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MOUVEMENT ET DYNAMIQUE DES 
FILAMENTS ET DES ANNEAUX 

TOURBILLONS DE FAIBLE EPAISSEUR 



Dynamique et mouvement des filaments et des anneaux tourbillons de faible épaisseur 
 

 Résumé : 
 

Un filament tourbillon est un cas particulier d’écoulement rotationnel, pour lequel la 
vorticité se trouve uniquement autour d’une courbe tridimensionnel, dite fibre centrale du 
filament. Calculer l’écoulement, c’est déterminer l’évolution de cette zone de vorticité, dite 
filament tourbillon, c’est à dire trouver le mouvement de la fibre centrale. Cette thèse reprend 
la démarche de Callegari et Ting pour obtenir l’équation d’évolution de la fibre centrale d’un 
anneau tourbillon en la complétant avec divers remarques et commentaires et en donnant des 
ordres supérieurs du développement. Nous mettons en valeur le développement des intégrales 
singulières de Biot et Savart à l’aide de la méthode des développements asymptotiques 
raccordés. Puis, les résultats obtenus sont utilisés pour justifier des méthodes de coupure et 
pour les généraliser au cas visqueux et avec vitesse axiale. Nous complétons les résultats de 
Widnall et Sullivan sur l’étude linéaire d’un anneau circulaire perturbé en donnant la période 
d’oscillation des différents modes et en comparant ces résultats avec une simulation 
numérique de l’équation d’évolution. Enfin, nous étudions les oscillations d’un filament droit 
et la stabilité de filaments parallèles contrarotatifs. 
 
 Mots clés : 
 filament tourbillon, anneau tourbillon, vorticité, mécanique des fluides 
 développement asymptotiques, intégrales singulières  
 coupure, mouvement, stabilité 

 
Dynamics and motion of slender vortex filaments and rings 

 
 Abstract : 
 

A vortex filament is a particular rotationnel flow in which the vorticity is located only 
around a three dimensional curve called central line of the filament. Solving the flow means 
finding the evolution of this vorticity region, called vortex filament, that is to say finding the 
motion of the central line. This dissertation proceed as Callegari and Ting to obtain this 
equation of motion in adding some remarks and comments and in giving higher order terms of 
the expansion. We point out the importance of singular Biot and Savart integral expansions 
performed with matched asymptotic expansions. Then, these results are used to justify cut-off 
methods and to generalise them to the case with viscosity and axial velocity. We complete 
Widnall and Sullivan’s linear study of a perturbed circular vortex ring in giving the oscillation 
period of the different modes and in comparing these results with a numerical simulation of 
the equation of motion . Finally, we study the oscillations of a straight vortex filament and the 
stability of parallel counter-rotating vortex filaments. 

 
 Key words : 
 vortex filament, vortex ring, vorticity, fluid mecanics 
 asymptotic expansions, singular integrals 
 cut-off, motion, stability 
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NOMENCLATURE 

 
 
 
Variables : 
 
t temps 
x  point de l’espace 
 v x( , )t  champ de vitesse 
 
( , )x t  champ de vorticité 
p t( , )x  champ de pression 
  viscosité cinématique 
  circulation 
m0  débit axial à l’instant initial 
C fibre centrale 
 
X X ( , )s t  représentation paramétrique de la fibre centrale 
S(t) longueur de l’anneau 
  épaisseur du filament 
0  épaisseur initiale du filament 
  potentiel de l’écoulement  
Re  nombre de Reynolds 
L grande longueur caractéristique 
l  0  petite longueur caractéristique 
  rapport de 0  sur L 
( , , )
  
 n b  Base de Frenet 

K courbure 
T torsion 
  coefficient d’abscisse non curviligne 
( , , )x x x1 2 3  coordonnées cartésiennes 
( , , )  e e e1 2 3  base cartésienne 
( , , )r s  coordonnées curvilignes locales 
( , , )r s  coordonnées curvilignes locales orthogonales 
( , )  
r    vecteurs de base des coordonnées locales 

a paramètrage de longueur d’arc 
V  vitesse relative 
u v w, ,  vitesse radiale, orthoradiale, axiale 
  1 2 3, ,   composantes radiale, orthoradiale, axiale de la vorticité 
  



  fonction de courant 
C C C Cv w

* , ,  ,  contributions internes à l’équation d’évolution de la fibre centrale 

A( , )s t  contribution globale à l’équation d’évolution de la fibre centrale 

Q2 ( , )s t  contribution de l’écoulement potentiel à l’équation d’évolution de la fibre centrale 
sc  longueur de coupure 
lc  longueur d’arc de coupure 
R0  Rayon d’un anneau circulaire 
  angle des coordonnées cylindriques d’un anneau circulaire 
  i i er , , 3 vecteurs de base des coordonnées cylindriques 
~V  paramètre de structure d’un anneau tourbillon 

T période d’oscillations 
 

Notations : 
 
 
f x     f x  

f


 
 
   f t  

f 0  f t( ) 0  
x  grandeur dilatée ou réduite à l’aide de   
  produit scalaire 
  produit vectorielle 
f out  développement extérieur 

f inn  développement intérieur 
f c  partie axisymétrique de f  
f i( )  ième terme du développement de f  
f fj j1 2,   termes en cos( )j  et sin( )j  du développement de Fourier de f  

  
 
 



Introduction 

 

1 

 

 
 

INTRODUCTION 

 
 
 
 

 Le travail présenté dans ce mémoire est une contribution à l’étude du mouvement des 

filaments et des anneaux tourbillons de faible épaisseur. Dans cette introduction, après avoir 

rappelé quelques notions sur le champ de vorticité et son utilisation, nous introduisons la 

notion de filaments et d’anneaux tourbillons, puis leur réalisation expérimentale et dans des 

phénomènes naturels. Nous précisons alors l’intérêt de leur étude et faisons un tour d’horizon 

des résultats de la littérature à leur sujet tout en nous proposant d’en apporter des 

supplémentaires. Nous serons alors prêt à présenter le travail qui a été réalisé dans cette thèse, 

que l’on décrira chapitre par chapitre.  

On s’intéresse aux écoulements rotationnels laminaires incompressibles à grand 

nombre de Reynolds pour lesquels les équations du champ de vitesse sont : 



 


 
 

    


  v
v v v

t
grad grad

p
                                                   (1) 

 iv d v  0                                                                           (2) 

où  v  est la vitesse, t le temps, p la pression et    la masse volumique. 

 Ces écoulements sont décrits à l’aide du champ de vorticité :  
 
  rot( )v  

Généralement, le pourcentage de l’écoulement occupé par la vorticité est faible : on dit que la 

vorticité est concentrée dans l’écoulement. La vorticité vérifie l’équation du tourbillon : 






 
 

      


    
  

t
grad grad  v v                                               (3) 
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Si l’on connaît le champ de vorticité, on peut en déduire le champ de vitesse par la relation 

suivante : 

  
  

 
v x x

x x

x x
( ) ( )

( )'

'
' 

 





grad dx


         
'1

4 3
                                   (4) 

qui décompose le champ de vitesse en une vitesse potentielle : 

 v xBack 


grad( )  

appelée également vitesse de background et une vitesse induite par le champ de vorticité : 


  

 
v

x x

x x
Biot

'


 




1
4 3

 ( )'

'
'dx  

qui est la relation de Biot et Savart. Cette équation est l’inversion des deux relations 

linéaires :  

 iv d v  0  
 
  rot( )v  

Elle provient donc uniquement de la cinématique. L’ensemble des relations (3), (4) et de 

l’équation du potentiel : 

  0 ,                                                                          (5) 

muni des conditions aux limites et des conditions initiales, forme un système équivalent à (1) 

et (2). Il est intéressant de décrire l’écoulement à l’aide du champ de vorticité. Si le champ de 

vorticité concentré et l’écoulement potentiel sont connus, alors à l’aide de la relation (4), on 

connaît le champ de vitesse en tout point de l’écoulement. Si l’on connaît l’écoulement 

potentiel, les équations d’évolution (3), (4) sont à intégrer sur le domaine de vorticité qui est 

petit par rapport au domaine occupé par tout l’écoulement. Comme on est à très grand nombre 

de Reynolds, la viscosité est petite et l’équation (5) se comporte au première ordre comme 

l’équation : 





 
 

    


   
 

t
grad grad v v                                                        (6) 

Le champ de vorticité subit donc les mêmes déformations que le domaine fluide : on dit que 

la vorticité est gelée dans le fluide. A ce phénomène se rajoute une diffusion lente du champ 

de vorticité qui est due au terme visqueux   

  dans l’équation (3). Le terme 

 
  grad v  qui 

n’existe que pour les écoulements tridimensionnels est le terme d’étirement de la vorticité ou 

terme de stretching. 
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Lorsque l’on s’intéresse à un écoulement, deux études apparaissent. La première 

(Figure 1) est la détermination du champ de vitesse induit par un champ de vorticité connu au 

temps t ou initialement. La seconde est la détermination de l’évolution d’un champ de 

vorticité donné initialement. Cette seconde étude nécessite de faire la première étude à tout 

temps de l’évolution que l’on détermine (Figure 2).  

 
 
 ( , )x t  

Figure 1 : Recherche de la vitesse induite   v x( , )t  par  
 
( , )x t  

  
 
 ( , ) ?x t  

 ( , )x t  0
  v x( , ) ?t  0   v x( , ) ?t  

Figure 2 : Recherche de l’évolution de la vorticité  
 
( , )x t  et de   v x( , )t  

 

Une tornade est un exemple bien connu de répartition de vorticité. C’est un 

écoulement axisymétrique qui est en rotation autour d’un axe (Figure 3 a). La seule 

composante non nulle de la vorticité est celle parallèle à l’axe de la tornade et la seule 

composante non nulle de la vitesse est celle qui est orthoradiale. 

 

                                                     






 
                     a) Lignes de courant                                                b) Lignes de vorticité 

        Figure 3 : Schéma d’une tornade 
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                                    a                                       b                               c  

Figure 4 : Photographies de tornades 

 

On peut également représenter les lignes de vorticité qui sont les lignes tangentes au champ 

de vorticité et qui sont ici des droites (Figure 3 b). L’intensité de la tornade est mesurée à 

l’aide de la circulation   qui est la circulation de la vitesse sur une ligne encerclant la tornade 

et qui correspond également au flux de la vorticité à travers une surface perpendiculaire à la 

tornade. Par conservation du flux de vorticité (  iv d

  0 ), cette circulation est la même tout 

le long de la tornade. Par application du théorème de Kelvin (fluides non visqueux), elle ne 

dépend pas non plus du temps. Si r est la distance à l’axe de la tornade et   son épaisseur, il 

existe une solution exacte aux équations d’Euler d’un fluide parfait qui est le tourbillon de 

Rankine (Figure 5) :  

 

  ( )r

r

 

v r( )

r



2
r

 

2

2

r

 
Figure 5 : Vorticité d’un tourbillon de Rankine et vitesse induite  

 

La vitesse induite par la zone de vorticité uniforme est déterminée en égalant le flux de la 

vorticité avec la circulation de la vitesse, mais peut aussi être obtenu à l’aide de la loi de Biot 

et Savart bidimensionnel : 

  
  

 
v x x

x x

x x
( ) ( )

( )'

'
' 

 





grad dx


         
'1

2 2
                                   (7) 
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Il existe une solution exacte aux équations de Navier-Stokes d’un fluide visqueux qui est le 

tourbillon de Burgers (Figure 6) : 
  ( , )r t

r ( )t

v r t( , )

r ( )t  
Figure 6 : Vorticité d’un tourbillon de Burgers et vitesse induite 

 

La vorticité peut être concentré autour d’une courbe, dite fibre centrale, qui n’est pas 

forcément droite comme pour une tornade. On a alors un filament tourbillon et, si la courbe 

est fermée, on a un anneau tourbillon (Figure 7) : 






 = 0


  0

   fibre centrale

X ( , )s t   

    




 = 0


  0

   fibre centrale

X ( , )s t   

 

Figure 7 : Filament et anneau tourbillon 

 

Cette courbe est décrite paramétriquement à l’aide d’une fonction 
 
X X ( , )s t , qui donne un 

point de la courbe en fonction d’un paramètre s et du temps t. Remarquons qu’un filament 

tourbillon ne peut pas s’arrêter brutalement au milieu du fluide à cause de la conservation de 

la circulation : soit il est fermé, soit il s’arrête sur une paroi solide. L’épaisseur   sera prise 

petite ce qui permet d’avoir une approche analytique et ce qui est justifié par le fait que la 

vorticité est généralement concentrée dans les écoulements. Pour une viscosité faible, si la 

vorticité est concentrée autour d’une fibre centrale, elle le reste tant que le temps n’est pas 

trop grand. Cependant, cette fibre centrale ne reste pas sur place ; elle se déplace. Notre but 

est alors de déterminer le mouvement du filament tourbillon, c’est à dire le déplacement de 

sa fibre centrale, ainsi que la stabilité de ce mouvement. Comme la vorticité est quasiment 

gelée dans le fluide, un point de la fibre centrale se déplace avec la vitesse du fluide. On peut 
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décomposer cette vitesse en différentes contributions : l’écoulement potentiel, la vitesse 

induite par le filament tourbillon, la vitesse induite par les autres filaments tourbillons (on 

parle alors d’interaction des filaments).  

 Un anneau tourbillon peut être créé par différents procédés3. On met de la fumée dans 

une boite percée d'un trou sur une face et possédant une membrane sur la face opposée. On 

expulse alors la fumée en un jet de courte durée en percutant la membrane. Le jet s'enroule en 

un anneau de fumée par frottements visqueux sur la paroi du trou. L’anneau se déplace alors 

sous l’effet de son induction propre. C'est comme cela que les fumeurs arrivent de créer des 

anneaux de fumée par expulsion de la fumée qui est dans leur bouche. Le même procédé peut 

être utilisé pour les liquides. 

percution
jet

fumée

 
                 Figure 8 Création d’un anneau à l’aide d’une boite de Tait (vue en coupe) 

 

Il est à noter que s’il n’y a pas de force de volume rotationnelle, la vorticité ne peut être créée 

que dans un fluide visqueux à une paroi solide ou une interface de deux liquides.  

Un anneau tourbillon peut aussi être créé par explosion d’une bulle. Par exemple, le 

PH3 d’une bulle réagit avec l'air pour former du P2O5 qui est expulsé dans l'air et forme un 

anneau (Figure 9). 

air

eau

bulle de PH3

fumées 
de P2O5

 
Figure 9 Création d’un anneau par explosion d’une bulle (vue en coupe) 



Introduction 

 

7 

 

Le déplacement d'un disque dans un liquide permet aussi de créer un anneau (Figure 

10). 

 

disque

déplacement

du

disque

 
Figure 10 Création d’un anneau par déplacement d’un disque 

 

C’est le même phénomène que l’on constate si on déplace une cuillère dans un bol de lait puis 

qu’on la retire rapidement verticalement. Il faut que la moitié de la partie incurvée de la 

cuillère soit sous la surface libre du lait. A la surface, on voit deux tourbillons qui se déplacent 

en translation tout en restant à la même distance l’un de l’autre. 

Si on laisse tomber une goutte colorée de liquide, elle s'enroule en un anneau coloré 

lorsqu'elle arrive dans l'eau (Figure 11). Cette expérience peut être facilement réalisée à l’aide 

d’une cartouche d’encre et d’un lavabo rempli d’eau. On crée alors facilement un anneau en 

décrochant une goutte très près de la surface. 

 Dans bon nombre de phénomènes naturels, le champ de vorticité est confiné : 

dépressions atmosphériques, tornades, tourbillons de vidange, tache rouge de Jupiter,... Le 

confinement de la vorticité semble plutôt être la règle que l’exception. Des anneaux 

tourbillons sont créés de façon naturelle dans certaines situations : éjection d’anneaux au-

dessus d’un volcan, lors de certaines protubérances solaires, au fut d’un canon38 lors d’un tir, 

dans le champignon d’une bombe atomique, dans le cœur d’un humain et on a même vu des 

dauphins créer des bulles tourbillons toriques et s’amuser avec35,48. 
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Figure 11 Création d’un anneau par chute d’une goutte  

 

 

Figure 12 : Bulle torique faite par un dauphin  

 

On rencontre également des filaments tourbillons dans l’Hélium superfluide43, dans des 

supraconducteurs7 et dans les plasmas9. Les instabilités de Kelvin-Helmholtz d’une nappe 

tourbillon donnent naissance à des filaments tourbillons et ces instabilités pour un jet de 

liquide aboutissent à la formation d’une rangée d’anneaux tourbillons5. 
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 Les tourbillons d’apex dans le sillage d’un avion sont des exemples de filaments 

tourbillon.  

 
Figure 13 : Tourbillons d’apex derrière un avion 

 

C’est leur persistance dans le temps qui limite la fréquence d’atterrissage des avions dans un 

aéroport : si un avion suit de trop près un autre, il peut être déstabilisé par ces tourbillons et 

c’est ce qui a déjà abouti à des catastrophes aériennes. La stabilité (Annexe 18) et la 

déstructuration des filaments tourbillons (par exemple par éclatement tourbillonnaire27 : 

Figure 14 et Annexe 18) ont été beaucoup étudiées.  

 

 
Figure 14 Eclatement tourbillonnaire de type bulle.  

                                                   Comparaison entre expérience et numérique (Visbal47) 
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Bon nombre de questions restent cependant ouvertes sur ces éclatements tourbillonnaires et 

pourraient apporter des améliorations à certains procédés industriels. 

 Les anneaux tourbillons sont un moyen de déplacer rapidement une certaine quantité 

de gaz. Cette utilisation avait été imaginée dans le passé pour rejeter très haut dans 

l’atmosphère les fumées qui s’échappent des cheminées d’usine. Ce procédé est bien sûr rejeté 

de nos jours puisque l’on sait que les capacités de notre atmosphère terrestre d’absorber les 

pollutions humaines sont loin d’être infinis. Cette faculté de transport a été remise au goût du 

jour par la marine américaine (Naval Air Warefare Centre- Weapon Division- Point Mugu, 

CA) qui propose plusieurs utilisations des anneaux tourbillons :  

 extinction de feux difficiles d’accès par envoi d’anneaux tourbillons de dioxyde de 

carbone 

 utilisation d’un canon à anneaux tourbillons pour transporter des gouttes de produit 

médical en tirant dans la bouche d’un patient 

 réalisation d’armes non mortelles sous forme de pistolet à anneaux tourbillons 

chimiques pour mettre hors de nuire l’ennemi 

 Ils envisagent même que la police puisse utiliser un pistolet à anneaux tourbillons 

lors de chasse poursuite avec un véhicule (Figure 14): les gaz contenus dans 

l’anneau diminueraient fortement les capacités du moteur du véhicule poursuivi en 

perturbant l’air frais qu’utilise la combustion de celui-ci. 

 

 

Figure 14 Etouffement du moteur par projection de dioxyde de carbone  

dans l’air frais qu’utilise le moteur  
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 L’étude des filaments et des anneaux tourbillons est au coeur de la mécanique des 

fluides. Des simulations numériques directes42 (Figure 15) de la turbulence mettent en 

évidence l’existence de bon nombre de filaments tourbillons. Ainsi, la résolution de la 

turbulence (difficile entreprise qui n’a encore pas été atteinte par les scientifiques) nécessite 

de prendre en compte ces objets33,34,36,46. Cette perspective justifie le regain d’intérêt récent sur 

l’étude des filaments tourbillons, car même si les premières études remontent à Helmholtz18, 

notre connaissance de ceux-ci est encore imparfaite.  

 
Figure 15: Lignes de vorticité d’une turbulence homogène par DNS 

(She et al. 1991) 

 

Parmi les différentes méthodes numériques de la mécanique des fluides, ils en existent 

qui utilisent des filaments tourbillons et qui s’appellent ‘les méthodes des éléments 

tourbillons’16,28. Le champ de vorticité est alors discrétisé (Figure 16) en un grand nombre de 

filaments tourbillons de faible épaisseur et le mouvement de la zone de vorticité est déterminé 

en faisant évoluer chacun des filaments dans son champ propre, dans celui induit par les 

autres filaments et dans l’écoulement potentiel.  

 
Figure 16: Méthode des éléments tourbillons 
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Le point tourbillon n’existe pas en trois dimensions : la vorticité ne peut être infiniment 

concentrée que sur des courbes : filets tourbillons, ou sur des surfaces : nappes tourbillons4. 

La mise au point de ces méthodes se sert de notre connaissance du mouvement des filaments 

tourbillons et donc l’amélioration de notre savoir sur ceux-ci a des retombées sur l’avancée de 

ces méthodes numériques. Afin d’illustrer ces méthodes, un exemple d’utilisation est donné 

sur la figure 17, où est simulée l’évolution d’une zone de vitesse axiale sur un filament 

tourbillon d’intensité   et de rayon R en fonction du temps t. Sur la figure, on a représenté les 

lignes de vorticité. Ces lignes sont assimilées à de petits filaments tourbillons et on détermine 

l’évolution de l’ensemble en déterminant l’évolution de toutes ces lignes de vorticité. 

 t / R 2  0 28 56  
Figure 17 : Simulation numérique d’un éclatement tourbillonnaire par élément de  

                 vorticité28. Les lignes de vorticité sont représentées à différents temps. 

 

Des résolutions numériques de la turbulence en deux dimensions sont effectuées en 

déplaçant bon nombre de molécules élémentaires qui sont des tourbillons8. La diffusion 

visqueuse est obtenue en rajoutant une perturbation aléatoire dans le déplacement de ces 

tourbillons. Ces résolutions n’ont pas d’équivalent en trois dimensions, où différentes 

difficultés de taille apparaissent. D’abord, il existe un phénomène d’étirement dans l’équation 

de la vorticité qui n’existait pas dans les problèmes plans, puis, il n’y a pas de solution 

élémentaire au problème d’une distribution de Dirac ponctuelle donc pas de particule de 

vorticité de l’espace4,40. La répartition de vorticité la plus simple est le filet tourbillon 

(vorticité infiniment concentrée sur une courbe, dite aussi courbe tourbillon), mais en tout 

point de courbure non nulle, la vitesse de cette courbe est infinie (il y a une singularité 
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logarithmique) ce qui nécessite que cette vorticité n’est pas infiniment concentrée, c’est à dire 

que cette zone de vorticité a obligatoirement une petite épaisseur.  

 La vitesse V d’un anneau tourbillon circulaire, d’intensité  , de rayon R, et 

d’épaisseur de corps  , a d’abord été donnée sans preuve par Kelvin21: 

V = ) 

4
8 1

4 R
(ln   où   / R                                             (8) 

puis a été prouvée et généralisée par différents auteurs10,11,19,20,25,26,39. Tous ont utilisé des 

coordonnées cylindriques, la fonction de courant de Stokes  et ont trouvé le développement 

de  selon  en utilisant sa dépendance vis-à-vis du champ de vorticité à l’aide de la relation 

de Biot et Savart sur la fonction de courant Ils considèrent un écoulement stationnaire dans 

un référentiel se déplaçant en translation à la vitesse V( ) , que l’on recherche.  

 Des équation d’évolution de la fibre centrale C d’un filament tourbillon non circulaire 

et de faible épaisseur (Figure 7) ont été données par Thomson44, Levy et Forsdyke32, Hama17, 

Leonard28. Ce sont différentes méthodes ad hoc appelées ‘méthodes de coupure (cut-off en 

anglais)’ qui sont des méthodes de type éléments tourbillons. Dans toutes ces méthodes, la 

singularité dans l’intégrale de Biot et Savart d’un filet tourbillon est évitée en modifiant son 

expression à l’aide d’un petit paramètre lc , appelé la longueur de coupure. Par exemple, 

Hama17 pose : 

   


  

 X
X X

X X



 


 


( , )

( , ) ( ( , ) ( , ))

( , ) ( , )

' '

'
( ) \ ,

's t
s t s t s t

s t s t
ds

S t s lc s lc



4 3
0,




                (9) 

où 

 est le vecteur tangent à la fibre centrale C de longueur S(t) décrite par 


X( , )s t ; 


X


( , )s t  

est la vitesse du point 

X( , )s t  de C et  lc  est la longueur de coupure. La longueur lc  est prise 

égale à l’épaisseur   du tourbillon ( lc   ). Le fait que le tourbillon est de faible épaisseur 

est donc utilisé et la structure interne de l’anneau est complètement prise en compte dans cette 

longueur de coupure lc . Arms et Hama1 ont simplifié cette expression en ne retenant 

simplement que l’ordre principal logarithmique qui donne une contribution au mouvement de 

l’anneau tourbillon lorsque lc  est infiniment petit. On obtient ce que ces auteurs ont appelés 

l’équation de ‘l’approximation de l’induction locale’:  

 
X b


 ( , ) ln ( , ) ( , )s t K s t s t


4
(  )                                                 (10) 
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où K est la courbure locale de C, 

b  la binormale sur C et   est l’épaisseur   du filament que 

l’on a réduit par rapport à un rayon de courbure caractéristique. 

 L’équation d’évolution de la fibre centrale d’un anneau tourbillon non circulaire et de 

faible épaisseur (Figure 7) a également été dérivée des équations d’Euler ou de Navier-Stokes 

en utilisant un développement asymptotique raccordé avec l’épaisseur de l’anneau comme 

petit paramètre par différents auteurs2,6,13,23,24,37,45,50. Toutes ces études se complètent les unes 

et les autres et l’article de Callegari et Ting6 nous semble être le plus complet et le plus précis. 

Ces études résolvent la singularité logarithmique en considérant que l’on a une couche limite 

sur la fibre centrale de l’anneau. En effet, comme l’épaisseur de l’anneau est faible, c’est un 

petit paramètre et il apparaît un problème intérieur pour une distance de l’anneau tourbillon de 

l’ordre de l’épaisseur de l’anneau et un problème extérieur pour une distance de l’ordre du 

rayon de courbure de l’anneau. En se servant de la petite épaisseur de l’anneau, les équations 

de Navier Stokes se simplifient dans la couche limite. On obtient des équations du même type 

que les équations de couche limite de Prandlt qui ici donnent l’équation d’évolution pour la 

fibre centrale de l’anneau. La petite épaisseur du filament qui est un gène pour une résolution 

numérique des équations de Navier Stokes puisqu’elle provoque des matrices mal 

conditionnées, est un atout qui est mis à profit pour obtenir cette équation. L’équation suivante 

d’évolution de la fibre centrale6 

X( , )s t  est alors obtenue : 

 

 
  
X Q b


      ( , ) ( , )
( , )

ln ln( ( )) ( ) ( ) ( , )s t s t
K s t

S t C t C t s tv w4
1


            (11a) 

avec                            
    
Q A A   ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )s t s t s t s t s t                                         (11b) 
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( , ) ( , )
( , , )

s t s s t

s s t s s t s t

s s t s t

K s t s t
s s t

ds  


     

  































1

4

3

2











    (11c) 

 ( , , ) ( , )s s t s t ds
s

s s

   

 

                                                                   (11d) 

où  

b  est le vecteur binormal de la fibre centrale C,  ( , )s t s


X  et K est la courbure. 
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 Dans cette expression, C tv ( )  et C tw ( )  sont des fonctions connues pourvu que le 

champ de vitesse initial soit donné. Ce sont des paramètres internes, qui montrent le couplage 

entre le mouvement de la fibre centrale et l’évolution de la structure interne de l’anneau. 

Comme la structure de l’anneau apparaît uniquement dans le groupement :  

    ln ( ) ( ) 1 C t C tv w ,                                          (11e) 

par une mesure de la vitesse d’évolution de la fibre centrale du filament, on ne peut pas 

déterminer son épaisseur si l’on ne connaît pas les valeurs de C tv ( )  et C tw ( )  pour ce 

filament. La vitesse 

X


( , )s t  en un point du filament se décompose en une contribution globale 

(ou non locale) 

Q( , )s t  et une contribution locale proportionnelle à la courbure K et dirigée 

selon la binormal 

b( , )s t  en ce point. La contribution globale fait intervenir la forme de la 

fibre centrale alors que la contribution locale fait intervenir la structure interne du filament. 

Une nouvelle dérivation de cette équation, en utilisant le développement intérieur de 

l’intégrale de Biot et Savart, a été réalisée par Klein et Knio22 et a été initialement accomplie 

d’une façon similaire par Levi-Civita29-31, au début du siècle, mais uniquement jusqu'à l’ordre 

principal logarithmique. Ces articles en italien ont été oubliés pendant une longue période et 

ont été redécouverts par Germano15 en 1983. 

On préfère ces études asymptotiques aux méthodes de coupure. En effet, pour prendre 

en compte la structure interne de l’anneau, ces méthodes font intervenir la longueur de 

coupure qui est un paramètre arbitraire et ces méthodes ne découlent pas des équations de 

Navier Stokes.  

Malgré la littérature abondante au sujet de l’étude du mouvement des anneaux 

tourbillons, il a été possible d’apporter des éléments supplémentaires à la détermination de 

l’équation d’évolution de leur fibre centrale qui vont être maintenant annoncés. Ce mémoire 

redonne également toute la démarche d’obtention de cette équation. 

 Dans le premier chapitre, nous introduisons une définition des filaments et des 

anneaux tourbillons de faible épaisseur ainsi que les coordonnées, les équations, les échelles et 

les régions asymptotiques associées. Nous étudions le filet tourbillon droit puis courbe comme 

introduction au problème de couche limite tridimensionnelle. On constate qu’il faut savoir 

calculer le développement de l’intégrale singulière de Biot et Savart, ce qui est l’objet de notre 

deuxième chapitre. On a essayé de décrire assez succinctement la méthode de résolution de 

cette couche limite tridimensionnelle, en insistant plus sur la démarche, les étapes clefs de son 
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déroulement et les résultats, que sur les équations et le grand nombre de calculs qui sont sous-

jacents. Ceci nous permet de donner une description des différents types de structures de 

filament en allant de la plus générale à la plus simple, grâce à quoi on peut bien préciser les 

hypothèses qui sont faites suivant les études. Une attention particulière a été apportée aux 

longueurs caractéristiques d’adimensionnalisation qui ont été choisies afin de faire le lien 

entre cette étude et d’autres études de la littérature. Le lien immédiat entre ces études peut être 

masqué par des notations différentes et surtout par des choix différents des longueurs 

caractéristiques et des formes de développement asymptotiques associés. On étudie un anneau 

tourbillon avec une vitesse axiale, que l’on pourrait appeler un jet tourbillon courbe fermé. 

Celui-ci est essentiellement caractérisé par quatre paramètres, qui sont : sa circulation, son 

épaisseur, son débit axial et sa viscosité, ou en variables adimensionnelles : son épaisseur 

réduite, son débit axial réduit (nombre de Swirl) et son nombre de Reynolds. On précise les 

différences et les liens entre cette étude et l’étude d’un doublet, d’une source ou d’un jet 

concentrés sur une courbe (répartitions linéiques).  

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons aux champs de vorticité et de vitesse 

d’un anneau tourbillon de faible épaisseur. Notre but est d’obtenir le développement extérieur 

et intérieur du champ de vitesse induit par le champ de vorticité connu d’un anneau tourbillon 

de faible épaisseur. Nous effectuons pour cela des développements de l’intégrale de Biot et 

Savart. On donne les deux premiers ordres du développement extérieur. L’ordre principal est 

bien connu mais pas le premier. Nous donnons également le développement de ces deux 

ordres près de l’anneau, qu’on obtient en utilisant la méthode de développement 

asymptotique raccordé des intégrales singulières telle qu’elle est exposée dans François12. Si 

la partie singulière du développement près de l’anneau de l’ordre principal de la vitesse est 

bien connue, l’ordre un et les ordres supérieurs ne sont pas donnés habituellement. 

L’expression la plus complète de ce développement près de l’anneau a été donnée par 

Fukumoto et Miyazaki13. Par ailleurs, la plupart des auteurs2,41 ne dérivent pas ce 

développement près de l’anneau en utilisant la méthode systématique des développements 

asymptotiques raccordés des intégrales singulières. Seuls quelques rares auteurs14,22,23 l'ont 

utilisée. On donne alors le développement intérieur de l’intégrale de Biot et Savart afin de 

généraliser des résultats connus22,30,31. Nous obtenons ainsi le champ de vitesse au voisinage 

et dans l’anneau tourbillon et généralisons certains résultats de la littérature22,30,31. Enfin, nous 

montrons que ce champ intérieur de vitesse se raccorde bien avec le champ extérieur de 

vitesse.  
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 Dans le troisième chapitre, nous dérivons l’équation d’évolution d’un anneau 

tourbillon à l’aide du développement asymptotique raccordé décrit succinctement au chapitre 

I. On utilise aussi les résultats des développements de l’intégrale de Biot et Savart obtenus au 

chapitre II. Nous reprenons ici toute la démarche de Callegari et Ting6 en la complétant avec 

divers commentaires, avec des dessins de champ de vitesse et avec des ordres supérieurs dans 

le développement. Afin de comprendre l’utilité et la porté de cette équation d’évolution, qui 

est le résultat de bien des labeurs de calcul, on présente des simulations numériques de celle-

ci. 

Dans le quatrième chapitre, on justifie diverses méthodes de coupure en comparant 

leur développement par rapport à la longueur de coupure avec l’équation d’évolution d’un 

anneau tourbillon obtenue par Callegari et Ting6. Cette justification est valable pour un 

anneau visqueux avec une vitesse axiale. Pour faire le développement, on utilise la méthode 

de développement asymptotique raccordé des intégrales singulières. 

Dans le cinquième chapitre, les simulations numériques de l’équation d’évolution 

d’un filament tourbillon sont comparées à l’étude de stabilité linéaire d’un anneau tourbillon 

circulaire. L’étude linéaire de Widnall et Sullivan50 est généralisée au cas d’un anneau 

visqueux avec vitesse axiale. Nous donnons des résultats pour les modes stables oscillants 

alors que Widnall et Sullivan50 ont donné des résultats pour les modes instables. Cette 

comparaisons apporte une vérification de notre code numérique d’évolution d’anneaux 

tourbillons. 

Le sixième chapitre donne, pour un filament ouvert, les résultats analogues aux 

chapitres II, III,IV,V. Nous y discutons alors du régime des filaments ultra-fins23, des 

oscillations d’un filament droit et de l’instabilité de deux tourbillons parallèles contrarotatifs. 

En conclusion, l’ensemble des résultats obtenus est résumé et différentes perspectives 

d’études sont envisagées. 
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Chapitre I 
 

DESCRIPTION ET MÉTHODE DE 

RÉSOLUTION D’UN FILAMENT 

TOURBILLON 

 
 Dans ce chapitre, nous donnons la définition d’un filament tourbillon de faible 

épaisseur et présentons différentes notions qui y sont rattachées : fibre centrale, coordonnées 

locales, échelles, limites asymptotiques. Nous cherchons à déterminer le déplacement d’un 

point tourbillon et d’un filet tourbillon courbe. On montre qu’il est nécessaire qu’un filament 

courbe ait une épaisseur pour que sa vitesse soit finie. Il faut tenir compte de cette épaisseur 

pour obtenir le mouvement d’un filament tourbillon et donc résoudre un problème de couche 

limite tridimensionnelle autour d’une courbe. On constate alors qu’il faut savoir calculer des 

développements dans l’intégrale singulière de Biot et Savart, ce qui sera l’objet de notre 

chapitre II. La méthode de résolution de cette couche limite est présentée dans ce chapitre, 

mais sera effectuée complètement au chapitre III. A la fin de ce chapitre, on présente 

différents types de formes et de structures de filament tourbillon. 

 

I.1. Définition d’un filament de faible épaisseur 

Un filament tourbillon de faible épaisseur de corps est un champ de vorticité 
 
( , )x t  

qui est concentré dans le voisinage d’épaisseur   d’une courbe tridimensionnelle C, appelée 

la fibre centrale ou ligne centrale. L’épaisseur   définit l’épaisseur du filament tourbillon en 

ordre de grandeur. Cette courbe C est décrite paramétriquement à l’aide d’une fonction 
 
X X ( , )s t , qui donne un point de la courbe en fonction d’un paramètre s et du temps t. La 
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géométrie du voisinage où la vorticité est concentrée est un ‘tore non circulaire’ T  si la fibre 

centrale est fermée ou un cylindre non rectiligne si la fibre centrale est ouverte. La circulation 

  de la vitesse du fluide autour d’une section du tore est l’intensité du tourbillon. 

 Le filament tourbillon est à vorticité d’extension finie si le support des fonctions qui la 

définissent est à support compact. Il est à vorticité décroissante exponentiellement si les 

fonctions qui la définissent sont à décroissance rapide. Pour un fluide non visqueux, un 

filament initialement à vorticité d’extension finie reste à vorticité d’extension finie, mais on 

peut cependant travailler aussi avec des filaments à vorticité décroissant exponentiellement. 

Pour un fluide visqueux, même si initialement le filament est à vorticité d’extension finie, il 

devient instantanément à vorticité décroissante exponentiellement. 

 La figure 1.1 représente un filament à vorticité d’extension finie dans un voisinage T  

d’une courbe C. 

 
Figure 1.1 : Description d’un morceau de filament tourbillon et du voisinage de sa ligne 

centrale  
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Figure 1.2 : La courbe centrale et les coordonnées locales d’un anneau tourbillon. 
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I.2. Repérage de la fibre centrale et coordonnées locales 

 Si la fibre centrale du filament est fermée, on parle d’un anneau tourbillon de 

longueur S, sinon il s’agit d’un filament tourbillon infini.  

I.2.1. Repérage de la fibre centrale 

 La fibre centrale est repérée à l’aide d’une représentation paramétrique : 
 
X X ( , )s t , 

qui donne un point de la courbe en fonction d’un paramètre s et du temps t (Figure 1.2). En 

chaque point de cette courbe, nous définissons le repère de Frenet ( , , )
  
 n b  avec 

respectivement les vecteurs tangent, normal et binormal. Les formules de Frénet sont : 



 

 

( , )

( )

s t

K

T K T

s

s s

s s





 



   

    

X

X n

n b b n

  

             

                                     (1.1) 

où  est la norme usuelle de R3 , T la torsion locale de C et K la courbure locale de C. Ici, 

comme dans toute la suite, la différentiation    f x/  d’une fonction f par rapport à sa 

variable x est notée f x . Nous utilisons également la notation f


au lieu de f t  si t est le 

temps. On a    0 2,  et nous choisissons  s    ,  pour un anneau tourbillon et 

 s   ,  pour un filament infini. Si s  0 , le paramètre s est appelé une longueur d’arc 

et est noté a au lieu de s.  

 

I.2.2. Coordonnées locales 

 Nous introduisons un système de coordonnées locales valable uniquement au 

voisinage de la fibre centrale du filament. C’est celui utilisé par Callegari et Ting2 en 1978. Si 

un point M voisin de la courbe (figure 1.2) est projeté orthogonalement en P(s) sur C, alors 

PM


est dans le plan ( , ) 
n b  formé par la normale et la binormale. Ainsi nous utilisons les 

coordonnées polaires ( , )r   dans ce plan et les vecteurs polaires unitaires ( , ) 
r   : 

 
   

   
r r n b

n b

  

   

( , , ) ( , ) cos ( , ) sin

( , , ) ( , ) sin ( , ) cos

  

  

s t s t s t

s t s t s t

   

 
.                                       (1.2) 
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De cette façon, nous définissons les coordonnées M( , , )r s et la base curviligne ( , )  
r   . La 

transformation entre les coordonnées M( , , )x x x1 2 3  et les coordonnées M( , , )r s  satisfait : 

  x OM X r  


( , ) ( , , )s t r s t                                                       (1.3) 

avec  

                                                      x e e e1 2 3  x x x1 2 3 ,  

où ( , , )  e e e1 2 3  est une base Cartésienne. 

I.2.3. Métrique associée aux coordonnées locales 

On cherche le tenseur métrique gij  associé à nos coordonnées. Pour cela, on 

différentie la formule (1.3) : 

d d s t r s t

d s t dr rd

ds dr

r ds

r d
ds dr

r T K T ds

r d

s

s s

  

  
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 
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X r r
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b n
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

   
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

 

que l’on réécrit : 

d dr r d T ds rK ds   
x r     ( ) ( cos( ))      

Nous posons  

 h rK3 1  cos( )   

et alors                                             d dr d ds   
x E E E  1 2 3  

avec : 
 

 

  

E r

E

E

1

2

3 3





 

      

       r

r T h



 

. 

Il vient  les produits scalaires suivants : 
 

 
E E

E E
1 2

1 3

0

0

 

 
 

 
E E2 3 0  r T   
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Les coordonnées ( , , )r s  ne sont donc pas orthogonales. Nous obtenons des coordonnées 

orthogonales ( , , )r s  en définissant   par :  

   0( , )s t   

avec                                                     d T s t ds0   ( , ) . 

Nous avons alors :  

d  dr rd h ds   
x r  +   +  3   

 

 

 

E r

E

E

1

2

3 3







      

       r

h





. 

Soit : 

gij i j 
 
E E , 

le tenseur métrique. Alors :  

g i jij  0   ( )  

g g1 11 1   

g g r2 22
2   

g g h3 33 3
2   

 

Les coordonnées orthonormées ( )i  naturellement associées aux ( ) ( , , )i r s   sont définies 

par : 

d g di ii i   . 

D’où : 

d dr1   

d rd 2   

d h ds3 3  

 

Les vecteurs de base de la base naturelle ( )i  sont ( , )  
r   . Tant que 0 1 r K , 

l’expression 1Kr cos( )  ne peut pas s’annuler. Si r K 1  la transformation des 

coordonnées n’est plus bijective. Nous emploierons donc ces coordonnées curvilignes dans la 

suite seulement pour des points près de la fibre centrale.  
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Avec ces coordonnées orthogonales et un formulaire, nous obtenons facilement 

l’expression des opérateurs. Par exemple le gradient de pression s’écrit :  

grad p
p
r r

p
h

p
s

( ) ( , , )












 
 

 
 

 
 

1 1

3
 sur ( , )  

r   .  

Le passage par les coordonnées orthogonales n’est qu’une étape qui nous permet d’utiliser les 

formulaires qui généralement sont donnés en coordonnées orthogonales. Il est alors facile de 

revenir aux coordonnées ( , , )r s  à l’aide du changement de variable pour passer de  à  . 

La seule dérivée partielle qui change est 


  fixés 

 : 



  fixés 

=







  
 

  fixés
T .  

Comme le problème va dépendre d’un petit paramètre  , alors  0 0 ( , , )s t   dépend de   

et on voit qu’il vaut mieux travailler avec les variables ( , , )r s  pour lesquelles 

cos( )n n    (  entier)  est inchangé, plutôt qu’avec les variables ( , , )r s  pour lesquelles 

cos( )n n    (  entier)  devient  cos ( ( , , ))n s t  0   qui doit être développé selon  . Il vient 

alors, par exemple :  

grad p
p
r r

p
h

p
s

T
p

( ) ( , , ( )) 






 








 

 
 

 
 

 
 

 
 

1 1

3
 sur ( , )  

r   .  

 

Dans ce manuscrit, nous utiliserons l’angle   des coordonnées 

naturelles non orthogonales, qui est plus adéquat que l’angle   des 

coordonnées non orthogonales associées qu’ont utilisés Callegari et Ting2.  

 

I.3. Les champs et les grandeurs associées 

 Les champs sont décomposés sur les vecteurs de base. Ainsi, la vorticité s’écrit : 
       
  ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x x r x xt t t t    1 2 3                             (1.4) 

La vitesse du fluide  v x( , )t  est la vitesse de la fibre 

X  ajoutée à une vitesse relative 


V : 

    v x X V x( , ) ( , ) ( , )t s t t 


                                                     (1.5) 
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Cette vitesse relative en projection devient : 
   
V r  u v w                                                                 (1.6) 

où l’on appelle : 

ur  : la vitesse radiale 

v

  : la vitesse orthoradiale (ou circonférentielle) 

w

  : la vitesse axiale. 

La circulation   est définie par :    vrd


0

2

, le débit axial M par : 

M wrdrd



 



00

2

, et le débit linéique radial par : M urdr   



0

2

. 

On cherche à déterminer l’évolution 

X( , )s t  de la fibre centrale connaissant la forme 

initiale 
 
X X0 0( ) ( , )s s t   de celle-ci. 

I.4. La formule de Biot et Savart 

 Le champ de vitesse  v xBiot ( , )t  induit par le champ de vorticité 
 
( , )x t  à chaque 

temps t est donné par l’intégrale de Biot et Savart : 

 
   

 
v x

x x x

x x
Biot ( , , )

( , ) ( )' '

'
't

t
d x




 




1
4 3

3
                                           (1.7) 

qui peut être écrite avec les coordonnées locales près de C : 

 
    

   
v

X r X r

X r X r
Biot

    

  
     ( , , , )

( ' , ' , ' , ) ( ( , ) ( , , )) ( ( ' , ) ' ' )

( ( , ) ( , , )) ( ( ' , ) ' ' )

' ' ' ' 'r s t
r s t s t r s t s t r

s t r s t s t r
h r dr d ds



 





   

  


1

4 3 3


(1.8) 

où h s t K s t r3 1' ( ' , ) ( ( ' , ) ' cos( ' ))    . 

Nous pouvons ajouter un champ de vitesse potentiel (ou vitesse de Background) 
 v xBack ( , )t  à ce champ : 

     v x v x v x( , ) ( , ) ( , )t t t Biot Back                                                (1.9) 

La vitesse  v xBiot ( , )t  est nulle à l’infini et  v xBack ( , )t  permet de satisfaire les conditions aux 

limites au bord du domaine si le domaine est borné. 
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I.5. Conservation de la masse, équations de Navier-Stokes et du tourbillon 

 L’équation de la conservation de la masse et les équations de Navier-Stokes sont 

écrites sur les coordonnées curvilignes locales (Annexe A.1.) : 

( ) ( )urh h v rw Trw rr s s3 3 0     


 
 
X                                (1.10) 

  
a V X   



gradp
h h s s


 )
3 3

1
(                                      (1.11a) 

avec  




      


 
a

V
r X V r V

X
r















         
   









, ,

( ) ( )
R

 t
u v w r grad

h
w r

r s
t

s
  

3
        (1.11b) 




















, ,

R


  V
r

 
 
 

 
 

 
 t

u
t

v
t

w
t

r s















                                           (1.11c) 

A l’aide d’un formulaire sur les expressions des opérateurs dans des coordonnées 

orthogonales quelconques, on trouve les expressions des opérateurs  gradp , grad

V  et 


V  

sur les coordonnées curvilignes. 

 De la même façon,  

div

  0                                                       (1.12a) 

conduit à :  

( ) ( )     1 3 3 2 3 3 0rh h r Trr s                                    (1.12b) 

et l’équation de la vorticité s’écrit : 






   



, ,

( )
R 

         
    

 
 

t
r s

r grad grad














    



    
   

1 2 3r v X r v     (1.13) 

 

La relation entre la vorticité et la vitesse : 
 
  rotv                                                        (1.14a) 

devient : 

 






  



rot
h sV X

3
                                           (1.14b) 

Nous faisons le choix de travailler avec la vitesse relative 

V  plutôt qu’avec v  et avec 
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l’équation de Navier Stokes plutôt qu’avec l’équation de la vorticité.  

I.6. Le filet tourbillon et la nécessité d’une épaisseur d’un filament 

 Dans ce paragraphe, on montre qu’il est nécessaire que le filament ait une épaisseur 

pour que sa vitesse de déplacement soit finie. Ce déplacement ne dépend pas uniquement de la 

géométrie de la fibre centrale, il est couplé avec la forme et l’évolution des champs dans la 

petite épaisseur du filament. Cette zone est donc une couche limite sur une courbe. 

I.6.1. Le filet tourbillon droit 

Le filament tourbillon le plus simple est le filet tourbillon droit pour lequel le champ 

de vorticité est infiniment concentré sur une droite (Figure 1.3). Son expression est 
 
      

où    

  est la distribution de Dirac concentrée et tangente à la droite. On utilise des 

coordonnées cylindriques ( , , )r s  associées à cette droite, où ( , )r   sont les coordonnées 

polaires dans un plan perpendiculaire à la droite et s une abscisse sur la droite. Ici, 

  est le 

vecteur tangent à la droite et ( ,


r  )  les vecteurs polaires.  

Ce filet tourbillon est placé dans un écoulement potentiel  v xBack ( )  indépendant de s 

et on veut déterminer son évolution. Reste t’il droit ? Se déplace t’il ? Le problème est donc 

bidimensionnel. Dans un plan, il correspond au mouvement d’un point tourbillon en O dont 

on repère la position à l’aide d’un vecteur 

X( )t .  



M
r

  



  r

  
 Back
 v x( )

O 

 
Figure 1.3 : Le filet tourbillon droit dans un écoulement potentiel 

Le champ de vitesse induit par ce filet est axisymétrique. Son expression est : 

 
vBiot =   

2    
 



 r
                                  (1.15) 
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r

v r( )

 
Figure 1.4 : Profil de vitesse orthoradiale 

 

Si le fluide est parfait, la vorticité est gelée dans le fluide et le point tourbillon se déplace avec 

la vitesse : 

      
X v X v X v X


=  ( ) = Back Biot( ) ( )  

Bien que 


v XBiot ( )  soit infini sa partie axisymétrique est nulle et on fait alors l’hypothèse8 

que ce terme n’a pas de contribution, si bien que :  

 

  
X v X


  Back ( )                                                       (1.16) 

 

On considère deux points tourbillons de circulation opposée   et distants l’un de l’autre 

d’une longueur L, dans un domaine infini sans écoulement potentiel (Figure 1.5). En 

appliquant la même démarche que précédemment, on trouve que l’ensemble des deux 

tourbillons se déplace sans se déformer à une vitesse v(A) = v(B) =  
2  L



. 

 

.

.

A

B

L



  
Figure 1.5 : Deux points tourbillons contrarotatifs 

 

La même démarche peut être appliquée pour le mouvement de n points tourbillons d’un fluide 

parfait qui forment alors un système Hamiltonien.  



I Description et méthode de résolution d’un filament tourbillon 31 

I.6.2. Le filament tourbillon droit 

 Si l’on considère que le filet tourbillon précédent a une petite épaisseur, c’est un 

filament tourbillon droit . Il a nécessairement une épaisseur lorsqu’il existe de la diffusion 

visqueuse. Celui-ci est placé dans un écoulement potentiel  v xBack ( , )t . Le problème est donc 

bidimensionnel. Dans un plan, il correspond au mouvement d’une ‘tache‘ tourbillon (vortex 

patched) qui est concentrée autour d’un point, appelé point central, qui est repéré par le 

vecteur 

X .  




r

 Back
 v x( ) ( ) O V


X

O  
Figure 1.6 : Le filament tourbillon droit dans un écoulement potentiel 

 

Il y a deux longueurs caractéristiques dans ce problème : une petite longueur l de 

l’ordre de l’épaisseur   du filament et une grande longueur L V  /  liée à l’écoulement 

potentiel, où V est l’ordre de l’intensité de la vitesse. Le rapport de ces deux longueurs 

caractéristiques vérifie la relation : 
l
L
 1 , ce qui permet de définir un petit paramètre   par 

 
l
L

. La longueur l est prise égale à l’épaisseur 0  initiale du filament. L’épaisseur   n’est 

définie qu’en ordre de grandeur pour l’instant et ne sera définie qu’au moment opportun 

lorsque l’on aura choisi un profil particulier du champ de vorticité. Le petit paramètre   est 

donc l’épaisseur initiale réduite du filament tourbillon. Nous définissons alors l’épaisseur 

réduite   du filament par 





 L
. Il vient alors obligatoirement :  0 1 . 

Le nombre de Reynolds Re  est défini par R
t

e 



 ( )0 0

 
 où   est la viscosité 

cinématique du fluide. Définissons le nombre   tel que Re
 1 2/  . On se placera soit dans 

le cas  =O(1), soit dans le cas du fluide parfait :   0 . L’échelle de longueur liée à la 

viscosité est donc soit de l’ordre de grandeur de l’épaisseur, soit nulle.  
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Utilisons L  et ( )t  0  comme grandeurs caractéristiques d’adimensionalisation. Il 

existe deux limites asymptotiques significatives dans ce problème. D’abord, on a un problème 

extérieur, défini par la limite extérieure :   0  à r  fixé, qui décrit la situation loin du point 

central : on voit alors un filet tourbillon comme dans le paragraphe précédant. Puis, on a un 

problème intérieur, défini par une limite intérieure:   0  à r
r




 fixé, qui décrit la situation 

près de celui-ci : on voit une tache de vorticité. On est donc en présence d’une couche limite 

autour du point central et on utilise la méthode des Développements Asymptotique Raccordés 

pour la décrire. 

 Remarquons qu’il existe deux vitesses caractéristiques  : 


L
 et 

 

  


1
L

 ; deux 

temps caractéristiques: 
L2


 et 




2
2

2 2

 


L
. On définit ainsi  le temps dilaté t

t

 2 . 

En utilisant la définition de la circulation autour du point central, nous voyons 

facilement que, près de celui-ci (pour r O ( ) ), la vitesse du fluide est de l’ordre de 
1


 et la 

vorticité de l’ordre de 
1
2

. Pour r O ( ) , on a les développements suivants : 

    
    inn inn inn inn inn    

1 1
2

0)
1

1 2 1 3







( ( ) ( ) ( )
( , , , ) ...r t t         (1.17) 

   
V V V Vinn inn inn inn   

1
1

0) 1 1 2


 

( ( ) ( )
( , , , ) ...r t t                               (1.18) 

c’est à dire :  

u u r t t u

v v r t t v

w w r t t w

inn inn inn

inn inn inn

inn inn inn

  

  

  







 

 

 

1 0) 1

1 0) 1

1 0) 1

( ( )

( ( )

( ( )

( , , , ) ...

( , , , ) ...

( , , , ) ...

                                                   (1.19) 

où la vitesse a été décomposée selon : 
 

v X V 


. 

Pour r O ( )1 , on a les développements suivants : 

                                 

out  0                                                                            (1.20) 

                                        v v vout out out  
( ( )

( , , , ) ...
0) 1 1

r t t                              (1.21) 
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Les variations temporelles rapides t  ne sont presque pas vues sur une échelle temporelle t liée 

à L2 /  , car elles sont de nature périodique. 

Le point centrale est une inconnue du problème. Il dépend de   et a un développement de la 

forme : 
  
X X X( , ) ( ) ( ) ...( ( )t t t   0) 1 1                                      (1.22) 

On recherche une équation d’évolution pour 

X( ( )0) t  connaissant sa position initiale 


X0

0)( , 

c’est à dire une relation du type :  

  
X X V


 f ( ,  )inn .                                                             (1.23) 

Ici, le champ de vitesse intérieur 

V inn   peut intervenir dans cette équation d’évolution. Le 

champ de vitesse initiale du filament est donné par le champ de vitesse relatif initial 

 
V V0 0inn inn=  ( )t   et la vitesse initiale 


X


0
0)(  de la fibre centrale. Il peut aussi être donné 

par le champ de vorticité initial 
 
 0 0inn inn=  ( )t   et l’écoulement potentiel. La vitesse 

initiale de la particule, qui a la même position que le point central, ainsi que celle de tous les 

autres points, est alors déterminée par l’application de la loi de Biot et Savart.  

 Le point central n’a été défini que comme un point autour duquel la vorticité est 

concentrée, cependant tout point de la zone de vorticité concentrée satisfait cette condition. Il 

faut donc préciser la définition de celui-ci, si on veut pouvoir déterminer une équation 

d’évolution : 
  
X X V


 f ( ,  )inn . Il peut être défini comme le point matériel qui initialement 

est en 

X0

0)( , mais on peut alors avoir une vitesse 

X


 de l’ordre de 
1


 : il suffit de prendre le 

cas d’un disque de vorticité et d’une position initiale 

X0

0)(  qui ne serait pas au centre du 

disque. Cette vitesse en 
1


 nécessite alors un développement à échelles multiples temporelles 

de la forme :  
  
X X X( , ) ( , / ) ( , / ) ...( ( )t t t t t     0) 1 1  

On préfère définir ce point central comme le centre de vorticité de la tache tourbillon. A 

priori ce point est matériel (on a donc 

Vinn  en  0 0r ) et son évolution peut être décrite 

par un développement de la forme : 
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  
X X X( , ) ( ) ( ) ...( ( )t t t   0) 1 1  

Comme le point central est matériel, lorsque sa position initiale et le champ initial de 

vorticité sont choisis, la vitesse initiale de celui-ci ne peut pas être choisie, car sa vitesse est 

alors déterminée. Le fait d’avoir le terme 

X


 dans l’équation de Navier Stokes ne doit surtout 

pas faire penser qu’il faudra se donner 

X0  et 


X


0  : par exemple, ce terme 

X


 n’apparaît pas 

dans l’équation de Navier Stokes écrite sur les coordonnées locales avec la vitesse v  (Annexe 

A.1.).  

L’équation d’évolution du point central découle de la règle de raccord asymptotique et 

s’écrit9  :  

 ( )Back
  
X v X




(
(

0)
0)                                                     (1.24) 

à l’ordre principal, dans le cas d’un ordre principal 
 
V Vinn inn( (

( , , , ) ( , )
0) 0)

r t t r t   

axisymétrique et ne dépendant que du temps t. On retrouve donc le résultat qui avait été 

précédemment intuité.  

Dans la vitesse  

X


, il y a toute la partie de la vitesse 
 

v X V 


 qui dépend du temps t 

et ne dépend pas de r . Cette propriété pourrait être utilisée (ainsi que l’ont fait implicitement 

Ting et Tung9) pour définir le point central 

X( )t , qui serait alors matériel, mais ce procédé a 

le défaut de définir les développements avant de définir le problème, au lieu de définir le 

problème et de trouver les développements solutions. 

 Dans le cas visqueux, on définit précisément l’épaisseur   du filament qui évolue 

selon la relation : 

     / 1 4 2 t                                                (1.25) 

et le profil de vitesse relative est donné sur la figure 1.7. La partie en pointillés est 

l’écoulement extérieur singulier en 0, et on voit que le fait de tenir en comte la couche limite 

permet d’annuler la vitesse en zéro. 

 

La situation plus générale 

V inn(

( , , , )
0)

r t t  a été étudiée par Ting et Tung9. Dans cet 

article, on peut regretter de n’avoir pas une définition intrinsèque du point central 

X( )t . Lors 
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du raccord asymptotique, dans la vitesse  

X


, il y a toute la partie de la vitesse 
 

v X V 


 qui 

dépend du temps et ne dépend pas de r  et c’est ce qui définit le point central.  

v r t( , )

r  
Figure 1.7 : Vitesse orthoradiale intérieure  

 

 Le résultat de ce paragraphe :  ( )Back
  
X v X




(
(

0)
0)  est le même que celui qui avait 

été obtenu au paragraphe précédent. Cette approche n’était donc pas forcément nécessaire, car 

elle n’apporte pas de résultat nouveau, cependant elle permet de justifier le résultat que l’on 

avait intuité et donne un éclairage intéressant dans lequel la singularité en zéro est éliminée. Il 

n’y a pas de couplage ici entre l’évolution du point central et la structure interne : 

V inn . 

I.6.3. Le filet tourbillon courbe 

Le filament tourbillon le plus simple après le filet tourbillon droit est le filet 

tourbillon courbe pour lequel le champ de vorticité est infiniment concentré sur une courbe 

(Figure 1.8). Son expression est 
 
 =  C  où C 


 est la distribution de Dirac concentrée et 

tangente à la courbe. On utilise des coordonnées curvilignes ( , , )r s  associées à cette courbe 

(Figure 1.9), où ( , )r   sont les coordonnées polaires dans un plan perpendiculaire à la courbe 

et s une abscisse sur la courbe. Ici, 

  est le vecteur tangent à la courbe et ( ,


r  )  les vecteurs 

polaires.  






C

  
Figure 1.8: Le filet tourbillon courbe  
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r





b 

r 



n 




X( , )s t

Ox1 1
e  

x3 3
e  

x2 2
e  

s

 
Figure 1.9 : Les coordonnées associées à la courbe 

 

Ce filet tourbillon est placé dans un écoulement potentiel  v xBack ( )  et on veut déterminer son 

évolution. Comment se déforme t’il et se déplace t’il ?  

Le champ de vitesse induit par ce filet est : 

 
  

 v x
x X

x X
Biot ( )

( ) ( ( ))

( )

' '

'
'

 






4 3

 s s

s
ds

C
.                               (1.26) 

Si le fluide est parfait, comme la vorticité est gelée dans le fluide, le filet tourbillon se déplace 

avec la vitesse  

 = ( ) = Back Biot
      
X v X v X v X


( ) ( )                                      (1.27) 

On voit que si on pose 


x X ( )s  dans l’intégral précédente, on a un problème lorsque  s s , 

car alors le dénominateur de l’intégrant s’annule. Il y a donc une singularité et on se propose 

de déterminer le développement de vBiot  lorsque r tend vers zéro, c’est à dire : 


   

  
v

X r X

X r X
Biot ( , , ) lim

( ' ) (( ( ) ( , )) ( ' ))

( ( ) ( , )) ( ' )

'r s
r

s s r s s

s r s s
ds 



  

 
0

0

1
4 3








C

 

Cette intégrale est une intégrale singulière par rapport au petit paramètre r. Il est important de 

savoir calculer de telles intégrales pour résoudre notre problème. Afin de trouver le 

développement de cette intégrale, nous utilisons la méthode des développements 

asymptotiques raccordés des intégrales singulières comme elle est présentée par François5 ou 

Bender et Orszag1. Cette méthode sera précisée au chapitre II ou elle sera appliquée pour 

obtenir le développement de l’intégrale précédente ainsi que d’autres développements 

intéressants de l’intégrale de Biot et Savart. Le résultat est le suivant : 
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   
v bBiot  =

  
cos   ( , ) ln ( )r s

r
K

r
K

O   0
2 2

1
4

1
 

  
                    (1.28) 

où K est la courbure en un point du filet tourbillon. Lorsque la courbure est nulle, on retrouve 

le filet droit du paragraphe 1.6.1 dont la singularité en 
1
r

 ne pose pas de problème et a été 

largement commentée au paragraphe 1.6.2. Le terme 
K
4

cos  

  a pour partie axisymétrique 

K
8

 

b  et la partie singulière non axisymétrique peut être négligée, car elle ne doit pas 

contribuer au déplacement du filet. Le terme 


2
1


K

r
ln


b  est problématique, car il veut dire 

que le filet tourbillon courbe se déplace avec une vitesse infinie. Celui-ci n’existe donc pas 

dans la nature où il a nécessairement une épaisseur  . Remarquons que de toute façon, il a 

nécessairement une épaisseur lorsqu’il existe de la diffusion visqueuse. On est donc en 

présence d’une couche limite autour d’une courbe de l’espace et on utilise la méthode des 

Développements Asymptotique Raccordés pour la décrire et la résoudre. Le mouvement d’un 

filament tourbillon courbe ne peut donc pas être décrit aussi facilement que celui d’un 

filament droit. 

Pour qu’un filament courbe ait une vitesse fini, il faut qu’il ait une épaisseur 

non nulle. Il faut fondamentalement résoudre un problème de couche limite 

pour trouver son mouvement, qui dépend de ce qu’il se passe dans l’épaisseur 

très fine du filament.  

 

Le filament tourbillon courbe de faible épaisseur est donc présenté dans les 

paragraphes qui suivent avec son développement extérieur et intérieur ainsi que le schéma de 

résolution de ce problème de couche limite.  

I.7. Echelles de longueur et adimensionalisation 

 Le problème que l’on étudie est un problème d’évolution. Il est donc déterminé par les 

propriétés physiques du fluide, qui ici se résument en la viscosité, et par une condition 

initiale : géométrie de la fibre centrale, forme du champ de vorticité initial et forme de 

l’écoulement potentiel. La partie tangentielle de la vorticité a un ordre de grandeur qui peut 

être caractérisé par la circulation ( )t  0 . 
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 Il y a deux longueurs caractéristiques dans ce problème : une petite longueur l de 

l’ordre de l’épaisseur   du filament (qui a été définie en ordre de grandeur au paragraphe I.1) 

et une grande longueur L de l’ordre de toutes les autres échelles de longueurs : le rayon de 

courbure, la longueur de l’anneau,... Le rapport de ces deux longueurs caractéristiques vérifie 

la relation : 
l
L
 1 , ce qui permet de définir un petit paramètre   par  

l
L

. 

Les longueurs caractéristiques l et L ne sont définies ici qu’en ordre de grandeur. En 

reprenant la terminologie de Darrozes et Monavon3, on les appelle des longueurs 

caractéristiques en blanc. Leur définition exacte n’est pas nécessaire pour résoudre le 

problème et ne sera précisée qu’au moment opportun. La longueur L ne sera définie que 

lorsque l’on aura choisi une géométrie particulière de la fibre centrale. Par exemple, si on 

étudie un filament circulaire, L pourra être le rayon ou le diamètre du cercle. La longueur l est 

prise égale à l’épaisseur 0  initiale du filament. L’épaisseur   n’est définie qu’en ordre de 

grandeur pour l’instant et ne sera définie qu’au moment opportun lorsque l’on aura choisi un 

profil particulier du champ de vorticité. Le petit paramètre   est donc l’épaisseur initiale 

réduite du filament tourbillon. Nous définissons alors l’épaisseur réduite   du filament par 







 L
. Il vient alors obligatoirement :  0 1 . 

 L’écoulement potentiel  :  v xBack ( , )t , s’il existe, est pris de l’ordre de ( ) /t L 0 . Il 

n’introduit donc pas de nouvelle échelle de longueur. 

Le nombre de Reynolds Re  est défini par R
t

e 



 ( )0 0

 
 où   est la viscosité 

cinématique du fluide. Définissons le nombre   tel que Re
 1 2/  . On se place soit dans le 

cas  =O(1), soit dans le cas du fluide parfait :   0 . L’échelle de longueur liée à la 

viscosité est donc soit de l’ordre de grandeur de l’épaisseur, soit nulle.  

Le nombre de Swirl Sw  est défini par : 

S
t

M t Mw 





 ( )
( )

0
0

0 0 0

0

 
. 

On utilise L et ( )t  0  comme grandeurs caractéristiques d’adimensionalisation et on 

introduit les variables sans dimensions suivantes : 

r r L L L K LK T LT S S L L            / / / / /                      
 
X X      

où 

X  décrit la courbe C et 


X  la courbe C  et : 
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t
t

L L L
p

p
L

      2 2 2/ / / ( / )   
               






v
v





 

où v et 

  sont respectivement le champ de vitesse et de vorticité. Dans la suite, nous ne 

noterons plus les étoiles. La distance radiale, l’abscisse et le temps de référence sont ici : r , s  

et t . 

I.8. Les limites asymptotiques et développements 

 Il existe deux limites asymptotiques significatives dans ce problème d’anneau 

tourbillon . D’abord, il y a un problème extérieur, défini par la limite extérieure :   0  à r  

fixé, qui décrit la situation loin de la fibre centrale. Puis, il y a un problème intérieur, défini 

par une limite intérieure:   0  à r
r




 fixé, qui décrit la situation près de la ligne centrale.  

Par développement intérieur 
 f xinn ( , )  d’un champ de vecteurs 

 f x( , ) , nous entendons le 

développement de 
 f x( , )  lorsque   0à r

r



 fixé et par développement extérieur 

 f xout ( , ) , le développement de 
 f x( , )  lorsque   0  à r fixé. 

 Remarquons qu’il existe deux longueurs caractéristiques : L et   L ; deux vitesses 

caractéristiques  : 


L
 et 

 

  


1
L

 ; deux temps caractéristiques: 
L2


 et 




2
2

2 2

 


L
. On 

définit ainsi l’abscisse dilatée s
s




 et le temps dilaté t
t


 2 . 

Par notre adimensionnalisation et la définition de la circulation autour de C, lorsque 

r O ( ) , la vitesse du fluide près de l’anneau tourbillon est de l’ordre de 
1


 et la vorticité de 

l’ordre de 
1
2

. Pour r O ( ) , on a les développements suivants : 

 

    
    inn inn inn inn inn    

1 1
2

0)
1

1 2 1 3







( ( ) ( ) ( )
( , , , , , ) ...r s t s t      (1.29) 

 

   
V V V Vinn inn inn inn   

1
1

0) 1 1 2


 

( ( ) ( )
( , , , , , ) ...r s t s t                             (1.30) 

c’est à dire :  
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u u r s t s t u

v v r s t s t v

w w r s t s t w

inn inn inn

inn inn inn

inn inn inn

  

  

  







 

 

 

1 0) 1

1 0) 1

1 0) 1

( ( )

( ( )

( ( )

( , , , , , ) ...

( , , , , , ) ...

( , , , , , ) ...

                    (1.31) 

Pour r O ( )1 , on a les développements suivants : 

out  0                                                       (1.32) 

  v v vout out out  
( ( )

( , , , , , ) ...
0) 1 1

r s t s t                              (1.33) 

Les variations temporelles rapides t  et les petites ‘rugosités’ spatiales s  ne sont presque pas 

vues sur une échelle spatiale s  liée à L et une échelle temporelle t liée à L2 /  , car elles sont 

de nature périodiques. 

Il vient alors les développements adimensionnels suivants : 

      ( ( ) ( ) ....0) 1 2   2  

M M M     2( ( ) ....0) 1  

M M M Mr r r r   ( ( ) ( ) ....0) 1 2   2  

Le cas Mr
(0) 0  correspond à une production de fluide dans l’anneau tourbillon. Si l’on 

observe à une échelle L  et sur un temps réduit t, on voit une répartition linéique de source 

d’intensité Mr
(0) . Cela ne correspond pas à notre étude qui sera toujours effectuée à  

Mr
(0) 0 , car en tout point du fluide on vérifie exactement divv  0  et il n’y a pas de 

production volumique de matière. Toujours à cette même échelle, les développements 

précédents permettent de voir un jet concentré et un doublet dont les intensités sont de l’ordre 

de  . A partir des grandeurs adimensionnelles, le nombre de Swirl Sw  devient : 

S
Mw 


0
 

et on a S Ow  ( )1  si 0
0) 0(
  et M0

0) 0(
 . 

La fibre centrale est une inconnue du problème. Elle dépend de   et a un 

développement de la forme : 
  
X X X( , , ) ( , ) ( , ) ...( ( )s t s t s t   0) 1 1                               (1.34) 
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On recherche une équation d’évolution pour 

X( ( , )0) s t  connaissant sa forme initiale 


X0

0)( ( )s  

et les ordres supérieurs, c’est à dire une relation du type :  

  
X X V


 f ( ,  )inn                                                (1.35) 

Ici, le champ de vitesse intérieur intervient dans l’équation, car l’épaisseur du filament et la 

structure interne 

V inn   doivent être prises en compte dans la détermination de cette évolution. 

Le champ de vitesse initiale du filament est donné par le champ de vitesse relatif initial 

 
V V0 0inn inn=  ( )t   et la vitesse initiale 


X


0
0)(  de la fibre centrale. Il peut aussi être donné 

par le champ de vorticité initial 
 
 0 0inn inn=  ( )t   et l’écoulement potentiel. La vitesse 

initiale des particules, qui ont la même position que la fibre centrale, ainsi que celle de tous 

les autres points, est alors déterminée par l’application de la loi de Biot et Savart.  

I.9. Devenir des développements dans d’autres adimensionalisations 

 Il est intéressant de voir ce que deviennent les développements précédent si l’on prend 

d’autres grandeurs que L  et 0  pour l’adimensionaliser. En effet : 

Les personnes qui étudient les tourbillons6 ou les jets tournants7 ne prennent pas 

systématiquement les grandeurs précédentes pour adimensionaliser et il est plus 

facile de comparer ce qu’ils étudient avec ce que l’on fait ici, si on donne ce que 

deviennent nos développements dans leur système d’adimensionalisation. 

I.9.1. Adimensionalisation avec 0  et 0  

 Il est intéressant de regarder ce que l’on aurait obtenu, si on avait pris 0  et 0  

comme grandeurs d’adimensionalisation plutôt que L  et 0 . Soient : 
 
,v,u,v,w,M  les 

grandeurs adimensionnels trouvées. Elles vérifient : 
 
  2 , 

 v v  , u u  , v v   , w w   , M M /  .  

Toutes ces quantités sont de l’ordre de 1. Pour r O ( ) , on a les développements suivants : 
    
    inn inn inn inn inn    

( ( ) ( ) ( )
( , , , , , ) ...

0) 1 1 2 2 3 3
r s t s t     

             
   
V V V Vinn inn inn inn   

( ( ) ( )
( , , , , , ) ...

0) 1 1 2 2
r s t s t          

c’est à dire :  
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u u r s t s t u

v v r s t s t v

w w r s t s t w

inn inn inn

inn inn inn

inn inn inn

  

  

  

( ( )

( ( )

( ( )

( , , , , , ) ...

( , , , , , ) ...

( , , , , , ) ...

0) 1 1

0) 1 1

0) 1 1

 

 

 

 

Pour r O ( )1 , on a les développements suivants : 

                                                 

out  0  

                                                 
 v v vout out out    1 0) 2 1( ( )

( , , , , , ) ...r s t s t        

Il vient donc les développements adimensionnels suivants : 

      ( ( ) ( ) ....0) 1 2   2  

M M M    1( ( ) ....0) 1  

A partir des nouvelles grandeurs adimensionnelles, le nombre de Swirl Sw  devient : 

S
Mw 
1

0
  

et S Ow  ( )1  si 0
0) 0(
  et M0

0) 0(
 . 

Cette adimensionalisation correspond à avoir fait un zoom dans toutes les directions de 

l’espace  et également sur le temps : la distance radiale, l’abscisse et le temps de référence 

sont ici : r , s  et t . On remarque alors qu’à cette échelle, on a un écoulement qui est de 

l’ordre de 1. C’est un jet tourbillon de circulation   et de débit axial M O ( )1 .  

 Si M0
0) 0(
 , on a S Ow  ( ) . On peut donc décrire des nombres de swirl de l’ordre 

de 1 : S Ow  ( )1  (jet tourbillon) ou très inférieur à 1 : Sw  1 (tourbillon), en prenant   

comme grandeur caractéristique d’adimensionalisation.  

I.9.2. Adimensionalisation avec  M =    M  

Le temps et la vitesse de référence pour une adimensionalisation avec L et  M  sont : 

   S tw  et v / ( )Sw  (d’où un débit de l’ordre de 1 et une circulation de l’ordre de 1/  ), alors 

qu’ils sont : S tw  et 

v / Sw  avec 0  et M . 

I.9.3. Adimensionalisation avec M  

Le temps et la vitesse de référence pour une adimensionalisation avec L et 

M  sont : S tw  et v / Sw  (d’où un débit de l’ordre de   et une circulation de l’ordre de 1 ). 
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Le cas : S Ow  ( )1  (jet tourbillon), peut donc aussi être décrit en prenant le débit axial 

dimensionnel M  comme grandeur d’adimensionalisation. 

Le cas  Sw  1 (jet) nécessite un développement qui commence par Sw /   dans une 

adimensionalisation avec  , alors que dans la présente adimensionalisation, il commence en 

1/   comme dans le cas S Ow  ( )1  ou S Ow  ( )1 .  

I.10. Les équations du problème intérieur 

I.10.1. Les équations aux dérivées partielles intérieures 

 Comme le champ de vitesse intérieur 

V inn   intervient dans l’équation d’évolution de 

la fibre centrale que l’on cherche, il faut écrire les équations aux dérivées partielles associées à 

ce champ. Pour cela, on remplace le développement asymptotique de 

V inn   dans les 

équations de Navier-Stokes (1.11), ainsi que dans l’équation de conservation de la masse 

(1.10), écrites sur les coordonnées curvilignes locales. On obtient quatre équations pour 

chaque ordre du développement : une qui provient de la conservation de la masse et trois qui 

sont les projections de l’équation de Navier Stokes sur ( , )  
r   . Ces quatre équations sont les 

équations à l’ordre i. L’ordre 0 est aussi appelé l’ordre principal. 

 Comme les différentes composantes de la vitesses 
   
V r  u v w   sont périodiques 

par rapport à l’angle  , on peut les décomposer en série de Fourier . Par exemple :  

 v v n v n vi
c
i

n
i

n
n
i

n

( ) ( ) ( ) ( )cos( ) sin( )    1 2                                (1.36) 

où v v dc
i i( ) ( ) 

1
2

0

2






 est la partie axisymétrique de  v i( )  et le couple  (v vn
i

n
i

1 2
( ) ( ), )  ne dépend 

pas de  .  

Lorsque l’on remplace ces séries dans les équations aux dérivées partielles 

précédentes à l’ordre i et que l’on identifie terme par terme, on obtient un système 

d’équations aux dérivées partielles constitué à partir de la partie axisymétrique 

des équations à l’ordre i, des parties en  cos( )n  et des parties en sin( )n .  

 A ces équations aux dérivées partielles, il faut rajouter des conditions aux limites.  
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I.10.2. Les conditions aux limites de ces équations en l’infini 

La condition en l’infini, provient de la loi de raccord asymptotique : 

  X V v


    inn out( ) ( )r r 0                                               (1.37) 

d’où on tire :  

  V X vinn out( ) ( )r r    


0 .                                   (1.38) 

Pour obtenir la condition aux limites 

Vinn ( )r  , on doit donc trouver le 

développement extérieur : 

  v v vout out(0) out(1)
        ...   

à partir de la loi de Biot et Savart, puis faire le développement selon r de ses différents ordres, 

et enfin faire le changement de variable : r r  . Les développements selon r donnent des 

intégrales singulières à développer. Ils ont été effectués en partie au paragraphe 1.6.3 et sont 

faits complètement au chapitre II.  

I.10.3. Les conditions aux limites en zéro et la définition de la fibre centrale 

La condition en zéro provient de : 

  
v X Vinn inn( ) ( )r r   



0 0                                                     (1.39) 

d’où on tire :  

  V X vinn inn( ) ( )r r    


0 0 .                                        

 On a le même problème de définition de la fibre centrale que l’on avait eu pour la 

définition du point central d’un filament droit. La fibre centrale n’a été définie que comme une 

courbe autour de laquelle la vorticité est concentrée, cependant toute courbe de la zone de 

vorticité concentrée satisfait cette condition. Ce sont toutes des courbes distantes les unes des 

autres d’une distance  . On ne peut pas les distinguer si on se place à une échelle 

d’observation liée à la grande échelle L et à cette échelle, l’une quelconque de ces courbes 

permet de positionner la vorticité concentrée. N’importe laquelle de ces courbes permet de 

suivre la singularité dans son mouvement et de faire une dilatation de cette zone afin de 

l’analyser en se servant des coordonnées curvilignes locales associées. Cette singularité est 

une ‘courbe libre’ (l’analogue d’une surface libre pour une variété de dimension 2). Le fait de 

prendre des coordonnées locales permet de ramener le domaine d’étude à un domaine 
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fixe (c’est à dire dont la frontière est indépendante de  ) borné par r=0 et l’infini. Il est 

important ici que le domaine soit fixe, car la structure des champs près de cette courbe a une 

influence sur sa vitesse de déplacement. Cependant, il faut préciser la définition de la fibre 

centrale, si on veut pouvoir déterminer une équation d’évolution  
  
X X V


 f ( ,  )inn  et 

préciser notre condition aux limites en zéro. 

Si la courbe est définie comme un lieu géométrique, il faut encore préciser son 

paramétrage s. Un changement de paramétrage sur la fibre de s en ~s , modifie le champ de 

vitesse axiale relatif w  qui devient ~w  avec : 

~ ( , ) (~, )w w s t s t   
    
X X   . 

Un paramétrage s intéressant est celui qui vérifie : 
 
X


 ( , )s t  0 .  

La fibre centrale peut être définie comme : la courbe matérielle qui initialement est en 


X0

0)( , mais on peut alors avoir une vitesse 

X


 de l’ordre de 
1


 qui nécessite un 

développement à échelles multiples temporelles de la forme :  
  
X X X( , , ) ( , , / ) ( , , / ) ...( ( )s t s t t s t t     0) 1 1  

On préfère la définition suivante de cette fibre centrale : 

La fibre centrale est la courbe dont le paramétrage vérifie 
 
X


 ( , )s t  0  et 

qui se trouve au centre de vorticité de toutes les sections du filament 

orthogonales à cette courbe.  

Cette courbe satisfait : 

       
X X v v
 

      ( , ) ( ( , ) ) ( ) ( ( ) )s t s t r r   0 0   

(c’est à dire 
   
V Vinn inn  en    ( )  0 0r ) et son évolution est décrite par un 

développement de la forme : 
  
X X X( , , ) ( , ) ( , ) ...( ( )s t s t s t   0) 1 1  

On préfère cette définition à celle qu’ont utilisée implicitement Callegari et Ting2:  

la fibre centrale est la courbe matérielle telle que toute la partie de la vitesse 
 

v X V 


 qui 

dépend du temps t et ne dépend pas de r  est dans la vitesse  

X


. 
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 Comme le seul but de la fibre centrale est d’être située dans la zone de vorticité afin de 

repérer la position de celle-ci à une échelle L, sa définition doit être telle que sa description 

asymptotique soit la plus simple. Si la définition de la fibre était telle qu’il faille introduire des 

variations périodiques spatiales en s s /   et temporelles en t t / 2  :  
  
X X X( , , ) ( , , , , / ) ( , , , , / ) ...( ( )s t s t s t t s t s t t     0) 1 1 , 

alors on peut toujours décrire ce qu’il se passe avec une fibre plus simple dont le 

développement est : 
  
X X X( , , ) ( , ) ( , ) ...( ( )s t s t s t   0) 1 1 . 

qui serait par exemple la moyenne spatiale et temporelle de la fibre plus compliquée 

précédente.  

Notons 
 
X X0 0( ) ( , , )s s t    la courbe centrale initiale. Nous choisissons une 

abscisse curviligne s sur cette courbe 

X0 . Pour un anneau tourbillon, nous avons 

  0 00 2  ( , ) / ( )s t S  où S S t0 0 ( ) . Pour cette ligne centrale initiale, nous 

définissons une longueur d’arc  a S 0 0,  définie par a
S

s
0

2
. Avec ce paramètre, les 

calculs et les formules vont être plus simples, car 0 1( )a   et 
 
X0a   . Pour décrire 

l’évolution de la fibre centrale, il ne faut pas utiliser une longueur d’arc. Même si on a une 

longueur d’arc initialement, elle ne le reste pas généralement au temps t.  

Si nous utilisions une longueur d’arc a, nous aurions un espace des coordonnées 

dépendant de  :  

     r a S t   0 0 2 0, , , ( , ),     et    ,  

alors que si nous utilisons un paramètre général s tel que :  ( )s s  0  et  s    ,  nous 

avons l’espace indépendant de  :  

     r s     0 0 2, , ,,     et      

Nous suggérons d’utiliser un espace des coordonnées indépendant du paramètre asymptotique 

afin que les développements asymptotiques soient corrects.  

 Vis-à-vis de notre définition de la fibre centrale, la condition aux limites en zéro de 

nos équations aux dérivées partielles est   
   
V Vinn inn  en    ( )  0 0r .                                        (1.40) 
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Nous possédons désormais un système d’équations aux dérivées partielles avec ces condition 

aux limites. Il nous reste donc à le résoudre et voir d’où va provenir l’équation d’évolution de 

la fibre centrale. 

I.11. La résolution des équations intérieures 

I.11.1. La dynamique principale 

 Si on n’utilise que le temps t, appelé temps normal, dans le développement intérieur du 

champ de vitesse : 

   
V V V Vinn inn inn inn   

1
1

0) 1 1 2


 

( ( ) ( )
( , , , , ) ...r s t s  

et pas de temps dilaté t t / 2 , appelé temps court; alors parmi les équations aux dérivées 

partielles axisymétriques, il apparaît des équations qui ne dépendent pas du temps t et qui sont 

appelées équations de compatibilité.  

Si les conditions initiales vérifient ces équations, elles sont vérifiées à tout temps et on 

trouve une solution au problème. Sinon, on a une difficulté pour résoudre notre problème, qui 

est défini par sa condition initiale. Deux comportements possibles sont candidats. Soit on est 

en présence d’une couche limite initiale qui peut être résolue par une méthode de 

Développement Asymptotique Raccordé sur le temps. Au temps court, on a un développement 

de la forme : 

   
V V V Vinn inn inn inn   

1
1

0) 1 1 2


 

( ( ) ( )
( , , , , ) ...r s t s  

qui doit se raccorder asymptotiquement avec un développement de la forme : 

   
V V V Vinn inn inn inn   

1
1

0) 1 1 2


 

( ( ) ( )
( , , , , ) ...r s t s  

Selon ce schéma, il y a une relaxation rapide vers une solution construite sur un temps normal. 

Dans le deuxième cas, on est en présence d’une oscillation rapide qui peut être résolue par une 

Méthode d’Echelles Multiples. A tout temps, on a un développement de la forme : 
   
V V V Vinn inn inn inn   

1
1

0) 1 1 2


 

( ( ) ( )
( , , , , , ) ...r s t t s  

où la dépendance avec le temps t  est oscillatoire. La forme du développement à échelles 

multiples englobe celle du développement asymptotique raccordé mais la physique qu’elle 

contient est différente. 



I Description et méthode de résolution d’un filament tourbillon 48 

Dans les deux cas, si on regarde ce qu’il se passe à une échelle de temps t, en 

moyennant les petites échelles t , on trouve une évolution qui ne dépend que de t et que l’on 

nomme la dynamique principale (ou centrale) du problème.  

t


V inn ( )t

0 2
 

Figure 1.10 Couche limite initiale.  

                                                                    La dynamique principale est en pointillés 

 

t


V inn ( )t

0 2
 

Figure 1.10 Evolution oscillante.  

                                                                    La dynamique principale est en pointillés 

 

 Le comportement que l’on pense se produire est le comportement oscillant, comme on 

va le voir dans le paragraphe suivant. 

I.11.2. Les restrictions possibles et la situation générale 

Lorsque l’on se restreint à des champs qui ont une dépendance spatiale de la forme 

f inn(j)  ( , , , )r s s t t    2 , si l’on observe à une échelle 0 , on étudie un jet tourbillon 

quasi infini sur des temps longs avec des variations axiales faibles (l’abscisse et le temps de 
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référence étant ici : s  et t ) et si l’on observe à une échelle L , on étudie un filet tourbillon 

sans tenir compte des variations temporelles rapides ni des petites variations axiales faibles 

(l’abscisse et le temps de référence étant ici : s  et t ). C’est ce cas qui est généralement étudié 

lorsque l’on s’intéresse au déplacement de la fibre centrale du filament et qui sera détaillé au 

chapitre III. 

A l’inverse, lorsque l’on se restreint à des champs qui ont une dépendance spatiale de 

la forme 

f inn(j) ( , , / , / )r s s t   2 , si l’on observe à une échelle 0 , on étudie un jet 

tourbillon quasi infini sans tenir compte des variations temporelles lentes ni des grandes 

variations axiales (l’abscisse et le temps de référence étant ici : s  et t ) et si l’on observe à 

une échelle L , on étudie un filet tourbillon sur des temps courts avec des variations axiales 

petites et sans grandes variations spatiales (l’abscisse et le temps de référence étant ici : s  et 

t ). C’est ce cas qui est étudié lorsque l’on s’intéresse aux ondes sur les filaments6, à l’étude 

des ondes courtes11 et de leur stabilité et au phénomène de l’éclatement tourbillonnaire7. 

 Lorsque l’on ne se restreint pas à l’un des deux cas précédents, les définitions de ce 

chapitre offrent une description très générale d’un filament tourbillon. Celle-ci est le cadre 

d’une uniformisation des différentes études particulières qui sont faites dans la littérature. Elle 

offre un modèle général, au lieu d’avoir des situations particulières avec leur notation propre 

et leur adimensionalisation propre dont il est difficile de voir le rapport des une avec les 

autres. 

Dans le cas général, si nous voulons prendre en compte le déplacement du filament et 

des petites oscillations de longueur d’onde d’ordre   L , il faut utiliser le développement à 

échelles multiples, ce qui n’a jamais été fait pour un filament courbe. C’est à partir de l’étude 

des deux cas restrictifs précédents qu’on intuite que dans le cas général, les ondes rapides de 

Kelvin se déplacent le long de la fibre centrale à une vitesse très grande faisant intervenir le 

temps t / 2  et se superposent au déplacement de la fibre centrale sur un temps t. Si nous nous 

plaçons sur un temps d’observation qui est de l’ordre de t (dit temps normal), ces oscillations 

rapides ne sont pas vues en moyenne et c’est ce déplacement moyen qui est obtenu en utilisant 

les développements sur un temps normal. 
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I.11.3. La résolution sur un temps normal et l’équation de la fibre centrale 

 Lorsque l’on étudie le problème sur un temps normal, les équations axisymétriques 

nous donnent des équations de compatibilité que l’on suppose vérifiées initialement. Elles 

nous donnent également les équations d’évolution temporelles de la partie axisymétrique des 

champs. 

Le système des équations est enchevêtré : l’ordre i des champs n’est pas obtenu à partir 

de l’ordre i des équations. Les équations d’évolution de la partie axisymétrique à l’ordre 0 

proviennent des équations à l’ordre 2, alors que la partie non axisymétrique de l’ordre 1 

provient des équations à l’ordre 1. C’est un comportement habituel des problèmes de 

perturbation de type échelles multiples lorsque l’on ne prend en compte que l’échelle de la 

dynamique principale.  

La partie en  cos( )n  et en sin( )n  des équations sont des équations qui ne 

dépendent pas du temps et qui donnent la partie en  cos( )n  et en sin( )n  des champs à un 

certain ordre en fonction des ordres d’avant.  

Ces équations, pour n  1 se servent des conditions en l’infini et en zéro que l’on 

connaît pour être résolues. Les équations pour n=1 n’ont besoin que de la condition en zéro 

pour être résolues . On peut alors déterminer le comportement de ces solutions en l’infini. On 

peut l’égaliser à la condition en l’infini que l’on avait trouvée en utilisant la règle de raccord 

asymptotique. Cette limite que l’on avait obtenue n’était en fait pas connue, car elle fait 

apparaître la vitesse 

X


 qui est la vitesse que l’on cherche. Remarquons que c’est la seule 

condition qui fait intervenir 

X


.  

C’est cette égalisation entre la limite en l’infini de la solution de l’équation aux 

dérivées partielles dues à la partie en  cos( )  et en sin( )  des équations et sa 

condition aux limites en l’infini, obtenue par la règle de raccord asymptotique, qui 

donne l’équation d’évolution de la fibre centrale.  

 

Somme toute, on obtient alors l’équation de la fibre centrale et des équations pour la 

partie axisymétrique, et en  cos( )n  et en sin( )n  des champs. Ce système 

d’équations est complet et on a exploité toutes les équations et les conditions aux 

limites du problème pour l’obtenir.  
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I.12. Utilisation du calcul formel 

Un calculateur formel est un logiciel qui travaille sur des expressions algébriques, dont 

il stocke la structure et les termes en mémoire sous la forme d’une arborescence. On peut donc 

entrer des expressions algébriques, les visualiser et les modifier. 

Lors de la résolution d’un problème de couche limite, on possède un petit paramètre de 

développement   et les ordres de toutes les grandeurs du problème sont reliés à ce petit 

paramètre. La résolution procède alors en deux étapes. Dans une première étape, on choisit la 

forme des développements pour le problème intérieur et extérieur. Puis, il faut déterminer la 

forme des dilatations à prendre pour le problème intérieur et les échelles des différents termes 

des développements. Pour les trouver, on s’aide de plusieurs règles : principe de moindre 

dégénérescence, apparition des échelles lors du raccord asymptotique,... mais la méthode n’est 

pas systématique et doit être modulée suivant le problème. 

Dans une deuxième étape, on remplace ces développements dans les équations, on 

effectue le développement en série de Taylor selon   de certaines fonctions du problème, puis 

on regroupe des diverses puissances de   pour pouvoir identifier ordre par ordre et obtenir les 

équations du problème aux différents ordres. Cette étape de résolution est systématique et est 

fastidieuse à faire à la main, car il faut faire bon nombre de calculs longs et systématiques sans 

faire d’erreur. Il est donc avantageux de la programmer à l’aide d’un logiciel de calcul formel, 

qui dans notre cas est le logiciel Maple. Il sait faire des calculs systématiques de ce type sans 

faire d’erreur d’inattention. Il est très rapide et peut travailler 24 heures sur 24.  

Cependant, le logiciel de calcul formel est un être inerte non pensant qui ne fait que ce 

qu’on lui dit et qui n’a pas notre faculté de savoir qu’une expression est plus simple qu’une 

autre. Il faut donc lui indiquer comment simplifier une expression, si on ne veut pas une 

explosion combinatoire, c’est à dire une expression qui occupe toute la mémoire de 

l’ordinateur. Avec son aide, on peut obtenir des ordres supérieurs qui auraient nécessité 

parfois une vie de calculs. L’expression de ces ordres n’est pas forcément très grande, car 

même si on passe parfois par des résultats intermédiaires de calcul qui s’écrivent sur plusieurs 

pages et nécessitent bon nombre de calculs, le résultat final peut parfois se simplifier en une 

expression courte. Cependant, même si le résultat final est une expression très longue, on peut 

se servir de l’informatique pour l’exploiter. Par exemple, on peut reprendre cette fonction à 

l’aide d’un langage de programmation compilable, qui va nous tracer rapidement le graphe de 

la fonction.  
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Les calculs sont effectués par le logiciel comme à la main, si ce n’est que la procédure 

de simplification est un peu différente. Il faut savoir faire avancer le calcul dans la direction 

que l’on veut, ce qui n’est pas évident au début, car il y a des choses que l’on fait de façon 

évidente sans y penser sur le papier et qui sont plus difficiles à faire à l’aide du logiciel qui va 

avoir besoin d’une instruction. Par exemple, si on veut prendre un terme d’une expression qui 

est sur notre feuille de papier, on le voit et on le recopie, alors qu’à l’aide du logiciel, il faut 

savoir récupérer ce terme dans l’expression dont la structure et les termes sont stockés d’une 

certaine façon en mémoire de l’ordinateur. Un deuxième exemple de difficulté est l’utilisation 

formelle du produit vectoriel et du produit scalaire de vecteurs. On veut pouvoir développer  
  a b c ( )  et obtenir    a b a c    comme on le fait à la main sans passer par les 

coordonnées des vecteurs. Cependant, le logiciel Maple dans sa version actuelle ne connaît 

que le produit vectoriel de deux vecteurs définis par leurs coordonnées. Il est alors nécessaire 

de se définir des procédures en langage élémentaire Maple pour créer des opérateurs formelles 

de ce type et les propriétés associées et enfin arriver à faire ce que l’on fait facilement à la 

main. Un troisième exemple de difficulté est la transformation de a s g r s dr( ) ( , )   en 

a s g r s dr( ) ( , )   et vis versa. C’est trivial à faire à la main et c’est plus difficile à faire avec 

le logiciel. Ces quelques difficultés qui montrent qu’il peut être difficile de faire en calcul 

formel certaines choses que l’on fait facilement à la main si le logiciel n’a pas la procédure 

qu’il faut, n’enlève rien au fait que le logiciel a d’autres atouts qui permettent de faire 

rapidement des calculs qui nous prendraient un temps énorme si on les faisait à la main.  

Remarquons que parfois, on peut se permettre de faire plus de calculs que ce que l’on 

ferait à la main, sachant que l’on va arriver au même résultat et que le calculateur est rapide.  

Lorsque la deuxième partie de la résolution d’un problème de couche limite est 

programmée en langage formel, si on change les développements de départ parce que l’on 

s’était trompé dans les échelles ou parce qu’on les généralise, on obtient presque 

instantanément les nouveaux résultats. Une fois que les résultats de la résolution asymptotique 

sont obtenus par la machine, on peut continuer à utiliser le logiciel formel pour résoudre les 

équations que l’on a obtenues, car les facultés du logiciel : calcul d’intégrales, résolution 

d’équations différentielles,... sont également intéressantes. 

 

Si la première étape de calcul d’un problème de couche limite, qui est la détermination 

des différentes échelles du problème, pouvait être également systématisée quitte à trouver un 
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algorithme qui demande un grand nombre de calculs, on pourrait alors avoir une résolution 

complète des problèmes de couche limite par le calculateur formel qui déroulerait 

systématiquement tous les calculs. Cependant à l’heure actuelle, seule la deuxième étape de la 

résolution est systématique même si des chercheurs4 cherchent à rendre également la première. 

Pour notre part, nous avons utilisé le calcul formel pour la deuxième étape de la 

résolution du problème de couche limite, lors du calcul asymptotique du problème intérieur et 

pour le calcul des intégrales singulières.  

On utilise donc le logiciel de calcul formel comme une aide au calcul 

analytique à chaque fois que celui-ci peut nous faire gagner du temps par 

rapport au calcul à la main.  

 

I.13. Les différents types de filaments tourbillons 

I.13.1. Les diverses formes de filaments tourbillons 

 Si le filament tourbillon est fermé, nous parlerons d'anneaux tourbillon et nous 

distinguerons en allant du simple au général : 

i)  L’anneau de forme circulaire 

ii)  L’anneau circulaire perturbé 

iii) L’anneau curviligne ( fibre centrale fermée de forme quelconque) 

 

Si le filament tourbillon est ouvert, nous parlerons d’un filament tourbillon infini et 

nous distinguerons en allant du simple au général : 

 

i)  Le filament rectiligne  

ii)  Le filament rectiligne perturbé 

iii) Le filament en hélice 

iv) Le filament en hélice perturbé 

v)  Le filament curviligne ( fibre centrale ouverte de forme quelconque) 
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I.13.2. Les diverses structures de filaments 

 La structure du filament la plus générale est définie par son champ de vorticité, qui a la 

forme suivante : 

   
   ( , , , , ) ( , , , , , ) ( , , , , , ) ( , , , , , ) ...( ( ) ( )r s t r s t s t r s t s t r s t s t 





    

1 1
2

0)
1

1 2  

Nous décomposons l’ordre principal sur la base curviligne : 
   
  ( ( ( (( , , , ) ( , , , , , ) ( , , , , , ) ( , , , , , )0)

1
0)

2
0)

3
0)r s t r s t s t r s t s t r s t s t              r  

Dans tout le manuscrit, à tous les ordres, le filament a toujours une structure indépendante de 

s , c’est à dire sans ondes courtes et à l’ordre principal, le filament a toujours une structure 

axisymétrique pour laquelle : 

  

  

  

1
0)

1
0)

2
0)

2
0)

3
0)

3
0)

( (

( (

( (

( , , , , ) ( , , , )

( , , , , ) ( , , , )

( , , , , ) ( , , , )

r s t t r s t t

r s t t r s t t

r s t t r s t t

          

 =     

 =  

. 

La structure est visqueuse si   0  et non visqueuse si   0 . 

 Nous distinguons les différentes structures suivantes en allant de la plus générale à la 

plus simple : 

i)  La structure à deux échelles de temps : celle-ci dépend du temps normal t et 

du temps dilaté t  2 .  

ii)  La structure normale  : pour celle-ci, l’ordre principal vérifie les équations 

de compatibilité et ne dépend que du temps normal t.  

iii) La structure normale simple : pour celle-ci, l’ordre principal est 

indépendante de l’abscisse s à l’ordre principal, ce qui permet de satisfaire 

les équations de compatibilité.  

  

 Nous distinguons alors : 

a)  La structure uniforme  pour laquelle :           i ir t t( (( , ) ( )0) 0)
   

 (type Rankine) 

b)  La structure similaire : pour laquelle         i r t( ) ( , )0 a une forme  

     Gaussienne (type Burgers)  
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I.14. Conclusion 

 Dans ce chapitre, nous avons donné une description générale des filaments tourbillons 

de faible épaisseur, après avoir montré qu’il est nécessaire que ceux-ci aient une épaisseur non 

nulle, si on veut qu’ils aient une vitesse de déplacement finie. Le problème à résoudre est donc 

un problème de couche limite tridimensionnelle autour d’une courbe. Nous avons également 

donné le schéma de la résolution de ce problème de couche limite, qui sera faite au chapitre 

III pour un filament à structure normal simple, c’est à dire qui ne dépende pas d’un temps 

dilaté t /  2 , qui n’a pas de petites longueurs d’onde et qui a un premier ordre axisymétrique 

et indépendant de l’abscisse s. Lors de cette présentation, il est apparu qu’il faut savoir 

calculer au préalable des développements dans les intégrales de Biot et Savart. Ceci est 

effectué dans le prochain chapitre pour filament tourbillon qui n’a pas de petites longueurs 

d’ondes.  
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Chapitre II 
 

DÉVELOPPEMENTS DU CHAMP DE 

VITESSE INDUIT PAR UN 

ANNEAU TOURBILLON 

 
 Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, les développements de la loi de 

Biot et Savart que l’on a besoin de faire donnent parfois des intégrales singulières par rapport 

à un petit paramètre. Dans ce chapitre, nous cherchons les développements intérieurs et 

extérieurs du champ de vorticité d’un anneau tourbillon, ainsi que du champ de vitesse induit. 

Nous déterminons également le comportement du développement extérieur du champ de 

vitesse près du filament, ainsi que le comportement du développement intérieur du champ de 

vitesse loin du filament.  

On s’intéresse à un filament tourbillon à vorticité décroissante exponentiellement ou à 

vorticité d’extension finie. On suppose qu’il n’y a pas de petites longueurs d’ondes sur ce 

filament. A part dans le paragraphe II.7, tous les champs de ce chapitre sont donnés pour la 

configuration initiale à t=0 et on omet systématiquement de mettre l’indice 0 qui doit le 

signaler. On étudie un filament tourbillon avec une fibre centrale 

X( )a  et un champ initial de 

vorticité 

  donné de la forme 

 
 

1
2

0)




( ( , , )r a , où a est le paramètre sur la fibre 

centrale. On note a le paramètre de la fibre centrale plutôt que s pour indiquer que ce 

paramètre est une longueur d’arc. Le champ de vitesse induit par l’anneau tourbillon est noté 
v  au lieu de vBiot . 

On donne la forme des développements dans ce cadre général, ainsi que leurs 

simplifications pour un filament dont l’ordre principal est axisymétrique et est indépendant de 

l’abscisse. 
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II.1. Le développement intérieur du champ de vorticité  

Le développement intérieur  (  0  à r
r




 fixé) du champ de vorticité 

1
2

0)







( ( , , )r a  est trivialement : 

 
 inn (0)


1
2

( , , )r a                                                   (2.1) 

 Pour ce champ de vorticité, l’équation (1.12) : 

div( )

  0  

s’écrit à l’ordre 0 et 1 (Annexe A.5) :  

( ) ( )  1 2 0r r                                              (2.2a) 

             
 1

2
2 3 3 0r K a rK a r T a

r a( ) cos ( ) cos ( ( ) )   (2.2b) 

où T a( )  est la torsion locale de la fibre centrale C. Après avoir substitué l’équation (2.2a) 

dans (2.2b), on obtient que le champ de vorticité intérieur (2.1) vérifie les deux équations 

suivantes : 

( ) ( )  1 2 0r r                                                      (2.3a) 

     K a T aa( ) cos sin ( )     
1 2 3 3 0                      (2.3b) 

La première équation (2.3a) montre le lien qu’il existe entre la vorticité radiale 1 et la 

vorticité orthoradiale 2 . La seconde équation (2.3b) donne la contrainte que doit vérifier la 

vorticité axiale 3  du moment que la vorticité radiale 1  et la vorticité orthoradiale 2  

vérifiant (2.3a) ont été choisies. 

II.2. Le développement extérieur du champ de vorticité  

Le développement extérieur (  0  à r fixé) du champ de vorticité 
1
2

0)

 





( ( , , )
r

a  

est nul partout sauf sur la courbe C où il est infini. Ce champ limite extérieur n’est pas une 

fonction mais une distribution au sens mathématique. Définissons alors la distribution T
  

canoniquement associée au champ de vorticité 

  par : 

T







,

r
a

r a rh drd da




   

( ( , , )
( , , )

0)

2 3                           (2.4) 
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où   est une fonction test régulière. On trouve le développement extérieur cherché en 

développant T
  lorsque   tend vers zéro. 

 En remplaçant le champ de vorticité (2.1) dans la formule (2.4) et en développant, on 

démontre (Annexe A.2.) que le développement extérieur du champ de vorticité est : 

T



out   C O( )                                                  (2.5) 

où C

  est la distribution de Dirac sur C définie par  

   C

C

 
 , r a a da  ( , , ) ( )                                    (2.6) 

A l’ordre principal, on a donc démontré que le développement extérieur 

 out  du 

champ de vorticité correspond exactement à la distribution de Dirac C

  sur C. 

 

 

 Le développement extérieur du champ de vorticité est singulier, car le développement 

intérieur de ce développement extérieur n’est pas le développement intérieur du champ de 

vorticité. Au contraire, le développement intérieur du champ de vorticité est régulier, car le 

développement extérieur de ce développement intérieur est le développement extérieur du 

champ de vorticité. 

II.3. Le développement extérieur vout  du champ de vitesse  

Lorsque l’on fait apparaître l’épaisseur réduite   , les formules (1.7) et (1.8) du champ 

de vitesse s’écrivent : 

 

   

  
v x

x X r

x X r
( , )

( ' , ' , ' ) ( ( ' ) ' ' )

( ( ' ) ' ' )

' ' ' ' '
(




 





  





 


1

4 3 3

0)
 r a a r

a r
h r dr d da

    

  
                                    (2.7a) 



    

   
v

X r X r

X r X r
( , , , )

( ' , ' , ' ) ( ( ) ( , )) ( ( ' ) ' ' )

( ( ) ( , )) ( ( ' ) ' ' )

' ' ' ' '
(

r a
r a a r a a r

a r a a r
h r dr d da 



  

 



   





  


1

4 3 3

0)
      

   
      (2.7b) 
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 En remplaçant le champ de vorticité (2.1) dans la relation de Biot et Savart (2.7) et en 

développant, on démontre (Annexe A.2.) que le développement extérieur (  0  à x  fixé) du 

champ de vitesse  v x( , )  est : 

 
  

 
v x

x X

x X

out ( , )
( ' ) ( ( ' ))

( ' )

' ( )



 




1

4 3
 a a

a
da O

C

.                            (2.8a) 

On peut l’écrire également : 


   

  
v

X r X

X r X

out ( , , , )
( ' ) (( ( ) ( , )) ( ' ))

( ( ) ( , )) ( ' )

' ( )r a
a a r a a

a r a a
da O 








  

 


1

4 3


C

,            (2.8b) 

car ici le changement de coordonnées 
 x X r ( ) ( , )a r a  est indépendant de  . 

 

A l’ordre principal, on a démontré que le développement extérieur du champ de vitesse induit 

par le champ de vorticité correspond à la vitesse induite par une distribution de Dirac C

  

concentrée sur la fibre centrale. C’est un filet tourbillon. 

 

Plus généralement, le développement extérieur du champ de vitesse s’écrit jusqu'à 

l’ordre 2 : 

  v v vout out (0) out (1)
 ( , , , ) ( , , ) ( , , ) ( )r a r a r a O        2                        (2.9) 

et en procédant comme pour l’ordre 0, mais en cherchant un ordre de plus, on obtient : 

 out(1) 1
4

                         
1

4

'

  

                         
1

4
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
  
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

      (2.10) 

avec : 
 x X r ( ) ( , )a r a . 

Cet ordre n’avait jamais été donné et il est intéressant de remarquer qu’il est non nul, de façon 

à ne pas l’oublier si l’on veut faire un raccord asymptotique avec la zone intérieure à un ordre 
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où cette expression intervient. Alors que l’ordre principal (2.8b) du développement extérieur 

du champ de vitesse est indépendant de la structure 


(0)  du champ de vorticité, l’ordre 1 

donné par (2.10) en dépend. 

II.4. La limite près du filament du développement extérieur vout  du champ de 

vitesse  

Nous cherchons le développement de l’ordre principal vout (0)
( , , )r a  de la vitesse 

extérieure pour r voisin de zéro. Si nous posons brutalement r  0  dans l’expression (2.8) de 

vout (0)
( , , )r a , une singularité apparaît lorsque a a'  .  

L’expression (2.8) de vout (0)
  ( , , )r a  est donc une intégrale singulière par 

rapport au petit paramètre r. Afin de trouver le développement de cette 

intégrale, nous utilisons la méthode des développements asymptotiques 

raccordés des intégrales singulières présentée par François3 ou Bender et 

Orszag1.  

 

M M

 

r  0  à  a a  fixé               r  0  à 
  -a a

r
fixé 

Figure 2.1 : Schéma de la méthode de développement de 

                                      l’intégrale singulière (2.8) de vout (0)
  ( , , )r a . 

Cette méthode n’est pas souvent utilisée dans les articles qui traitent des filaments 

tourbillons, alors qu’elle est systématique et qu’elle permet de trouver le résultat du 

développement sans ambiguïté. Son principe est de séparer l’intégrale en deux parties (Figure 

2.1) : en dehors d’un voisinage du point M( , , )r a , nous développons l’intégrant par rapport 

à r à  a a  fixé et nous intégrons selon a , tandis que dans un voisinage de M nous 
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développons l’intégrant par rapport à r à 
  -a a

r
 fixé puis nous intégrons selon a . Le 

développement recherché est alors la somme des deux développements obtenus.  

 Par cette méthode, on obtient (Annexe A.3.) le développement suivant de 

vout (0)
  ( , , )r a  pour r voisin de zéro : 

   
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  

   

v b

A

r

B C

out
  

                            

                            

                            
1

4

(
( , , ) ln cos( )

( sin cos ) ln cos

( )

( sin

0)

2

2

0
1

2 4
1

4

3
16

2 2
4
3

1
2

2

1
18

4
3

3
4

r a
r

K S
r

K

K
r

S
r

S

r Ka

   








 





 








 

   




























  





  




 

 

 

 












KT
S
r

O r r

cos ) ln

( ln )

 1

2




                            

         (2.11a) 
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 Le calcul de ce développement est long et fastidieux (Annexe A.3). Ainsi que le 

mentionne le paragraphe I.12., on l’a effectué également à l’aide d’un calculateur formel 
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(annexe A.12), ce qui permet de vérifier les calculs préalablement faits à la main et d’obtenir 

rapidement les ordres supérieurs O r r( ln )2  et O r( )2 , si on les désire. 

 Dans l’expression (2.11a), on retrouve la partie singulière (1.28) : 
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2 4
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que l’on a déjà commentée dans le chapitre I. En plus de cette partie singulière, (2.11a) donne 

l’ordre 1, l’ordre r rln  et l’ordre r . On trouve trois contributions intégrales globales 

A , 


B  et 


C , qui se rajoutent aux contributions locales. Nous pouvons comparer cette expression avec 

celle de Fukumoto et Miyazaki4 (page 373) et celle de Callegari et Ting2 (page 173). C’est la 

même, si ce n’est qu’ici les expressions des termes intégraux globaux : 

A , 


B  et 


C  sont 

données. En outre, ici le résultat (2.11) a été obtenu par la méthode des développements 

raccordés des intégrales singulières et a été vérifié à l’aide d’un calculateur formel.  

Il est intéressant de remarquer que l’expression (2.11b) peut se mettre sous la forme :  
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car les intégrales de cette expression ressemblent à l’expression (9) de l’introduction. Cette 

formule serra utilisée au chapitre IV pour justifier les méthodes de coupure. 

 Le développement près du filament de l’ordre 1 du champ de vitesse extérieur 

vout (1)
  ( , , )r a est  de la forme suivante : 


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3 1  = + + ln + ( )( , , ) ( , )r a

r r
r a a 0 1
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Pour un jet tourbillon avec un champ de vorticité 
  
  

( ( ) ( )0)
2 3  r r , qui ne dépend que 

de la coordonnée radiale et qui n’a pas de composante radiale, les expressions simplifiées de 
    
I I I I E1 2 4, , , ,3 1( )a  sont les suivantes :  
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où m= r dr 2
0

2


  est le débit axial. Il est en facteur dans toutes ces expressions. 
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II.5. Le développement intérieur v inn  du champ de vitesse  

 Lorsque l’on fait le changement de variables r
r




 dans la relation (2.7b), 

l’expression du champ de vitesse devient : 
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Nous cherchons le développement intérieur (  0  à r
r




 fixé) du champ de vitesse 

v( , , , )r a   au point M( , , )r a . Si nous imposons brutalement   0  dans cette expression, 

une singularité apparaît alors lorsque a a'   de façon similaire à ce qui s’est passé au 

paragraphe précédent.  

L’expression (2.15) de v( , , , )r a   est donc une intégrale singulière par 

rapport au petit paramètre  . Afin de trouver le développement de cette 

intégrale, nous utilisons encore la méthode des développements 

asymptotiques raccordés des intégrales singulières.  

                                    

  0  à  a a  fixé                         0  à 
  -a a


 fixé 

Figure 2.2 : Schéma de la méthode de développement de  

                                      l’intégrale singulière (2.15) de v( , , , )r a  . 

 

Le principe de cette méthode consiste à séparer l’intégrale en deux parties (Figure 2.2): 

en dehors d’un voisinage du point M( , , )r a , nous développons l’intégrant par rapport à   à 

 a a  fixé et nous intégrons selon a , tandis que dans un voisinage de M nous développons 
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l’intégrant par rapport à   à 
  -a a


 fixé et nous intégrons selon a . Le développement 

recherché est alors la somme des deux développements obtenus. 

 Par cette méthode, on obtient le développement intérieur suivant du champ de vitesse 
v( , , , )r a   : 
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Pour obtenir ce résultat, nous n’avons pas eu à choisir les échelles du développement 

intérieur du champ de vitesse. 

Cette formule donne le développement intérieur du champ de vitesse à 

proximité et dans l’anneau tourbillon jusqu'à l’ordre  ln . Elle démontre 

que les échelles asymptotiques de ce développement sont : 
1

1


 , , ln , ,....  

 

L’échelle 
1


 correspond à l’ordre principal de la vitesse orthoradiale et de la vitesse axiale 

près de l’anneau. Comme le terme d’ordre ln  est indépendant de la coordonnée radiale, il 
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participe à la vitesse de la fibre centrale de l’anneau. L’échelle logarithmique est parfois mise 

avec l’échelle d’ordre 1 dans les développements de façon abusive. C’est le cas des 

expressions (1.30) et (1.31) dans lesquelles le terme d’ordre ln  a été traitée comme une 

terme d’ordre 1. Une discussion plus complète sur cette échelle est faite aux paragraphes 

III.13 et VI.3.6. 

 Le calcul de ce développement est encore plus long et fastidieux que celui du 

paragraphe II.4. En effet, l’intégrale (2.15) à développer ressemble à l’intégrale (2.8) en plus 

compliquée. Ainsi que le mentionne le paragraphe I.12., on a effectué également ce calcul à 

l’aide d’un calculateur formel (annexe A.12), ce qui permet de vérifier les calculs 

préalablement faits à la main et d’obtenir rapidement les ordres supérieurs O( ln ) 2  et 

O( ) 2 , si on les désire. 

Pour un tourbillon avec un champ de vorticité qui a seulement une composante selon 

la tangente, le terme en 
1


 de (2.16) est la formule de Biot et Savart en deux dimensions. Tous 

les termes qui apparaissent dans (2.16) sont des termes locaux sauf le terme 

A  qui est le 

même terme intégral global que dans le développement (2.11a) de vout (0)
  ( , , )r a  pour r 

voisin de zéro . 

 Les termes d’ordre 
1


 et ln  ont été trouvés initialement par Levi-Civita6-7. Lorsque 

r  0 , nous obtenons la vitesse de la fibre centrale et nous retrouvons le résultat de Klein et 

Knio5 : 
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Pour un jet tourbillon avec un champ de vorticité 
  
  

( ( ) ( )0)
2 3  r r , qui ne 

dépend que de la coordonnée radiale et qui n’a pas de composante radiale, (2.17) se simplifie 

en :  
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                              (2.18) 

avec : 
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où : 

m r r r dr1
2

2
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



 ln ( )                                                               (2.20a) 

m r dr



 2
0

2                                                                          (2.20b) 

Le terme 
~

( )E1 a  est une partie de l’expression (2.14e) de

E1( )a  et m est le débit axial. 

II.6. La limite loin du filament du développement intérieur v inn  du champ de 

vitesse  

A l’aide de la formule (2.16) du champ de vitesse intérieur v inn ( , , , )r a   complétée 

des ordres  ln  et  , on montre que sa limite en l’infini est de la forme suivante :  
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      (2.21) 
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Si l’on effectue le changement de variables r
r




 dans cette expression (2.21), nous 

obtenons : 

   v v vinn
=

out(0) out(1)    ( , , , ) ( , , ) ( , , ) ...r a r a r a
r

r         



0 0     (2.22) 

où vout(0) ( , , )r a 0   et   out(1)v ( , , )r a 0   sont donnés par (2.11a) et (2.13) jusqu’aux 

ordres r r2 ln  et  2 ln . Nous avons ainsi montré la relation suivante : 

    v vinn
=

out  =( , , , ) ( , , , )r a r a
r

r
r




   


0

                     (2.23) 

 

Les développements extérieur et intérieur de l’intégrale de Biot et Savart se 

raccordent donc bien entre eux.  

 

Pour un jet tourbillon avec un champ de vorticité 
  
  

( ( ) ( )0)
2 3  r r , qui ne 

dépend que de la coordonnée radiale et qui n’a pas de composante radiale, les expressions 

simplifiées de v inn( )
( , , )

j
r a   sont les suivantes :  
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4
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                                                                                                          (2.24b) 
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( , , )
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3 5r a r                                                                                                          (2.24d) 

       
v I I I E I Einn( )

( , , ) ( ) ln ( , ) ( )
2

3 5 6 2 4 1r a r r a r a                                         (2.24e) 

 

Ici, 
    
I I I I E1 2 4, , , ,3 1( )a  ont les mêmes définitions qu’au paragraphe II.4 et les termes 

  
I I E5 6, , 2  sont définis par : 
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Avec ces notations, les formules (2.11a) et (2.13) s’écrivent simplement : 
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                                                                        (2.26b) 

La loi de raccord asymptotique et les résultats (2.26) ou les résultats (2.24) donnent les 

conditions aux limites en l’infini des équations dynamiques intérieures du problème de couche 

limite sur la fibre centrale et sont utilisées dans le prochain chapitre. Dans la démarche de 

résolution présentée au chapitre I, on souligne l’importance de développer en série de Fourier 

selon la coordonnée   les composantes des différents champs sur ( , , )  
r   . C’est pour cela 

que dans les résultats (2.14) et (2.24), on a linéarisé les termes trigonométriques qui 

apparaissent dans les composantes des différents champs sur ( , , )  
r   . Seuls les termes 


E1( )a  

et 

E2 ( , ) a  n’ont pas subit ce traitement. 

Les développements en série de Fourier selon   des composantes du terme 

intégral 

E1( )a  sur ( , , )  

r    sont donnés par : 
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D’après (2.25c), on voit que 

E2 ( , ) a  s’écrit : 
  
E E E2 21 22( , ) ( )cos ( ) sin  a a a                                        (2.28) 

où les termes 
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Les développements en série de Fourier selon   des composantes du terme 

intégral 

E2 ( , ) a  sur ( , , )  

r    sont donnés par : 
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II.7. Généralisation des résultats 

 Dans ce paragraphe, on n’omet plus de mettre l’indice 0 pour la configuration initiale. 

Précédemment, on a donné des développements des intégrales de Biot et Savart à l’instant 

initial t=0, pour un filament 

X0 ( )a  qui n’a pas de petites longueurs d’ondes et dont le 

développement intérieur du champ de vorticité est initialement 
 
 0 2 0

0)1




( ( , , )r a , où a 

est le paramètre de longueur d’arc sur la fibre centrale. Comme la loi de Biot et Savart est une 

fonction linéaire du champ de vorticité, on peut étendre facilement les résultats précédents à 

un champ de vorticité initial qui a le développement intérieur suivant : 

    
    0 2 0

0)
1 0

1 0
0
2 1

0
31 1

    





    
( ( ) ( ) ( )( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ...r a r a r a r a  .      (2.31) 

 Les relations (2.24) donnent les conditions aux limites du champ de vitesse intérieur en 

l’infini à l’instant initial. Or comme il a été dit au chapitre I, pour obtenir l’équation du 

mouvement d’un filament tourbillon, on a besoin des conditions aux limites du champ de 

vitesse intérieur en l’infini à tout temps t et pas uniquement à l’instant initial. Il est donc 

nécessaire de généraliser les relations (2.24) pour ce temps t.  

Même si initialement le paramètre a sur la fibre est une longueur d’arc, il ne l’est plus 

au temps t, car on doit utiliser un paramètre s qui n’est pas une longueur d’arc pour décrire le 

mouvement. D’autre part, la fibre centrale au temps t est développée par rapport à   : 
  
X X X( , , ) ( , ) ( , ) ...( ( )s t s t s t   0) 1 1 ,                               (2.32) 

contrairement à la fibre centrale initiale 

X0  que l’on a prise sous la forme 


X0 ( )a . Le champ 

de vorticité au temps t est de la forme : 

   
      

1 1
2

0)
1

1 2





 

( ( ) ( )( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ...r s t r s t r s t ,              (2.33) 

contrairement au champ de vorticité initial 

 0  que l’on a pris sous la forme 

 
 0 2 0

0)1




( ( , , )r a . Comme on le verra à la fin du paragraphe III.7.2, la fibre centrale 

initiale 

X0  et le champ de vorticité initial 


 0  d’un filament à structure normale (au sens du 

chapitre I) sont aussi développés par rapport à  .  

Ainsi, une première façon d’étendre les résultats (2.24) précédents est de refaire les 

calculs de ce chapitre (à l’aide du calculateur formel) sur un paramétrage s qui n’est pas une 

longueur d’arc et avec une fibre centrale et un champ de vorticité qui ont les développements 
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(2.32) et (2.33) précédents. Une seconde façon de procéder est de remplacer 

X0 ( )a  par (2.32) 

et 
 
 0 2 0

0)1




( ( , , )r a  par (2.33) dans les résultats (2.24) précédents en considérant qu’ils 

sont valables au temps t, tout en changeant de paramétrage pour se mettre sur un paramètre s 

qui n’est pas une longueur d’arc. 

 

En procédant comme ceci, l’expression (2.11b) du terme intégral global  

A( )a  : 

                                  


  

 

A

X X

X X

b
( )

( ) ( ( ) ( ))

( ) ( )
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/
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a a a a a
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
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1

4

2
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2

2





  

devient :  


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( , ) ( , )

( , ) ( ( , ) ( , ))
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( , , )

(

( ( (

( (

( (

(

s t s s t

s s t s s t s t
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K s t s t

s s t
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     

  
























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






1

4
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0)

0) 0) 0)

0) 0)

0) 0)

0)












               (2.34) 

avec                                     ( (( , , ) ( , )0) 0)s s t s t ds
s

s s

   

 

 .                                             (2.35) 

C’est cette expression (2.34) qui sera utilisée dans le chapitre III. 

 Comme 




(

(
( , )

( , , )
( )

0)

0)
1

1
s s t

s s t s
 





 O  en  s 0 , 


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

  

 




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( , )
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     
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





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
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1 1
( , )
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s s t

s s t s
ds 
















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






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et c’est une expression de ce type que l’on aurait obtenue, si on avait appliqué la première 

façon de faire qui a été indiquée. 
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 On peut encore généraliser les résultats précédents à un filament avec des ondes 

courtes. Le développement du champ de vorticité intérieur a alors des parties spatiales 

oscillantes selon la variable s s /   et est de la forme suivante : 

   
   inn inn inn inn    

1 1
2

0)
1

1 2





 

( ( ) ( )
( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , ) ...r s s t r s s t r s s t   (2.36) 

On peut alors encore appliquer la méthode des développements asymptotiques raccordés des 

intégrales singulières comme on l’a fait pour l’intégrale de Biot et Savart (2.15). La partie 

intérieure (  0  à 
  -s s


 fixé) de l’intégrale devient plus compliquée, mais se développe de 

la même façon que précédemment ; alors que la partie extérieure (  0  à  s s  fixé) fait 

apparaître une intégrale avec une partie oscillante. On la développe alors par la méthode de la 

phase stationnaire ou une méthode WKB1.  

II.8. Conclusion 

 Dans ce chapitre, nous avons déterminé le développement extérieur de l’intégrale de 

Biot et Savart, ainsi que son développement intérieur. Puis, nous avons obtenu la limite en 

zéro du développement extérieur du champ de vitesse, ainsi que la limite en l’infini du 

développement intérieur du champ de vitesse et nous avons montré que ces deux limites se 

raccordent bien entre elles. 

 Même si ces résultats ne sont que des résultats de cinématique obtenus à partir de la loi 

de Biot et Savart qui est une loi linéaire, ils mettent en jeu bon nombre de calculs. Dans la 

littérature, la démarche utilisée pour faire ces développements et les résultats obtenus ne sont 

généralement pas très bien précisés. Le développement intérieur de la loi de Biot et Savart 

permet d’obtenir directement les échelles du développement du champ de vitesse intérieur 

connaissant celui du champ de vorticité. Il donne également un éclairage complémentaire qui 

peut servir de garde fou.  

 Ces résultats ont été obtenus d’abord pour la configuration initiale, puis ont été 

généralisés au temps t. Dans le chapitre suivant, ils sont utilisés pour obtenir les conditions 

aux limites en l’infini des équations aux dérivées partielles satisfaites par le champ de vitesse 

intérieur. 

 Notons que pour des raisons de simplicité, on dit parfois la vitesse extérieure au lieu 

du développement extérieur de la vitesse et la vitesse intérieure au lieu du développement 

intérieur de la vitesse. 
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Chapitre III 
 

ÉVOLUTION D’UN ANNEAU 

TOURBILLON A STRUCTURE 

NORMALE SIMPLE 

 
 Dans ce chapitre, nous décrivons le développement asymptotique raccordé des 

équations de Navier-Stokes, qui conduit à l’équation d’évolution de la fibre centrale d’un 

anneau tourbillon. On étudie un filament à structure normale simple. C’est un filament qui n’a 

pas de petites longueurs d’onde et dont le champ de vitesse ne dépend pas du temps dilaté 

t /  2  et est axisymétrique et indépendant de l’abscisse s à l’ordre principal. Le but essentiel 

de ce chapitre est de développer, pour ce filament, la démarche qui a été décrite au chapitre I, 

tout en se servant des résultats du chapitre II. On reprend la démarche de Callegari et Ting1, 

Ting et Tung13, Ting et Klein14, Fukumoto et Miyazaki3 pour obtenir l’équation d’évolution de 

la fibre centrale d’un anneau tourbillon. On donne une équation d’évolution de la fibre 

centrale à l’ordre 1 qui corrige celle de Fukumoto et Miyazaki3, ainsi que les équations aux 

dérivées partielles satisfaites par la partie axisymétrique du champ de vitesse à l’ordre 1. On a 

ainsi un système fermé d’équations à l’ordre 1. 

III.1. Équations écrites sur les coordonnées locales 

 Nous rappelons dans ce paragraphe les équations dynamiques du champ de vitesse 

données dans le chapitre I. La vitesse est décomposée en tout point du fluide selon la formule :  

  
v X V( , , , , ) ( , , ) ( , , , , )r s t s t r s t     



                                        (3.1) 
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La vitesse relative 

V  est projetée sur les vecteurs de base :  

   
V r  u v w                                                                      (3.2) 

où l’on appelle : 

ur  : la vitesse radiale 

v

  : la vitesse orthoradiale (ou circonférentielle) 

w

  : la vitesse axiale. 

 

L’équation de la conservation de la masse et les équations de Navier-Stokes sont 

écrites sur les coordonnées curvilignes locales (Annexe A.1.) : 

( ) ( )urh h v rw Trw rr s s3 3     


 
 
X                                (3.3) 

  
a V X   



gradp
h h s s


 )
3 3

1
(                                      (3.4) 

où : 
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


     

et où les expressions de grad

V  et de 


V  en coordonnées curvilignes peuvent se trouver 

facilement dans la littérature de base. 

III.2. Définition de la fibre centrale 

D’après le chapitre I, la fibre centrale est définie comme la courbe dont le 

paramétrage vérifie 
 
X


 ( , )s t  0  et qui se trouve au centre de vorticité de toutes les sections 

du filament orthogonales à cette courbe. Vis-à-vis de cette définition, la condition aux limites 

en zéro de nos équations aux dérivées partielles est : 

 
   
V V  ( )  0 .                                                        (3.5) 
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III.3. Forme des développements intérieurs 

Nous choisissons des développements intérieurs du champ de vitesse de la forme 

suivante : 

u u u r s t u r s t

v v v r s t v r s t

w w w r s t w r s t

inn

inn

inn

   

   

   

 

 

 

   

   

   

1 1 0) 1

1 1 0) 1

1 1 0) 1

( ( )

( ( )

( ( )

( , , , ) ( , , , ) ...

( , , , ) ( , , , ) ...

( , , , ) ( , , , ) ...

                       (3.6) 

 

et un développement de la fibre centrale de la forme: 

 
  
X X X( , , ) ( , ) ( , ) ...( ( )s t s t s t   0) 1 1                                  (3.7) 

L’abscisse  s   ,  n’est pas une longueur d’arc et   est l’angle polaire et non pas 

l’angle   défini dans Callegari et Ting1 par :  

   0( , , )s t   

d s t T s t ds0    ( , , ) ( , , )  

 

 Comme la fibre centrale est une inconnue du problème, elle dépend de   et bon 

nombre de grandeurs liées à cette fibre doivent être développées : 

 

     ( ( )( , ) ( , ) ...0) 1 1s t s t  
  
    ( ( )( , ) ( , ) ...0) 1 1s t s t  

K K s t K s t  ( ( )( , ) ( , ) ...0) 1 1  
  n n n  ( ( )( , ) ( , ) ...0) 1 1s t s t  

T T s t T s t  ( ( )( , ) ( , ) ...0) 1 1  
  
b b b  ( ( )( , ) ( , ) ...0) 1 1s t s t  

h h s t h s t3 3
0) 1

3
1  ( ( )( , ) ( , ) ...  

  r r r  ( ( )( , , ) ( , , ) ...0) 1 1s t s t     
  
    ( ( )( , , ) ( , , ) ...0) 1 1s t s t    
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avec : 
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III.4. Les équations à l’ordre 0 

 Nous cherchons un champ de vitesse v  solution de notre problème dont l’ordre 

principal est axisymétrique. Nous supposons donc que si initialement l’écoulement est 

axisymétrique à cet ordre, il le reste à tout les temps. A l’ordre principal, chaque section 

orthogonale à la fibre centrale du filament est alors circulaire et son centre est confondu avec 

le centre de vorticité de celle-ci. 

Comme on considère que notre filament tourbillon ne possède pas de répartition 

linéique de sources sur sa fibre centrale, on annule la composante radiale de la vitesse à 

l’ordre principal :  

u r s t( ( , , , )0) 0                                                     (3.8) 

 

Sans faire l’hypothèse de l’axisymétrie du champ de vitesse à l’ordre principal, les équations 

de conservation de la masse et de Navier Stokes s’écrivent à l’ordre principal (Annexe A.4) : 
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v
( )0 0                                                                (3.9a) 

v
r

pr

( (0)2
0)

                                                     (3.9b) 

p
(0)

0                                                              (3.9c) 

w v

( (0) 0) 0                                                        (3.9d) 

L’ordre principal axisymétrique (i.e. indépendant de  ) satisfait donc bien ces équations. A 

l’aide de (3.9b), il vient  : 

p
v r s t

r
dr

r

(

( '

'
'( , , )

0)

0)
2
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









                                       (3.10) 

Cette relation exprime l’équilibre entre le gradient de pression et la force centrifuge. 

Afin de vérifier la condition aux limites 
   
V V  ( )  0  en r  0  et pour des raisons 

de symétrie axiale sur v( ( , , )0) r s t , on a : 

v r s t( ( , , )0) 0 0                                                          (3.11) 

Comme les équations (3.9) à l’ordre principal ne permettent pas de déterminer 

complètement l’ordre principal du champ de vitesse, le problème est de perturbation 

singulière.  

Les équations (3.9) sont des équations de compatibilité pour l’ordre principal 

qui imposent à la condition initiale d’être axisymétrique et d’y rester. 

 

Si la condition initiale n’est pas axisymétrique, il y a un problème de couche limite 

initiale. Les développements choisis ici ne dépendent que du temps t et de l’abscisse s, alors 

que nous avons vu au chapitre I que les échelles t / 2  et s /   peuvent intervenir. Lorsque 

l’on n’utilise que le temps t, seules les variations le long de la fibre centrale de l’ordre de la 

grande échelle caractéristique L sont prises en compte et on ne détermine que la dynamique 

principale de l’évolution du filament tourbillon. Pour notre problème d’anneau tourbillon, on 

n’est en fait pas en présence d’une couche limite initiale, pour laquelle on obtiendrait la 

dynamique principale après un transitoire rapide, mais en présence d’une oscillation rapide 

autour de la dynamique principale de l’évolution du filament tourbillon. Alors que les 
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problèmes de couche limite initiale se résolvent à l’aide d’une méthode de développement 

asymptotique raccordé, les problèmes d’oscillations rapides se résolvent à l’aide d’une 

méthode d’échelles multiples à double échelle de temps. C’est cette méthode qu’il faudrait 

utiliser si on voulait résoudre complètement le problème de l’évolution d’un filament 

tourbillon dont la condition initiale ne vérifierait pas les conditions de compatibilité. 

D’après le chapitre I, la vorticité est liée au champ de vitesse par l’équation : 

  


   



       



rot rot
h

v V X r
3

1 2 3                          (3.12)  

L’ordre principal (annexe A.5) de la vorticité est donc :  

1
0 0( )
                                                              (3.13a) 

2
0) 0)( (
 wr                                                      (3.13b) 

 3
0) 0)1( (

r
rv

r
                                                (3.13c) 

On remarque que l’ordre principal des équations de la vorticité (1.12) et (1.13) est 

automatiquement vérifié par une solution axisymétrique indépendante de l’abscisse. 

III.5. Le raccord à l’ordre 1  et les conditions aux limites en l’infini de l’ordre 

zéro 

 La loi de raccord asymptotique à l’ordre  1  dit que le développement du champ de 

vitesse extérieur en zéro à l’ordre 1  est identique au développement du champ de vitesse 

intérieur en l’infini à l’ordre 1 , ce qui s’écrit : 

    Dev Devout inn
r r  

0 1
 v v


                               (3.14) 

Or d’après le chapitre II : 

 
vout

 
( , , , )r s t

r
 0

1
2




 ,  

si l’écoulement potentiel n’a pas de contribution à cet ordre. On en déduit donc en utilisant 

(3.14) que :  

 
v inn(0)

 
( , , , ) (r s t

r
 



1
2

0) , 

c’est à dire que : 
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v r t
r

(0)
 

( , ) 
1

2                                               (3.15a) 

w r t(0) ( , )  0                                                   (3.15b) 

III.6. Les équations à l’ordre 1 

III.6.1. Partie axisymétrique des équations à l’ordre 1 et équations de compatibilité à 

l’ordre 1 

La partie axisymétrique des équations à l’ordre 1 est obtenue en moyennant les 

équations à l’ordre 1 en   et donne : 



 





 
  

ru r s t
r

r
s t

w r s t

s
c
( )

(

(
( , , )

( , )

( , , )1

0)

0)

                                     (3.16a) 

  2 00) 1
1

v r s t v r s t r
p r s t

rc
c( ( )
( )

( , , ) ( , , )
( , , )

 
                              (3.16b) 



 





 
  

rv r s t
r

u r s t
rw r s t

s t
v r s t

sc

(
( )

(

(

(( , , )
( , , )

( , , )
( , )

( , , )0)
1

0)

0)

0)
                        (3.16c) 













(

(
( ) (

( (
( , )

( , , )
( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )0)
0)

1 0)
0) 0)

s t
w r s t

r
u r s t w r s t

w r s t
s

p r s t
sc   

       (3.16d) 

Si uc
( )1  est tiré de la première équation (3.16a) et est remplacé dans les deux dernières (3.16c-

d), nous obtenons alors deux équations avec uniquement les champs u v w( ) ( ) ( ), ,0 0 0 . Comme 

le temps t n’apparaît pas dans ces équations, le champ de vitesse à l’ordre principal ne peut 

pas vérifier une condition initiale quelconque.  

Ces équations sont des conditions de compatibilité de l’ordre principal, qui 

sont automatiquement vérifiées initialement et le restent si l’ordre principal ne 

dépend pas de l’abscisse s : on parle alors d’anneaux à structure normale 

simple comme on l’a déjà défini au chapitre I. 

 

Nous notons qu’alors : uc
( )1 0 . L’équation (3.16b), qui n’a pas servi, est celle qui donne la 

pression pc
( )1 . Ces équations ne nous donnent pas d’information sur vc

( )1  ni wc
( )1 . 
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III.6.2. Partie non axisymétrique des équations  

 Il nous reste donc à résoudre la partie non axisymétrique des équations d’ordre 1. Pour 

un anneau à structure normale simple, on a : 

 



 




 

 

ru r s t

r

v r s t
s r s t

( ) ( )
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1 1

1
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                                                             (3.17a) 

   2 0) 1
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        (3.17c) 

r
w r t

r
u r s t v r t

w r s t
s r s t






 
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(
( ) (

( )
( )( , )

( , , , ) ( , )
( , , , )

( , , , )
0)

1 0)
1

4
1

 
                                 (3.17d) 

avec : 

s r s t rK s t v r t1
1 0) 0)( ) ( (( , , , ) ( , ) sin( ) ( , )    

s r s t rw r t K s t2
( ) ( (( , , , ) ( , ) ( , ) cos( )1 0) 2 0)    

s r s t rw r t K s t3
1 0)

2
0)( ) ( (( , , , ) ( , ) ( , ) sin( )    

s r s t rv r t K s t w r t4
1 0) 0) 0)( ) ( ( (( , , , ) ( , ) ( , ) sin( ) ( , )    

 Les seules inconnues d’ordre 1 qui interviennent dans les trois premières relations 

(3.17a-c) ne font intervenir que u( )1 , v( )1 , p( )1  et pas w( )1 . L’écoulement à cet ordre se 

comporte comme un écoulement bidimensionnel rotationnel et non conservatif. Quand cet 

écoulement est résolu, la dernière équation (3.17d) nous donne alors la partie non 

axisymétrique de w( )1 . Ces équations font intervenir des termes sources qui proviennent de 

l’ordre principal du champ de vitesse. Elles ne font pas intervenir de dérivée en temps et sont 

donc des conditions de compatibilité. La partie non axisymétrique de l’ordre 1 du champ de 

vitesse ne peut pas être nulle à l’instant initial. 

 

L’équation de continuité est satisfaite à l’aide de la fonction de courant ( ) ( , , , )1 r s t  

qui vérifie : 
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u r s t
r

r s t( )
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( , , , )
( , , , )1

11


 





                                 (3.18a) 

v r s t
r s t

r
rK s t v r t( )
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( (( , , , )

( , , , )
( , )cos( ) ( , )1

1
0) 0)

 


  



            (3.18b) 

Ces relations sont substituées dans les deux équations (3.17b-c) du mouvement, puis la 

pression est éliminée entre les deux relations obtenues en se servant de l’égalité : 

    2 1 2 1p r p r( ) ( ) . 

Nous obtenons alors l’équation suivante pour ( )1  :  
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On écrit alors la décomposition en série de Fourier de la fonction de courant : 

 

    ( ) ( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , ) cos( ) sin( )1 1
1
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2
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1
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             (3.20) 

 

et il s’en suit : 
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 (3.21a) 

 Cette équation s’écrit également : 
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On a les conditions aux limites en r  0 :  


nj

r( ) ( )1 0 0                                                         (3.21b) 


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
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r
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0 0                                                      (3.21c) 

et une condition en l’infini donnée par la loi de raccord asymptotique à l’ordre 1. 

III.6.3. Le raccord à l’ordre 1 et les conditions aux limites en l’infini de l’ordre 1 

 La loi de raccord asymptotique à l’ordre  1 dit que le développement du champ de 

vitesse extérieur en zéro à l’ordre 1 est identique au développement du champ de vitesse 

intérieur en l’infini à l’ordre 1, ce qui s’écrit : 

    Dev Devout inn
r r 

0 0
 v v


                               (3.22) 

Or, si l’écoulement potentiel n’a pas de contribution à l’ordre 1, les résultats (2.11a) et 

(2.34) du chapitre II donnent : 
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En appliquant la condition de raccord (3.22), nous en déduisons alors que :  
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c’est à dire  :  
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Il vient donc : 
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La fonction de courant du problème intérieur vérifie donc : 
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                                                    (3.25b) 


nj

r( ) ( )1 0 =         n 1                                                                                                (3.25c) 

w r s t( )
(

( , , , ) ( )1
0)

  


 =
  
A X                                                                                   (3.25d) 

v r s tc
( )( , , )1 0 =                                                                                                            (3.25e) 

 

Ces relations donnent les conditions aux limites en l’infini des équations aux dérivées 

partielles (3.21). 

III.6.4. La résolution des équations à l’ordre 1 

La solution 
nj
( )1  de l’équation (3.21) est la somme d’une solution particulière nj

p ( )1
 

de cette équation avec second membre et des solutions générales nj
h ( )1

de son équation 

homogène, ce qui s’écrit :  

  
nj nj nj
( ) ( ) ( )1 1 1

 h p  

D’après (3.13c) l’égalité suivante : 

 3
0) 0)1( (

r
rv

r
 

est vérifiée, où 3
0)(  est l’ordre principal de la vorticité axiale. On admet que près de zéro : 

1
0) 3

0)

v r t r
r t(

(

( , )
( , )




  constante , 

ce que l’on vérifiera a posteriori. Le comportement près de zéro de l’équation homogène 

associée à l’équation (3.21) est alors : 









2 1

2

1
2

2
11

0
 


nj nj

njr r r
n

r

( ) ( )
( )

                                       (3.26) 
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Une des solutions de cette équation se comporte comme  r
n

 


 et doit être écartée. L’autre se 

comporte comme  r
n

 


 et alors la solution de l’équation (3.21) vérifie :  

  
nj n

n
njC r r( ) ( )

( )1 1
0  

p  pour r  0                      (3.27) 

où Cn  est une constante déterminée par la condition aux limites de la solution en l’infini. 

Si n  1, les conditions en zéro sont vérifiées et c’est la condition en l’infini qui 

permet de déterminer la constante Cn  et donc 
nj
( )1 . On voit que 

nj
r( ) ( )1 0=  est solution des 

équations (3.21) et (3.25c) et donc :  


nj

r( ) ( )1 0=         n 1                                                   (3.28a) 

Si n  1, les conditions en zéro imposent C1 0  et donc 
1
1
j

( )  est déterminé sans 

avoir besoin de la condition en l’infini. Comme v( )0  est alors solution de l’équation 

homogène associée à (3.21), la variation de la constante nous donne : 


11
1

0) 0)

0) 2
2 0)

0)
0)2 2

0)2

00

1
2

1

( )

( (

(

(
(

(

( , ) ( , )

( , )
,

( , )
( , )

( , )

v r t K s t

zv z t
v t

v t
v r t

w t
d dz

zr














 













 ( )

 
  

 
 

  
  ( 



  

 
 

 

 


(3.28b) 

et                                                          12
1 0( )
                                                              (3.28c) 

Les équations (3.25a-b) nous donnent une condition aux limites en l’infini qui doit s’identifier 

avec la limite en l’infini de l’expression (3.28b) de 
1
1
j

( ) . On arrive toujours en fait à avoir 

l’égalité de ces deux limites, car les équations (3.25a-b) font intervenir la fonction inconnue 

X( ( , )0) s t . C’est donc cette égalité qui détermine l’équation de 


X( ( , )0) s t . 

III.6.5. La limite en l’infini de 
11
1( )  

Nous admettons que : 

1
0) 3

0) 2

v r t r
r t r(

(

( , )
( , ) (exp( ))




  O   
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près de l’infini et nous vérifierons dans la suite que c’est bien le cas. Nous recherchons alors 

la limite en l’infini de 
11
1( )  que l’on va obtenir soit par une limite en l’infini dans l’équation 

(3.21) soit par le développement en l’infini de (3.28b) qui devient une intégrale singulière. 

III.6.5.1. Par une limite dans l’équation 

Le comportement près de l’infini de l’équation homogène associée à l’équation (3.21) 

est : 









2 1

2

1
2

2
11

0
 


nj nj

njr r r
n

r

( ) ( )
( )

   .                                   (3.29) 

Une des solutions de cette équation se comporte comme  r
n

 


 et l’autre comme  r
n

 


. La 

solution de l’équation (3.21) vérifie donc :  

    
nj n

n
n

n
njd r e r r( ) ( )

( )1 1
    

  p  pour r   .            (3.30) 

Comme l’équation est homogène pour n  1 , on a : 

   
nj n

n
n

n
d r e r( )1

  
 

   (n 1)  en r    

et comme 
nj

r( ) ( )1 0=  d’après le résultat (3.28a), alors : 


nj

n( )1 0 1
     . 

Comme 
12
1 0( )
  d’après (3.28c),  alors : 


12
1 0( )

 .                                                      (3.31a) 

Il ne nous reste plus qu’à déterminer le comportement de 
11
1( )  en l’infini. Une 

première façon de procéder est de considérer la limite en l’infini du terme de droite de 

l’équation (3.21) pour n=1 : 






 

 
 

  

  

1

1
2

11
1

0)r
r r

r

r
K

r


( )

(

( )












  

D’où :  
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11
1

0)

1
21

8
2 1( )

(
( )

( ln( ) )



 r

rK r
C r

C
r

, 

c’est à dire :  

11
1 0)

0)

4
1( ) ( *

(
( ) ( ) ln( ) ( )

  r rK C t
K

r r O
r

                      (3.31b) 

La constante C t*( )  est alors déterminée par la limite : 

C t
v

r
h r

r

*
(

( ) lim ln( ) 












 

  
0) 1

4
 

avec :                                    h
z v

v Hd dz
zr

















1
0) 2

0)

00 ( )(
(    

et                                           H r v
rw w

v
  2

2
3
0) 0)

0)

0)
( (

(

(
 r
(0)

                                      (3.32a) 

Comme  

v r t
r

(0) ( , ) 
1

2
,  

alors :  

C t
h r r

rr

*( ) lim
ln( )




















 

1
2

1
2

2

2
  .  

Cette limite peut être simplifiée grâce à la règle de l’hôpital (Annexe A.6) et finalement, on 

obtient le comportement suivant de la fonction de courant 11
1( )  en l’infini : 

 

11
1 0)

0)

4
1( ) ( *

(
( ) ( ) ln( ) ( )

  r rK C t
K

r r O
r

                                               (3.31b) 

avec : 

C t v d r w d
r

r
* ( (( ) lim ln( )   













 





















 
1

4
1
2

4 82 0)2

0

2 0)
2

0


             (3.31c) 
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III.6.5.2. Par une limite dans l’intégrale 

Une autre façon d’obtenir ce résultat est de faire la limite en l’infini dans l’expression 

intégrale (3.28b) de 
11
1( )  : 


11
1 0) 0)

0)2
0)

00

1( ) ( (
(

(













K v

zv
v Hd dz

zr

                                   (3.32b) 

Lorsque r  tend vers l’infini, on obtient alors une intégrale singulière par rapport au petit 

paramètre 1 r .  

Un calcul d’intégrale singulière (Annexe A.6) nous amène à : 

11
1 0)

0)

4
1( ) ( *

(
( ) ( ) ln( ) ( )

  r rK C t
K

r r O
r

 

avec  : 

C t
a

K
*

(( )
~

  
1

8 0)
  

~
lim ln(

(a
K r

v Hd r
r

0)
0)

0
2

1
4























  


  

qui après intégration par parties redonne le même résultat (3.31b-c) que précédemment. 

 

III.7. L’équation d’évolution du filament à l’ordre 0 et la partie non 

axisymétrique du champ de vitesse à l’ordre 1 

III.7.1. Détermination de l’équation de la fibre centrale 

En égalant les limites en l’infini (3.25a-b) et (3.31a-b) des paragraphes III.6.3. et 

III.6.5, nous obtenons :  

 ( ln )
(

(
(

   A b X n    
K

S
0)

0)
0)

4
1 0


 

      














  












K
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K
S r

K
r

K C r
( (

(
( (
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0) 0)

0)
0) 0)

0)
4

1
4

1
4

1
   

   
A b X b  

d’où :                            ( ln )
( ( (

( *   
A b X b 










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
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4
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On obtient donc l’équation suivante d’évolution de la fibre centrale :  

        
X X b A A
 

   











   

( ( ( (
( *( ) ( ln ) ( )

0) 0) 0) 0)
0)

4
1   

K S
K C

 
      (3.33a) 

avec 

C t C t C tv w
*( ) ( ( ) ( )) 

1
4

                                     (3.33b) 

C t v d rv
r

r
( ) lim ln( )(   















 


1
2

4 2 0)2

0

                          (3.33c) 

C t w dw ( ) ( 



8 2 0)
2

0

                                        (3.33d) 



  

 
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( , ) ( ( , ) ( , ))
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
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


















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
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


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0)
0) 0)

0) 0)

0) 0)

0)















 (3.33e) 

  ( (( , , ) ( , )0) 0)s s t s t ds
s

s s

   

 

                                (3.33f) 

C’est l’équation de Callegari et Ting1 que l’on a déjà écrite et commentée dans l’introduction 

(Formules 11 a-d). 

Si on choisit une abscisse s sur la fibre centrale du filament 

telle que : 

   
X A


  

(0)
  , 

alors, d’après (3.25d), on a :  

w r s t( )( , , , )1 0  =  

 

Lorsque l’on ne s’intéresse qu’à l’évolution de la fibre centrale, on peut prendre une 

abscisse sur le filament différente de celle qui est déterminée par la relation : 

   
X A


  

(0)
  .  

Par exemple, on peut choisir des abscisses telles que  
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 
X


 

(0)
0 ,  

ou encore : 

   
X v


   

(
( ( , , , )

0)
0) 0 inn r s t . 

Cependant, si on veut donner la vitesse axiale relative, il ne faut pas oublier que celle-ci 

change en fonction du choix de l’abscisse. La limite w r s t( )( , , , )1    en dépend également 

et elle n’est nulle que pour le choix d’une abscisse telle que : 

   
X A


  

(0)
  . 

Ici, rien ne donne la valeur w r s t( ) ( , , , )1 0   de la vitesse axiale à l’ordre 1 sur la fibre 

centrale. Celle-ci sera déterminée après avoir obtenu la partie non axisymétrique de w( )1  avec 

l’équation (3.17d) et la partie axisymétrique wc
( )1

 par résolution de l’équation aux dérivées 

partielles qu’elle vérifie avec sa condition aux limites w r s t( )( , , , )1 0  =  en l’infini. 

Cette équation sera donnée au paragraphe III.10. Pour la partie axisymétrique de la vitesse 

axiale à l’ordre 1, tout se passe donc comme pour w(0) . 

III.7.2. La partie non axisymétrique du champ à l’ordre 1 

 Posons :  

u r s t
r s t

r11
1 11

1
( )

( )

( , , )
( , , )

 


                                      (3.34) 

Les champs à l’ordre 1 sont alors de la forme  : 

 

u r s t u r s t( ) ( )( , , , ) ( , , ) sin( )1
11
1

                                                   (3.35a) 

v r s t v r s t v r s tc
( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , ) ( , , ) cos( )1 1

11
1

                              (3.35b) 

w r s t w r s t w r s tc
( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , ) ( , , ) cos( )1 1

11
1

                             (3.35c) 

p r s t p r s t p r s tc
( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , ) ( , , ) cos( )1 1

11
1

                                 (3.35d) 

où : 
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w r s t
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        (3.36a) 
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                        (3.36b) 
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







       (3.36c) 

De l'équation radiale (3.16b), on tire : 

  2 0
0) 1 1v r t v r s t

r
p r s t

r
c c

( ( ) ( )( , ) ( , , ) ( , , )



 
  

 

et donc :  

p v r t v r s t

r
drc

c

r

( )
(

'
( )

'

'

'( , ) ( , , )1
0) 1

2 



                               (3.37) 

Nous avons tout le champ de vitesse à l’ordre 1 en fonction du champ de vitesse 

à l’ordre principal, à l’exception des champs axisymétriques vc
( )1

 et wc
( )1

. 

 

 

Si les expressions (3.36) du champ de vitesse sont remplacées dans les différents ordres 

(Annexe A.5) du lien (3.12) entre la vorticité et la vitesse, nous obtenons :  

  1
1

112
1( ) ( ) sin( )=                                                                                (3.38a) 

   2
1

2
1

2 11
1( ) ( ) ( ) cos( )=

c
                                                                    (3.38b) 

   3
1

3
1

311
1( ) ( ) ( ) cos( ) c                                                                   (3.38c) 

où : 

112
1 0) 0) 11

1
( ) ( (

( )
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













w K
w

r
                                                                         (3.39a) 

2
1 1

c c
r

w( ) ( )
                                                                                                  (3.39b) 
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2 11
1 0) 0)

11
1( ) ( ( ( )

 w K w
r

                                           (3.39c) 

 3
1 11

c c rr
rv( ) ( )                                                               (3.39d) 

 311
1
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1

11
11( ) ( ) ( )

 










r
rv u

r
                                    (3.39e) 

Les équations de la vorticité (1.12) et (1.13) sont alors automatiquement vérifiées à l’ordre 1, 

sauf l’équation de la vorticité axiale qui donne : 

( ) ( )( ( )
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c’est à dire : 
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Si les relations (3.39e) et (3.34) sont remplacées dans cette relation, nous retrouvons 

l’équation de (3.21) de 
11
1( ) , ce qui montre que l’équation de la vorticité axiale est bien 

vérifiée par notre solution. 

Si l’on intègre la vorticité (3.39) sur une section du filament, il vient : 
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     (3.41) 

ce qui montre que la circulation initiale de notre anneau dépend de  . Comme on recherche 

une solution sur un temps normal (au sens du chapitre I), la partie non axisymétrique du 

champ de vitesse à l’ordre 1 est directement déterminée en fonction du champ de vitesse à 

l’ordre principal et on ne peut pas choisir sa valeur initiale. Seul l’ordre principal du champ de 

vitesse (qui ici est axisymétrique) et la partie non axisymétrique du champ de vitesse à l’ordre 

1 sont fonction d’une condition initiale que l’on peut choisir.  
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A l’instant initial, l’anneau tourbillon à structure normale simple a donc un 

champ de vitesse, un champ de vorticité, une fibre centrale et une circulation 

qui sont développés selon le petit paramètre   et seule la partie 

axisymétrique des champs peut être choisie initialement.  

 

III.7.3. Autre détermination de l’équation de la fibre centrale 

Nous pouvons aussi obtenir l’équation d’évolution de la fibre centrale en écrivant que 

sa vitesse est la valeur en un point de la fibre de l’ordre 1 du développement intérieur de la 

vitesse non relative, c’est à dire : 
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où v inn ( , , , )r s t  est l’expression (2.16) du chapitre II généralisée à un paramétrage qui n’est 

pas une longueur d’arc et à un champ de vorticité qui a des échelles en 1 2/   et 1/  .  

D’après les formules (3.13) et (3.38), les champs de vorticité à l’ordre principal et à 

l’ordre 1 sont de la forme suivante : 
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Si l’on remplace ces expressions (3.43) dans l’expression (2.16) écrite en r  0 , la relation 

(3.42) devient alors : 
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c’est à dire : 
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Avec l’abscisse s définie par (3.42), la partie axisymétrique de la vitesse axiale vérifie : 
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1  est la partie axisymétrique de vitesse axiale pour une abscisse s telle que : 
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l’équation (3.44) d’évolution de la fibre centrale devient alors : 
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Le coefficient C*  peut être aussi exprimé en fonction du champ de vitesse (annexe A.7) : 
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Nous retrouvons de cette façon l’équation (3.33) d’évolution de la fibre 

centrale avec en plus l’expression suivante du coefficient C*  en fonction du 

champ de vorticité :  
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 Si l’on veut une expression du coefficient C*  en fonction du champ de vitesse, cette 

méthode nous paraît moins avantageuse que la précédente. On a pu constater que pour 

retrouver le résultat précédent (3.33), il a été plus compliqué de simplifier l’expression (3.44b) 

de C  que de prendre la limite en l’infini de l’expression (3.28b) de 
11
1( ) . Cette méthode a 

cependant l’intérêt de retrouver par un autre calcul la formule (3.33) d’évolution de la fibre 

centrale, ce qui donne une vérification de ce résultat. 

 Malgré tout, si l’on veut une expression du coefficient C*  en fonction du champ de 

vorticité, cette seconde approche est plus utile. On peut imaginer une approche dans laquelle 

on essayerait de résoudre le problème de couche limite qu’à partir de l’équation de Biot et 

Savart (1.8) et des équations (1.12-1.13) de la vorticité. Si une telle approche paraît 

séduisante, car il suffit de choisir la forme du développement de la vorticité pour résoudre le 

problème, elle ne s’est pas révélée être très fructueuse. 

 

 

III.8. Les équations à l’ordre 2 et les équations pour l’ordre principal du champ 

de vitesse 

III.8.1. Equations de compatibilité à l’ordre 2 et équations pour la partie 

axisymétrique du champ des vitesses à l’ordre 0 

La partie axisymétrique des équations à l’ordre 2 est obtenue en moyennant les 

équations en   à l’ordre 2 et l’on obtient  
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De l’équation de conservation de la masse (3.46a), on tire :  
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Remarquons que le changement d’abscisse s f l t ( , )  qui nous fait passer de 

X( , )s t  

en 
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( , )X l t  implique : 
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Seule la composante axiale du champ de vitesse est alors changée selon la formule suivante : 
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et le gradient de vitesse axiale vérifie la relation : 
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On voit ainsi comment la formule (3.47) peut être affectée par un changement de paramétrage 

de la fibre centrale. 

Si l’expression (3.47) de uc
( )2  est remplacée dans les équations (3.46c-d), nous 

obtenons alors deux équations avec uniquement les termes axisymétriques d’ordre 1 

u v wc c c
( ) ( ) ( ), ,1 1 1 . Si on développe ces termes axisymétriques en série de Fourier selon s, le 

temps t n’apparaît que pour la partie indépendante de s des équations. Les parties des 
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équations dépendantes de s ne permettent pas de vérifier une condition initiale quelconque et 

sont donc des conditions de compatibilité. Les équations (3.46c-d) multipliées par  (0)  et 

moyennées selon l’abscisse donnent la partie indépendante de s des équations, qui est : 
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Ces équations pour l’ordre principal du champ de vitesse v( )0  et w(0)  ajoutées à 

l’équation (3.33) de la fibre centrale 

X(0) , forment un système complet d’équations à 

l’ordre principal, que nous résoudrons au paragraphe III.11. 

 

En retranchant les équations (3.50a-b) à (3.46c-d), on obtient les équations de 

compatibilité suivantes : 
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On prend un gradient de vitesse axiale de la forme suivante :  
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où la constante a s t( , )  correspond à un certain taux d’étirement et on décompose la partie 

axisymétrique w r s tc
( ) ( , , )1  de la vitesse axiale en une partie indépendante de l’abscisse et une 

partie ne dépendant que de l’abscisse :  
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Alors (3.47) devient : 

u r s t a s t rc
( ) ( , , ) ( , )2 1

2
                                               (3.54) 

et les équations de compatibilité (3.51a-b) deviennent : 
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Ces équations sont des conditions de compatibilité du champ de vitesse à l’ordre 1. 

Elles sont automatiquement vérifiées initialement et le restent si l’anneau a une structure telle 

que  




 

 
 

w r s t
s

a s tc
( ) ( (( , , )

( , )
1 0) 0)  



, 

avec un taux d’étirement a s t( , )  tel que  

a s t
S
S

( , )

(

(

 0)

0)                                                     (3.56) 

et si v pc c
( ) ( ),1 1  ne dépendent pas de l’abscisse s : on parlera alors d’anneaux à structure 

normale simple à l’ordre 1, ce qui étend la définition du chapitre I. 

 

Nous noterons qu’alors (3.54) devient :  

u
S
S

rc
( )

(

(
2

0)

0)
1
2

 



 

L’équation (3.46b) qui n’a pas servi est celle qui donne pc
( )2 . Les équations (3.46) ne nous 

donnent pas d’information sur vc
( )2  ni wc

( )2 . Il nous reste à résoudre la partie non 

axisymétrique des équations d’ordre 2, ce qui est le but du prochain paragraphe. 
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III.8.2. Partie non axisymétrique des équations 

Pour un anneau à structure normale, l’équation de conservation de la masse à l’ordre 2 

s’écrit  : 
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Nous remarquons que les seules inconnues d’ordre 2 qui interviennent dans cette équation 

sont u( )2 , v( )2 . L’équation (3.57) est satisfaite à l’aide de la fonction de 

courant ( ) ( , , , )2 r s t  qui vérifie : 
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avec : 
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Les seules inconnues d’ordre 2 qui interviennent dans l’équation (3.57) et dans les 

équations du mouvement sur r et 

  à l’ordre 2 (Annexe A.4), sont u( )2 , v( )2 , p( )2  et pas 

w( )2 . L’écoulement à cet ordre se comporte donc comme un écoulement bidimensionnel 

rotationnel et non conservatif. Une fois cet écoulement résolu, l’équation du mouvement sur 

  à l’ordre 2 nous donne la partie non axisymétrique de la vitesse axiale w ( )2  à l’ordre 2. 

Nous substituons ces relations (3.58a-b) dans les deux premières équations du 

mouvement sur r et 

  à l’ordre 2 (Annexe A.4). Puis, la pression est éliminée entre les deux 

relations obtenues en se servant de l’égalité : 

    2 2 2 2p r p r( ) ( ) . 

Nous obtenons alors une équation pour ( )2  dans laquelle nous substituons la 

décomposition suivante de la fonction de courant en série de Fourier : 
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et on obtient : 
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où seuls H12
2( ) , H11

2( ) et H21
2( )  sont non nuls et sont donnés dans l’annexe A.9. 
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 Cette équation (3.60a) s’écrit également : 
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 Remarquons que l’équation (3.60a) de la fonction de courant nj
( )2

 a la même 

équation homogène et les mêmes conditions aux limites en r  0  : 


nj

r( ) ( )2 0 0                                                         (3.60b) 






nj

r
r

( )

( )

2

0 0  ,                                                   (3.60c) 

que l’équation (3.21a) de la fonction de courant nj
( )1

. 

III.8.3. Le raccord à l’ordre 1  et les conditions aux limites en l’infini de l’ordre deux 

La loi de raccord asymptotique à l’ordre  1  dit que le développement du champ de 

vitesse extérieur en zéro à l’ordre 1  est identique au développement du champ de vitesse 

intérieur en l’infini à l’ordre 1 , ce qui s’écrit : 

    Dev Devout inn
r r 

0 1
 v v


.                                         (3.61) 

Si l’écoulement potentiel n’a pas de contribution à l’ordre 1 , la formule (2.24e) du 

chapitre II donne : 

       
v I I I E I Einn( )

( , , ) ( ) ln ( , ) ( )
2

3 5 6 2 4 1r s r r s r s        . 

Ce résultat a été obtenu, soit en faisant le changement de variable r r   dans 
vout ( , , )r s 0  , soit directement à partir de la limite en l’infini du développement intérieur 

de l’intégrale de Biot et Savart. 

Comme :  
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2 1
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il vient donc : 
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Ces relations donnent les conditions aux limites en l’infini des équations aux dérivées 

partielles (3.60). 

III.8.4. Résolution des équations à l’ordre 2 

La solution 
nj
( )2  de l’équation (3.60) est la somme d’une solution particulière nj

p ( )2
 

de cette équation avec second membre et des solutions générales nj
h ( )2

de son équation 

homogène, ce qui s’écrit  :  

  
nj nj nj
( ) ( ) ( )2 2 2

 h p . 

Nous avons les mêmes résultats qu’au paragraphe III.6.4. sur les comportements aux limites 

de nos équations différentielles.  

 La solution 
nj
( )2  de l’équation (3.60) a le comportement suivant proche de zéro : 

  
nj n

n
njC r r( ) ( )

( )2 2
0  

p  pour r  0 ,                               (3.63) 

où Cn  est une constante déterminée par la condition aux limites de la solution en l’infini. 

Si n  1, les conditions en zéro sont vérifiées et c’est la condition en l’infini qui permet de 

déterminer la constante Cn  et donc 
nj
( )2 .  

Si    et n n 1 2 , on voit que 
nj

r( ) ( )2 0=  est solution des équations (3.60) et (3.62e) 

et donc :                                     nj r n n( )( )2 0 1 2=          et    .                                   (3.64a) 

Les fonctions 2
2
j r( ) ( )  sont solutions de (3.60) avec les conditions aux limites (3.62c-

d). Elles peuvent être résolues numériquement à l’aide de (3.63) par une méthode de tir sur la 

constante Cn . 

La même résolution avec variation de la constante que pour la fonction de courant à 

l’ordre 1 peut être appliquée pour obtenir des expressions intégrales de 12
2( )  et 11

2( )  qui sont 

de la forme suivante (Annexe A.9) : 

 1
2 0)

0) 2
0) 2

00

1
j nj

zr

v r t
zv z t

v t H t d dz( ) (
(

( ( )( , )
( , )

( , ) ( , )         .               (3.64b) 
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Remarquons que les équations (3.62a-b) nous donnent une condition aux limites en l’infini 

qui doit s’identifier avec la limite en l’infini de l’expression (3.64b) de 
1
2
j

( ) . En fait, on 

arrive toujours à avoir l’égalité de ces deux limites, car les équations (3.62a-b) font intervenir 

la fonction inconnue 

X( ) ( , )1 s t . Cette égalité détermine alors l’équation de la fibre centrale 


X( ) ( , )1 s t  à l’ordre 1. 

III.8.5. Limite en l’infini de 12
2( )  et 11

2( )  

Le comportement près de l’infini de l’équation homogène associée à l’équation (3.60) 

est : 









2 2

2

2
2

2
21

0
 


nj nj

njr r r
n

r

( ) ( )
( )

   .                                   (3.65) 

Une des solutions de cette équation se comporte comme  r
n

 


 et l’autre comme  r
n

 


. La 

solution 
nj
( )2  de l’équation (3.60) a donc le comportement suivant en l’infini :  

    
nj n

n
n

n
njd r e r r( ) ( )

( )2 2
    

  p  pour r   .            (3.66) 

Pour n n 1 2 et  , on a :  

   nj n
n

n
n

d r e r( )2
 

 

 pour r    

et comme nj r( ) ( )2 0=  d’après (3.64a), alors : 


nj
( )2 0  en r    pour n n 1 2 et  . 

Le comportement en l’infini de 21
2( )  est de la forme : 

    21
2

2
2

2
2

21
2( ) ( ) ( )   

 

d r e r r
p

 pour r   . 

Or, on trouve que : 

H
K

21
2

23
8

( ) ( ) 


,  

et donc :  

   21
2

2
2

2
2 0

2 23
32

( ) ln( )  
 

d r e r
K

r r


,                      (3.67a) 
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ce qui est cohérent avec la limite (3.62c) à un terme en ln  près. 

Le comportement en l’infini de 22
2( )  est de la forme : 

   22
2

2
2

2
2( )

 
 

d r e r  pour r   ,                                (3.67b) 

ce qui est cohérent avec la limite (3.62d). 

Il reste à déterminer la limite en l’infini de 12
2( )  et 11

2( )  à partir de (3.64b). Le calcul 

d’intégrale singulière nous donne : 

12
2 0)

12
2

0

( ) ( ( )( ) ( , ) ( , ) 

















    v t H t d r . 

Après une intégration par parties de cette relation, les termes en u
11
1( )  dans 

H12
2( ) disparaissent et il vient : 
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avec : 
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De la même façon : 
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Après une intégration par parties de cette relation, les termes en u
11
1( )  dans H11

2( )  

disparaissent et il vient : 
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III.9. L’équation d’évolution du filament à l’ordre 1 et la partie non 

axisymétrique du champ à l’ordre 2 

III.9.1. Détermination de l’équation de la fibre centrale 

En égalant les limites en l’infini (3.68) et (3.62a-b) des paragraphes III.8.3. et III.8.5, 

nous obtenons :  
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On a alors :  

 

 

X n

E n



 

 

















 

   








  

 


( )

( ( )
( )

( ) ( )

(

(

lim ( , ) ( , )
( , )

ln

( , ) ( , ) ln

ln ln

1
0)

11
2

1

2
0

1 1

0)
1

2

1
4

1
8

1
4

4
3 3

5
6

3

1
8

    


 







r
v t Hs t d

K s t
r

K s t K s t

m
K S

K

r

s

              

                                                                         

             C
* 1 1 0)

1
1

4 4
3 3

5
6

3) ( ) (( , ) ( , ) ln ln lns t K s t
m

K Ss   








  





-  

 E n

    (3.70a) 

   

 

X b E b

E b

 

 














  









  

  








  


( )

( ( ) ( (

( (

( , ) ( , ) ln ln

ln ln

1
0)

12
2

0

0) 0)
1

1
0) 0)

1

4
5
6

4
5
6

    







v t Hs t d
m

K T S

m
K T S           = C

*
          (3.70b) 

avec  
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On obtient alors l’équation suivante d’évolution de la fibre centrale à l’ordre 1 : 

    

    

X X n

b E E

 

      


















  


















  

( ) ( )
( ) ( )( ) ( , ) ( , ) ln ln ln

ln ln ( )

1 1

2
1 1

1 1 1

1
8

1
4 4

3 3
5
6

3

4
5
6

 

 

= C -

                           + C

*

*

 








K s t K s t
m

K S

m
KT S

s
, (3.71a) 
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Les expressions de Hs12
2( )  et Hs11

2( )  sont données par (3.68b) et (3.68d) et 
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 Cette équation (3.71a) est l’équation pour l’ordre 1 de la fibre centrale. Fukumoto et 

Miyazaki3 (page 373) ont écrit cette équation, mais ont oublié les termes dus à la courbure 

K( )1  à l’ordre 1 et les termes dus à l’ordre   de l’intégrale de Biot et Savart. Ces derniers 
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termes ont tous le débit axial m en facteur. Leur résultat n’est donc valable que lorsque le 

filament n’a pas de débit axial. Par l’intermédiaire de Hs12
2( )  et Hs11

2( ) , on voit que la 

détermination de 

X( )1  nécessite la connaissance des champs axisymétriques vc

( )1  et wc
( )1  que 

l’on ne connaît pas.  

 Remarquons que la relation (3.69) : 

    



1
2

0)

0) 22 21
S
S

(

( ( )
   
b E n E                                                (3.69)  

n’est a priori pas forcément vérifiée par la solution de l’équation (3.33) de la fibre centrale à 

l’ordre principal. Il nous faut donc revenir sur les hypothèses que l’on a faites pour satisfaire 

les équations de compatibilité à l’ordre 1. Si on abandonne la relation (3.56) : 

a s t
S
S

( , )

(

(

 0)

0) ,  

alors (3.69) devient :  

a s t( , ) ( )    2 22 21 
   
b E n E                                                (3.72a) 

ce qui nous montre que le taux d’étirement a s t( , )  est imposé par la solution de l’ordre 

principal du problème. Les équations de compatibilité (3.51a-b) nous donnent alors la valeur 

des gradients axiaux de la partie axisymétrique du champ de vitesse à l’ordre 1 : 





 



 
 

 
 

v r s t
s

s t
w r t

rv r t
r

S
S

a s tc
( ) (

(

( (

(
( , , ) ( , )

( , )
( , )

( ( , ))
1 0)

0)

0) 0)

0)
1
2

  



                            (3.72b) 










 
 

 
 

p r s t
s

s t r
w r t

r
w r t

S
S

a s tc
( )

(
(

(
(

(
( , , )

( , )(
( , )

( , ))( ( , ))
1

0)
0)

0)
0)

0)
1
2

  



.          (3.72c) 

En moyennant ces équations selon l’abscisse s, et en utilisant le fait que le filament est fermé, 

on obtient que la condition suivante doit être vérifiée :  




(

(
( , ) ( , )0)

0

2 0)
s t a s t ds S 


,                                     (3.73) 

c’est à dire                                        


2 0)

0

2

22 21
0)




(

(
( , ) ( )s t ds S 

   
b E n E .               (3.74) 
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Cette relation n’est a priori pas forcément vérifiée par la solution de l’équation (3.33). Le 

problème de la relation supplémentaire (3.69) n’est donc toujours pas résolu.  

Remarquons également qu’avec le choix d’un gradient axial de vitesse axiale de la 

forme : 




 

 
 

w r s t
s

a s tc
( ) ( (( , , )

( , )
1 0) 0)  


, 

alors : 

w r s t w s t w r tc cc c
( ) ( ) ( )( , , ) ( , ) ( , )1 1 1    

et donc : 

w r s t w s tc cc
( ) ( )( , , ) ( , )1 1  , 

ce qui doit concorder avec la limite (3.25d), qui s’écrit : 

w r s t( ) ( , , , )1 0  = , 

pour un choix du paramétrage du type : 

( )
(

  
A X 

 0)
0  .  

On a donc w s tcc
( ) ( , )1 0  et le taux d’étirement est donné par : 

a s t( , )

(

(







0)

0) .  

La relation (3.73) est alors vérifiée, mais pas l’équation (3.69) qui devient : 

    



1
2

0)

0) 22 21




(

( ( )
   
b E n E  

Cette relation n’est a priori pas forcément vérifiée par la solution de l’équation (3.33). Notons 

que s'il existe un écoulement potentiel avec une action d’étirement, celui-ci peut modifier 

l’expression de a s t( , ) . 

 

III.9.2. La partie non axisymétrique du champ des vitesses à l’ordre 2 

 Nous posons :  

u r s t
r

r s t11
2

11
21( ) ( )( , , ) ( , , )                                           (3.75) 

Les champs à l’ordre 2 sont alors de la forme suivante  : 
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u r s t u r s t u u u uc
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , ) cos sin cos sin2 2

11
2

12
2

21
2

22
22 2               (3.76a) 

v r s t v r s t v v v vc
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , ) cos sin cos sin2 2

11
2

12
2

21
2

22
22 2                (3.76b) 

w r s t w r s t w w w wc
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , ) cos sin cos sin2 2

11
2

12
2

21
2

22
22 2            (3.76c) 

 Nous avons déterminé tous les champs à l’ordre 2, à l’exception de leur partie 

axisymétrique vc
( )2

 et wc
( )2

. 

III.10. Les équations pour la partie axisymétrique du champ de vitesse à l’ordre 

1 

La partie axisymétrique des équations à l’ordre 3 est obtenue en moyennant en   les 

équations à l’ordre 3 (Annexe A.10). La partie axisymétrique uc
( )3  de la vitesse radiale à 

l’ordre 3 est extraite de la partie axisymétrique de l’équation de continuité. Si on la remplace 

dans les équations axisymétriques du mouvement sur r  et 

 , nous obtenons alors deux 

équations qui ne contiennent que les termes axisymétriques u v wc c c
( ) ( ) ( ), ,2 2 2  d’ordre 2. En 

développant ces champs en série de Fourier de s, on remarque alors que le temps t n’apparaît 

que pour la partie indépendante de s de ces équations. Les parties des équations dépendantes 

de s ne permettent pas de vérifier une condition initiale quelconque et sont donc des 

conditions de compatibilité pour l’ordre 2. 

La partie indépendante de s de ces équations est obtenue en prenant la moyenne selon 

l’abscisse s des équations axisymétriques (Annexe A.11). A partir des équations sur 

  et sur 


 , on extrait les équations suivantes pour l’ordre 1 axisymétrique du champ de vitesse v c

( )1  et 

wc
( )1  :  

 

 S
v

t r
rv S rv c r tc

c r
r

c r
(

( )
( )

(
( ) ( )( ) ( , )0)

1
2 1

0)
1

1
11 1

2

























  



                (3.77a) 

S
w

t r
rw S r

w

r
r tc

c r r
r

c

r

(
( )

( )
( ( )

( ) ( , )0)
1

2 1
0)

3
1

2
1 1

2

























 











 



  c2
(1) ,                (3.77b) 

où : 
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c r t
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

  
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w r S S
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S
C rv K s t ds
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0)
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





  








 

 

 












  

                  

                

              

 















 

 

A b

A 

S
w s t dscc(

( ( ) ( , )0)
0) 1

0

2







 

avec :  

S ds( ) ( )1 1

0

2
 



  

w r s t w s t w r tc cc c
( ) ( ) ( )( , , ) ( , ) ( , )1 1 1  . 

 

 

Ces équations (3.77a-b) pour l’ordre 1 axisymétrique du champ de vitesse v c
( )1  et wc

( )1 , 

ajoutées à l’équation (3.71a) de la fibre centrale 

X( )1 , forment un système complet 

d’équations à l’ordre 1. 

 

 

La partie homogène de ces équations (3.77a-b) de v r tc
( ) ( , )1  et w r tc

( ) ( , )1  est la même 

que celle des équations (3.50a-b) des champs de vitesse axisymétrique v r t( ( , )0)  et w r t( ( , )0) . 

Remarquons que Fukumoto et Miyazaki3 (page 378) ont supposé que vc
( )1 0 . Ils ont essayé 

de fermer le système à l’ordre 1 d’une façon ad hoc alors qu’ici, nous avons proposé une 

dérivation asymptotique de cette fermeture. On voit que même si initialement w rc
( ) ( , )1 0 0 , 

les termes sources de (3.77b) font que w r tc
( ) ( , )1  ne reste pas nul. 
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III.11. La résolution des équations de l’ordre principal du champ de vitesse  

 Les équations (3.50a-b) de l’ordre principal du champ de vitesse sont : 

w
r

rw
w

r

S
S

t r r
r

(
(

(

(
0) 2

0)

2

0)

0)
1 1

2










 

















  
(0)

  
 

                                   (3.50a) 
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(
(

(

(
0) 2

0)

2
0)

0)

0)
1 1

2










 


















  

(0)

   
.                        (3.50b) 

De (3.50b), nous en déduisons que la vorticité axiale 3
0)(  vérifie l’équation : 

   3
0) 2

3
2

3
0)

0)

0)
1 1

2
1

t r r rr
r r

r
S
S

( (

(

(






 













 
(0)

   
.                              (3.50c) 

III.11.1. La solution non visqueuse 

 Si   0 , nous trouvons que w r( )0 2
 et 3

0)
2

( r  satisfont tous deux l’équation : 

( )

(

(









t
r S

S r
 



2
0

0)

0)                                              (3.78) 

Les solutions des équations (3.50) sont donc : 

w r t w S S t( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( ) ( )0
0

0 00                               (3.79a) 

  3
0)

30
0) 0) 0( ( (( , ) ( ) ( ) ( )r t S t S                           (3.79b) 

v r t v S t S( ( (( , ) ( ) ( ) ( )0)
0

0) 0) 0                             (3.79c) 

avec                                                            r S t S( ) ( )( ) ( )0 0 0                                      (3.80) 

 

Ces équations donnent les évolutions temporelles des champs à l’ordre principal si le fluide 

est parfait. On voit que seul l’étirement de l’anneau change les champs. On peut désormais 

préciser la définition de l’épaisseur réduite du filament par la relation :  

 

 ( )
( )
( )

(

(t
S
S t



0)

0)
0
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III.11.2. La solution visqueuse et l’équation de diffusion bidimensionnelle 

Si   0 , nous résolvons ces équations (3.50) au moyen du changement de variables : 

1
0)

0

  S t dt
t

( ' '( )                                                         (3.81a) 

  r S (0)                                                                   (3.81b) 

et du changement de fonction : 

W S t w( , ) ( )( ( 1
0) 0)                                               (3.82a) 

Z
S t

( , )
( )

(

( 



1
3
0)

0)                                                     (3.82b) 

Les équations (3.50) de w(0)  et  3
0)(  sont alors remplacées par celles de W( , ) 1  et Z( , ) 1 , 

qui toutes deux ont la même forme suivante : 

 






 


 


2 1

  
.                                                  (3.83) 

Dans un article, Lundgren9 (p.2194) a fait le même type de changement de variables 

que (3.81a-b). En effet, l’équation qu’il résout s’écrit dans le cas axisymétrique :  

   t r r rr
r

r
a t



 


 











1 1
2

1
  

2

 
r ( ) .                                  (3.84) 

Si on pose : 

S
S

a





(

(

0)

0) ,  

cette équation est la même que l’équation (3.50c) de  3
0)( , et c’est justement ce qu’a posé 

l’auteur, qui utilise alors les mêmes transformations (3.81). 

L’équation (3.83) de   est l’équation de diffusion d’un point tourbillon. A partir de la 

solution élémentaire de cette équation, on sait construire sa solution qui est : 

  
 

 


 
    ( , ) (

~
, ) (

~
)

~ ~(
~

) / ( )
1 2

1

2 2 4 2
1 0 2

10

1
2

0
2

  


 e I d ,                 (3.85) 

où I0  est la fonction de Bessel modifiée.  
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III.11.3. Représentation sous forme de série de la solution visqueuse 

Nous pouvons aussi exprimer la solution   ( , )1  de (3.83) sous forme d’une série en 

se servant du changement de variables suivant : 

  1 1 10                                                         (3.86a) 




 


4 2
1

,                                                     (3.86b) 

où 10  est une constante quelconque.  

 Callegari et Ting1 ont tout de suite donné la transformation de t en 1  et de r en  , qui 

est la composition des changements de variables précédents (3.81) et (3.86). Ils ont utilisé les 

fonctions    1 , W W 1  et Z Z 1 , plutôt que  , W  et Z , mais cela n’a pas 

d’importance. Le désavantage de faire tout de suite la composition des changements de 

variables précédents (3.81) et (3.86) est que l’on ne voit plus alors le lien avec le tourbillon 

bidimensionnel. En ne faisant pas tout de suite la composition des changements de variables, 

nous avons donné une expression de la solution de l’équation (3.83) sous forme d’une 

intégrale de Green (3.85) et on a fait le lien avec l’article de Lundgren9. 

Avec ces variables 1  et  , l’équation (3.83) devient séparable et si on pose : 

     ( , ) ( ) ( )1 1 T ,                                                   (3.87) 

l’équation (3.83) donne 




1
1

0
dT
d

T T   ,  

qui a pour solution 

T    
1

1  

et 

d
d

d
d

2

2
1

2 4 1 0


 





     ( ) ( ) ,  

qui par la transformation : 

  2                                                                             (3.88a) 

B e( ) ( )                                                              (3.88b) 

est transformée en l’équation de Laguerre 
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






d B
d

dB
d

B
2

2 1 0   ( ) .                                                (3.89) 

Afin de satisfaire les conditions en 0 et l’infini de cette équation, on a : 

  n N  

B L
n
m mn

m
n m

( ) ( ) ( )
!

 


  








 1

0
                                      (3.90) 

où 

n
m Cn

m







   

sont les coefficients du binôme et Ln ( )  sont les polynômes de Laguerre . Ils vérifient la 

propriété d’orthogonalité suivante :  

e L L dn m nm




     ( ) ( )
0

,                                      (3.91) 

que l’on construit à partir de (3.89). Ici, nm  est le symbole de Kronecker.  

Pour satisfaire la condition initiale, la solution de (3.83) a le développement en série 

suivant : 

     ( , ) ( )1 1
1 2 2

   C L en
n

n
n

,                       (3.92a) 

avec :                                              C L dn
n

n 


2 4 010
1 2

10
2

0

       ( , ) ( ) .              (3.92b) 

Le champ de vitesse solution des équations (3.50a-c) est donc le suivant1 : 

  
3
0) 0) 2

1
1 2( (( , ) ( )r t S e D Ln

n
n

n
                                                        (3.93a) 

w r t
S

e C Ln
n

n
n

(
(( , ) ( )0)
0)

2
1

1 21
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avec : 
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
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



1

0) 2

24


S t( ( )
                                                                           (3.94c) 

L
n
m mn

m
n m

( ) ( )
!


2

0

2
1 









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et les constantes Cn  et Dn  sont déterminées à partir du champ de vitesse initial par les 

formules : 

C S w S L dn
n

n 


2 4 00 10
1 0) 2

10 0
2

0
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
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( / , ) ( ) .                                 (3.95b) 

Par la relation :                                            ( ) ( )t t   ,                                                   (3.96) 

on peut alors préciser la définition de l’épaisseur  ( )t  du filament qui jusqu’ici n’était définie 

qu’en ordre de grandeur.  

Comme le choix de la constante 10  est arbitraire, on n’est pas obligé de choisir la 

même pour la vitesse orthoradiale et pour la vitesse axiale. Alors pour distinguer ces deux 

constantes, on les note respectivement : 10
v  et 10

w . A ces deux constantes sont associées deux 

épaisseurs différentes : v t( )  et w t( ) . Si c’est v ( )0  qui sert de définition de la petite 

longueur caractéristique l du problème, alors  v ( )0 1  et donc : 


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0
24


S

.                                                                       (3.94e) 

Alors, Cn  et Dn  se simplifient en : 
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En prenant t  0  dans (3.93a-c), la condition initiale s’écrit : 
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Les expressions de C0 , D0  sont (Annexe A.13) : 

C
S m

0
0
2

2
0

4

 

                                                             (3.97a) 

D0 2
1

4
1


 

.                                                           (3.97b) 

III.11.4. Simplification de cette représentation en série 

Afin de simplifier et d’homogénéiser l’écriture de la solution précédente, on définit 
~Cn  et ~Dn  par : 

C S Cn
n

n 2 0 10
1
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D
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Les expressions de ~Cn  et ~Dn  sont donc : 
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Les expressions de ~C0 , ~D0  sont : 
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0
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2
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
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La solution (3.93) s’écrit : 
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avec : 
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A partir de l’expression de l’épaisseur du filament : 

 ( ) (t
S

S
 

0
0) 1 , 

on voit bien comment intervient l’étirement du filament et la diffusion. 

Si on pose t  0  dans ce champ solution, on obtient la condition initiale : 
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La solution écrite avec ~Cn  et ~Dn  est plus simple qu’avec Cn  et Dn . Ting et Klein14 n’ont 

introduit que Cn  et Dn . 

III.11.5. Lien entre le développement en série de cette solution visqueuse et la 

solution non visqueuse 

 L’ordre principal du champ de vitesse d’un anneau tourbillon non visqueux (  0) est 

donné par (3.79). Si on décompose la condition initiale sur les polynômes de Laguerre, on 

obtient : 

3
0) 2 20 2( ( , ) ~ ( )r e D L rr

n n
n

    

w r e C L rr
n n

n

( ( , ) ~ ( )0) 2 20 2    

v r
r

D e e D L r L rr r
n n n

( ( , ) ~ ( ) ~ ( ( ) ( ))0)
0

2 2
1

2 2

1
0

1
1   















 




 . 

Avec le profil initial écrit sous cette forme, on remarque que la solution non 

visqueuse (3.79) associée est identique à la solution visqueuse (3.93d-f) 

précédente dans laquelle on met   0 .  

 

Ainsi, il suffit alors de prendre   0  ou   0  pour être dans le cas du fluide visqueux ou 

non visqueux.  

III.11.6. Expressions de C tv ( )  et C tw( )  a partir du développement en série de la 

solution 

Au paragraphe III.7.1., nous avons obtenu l’équation (3.33a) d’évolution de la fibre 

centrale, dans laquelle apparaît les termes C tv ( )  et C tw( ) . Le changement de variable 





r
t( )

 dans les expressions intégrales (3.33c-d) de C tv ( )  et C tw( ) , donne : 
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En se servant de la solution (3.93d-f) sous forme de série, on voit que les expressions de 

C tv ( )  et C tw( )  sont de la forme suivante : 

   
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  , 

où ~n , ~ n , et ~wn  sont des constantes qui ne dépendent que des valeurs des constantes ~Cn  et 
~Dn  du profil initial. Les expressions précises de ces constantes sont données dans l’annexe 

A.13. 

A l’aide des expressions ci-dessus de C tv ( )  et C tw( ) , on a alors une équation (3.33a) 

d’évolution de la fibre centrale qui est découplée des équations (3.50a-b) d’évolution du 

champ de vitesse. 

III.11.7. Expressions de C tv ( )  et C tw( )  pour un anneau non visqueux 

En se servant de la solution non visqueuse (3.79), on voit que les expressions de C tv ( )  et 

C tw( )  sont de la forme suivante : 
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avec  
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Si on connaît le profil initial, on peut alors calculer Cv ( )0 et Cw ( )0 .  

Le profil de vitesse orthoradiale d’un tourbillon à vorticité uniforme est : 
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           si 
 

et donc, pour cet anneau :  

Cv ( )0
1
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1
4

3
4

    . 

Le profil de vitesse orthoradiale d’un tourbillon creux est : 

v0 0 1
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2
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           si 
 

et donc, pour cet anneau :  

Cv ( )0
1
2

  . 

Un anneau tourbillon creux dans un liquide est une bulle d’air torique qui a une circulation 

non nulle. Comme le champ de vitesse subit une discontinuité à la surface du tore, cette 

surface est une nappe de vorticité. 

 Pour un profil uniforme de vitesse axiale de la forme : 

w
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on a : 

C mw ( )0 4 0
2  . 

III.11.8. Expression de la solution visqueuse sous la forme d’une intégrale de Green 

Le champ de vitesse solution des équations (3.50a-c) se met également sous la forme 

suivante : 
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où  
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et où I0  est la fonction de Bessel modifiée. 

On a aussi : 
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qui après intégration par parties devient : 
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puis en réintégrant par parties : 
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III.11.9. Lien entre la forme intégrale de cette solution visqueuse et la solution non 

visqueuse 

La limite quand t devient nul dans les expressions (3.98a-b) donne les conditions 

initiales w r t( ( , )0) 0  et  3
0) 0( ( , )r t  . On a donc : 
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il vient :  

 

lim (
~

, ) (
~

)
~ ~

( , )(
(

~
) /

(

t
w

e
I

r
d w r

r





 


0

2 0
2

00)
2 2

0
0

0)





 

 

 
, 

et comme : 

lim
t

t




0
4 2  , 

on a : 

lim (
~

, ) (
~

)
~ ~

( , )(
(

~
) /

(









 



 

 




 


0

2 0
2

00)
2 2

0
0

0)w
e

I
r

d w r
r

, 

c’est à dire : 
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On utilise alors cette relation avec   r
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On retrouve ainsi la solution non visqueuse (3.79a).  

 

La solution non visqueuse est identique à la solution visqueuse (3.98) 

précédente dans laquelle on met   0 .  
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III.12. La solution à l’ordre principale et sa représentation pour un anneau 

similaire 

 L’anneau similaire est défini comme l’anneau tel que seuls C0  et D0  sont non nuls. Il 

est intéressant, car tout anneau qui n’est pas similaire ne se comporte pas fondamentalement 

différemment d’un anneau similaire. En effet, on remarque sur la solution générale (3.93d-f) 

que dans le développement en séries les contributions non similaires ( n  0) ont le terme 
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en facteur. Or ce terme devient rapidement petit dans le temps et l’effet de non similarité 

disparaît. 

III.12.1. Le système à l’ordre principal  pour un anneau similaire 

Au paragraphe III.7.1, nous avons obtenu l’équation (3.33) suivante d’évolution de la 

fibre centrale : 
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avec : 
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 Dans cette expression, C tv ( )  et C tw ( )  sont donnés par (3.33c-d) et sont des fonctions 

connues pourvu que l’on connaisse le champ de vitesse initial. Dans le cas spécial et 

intéressant de l’anneau tourbillon similaire, on a (Annexe A.13) : 
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où :                                                                    . 

Ici,  est le nombre d’Euler et S t( )  la longueur de l’anneau tourbillon. Nous rappelons que 

m0  est l’inverse du nombre de Swirl S mw  1 0/ .  

Le problème adimensionnel de l’anneau similaire dépend de la géométrie de 

la fibre initiale et des trois paramètres, qui sont le paramètre de viscosité  ,  

l’épaisseur réduite initiale   du filament et le nombre de Swirl S mw  1 0/ , 

qui est l’inverse du débit axial initial.  

 

 Le champ de vitesse principal d’un anneau tourbillon non visqueux (  0) est donné 

par (3.79). Il est intéressant de choisir le profil de vitesse initial suivant : 
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pour lequel, on dira qu’on a un anneau non visqueux similaire. 
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Avec ce profil initial, la solution non visqueuse (3.79) est identique à la 

solution similaire visqueuse (3.101) dans laquelle on met   0 .  

 

Ainsi, avec ce choix de profil initial, on peut faire des calculs avec les expressions (3.101a-b) 

et il suffit alors de prendre   0  ou   0  pour être dans le cas du fluide visqueux ou non 

visqueux.  

III.12.2. L’évolution d’un anneau similaire elliptique 

 Nous avons écrit un code en fortran (Annexe A.15) qui simule numériquement 

l’équation asymptotique (3.100a) du mouvement d’un anneau tourbillon similaire : 

 
  
X Q b

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S t C t C t s tv w4
1


              (3.100a) 

La méthode numérique (Annexe A.15) est une différence finie spatiale, une méthode 

temporelle d’Euler implicite et une méthode de Simpson pour déterminer l’intégrale 

Q( , )s t  

définie par (3.100b-d).  

 Nous avons trouvé numériquement les différentes étapes d’évolution d’un anneau 

tourbillon similaire non visqueux et sans débit axial qui initialement est dans un plan et est 

elliptique : 
  X e e0 0 1 21 2( ) ( cos( )) cos( ) cos( ) )s r s s s  (  

Le résultat de simulation est visible sur la figure 3.1 suivante. Ce cas a aussi été simulé par 

Liu, Tavantziz et Ting4 et nos simulations sont en accord avec les leurs. On voit sur cette 

simulation qu’initialement, là où la courbure est plus grande, le filament se déplace plus 

rapidement selon la binormale. Il s’avère que le mouvement est périodique et on obtient bien 

numériquement la même valeur de période que Liu, Tavantziz et Ting14. Au temps qui 

correspond à la demi-période, l’ellipse est dans une configuration inversée pour laquelle le 

grand axe a pris la valeur du petit axe et vis versa. 

III.12.3. La représentation des champs pour un anneau similaire 

 On définit les grandeurs réduites : 

r r* /                                                     (3.106a) 
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avec lesquelles, on peut donner les comportements en r*  0  zéro et tracer des abaques du 

champ de vitesse d’un anneau similaire valables à tout temps t et pour tout anneau de ce type. 

 
Figure 3.1: Evolution d’une ellipse  

                                                                  (Le mouvement va de bas en haut) 

                                                                  m0 0 01 , . = 0.02 , = 0, r0  

 

On a alors les comportements réduits suivant des champs près de r*  0  : 
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Ici, nous nous sommes servi de l’équation différentielle de 
11
1( )  pour obtenir son 

développement en zéro, mais il aurait pu être obtenu à partir de l’expression intégrale de 


11
1( ) . Une étape intermédiaire lors de ce calcul est de prouver que l’on a :  
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 Pour un anneau similaire, nous traçons (Figures 3.2 à 3.19) les différents champs sous 

forme réduite à l’ordre 0 et 1. Le tracé de 


11
1

0)

( )

(K 
 est déterminé soit en calculant 

numériquement son expression intégrale(3.28b), soit par une méthode de Runge Kutta sur son 

équation différentielle (3.21a). Dans cette seconde méthode, on utilise les deux conditions aux 

limites pour r* proche de zéro déterminées par : 
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et sa dérivée selon r* . 

S’il y a un écoulement potentiel, la limite en l’infini de 
nj

n( ) )1 1    (   peut ne pas être 

nulle, si bien que la solution de (3.21a) n’est plus identiquement nulle. Le développement en 

zéro de 
nj

n( ) )1 1    (   est alors fonction d’une certaine constante. On obtient alors le tracé de 


nj

n( ) )1 1  (   à l’aide de d’une méthode de Runge Kutta appliquée sous la forme d’une 

méthode de tir13, afin de satisfaire cette condition non nulle en l’infini. 

 Nous posons :  

u uso
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                                           (3.107b) 

v rK vr
( ) ( ( cos1 0) 0)  .                                                        (3.107c) 

D’après la relation (3.18b), on a alors la décomposition suivante de la vitesse orthoradiale : 

v v v vc so r
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1   .                                                        (3.108) 
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Les champs bidimensionnels ( , )( ) ( )u vc c
1 1 et ( , )( ) ( )u vso so

1 1  sont à divergence nulle (l’indice so a 

été mis pour dire solénoïde), ce qui n’est pas le cas de ( , )( )0 1vr . En effet, d’après les équations 

(3.18a-b), le champ de vitesse à l’ordre 1 n’est pas à divergence nulle. Il y a un terme source 

producteur de matière qui provient de l’ordre principal.  

 Les figures (3.11 à 3.19) donnent les allures de l’ordre 1 des champs d’un anneau 

similaire. C’est la première fois que des abaques de ce type sont donnés pour un anneau 

similaire et 


11
1

0)

( )

(K 
 n’avait jamais été tracée à notre connaissance. 

III.13 Les termes logarithmiques 

 Lors du raccord asymptotique entre les problèmes extérieur et intérieur, qu’il soit 

effectué comme aux paragraphes III.5, III.6.3, III.8.3, ou sur une zone intermédiaire (Annexe 

A.8); il apparaît un terme en ln  qui provient du problème extérieur. Avec nos choix (3.6-7) 

de développements, le problème intérieur n’apporte pas de terme en ln  qui viendrait égaler 

ce terme extérieur. C’est pour cela que l’on a rejeté ce terme dans l’équation du mouvement 

(3.33a) de la fibre centrale sans se poser de question.  

Cependant, si on veut être plus rigoureux, lorsqu’on fait un raccord asymptotique et 

qu’il apparaît une échelle que l’on n’avait pas mise initialement dans les développements ; il 

faut alors changer la forme des développements en prenant en compte cette information, afin 

d’avoir des développements avec lesquels il n’y a pas d’autres échelles qui apparaissent et qui 

permettent de bien réaliser le raccord asymptotique. Le raccord asymptotique permet donc de 

trouver les échelles à prendre dans le développement. Un calcul de développement 

asymptotique s’effectue généralement en deux étapes :  

 calcul avec les développements initiaux et prédiction des développements corrects à l’aide 

du raccord 

 calculs et raccord correct avec les développements corrigés 

Pour l’instant, pour notre problème, nous n’avons fait que la première étape. 

Si on veut effectuer la deuxième étape, pour comprendre le terme en ln  dans 

l’équation (3.33a) du mouvement de la fibre centrale et afin de satisfaire scrupuleusement la 

règle de raccord échelles par échelles, il faut introduire un temps ~ ln( )t t
1


 dans les 

développements. Ainsi, si l’on adopte le développement à échelles multiples de 

X  suivant :  
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  
X X X  ( ( )( , ,~) ( , ,~) ...0) 1s t t s t t ,                                          (3.109) 
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et on arrive à satisfaire exactement le raccord. On a alors les deux équations suivantes pour 

l’équation d’évolution d’un filament tourbillon : 
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L’équation (111a) est l’équation (10) d’induction locale dont on a parlé en introduction.  

Il s’avère que ces deux équations (3.111a-b) peuvent être combinées en une seule équation : 
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Il faut aussi adopter des développements du champ de vitesse relatif avec des échelles 

en ln  :  
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ou en projection : 
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On n’a pas fait apparaître la dépendance en ~t  de ces projections, car ~t  n’est qu’un paramètre 

implicite muet dans les équations du mouvement et de conservation de la masse, et ceci même 

lorsqu’il y a des dérivées en temps. On pourrait alors écrire des équations pour les différents 

ordres logarithmiques (à l’aide du calculateur formel) et trouver les champs associés, afin 

d’avoir une solution rigoureuse vis-à-vis des termes logarithmiques.  
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III.14. Une évolution qui sort du domaine de validité du modèle ? 

 L’analyse asymptotique de ce chapitre a été formulée sous la condition que l’épaisseur 

effective  ( )t  du filament soit bien inférieure aux autres longueurs caractéristiques de 

l’écoulement. Cependant, trois autres échelles de longueur peuvent être définies : 

 le rayon de courbure minimum Rmin sur la ligne centrale C  

 le minimum de distance dij entre deux lignes centrales Ci  et C j , s'il y a plusieurs 

anneaux 

 le minimum de distance dmin  entre deux points ‘distincts’ de C , où l’on définit 

que deux points de C  sont distincts si la longueur d’arc entre eux le long de C  est 

plus grande que  Rmin . 

 

Pour que le développement que l’on fait ne tombe pas en défaut au temps t, il faut que 

ces trois longueurs soient de l’ordre de la grande longueur caractéristique L. Les trois 

conditions suivantes doivent donc être satisfaites :  

R
i N

i

min ...










  1 1                                               (3.115a) 

d
i N

i

min ...
2

1 1










                                                (3.115b) 

d
j

i j N i jij

i i 









   1 1        , ...                             (3.115c) 

où N est le nombre d’anneaux. 

 Si le modèle tombe en défaut au bout d’un certain temps, il faut refaire une analyse des 

différentes échelles du problème dans sa nouvelle configuration pour en cerner les différentes 

régions asymptotiques et déterminer la forme des développements asymptotiques à prendre 

dans ces différentes régions. Il faut faire un raccord asymptotique entre ces régions et on peut 

parfois être obligé de recourir à une résolution numérique dans l’une de ces régions. 
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III.15. Interaction du plusieurs filaments et filament dans un écoulement 

potentiel 

III.15.1. Interaction de plusieurs filaments 

 Lorsque l’on a plusieurs filaments, on doit écrire une équation d’évolution de la fibre 

centrale de chacun des filaments. L’obtention de l’équation d’évolution d’un des filaments 

(que l’on indice ici par i) se déroule comme aux paragraphes III.6 et III.7, si ce n’est que dans 

le paragraphe III.6.3, à l’expression de la limite proche du filament du développement 

extérieur de la vitesse d’auto-induction du filament se rajoute celle du développement 

extérieur de la vitesse due aux autres filaments :  


 

 


Q

X X

X X
X2 3

1

1
4

( , ) ( ) ( ),s t ds O O rj
j

jC jj
j i

nbra

j s




  




 ,            (3.116a) 

où nbra est le nombre d’anneaux. Cette vitesse ne dépend que de s et t et se retrouve avec le 

terme 

X
 (

( , )
0)

s t  dans les conditions aux limites en l’infini. 

Lorsque l’on a plusieurs filaments, pour obtenir l’équation d’évolution d’un des filaments, il 

suffit donc de rajouter le terme  

 
   
Q Q2 2

0) 0)( , ) ( , ) ( , ) ( , )( (s t s t s t s t        

dans le terme 

Q( , )s t  de l’équation (3.100a) du filament tout seul. 

 

 Sur les figures 3.20 et 3.21, nous donnons les résultats de deux simulations numériques 

des équations d’évolution de deux anneaux tourbillons. La première (figure 3.20) est une 

simulation dite de saute mouton, dans laquelle un anneau circulaire est placé derrière un autre 

anneau circulaire de plus gros rayon et de même intensité. Au début, le petit anneau se 

rapproche du grand en diminuant de rayon, alors que le grand anneau (qui se déplace aussi) 

voit encore son rayon augmenter. Le petit rattrape alors le grand et passe à travers. A partir de 

cet instant, le petit anneau qui va plus vite se trouve devant et voit son rayon augmenter, alors 

que le rayon du grand diminue. A un moment, on se retrouve dans la même configuration 

qu’au début, mais avec des anneaux qui ont échangé leur place et leur rayon. Puis, l’histoire 

recommence.  
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Figure 3.20 : Saute mouton de deux anneaux. Période T=82.08 

m R0 10 , = 0.02 , = 0, = 2R2  

 

La deuxième simulation (figure 3.21) correspond à l’évolution de deux anneaux 

tourbillons enlacés. Initialement, les deux anneaux ont la même intensité, le même diamètre, 

sont dans deux plans perpendiculaires et passent chacun par le centre de l’autre. Ils évoluent 

comme on peut le voir sur la figure en s’éloignant l’un de l’autre tout en restant enlacés. Il 
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existe cependant un point sur chacun des deux anneaux qui se rapprochent de plus en plus l’un 

de l’autre. Au temps réduit t=0.534*4, nous avons arrêté la simulation, car les deux filaments 

sont à une distance de l’ordre de d’épaisseur réduite   de nos anneaux, qui est notre petit 

paramètre. Le développement asymptotique tombe alors en défaut, comme il a été précisé au 

paragraphe III.14. Dans ces deux exemples, la longueur caractéristique d’adimensionnalisation 

qui a été choisie est le rayon des anneaux tourbillons. 

 
 

 
t=0 

 

 
t=0.534*1 

 

 
t=0.534*2 

 

 
t=0.534*3 

 

 
t=0.534*4 

 
Figure 3.21: Evolution de deux anneaux enlacés 

                                                          m R0 10 , = 0.02 , = 0, = R2  

III.15.2. Filament dans un écoulement potentiel 

 On considère un filament dans un écoulement potentiel :  
vBack  grad .  

Si la limite près du filament du développement extérieur de cet écoulement sur les 

coordonnées locales au filament est de la forme :  

   
v v XBack Back  ( , ) ( ) ( )s t O O r ,                            (3.117a) 

alors, tout se passe comme lorsqu’il y a plusieurs anneaux et désormais c’est le terme :  

 
  
Q v X2 ( , ) ( , )s t s t Back ,                                                (3.116b) 

qui se rajoute dans le terme 

Q( , )s t  de l’équation (3.100a) d’évolution du filament.  

Si la limite proche du filament du développement extérieur de cet écoulement sur les 

coordonnées locales au filament est de la forme :  

 

 

  
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( , ) cos ( , ) sin

r s t O O r

u s t n u s t n

v s t n v s t n

n n

n

n n
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   

 
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


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1 2
0

1 2
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                       

                      

Back Back 

 

 w s t n w s t n

O O r

n n

n

1 2
0

( , ) cos ( , ) sin

( ) ( )

 




 ,       (3.117b) 

alors les conditions aux limites en l’infini des équations aux dérivées partielles sont changées 

en conséquence, ce qui modifie la forme du champ de vitesse à l’ordre 1. Si on note : 

   
v XBack ( , )s t

c
, 

la partie axisymétrique de   
v XBack ( , )s t , alors c’est le terme : 

  
  
Q v X2 ( , ) ( , )s t s t

c
 Back ,                                            (3.116c) 

qui se rajoute désormais dans le terme 

Q( , )s t  de l’équation (3.100) d’évolution du filament. 

III.15.3. Filament dans un écoulement de rotationnel 

 On considère un filament placé initialement dans un écoulement rotationnel 

0Back ( , , )r s  d’ordre 1. L’écoulement rotationnel 


Back  va alors évoluer dans le temps. 

C’est une inconnue du problème qui dépend de  . Il a donc un développement du type : 
  
  Back Back Back( , , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ...( ( )r s t r s t r s t      0) 1 1                (3.118) 

Le développement extérieur du champ de vorticité est alors : 
  
  out

Back Back( , , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ...( ( )r s t r s t r s t      0) 1 1              (3.119a) 

et son développement intérieur est : 

   
   inn ( , , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ...( ( ) ( )r s t r s t r s t r s t 





    

1 1
2

0)
1

1 2   (3.119b) 

Le raccord asymptotique nous donne :  
 
 ( ) (( , , , ) ( , , , )2 0) 0r s t r s t   Back .                              (3.120) 

Par rapport au problème d’un anneau dans un écoulement potentiel, ici il faut résoudre 

l’équation du tourbillon pour le développement extérieur de la vorticité et celui-ci est couplé 

avec le problème intérieur. A l’aide du développement extérieur de l’équation de Biot et 

Savart, le développement extérieur du champ de vitesse à l’ordre 1 est la superposition du 

champ induit par un filet tourbillon et du champ v
Back
(0) induit par l’écoulement rotationnel 

extérieur 

Back

(0) . La limite près du filament de ce développement est donc la limite 

habituelle due à un filet tourbillon à laquelle se rajoute : 
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  
v v X

Back Back
( (( ) ( ( , ))0) 0)0r s t  .  

C’est donc le terme : 
  
Q v X2

0)( , ) ( ( , ))(s t s t
Back

,                                          (3.116d) 

qui se rajoute désormais dans le terme 

Q( , )s t  de l’équation (3.100) d’évolution du filament.  

Lorsqu’un anneau tourbillon est placé dans un écoulement de cisaillement, on est dans 

la situation décrite par ce paragraphe. 

III.16. Conclusion 

 Dans ce chapitre, on trouve l’équation d’évolution de la fibre centrale d’un anneau 

tourbillon de faible épaisseur qui a une structure normale simple. On donne aussi la forme du 

champ de vitesse relatif à l’ordre principal. Nous avons décrit la résolution du problème de 

couche limite autour de la fibre centrale du filament par un développement asymptotique 

raccordé des équations de Navier-Stokes. Ce chapitre illustre donc le déroulement de la 

méthode qui a été présentée au chapitre I.  

Nous avons donné également un système d’équations complet et fermé pour l’ordre 1 

du champ de vitesse et des exemples de déplacement de filaments similaires, ainsi que le tracé 

du champ de vitesse associé. Pour finir, on a généralisé l’équation d’évolution de la fibre 

centrale pour plusieurs filaments ou pour un filament dans un écoulement potentiel ou dans un 

écoulement rotationnel d’ordre 1.  
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Chapitre IV 
 

LES MÉTHODES DE COUPURE ET 

LEUR JUSTIFICATION 

 
 
 

 Dans ce chapitre, nous présentons différentes méthodes de coupure. Ce sont des 

méthodes ad hoc qui donnent des équations d’évolutions de la fibre centrale d’un filament 

tourbillon. Les intégrales qui interviennent dans ces méthodes sont singulières par rapport au 

petit paramètre qui est la longueur de coupure (ou de cut-off). Nous déterminons les 

développements asymptotiques de ces intégrales en utilisant la méthode des développements 

asymptotiques raccordés d’intégrales singulières. Pour les différentes méthodes de coupure 

envisagées, la comparaison de ces développements avec l’équation d’évolution d’un anneau 

tourbillon de Callegari et Ting donne les expressions des longueurs de coupure en fonction de 

la structure et de l’épaisseur du filament. Comme on utilise l’équation de Callegari et Ting, on 

considère implicitement que le filament ne possède pas de petites longueurs d’ondes et a une 

structure normale simple au sens de ce qui a été défini au chapitre I. 

IV.1. Les différentes méthodes de coupure 

 Dans la méthode de Burgers4,6 l’équation d’évolution de la fibre centrale d’un filament 

est : 

   


  

 X
X X

X X



 


 


( , )

( , ) ( , ) ( ( , ) ( , ))

( , ) ( , )

' ' '

'
\ ,

's t
s t s t s t s t

s t s t
ds

s sc s sc

1
4 3

0,2







.             (4.1a) 

La variable inconnue sc  est un petit paramètre introduit pour éviter la singularité 

logarithmique qui fait diverger l’intégrale de Biot et Savart d’un filet tourbillon, qui 
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correspond à avoir sc  0  dans l’intégrale (4.1a). Cette méthode a été appelée la ‘méthode de 

coupure’ par Crow4, nom que nous généralisons à toutes les méthodes qui introduisent un 

petit paramètre ad hoc sc , dit longueur de coupure, pour éviter la singularité logarithmique.  

 Thomson20 utilise l’équation d’évolution de la fibre centrale d’un filament donnée par : 

 

   

  

X v

X r X

X r X
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 
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
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







Dirac 

           


. (4.1b) 

 La singularité logarithmique peut aussi être éliminée d’une façon ad hoc en 

utilisant12,15,16,17,19 l’équation suivante d’évolution de la fibre centrale d’un filament :  

 
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 
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
,                             (4.1c) 

ou bien encore11 l’équation : 
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,             (4.1d) 

où la fonction f ( )  est choisie telle que f ( ) 1 quand   . Le choix : 

 
f ( ) /





2
3

2 3 2
1





,                                                   (4.2a) 

de la méthode d’éléments de vorticité de Moore et Saffman11 (VEM1), redonne l’équation 

(4.1c). Le choix : 

f
erf e

e
( )

( )


  







2
2 2 4

4
2


 

,                             (4.2b) 

où erf est la fonction erreur est celui de la méthode d’éléments de vorticité de Leonard11 

(VEM2). 

Si on note Cut


( , , )s t sc  le membre de droite des expressions (4.1) précédentes, toutes 

ces méthodes de coupure s’écrivent de façon générique sous la forme suivante :  


X Cut
 

( , ) ( , , )s t s t sc .                                                     (4.3) 
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Comme on peut décrire la fibre centrale avec différents choix du paramétrage s, un meilleur 

choix que le précédent est de choisir l’abscisse s telle que :  

 
X


 ( , )s t  0 .                                                            (4.4) 

Avec ce choix de paramétrage de la fibre centrale, les méthodes de coupure (4.3) s’écrivent de 

façon générique :  

  
X Cut Cut
  

  








( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )s t s t s s t s s t s tc c     .                   (4.5) 

Dans toutes ces méthodes, la longueur de coupure sc  est un paramètre inconnu qui 

doit être spécifié, puisqu’il n’est pas dans les données initiales de description du problème 

d’évolution du filament tourbillon. Ce paramètre est lié a l’épaisseur   du filament et le choix 

qui est couramment fait est de supposer que l’on a simplement :  

sc   .                                                           (4.6) 

Ainsi, l’équation d’évolution de la fibre centrale d’un filament tourbillon d’épaisseur  , 

donnée par ces méthodes de coupure, est : 

  
X Cut Cut
  

  








( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )s t s t s t s t s t      .                   (4.7) 

Cette équation a été postulée de façon ad hoc de façon à éviter de résoudre le problème de 

couche limite traité au chapitre III. Il se pose naturellement la question du rapport qu’il peut y 

avoir entre cette équation (4.7) et l’équation (3.33a) de Callegari et Ting que l’on rappelle 

dans le prochain paragraphe.  

IV.2. L’équation d’évolution de Callegari et Ting 

L’équation d’évolution (3.33a) de la fibre centrale d’un filament tourbillon d’épaisseur 

  obtenue au paragraphe III.7.1 du chapitre précédent par résolution du problème de couche 

limite est la suivante : 

 
  
X Q b


      ( , ) ( , )
( , )

ln ln( ( )) ( ) ( ) ( , )s t s t
K s t

S t C t C t s tv w4
1


 ,        (4.8) 

où 

Q( , )s t  est donné par les formules (3.100b-d), et C tv ( )  et C tw ( )  sont liés au champ de 

vitesse à l’ordre principal par leurs expressions (3.33c-d). Ce champ de vitesse satisfait les 

équations d’évolution (3.50a-b), dont les solutions sont données par les formules (3.79) pour 

un fluide parfait et par les formules (3.93) pour un fluide visqueux. Le terme 

Q( , )s t  est un 
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terme intégral non local qui ne dépend que de la géométrie de la fibre centrale. Les termes 

C tv ( )  et C tw ( )  sont des termes locaux qui proviennent de la structure interne du filament et 

sont liés au comportement et à l’évolution locale du champ de vitesse dans cette zone 

intérieure. Pour un anneau tourbillon similaire, C tv ( )  et C tw ( )  sont des fonctions connues, 

qui sont uniquement liées à la longueur S t( )  du filament par les formules (3.102a-b) et 

(3.103).  

IV.3. Justification des méthodes de coupure 

IV.3.1. Développement des méthodes de coupure 

Toutes les méthodes de coupure (4.5) introduisent un petit paramètre sc , pour lequel 

les intégrales des méthodes de coupure (appelées aussi intégrales de coupure) sont singulières. 

Nous pouvons développer ces intégrales par rapport à sc  jusqu'à l’ordre 1 en utilisant la 

méthode des développements asymptotiques raccordés d’intégrales singulières que l’on a déjà 

présentée au paragraphe II.4. Les intégrales de coupure (4.1) que l’on doit développer ici par 

rapport à sc  ressemblent beaucoup à l’intégrale (2.8b), que l’on a développée par rapport à r. 

IV.3.2. Comparaisons du développement avec l’équation de Callegari et Ting  

On compare alors le développement obtenu de l’équation d’évolution du filament de la 

méthode de coupure avec l’équation d’évolution (4.8) de Callegari et Ting. Cette dernière 

équation est un développement selon l’épaisseur réduite du filament   jusqu'à l’ordre 1. 
 

On montre alors que, à l’ordre 1, les méthodes de coupure (4.5) sont équivalentes à 

l’équation asymptotique (4.8) de Callegari et Ting, si la longueur de coupure sc  est choisie 

telle que : 

 



( )
( , , )

( ) ( )s ds e
s

s sc s t
N Cv t Cw t



  
     ,                                       (4.9) 

où les valeurs du réel N dépendent de la méthode de coupure utilisée et sont données dans la 

table 4.1. pour différentes méthodes.  
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Nom de la méthode de coupure  N 
Burgers 1-ln2 

Thomson 1/2 
Rosenhead 0 

VEM1 0 
VEM2 1-0.009122-ln2 

 
Table 4.1 : Valeurs de N selon la méthode de coupure  

 

La longueur : 

l t s t dsc
s

s sc s t

( , ) ( , )(
( , , )

 



 






0)                                                 (4.10) 

est la longueur de coupure pour un paramétrage qui est une longueur d’arc. Comme la 

longueur de coupure s s tc ( , , )  est de l’ordre de  , l’équation (4.10) s’écrit : 

l t s t s s tc c( , ) ( , ) ( , , )(   0)  

et la relation (4.9) se simplifie en :  

s s t ec
N Cv t Cw t( , , ) ( ) ( ) 


     

1
(s, t)

.                               (4.11) 

Cette relation corrige donc le lien élémentaire (4.6) entre la longueur de coupure et l’épaisseur 

du filament et on a le résultat suivant : 

L’équation ad hoc (4.5) d’évolution du filament est corrigée par le système de deux 

équations suivantes : 

  
X Cut Cut
  

  








( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )s t s t s s t s s t s tc c                         (4.12a) 

s s t ec
N Cv t Cw t( , , ) ( ) ( ) 


     

1
(s, t)

,                                      (4.12b) 

qui sont équivalentes à l’équation (4.8) de Callegari et Ting.  

 

Les méthodes de coupure (4.12a) sont donc justifiées du moment que la longueur de coupure 

s s tc ( , , )  est donnée par (4.12b). Alors que dans l’équation (4.8) de Callegari et Ting, la 

structure de l’anneau est complètement prise en compte dans le 

groupement     ln ( ) ( ) 1 C t C tv w , de façon équivalente, dans l’équation (4.12a-b), 

celle-ci est complètement prise en compte dans la longueur de coupure sc .  
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IV.3.3. Autres groupements équivalents et lien entres les longueurs de coupure 

L’épaisseur apparente a ( )t , définie par 

 
a  

1
( )

( , )
( ) ( )t

s t
e N Cv t Cw t











  ,                                        (4.12c) 

est un autre groupement intéressant qui est équivalent à l’épaisseur de coupure. Il vérifie 

l’équation : 

s tc  a ( ) , 

qui est l’équation (4.6) corrigée. 

Si on compare une première méthode de coupure ( , )s Nc1 1  de longueur de coupure 

sc1  et de constante N1 avec une seconde ( , )s Nc2 2 , d’après (4.12b), on a le lien suivant entre 

ces deux méthodes : 

s s ec c
N N

1 2 1 2    .                                         (4.13) 

Les deux longueurs de coupures sont donc différentes d’un facteur constant près. 

Le lien exact (4.12b) entre la longueur de coupure sc  et l’épaisseur   est valable 

également si le paramètre de viscosité   est non nul; si bien que, pour un anneau similaire, 

les méthodes de coupure (4.7) sont corrigées et généralisées au cas visqueux.  

Que l’on soit dans le cas d’un anneau similaire ou d’un anneau non visqueux, C tv ( )  

est donné par la formule (paragraphes III.11.7 et III.12.1) : 

C t Cv v( ) ( ) ln( )  0  .                                                    (4.14) 

On a Cv ( ) ( ln ) .0
1
2

1 2 0 442      pour un anneau similaire et Cv ( )0
3
4

  pour un anneau 

uniforme. Remarquons que Widnall24 et Widnall et Sullivan23 ont défini la constante 

A Cv ( )0
1
2

 que l’on n’utilisera pas. Pour des anneaux tourbillons similaires, la formule 

(4.12.b) qui donne la longueur de coupure s’écrit :  

l t s s t ec c
N Cv Cw t( , ) ( , , ) ( ( )       (s, t)     0) ,                           (4.15a) 

ou bien sous sa forme logarithmique : 

ln ln ln ln ( ) ( )l s N C C tc c v w         + ln  + 0 .                   (4.15b) 
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IV.3.4. Justification particulière de la méthode de Burgers 

Dans le cas particulier de la méthode de Burgers, l’équation (4.1a) de la méthode de 

coupure et l’équation asymptotique (4.8) se comparent directement sans que l’on ait besoin de 

faire un développement de l’intégrale de coupure (4.1a), du moment que l’on prend 

l’expression (2.12) suivante de 

A( , )s t  : 



  

 

  

A

X X

X X

X X

X
( , ) lim

( , )
( , ) ( ( , ) ( , ))

( , ) ( , )

( , )
( , ) ( ( , ) ( , ))

(

(
( ( (

( (

(
( ( (

(
s t

s s t
s s t s s t s t

s s t s t
ds

s s t
s s t s s t s t

s




  
     

  



   
     



















0

1
4 3

1
4

0)
0) 0) 0)

0) 0)

0)
0) 0) 0)

0)





 



















































s t s t

ds

K s t s t
S

l

, ) ( , )

( , ) ( , ) ln
/

(

( (





X

b

0)

0) 0)

3

1
4

2







 (4.16)

avec                                             l t s t ds
s

s

( ) ( , )( 







0) .                                                  (4.17) 

Si dans cette limite, la variable muette   est notée sc , la soustraction de l’équation (4.1a) de 

la méthode de coupure et de l’équation asymptotique (4.8) donne : 

 0
1

4
2

4
10) 0) 









      

 
K s t s t

S
l

K s t
S t C t C t s t

c
v w

( (( , ) ( , ) ln
/ ( , )

ln ln( ( )) ( ) ( ) ( , )
 
b b , 

avec  

l s t dsc
s

s sc
 






( ( , )0) ,                                                          (4.18) 

c’est à dire :  

ln ln ln ( ) ( )l C t C tc v w     2 1 .                                      (4.19) 

En comparant avec (4.9), on obtient que pour la méthode de coupure de Burgers, on a : 

N  1 2ln ,                                                      (4.20) 

ce qui est bien la valeur trouvée dans la table 4.1 par la méthode de développement d’intégrale 

singulière. 

 Arms et Hama1 ont développé l’intégrale de coupure (4.1a) par rapport à sc . Ils ont 

retenu seulement l’ordre principal logarithmique de ce développement et ont remplacé sc  par 

 , ce qui donne l'équation suivante :  



IV Les méthodes de coupure et leur justification 156 

 
X b


 ( , )
( , )

ln ( , )s t
K s t

s t
4

  ,                                   (4.21) 

qu’ils ont appelé l’équation de l’approximation de l’induction locale. Désormais que la 

méthode de coupure est justifiée, leur procédure est justifiée et donne le même résultat que si 

nous ne retenons que l’ordre principal dans l’équation asymptotique (4.8) d’évolution d’un 

anneau tourbillon. 

IV.4. Discussion bibliographique et autres équations des filaments de la 

littérature 

 L’idée de comparer les méthodes de coupure à d’autres résultats connus afin de 

déterminer la longueur de coupure n’est pas récente. Par exemple, Crow4 compare la 

fréquence de vibration d’un filament tourbillon droit donnée par Kelvin8 avec celle donnée par 

la méthode de coupure de Burgers et trouve une valeur de la longueur de coupure. Il compare 

également la vitesse d’un anneau tourbillon circulaire donnée par Kelvin7 avec celle donnée 

par la méthode de coupure afin d’obtenir la longueur de coupure. 

Widnall22,23,24 est le premier auteur qui a comparé une méthode de coupure avec une 

équation d’évolution d’un anneau non circulaire obtenue par un développement asymptotique 

raccordé en fonction de l’épaisseur du filament, afin d’obtenir la longueur de coupure. Elle a 

d’abord22 justifié la méthode de coupure dans le cas de l’étude de Crow4 de deux filaments 

droits faiblement perturbés. Dans cet article, elle réalise le raccord asymptotique uniquement 

dans le cas linéaire des faibles perturbations et détermine alors la longueur de coupure de la 

méthode de Burgers en fonction de l’épaisseur et de la structure du filament dans ce cadre 

linéarisé. Puis, dans un article suivant23, elle obtient l’équation suivante d’évolution d’un 

filament tourbillon : 

  
X b Q


   








 









( , )

( , )
ln

( )
( , ) ( )s t

K s t K s
A s t s

4 2
1
2

 
W W ,                   (4.22a) 

où : 

A v d r
r

r

W   















 

lim ln( )( 0)2

0

.                                          (4.22b) 

Le terme 

Q( )s W  dépend de la géométrie de la fibre centrale mais n’est pas donné. Pour 

obtenir ce résultat, l’auteur fait le raccord entre le développement intérieur du champ de 

vitesse déterminé comme dans Callegari et Ting et le développement extérieur de celui-ci 
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obtenu à partir de la loi de Biot et Savart. Pour obtenir la limite du développement extérieur 

du champ de vitesse vout (
( , , )

0)
0r s   près du filament, elle somme d’abord l’intégrale de 

la méthode de coupure de Burgers pour le filament avec la valeur de la limite 

vout (
( , , )

0)
0r s   pour un filet tourbillon concentré sur le cercle osculateur au filament au 

point considéré. Cette dernière limite a été obtenue par Tung et Ting21. Puis, à ce résultat elle 

retranche l’intégrale de coupure de Burgers pour le cercle osculateur, ce qui s’écrit : 

 v Cut v Cutout
Filament Cercle

out
Cercle

( (
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

0) 0)
0 0r s s t s r s s t sc c    

 

  (4.23) 

L’équation (4.22a) est alors obtenue à l’aide de cette limite (4.23) en faisant le raccord 

asymptotique. La comparaison de (4.22a) avec la méthode de coupure de Burgers : 


X Cut
 

 Filament ( , , )s t sc ,                                                         (4.24) 

lui permet d’obtenir la valeur de la longueur de coupure sc  en fonction de la structure interne 

du filament. Elle a obtenu la même valeur de N que nous pour la méthode de Burgers.  

De notre coté, dans le chapitre II, nous avons obtenu cette limite par la méthode de 

développement d’intégrale singulière, qui s’écrit (Annexe A.3) : 

  
v E Iout (

( , , )
0)

0r s   ,                                                (4.25a) 

avec :                                                               1 s rc  

et                                                          

E Cut



Filament ( , , )s t sc .                                     (4.25b) 

Le terme 

I  est l’intégrale de Biot et Savart sur la zone de coupure   s sc c, . On détermine 

son développement en faisant la dilatation de l’abscisse par rapport à la coordonnée radiale r. 

Après avoir effectué le raccord asymptotique, le terme intégral de l’équation d’évolution de la 

fibre centrale que l’on obtient est donné pour un filament qui peut avoir une forme quelconque 

et qui peut être visqueux. A partir de cette équation, on justifie la méthode de coupure de 

Burgers également dans le cas visqueux et en procédant de la même façon, on justifie d’autres 

méthodes de coupure. La méthode de coupure de Burgers a été également comparée à 

l’équation de Callegari et Ting3 par Lough13, qui a obtenu la même valeur de N que nous pour 

cette méthode.  

Moore et Saffman15 ont trouvé l’équation suivante d’évolution de la fibre centrale d’un 

filament tourbillon14 à vorticité d’extension finie : 
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 






X b

X

 






  























































( , )
( , )

ln
( )

( ) ( ) ( , )

( ) ( , )
( , )

( ) ( ,

( ( )

(

(

s t
K s t K s

A w w d s t

w d s t
s t
s

w d s t

c4
8

2
16

4

2

2 0) 1

0

0)

0

2 0)

0

 
     

   




   

 
   

              
  

 

              

MS




 

)
( , ) / ( , )

( )









  
 

            MS





b

Q

s t K s t
s

s

      (4.26a) 

avec : 

A v d w dMS     4
1
2

82 0)2 2

0

0)2

0

     

 
( ( ,                         (4.26b) 

où   est l’épaisseur du filament à vorticité d’extension finie et 

Q( )s MS  dépend de la 

géométrie de la fibre centrale. Cette équation a été obtenue en faisant un bilan de forces sur 

une portion de filament. Dans l’équation d’évolution de Callegari et Ting, on constate que la 

structure interne du filament apparaît sous forme d’une intégrale sur toute une section du 

filament. L’application d’un théorème intégral devrait donc permettre d’obtenir plus 

rapidement l’équation d’évolution de la fibre centrale recherchée. De surplus, cette approche 

donne une description des forces qui s’exercent sur une portion de filament. Le volume de 

contrôle utilisé est une portion de filament dont la surface est constituée des deux extrémités 

SI  de la portion du tube de vorticité et de sa surface extérieure SE . Comme le filament est à 

vorticité d’extension finie, ils écrivent l’équation du potentiel de l’écoulement potentiel en 

dehors de la zone de vorticité sur la variables radiale dilatée et la résolve. Les conditions aux 

limites de cette équation est la condition de surface matérielle de la surface du tube de 

vorticité et la condition aux limites en l’infini qui provient de la loi de raccord asymptotique. 

La limite vout (
( , , )

0)
0r s   est obtenue à l’aide du cercle osculateur par la même relation 

(4.23) que Widnall. La force exercée sur SE  est déterminée par intégration de la pression 

obtenue à l’aide de l’écoulement potentiel trouvé et de la loi de Bernoulli. La force exercée sur 

SI  est déterminée en fonction du champ de vitesse intérieur à la zone de vorticité. Une partie 

de cette force est l’intégration de la pression de la zone de vorticité obtenue par intégration de 

l’équation (3.9b) qui exprime l’équilibre entre le gradient de pression et la force centrifuge. 

Les auteurs obtiennent alors leur équation (4.26a) pour la fibre centrale. 
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Dans Moore et Saffman15, la longueur de coupure de la méthode de Burgers est 

obtenue en comparant l’équation de la fibre centrale de cette méthode et la vitesse générale 

d’un anneau circulaire trouvée par Saffman15. Quand cette longueur de coupure, valable pour 

un anneau circulaire, est mise dans l’équation de la méthode de coupure, l’équation qui est 

obtenue est l’équation (4.26a) de la fibre centrale d’un anneau non circulaire qui avait 

préalablement trouvée dans cet article. Ces auteurs ont donc justifié la méthode de coupure de 

Burgers et ont trouvé que la longueur de coupure qui doit être choisie est la même que pour un 

anneau circulaire. Néanmoins, il est beaucoup plus satisfaisant d’obtenir la longueur de 

coupure en comparant les deux équations24 (4.24) et (4.26a) au lieu de postuler une expression 

de la longueur de coupure et de montrer qu’avec cette longueur, ces deux équations sont 

équivalentes.  

Klein et Knio9 ont donné une justification d’une méthode numérique d’élément de 

vortex, appelée ‘le modèle du tube fin’. Nous pouvons dire que cette méthode numérique est 

une méthode de coupure, car elle possède une longueur de coupure  ttm  appelée ‘le 

paramètre numérique d’épaisseur de corps’. Ils ont spécifié  ttm  en comparant cette méthode 

de coupure avec le régime de Klein et Majda10 qui est un cas restrictif très intéressant 

(paragraphe VI.3) de l’équation (4.8) de Callegari et Ting3. Ils obtiennent alors leur expression 

(6.4) de la longueur de coupure  ttm . Klein et Knio9 ont ainsi justifié la méthode de coupure 

du ‘modèle du tube fin’ et ont trouvé la longueur de coupure à l’aide du régime Klein et 

Majda10 ; tandis que nous, d’une façon assez similaire, nous avons justifié d’autres méthodes 

de coupure à l’aide de l’équation (4.8) de Callegari et Ting3 et nous avons trouvé les longueurs 

de coupure associées. 
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IV.5. Conclusion 

 Dans ce chapitre, nous avons déterminé les développements des intégrales qui 

interviennent dans les méthodes de coupure en fonction d’un petit paramètre qui est la 

longueur de coupure. La comparaison du résultat obtenu avec l’équation asymptotique (4.8) 

de Callegari et Ting3 en fonction de l’épaisseur de l’anneau tourbillon, nous a permis de 

donner une justification de ces méthodes ad hoc. Nous avons ainsi trouvé l’expression de la 

longueur de coupure en fonction de la structure du filament. Nous avons justifié des méthodes 

de coupure qui ne l’étaient pas et nous avons étendu la justification de celles qui l’étaient au 

cas d’un anneau visqueux avec vitesse axiale. 

 Avec le bon choix de la longueur de coupure, la méthode de coupure est équivalente à 

l’équation d’évolution déterminée asymptotiquement à l’aide des équations de Navier Stokes. 

Les méthodes de coupure ont donc le même domaine de validité que cette équation et ne 

prennent donc pas en compte des ondes courtes.  

La stabilité d’un anneau tourbillon circulaire peut alors être étudiée avec une méthode 

de coupure qui a été justifiée plutôt qu’avec l’équation de Callegari et Ting. C’est ce qui est 

fait dans le prochain chapitre.  
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Chapitre V 
 

VITESSE ET OSCILLATIONS 

D’UN ANNEAU CIRCULAIRE 

PERTURBÉ 

 
 

L’anneau tourbillon circulaire est une solution particulière de l’équation d’évolution de 

la fibre centrale d’un filament. Il se déplace sans se déformer à une vitesse V  dans une 

direction perpendiculaire au plan dans lequel se trouve sa fibre centrale. Dans ce chapitre, on 

détermine la vitesse V  de cet anneau circulaire et on étudie les oscillations de celui-ci 

lorsqu’il est perturbé par une perturbation dont la longueur d’onde est grande devant son 

épaisseur réduite  . Cette étude est faite d’une part d’une façon analytique en linéarisant 

l’équation d’évolution de la fibre centrale de l’anneau circulaire perturbé vis-à-vis de 

l’amplitude petite de la perturbation et d’autre part par simulation numérique de l’équation 

non linéaire d’évolution de la fibre centrale. Une comparaison entre les résultats analytiques 

linéarisés et les résultats numériques est donnée. 

L’équation d’évolution qui est utilisée est une équation qui tient compte de la structure 

interne de l’anneau. On considère implicitement que le filament a une structure normale 

simple et similaire au sens de ce qui a été défini au chapitre I. 

V.1. Vitesse d’un anneau tourbillon circulaire 

 La fibre centrale d’un anneau circulaire de rayon R0  est repérée au temps t par une 

représentation paramétrique 

X( , ) t  adimensionnelle de la forme suivante : 

  X i e( , ) ( ) ( ) t d tr  3 ,                                            (5.1) 
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où ( , , )
  i i e r  3  et   sont respectivement les vecteurs de base et l’angle des coordonnées 

cylindriques associées à la géométrie axisymétrique de cette fibre centrale (figure 5.1). Le 

rayon R0  de l’anneau a été pris comme longueur caractéristique d’adimensionalisation. Le 

trièdre ( , , )
  i i e r  3  est la base de Frénet liée à cette courbe et le paramètre   sur la fibre 

centrale est appelé le paramètre polaire. Ici, d(t) est la position du cercle sur l’axe de symétrie 

au temps t. 

i r

i 

e2 

e1 


R0

e3  

 
Figure 5.1. L’anneau tourbillon circulaire  

 

Lorsque le paramètre sur le filament est noté  , l’équation (4.12a-b) d’évolution de la 

fibre centrale d’un filament, écrite pour une méthode de coupure de Burgers (4.1a) s’écrit : 

  
X Cut Cut
  

  








( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )      t t t t tc c                    (5.2a) 

 
X


 ( , ) t  0                                                     (5.2b) 

   

Cut
X X

X X



 


 


( , , )

( , ) ( , ) ( ( , ) ( , ))

( , ) ( , )

* * *

*
\ ,

* 


    

 



    

t
t t t t

t t
dc

c c

1
4 3

0,2

  

 


   (5.2c) 

  


 c
Cv t Cw tt

t
e( , , ) ( ) ( )  

2
1   

1
( , )

,                                      (5.2d) 

où c  est la longueur de coupure et 


 le vecteur tangent à la fibre centrale.  

L’anneau circulaire (5.1) est une solution exacte de ce système d’équations, si bien que 

l’anneau tourbillon circulaire reste circulaire et se déplace dans la direction e3  de son axe de 

symétrie à la vitesse V t( )  donnée par : 

 
V t d t d

c t
( ) ( )

cos

( cos )

*

* /
( )

* 







1

2
1

2 1
3 2











.                            (5.3a) 
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Comme ici, on a  ( , )t  1 , alors : 

  


c
Cv t Cw tt e( , , ) ( ) ( )   

  
2

1 .                                 (5.3b) 

Or l’intégrale qui apparaît dans cette expression (5.3a) se calcule et l’expression de la vitesse 

de l’anneau devient : 

V t c

c
( ) ln

cos
cos


 















1
4

2 1
1




.                                (5.4) 

Finalement, comme la longueur de coupure c  est de l’ordre de grandeur de l’épaisseur de 

l’anneau tourbillon qui est petite, la vitesse V t( )  de l’anneau tourbillon circulaire est donnée 

par l’expression simple suivante : 

V t C t C t
c

v w( ) ln ln ( ) ( )








    











1
4

4 1
4

8
1

   
.                  (5.5) 

Que l’on soit dans le cas d’un anneau similaire ou d’un anneau non visqueux, C tv ( )  

est donné à partir de (4.14) par la formule suivante : 

C t Cv v( ) ( ) ln( )  0  ,                                            (5.6) 

avec                                                      



( )t t  1 4 2 ,                                             (5.7) 

où   est le paramètre de viscosité et   l’épaisseur du filament déterminée par (3.103) avec 

S t S( )  0 , car la longueur S t( )  de l’anneau circulaire est constante. 

Pour un anneau similaire Cv ( ) .0 0 442 , alors que Cv ( )0
3
4

  pour un anneau de 

vorticité uniforme. De même, pour un anneau similaire (3.102b) donne : 

Cw t
m

( )  








2 0

2


, 

alors que C mw ( )0 4 0
2   pour un anneau de vorticité uniforme. Ici, m0  est le débit axial 

initial. Il est non nul si la composante axiale du développement intérieur de la vitesse de 

l’anneau à l’ordre principal est non nulle. 

On note V t( , )  la vitesse de l’anneau pour faire apparaître la dépendance avec le 

paramètre de viscosité  . On compare alors facilement la vitesse d’un anneau similaire 

visqueux et non visqueux grâce à l’égalité suivante : 

V t V t t( , ) ( , ) ln( ) 


   0
1

2
1 4 2 .                                 (5.8) 
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Sous forme dimensionnelle, la vitesse (5.5) d’un anneau similaire s’écrit : 

V t
R

R
C t C tv w( ) ln ( ) ( )   













4
8

1
0

0
 

.                             (5.9) 

On peut la comparer à l’équation (8) de Kelvin donnée dans l’introduction. 

V.2. Description et équation d’évolution d’un anneau circulaire perturbé 

 Dans ce paragraphe, nous introduisons les notations et les coordonnées qui permettent 

de décrire un anneau tourbillon perturbé et nous donnons l’équation d’évolution que satisfait 

sa fibre centrale. 

V.2.1. Description de la fibre centrale de l’anneau tourbillon perturbé 

 La fibre centrale d’un anneau tourbillon circulaire perturbé de rayon R0  est repérée au 

temps t par une représentation paramétrique 

X( , ) t  de la forme suivante (figure 5.2) : 

  
X X X( , ) ( , ) ( , )

,
  t t t b                                        (5.10) 

avec                                                   
  X i eb ( , ) ( ) ( ) t d tr  3 ,                                        (5.11) 

où ( , , )
  i i e r  3  et   sont respectivement les vecteurs de base et l’angle des coordonnées 

cylindriques associées à la géométrie axisymétrique de la solution de base 

Xb ( , ) t , qui est 

l’anneau circulaire non perturbé étudié au paragraphe précédent. Le rayon R0  de l’anneau a 

été pris comme longueur caractéristique d’adimensionalisation et le paramètre   sur la fibre 

centrale est appelé le paramètre polaire.  

 


ir


i

e1

e2

e3


R0

 
Figure 5.2. La fibre centrale d’un anneau tourbillon circulaire  

                                             et l’anneau perturbé par un mode 6  
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 D’après la définition du paramètre polaire   et des vecteurs ( , , )
  i i e r  3  des 

coordonnées cylindriques, la fibre centrale 

X( , ) t  vérifie : 

 
X i( , ) ( ) t   0 .                                                (5.12) 

Cette relation est alors également vérifiée par la perturbation 

X

,
( , ) t  : 

 
X i

,
( , ) ( ) t   0 .                                               (5.13) 

La projection de 

X

,
( , ) t  sur la base ( , , )

  i i e r  3  s’écrit donc : 

  X i e
,
( , ) ( , ) ( ) ( , )     t t tr  3 .                                      (5.14) 

V.2.2. Equation de la fibre centrale écrite sous la forme d’une méthode de coupure 

La fibre centrale 

X( , ) t  de l’anneau circulaire perturbé (5.10) doit vérifier l’équation 

d’évolution (5.2a-b), qui s’écrit ici : 

     
X X Cut Cut
   

 












  








( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )         t t t t t t t tc c         , (5.15a) 

car la relation 
 
X


 ( , ) t  0  n’est pas vérifiée. Cette équation est complétée par la condition 
 
X i( , ) ( ) t   0 , qui après une dérivation temporelle devient : 

 
X i


 ( , ) ( ) t  0 .                                          (5.15b) 

L’ensemble de ces deux équations peut être regroupé dans la seule équation : 

  

    

X Cut Cut i i

X Cut Cut i i

  

  

  










 








 















 










( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , , ) ( , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , )

      

        

 

 

t t t t t

t t t t t t t

c c

c c              

, (5.16) 

qui n’est pas l’équation :  

  
X Cut Cut i i
  

  








( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )       t t t t tc c ,                (5.17) 

utilisée par Widnall et Sullivan9 lors de leur étude de la stabilité linéaire d’un anneau 

tourbillon circulaire. Néanmoins, dans le cadre de la linéarisation, le terme additionnel de 

(5.16) par rapport à (5.17) s’avérera être nul.  
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V.2.3. Equation de la fibre centrale écrite à l’aide de l’équation de Callegari et Ting 

La fibre centrale 

X( , )s t  de l’anneau circulaire perturbé doit vérifier l’équation (4.8) de 

Callegari et Ting : 

 
  
X Q b


      ( , ) ( , )
( , )

ln ln( ( )) ( ) ( ) ( , )s t s t
K s t

S t C t C t s tv w4
1


 ,      (5.18a) 

où s est le paramètre sur la fibre qui vérifie : 

 
X


 ( , )s t  0 .                                          (5.18b) 

Lorsque que l’on prend le paramètre polaire   sur la fibre centrale, cette équation 

devient : 

 
  

  

X Q b

X






      

 












( , ) ( , )
( , )

ln ln( ( )) ( ) ( ) ( , )

( , ) ( , )

 



 

 

t t
K t

S t C t C t t

t t

v w4
1

                

   (5.19a) 

avec                                                    
 
X i


 ( , ) ( ) t 0 .                                                (5.19b) 

V.2.4. Discussion sur les équations d’évolution de la fibre centrale 

 Les équations d’évolution de la fibre centrale (5.15a) et (5.19) ci-dessus sont écrites 

pour un anneau similaire. Ce sont des équations équivalentes. Elles sont visqueuses ou non 

suivant que le paramètre   est ou n’est pas nul. Elles ne peuvent pas rendre compte de 

perturbations sur le filament dont la longueur le long du filament serait de l’ordre de 

l’épaisseur   de l’anneau qui ici est petite.  

Pour des filaments ultra-fins ( ln 1), ces équations se simplifient toutes deux à 

l’ordre principal logarithmique en l’équation de l’induction locale : 

 
X b


 ( , )
( , )

ln ( , )



 t

K t
t

4
 .                                     (5.20) 

Cependant, on peut corriger ce résultat en prenant en compte l’équation complète (5.19), c’est 

à dire en ne négligeant plus les termes d’ordre 1 par rapport aux termes logarithmiques. Pour 

des filaments qui ne sont pas ultra-fins ( ln ( ) O 1 ), elles ne se simplifient pas : on ne peut 

plus prendre l’équation d’induction (5.20), il faut prendre l’équation complète (5.19). Cette 

discussion revient à donner les différentes régions de simplification de l’équation (5.19) sur 

un axe gradué selon le paramètre  ln  (Figure5.3). 
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 ln
O(1) ln  1  ln  1

filament
ultra fin

filament 
fin

filament 
  épais

  équation
d’induction
   locale

     équation
de Callegari et 
Ting complète 

 
Figure 5.3 Les différents régimes d’épaisseur du filament 

 
 Lorsque l’on connaît une solution particulière de ces équations (5.15a) et (5.19), on 

peut simplifier les équations vérifiées par une perturbation de cette solution si son amplitude 

est de l’ordre d’un petit paramètre d. Cependant, l’équation simplifiée que l’on obtient dépend 

de l’ordre de grandeur de d par rapport à celui de ln . On représente alors les différentes 

régions de simplification de l’équation (Figure 5.4) dans un plan (- ln , d) de la même façon 

que l’on représente les différentes zones de simplification des équations de Navier Stokes 

compressible12 dans un plan (nombre de Reynolds, nombre de Mach). 

 ln
O(1) ln  1

filament
ultra fin

filament 
    fin

d

 d a    1 / ln

  



0
 

 
Figure 5.4 Les différents régimes selon l’épaisseur    

                                                   et un autre petit paramètre d 
 

Avec ce nouveau petit paramètre d en plus de 1/ ln , trois types de limites peuvent 

être envisagées dans ces équations pour les simplifier12 : 

i)  d  0  à 1/ ln  fixé, puis 1 0/ ln   

ii)  1 0/ ln   à d fixé, puis d  0  

iii) d  0  et 1 0/ ln   avec le lien  d a   1 / ln  où   O( )1  est une constante 

et a en exposant réel à préciser. 
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Le cas i) correspond à iii) dans lequel on fait  0 et le cas ii) correspond à iii) dans lequel 

on fait   . 

Notons pour finir que dans le cas i), on réalise successivement les limites d  0  à 

1/ ln  fixé, puis 1 0/ ln   dans les équations (5.15a) et (5.19) que l’on a obtenues à partir 

des équations de Navier Stokes en effectuant la limite   0  à d fixé. 

V.3. Étude numérique des oscillations d’un anneau circulaire perturbé 

Le code fortran qui simule numériquement l’équation (5.18) du mouvement d’un 

anneau tourbillon, dont on a déjà parlé aux paragraphes III.12.2 et III.15.1, est légèrement 

modifié afin de simuler l’équation (5.19) avec un paramétrage polaire  . On prend alors 

mieux en compte la géométrie de l’anneau circulaire. 

 Nous avons trouvé numériquement les différentes étapes d’évolution d’un anneau 

tourbillon similaire initialement de la forme suivante :  
 
X i0 01( ) ( cos( ))   r n r .                                            (5.21) 

Cet anneau est donc initialement dans un plan. Il est non visqueux ou visqueux suivant que   

est nul ou ne l’est pas. 

V.3.1. Le cas non visqueux 

 La simulation numérique de l’équation (5.18) pour un anneau elliptique n=2 a déjà été 

présentée au paragraphe III.12.2. La simulation de l’évolution de la fibre centrale de cet 

anneau elliptique réalisée avec la nouvelle équation (5.19) redonne bien le même résultat. 

 
Figure 5.5 : Vue perspective de la simulation numérique  

d’un mode n=3 (de bas en haut)  
                                                   m0 0 01 , . = 0.02 , = 0, r0  
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     Vue de dessous                        vue perspective  

                             
         vue de face                           vue de gauche  

 

                   
       vue de dessous                        vue perspective 

                             
          vue de face                           vue de gauche 

 

                                   t  0                                                                     t T / 4  

                   
       vue de dessous                        vue perspective 

                             
      vue de face                           vue de gauche 

 

                   
       vue de dessous                        vue perspective 

                             
            vue de face                           vue de gauche 

 
                                  t T / 2                                                                t T 3 4/  

                 
       vue de dessous                        vue perspective 

                             
        vue de face                           vue de gauche  

                                     t T  
Figure 5.6 Détail de la simulation numérique d’un mode n=3 

m0 0 01 , . = 0.02 , = 0, r0  
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Les figures 5.5 et 5.6 montrent le mouvement d’un mode 3. Comme pour l’anneau elliptique, 

on observe que le mouvement est périodique. Au temps qui correspond à la demi-période, 

l’anneau tourbillon est dans un plan et a la même forme qu’initialement mais inversée. Pour 

les modes supérieurs, on observe aussi une période d’oscillation et un passage par une 

configuration plane inversée à la demi-période. 

V.3.2. Le cas visqueux 

 Lorsque l’anneau tourbillon est visqueux (  0), les simulations donnent le même 

type de comportement que dans le cas non visqueux. Si l’anneau est initialement dans un plan, 

il reprend une forme plane au bout d’un temps T1 2
0
/ , puis retrouve sa forme initiale au temps 

T 0 . Cependant le temps T 0  est plus grand que le double du temps T1 2
0
/ . On passe donc 

toujours d’une configuration plane à une autre, mais en des temps qui deviennent toujours de 

plus en plus grand. La vitesse moyenne de l’anneau, selon la binormal de l’anneau non 

perturbé, diminue dans le temps. 

V.4. Étude analytique linéaire des oscillations d’un anneau circulaire perturbé 

 Dans ce paragraphe, nous faisons une étude analytique linéarisée des oscillations d’un 

anneau circulaire perturbé. Dans les conditions de cette linéarisation, les amplitudes  ( , )t  et 

 ( , )t  de l’expression (5.14) de la perturbation de la fibre centrale sont petites. 

V.4.1. Les équations des amplitudes de la perturbation 

Nous recherchons une solution linéaire perturbée de la forme suivante : 

  X i e
,

( ) ( ) ( )    t e t ein
r

in
3 ,                                          (5.22) 

où le nombre entier n est le mode de la perturbation et i2 1  . On a représenté sur la figure 

5.2 une perturbation avec six lobes. Elle correspond à un mode n=6. 

 Les équations d’évolution de la fibre centrale (5.15) et (5.19) ne sont valables que pour 

des perturbations dont la longueur d’onde est grande devant l’épaisseur réduite   de l’anneau. 

Ceci impose au mode n de vérifier la relation : 

n 
1


.                                                            (5.23) 

Or, d’après l’expression (5.2d), c  est de l’ordre de  . Il satisfait donc la relation : 
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n c  1.                                                          (5.24) 

En remplaçant cette expression (5.22) dans les équations (3.103) et (5.2d) d’un anneau 

similaire, on obtient : 

S t S t S( ) ( ) base 0                                                        (5.25a) 

   ( ) ( )t t t  base 1 4 2                                          (5.25b) 

   
c c

ine base  ( )1                                                              (5.25c) 







c

Cv
m

ebase

 

  
 











2

1 0) 2 0 2
(

                                           (5.25d) 

Cv ( ) .0 0 442 .                                                                (5.25e) 

Puis, si on remplace l’expression (5.22) dans l’expression (5.2c) de l’intégrale de 

coupure, ainsi que l’ont fait Widnall et Sullivan9, on obtient : 

Cut e i e i3 3


   q q q qr0 1 2 3
  

 ,                                      (5.26) 

avec : 

 q F F0
1

4
0 1 


( ) ( )                                                                                    (5.27) 

 

 
q e

F F n F n

n F n F n

in
1

1
4

1
1
2

1 1

1
2

1 1


   

   




















  

( ) ( ) ( )

( ) ( )
                                           (5.28a) 

 

 

 

q e

F n F n F n

F n F n F n

F +F n -F F n F n

in
2

1
4

2
1
2

1 1

1
1
2

1 1

0 1 1 1



   

    

  



































  

-
3
2

 ( ) ( ) ( ) -
1
2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

             (5.28b) 

 

 
q i e

F n F n nF n

n
F n F n

in
3

1
4

1
2

1 1

2
1 1

 

    

   




















   

( ) ( ) ( )

( ) ( )
                               (5.28c) 

et                                            
 

F n
n

d
c

( )
cos

( cos )

*

* /
*


2

2 1
3 2











.                                       (5.29) 
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Au premier ordre en   et  , nous pouvons remplacer c  par cbase  dans q q q1 2 3, ,   tandis 

que l’expression (5.27) de q0  devient : 

q V eb
in

0
1

4
 


  ,                                                (5.30) 

où Vb  est la vitesse de l’anneau circulaire non perturbé donnée par les expression (5.3a) et 

(5.5) dans lesquelles c  est remplacé par cbase . Nous redéfinissons ainsi q0  et q2  par : 

q Vb0                                                                     (5.31a) 

q q ein
2 2

1
4

 

  .                                              (5.31b) 

Au première ordre, on retrouve ici la vitesse d’évolution d’un anneau tourbillon circulaire, 

c’est à dire que l’on vérifie bien que l’écoulement de base avec la vitesse trouvée au 

paragraphe V.1. est solution des équations. On déduit alors les relations : 

Cut i











 ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )  




t t t q V
R

ineb
in  

   3
0

                   (5.32a) 

   
X i














   ( )V

R
ineb

in 


0
.                                  (5.32b) 

On a donc : 

      
X Cut Cut i i
  























  









          0 .                        (5.33) 

Dans ce cas linéaire, l’équation (5.15a-b) d’évolution du filament se simplifie bien en 

l’équation (5.17). 

Finalement, en remplaçant l’expression (5.22) des modes dans les équations (5.17) 

d’évolution de la perturbation, on obtient les équations suivantes d’évolution des amplitudes 

de la perturbation : 

 

 



V                                                      (5.34a) 

 

 



V ,                                                   (5.34b) 

avec  
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.  (5.35b) 

Les équations (5.34) et (5.35) des amplitudes de la perturbation sont dues à Widnall et 

Sullivan9. Par rapport à leur étude, nous avons mieux écrit l’équation non linéaire de coupure 

(5.15a) associée au paramètrage polaire utilisé et nous avons montré que l’expression (5.33) 

n’a pas de contribution dans le cas linéaire. Cependant, lors d’une étude analytique faiblement 

non linéaire ou lors d’une étude numérique non linéaire, il ne faudrait pas oublier ce terme 

supplémentaire qui pourrait avoir son importance. Notre équation (5.25) possède le paramètre 

de viscosité   qui permet d’étudier les effets de la viscosité, ce qui n’avait pas été introduit 

par les précédents auteurs. 

Comme c  est petit et que n c  1, l’expression de F n( )  est une intégrale singulière 

par rapport au petit paramètre c . Par un calcul de développement d’intégrale singulière 

comme on a fait déjà plusieurs fois dans ce mémoire, on peut donc développer F n( )  par 

rapport à c . Son expression se simplifie et devient (Annexe A.14) :  

F n k n l n O
c c

c( ) ( ) ln ( ) ( )   
1 4

2
2

 


  base  base
                               (5.36) 

avec : 

k n n( )  
1
4

2                                                        (5.37a) 

 
l n k n

n k n
d( ) ( ) ln

cos( )

( cos )
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   



 
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
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










1

4
2

2 1

2
2 3

2
3

0

 


 





.        (5.37b) 

En particulier, on a : l l( ) ( )0 1 0  . 

 Notons que si l’on avait fait l’étude avec l’équation d’évolution (5.19a-b) de la fibre 

centrale perturbée au lieu d’utiliser l’équation équivalente (5.15a-b), le calcul d’intégrale 

singulière aurait déjà été effectué et on serait arrivé à ce même résultat (5.37). 
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Widnall et Sullivan9 ont désingularisé l’intégrale d’une façon un peu différente. Ils 

n’ont pas tabulé la fonction l n( ) , mais une autre fonction qu’ils ont appelée G n( ) . 

Cependant, leur résultat est équivalent à (5.36) si on enlève le terme ln( )1 2 n  qui est de trop 

dans leur formule. 

Thomson8, a fait une étude similaire à la précédente mais uniquement pour des 

filaments ultra-fins pour lesquels  ln 1. Comme  c O base  ( ) , il vient 

 lnc base 1, c’est à dire qu’il a limité le développement (5.36) à son ordre logarithmique. 

L’apport complémentaire de l’étude Widnall et Sullivan9 précédente est de donner la 

correction d’ordre 1 à cette étude de Thomson8 pour des filaments ultra fins et de généraliser 

cette étude à des filaments non ultra-fins pour lesquels le terme logarithmique est alors du 

même ordre de grandeur que le terme d’ordre 1. 

Dans la linéarisation que l’on a faite, les amplitudes   et   sont de l’ordre d’un petit 

paramètre d et on a effectué la limite : 

d  0  à 1/ ln  fixé.                                                   (5.38) 

Pour des anneaux fins ( 1 1/ ln ( ) O ), l’étude précédente et le résultat (5.34) est valable 

tant que d est assez petit : 

d  1 . 

Pour des anneaux ultra fins ( 1 1/ ln ), le résultat (5.34) n’est pas uniquement valable 

dans le cadre de cette limite (5.38). D’après la discussion du paragraphe V.2.4, il doit être 

aussi valable dans toute une région  a ac ,  en ordre de grandeur pour laquelle on a le 

lien  d a    1 / ln . Le domaine de validité de l’étude, pour ces anneaux, est donc : 

 d ac<<  1/ ln . 

L’étude qui vient d’être faite n’est plus valable pour la valeur critique ac , pour laquelle 

l’équation (5.19) de Callegari et Ting dégénère différemment et dans la région  a ac 0, , 

pour laquelle l’équation du filament doit dégénérer en l’équation de l’induction locale. Il serait 

intéressant de déterminer cette valeur critique ac  et de voir comment l’équation (5.19) se 

simplifie alors dans ce régime critique. On pense que ce régime correspond à : 

 d O n  1/ ln   

et qu’il est l’équivalente pour l’anneau circulaire du régime de Klein et Majda qui a été 

déterminé pour un filament tourbillon droit (paragraphe VI.3). 
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n ~ ( )V n  ~ ( )V n  
2 1.665 2.333 
3 2.311 2.666 
4 2.695 2.920 
5 2.967 3.124 
6 3.178 3.294 
7 3.350 3.440 
8 3.496 3.568 
9 3.623 3.6815 
10 3.734 3.745 
11 3.835 3.844 

 

Table 5.1 : Valeurs de ~ ( )V n  et de ~ ( )V n  

 

Lorsque nous substituons cette expression (5.36) de F n( )  dans les expressions (5.35a-

b) de V  et V , nous obtenons : 

 V n V V n 
   1

4
2 ~ ~ ( )                                          (5.39a) 

 V n V V n 
   1

4
12( ) ~ ~ ( ) ,                                     (5.39b) 

où l’on a définit le paramètre ~V , que l’on appelle paramètre de structure par :  

~ ln( )V
c


4

 base
                                                           (5.40) 

et où les expressions de ~ ( )V n  et ~ ( )V n  sont : 
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2                                                          (5.41b) 
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.                  (5.42b) 

Les valeurs de ~ ( )V n  et ~ ( )V n  ont été calculés et sont données dans la table 5.1. 

 Dans la limite des grands n, les expressions (5.41) de ~ ( )V n  et ~ ( )V n  deviennent : 

~ ( ) ln ln
ln ln

( ln )V n n
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Ces expressions ne sont pas mauvaises depuis n=2. 

Widnall et Sullivan9, ainsi que Thomson8, n’ont donné la formule (5.39) de V  et V  

que pour des filaments ultra-fins pour lesquels ~V  1 . Pour ces filaments, la formule (5.39) 

devient : 

 V n V 
 

1
4

2 ~                                                    (5.44a) 

 V n V 
 

1
4

12( ) ~ .                                            (5.44b) 

Widnall et Sullivan9 n’ont pas donné les formules (5.39a-b) de V  et V  et pour continuer 

l’étude, ils se sont servis des expressions (5.35a-b) de V  et V , de leur développement de 

F n( )  du même type que (5.36) et des valeurs du terme G n( )  qui est équivalent à notre l n( ) . 

Il est bien plus agréable de travailler avec les formules (5.39a-b) et les valeurs de l n( ) . 

Thomson8 n’a pas utilisé la méthode de coupure de Burgers (4.1a), mais la méthode de 

coupure (4.1b). D’après la formule (4.13) et la table 4.1, le lien entre sa longueur de coupure 

cThomson  et la longueur c  de la méthode de Burgers est : 

ln ln ln
4 4

1 2
1
2 c c

   
Thomson

                                      (5.45) 

qu’on écrit : 

~ ~ lnV V   Thomson  1 2
1
2

,                                                 (5.46) 
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où l’on a posé : 

~ lnV
c

Thomson
Thomson

 
4


.                                                    (5.47) 

Ainsi, si Thomson8 avait tenu compte des termes d’ordre 1, il aurait obtenu : 

V n V V n 
     











1
4

1 2
1
2

2 ~ ln ~ ( )Thomson                    (5.48a) 

V n V V n 
     











1
4

1 1 2
1
2

2( ) ~ ln ~ ( )Thomson .               (5.48b) 

Les équations (5.48) et (5.39) diffèrent donc d’une constante, mais ne sont pas écrites avec le 

même paramètre de structure. Le lien entre le paramètre de structure et la structure de l’anneau 

diffère aussi de cette constante entre les deux méthodes de coupure et ne peut être connu que 

si l’équation de coupure a été reliée à l’équation de Callegari et Ting. Ce lien n’était pas connu 

de Thomson pour sa méthode de coupure. On l’a donné au chapitre IV précédent. Il était par 

contre connu de Widnall et Sullivan9 pour la méthode de Burgers. 

 Puisque la longueur de coupure c  est donnée par (5.25d) et la vitesse Vb  d’un anneau 

circulaire par (5.5), le paramètre de structure ~V  d’un anneau tourbillon similaire vaut alors : 

~ ln( ) ( )V V C
m

v    








4

8
1 0 2 0

2







 

  
 

b ,                       (5.49) 

avec Cv ( ) .0 0 442 . 

La structure interne du filament est prise en compte intégralement par 

les deux groupements équivalents ~V  ou c , qui sont définis par les 

formules (5.40) et (5.25d). Les effets de la structure de l’anneau sont 

complètement décris par ces groupements. 

 

Au lieu de donner l’expression (5.39) de V  et V , en fonction du paramètre de structure ~V , 

on peut la donner en fonction de la longueur de coupure c  par la formule suivante : 

V n V n
c

  
  











1
4

42 ln ~ ( )                                            (5.50a) 

V n V n
c

  
  











1
4

1
42( ) ln ~ ( )                                      (5.50b) 

avec l’expression (5.25d) de c . 
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V.4.2. Le cas non visqueux 

Si l’anneau tourbillon est non visqueux (  0), alors le paramètre de structure ~V  est 

indépendant du temps et son expression (5.49) devient : 

~ ln( ) ( )V C mv   
8

1 0 2 0
2


.                                           (5.51) 

Les amplitudes solutions des équations (5.34a-b) sont alors de la forme : 

  ( )t e t 0
                                                   (5.52a) 

  ( )t e t 0
 ,                                                  (5.52b) 

où le taux de croissance   est donné par :  

    V V .                                                            (5.53) 

Suivant le signe du produit V V  , le mode solution est soit stable soit instable. Lorsque le 

mode est stable, il est purement oscillant et lorsqu’il est instable, il n’est pas oscillant.  
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Figure 5.7 Domaines de stabilité et d’instabilité 

 

La condition (5.23) peut s’écrire : 

n eV
~

.                                                      (5.54a) 

La zone d’instabilité de la figure 5.7 est située pour des valeurs de n de l’ordre de n O eV ( )
~

. 

Elle sort donc du domaine de validité de l’étude. Ce graphique n’est plus valable non plus 

pour des valeurs trop grandes de l’épaisseur  , ce qui correspond à des valeurs petites ou 
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négatives du paramètre de structure ~V . S'il n’y a pas de débit axial, la relation (5.49) indique 

qu’à la condition   1 correspond la condition : 
~V  2 .                                                        (5.54b) 

V.4.2.1. Les modes instables  

Lorsque le mode est instable, il est de la forme suivante : 

    X e i i e3 3( , ) ( ) ( ) cos( )(cosh( ) ( ) sinh( ) )     





t d t n t
V

tr r   2 0   .     (5.55) 

La figure 5.8 montre l’évolution et la forme de cette expression (5.55) pour un mode 4 

instable. 

 
Figure 5.8 Evolution d’un mode 4  instable (de bas en haut) 

  027429. , m0 0 et 2 0 250  .  

 

Le taux de croissance   du mode instable n est : 

  


     1
4

12 2n n V V n V V n( ) ~ ~ ( ) ~ ~ ( ) ,                          (5.56) 

où ~ ( )V n  et ~ ( )V n  sont donnés par les formules (5.43a-b) ou la table 5.1. L’abaque de la 

figure 5.9 représente alors la forme de ce taux de croissance en fonction du paramètre de 

structure ~V  et du mode n.  
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Figure 5.9 : Taux de croissance   suivant le mode 

                                                       n et le paramètre de structure ~V  

 

Pour des filaments ultra fins et sans correction d’ordre 1, Thomson8 a obtenu les 

équations (5.44). L’anneau tourbillon est alors toujours stable. Pour des anneaux fins, mais 

non ultra fins, ou pour des anneaux ultra fins, mais en tenant compte de la correction d’ordre 

1, l’étude de Widnall et Sullivan9 ou l’étude suivante montre qu’il existe des modes instables. 

Si l’anneau a une structure non visqueuse similaire connue (épaisseur  , débit axial 

m0  et Cv ( ) .0 0 442 ), on peut alors calculer son paramètre de structure ~V  à l’aide de la 

formule (5.51). Alore, à l’aide de la figure 5.9, on détermine facilement quel mode n est 

instable.  

Néanmoins, comme les méthodes de coupure ont été justifiées par comparaison avec 

l’équation asymptotique d’évolution de Callegari et Ting, qui ne peut pas rendre compte des 

ondes courtes, les méthodes de coupure ne sont pas valables pour des variations courtes le 

long de la fibre centrale de l’ordre de l’épaisseur de corps. L’étude précédente ne peut donc 

pas dire si les ondes courtes sont stables ou pas. Pour des modes tels que n O ( )
1


, le 

graphique 5.9 n’est plus valable, c’est à dire qu’il faut que : 

n eV
~

. 

Ce graphique n’est plus valable non plus pour des valeurs trop grandes de l’épaisseur  . Il 

faut donc que :                                               ~V  2 . 

D’après la figure 5.9, on trouve toujours un mode instable, mais pour des valeurs de n 

qui sont grandes. C’est pour cela que Widnall et Sullivan9 ont qualifié d’instabilité fictive de 
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Widnall’, l'instabilité qu’ils ont trouvée et dont le taux de croissance est représenté sur la 

figure 5.9.  

V.4.2.2. Les modes stables  

Lorsque le mode est stable, il est de la forme suivante : 

    X e i i e3 3( , ) ( ) ( ) cos( ) (cos( ) ( ) sin( ) )     



t d t R n t

V
tr r   0 02 ,   (5.57) 

où   est la pulsation définie par : 

  i .                                                          (5.58) 

La figure 5.10 montre l’évolution et la forme de cette expression (5.57) pour un mode 4 stable 

qui est initialement dans un plan (figure 5.10a) ou qui ne l’est pas (figure 5.10b). 

 

  
  a               b 

Figure 5.10 Evolution d’un mode 4 stable (de bas en haut) 
                                          pour   027429. , m0 0 et 2 0 250  .  

                                                      initialement dans un plan (a) ou pas (b) 
 

 

La forme (5.57) des modes explique les résultats numériques des figures 5.5 et 5.6. 

D’après cette forme, les points d’intersection initiaux entre le cercle de l’anneau non perturbé 

et la fibre de l’anneau perturbée restent toujours à la même place dans le référentiel lié à 

l’anneau circulaire non perturbé. Si nous suivons un point pour une valeur fixe du paramètre 
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 , il tourne autour de la fibre circulaire comme nous le voyons sur la figure 5.11. Ainsi, si 

nous regardons le tourbillon perturbé depuis la direction e3 , il est initialement dans un plan 

avec n boucles. Au temps T / 4 , où T est la période d’oscillation, il ressemble à un cercle. Au 

temps T / 2 , il est dans un plan comme initialement, mais avec les boucles à l’opposé d’où 

elles étaient initialement. Au temps 3 4T / , il ressemble de nouveau à un cercle et au temps T, 

il a la même forme qu’au début.  

e1 

e3 
e2 



        f i b r e  c e n t r a l e  p e r t u r b é e  
     p o i n t  f i x e

 p o i n t  t o u r n a n t  

f i b r e  c e n t r a l e  n o n  p e r t u r b é e  

 
Figure 5.11 : Oscillations d’un anneau tourbillon 

 
La période T  d’oscillation : 

T 
2


                                                               (5.59) 

du mode n est : 

  
T

n n V V n V V n


   

8

1

2

2 2



( ) ~ ~ ( ) ~ ~ ( )
,                                  (5.60) 

où le paramètre de structure ~V  est donné par la formule (5.51) et ~ ( )V n  et ~ ( )V n  par les 

(5.43a-b) ou la table 5.1.  

Si on néglige ~ ( )V n  et ~ ( )V n  dans (5.60), on retrouve la période donnée par 

Thomson8 ou Da Rios7 pour des anneaux tourbillons ultra fins : 

T
V n n




8

1

2

2 2



~ ( )
.                                                  (5.61) 

Dans le cas n=2, cette expression (5.60) de la période est en accord avec celle de Dahnak et 

De Bernardinis3, qui ont utilisé les résultats de Widnall et Sullivan9. 
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L’abaque de la figure 5.12 représente alors la forme de cette période en fonction du 

paramètre de structure ~V  et du mode n.  
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Figure 5.12 : Période d’oscillation suivant  

                                   le paramètre de structure ~V et le moden  
 

On voit sur cette figure que la période de l’anneau diminue si son épaisseur diminue et si son 

mode augmente. 

V.4.3. Le cas visqueux 

Dans le cas visqueux (  0) l’expression (5.49) montre que le paramètre de structure 
~V  dépend du temps. Les termes V V  et  sont des fonctions du temps.  
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Figure 5.13 : Période d’oscillation visqueuse en fonction  

                         du paramètre de viscosité  pour le mode n=3 

                                                  (- étude linéaire, x simulation numérique)  
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Les équations (5.34a-b) s’écrivent alors : 

 

 













V t

V t

( )

( )
.                                                          (5.62) 

Les solutions de (5.62) sont déterminées numériquement en utilisant une méthode de Runge 

Kutta. On obtient alors l’évolution de la figure 5.13 pour la période en fonction du paramètre 

de viscosité  . La première période et la première demi-période augmentent en fonction du 

paramètre de viscosité. 

V.4.4. Le champ de vitesse d’un anneau circulaire perturbé 

 Jusqu'à présent, on a obtenu l’évolution de la fibre centrale d’un anneau tourbillon 

circulaire perturbé, mais rien n’a été dit sur le champ de vitesse associé. Dans ce paragraphe, 

on donne sa forme à une distance du filament grande par rapport à son épaisseur, puis à une 

distance de l’ordre de son épaisseur. Remarquons que dans l’étude analytique de stabilité 

linéaire qu’on vient de faire, seule la fibre centrale a été perturbée et pas le champ de vitesse 

relatif à cette fibre centrale. 

V.4.4.1. Le développement extérieur du champ de vitesse  

Dans coordonnées cylindriques ( , , )q z , associées à la géométrie de l’anneau circulaire, le 

champ de vitesse de l’anneau circulaire sans débit axial est axisymétrique. 
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Figure5.14 Lignes de courant du champ de vitesse extérieur  

                                              dans un plan méridien d’un anneau circulaire 
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Dans un plan méridien ( , )q z , la fonction de courant   de l’écoulement est donnée 

par la formule : 











( , )
cos

cos

*

*
*q z

q

z q q
d

  
2 1 22 2
0

,                            (5.63) 

pour un anneau de rayon 1 situé en z  0 . Les lignes de courant du champ de vitesse dans un 

plan méridien sont représentées sur la figure 5.14. Ce champ est le développement extérieur 

du champ de vitesse. Il est singulier en un point de la fibre centrale de l’anneau. 

V.4.4.2. Le développement intérieur du champ de vitesse  

 Pour compléter le champ de vitesse de la figure 5.14, il faut donner le développement 

intérieur du champ de vitesse. Il est décomposé selon la formule (1.5) : 

    v x X V x( , ) ( , ) ( , )t s t t 


.                                              (5.64) 

Les figures du chapitre III.12.3 nous donnent la forme du champ de vitesse relatif 
 V x( , )t  et 

l’étude précédente V.4.2 et V.4.3 nous donne la vitesse 

X ( , )s t  de la fibre centrale, puisque 

l’on connaît comment celle-ci se déplace. 

 Seules la partie axisymétrique du champ de vitesse à l’ordre 1 et la partie de la vitesse 


X ( , )s t  de la fibre centrale selon la tangente 


( , ) t  n’ont pas été données. Pour un anneau 

circulaire, la contribution 
 
X


   de la vitesse tangente due à l’intégrale de Biot et Savart est 

nulle. Pour un anneau circulaire perturbé, on peut obtenir sa valeur analytique à partir de la 

formule (5.28c) : 

     
X Cut i
 

 








         ( , ) ( , ) ( , )    


t t t V iein                         (5.65) 

avec  

 

   
V

F n F n nF n

n
F n F n n F F

 


    

     



















1
4

1
2

1 1

2
1 1 0 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
                         (5.66) 

et nous trouvons :               

 V n n V V nc
 
  

1
8

3 4 3( ) ~ ~ ( )                                           (5.67) 
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~ ( )
( )

( )
V n

g n
n n

c  


2

3 4 3
                                                          (5.68) 

avec                   g n l n l n nl n
n

l n l n n l l ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )           
1
2

1 1
2

1 1 0 1 . 

Pour n grand, on a :  

~ ( )
ln ln

(
ln

)V n
n

n
O

n
n

c 
  


1
2

2 2 2
2 4


.                          (5.69) 

Nous avons déterminé une fois pour toute les valeurs de ~ ( )V nc , dans la table suivante :  

n ~ ( )V nc  
2 0.07 
3 0.05 
4 0.04 
5 0.03 
6 0.024 
7 0.019 
8 0.016 
9 0.013 

 
Table 5.2 : Valeurs de ~ ( )V nc  

Dans le cas des oscillations stables, (5.65) s’écrit :  

   
X i















   ( , ) ( , ) cos( ) sin( )     t t L n t 2 0                        (5.70) 

avec  

 L
V V

V
V
V

n n
n

n
V V n

V V n
V V n

c     











 




 

1
8

3 4
13

2

2( )
( ) ~ ~ ( )

~ ~ ( )
~ ~ ( )

.   (5.71) 
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Figure 5.15 : Evolution du paramètre L 
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Nous avons représenté l’évolution du coefficient L avec le coefficient de structure sur la figure 

5.15. 

 Le champ de vitesse axiale dû à l’intégrale de Biot et Savart est représenté sur la figure 

5.16. 

 
Figure 5.16 : Champ de vitesse axiale dû à l’intégrale de Coupure 

 
Pour ce mode 3, initialement il n’y a pas de vitesse axiale due à Biot et Savart, puis il 

se forme trois points d’étirements et trois points de compressions qui correspondent aux 

points d’inflexions de la ligne centrale. Nous rappelons que ce sont des points immobiles dans 

le référentiel lié à l’écoulement de base. Cette vitesse est d’ordre 1 et elle se rajoute donc à la 

vitesse relative axiale à l’ordre 1. 

V.5. Comparaison entre les simulations numériques et l’étude analytique 

linéaire 

 Nous pouvons comparer les résultats de l’étude analytique linéaire du paragraphe 

précédent avec des simulations numériques réalisées avec un profil initial (5.21) dont 

l’amplitude r0 0 01 .  de la perturbation est petite. Le cas   002.  du paragraphe V.3 

correspond à ~ .V  5433  et à une amplitude r0  plus grande. 

V.5.1. Le cas non visqueux 

 Pour un anneau non visqueux, la comparaison entre la période analytique et la période 

trouvée numériquement est en très bon accord. Sur la figure 5.17, la comparaison est faite 

pour le mode 3 en fonction du paramètre de structure ~V . Nous avons également réalisé la 

simulation d’un mode 4 instable non visqueux avec   027429. , r0 0 01 .  et nous avons 
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trouvé un taux d’amplification de   016.  qui est en bon accord avec la prédiction linéaire de 

  014. . 
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Figure 5.17 : Période d’oscillation suivant  

                                   le paramètre de structure ~V et le moden  

                                                           (- étude linéaire, x simulation numérique)  

V.5.2. Le cas visqueux 

 Dans le cas visqueux, le tourbillon initialement dans un plan, est de nouveau dans un 

plan au temps T1 2 que nous appelons la ‘demi -pseudo-période’, puis au temps T  que nous 

appelons la ‘pseudo-période’ du tourbillon.  
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Figure 5.18 : Demi-période d’oscillation visqueuse en fonction  

                         du paramètre de viscosité  pour le mode n=3 

                                                  (- étude linéaire, x simulation numérique)  
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La figure 5.18 donne la demi-période d’oscillation du tourbillon pour un mode 3 avec 

  002.  en fonction du paramètre visqueux . Il y a un bon accord entre la simulation et 

l’étude analytique linéaire. 

V.5. Conclusion 

 Dans ce chapitre, nous avons étudié numériquement les oscillations de grandes 

longueurs d’onde d’un anneau circulaire de faible épaisseur. Une étude analytique linéaire a 

donné une formule pour la période d’oscillation de l’anneau tourbillon qui est en bon accord 

avec les simulations numériques. 

 Ce chapitre complète l’étude linéaire de Widnall et Sullivan9, car ces auteurs n’ont pas 

donné de résultat sur la période d’oscillation et n’ont pas fait de comparaison avec des 

simulations numériques. Il généralise leur étude, car il prend en compte une vitesse axiale et 

que l’effet de la viscosité a également été étudié. 
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Chapitre VI 
 
 

LE FILAMENT NON FERMÉ 

 
 
 

Dans ce chapitre, on étudie un filament non fermé, dont la fibre centrale C est décrite 

paramétriquement à l’aide d’une fonction 
 
X X ( , )s t  avec  s   , . Il est représentée 

sur la figure 6.1. 

M ( , , )r s

C


X( , )s t

Ps


b



x3 3
e  

x1 1
e  x2 2

e  
O

n







 
Figure 6.1 La filament tourbillon non fermé 

 

Pour ce filament, nous obtenons les résultats équivalents à ceux que nous avons 

déterminés dans les chapitres II, III, IV précédents pour un anneau tourbillon. On détermine 

d’abord les développements extérieur et intérieur du champ de vitesse induit par le filament 

tourbillon, puis l’équation d’évolution de sa fibre centrale. On justifie alors les méthodes de 

coupure pour ce filament. Après avoir étudié un filament droit soumis à sa propre induction 

ou à un étirement longitudinale, on étudie le régime de Klein et Majda, les oscillations d’un 

filament droit et la stabilité de deux filaments parallèles.  
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VI.1. Champ de vitesse induit par un filament tourbillon non fermé 

Ce paragraphe est l’équivalent du chapitre II. Nous cherchons les développements 

intérieur et extérieur du champ de vorticité ainsi que du champ de vitesse induit. Nous 

déterminons également le comportement près du filament du développement extérieur du 

champ de vitesse, ainsi que le comportement loin du filament du développement intérieur du 

champ de vitesse. 

On ne peut pas se servir directement des résultats du chapitre II obtenus pour un 

anneau tourbillon de longueur S, car ces résultats font apparaître la longueur S du filament qui 

ici est infini. Cependant en séparant le filament en un morceau fini sur lequel on peut se servir 

des résultats du chapitre II et en deux morceaux semi-infinis, on trouve les résultats désirés. 

C’est ce comportement de l’abscisse s qui peut devenir infini qui distingue les résultats de ce 

paragraphe à ceux du chapitre II. 

Comme pour le chapitre II, on s’intéresse à un filament tourbillon, qui n’a pas de 

petites longueurs d’ondes. On donne également les résultats simplifiés pour un filament dont 

l’ordre principal du champ de vitesse est axisymétrique et indépendant de l’abscisse. A part 

dans le sous-paragraphe VI.4, tous les champs de ce chapitre sont donnés pour la 

configuration initiale à t=0 et on omettra systématiquement de mettre l’indice 0 qui doit le 

signaler. On étudie un filament tourbillon avec une fibre centrale initiale 

X  de la forme 


X( )a  et un champ de vorticité initial 


  de la forme 

 
 

1
2

0)




( ( , , )r a , où a est le 

paramètre sur la fibre centrale.  

VI.1.1. Le développement extérieur du champ de vitesse  

 Comme pour un anneau tourbillon, le développement extérieur (  0  à x  fixé) du 

champ de vitesse  v x( , )  est : 

  v v vout out (0) out(1)
 ( , , , ) ( , , ) ( , , ) ( )r a r a r a O        2                  (6.1) 

avec                    
   

  
v

X r X

X r X

out(0) ( , , , )
( ' ) (( ( ) ( , )) ( ' ))

( ( ) ( , )) ( ' )

'r a
a a r a a

a r a a
da 








  

 


1
4 3



C

.            (6.2) 

L’ordre principal du développement extérieur du champ de vitesse est donc une distribution 

de Dirac C

  concentrée sur la fibre centrale. 
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VI.1.2. La limite près du filament du développement extérieur champ de vitesse 

Pour déterminer le développement proche de la fibre centrale de l’ordre principal 

vout (0)
  ( , , )r a  du développement extérieur du champ de vitesse, nous utilisons la méthode 

des développements asymptotiques raccordés des intégrales singulières comme pour un 

anneau. On rappelle que dans cette méthode, nous développons d’abord l’intégrant par rapport 

à r à 
  -a a

r
 fixé dans un voisinage du point M( , , )r a , puis nous intégrons selon a  (Figure 

6.2a). En dehors de ce voisinage, nous développons l’intégrant par rapport à r à  a a  fixé et 

nous intégrons selon a  (Figure 6.2b). On obtient alors le résultat voulu en sommant les deux 

développements obtenus. 

M M
 

                      r  0  à 
  -a a

r
fixé                                  r  0  à  a a  fixé  

                              a                                                                             b 
 

Figure 6.2: Schéma de la méthode de développement  

                                                   de l’intégrale singulière vout (0)
  ( , , )r a . 

 
Pour un filament ouvert, le calcul diffère sensiblement de ce qui se passe pour un 

anneau. En dehors du voisinage du point M( , , )r a , on est obligé de séparer l’intégrale en 

deux parties. Une partie sur une longueur ~L  de l’ordre de 1 autour du point M( , , )r a  qui se 

comporte comme pour un anneau tourbillon. Puis, une partie qui est composée de deux 

morceaux semi-infinis (Figure 6.2b). Sur celle-ci, le comportement est différent, car le terme 

K a a
a

( ) ( )

b

2 

           

, 

que l’on retranche à                            
  

 
( ) ( ( ) ( ))

( ) ( )

a a a a a

a a a

     

  

X X

X X 3
, 
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pour que l’intégrale                  1
4 23

  

 


( ) ( ( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( )a a a a a

a a a

K a a
a

da
     

  





X X

X X

b                (6.3) 

soit convergente en  a a , introduit une singularité logarithmique lorsque a  est infini. 

Si on choisit ~L  2 , le développement de vout (0)
  ( , , )r a  pour r voisin de zéro est  

(Annexe A.3) : 
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 


  
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
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
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1
4
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,    (6.4e) 

où H est la fonction d’Heaviside.  

Si on compare ces relations avec celles d’un anneau tourbillon, on voit que les 

formules (6.4b), (6.4d) et (6.4e) changent par rapport aux formules (2.11b), (2.11c) et (2.11d), 

car les intégrales sont sommées sur   ,  au lieu de   S S/ , /2 2  et qu’elles font 

apparaître la fonction d’Heaviside. Les formules (6.4a) et (6.4c) sont les mêmes que les 

formules (2.11a) et (2.12) avec la longueur S remplacée par 2. 

VI.1.3. Le développement intérieur du champ de vitesse 

Comme au paragraphe précédent, le calcul du développement intérieur du champ de 

vitesse du filament tourbillon ouvert diffère sensiblement de ce qui se passe pour un anneau. 

On est obligé de séparer en deux parties l’extérieur du voisinage du point M( , , )r a . Une 

partie sur une longueur ~L  de l’ordre de 1 autour du point M( , , )r a  qui se comporte comme 

pour un anneau tourbillon. Puis, une partie qui est composée de deux morceaux semi-infinis 

(Figure 6.3). 

MM

 

                    0  avec 
  a


fixé                                            0  avec a fixé  

Figure 6.3: Schéma de la méthode de développement  
                                                   de l’intégrale singulière v( , , , )r a  . 
 
Le développement intérieur du champ de vitesse du filament tourbillon ouvert est l’expression 

(2.16) d’un anneau tourbillon dans laquelle la longueur S est remplacée par 2 et l’expression 

de 

A  par (6.4b). 
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VI.1.4. Généralisation des résultats 

Dans le même cadre que le paragraphe II.7, l’expression (6.4b) de  

A( )a  est 

généralisée au temps t par :  
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avec                                           ( (( , , ) ( , )0) 0)s s t s t ds
s

s s

   

 

 .                                         (6.6) 

VI.2. Évolution d’un filament tourbillon à structure normale simple 

 Presque tous les calculs du chapitre III pour un anneau tourbillon restent valables. 

Nous n’avons cependant plus le droit de développer les fonctions en série de Fourier selon 

l’abscisse s, car celles-ci ne sont plus forcément périodiques. Les équations de compatibilités 

sont aussi satisfaites pour un filament dont l’ordre principal des parties axisymétriques des 

champs sont indépendantes de l’abscisse. Les parties non axisymétriques des équations se 

résolvent comme pour un anneau et le raccord asymptotique se passe de la même façon, à part 

que pour le réaliser, nous nous servons des résultats du paragraphe précédent. 

 L’équation d’évolution du filament est donc : 

        
X X b A A
 

   








    ( ) ( ln ) ( )*   

K
KC

4
2

1
 

 ,                   (6.7) 

avec pour 

A  et C t*( )  les expressions (6.5) et  (3.33b). Cette équation d’évolution est celle 

d’un anneau tourbillon dans laquelle l’expression de 

A  est remplacée par (6.5) et la 

longueur S par 2. 

 Par rapport au paragraphe III.8.1, les équations qui changent sont les équations (3.50a-

b) d’évolution de l’ordre principal des champs. Les parties axisymétriques (3.46a-d) des 

équations sont toujours valables, mais on ne peut plus les développer en série de Fourier selon 

l’abscisse s, car la périodicité n’est plus vérifiée. Si on les moyenne selon l’abscisse s, il reste 

les valeurs en l’infini de l’ordre 1 des champs. Les équations d’évolution de l’ordre principal 

des champs sont (ce point nécessiterait d’être vérifié) de la forme suivante : 
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où c t( )  est un taux d’étirement indépendant de l’abscisse. Pour chaque valeur de c t( ) , on a 

une évolution différente de la structure interne du filament et ce sont les conditions aux 

limites imposées aux extrémités du filament qui fixent c t( ) . 

En prenant un gradient de la forme :  
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on a alors les équations de compatibilité suivantes : 
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qui donnent l’expression des gradients axiaux de l’ordre 1 des champs. L’expression de a s t( , )  

qui remplace la relation (3.56) doit être donnée par (3.72a) où par a s t( , )

(

(







0)

0)  ainsi qu’il a 

été discuté au paragraphe III.9.1. 

VI.3. Le régime de Klein et Majda 

 On cherche comment se simplifie l’équation (6.7) d’évolution du filament non fermé 

pour un filament droit perturbé (Figure 6.4) de la forme suivante : 

   
  
X Xa t d a d a a d t t d o d, , ~ , ( )( )    0

2 2 2 2 ,                          (6.10) 

où d 2  est l’ordre de grandeur de l’amplitude de la perturbation et d celle de sa longueur 

d’onde. Le filament droit non perturbé est  
 
X0 0a a  . Nous appelons ce filament, le 

filament de Klein et Majda. Le petit paramètre d que l’on rajoute ici en plus de l’épaisseur   

du filament satisfait la condition 2 1  d . 
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2 1  d  



 
Figure 6.4 Le filament de Klein et Majda  

VI.3.1. Simplification de l’équation d’évolution 

 Pour le filament de Klein et Majda, l’équation (6.7) d’évolution du filament devient 

(Annexe A.16):  







 

 
  

 
  

 
  X X
b J

t
a t

t
a t K da t a t O d(~, ) (~, ) ~ ( )( ~, ) ( (~, ) ( ))

( )
    

2

0
1

           (6.11a) 

avec : 



 


J

X X
X

X
(~, )

( (~ , ) (~, )) ~ (~ , )

( )
~ ~ (~, )

( ) ( )
( )

( )
a t

a h t a t h
a

a h t

h

H h a a
a t

h

dh=
1

4

1
2

2 2
2

3

2







 

   

 
































                 (6.11b) 

~ / ( ln )*
 

 








 1

1
4

2
1

d
C                                    (6.11c) 

( )( ~, ) (~, ) ( )~~
( )K da t a t O daa

  
b X  0

2                           (6.11d) 

et                                                                        t t d 2 . 

Si   ~  d , on est alors dans le cas de l’approximation linéaire et (6.11a) devient : 



 

 
  


   X

X J
( )

~~
( )(~, ) ~ (~, ) (~, )

2

0
2

0
1

t
a t a t a taa                                     (6.12a) 

Comme
 
X( )2

0 0  , la courbe de la perturbation 

X( )2  est dans un plan et l’on peut la 

remplacer par sa représentation complexe que nous notons  . D’après (6.12a),   vérifie 

alors : 

1 1
i

Jt a a

    ~ ( )~ ~ ,                                              (6.12b) 
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où                          J

a h t a t h
a

a h t

h

H h a a
a t

h

dh( )

( (~ , ) (~, )) ~ (~ , )

( )
~ ~ (~, )




 






 

=

                   

1
4

1
2

3

   

 





























 .                                 (6.13) 

Il est alors intéressant d’introduire le changement de variables suivant : 

    t / ~ .                                                    (6.14) 

Les équations (6.12a-b) s’écrivent alors : 



 
   

 
  


   X

X J
( )

~~
( )(~, ) (~, ) ~ (~, )

2

0
2

0a a aaa                                (6.15a) 

1
i

Jaa      ~~ ~ ( ) .                                           (6.15b) 

VI.3.2. L’équation de la fonction filament   

A partir de la relation suivante de définition de la fonction complexe   

   K i T ds
s

exp( )
0

,                                             (6.16) 

dite transformation d'Hasimoto, où K, T et s sont respectivement la courbure, la torsion et 

l’abscisse sur le filament 

X( , )s t  ; Hasimoto3 a montré que l’équation : 





 
  


X
b

t
s t K s t( , ) ( )( , )                                          (6.17a) 

peut être transformée en l’équation de Schrödinger non linéaire suivante pour la fonction fibre 

 : 

1 1
2

2
i t ss     ( ) .                                      (6.17b) 

De façon générale, si la transformation d'Hasimoto3,5 est appliquée à l’équation 

(6.11a), nous obtenons l’équation suivante : 

1 1 1
2

2 2
i

d J O dt aa


       ~ ( ) ( ( ) ( ))~~ ,                (6.18) 

où t t d 2  et   O( )1 . 
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 Il est alors intéressant d’introduire le changement de variables suivant : 

    t / ~ .                                                   (6.19a) 

L’équation (6.18) de la fonction fibre   s’écrit alors sous la forme plus intéressante : 

1 1
2

2 2
i

d J O daa       (   ~~ ( ) ~ ( ) ( )) .                   (6.20) 

VI.3.3. Les différentes dégénérescences de l’équation de la fonction filament   

La première dégénérescence intéressante de l’équation (6.20) est obtenue lorsque 

~ d2 . L’équation (6.20) devient alors l’équation (6.15b) du cas linéaire : 

1 2
i

J da a           si    ~ ~ ~ ( ) ~ .                            (6.21a) 

En effet, le terme non linéaire d2 21
2
   disparaît, car il est de l’ordre de termes que l’on a 

négligés pour que le terme non local 

A( , , )s t d  devienne  J( )  à l’ordre 1 .  

On obtient une correction faiblement non linéaire de l’étude linaire jusqu'à l’ordre d 2  

en gardant le terme d2 21
2
   et en cherchant le développement de 


A( , , )s t d  jusqu'à d 2  

dans le cas ~ ( )  O 1  et jusqu'à l’ordre d dans le cas ~ ( )  O d . 

La deuxième dégénérescence intéressante de l’équation (6.20) est obtenue lorsque l’on 

est dans le régime de Klein et Majda5 pour lequel ~ ( ) d2 O . L’équation (6.20) de la 

fonction fibre   devient alors :  

1 1
2

2 2 2
i

d J O daa           si    ~~ ( ( )) ~ ( )              (6.21b) 

avec                                                             ~ / ( )d O2 1 . 

Le cas   1 est celui traité par Klein et Majda5. Dans cette équation, le terme local de 

l’équation de Callegari et Ting fait intervenir des non linéarités au même ordre que le terme 

non local, qui est devenu linéaire, car on est dans le cas de perturbations de petites amplitudes. 

La troisième dégénérescence intéressante de l’équation (6.20) est obtenue lorsque 

~ d2 . L’équation (6.20) devient alors: 

1 1
2

2 2 2
i

d daa       si    ~~ ( ) ~ .                   (6.21c) 
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C’est le cas de l’approximation de l’induction locale pour laquelle le terme intégral non local 

est négligeable devant la non linéarité locale. 

VI.3.4. Zoom sur le filament de Klein et Majda 

 Sur la figure 6.4, on remarque qu’avec la longueur caractéristique 

d’adimensionalisation qui a été choisie pour représenter la forme (6.10) du filament de Klein 

et Majda, il n’apparaît pas d’échelle de longueur d’ordre 1. Si on dilate toutes les échelles à 

l’aide du paramètre d en prenant comme nouvelle échelle caractéristique l’ancienne multipliée 

par d, les nouvelles variables spatiales sont les anciennes divisées par d :  

   
 ~ ~, , ~, , /X Xa t d a t d d  

~ /  d . 

Si l’on prend la circulation   comme autre grandeur caractéristique d’adimensionnalisation, 

le nouveau temps t  est l’ancien t  divisé par d 2 : 

t t d 2 . 

Le filament a alors la nouvelle forme suivante :  

   
  ~ ~, , ~ ~ ~, ( )( )X Xa t d a d a t o d  0

2 .                                   (6.22) 

A cette échelle, on le voit comme sur la figure 6.5. 
e3


0

e2

O

~a

~
(~, , )X a t d

O( )1

O d( )

2 1~   



 
Figure 6.5 Zoom du filament de Klein et Majda 

 

C’est un filament droit perturbé par une perturbation d’amplitude d et de longueur 

d’onde de l’ordre de 1. La description à l’aide de la nouvelle longueur caractéristique est plus 

simple que celle donnée par (6.10) et la Figure 6.4. On constate encore une fois l’importance 

de la longueur caractéristique dans la description d’un problème.  
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Le régime de Klein et Majda ~ ( ) d2 O  nécessite d’être dans le cas des filaments 

ultra fins pour lesquels ln ln ~


d
  1. En effet, pour ces filaments, on a alors ~  1. Dans 

le cas d’un filament non ultra fin ln ln ~ ( )



d

O  1  et on a ~ ( )  O 1 . 

VI.3.5. Discussion des différents régimes pour l’équation de la fonction fibre   

 Sur la figure 6.6, on a représenté les différentes simplifications que prend l’équation de 

Callegari et Ting en fonction du rapport qu’il existe entre l’amplitude d 2  du filament (6.10) 

de Klein et Majda et son épaisseur  . On fait apparaître ce rapport dans le nombre :  

~ / ( ln )*
 

 








 1

1
4

2
1

d
C . 

Sur cette figure, ds est la valeur de la racine de l’amplitude de la perturbation à partir de 

laquelle on ne peut plus négliger la première correction non linéaire dans le développement 

asymptotique du terme non local 

A( , , )s t d  en fonction de d.  
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Figure 6.6: Zones de simplification de l’équation de Callegari et Ting 

 

 Il apparaît trois zones de simplification :  
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 la zone d’induction locale : d ds ~  

 la zone du régime de Klein et Majda : d ds ~  et d ds  

 la zone linéaire : d ds ~  et d ds  

La zone complémentaire à ces trois zones est celle de l’équation complète de Callegari et Ting 

pour laquelle la non linéarité du terme non local 

A( , , )s t d  intervient. Dans ces trois zones, on 

peut remplacer l’équation de Callegari et Ting par l’équation (6.20) et suivant la zone, 

l’équation se simplifie encore en une des équations (6.21). 

A épaisseur de corps fixé ( ~  fixé ) et ~  1 , lorsque l’amplitude d 2  augmente, on 

passe progressivement du régime linéaire au régime de Klein et Majda, puis au régime de 

l’induction locale. Il faut faire attention que la linéarisation du régime de Klein et Majda n’est 

pas le régime linéaire. Le régime de Klein et Majda n’est valable que pour d O ( ~)  et pas 

pour d  ~  ou d  ~ . A épaisseur de corps fixé ( ~  fixé ) et ~ ( )  O 1 , lorsque 

l’amplitude d 2  augmente, on passe progressivement du régime linéaire au régime non 

linéaire complet. Le régime de Klein et Majda n’est alors jamais applicable. 
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Figure 6.7: Description de la zone de l’équation complète de Callegari et Ting 

 

 

Remarquons, qu’à géométrie fixée et donc à amplitude d 2  fixée, lorsque l’on diminue 

l’épaisseur du filament et donc ~ , on finit alors par être dans le domaine de l’induction 

locale. A amplitude d fixée et d  1, lorsque l’épaisseur de corps augmente ( ~  augmente), 
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on passe progressivement du régime de l’induction locale au régime de Klein et Majda pour 

finir dans le régime linéaire. A amplitude d fixé et d O ( )1 , lorsque l’épaisseur de corps 

augmente ( ~  augmente), on passe progressivement du régime de l’induction locale au régime 

de l’équation de Callegari et Ting complète.  

On peut compléter la figure 6.6 en présentant ce qu’il se passe dans la zone de 

l’équation complète de Callegari et Ting dans laquelle on pourrait chercher des 

approximations faiblement non linéaires. C’est l’objet de la figure 6.7.  

VI.3.6. Un temps court logarithmique ? 

 Si on utilise l’adimensionnalisation du paragraphe VI.3.4, on remarque que pour les 

équations de Callegari et Ting simplifiées, on a utilisé le changement de temps     t / ~  

avec : 

~ / ( ln
~

)*



  









 1

1
4 2

1 C . 

Si  ln ~ 1, alors ~  1 et   est donc un temps court logarithmique. On peut également 

faire ce changement de variable sur l’équation de Callegari et Ting complète (6.7), qui 

devient : 

 
        
X X b A A
 

     ( ) ~ ( )    . 

Dans l’étude précédente, on s’est placé sur le temps court logarithmique   et nous 

avons négligé l’évolution lentement variable selon un temps long t. Profitons de cette occasion 

pour souligner que le temps long n’est pas obligé d’intervenir. En effet, en prenant le 

développement suivant non polynomial de  la fibre centrale : 

    
X X X X X( ,~ ln , ) ( ,~)

ln
( ,~) ( ,~)

ln
( ,~) ...( ( ) ( ) ( )s t t s t s t s t s t       







  0) 01 1 121

,  (6.23) 

on arrive de satisfaire exactement le raccord asymptotique échelles par échelles en 

s’affranchissant d’un temps long. On obtient alors les équations suivantes de la fibre centrale 

aux différents ordres :  



 
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 Dans le cas  ln ~ 1, nous n’avons encore pas réussi à conclure si le bon 

développement solution du problème d’évolution de la fibre centrale d’un filament tourbillon 

est (3.109), ou bien (6.23) ou un mélange de ces deux développements. Peut-être que ces deux 

développements sont des façons équivalentes de décrire la solution de notre problème. 

VI.4. Les méthodes de coupure 

 Pour un filament infini, la méthode de coupure de Burgers s’écrit : 

   


  

 X
X X

X X



   


 


( , )

( , ) ( , ) ( ( , ) ( , ))

( , ) ( , )

' ' '

'
, \ ,

's t
s t s t s t s t

s t s t
ds

s sc s sc

1
4 3

  .            (6.24) 

De la même façon, les autres méthodes de coupure sont les formules du paragraphe IV.1 dans 

lesquelles on remplace l’intervalle  0 2,  par   , . 

En soustrayant ces équations avec l’équation (6.7), la contribution des intégrales sur 

l’intervalle     , \ ,0 2  disparaît, si bien que l’on n’a plus qu’a comparer leur 

contribution sur l’intervalle  0 2,  . La comparaison de ces équations se ramène donc à celle 

d’un filament de longueur fini qui a été étudié au paragraphe IV.3. 

Pour un filament tourbillon non fermé, les méthodes de coupure s’appliquent comme 

pour un anneau tourbillon et on a le même lien entre la longueur de coupure et l’épaisseur. 

VI.5. Le cas bidimensionnel 

 En imposant une courbure et une vitesse axiale nulle dans l’équation (6.7), on doit 

retrouver le cas bidimensionnel du paragraphe I.6.2.  

Si le filament est placé dans un écoulement potentiel vback ( )r , l’équation (6.7) s’écrit : 

         X X b A A v
 

   








      ( ) ( ln ) ( ) ( )*   

K
KC r

4
2

1 0
  back .       (6.25) 

Si la courbure est nulle et si le filament n’a pas de vitesse axiale, cette équation devient : 

X v


 


back ( )r 0 .                                          (6.26) 

L’équation (6.8) donne alors l’équation suivante du champ de vitesse : 

 




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






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   .                         (6.27) 
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Remarquons que si on impose S t S( )  0  dans l’équation (3.50a) du champ d’un 

anneau tourbillon (Paragraphe III.11), on obtient (6.27). A l’aide de l’équation (3.93f), on 

déduit alors que l’expression du champ de vitesse solution de (6.27) est : 

 v r t
r

D e e D L Ln
n

n n
( ( , ) ~ ( ) ~ ( ( ) ( ))0)

0
2 2

1
2 2

1

1
1 1    
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











  




 
       (6.28a) 

avec  

 ( )t  1                                                                (6.28b) 





r
t( )

                                                                           (6.28c) 

   4 2t                                                                        (6.28d) 

~ ( , ) ( )(C w L dn n




0) 2

0
0                                                      (6.28e) 

~ ( , ) ( )
(

D L dn n



    3
0) 2

0
0                                                  (6.28f) 

L
n
m mn

m
n m

( ) ( )
!


2

0

2
1 









 .                                                 (6.28g) 

Pour un filament similaire, on a simplement : 

v
r

e

r
(0)  










1

2
1

2



( )                                              (6.29a) 

 ( )t t 1 4 2
                                                            (6.29b) 

A l’aide de (3.98c), la solution de (6.27) s’écrit aussi sous forme d’un opérateur 

intégral de Green : 

v r t
r

v
e

I
r

d
r

(
(

~
) /

( , ) (
~

) (
~

)
~ ~0)

0
0

2 2

0
1 2

 

  

 





 

 

 
                        (6.30) 

avec                                                              4 2t . 

D’après la formule (3.28b), l’ordre 1 de la fonction de courant est nulle : 

11
1 0( )
 .                                                       (6.31) 
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Nous retrouvons donc les résultats8 du paragraphe I.1.6.2 pour un point tourbillon. 

VI.6. Le filament droit étiré 

 Autour d’un filament dont la fibre centrale 

X( , )s t  est droite, on impose un écoulement 

potentiel d’étirement de la forme suivant : 
   
v rback    +     +     ( , ) cos sinr s r r s                                    (6.32) 

avec  

   +  +  = 0 .                                                         (6.33) 

Le paramètre s sur la fibre centrale est celui qui vérifie  

 
X


  0 .                                                             (6.34) 

Comme la fibre centrale est droite, on a alors 


 0  et finalement   1  vis-à-vis de 

la condition initiale. L’abscisse sur le filament est donc une longueur d’arc. Comme le 

filament est dans un écoulement potentiel, son équation  d’évolution (6.7) s’écrit : 

 

    

   

   

X X b

A A

v v

 

   








 

  

    

( ) ( ln )

( )

( , ) ( , )

* 

 

 

K
KC

r s r s

4
2

1

0 0

 

                       

                        back back

        (6.35) 

et comme la courbure est nulle, cette équation devient :  


X


 0 .                                                            (6.36) 

La fibre centrale est donc immobile avec le choix du paramétrage (6.34) que l’on a fait. 

Cependant, avec ce choix, le filament a une vitesse axiale à l’ordre 1 qui vérifie : 

w r s t s w r tc c
( ) ( )( , , ) ( , )1 1    + ,                                     (6.37) 

Le gradient axial de vitesse axiale est donc donné par :  






 
 

 
w r s t

s
c
( ) ( , , )1

 .                                                (6.38) 

La relation (3.47) donne alors la valeur suivante de la partie axisymétrique de la vitesse radiale 

à l’ordre 2 : 






 



( ( )
( ) (

( , ) ( , , )
( , , ) ( , )0) 2

1

0

0)1 1
2 2

s t u r s t
r

z
w z s t

s
dz r

s t
t

rc
c

r
    

 
 

 
 

.        (6.39) 

Les équations axisymétriques  (3.46c-d) deviennent : 
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 


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( (
v r t

 t r
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2
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2
 














          (6.40a) 

 



  
 

(
w r t

 t r
r w r t r

w r t

rr r r

(
(

(( , )
( , )) (

( , )
)

0) 2
0) 3

0)

2 2
  .                  (6.40b) 

Si on définit S t( )  par la relation :  

 



S
S

,                                                    (6.41) 

on a                                                                       S e t  . 

Les paragraphes III.11 et III.12, nous indiquent que ce système a une solution similaire de la 

forme :  

v
r

e

r
(0)  










1

2
1

2



( )                                         (6.42a) 
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
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


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






e

r

                                                (6.42b) 
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                                      (6.42c) 

avec                                                   




( )
/

t
e

e
t

t  












1
1

4
1

2 1 2

 
 .                         (6.43) 

L’épaisseur du filament tend donc exponentiellement dans le temps vers la valeur constante : 





( )t   

4 2
                                         (6.44) 

et les champs tendent très rapidement vers les profils stationnaires du vortex de Burgers : 

v
r

e

r
(0)

 
 

1
2

1

2

4 2




( )                                 (6.45a) 









3
(0)




4 2

2

4 2e

r

                                   (6.45b) 

w(0)  0 .                                               (6.45c) 
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On retrouve donc l’équation aux dérivées partielles (3.40a) et la solution (6.45a) de l’article 

de Moffatt et all7.  

VI.7. Oscillation d’un filament droit 

 Dans ce paragraphe, nous étudions la stabilité d’un filament droit d’épaisseur  . La 

solution de base de l’étude de stabilité est un filament droit immobile dont la fibre centrale 

Xb x t( , )  est :  

 
Xb x t x( , )  0 ,                                                     (6.46) 

où 

0  est un vecteur unitaire sur le filament droit. 

 

e3


0

e2

O

x


X( , , )x t d

O( )1

O d( )

2 1  d  



 
Figure 6.8 Le filament droit et sa perturbation 

 

Pour une perturbation d’amplitude d et de longueur d’onde de l’ordre de 1, la fibre centrale a 

la représentation suivante : 
    
X X X X X( , , ) ( ) ( , , ) ( , )' ( )x t d x x t d d x tb b    2 .                      (6.47) 

Le filament perturbé est représenté sur la figure 6.8. Nous sommes dans le même cadre 

d’étude que dans le paragraphe VI.3.4 avec les variables ~, , ~,
~

a t 

X  qui sont respectivement 

notées ici  x t, , ,

X . 

 

VI.7.1. L’équation de la perturbation 

Dans ce paragraphe, nous recherchons l’équation vérifiée par la perturbation 

X( )2 .  

A l’aide des développements suivants : 
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x
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

X X

X X
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3
 

 
X Xxx xxd o d ( ) ( )2   

( )( ) ( )( )K x d o dx xx

x
xx


 


 

b
X X

X
X


  3 0

2 , 

l’équation (6.24) d’évolution de la fibre de la méthode de Burgers donne l’équation suivante 

de la perturbation : 

   

 
  

X
X X X

   



  
      




( ) ( ) ( ) ( )

, ,

( , )
( ( , ) ( , )) ( , )

2

0

2 2 2

3
1

4
x t

x x t x t x x x t

x
dxx

lc lc

  (6.48a) 

avec :                                    ln ln ln *l Cc     2 1 4                                                       (6.48b) 

et l’équation asymptotique (6.7) donne l’équation suivante de la perturbation : 

    
X X J


   

( )
( )( , ) ~ ( , ) ( , )

2

0
2

0
1

x t x t x txx
  ,                     (6.49) 

où                                                       ~ / ( ln )*
 

 








 1

1
4

2
1 C .                                     (6.50) 

L’expression de 

J  est donnée par la formule (6.11b) du paragraphe VI.3.1 sur le régime de 

Klein et Majda.  

Lors de la dérivation l’équation (6.49), nous avons supposé que   ~  d , afin que le 

terme d’ordre O d( ~) 1 du développement de :  

1 1
0

2
~ ( , ) ~ ( ~)( )
  

K
d

x d O
d

xx


 b

X   , 

soit négligeable devant :                          
 
0 J( , )x t . 

Comme on choisit un paramétrage de la perturbation tel que 
 
X( )2

0 0  , la courbe 

de la perturbation 

X( )2  est dans un plan et on peut la remplacer par sa représentation 

complexe  , que nous appelons la fonction fibre de la perturbation. D’après la relation 

(6.49), cette fonction fibre   satisfait alors l’équation : 
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1 1
i

Jt xx

  ~ ( )  

où l’expression de J( )  est donnée par (6.13). 

VI.7.2. Etude des modes solutions 

Nous recherchons des solutions linéaires perturbées de la forme suivante : 
  X e e( ) ( , ) ( ) ( )2

2 3x t t e t eikx ikx   ,                          (6.51) 

où   et   sont les amplitudes de la perturbation dans les directions e2  et e3  perpendiculaires 

au filament droit non perturbé et k est le nombre d’onde de la perturbation. 

D’après (6.51), on a : 
   
0

2
3 2  X e ex

ikxik t t e( ) ( ( ) ( ) )    
   
0

2 2
3 2   X e exx

ikxk t t e( ) ( ( ) ( ) )   

et l’équation (6.49) d’évolution de la perturbation donne les équations suivantes d’évolution 

des amplitudes   et   :  


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k
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H h
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dh ,      (6.52b) 

c’est à dire : 


 
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
 

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






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( )                                                 (6.53a) 
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




k G k2
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( ) ,                                             (6.53b) 

avec :  

G k k k( ) ( ln )  2 1
2

 ,                                                     (6.54) 

car 
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
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Nous définissons le paramètre de structure ~V  par : 

~
~V 

1
4

.                                                      (6.56a) 

Remarquons que l’on a alors : 

~ ln( )V
lc


1 ,                                                        (6.57) 

où lc  est défini par (6.48b) et correspond à la longueur de coupure de la méthode de coupure 

de Burgers. Pour un filament tourbillon non visqueux similaire, ce paramètre vaut : 

  ln
2~ ( )V C mv    1 0 2 0

2


,                                   (6.56b) 

avec                                                            Cv ( ) .0 0 442 . 

 

La structure interne du filament est prise en compte intégralement par les trois groupements 

équivalents ~ , ~V  ou lc , qui sont définis par les formules (6.50), (6.57) et (6.48b). Les effets 

de la structure du filament n’interviennent que par ces groupements et l’un ou l’autre de ceux-

ci peut être choisi pour les décrire. 

 

 

Alors, les équations (6.53a-b)  d’évolution des amplitudes   et   deviennent : 

 

 


V                                                            (6.58a) 

 


V ,                                                                     (6.58b) 

avec :  
 

 V k V G k 
 

1
4

2 ~ ( )                                                     (6.59a) 

 V k V G k 
  

1
4

2 ~ ( )                                                   (6.59b) 

 

G k k k( ) ( ln )  2 1
2

 .                                                   (6.60) 
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Pour un filament non visqueux (  0), les solutions sont de la forme suivante : 

  ( )t e t 0                                                    (6.61a) 

  ( )t e t 0 ,                                                    (6.61b) 

où le taux de croissance   est donné par :  

    V V .                                                        (6.62) 

Comme V V   , la solution est donc toujours stable. Nous introduisons la pulsation 

  définie par : 

  i .                                                           (6.63) 

Les modes non visqueux sont oscillants et s’écrivent : 

   X e e3( , ) cos( ) (cos( ) sin( ) )x t x kx t
V

t  0 0 22  





.                    (6.64) 

La période T  d’oscillation : 

T 
2


                                                                (6.65) 

de l’onde de nombre d’onde k est donnée par : 

 

T
k V k



  

8
1
2

2

2



( ~ ln )
,                                         (6.66a) 

 

où   est le nombre d’Euler. Le paramètre de structure   ~V  est donné par (6.56a). Pour un 

filament non visqueux similaire d’épaisseur  , on a : 

  ln
2~ ( )V C mv    1 0 2 0

2


,                                          (6.66b) 

où le terme m0  est le débit de vitesse axiale. 

 Cette formule (6.66a) est l’analogue de la formule (5.60) pour un anneau circulaire 

perturbé. 
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VI.8. Stabilité de deux filaments tourbillons parallèles contrarotatifs 

x2
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
X2 2( , , )x t d
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Figure 6.9 Les deux filaments droits parallèles contrarotatifs et leur perturbation 

 

Comme on l’a vu au paragraphe I.6.1, deux filaments contrarotatifs parallèles se 

déplacent en translation sans se déformer. On étudie ici la stabilité de cet écoulement de base. 

Le point difficile de cette étude est le calcul de la vitesse d’auto-induction d’un filament sur 

lui-même en fonction de la structure du filament, car ce calcul fait apparaître une intégrale 

singulière. Comme ce problème a été résolu dans le paragraphe VI.7 précédent, il est alors 

facile de traiter la stabilité des deux filaments, car l’interaction d’un filament sur l’autre ne fait 

intervenir que des intégrales régulières. 

On adimensionnalise le problème en prenant la longueur L entre les deux filaments 

comme longueur caractéristique. La solution de base est les deux fibres suivantes : 

  X e1 1 1 0 3
1

2b x t x t( , )  


                                      (6.67a) 

  X e2 2 2 0 3
1

2b x t x t( , )  


.                                   (6.67b) 

Les fibres centrales des deux filaments perturbés ont la représentation suivante :  
    
X X X X X1 1 1 1 1 1 1 1

2
1( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )' ( )x t d x t x t d d x tb b                   (6.68a) 

    
X X X X X2 2 2 2 2 2 2 2

2
2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )' ( )x t d x t x t d d x tb b               (6.68b) 

Pour deux filaments non visqueux, nous recherchons des solutions linéaires perturbées 

de la forme suivante : 
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  X e e1
2

1 1 1 2 1 1 3
( ) ( , )x t e et ikx t ikx                                            (6.69a) 

  X e e2
2

2 2 2 2 2 2 3
( ) ( , )x t e et ikx t ikx        ,                                (6.69b) 

où k est le nombre d’onde de la perturbation,   son taux de croissance et 1 2,  et 1,2  sont les 

amplitudes de la perturbation dans les directions e2  et e3  perpendiculaires aux filaments 

droits non perturbés. 

On remplace ces expressions dans l’équation (6.48a-b) d’évolution d’un filament 

tourbillon. En se servant des résultats du paragraphe précédent, nous obtenons les équations 

de dispersion suivantes, qui relient le taux de croissance   au nombre d’onde k : 

2         1 1 2
2

1   ( ) ~( , ~)k k k V                                    (6.70a) 

2         1 1 2
2

1   ( ) ~( , ~)k k k V                                   (6.70b) 

2         2 2 1
2

2   ( ) ~( , ~)k k k V                                   (6.70c) 

2         2 2 1
2

2   ( ) ~( , ~)k k k V                                  (6.70d) 

avec                                                ( ) ( )k kK k 1                                                            (6.71a) 

( ) ( ) ( )k k K k kK k 2
0 1                                                (6.71b) 

~( , ~) ( ~ ln ) k V V k   
1
2

1
2

,                                                     (6.71c) 

où K k0( )  et K k1( )  sont les fonctions de Bessel modifiées de seconde forme. La fonction ~ , 

dite de self induction, fait apparaître le paramètre de structure ~V , qui est relié à l’épaisseur   

et à la structure du filament. Il est défini comme au paragraphe précédent par : 

~
~V 

1
4

.                                                    (6.56a) 

Pour des filaments tourbillons non visqueux similaires, ce paramètre vaut : 

  ln
2~ ( )V C mv    1 0 2 0

2


,                                (6.56b) 

avec Cv ( ) .0 0 442 . Le terme m0  est le débit de vitesse axiale. 

Dans l’étude linéaire que l’on vient de faire, les amplitudes   et   de la perturbation 

sont de l’ordre d’un petit paramètre d et on a effectué la limite :  

d  0  à 1/ ln  fixé. 

Pour des anneaux fins ( 1 1/ ln ( ) O ), le résultat (6.70) est valable tant que d est assez 

petit :                                                           d  1 . 
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Pour des anneaux ultra fins ( 1 1/ ln ), le résultat (6.70) n’est pas uniquement 

valable dans cette limite. D’après le paragraphe V.2.4, il est valable si ~ d2 , c’est à dire si  

d
k




1
ln( ) . 

Ces filaments ultra-fins vérifient ~V  1  et la fonction de self induction devient : 

~( , ~) ~
 k V V

1
2

, 

si on ne prend pas en compte la correction au premier ordre. 

Au paragraphe précédent, le paramètre de structure ~V  a été relié à cette longueur de 

coupure sc  de la méthode de Burgers par la relation (6.57) : 

~ ln( )V
sc


1 .                                                        (6.72) 

Au lieu de donner l’expression (6.71c) de la fonction de self induction ~  en fonction du 

paramètre de structure ~V , on peut la donner en fonction de la longueur de coupure sc  par la 

formule suivante : 

~( , ) ( ln ln ) k s s kc c    
1
2

1
2

,                                       (6.73a) 

où sc  est défini par (6.48b) : 

ln ln ln *s Cc     2 1 4  .                                            (6.74) 

Comme pour le paragraphe précédent, la structure interne des filaments est prise en compte 

intégralement par les trois groupements équivalents ~ , ~V  ou sc , qui sont définis par les 

formules (6.50), (6.72) et (6.74). On peut choisir l’un ou l’autre de ces groupements pour 

décrire les variations en fonction de la structure. 

Crow2 a obtenu le même système (6.70) d’équations de dispersion, mais avec une 

fonction de self induction ~  qui vaut : 

~( , )
(cos( ) )

( )

sin( )
( ) k s

k s

k s

k s
k s

C k sc
c

c

c

c
i c


 















1
2

1
2

 

 

 
 

 ,                   (6.73b) 

où C si c( )  est le cosinus intégral. Comme sc  est petit, on peut simplifier cette formule, qui 

devient la formule (6.73a) : 

~( , ) ( ln ln ) k s s kc c    
1
2

1
2

.                                                  (6.73a) 
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Alors que Widnall et all9 utilisent l’expression simplifiée (6.73a) et ont une longueur de 

coupure qui est reliée à l’épaisseur et à la structure interne du filament, Crow2 a utilisé (6.73b) 

et le lien avec la structure du filament est moins bien précisé. Pour notre part, nous sommes 

partis de l’équation de Callegari et Ting1 pour faire l’étude linéaire, alors que Widnall et all9 

font l’étude asymptotique en fonction de l’épaisseur du filament en même temps que l’étude 

linéaire. Ils ne font le raccord asymptotique entre la zone intérieure et la zone extérieure que 

pour le cas particulier de filaments droits faiblement perturbés. Leur étude asymptotique n’est 

valable que dans ce cas linéaire. Notre étude qui procède en deux étapes est plus simple à 

suivre et se généralise facilement pour un filament visqueux. 

On définit les modes symétriques, dits modes S, comme les modes tels que : 

  S  2 1                                                        (6.75a) 

  S  2 1                                                          (6.75b) 

et les modes antisymétriques, dits modes A, tels que : 

  A  2 1                                                        (6.76a) 

  A  2 1 .                                                        (6.76b) 

Avec les équations de dispersion (6.70) et sa fonction de self induction (6.73b), Crow2 

a obtenu le diagramme d’instabilité de la Figure 6.10a pour les modes symétriques et de la 

Figure 6.10b pour les modes antisymétriques. Sur ces diagrammes, on a choisi d’utiliser la 

longueur de coupure sc  pour décrire la structure des filaments. 

Si les deux filaments ont une structure non visqueuse similaire connue (épaisseur  , 

débit axial   m0  et Cv ( ) .0 0 442 ), on peut alors calculer leur paramètre de structure ~V  et la 

longueur de coupure sc  à l’aide de la formule (6.56b) et (6.72). Puis, à l’aide des figures 6.10 

a et b, on détermine facilement pour quels nombre d’onde les modes symétriques et 

antisymétriques sont instables. 

On rappelle que ces résultats ne prennent pas en compte les ondes courtes sur le 

filament. Pour des nombres d’ondes tels que k O ( / )1  , le graphique n’est donc plus 

valable. Il faut k  1  , ce qui s’écrit : 

k
sc


1

, 

ou 

k eV
~

. 
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Il n’est plus valable non plus pour des valeurs trop grandes de l’épaisseur  , ce qui 

correspond à des valeurs petites ou négatives du paramètre de structure ~V  et à des valeurs de 

la longueur de coupure sc  de l’ordre 1. Il faut donc : 

sc  1 , 

c’est à dire :                                                 
~V  2 . 

Les zones d’instabilité qui apparaissent en haut à droite sur les diagrammes de la figure 

6.10 ont été jugées comme fictives par Crow2, car elles sont dans une zone où l’épaisseur du 

filament n’est pas petite et où la longueur d’onde est petite. On sort du domaine de validité de 

l’étude. 
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                                    (a)                                                                  (b) 

Figure 6.10 Diagramme de stabilité avec la fonction de self induction de Crow. 
                        (a) mode symétrique S  (b) mode antisymétrique A 

                                    La ligne en pointillés est la ligne ~  0   
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Figure 6.11 Diagramme de stabilité avec la fonction de self induction (6.73a) 
                      (a) mode symétrique S  (b) mode antisymétrique A 

                                  La ligne en pointillés est la ligne ~  0  
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Avec les équations de dispersion (6.70) et la fonction de self induction (6.73a), on 

obtient le diagramme d’instabilité de la Figure 6.11a pour les modes symétriques et de la 

Figure 6.11b pour les modes antisymétriques. Sur ces diagrammes, on retrouve les mêmes 

résultats que précédemment pour des valeurs petites du paramètre de coupure sc  et les zones 

fictives d’instabilité qui apparaissent sur les graphes de Crow2 ont disparu. Cependant, malgré 

tout, les résultats où les graphes des figures 6.10 et 6.11 sont différents ne sont pas valables, 

car ils se trouvent dans la zone où l’étude tombe en défaut. A partir de ces graphes, on ne peut 

rien dire sur ce qu’il se passe si le nombre d’onde est grand où si l’épaisseur n’est pas petite. 

 Sur la figure 6.12, on trace ces graphes en fonction du paramètre de structure ~V  au 

lieu de sc , d’une façon analogue à ce qui a été fait pour un anneau tourbillon au paragraphe 

V.4.2. 
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                                               (a)                                                             (b) 

Figure 6.12 Diagramme de stabilité avec la fonction de self induction corrigée. 
                      (a) mode symétrique S  (b) mode antisymétrique A 

                                  La ligne en pointillés est la ligne ~  0  
 

Pour un anneau tourbillon, le paramètre de structure ~V  s’interprète comme la vitesse 

d’évolution de l’anneau non perturbé. Ici, il n’a pas d’interprétation simple : c’est la vitesse 

d’évolution d’un anneau qui aurait la même structure que notre filament et dont le rayon serait 

la distance entre nos deux filaments. C’est également la pulsation (multipliée par 4 ) d’une 

onde de longueur d’onde 1 sur un filament ultra-fin, lorsque l’on ne prend en compte que 

l’ordre principal logarithmique. 
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VI.9. Conclusion 

 Dans ce chapitre, nous avons montré comment les résultats d’un anneau tourbillon 

doivent être modifiés lorsque l’on étudie un filament tourbillon non fermé. Pour ce filament, 

les résultats équivalents à ceux des chapitres II, III, IV ont été donnés. L’équivalent du 

chapitre V est l’étude des oscillations d’un filament droit perturbé. La période d’oscillation 

obtenue pour ce filament droit perturbé est valable pour des filaments fins tels que 

 ln( ) ( )1 1 O . Ici,   est l’épaisseur initiale réduite du filament vis-à-vis d’une longueur 

caractéristique liée à la longueur d’onde de la perturbation. Pour des filaments ultra-fins tels 

que  ln( )1 1 , suivant l’ordre de grandeur de l’amplitude de la perturbation 

comparativement à la structure du filament, on peut être soit dans le régime linéaire, soit dans 

celui de Klein et Majda, soit dans celui de l’induction locale. Lorsque l’on annule la courbure 

dans l’analyse tridimensionnelle, on retrouve bien les résultats connus pour les filaments 

droits qui sont étirés tangentiellement ou ne le sont pas. Des diagrammes de stabilité de deux 

filaments tourbillons parallèles contrarotatifs ont été donnés. Ce chapitre ne prend pas en 

compte des ondes dont la longueur d’onde est de l’ordre de grandeur de l’épaisseur du 

filament. A part dans le paragraphe VI.1, l’on a toujours un filament à structure normale 

simple au sens de ce qui a été défini au chapitre I. 
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CONCLUSION  

 
 
 
 

 
 Le travail présenté dans ce mémoire est une contribution à l’étude du mouvement des 

filaments et des anneaux tourbillons de faible épaisseur. Dans cette conclusion, nous 

rappelons l’ensemble des résultats obtenus dans cette thèse, puis nous proposons un certain 

nombre d’extensions possibles de ces résultats. 

Dans le chapitre I de ce mémoire, après avoir rappelé les coordonnées curvilignes 

locales associées à une courbe mobile en trois dimensions ainsi que l’écriture des équations 

sur ces coordonnées, nous avons montré que la courbure d’un filet tourbillon (épaisseur nulle) 

introduit une singularité de type couche limite qu’il est nécessaire de résoudre. La démarche 

de résolution, qui utilise la méthode des développements asymptotiques raccordés, a été 

présentée succinctement. Dans cette présentation, la règle de raccord asymptotique n’est pas 

présentée comme la condition qui donne l’équation de la fibre centrale du filament, mais 

comme la condition qui donne les conditions aux limites en l’infini des équations aux 

dérivées partielles des composantes du développement en séries de Fourier du champ de 

vitesse intérieur. C’est la partie des équations en cos( )  et sin( )  qui donne l’équation 

d’évolution de la fibre centrale, car leur résolution ne nécessite pas de conditions aux limites 

en l’infini et que la condition aux limites qui est associée à chacune de ces équations fait 

apparaître la vitesse de la fibre centrale du filament. Nous avons également insisté sur les 

différentes formes que peut prendre le problème et les développements asymptotiques 

associés lorsque l’on change les grandeurs caractéristiques d’adimensionnalisation. Ainsi, le 

lien immédiat entre l’étude faite dans ce mémoire et d’autres études de la littérature peut être 
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masqué par des notations différentes et surtout par des choix différents de ces longueurs 

caractéristiques. On a insisté également sur la définition de la fibre centrale du filament, sur 

l’existence d’un temps dit normal et d’un temps court d’oscillations rapides. On souligne 

l’intérêt d’utiliser le calcul formel pour se libérer du grand nombre de calculs longs et 

fastidieux, qui sont sous-jacents à la méthode de résolution. Pour finir ce chapitre I, une 

description des différents types de structures de filaments en allant de la plus générale à la 

plus simple est donnée, grâce à quoi on peut mieux préciser les hypothèses qui sont alors 

faites suivant les études. 

 

Dans le chapitre II, on s’est servi de notre écriture de l’équation de Biot et Savart en 

trois dimensions sur les coordonnées curvilignes locales donnée au chapitre I (équation qui 

n’est pas donnée dans la littérature), pour calculer proprement la limite extérieure et intérieure 

du champ de vitesse d’un anneau tourbillon dont on connaît le champ de vorticité. On a donné 

le premier ordre du développement extérieur, alors que d’habitude seul l’ordre principal est 

donné, et nous avons démontré que l’ordre principal correspond uniquement à un Dirac de 

vorticité tangentielle concentrée sur la fibre centrale. Le petit paramètre de développement est 

ici l’épaisseur réduite du filament tourbillon. Lorsque l’on s’approche du filet tourbillon, la 

limite du champ de vitesse du à ce Dirac fait apparaître une intégrale singulière, dont on a 

trouvé le développement à l’aide de la méthode des développements asymptotiques raccordés 

des intégrales singulières5. Le petit paramètre de développement est ici la distance au filet 

tourbillon. On retrouve le même résultat que dans la littérature en précisant en plus les 

expressions des termes intégraux globaux à l’ordre r, où r est la distance au filet tourbillon. 

L’intérêt de cette méthode est qu’elle est systématique et qu’on peut être soulagé d’un grand 

nombre de calculs fastidieux en s’aidant d’un calculateur formel. Le calcul de la limite 

intérieure dans l’équation de Biot et Savart, qui est très rarement faite dans la littérature, est 

déterminée dans ce chapitre dans un cadre très général. Celle-ci fait apparaître une intégrale 

singulière, dont on calcul le développement par la même méthode et avec les mêmes outils 

que pour déterminer la limite, près d’un filet tourbillon, de sa vitesse induite. Le petit 

paramètre est désormais l’épaisseur du filament tourbillon. Ce calcul montre la forme des 

échelles asymptotiques qui interviennent dans le développement du champ de vitesse non 

relatif à la fibre. On trouve une échelle en ln , où   est l’épaisseur réduite initiale du 

filament. Nous avons aussi montré que le développement extérieur de la loi de Biot et Savart 

se raccorde bien avec son développement intérieur : le développement près de la fibre 
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centrale du développement extérieur de l’intégrale de Biot et Savart est égale au 

développement en l’infini du développement intérieur de cette intégrale. C’est ce 

développement qui donne les conditions aux limites en l’infini des équations aux dérivées 

partielles dont on a précédemment parlées.  

Dans le chapitre III, nous avons obtenu l’équation d’évolution d’un anneau tourbillon 

en utilisant la démarche qui a été décrite succinctement au chapitre I. La limite en l’infini de 

la solution de la partie des équations en cos( )  et sin( )  fait intervenir une intégrale 

singulière dont le développement peut être obtenu par la méthode systématique du 

développement asymptotique raccordé des intégrales singulières. C’est en identifiant le calcul 

de cette limite avec la condition aux limites en l’infini de ces équations que l’on obtient 

l’équation d’évolution de la fibre centrale de Callegari et Ting1. On a également démontré que 

si on détermine la valeur en r  0  du développement intérieur de l’intégrale de Biot et Savart 

et que l’on se sert de la solution de la partie des équations en cos( )  et sin( ) , on peut 

retrouver également l’équation d’évolution de la fibre centrale de Callegari et Ting1. 

Cependant, cette méthode nous semble moins adéquate que la précédente, car elle nécessite 

plus de calculs. On a aussi donné une équation d’évolution de l’ordre 1 de la fibre centrale qui 

rectifie celle donnée par Fukumoto et Miyazaki6. A la formule de ces auteurs, il se rajoute une 

contribution qui avait été oubliée et qui provient de la limite près du filament de l’ordre   du 

développement extérieur. Ce terme est proportionnel au débit axial dans le filament et est non 

nul si ce débit axial existe. Des équations d’évolution pour la partie axisymétrique du champ 

de vitesse à l’ordre 1 sont données, ce qui ferme rigoureusement le système d’équations à 

l’ordre 1, au lieu de faire des fermetures approchées comme l’avaient fait les auteurs6,27 

précédents. Le fait d’obtenir les équations à l’ordre 1 a permis également de réfléchir sur le 

déroulement de la résolution asymptotique en montrant comment le calcul se passe ordre par 

ordre. On constate qu’à chaque ordre apparaît des équations de compatibilité pour la partie 

axisymétrique du champ de vitesse et on vérifie que les ordres supérieurs n’apportent pas 

d’incohérences sur les calculs qui ont été menés à l’ordre principal. Pour vérifier cette 

cohérence, il est important également de vérifier le raccord asymptotique pour toutes les 

parties des équations aux dérivées partielles intérieures et pas uniquement pour les équations 

en cos( )  et sin( ) , qui donnent l’équation d’évolution de la fibre centrale. On souligne que 

seule la partie axisymétrique du champ de vitesse à tous les ordres a des équations 

d’évolution temporelle. Les autres parties sont directement fonctions de tous les ordres de 
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cette partie axisymétrique. Pour obtenir l’équation d’évolution d’un filament, un des calculs 

difficiles est le calcul des intégrales singulières que nous avons effectué dans notre chapitre II. 

Ce calcul n’est qu’un calcul de cinématique, mais il n’est pas simple et d’après nous, il a été 

souvent minimisé et effectué d'une façon pas forcément claire. Dans ce chapitre III, nous 

avons également donné des représentations graphiques du champ de vitesse relatif à l’ordre 

principal pour un anneau similaire et des simulations numériques de l’équation d’évolution du 

filament à l’ordre principal pour un filament elliptique, pour deux anneaux en situation de 

saute mouton et pour deux anneaux enlacés. 

Dans le chapitre IV, nous avons déterminé les développements des intégrales 

singulières de coupure par rapport au petit paramètre qui la longueur de coupure. La 

comparaison du résultat obtenu avec l’équation asymptotique d’évolution d’un anneau 

tourbillon de Callegari et Ting1, nous a permis de donner une justification des méthodes ad 

hoc de coupure. Nous avons ainsi trouvé l’expression de la longueur de coupure. Nous avons 

justifié des méthodes de coupure qui ne l’étaient pas et nous avons étendu la justification de 

celles qui l’étaient au cas d’un anneau visqueux avec vitesse axiale. 

 Dans le chapitre V, nous avons étudié numériquement l’évolution d’un anneau 

circulaire perturbé, que nous avons comparée avec une étude linéaire analytique. Nous avons 

montré que la période d’oscillation trouvée numériquement concorde avec l’expression de 

cette période trouvée par l’étude linéaire. L’expression que l’on a obtenue est valable pour 

tous les modes et prend en compte une contribution intégrale globale du filament. L’étude 

linéaire de Widnall et Sullivan32 est généralisée au cas visqueux et au cas d’un anneau avec 

vitesse axiale. Nous présentons des résultats pour les modes stables oscillants de l’anneau, 

alors que Widnall et Sullivan32 n’ont donné des résultats que pour les modes instables. Notre 

étude complète donc la leur. 

 Le chapitre VI donne, pour un filament ouvert, les résultats analogues aux chapitres II, 

III,IV,V. On a constaté que le lien entre la longueur de coupure et l’épaisseur du filament n’est 

pas affecté par le fait que le filament est ouvert. Cependant, on a observé que l’équation 

asymptotique d’évolution de la fibre centrale change légèrement par le fait qu’il faut faire 

intervenir une fonction d’Heaviside et qu’il n’y a plus la longueur de l’anneau dans cette 

expression qui devient : 
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Cette équation est l’équivalent pour un filament infini de l’équation de Callegari et Ting1. 

Klein et Majda10 ont obtenu une équation d’évolution pour un filament tourbillon, dont la 

géométrie est un cas particulier de la géométrie générale des filaments que peut aborder 

l’équation précédente. On l’a appelé le filament de Klein et Majda. Leur équation fait 

intervenir également une fonction d’Heaviside et on a montré par un calcul assez court que 

pour ce filament particulier l’équation ci-dessus se réduit bien à la leur. Pour des filaments de 

Klein et Majda ultra-fins tels que 1 1 1/ ( ln )
d










   , où   est l’épaisseur du filament et d 

l’amplitude de la perturbation, on a vu que (suivant l’ordre de grandeur de la perturbation) on 

peut être soit dans le régime linéaire, soit dans celui de Klein et Majda10, soit dans celui de 

l’induction locale. On a également vu que l’on retrouve bien la résolution bidimensionnelle 

lorsque l’on annule la courbure dans l’analyse tridimensionnelle dans le cas où il n’y a pas 

d’étirement31 tangentiel du filament, puis dans le cas où il y en a un26. Pour finir, nous avons 

donné les diagrammes de stabilité de deux filaments tourbillons parallèles contrarotatifs.  

Soulignons que les programmes de calcul formel, qui ont été écrits, représentent un 

potentiel intéressant. En effet, si on veut reprendre l’étude qui a été faite pour un filament 

tourbillon plus général, il faut refaire bon nombre de calculs. Si l’on n’avait pas ces 

programmes de calcul formel, cela nous prendrait beaucoup de temps, alors qu’avec les 

programmes, qui ont été écrits, on peut aller beaucoup plus rapidement. Il suffit d’affaiblir une 

hypothèse que l’on avait faite dans le programme, ce qui est presque instantané à faire, et le 

calculateur refait pour nous rapidement bon nombre des calculs. Pour l’instant, nous n’avons 

malheureusement encore pas eu le temps de profiter pleinement de ces programmes, sauf pour 

l’obtention d’un ordre de plus dans les équations d’évolution d’un filament tourbillon. 

Pour finir, vis-à-vis du travail qui a été présenté dans ce mémoire, nous présentons les 

différentes perspectives d’études qui s’offrent à nous. 

 L’anneau circulaire sans débit axial est un problème axisymétrique dans des 

coordonnées cylindriques liées à la géométrie circulaire de la fibre centrale.  Des études ont 

été menées dans ce cadre particulier par plusieurs auteurs, dont Fraenkel4 pour l’ordre 

principal et récemment Fukumoto7 pour les ordres supérieurs. Nos résultats étant valables 

pour une fibre de géométrie plus générale, il serait intéressant de voir ce qu’ils donnent pour 
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ce cas circulaire et de les confronter avec les leurs. Il serait bien également de trouver un 

exemple simple pour lequel les équations à l’ordre 1 se résolvent. 

 L’Helicité H est un invariant non visqueux de l’écoulement qui est défini par la 

relation : H dv 
 
 v  où l’intégration porte sur tout le domaine de l’écoulement. 

Moffatt23,24 a relié cet invariant à la topologie de la vorticité de l’écoulement en montrant par 

exemple que pour deux anneaux enlacés, on a : H  2 1 2   où  1 2,   sont les circulations 

de chacun des anneaux. Puis, ce résultat a été rectifié25 et précisé par des termes 

complémentaires qui avaient initialement été oubliés.  

2

A1

C1

A2
C2

1

 
Figure 1. Représentation de deux anneaux enlacés 

 

Pour cette configuration, le domaine d’intégration de l’intégrale de l’Hélicité se réduit aux 

deux anneaux tourbillons. La résolution qui a été faite24,25 par ces auteurs passe sous silence le 

faite que si l’on suppose les anneaux tourbillons sans épaisseur, la vitesse qui intervient dans 

cette intégrale est infinie avec tous les problèmes de couche limite qui sont associés et dont on 

a amplement parlés dans ce mémoire. Les auteurs précédents ont obtenu leur résultat en 

intégrant cette vitesse infinie, ce qui fait que leur démonstration nous semble un peu délicate à 

comprendre et que l’on pourrait l’améliorer pour éliminer toute ambiguïté et en facilité la 

compréhension. Lorsque l’on a résolut le problème de couche limite et que l’on connaît 

l’expression asymptotique du champ de vitesse en fonction de son épaisseur, il est plus facile 

de déterminer rigoureusement l’expression de cette Hélicité. Nous pouvons également obtenir 

son développement en fonction de l’épaisseur du filament et avoir un filament qui possède un 

débit axial. Comme la viscosité peut être introduite dans l’étude, on peut obtenir la valeur de 

l’Hélicité et son évolution dans le cas visqueux. Il semble alors intéressant de regarder si la 

dérivée temporelle de l’Hélicité passe continûment de sa valeur dans le cas visqueux à sa 
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valeur nulle du cas non visqueux. On a déjà réalisé une partie de ce travail. On l’a mis 

uniquement en annexe (Annexe 17), car nous n’avons pas eu le temps de commenter nos 

résultats en les confrontant et les reliant à ceux des précédents auteurs. 

 Lors de l’étude d’un anneau circulaire perturbé, seul le régime linéaire pour un anneau 

de faible épaisseur ou un anneau ultra fin a été présenté dans ce mémoire. Il serait intéressant 

de faire apparaître le lien en ordre de grandeur, entre l’amplitude de la perturbation et 

l’épaisseur de l’anneau ultra fin, pour lequel on aurait un régime semblable au régime de 

Klein et Majda pour un filament droit et de trouver comment l’équation de la perturbation 

s’écrit alors dans ce régime, pour ensuite l’étudier. 

Les filaments tourbillons, que l’on a étudiés dans ce mémoire, ont une structure 

principale indépendante de l’abscisse le long du filament et n’ont pas d’ondes courtes. On les 

a appelés des filaments à structure normale simple dans notre chapitre I. Il parait intéressant 

d’avoir également une équation d’évolution pour un filament à structure normale (i.e. un 

filament sans ondes courtes) qui pourrait avoir des variations selon l’abscisse tout en vérifiant 

des conditions de compatibilité initiales (Figure 2).  

  
 Figure 2. Anneau avec variations axiales 

  

 

Dans un article, Lundgren20 a simulé des équations de filament avec variation de l’abscisse. 

Ces équations ont été obtenues à partir de l’article de Moore et Saffman27. Lors de la 

dérivation de l’équation d’évolution d’un filament avec un ordre principal axisymétrique, 

Moore et Saffman27 ont écrit des termes qui dépendent de l’abscisse, termes qu’ils ont 

éliminés par la suite. Ils n’ont cependant pas écrit tous les termes qui dépendent de l’abscisse 

et en ont oubliés qui étaient du même ordre de grandeur que ceux qu’ils ont écrits. Mais cela 

ne dérangeait pas, car leur but était d’éliminer ces termes par la suite puisqu’ils ne 

s’intéressaient qu’à une structure axisymétrique indépendante de l’abscisse. Dans leur article, 

il apparaît donc des équations intermédiaires qui dépendent de l’abscisse et c’est ces 
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équations que Lundgren20 a reprises pour faire ces simulations. Il serait donc intéressant de 

refaire une recherche systématique de tous les termes qui dépendent de l’abscisse. D’autres 

auteurs18,21,22 s’intéressent aussi à un filament avec variation de l’abscisse, mais d’une façon 

également ad hoc. Par contre, Klein et Ting12 ont écrit un système d'équations obtenu par une 

résolution asymptotique pour un filament à structure normale avec variation de l’abscisse à 

l’ordre principal. Ils ont montré que si ce champ de vitesse vérifie les conditions de 

compatibilité à l’instant initial, alors il les vérifiera à tous temps et ont les équations 

d’évolution de ce champ, ainsi que de la fibre centrale. Les équations obtenues sont un peu 

compliquées. Il serait intéressant de trouver un exemple simple d’utilisation de celles-ci ou 

d’avoir des simulations numériques de ces équations équivalentes à celles de Lundgren20. Il 

sera nécessaire également d’interpréter physiquement, dans ce cas, les conditions de 

compatibilité sur le champ de vitesse. 

Les filaments tourbillons que l’on a étudiés dans ce mémoire ont une structure 

axisymétrique à l’ordre principal. Il parait intéressant d’avoir également une équation 

d’évolution pour un filament à structure non axisymétrique (Figure 3). 

 

x 3 3
e

C



x1 1
e x2 2

e


X ( , )s t

P ( )s

O



 
 Figure 3. Anneau de section non axisymétrique 

  

 Lundgren19 a étudié une structure non axisymétrique en spirale pour un filament droit étiré. 

Comme au la vu au paragraphe VI.6, cet auteur a utilisé la même transformation du temps 

sous forme d’une intégrale que Callegari et Ting1 et il serait peut-être possible de combiner 

ces deux études en rajoutant de la courbure dans le modèle de Lundgren19 ou, ce qui revient 

au même de la non axisymétrie dans le modèle de Callegari et Ting1.  

Les filaments tourbillons que l’on a étudiés dans ce mémoire ont une structure qui ne 

dépend pas d’un temps court en t / 2 . On les a appelés des filaments à structure normale au 
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chapitre I. Un modèle à double échelles de temps a déjà été développé en deux dimensions 

pour un filament droit par Ting et Tung31. Ce travail n’a jamais été généralisé en trois 

dimensions ou apparaît en plus le problème des courtes longueurs d’onde en s /  . D’après 

Moore et Saffman27 , ces petites longueurs d’ondes doivent se déplacer très rapidement le 

long du filament sur des temps en t / 2 , mais ils ne l’ont pas vérifié. Cette vérification 

nécessiterait une étude à l’aide d’une méthode d’échelles multiples à double échelles de temps 

et d’espace. La non axisymétrie, dont on a parlé précédemment doit également intervenir sur 

des temps en t / 2 , mais il faudrait le vérifier.  

 


X( , )s t

O( )

O( )

 
 Figure 4. Filament avec des ondes de petites longueur d’onde 

  

 La stabilité linéaire d’un anneau tourbillon a été étudiée sur un temps normal pour des 

grandes longueurs d’ondes par Widnall et Sullivan32, en ne perturbant que la fibre centrale et 

pas le champ des vitesses relatif, alors qu’elle a été étudiée sur un temps court en t / 2  pour 

des courtes longueurs d’onde en s
s




 (Figure 4) par Widnall et Tsai33. Un modèle non 

linéaire à double échelles de temps et d’espace permettrait de faire la synthèse de ces deux 

études. Dans ce mémoire, on n’a pas fait la synthèse sur les études de stabilité des ondes sur 

les anneaux et les filaments tourbillons, qui sont étudiées dans bon nombre d’articles (Annexe 

18). 

Fort de notre connaissance des développements asymptotiques sur des courbes, et de 

nos programmes de calcul formel, il serait possible de faire une étude (du même type que 

celle qui a été faite dans ce mémoire) pour déterminer l’évolution d’une concentration 

linéique de dipôles sur une courbe tridimensionnelle. Le problème ne serait plus caractérisé 
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par une circulation, mais par l’intensité du dipôle. En deux dimensions, une telle étude a déjà 

été entreprise par Ting et Bauer30 . 

Le phénomène d’éclatement tourbillonnaire, qui a été présenté en introduction (Figure 

14), correspond à une déstructuration d’un jet tournant ou d’un filament tourbillon avec débit 

axial. Il est étudié d’une part par les personnes qui s’intéressent à l’étude de jets et d’autre part 

par celles qui étudient les filaments tourbillons. Même si les chercheurs arrivent de mieux en 

mieux à le simuler numériquement, son mécanisme d’apparition n’est encore pas bien 

compris. Sur la figure 5, on a représenté une coupe méridienne d’un éclatement 

tourbillonnaire axisymétrique de type bulle. Dans ce plan de coupe, qui passe par l’axe de 

symétrie, on a représenté les lignes de courant des composantes axiales et radiales du champ 

de vitesse dans les coordonnées cylindriques associées à l’axe de symétrie. La composante 

orthoradiale de la vitesse se rajoute à ces vitesses et n’est pas représentée ici. 

 



 
Figure 5. Coupe méridienne d’un éclatement  

                                                       tourbillonnaire axisymétrique de type bulle 

 

Du point de vu des personnes qui étudient les filaments tourbillons et vis-à-vis de notre 

chapitre I, cet écoulement correspond à un filament tourbillon avec variation de l’épaisseur du 

filament et donc avec variation selon l’abscisse. La théorie des filaments de faibles épaisseurs 

peut être sûrement étendue pour étudier cette configuration. Dans cette voie, nous pouvons 

citer les travaux de Sychev29 et de Schmitz28. Pour notre part, on a été troublé par certaines 

ressemblances qui existent entre l’article de Leibovich, Brown et Patel15 et celui de Callegari 

et Ting1 , sans que ni l’un ni l’autre de ces auteurs ne se fasse alors référence dans ces articles 

ni dans ceux qui ont suivi. En effet, tous deux s’intéressent aux grandes longueurs d’onde de 

perturbation de la fibre centrale du filament. Les premiers utilisent une longueur 

caractéristique liée à l’épaisseur du filament et écrivent des développements en fonction de 

l’inverse de la longueur d’onde sur le filament, qui est alors un petit paramètre. Les seconds, 

eux, utilisent une longueur caractéristique liée à la grande longueur d’onde sur le filament et 
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écrivent des développements en fonction de l’épaisseur du filament, qui est alors un petit 

paramètre. Il y a donc une dualité, entre ces deux études, qui se concrétise par le fait que les 

deux utilisent un développement asymptotique raccordé suivant la distance radiale à la fibre 

centrale. Les premiers font intervenir une variable radiale extérieure et les seconds une 

variable radiale intérieure. Nous n’avons malheureusement pas eu le temps de nous étendre 

plus longuement sur ce sujet. 

Nous ne pouvons pas finir cette présentation des différentes perspectives d’études, 

sans rappeler l’intérêt que peut avoir ces études de filaments tourbillons pour étudier la 

stabilité des filaments tourbillons3,9,14,16,32,33, pour développer des méthodes numériques du 

type éléments tourbillons8,11,13,17, pour comprendre les mécanismes de certains écoulements 

en modélisant le champ de vorticité associé et en expliquant la dynamique de son évolution, 

et même pour aider à modéliser les écoulements turbulents23,26 ou pour arriver à généraliser 

en trois dimensions ce qui a été fait pour la turbulence en deux dimensions2 avec toutes les 

difficultés liées à la courbure des filaments que l’on a essayé de présenter modestement dans 

ce mémoire.  
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Annexe 1 
 

A.1. Obtention des équations sur 

les coordonnées locales 

 

 
 
 Cette annexe montre comment s’écrivent les équations dynamiques et l’équation de 

conservation de la masse sur les coordonnées curvilignes locales à la courbe 

X( , )s t  définies 

au paragraphe I.2.2 et sur la figure 1.2. 

La transformation entre les coordonnées Cartésiennes orthogonales M( , , )x x x1 2 3  avec 

les vecteurs de base associés ( , , )  e e e1 2 3  et les coordonnées locales M( , , )r s  avec les 

vecteurs de base associés ( , )  
r    satisfait : 

  x OM X r  


( , ) ( , , )s t r s t                                   (A.1.1) 

Cette transformation dépend du temps. Ce n’est pas qu’une transformation spatiale, comme 

lorsque l’on fait un changement de coordonnées entre des coordonnées cartésiennes et des 

coordonnées cylindriques ou sphériques, ... 

 La vitesse v en tout point du fluide est décomposée selon la formule :  

  
v X V( , , , ) ( , ) ( , , , )r s t s t r s t  



                                (A.1.2) 

où 

X ( , )s t  est la vitesse de la courbe 


X( , )s t  et 


V  la vitesse du fluide relativement à cette 

courbe. Cette vitesse relative par rapport à la courbe est projetée sur les vecteurs de base 

( , )  
r    des coordonnées curvilignes :  

   
V r  u v w                                              (A.1.3) 
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A l’aide de (A.1.2), l’équation de conservation de la masse 

divv  0                                                        (A.1.4) 

devient  

div div
 
V X 



0                                                (A.1.5) 

Comme l’opérateur divergence n’est qu’un opérateur spatial, la dépendance de la 

transformation (A.1.1) avec le temps n’intervient pas pour transformer l’équation (A.1.4). 

Si   est la coordonnée angulaire définie par Callegari et Ting (1978) : 

   0                                                (A.1.6a) 

d Tds0   ,                                            (A.1.6b) 

alors ( , , )r s  sont des coordonnées curvilignes orthogonales dont la métrique a été précisée 

au paragraphe I.2.3. A l’aide d’un formulaire sur les expressions des opérateurs dans des 

coordonnées orthogonales quelconques, on trouve : 

rh div urh h v rwr s3 3 3

V   ( ) ( )                             (A.1.7a) 

rh div r s3
  
X X
 

                                           (A.1.7b) 

Finalement, à l’aide de la relation (A.1.7a-b) et après un changement de variables de   en  , 

l’équation (A.1.5) devient : 

( ) ( )urh h v rw Trw rr s s3 3 0     


 
 
X                    (A.1.8) 

 Notons R  le référentiel Galiléen. On définit la dérivée temporelle d’un vecteur 
 f e fi i  dans ce référentiel R  par : 

d
dt

df
dt

i
i

R


f
e .                                                      (A.1.9) 

Dans ce référentiel R , les vecteurs ( , , )  e e e1 2 3  ne dépendent pas du temps, la vitesse v  est la 

vitesse du fluide et a  son accélération. 

On veut trouver la transformée de l’équation de Navier-Stokes 
 a v  gradp                                           (A.1.10) 

 

par le changement de coordonnées (A.1.1). Ici, p est la pression divisée par la masse 

volumique. Les termes  gradp  et  v  de cette équation sont des opérateurs spatiaux. Ils sont 

transformés à l’aide de (A.1.2), de la même façon qu’on a transformé l’opérateur divergence 
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de l’équation (A.1.4). Par contre, comme l’accélération  


 

 a
v v

v v 










  

d
dt t

grad
x x x

R 



R

 
1 2 3, ,

                         (A.1.11) 

fait apparaître une dérivée temporelle, on doit prendre en compte la dépendance par rapport au 

temps de la transformation (A.1.1) pour modifier cette accélération. Ici,      t x x x1 2 3, ,  est 

la dérivation partielle par rapport au temps t à x x x1 2 3, ,  fixés. 

 Notons R  le référentiel pour lequel les coordonnées curvilignes ( , , )r s  et les 

vecteurs de base associés ( , , )  
r    ne dépendent pas du temps. On dit qu’ils sont fixes. On 

définit la dérivée temporelle d’un vecteur 
   
f r  f f fr     dans ce référentiel R  par : 

d
dt

df
dt

df
dt

df
dt

r
R 

  f
r  

 
                                     (A.1.12) 

La vitesse v  est la vitesse relative du fluide dans ce référentiel R  et a  son accélération 

relative : 


 

 
 

 
 

, ,

a
v v

v v 














 
d

dt t
grad

r s

R R




 
                       (A.1.13) 

Ici,   


   t r s, ,  est la dérivation partielle par rapport au temps t à r s, ,  fixés. 

Soit ve  le champ de vitesse du référentielle R  par rapport R . On l’appelle ‘le champ 

de vitesse d’entraînement’ de R . Les définitions de v  et v  associées à la transformation 

(A.1.1) conduisent à la loi de composition des vitesses : 
  v v v e

                                           (A.1.14) 

où  

  v X re r 
 

                                        (A.1.15) 

On applique la loi de dérivation des fonctions composées et (A.1.11) devient : 




 a
v

v v










  






R

 t
grad

r s, ,

                                (A.1.16) 

A l’aide des relations (A.1.11), (A.1.14) et (A.1.16), ou à l’aide de la loi de dérivation des 

fonctions composées, on trouve que : 
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








R R

  t t
grad

r s x x x
e











 











  

, , , ,1 2 3

v                         (A.1.17a) 

On passe de la dérivée temporelle dans R  à celle dans R  par la relation : 








 

R R
 

 V V
V v

  t t
grad

r s r s
e











 















 

, ,



, ,

,                           (A.1.17b) 

car on a : 

u v w grad e
    r V v
  

                                       (A.1.18) 

A partir de (A.1.16) et (A.1.17b), on obtient la loi de composition des accélérations : 
   a a a a  e c

                                             (A.1.19) 

où  


 

 a
v v

v ve
e

r s

e

x x x
e et t

grad










 











  










R R

  
, , , ,1 2 3

        (A.1.20) 

est l’accélération d’entraînement, 
  a v vc egrad 2                                             (A.1.21) 

est l’accélération de Coriolis et a  est l’accélération relative donnée par (A.1.13). 

A l’aide de (A.1.14) et (A.1.19), la transformation de l’équation de Navier-Stokes 

(A.1.10) est : 

  
a V X   



gradp                                     (A.1.22a) 

avec : 




       
a

V
r X V r V X















       
     






, ,

( )
R

 
( )

t
u v w r grad

r s

   (A.1.22b) 

A l’aide d’un formulaire sur les expressions des opérateurs dans des coordonnées 

orthogonales quelconques, on trouve : 


 
X X
 


1 1

3 3h h s s( )                                           (A.1.23a) 

( ) ( )
  


 

V r X
X

r    
 




r grad
h

w rs

3
                         (A.1.23b) 
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Finalement, l’équation de Navier-Stokes (A.1.22) devient : 

  
a V X   



gradp
h h s s


 )
3 3

1
(                                  (A.1.24a) 




      


 
a

V
r X V r V

X
r















         
   









, ,

( ) ( )
R

 t
u v w r grad

h
w r

r s
t

s
  

3
 (A.1.24b) 

où l’on rappelle que : 




















, ,

R


  V
r

t
u
t

v
t

w
t

r s















                                     (A.1.24c) 

A l’aide d’un formulaire sur les expressions des opérateurs dans des coordonnées 

orthogonales quelconques, on trouve les expressions des opérateurs  gradp , grad

V  et 


V  

sur les coordonnées curvilignes. 

 L’équation  

div

  0                                                   (A.1.25) 

vérifiée par la vorticité 
   
      1 2 3r                                        (A.1.26) 

s’écrit  

( ) ( )     1 3 3 2 3 3 0rh h r Trr s                          (A.1.27) 

et l’équation de la vorticité  






R 
    

  
 

 
t

grad grad
x x x











     

1 2 3, ,

v v                 (A.1.28) 

devient : 






   



, ,

( )
R 

         
  

t
r s

r grad grad














    



    
   

1 2 3r v X r v     (A.1.29) 

La relation entre la vorticité et la vitesse : 
 
  rotv                                                 (A.1.30) 

devient : 

 






  



rot
h sV X

3
,                                     (A.1.31) 
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car                                                                 rot
h s





X X
 

 


3
                                        (A.1.32) 

A l’aide d’un formulaire sur les expressions des opérateurs dans des coordonnées 

orthogonales quelconques, on trouve : 

rot
w
r

w
h

K
v
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T
v

h

u
s

T
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h
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r
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r r
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

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

 
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
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3 3

3 3

1

1

1 1

sin ( )

( ) cos 



            (A.1.33) 

 Si nous utilisons  
   
v r  v v v1 2 3  ,                                  (A.1.34) 

au lieu de la vitesse 

V , les équations (A.1.8) et (A.1.24) du champ de vitesse ont les 

expressions plus simples suivantes : 

( ) ( )v rh h v rv Trvr s1 3 3 2 3 3 0    
                         (A.1.35a) 

 a v  gradp                                           (A.1.35b) 




      a v r v X r v














      
    






, ,

( )
R

 t
v v v r grad

r s
1 2 3          (A.1.35c) 
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Annexe 2 
 

A.2. Les développements 

extérieurs des champs de vorticité 

et de vitesse  

 
On considère un anneau tourbillon dont le champ de vorticité est : 

 
 

1
2

0)




( ( , , )r a                                           (A.2.1) 

où 

 (0)  est un champ décroissant exponentiellement ou d’extension finie. Ici, ( , , )r a  sont 

les coordonnées curvilignes locales à la fibre centrale 

X( )a  et r r   est la variable radiale 

dilatée. Ces coordonnées et la fibre centrale sont définies au paragraphe I.2.2 et sur la figure 

1.2. La projection de la vorticité sur les vecteurs de bases associées à ces coordonnées est 

donnée par : 
   
  (0)

1 2 3    r                                       (A.2.2) 

Cette annexe détermine le développement extérieur 

out  du champ de vorticité 


 , 

ainsi que le développement extérieur vout  du champ de vitesse v  induit par cette vorticité 

connue 

 . Le développement extérieur est défini par la limite   0  à r fixé. 

Puisque la vorticité décroît au moins exponentiellement, le développement extérieur 

du champ de vorticité donné par (A.2.1) est nul partout, sauf sur la courbe C où il est infini. 

Ce champ limite n’est pas une fonction, mais une distribution au sens mathématique. 

Définissons alors par  

T x  



 



, dx

r
a

r a rh drd da 




    ( )

( , , )
( , , )

(0)

2 3 ,        (A.2.3) 
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la distribution T
  canoniquement associée au champ de vorticité 


 . Ici,   est une fonction 

test régulière : 

  ( ) ( ) ,x   D R C3 fonctions tests usuelles   et à support compact  

Après un changement de variables, l’intégrale (A.2.3) devient : 

T 
 , r a r a rh drd da      

( ( , , ) ( , , )0)
3                         (A.2.4) 

Le développement extérieur T


out  de T
  est alors de la forme suivante : 

T 
 out , r a a rdrd da O     

( ( , , ) ( ) ( )0)                       (A.2.5) 

que l’on peut écrire : 

 
T



   



   

out
  

  
,

a a rdrd da

a rdrd da
O

  

 


  






















( ) ( )

( ) ( )
( )

( (

3

0) 0)
     (A.2.6) 

Sur des variables dimensionnelles, la définition de la circulation   est : 

   3rdrd ,                                               (A.2.7a) 

et devient 

 3 1rdrd                                                 (A.2.7b) 

sur des variables adimensionnelles. Lorsque cette relation est remplacée dans (A.2.6), nous 

trouvons le développement extérieur suivant de la vorticité : 

T D
 


out     C C ( ) ( )a O                                       (A.2.8) 

où                                                
    
D( ) ( )( (a rdrd      0) 0)                              (A.2.9) 

et C  est la distribution de Dirac définie sur C par  

   C

C

, ( , , )  r a da                                           (A.2.10) 

En fait, on va montrer que 

D( )a  0 . Pour cela, la relation : 

      





    ( (

( cos sin )

( sin cos )

0) 0)
1 2

1 2

1 2

   

 

 

 

   

   

r

n

b

                              

                               

                   (A.2.11) 

est remplacée dans la définition (A.2.10) de 

D( )a , qui devient : 
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  
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(A.2.12) 

où nous avons utilisé la relation (2.3b) :  

     K Ta     
1 2 3 3 0cos sin                              (A.2.13) 

du paragraphe II.1. Si on développe 1 en série de Fourier :  

    1 1 1 1 2
1

 



 n n
n ncos sin  ,                                 (A.2.14) 

l’expression (A.2.12) de 

D( )a  devient   

 
 
D b( )a r rdr

r
 










  112 112
0

                                     (A.2.15) 

où                                              


  



112 1
0

2
1

  sin d                                                  (A.2.16) 

Après une intégration par parties, l’équation (A.2.15) devient :  

 
D b( ) lima

r
r

 

 112
2                                             (A.2.17) 

Or                                                  lim
r

r


1
2 0 ,                                                      (A.2.18) 

car la vorticité est à décroissance au moins exponentielle et  
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
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      

 
 

 
 

sin ( )               (A.2.19) 

lim
r

wr



2 0                                                (A.2.20) 

Ainsi, nous avons toujours 

D( )a  0  et finalement le développement extérieur de la 

vorticité est :  

T



out   C O( )                                             (A.2.21) 
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A l’ordre principal, le développement extérieur 

out  du champ de vorticité (A.2.1) 

correspond donc exactement à la distribution de Dirac C

  sur C. 

La vitesse induite par le champ de vorticité (A.2.1) est donnée par la loi de Biot et 

Savart, qui après un changement de variables devient : 

 

   
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0) r a a r

a r
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       (A.2.22) 

Le développement extérieur vout  de v  est alors : 

  
  

 
v x

x X

x X

out =
 

     ( , )
( ' , ' , ' ) ( ' )

( ' )

' ' ' ( )
(

'



 

1
4 3

0) r a a

a
r dr d da O

 



      (A.2.23) 

En se servant des relations (A.2.7b) et (A.2.10), l’expression (A.2.23) devient : 

  
  

 
v x

x X

x X
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     ( , )
( ' , ' , ' ) ( ' )
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
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1
4 3

0) r a a

a
r dr d da O

 



          (A.2.24) 

Finalement, comme 

D( )'a  0 , le développement extérieur vout  de la vitesse induite par le 

champ de vorticité (A.2.1) est : 

 
  

 
v x

x X

x X

out ( , )
( ' ) ( ( ' ))

( ' )

' ( )



 




1

4 3
 a a

a
da O

C

                    (A.2.25) 

A l’ordre principal, le développement extérieur du champ de vitesse correspond à la vitesse 

induite par une distribution de Dirac C

  concentrée sur la fibre centrale. C’est un filet 

tourbillon. 
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Annexe 3 

A.3. Calcul d’intégrales singulières 

et limite près du filament du 

développement extérieur de la 

vitesse  

 
Dans cette annexe, nous déterminons le développement selon la coordonnée radiale r 

de l’ordre principal 


   

  
v

X r X

X r X

out (
( , , )

( ' ) (( ( ) ( , )) ( ' ))

( ( ) ( , )) ( ' )

'0) 1
4 3r a

a a r a a

a r a a
da








  

 



C

            (A.3.1) 

du développement extérieur du champ de vitesse. 

Si nous posons brutalement r  0  dans l’expression (A.3.1), une singularité apparaît 

lorsque a a'  . Le développement de cette intégrale par rapport au petit paramètre r est donc 

singulier. Pour le déterminer, nous appliquons la méthode des développements asymptotiques 

raccordés d’intégrales singulières dont le principe a été présenté au paragraphe II.4. 

Avec le changement de variable a a a* '  , la singularité dans (A.3.1) passe de 

a a'   à a*  0  et (A.3.1) devient : 

 
v Kout ( * *

/
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( , , ) ( , , , )
0)

2

2
1

4
r a r a a da

S

S








                          (A.3.2) 

où l’on a posé : 


   
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X r X
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  



3
                        (A.3.3) 
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Nous définissons un petit paramètre   tel que : 

1  r                                                        (A.3.4) 

et séparons l’intégrale (A.3.2) comme suit : 

  
v E Iout (

( , , )
0)

r a                                                 (A.3.5) 

où  
  
E E E                                                           (A.3.6a) 

  
I I I                                                             (A.3.6b) 

avec : 

 
E K





 
1

4
2





da
S

*

/

                                                 (A.3.7a) 

 
E K





 
1

4

2




da
S

*
/

                                                 (A.3.7b) 

 
I K



 
1

4

0




da*                                                    (A.3.7c) 

 
I K



 
1

4
0





da*                                                   (A.3.7d) 

On fait alors la dilatation a a r * /  dans les intégrales (A.3.7c-d) qui deviennent : 

 
I K



 
1

4

0






r r a a da
r

~
( , , , )                                           (A.3.8a) 

 
I K




1

4
0






r r a a da
r~

( , , , ) ,                                            (A.3.8b) 

où l’on a posé : 
 ~

( , , , ) ( , , , )K Kr a a r a ra                                                (A.3.9) 

 Sur       S S/ , / \ ,2 2   , nous cherchons le développement extérieur ( r  0  à 

a*  fixé) de l’intégrant 

K , puis nous l’intégrons en utilisant (A.3.7a-b). Au contraire, sur 

   , , nous cherchons le développement intérieur ( r  0  à a a r * /  fixé) de l’intégrant 
~
K , puis nous l’intégrons en utilisant (A.3.8a-b). 
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Le développement extérieur de 

K  : 

 Le développement extérieur de 

K  est : 

   
K f g h   ( , ) ( , , , ) ( , , , ) ( )* * *a a a a r a a r O r  2               (A.3.10) 

où : 
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 
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h X X( , , , ) ( , , ) ( ) ( ) ( )* * * *a a r rh a a a a a a a      3                (A.3.11c) 
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                                   (A.3.12) 

 
L’intégration de ce développement : 

Après avoir intégrer le développement (A.3.10) de 

K  avec la formule (A.3.7a-b), on 

obtient le développement suivant de 

E :  

   
E F G H   

1
4

2


( ) ( )O r                                            (A.3.13) 

avec : 
  
F F F                                                      (A.3.14a) 
  
G G G                                                    (A.3.14b) 
  
H H H                                                    (A.3.14c) 

et : 
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 
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Comme r   1 , d’après (A.3.4), nous développons alors (A.3.15) selon   : 

  
F A b  4

2 2
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 (A.3.17c) 

Le développement intérieur de 
~
K  : 

Le développement intérieur de 
~
K  est : 

r O
r
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                                (A.3.18) 
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où  




f '
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
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L’intégration de ce développement  : 

Après intégration du développement (A.3.18) de 
~
K  avec la formule (A.3.8a-b), on 

obtient le développement suivant de 

I  :  
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  
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                                                    (A.3.22f) 

Comme  / r  1, d’après (A.3.4), nous développons alors (A.3.22) selon  / r  : 
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                (A.3.23b) 
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         (A.3.23c) 

Le développement de vout (0)
( , , )r a  près de l’anneau tourbillon : 

 Lorsque le développement de la partie extérieure (A.3.13) de l’intégrale est additionné 

au développement de la partie intérieure (A.3.20), tous les termes en   disparaissent et on 

obtient le développement suivant de vout (0)
( , , )r a  : 
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où les expressions de 
  
A B C,    et  sont données par les formules (A.3.17a-c).  
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Le développement de vout (0)
( , , )r a  près d’un filament non fermé : 

 Pour un filament tourbillon non fermé, on obtient le développement suivant de 

vout (0)
  ( , , )r a  pour r voisin de zéro : 
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avec : 
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où                                          I= L L/    , / ~ / , ~2 2  et ~L  est une longueur de l’ordre 1 qui 

permet d’éviter la singularité en l’infini. 
 



A.4 L’équation de conservation de la masse et de Navier Stokes aux différents ordres 255 

Annexe 4 
 

A.4. L’ équation de conservation de 

la masse et de Navier Stokes aux 

différents ordres 

 
 Dans cette annexe, nous donnons les différents ordres du développement intérieur 

(  0  à r
r




 fixé) de l’équation de conservation de la masse (A.1.8) 
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  
a V X   



gradp
h h s s


 )
3 3

1
(                               (A.4.2a) 

avec : 




      


 
a

V
r X V r V

X
r















         
   









, ,

( ) ( )
R

 t
u v w r grad

h
w r

r s
t

s
  

3
      (A.4.2b) 




















, ,

R


  V
r

 
 
 

 
 

 
 t

u
t

v
t

w
t

r s















                           (A.4.2c) 

On remplaçe les développements asymptotiques (3.6) du champ de vitesse : 
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et (3.7) de de la fibre centrale : 
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X X X( , , ) ( , ) ( , ) ...( ( )s t s t s t   0) 1 1                                        (A.4.3b) 



A.4 L’équation de conservation de la masse et de Navier Stokes aux différents ordres 256 

dans ces équations préalablement écrites sur la variable dilatée intérieure r r /  . 

 Ces calculs sont réalisés à l’aide d’un calculateur formel. Les équations (A.4.1) et 

(A.4.2) sont entrées dans le calculateur en programmant les formules des opérateurs 

différentiels qui nous intéressent sur des coordonnées orthogonales générales, puis en 

indiquant la métrique (paragraphe I.2.3) de nos coordonnées. Une procédure fait alors la 

dilatation de la coordonnée radiale r. Nous remplaçons les développements (A.4.3a-b) sous 

forme de séries tronquées dans les équations, nous développons en séries de   et nous 

rassemblons les termes suivant les ordres du petit paramètre  . Nous obtenons alors les 

différents ordres des équations qui sont donnés dans ce qui suit.  

Equations à l’ordre 0 : 

A l’ordre 0, l’équation de continuité et les équation de Navier Stokes sur ( , )  
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où nous avons utilisé (3.8) : u r s t( ( , , , )0) 0  . 

Equations à l’ordre 1 : 

A l’ordre 1, l’équation de continuité et les équation de Navier Stokes sur ( , )  
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Equations à l’ordre 2 : 

A l’ordre 2, l’équation de continuité et les équation de Navier Stokes sur ( , )  
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Annexe 5 
 

A.5. Les équations de la vorticité 

et le rotationnel de la vitesse aux 

différents ordres 

 
 Dans cette annexe, nous donnons les différents ordres du développement intérieur 

(  0  à r
r




 fixé) des équations div

  0  (A.1.27) et de la vorticité (A.1.29) suivantes : 
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où l’on rappelle que le champ de vorticité se décompose suivant la formule : 
   
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On remplaçe les développements asymptotiques (3.6) du champ de vitesse et du champ 

de vorticité : 
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ainsi que le développement (3.7) de de la fibre centrale : 
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X X X( , , ) ( , ) ( , ) ...( ( )s t s t s t   0) 1 1                                (A.5.5c) 

dans ces équations préalablement écrites sur la variable dilatée intérieure r r /  . 

 On opère ici, comme dans l’annexe A.4 à l’aide d’un calculateur formel. Les différents 

ordres des équations que nous obtenons alors sont donnés dans ce qui suit.  
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où nous avons utilisé : u( )0 0 . 
Equations à l’ordre 1 : 
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 Lorsque l’ordre principal est axisymétrique et indépendant de l’abscisse, ces équations 

se simplifient. Les équations à l’ordre 0 sont automatiquement vérifiées et 1
0) 0(
 .  
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Equations à l’ordre 1 : 

A l’ordre 0, l’équation de la divergence et les équations de la vorticité sur ( , )  
r    sont : 
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Le rotationnel de la vitesse  

Equations à l’ordre 0 : 

A l’ordre 0, l’équation (A.5.3) qui lie le champ de vorticité au champ de vitesse donne 

sur ( , )  
r    : 
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Equations à l’ordre 1 : 

A l’ordre 1, l’équation (A.5.3) qui lie le champ de vorticité au champ de vitesse donne 

sur ( , )  
r    : 
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Annexe 6 
 

A.6. Détermination de 11
1( )

( )r  

 
 

 Dans cette annexe, on détermine la limite en l’infini de la fonction de courant 11
1( ) ( )r  

soit par passage à la limite en l’infini dans l’équation (3.21) soit par calul du développement 

d’une intégrale singulière dans l’équation (3.28b). 

Par passage à la limite en l’infini dans l’équation : 

Au paragraphe III.6.5.1, on obtient que la limite de 11
1( ) ( )r  en l’infini est donné par la 

formule (3.31b) : 
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On simplifie l’expression (A.6.2) de C t*( )  à l’aide de la règle de l’hôpital et de la 

limite : 
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On obtient : 
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c’est à dire : 
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Or une intégration par parties donne : 
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L’expression simplifiée de C t*( )  qui remplace (A.6.2) est donc : 
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Par le calcul de l’intégrale singulière : 

Nous voulons faire la limite r   dans l’expression intégrale (3.28b) de 
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Cette intégrale est singulière par rapport au petit paramètre 1 r .  

Comme le développement en l’infini de v t( ( , )0)   est  
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on en déduit que : 
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On a séparé l’intégrale en deux pour distinguer ce qu’il se passe dans un voisinage de 0 d’une 

longueur de l’ordre 1, de ce qu’il se passe en l’infini. Comme le développement en l’infini de 

   v t H t( ( , ) ( , )0)  est :  
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la singularité en l’infini ne doit être traitée que en dehors de 0, car sinon on fait apparaitre une 

singularité en 0. On traite alors la singularité en l’infini en écrivant : 
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qui à l’aide de (A.6.15) donne : 
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où l’on a posé :  
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que l’on peut également écrire : 
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A l’aide de (A.6.11), il vient :  
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où l’on a séparé ce qui se passe proche de 0 afin de ne pas introduire une singularité en 0 en 

voulant traiter la singularirté en l’infini. On traite alors la singularité en l’infini en écrivant : 
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qui à l’aide de (A.6.17) donne : 
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c’est à dire : 
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Il vient alors : 
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où l’on a posé : 
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que l’on peut aussi écrire  : 
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Le résultat (A.6.23) que l’on a obtenu par ce calcul d’intégrale singulière est  : 
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avec  : 
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où l’on a récrit la formule (A.6.18b). C’est le même résultat que (A.6.1) complété de (A.6.10). 
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Annexe 7 
 
 

A.7. Détermination de C t( )  
 
 
 
 

 Dans cette annexe, l’expression (3.45c) de C t( )  en fonction du champ de vitesse est 

simplifiée. On a : 
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où d’après (3.39e), (3.34) et (3.36b) : 
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et d’après (3.28b) : 
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Pour effectuer cette simplification, on  définit d’abord I R( )  par : 
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et on a alors : 
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L’expression de I R( )  s’écrit : 
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et on la simplifie à l’aide d’une intégration par parties : 
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puis à l’aide de (A.7.1c-d) : 
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Comme d’après (3.13c) :  
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on peut refaire une intégration par parties : 
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Une dernière intégration par parties donne : 
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ce qui s’écrit : 
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où l’on a posé : 
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 L’expression précédente se simplifie : 
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 Or comme d’après (A.6.17) : 
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il vient alors  
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Finalement d’après (A.7.3), on a :  

 C t dev
R

I R
a

K
( ) ( )

~
(  

 

  





1
2

2
3
2

2
2

0)  ,               (A.7.16) 

c’est à dire :  
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que l’on écrit : 
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Annexe 8 
 

A.8. Le raccord sur une zone 

intermédiaire 

 
 

Dans cette annexe, nous effectuons le raccord asymptotique aux ordres 1  et  0 . Ici, 

on utilise la loi de raccord sur une zone intermédiaire plutôt que la loi de raccord sous la 

forme (3.14) et (3.22). 

On définit un petit paramètre   tel que : 

1 >> >>                                                      (A.8.1) 

avec : 

  


  


( ) 0      0                                  (A.8.2) 

et une variable intermédiaire r*  par : 

r
r r*  





                                                (A.8.3) 

Le raccord à l’ordre 1  : 

 La loi de raccord asymptotique sur une zone intermédiaire à l’ordre 1  s’écrit : 
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 1 ,                      (A.8.4) 

c’est à dire que les développements extérieur et intérieur du champ de vitesse écrits sur la 

variable intérmédiaire r*  jusqu’à l’ordre 1  sont identiques. 

Or :                                     Dev r
rr* ( ) 
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et : 
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Nous en déduisons que :  
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c’est à dire que :  

v r t(0) ( , )  0                                           (A.8.8a) 

w r t(0) ( , )  0                                          (A.8.8b) 

 

Le raccord à l’ordre 1 : 

 La loi de raccord asymptotique sur une zone intermédiaire à l’ordre 1 s’écrit :  
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c’est à dire que les développements extérieur et intérieur du champ de vitesse écrits sur la 

variable intérmédiaire r*  jusqu’à l’ordre 1 sont identiques. 

Or d’après le résultat (2.11a) du chapitre II : 
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d'où : 
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c’est à dire : 
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ce qui implique que : 
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Il vient alors : 
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Annexe 9 
 

A.9. Les expressions de Hnj
( )2

, de 

12
2( )
 et 11

2( )
 

 
 

 Dans cette annexe, nous donnons des expressions de H12
2( )

, H11
2( )

, H21
2( )  qui 

interviennent dans la formule (3.60a) du paragraphe III.8.2 sur la résolution des équations à 

l’ordre 2. 
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 D’après la formule (3.64b), les expressions de 12
2( )  et 11

2( )  sont : 
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Annexe 10 
 

A.10. Partie axisymétrique des 

équations à l’ordre 3 

 
 Dans cette annexe, nous donnons la partie axisymétrique de l’équation de continuité et 

des équations du mouvement à l’ordre 3.  

 Le calculateur formel nous donne les équations à l’ordre 3, dans lesquelles nous 

remplaçons w( )2 , p( )2  par leurs expressions (A.4.7b-c-d) en fonction de u ( )2  et v ( )2 , puis 

u ( )2  et v ( )2  par leurs expressions (3.58a-b) en fonction de ( )2  et finalement ( )2  par son 

développement (3.59) en série de Fourier de  . On remplace alors les expressions (3.50a-b) 

des dérivées par rapport au temps du champ de vitesse à l’ordre 0 dans les expressions 

obtenues et on linéarise selon   les termes trigonométrique qui apparaissent. On obtient ainsi 

le développement en série de Fourier des équations à l’ordre 3 dont la partie axisymétrique 

nous donne les équations axisymétriques recherchées. 

A l’ordre 3, l’équation de continuité s’écrit :  
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c’est à dire : 
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et les équation de Navier Stokes sur ( )
 
   sont : 
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Annexe 11 
 

A.11. Partie axisymétrique et 

indépendante de s des équations à 

l’ordre 3 

 
 Dans cette annexe, on détermine la partie axisymétrique et indépendante de l’abscisse 

s des équations à l’ordre 3 à partir des équations axisymétriques de l’annexe A.10. 

 La moyenne selon l’abscisse s de l’équation de conservation de la masse (A.10.1b) 

donne : 




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d’où (A.11.2) devient : 
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on a :  
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d’où (A.11.5) devient : 
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La moyenne selon l’abscisse s de l’équation l’équation de Navier Stokes sur 

  

(A.10.1c) donne : 
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Al’aide de (A.11.1) et (A.11.5), cette équation s’écrit : 
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La moyenne selon l’abscisse s de l’équation l’équation de Navier Stokes sur 

  

(A.10.1d) donne :  
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On rappelle que : 
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A l’aide de (A.11.1) et (A.11.5) l’équation (A.11.15) devient :  
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L’équation d’évolution de la fibre centrale à l’ordre 1 est  : 
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De (A.11.18), il vient alors:  
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et donc : 
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De (A.11.18), il vient aussi :  
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et donc : 
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A l’aide de (A.11.20) et (A.11.22), l’expression (A.11.17) de s r s t4
3( ) ( , , )  devient  : 
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Annexe 12 
 

A.12. Description des algorithmes 

des programmes de calcul formel 

 
 
 

 Dans cette annexe, nous décrivons les algorithmes des programmes de calcul formel. 

 

Les programmes de calcul formel : 

 

 Biot1  : ce programme permet de calculer la limite vout (
( , , )

0)
0r a   proche de 

zéro du développement extérieur de Biot et Savart. C’est donc le calcul de 

l’annexe A.2 qui est réalisé ici par le calculateur formel. 

 Cut : ce programme permet de calculer le développement Cut


( , , )s t sc 0  de 

l’intégrale de la méthode de coupure par rapport à la longueur de coupure. 

 Biot2 : ce programme permet de calculer 

 la limite extérieure de l’intégrale de Biot et Savart vout ( , , , )r a  , puis ses 

limites vout (
( , , )

0)
0r a   et vout (1)

( , , )r a 0   proche de zéro. 

 la limite intérieure de l’intégrale de Biot et Savart v inn ( , , , )r a  , puis 

v inn ( , , , )r a 0    et v inn ( , , , )r a    dans le cas général et dans le cas où 

la vorticité est de la forme 
  
    2 3( ) ( )r r . 
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 Curviligne : ce programme permet d’obtenir les différents ordres de l’équation de 

continuité et du mouvement (formules de l’annexe A.1) et d’entreprendre leur 

résolution. Ce programme fournit également le développement de la vorticité du 

champ de vitesse obtenu par application de 
 







  


rot
h sV X

3
, puis celui de 

l’hélicité. Un programme Matlab visualise le champ de vitesse obtenu dans le cas 

de l’anneau similaire. 

 Vorticity : ce programme permet d’obtenir les différents ordres de div

  0  et de 

l’équation de la vorticité (formule l’annexe A.1)  

 Avant de voir les algorithmes de ces programmes, présentons les quelques procédures 

préparatoires qui leur sont communes. 

 

 

Les procédures préparatoires : 

 

 Le calculateur formel Maple donne des formules à l’écran comme elles peuvent être 

écrites à la main sur une feuille de calcul. Dans l’état actuel, il n’y a pas de bibliothèque 

d’instructions pour travailler en calcul formel sur des vecteurs (non projetés sur leur 

coordonnées) avec des opérations telles que le produit scalaire et le produit vectoriel. Nous 

avons résolu ce problème à l’aide des procédures suivantes, que nous nous sommes 

construites et qui ont donc été nos outils pour travailler en calcul formel dans la suite.  

 

 Définition d’un produit scalaire noté &o et d’une procédure de développement notée devs 

qui développe une expression en distribuant le produit scalaire par rapport à l’addition. 

 Définition d’un produit vectoriel noté &V et d’une procédure de développement notée dev 

qui développe une expression en distribuant le produit vectoriel par rapport à l’addition. 

 Procédure devInt qui permet de sortir d’une intégrale une fonction indépendante de la 

variable d’intégration mais qui est en produit vectoriel avec une fonction dépendante. 

 Procédure idevInt qui est la procédure inverse à la précédente : nous remettons dans 

l’intégrale un terme qui est en produit vectoriel avec celle-ci. 

 

 



A.12. Description des algorithmes des programmes de calcul formel 297 

 Il n’existe pas actuellement d’instructions qui permettent de travailler avec des 

coordonnées curvilignes orthogonales quelconques. Nous nous sommes redéfinit, pour des 

coordonnées curvilignes orthogonales quelconques, les opérateurs :  

 

Curl pour le rotationnel d’un vecteur 

Grad pour le gradient d’un scalaire 

Gradv pour le gradient d’un vecteur 

Diverge pour la divergence d’un scalaire 

Laplacian pour le Laplacien d’un scalaire 

Diverget pour la divergence d’un vecteur 

Laplacianv pour le Laplacien d’un vecteur. 

 

Ces opérateurs ont été générés en programmant leur formules qui sont données dans bon 

nombre d’ouvrages. A partir de ces procédures, on construit facilement les opérateurs dont on 

a besoin sur nos coordonnées curvilignes particulières et on les appelle : grad, gradv, diverge, 

laplacian, diverget, laplacianv. 

 

 

 Dans la suite, nous décrivons les différents algorithmes des programmes. 

 

 

L’algorithme de Curviligne : 

 

Procédures de Curviligne 

 

 Procédures préparatoires 

 Formules de Frenet- Produits scalaires et vectoriels des vecteurs de Frenet et des 

vecteurs de base. 

 Développement de Taylor des vecteurs de la base de Frenet simplifiés par les formules 

de Frenet. Développement de Taylor selon l’abscisse s de la vorticité, de  , de la 

courbure, de la torsion, de la fonction fibre et des vecteurs de base. 

 Procédure d’intégration sur une section et de simplification de la circulation. 
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Programme principal de curviligne  

  

  

 Ecriture des équations de continuité et de Navier Stokes en coordonnées curvilignes 

orthogonales ( , , )r s , puis ( , , )r s . 

 Projection de l’équation du mouvement sur ( , , )  
r   , puis dilatation de la variable 

radiale ( , , )r s  dans les équations. 

 Substitutions des développements asymptotiques dans les équations et obtention des 

équations aux différents ordres. 

 Simplification des équations avec un ordre principal axisymétrique. 

 Développement en série de Fourier selon   des champs à l’ordre 1 et obtention de la 

partie axisymétrique des équations à l’ordre 1. Ce sont les équations de compatibilité 

pour l’ordre 0. 

 Simplification des équations avec un ordre principal indépendant de l’abscisse. 

 Résolution des équations à l’ordre 1 :  

 écriture de l’équation pour la fonction de courant 

 développement en série de Fourier selon   de la fonction de courant et 

obtention des équations différentielles pour les différents modes de cette 

fonction de courant 

 Résolution et limite en l’infini des modes n=1  

 Donnée complète de la partie non axisymétrique de l’ordre 1 en fonction de 

la seule fonction u
11
1( )  (fonction qui est connue) 

  

  

  

 Développement en série de Fourier selon   des champs à l’ordre 2 et obtention de la 

partie axisymétrique des équations à l’ordre 2. Ce sont les équations de compatibilité 

pour la partie axisymétrique de l’ordre 1. Développement en série de Fourier selon 

l’abscisse s des champs axisymétriques à l’ordre 2 et obtention des équations 

d’évolution de l’ordre principal pour les équations indépendantes de l’abscisse. 

 Simplification des équations avec un ordre 1 axisymétrique indépendant de l’abscisse. 
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 Résolution des équations à l’ordre 2 :  

 écriture de l’équation pour la fonction de courant 

 développement en série de Fourier selon   de la fonction de courant et 

obtention des équations différentielles pour les différents modes de cette 

fonction de courant. 

 Résolution et limite en l’infini des modes n=1  

 Donnée complète de la partie non axisymétrique de l’ordre 2 en fonction des 

seules fonction u11
2( )  et u12

2( )  (fonctions qui sont connues) 

 Développement en série de Fourier selon   des champs à l’ordre 3 et obtention de la 

partie axisymétrique des équations à l’ordre 3. Ce sont les équations de compatibilité 

pour la partie axisymétrique de l’ordre 2 et c’est ces résultats que l’on retrouve dans 

l’annexe A.10 et qui sont utilisés dans l’annexe A.11. 

 Ecriture des différents ordres de la vorticité comme le rotationnel du développement du 

champ des vitesses et simplification pour le champ de vitesse précédent. 

 Ecriture du développement de l’Hélicité. 

 

 

L’algorithme de Vorticity : 

 

Procédures de Vorticity 

 

Ce sont les mêmes procédures que pour le programme Curviligne. 

 

Programme principal de Vorticity 

 

 Ecriture des équations de la vorticité et div

  0  en coordonnées curvilignes 

orthogonales ( , , )r s , puis ( , , )r s . 

 Projection de l’équation de la vorticité sur : ( , , )  
r   , puis dilatation sur la variable 

radiale ( , , )r s  des équations. 

 Substitution des développements asymptotiques des champs de vitesse et de vorticité 

dans les équations et obtention des équations aux différents ordres. 
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L’algorithme de Biot1 : 

 

Procédures de Biot1 

 

Ce sont les mêmes procédures que pour le programme Curviligne. 

 

Programme principal de Biot1 

 

 

 k= intégrant de l’équation de Biot et Savart pour un filet tourbillon 

 Calcul du développement extérieur de k (développement limité lorsque r  0à a* fixé). 

Puis, pour chacun des ordres de ce développement : 

 intégration sur  , /S 2  et   S / ,2   de cet ordre privé de son 

développement pour a*  0 . 

 calcul du développement de ce qui précède lorsque  0. 

 Calcul du développement intérieur de k (développement limité lorsque r  0  à a r* /  

fixé). Nous faisons le changement de variable de a*  en ra  et nous développons selon r. 

Les termes impairs en a  ne sont pas pris en compte. Puis, pour chacun des ordres de ce 

développement : 

 intégration sur  0, / r  et   / ,r 0  de cet ordre. 

 calcul du développement de ce qui précède lorsque  / r  . 

 Addition de l’intégrale du développement extérieur et intérieur pour obtenir le 

développement recherché de k selon r. 
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L’algorithme de Cut : 

 

Procédures de Cut  

 

Ce sont les mêmes procédures que pour le programme Curviligne. 

 

Programme principal de Cut  

 

Même programme que Biot 1 avec l’intégrale de Biot et Savart remplacée par l’intégrale de la 

méthode de coupure et le petit paramètre r remplacé par la longueur de coupure l. 

 

L’algorithme de Biot2 : 

 

Procédures de Biot2  

 

Ce sont les mêmes procédures que pour le programme Curviligne. 

 

Programme principal de Biot2  

 

 k= intégrant de l’équation de Biot et Savart en trois dimensions et écrit sur les 

coordonnées curvilignes locales ( , , )r s  

 Calcul du problème extérieur de Biot et Savart (développement limité lorsque   0 à r 

fixé). Puis, pour chacun des ordres de ce développement : 

 calcul du développement en r  0  par un calcul d’intégrale singulière du 

même type que le programme Biot1 

 simplification du résultat obtenu lorsque l’ordre principal du champ de 

vitesse est axisymétrique et indépendant de l’abscisse s. 
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 Calcul du développement intérieur de l’intégrale de Biot et Savart (développement 

limité lorsque   0  à r r /   fixé). Nous avons alors une intégrale singulière en le 

paramètre   que nous développons comme dans le programme Biot1 :  

 Calcul du développement extérieur de k (développement limité lorsque   0 à r  

et a*  fixé). Puis, pour chacun des ordres de ce développement :  

 intégration sur  , /S 2  et   S / ,2   de cet ordre privé de son 

développement pour a*  0 . 

 calcul du développement de ce qui précède lorsque  0. 

 Calcul du développement intérieur de k (développement limité lorsque   0  à r  

et a* /   fixé). Nous faisons le changement de variable de a*  en  a  et nous 

développons selon  . Les termes impairs en a ne sont pas pris en compte. Puis, 

pour chacun des ordres de ce développement : 

 intégration sur  0, /   et   / ,0  de cet ordre. 

 calcul du développement de ce qui précède lorsque  /  . 

 Addition de l’intégrale du développement extérieur et intérieur pour obtenir le 

développement recherché de k selon  . 

 Pour chacun des ordres de ce développement :  

 calcul de la valeur en r  0   

 simplification du résultat obtenu lorsque l’ordre principal du champ de 

vitesse est axisymétrique et indépendant de l’abscisse s. 

 Puis, 

 calcul du développement en r    

 simplification du résultat obtenu lorsque l’ordre principal du champ de 

vitesse est axisymétrique et indépendant de l’abscisse s. 

 Ecriture du développement de l’Hélicité à partir du développement du champ de 

vitesse.  
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Annexe 13 
 
 

A.13. Expressions de C tv ( ) et 
C tw( )  

 
 

Dans cette annexe, nous déterminons les expressions de C0 , D0 , C tv ( )  et C tw( )  : 
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pour un anneau similaire et dans le cadre général d’un anneau dont le champ de vitesse est de 

la forme (3.93) : 
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avec :  
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Ici, 10  est une constante arbitraire que l’on peut choisir. 

Calcul de C0  : 

Par définition :  
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Or comme : 
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il vient :  
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que l’on écrit : 
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car le débit axial est défini par : 
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et vérifie : 
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Calcul de D0  : 

Par définition : 
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Or la définition de la circulation écrite sous forme adimensionnelle donne  : 
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d’où :                                                        D0 2
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4
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
 

                                              (A.13.12) 

 

Calcul de 10  optimum : 

Nous cherchons le choix de 10 , dit optimum, pour que D1 0 . Cette valeur vérifie : 

D
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On a donc : 
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c’est à dire : 
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Il vient :  
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L’épaisseur est donnée par : 




    4 2

1 / S                                   (A.13.17a) 

Si on prend l’épaisseur associée au champ de vitesse orthoradial  ( )t  0  comme petite 

longueur caractéristique l d’adimensionalisation, il vient : 



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
S

                                            (A.13.17b) 

Si on fait alors le choix d’une grande longueur caractéristique L d’adimensionalisation :
S0
2

 

par exemple, alors la valeur de  est déterminée par le rapport dimensionnel :  
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   l L t S/ ( ) /2 0 0                                   (A.13.18a) 

La condition adimensionnelle : 

2 0 13
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                                      (A.13.18b) 

est toujours vérifiée lorsque l’on a fait ce choix de la petite longueur caractéristique. 

 

Calcul de 10
w optimum : 

 Nous supposons ici que le choix de la constante 10  pour le profil de vitesse axiale, 

n’est pas le même que pour le profil orthoradiale et on appelle 10
w  cette constante. Nous 

cherchons le choix de 10
w , dit optimum, pour que C1 0 . Cette valeur vérifie : 
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c’est à dire : 
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Il vient :  
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c’est à dire : 
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L’épaisseur est donnée par : 
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Alors : 
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La solution similaire : 

Pour un anneau similaire :  
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d’où : 
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Pour qu’un anneau soit similaire, il faut en plus que w r( ( , )0) 0  et  3
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que : 
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 En se servant de l’expression de la fonction Gamma : 

( )x t e dt xx t  



1

0
0  pour                                   (A.13.31) 

et de la propriété associée : 

( ) !n n 1 ,                                                (A.13.32) 

il vient : 
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On obtient alors les expressions suivantes de C tv ( )  et C tw( )   pour en anneau similaire : 
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où   est le nombre d’Euler.  

 

Expression générale de C tw( )  : 

 On cherche l’expression de : 
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sachant que :  
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Il vient : 
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où N+1 est le nombre de termes utilisés dans les expressions de w(0) et 3
0)(  afin de satisfaire 

les profils initiaux de façon convenable. 

 Un calcul de dénombrement donne : 

( ( ) ) ( ) ( )' ( )

,

( ) ( )C L C C L Ln n
n

N

n
n m

N

m n m
n m

     
2

1
1

0

2

0

2 2
1

1
1

1 



         (A.13.39) 

d’où : 
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C t
S

C C e L L dw n
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N

m
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n m( ) ( ) ( )
,
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




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
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

 16
1
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3

2

1 0
1

2
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0

2





     (A.13.40) 

Il vient :  

C t
S

C C Pw n
n m

N

m
n m

m n( )
,

( )
,= 



 16
12
3

2

1 0
1




 ,                        (A.13.41) 

où l’on a posé : 

P e L L dn i n i,
' ' ' ' '

( ) ( ) 


2 2
2 2

0

2                                 (A.13.42) 

Or, en jouant sur la double sommation, on a : 

C C P C C Pn
n N
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m
n m

m n
k

n m m n
m n k

n N
m N

k=

N

0
0

1 1

0
0

0

2

 
 

  

 
 
 

  ( )
, ,                       (A.13.43) 

 

Sur la figure A.13.1, les points  correspondent au domaine des indices 0  n N  et 

0  m N . Les point à n m k   sont les différentes diagonales qui ont été tracées. 
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1 2 3 4 5 6 7 8

n

m  
Figure A.13.1 Domaine des points tels que n m k   

 

On a : 

C C P C C Pn m m n
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n N
m N

m k m m k m
m

k

, ,
 
 
 

 


 

0
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0
,                                (A.13.44) 
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où l’on a posé :  

C m Nm  0   pour                                       (A.13.45) 

d’où : 

C C P C C Pn
n N
m N

m
n m

m n
n

n=

N

m n m m n m
m

n

0
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1 1
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, ,       (A.13.46) 

et finalement (A.13.42) devient :  
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n
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3
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
            (A.13.47) 

avec : 

C n Nn  0   pour                                  (A.13.48) 

Si nous ne voulons pas faire intervenir des termes Cn  avec des indices  n N , il faut 

limiter la sommation et on obtient : 

C t
S

C C P

C C P
w

n
m n m m n m

m

n
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N

n
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N
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
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3
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1
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1
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         (A.13.49) 

Ting et all1 ne prennent pas en compte la sommation de N+1 à 2N. Ils utilisent 

l’expression : 

C t
S

C C Pw
n

n=

N

m n m m n m
m

n
( ) , 






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
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3
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 ,               (A.13.50) 

c’est à dire : 

C t
S
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n

n=

N

n( )   
16 2 2

3
1

1
0

 


 ,                         (A.13.51) 

où l’on a posé :  

w C C Pn m n m m n m
m

n
  



 ,
0

                             (A.13.52) 

Il nous reste à calculer l’expression de Pn i, . Par définition :  

L pn n k
k

k

n
( ) , 




0

                                  (A.13.53a) 
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avec                                                      p
n
k kn k

k
, ( )
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






1

1
                                      (A.13.53b) 

On a donc :  
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         (A.13.54) 

d’où :                                               P p p
j k

n i i j n k j k
k

n

j

i
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


 
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
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00
                            (A.13.55) 

Obtention de l’expression de C tv( )  : 

 On cherche l’expression de : 

C t
r

r v dr rv

r
( ) lim ln( )
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 

 
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sachant que :  

v
r
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Comme précédemment, nous limitons, les développements en série w(0) , 3
0)(  et v(0)  

aux N+1 premiers termes et alors en développant, on obtient : 
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(A.13.58) 
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Or : 
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r
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
 (A.13.59) 

comme il a été vu pour l’anneau similaire. Et comme D0 2
1

4
1


 

, il vient : 

C A Bv       ln( ) ( ln )     
1
2

1 2 4 8 2 2 2                 (A.13.60) 

avec : 
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( ) ( )                (A.13.61b) 

Les expressions de A et B nous amènent à définir pour n  1 : 

G L Ln n n( ) ( ) ( )  2
1

2 2                                    (A.13.62) 

En se servant de (A.13.54a), il vient alors : 

G L L

p p

p p

n n n

n k
k

k

n

n k
k

k

n

n k
k

k

n

n k
k

k

n

( ) ( ) ( )

, ,

, ,

  

 

 

2
1

2 2

1
2

0

1
2

0

1
2

0

2

0

 

 

 













 

 

 

             

             

,                            (A.13.63) 

où l’on a posé : 

 pn n 1 0,                                                      (A.13.64) 

Alors :  

G qn n k
k

k

n
( ) , 2 2

0




    ,                                    (A.13.65) 

où l’on a posé pour n  1  : 

 q p pn k n k n k, , , 1                                        (A.13.66) 

Il vient :  
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G qn n k
k

k

n
( ) , 2 2

1




   ,                                   (A.13.67) 

car  qn,0  0 .  

L’expression (A.13.62a) de A devient alors : 
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

 1
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                                         (A.13.68) 

avec : 
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              (A.13.69) 

Or : 

 2 1 2 2

0
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2
k
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                              (A.13.71b) 

d’où : 

n n n k k
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n
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
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2
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                          (A.13.72) 

Il nous reste à calculer B . Un calcul de dénombrement donne : 
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n

n m n m
n m

N
n m


   

1

2

1

2

2 2

1
1( ) ( ) ( )

,

( )







  












  ,        (A.13.73) 

d’où : 
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n m
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
 
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N
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où l’on a posé : 


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  
n m n me G G d, ( ) ( ) 



2
1 2 2 2 2

0
                    (A.13.75) 
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Or en jouant sur la double sommation, on a : 
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m
n m

m n
k

n m m n
m n k

n N
m N
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1
1

1 1

1
1

2

2

 
 

  

 
 
 

    
( )

, ,          (A.13.76) 

Cette somme est du même type que la somme (A.13.44) calculée pour C tw( )  ; si ce n’est 

qu’ici elle commence à k=2 et que n  1 et m 1.Il vient donc : 

B D D
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N
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
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,                         (A.13.77) 

où l’on a posé :  

D n Nn  0  pour                                    (A.13.78) 

Si nous ne voulons pas faire intervenir des termes Dn  avec des indices  n N , il faut 

limiter la sommation et on obtient : 

B D D D D
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N
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             (A.13.79) 

Ting et all1 ne prennent pas en compte la sommation de N+1 à 2N. Ils utilisent 

l’expression : 

B
n

N
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n


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avec : 
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Il nous reste à calculer l’expression de n h, . Par définition : 
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A l’aide de (A.13.66), il vient : 
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                  (A.13.83) 

Or en jouant sur la double sommation, on a : 
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c’est à dire : 
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car : 

2
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2
2 1 2 2
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 
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                                    (A.13.86) 

 

Le système complet d’équations : 

 

 On donne ici, sous forme adimensionnelle, le système complet d’équations d’évolution 

de la fibre centrale d’un filament tourbillon dont le profil général de vitesse est donné par 

(A.13.2a-b). 
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avec : 
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                           (A.13.88a) 

 

L’intervention globale est donnée par : 
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où nbra est le nombre d’anneaux et : 

 ( , , ) ( , )s s t s t ds
s

s s

   
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                         (A.13.89c) 

 L’intervention locale est donnée par : 
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  ( ) ( )t t                                                       (A.13.91a) 

   ( ) ( ) / ( )t t S t 4 2
1                                         (A.13.91b) 

 

où N+1 est le nombre de termes utilisés dans les expressions de w(0) et 3
0)(  afin de satisfaire 

les profils initiaux de façon convenable. Ici,   est le nombre d’Euler et : 

 1 10
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                                             (A.13.92a) 


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,                                                      (A.13.92b) 

où l’on a pris l’épaisseur  ( )t  0  du champ de vitesse orthoradial comme petite longueur 

caractéristique d’adimensionalisation. 

 Le reste des constantes sont définies par : 
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avec :                                            pour  q p p nn k n k n k, , ,  1 1                            (A.13.94a) 
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Les coefficients Cn  et Dn  sont définis à partir des profils initiaux par : 
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Afin de simplifier l’écriture de certaines des expressions précédentes, on définit ~Cn , 
~Dn  et   par : 
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Il vient alors : 
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Les expressions de n  , n  et wn  deviennent : 
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avec :  
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Comme : 
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les expressions de C tv ( )  et C tw ( )  sont : 

   

C tv

n
n

n

N

n
n

n

N

( ) ln( ) ( ln )

~ ~

    

   








 

 

      

1
2

1 2

2 1 2 1
1

2

2
            

            (A.13.102a) 

 C t
S
S

ww n
n

n=

N
( ) ~  

 
16 12 0

3

3
1

0
                         (A.13.102b) 
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Annexe 14 
 

A.14. Deux expressions de F m( )  
 
 

 Dans cette annexe, on détermine le développement de  
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m
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                          (A.14.1) 

par rapport à l’angle de coupure c . On utilise pour cela soit un calcul de développement 

d’intégrale singulière, soit un calcul de dénombrement. 

Par un calcul de développement d’intégrale singulière : 

 Nous remarquons que F m( )  est une intégrale singulière pour le petit paramètre c  et 

nous utilisons la méthode des développements asymptotiques raccordés d’intégrales 

singulières. Nous obtenons :  
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Par un calcul de dénombrement : 

A l’aide de la litterature de base, on a :  
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où trunc est la fonction de troncation (elle tronque un nombre en sa partie entière) et  
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g( , )0 0 2                                                                              (A.14.5b) 

La substitution de cette formule (A.14.4) dans la définition (A.14.1) de F m( )  conduit à :  
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Alors, à l’aide du changement de variables:  

x  cos ,                                                 (A.14.7) 

il vient : 
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Puis, à l’aide du changement de variables:  

X x 1 ,                                                (A.14.9) 

l’équation (A.14.8) devient : 

 

( cos )
cos

( )
/

cos
2
1

2
1

2

2

3 2
1 2

2 2

3 2
2

1


 
  






 




 







 m i

c

m i
m ic

d
X

X X
dX     (A.14.10) 

Dans tout formulaire standard, on trouve : 
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A l’aide de (A.14.10) et (A.14.11), l’expression (A.14.6) de F m( )  devient :  

F m g m i C
X

X X
dXk

m i
k

k

k

m i

i

c

( ) ( , ) ( )
cos

 













1
2 2

1
2

2

2

3 2
2

1

0

2

0



    (A.14.13) 

On définit alors :  
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Dans un formulaire standard, nous trouvons la formule récursive :  
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à l’aide de laquelle, nous obtenons : 
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où les Ak
j  sont définis récursivement par :  
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En fait, on peut montrer par récurrence que les Ak
j  ont une expression explicite : 

A
k

j
k

k
jk

j
j k


















 8
2 1

2 2 1
2 3

2 2( )!
!

( )!
( )!

                     (A.14.19) 

En substituant (A.14.19) dans (A.14.17) et l’expression de L j( )  ainsi obtenue dans 

l’expression (A.14.13) de F m( ) , il vient alors après avoir développer par rapport à c  : 
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Annexe 15 
 

A.15. Description du schéma 

numérique et du code fortran 

 
 

Dans cette annexe, nous donnons le schéma de la discrétisation numérique de 

l’équation d’évolution de l’anneau tourbillon, ainsi que l’algorithme du programme qui 

l’implémente sur machine. 

Le schéma numérique : 

 

 Nous allons décrire la méthode numérique sur l’équation simplifiée : 

 
 
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X
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
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4
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ln( )                                                (A.15.2) 

 
X X( , ) ( , )0 2t t                                             (A.15.3) 

L’espace est discrétisé en choisissant N points sur la fibre à l’aide d’un pas d’abscisse 

ds N 2                                                  (A.15.4) 

 

                                                

s=0
s=2 N

1

 
Figure A.15.1 Discrétisation spatiale de l’anneau 
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Les N points choisis sont :  
 
X Xi t i ds t i N( ) (( ) , ) ...  1 1    pour                                  (A.15.5) 

Nous utilisons alors sur cette discrétisation un schéma spatial de différences finies en 
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et les dérivées secondes par  
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Dans l’équation complète, les intégrales spatiales sont calculées par la méthode des trapèzes. 

Pour i N 2 1... , l’équation discrétisée devient les N-2 relations  
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auxquelles s’ajoutent les deux relations : 
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Nous sommes donc en présence d’un système différentiel en temps de N équations et 

de N fonctions inconnues. Il faut alors choisir un schéma de discrétisation temporelle. On 

tilise une méthode d’Euler implicite  


 

X
X X

t
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i k i k
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                                        (A.15.9) 

où le pas de temps est :                                  dt t k / ( )1                                         (A.15.10) 

Dans l’équation complète, les intégrales sont calculées par la méthode des trapèzes.  
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Le schéma complet utilisé s’écrit donc 
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On résoudre alors ce système d’équations non linéaires par la méthode itérative de recherche 

de zéro suivante 
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,                                              (A.15.12a) 

 

    

 

X X

X X X X X

X X

j
i i k

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
idt

ds ds

ds



   

 







 















1

1 1 1 1

2

1 1 3

2
2

2

,
                   (A.15.12b) 

Il apparaît une suite 

X j  que nous calculons jusqu'à avoir convergence. La limite obtenue est 

le zéro 

Xi k, 1  cherché. Cette résolution est de type Jacobi, car 


X j1 est calculé à partir de 


X j . Dans le programme, nous avons utilisé une méthode de type Gauss-Seidel qui est une 

variante de la précédente. Lorsque l’on posséde 

X j , le terme 


X j1

1  est calculé à partir de la 

formule (A.15.12b), puis nous faisons l’affectation 
 
X Xj j

1
1

1:   et nous continuons avec 

X j1

2 ,... Cette méthode a l’avantage d’accélérer la convergence. 

 

 

L’algorithme du programme : 

 Le programme est réparti en trois étages : 

 Préprocesseur  : le programme fortran initial.f crée une configuration de profils 

initiaux d’anneaux tourbillons et la range dans le fichier profil.dat.  

 Processeur : le programme fortran polair.f utilise les données du fichier profil.dat, 

qui donne les différents anneaux de la configuration initiale, puis il calcule 

l’évolution de ces anneaux en enregistrant un certain nombre d’étapes dans les 

fichiers passm.m et pass.m. 
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 Postprocesseur : le programme Maple tutu exploite les données du fichier tore.dat 

(obtenu en appliquant le fichier module.f de conversion du fichier passm.m) et 

dessine les anneaux à l’écran. De même, le fichier Matlab xpdessin exploite les 

données du fichier pass.m pour avoir des sorties à l’écran. 

 
étage Programme Entrée Sortie 

Préprocesseur initial.f  profil.dat 
Processeur polair.f profil.dat passm.m et pass.m 

Postprocesseur modul.f 
tutu 

xpdessin 

passm.m 
tore.dat 
pass.m 

tore.dat 
visualisation par maple 
visualisation par matlab 

 

Algorithme de initial.f : 

 On appelle Profil le vecteur des points de discrétisation de la ligne centrale 

X( , )s t  à 

un certain instant t. 

Début

Données : - nombre de points de discrétisation
                 - choix d’une configuration de nbra anneaux par le choix du nom 
                   de l’appel sous-routine du programme principal ( on a le choix entre
                    une dizaine de configurations initiales prédéfinies)
                 - j=0

j=j+1

Calcul de la variable Profil pour l’anneau  j 
de la configuration choisie

Stockage de Profil dans Profil.dat

Fin

non j=nbra ?
oui

 
Ce programme calcule donc les nbra profils des nbra anneaux pour la condition initiale, qui 

est une expression analytique, et les range dans le fichier profil.dat. 
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Algorithme de polair.f : 
 
 

début

Les données de départ
nombres d’anneaux nbra pas de temps : t nombre de points de discrétisation : n

entrée de la configuration initiale dans la variable total 
écriture du profil initial dans passm.m et pass.m

conteur =1    j=1    nu=1

epsi=0.01 ds=2/n nbrdt=700

total0=total   err=100   errt=0

mettre le nuième profil de total0 dans profil0
mettre le nuième profil de total   dans profil

err=0

Procédure récurrence
nu,profil,profil0,total,err total,vitesse,errt

nbrconf cnb=int(nbrdt / nbrconf)

Si conteur = cnb alors :
                   stocker les profils dans des variables de stockage
                   conteur=0   nconf=nconf+1
                   conteur=conteur+1

j=nbrdt?non
ouij=j+1

écriture des variables de stockage dans passm.m et pass.m

fin

ouierrt=0
non

nu=nu+1 non nu=nbra ?
errt < epsi ?oui

 
 
 
 

 Il ne nous reste plus qu’à décrire l’algorithme de la procédure récurrence. 
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Algorithme de la procédure Récurrence : 
 

procédure coefficient
calcul du coefficient :  coeff=ln(1/)+Cv(t)+Cw(t)       à l’aide de profil

i=1

procédure schéma

  
procédure caractéristique

Calcul de en tout point à l’aide de la variable profil
    X X b ns ss sK K T T, , , , , , , , 

calcul de       à partir de total
calcul de     en i à partir des résultats précédents
valeur de         au point iK


b Calcul de d=coeff           +K


b

k profil profili i  0

Si k>err alors err=k

profili=d

i=n?non
ouii=i+1

écrire profil dans total
Si err>errt alors errt=err


Q2
Q*


Q* i

*d p ro fil d t di 0    
*
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Annexe 16 
 

A.16. Simplification de l’équation 

d’évolution pour le filament de Klein 

et Majda 

 
Dans cette annexe, on simplifie l’équation (6.7) d’évolution du filament : 

  
X b A


 








  ( ln

~
)*K L

KC
4

1
 

,                               (A.16.1a) 

lorsque nous nous limitons à des filaments de la forme suivante :  

   
  
X Xa t d a d a a d t t d o d, , ~ , ( )( )    0

2 2 2 2 ,          (A.16.2) 

que l’on appellera le filament de Klein et Majda et dont la représentation est donnée sur la 

figure A.16.1. Ici, d’après (A.3.26a),  

 

           +



  

 



  

 

A

X X

X X

b

X X

X X

( )

( ) ( ( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ( ) ( ))

( ) ( )

~/

~

a

a a a a a

a a a

K a a
a

da

a a a a a

a a a
da

L

L/

I



     

  


























     

  










1
4

2

1
4

3

2

2

3









                   (A.16.1b) 

avec     I= L L/    , / ~ / , ~2 2 . 

Pour un filament de la forme (A.16.2), l’équation (A.16.1a) devient :  

 

  
X b A


 








    ( ln

~
)( )( ~) ( ~)*1

4
1

 

L
C K a da a da          (A.16.3) 
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e3


0

e2

O

a

X( , , )a t d

O d( )

O d( )2

2 1  d  



 
Figure A.16.1 Le filament de Klein et Majda 

 
 

Or : 

                         
 






X
X X

a d
a

o d d
a

o d      0
2

2
2

0

2
2







( ) ( )
( ) ~ ( )                  (A.16.4) 


 

X
X X

aa d
a a

o d
a a

o d   


 



 

( ) ( )

~ ( ) ~ ~ ( )
2

2
2

,                                         (A.16.5) 

d’où :                             ( )( ~) ~ ~ ( )
( )

K a da
a a

O da aa

a


 






b
X X

X

X
 


  3 0

2




 
                    (A.16.6) 

Reste à calculer la limite d  0  à ~a  fixé de 
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1
4
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2

2









 


a
da

I ) 3

             (A.16.7) 

avec     I= L L/    , / ~ / , ~2 2 .  

 

Comme : 

 
















( ~ )
~ (~ ) ( )

~ (~ ) ( )

( )

( )
da a

d
a

a
a
d

o d

d
a

a
a
d

o d

a

a
   

 



 



X
X

X

X

0

2
2

0

2
2









                                      (A.16.8) 

    
X X X X( ~ ) ( ~) ( (~ ) (~)) ( )( ) ( )da a da a d a

a
d

a o d      

 0

2 2 2 2 ,            (A.16.9) 

alors : 
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    (A.16.10) 

Nous faisons alors le changement de variable h
a
d




dans les intégrales (A.16.7) et il vient : 
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    (A.16.11) 

avec     I= L d L/ d    , / ~ / , ~2 2 , c’est à dire : 
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      (A.16.12) 

où H est la fonction d’Heaviside. Finalement (A.16.3) devient : 



  
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1 0         (A.16.13) 

avec  

( )( ~, ) (~, ) ( )~~
( )K da t a t O daa

  
b X  0

2                            (A.16.14) 
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Annexe 17 
 

A.17. L’hélicité d’un ou de 

plusieurs anneaux 

 
 

 Dans cette annexe, nous nous proposons de donner l’expression de l’hélicité 

H dv 
 
 v                                         (A.17.1) 

et de son évolution pour des anneaux tourbillons enlacés. La figure A.17.1 représente deux 

anneaux enlacés. 

2

A1

C1

A2
C2

1

 
Figure A.17.1 Représentation de deux anneaux enlacés  

 

La définition (A.17.1) de l’hélicité appliquée à deux anneaux donne  

H H H 1 2                                                  (A.17.2) 

où :                                                          H dvi
Ai

 
 
 v ,                                              (A.17.3) 

c’est à dire que l’hélicité H  est composée de l’hélicité H1  due à l’anneau 1 et de celle H2  

due à l’anneau 2. 
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 Pour un anneau tourbillon de faible épaisseur : 

H r a r a h r a rdr d da
A

1
2

1
3( ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )         

 
 v                  (A.17.4) 

La vitesse v  du fluide en tout point se compose de la vitesse auto-induite par l’anneau 1, de la 

vitesse induite par l’anneau 2 et de l’écoulement potentiel  
   v v v v  1Biot 2Biot back                                    (A.17.5) 

Dans l’anneau A1 , on a 
   v v Q v   1Biot back( , , , ) ( ) ( ) ( )r a a a O  2                    (A.17.6) 

où 

Q2  est la vitesse (3.116a) induite par l’anneau 2. La difficulté qui apparaît ici est que 

l’expression de v1Biot ( , , , )r a   est une intégrale singulière par rapport au petit paramètre  . 

 

Calcul de l’hélicité à partir du développement intérieur  

de l’intégrale de Biot et Savart : 

Nous nous placerons dans le cas où la vorticité n’est que tangente (cas étudié par 

Moffatt et all1-2) :                                         
 
 





3
2
( )r

                                                

(A.17.7) 

Avec (A.17.6), il vient alors : 

    2
3 1 2

     
     v v Q v( ) ( ( , , , ) ( ) ( ))r r a a aBiot back          (A.17.8) 

et le développement (2.16) de v1Biot  du paragraphe II.5 donne : 
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       (A.17.9) 

où :                                      k r r rr2 2 2 2   ' ' cos( ' )                                        (A.17.10) 
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et où l’on a omis de mettre l’indice 1 qui indique que les champs sont associés à l’anneau 1. 

L’expression (A.17.8) devient : 

    2
3 1 2

     
      v A Q v( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ln )r a a a Oback                   (A.17.11) 

et l’expression (A.17.4) de l’hélicité H1  due à l’anneau 1 devient : 

 H r rdrd da

da
A

C

1 3 2
1

1 2
1

   

   

 ( ) ( )
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   
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



A Q v

A Q v

back

back    

                  (A.17.12) 

Or : 
 
   Q2

1
2( )a da

C
                                         (A.17.13) 

 
  vback ( )a da

C1
0                                           (A.17.14) 

d’où : 

H da
C

1 1
1

1 2    
 
 A                                       (A.17.15) 

A partir de (A.17.2) et (A.17.15), on obtient alors l’expression suivante de l’hélicité : 

H a da a da
C C

       1 1
1

2 2
2

1 22
   
 A A( ) ( ) ,             (A.17.16) 

où l’on a omis de mettre les indices 1 et 2 qui indiquent les champs associés à l’anneau 1 et à 

l’anneau 2.  

On pose alors  

W dai i i
Ci

 
 
 A                                          (A.17.17) 

et on appelle ce terme le Writhe de l’anneau i en reprenant la terminologie de Moffatt et all.2 

A partir de l’expression de 

A1, il vient : 
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'
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X X
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X X
     

       (A.17.18) 

A partir de l’expression (3.116a) de 

Q2 , remarquons que : 
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 
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où 

Xi ia( )  est la représentation paramétrique de l’anneau i. 

Il vient alors :  

    



2

21 2
1 2

2 1
2 2 1 1

2 2 1 1
3

2
2

1
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

 
 

  ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
a a

a a

a a
da da

CC

X X

X X
  (A.17.20) 

 

Calcul de l’hélicité à partir du champ de vorticité : 

 Une autre façon d’obtenir l’hélicité H  est de remplacer la définition  

   
 

 
v x x

x x

x x
Biot ( , ) ( , )

( )

( )

'
'

'
'


 






1
4 3 dv                             (A.17.21) 

de vBiot  dans l’expression (A.17.1) de l’hélicité : 

H dv

dv dv

dv dv dv
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L’hélicité est donc donnée par : 

 H dv dv dv   



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vback    (A.17.23) 

Avec cette expression de l’hélicité, l’intégrale qui intervient n’est alors plus une intégrale 

singulière par rapport au petit paramètre  . Il vient alors : 

 
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,   (A.17.24) 

c’est à dire : 
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Dans le cas où la vorticité n’est que tangente 
 
 





3
2
( )r

, on réobtient alors l’expression 

(A.17.15) de H1  complétée par (A.17.18) et (A.17.20). 

 

Détermination de l’hélicité pour deux anneaux enlacés à partir  

de l’écoulement solution des équations dynamiques : 

Une dernière façon d’obtenir l’hélicité H  est de se servir de la définition (A.17.1) et 

du champ de vorticité et de vitesse trouvés au chapitre III. 

Dans l’anneau A1 , on a  

  
v X V  



1 1 O( ) ,                                         (A.17.26) 

où 

V1  est donné au chapitre III par les équations (3.34) à (3.37) et 


X1



 est donnée par 

l’équation (3.33a). Il vient alors : 
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            (A.17.27) 

et en remplaçant l’équation (3.33a) de la fibre centrale, on a  

H ds h rdrd da
AC

1 1 1 2
0)

1 3
11

    
    
 ( ) (A Q V                         (A.17.28) 
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 Le terme  
 
 (0)

1 3
1

 V h rdrd da
A

                                                     (A.17.29) 

doit correspondre à la somme T + N  de la torsion totale normalisée et du paramètre de twist 

de l’article de Moffatt et all.2. Il serait intéressant d’approfondir la comparaison entre ce qui 

est fait ici et leur article. 

La vorticité 

 (0)  est donnée par (3.13). On trouve alors l’expression suivante de 

l’hélicité due à l’anneau 1 : 

H W
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avec : 
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 Pour un anneau similaire : 

~ (H
m S

1
0) 1 0 0

1






 
                                              (A.17.32) 

avec : 

   4 2
0)

00

S t
S

dt
t ( '

'( )
                                                   (A.17.33) 

 

Détermination de la dérivée temporelle de l’hélicité à partir  

de l’écoulement solution des équations dynamiques : 

 La dérivée temporelle de l’hélicité est donné par la formule : 

dH
dt

rot h rdrd da  2 2 2
3   

 
     2                       (A.17.34) 

En se servant de du champ de vorticité et de vitesse trouvés au chapitre III et donnés par les 

formules (A.17.26), (3.34) à (3.37) et (3.13), il vient :  
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 Pour un anneau similaire : 
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Annexe 18 
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Dynamics and Motion of Slender Vortex Filaments and Rings 
 

by 
 

Daniel Margerit 
Engineer ENSEM 

 
 This thesis is aimed at extending and improving existing results of formal asymptotic 
analyses for slender vortex filaments. There is a considerable number of publications on topics 
in this area of science covering issues of vortex filament motion in space, the stability of these 
slender vortex structures, investigations of particularly elucidating cases, such as slightly 
perturbed, almost straight filaments, etc... The present work adds interesting improvement 
and/ or extensions to these earlier analyses. 
 
Here is a list of the major points addressed in this work : 
 
1.  For the first time, the general equation of motion of a filament in three space dimensions is 

derived completely up to first order in the slenderness parameter. 
2.  A number of ad-hoc regularisation of the singular line Biot-Savart integral are scrutinised 

and compared with the results of a systematic matched asymptotic expansion. It is shown 
that each of these ad-hoc methods can be made to agree with the more fundamental theory 
by an appropriate choice of the relevant regularisation parameter. 

3.  The stability analysis of slender filaments, which has been pursued in the literature before, 
is completed by adding various missing facts and aspects that might be of considerable 
importance in future real-life applications. A particularly interesting aspects is the explicit 
exhibition of the detailed velocity field of a perturbed vortex ring. 

4.  A newly developed numerical simulation code that solves the full nonlinear filament 
evolution equations is validated against the extended results of the stability analysis. 

5.  A preliminary analysis for a yet unsolved issue in slender vortex theory is presented : The 
problem of a non-closed filament topology. The analysis given lays the foundation for 
further work by pointing out exactly which parts of the theory are affected by the 
closedness or periodicity assumptions used in practically all previous systematic 
asymptotic analyses. The open issues in this case are related to the temporal evolution of 
the leading order vortex core structure. Future work will have to focus on a satisfactory 
completion of the ansatz presented in this thesis. 

 
 By this impressive volume of work the candidate has shown that he is able to identify 
open scientific problems, to acquire the mathematical techniques needed to address these 
issues and to generate answers to the open questions found. An important part of the second 
step -acquiring the necessary mathematical techniques- in the present case involves making 
himself familiar with modern tools of computer-aided formal calculus. It is astonishing to see 
that this methodology allows a single person within a single thesis to add extremely complex 
details to almost any piece of analysis in a given area to be found in the literature. The 
candidate has obviously mastered this task and was careful to check all his results against 
existing theories with success. Therefore, even though I was obviously not able to check all 
the details presented, I have considerable trust in the validity of this work. 



 One word of caution is in order, though : The attractivity of asymptotic analysis 
derives to a large extend from the fact that one can obtain results on complex systems by 
hand. This allows one to control, understand and properly interpret every single step of the 
analysis. As a result, a lot of physical insight is gained almost automatically. Also, an 
asymptotic analysis is typically considered successful if at the end there is a simplified 
equation system that can be further analysed more easily than the original one. By employing 
computerised formal calculus to do asymptotic, the present work leaves this traditional and 
obviously useful range of applications of asymptotic analysis. The results shown are partly of 
tremendous complexity and is not clear whether they are any simpler or more elucidating than 
the original Navier-Stokes equations. Unfortunately, this thesis falls short of thoughtfully 
going over the results, say of the higher order accurate filament equation of motion, and to 
discuss their consequences. The reader is at some point left alone with these complex 
equations without a clue as to whether they are worthy of being studied or not. 
 A second point of critique and encouragement regards the presentation of the formal 
calculus procedures. These descriptions appear hidden in an appendix, which is not in balance 
with their importance for this work. I am sure that the candidate has invested quite some 
intelligence in making the calculus program do the asymptotics for him. Making the strategies 
developed and used in this process more transparent to the reader in a separate major section 
of the thesis would make for a valuable improvement of the script. 
 
 In conclusion, there is no doubt that the candidate has proven his scientific abilities 
and that this thesis should be accepted as a dissertation script. On a scale of (summa cum 
laude, magna cum laude, cum laude, rite, failed) I rate this work as 

magna cum laude. 
 

Wuppertal  October 23,1997 
 
 
 
Prof. Dr-Ing.Rupert Klein 
 



Rapport sur le mémoire de thèse de doctorat de
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par Alberto Verga
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La structure, la dynamique et les interactions de filaments tourbillons sont
au coeur d'une grande variété d'écoulements. Le problème de la détermination
du champ de vitesse généré par un anneau avait déjà été posé par Kelvin,
et est devenu par la suite un sujet de recherche classique avec de multiples
applications, depuis Ie mouvement des tornades, jusqu'aux vortex produits
par les ailes d'avion. Le sujet central du mémoire de Daniel Margerit est le
calcul de la vitesse d'un anneau tourbillon. 11 s'agit d'un problème difficile, qui
a fait l'objet depuis pratiquement un siècle d'un grand nornbre de travaux. II
fait, d'r.ne part, une synthèse des recherches sur le sujet, notannment avec une
bibliographie très complète, et d'autre part, il apporte une série de nouveaux
résultats qui complètent les calculs d'autres auteurs.

Dans une première partie de caractère général, Daniel Margerit utilise des
méthodes asymptotiques pour calculer l'écoulement extérieur et intérieur du
filament, il réussi notamment à faire le raccord entre les deux solutions, en ten-
ant compte des termes divergeant logarithmiquement. Il refait, à l'aide d'un
logiciel de calcul analytique, le calcul de Callegari et Ting rle l'évolution du vor-
tex. Il faut souligner la rigueur âvec laque11e ces développements compliqués,
1ong, ardus, ont été réalisés. Les algorithmes et les procédures Maple qu'il a
écrits sont aussi d'un grand intérêt, et lui ont permis de corriger nombreuses
erreurs ou omissions souvent rencontrées dans la littérature scientifique"

La deuxième partie est consacrée aux applications du forrnalisme à différents
cas concrets. Sont particulièrement intéressants ses résultats sur les insta-
bilités des anneaux tourbillons et des deux filaments droits. Daniel Margerit
discute dans Ie détail la méthode de coupure qu'i1 applique errsuite à l'étude
de f insiabilité de Widnall. Il iiiustre ses résultats par des caiculs numériques
(dont i1 a aussi écrit les codes nécessaires). Il s'est aussi intéressé aux filaments
ouverts. en particulier dans Ie cas où la courbure est faible. et où il obtient ies

http://www-irphe.univ-mrs.fr


équations de Klein-Majda. Les différents régimes, en fonction des valeurs de
paramètres, sont brièvement évoqués.

On peut cependant regretter une présentation confuse, qui utilise un style
trop succinct et schématique. Da,niel Margerit se limite souvent à un bref
commentaire des formules, sans discuter les motivations et les implications
physiques des équations. On ne peut pas suivre les dérivations dans le texte
principal puisqu'elles sont imbriquées avec le contenu des annexes. La mise
en page ne satisfait pas anx standards de qualité de textes mathématiques.
La notatir,n est souvent incohérente, et des nombreuses répétitirtns alourdis-
sent 1e texte. Ces éléments font que Ie mémoire est de lecture difficile. Par
ailleurs, 1es approximations faites n'apparaissent pas clairement. La perti
na,rrce des résultats ainsi que leur porté ne sont pas mis en valeur, ils sont
vaguement mentionés à l'aide d'une argumentation incomplète. I1 serait donc
très souhaitable d'améliorer la présentation générale, dont les défauts nuisent
à 1a compréhension. II faudrait aussi étoffer le texte avec des discussions
plus compètes où les calculs et les résultats se dégagent clairerrrent. Malgré
ces quelques points faibles, il est important de souligner l'effcrrt considérable
fourni pour mener jusqu'au bout des calculs difficiles, qui ouvrent de nouvelles
perspectives pour mener une recherche à long terme.

En conclusion, cette thèse contient des résultats scientifiques intéressa,nts,
et mérite d'être soutenue devant le jury.

Alberto D. Verga.
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Sans rappeler les rapports écrits, le jury note I'ampleur du travail tant par sa quantité

que par sa qualité. Monsieur D. Margerit a étendu, complété et corrigé des résultats

sLrr Lrn sujet difficile déjà très étudié. La bibliographie pratiquement exhaustive

collvre tous les aspects du sujet et de ses applications, Le candidat a montré sa

connaissance des articles cités et donc sa culture sur le sujet. Le jury pense que ce

travail est une contribution non seulement à la Mécanique des Fluides mais à

l'application du calcul formel atrx méthodes asymptotiques. La systématisation et

I'automatisation des longs calculs que nécessitent I'asymptotique permeltront à D.

Margerit d'envisager des perspectives fructueuses à son travail.

L'exposé, bien qu'un peu tech-nique sur un sujet très calculatoire, a été clair ; le

candidat a évité l'accumulation de relations mathématiques.

En conséquence, le jury déceme à Monsieur D. Margerit le grade de Docteur avec la

mention très honorable avec félicitations.
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Dynamique et mouvement des filaments et des anneaux tourbillons de faible épaisseur 
 

 Résumé : 
 

Un filament tourbillon est un cas particulier d’écoulement rotationnel, pour lequel la 
vorticité se trouve uniquement autour d’une courbe tridimensionnel, dite fibre centrale du 
filament. Calculer l’écoulement, c’est déterminer l’évolution de cette zone de vorticité, dite 
filament tourbillon, c’est à dire trouver le mouvement de la fibre centrale. Cette thèse reprend 
la démarche de Callegari et Ting pour obtenir l’équation d’évolution de la fibre centrale d’un 
anneau tourbillon en la complétant avec divers remarques et commentaires et en donnant des 
ordres supérieurs du développement. Nous mettons en valeur le développement des intégrales 
singulières de Biot et Savart à l’aide de la méthode des développements asymptotiques 
raccordés. Puis, les résultats obtenus sont utilisés pour justifier des méthodes de coupure et 
pour les généraliser au cas visqueux et avec vitesse axiale. Nous complétons les résultats de 
Widnall et Sullivan sur l’étude linéaire d’un anneau circulaire perturbé en donnant la période 
d’oscillation des différents modes et en comparant ces résultats avec une simulation 
numérique de l’équation d’évolution. Enfin, nous étudions les oscillations d’un filament droit 
et la stabilité de filaments parallèles contrarotatifs. 
 
 Mots clés : 
 filament tourbillon, anneau tourbillon, vorticité, mécanique des fluides 
 développement asymptotiques, intégrales singulières  
 coupure, mouvement, stabilité 

 
Dynamics and motion of slender vortex filaments and rings 

 
 Abstract : 
 

A vortex filament is a particular rotationnel flow in which the vorticity is located only 
around a three dimensional curve called central line of the filament. Solving the flow means 
finding the evolution of this vorticity region, called vortex filament, that is to say finding the 
motion of the central line. This dissertation proceed as Callegari and Ting to obtain this 
equation of motion in adding some remarks and comments and in giving higher order terms of 
the expansion. We point out the importance of singular Biot and Savart integral expansions 
performed with matched asymptotic expansions. Then, these results are used to justify cut-off 
methods and to generalise them to the case with viscosity and axial velocity. We complete 
Widnall and Sullivan’s linear study of a perturbed circular vortex ring in giving the oscillation 
period of the different modes and in comparing these results with a numerical simulation of 
the equation of motion . Finally, we study the oscillations of a straight vortex filament and the 
stability of parallel counter-rotating vortex filaments. 

 
 Key words : 
 vortex filament, vortex ring, vorticity, fluid mecanics 
 asymptotic expansions, singular integrals 
 cut-off, motion, stability 
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