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Dynamique et mouvement des filaments et des anneaux tourbillons de faible épaisseur
Résumé :

Un filament tourbillon est un cas particulier d’écoulement rotationnel, pour lequel la
vorticité se trouve uniquement autour d’une courbe tridimensionnel, dite fibre centrale du
filament. Calculer 1’écoulement, c’est déterminer 1’évolution de cette zone de vorticité, dite
filament tourbillon, c’est a dire trouver le mouvement de la fibre centrale. Cette thése reprend
la démarche de Callegari et Ting pour obtenir I’équation d’évolution de la fibre centrale d’un
anneau tourbillon en la complétant avec divers remarques et commentaires et en donnant des
ordres supérieurs du développement. Nous mettons en valeur le développement des intégrales
singuliéres de Biot et Savart a ’aide de la méthode des développements asymptotiques
raccordés. Puis, les résultats obtenus sont utilisés pour justifier des méthodes de coupure et
pour les généraliser au cas visqueux et avec vitesse axiale. Nous complétons les résultats de
Widnall et Sullivan sur I’étude linéaire d’un anneau circulaire perturbé en donnant la période
d’oscillation des différents modes et en comparant ces résultats avec une simulation
numérique de 1’équation d’évolution. Enfin, nous étudions les oscillations d’un filament droit
et la stabilité de filaments parall¢les contrarotatifs.

Mots clés :

filament tourbillon, anneau tourbillon, vorticité, mécanique des fluides
développement asymptotiques, intégrales singulicres

coupure, mouvement, stabilité

Dynamics and motion of slender vortex filaments and rings
Abstract :

A vortex filament is a particular rotationnel flow in which the vorticity is located only
around a three dimensional curve called central line of the filament. Solving the flow means
finding the evolution of this vorticity region, called vortex filament, that is to say finding the
motion of the central line. This dissertation proceed as Callegari and Ting to obtain this
equation of motion in adding some remarks and comments and in giving higher order terms of
the expansion. We point out the importance of singular Biot and Savart integral expansions
performed with matched asymptotic expansions. Then, these results are used to justify cut-off
methods and to generalise them to the case with viscosity and axial velocity. We complete
Widnall and Sullivan’s linear study of a perturbed circular vortex ring in giving the oscillation
period of the different modes and in comparing these results with a numerical simulation of
the equation of motion . Finally, we study the oscillations of a straight vortex filament and the
stability of parallel counter-rotating vortex filaments.

Key words :
vortex filament, vortex ring, vorticity, fluid mecanics

asymptotic expansions, singular integrals
cut-off, motion, stability
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Introduction 1

INTRODUCTION

Le travail présenté dans ce mémoire est une contribution a 1’é¢tude du mouvement des
filaments et des anneaux tourbillons de faible épaisseur. Dans cette introduction, aprés avoir
rappelé quelques notions sur le champ de vorticité et son utilisation, nous introduisons la
notion de filaments et d’anneaux tourbillons, puis leur réalisation expérimentale et dans des
phénomenes naturels. Nous précisons alors I’intérét de leur étude et faisons un tour d’horizon
des résultats de la littérature a leur sujet tout en nous proposant d’en apporter des
supplémentaires. Nous serons alors prét a présenter le travail qui a été réalisé dans cette these,
que I’on décrira chapitre par chapitre.

On s’intéresse aux ¢€coulements rotationnels laminaires incompressibles a grand
nombre de Reynolds pour lesquels les équations du champ de vitesse sont :

ov

2Y i Vgradv=—grad L+ vAv 1)
ot P

divv=0 (2)
ou V est la vitesse, ¢ le temps, p la pression et p la masse volumique.
Ces écoulements sont décrits a 1’aide du champ de vorticité :
® = rot(V)
Généralement, le pourcentage de 1’écoulement occupé par la vorticité est faible : on dit que la

vorticité est concentrée dans 1’écoulement. La vorticité vérifie I’équation du tourbillon :

o L -
ﬁ—?+?gradm:mgradV+vAco 3)
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Si I’on connait le champ de vorticité, on peut en déduire le champ de vitesse par la relation

suivante :

SRS SYS @)

WW=grado®) + o[ 3

'

X—X

qui décompose le champ de vitesse en une vitesse potentielle :

— % —
VBack = grad ¢(X)
appelée également vitesse de background et une vitesse induite par le champ de vorticité :

Vi, :417[”"]' o AKX —332 )dx'

X—X

qui est la relation de Biot et Savart. Cette équation est I’inversion des deux relations
linéaires :
divv=0
® = rot(V)
Elle provient donc uniquement de la cinématique. L’ensemble des relations (3), (4) et de
I’équation du potentiel :
Ap =0, )
muni des conditions aux limites et des conditions initiales, forme un systéme équivalent a (1)
et (2). Il est intéressant de décrire I’écoulement a 1’aide du champ de vorticité. Si le champ de
vorticité concentré et I’écoulement potentiel sont connus, alors a 1’aide de la relation (4), on
connait le champ de vitesse en tout point de 1I’écoulement. Si 1’on connait 1’écoulement
potentiel, les équations d’évolution (3), (4) sont a intégrer sur le domaine de vorticité qui est
petit par rapport au domaine occupé par tout I’écoulement. Comme on est a trés grand nombre
de Reynolds, la viscosité est petite et ’équation (5) se comporte au premicre ordre comme
I’équation :
0;,—0;+Vgradcf) = grad v (6)
Le champ de vorticité subit donc les mémes déformations que le domaine fluide : on dit que

la vorticité est gelée dans le fluide. A ce phénomene se rajoute une diffusion lente du champ

de vorticité qui est due au terme visqueux VA ® dans I’équation (3). Le terme ® grad v qui

n’existe que pour les écoulements tridimensionnels est le terme d’étirement de la vorticité ou

terme de stretching.
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Lorsque I’on s’intéresse a un écoulement, deux études apparaissent. La premiere
(Figure 1) est la détermination du champ de vitesse induit par un champ de vorticité connu au
temps ¢ ou initialement. La seconde est la détermination de I’évolution d’un champ de
vorticité donné initialement. Cette seconde étude nécessite de faire la premicre étude a tout

temps de 1’évolution que I’on détermine (Figure 2).

o (X,1)

Figure 1 : Recherche de la vitesse induite v(X,7) par ®(X,?)

@
o (X,1) ?

V(X,t=0)? vV (X,1)?

Figure 2 : Recherche de 1’évolution de la vorticité ®(X,7) etde v(X,?)

Une tornade est un exemple bien connu de répartition de vorticité. C’est un
¢coulement axisymétrique qui est en rotation autour d’un axe (Figure 3 a). La seule
composante non nulle de la vorticité est celle parallele a I’axe de la tornade et la seule

composante non nulle de la vitesse est celle qui est orthoradiale.

a) Lignes de courant b) Lignes de vorticité

Figure 3 : Schéma d’une tornade
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bt

Figure 4 : Photographies de tornades

a b

On peut également représenter les lignes de vorticité qui sont les lignes tangentes au champ
de vorticité et qui sont ici des droites (Figure 3 b). L’intensité de la tornade est mesurée a
I’aide de la circulation I' qui est la circulation de la vitesse sur une ligne encerclant la tornade
et qui correspond également au flux de la vorticité a travers une surface perpendiculaire a la
tornade. Par conservation du flux de vorticité ( div® = 0), cette circulation est la méme tout
le long de la tornade. Par application du théoréme de Kelvin (fluides non visqueux), elle ne
dépend pas non plus du temps. Si 7 est la distance a I’axe de la tornade et & son épaisseur, il
existe une solution exacte aux équations d’Euler d’un fluide parfait qui est le tourbillon de

Rankine (Figure 5) :

o ()
A ON

N\e
~N
(\&)
~N

>
o r S r

Figure 5 : Vorticité d’un tourbillon de Rankine et vitesse induite

La vitesse induite par la zone de vorticité uniforme est déterminée en égalant le flux de la
vorticité avec la circulation de la vitesse, mais peut aussi étre obtenu a 1’aide de la loi de Biot
et Savart bidimensionnel :

V®) = grad p(X)  + 21” i de' (7)
X—X
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I1 existe une solution exacte aux équations de Navier-Stokes d’un fluide visqueux qui est le
tourbillon de Burgers (Figure 6) :

o (r,t) v(r,t)

A A

> »
r 5(1) r

5(1)

Figure 6 : Vorticité d’un tourbillon de Burgers et vitesse induite

La vorticité peut étre concentré autour d’une courbe, dite fibre centrale, qui n’est pas
forcément droite comme pour une tornade. On a alors un filament tourbillon et, si la courbe

est fermée, on a un anneau tourbillon (Figure 7) :

fibre centrale

fibre centrale X(s,1)

X(s,1)

Figure 7 : Filament et anneau tourbillon

Cette courbe est décrite paramétriquement a I’aide d’une fonction X = X(s,7), qui donne un

point de la courbe en fonction d’un parameétre s et du temps ¢. Remarquons qu’un filament
tourbillon ne peut pas s’arréter brutalement au milieu du fluide a cause de la conservation de
la circulation : soit il est fermé, soit il s’arréte sur une paroi solide. L’épaisseur & sera prise
petite ce qui permet d’avoir une approche analytique et ce qui est justifié par le fait que la
vorticité est généralement concentrée dans les écoulements. Pour une viscosité faible, si la
vorticité est concentrée autour d’une fibre centrale, elle le reste tant que le temps n’est pas
trop grand. Cependant, cette fibre centrale ne reste pas sur place ; elle se déplace. Notre but
est alors de déterminer le mouvement du filament tourbillon, c’est a dire le déplacement de
sa fibre centrale, ainsi que la stabilité de ce mouvement. Comme la vorticité est quasiment

gelée dans le fluide, un point de la fibre centrale se déplace avec la vitesse du fluide. On peut



6 Introduction

décomposer cette vitesse en différentes contributions : 1’écoulement potentiel, la vitesse
induite par le filament tourbillon, la vitesse induite par les autres filaments tourbillons (on
parle alors d’interaction des filaments).

Un anneau tourbillon peut étre créé par différents procédés’. On met de la fumée dans
une boite percée d'un trou sur une face et possédant une membrane sur la face opposée. On
expulse alors la fumée en un jet de courte durée en percutant la membrane. Le jet s'enroule en
un anneau de fumée par frottements visqueux sur la paroi du trou. L’anneau se déplace alors
sous I’effet de son induction propre. C'est comme cela que les fumeurs arrivent de créer des
anneaux de fumée par expulsion de la fumée qui est dans leur bouche. Le méme procédé peut

étre utilisé pour les liquides.

i il

A %
Percuiioi e fumée i ﬁ —
b ] D

Figure 8 Création d’un anneau a 1’aide d’une boite de Tait (vue en coupe)

I

Il est a noter que s’il n’y a pas de force de volume rotationnelle, la vorticité ne peut étre créée
que dans un fluide visqueux a une paroi solide ou une interface de deux liquides.
Un anneau tourbillon peut aussi étre créé par explosion d’une bulle. Par exemple, le

PH3 d’une bulle réagit avec l'air pour former du P205 qui est expulsé dans l'air et forme un

!
20

fumées
\& L) de P205

anneau (Figure 9).

air

eau *

O

bulle de PH3

Figure 9 Création d’un anneau par explosion d’une bulle (vue en coupe)
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Le déplacement d'un disque dans un liquide permet aussi de créer un anneau (Figure

10).

disque

N\

4+—

déplacement
du

disque

Figure 10 Création d’un anneau par déplacement d’un disque

C’est le méme phénoméne que 1’on constate si on déplace une cuillére dans un bol de lait puis
qu’on la retire rapidement verticalement. Il faut que la moiti¢ de la partie incurvée de la
cuillere soit sous la surface libre du lait. A la surface, on voit deux tourbillons qui se déplacent
en translation tout en restant a la méme distance 1’un de 1’autre.

Si on laisse tomber une goutte colorée de liquide, elle s'enroule en un anneau coloré
lorsqu'elle arrive dans l'eau (Figure 11). Cette expérience peut étre facilement réalisée a I’aide
d’une cartouche d’encre et d’un lavabo rempli d’eau. On crée alors facilement un anneau en
décrochant une goutte trés pres de la surface.

Dans bon nombre de phénomenes naturels, le champ de vorticité est confiné :
dépressions atmosphériques, tornades, tourbillons de vidange, tache rouge de Jupiter,... Le
confinement de la vorticit¢ semble plutot étre la régle que 1’exception. Des anneaux
tourbillons sont créés de fagon naturelle dans certaines situations : ¢jection d’anneaux au-
dessus d’un volcan, lors de certaines protubérances solaires, au fut d’un canon* lors d’un tir,
dans le champignon d’une bombe atomique, dans le cceur d’un humain et on a méme vu des

dauphins créer des bulles tourbillons toriques et s’amuser avec®>*.



8 Introduction

poire

cau colorée

goutte

Figure 11 Création d’un anneau par chute d’une goutte

Figure 12 : Bulle torique faite par un dauphin

On rencontre également des filaments tourbillons dans 1I’Hélium superfluide®, dans des
supraconducteurs’ et dans les plasmas’. Les instabilités de Kelvin-Helmholtz d’une nappe
tourbillon donnent naissance a des filaments tourbillons et ces instabilités pour un jet de

liquide aboutissent a la formation d’une rangée d’anneaux tourbillons®.
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Les tourbillons d’apex dans le sillage d’un avion sont des exemples de filaments

tourbillon.

Figure 13 : Tourbillons d’apex derriére un avion

C’est leur persistance dans le temps qui limite la fréquence d’atterrissage des avions dans un
aéroport : si un avion suit de trop prés un autre, il peut étre déstabilisé par ces tourbillons et
c’est ce qui a déja abouti a des catastrophes aériennes. La stabilité (Annexe 18) et la
déstructuration des filaments tourbillons (par exemple par éclatement tourbillonnaire? :

Figure 14 et Annexe 18) ont été beaucoup étudiées.

EXPERIMENT IN A& TUBE. FALER and LEIBOVICH

STHEARILIME

! e
ISOSURFACE OF CONSTANT TOTAL PRESSURE
IN DELTA-WING BUBBLE BREAKDOWN

Figure 14 Eclatement tourbillonnaire de type bulle.

Comparaison entre expérience et numérique (Visbal*’)
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Bon nombre de questions restent cependant ouvertes sur ces éclatements tourbillonnaires et

pourraient apporter des améliorations a certains procédés industriels.
Les anneaux tourbillons sont un moyen de déplacer rapidement une certaine quantité
de gaz. Cette utilisation avait ét¢ imaginée dans le passé pour rejeter trés haut dans

I’atmosphere les fumées qui s’échappent des cheminées d’usine. Ce procédé est bien siir rejeté
de nos jours puisque I’on sait que les capacités de notre atmosphere terrestre d’absorber les

pollutions humaines sont loin d’étre infinis. Cette faculté de transport a été remise au gotit du
jour par la marine américaine (Naval Air Warefare Centre- Weapon Division- Point Mugu,

CA) qui propose plusieurs utilisations des anneaux tourbillons :
B extinction de feux difficiles d’acces par envoi d’anneaux tourbillons de dioxyde de

carbone
B utilisation d’un canon a anneaux tourbillons pour transporter des gouttes de produit

médical en tirant dans la bouche d’un patient
B réalisation d’armes non mortelles sous forme de pistolet a anneaux tourbillons
chimiques pour mettre hors de nuire I’ennemi
B [Is envisagent méme que la police puisse utiliser un pistolet a anneaux tourbillons
lors de chasse poursuite avec un véhicule (Figure 14): les gaz contenus dans

I’anneau diminueraient fortement les capacités du moteur du véhicule poursuivi en

perturbant 1’air frais qu’utilise la combustion de celui-ci.
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Figure 14 Etouffement du moteur par projection de dioxyde de carbone

dans I’air frais qu’utilise le moteur
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L’étude des filaments et des anneaux tourbillons est au coeur de la mécanique des
fluides. Des simulations numériques directes** (Figure 15) de la turbulence mettent en
évidence I’existence de bon nombre de filaments tourbillons. Ainsi, la résolution de la
turbulence (difficile entreprise qui n’a encore pas ¢été atteinte par les scientifiques) nécessite
de prendre en compte ces objets*343¢4, Cette perspective justifie le regain d’intérét récent sur
I’é¢tude des filaments tourbillons, car méme si les premicres €tudes remontent a Helmholtz',

notre connaissance de ceux-ci est encore imparfaite.

Figure 15: Lignes de vorticité d’une turbulence homogéne par DNS

(She et al. 1991)

Parmi les différentes méthodes numériques de la mécanique des fluides, ils en existent
qui utilisent des filaments tourbillons et qui s’appellent ‘les méthodes des éléments
tourbillons’'**. Le champ de vorticité est alors discrétisé (Figure 16) en un grand nombre de
filaments tourbillons de faible épaisseur et le mouvement de la zone de vorticité est déterminé
en faisant évoluer chacun des filaments dans son champ propre, dans celui induit par les

autres filaments et dans I’écoulement potentiel.

Figure 16: Méthode des éléments tourbillons
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Le point tourbillon n’existe pas en trois dimensions : la vorticité ne peut étre infiniment
concentrée que sur des courbes : filets tourbillons, ou sur des surfaces : nappes tourbillons®.
La mise au point de ces méthodes se sert de notre connaissance du mouvement des filaments
tourbillons et donc I’amélioration de notre savoir sur ceux-ci a des retombées sur I’avancée de
ces méthodes numériques. Afin d’illustrer ces méthodes, un exemple d’utilisation est donné
sur la figure 17, ou est simulée 1I’évolution d’une zone de vitesse axiale sur un filament
tourbillon d’intensité I" et de rayon R en fonction du temps z. Sur la figure, on a représenté les
lignes de vorticité. Ces lignes sont assimilées a de petits filaments tourbillons et on détermine

1I’évolution de I’ensemble en déterminant I’évolution de toutes ces lignes de vorticité.

It/R*=0 28 56
Figure 17 : Simulation numérique d’un éclatement tourbillonnaire par élément de

vorticité?®. Les lignes de vorticité sont représentées a différents temps.

Des résolutions numériques de la turbulence en deux dimensions sont effectuées en
déplagant bon nombre de molécules élémentaires qui sont des tourbillons®. La diffusion
visqueuse est obtenue en rajoutant une perturbation aléatoire dans le déplacement de ces
tourbillons. Ces résolutions n’ont pas d’équivalent en trois dimensions, ou différentes
difficultés de taille apparaissent. D’abord, il existe un phénomene d’étirement dans 1’équation
de la vorticité qui n’existait pas dans les problémes plans, puis, il n’y a pas de solution
¢lémentaire au probléme d’une distribution de Dirac ponctuelle donc pas de particule de
vorticité de 1’espace**. La répartition de vorticit¢ la plus simple est le filet tourbillon
(vorticité infiniment concentrée sur une courbe, dite aussi courbe tourbillon), mais en tout

point de courbure non nulle, la vitesse de cette courbe est infinie (il y a une singularité
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logarithmique) ce qui nécessite que cette vorticité n’est pas infiniment concentrée, c’est a dire
que cette zone de vorticité a obligatoirement une petite épaisseur.
La vitesse V d’un anneau tourbillon circulaire, d’intensit¢ I', de rayon R, et

d’épaisseur de corps &, a d’abord été donnée sans preuve par Kelvin?!:

LN S
V—4”R(lng 4) oue=0/R (8)

10,11,19.20,25,26,39 " Toys ont utilisé des

puis a été¢ prouvée et généralisée par différents auteurs
coordonnées cylindriques, la fonction de courant de Stokes ¥ et ont trouvé le développement
de ¥ selon ¢ en utilisant sa dépendance vis-a-vis du champ de vorticité a I’aide de la relation
de Biot et Savart sur la fonction de courant V. Ils considérent un écoulement stationnaire dans

un référentiel se déplagant en translation a la vitesse V(&), que I’on recherche.

Des équation d’évolution de la fibre centrale € d’un filament tourbillon non circulaire

et de faible épaisseur (Figure 7) ont été données par Thomson**, Levy et Forsdyke®?, Hama!?,

Leonard®®. Ce sont différentes méthodes ad hoc appelées ‘méthodes de coupure (cut-off en
anglais)’ qui sont des méthodes de type éléments tourbillons. Dans toutes ces méthodes, la
singularité dans 1’intégrale de Biot et Savart d’un filet tourbillon est évitée en modifiant son

expression a I’aide d’un petit parametre /., appelé la longueur de coupure. Par exemple,

Hama!” pose :

):((s,t) - Ir J‘ T(s ,0) A (X(s,1) — X(s ,t))ds. ©

4 _ ~ . 3
ﬁ[o,S(z)]\[s—zc,erzc[ X(s,2) = X(s ,1)

ol 7 est le vecteur tangent a la fibre centrale ¢ de longueur S(¢) décrite par X(s,7); X(s,?)

est la vitesse du point X(s,7) de @et [. est la longueur de coupure. La longueur I, est prise
égale a I’épaisseur & du tourbillon (/. = ¢'). Le fait que le tourbillon est de faible épaisseur

est donc utilisé et la structure interne de I’anneau est complétement prise en compte dans cette

1

longueur de coupure /.. Arms et Hama ont simplifié cette expression en ne retenant

simplement que 1’ordre principal logarithmique qui donne une contribution au mouvement de

I’anneau tourbillon lorsque /. est infiniment petit. On obtient ce que ces auteurs ont appelés

I’équation de ‘/’approximation de [’induction locale’:

X(s,t) = —I—”(lng)K(s,z)B(s,r) (10)
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ol K est la courbure locale de @, b la binormale sur € et ¢ est I’épaisseur & du filament que
I’on a réduit par rapport a un rayon de courbure caractéristique.

L’équation d’évolution de la fibre centrale d’un anneau tourbillon non circulaire et de
faible épaisseur (Figure 7) a également été dérivée des équations d’Euler ou de Navier-Stokes
en utilisant un développement asymptotique raccordé avec 1’épaisseur de I’anneau comme

2.6,13.2324.37.4550 Toutes ces études se complétent les unes

petit paramétre par différents auteurs
et les autres et Iarticle de Callegari et Ting® nous semble étre le plus complet et le plus précis.
Ces ¢études résolvent la singularité logarithmique en considérant que 1’on a une couche limite
sur la fibre centrale de I’anneau. En effet, comme 1’épaisseur de 1’anneau est faible, c’est un
petit paramétre et il apparait un probleme intérieur pour une distance de 1’anneau tourbillon de
I’ordre de 1’épaisseur de 1’anneau et un probleme extérieur pour une distance de I’ordre du
rayon de courbure de 1’anneau. En se servant de la petite épaisseur de 1’anneau, les équations
de Navier Stokes se simplifient dans la couche limite. On obtient des équations du méme type
que les équations de couche limite de Prandlt qui ici donnent I’équation d’évolution pour la
fibre centrale de I’anneau. La petite épaisseur du filament qui est un géne pour une résolution
numérique des équations de Navier Stokes puisqu’elle provoque des matrices mal

conditionnées, est un atout qui est mis a profit pour obtenir cette équation. L’équation suivante

d’évolution de la fibre centrale® X(s,7) est alors obtenue :

: ¥ K(S’ t) 1
X(s,0) = Q" (s,0) + 7[— Ing+1In(S(1)) — 1+ C, () + C,p () B(s, ) (11a)
avec Q¥ (s,t) = A(s,0) ~[A(s,0) 0 T(5,0)] T(s,0) (11b)
s+, AX(s+ 5,0 - X(5,0)) |
7 B - . - 3
A(s,f) = 1 .[ o(s+s',t) |X(f+s ’[)_X(S’t)| ds'  (llc)
Ar = K(s,0) b(s,1)
2 |A(s,s',0) |
s+s’
A5ty = [o(s™ 0)ds” (11d)

N

ol b est le vecteur binormal de la fibre centrale ¢, o(s,t) = ‘X S‘ et K est la courbure.
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Dans cette expression, C,(¢) et C,,(#) sont des fonctions connues pourvu que le

champ de vitesse initial soit donné. Ce sont des parameétres internes, qui montrent le couplage
entre le mouvement de la fibre centrale et I’évolution de la structure interne de ’anneau.

Comme la structure de I’anneau apparait uniquement dans le groupement :
[~Ine—1+C, () +Cu()]. (11e)
par une mesure de la vitesse d’évolution de la fibre centrale du filament, on ne peut pas

déterminer son épaisseur si I’on ne connait pas les valeurs de C,(¢) et C,(¢) pour ce

filament. La vitesse X(s,¢) en un point du filament se décompose en une contribution globale

(ou non locale) Q*(s,#) et une contribution locale proportionnelle a la courbure K et dirigée
selon la binormal b(s,#) en ce point. La contribution globale fait intervenir la forme de la

fibre centrale alors que la contribution locale fait intervenir la structure interne du filament.
Une nouvelle dérivation de cette équation, en utilisant le développement intérieur de
I’intégrale de Biot et Savart, a été réalisée par Klein et Knio? et a été initialement accomplie

d’une facon similaire par Levi-Civita?®!

, au début du siécle, mais uniquement jusqu'a I’ordre
principal logarithmique. Ces articles en italien ont été oubliés pendant une longue période et
ont été redécouverts par Germano'> en 1983.

On préfere ces études asymptotiques aux méthodes de coupure. En effet, pour prendre
en compte la structure interne de ’anneau, ces méthodes font intervenir la longueur de
coupure qui est un parametre arbitraire et ces méthodes ne découlent pas des équations de
Navier Stokes.

Malgré la littérature abondante au sujet de l’étude du mouvement des anneaux
tourbillons, il a été possible d’apporter des éléments supplémentaires a la détermination de
[’équation d’évolution de leur fibre centrale qui vont étre maintenant annoncés. Ce mémoire
redonne également toute la démarche d’obtention de cette équation.

Dans le premier chapitre, nous introduisons une définition des filaments et des
anneaux tourbillons de faible épaisseur ainsi que les coordonnées, les équations, les échelles et
les régions asymptotiques associées. Nous étudions le filet tourbillon droit puis courbe comme
introduction au probléme de couche limite tridimensionnelle. On constate qu’il faut savoir
calculer le développement de I’intégrale singuliére de Biot et Savart, ce qui est I’objet de notre
deuxiéme chapitre. On a essayé¢ de décrire assez succinctement la méthode de résolution de

cette couche limite tridimensionnelle, en insistant plus sur la démarche, les étapes clefs de son
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déroulement et les résultats, que sur les équations et le grand nombre de calculs qui sont sous-
jacents. Ceci nous permet de donner une description des différents types de structures de
filament en allant de la plus générale a la plus simple, grace a quoi on peut bien préciser les
hypothéses qui sont faites suivant les études. Une attention particuliére a été¢ apportée aux
longueurs caractéristiques d’adimensionnalisation qui ont été choisies afin de faire le lien
entre cette étude et d’autres études de la littérature. Le lien immédiat entre ces études peut étre
masqué par des notations différentes et surtout par des choix différents des longueurs
caractéristiques et des formes de développement asymptotiques associés. On étudie un anneau
tourbillon avec une vitesse axiale, que 1’on pourrait appeler un jet tourbillon courbe fermé.
Celui-ci est essentiellement caractérisé par quatre parametres, qui sont : sa circulation, son
épaisseur, son débit axial et sa viscosité, ou en variables adimensionnelles : son épaisseur
réduite, son débit axial réduit (nombre de Swirl) et son nombre de Reynolds. On précise les
différences et les liens entre cette étude et 1’étude d’un doublet, d’une source ou d’un jet
concentrés sur une courbe (répartitions linéiques).

Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéressons aux champs de vorticité et de vitesse
d’un anneau tourbillon de faible épaisseur. Notre but est d’obtenir le développement extérieur
et intérieur du champ de vitesse induit par le champ de vorticité connu d’un anneau tourbillon
de faible épaisseur. Nous effectuons pour cela des développements de 1’intégrale de Biot et
Savart. On donne les deux premiers ordres du développement extérieur. L’ordre principal est
bien connu mais pas le premier. Nous donnons également le développement de ces deux
ordres preés de [’anneau, qu’on obtient en utilisant la méthode de développement
asymptotique raccordé des intégrales singuliéres telle qu’elle est exposée dans Frangois'2. Si
la partie singuliere du développement pres de I’anneau de I’ordre principal de la vitesse est
bien connue, I'ordre un et les ordres supérieurs ne sont pas donnés habituellement.
L’expression la plus compleéte de ce développement prés de I’anneau a ét€¢ donnée par
Fukumoto et Miyazaki'3. Par ailleurs, la plupart des auteurs*' ne dérivent pas ce
développement prés de 1’anneau en utilisant la méthode systématique des développements

14,22,23 l'ont

asymptotiques raccordés des intégrales singuliéres. Seuls quelques rares auteurs
utilisée. On donne alors le développement intérieur de I’intégrale de Biot et Savart afin de
généraliser des résultats connus®>***!. Nous obtenons ainsi le champ de vitesse au voisinage
et dans I’anneau tourbillon et généralisons certains résultats de la littérature®>**3!. Enfin, nous
montrons que ce champ intérieur de vitesse se raccorde bien avec le champ extérieur de

vitesse.
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Dans le troisieme chapitre, nous dérivons 1’équation d’évolution d’un anneau
tourbillon a I’aide du développement asymptotique raccordé décrit succinctement au chapitre
L. On utilise aussi les résultats des développements de 1’intégrale de Biot et Savart obtenus au
chapitre II. Nous reprenons ici toute la démarche de Callegari et Ting® en la complétant avec
divers commentaires, avec des dessins de champ de vitesse et avec des ordres supérieurs dans
le développement. Afin de comprendre 1’utilité et la porté de cette équation d’évolution, qui
est le résultat de bien des labeurs de calcul, on présente des simulations numériques de celle-
ci.

Dans le quatrieme chapitre, on justifie diverses méthodes de coupure en comparant
leur développement par rapport a la longueur de coupure avec I’équation d’évolution d’un
anneau tourbillon obtenue par Callegari et Ting®. Cette justification est valable pour un
anneau visqueux avec une vitesse axiale. Pour faire le développement, on utilise la méthode
de développement asymptotique raccordé des intégrales singuliéres.

Dans le cinquieme chapitre, les simulations numériques de 1’équation d’évolution
d’un filament tourbillon sont comparées a 1’étude de stabilité linéaire d’un anneau tourbillon
circulaire. L’étude linéaire de Widnall et Sullivan®® est généralisée au cas d’un anneau
visqueux avec vitesse axiale. Nous donnons des résultats pour les modes stables oscillants

alors que Widnall et Sullivan®

ont donné des résultats pour les modes instables. Cette
comparaisons apporte une vérification de notre code numérique d’évolution d’anneaux
tourbillons.

Le sixieme chapitre donne, pour un filament ouvert, les résultats analogues aux
chapitres 1I, IILIV,V. Nous y discutons alors du régime des filaments ultra-fins®*, des
oscillations d’un filament droit et de I’instabilité de deux tourbillons paralléles contrarotatifs.

En conclusion, I’ensemble des résultats obtenus est résumé et différentes perspectives

d’études sont envisagées.
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Chapitre I

DESCRIPTION ET METHODE DE
RESOLUTION D'UN FILAMENT
TOURBILLON

Dans ce chapitre, nous donnons la définition d’un filament tourbillon de faible
épaisseur et présentons différentes notions qui y sont rattachées : fibre centrale, coordonnées
locales, échelles, limites asymptotiques. Nous cherchons a déterminer le déplacement d’un
point tourbillon et d’un filet tourbillon courbe. On montre qu’il est nécessaire qu’un filament
courbe ait une épaisseur pour que sa vitesse soit finie. Il faut tenir compte de cette épaisseur
pour obtenir le mouvement d’un filament tourbillon et donc résoudre un probleme de couche
limite tridimensionnelle autour d’une courbe. On constate alors qu’il faut savoir calculer des
développements dans I’intégrale singuliere de Biot et Savart, ce qui sera 1’objet de notre
chapitre II. La méthode de résolution de cette couche limite est présentée dans ce chapitre,
mais sera effectuée completement au chapitre III. A la fin de ce chapitre, on présente

différents types de formes et de structures de filament tourbillon.

I.1. Définition d’un filament de faible épaisseur

o e,y =

qui est concentré dans le voisinage d ‘épaisseur 6 d’une courbe tridimensionnelle ¢, appelée
la fibre centrale ou ligne centrale. L’épaisseur ¢ définit [’épaisseur du filament tourbillon en

ordre de grandeur. Cette courbe ¢ est décrite paramétriquement a 1’aide d’une fonction

X = X(s,¢), qui donne un point de la courbe en fonction d’un paramétre s et du temps 7. La
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géométrie du voisinage ou la vorticité est concentrée est un ‘fore non circulaire’ Ty si la fibre

centrale est fermée ou un cylindre non rectiligne si la fibre centrale est ouverte. La circulation
I' de la vitesse du fluide autour d’une section du tore est [ 'intensité du tourbillon.

Le filament tourbillon est a vorticité d’extension finie si le support des fonctions qui la
définissent est a support compact. Il est a vorticité décroissante exponentiellement si les
fonctions qui la définissent sont & décroissance rapide. Pour un fluide non visqueux, un
filament initialement a vorticité d’extension finie reste a vorticité d’extension finie, mais on
peut cependant travailler aussi avec des filaments a vorticité décroissant exponentiellement.
Pour un fluide visqueux, méme si initialement le filament est a vorticité d’extension finie, il
devient instantanément a vorticité décroissante exponentiellement.

La figure 1.1 représente un filament a vorticité d’extension finie dans un voisinage Ty

d’une courbe ¢£.

Figure 1.1 : Description d’un morceau de filament tourbillon et du voisinage de sa ligne

centrale

al

P(s)

—

X1€ X,€,)

Figure 1.2 : La courbe centrale et les coordonnées locales d’un anneau tourbillon.
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I.2. Repérage de la fibre centrale et coordonnées locales
Si la fibre centrale du filament est fermée, on parle d’un anneau tourbillon de

longueur S, sinon il s’agit d’un filament tourbillon infini.

[.2.1. Repérage de la fibre centrale

La fibre centrale est repérée a 1’aide d’une représentation paramétrique : X = X(s,7),
qui donne un point de la courbe en fonction d’un parameétre s et du temps ¢ (Figure 1.2). En
chaque point de cette courbe, nous définissons le repére de Frenet (T,ii,b) avec

respectivement les vecteurs tangent, normal et binormal. Les formules de Frénet sont :

o(s,1) = Xy
X, = ot T, = oK (1.1)
ii, = o(Tb — K7) b, = —oTh

ou ‘ ‘ est la norme usuelle de R3, T la torsion locale de ¢ et K la courbure locale de €. Ici,

comme dans toute la suite, la différentiation Jf /Jx d’une fonction f par rapport a sa

variable x est notée f, . Nous utilisons également la notation f au lieu de £, si ¢ est le
temps. On a ¢ e[O,Zﬂ[ et nous choisissons s e[— 7z,+7z[ pour un anneau tourbillon et

s € ]— oo,+oo[ pour un filament infini. Si oy =0, le parameétre s est appelé une longueur d’arc

et est noté a au lieu de s.

1.2.2. Coordonnées locales

Nous introduisons un systéme de coordonnées locales valable uniquement au
voisinage de la fibre centrale du filament. C’est celui utilisé par Callegari et Ting® en 1978. Si

un point M voisin de la courbe (figure 1.2) est projeté orthogonalement en P(s) sur ¢, alors

% —
PM est dans le plan (n,b) formé par la normale et la binormale. Ainsi nous utilisons les

coordonnées polaires (7, ¢) dans ce plan et les vecteurs polaires unitaires (F,0) :

F=r(p,s,0)= T1i(s,f)cosp+b(s,t)sing 12
0= é((o,s,t) = —ii(s,7)sin @ +b(s,t) cos @ ' '
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De cette fagon, nous définissons les coordonnées M(r,,s) et la base curviligne (F,é,f) .La

transformation entre les coordonnées M(xj,x;,x3) et les coordonnées M(r,@,s) satisfait :

% —
X = OM = X(s,7) + (@, 5,1) (1.3)
avec
X= xlél + X2_éZ + x3é3 ,

ou (€q,€,,€3) est une base Cartésienne.

1.2.3. Métrique associée aux coordonnées locales

On cherche le tenseur métrique g; associ¢ a nos coordonnées. Pour cela, on

différentie la formule (1.3) :
dx = d(X(s,1) + 1E(,s,1))
= dX(s,?) + ¥dr + rdr
= X ds + ¥dr
+r(ii cos(¢) + b sin(¢p))ds
+ r(—tisin(p) + b cos(p))de
= otds + ¥dr
+r(o(Tb — K7) cos(¢p) — oThi sin(@))ds
+ r(—nsin(p) + b cos(@))de
que I’on réécrit :

dX = Fdr + 0r(de + Tods) + T(o — orK cos(@))ds

Nous posons

hy = (7[1 -rK cos((p)]

et alors dx = drE| + dgE, + dsE3
avec :

E, =F

By -8

E; = roT0 + hyt

Il vient les produits scalaires suivants :
El ° EZ =0
El L4 E3 =0

E20E3 =rol #0
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Les coordonnées (r,¢,s) ne sont donc pas orthogonales. Nous obtenons des coordonnées
orthogonales (r,0,s) en définissant ® par :

O=p-0((s,2)
avec d®y =—oT(s,t)ds .

Nous avons alors :

E =7
iy =0
E; =737
Soit :
8ij = Ei 'Eja
le tenseur métrique. Alors :
g;i=0 @#))
g1=gn=1
82 =82 = r2
g3 =g33=h

Les coordonnées orthonormées (A;) naturellement associées aux (4;) = (»,0,s) sont définies

par :
dA; = \Jg;d);.
D’ou:
dAy =dr
dA, =rd®
dA\3 = hsds

Les vecteurs de base de la base naturelle (A;) sont (¥,8,T). Tant que 0<r<1/K,
I’expression 1—Krcos(¢p) ne peut pas s’annuler. Si r>1/K la transformation des

coordonnées n’est plus bijective. Nous emploierons donc ces coordonnées curvilignes dans la

suite seulement pour des points prés de la fibre centrale.
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Avec ces coordonnées orthogonales et un formulaire, nous obtenons facilement
I’expression des opérateurs. Par exemple le gradient de pression s’écrit :

_ O 1dp Lop o
grad(p)_(ﬁr’r a®ah3 ﬁs) sur (r,e,T)-

Le passage par les coordonnées orthogonales n’est qu'une étape qui nous permet d’utiliser les
formulaires qui généralement sont donnés en coordonnées orthogonales. 11 est alors facile de

revenir aux coordonnées (»,¢,s) a ’aide du changement de variable pour passer de ®a ¢.

La seule dérivée partielle qui change est —
s

o fixé

0 0 T
- = -0l —.
5lg fixe 981 pfixs 9

Comme le probléme va dépendre d’un petit paramétre &, alors @y = @ (s,?,&) dépend de &
et on voit qu’il vaut mieux travailler avec les variables (7,¢,s) pour lesquelles

cos(ne) (mentier) est inchangé, plutét qu’avec les variables (7,0,s) pour lesquelles

cos(ne) (nentier) devient cos[n(®+®0(s,t,5))] qui doit étre développé selon ¢. Il vient

alors, par exemple :

op 1Jp 1 Jp

op =
d p (L _ £ _ g L T_ — )
grad(p) or’r égp’h3 (5S 7 5(0)) sur (r,6,7)

Dans ce manuscrit, nous utiliserons [’angle ¢ des coordonnées

naturelles non orthogonales, qui est plus adéquat que [’angle © des

coordonnées non orthogonales associées qu’ont utilisés Callegari et Ting?.

I.3. Les champs et les grandeurs associées

Les champs sont décomposés sur les vecteurs de base. Ainsi, la vorticité s’écrit :

®(X,1) = 0 (X, )F + @, (X,1)0 + 03 (X, 1)% (1.4)

La vitesse du fluide V(X,7) est la vitesse de la fibre X ajoutée a une vitesse relative V :

v(x,1) = ):((s,t) +V(,1) (1.5)
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Cette vitesse relative en projection devient :

V = uf +10 + wt (1.6)
ou I’on appelle :

ur : la vitesse radiale

0 : la vitesse orthoradiale (ou circonférentielle)

wt : la vitesse axiale.

2
La circulation I est définie par: I = jvm’(/), le débit axial M par:
0
270 2z
M = I jwrdrchp, et le débit linéique radial par : M, = Iurd(p.
00 0

On cherche a déterminer I’évolution X(s,#) de la fibre centrale connaissant la forme
initiale X (s) = X(s,7 = 0) de celle-ci.
l.4. La formule de Biot et Savart

Le champ de vitesse Vp;y(X,?) induit par le champ de vorticit¢ ®(X,7) a chaque

temps ¢ est donné par I’intégrale de Biot et Savart :

V Biot (%.£,€) =ﬁm B 1) /\fFi')d%' (1.7)

X—X

qui peut étre écrite avec les coordonnées locales pres de ¢ :

| a)(r',go',s',t)/\[(i(s,z)wf((p,s,t))—(X(s',t)+r'f')] o
VBiOt(rv¢asat):E”.[ h37" dr d¢7 ds (18)

_ o v 3
‘(X(s,t) +rr(p,s,t)—(X(s ,t)+7r F )‘

ou h_’o, = o*(s',t) (1- K(s',t)r' cos((p’)).
Nous pouvons ajouter un champ de vitesse potentiel (ou vitesse de Background)
VBack (X,?) a ce champ :
V(X,1) = VBiot (X,2) + VBack (X,7) (1.9)
La vitesse Vpjot (X,#) est nulle a I’infini et Vg, (X,7) permet de satisfaire les conditions aux

limites au bord du domaine si le domaine est borné.
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I.5. Conservation de la masse, équations de Navier-Stokes et du tourbillon
L’équation de la conservation de la masse et les équations de Navier-Stokes sont

écrites sur les coordonnées curvilignes locales (Annexe A.1.) :

(urhy), + (h3v) , + rws — oTrw, +r X 07 =0 (1.10)

= . v 12
a=—gradp+vAV +—(—Xj)q (1.11a)

hy "y

avee
[RV s 2 e e o, Xs S 1.11b
a= o +ur+v9+wt+X+(V—rrt)0gde+h—(w—rr01:) (1.11b)
r,p,s 3

ak LA IS (1.11c)
=—Tr+— — dlc

ot ot ot ot

r,Q,s
A Tlaide d’un formulaire sur les expressions des opérateurs dans des coordonnées
orthogonales quelconques, on trouve les expressions des opérateurs gradp, gradV et AV

sur les coordonnées curvilignes.

De la méme facon,

divay =0 (1.12a)
conduit a :
(o1rh3), +(37) +ra3 —O'Tra)3¢ =0 (1.12b)
et I’équation de la vorticité s’écrit :
2 .. . ..

Y + @) T+ Wy 0+ 03 T+ (V— X—7F) @ grad® — @ ® gradv = v A® (1.13)

r,,s

La relation entre la vorticité et la vitesse :
® = 7otV (1.14a)

devient :

- I
® :rotV+h—/\Xs (1.14b)
3

Nous faisons le choix de travailler avec la vitesse relative V plutdt qu’avec v et avec
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I’équation de Navier Stokes plutét qu’avec 1’équation de la vorticité.

1.6. Le filet tourbillon et la nécessité d’une épaisseur d’un filament

Dans ce paragraphe, on montre qu’il est nécessaire que le filament ait une épaisseur
pour que sa vitesse de déplacement soit finie. Ce déplacement ne dépend pas uniquement de la
géométrie de la fibre centrale, il est couplé avec la forme et 1’évolution des champs dans la

petite épaisseur du filament. Cette zone est donc une couche limite sur une courbe.

1.6.1. Le filet tourbillon droit

Le filament tourbillon le plus simple est le filet tourbillon droit pour lequel le champ
de vorticité est infiniment concentré sur une droite (Figure 1.3). Son expression est ® =I'S T
ou 6t est la distribution de Dirac concentrée et tangente a la droite. On utilise des
coordonnées cylindriques (7,¢,s) associées a cette droite, ou (r,¢) sont les coordonnées
polaires dans un plan perpendiculaire a la droite et s une abscisse sur la droite. Ici, T est le
vecteur tangent a la droite et (F,é ) les vecteurs polaires.

Ce filet tourbillon est placé dans un écoulement potentiel Vg, (X) indépendant de s

et on veut déterminer son évolution. Reste t’il droit ? Se déplace t’il ? Le probléme est donc

bidimensionnel. Dans un plan, il correspond au mouvement d’un point tourbillon en O dont

on repere la position a I’aide d’un vecteur X(?).

VBack(i) . é
— )
 —— M r
— ﬁ

5

Figure 1.3 : Le filet tourbillon droit dans un écoulement potentiel

Le champ de vitesse induit par ce filet est axisymétrique. Son expression est :

r .

VBiot = 5 9 (1.15)
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v(r),

[
Lol

r

Figure 1.4 : Profil de vitesse orthoradiale

Si le fluide est parfait, la vorticité est gelée dans le fluide et le point tourbillon se déplace avec

la vitesse :

X= V(X) = VBack (X) + VBjot (X)
Bien que Vi (X) soit infini sa partie axisymétrique est nulle et on fait alors I’hypothése®

que ce terme n’a pas de contribution, si bien que :

X = Vpack (X) (1.16)

On considere deux points tourbillons de circulation opposée I' et distants ’'un de 1’autre
d’une longueur L, dans un domaine infini sans écoulement potentiel (Figure 1.5). En

appliquant la méme démarche que précédemment, on trouve que l’ensemble des deux

r
tourbillons se déplace sans se déformer a une vitesse v(A) = v(B) = Py
+I
AD
L —
B
=)

Figure 1.5 : Deux points tourbillons contrarotatifs

La méme démarche peut étre appliquée pour le mouvement de # points tourbillons d’un fluide

parfait qui forment alors un syst¢eme Hamiltonien.
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1.6.2. Le filament tourbillon droit

Si I’on considere que le filet tourbillon précédent a une petite épaisseur, c’est un
filament tourbillon droit . 1l a nécessairement une épaisseur lorsqu’il existe de la diffusion
visqueuse. Celui-ci est placé dans un écoulement potentiel vy, (X,?). Le probléme est donc
bidimensionnel. Dans un plan, il correspond au mouvement d’une ‘tache‘ tourbillon (vortex
patched) qui est concentrée autour d’un point, appelé point central, qui est repéré par le

vecteur X.

—_—
VBack (i) = O(V)

Figure 1.6 : Le filament tourbillon droit dans un écoulement potentiel

Il y a deux longueurs caractéristiques dans ce probléme : une petite longueur / de
I’ordre de I’épaisseur ¢ du filament et une grande longueur L=1/V liée a I’écoulement

potentiel, ou V est I'ordre de I’intensité de la vitesse. Le rapport de ces deux longueurs

caractéristiques vérifie la relation : 7 << 1, ce qui permet de définir un petit parametre & par

/
£= T La longueur / est prise égale a I’épaisseur ¢, initiale du filament. L’épaisseur ¢ n’est

définie qu’en ordre de grandeur pour I’instant et ne sera définie qu’au moment opportun
lorsque 1’on aura choisi un profil particulier du champ de vorticité. Le petit paramétre ¢ est

donc [’épaisseur initiale réduite du filament tourbillon. Nous définissons alors 1’épaisseur

_ _ S5 _
réduite ¢ du filament par 6 = L Il vient alors obligatoirement : 6y = 1.
g

L(t=0) Ty

Le nombre de Reynolds R, est défini par R, = — ou v est la viscosité
v

|4

cinématique du fluide. Définissons le nombre o tel que R, V2 _ ae. On se placera soit dans

le cas a =0(1), soit dans le cas du fluide parfait : « =0. L’échelle de longueur liée a la

viscosité est donc soit de I’ordre de grandeur de 1’épaisseur, soit nulle.
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Utilisons L et I'(t =0) comme grandeurs caractéristiques d’adimensionalisation. Il
existe deux limites asymptotiques significatives dans ce probléme. D’abord, on a un probleme
extérieur, défini par la limite extérieure : £ — 0 a r fixé, qui décrit la situation loin du point

central : on voit alors un filet tourbillon comme dans le paragraphe précédant. Puis, on a un
N . r. I3 . . . . roo. ~ r e . , . . .
probléeme intérieur, défini par une limite intérieure: € — 0 a r = — fixé, qui décrit la situation
&

pres de celui-ci : on voit une tache de vorticité. On est donc en présence d’une couche limite
autour du point central et on utilise la méthode des Développements Asymptotique Raccordés

pour la décrire.

. . . e r r 1r
Remarquons qu’il existe deux vitesses caractéristiques : — et —=—=—; deux
L o0 ¢€6L
i 8 L2 . P
temps caractéristiques: T et T~ & T On définit ainsi le temps dilaté ¢ = -
£

En utilisant la définition de la circulation autour du point central, nous voyons

1
facilement que, prés de celui-ci (pour » = O(¢)), la vitesse du fluide est de 1’ordre de - et la

. 1 .
vorticite de 'ordre de —-. Pour » = O(¢), on a les développements suivants :

£
Ginn _ Lz 5O G o0 = Gim®  <im@ 1 Sim®) (1.17)
y/inn :il inn(0 )( y t)+V1nn() glvi““(2)+... (1.18)
c’esta dire :
u™ = gy inn(0 )(r 0,t, t)+umn(l) +.o
vim = i O 6o i (1.19)
wit = ¢ lwmn( )( ,go,t,t)+ inn(1) +...
ou la vitesse a été¢ décomposée selon : v = }:(+ V.
Pour » = O(1), on a les développements suivants :
®°" =0 (1.20)

- _out(0)
Vou‘[ — Vout

oty + vy (1.21)
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Les variations temporelles rapides ¢ ne sont presque pas vues sur une échelle temporelle ¢ li¢e

al’/T , car elles sont de nature périodique.
Le point centrale est une inconnue du probléme. Il dépend de & et a un développement de la

forme :
X(t,¢) = XD 1)+ &' XD ()+... (1.22)
On recherche une équation d’évolution pour x( (¢) connaissant sa position initiale XO(O),

c’est a dire une relation du type :

):(:f( X, Vimny (1.23)

Ici, le champ de vitesse intérieur V'™ peut intervenir dans cette équation d’évolution. Le

champ de vitesse initiale du filament est donné par le champ de vitesse relatif initial

Voinn = yimn (t =0) et la vitesse initiale Xo(?) de la fibre centrale. Il peut aussi étre donné

par le champ de vorticité initial (I)Oinn = @ (t =0) et I’écoulement potentiel. La vitesse

initiale de la particule, qui a la méme position que le point central, ainsi que celle de tous les
autres points, est alors déterminée par 1’application de la loi de Biot et Savart.

Le point central n’a été¢ défini que comme un point autour duquel la vorticité est
concentrée, cependant tout point de la zone de vorticité concentrée satisfait cette condition. Il

faut donc préciser la définition de celui-ci, si on veut pouvoir déterminer une équation

d’évolution : X = £ X’{,inn ). Il peut étre défini comme le point matériel qui initialement

< . . . S 1.
est en X9, mais on peut alors avoir une vitesse X de I’ordre de — : il suffit de prendre le
&
cas d’un disque de vorticité¢ et d’une position initiale 5(0(0) qui ne serait pas au centre du

disque. Cette vitesse en — nécessite alors un développement a échelles multiples temporelles
£

de la forme :
X(t,e) =XV (t,1/ )+ ' XV (1,17 &)+...
On préfere définir ce point central comme le centre de vorticité de la tache tourbillon. A

priori ce point est matériel (on a donc V™ =0en7 =0) et son évolution peut étre décrite

par un développement de la forme :
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X(t,¢) = XD 1)+ XD ()+...
Comme le point central est matériel, lorsque sa position initiale et le champ initial de

vorticité sont choisis, la vitesse initiale de celui-ci ne peut pas étre choisie, car sa vitesse est

alors déterminée. Le fait d’avoir le terme X dans I’équation de Navier Stokes ne doit surtout

pas faire penser qu’il faudra se donner 5(0 et Xg : par exemple, ce terme X n’apparait pas
dans I’équation de Navier Stokes écrite sur les coordonnées locales avec la vitesse v (Annexe
A.l).

L’équation d’évolution du point central découle de la régle de raccord asymptotique et

s’écrit’ :

s (© B,
X =g (X?) (1.24)

. TS S (1) SN (1) I
a lordre principal, dans le cas d’un ordre principal an( )(r,(p,t,t) = an( )(r,t)
axisymétrique et ne dépendant que du temps z. On retrouve donc le résultat qui avait été

précédemment intuité.

Dans la vitesse X, il y a toute la partie de la vitesse v =X+ V qui dépend du temps ¢
et ne dépend pas de 7 . Cette propriété pourrait €tre utilisée (ainsi que 1’ont fait implicitement
Ting et Tung’) pour définir le point central X(¢), qui serait alors matériel, mais ce procédé a
le défaut de définir les développements avant de définir le probleme, au lieu de définir le
probléme et de trouver les développements solutions.

Dans le cas visqueux, on définit précisément 1’épaisseur 6 du filament qui évolue

selon la relation :

5=5/e=1+4la’t (1.25)

et le profil de vitesse relative est donné sur la figure 1.7. La partie en pointillés est

I’écoulement extérieur singulier en 0, et on voit que le fait de tenir en comte la couche limite

permet d’annuler la vitesse en zéro.

o . <inn(0) — - s e 4ix .
La situation plus générale an( ) r,o,t,t) a été étudiée par Ting et Tung’. Dans cet
plus g @ p g g

article, on peut regretter de n’avoir pas une définition intrinséque du point central X(¢) . Lors
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du raccord asymptotique, dans la vitesse X, il y a toute la partie de la vitesse v=X+V qui
dépend du temps et ne dépend pas de 7 et c’est ce qui définit le point central.

v(r,t)

1

1
1
\

\

\

»>_
S r

Figure 1.7 : Vitesse orthoradiale intérieure

. (0)
Le résultat de ce paragraphe : X = V Back (X(O)) est le méme que celui qui avait

¢été obtenu au paragraphe précédent. Cette approche n’était donc pas forcément nécessaire, car
elle n’apporte pas de résultat nouveau, cependant elle permet de justifier le résultat que 1’on

avait intuité et donne un éclairage intéressant dans lequel la singularité en zéro est éliminée. Il

n’y a pas de couplage ici entre I’évolution du point central et la structure interne : yinn,

1.6.3. Le filet tourbillon courbe

Le filament tourbillon le plus simple aprés le filet tourbillon droit est le filet
tourbillon courbe pour lequel le champ de vorticité est infiniment concentré sur une courbe
(Figure 1.8). Son expression est ® = ['dc T ol J¢ T est la distribution de Dirac concentrée et
tangente a la courbe. On utilise des coordonnées curvilignes (7,¢,s) associées a cette courbe

(Figure 1.9), ou (r,¢) sont les coordonnées polaires dans un plan perpendiculaire a la courbe

et s une abscisse sur la courbe. Ici, T est le vecteur tangent a la courbe et (¥,0) les vecteurs

polaires.

Figure 1.8: Le filet tourbillon courbe
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Figure 1.9 : Les coordonnées associées a la courbe

Ce filet tourbillon est placé dans un écoulement potentiel vy, (X) et on veut déterminer son

évolution. Comment se déforme t’il et se déplace t’il ?

Le champ de vitesse induit par ce filet est :

Vo (%) = LI HAR=X( ) (1.26)

e kexef

Si le fluide est parfait, comme la vorticité est gelée dans le fluide, le filet tourbillon se déplace

avec la vitesse

X = ¥(X) = Vack (X) + Vior (X) (1.27)
On voit que si on pose X = X(s) dans I’intégral précédente, on a un probléme lorsque s’ =s,

car alors le dénominateur de I’intégrant s’annule. Il y a donc une singularité et on se propose

de déterminer le développement de Vp;,; lorsque r tend vers zéro, c’est a dire :

Vit (" = 0,0,5) = lim iﬂ ts )f ((X(s) +rE(s, qoi) —'X3(s )
r—>0 ¢ ‘(X(s) +717(s,0)) — X(s )

Cette intégrale est une intégrale singuliére par rapport au petit parametre . Il est important de
savoir calculer de telles intégrales pour résoudre notre probléme. Afin de trouver le
développement de cette intégrale, nous utilisons la méthode des développements
asymptotiques raccordés des intégrales singuliéres comme elle est présentée par Francois® ou
Bender et Orszag'. Cette méthode sera précisée au chapitre II ou elle sera appliquée pour
obtenir le développement de D'intégrale précédente ainsi que d’autres développements

intéressants de I’intégrale de Biot et Savart. Le résultat est le suivant :
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- I - T 1. K ~
VBiot (" = 0,5) = me +EKln;b +Ecos¢6 +0(1) (1.28)

ou K est la courbure en un point du filet tourbillon. Lorsque la courbure est nulle, on retrouve

1
le filet droit du paragraphe 1.6.1 dont la singularité en — ne pose pas de probléme et a été
r
, K ~ . . e
largement commentée au paragraphe 1.6.2. Le terme 4—cosg09 a pour partie axisymétrique
/4

Py b et la partie singuliére non axisymétrique peut étre négligée, car elle ne doit pas
T

r 1-
contribuer au déplacement du filet. Le terme 2—K In—b est problématique, car il veut dire
T r

que le filet tourbillon courbe se déplace avec une vitesse infinie. Celui-ci n’existe donc pas
dans la nature ou il a nécessairement une €paisseur o . Remarquons que de toute facon, il a
nécessairement une épaisseur lorsqu’il existe de la diffusion visqueuse. On est donc en
présence d’une couche limite autour d’une courbe de I’espace et on utilise la méthode des
Développements Asymptotique Raccordés pour la décrire et la résoudre. Le mouvement d’un
filament tourbillon courbe ne peut donc pas étre décrit aussi facilement que celui d’un

filament droit.

Pour qu’un filament courbe ait une vitesse fini, il faut qu’il ait une épaisseur
non nulle. Il faut fondamentalement résoudre un probleme de couche limite
pour trouver son mouvement, qui dépend de ce qu’il se passe dans I’épaisseur

tres fine du filament.

Le filament tourbillon courbe de faible épaisseur est donc présenté dans les
paragraphes qui suivent avec son développement extérieur et intérieur ainsi que le schéma de

résolution de ce probleme de couche limite.

I.7. Echelles de longueur et adimensionalisation

Le probléme que 1’on étudie est un probleme d’évolution. Il est donc déterminé par les
propriétés physiques du fluide, qui ici se résument en la viscosité, et par une condition
initiale : géométrie de la fibre centrale, forme du champ de vorticité initial et forme de
I’écoulement potentiel. La partie tangentielle de la vorticité a un ordre de grandeur qui peut

&tre caractérisé par la circulation I'(z =0).
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Il y a deux longueurs caractéristiques dans ce probléme : une petite longueur / de
I’ordre de I’épaisseur ¢ du filament (qui a été définie en ordre de grandeur au paragraphe 1.1)
et une grande longueur L de I’ordre de toutes les autres échelles de longueurs : le rayon de

courbure, la longueur de I’anneau,... Le rapport de ces deux longueurs caractéristiques vérifie

. l . . . [
la relation : 7 << 1, ce qui permet de définir un petit parameétre & par & = Ik

Les longueurs caractéristiques / et L ne sont définies ici qu’en ordre de grandeur. En

reprenant la terminologie de Darrozes et Monavon’

, on les appelle des longueurs
caractéristiques en blanc. Leur définition exacte n’est pas nécessaire pour résoudre le
probléme et ne sera précisée qu’au moment opportun. La longueur L ne sera définie que
lorsque 1’on aura choisi une géométrie particulicre de la fibre centrale. Par exemple, si on
étudie un filament circulaire, L pourra étre le rayon ou le diamétre du cercle. La longueur / est

prise égale a I’épaisseur ¢, initiale du filament. L’épaisseur & n’est définie qu’en ordre de

grandeur pour I’instant et ne sera définie qu’au moment opportun lorsque 1’on aura choisi un

profil particulier du champ de vorticité. Le petit paramétre & est donc /’épaisseur initiale

réduite du filament tourbillon. Nous définissons alors 1’épaisseur réduite 5 du filament par

-5 _
o= . Il vient alors obligatoirement : 6 = 1.

&L
L’écoulement potentiel : Vg, (X,7), s’1l existe, est pris de ’ordre de I'(r =0)/ L. 1l

n’introduit donc pas de nouvelle échelle de longueur.

re=0 Iy . . .
——==—ou v est la viscosité

Le nombre de Reynolds R, est défini par R, = > 5

cinématique du fluide. Définissons le nombre o tel que R, /2 — ge. On se place soit dans le
cas a =0(1), soit dans le cas du fluide parfait: o =0. L’échelle de longueur li¢e a la
viscosité est donc soit de I’ordre de grandeur de 1’épaisseur, soit nulle.

Le nombre de Swirl S, est défini par :

B F(Z‘ZO)&b _ F050
WM =0) My’

On utilise L et I'(t =0) comme grandeurs caractéristiques d’adimensionalisation et on
introduit les variables sans dimensions suivantes :
r'=r/L X*=X/L o'=0¢/L K'=LK T"=LT S*=S/L & =6/L

ou X décrit la courbe Cet X* la courbe e et:
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* _ t V*I v (_6*2 ® p*: P
?/T r/L r/I? o(T/ L)?

t

ou vet @ sont respectivement le champ de vitesse et de vorticité. Dans la suite, nous ne
noterons plus les étoiles. La distance radiale, I’abscisse et le temps de référence sont ici : 7, s

etr.

1.8. Les limites asymptotiques et développements
Il existe deux limites asymptotiques significatives dans ce probléme d’anneau
tourbillon . D’abord, il y a un probleme extérieur, défini par la limite extérieure : € —>0 a r

fixé, qui décrit la situation loin de la fibre centrale. Puis, il y a un probléeme intérieur, défini

- r e o \ .
par une /imite intérieure: £ — 0 a r = — fixé, qui décrit la situation pres de la ligne centrale.
£

Par développement intérieur £1on (X,€) d’un champ de vecteurs f(X,¢), nous entendons le

_ - r :
développement de f(X,g) lorsque £€—>0a r=— fixé et par développement extérieur
£

fOU (%, ), le développement de (X, &) lorsque & —> 0 a r fixé.

Remarquons qu’il existe deux longueurs caractéristiques : L et 0 = 6L ; deux vitesses

r T IT R N
caractéristiques : — et — =—=—; deux temps caractéristiques: — et — =¢
L o0 &06L r T r

. On

oo . ., =S Lot
definit ainsi I’abscisse dilatée s = — et le temps dilaté 7 = —-.
& &
Par notre adimensionnalisation et la définition de la circulation autour de ¢, lorsque

1
r = 0(¢), la vitesse du fluide preés de 1’anneau tourbillon est de I’ordre de — et la vorticité de

&
1
'ordre de —-. Pour = O(¢), on a les développements suivants :
g
—~i 1 _: (0) - - - | | ~inn(2 ~inn(3
o :—zcomn( )(r,go,s,t,s,t)+—1mmn( ) oim® 1 gim®) (1.29)
£ £
. 1 . (0) - i (2
vim = vim O G o s+ vim® g lyim@ (1.30)
£

c’est a dire :
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= 8_1uinn(0) (r,0,s,t,5,1) + uim(l) +...
pinn = 8_1vinn(0) (;,go,s,t,E,Z) + vinn(l) +... (1.31)
Wit — g_lwinn(o) (;,¢,s,t,§,2) + winn(l) +...
Pour » = O(1), on a les développements suivants :
®°" =0 (1.32)
vout =@ o s+ ety (1.33)

Les variations temporelles rapides ¢ etles petites ‘rugosités’ spatiales s ne sont presque pas

vues sur une échelle spatiale s liée a L et une échelle temporelle 7 li¢e a ’/T , car elles sont
de nature périodiques.

11 vient alors les développements adimensionnels suivants :
r=r® ,rd,g2r@,
M=eM® +£2pD 4.
M, =M+ e, D 420D
Le cas MV(O) # 0 correspond a une production de fluide dans I’anneau tourbillon. Si I’on
observe a une échelle L et sur un temps réduit ¢, on voit une répartition linéique de source

d’intensit¢ M r(O). Cela ne correspond pas a notre étude qui sera toujours effectuée a

M,,(O) =0, car en tout point du fluide on vérifie exactement divv =0 et il n’y a pas de
production volumique de matiére. Toujours a cette méme échelle, les développements
précédents permettent de voir un jet concentré et un doublet dont les intensités sont de 1’ordre

de &. A partir des grandeurs adimensionnelles, le nombre de Swirl S, devient :

G _E
etona S, =0(1) si T\ #0 et M{” #0.

La fibre centrale est une inconnue du probléme. Elle dépend de & et a un

développement de la forme :

X(s,t,€) = X O (s5,0) + &' XD (5,0)+... (1.34)




I Description et méthode de résolution d’un filament tourbillon 41

On recherche une équation d’évolution pour x( (s,t) connaissant sa forme initiale 5(0(0) (s)

et les ordres supérieurs, c’est a dire une relation du type :

X=f(X,Vimn) (1.35)

Ici, le champ de vitesse intérieur intervient dans 1’équation, car 1’épaisseur du filament et la

structure interne V'™ doivent étre prises en compte dans la détermination de cette évolution.

Le champ de vitesse initiale du filament est donné par le champ de vitesse relatif initial

Voinn = yin (t =0) et la vitesse initiale Xo(?) de la fibre centrale. Il peut aussi étre donné

par le champ de vorticité initial (I)Oi‘m = @ (¢t =0) et I’écoulement potentiel. La vitesse

initiale des particules, qui ont la méme position que la fibre centrale, ainsi que celle de tous

les autres points, est alors déterminée par I’application de la loi de Biot et Savart.

1.9. Devenir des développements dans d’autres adimensionalisations
11 est intéressant de voir ce que deviennent les développements précédent si I’on prend

d’autres grandeurs que L et I'j pour I’adimensionaliser. En effet :

Les personnes qui étudient les tourbillons® ou les jets tournants’ ne prennent pas
systematiquement les grandeurs précédentes pour adimensionaliser et il est plus
facile de comparer ce qu’ils étudient avec ce que [’on fait ici, si on donne ce que

deviennent nos développements dans leur systeme d’adimensionalisation.

1.9.1. Adimensionalisation avec ¢ et I'
Il est intéressant de regarder ce que 1’on aurait obtenu, si on avait pris Jy et I,

comme grandeurs d’adimensionalisation plutét que L et I'y. Soient: ®,V,u,v,w,M les

grandeurs adimensionnels trouvées. Elles vérifient :

®=c’®,V=evV,i=cu,v=cv, w=ew, M=M]/¢.
Toutes ces quantités sont de I’ordre de 1. Pour » = O(¢), on a les développements suivants :

=i — inn(0) - - - — inn(1 —inn(2 —inn(3
o nn :(Dmn( )(r,go,s,t,s,t)+81(,0mn( ) +82m1nn( )+g3 (Dmn( )+...

nn(0) nn() + 82\7inn(2) +...

yinn — yi (r,0,5,1,5,1) + vl

c’est a dire :
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L_tmn :umn( )(r (/),S,t,s t)+81 1nn()
Finn _ mn( )(r ?,5,1,5, t)+€1 1nn()
. . _ __ -1
wih = wmn( )(r,qo,s,t,s,t)+ glwmn( )+

Pour » = O(1), on a les développements suivants :

6out -0

= a
Vout :glvout( ) 2 out )

(r,p,s,t, s t) +&

11 vient donc les développements adimensionnels suivants :
r=r® ,r®,g2r@,
M=MO ey Dy

A partir des nouvelles grandeurs adimensionnelles, le nombre de Swirl S|, devient :

L
W_HO

et S, =0(1) si T #0 et MY #0
Cette adimensionalisation correspond a avoir fait un zoom dans toutes les directions de

I’espace et également sur le temps : la distance radiale, I’abscisse et le temps de référence

sont ici: 7, § et ¢. On remarque alors qu’a cette échelle, on a un écoulement qui est de

I’ordre de 1. C’est un jet tourbillon de circulation T et de débit axial M = O(1).

Si M(()O) =0,ona §,, =0(¢). On peut donc décrire des nombres de swirl de I’ordre
de 1: S, =0(1) (jet tourbillon) ou trés inférieur a 1:S,, <<1 (tourbillon), en prenant I"

comme grandeur caractéristique d’adimensionalisation.

1.9.2. Adimensionalisation avec M =& M

Le temps et la vitesse de référence pour une adimensionalisation avec L et M sont :

e S, tetv/(S,e) (douun débit de I'ordre de 1 et une circulation de I’ordre de 1/ ¢), alors

quils sont : S, et V/S,, avec & et M.

1.9.3. Adimensionalisation avec M

Le temps et la vitesse de référence pour une adimensionalisation avec L et

M sont:S,, ¢ et V/S,, (d’ou un débit de I’ordre de & et une circulation de I’ordre de 1).
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Lecas: §,, = O(1) (jet tourbillon), peut donc aussi étre décrit en prenant le débit axial
dimensionnel M comme grandeur d’adimensionalisation.
Le cas S, >>1 (jet) nécessite un développement qui commence par §,, / & dans une

adimensionalisation avec I', alors que dans la présente adimensionalisation, il commence en

1/ & comme dans le cas S, = O(1) ou S, << O(1).

1.10. Les équations du probléme intérieur

1.10.1. Les équations aux dérivées partielles intérieures

Comme le champ de vitesse intérieur V™ intervient dans I’équation d’évolution de
la fibre centrale que 1’on cherche, il faut écrire les équations aux dérivées partielles associées a
ce champ. Pour cela, on remplace le développement asymptotique de V"™ dans les
équations de Navier-Stokes (1.11), ainsi que dans 1’équation de conservation de la masse
(1.10), écrites sur les coordonnées curvilignes locales. On obtient quatre équations pour
chaque ordre du développement : une qui provient de la conservation de la masse et trois qui
sont les projections de 1’équation de Navier Stokes sur (¥,0,%) . Ces quatre équations sont les
équations a ’ordre i. L’ordre 0 est aussi appelé /ordre principal.

Comme les différentes composantes de la vitesses V = ufF +v0+wt sont périodiques

par rapport a I’angle ¢, on peut les décomposer en série de Fourier . Par exemple :

v@ =D 4> cos(npp ) + > sin(np) (1.36)
n

n

2
o] : ) N
ou v = e J vDdg est la partie axisymétrique de v et le couple (v,gll),v,(llz)) ne dépend
0

pas de ¢.

Lorsque I’on remplace ces séries dans les équations aux dérivées partielles
précédentes a ’ordre i et que 1’on identifie terme par terme, on obtient un systeme
d’équations aux dérivées partielles constitué a partir de la partie axisymétrique

des équations a l’ordre i, des parties en cos(n@) et des parties en sin(ng).

A ces équations aux dérivées partielles, il faut rajouter des conditions aux limites.
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1.10.2. Les conditions aux limites de ces équations en l'infini

La condition en I’infini, provient de la loi de raccord asymptotique :

X+ VI (5 00) = vOU (5 5 0) (1.37)

d’ou on tire :

VIm (G s 0) = — X+ vOU (5 0)]. (1.38)

Pour obtenir la condition aux limites V™ (; — o), on doit donc trouver le
développement extérieur :

_ — out® oD
youl —gout™ 4 o gout L

a partir de la loi de Biot et Savart, puis faire le développement selon  de ses différents ordres,

et enfin faire le changement de variable : r = er. Les développements selon » donnent des
intégrales singulicres a développer. Ils ont été effectués en partie au paragraphe 1.6.3 et sont

faits complétement au chapitre II.

1.10.3. Les conditions aux limites en zéro et la définition de la fibre centrale

La condition en zéro provient de :

vin (- = 0) x4 vinn . = 0) (1.39)

d’ou on tire :

.
Vin( = 0) = =X+ V™ (7 = 0).

On a le méme probléeme de définition de la fibre centrale que 1’on avait eu pour la
définition du point central d’un filament droit. La fibre centrale n’a été définie que comme une
courbe autour de laquelle la vorticité est concentrée, cependant toute courbe de la zone de
vorticité concentrée satisfait cette condition. Ce sont toutes des courbes distantes les unes des
autres d’une distance ¢. On ne peut pas les distinguer si on se place a une échelle
d’observation liée a la grande échelle L et a cette échelle, I’une quelconque de ces courbes
permet de positionner la vorticité concentrée. N’importe laquelle de ces courbes permet de
suivre la singularit¢ dans son mouvement et de faire une dilatation de cette zone afin de
I’analyser en se servant des coordonnées curvilignes locales associées. Cette singularité est

une ‘courbe libre’ (I’analogue d’une surface libre pour une variété de dimension 2). Le fait de

prendre des coordonnées locales permet de ramener le domaine d’étude a un domaine
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fixe (c’est a dire dont la frontiére est indépendante de &) borné par »=0 et I'infini. Il est
important ici que le domaine soit fixe, car la structure des champs pres de cette courbe a une

influence sur sa vitesse de déplacement. Cependant, il faut préciser la définition de la fibre

centrale, si on veut pouvoir déterminer une équation d’évolution X = f(X,V™) et

préciser notre condition aux limites en zéro.
Si la courbe est définie comme un lieu géométrique, il faut encore préciser son
paramétrage s. Un changement de paramétrage sur la fibre de s en §, modifie le champ de

vitesse axiale relatif w qui devient W avec :

W=w+X(s,)eT—X(5,1)®T.

Un paramétrage s intéressant est celui qui vérifie : X(s,7) T =0.

La fibre centrale peut étre définie comme : la courbe matérielle qui initialement est en

< . : : o 1 : .
XO(O), mais on peut alors avoir une vitesse X de lordre de — qui nécessite un
£

développement a échelles multiples temporelles de la forme :
X(s,t,8) = XO(s,t,¢/ &) + &' XV (5,2, / £)+...

On préfere la définition suivante de cette fibre centrale :

La fibre centrale est la courbe dont le paramétrage vérifie X(s,t)e% =0 et

qui se trouve au centre de vorticité de toutes les sections du filament

orthogonales a cette courbe.

Cette courbe satisfait :

):((S,t) - ():((S,t) eT)T=V(r=0)—(v(r=0)e1)T
(cest a dire V™ —(VI™e7)T=0enr=0) et son évolution est décrite par un
développement de la forme :
X(s,t,8) = XO(s5,0) + XD (s,0)+...

On préfere cette définition a celle qu’ont utilisée implicitement Callegari et Ting?:

la fibre centrale est la courbe matérielle telle que toute la partie de la vitesse Vv=X+V qui

dépend du temps t et ne dépend pas de 7 est dans la vitesse X.
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Comme le seul but de la fibre centrale est d’étre située dans la zone de vorticité afin de
repérer la position de celle-ci a une échelle L, sa définition doit étre telle que sa description

asymptotique soit la plus simple. Si la définition de la fibre était telle qu’il faille introduire des
variations périodiques spatiales en s=s/¢ et temporelles en t=t/e:
X(s,t,8) = XO(s,t,5,0,¢ / &)+ &' XD (s, 8,5,1,t | £)+...,
alors on peut toujours décrire ce qu’il se passe avec une fibre plus simple dont le
développement est :
X(s,t,8) = X O (s5,6) + XD (s5,6)+....

qui serait par exemple la moyenne spatiale et temporelle de la fibre plus compliquée
précédente.

Notons XO(S)EX(S,I=O,5) la courbe centrale initiale. Nous choisissons une
abscisse curviligne s sur cette courbe X,. Pour un anneau tourbillon, nous avons

og=0(s,t=0)=S8y/(27) ou Sy=S(=0). Pour cette ligne centrale initiale, nous
.y , e So ‘
définissons une longueur d’arc a e[O,SO[ définie par a = 2—s. Avec ce paramétre, les
/4

calculs et les formules vont étre plus simples, car op(a)=1 et Xoa = 1. Pour décrire

I’évolution de la fibre centrale, il ne faut pas utiliser une longueur d’arc. Méme si on a une
longueur d’arc initialement, elle ne le reste pas généralement au temps ¢.
Si nous utilisions une longueur d’arc a, nous aurions un espace des coordonnées

dépendant de ¢:
r e[O,oo[, 1) 6[0,272'[ eta E[O,S(t,g)[,

alors que si nous utilisons un parameétre général s tel que : o(s), #0 et s e[— 7r,+7z[ nous
avons ’espace indépendant de ¢:
r e[O,oo[, Q 6[0,271[ ets e[— 7r,+7z[
Nous suggérons d’utiliser un espace des coordonnées indépendant du parametre asymptotique
afin que les développements asymptotiques soient corrects.
Vis-a-vis de notre définition de la fibre centrale, la condition aux limites en zéro de

nos équations aux dérivées partielles est

Vinn _(yit ¢yt — 0 en r = 0|, (1.40)
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Nous possédons désormais un systeme d’équations aux dérivées partielles avec ces condition
aux limites. 1l nous reste donc a le résoudre et voir d’ou va provenir I’équation d’évolution de

la fibre centrale.

1.11. La résolution des équations intérieures

[.11.1. La dynamique principale

Si on n’utilise que le temps ¢, appelé temps normal, dans le développement intérieur du

champ de vitesse :

yim® | 1y

. 1 . 0) — _
yimn =—1an( )(r,(o,s,t,s)Jr

et pas de temps dilaté t=t/& , appelé temps court; alors parmi les équations aux dérivées
partielles axisymétriques, il apparait des équations qui ne dépendent pas du temps ¢ et qui sont
appelées équations de compatibilite.

Si les conditions initiales vérifient ces équations, elles sont vérifiées a tout temps et on
trouve une solution au probléme. Sinon, on a une difficulté pour résoudre notre probléme, qui
est défini par sa condition initiale. Deux comportements possibles sont candidats. Soit on est
en présence d’une couche limite initiale qui peut étre résolue par une méthode de
Développement Asymptotique Raccordé sur le temps. Au temps court, on a un développement

de la forme :
yinn _ il{,inn(o) (o .5.0.5) + Vinn(l) N gl{,inn(z) b
£
qui doit se raccorder asymptotiquement avec un développement de la forme :
yim _ ng,inn(O) oty + vim® | 1gim®
£

Selon ce schéma, il y a une relaxation rapide vers une solution construite sur un temps normal.
Dans le deuxieéme cas, on est en présence d’une oscillation rapide qui peut étre résolue par une

Méthode d’Echelles Multiples. A tout temps, on a un développement de la forme :

Vinn(l) N glvinn(z) L

- 1 - 0) - R
&

ou la dépendance avec le temps ¢ est oscillatoire. La forme du développement a échelles
multiples englobe celle du développement asymptotique raccordé mais la physique qu’elle

contient est différente.
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Dans les deux cas, si on regarde ce qu’il se passe a une échelle de temps 7, en

moyennant les petites échelles ¢, on trouve une évolution qui ne dépend que de ¢ et que I’on

nomme la dynamique principale (ou centrale) du probléme.

Vinn(z)
A

(S}
\J

Figure 1.10 Couche limite initiale.

La dynamique principale est en pointillés

{] inn (t)
A

(&
\J

Figure 1.10 Evolution oscillante.

La dynamique principale est en pointillés

Le comportement que 1’on pense se produire est le comportement oscillant, comme on

va le voir dans le paragraphe suivant.

1.11.2. Les restrictions possibles et la situation générale
Lorsque I’on se restreint a des champs qui ont une dépendance spatiale de la forme
£ inn() (r,p,s=¢5,t = gzt_), si ’on observe a une échelle ¢y, on étudie un jet tourbillon

quasi infini sur des temps longs avec des variations axiales faibles (1’abscisse et le temps de
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référence étant ici: § et 7 ) et si I’on observe a une échelle L, on étudie un filet tourbillon
sans tenir compte des variations temporelles rapides ni des petites variations axiales faibles
(Iabscisse et le temps de référence étant ici : s et ¢ ). C’est ce cas qui est généralement étudié
lorsque I’on s’intéresse au déplacement de la fibre centrale du filament et qui sera détaill¢ au
chapitre III.

A T’inverse, lorsque 1’on se restreint a des champs qui ont une dépendance spatiale de
la forme fm™0) 7,p,5 =5/ &t/ &2 ), si 'on observe a une échelle &y, on étudie un jet
tourbillon quasi infini sans tenir compte des variations temporelles lentes ni des grandes
variations axiales (I’abscisse et le temps de référence étant ici: 5 et 7 ) et si I’on observe a
une échelle L, on étudie un filet tourbillon sur des temps courts avec des variations axiales
petites et sans grandes variations spatiales (I’abscisse et le temps de référence étant ici : s et
t). C’est ce cas qui est étudié lorsque I’on s’intéresse aux ondes sur les filaments®, a I’étude
des ondes courtes'! et de leur stabilité et au phénomeéne de I’éclatement tourbillonnaire’.

Lorsque 1’on ne se restreint pas a ’'un des deux cas précédents, les définitions de ce
chapitre offrent une description tres générale d’un filament tourbillon. Celle-ci est le cadre
d’une uniformisation des différentes études particulieres qui sont faites dans la littérature. Elle
offre un modele général, au lieu d’avoir des situations particulieres avec leur notation propre
et leur adimensionalisation propre dont il est difficile de voir le rapport des une avec les
autres.

Dans le cas général, si nous voulons prendre en compte le déplacement du filament et
des petites oscillations de longueur d’onde d’ordre ¢ L, il faut utiliser le développement a
échelles multiples, ce qui n’a jamais été fait pour un filament courbe. C’est a partir de I’étude
des deux cas restrictifs précédents qu’on intuite que dans le cas général, les ondes rapides de

Kelvin se déplacent le long de la fibre centrale a une vitesse trés grande faisant intervenir le

temps ¢/ £ etse superposent au déplacement de la fibre centrale sur un temps z. Si nous nous
placons sur un temps d’observation qui est de I’ordre de # (dit temps normal), ces oscillations
rapides ne sont pas vues en moyenne et c’est ce déplacement moyen qui est obtenu en utilisant

les développements sur un temps normal.
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1.11.3. La résolution sur un temps normal et I'’équation de la fibre centrale

Lorsque I’on étudie le probléme sur un temps normal, les équations axisymétriques
nous donnent des équations de compatibilité que 1’on suppose vérifiées initialement. Elles
nous donnent également les équations d’évolution temporelles de la partie axisymétrique des
champs.

Le systéme des équations est enchevétré : 1’ordre i des champs n’est pas obtenu a partir
de 'ordre i des équations. Les équations d’évolution de la partie axisymétrique a I’ordre 0
proviennent des équations a 1’ordre 2, alors que la partie non axisymétrique de 1’ordre 1
provient des équations a l'ordre 1. C’est un comportement habituel des problémes de
perturbation de type échelles multiples lorsque 1’on ne prend en compte que I’échelle de la
dynamique principale.

La partie en cos(ng) et en sin(ne) des équations sont des équations qui ne

dépendent pas du temps et qui donnent la partic en cos(n¢) et en sin(ng) des champs a un

certain ordre en fonction des ordres d’avant.

Ces ¢équations, pour n#1 se servent des conditions en I’infini et en zéro que 1’on
connait pour étre résolues. Les équations pour n=1 n’ont besoin que de la condition en zéro
pour étre résolues . On peut alors déterminer le comportement de ces solutions en I’infini. On
peut I’égaliser a la condition en I’infini que I’on avait trouvée en utilisant la regle de raccord

asymptotique. Cette limite que 1’on avait obtenue n’était en fait pas connue, car elle fait

apparaitre la vitesse X qui est la vitesse que 1’on cherche. Remarquons que c’est la seule

condition qui fait intervenir X .

C'est cette égalisation entre la limite en [’infini de la solution de [’équation aux
derivées partielles dues a la partie en cos(p) et en sin(¢) des équations et sa
condition aux limites en [’infini, obtenue par la regle de raccord asymptotique, qui

donne [’équation d’évolution de la fibre centrale.

Somme toute, on obtient alors [’équation de la fibre centrale et des équations pour la
partie axisymétrique, et en cos(np) et en sin(n@) des champs. Ce systeme

d’équations est complet et on a exploité toutes les équations et les conditions aux

limites du probleme pour [’obtenir.
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1.12. Utilisation du calcul formel

Un calculateur formel est un logiciel qui travaille sur des expressions algébriques, dont
il stocke la structure et les termes en mémoire sous la forme d’une arborescence. On peut donc
entrer des expressions algébriques, les visualiser et les modifier.

Lors de la résolution d’un probléme de couche limite, on posseéde un petit parametre de
développement ¢ et les ordres de toutes les grandeurs du probléme sont reliés a ce petit
parameétre. La résolution procede alors en deux étapes. Dans une premicre étape, on choisit la
forme des développements pour le probléme intérieur et extérieur. Puis, il faut déterminer la
forme des dilatations a prendre pour le probléme intérieur et les échelles des différents termes
des développements. Pour les trouver, on s’aide de plusieurs régles : principe de moindre
dégénérescence, apparition des échelles lors du raccord asymptotique,... mais la méthode n’est
pas systématique et doit &tre modulée suivant le probléme.

Dans une deuxiéme étape, on remplace ces développements dans les équations, on
effectue le développement en série de Taylor selon ¢ de certaines fonctions du probléme, puis
on regroupe des diverses puissances de ¢ pour pouvoir identifier ordre par ordre et obtenir les
équations du probléme aux différents ordres. Cette étape de résolution est systématique et est
fastidieuse a faire a la main, car il faut faire bon nombre de calculs longs et systématiques sans
faire d’erreur. Il est donc avantageux de la programmer a 1’aide d’un logiciel de calcul formel,
qui dans notre cas est le logiciel Maple. 11 sait faire des calculs systématiques de ce type sans
faire d’erreur d’inattention. Il est trés rapide et peut travailler 24 heures sur 24.

Cependant, le logiciel de calcul formel est un étre inerte non pensant qui ne fait que ce
qu’on lui dit et qui n’a pas notre faculté de savoir qu’une expression est plus simple qu’une
autre. Il faut donc lui indiquer comment simplifier une expression, si on ne veut pas une
explosion combinatoire, c’est a dire une expression qui occupe toute la mémoire de
I’ordinateur. Avec son aide, on peut obtenir des ordres supérieurs qui auraient nécessité
parfois une vie de calculs. L’expression de ces ordres n’est pas forcément trés grande, car
méme si on passe parfois par des résultats intermédiaires de calcul qui s’écrivent sur plusieurs
pages et nécessitent bon nombre de calculs, le résultat final peut parfois se simplifier en une
expression courte. Cependant, méme si le résultat final est une expression trés longue, on peut
se servir de I’informatique pour I’exploiter. Par exemple, on peut reprendre cette fonction a
I’aide d’un langage de programmation compilable, qui va nous tracer rapidement le graphe de

la fonction.
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Les calculs sont effectués par le logiciel comme a la main, si ce n’est que la procédure
de simplification est un peu différente. Il faut savoir faire avancer le calcul dans la direction
que I’on veut, ce qui n’est pas évident au début, car il y a des choses que I’on fait de fagon
évidente sans y penser sur le papier et qui sont plus difficiles a faire a 1’aide du logiciel qui va
avoir besoin d’une instruction. Par exemple, si on veut prendre un terme d’une expression qui
est sur notre feuille de papier, on le voit et on le recopie, alors qu’a I’aide du logiciel, il faut
savoir récupérer ce terme dans I’expression dont la structure et les termes sont stockés d’une
certaine fagon en mémoire de I’ordinateur. Un deuxiéme exemple de difficulté est 1’utilisation
formelle du produit vectoriel et du produit scalaire de vecteurs. On veut pouvoir développer

an(b+¢) et obtenir anb+aAnc¢ comme on le fait a la main sans passer par les

coordonnées des vecteurs. Cependant, le logiciel Maple dans sa version actuelle ne connait
que le produit vectoriel de deux vecteurs définis par leurs coordonnées. Il est alors nécessaire
de se définir des procédures en langage ¢lémentaire Maple pour créer des opérateurs formelles

de ce type et les propriétés associées et enfin arriver a faire ce que 1’on fait facilement a la

main. Un troisieme exemple de difficulté est la transformation de Jra(s)/\ g(r,s)dr en

a(s) A J g(r,s)dr et vis versa. C’est trivial a faire a la main et c’est plus difficile a faire avec

le logiciel. Ces quelques difficultés qui montrent qu’il peut étre difficile de faire en calcul
formel certaines choses que I’on fait facilement a la main si le logiciel n’a pas la procédure
qu’il faut, n’enléve rien au fait que le logiciel a d’autres atouts qui permettent de faire
rapidement des calculs qui nous prendraient un temps énorme si on les faisait a la main.
Remarquons que parfois, on peut se permettre de faire plus de calculs que ce que I’on
ferait a la main, sachant que 1’on va arriver au méme résultat et que le calculateur est rapide.
Lorsque la deuxieme partie de la résolution d’un probléme de couche limite est
programmeée en langage formel, si on change les développements de départ parce que 1’on
s’était trompé dans les échelles ou parce qu’on les généralise, on obtient presque
instantanément les nouveaux résultats. Une fois que les résultats de la résolution asymptotique
sont obtenus par la machine, on peut continuer a utiliser le logiciel formel pour résoudre les
équations que 1’on a obtenues, car les facultés du logiciel : calcul d’intégrales, résolution

d’équations différentielles,... sont également intéressantes.

Si la premicre étape de calcul d’un probléme de couche limite, qui est la détermination

des différentes échelles du probléme, pouvait étre également systématisée quitte a trouver un
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algorithme qui demande un grand nombre de calculs, on pourrait alors avoir une résolution
compléte des problémes de couche limite par le calculateur formel qui déroulerait
systématiquement tous les calculs. Cependant a I’heure actuelle, seule la deuxiéme étape de la
résolution est systématique méme si des chercheurs* cherchent a rendre également la premiére.

Pour notre part, nous avons utilisé le calcul formel pour la deuxieme étape de la
résolution du probléme de couche limite, lors du calcul asymptotique du probléme intérieur et

pour le calcul des intégrales singulicres.

On utilise donc le logiciel de calcul formel comme une aide au calcul
analytique a chaque fois que celui-ci peut nous faire gagner du temps par

rapport au calcul a la main.

1.13. Les différents types de filaments tourbillons

1.13.1. Les diverses formes de filaments tourbillons

Si le filament tourbillon est fermé, nous parlerons d'anneaux tourbillon et nous
distinguerons en allant du simple au général :
1) L’anneau de forme circulaire
i1) L’anneau circulaire perturbé

ii1) L’anneau curviligne ( fibre centrale fermée de forme quelconque)

Si le filament tourbillon est ouvert, nous parlerons d’un filament tourbillon infini et

nous distinguerons en allant du simple au général :

1) Le filament rectiligne
i1) Le filament rectiligne perturbé
ii1) Le filament en hélice
iv) Le filament en hélice perturbé

v) Le filament curviligne ( fibre centrale ouverte de forme quelconque)
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1.13.2. Les diverses structures de filaments

La structure du filament la plus générale est définie par son champ de vorticité, qui a la

forme suivante :
L - 1 _ o) ,- -1 _q - - ()~ - -
o(r,,s,t,8) = —2co(0) (r,9,8,1,5,1) + —100(1) (r,@,s,1,5,1) + »® (r,@,8,t,5,)+...
g &

Nous décomposons 1’ordre principal sur la base curviligne :
3O, 0.5.0) = 0 (rp,5,1,5,1) T+ (r,0,5,,5,0) 0+05 (r0,5,1,5,0) T
Dans tout le manuscrit, a tous les ordres, le filament a toujours une structure indépendante de
s, c’est & dire sans ondes courtes et & 1’ordre principal, le filament a toujours une structure
axisymétrique pour laquelle :
0O, p.5.6.0 = 0 (r,s,8,1)
a)éo) (;_f,(p,s,t,f) = a)z(o) (;,s,t,z:)
o0 (rp.5.0,0) = @30 (r.5,1,1)
La structure est visqueuse si a # 0 et non visqueuse si @ =0.

Nous distinguons les différentes structures suivantes en allant de la plus générale a la

plus simple :

1) La structure a deux échelles de temps : celle-ci dépend du temps normal ¢ et
du temps dilaté /& .

1) La structure normale : pour celle-ci, I’ordre principal vérifie les équations
de compatibilité et ne dépend que du temps normal z.

i) La structure normale simple : pour celle-ci, D’ordre principal est
indépendante de I’abscisse s a I’ordre principal, ce qui permet de satisfaire

les équations de compatibilité.

Nous distinguons alors :

a) La structure uniforme pour laquelle : a),-(o) (l:, t)= a)i(o) ()
(type Rankine)
b) La structure similaire : pour laquelle @ (r,)  a une forme

Gaussienne (type Burgers)
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1.14. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une description générale des filaments tourbillons
de faible épaisseur, apres avoir montré qu’il est nécessaire que ceux-ci aient une épaisseur non
nulle, si on veut qu’ils aient une vitesse de déplacement finie. Le probléme a résoudre est donc
un probléme de couche limite tridimensionnelle autour d’une courbe. Nous avons également
donné le schéma de la résolution de ce probléme de couche limite, qui sera faite au chapitre

III pour un filament a structure normal simple, c’est a dire qui ne dépende pas d’un temps

dilaté ¢/ &2 , qui n’a pas de petites longueurs d’onde et qui a un premier ordre axisymétrique
et indépendant de I’abscisse s. Lors de cette présentation, il est apparu qu’il faut savoir
calculer au préalable des développements dans les intégrales de Biot et Savart. Ceci est
effectué¢ dans le prochain chapitre pour filament tourbillon qui n’a pas de petites longueurs

d’ondes.



56

I Description et méthode de résolution d’un filament tourbillon

1.15. Bibliographie du chapitre |

1.

10.

11.

BENDER,C.M. et ORSZAG,S.A. 1978 Advanced mathematical methods for scientists and engineers,
McGraw-Hill, New York, 341-349

CALLEGARIA.J. et TING,L. 1978 Motion of a curved vortex filament with decaying vortical core and axial
velocity, SIAM J. Appl. Math.35 (1), 148-175

DARROZES, J.S. et MONAVON,A. : 1988, Analyse Phénoménologique des Ecoulements ou Comment
traiter un probléme de mécanique des fluides avant de résoudre les équations, polycopier de cours de

I’ENSTA.

. FEUILLEBOIS,F et LASEK,A : 1977 Computer aided application of the Principle of Least Degeneracy,

Jour. Of Applied Mathematics and Physics (ZAMP) Vol 28,6, pp.1141-1146

. FRANCOIS,C. 1981 Les méthodes de perturbation en mécanique. ENSTA. Paris, 98-104

KELVIN 1880 Vibration of a columnar vortex, Philos. Mag. 10, 152-165

LEIBOVICH,S. et S.N. BROWN,S.N.et PATEL,Y. : 1986 Bending waves on inviscid columnar vortices, J.
Fluid Mech. 173, pp. 595-624

MUDRY ,M : 1982 La théorie générale des nappes et filaments tourbillonnaires et ses applications a
I’aérodynamique instationnaire, Thése de doctorat d’état , Paris 6

TING,L. et TUNG,C. 1965 Motion and decay of a vortex in a non-uniform Stream, The Physics of Fluids 8
(6), 1039-1051

TING,L. : Studies in the motion and decay of vortices,/970 Proc. Symposium on Aircraft Wake Turbulence,
Seattle, Washington

WIDNALL,S.E. et TSALC.Y: 1977 The Instability of the Thin Vortex Ring of Constant Vorticity, Phil.
Trans. R. Soc. Lond. A 287,pp. 273-3



II Développements du champ de vitesse induit par un anneau tourbillon 57

Chapitre 11

DEVELOPPEMENTS DU CHAMP DE
VITESSE INDUIT PAR UN
ANNEAU TOURBILLON

Comme nous I’avons vu dans le chapitre précédent, les développements de la loi de
Biot et Savart que I’on a besoin de faire donnent parfois des intégrales singulieres par rapport
a un petit parametre. Dans ce chapitre, nous cherchons les développements intérieurs et
extérieurs du champ de vorticité d’un anneau tourbillon, ainsi que du champ de vitesse induit.
Nous déterminons €galement le comportement du développement extérieur du champ de
vitesse pres du filament, ainsi que le comportement du développement intérieur du champ de
vitesse loin du filament.

On s’intéresse a un filament tourbillon & vorticité décroissante exponentiellement ou a
vorticité d’extension finie. On suppose qu’il n’y a pas de petites longueurs d’ondes sur ce
filament. A part dans le paragraphe II.7, tous les champs de ce chapitre sont donnés pour la
configuration initiale a =0 et on omet systématiquement de mettre ’indice 0 qui doit le
signaler. On étudie un filament tourbillon avec une fibre centrale X(a) etun champ initial de
R

82

s = , — - (0) - | \
vorticit¢ @ donné de la forme @ = co( )(r,go,a), ou a est le paramétre sur la fibre

centrale. On note a le paramétre de la fibre centrale plutdt que s pour indiquer que ce
parametre est une longueur d’arc. Le champ de vitesse induit par I’anneau tourbillon est noté
v au lieu de Vgjq -

On donne la forme des développements dans ce cadre général, ainsi que leurs
simplifications pour un filament dont I’ordre principal est axisymétrique et est indépendant de

I’abscisse.
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Il.1. Le développement intérieur du champ de vorticité
Le développement intérieur (£—>0 a = L fix¢) du champ de vorticité
£

1 0

3 (;,(p,a) est trivialement :
£

. 1 _
& =g—26a(0)<r,(p,a> 2.1)

Pour ce champ de vorticité, 1’équation (1.12) :
divim) =0
s’écrit a I’ordre 0 et 1 (Annexe A.5) :

(@17); +(@2),, =0 (2.2a)
— ot K(a)cosgo] +[- @, ;K(a)cosgo](p +r(@s, — T(@)w3,)=0 (2.2b)

ou T(a) est la torsion locale de la fibre centrale ¢. Apres avoir substitu¢ 1’équation (2.2a)

dans (2.2b), on obtient que le champ de vorticité intérieur (2.1) vérifie les deux équations

suivantes :
(&17); +(@2), =0 (2.3a)
- K(a)[a)l COSQ — @y sin(o] +w3, - T(a)a)3¢ =0 (2.3b)
La premiere €équation (2.3a) montre le lien qu’il existe entre la vorticité radiale @, et la
vorticité orthoradiale @, . La seconde équation (2.3b) donne la contrainte que doit vérifier la

vorticité axiale w3 du moment que la vorticité¢ radiale w; et la vorticité orthoradiale w,

vérifiant (2.3a) ont été choisies.

11.2. Le développement extérieur du champ de vorticité

1 . r
Le développement extérieur (& — 0 a r fixé) du champ de vorticité —2co(0) (;,go,a)
£

est nul partout sauf sur la courbe ¢ ou il est infini. Ce champ limite extérieur n’est pas une

fonction mais une distribution au sens mathématique. Définissons alors la distribution Tg

canoniquement associée au champ de vorticité @ par :

6" .pa)
o P = — 5 9(r.@,a)rhydrdpda .
(T5.0) = [[| —5——d00.0hsdrdpa (2.4)
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ou ¢ est une fonction test régulicre. On trouve le développement extérieur cherché en
développant Tg lorsque & tend vers zéro.

En remplacant le champ de vorticité (2.1) dans la formule (2.4) et en développant, on

démontre (Annexe A.2.) que le développement extérieur du champ de vorticité est :
T2" = 5,1 +0(s) (2.5)

ou 5@f est la distribution de Dirac sur ¢ définie par

(6,%.9) = [ (r.0.0)E(@)da (2.6)
¢

A Dordre principal, on a donc démontré que le développement extérieur ®°" du

champ de vorticité correspond exactement a la distribution de Dirac 56? sur €.

Le développement extérieur du champ de vorticité est singulier, car le développement
intérieur de ce développement extérieur n’est pas le développement intérieur du champ de
vorticité. Au contraire, le développement intérieur du champ de vorticité est régulier, car le
développement extérieur de ce développement intérieur est le développement extérieur du

champ de vorticité.

I.3. Le développement extérieur v°"' du champ de vitesse
Lorsque 1’on fait apparaitre 1’épaisseur réduite ¢ , les formules (1.7) et (1.8) du champ
de vitesse s’écrivent :

6)(0)(;-"?"61') A |:i_(X(av)+g;v F.):l
3

Wy r dr dg dd (2.72)

V(& e) =l —
X-(X(a)+er )

60 0.4 A [(X(a)wf(a,(p))—(i(a') rer F')}

5 hyr dr dg da (2.70)

1
V(I",(D,a,é‘)ZE”J‘ ' o
‘(X(a)+r?(a,¢)))—(i(a Y+er F)
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En remplagant le champ de vorticité (2.1) dans la relation de Biot et Savart (2.7) et en
développant, on démontre (Annexe A.2.) que le développement extérieur (¢ — 0 a x fixé) du

champ de vitesse v(x,¢) est :

Ha)AR-X(@))

1
=out = o
v (x,g)_Mf STy da £ 0Ge). (2.8a)
e ‘X—X(a )‘
On peut I’écrire également :
1 ¢t ' X T -X ' '
10,09 = L [HONE@ LR KD i oy g

T _ ~ 113
e ‘(X(a) +rr(a,p)) — X(a )‘

car ici le changement de coordonnées X = X(a) + 1¥(¢@,a) est indépendant de ¢ .

A l’ordre principal, on a démontré que le développement extérieur du champ de vitesse induit

par le champ de vorticité correspond a la vitesse induite par une distribution de Dirac 5gf

concentrée sur la fibre centrale. C’est un filet tourbillon.

Plus généralement, le développement extérieur du champ de vitesse s’écrit jusqu'a

I’ordre 2 :

0 1
VU p,a, ) = you® (r,@,a) + gyout (r,@,a) + O(?) (2.9)

et en procédant comme pour I’ordre 0, mais en cherchant un ordre de plus, on obtient :

O &%) 2 !

7D (g ) =Ll r K(a)oosp'dr dp'da
4 IR
X—X(a)
(f'A@(O)'J
| 2, (2.10)
—— ||| —————=r dr dopda
4r . 3
X - X(a )‘

r dr d(l) da

1
S HIE -

- X(a)

avec : X = X(a) + (¢, a).
Cet ordre n’avait jamais ¢été¢ donné¢ et il est intéressant de remarquer qu’il est non nul, de facon

a ne pas 1’oublier si ’on veut faire un raccord asymptotique avec la zone intérieure a un ordre
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ou cette expression intervient. Alors que 1’ordre principal (2.8b) du développement extérieur

du champ de vitesse est indépendant de la structure ' du champ de vorticité, 1’ordre 1

donné par (2.10) en dépend.

I1.4. La limite prés du filament du développement extérieur v°" du champ de

vitesse

. _out©® .
Nous cherchons le développement de 1’ordre principal yout (r,p,a) de la vitesse

extérieure pour r voisin de zéro. Si nous posons brutalement » =0 dans I’expression (2.8) de

—out (0) . ., N !
v (r,p,a) , une singularité apparait lorsque a =a .

Vout

0)
L’expression (2.8) de (r,p,a) est donc une intégrale singuliere par

rapport au petit parametre r. Afin de trouver le développement de cette
intégrale, nous utilisons la méthode des développements asymptotiques
raccordés des intégrales singuliéres présentée par Francois® ou Bender et

Orszag’.

M+ ‘\‘ M+

a'-a

r—>0aa —a fixé r—0a fixé

r

Figure 2.1 : Schéma de la méthode de développement de
5: o1 . N —out (0)
I’intégrale singulicre (2.8) de v (r,p,a) .

Cette méthode n’est pas souvent utilisée dans les articles qui traitent des filaments
tourbillons, alors qu’elle est systématique et qu’elle permet de trouver le résultat du
développement sans ambiguité. Son principe est de séparer I’intégrale en deux parties (Figure

2.1) : en dehors d’un voisinage du point M(»,@,a), nous développons I’intégrant par rapport

araa —a fixé et nous intégrons selon a’, tandis que dans un voisinage de M nous
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a'-a

développons 1’intégrant par rapport a » a fixé puis nous intégrons selon a’. Le

-
développement recherché est alors la somme des deux développements obtenus.

Par cette méthode, on obtient (Annexe A.3.) le développement suivant de

0
Vom( ) (r,@,a) pour r voisin de zéro :
1 -~ K. § |- K _
Vom(o) (r—>0,0,a)=—0+ —[ln— - l}b +—cos(¢)0
2 r 4| r 4r
+A
. . S 4] 1=
(rsin2¢p+0 cos2gp){ln— — —} +—~0cos2¢
3 K2 r 3| 2
+——r (2.11a)
167 |, la 45 o 45
+189+ 3(B 3C $2 0)
1 . S L
+—r(K, sinp— KTCOS(/))[ln— — 1:|‘t
4r r
+0@r? Inr)
avec :
“}/ 23a+a) A (X(a) - X(a +a")
- - 3
A) :4L sn [X@-X(@+a) " (2.11b)
"l K(@)b(a)
2la’| ]
B T(a+a) ]
‘X(a) - X(a+a") 3
+S/2
B(p,a)=F(p.a) n | 1 K, (a)ii(a) L, Ha (2.11¢c)
SR WE (i(a) + K(a)ii(a)a’ +| + K(a)T(a)b(a) aT)
al
-2 K@i
s/ Hp.0) 2Rt a) = XD 34 1 4y a (R(a+a’) - (@)
- X(a+a')-X
Clp,a) = j 5 (e =@ da' (2.11d)
-8/2 . K*(@) p(a)cose
. 4 a' ]

Le calcul de ce développement est long et fastidieux (Annexe A.3). Ainsi que le

mentionne le paragraphe 1.12., on I’a effectué¢ également a I’aide d’un calculateur formel
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(annexe A.12), ce qui permet de vérifier les calculs préalablement faits a la main et d’obtenir

rapidement les ordres supérieurs O(r2 Inr) et O(r2 ), si on les désire.

Dans I’expression (2.11a), on retrouve la partie singuliére (1.28) :
K

1 = S |- K _
0+ —{m— - l}b +—cos(p)0,
r 4

2z r 4
que I’on a déja commentée dans le chapitre I. En plus de cette partie singuliére, (2.11a) donne

’ordre 1, ’ordre »Inr et I’ordre r. On trouve trois contributions intégrales globales A , B et

C, qui se rajoutent aux contributions locales. Nous pouvons comparer cette expression avec
celle de Fukumoto et Miyazaki* (page 373) et celle de Callegari et Ting? (page 173). C’est la
méme, si ce n’est qu’ici les expressions des termes intégraux globaux : A, B et C sont
données. En outre, ici le résultat (2.11) a été obtenu par la méthode des développements
raccordés des intégrales singulicres et a été vérifié a I’aide d’un calculateur formel.

Il est intéressant de remarquer que 1’expression (2.11b) peut se mettre sous la forme :

1 TQ T(a+a') A (X(a) - X(a + aN,

4r [X(a) - X(a+a"|’

’

hs ! T(a+a') A (X(a)-X(a+a'))

A(a)= lim Z - - T da'|p (2.12)
ol “T_sn \X(a)—X(a +a')
1 K(a)b(a) (S / 2)
-— 21n
4 2 /

car les intégrales de cette expression ressemblent a I’expression (9) de I’introduction. Cette
formule serra utilisée au chapitre IV pour justifier les méthodes de coupure.

Le développement prés du filament de I’ordre 1 du champ de vitesse extérieur

—out) .
VO (r,@,a) est de la forme suivante :

— —

(1) I, L - ﬁ B
VU (r 5 0,0,0) ==+ +Lilnr +Ej(a) + 14 (9,0) (2.13)
r

r

(0)

Pour un jet tourbillon avec un champ de vorticité @"~ = @, ()0 + 3 (r)T, qui ne dépend que

de la coordonnée radiale et qui n’a pas de composante radiale, les expressions simplifiées de

11,12,13,14,E1(a) sont les suivantes :
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=23
1=
L=k T
2=5 " mMCcos gt
- | R
——(KTsm(p+ 3K, cosqo)r
Vid
I;=m —E(KTCOS¢—3KCI sin(/))é
(K2 = T2y
| 87 4r K |
5 ) 5 _
—g+lnS KTsingp + —3—g+3lnS K, cosp|r
- m| ([ 5 1 )=
Iy =17t _—g+lnS KT cosgp+ 4—8—3lnS K,sing |0
+(— l1(2)+i i+1 20 |K? +|In(2 3T2j
_2n 6 2 4cosqo n(2) -
Ej(@) =
1 Y
| K(a+aba+a)rX(a+a")-X(a)) +2%(a+a")
X(a+a")-X()|
[n(a+a') e(X(a+a')— X(a))](b(a+a)/\(X(a+a’) X(a)))
S/2 X(a+a")- X
SI/Z [b(a+a"ye(X(a+a)—X@)]ii(a+a") A (X(a+a") - X(a)))
X(a+a")-X(a)
1 K@? T@?|. . K@T 3K,
oty K@ Tar ) K@T@g, 3Ky,
o AT 2 2’ a’

da'

. -2 - e o i
ou m=7r.|. arr-dr est le débit axial. Il est en facteur dans toutes ces expressions.

0

(2.14a)

(2.14b)

(2.14c¢)

(2.14d)

(2.14¢)
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11.5. Le développement intérieur v'™" du champ de vitesse

Lorsque 1’on fait le changement de variables = L dans la relation (2.7b),
£

I’expression du champ de vitesse devient :

ot

60 . 0.d) A | X@+ert)—(X(@)+er F) ,
[ }h3 rdr dp da (2:15)

3

- 1
V(r,gﬂ,a,g)zaﬂj C
‘(X(a)+£;F)—(X(a')+8; F)

., . - T , .
Nous cherchons le développement intérieur (¢ —>0 a r=— fixé) du champ de vitesse
£

v(r,p,a,€) au point M(;,(D,a). Si nous imposons brutalement &£=0 dans cette expression,

’
une singularité apparait alors lorsque @ =a de fagcon similaire & ce qui s’est passé au

paragraphe précédent.

L’expression (2.15) de ¥(r,p,a,s) est donc une intégrale singuliére par
rapport au petit parameétre . Afin de trouver le développement de cette

intégrale, nous utilisons encore la méthode des développements

asymptotiques raccordeés des intégrales singulieres.

c—>0aa —a fixé c—>0a fixé

Figure 2.2 : Schéma de la méthode de développement de
’intégrale singuliére (2.15) de v(r,¢,a,¢).

Le principe de cette méthode consiste a séparer 1’intégrale en deux parties (Figure 2.2):
en dehors d’un voisinage du point M(;,go,a) , nous développons I’intégrant par rapport a ¢ a

a' —a fixé et nous intégrons selon a’, tandis que dans un voisinage de M nous développons
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!

I’intégrant par rapport a & a fixé et nous intégrons selon a'. Le développement

£
recherché est alors la somme des deux développements obtenus.

Par cette méthode, on obtient le développement intérieur suivant du champ de vitesse

V(;, 0,a,€) .

1I11’1

(r,p,a,6) =

(—r H(@,a)+7 B ,a) -1 -1
r

1806 0 a1 ; dr dp

K S ..
[ln ——1}b+A
47r &

K(a)

_ —H{ OG0 a) i@+ ¢ 0 a) A ﬁ(a)}lniz;'d?d(p'
k

6OG 0 a)n [F Ee , ) -7E@p, a)

“ K@) r cos(p)|r drdp  (2.16)

2 k2
( )(r ,go ,a) A T(a)r r sin(¢g - ga)t(a)] ,

—ZH k2 rdr dgp

1 800 0 Al He L - e, )| gy L

(a)

-1l ( \r cosg +r cose|rdr d(o
+O0(elne)
on k2 —;2+r2 2 cos(p — go)

Pour obtenir ce résultat, nous n’avons pas eu a choisir les échelles du développement

intérieur du champ de vitesse.

Cette formule donne le développement intérieur du champ de vitesse a

proximité et dans [’anneau tourbillon jusqu'a I'ordre elneg. Elle démontre

que les échelles asymptotiques de ce développement sont : — 1,Ing,¢,....
£

L’échelle — correspond a I’ordre principal de la vitesse orthoradiale et de la vitesse axiale
£

preés de ’anneau. Comme le terme d’ordre In¢ est indépendant de la coordonnée radiale, il
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participe a la vitesse de la fibre centrale de I’anneau. L’échelle logarithmique est parfois mise
avec 1’échelle d’ordre 1 dans les développements de fagcon abusive. C’est le cas des
expressions (1.30) et (1.31) dans lesquelles le terme d’ordre Ing a été traitée comme une
terme d’ordre 1. Une discussion plus compléte sur cette échelle est faite aux paragraphes
.13 et VL3.6.

Le calcul de ce développement est encore plus long et fastidieux que celui du
paragraphe I1.4. En effet, I’intégrale (2.15) a développer ressemble a 1’intégrale (2.8) en plus
compliquée. Ainsi que le mentionne le paragraphe 1.12., on a effectué également ce calcul a

I’aide d’un calculateur formel (annexe A.12), ce qui permet de verifier les calculs
préalablement faits a la main et d’obtenir rapidement les ordres supérieurs O(z;2 Ing) et

0(52) , si on les désire.

Pour un tourbillon avec un champ de vorticité qui a seulement une composante selon

1
la tangente, le terme en — de (2.16) est la formule de Biot et Savart en deux dimensions. Tous
£

les termes qui apparaissent dans (2.16) sont des termes locaux sauf le terme A qui est le

: _out®
méme terme intégral global que dans le développement (2.11a) de yout (r,p,a) pourr

voisin de zéro .

1
Les termes d’ordre — et Ing ont été trouvés initialement par Levi-Civita®’. Lorsque
&

» =0, nous obtenons la vitesse de la fibre centrale et nous retrouvons le résultat de Klein et
Knio’ :

Vi (- = 0,0,a,6) =

-1 .. -¢) - o -t
EZELhn‘)<r,¢,a)»\r(w,a)drd¢

K@

S ~ -
an [ln o 1} b(a) + A(a)

(2.17)

a)_’ 1 —v —v
n(a) |\In—>rdrde

1 1 -1 K
__éﬂ{690%¢ﬂ)Aﬂ@+ém%F@,mA
,

K(a)

,¢',a) /\f((o' , @) cos((p' ); dr dqo‘

+O(¢lne)
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(0)

Pour un jet tourbillon avec un champ de vorticité @'~ = @, (r)0 + @3 (r)T, qui ne

dépend que de la coordonnée radiale et qui n’a pas de composante radiale, (2.17) se simplifie

cn .
. _ 1 - 0) —
v =0,0,a,6) = ;an( )(r =0,0,a)
+ing™ G 20,00+ 5V G 20,0.0) 018)
+ dn&?mn( )(r =0,p,a)+ ef'mn( )(r =0,p,a)
+ O(g2 In¢)
avece .
o0
. O —_ . — —
v G2 0,0,0) = #(@) [ @ (M (2.19a)
0
o) - L
vimOV 0 0.a) = - K(@h(@ (2.19b)
1-InS
o0
v 0 pa) = Ada) - —| + 27| rinroy ()dr | K(@)b(a)
S A g 3 (2.19¢)
o0
x| roy(dr
0
[3Ka cos@ + TK sin go]f'
_inn(12) - m . e
v (r=0,p,a) =~ an +[—3Ka smgoJrTKcosgo]O (2.19d)
VA
I
+ [— —K*+T? }%
2
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nm 1
3—+3—g—3lnS K, cosg

m —
— r
] 1 :l .
+|——-—=—-InS |TK sing
| Lm 6
[, Loy S}K i
—|3—+3-—-3n sin
i () - = m T om 6 a SIP (2.1%¢)
v (VZO,(P»CI):EI(‘Z)__ r 0
4 mp 1 }
+|——-—=-InS|TK cos¢
| Lm 6
g2 +T2}{ﬂ—lnS}
| 2 m R
s 8
+ K247+
12 S2
K(a+ a’)[B(a +a)A(X(a+a’) - X(a))] +2%(a+a’)
S5/2 S NEEIRE
E@-7-| | X(@+a)-X@) da’ (2.199)
" -52|_1 K@T(@h(a) + T (@)i(a) + 3K, (@)ii(@) _ ()
2 ja’ la'?
ou:
00_2 _ _ _
m = ﬂjl" Inre, (r)dr (2.20a)
0
o0
m=rx|wr’dr (2.20b)
0

Le terme El (a) estune partie de I’expression (2.14¢e) de El (a) et m est le débit axial.

I1.6. La limite loin du filament du développement intérieur v'™ du champ de

vitesse

A Paide de la formule (2.16) du champ de vitesse intérieur V™ (r,¢,a,&) complétée

des ordres €lng et &, on montre que sa limite en ’infini est de la forme suivante :

. 0 —
V= ,0,0)

.. I
v"(r—w,p,a,¢) =
- (1) -

e ™ sepa |

- inn(
gvmn

12) - n(2) -
+é&n )(r—>oo,(p,a)+g€/mn( )(r—>00,¢),a)

+ O(g2 In¢)
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- r
Si I’on effectue le changement de variables » = — dans cette expression (2.21), nous
£

obtenons :

Mo swopae)] » =00 50,00+ V"V 50,000 (222)
ryr=—
&

ou voUi©® (r—>0,p,a) et Vout(l)(r — 0,¢,a) sont donnés par (2.11a) et (2.13) jusqu’aux

ordres r2 Inr et 52 In&. Nous avons ainsi montré la relation suivante :

1nn

(r > 0,p,a,¢)| Vo', 0,a, g)] (2.23)

r=*
&

Les développements extérieur et intérieur de l’'intégrale de Biot et Savart se

raccordent donc bien entre eux.

Pour un jet tourbillon avec un champ de vorticité 03(0) =y (;)é + w3 (z_ﬂ)'T: , qui ne

dépend que de la coordonnée radiale et qui n’a pas de composante radiale, les expressions

lIlIl)

simplifiées de v (r — o, p,a) sont les suivantes :

: 10 I
Vlnn( )(V > w0,0,a) = E__i_ L, O( ) (2.24a)
inn(01) - K ..
yinn( )(r — 0,0,a) = —4—b (2.24b)
K[ S K [
an( )(r — 0,0,a) = —[ln— — l}b +—cosgB + A + =+ O( ) (2.24¢)
4| r Az
V! (r — 0,p,a) = I3 + ISr (2.244)
*mn( )(r — 0,p,a) = (I3 + Isr) Inr + [16 +E, (qp,a)]r +14 +E|(a) (2.24¢)

Ici, I;,I,,15,14,E[(a) ont les mémes définitions qu’au paragraphe I1.4 et les termes

15,15, E, sont définis par :
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3.0 . B
ZK sin(2¢)r

3 -
Ig=——|+ ZKz cos(2¢)0 (2.25a)

+ (K, singp — KT cosp)t

3 2 . .
I—ZlnS K* sin(2p)r

PR Y S A P »250)
6% T4z g2 24 T\8 4" cos(2¢) B @

+(K, sing — KT cosg)[1—InS]t

1
E(p.a) = —[B(p.0) - 3C(p.0)] (2.25¢)

Avec ces notations, les formules (2.11a) et (2.13) s’écrivent simplement :

K S K
”Out( )(r — 0,p,a) = —9 + —{ln— — l}b +——cos(¢)0
4 Az
A (2.26a)
+i5rlnr+(i6 +E2)V

( 0,0,a) I LR
r—0,0,a) =—+— nr
4 2. (2.26b)

+E (a) +14(p,a)

v out

La loi de raccord asymptotique et les résultats (2.26) ou les résultats (2.24) donnent les
conditions aux limites en I’infini des équations dynamiques intérieures du probleme de couche
limite sur la fibre centrale et sont utilisées dans le prochain chapitre. Dans la démarche de

résolution présentée au chapitre I, on souligne I’importance de développer en série de Fourier
selon la coordonnée ¢ les composantes des différents champs sur (f,é,%). C’est pour cela
que dans les résultats (2.14) et (2.24), on a linéarisé les termes trigonométriques qui
apparaissent dans les composantes des différents champs sur (f,é,%) . Seuls les termes El(a)
et Ez (p,a) n’ont pas subit ce traitement.

Les développements en série de Fourier selon ¢ des composantes du terme

intégral E;(a) sur (F,0,%) sont donnés par :
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E;(a)=(TeE|)T+(ieE )i+ (beE)b
= [(ﬁOEl)cos¢+(BOE1)sin¢]f

’ o ~ (2.27)
+[— (neE;)singp+(b OEl)cosgp]G
+(TeE)T
D’aprés (2.25¢), on voit que Ez (p,a) s’écrit :
E; (p.a) = E;j(a)cosp+Eqy (a)sing (2.28)
ou les termes E21 (a) et 17322 (@) sont donnés par :
AL OL (Xa+a) =X@)re o (Ka s ary - X(a))]
EZI(Q)ZT _[ %@ +a )_X(a)‘ a’
T b(a)
$2 _2 k2
ja'| (2.29a)
B n(a)At(a+a’)
+1+*}/2 [X(a +a") - X(a) '
4
"o O] gy 2
la’| ja'
| -3 ZI D 4 4 (R + ) - (@)
Ezz(a)—— [ [X(a+a" - X(a) »
T Sn| Kz( ) n(a)
8 la'| (2.29b)
__b@)ArT(a+a)
1 w2 ‘X(a +a')— )a((a)‘3 ,
+— a
Y 5 N ﬁ(GB) 1 (@ )T(a)
a] .

Les développements en série de Fourier selon ¢ des composantes du terme

intégral Ez (p,a) sur (f',é,%) sont donnés par :

Ey(p,a)=(FeEy)T+(fieEy)ii+(beEy)b
(—B.Ezz +ﬁ.E21)COS2(D
1 . -
:E +(b.E21 +ﬁ0E22)sin2go r
+(B.E22 +ﬁ.E21)
. R (2.30)
(beEy; +neE,;)cos2¢p
+5 +(BOE22—ﬁ0E21)sin2gp 0
+(B°E21—ﬁ'i"j22)

TeE, cosp |
ol O (-
+TeEy sing
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1.7. Généralisation des résultats
Dans ce paragraphe, on n’omet plus de mettre I’indice 0 pour la configuration initiale.
Précédemment, on a donné des développements des intégrales de Biot et Savart a 1’instant

initial /=0, pour un filament X((a) qui n’a pas de petites longueurs d’ondes et dont le
, - 1 _(0) - .
développement intérieur du champ de vorticit¢ est initialement @y =— ("~ (r,¢,a), ou a
£

est le paramétre de longueur d’arc sur la fibre centrale. Comme la loi de Biot et Savart est une
fonction linéaire du champ de vorticité, on peut étendre facilement les résultats précédents a

un champ de vorticité initial qui a le développement intérieur suivant :

1 - 1 - ) ~ _(3) -
O :g—ch)go)(r,go,a)+§(Bg)(r,(p,a)+50 cogz) (r,go,a)+51 m§)3)(r,go,a)+.... (2.31)

Les relations (2.24) donnent les conditions aux limites du champ de vitesse intérieur en
I’infini a D’instant initial. Or comme il a ét¢ dit au chapitre I, pour obtenir 1’équation du
mouvement d’un filament tourbillon, on a besoin des conditions aux limites du champ de
vitesse intérieur en I’infini a tout temps ¢ et pas uniquement a 1’instant initial. Il est donc
nécessaire de généraliser les relations (2.24) pour ce temps ¢.

Méme si initialement le parameétre a sur la fibre est une longueur d’arc, il ne I’est plus
au temps ¢, car on doit utiliser un parametre s qui n’est pas une longueur d’arc pour décrire le

mouvement. D’autre part, la fibre centrale au temps 7 est développée par rapport a ¢ :
X(s,t,8) = X O (s5,0) + XD (s,6)+...., (2.32)
contrairement a la fibre centrale initiale XO que I’on a prise sous la forme 5(0 (a). Le champ

de vorticité au temps ¢ est de la forme :
_ L _0),- L - ~(2) -
6=—56"resn+—6" resn+6% ¢804, (2.33)
£ g
contrairement au champ de vorticité initial ®y que ’on a pris sous la forme

- 1 _(0) -
D = —zcogo) (r,p,a) . Comme on le verra a la fin du paragraphe III.7.2, la fibre centrale
&£

initiale X et le champ de vorticité initial @ d’un filament a structure normale (au sens du

chapitre I) sont aussi développés par rapport a ¢ .
Ainsi, une premicre facon d’étendre les résultats (2.24) précédents est de refaire les
calculs de ce chapitre (a I’aide du calculateur formel) sur un paramétrage s qui n’est pas une

longueur d’arc et avec une fibre centrale et un champ de vorticité qui ont les développements
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(2.32) et (2.33) précédents. Une seconde fagon de procéder est de remplacer 5(0 (a) par (2.32)
- I _(0) - . .
et o = —Zcogo) (r,p,a) par (2.33) dans les résultats (2.24) précédents en considérant qu’ils
£

sont valables au temps ¢, tout en changeant de paramétrage pour se mettre sur un parametre s

qui n’est pas une longueur d’arc.

En procédant comme ceci, I’expression (2.11b) du terme intégral global A(a) :

T(a+a')~(X(a)-X(a+a'))

+S/2 - - 3
i) - % [ |Xfa) - X(a+a")| ”
T _5n|  K(ab(a)
2|a ’|
devient :
i+ A X O +5,0-XO(s,0) |
N q 3
- i X(O) s+s',t —X(O) s, t
A(s.t) = [ @450 | q( ) (5.0) ds’ (2.34)
o K% 5%
2 a0
s+s’
avec A0, = [oOs",nds”. (2.35)

N

C’est cette expression (2.34) qui sera utilisée dans le chapitre III.

G(O)(ers’,t) 1 - et s
T =7,;+0() en s’ =0, A(s,#) s’écrit également :

Comme ‘/1 (0)(s,s’,t)‘ Is'|

o (s TOG+s. ) AXOs+5,0) - XO(s,1))
i \5’((0) s+5".0) - XO (5.0
Asn=—| ds’
x| KO, 5O (s,0)
- 2 || i
1 K90 1

7
— —B(O)(s,t).[ 0'(0)(s+s’,t) ds’

4 2 ‘/1(0) (s,s’,t)‘ B m

/2
et c’est une expression de ce type que 1’on aurait obtenue, si on avait appliqué la premiére

facon de faire qui a été indiquée.
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On peut encore généraliser les résultats précédents a un filament avec des ondes
courtes. Le développement du champ de vorticité intérieur a alors des parties spatiales

oscillantes selon la variable 5 = s/ ¢ et est de la forme suivante :

—~i ~inn(0) — 1 . () - ~inn(2) -
o™ oamn( )(r,go,s,§,t)+—lcomn( )(r,go,s,§,t)+ oamn( )(r,(p,s,§,1)+... (2.36)
£

_ 1

6‘2
On peut alors encore appliquer la méthode des développements asymptotiques raccordés des
intégrales singuliéres comme on I’a fait pour I’intégrale de Biot et Savart (2.15). La partie

s’ -5

intérieure (¢ >0 a fixé) de I’intégrale devient plus compliquée, mais se développe de

la méme fagon que précédemment ; alors que la partie extérieure (¢ >0 a s’ —s fix¢é) fait
apparaitre une intégrale avec une partie oscillante. On la développe alors par la méthode de la

phase stationnaire ou une méthode WKB!.

11.8. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé le développement extérieur de I’intégrale de
Biot et Savart, ainsi que son développement intérieur. Puis, nous avons obtenu la limite en
zéro du développement extérieur du champ de vitesse, ainsi que la limite en I’infini du
développement intérieur du champ de vitesse et nous avons montré que ces deux limites se
raccordent bien entre elles.

Méme si ces résultats ne sont que des résultats de cinématique obtenus a partir de la loi
de Biot et Savart qui est une loi linéaire, ils mettent en jeu bon nombre de calculs. Dans la
littérature, la démarche utilisée pour faire ces développements et les résultats obtenus ne sont
généralement pas treés bien précisés. Le développement intérieur de la loi de Biot et Savart
permet d’obtenir directement les échelles du développement du champ de vitesse intérieur
connaissant celui du champ de vorticité. Il donne également un éclairage complémentaire qui
peut servir de garde fou.

Ces résultats ont été obtenus d’abord pour la configuration initiale, puis ont été
généralisés au temps 7. Dans le chapitre suivant, ils sont utilis€s pour obtenir les conditions
aux limites en I’infini des équations aux dérivées partielles satisfaites par le champ de vitesse
intérieur.

Notons que pour des raisons de simplicité, on dit parfois la vitesse extérieure au lieu
du développement extérieur de la vitesse et la vitesse intérieure au lieu du développement

interieur de la vitesse.
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Chapitre III

EVOLUTION D'UN ANNEAU
TOURBILLON A STRUCTURE
NORMALE SIMPLE

Dans ce chapitre, nous décrivons le développement asymptotique raccordé des
équations de Navier-Stokes, qui conduit a 1’équation d’évolution de la fibre centrale d’un
anneau tourbillon. On étudie un filament a structure normale simple. C’est un filament qui n’a

pas de petites longueurs d’onde et dont le champ de vitesse ne dépend pas du temps dilaté

t/&” etest axisymétrique et indépendant de 1’abscisse s a 1’ordre principal. Le but essentiel
de ce chapitre est de développer, pour ce filament, la démarche qui a été décrite au chapitre I,
tout en se servant des résultats du chapitre II. On reprend la démarche de Callegari et Ting',
Ting et Tung'®, Ting et Klein'¥, Fukumoto et Miyazaki® pour obtenir 1’équation d’évolution de
la fibre centrale d’un anneau tourbillon. On donne une équation d’évolution de la fibre
centrale a I’ordre 1 qui corrige celle de Fukumoto et Miyazaki®, ainsi que les équations aux
dérivées partielles satisfaites par la partie axisymétrique du champ de vitesse a I’ordre 1. On a

ainsi un systeme fermé d’équations a 1’ordre 1.

lll.1. Equations écrites sur les coordonnées locales

Nous rappelons dans ce paragraphe les équations dynamiques du champ de vitesse

données dans le chapitre 1. La vitesse est décomposée en tout point du fluide selon la formule :

V(r,@.5,1,6) = X(5,1,8) + V(r,0,5.,1,8) 3.1)
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La vitesse relative V est projetée sur les vecteurs de base :

V = uf + 0 + wt (3.2)
ou I’on appelle :

ur : la vitesse radiale
w0 : la vitesse orthoradiale (ou circonférentielle)

wt : la vitesse axiale.

L’équation de la conservation de la masse et les équations de Navier-Stokes sont

écrites sur les coordonnées curvilignes locales (Annexe A.1.) :

(urhz), +(h3v), + 1wy — olrw, =—rX,o1 (3.3)
~ - v 12
a=-gradp+vAV +—(—Xj), (3.4)
hy ~hs

ou:

RV - . X .
ﬁz(—} +uf‘+v9+w1:+X+(V—rf*t)Ogde+h—S(w—rFor)

r,@,s
et ou les expressions de gradV et de AV en coordonnées curvilignes peuvent se trouver

facilement dans la littérature de base.

lll.2. Définition de Ia fibre centrale

D’apres le chapitre I, la fibre centrale est définie comme la courbe dont le

paramétrage vérifie X(s,t) 8T = 0 et qui se trouve au centre de vorticité de toutes les sections

du filament orthogonales a cette courbe. Vis-a-vis de cette définition, la condition aux limites

en zéro de nos équations aux dérivées partielles est :

V- (Vet)T=0|. (3.5)
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1ll.3. Forme des développements intérieurs

Nous choisissons des développements intérieurs du champ de vitesse de la forme

suivante :

w™ = ¢ 17 = e O .5, + 1D (0, 5,0+

pimn _ o=l o=1,(0) (r,0,s,1) + v (r,,8,0)+... (3.6)
1

Wil’ll’l —g 'w= g_lw(o)(;,¢’s’t)+W(l)(l_",¢,S,t)+...

et un développement de la fibre centrale de la forme:

X(s,t,8) = X O (5,6) + &' XD (5, 0)+... 3.7)

L’abscisse s e[— T, 7[[ n’est pas une longueur d’arc et ¢ est I’angle polaire et non pas

I’angle ® défini dans Callegari et Ting' par :
O=p-0y(s,t,8)
dOgy = o(s,t,&)T(s,t,&)ds

Comme la fibre centrale est une inconnue du probleéme, elle dépend de & et bon

nombre de grandeurs liées a cette fibre doivent étre développées :

o=c® (s,t)+ glo® (s,0)+...
1=, 0+ 7D (5,0)+...
K=K+ kD (s,0)+...
=190+ ei®(s,0)+...
T=TO,0)+' 7D (s5,0)+...
b=b(s,0)+ &bV (s,0)+...

hy = h3O (s,0) + ey D (5,0)+..
=7 0,0,0+ ¥V (s, 0,0+...

60=0 (s,,t) + P10 (s,0,0)+...
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avece .

lll.4. Les équations a I'ordre 0

11T Evolution d’un anneau tourbillon 4 structure normale simple

o~ [XO)
5D Z KO ¢ XD /5O
%)
&mﬂmzhé_
o
1O = 6O

h3(1) =D _ 5O K(O);cos((p)

1 Z X /50

=(0
70 _ L
o0 g0

50 _ 20 5(0)

70 =i cos() + b sin(p)

A ()

0 X0 x50

Nous cherchons un champ de vitesse v solution de notre probléme dont /’ordre

principal est axisymétrique. Nous supposons donc que si initialement 1’écoulement est

axisymétrique a cet ordre, il le reste a tout les temps. A 1’ordre principal, chaque section

orthogonale a la fibre centrale du filament est alors circulaire et son centre est confondu avec

le centre de vorticité de celle-ci.

Comme on considére que notre filament tourbillon ne posséde pas de répartition

lin¢ique de sources sur sa fibre centrale, on annule la composante radiale de la vitesse a

’ordre principal :

u(o) (;,(p,s,t) =0

(3.8)

Sans faire I’hypothese de 1’axisymétrie du champ de vitesse a 1’ordre principal, les équations

de conservation de la masse et de Navier Stokes s’écrivent a I’ordre principal (Annexe A.4) :



11T Evolution d’un anneau tourbillon 2 structure normale simple 81

v =0 (3.92)
(0)2 0
LA pr( ) (3.9b)
r
0
p; ' Zo (3.9¢)
0
W;, )0 _ g (3.9d)

L’ordre principal axisymétrique (i.e. indépendant de ¢ ) satisfait donc bien ces équations. A

I’aide de (3.9b), il vient :

. dr (3.10)

Cette relation exprime 1’équilibre entre le gradient de pression et la force centrifuge.

Afin de vérifier la condition aux limites V—(V e%)T =0 en r=0 et pour des raisons

de symétrie axiale sur (0 (;,s,t) ,ona:

VO =0,56)=0 (.11)

Comme les équations (3.9) a D'ordre principal ne permettent pas de déterminer
compleétement 1’ordre principal du champ de vitesse, le probleme est de perturbation

singuliere.

Les équations (3.9) sont des équations de compatibilité pour [’ordre principal

qui imposent a la condition initiale d’étre axisymétrique et d’y rester.

Si la condition initiale n’est pas axisymétrique, il y a un probléme de couche limite

initiale. Les développements choisis ici ne dépendent que du temps ¢ et de 1’abscisse s, alors

que nous avons vu au chapitre I que les échelles ¢/ & et sle peuvent intervenir. Lorsque
I’on n’utilise que le temps ¢, seules les variations le long de la fibre centrale de I’ordre de la
grande échelle caractéristique L sont prises en compte et on ne détermine que la dynamique
principale de 1’évolution du filament tourbillon. Pour notre probléme d’anneau tourbillon, on
n’est en fait pas en présence d’une couche limite initiale, pour laquelle on obtiendrait la
dynamique principale aprés un transitoire rapide, mais en présence d’une oscillation rapide

autour de la dynamique principale de 1’évolution du filament tourbillon. Alors que les
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problémes de couche limite initiale se résolvent a 1’aide d’une méthode de développement
asymptotique raccordé, les probleémes d’oscillations rapides se résolvent a I’aide d’une
méthode d’échelles multiples a double échelle de temps. C’est cette méthode qu’il faudrait
utiliser si on voulait résoudre complétement le probléme de I’évolution d’un filament
tourbillon dont la condition initiale ne vérifierait pas les conditions de compatibilité.

D’apres le chapitre I, la vorticité est liée au champ de vitesse par I’équation :

. I ~ -
® :roﬁf:rotV+h—/\X:a)1f+a)29+a)31: (3.12)
3

L’ordre principal (annexe A.5) de la vorticité est donc :

o =0 (3.13a)
0
ol = —w;( ) (3.13b)
1r—
o3 ==[n O] (3.13¢)
7 r

On remarque que l’ordre principal des équations de la vorticité (1.12) et (1.13) est

automatiquement vérifié par une solution axisymétrique indépendante de I’abscisse.

lll.5. Le raccord a I'ordre ! et les conditions aux limites en Pinfini de I'ordre
zéro

La loi de raccord asymptotique a I’ordre &1 dit que le développement du champ de
vitesse extérieur en zéro a Pordre &' est identique au développement du champ de vitesse

intérieur en ’infini a I'ordre &~} , ce qui s’écrit :

(Devrzo[vout] = Devr:w[vim])

(3.14)

5_1

Or d’apres le chapitre 11 :

V out

1 -
(r—0,p,s,t)=—"80,
2xr

si I’écoulement potentiel n’a pas de contribution a cet ordre. On en déduit donc en utilisant

(3.14) que :

. _ 1 -
an(O) (r > 0,p,s,t) = = 9(0) ,
2rr

c’est a dire que :
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) 1
—> 00. 1) = =
vo(r 1) oy (3.15a)
W(O)(I_”—)OO,Z) =0 (3.15b)

1ll.6. Les équations a I'ordre 1

[11.6.1. Partie axisymétrique des équations a I'ordre 1 et équations de compatibilité a
I'ordre 1
La partie axisymétrique des équations a l’ordre 1 est obtenue en moyennant les

équations a I’ordre 1 en ¢ et donne :

_ _ 0) -
oruld (r,s,0) B r 2 )(F’S’Z) 316
or - _G(O)(s,t) as G160
_ _ Vs,
OGO sy + 7 LB (3.16b)
r
—é’;V(O) (_;’S’t) u(l) (; S t) = _;W(O) (;,S,t) Oﬂi}(O) (;')S’t) (3 16C)
or © 0'(0)(s,t) as '
0 _ _ ©) ;- Ore
) (S”)W”ED sty = w5y ﬁ(r’s’t) RGPS
, s Os

Si uél) est tiré¢ de la premiere équation (3.16a) et est remplacé dans les deux dernieres (3.16¢-

d), nous obtenons alors deux équations avec uniquement les champs u(o),v(o),w(o). Comme
le temps ¢ n’apparait pas dans ces équations, le champ de vitesse a I’ordre principal ne peut

pas vérifier une condition initiale quelconque.

Ces ¢équations sont des conditions de compatibilité de [’ordre principal, qui
sont automatiquement vérifiées initialement et le restent si I’ordre principal ne

dépend pas de I’abscisse s : on parle alors d’anneaux a structure normale

simple comme on 1’a déja défini au chapitre .

Nous notons qu’alors : ugl) = (. L’équation (3.16b), qui n’a pas servi, est celle qui donne la

pression pgl) . Ces équations ne nous donnent pas d’information sur vgl) ni wgl) .
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[11.6.2. Partie non axisymétrique des équations

Il nous reste donc a résoudre la partie non axisymétrique des équations d’ordre 1. Pour

un anneau a structure normale simple, on a :

or® 0,500 (0,50

- = sV, 0,5,1) (3.17a)

1 D~
ou' (r,p.5.1) 0) - _opV (s
voo(rt)+r =

o or

~200 G 0w oy, + =55 (r..5.1) (3.17b)

v (r,p,5.1)

. a9 aOGesn 0 -
VO o +u (r,0,5,0) ﬁ;(r’ ), P (;(p(/’ SO DGosn (3170
—0"4/(0) B _ _ O’i/V(l) _’ 5,1 B
r—aém 'V r.p.5.0) + O (r,z)(;—(p(”) = s p,5.1) (3.17d)
avece

sV (r.0.5,0) ==K (5,0 sin(@)v ¥ (7, 1)
- - — 2
Sgl)(raqossat) =_rW(O)(V,t) K(O)(S,t)COS(¢)

_ _ 2 _
sV 0,50 = +rw @ (0K O (s5,1)sin(p)

s . p.5.8) = =@ (1,0 KO (5, 1) sin(@)w® (7, 1)
Les seules inconnues d’ordre 1 qui interviennent dans les trois premiéres relations
(3.17a-c) ne font intervenir que u(l), v , p(l) et pas wD | L écoulement a cet ordre se
comporte comme un écoulement bidimensionnel rotationnel et non conservatif. Quand cet

écoulement est résolu, la derniére équation (3.17d) nous donne alors la partie non

axisymétrique de w, Ces équations font intervenir des termes sources qui proviennent de
I’ordre principal du champ de vitesse. Elles ne font pas intervenir de dérivée en temps et sont
donc des conditions de compatibilité. La partie non axisymétrique de [’ordre 1 du champ de

vitesse ne peut pas étre nulle a l’instant initial.

L’équation de continuité est satisfaite a I’aide de la fonction de courant w® (;', 0,S,t)

qui vérifie :
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1 D (r,0,5,0)

D (. psut) = -
u(r,@,s,t) r a (3.18a)

s #V(r,p.510)  - (0) ),
v (r,p,s,t) =— e +rK 7 (s,t)cos(@)v 7 (r,t) (3.18b)

Ces relations sont substituées dans les deux équations (3.17b-c) du mouvement, puis la

pression est ¢liminée entre les deux relations obtenues en se servant de I’égalité :
o”zp(l)/&;é’q) = o”zp(l)/é’(po”l_f .

Nous obtenons alors 1’équation suivante pour g .

2 - 3 - 3 -
1% 0psn 10 ¥V0psn ¥ O(psi)

O Al =
v (r,t)| = = - 3 )
rooarop r s or dp
|1 o1
ror ¥V 0.ps (.19
or op '
- - 2 -
- - 1 1on Ot 2 ow O gy
o O G| LIV D07 7 2 B kO (6 singe)
r or or
On écrit alors la décomposition en série de Fourier de la fonction de courant :
- - < 1 1
w(D) (r,@,s,t) = ‘Pc(l) (r,s,0) + Zl(‘{"(ﬂ) cos(ng) + ‘Piz) sin(ngo)) (3.20)
n=
etil s’en suit :
) _— J1on0G0]|
ﬁijl(qj) (r,s,1) 1 ﬁPfy,) (r,s,1) n2 1 7 or W) -
4= — +| ——— — = b .(V,S,l)
5—2 r or -2 0 (r,1) or nj
d d (3.21a)

-1 é’;v(o) (l_’,t) 0) = ; é)W(O)z (;,t) (0)
=|2r :T +v (I",t)-i-v(o)(;’t) ﬁ; K (s,t)5nj5j1

Cette équation s’écrit également :
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A sty 18P 1-p
+= = +
_2 _2
or r or r

2
W) (r5,1)

1) - - D 2 r
¥y 5. v Oy W s 0O )
ROy - O 2
rv (}",t) or v (I",[) é’;’

avee !

_ _ _ 2 _
(0) (0)
M _ - lﬁVV (rat) 0) . r ow (V,t) (0)
H, = 2r|:;—a; +v (r,t)+v(0)(;,t) Y K7 (s,1)6,;6 1

On a les conditions aux limitesen » =0 :

M7y
W, (r=0)=0 (3.21b)
o)
——(r=0)=0
5 (r=0) (3.21¢)

et une condition en 1’infini donnée par la loi de raccord asymptotique a 1’ordre 1.

111.6.3. Le raccord a l'ordre 1 et les conditions aux limites en I'infini de I'ordre 1

La loi de raccord asymptotique a ’ordre 1 dit que le développement du champ de
vitesse extérieur en zéro a l'ordre 1 est identique au développement du champ de vitesse

intérieur en I’infini & I’ordre 1, ce qui s’écrit :

- —inn
vout| = Dev-_ |V
=00

(Dev =0

)go (3.22)

Or, si I’écoulement potentiel n’a pas de contribution a I’ordre 1, les résultats (2.11a) et

(2.34) du chapitre II donnent :

out 1 . kO] gO . xk© -
v (r—)O,qo,s,t)=2ﬂT9+ s In . -1pb+ in cos(¢)0

avee ©

T(s+s',0) A (5((0) (s+s',1)— x (s, t))—

—0'(0)(s+s’,t) 3
~ tr x© (s+s',1)— x(© (s,0)
A= | ) | ds (3.23)
2 KO0 b(s,00 (s +5,0)
2 A0 (s.5".0)
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s+s'
et 2O, n= [oOs" nds" (3.24)

N

En appliquant la condition de raccord (3.22), nous en déduisons alors que :

. ~ kO] g = x© ~ -
V’mn(l)(”*wa(oas’t) vy {ln er -1 + 4 cos(qo)e(o) A

c’est a dire :

. (0) Of O (0)

@ KO[ & _o) K S0 <

X +VOG Swpsn= [ln m 1}10(0) +——cos()8” + A
Ar er 4r

11 vient donc :

ud (I_” — ©,0,5,t) = [\7(1) . f],

r—>00
KO . kO . O B}
In—=sin(¢) + (A + [lnS(O) - 1]b ~X )e(iicos() + bsin())
4 &r 4

{ KO x© . (0

1o O _ 15X yeb s

iy A [ms 1]b X ) b]sm((p)
0 . O

A+ [Ins@ -1fp-X )i |cos(p)

T

y(D (7: — 0,0,5,t) = [\7(1) . é],

r—>o0
%)
= (In—=+1)cos(p)
4r er
R
+HA+ [lnS —l]b—X ) e (—nisin(@) + b cos(¢))

KO KO o o 20
_ (n—=+1)+A+=—[n5® ~1]p-X )eb |cos(p)
47 &r 4

kO A
A+, 5@ -1p-X )en|sin(p)

et:
(0)

w (r > 0, Q,s,t) = [\7(1) 0%}_} =(A-X )e%.
r o0

La fonction de courant du probléme intérieur vérifie donc :
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. O <C) @

¥V w)=| - =— (=)~ (A+——[ns@ -1p-X )eb|r (3.252)
11 4 er 4
i (0) . (0)
B - -~ K e .

\sz) (r— )= R+~ [1ns<0) - 1]b ~X )enlr (3.25b)
‘Pf;) (r—>w0)=0 n=l (3.25¢)

i G
w5 0,0,56)=(A-X )et (3.25d)
VD (r = 00,5,6) =0 (3.25¢)

Ces relations donnent les conditions aux limites en I’infini des équations aux dérivées

partielles (3.21).
[11.6.4. La résolution des équations a l'ordre 1

) . . N (D
La solution ‘I’f;) de I’équation (3.21) est la somme d’une solution particuliére ‘P,l;

. . . 1 . .
de cette équation avec second membre et des solutions générales ‘I’,?-( )de son équation
homogene, ce qui s’écrit :

M _oh® oD
D’apres (3.13c) I’égalité suivante :
0 1=
7 r

(0)
3

est vérifiée, ou @y ~ est ’ordre principal de la vorticité axiale. On admet que pres de zéro :

1 -
(O)—_—-a)3(0) (r,t) — constante,
Vi (1) Or
ce que I’on vérifiera a posteriori. Le comportement prés de zéro de 1’équation homogeéne
associée a I’équation (3.21) est alors :
é)szal') | o"P(l_) 5

y nj n €))]
t=———=—¥Y' =0 3.26
r or ,_,2 nj ( )

or*
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Une des solutions de cette équation se comporte comme (i_f) et doit étre écartée. L autre se

_+n
comporte comme (r ) et alors la solution de 1’équation (3.21) vérifie :

n

1 - M - -
lP1(1j) =~ C, (r) + ‘P,g (r—=>0)|pour r~ 0 (3.27)

ou C, estune constante déterminée par la condition aux limites de la solution en I’infini.

Si n#1, les conditions en zéro sont vérifiées et c’est la condition en I’infini qui

permet de déterminer la constante C,, et donc ‘}’2) On voit que ‘P’(;) (r) =0 est solution des

équations (3.21) et (3.25¢) et donc :

\Pf;) (=0 n=l (3.28a)

Si n=1, les conditions en zéro imposent C; =0 et donc ‘Pil) est déterminé sans
J

avoir besoin de la condition en Dinfini. Comme (¥ est alors solution de I’équation

homogene associée a (3.21), la variation de la constante nous donne :

0
lPll

vO KO (s,0)
- (3.28b)

r

z 2
R N { DN N B - ek 10} IR - N R UL L (1))
'([zv(o)(z,t)z'([ 287y (f,t)Lg EX: +EVI T () + & — : & dz

ot vl =0 (3.28¢)

Les équations (3.25a-b) nous donnent une condition aux limites en 1’infini qui doit s’identifier
avec la limite en I’infini de 1’expression (3.28b) de ‘PS) On arrive toujours en fait a avoir

I’égalité de ces deux limites, car les équations (3.25a-b) font intervenir la fonction inconnue

x© (s,) . C’est donc cette égalité qui détermine 1’équation de x© (s,1).

11.6.5. La limite en I'infini de \Pﬁ)

Nous admettons que :

L2 06— oexpr )
= =m;  (r,t) = O(exp(—r
v(o)(r,t) or > P
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pres de I’infini et nous vérifierons dans la suite que c’est bien le cas. Nous recherchons alors

1)

la limite en I’infini de ‘I’il

que 1’on va obtenir soit par une limite en 1’infini dans 1’équation

(3.21) soit par le développement en 1’infini de (3.28b) qui devient une intégrale singuliere.

[11.6.5.1. Par une limite dans I'équation

Le comportement pres de I’infini de I’équation homogene associée a 1’équation (3.21)

est:
A0 s
V-2 DeWoy, (3.29)
or r or P
_ —-n _ +n
Une des solutions de cette équation se comporte comme (r) et ’autre comme (r ) .La
solution de 1’équation (3.21) vérifie donc :
) e @ - -
v = d,(r)  +e,(r) +¥h  (r— o) pour rxoo. (3.30)
Comme I’équation est homogeéne pour n#1,o0na:
(1) y _tn _\.—h _ _
\Pnj ~dn(r) +en(r) (n#1)enr=ow
et comme ‘Pg) (r) =0 d’aprés le résultat (3.28a), alors :
w0 pe|
nj
Comme ‘I—‘ilz) =0 d’apres (3.28c), alors :
(Do _
\Plz =0| (3.31a)

C g . 1 e
Il ne nous reste plus qu’a déterminer le comportement de ‘I’i 1) en ’infini. Une

premiére fagon de procéder est de considérer la limite en I’infini du terme de droite de

) 1077 (r)
roor 1 K©

I’équation (3.21) pour n=1:

or =Z r

D’ou:
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-1 1K@ @2In(r) -1 D, il

r

c’est a dire :

o - - . KO
w2 ) =rkOC (1) +
4

rn(r) + 0(%) (3.31b)

* ., ..
La constante C (¢) est alors déterminée par la limite :

0 i | a1
C(H)= lim —h—4—ln(r)

r—
r { z
avec : h= @(O)de dz
£z(v(°>)2 {
-« O
RO Pt -
et =2roy” +v 7+ O (3.32a)
Comme
- 1
W )(r — 00,f) = —=,
2y
alors :
2 _
. 1 h——r In(r)
C ()= Z,hm >
r—> 0 r

Cette limite peut étre simplifiée grace a la régle de I’hdpital (Annexe A.6) et finalement, on

obtient le comportement suivant de la fonction de courant ‘P( ) en I’infini :

KO _ 1
rIn(r) + O(=) (3.31b)
ﬂ' r

w0 Gy = kO™ (1) +

avee ©

c (t):iﬁ +;+ lim {4;;2]@(0) pr ln(r)}—Sﬂz | gw(o) aet (3310

r— 0 0
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[11.6.5.2. Par une limite dans l'intégrale

Une autre fagon d’obtenir ce résultat est de faire la limite en I’infini dans I’expression

intégrale (3.28b) de \Pfl) :

r z

1

gD _ (0 (0 I J & O fag la: (3.32b)
11 OZV(O)Z )

Lorsque r tend vers I’infini, on obtient alors une intégrale singuliére par rapport au petit
parameétre 1/ r.

Un calcul d’intégrale singuliére (Annexe A.6) nous amene a :

(0)

o . KO_ 1
w0 Gy = kO™ (1) + rIn(r) + O(=)
47 r
avece .
oo L a
(1) = _87z + K(O)
i r 1
o 0) -
@ =_lim [&v® Hae - Ll

r—ow |0

qui apres intégration par parties redonne le méme résultat (3.31b-c) que précédemment.

I1l.7. L’équation d’évolution du filament a I’ordre 0 et la partie non

axisymétrique du champ de vitesse a I'ordre 1

[11.7.1. Détermination de I'équation de la fibre centrale

En égalant les limites en ’infini (3.25a-b) et (3.31a-b) des paragraphes II1.6.3. et

II1.6.5, nous obtenons :

. kO . :®
A+=—[ns® -1p-X )eii=0
4r
(0) (0) «(0) i (0)
K@k [Ins@ —1fp-X )-B]r - {— R ndy+ kO,
4 &r 4 4z
g0 0 ] @ .
d’ou : (A+K {1115——1}1)—)( yeb=-k0¢
4 &
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On obtient donc 1’équation suivante d’évolution de la fibre centrale :

20 . O KO 5O .
X -(X eni=(,—|n~——-1 +KOCHb+A-(AeD)T| (3.332)
avece
X 1
(0= (€O +Cul®) (3.33b)
1 . 27‘ (0)2 -
Cy()=++ lim |47 [ & ag () (3.33¢)
= o0 0
o 2
C,, (1) = —872 j w©® geg (3.33d)
0

T(s+s",0) A (5((0) (s+s',1)— x( (s,t))_

) (s+s',1)

N ﬁ 3
47 KO (54570~ XO (s,
Asn=-- | ) KOls+50-X06n ds'| (3.33¢)
72 KO0 b(s,o O (s +57,0)

2 29 (s,5",0)

s+s'
A0, 0= [oO(s",nds" (3.330)

S

C’est I’équation de Callegari et Ting' que I’on a déja écrite et commentée dans I’introduction

(Formules 11 a-d).

Si on choisit une abscisse s sur la fibre centrale du filament

telle que :

alors, d’apres (3.25d), on a :

w(l)(; — 00,0,5,t) =0

Lorsque I’on ne s’intéresse qu’a 1’évolution de la fibre centrale, on peut prendre une
abscisse sur le filament différente de celle qui est déterminée par la relation :

« O
X eT=Aert.

Par exemple, on peut choisir des abscisses telles que
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ou encore :

o
X OE=an(O)(r=O,(p,s,t)OE.

Cependant, si on veut donner la vitesse axiale relative, il ne faut pas oublier que celle-ci
change en fonction du choix de ’abscisse. La limite e (; — o0,,s,t) en dépend également

et elle n’est nulle que pour le choix d’une abscisse telle que :

O
X eT=AeT.

Ici, rien ne donne la valeur w(l)(; =0,¢,s,t) de la vitesse axiale a "ordre 1 sur la fibre
centrale. Celle-ci sera déterminée apres avoir obtenu la partie non axisymétrique de w) avec
I’équation (3.17d) et la partie axisymétrique w,. par résolution de I’équation aux dérivées

partielles qu’elle vérifie avec sa condition aux limites W(l)(;‘ — ©,¢,s,t) =0 en l'infini.

Cette équation sera donnée au paragraphe III.10. Pour la partie axisymétrique de la vitesse

axiale a I’ordre 1, tout se passe donc comme pour w0,

[11.7.2. La partie non axisymétrique du champ a l'ordre 1

Posons :
ull(r,s,t):—+ (3.34)
Les champs a I’ordre 1 sont alors de la forme :
uD G 0,5,1) = u(lll) (r,5,0)sin(¢) (3.352)
v (r,,5,8) = v (r,5,0) + V(lll) (r,5,0) cos() (3.35b)
wO (0,5, = wD (r,5,0) + W(lll) (r,5,0) coS() (3.35¢)
p— p— 1 p—

PO (0,50 = P (r,5,0) + piy) (y5,0) cos() (3.35d)

ou:
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- (), - _
A0 0

- + KO (5.0m® .1
Oy o (s.0w O 1)

M _
Wi (r,s,t) =

0 l_”u(lll) (r,s,1) o
— 4 KO, D ()

M~ _
Vll (”',S, Z‘) -
_ _ _ 2 _ _ 2

P\ (5.0 ==K (5, 5m O ()" = KO (5,00 (1)

P
_ _ Ou (r,s,t) _
_ 0 s M
7 (r,t) = +m11 (r,s,1) PP
De I'¢quation radiale (3.16b), on tire :

O s ol
r or

et donc :

2 OGO s -
) :_Izv (r ,t)v'c (r.s.1)
r

7

v O @0

95

(3.36a)

(3.36b)

(3.36¢)

(3.37)

(M M

a l’ordre principal, a ’exception des champs axisymétriques v, et w,

Nous avons tout le champ de vitesse a I’ordre 1 en fonction du champ de vitesse

Si les expressions (3.36) du champ de vitesse sont remplacées dans les différents ordres

(Annexe A.5) du lien (3.12) entre la vorticité et la vitesse, nous obtenons :

)

1 .
a)l( ) = o1, sin()
1 1 1
a)é ) = a)z(c) + a)z(lf cos()
1 1
a)3( ) — a)3£1) + a)3(11) cos(p)
ou:
o)
1 "1
wl(lz) — | w0 g0 _T
1
0D _ —w( )

(3.38a)
(3.38b)

(3.38¢)

(3.392)

(3.39b)
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0
w,\V = W KO _ 0 (3.39¢)
11 11 =
;
1r-
o3V = 7[rv£1)]r (3.39d)
o -] ([ m] (l)j (3.39)

Les équations de la vorticité (1.12) et (1.13) sont alors automatiquement vérifiées a I’ordre 1,

sauf I’équation de la vorticité axiale qui donne :

(0)
7 r
c’est a dire :
2
(0) 0
D _r( L gor o s
311 (0) 11 @3 »(0)

Si les relations (3.39¢) et (3.34) sont remplacées dans cette relation, nous retrouvons
I’équation de (3.21) de ‘I’i 1) , ce qui montre que 1’équation de la vorticité axiale est bien

vérifiée par notre solution.
Si I’on intégre la vorticité (3.39) sur une section du filament, il vient :
[[@ds = [[ 26 rdrde = ” @0 ()8 + 0¥ (N7 )rdrde
S S
+g”(a)( ¥+ 08 + 0{V%)rdrde + 0(£%) (3.41)

R M-
- b 0.0 W 1;
=ITt+¢ 2I 2w K —r

) frdr +%[ @3 (Vrdr | +0(?)

ce qui montre que la circulation initiale de notre anneau dépend de e . Comme on recherche
une solution sur un temps normal (au sens du chapitre I), la partie non axisymétrique du
champ de vitesse a ’ordre 1 est directement déterminée en fonction du champ de vitesse a
I’ordre principal et on ne peut pas choisir sa valeur initiale. Seul 1’ordre principal du champ de
vitesse (qui ici est axisymétrique) et la partie non axisymétrique du champ de vitesse a 1’ordre

1 sont fonction d’une condition initiale que I’on peut choisir.
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A TD’instant initial, I’anneau tourbillon a structure normale simple a donc un
champ de vitesse, un champ de vorticité, une fibre centrale et une circulation
qui sont développés selon le petit parametre ¢ et seule la partie

axisymétrique des champs peut étre choisie initialement.

[11.7.3. Autre détermination de I'équation de la fibre centrale
Nous pouvons aussi obtenir I’équation d’évolution de la fibre centrale en écrivant que
sa vitesse est la valeur en un point de la fibre de I’ordre 1 du développement intérieur de la

vitesse non relative, ¢’est a dire :

. (0)
X =v"DG=0,0,s1) (3.42)

ou vim (;,(p,s,t) est ’expression (2.16) du chapitre II généralisée a un paramétrage qui n’est

pas une longueur d’arc et a un champ de vorticité qui a des échelles en 1/ e etlle.
D’apres les formules (3.13) et (3.38), les champs de vorticité a 1’ordre principal et a

I’ordre 1 sont de la forme suivante :

60 — o (.0

. (3.432)
+ o0 (0%
- (1) _ O . ~
= o, sin(p)r
+ (@, + o, (111) cos(¢))0 (3.43b)
C

1 -
+ (a)3£1) + a)3(11) cos(¢))tT

Si I’on remplace ces expressions (3.43) dans 1’expression (2.16) écrite en r=0, la relation

(3.42) devient alors :

. (0)
X =A(s0)

o0
G R WE i [V rmrar| b
8z 4nr & 2 0 3

3

+iﬂf'/\(ﬁ(l)vd; do

- [wgl) G z)]:%
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98
c’est a dire :
.(0)
= A(s,1)
_ 2 1lF L
K(O) ——+— n(> )——Uw rlnrer—ELIw3(lll)dr] b
0
dou : - (1n(§)+C)K(O)B+f&(s,t)—[wgl)(;,t)]oof, (3.44a)
4 & 0
D) 3 |-
avec : C=—1+47zC*=—— ”j K(loi + o007 Inr ldr (3.44b)
0

Avec I’abscisse s définie par (3.42), la partie axisymétrique de la vitesse axiale vérifie
wi(r=0)=0

WD =00y =D =0)=0,

o W) estla partie axisymétrique de vitesse axiale pour une abscisse s telle que

+ 0 -
X eTt=Aez
Si on choisit une abscisse s telle que :
A
X eT=Aet,

I’équation (3.44) d’évolution de la fibre centrale devient alors

_.. (O) K(O) S(O) (0) * — -
X =( In—-1[+K"7C )b+A (3.452)
4 g
avec
° © -
X eT=Aez (3.45b)

" w3
- zj( — L O nrydr (3.45¢)

Le coefficient C” peut étre aussi exprimé en fonction du champ de vitesse (annexe A.7)
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C —+8i+7; lim jgv(o)zdg——lnr 2j'§w(0> dé|. (3.45d)
r—oo 0 an 0

Nous retrouvons de cette fagon [’équation (3.33) d’évolution de la fibre

. . . * .
centrale avec en plus [’expression suivante du coefficient C  en fonction du

champ de vorticité :

3
- 2[( (});+w(30)r1nr)dr

Si I’on veut une expression du coefficient C " en fonction du champ de vitesse, cette
méthode nous parait moins avantageuse que la précédente. On a pu constater que pour

retrouver le résultat précédent (3.33), il a été plus compliqué de simplifier I’expression (3.44b)
de C que de prendre la limite en I’infini de 1’expression (3.28b) de ‘Pgll) Cette méthode a

cependant I’intérét de retrouver par un autre calcul la formule (3.33) d’évolution de la fibre

centrale, ce qui donne une vérification de ce résultat.

Malgré tout, si I’on veut une expression du coefficient C” en fonction du champ de
vorticité, cette seconde approche est plus utile. On peut imaginer une approche dans laquelle
on essayerait de résoudre le probleme de couche limite qu’a partir de 1’équation de Biot et
Savart (1.8) et des équations (1.12-1.13) de la vorticité. Si une telle approche parait
séduisante, car il suffit de choisir la forme du développement de la vorticité pour résoudre le

probleme, elle ne s’est pas révélée étre trés fructueuse.

1ll.8. Les équations a I'ordre 2 et les équations pour I’ordre principal du champ

de vitesse

[11.8.1. Equations de compatibilité a 'ordre 2 et équations pour la partie
axisymétrique du champ des vitesses a 'ordre O
La partie axisymétrique des équations a I'ordre 2 est obtenue en moyennant les

équations en ¢ a I’ordre 2 et ’on obtient
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O G DG sn 00D st -
Y0 (st Op (s, S G5.) (3.46b)
v or
2 (0) _ -
_i(é)rv _(rat)]u£2) (l",S,t) — ng) (r,S,t) (3460)
r or
ow® _ _
_—W a_(r,t) Mgz) (V,S,t) = Sé(l.z) (V,S,t) (346d)
r

avee ©

(0) M
2) - _ =007 (s,0) -Ow (1,81
81 (F,S,t)— r Ot r os

Séz) (l_",S,t) =
3 _ 2 1 - 2)- 2
(_EW(O)(,,J) +5v(0)(7”,l‘) j”K(O)(Sat)
M~
+ 2”11(r,s,t)+l” or KD
0, ~ D~ -
wl )(r’t)mll (7,s,1) é’w(o)_(r,t) x© (5.)
V(O)(;at) é’r ,
_ 2 D
Vgl)(rasat) 1- au(ll)(r,s,t)
e e
- 2 or
SgZ) (I_”,S,t) =
i 0{— ov(©® (;,t)J _
— s P
M_a l ﬁl’ _V(O)(r,t)
ot r or S

w O ,0) ovD (r,5,1)
O'(O) (S, t) ﬁS

Aru® 5,1 _
(0) (S’t)w = S1(2) (r,s,1) (3.46a)
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5§ (ros,) =
_ow O, t)}
- oW (r,0)

_ 0 =
ow @0 a® { or
Ot r or
M (; 0)
WO G e 08D ) Qo (8D
s ot

1
+ _
a0 (s,1) . ﬁpgl) (r,s,1)

os
De I’équation de conservation de la masse (3.46a), on tire :
)(z,5,t 1-060 (s,
50 1722 &0 (3.47)
2 ot

lj- éwg
;OZ Os

0'(0) (s, t)ugz) (I_”,S,l) =

Remarquons que le changement d’abscisse s = f(/,7) qui nous fait passer de X(s,?)

en ):((l,t) implique :
);(o T=0 }+ ):(o T (3.48a)
);(o n= ):(o n (3.48Db)
)éco b= >:<- b (3.48¢)
(3.48d)

- o
o(l)=0(s) 57

(3.49a)

Seule la composante axiale du champ de vitesse est alors changée selon la formule suivante :
[ ]

o7

Hile

Vet =w+XeT =+

et le gradient de vitesse axiale vérifie la relation :
(3.49b)

we+0o W +0O

~

(o} (o}

On voit ainsi comment la formule (3.47) peut étre affectée par un changement de paramétrage

de la fibre centrale.
Si I’expression (3.47) de ugz) est remplacée dans les équations (3.46¢c-d), nous
obtenons alors deux équations avec uniquement les termes axisymétriques d’ordre 1
uc(l),vc(l),wc(l). Si on développe ces termes axisymétriques en série de Fourier selon s, le

temps ¢ n’apparait que pour la partie indépendante de s des équations. Les parties des
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équations dépendantes de s ne permettent pas de vérifier une condition initiale quelconque et

sont donc des conditions de compatibilité. Les équations (3.46c-d) multipliées par o et

moyennées selon I’abscisse donnent la partie indépendante de s des équations, qui est :

- . (0)
(0)
©0) zl-“”j VU =) S
VO _g ;(rvr - —2(rv )rS(O) (3.50a)
r i
o) 2O
(0) 21-“”) 1w s
w o —a ;(rwr ;—2 — FO) (3.50b)
-2 )

r
Ces équations pour I’ordre principal du champ de vitesse v et WO ajoutées a

I’équation (3.33) de la fibre centrale x(© , forment un systeme complet d’équations a

["ordre principal, que nous résoudrons au paragraphe III.11.

En retranchant les équations (3.50a-b) a (3.46¢c-d), on obtient les équations de

compatibilité suivantes :

- - (V)
1om©® (r,1) -S w(©® (r,1) v, M (r,s,1)
- 27,2 - 3.51
r or (e (r S0+ 2" 5O )= a0 (s,1) os ( 2)
. (0) _ -
5w )(r t) Syt w(©® (r,1) ﬁwgl) (r,s,1)
or NO. r)= -0 (s,1) os
* (0) :9(0)
OG22
+ w7 (rt)( () - RO (3.51b)
1 5pc1) (r s,1)
0 (s,1) as
On prend un gradient de vitesse axiale de la forme suivante :
owl(r,s,t) (0
A GLINRA PR () (3.52)

os

ou la constante a(s,t) correspond a un certain faux d’étirement et on décompose la partie

axisymétrique wgl) (r,s,¢) de la vitesse axiale en une partie indépendante de I’abscisse et une

partie ne dépendant que de I’abscisse :
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Wi (rs.0) = wl (.0 + wlD (1)
Alors (3.47) devient :
6) P .
u”(r,s,t) =— > a(s,t)r
et les équations de compatibilité (3.51a-b) deviennent :

o001 s w0 vl (r,5,0)

_( (0) a(sat)) =

é’l" 6(0) (S, t) os
. (0)
ow® (r,0) 1- S 1 opWV@,s,0)
ow (1) o) _ c
( Py 5 r+w " (r,t) (0) —a(s,t)) = 0 6.0 R
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(3.53)

(3.54)

(3.552)

(3.55b)

Ces équations sont des conditions de compatibilité du champ de vitesse a l’ordre 1.

Elles sont automatiquement vérifiées initialement et le restent si I’anneau a une structure telle

que

owl(r,s,t) 20
Iwe (st 2L ne©
0s

avec un taux d’étirement a(s,?) tel que

e (0)

a(s,t) = W

(3.56)

et si vc(l), pc(l) ne dépendent pas de 1’abscisse s : on parlera alors d’anneaux a structure

normale simple a [’ordre 1, ce qui étend la définition du chapitre L.

Nous noterons qu’alors (3.54) devient :

e (0)
te ) N,

L’équation (3.46b) qui n’a pas servi est celle qui donne pgz). Les équations (3.46) ne nous

donnent pas d’information sur vgz) ni wgz)

axisymétrique des équations d’ordre 2, ce qui est le but du prochain paragraphe.

. 1l nous reste a résoudre la partie non
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[11.8.2. Partie non axisymétrique des équations
Pour un anneau a structure normale, I’équation de conservation de la masse a I’ordre 2
s’écrit :
or@rpsn v esn

_ ) 3.57
é’}" + §¢ Sl (”,q’,S,t)a ( )

avee ©

sP (r.p.5.0) =
— KO (5,00 D (7, 1) sin(p)

2
() M~ -
T Tt )(S,f)u“ (7:5,0) 5O (7 1)

= = sin(@)
y(© (r,1) or
2 5u§11) (r,s.1)
—r KO (s,t)sin(@)cos(p) ———=——
or
_2 - —
, 51411 (r,8,8) pp(® (r,1)

g0 .ov O Gr) P > cos(¢)

1 é’K(O) _2 -
_ (T(O) (s, Z)K(O) (s,1)sin(@) — 0 (5,) cos((o)Jr w(©® (r,1)
oD (s, o8
« (0)
-S
~TS0)

- (Z;K(O) (s,1) ? cos(p) + K (s,t));v(o) (r,1) sin()

Nous remarquons que les seules inconnues d’ordre 2 qui interviennent dans cette équation

sont u(z), v, L’équation (3.57) est satisfaite a D’aide de la fonction de

courant ‘I’(z) (;,go, s,t) qui vérifie :

2) — e (0)
@) - 1ovP s 1§
t)y== _
u (V,¢,S, ) , &(D zr S(()) (3583.)
2
_ oY (r,p,s,t) _
Vrpsn=————— e (3.58b)
r

avee |
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ouV (s 2

- 1-2 2 -
vﬁz)(r,ga,s,t)=+zr K(O)(s,t) 11 5T K(O)(S,t) v(o)(r,t)

) - N
_2 u: (ry8,1) 5,,(0) _
r 1O (s o WD | kO (5w O 1)
+ vO@,n  or cos(p)

_ _ _ _ 3.58¢
+ KO (s,t)vgl) (r,1) + kD (s, t)v(o) (r,1) ( )

M- -

O KO0, 1 up 50 0w | -

- —w r, — = S
(@ (s,1) s vO @, s ar g

10u) s

P +5v(0) (r,1) | cos(29)

Les seules inconnues d’ordre 2 qui interviennent dans 1’équation (3.57) et dans les

2)

équations du mouvement sur ¥ et 0 a l’ordre 2 (Annexe A.4), sont u? , W , p(z) et pas

w? | L’écoulement a cet ordre se comporte donc comme un écoulement bidimensionnel
rotationnel et non conservatif. Une fois cet écoulement résolu, 1’équation du mouvement sur

T al’ordre 2 nous donne la partie non axisymétrique de la vitesse axiale w () aTordre 2.

Nous substituons ces relations (3.58a-b) dans les deux premieres équations du

mouvement sur ret 6 a I’ordre 2 (Annexe A.4). Puis, la pression est éliminée entre les deux

relations obtenues en se servant de 1’égalité :
Zp? [orap =2 p® | apér .

Nous obtenons alors une équation pour @ dans laquelle nous substituons la

décomposition suivante de la fonction de courant en série de Fourier :

¥ (r.p.5.0) = ¥ (5,00 + LD cosng) + 283 sin(ng) (3.59)

n=1

et on obtient :

2) - 2)
AP (s 1D (s 1,2 )
5 4= — —+ ) ‘Pl’l] (}”,S,[)
— 7 or -
- - (3.60a)
2) - - 2 2 v
‘Pn(j)(r,s, 1 ovO 1) \P'gj)(r’s’t) o v () (2)
L0 r 0 >
rvi(nt) or VoD or

ou seuls Hl(%) , Hl(%) et Hg) sont non nuls et sont donnés dans I’annexe A.9.
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Cette ¢quation (3.60a) s’écrit également :

o -
AP P | 2 g Pﬁwﬁ‘(m)}
LIRS N S p— L DG =®
— . 99y n
5;2 r or ;2 »(0) (r,1) or nj Y

. . (2)
Remarquons que 1’équation (3.60a) de la fonction de courant Y, a la méme

équation homogene et les mémes conditions aux limites en » =0 :

@
¥ (r=0)=0 (3.60b)
e
Y (r=0)=0 (3.60¢)
Oor ’ ’

. . M
que I’équation (3.21a) de la fonction de courant ‘¥,

111.8.3. Le raccord a 'ordre gl et les conditions aux limites en l'infini de I'ordre deux

La loi de raccord asymptotique a 1’ordre el dit que le développement du champ de

1

vitesse extérieur en zéro a ’ordre ¢ est identique au développement du champ de vitesse

intérieur en I’infini a Iordre &' , ce qui s’écrit :

Vout ZDCV*_ Vlnn
r=00

(DCV,,:()

)81 . (3.61)

Si I’écoulement potentiel n’a pas de contribution a 1’ordre el , la formule (2.24e) du
chapitre II donne :

. (2) - - N -~ T, + E
an( )(r—>oo,(p,S) = (I +15r)1nr+[16 +E2((P,S)]”+I4 +E;(s).

Ce résultat a ¢€té obtenu, soit en faisant le changement de variable 7= er dans

you (r > 0,¢,s), soit directement a partir de la limite en I’infini du développement intérieur

de I’intégrale de Biot et Savart.
Comme :

o (D
)(;_)OO,Q,S,Z‘):X +V(2)(;_)OO’¢>SJ)’

—1inn
\%

il vient donc :
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u(z) (’_,- — o0, @,S,t) = I:V(z) [} i::I,

F—>®
S - o
=| (I3 +Isr)Iner +(Ig + Ep(0,9))r + 14 +Ef(5) - X |oF

I(B.Ezz +fl.E21);

o (1)
_ 5 . ° .
—ﬂK(O)T(O){lngr+——lnS}sin(p+(E1—X )ebsing
4 6
o ()

m

_ 5 .
K(O){?alngr+3+——3lnS}cos¢)+(E1 —-X )encose
4 s 6

113 2- - 3 2-
-—|=x©® rln8r+(l——lnSjK(O) r(sin2¢
47| 4 4

| .-
+5(b0E21+ﬁ0E22)rsin2(p
| . L -
+5(—b eE, +neE, )rcos2¢p

VO (> 0,0,5.0) =[VP 8]

r—>0

e ()
= {(13 +1sr)Iner + (I + Eo (,9))r + 14 +E () - X ]-é

1 4 gOF
arlsr "

=(beEy —fieEn)r—

o (D
-5 .2 -
—ﬁK(O)T(0)|:ln£r+g—lnSi|COS(p+(E1—X )ebcosg

4
o ()

m . (0) = 4 1 : B —X )eiisi
-—K 7| -3lngr-4-—-3InS |sinp—(E; -X )ensing
4z s 6

113 2- - (5 3 2-
130 (___ ) ©

47[[4K riner + g 4lnSK r}cosZ(o

1 - - .
+E(b0E21 +neE, )rcos2e
| Lo
——(-be +ne rsin
5 (-beExp E;)rsin2e
et:

w(?) (; — 0,0,58,1) = [\7(2) o —E],

r—o0

e ()
= [(13 +1sr)Iner +(Ig + Ey (@,8))r + 14 +E () - X }r
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o (D
1 5 8 3 .2
+ﬁq——ln2+———}K2+{ln2—ﬂT(0)2]+(E1—X Yot

1 -\ I
—4—K(O)T(O)(—1+1nS—ln5r)rcosgo+fOEzlrcosgo
V4
1 -\~ L -
—4—Kﬁo)(l—lnS+1n5r)rsingo+r0E22rsin(p
T
m KO?
+4— cos2¢
V4
On a donc :
2) - m (0 - 5 NS -
v P (G 5 o0) = 4—Ki)[3lngr+3+g—3ln5 —(E;-X )eiir (3.62a)
71— -
2) - m -5 1 . O
$3) (= o0) = —4—K(O)T(O)[lner+g—lnS +(E;-X )eb(r (3.62b)
T J
) - 113 (0)2—2 - ( 3 j (0)2—2
Y =——— ——
71 (r = o) 87r[4K roIner+|(1 4lnS K r
1 - . - _2
+Z(b.E21+ﬁ.E22)F
@) E e +Tiofar )y
“I”zz (I’—)OO) =—Z(—b.E22 +H0E21)l" (362(1)
P (r>0)=0  n#letnz2 (3.62¢)
_ KO
w(2)(r—> ©,,s,t) = —%{T(O)Z - Iner+teE,
7
1
+ﬂ( BESRIRE RN FROE +[1n2—é}T(0)2j
4\ 2 16 g2 2
1 —~- . -
—EK(O)T(O)(—1+1nS—1n5r)rcos¢+%0E21rcosgo
1 - -
—EK(SO)(I—lnS+lngr)rsingo+f0E22rsin¢
m KO?
+E 4 cos2¢p

@) - L. . - 1 4 K*_
Ve (F—>00,(0,S,t)=(b‘E21—H°E22)F—E(S_2—E)F (3.62g)

(3.62¢)

(3.62)
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Ces relations donnent les conditions aux limites en I’infini des équations aux dérivées

partielles (3.60).
[11.8.4. Résolution des équations a l'ordre 2

La solution ‘PE;) de I’équation (3.60) est la somme d’une solution particuliére ‘P,g

de cette équation avec second membre et des solutions générales ‘I’r}l}-( )de son équation
homogene, ce qui s’écrit :

@ _yh@ @
‘Pnj =Y, +¥, .
Nous avons les mémes résultats qu’au paragraphe 111.6.4. sur les comportements aux limites

de nos équations différentielles.

La solution ‘P}(j) de I’équation (3.60) a le comportement suivant proche de zéro :

) - -
‘I’fj) ~C,(7) + ¥ 55 0)| pour 7~ 0, (3.63)

ou C, estune constante déterminée par la condition aux limites de la solution en I’infini.

Si n#1, les conditions en zéro sont vérifiées et c’est la condition en 1’infini qui permet de

déterminer la constante C, et donc ‘P}(f)
y

Si n#letn#2,o0nvoit que ‘ng) (;) = ( est solution des équations (3.60) et (3.62¢)

et donc : ‘P(z) (r)=0 n#let n#2| (3.64a)

Les fonctions ‘¥, )(r) sont solutions de (3.60) avec les conditions aux limites (3.62c-

d). Elles peuvent étre résolues numériquement a 1’aide de (3.63) par une méthode de tir sur la

constante C,,.

La méme résolution avec variation de la constante que pour la fonction de courant a

I’ordre 1 peut étre appliquée pour obtenir des expressions intégrales de ‘I’l(zz ) et ‘P( ) qui sont

de la forme suivante (Annexe A.9) :

r z
@ _ () 1
Wi =vi(r,t
I ( )'([ Zv(o)(z,t)z‘([

O nn @]dg dz | (3.64b)
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Remarquons que les équations (3.62a-b) nous donnent une condition aux limites en I’infini

qui doit s’identifier avec la limite en I’infini de I’expression (3.64b) de ‘PS) En fait, on

arrive toujours a avoir 1’égalité de ces deux limites, car les équations (3.62a-b) font intervenir

la fonction inconnue XV (s,2). Cette égalité détermine alors I’équation de la fibre centrale

xD (s,t) al’ordre 1.

111.8.5. Limite en linfini de w3’ et w7

Le comportement pres de ’infini de 1’équation homogéne associée a I’équation (3.60)

est:
2yp® @ )
nj 1" "w n 2)
A R (3.65)
or r or Fon
. . -\ N — tn
Une des solutions de cette équation se comporte comme (r) et I’autre comme (r) .La

solution ‘Pﬁj) de I’équation (3.60) a donc le comportement suivant en I’infini :

2) _.tn _.—h p (2) _ _
‘P’(U ~d,(r)  +en(r)  +¥E T (- o) pour rx oo, (3.66)
Pour n#let n#2,0na:
+n —nNn

\P,g]z) ~d, (1:) +e, (I:) pour o
et comme \P,ﬁf) (;) =0 d’apres (3.64a), alors :
‘Pfj) —0en r~ow pour n#let n#2.

(2)

Le comportement en I’infini de ;] est de la forme :

wid) < arz(;?)+2 +e2(;7)_2 + ) g (7 — ) pour 7 = .

Or, on trouve que :

2
) 3K
H ~——,
21 (0) S 7
et donc :

_ 2 =2 3 K, 2 92
‘Pg) zdz(l") +e2(r) +§ . r In(r), (3.67a)
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ce qui est cohérent avec la limite (3.62¢) a un terme en In¢ pres.

Le comportement en I’infini de ‘P( ) est de la forme :

‘Pz(g) ~dp (I:) "~ +ep (7:) N pour r ~ oo, (3.67b)

ce qui est cohérent avec la limite (3.62d).

Il reste a déterminer la limite en 1’infini de ‘I’(z) et ‘P( ) 3 partir de (3.64b). Le calcul

d’intégrale singuliére nous donne :

P () = 7{ [aO@Enu? ¢ r)dch

Aprés une intégration par parties de cette relation, les termes en u(lll) dans

( ) disparaissent et il vient :

W3 (e0) = 7{ | év(o)(é,t)Hsg)(éJ)déJ; , (3.682)
0

avee |

Q) _ 4 5W(O)(§,f)(1(o) ) ]
HS12 _ZV(O)(é:,t) 55 T (S,t) b (S,t)

w &1 ok (5,1)
0'(0) (s,1) os

(3.68b)
_25

De la méme fagon :

o0

{r x®
Wi () = 7 jgv“”(§¢)bqf>(§J)d§4_j{gv«»(g,)}ﬂa)(gt)___ ﬂ(;t)}déj
0

1

1 - -
+ng( )(s,t)[Zlnr— 1]

=ﬁ1m.f&®@ﬂHm@ﬂ%—

F—> o0\0

(1)(s t)
——Inr

1 - -
+§rl{( )(s,t)[21nr—1]

Aprés une intégration par parties de cette relation, les termes en u(lll) dans Hl(%)

disparaissent et il vient :
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o r 1[((1) s, 1 -
v D= tim | [&OEomd Ende- 35—

r o0l 7 L (3.68¢)

1 - _
1 e _
tooK (s.0[2Inr - 1]

avece .

Hsl(%) =

26K (s5,1) 3O kW (s,0)

(0) «(0)
"2 v(O)fé 1 o [% (s ea (S’t)J

ovi (&)
oe

»Ven o
é’—é:K (s,1)

+2Ew O KO (5,070 (s5,1)

+6K O (s, (&,0) +2¢&

KO (5,000 &) v (&)

+2

v &) o&
&0 &0+ w0 (D
v (e o&
ek 5.0 () 0 (6 3.684
V(O) (f,l‘) 55 ( ' )
KO (5, )w 0 (£,1) owlD (£,0)
v (&) &

1l1.9. L’équation d’évolution du filament a I'ordre 1 et la partie non

axisymétrique du champ a I’ordre 2

[11.9.1. Détermination de I'équation de la fibre centrale

En égalant les limites en 1’infini (3.68) et (3.62a-b) des paragraphes I11.8.3. et II1.8.5,

nous obtenons :
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w1 () = n[ | fv(‘))(az)Hs{?(f,r)déJ?
0

. ()
-5 - e =
- {ﬂK(O)T(O)[IngH—lnS}(El ~X )Ob}r
4 6

r () .
¥ (w0)=7r lim [j a0 s (&, t)d§iK—gs’t)lnrJ
T

r—oo\0

L0} (s,6)Inr — Lok (s,1)
4 87

e ()
{ﬂK(O){3lng;+3+§3lnS}(El -X )-ﬁ};
4 6

N

«(0)
1S
et — 5 S(O) =(beEy +iieEy)) (3.69)
On a alors :

. () : o
X efi=r7 lim {Iév(o)(é OHs (&, t)dg_l—K (.0 nr}
T

r—)oo 0

1 1
—gK(]) (s,1) +EK(1) (s,t)Ine (3708.)
—ﬂK(O){3lng+3+§—3lnSJ+El oii

4z S 6

A 1 5 .
=c2——1<(1)(s,z)+—K(D(s,z)lng-ﬂK(O){mnH3+——31ns}+E1 oii
87 4 4z S 6

(D)
X eb= ;{fgv“))(g £ Hs\2 (&, t)drf} K(O)T(‘))[lnﬁ% lnS}+Elob
(3.70b)
=C1+ﬂK(O)T(O){ln5+§—lnS}+E eb
4 6 !
avece
Cl—ﬂ[_[ & O nHsD (&, t)dng (3.70¢)
0
r (0) 1 K(l) (S,t) -
cz—;z lim jgv (&,0)Hs\ (é’t)dé"—zizlnr (3.70d)
7 —>oo\0 4
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On obtient alors 1’équation suivante d’évolution de la fibre centrale a I’ordre 1 :

(D o) .
X -(X of)f={C2—LK(1)(S,I)+iK(l)(s,t)lng—ﬂKs{31n5+3+§—3lnS}}ﬁ
87 4 4 6

, (3.71a)
* m 5 S - L
+{C1 + —KT[lng+— - lnS}}b +E;—-(E;je1)t
4 6
ou:
w - -
mZﬂIa)zrzdr
0
est le débit axial et
% o0
2
Ci = 7{]fv“’)(é,r)Hsfz)(az)dé] (3.71b)
0

. ; M) i
Cy=r lim (I z:v<°>(z:,t)Hsﬁ)<§,r)dcf—iK(j’t)lnr] . G719
tim 1] .

¥y —> ©

Les expressions de Hsg) et Hsg) sont données par (3.68b) et (3.68d) et E|(a) par :

Ei(a)=— (3.71d)

k© (a+ a')B(O) (a+a')n (X(O) (a+a')- x (a))+2t(a+a’)

XO @ +an-x© (a)\3

[fita+a) s (XOa+a)-XO(@)|(ba+a) A (XOa+a)-XO(a)))
+3
S/2 ‘X(O) (@+a’)-X (a')‘3

da’

—Sj/z [ba+a) e (XO(a+a)-XO @)@ +a) A (X (@ +a) - X0 (@)
-3

XO@+an-XO (a)‘3

(0)
1 KOxn?2 7O | KO nTO - K "7 (a)
v 2—+ (@ T @) |z K@ @g oy 370 g
o Al ] e 2 o]

Cette équation (3.71a) est I’équation pour 1’ordre 1 de la fibre centrale. Fukumoto et

Miyazaki® (page 373) ont écrit cette équation, mais ont oublié les termes dus a la courbure

KD a Pordre 1 et les termes dus a I’ordre & de I’intégrale de Biot et Savart. Ces derniers
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termes ont tous le débit axial m en facteur. Leur résultat n’est donc valable que lorsque le
filament n’a pas de débit axial. Par I’intermédiaire de Hs( ) et Hsl(%), on voit que la

détermination de XV nécessite la connaissance des champs axisymétriques vél) et wgl) que

I’on ne connait pas.

Remarquons que la relation (3.69) :

«(0)
18

2 S(O)

(b E22 +ll.E21) (369)

n’est a priori pas forcément vérifiée par la solution de I’équation (3.33) de la fibre centrale a
I’ordre principal. Il nous faut donc revenir sur les hypothéses que 1’on a faites pour satisfaire

les équations de compatibilité a ’ordre 1. Si on abandonne la relation (3.56) :

e (0)
a(s,t) = S ,
50
alors (3.69) devient :
a(s,t)=-2 (beE,, +nieEy) (3.72a)

ce qui nous montre que le taux d’étirement a(s,t) est imposé par la solution de I’ordre

principal du probléme. Les équations de compatibilité (3.51a-b) nous donnent alors la valeur

des gradients axiaux de la partie axisymétrique du champ de vitesse a I’ordre 1 :

Vs D)o@, s
s = W(O)(I”,l) P —( SO —a(s,t)) (3.72b)
op (,5,1) ow© (1) 5
pc r,s, -ow
= s t)( P WO Gy o e (3.72¢)

En moyennant ces équations selon 1’abscisse s, et en utilisant le fait que le filament est fermé,

on obtient que la condition suivante doit étre vérifiée :

. 2O
Io( )(s Ha(s,t)ds = , (3.73)

27 : (0)
Cest & dire 2 [0 (s,1) BoEy +hieEy)ds = . (3.74)

0
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Cette relation n’est a priori pas forcément vérifiée par la solution de 1’équation (3.33). Le
probléme de la relation supplémentaire (3.69) n’est donc toujours pas résolu.

Remarquons également qu’avec le choix d’un gradient axial de vitesse axiale de la

forme :
W =— ;'(O) + a(s,t)O'(O) .
alors :
Wil (rs,0) = wi (5,0 + wiD (1)
et donc :

wgl) (l_" — ®©,8,1) = w((:i,) (s,0),
ce qui doit concorder avec la limite (3.25d), qui s’écrit :
wD (> 0,0,5,£)=0,

pour un choix du paramétrage du type :

(0)
)ei=0.

Hle

(A-
On a donc wgp (s,2) =0 et le taux d’étirement est donné par :

*(0)
a(S t) — G—
’ (V)
La relation (3.73) est alors vérifiée, mais pas 1’équation (3.69) qui devient :
«(0)
lo - R
2.0 (beEy +neEy)
Cette relation n’est a priori pas forcément vérifiée par la solution de 1’équation (3.33). Notons

que s'il existe un écoulement potentiel avec une action d’étirement, celui-ci peut modifier

I’expression de a(s,?).

[11.9.2. La partie non axisymétrique du champ des vitesses a l'ordre 2

Nous posons :
_ 1 _
WD (r5,0) = == WP (ry5,1) (3.75)
r

Les champs a I’ordre 2 sont alors de la forme suivante :
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) (2) 2 2

u® (r,,8,1) = ugz) (r,s,0) + uﬁ cos@+upy sin@+uy| cos2@+uyy sin2¢  (3.76a)

v (;, 0,8,t) = vgz) (I_",S, 1)+ vﬁ) cosQ + vg) sing + vﬁ) cos2p + vg) sin2¢@ (3.76b)

w? (7 @,5,1) = wgz) (r,s,0) + Wl(%) cosQ + wl(g) sing + wg) cos2¢ + w%) sin2¢ (3.76c)

Nous avons déterminé tous les champs a ’ordre 2, & I’exception de leur partie

o 2) 2
axisymetrique v, et w,

111.10. Les équations pour la partie axisymétrique du champ de vitesse a I'ordre
1

La partie axisymétrique des équations a I’ordre 3 est obtenue en moyennant en ¢ les

équations a ’ordre 3 (Annexe A.10). La partie axisymétrique ug3 ) de la vitesse radiale a
I’ordre 3 est extraite de la partie axisymétrique de I’équation de continuité. Si on la remplace
dans les équations axisymétriques du mouvement sur ¥ et 6, nous obtenons alors deux
équations qui ne contiennent que les termes axisymétriques uc(z),vc(z),wc(z) d’ordre 2. En

développant ces champs en série de Fourier de s, on remarque alors que le temps ¢ n’apparait
que pour la partie indépendante de s de ces équations. Les parties des équations dépendantes
de s ne permettent pas de vérifier une condition initiale quelconque et sont donc des
conditions de compatibilité pour [’ordre 2.

La partie indépendante de s de ces équations est obtenue en prenant la moyenne selon

I’abscisse s des équations axisymétriques (Annexe A.11). A partir des équations sur @ et sur

M

T, on extrait les équations suivantes pour I’ordre 1 axisymétrique du champ de vitesse v~ et
W
a0 1 - 10 _ _
0 2 1 1 1
g )(7“—04 {7(% ))rl -5 (WO) =" (3.77a)
anD 1 - 1O _ (D _
O 2 _ 2| = (uDoy- - 3 Me | (D
S ( 4 ¢ L (rwg r)rlj—zS r =i ¢y (r,0)], (3.77b)

ou:
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(. o (0)

. S 0

=215 -0 5 el
1 ;3 -2 « (@ .(O)
)= S %)l s S(I)W

2z
1(. 8 . N .
+ —(m(—) + C—47m(0>) IK“’)AS(S, 1) eb D ds
4 & 0

2z
- j O'(O)A(s, t)e 70 gy
0
2z °(O)2ﬂ

awll (s t) S
(0) e (0) (1)
j P ds— RO {a Z (8, t)ds

0

avee ©

2z
s = J.O'(l)ds
0

wgl) (r,s,0) = wg(lj) (s,0) + wgl) (r,1).

@D o D

Ces équations (3.77a-b) pour 'ordre 1 axisymétrique du champ de vitesse v " et w_.’,

ajoutées a I’équation (3.71a) de la fibre centrale 5((1), forment un systeme complet

d’équations a [’ordre 1.

La partie homogene de ces équations (3.77a-b) de vgl)(;,t) et wgl) (z_f,t) est la méme
que celle des équations (3.50a-b) des champs de vitesse axisymétrique v(O) (;,t) et w® (;,t) .
Remarquons que Fukumoto et Miyazaki® (page 378) ont supposé que vgl) = 0. Ils ont essay¢

de fermer le systétme a ’ordre 1 d’une facon ad hoc alors qu’ici, nous avons proposé une

dérivation asymptotique de cette fermeture. On voit que méme si initialement wgl) (7_’,0) =0

les termes sources de (3.77b) font que wgl)(i_’,t) ne reste pas nul.
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lll.11. La résolution des équations de I’ordre principal du champ de vitesse

Les équations (3.50a-b) de 1’ordre principal du champ de vitesse sont :

«(0)
(0)
(0) 21(— (0)) l{w ] S
Wy B —a =(FrwW- == _—2 W (3.503.)
7 r ; 2 p ;S
© «(0)
© _ 2 l(' (O)) O no) S
A G . —2(rv )FS(O). (3.50b)

De (3.50b), nous en déduisons que la vorticité axiale a)3(0) vérifie I’équation :
«(0)
1(- (© 1(-2 1S
0 2 - _ 0 -2
0)35 i ;(ra)3r ) . —2(7’ o )j ;I_”S(O) . (3.50c¢)

[11.11.1. La solution non visqueuse

-2 -
Si a = 0, nous trouvons que W(O)/ r et 0397 satisfont tous deux I’équation :

_ «(0)
g IS 00 378

(G350 7= (3.78)

Les solutions des équations (3.50) sont donc :
w O ,0) = wo() 52 (0)/ 5O (1) (3.79)
o) (r1) = w3, () SO (/5 (0) (3.79b)
VO 1) = vo (S 1)/ 5O (0) (3.790)
avec n=rsO0)/sO ) (3.80)

Ces équations donnent les évolutions temporelles des champs a I’ordre principal si le fluide
est parfait. On voit que seul I’étirement de 1’anneau change les champs. On peut désormais

préciser la définition de 1’épaisseur réduite du filament par la relation :

50

5(t) =




120 11T Evolution d’un anneau tourbillon 4 structure normale simple

[11.11.2. La solution visqueuse et I'équation de diffusion bidimensionnelle

Si o # 0, nous résolvons ces équations (3.50) au moyen du changement de variables :

t
1= [sO¢har (3.81a)
0

E=r/SO (3.81b)

et du changement de fonction :

W) =S @w® (3.82a)
I
Z(&,1) = <O o (3.82b)

Les équations (3.50) de w et a)(30) sont alors remplacées par celles de V_V(é, r_l) et Z(f, r_l),

qui toutes deux ont la méme forme suivante :

7= aZé(@?g) , (3.83)

Dans un article, Lundgren® (p.2194) a fait le méme type de changement de variables

que (3.81a-b). En effet, I’équation qu’il résout s’écrit dans le cas axisymétrique :

17- 1(-2 1
a)t—v=(ra)7) _==|r o] =a(). (3.84)
r r/ .2 plg
Si on pose :
(0
5 _
ROR

(0)

cette €quation est la méme que I’équation (3.50c) de w3, et c’est justement ce qu’a posé

I’auteur, qui utilise alors les mémes transformations (3.81).
L’équation (3.83) de ;_( est I’équation de diffusion d’un point tourbillon. A partir de la

solution élémentaire de cette équation, on sait construire sa solution qui est :

AET) =[Gy € EV G (S EE (3.85)
0

0!2;'1 2o’ 71

ou [ est la fonction de Bessel modifiée.
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[11.11.3. Représentation sous forme de série de la solution visqueuse

Nous pouvons aussi exprimer la solution ;_((f,;l) de (3.83) sous forme d’une série en
se servant du changement de variables suivant :
71 :;'1 + 710 (3.86a)

s

U=—m,

(3.86b)

ou 7 est une constante quelconque.

Callegari et Ting' ont tout de suite donné la transformation de z en 7; et de ren n,qui
est la composition des changements de variables précédents (3.81) et (3.86). Ils ont utilisé les
fonctions y = Tl)_C , W= TIV_V et Z= 2'12, plutoét que ;_( , W et Z , mais cela n’a pas
d’importance. Le désavantage de faire tout de suite la composition des changements de
variables précédents (3.81) et (3.86) est que 1’on ne voit plus alors le lien avec le tourbillon
bidimensionnel. En ne faisant pas tout de suite la composition des changements de variables,
nous avons donné une expression de la solution de I’équation (3.83) sous forme d’une
intégrale de Green (3.85) et on a fait le lien avec I’article de Lundgren’.

Avec ces variables 7; et 77, ’équation (3.83) devient séparable et si on pose :

2(n,7) = T(r)w(n), (3.87)

I’équation (3.83) donne

dT T+AT=0
— 4+ T+ =0,
Tldfl

qui a pour solution

T= rl_ﬂ_l
et
dzl// 1 dy
d_772+(;+277)d_77+4(/1+1)"[/ =0,
qui par la transformation :
B=rn" (3.88a)
B(B) = Ly (p) (3.88b)

est transformée en 1’équation de Laguerre
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,B—dzB +(1 ,B)d—B +AB=0 (3.89)
d,Bz 4p . .
Afin de satisfaire les conditions en 0 et I’infini de cette équation, on a :
A=neN
n n ﬂm
— — _nm | 2
B = L) = 2D (m) . (3.90)

ou

(o)

sont les coefficients du bindme et L, (/) sont les polyndmes de Laguerre . Ils vérifient la

propriété d’orthogonalité suivante :

[ePL (B L (BB = Gy, (3.91)
0

que I’on construit a partir de (3.89). Ici, J,,, est le symbole de Kronecker.

Pour satisfaire la condition initiale, la solution de (3.83) a le développement en série

suivant :
_ )
(7)) =2 G L (e T (3.92a)
n
o0
avec : c, =271 j 2(mda’ 110,00 L, (7? )ndn. (3.92b)
0

Le champ de vitesse solution des équations (3.50a-c) est donc le suivant! :

- 2
o0 (1,0 = 5O DL, () (3.932)
n
O, L2 —n—1 2
WO = e 2Gm T L) (3.93b)
n

_ 202 2 2 &
VO (1) = =2 Dy1=e™" ) 4™ Y Dy MLy 1 (1)~ Ly(7) | (3.93¢)
r
1

avee ©
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t
— 4a2 ' '
_ | @
5(t) = \/S(O) (.(')-S (t )dt + 1'10) (3943)
= L (3.94b)
=50 |
s©o° ) (3.94¢)
T = 94c
! 4o
n 2m
2N _ m| |1
L, (%) = %(—1) (mj - (3.94d)
et les constantes C,, et D, sont déterminées a partir du champ de vitesse initial par les
formules :
o0
Gy =2So7fs” [ WO (402 119 1 So OV L, (7% )ndy (3.95a)
0
do'f © 2
D, =2 o (et /Sy 0L, (7P )ndn. (3.95b)
0
Par la relation : () =¢ 8(1), (3.96)

on peut alors préciser la définition de 1’épaisseur 6(¢) du filament qui jusqu’ici n’était définie
qu’en ordre de grandeur.
Comme le choix de la constante 7)( est arbitraire, on n’est pas obligé de choisir la

méme pour la vitesse orthoradiale et pour la vitesse axiale. Alors pour distinguer ces deux

constantes, on les note respectivement : 77 et 7p. A ces deux constantes sont associées deux

épaisseurs différentes : o, (¢) et J,,(¢). Si c’est 6,(0) qui sert de définition de la petite

longueur caractéristique / du probléme, alors 5‘, (0)=1 et donc :

-0 (3.94¢)
T . .J4€
10 2

Alors, C,, et D, se simplifient en :

o0
C, =287y [ WO (0L, (P ymdn
0

n+l1 *®

T (0)
D, =20 [ oy (0L, (7.
0

" S



124 11T Evolution d’un anneau tourbillon 4 structure normale simple

En prenant ¢ =0 dans (3.93a-c), la condition initiale s’écrit :

— _72 o _2
o (r0) = Soe™" D [Dyzio L)
n
) > L 2 R
w (F,0)=S—O€ Z[Cnﬁo ]Ln(f)

V00 =2 [y Do - e X [D,m07 (0P - 1,67 |
r
1

Les expressions de C, Dy sont (Annexe A.13):

S5 mo
Co=—F+—" 3.97
D —LL 3.97b
O - 472' aZ : ( * )

[11.11.4. Simplification de cette représentation en série

Afin de simplifier et d’homogénéiser I’écriture de la solution précédente, on définit
C, et D, par:

C, =28y715 ' C

n

Tn+l _
D,=2"2-p .
So

Les expressions de C,, et D,, sont donc :

o0
C, = [wO oL, (P ndn
0

- T
D, =[ws (0L, yndn.
0

Les expressions de Cy, Dy sont :
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La solution (3.93) s’écrit :

O NI R e il
w3 (r,t) = 5 27T Y D,(1+7,)" L) (3.93d)
n
_ 1
wO 1) =9 (0) a Zc (147,) " Ly (3.93¢)

VO Gy = i{ﬁo(l ey e Y B, (14 70 ) Lyt (1)~ Ly(n2) | (3.93)
v

1

avee ©

_ S
(1) = /S(—((’)),/Hfa

__r
=50
t '
5O
> So

&, = [ WO 0L, (7 mdn

RO 2
~ [ (RO)L, (P )mdn.
0
A partir de I’expression de I’épaisseur du filament :

_ S
5(t) = S(—g),/ura,

on voit bien comment intervient 1’étirement du filament et la diffusion.

Si on pose ¢ =0 dans ce champ solution, on obtient la condition initiale :
0 ~ -2
00 =2¢" Y DL, ()
n
) ; S E 2
w7 (r,0) =2e ZCnLn (r™)
n

- 1 - ) 2~ - -
VO 0) == Do(1=e™ ) +e™ XDy (L ()= L, (7)) |-
1
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La solution écrite avec C, et D, est plus simple qu’avec C, et D, . Ting et Klein'* n’ont

introduit que C,, et D,,.

[11.11.5. Lien entre le développement en série de cette solution visqueuse et la

solution non visqueuse

L’ordre principal du champ de vitesse d’un anneau tourbillon non visqueux (o = 0) est
donné par (3.79). Si on décompose la condition initiale sur les polynomes de Laguerre, on

obtient :

_ -2 - _
o3 (r0)=2¢7"" Y B, L, ()
n
Qs PN L2
wO(r,0)=2¢7"" Y C\L, ()
n

— 1 ~ _72 _72 i ~ -2 -2
V(O)(r,0)=7 Do(l—e y+e™ D Dy(Ly_1r) = L,(r)) |.
1

Avec le profil initial écrit sous cette forme, on remarque que la solution non
visqueuse (3.79) associée est identique a la solution visqueuse (3.93d-f)

précédente dans laquelle on met o = 0.

Ainsi, il suffit alors de prendre @ # 0 ou a =0 pour étre dans le cas du fluide visqueux ou

non visqueux.

[11.11.6. Expressions de C,(¢) et C,,(¢) a partir du développement en série de la
solution

Au paragraphe II1.7.1., nous avons obtenu 1’équation (3.33a) d’évolution de la fibre

centrale, dans laquelle apparait les termes C,(¢) et C,(¢). Le changement de variable

n= % dans les expressions intégrales (3.33c-d) de C,(¢) et C,,(¢), donne :

n
Cv(t)=+%—ln(5)+ lim | 47 §(5v(0)(;,t))2d§—ln(77)

n— o 0

C,.(t) = 872 Tf(&v(o) (r,t))2 de -
0
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En se servant de la solution (3.93d-f) sous forme de série, on voit que les expressions de

C, (1) et C,,(¢) sont de la forme suivante :

C, (1) = —1n(5)+%(1+7 —1n2)

N

n=1

n=2

N
+27z207n(1 + Ta)_n +27° an(l + Ta)_n

3 N
S e
Cw(t):—167z2(%J D W, (14 7,) "
S n=0

g

ou a,, ¥,,et W, sont des constantes qui ne dépendent que des valeurs des constantes C,, et

D,, du profil initial. Les expressions précises de ces constantes sont données dans I’annexe

A.13.

A TI’aide des expressions ci-dessus de C, (¢) et C,,(¢), on a alors une équation (3.33a)

d’évolution de la fibre centrale qui est découplée des équations (3.50a-b) d’évolution du

champ de vitesse.

[11.11.7. Expressions de C,(t) et C,,(z) pour un anneau non visqueux

En se servant de la solution non visqueuse (3.79), on voit que les expressions de C,,(¢) et

C,,(¢) sont de la forme suivante :

C, (1) = +C,,(0) — In(5)

3
C,.()=C (0)(S—°j

N

avee

1 —> 0

n
C,(0) = +% + lim {4;;2 [ &3 (©ds-n n)J

2 [ 2
C,y(0) =877 [ &wo (&) dé]
0

Si on connait le profil initial, on peut alors calculer C, (0)et C,,(0).

Le profil de vitesse orthoradiale d’un tourbillon a vorticité uniforme est :
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1
V(9 =5-¢ sié<l

1
=—— sié>1
i sié
et donc, pour cet anneau :
1 1 3
C,O)y=+-+—=—.
2 4 4

Le profil de vitesse orthoradiale d’un tourbillon creux est :

vp(&)=0 st <1

1
=— sié>1
2né d
et donc, pour cet anneau :
C,(0)= +l
v - 2 ‘

Un anneau tourbillon creux dans un liquide est une bulle d’air torique qui a une circulation
non nulle. Comme le champ de vitesse subit une discontinuité a la surface du tore, cette
surface est une nappe de vorticité.

Pour un profil uniforme de vitesse axiale de la forme :
my .
wo(§)=— st &<1
T )
=0 si &<1
ona:

C,,(0)=—4mj .

[11.11.8. Expression de la solution visqueuse sous la forme d’une intégrale de Green

Le champ de vitesse solution des équations (3.50a-c) se met également sous la forme

suivante :
© ~(&2+E%)z
)~ S0 ©0), 5 m & a  2EE -
WO =2 {w EO————h( | Eosy
50 (& EDe,
oG =27 0 I V0 <§§)§d§, (3.98b)

ou
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BEG)
=l
So

50

_4a2j—(t )t

etou / est la fonction de Bessel modifiée.

On a aussi :

0) ~ 271> =~ 1 ¢ né
VO =2 [[Evg(@)]; | [+ e 1y P Eedn aZ.
0 *\o

qui apres intégration par parties devient :

= 2 - 2+N2 T P
(0)(r t)_;T_IVO(é)Ilz[UIO(Lg) é‘f]( 775 j (n=+&7)/ a:ldné-'déf’
a 9
puis en réintégrant par parties :
_ 12 L (& ED) g
VOG0 =2 [ro(@) ———Io( ‘%ws. (3.98)
0 (04

[11.11.9. Lien entre la forme intégrale de cette solution visqueuse et la solution non

visqueuse

La limite quand ¢ devient nul dans les expressions (3.98a-b) donne les conditions

initiales w(® (r,t = 0) et »{” (7.t =0). On a donc :

lim w0 =w®0),

t—>0
d’ou I’on en déduit que :
550 o) _
= R R VP v R
lim 2o0 [w®(E,0)° Iy (——"—)Edé = w®(0).
S(2) Ta Ta
t—0 0
Comme lim S( ) = So>
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il vient :
-2 72 o~
Y - —(7" +§ )/Ta 2 — _
tim 2w (£,0)° 105 EdE = (r0).
Ta Ta
t—>0 0
et comme :
lim 7, =4a’t,
t—>0
ona:
-2 22
o0 N —(rT+E) /1y
lim 2] w®(Z.0)° 252 =)EdE = r0),
Ta
7, >0 0
c’est a dire :
2,52 ~
N -~ —(c7+¢7)/7g 2 ~ o~
lim 2] w©@(E0)° 10CEHEdE =wO(c0) Ve (3.99)
Ta Ta
7, >0 0

0)

y . - [s¢

On utilise alors cette relation avec ¢ =r S pour montrer que :
0

s [0
—<r2 NV vl Ly
0 0 50 SO ~ o~
lim w@@.)= lim 2—j w©® (& 0)% Io( VEdE
S(7) Ta Ta
T4 >0 74 >0
S0
_So__ (0
S(t)W (r ,0)

On retrouve ainsi la solution non visqueuse (3.79a).

La solution non visqueuse est identique a la solution visqueuse (3.98)

précédente dans laquelle on met o = 0.
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lll.12. La solution a I’ordre principale et sa représentation pour un anneau
similaire
L’anneau similaire est défini comme I’anneau tel que seuls C et D, sont non nuls. I

est intéressant, car tout anneau qui n’est pas similaire ne se comporte pas fondamentalement
différemment d’un anneau similaire. En effet, on remarque sur la solution générale (3.93d-f)

que dans le développement en séries les contributions non similaires (7 # 0) ont le terme

L@y )
(1+7,)" = (1 +4azj%dt']

0 0
en facteur. Or ce terme devient rapidement petit dans le temps et I’effet de non similarité

disparait.

[11.12.1. Le systéme a I'ordre principal pour un anneau similaire
Au paragraphe II1.7.1, nous avons obtenu I’équation (3.33) suivante d’évolution de la
fibre centrale :

« (0) k0 ( )
X (50=Q"(s,) +——2[-Ine+In(S() 1+ C, (1)) + C, () bV (5,0) |, (3.100a)

avece
Q" (s,0) = As, 1) — [A(s,t) 10 (s,t)] 70 (s,1) (3.100D)
S+s
20,50 = [oOs",0)ds” (3.100¢)

N

1O 15,0 AXO(s+5,0) - XO(s,0)) |

a0 (s+s',t) 3
+7 < (0) ' w(0)

A= [ ] X O+ - X0 s (3.100d)

72 KO%60 b0 (s,00 0 (s +5,0)

2

Dans cette expression, C,, () et C,,(¢) sont donnés par (3.33c-d) et sont des fonctions

connues pourvu que ’on connaisse le champ de vitesse initial. Dans le cas spécial et

intéressant de /’anneau tourbillon similaire, on a (Annexe A.13) :
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-\ 2
r
A
VO —— (- ')
2rr
-\ 2
> 3
my (S 3
WO _ _0(_0j v

75>\ S

1 _
C,(t) = 5[1+7/ ~In2]~In(3)
-3 ()
1/2

(S “2[ 80 J
5(z)=(—) 1+4a? [ dr

S )7so

m =27 [ rw® (0,1)dr

0

ou : 5=0/¢.

(3.101a)

(3.101b)

(3.102a)

(3.102b)

(3.103)

(3.104)

Ici, ¥ est le nombre d’Euler et S(¢) la longueur de I’anneau tourbillon. Nous rappelons que

my est I’inverse du nombre de Swirl S, =1/my.

Le probléeme adimensionnel de 1’anneau similaire dépend de la géométrie de
la fibre initiale et des trois parameétres, qui sont le paramétre de viscosité o,

[’épaisseur réduite initiale ¢ du filament et le nombre de Swirl S,, =1/my,

qui est l'inverse du débit axial initial.

Le champ de vitesse principal d’un anneau tourbillon non visqueux (& = 0) est donné

par (3.79). 1l est intéressant de choisir le profil de vitesse initial suivant :

-2
r
© l1-e %0

Yo =2m_f( )
-\2
o
©) _ my _[50)
wo = _26 5
7[50

pour lequel, on dira qu’on a un anneau non visqueux similaire.

(3.1052)

(3.105b)
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Avec ce profil initial, la solution non visqueuse (3.79) est identique a la

solution similaire visqueuse (3.101) dans laquelle on met ¢ = 0.

Ainsi, avec ce choix de profil initial, on peut faire des calculs avec les expressions (3.101a-b)
et il suffit alors de prendre « #0 ou a =0 pour étre dans le cas du fluide visqueux ou non

visqueux.

[11.12.2. L’évolution d’un anneau similaire elliptique

Nous avons écrit un code en fortran (Annexe A.15) qui simule numériquement

I’équation asymptotique (3.100a) du mouvement d’un anneau tourbillon similaire :

K(s,t) ~
[~ In&+In(S(1) — 1+ C, (1) + Cpp (D) (s, 1) (3.100a)

X(s,t) = Q" (s,0) +
4

La méthode numérique (Annexe A.15) est une différence finie spatiale, une méthode

temporelle d’Euler implicite et une méthode de Simpson pour déterminer 1’intégrale Q" (s.1)
définie par (3.100b-d).

Nous avons trouvé numériquement les différentes étapes d’évolution d’un anneau
tourbillon similaire non visqueux et sans débit axial qui initialement est dans un plan et est
elliptique :

5(0 (8) = (1 + 7y cos(2s))(cos(s)e; +cos(s)éy )
Le résultat de simulation est visible sur la figure 3.1 suivante. Ce cas a aussi été simulé par
Liu, Tavantziz et Ting* et nos simulations sont en accord avec les leurs. On voit sur cette
simulation qu’initialement, 1a ou la courbure est plus grande, le filament se déplace plus
rapidement selon la binormale. Il s’aveére que le mouvement est périodique et on obtient bien
numériquement la méme valeur de période que Liu, Tavantziz et Ting'*. Au temps qui
correspond a la demi-période, 1’ellipse est dans une configuration inversée pour laquelle le

grand axe a pris la valeur du petit axe et vis versa.

[11.12.3. La représentation des champs pour un anneau similaire

On définit les grandeurs réduites :

r=r/d (3.106)

S 2
G:’%O(—Oj , (3.106b)
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*
avec lesquelles, on peut donner les comportements en » =0 zéro et tracer des abaques du

champ de vitesse d’un anneau similaire valables a tout temps ¢ et pour tout anneau de ce type.

Figure 3.1: Evolution d’une ellipse
(Le mouvement va de bas en haut)

mg =0,6=0.02,a=0,ry =01

On a alors les comportements réduits suivant des champs pres de r=0:
- In(2
P00 05 =5 or)

3

v(r,p)o=—r ———r +0(r )
2 4r

)
-—r +_—r +0(r )
2

G

5 2.3 145 7

*——r* +—r* +O(r* )
T T
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Ici, nous nous sommes servi de I’équation différenticlle de ‘{’511) pour obtenir son
développement en zéro, mais il aurait pu €tre obtenu a partir de 1’expression intégrale de
‘Pill) . Une étape intermédiaire lors de ce calcul est de prouver que I’on a :

2

_ G 5 2 4
v(r*,t)H(r*,t)52={—4—2+ 2]1"* +o0™ ).
T 47

Pour un anneau similaire, nous tragons (Figures 3.2 a 3.19) les différents champs sous

forme réduite a 'ordre 0 et 1. Le tracé de est déterminé soit en calculant

numériquement son expression intégrale(3.28b), soit par une méthode de Runge Kutta sur son

équation différentielle (3.21a). Dans cette seconde méthode, on utilise les deux conditions aux

o * ’ I s
limites pour » proche de zéro déterminées par :

., *
et sa dérivée selon r .

S’il y a un écoulement potentiel, la limite en I’infini de ‘PI(;) (n #1) peut ne pas étre

nulle, si bien que la solution de (3.21a) n’est plus identiquement nulle. Le développement en

zéro de ‘Pf;) (n#1) est alors fonction d’une certaine constante. On obtient alors le tracé de

‘P’(;) (n#1) a l’aide de d’'une méthode de Runge Kutta appliquée sous la forme d’une

méthode de tir"3, afin de satisfaire cette condition non nulle en I’infini.

Nous posons :

ul) = u® (3.107a)
1 D 0,5t
Vs(o) _ g,_(P,S, ) —y(0 (3.107b)
r
v = KOO cosg. (3.107¢)

D’apres la relation (3.18b), on a alors la décomposition suivante de la vitesse orthoradiale :

NUNN ORI () (3.108)
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Les champs bidimensionnels (ugl),vgl)) et (ugcl,),vgé)) sont a divergence nulle (I’indice so a

été mis pour dire solénoide), ce qui n’est pas le cas de (O,vr(l)). En effet, d’apres les équations
(3.18a-b), le champ de vitesse a I’ordre 1 n’est pas a divergence nulle. Il y a un terme source
producteur de mati¢re qui provient de I’ordre principal.

Les figures (3.11 a 3.19) donnent les allures de I"ordre 1 des champs d’un anneau
similaire. C’est la premieére fois que des abaques de ce type sont donnés pour un anneau
)
k95

similaire et n’avait jamais été tracée a notre connaissance.

1ll.13 Les termes logarithmiques

Lors du raccord asymptotique entre les problémes extérieur et intérieur, qu’il soit
effectué comme aux paragraphes II1.5, I11.6.3, 1I1.8.3, ou sur une zone intermédiaire (Annexe
A.8); il apparait un terme en Ing qui provient du probléme extérieur. Avec nos choix (3.6-7)
de développements, le probléme intérieur n’apporte pas de terme en Ing qui viendrait égaler
ce terme extérieur. C’est pour cela que I’on a rejeté ce terme dans 1’équation du mouvement
(3.33a) de la fibre centrale sans se poser de question.

Cependant, si on veut étre plus rigoureux, lorsqu’on fait un raccord asymptotique et
qu’il apparait une €chelle que I’on n’avait pas mise initialement dans les développements ; il
faut alors changer la forme des développements en prenant en compte cette information, afin
d’avoir des développements avec lesquels il n’y a pas d’autres échelles qui apparaissent et qui
permettent de bien réaliser le raccord asymptotique. Le raccord asymptotique permet donc de
trouver les échelles a prendre dans le développement. Un calcul de développement
asymptotique s’effectue généralement en deux étapes :

B calcul avec les développements initiaux et prédiction des développements corrects a 1’aide
du raccord
B calculs et raccord correct avec les développements corrigés
Pour I’instant, pour notre probléme, nous n’avons fait que la premiere étape.
Si on veut effectuer la deuxiéme étape, pour comprendre le terme en Ing dans

I’équation (3.33a) du mouvement de la fibre centrale et afin de satisfaire scrupuleusement la
~ 1
régle de raccord échelles par échelles, il faut introduire un temps ¢ zln(g)t dans les

développements. Ainsi, si I’on adopte le développement a échelles multiples de X suivant :
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X =XO5,6,7) + XD (5,2,7)+..., (3.109)
alors :
§(_§0”_7+§_ 1 §+§ (3.110)
=5t o T o T, '

et on arrive a satisfaire exactement le raccord. On a alors les deux équations suivantes pour

I’équation d’évolution d’un filament tourbillon :

ox© KOt ), -

S (.1 == ==b 0,1 (3.111a)
ox© o KO%7) SO 7
D=0 +T[ln(S)—1+Cv(t)+CW(t)]b (s,,1)| (3.111b)

L’équation (111a) est I’équation (10) d’induction locale dont on a parlé en introduction.
Il s’avere que ces deux équations (3.111a-b) peuvent étre combinées en une seule équation :
« (0 - (0)( )
X (500=Q%+ —[ Ing+In(S)-1+C, (1) + C, PP (3.112)
I faut aussi adopter des développements du champ de vitesse relatif avec des échelles

en lng :

Vil — VO G o6 )+ VD s, 1)+,

+1n5[\7(01) (r,@,s5,0) + £ VU2 (;,(p,s,t)+...] G119
ou en projection :
™ = e = O G050 + 1D (7, 0,5,0)+..
+lng[u(01) (r,(p,s H+e 1, (12) (r 0,8,1)+.. ]
Vil = o752 O Go s ) 9D (0,5, 1)+
+lng[v(01)(;,¢),s t)+¢& v(lz)(r O,8,t)+.. ] ' G114
wit = el = g7 1, (0 (;’,(D,S,f)-i- w1 )(; Q,8,t)+...

+1ng[v(01)(l_f,(p,s t)+e v(lz)(r O,8,t)+.. ]

On n’a pas fait apparaitre la dépendance en 7 de ces projections, car 7 n’est qu’un paramétre
implicite muet dans les équations du mouvement et de conservation de la masse, et ceci méme
lorsqu’il y a des dérivées en temps. On pourrait alors écrire des équations pour les différents
ordres logarithmiques (a ’aide du calculateur formel) et trouver les champs associés, afin

d’avoir une solution rigoureuse vis-a-vis des termes logarithmiques.
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lll.14. Une évolution qui sort du domaine de validité du modéle ?

L’analyse asymptotique de ce chapitre a été¢ formulée sous la condition que 1’épaisseur
effective o(¢) du filament soit bien inférieure aux autres longueurs caractéristiques de
I’écoulement. Cependant, trois autres échelles de longueur peuvent étre définies :

B le rayon de courbure minimum R,;, sur la ligne centrale ¢

B e minimum de distance dj; entre deux lignes centrales ¢; et ¢;, s'il y a plusieurs

anneaux
B le minimum de distance d,,;, entre deux points ‘distincts’ de ¢, ou ’on définit
que deux points de ¢ sont distincts si la longueur d’arc entre eux le long de ¢ est

plus grande que 7 Ry, -

Pour que le développement que 1’on fait ne tombe pas en défaut au temps ¢, il faut que
ces trois longueurs soient de 1’ordre de la grande longueur caractéristique L. Les trois

conditions suivantes doivent donc €étre satisfaites :

R .
( mm) >>1 i=1.N (3.115a)
4 i
dmin)
- 1 i=1.N 3.115b
(25 i>> i ( )
dj; j
>1 i,j=1L.N i#]j 3.115
(@H?. i i,J i+ ( 9)

ou N est le nombre d’anneaux.

Si le modele tombe en défaut au bout d’un certain temps, il faut refaire une analyse des
différentes échelles du probléme dans sa nouvelle configuration pour en cerner les différentes
régions asymptotiques et déterminer la forme des développements asymptotiques a prendre
dans ces différentes régions. Il faut faire un raccord asymptotique entre ces régions et on peut

parfois étre obligé de recourir a une résolution numérique dans I’une de ces régions.
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lll.15. Interaction du plusieurs filaments et filament dans un écoulement

potentiel

[11.15.1. Interaction de plusieurs filaments

Lorsque I’on a plusieurs filaments, on doit écrire une équation d’évolution de la fibre
centrale de chacun des filaments. L’obtention de 1’équation d’évolution d’un des filaments
(que I’on indice ici par i) se déroule comme aux paragraphes I11.6 et II1.7, si ce n’est que dans
le paragraphe I11.6.3, a I’expression de la limite proche du filament du développement
extérieur de la vitesse d’auto-induction du filament se rajoute celle du développement

extérieur de la vitesse due aux autres filaments :

nbra W
Qs (s,0) = Z r; § X T AX ds+O0(e) + O(r), (3.116a)
= \x x\

ou nbra est le nombre d’anneaux. Cette vitesse ne dépend que de s et ¢ et se retrouve avec le

«(0)

terme X (s,7) dans les conditions aux limites en 1’infini.

Lorsque I’on a plusieurs filaments, pour obtenir I’équation d’évolution d’un des filaments, il

suffit donc de rajouter le terme
Q25,0 [ Q5.0 07 (s.0)] 7050

dans le terme Q" (s,7) de I’équation (3.100a) du filament tout seul.

Sur les figures 3.20 et 3.21, nous donnons les résultats de deux simulations numériques
des équations d’évolution de deux anneaux tourbillons. La premicre (figure 3.20) est une
simulation dite de saute mouton, dans laquelle un anneau circulaire est placé derriere un autre
anneau circulaire de plus gros rayon et de méme intensité. Au début, le petit anneau se
rapproche du grand en diminuant de rayon, alors que le grand anneau (qui se déplace aussi)
voit encore son rayon augmenter. Le petit rattrape alors le grand et passe a travers. A partir de
cet instant, le petit anneau qui va plus vite se trouve devant et voit son rayon augmenter, alors
que le rayon du grand diminue. A un moment, on se retrouve dans la méme configuration
qu’au début, mais avec des anneaux qui ont échangé leur place et leur rayon. Puis, ’histoire

recommence.
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¢ --(T/76) ¥3 t=(I/76) *35 t= (T/76) 77

1=(T/76) *15

1= (T/%) J| 1= (T/76) %79

=(T/7¢ / 76) *5 t=(f/7—é) *75

t=(T)76) *4 t=(T/76) *55 t=-(T/V7-6)ﬁ*u78

Figure 3.20 : Saute mouton de deux anneaux. Période 7=82.08

m 20,8:0.02 ,C(ZO,Rl :2R2

La deuxiéme simulation (figure 3.21) correspond a 1’évolution de deux anneaux
tourbillons enlacés. Initialement, les deux anneaux ont la méme intensité, le méme diamétre,
sont dans deux plans perpendiculaires et passent chacun par le centre de ’autre. Ils évoluent

comme on peut le voir sur la figure en s’¢éloignant I’un de 1’autre tout en restant enlacés. Il



144 11T Evolution d’un anneau tourbillon 4 structure normale simple

existe cependant un point sur chacun des deux anneaux qui se rapprochent de plus en plus I'un
de I’autre. Au temps réduit t=0.534*4, nous avons arrété la simulation, car les deux filaments
sont a une distance de 1’ordre de d’épaisseur réduite ¢ de nos anneaux, qui est notre petit
parametre. Le développement asymptotique tombe alors en défaut, comme il a été précisé au
paragraphe III.14. Dans ces deux exemples, la longueur caractéristique d’adimensionnalisation

qui a été choisie est le rayon des anneaux tourbillons.

=0 t=0.534*1 t=0.534*2 t=0.534%*3

1=0.534*4

Figure 3.21: Evolution de deux anneaux enlacés

my =0,8:0.02 ,a=0,R1 :R2

[11.15.2. Filament dans un écoulement potentiel
On consideére un filament dans un écoulement potentiel :
VBack = gradg.
Si la limite prés du filament du développement extérieur de cet écoulement sur les
coordonnées locales au filament est de la forme :
VBack = VBack | X(5:0)|+ O(&) + O(r) , (3.117a)
alors, tout se passe comme lorsqu’il y a plusieurs anneaux et désormais c’est le terme :

Q1 (5.1) = Vaek | X(s.1)] (3.116b)

qui se rajoute dans le terme Q* (s,¢) de 1’équation (3.100a) d’évolution du filament.
Si la limite proche du filament du développement extérieur de cet écoulement sur les
coordonnées locales au filament est de la forme :
VBack (7 = 0) = Vaei (X(s, 1)) + O(&) + O(r)
n
= Z [unlBack (s,t)cosn@+uyp. . (s,1)sin nqo]?
0
n
Doy
0

+ [ n Back (s,t)cosneg + v, Back (s, 1) sin n(p]e
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n
+ Z [WﬂlBack (s,t)cosng + Wn2 Back (s,1) sin n(p]‘? (3.117b)
0 ’ '
+O(¢e) + O(r)
alors les conditions aux limites en 1’infini des équations aux dérivées partielles sont changées

en conséquence, ce qui modifie la forme du champ de vitesse a I’ordre 1. Si on note :
(VBack [X(s:0)]),.

la partie axisymétrique de VBaCk[X(s,t)], alors c’est le terme :
Q5 (5.) = (VBack [i(s,z)])c : (3.116¢)

qui se rajoute désormais dans le terme Q™ (s,7) de I’équation (3.100) d’évolution du filament.

[11.15.3. Filament dans un écoulement de rotationnel
On considére un filament placé initialement dans un écoulement rotationnel

ﬁOBack (r,p,s) d’ordre 1. L’écoulement rotationnel Qg va alors évoluer dans le temps.

C’est une inconnue du probléme qui dépend de ¢. Il a donc un développement du type :

Qpack (790,5,1,6) = Qpack V(. 0,5,0) + 1 Qo V (ra 0, 5,1) ... (3.118)
Le développement extérieur du champ de vorticité est alors :

&% (1, 0,5.1,8) = Qpactkc O (r,0,5,1) + £ Qo V (7, 0,5, 0)+... (3.119a)

et son développement intérieur est :

— inn
(0]

_ 1 _ 1 _ _
(r,@,s,t,6) = — »© (r,0,5,t) +—1c3(1) (r,,s,t) +o® (r,@,s,t)+... (3.119b)
e e

Le raccord asymptotique nous donne :
@@ (r - 0,0,5,1) = Q@ (r > 0,0,5,1). (3.120)
Par rapport au probléme d’un anneau dans un écoulement potentiel, ici il faut résoudre
I’équation du tourbillon pour le développement extérieur de la vorticité et celui-ci est couplé
avec le probléme intérieur. A I’aide du développement extérieur de 1’équation de Biot et

Savart, le développement extérieur du champ de vitesse a I"ordre 1 est la superposition du

(0)

champ induit par un filet tourbillon et du champ v Back induit par I’écoulement rotationnel

extérieur ﬁBack(O)- La limite preés du filament de ce développement est donc la limite

habituelle due a un filet tourbillon a laquelle se rajoute :
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=(0) _sO 3
V Back r—>0=v Back (X(s,1)) .

C’est donc le terme :

Q5.0 =) (X(s.1), (3.116d)

qui se rajoute désormais dans le terme Q” (s,t) de I’équation (3.100) d’évolution du filament.

Lorsqu’un anneau tourbillon est placé dans un écoulement de cisaillement, on est dans

la situation décrite par ce paragraphe.

/ll.16. Conclusion

Dans ce chapitre, on trouve 1’équation d’évolution de la fibre centrale d’un anneau
tourbillon de faible épaisseur qui a une structure normale simple. On donne aussi la forme du
champ de vitesse relatif a 1’ordre principal. Nous avons décrit la résolution du probléme de
couche limite autour de la fibre centrale du filament par un développement asymptotique
raccordé des équations de Navier-Stokes. Ce chapitre illustre donc le déroulement de la
méthode qui a été présentée au chapitre I.

Nous avons donné également un systeme d’équations complet et fermé pour ’ordre 1
du champ de vitesse et des exemples de déplacement de filaments similaires, ainsi que le tracé
du champ de vitesse associé. Pour finir, on a généralisé¢ I’équation d’évolution de la fibre
centrale pour plusieurs filaments ou pour un filament dans un écoulement potentiel ou dans un

écoulement rotationnel d’ordre 1.
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Chapitre IV

LES METHODES DE COUPURE ET
LEUR JUSTIFICATION

Dans ce chapitre, nous présentons différentes méthodes de coupure. Ce sont des
méthodes ad hoc qui donnent des équations d’évolutions de la fibre centrale d’un filament
tourbillon. Les intégrales qui interviennent dans ces méthodes sont singuliéres par rapport au
petit parametre qui est la longueur de coupure (ou de cut-off). Nous déterminons les
développements asymptotiques de ces intégrales en utilisant la méthode des développements
asymptotiques raccordés d’intégrales singulieres. Pour les différentes méthodes de coupure
envisagées, la comparaison de ces développements avec 1’équation d’évolution d’un anneau
tourbillon de Callegari et Ting donne les expressions des longueurs de coupure en fonction de
la structure et de I’épaisseur du filament. Comme on utilise 1’équation de Callegari et Ting, on
considere implicitement que le filament ne posséde pas de petites longueurs d’ondes et a une

structure normale simple au sens de ce qui a été défini au chapitre 1.

IV.1. Les différentes méthodes de coupure

Dans la méthode de Burgers*® 1’équation d’évolution de la fibre centrale d’un filament

est:

J o(s ,0)T(s ) A (X(s,t) — X(s ,1)) .

):((S, )= 4i ds . (4.1a)

- ~ |3
V4

[0,27[[\[s—sc,s+sc[ ‘X(S,l‘)—X(S ,1)
La variable inconnue s, est un petit paramétre introduit pour éviter la singularité

logarithmique qui fait diverger l'intégrale de Biot et Savart d’un filet tourbillon, qui
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correspond a avoir 5. = 0 dans I’intégrale (4.1a). Cette méthode a été appelée la ‘méthode de

coupure’ par Crow*, nom que nous généralisons a toutes les méthodes qui introduisent un

petit parametre ad hoc s,., dit longueur de coupure, pour éviter la singularité logarithmique.

Thomson?’ utilise I’équation d’évolution de la fibre centrale d’un filament donnée par :

2
b 1 .
X(5.)=5 - [ Vbire (7 = sc.5.0dp
4 0
27 . 2x v _ - o, . (4.1b)
1 1 o(s ,0)t(s ,t) AN(X(s,1) + 5.F(@,s,1) — X(s ,t))d ’d
=— | — s aQ
~ - 3
0 X(5.0)+ 57 (5.0~ X5 1)

La singularit¢ logarithmique peut aussi étre éliminée d’une facon ad hoc en

utilisant'>!>1617:1% ’équation suivante d’évolution de la fibre centrale d’un filament :

° 2r ! — ! - -
X(s.1) = 1 J' o(s ,0)t(s,t ) A(X(s,1)— X(s ,t))dsv ’ 4.10)

T [ -X6 07 +s2]

ou bien encore!! ’équation :

17T (s 0% (s 1) A (X(s,1) = X(5 1) ‘X(Saf)—i(s',t) ,

X(s,1) = . Yds | (4.1d)
0

[X(s.0) - X(s ,t)‘3 Se

ou la fonction f'(y) est choisie telle que /() —1 quand y — oo. Le choix :

3
X

f(7%) =
(;( +1

, (4.2a)
)3/2

de la méthode d’éléments de vorticité de Moore et Saffman'! (VEMI), redonne 1’équation

(4.1c). Le choix :
4
—2;(2 +\/;erf(;(2)el

4
Jre”

ol erf est la fonction erreur est celui de la méthode d’éléments de vorticité de Leonard!'!

(VEM2).

f(x*)= , (4.2b)

ﬁ
Si on note Cut(s,?,s.) le membre de droite des expressions (4.1) précédentes, toutes

ces méthodes de coupure s’écrivent de fagon générique sous la forme suivante :

e —
X(s,t) = Cut(s,t,s,) . 4.3)
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Comme on peut décrire la fibre centrale avec différents choix du paramétrage s, un meilleur

choix que le précédent est de choisir I’abscisse s telle que :

X(s,/)eT=0. (4.4)
Avec ce choix de paramétrage de la fibre centrale, les méthodes de coupure (4.3) s’écrivent de

facon générique :
e - -
X(s,t) = Cut(s,t,s.) —| Cut(s,t,s.)®T(s,t) | 7T(s,2). 4.5)

Dans toutes ces méthodes, la longueur de coupure s, est un paramétre inconnu qui
doit étre spécifié, puisqu’il n’est pas dans les données initiales de description du probléme
d’évolution du filament tourbillon. Ce paramétre est li¢ a I’épaisseur & du filament et le choix
qui est couramment fait est de supposer que I’on a simplement :

S, =€. (4.6)
Ainsi, 1’équation d’évolution de la fibre centrale d’un filament tourbillon d’épaisseur ¢,

donnée par ces méthodes de coupure, est :

b — —
X(s,t) = Cut(s,t,&) — {Cut(s,t, g)e ?(s,t)} T(s,0)| 4.7)

Cette équation a été postulée de fagon ad hoc de fagon a éviter de résoudre le probleme de
couche limite traité au chapitre III. Il se pose naturellement la question du rapport qu’il peut y
avoir entre cette équation (4.7) et ’équation (3.33a) de Callegari et Ting que 1’on rappelle

dans le prochain paragraphe.

IV.2. L’équation d’évolution de Callegari et Ting

L’équation d’évolution (3.33a) de la fibre centrale d’un filament tourbillon d’épaisseur
& obtenue au paragraphe II1.7.1 du chapitre précédent par résolution du probléme de couche

limite est la suivante :

2 . K(s,t) .
X(s,¢) = Q¥ (s,0) + 7[— Ine+In(S(0) 1+ Cy (1) + Co(p(s.0)|,  (4.8)

ot Q" (s,7) est donné par les formules (3.100b-d), et C,(¢) et C,,(¢) sont liés au champ de

vitesse a 1’ordre principal par leurs expressions (3.33c-d). Ce champ de vitesse satisfait les

équations d’évolution (3.50a-b), dont les solutions sont données par les formules (3.79) pour

un fluide parfait et par les formules (3.93) pour un fluide visqueux. Le terme Q™ (s,7) est un
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terme intégral non local qui ne dépend que de la géométrie de la fibre centrale. Les termes

C,(¢) et C,,(¢) sont des termes locaux qui proviennent de la structure interne du filament et

sont liés au comportement et a 1’évolution locale du champ de vitesse dans cette zone

intérieure. Pour un anneau tourbillon similaire, C, (t) et C,,(¢) sont des fonctions connues,
qui sont uniquement liées a la longueur S(¢) du filament par les formules (3.102a-b) et

(3.103).

IV.3. Justification des méthodes de coupure

IV.3.1. Développement des méthodes de coupure
Toutes les méthodes de coupure (4.5) introduisent un petit paramétre s,., pour lequel

les intégrales des méthodes de coupure (appelées aussi intégrales de coupure) sont singulieres.
Nous pouvons développer ces intégrales par rapport a s. jusqu'a ’ordre 1 en utilisant la
méthode des développements asymptotiques raccordés d’intégrales singulieres que 1’on a déja
présentée au paragraphe I1.4. Les intégrales de coupure (4.1) que I’on doit développer ici par

rapport a s, ressemblent beaucoup a I’intégrale (2.8b), que I’on a développée par rapport a r.

IV.3.2. Comparaisons du développement avec I'équation de Callegari et Ting
On compare alors le développement obtenu de 1’équation d’évolution du filament de la
méthode de coupure avec I’équation d’évolution (4.8) de Callegari et Ting. Cette derniere

équation est un développement selon 1’épaisseur réduite du filament ¢ jusqu'a ’ordre 1.

On montre alors que, a I’ordre 1, les méthodes de coupure (4.5) sont équivalentes a
I’équation asymptotique (4.8) de Callegari et Ting, si la longueur de coupure s, est choisie

telle que :

s+50(8,t,€)

IG(S* Yis® =g NV O=Cw() (4.9)
S

ou les valeurs du réel N dépendent de la méthode de coupure utilisée et sont données dans la

table 4.1. pour différentes méthodes.
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Nom de la méthode de coupure N
Burgers 1-In2
Thomson 1/2
Rosenhead 0
VEMI 0
VEM?2 1-0.009122-1n2

Table 4.1 : Valeurs de N selon la méthode de coupure

La longueur :

S+S¢(8,2,8)
Lte)= o O™ nds" (4.10)

A
est la longueur de coupure pour un paramétrage qui est une longueur d’arc. Comme la
longueur de coupure s.(s,¢,&) est de 'ordre de &, I’équation (4.10) s’écrit :
1.(t,&) = 0 (s,0)5.(s,1,€)

et la relation (4.9) se simplifie en :

s.(s,1,6) = € NG (=Cu () 4.11)

o(s,t)
Cette relation corrige donc le lien €lémentaire (4.6) entre la longueur de coupure et I’épaisseur

du filament et on a le résultat suivant :

L’équation ad hoc (4.5) d’évolution du filament est corrigée par le systeme de deux

équations suivantes :

X(s,1) = C_l)lt(S,Z,SC) - {C_l)lt(s,t,sc) . ‘E(s,t)} T(s,1) (4.12a)

S.(s,t,6)=¢ eN_Cv(t)_Cw(t), (4.12b)

o(s,t)

qui sont équivalentes a I’équation (4.8) de Callegari et Ting.

Les méthodes de coupure (4.12a) sont donc justifiées du moment que la longueur de coupure

s.(s,t,&) est donnée par (4.12b). Alors que dans I’équation (4.8) de Callegari et Ting, la
structure  de  ’anneau  est complétement prise en compte dans le
groupement [— lng—1+Cv(t)+CW(t)], de fagon équivalente, dans I’équation (4.12a-b),

celle-ci est completement prise en compte dans la longueur de coupure s,..
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IV.3.3. Autres groupements équivalents et lien entres les longueurs de coupure

L’épaisseur apparente &, (¢), définie par

& (1) = g( NG (”‘Cw(”] : (4.12¢)

o(s,t)
est un autre groupement intéressant qui est équivalent a 1’épaisseur de coupure. Il vérifie
I’équation :

Se =& (1),
qui est I’équation (4.6) corrigée.

Si on compare une premicere méthode de coupure (s.;,/N;) de longueur de coupure
sq et de constante Np avec une seconde (s.p,N;), d’aprés (4.12b), on a le lien suivant entre
ces deux méthodes :

Sp =8 eN17N2, (4.13)
Les deux longueurs de coupures sont donc différentes d’un facteur constant pres.
Le lien exact (4.12b) entre la longueur de coupure s. et I’épaisseur & est valable

également si le parametre de viscosité a est non nul; si bien que, pour un anneau similaire,
les méthodes de coupure (4.7) sont corrigées et généralisées au cas visqueux.

Que I’on soit dans le cas d’un anneau similaire ou d’un anneau non visqueux, C, ()
est donné par la formule (paragraphes I11.11.7 et I11.12.1) :
C,(t) = +C, (0) - In(S) . (4.14)

1 3
Ona C,(0)= +E (1+y —1n2) = 0442 pour un anneau similaire et C,,(0) = 2 pour un anneau

3

uniforme. Remarquons que Widnall** et Widnall et Sullivan?* ont défini la constante

1
A=C,(0) ~5 que I’on n’utilisera pas. Pour des anneaux tourbillons similaires, la formule

(4.12.b) qui donne la longueur de coupure s’écrit :
l.(t,&) =s.(s,t,8)0(s,t) =€ E'eN_C"(O)_Cw(t), (4.152)
ou bien sous sa forme logarithmique :

Inl, =Ins, +Inoc=Ing +Ind +N—-C,(0)-C,,(2). (4.15b)



IV Les méthodes de coupure et leur justification 155

IV.3.4. Justification particuliere de la méthode de Burgers

Dans le cas particulier de la méthode de Burgers, 1’équation (4.1a) de la méthode de
coupure et 1’équation asymptotique (4.8) se comparent directement sans que 1’on ait besoin de
faire un développement de I'intégrale de coupure (4.1a), du moment que I’on prend

’expression (2.12) suivante de A(s,7) :

d =(0) ' v (0) r oy w(0)
4L —0'(0)(s+s’,t)r (s+s",)AX (s+5',1) X3 (s,1)) s’
d XO (54570 - XO 5,0
- =(0) (¢ o OV IPNE-< ()
A(s.t)= lim +4i PR G ) FAL e, St CRE L) X3 1)yl (4.16)
é’—)O 7[_7[ ‘X(O)(S-i_s’at)_x(())(sat)‘
_ L kO 05O (s,1) ln(S—/Z)
47 /
s+¢&
avec (0= [0 nds". 4.17)

S
Si dans cette limite, la variable muette { est notée s,., la soustraction de 1’équation (4.1a) de

la méthode de coupure et de 1’équation asymptotique (4.8) donne :

1 . S/2
0=—K9,0)b(s,1) 1n[
4 /

C

j . K(s,t) [_ Ine+In(S(¢))-1+C, (¢) + C,, (l‘)]B(s,t) ,
4

avec
S+5¢
L= [o 0" 0ds” (4.18)
s
c’estadire:
In/, =—In2+Ine+1-C,(t) - C,, (). (4.19)

En comparant avec (4.9), on obtient que pour la méthode de coupure de Burgers, on a :
N=1-In2, (4.20)
ce qui est bien la valeur trouvée dans la table 4.1 par la méthode de développement d’intégrale
singuliére.
Arms et Hama' ont développé I’intégrale de coupure (4.1a) par rapport a s,. Ils ont

retenu seulement 1’ordre principal logarithmique de ce développement et ont remplacé s. par

€, ce qui donne I'équation suivante :



156 IV Les méthodes de coupure et leur justification

K(s,t)

T

):((s,t) =— Ine b(s,?), (4.21)

qu’ils ont appelé¢ 1’équation de [’approximation de [’induction locale. Désormais que la
méthode de coupure est justifiée, leur procédure est justifiée et donne le méme résultat que si
nous ne retenons que 1’ordre principal dans 1’équation asymptotique (4.8) d’évolution d’un

anneau tourbillon.

IV.4. Discussion bibliographique et autres équations des filaments de la

littérature

L’idée de comparer les méthodes de coupure a d’autres résultats connus afin de
déterminer la longueur de coupure n’est pas récente. Par exemple, Crow* compare la
fréquence de vibration d’un filament tourbillon droit donnée par Kelvin® avec celle donnée par
la méthode de coupure de Burgers et trouve une valeur de la longueur de coupure. Il compare
également la vitesse d’un anneau tourbillon circulaire donnée par Kelvin’ avec celle donnée
par la méthode de coupure afin d’obtenir la longueur de coupure.

Widnall?>2>?* est le premier auteur qui a comparé une méthode de coupure avec une
équation d’évolution d’un anneau non circulaire obtenue par un développement asymptotique
raccordé en fonction de I’épaisseur du filament, afin d’obtenir la longueur de coupure. Elle a
d’abord?? justifié la méthode de coupure dans le cas de ’étude de Crow* de deux filaments
droits faiblement perturbés. Dans cet article, elle réalise le raccord asymptotique uniquement
dans le cas linéaire des faibles perturbations et détermine alors la longueur de coupure de la
méthode de Burgers en fonction de I’épaisseur et de la structure du filament dans ce cadre

t23

linéarisé. Puis, dans un article suivant™, elle obtient 1’équation suivante d’évolution d’un

filament tourbillon :

. 1) B
o - Kis,t) [(_ In 8K2(s) Ay - E)b(s,t) n Q(S)W:| , (4.222)
ou:
Ay = lim | [ @Oz -1 | (4.22b)

r—oo\0
Le terme Q(s)w dépend de la géométrie de la fibre centrale mais n’est pas donné. Pour

obtenir ce résultat, "auteur fait le raccord entre le développement intérieur du champ de

vitesse déterminé comme dans Callegari et Ting et le développement extérieur de celui-ci



IV Les méthodes de coupure et leur justification 157

obtenu a partir de la loi de Biot et Savart. Pour obtenir la limite du développement extérieur

out (0)

du champ de vitesse v (r > 0,9,5) prés du filament, elle somme d’abord 1’intégrale de

la méthode de coupure de Burgers pour le filament avec la valeur de la limite

_ 0 . .
Vout( )(r — 0,¢,s) pour un filet tourbillon concentré sur le cercle osculateur au filament au

point considéré. Cette derniére limite a été obtenue par Tung et Ting?'. Puis, a ce résultat elle

retranche ’intégrale de coupure de Burgers pour le cercle osculateur, ce qui s’écrit :

Vout (0)

_)
(r > 0,¢,5) = CutFilament (5,,5.) + V (s,2,5,.) (4.23)

Cercle

out (0) g
Corcle (r > 0,¢0,s) — Cut
L’équation (4.22a) est alors obtenue a I’aide de cette limite (4.23) en faisant le raccord
asymptotique. La comparaison de (4.22a) avec la méthode de coupure de Burgers :

° —>

X = CutFjlament (5,£,5.) » (4.24)
lui permet d’obtenir la valeur de la longueur de coupure s, en fonction de la structure interne

du filament. Elle a obtenu la méme valeur de N que nous pour la méthode de Burgers.
De notre coté, dans le chapitre II, nous avons obtenu cette limite par la méthode de

développement d’intégrale singuliere, qui s’écrit (Annexe A.3) :

0 - -
yout( )(r —0,0,5)=E+1, (4.25a)
avec : I>>5.>>r
_ —>
et E = CutFjlament (S,7,5.) - (4.25b)

Le terme I est I’intégrale de Biot et Savart sur la zone de coupure ]— S ,+sc[. On détermine

son développement en faisant la dilatation de 1’abscisse par rapport a la coordonnée radiale 7.
Apres avoir effectué le raccord asymptotique, le terme intégral de I’équation d’évolution de la
fibre centrale que 1’on obtient est donné pour un filament qui peut avoir une forme quelconque
et qui peut étre visqueux. A partir de cette équation, on justifie la méthode de coupure de
Burgers également dans le cas visqueux et en procédant de la méme fagon, on justifie d’autres
méthodes de coupure. La méthode de coupure de Burgers a été également comparée a
I’équation de Callegari et Ting® par Lough'®, qui a obtenu la méme valeur de N que nous pour
cette méthode.

Moore et Saffman'® ont trouvé 1’équation suivante d’évolution de la fibre centrale d’un

filament tourbillon'* a vorticité d’extension finie :
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):((S,t) - Ki‘;’” 8 12<(s) + Ay — € 16;z2j§ w(@ (Hw (&)dé b(s, 1)
B (0) o X(S t)
4r j & w O (Odg s A =55 w260
< 2 |b(s,t)/
— 27 sz W(O)(f)df T(s, 1) A [b(S’t) K(S’t)]
Os
+Q(5) s
avece
a 2 1 A 2
Ayss = 47° [ &© dg—- - 87" [an @ ae, (4.26b)

ou & est I’épaisseur du filament a vorticité d’extension finie et Q(S)MS dépend de la
géométrie de la fibre centrale. Cette équation a été obtenue en faisant un bilan de forces sur
une portion de filament. Dans 1’équation d’évolution de Callegari et Ting, on constate que la
structure interne du filament apparait sous forme d’une intégrale sur toute une section du
filament. L’application d’un théoreme intégral devrait donc permettre d’obtenir plus
rapidement 1’équation d’évolution de la fibre centrale recherchée. De surplus, cette approche
donne une description des forces qui s’exercent sur une portion de filament. Le volume de
contrdle utilisé est une portion de filament dont la surface est constituée des deux extrémités
St de la portion du tube de vorticité et de sa surface extérieure Sg. Comme le filament est a
vorticité d’extension finie, ils écrivent 1’équation du potentiel de 1’écoulement potentiel en
dehors de la zone de vorticité sur la variables radiale dilatée et la résolve. Les conditions aux
limites de cette équation est la condition de surface matérielle de la surface du tube de
vorticité et la condition aux limites en 1’infini qui provient de la loi de raccord asymptotique.

. .. —out(0 N R .
La limite vom( )(r — 0,¢,s) est obtenue a I’aide du cercle osculateur par la méme relation

(4.23) que Widnall. La force exercée sur Sy est déterminée par intégration de la pression
obtenue a 1’aide de I’écoulement potentiel trouvé et de la loi de Bernoulli. La force exercée sur
S| est déterminée en fonction du champ de vitesse intérieur a la zone de vorticité. Une partie
de cette force est I’intégration de la pression de la zone de vorticité obtenue par intégration de
I’équation (3.9b) qui exprime 1’équilibre entre le gradient de pression et la force centrifuge.

Les auteurs obtiennent alors leur équation (4.26a) pour la fibre centrale.
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Dans Moore et Saffman'’, la longueur de coupure de la méthode de Burgers est
obtenue en comparant I’équation de la fibre centrale de cette méthode et la vitesse générale
d’un anneau circulaire trouvée par Saffman'®. Quand cette longueur de coupure, valable pour
un anneau circulaire, est mise dans I’équation de la méthode de coupure, I’équation qui est
obtenue est 1’équation (4.26a) de la fibre centrale d’un anneau non circulaire qui avait
préalablement trouvée dans cet article. Ces auteurs ont donc justifi¢ la méthode de coupure de
Burgers et ont trouvé que la longueur de coupure qui doit étre choisie est la méme que pour un
anneau circulaire. Néanmoins, il est beaucoup plus satisfaisant d’obtenir la longueur de
coupure en comparant les deux équations®* (4.24) et (4.26a) au lieu de postuler une expression
de la longueur de coupure et de montrer qu’avec cette longueur, ces deux équations sont
équivalentes.

Klein et Knio’ ont donné une justification d’une méthode numérique d’élément de

vortex, appelée ‘le modele du tube fin’. Nous pouvons dire que cette méthode numérique est
une méthode de coupure, car elle posséde une longueur de coupure 5™ appelée “le

parameétre numérique d’épaisseur de corps’. lls ont spécifié¢ o mm en comparant cette méthode
de coupure avec le régime de Klein et Majda'® qui est un cas restrictif trés intéressant

(paragraphe V1.3) de I’équation (4.8) de Callegari et Ting’. IIs obtiennent alors leur expression

(6.4) de la longueur de coupure 5" . Klein et Knio® ont ainsi justifié la méthode de coupure
du ‘modele du tube fin’ et ont trouvé la longueur de coupure a 1’aide du régime Klein et
Majda'® ; tandis que nous, d’une fagon assez similaire, nous avons justifié d’autres méthodes
de coupure a I’aide de ’équation (4.8) de Callegari et Ting’ et nous avons trouvé les longueurs

de coupure associées.
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IV.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé les développements des intégrales qui
interviennent dans les méthodes de coupure en fonction d’un petit parameétre qui est la
longueur de coupure. La comparaison du résultat obtenu avec I’équation asymptotique (4.8)
de Callegari et Ting® en fonction de 1’épaisseur de 1’anneau tourbillon, nous a permis de
donner une justification de ces méthodes ad hoc. Nous avons ainsi trouvé 1’expression de la
longueur de coupure en fonction de la structure du filament. Nous avons justifi¢ des méthodes
de coupure qui ne 1’étaient pas et nous avons étendu la justification de celles qui 1’étaient au
cas d’un anneau visqueux avec vitesse axiale.

Avec le bon choix de la longueur de coupure, la méthode de coupure est équivalente a
I’équation d’évolution déterminée asymptotiquement a 1’aide des équations de Navier Stokes.
Les méthodes de coupure ont donc le méme domaine de validité que cette équation et ne
prennent donc pas en compte des ondes courtes.

La stabilité d’un anneau tourbillon circulaire peut alors étre étudiée avec une méthode
de coupure qui a été justifiée plutot qu’avec I’équation de Callegari et Ting. C’est ce qui est

fait dans le prochain chapitre.
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Chapitre V

VITESSE ET OSCILLATIONS
D'UN ANNEAU CIRCULAIRE
PERTURBE

L’anneau tourbillon circulaire est une solution particuliére de I’équation d’évolution de
la fibre centrale d’un filament. Il se déplace sans se déformer a une vitesse V' dans une
direction perpendiculaire au plan dans lequel se trouve sa fibre centrale. Dans ce chapitre, on
détermine la vitesse V' de cet anneau circulaire et on étudie les oscillations de celui-ci
lorsqu’il est perturbé par une perturbation dont la longueur d’onde est grande devant son
¢épaisseur réduite &. Cette étude est faite d’une part d’une fagon analytique en linéarisant
I’équation d’évolution de la fibre centrale de 1’anneau circulaire perturbé vis-a-vis de
I’amplitude petite de la perturbation et d’autre part par simulation numérique de I’équation
non linéaire d’évolution de la fibre centrale. Une comparaison entre les résultats analytiques
linéarisés et les résultats numériques est donnée.

L’équation d’évolution qui est utilisée est une équation qui tient compte de la structure
interne de 1’anneau. On consideére implicitement que le filament a une structure normale

simple et similaire au sens de ce qui a été défini au chapitre 1.

V.1. Vitesse d’un anneau tourbillon circulaire
La fibre centrale d’un anneau circulaire de rayon R, est repérée au temps ¢ par une

représentation paramétrique X(6,¢) adimensionnelle de la forme suivante :

X(0,1) = i,.(0) +d(1)é;

, (5.1)
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ou (i,,ig,€3) et @ sont respectivement les vecteurs de base et I’angle des coordonnées

cylindriques associées a la géométrie axisymétrique de cette fibre centrale (figure 5.1). Le

rayon R, de I’anneau a été pris comme longueur caractéristique d’adimensionalisation. Le
triedre (i,.,ip,€3) est la base de Frénet liée a cette courbe et le paramétre @ sur la fibre

centrale est appelé le paramétre polaire. Ici, d(¢) est la position du cercle sur I’axe de symétrie

au temps ¢.

Figure 5.1. L’anneau tourbillon circulaire

Lorsque le parametre sur le filament est noté¢ €, 1’équation (4.12a-b) d’évolution de la

fibre centrale d’un filament, écrite pour une méthode de coupure de Burgers (4.1a) s’écrit :

hd - -
X(0,t) = Cut(6,t,6.) — {Cut(e,t,ec) . %(H,t)} T(0,1) (5.2a)
X(6,t)eT =0 (5.2b)
N * ok — 3 % .
Cut(@,t,@c)zé% o6 ,t)rEH ’t)A(f((‘g;t) 3X(‘9 D 16* (5.20)
" ro2A\[0-6,.0+6,] ‘X(ﬁ,t)—X(ﬁ 1)
0.(0.0.6) =5 — G (O-Cy(0) (5.2d)
R I () :

ou 6, est la longueur de coupure et T le vecteur tangent a la fibre centrale.
L’anneau circulaire (5.1) est une solution exacte de ce systeme d’équations, si bien que
I’anneau tourbillon circulaire reste circulaire et se déplace dans la direction €5 de son axe de

symétrie a la vitesse V' (¢) donnée par :

° 1 T 1-cos@ *
v =dn=-- | 6" (5.3a)

% 13/2
2 6. (1) [2(1 —cosd )]
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Comme ici, on a o(6,t) =1, alors :
0.(0,1,5) = % I~ (D=Cy (@) (5.3b)

Or l’intégrale qui apparait dans cette expression (5.3a) se calcule et I’expression de la vitesse

de I’anneau devient :

(5.4)

v 1 | \/§+,/1+cosﬁc
1)=— .
© az| " \J1—cosé,

Finalement, comme la longueur de coupure 6, est de I’ordre de grandeur de I’épaisseur de
I’anneau tourbillon qui est petite, la vitesse V' (¢) de ’anneau tourbillon circulaire est donnée

par I’expression simple suivante :

, _Lli_i[lﬁ CN s }
0)=7 - R e n_+GO-1+6,0) | (5.5)

Que I’on soit dans le cas d’un anneau similaire ou d’un anneau non visqueux, C, ()

est donné a partir de (4.14) par la formule suivante :

C, (1) = +C,(0) - In(5), (5.6)
avec g(t) = g =1+4a’t , (5.7)

ou «a est le parametre de viscosité et ¢ 1’épaisseur du filament déterminée par (3.103) avec

S(¢) =8y, car la longueur S(¢) de I’anneau circulaire est constante.

s 3
Pour un anneau similaire C,, (0) =~ 0442, alors que C,(0)= 2 Pour un anneau de

vorticité uniforme. De méme, pour un anneau similaire (3.102b) donne :
C..(f) = 2(@j ’
wll) = 5)

alors que CW(O):—4m3 pour un anneau de vorticité uniforme. Ici, m( est le débit axial
initial. Il est non nul si la composante axiale du développement intérieur de la vitesse de
I’anneau a I’ordre principal est non nulle.

On note V(¢,) la vitesse de I’anneau pour faire apparaitre la dépendance avec le
parametre de viscosité «. On compare alors facilement la vitesse d’un anneau similaire

visqueux et non visqueux grace a 1’égalité suivante :

V(t,a)=V(t,a=0)- iln(l +4a’t). (5.8)
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Sous forme dimensionnelle, la vitesse (5.5) d’un anneau similaire s’écrit :

{ 8Ry }
V(t)= 1n7 +C,(t)-1+C,, (1) |. (5.9)

47Z'R0

On peut la comparer a I’équation (8) de Kelvin donnée dans 1’introduction.

V.2. Description et équation d’évolution d’un anneau circulaire perturbé

Dans ce paragraphe, nous introduisons les notations et les coordonnées qui permettent
de décrire un anneau tourbillon perturbé et nous donnons 1’équation d’évolution que satisfait

sa fibre centrale.

V.2.1. Description de la fibre centrale de I'anneau tourbillon perturbé
La fibre centrale d’un anneau tourbillon circulaire perturbé de rayon R, est repérée au

temps ¢ par une représentation paramétrique X(6,¢) de la forme suivante (figure 5.2) :

X(0,0) =Xy, (0,1) + X (6,1) (5.10)

avec Xy, (0,1) = i,.(0) +d(1)é5, (5.11)
ou (i,,ig,€3) et @ sont respectivement les vecteurs de base et 1’angle des coordonnées
cylindriques associées a la géométrie axisymétrique de la solution de base Xb (6,t), qui est
I’anneau circulaire non perturbé étudié au paragraphe précédent. Le rayon R de I’anneau a

été pris comme longueur caractéristique d’adimensionalisation et le parametre 6 sur la fibre

centrale est appelé le parametre polaire.

Figure 5.2. La fibre centrale d’un anneau tourbillon circulaire

et ’anneau perturbé par un mode 6
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D’aprés la définition du paramétre polaire 6 et des vecteurs (i r,ig,é3) des

coordonnées cylindriques, la fibre centrale X(6,¢) vérifie :

X(0,1)ei »(0)=0. (5.12)
Cette relation est alors également vérifiée par la perturbation X (6,¢7) :
X' (0,)ei9(0)=0. (5.13)
La projection de X (6,7) sur la base (i, ig,€3) s’écrit donc :
X' (0,6) = p(6,0)1.(0) + £(0,1)€5. (5.14)

V.2.2. Equation de la fibre centrale écrite sous la forme d’une méthode de coupure

La fibre centrale X(60,) de I’anneau circulaire perturbé (5.10) doit vérifier 1’équation

d’évolution (5.2a-b), qui s’écrit ici :

):((Q,t) - {):((Q,t) o E(H,t)J 1(0,t) = C_l;t(@,t, 0.)— {C_l;t(@,t,é’c) J %(Q,t)} 1(6,1)), (5.15a)

car la relation X(6,¢)eT =0 n’est pas vérifiée. Cette équation est complétée par la condition

X(0,t)ei p(0) =0, qui apres une dérivation temporelle devient :

X(0,t)ei »(0) =0 (5.15b)

L’ensemble de ces deux équations peut étre regroupé dans la seule équation :

. - - B} B}
X(0,1) = Cut(6,1,6,) {Cut(e,tﬂc) . ia(é’,t)}a(ﬁ,t)
. ,(5.16)
pe — — - i
+ wa,z) - Cut(H,t,é’C)j . %(H,t)}f(ﬁ,t) + [Cut(@,t,&c) . ig(@,t)}ig(@,t)

qui n’est pas 1I’équation :
2 - - - -
X(6,t) =Cut(0,t,0,.) —| Cut(6,1,0,.) ® iy(0,1) |ig(6,1) , (5.17)

utilisée par Widnall et Sullivan’ lors de leur étude de la stabilité linéaire d’un anneau
tourbillon circulaire. Néanmoins, dans le cadre de la linéarisation, le terme additionnel de

(5.16) par rapport a (5.17) s’avérera étre nul.
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V.2.3. Equation de la fibre centrale écrite a I'aide de I'’équation de Callegari et Ting

La fibre centrale X(s,t) de I’anneau circulaire perturbé doit vérifier I’équation (4.8) de

Callegari et Ting :

):((S,t) = Q" (s,0)+

K(s,t) [_ Ing+1In(S(t)) -1+ C,(¢) +C,, (t)]f)(s,t) , (5.18a)
47

ou s est le paramétre sur la fibre qui vérifie :

X(s,t)®T=0. (5.18b)

Lorsque que I’on prend le parametre polaire € sur la fibre centrale, cette équation

devient :
b . K(6,1) .
X(6,t)=Q* (0,1) + 7[— Ing +In(S(0)) — 1+ C,. () + C,, (1) |B(6, )
. (5.19a)
+| Xe7(0,1) } 7(6,1)
avec X(6,1) »ig(0) =0| (5.19b)

V.2.4. Discussion sur les équations d’évolution de la fibre centrale

Les équations d’évolution de la fibre centrale (5.15a) et (5.19) ci-dessus sont écrites
pour un anneau similaire. Ce sont des équations équivalentes. Elles sont visqueuses ou non
suivant que le paramétre o est ou n’est pas nul. Elles ne peuvent pas rendre compte de
perturbations sur le filament dont la longueur le long du filament serait de 1’ordre de
I’épaisseur ¢ de I’anneau qui ici est petite.

Pour des filaments ultra-fins (—Ing >> 1), ces équations se simplifient toutes deux a
I’ordre principal logarithmique en 1’équation de I’induction locale :

K(6,1)
C4r

):((H,t) =— Ineb(6,1). (5.20)

Cependant, on peut corriger ce résultat en prenant en compte 1’équation compléte (5.19), c’est
a dire en ne négligeant plus les termes d’ordre 1 par rapport aux termes logarithmiques. Pour
des filaments qui ne sont pas ultra-fins (—In& = O(1)), elles ne se simplifient pas : on ne peut
plus prendre 1’équation d’induction (5.20), il faut prendre 1’équation compléte (5.19). Cette
discussion revient a donner les différentes régions de simplification de 1’équation (5.19) sur

un axe gradué selon le parametre —Ing (Figure5.3).



V Vitesse et oscillations d’un anneau circulaire perturbé 169

équation équation
d’induction | | de Callegari et
locale Ting complete

filament filament filament
ultra fin fin épais

| » —In¢g
—-lne<<l O() —-Ine>>1

Figure 5.3 Les différents régimes d’épaisseur du filament

Lorsque 1’on connait une solution particuliére de ces équations (5.15a) et (5.19), on
peut simplifier les équations vérifiées par une perturbation de cette solution si son amplitude
est de I’ordre d’un petit paramétre d. Cependant, I’équation simplifiée que 1’on obtient dépend
de I’ordre de grandeur de d par rapport a celui de Ing. On représente alors les différentes
régions de simplification de I’équation (Figure 5.4) dans un plan (-In¢, d) de la méme fagon
que I’on représente les différentes zones de simplification des équations de Navier Stokes
compressible'? dans un plan (nombre de Reynolds, nombre de Mach).

d

A
d=x (1/lng)?

© <«

P —lng

—lne<<l1 O(1)

filament filament
ultra fin fin

Figure 5.4 Les différents régimes selon 1’épaisseur &

et un autre petit parametre d

Avec ce nouveau petit parameétre d en plus de —1/Ing, trois types de limites peuvent
étre envisagées dans ces équations pour les simplifier!? :
1) d—>0al/ln¢ fixé, puis 1/Ing— 0

ii) 1/Ing—> 0 adfixé, puis d >0

iii) d >0 et 1/Ing— 0 avec le lien d =« (1/Ing)? ou x = O(1) est une constante

et a en exposant réel a préciser.



170 V Vitesse et oscillations d’un anneau circulaire perturbé

Le cas 1) correspond a iii) dans lequel on fait & — Oet le cas ii) correspond a iii) dans lequel
on fait k — 0.

Notons pour finir que dans le cas 1), on réalise successivement les limites d — 0 a
1/Ing fixé, puis 1/Ilne— 0 dans les équations (5.15a) et (5.19) que ’on a obtenues a partir

des équations de Navier Stokes en effectuant la limite £ - 0 a d fixé.

V.3. Etude numérique des oscillations d’un anneau circulaire perturbé

Le code fortran qui simule numériquement 1’équation (5.18) du mouvement d’un
anneau tourbillon, dont on a déja parlé aux paragraphes I11.12.2 et II1.15.1, est légerement
modifi¢ afin de simuler 1’équation (5.19) avec un paramétrage polaire 6. On prend alors
mieux en compte la géométrie de I’anneau circulaire.

Nous avons trouvé numériquement les différentes étapes d’évolution d’un anneau

tourbillon similaire initialement de la forme suivante :
X (0) = (1+7y cos(nb))i,. (5.21)
Cet anneau est donc initialement dans un plan. Il est non visqueux ou visqueux suivant que o

est nul ou ne I’est pas.

V.3.1. Le cas non visqueux

La simulation numérique de 1’équation (5.18) pour un anneau elliptique n=2 a déja été
présentée au paragraphe 1I1.12.2. La simulation de 1’évolution de la fibre centrale de cet

anneau elliptique réalisée avec la nouvelle équation (5.19) redonne bien le méme résultat.

Figure 5.5 : Vue perspective de la simulation numérique
d’un mode n=3 (de bas en haut)
mg =0,6=0.02,a=0,ry =01
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. vue de dessous vue perspective
vue perspective ‘
Pt

==t
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vue de face

vue de gauche
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vue de dessous

vue de face vue de gauche
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vue perspective
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vue de face vue de gauche

t=1
Figure 5.6 Détail de la simulation numérique d’un mode n=3
mgy =0,6=0.02,a=0,ry =01
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Les figures 5.5 et 5.6 montrent le mouvement d’un mode 3. Comme pour I’anneau elliptique,
on observe que le mouvement est périodique. Au temps qui correspond a la demi-période,
I’anneau tourbillon est dans un plan et a la méme forme qu’initialement mais inversée. Pour
les modes supérieurs, on observe aussi une période d’oscillation et un passage par une

configuration plane inversée a la demi-période.

V.3.2. Le cas visqueux

Lorsque 1’anneau tourbillon est visqueux («a #0), les simulations donnent le méme

type de comportement que dans le cas non visqueux. Si I’anneau est initialement dans un plan,

il reprend une forme plane au bout d’un temps Tl(}z , puis retrouve sa forme initiale au temps

7. Cependant le temps T 0 est plus grand que le double du temps Tl%. On passe donc

toujours d’une configuration plane a une autre, mais en des temps qui deviennent toujours de
plus en plus grand. La vitesse moyenne de 1’anneau, selon la binormal de I’anneau non

perturbé, diminue dans le temps.

V.4. Etude analytique linéaire des oscillations d’un anneau circulaire perturbé

Dans ce paragraphe, nous faisons une étude analytique linéarisée des oscillations d’un

anneau circulaire perturbé. Dans les conditions de cette lin€arisation, les amplitudes p(6,¢) et

&(60,t) de I’expression (5.14) de la perturbation de la fibre centrale sont petites.

V.4.1. Les équations des amplitudes de la perturbation

Nous recherchons une solution linéaire perturbée de la forme suivante :
X' = p(1)e"?i,(0) + (1), (5.22)

ou le nombre entier n est le mode de la perturbation et i 2-_1.0na représenté sur la figure
5.2 une perturbation avec six lobes. Elle correspond a un mode n=6.

Les équations d’évolution de la fibre centrale (5.15) et (5.19) ne sont valables que pour
des perturbations dont la longueur d’onde est grande devant I’épaisseur réduite & de 1’anneau.

Ceci impose au mode n de vérifier la relation :

1

<< —
n<<—| (5.23)

Or, d’aprés I’expression (5.2d), 6. est de I’ordre de ¢ . 1l satisfait donc la relation :
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ng. <<1. (5.24)

En remplagant cette expression (5.22) dans les équations (3.103) et (5.2d) d’un anneau

similaire, on obtient :

S(1) = Spase (1) = So (5.25a)
S(t) = Spuse (1) = N1+ 4021 (5.25b)
0. = 0., (1- pe™?) (5.25¢)
Emy 2
o 1—Cv (0)+2 T
Orpase = (5.25d)
C,(0) ~ 0442 (5.25¢)

Puis, si on remplace I’expression (5.22) dans I’expression (5.2c¢) de I’intégrale de

coupure, ainsi que ’ont fait Widnall et Sullivan’, on obtient :

C_l)lt = qO_é3 + qlir + Q2é3 + Q3i9’ (526)
avece
1
g0 = | F(0) - F(D] (5.27)
L | FO)- %[F(n +1)+ F(n—1)]
q1 = Ege’”g | (5.282)
+ En[F(n +1) = F(n—1)]
2F(n)— %[F(n +1)+ F(n—1)]
1 in@ 1
g =7 —pe"| - F()- En[F(n +1) = F(n—1)] (5.28b)
% [F(O)+F(n)-F(1) - %[F(n +1)+ F(n—1)]
N %[F(n +1) = F(n—1)] - nF(n)
q3=-ig—& "0 (5.28¢)
+ E[F(n +1)+ F(n- 1)]
A cosn@ *
et Fny=2] 5d6". (5.29)

6, {2(1 — oS 6’*)}
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Au premier ordre en p et &, nous pouvons remplacer 6. par 6., dans g1, g5, g3 tandis

que I’expression (5.27) de g devient :

1 .
—V, +— pe?, 5.30
G0 =Vp+,_pe (5.30)

ou V} est la vitesse de ’anneau circulaire non perturbé donnée par les expression (5.3a) et

(5.5) dans lesquelles 6, est remplacé par O pase - NOUS redéfinissons ainsi g et g, par:

q0 =V (5.31a)
g2 =3+ pe. (5.31b)
4r
Au premiére ordre, on retrouve ici la vitesse d’évolution d’un anneau tourbillon circulaire,
c’est a dire que I’on vérifie bien que I’écoulement de base avec la vitesse trouvée au

paragraphe V.1. est solution des équations. On déduit alors les relations :

{C_lit(@,t) . f(é’,t)} T(0,0) = (g3 + V) Rimei”"’ )ig(6) (5.32a)
0
F(. %J =, < inein? )ig. (5.32b)
Ry
On adonc:
F{- %J T— {C_:lto %} T+ {c?n- ig} ig=0. (5.33)

Dans ce cas linéaire, 1’équation (5.15a-b) d’évolution du filament se simplifie bien en
I’équation (5.17).

Finalement, en remplacant I’expression (5.22) des modes dans les équations (5.17)
d’évolution de la perturbation, on obtient les équations suivantes d’évolution des amplitudes

de la perturbation :

p=Ve (5.34a)

E=V,p| (5.34b)

avee
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| FO)- %[F(n +1)+ F(n—1)]

Ve=" (5.35a)
o %[F(n +1)= F(n—1)]
2F(n) - %[F(n +1)+ F(n—1)]- F(1)
1| 1
Vo=0-- En[F(n +1) = F(n—1)] . (5.35b)
% {F(O)JrF(n)-F(l) - %[F(n +1)+ F(n— 1)]} +1

Les équations (5.34) et (5.35) des amplitudes de la perturbation sont dues a Widnall et
Sullivan’. Par rapport a leur étude, nous avons mieux écrit I’équation non linéaire de coupure
(5.15a) associée au parametrage polaire utilisé et nous avons montré que I’expression (5.33)
n’a pas de contribution dans le cas linéaire. Cependant, lors d’une étude analytique faiblement
non linéaire ou lors d’une étude numérique non linéaire, il ne faudrait pas oublier ce terme
supplémentaire qui pourrait avoir son importance. Notre équation (5.25) posséde le parametre
de viscosité « qui permet d’étudier les effets de la viscosité, ce qui n’avait pas été introduit
par les précédents auteurs.

Comme 6, est petit et que nf,. << 1, I’expression de F'(n) est une intégrale singuliere
par rapport au petit parametre 6,.. Par un calcul de développement d’intégrale singuliere

comme on a fait déja plusieurs fois dans ce mémoire, on peut donc développer F(n) par

rapport a .. Son expression se simplifie et devient (Annexe A.14) :

F(n) = +1(n)+ 0(6?) (5.36)

——+k(n)n

c base ¢ base

avee ©

k(n) =~ —n?
n)—4 n (5.37a)

1 7 | 2cos(nd) k() 2
I(n) = ﬂ2+k(n)ln4+'[ T Rt

0| [2(1-cos®)]2

0.  (537b)

En particulier,ona: /(0)=1(1) =0.
Notons que si I’on avait fait I’étude avec 1’équation d’évolution (5.19a-b) de la fibre
centrale perturbée au lieu d’utiliser 1’équation équivalente (5.15a-b), le calcul d’intégrale

singuliere aurait déja été effectué et on serait arrivé a ce méme résultat (5.37).
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Widnall et Sullivan’ ont désingularisé 1’intégrale d’une fagon un peu différente. Ils

n’ont pas tabulé la fonction /(n), mais une autre fonction qu’ils ont appelée G(n).

Cependant, leur résultat est équivalent a (5.36) si on enléve le terme In(1+ n? ) qui est de trop
dans leur formule.

Thomson®, a fait une étude similaire a la précédente mais uniquement pour des
filaments ultra-fins pour lesquels —Ine>>1. Comme 6., =O(e), 1l vient
—Ing,. pase >>1, c’est a dire qu’il a limité le développement (5.36) a son ordre logarithmique.
L’apport complémentaire de 1’étude Widnall et Sullivan® précédente est de donner la
correction d’ordre 1 a cette étude de Thomson® pour des filaments ultra fins et de généraliser
cette étude a des filaments non ultra-fins pour lesquels le terme logarithmique est alors du
méme ordre de grandeur que le terme d’ordre 1.

Dans la linéarisation que 1’on a faite, les amplitudes p et & sont de I’ordre d’un petit

paramétre d et on a effectu¢ la limite :
d—>0al/lne fixé. (5.38)

Pour des anneaux fins (—1/Ing= O(1)), ’étude précédente et le résultat (5.34) est valable

tant que d est assez petit :

4 <<1]

Pour des anneaux ultra fins (—1/Ing << 1), le résultat (5.34) n’est pas uniquement valable

dans le cadre de cette limite (5.38). D’apres la discussion du paragraphe V.2.4, il doit étre

aussi valable dans toute une région a e]ac ,+oo[ en ordre de grandeur pour laquelle on a le

lien d =k (=1/In¢g)?. Le domaine de validité de 1’étude, pour ces anneaux, est donc :

d << (=1/Ing)% |

L’étude qui vient d’étre faite n’est plus valable pour la valeur critique a., pour laquelle

I’équation (5.19) de Callegari et Ting dégénere différemment et dans la région a e]O,ac[ ,

pour laquelle 1’équation du filament doit dégénérer en I’équation de I’induction locale. Il serait

intéressant de déterminer cette valeur critique a,. et de voir comment I’équation (5.19) se

simplifie alors dans ce régime critique. On pense que ce régime correspond a :
d=0(-1/1nne)

et qu’il est 1’équivalente pour I’anneau circulaire du régime de Klein et Majda qui a été

déterminé pour un filament tourbillon droit (paragraphe VI.3).
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" V() O
2 1.665 2.333
3 2.311 2.666
4 2.695 2.920
5 2.967 3.124
6 3.178 3.294
7 3.350 3.440
8 3.496 3.568
9 3.623 3.6815
10 3.734 3.745
11 3.835 3.844

Table 5.1 : Valeurs de ¥~ (n) etde V™" (n)

177

Lorsque nous substituons cette expression (5.36) de F(n) dans les expressions (5.35a-

b)de V¢ et V,, nous obtenons :

Ve = —inz[ﬁ —I7+(n)]

14

Yo,

- i(n2 -7+ 7 )|

ot 1’on a définit le paramétre ¥, que I’on appelle paramétre de structure par :

V =1In( )

Cbase

et o les expressions de ¥~ (n) et V" (n) sont :

avee ©

ge(n) =

gp(n)
n2 -1

ge(n)

2
n

Vi) =

1
+ En[l(n +1) = I(n—1)]

1
I(1) - 5[1(;1 +1)+1(n—1)]

(5.39a)

(5.39b)

(5.40)

(5.41a)

(5.41b)

(5.42a)
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21(n) - %[l(n +1)+1(n—1)] - (1)

g,(n) =| - %n[l(n +1)—l(n-1)] . (5.42b)

% [1(0)+z(n)-z(1) - %[l(n + D) +I(n- 1)]} +1

Les valeurs de 77~ (n) et ¥/ (n) ont été calculés et sont données dans la table 5.1.

Dans la limite des grands n, les expressions (5.41) de ¥~ (n) et ¥ (n) deviennent :

Inn+y+2In2-1
+

n2

O(n~*Inn) (5.43a)

AW

- 1
V- (n) =lnn+7/+2ln2—§

14
_ 3lnn+7/+21n2—1—f
V+(n):1nn+y+2ln2—5+z

5 +0(n % Inn). (5.43b)
n

Ces expressions ne sont pas mauvaises depuis n=2.

Widnall et Sullivan’, ainsi que Thomson®, n’ont donné la formule (5.39) de VeetV,

que pour des filaments ultra-fins pour lesquels 7 >> 1. Pour ces filaments, la formule (5.39)

devient :

V.= i[_ 7] (5.44a)

v, = i[( 2 -1y7] (5.44b)

P 4n M ' :
Widnall et Sullivan’ n’ont pas donné les formules (5.39a-b) de Ve et V,, et pour continuer
I’étude, ils se sont servis des expressions (5.35a-b) de Ve et V), de leur développement de

F(n) du méme type que (5.36) et des valeurs du terme G(n) qui est équivalent a notre /(7).
11 est bien plus agréable de travailler avec les formules (5.39a-b) et les valeurs de /(n).

Thomson® n’a pas utilisé la méthode de coupure de Burgers (4.1a), mais la méthode de
coupure (4.1b). D’apres la formule (4.13) et la table 4.1, le lien entre sa longueur de coupure

(&

) Thomson €t 12 longueur 6. de la méthode de Burgers est :

1 4 1 4 1+1 2+1 (5.45)
n—=In— —1+In2+— .
‘96 gcThomson 2

qu’on écrit :

SO 1
V =Vrhomson —1+1In2+ 5 (5.46)



V Vitesse et oscillations d’un anneau circulaire perturbé 179

ou I’on a posé :
"y 4
Vihomson =N . (5.47)

ecThomson

Ainsi, si Thomson® avait tenu compte des termes d’ordre 1, il aurait obtenu :

1 5[~ 1
Ve=-g-n [VThomson—1+ln2+§—V+(n)} (5.48a)
15 [ 1
Vp =3 (1" =1 Pinomson =1+ In2+ 247~ (n)|. (5.48b)

Les équations (5.48) et (5.39) différent donc d’une constante, mais ne sont pas écrites avec le
méme parameétre de structure. Le lien entre le parameétre de structure et la structure de I’anneau
difféere aussi de cette constante entre les deux méthodes de coupure et ne peut étre connu que
si I’équation de coupure a été reliée a I’équation de Callegari et Ting. Ce lien n’était pas connu
de Thomson pour sa méthode de coupure. On 1’a donné au chapitre IV précédent. Il était par
contre connu de Widnall et Sullivan® pour la méthode de Burgers.

Puisque la longueur de coupure 6. est donnée par (5.25d) et la vitesse V}, d’un anneau

circulaire par (5.5), le paramétre de structure ¥ d’un anneau tourbillon similaire vaut alors :

~ 8 Em 2
=4z =In() -1+ G (0-2 —= ) . (5.49)

avec C,(0) = 0442.

La structure interne du filament est prise en compte intégralement par

les deux groupements équivalents ¥ ou 6., qui sont définis par les

formules (5.40) et (5.25d). Les effets de la structure de I’anneau sont

complétement décris par ces groupements.

Au lieu de donner I’expression (5.39) de V¢ et V,,, en fonction du parametre de structure Vv,

on peut la donner en fonction de la longueur de coupure 6, par la formule suivante :

__L 2 i_’”r

Ve = 47Tn {lngc V (n)} (5.50a)
__1 2 1—4 7o b

Vp—4”(n ~1) nHC +V " (n) (5.50b)

avec I’expression (5.25d) de 6.
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V.4.2. Le cas non visqueux

Si ’anneau tourbillon est non visqueux (« = 0), alors le paramétre de structure ¥ est

indépendant du temps et son expression (5.49) devient :

I7=ln(§)—l+CV(O)—2m02. (5.51)

Les amplitudes solutions des équations (5.34a-b) sont alors de la forme :
(1) = pye?! (5.52a)
&) = &eP?, (5.52b)

ou le taux de croissance S est donné par :

B=xV, Ve . (5.53)

Suivant le signe du produit VoVe, le mode solution est soit stable soit instable. Lorsque le

mode est stable, il est purement oscillant et lorsqu’il est instable, il n’est pas oscillant.

n

8

7.5]

6.5 stable

stable

=

2.8 29 3 3.1 3.2 3.3 3.4

Figure 5.7 Domaines de stabilité et d’instabilité

La condition (5.23) peut s’écrire :

n<<e’] (5.54a)

La zone d’instabilité de la figure 5.7 est située pour des valeurs de n de I’ordre de n = O(eV) .

Elle sort donc du domaine de validité¢ de I’étude. Ce graphique n’est plus valable non plus

pour des valeurs trop grandes de I’épaisseur ¢, ce qui correspond a des valeurs petites ou
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négatives du paramétre de structure . S'il n’y a pas de débit axial, la relation (5.49) indique

qu’a la condition ¢ << 1 correspond la condition :

~

7 >2]| (5.54b)

V.4.2.1. Les modes instables

Lorsque le mode est instable, il est de la forme suivante :
~ - - v
X(6,t) =d(t)é3 +i,.(6) + 2 py cos(nB)(cosh(S )i, (0) + ?p sinh(Bt)éz). (5.55)

La figure 5.8 montre 1’évolution et la forme de cette expression (5.55) pour un mode 4

instable.

Figure 5.8 Evolution d’un mode 4 instable (de bas en haut)
£=027429 ,my =0et 29y =025

Le taux de croissance £ du mode instable # est :
1 — —
= n? - 1)\/— 7 =77 -7 )]

ot V'~ (n) et ¥ (n) sont donnés par les formules (5.43a-b) ou la table 5.1. L’abaque de la

N

(5.56)

figure 5.9 représente alors la forme de ce taux de croissance en fonction du parametre de

structure ¥ et du mode .
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47Z'g 8 9
V _ 4 5 6 7
o =2 n=3

0.4}
0,3}
0,2}

0,1t

1,5 2 25 3 35 V
Figure 5.9 : Taux de croissance f suivant le mode

n et le paramétre de structure 7

Pour des filaments ultra fins et sans correction d’ordre 1, Thomson® a obtenu les
équations (5.44). L’anneau tourbillon est alors toujours stable. Pour des anneaux fins, mais
non ultra fins, ou pour des anneaux ultra fins, mais en tenant compte de la correction d’ordre
1, I’étude de Widnall et Sullivan® ou I’étude suivante montre qu’il existe des modes instables.

Si I’anneau a une structure non visqueuse similaire connue (épaisseur &, débit axial

mg et C,(0)~0442), on peut alors calculer son paramétre de structure ¥ a 1’aide de la

formule (5.51). Alore, a 1’aide de la figure 5.9, on détermine facilement quel mode » est
instable.

Néanmoins, comme les méthodes de coupure ont été justifiées par comparaison avec
I’équation asymptotique d’évolution de Callegari et Ting, qui ne peut pas rendre compte des
ondes courtes, les méthodes de coupure ne sont pas valables pour des variations courtes le

long de la fibre centrale de I’ordre de I’épaisseur de corps. L’étude précédente ne peut donc
1

pas dire si les ondes courtes sont stables ou pas. Pour des modes tels que n=0(—), le
£

graphique 5.9 n’est plus valable, c’est a dire qu’il faut que :

n<<eV.

Ce graphique n’est plus valable non plus pour des valeurs trop grandes de 1’épaisseur ¢. Il
faut donc que : V>2.
D’apres la figure 5.9, on trouve toujours un mode instable, mais pour des valeurs de n

qui sont grandes. C’est pour cela que Widnall et Sullivan® ont qualifié d instabilité fictive de
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Widnall’, 1'instabilité qu’ils ont trouvée et dont le taux de croissance est représenté sur la

figure 5.9.

V.4.2.2. Les modes stables

Lorsque le mode est stable, il est de la forme suivante :
- - - V
X(0,t) =d(t)éz + Ryi,.(6) +2cos(nb) py(cos(wt)i,. (0) + £ sin(wt)éz), (5.57)
0]

ou @ est la pulsation définie par :
f=tio. (5.58)
La figure 5.10 montre I’évolution et la forme de cette expression (5.57) pour un mode 4 stable

qui est initialement dans un plan (figure 5.10a) ou qui ne I’est pas (figure 5.10b).

a b
Figure 5.10 Evolution d’un mode 4 stable (de bas en haut)
pour &=0.27429 ,my =0et 2y = 0.25

initialement dans un plan (a) ou pas (b)

La forme (5.57) des modes explique les résultats numériques des figures 5.5 et 5.6.
D’apres cette forme, les points d’intersection initiaux entre le cercle de ’anneau non perturbé
et la fibre de I’anneau perturbée restent toujours a la méme place dans le référentiel li¢ a

I’anneau circulaire non perturbé. Si nous suivons un point pour une valeur fixe du parametre
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0, il tourne autour de la fibre circulaire comme nous le voyons sur la figure 5.11. Ainsi, si
nous regardons le tourbillon perturbé depuis la direction €3, il est initialement dans un plan
avec n boucles. Au temps 7/4, ou T est la période d’oscillation, il ressemble a un cercle. Au
temps 7'/2, il est dans un plan comme initialement, mais avec les boucles a 1I’opposé d’ou
elles étaient initialement. Au temps 37 /4, il ressemble de nouveau a un cercle et au temps T,

il a la méme forme qu’au début.

-.-. fibre centrale non perturbée
— fibre centrale perturbée

u point fixe
® point tournant

Figure 5.11 : Oscillations d’un anneau tourbillon
La période 7 d’oscillation :

T="= (5.59)

du mode n est :

72,2

8
T =
Jn? = )n? \/[17 7|7 -7 )]

ou le paramétre de structure 7 est donné par la formule (5.51) et ¥V~ (n) et ¥+ (n) par les

(5.60)

g

(5.43a-b) ou la table 5.1.
Si on néglige ¥V (n) et V(1) dans (5.60), on retrouve la période donnée par
Thomson® ou Da Rios’ pour des anneaux tourbillons ultra fins :
872

A

Dans le cas n=2, cette expression (5.60) de la période est en accord avec celle de Dahnak et

T (5.61)

De Bernardinis®, qui ont utilisé les résultats de Widnall et Sullivan®.



V Vitesse et oscillations d’un anneau circulaire perturbé 185

L’abaque de la figure 5.12 représente alors la forme de cette période en fonction du

paramétre de structure ¥ et du mode 7.

T
18

161

141

12

10

=5
N W

()
<

35 4 45 5 55
Figure 5.12 : Période d’oscillation suivant

le paramétre de structure ¥ et le mode #

On voit sur cette figure que la période de I’anneau diminue si son épaisseur diminue et si son

mode augmente.

V.4.3. Le cas visqueux

Dans le cas visqueux (« # 0) I’expression (5.49) montre que le parametre de structure

V' dépend du temps. Les termes V et ¥, sont des fonctions du temps.

6 . . . .

0 - - - - a
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 5.13 : Période d’oscillation visqueuse en fonction
du parametre de viscosité o pour le mode n=3

(- étude linéaire, x simulation numérique)
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Les €quations (5.34a-b) s’écrivent alors :
p=Ve()E
. : (5.62)
E=V,(1)p

Les solutions de (5.62) sont déterminées numériquement en utilisant une méthode de Runge

Kutta. On obtient alors 1’évolution de la figure 5.13 pour la période en fonction du parameétre

de viscosité « . La premiere période et la premiére demi-période augmentent en fonction du

parametre de viscosité.

V.4.4. Le champ de vitesse d’un anneau circulaire perturbé

Jusqu'a présent, on a obtenu 1’évolution de la fibre centrale d’un anneau tourbillon
circulaire perturbé, mais rien n’a été dit sur le champ de vitesse associé. Dans ce paragraphe,
on donne sa forme a une distance du filament grande par rapport a son €paisseur, puis a une
distance de I’ordre de son épaisseur. Remarquons que dans I’étude analytique de stabilité
linéaire qu’on vient de faire, seule la fibre centrale a été perturbée et pas le champ de vitesse

relatif a cette fibre centrale.

V.4.4.1. Le développement extérieur du champ de vitesse
Dans coordonnées cylindriques (gq,6,z), associées a la géométrie de I’anneau circulaire, le

champ de vitesse de I’anneau circulaire sans débit axial est axisymétrique.

q
A

2|

1.5

Figure5.14 Lignes de courant du champ de vitesse extérieur

dans un plan méridien d’un anneau circulaire
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Dans un plan méridien (g,z), la fonction de courant y de I’écoulement est donnée

par la formule :

q f cos@ *
(@2 =5 | 15— -d6", (5.63)
”0\/2 +q° +1-2gcos@

pour un anneau de rayon 1 situé en z = 0. Les lignes de courant du champ de vitesse dans un
plan méridien sont représentées sur la figure 5.14. Ce champ est le développement extérieur

du champ de vitesse. Il est singulier en un point de la fibre centrale de 1’anneau.

V.4.4.2. Le développement intérieur du champ de vitesse

Pour compléter le champ de vitesse de la figure 5.14, il faut donner le développement

intérieur du champ de vitesse. Il est décomposé selon la formule (1.5) :

V(X 1) = ):((s,t) +V(X,1). (5.64)

Les figures du chapitre II1.12.3 nous donnent la forme du champ de vitesse relatif V(X,7) et

I’étude précédente V.4.2 et V.4.3 nous donne la vitesse X (s,7) de la fibre centrale, puisque

I’on connait comment celle-ci se déplace.

Seules la partie axisymétrique du champ de vitesse a I’ordre 1 et la partie de la vitesse

X (s,¢) de la fibre centrale selon la tangente ©(6,¢) n’ont pas été données. Pour un anneau

circulaire, la contribution XeT de la vitesse tangente due a I’intégrale de Biot et Savart est
nulle. Pour un anneau circulaire perturbé, on peut obtenir sa valeur analytique a partir de la

formule (5.28c) :

Xe7 7= |:C_l)lt(0,l‘) ° %(931):| t(0,t) = _é:Vrieineig (5.65)
avec
_%[F(n+ - F(n— 1)]—nF(n)
yoo L (5.66)
[P+ 1+ Fo=0] -] F(0) - F(1)]
et nous trouvons :

v, = i(3n+4n3)[17 ~7¢()] (5.67)
8
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~ 2g.(n
7€ (n) = —Ll (5.68)
(Bn+4n~)
1 n
avec g, (n) = —5[1(;1 +1) = I(n—1)]—nl(n) + E[l(n + 1)+ 1(n = )] = n1(0) - 1(1)].
Pour n grand, on a :
e 12In2+Inn+y -2 Inn
Vo) =— +O0(—). (5.69)
2 n’ n*
Nous avons déterminé une fois pour toute les valeurs de 7 (n), dans la table suivante :
" Q)
2 0.07
3 0.05
4 0.04
5 0.03
6 0.024
7 0.019
8 0.016
9 0.013
Table 5.2 : Valeurs de 7 ¢ (n)
Dans le cas des oscillations stables, (5.65) s’écrit :
{X- %(e,z)J T(0,1) = =2 py L cos(nB) sin(wt) iy (5.70)
avec
VoV, 4 1 2 Dis o V-V
=Ly |- £2_ ——(3n+4n3)1/%[V 7 ()] V2V @) s
® Ve 87 n V-V (n)
L
Vo n=2
5 n=73

0]
15

=204 n=>5

3.5 4 45 5 5.5 LI 74

Figure 5.15 : Evolution du paramétre L
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Nous avons représenté 1’évolution du coefficient L avec le coefficient de structure sur la figure
5.15.
Le champ de vitesse axiale di a I’intégrale de Biot et Savart est représenté sur la figure

5.16.

Figure 5.16 : Champ de vitesse axiale di a I’intégrale de Coupure

Pour ce mode 3, initialement il n’y a pas de vitesse axiale due a Biot et Savart, puis il
se forme trois points d’étirements et trois points de compressions qui correspondent aux
points d’inflexions de la ligne centrale. Nous rappelons que ce sont des points immobiles dans
le référentiel 1i¢ a I’écoulement de base. Cette vitesse est d’ordre 1 et elle se rajoute donc a la

vitesse relative axiale a ’ordre 1.

V.5. Comparaison entre les simulations numériques et I’étude analytique
linéaire

Nous pouvons comparer les résultats de I’étude analytique linéaire du paragraphe
précédent avec des simulations numériques réalisées avec un profil initial (5.21) dont

I’amplitude 7y =0.01 de la perturbation est petite. Le cas &£=0.02 du paragraphe V.3

correspond a 77 = 5433 et a une amplitude 1y plus grande.

V.5.1. Le cas non visqueux
Pour un anneau non visqueux, la comparaison entre la période analytique et la période
trouvée numériquement est en trés bon accord. Sur la figure 5.17, la comparaison est faite

pour le mode 3 en fonction du paramétre de structure ¥ . Nous avons également réalisé la

simulation d’un mode 4 instable non visqueux avec &=027429, 1y =0.01 et nous avons
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trouvé un taux d’amplification de = 0.16 qui est en bon accord avec la prédiction linéaire de

B=014.

18

16}

14}

35 4 45 5 5.5 6V
Figure 5.17 : Période d’oscillation suivant

le paramétre de structure ¥ et le mode #

(- étude linéaire, x simulation numérique)

V.5.2. Le cas visqueux

Dans le cas visqueux, le tourbillon initialement dans un plan, est de nouveau dans un

plan au temps Ti/> que nous appelons la ‘demi -pseudo-période’, puis au temps 7 que nous

appelons la ‘pseudo-période’ du tourbillon.

6

0 - - - - a
0 0.2 0.4 06 08 1

Figure 5.18 : Demi-période d’oscillation visqueuse en fonction
du parametre de viscosité o pour le mode n=3

(- étude linéaire, x simulation numérique)



V Vitesse et oscillations d’un anneau circulaire perturbé 191

La figure 5.18 donne la demi-période d’oscillation du tourbillon pour un mode 3 avec
£=0.02 en fonction du parameétre visqueux ¢. Il y a un bon accord entre la simulation et

I’étude analytique linéaire.

V.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié numériquement les oscillations de grandes
longueurs d’onde d’un anneau circulaire de faible épaisseur. Une étude analytique linéaire a
donné une formule pour la période d’oscillation de 1’anneau tourbillon qui est en bon accord
avec les simulations numériques.

Ce chapitre compléte 1’étude linéaire de Widnall et Sullivan®, car ces auteurs n’ont pas
donné de résultat sur la période d’oscillation et n’ont pas fait de comparaison avec des
simulations numériques. Il généralise leur étude, car il prend en compte une vitesse axiale et

que I’effet de la viscosité a également été étudié.
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Chapitre VI

LE FILAMENT NON FERME

Dans ce chapitre, on étudie un filament non fermé, dont la fibre centrale ¢ est décrite

paramétriquement & 1’aide d’une fonction X = X(s,7) avec s e]— oo,+oo[. I est représentée

sur la figure 6.1.

xlel X,€,

Figure 6.1 La filament tourbillon non fermé

Pour ce filament, nous obtenons les résultats équivalents a ceux que nous avons
déterminés dans les chapitres I, III, IV précédents pour un anneau tourbillon. On détermine
d’abord les développements extérieur et intérieur du champ de vitesse induit par le filament
tourbillon, puis I’équation d’évolution de sa fibre centrale. On justifie alors les méthodes de
coupure pour ce filament. Apres avoir étudié un filament droit soumis a sa propre induction
ou a un ¢étirement longitudinale, on étudie le régime de Klein et Majda, les oscillations d’un

filament droit et la stabilité de deux filaments paralléles.
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VI.1. Champ de vitesse induit par un filament tourbillon non fermé

Ce paragraphe est 1’équivalent du chapitre II. Nous cherchons les développements
intérieur et extérieur du champ de vorticité ainsi que du champ de vitesse induit. Nous
déterminons également le comportement prés du filament du développement extérieur du
champ de vitesse, ainsi que le comportement loin du filament du développement intérieur du
champ de vitesse.

On ne peut pas se servir directement des résultats du chapitre II obtenus pour un
anneau tourbillon de longueur S, car ces résultats font apparaitre la longueur S du filament qui
ici est infini. Cependant en séparant le filament en un morceau fini sur lequel on peut se servir
des résultats du chapitre II et en deux morceaux semi-infinis, on trouve les résultats désirés.
C’est ce comportement de 1’abscisse s qui peut devenir infini qui distingue les résultats de ce
paragraphe a ceux du chapitre II.

Comme pour le chapitre II, on s’intéresse a un filament tourbillon, qui n’a pas de
petites longueurs d’ondes. On donne également les résultats simplifiés pour un filament dont
I’ordre principal du champ de vitesse est axisymétrique et indépendant de 1’abscisse. A part
dans le sous-paragraphe VI.4, tous les champs de ce chapitre sont donnés pour la
configuration initiale a r=0 et on omettra systématiquement de mettre I’indice 0 qui doit le
signaler. On étudie un filament tourbillon avec une fibre centrale initiale X de la forme

1

52

X(a) et un champ de vorticité initial @ de la forme @ = & (r,@,a), o0 a est le

parametre sur la fibre centrale.

VI.1.1. Le développement extérieur du champ de vitesse

Comme pour un anneau tourbillon, le développement extérieur (¢ > 0 a x fixé) du

champ de vitesse (%, ¢) est:

0 1
Vo p,a,8) = v"‘“( ) (r,0,a) + gv"‘“( ) (r,p,a) + O(£%) (6.1)

L Ha) A (R(@)+ (@) -X(@) |,

3 (6.2)
T — — '
¢ |X(@)+ri(p.a) - Xia)

avece

L’ordre principal du développement extérieur du champ de vitesse est donc une distribution

de Dirac 647 concentrée sur la fibre centrale.
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VI.1.2. La limite prés du filament du développement extérieur champ de vitesse

Pour déterminer le développement proche de la fibre centrale de 1’ordre principal

_out(® . . .
you (r,p,a) du développement extérieur du champ de vitesse, nous utilisons la méthode

des développements asymptotiques raccordés des intégrales singuliéres comme pour un

anneau. On rappelle que dans cette méthode, nous développons d’abord I’intégrant par rapport

!

ara fixé dans un voisinage du point M(r,¢,a), puis nous intégrons selon a' (Figure

r
6.2a). En dehors de ce voisinage, nous développons I’intégrant par rapport a r a a’ —a fixé et
nous intégrons selon a’ (Figure 6.2b). On obtient alors le résultat voulu en sommant les deux

développements obtenus.

fixé r—>0aa —a fixé

a b

Figure 6.2: Schéma de la méthode de développement

. . . ~out©®
de I’intégrale singulicre yout (r,p,a)

Pour un filament ouvert, le calcul différe sensiblement de ce qui se passe pour un

anneau. En dehors du voisinage du point M(7,@,a), on est obligé de séparer I’intégrale en
deux parties. Une partie sur une longueur L de ’ordre de 1 autour du point M(r,¢,a) qui se
comporte comme pour un anneau tourbillon. Puis, une partie qui est composée de deux
morceaux semi-infinis (Figure 6.2b). Sur celle-ci, le comportement est différent, car le terme

K(a)b(a)
2a’] >

que I’on retranche a ta+a’)n(X(@)=X(a+a") ,

[X(a) - X(a+a"|
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pour que I’intégrale LI Ha+a") A (X(@) ~X(a+a") - K(@)b(a) da’ (6.3)
4r

X(@) - X(a+a"|’ Ya’

soit convergente en a’ = a, introduit une singularité logarithmique lorsque a’ est infini.

: L _out@ ..
Si on choisit L =2, le développement de yout (r,p,a) pour r voisin de zéro est

(Annexe A.3) :

K K a
Vout( )(I’—)O @,a )__9+—[1n—— }b+—cos((0)9
4| r 4

+A
(Fsin2¢ +0 2){124} L6 cos2
I Sin + n———|+—
3 k2 sin2¢ +0cos2p PR s cos2¢p

e a +ie+—4 B-3C-0 o
18 3K 2 ( )

1 2 -
+—r(K, singp— KTcosgo){ln— - 1i|1:
4 r

+0(r2 Inr)

T’ ta+a A X(a) - X(a+a) |
‘X(a) -X(a+a) 3
K(a)b(a)

2a’| ]

;(a)=$ o da’ (6.4b)

~H(1-|a’l)

J‘ t(a+a) A (X(a) X(a + a’))
4x f [X(a) - X(a + a’)|

L Ir<a+a)A(X<a> X(a+a) (6.4¢)

A(a)= lim 2
10 . |X(a) X(a+a')|

R

t(a+a')

) X(a) - X(a + a')|3

B +o0 i ]

B(p,a)=¥F(p,a) A [ (K4 (a)n(a) 5 Ha' (6.4d)
P H = |a')) (i(a) + K(a)ii(a)a’ +| + K(a)T(a)b(a) | )

1
la')?

- K@) |
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oo ) o (Xt @) = XN 4 'y p (R(a+a') - Xa)]
- | X(a+a") - X(a) da'> (6:4¢)

K2 (a) &
o) B

—00

ou H est la fonction d’Heaviside.

Si on compare ces relations avec celles d’un anneau tourbillon, on voit que les
formules (6.4b), (6.4d) et (6.4e) changent par rapport aux formules (2.11b), (2.11c¢) et (2.11d),
car les intégrales sont sommeées sur ]— oo,+oo[ au lieu de ]—S 2,48/ 2[ et qu’elles font

apparaitre la fonction d’Heaviside. Les formules (6.4a) et (6.4c) sont les mémes que les

formules (2.11a) et (2.12) avec la longueur S remplacée par 2.

VI1.1.3. Le développement intérieur du champ de vitesse

Comme au paragraphe précédent, le calcul du développement intérieur du champ de
vitesse du filament tourbillon ouvert différe sensiblement de ce qui se passe pour un anneau.

On est obligé de séparer en deux parties 1’extérieur du voisinage du point M(r,@,a). Une

partie sur une longueur L de I’ordre de 1 autour du point M(r,@,a) qui se comporte comme

pour un anneau tourbillon. Puis, une partie qui est composée de deux morceaux semi-infinis

(Figure 6.3).

‘i'-l"“-iii
e AR L L
..uwﬁﬁﬁﬁﬂﬂgﬂth.munn [
g e T T
iy

£—0 avec ?aﬁxé &— 0 avec a fixé
Figure 6.3: Schéma de la méthode de développement

de I’intégrale singuliére v(r,¢,a, ).

Le développement intérieur du champ de vitesse du filament tourbillon ouvert est [’expression

(2.16) d’un anneau tourbillon dans laquelle la longueur S est remplacée par 2 et [’expression

de A par (6.4b).
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VI.1.4. Généralisation des résultats
Dans le méme cadre que le paragraphe I1.7, I’expression (6.4b) de A(a) est

généralisée au temps ¢ par :

1O G450 AXO (s +5,0)-XO(s,0)) |

_ 50 '
» o (s+s',1) 0 ' o 3
) 1 XO (s +5%.0) - XO s5,0)
A(s,t) = E J.

(0) = (0) 0) ds'| (6.5)
- —H(l_‘ﬂ’(o)(sjsl,t)‘)K (Sat)b (S,I)U (S+S ,t)
2 ‘/1(0) (s,s’,t)‘
s+s'
avec 20 (s,s',1) = _[0(0) (s*.1)ds" . 66)

N

VI.2. Evolution d’un filament tourbillon a structure normale simple

Presque tous les calculs du chapitre III pour un anneau tourbillon restent valables.
Nous n’avons cependant plus le droit de développer les fonctions en série de Fourier selon
I’abscisse s, car celles-ci ne sont plus forcément périodiques. Les équations de compatibilités
sont aussi satisfaites pour un filament dont 1’ordre principal des parties axisymétriques des
champs sont indépendantes de I’abscisse. Les parties non axisymétriques des équations se
résolvent comme pour un anneau et le raccord asymptotique se passe de la méme facon, a part
que pour le réaliser, nous nous servons des résultats du paragraphe précédent.

L’équation d’évolution du filament est donc :
St .. K| 2 N P
X—(XO’E)’E=(4— In——1|+KC )b+A—-(AeT)T , (6.7)
Tl ¢

avec pour A et c* (1) les expressions (6.5) et (3.33b). Cette équation d’évolution est celle

d’un anneau tourbillon dans laquelle I’expression de A est remplacée par (6.5) et la
longueur S par 2.

Par rapport au paragraphe 1I1.8.1, les équations qui changent sont les équations (3.50a-
b) d’évolution de I’ordre principal des champs. Les parties axisymétriques (3.46a-d) des
équations sont toujours valables, mais on ne peut plus les développer en série de Fourier selon
I’abscisse s, car la périodicité n’est plus vérifiée. Si on les moyenne selon 1’abscisse s, il reste
les valeurs en I’infini de I"ordre 1 des champs. Les équations d’évolution de I’ordre principal

des champs sont (ce point nécessiterait d’étre vérifi¢) de la forme suivante :
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) B
- -
ot

r

1{-vO@,0) vOa. ol 1avOa,
{{, e e «(t)=0| (6.8a)

w00 o [-ow Q00| 1-3 w00
ot r " - "
-

P : - } c(t) =0, (6.8b)
r )

ou ¢(z) est un taux d’étirement indépendant de 1’abscisse. Pour chaque valeur de c(t), on a

une évolution différente de la structure interne du filament et ce sont les conditions aux

limites imposées aux extrémités du filament qui fixent c(t).
En prenant un gradient de la forme :

AwD ', |t e (0)
Twe (st 2 e ©
os

on a alors les équations de compatibilité suivantes :

oy D60 o Q01

os WOy  or 2 (c(t) = als,0)) (6.92)
O ©) (5
e (15D _ 0o L7 D O Gyt - ats.o), (©.9b)
s 2 or

qui donnent I’expression des gradients axiaux de 1’ordre 1 des champs. L’expression de a(s,?)

* (0)

qui remplace la relation (3.56) doit étre donnée par (3.72a) ou par a(s,?) = 2 O]
o

ainsi qu’il a
¢été discuté au paragraphe I11.9.1.

VI.3. Le régime de Klein et Majda
On cherche comment se simplifie 1’équation (6.7) d’évolution du filament non fermé
pour un filament droit perturbé (Figure 6.4) de la forme suivante :

X(a.t,d) = atg+d*XP(@ = afd.1 = 1/d*) + o(d?). (6.10)

ol d? est Pordre de grandeur de I’amplitude de la perturbation et d celle de sa longueur
d’onde. Le filament droit non perturbé est Xo(a) =at(. Nous appelons ce filament, le

filament de Klein et Majda. Le petit paramétre d que 1’on rajoute ici en plus de 1’épaisseur &

du filament satisfait la condition 2¢& << d << 1.
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2e<<d <<l

Figure 6.4 Le filament de Klein et Majda

VI1.3.1. Simplification de I'équation d’évolution

Pour le filament de Klein et Majda, 1’équation (6.7) d’évolution du filament devient

(Annexe A.16):

§Nt _ X2 7.1) = — (Kb)(da,1) — (3o A J(@,1)+ Od
5, @n= ey, (a, —07( da,t)—(tg AJd(a@,t)+O(d)) (6.11a)
avec
- )
(X(z)(c7+h,t)—5((2)(c7,t))—h&( @+h,t)
v f? 6.11b
i@n=— | i (6.11)
P
s (a@,t)
+HU_MDM
i pili |
- 1[ 2d .
a =1/(—[1n——1}+€) (6.11c)
4 &
(Kb)(dd,t) =Ty A X%) (@,t)+O(d) (6.11d)
et ;=t/d2.

Si a >>d, on estalors dans le cas de ['approximation linéaire et (6.11a) devient :

0’?5’((2)
ot

—_

@.n=—% X (@070 A J@,1) (6.122)

Comme X eT( =0, la courbe de la perturbation X® est dans un plan et I’on peut la

remplacer par sa représentation complexe que nous notons iy . D’apres (6.12a), y vérifie

alors :

1 1
;,/,; =gl/,Na_J(l/,), (6.12b)
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- - d -
(l//(a+h,t)—l//(a,t))—h£(a +h,t)
‘ 17 B3
otl J(w):ﬂj . A ] h. (6.13)
—os (@)
+ (-l L —

I1 est alors intéressant d’introduire le changement de variables suivant :

r=t/la. (6.14)
Les équations (6.12a-b) s’écrivent alors :
/X3 - - ~(2) - — =
5, @0 =19 Xz;(a1)-atgAI@,7) (6.15a)
1 ~
;WTZWaa—O!J(W). (6.15b)

VI.3.2. L’équation de la fonction filament

A partir de la relation suivante de définition de la fonction complexe y

S
v = Kexp(i[ Tds), (6.16)
0

dite transformation d'Hasimoto, ou K, T et s sont respectivement la courbure, la torsion et

I’abscisse sur le filament X(s,7) ; Hasimoto® a montré que 1’équation :

oX -
— (s = (Kb)(s,1) (6.17a)

peut étre transformée en 1’équation de Schrédinger non linéaire suivante pour la fonction fibre
V78

1 | )
;l//;=(l//ss+§|w| ). (6.17b)

De fagon générale, si la transformation d'Hasimoto®’ est appliquée a 1’équation
(6.11a), nous obtenons 1’équation suivante :
1 1 >l 2
Vi ==Waa +d> S ) -+ 0@). (6.18)

ou 1 =t/d? et y=0(l).



202 VI Le filament non fermé

Il est alors intéressant d’introduire le changement de variables suivant :
r=1t/a . (6.19a)

L’équation (6.18) de la fonction fibre y s’écrit alors sous la forme plus intéressante :

1 2 1 2 _
SV =Vaa +d (5|w| y)—a (J(y)+0(d))] (6.20)

VI.3.3. Les différentes dégénérescences de I'équation de la fonction filament
La premiere dégénérescence intéressante de 1’équation (6.20) est obtenue lorsque

& >>d2. L’équation (6.20) devient alors 1’équation (6.15b) du cas linéaire :

1 - .~
Ve =Vag—dJ(y) sia>>d’| (6.21a)

. L2 . :
En effet, le terme non linéaire d? E|l//| w disparait, car il est de I’ordre de termes que I’on a

négligés pour que le terme non local A(s,z,d) devienne — J(y) a1’ordre 1.

On obtient une correction faiblement non linéaire de 1’étude linaire jusqu'a I’ordre d 2
1 -
en gardant le terme d25|1//|21// et en cherchant le développement de A(s,z,d) jusqu'a d?

dans le casax = O(1) et jusqu'a I’ordre d dans le cas & = O(d) .
La deuxieme dégénérescence intéressante de I’équation (6.20) est obtenue lorsque I’on
est dans le régime de Klein et Majda’ pour lequel & = O(dz). L’équation (6.20) de la

fonction fibre  devient alors :

1 2 12 .~ 2
SV =Vaa +d (5|t//| v—rkJ(w)) sia=0(d") (6.21b)

avec K‘=07/d2=0(1).

Le cas k=1 est celui traité par Klein et Majda®. Dans cette équation, le terme local de
I’équation de Callegari et Ting fait intervenir des non linéarités au méme ordre que le terme
non local, qui est devenu linéaire, car on est dans le cas de perturbations de petites amplitudes.

La troisieme dégénérescence intéressante de 1’équation (6.20) est obtenue lorsque

& <<d?. L’équation (6.20) devient alors:

1 2 L 2 .~ 2
;V/Tzw55+d (§|W| w) st a<<d”| (6.21¢c)
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C’est le cas de I’approximation de 1’induction locale pour laquelle le terme intégral non local

est négligeable devant la non linéarité locale.

VI1.3.4. Zoom sur le filament de Klein et Majda

Sur la figure 6.4, on remarque qu’avec la longueur -caractéristique
d’adimensionalisation qui a été choisie pour représenter la forme (6.10) du filament de Klein
et Majda, il n’apparait pas d’échelle de longueur d’ordre 1. Si on dilate toutes les échelles a
I’aide du parametre d en prenant comme nouvelle échelle caractéristique 1’ancienne multipli¢e
par d, les nouvelles variables spatiales sont les anciennes divisées par d :

X(a,t,d) = X(a,t,d)/d
g=¢ld.
Si I’on prend la circulation I" comme autre grandeur caractéristique d’adimensionnalisation,
le nouveau temps ¢ estI’ancien ¢ divisé par d 2.
t=t/d>.
Le filament a alors la nouvelle forme suivante :
X(@,1,d) =%y +dX?(@,1)+o(d). (6.22)

A cette échelle, on le voit comme sur la figure 6.5.

Figure 6.5 Zoom du filament de Klein et Majda

C’est un filament droit perturbé par une perturbation d’amplitude d et de longueur
d’onde de I’ordre de 1. La description a I’aide de la nouvelle longueur caractéristique est plus
simple que celle donnée par (6.10) et la Figure 6.4. On constate encore une fois I’importance

de la longueur caractéristique dans la description d’un probléme.
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Le régime de Klein et Majda o = O(dz) nécessite d’étre dans le cas des filaments

£ ~
ultra fins pour lesquels lng =Ing >> 1. En effet, pour ces filaments, on a alors & << 1. Dans

le cas d’un filament non ultra fin lng =lng =0(1) etona a =0O(1).

V1.3.5. Discussion des différents régimes pour I'équation de la fonction fibre
Sur la figure 6.6, on a représenté les différentes simplifications que prend 1’équation de

Callegari et Ting en fonction du rapport qu’il existe entre I’amplitude d? du filament (6.10)

de Klein et Majda et son épaisseur ¢. On fait apparaitre ce rapport dans le nombre :
- 1 2d *
a=1/—|ln—-1(+C).
4r £

Sur cette figure, ds est la valeur de la racine de I’amplitude de la perturbation a partir de
laquelle on ne peut plus négliger la premiere correction non linéaire dans le développement

asymptotique du terme non local A(s,z,d) en fonction de d.

d=|Z
d ds
1 / —
0.9 :
Régime de I’induction locale (LIA)
W e=vaa +d Sl =7
7 <<d?
@ = 0.6
0.5
—_—
0.4E
0.3H : ds
Régime de Klein et Majda 0 il | Régime linéaire ||||
: I sve=vaz—a J(y) Filament
1 2 L2 1 ¢
Ve =vag +d> Gyl v -xJw) g 4 g g >>d> fin
N 5 Filament ultra fin
& =0(d?) o WL e e e e e ey
0 02 4 04 0.6 0.8 1

Q

Figure 6.6: Zones de simplification de 1’équation de Callegari et Ting

I apparait trois zones de simplification :
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W la zone d’induction locale : d > \/a/d|
B la zone du régime de Klein et Majda : d = \/a@/d, et d <d,

W la zone linéaire : d <./@/d et d <d,
La zone complémentaire a ces trois zones est celle de I’équation compléte de Callegari et Ting
pour laquelle la non linéarité du terme non local A(s,z,d) intervient. Dans ces trois zones, on
peut remplacer 1’équation de Callegari et Ting par 1’équation (6.20) et suivant la zone,

I’équation se simplifie encore en une des équations (6.21).

A épaisseur de corps fixé (a fixé) et a << 1, lorsque ’amplitude d 2 augmente, on
passe progressivement du régime linéaire au régime de Klein et Majda, puis au régime de

I’induction locale. Il faut faire attention que la linéarisation du régime de Klein et Majda n’est
pas le régime linéaire. Le régime de Klein et Majda n’est valable que pour d = O(\/E ) et pas
pour d << Ja ou d>>Ja . A ¢épaisseur de corps fixé (a fixé ) et a@ = O(1), lorsque

I’amplitude d? augmente, on passe progressivement du régime linéaire au régime non

linéaire complet. Le régime de Klein et Majda n’est alors jamais applicable.

d P ds
=<
4 /

1 \ " = — - =
0.9} S
NIATATAY AV A A
e, . ATAUAVAVAVAYATS
0.8l terme local non linéaire B
. g ATATATAVAVAYATA
terme non local non linéaire FRmAsrninzn
NIATAY AT AV A AN
ATATATAVAVAYATYS
0.7 Femnsnnnny
AT AT AT AV A AN
ATATATAVAVAVATS

0.6} :
R AT A A A A AT A AT AT AT AT AT AT AT AT AT AT

terme local non linéaire
terme non local linéaire
premiére correction non
linéaire du terme non local

terme local linéaire

terme non local linéaire
premiére correction non
linéaire du terme non local [::

0 02 ., 04 06 0.8 1

s

a

Figure 6.7: Description de la zone de 1’équation compléte de Callegari et Ting

Remarquons, qu’a géométrie fixée et donc a amplitude d 2 fixée, lorsque I’on diminue
I’épaisseur du filament et donc «, on finit alors par étre dans le domaine de I’induction

locale. A amplitude d fixée et d << 1, lorsque 1’épaisseur de corps augmente ( @ augmente),



206 VI Le filament non fermé

on passe progressivement du régime de I’induction locale au régime de Klein et Majda pour
finir dans le régime linéaire. A amplitude d fixé et d = O(1), lorsque 1’épaisseur de corps
augmente ( & augmente), on passe progressivement du régime de 1’induction locale au régime
de I’équation de Callegari et Ting compléte.

On peut compléter la figure 6.6 en présentant ce qu’il se passe dans la zone de
I’équation complete de Callegari et Ting dans laquelle on pourrait chercher des

approximations faiblement non linéaires. C’est 1’objet de la figure 6.7.

VI1.3.6. Un temps court logarithmique ?
Si on utilise I’adimensionnalisation du paragraphe VI.3.4, on remarque que pour les

équations de Callegari et Ting simplifiées, on a utilisé le changement de temps 7= ta

avece
~—1/(i[ Ins 1}+C*)
a = 4 1’12 .

Si —Ing >>1, alors a << 1 et 7 est donc un temps court logarithmique. On peut également
faire ce changement de variable sur I’équation de Callegari et Ting complete (6.7), qui

devient :

o o
X-(Xe7)7 =b+a|A—(Ae7)T].

Dans 1’étude précédente, on s’est placé sur le temps court logarithmique 7 et nous

avons négligé 1’évolution lentement variable selon un temps long ¢. Profitons de cette occasion

pour souligner que le temps long n’est pas obligé d’intervenir. En effet, en prenant le

développement suivant non polynomial de la fibre centrale :
-~ — - 1 - - - - — -
X(s,7 =—Ine t,6) = X0 (5,7) + EX(OD (s,7) + XV (5,7) + éx(lz) (5,0)+..., (6.23)

on arrive de satisfaire exactement le raccord asymptotique échelles par échelles en
s’affranchissant d’un temps long. On obtient alors les équations suivantes de la fibre centrale

aux différents ordres :

(0 0) ¢ 7
=t

< (0D £

5’;7 (5,7)= Q" (s,7) + #[1 (S() =1+ Cp (D) + C (D (5,7).
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Dans le cas —Ing >>1, nous n’avons encore pas réussi a conclure si le bon
développement solution du probléme d’évolution de la fibre centrale d’un filament tourbillon
est (3.109), ou bien (6.23) ou un mélange de ces deux développements. Peut-étre que ces deux

développements sont des facons équivalentes de décrire la solution de notre probléme.

VI.4. Les méthodes de coupure

Pour un filament infini, la méthode de coupure de Burgers s’écrit :

o(s s 1) A K(5:0) = X(s',1) - (6.24)

):((s, )= 1 - EEE
]—oo,+oo[\[s—sc ,s+sc] ‘X(Sa 1) —X(s ,1)

4

De la méme fagon, les autres méthodes de coupure sont les formules du paragraphe IV.1 dans
lesquelles on remplace I’intervalle [O,27z[ par ]+ oo,—oo[.

En soustrayant ces équations avec 1’équation (6.7), la contribution des intégrales sur
I’intervalle ]+ oo,—oo[ \[O,27z[ disparait, si bien que l’on n’a plus qu’a comparer leur
contribution sur ’intervalle [0,27[[. La comparaison de ces équations se raméne donc a celle

d’un filament de longueur fini qui a été étudié au paragraphe IV.3.
Pour un filament tourbillon non fermé, les méthodes de coupure s’appliquent comme

pour un anneau tourbillon et on a le méme lien entre la longueur de coupure et [’épaisseur.

VL.5. Le cas bidimensionnel

En imposant une courbure et une vitesse axiale nulle dans I’équation (6.7), on doit
retrouver le cas bidimensionnel du paragraphe 1.6.2.
Si le filament est placé dans un écoulement potentiel vy, (), I’équation (6.7) s’écrit :
[ ]

X—(Xe )T = (%[m%— 1}+KC*)B +A— (AT T+ Vi r=0).  (6.25)

Si la courbure est nulle et si le filament n’a pas de vitesse axiale, cette équation devient :

X = Viack (7 = 0)]. (6.26)

L’équation (6.8) donne alors 1’équation suivante du champ de vitesse :

oy 5 1 ov® 0 . 0‘,2‘)(0)) 6.27
= = = - . .
ot r or ;2 5;2 ( )




208 VI Le filament non fermé

Remarquons que si on impose S(¢) =Sy dans I’équation (3.50a) du champ d’un
anneau tourbillon (Paragraphe III.11), on obtient (6.27). A 1’aide de 1’équation (3.93f), on

déduit alors que I’expression du champ de vitesse solution de (6.27) est :

v(‘))(;,z):i 50(1—e—’72)+e—’72 > D1+ 7,) " (Lyoi (7 = Ly(*) | (6.282)
r
1

avece

5(1) =1+ 17, (6.28b)

== 6.28¢c
Ty =40t (6.28d)
Cu = fw(o)(n,O)Ln(ﬂz)ndn (6.28e)
0
o0
~ (0) 2
D, = st (1,0)L,, (n~)ndn (6.28)
0
n 2m
2N _ m| "N
L,(n*) = ZO‘,(—I) (mj SR (6.28¢)
Pour un filament similaire, on a simplement :
-2
r
]
=g (e ) (6.29a)

5(t) =V1+4a’t (6.29b)

A Taide de (3.98c), la solution de (6.27) s’écrit aussi sous forme d’un opérateur

intégral de Green :

o - 12 e—(;2+52)/ra 0E - -
VO === [og(O) 1T Hédé (6:30)
0

o Ta

avec Ty = 40t .

D’apres la formule (3.28b), ’ordre 1 de la fonction de courant est nulle :

w —o0. (6.31)
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Nous retrouvons donc les résultats® du paragraphe I.1.6.2 pour un point tourbillon.

VI.6. Le filament droit étiré

Autour d’un filament dont la fibre centrale X(s,7) est droite, on impose un écoulement
potentiel d’étirement de la forme suivant :
Vback (7,8) = arcosg T+ rsing 0+ y 57T (6.32)
avec
a+p+y=0. (6.33)

Le paramétre s sur la fibre centrale est celui qui vérifie

Hle
[ ]

al

Il

[e)

(6.34)

[ )
Comme la fibre centrale est droite, on a alors o =0 et finalement o =1 vis-a-vis de

la condition initiale. L’abscisse sur le filament est donc une longueur d’arc. Comme le

filament est dans un écoulement potentiel, son équation d’évolution (6.7) s’écrit :

s K[ 2 .

X—(Xe1)T = (E [lnz - 1} +KC )b
+A—(AeT)T (6.35)
 Vpack (7 = 0,8) = (Vpaek (7 = 0,5) 0 %) T

et comme la courbure est nulle, cette équation devient :

X=0. (6.36)
La fibre centrale est donc immobile avec le choix du paramétrage (6.34) que I'on a fait.

Cependant, avec ce choix, le filament a une vitesse axiale a I’ordre 1 qui vérifie :
wgl)(r,s,t) =ys +w§1)(r,t), (6.37)
Le gradient axial de vitesse axiale est donc donné par :

ﬁwgl)(r,s,t)
e oy

. (6.38)

La relation (3.47) donne alors la valeur suivante de la partie axisymétrique de la vitesse radiale

al’ordre 2 :

_ 1"
o0 (s,t)ugz)(r,s,t) = —=J.
"0

w5,y 1-060s,0)  y-
z a9 dz — > r Y == r. (6.39)

Les équations axisymétriques (3.46¢c-d) deviennent :
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0) - B _ (O
= ﬁgr’—t) — | 0O ;) - (r -G )5 (6402)
7 r r

ow® (r, t) az

(0) (——22)- =
= [r(w (1)~ ] ST (6.40b)
Si on définit S(¢) par la relation :
_3 (6.41)
V= S’ .
on a S=é".

Les paragraphes III.11 et III.12, nous indiquent que ce systéme a une solution similaire de la

forme :
-2
r
0
v = ——(1-e ) (6.42a)
27y
-2
.
e
o) =—5e 0 (6.42b)
7o
=\ 2
> {3
S -
w(® = mTOZ(—Oj e \9 (6.42¢)
76~ NS
9 1/2
— 1 4o {
avec 5(1) = 1+ [e7 1. (6.43)
Ve! Y
L’¢épaisseur du filament tend donc exponentiellement dans le temps vers la valeur constante :
— 4o
o(t > o0) = B (6.44)

et les champs tendent trés rapidement vers les profils stationnaires du vortex de Burgers :

;2
0 )
(>——(1 e 4aT) (6.452)
2xr
-2
r
© v T2
o) =L 4a (6.45b)
4

w® =0, (6.45¢)
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On retrouve donc [’équation aux dérivées partielles (3.40a) et la solution (6.45a) de [’article

de Moffatt et all’.

VI.7. Oscillation d’un filament droit

Dans ce paragraphe, nous étudions la stabilité d’un filament droit d’épaisseur ¢. La

solution de base de I’étude de stabilité est un filament droit immobile dont la fibre centrale

Xb (x,t) est:

X (x,1) = xTo|, (6.46)

ou T est un vecteur unitaire sur le filament droit.

X(x,t,d) 8 e<<d<<1

E() /x

Figure 6.8 Le filament droit et sa perturbation

Pour une perturbation d’amplitude d et de longueur d’onde de I’ordre de 1, la fibre centrale a

la représentation suivante :
X(x,t,d) = Xp(x)+ X (x,t,d) = X +dXP (x,1) . (6.47)
Le filament perturbé est représenté sur la figure 6.8. Nous sommes dans le méme cadre

d’étude que dans le paragraphe VI.3.4 avec les variables a 1,8,X qui sont respectivement

notées ici x,t,&,X.

VI.7.1. L’équation de la perturbation

Dans ce paragraphe, nous recherchons 1’équation vérifiée par la perturbation X

A I’aide des développements suivants :
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] X, ip+dX®
T(x+x)=7—= +o(d)

X

X(x +x) = X(x) =xTFg +d(XP (x +x7) - XP (x))

tatx) A X+ -X@) _ X421 - XD (@) -y XP (x4 x) o)
X+ 2 - X)) w?

X =dX5E) +o(d)

. X, AX )
(Kb)(x) = 2252 = iy AXQ) +o(d)»
Xx

I’équation (6.24) d’évolution de la fibre de la méthode de Burgers donne 1’équation suivante

de la perturbation :

« (2 +oo < (2) P v (2) ) '
X (x,t)z—ifo A X7+ xhH-X (x;t)) XXy v ’t)dx’ (6.48a)
[t o0~ b’
avec : In/. =—In2+Ine+1-47C" (6.48b)
et I’équation asymptotique (6.7) donne 1’équation suivante de la perturbation :
2 1 _ -
X (rn)==%gnA XD (x,0) =%y Ad(x,0)], (6.49)
\ ~ 1 2 *
ou a=1/(—|In——1{+C). (6.50)
4| €

L’expression de J est donnée par la formule (6.11b) du paragraphe VI1.3.1 sur le régime de
Klein et Majda.
Lors de la dérivation 1’équation (6.49), nous avons supposé que & >>d , afin que le
terme d’ordre O(d/a) << 1 du développement de :
LAY =Ly AXD + 0,
a d a a

soit négligeable devant : —To AJ(x,1).

Comme on choisit un paramétrage de la perturbation tel que X® o T9 =0, la courbe

de la perturbation X® est dans un plan et on peut la remplacer par sa représentation

complexe ¥, que nous appelons la fonction fibre de la perturbation. D’apres la relation

(6.49), cette fonction fibre y satisfait alors I’équation :



VI Le filament non fermé 213

1 1
Y == -J
V= S Wk (¥)

ou I’expression de J() est donnée par (6.13).

VI1.7.2. Etude des modes solutions

Nous recherchons des solutions linéaires perturbées de la forme suivante :

X (x,1) = p(1)e™8, + &)™ &5, (6.51)

ou p et ¢ sont les amplitudes de la perturbation dans les directions €, et €3 perpendiculaires
au filament droit non perturbé et k est le nombre d’onde de la perturbation.
D’apres (6.51),on a :
- (2 . - = ikox
o AXP) = ik(p()e; — E(1)er)e’
= v (2 2 = = ikox
o AXE) = k% ()83 — (1% )’
et I’équation (6.49) d’évolution de la perturbation donne les équations suivantes d’évolution

des amplitudes p et & :

petg2p o C IO hike ™ B (6.52a)
a 4r I3 2/A|
15 p M 1 piket K 6.52b
f=-—=k p—4”_oo 3 —H(l—\h\)z‘h‘dh, (6.52b)
c’est a dire :
° k2 G
p={— 4+ 2 e (6.53a)
o 4
. 2
§=_{"~+G("")}p, (6.53b)
o 4
avece
1
G(k):kz(g—y—lnk), (6.54)
car

(cos(h) — 1)+ hsin(h)

+ o0 3 1
0 | g AL
— (1_

k7 2h
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Nous définissons le paramétre de structure V par :

~ 1
V 2% . (6563)

Remarquons que I’on a alors :

7= m(ZL), (6.57)
C

ou /. est défini par (6.48b) et correspond a la longueur de coupure de la méthode de coupure

de Burgers. Pour un filament tourbillon non visqueux similaire, ce parameétre vaut :
~ 2 5
V=-=1-In—+C,(0)+2my, (6.56b)
g

avec C,(0)=0442.

La structure interne du filament est prise en compte intégralement par les trois groupements

équivalents @, ¥ ou / .» qui sont définis par les formules (6.50), (6.57) et (6.48b). Les effets

de la structure du filament n’interviennent que par ces groupements et I’un ou 1’autre de ceux-

ci peut étre choisi pour les décrire.

Alors, les équations (6.53a-b) d’évolution des amplitudes p et & deviennent :

Vi (6.582)
E=v,p) (6.58b)
avece
V= i{lﬁf + G(k)} (6.59a)
T (oo
v, = —E{k 7+ G(k)} (6.59b)

G(k):kz(%—;/—lnk). (6.60)
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Pour un filament non visqueux (« = 0), les solutions sont de la forme suivante :
(1) = ppe? (6.61a)

&)= &G, (6.61b)

ou le taux de croissance f est donné par :
p== /VpVé: : (6.62)
Comme Ve=—V, la solution est donc toujours stable. Nous introduisons la pulsation
@ définie par :
f=tio. (6.63)
Les modes non visqueux sont oscillants et s’écrivent :
_ . Vo
X(x,t) = xt( +2cos(kx) py(cos(wr)eé, + ——sin(wt)éyz). (6.64)
@
La période 7 d’oscillation :

T=""= (6.65)
(4]

de I’onde de nombre d’onde & est donnée par :

87[2
T = A (6.66a)

271
k (V+2—7/—lnk)

ot y est le nombre d’Euler. Le paramétre de structure ¥ est donné par (6.56a). Pour un

filament non visqueux similaire d’épaisseur £, on a:
iy 2 2
V=-1- ln; +C,(0)+2myg , (6.66b)

ou le terme my, est le débit de vitesse axiale.

Cette formule (6.66a) est I’analogue de la formule (5.60) pour un anneau circulaire

perturbé.
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VI.8. Stabilité de deux filaments tourbillons paralléles contrarotatifs

X, (xy,t,d) B
2e<<d<<1

Figure 6.9 Les deux filaments droits paralléles contrarotatifs et leur perturbation

Comme on I’a vu au paragraphe 1.6.1, deux filaments contrarotatifs parallcles se
déplacent en translation sans se déformer. On étudie ici la stabilité de cet écoulement de base.
Le point difficile de cette étude est le calcul de la vitesse d’auto-induction d’un filament sur
lui-méme en fonction de la structure du filament, car ce calcul fait apparaitre une intégrale
singuliere. Comme ce probleme a été résolu dans le paragraphe VI.7 précédent, il est alors
facile de traiter la stabilité des deux filaments, car I’interaction d’un filament sur I’autre ne fait
intervenir que des intégrales régulicres.

On adimensionnalise le probléme en prenant la longueur L entre les deux filaments

comme longueur caractéristique. La solution de base est les deux fibres suivantes :

- . 1 _
le (xl,t) =X1To + Zfe?) (6.67a)

_ 1
X, (¥2,1) = x3Tq + 163 (6.67b)

Les fibres centrales des deux filaments perturbés ont la représentation suivante :
X (xp.t,d) = Xy, (x1,0) + Xy (xp,2,d) = Xy, +dX; @ (xp,1) (6.682)
X5 (x2,4,d) = X, (x2,0) + X5 (x2,1,d) = Xp, +dX5 @) (x,1) (6.68b)

Pour deux filaments non visqueux, nous recherchons des solutions linéaires perturbées

de la forme suivante :
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X (@ (x1,0) = peP k1G4 5P 11k, (6.69a)
Xy (xy,1) = preP T2, 4 Hef T2, (6.69b)
ou k est le nombre d’onde de la perturbation, £ son taux de croissance et pj» et & » sont les

amplitudes de la perturbation dans les directions €, et €3 perpendiculaires aux filaments

droits non perturbés.
On remplace ces expressions dans 1’équation (6.48a-b) d’évolution d’un filament
tourbillon. En se servant des résultats du paragraphe précédent, nous obtenons les €quations

de dispersion suivantes, qui relient le taux de croissance £ au nombre d’onde & :

27 Bp =& + W& — k2B (k, V)& (6.70a)

27 BE =—p +X(k)py + K2k, V) py (6.70b)

27y =+&4 — V()G +K°d (k)G (6.70c)

2TBE =+py — X(k)py — K2k, 7)) py (6.70d)

avec X(k) = kK (k) (6.71a)
P(k) = k> Ko (k) + kK, (k) (6.71b)

a?(k,ﬁ)z%(VJr%—y—lnk), (6.71¢)

ou Ky(k) et Kj(k) sont les fonctions de Bessel modifiées de seconde forme. La fonction @,

dite de self induction, fait apparaitre le paramétre de structure V , qui est relié a I’épaisseur &

et a la structure du filament. Il est défini comme au paragraphe précédent par :

po_1 (6.562)

4ra

Pour des filaments tourbillons non visqueux similaires, ce parameétre vaut :
- 2 5
V =-1-In—+C,(0) +2my, (6.56b)
g

avec C,,(0) = 0442 . Le terme my, est le débit de vitesse axiale.
Dans I’étude linéaire que 1’on vient de faire, les amplitudes p et £ de la perturbation

sont de I’ordre d’un petit paramétre d et on a effectué la limite :
d—>0al/lne fixé.

Pour des anneaux fins (—1/Ing= O(1)), le résultat (6.70) est valable tant que d est assez

petit : .
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Pour des anneaux ultra fins (—1/Ing<<1), le résultat (6.70) n’est pas uniquement

valable dans cette limite. D’apreés le paragraphe V.2.4, il est valable si o >> d?, c’est a dire si

1

<< ke |

Ces filaments ultra-fins vérifient 7 >> 1 et la fonction de self induction devient :
Bk, V)= 1 vV
ok, V)= SV

si on ne prend pas en compte la correction au premier ordre.

Au paragraphe précédent, le paramétre de structure 7/ a été relié a cette longueur de

coupure s, de la méthode de Burgers par la relation (6.57) :
7 (). (6.72)
Sc

Au lieu de donner I’expression (6.71¢) de la fonction de self induction & en fonction du

paramétre de structure /7, on peut la donner en fonction de la longueur de coupure s, par la

formule suivante :

1 1
aN)(k,sc)za(—lnsc +E—7/—lnk) , (6.73a)

ou s, est défini par (6.48b) :

Ins, =—In2+Ing+1-47C". (6.74)

Comme pour le paragraphe précédent, la structure interne des filaments est prise en compte

intégralement par les trois groupements équivalents &, ¥ ou s > qui sont definis par les

formules (6.50), (6.72) et (6.74). On peut choisir I’'un ou 1’autre de ces groupements pour
décrire les variations en fonction de la structure.

Crow” a obtenu le méme systéme (6.70) d’équations de dispersion, mais avec une
fonction de self induction & qui vaut :

(cos(ks.)—1) . sin(k s,.)
(ks.)? kse

a(k,sc) =;[ -G (ksc)J , (6.73b)

ou C(s.) est le cosinus integral. Comme s, est petit, on peut simplifier cette formule, qui
devient la formule (6.73a) :

a?(k,sc)zé(—lnsc +%—7/—lnk). (6.73a)
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Alors que Widnall et all’ utilisent I’expression simplifiée (6.73a) et ont une longueur de
coupure qui est reliée a 1’épaisseur et a la structure interne du filament, Crow? a utilisé (6.73b)
et le lien avec la structure du filament est moins bien précisé. Pour notre part, nous sommes
partis de I’équation de Callegari et Ting' pour faire I’étude linéaire, alors que Widnall et all’
font 1’é¢tude asymptotique en fonction de 1’épaisseur du filament en méme temps que I’étude
linéaire. Ils ne font le raccord asymptotique entre la zone intérieure et la zone extérieure que
pour le cas particulier de filaments droits faiblement perturbés. Leur étude asymptotique n’est
valable que dans ce cas linéaire. Notre étude qui procéde en deux étapes est plus simple a
suivre et se généralise facilement pour un filament visqueux.

On définit les modes symétriques, dits modes S, comme les modes tels que :

Ps =P =P (6.75a)

S=4+4 (6.75b)
et les modes antisymétriques, dits modes A4, tels que :

P4=pPtP (6.76a)

Sa=6%-§- (6.76b)

Avec les équations de dispersion (6.70) et sa fonction de self induction (6.73b), Crow?
a obtenu le diagramme d’instabilité¢ de la Figure 6.10a pour les modes symétriques et de la
Figure 6.10b pour les modes antisymétriques. Sur ces diagrammes, on a choisi d’utiliser la
longueur de coupure s, pour décrire la structure des filaments.

Si les deux filaments ont une structure non visqueuse similaire connue (€paisseur &,
débit axial mg et C,(0) ~0442), on peut alors calculer leur parametre de structure V oetla
longueur de coupure 5. a I’aide de la formule (6.56b) et (6.72). Puis, a I’aide des figures 6.10
a et b, on détermine facilement pour quels nombre d’onde les modes symétriques et
antisymétriques sont instables.

On rappelle que ces résultats ne prennent pas en compte les ondes courtes sur le
filament. Pour des nombres d’ondes tels que & =O(1/¢), le graphique n’est donc plus

valable. Il faut k£ << 1/, ce qui s’écrit :

ou
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Il n’est plus valable non plus pour des valeurs trop grandes de [’épaisseur ¢, ce qui

correspond a des valeurs petites ou négatives du parameétre de structure V' et a des valeurs de

la longueur de coupure s, de I’ordre 1. II faut donc :

Se << 1.’
c’est a dire : .

Les zones d’instabilité qui apparaissent en haut a droite sur les diagrammes de la figure

6.10 ont été jugées comme fictives par Crow?, car elles sont dans une zone ou I’épaisseur du

filament n’est pas petite et ou la longueur d’onde est petite. On sort du domaine de validité de

I”étude.
kg : , : kg :
instable instable

5 sl

4 4 stable

3t stable 3l

2r 2l

1 stable

0 02 04 06 08 1, 0 02 04 06 08 1
(a) (b)

Figure 6.10 Diagramme de stabilité avec la fonction de self induction de Crow.
(a) mode symétrique S (b) mode antisymétrique A
La ligne en pointillés est la ligne @ =0

stable stable

. stable
instable

instable

0 0.2 04 0.6 0.8 1 0
8¢ 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 S

(a) (b)
Figure 6.11 Diagramme de stabilité avec la fonction de self induction (6.73a)
(a) mode symétrique S (b) mode antisymétrique A
La ligne en pointillés est la ligne @ =0




VI Le filament non fermé 221

Avec les équations de dispersion (6.70) et la fonction de self induction (6.73a), on
obtient le diagramme d’instabilit¢ de la Figure 6.11a pour les modes symétriques et de la
Figure 6.11b pour les modes antisymétriques. Sur ces diagrammes, on retrouve les mémes

résultats que précédemment pour des valeurs petites du paramétre de coupure s, et les zones

fictives d’instabilité qui apparaissent sur les graphes de Crow? ont disparu. Cependant, malgré
tout, les résultats ou les graphes des figures 6.10 et 6.11 sont différents ne sont pas valables,
car ils se trouvent dans la zone ou I’étude tombe en défaut. A partir de ces graphes, on ne peut
rien dire sur ce qu’il se passe si le nombre d’onde est grand ou si I’épaisseur n’est pas petite.
Sur la figure 6.12, on trace ces graphes en fonction du paramétre de structure / au

lieu de s., d’une fagon analogue a ce qui a été fait pour un anneau tourbillon au paragraphe

vVa4.2.

b
b

-
o
o
o

stable

stable

instable

[ ----""instable

SO = N W A O N ®© ©
SO = N W A O O N ® ©

.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 ’17

(a) (b)
Figure 6.12 Diagramme de stabilité avec la fonction de self induction corrigée.
(a) mode symétrique S (b) mode antisymétrique A
La ligne en pointillés est la ligne @ =0

Pour un anneau tourbillon, le paramétre de structure ¥ s’interpréte comme la vitesse
d’évolution de ’anneau non perturbé. Ici, il n’a pas d’interprétation simple : c’est la vitesse
d’évolution d’un anneau qui aurait la méme structure que notre filament et dont le rayon serait
la distance entre nos deux filaments. C’est également la pulsation (multipliée par 47) d’une
onde de longueur d’onde 1 sur un filament ultra-fin, lorsque 1’on ne prend en compte que

’ordre principal logarithmique.
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VI.9. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré comment les résultats d’un anneau tourbillon
doivent étre modifiés lorsque I’on étudie un filament tourbillon non fermé. Pour ce filament,
les résultats équivalents a ceux des chapitres II, III, IV ont été donnés. L’équivalent du
chapitre V est 1’étude des oscillations d’un filament droit perturbé. La période d’oscillation
obtenue pour ce filament droit perturbé est valable pour des filaments fins tels que
—1In(1/&) = O(1). Ici, & est I’épaisseur initiale réduite du filament vis-a-vis d’une longueur
caractéristique liée a la longueur d’onde de la perturbation. Pour des filaments ultra-fins tels

que —In(l/&)>>1, suivant ’ordre de grandeur de I’amplitude de la perturbation

comparativement a la structure du filament, on peut étre soit dans le régime linéaire, soit dans
celui de Klein et Majda, soit dans celui de I’induction locale. Lorsque 1’on annule la courbure
dans I’analyse tridimensionnelle, on retrouve bien les résultats connus pour les filaments
droits qui sont étirés tangentiellement ou ne le sont pas. Des diagrammes de stabilité¢ de deux
filaments tourbillons paralléles contrarotatifs ont ét¢ donnés. Ce chapitre ne prend pas en
compte des ondes dont la longueur d’onde est de I'ordre de grandeur de I’épaisseur du
filament. A part dans le paragraphe VI.1, I’on a toujours un filament a structure normale

simple au sens de ce qui a été défini au chapitre L.
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CONCLUSION

Le travail présenté dans ce mémoire est une contribution a I’étude du mouvement des
filaments et des anneaux tourbillons de faible épaisseur. Dans cette conclusion, nous
rappelons l’ensemble des résultats obtenus dans cette these, puis nous proposons un certain
nombre d’extensions possibles de ces résultats.

Dans le chapitre I de ce mémoire, apres avoir rappelé les coordonnées curvilignes
locales associées a une courbe mobile en trois dimensions ainsi que 1’écriture des équations
sur ces coordonnées, nous avons montré que la courbure d’un filet tourbillon (épaisseur nulle)
introduit une singularité de type couche limite qu’il est nécessaire de résoudre. La démarche
de résolution, qui utilise la méthode des développements asymptotiques raccordés, a été
présentée succinctement. Dans cette présentation, la régle de raccord asymptotique n’est pas
présentée comme la condition qui donne 1’équation de la fibre centrale du filament, mais
comme la condition qui donne les conditions aux limites en 1’infini des équations aux
dérivées partielles des composantes du développement en séries de Fourier du champ de

vitesse intérieur. C’est la partie des équations en cos(¢) et sin(¢) qui donne 1’équation

d’évolution de la fibre centrale, car leur résolution ne nécessite pas de conditions aux limites
en I’infini et que la condition aux limites qui est associée a chacune de ces équations fait
apparaitre la vitesse de la fibre centrale du filament. Nous avons également insisté sur les
différentes formes que peut prendre le probleme et les développements asymptotiques
associés lorsque 1’on change les grandeurs caractéristiques d’adimensionnalisation. Ainsi, le

lien immédiat entre I’étude faite dans ce mémoire et d’autres études de la littérature peut étre
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masqué par des notations différentes et surtout par des choix différents de ces longueurs
caractéristiques. On a insisté¢ également sur la définition de la fibre centrale du filament, sur
I’existence d’un temps dit normal et d’un temps court d’oscillations rapides. On souligne
I’intérét d’utiliser le calcul formel pour se libérer du grand nombre de calculs longs et
fastidieux, qui sont sous-jacents a la méthode de résolution. Pour finir ce chapitre I, une
description des différents types de structures de filaments en allant de la plus générale a la
plus simple est donnée, grace a quoi on peut mieux préciser les hypothéses qui sont alors

faites suivant les études.

Dans le chapitre 11, on s’est servi de notre écriture de I’équation de Biot et Savart en
trois dimensions sur les coordonnées curvilignes locales donnée au chapitre I (équation qui
n’est pas donnée dans la littérature), pour calculer proprement la limite extérieure et intérieure
du champ de vitesse d’un anneau tourbillon dont on connait le champ de vorticité. On a donné
le premier ordre du développement extérieur, alors que d’habitude seul 1’ordre principal est
donné, et nous avons démontré que 1’ordre principal correspond uniquement a un Dirac de
vorticité tangentielle concentrée sur la fibre centrale. Le petit parametre de développement est
ici I’épaisseur réduite du filament tourbillon. Lorsque 1’on s’approche du filet tourbillon, la
limite du champ de vitesse du a ce Dirac fait apparaitre une intégrale singuliere, dont on a
trouvé le développement a I’aide de la méthode des développements asymptotiques raccordés
des intégrales singuliéres®. Le petit paramétre de développement est ici la distance au filet
tourbillon. On retrouve le méme résultat que dans la littérature en précisant en plus les
expressions des termes intégraux globaux a ’ordre 7, ou r est la distance au filet tourbillon.
L’intérét de cette méthode est qu’elle est systématique et qu’on peut étre soulagé d’un grand
nombre de calculs fastidieux en s’aidant d’un calculateur formel. Le calcul de la limite
intérieure dans 1’équation de Biot et Savart, qui est trés rarement faite dans la littérature, est
déterminée dans ce chapitre dans un cadre treés général. Celle-ci fait apparaitre une intégrale
singuliere, dont on calcul le développement par la méme méthode et avec les mémes outils
que pour déterminer la limite, prés d’un filet tourbillon, de sa vitesse induite. Le petit
parametre est désormais 1’épaisseur du filament tourbillon. Ce calcul montre la forme des
échelles asymptotiques qui interviennent dans le développement du champ de vitesse non
relatif a la fibre. On trouve une échelle en Ing, ou ¢ est I’épaisseur réduite initiale du
filament. Nous avons aussi montré que le développement extérieur de la loi de Biot et Savart

se raccorde bien avec son développement intérieur : le développement pres de la fibre
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centrale du deéveloppement extérieur de [’intégrale de Biot et Savart est égale au
developpement en [infini du développement intérieur de cette intégrale. C’est ce
développement qui donne les conditions aux limites en 1’infini des équations aux dérivées
partielles dont on a précédemment parlées.

Dans le chapitre 111, nous avons obtenu /’équation d’évolution d’un anneau tourbillon
en utilisant la démarche qui a été décrite succinctement au chapitre I. La limite en 1’infini de

la solution de la partie des équations en cos(@) et sin(¢) fait intervenir une intégrale

singuliere dont le développement peut étre obtenu par la méthode systématique du
développement asymptotique raccordé des intégrales singuliéres. C’est en identifiant le calcul
de cette limite avec la condition aux limites en I’infini de ces équations que 1’on obtient

I’équation d’évolution de la fibre centrale de Callegari et Ting'. On a également démontré que

si on détermine la valeur en r =0 du développement intérieur de 1’intégrale de Biot et Savart

et que 1’on se sert de la solution de la partie des équations en cos(¢) et sin(¢), on peut

retrouver également 1’équation d’évolution de la fibre centrale de Callegari et Ting!.
Cependant, cette méthode nous semble moins adéquate que la précédente, car elle nécessite
plus de calculs. On a aussi donné une équation d’évolution de ’ordre 1 de la fibre centrale qui
rectifie celle donnée par Fukumoto et Miyazaki®. A la formule de ces auteurs, il se rajoute une
contribution qui avait été oubliée et qui provient de la limite prés du filament de ’ordre ¢ du
développement extérieur. Ce terme est proportionnel au débit axial dans le filament et est non
nul si ce débit axial existe. Des équations d’évolution pour la partie axisymétrique du champ
de vitesse a ’ordre 1 sont données, ce qui ferme rigoureusement le systeme d’équations a
l’ordre 1, au lieu de faire des fermetures approchées comme 1’avaient fait les auteurs®?’
précédents. Le fait d’obtenir les équations a ’ordre 1 a permis également de réfléchir sur le
déroulement de la résolution asymptotique en montrant comment le calcul se passe ordre par
ordre. On constate qu’a chaque ordre apparait des équations de compatibilité pour la partie
axisymétrique du champ de vitesse et on vérifie que les ordres supérieurs n’apportent pas
d’incohérences sur les calculs qui ont ét¢é menés a ’ordre principal. Pour vérifier cette
cohérence, il est important également de vérifier le raccord asymptotique pour toutes les
parties des équations aux dérivées partielles intérieures et pas uniquement pour les équations

en cos(e) et sin(@), qui donnent I’équation d’évolution de la fibre centrale. On souligne que

seule la partie axisymétrique du champ de vitesse a tous les ordres a des équations

d’évolution temporelle. Les autres parties sont directement fonctions de tous les ordres de
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cette partie axisymétrique. Pour obtenir 1’équation d’évolution d’un filament, un des calculs
difficiles est le calcul des intégrales singuliéres que nous avons effectué¢ dans notre chapitre II.
Ce calcul n’est qu’un calcul de cinématique, mais il n’est pas simple et d’aprés nous, il a été
souvent minimis¢ et effectué d'une fagon pas forcément claire. Dans ce chapitre III, nous
avons également donné des représentations graphiques du champ de vitesse relatif a I’ordre
principal pour un anneau similaire et des simulations numériques de 1’équation d’évolution du
filament a I’ordre principal pour un filament elliptique, pour deux anneaux en situation de
saute mouton et pour deux anneaux enlacés.

Dans le chapitre IV, nous avons déterminé les développements des intégrales
singuliéres de coupure par rapport au petit parametre qui la longueur de coupure. La
comparaison du résultat obtenu avec I’équation asymptotique d’évolution d’un anneau
tourbillon de Callegari et Ting', nous a permis de donner une justification des méthodes ad
hoc de coupure. Nous avons ainsi trouvé I’expression de la longueur de coupure. Nous avons
justifié des méthodes de coupure qui ne 1’étaient pas et nous avons étendu la justification de
celles qui I’étaient au cas d’un anneau visqueux avec vitesse axiale.

Dans le chapitre V, nous avons étudié numériquement 1’évolution d’un anneau
circulaire perturbé, que nous avons comparée avec une étude linéaire analytique. Nous avons
montré que la période d’oscillation trouvée numériquement concorde avec 1’expression de
cette période trouvée par I’étude linéaire. L’expression que 1’on a obtenue est valable pour
tous les modes et prend en compte une contribution intégrale globale du filament. L’étude
linéaire de Widnall et Sullivan®? est généralisée au cas visqueux et au cas d’un anneau avec
vitesse axiale. Nous présentons des résultats pour les modes stables oscillants de 1’anneau,
alors que Widnall et Sullivan®?> n’ont donné des résultats que pour les modes instables. Notre
¢tude complete donc la leur.

Le chapitre VI donne, pour un filament ouvert, les résultats analogues aux chapitres I,
ILIV,V. On a constaté que le lien entre la longueur de coupure et 1’épaisseur du filament n’est
pas affecté par le fait que le filament est ouvert. Cependant, on a observé que 1’équation
asymptotique d’évolution de la fibre centrale change 1égerement par le fait qu’il faut faire
intervenir une fonction d’Heaviside et qu’il n’y a plus la longueur de I’anneau dans cette

expression qui devient :
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Cette équation est I’équivalent pour un filament infini de I’équation de Callegari et Ting'.
Klein et Majda!® ont obtenu une équation d’évolution pour un filament tourbillon, dont la
géométrie est un cas particulier de la géométrie générale des filaments que peut aborder
I’équation précédente. On 1’a appelé le filament de Klein et Majda. Leur équation fait
intervenir également une fonction d’Heaviside et on a montré par un calcul assez court que

pour ce filament particulier I’équation ci-dessus se réduit bien a la leur. Pour des filaments de
) ) d . .
Klein et Majda ultra-fins tels que 1/(|In—|—1) << 1, ou & est I’épaisseur du filament et d
g

I’amplitude de la perturbation, on a vu que (suivant I’ordre de grandeur de la perturbation) on
peut étre soit dans le régime linéaire, soit dans celui de Klein et Majda', soit dans celui de
I’induction locale. On a également vu que I’on retrouve bien la résolution bidimensionnelle
lorsque 1’on annule la courbure dans I’analyse tridimensionnelle dans le cas ou il n’y a pas
d’étirement®! tangentiel du filament, puis dans le cas ou il y en a un®. Pour finir, nous avons
donné les diagrammes de stabilité de deux filaments tourbillons paralléles contrarotatifs.

Soulignons que les programmes de calcul formel, qui ont été écrits, représentent un
potentiel intéressant. En effet, si on veut reprendre 1’étude qui a été faite pour un filament
tourbillon plus général, il faut refaire bon nombre de calculs. Si ’on n’avait pas ces
programmes de calcul formel, cela nous prendrait beaucoup de temps, alors qu’avec les
programmes, qui ont €té écrits, on peut aller beaucoup plus rapidement. 11 suffit d’affaiblir une
hypothése que I’on avait faite dans le programme, ce qui est presque instantané a faire, et le
calculateur refait pour nous rapidement bon nombre des calculs. Pour I’instant, nous n’avons
malheureusement encore pas eu le temps de profiter pleinement de ces programmes, sauf pour
I’obtention d’un ordre de plus dans les équations d’évolution d’un filament tourbillon.

Pour finir, vis-a-vis du travail qui a été présenté dans ce mémoire, nous présentons les
différentes perspectives d’études qui s offrent a nous.

L’anneau circulaire sans débit axial est un probléme axisymétrique dans des
coordonnées cylindriques liées a la géométrie circulaire de la fibre centrale. Des études ont
été menées dans ce cadre particulier par plusieurs auteurs, dont Fraenkel* pour I’ordre
principal et récemment Fukumoto’ pour les ordres supérieurs. Nos résultats étant valables

pour une fibre de géométrie plus générale, il serait intéressant de voir ce qu’ils donnent pour
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ce cas circulaire et de les confronter avec les leurs. Il serait bien également de trouver un
exemple simple pour lequel les équations a 1’ordre 1 se résolvent.

L’Helicit¢ H est un invariant non visqueux de 1’écoulement qui est défini par la
relation: H = IE) evdv ou Dintégration porte sur tout le domaine de I’écoulement.

Moffatt?** a relié cet invariant a la topologie de la vorticité de 1’écoulement en montrant par
exemple que pour deux anneaux enlacés, on a: H =-2I1I'; ou I'j, I, sont les circulations
de chacun des anneaux. Puis, ce résultat a été rectifié®® et précisé par des termes

complémentaires qui avaient initialement été oubliés.

Figure 1. Représentation de deux anneaux enlacés

Pour cette configuration, le domaine d’intégration de I’intégrale de 1I’Hélicité se réduit aux

deux anneaux tourbillons. La résolution qui a été faite®*%

par ces auteurs passe sous silence le
faite que si I’on suppose les anneaux tourbillons sans épaisseur, la vitesse qui intervient dans
cette intégrale est infinie avec tous les problémes de couche limite qui sont associés et dont on
a amplement parlés dans ce mémoire. Les auteurs précédents ont obtenu leur résultat en
intégrant cette vitesse infinie, ce qui fait que leur démonstration nous semble un peu délicate a
comprendre et que I’on pourrait ’améliorer pour éliminer toute ambiguité et en facilité la
compréhension. Lorsque 1’on a résolut le probléme de couche limite et que 1’on connait
I’expression asymptotique du champ de vitesse en fonction de son épaisseur, il est plus facile
de déterminer rigoureusement 1’expression de cette Hélicité. Nous pouvons également obtenir
son développement en fonction de 1’épaisseur du filament et avoir un filament qui posseéde un
débit axial. Comme la viscosité peut €tre introduite dans 1’étude, on peut obtenir la valeur de

I’Hélicité et son évolution dans le cas visqueux. Il semble alors intéressant de regarder si la

dérivée temporelle de I’Hélicité passe continiment de sa valeur dans le cas visqueux a sa
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valeur nulle du cas non visqueux. On a déja réalisé une partie de ce travail. On 1’a mis
uniquement en annexe (Annexe 17), car nous n’avons pas eu le temps de commenter nos
résultats en les confrontant et les reliant a ceux des précédents auteurs.

Lors de I’étude d’un anneau circulaire perturbé, seul le régime linéaire pour un anneau
de faible épaisseur ou un anneau ultra fin a été présenté dans ce mémoire. Il serait intéressant
de faire apparaitre le lien en ordre de grandeur, entre I’amplitude de la perturbation et
I’épaisseur de 1’anneau ultra fin, pour lequel on aurait un régime semblable au régime de
Klein et Majda pour un filament droit et de trouver comment I’équation de la perturbation
s’écrit alors dans ce régime, pour ensuite 1’étudier.

Les filaments tourbillons, que ’on a étudiés dans ce mémoire, ont une structure
principale indépendante de 1’abscisse le long du filament et n’ont pas d’ondes courtes. On les
a appelés des filaments a structure normale simple dans notre chapitre 1. Il parait intéressant
d’avoir également une équation d’évolution pour un filament a structure normale (i.e. un
filament sans ondes courtes) qui pourrait avoir des variations selon 1’abscisse tout en vérifiant

des conditions de compatibilité initiales (Figure 2).

Figure 2. Anneau avec variations axiales

Dans un article, Lundgren®® a simulé des équations de filament avec variation de 1’abscisse.
Ces équations ont été obtenues a partir de Darticle de Moore et Saffman?’. Lors de la
dérivation de 1’équation d’évolution d’un filament avec un ordre principal axisymétrique,

Moore et Saffman?’

ont écrit des termes qui dépendent de I’abscisse, termes qu’ils ont
¢liminés par la suite. Ils n’ont cependant pas écrit tous les termes qui dépendent de I’abscisse
et en ont oubliés qui étaient du méme ordre de grandeur que ceux qu’ils ont écrits. Mais cela
ne dérangeait pas, car leur but était d’€éliminer ces termes par la suite puisqu’ils ne
s’intéressaient qu’a une structure axisymétrique indépendante de I’abscisse. Dans leur article,

il apparait donc des équations intermédiaires qui dépendent de I1’abscisse et c’est ces
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équations que Lundgren®® a reprises pour faire ces simulations. Il serait donc intéressant de
refaire une recherche systématique de tous les termes qui dépendent de 1’abscisse. D’autres

auteurs!821-22

s’intéressent aussi a un filament avec variation de 1’abscisse, mais d’une fagon
également ad hoc. Par contre, Klein et Ting'? ont écrit un systéme d'équations obtenu par une
résolution asymptotique pour un filament a structure normale avec variation de 1’abscisse a
I’ordre principal. Ils ont montré que si ce champ de vitesse vérifie les conditions de
compatibilit¢ a I’instant initial, alors il les vérifiera a tous temps et ont les équations
d’évolution de ce champ, ainsi que de la fibre centrale. Les €équations obtenues sont un peu
compliquées. Il serait intéressant de trouver un exemple simple d’utilisation de celles-ci ou
d’avoir des simulations numériques de ces équations équivalentes a celles de Lundgren®’. Il
sera nécessaire ¢galement d’interpréter physiquement, dans ce cas, les conditions de
compatibilité sur le champ de vitesse.

Les filaments tourbillons que 1’on a étudiés dans ce mémoire ont une structure

axisymétrique a l’ordre principal. Il parait intéressant d’avoir également une équation

d’évolution pour un filament a structure non axisymétrique (Figure 3).

P(s)

P o

X,€,

Figure 3. Anneau de section non axisymétrique

Lundgren' a étudié une structure non axisymétrique en spirale pour un filament droit étiré.
Comme au la vu au paragraphe VI.6, cet auteur a utilis¢é la méme transformation du temps
sous forme d’une intégrale que Callegari et Ting! et il serait peut-étre possible de combiner
ces deux études en rajoutant de la courbure dans le modele de Lundgren'® ou, ce qui revient
au méme de la non axisymétrie dans le modéle de Callegari et Ting'.

Les filaments tourbillons que 1’on a étudiés dans ce mémoire ont une structure qui ne

dépend pas d’un temps court en ¢/ £2.Onles a appelés des filaments a structure normale au
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chapitre I. Un mode¢le a double échelles de temps a déja été développé en deux dimensions
pour un filament droit par Ting et Tung®!. Ce travail n’a jamais été généralisé en trois
dimensions ou apparait en plus le probléme des courtes longueurs d’onde en s/¢. D’apres

Moore et Saffman?’ | ces petites longueurs d’ondes doivent se déplacer trés rapidement le

long du filament sur des temps en ¢/ 52, mais ils ne ’ont pas vérifié¢. Cette vérification
nécessiterait une étude a I’aide d’une méthode d’échelles multiples a double échelles de temps

et d’espace. La non axisymétrie, dont on a parlé précédemment doit également intervenir sur

des temps en ¢/ & , mais il faudrait le vérifier.

Figure 4. Filament avec des ondes de petites longueur d’onde

La stabilité /inéaire d’un anneau tourbillon a été étudiée sur un temps normal pour des

grandes longueurs d’ondes par Widnall et Sullivan®?, en ne perturbant que la fibre centrale et

pas le champ des vitesses relatif, alors qu’elle a été étudiée sur un temps court en ¢/ &2 pour
- S . . . \
des courtes longueurs d’onde en s=— (Figure 4) par Widnall et Tsai*>. Un modéle non
g

linéaire a double échelles de temps et d’espace permettrait de faire la synthése de ces deux
¢tudes. Dans ce mémoire, on n’a pas fait la syntheése sur les études de stabilité des ondes sur
les anneaux et les filaments tourbillons, qui sont étudiées dans bon nombre d’articles (Annexe
18).

Fort de notre connaissance des développements asymptotiques sur des courbes, et de
nos programmes de calcul formel, il serait possible de faire une étude (du méme type que
celle qui a été faite dans ce mémoire) pour déterminer 1’évolution d’une concentration

liné¢ique de dipdles sur une courbe tridimensionnelle. Le probléme ne serait plus caractérisé
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par une circulation, mais par I’intensité du dipole. En deux dimensions, une telle étude a déja
été entreprise par Ting et Bauer®® .

Le phénomeéne d’éclatement tourbillonnaire, qui a été présenté en introduction (Figure
14), correspond a une déstructuration d’un jet tournant ou d’un filament tourbillon avec débit
axial. Il est étudié¢ d’une part par les personnes qui s’intéressent a I’étude de jets et d’autre part
par celles qui étudient les filaments tourbillons. Méme si les chercheurs arrivent de mieux en
mieux a le simuler numériquement, son mécanisme d’apparition n’est encore pas bien
compris. Sur la figure 5, on a représent¢ une coupe méridienne d’un éclatement
tourbillonnaire axisymétrique de type bulle. Dans ce plan de coupe, qui passe par 1’axe de
symétrie, on a représenté les lignes de courant des composantes axiales et radiales du champ
de vitesse dans les coordonnées cylindriques associ¢es a I’axe de symétrie. La composante

orthoradiale de la vitesse se rajoute a ces vitesses et n’est pas représentée ici.

Figure 5. Coupe méridienne d’un éclatement

tourbillonnaire axisymétrique de type bulle

Du point de vu des personnes qui étudient les filaments tourbillons et vis-a-vis de notre
chapitre I, cet écoulement correspond a un filament tourbillon avec variation de 1’épaisseur du
filament et donc avec variation selon 1’abscisse. La théorie des filaments de faibles épaisseurs
peut étre stirement étendue pour étudier cette configuration. Dans cette voie, nous pouvons
citer les travaux de Sychev?’ et de Schmitz?®. Pour notre part, on a été troublé par certaines

ressemblances qui existent entre ’article de Leibovich, Brown et Patel'

et celui de Callegari
. ] . 0y . ) r :

et Ting' , sans que ni I’un ni ’autre de ces auteurs ne se fasse alors référence dans ces articles

ni dans ceux qui ont suivi. En effet, tous deux s’intéressent aux grandes longueurs d’onde de

perturbation de la fibre centrale du filament. Les premiers utilisent une longueur

caractéristique liée a 1’épaisseur du filament et écrivent des développements en fonction de

I’inverse de la longueur d’onde sur le filament, qui est alors un petit paramétre. Les seconds,

eux, utilisent une longueur caractéristique li¢e a la grande longueur d’onde sur le filament et
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¢crivent des développements en fonction de ’épaisseur du filament, qui est alors un petit
parametre. Il y a donc une dualité, entre ces deux études, qui se concrétise par le fait que les
deux utilisent un développement asymptotique raccordé suivant la distance radiale a la fibre
centrale. Les premiers font intervenir une variable radiale extérieure et les seconds une
variable radiale intérieure. Nous n’avons malheureusement pas eu le temps de nous étendre
plus longuement sur ce sujet.

Nous ne pouvons pas finir cette présentation des différentes perspectives d’études,
sans rappeler I’intérét que peut avoir ces études de filaments tourbillons pour étudier la

3,9,14,16,32,33

stabilité¢ des filaments tourbillons , pour développer des méthodes numériques du

8,11,13,17

type éléments tourbillons , pour comprendre les mécanismes de certains écoulements

en modélisant le champ de vorticité associé et en expliquant la dynamique de son évolution,

23.26 oy pour arriver a généraliser

et méme pour aider a modéliser les écoulements turbulents
en trois dimensions ce qui a été fait pour la turbulence en deux dimensions® avec toutes les
difficultés liées a la courbure des filaments que 1’on a essayé de présenter modestement dans

ce mémoire.



234 Conclusion

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Bibliographie de la conclusion

CALLEGARILA.J. et TING,L. 1978 Motion of a curved vortex filament with decaying vortical core and axial
velocity, SIAM J. Appl. Math.35 (1), 148-175

CHORIN, A.J. 1994 Vorticity and turbulence,Springer

CROW,S.C. 1970 Stability theory for a pair of trailing vortices, AIAA J. 8, 2172-2179

FRAENKEL,L.E. 1970 On steady vortex rings of small cross-section in an ideal fluid, Proc. Roy. Soc.
London. 4 316, 29-62

FRANCOIS,C. 1981 Les méthodes de perturbation en mécanique. ENSTA. Paris, 98-104

FUKUMOTO,Y. et MIYAZAKI,T. 1991 Three dimensional distortions of a vortex filament with axial
velocity, J. Fluid Mech. 222, 369-416

FUKUMOTO,Y. et MOFFATT,H.K. 1997 Motion of a Thin Vortex Ring in a Viscous Fluid : Higher-Order
Asymptotics, lutam Symposium on Dynamics of Slender Vortices, RWTH Aachen, Germany, August 31-3
September (Proceedings to appear with Kluwer Academic Publishers)

GUSTAFSON,K. et SETHIAN,J. 1991 Vortex Methods and Vortex motion (ed. K. Gustafassen & J.Sethian),
SIAM

KELVIN 1880 Vibration of a columnar vortex, Philos. Mag. 10, 152-165

KLEIN,R. et MAJDA,A.J. 1991 Self-stretching of a perturbed vortex filament I: the asymptotic equation for
derivations from a straight line, Physica D 49, 323-352

KLEIN,R. et KNIO,0.M. 1995 Asymptotic vorticity structure and numerical simulation of slender vortex
filaments, J. Fluid Mech.284, 257-321

KLEIN,R. et TING,L. 1992 Vortex filaments with axial core structure variation, Appl.Math.Lett.5, 99-103
KLEIN,R., KNIO, O.M. et TING,L. 1996 Representation of Core dynamics in slender vortex filament
simulations, Phys. Fluids.,8, pp.2415

KOPIEV,V.F. et CHERNYSHEV,S.A. 1997 Vortex ring eigen-oscillations as a source of sound, JFM 341,
pp. 19-57

LEIBOVICH,S. et BROWN,S.N.et PATEL,Y. 1986 Bending waves on inviscid columnar vortices, J. Fluid
Mech. 173, pp. 595-624

LE DIZES,S., ROSSI,M. et MOFFATT,H.K. 1996 On the three-dimensional instability of elliptical vortex
subjected to stretching, Phys.Fluid 8 (8)

LEONARD, A. 1985 Computing three-dimensional incompressible flows with vortex elements,
Ann.Rev.Fluid Mech. 17,pp.523

LEONARD,A. 1994 Nonlocal theory of area-varying waves on axisymmetric vortex tubes,Phys.Fluids A6/2
pp. 765-777

LUNDGREN, T.S. 1982 Strained spiral vortex model for turbulent fine structure, Phys.Fluids,25,(12)
pp.2193-2203



Conclusion 235

20. LUNDGREN, T.S., ASHURST, W.T. 1989 Area-varying waves on curved vortex tubes with application to
vortex breakdown, J. Fluid Mech. 200,pp. 283-307

21. MARSHALL,J.S. 1991 A general theory of curved vortices with circular cross-section and variable core
area,J. Fluid Mech. 229,pp.311-338

22. MARSHALL,J.S. 1992 Buckling of a columnar vortex,Phys. Fluids A4/12,pp.2620-2627

23. MOFFATT,H.K. 1995 Dynamique des Fluides, Cours de I'X

24. MOFFATT,H.K. 1969 The degree of knottedness of tangled vortex lines, J. Fluid Mech. 35, 117-129

25. MOFFATT,H.K et RICCA,R.L. 1992 Helicity and the Calugareanu invariant, Proc. R. Soc. London. A 439,
411-429

26. MOFFATT, H.K., KIDA, S., OHKITANI, K. 1994 Stretched vortices-the sinews of turbulence; large-
Reynolds-number asymptotics, J. Fluid Mech. 259,pp.241-264

27. MOORE,D.W. et SAFFMAN,P.G. 1972 The motion of a vortex filament with axial flow, Philos. Trans. Roy.
Soc. London Ser. A 1226 (272), 403-429

28. SCHMITZ,M. 1996 Axiale Entwicklung der Kernstruktur schlanker Wirbelfaden, PhD Thesis ,Aachen

29. SYCHEV,V.V. 1993 Asymptotic theory of vortex breakdown,Fluid dynamics, 28(3) pp.356-364

30. TING,L. et BAUER,F. 1993 Viscous Vortices in two- and three-Dimensional Space, Computer Fluids Vol 22
N.4/5,pp 565-588

31. TING,L. et TUNG,C. 1965 Motion and decay of a vortex in a non-uniform Stream, The Physics of Fluids 8
(6), 1039-1051

32. WIDNALL,S.E. et SULLIVAN,J.P. 1973 On the stability of vortex rings, Proc. R. Soc. London A 332, 335-
353

33. WIDNALL,S.E. et TSAIL,C.Y. 1977 The Instability of the Thin Vortex Ring of Constant Vorticity, Phil.
Trans. R. Soc. Lond. A 287, pp. 273-305



A.1. Obtention des équations sur les coordonnées locales 237

Annexe 1

A.1. Obtention des équations sur

les coordonnées locales

Cette annexe montre comment s’écrivent les équations dynamiques et I’équation de
conservation de la masse sur les coordonnées curvilignes locales a la courbe X(s,#) définies
au paragraphe 1.2.2 et sur la figure 1.2.

La transformation entre les coordonnées Cartésiennes orthogonales M(xy,x,,x3) avec

les vecteurs de base associés (€1,€,,€3) et les coordonnées locales M(r,¢,s) avec les

vecteurs de base associés (¥,0,T) satisfait :

— -
X = OM = X(s,1) + (@, s,t) (A.1.1)

Cette transformation dépend du temps. Ce n’est pas qu’une transformation spatiale, comme
lorsque ’on fait un changement de coordonnées entre des coordonnées cartésiennes et des
coordonnées cylindriques ou sphériques, ...

La vitesse vV en tout point du fluide est décomposée selon la formule :

V(r,@,5,0) = X(s,0) + V(r,0,5,1) (A.1.2)

ol X(s,7) est la vitesse de la courbe X(s,7) et V la vitesse du fluide relativement a cette
courbe. Cette vitesse relative par rapport a la courbe est projetée sur les vecteurs de base

(¥,0,7) des coordonnées curvilignes :

V=ur+v+wt (A.1.3)



238 A.1. Obtention des équations sur les coordonnées locales

A I’aide de (A.1.2), I’équation de conservation de la masse
divw =0 (A.1.4)

devient

divV + dm:( =0 (A.1.5)
Comme I’opérateur divergence n’est qu’un opérateur spatial, la dépendance de la
transformation (A.1.1) avec le temps n’intervient pas pour transformer 1’équation (A.1.4).
Si ® est la coordonnée angulaire définie par Callegari et Ting (1978) :
O=¢p-0, (A.1.6a)
d® = olds (A.1.6b)
alors (r,0,s) sont des coordonnées curvilignes orthogonales dont la métrique a été précisée

au paragraphe 1.2.3. A 1’aide d’un formulaire sur les expressions des opérateurs dans des

coordonnées orthogonales quelconques, on trouve :

rhdivV = (urhy) . + (h3v) @ + 1wy (A.1.72)
rhydivX = rX et (A.1.7b)

Finalement, a I’aide de la relation (A.1.7a-b) et aprés un changement de variables de ® en ¢,

I’équation (A.1.5) devient :

(wrhy), +(h3v) , +rwg — oTrw, +rXseT =0 (A.1.8)

Notons Z le référentiel Galiléen. On définit la dérivée temporelle d’un vecteur

f = £;é; dans ce référentiel Z par :

d=t df; _
7=d—;ei. (A.1.9)

Dans ce référentiel T, les vecteurs (€q,€,,€3) ne dépendent pas du temps, la vitesse v est la

vitesse du fluide et a son accélération.

On veut trouver la transformée de 1’équation de Navier-Stokes

|5:—gradp+ VAV (A.1.10)

par le changement de coordonnées (A.1.1). Ici, p est la pression divisée par la masse

volumique. Les termes gradp et Av de cette équation sont des opérateurs spatiaux. Ils sont

transformés a I’aide de (A.1.2), de la méme fagon qu’on a transformé 1’opérateur divergence
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de I’équation (A.1.4). Par contre, comme 1’accélération

d®v [ RV
5:#:( mv] +¥ e gradv (A.1.11)

x1,x2,x3

fait apparaitre une dérivée temporelle, on doit prendre en compte la dépendance par rapport au

temps de la transformation (A.1.1) pour modifier cette accélération. Ici, (0” / a"t)xl 963 est

la dérivation partielle par rapport au temps 7 a xy,x,,x3 fixés.
Notons Z le référentiel pour lequel les coordonnées curvilignes (r,p,s) et les
vecteurs de base associés (F,é,%) ne dépendent pas du temps. On dit qu’ils sont fixes. On

définit la dérivée temporelle d’un vecteur f = £ F+f 95 + f,T dans ce référentiel Z par :

dRF df.  dfp- d
Ly g d
dt d

= " (A.1.12)

La vitesse vV est la vitesse relative du fluide dans ce référentiel € et a son accélération

relative :

. gRs [ FR% . .
a=t Y =(—Vj +5 o gradv (A.1.13)
r,(p,s

Ici, (ﬁ / ﬁt)r est la dérivation partielle par rapport au temps ¢ a r,@,s fixés.

2%

Soit v, le champ de vitesse du référentielle Z par rapport Z . On I’appelle ‘le champ

de vitesse d’entrainement’ de Z . Les définitions de v et v associées a la transformation

(A.1.1) conduisent a la loi de composition des vitesses :

V=V,+V (A.1.14)
ou
ve=5<+r5 (A.1.15)
On applique la loi de dérivation des fonctions composées et (A.1.11) devient :
_ [~V Lo
a:[ ey ] + Vv e gradv (A.1.16)

r,Q,s
A T’aide des relations (A.1.11), (A.1.14) et (A.1.16), ou a I’aide de la loi de dérivation des

fonctions composées, on trouve que :
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ol ol
— =|— +V d
BRI T
7,0, X1,X2,X3
On passe de la dérivée temporelle dans Z 4 celle dans Z par la relation :
v v +V o gradv A.1.17b
— =|— ra
ot ot Er¥el (A-1.17b)
l",Q),S r,Q,s
carona:
ut+v0+wi =Vegradv, (A.1.18)

o>

A partir de (A.1.16) et (A.1.17b), on obtient la loi de composition des accélérations
(A.1.19)

a=a,+a,.+

ou
(A.1.20)

RV,

aé:( ot ot

RV, B
= +V,egradv,
X1,X2,X3

r’w’s
est l'accélération d’entrainement,
a, =2vegradv, (A.1.21)

est ['accélération de Coriolis et @ est accélération relative donnée par (A.1.13).
A T’aide de (A.1.14) et (A.1.19), la transformation de 1’équation de Navier-Stokes

(A.1.10) est :
a=—gradp+vAV +v AX (A.1.22a)

ARV

ot
r,Q,s
A Taide d’un formulaire sur les expressions des opérateurs dans des coordonnées

J +ut+v0+ wi+ X+ (V—rr)e grad(V +X) (A.1.22b)

avec :
52{

orthogonales quelconques, on trouve :
1 12
AX=—(+Xjs), (A.1.23a)
hy “hs
.o s Xy .
(V—rr)OgradX:h—(w—rror) (A.1.23b)
3
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Finalement, I’équation de Navier-Stokes (A.1.22) devient :

a=—gradp+vAV +

v 13

X
h3 h3 N )S

ot

) (a’év
a=|—

|

r,p,s

3

e e - . ~ -~ X *
+ur+vo+wi+ X+ (V—rr,)OgradV+h—s(w—rr01:)

ou I’on rappelle que :

RV A Ha
=—Tr+—0+
a' " a

T

3|2

r,Q,8
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(A.1.24a)

(A.1.24b)

(A.1.24c)

A Taide d’un formulaire sur les expressions des opérateurs dans des coordonnées

orthogonales quelconques, on trouve les expressions des opérateurs gradp, gradV et AV

sur les coordonnées curvilignes.

L’équation

vérifiée par la vorticité

s’écrit

div =0

® = OF + 0,0 + 03T

(a)lrh3)r +(h3(l)2)(p +I"Cl)3s —O'Tl"a)_g(p =0

et I’équation de la vorticité

devient :

+ Ve grado — o ® gradv = vA®

x1,x2,x3

(A.1.25)

(A.1.26)

(A.1.27)

(A.1.28)

Ré
a

l

r,p,s

+ 0 T+ @) 0+ w3 T+(V—X—rF) e grad® — & » gradv = VAG

(A.1.29)

La relation entre la vorticité et la vitesse :

devient :

. =T o
oo:rotV+h—/\XS

3

(A.1.30)

(A.1.31)
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- [ J
T =

car rot X = X (A.1.32)
3

A Taide d’un formulaire sur les expressions des opérateurs dans des coordonnées

orthogonales quelconques, on trouve :

7 W(p+0wK ) (ﬂv T&"v) 1 [
=|—+— —(—= - —)—Ir
ro i s sin @ S o o0 I
I PN N SRATP O (A.133)
os T oy or kg Y -
Lo 1oul
ror roe N
Si nous utilisons
V=T +v,0+37T, (A.1.34)

au lieu de la vitesse V, les équations (A.1.8) et (A.1.24) du champ de vitesse ont les
expressions plus simples suivantes :

(Vll/'h:;)r +(h3V2)¢ +}"V3S — UTI"\/'3¢ =0 (A135a)

a=—gradp+ vAv (A.1.35b)

é* ° e . hd °
5=[0” VJ + V) F+ vy 0+ v3 T+ (V— X—7F) ® gradv (A.1.35¢)
r,p,s
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Annexe 2

A.2. Les développements
extérieurs des champs de vorticité

et de vitesse

On considere un anneau tourbillon dont le champ de vorticité est :

-1 0,
& =—56""(rp.a) (A2.1)
&

ot ®? estun champ décroissant exponentiellement ou d’extension finie. Ici, (r,¢,a) sont

les coordonnées curvilignes locales a la fibre centrale X(a) et r= r/e est la variable radiale

dilatée. Ces coordonnées et la fibre centrale sont définies au paragraphe 1.2.2 et sur la figure

1.2. La projection de la vorticité sur les vecteurs de bases associées a ces coordonnées est
donnée par :

@ = oF + 0,0 + w3t (A2.2)

Cette annexe détermine le développement extérieur ®°" du champ de vorticité ® ,

ainsi que le développement extérieur v°" du champ de vitesse v induit par cette vorticité
connue ® . Le développement extérieur est défini par la limite £ — 0 a r fixé.

Puisque la vorticité décroit au moins exponentiellement, le développement extérieur
du champ de vorticité donné par (A.2.1) est nul partout, sauf sur la courbe € ou il est infini.
Ce champ limite n’est pas une fonction, mais une distribution au sens mathématique.
Définissons alors par

(B (0) (1 , ¢,a)
(T5.9) = [[[ doG)dx =| ”8+ oo, a)hydrdpda,  (A.2.3)



244 t

A.2. Les champs de vorticité et de vitesse extérieurs vou

la distribution T canoniquement associée au champ de vorticité @ . Ici, ¢ est une fonction
test régulicre :
#HX) € D(R3 )= {fonctions tests usuelles ¢, C™ et a support compact}

Apres un changement de variables, I’intégrale (A.2.3) devient :

(15.0) = ||| 6© ¢ p.0)p(er, p.a)hsdrdpda (A.2.4)
Le développement extérieur Tz %" de T est alors de la forme suivante :

(15°.9) = [[[ 6@ (r.p.0)p(@)rdrdpda + O() (A.2.5)
que ’on peut écrire :
[#aye@|| w3rdrde da

(15%49) =" Jo[[@® ~[a© exfyrardp da

+0(s) (A2.6)

Sur des variables dimensionnelles, la définition de la circulation I" est :
I = || wyrdrdg. (A.2.7a)
et devient
J J wyrdrdep =1 (A.2.7b)

sur des variables adimensionnelles. Lorsque cette relation est remplacée dans (A.2.6), nous

trouvons le développement extérieur suivant de la vorticité :

T = 5,1 + 5,D(a) + O(é) (A.2.8)
ou D)= [[@© ~[6© o F[t)rardy (A.2.9)

et &, est la distribution de Dirac définie sur ¢ par

(55.9)= [ d(r.0.a)da (A.2.10)
e

En fait, on va montrer que D(a) = 0. Pour cela, la relation :

6 -[6© oz]t = )7 + 0,0
= (wjcosp —w, sing) n (A.2.11)

+ (o) sing + w, cos ?)b

est remplacée dans la définition (A.2.10) de D(a), qui devient :
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D(a) = ﬁ” () cos@p — @, sin (0);'dl_”d¢) + f)” (@) sing + @, cos go);d;dgp

:E w3 rdrde +b|| (o) sing + @, cos)rdrde
e[l os,rardo ]

n ~ - -
=% 1, + b” (a)1¢ cosg — (7)), sing)rdrdp
= B” (a)l(p cose — (@ l_f); sin go)l_fd;dgp
ou nous avons utilisé la relation (2.3b) :
- K[a)l CoSQ — @y sinw] +w3, - Ta)3¢ =0
du paragraphe II.1. Si on développe w; en série de Fourier :
e 0]
W = Za)l cosnp+@; _sinng ,
] nl n2

I’expression (A.2.12) de D(a) devient
o0
D(a) = B?Z'J‘|:a)112 +(a)112 ;)};d;
r
0

1 2
ou @y = Ja)l singd @
0

Apres une intégration par parties, I’équation (A.2.15) devient :

D(a)=bz lim @14, P
i
. -2
Or lim oyr” =0,

7 —> ®
car la vorticité est a décroissance au moins exponentielle et

-2 e . O'WK i —2(512 Té’v) 1
= r-—Ksinp—r"(—-ocT—)—
or =g rw, s @ 55 @ o0 s

lim wr’ =0

v —> o0
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(A.2.12)

(A.2.13)

(A.2.14)

(A.2.15)

(A.2.16)

(A.2.17)

(A.2.18)

(A.2.19)

(A.2.20)

Ainsi, nous avons toujours D(az)=0 et finalement le développement extérieur de la

vorticité est :

TN = 5,7 +0(e)

(A2.21)
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t

A Tordre principal, le développement extérieur ®@°" du champ de vorticité (A.2.1)

correspond donc exactement a la distribution de Dirac 56% sur €.

La vitesse induite par le champ de vorticité (A.2.1) est donnée par la loi de Biot et
Savart, qui apres un changement de variables devient :
Q¢ a0 A [i—(i(a')w?' F')}

5 hyr dr dp da (A2:22)

1
V(§,€)=EW ' T
X-(X(a)+er F)

Le développement extérieur v°" de v est alors :

(6(0)(;',a',(p') A i—i((a’) v
v"“t(i,g):%m [3 ] rdr dp dd' +0(s) (A2.23)
" ‘i—i(a')‘

En se servant des relations (A.2.7b) et (A.2.10), I’expression (A.2.23) devient :

(I)(O)(;v,a',¢)') A i_i(a’) ' ' f
V"“t(i,g):%m [3 ] rdr dp da +0(s)  (A2.24)
" ‘i—f((a')

Finalement, comme ﬁ(a') =0, le développement extérieur v°" de la vitesse induite par le

champ de vorticité (A.2.1) est :

Vo (%, 8) =

R EETEN 4 oge) (A2.25)

e

i—X(a')‘

A D’ordre principal, le développement extérieur du champ de vitesse correspond a la vitesse

induite par une distribution de Dirac JpT concentrée sur la fibre centrale. C’est un filet

tourbillon.
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Annexe 3

A.3. Calcul d'intégrales singuliéres
et limite pres du filament du
développement extérieur de la

vitesse

Dans cette annexe, nous déterminons le développement selon la coordonnée radiale r

de I’ordre principal

g, 1 I%'(a')A<(X<a)+rf(a,¢>)>—5<<a')) "

(A3.1)
47 - . - 13
¢ |(R(@)+rF(a.p) K@)

du développement extérieur du champ de vitesse.

Si nous posons brutalement » =0 dans I’expression (A.3.1), une singularité¢ apparait

lorsque a =a.le développement de cette intégrale par rapport au petit parametre » est donc
singulier. Pour le déterminer, nous appliquons la méthode des développements asymptotiques

raccordés d’intégrales singulieres dont le principe a été€ présenté au paragraphe 11.4.
Avec le changement de variable a =a —a, la singularit¢ dans (A.3.1) passe de

a =aaa =0et (A.3.1) devient :

S/2
0 1 _
Vom( )(r,go,a) =— IK(r,go,a,a*)da* (A3.2)
iy
-S/2
ou I’on a posé :
K(r, go,a,a*) _ T(a+a )A((X(a)+r(a,p)—X(a+a )) (A3.3)

(X(a) +17(a,p)) - X(a+a") 3
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Nous définissons un petit parameétre 7 tel que :

(A34)

et séparons I’intégrale (A.3.2) comme suit :

0 - -
yout( )(r,(o,a) =E+1 (A.3.5)
ou
E=E™ +E* (A.3.62)
I=1 +1° (A.3.6b)
avece
DU
E =4— Kda (A37a)
ﬂ—S/Z
1 +S/2
E*=— |Kda" (A.3.7b)
4z ;
n
1 0
- I da (A.3.7¢)
-n
]
=4 _ — %
i _47[{ da (A.3.7d)

On fait alors la dilatation @ =a" /7 dans les intégrales (A.3.7c-d) qui deviennent :

0
- 1 =
I =—r IK(F,(/),d,CT)dE (A.3.8a)
4r
-n/r
{ +/r.
1"~ [K(rp.a.a)da, (A.3.8b)
4r
0
ou I’on a posé :
I:((r, p,a,a) = K(r,go,a,rc‘z) (A.3.9)

Sur [-S/2+S/2[\[-n,+n], nous cherchons le développement extérieur ( » —0 a

a’ fixé) de l’intégrant K, puis nous I’intégrons en utilisant (A.3.7a-b). Au contraire, sur

[— 77,+77] , nous cherchons le développement intérieur ( » >0 a a = a lr fix¢) de ’intégrant

~

K , puis nous I’intégrons en utilisant (A.3.8a-b).
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Le développement extérieur de K :

Le développement extérieur de K est :

K = f(a*,a) +§(a*,a,r,(p) +ﬁ(a*,a,r,(o) +O(rz) (A.3.10)

ou:

(X(a)-X(a+a"))

f(a ,a)=T(a+a ) A 3 (A3.11a)
‘X(a) - X(a + a*)‘
8a" a,rp) = -7 F A2 5 (A3.11b)
‘X(a) - X(a + a*)‘
fl(a*,a,r,(p)z—?arh(a*,a,(o) f(a+a*)A[X(a+a*)—X(a)] (A.3.11¢)
h(a*,a,(p)zf((p,a)o X(a+a )—X(a) (A3.12)

[X(a+a") - X(a)‘s

L’intégration de ce développement :

Aprés avoir intégrer le développement (A.3.10) de K avec la formule (A.3.7a-b), on

obtient le développement suivant de E :

_ 1 - -
E :E(F+G+H)+O(r2) (A.3.13)
avece
F=F'+F" (A.3.14a)
G=G'+G~ (A.3.14b)
H=H"+H" (A.3.14c)
et .
S/2
Fr= [f(a".a)da" (A3.15)
n
/)
F= [fa" a)da" (A.3.15b)
-S/2
S/2
G = [g" ar.puda" (A.3.15¢)
n
-n
G = (& .arpua” (A3.15d)

-S/2
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S/2
HY = Iﬁ(a*,a,r,Q))da*
n

-n
H = Jﬁ(a*,a,r,w)da*
-S/2

(A.3.15¢)

(A.3.156)

Comme r << p<<1, d’apres (A.3.4), nous développons alors (A.3.15) selon 7 :

F=4rA 2 .
=47 A(a) - K(a)In—c"b(a) + O(7")
ST VRS R S PSR
G—47er((p,a)+r(772 S 2 +4K lnS )0
' 2n ..
+r(—singpK, +cosgoKT)ln?T
+O0(nr)
. . 6 2 27 -
H =347 C(p,a) =, 7K~ cospln=b+0( )
[F(a+a") A (X(a)-X(a+a")) |
A(a):4_ J- _}(a)_ (a+a) dar
T 5ol Kb
L 2 al ]
~ t(a+a) ]
K@)~ X(a+a)f
- +S/2
B(go,a)=f(go,a) A _[ | Ka(a)ﬁ(a) 2 da'
-sn| @+ K@@ + |+ K@ T@h@ )
a!
_ -2 K@@ |
o)) e (X@t )= XD 244ty A (R(a+a') - X(@)]
B 2 X +a) - X(a)
Coa= || fa’
_sn| K(@) b(a)cos g

J’_
4 \a’\

AN

Le développement intérieur de

Le développement intérieur de K est :

(A.3.16a)

(A.3.16b)

(A.3.16¢)

(A.3.17a)

(A.3.17b)

(A.3.17¢)

(A.3.18)



ou

L8
_r(1+c72)3/2

. 3 Ka? . Ka?
g :E—(l+52)5/2 cosp 0

2

at KT
4 2529

4 (1+a*)
_ 0082(0 -
. 8 (1+a2)7"?

K 3a* Kazcosgo —
+_

2 2 211+a2)?

a’ (KT cosp— K, sing)t + a’K>*o

C2(1+a2)Y?

i 2(1+a%)*'?
L’intégration de ce développement :

obtient le développement suivant de 1 :

avece !

et

T=-(F G+l +00?)
A
F=F"+F"
G=G"+G"~
H=H"+H"
nl'r
Ft= |fda
0
0
F = |fda
-nlr
nlr
G" = [gda
0
0
G~ = [gda
-nlr
nlr
H"= |hda
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(A.3.19a)

(A.3.19b)

(A.3.19¢)

Apres intégration du développement (A.3.18) de K avec la formule (A.3.8a-b), on

(A.3.20)

(A.3.21a)
(A.3.21b)
(A.3.21c)

(A.3.22a)

(A.3.22b)

(A.3.22¢)

(A.3.22d)

(A.3.22¢)
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0

H = |hda (A.3.22f)
-nlr

Comme 77/ r>>1, d’apres (A.3.4), nous développons alors (A.3.22) selon 77 /7 :

o 3 5
P o 20@ ~—-6(a) +§—e(a) +o() (A.3.23a)

r 77 77 77

2
- 3(r —
G Kcosq{l——(—] }G(a)
2\n

(A.3.23b)
3( 2 4
+K—1+ln2+lng+—(—j b+0( 1)
r 4\n
K2 4 n
——B(a) —K cos o b(a) —§+ln2+ln—
r
H =-2r [KTcosgo K, s1n(p]( 1+ln77+ln2) @)
r 2 (A.3.23¢)
2
K n 3
+7 —1+In— +1n2—Zcos 1) 9(a)+0( )

out( )

Le développement de v (r,p,a) pres de l’anneau tourbillon :

Lorsque le développement de la partie extérieure (A.3.13) de I’intégrale est additionné

au développement de la partie intérieure (A.3.20), tous les termes en 7 disparaissent et on

. . _out©@®
obtient le développement suivant de VO (r,¢,a) :

1 K|. S | K 6
qout( )(r—>0 0.a )_—9+—{ln——l}b+_005(¢’)9
2rr 4xmlor an

+A
L ~ S 4| 1.
(rsin2¢ +0cos2¢)| In——— |+ -0cos2¢p
3 K2 ro 3| 2

18" 3 52

1 S -
+—r(K, sinp— KTCOS¢)|:1H— - 1}1:
4r v

+0@% Inr)

ol les expressions de A, B et C sont données par les formules (A.3.17a-c).
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0)
Le développement de you (r,p,a) pres d’un filament non fermé :

Pour un filament tourbillon non fermé, on obtient le développement suivant de

_out® ..
you (r,p,a) pour r voisin de zéro :

Jou(© L K[ I LK
\ (r—0,¢,a) = 6+ In 1b+ cos((p)9+A
4| r 4

_ L 4| 1.
(rsin2¢p+0 cosZ(p){ln— - 5} + 56 cos2¢
r
r (A.3.25)

1 - 4 -
—0+——(B-3C-—
+186+3K2( Z29)

+_—
16 «

~

1 L
+ 4—r%(Ka sing — KTcosgo){ln— - 1} +0@% Inr)
z r

avece
+LJ/ 2 T(a+a')~(X(a)-X(a+a"))
1 <
A(a)—4— —-L/2 dar
| K@h(a)
2|a r| | (A326a)
+LJ' t(a+a')A(X(a)-X(a+a ))da’
4r
~ T(a+a') ]
X(a) - X(a + a')|3
- +L/2 i )
B(p,a) =F(p,a)n | K, (a)ii(a) P
L2 + | 1|3 (i(a) + K(a)ii(a)a' +|+ K(a)T(a)b(a) aT) (A.3.26b)
a!
- %Kz(a)%(a)

T(a+a')
+i(p,a) Al |- da’
[ |X(a) X(a + a’)| ]
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+L/2

Cp.a)= |

L2

o Fa,9) e X(a+a) - X,

F(p,a) e (X(a +a’) — X(a))

|X(a +a')— X(ar)|5

K (a) b(a)cos @

+

4 |a’|

1

ou

[X(a+a") - X(a)

A.3. Calcul d’intégrales singulicres et limite de Vout proche du filament

[t@+a") A (X(a+a") - X(a)]

da'
(A.3.26¢)

Ha+a") A (X(a+a')-X(a)] da’

=]~ o040 /[~ L/2,+L/2] et L est une longueur de ’ordre 1 qui

permet d’éviter la singularité en I’infini.
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Annexe 4
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A.4. L' équation de conservation de

la masse et de Navier Stokes aux

différents ordres

Dans cette annexe, nous donnons les différents ordres du développement intérieur

(e>0a = g fix¢é) de I’équation de conservation de la masse (A.1.8)

(urh3),. +(h3v),, +1rwg — oTrw, +rX,0T=0

et des équations de Navier Stokes (A.1.24)

. v 12
a=—gradp+vAV +—(—Xj)g
hy “hs

avec :

RV « e . X -
ﬁz[?} +uf"+v9+w1:+X+(V—r17t)0gde+h—S(w—r1701:)

r,p,s .

Al Ou_ v Ow.

=—Tr+—0+—1

ot ot ot ot

ry@,s

On remplage les développements asymptotiques (3.6) du champ de vitesse :

W™ = o7l = OG0 +uD (0,80 ..
inn _ 5_1\7 = g_lv(o) (}_’,(o,s,t) —I—v(l) (}_”,(D,S,t)-i-...
witt = ~lip — o—1,(0) (;, 0,s,t)+ w(D (l_’,(D,S,t)+...

et (3.7) de de la fibre centrale :

X(s,t,8) = X O (5,6) + !XV (5, 0)+...

(A4.1)

(A.4.22)

(A.4.2b)

(A.4.2¢)

(A.4.32)

(A.4.3b)
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dans ces équations préalablement écrites sur la variable dilatée intérieure r=rle.

Ces calculs sont réalisés a 1’aide d’un calculateur formel. Les équations (A.4.1) et
(A.4.2) sont entrées dans le calculateur en programmant les formules des opérateurs
différentiels qui nous intéressent sur des coordonnées orthogonales générales, puis en
indiquant la métrique (paragraphe 1.2.3) de nos coordonnées. Une procédure fait alors la
dilatation de la coordonnée radiale ». Nous remplagons les développements (A.4.3a-b) sous
forme de séries tronquées dans les équations, nous développons en séries de & et nous
rassemblons les termes suivant les ordres du petit parametre £. Nous obtenons alors les
différents ordres des équations qui sont donnés dans ce qui suit.

Equations a ’ordre 0 :

A I’ordre 0, I’équation de continuité et les équation de Navier Stokes sur (f',é, T) sont :

)z _
(0) _“ (0 _
o (st v (r,p,s,t)=0 A.4.4a
(057 (A442)
- 2
[V(O)(r,(p,s,t)] o 0) -
- - + - p (”',¢,S,t) = O (A44b)
7 or
1 2 - 2 0 _
~-_“ 1,00 _“ (0 _
2 é) (D[V (r,(o,S,t)] + é, (pp (V,(D,S,t) - 0 (A44C)
) 7 ()P
v (r,@,8,1) 00" (r,9,s,6)=0 (A.4.4c)

ou nous avons utilisé (3.8) 40 (;,(D,S,Z) =0.
Equations a ’ordre 1 :

A ’ordre 1, I’équation de continuité et les équation de Navier Stokes sur (¥,0,7) sont :

o'V o5 P (rp.50)

@~
= = , 8,1 A4.5
o + i 517 (r,@,8,1) ( a)
2O 0,500 ¢, 0.5.1)
(0) — é’u(l)(;,(o,s,t) _é’p(l)(;,(ﬂ,s’t) (1) - (A45b)
+v (Va%Sat) 5¢ +r ﬁ;’ :SZ (raq):sat)
O 0,500V (. 0,5,0) 0 - O 1)
o tu s )T (A.4.5¢)
@(1)(;,§0,S,l) 1 —
+T=S§)(r,(p,s,t)
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0”W(0)(r 105551 U

o7 S,1)
O’W(O)( r y O,w(l) (_ ) (A.4.5d)
+¢V(l)(;,(ﬁ,s,t)+V(O)(;,¢,S,t)¢ (1)(1" Q),S t)
ap P
avec :
s (r,0.5.0) = =K © (s, sin(@)'” (7, 0,5,1)
_ o _
(0) () W A4G
+F(T (Sat) ﬁ(ow (I’,(D,S,t) (0)(S t) 0’7S (7" o,s, t)] ( 4. a)
~(0) oV(s.n] o (o
+| 7 (s,t)cos(@) ——(o—— ) 5.0) 3 (r,,5,1)
Sgl) (r,@.5.1) = - )(” ®,5,1) K(O) (s,t)cos(p) (A.4.6b)
Sgl) (;’ ¢’Sat) = ;W(O) (;, ®»,S, t)K(O) (S, t) SIH(Q)
- _ 0
+w® (7, 0,5,) 7O (5,0 L 0251) (A.4.6¢)
o9
r 0
0 OV, @,8,1)
(0) (5.0) (’” ®,S,1) Js

54(11) (;,(p,s,t) =m0 (r,(p,s,t)K(O) (s,1) sin((p)w(o) (;,@,S,t)

2 2
r 1 ow® (s ow® (7,0,
> =2y 70 P25, A.4.6d
+5 o0 (s.) oy + T4 (s,1) o0 ( )
- 1 0) .. / 0) y
+{_ - op 7 (r,p,s,t) L 70 (5.0) op 7 (r,@,s,t)
o s o

Equations a ’ordre 2 :

A DP’ordre 2, I’équation de continuité et les €quation de Navier Stokes sur (f',é, T) sont :

or® 0,50 VPG 0,80 o

= =5 A4T
Or + ED) =581 (r,(pasat) (A.4.7a)

2O (0,500 P (7, 0.5,0)

o - o o5 _opPresn |, (A.4.7b)
+v (V,(D,S,t) 0,-,¢ +r 0”; =5 (V,¢,S,f)
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O G, 0.5,00® (r,0.5,0)

2

(A.4.7¢)

+u'? (r,0,5,1)

o (7.1) . »?(r,p,50)

PP S§2) (7, 9,5,1)

op

- d/v(O) (;a Q’aS,t) (2) -
r————=————u (1,
or

O (r,p,5,1 -
N (;(,Dco,s, )V(z) 0.

S,1)

5,0) +v O, 0,5,1)

_ (A.4.7d)
WP (r,0,5,1)

op

¢

=54 )(l_f,(p,s,t)

avee !

sfz) (;,(D,S, t)=

— KO (5,00 (7, ,5,0) sin(g)

owd

—2rk©® (s,t)cos(p) +

-k© (s,t)cos(p) +

0 i_’u(l) (;,q),s,t)
or

oD (s,1)
a0 (s,0)

|

|

o vV, 0,5,0)
7N

o (s,1)
0 (s,1)

(0,5,0) owD (7, 0,5,1)

r T(O) (s,1)

T(l)(s,t) +

N

o

—rkD (s,t)cos(
- O'(l)(s,t)

O
o (s,1)

6O

_{
«(0)

-0 (s,0)
-
o0 (s,1)

o

oD (s,1)
(0)
K

M
KW (s,6) + O-(o—

o as

|

- 0 (s,1)

ow' (r.0.5.1)

ﬂmmn} >
()

(5,1)

®) )
ﬁv(o) (r,p,s,t)

)(s, t)cos(p) o0

(s,1)

t _
o Km%mﬂ%mawﬁﬁmmm
(s,t

)
(A.4.82)
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9 (5.t =

oul 2 (r,0,5,1)

2’ or

ou'V (. 0,5,0) . auV g
X - (0 (s,1) as

+7 T (s,0)

2
Y (s

2wV, 0,5,0w (0,5, KO (5,1) cos(p)

B _ 270
-2r w(o) (r,(p,s,t)ité,—gs’t) o (s,(p,t)]

2 2
w9 as, t)(K(l) (5;)+rK©  (s,1) cos((p)j cos()

O ¢,0,5,0)

S$P(rp.s.1) =

- v (r,p,s.1
I O PN t)w
7 s

G ) owD(r,0,5,0)
+ v(o)(r,go,s,t)o,,—
S

oDy 1 PG (72 @.5.1)
or 2 o
ovih (;, @,S,t)
e
+ 2w O, 0,5,0w 0V (0,5, KO (5,0)sin(p)

~uV(rp.5.0)

+ ;w(o) (;,(p,s,t)T(O) (s,1)

VO (r,0,s,1)

+ ;w(l)(;,(p,s,t)T(O) (s,1)
op
0),— _
1w 05,07V (s,1) v O (. p,5.,1)
+r _ _ - 45
+ 7K@ (5,07 (5,0 (7, 0,5, cos(p) o9

W(O) (;9 ¢’S7 t)
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(A.4.8b)
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— 2 - - 2
+rw© (r,(/),s,t)[K(D(SJ)+”K(O) (s,r)cosw)] sin(g)

)
o (s,t) _
e - o0 t
RSN D (VP WO G g5y 20050
0,0 Os
+ rK(O)(s,t) cos()
- é’V(O)(;,¢,S,t)
_pov 1e.8.h)
ot
o =(0)
—2}’W(O)(F7¢7S7t)£§;t .9(0)]
-V 0,050 ( 580 <0
KA o 9 (A.4.8¢)

A5 1600050
_2 r or
- 9 or
+ra 0y~ 0y~
1 AVO0.5.00 vVO0p.s0
T2 2 - %
L 2 r |
5 (r.p.5.0) =
1 apV(re,s5,0
_ O'(O)(S,t) é’S
r _
ﬁp(l) (r,p,s,t)
T(O) P N
+ (s, )—5¢
1 owD(,0,s,0)
_ _ o0 ; Os
+VW(0)(V,(D,S,t) c (S, ) (1) —
N T(O)(s,t) ow(r,,s,t)

op
VO, ®,s, HwD(r, ®,5,1)

— KO (s,£)sin(p) N i
+v D (0,500 (r,0,5,1)

+rK O (5,0) cos(@)w' O (r,0,5,00uD (r, ,5,1)

0"4/,(1) _a s )t -
(O RnD 06,

t
a S,1)

—d/l/(l)(;,(D,S,t) (1) -
+r—————=u (V,(D,

1
or 5,0)
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2
10w (rp.s.0)

+ ;[T(l)(s,t) +17O (5,0 KO (s,1) cos(p)] o9

+ 7O, 0,5,0W O (r,0,5,1) sin(p)

o Ds,t) KO (s,1)cos(e)

op

kW (s,1)
_ 2
+rk© (s,¢)cos(p)

2
10w? (rg.s.0)
2 s

5(0)_) 77t
L op (r,@,s,t)

2 0) _
O'(O) (S,t) o (S)t) + ap(())(ra(p:s:t)
L s J
1 v 9%0r0,s0)
_ _ (0) os
n T(O)(S,t) ow (Va(P:SJ)
27

O (;,go,s,t)(% . f(s,t)]

O, 0,5,0) (ﬁf(s, £)
r
op ot

+

.Q@Jﬂ

59 (s,1)

— O (r,,5.0)

ot _+5Wm%a¢JJ)

o (s,1) ot

-2 7 or

2 - _
n QZF[& w (V,(D,S, ) +:§W (I",¢,S, )]

or
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(A.4.8d)
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Annexe 5

A.5. Les équations de la vorticité
et le rotationnel de la vitesse aux

différents ordres

Dans cette annexe, nous donnons les différents ordres du développement intérieur

(e—>0a = z fixé) des équations divad =0 (A.1.27) et de la vorticité (A.1.29) suivantes :
£

(a)lrh3)r +(/’l3602)¢ +I"603S —O'TI"CU3¢ =0 (ASI)
Of)é(;’) . ® . : . ASZ
P + 0 T+ @y 0+ @3 T+(V—X—7T) e grad® — o ® gradv = vVA® (A.5.2)
7,0,
I
o = rotV +h_ A Xy (A.5.3)
3

ou I’on rappelle que le champ de vorticité se décompose suivant la formule :
o= Cl)li: + 6026 + 603’_15 (A54)
On remplage les développements asymptotiques (3.6) du champ de vitesse et du champ

de vorticité :

uiIlIl = 6‘_117 = 8_11/[(0) (;’,@,S,t) + u(l) (7_”,(/75591‘)4‘---
inm _ _—1-_ _—1_(0), rys
v =g v=¢g v (r,p,s,t)+v-(r,p,s,t)+... (A.5.5a)
winn N g_lw(o) (;,¢,S,I) + w(l) (I_’,(D,S,t)+...
i 1
mlnn :_2 1nn( )(F @,S t)+ 11’]1’1( )(l" §0,S t)+m1nn( ) . (ASSb)

ainsi que le développement (3.7) de de la fibre centrale :



A.5. Les équations de la vorticité et le rotationnel de la vitesse aux différents ordres 263

X(s,t,8) = XO(s5,0) + ' XD (s,0)+... (A.5.5¢)

dans ces équations préalablement écrites sur la variable dilatée intérieure r =7/ ¢.
On opére ici, comme dans I’annexe A.4 a I’aide d’un calculateur formel. Les différents

ordres des équations que nous obtenons alors sont donnés dans ce qui suit.

Les équations de la vorticité

Equations a ’ordre 0 :

A I’ordre 0, I’équation de la divergence et les équations de la vorticité sur (f,é, T) sont :

(rof”)- +(@5"),, = (A.5.6a)

(a)l(o))(p VO — ¢ (A.5.6b)

(0)
1
[(a)m)) Lo JV(O)_:(V(O)) o\ 0y _ 0! 0| (A5.60)
r r r ¢ r

D _o|, (A.5.6d)

1
2@, v 2 ®) of” — (@) of
r r d

ot nous avons utilisé : (9 = 0.
Equations a ’ordre 1 :

A Dordre 1, I’équation de la divergence et les équations de la vorticité sur (f,é, T) sont :

ol +(@"), =d .50 (A.5.7a)

1« 0 1 (o
(@), v + ") uD =) v
r r r 4

(A.5.7b)
() L,O_Lrmy oo
(“ )r 1 r(” )q) =0 (19,5,
(1. (0 1
—(V(O)),wl(l) +0’1*V_:(V(0>) o) 4= (a)(l)) (0)
p r r 4
() »(D
i B A (a)()) v 4 (@ )) u® (A.5.7¢)
r
0 0 0 1) —
() of® - Lo - 0) o g0
p r r 4
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1 1
~0 )0 += (@) VO =) w5’
r r 4 r @

I (o 0
+=(a)3( ))(pv(l) +(a)3( ))7 u(l)
r r

0)

1 0 1 —
—=®) ol — ) of” =l (s

(A.5.7d)

avee !

cl(l) (;,(p,s,t) =
7_{(01(0) + (z_fa)l(o)) + (a)éo)) ]K(O) cos(p)
r ¢

— k0 sin((p)a)éo) +r7© (a)3(0))
@

inles?) ), ) )

7

- 1 0 0
cg)(f’a%set):(_W(ah( ))S +T(O)(Ct)1( ))(pjw(o)
o

cgl) (;,(o,s,t) =
_ {ﬁ@m) T, }W«))
+[0(10) (v(o))s - T(O)(V(O))Ja)go)
SV, p.5.1) = _ _
_ (“’63(%_ O @%)
+_(W:():)))s 1O {0

+ a)l(O)K(O) cos((o)w(o)

— a)z(o)K (0) sin(go)w(o)
+ a)3(0)K(0) sin((o)v(o)

Lorsque [’ordre principal est axisymétrique et indépendant de I’abscisse,

(A.5.8a)

(A.5.8b)

(A.5.8¢)

(A.5.8d)

ces équations

se simplifient. Les équations a 1’ordre 0 sont automatiquement vérifiées et a)l(o) =0.
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Equations a ’ordre 1 :

A I’ordre 0, I’équation de la divergence et les équations de la vorticité sur (f,é, T) sont :

rof)- + (@), = P (r.0.5.0) (A.5.9a)
0
(" )) VO —(y (1))(0@5 )~ 0 (A.5.9b)
(1. (0
_(v<0))7a,1<1)+wlfv _(a,z)) (0)
’ : (A.5.9¢)

1
(@) - u) = oful) - =(v<1>) ot =0
r r @

1
7(w3(1)) L0 _(W(O))i 601(1)

(A.5.9d)
@)D —2 D) 08 =0 G50
avece .
Vr,0,5,1) = K sin(p) " (A.5.10a)
) (rp.50) =
3V KO sin(p)w(® (A.5.10b)

+ a)_oEO)K (0) sin((p)v(o)

Le rotationnel de la vitesse
Equations a ’ordre 0 :

A Dl’ordre 0, I’équation (A.5.3) qui lie le champ de vorticité au champ de vitesse donne

sur (F,0,%) :

o =0 (A.5.11a)

= —w (A.5.11b)

0 _ i[;v(o)] (A.5.11¢)
V4 r
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Equations a ’ordre 1 :

A T’ordre 1, I’équation (A.5.3) qui lie le champ de vorticité au champ de vitesse donne

sur (F,0,7%) :

1 e
a)l(l) = WO g O sin(@) +=
r

2

1
602()

0
= w( )K(O) cos(p) —w-

(D

o -}

1 adV
r dp

(A.5.12a)

(A.5.12b)

(A.5.12¢)
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Annexe 6

oo(1)

A.6. Détermination de Y1 ()

Dans cette annexe, on détermine la limite en I’infini de la fonction de courant LP (r)
soit par passage a la limite en I’infini dans 1’équation (3.21) soit par calul du développement
d’une intégrale singuliere dans 1’équation (3.28b).

Par passage a la limite en ’'infini dans l’équation :
Au paragraphe 111.6.5.1, on obtient que la limite de ‘P (r) en I’infini est donné par la

formule (3.31b) :

(e = =@ K ]
Y (r)=rKVC (1) + 1 rin(r) + O(=) (A.6.1)
T v
ou :
1-2
h(r,t) —Er In(r)
C'(t)== lim o (A.6.2)
r— r
avec : hrt) = | ————| | EvO (& H(E 1)dé |az (A.6.3)
I z(v“’)( 1) {I
0
26O &0 w” &n)
_ 0) (0) 4
H(S,t) =28 w37 (5,0) +v7(S,0) + (A.6.4)
’ vO(g )
On simplifie I’expression (A.6.2) de C*(t) a ’aide de la regle de I’hopital et de la
limite :

- 1
VO 5 0,0) = —— (A.6.5)

2rr
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On obtient ;

* |
C (t)=— lim
27 -

(r)

_zj
v —» 0 4
1 r _ _ 7 (A.6.6)
(0) _ _n
o [ &© Hag —rinG) )
! AO) o
=— lim =
27 - 2r
Vy —> ©
c’est a dire :
"
Ly dim 47z2j§(v(0>)2d§—1n(;)
2 0
% 1 )
C (= . - (A.6.7)
0
+ lim [4;;2 [£000] +w(0)w(r))d%
r—® 0
Or une intégration par parties donne :
2 Aw®)?
lim {I§2w(0)w(:))d§J lim [Ii4w ) dgg}
F—o0\0 r—o\0 or
= 2 2 ]” A.6.8
e Pase| S0 -
0 0
SR
0
et
r r 0)
lim {jgsz)wg@dg]: lim | [ &(© &(i )ng
F 5 e\0 At g
, 0))?
. Ilﬁ(fv ) iz (A.6.9)
2 &
_(g02
‘2{(@ ) L

_1 ]
_24712
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L’expression simplifiée de c’ (¢) qui remplace (A.6.2) est donc :

+ % + lim {4%2 j v )2 dé - ln('_’)J

1 ©
C*()=— ro 0 (A.6.10)
4

~872 [ 40 ag
0

Par le calcul de I’intégrale singuliére :

(1)

Nous voulons faire la limite » — oo dans I’ expression intégrale (3.28b) de ‘{’ :

¥V 0 = KO (5,.0v O i) |

mb v O nH(E, t)df}dz (A.6.11)

ou:

0
2§w<°)(§,t>(w (f,z))

0 S
HEN =280 &0 +v O &0+ o (A.6.12)
v (e )
Cette intégrale est singuliere par rapport au petit parametre l/ r.

Comme le développement en I’infini de v(o)(.f, t) est

(0) 11
dev vV (&Et)=—-2, (A.6.13)

2r &

E—>

on en déduit que :

dev z(v(t))z [I fv(O)def] =472z dev [J fv(O)HdGZ]
z—> 00

z—>ool0

1 z
= 4n2z| [ & OHdE + dev [j @(O)de} (A.6.14)

0 z—ooll
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On a séparé I’intégrale en deux pour distinguer ce qu’il se passe dans un voisinage de 0 d’une

longueur de I’ordre 1, de ce qu’il se passe en I’infini. Comme le développement en I’infini de

EvO(ENHED) est:

11
dev VO (&ENHE = E (A.6.15)
&>
la singularité en I’infini ne doit étre traitée que en dehors de 0, car sinon on fait apparaitre une

singularité en 0. On traite alors la singularité en I’infini en écrivant :

1
I@(O)de
0
1 z z
dev —a—|[evOHas|=ax’2l+ dev |[|&OH- dev &On|ag|}(A010)
z(v( ))
Z—> 0 Z—)oo_l o w
_Z
v dev ||| dev &OH|dg
Z—)oo_l Eow
qui a I’aide de (A.6.15) donne :
z ~
dev L J.fv(O)de =47zzz{ ? +Llnz+0(l/z)} (A.6.17)
(0))2 (0) o
Z—)ooz(v 0
ou I’on a posé :
IﬁV(O)Hd§+ I{@(O)H__lz ]d.f (A.6.18a)
(O) 1 Ar=&
que I’on peut également écrire :
a__ O g4 __1 (A.6.18b)
<© = lim J.fv Hdé nr .0.
r—oo (0 4n’

A l’aide de (A.6.11), il vient :

(0) r z
m_K LS P ()
7dev \PH Y 7dev [J' Z(V(O))2 [jfv Hd¢ \dz
r—>ool 0 0

(A.6.19)

1 z r z
_ ! 0 . 50 3
27t '(‘;Z(V(O))z [_([5" el +’dev J-Z(V(O))2 _([5" i

r—ool 1
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ou I’on a séparé ce qui se passe proche de 0 afin de ne pas introduire une singularité en 0 en

voulant traiter la singularirté en I’infini. On traite alors la singularité en 1’infini en écrivant :

dz

1 z
& O HAE |dz
£z(v(°))2 {
1 z
O prg
||l %
oy 0 _ K AE ) [0
ree rooll o dey —o| [ &© Hae
Z(V())2
Z— 0
r 1 zZ
v dev |[| dov —5—| [ & Hag ||z
_ Z(V( ))
r—o>ow|l\z>5w© 0

qui a I’aide de (A.6.17) donne :

1 z
1 0)
————| | & O Ha¢e |az
iz(v(m)2 {
z
- (0)
O K(O) 7 Z( (0))2 J.fv Hdg
dev V' =——=13+ dev I 0
- 11 27zr | - ! ~ 1
v —> o0 v —» o0 2
47 Z{K(O) +—4ﬂ2 Inz
[
2 a
+_dev I47r Z|:K(0) +—4 7 lnz}dz
r—> ool
c’est a dire :
1 z
1
O) g |a
bl oo
1 I (0)
—o 5| | & HAS
(0) z(v(o))z{ ]
dov v K7 14| 0 dz
r—> o H 2 : — 472 i+L1
T Z K(o) 4”2 nz
2r’a -2 Dt mrota?
+ 0 r - )+2r nr—4(r -1
+0(1/7r)

(A.6.20)

(A.6.21)

(A.6.22)
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1l vient alors :

dev ¥ K b 2r’a -2 bl i mr X Cnsoars
dev ¥ Py 0 (r )+2r nr—4(r -D+01/r)
r— 0
1K@ k@ -
=—= +7zrd +— Inr+0O(1/7)
8 & T

ou I’on a posé :

1

i

0

A.6. Détermination de ‘Placf

1
Z(V(O))z

que I’on peut aussi écrire :

Le résultat (A.6.23) que I’on a obtenu par ce calcul d’intégrale singuliere est :

avee

b= li

I"—)OO_

[j &5© Hdcf]dz +
0

m

NG

2

1.2 _ 1 .2
-D+=r lnr—Z(r —1)

" Gy 7O

KO _ 1
rin(r)+ O(=)
4 r

C* () +

" 1
C(t)y=—+rm
&7

~

a
%0

a
K(O)_—
r—ow |0

-
1 -
= tim {] &V Has——Inr

4

} (A.6.23)

(A.6.24)

(A.6.25)

(A.6.25)

(A.6.26)

(A.6.27)

ou I’on a récrit la formule (A.6.18b). C’est le méme résultat que (A.6.1) complété de (A.6.10).
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Annexe 7

A.7. Détermination de C(t)

273

Dans cette annexe, I’expression (3.45¢) de C(¢) en fonction du champ de vitesse est

simplifiée. On a :

© a)(l)
* 1 311 )=, —|,-
C=-14+4nC =——+27 J oy T @3 rinr [dr
2 ) xO

ou d’apres (3.39e), (3.34) et (3.36b) :

2
(@) - ).

M __ B, e
O3 =T @ T R s , (O

et d’apres (3.28b) :
Q)] r z
¥ 1
1 _ (O)H(O)drfd
ONORS| 2]y g
KOV 0 (o) g

YO HO Z g, , O +(v<0>)2 +2§W(O)(W<0>)§

Pour effectuer cette simplification, on définit d’abord /(R,,) par :

R | (1)
3 0= ~|,-
I(R,) = J. KTlol)Jra)g)rlnr dr
0

(A.7.1a)

(A.7.1b)

(A.7.1¢)

(A.7.1d)

(A.7.2)
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eton a alors :

1
C=-1+4rC" = —5 =27 lim I(Ry) (A.7.3)
Ry, — o0

L’expression de /(R,,) s’écrit :

2
Reo gy R ( ,
_ (0) |- (0) o-_ -0 - A4
I(ROO)——'[ (a)3 )7 <0, dr+J‘ 3 rlnr— w3 r—r NO) dr ( )
0 r 0
et on la simplifie a I’aide d’une intégration par parties :
R (1) 1y R
I j‘ 0 Y dr—| ol Y
3 k(0,00 3 x(0,,(0)
r 0
. (A.7.5)
© ) -
+ I ()rlnr—a)(o);—;(w )r r
3 (O
0
puis a I’aide de (A.7.1c-d) :
T o b 7 (0) vy
_ (0) g7(0) 1
I = J 3 - (O) _([zv HOdqz |dr - 3 PEONO)
Reo (A.7.6)
2
Ry
©; o- -0 |-
+J- rlnr— 3 r—r © dr
0
Comme d’apres (3.13¢) :
0 ,0)
oy _(rv())r__( 1 ) A
- 27 .2 N -0 )-2 o
N (2 (@)~
on peut refaire une intégration par parties :
Re [ o Reo
N (0) 7(0) | —— | (0 (0
1= _[ O Izv HYWdz | dr ;V(O)J.ZV HYWdz
0 0 r 0 0 (A.7.8)

2
Ry 0) \_
Y ) -
+ I (O)rlnr a)(o)r rior dr
0 (O
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Une derniére intégration par parties donne :

ROO _ 1 r ROO 0 _ _(W(O) )7
1= J.H(O)dr— WJ.ZV(O)H(O)dZ + J. ( )rlnr a)go)r—rv—r dr

(0)
R, ©
Ry ke o B _(W(O)z), B
=—2ﬂIW(O)H(0)dF+I H(O)+a)§0)rlnr wgo)r r—or dr
0 0 (O
ce qui s’écrit :
I 1
(0) _
_(w
I(Re)=J(Ro)+ [ v
0 0) -
(0)7 0= -0 J;
+oy rinr -y r—r———-"
L ’ v
ou I’on a posé :
RCX)_ -
J(Ry)="2xm IW(O)H(O)CZ}"
0

L’expression précédente se simplifie :

R
I(Ry,) = J(Ryp) + H(?v(o));(1+ln?)+v(°)]d;
0

R Rep
= J(R,)- j[v(‘))]d;+[;v(0)(1+1n;)]:°° + [[vOlar
0 0

1 1
=J(R —+—InR
( °°)+27r+27zn @

Or comme d’apres (A.6.17) :

a 1
dev J(Roo)z—Z( (O)+—lanj
Ry > ©

avee !

7 1
PN fv<°’de+[f (fv“”Hm]"%

1

il vient alors

275

(A.7.9)

(A.7.10)

(A7.11)

(A.7.12)

(A.7.13)

(A.7.14)
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Finalement d’apres (A.7.3), on a :

1
c@) = ~5 -2 dev

o

3 a
I(ROO):_5+(27Z-) K(O) s

R, > x©

c’est a dire :

p
3 I
Cy=—>+4z> tim |[ v HaE——tnr
2 - 4r
r—>oo 0

que I’on écrit :

C(t)z—%+47r2 ;Enoo ig(v(‘)))

zdf—éln; —2£§(W(°))2d§

(A.7.15)

(A.7.16)

(A.7.17)

(A.7.18)
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Annexe 8

A.8. Le raccord sur une zone

intermediaire

Dans cette annexe, nous effectuons le raccord asymptotique aux ordres elet g Ici,

on utilise la loi de raccord sur une zone intermédiaire plutdt que la loi de raccord sous la

forme (3.14) et (3.22).

On définit un petit paramétre 7 tel que :

(A1)

avec :
1n=1m8)— =0 (A.8.2)
et une variable intermédiaire 7 par:
s rre
ro= ; = ; (A.8.3)

Le raccord a ’ordre g_l

La loi de raccord asymptotique sur une zone intermédiaire a 1’ordre & séerit :

(A.8.4)

g

(Devr* [ )] = Dev o[ (;)D =

c’est a dire que les développements extérieur et intérieur du champ de vitesse écrits sur la

. e e * . -1 . .
variable intérmédiaire » jusqu’al’ordre & ° sont identiques.

11 -
Or: (Dev . [v"“t (r)D = (— -9 j =0 (A.8.5)
r 1 N2z r 1
&
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et:
o 1 _ _
(Dev * [an (r)D L= —(Dev # [V(O) (r)r+ w(©® (r)fD
r e & r 20
| o o (A.8.6)
- —[Dev : {v((’) e+ w© (—”)EB
& r & & 0
&
Nous en déduisons que :
(Dev ) l:v(o) g O (ﬂ)%D -0, (A.8.7)
r £ & 0
&
c’est a dire que :
VOO0 5w, =0 (A.8.82)
WO 0 5 00, =0 (A.8.8b)

Le raccord a ’ordre 1 :

La loi de raccord asymptotique sur une zone intermédiaire a 1’ordre 1 s’écrit :

(Devr* [ )] = Dev [vim (;)D o) (A.8.9)

<

c’est a dire que les développements extérieur et intérieur du champ de vitesse écrits sur la

variable intérmédiaire » jusqu’a ’ordre 1 sont identiques.

Or d’apres le résultat (2.11a) du chapitre 11 :

11 - k© S _
(Dev " [Vout (F)D =— = 00 4 {ln =1 b (©
r

n2xr 4r nr
& , (A.8.10)
kO 0 -
+ in cos(go)e(o) +A
d'ou :
L 11 20 KO 1., kO s |
(Dev . [vmn(r)D R [ Y () In——1[p©
r 0 n2rr ar 1 4r r
& , (A.8.11)
k© o0
+ s cos(go)ﬁ(o) +A

c’est a dire :
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N2z r T n 7

. * 1 ~ 0) ~ (0)
r

-
20
x© . -
+ cos((o)e(o) +A
4

ce qui implique que :

2T ¥ 4

1l vient alors :

. 1 = KO B, © :
PG s o0 ) = _9™ 4 {m 5 _ 1}1)(0) + Ij cos(¢)8”)
T
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1 B(O)

(A.8.12)

A (A8.13)

(A.8.14a)

(A.8.14b)

. - k0 S - x© - -
an(l)(r > o0) = 1 [ln—_—l}b(o) 2 cos(9)8? + A (A.8.14c¢)
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Annexe 9

. 2
A.9. Les expressions de Hy | de

2 2
‘Pl(z) et ‘1’1(1 )

(2)

. 2 2 .
Dans cette annexe, nous donnons des expressions de H;5’, Hl(l)a Hél) qui

interviennent dans la formule (3.60a) du paragraphe II1.8.2 sur la résolution des équations a

I’ordre 2.

2 5 w0 Oui) (Es0)
OO £ s

(0) 0”2 u(l)(é‘ S,t)
ew® (&) 1(es

+3
o) (s,t)v(o) (&) 0&E0s

3
52 WO (&0) 2 ujj(&,s,1)
O'(O) (S,l‘)v(o) (&,0) 59‘255

& Oy G
0@ ¢ 2s (A9.1)
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P 270
Hip = 24—#’)(&0{ o 50 (S,t)}
v

O &
+2§Km%&05v9k;g+§v§%@oafuﬂkaxa
P WOEn 58
veEn oul@sn ul)Esnavcn
0y oe Opy ok

=3O &K (5,0 + 6K O 5,00 (1)

2
O SuiEsnd v

2k (s,0)e ot Oy 5’52

)
2
2O (KO (5,070 (1) -3GO ) T (e:5.1)

v(o)(f,t) o0&
. 6gvg)(eg’t)K(O)(S,t) 5v(0)(§,t)+2 gw(cl)(g,t)K(O)(s,t) oD (&,1)
VO£, P v ¢

2
R L&k V.0 owOn

V(O)(é:,f) é’fz + V(O) (f,l‘) 0,,5
5 W (Es0TO (5,0 5,021 N £ EsnT 0 2 0 ey
NOPPP PE ) o8
o) (M
L 0K Oen e &0 | ve GO )
VO &) ot Ty T

(A.9.2)
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o cul) (s & uD(Esn)
HD 23 g 207 (6D 3

2 oé& T4 V(O)(f,t) 0,,57-

3
s W) (Esn oull (s R Esn o) Es )
+4 v(O)(f,t) o& 4 v<°)(§,t) 0,,§3

PO 2y
3 2 (0) u]l(gasat) (0) ull(fasat)

+=& KOs, ———F5—+3¢ KO (s,)———
4 e o¢

+3 5O ENKO (5.0 4~ u(”(gst)K(O)(s )

2
1 & K(O)(s f) a7/‘11 (&,58,1) 51/(0)(5 £) g “1 (5 S t)K(O)(S ) 0’> V(O)(f )

1
2O e oc 4 WO o
2
1€ K<0)<s,r)u§?<5,s,r>[an)(ét)T 3 e [oulEsn
2 V& o& 45O £ 5 o0&

1M ESIKY 60 50 38 KO (0w En O
T2 Oy o T2 O ¢

1 2
Lot o) Esn o ) (Es)

Y40 oc s
1 OGN EOK D60 5,0 1) 210 (e 0
=5 3 P& ¢
v (g0
L E2 Ol sk s S w (&)
1
2 2 o0&
VO (&) :
1 ég2W(0)(¢Jz’t)u§11)(és,t)K(O)(S,t) o (£.1) 5u511)(§,s,t)
L1
2 2 O& ¢
v (g0

(A.9.3)



A.9. Les expressions de H( ) ,de ‘P(z) et ‘{’(2)

D’aprés la formule (3.64b), les expressions de ‘I’( ) et ‘P( ) sont :

sy =v O, t)j 5 Jév“’)(f DH (£.5.00dE

[zv(o) (z, t)]

¥ (s =vO () J —2 J O HT (Es.0)dé
0 [zv( )(z t)]
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(A.9.32)

(A.9.3b)



284 A.10. Partie axisymétrique des équations a I’ordre 3

Annexe 10

A.10. Partie axisymétrigue des

équations a lordre 3

Dans cette annexe, nous donnons la partie axisymétrique de I’équation de continuité et
des équations du mouvement a 1’ordre 3.
Le calculateur formel nous donne les équations a I’ordre 3, dans lesquelles nous

2) 2)

remplagons wl , p(z) par leurs expressions (A.4.7b-c-d) en fonction de u® et v , puis

u® et v par leurs expressions (3.58a-b) en fonction de ¥ et finalement ¥ par son
développement (3.59) en série de Fourier de ¢ . On remplace alors les expressions (3.50a-b)
des dérivées par rapport au temps du champ de vitesse a ’ordre 0 dans les expressions
obtenues et on lin€arise selon ¢ les termes trigonométrique qui apparaissent. On obtient ainsi
le développement en série de Fourier des équations a 1’ordre 3 dont la partie axisymétrique
nous donne les équations axisymétriques recherchées.

A T’ordre 3, I’équation de continuité s’écrit :

3 _
A (s,t)w = 51(3)(r,(p, s,0)), (A.10.1a)
or
c’est a dire :
. r
o (5,00l (rops.0)== [ f(&s.)de (A.10.1b)
r
0
et les équation de Navier Stokes sur (6,%) sont :
(0) 7 (0) (5
o (st - orvy (r,t -
+()U(3)(V,(P,Sal‘)a——() =s§3)(r,¢,s,t) (A.10.1¢)
r

w0 (r _ ]
a“”(s,r)Wa(muf)(r,s,n=s53)<r,<o,s,z> (A.10.1d)
r
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s Gopos.t) =

- awg’z) (;5 ®,S, t)
g s

1 _
+ 50'(0) (5,0KQ (5,0)¥ P (7,5,1)

_3 0 .
r KO s,1) ow! )_(r,t) a“l(%)(’"’s’t)

1
4 V(O) (;,t) or os

_3 _ 0y -
17 D sty O 00 6k O 5.1y
4 V(O)(;,t) or Os

3

N o
17 sy W00 00 g

0 - ﬂ ﬁ
2 r r

_3 _ 2 (0 - _
17 uDesn @ W00 0l

2 2 os

2 -
WO (r,1t) ar

- 0) - -
r ' )(r,t) ﬂ‘I’fzz)(r,s,t)
+ — =
V(O)(r,[) 0”}" O”S
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Annexe 11

A.11. Partie axisymétrigue et

indépendante de s des égquations a

[ordre 3

Dans cette annexe, on détermine la partie axisymétrique et indépendante de 1’abscisse

s des équations a I’ordre 3 a partir des équations axisymétriques de 1’annexe A.10.
La moyenne selon 1’abscisse s de 1’équation de conservation de la masse (A.10.1b)

donne :
2z
J.O'(O) (S,t)u£3) (;,S,t)d5=sl( )(;,s,t) (A.11.1)
0
avec :
o (0) -
| o (1) 2w r
(3) _r S 1Ll 00 [e®,, !
5] (r,s,t)——2 S O +;.[2<7 K j\Plz (r ,s,t)dr ds
0 0 (A.11.2)
27 r ),
1 1 O ,8, 1)
L[ Lsog0f, Y s
" 2 0 or
ou I’on a posé :
2
SO = [oWds (A.11.3)
0
Or:
r @, -
2) [ ] 15\1112 (}" ,S,[) ' [ ] (2) ' r
— s N 27 — ¥
(r ,s,t)dr +Ir r' dr r 12 (r ,s,t)0 (A11.4)

,
J.\PI(Z
0 0
=7 3 (rs5.1)
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d’ou (A.11.2) devient :

Ao lls _gnS 10 g0g@ 11,
§17(r,8,t) = 5 S S RO) +£20' KNy (r,s,t)ds (A.11.5)
Comme o-(o)‘Pl(%)(;,s,t) est de la forme :
_ _ o xO, RO
O (r.5.1) = g(r.1) —0}(3 D 6®G ob®) 10 (A.11.6)
avec :
r z 0)
- - 1 (&)
rt) =200t 2 " d&dz (A.11.7)
£t =20 ){) Oy (I) S
ona:

2 (0)

2r

B 0) «(0)
[ KO .07 =93 (ros.tyds = { [ k00>
0 0

S oB(O))ds}f(;,t) (A.11.8)

d’ou (A.11.5) devient :

0 o0 )
@ obyds|r(r0)|(a.11.9)

[\

«(0)
=| o (D) 27 (
Amon. e S 0. O
s17(7,8,1) = S S 50 +[J(;K (s,1) >

La moyenne selon I’abscisse s de 1’équation 1’équation de Navier Stokes sur 0

(A.10.1c) donne :

oviD 1 -
O e 2| 2, (DY
S { Y a L(rvc )r}

o) _
J—ES (rvgl));:sgs)(r,s,t) (A.11.10)

7

avee !

) 272'0_(0) 2z
0. =| [ K Owds- [oOulds |0 (A1L11)
0 0

Al’aide de (A.11.1) et (A.11.5), cette équation s’écrit :

(. . (0)
_ . S
S§3>(F,S,t)=§ y _S(DW a,g(’) (A.11.12)
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La moyenne selon 1’abscisse s de 1’équation 1’équation de Navier Stokes sur T

(A.10.1d) donne :

A 1 -
s© [c ~a? L (rwil-); }

O _ (O _
]—15 r3(WCJ =5 s+ 5P (50| (A11.13)

ot v) 2 2
avec :
o (0)
2r t)) 2r
3 el (s,1) S
s (s,1) = —{ e S ds— O { Oy (s,6)ds =0 (A.11.14)
) 2z O'(O) @ 2z
- — g g0 _ 0),,(3) (0)
sy (r,8,1) = I 5 K W5 ds J.O' u.ds (w );
0 0
) «(0)
w0l s (A.11.15)
50
27 ee(0) 2z «(0)
_ I cOl X o7 |g5— (@ J cOKO = ¢pO |
0 0
On rappelle que :

wiD (r,5,6) = Wl (s,0) + wD () (A.11.16)

A l’aide de (A.11.1) et (A.11.5) I’équation (A.11.15) devient :

-3 o (D «

- - S
s£3)(r,s,t):+%(w(0) /rz); S _S(I)W

(A.11.17)

2 ..(0) 27 .(O)
- j G(O) X .%(0) dS—;’V(O) J‘ G(O)K(O)(% .B(O)st
0 0

L’équation d’évolution de la fibre centrale a I’ordre 1 est :

(0) |

X -
4

(1n(§) + CjK(O)B(O) +A(s,1) (A.11.18)
&

De (A.11.18), il vient alors:

o (0) «(0)
X o70= %(111(5) + c)K“’) b et 1 A@s,r)e7® (A.11.19)
T I
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et donc :
2z 0e(0) 1 S 2z «(0)
[o@% «7O04s= —(m(—) 4 cj [o@xOp o704
4r g
0 0 (A.11.20)
2
+ ja(o),&(s, 1)o7V ds
0
De (A.11.18), il vient aussi :
(0 (0 © . O «(0)
2 - - °
s CI § S“’ § (A.11.21)
= —(m(—) + c][K§°)B(°) + kOO ] + A (s,0)
4 &
et donc :
2z o (0) 2z
[o@x@% b Oas= [KD& (s.0) 05 Vs (A.11.22)
0 0
A T’aide de (A.11.20) et (A.11.22), ’expression (A.11.17) de sf) (}:,s,t) devient :
3 ;3 ) o () 5,(0) 2
- 0, 1 0% =(0
s (rusat) = 7(w( )17y s —s® | !)a( ) As, 1)o7V ds
(A.11.23)

2
L (m(ﬁ) +C- 4m7v(°)j j KOX (s5,0)ebDds
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Annexe 12

A.12. Description des algorithmes

des programmes de calcul formel

Dans cette annexe, nous décrivons les algorithmes des programmes de calcul formel.
Les programmes de calcul formel :

T 0
B Biot] : ce programme permet de calculer la limite Vout( )(r — 0,¢,a) proche de
prog p

zéro du développement extérieur de Biot et Savart. C’est donc le calcul de
I’annexe A.2 qui est réalisé ici par le calculateur formel.

_)
B Cut: ce programme permet de calculer le développement Cut(s,z,s. — 0) de

I’intégrale de la méthode de coupure par rapport a la longueur de coupure.
B Biot2 : ce programme permet de calculer

e la limite extérieure de I’intégrale de Biot et Savart vO" (r,¢,a, ), puis ses

0 (D
out )(” —0,0,a) et v " (r > 0,0,a) proche de zéro.

limites v
e la limite intérieure de I’intégrale de Biot et Savart Vinn(l_f,go,a,g), puis

V™" =0,0,a,¢) et V'™ (r — o0,0,a,&) dans le cas général et dans le cas ou

la vorticité est de la forme & = @, ()0 + w3 (r)7 .
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B Curviligne : ce programme permet d’obtenir les différents ordres de 1’équation de
continuité et du mouvement (formules de I’annexe A.l) et d’entreprendre leur

résolution. Ce programme fournit également le développement de la vorticité du

. .. - = T S . .
champ de vitesse obtenu par application de ® = rotV+h—/\XS, puis celui de
3

I’hélicité. Un programme Matlab visualise le champ de vitesse obtenu dans le cas
de I’anneau similaire.
W Jorticity : ce programme permet d’obtenir les différents ordres de divad =0 et de
I’équation de la vorticité (formule I’annexe A.1)
Avant de voir les algorithmes de ces programmes, présentons les quelques procédures

préparatoires qui leur sont communes.

Les procédures préparatoires :

Le calculateur formel Maple donne des formules a 1’écran comme elles peuvent étre
écrites a la main sur une feuille de calcul. Dans 1’état actuel, il n’y a pas de bibliotheque
d’instructions pour travailler en calcul formel sur des vecteurs (non projetés sur leur
coordonnées) avec des opérations telles que /e produit scalaire et le produit vectoriel. Nous
avons résolu ce probléme a I’aide des procédures suivantes, que nous nous sommes

construites et qui ont donc été nos outils pour travailler en calcul formel dans la suite.

B Définition d’un produit scalaire noté &o et d’une procédure de développement notée devs
qui développe une expression en distribuant le produit scalaire par rapport a I’addition.

B Définition d’un produit vectoriel noté &V et d’une procédure de développement notée dev
qui développe une expression en distribuant le produit vectoriel par rapport a I’addition.

B Procédure devint qui permet de sortir d’une intégrale une fonction indépendante de la
variable d’intégration mais qui est en produit vectoriel avec une fonction dépendante.

B Procédure idevint qui est la procédure inverse a la précédente : nous remettons dans

I’intégrale un terme qui est en produit vectoriel avec celle-ci.
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Il n’existe pas actuellement d’instructions qui permettent de travailler avec des
coordonnées curvilignes orthogonales quelconques. Nous nous sommes redéfinit, pour des

coordonnées curvilignes orthogonales quelconques, les opérateurs :

Curl pour le rotationnel d’un vecteur
Grad pour le gradient d’un scalaire
Gradv pour le gradient d’un vecteur
Diverge pour la divergence d’un scalaire
Laplacian pour le Laplacien d’un scalaire
Diverget pour la divergence d’un vecteur

Laplacianv pour le Laplacien d’un vecteur.
Ces opérateurs ont été générés en programmant leur formules qui sont données dans bon
nombre d’ouvrages. A partir de ces procédures, on construit facilement les opérateurs dont on

a besoin sur nos coordonnées curvilignes particuliéres et on les appelle : grad, gradv, diverge,

laplacian, diverget, laplacianv.

Dans la suite, nous décrivons les différents algorithmes des programmes.

L’algorithme de Curviligne :

Procédures de Curviligne

e Procédures préparatoires

e Formules de Frenet- Produits scalaires et vectoriels des vecteurs de Frenet et des
vecteurs de base.

e Développement de Taylor des vecteurs de la base de Frenet simplifiés par les formules
de Frenet. Développement de Taylor selon ’abscisse s de la vorticité, de o, de la
courbure, de la torsion, de la fonction fibre et des vecteurs de base.

e Procédure d’intégration sur une section et de simplification de la circulation.
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Programme principal de curviligne

Ecriture des équations de continuité et de Navier Stokes en coordonnées curvilignes

orthogonales (7,0, s), puis (7,¢,s).
Projection de 1’équation du mouvement sur (F,é,f), puis dilatation de la variable

radiale (;,go,s) dans les équations.
Substitutions des développements asymptotiques dans les équations et obtention des
équations aux différents ordres.
Simplification des équations avec un ordre principal axisymétrique.
Développement en série de Fourier selon ¢ des champs a 1’ordre 1 et obtention de la
partie axisymétrique des équations a I’ordre 1. Ce sont les équations de compatibilité
pour I’ordre 0.
Simplification des équations avec un ordre principal indépendant de 1’abscisse.
Résolution des équations a 1’ordre 1 :
B écriture de I’équation pour la fonction de courant
B développement en série de Fourier selon ¢ de la fonction de courant et
obtention des équations différentielles pour les différents modes de cette
fonction de courant
B Résolution et limite en I’infini des modes n=1

B Donnée complete de la partie non axisymétrique de ’ordre 1 en fonction de

. 1 . .
la seule fonction u(l 1) (fonction qui est connue)

e Développement en série de Fourier selon ¢ des champs a I’ordre 2 et obtention de la

partie axisymétrique des équations a I’ordre 2. Ce sont les équations de compatibilité
pour la partie axisymétrique de I’ordre 1. Développement en série de Fourier selon
I’abscisse s des champs axisymétriques a 'ordre 2 et obtention des équations

d’évolution de I’ordre principal pour les équations indépendantes de 1’abscisse.

e Simplification des équations avec un ordre 1 axisymétrique indépendant de I’abscisse.
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e Résolution des équations a I’ordre 2 :
B ¢Ecriture de 1’équation pour la fonction de courant
B développement en série de Fourier selon ¢ de la fonction de courant et
obtention des équations différentielles pour les différents modes de cette
fonction de courant.
B Résolution et limite en I’infini des modes n=1
B Donnée compléte de la partie non axisymétrique de I’ordre 2 en fonction des

(2) (2)

seules fonction u;7” et uy,” (fonctions qui sont connues)

e Développement en série de Fourier selon ¢ des champs a I’ordre 3 et obtention de la
partie axisymétrique des équations a I’ordre 3. Ce sont les équations de compatibilité
pour la partie axisymétrique de 1’ordre 2 et c’est ces résultats que I’on retrouve dans
I’annexe A.10 et qui sont utilisés dans I’annexe A.11.

e Ecriture des différents ordres de la vorticité comme le rotationnel du développement du
champ des vitesses et simplification pour le champ de vitesse précédent.

e Ecriture du développement de I’Hélicité.

L’algorithme de Vorticity :

Procédures de Vorticity

Ce sont les mémes procédures que pour le programme Curviligne.

Programme principal de Vorticity

e Ecriture des équations de la vorticité et divw =0 en coordonnées curvilignes

orthogonales (7,0, s), puis (7,¢,s).
e Projection de 1’équation de la vorticité sur : (f,é,%), puis dilatation sur la variable
radiale (;,go,s) des équations.

e Substitution des développements asymptotiques des champs de vitesse et de vorticité

dans les équations et obtention des équations aux différents ordres.
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L’algorithme de BiotI :

Procédures de Biotl

Ce sont les mémes procédures que pour le programme Curviligne.

Programme principal de Biot]

e k= intégrant de I’équation de Biot et Savart pour un filet tourbillon

e Calcul du développement extérieur de k (développement limité lorsque » — 0a a fixé).

Puis, pour chacun des ordres de ce développement :

B intégration sur [77,S / 2] et [— S/ 2,—77] de cet ordre privé de son
développement pour a —0.
B calcul du développement de ce qui précede lorsque 7 — 0.
e Calcul du développement intérieur de k£ (développement limité lorsque » — 0 a a lr

. . * —_— r
fixé). Nous faisons le changement de variable de a en ra et nous développons selon 7.
Les termes impairs en a ne sont pas pris en compte. Puis, pour chacun des ordres de ce

développement :
B intégration sur [0,77/ r] et [— n/ r,O] de cet ordre.
B calcul du développement de ce qui précede lorsque 7/ r — .

e Addition de D’intégrale du développement extérieur et intérieur pour obtenir le

développement recherché de £ selon .



A.12. Description des algorithmes des programmes de calcul formel 301

L’algorithme de Cut :

Procédures de Cut

Ce sont les mémes procédures que pour le programme Curviligne.

Programme principal de Cut

Méme programme que Biot [ avec I’intégrale de Biot et Savart remplacée par I’intégrale de la

méthode de coupure et le petit parametre » remplacé par la longueur de coupure /.

L’algorithme de Biot2 :

Procédures de Biot2

Ce sont les mémes procédures que pour le programme Curviligne.

Programme principal de Biot2

e k= intégrant de 1’équation de Biot et Savart en trois dimensions et écrit sur les

coordonnées curvilignes locales (7,,s)

e Calcul du probléme extérieur de Biot et Savart (développement limité lorsque £ - 0a r
fixé). Puis, pour chacun des ordres de ce développement :
B calcul du développement en » — 0 par un calcul d’intégrale singuliere du
méme type que le programme Biot ]
B simplification du résultat obtenu lorsque I’ordre principal du champ de

vitesse est axisymétrique et indépendant de 1’abscisse s.
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e (Calcul du développement intérieur de I’intégrale de Biot et Savart (développement

limité lorsque € —>0 a r=rle fixé). Nous avons alors une intégrale singuliére en le
paramétre £ que nous développons comme dans le programme Biot! :

¢ Calcul du développement extérieur de & (développement limité lorsque € —> 0a r
eta fixé). Puis, pour chacun des ordres de ce développement :

B intégration sur [77,S /2] et [—S /2,—77] de cet ordre privé de son

développement pour a 0.

B calcul du développement de ce qui précede lorsque 7 — 0.
¢ Calcul du développement intérieur de &k (développement limité lorsque € — 0 a r

et a /& fixé). Nous faisons le changement de variable de a" en £a et nous
développons selon ¢. Les termes impairs en @ ne sont pas pris en compte. Puis,
pour chacun des ordres de ce développement :
B intégration sur [0,77/ g] et [— n/ 5,0] de cet ordre.
B calcul du développement de ce qui préceéde lorsque 77/ & — .
¢ Addition de l’intégrale du développement extérieur et intérieur pour obtenir le
développement recherché de 4 selon ¢.
¢ Pour chacun des ordres de ce développement :
B calcul de la valeur en 7 = 0
B simplification du résultat obtenu lorsque ’ordre principal du champ de
vitesse est axisymétrique et indépendant de ’abscisse s.
Puis,
B calcul du développement en F—> o0
B simplification du résultat obtenu lorsque I’ordre principal du champ de
vitesse est axisymétrique et indépendant de ’abscisse s.
¢ Ecriture du développement de I’Hélicité a partir du développement du champ de

vitesse.
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Annexe 13

A.13. Expressions de C,(!) et
Co(?)

Dans cette annexe, nous déterminons les expressions de Cy, Dy, C,(¢) et C,,(¢) :

r Al 1
1 _ _ _
C()=5+ lim az® [ vidr —In(r) (A.13.1a)
7 —> 0 0

200—' _v 2 _l
Cy() =822 [ wr 1)~ dr (A.13.1b)
0

pour un anneau similaire et dans le cadre général d’un anneau dont le champ de vitesse est de

la forme (3.93) :

_ 202 2 2 &
vO 0 =2 Dy1=e T Y+e ™ Y. Dyry " (Ly_y (1*) Ly (%)) | (A.13.2a)
r
1

_ 1 2 o
w(o)(r,t):S(O)e 7N Cor L, (%) (A.13.2b)
n
avece

o0

C, = 2507{10“jw(°>(m/4a2qo / So.0)L, (7 )ndn (A.13.3a)
0
n+l1 X

ol (0)

D, =2 o (14?0101 50.00L, (7P ndn (A.13.3b)

0

n 2m
L,(7%) = Z(—l)’”(ZJU— (A.13.3¢)
0

m!
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05 9 (A.13.3d)
T = 13,
: 40
—; (A.13.3¢)
- 13.3e
5(1)
5(1) = W(IS ()t +110) (A.13.30)
0
Ici, 7)( est une constante arbitraire que 1’on peut choisir.
Calcul de Cj :
Par définition :
e 0]
Co = 2Spm10 [ WO (14110 1 S5.0)mdn (A.13.4)
0
Or comme :
r=mlda’r /S, (A.13.5)
il vient :
s - - -
Co =22 [wO (r.0yrdr. (A.13.6)
4o 0
que ’on écrit :
2
SO my
Ch=——
0 o2 4rl (A.13.7)
car le débit axial est défini par :
w—
m(t) = 27 [ rw O (¢,r)dr (A.13.8)
0
et vérifie :
m(1)S? (1) = m(0)S3 (A.13.9)

Calcul de Dy :

Par définition :

0 o6}
Dy = Q%ng‘))(mmazm / So.0)ndn (A.13.10)

0
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Or la définition de la circulation écrite sous forme adimensionnelle donne :

o0
27 &L Grutyrdr =1 (A.13.11)
0
DA D _LL
d’ou: 0= 2 (A.13.12)

Calcul de 7;( optimum :

Nous cherchons le choix de 7y, dit optimum, pour que D; = 0. Cette valeur vérifie :

2 o0
D, = 2(71%)@3(0)(77\/4052% / S0.0)(1= 2 )ndn =0 (A.13.13)
0
0

On a donc :
o0 [ee}
0) — 0) —
[0 0yndn= [ o Goydn, (A.13.14)
0 0
c’est a dire :
S S Ta)(o)(; 0)dr (A.13.15)
07Dy 1002700 ' o
Il vient :
S o0
G () PNk
rig = =25 [0 (o) dr | (A.13.16)
2a
0
L’épaisseur est donnée par :
S _ = 2
—=0=4a"1; /S (A.13.17a)
£

Si on prend 1’épaisseur associée au champ de vitesse orthoradial 6 (¢ =0) comme petite

longueur caractéristique / d’adimensionalisation, il vient :

So
Ti0 =~ A.13.17b
10 40!2 ( )

Si on fait alors le choix d’une grande longueur caractéristique L d’adimensionalisation :2—0
T

par exemple, alors la valeur de & est déterminée par le rapport dimensionnel :
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le=1/L=275(t=0)/S

La condition adimensionnelle :

27 0 (r0)rdr =1
0

(A.13.18a)

(A.13.18b)

est toujours vérifiée lorsque 1’on a fait ce choix de la petite longueur caractéristique.

Calcul de 7{(optimum :

Nous supposons ici que le choix de la constante 7, pour le profil de vitesse axiale,

n’est pas le méme que pour le profil orthoradiale et on appelle 7] cette constante. Nous

cherchons le choix de 7], dit optimum, pour que C; = 0. Cette valeur vérifie :

o0
Cy =250(21)* [ w® (mf4a® 210 / 5001~ 7 )ndny = 0

0

On a donc :

0 0
[w O 40Py Sp.00mdn = [w O (nda?a4 1 Sy.0 dn,

0 0

c’est a dire :

C S, ) -3 -
0__ 5 20 ZJ.W(O)(F,O)V3dF
2Sotiy 47 a”(1p)
Il vient :
70 = 25 %0 J-W(O)(V 0)yr~dr
7 Gy 1602 ’
c’est a dire :
Sor T (o)~
ol = 2 [ WO G0 dr
2a"m(0)
L’épaisseur est donnée par :
w _

Alors :

(A.13.19)

(A.13.20)

(A.13.21)

(A.13.22)

(A.13.232)

(A.13.24)
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w
710 = TlO

(0) j w(® (0)dr

La solution similaire :
Pour un anneau similaire :

V=6

d’ou :

w
710 = 710
1l faut donc :

[wO G0 dr = 22m(0)
0
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(A.13.25)

(A.13.26)

(A.13.27)

(A.13.28)

Pour qu’un anneau soit similaire, il faut en plus que w® (;,O) et a)(30) (; 0) soient tels

que :

C, =D, =0 pour n21|

2
Rt
v(© = —=(l1—-e 2

27y )

On a alors :

-\2
oy 42
(0)_’"0(0]6 5

762\ S
2
.
42
o0 L
7o

En se servant de I’expression de la fonction Gamma :

o0
I'(x)= Itx_le_tdt pour x>0

0

et de la propriété associée :

I'(n+1)=n!,
il vient :

(A.13.29)

(A.13.30a)

(A.13.30b)

(A.13.30¢)

(A.13.31)

(A.13.32)
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0

2 IT(p+1) 1
J'x2p+le—2x dx = _(p—) = —£ pour p entier (A.13.33)
! 4 27 427

On obtient alors les expressions suivantes de C, (¢) et C,,(#) pour en anneau similaire :

C,(1) =5 1+7~1n2]~In(3) (A13.340)

C,.(6) = —2(%)4('%’)2 (A.13.34b)

ou y est le nombre d’Euler.

Expression générale de C,,(¢) :

On cherche I’expression de :

o0
R ! o) 0
Cot) =822 wir )" dr (A.13.35)
0
sachant que :
w(® ——S(o ¢ ZC 0" L, () (A.13.36)
avece
7 =[S )Hdt +7 (A.13.37a)
0
% (A.13.37b)
T0="75 13,
10 40
Il vient :
2 N
C (t)——87rzfr —- 727 (ZC L(n e "2 g (A.13.38)

ou N+1 est le nombre de termes utilisés dans les expressions de w(® et w3(0) afin de satisfaire

les profils initiaux de fagon convenable.

Un calcul de dénombrement donne :

(ZCL(n 2y 2 ZCCL(n ) Ly(72) ey " MD(A13.39)
0 n,m=0

d’ou :
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1 2 2
Cu() =162 5= ZC Cpuzy " 2] L ) L(r Y dn | (A13.40)

n,m=0
Il vient :
1 2 (n+m)
cm-4m—7——20q” Ponb (A.13.41)
AN n,m=0
ou I’on a posé :
(X) |2 2 2 ' Al
B =21 L(n )L nd A13.42
n,i n( )Li(n ) dn (A.13.42)
0

Or, en jouant sur la double sommation, on a :

2N
> GGt B = > i F Y CCnBun (A.13.43)
0<n<N k=0 m+n=k
0<m<N 0<n<N
0<m<N

Sur la figure A.13.1, les points ® correspondent au domaine des indices 0 <n < N et
gu p

0<m< N.Lespointa n+m=k sont les différentes diagonales qui ont été tracées.

1 2 3 4 5 6 7 8 m

Figure A.13.1 Domaine des points tels que n+m =k

Ona:
k
2 CiCnBon = 2-CnCr-mPrrk—m » (A.13.44)
m+n=k m=0
0<n<N

0<m<N
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ou I’on a posé :
C,=0 pourm>N (A.13.45)
d’ou :

n

2N
> GGt "By = S Y CuCrmBrunm  (A.13.46)
0<n<N n=0 m=0

0<m<N

et finalement (A.13.42) devient :

167202 e Z
Co)=-—5—21" D CoCormPrn-m (A.13.47)
S n=0 m=0

avee !

C,=0 pourn>N (A.13.48)
Si nous ne voulons pas faire intervenir des termes C, avec des indices n > N, il faut

limiter la sommation et on obtient :

N

n
16 2 2 Zrl_nzcmcn—mpm,n—m
C () = ——= 2 |70 m=0 (A.13.49)

n

2N
-n
+ ZTI Zcmcn—mpm,n—m
L n=N+1 m=n—-N

Ting et all' ne prennent pas en compte la sommation de N+/ a 2N. Ils utilisent

I’expression :

167202 | & z
Co® =3 227" 2 CnComPrrnem |- (A.13.50)
S77 n=0 m=0
c’est a dire :
2 2 N
l6r”a _
Cop()==—5— D 71 "w,| (A.13.51)
S 31 n=0
ou I’on a posé :
n
Wy = ZCan—um,n—m (A.13.52)
m=0

Il nous reste a calculer I’expression de B, ;. Par définition :

L& = D pusd (A.13.53a)
k=0
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k)1
avec Pni = (=D ) (A.13.53b)

On a donc :

w 2 72 ’2 '2 1 1
B =2[e" L, )Ly ndy
0

© B 2 n 21 i 2k [ '
=2[e2" [an,m J(Zpi,kn ndn (A.13.54)
0 =0 k=0

) n 00 ) |2 ' 72(k+]) '
=Y pi ek 2] na dn
j=0 k=0

0

‘ (J+k)!
dot - Zp,d Z Puk S Feel (A.13.55)
j=0 k=0

Obtention de I’expression de C,(7) :

On cherche I’expression de :
1 ; Al Al
Co(=7+ lim 472 j r vidr —In(r)|, (A.13.56)
F—> o0 0

sachant que :

202 I
vw)z_f_P%U—e77)+en 2Dyt (L () = Ly(77) | (A13.57)
1

Comme précédemment, nous limitons, les développements en série w(?), ©{* et (@

aux N+ premiers termes et alors en développant, on obtient :

C&(t):

2 2

2 1 1

1 ) S

S+ lim |47 j ( JDO(I—e 7 Y| dr —In(r)
r— oL\ 7

(s 2 a2y o) (A13.58)
. 2 a _ _

v lim 422 [| S5 | 2Dp(1-e7 e —[Ln (P LA dr

;’—)OO 0 . n=17%

2

r 2 2 ,2 N
+ lim 47[2'[[2_L.J e 2 [ _[Ln 1) = Ly (n )]
n=17%

7 — © o\ r
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Or:

2 2
1 4 20 Col -1
S+ lim 2 (LJ DE(1—e Y2r dr —In(r) =~In(@)+ (1+7 ~In2) (A13.59)
_ -

2
y —> 0 r
I o 1
comme il a été vu pour I’anneau similaire. Et comme Dy = 4——2 , il vient :
r
- 2 2 2
Cv——ln(5)+2(1+)/—ln2)+47ra A+87r“a”B (A.13.60)
avec :

® _’72 _772 N Dn 2 2 1
a=2[1-e)e 27[Ln_1(77 )= L,(n )]7—70177 (A.13.61a)
0 n=1"*1

T 2?2 SD,
B= 2[ 772

nll

1 (1) = Ly (7 )] (A.13.61b)

Les expressions de 4 et B nous amenent a définir pour n>1 :

G, (1) = L,1(7") = L, (1) (A.13.62)

En se servant de (A.13.54a), il vient alors :

Gy () = Ly (") = Ly (1)

n—1 n
2 2
= D ok = D ™ (A.13.63)
k=0

k=0
n n
2k 2k
= an—l,kn - an,kn
k=0 k=0

ou I’on a posé :

Pn-1,n =0 (A.13.64)
Alors :
n
2 2
G, (1) = D duii™ (A.13.65)
k=0

ou I’on a posé pour n>1 :

dn,k = Pn—1,k — Pn.k (A.13.66)

1l vient :
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n
2 2k
Go(1*) = D qni™ | (A.13.67)
k=1
car g, 0 =0.
L’expression (A.13.62a) de A devient alors :
N
A= 7q"a, (A.13.68)
n=1
avec :
N 22 1
- 2
@y =2D, [ (=)™ Gy () d
0 " (A.13.69)
S e P )
=D, an,kzj.(e —e )—n""dn
k=1 0 n
Or:
0
1 22 (k=1)!
2k—1 -2
[ P12 ap = e (A.13.70a)
0
o0
2 k—1)!
[Pelen dn=" . ) (A.13.71b)
0
d’ou :
n
1
a, =D, kZ:IQn,k(l kD! (A.13.72)
Il nous reste a calculer B. Un calcul de dénombrement donne :
2
S D S (n+m)
2 2 2 _—(n+m
DG ()| = D DuDyGy (1) () L (A13.73)
n=1"71 n,m=1
d’ou:
N
5= ZDanTl_(n+m)ﬁn,m > (A.13.74)
n,m=1

ou I’on a posé :

o0
)
Bom =2f;e Gy (117) G (1) (A.13.75)
0
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Or en jouant sur la double sommation, on a :

2N
> DD " By = 2K Y. DDy (A.13.76)
k=2

1<n<N m+n=k
1<m<N 1<n<N
1<m<N

Cette somme est du méme type que la somme (A.13.44) calculée pour C,,(¢) ; si ce n’est

qu’ici elle commence a k=2 et que n>1 et m> 1.1l vient donc :

2N n-1
B=2 1" 2. DuDamBp-m > (A.13.77)
n=2 m=1
ou I’on a posé :
D, =0 pourn> N (A.13.78)

Si nous ne voulons pas faire intervenir des termes D, avec des indices n > N, il faut
limiter la sommation et on obtient :
N n-1 2N N
B=2 0" 2. DDy pfinn-m+ 22 0" 2 DuDybpom (A.13.79)
n=2 m=1 n=N+l m=n—N
Ting et all' ne prennent pas en compte la sommation de N+/ a 2N. IIs utilisent

I’expression :

N
B=Y 1"y, (A.13.80)
n=2
avec .
n-1
Yn = ZDnDn—m@n,n—m (A.13.81)
m=1

Il nous reste a calculer ’expression de f3, ;, . Par définition :

0
1 2
ﬂn’hzz‘[;e_zn G, (1?)Gy(nPydy  n=1 h>1 (A.13.82)
0

A T’aide de (A.13.66), il vient :

B n h
1 52
ﬂn,h:2J.;e 21] qun,mﬂ(zqh,m%jm (A.13.83)
0 =1 k=1

Or en jouant sur la double sommation, on a :
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car:
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ZinZQh k2J._ -2° n***Dap,
=1 k=1

(k+1-D!
Boh —IZ;,inZClh Kokl

Le systéme complet d’équations :

315

(A.13.84)

(A.13.85)

(A.13.86)

On donne ici, sous forme adimensionnelle, le systétme complet d’équations d’évolution

de la fibre centrale d’un filament tourbillon dont le profil général de vitesse est donné par

(A.13.2a-b).

NO)
X

(s,6)=Q" + M[— Ine+1In(S) 1+ C, (1) + C,, () p”
v

avece !

L’intervention globale est donnée par :

A(s,t) =

Q" =(Qy +A(s,0)~[[Q2 + Als.0)] 0 %(s,)] F(s.0)

T(s+5",0) A(X(s +5",1) — X(5,1)) |

—o(s+s',t)

4
L ] i
”_,, B K(s,t) b(s,t)o(s +s',1)

2

bra
_ 1" X, -X _
Q; grad(0+—ZF §J—3/\X]~’Sds,
USSR P

j#i

(A.13.87)

(A.13.88a)

(A.13.88b)

(A.13.88¢)

(A.13.88d)
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ou nbra est le nombre d’anneaux et :

A(s,s',t) = ja(s*,t)ds* (A.13.892)
Sy (1) = A(s+ 7,s,1) (A.13.89b)
2
S(t) =S, (1) +S_(t) = j o(s*,t)ds™ (A.13.89¢)
0

L’intervention locale est donnée par :

N N
1
C () =~In(8) + 7 (1+7 ~In2) +470? ), () +872a% Dy, (1) (A.13.90a)
n=2

n=1
2 2 N
C, (1) = -0 > wpri” (A.13.90b)
S3Tl n=0
5(t)=¢ 8(1) (A.13.91a)
5(1) = e4a 7 (1)/ S(1) (A.13.91b)

ol N+/ est le nombre de termes utilisés dans les expressions de w(? et »{? afin de satisfaire

les profils initiaux de fagon convenable. Ici, ¥ est le nombre d’Euler et :

t ' '
=[S )Hdt +1yg (A.13.92a)
0
S
0 =—%, (A.13.92b)
4o

ou ’on a pris I’épaisseur o(¢ =0) du champ de vitesse orthoradial comme petite longueur

caractéristique d’adimensionalisation.

Le reste des constantes sont définies par :

n
1
&y =Dy D gy i (1= =)k = 1! (A.13.93a)
k=1 2
n-1
Yn =2 DuD—mbBun-m (A.13.93b)
m=1
n
Wy = 2 CouComBrnm (A.13.93¢)

m=0
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avec : Ank = Pn—1,k — Pn,k POUrn=1

n)1
k= (_Dk(kjﬁ

Pn-1n = 0
(k+1-1)!
ZinZQhk k+l
=1 k=1 2

(J+hk)!
Zpl,jzpnk ]+k+1
Jj=0 =

Les coefficients C,, et D,, sont définis a partir des profils initiaux par :

n+l <
Cy = 280710 IW(O)(U,O)Ln(Uz)UdU
0

Tlnoﬂoo (0) 2
D, =273 [ @8 (0 L, (17 ynn
0 o
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(A.13.94a)

(A.13.94b)

(A.13.94¢)

(A.13.94d)

(A.13.94¢)

(A.13.95a)

(A.13.95b)

Afin de simplifier 1’écriture de certaines des expressions précédentes, on définit C,,,

~

D,, et 7, par:

C, =28,7y'!C,
z_n+1 ~

D,=2-9-p,
So

1l vient alors :

0
&, = [wO 0L, (nyndn
0

-~ [ O
~[@3 (0L, (P yndn
0

s M
0_272'
H_ L
0_272

(A.13.96a)

(A.13.96b)

(A.13.96¢)

(A.13.97a)

(A.13.97b)

(A.13.98a)

(A.13.98b)
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Les expressions de «,, .7, et w, deviennent :

—n
-n 1 1 _
=TT Oy (A.13.99a)
2a 710
—n
“n I |7 ~
T Vn=""72|""| 7n (A.13.99b)
da 710
—-n—1
—n—1 Sg a =
7 Wy ="5| " Wy, (A.13.99¢)
@ \19
avec :
c 1
a,=D, an,k(l—z—k)(k—l)! (A.13.100a)
k=1
n-1
Vn = DmDn—mﬂm,n—m (A.13.100Db)
m=1
n
W= D ConCormPrnnm (A.13.100c)
m=0
Comme :
L:Ta 41 (A.13.101)
710

les expressions de C,,(¢) et C,,(¢) sont:

C,(t) = —1n(5')+%(1+]/—1n2)

N N (A.13.102a)
+27r267n(1+ ra)_n +27° an(l+ ra)_n
n=1 n=2
Sg N —n-1
Cw(t):—167z2?Zszn(l+ra) (A.13.102b)
n=0

Bibliographie :
1. LIU,C.H.,, TAVANTZIS,J. et TING L. 1986 Numerical studies of motion and decay of vortex filaments,
AIAA Journal 24 (8), 1290-1297
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Annexe 14

A.14. Deux expressions de I'(m)

Dans cette annexe, on détermine le développement de

(i cosm@’
Fm)=2 —5do’ (A.14.1)
o {2(1 — cosH')}

par rapport a I’angle de coupure 6.. On utilise pour cela soit un calcul de développement
d’intégrale singulicre, soit un calcul de dénombrement.
Par un calcul de développement d’intégrale singuliére :
Nous remarquons que F(m) est une intégrale singuliere pour le petit parametre 6, et
nous utilisons la méthode des développements asymptotiques raccordés d’intégrales

singuliéres. Nous obtenons :

F(m) = LZ + k(m) 1116’i +1(m) + 0(9c2 ) (A.14.2)
6, ¢
avece
1-(2m)?
k(m) = ——— (A.14.3)

2 cos(mB) _ k(m) ~ 2

1 T f
l(m):——2+k(m)1nz+j

0 A.144
. 3o ld e’ ( )
0 [2(1 — cosﬁ)] 2
Par un calcul de dénombrement :
A TI’aide de la litterature de base, on a :
i:tmnc(ﬂ)
1 2 Dy
cosm@ = 5 > g(m,i)(2cosd)" = (A.14.4)
i=0

ou trunc est la fonction de troncation (elle tronque un nombre en sa partie enticre) et
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g(mi) = (~1) mn =D

im—2iy S m*0

2(0,0)=2

(A.14.52)

(A.14.5b)

La substitution de cette formule (A.14.4) dans la définition (A.14.1) de F(m) conduit a :

4 —2i
1 (2cosd")"
F(m)=—F= (mi) | ———————=>7d0'
2ﬁ§)g h (1-cos@")3?
(4
Alors, a I’aide du changement de variables:
x =cosf’,

il vient :

cos b,

T (2cos@)" 2 “ex)"

"= dx
b (1-C0S9’)3/2 . (1-)6)3/2 1—x2
) _
Puis, a I’aide du changement de variables:
X =+1-x,
I’équation (A.14.8) devient :
) A/ 1—cosé, )
73 (2 Cosey)m—ZI M1 ¢ (1 _ X2)m—21
T 3,d0'=-2 I ——F————dX

5, (1= cos6’) o xX2-x?

Dans tout formulaire standard, on trouve :
N
2
a-x*N = chx* -k,
k=0
ou :
ok _(N) NI
N = - .
k k(N —k)!
A l’aide de (A.14.10) et (A.14.11), ’expression (A.14.6) de F(m) devient :
m—2i \J1-cos @, 2k
1 . k k X
Fomy=5 = Yglmi) X (D Chy [ ———ax
i=0 k=0 2 XN2-X

On définit alors :

[
L(j)=|—F7—=dX
X3V2-x2

(A.14.6)

(A.14.7)

(A.14.8)

(A.14.9)

(A.14.10)

(A.14.11)

(A.14.12)

(A.14.13)

(A.14.14)
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K(n):L(n+2):%I\/2a_—ada (A.14.15)

Dans un formulaire standard, nous trouvons la formule récursive :

a” 4n
=— - A.14.1
K== g1 K=, ( %)
a I’aide de laquelle, nous obtenons :
Jj=2
L(j) =~ Al x* W2 -x?, (A.14.17)
k=0
oules 4 ,{ sont définis récursivement par :
= 2(‘]_1)AJ sik<j-2
/ (A.14.18)
L
21

En fait, on peut montrer par récurrence que les 4 ,{ ont une expression explicite :

—2—k . 2
&/ [(;—2)!} 2k +1)! (A14.19)

= 2k+1 | & (2j—-3)!
En substituant (A.14.19) dans (A.14.17) et D’expression de L(j) ainsi obtenue dans

I’expression (A.14.13) de F(m), il vient alors aprés avoir développer par rapport a 6, :

F(m) = é + k(m) lneic +1(m) + 0(6?04) (A.14.20)
1-(2m)?
avec : k(m) = —a (A.14.21)

m
trunc(z) -1 m—2i

my= D, D h(mik)= Z

k)
h(m,i,k) (A.14.22)

||M§

i=0 k=2
ou :
k+l+(—1)’”l
g(m, k) = trunc(m/2) — tmnc(%) (A.14.23)
1) i k-2

- ](A1424)
il (m 2)' 2k - 3)!

ket zl[
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Annexe 15

A.15. Description du schéma

numérique et du code fortran

Dans cette annexe, nous donnons le schéma de la discrétisation numérique de
I’équation d’évolution de I’anneau tourbillon, ainsi que 1’algorithme du programme qui
I’implémente sur machine.

Le schéma numérique :

Nous allons décrire la méthode numérique sur 1’équation simplifiée :

X, =O£Kb=0[_.—3 (A.15.1)
X,
. r 1
ou a=—In(—) (A.15.2)
4r ¢
X(0,7) = X(27,1) (A.15.3)

L’espace est discrétisé en choisissant N points sur la fibre a 1’aide d’un pas d’abscisse

ds =27/ N (A.15.4)

Figure A.15.1 Discrétisation spatiale de I’anneau
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Les N points choisis sont :
X ()= X((i - D)ds,t) pour i=1..N (A.15.5)
Nous utilisons alors sur cette discrétisation un schéma spatial de différences finies en

approximant les dérivées premiéres en un point i par

@ . a(Xl-i-l)_a(Xl—l)

X’ A.15.6
Ox (X0 2ds ( )
et les dérivées secondes par
Pa —. aXThH-2aX)+aXih
—0'> > (X') ~ 2 (A.15.7)
X s

Dans 1’équation compléte, les intégrales spatiales sont calculées par la méthode des trapézes.

Pour i =2... N —1, I’équation discrétisée devient les N-2 relations

{XHI _xitl xitl o +5'(i—1:|

AN

. 2dS dS2
X, =«a PR , (A.15.8a)
XH _Xl—
2ds
auxquelles s’ajoutent les deux relations :
X2 -xV x?-oxtax¥
X! s a5’ (A.15.8b)
t=a 3 A,
v2 _ wN
X -X
2ds
Xl—XN_l XI—ZXN +5{N—1
A
- N 2ds ds2
X, =a (A.15.8¢)
! 1w N-1p
X -X"
2ds

Nous sommes donc en présence d’un systéme différentiel en temps de N équations et
de N fonctions inconnues. Il faut alors choisir un schéma de discrétisation temporelle. On

tilise une méthode d’Euler implicite

. Xi’k+l _ii,k
X,=— A.159
t dt (A.159)
ou le pas de temps est : dt =t/(k+1) (A.15.10)

Dans I’équation compléte, les intégrales sont calculées par la méthode des trapézes.
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Le schéma complet utilisé s’écrit donc

Xz’+1,k+1 _Xi—l,kﬂ XHI’kH —25(i’k+1 JrXz‘—l,kﬂ
. . A
Xl,k+1 _Xi-k 2ds ds?
=a
dt |5(i+1,k+1 _Xi—l,k+1|3

‘ 2ds ‘

(A.15.11)

On résoudre alors ce systéme d’équations non linéaires par la méthode itérative de recherche

de zéro suivante

X'isg = X" (A.15.12a)
PURED CEED GEE) (B
AN
XXk 2ds ds?
J+ y (A.15.12b)
dt i+ _xi-1)?
J J
2ds

Il apparait une suite X ; que nous calculons jusqu'a avoir convergence. La limite obtenue est

le zéro X***! cherché. Cette résolution est de type Jacobi, car X 41 est calculé a partir de

X j- Dans le programme, nous avons utilis¢ une méthode de type Gauss-Seidel qui est une

variante de la précédente. Lorsque I’on posséde X s le terme 5(; +1 est calculé a partir de la
formule (A.15.12b), puis nous faisons 1’affectation 5(}:: 5(; 41 €t nous continuons avec

5(3 +1---- Cette méthode a I’avantage d’accélérer la convergence.

L’algorithme du programme :
Le programme est réparti en trois étages :
B Préprocesseur : le programme fortran initial.f crée une configuration de profils
initiaux d’anneaux tourbillons et la range dans le fichier profil.dat.
B Processeur : le programme fortran polair.f utilise les données du fichier profil.dat,
qui donne les différents anneaux de la configuration initiale, puis il calcule
I’évolution de ces anneaux en enregistrant un certain nombre d’étapes dans les

fichiers passm.m et pass.m.
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B Postprocesseur : le programme Maple tutu exploite les données du fichier fore.dat
(obtenu en appliquant le fichier module.f de conversion du fichier passm.m) et

dessine les anneaux a 1’écran. De méme, le fichier Matlab xpdessin exploite les

données du fichier pass.m pour avoir des sorties a 1’écran.

¢tage Programme Entrée Sortie
Préprocesseur initial.f profil.dat
Processeur polair.f profil.dat passm.m et pass.m
Postprocesseur modul.f passm.m tore.dat
tutu tore.dat visualisation par maple
xpdessin pass.m visualisation par matlab
Algorithme de initial f :

On appelle Profil le vecteur des points de discrétisation de la ligne centrale X(s,7) a

un certain instant ¢.

Début

Y
Données : - nombre de points de discrétisation
- choix d’une configuration de nbra anneaux par le choix du nom
de I’appel sous-routine du programme principal ( on a le choix entrg
une dizaine de configurations initiales prédéfinies)
-j=0

Y
J1

Y

Calcul de la variable Profil pour ’anneau j
de la configuration choisie

Y

Stockage de Profil dans Profil.dat

non j=nbra ?

y oui

Fin

Ce programme calcule donc les nbra profils des nbra anneaux pour la condition initiale, qui

est une expression analytique, et les range dans le fichier profil.dat.
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Algorithme de polair.f :

|  début |
v

Les données de départ
nombres d’anneaux nbra  pas de temps : ¢ nombre de points de discrétisation : n
epsi=0.01 ds=2n/n nbrdt=700  nbrconf  cnb=int(nbrdt | nbrconf)
entrée de la configuration initiale dans la variable fotal
écriture du profil initial dans passm.m et pass.m

v

| conteur=1 j=1 nu=1

g

y

totalO=total err=100 errt=0

»l

’v
mettre le nu'“™ profil de total( dans profil0
mettre le nu'“™ profil de total dans profil

v

Procédure récurrence

nu,profil profil0,total,err ~ —  total,vitesse,errt

— — —non | nu=nbra?
nu=nu+1 :

5 non_ Y| eprt < epsi ?
err= youi

Si conteur = cnb alors :
stocker les profils dans des variables de stockage
conteur=0 nconf=nconf+1
conteur=conteur+1

non Jj=nbrdt?

¢criture des variables de stockage dans passm.m et pass.m

v oul

| fin ]

Il ne nous reste plus qu’a décrire I’algorithme de la procédure récurrence.
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Algorithme de la procédure Récurrence :

v

327

procédure coefficient
calcul du coefficient : coeff=In(1/e)+C(¢¥)+C,(?) a I’aide de profil

procédure schéma

o - procédure caractéristique
Calcul de X (,X,,Kb,T,0,0,K,T,T; en toutpoint a I’aide de la variable profil

calcul de ()2 a partir de total

calcul de Q*en i a partir des résultats précédents

valeur de Kb au point i Calcul de d=coeff+Kb +Q"'
d = profil0’ + dt *d k =|profil’ - proﬁlOi|

Si k>err alors err=k

Y
profili=d

non i=n?

i=it+] y out

écrire profil dans fotal

Si err>errt alors errt=err
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Annexe 16

A.16. Simplification de |équation
d'évolution pour le filament de Klein

et Majda

Dans cette annexe, on simplifie I’équation (6.7) d’évolution du filament :

oK
Mr

L .
{m;—l}KC*)mA, (A.16.1a)

lorsque nous nous limitons a des filaments de la forme suivante :

X(a,1.d) = atg +d*XP(a =afd.i=1/a*)+od®)|  (A162)

que I’on appellera le filament de Klein et Majda et dont la représentation est donnée sur la
figure A.16.1. Ici, d’aprés (A.3.26a),

Ta+a)~r(X(a)-X(a+a'))
3

A - +L2 [X(a) - X(a +a’) »
T _In|  K@b(a) (A.16.1b)
2la’|

+Lj (a +cj’) A (%(a) - X(a;a’))da,
are [X(a) - X(a+a")

avec =] oo, +oo] / [— L/2+L/ 2] )

Pour un filament de la forme (A.16.2), I’équation (A.16.1a) devient :

X- (i[ln£ - 1} +C )(Kb)(a = dd) + A(a = d) (A.16.3)
4 &
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2e<<d <<l

Or:
<(2) )
X, =%y+d +o(d?) =Ty +d +o(d?)
) <(2) )
Xy =d 5 —+0(d?) = ——+o(d),
- X, AX o XWP
doi : (Kb)(a = da) = —42299 % A O

X/

Reste a calculer la limite d — 0 a a fixé de

T(dad +a") A(X(dd +a') — X(da))
Rl (X(da +a") - X(da))®
4T 75| (Kb)(da)

_l’_ —_—
2|a’|

+L/2
da'

B LI T(da +a") A (X(dad +a') - X(da))da,
415 |X(da)-X(da +a")|

avec =] oo,+oo] / [— L/2+L/ 2] )

Comme :
. X /
- To+d @+ 1 od?)
T(dd +a')y==%= a d
Xal | X® a' 2
To+d (@+—)+o(d”)

A d
X(dd +a"y - X(da)=a"%g+d> (XP (@ + %) ~XP@)) +0(d?),

alors :

329

(A.16.4)

(A.16.5)

(A.16.6)

(A.16.7)

(A.16.8)

(A.16.9)
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T(dad +a') A (X(dd +a") - X(da)) _
[X(da) - X(da +a")’

~- %@ : 3 r
~%od? %A X (5+%) +d* %y A(XP (a+%) ~X@@)) +od?)
X2

(A.16.10)

+o(d?)

’EO +d

d%%o +d2X@ @+ %) ~X@ @) + 0(d?)

!

Nous faisons alors le changement de variable 4 = % dans les intégrales (A.16.7) et il vient :

% (2) B B
N —%ohAéX @+h)+79 A(XPD (@ +h)-XPD (@)
1 +L/2d
Aa=da)=- | Rk i
—L/2d .\ (KB)(dﬁ)
bl ]

) B B
. —foh/\%(5+h)+‘f0/\(X(z)(5+h)—X(2)(c7))

Tar 3
4r ) A
+0(d)

o (A.16.11)

avec [=|- oo /[~ L /2d,+L/2d], c’est a dire :

i < (2)
(5((2)(5+h)—5((2)(c7))—h&; @+h)
- 1 B +00 3
A(a:d5)=—ﬁr0/\j o I i
- (@)
A
_+H(1 |hl) i ]
LY SN A.16.12
17 NG (Kb)(da) +0(d) ( )

ou H est la fonction d’Heaviside. Finalement (A.16.3) devient :

ﬁ—X"t—L[l% 1}+C*Kﬁd"t To AJ(@,t
m(“’ )—(47[ n— ) Kb)(dd,t) —to AJI(@,1) (A.16.13)
avec
(Kb)(dd,t) =Ty A X%) (@,t)+O(d) (A.16.14)
+0 (X (@ +h,6)- X (@ t))—h&z(Z) @+h,1) X® @1
T ! ' ' ’ &
J@a,n=—_— + H(1-|h) -2 qn|(A.16.15)
4z 3 IE 2la
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Annexe 17

A.17. L'hélicité dun ou de

plusieurs anneaux

Dans cette annexe, nous nous proposons de donner I’expression de 1’hélicité

H=[&ovdv (A17.1)

et de son évolution pour des anneaux tourbillons enlacés. La figure A.17.1 représente deux

anneaux enlacés.

Figure A.17.1 Représentation de deux anneaux enlacés

La définition (A.17.1) de I’hélicité appliquée a deux anneaux donne

H= HI +H2 (A172)
on : Hy = [&evav, (A.17.3)
A;

c’est a dire que I’hélicité H est composée de I’hélicit¢ H| due a ’anneau 1 et de celle H,

due a ’anneau 2.
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Pour un anneau tourbillon de faible épaisseur :

Hy(e)= J-J-J. 2D (r, @,a,6) e V(r,0,a, ) hy (r,@,a,&)rdr do da (A.17.4)
4
La vitesse v du fluide en tout point se compose de la vitesse auto-induite par I’anneau 1, de la
vitesse induite par I’anneau 2 et de I’écoulement potentiel
V = ViBiot + V2Biot + Vback (A.17.5)

Dans I’anneau A4;,ona

V = Vgiot (7> 9,@, ) + Q2 () + Vipger (@) + O(e) (A.17.6)

ou ()2 est la vitesse (3.116a) induite par I’anneau 2. La difficulté qui apparait ici est que

I’expression de Vg;jot (;, @,a, &) est une intégrale singuliére par rapport au petit parametre & .

Calcul de I’hélicité a partir du développement intérieur
de P’intégrale de Biot et Savart :

Nous nous placerons dans le cas ou la vorticité n’est que tangente (cas étudié par

Moffatt et all'?) : ®= a)3(2r)%
£
(A.17.7)
Avec (A.17.6), il vient alors :
82(_6 * i} = 6()3 (;)[% i (VIBIOt (I’, ¢9a98) + 62 (a) + Vback (a))] (A178)
et le développement (2.16) de Vg;,t du paragraphe II.5 donne :
_ 1 1 e’ 12
V1iBiot = —2—”8]](03(7’ )k—zr dr do
Lé.l_'l_ - _I_Vd_|d 1
+27zg w3 (r )kzr rdo
. K S ~
+A+— |In ——1|b
ar ¢ (A.17.9)

+ KoY a7 do
in a)3(r)nk2r rde

IRCAC ] P I I
5] ) - rdr dp

7 k +7r cosg
+O0(glne)

p—

ou 2 =72472 20 cos(p—g ) (A.17.10)
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et ou I’on a omis de mettre 1’indice 1 qui indique que les champs sont associés a I’anneau 1.

L’expression (A.17.8) devient :
&6 oV = w3(r)[T o (A (@) + Q2 (@) + Vpaer (@))] + O(eIne) (A.17.11)

et ’expression (A.17.4) de I’hélicité H; due a I’anneau 1 devient :

Hy = [[[ @3([7 ¢ (A + @y + ¥ paei) [rdrdgpda

A (A.17.12)
=T [Te(A+Qy +Vpyek )da
G
Or:
[T 0Q,(a)da =-T, (A.17.13)
G
[TeViaek(@)da=0 (A.17.14)
G
d’ou:
H, =Ty [TeAda-T\T, (A.17.15)
G

A partir de (A.17.2) et (A.17.15), on obtient alors I’expression suivante de I’hélicité :

H=T, [teA(a)da+T, [TeA,(a)da—2TT5]| (A.17.16)
] (6}

ou I’on a omis de mettre les indices 1 et 2 qui indiquent les champs associés a I’anneau 1 et a
I’anneau 2.

On pose alors

W, =T, [TeA,da (A.17.17)
Ci

et on appelle ce terme le Writhe de ’anneau i en reprenant la terminologie de Moffatt et all.?

A partir de I’expression de Al , il vient :

Xitara)-X, (a)3 vi(a)dd da

r? B .
le——J.J‘T(a+a)/\q —
G X, (a+a)-X,(a) i1
) - s | 17.
=%I J.(‘E(a+a')/\f(a))o f(l(a_'_(%) 3(1(a)3da da
Taq X (a+d) X, (a)

A partir de I’expression (3.116a) de Q 5 , Temarquons que :
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I, = Ir-dea———J [ #ay) A 22X G
C1 Cy X5 (az) - X (ay) AL17.19)
I E - X, (a2) - X (ay) o
=2 (ay) A(ay)]e = - dayda,
4 é[l CJ; X (a2) - X (611)‘3

ou X;(a;) estlareprésentation paramétrique de 1’anneau i.

Il vient alors :

_OrT, = _f [ [#az) ni(an)]e X, () = Xy (@) dayday| (A.17.20)

TG X5 (a2) - Xl(al)‘

Calcul de I’hélicité a partir du champ de vorticité :

Une autre facon d’obtenir I’hélicité H est de remplacer la définition

7mm(x a2 (x- X) - (A.17.21)

v Biot X,

de Vi dans I’expression (A.17.1) de I’hélicité :

H= j&) * (VBiot * Vback )4
= [@ oV gigrdv + | 6 o Ve (A.17.22)

”Jco —J‘”m(x IAN—3 ) dv dv+ Jo * Viack @V

\)\

L’hélicité est donc donnée par :

Iﬂfﬂ[m(xw(x)] x- ‘ dvdV+mco°vbackdv (A.17.23)

Avec cette expression de I’hélicité, I’intégrale qui intervient n’est alors plus une intégrale

singuliére par rapport au petit paramétre ¢ . Il vient alors :

11 T

: X-X ) . (A17.24)
_—ﬂf/{f gfzf[a(x')m(g)].ﬁ o

_i)‘

c’est a dire :
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[E)(O) (i_”v,a') A&7, a)
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(A.17.25)

60 ¢2,02) 60 ¢r1,a))]

+$”.[.m‘ R (X5 +erafy — X —erify) h31h32;2;1d;2d;1d¢2d(plda1da2
A 3

%) S S -
‘(Xz +érary) — X —&rir)

@3(r) _. o , )
5 T, on réobtient alors I’expression
£

(A.17.15) de H; complétée par (A.17.18) et (A.17.20).

Dans le cas ou la vorticité n’est que tangente ® =

Détermination de I’hélicité pour deux anneaux enlacés a partir
de I’écoulement solution des équations dynamiques :
Une derniere facon d’obtenir 1’hélicit¢é H est de se servir de la définition (A.17.1) et
du champ de vorticité et de vitesse trouvés au chapitre II1.

Dans I’anneau 4;, on a

v=X;+V;+0(¢)|, (A.17.26)

ou \71 est donné au chapitre Il par les équations (3.34) a (3.37) et Xl est donnée par
I’équation (3.33a). Il vient alors :

Hy = [&evav
A)

=[[[&s X4 Vi)dv (A.17.27)
41

-1 | FeX, ds+ [[[ &© o V\hyrdrdpda
C1 Ap

et en remplacant I’équation (3.33a) de la fibre centrale, on a

Hy =Ty [ Te(A;+Qy)ds+[[[@© o Vi rdrdeda (A.17.28)
C Al
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Le terme
[[[&© e Vi rdrdpda (A.17.29)
A1
doit correspondre a la somme T+N de la torsion totale normalisée et du parametre de twist
de I’article de Moffatt et all.2. Il serait intéressant d’approfondir la comparaison entre ce qui

est fait ici et leur article.

La vorticité ®© est donnée par (3.13). On trouve alors 1’expression suivante de

I’hélicité due a ’anneau 1 :

7O
1
Hy =10y + W+ 2 5O 4 o) (A.17.30)
avec :
~(0) P Wal
79 =4z SJ- dr (A.17.31a)
7"
(0) m(l)
7O _ W)W () ;
—4rS d A.17.31b
" J [ or or : ( )
0
Pour un anneau similaire :
~ 1 myS,
g0 - L7020 (A.17.32)
7 l+7,
avec :
SO |
ry =40’ S0, (A.17.33)
o S0
Détermination de la dérivée temporelle de I’hélicité a partir
de I’écoulement solution des équations dynamiques :
La dérivée temporelle de I’hélicité est donné par la formule :
H  pte? [[[&erod &* myrardpda (A.17.34)

En se servant de du champ de vorticité et de vitesse trouvés au chapitre III et donnés par les

formules (A.17.26), (3.34) a (3.37) et (3.13), il vient :
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Pour un anneau similaire :

dﬁl(o) 2 Fl moS(O) (f)
= 4o _—2
dt 7 (1+ra)
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Annexe 18

A.18. Bibliographie complémentaire

Dans cette annexe, on donne une liste bibliographique complémentaire a celles des

différents chapitres du mémoire. On a utilisé le rangement suivant :

1 Mouvement d’un filament tourbillon

11 Articles de Ting et al.

339
339

12 Articles de Widnall et al.

340

13 Articles de Saffman et al.

340

14 Articles de Marshall et al.:

RZ) |

15 Articles de Moffatt et al.:

342

16 Articles de Fraenkel et al.

344

17 Articles Russes

344

18 Articles d’autres auteurs

345

2 Stabilité des Filaments

21 Articles de Widnall et al.

347
347

22 Articles de Saffman et al.

348

23 Articles de Maxworthy et al.

24 Articles d’autres auteurs

349

349

3 Eclatement tourbillonaire

31 Articles de Leibovich et al.

351
351

32 Articles d’autres auteurs

353

4 Numérique

5 collapse

6 Nappes tourbillons

7 Divers

8 Ouvrages

355
356
357
357
359
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Dynamics and Motion of Slender Vortex Filaments and Rings
by

Daniel Margerit
Engineer ENSEM

This thesis is aimed at extending and improving existing results of formal asymptotic
analyses for slender vortex filaments. There is a considerable number of publications on topics
in this area of science covering issues of vortex filament motion in space, the stability of these
slender vortex structures, investigations of particularly elucidating cases, such as slightly
perturbed, almost straight filaments, etc... The present work adds interesting improvement
and/ or extensions to these earlier analyses.

Here is a list of the major points addressed in this work :

1. For the first time, the general equation of motion of a filament in three space dimensions is
derived completely up to first order in the slenderness parameter.

2. A number of ad-hoc regularisation of the singular line Biot-Savart integral are scrutinised
and compared with the results of a systematic matched asymptotic expansion. It is shown
that each of these ad-hoc methods can be made to agree with the more fundamental theory
by an appropriate choice of the relevant regularisation parameter.

3. The stability analysis of slender filaments, which has been pursued in the literature before,
is completed by adding various missing facts and aspects that might be of considerable
importance in future real-life applications. A particularly interesting aspects is the explicit
exhibition of the detailed velocity field of a perturbed vortex ring.

4. A newly developed numerical simulation code that solves the full nonlinear filament
evolution equations is validated against the extended results of the stability analysis.

5. A preliminary analysis for a yet unsolved issue in slender vortex theory is presented : The
problem of a non-closed filament topology. The analysis given lays the foundation for
further work by pointing out exactly which parts of the theory are affected by the
closedness or periodicity assumptions used in practically all previous systematic
asymptotic analyses. The open issues in this case are related to the temporal evolution of
the leading order vortex core structure. Future work will have to focus on a satisfactory
completion of the ansatz presented in this thesis.

By this impressive volume of work the candidate has shown that he is able to identify
open scientific problems, to acquire the mathematical techniques needed to address these
issues and to generate answers to the open questions found. An important part of the second
step -acquiring the necessary mathematical techniques- in the present case involves making
himself familiar with modern tools of computer-aided formal calculus. It is astonishing to see
that this methodology allows a single person within a single thesis to add extremely complex
details to almost any piece of analysis in a given area to be found in the literature. The
candidate has obviously mastered this task and was careful to check all his results against
existing theories with success. Therefore, even though I was obviously not able to check all
the details presented, I have considerable trust in the validity of this work.



One word of caution is in order, though: The attractivity of asymptotic analysis
derives to a large extend from the fact that one can obtain results on complex systems by
hand. This allows one to control, understand and properly interpret every single step of the
analysis. As a result, a lot of physical insight is gained almost automatically. Also, an
asymptotic analysis is typically considered successful if at the end there is a simplified
equation system that can be further analysed more easily than the original one. By employing
computerised formal calculus to do asymptotic, the present work leaves this traditional and
obviously useful range of applications of asymptotic analysis. The results shown are partly of
tremendous complexity and is not clear whether they are any simpler or more elucidating than
the original Navier-Stokes equations. Unfortunately, this thesis falls short of thoughtfully
going over the results, say of the higher order accurate filament equation of motion, and to
discuss their consequences. The reader is at some point left alone with these complex
equations without a clue as to whether they are worthy of being studied or not.

A second point of critique and encouragement regards the presentation of the formal
calculus procedures. These descriptions appear hidden in an appendix, which is not in balance
with their importance for this work. I am sure that the candidate has invested quite some
intelligence in making the calculus program do the asymptotics for him. Making the strategies
developed and used in this process more transparent to the reader in a separate major section
of the thesis would make for a valuable improvement of the script.

In conclusion, there is no doubt that the candidate has proven his scientific abilities
and that this thesis should be accepted as a dissertation script. On a scale of (summa cum
laude, magna cum laude, cum laude, rite, failed) I rate this work as

magna cum laude.

Wuppertal October 23,1997

Prof. Dr-Ing.Rupert Klein
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La structure, la dynamique et les interactions de filaments tourbillons sont
au coeur d'une grande variété d’écoulements. Le probléme de la détermination
du champ de vitesse généré par un anneau avait déja été posé par Kelvin,
et est devenu par la suite un sujet de recherche classique avec de multiples
applications, depuis le mouvement des tornades, jusqu’aux vortex produits
par les ailes d’avion. Le sujet central du mémoire de Daniel Margerit est le
calcul de la vitesse d’un anneau tourbillon. Il s’agit d'un probléme difficile, qui
a fait I'objet depuis pratiquement un siécle d'un grand nombre de travaux. Il
fait, d'une part, une syntheése des recherches sur le sujet, notainment avec une
bibliographie trés compléte, et d’autre part, il apporte une série de nouveaux
résultats qui complétent les calculs d’autres auteurs.

Dans une premiere partie de caractere général. Daniel Margerit utilise des
méthodes asymptotiques pour calculer 'écoulement extérieur et intérieur du
filament, il réussi notamment & faire le raccord entre les deux solutions, en ten-
ant compte des termes divergeant logarithmiquement. Il refait, & 1’aide d'un
logiciel de calcul analytique, le calcul de Callegari et Ting de I’évolution du vor-
tex. Il faut souligner la rigueur avec laquelle ces développements compliqués,
long, ardus, ont été réalisés. Les algorithmes et les procédures Maple qu’il a
écrits sont aussi d'un grand intérét, et lui ont permis de corriger nombreuses
erreurs ou omissions souvent rencontrées dans la littérature scientifique.

La deuxiéme partie est consacrée aux applications du formalisme & différents
cas concrets. Sont particulierement intéressants ses résultats sur les insta-
bilités des anneaux tourbillons et des deux filaments droits. Daniel Margerit
discute dans le détail la méthode de coupure qu’il applique ensuite a 'étude
de I'instabilité de Widnall. Il illustre ses résultats par des calculs numériques
(dont il a aussi écrit les codes nécessaires). Il s’est aussi intéressé aux filaments
ouverts en particulier dans le cas ou la courbure est faible, et ol il obtient les


http://www-irphe.univ-mrs.fr

équations de Klein-Majda. Les différents régimes, en fonction des valeurs de
parametres, sont brievement évoqués.

On peut cependant regretter une présentation confuse, qui utilise un style
trop succinct et schématique. Daniel Margerit se limite souvent & un bref
commentaire des formules, sans discuter les motivations et les implications
physiques des équations. On ne peut pas suivre les dérivations dans le texte
principal puisqu’elles sont imbriquées avec le contenu des annexes. La mise
en page ne satisfait pas aux standards de qualité de textes mathématiques.
La notaticn est souvent incohérente, et des nombreuses répétitions alourdis-
sent le texte. Ces éléments font que le mémoire est de lecture difficile. Par
ailleurs, les approximations faites n’apparaissent pas clairement. La perti-
nance des résultats ainsi que leur porté ne sont pas mis en valeur, ils sont
vaguement mentionés 4 l'aide d’une argumentation incomplete. Il serait donc
treés souhaitable d’améliorer la présentation générale, dont les défauts nuisent
a la compréhension. Il faudrait aussi étoffer le texte avec des discussions
plus competes on les calculs et les résultats se dégagent clairement. Malgré
ces quelques points faibles, il est important de souligner 'effort considérable
fourni pour mener jusqu’au bout des calculs difficiles, qui ouvrent de nouvelles
perspectives pour mener une recherche 4 long terme.

En conclusion, cette theése contient des résultats scientifiques intéressants,
et mérite d’étre soutenue devant le jury.

Alberto D. Verga.
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Sans rappeler les rapports écrits, le jury note l'ampleur du travail tant par sa quantité
que par sa qualité. Monsieur D. Margerit a étendu, complété et corrigé des résultats
sur un sujet difficile déja trés étudié. La bibliographie pratiquement exhaustive
couvre tous les aspects du sujet et de ses applications. Le candidat a montré sa
connaissance des articles cités et donc sa culture sur le sujet. Le jury pense que ce
travail est une contribution non seulement & la Mécanique des Fluides mais &
l'application du calcul formel aux méthodes asymptotiques. La systématisation et
l'automatisation des longs calculs que nécessitent l'asymptotique permettront a D.

Margerit d'envisager des perspectives fructueuses a son travail.

L'exposé, bien qu'un peu technique sur un sujet trés calculatoire, a été clair ; le
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Dynamique et mouvement des filaments et des anneaux tourbillons de faible épaisseur
Résumé :

Un filament tourbillon est un cas particulier d’écoulement rotationnel, pour lequel la
vorticité se trouve uniquement autour d’une courbe tridimensionnel, dite fibre centrale du
filament. Calculer 1’écoulement, c’est déterminer 1’évolution de cette zone de vorticité, dite
filament tourbillon, c’est a dire trouver le mouvement de la fibre centrale. Cette thése reprend
la démarche de Callegari et Ting pour obtenir I’équation d’évolution de la fibre centrale d’un
anneau tourbillon en la complétant avec divers remarques et commentaires et en donnant des
ordres supérieurs du développement. Nous mettons en valeur le développement des intégrales
singuliéres de Biot et Savart a ’aide de la méthode des développements asymptotiques
raccordés. Puis, les résultats obtenus sont utilisés pour justifier des méthodes de coupure et
pour les généraliser au cas visqueux et avec vitesse axiale. Nous complétons les résultats de
Widnall et Sullivan sur I’étude linéaire d’un anneau circulaire perturbé en donnant la période
d’oscillation des différents modes et en comparant ces résultats avec une simulation
numérique de 1’équation d’évolution. Enfin, nous étudions les oscillations d’un filament droit
et la stabilité de filaments parall¢les contrarotatifs.

Mots clés :

filament tourbillon, anneau tourbillon, vorticité, mécanique des fluides
développement asymptotiques, intégrales singulicres

coupure, mouvement, stabilité

Dynamics and motion of slender vortex filaments and rings
Abstract :

A vortex filament is a particular rotationnel flow in which the vorticity is located only
around a three dimensional curve called central line of the filament. Solving the flow means
finding the evolution of this vorticity region, called vortex filament, that is to say finding the
motion of the central line. This dissertation proceed as Callegari and Ting to obtain this
equation of motion in adding some remarks and comments and in giving higher order terms of
the expansion. We point out the importance of singular Biot and Savart integral expansions
performed with matched asymptotic expansions. Then, these results are used to justify cut-off
methods and to generalise them to the case with viscosity and axial velocity. We complete
Widnall and Sullivan’s linear study of a perturbed circular vortex ring in giving the oscillation
period of the different modes and in comparing these results with a numerical simulation of
the equation of motion . Finally, we study the oscillations of a straight vortex filament and the
stability of parallel counter-rotating vortex filaments.

Key words :
vortex filament, vortex ring, vorticity, fluid mecanics

asymptotic expansions, singular integrals
cut-off, motion, stability
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