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Résumé

Cette these est consacrée a ’exploitation des propriétés de non-circularité et de non-gaussianité
des signaux d’intérét (SOI) et/ou des interférences pour les transmissions sans fil et 1’écoute passive.

Dans une premiere partie de cette these, nous nous intéressons a l’extension des récepteurs
SIMO-MLSE conventionnels vers de nouvelles architectures exploitant la potentielle non-circularité
au second ordre des interférences co-canal (CCI), pour la démodulation de signaux rectilignes
(BPSK, ASK), quasi-rectilignes (MSK, GMSK et OQAM) et & symboles complexes (QAM).
L’architecture générale des récepteurs développés est basée sur un prétraitement avec une extension
widely linear (WL) du filtre adapté spatio-temporel, ramenant le traitement de démodulation & un
probléme scalaire, un échantillonnage au rythme symbole et ensuite un organe de décision basé sur
une version modifiée de ’algorithme de Viterbi. Pour le cas particulier des signaux quasi-rectiligne,
on intercale un traitement de dérotation entre I’échantillonneur et ’organe de décision. Un travail
de modélisation a temps discret des SOI, brouilleurs et du bruit de fond a été mené afin de créer
des modeles de simulations pour la validation des expressions SINR analytiques interprétables, via
I’évaluation des probabilités d’erreur symboles. Ces nouvelles architectures de récepteur SIMO-
MLSE, permettent la réjection d’'une CCI a partir d’une seule antenne (concept single antenna
interference cancellation (SAIC)), méme en situation de canal sélectif en fréquence pour le signal
d’intérét, avec un CCI rectiligne a un ou deux trajets. Bien que les nouvelles structures du récepteur
SIMO-MLSE aient été développées sous de fausses hypotheses de stationnarité et de gaussianité
des interférences, les performances restent toujours supérieures a celle des récepteurs SIMO-MLSE
conventionnels.

Dans une deuxieme partie, nous nous intéressons a la formation de voies antibrouillée
(Beamforming) non-linéaire & travers des structures de Volterra complexe du troisieme ordre. Ces
dernieres permettent ’exploitation de la non-circularité jusqu’au sixieme ordre et du caractere
non-gaussien des SOI et/ou des interférences. Dans le contexte de I’écoute passive, nous avons
introduit un beamformer MVDR de Volterra du troisieme ordre utilisant la seule information a
priori du vecteur directionnel du SOI et implémentable grace a une structure équivalente GSC.
Nous avons étudié ses performances en particulier par I’évaluation analytique des expressions du
SINR en fonction des statistiques de 'interférence, et par sa vitesse de convergence d’apprentissage,

démontrant ainsi sa supériorité par rapport aux beamformers MVDR linéaire et WL classiques. Dans



un contexte de radiocommunications, nous avons étudié une version MMSE de ce beamformer de
Volterra complexe du troisieme ordre qui prend lui en compte les propriétés statistiques de non-
circularité jusqu’au sixieme ordre et de non-gaussianité du SOI et du CCI. Nous avons défini dans ce
cadre un SINR grace a une décomposition orthogonale ainsi qu'une relation générale entre MSE et
SINR. Dans le cas particulier d’une seule antenne, nous avons comparé différentes constellations de
modulations linéaires et démontré par des expressions analytiques de SINR exprimées en fonction du
décalage temporel et de phase entre SOI et CCI que ce filtrage de Volterra permettait de bénéficier
de la discrimination d’amplitude pour de fortes interférences pour des symboles BPSK et QPSK.
La derniere partie de cette these est consacrée a la robustesse de tests de détection de
rectilinéarité de signaux en présence d’offsets de fréquence. Ces tests sont importants pour ajuster
la nature du traitement (linéaire ou WL) en fonction de la rectilinéarité des signaux, afin de garantir
le meilleur rapport performance/temps de convergence des algorithmes. Plusieurs tests a base de
moments du second ordre et du quatrieme ordre sont présentés et étudiés. Les tests de rectilinéarité
basés sur des cumulants d’ordre quatre souffrent d’une importante erreur d’estimation pour un
nombre réduit d’observations, malgré la robustesse des cumulants face au bruit de fond Gaussien
circulaire en situation de faible valeur du SNR. Seul le test de rectilinéarité au second ordre présente
une robustesse vis-a-vis du nombre d’observations réduit, du faible rapport SNR, du bruit de phase
et du résidu de porteuse. Pour aboutir a des seuils de décision optimaux, nous avons pu établir les
expressions analytiques asymptotiques des courbes COR de ce test de rectilinéarité au second ordre

en présence de bruit de phase et résidu de porteuse.



Abstract

This thesis is devoted to exploit the non-circularity and non-gaussianity properties of signals of
interest (SOI) and/or interference for wireless transmissions and passive listening.

In the first part of this thesis, we are interested in the extension of conventional SIMO-MLSE
receivers to new architectures exploiting the potential second order non-circularity of co-channel
interference (CCI), for the demodulation of rectilinear signals (BPSK, ASK), quasi-rectilinear
(MSK, GMSK and OQAM) and quadrature amplitude modulation (QAM). The general architecture
of the developed receivers is based on a pre-processing with a widely linear (WL) extension of the
spatio-temporal matched filter, bringing the demodulation processing back to a scalar problem,
a sampling at the symbol rate and then a decision block based on a modified version of the
Viterbi algorithm. For the particular case of the quasi-rectilinear signals, a derotation processing is
interposed between the sampler and the decision block. A work on equivalent discrete time modeling
of SOI, interferers and background noise has been carried out in order to create simulation models
as for the validation of the interpretable analytic SINR expressions, by the evaluation of the symbol
error rates. These new SIMO-MLSE receivers allow the single antenna interference cancellation
(SAIC) effect to be maintained, even in a frequency selective channel for SOI and for rectilinear
CCI with a single or two-path propagation model. Although the new structures of the SIMO-MLSE
receiver have been developed under false assumptions on interference of stationarity and gaussianity,
higher performance is always maintained with respect to conventional SIMO-MLSE receivers.

In a second part, we are interested to the beamforming through complex Volterra structures
of the third order. These structures allow us the exploitation of the non-circularity up to the
sixth order as well as the non-gaussian nature of the SOI and/or the interferences. For passive
listening applications, we have introduced a third-order Volterra MVDR beamformer using only
a priori information of SOI steering vector and implemented by an equivalent GSC structure. We
have studied its performance, in particular by interpretable closed-form expressions as functions of
statistics of the interference, and by its speed of learning, thus proving its advantages with respect
to the conventional linear and WL MVDR beamformers. For wireless communications applications,
we have studied an MMSE version of this complex Volterra beamformer of the third order that
takes into account of the non-circularity up to the sixth order as well as the non-gaussian nature of

the interference. We have defined in this framework a SINR thanks to an orthogonal decomposition



as well as a relation between MSE and SINR. In the particular case of a single antenna, we have
compared different constellations of linear modulations and proved by closed-form expressions of
the SINR as functions of the delay and phase of the CCI with respect to the SOI, that this Volterra
filtering allow us to benefit from the amplitude discrimination for strong CCI only for BPSK and
QPSK symbols.

The last part of this thesis is devoted to the robustness of rectilinearity tests in the presence
of frequency offset. These tests are important for adjusting the processing (linear or WL) as a
function of the rectilinearity of the signals in order to guarantee the best performance/convergence
rate ratio of algorithms. Several tests based on second-order and fourth-order moments are presented
and studied. Rectilinearity tests based on cumulants of fourth order suffer from the large estimation
error for a reduced number of observations, despite the theoretical robustness of cumulants against
the circular background noise (low SNR situation). Only the second order rectilinearity test is
robust in situation of reduced number of observations, low SNR, phase noise and frequency offset.
In order to derive optimum decision thresholds, we have given asymptotic closed-form expressions of
the ROC curves of the second order rectilinearity test in the presence of phase noise and frequency

offset.
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rappelée qu’a sa premiere apparition dans le texte d’un chapitre. Par ailleurs, puisque nous
utilisons toujours ’abréviation la plus usuelle, il est fréquent que ce soit le terme anglais qui soit

employé, auquel cas nous présentons une traduction.
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Liste des notations

Nous avons regroupé ci-dessous les principales notations employées dans les différents chapitres

du document. Les matrices sont représentées par des majuscules grasses A, les vecteurs par des

minuscules grasses a (par défaut, sont orientées "colonne”) et les scalaires par des minuscules non

grasses a.

Re(a)
Im(a)
(a)”

lal

13

o(.)
x(t) *y(t)

Partie réelle du nombre complexe a.

Partie imaginaire du nombre complexe a.

Complexe conjugué du nombre complexe a.

Valeur absolue d'un nombre réel a et module d’'un nombre
complexe a.

Inverse de A.

Pseudo-inverse de A au sens de Moore-Penrose.

Déterminent de la matrice A.

Noyau d’une matrice A.

Espace image d’une matrice A.

Produit de Kronecker.

Produit de Kronecker symétrique.

Produit de Kronecker A® A...® A avec g—1 produits de Kronecker.
Matrice d’identité d’ordre p.

Vecteur nul d’ordre p.

Matrice p x g nulle.

Par définition.

Proportionnel.
%z) _ g,

Signifie lim;o =~

Produit de convolution composante a composante.
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Convergence en loi.

E[.] Espérance mathématique.

E[./.] Espérance conditionnelle.

Cum(.) Opérateur de cumulant.

P(a="0) Probabilité que a soit égal a b.

g Estimé de 6.

Nr(m,R) Loi gaussienne d’une variable aléatoire réelle d’espérance m et de

matrice de covariance R.
Nec(m, R, C) Loi gaussienne d’une variable aléatoire complexe d’espérance m
et de matrice de covariance R et de matrice de covariance

complémentaire C.

Propriétés algébriques

On utilisera principalement les propriétés suivantes des produit de Kronecker et de I'opérateur

vectoriel (les dimensions des matrices sont supposées telles que ces expressions aient un sens) :

(A®B)®C
(A®B)(Ce®D)

A®(B®C)
(AC)® (BD)
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Introduction générale

Dans le contexte des radiocommunications & acces multiple, 'effort des théoriciens en
communications numériques est focalisé sur le développement des structures des récepteurs qui
permettent d’atteindre une capacité importante avec une qualité de service acceptable.

D’une part, pour ce type de systéeme de communication, Il est bien connu que la capacité
est inversement proportionnelle au niveau des interférences [83], [86], dont la classification est la

suivante :

o Interférence Co-canal (Cochannel Interference - CCI) : Définie comme étant un signal

interférent de méme fréquence porteuse que le signal utile.

o Interférence du canal adjacent (Adjacent Channel Interference - ACI) : L’interférence du canal
adjacent peut étre classifiée en une interférence inband et out-of-band. le terme inband est
utilisé quand la fréquence centrale du signal interférent appartient a la bande de fréquence
du signal utile. Par contre le terme out-of-band correspond a la situation pour laquelle la

fréquence centrale du signal interférent est en dehors de la bande de fréquence du signal utile.

D’une autre part, la transmission radio est séverement affectée par la propagation multi-trajets;
les ondes électromagnétiques sont : dispersées, diffractées et réfléchies, et atteignent ’antenne du
récepteur a travers différent chemins, comme une superposition de plusieurs signaux, avec différents
retards causés par la différence dans la longueur des trajets empruntés. Ceci mene a un modele
d’interférence qui dépend de la fréquence et de la position géographique. Le récepteur mobile se
déplace a travers ce modele d’interférence, qui change dans la milliseconde et varie aussi sur la
bande de transmission, donc le canal radio est caractérisé par une variance temporelle et une
sélectivité fréquentielle. La sélectivité fréquentielle implique de I'interférence inter-symboles (Inter
Symbol Interference - ISI) [70]. Dans ce type d’interférence, aucun rapport E,/Ny ne permettra
d’atteindre un taux d’erreur binaire requis pour un niveau de performance adéquat. La solution
générale consiste a utiliser une méthode d’élimination ou de réduction de distorsion dont le choix
est fixé par la nature de 1’évanouissement (évanouissement lent : égalisation adaptative, CDMA,
OFDM... évanouissement rapide : modulation robuste, codage et entrelacement). Implicitement, ce
type de traitement s’accompagne d’une technique de diversité afin d’améliorer le rapport puissance

signal sur puissance bruit (SNR).
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Le parametre puissance signal sur puissance interférence plus bruit (SINR) & l'entrée du
récepteur est donc un parametre déterminant pour les performances d’un réseau cellulaire. Le
probleme de suppression de n’importe quel type d’interférence dans les communications sans fil

peut étre traité par différentes méthodes directes et indirectes [86] :

1. Méthodes de suppression d’interférence indirectes : L’élimination de l'interférence dans ce
cas est réalisée a travers le choix d’une architecture spécifique de l'interface radio (filtrage
spatial : sectorisation, réduction de la hauteur des antennes des stations de base, diminution
du facteur de charge des cellules, controle de puissance, diversité temporelle). En d’autres
termes, la suppression d’interférence est réalisée systématiquement des que le signal est recu

par le front-end du récepteur.

2. Meéthodes de suppression d’interférence directes : Ces méthodes se basent principalement
sur des algorithmes d’élimination d’interférences, d’égalisation et des structures de filtre qui
permettent d’atteindre I'objectif d’une transmission robuste vis-a-vis les interférences et les

distorsions causées par le canal radio.

L’efficacité des méthodes directes est conditionnée par ’exactitude de la modélisation associée
aux signaux utiles, d’interférences et aux distorsions issues du canal radio. De plus l'originalité
de l'outil mathématique utilisé pour représenter de tels phénomenes permet une meilleure
compréhension du fonctionnement des algorithmes développés et ainsi identifier des cas particuliers
d’utilisation pratique.

Dans un autre contexte relié la régulation de l’environnement radio, la rareté des ressources
spectrale due au nombre croissant des objets connectés a stimulé I’avenement de nouveaux standards
de transmission cognitifs en parallele avec la naissance d’un nouveau paradigme dans la gestion du
spectre comme le projet Google Spectrum Database pour un acces dynamique et optimale aux
ressources spectrales, en utilisant les deux degrés de liberté : temps et position géographique. Pour
de telles applications, les récepteurs pour ’écoute passive doivent se perfectionner en utilisant les
propriétés communes a tout les signaux de radiocommunications et en se basant seulement sur des
traitements en aveugle.

La croissance spectaculaire de la puissance de calcul des processeurs embarqués, durant les
derniéres années, a suscité un regain d’intérét vers les systémes non-linéaires, afin de repousser
encore plus les bornes de performances dans les futurs systémes de traitement de 'information.
En radiocommunications, la représentation des signaux en bande de base (donc a valeurs
complexes) en elle méme ne représente pas une nouveauté mais l'exploitation de la corrélation
entre les parties réelles et imaginaires (c’est a dire la non circularité au second ordre) du
signal a travers des systemes Widely Linear est une approche qui a montré ses preuves dans
certaines applications d’élimination d’interférence et de densification des réseaux téléphoniques
cellulaires [95]. Les structures non-linéaires telles que les filtres de Volterra complexes permettent

I’exploitation des propriétés de non-gaussianité et de non-circularité des signaux qui sont
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omniprésentes en radiocommunications. La difficulté d’étudier ces structures non-linéaires réside
d’une part dans la définition des métriques de performance (ex SINR ou SNR) et d’autre
part dans la complexité de l'analyse analytique des performances a travers 1’évaluation de

ces métriques en fonction des parametres statistiques des signaux utiles (SOI) et interférents (CCI).

Dans cette optique, nos travaux de recherche dans une premiere partie se concentrent sur
I’analyse théorique des performances de différentes structures de récepteur optimales imbriquant
des techniques directes et indirectes d’élimination d’interférence. L’une des fonctions fondamentales
d’un récepteur est la compensation des distorsions du canal radio dans le but d’accroitre 'efficacité
de la liaison sans fil en utilisant la plus faible puissance d’émission possible. Pratiquement, cette
tache est réalisé par un algorithme d’égalisation, dont la structure et la complexité dépendent
du degré de connaissance du canal radio et le critere d’optimalité utilisé par 1’égaliseur. Notre
choix s’est porté sur le critere de mazimum likelihood sequence estimation (MLSE), qui minimise la
probabilité d’erreur de décision. L’égaliseur associé exploitera ainsi la connaissance de la distribution
de probabilité des signaux, contrairement aux égaliseurs linéaires, Decision Feedback FEqualiser
(DFE) et minimum mean square estimation (MMSE) qui sont a structures imposées et n’exploitent
que les statistiques du second ordre des signaux. Il est bien connu dans la théorie du traitement
d’antenne, qu’il est possible a l'aide d’un réseau d’antennes d’ajuster la forme du diagramme de
rayonnement afin d’améliorer la puissance du signal utile et méme, en cas de diversité spatiale
(différents angles d’arrivée) de supprimer des signaux interférents. Lorsque le canal présente une
sélectivité fréquentielle, les performances des techniques d’élimination d’interférence basées sur
des structures purement spatiales deviennent insuffisantes. L’extension de ces techniques vers
des structures spatio-temporelles permet d’augmenter le pouvoir de réjection d’interférence, en
exploitant la diversité de trajet. Dans nos nouvelles structures de récepteur SIMO MLSE, nous
avons introduit 'hypothese peu exploitée a ce jour que le bruit total comprenant le bruit de fond
et les interférences était stationnaire gaussien et potentiellement non circulaire [77].

Dans une deuxieme partie de notre these, nous nous sommes intéressés aux techniques
d’élimination d’interférence indirectes qui est le beamforming dans une situation d’écoute passive.
Notre choix s’est fixé sur le beamformer Minimum Variance Distortionless Response (MVDR) qui
consiste a minimiser la puissance en sortie du réseau d’antenne, sous des contraintes qui permettent
de conserver le SOI sans déformation. Son implémentation nécessite seulement la connaissance
a priori ou bien une estimation du vecteur directionnel du SOI, d’ou sa grande utilité dans les
applications de radio surveillance du spectre ou 1’écoute passive en particulier. Notre beamformer
MVDR non-linéaire de Volterra complexe a structure imposée, bien que sous-optimal par rapport a
une approche ML permet d’améliorer les performances par rapport aux structures linéaires et WL
dans un contexte de signaux non gaussiens et non-circulaires jusqu’au sixieme ordre (SO).

Dans une troisieme partie, en s’inspirant du beamformer dit MVDRs ou MMSE introduit dans
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[22, 24] qui est une extension du beamformer WL MVDR [21] qui lui utilise des statistiques d’ordre
deux du SOI, nous présentons une extension du beamformer de Volterra MVDR complexe sous la
forme d’un beamformer de Volterra MMSE qui utilisera lui des statistiques d’ordre supérieur du SOL.
Nous généralisons ici les notions de vecteur directionnel étendu, de décomposition orthogonale et de
SINR en sortie de beamformer que I'on relira & la MSE qui ont été introduits dans [22, 24]. Le cas
particulierement important d’un seul capteur que nous appellerons filtrage de Volterra MMSE sera
étudié en détail. En effet, il est maintenant bien connu que 'une des propriétés les plus importantes
d’un filtre WL [68] est sa capacité a rejeter un CCI rectiligne (BPSK, ASK) ou quasi-rectiligne
(MSK, GMSK, OQAM) a partir d’'une seule antenne (concept de single antenna interference
cancellation ou SAIC), permettant la séparation de deux utilisateurs a partir d’une seule antenne
[89, 20, 54]. Nous allons montrer que le filtrage de Volterra MMSE complexe du 3éme ordre permet
une amélioration de la technologie SAIC basée sur un simple filtrage WL, car cette structure exploite
la non gaussiannité et les non-circularité d’ordre 2, 4 et 6 des signaux, contrairement au filtrage
WL qui n’exploite que la non circularité d’ordre 2. Les gains en performance obtenus dépendent de
différents parametres tels que les constellations, les phases, les puissances et ’asynchronisme des
signaux. Nous verrons enfin que ce filtrage de Volterra MMSE complexe du 3eme ordre a la capacité
de séparer deux signaux de constellations QPSK synchrones de phases quelconques et aussi deux
signaux BPSK, méme en absence de discrimination de phase (contrairement au filtre WL), mais de
puissances différentes recus par une seule antenne, sans avoir a démoduler les deux signaux grace a
Ieffet de discrimination d’amplitude. Cette propriété tres importante permet d’offrir de nouvelles
solutions pour les transmissions en full-duplex (émission-réception sur une méme fréquence porteuse
et avec une seule antenne) prévus dans les réseaux mobiles 5G.

Dans la derniere partie de notre these, nous nous intéressons a la détection de situation
favorable (rectilinéarité des signaux) a l’amélioration des performances des algorithmes par un
traitement WL, en utilisant la matrice de covariance complémentaire, en complément de la matrice
de covariance traditionnelle. Il faut bien noter que malgré le traitement WL offre de meilleures
performances en termes de SINR ; il souffre par contre d’une vitesse de convergence réduite par
rapport au traitement linéaire, d’ou 'utilité d’ajuster dynamiquement le type de traitement utilisé
dans certaines applications imposant un nombre réduit d’observations. Le gain en performance
n’étant significatif que dans le cas des signaux rectilignes ou quasi-rectilignes, cela implique que les
tests de rectilinéarité semblent plus utiles que les simples tests de non circularité proposés dans la
littérature. Dans des situations d’utilisation pratique, les signaux rectilignes ou quasi-rectilignes sont
corrompus par un résidu de porteuse et un bruit de phase et sont observés au travers d’observations
bruitées par du bruit circulaire. De telles imprécisions nécessitent donc I'utilisation de tests robustes

de rectilinéarité et une étude de leurs performances.
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Chapitre 1

Récepteur SIMO-MLSE sous

hypotheése bruit gaussien stationnaire

potentiellement noncirculaire

Sommaire
1.1 Introduction . . ... . ... . i i i i e e e 33
1.2 Récepteur SIMO MLSE . . . . . . . i i ittt et ettt e e e 35
1.3 Interprétation des filtres WL . . . . . . . ... . o ittt 42
1.4 Performances en terme de SINR ... .......... ... ... 43
1.5 Cas particuliers et illustrations ... ...................... 47
1.6 Performance en probabilité d’erreur symbole . ... ............ 55
1.7 Conclusion. . . . . o o i i i i i e e e e e e e e e e e 57

1.1 Introduction

L’une des fonctions fondamentales d’un récepteur est la compensation des distorsions du canal
radio dans le but d’accroitre l'efficacité de la liaison sans fil en utilisant la plus faible puissance
d’émission possible. Pratiquement, cette tache est réalisé par un algorithme d’égalisation, dont
la structure et la complexité dépendent du degré de connaissance du canal radio et le critere
d’optimalité utilisé par ’égaliseur.

L’égaliseur mazimum likelihood sequence estimation MLSE, minimisant la probabilité d’erreur
de décision, représente ’algorithme le plus efficace dans le sens ou il exploite la totalité de ’énergie
recu du signal utile en plus d’une décision soft ; contrairement aux égaliseurs : Decision Feedback
Fqualiser DFE, linéaire et minimum mean square estimation MMSE.

Il est bien connu dans la théorie du traitement d’antenne, qu’il est possible a ’aide d’un réseau
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d’antennes d’ajuster la forme du diagramme de rayonnement afin d’améliorer la puissance du
signal utile et méme, en cas de diversité spatiale (différents angles d’arrivée), la suppression des
signaux interférents.

Lorsque le canal présente une sélectivité fréquentielle, les performances des techniques d’élimination
d’interférence basées sur des structures purement spatiales deviennent insuffisantes. L’extension de
ces techniques vers des structures spatio-temporelles permet d’augmenter le pouvoir de réjection

d’interférence, en exploitant la diversité de trajet (I’asynchronisime).

Le récepteur optimal pour la démodulation d’une séquence finie de symboles, modulés
linéairement, en présence d’interférence entre symboles est le récepteur MLSE lorsque les séquences
sont équiprobables. Ce récepteur a été introduit par Forney [33] pour une liaison mono-voie sous
I’hypothese d'un bruit réel gaussien, centré et stationnaire blanc. Une structure alternative a
été proposée deux ans plus tard par [91] et s’est montrée équivalente a celle de Forney [10].
Des extensions du récepteur MLSE a des liaisons SIMO en présence de bruit gaussien, centré,
stationnaire, circulaire, temporellement et spatialement coloré sont présentées dans [56, 94, 52, 10].
Cependant, dans les réseaux de communications pour les mobiles, le bruit total est principalement
constitué d’interférences co-canal qui possedent la méme forme d’onde que le signal d’intérét. En
conséquence, le bruit total est généralement cyclostationaire et potentiellement non circulaire au
second ordre [67]. C’est en particulier le cas pour les réseaux utilisant des modulations soit rectilignes
(i.e., PAM, BPSK, ASK), soit quasi rectilignes (MSK, GMSK, OQAM) comme le réseau GSM.
Pour cette raison, plusieurs récepteurs prenant en considération le caracteére potentiellement non
circulaire au second ordre des interférences co-canal ont été développés durant les 15 dernieres
années [35, 88, 89, 20, 54, 63]|. Toutefois, alors que [20, 54] supposent une absence d’interférence
entre symboles, [35], et [63], ne proposent que des récepteurs sous-optimaux pour des canaux sélectifs
en fréquence. Seul [88, 89] considére le récepteur MLSE en présence d’interférence entre symboles
et d’interférences co-canal potentiellement non circulaires au second ordre. Néanmoins, [88, 89] se
focalise sur les réseaux GSM et ne présente qu'une analyse de performances en sortie via le calcul
des bornes du filtre adapté. Notons qu’il existe quelques travaux (par exemple [14, 47]) dans la
littérature portant sur la détection d’une forme d’onde observée en présence de bruit additif non
gaussien, mais a notre connaissance aucune portant sur la détection de symboles dans le cadre
d’interférences intersymbole et d’interférences co-canal non gaussienne.

Dans ce chapitre, on considére des signaux d’intérét a modulations QAM [70] et on présente
et analyse les propriétés et performances du récepteur MLSE pour la démodulation d’un tel signal
d’intérét en présence d’interférence entre symboles et d’interférences co-canal potentiellement non
circulaire au second ordre. De maniere a maitriser les calculs, le récepteur MLSE est développé sous
I’hypothese (fausse en pratique) d’un bruit total centré, gaussien, stationnaire, non circulaire, coloré

temporellement et spatialement. En d’autres termes, le récepteur proposé exploite l'information
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contenue dans la noncircularité a I'ordre 2 potentielle des interférences mais n’exploite pas celle
contenue dans la cyclostationnarité a l’ordre 2 potentielle de celles-ci. Il est montré que le
récepteur MLSE proposé est composé d’un filtre widely linear [68] invariant dans le temps, suivi
d’un échantillonneur au rythme symbole et d'un organe de décision au sens du maximum de
vraisemblance implémentant une version modifiée de l'algorithme de Viterbi. Ce filtre WL est
interprété comme un filtre adapté spatio-temporel maximisant le rapport SINR en sortie sur le
symbole courant. Le cas des modulations linéaires quasi rectilignes est aussi considéré dans ce
cadre ou il est montré que le récepteur optimal a une structure comparable mais fonction du
temps symbole et intégrant un post-traitement de dérotation. En dépit du fait qu’en pratique, les
interférences co-canal sont cyclostationnaires [36] et souvent non gaussiennes, on démontre que le
récepteur MLSE proposé présente de meilleures performances que les récepteurs conventionnels
pour des interférences potentiellement non circulaires au second ordre aussi bien stationnaires que
cyclostationnaires. En présence d’un SOI rectiligne, le récepteur proposé permet en particulier
I’annulation d’une interférence rectiligne a partir d’une seule antenne et étend ainsi aux canaux
sélectifs en fréquence le concept SAIC (Single Antenna Interference Cancellation) présenté dans
[20] pour des canaux sans interférence entre symboles.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans le deuxiéme paragraphe, le récepteur SIMO MLSE
d’une modulation linéaire quelconque en présence de bruit total centré, gaussien, stationnaire,
coloré et potentiellement non circulaire au second ordre est présenté comme cas particulier d’'un
probleme général de détection d’une forme d’onde. Une interprétation de la structure développée en
fonction du type de modulations (complexe, rectiligne ou quasi rectiligne) est décrite au troisieme
paragraphe. Conjecturant que le taux d’erreurs symbole en sortie du récepteur est directement lié
au SINR sur le symbole courant en sortie, comme cela est démontré dans [70] pour des modulations
PAM et pour un récepteur MLSE conventionnel sans interférence, des expressions générales du SINR,
sur le symbole courant en sortie du récepteur MLSE proposé sont calculées au quatrieme paragraphe
pour les différentes modulations traitées et pour des interférences aussi bien stationnaires que
cyclostationnaires. Ces expressions sont alors comparées a celles obtenues en sortie du récepteur
MLSE conventionnel calculé sous I’hypothése d’un bruit total circulaire au second ordre. Des cas
particuliers sont alors considérés et illustrés au cinquieme paragraphe de maniére a mettre en
évidence concrétement certaines propriétés et performances du récepteur MLSE proposé. Enfin une

conclusion résume les principaux résultats du chapitre.

1.2 Récepteur SIMO MLSE

1.2.1 Probléeme général de détection

Considérons la transmission d’une forme d’onde déterministe multidimensionnelle a temps

continu s(m)(t) e CN parmi M formes d’onde dénotées par m, m = 1,..., M, observée en présence
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d’un bruit n(t) additif centré de distribution gaussienne et stationnaire. Le signal observé est alors :

x(t) =s"™ () +n(t), m=1,.., M. (1.2.1)

Dans le cas ot les messages {s™) (t) };n1,. s sont équiprobables, les critéres maximum & posteriori
(MAP) (minimisation de la probabilité d’erreur) et de maximisation de vraisemblance (ML) sont
équivalents. Pour définir rigoureusement le détecteur ML a partir du signal a temps continu
(1.2.1), nous allons d’abord considérer le cas particulier ou n(t) est circulaire, spatialement et
temporellement blanc.

En utilisant une base orthonormée complexe scalaire S = {¢;(t)}¢-1,...1, de I'espace vectoriel
engendré par les N composantes de {s(m)(t)}m:17,,.7M, donc de dimension finie L < NM, [92,
Chap. 4], [81] dont il est inutile de préciser ici les expressions de ¢4(t), chaque signal s(M(t) est
completement déterminé par un vecteur s(m) 8 LN composantes. Donc le vecteur x associé au
signal x(t) est donné par

x=s™ yneCtV,

Le probleme de détection de formes d’onde a temps continu (1.2.1) est alors équivalent & un
probleme de détection vectorielle a dimension finie car x par lui méme contient toute 'information de
lobservation x(t) qui est utile pour la détection au sens ML de m [99, Chap. 4]. Quand la densité
spectrale de puissance de n(t) est o%Iy, il est aisé de démontrer que le vecteur & composantes
complexes n est de distribution gaussienne centrée circulaire de matrice de covariance oIy [81].
En conséquence, le détecteur ML de m est donné par i = Argmin,, ||x — s™||?. Comme

L 2
D (@ne = s )u(t)| dt
/=1

s = 3 (XS @ s ) = 3 [
it = Sy’ )T = S, 4 ) Ou e 2—21 .

n=1 \¢=1/¢'=1

- 3 [Tl a3 [ - s ol
n=177"%° n=1<7"%°

ol (¢, 37%) Yn=1,..Ne=1,..,1, désignent les composantes de x et s(m), g0 est Popérateur de Kronecker
et ot 2, (t) = 25 (t) + 25 (t) représente la décomposition orthogonale de la composante n de x(t).

De méme, nous obtenons de fagon équivalente
+00 9
# = Arg min f Ix(£) — 8™ (2)|[ 2. (1.2.2)
m —00

Puis quand n(t) est potentiellement non circulaire, spatialement et temporellement coloré, nous
pouvons étendre I'opération classique de blanchiment utilisé dans le cas de bruit scalaire réel coloré
dans [91] et [92, Chap. 4]. Ici les propriétés statistiques de n(t) sont caractérisées par la matrice de

covariance

Rn(7) Cu(7)

Ra(r) =E[ROR" (-] =| 17 Pl
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du vecteur étendu () ©  [nT#),nE(®)]T ot Ru(r) ¥ Em@)nf(t - )] et
C,(1) def E[n(t)n?(t - 7)] sont respectivement les matrices de covariance et de covariance
complémentaire de n(t). Pour calculer le détecteur ML, nous avons besoin du résultat suivant
démontré en annexe A.2.3

Résultat : Si la transformée de Fourier' Ry, (f) de Ry, () est inversible pour toutes les valeurs de f
(c’est le cas lorsque n(t) est une somme d’interférences et d’un bruit de fond circulaire spatialement
et temporellement blanc indépendants), il existe un filtre WL [W1(t), Wa(t)] blanchisseur causal

et causalement inversible de taille N x 2N tel que :
n,(t) = Wi(t) » n(t) + Wo(t) »n*(¢)
est a la fois circulaire, spatialement et temporellement blanc, c’est a dire :
E[n,(t)n? (t-7)]=6(7)Ix et E[n,(t)nl(t-7)]=0x

ou * est le produit de convolution et 6(.) est le symbole de Kronecker.

Utilisant le modele blanchi x,,(t) = sq(um)(t) + 1y, (1) ol Xy (1) W, (t) *»x(t) + Wa(t) » x*(t)
et ng,m)(t) 4w, (1) * s (1) + Wo(t) * S*(m)(t) qui est équivalent & (1.2.1) puisque le filtre WL
blanchisseur est causal et causalement inversible, le détecteur ML de m est alors donné a partir de
(1.2.2) par

+o0o
T’ﬁ:Argmin[ 5w (£) — 8™ (8| 2dt, (1.2.3)

qui grace au théoreme de Parseval et a 'annexe A.2.3 est équivalent &

m = Argmin [ &) -5 (DITRENIR) -5 ()] (1.2.4)

o X(f) = [XT(f),xT (=T et sI(F) = [s"IT(f),s™H(~f)]T sont les transformées de
Fourier respectives de X(t) def [xT(t),x(£)]" et 0™ (¢) ot [s(™T (1), s(MHE )T parce que
R=1(f) = W (f)Wa(f) oit Wa(f) est défini par

Wi(f)  Wa(f)
W - 1.2.5
) ! W3(-f) Wi(-f) 129

Utilisant & nouveau le théoreme de Parseval, (1.2.4) est équivalent & :
+o00 +00
# = Argmin / f [%() -5 (O JIREY (¢ - 7)[R(r) -5 (r)]dtdr, (1.2.6)
m —00 —00

ott RIV(7) désigne la transformée de Fourier inverse de Rz!(f).

1. Toutes les transformées de Fourier de scalaires x, vecteurs x et matrices X seront représentées avec la méme

notation, ou la variable temporelle t ou 7 est simplement remplacée par f.
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1.2.2 Dérivation de la structure du récepteur SIMO MLSE

Afin de déterminer la structure du récepteur SIMO MLSE, appliquons le résultat (1.2.3) a
la détection de la séquence {aj}x-o,... k-1 de K symboles consécutifs signal bande de base d’une

modulation linéaire en quadrature transmise sur un canal linéaire sélectif en fréquence :

K-1
s (1) = kZ: arg(t - kT), avec g(t)=wv(t)*h(t) (1.2.7)
=0

ou v(t) et h(t) dénotent respectivement I'impulsion de mise en forme et la réponse impulsionnelle
équivalente bande de base d’un canal multivoies et ott m = 1,..., M avec M = (card A)¥X o A est
I’ensemble des symboles complexes {ay} de la modulation. En considérant uniquement les termes
qui ne dépendent que des symboles ay, dans (1.2.4), la séquence {ay, }r-o,... k-1 qui minimise le critere

(1.2.4) est de fagon équivalente donnée par la minimisation de la métrique suivante :

K-1K-1 , K-1
A(ao,..,aK_l) = Z Z Re(a,:ak/rk_k/+akak1rk”_k,) -2 Z Re(a};yk), (1.2.8)
k=0 k’=0 k=0

olt yi, 7 et ry sont donnés fréquentiellement par

ve= [ el (DR (DR(H>HTap (1:2.9)
et

mo= [ e R De(Ne Ty, (1:2.10)

o= [ ORI (D (e, (12.11)

avec g1 (t) def [ gf)t) :| et go(t) def [ g?(t) ] ou g(f)=v(f)h(f).

La séquence {yy }k-0,... k-1 est donc un résumé exhaustif du probleme de détection dans laquelle
Yr peut étre interprété comme la sortie a Iinstant k7T du filtre WL multidimensionnel de fonction

de transfert
wi' (f) =&t ()R (), (1.2.12)

dont Pentrée est X(t).

Le filtre de mise en forme v(t) étant non-causal, pour des raisons de commodité, l'interférence
intersymboles (ISI) a la sortie du canal est limitée aux L; symboles précédents et L; symboles
suivants. Donc 7y, = 7 = 0 pour |k| > L;. En exploitant la symétrie des coefficients 7, et r;{:, tel qu’il
est expliqué en annexe A.3.4, la métrique (1.2.8) qui permet 1’évaluation, au sens du maximum de

vraisemblance, de la séquence optimale {ay}x-o,.  Kx-1 s'écrit :

A(O’[), ey Okt1s ak) = A(O’o, ...,ak;ak,l) + m(ak,akﬂ;ak;yk) (1.2.13)
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La minimisation de cette métrique récursive revient a résoudre un probléme de programmation
dynamique qui peut étre résolu efficacement par 'algorithme de Viterbi.
Par suite, le récepteur MLSE sous hypotheése de bruit gaussien stationnaire potentiellement

non circulaire a, dans le cas général de symboles complexes, la structure suivante :

z(t t To..Ox—
ﬁ» wi (f) w Z/ Y Algorithme de Viterbi | 200K
kT
FASTWL Thy T}, f

FIGURE 1.1 — Structure du récepteur MLSE non circulaire pour symboles complexes.

R, (/) 0

Sous I'hypotheése de bruit circulaire, RZ'(f) =
0 R7(-/)

] et (1.2.9), (1.2.10), et

(1.2.11) se réduisent respectivement a
+00 .
= [ e ORADR(DEH df, (1:2.14)

Tk = [;w gH(f)R;I(f)g(f)ezQﬂ—kadf ot T’; -0

Nous retrouvons alors naturellement le récepteur MLSE sous hypothese de bruit gaussien

stationnaire circulaire constitué du filtre linéaire adapté de fonction de transfert

wi () =g"(HR, (), (1.2.15)

d’une prise d’échantillon au rythme symbole kT a sa sortie suivi par la minimisation par I'algorithme

de Viterbi de la métrique classique

K-1K-1 K-1
A(ag,..,ax-1) = Z Z Re(apapri-r) —2 Z Re(aiyr).
k=0 k’=0 k=0

qui peut ce mettre aussi sous la méme forme indiquée par 1’équation (1.2.13)

1.2.3 Cas particulier de symboles réels

Quand les symboles aj sont réels, 2Re(a,:yk) = ayz) dans (1.2.8), ol maintenant

+00 .
2= 2Re(u) = [ BT (NRFNR(NMTaf, (1.2.16)
avec g(f) = [g7(f),g"(-f)]'. Le résumé exhaustif se réduit maintenant & la séquence

{2k }k=0,... k-1 OU 2, peut aussi étre interprété comme la sortie & l'instant k7' du filtre WL

multidimensionnel de fonction de transfert

w1 =g"(HR' (/). (1.2.17)

La structure du récepteur MLSE devient alors :
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20, @ (f) ( 27 “k | Algorithme de Viterbi |24
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FIGURE 1.2 — Structures du récepteur MLSE non circulaire avec des symboles réels.

Sous I’hypothese de bruit circulaire, nous retrouvons

a=2Re( [T (DR DR(DEHTar). (1.2.18)

qui est aussi la sortie d’un filtre WL.

1.2.4 Cas particulier d’une modulation linéaire quasi-rectiligne

Concentrons nous ici sur le cas particulier des modulations linéaires quasi-rectilignes? pour
lesquelles ay, = i*by, et ot by, et 'impulsion v(t) de (1.2.7) sont réels. Appartiennent & cette famille
de modulations les modulations MSK et OQAM ainsi que, de maniére approchée, la modulation
GMSK.

En remplacant aj, par i*b;, dans Pexpression de la métrique (1.2.8), on obtient :

K-1K-1 ! K-1
A(bo,..,b[(_l) = Z z bkbkrRe (rd,k_kw(—l) Td)jk:—k’) - Z bkzd,k (1.2.19)
k=0 k'=0 k=0
avec
rag S (<) et 1y, S iy
et

2Re[ (=) yp] = (i) yy, + "y
[ wl ORT a0 (R T (1220

Zd k

avee wi' () < g1l (/)R (f)-

Sous les mémes hypotheses que pour les modulations QAM de la partie 1.2.2, le récepteur
MLSE se compose donc de deux filtres WL, d’une prise d’échantillons aux instants k7', de deux
post-rotations® de +km/2 et d’une minimisation de la métrique (1.2.19) qui peut étre réalisée par
I’algorithme de Viterbi dont la métrique de branche dépend ici de la parité de k, avec la structure

suivante :

2. Ces modulations d’enveloppe complexe

[(;(-1)%%1@ - 2kT)) +i (Zk:(—l)kbgk+1v(t - (2k + 1)T))]

sont aussi appelées modulations linéaires décalées.
3. Notons que cette rotation de 7/2 avait été introduite sous forme d’une pré-rotation dans [88].
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yi(t) ik
wi' (f) - x(=i)"
i(t) Zd.k ’b\ 3
t ) 0--0K-1
wil () W2 vy AV,
kT

FIGURE 1.3 — Structure 1 du récepteur MLSE non circulaire pour modulations linéaires quasi-rectilignes.

Remarquons que l'opération classique de pré-rotation aboutirait apres un long développement

a la structure équivalente suivante :

y1,4(t) Y1,d,k
wfd(f) %T \
#(t) Y2,4(t) yddak Zdk [Do. Dy
T it e () A K | A P
kT

Td,k T T T& k
FIGURE 1.4 — Structure 2 du récepteur MLSE non circulaire pour modulations linéaires quasi-rectilignes.

ot wy a(f) = R5'(f + 75)&1(f + 75) et woa(f) = R (f + 7r)82(f + 77
Notons que le résumé exhaustif 24, (1.2.20) s’écrit sous la forme

can= [ WE DR ds

w(ity () = [*el (F) + (=)'l (NIRZ'(f) = ety (HRZ (F), (1.2.21)

qui peut s’interpréter comme une famille de quatre filtres associés aux instants kT avec k modulo
4.

Sous I'hypothése de bruit circulaire, R=!(f) est bloc diagonale. Par suite

+00 .
aan=2Re ()" [T g (DR (DD Ty ). (1.2.22)
et rar = (=) [ gH(HR(Fg(f)e2™ I Taf et g = 0. La métrique (1.2.19) se réduit alors &
K-1K-1
A(bo, bK 1) = Z z bkbk/Re 7"dk k:’ Z bkzd ks (1.2.23)
k=0 k'=0

ce qui donne un récepteur MLSE identique au cas de symboles réels (voir (1.2.18)) en y incluant

un terme de post-rotation.
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1.3 Interprétation des filtres WL

Dans le cas particulier d’'une modulation QAM et de bruit circulaire, le filtre linéaire
wi (f) =gl (HR;(f) (1.2.15) maximise parmi les filtres linéaires dans y, le rapport SINR de
la puissance du symbole courant sur la puissance du bruit total. D’ou son interprétation de filtre
linéaire adapté spatio-temporel (STMF) pour spatio-temporal multidimensional filter (appelé aussi
(MMF) pour multidimensional matched filter dans [94]). Cette interprétation s’étend dans le cas non

circulaire. En effet puisque dans le cas de symboles complexes ou réels, nous avons respectivement

K-1 K-1

X(t) = > apg(t-kT)+ > ajga(t—kT) +1(t), (1.3.1)
k=0 k=0
K-1

X(t) = O wg(t-kT)+1n(t), (1.3.2)
k=0

les filtres wi () = gl ()R (f) (1.2.12) et W (f) =8H(f)RSL(f) (1.2.17) sont aussi clairement
des filtres adaptés spatio-temporels WL. Notons que nous avons respectivement en sortie de ces

filtres

Yk = agro+aprh+ Z(aﬂ"k—l +ayry_;) + ng, (1.3.3)
l+k
Zh = QRTrO+ Y, Tr gl + Nk, (1.3.4)
l+k

avec g L [T gH(HR(HT)ZHTAf et np = OB (LR (FE(S)e2™MTdf et on

rrk = [ BT (NRG (NE(S)e? ™ df.
Dans le cas de symboles complexes, (1.3.3) montre qu’a U'interférence intersymbole (IST), s’ajoute
une interférence autosymbole a; dite CSI (conjugate symbol interference). De plus nous avons

démontré les relations suivantes a partir de la formule des interférences
* !
E(nlnl_k) =Tk, E(nlnl_k) =1, et E(nnmnl_k) =Trk,

qui généralisent les relations classiques obtenues dans le cas bruit circulaire.

Pour les modulations linéaires quasi-rectilignes ou

K-1
X(t) = ’;) brg k) (t — KT) +1(t),

avec gy (t) = [i*g1(t) + (~i)Fga(t)], le filtre WL wgc)(f) = ggg)(f)R%l(f) (1.2.21) peut donc aussi
s’interpréter comme un filtre adapté spatio-temporel WL a l'instant £T'. Notons que la sortie z4x

de ce filtre adapté s’écrit sous la forme suivante

zd g = 2[b (’r'o + (—l)kRe(r(l)*)) + Z b Re ((—i)k_lrk_l + ik”r;f_l)] + N g,
l+k

avec ngj = [ wgc)(f)ﬁ(f)eiQ’kaTdf.
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Notons enfin que tous les filtres WL adaptés obtenus sont structurés comme sous ’hypothese de
bruit circulaire. Ils se composent ici d’un filtrage WL de blanchiment spatio-temporel qui blanchit
temporellement et spatialement et qui circularise le bruit total au second-ordre, d’un filtre adapté
au canal global étendu sur chaque capteur lui-méme composé de la cascade d’un filtre adapté au

canal de propagation et d’'une filtre adapté au filtre de mise en forme.

1.4 Performances en terme de SINR

1.4.1 Objectifs

Les performances des récepteurs MLSE en terme de probabilité d’erreur par symbole n’ont été
analysées a notre connaissance que dans le cas de modulations d’amplitude bande de base dans le
contexte mono voie sous bruit additif gaussien blanc dans [70, Sec.10.1.4]. Dans ce cas particulier,
une approximation de la probabilité d’erreur par symbole a été donnée sous la forme

_u?
e 2 du,

P(erreur) Nle(Cz\/SW{) avec Q(x) = [+oo !

z 2
ou le terme SNR représente le rapport de la puissance du symbole courant sur la puissance du
bruit en sortie du filtre adapté et ou ¢; et ca qui représente une perte de SNR due a 'interférence
intersymbole (co = 1 pour L; = 1), ne dépendent que du nombre d’états de la modulation et de la
mémoire L; du canal global.

Nous conjecturons ici que les performances en terme de probabilité d’erreur par symbole des
récepteurs MLSE que nous avons introduits sont toujours guidées par le SINR du symbole courant
en sortie de filtre adapté aux instants k7.

Nous allons donc donner des expressions analytiques des différents rapports de la puissance
du symbole courant sur la puissance du bruit total avant décision (noté SINR car le bruit total
contient les interférences co canal et le bruit de fond) des différents récepteurs MLSE que nous
avons développés au paragraphe 1.2. Bien que les récepteurs soient calculés sous I’hypothese de
bruit gaussien stationnaire circulaire ou non circulaire, les SINRs de ces différents récepteurs seront
d’abord calculés en présence de bruit potentiellement non circulaire stationnaire, puis pour traiter
le cas d’interférences co-canal de méme nature que le SOI, nous considérerons le cas de bruit

potentiellement nonciculaire cyclostationnaire de méme période que celle du SOL.
1.4.2 Cas de bruit total stationnaire

1.4.2.1 Récepteurs MLSE sous hypothése circulaire

Dans le cas de symboles complexes, nous avons d’apres (1.2.14) et (1.2.15), une puissance
symbole Py = Elai|lrd = Ela2|[/ 2 g (f)R,'(f)g(f)df]* et une puissance de bruit total
P, = f_t: g (HR(f)g(f)df. Par suite le SINR en sortie du filtre linéaire adapté ne dépend que

43



de la matrice de covariance du bruit total et est donné par

SINR, =Elai|[:° g (NHR (Ne(Hdf. (1.4.1)

Au contraire pour des symboles réels, puisque le filtrage adapté (1.2.18) est WL, le SINR dépendra
a la fois de la matrice de covariance et de la matrice de covariance complémentaire du bruit total.
On obtient Ps = 4E(a})r2 et une puissance du terme bruit total de z; (1.2.18) donnée a I’aide de

la formule des interférences A.1.4 par

Po=2 [ W (DR (WS +2Re [ W (1Ca ()W (- )]
avec w(f) = gf (f)R,;1(f). Par suite le SINR en sortie du filtre WL adapté est donné par

2E(a) /' " ()R, (Mg (/)df
1 4 Rel/22 " (RGN (NC(HRG (=g (=F)df] |
JoZ 8" (DR (De(h)df

Dans le cas de modulations linéaires quasi-rectilignes, nous avons aussi d’apres

SINRS = (1.4.2)

(1.2.22), Py = 4E(bi)r§ et une puissance du terme bruit total de z;, qui peut
aussi étre dérivée de la formule des interférences A.1.4 et qui est donnée ici par
Py =2 [T wH(HRL(F)W(f)df +2(-1) Re[ [ wH (f)Cp(f)w* (= f)df]. On obtient alors ici un
SINR en sortie a I'instant k7T du filtre WL adapté donné par

2E(0}) [ 8" (DR (Ne(f)df

1+ (~1)k R BT R (IO (DR, (g (CNT]
23 g (DRI He(H)df

SINRS , =

(1.4.3)

1.4.2.2 Récepteurs MLSE sous hypothése non circulaire

Dans le cas des récepteurs MLSE que nous avons calculés sous hypothese de bruit total
stationnaire potentiellement non circulaire, le SINR en sortie du filtre WL adapté aux instants kT
s'obtient directement & partir des filtres WL wi (f) (1.2.12), W7 (f) (1.2.17) et Wi (f) (1.2.21).
On obtient ainsi pour des modulations QAM, ASK et linéaires quasi-rectilignes, les expressions

suivantes des SINRs

SINRg® = Blaf| [ gl (DR (D (D, (1.4.4)
SINRZ® = E(d) [ (RS (DEN, (1.4.5)
SINRZS, = BOR) [ el (R (e (£)df (1.46)

= B [ I8+ & (DITRE (N e () + () g ().

Comme les filtres adaptés des récepteurs MLSE obtenus sous I’hypothese de bruit total circulaire
sont sous optimaux (vis & vis du SINR) sous 'hypothese de bruit total non circulaire, nous avons

par le principe d’inclusion

SINR?® > SINRS, SINRI®>SINRS et SINRI® > SINRC . (1.4.7)
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Des illustrations numériques seront présentées au paragraphe 1.5 pour illustrer le gain en SINR
apporté par les récepteurs MLSE construits sous hypothése non circulaire par rapport aux récepteurs

MLSE classiques construits sous hypothese circulaire, utilisés en environnement non circulaire.

1.4.3 Cas de bruit total cyclostationnaire

Nous considérons ici le cas ol le bruit total potentiellement non circulaire est constitué d’une
somme d’interférences co-canal sous forme de modulations linéaires QAM, ASK ou de modulations
linéaires quasi-rectilignes (de période symbole 7" et d’impulsion non nécessairement égales a celles
du SOI) et d’un bruit de fond. Si n(t) est un tel signal, nous rappelons les relations (voir les
paragraphes (A.1.9) et (A.1.10)) :

Blnt(kT) = ¥ e [ Tra(fydf et E2(KT)) = X 2T [ BN (1.48)
o -0 3 -0

ol r,(La)( f) et 67(16)( f) désignent les densités spectrales cycliques? de puissance et les densités
spectrales cycliques complémentaires de puissance de n(t) et out a et 3 sont les fréquences cycliques
(pour les modulations QAM et ASK, a et  sont multiples de 1/T" mais pour les modulations
linéaires quasi-rectilignes, o sont multiples de 1/T” et 8 multiples impairs de 1/27") de réa)( f) et
cff )( f). Si n;(t) est un tel signal cyclostationnaire multidimensionnel filtré par un filtre linéaire
MISO (voir remarque 6 en annexe A.1.4) wf (f), sa sortie n,(t) est aussi cyclostationnaire de

densité spectrale cyclique et spectrale cyclique complémentaire de puissance données respectivement

par les formules des interférences suivantes, démontrées en annexe A.1.4 :

K0 = W DRD (W - 5) (1.4.9)
A = WD (W -+ ). (1.4.10)

Comme les filtres adaptés linéaires et WL des récepteurs MLSE que nous avons introduits ont été
calculés sous hypothese de stationnarité du bruit total, nous remplacerons les matrices de densité
spectrale R, (f) et de densité spectrale complémentaire C,,(f) de ces filtres par la densité spectrale
cyclique et la densité spectrale cyclique complémentaire de puissance a la fréquence cyclique 0,
notées R}IO)( f) et CSZO)( f), transformées de Fourier des moyennes temporelles des corrélations et

corrélations complémentaires.

1.4.3.1 Récepteurs MLSE sous hypotheése circulaire

Dans le cas de symboles complexes, la puissance du bruit total en sortie du filtre linéaire adapté
wi (f) = gH(f)(RgO))_l(f) a linstant kT est donné par application de (1.4.8) et (1.4.9) par

4. r%a)(f) et cgf)(f) sont respectivement définies comme les transformées de Fourier associées aux coefficients
de Fourier 5 (1) et C»E{B)(T) des corrélations et corrélations complémentaires 7., (¢,7) = E[n(t + 7/2)n* (t - 7/2)] et

en(t,7) = E[n(t+7/2)n(t-7/2)] périodiques en ¢ de période T”, ot nous avons choisi ici leurs définitions symétriques.
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P, =%, el?makl [T H(f+ )R(a)(f)w(f 5)df . Par suite le SINR est donné par I’expression

+00 (0) —
— Ela?| [ & (1) (R (1) (1) L

T €27k 12 g1 (f+§) (R (f+$) RV (DR (F-§) e/~ §)df

Pour des symboles réels, la puissance du bruit total en sortie du filtrage WL adapté

(1.2.18) a linstant kT est donné par application de (1.4.8), (1.4.9) et (1.4.10) par P, =

5 Za @M 22w (F+§) R (Nw(f-5)df + §Re[ S > [27wh (£+) O (H)w* (5-F)df .
Par suite le SINR est donné par

2E(a?)| /2 g™ (1R () e (f)df?

S €2k T oo ol (pr YR (F+2) TR (NRO(F-2)) 'e(f-2)
+Re[X5 2 g H (£ 4+ YR (£+2) 1P (AR (E-1) g (E-p)lar
(1.4.12)

SINR¢ =

Pour des modulations linéaires quasi-rectilignes, la puissance du bruit total en sortie du filtrage
WL adapté (1.2.22) a linstant k7 est de méme donné par application de (1.4.8), (1.4.9) et
(1.4.10) par P, = £ 5, 27T [ wH(p Y RO(F)yw(f-2)df + L (~1)"Re[T 2T [ wH (f+
g)CgO)(f)w*(g—f)df]. Par suite le SINR est donné par

2E(03)| [ g (R () g f)dff?
{ So 2T [ gH (L YR (F+9) 'RV (DR (F-2) g(f-2)
+HE) Re[ 2 g (1 5) (R (£+5)) O (DR (5-1)) " (5-1))f
(1.4.13)

SINRS ), =

1.4.3.2 Récepteurs MLSE sous hypothése non circulaire

Appliquant (1.4.8) et (1.4.9) ou le bruit total d’entrée est le bruit étendu n(t) de fréquences
cycliques +, les puissances du bruit total aux instants k7', en sortie de filtres adaptés (1.2.9),
(1.2.16) et (1.2.20) pour les cas de symboles complexes, réels ou de modulations linéaires quasi-
rectilignes sont donnés respectivement par P, = ., I2mRT [ 7o W{{(f+%)R,7(i0)(f)w1(f—%)df, P, =

00 ~ 0 ; ) 0
3, 2T LRI (FHRE (NW(-3)df ot P =3, 2[5 wil (FRE (F)woo (/-3)df-

Par suite les SINR en sortie aux instants kT de ces filtres WL respectifs sont donnés respectivement

par
SINR™ - Blafll /22 ' (D (RE (1) g1 (H)df? 4
DR e Rl ()R ()R (DR (F-3)) e (F-3)df
SINR™ - E(ap)| [ 8" (DR () "B dfP (1.4.15)

., 2k [ (L) RO (F+ D) RO (HNRO (F-2) 18 (f-1)df
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et
EO)| [ (g1 () +(1)rg (NI RY (1)) M e (f)+ (-1 kga(f)df

{ £, 2N [ @1+ (D ()T RP (P4 3) R ()
RO(F-D) e (f- D+ () g(f-D)]df

Notons que les interférences QAM ou ASK ou sous forme de modulations linéaires quasi-rectilignes

sont toutes cyclostationnaires du second ordre, exception faite des modulations QAM ou ASK
avec impulsion de mise en forme de type ’racine carrée” de Nyquist de roll off égal & 0 qui
sont stationnaires du second ordre. Pour des modulations linéaires d’impulsion de mise en forme
quelconque et de période symbole quelconque T, les fréquences cycliques sont en général k/T" pour
k € Z pour les modulations QAM ou ASK, alors que pour les modulations linéaires quasi-rectilignes,
elles sont k/T" et (2k +1)/2T" pour k € Z respectivement pour les densités spectrales cyclique et
cyclique complémentaire (voir les annexes A.1.2 et A.1.3).

Dans le cas particulier de filtres de mise en forme de type impulsion "racine carrée” de Nyquist,
le nombre de fréquences cycliques contenues dans le bruit total est fini et dépend du roll off oy, de
cette impulsion. Ainsi les interférences QAM ou ASK ne contiennent que les fréquences cycliques
—%, 0 et % pour o, # 0. Quant aux interférences sous forme de modulations linéaires quasi-

1 1 0 1

1
75 ~ar: Uy a7 et

pour oy, €]0,1/2[ et =55, =7, =5, 0, 55, 7 €t 5o POur ay, € [1/2,1]. Dans le cas particulier des
3 1 _1
3 0,

modulations MSK et GMSK, les fréquences cycliques sont aussi essentiellement —5%, -7, —57,

%, % et % Notons enfin que pour des interférences QAM ou ASK de méme période symbole que

le SOI, ei2makT _ eiQW,BkT = l2mYkT

rectilignes, elle contiennent les fréquences cycliques —%, 0, % pour ag, = 0,

=1 dans toutes les expressions des SINRs dans les paragraphes
1.4.3.1 et 1.4.3.2.

1.5 Cas particuliers et illustrations

1.5.1 Hypotheses

Le but de cette partie est d’analyser plus finement les performances en SINR des différents
récepteurs et de montrer quelques propriétés des structures développées, via ’obtention de formules
interprétables pour des canaux invariants et spéculaires en temps pour le SOI et les interférences et
pour des sources mises en forme par des filtres de type "racine carrée” de Nyquist en cosinusoides
surélevées.

Plus précisément v(t) sera réelle, d’énergie unité et de roll-off ;.. Pour des canaux spéculaires,
les réponses fréquentielles des canaux SOI et interférences (respectivement d’amplitudes et de

retards (fis,,, Ts,, Jm=1,.,M, € (L), Tjm Jm=1,..,M;) seront respectivement :

M, . M; .
hs(f) = Z N3m6712ﬂ-f75m h’sm et h’](f) = Z /’ijeil27rf7jm h’j'm?

m=1 m=1
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dont les premieres composantes des vecteurs directionnels de chaque trajet hg ,, et hj,, sont égales

a I'unité. Nous considérerons dans la suite trois scénarios.

1.5.2 Cas d’une absence d’interférence

En absence d’interférences ou le bruit de fond circulaire est temporellement et spatialement
blanc R, (f) = NoIn et Rz (f) = NoIlony pour f € [—%(1+aro), +%(1+aro)]. Par suite les formules
de SINR circulaires et non circulaires (1.4.1) (1.4.4), (1.4.2) (1.4.5), (1.4.3) (1.4.6) qui sont ici des

SNRs, coincident et sont données par

E 2 +o00
SNRy = Jf;:' [oo g (HII>df, (1.5.1)

pour des modulations QAM et par
2E(b )

2E(ap) [+ee
svR = 50 [ gt sNRa= S [Py (52)

respectivement pour des modulations ASK et linéaires quasi-rectilignes. Ces deux SNRs (1.5.1) et
(1.5.2) doubles I'un de l’autre (pour des symboles d’énergies identiques) sont des bornes supérieures
ultimes qui permettent d’évaluer la perte de SNR en présence d’interférences. Dans le cas particulier

de canaux spéculaires, puisque g(f) = v(f)hs(f), nous avons

oo 2 & & H oo 2 2
[ I = X Y s bt [ ()P Ty, (1.5.3)

m=1m/=1
Par suite, il y a remise en phase temporelle et spatiale de tous les trajets SOI avant décision. De
plus, dans le cas ou les différences des retards 75, — 75 , sont tous multiples de la période symbole
T, les SNRs (1.5.1) et (1.5.2) deviennent chacun la somme des SNRs sur chaque trajet, quelque soit

le roll off de v(?) :
E‘ak;|

SNR, = Z s 1P, 2, (1.5.4)

ak) 2E(bk

SNR. = 2 Zl snlllRs, |, SNR, = == z| solPllRs ]2 (1.5.5)

1.5.3 Cas de la présence d’une interférence rectiligne mono-trajet

Nous considérons ici le cas ou le bruit total est constitué d’une interférence rectiligne (de
symboles c;) mono-trajet (M; = 1, p; def tj,) et de bruit de fond. Pour obtenir des formules
interprétables, nous supposons aussi que les différences des retards du SOI 75, — 75 , sont tous
multiples de la période symbole T'. De plus nous supposons que les roll-off du SOI et de l'interférence
sont nuls, auquel cas le bruit total est alors stationnaire. Sous ces conditions, par application du
lemme d’inversion matricielle appliqué a R, (f) et Ra(f), les SINRs (1.4.1) (1.4.4), (1.4.2) (1.4.5)

t (1.4.3) (1.4.6) deviennent respectivement en présence de
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SOI sous une forme de modulation QAM :

Ela | & |h h; |2
SINRC = — Hes 2 h’Sm 2 - ) 1.5.6
ne EIal | H p; |2
SINRj¢ = —-& ZI onl? | s = 3 =205 ). (1.5.7)
Bn.g + 2Rl

Pour un seul capteur (N = 1) et pour une interférence trés puissante par rapport au bruit de
fond (|u|* > No) :

SINRC » DIl ]\i s, |* << SNR (1.5.8)
/J’Sm 9 Je

Y E(%)MP Y

SINR™ ~ 5SNRy, (1.5.9)

ot la valeur de SNR,, est donnée par (1.5.4)

SOI sous une forme de modulation ASK :

28 |

SINR¢ ](Vzk) b (”hsmHQ m’) 1.5.1
T Brg  Zmor Hsm PIRE Bjl? cos(2As,, 5) (1.5.10)

n h I
(5 _7+H || ) IVIS | Sm|2(||hsm“2 %)
QE(CL ) |h h |2 COS2(AS )

SINRY® = —— 2( IR, 2], 1.5.11

z Z | sm| || smH 5n7j +2||h]||2 ( )

Pour un seul capteur (N = 1) et pour une interférence tres puissante par rapport au bruit de

fond (|u|* > No) :

SINR® E(CQ)'“ PEma ol NR (1.5.12)
’ 1+ TS s |2 c05(285,, ) -
%jl |“5m|2
M :
SINRTLC ~ SNR ZTn:l |M5m|2 SIHZ(ASMJ) (1 5 13)
‘ - 2%21 |:usm|2 ’ -

ou la valeur de SNR, est donnée par (1.5.5)

SOI sous une forme de modulation linéaire quasi-rectiligne :

2E(b h;
S |usm|2(||hsm||2 P

SINRS ., = 1.5.14

- 1 +( 1) [ Bﬁh [|2)2 L= 1|M3m|2|h h;j|? cos(2As,,, ]) ( )

n,jt £
’ A mm\?(nhm\\? i)
2E(b IR Rhj? (1+(-1)% cos (24, 7))

SINRYG = 05,0 * | P, I~ ==, (1.5.15)

‘ Z By + 2,1
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def
avec B,; =

NolE(iiPT ™ b = ls,le®om, py = |usle'™, byl hy = B hyle'®omi et
D E 05 = Go + Bop-

Pour un seul capteur (N = 1) et pour une interférence tres puissante par rapport au bruit de
fond (|u|* > No) :

2E(a}) _ M, 2
SINR® B, 7 Lm1 |, |
2,k N

< SNR;., (1.5.16)

Mg
1 + (_1)k Zmil |1u‘]f;n|2 COS2Asm,j
mel ‘/’LSmP

M.
Ymo1 |lu'3m|2
Z%; |:usm|2 COS2(Asm,j)

M,
Zmil |l"LS7n ‘2

avee fug € No[E(RIPT™ o = ltsle® e, 1y = |uilet®, B Ry = | hyle?®ona, A,
¢j — ¢s,, et ot SNR; est donné par (1.5.5).

Notons que les SINRs (1.5.7), (1.5.11), (1.5.15) des récepteurs MLSE non circulaires sont la
somme des SINRs de chaque trajet SOI, contrairement aux SINRs (1.5.10), (1.5.14) des récepteurs

SINR7S =~ SNR, pour k pair, (1.5.17)

SNR.

pour k impair, (1.5.18)

def

MLSE circulaires pour modulations ASK et linéaire quasi-rectiligne. Cela est di au fait que les
filtres adaptés des récepteurs MLSE circulaires ne sont plus adaptés en présence de bruit non
circulaire. Mais dans le cas de symboles complexes, puisque le SINR obtenu (1.5.6) par le récepteur
MLSE circulaire en présence de bruit non circulaire ne dépend pas de la non circularité du bruit, la
désadaptation du filtre adapté conserve ’additivité des SINRs des différents trajets. Nous constatons
que tous ces SINRs, qui ne dépendent pas du retard 7 def 7,1 de l'interférence (ce qui est naturel
puisque celle-ci est stationnaire) sont dégradés par rapport aux références (1.5.4), (1.5.5). Cette
dégradation dépend de la différence angulaire entre le vecteur directionnel de I'interférence et ceux
des différents trajets du SOI et de plus des différentes phases du SOI et de l'interférence pour les
récepteurs MLSE pour modulations ASK et linéaire quasi-rectiligne.

Nous vérifions 'effet SAIC pour les récepteurs MLSE non circulaires pour SOI rectiligne (1.5.13)
lorsque au moins un des trajets m SOI vérifie Ay, ; # 0, et pour SOI quasi rectiligne (1.5.16) lorsque
au moins un des trajets m SOI vérifie Ay ; # 0 et Ay, ;j # /2. Par contre, nous démontrons ici
le résultat nouveau que cet effet SAIC se maintient pour des constellations SOI complexes (1.5.9)
quelque soit les valeurs des phases différentielles Ay ;.

Bien que nous ne disposions pas de formules interprétables dans le cas général d’impulsions v(t)
et de retards différentiels 75,, — 75, quelconques, cet effet SAIC se maintient dans ces situations.
En particulier, lorsque le SOI est une modulation linéaire quasi-rectiligne quelconque, nous avons
obtenu la relation suivante pour une interférence forte (|uj|* > Np) en présence de trajets SOI ot
s, sont réels :

SINRZ, 2%

~1 in%(2¢,). 1.5.19
SINR ; + No sin”(2¢;) ( )
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Ce rapport ne dépend ni de linstant k7', ni du canal SOI, ni de I'impulsion SOI, donc du type
de modulation linéaire quasi-rectiligne, contrairement aux expressions SINR’Z?,€ et SINR;k qui en
dépendent fortement. Au vu de la dépendance forte de ces SINRs par rapport a la parité de k,
nous conjecturons que les performances en probabilité d’erreur en sortie de 'algorithme de Viterbi
seront fonction des valeurs ming(SNRZ% ) et ming(SNRS ;).

Pour illustrer la robustesse de l'effet SAIC par rapport aux hypothéses qui nous ont permis
d’obtenir les formules interprétables précédentes des différents SINRs, nous considérons dans la
figure 1.5 que le SOI est une modulation GMSK et I'interférence une modulation BPSK. Cette figure
compare pour Mg = 2, I’évolution des valeurs minimales de SINRZCk et de SINR;,c par rapport a la
parité de k, moyennées par rapport & ¢;, ¢s, et a ¢, uniformément réparties dans [0, 27] comme

fonction de |u;|*/No, pour 7s, =0, Ts, = T/2, |ps,|*/No = 10 et |us,|*/|11s, [* = 0.5.

—S— 8MR-CIR

20 i i i i i i

II{r, [OB]

FIGURE 1.5 — Moyenne de mink(SNR:fk) et mink(SNR;k) par rapport a ¢;, ¢s; et & ¢s, comme fonction de \,uj|2/N0.

Cette figure montre clairement que les conclusions de la formule interprétable (1.5.19) s’étendent
a des conditions plus larges que celles que nous avons introduites pour obtenir cette simple relation.
Le récepteur MLSE présenté est tres peu sensible a 'augmentation de la puissance de I'interférence

co-canal contrairement au récepteur MLSE traditionnel, pour lequel le SINR, se dégrade fortement.

1.5.4 Cas de la présence d’une interférence rectiligne bi-trajets

On suppose ici que le SOI est mono-trajet (Ms =1, ps def s, ) et que le bruit total est constitué
d’une interférence rectiligne bi-trajets et de bruit de fond. Les roll-off du SOI et de I'interférence sont

nuls, auquel cas le bruit total est toujours stationnaire. Pour obtenir des formules interprétables,
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nous supposons que la différence des retards des deux trajets de I'interférence vaut T' (75, — 75, = T').
De plus nous supposons, que dans le cas de plusieurs capteurs (/N > 1), les vecteurs directionnels des
deux trajets interférence sont orthogonaux (hg h;, =0) et dans le cas d’un seul capteur (N = 1), la
phase différentielle des trajets interférents est égale a 7/2 (¢, — ¢;, = 7/2). Sous ces conditions, par
application du lemme d’inversion matricielle appliqué a R, (f) et R (f), les SINRs (1.4.4), (1.4.5)

t (1.4.6) des récepteurs MLSE non circulaires puis des récepteurs MLSE circulaires deviennent

respectivement en présence :

SOI sous une forme de modulation QAM :

(1.5.20)

H H
SINRZC _ E|ak‘|| sl (”hs||2_ |/‘LJ1|2|hS h’j1|2 + |/’L]2|2|h8 hj2|2 )

B + 2(|:uj1’2‘h§hj1| + ’:uj2|2’h£[h’j2’2)

c _ E|ak| 2 2 |/Lj1|2|thhj1|2 + |/'Lj2|2|thhj2|2
SINK; = =, 1~ i ERCHI. (1.5.21)
+2(|:“j1’ ‘hs hj1|+ |:uj2| |hs h’j2| )

SOI sous une forme de modulation ASK :

sivmye = 22 (||h 2 20 PR R Peos? (86, + Pl P cos2<A¢s,j2>))
z S S -
No

B+ 2(|pgu PR Ry | + |1 PR R, [2)
(1.5.22)

2E(ak)| ‘2 Hh H2 |#j1\2|hfhj1|2+|Mj2|2|hfhj2|2

Hs Bn +|:U'j1‘2|hfh‘j1|2+|Nj2|2|hfhj2|2
‘.u'jl |2|hfh‘j1|2 COS(QAS ]1)+|HJ2|2|hHhJQ‘2 COS(QASJQ)
|2

SINRS = (1.5.23)

1+

T
(5n+|ﬂj1|2‘hfh’j1‘2+|Mj2|2|h§hj2|2)2 |“J1‘ nff J1‘2+‘”12‘2‘h8 j2

HhSHZ_ﬁ +(pi PIhE R hHn, 2
(g 2] PlrEh, )

g1 kg

SOI sous une forme de modulation linéaire quasi-rectiligne :

SIN Zk‘:

2E(b})
N, #

) (”h’s”Q‘ i Pl B [* (1 (1) c0s(2A0s,3) + s Pl i (14 (-1)" cos<zA¢s,j2>))
B+ 201 P P | + g P R 2)
(1.5.24)

H H
2E(ak)| |2 ||h ”2 |N’j1|2‘h5 hj1‘2+|ﬂj2|2|hs h'j2|2
Hs 5 Bn +|l‘*j1|2‘h£1hj1‘2+|uj2|2|h§1hj2|2
H
|Hj1|2‘hs hjl‘z COS(QAS ]1)+|lu,72|2|hHh,72|2 COS(2AS,]’2)
gy PRI 1 Py, PRI R 2

B+ (i, PRI R ol gy PIRT R )

SINRS , =

1+ (-1)F b
) i, BT o, Py PR g 2

lIhs]l>~

(1.5.25)
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avec B, < No[E(c2)] ™.

Notons que méme sous I'hypothése de phase différentielle égale & m/2 pour les deux trajets
interférences, les expressions des SINRs des récepteurs MLSE circulaire contiennent une intégrale
dans le cas monocapteur (N = 1) y compris pour une interférence tres puissance par rapport au bruit
de fond (|, |* +|p5,/> > Np). Cela entraine des expressions analytiques plus lourdes des SINRs. Par
exemple, pour le récepteur MLSE circulaire en présence de SOI sous forme de modulation QAM

nous avons
Blai|

= 7 |29(1(6 ‘+5+1))
E(Cz)‘ﬂj1”ﬂj2| ° 2 " S

def - def _ o def
avee By S No[E()lin lnll et gla) & —Z—arctan(by/ED) ot s % s est Ia
sélectivité du canal interférent, auquel cas SINRY <« SNR, pour |uj;|* + |u;,[> > No. Dans ce

SINRS,

dernier cas, nous constatons 'effet SAIC pour les trois récepteurs MLSE non circulaires, puisque
les SINRs (1.5.20), (1.5.22) et (1.5.24) deviennent :

1
SINR® ~ ZSNR,, (1.5.26)
102 As’ 2 in2 As'
SINR™ ~ SNR, [ ’”)+S2sm( ’”)), (1.5.27)
1+s
a2 As' 2 32 As'
SINR”% =~ SNR, S (Asgy) + 57 sin (A pour k pair, (1.5.28)
2k 1+s2
2 As . 2 2 As'
« SNR, [ ”1)1++S s ( ”2)) pour k impair, (1.5.29)
S

Nous constatons donc que 'effet SAIC se maintient pour une interférence rectiligne a deux trajets,
mais cet effet dépend non seulement des phases différentielles entre le trajet SOI et les deux trajets
interférents, mais aussi de la sélectivité de ce canal interférent. Naturellement, nous retrouvons dans

le cas d’un seul trajet la relation

SINR” » SNR, sin®(Ads j, ) =

2E(a})|psl?
%am@m)

dérivée dans [20] pour le cas d'un SOI et d’une interférence co-canal rectilignes de méme impulsion
en "racine carrée” de Nyquist de roll off quelconque dont les monotrajets sont synchronisés et dont
le récepteur MLSE sous hypothese de bruit non circulaire se réduit a une simple détection symbole
a symbole derriere le filtre adapté.

Cet effet SAIC en présence de deux trajets interférents est illustré dans les quatre figures
suivantes pour une modulation BPSK pour le SOI et l'interférence dans lesquelles nous testons
la robustesse de cet effet SAIC par rapport aux hypotheses simplificatrices qui nous ont permis
d’obtenir la formule interprétable (1.5.27). Ainsi les figures 1.6, 1.7, 1.8 et 1.9 comparent les valeurs
numériques des SINRs du récepteur MLSE non circulaire et récepteur MLSE circulaire dans les

conditions nominales suivantes 75 = 0, 75, = 0, 7j, = T, ¢5 = 0, ¢j, = 7/4, ¢j, = 37/4, |us|*/No = 10,
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en fonction respectivement du seul parametre oo, ¢j,,

|
o

1y, [2/No = 10, s = 0.5 et roll off ay, =
TjZ/T et |N]1|2/N0

SINR(dE)

B i | 1 i 1 i | I i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 04 0.6 07 0.8 09 1
Raoll off

FIGURE 1.6 — SINR7. et SINRY ; comme fonction du roll off ayo.

SINR(dE)

i : i i
100 110 120 130

: i 5 :
50 B0 70 &0 90
¢5(deare)

FIGURE 1.7 — SINR”< et SINRS ; comme fonction de la phase du deuxiéme trajet interférence ¢, .
z,k z,k J2
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F1Gure 1.8 — SINR7¢, et SINRY , comme fonction du retard du deuxieme trajet interference 7;,.

: ; : —&— SINR™
T LR ................ .................. .......... —— SINR"

Iy PN, (dE)

FIGURE 1.9 — SINR"S et SINRS , comme fonction du rapport INR |u;, [2/No.

Ces formules montrent clairement la robustesse du récepteur MLSE non circulaire par rapport
aux hypotheses simplificatrices et donc que 'effet SAIC se maintient dans des configurations tres

générales en cas d’un bi-trajet interférence.

1.6 Performance en probabilité d’erreur symbole

Le récepteur MLSE, tel qu’il est expliqué dans ’annexe A.3.4, détermine la séquence transmise
qui minimise la métrique (1.2.13) ce qui est équivalent & trouver parmi tous les chemins possibles

d’un trellis, le chemin avec la plus faible métrique. Explicitement on définit un trellis comme un
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diagramme représentant tous les chemins possibles d’une chaine de Markov & N, = (card A)%i
états {S;}iz1,..N,, de 'instant k£ =0 & k = K — 1. Formellement, si oy, représente 1'état & I'instant
k, dont les valeurs appartiennent a '’ensemble {S;}i-1,. n,, et m(ok, 0k+1) représente le coefficient
de pondération du chemin émanent de oy et se terminent & o1, les métriques (1.2.8) et (1.2.13)

deviennent respectivement :

K-1

A(a()a"'aaK—l) = Zm(ak70k+l) (161)
k=0

A(oo, .., ops15a) = A(00, s Ok; 1) + MOk, Oks1; Ak Yi) (1.6.2)

avec : ok = (g1, -, Qk+L;~1)

En assimilant le signal transmis pendant une durée D x T' (D >> L; avec L; : la longueur de la
mémoire du canal) comme étant un élément v; d'un espace de signaux ¥ ; une erreur de décision
est commise par le récepteur MLSE lorsque ce dernier décide un signal transmis v; avec ¢ # j. En
conséquence, les performances du récepteur MLSE sont une fonction d’une géométrie non réguliere
des éléments de l'espace ¥ (distribution non uniforme de la distance euclidienne entre les éléments
de U, vu la structure du treillis qui modélise le canal discret) et aussi du niveau du bruit et de
Iinterférence par rapport au signal utile. En conclusion, une évaluation du gain en performance de
nos différents récepteurs ne peut se faire qu’a travers le SINR sur le symbole courant (condition
nécessaire mais pas suffisante) mais dois étre accompagné par des courbes de taux d’erreur symbole.

Le tableau suivant présente les taux d’erreur binaire obtenus (mesurés avec 400 erreurs) pour
les récepteurs MLSE non circulaire et MLSE circulaire dans des conditions de monotrajet SOI et
bi-trajet interférence avec les parametres suivants : N =1, 7, =0, 75, =0, 75, =T, ¢5 = 0, ¢, = 7/4,
¢j, = 3[4, |us|*/No = 9dB, s* = 0,5 et roll off oy, = 0,3 pour différentes valeurs d'INR |u;, [2/No
pour des scénarios de SOI/interference BPSK/BPSK, GMSK/BPSK et QPSK/BPSK. Les modeles
équivalents discrets des différentes structures de récepteurs ont été mis en oeuvre en prenant en
considération I'effet du filtrage sur les statistiques du bruit de fond, a I’entrée de 'organe de décision
A.3. Les algorithmes de Viterbi modifiés des différents récepteurs ont été mises en oeuvre avec une
troncature des termes ry, . et r;,q . telles que leurs valeurs relatives par rapport aux termes ro, 7, et
TZLO sont inférieures & 5 %, soit pour des valeurs de L; de 2 & 4 selon les récepteurs et configuration

d’interférence.

|1, |*/ No (dB) 3 5 10 15 20
BER réc. MLSE circulaire 0,025 | 0,073 | 0,27 | 041 | 0,50
BER réc. MLSE non circulaire | 6,3e-05 | 3,0e-04 | 0,0021 | 0,0064 | 0,0082

TABLE 1.1 — Taux d’erreur binaire pour SOI et interférence BPSK
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|, 12/ No (dB) 0 3 5 10 | 15 | 20
BER réc. MLSE circulaire 0,0071 | 0,053 | 0,11 | 0,24 | 0,33 | 0,47
BER réc. MLSE non circulaire || 0,0070 | 0,046 | 0,078 | 0,12 | 0,16 | 0,14

TABLE 1.2 — Taux d’erreur binaire pour SOI GMSK et interférence BPSK

|15, |?/No (dB) 0 3 5 10 15 20
BER réc. MLSE circulaire 0,0030 | 0,069 | 0,20 0,50 | 0,61 | 0,72
BER réc. MLSE non circulaire || 0,0020 | 0,018 | 0,035 | 0,095 | 0,11 | 0,12

TABLE 1.3 — Taux d’erreur binaire pour SOI QPSK et interférence BPSK

Nous voyons d’apres ces tableaux que l'effet SAIC se maintient dans des configurations de bi-
trajet interférence en présente d’une interférence non stationnaire BPSK pour un SOI BPSK et
GMSK pour notre récepteur MLSE non circulaire, contrairement au récepteur MLSE traditionnel

circulaire.

|1, |/ No (dB) 0 3 5 10 | 15 | 20
BER réc. MLSE circulaire 0,097 | 0,16 | 0,22 | 0,27 | 0,37 | 0,42
BER réc. MLSE non circulaire || 0,020 | 0,090 | 0,14 | 0,27 | 0,35 | 0,41

TABLE 1.4 — Taux d’erreur binaire pour SOI et interférence GMSK

En revanche bien qu’améliorant les performances par rapport au récepteur MLSE traditionnel
circulaire, le récepteur MLSE non circulaire ne parvient pas a réaliser leffet SAIC dans la

configuration SOI et interférence GMSK.

1.7 Conclusion

Le récepteur SIMO MLSE optimal pour la démodulation d’une séquence finie de symboles,
modulés linéairement, en présence d’interférence entre symboles et d’interférences co-canal
potentiellement non circulaires au second ordre a été présenté sous I’hypotheése (simplificatrice)
d’un bruit total centré, stationnaire, gaussien et non circulaire. Pour des symboles aussi bien
complexes que réels, le récepteur MLSE développé est constitué d’un filtre adapté ST WL qui
maximise le SINR sur le symbole courant, d’un échantillonneur au rythme symbole et d’un organe
de décision qui implémente une version étendue de ’algorithme de Viterbi. Cette structure du
récepteur MLSE reste valable pour des modulations quasi rectilignes moyennant un traitement

de post-rotation. Le SINR sur le symbole courant en sortie de ce récepteur MLSE a été calculé
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et comparé a celui du récepteur MLSE conventionnel pour des signaux d’intéréts a constellation
complexe, réelle et quasi rectiligne en présence d’interférences non circulaires au second ordre aussi
bien stationnaires que cyclostationnaires. Une analyse paramétrique de ce SINR a été présentée
pour différents scénarios d’interférences via I'obtention de formules interprétables pour ce SINR.
En dépit du fait qu’en pratique, les interférences co-canal sont généralement cyclostationnaires
et non gaussiennes, le récepteur MLSE proposé, qui n’exploite aucune de ces deux propriétés
statistiques, présente de meilleures performances que les récepteurs conventionnels pour ce type
d’interférences des qu’elles sont non circulaires au second ordre. En particulier, en présence d’un
SOI de modulation linéaire a symboles complexes, rectiligne ou quasi rectiligne, le récepteur
proposé permet 'annulation d’une interférence rectiligne & partir d’une seule antenne et étend
ainsi aux canaux sélectifs en fréquence le concept SAIC présenté il y a quelques années pour
seulement des canaux sans interférence entre symboles pour un SOI rectiligne ou quasi rectiligne.

Les problemes de mise en ceuvre opérationnelle de ce récepteur est un point important a
considérer en particulier dans le contexte des réseaux cellulaires de radiocommunications utilisant
des modulations complexes, rectilignes ou quasi rectilignes dans une perspective d’applications aux
réseaux utilisant les modulations OQAM, aux réseaux GSM et a ses extensions telles que les réseaux
MUROS/VAMOS standardisés tout récemment [60, 61]. Enfin, notons que le récepteur SIMO MLSE
que nous avons dérivé sous I’hypothese de bruit total stationnaire, s’il permet de réaliser I'effet SAIC
pour une interférence rectiligne co-canal multitrajet non stationnaire, ne permet pas de le réaliser

en présence d’une interférence co-canal quasi rectiligne.
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Chapitre 2

Beamforming M VDR de Volterra
pour interférences non-gaussiennes et

potentiellement non-circulaires
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2.1 Introduction

Le beamforming ou le traitement d’antenne joue un réle important dans plusieurs applications
telles que le radar, le sonar, les communications par satellite, les radiocommunications, ’acoustique
et écoute passive [93]. Il optimise, par un filtrage linéaire de ’observation, la réception d’un SOI
potentiellement corrompu par des interférences. Le beamforming consiste a orienter un lobe dans
la direction d’arrivée du SOI tout en créant des trous dans les directions d’arrivée des signaux
d’interférence. Le traitement d’antenne peut étre aussi implémenté au niveau émetteur, afin de
focaliser toute ’énergie disponible dans une direction particuliere. Le beamforming est opérationnel
en réception comme en émission dans les réseaux cellulaires 4G et il sera aussi parmi les techniques de
diversité adoptées par les réseaux cellulaires 5G [73, 71] et potentiellement couplé avec les systemes

massive MIMO [40]. Le beamformer le plus populaire a été introduit par Capon [11, 12] dans la
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fin des années soixante et qui correspond aussi au beamformer Minimum Variance Distortionless
Response (MVDR). Ce dernier consiste a minimiser la puissance en sortie du réseau d’antenne,
sous une contrainte linéaire qui permet de conserver le SOI sans déformation. Son implémentation
nécessite seulement la connaissance a priori ou bien une estimation du vecteur directionnel du SOI,
d’ou sa grande utilité dans les applications de radio surveillance du spectre ou 1’écoute passive
en particulier. Ce beamformer correspond aussi a un cas particulier du beamformer Linearly
Constrained Minimum Variance (LCMV) [34] et dont sa forme sans contraintes, Generalized
Sidelobe Canceller (GSC) est introduite pour la premiere fois dans [38].

Cependant, il est bien connu [68] que le beamformer optimal, au sens de 'erreur quadratique
moyenne Mean Square Error (MSE), correspond a lespérance conditionnelle du SOI par
rapport a l'observation. Ce beamformer est linéaire seulement quand le SOI et 'observation
sont conjointement gaussiens et circulaires [67]. Le beamformer linéaire devient sous-optimal
pour un SOI et/ou une observation qui sont non-gaussiens et/ou non-circulaires, situation
omniprésente en radiocommunications en particulier. En effet, la plupart des signaux en
radiocommunications sont non-gaussiens, a ’exception des signaux multi-porteuses qui tendent
vers un caractere gaussien quand le nombre de sous-porteuses augmente. Cependant, plusieurs
signaux de radiocommunications sont non-circulaires soit au second ordre (SO) et/ou aux ordres
supérieures (HO). Par exemple, une modulation d’amplitude M — ASK est non-gaussienne
et au moins non-circulaire & tout les ordres pairs. Une modulation de phase M — PSK est
non-gaussienne et non-circulaire a l'ordre 2q tel que 2¢ > M [4]. Une modulation d’amplitude en
quadrature carrée 4M? — QAM est non- gaussienne et au moins non-circulaire au quatriéme ordre
(FO). Dans ce contexte, les beamformers non-linéaires deviennent d’une grande importance en
radiocommunication et en radio surveillance.

Plus précisément, quand le SOI et l'observation sont de moyenne nulle, conjointement
gaussiens mais non-circulaires, le beamformer optimal devient Widely Linear (WL) [68], i.e.,
pondérant linéairement et indépendamment les observations ainsi que leurs complexes conjugués.
Le beamformer WL MVDR (appelé aussi WL-MVDR}), exploite seulement la non-circularité
potentielle de l'interférence qui a été introduit récemment dans [18, 21] pour la radio surveillance
du spectre et son implémentation a été étudiée dans [98]. Pour prendre en considération la
non-circularité au second ordre potentielle du SOI et de l'interférence, un second beamformer
WL MVDR, désigné par WL MVDRy, a été introduit dans [22, 24]. Cet algorithme nous
permet d’implémenter un beamformer WL Minimum Mean Square Error (MMSE), sans aucune
connaissance a priori sur le SOI mais seulement une connaissance a priori ou une estimation du
vecteur directionnel et le coefficient de non-circularité au second ordre du SOI. Un estimateur
de ce coefficient est proposé dans [102] conjointement avec une version robuste, par rapport aux
erreurs d’estimation de ces parametres, du beamformer WL MVDRs. Des versions robustes de ce

beamformer, par rapport aux erreurs dans le vecteur directionnel et le coefficient de non-circularité
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au second ordre du SOI ont été proposées dans [96, 97, 103, 104]. Récemment des beamformers
WL ont été présentés pour combattre les imperfections RF [39] et un beamformer & rang réduit
[84] pour une utilisation en massive MIMO et d’autres en acoustique pour réduire le bruit binaural
8, 13].

De plus, quand le SOI et l'observation sont conjointement non-gaussiens (conjointement
circulaires ou non), le beamformer optimal devient une fonction non-linéaire de 1’observation et
dépend de la loi de probabilité conjointe du SOI et de 'observation. Cependant en pratique, cette
loi de probabilité est généralement inconnue a priori. Une premiere approche consiste a estimer
cette loi afin d’optimiser la non-linéarité du beamformer. Cette estimation peut étre implémentée
a travers des méthodes stochastiques basées, par exemple, sur le filtrage particulaire [6, 28] ou a
travers un modele de mélange de gaussiennes [37], bien adapté pour la modélisation de bruit non
gaussien /non-circulaire [57]. Toutefois, dans tous les cas, cette approche est complexe et difficile &
implémenter. Une seconde approche, plus simple & mettre en ceuvre, consiste a imposer une structure
non-linéaire au beamformer, incluant la structure linéaire, et de dériver le beamformer (par exemple
MVDR) ayant cette structure imposée. Bien que sous-optimal, le beamformer non-linéaire considéré
est construit pour améliorer les performances par rapport a la structure linéaire dans un contexte
de signaux non gaussiens. Une telle approche, basée sur le critere de module constant (constant
modulus) a été étudiée dans [101] pour I’élimination de bruit non gaussien dans le contexte des
communications par satellites en utilisant le concept Radial Basis Functions (RBF) beamforming.
Cependant, bien que performant pour la I’élimination de bruit non gaussien, le beamformer RBF
peut avoir de tres faibles performances pour un bruit gaussien et circulaire, puisqu’il n’inclut pas
la structure linéaire.

Une structure particuliere non-linéaire, incluant les deux structures linéaire et WL, correspond a
une structure de Volterra complexe d’ordre p (p > 2) [15, 16]. Une telle structure permet d’améliorer
les performance d’un beamformer linéaire dans un contexte non gaussien et potentiellement non-
circulaire, en exploitant les propriétés de non gaussiennité et la non-circularité potentielle de
lobservation jusqu’a l'ordre 2p. Il faut noter que le filtrage de Volterra [78] a été introduit
en traitement du signal depuis plusieurs décennies dans différentes applications telles que la
détection, 'estimation [69, 66], I'identification des systeémes [48], I'annulation des échos [1, 42],
’égalisation non-linéaire [9, 50, 62] mais généralement dans le cas d’observations a valeurs réelles.
L’utilisation la plus courante du filtrage de Volterra pour des données complexes concerne la
modélisation et le traitement de pré-distorsion en bande de base pour des amplificateurs de
puissance en radiocommunications [7]. Cependant, la structure de Volterra qui est considérée
dans ce type d’application ne correspond qu’a un sous-ensemble des structures complexe de
Volterra qui étaient introduites dans les travaux [15, 16]. D’autres rares travaux sur le filtrage
complexe de Volterra concernent I’identification aveugle de certains systemes linéaire-quadratique

[55], estimation au sens du critere MS (Mean Square Error) et la détection a partir d’une structure
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linéaire-quadratique [17] ou & partir de systeme d’ordre p [15, 16|, le beamforming [85, 25] et
Pannulation d’interférence a partir d’une seule antenne (Single Antenna Interference Cancellation
(SAIC)) [75]. [85] introduit une structure partielle du beamformer MVDR de Volterra pour
I’amélioration de I’élimination d’interférence non gaussienne. Cependant, ce beamformer n’exploite
pas la potentielle non-circularité de l'interférence. En revanche, [25] et [75] présentent une structure
complete du troisieme ordre d’un beamformer de Volterra et un filtre de Volterra du troisieme ordre
a structure partielle, respectivement, exploitant la non gausiennité et la potentielle non-circularité de
I'interférence. Toutefois [25] traite les réseaux cellulaires utilisant la technique d’acces Code Division
Multiple Access (CDMA), par contre [75] traite seulement le scénario des modulations ASK et une
seule antenne de réception. Ces deux travaux utilisent une approche MMSE pour la démodulation
et leurs implémentations nécessitent une séquence d’apprentissage. De tels algorithmes ne peuvent
pas étre utilisés pour des applications de radio surveillance du spectre pour des signaux inconnus a
priori.

Dans ce contexte, le but de ce chapitre est d’introduire un beamformer MVDR de Volterra
du troisieme ordre pour la réception d'un SOI, dont sa forme d’onde est inconnue mais son
vecteur directionnel est connu, affecté par une interférence potentiellement non gaussienne et
non-circulaire. Ce beamformer est une extension au troisieme ordre du beamformer de Capon
[11, 12] du beamformer WL MVDR; [21] et la structure partielle du beamformer de Volterra [85]. I1
exploite la potentielle non gaussiennité et non-circularité jusqu’a I'ordre 6 de 'interférence. L’analyse
des propriétés, des performances et de I'implémentation adaptative de ce nouveau beamformer
constituent le second objectif de chapitre. Il est démontré que le beamformer MVDR complexe de
Volterra du troisieme ordre améliore les performances par rapport au beamformers classique de
Capon et WL MVDR;, pour une interférence non-Gaussienne/circulaire et non gaussienne/non-
circulaire, respectivement et de plus les performance de Capon et beamformer de Volterra du
troisieme ordre [85] pour une interférence non-circulaire. Ce nouveau beamformer ouvre de nouvelles
perspectives pour la radio surveillance du spectre des signaux non gaussiens et non-circulaires,
et pour les radiocommunications utilisant ce type de signaux. Il faut noter que la propriété de
non gaussiennité des observations a été bien utilisée pour améliorer la rapidité de convergence des
beamformers linéaires [44, 43] et la non-circularité au quatrieme ordre des observations a été utilisée

par le beamformer WL MVDR [5] pour compenser 'effet 1/Q imbalance.

2.2 Position du probleme

2.2.1 Hypotheses

On considére un réseau d’antennes de N capteurs et on note par x(t) le vecteur d’observation,
représentant les amplitudes complexes du signal, issues de chaque élément du réseau. Chaque

capteur recoit la contribution du SOI corrompu par des interférences et du bruit de fond. Sous
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ces conditions, on peut écrire le vecteur d’observation comme suit :
x(t) = s(t)s +n(t), (2.2.1)

ou s(t) et s correspondent respectivement & I’enveloppe complexe, supposée de moyenne nulle, et
le vecteur directionnel, supposé parfaitement connu tel que sa premiere composante est égale a
P'unité, du SOI. Le vecteur n(t¢) représente le bruit total, interférences plus bruit de fond, supposé
de moyenne nulle, potentiellement non gaussien, non-circulaire et indépendant de s(t).

Il faut noter que le modele (2.2.1) suppose un canal sans multi-trajet, situation qui correspond
par exemple a celle du contréle du spectre & partir d’un satellite ou d’'un drone. Ce modele peut
encore étre valable, pour un canal a évanouissement plat, en remplagant s par un vecteur directionnel
aléatoire hg ou bien encore pour un canal sélectif en fréquence ou les trajets non corrélés peuvent

étre traités comme des sources différentes.

2.2.2 Statistiques du signal

Généralement en radiocommunications, les signaux x(¢) sont non-stationnaires, Les statistiques
considérées dans ce chapitre correspondent & des moyennes temporelles des moments de x(t),

jusqu’au 6™ ordre, avec 1 < n < 6, définis par :

Bl (t)..2, (1), w;qﬂ (t)..quw(t)], (2.2.2)

ou z;(t) est la i-eme composante de x(t), pour 1<i; <N, 1<j<n,0<qg<n, ¢+7r=n.
Pour une observation circulaire x(¢), dont la loi de probabilité est invariante par rotation de

phase, et pour un couple d’entiers donnés (g, r), il est montré en [67] [4] que :
B[, (t)..24, (1), x;qﬂ (t)..x;’qw(t)] =0 pour q#r. (2.2.3)

Dans ce dernier cas, les moments non-nuls de x(¢) sont ceux d’ordre pair (n = 2q), appelés moments
circulaires, puisqu’ils sont invariants par rotation de phase des composantes de x(t). Ces derniers

sont définis par :
B[z, (t)..24, (t),x;’qﬂ(t)..xfzq ] (2.2.4)

Ces moments sont toujours différents de zéro quelle que soit la valeur de ¢ et apportent donc
toujours de l'information, quelles que soient les propriétés statistiques de x(¢). Un vecteur x(t) qui
vérifie (2.2.3) pour tout couple d’entiers (q,r) tels que ¢ # r et ¢+ r =n est dit circulaire a l’ordre
n.

Pour illustrer les moments (2.2.2) qui seront utilisés plus loin, on calcule le moment d’ordre
n (1 < n < 6) dun signal scalaire w(t), qui correspond & un SOI s(t), une interférence
ou au bruit de fond. En pratique la loi de probabilité de u(t) est symétrique, pour laquelle

les moments impairs sont nuls, on se limite donc au calcul pour n = 2p, avec 1 < p < 3.
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Puisque E[u?P~9(t)u*9(t)] = (E[uq(t)u*@p_‘”(t))])*, les moments d’ordre 2p (2.2.2) de u(t) sont
complétement définis & partir des p+1 moments E[ud(t)u* 2P~ ()], p < ¢ < 2p. Tout au long de ce
chapitre, nous allons montrer que le nouveau beamformer proposé exploite 'information contenue
dans les moyennes temporelles < E[ud(t)u*P~9 ()] > des statistiques E[ud(t)u* =9 ()] pour
0<qg<2petl<p<3, ou<.>représente 'opérateur moyenne sur la durée d’observation. En
particulier, 7, def E|u?(t)| > est la puissance du signal u(t) & entrée du beamformer.

Les moments circulaires normalisés réels d’ordre 2p de u(t), exploités par notre beamformer,
sont appelés coefficients circulaires d’ordre 2p de u(t) définis par : < E[u®(t)| > / < [E[u®(t)|]? >.
En particulier pour p = 2 et p = 3, on obtient les coefficients circulaires du quatrieme ordre (FO) et
du sixieme ordre (SIO), dénotés respectivement par ky . et Xy, :

et <Elut(t)] > oty <E[ub(t)|> .
T (<ER2(@)]>)? T (<ER2(@®)]>)?

Les p moments non-circulaires normalisés d’ordre 2p de u(t) sont généralement & valeurs complexes.

(2.2.5)

Ces moments, utilisés par notre beamformer, sont appelés coefficients non-circulaires d’ordre 2p
de u(t) sont définis par < E[u??~ "1 (£)u* D (¢)] > / < [Elu?(t)|]? >, 1 < i < p. En particulier pour
p=1,p=2et p=3, les coeflicients non-circulaires du SO, FO et SIO sont respectivement dénotés

par vu, Kumnei €0 Xune,
aet < E[2(8)] >

v T T o 2.2.6
<Elu?(t)| > ( )
A=i+1 4y, #(i-1) 6-i+1 4y, *(i-1)
e <E[u (t)u (t)]>7z, S102 ot yune; <E[u (t)u (t)]>7z, _1.2.3.
o (<Efu?(?)[>)? o (<Elu?(®)[>)?
(2.2.7)

Il est clair que |y,| < 1. Le signal u(t) est considéré circulaire au SO si 7, = 0 et non-circulaire au SO
dans le cas contraire. Quand u(t) est réel a un facteur de phase pres, il est dit rectiligne et |y,| = 1.
De la méme facon, il est facile de prouver (voir annexe B.2) |kynei| < Kue,@ = 1,2 €t [Xuned| <
Xu,e;? =1,2,3. Le signal u(t) est circulaire au FO et au SIO si respectivement ky ne; =0,i=1,2 et
Xuneq = 0,4 =1,2,3. Dans le cas contraire, le signal est respectivement non-circulaire au FO et au
SIO. Pour une signal u(t) rectiligne |kyneil = Fue @ = 1,2 €t |Xuneil = Xue: @ = 1,2,3. En général,
pour n’importe quel signal u(t), on a les inégalités suivantes : 1 < Hi’c < Xu,c €t |f€incz| < Xuyert =1,2
(voir annexe B.2).

Pour illustrer au paragraphe 2.4 les performances de notre beamformer, nous allons se limiter
a trois cas particuliers des statistiques de l'interférence u(t). Dans le premier cas, u(t) est supposé
centré, stationnaire et gaussien. Il est simple de démontrer, a partir des expressions des moments
SO, FO et SIO [19], que les coefficients du FO se réduisent & :
2

Ru,c = 2+ |7u y Rumnel = 373 et Kumne2 = 3V, (228)

tandis que les coefficients du SIO deviennent :

Xu,e =3(2+ 3|fyu|2), Xune,l = 1572, Xune,2 = 1575 et Xune, = 3yu(4+ |'yu|2). (2.2.9)
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Les expressions (2.2.8) et (2.2.9) montrent que pour une interférence u(t) centrée, stationnaire
et gaussienne les coefficients circulaires FO et SIO sont des fonctions croissantes de |vy,| tel que
2 <Ky <3 et 6 < xy,e <15, En particulier, (Ky.c, Xu,c) = (2,6) pour un signal gaussien et circulaire,
tandis que (Ky,c, Xue) = (3,15) pour un signal gaussien et rectiligne (|v,| = 1). Par conséquent, ce
résultat montre qu'un signal centré stationnaire tel que 0 < Ky <2 0u 3 < Ky e 0u 0 < Xy e <6 OU
15 < Xu,c est nécessairement non gaussien, ce qui implique que Ky et Xy, sont des métriques du
caractere non gaussien du signal.

De plus, les expressions (2.2.8) et (2.2.9)) montrent que pour un signal gaussien, centré et
stationnaire, la circularité au SO, FO et SIO sont équivalentes. Pour cette méme classe de signaux,
le module des coefficients de non-circularité au SO, FO et SIO prend une valeur maximale pour un
signal rectiligne, d’ou ’équivalence de la non-circularité au SO, FO et SIO. Finalement, on vérifie
que 1< mi,c < Xu,er VYu-

Dans le second cas, u(t) représente ’enveloppe complexe d’une modulation numérique linéaire
définie par :

u(t) = uewZanv(t—nT—to), (2.2.10)
n

Les a, forment une séquence aléatoire i.i.d centrée qui représente les symboles transmis, T' est la
durée symbole, ty est I'instant initial d’échantillonnage, la fonction réelle v(¢) représente le filtre
de mise en forme, p est une constante qui controle 'amplitude de u(t) et ¢ représente le terme de

phase. Le coefficient non-circulaire au SO de u(t) est donnée par :

Yu = €297, (2.2.11)

oll v, est le coefficient non-circulaire au SO des symboles a,.

I1 est démontré en annexe B.3 que les coefficients au FO de u(t) sont donnés par :

Kue = KacTol+(2+72]) T2, (2.2.12)
Kumnel = e (Kfa,nc,lrv,l + 3%37’@,2) (2.2.13)
Funez = €7 (Kamealv1 +3YaTv2) (2.2.14)
et ceux du SIO :
Xue = Xaclvd+ (S’Vaﬁ;;ncg +9Kqc + 3V Kane,2) Toa + (9|72| + 6) Tv5 (2.2.15)
Xupe1 = €07 (Xa,nc,lTv,s +157aKa,ne,1Tv,4 + 15%37“1;,5) (2.2.16)
Xu,ne,2 = e'1? (Xa,nc,27'v,3 + (107aKane,2 + SKane,1 )T, + 15727’1175) (2.2.17)
Xunes = €2 (XamesTvs + (6Yakae +8Kanes + V. fanet)roa +3a (V2 +4)rys) (2.2.18)

Dans ce cas, les statistiques Ky c, Kune,1s Kune,2> Xuer Xune,ls Xune,2 €6 Xune,3 sont aussi en relation

avec les statistiques du FO et du SIO des symboles a,,. Les coefficients r,, j, j = 1,..,5 sont définis
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par :

B v‘*_(t)2 s d:efQZIZiva(t)UQgt—kT), o d:eth)g’ (2.2.19)
[v*(®)] ()] (8]
o def 2Zﬁlv4(t)vz(t—kT)’ Tv,5d§f 628°<k<£112(t)’02(t—k‘T)U2(t—€T)7 (2.2.20)

[=@] 0]

on () €L ()t

Les expressions (2.2.12) a (2.2.18) montrent que le filtre de mise en forme v(t) modifie les
coefficients aux FO et SIO de a,. Pour le cas particulier d’une impulsion rectangulaire de durée
symbole T, avec une durée d’observation infinie, il est facile de vérifier : r,1 = r,3 =1 et 72 =
Tya =Ty5 =0, ce qui veut dire que u(t) et e'®a,, possedent les mémes propriétés statistiques au FO
et SIO.

Afin d’évaluer le caractére non gaussien et non-circulaire de quelques constellations utilisées en
pratique, le tableau 2.1 résume les valeurs des coefficients du SO, FO et SIO des symboles a,, pour

les constellations : BPSK, QPSK, 8-PSK, 4-ASK, 16-QAM et pour des signaux gaussiens circulaires

(C-Gaus) et gaussiens rectilignes (R-Gaus).

| | BPSK | QPSK | 8-PSK | 4-ASK |16-QAM | C-Gaus | R-Gaus |

Ya 1 0 0 1 0 0 1
Fa.c 1 1 1 41/25 | 33/25 2 3
Kamed | 1 1 0 41/25 | -17/25 0 3
Kame2 | 1 0 0 41/25 0 0 3
Xa,c 1 1 1 73/25 | 49/25 6 15
Xame1 | 1 0 0 73/25 0 0 15
Xame2 | 1 1 0 73/25 | -33/25 0 15
Xamnes | 1 0 0 73/25 0 0 15

TABLE 2.1 — Coefficients SO, FO et SIO pour différentes constellations.

Pour le troisitme cas u(t) est un signal stationnaire, impulsif centrée et blanc. u(t) = r(t)e®®),
ou r(t) et 6(t) sont des processus aléatoires réels stationnaires et indépendants. r(t) suit une loi de
Bernoulli, prenant une amplitude u avec une probabilité p et 0 avec une probabilité 1-p, et () est
uniformément distribuée dans l'intervalle [0,27] ou bien [y, 6y + 7] ol €y est une constante. Pour
le premier intervalle, u(t) est circulaire a l'ordre n, Vn, et rectiligne pour le deuxiéme intervalle.

Pour les deux intervalles de phase on a :

9 1
Xu,e = Kye = —5 (2.2.21)
p
et pour le cas rectiligne, nous avons :
L a0 1 o9 L o L a6 L 2
Ru,ne,l = —e' O’ Ru,ne2 = —e' 07 Xu,ne,1 = ]?el 0, Xu,ne,2 = 2?62 07 Xu,ne,3 = ]?ez 0. (2222)

66



2.2.3 Formulation du probléme

I1 est bien connu [68] que la meilleure estimée Syvse(t), de s(t), au sens de l’erreur moyenne
quadratique, & partir du vecteur d’observation x(t), est l'espérance conditionnelle de s(t) par
rapport a x(t), définie par :

Smmse(t) = E[s(t)[x(t)]. (2.2.23)

Considérons le filtre spatial w; de dimension N x 1 tel que W? s = 1. En appliquant la propriété de

linéarité de l'espérance conditionnelle (2.2.23) au modele (2.2.1), nous obtenons :
Samse(t) = wix(t) - wiB[n(t)[x(t)] = s(t) + wi (n(t) - En(t)x(t)]). (2.2.24)

Les expressions (2.2.23) et (2.2.24) montrent que I'estimée S\ivsge(t), et donc le beamformer optimal,
dépend de la loi de probabilité conjointe de (s(t),x(t)) ou bien (n(t),x(t)), et donc exploite
implicitement le caractére non gaussien et non-circulaire du SOI et du bruit total n(¢). Cependant
cette loi de probabilité n’est pas connu pratiquement et ce n’est qu’une solution sous-optimale qui
est possible.

L’information a priori du vecteur directionnel s permet la projection orthogonale de x(t) sur

ce dernier et sur l'espace orthogonal s* donnant ainsi respectivement les observations xs(t) def
(sfs)tssx(t) def II;x(t) et x4 (1) def [T- (s"s) tsst]x(t) det II,.x(t) tel que :
x(t) =x5(t) + x5 (t) = s(t)s + ng(t) + ns (1), (2.2.25)

ou ng(t) def II;n(t) et ng(t) def IT,.n(t) = x.(t).
Considérons l'estimé 5(¢) de s(t) a partir d’une fonction arbitraire de x(t), f(x(¢)). Si on impose
a f(x(t)) d’étre une fonction linéaire par rapport & s(t) garantissant aucun déformation du SOI,

5(t) = f(x(t)) devient une fonction linéaire de x4(t) et prend la forme suivante :

$(t) = whxy(t) - g(xa (1) = s(1) + (s'8) s n(t) - g(nya (1)) (2.2.26)

Le beamformer MVDR, possédant la structure (2.2.26), est celui qui minimise I'erreur quadratique
moyenne E[|(s"s)'s"n(t) - g(n, (t))|?]. La solution & ce probleme est I'espérance conditionnelle :
gmvpr(ng: (1)) = E[(ss)'sfn(t)/ns ()] et le beamformer MVDR (2.2.26) prend la forme

suivante :

Fvor(f) = wix, (1) - (s7s) " E[n(t)fng: (1)] = s(t) + (s's) s (n(t) - BIn(t) /ng: (1)) -
(2.2.27)
L’expression (2.2.27) décrit la sortie du beamformer MVDR en fonction de la loi de probabilité du
bruit total n(t). Ce beamformer permet donc d’exploiter le caractére non gaussien et non-circulaire
potentiel du bruit total (interférences plus bruit de fond) seulement. En choisissant w s = (sfs) s et
en comparant (2.2.27) & (2.2.24), nous pouvons dire que Syivse(t) et Syvpr (t) possedent des formes

identiques mais E[n(¢)/x(¢)] dans (2.2.24), qui contient de I'information sur la loi de probabilité du
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SOI, est remplacée par E[n(t)/ng. (¢)] dans (2.2.27), qui contient aucune information sur le SOI.
Si n(t) est gaussien circulaire, E[n(¢)/ns ()] est une fonction linéaire de ng.(t) et le beamformer
MVDR (2.2.27) est une fonction linéaire de x(t) correspondant au beamformer classique de Capon
[11, 12]. Si n(t) est gaussien et non-circulaire, E[n(t)/ns. (¢)] est une fonction WL de n. (t) et
le beamformer MVDR (2.2.27) est une fonction WL de x(¢) correspondant au beamformer WL
MVDR; [21]. Si n(t) est non-Gaussian, E[n(t)/ns ()] est une fonction non-linéaire de ny. (t) et
le beamformer MVDR, (2.2.27) est une fonction non-linéaire de x(t), selon la loi de probabilité du
bruit total inconnu en pratique. Pour cette raison, on propose dans ce chapitre d’approximer chaque
composante de E[n(t)/n,.(¢)] par un polynéme fonction des composantes de n,. (t) & travers une
implémentation du beamformer MVDR, complexe de Volterra.

La relation entrée/sortie du beamformer complexe de Volterra d’ordre M de structure complete
est définie dans [15][16] par :

JB) = woe 5 3wl [x()2 D) @ x (1)°7], (2.2.28)
m=1¢=0

ol Wy, g avec 0 <g<m et 1 <m <M est un filtre complexe N x 1 et wp est un scalaire qui assure
que y(t) est de moyenne nulle quelles que soient les entrées du beamformer. Puisque x(t) est de
moyenne nulle , wy = 0, 'expression (2.2.28) définit un beamformer WL [68] pour M = 1, tandis

que pour M = 2 elle définit beamformer complexe linéaire-quadratique [17].
Rappelons que E[n(t)/ng.(t)] est la projection orthogonale de n(t) dans ’espace des vecteurs
aléatoires qui sont fonctions de ngi(t). Donc, la meilleure approximation polynéomiale d’ordre M
de E[n(t)/ns(t)] correspond a la projection orthogonale de n(t) dans espace généré par les

composantes de (2.2.28), avec n,. (t) au lieu x(t). Le terme wg’q[x(t)ég(m_q) ® x*(t)®1] n’apporte

H
m7q

de Pinformation que seulement si w2 [n(t)®™ 9 @n*(t)®4] est corrélé avec n(t), ce qui nécessite
que les moments d’ordres (m+1), E[n;, (t)...n;,,_, (t)n;miqﬂ(t)...nfwl(t)] soient différents de zéro,
ou n;(t) est l'i-eme composante de n(t). Quand la loi de probabilité de n(t) est symétrique,
ce qui est souvent valable en pratique, les moments d’ordres impairs de n(¢) sont nuls. Donc,
seulement les beamformer MVDR complexes de Volterra d’ordre M tel que M est impair et
contenant uniquement des termes d’ordres impairs présentent une amélioration des performances
par rapport aux beamformers classiques. Pour cette raison, on limite notre étude au beamformer
MVDR complexe de Volterra du troisieme ordre, ne contenant aucun terme du second ordre et

exploitant uniquement les statistiques du bruit total.
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2.3 Beamforming MVDR de Volterra du troisieme ordre

2.3.1 Beamformer de Volterra du troisiéme ordre

Considérons un beamformer complexe de Volterra de structure partielle du troisieme ordre dont

le signal de sortie s’écrit :

y(t) = wiox(t) + wix*(t) + wil[x(t) @ x(t) @ x(t)] + wi| [x(t) @ x(t) ® x* ()]

+ wih[x(t) @ x* (1) @ x*(t)] + wils[x*(t) @ x* (1) @ x*(t)]

€ wlx(1), (2.3.1)
ol wio et wi 1 sont des filtres spatiaux de dimension N x 1, w3, W31, W32 et w33 sont des
filtres spatiaux de dimension N3 x 1, et X(t) et % sont les vecteurs étendus d’observation et du filtre
spatial de dimension (2N +4N3)x 1. Avec : X(t) = [x7 (t),x" (1), [x(t) ox(t) @x(t)]?, [x(t) ®x(t) ®
x*(O)]7, [x (D) ox* (1) ox" ()7, [x* () ox" (1) ox* (1)]7]7 et = [wlo, Wiy, wlo, Wiy, why, why 7.
Les deux premiers termes de I'expression (2.3.1) décrivent la sortie du beamformer linéaire quand
w11 = 0 et celle du beamformer WL dans le cas contraire. Les termes d’ordre trois sont appelés
termes cubiques et notés (C). Dans ce qui suit, le nombre r des vecteurs d’observation cubiques
de dimension N3 x 1, x3 () def [x(t)®CG-9 g x*(t)®9], visible dans (2.3.1) peuvent étre tels que
1 <r <4, selon le nombre des filtres spatiaux non-nuls, ws 4, (0 < ¢ <3). L’entier g est appelé indice
de x34(t) et w3 4. En présence de r termes cubiques (1 <7 < 4) possédant I'indice ¢; (1 < j <),
(0 < gj <3), le beamformer (2.3.1) est noté L-C(q1, g2, .., ¢,) si la premiére partie est linéaire (L) ou
bien WL-C(q1, g2, .., ¢r) si la premiére partie est WL.

En particulier, quand tous les termes de (2.3.1) sont considérés, le beamformer associé est appelé
WL-C(0,1,2,3), tandis que seulement le beamformer L-C(1) n’a été considéré dans la littérature [85].
En effet, tous les beamformers L-C(q1,¢2,..,qr) et WL-C(q1,492,..,¢») (0<¢qj <3), (1 <j<r<4),
a l'exception du beamformer L-C(1), exploitent des informations sur la non-circularité aux ordres
supérieurs potentielle de ’observation, donc ce beamformer peut prendre le nom d’un beamformer

widely non-linear du troisieme ordre, tel que suggéré dans [23].

2.3.2 Beamformer MVDR de Volterra du troisiéme ordre

En utilisant (2.2.1) dans (2.3.1), on déduit du paragraphe 2.2.3 que pour construire le
beamformer MVDR complexe de Volterra exploitant les statistiques du bruit total n(¢) seulement,
il est nécessaire d’imposer des contraintes de non-distorsion du SOI a la sortie du beamformer
(2.3.1) en gardant que le terme proportionnel & s(t) et en annulant les termes non-linéaires de s(t).

Les filtres spatiaux des termes du premier ordre doivent vérifier les contraintes suivantes :

W{{OS =1 et Wfls* =0, (2.3.2)
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qui correspondent aux contraintes imposées dans [21] pour le beamformer WL MVDR;. Cependant,
pour les filtres spatiaux des termes cubiques, les contraintes qui annulent les termes non-linéaires
de s(t) ne sont pas si évidentes a obtenir puisque n(t) est un vecteur aléatoire. En exploitant
I'information a priori, que le vecteur directionnel s supposé connu, il est possible de construire une
base orthonormale (uj,...uy_1) de l'espace s*, ce qui signifie que (s,uy,...uy-1) devient une base

orthonormale de CV. Le vecteur n(t) est donc une combinaison linéaire de ces vecteurs tel que :

N-1

n(t) =vp(t)s + Z; vi(t)u,, (2.3.3)

ou v;(t) (0 <i < N -1) sont des variables aléatoires centrées et corrélées (mais décorrélées de
s(t)). Pour 0 < ¢ < 3, remplagant (2.2.1) et (2.3.3) dans le terme cubique qux&q(t) de I’équation
(2.3.1). Afin d’annuler les termes non-linéaires de s(t), il est nécessaire d’annuler tous les termes
de wgqx&q(t) a I’exception de ceux qui contiennent seulement des composantes du bruit u;. Par

exemple pour ¢ = 1, on doit imposer 1+ 3(N —1) +3(N -1)? = N® - (N - 1)3 contraintes :

wgl(s®s®s*) 0

ng(ui@)s@s*) 0, ng(s®ui®s*):0, Wé{l(s®s®uf)=0, 1<i<N-1

wgl(ui@)uj@s*) = 0, wé{l(ui@)s@u;):o, wgl(s®ui®u;)20, 1<i,j<N-1(2.3.4)

Si on réarrange les N3—(N—-1)3 vecteurs de contraintes s®s®s*, u;®s®s*.... s®u;®u;,1<4,j < N-1
qui apparaissent en (2.3.4) dans la matrice de dimension N3 x (N3 - (N - 1)3), dénotée par Cj,
L’ensemble des contraintes (2.3.4) peut étre écrit d’une fagon plus compacte C{I w31 =0n3_(n-1)3-
Pour d’autres valeurs de ¢ (¢ = 0,2,3), les contraintes données par (2.3.4) sont les mémes sauf
qu’il faut remplacer ws 1 par w3, donc les vecteurs des contraintes de dimension N 3 (N -1)3
contiennent ¢ termes conjugués au lieu de 1. Pour chaque valeur ¢, si on arrange les N3 — (N - 1)3
vecteurs de contraintes en une matrice de dimension N3 x (N® - (N - 1)3), dénotée C,, I’ensemble

des contraintes peuvent étre écrit comme suit :
CfW?,,q =0n3_(v_1)3- (2.3.5)

En réarrangeant les 2 + 4[ N3 — (N - 1)3] vecteurs contraintes qui apparaissent dans les équations
(2.3.2) et (2.3.5) dans une matrice C de dimension (2N +4N3) x (2+4[N3 - (N -1)3]) définie par :

C = Diag(s,s”, Cp, C1,C2,C3). (2.3.6)
L’ensemble de toutes les contraintes prend la forme suivante :
Clw =T, (2.3.7)

ot f est un vecteur de dimension (2+4[N®—(N-1)3])x1 défini par : f aef (1, Of+4[N3_(N_1)3])T. Sous

les contraintes (2.3.7) et en utilisant le modele (2.2.1), la sortie (2.3.1) du beamformer complexe de

70



Volterra du troisieme ordre est de la forme suivante :

y(t) = s(t)+ Wfon(t) + Wfln*(t) + wgo[n(t) on(t)®n(t)] + ng [n(t) ®n(t) ®n*(t)]

+ ng[n(t) on*(t)en*(t)] + wgg[n* (t) ®n*(t) @ n*(t)]

C ) + wHR(L), (2.3.8)
ou n(t) est défini de la méme fagon que X(¢) mais avec n(t) a la place de x(t).

La meilleure estimée (2.3.1) ou (2.3.8) du SOI s(t), exploitant les statistiques du bruit total
seulement, correspond & la sortie du beamformer MVDR complexe de Volterra du troisieme ordre
WMvDR qui minimise la puissance moyenne en sortie, W/ R;W = 74 + W R W, ol 7 def Els(t)]? >
et Ry ¥< EX(t)XM(t)] >, Rx def E[n(t)@f ()] > sont les matrices de corrélation moyenne

respectives de X(t) et T(¢), sous la contrainte (2.3.7),
~ def . ~H ~ . ~H ~
W = arg{ min W RzWw} =arg{ min W RzW}. 2.3.9
MVDR g{cHVv:f TW} g{CH{»“v:f 7 W} ( )

Cependant, comme le vecteur d’observation X(t) et n(t) possedent des composantes redondantes
pour N > 1, les matrices Rz et Rz sont singulieres et le vecteur W solution du probléme précédent
d’optimisation sous contraintes est difficile & trouver (voir i.e., [41, sec.19.3c]). Pour résoudre ce
probléme, les redondances de X(t) ou celle de 1i(¢) doivent étre retirées et les contraintes adaptées
en fonction. Cette solution n’est pas aussi facile a réaliser puisque la position des redondances dans
X(t) ou n(t) et dans les vecteurs de contraintes peuvent étre différentes. Mais heureusement ce
probleme de minimisation sous contraintes peut-étre modifié en un probleme de minimisation sans
contraintes en utilisant une structure équivalente de Volterra GSC. Cette structure sera introduite
au paragraphe 2.3.3. Avec cette structure, les redondances du signal peuvent étre retirées facilement.

Quand tous les termes du troisieme ordre dans ’expression (2.3.1) sont utilisés, la relation (2.3.8)
montre que le beamformer MVDR complexe de Volterra du troisieme ordre exploite toutes les
statistiques circulaires et non-circulaires du SO, FO et SIO du bruit total, décrits dans (2.2.2) pour
n =2, 4 et 6 avec n(t) ala place de z(t), constituant les éléments de la matrice de covariance étendue
Rs#. Cependant, si quelques termes dans (2.3.1) sont retirés, quelques statistiques ne seront pas
exploitées par le beamformer complexe de Volterra du troisieme ordre. Par exemple, le beamformer
L-C(1) dans [85] n’exploite que les coefficients circulaires au SO, FO et au SIO du bruit total n(t)
et donc n’exploite pas le caractere non-circulaire du bruit total. Pour exploiter la non-circularité au
second ordre du bruit total n(t), la premiere partie de l'expression (2.3.1) doit étre nécessairement
WL. De plus, chaque beamformer WL-C [resp. L-Cubique] avec au moins un terme du troisieéme
ordre [resp. deux termes du troisieme ordre] dans (2.3.1), exploite au moins quelques statistiques
non-circulaire du FO de n(¢). Finalement, l’exploitation des statistiques non-circulaires au SIO de
n(t) avec le beamformer MVDR complexe de Volterra du troisieme ordre nécessite I'existence de
deux termes cubiques dans la composition du vecteur d’observation (2.3.1) et donc ne peut pas étre

réalisé sans 'exploitation de la non-circularité au FO de n(t).
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Enfin remarquons que nous pourrions concevoir d’autres contraintes que les contraintes (2.3.4)
si nous disposions de la connaissance a priori que le SOI s(t) présentait un module constant. Ce
point est développé dans ’annexe B.4.

Par ailleurs, nous pourrions concevoir des contraintes moins fortes que les contraintes (2.3.4) en
globalisant certains sous ensembles de contraintes sous la forme de contraintes somme. Cela devrait
pouvoir augmenter le SINR en sortie du beamformer de Volterra associé. Ce point sera abordé dans
I’annexe B.5 ou nous démontrerons que finalement la structure équivalente GCS associée se réduit

a la structure GCS du beamformer de Volterra que nous venons de présenter.

2.3.3 Structure GSC équivalente du Beamformer MVDR de Volterra du

troisiéeme ordre

La structure GSC associée au beamformer MVDR de Volterra, transforme le probleme
d’optimisation sous contrainte en un autre probleme d’optimisation sans contrainte. Cette réécriture
sans contrainte facilite le retrait des redondances de X(¢) et permet de réduire la complexité de
calcul.

Pour cela remarquons que 'on peut décomposer n’importe quel filtre spatial W en deux
composantes :

W=W;-V, (2.3.10)

ol Wy def [w?,OT

N+4N3
waIs =1 (e.g., ws = |s|2s). Puisque W satisfait les contraintes (2.3.7), alors on peut les réécrire

17, tel que wy est un filtre spatial fixe de dimension NV x 1 qui satisfait

comme suit :
CH¥ = 0,4 s (v-1)2]- (2.3.11)

Ce qui veut dire que Vv € span(C)*, 'espace orthogonal & celui engendré par les colonnes de C.
Considérons maintenant la matrice bloquante B de dimension [2N +4N3]x [2(N -1) +4(N -1)3)]

et de rang plein colonne, dont les colonnes engendrent span(C)*. On obtient :

B C = O[a(N-1)14(N-1)3 Jx [2+4(N3~(N-1)3)] - (2.3.12)

On déduit que Pexpression (2.3.11) est équivalente a 'existence d’un filtre spatial W, de dimension
[2(N —1) +4(N -1)3] x 1 tel que :

v = Bw,. (2.3.13)
Considérons la matrice B; o de dimension N x (N —1) et de rang plein colonne qui vérifie : Bfos =
On-1. La matrice By g = [uy,...,un_1] est une solution qui remplit cette derniére condition.

En utilisant les propriétés du produit de Kronecker, la matrice :
B-= Diag(BLo, BT,O? B37[), B3’1, B372, Bg73), (2.3.14)

de taille (2N +4N?3) x (2(N - 1) + 4(N - 1)3) est une matrice bloquante de rang plein colonne qui
vérifie (2.3.12), ou B3, = [B?gﬁn ® BiO@q], q = 0,..,3. Dans ce cas, le beamformer MVDR de
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Volterra (2.3.9) qui satisfait les contraintes (2.3.7) est équivalent au filtre spatial W = W - BWg opt,

sans aucune condition supplémentaire. Par conséquent, W, opt minimise la puissance moyenne de
(& = VHz(4) -
y(t) = (W - BW,)"X(?) :

Wa,0pt = arg{min < E|(W; - B%,)"%(1)]” >}, (2.3.15)
Wa

ol wf X(t) =wy Hx(t). On dénote par z(t) le vecteur de dimension (N-1)x1, avec z(t) = B 0X(t) =
B On(t) et en utilisant la propriété Bj qX3q(t) def [B®(3 ) g Bj 021 [x(1)8GD @ x (t)®q] =
[(Bix(1))®69 @ (B ;x*(£))®7] = [2(t)®*™® & 2*(t)®?], nous obtenons :

BYx(t) = BYn(t) =%(t), (2.3.16)

o Z(t) € (27 (1), 27 (1), [2(t) ® z(t) @ 2(1)]7, [2(t) ® z(t) @ z* (1)]T, [2(t) ® 2" (t) ® 2* (1)]7, [2* (t) ®

z*(t)®z*(t)]* et le probleme de minimisation (2.3.15) devient :

Wa,opt = arg{min < Elwx(t) - %, 'Z(t)[* >}, (2.3.17)

Néanmoins, pour N > 2, chaque vecteur z3 4(t), de dimension (N-1)?x1 avec z3 4(t) = def [2(1)®CDg
z*(t)®?] avec ¢ =0, ..,3, qui compose le vecteur étendu Z(¢) possede des composantes redondantes,
qui génere une matrice de covariance moyenne singuliere, Rz el E[Z(t)Z" (t)] > de %(t) qui rend
difficile la résolution du probleme d’optimisation (2.3.17). En effet, pour une valeur donnée de g
(0< ¢ <3), les éléments du vecteur z34(t) sont les grandeurs z;, (1), ., ziy_, (¢), 2,_ (1), ., 2], (t) avec
1<ij<N-1etl<j<3. Sion dénote par N, le nombre de composantes non-redondantes de

(Nle)N et Ny = Ny = (N- 1) N

23 4(t), il est facile de prouver que Ng = N3 = . Pour chaque valuer de

q, 0< ¢ <3, on note par zgg(t) le vecteur non-redondant associé & Zq,g(t), Il existe une matrice de
sélection de dimension N, x (N - 1)3 dénotées par K, qui permet de sélectionner les composantes

non-redondantes de z3 4(t), i.e.,
73 ,(t) = Kyz34(t),4=0,1,2,3. (2.3.18)

On définit : Z'(¢) o [27(t),2 (), z;)%(t),zgl( ), z3 L(t), g (t)]T, qui n’est que le vecteur étendu
non-redondant de dimension NN, x 1 associé & %(t), avec N, = 2(N - 1)(2N? - N +3)/3 :

7 (t) = KZ(t) = KB7%(t) = KB 1(t), (2.3.19)

ot K est la matrice de sélection de dimension N, x[2(N —1)+4(N -1)3] qui permet de ne considérer

que les composantes non-redondantes de I'observation Z(t) et qui est définie par :
K = Diag(In-1,In-1,Ko, K, K2, K3). (2.3.20)

En éliminant les redondances, le probleme d’optimisation (2.3.17) consiste & déterminer le vecteur

W,.opt de dimension N, x 1 tel que

W, Opt = arg{mln < E|wf x(t) - w H~ (t)| >} (2.3.21)
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x(1) H yp (1) whx(t) = s(t) + wiin(t) =50
Wi
z(t) .
B{IO Z(t) = Bfox(t) \ ’Z(t) K 'Zl(t) Vv;lz)pt yf( )

zq,?,y

FIGURE 2.1 — Structure GSC équivalent du beamformer MVDR complexe de Volterra du troisieme ordre.

dont la solution est :

Foopt = RZR; ,wy = [KB'R;BK"] 'KB"R;%; = [KB"R;BK" ] 'KB"R;;%;, (2.3.22)

avec R def E[z (1)z 7 (t)] > et R, def E[z (t)x" (t)] >. Par conséquent, la sortie y(t) de la

structure GSC équivalente est donnée par :

y(t) = wix(t)-w1 .2 (t) = s(t) + win(t) - %7 KB7%(t)

s(t) + (Wy - BKY %, o) TH(2). (2.3.23)

La structure GSC équivalente du beamformer MVDR de Volterra décrite dans la
figure 2.1 est en concordance avec la struture optimal GSC décrite en (2.2.27). 1l
faut noter que la structure GSC équivalente de Volterra du troisieme ordre peut étre
dérivée pour toute structure partielle arbitraire L-C(q1,q2,..,qr) et WL-C(q1,q2,..,q),
en définissant les matrices de blocage et de sélection B et K définies dans (2.3.14) et
(2.3.20), par respectivement Diag(Bi0,B34,,B34,,.,B3g,.), Diag(In-1,Kq ,Kg, ., Ky, ), et
Diag(B1,0,B] o, B34, B35, Bsg.), Diag(In-1,In-1,Ky, Ky, ., Kg.). De plus, la structure
GSC associée aux beamformers de Capon et WL-MVDR; [21] peuvent étre déduites & partir de la
figure 2.1 en gardant seulement les termes linéaire z(¢) et WL (2(t),2*(t)) dans Z(t).

2.3.4 SINR en sortie du beamformer

En remplagant (2.3.22) dans la décomposition orthogonale (2.3.23), on peut déduire le rapport
entre la puissance moyenne SOI et celle du bruit total de y(¢) du beamformer MVDR, qui ne
représente que le SINR en sortie :

s

SINR =
MVDR W}'—[ [Rn _ RgnBKH(KBHRﬁBKH)_lKBHRﬁ’n]Wf )

(2.3.24)

ou Rip, def E[@(t)nl(t)] >. Pour N =2, z(t) est un scalaire impliquant que %(¢) ne comprend
aucune redondance, K =T et par conséquent (2.3.24) se réduit a :

Ts

SINR - .
YYPRT WHIR, - RE B(BR;B) 1B/ R;, |w;

(2.3.25)
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Il faut noter que bien que le couple choisi (w¢, B1) qui vérifie w?s =1 et Range(Bi1) = {s}*, ne
soit pas unique, 'expression du SINR donnée par (2.3.24) et (2.3.25) ne dépend pas de ce choix. En
outre, on dénote par SINR g, le SINR a la sortie du beamformer MVDR B, les inégalités suivantes
peuvent étre déduites en utilisant le principe d’inclusion appliqué au probleme de minimisation sous

contraintes (B.5.5) :

SINR;, < SINRy ¢(g) < SINRL 0(g1.00) < SINRL G(ar.amas) < SINRL ¢(0.1.2.3);

SINRwr, < SINRwL_c(g1) < SINRWL-(g1.0) < SINRWL-C(g1.g0.05) < SINRWL-C(0.1.2.9)
SINRL_(q) € SINRwL_c(a)s  SINRL-C(g1.00) < SINRWL-C(g1.00)s

SINRL C(g1.g00s) < SINRWL-C(qrans)s  SINRL_c(0.1.2.3) < SINRwi_(0.1.2.3); (2.3.26)

pour 0 <gj <3, j=1,..,4, ou SINRy, et SINRwr,, tel que SINRy, < SINRwyy, correspondent au SINR
a la sortie respective des beamformers de Capon et WL MVDR [21] tel que :

SINRy, = mss'' R, 's. (2.3.27)

Il faut noter qu’il n’y a pas de regle générale entre SINRp_c(g, q,) € SINRwr, comme il
est illustré plus loin dans le paragraphe 2.4.4. Par exemple, on a SINRp_c(;) < SINRwr et
SINRy,_¢(3) < SINRwyL pour le cas d’une seule interférence BPSK non-filtrée, comme illustré dans
la figure 2.2 par contre SINRy,_¢(1) > SINRwy et SINRy,_¢(3) > SINRwL pour une seule interférence
QPSK non-filtrée, comme illustré dans la figure 2.4.

2.4 Analyse des performances en présence d’une seule interférence

Dans ce paragraphe, nous évaluons les performances du beamformer MVDR de Volterra a travers
I’analyse du comportement du SINR en sortie ainsi le gain apporté par rapport au beamformer
classique de Capon. Le seul cas d’une seule interférence non gaussienne et potentiellement non-

circulaire est considéré.

2.4.1 Composition du bruit total d’observation

Nous considérons le modele d’observation (2.2.1), ou le vecteur du bruit total n(t) est composé
de la contribution d’une seule interférence et d’'un bruit de fond, tous les deux statistiquement

indépendants du SOI s(t). Sous ces conditions, le bruit total n(t) s’écrit :

n(t) = j(t)j+na(t), (2.4.1)

ou j(t) et j correspondent respectivement & lenveloppe complexe, supposée centrée et
potentiellement non gaussienne et/ou non-circulaire, et le vecteur directionnel de 'interférence.
Le vecteur ng(t) est le bruit de fond, supposé centrée, gaussien, stationnaire, circulaire et

spatialement blanc, telle que chaque composante possede une puissance 7s.
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2.4.2 Performances des structures partielles L-C(¢q) du beamformer MVDR de

Volterra
Dans ce paragraphe, nous analysons les performances des structures partielles L-C(q) du
beamformer de Volterra, g = 0,..3, dans le cas particulier d’une seule interférence.
2.4.2.1 SINR en sortie des beamformers de Capon, WL MVDR; et L-C(q)

En présence d’une seule interférence, le SINR (2.3.27) a la sortie du beamformer de Capon est

donné par l’expression suivante [21] :

:
SINRp = €51 - —2—a?]. (2.4.2)
+€j
. o def 2 def 1.2 N def .2
Les variables €, et €; sont définies par €, = |[s||“ms/n2 et €; = ||j|“mj/n2, ot m; =< E[j*(t)| > est
la puissance de 'interférence regue par une antenne omnidirectionnelle et o avec 0 < a < 1, est le

module du coefficient de la corrélation spatiale entre 'interférence et le SOI, défini par :

aer [s"j|
Is]l3l

(2.4.3)

En utilisant les mémes notations, il a été démontré dans [21] que le SINR 4 la sortie du beamformer
WL MVDR; est donné par :

[1+¢(1+5%) + (1 -y )32 - Fa'hyl?

SINR. = €4 5
MR )2 - 2P+ 6 (1+ 52) + (1 - |yl2) 2]

(2.4.4)

ol 7; est défini par (2.2.6) avec j(t) a la place de u(t) et 3 e a2,

Pour calculer analytiquement le SINR a la sortie des beamformers MVDR de Volterra L-C(q),
q =0,..,3, on se limite & la situation de deux antennes N = 2, pour laquelle la variable z(t) se
réduit a un scalaire. Pour un choix particulier du couple (ws,B1 ), on déduit a partir de (2.3.25),
en appliquant une décomposition orthogonale de Gram-Schmidt au couple de variables aléatoires
(2(t),23,4(t)) décrite en annexe B.1 les résultats suivants (ces résultats ont été vérifiés ensuite par

des outils de calcul symbolique complexe (Symbolic Math Toolboz) de Matlab décrit en annexe C.1 :

(1 + EjﬁQ)A()

SO = ) A0 - a2y e -5 (24
SINRica) = e q)éll_*;gﬁ)e?(lw — (2.4.6)
Q2
Mfee) = Sy, - awé;?ijfc,iflij) 2,/ (e )P 247
L Q2
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ou les grandeurs Ay, ¢ =0, ..,3 sont définies par :

Ag=Ay E BN~ K neal) +8% (Xje +98jc — BRe(YiK o))
98wy + 2= 1) + 246746, (2.4.9)
A B (ge - 1) + B (e + hye) + BAE(Brje +2) +85%; + 2, (2.4.10)
Ay E B e~ 82 e ]) + B (o + 9rijc) + 98X (15 + 2) + 245%¢; + 6. (2.4.11)

Ici les coefficients du FO et du SIO Kjc, Kjne1, Kjne2 €t Xj.c sont définis par (2.2.5) et (2.2.7)
avec j(t) ala place de u(t). En définissant le gain en SINR du beamformer MVDR de Volterra, de
structure partielle B, par rapport au beamformer classique de Capon, noté Gg def SINRp/SINRy,,

nous obtenons a partir des équations (2.4.2) et de (2.4.4) a (2.4.8) :

a® B2

GWL = 1+ R (2.4.12)
(1+e82)[1+e(1+52) + (1~ |y;2)52]
226 4 2
@ ﬁ 6‘|"€jncZ _37]"
G = 1+ JL o , 2.4.13
LC(O) (1 + Ej)Ao - a2ﬁ6e?|ﬁj,nc,2 - 3’7j|2 ( )
226 4 2
a’BOe; (Kjec—2)
G = 1+ I 2.4.14
Le) (1+¢5)A; —a2ﬁ66§(l-€jyc—2)27 ( )
GLc(z) - 1. a2566?|(ﬁj,nc,2 - 'Yj) + 27j/(/32€j)|2 , (2.4.15)
(1 +¢€j)A2 = a?B0€|(Kjne2 = 75) + 275/ (B%€;)?
236 41,2
a”BP€|KkS ]
G = 1+ J__Jne . 2.4.16
e (1+¢)As - a?p5€[i? .| (2410)

Les expressions de (2.4.12) a (2.4.16) montrent que les beamformer WL et MVDR de Volterra
L-C(q), ¢ = 0,..,3, n’apportent aucune information supplémentaire par rapport au beamformer
classique de Capon (i.e., G = 1), en absence d’interférence (¢; = 0) ou bien dans les situations
d’une interférence et SOI de vecteurs directionnels orthogonaux (a = 0) ou bien co-linéaires (5 = 0).
Dans le premier cas, le beamformer de Capon est capable d’annuler totalement 'interférence par
contre dans le deuxieme cas, 'annulation d’interférence par un traitement spatial est impossible.
Entre ces deux situations extrémes, le SINR et ainsi le gain du beamformer considéré dépendent
des propriétés statistiques de 'interférence et en particuliers des coefficients v;, K; ¢, Kjnec,1, Kjne2

et xjc. Ces beamformers sont analysés plus précisemment dans les paragraphes suivants.

2.4.2.2 Beamformer L-C(1)

Le beamformer MVDR de Volterra L-C(1) exploite le potentiel caractére non gaussien de
'interférence a travers les coefficients & . et x;.. L’expression (2.4.14) montre que ce beamformer
n’apporte aucune information supplémentaire par rapport au beamformer de Capon si k. = 2,
ce qui correspond au cas d’une interférence gaussienne circulaire, pour laquelle un beamformer de

Capon est optimal. Par contre, le beamformer L-C(1) améliore la réjection d’interférence & condition
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que Kj. # 2, ce qui est vérifié pour une interférence non gaussienne, circulaire ou non-circulaire,
et aussi le cas d’une interférence gaussienne non-circulaire vérifiant ;. = |y;|> + 2 (2.2.8). Donc
le beamformer MVDR L-C(1) exploite aussi la non-circularité au second ordre d’une interférence
gaussienne. Cependant, pour k; . # 2, en se plagant dans une situation de forte interférence (e; > 1),
I'expression (2.4.14) montre que si xj. # /ﬁic, le beamformer MVDR L-C(1) n’améliore que peu
la réjection d’interférence, par rapport au beamformer de Capon, puisque Gpc() — 1 devient
une grandeur inversement proportionnelle a la puissance de l'interférence €;. Une telle situation
correspond par exemple (voir (2.2.8) et (2.2.9)) a une interférence gaussienne non-circulaire pour
laquelle le beamformer MVDR, L-C(1) reste moins performant que le beamformer WL MVDR.

Cependant, pour une forte interférence tel que x; . = Iiic et 0 (2.4.6) et (2.4.14) deviennent :

a?(5kje—4)
Kje(Kje+1) —a?(Kje—2)?

SINRLC(l) N €Eg (1 - ) s Xje= /i?’c, azl, €5 > 1, (2.4.17)

o?(kj.-2)*

Kje(Fje+1) —a?(kje

Groa) » 1+ e Xie= Ko %1, > 1. (2.4.18)

Il faut noter que la condition x; . = /ﬁ}ic signifie que |j(¢)| prend deux valeurs au plus, correspondant
a une valeur nulle et une autre constante différente de zéro (voir annexe B.2). En particulier pour
une interférence telle que |j(¢)| est constante (interférences : CPM, FSK ou PSK non-filtrée), x; . =
nic =1, SINRyc(1) ® €5[1 - a?/(2 - a?)] et Greay » 1 +a?/(2-a?), ce qui montre que SINRyc(1)
décroit avec a, tandis que Gpc(1) augmente avec « et dont la limité supérieure est égale 2 quand «
tend vers l'unité. De plus, pour x;. > 1, il est clair que SINRy,¢(1) et Gyc(1) définis respectivement
par (2.4.17) et (2.4.18), décroit de SINRy,c(1) ~ €[1 ~a?/(2-a?)] et Greay ~ 1 +a?/(2-a?), pour
Kje =1, 8 SINRpc) ~ es(1 - a?) et Grcqy ® 1, pour Kj. = 2 et augmentent a SINRp (1) = €5 et
Groay~ 1+ a?/(1-a?), pour une trés grande valeur de k.. Dans ce dernier cas, le SINRy,c(1) est
maximal et correspond au cas d’absence d’interférence, ainsi I'interférence est totalement annulée
par le beamformer MVDR L-C(1) quelque soit la valeur de o (o # 1), ce qui est équivalent & un
gain Gp,c(p) infiniment croissant avec o (o # 1). Cela démontre 'efficacité du beamformer MVDR
L-C(1) par rapport au beamformer classique de Capon. Une telle situation correspond au cas
d’une interférence impulsive telle que |j(¢)| suit une distribution de Bernoulli. Dans ce cas, il est
mentionné dans (2.2.21) que xj. = H;C = 1/p? et donc le SINR (2.4.17) et le gain (2.4.18) tendent
vers les valeurs maximales SINRyc (1) ~ €5 et Groy # 1+ a2/(1 - a?), quand p tend vers zéro, i.e.,

pour une interférence fortement impulsive.

2.4.2.3 Beamformers L-C(q), ¢=0,2

Les beamformers MVDR de Volterra L-C(q), ¢ = 0,2 n’exploitent pas seulement le caractére non
gaussien de I'interférence, a travers les coefficients (£, x;,c) mais aussi la non-circularité potentielle

au second ordre et du quatrieme ordre, a travers les coefficients v; et kjnc2. Les expressions
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(2.4.13) et (2.4.15) montrent que les beamformers L-C(0) et L-C(2) n’apportent respectivement
pas d’information additionnelle par rapport au beamformer de Capon quand Kj,c2 = 37v; et
Kjme2 =75 (1 =2/(8%;)) Un exemple de ce cas particulier correspond & une interférence circulaire
au second ordre avec y; = 0 et Kjnc2 = 0. Une telle interférence circulaire, peut correspondre a
une modulation 2¥-PSK (k > 2) ou une modulation 4M2-QAM. De plus, pour une interférence
gaussienne non-circulaire, pour laquelle £ pnc2 = 37; (2.2.8), le beamformer L-C(0) n’améliore plus
les performances par rapport au beamformer classique de Capon, par contre le beamformer L-C(2)
peut toujours apporter une information additionnelle.

Cependant, les beamformers MVDR L-C(0) et L-C(2) améliorent les performances par rapport
au beamformer de Capon quand respectivement kjnc2 # 37, €t Kjnco # v;(1 -2/ (526]-)). Cela
nécessite une interférence non-circulaire au second ordre, qui n’est pas gaussienne dans le premier
cas, mais qui peut ’étre dans le deuxiéme. Dans ces deux cas, sous I'hypothése d’une forte
interférence, (2.4.9),(2.4.13) et (2.4.15) montrent que si ;. # |kjnc2l?, les beamformer MVDR L-
C(0) et L-C(2) améliorent faiblement les performances du beamformer de Capon. Une telle situation
se produit par exemple pour une forte interférence non-circulaire et gaussienne.

Cependant, pour une forte interférence tel que ;. = |Kjnc2l* et B %0, (2.4.5), (2.4.7), (2.4.13)
et (2.4.15) deviennent :

2 a2
SINRpc@) ~ €|1- . o (HJ’C* ;D) . -1 (2.4.19)
|ﬁj7nc72| +9K/j7c - 6Re(’y‘7,€]77’bc,2) - |Hj7nc72 - 3fyj|
2 2 *
a (9’%]':0 - |7]| - 4Re(’7j"{j ne 2))
SINRL0(2) R €g 1- ‘ 3 9 —6R( o )_ ST 2| (2420)
|Kjne2l? + 9k ViR jne2) — & |Kjne,2 = Vil
2 2
« |/€'nc2_3’)’j|
G v 1+ P , 2.4.21
Lo |Kjine,2l? +9k,c=6Re(Vj5] 10 0) = O|Kjne,2 = 3751 ( )
20,.. _~l2
Gree ~ 1 o jine2 — 7] (2.4.22)

+
| jne2l?+9K.c = 6Re(V)K] ,00) = 02|Kjne2 =52

pour xj. = |,'-$j7nc,2|27 a*lete >1

2 signifie que j2(t) prend au plus deux valeurs constantes (voir annexe

La condition xj.c = [Kjne,2
B.2), et par conséquent j(t) est nécessairement rectiligne. En particulier, pour une interférence tel

que j%(t) est constante (ex : interférence BPSK non-filtrée), x; = |[jne2/* = 1, nous obtenons :

SINRLc(o) ® €ss Xje=l|jmeol =1, a#1 ¢ > 1, (2.4.23)
SINRp a2y ~ €(1-0%), Xje=|hjneol® =1, a#l, ¢;>1, (2.4.24)
Groo) *~ 1+1f—12, Xje=|Rjneol> =1, a#l, ¢;>1, (2.4.25)
Gro@ * 1, Xje=lkjneol =1, azl, ;1. (2.4.26)
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Tandis que (2.4.4) et (2.4.12) deviennent :

2
SINRwi, w 6(1—20‘ 2), il =1, a%l, 61, (2.4.27)
-

a2

GWL v 1+ m’ |’YJ| = 17 O[«f*—l, €4 > 1. (2428)

Dans ce cas, (2.4.24) et (2.4.26) montrent que le beamformer MVDR L-C(2) n’améliore pas les
performances par rapport au beamformer de Capon, tandis que (2.4.23), (2.4.25), (2.4.27) et (2.4.28)
montrent que le beamformer MVDR L-C(0) surpasse les deux beamformers Capon et WL MVDR
en annulant complétement l'interférence quelque soit la valeur o (a # 1) et le gain GLc(0) augmente
indéfiniment avec o (v # 1). De telles bonnes performances sont observées aussi a la sortie des
beamformers MVDR, L-C(0) et L-C(2) quand linterférence rectiligne est treés impulsive, comme
dans le cas d’une interférence |j(¢)| qui suit une distribution de Bernoulli avec une faible valeur de

la probabilité p. Dans ce cas,
SINRLc(O) ~ SINRLc(Q) ~eg et GLC(O) N GLC(Q) ~1+ Oz2/(1 - 042),

démontrent le grand intérét des structures linéaire-cubique du beamformer MVDR.

2.4.2.4 beamformer L-C(3)

Le beamformer MVDR L-C(3) exploite la non-gaussienité potentielle de I'interférence a travers
les coefficients (K¢, xj,c) ainsi que la non-circularité au quatrieme ordre au travers les coefficients
Kjne,1- On déduit & partir (2.4.16) que le beamformer MVDR L-C(3) n’apporte aucune information
par rapport au beamformer de Capon quand & .1 = 0. Cela correspond a une interférence circulaire
au quatriéme ordre tel que, par exemple, une modulation 2*-PSK (k > 2). Cependant le beamformer
MVDR L-C(3) améliore généralement les performances par rapport au beamformer de Capon quand
Kjne1 # 0. Cela est en particulier vérifié pour une interférence gaussienne non-circulaire, pour une
interférence rectiligne (BPSK, M-ASK, impulsive) mais aussi pour une interférence non-gaussienne
circulaire au second ordre telle qu’une modulation QPSK ou 16-QAM. Dans ce cas et pour une forte
interférence, les équations (2.4.11) et (2.4.16) montrent que si ;¢ # |[£jnc1|%, le beamformer MVDR,
L-C(3) n’améliore que marginalement les performances par rapport au beamformer de Capon. Une
telle situation se produit par exemple pour une forte interférence gaussienne et non-circulaire ou
bien pour une modulation M-ASK ou 16-QAM. Néanmoins, pour une forte interférence telle que

Xje = |Kjne1l? et @ #1, (2.4.8) et (2.4.16) deviennent :

2
90 K.

SINRy,c(3) ® €s (1 ), Xje = |/€j,nc71|2, azl, ¢ >1, (2.4.29)

- 9/-6]'70 + (1 - a2)|/£j,nc71|2

052Xj,c
9/£j7c + (1 - CYQ)‘RjVnC,l

Gre@) » 1+ S Xje = |Bjmenls a# 1, e > 1. (2.4.30)
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La condition Y. = |kjne1|® signifie que j4(¢) prend deux valeurs au plus correspondant & deux
valeurs constantes dont l'une d’entre elles est nulle (voir annexe B.2). En particulier, pour une
interférence telle que j*(t) est constante (ex : interférences non-filtrées BPSK ou QPSK),xj.c =

|Kjnea|? = 1, nous obtenons donc :

902
SINRyc(s) es(l—m) Yoo = limeaP =1, a1 ¢ 1, (2.4.31)
Oé2 2
Grei) ® 1+—1O—042’ Xic=|Kjne1|” =1, a#l, ¢>1 (2.4.32)

Ce qui prouve que le beamformer MVDR L-C(3) améliore que légerement les performances par
rapport au beamformer de Capon et de plus reste moins performant que le beamformer WL pour
une interférence rectiligne. Finalement, pour une interférence rectiligne tres impulsive telle que |5 ()|
suit une loi de Bernoulli avec une faible valeur de p, SINRyq(3) ~ €5 et Grozy ~ 1+ a?/(1-a?),

montre l'intérét de l'utilisation du beamformer MVDR L-C(3) dans ce cas.

2.4.3 Performances des beamformers WL-C(q) et L-C(q1, ¢2)

On considere dans ce paragraphe, les beamformers WL-C(q1) et L-C(q1,42), ¢1,92 =0, .., 3 et on
analysera leurs performances en présence d’une seule interférence, c’est-a-dire a partir du modele
du bruit total (2.4.1). En utilisant Symbolic Math Toolbox de MATLAB (voir annexe C.1), il
est possible de prouver que le rapport Gwr,_c(q)) /Gw1, ainsi que le gain GL-C(q1,q2) DEUVENt étre
représentés par la fraction rationnelle suivante :

042666?((113_4653_4 +...+a1€ +ap)

Glej) =1+ (2.4.33)

bpef +..+biej + by
avec, P =9 [sauf pour le cas particulier d’une interférence BPSK pour lequel P = 4] dans I'expression
GWL—C(ql)/GWL et P = 8 [sauf pour le cas particulier d’une interférence QPSK pour lequel
P = 4] dans 'expression G,_c(q, 4)- Les coefficients a; et b; sont des expressions trés complexes,
fonctions de a, [ et des statistiques du bruit total figurant dans la matrice Rj;. Il faut noter que,
Gr-C(q1,02) = GWL-C(q1)/GWL = Gwr = 1 si @ =0, B =0 ou ¢; = 0. De plus, on peut vérifier que
GrL-C(q,g0) = 1 e Gwi-c(q)/GwL = 1 respectivement pour une interférence circulaire et pour
une interférence gaussienne arbitraire, ce qui est en cohérence avec l'optimalité respective des
beamformers de Capon et WL MVDR, et dans de telles situations. Par ailleurs, a partir (2.4.33)
et des résultats du paragraphe 2.4.2, nous avons démontré que pour une forte interférence BPSK
non-filtrée :
GWL—C(O) N GWL—C(l) ~ GWL—C(S) N GL—C(O,l) ~ GL—C(O,z) N GL—C(O,S) ® GL—C(l,S) N GL—C(O)

2 2

« (0%
> GWL ~ GL—C(I) ~ 1+ m > GL—C(S) > GL—C(Q) = ]., (2434)

Q

1+

—a2
cependant pour une forte interférence QPSK non-filtrée :

2 2
> GL—C(I) ~1+ 5

Grcaz 1+ 1 > Gr-c3) > GwL = Gr_c(0) = Gr-c(2) = 1. (2.4.35)

— a2 —a?
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Ce résultat montre qu’en particulier dans ce dernier cas, SINRy,_¢(1,3) # €5, ce qui prouve la quasi-
optimalité (parmi les beamformers qui utilisent seulement la matrice de covariance du bruit total
comme information) du beamformer MVDR L-C(1,3) pour une forte interférence QPSK non-filtrée.
Finalement, Il faut noter que dans tous les cas, le beamformer MVDR WL-C(0,1,2,3) atteint au
moins les meilleures performances des beamformers WL-C(q;) et L-C(q1,¢2) et donc une quasi-
optimalité non seulement pour des fortes interférences non-filtrées BPSK et QPSK mais aussi pour

des interférences tres impulsives, circulaire ou non.

2.4.4 Illustrations et simulations par ordinateur

Dans le but d’identifier les structures partielles du beamformer MVDR complexe de Volterra du
troisieme ordre, permettant d’avoir a la fois un gain en SINR maximal, par rapport au beamformers
classiques de Capon et WL MVDR;, et une augmentation en complexité acceptable, nous avons
étudié les beamformers utilisant des vecteurs d’observation étendus comprenant deux entrées, notés

L-C(g;), et trois entrées, notés WL-C(g;), avec ¢; =0, 1,2, 3.

2.4.4.1 Cas de modulations non-filtrées

Pour illustrer les résultats des paragraphes 2.4.2 et 2.4.3, nous considérons un réseau d’antennes
a deux éléments omnidirectionnels et nous supposons que le SOI possede un SNR, 7, /n2, égal & 10dB.
Le SOI est supposé corrompu par une seule interférence avec un INR, 7;/n2, égal a 30dB. Sous ces
hypotheses, les figures 2.2 et 2.3 montrent, pour une interférence BPSK non-filtrée, la variation du
SINRgp et Gg respectivement, a la sortie des beamformers B MVDR en fonction de la corrélation
spatiale «, pour B = L, WL, L-C(q), ¢ = 0, ..,3, L-C(1,3), WL-C(0), WL-C(0,1), WL-C(0,1,3) et
WL-C(0,1,2,3). Il faut noter que ces figures confirment les résultats (2.4.34), a savor I’équivalence
des beamformers MVDR L-C(0), WL-C(0) et L-C(1, 3) et la supériorité du beamformer MVDR L-
C(0) par rapport au beamformer WL MVDR, et de plus ce dernier est meilleur que les beamformers
MVDR L-C(1), L-C(3) et L-C(2), et le dernier est équivalent au beamformer de Capon. De plus,
les figures 2.2 et 2.3, montrent le faible apport en information des beamformers MVDR WL-C(0,1),
WL-C(0,1,3) et WL-C(0,1,2,3) par rapport aux beamformers MVDR L-C(0) ou L-C(1,3) qui sont

quasi-optimaux.
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FIGURE 2.2 — SINRp en fonction de la corrélation spatiale a pour une interférence BPSK non-filterée.
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FIGURE 2.3 — Gp en fonction de la corrélation spatiale o pour une interférence BPSK non-filterée.

Sous les mémes hypotheses des figures 2.2 et 2.3, les figures 2.4 et 2.5 montrent les mémes
variations que celles des figures respectives 2.2 et 2.3, mais pour une interférence QPSK non-filtrée
et B =1L, L-C(q), ¢ = 1,3 et L-C(1,3). De méme ces figures confirment les résultats (2.4.35), c’est
a dire la supériorité du beamformer MVDR L-C(1,3) par rapport au beamformer MVDR L-C(1),
lui-méme supérieur au beamformer MVDR L-C(3) et ce dernier supérieur au beamformer classique

de Capon.
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FIGURE 2.4 — SINRp en fonction de la corrélation spatiale a pour une interférence QPSK non-filterée.
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FIGURE 2.5 — Gp en fonction de la corrélation spatiale a pour une interférence QPSK non-filterée.

Sous les mémes hypotheses des figures 2.2 et 2.3, les figures 2.7 et 2.9 illustrent les mémes
variations que la figure 2.3 mais pour une interférence respectivement impulsive circulaire et
rectiligne tel que |j(t)| suit une loi de Bernoulli avec un parametre p = 0.001. Pour la figure 2.7,
B = L-C(1), L-C(1,3) et L-C(0,1,2,3), tandis que pour la figure 2.9, B = WL, L-C(q) et WL-
C(q), ¢ =0,..,3 et WL-C(0,1,2,3). La valeur p = 0.001 donne une importante valeur du coefficient
circulaire au quatrieme ordre x;. = 1000 (2.2.21) et par conséquent cette figure confirme dans ce

cas Groay ~ 1+ a?/(1-a?) est quasi-optimal pour une trés grande valeur &; .. Comme résultat, les
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beamformers MVDR L-C(1,3) et 1-C(0,1,2,3) n’apportent aucun gain par rapport au beamformer

L-C(1).
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FI1GURE 2.6 — SINRp en fonction de la corrélation spatiale a pour une interférence impulsive de Bernoulli et circulaire.
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FIGURE 2.7 — G en fonction de la corrélation spatiale o our une interférence impulsive de Bernoulli et circulaire.
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FIGURE 2.9 — G en fonction de la corrélation spatiale a pour une interférence impulsive de Bernoulli et rectiligne.

Nous notons sur les figures 2.6 et 2.8 que le SINR se maintient pour des corrélations spatiales
proches de 1 pour les beamformers de Volterra contrairement a celui du beamformer de Capon qui
s’effondre au voisinage de a = 1.

La figure 2.10 [resp. figure 2.11] confirme non seulement ’amélioration des performances en
termes de SINR pour la structure partielle WL-C(0) [resp. L-C(1,3)], en situation d’une faible
discrimination spatiale (o ~ 1), mais aussi un gain en SINR croissant en fonction de la puissance

de l'interférence.
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FIGURE 2.10 — Gain de la structure partielle WL-C(0) en fonction de INR pour une interférence BPSK non-filtrée.
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FIGURE 2.11 — Gain de la structure partielle LC-(1,3) beamformer en fonction de INR pour une interférence QPSK non-filtrée.

2.4.4.2 Cas de modulations filtrées

Enfin, les figures 2.12, 2.13 et 2.14 analysent I'impact du filtrage de mise en forme pour des
interférences de type modulations linéaires, sur les performances du beamformer MVDR complexe
de Volterra. A cette fin, nous considérons les mémes hypotheses que dans les figures 2.2 et 2.3 mais
avec une fonction de mise en forme soit rectangulaire (ce qui est équivalent & une modulations BPSK

non-filtrée) ou bien en cosinus surélevé avec un roll-off w. Sous ces hypotheses, les figures 2.12, 2.13
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et 2.14 illustrent les variations du SINRy,_¢(g) et Gr_g(o) pour les deux cas de figure du filtrage de
mise en forme. On constate une dégradation des performances du beamformer L-C(0) sous Deffet
du filtrage de mise en forme en cosinus surélevé avec un roll-off w croissant. Cette observation est
justifiée par le fait que I’accroissement du roll-off engendre plus d’interférence entre symboles qui
gaussiannise l'interférence, selon 'approximation déduite du théoreme de la limite centrale, pour

laquelle le gain du beamformer MVDR complexe de Volterra se réduit a I'unité.
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FI1GURE 2.12 - SINRj,_c (o) en fonction de la corrélation spatiale o pour une interférence BPSK avec INR = 20dB.
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FIGURE 2.13 — Gp,_¢(0) en fonction de la corrélation spatiale o pour une interférence BPSK avec INR = 20dB.
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FIGURE 2.17 — G_¢(1,3) en fonction de 'INR de I'interférence QPSK.

2.5 Implémentation adaptative

Comme pour le beamformer de Capon, plusieurs implémentations adaptatives peuvent étre
construites a partir de la structure GSC du beamformer MVDR complexe de Volterra au troisieme
ordre. Nous proposons d’utiliser I'extension de l'algorithme Sample Matriz Inversion (SMI) [72]

pour implémenter (2.3.22). Cet algorithme se résume & 'estimation de la matrice R; a partir K
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observations X(kT.), ou T, est la période d’échantillonnage, par I’estimé empirique donnée par :

- 1 X —H
R; = — > X(kT.)x" (kT) (2.5.1)
K k=1

!/

et pour calculer une estimé, wy .., de w’ a,opt; on utilise 'expression :
W oopt = [KBYR;BKA | "KBYR;:% ;. (2.5.2)

Pour des observations sur échantillonnées cycloergodiques, @;Opt converge asymptotiquement vers
W/ o, 0pt-

L’analyse théorique de I'algorithme SMI pour notre beamformer MVDR, complexe de Volterra
dépasse le cadre de notre these. On se limite dans ce qui suit a I’étude de la convergence a travers
des simulations de Monte-Carlo. Pour cette étude, on consideére le modele du bruit total (2.4.1) avec
N =2 et on se met dans une situation d’un coefficient de corrélation spatiale, a = 0.95 avec ¢ = 0.
Le SOI et 'interférence sont des modulations linéaires non filtrées a symboles soit tous deux BPSK

ou tous deux QPSK possédant la méme forme d’onde
s(t) = ps Yy apv(t —nT), et j(t)= [je’ > byu(t - nT - to),
n n

et avec les niveaux de puissance, SNR = 10dB et INR = 30dB. Le SINR a la sortie du beamformer
MVDR complexe de Volterra du troisieme ordre implémenté par l'algorithme SMI, pour K
observations indépendantes, est défini par :

Ts

SINR(K) = — =
(VT’f - BW’a7opt)HR5(Wf - BW’a,opt) — Ts

(2.5.3)

Sous ces hypotheses, les figures 2.18 et 2.20 illustrent, pour des signaux BPSK et QPSK non-
filtrés, la variation de Destimaté E(SINR(K)) de la valeur moyenne E(SINR(K)) de SINR(K) en
fonction du nombre d’observations K et calculé a travers 1000 tirages aléatoires. Ces estimations
sont faites pour les beamformers de Capon, WL-MVDR) et différentes structures du beamformer
MVDR complexe de Volterra du troisieme ordre. Nous avons de plus ajouté sur les figures 2.18 et
2.19, le SINR du beamformer WL Minimum Dispersion Distortionless Response (WL-MDDR) a
norme infinie proposé dans [43].

Malgré une plus faible vitesse d’apprentissage que les beamformers de Capon et WL-MVDR,
notre beamformer MVDR complexe de Volterra du troisieme ordre converge pratiquement au bout
de quelques centaine d’échantillons et avec de bien meilleures performances en terme de SINR.

Notons par ailleurs que le beamformer WL-MDDR illustré ici pour 2 antennes ne converge pas
plus rapidement que tous les beamformers de type MVDR, et de plus présente un SINR limite
inférieur que celui du beamformer WL-MVDR qui est optimal parmi tous les beamformers de type
WL-MDDR. Ce beamformer présenté dans [43] perd ici 'avantage de rapidité qu’il présente par

rapport au beamformer WL-MVDR pour un plus grand nombre N d’antennes.
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FIGURE 2.20 — E(SINR(K)) en fonction du nombre d’observations K pour une interférence QPSK non-filtrée.

2.6 Beamformer MVDR complexe de Volterra a complexité
linéaire

Pour réduire la complexité des beamformers de Volterra du troisieme ordre que nous avons
présentés qui devient prohibitive pour des grandes valeurs du nombre N d’antennes, nous
considérons dans ce paragraphe des structures a complexité linéaire sous optimales. Pour cela nous

imposons que les N3 x 1 vecteurs W34, ¢ = 0,..,3 soient structurés sous la forme
W3aq = Wgzq»l ® W37Q72 ® w3,(1,3' (2'6'1)

Par suite :

y(t)

wfox(t) + wflx*(t)
(Wgogx(t))(Wgogx(t))(wgo,sx(t)) + (W?fmx(t))(WngX(t))(W?{{L?)X*(t))

(W?{{Z,lx(t) ) (W§{2,2X* (t))(w?{{z?,X* (1)) + (W?{{3,1X* ®)) (ng,zx* (t))(w§{373x* (1))

+

+

avec [wW3q1]1 =[W3g2]1 =1, ¢=0,..,3 pour lever 'ambiguité des produits de trois termes et ainsi

assurer 'unicité.

93



2.6.1 Nouvelles contraintes

Pour que y(t) contienne s(t) sans distorsion, nous imposons alors les contraintes :

wfos = 1, wfls* =0
Wgo,ﬁ = 0, wgo?gs =0et wé{o?gs =0,
W§1,1,1S = 0, Wé{ms =0et ng,ss* =0,
W:§,12,1S = 0, wgms* =0et wé{ms* =0,
W?{,Is,ls* = 0, Wg{gzs* =0et w§{373s* =0,

que 'on peut aussi écrire sous la forme :
CHwp =1, (2.6.2)

~ def T T T T T T < ¢ def TA\T
avec Wy, = [W170,W171,W37071,W37072’...,W373’3] et ou f = (1,013) .

2.6.2 Nouveau beamformer MVDR de Volterra

Sous ces nouvelles contraintes (2.6.2), la sortie de ce nouveau beamformer MVDR de Volterra

prend la forme :

y(t) = s(t)+win(t) +wiin*(t)
+ (Wgo,ln(t))(wgogn(t))(Wgosn(t)) + (ng,ln(t))(wg1,2n(t))(ng,sn*(t))

+ (W?f{z,ln(t))(W?{{zzn*(t))(wgzsn*(t)) + (W?{{&ln* (t))(W§{3,2n*(t))(w?f{3,3n*(t))

Cs) + W), (2.6.3)
o def .
ot W = [wi g, Wi, (Wio ® W34y ®Wig3),..., (Wi3; ®Wj 5, ®Wi33)]". Nous avons toujours
Wyvvor < arg{ min  W'RyW)=arg{ min W'RaW). (2.6.4)
W;CHR = W;CHR =f

2.6.3 Interprétation GSC

La minimisation avec contraintes (2.6.4) peut aussi étre transformée en minimisation sans

contrainte par l'interprétation GSC. En appelant : w; un vecteur tel que W]Ic{ s=1et Byp def

[ui,..,un-1], les contraintes (2.6.2) sur Wy, sont équivalentes a

wio = W;-Biowai10, Wi1,1=-BigWa11,
w30,1 = —B1,0We3,0,1, W302=-B1oWs302, W303=-B1,0Ws303
w311 = —-Biowa3i1, W312=-Biowazi2, W313=-Bi Wu313
w321 = -Bi1owa321, W322=-Bl(Wa322, Wi23=-Bj Wi323
w331 = —BioWa,3,3,1, W3.32 = —Biowa,3,3,2, W3,3,3 = —Biowa,s,:z,s-
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Puisque :

[(BroWaz3,0,1) ® (BroWas,0.2) ® (B1owa,s03)]" (x(1) @ x() ® x(t))
H H H
= (Wy3012(t))(Wa5022(t))(Wa3032(1))
= (Wa’37071 ®Wy302® Wa7370,3)H(Z(t) ®z(t) ® z(t)),
et de méme pour ¢ = 1,2,3 avec z(t) def Bf{ox(t), la minimisation sous contrainte (2.6.4) est

équivalente a la minimisation sans contrainte :

Wa opt = arg{1pin < Elw{x(t) - W, Z(t) >}, (2.6.5)
ou :
Wq def [Walvo, Wz;l’l, (Wa301®Wq302® Wa,g,o,g)T, s (Wa 331 ®W5332® Wa,3,3,3)T]T
et
Way f [Wg,l,o?WaT,1,17W£3,0,17W£3,0,27W3,3,0,37 -~-7W£3,3,17W§,3,3,27W£3,3,3]

ol nous imposons aussi [Wg 34111 = [Wae3,42]1 =1, ¢=0,..3, pour assurer I'unicité de W, .
Ce probléme de minimisation (2.6.5) s’écrit sous la forme :
~ 3 o~ Hpy o~ ~H
Way opt = arg{rv%un W, R:W, — 2Re[W, R; ,w¢]}, (2.6.6)
ar,

qui n’a pas de solution analytique contrairement au beamformer de Volterra du troisieme ordre que
nous avons présenté précédemment. Cette minimisation sans contrainte (2.6.6) est un probleme non
convexe qui ne pourra donc se résoudre que par un algorithme de type itératif. Nous pourrions par
example utiliser une méthode de minimisation alternative. Ainsi pour la structure partielle L-C(0),

nous pourrions alternativement considerer les trois minimisations :

min  WIR;W, - 2Re[WI Rz ,wy], (2.6.7)
Wa,1,0,Wa,3,0,1

min  WIR:®, - 2Re[WH R ,wy], (2.6.8)
Wq,1,0,Wa,3,0,2

min WY R:W, - 2Re[WI Rz ,w], (2.6.9)

Wa,1,0,Wa,3,0,3
dans lesquelles, les arguments de chaque minimisation sont injectés dans la suivante et cela de fagon
itérative. Notons que chaque minimisation est une minimisation quadratique classique qui nécessite
une inversion d’une matrice de taille NV — 1. Cette approche n’a pas été traitée dans ce travail de
these et pourrait étre 'objet de travaux ultérieurs.

La sortie du récepteur GSC sera :

H ~ ~ H
y(t) = Wf X(t) - Wa,optz(t) = Wf X(t)
= (Wi 102 + Wi 12 (1) + (Way 3,00 ® Way 3,02 ® Way303) " (2(t) @ 2(t) @ 2(t))

ot (Wagp 3,31 ® Wy, 332 ® Way, 333)" (27 (1) @ 2" (1) @ 2° ()] (2.6.10)
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FIGURE 2.21 — Structure GSC équivalente du beamformer MVDR complexe de Volterra & complexité linéaire.

H
Bi)

Dans le cas particulier N =2, z(t) et wg 344, ¢=0,..,3, i =1,2,3 sont scalaires et

(Wa73’071 ®Wq3,02® Wajgyoyg)H(Z(t) ® Z(t) ® Z(t)) = (1 x 1 x wa’3,073)z3(t).

La minimisation (2.6.5) est donc équivalente a celle du récepteur GSC classique 2.1.

2.6.4 Calcul de SINR

Nous avons ici la décomposition orthogonale

y(t) = s(t)+(w}{{n(t)—ﬁ7H BHﬁ(t));

Qopt

D’ou le SINR en sortie du récepteur GSC de la méme maniere que le calcul de SINR présenté au
paragraphe 2.3.4 :

Ts

SINRMvDR = = ~ ~ :
wJ{{Ran + Wi BHR;BW,,,, - 2Re[W[ BHR; ,w;]

(2.6.11)

2.6.5 Comparaisons avec le beamformeur de Volterra a complexité cubique

Nous donnons ici quelques éléments de comparaison de ce beamformer a complexité linéaire

avec le beamformer précédent.

2.6.5.1 Comparaisons de complexité

Pour le récepteur de Volterra MVDR a complexité cubique nous avons une minimisation
quadratique avec solution analytique sur Wo € CN2 avec N, = 2(N - 1)(2N? - N + 3)/3. Par
exemple :

N=2,0onaN, =6,

N=3, onalN,=24,

N=4,0ona N, =62,

N =5,0na N, =128,

N> 1,0na N, ~ (4/3)N3.

Pour le récepteur Volterra MVDR a complexité linéaire nous avons minimisation sans solution

analytique (donc tres colteuse en temps calcul) sur VNVa’L e CNr, (VNVaIL désigne le vecteur W,, privé
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des composantes égales a 1'unité pour assurer 1'unicité) avec N,, = 2(N - 1) +4[3(N - 1) - 2]. Soit
par exemple :

N=2,ona N, =N,=6,

N =3,ona N, =20,

N =4,o0na N, =34,

N =5,0ona N, =48,

N >1,ona N, ~12N.

2.6.6 Sous optimalité et vitesse de convergence

Les contraintes (2.6.1) imposées aux vecteur W, vont probablement entrainer une dégradation
du SINR par rapport au beamformer de Volterra MVDR a complexité cubique.

Par ailleurs la vitesse de convergence de ’apprentissage sans doute plus rapide par rapport au
beamformer de Volterra MVDR & complexité cubique, car il y moins de coefficients & estimer. Ces

points pourraient aussi faire 'objet de travaux ultérieurs.

2.7 Conclusion

Le beamformer MVDR complexe de Volterra au troisieme ordre, correspondant a une structure
de beamformer MVDR, Widely Linear Cubic, a été étudié et analysé dans ce chapitre, pour la
réception d’un SOI de forme d’onde inconnue, mais de vecteur directionnel connu, corrompu par
une interférence potentiellement non gaussienne et/ou non-circulaire. Des structures partielles de
ce beamformer telles que MVDR Linear-Cubic ont été considérés aussi dans ce chapitre. Les
beamformers MVDR Linear-Cubic et WL-Cubic sont respectivement les extensions au troisieme
ordre des beamformers classique de Capon et WL MVDR;, permettant de prendre en compte le
caractére non gaussien et /ou le caractére non-circulaire de U'interférence jusqu’au sixieme ordre. Ces
beamformers ne nécessitent aucune information a priori sur I'interférence, ce qui les rend adaptés
aux opérations de contrdle du spectre dans un contexte de signaux circulaires ou non-circulaire et
non gaussiens. Chacun des ces beamformers possede une structure GSC équivalente, permettant
une implémentation adaptative a complexité réduite a partir de 'extension de ’algorithme SMI.
Une étude analytique des performances de quelques structures du beamformer MVDR complexe
de Volterra au troisieme ordre, L-Cubic et WL-Cubic, en présence d’une seule interférence a
été présentée pour N = 2 antennes. Il a été démontré, en fonction des statistiques du second,
quatrieme et sixieme ordre de l'interférence, que d’une part certaines structures du beamformer
MVDR complexe de Volterra au troisieme ordre surpassent le beamformer classique de Capon
pour des interférences circulaires, non gaussiennes; d’autre part certaines structures surpassent
le beamformer WL MVDR; pour une interférence non-circulaire, non gaussienne. Dans certains

cas, quelques beamformers MVDR complexe de Volterra du troisieme ordre éliminent l'interférence
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sous condition que son module du coefficient de corrélation spatiale, «, avec le SOI n’approche pas
I'unité ; et ainsi délivrent un SINR en sortie élevé correspondant au cas d’absence d’interférence.
Cette situation s’observe particulierement pour une tres forte interférence BPSK ou QPSK non-
filtrée ou bien pour une interférence de Bernoulli trés impulsive, d’ou le grand intérét de notre
beamformer non-linéaire. Dans toutes les situations considérées, le beamformer WL-Cubic MVDR
a structure complete ne peut présenter des performances dégradées par rapport au beamformer
classique de Capon et WL MVDR;. Enfin une solution sous optimale & complexité linéaire a été

introduite dont ’étude pourrait faire ’objet de travaux ultérieurs.
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Chapitre 3

Beamforming et filtrage de Volterra
complexe MMSE
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3.1 Introduction

Nous avons introduit au chapitre 2 un nouveau beamformer de type MVDR, c’est a dire qui
fournit une estimation sans biais §(¢) du SOI s(t) et de variance minimale dans la classe des fonctions
polynomiales complexes d’un degré fixé M. Celui-ci n’utilise aucune information statistique sur ce
SOIL. En s’inspirant du beamformer dit MVDRs ou MMSE introduit dans [22, 24] qui est une
extension du beamformer WL MVDR [21] qui lui utilise des statistiques d’ordre deux du SOI, nous
présentons dans ce chapitre une extension du beamformer de Volterra MVDR, complexe introduit au
chapitre 2 sous la forme d’un beamformer de Volterra MMSE ou MVDRjy complexe qui utilisera lui
des statistiques d’ordre M maximum du SOI. Nous généralisons ici les notions de vecteur directionnel
étendu, de décomposition orthogonale et de SINR en sortie de beamformer que 'on relira a la MSE
qui ont été introduits dans [22, 24].

Le cas particulierement important d’un seul capteur que nous appellerons filtrage de Volterra
MMSE sera étudié en détail. En effet il est maintenant bien connu que 'une des propriétés les plus

importantes d'un filtre WL [68] est sa capacité a rejeter une interférence rectiligne (BPSK, ASK)
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ou quasi-rectiligne (MSK, GMSK, OQAM) co-canal & partir d’une seule antenne (concept de single
antenna interference cancellation ou SAIC), permettant la séparation de deux utilisateurs a partir
d’une seule antenne [89, 20, 54]. L’efficacité de ce concept, conjointement a sa faible complexité
expliquent pourquoi il est opérationnel dans la plupart des portables GSM, permettant des gains tres
significatifs pour la capacité des réseaux GSM [54, 59]. Toutefois, comme expliqué dans [95, 58, 74],
des extensions et renforcements du concept SAIC sont requis pour certains nouveaux standards
tels que VAMOS, une évolution du GSM standardisée récemment [65]. Un besoin similaire est aussi
requis pour traiter 'interférence entre porteuses pour les réseaux utilisant la forme d’onde multi-
porteuses FBMC-OQAM, candidate prometteuse pour les réseaux mobiles 5G [100]. Nous allons
montrer ici qu’un filtrage de Volterra MMSE complexe du 3eme ordre permet une amélioration de la
technologie SAIC basée sur un simple filtrage WL, car cette structure exploite la non gaussiannité et
les non-circularité d’ordre 2, 4 et 6 des signaux, contrairement au filtrage WL qui n’exploite que la
non circularité d’ordre 2. Les gains en performance obtenus dépendent de différents parametres tels
que les constellations, les phases, les puissances et I’asynchronisme des signaux. Nous verrons enfin
que ce filtrage de Volterra MMSE complexe du 3éme ordre a la capacité de séparer deux signaux
de constellations QPSK synchrones et de phases quelconques mais de puissances différentes recus
par une seule antenne, sans avoir a démoduler les deux signaux grace a l'effet de discrimination
d’amplitude.

Notons que les rares travaux analysant la capacité des filtres de Volterra complexes a rejeter
une interférence correspondent a [15, 25, 85]. Alors que [15] traite des filtres de Volterra complexes
d’ordre M pour la détection et I'estimation en contexte non-gaussien avec une application a la
réjection d’interférence pour M = 2, [25, 85| concernent I’analyse des filtres de Volterra complexes
d’ordre 3 pour la réjection d’interférences. Néanmoins, [25] se limite a des réseaux CDMA alors que

[85] considere du beamforming avec au moins 2 antennes.

3.2 Hypotheses et formulation du probleme

3.2.1 Hypotheses

Nous reprenons ici les hypotheses du modele (2.2.1) du chapitre 2 ou le signal d’intérét (SOI)
s(t) est une modulation linéaire et ol nous supposons que le canal de propagation est & un seul
trajet. Avec une parfaite synchronisation fréquentielle et temporelle par rapport au SOI, I’envelope

complexe x(t) en sortie d’antenne s’écrit sous la forme :
x(t) = ps ) apv(t - kT)s +n(t), (3.2.1)
k

ol ay, est une séquence de symboles identiquement distribués centrés de constellation soit rectiligne,
soit circulaire du second-ordre et symétrique par rapport a l'origine dans le plan complexe. T est

la période symbole, v(t) est la réponse impulsionnelle d’un filtre tel que r(t) def v(t) ® v (~t) est
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un filtre de Nyquist en cosinus surélevé, u, est 'amplitude du SOI. Nous obtenons les enveloppes

complexes échantillonnées au rythme symbole en sortie de filtrage adapté a 'impulsion v(t) :
Xk = ,U,sakT(O)S +ng, (3.2.2)

ol nj supposé stationnaire, désigne les échantillons au rythme symbole en sortie de filtrage adapté,

associé au bruit total n(t).

3.2.2 Formulation du probleme

Le probleme considéré ici est la détection des symboles a; a l’aide des observations xj en
utilisant un critere MMSE. Naturellement I'estimée y; de aj selon le critere MMSE est ’espérance
conditionnelle y; = E(ag|xy), qui dans le cas d’une distribution conjointe de (ay,Xy) respectivement
gaussienne circulaire ou non circulaire devient linéaire ou WL en xy, [68]. Mais pour des distributions
de (ax, X)) non gaussiennes, cette espérance conditionnelle devient non linéaire en x;. Or celle-ci
est impossible & obtenir car en pratique la distribution de (ag,xj) est inconnue.

Pour cette raison, nous considérons dans ce chapitre une approximation de cette espérance
conditionnelle a travers I’analyse d’une classe particuliere de filtres non linéaires correspondant a
des filtres de Volterra complexes (VC) introduits pour la premiere fois dans [15] et [16] dans le
contexte général de la détection et de I'estimation. Le modele général sans mémoire de ce filtrage

invariant dans le temps de Volterra complexe d’ordre M est défini par :

S H(o(meq) o xo
Y= D Y Wima(xp Y exi?), (3.2.3)
m=0 q=0

ou nous avons utilisé le produit de Kronecker symétrique @ (introduit dans [25]) entre deux vecteurs
identiques, plutot que le produit de Kronecker standard ® pour éviter les termes redondants. Pour
wo,0 = 0, (3.2.3) définit un filtre WL [68] pour M =1 et un filtre linéaire quadratique complet [17]
pour M = 2.

Le probleme consiste donc a trouver le filtre (W, q)o<m<n, 0<g<m de Volterra complexe d’ordre

M qui minimise la MSE entre y;, et ag.

3.3 Beamforming de Volterra complexe MMSE

3.3.1 Filtre de Volterra complexe

Le beamformer complexe de Volterra (3.2.3) peut étre écrit sous la forme compacte suivante :

yp = WXy, (3.3.1)
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W10 Xk
W11 X},
W20 Xk O X
W21 Xk ®X]:
* *
. def | W22 ~  def X, ©X
w = et X = k= k (3.3.2)
WML0 X QX O ... 0 X
W1 (Xk®...®Xk)®XZ;
| Wz M | X, 0X,0..0%; |

est le wvecteur d’observation augmenté [25]. Le beamformer de Volterra complexe d’ordre M

correspond au filtrage W qui minimise le critere :
MSE(W) = Elay, - w/%,°.
Ce filtre est classiquement donné par :
Wve-muse = Rz'r0, (3.3.3)

N def ~ ~ def ~ . ..
ou: R; = E(xkxf et rz, = E(xka,:). Notons que contrairement aux cas linéaires et WL du

beamformer MMSE [23] ou respectivement :

-1 -1
WL-MMSE = Ry Ty o et wwi-mmse = Rz Tz,

ot R, E(xpx) et ryq def E(xxa), Rz def E(xpx) et rzq def E(xpa}) avec %, = [x;,x]7,

pour lesquels :
Ty.a = Ms,aS et I'za = Ms,aSy,

avec figq def psElaz|r(0) et s, def [sT,7:s"]T, nous avons ici :

Iza = Ms,agna (334)

dont les deux premieres composantes de S,, sont s et y;s* ou :
2
det E(ag)
a = 2
Elag|
est le coefficient de non-circularité au second ordre des symboles ay. Le vecteur S,, qui joue le role
de wecteur directionnel étendu, dépend maintenant de s, et de statistiques de ap et nj d’ordres

inférieurs ou égaux a M. Avec ces notations, ’équation (3.3.3) nous donne :
~ 1~
WYC-MMSE = Hs,aRz Sn. (3.3.5)

Notons qu’en pratique Rz et rz , ne sont pas connus et doivent étre estimées a ’aide d’une séquence
d’apprentissage corrélée avec les symboles SOI, en utilisant une approche moindre carrée. Un

exemple de vitesse d’apprentissage sera donné au paragraphe 3.4.6.4.
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3.3.2 Cas particulier de symboles a; réels

Il faut noter que les composantes du vecteur d’observation augmenté (3.3.2) Xj peuvent étre

1

X

~ k
Xk=[ ,*].

Xk

Par conséquent ’estimé VC-MMSE y; de a; peut étre interprétée comme une estimé WL-MMSE

représentées sous cette forme :

de a; a partir de ’observation X;C et donc 'estimé VC-MMSE hérite des propriétés remarquables de
lestimateur WL-MMSE [68]. En particulier, dans le cas de symboles SOI a; & valeurs réelles, bien
que l'observation complexe x;C soit complexe, l'estimé y; donnée par (3.3.1) est a valeurs réelles.
Cette propriété s’étend aux structures de filtrage de Volterra complexe partielles des que le
nouveau vecteur d’observation augmenté Xj contient un sous ensemble de termes de Xj (3.3.2)
de la structure complete, tel que les termes de X;, sont aussi les termes de Xj, par exemple X; =
[x;‘f, ka , x;{@ka ]. En effet dans ce cas, il existera une matrice de permutation P telle que X; = PX;,
et yp = rg’a[Rgl]Tiz avec [R;1]7 = [R;']" = PR;'PT et rga = ré{aPT. Puisque PT = P*, g est &

valeurs réelles.

3.3.3 MMSE

L’erreur quadratique moyenne minimale obtenue par le beamformer MMSE de Volterra

complexe (3.3.3) est donnée par :

f ~ _

MMSE “' MSE[®vo-avise] = 7o - 12 Ri'rz 0, (3.3.6)

ou m, def Elag|?. Si certaines composantes du beamformer de Volterra complexe d’ordre M
a structure complete (3.2.3) sont supprimées, nous obtenons différentes structures partielles.
L’augmentation de l'erreur quadratique moyenne minimale Avyc_ynvsg obtenue par de telles
structures partielles peut étre déterminée en partitionnant X, en composantes conservées Xy

et supprimées X ;. En appliquant la lemme d’inversion matricielle sur la matrice de covariance

R- - Rﬂ?u Rilz
| RE Ry, |

12

augmentée et partitionnée :

I’augmentation de 'erreur quadratique moyenne minimale obtenue par le beamformer de Volterra
complexe d’ordre M qui utilise seulement une partie Xy, de l'observation augmentée, est donnée

par :

- - -1 -
AVC—MMSE = (I'g;’a—I'gl,a].:{~1 leg) (R;CQQ—RH R~1 R;cu) (I‘gz,a—RH R,~1 I'jha) > 0. (337)

11 127 %11 127 7211

Par suite, le terme Xp ) n’apporte aucune information supplémentaire (Avc-mmse = 0) si Xop

est décorrélé a la fois de a; et de X; ;. Un exemple d'une telle situation est le cas de signaux
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centrés a distribution symétrique par rapport a l'origine dans le plan complexe ol les termes X; j,
et Xpj regroupent respectivement les termes d’ordre m impairs et pairs de Iexpression (3.2.3).
En conséquence dans la suite de notre développement, uniquement les beamformers de Volterra
complexes tel que M est impair et contenant seulement des termes d’ordre m impair sont considérés.

Par contre si X; j rassemble seulement les termes (zy,x;) et Xaj les termes impair d’ordres
supérieurs, tous les termes Xy sont corrélés avec a la fois aj, et X;; et donc contribuent a faire
décroitre la MMSE par rapport a celle du filtre WL-MMSE. Cela prouve les meilleurs performances
en terme de MMSE de tout filtre de Volterra complexe de structure partielle d’ordre M avec
seulement des termes d’ordres impairs par rapport au filtre WL-MMSE.

3.3.4 Décomposition orthogonale et SINR

Pour mieux comprendre le comportement de nos filtres de Volterra complexe MMSE et pour
le comparer a celui du filtre WL-MMSE, nous étendons l'interprétation de ce dernier, introduite
dans [24] en remarquant que tous les termes de Xj contiennent une composante SOI au travers de

sa décomposition orthogonale :

ik = Qg (I:—:,zz) +Tk = akusr(O)é'n +’fk. (338)
a

Cela implique que les différents termes de la forme a,(gm_Q)an

en relation avec a; qui composent
I’observation augmentée X; peuvent apporter de I'information supplémentaire & propos de ay. Cela
généralise le filtrage WL-MMSE ou le terme a; de Xj, apportait de l'information dans le cas de
symboles réels ay. Cette décomposition (3.3.8) permet donc d’étendre la notion classique de SINR

en sortie de tout filtre de Volterra complexe W :

‘ rm a’2

SINR(W) = ',

(3.3.9)
ou R~ E(lklkH ) est la matrice de covariance de la composante i de Xy, (3.3.8) qui rassemble tous
ses termes non corrélés avec le symbole SOI ay.

11 est aisé de démontrer que les filtres W de Volterra complexe qui maximisent le SINR (3.3.9)

sont les filtres colinéaires a Rg_lri,a. Appliquant le lemme d’inversion matricielle a
. -1, _H
R; =Rz -7, Tialz,

déduit de la décomposition orthogonale (3.3.8), il est aisé de vérifier que R;_lr@a et R;flria sont
colinéaires. En conséquence les filtres de Volterra W qui maximisent le SINR (3.3.9) sont colinéaires

a Wyc-MMsE (3.3.3). La valeur maximum du SINR (3.3.9), dénotée MSINR est donc donnée par :

-1 H -1
g Tz R~ Tia

1- 7r‘1HR Tia

MSINR = —I‘~ R Tiq = (3.3.10)
Ta
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Par ailleurs, il est aisé de démontrer & partir de (3.3.8) et (3.3.9), la relation générale suivante

reliant la MSE et le SINR & la sortie y;, d’un filtre de Volterra complexe arbitraire W :

|‘7‘7Hr56,a|2

- .
" 7.SINR(W)

MSE(W) = 7, (3.3.11)

Nous déduisons a partir de (3.3.11) que le filtre de Volterra complexe W, qui minimise MSE (W) sous
la contrainte W r;q = T, est aussi le filtre de Volterra complexe qui maximise SINR(W) sous ses

mémes contraintes. Cela démontre que sous la contrainte W

Iz, = T, la minimisation de la MSE
et la maximisation du SINR sont des criteres équivalents. Cela donne une interprétation physique
au SINR (3.3.9) en terme de minimisation de la MSE. Sans cette contrainte, (3.3.11) montre que la
minimisation de la MSE n’est plus équivalente a la maximisation du SINR (3.3.9), mais Wyc-MMSE
qui minimise MSE(W), maximise aussi SINR(W), mais n’est pas le seul.

En utilisant I'expression (3.3.6) du MMSE dans le deuxi¢me terme de (3.3.10) on obtient la
relation MMSE = -

de Volterra complexe qui maximiserait le SINR (3.3.9) sous la contrainte W

Cette valeur est a comparer a la valeur de la MSE du beamformer

Hr§;7a = m,, appelé

MSE(Wvc-MvDR,) par analogie avec le beamformer MVDRy introduit dans [24] :

s s

MMSE = a4 < a4
5 1+ MSINR ~ MSINR

= MSE(®vC_MVDR, )- (3.3.12)

Finalement bien qu’utilisé dans un contexte de détection de symboles et non d’écoute comme
pour les beamformers classiques MVDR [11], WL-MVDR introduit dans [21] et MVDR de Volterra
(introduit au chapitre 2), le SINR commun aux beamformers de Volterra complexes MMSE et
MVDRs peut étre comparé aux SINRs des beamformers précédents ainsi qu’au beamformer WL-
MMSE. En effet si nous considérons que tous ces beamformers sont définis par la minimisation
d’une puissance de sortie W R;W sous différentes contraintes linéaires sur W, nous avons par le

principe d’inclusion sur cette contrainte :

SINRMvpR € SINRwL-MmvDR < SINRwr-MmMsE < SINRwr-MmsE, = SINRyc-MMSE (3.3.13)
SINRvyc-mvpr < SINRyc-mmse = SINRyc-MvDR, - (3.3.14)

Notons que cette derniere relation s’applique aux beamformers de Volterra complexes a structures

completes ou partielles identiques.
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3.3.5 Beamformer et filtrage de Volterra complexe MMSE d’ordre 3

Pour des raisons de complexité nous nous limiterons ici au beamformer de Volterra complexe
MMSE d’ordre M =3 a termes m d’ordres impairs 1 et 3 suivant :

L
—_—~

y(t) = wioxp+wiixp +wilo[x, 0 xp 0 x5 ] + Wi [(x1 @ %1) ® X7 ]

WL C(0) c(1)

+ wiblx, @ ((xp o xp)] + wik[x) o x;, 0 x;,] < W%, (3.3.15)

Cc(2) C(3)
Un tel filtre est dénoté par WL-C(0,1,2,3) et des filtres a structures partielles ne retenant que
certains termes cubiques de (3.3.15) dénotés WL-C(i), WL-C(i,7), (¢,7) € {0,1,2,3} peuvent aussi
étre étudiés. On peut aussi s’intéresser a des filtres de structures partielles ne contenant pas le terme
linéaire conjugué, dénotés L-C(i) et L-C(i, j).
Notons que notre formalisme inclut le cas particulier d’un seul capteur N = 1, pour lequel nous

obtenons le filtrage de Volterra complexe d’ordre 3 défini par :

L
—
Y = W o Tk AW 1 Tf + w§70x2 + w§71xix,’; + w§72xkxi* + w§73xi* O FI%,. (3.3.16)
—_— ) —
WL a0 (1) c(2) C(3)

3.4 Analyse des performances du beamformer et du filtrage de
Volterra complexe MMSE d’ordre 3

3.4.1 Modele d’interférence et statistiques

Nous considérerons ici le cas ou le bruit total n(t) est constitué d’une seule interférence
cocanal (CCI) j(t)j de modulation linéaire de méme débit symbole que le SOI avec un canal de
propagation monotrajet et d’un bruit de fond ng(t) centré, gaussien circulaire blanc temporellement

et spatialement, indépendant du CCI. Par suite :
x(t) = ps Y apo(t — kT)s + i’ Y bo(t - kT - 7)j +ng(t), (3.4.1)
k k

ou uj, ¢, T et j, représentent respectivement le module, la phase et le retard par rapport au SOI
et le vecteur directionnel du CCI. b est aussi une séquence de symboles identiquement distribués
centrés de constellation soit rectiligne, soit circulaire du second-ordre et symétrique dans le plan
complexe par rapport a 'origine, identique a celle des symboles a; du SOI. Par suite en sortie de
filtre adapté, (3.4.1) devient :

X = psagr(0)s + pje? Y br((k-0T -7)j+ng,, (3.4.2)
l

106



oll ng, est une suite stationnaire de variables aléatoires gaussiennes centrées circulaire telle que
E(ngkngk) = 1n2In. Nous appelons a;, et by (7) les symboles ay, et les termes Y., bpr((k—-€)T - 1),

normalisés tels que E|a/§€2 = E|b;€2(7)| =1. Sous ces hypotheses, (3.4.2) prend la forme suivante :

X = /T3S + /7520, (T)j + ng, (3.4.3)

ot my & pimar?(0) et def ,u?wb(Zn r2((k-n)T - 1) (avec m, def ElaZ]| et m © E|b |) sont les
puissances respectives du SOI et du CCIL. Notons que puisque r(t) est réel, les termes by (7) sont
aussi a valeurs réelles lorsque les symboles b, sont réels. De plus remarquons que pour des symboles
by circulaires du second ordre, I'expression b) (7) est aussi circulaire du second ordre.

Nous aurons besoin au paragraphe 3.4.4 des moments du 4ieme et 6ieme ordre du SOI et du

CCI. Nous utiliserons les notations et les relations suivantes pour des symboles réels :

Kj ©B®B () = E(b )ng +6[E(b7) kagr,%r? (3.4.4)
X def E(b), (7’)) E(b )ZW +15E(b )E(b )kzzer r?+90 E(b )] %:gr rkrg (3.4.5)

et ks E(a}) et xs def E(a%), ot def r(kT - 7)/\/m ¢ r2({T — 7). Et pour des symboles
circulaires du second-ordre et symétriques dans le plan complexe par rapport a l'origine, nous

utiliserons les notations et les relations suivantes :

def 4
Kje = Elb, (T)|=E|b§|zr§+4[E|bz|]2zr,3rg (3.4.6)
k<t
Kime1 S B(b' (7)) = B(b} )Zw (3.4.7)
def
Kine2 S B0 (T)]) = B(bIb: I)Zw (3.4.8)
Xie & B (r)| = Epg |Z7“L; +ORIBZIBILE S v + 36[EIB2 S vz (3.4.9)
k+£ i<k<l
def
Xjmed = B@(r)) =B} )ZW (3.4.10)
def
Xjme2 = B ()b (7)) = B I)Zw + SE(b)E[| Y rirt (3.4.11)
k=4
def 2 4
Xnea ' BOL I = BOL) Tr¢ + EGOER] X rirf. (3.4.12)
k=l

Notons que pour les constellations 4M? MAQ et 2M PSK de symboles, celles-ci sont invariantes par
rotation de /2, ce qui implique : Kjne2 = Xjnel = Xjne,3 = 0. Nous aurons aussi besoin des mémes
déﬁnitions pour le SOI : kg, def E|a§€4| Ksne,1 def E(ay, ) Ksne,2 def E(ay, ;{:2|), Xs,c def Elaj.’|,

def def
X5"01 - E( ) Xs,ne,2 S E( |) et Xs,nc,3 _e E( |)

107



3.4.2 Vecteur directionnel étendu

Le vecteur directionnel étendu §,, défini en (3.3.4) peut se décomposer dans le cas d’une seule
interférence :
S, =S +8; +5,,

ou le vecteur § ne dépend que du vecteur directionnel et des statistiques d’ordre 2 et 4 du SOI :

S
* ok
VaS

TsKsne2(S@s©s)

w}
[

) 3.4.13
Tshsc((s@s) ®s™) ( )

Tsks neo(s® (s* @8™))

s,nc,2

* * * *
| Tshinci(sT @8 @8") |
Ol K¢, Ksne,1 €6 K ne2 se réduisent a kg dans le cas de symboles SOI réels. s; dépend des statistiques

d’ordre 2 et des vecteurs directionnels du SOI et du CCI. Il est défini par :

0

- we(sejoj)+(jesej)+(jejos)]
(sej)@j)+((os) @i ) +rime((joj) ®s")
e (se(jFoi)+n(e (st oj ) +r(e (*es*))
| e P (s" e @i )+(T @st @) +(j* 0j" @s)] |

: (3.4.14)

ou v, est le coefficient de non-circularité du second-ordre des symboles by. Puis §,, est une

composante bruit de fond seule, ou par exemple pour N =2 :

0
0
_ 0
Sng =12
Sq +Sp
S¢ +S4

0

N T T T
ou Sq = [81707327070782] y Sp = [31707075170732] y  Sc = 7;[3170707075T785] et

sa="7[s5,55,0,0,0,55] avec s = [s1,52]7 et pour N =1:

gng =12

S NN O O O
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3.4.3 Optimalité de structures partielles

Nous allons ici traiter de structures partielles permettant de simplifier le beamformer de Volterra
complexe d’ordre 3 de structure compléte (3.3.15). Pour cela, nous allons évaluer les pertes de
performance obtenues dans quelques scénarios de constellations de symboles SOI et CCI pour
quelques structures partielles WL-C(q1), WL-C(q1, ¢2), L-C(q1) et L-C(q1, g2)-

Dans le cas de symboles ai et by de constellations QPSK ou MAQ16, considérons la structure

partielle L-C(1,3). En partitionnant Xj, en

X, X,
~  def " ~  def
Xe1 = | (x5 0xE) ® X et Xpo = X, 09X, 00Xk |,
* * * * *
X, @ X}, @ X}, X ® (x; @)
nous avons

E[Xi2a;] =0 et E[X/,%1]=0,

puisque
(ap +br+nik)*
E (ak + by + 14 5)° ap|=0
(ag + by +mn; k) (ak + by + 1y )"
et
(ag +bp+nik)”
E (ag + by +nip)°

(CLk + bk + ni,k)(ak + bk + ni’k)’@

((ak + b +nip)*, (ag + b +ni ) (ag + bg + nik)*?, (ag + by + ni,k)g)] =0,

ou (n;x)i-1,..N désigne une composante du bruit de fond ng,. Par suite la structure partielle L-
C(1,3) sera optimale (sans perte de MMSE par rapport a la structure complete) dans ce scénario.

Par ailleurs alors que le terme conjugué x; n’apporte pas d’information par rapport au terme
linéaire x; dans tous scénarios circulaires du second ordre, nous remarquons que ce terme X;
apporte de I'information au terme linéaire-cubique des structures partielles L-C(0) et L-C(2), mais
n’en apporte pas par rapport aux structures partielles L-C(1) et L-C(3). Par suite les structures
partielles WL-C(0) et WL-C(2) ont un intérét, alors que les structures partielles WL-C(1) et WL-
C(3) n’en ont pas dans ce scénario.

Au contraire, dans le cas de symboles ap et by de constellations rectilignes, nous pouvons
démontrer qu’aucune structure partielle WL-C(q1), WL-C(q1, ¢2) et WL-C(q1, g2, g3) n’est optimale

par rapport a la structure complete. Nous illustrerons ces points dans le paragraphe 3.4.6.
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Enfin signalons que les structures partielles WL-C(0) et WL-C(3), d’une part et WL-C(1) et
WL-C(2), d’autre part, sont équivalentes dans tous les scénarios de symboles SOI et CCI, car

contiennent les mémes statistiques dans la matrice de covariance étendue Ryj.

3.4.4 Etude du SINR dans le cas du filtrage
3.4.4.1 Effet SAIC du récepteur WL pour symboles réels

Dans le cas d’un seul capteur (N = 1) pour des SOI et CCI a symboles réels, le SINR en sortie
d’un récepteur WL-MMSE est donné [20] pour une forte CCI (i.e., m; > 1) par

2ms
STNRwyr,  —= (1 - cos® ¢). (3.4.15)
712

La relation (3.4.15) montre que le récepteur WL-MMSE permet leffet SAIC grace a la
discrimination de phase entre SOI et CCI, mais le SINR (3.4.15) décroit quand le déphasage entre
le CCI et le SOI ¢ tend vers zéro.

3.4.4.2 Effet SAIC du récepteur de Volterra complexe d’ordre 3 pour symboles réels

Dans le cadre des récepteur de Volterra complexes d’ordre 3 a structures partielles ou complete,
le calcul théorique des SINR et de leur approximation pour fort CCI est trés complexe. Mais grace a
'utilisation de la Symbolic Math Toolbox de MATLAB (voir annexe C.1), nous avons prouvé que le
SINR & la sortie de tout filtre de Volterra complexe d’ordre 3 de structure WL-C(q1), WL-C(q1, ¢2),
WL-C(q1,¢2,,93) et WL-C(0,1,2,3) ¢; =0,1,2,3 s’écrit comme une faction rationnelle en 7; :

CLPTFJP + ...+ a1mj + ag

SINRwi_c = (3.4.16)

pr(';D-i- .. +blﬂ'j +b0 ’

ou P dépend de la structure particuliere du filtre de Volterra et les coefficients ag, .., ap, b, .., bp,
sont fonctions de s, 72, ks, Xs, Kj, Xj €t @.

En particulier, la valeur maximum de P est 4 pour les récepteurs WL-C(q) (¢ = 0,1,2 ou 3)
MMSE. Dans ce cas, nous avons prouvé les résultats asymptotiques suivants selon les valeurs de
X5~ /41]2- >0:

e Pour yx; - n? = 0 qui arrive d’apres 'annexe B.2 que si b (7) € {0,-1,+1}, qui en utilisant
(3.4.4) et (3.4.5) ne se produit que pour des CCI & symboles BPSK synchronisés (7 = 0) avec
le SOI.

az 27,

lim SINRw-c()=3° =" Vo (3.4.17)
T j—>00 3 772

e Pour x; - /ﬁ? > 0, i.e., pour des symboles CCI réels non BPSK ou non synchronisés avec le

SOI :
2ms
lim STNRyy,_c(q) = % = T (1 - cos? 9). (3.4.18)
Tj—>00 4 772
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La relation (3.4.17) montre que pour des symboles CCI BPSK synchronisés avec le SOI, ce CCI
est completement annulé quelque soit sa phase ¢ par rapport au SOI grace a une discrimination
d’amplitude entre SOI et CCI. Dans ce cas, le gain en performances par rapport au récepteur WL
MMSE (3.4.15) augmente avec ¢. Cette discrimination est généralement forte dans les systeémes
full-duplex [3]. Pour des symboles CCI non synchronisés avec le SOI ou non BPSK, en dépit de
Pabsence de gain apporté par le récepteur WL-C(q) MMSE par rapport au récepteur WL MMSE
pour de tres puissants CCI (7; — o0), nous monterons au paragraphe 3.4.6, qu’il est encore possible
d’obtenir des gains en SINR significatifs pour de puissants CCI.

Pour comparer les différentes structures partielles WL-C(q), ¢ = 0, 1,2, 3 pour des symboles SOI
et CCI de constellations BPSK, notre outil MATLAB (voir annexe C.1), nous a permis d’obtenir

les approximations suivantes pour mg > 12 et m; >> 19 :

SINRWL_C(o) = SINRWL—C(B)

R

2ms [(207@ +912) cos(2¢) + 2w cos(4¢) + 187, + 9] Ts

2 2 7Tj’
27, 12705 + 319) cos(2¢) + 275 cos(4¢) + 10w + 312 | 7
SINRwr-c(1) = SINRwL-c(2) » P [( ) cos(29) 772 (49) —.
J

Ce qui donne en moyennant (noté SINR) sur la phase ¢ du CCI par rapport au SOI :

_ 21, s s
STINRwi_c(0) = SINRwi_c(3) & — —[18”—+9]”—

T2 T2 5

— —_— 27TS Ts s
SINRWL—C(I) = SINRWL_C(Q) R " - [10a + 3] 7T_

J

Par suite les structures WL-C(1) et WL-C(2) fournissant les plus grandes valeurs de SINR sont
préférées aux structures WL-C(0) et WL-C(3).

Par ailleurs, pour ¢ = 0, pour lequel SINRwy, ~ 75/7; pour 7; — oo, nous avons prouvé que

(3- k)

2

lim SINRyy,_c(i)/SINRwr = 1+ (3.4.19)
TMj—>00

Ce qui est naturel car il n’y pas de gain par rapport au récepteur WL MMSE pour un CCI b (7)

de distribution gaussienne réelle pour lequel x; = 3.

Enfin, signalons que nos outils de calculs symboliques de 'annexe C.1, nous permettent d’évaluer
le SINR en sortie de tout filtre de Volterra de structure partielle en absence de CCI. Nous avons

obtenu ainsi en particulier pour 7; =0 :

(K2~ 6rs+9)e3

(xs —K2)e3+9(ks —1)e2 + 18e5+ 6
(K2 = 6rs+9)ed

(xs —K2)e2 +5(ks — 1)€2 + 6es + 2

SINRWL—C(O) = SINRWL_C(3) = 265+ > 268, (3420)

SINRWL—C(l) = SINRWL_C(Q) 2e5 + > 2657 (3421)

[\
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Par suite les filtrages de Volterra de structures WL-C(q) permettent d’augmenter le SINR par

rapport au filtrage WL MMSE (SINRw1, = 2¢5) pour des symboles SOI réels arbitraires. On retrouve

aussi que pour a variable aléatoire gaussienne centrée (ks = 3) ce filtrage de Volterra n’apporte

aucun gain par rapport au filtrage WL MMSE qui est le traitement optimal au sens de la MMSE.
Et en particulier (3.4.20) et (3.4.21) donnent pour des symboles SOI BPSK (ks =1, xs=1)

2
SINRwi-c(0) = SINRwi-c(3) = 265+ 5 Ei 5> 2 (3.4.23)
263
SINRWL—C(I) = SINRWL_C(Q) = 2e5+ e+ 1 > 265, (3424)
> SINRWL,C(O) = SINRWL,C@). (3.4.25)

60
50 -
40 -
o
3
o 30
z
H
0
20+
i ——WL-C(1)
.- —=—WL-C(0)
10 e e e WL B
Eal -- L
0 - | | | | |
0 5 10 15 20 25 30

e [dB]
s

FI1GURE 3.1 — SINR en sortie du filtre de Volterra MMSE en fonction du SNR d’entrée €5 pour SOI BPSK et en absence de CCI.

On observe sur la figure 3.1 des gains importants en SINR et donc en MMSE (d’apres (3.3.12))
par rapport au filtrage WL MMSE. Par contre nous verrons au paragraphe 3.4.6.2 que ces
beamformers de Volterra de structure WL-C(0) et WL-C(1) ne présentent aucun gain en probabilité

d’erreurs par rapport a un simple traitement WL.

3.4.4.3 Effet SAIC du récepteur de Volterra complexe d’ordre 3 pour symboles

circulaires d’ordre 2

Pour des SOI et CCI a symboles circulaires du second-ordre, nous avons aussi pu exprimer les
SINR a la sortie des récepteurs de Volterra complexe MMSE du 3éme ordre de structures WL-C et
L-C arbitraires a ’aide de fractions rationnelles en 7; Nous avons ainsi démontré :

ap7rP+...+a17rj+a0 GPWP+...+CL1’/TJ'+CL0

SINR;,_c = J et SINRwi,._c = J
L=C bp+17Tf+1+..+bl7I‘j+b0 WEL=C bp+17T]]-3+1+..+b17Tj +bo

(3.4.26)
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ou P dépend de la structure partielle cubique choisie et ou les coefficients ag, ..,ap, b, ..,bpy1 sont
fonctions de s, 12, Kjer Kjmeis © = 1,2, Xjer Xjne,is ¢ = 1,2,3, des mémes statistiques associées au
SOI et de ¢. En particulier pour les structures partielles L-C a 1 et 2 termes cubiques, les valeurs

de P sont respectivement 3 et 5 et nous avons démontré en particulier :

e Pour la structure partielle L-C(1), by =0 < xjc — /@?’C =0 < |b;.(7)| prend au plus les valeurs
0 ou 1; ce qui est réalisé en particulier pour des symboles PSK quelconques (et en particulier
QPSK) synchrones, avec les symboles SOI, mais également dans le cadre plus général d’un

modele de CCI non filtré a module constant, pour lesquels :

Ts

lim SINRy_¢(1) = = Vo, (3.4.27)

g - s + 212 ’
e Nous avons de méme pour la structure partielle L-C(3) et dans les mémes conditions :

lim STNRy, ) = - Ts

BT 3.4.28
j =00 bs  9ms + 101, ( )

Par suite la structure partielle L-C(1) est préférable a la structure partielle L-C(3).

e Pour la structure partielle L-C(1,3), le terme bg est tres complexe, mais pour Kjc = Kjne1 =
Xje = Xjme2 =1 €t Kjne1 = Xjne1 = Xjne,3 = 0, ce qui réalisé en particulier pour des symboles

QPSK synchrones avec les symboles SOI, nous avons

lim SINR;_¢(13) = = = -, V. (3.4.29)
=00 obs oM
Ce qui est le SINR d’un récepteur linéaire en absence de CCI.

La rel. (3.4.29) montre que pour des symboles QPSK synchronisés avec le SOI, le CCI est
completement annulé grace a la seule discrimination d’amplitude du CCI vis a vis du SOL
Pour des symboles non QPSK ou non synchrones, il est encore possible de bénéficier de la
discrimination d’amplitude CCI/SOI pour des CCI de fortes puissances comme nous le verrons

dans le paragraphe 3.4.6.

Enfin, 1& aussi nos outils de calculs symboliques de I’annexe C.1 nous permettent aussi d’obtenir
I’expressions suivante du SINR en absence de CCI pour des symboles SOI circulaires du second ordre

de constellations quelconques, pour une structure linéaire-cubique L-C(1) :

. . (ks —2)2€ S (3.4.30)
S O ERYCREE R

Par suite le filtrage de Volterra de structure L-C(1) permet d’augmenter le SINR par rapport au
filtrage linéaire MMSE (SINRy, = €5) pour des symboles SOI circulaires du second ordre. On retrouve
aussi que pour ay variable aléatoire gaussienne circulaire centrée (ks = 2), ce filtrage de Volterra
n’apporte aucun gain par rapport au filtrage linéaire MMSE qui est le traitement optimal au sens
de la MMSE.
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Et en particulier (3.4.30) donne pour des symboles SOI QPSK (ks =1, xs=1)

3

s > €. (3.4.31)

SINR;,_ =€+ 50—
L-C) = € €2 + Geg + 2

Par ailleurs pour un SOI circulaire du second ordre, de modulation a module constant de
constellation invariante par rotation de phase de m/2 (par exemple, QPSK, 8PSK...), i.e., vérifiant

les conditions suivantes :
fiic = Xs.c €t [Ksne1l’ = Xs.e, condition imposée par le module constant (voir (B.2.3) et (B.2.7))
Ksme2 = Xsme,l = Xsme,3 =0, condition imposée par I'invariance par rotation de phase de 7/2
I'expression du SINRp_¢ (1 3) en absence d’interférence prend la forme suivante :
* 4 2 7
[QRe{ﬂsvcﬂ&HC,le,nc,Q} ~Rge ™ |Xs,nc,2|] €s

+ [2/@3C - 2"53,(: + 2Re{/<cs7nc71><;nc72} - QRG{HS’CKS’HCJX;HQQ}] €d

+ 8&3}6 [Kse+1]€ +24Rgc [Kse + 3]t +4 [2&370 +6ks,c + 27] €3+ 72/4;370 + 12¢

SINRL_C 1,3 = . -
3 [2RG{HS,CHS7HC71XS,HC,Q} - K‘g,c - |X§,nc,2|:| ES +6 [H:ss,c - RG{HS,HCJXS,HC,Q}] Eg
+ 36k c(Ksc — 1)ed + T2(2k5c — 1)€3 + 12(4ks e + T)€2 + T2€5 + 12
(3.4.32)
Pour le cas particulier de SOI de constellation QPSK, (ks = Ksne1 = Xs.e = Xsne2 = 1), 'équation

(3.4.32) se réduit a :

16€2 + 96€? + 140€3 + 7262 + 126, 263 + 9€2 + 3¢ 2¢3
SINR; _ =2 s s $ ST T T e+ —5 >, (3.4.33
L-C(1,3) 7263 + 13262 + T2¢, + 12 9es +3 T ge+3 o (3433)
> SINRy,_c(1) (3.4.34)
60 T
—-=L-C(1,3)
——L-C(1)
50 - -- L 4
40 i
=
i)
w 301 -
g
Z
H
20 PP :
10 - /__,——"’/ |
0== “/“ I I I I I
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FIGURE 3.2 — SINR en sortie du filtre de Volterra MMSE en fonction du SNR d’entrée es pour SOI QPSK et en absence

d’interférence.
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On observe sur la figure 3.2 des gains importants en SINR et donc en MMSE (d’apres
(3.3.12)) par rapport au filtrage linéaire MMSE. Mais nous verrons au paragraphe 3.4.6.2 que
ces beamformers de Volterra de structure WL-C(0) et WL-C(1) ne présenteront aucun gain en

probabilité d’erreurs par rapport a un simple traitement linéaire.

3.4.5 Probabilité d’erreur symboles

Bien que le critere MMSE et par suite MSINR (grace a la relation (3.3.12)) semblent trés
pertinents pour évaluer les performances en terme de détection de symbole SOI, le véritable critere
de performance est la probabilité ou taux d’erreur symboles (SER). Nous allons ici nous intéresser a
la probabilité d’erreur symboles d’'un détecteur pseudo ML placé en sortie y;, de notre beamformer
ou filtre de Volterra complexe. Notons qu'un tel détecteur est sous optimal mais permet d’étre

implémenté sans la connaissance préalable des différents parametres 7y, m;, ¢ et j. A partir de
Yi = appsr(0)WH1S, + Wi, (3.4.35)

ol ay, et i sont noncorrélés, le détecteur pseudo ML, c’est a dire le récepteur ML d’observation y;

HTk est indépendant de a; et est centré gaussien

qui fait I'hypothese (fausse) que le bruit total W
circulaire est donné par :

@, = Argmin |y, — asal, (3.4.36)
acA
ol g def psm(0)W1TS,,, et se réduit & un simple détecteur de signe pour des symboles BPSK :

@ = Signe [Re (Wifg )] . (3.4.37)

La dérivation de la probabilité d’erreur symboles d’'un tel détecteur est compliquée parce que la

v

composante bruit total Wi, n’est pas de distribution gaussienne et n’est pas indépendante de

ar. De plus, notons que 'approximation gaussienne par le théoréme central limite peut ne pas

HY, est constitué d’une somme de variables aléatoires qui peuvent avoir des

étre justifié ici car w
variances de différents ordres de grandeur selon les valeurs respectives de 7, 7; et 12, comme nous
en verrons un exemple dans le paragraphe 3.4.6. C’est la raison pour laquelle nous aurons recourt
a des probabilités d’erreurs estimées par des expériences de Monte Carlo au paragraphe 3.4.6.
Enfin, nous comparerons cette probabilité d’erreurs a celles d’un récepteur théorique qui
connaitrait tous les parametres m, m;, ¢, 7, et j. Pour simplifier cette étude, nous considérons
le cas des symboles BPSK ou QPSK ou le CCI est synchronisée avec le SOI (7 = 0). Dans ce cas

(3.4.3) devient :
X = /TsQpS + | /Wjei¢bkj +ng,. (3.4.38)
Dans ce cas particulier la distribution de xj, est celle d’'un mélange de loi gaussiennes circulaires et

le détecteur MAP ou ML d’observation xj est donné par

X — a\/TsS — bre'® /|12
(_n ; e /T3l ) a0

2

ar = Argmax Z exp
acA
bkEB
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on A=8B={-1,+1} et A =B ={-1,+1,-i,+i} pour des constellation de symboles SOI et CCI
respectivement BPSK et QPSK.

On peut aussi comparer la probabilité d’erreurs du détecteur (3.4.36) & un détecteur conjoint
ou les symboles SOI et CCI sont de simples parametres inconnus :

g = Argae 4{ min_||xy — ay/7ss — be' /7|1 (3.4.40)
acA,beB

)

Nous illustrerons ces comparaisons de probabilités d’erreur au paragraphe 3.4.6.

3.4.6 Illustrations numériques

On désignera dans toute cette partie par SNR et INR, les rapports respectifs 75/n2 et 7 /n2.

3.4.6.1 Filtrage de Volterra complexe (SINR)

Cas de symboles SOI et CCI réels

Nous allons dans ce paragraphe illustrer et préciser les résultats du paragraphe 3.4.4.2. Dans
un premier scénario, la figure 3.3 représente pour des symboles SOI et CCI synchronisés et de
constellation BPSK avec SNR=10dB, les SINRs moyennés (SINR) en fonction de la phase ¢ du
CCI par rapport au SOI en sortie des beamformers de Volterra de structures partielles WL-C(0),
WL-C(1), WL-C(2), WL-C(3) et complete WL-C(0,1,2,3) ainsi que du beamformer WL MMSE en
fonction de I'INR. Les figures 3.4, 3.5 et 3.6 représentent le SINR en sortie des mémes beamformers

pour la phases respectives ¢ = 0, ¢ = 0m/4 et ¢ = w/2 du CCI par rapport au SOI.

° S a & ——Structure Compléte

10- . Lyl - - WL-C(1) i
s o WL-C(2)

9 WL-C(0) i
¢ WL-C(3)

L= ——WL i

7 \ \ \ I
5 10 15 20 25 30

INR [dB]

FI1GURE 3.3 — Comparaison des différentes structures partielles du filtre MMSE complexe de Volterra en terme de SINR.
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FIGURE 3.4 — Comparaison des différentes structures partielles du filtre MMSE complexe de Volterra en terme de SINR pour

¢=0.
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F1GURE 3.5 — Comparaison des différentes structures partielles du filtre MMSE complexe de Volterra en terme de SINR pour

¢ =m/4.
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FIGURE 3.6 — Comparaison des différentes structures partielles du filtre MMSE complexe de Volterra en terme de SINR pour

¢ =m/2.

Nous voyons sur la figure 3.3 que les SINR moyennés de tous les beamformers WL-C(0), WL-
C(1), WL-C(2) et WL-C(3) sont supérieurs au SINR moyennés du filtre WL avec un SINR moyenné
minimum pour INR » SNR, mettant en évidence Ueffet de discrimination d’amplitude. Nous voyons
aussi que les filtrages de Volterra de structures partielles WL-C(1) et WL-C(2) surpassent en général
ceux de structures partielles WL-C(0) et WL-C(3) sauf dans la région INR ~ SNR.

La figure 3.5 pour ¢ = /4 montre des résultats similaires & la figure 3.3, tandis que la figure 3.4
pour ¢ = 0 montre que la structure compléete est pratiquement équivalente aux structures partielles
WL-C(1) et WL-C(2) dont les SINR sont toujours supérieures a ceux des structures partielles
WL-C(0) et WL-C(3). Par contre la figure 3.6 pour ¢ = 7/2 montre que la structure WL élimine
completement le CCI (SINR=13dB) alors que toutes les structures de Volterra présentent un SINR
supérieur.

Nous observons que les SINR moyennés de la figure 3.3 et les SINR pour ¢ = /4 et ¢ = 7/2 des
figures respectives 3.5 et 3.6 présentés par le filtrage de Volterra a structure complete surpassent
largement le SINR des filtres de Volterra de structures partielles WL-C(0) et WL-C(3). Par contre
nous avons observé que les performances en probabilité d’erreur de ce filtre de Volterra a structure
complete sont quelquefois moins bonnes que celles du filtres de Volterra de structures partielles WL-
C(0) et WL-C(3). Ce curieux phénomene s’explique par le trop grand nombre de degrés de liberté
de ce filtre de Volterra a structure complete dans la minimisation de la MSE qui produit en sortie
des valeurs de y; de distribution tres dissymétriques pour certaines valeurs de ¢, n’optimisant
pas ainsi la probabilité d’erreur. Cela est illustré sur les figures 3.7 et 3.8 qui représentent les
histogrammes de y; & la sortie du filtre de structure complete et de sa partie réelle Re(yy) pour
le filtre de structure WL-C(0) pour des symboles SOI et CCI BPSK synchronisés avec SNR=10dB
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et INR=30dB, pour respectivement des phases ¢ = 0 et ¢ = w/4. Nous y voyons clairement une
distribution quasi symétrique par rapport aux symboles SOI pour ¢ = 0 alors que pour ¢ = 7/4,
celle-ci est tres dissymétrique et bien plus concentrée autour des symboles (présentant ainsi une
MMSE plus faible). Ce phénomene s’observe aussi pour les filtres de Volterra de structures partielles
WL-C(0), WL-C(1), WL-C(2) et WL-C(3) pour ¢ = 7/2 qui surpassent le SINR donné par le filtre
WL qui lui élimine le CCI pour toutes les valeurs de 'INR.
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FI1GURE 3.7 — Histogramme de la composante réelle de yi pour symboles SOI et CCI BPSK pour la structure complete WL-
C(0,1,2,3) et WL-C(0) pour ¢ =0.
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FI1GURE 3.8 — Histogramme de la composante réelle de yi pour symboles SOI et CCI BPSK pour la structure complete WL-
C(0,1,2,3) et WL-C(0) pour ¢ = /4.
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Pour des symboles CCI non BPSK ou non synchronisés avec les symboles SOI, en dépit de
I’absence de gain en SINR apportés par les récepteurs de Volterra MMSE WL-C(7) par rapport aux
récepteurs WL MMSE pour des infinimment puissants CCI d’apres la relation (3.4.18), les figures
3.9, 3.10 et 3.11, montrent qu’un gain en SINR est encore possible pour des puissants CCI. Les
figures 3.9 et 3.10 exhibent le SINR des filtres de Volterra MMSE WL-C(0) et WL MMSE comme
respectivement fonction de ¢ pour différentes valeurs de 7 pour un roll-off de 0.3, et fonction de
7/T pour différentes valeurs du roll-off r,¢; pour ¢ = 0. Dans ces deux figures, les symboles SOI et
CCI BPSK avec SNR=10dB et INR=30dB. Ces deux figures montrent que le gain en SINR décroit
quant le roll-off ro ;¢ de v(t) décroit et quand 7 € [0,7'/2] croit. Cela s’explique par la présence d'un
terme interférence intersymbole du a 'impulsion du CCI désynchronisé dont la puissance augmente
qui gaussianise la composante CCI b;(7) par approximation déduite du théoreme central limite
pour lequel le gain par rapport au récepteur WL tend vers zéro.

La figure 3.11 montre pour des symboles SOI et CCI de constellation 4ASK, le SINR des filtres
de Volterra MMSE WL-C(0) et WL MMSE, fonction de 7/T pour différentes valeurs du roll-off
roff pour ¢ = 0. Nous voyons que la aussi un gain en SINR subsiste pour des symboles non BPSK

et non synchronisés, malgré une tres forte dégradation para rapport a la constellation BPSK.
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FIGURE 3.9 — SINRwy,_c(0) et SINRwrL pour symboles SOI et CCI BPSK en fonction de ¢ pour r,pyr = 0.3, SNR = 10dB et
INR = 30dB.
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FIGURE 3.10 — SINRw_c(0) et SINRwr, pour symboles SOI et CCI BPSK en fonction de 7/T pour ¢ = 0, SNR = 10dB et
INR = 30dB.
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FIGURE 3.11 — SINRw_c(0) et SINRwr, pour symboles SOI et CCI 4ASK en fonction de 7/T pour ¢ = 0, SNR = 10dB et
INR = 30dB.

Cas de symboles SOI et CCI circulaires du second ordre

Nous allons dans ce paragraphe illustrer et préciser les résultats du paragraphe 3.4.4.3. Nous
allons montrer ici que pour des symboles CCI non QPSK ou non synchrones avec les symboles SOI,
il est encore possible de bénéficier de la discrimination d’amplitude CCI/SOI pour des CCI de fortes
puissances. Ceci est illustré sur la figure 3.12 qui exhibe les SINR du récepteur de Volterra LC(1,3)

et du récepteur linéaire et en fonction de 7/T pour des symboles QPSK pour différentes valeurs du
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roll-off r,¢; de v(t) ol le SINR du récepteur de Volterra LC(1,3) diminue quand r,s; augmente. La
figure 3.13 montre que SINRj,¢(; 3) est tres peu sensible a ¢, contrairement au récepteur WL-C(1,3)

pour des symboles BPSK comme le montre la figure 3.9.
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FIGURE 3.12 — SINRy,¢(1,3) comparé au SINRy, pour des symboles SOI et CCI QPSK en fonction de 7,7 pour ¢ = 0, SNR =
10dB et INR = 30dB.
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FIGURE 3.13 — SINRp,¢(1,3) comparé au SINRy, pour des symboles SOI et CCI QPSK en fonction de ¢ pour SNR = 10dB et
INR = 30dB.

La figure 3.14 montre que dans les scénario de symboles SOI et CCI BPSK, le phénomene de

discrimination d’amplitude a lieu & partir de la méme valeur de INR, quelque soit la phase ¢ du CCI
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par rapport au SOI (y compris pour ¢ = 7/2 ou le filtre WL MMSE annule presque la composante
CCI).
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FIGURE 3.14 — SINRp,¢(1,3) pour des symboles SOI et CCI QPSK en fonction du INR pour SNR = 10dB.
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FIGURE 3.15 — SINRy,¢(1,3) et SINRy, pour des symboles SOI et CCI 16QAM en fonction du 7/T pour SNR = 10dB, INR =
30dB et V.

Enfin la figure 3.15 montre pour des symboles SOI et CCI de constellation 16QQAM, le SINR des
filtres de Volterra MMSE LC(1,3) et linéaire MMSE, fonction de 7/T pour différentes valeurs du
roll-off r,¢; pour n’importe quelle valeur de ¢. Nous voyons que la aussi un gain en SINR subsiste

pour des symboles non QPSK et non synchronisés, malgré une tres forte dégradation par rapport
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a la constellation QPSK.

3.4.6.2 Filtrage de Volterra complexe (SER)

Nous allons dans ce paragraphe illustrer le paragraphe 3.4.5.

Cas de symboles SOI et CCI réels

Commencons par comparer les taux d’erreurs symbole pour des symboles SOI et CCI BPSK
synchronisés obtenu en sortie du filtre de Volterra WL-C(0) MMSE et du filtre WL MMSE (les deux
utilisant un simple détection de signe (3.4.37)) en sortie yj au taux d’erreurs symbole de référence
donné par le détecteur MAP (ou ML) (3.4.39) qui connait les parametres 7, 7;, ¢ et 72, en fonction
de 'INR ot SNR = 10dB. Sur la figure 3.16, ces taux d’erreurs symboles sont représentés en bleu.
Les SINR & la sortie du filtre de Volterra WL-C(0) MMSE et du filtre WL MMSE sont également
représentés en rouge sur cette figure.

Cette figure illustre la discrimination d’amplitude utilisée par le récepteur de Volterra WL-C(0)
MMSE, pour lequel le SINR en sortie est minimum pour SNR ~ INR et atteint son maximum 27 /1
pour de tres puissants CCI pour lesquels le SER est minimum. Ainsi le SER et le SINR fournis
par récepteur de Volterra WL-C(0) MMSE ont des comportements consistants. Cela renforce la
signification du SINR (3.3.9) défini a l'aide de la décomposition orthogonale (3.3.8). De plus nous
notons que bien que le récepteur MAP ait un SER toujours meilleur que celui des récepteurs de

Volterra WL-C(0) MMSE, leur SER sont quasi-équivalents pour de tres puissants CCI.
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F1GURE 3.16 — SINR et SER pour symboles SOI et CCI BPSK synchronisés en fonction de INR, pour ¢ =0 et SNR = 10dB

La figure 3.17 montre que les détecteurs de référence MAP (ou ML) (3.4.39) et conjoint

(3.4.40) présentent des performances en termes de taux d’erreurs symboles identiques, malgré leur
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connaissance a priori différentes.
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F1GURE 3.17 — SER pour symboles SOI et CCI BPSK synchronisés en fonction de INR, pour ¢ =0 et SNR = 10dB

Enfin, considérons le cas particulier d’absence de CCI oli nous comparons ici le comportement
des filtres de Volterra WL-C(0) aux simples filtres L et WL en terme de probabilité d’erreur dans
le cas de symboles SOI BPSK. Nous voyons sur la figure 3.18 que la probabilité d’erreur donnée
par un détecteur a signe (3.4.37) en sortie du filtre de Volterra WL-C(0) est au mieux identique &
celle obtenue & la sortie d’un simple filtre linéaire contrairement & I’amélioration du SINR en sortie
du filtre de Volterra WL-C(0) présentée a la figure 3.1. Cette observation n’a rien de contradictoire
car le récepteur qui minimise la probabilité d’erreur en absence de CCI a partir de ’observation
x(t) est un simple filtre adapté suivi d’un échantillonnage au rythme symbole d’une multiplication

complexe et d'un détecteur a signe.
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FI1GURE 3.18 — SER pour symboles SOI BPSK en absence d’interférence en fonction de SNR,
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FIGURE 3.19 — Histogramme de la composante I pour symboles SOI BPSK en absence d’interférence pour SNR = 4dB
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FIGURE 3.20 — Histogramme de la composante I pour symboles SOI BPSK en absence d’interférence pour SNR = 7dB
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FIGURE 3.21 — Histogramme de la composante I pour symboles SOI BPSK en absence d’interférence pour SNR = 10dB

A nouveau les histogrammes 3.19, 3.20 et 3.21 de Re(yr) pour les filtres de Volterra
WL-C(0) et linéaires et de y, pour le filtres WL expliquent cette différence de comportement
entre SINR (ou MMSE) et SER ou le critere de minimisation de la MSE n’est ici pas
équivalent a la minimisation du SER. Ainsi nous voyons que malgré l’amélioration du
SINR en sortie du filtre de Volterra MMSE, i.e., la réduction de la dispersion des nuages
de constellation pour la structure partielle WL-C(0), le SER reste invariable en fonction de

laugmentation du SNR & cause de I'invariance de la probabilité d’avoir Re(yy ) dans la zone d’erreur.
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Cas de symboles SOI et CCI circulaires du second ordre

Nous nous intéressons ici a la variation du taux d’erreur symbole obtenu en sortie de filtres
L-C(1) et L-C(1,3) en utilisant un simple détecteur a seuil pour symboles SOI et CCI QPSK
synchronisés ot ¢ = 0 et SNR = 10dB, en fonction de 'INR. Ce SER est comparé a celui
d’un récepteur MAP (3.4.39). Les figures 3.22 et 3.23 illustrent le phénomene de discrimination
d’amplitude CCI/SOI pour lequel le SER (resp. SINR) du récepteur L-C(1,3) est maximum (resp.
minimum) pour INR » SNR. De méme le SER est minimum pour un fort CCI pour lequel le SINR est
maximum. De plus, quoique le récepteur MAP est toujours meilleur que le récepteur L-C(1,3), nous
remarquons que les SER sont tres proches pour un tres fort CCIL. Enfin, en comparant les figures
3.22 et 3.23, nous notons que les performances en terme de SER et de SINR sont consistantes,
renforcant la aussi le sens du SINR défini a partir de la décomposition orthogonale (3.3.8), comme

indicateur de performance.
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FIGURE 3.22 — SER en fonction de I'INR pour les récepteurs L, LC(1), LC(1,3) et MAP pour ¢ = 0 et SNR=10dB pour symboles
SOI et CCI QPSK synchonisés.
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FIGURE 3.23 — SINR en fonction de I'INR pour les récepteurs L, LC(1) et LC(1,3) pour ¢ =0 et SNR=10dB pour symboles SOI
et CCI QPSK synchonisés.

Enfin, considérons le cas particulier d’absence de CCI ou nous comparons ici le comportement
des filtres de Volterra L-C(1) et L-C(1,3) au simple filtre linéaire en terme de probabilité d’erreur
dans le cas de symboles SOI QPSK. Nous voyons sur la figure 3.24 que la probabilité d’erreur
donnée par un simple détecteur (3.4.36) en sortie des filtres de Volterra L-C(1) et L-C(1,3) sont
au mieux identiques & celle obtenue par un détecteur (3.4.36) a la sortie d’un simple filtre linéaire
contrairement a ’amélioration du SINR en sortie des filtres de Volterra L-C(1) et L-C(1,3) présentée
a la figure 3.2. Cette observation n’a rien de contradictoire car le récepteur qui minimise la
probabilité d’erreur en absence de CCI a partir de 1'observation x(t) est un simple filtre adapté
suivi d’un échantillonnage au rythme symbole d’une multiplication complexe et du simple détecteur
(3.4.36).
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FIGURE 3.24 — SER pour symboles SOI QPSK en absence d’interférence en fonction du SNR.

La aussi les histogrammes de la sortie y; des filtres MMSE de Volterra L-C(1) et L-C(1,3)
permettent de comprendre la différence de comportement entre le SINR (c’est a dire aussi la MMSE)
et le SER. Les figures 3.25, 3.26 et 3.27 montrent que bien que 'amélioration en terme de SINR
soit visible (moins de dispersion des nuages de constellation) pour les structures de Volterra L-
C(1) et L-C(1,3) par rapport a la structure linéaire, Les performances en SER restent invariables.
Ce résultat est due a linvariance du nombre d’occurrence des échantillons dans les régions qui
délimitent chaque quadrant du domaine complexe. Une légere dégradation en SER est visible pour
la structure de Volterra L-C(1,3) de la figure 3.22 sous l'effet d’une forte asymétrie des nuages
de constellation et du fait qu’on utilise un organe de décision sous 'hypothese fausse d’un bruit

gaussien.
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FIGURE 3.25 — Histogramme de la sortie y; du filtre MMSE de Volterra L-C(1,3) pour symboles SOI QPSK en absence
d’interférence pour SNR = 10dB.
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FIGURE 3.26 — Histogramme de la sortie y; du filtre MMSE de Volterra L-C(1) pour symboles SOI QPSK en absence
d’interférence pour SNR = 10dB.
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FIGURE 3.27 — Histogramme de la sortie y(k) du filtre MMSE de Volterra L pour symboles SOI QPSK en absence d’interférence
pour SNR = 10dB.

3.4.6.3 Beamforming de Volterra complexe

Nous considérons ici le cas de beamformers & N = 2 antennes ol nous comparons les SINR
théoriques en sortie de quelques beamformers de Volterra MMSE par rapport a leurs équivalents
Volterra MVDR présentés au chapitre 2. Ces comparaisons sont menées aux figures 3.28 et 3.29 pour
respectivement les beamformers de Volterra WL-C(0) pour symboles BPSK et les beamformers de

Volterra L-C(1,3) pour symboles QPSK, en fonction du module la corrélation spatiale défini par :

3]

REE

|s

pour SNR=10dB et INR=30dB et pour un roll off w = 0.7 pour des symboles synchronisés. Nous
voyons sur ces deux figures la supériorité des SINR des beamformers de Volterra MMSE par rapport
a celui de leurs équivalents Volterra MVDR comme signalé en (3.3.14). Nous voyons de plus que
l’effet de discrimination d’amplitude des beamformers de Volterra MMSE permet de maintenir un
fort SINR pour des modules de la corrélation spatiale proche de 1 contrairement aux beamformers
de Volterra MVDR.

132



25 i i
——MMSE WL-C(0)

201 wit
15

SINR [dB]

10k ]

15+ i

25 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Spatial correlation

FI1GURE 3.28 — Comparaison entre beamformer MMSE et MVDR de Volterra, our des symboles SOI et CCI BPSK synchronisés,

en fonction de la corrélation spectrale pour INR = 30dB et w = 0.7
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F1GURE 3.29 — Comparaison entre beamformer MMSE et MVDR de Volterra, pour des symboles SOI et CCI QPSK synchronisés,

en fonction de la corrélation spectrale pour INR = 30dB et w = 0.7

3.4.6.4 Vitesse d’apprentissage

Nous comparons ici les vitesses d’apprentissage du beamformer de Volterra MMSE WL-C(0)
a quelques beamformers de Volterra MVDR présentés au chapitre 2 dans le paragraphe 2.5. Nous
nous plagons aussi ici dans le scénario de IV = 2 antennes, du module du coefficient de corrélation
spatiale de o = 0.95 avec SNR=10dB et INR =30dB et de symboles SOI et CCI synchronisés, tous
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deux soit BPSK soit QPSK.
Les figures suivantes montrent les variations du SINR(K) moyen estimé (calculé sur 1000

réalisations) soit de E(SINR(K)) en utilisant une séquence d’apprentissage de K symboles, nous

avons pour le beamformer de Volterra MMSE :
=H~ |2 = H~
T WS,[° Ts|[WS,

WHR:W  wH(R; - 8,80 )W

|2
(3.4.41)

SINR(K) =

L= 5l 5 1 K = <H = 1 K = %
ou w =Ry Tz, avec Rz = 32 Y101 XX, et Tiq = 3¢ Xpoq Xk,
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FIGURE 3.30 — E(SINR(K)) en fonction du nombre d’observations K pour symboles SOI et CCI BPSK synchonisés
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FIGURE 3.31 — E(SINR(K)) en fonction du nombre d’observations K pour symboles SOI et CCI QPSK synchonisés
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Nous notons que ces figures 3.30 et 3.31 sont proches des figures 2.18 et 2.20 associées aux
beamformers de Volterra WL-C(0) et L-C(1,3) MVDR présentés au chapitre 2.

3.5 Conclusion

Nous avons démontré dans ce chapitre que le beamforming de Volterra complexe d’ordre M de
type MVDR pouvait s’adapter sous la forme MMSE, permettant d’exploiter les statistiques jusqu’a
I'ordre M du SOI. Dans le cas particulier d’une seule antenne, nous avons montré qu’un filtre de
Volterra complexe du 3éme ordre MMSE permet de renforcer I'effet SAIC pour des SOI et CCI de
constellations rectilignes, en particulier de type BPSK, par rapport a un simple filtrage WL. De plus
nous avons montré que ce filtre de Volterra complexe du 3eme ordre MMSE permet de séparer deux
signaux QPSK synchrones de puissances tres différentes sans avoir a démoduler les deux signaux.
Enfin pour des symboles de modules constants non QPSK ou non synchrones, il est encore possible
de bénéficier de la discrimination d’amplitude CCI/SOI pour des CCI de fortes puissances. Par
ailleurs nous avons montré que les criteres de MMSE et MSINR sont pratiquement équivalents a la
minimisation du SER pour les structures partielles de Volterra MMSE de type L-C(i) ou WL-C(3),

mais pas nécessairement équivalentes pour les structures de Volterra MMSE completes.
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Chapitre 4

Robustesse d’un test de rectilinéarité

aux offsets de fréquence
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4.1 Introduction

L’amélioration des performances des algorithmes de traitement du signal, en utilisant la matrice
de covariance complémentaire, en complément de la matrice de covariance traditionnelle, dans le
contexte des signaux non-circulaires, n’est significatif que dans le cas des signaux rectilignes ou
quasi-rectilignes. Cela implique que les tests de rectilinéarité semblent plus utiles que les simples
test de non circularité. Mais en pratique, ces signaux rectilignes ou quasi-rectilignes sont corrompus
par un résidu de porteuse et un bruit de phase et sont observés au travers d’observations bruitées
par du bruit circulaire. De plus dans ce cadre la matrice de covariance complémentaire doit souvent
étre estimée a partir d’un nombre réduit d’échantillons et en présence d’un faible rapport signal a
bruit (SNR). Dans ces conditions, une telle estimée peut étre proche de zéro méme pour des signaux
rectilignes. Une telle imprécision nécessite donc I'utilisation d’un test robuste de rectilinéarité.

Un test de non-circularité sous la forme d’un test d’hypothése binaire Hg : C, = 0 contre H; :
C, # 0 a été proposé dans la littérature dans plusieurs articles dont [64] et [79] et une analyse
de performances a été présentée [26]. Par contre la détection de rectilinéarité n’a été considérée a

notre connaissance que dans [46] et [24] sous la forme respective d’un traitement adaptatif et bloc.
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Ces travaux considerent la détection de rectilinéarité de toutes les sources noyées dans du bruit a
partir d’'un mélange de sources statistiquement indépendantes. Le traitement proposé se présente
en trois étapes : (1) une séparation de sources en bloc [24] ou adaptative [46] en aveugle, (2) une
estimation du coefficient de non-circularité au second ordre, de chaque source et (3) la comparaison
de cette statistique a un seuil empirique. Une source est classifiée rectiligne en cas d’un coefficient
de non-circularité supérieur a un seuil.

L’objectif de ce chapitre est de présenter une étude de performance asymptotique de ce test de
rectilinéarité au second ordre sous forme bloc, pour déterminer le seuil de détection optimal sur la
base des courbes ROC. L’accent est mis sur des situations d’utilisation pratique a savoir : résidu
de porteuse et bruit de phase. Deux tests de rectilinéarité au quatrieme ordre seront aussi proposés

dans les scénarios de faibles SNR.

4.2 Position du probleme

4.2.1 Modele du signal

On suppose le vecteur d’observation (xx)g=1, K € CV qui représente un mélange de M sources

statistiquement indépendantes, corrompues par un bruit de fond gaussien vy, tel que :

Xk ZASk-i-Vk, (421)

T rassemble les M sources et A représente la matrice de mélange

ou le vecteur sy = [S1 4, ..., Samr k]
de dimension N x M. Les variables aléatoires s; et v; sont mutuellement indépendantes.

Apres la premiere étape de séparation de source en aveugle, en utilisant des méthodes bien
connues dans la littérature (voir par exemple [45]), chaque source estimée (8, k)m=1,.. 0, DOtée
plus simplement y;. est égale a :

Y =Sk + Ny € (C, (4.2.2)

ou ny représente l'erreur d’estimation de la m-ieme source, englobant les résidus du bruit et des
autres sources du mélange. Les variables aléatoires s, et m; sont supposées indépendantes ou ny
est un bruit centré, gaussien et circulaire de variance 7.

Si on considere le contexte d'un canal MIMO a évanouissement plat, x;, représente le vecteur
enveloppe complexe obtenu apres une transposition en fréquence et filtrage passe-bas, avec un
éventuel résidu de porteuse et bruit de phase, et un échantillonnage apres un filtrage adapté d’un
mélange de M modulations numériques linéaires, non nécessairement synchronisées. Les symboles
indépendants aj, considérés sont soit réels (ASK, BPSK) ou complexes (QPSK, 8PSK, 16QAM,
16PSK...), par conséquent :

Sk = \/W_S(Z anrk—n)ei%kfsTews’k, (4.2.3)
n
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ou rp = v(t —75) @ V(=)= avec v(t) est le filtre de mise en forme, en cosinus-surélevé. Donc ry
est réel. Les symboles aj sont normalisés (E|ak|2 =1) et de plus, on suppose sans perte de généralité
que ¥, 72 = 1. f, est inconnue et constante pour chaque observation k = 1,.., K, Gs k= s+ Ay 1, OU
Ag, 1, représente le bruit de phase considéré comme une variable aléatoire uniformément distribuée
sur 'intervalle [-A,+A] qui varie d’une observation & une autre. ¢s est une phase constante issue

de I’étape de séparation de sources en aveugle. 1/T" est le débit symbole.

4.3 Dérivation du test de rectilinéarité au second ordre
Le test de rectilinéarité peut étre formulé comme un test d’hypothese binaire :

Ho : sequence aj circulaire au second ordre
Hy sequence ay réel (4.3.1)
Utiliser la loi de probabilité de (yi)i-1,.,x sous Ho et H; Pour la construction d'un test de

rectilinéarité au sens du maximum de vraisemblance est une tache complexe. Par conséquent,

seulement un test empirique de rectilinéarité peut étre dérivé. Il faut noter que si la suite ay

. . . . def P
est réelle [resp. circulaire au second ordre], la suite aj, = ¥, anrg—y (avec E|al|* = 1) est aussi réelle

[resp. circulaire au second ordre]. Le test de rectilinéarité (4.3.1), est équivalent a :

Ho : (Sk)k=1,.. ) circulaire au second ordre
Hq: (Sk)k=1,... 5 rectiligne, (4.3.2)
En absence de résidus de porteuse et bruit de phase, I’observation se ramene a :
I _igs def

Sg = /msape'? = pkeid’s (4.3.3)

Ce qui justifie 'utilisation du méme test de rectilinéarité présenté dans [24] et [46] pour le modele

général de l'observation (4.2.3). Ce test empirique se résume & une décision H; si :
Ag(Py,Cy) > (4.3.4)

et une décision Hy dans le cas contraire ou la statistique Ag (7y,¢,) est définie par :

Ar(Ty,8y) = i—y| e[0,1], (4.3.5)
Ty
ou N B
— def 1 2 __ def 1 2
e t = = : 4.3.6
Ty Kk;|yk| € Cy Kkz::lyk ( )

Le seuil «a doit étre déterminé d’une facon optimale a partir des courbes ROC théoriques obtenues

dans les paragraphes 4.3.1.2 et 4.3.1.3.
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4.3.1 Courbes ROC en absence résidus de porteuse et sans bruit de phase
4.3.1.1 Distributions asymptotiques de la statistique du test de rectilinéarité

Afin de déterminer la distribution asymptotique de la suite de statistique A (7,¢,), on

décompose ce test de rectilinéarité en une succession d’applications :

Ty | . det Gy N e ——
>y = = Ak (P, ) = Ayl = /5 4.3.7
[ 2, ] v T F v Cy) = Tyl y Ty ( )
Sous H1, les differentielles [53] de (4.3.7) au point (ry,¢,) (ol 7y def ElyZ], ¢y o E(y?) et vy def cylry)

sont données par :

cy 1 dr
d’yz(—r—g,r—)( p ) et dAg =-
y 'Y c

(V1) ( j; ) (4.3.8)

1
2|’Yy|
Sous Hg, la premiere dérivée se réduit a dvy = %dc et la seconde n’est pas définie.

Le théoréme central limite (voir Annexe D.1) appliqué a la suite des variables aléatoires a valeurs

complexes et bidimensionnelle, (|y,%\,y,%)T, donne :

VK ( vy )iNC(O;Ri,Ci), i=0,1 (4.3.9)
Cy —Cy
ou sous Hy :
N I
0 KsT2 + 4T gmo + 277%
Co=( (ks = 1) + 22 + 175 0 | )
0 Kl m2edits

et sous Hi :

R (ns - 1)77? + 22 + 77% ((,4;8 — 1)7T§ + 27?5772)6_2i¢5
1= :
(ks = D)2 + 2mgp)e®@ (ks = 1)m2 + dmemg + 203

1=

(ks = D)2+ 2mp+ 3 (s = 1)72 + 2my7p) €20
(ks = 1)72 + 2mg1p ) €9 (Kkf - D)miet?s ’

ot ks € Ela?| et k!, € E(alb).
En utilisant le théoréme de continuité (voir Annexe D.2) adapté a des suites de variables
aléatoires & valeurs complexes (voir e.g., [82, p.122]), on obtient la convergence en distribution

suivante :
= C )
VK Fy =) 5 Ne (0374,¢44), i=0,1, (4.3.10)

avec :

v = 0 sous Ho

Yy = ﬂ562i¢5/(w5+n2) sous Hi
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et

1 1
ry0 = T_Q[RO]Q’Q et C%o=r—2[co]2,2 sous Ho
Y Yy
cy 1 cy 1. g cy 1 ¢y 1.7
P = G R D et o= (<% )OS, L) sous .
y Ty y 'y y Y y Y

En utilisant encore une autre fois le théoréme de continuité, on a sous H; :

VE (Ag - A) 5 N (0:r) (4.3.11)
avec
A=ms/(ms +m2)
et ,
e U ) SR ae

ou €, def ms/n2 est la valeur SNR pour l'observation yi. Il faut noter que rj est une fonction
décroissante de SNR.

Par contre sous Ho, Ax est non différentiable par rapport a 7, au point 7, = 0, mais la
distribution asymptotique de Ax = |y,| peut étre directement déduite & partir la distribution

asymptotique gaussienne de moyenne nulle (4.3.10).
VK Ag A Improper Rayleigh distribution (4.3.13)

de parametres [80, p.23] (voir Annexe D.2)

/.2

Ks€2 + deg + 2 Kg€s

Ty 0 = et =
’Y:O (65 + 1)2 p’YvO

Ks€2 +des +2°

Cette distribution se réduit a la distribution classique de Rayleigh pour une source s circulaire
jusqu’a l'ordre 4, pour laquelle & = 0, par exemple pour la modulation 8PSK de symboles ay avec

une parfaite synchronisation (i.e., aj, = ay).

4.3.1.2 Expression théorique asymptotique des courbes ROC en absence de résidus

de porteuse et bruit de phase

La distribution asymptotique de la suite de statistique Ag, nous permet de déduire une
approximation des valeurs des probabilités de false alarme Ppa et détection Pp du test (4.3.4)

en fonction du seuil « :

Pey = P(Ag>a/Ho) = Qr (aVE) (4.3.14)
Py = P(Ag>a/H)~Qn (%) (4.3.15)
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pour K > 1, on Qr(.) et Qn(.) représentent respectivement la fonction de répartition
complémentaire d'une distribution non-circulaire de Rayleigh dont les parametres sont : 7,0 et
cy,0 et de celle d'une distribution gaussienne centrée et de variance unité.

En éliminant « entre les probabilités Ppa et Pp, on obtient I'expression des courbes ROC du
test (4.3.4) :

Q% (Pra) - A\/E)
I .

Nous voyons clairement que sur cette expression que pour Pra fixé, Pp est une fonction croissante

Pp ~ QN( (4.3.16)

du nombre d’échantillons d’observation K. La dépendance de Pp par rapport au SNR est plus
compliquée, mais des illustrations numériques montrent que le terme dominant est r5. Par suite

Pp est aussi une fonction croissante du SNR pour une valeur fixe Ppp.

4.3.1.3 Expression théorique asymptotique des courbes ROC en présence de résidus

de porteuse et bruit de phase

En présence de résidus de porteuse et/ou bruit de phase, la suite des variables aléatoires (|y2|, y2)
sont indépendantes mais plus identiquement distribuées. On peut suivre la méme démarche que dans
le paragraphe 4.3.1.1 pour trouver I'expression de la distribution asymptotique de la sequence du
test statistique Ag(7y,€,). Le théoreme central limite classique (4.3.9) doit étre remplacé par le
théoreme de Lyapunov (voir par exemple [51, th.2.7.1]) étendu au cas multidimentionnel, pour
des variables aléatoires a valeurs complexes et en utilisant aussi la propriété au second ordre des
variables aléatoires [30, th.1] (voir Annexe D.1). Cela nous permet d’affirmer l’existence d’une suite

de matrices 2 x 2, notées A, telles que :

Ty~ T
AT 15 Moo A), (4.3.17)
Cy =Gy
ol 7y def % YR ElYI, ¢ def % Y E(y?) et A est une matrice diagonale de termes réels situés
entre 0 et 1, telle que :
H_ B((7y - 7y)%) E((7y -7y) (@ -cy)")
AKA-K = . _ . _ " - _ 19
E((Ty —¢)(Ty —7y)") E([ey —¢[*)
AKAA;;:( B =) E((@—jyx@;@)))’
E((ey —¢y) Ty —7y)) E((Ty -¢)%)
ou les éléments de ces deux matrices sont donnés par :
1
E(T, - @)2 a7 ((/15 - 1)7{3 +2msm + 7]%) sous Hg et Hq,
B[E, - ¢ |2 ~ % (ﬁsﬂ'g + 4 + 277%) sous Hy
v % ((Ks —sinci (2))72 + dmgme + 2173) sous H;
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E(e )2 = m2sinca (4)sincy,(4)e?s sous Ho
Cy—C
v % /fssch(él) —sinc? (2)) m2sincy, (4)e%)  sous Hy
0 sous H
E(e, -¢,)(7y - 7y) = 1 i2 ’
e (((k} = 1)mw2 + 2mgmn)sinca (2)sine s, (4)e?=)  sous Hy
ou sinca (z) = e SIMA et sincy, () = def sinanKf T izm(K+1)fsT),

CanfT

En utilisant encore une fois le théoréme de continuité a la premiere application de (4.3.7) étendu
aux variables aléatoires complexes, il existe une suite complexe a ; et une constante ¢;, i = 0,1, tel
que :

s Gy =) SNe (01,60, i=0,1, (4.3.18)
avec v, = 0 sous Hg et

ms  sin2Asin2n K fT Q2ibs 2im(K+1) [T
ms+n2 20 2nK f,T)

Yy = sous Hj

et ou :

y Ty 7
2 ¢y 1 T —
CiOéK7i = R AKAAK 1y (4319)
Ty Ty L

Finalement, en utilisant le théoreme de continuité, il existe une suite de valeurs réelles Sk, sous

H1, telle que :

Bt (Ak —A) 5 N (051), (4.3.20)
avec . .
Ao _Ts sin 2A sm27rszT’ (4.3.21)
et
1 * |042 ‘2 01CM2 Y
Bi= O | " (4.3.22)
[l €10k |aK,1| Yy

Sous Hg, la distribution asymptotique de Ax peut étre dérivée avec la méme démarche que celle
du paragraphe 4.3.1.1 & partir de la distribution asymptotique gaussienne centrée (4.3.18). De plus,
il faut noter pour &, = 0, (4.3.19) donne ¢g = 0 et la distribution asymptotique gaussienne centrée
(4.3.18) devient circulaire de méme qu’au paragraphe 4.3.1.1.

Par conséquent, la distribution approchée du test statistique A est de méme forme que dans le
cas d’absence de résidus de porteuse et bruit de phase et les courbes ROC peuvent étre déduites de

fagon similaires. Nous discuterons de la perte de performance de ce test dans le paragraphe suivant.
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4.3.2 Illustrations et simulations Monte Carlo

On examine dans ce paragraphe la validité des expressions des courbes ROC (4.3.16) et
I'influence de la synchronisation, du résidus de porteuse et du bruit de phase sur le comportement

de ces courbes. Tout au long de ce paragraphe, les symboles sont QPSK sous Hy et BPSK sous H;.

1 ; ?
—Th: K = 200
0.9 —Th: K = 300/ |
o —Th: K = 500
908 ——MC: K = 200||
b ——MC: K = 300
0 0.7 ——MC: K = 500
°
A 0.6 4
W
(o] 0.5 _
oy
-+ 0.4 il
-
-
Q03 8
3
g 0.2% il
"]
0.1§ B
0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Probability of False Alarm

FIGURE 4.1 — Courbes ROC pour SNR = -5dB.

La figure 4.1 illustre les courbes ROC théoriques (4.3.16) et Monte Carlo, pour trois valeurs
différentes du nombre d’échantillons K utilisé pour lestimation de la statistique Ax et un
SNR = -6dB. On remarque que les courbes empiriques Monte Carlo ROC se rapprochent des
courbes théoriques ROC (4.3.16) a partir d’un nombre réduit d’échantillons K = 300 pour cette
faible valeur de SNR.
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FIGURE 4.2 — Courbes ROC pour SNR = -3dB et k = 50.

La Figure 4.2 illustre les courbes ROC empiriques pour différentes valeurs du retard relatif 75/T
et avec les parametres suivants : roll —of f = 0.2, K = 50 et SNR = -3dB. Ces courbes présentent

une faible sensibilité a 'asynchronisme du CCI par rapport au SOL.

o
©

o
3

o
3

o
)

o
&)
‘

: KfST =1/6

Probability of Detection

0.4 —Th: RET = 1/6 |
03 --MC : RET = 1/4] |
—Th: RET = 1/4
0.2 MC : RET = 3/8 |
0.1 —Th: KfST = 3/8 | |
0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Probability of False Alarme

FIGURE 4.3 — Courbes ROC pour SNR = 0dB et K =100.

La figure 4.3 représente les courbes ROC théoriques (Th.) et empiriques (MC) en présence de
résidus de porteuse seulement, pour différentes valeurs K fT et pour SNR = 0dB, K = 100. La

courbe ROC est tres sensible au résidu de porteuse et le test de rectilinéarité échoue completement
pour K f,T ~ 3/8.
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——MC : A = 7w/6

0.3¢ —Th : A = 7n/6 | |
——MC : A = 7w/4

02f —Th : A = w/4 | |
MC : A = 37/8

0.1 —Th: A = 37/8 | |

0v | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Probability of False Alarme

FIGURE 4.4 — Courbes ROC pour SNR = 0dB et K =100.

La figure 4.4 illustre les courbes ROC empiriques (MC) et théoriques (th.) en présence de bruit
de phase seulement, pour différentes valeurs A et pour K =100, SNR = 0dB. La courbes ROC est
tres sensible au bruit de phase et le test de rectilinéarité échoue compléetement pour A »~ 37/8.

En comparant les figure 4.3 et 4.4, on peut remarquer la similitude des courbes ROC en présence
de résidu de porteuse seul et bruit de phase seul pour les mémes valeurs de K et du SNR a condition
que fs et A soient reliés par

Tfs KT ~ A

comme cela est suggéré par la relation (4.3.21).

4.4 Test de rectilinéarité basé sur les cumulants du quatrieme

ordre

Le test du second ordre que nous avons présenté, ne tenait pas compte de 'existence d’un bruit
additif gaussien circulaire centré. Si nous voulons tenir compte de cette information a priori, nous
devons alors faire appel & des moments d’ordre quatre ou mieux a des cumulants d’ordre quatre. En
effet en utilisant I’hypothese d’indépendance entre les échantillons du SOI et du bruit de fond notés
respectivement si et ng et 'hypothése que ny est de distribution gaussienne (donc de cumulants
d’ordre quatre nuls) dans 1’équation (4.2.2), tous les cumulants d’ordre quatre de yj et sp sont
égaux :

Cum(y”, 5 ") = Cum(s, s 55

146



ou (1),(2),(3),(4) dénote 'existence ou non de 'opérateur complexe conjugué. De plus, en ce

basant sur la propriété de multilinéarité des cumulants, nous avons sous Hj :

def * *
"{3(41) < Cum(yk,yk,yk,yk) = Cum(pka Pk Pk»sz)

240

Scum(pkv Pk lepk)

def *
52(12) < Cum(ylmykaykvyk) =€

def ’
H:I(Js) = Cum(yk7yk7yk7yk) = e4lescum(pk7pk7pk7pk)

4.4.1 Premier test empirique

Les relations (4.4.1) impliquent les relations suivantes sous H; :
"52(/1) (1)
(3)

2 2
OV (1
R N

(3)
(1)

2
—1) =0.

D’une fagon équivalente :

(1)

(4.4.1)

On peut donc formuler un nouveau test de rectilinéarité qui prend en considération 'effet du bruit

de fond : N
0

AK(Eél)ak\éQ)ak\g(jg)) 5 «,
1

ou la nouvelle statistique A K(K,(l) ’\(2),"(3)) du test est définie par
2
(2 (3 (3
( ( )) ,{75) +( ( )
(1 (1
(1) ’fz(/ )

AK(EZ(,D =(2) A(3)) )

2

21 #(2) 1 =(3)

ou Ry, Ry ' et Ky~ sont les estimés empiriques classiques des cumulants :
—~(1 (1) A2
IQ?(J ) = i y —27, - | |
—(2 ~(2)
EZ(/ ) = @ y - 3 Ty
~3) _ 5B 5.2
Ry = Ky 3¢

( )def 1 "(2) def 1 ¢K 2 (3) def 1
ou ', Zk Vel &7 5 & iy vilvil et & Zk 1Y

4.4.2 Deuxieme test empirique

Puisque (4.2.2) et (4.2.3) impliquent que sous H;

d f
= E(yk) E(Pk)em
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les équations (4.4.1) impliquent que sous Hq, les vecteurs

1
k) Cam(yx, Yk, Yz, Yy ) 1
def def ,
Cumy < | £ [ | Cum(yp,yeyeyp) | et | eele]
HZ(/S) Cum(ka Yk Yk yk) €i2arg[0y]
sont colinéaires. Donc sous Hj :
1 1
Cum, 1 iarg[cy ] =1 Cum, 1 iarg[cy ] =0
Bl cum, B €T T2 Cam,] 0| €T R
€i2arg[cy] ez'2arg[cy]

ot oo(M) représente la plus petite valeur singuliere de la matrice M e C3*2,
On peut donc définir un deuxieme test de rectilinéarité basé sur les estimées classiques

empiriques des cumulants de y;, noté Cum,, :

Ho
—~(1) ~(2) =(3) = =~
AK(/{g(/ )7H§ )7"4’35 )7cy7ry) Z Oé, (447)
Hi
avec
1

=(1) =(2) =(3) & =y def Cum, 1 iarg[cy ]
Ax(Ry Ry~ Ry, ¢y, Ty) = 02 Gom V3| € Y
ei?arg[ﬁy]

ot BV, 7 ot 73 sont définis (4.4.4), (4.4.5), (4.4.6) et ot &, et 7, sont définis en (4.3.6).
) ) Yy Y )

4.4.3 Illustrations et simulations Monte Carlo

Les figures 4.5, 4.6 et 4.7 illustrent les courbes ROC empiriques de nos trois tests. La figure 4.5
montre que le deuxiéme test du quatrieme ordre (4.4.7) est meilleur que premier test du quatrieme
ordre (4.4.2) et les trois figures montrent la supériorité du test du second ordre par rapport au test
du quatrieme ordre (4.4.7) pour SNR = -3dB, -6dB et -10dB. Cela est du a la variance importante
des estimés des cumulants du quatrieme ordre malgré le nombre K'=1000 d’échantillons [87], par
rapport a la variance des estimés des moments du second ordre. Cette imprécision des cumulants
du quatrieme ordre ne compense pas la prise en compte du bruit additif gaussien par les tests du

quatrieme ordre.

148



Detection Probability
© @ 9o o o o o o o
- N W M U O N ® © =

o

Detection Probability
©c o o o o o o
w M O N o © =

o
o

—=—Test au second ordre

——Test au quatriéme ordre (4.4.7)
—Test au quatriéme ordre (4.4.2)

o

1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
False Alarme Probability

FIGURE 4.5 — Courbes ROC pour SNR = -3dB et K = 1000
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FIGURE 4.6 — Courbes ROC pour SNR = -6dB et K = 1000
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FIGURE 4.7 — Courbes ROC pour SNR = -10dB et K = 1000

La figure 4.8 pour SNR = -3dB et K = 1000 en présence de résidu de porteuse avec K fsT =1/4
confirme la supériorité du test du second ordre par rapport aux tests du quatrieme ordre de la
figure 4.5.
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FIGURE 4.8 — Courbes ROC pour SNR = -3dB et K = 1000 en présence de résidu de porteuse avec K fsT =1/4

4.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une étude de robustesse d’un test de rectlinéarité au

second ordre en présence de résidu de porteuse, de bruit de phase et de bruit additif gaussien
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circulaire a l'aide de courbes ROC théoriques approchées. Nous avons également introduit deux
tests empiriques de rectlinéarité au quatrieme ordre susceptibles de prendre en compte le bruit
additif gaussien. Cependant ces deux derniers tests sont moins performants que le test du second
ordre a cause de la moins bonne estimation des cumulants d’ordre quatre pour le méme nombre

d’observations malgré la prise en compte par ceux-ci du bruit additif gaussien.
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Conclusion générale et perspectives

Principales contributions et conclusion générale

Dans cette thése nous avons abordé ’exploitation des propriétés de non-circularité et de non-
gaussianité des signaux d’intérét (SOI) et/ou des interférences pour les transmissions sans fil et
I’écoute passive.

Dans le cadre de notre étude, la premiere problématique traitée concerne un nouveau récepteur
SIMO MLSE pour une modulation linéaire quelconque dérivé sous I'hypothese d’un bruit total
centré gaussien, stationnaire, coloré et potentiellement non circulaire, qui est présenté comme
cas particulier d’un probléeme général de détection d’une forme d’onde. Une interprétation de la
structure obtenue en fonction du type de modulations (complexe, rectiligne ou quasi rectiligne)
a aussi été présentée. Des expressions analytiques du SINR de sortie sur symbole courant
ont été dérivées pour les différentes modulations traitées sous les hypotheses d’interférences
cyclostationnaires au second ordre et comparées a celles obtenues en sortie du récepteur MLSE
conventionnel construit sous ’hypotheése d’un bruit total circulaire au second ordre. L’analyse des
performances a été complétée par des simulations Monte Carlo pour I’évaluation des taux d’erreur
binaire (BER), qui est la vraie métrique de performance, & travers un modele équivalent discret
prenant en compte les propriétés statistiques exactes du second ordre des interférences et du bruit
de fond.

Dans la deuxiéme partie de notre thése nous avons introduit le beamformer MVDR, de Volterra
du troisieme ordre pour la réception d'un SOI, dont sa forme d’onde est inconnue mais son
vecteur directionnel est connu, affecté par une interférence potentiellement non gaussienne et non-
circulaire. Ce beamformer est une extension au troisieme ordre du beamformer de Capon [11, 12]
du beamformer WL MVDR; [21] et de la structure partielle du beamformer de Volterra [85].
Il exploite la potentielle non gaussiennité et non-circularité jusqu’a 'ordre 6 de 'interférence. Ce
beamformer dans sa forme sans contrainte, Generalized Sidelobe Canceller (GSC) nous a permis une
implémentation simple de notre beamformer et une étude analytique de ses performances en terme
de SINR en sortie pour 2 antennes évalué en fonction des statistiques du second, quatrieme et sixieme
ordre de l'interférence. Il a été en particulier démontré que d’une part certaines structures partielles

du beamformer MVDR complexe de Volterra au troisieme ordre surpassent le beamformer classique
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de Capon pour des interférences circulaires non gaussiennes; d’autre part certaines structures
surpassent le beamformer WL MVDR; pour une interférence non-circulaire non gaussienne. Dans
certains cas, quelques beamformers MVDR complexe de Volterra du troisieme ordre éliminent
I'interférence sous condition que son module du coefficient de corrélation spatiale avec le SOI
n’approche pas 'unité; et ainsi délivrent un SINR en sortie élevé correspondant au cas d’absence
d’interférence. Cette situation s’observe particulierement pour une tres forte interférence BPSK
ou QPSK non-filtrée ou bien pour une interférence de Bernoulli trés impulsive, d’ou le grand
intérét de notre beamformer non-linéaire. Dans toutes les situations considérées, le beamformer
WL-Cubic MVDR a structure complete ne peut présenter des performances dégradées par rapport
aux beamformers classiques de Capon et WL MVDR;.

Dans la troisieme partie, nous avons présenté le beamformer MMSE non-linéaire de Volterra
exploitant la non-circularité jusqu’au sixieme ordre et la non-gaussianité a la fois du SOI et CCI.
Ce beamformer a démontré une forte robustesse aux interférences méme en situation de faible
discrimination spatiale, en présence d’une forte discrimination d’amplitude entre SOI et CCI. Dans
le cas particulier d’une seule antenne, nous avons démontré qu’un filtre de Volterra complexe
du 3eme ordre MMSE permet de renforcer I'effet SAIC pour des SOI et CCI de constellations
rectilignes, en particulier de type BPSK, méme en absence de discrimination de phase, par rapport
a un simple filtrage WL. De plus nous avons montré que ce filtre de Volterra complexe du 3éme
ordre MMSE permet de séparer deux signaux QPSK synchrones de puissances tres différentes sans
avoir a démoduler les deux signaux. Enfin pour des symboles de modules constants non QPSK ou
non synchrones, il est encore possible de bénéficier de la discrimination d’amplitude CCI/SOI pour
des CCI de fortes puissances. Par ailleurs nous avons montré que les criteres de MMSE et MSINR
sont pratiquement équivalents & la minimisation du SER pour les structures partielles de Volterra
MMSE de type L-C(i) ou WL-C(7), mais pas nécessairement équivalentes pour les structures de
Volterra MMSE completes.

Notons par ailleurs que certaines dérivations d’expressions analytiques de SINR dans 1’étude
des beamformers non linéaires de Volterra MVDR et MMSE n’ont été possibles que grace a des
outils de calculs symboliques Symbolic Math Toolboxr de MATLAB.

Dans la derniere partie de notre theése, nous avons présenté une étude de performance
asymptotique d’un test de rectilinéarité au second ordre sous forme bloc, pour établir des
expressions théoriques approchées des courbes ROC (en absence et en présence de résidu de
porteuse et bruit de phase) afin d’ajuster le seuil de décision d’une fagon optimale selon le

compromis probabilité de détection/probabilité de fausse alarme choisi.
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Perspectives

A Tissue de nos travaux, nous avons identifié quelques perspectives de recherches futures qui

apparaissent dans chaque problématique abordée :

Pour le récepteur SIMO-MLSE :

e Le récepteur SIMO-MLSE que nous avons présenté a été dérivé sous l’hypothese d’un
bruit total (interférence plus bruit de fond) gaussien stationnaire potentiellement non
circulaire, & partir d’'une problématique générale de détection d’une forme d’onde. Or les
interférences ne sont en général pas stationnaires mais cyclostationnaires. Il serait donc
intéressant de construire le récepteur SIMO-MLSE sous ’hypothése d’un bruit total gaussien
cyclostationnaire potentiellement non circulaire a partir de cette problématique générale de

détection d’une forme d’onde.

e Nous n’avons mené aucune étude d’implémentation pratique du récepteur SIMO MLSE. Il
serait intéressant d’étudier 'influence des parametres de suréchantillonnage et de troncature
de filtre RIF d’implémentations pratiques de ce récepteur SIMO MLSE sur des plateformes

de traitement du signal numérique.

Pour le beamformer MVDR de Volterra :

e Nous n’avons étudié les performances en terme de SINR que dans le cas particulier d’une
seule interférence et de 2 antennes. Pour compléter ’étude de ce beamformer MVDR de
Volterra du troisieme ordre, il est nécessaire de déterminer le nombre d’interférences (capacité
de traitement) que chacune des différentes structures partielles pourrait traiter en fonction
de leurs statistiques du second, quatrieme et sixieme ordre et du nombre d’antennes. Il serait
aussi intéressant d’étendre nos calculs analytiques de SINR a l’aide de nos outils de calcul

formel au cas d’au moins 3 antennes avec au moins 2 interférences.

e Nous n’avons qu’introduit un beamformer MVDR de Volterra & complexité linéaire. Il serait
donc nécessaire d’étudier des algorithmes itératifs permettant de calculer ce beamformer,
puis d’en examiner les performances en terme de dégradation de SINR et de vitesse de
convergence de son apprentissage par rapport au beamformer MVDR de Volterra de

complexité cubique.

e Afin de remédier aux dégradations de performances en présence d’interférences constituées de
modulations linéaires filtrées, il serait intéressant de s’intéresser a des structures MVDR de

Volterra spatiotemporelles a complexité controlée.

Pour le beamformer MMSE de Volterra :
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e Nous n’avons étudié les performances analytiques en terme de SINR que dans le cas particulier
d’une seule interférence et d’une seule antenne. Il est donc nécessaire d’étendre nos calculs
analytiques de SINR a l’aide de nos outils de calcul formel au cas d’au moins 2 antennes avec

au moins 2 interférences.

e Notre traitement purement spatial est adapté a un modele de signal qui n’integre aucun
trajet multiple. Il serait utile de prendre en compte des canaux sélectifs en fréquence par un

beamformer MMSE de Volterra a structure spatio-temporelle.

e Certains travaux sur les beamformers MMSE linéaires exploitent la cyclostationnarité [2] du
signal. On pourrait examiner si des extensions sont possibles avec des structures non-linéaires

de Volterra.

Pour le test de rectilinéarité :

e De nombreuses études ont été menées (par exemple [87]) sur la reconnaissance automatique
de modulations linéaires. Il serait utile d’en évaluer les performances en présence de résidus
de porteuse et de bruit de phase. Des études de performances théoriques de certains de ces

tests de détection pourraient sans doute étre menées avec nos outils de calculs asymptotiques.
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Annexe A

Annexe du chapitre 1

A.1 Cyclo-stationnarité au second ordre de signaux a temps

continu

A.1.1 Définitions

Soit () un signal & temps continu centré et a valeurs complexes. x(t) est dit cyclo-stationnaire
a 'ordre ng quelconque si et seulement si ses statistiques jusqu’a 'ordre ng varient d’une maniere
périodique dans le temps. Dans le cas particulier de ng = 2, les signaux sont dits cyclo-stationnaires

du second ordre. La fonction de corrélation !

re(t,7) = Elx(t+7/2)x*(t - 7/2)]
et la fonction de corrélation complémentaire

crp(t,m) 2 Ela(t+71/2)x(t—7/2)]

de z(t) sont périodiques en t et de période T' appelé période cyclique. Ainsi, ils sont développables

en séries de Fourier

k .
ro(t,7) = el (r)efrr
k
k ok
ce(t,7) = Zch(T)e’Z”Tt,
k
avec
k 1 T ok
i) = 5 [ e (A.1.1)
k 1 T .
() = o fo co(t,7)e 2T E g (A.1.2)

1. Nous choisissons cette définition symétrique plutét que la définition classique 75 (¢, 7) = E[z(t)z*(t — 7)] et
cy(t,7) 2 E[z(t)z(t—7)], car elle a été jugée plus pratique dans la littérature cyclo-stationnaire. Notons que ces deux

définitions sont équivalentes car 7, (t,7) = ro(t - 5,7) et ¢, (t,7) = ca(t - 5, 7).
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représentent respectivement les coefficients de corrélation cyclique et les coefficients de corrélation
cyclique complémentaire. Les transformées de Fourier? des expressions (A.1.1) et (A.1.2)
constituent la densité spectrale cyclique de puissance et la densité spectrale cyclique de puissance

complémentaire, respectivement

k 400k .
A = [
% _ oo % —i2wfT
ct (f) = . et (T)e dr.

k k
Remarque 1 : De facon équivalente les densités spectrales de puissance cycliques r (f) et ¢i (f)

peuvent s’obtenir comme les coefficients de série de Fourier des transformées de Fourier (par rapport

aT)ry(t,f) et cx(t, f) de respectivement r,(t,7) et (¢, 7).

Série de Fourier y.
72(t, 7) rz (7)
Transformée de Fourier Transformée de Fourier
Série de Fourier ..
r2(t, f) ¢ (f)

Donc, nous avons en particulier
¥ i2m Kt
ro(t, f) =2 rd (f)e™" T
k

et
r(nT, f) = Ek:rf(f)- (A.1.3)

De plus, les relations entre les deux définitions des fonctions de corrélations et corrélations
complémentaires données dans la note de bas de page 1 impliquent par série de Fourier que
kT

1k k i kT 1k k e,
rel (1) =rd (1)e™""2T et ¢,” (1) =ci (1)e”"“" 21

qui par transformée de Fourier donnent

k 1k k

Ik k k & &k k
rat (f)=ra (f + o) et & (f) = ex (f + o) (A.1.4)

2. Avec notre convention de représenter les transformées de Fourier avec la méme lettre.
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Notons les symétries :
re(t,—7) =15 (t,7) et cp(t,-7) = cu(t,7)

qui entrainent

rf(-1) = I:T;;(T):I* et donc [r;g(f)]* = rf(f) (A.1.5)
ck(-1) = 05(7') et donc cf(—f) = cf(f) (A.1.6)

Par ailleurs, nous avons en particulier

+oo

o= [N et EDleeo= [ AT

[ee]

Soit :

= [ Ewwa = [T
= [ o = [T,

qui pour les signaux cyclo-stationnaires ergodiques représentent la moyenne temporelles de |22 (t)|
et z2(t). Soit :

<tml> = [ s (A.L7)
+00
<2(t)> = f L (h)df, (A.1.8)
avec
s im = P gy
<9(t) >_T'1£I+1°oF[T//2 g(t)dt.
De méme :

Ela®(t)]

k &
r(t,0) = ZTQ;T (7‘)|T:Oe’2”Tt
k

it 77T (1 A19
St [ (A.1.9)

E(2*(t))

k .
ce(t,0) = Y eF (7) oo™t
k

et [ T (pyap. A.1.10
St [ e (A.1.10)

En particulier,

El22(nT)| = ;[:orﬁ(f)df (A.1.11)
B (nT)) - zkj[:’cf(f)df. (A.1.12)
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Remarque 2 : Dans le cas ou z(t) est stationnaire du second ordre r,(t,7) = r,(7) et ¢, (t,7) =
¢z (7) ; soit
k
TQCT(T)—CI (1) =0 pour k#0 rzT(f)—cz (f)=0pour k+0

et

r0(f) =r2(f) et A(f) = calf)

ou r,(7) et ¢, (7) désignent la fonction de corrélation et la fonction de corrélation complémentaire
et r2(f) et c.(f) la densité spectrale et la densité spectrale complémentaire de x(t).
Dans la suite de cette annexe, nous allons illustrer ces définitions générales par des modulations

QAM.

A.1.2 Modulations numériques linéaires QAM

Pour une modulation linéaire de type QAM, 'enveloppe complexe de signal modulé associé a

la suite des symboles (ay,)nez s’écrit sous la forme :
z(t) =) agv(t - kT), (A.1.13)
k

avec v(t) est la fonction de mise en forme, T" est la période symbole et la suite des symboles a,, est

supposée centrée et stationnaire au sens large de statistiques au second ordre 74(n) = Elaiay_, ] et
ca(n) = Elaragn].

La fonction d’autocorrélation s’écrit sous la forme :
re(t,7) = ZZE agay v +——kT) (t———lT)

S ran) Dot + & —nT -~ 1) (1= T ~17),
n l 2 2

De méme

co(t,7) = Y a(n) Yot + % T —IT)v(t - g ~IT).
n l

On peut constater que r,(t,7) et ¢, (¢,7) sont périodiques de période T, par conséquent le signal
x(t) est cyclostationnaire au second ordre de fréquence cyclique fondamentale 1/T'. Les coefficients

de corrélation cyclique s’écrivent sous la forme

rE (1)

f Zra(n [ U(t+——nT—lT)v (t———lT) e 2T gy

De méme

f an(n)f U(t+——nT)v(t— )*"%%dt.
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Notons que [ v(t+Z-nT)v*(t- %)e‘izw%tdt = e iTF [I2u(t+T —nT)v*(t)e 277 dt. Par suite,

avec la notation ¢(:ﬁp,7) = [ v(t+7)v*(t)eii2”%tdt et w(%,T) s [ U(t+7)v(t)67i2”%tdt, nous

avons
% _ 1 772271'%7 k T A 1.14
re (1) = f;m(n)e (j)(?,r—n ) (A.1.14)
cf(T) = %;ca(n)e—iQﬂ;}‘rw(ng—nT) (A.1.15)
En remarquons que :
Bzom) = v(r) [0 ()]
k ok
zr) = o)+ [o(-r)e ),

de transformée de Fourier respectives v( f)v* (f—% et U(f)v(—f+%). Par suite, la densité spectrale
de puissance cyclique et la densité spectrale de puissance cyclique complémentaire (les transformées

de Fourier des expressions (A.1.14) et (A.1.15)) sont ainsi données par

k .
E(f) - %;Mn)vm T e T (A.116)
k .
ez (f) = % ;ca(n)v(f + %)v(—f + %)eﬂ?m”*%)? (A.1.17)
Soient
Fa(f) 2 D ra(m)e 2T et cy(f) = ¥ cq(m)e 2T, (AL18)
le spectre et le spectre complémentaire de la suite ag, ainsi (A.1.16) et (A.1.17) s’écrivent sous la
forme
k 1 k k k
T _ _ 0 v * v
ri (f) = Zra(f + gm)v(f + )" (f - o5) (A.1.19)
F() = mealf+ m)o(f + mmyo(—f + ), (A.1.20)
T 2T 2T 2T

En particulier d’apres (A.1.7) et (A.1.8)

APO)> = 5 [l ()R
<) = o [T alf+ gD,

et d’apres (A.1.9) et (A.1.10)

Bt = p S [ g g (- g
EG@) = g Zet [ el s gt s gon-s g
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qui deviennent pour t = nT' et une suite a; i.i.d. centrée :

a? +00

BGr) = TERS [ o g (- g
a2 +o0

B = TP e g g

Dans le cas particulier ott les symboles aj, sont non corrélés (au sens réel) i.e., 7,(k) = Elaj|0k.0
et cq(k) = E(a2)dkp, (A.1.16) et (A.1.17) deviennent

(D) = 2B ) (- o) (A1.21)
cH(f) = ZE@( + 5]+ o) (A1.22)

(A.1.19), (A.1.20), (A.1.21) et (A.1.22) représentent des extensions de la formule de Benett
classique du cas stationnaire circulaire dans le cas de symboles aj respectivement corrélés ou non

corrélés.

Remarque 3 : Considérons l'enveloppe complexe d'un signal QAM issue d'une (ag)kez

stationnaire :

y(t) = > apv(t - kT —to),
%

avec to est une variable aléatoire de loi de probabilité uniforme dans [0,7'] et indépendant de la

séquence a. Alors

Nl= 3=

T
ry(t,T) ;;E[akal’*]fo v(u+%—kT—to)v*(u—%—lT—to)du.

Y ra(n) [:o v(u-nT)v* (u-7)du,

de méme
1 +00
cy(t,7) = Tan(n)]— v(u—nT)v(u-T7)du,

et donc y(t) est stationnaire du second ordre car r,(t,7) et ¢,(t,7) ne dépendent pas de t. Leurs

transformées de Fourier s’écrivent ainsi

ry(f) = zra(H(HP
ey(f) = gea(Po(fo(=1).

D’apres (A.1.19) et (A.1.20) r2(f) = r,(f) et 2(f) = cy(f). La densité spectrale cyclique et la

densité spectrale cyclique complémentaire a la fréquence 0 représentent respectivement la densité

(A.1.23)

spectrale et la densité spectrale complémentaire du signal stationnaire associé.

Cas particulier : Dans le cas ou v(t) est une impulsion de Nyquist de transformée de Fourier en

cosinus surrélevé (de roll off «,,) nous distinguons les cas :
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k k
e Pour a,, = 0, v(f) est de support [%, %], réd (f) =0 et ¢ (f) =0 sauf pour k = 0 d’apres
k k

(A.1.19) et (A.1.20). Ainsi 7 (7) = ¢Z (1) = 0 pour k # 0. Dans ce cas particulier x(t) est

stationnaire du second ordre et
ro(t,7) = r2(7) et cp(t,7) = (7). (A.1.24)
e Pour a,, €]0,1], v(f) est de support [—%(1 + Qo) %(1 + am)]
k k
r+ (f)=0et ¢i (f) =0 sauf pour k=0,-1,1

d’apres (A.1.19) et (A.1.20) z(¢) n’aura que 3 fréquences cycliques 0,% et _Tl

\
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2 g

o
o

“Tir)
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[
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v

k k
FIGURE A.1 — Densité Spectrale de puissance cyclique pour une modulation rectiligne (rZ (f) = ¢ (f)) BPSK avec une impulsion

de mise en forme de Nyquist de roll-off ayo =0
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L3 k
FIGURE A.2 — Densité Spectrale de puissance cyclique pour une modulation rectiligne (r (f) = ¢ (f)) BPSK avec une impulsion
de mise en forme de Nyquist de roll-off aro = 0.5

k
FIGURE A.3 — Densité Spectrale de puissance cyclique pour une modulation circulaire (¢ (f) = 0) 4-QAM avec une impulsion
de mise en forme de Nyquist de roll-off oy =0
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x

FIGURE A.4 — Densité Spectrale de puissance cyclique pour une modulation circulaire (cz (f) =0) 4-QAM avec une impulsion

de mise en forme de Nyquist de roll-off ao = 0.5

A.1.3 Modulations numériques linéaires quasi-rectilignes

Comme il a été expliqué dans le chapitre 1, les enveloppes complexes de ces modulations sont

données par
t) = > i*bpo(t - kT),
k

ou la suite des symboles (bx)rez et 'impulsion v(t) sont réels. Dans le cas ou la suite by est centrée
et stationnaire du second ordre et de statistiques du second ordre ry(n) = E[bgby_n], la fonction

d’autocorrélation s’écrit sous la forme :

ro(t,7) = S Ebb ot + = - KT)o(t - — - IT)
w7 2 2

S itry(n) St + g —nT —1T)v(t - % ~IT).
n l
De méme

cx(t,7)

D Z MEbpbJu(t + — —kT)v(t-=—IT)
k

= Y i"ry(n) ;(—1)%@ 45 =T =1T)o(t - 5 7).

n

Par suite, r,(t,7) est toujours périodique en ¢ de période T, mais ¢, (t,7) est périodique de période
2T. Par conséquent le signal z(t) est cyclostationnaire au second ordre de période 27
Le calcul des coefficients de corrélation cyclique et de corrélation complémentaire cyclique aux

fréquences k/2T peut étre mené en suivant la méme démarche que pour les modulations linéaires.
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On obtient

£ 1 2T .
rat (1) = ﬁf zi”rb(n) [Zv(t+——nT—lT)v(t___lT) 2m gt gy
= 1 +( 1)k ZZ r (n) [ t+ — _nT)U(t— )e—'LZTrZT dt.
De méme . .
C?(T) ( ) ZZ rb(n)f U(t"‘——nT)U(t— )6 127r2T
Or puisque

+o0o . - kT +00 .
[ u(t+ g -nT)vu(t - %)e‘ﬁﬂ%tdt = e7imar f v(t+7—nT)v(t)e ™ 2Ttdt,

nous avons

. k
r2T (1) = 1) Zz rb(n)e T (%,T—TLT)

F () = Sy S e T ()
avec ici :

W) [:f ot + (e 2 dt = o(r) 5 [o(-T)e T,

(A.1.25)

(A.1.26)

de transformée de Fourier v(f)v(-f + %) Par suite, la transformée de Fourier de ¢(%,T -nT)
est v(f)u(-f + %)e—mme et celle de e_i%%(%ﬁ -nT) est v(f + ﬁ)v(—f + %)e‘i%”(ﬁﬁﬁ.

Par suite, la densité spectrale de puissance cyclique et la densité spectrale de puissance cyclique

complémentaire sont données par :

& 1+ (=1)* ,
) = EE e B I (o f )
s 1-(-1)" , k k
() = T Enne I (-1 ).
Ainsi :
r%(f) _ %rb(f+%—ﬁ)v(f+£)v(—f+% , pour k pair
’ 0 pour k impair
c%(f) _ %Tb(f+%—ﬁ)v(f+%)v(—f+%), pour k impair
* 0, pour k pair
ol

ro(f) = Y rp(n)e 2T

Pour une suite b, i.i.d. centrée

£ ~ %E[bi]v(f + %)v(—f + %), pour k pair
Tz (f) = 0

pour k impair

C:%LT(JC)

%E[bi]v(f + %)U(—f + %), pour k impair
0, pour k pair
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2k+1

Ainsi nous retrouvons des fréquences cycliques a = T pour la densité spectrale cyclique et [ =

2T
pour la densité spectrale cyclique complémentaire. Nous pouvons alors écrire plus simplement
E[b?
rz(f) = [Tk]v(f+%)v(—f+%) (A.1.31)
E[b}] B B
() = —Fu(f+5(F+3) (A.1.32)

_k 2k+1
avec a =7 et =0, keZ.

Notons que les relations (A.1.9) et (A.1.10) s’appliquent ici avec la période 27". Par suite (A.1.11)

t (A.1.12) deviennent respectivement :

Bt(r) = ¥ [ :org‘(f)df (A.1.33)
E(z2(nT)) = 3 et f B, (A.1.34)
- -

Cas particulier 1 : Dans le cas ou v(t) est une impulsion de Nyquist de transformée de Fourier en
cosinus surrélevé de roll off «.,, notons que contrairement au cas de la modulation linéaire QAM,
x(t) n’est stationnaire du second ordre pour aucune valeur de «a;,. Puisque v(t) est de support
[%(1 + Qo) %(1 + am)] distinguons les cas :

e Pour a;, =0, rxT (1) = c%T (1) =0 sauf pour k = 0 pour rxT (f) et k=-1,+1 pour ch (f).

1

Donc z(t) a 3 fréquences cychques 0, 5% 2T’ 57

o Pour Qo €]0, [ T(T) = chT (7) = 0 sauf pour k =0,-2,+2 pour r T(f) et k=-1, +1 pour

-1 1 1

T (f)- Donc z(t) a 5 fréquences cycliques 0, = T s ST Ty 3T

OPourame[é,] 7(7‘)—ch(7) 0 sauf pour k =0, 2+2pourrxT(f)etk:——1 +1,-3,+3

pour ch (f)- Donc z(t) a 7 fréquences cycliques 0, = ﬁ, Ty 5T 3T Tr 5T
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FIGURE A.5 — Densité Spectrale de puissance cyclique 72 (f) pour une modulation quasi-rectiligne 4-OQAM avec une impulsion

de mise en forme de Nyquist de roll-off ayo =0
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FIGURE A.6 — Densité Spectrale de puissance cyclique complémentaire ¢/ (f) pour une modulation quasi-rectiligne 4-OQAM

avec une impulsion de mise en forme de Nyquist de roll-off a,.o =0
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k
FIGURE A.7 — Densité Spectrale de puissance cyclique r7 (f) pour une modulation quasi-rectiligne 4-OQAM avec une impulsion
de mise en forme de Nyquist de roll-off ;o = 0.4

aT=k2

k
FIGURE A.8 — Densité Spectrale de puissance cyclique complémentaire ¢/ (f) pour une modulation quasi-rectiligne 4-OQAM
avec une impulsion de mise en forme de Nyquist de roll-off a;, = 0.4
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k
FIGURE A.9 — Densité Spectrale de puissance cyclique r7 (f) pour une modulation quasi-rectiligne 4-OQAM avec une impulsion

de mise en forme de Nyquist de roll-off a.o =1

aT=k2

&
FIGURE A.10 — Densité Spectrale de puissance cyclique complémentaire ¢ (f) pour une modulation quasi-rectiligne 4-OQAM

avec une impulsion de mise en forme de Nyquist de roll-off o, =1

Cas particulier 2 : Pour la modulation MSK, la transformé de Fourier de I'impulsion

cos(ZL) pour te[-T,T]

v(t) =
0 ailleurs

et AT cos(27 fT)
COS\ 47T
o) = Ta 1672 r2)

présentée par la figure A.11.
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[ramy
]

FIGURE A.11 — Impulsion v(f) de MSK.

Par suite, il y a théoriquement une infinité de fréquences cycliques. En pratique, vu la
décroissance de v(f) en 1/f2, nous pouvons considérer qu'il n’y a principalement que 7 fréquences
cycliques en raisonnant sur le lobe principal [%, %] de v(f).

181

—&— k=0

T o)) chi2T

b

ke ke
FIGURE A.12 — r2T (f) et ¢2” (f) pour différentes valeurs de k, modulation MSK.
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k k
2

La figure A.12 présente r27 (f) (valeurs pairs de k) et c2” (f) (valeurs impairs de k).
& &
Naturellement, nous constatons une décroissance des amplitudes de r27 (f) et ci*(f) en

augmentant la valeur de k.

Cas particulier 3 : Pour la modulation GMSK nous ne disposons que de valeur analytique exacte
ni de v(t), ni de sa transformée de Fourier v(f) qui a aussi un support théorique infini, donc
théoriquement une infinité de fréquences cycliques. De plus, cette modulation dépend du parametre
BT'. A notre connaissance le nombre approximatif de fréquences cycliques n’a pas été étudié dans
la littérature.

Cependant, nous avons présenté numériquement (figure A.13) la transformée de Fourier de
I'approximation de Laurent [49] de v(t) correspondante & BT = 0.3. Ceci nous a permis de constater

que le support de cette transformée de Fourier v(f) s’étend approximativement a l'intervalle

[—3 3

T ﬁ] et nous avons ainsi 7 fréquences cycliques comme pour la modulation MSK.

16 T T T T T T T T T

02 1 ] 1 1

FIGURE A.13 — Impulsion v(t) de GMSK linéarisée.

k k

La figure A.14 présente r27 (f) (valeurs pairs de k) et c2”(f) (valeurs impairs de k).
k k

Naturellement, les amplitudes de 727 (f) et ¢27 (f) décroient en augmentant la valeur de k.
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FIGURE A.14 — r27 (f) et ¢2” (f) pour différentes valeurs de k, modulation GMSK.

A.1.4 Formule des interférences

Dans le cas de signaux centrés stationnaires de second ordre multidimensionnel x(t) filtrés par

un filtre linéaire de fonction de transfert multidimensionnelle H(f) ayant pour sortie y(t),

a(t) H(f) y(t)

y(t) est aussi centré stationnaire du second ordre. Les densités spectrales de puissance et densité
spectrale de puissance complémentaire de x(t) et y(t) sont reliés par les relations classiques

suivantes :

H(f)R.(HH"(f) (A.1.35)
H(f)C.(f)H" (-f). (A.1.36)

Ry(f)
Cy(f)

Les notions de signal cyclo-stationnaire au second ordre de période cyclique T s’étendent aux signaux

multidimensionnels x(¢) pour lesquels nous avons les définitions suivantes

E[x(t+7/2)x" (t - 7/2)]
E[x(t + T/2)XT(t -7/2)]

13

R.(t,7)
C.(t,7)

13

sont périodiques de période T'. On définit de la méme fagon des matrices spectrales de puissance
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k k
cyclique RI (f) et de puissance cyclique complémentaire CF (f) qui satisfont les symétries :

[Rf(f)]H R.7(f) (A.1.37)

|c! (f)]T

CT (-f). (A.1.38)

Par suite la matrice spectrale & la fréquence cyclique 0 est hermitienne : [Rg(co)( NI = R;O)( f)-

Considérons un signal x(¢) cyclostionnaire du second ordre de fréquences cycliques « € ac et
cycliques complémentaires § € 3. Filtré par un filtre linéaire multi-dimensionnel H (f), la sortie est
alors aussi cyclostationnaire de mémes fréquences cycliques a € ¢ et 3 € 3. Les matrices spectrales
de puissance cycliques et les matrices spectrales de puissance cycliques complémentaires de x(t) et

y(t) sont reliées par les relations suivantes :

R, (f)

C(f)

H(f+3)RINH"(f-3) (A.1.39)

H(f+ CUNH (-1 +5). (A.1.40)

Démonstration :

Nous avons

R.(t,7) 2 E[x(t+7/2)x (t-7/2)] = ZRg(T)eiQMt, avec o €

07

et
Ry(t,7) = E[y(t+7/2)y" (t - 7/2)],
y(t+7/2) = [:OH(Hl)a:(t+T/2—91)d01
y(t-7/2) = [:OH(GQ):B(IS—T/Q—HQ)CZGQ.
Ainsi

R,(t,7)

[:o f:’ H(00)E[m(t + /2 00) (- 7/2 - 05) [FT¥ (62)d01 d0s

+00 +00
[ [ H(Gl)Rm(t—01;02,T+92—01)HH(92)d91d92.

Nous voyons clairement que R, (t+T,7) = Ry(t,7) et donc y(t) est aussi cyclostationnaire du
second ordre de période T'. En écrivant

01 +¢92
2

61+69

77-+92_91):ZRg(T+92_91)ei2wat€7i2wa el

R, (t-

nous obtenons

01+62

R _ oo oo fe H 2rat _—i2ma
y(t,T) = Z . . H(Hl)Rm(T+92—91)H (92)6 e 2 d91d92,
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ayant pour transformée de Fourier (par rapport & 1)

01+69

R (t f) = Z . " " H(@ R% G — 0 HH 0 i2mat —i2mo —i271-f7-d9 dBod
LA oo S Joo 1) z(T+ 2 1) (62)e e 7 e 1dOodr.
(A.1.41)

= ¢ 2 f(1402-01) =27 01 o127 f02 ot quavec les changements de variable

En remarquant que e *27/7

adéquats, nous avons

+00 . . o
[T EE@)e e g~ H(F+S)
400 . o
f HH(92)6127rf9267127r592d02 _ HH(f _ %)
+0o0 .
[ TR - o) B A < R (),

nous obtenons

Ry(t7f):ZH(f—i—%)Rg(f)HH(f_g)eﬂwat.

Par conséquent, d’apres la remarque 1
Q@ Q
Ry(f) = H(f+ )RNH(f - 3),

de méme nous obtenons

g

()= H(f+ DU HT (-5 +

)

Remarque 4 : Dans le cas ol «(t) est stationnaire au second ordre RX(f) = C?(f) = 0 pour
a#0et f#0avec RO(f) = Ru(f), CoUf) = Cu(f) et (A.1.39) et (A.1.40) se réduisent & (A.1.35)
et (A.1.36).

Remarque 5 : Dans le cas particulier ou z(t) est une modulation QAM (A.1.13) filtrée par un
filtre linéaire de fonction de transfert h(t), alors y(t) = ¥ axg(t — kT') avec g(t) = v(t) * h(t),
(A.1.39) et (A.1.40) et (A.1.20) permettent de conclure que

Ry(f) = %Ta(f)g(f + %)QH(f - %) (A.1.42)
cy(f) = %ca(f)g(f + g)gT(—f + g)- (A.1.43)

Remarque 6 : Dans le cas particulier d’un filtre linéaire de type MISO (ou la fonction de transfert
H (f) est un vecteur ligne noté A7 (f)), les matrices spectrales de puissance cycliques et les matrices

spectrales de puissance cycliques complémentaires de x(t) et y(t) donnés par (A.1.39) et (A.1.40)
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sont reliées par les relations suivantes :

() = R RN -T) (A1.44)
G = B DO s+ ). (A145)

Remarque 7 : Dans le cas particulier d’un filtre linéaire de type SIMO (ou la fonction de transfert
H(f) est un vecteur colonne noté h(f)), les matrices spectrales de puissance cycliques et les
matrices spectrales de puissance cycliques complémentaires de z(t) et y(t) donnés par (A.1.39) et

(A.1.40) sont reliées par les relations suivantes :

Rj (/) = (DA + )R -3) (A.1.46)
U = R DR (D) (A.1.47)

A.2 Factorisation spectrale

A.2.1 Définitions

Un polynome trigonométrique défini pour tout z € C s’écrit comme suit :
n
s(z)= ). iz " (A.2.1)
k=-n

avec : r_p =1},
On note I’ensemble de ces polynomes dont les coefficients 7 sont réels par R[z], qui sont aussi
désignés comme des polynomes symétriques, puisque r_i = 7.
Pour des coefficients r, complexes le polynéme (A.2.1) est dit hermitien puisque r_; = 7} ; qu’on
note C[z].

Un polynéme causal est défini par H(z) = X, hiz"*. Les ensembles associés pour des
coefficients réels et complexes sont notés respectivement R, [z] et C.[z].

La partie causale de (A.2.1) s’écrit :

s+(2) = 7“_20 + 3 rpz " (A.2.2)
k=1

Remarque : la valeur de s € R[] sur le cercle unité T (z = ¢2™f f ¢ [-3.3]) :

s(f) £ s(e”™) = 2Re {s+(ei27rf)}

n (A.2.3)
=rg+2 Z 71 cos 2k f
k=1
De méme, la valeur de s € C[2] sur le cercle unité T (z = ">/, f e [—%, %]) :
s(z)= 2 mez = Y [ug ol (A.2.4)
k=-n k=—n
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en prenant en considération la symétrie hermitienne de ce polynéme on peut écrire :
n n
s(f) :u0+2ZukCOSQka+2kasin2k:7rf (A.2.5)
k=1 k=1
Le polynome s(z) défini par 'expression (A.2.1) est dit défini positif (resp. semi-défini positif)
sur le cercle unité T c’est-a-dire : s(f) >0,V f €T (resp. s(f) >0,V f eT). On note RP[z] et CP[z]

les ensembles des polynémes défini positifs de coefficients réels et complexes, respectivement.

A.2.2 Théoréme de Riesz-Fejér, factorisation spectrale

Un polynéme s € C[z] tel que défini en (A.2.1) est semi-défini positif sur le cercle unité T si et

seulement si un polynéme causal :

H(z) = i iz " (A.2.6)
k=0
existe tel que :
s(z)=H(z)H*(z™) (A.2.7)

avec : H*(2) = X} ohjzr.
L’égalité (A.2.7) représente la factorisation spectrale d'un polynoéme s(z) semi-défini positif. Cette

derniére expression peut s’écrire en fonction des coefficients de s(z) et H(z) comme suit :
e = Yoy hihl . pourk >0 (A.2.8)

) est une fonction d’autocorrélation si s(f) >0, VfeT.

Remarque Pour une densité spectrale de puissance s(z) rationnelle avec M zéros et N poles, il y

aura 2M+N

choix possibles de la fonction de transfert H(z) en absence de conditions supplémentaires
sur la phase. Une fonction de transfert unique peut étre déterminée en choisissant les poles et les

zéros a U'intérieur du cercle unité T (filtre a phase minimale).

A.2.3 Généralisation du théoreme de Riesz-Fejér au processus complexes non

nécessairement circulaire au second ordre

Nous allons étendre le célebre théoreme de factorisation spectrale aux processus a temps continu
complexes n(t) e CV stationnaires au sens large (WSS) 3 non nécessairement circulaires du second
ordre. Pour cela, considérons le processus réel associé n(t) et [Re(n”(t)),Im(nT())]" et le

processus complexe étendu 1(t) def [nT(t),n" (t)]7 reliés par

na(t) =Ta(t) et n(t) = %THﬁ(t) avec T %

I
. A29
I I ] ( )

3. C’est-a-dire ou le processus conjoint associé (Re(n(t)),Im(n(t)) est WSS.
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Sous des hypotheses ou le théoreme de factorisation spectrale s’applique au processus réel a temps

continu? n(t), il existe une fonction de transfert causale et inversiblement causale G(f) ¢ C*V*2N

telle que Ry (f) = G(f)GH(f) avec G*(f)= G(~f). En conséquence W (f) et G71(f) satisfait

Wi (HR(HWE(f) =Lon et Wi(f) = Wi(=f). (A.2.10)
Puis utilisant la relation (A.2.9), Rz(f) = %THR’ﬁ(f)T, nous obtenons
Wi(/)Ra(f)WE () = Taw, (A.2.11)

oun Wx(f) = 2%/§TW,—L(J”)TH a la structure

Wi(f)  Wa(f) ] (A.2.12)

Wi(f) =
v !WE(—f) Wi(-£)

grace a (A.2.10). Sa transformée de Fourier inverse W() a la structure

Wi(t) Walt) ]

Wal) l W) Wil

et en conséquence d’apres (A.2.11) ny,(t) def Wi (t) *n(t) + Wa(t) *n*(t) est a la fois circulaire du

second ordre et spatialement et temporellement blanc. [ |

A.2.4 Algorithme de factorisation d’une matrice de densité spectrale de

puissance
A.2.4.1 Définition 1

Une fonction matricielle de la variable f, R(f), de dimension (g x ¢) définie sur l'intervalle

[—%, %] est une densité spectrale si elle possede les propriétés suivantes :
1. R(f) est Hermitienne, semi-définie positive et R(f) = R¥(f) = RT (-f);

2. R(f) est intégrable et possede une décomposition en série de Fourier :

R(f) = +Z°° | (A.2.13)
k=—o00

N . + . . . , .
ou les coefficients {T'x} 2 est la fonction de covariance. Ces derniers sont définis par :

r-

En conséquence de la condition (1) les coefficients I'y, sont réels et vérifient T'y, = T'7,

R(f)e 2 Ikgf (A.2.14)

NI= o=

4. C’est en particulier le cas quand la matrice de densité spectrale de puissance Ry (f) est une fraction rationnelle

en 2™/ pour laquelle Ry (f) est inversible pour toute valeur de f, voir en particulier [32].
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A.2.4.2 Théoréme

Si R(f) tel que définie dans la section A.2.4.1 satisfait aux conditions supplémentaires :
1. R(f) est de rang maximal ¢
2. [T logdet R(f)df > —o0

donc : R(f) = G(f)GH(f) ou la fonction génératrice G(f) est une matrice carrée de dimension

(g x q) définie sur le cercle unité T = {|z| = 1} avec les propriétés suivantes :

a) G possede une décomposition en série de Fourier aux puissances positives de e seulement,

G(f)= 3 Ape (A.2.15)
k=0

1 .
avec : A = [ % G(f)e 2™ kqf
2
b) G admet une extension holomorphique sur le disque D = {|z| < 1} donnée par :
G(z)=> A" (A.2.16)
k=0
c¢) lextension G(z) est optimale c’est-a-dire det G(z) # 0, dans D

Les propriétés (a) & (c¢) déterminent d’une maniere unique G.

Remarque : G peut étre déterminé en imposant que la matrice Ay = G(0) soit réelle, triangulaire
supérieure avec des éléments de la diagonale positifs. Une conséquence directe de ces contraintes et
de la propriété (1) de la définition de R(f) A.2.4.1 c’est que tous les coefficients Ay sont réels. On
conclut aussi que la factorisation R(f) = G(f)G (f) peut étre exprimé en termes de T'y, et Ay, :

Tp=Y AjpAl (A.2.17)
5=0

A.2.4.3 Définition 2

Etant donnée une fonction M(f) définie dans Uintervalle [-=, 5] qui peut étre exprimée par la

11
272
série de Fourier M(f) = 72, Bpe?™* on définit 'opérateur [ . ]

*
1 o0 A .
[M()]" = 5Bo+ 3 Bre'™/E = @(e™/h) (A.2.18)
k=1

Le probléme de factorisation d’une matrice spectrale R(f) consiste & trouver la fonction
génératrice G, ou d’une maniere équivalente les coefficients {Ay}.

On s’intéresse donc a une solution itérative au probleme suivant :

Y(f)=G(f)GH(f)-R(f)=0, L<f<i
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L’expression récursive pour trouver la fonction génératrice est la suivante [90] :
G = G {[G,,RG, +1]"} (A.2.19)

Data: R(z),¢
Result: G(z)
m <— 0

begin
I'n <« IFFT[R(2)]

Go(z) «<— Cholesky [To]

repeat
Gl «— Gno[GIRG T +1]*
m<«—m+1
Errorg «— Gpi1 - G

until Errorg < e;

G(z) «— Gp1(2)

end

Algorithm 1: Factorisation spectrale multidimensionnelle & temps discret

A.3 Principe de simulation a temps discret

Afin de valider les performances en terme de SINR, nous devons définir pour chacun des
récepteurs MLSE conventionnel et non circulaire pour SOI complexe, rectiligne ou quasi-rectiligne,
un modele discret équivalent pour la génération des suites yg, 21 et zq ) en entrée du détecteur de
Viterbi et mener les calculs des parametres (7, 74), 77k €t (rd7k,7“£l7k) nécessaires aux calculs de
métrique des branches de ce détecteur. Notons que le cas d’un SOI quasi-rectiligne, ces métriques
de branches sont fonctions de la parité du symbole courant k (le terme (-1)* dans la métrique
(1.2.19)).

Pour la génération des suites yg, 2 et z4x nous considérons le cas d'un SOI perturbé par une
seule interférence et un bruit de fond gaussien, centré, blanc temporellement et spatialement. Le

signal regu par le récepteur sera donc :
x(t) =s(t) +j(t) + ng(t) (A.3.1)
avec :
s(t) =Y apu(t-kT) «h(t) = Y arg(t - kT)
k k

j(t) = zk:ckvj(t —kT) «h;(t) = Zk:ckgj(t - kT)
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A.3.1 Scénario 1 : SOI modulation linéaire rectiligne

La structure du récepteur SIMO MLSE pour ce scénario est la suivante :

z(t z(t a0--Ar—
) w (f) (/) i Algorithme de Viterbi | G0-GK
kT
FASTWL rep |

FIGURE A.15 — Structures du récepteur MLSE non circulaire avec des symboles réels.

Génération des observations : Pour une modulation BPSK & symboles réels ay, le résumé

exhaustif {2Re(ajyr) iy dans (1.2.8), se réduit & la séquence {24 }r—0. . -1 définie par :

a=2Re(y) = [ WH(DR()EEHIT L, (A.3.2)

qui peut étre interprété comme la sortie a I'instant k7" du filtre WL multidimensionnel de fonction

de transfert

%) =g"(HRF(f). (A.3.3)
avec 8(f) = [g7(f).g" (-]

Le signal observé X(t) étant composé d’un SOI, interférence et bruit de fond (gaussien, circulaire,

spatialement et temporellement blanc), on peut écrire :

2k = 2Re(yr)
= [:o VNVH(f) [§(f) +}(f) +ﬁG(f)] ez’27rkadf
- [T RE g [ TSR e [T (e o

o0 o0
=21kt 22k TNGE
(A.3.4)

avec :
e 21, : échantillons du SOI
e 2}, : échantillons de 'interférence

e ngy : échantillons bruit gaussien a la sortie du filtre W (f)

) 7\ 5
Zk i QoA
Zax > > A}gorlj[hme .d?
i | / Viterbi modifié
G T
rr,k

FIGURE A.16 — Modele discret équivalent au récepteur SIMO MLSE de la figure A.15
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1. SOI

A partir des équations (1.2.16) et (A.3.4), on peut exprimer les échantillons SOI comme suit :

an= [ FIDS) Ty

(A.3.5)
=agrro + Z Ty k-1
k+l
ou 7, est défini par :
+00 .
rei= [ BT DORG NDEN s (A.3.6)

Avec : 1,1 # 0 pour |k| < L; (voir la définition de L; au paragraphe 1.2.2)

Ay, . [y . . g1 . Ag.p,
» zZ 7' =7 ———— z

ay

A, A,

’”r,k+L,—>® Ty kLl Tro 4>® Trk-Lit1 Ty, er,4>®

1k

FIGURE A.17 — Générateur des échantillons SOI modulation rectiligne

2. Interférence
De méme que le SOI, & partir des équations (1.2.16) et (A.3.4), on peut exprimer les

échantillons interférence comme suit :

aan= [ W

- (A.3.7)
=Cgrjot Z T k-l
k+l
ou rjy est défini par :
+0oo i
k=[BRS (DE (e Tay (A.33)

avec :

e 7jx # 0 pour |k| < L; ou L; représente 'étendu de linterférence inter-symbole de
I'interférence, causale et anti-causale, percu par le récepteur.

o () = [g/(N)eg] (=N o gi(t) = vi(t) » hj(t). vi(t) et h;(t) dénotent

respectivement l'impulsion de mise en forme brouilleur et la réponse impulsionnelle

équivalente bande de base du canal multivoies brouilleur.
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ri,k+L—»® Vi1 "i,o—*® Vik-L+1 rﬁk-L—’®

T2k
FIGURE A.18 — Générateur des échantillons de I'interférence
3. Bruit de fond gaussien

Les échantillons du bruit de fond en sortie du filtre adapté WL multidimensionnel sont définis

par l'expression suivante :

nak= [ wHT()EH T df (A.39)

avec : g (f) = [ns(f),nd (=)]" et na(t) ~ Ne(0, NoIné(7),0)

_ kT
na(t) & (1) , NGk

FIGURE A.19 — Echantillons ng ; du bruit de fond en sortie du filtre WL multidimensionnel

Les échantillons ng 1, représentent une suite stationnaire colorée de variable aléatoire réelle,
gaussienne et centrée. A travers la formule des interférences, la fonction d’autocorrélation

correspondante vaut :

rag(K) = Blnamgi] = No [ W (£ (f)df

too (A.3.10)
-No [ _TETDORZNDEDY
avec : 1y, (k) # 0 pour k € [-Q; Q].
La densité spectrale de puissance de la suite aléatoire ng ) est égale a :
Q
Sne(2) = 3 rug(k)z7" (A.3.11)

W=Q

Selon le théoreme de Riesz-Fejér (section A.2.2) [29], une fonction de transfert causale unique
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peut étre déterminée en choisissons les poles et les zéros a lintérieur du cercle unité (filtre a
phase minimale) H(z) = Zgzo hi (k)27 tel que :
1
Sno(2) = H(2)H* (—) (A.3.12)
z
qui représente la factorisation spectrale de la fonction d’autocorrélation r,.,(k), avec :

H*(2) = X% 27",

Afin de générer les échantillons ng j, on utilise le modele discret équivalent :

~ 0,1
ng ~ Nr(0,1) H(:) na,k

FIGURE A.20 — Générateur des échantillons ng ; équivalent au modele continu de la figure A.19

. Métrique de Viterbi
Pour des symboles ay, réels, la métrique de Viterbi (1.2.8) peut s’écrire comme suit :

K-1K-1 K-1

A(a/()a --;aK—l) = Z E akaklRe(’]”k_kl—‘rT;;;k,) — 2 ARk
k=0 k'=0 k=0
Avec :
Tk = [::o g{{(f)R%l(f)gl(f)eiQ”’“def, (A.3.13)
rh o= [ :o g (HRA (g (f)e? ™ T g, (A.3.14)

avec g1(t) def ! 5(?) ] et go(t) def ! ? ] ot g(f) =v(f)h(f).
0 g*(t)

A.3.2 Scénario 2 : SOI modulation linéaire quasi-rectiligne

Contrairement au récepteur MLSE non circulaire pour SOI rectiligne, ce récepteur présente

deux post-rotations de +k7/2 ce qui est équivalent & un filtre variable dans le temps, défini par :

Wiy () = ["el () + (=)"gd (HIRZ' () = g(ly (HRZ' (f)

Génération des observations : Pour une modulation linéaire quasi-rectiligne GMSK de

symbole complexe ay, = i*by, (aprés approximation de Laurent), le résumé exhaustif {2Re(a;yx) i{: 61

dans la métrique (1.2.8), se réduit a la séquence {zj}i-0,. x-1 définie par :

Rdk = 2Re[(_7’)kyk] _ [::O ng)(f)’i(f)ez%rkadf

+oo , 400 ‘ (A.3.15)
=) [ W ORI g+ () [l (R df
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avec

wi(f) =R (f)gu(f)
wa(f) =R (f)ga(f)

(=] &) ] et ga(f) * [ e ] ot &(1) = v(HL().
’LU{{(f) yl(i)/ Y1,k X(—i)k
kT
kel N S P < Sl DN L0
kT
Td7kT TT&,k

FIGURE A.21 — Structure 1 du récepteur MLSE non circulaire pour modulations linéaires quasi-rectilignes.

L’observation X(t) étant composée d'un SOI, interférence et bruit de fond (gaussien, circulaire,

spatialement et temporellement blanc), on peut écrire :
2 = 2Re[ (=) ]
- [ I DD T B Ty
- [:O wgc)(fﬁ(f)emkadf + [:O wgc)(f)'j'(f)ei%rkadf + [:o wgf)(f)’ﬁc(f)eiQkaTdf

=21d,k T Z2d,k + NG K

(A.3.16)

avec :
— 214, : échantillons du SOI
— 294,k © échantillons de 'interférence

— ng, : échantillons bruit gaussien a la sortie du filtre wg)( f)

2k
1k j\ Zdk Algorithme de by b
Z‘-:A > » 5 2 e
J Viterbi modifié B
N x T T
Fak rax

FIGURE A.22 — Modeéle discret équivalent au récepteur SIMO MLSE de la figure A.21

1. SOI
A partir des équations (1.2.22) et (A.3.16), on peut exprimer les échantillons SOI comme
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suit :

+00 .
sk = [ Wi (PR df
=23 bRe{(=i)F Dy + i )
l

' , A.3.17
= 20 Re{ro + (-1)Frg"} + 23 biRe{ (=) F Dy +iF D ) ( )
Ik
= brag s + Y. b
l+k
ou 7, r;c et ay,; sont définis par :
+o00 .
= [ el (DR (Deu(Ne?™Tay (A3.18)
! oo - 127
o= [ el (DR (Dea(He ™ Tay (A.3.19)
Qg1 = 2Re {(—Z')(k_l)rk,l + i(lﬁl)?“;:,l} (A.3.20)

avec : 1 # 0 et r;g # 0 pour |k| < L; (voir la définition de L; en section 1.2.2)

b, bpip bygir by,
z! ! z! 75

ak. k+L,4’® ak. k+Li-1

T1dk

FIGURE A.23 — Générateur des échantillons SOI modulation quasi-rectiligne

. Interférence
A partir des équations (1.2.22) et (A.3.16), on peut exprimer les échantillons interférence

comme suit :

san= [ Wl (DR ds

=2 Z cRe {(—’l')(kil)rj,(k—l) + i(kJrl)T;'T(k—l)}
1

. e . . (A.3.21)
=2¢,Re {Tj,o + (—1)krj’0} +2% cRe {(—z)(k l)Tj,(k—l) + Z(k+l)Tj,(k—l)}
l#k
= Pk + Z 1Bk,
1#k
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. ! ’ .
Ol 7k, T 1, €t Br, sont définis par :

Ch+L

Z—l

Pisi—s()  Pua

+00 .
rie= [ sl (RS (Ngan(He™Tar (A3.22)
! oo - 27
= [ el (DR (Negia(£)e™ Tay (A.3.23)
Bes = 2Re {(_i)(kfl)rj’(kil) + i(k”)f’;}k-z)} (A.3.24)
CrL1 Cher+1 CiL

/7 S S — —— 71 71

Ck

Pei—(X)

ﬁk, kL1 B k-L—’®

> Zaak

FIGURE A.24 — Générateur des échantillons interférence modulation quasi-rectiligne

avec !

e rjp#0et T;-’k + 0 pour |k| < L; (L; : représente 1'étendu de l'interférence inter-symboles

brouilleur, pergue par le récepteur)

. gjl(f)f[

g;(f)
0

. Bruit de fond gaussien

] et gja(f) f[

0
g;(-f)

] ou g;(f) =v;(f)h;(f).

Les échantillons du bruit gaussien a l'entrée de 'organe de décision de Viterbi sont définis

par :

=2Re {(—z)knk}

nep = 2Re {(—z’)’“ [ ;°° w (Y f)emfdef} (A.3.25)

(A.3.26)

avec : Ng(f) = [nE(f).nd (-F)]T et ng(t) ~ N (0, NoInd(7),0)

ng(t)

kT

wi' (/)

, Nk

FIGURE A.25 — Echantillons nj du bruit de fond
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La séquence ny est une suite de variable aléatoire complexe gaussienne, centré, non circulaire,

stationnaire et colorée. Les densités spectrales de puissance, en utilisant les résultats de la

section A.1.4, s’écrivent :

T () = w1 (/)R (f)w1(f)
en () = Wil (f)Crg (/)Wi (=f)
pour un bruit de fond ng(t) ~ Mg (0, NoIand(7),0), on a :

Ty () = Nol[wil (f)[?
eny (f) = Nowi (f)Tonwi (=)

0 Iy
avec : Jon =
Iy O

Les fonctions d’autocorrélation de la séquence ny s’écrivent :

T, (k) = E[nyni_]
- [ ey
- No [ el (DR (Nea(£)e ™ ay

cny, (k) = E[nyng]
_ [+00 an(f)eiZﬂ'fdef
= No [:O g (R (F)TanRE (=gl (= f)e? T g

avec : 1y, (k) # 0 pour k € [-Qr; Qr] et ¢y, (k) # 0 pour k € [-Q¢; Q]

On définit le vecteur composite n;, comme suit :

Re{ny} ]=1[ 1 1 ][ ng ]
Im{ny} 21 —i 4 ny,

= T1,, € R?

N

(A.3.27)
(A.3.28)

(A.3.29)
(A.3.30)

(A.3.31)

(A.3.32)

(A.3.33)

(A.3.34)

(A.3.35)

(A.3.36)

(A.3.37)

(A.3.38)

La matrice de covariance du vecteur composite n; est reliée a la matrice de covariance du

vecteur étendu ny par la relation :

Ra, (k) = TR, (k)TH

avec : Rﬁk(k) & [ T'nk(k) an(k) ]

Cny (K) 7, (K)
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La transformée en z de la matrice de covariance du vecteur composite 7 s’écrit :

Ra, (2) £ i Ra, ()27 (A.3.40)
l=—L
= GT(zHG(2) (A.3.41)

L’expression (A.3.41) représente la factorisation spectrale multidimensionnelle a temps discret

A.2.4 de la matrice spectrale du vecteur composite ny.

TNk eC
M erey 2 I Re( ) +im{) 2

FIGURE A.26 — Structures du générateur des échantillons du bruit gaussien nj, avec une entrée : oy, ~ Nr(0,I2n,0)

I1 faut noter que la séquence d’échantillons ng = 2Re {(—z)knk] représente le bruit présent a

I’entrée de I'organe de décision.

4. Métrique de Viterbi

K-1K-1

A(bo,... bK 1) = Z Z bkbk/Re {Tdk k! +( 1 Tdk k’} Z bkzdk (A.3.42)
k=0 k’'=0
K-1K-1 -~ K-1
A(bo,...,bK_l) = z Z bkbkrRe{( Z) k’l“k Kkt (Z ke Tr— k’} E bkzd,k (A.3.43)
k=0 k’=0 k=0
avec !
= [Tl ORE (e (He T ayp (A.3.44)
ran= () [ el DR (Dga()e ™ T as (A3.45)

A.3.3 Scénario 3 : SOI modulation linéaire a symboles complexes

La structure du récepteur SIMO MLSE pour une modulation linéaire a symboles complexes est

la suivante :

z(t t To..Ax -
) wi (f) y(/) Yk Algorithme de Viterbi f0-aK
kT
FASTWL el |

FIGURE A.27 — Structure du récepteur MLSE non circulaire pour symboles complexes.

189



Génération des observations :

le résumé exhaustif dans (1.2.8) correspond a la séquence {y} k=0, -1 définie par :
+00 .
ve= [ sl (DRI (DR Tay (A.3.46)

avee : wi(f) 2 Ri (g1 (f) et gi(f) = [ r ]

L’observation y; peut étre décomposée en trois séquences représentant les contributions : SOI,
interférence et bruit gaussien :
+00 — A
we= [ WED B 3 + o] 2™ af
+00 . +00 ~ . +00 .
= [ WD T s [T w ORI T a4 [ Wl ()Ra(f)e ™ T ds

= ktY2kt NGk

(A.3.47)
1. SOI
A partir des équations (A.3.47) et (1.2.9), on exprimer les échantillons SOI :
+o00 .
= [ wl (D™ Ty (A3.48)
Y1k = QRTO + QLT) + Z[aﬂ“k_l +a; ] (A.3.49)
l+k
avec :
+o0 .
o= [ el (DRF (Nea(N)e*™Tay (A.3.50)
! e - 127
o= [ e (DR (Dea( e ™ T df (A.3.51)

avec : 1 # 0 et 7, # 0 pour [k| < L; (voir la définition de L; en section 1.2.2)
2. Interférence
Pour une interférence en modulation linéaire rectiligne et a partir les expression (1.2.9) et

(A.3.47), la séquence des échantillons correspondant s’exprime :

pr= [ W af (A3.52)
Yok = CkTi0 + Y Lar (-] (A.3.53)
l+k
avec .
Tik = [ :o gl (HRF(NE (™ T df (A.3.54)
ot g;(f) = [ g*j(f) ]3 g;(f) = v;(/)h;(f)
g; (1)
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3. Bruit de fond gaussien
La séquence des échantillons ng i, de I'expression (A.3.47) est générée de la méme fagon que

la séquence ny, de I'expression (A.3.25) du cas d’une modulation SOI quasi-rectiligne.

A.3.4 Algorithme de Viterbi modifié

La séquence {ay} -0, k-1 qui minimise le critere (1.2.4) est de facon équivalente donnée par la

minimisation de la métrique suivante :

K-1K-1 K-1
A(ag,..,ax-1) = Z Z Re(ajapri_i+agagry ) —2 Z Re(azyk), (A.3.55)
k=0 k’=0 k=0

ol Yg, T et ry sont donnés fréquentiellement par

ve= [ el (DR (RN Tay (A.3.56)
et

neo= [l OR (D (DT, (A.3.57)

no= [ OR (D, (A.3.59)

4
avec : 1, =1, =0 pour |k|> L; et

g1(t) d:ef[ gi)t) ] et ga(t) dgf[ g*(zt) ] ou g(f)=v(f)h(f).
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En prenant en considération I'effet de bord aj-r, =... =ag =0 et ag+1 = ... = ag+r, = 0, le premier

terme de ’expression (A.3.55) s’écrit sous la forme :

K-1K-1 , L; K ,
Z Z Re(a};akrrk,kr+akak/rk"_k,) = Z (Z Re(a;aklrﬂrakaklrl*))
k=0 k’=0 I=—L; \k=1

K , L; K ’
- Z Re (|ai‘7«0 + airo) + Z (Z Re(a;aklrﬁakaklrl*))

=1 1=1 \k=1
L (K )
* *
+ Z Z Re(ajapri+agagwr;”)
1=1 \k=1

K L; K
=) Re (|ai|r0 + airé) + Z (Z Re(a,’;ak_lrﬁakak_lr;*))
-1 1=1 \k=1

+
~

i K+l ,
( Z Re(a;;,_lakrr_l+ak,_lak/r_7)
k'=1+1

o~
—_

L { K
=) Re (|ai\r0 + airé) + Z (Z Re(a,iak_lrﬁakak_lr;*))
=1 \k=1

=

~
= I
—_

K
!
+ ( Z Re(ak/a,:,lrﬁak/akrlr’;))
k'=1

~
[y

Li (K
=Y Re (|a%|r0 + a%r(’)) + Z (Z Re(a,’;ak_lrﬁakak_lr;*))
=1 \k=1

=M

K
4
+ ( > Re(a};,akf_lrfl+a};,a,:,_lr_l)) .
=1 \k'=1

o~

(A.3.59)

Selon la définition des variables rj, et r; (A.3.57),(A.3.58) qui sont nécessaires au calcul des métriques

de branche de I’algorithme de Viterbi modifié, on a les relations suivantes :
rp=rp et vl =1y (A.3.60)

Ce dernier résultat en prenant en compte l'effet de bord permet de récrire le premier terme de

I'expression (A.3.55) comme suit :

K-1K-1 K L
Y. Y Re(agapry o +agapryy) = Y [Re (la2lro + airo) + Y (Re(agaralre + vy )+ agan " + 7“’-7]))]
k=0 k'=0 k=1 =1

M=

L;
[Re (|a%|r0 + a%ré) +2 Z Re(ajak—_im +a,’;a};_l7‘l’)]

k=1 1=1
(A.3.61)
Par suite la métrique (A.3.55) peut s’écrire sous la forme suivante :
K-1 , L;
A(ao, ..,ax-1) = Re {a}; ((%TO +agry) +2 Y (ap_yr + a,:_lrl’)) - 2a};yk} (A.3.62)
k=0 =1
| Mok,ak,Yk) _
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d’ou I’écriture récursive suivante :
A(a07 0y ak) = A(CLO, 0y ak—l) + )‘(Uka ag, yk) (A363)

avec : 0 = (-1, ..., ak-r, ). Pour le cas des modulations linéaires & symboles complexes, rectilignes
et quasi-rectilignes, toutes les structures développées du récepteur SIMO MLSE non-circulaire sont
basées sur la minimisation de la métrique générale (A.3.61). La minimisation de cette derniere
consiste a trouver parmi tous les chemins possibles d’un treillis, le chemin dont la métrique associée
m(Cdébut; O fin) €st minimale.

Précisément, on définit le treillis de la figure A.28 comme un diagramme représentant toutes les
trajectoires®, de linstant k =0 & k = K — 1, d’une chaine de Markov dont 1’état & 'instant k, noté

o, prend les valeurs {S;}77.

/m( Gdébut.Cfin) m(ci.Okr1)

So
S
Ay
Sno
i i I i >
k-2 k-1 k k+1
Temps

FIGURE A.28 — Treillis & Ny = (card.A)Li états pour la détection au sens ML d’un signal modulée linéairement a deux états

(cardA = 2) Set transmis & travers un canal sélectif en fréquence (étendue du canal discret équivalent = L; + 1).

Sachant que chaque branche du treillis est munie d’une métrique associée {m(oy; ak+1)}§: 61, la
métrique totale, notée m(og;0x-1), d'un trajet, de l'instant k =0 & k = K — 1 traversant ainsi le
treillis de bout en bout, est égale a la somme des métriques de toutes les branches constituant ce
trajet. Formellement, on veut minimiser cette métrique :

K-1
A(ao,...,aK_l) = Z m(o'kao'lﬁl)
k=0

= m(ao;UK_l) (A.3.64)

1

5. 11 faut noter qu’il y a une correspondance biunivoque entre la séquence des K états {0} et les trajectoires

du treillis.
6. A représente l’ensemble des symboles {ay} de la modulation considérée.
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Les notions de symbole courant ay, et de I’état du canal o a 'instant k sont définis, conformément

au schéma suivant :

symbol courant
Entrée I Sortie
—»I a a,. a, (27 P a——
k k-1 k-i i
N S A I R
-

Y
o €tat courant du canal

FIGURE A.29 — Symbol courant ay, et état courant du canal oy

Pour réduire le délai de prise de décision (égale & K xT') et la complexité qui est proportionnelle,
d’une maniere exponentielle, a la taille de la séquence transmise {ak}ﬁi 61 (de méme pour l'espace
mémoire alloué au traitement) ; la prise de décision n’est pas réalisée apres la fin de la transmission
de la totalité de la séquence {ax}5 ' mais au bout d'un temps D x T < K x T sous la condition
que D > L; + 1, du fait de la décorrélation des symboles futures avec les symboles déja transmis,
garantissant ainsi une troncature dont la dégradation des performances impliquée (a cause de leffet

de bord) soit acceptable.
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Annexe B

Annexe du chapitre 2

B.1 Preuve des relations (2.4.13), (2.4.14), (2.4.15) et (2.4.16)

Pour des vecteurs directionnels arbitraires s = (1,e*)T et j = (1,e/)T avec ws,w; €
[._Z;’.HT]’ il est simple de prouver que a = \cos(wj;us)\ et que pour wy = 5 et u =
%(e“wi_%)ﬂ, —e@itws)2))T o a le modele simplifié suivant :

def 1 .
yr(t) = W?X(t)=s(t)+—(a]'(t)+n1(t)) (B.1.1)
V2
def H ./
2(6) € ulix(t) = 67 (1) + nalh), (B.12)

avec j (t) NG 2 j(t)e (TJ = ae'®) ot ny(t) et no(t) sont indépendants, centrés, circulaires et
Gaussiens de variance 3.
Par sa construction, la structure équivalente GSC du beamformer MVDR de Volterra et selon

le théoreme de projection orthogonal, nous permet d’écrire :
<E|y?(t)|>=<E|§j]2¢(t)|> + <E|y2(t)|> .

Le SINR a la sortie du beamformer est donné par :

SINR ~ <E|s*(t)|> B <Els*(t)]>
MVDR- = <Ely2(t)| > - <B|s2(t)}> <E|yf(t)|> - <E| f(t)|> - <E|s2(t)]>
s
= B.1.3
a’mj+ - <Efy (t)|> ( )

Pour calculer <E|@\]2c(t)|>, on utilise la procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt du
couple (z(t),z4,3(t)), ce qui permet d’avoir des variables aléatoires non-corrélées et de variance

unité :

E(z* 2
) (5550

z(t)

t wa(t) =
S et n(t)

<E|22(1)| PR 2\
VB (a0 - (Ea2) o)

vi(t) = (B.1.4)
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Dans cette nouvelle base, la sortie du filtrage optimal (au sens du critere de l'erreur quadratique

moyenne,) d’entrée Z(t) = (z(t),zq73(t))T est donné par :

T (t) =<BE [v] (£)yr(t) > vi(t)+ <E [vs (£)y(t) |> va(t), (B.1.5)

ce qui donne <E|1’y‘]20(t)|>: | <E[v;(®)yr@)]> P + | <E[v3(t)ys(t)]> > 1l faut noter que pour le
beamformer de Capon 7¢(t) =<E [vf (t)yf(t)]> v1(t) implique que <E|§]J%(t)|>= |<E [vf(t)yf(t)]>|2,
et donc le SINR en sortie est donné par :

Ts

SINRcapon = .
P a?mj+ 2 — |<E [v} (£)ys (1) |>[2

(B.1.6)

Par conséquent, en comparant les expressions SINRyypr et SINRcapon données par (B.1.3) et
(B.1.6), on déduit que le gain Grc,/L en SINR par rapport au beamformer de Capon satisfait la

relation suivante :

SINRcapon

S

Lo, L=1- |<E [v3 ()yp () >* < 1. (B.1.7)

En remplacant respectivement z(t) donné par (B.1.2) dans (B.1.4) et y¢(¢) par (B.1.1), les valeurs de

|<E[v3(t)ys(t)]>|* sont déduites pour g =0,1,2,3 aprés simplification et en utilisant I'expression :

2 o
SINRapon = —2 (1— 59 ) (B.1.8)
2

les expressions (2.4.13), (2.4.14), (2.4.15) et (2.4.16) sont démontrées.

B.2 Application de I’inégalité de Cauchy-Schwartz

L’espace de Hilbert des processus aléatoires du second ordre est muni du produit scalaire défini

par :
(ae,y0) < B(any) >

La norme ce déduit du produit scalaire par :
el € V< E(lei?) >

L’inégalité de Cauchy-Schwartz a pour expression :
(e, )P < el lyel (B.2.1)

L’égalité dans la derniére expression est vérifiée si et seulement si x; = cy; avec ¢ € C. Par application
de (B.2.1) a différents couples (x¢,y;) de puissance ou de puissance conjuguées de j;, on obtient

différentes inégalités :
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e Pour Gy_¢() :

| <E113eD) > P < (<E5ED >) (< E(157]) >)
Selon les notations adoptées au paragraphe 2.2.2, on peut écrire :
K3 o< Xje (B.2.2)
et donc :
Kie = Xje < |7¢] = cliil
< Gl llif] - ¢] = 0 (B.2.3)
< |jfl=c ou ji=0
Ce cas représente un cas particulier d’une interférence impulsive de Bernoulli circulaire ou

non-circulaire, pour j; = 0 avec probabilité nulle et |j;| = ¢ avec une probabilité égale a I'unité

ou bien une modulation a enveloppe constante.
e Pour Gy_c(g) et Gr_c(2) :
|<EGE) > P < (<EGED ) (< E(57]) >)
Selon les notations adoptées au paragraphe 2.2.2, on peut écrire :
|Kjne2l? < Xie (B.2.4)
et donc
= Xje <= Ji = cii

= jilji —¢]=0 (B.2.5)

|Fjme,2

< ji=c ou j;=0
Ce cas représente par exemple une interférence BPSK ou une interférence impulsive de

Bernoulli rectiligne.
e Pour Gy_¢3) :
| <EGG)) > P < (<EED >) (< E57]) >)
Selon les notations adoptées au paragraphe 2.2.2, on peut écrire :
[jneal? < Xe (B.2.6)
sans perte de généralité, on prend : ¢ def roe'®. On peut écrire :
Kjmeal? = Xje = d7 =cif
- |jt|3ei3arg(jt) _ Cljt|efiarg(jt)
< il [|jt‘2€i4arg(jt) - Toewo] =0
< j;=0 ou ji=c (B.2.7)

Ce cas représente par exemple une interférence BPSK ou QPSK.
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B.3 Calcul des moments temporels de I’enveloppe complexe d’une

modulation linéaire

B.3.1 Preuves des relations (2.2.12) a (2.2.18)

Nous considérons I’enveloppe complexe d’une modulation linéaire,
u(t) = pe'® > apo(t - kT - to)
k
sous I’hypothese d’une suite de symboles ag i.i.d. et centrés ot nous avons les différentes relations :

Coefflicient de non-circularité au second ordre :

E{la* ()] = pBlJafl) 30 (0-KT 1) (B:3.1)

E[«®(t)] = p*Ela}]e?® > v (t-kT-1o) (B.3.2)
k

def < E[Uz(t)] > 24

e = ei20y, B.3.3
<El2(1)| > i (B-3.3)

Moments temporels du quatriéme ordre :

E[ut(t)] = pte™*® [Z Y33 Blakaaman Ju(t=kT —to)v(t = IT—to)v(t—mT—to)v(t - nT—to)]

kI mn

= pte’? [E[ai] S vt (t-kT) + 3E[a}|E[a}] Y vz(t—kT—to)UQ(t—lT—to)]
k k=l

(B.3.4)

def <E[u4(t)]>
el T (CEA(0)]>)?
_ €i4¢[ E[a;] < Tpvt(t=kT-to) > +3 (E[a}])? < Zpa 2 (t=kT —to)v*(t—1T ~to) >]
Ella;[])? (< Zpv?(t-kT~t9) >)?  (E[la}[])? (< Zpv2(t-kT-t) >)?

= €i4¢ [ﬁa,nc,lrv,l + 3727'“72]
(B.3.5)
avec :
4
t—kT-t
. def _<Zgv( 0) > (B.3.6)
: (< Xpv2(t—kT—tg) >)2
def < Xzl VA (t=kT ~to)v*(t-1T~to) > (B.3.7)

Tv2 (< Sp 02(t—kT—tg) >)2
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> Elaraiaman Jo(t—kT—to)v(t—1T-to)v(t—mT—to)v(t - nT—to)]

vi(t—kT—to) + 3E[a} |E[a}] ZvQ(t—kT—to)UZ(t—lT—tg)]
k=l

(B.3.8)

E[|ut(t)|] = u* [Z Y30 Blaka amay, Jo(t—kT—to)v(t-1T—to)v(t—mT—to)v(t - nT—to)]
kK I mmn

(B.3.9)

Effu*(5)]] = 4 [Euaiu;#(t—mw[ [la21] v (t-KTto)o(t-1T~to)

k+l
+E[a§]E[ai*]ZUQ(t—kT—tO)UQ(t—ZT—tO)] (B.3.10)
k+l

et <B[ut®>  Elall] < Spvt(t-kT-tg) >

T QB> B2 (<SR (-RT ) >)?

(E[la2]])?  Bla2]B[a2]] < Spu v (t—kT—to )0 (t—1T~tg) >
[2<E[|a§u>2 " <E]E|a§|]>k2 : l<< > 2 (—kT—19) >)? (B.3.11)
Kue = Kaelo + (24 Pa|)ro2 (B.3.12)

E[u(t)u*(t)] = pte? [%Z;ZE agajama, Jo(t—kT—to)v(t—1T—to)v(t—-mT—to)v(t—nT - to)]

n

l
= ,U,4612¢|: [apa;] > v (t-kT) + 3E[a}]E[|az|] > v2(t—kT—to)v2(t—lT—t0):|
k k+l

(B.3.13)

aet <E[u’(t)u*(t)] > 2 [

func = CRmA@]5)E | Hane2Tul * 3arvs] (B.3.14)

Moments temporels du sixieme ordre :

E[uS(t)] = pbe™? I:Z Y33 Y Elagaiamanayag)

m n p q

xv(t—kT—to)v(t—IT—to)v(t—-mT—to)v(t —nT —to)v(t — pT—to)v(t — qT-tp)] (B.3.15)

E[uS(t)] = p5e™? [E[ag] S O (t-kT) + 15E[a} ]E[a}] Zv4(t—kT—to)v2(t—lT—to)
k k+l

5[Elaf]]” S oP(t=kT—to) v (t-IT—to)o* (t-mT—ty) | (B.3.16)

k+l,l+mk+m
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dr <E[C0]> gy
Ao T TR

Xa,ne,1Tv,3 t 15’7a"€a ne,1Tv4 + 15'Ya'rv 5] (B317)

E[[u®(t)|] = [Z YIS EL [araj amapapay ]

xv(t—kT —to)v(t—1T—to)v(t—mT —to)v(t —nT—to)v(t — pT—to)v(t — ¢T-to)] (B.3.18)

Bl (8)] = 1 [EuaZH R o470

+ 3" [3E[a}a;]E[a;’] + 9E[|ai|JE[|a]|] + 3E[aka; |E[a}]] v (t-kT —to)v* (t—1T o)
k+l

+ 3 [6ElailElla; 1E[lap,|] + 9E[lai 1E[a;*1E[ap,]] v* (t=KT~to)v* (11T ~to)v* (t-mT~to)

k+l,l+m,k+m

(B.3.19)

def < E[Ju®(t)[] >
Xu,c = Xa,cTv,3 + (3Vaky Fane, +9Ka.c+ 3Va Kane2)Tvd + (9|7a| +6)ry,5| (B.3.20)
(< E[lu?(t)[] >)3 - 2 ]

E[u® (t)u” (1)] = e [; S Y Y Y Y Elaraananaya;]

I mn p g

xv(t—kT —to)v(t—1T—to)v(t—mT —to)v(t —nT—to)v(t — pT—to)v(t — ¢T-to)] (B.3.21)

Elu’(t)u* ()] = p’e™? [; E[aga;]o’ (t-kT ~to) + kZl [10E[a}a; |E[ai] + 5E[a; JE[|ai]]]

< (t-kT)*(t-IT) + 15[E[a}]]" S o?(t=kT—to)v>(t-I1T—to)v* (t-mT—tg) | (B.3.22)

k+ll+mk+m

aet <E[u’(t)u* ()] > _ ¢4

Xu,ne,2 = (< E[|u2(t)|] >)3 = Xa,nc,2Tv,3 + (10'7(1/43& ne,2 55& ne, 1)7'11 4+ 15’)’a7’1J 5] (B-3-23)

CUIOTSOVREE D) Whobp s

m n o p q

xv(t—kT—to)v(t—IT—to)v(t—-mT—to)v(t —nT —to)v(t — pT—to)v(t — qT-tp)] (B.3.24)

E[ut(t)u*?(t)] = pbe? [Z E[apa;?)08 (t-kT -to)

kz:l [6E[ aza;*E[a}] + 8E[a}a} ]E[|a}]] + E[ai]E[a,:Q]] v (t=kT—to)v? (t-1T~1tg)+

3E[a;] Y. [Ela;]E[e;?] +4E[|a;|]E[|a7|]] v* (t-kT —to)v* (t-1T—to)v* (t—mT o)

k+l,l+m,k+m

(B.3.25)
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N def < Elut(t)u*?(t)] >
wned T (B2 (1)]] >)?

12 *
=€ ¢ [Xa,nc,BTv,S + (G’Ya/ia,c + 8K3a,nc,2 +Ya /{a,nc,l)rv,4

+37a([yal + 4)ros]  (B.3.26)

avec

def < Yk UG(t—kT—to) >

T (< X v2(t-kT-tg) >)3 (B.3.27)

Tv,3

def < Ypa U (t=kT=10)v? (t=1T~t0) >

(< Spv2(t-kT-tg) >)3 (B.3.28)

Tv,4

def < iat,izm e V7 (E=kT—t0)v? (t=1T ~to)v*(t-mT ~tg) >

e (< Xpv2(t—-kT-19) >)3 (B.3.29)

B.3.2 Preuves des relations (2.2.19) et (2.2.20)
Puisque les fonctions suivantes :
g(t) < Y0t~ KT ~ 1)
k
g(t) € S0 (t - kT —to)v? (t - IT — to)

w (B.3.30)

g(t) € S vt = kT = to)v? (£ = IT — to)
k=l

g (- kT = 1) (t - IT - to)v?(t - mT — to)

k+l,l+m,k+m

sont toutes périodiques de période T', sous condition de 'existence des sommations, < g(t) > est le

terme d’indice zéro du développement de Fourier des fonctions g(¢). Par suite
1 T
<g(t) >= T fo g(t)dt.
Par suite, on peut écrire :
<SP (t-kT —to) > < % fOTZqﬂq(t— kT - to)dt
k k

1 +00
e v (t)dt
T J o

(B.3.31)

o 1 [T
<Zva(t-kT-to)vﬁ(t—ZT—to)>d:f—/0 S0 (t - KT)oP (t - IT) dt

per TJo i
of 1 -G-1)T e
def Zva(u)vﬁ (u=(l-k)T)du avec : ud:f t—-kT
TJ-kr 3
e 1 +00
def T 3 / v (u)v? (u—nT)du avec: n ©_k
n#0 7~
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< > V2 (t - kT = to)v?(t — 1T - to)v*(t — mT — tg) >

k=l,l+m,k+m

1 T
def ~ S WP (t-KT)0*(t = IT)v* (t - mT)dt
T JO s it kem

of 1 -(k-1)T . )
= T Jokr sz(u)UQ (u—(1-k)T)v* (u~(m-k)T)du avec : n® Ik et pd:fm_k
- k#l

def 1 Z / Z(U u—nT)v2 (u=pT)du. (B.3.33)

nip n+0,p=0

Par suite les relations (2.2.19) et (2.2.20) s’en déduisent.

B.4 Beamforming MVDR complexe de Volterra dans le contexte

de SOI a module constant
Nous considérons ici des SOI sous forme de modulations linéaires :
s(t) = pse® > anv(t —nT—tp), (B.4.1)
n

de symboles SOI aj de module constant unité (i.e., |ag| = 1) (ex : BPSK, QPSK, 8-PSK...) ou v(t)

est une impulsion NRZ de durée T et d’amplitude unité, ou sous forme de modulations CPM
s(t) = pse’® (Z ¢i2mh Eiemo aru(tRT) g (4 nT—to)) , (B.4.2)
n

ou h et l'impulsion u(t) dépendent du type de modulation CPM. Nous avons alors avec
def
ms = |s*(8)] = p3,
s(t)]s*(t)] = mes(t). (B.4.3)

De plus nous avons pour des symboles BPSK de modulations linéaires :

sT(t) = s(t)e 2%, $3(t) = mes(t)e? s, 57 (1)|s%(t)| = mes(t)e %5, $37(t) = mes(t)e 4.

B.4.1 Nouvelles contraintes

Dans le but de renforcer la puissance du SOI en sortie de beamforming, nous pourrions remplacer

la contrainte d’annulation wgl(s ®s®s”) = 0 du beamformer de Volterra par la nouvelle contrainte
wgl(s@) s®s’)=1.

Dans le cas de symboles BPSK de modulations linéaires, le remplacement supplémentaire des

contraintes

Wfls* =0, Wé{o(s®s®s) =0, W§{2(S®S* ®s*)=0et ng(s* ®s"®s")=0

202



par les nouvelles contraintes
wfls* =1, wgo(s®s® s) =1, wgg(s ®s"®s")=1et w§{3(s* ®s*®s’) =1,
impliquerait en sortie de beamforming la composante
[(1+e729) 4 1y(e219% + 1+ e 29 4 7495 ]5(1),

qui nécessiterait la connaissance de ¢s; pour détecter les symboles et dont certaines structures
réduites pourraient annuler cette composante SOI pour certaines phases. Par exemple la phase
¢s = m/2 annule la composante SOI pour les structures WL et L-C(0,1) et ¢s = 7/4 annule la
composante SOI pour la structure L-C(0,1,2,3). Pour ces raisons, ces derniéres nouvelles contraintes

n’ont pas d’intérét.

B.4.2 Nouveau beamformer MVDR Volterra

Avec les notations du beamformer MVDR Volterra, les nouvelles contraintes s’écriraient

globalement
CHw=f, (B.4.4)

ot f est le (2+ 4[N - (N —1)3]) x 1 vecteur défini par

def T T T T T
f= (1701+N3—(N—1)37 1’0N3—(N—1)3—17ON3—(N—1)3’0N3—(N—1)3) :
Mais sous les contraintes (B.4.4), la sortie du beamformeur MVDR de Volterra ne prendra plus la

forme :

y(t) € wIR(1)

= (1+7)s(t) + win(t) + wiin*(t)

+ wfo[n(t) on(t)®n(t)]

+ wi[n(t) @n(t) @n*(t)] + wiy[n(t) @ n*(t) @ n*(t)] + wis[n*(t) @ n*(t) @ n* (t)]

C 1+ my)s(t) + wR(2), (B.4.5)
car y(t) contiendra maintenant des termes supplémentaires : s(t)ug(t), s*(t)ud(t), |s*(t)uo(t),
s(t)|[ud(t)| et uo(t)|ud(t)| provenant de la décomposition n(t) = ug(t)s + L N7  u;(t)u; qui ne sont
plus annulés par la nouvelle contrainte wgl(s ®s®s’)=1.

Le remplacement de la contrainte ng(s ®s®s*) =0 par la contrainte wgl(s ®s®s*) =1
ne permet donc plus d’obtenir un beamformer MVDR. Les figures suivantes sont réalisées pour un
SOI et CCI tous deux BPSK non filtrées avec SNR=10dB et INR=20dB avec deux capteurs. Les
figures B.2 et B.2 affichent respectivement les SINR moyenné sur ¢, et le SINR pour ¢, = 0 en sortie
du beamformer MVDR & contraintes modifiées ou non. Ici 'exploitation de la contrainte a module

constant de s(t) améliore le SINR pour ¢¢ = 0 mais seulement tres légerement le SINR moyenné.
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20 \ I i
——WL cont.modifiées
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SINR [dB]

10 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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FI1GURE B.1 — SINR moyenné sur ¢s en sortie du beamformer MVDR WL & contraintes modifiées ou non pour SOI BPSK non
filtré

20 T i i
——WL cont.modifiées
—a—WL

15

SINR [dB]

| | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Spatial correlation

-10 | | | |

FI1GURE B.2 — SINR pour ¢s =0 en sortie du beamformer MVDR & contraintes modifiées ou non pour SOI BPSK non filtré

Au contraire sur les figures B.3 et B.4 qui affichent respectivement les SINR moyenné sur ¢ et
le SINR pour ¢5 = 0 en sortie du beamformer de Volterra MVDR de structure W-C(0) & contraintes
modifiées ou non, montrent que le SINR n’est pas uniformément en fonction de la corrélation spatiale
(o) amélioré car le beamformer de Volterra MVDR de structure W-C(0) a contraintes modifiées

n’est plus de type MVDR.
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FIGURE B.3 — SINR moyenné sur ¢, en sortie du beamformer de Volterra MVDR de structure WL-C(0) & contraintes modifiées

ou non pour SOI BPSK non filtré
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FIGURE B.4 — SINR pour ¢, =0 en sortie du beamformer de Volterra MVDR de structure WL-C(0) & contraintes modifiées ou

non pour SOI BPSK non filtré
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B.5 Beamformer de Volterra MVDR a réduction du nombre de

contraintes par contraintes sommes

Une augmentation du SINR en sortie du beamformer devrait pouvoir étre obtenue par des

contraintes moins fortes. En effet pour ¢ = 0, les 3(IN — 1) et 3(N - 1)? respectives contraintes

wilh(;®s®s) = 0, wig(s®u;®s) =0, wij(s®s®u;)=0, 1<i<N-1

wgo(ui ®u;®s) = 0, wgo(ul- ®s®u;) =0, wgo(s ®u;®u;) =0, 1<4,j<N-1(B.5.1)
peuvent étre remplacées par les (N —1) et (N - 1)? respectives nouvelles contraintes :

Wgo[(uz‘@S@S)+(S®ui®s)+(s®s®ui)]

|
=
—_
A
~.
IN

|
—_

Wgol:(lh;@llj®S)+(Ui®S®Uj)+(S®Ui®Uj):| = 0, 1<i,j<N-1 (B.5.2)
Il en de méme pour g = 3. Pour ¢ =1, les 2(N — 1) et 2(N - 1)? respectives contraintes

0, 1<i<N-1

wi (1, ®s®5%) =0, wi | (s®u; ®s")

ng(ui@)s@u;):(), ng(s®ui®u;) 0, 1<i,j<N-1, (B.5.3)
peuvent étre remplacées par les respectivement (N —1) et (N —1)2 nouvelles contraintes :

ng[(ui ®s®s’)+(s@u;®s")]

I}
=
—_
A
.
IN

|
—_

wgl[(ui ®s®u;)+(s®u;®u;)’]

Il
=
—_
7a\
.
.
IN

|
—

(B.5.4)

Il en de méme pour g = 2.
Puisque qu’un vecteur W satisfaisant les anciennes contraintes (B.5.1) et (B.5.3) satisfait les
nouvelles contraintes (B.5.2) et (B.5.4), le SINR a la sortie y(¢) du beamformer devrait augmenter

par le principe d’inclusion appliqué a la minimisation :

Wavpr = arg{_min ®7Rz%}. (B.5.5)
CH®=f

B.5.1 Equivalent GSC

Un équivalent GSC se déduit facilement de ces nouvelles contraintes (B.5.2) et (B.5.4) si I'on
normalise le vecteur directionnel s, ¢’est & dire si I’on remplace s dans par s’ def s/ls|.
En effet sn prenant 'exemple du terme g = 0, w3 satisfait 'ensemble du nouveau jeu de

. ! . .
contraintes COH w3 = 0 si et seulement si

4
w30 =B3oWa30
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ot By est une matrice N3 x[(N-1)2+2(N -1) +2(N - 1)?] de colonnes :

ueueu,, 1<4,5,k<N-1
(s'es'ou)-(s'ou;®s’), 1<i<N-1

2(n; 98’ ®s’) - (s'ou;®s) - (s'®@s’'®@u;), 1<i<N-1
(s'ou;®u;)-(u;®s' ®u;), 1<i,j<N-1

2(u;9u; 08 ) - (0;®s' ®@u;) - (s'®@u;®@u;), 1<i,j<N-1,

car si aj, ag, et ag sont trois vecteurs orthonormés, alors par exemple a; + as + ag, ag — as et
2a; — as — ag seront orthogonaux.

Par suite (Bé7owa’370)HX3’0(t) = wé{&O[B:%X&g(t)] avec maintenant :

z(t) ® z(t) ® z(t)
2s(t) ® z5(t) ® 2(t) — z5(t) ® 2(t) ® 25(1)
27(1) ® z5(t) ® z5(t) — z5(t) ® z(t) ® z5(t) — 25(t) ® z5(t) ® z(t)
2s(t) @ z(t) ® z(t) — z(t) ® z5(t) ® z(t)
2z(t) @ z(t) ® z5(t) —z(t) ® z5(t) ® 2(t) — z5(t) ® z2(t) ® z(t)

Bi{x30(t)

z(t) ® z(t) ® z(t)
0

0
0
0
ou zs(t) et s x(t). Par suite le nombre de composantes du filtre w, 30 reste inchangé. Il en
serait de méme pour les composantes de w, 3 3. Un raisonnement similaire s’appliquerait pour les
contraintes sur ws 1 et w32 en construisant le nouveau équivalent GSC en remarquant que si a; et
ao sont deux vecteurs orthonormés, alors par exemple a; + as et a; — as seront orthogonaux. Par

suite, ce beamformer par contraintes sommes se réduit au beamformer de Volterra que nous avons

introduit au chapitre 2.
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Annexe C

Annexe du chapitre 3

C.1 Calcul symbolique avec Symbolic Math Toolboxr de MATLAB

La boite a outils de MATLAB Symbolic Math Toolbox fournit une multitude de fonctions pour
la résolution, le tracé et la manipulation des équations mathématiques symboliques. Cette boite a

outils fournit différentes librairies de fonctions pour :

— La manipulation de fonction symbolique & une seule ou a plusieurs variables;

— L’analyse mathématique : Détermination des racines d’un polynome, factorisation des

polynéme, calcul des limites, test de continuité, différentielle, dérivée et intégrale...etc;
— La manipulation et simplification des équations algébriques;
— L’algebre linéaire ;
— La résolution des équations différentielles ordinaires.

L’intérét principale de cette boite a outil se résume a la fois dans la réduction de la complexité
calculatoire d’un certain nombre d’algorithmes et la résolution du probleme de propagation des
erreurs d’arrondi. Par exemple pour un probleme d’ajustement de modele, au sens des moindres
carrées, le calcul des parametres de ce dernier se résout bien plus efficacement a travers le
calcul symbolique (dérivée analytique, matrice Jacobienne) qu’avec une résolution numérique
(approximation a travers les différences finies).

Un autre avantage de Symbolic Math Toolbox, c’est de permettre un calcul numérique avec
une précision variable quelque soit les capacités de représentation des données dans la plateforme
informatique utilisée.

Dans nos travaux, cette boite a outils nous a permis d’étudier les performances de nos nouvelles
structures développées de filtres et de beamformers, a travers I’évaluation exacte des expressions
SINR. Cette évaluation a été faite en calculant les matrices de covariance exactes du bruit total
(interférence + bruit de fond) en sortie de ces structures. Le recourt a une telle évaluation précise

et complexe, au lieu de I'utilisation des matrices de covariance empiriques, est motivé par :

209



— L’importance de leffet des erreurs d’arrondi dans I’évaluation des moments statistiques

d’ordres supérieurs et ainsi l'effet sur 'exactitude des résultats obtenus.

— L’obtention des expressions exactes du SINR en fonctions des différents parametres
statistiques du SOI et de linterférence permettant d’identifier les structures avec de
meilleures performances ainsi qu’une description détaillée des dépendances, a travers des

expressions interprétables.

Commandes | Description
Syms Créer des fonctions et des variables symboliques
symfun Créer des fonctions symboliques
fold Combiner le vecteur a I'aide d’une fonction
symvar Déterminer les variables dans 1’expression symboliques
argnames Arguments de la fonction symbolique
formula Expression mathématique définissant la fonction symbolique
has Vérifier si expression contient une sous-expression particuliere
pretty Expressions symboliques en Prettyprint
sympref Réglage des préférences dans les fonctions symboliques
fplot Plot symbolic expression or function
vpa Arithmétique en précision variable
TaBLE C.1 — Variable, Expression et Fonction symboliques
Commandes Description

fplot, fmesh, fplot3

Fonctions pour tracés 2D, 3D et paramétrique

TABLE C.5 — Fonctions pour représentation graphique des fonctions symboliques
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Commandes

Description

simplify Simplifier une expression

simplifyFraction | Simplification d’une fraction Symbolique

subexpr Réécrire 'expression symbolique en termes de sous-expressions communes
coeffs Coefficients du polynome

expand Développement symbolique de polynémes et fonctions élémentaires
horner Factorisation de polynéome par méthode de Horner

numden Extraire le numérateur et le dénominateur

partfrac Décomposition d’une fraction en fractions partielles

children Expressions élémentaires ou termes d’une expression symbolique

collect Détermination des coefficients d’un polynéme par rapport a une sous-expression
combine Combiner des termes de structure algébrique identique

compose Composition fonctionnelle

divisors Détermination des diviseurs d’une expression

ged Plus grand commun diviseur

lem Plus petit commun multiple

mod Opération de calcul du reste de la division euclidienne

quorem Quotient et reste d’une division euclidienne

factor Factorisation d’un polynéme

isolate Isoler une variable ou une expression dans une équation

lhs Coté gauche d’une équation

rhs Coté droit d’une équation

rewrite Réécrire une expression en fonction d’une autre fonction

subs Substitution symbolique d’expression

assume Définir des hypothese sur 'objet symbolique

piecewise Définir une expression ou fonction conditionnelle

isAlways Vérifier si 'équation ou l'inégalité est vérifier pour toutes les valeurs de ses variables

TABLE C.2 — Manipulation et Simplification des expressions symboliques
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Commandes

Description

diff Dérivation d’une fonction ou expression symbolique

int Intégrales défini et indéfinies

gradient Gradient d’une fonction symbolique

divergence Divergence d’un vecteur symbolique

curl Rotationnel d’un vecteur symbolique

jacobian Calcul de la matrice Jacobienne d’une fonction vectorielle symbolique
taylor Développement en série de Taylor d’une fonction symbolique

hessian Matrice Hessienne

limit Calculer la limite d’une expression symbolique

TABLE C.3 — Calcul différentiel et intégral

Commandes | Description

sort Trier les éléments symboliques d’un vecteurs ou d’une matrices
diag Créer ou extraire les diagonales des matrices symboliques

rank Le rang d’une matrice symbolique

eig Valeurs et vecteurs propres d’une matrice symbolique

adjoint Comatrice d’une matrice symbolique

inv Inverse d’une matrice symbolique

pinv Pseudo-inverse (Moore-Penrose) d’une matrice symbolique

svd Décomposition en valeurs singulieres d’une matrice symbolique
lu Factorisation LU

qr Factorisation QR

TABLE C.4 — Algebre linéaire
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Annexe D

Annexe du chapitre 4

D.1 Théoreme central limite multidimensionnel pour variables

aléatoires complexes

Tous les théoremes de type central limite multidimensionnels pour variables aléatoires réelles
s’étendent aisément au cas de variables aléatoire complexes.

Ainsi pour le théoréme central limite classique ot x; € C¥ est une suite de vecteur complexe
aléatoire i.i.d. de moyenne m = E(x;), de matrice de covariance R = E(x;x) et de matrice de

covariance complémentaire C = E(x;x] ), nous avons la convergence en loi suivante :

Vn (X, -m) iN(O;R,C)

. — def 1 «n
ou X, = E Z=1XZ

Quant au théoreme central limite classique mise sous forme blanchie, il s’écrit sous la forme

suivante pour R inversible :
VRUR™2 (%, -m) 5 N (0,1, A),
avec R™/2CR™T/?2 = UAUT (SVD d’une matrice symétrique complexe) et A = Diag(k1, .., 5z) ol
K1, .., kK sont les coefficients de non circularité de x; tels que 0 < k1,< .. < K < 1.
D.2 Théoreme de continuité

De méme le théoreme de continuité classique pour variables aléatoires réelles (voir e.g., [82,
p.122]), s’étend a des suites de variables aléatoires complexes.

Ainsi g'il existe une suite déterministe ¢, > 0 telle que lim,, .. ¢, = +o0 telle que

¢n (%, —m) 5 N(0;R, C),
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alors si g(.) désigne une fonction multidimensionnelle complexe de x différentiable au sens complexe

au voisinage de m de matrice différentielle D = [%
J

] non nulle, nous avons la convergence en
X=m

loi suivante :

cn (g(xn) —g(m)) 5 N (0; DRDY , DCDT). (D.2.1)
Par contre si g(.) n’est que seulement différentiable au sens réel au voisinage de m, c’est a dire si :
g(m+0x) = g(m) + D16x + Dydx* + 0(0x),

avec (D1,D2) # O, nous avons la convergence en loi suivante :

L
cn (8(xn) - g(m)) —
N (0;D;RD{ +D;CDY +D,C*D{ +D,R*D4, D;CD{ +D;RDJ +D>R*D{ +D>,C*D} ),

qui se réduit a (D.2.1) pour Dy # O et D2 = O.

D.3 Loi de probabilité de Rayleigh improper

On appelle loi de probabilité de Rayleigh improper, la loi de probabilité du module |z| d’une
variable aléatoire complexe scalaire z = x + iy gaussienne centrée non rectiligne de loi de probabilité
N:(0;7,,c,) donc telle que |c,| # 7.

Pour donner l'expression analytique de sa densité de probabilité f‘z|(u), nous considérons le

changement de variable bijectif (z,y) — (u, ), défini par :

; (D.3.2)

y=usinf

{ T =ucosl

avec u € [0, +oo[ et 0 € [0, 27[. Par suite la densité de probabilité fi,|(u) est la densité de probabilité
marginale de la densité de probabilité conjointe f|z|’9(u, ) qui se déduit de la densité de probabilité

conjointe f;,(x,y) par la relation :

Jiz0(u,0) = 1J (u, 0)| foy (2, y) (D.3.3)

ou J(u,0) est le Jacobien de la transformation (D.3.2) défini par :

9z Oz

J(u,0)=| 0w % (D.3.4)
’ dy Oy
ou 96

Comme f, ,(x,y) est la densité de probabilité d’une variable aléatoire gaussienne centrée réelle a 2

dimensions de matrice de covariance

Cay = [Cx ny], (D.3.5)
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ou :

1 1
) |- 30 peoston

o = B[(555) ] g peosio

21
[((z+2"\[(z-2" 1 .
Coy = E( 2 )( 2 )]:érzpsm(‘b)’
avec :
pet? e % @ avec ici p%l

Tz

Nous obtenons :

c,. - 1T£[[l+pcos<¢>)] psin(¢) ] D36)
27| psin(e) (1 peos(9)]
avec
Lo 4 _2 1 [[1-pcosg] —psing
det(Cx,y)-4rZ(1 p) e Cx’y_?“z (1—02)[ —psin¢ [1+pc0s¢]]‘ ()
Par suite
B 1 . 1 -1 T
foy(zy) = —%\/me p{ 2(:Jc,y)ng,y(ﬂc,y) }

ro\/1— p? r2(1-p?)

D’ou par application de (D.3.3) nous obtenons 'expression suivante :

2[1- 26 -
f|z|,€(u,9)=#ﬂexp{—u [ Tz/ZiO—Si)Q) M}1[0,+m[(u)1[072ﬁ[(9), (D.3.8)

de densité de probabilité marginale du module |z| de z :

1 { [x2+y2—(x2+y2)pcos¢—2:rypsin¢]}
expi — )

2
2 2 2
- W%_ﬂexp{—ﬁ}fo(ﬁ)nmm[(u), (D.3.9)

ol
Ip(z) = 1 fﬂ <949
m Jo
est la fonction de Bessel modifiée du premier type d’ordre 0. Cette densité de probabilité de Rayleigh
improper dépend des deux parametres réels (r,,p) avec r, >0 et 0< p < 1.
Notons que dans le cas particulier ou p = 0, la variable aléatoire complexe z gaussienne est
circulaire et donc les variables aléatoires x et y sont gaussiennes non corrélées et la loi de probabilité

(D.3.9) de Rayleigh improper se réduit a la loi de Rayleigh classique de parametre unique 7, :

2u _u?
Ji(u) = —=€ = Lo, voo (1) (D.3.10)
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