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Résumé

Cette thèse traite du problème de séparation de sources sonores pour les mélanges multicanaux
enregistrés en milieu réverbérant. Nous focalisons nos travaux sur le cas sous-déterminé, c’est-à-
dire lorsque le nombre de sources à séparer est supérieur au nombre de canaux du mélange. Afin
d’aborder un tel problème, il est souvent utile de développer un modèle paramétrique permet-
tant d’expliquer les données observées, c’est-à-dire le mélange. Nous adoptons dans cette thèse
une approche probabiliste et hiérarchique où l’on distingue la modélisation des signaux sources
monophoniques de celle du processus de mélange.

Les sources sont caractérisées dans un domaine temps-fréquence afin d’obtenir une représen-
tation parcimonieuse, propice au développement d’un modèle car mettant en évidence la structure
spécifique des signaux audio et plus particulièrement musicaux. Nous mettons en œuvre une mo-
délisation probabiliste des sources où leurs coefficients temps-fréquence sont représentés comme
des variables aléatoires latentes. Définir le modèle de source revient alors à définir la distribution
jointe a priori de ces coefficients. Les modèles employés dans cette thèse se basent principale-
ment sur les distributions gaussienne et t de Student. Nous utiliserons de plus des approches par
factorisation en matrices non-négatives. L’intérêt de cette technique de réduction de rang réside no-
tamment dans le caractère sous-déterminé du problème, elle permet en effet de réduire le nombre
de paramètres à estimer.

Les principales contributions de cette thèse concernent la modélisation du mélange en pré-
sence de réverbération. Celui-ci est naturellement représenté dans le domaine temporel par la
convolution des signaux sources avec les réponses impulsionnelles de salle qui caractérisent le
chemin acoustique entre chaque source et chaque microphone. Ces réponses sont appelées filtres
de mélange dans le contexte de la séparation de sources. Ces derniers sont généralement traités
dans la littérature comme des paramètres déterministes estimés uniquement à partir des données
observées. On sait cependant qu’ils correspondent à des réponses de salle, ils ont par conséquent
une structure bien précise qu’il serait possible d’exploiter afin de guider leur estimation.

Dans une première partie nous considérons une approximation fréquente dans la littérature,
qui consiste à approcher la convolution temporelle par une simple multiplication dans le domaine
de la transformée de Fourier à court-terme, sous une hypothèse de filtres de mélange à réponse
impulsionnelle courte. Le mélange est alors caractérisé par la réponse en fréquence des filtres.
A partir de concepts d’acoustique géométrique des salles nous modélisons le trajet direct et les
premiers échos de la réponse de salle par un processus autorégressif en fréquence. Suivant des
résultats d’acoustique statistique des salles, la réverbération tardive est modélisée comme un pro-
cessus gaussien en fréquence. Nous exploitons la décroissance exponentielle de la réverbération
tardive dans le domaine temporel pour obtenir des expressions théoriques de la fonction d’auto-
covariance et de la densité spectrale de puissance de ce processus. Nous proposons également une
paramétrisation autorégressive à moyenne ajustée de ces quantités. Nous développons finalement
une méthode de séparation de sources basée sur un algorithme espérance-maximisation et permet-
tant d’exploiter ces modèles par l’intermédiaire d’a priori sur les filtres de mélange, dans le cadre
d’une estimation au sens du maximum a posteriori.
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Dans une seconde partie nous souhaitons relâcher l’hypothèse de filtres de mélange courts
car celle-ci limite fondamentalement les performances de séparation pour des mélanges fortement
réverbérants. Nous proposons alors une méthode d’inférence variationnelle des coefficients temps-
fréquence des sources à partir des observations temporelles du mélange. Cette approche permet
de représenter de façon exacte le processus de mélange convolutif. Des résultats préliminaires ob-
tenus en supposant la connaissance des filtres de mélange permettent de montrer la robustesse de
cette approche en présence de forte réverbération. Nous développons ensuite un modèle de ré-
ponse impulsionnelle de salle basé sur la distribution t de Student. Celle-ci permet de prendre en
compte le trajet direct et les premiers échos qui d’un point de vue statistique correspondent à des
valeurs aberrantes par rapport au modèle de réverbération gaussien à amplitude exponentiellement
décroissante. Nous développons finalement une méthode de séparation de sources basée sur une
technique d’inférence variationnelle où les filtres de mélange sont considérés comme des variables
aléatoires latentes dans le domaine temporel. Nous montrons également que cette approche per-
met d’avoir une représentation temps-fréquence adaptée à chaque source composant le mélange,
notamment en terme de résolution.
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Abstract

In this thesis we address the problem of audio source separation for multichannel mixtures
recorded in a reverberant environment. Our work focuses on the under-determined case, that is,
when the number of sources to be separated is greater than the number of channels in the mixture.
In order to tackle such a problem, it is often useful to develop a parametric model that explains
the observed data. In this thesis we adopt a probabilistic and hierarchical approach in which the
modeling of the monophonic source signals is distinguished from that of the mixing process.

The sources are characterized in a time-frequency domain in order to obtain a sparse represen-
tation, suitable for the development of a model because highlighting the specific structure of audio
signals and particularly musical ones. We rely on a probabilistic modeling of the sources where
their time-frequency coefficients are represented as latent random variables. Defining the source
model then amounts to defining the prior joint distribution of these coefficients. The source models
in this thesis are mainly based on the Gaussian and the Student’s t distributions. We will also use
non-negative matrix factorization approaches. One advantage of this rank reduction technique is
that the number of parameters to be estimated is reduced.

The main contributions of this thesis concern the modeling of the mixture in the presence of
reverberation. Such a mixture is naturally represented in the time domain by the convolution of
the source signals with the room impulse responses which characterize the acoustic path between
each source and each microphone. These responses are called mixing filters in the context of
source separation. The latter are generally treated in the literature as deterministic parameters, that
are only estimated from the observed data. It is known, however, that they correspond to room
responses, so they have a very specific structure that could be used to guide their estimation.

In a first part we consider a common approximation in the literature, which consists in ap-
proaching the temporal convolution by a simple multiplication in the short-time Fourier transform
domain, under the hypothesis that the impulse response of the mixing filters is short. The mixture
is then characterized by the frequency response of the filters. Based on geometrical room acoustics
concepts, we model the direct path and the first echoes of the room response by an autoregressive
process in the frequency domain. According to statistical room acoustics results, late reverberation
is modeled as a Gaussian random process also in the frequency domain. We exploit the exponen-
tial temporal decay of late reverberation to obtain theoretical expressions of the autocovariance
function and power spectral density of this process. We also propose an autoregressive moving
average parametrization of these two quantities. Finally, we develop a source separation method
based on an expectation-maximization algorithm which exploits priors on the mixing filters in
order to perform maximum a posteriori estimation.

In a second part, we wish to relax the short mixing filters assumption because it fundamen-
tally limits the separation performance for highly reverberant mixtures. We propose to infer the
time-frequency source coefficients from the time-domain mixture observations, using a variational
method. This approach makes it possible to exactly represent the convolutive mixing process, in
the time domain. Preliminary results obtained by assuming that the mixing filters are known show
the robustness of this approach in the presence of high reverberation. We then develop a room im-
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pulse response model based on the Student’s t distribution. This distribution allows us to take into
account the direct path and the first echoes which, from a statistical point of view, correspond to
outliers with respect to the Gaussian reverberation model with exponentially decaying amplitude.
Finally, we develop a source separation method based on a variational inference technique where
the mixing filters are considered as latent random variables in the time domain. We also show that
this approach allows us to adapt the time-frequency representation to each individual source in the
mixture, especially in terms of resolution.
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1.1 Contexte général

1.1.1 La séparation de sources en traitement du signal sonore

De nombreuses techniques en traitement du signal sonore ont pour objectif de permettre à une
machine (un système informatique tel qu’un ordinateur, un téléphone, un robot, etc.) d’effectuer
des tâches que l’humain fait plus ou moins naturellement, voire de le surpasser dans l’exécution
de celles-ci. C’est pourquoi il est intéressant dans un premier temps de définir les différentes
intéractions que nous avons quotidiennement avec le son et qui ont pu motiver la recherche en
traitement du signal sonore. Prenons comme point de départ les quatre modes de l’écoute introduits
par Pierre Schaeffer dans son Traité des objects musicaux [Schaeffer, 1966] et résumés comme suit
par Michel Chion dans le Guide des objets sonores [Chion, 1983, p. 25] :

«Ouïr, c’est percevoir par l’oreille, c’est être frappé de sons, c’est le ni-
veau le plus brut, le plus élémentaire de la perception ; on «oit» ainsi,
passivement, beaucoup de choses qu’on ne cherche ni à écouter ni à com-
prendre.
Écouter, c’est prêter l’oreille à quelqu’un, à quelque chose ; c’est, par l’in-
termédiaire du son, viser la source, l’événement, la cause, c’est traiter le
son comme indice de cette source, de cet événement.
Entendre, c’est, d’après l’étymologie, manifester une intention d’écoute,
c’est sélectionner dans ce qu’on oit ce qui nous intéresse plus particuliè-
rement, pour opérer une «qualification» de ce qu’on entend.
Comprendre, c’est saisir un sens, des valeurs, en traitant le son comme un
signe renvoyant à ce sens, en fonction d’un langage, d’un code.»

Ces quatre modes d’écoute sont le plus souvent mis en jeu simultanément dans la perception
du son. On voit néanmoins qu’il est nécessaire d’avoir ouï pour impliquer les autres modes. On
remarque d’ailleurs que c’est ce verbe qui est en premier lieu utilisé dans l’épigraphe de cette
thèse, illustrant les quatre modes d’écoute.

Prenons l’exemple d’une situation que l’on rencontre souvent pour introduire le problème de
séparation de sources, celle d’une discussion dans un environnement bruyant tel qu’une réception
ou un cocktail. Un auditeur oit passivement l’ensemble sonore qui l’entoure. Un locuteur lui parle,
il décide alors de l’écouter. Pour l’entendre, il est naturellement capable de focaliser son attention
sur sa voix, dans le but final de comprendre le message qui lui est communiqué. Il met ainsi en
œuvre naturellement un procédé de séparation de sources, car il arrive en quelque sorte à isoler la
voix du locuteur du reste de l’environnement sonore. Il est cependant important de nuancer par le
fait que cette séparation n’est pas totale. L’auditeur perçoit toujours les autres sons qui l’entourent,
c’est pourquoi il pourra se détourner de cette conversation si par exemple quelqu’un prononce son
nom.

Remplaçons dans la situation précédente l’auditeur par une machine ayant été programmée
dans un but précis que nous allons préciser. Ce sont un ou plusieurs microphones qui permettent
à la machine d’ouïr, de capter le signal de l’environnement sonore dans le but de le traiter. Cette
machine dispose d’une méthode de détection de l’évènement sonore associé à la prise de parole
du locuteur, qui lui permet ainsi de l’écouter. Les téléphones utilisent par exemple un mot clé pour
déclencher cette action. La machine emploie ensuite une méthode de séparation de sources afin
d’isoler le flux de parole du locuteur des autres sons ambiants, qui dans ce cas précis constituent un
bruit. Enfin, des techniques de reconnaissance automatique de la parole permettent à la machine
de «comprendre» le message encodé et d’effectuer l’action qui lui est demandée (recherche sur
internet, envoi d’un message, appel vocal, etc.).
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De façon plus générale, la séparation de sources est une technique de traitement du signal
qui vise à retrouver l’ensemble des signaux sources composant un mélange enregistré avec un
ou plusieurs capteurs. On parlera plutôt de débruitage quand il s’agit d’isoler un signal d’intérêt
noyé dans du bruit, ou de réhaussement lorsqu’on souhaite simplement augmenter la contribution
du signal d’intérêt par rapport au bruit dans le mélange. On comprend par cette définition que la
séparation de sources vise à aller au delà de ce que nous sommes naturellement capables de faire ;
bien que l’on puisse focaliser notre attention sur un son, nous ne pouvons l’isoler parfaitement du
reste de l’environnement sonore.

1.1.2 Applications de la séparation de sources audio

La séparation de sources peut être utilisée comme pré-traitement pour des tâches de classifica-
tion ou de reconnaissance automatique. Dans l’exemple précédent, la séparation de la voix n’est
pas l’objectif final, elle est utilisée dans le but d’aider à la reconnaissance automatique de la parole.

Dans cette thèse nous nous intéressons plus particulièrement au traitement des signaux mu-
sicaux. Dans ce contexte, la séparation de sources peut être utile pour l’extraction automatique
d’information dans la musique. Dans un travail antérieur à cette thèse, nous utilisions par exemple
une technique de séparation en composantes harmoniques, percussives et vocales dans le but de
détecter la voix chantée dans un morceau de musique [Leglaive et al., 2015c]. Cette approche
consistait à extraire des descripteurs audio à court-terme à partir des signaux séparés, et à les four-
nir en entrée d’un réseau de neurones récurrent effectuant la classification suivant la présence ou
l’absence de voix chantée. Des techniques de séparation de sources ont également été utilisées
dans d’autres applications comme la reconnaissance automatique d’instruments [Heittola et al.,
2009] et l’estimation de mélodie [Durrieu et al., 2011; Tachibana et al., 2010; Rigaud et Radenen,
2016].

Le problème de séparation est plus critique quand les sources isolées ont pour vocation à être
écoutées par des humains, car l’aspect perceptif lié au son est alors mis en jeu pour juger de la
qualité. Nous serons très sensibles à des interférences entre sources, présentes dans les signaux
séparés, ou bien à des sons non naturels appelés artéfacts et introduits par les techniques de traite-
ment du signal sonore employées.

Des méthodes de séparation de sources peuvent par exemple être utilisées pour réduire les
interférences dans les signaux captés par des microphones de proximité pour l’enregistrement
d’un morceau de musique [Carabias-Orti et al., 2013; Prätzlich et al., 2015]. Ces interférences
limitent en effet les possibilités de mixage des ingénieurs du son.

Un autre objectif important de la séparation de sources musicales est de permettre le remixage
des morceaux de musique. Au cours de cette thèse nous avons été impliqués dans le projet ANR
EDiSon3D (Edition et diffusion sonore spatialisée en 3 dimensions). Ce projet s’inscrit dans le
cadre de l’émergence du son dit 3D, ayant comme objectif l’amélioration du rendu de l’espace so-
nore pour la musique et l’audiovisuel. Les productions (documentaires, fictions, musique, etc.) en
binaural ou au format 5.1 du récent label «nouvOson» 1 de Radio France illustrent par exemple ce
nouveau courant. Le concept de son 3D est étroitement lié au développement d’un «format objet»
pour décrire une scène sonore, indépendamment du système de reproduction. A l’inverse des for-
mats multicanaux actuels (stéréophonique, 5.1, etc.) où le mixage est figé, le format objet permet
à chaque source audio d’être accompagnée de «méta-données» encodant par exemple l’informa-
tion de spatialisation. Ce n’est qu’au moment de la diffusion que les sources sont positionnées
dans l’espace, selon la configuration du dispositif de restitution. Dans ce contexte, la séparation de
sources est nécessaire pour adapter un contenu audio existant dans un format multicanal standard
vers ce nouveau paradigme objet, à des fins de remixage.

1. http://hyperradio.radiofrance.fr/son-3d/
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1.1.3 Le son et l’espace acoustique

a) Le son

Le terme de «son» désigne à la fois une cause (e.g. un son de guitare), une onde acoustique
aux propriétés physiques mesurables (e.g. un son harmonique de fréquence fondamentale 110 Hz)
et une expérience perceptive (e.g. un son riche et clair).

On s’intéressera dans cette thèse principalement à la deuxième définition ; une source sonore
sera traitée comme un signal résultant de la mesure d’une onde acoustique par un capteur, en l’oc-
curence un microphone. Nous serons amenés pour traiter le problème de séparation de sources
à développer des modèles de signaux, c’est-à-dire à les caractériser par l’intermédiaire d’une re-
présentation mathématique. On cherchera à exploiter au travers de ces modèles les spécificités
propres aux signaux musicaux, qui pourront être mises en évidence grâce à une représentation à
deux dimensions, suivant le temps et la fréquence.

Supposer la connaissance de la cause du son peut également être utile. Il paraît naturel par
exemple d’élaborer un modèle différent pour une batterie et un piano devant être séparés. On peut
également s’inspirer du procédé de production sonore de la source, c’est le cas par exemple du
modèle source/filtre [Durrieu et al., 2010, 2011].

Prendre en compte un aspect perceptif peut également s’avérer utile. Dans une application
de remixage par exemple, il est éventuellement moins gênant d’avoir des interférences entre les
sources après séparation plutôt que des artéfacts.

b) L’espace acoustique

Il ne peut y avoir de son sans un milieu permettant la propagation des ondes acoustiques. On
s’intéresse dans cette thèse au cas de sources sonores enregistrées dans un milieu réverbérant,
c’est-à-dire un espace muni de parois sur lesquelles le son émis par une source se réfléchit.

Prenons l’exemple d’un instrument de musique émettant une onde dans une salle quelconque,
le signal capté par le microphone ne caractérise pas uniquement le son de l’instrument, il corres-
pond à l’image de la source sonore vue au travers du milieu d’enregistrement. Il est clair qu’un
même morceau de musique sera perçu de façon tout à fait différente s’il a été enregistré dans une
chambre, un studio d’enregistrement ou une cathédrale. En plus de la modélisation de la source
sonore, il nous faudra donc également caractériser la façon dont le son se propage jusqu’au micro-
phone. La problématique que nous souhaitons traiter dans cette thèse correspond précisément à ce
point. Nous allons chercher à développer de nouveaux modèles de mélange prenant en compte le
caractère réverbérant du milieu d’enregistrement.

1.2 Formulation du problème

On considère un mélange de J signaux sources sj(t) ∈ R, enregistré par I microphones. On
note x(t) = [xi(t)]

>
i ∈ RI le mélange multicanal, où ·> est l’opérateur de transposition et [·]i

groupe les éléments dans une matrice dont les colonnes sont indicées par i ; ces éléments étant ici
scalaires, x(t) est un vecteur colonne. Le mélange peut être décomposé d’après le modèle additif
suivant [Cardoso, 1998b] :

∀t ∈ Z, x(t) =
J∑
j=1

yj(t), (1.1)

où yj(t) = [yij(t)]
>
i ∈ RI représente la j-ème source image, c’est-à-dire le vecteur contenant

l’image du signal source monophonique sj(t) au niveau de chaque microphone. Pour illustrer
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le concept de source image considérons une pièce avec une unique source vocale et deux mi-
crophones (cas stéréo I = 2). s1(t) correspond au signal monophonique de voix, tel que nous
pourrions le mesurer à proximité directe de la bouche du locuteur. La source image y1(t) est un
signal stéréophonique qui caractérise le signal source de voix mais qui incorpore également di-
verses informations spatiales. En particulier y1(t) permet de rendre compte de la position relative
de la source par rapport aux microphones, grâce aux différences de temps d’arrivée et d’intensité
entre les deux microphones. L’effet de salle, c’est-à-dire le caractère réverbérant du milieu, est
également présent dans le signal y1(t).

Le problème de séparation de sources tel que nous le considérerons en général dans cette
thèse consiste à retrouver l’ensemble des sources images à partir de l’observation du mélange.
Lorsque les signaux traités sont musicaux, il est commun d’observer un mélange sur plusieurs
canaux (I > 1). En effet les enregistrements sont généralement effectués en utilisant plusieurs
microphones. De plus, un morceau de musique est souvent produit dans un format stéréophonique
(ou simplement stéréo), c’est-à-dire avec deux canaux.

Le problème de séparation de sources est habituellement défini en fonction du nombre relatif
de sources et de microphones ainsi que de la nature du mélange. Dans cette thèse nous considérons
le cas le plus difficile, celui d’un problème sous-déterminé, ce qui signifie que nous devons séparer
plus de sources que le nombre de canaux dans le mélange (J > I). De plus nous nous concentrons
sur la séparation des mélanges réverbérants, on dit dans ce cas que le processus de mélange est
convolutif. En raison de la nature sous-déterminée du problème, nous adopterons une approche
basée sur une modélisation des signaux des sources et du mélange. L’information fournie par les
données observées n’étant pas suffisante pour résoudre le problème, nous devons incorporer des
connaissances supplémentaires sur les sources et/ou le mélange par l’intermédiaire de modèles.
Le développement d’un modèle se fera généralement en deux temps :

1. Modéliser les signaux sources monophoniques sj(t). Il s’agira le plus souvent de caractéri-
ser ces derniers dans un domaine temps-fréquence comme nous allons le voir par la suite.

2. Modéliser le processus de mélange. Dans le cas d’un mélange additif tel que représenté
à l’équation (1.1), il s’agira de modéliser le processus qui permet de passer de la source
monophonique sj(t) à la source image multicanale yj(t) qui lui est associée.

1.2.1 Transformation temps-fréquence

Dans cette thèse nous ne travaillerons qu’avec des signaux à support fini et enregistrés par
des capteurs dont la dynamique est limitée, ces signaux sont par conséquent sommables, bor-
nés et d’énergie finie. Les signaux sources sont très souvent représentés dans un domaine temps-
fréquence (TF) afin d’obtenir une représentation parcimonieuse mettant en évidence la structure
particulière des signaux audio et plus spécifiquement musicaux [Vincent et al., 2014]. On voit en
effet sur la figure 1.1 qu’il est plus facile de discriminer les instruments de musique à partir de leur
représentation TF qu’à partir de la forme d’onde, c’est-à-dire du signal temporel. On remarque
notamment plusieurs caractéristiques qui pourront être exploitées dans le cadre du développement
d’un modèle de source :

• Le signal de saxophone possède une structure harmonique constituée d’une fréquence fon-
damentale et de multiples de celle-ci. Il est moins stable que les signaux associés aux autres
instruments car il est produit par la vibration d’une colonne d’air contrôlée par l’action de
l’instrumentiste, notamment sur l’anche et le bec. Cette action dépend de nombreux para-
mètres (souffle, pression des lèvres sur l’anche, ...) qu’il est difficile de garder fixes, d’où de
plus grandes variations au niveau du contenu TF du signal.

• Le signal de basse comme son nom l’indique a son énergie concentrée en basse fréquence.
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• Le signal de guitare possède de fortes attaques identifiables par des lignes verticales sui-
vies de sons harmoniques particulièrement stables temporellement, que l’on peut identifier
par des lignes horizontales. On peut par ailleurs remarquer que ce signal ne présente que
quelques motifs spectraux se répétant au cours du temps. Il s’agit en effet de quelques
accords de guitare. La redondance en musique est un aspect important qu’il pourra être
intéressant d’exploiter.

• Le signal de batterie est essentiellement percussif car sa représentation TF comporte majori-
tairement des lignes verticales. On remarque quelques composantes fortement énergétiques
en basse fréquence qui correspondent à une grosse caisse.
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FIGURE 1.1 – Formes d’onde et spectrogrammes de puissance en décibels calculés à partir de la
transformée de Fourier à court-terme pour différents instruments de musique.

De façon très générale, à partir d’un signal s(t) ∈ R défini dans le domaine temporel t ∈ Z,
l’opération d’analyse TF consiste à calculer une matrice S = [sfn]f,n, sfn ∈ K = R ou C,
dans le domaine TF (f, n) ∈ {0, ..., F − 1} × Z. On appellera spectrogramme d’amplitude la
matrice |S| et spectrogramme de puissance la matrice |S|�2 où � représente une opération terme
à terme sur les éléments de la matrice, ici il s’agit de prendre le carré de chacun des termes. Il existe
plusieurs approches permettant de décrire le processus d’analyse/synthèse TF. Nous les présentons
brièvement ci-dessous car plusieurs d’entre elles nous serviront dans la suite de ce manuscrit.

8



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

a) Transformée à fenêtre glissante

L’approche peut-être la plus intuitive pour calculer une transformée TF consiste à découper le
signal en trames recouvrantes de courte durée et à calculer une transformation linéaire de chacune
de celles-ci. Cette procédure est illustrée sur la figure 1.2. Soit pour tout n ∈ Z une trame de signal
définie par :

sn(t) = s(t+ nH)wa(t), (1.2)

où wa(t) est une fenêtre d’analyse de support {0, ..., Lw−1} etH correspond à la taille de l’incré-
ment d’analyse tel que Lw/H ∈ N. Autrement dit le recouvrement entre deux trames successives
est égal à Lw −H échantillons. La matrice S est ensuite construite colonne par colonne telle que
pour tout n ∈ Z :

(S):,n = T Ψ
RLw→KF (sn), (1.3)

où sn = [sn(t)]>t ∈ RLw . T Ψ
RLw→KF représente une transformation linéaire définie par une matrice

Ψ ∈ KF×Lw . Pour tout vecteur u ∈ RLw , T Ψ
RLw→KF (u) = Ψu ∈ KF .

Soit T Ψ̃
KF→RLw une seconde transformation linéaire définie par une matrice Ψ̃ ∈ KLw×F . Pour

tout vecteur v ∈ KF , et en supposant qu’il existe u ∈ RLw tel que v = Ψu, on a T Ψ̃
KF→RLw (v) =

Ψ̃v ∈ RLw . L’opération de synthèse procède également colonne par colonne. Elle consiste tout
d’abord à calculer pour tout n ∈ Z :

ŝn = T Ψ̃
KF→RLw ((S):,n) . (1.4)

On construit ensuite le signal temporel ŝ(t) pour tout t ∈ Z par addition-recouvrement :

ŝ(t) =
∑
n∈Z

ws(t− nH)ŝn(t− nH), (1.5)

où ws(t) est une fenêtre de synthèse de même support que wa(t) et ŝn(t) = (ŝn)t.
Dans cette thèse nous travaillerons uniquement avec des fenêtres d’analyse et de synthèse

sinusoïdales identiques définies par :

wa(t) = ws(t) =

sin

(
π

Lw

(
t+

1

2

))
si 0 ≤ t ≤ Lw − 1

0 sinon
. (1.6)

Il est important de mentionner que l’inversibilité de la transformation TF n’est pas forcé-
ment conditionnée au fait que T Ψ̃

KF→RLw soit la transformation inverse de T Ψ
RLw→KF . En effet,

l’étape d’addition-recouvrement peut jouer un rôle très important dans le caractère inversible de
la transformation TF. C’est le cas notamment des transformées basées sur le principe d’annulation
du repliement dans le domaine temporel (TDAC d’après l’anglais time-domain aliasing cancel-
lation). La transformée en cosinus discrète modifiée (MDCT d’après l’anglais modified discrete
cosine transform) appartient par exemple à cette catégorie [Malvar, 1992]. Pour cette transfor-
mation nous avons K = R et H = F = Lw/2. Comme F < Lw la transformation T Ψ

RLw→RF
n’est pas inversible et l’opération (1.4) engendre un repliement temporel au niveau du signal ŝn(t).
Cependant grâce à l’opération d’addition-recouvrement (1.5) ce repliement s’annule et sous cer-
taines conditions concernant les fenêtres d’analyse/synthèse wa(t) et ws(t) nous pouvons obtenir
une reconstruction parfaite telle que ŝ(t) = s(t). La fenêtre sinusoïdale permet d’obtenir une
reconstruction parfaite dans le cas H = Lw/2.
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FIGURE 1.2 – Illustration du processus d’analyse/synthèse par transformée à fenêtre glissante.

b) Banc de filtres

L’approche par transformée à fenêtre glissante permet de comprendre une représentation TF
comme le résultat d’une transformée fréquentielle appliquée à chaque trame n du signal. Cepen-
dant nous pouvons également interpréter une transformée TF comme fournissant pour chaque
canal fréquentiel f un signal temporel sous-échantillonné d’un facteur H . Cette interprétation se
formalise dans le cadre général des bancs de filtres. Les coefficients TF composant la matrice S
sont alors calculés par filtrage et décimation :

sfn =[s(·) ? ψf (·)](nH)

=
∑
t∈Z

s(t)ψf (nH − t) (1.7)

où ψf (t) est un filtre d’analyse de support de longueur Lw et H est appelé facteur de décimation
dans ce contexte. L’opération de synthèse à partir de la représentation TF du signal est définie par :

ŝ(t) =

F−1∑
f=0

∑
n∈Z

sfnψ̃f (t− nH), (1.8)

où les filtres de synthèse ψ̃f (t) de support de longueur Lw doivent être choisis pour permettre la
reconstruction parfaite du signal. Dans la littérature des bancs de filtres, le terme de reconstruction
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

parfaite signifie généralement que le signal de synthèse est égal au signal d’origine à un facteur
d’échelle et un décalage près [Mertins, 1999]. Nous considérons ici une définition plus stricte :
ŝ(t) = s(t).

c) Décomposition sur un dictionnaire d’atomes

Finalement nous pouvons voir l’analyse TF d’un signal comme une décomposition sur un
dictionnaire d’atomes TF d’analyse {ψfn(t)}(f,n)∈{0,...,F−1}×Z :

sfn =
∑
t∈Z

s(t)ψfn(t). (1.9)

L’opération de synthèse consiste à reconstruire le signal temporel par combinaison linéaire
d’atomes TF de synthèse {ψ̃fn(t)}(f,n)∈{0,...,F−1}×Z :

ŝ(t) =

F−1∑
f=0

∑
n∈Z

sfnψ̃fn(t). (1.10)

Comme précédemment nous avons reconstruction parfaite si ŝ(t) = s(t). En identifiant (1.7) avec
(1.9) et (1.8) avec (1.10) il est clair que ψfn(t) = ψf (nH − t) et ψ̃fn(t) = ψ̃f (t− nH).

d) Exemple de la transformée de Fourier à court-terme

Nous allons illustrer ces trois approches dans le cas de la transformée de Fourier à court-terme
(TFCT). Les coefficients TF sont alors à valeurs complexes (K = C) et F = Lw.

Transformée à fenêtre glissante Les deux transformations T Ψ
RLw→CF et T Ψ̃

CF→RLw correspondent
respectivement aux transformées de Fourier discrète (TFD) directe et inverse, telles que pour tout
(f, t) ∈ {0, ..., Lw − 1}2 :

(Ψ)f,t =
1√
Lw

e−ı2π
ft
Lw ; (1.11)

(Ψ̃)t,f = (Ψ)∗f,t. (1.12)

Banc de filtres Les filtres d’analyse et de synthèse sont définis pour tout (f, t) ∈ {0, ..., Lw −
1} × Z par :

ψf (t) =
1√
Lw

wa(−t)e+ı2π ft
Lw ; (1.13)

ψ̃f (t) =
1√
Lw

ws(t)e
+ı2π ft

Lw . (1.14)

Dictionnaire d’atomes TF Par conséquent dans le cas d’une décomposition sur un dictionnaire
de TFCT nous avons pour tout (f, t) ∈ {0, ..., Lw − 1} × Z :

ψfn(t) = ψf (nH − t) =
1√
Lw

wa(t− nH)e−ı2π
f(t−nH)
Lw ; (1.15)

ψ̃fn(t) = ψ̃f (t− nH) =
1√
Lw

ws(t− nH)e+ı2π
f(t−nH)
Lw . (1.16)
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On peut finalement montrer qu’afin d’avoir reconstruction parfaite les fenêtres d’analyse et de
synthèse doivent vérifier : ∑

n∈Z
wa(t− nH)ws(t− nH) = 1. (1.17)

Cette condition est notamment vérifiée pour des fenêtres d’analyse et de synthèse sinusoïdales
avec H = Lw/2.

1.2.2 Mélange convolutif
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FIGURE 1.3 – Réponse impulsionnelle de salle.

Représentation temporelle du mélange Lorsqu’une source sonore ponctuelle est enregistrée
dans un environnement réverbérant, le signal capté par le microphone correspond à une version
filtrée du signal source. Le filtre impliqué dans cette opération est une réponse impulsionnelle
de salle (RIR d’après l’anglais room impulse response) et représente la propagation du son dans
la salle, entre la source et le microphone. Un exemple de RIR est représenté sur la figure 1.3.
Dans le cadre de la séparation de sources audio on parle alors de mélange convolutif et chaque
réponse de salle entre un microphone et une source est appelée filtre de mélange. Notons aij(t)
la réponse impulsionnelle du filtre de mélange représentant la propagation entre la source j et le
microphone i. Ce filtre est généralement considéré comme étant à réponse impulsionnelle finie,
nous notons son support {0, ..., La − 1}. Il nous est maintenant possible d’expliciter le lien entre
le signal source sj(t) et la source image yij(t) impliquée dans l’équation du mélange (1.1) :

yij(t) =[sj(·) ? aij(·)](t)

=
∑
τ∈Z

aij(τ)sj(t− τ), (1.18)

où ? représente le produit de convolution discret.

Approximation dans le domaine de la TFCT Comme indiqué précédemment, il est très fré-
quent de développer un modèle de source basé sur une représentation TF du signal sj(t). Un grand
nombre de méthodes travaillent également à partir d’une représentation TF du mélange et donc des
sources images. Généralement ces méthodes ont recours à la TFCT. Dans le cadre du formalisme
par banc de filtres, les coefficients de la TFCT de la source image yij(t) sont calculés par :

yij,fn =[yij(·) ? ψf (·)](nH)

=[sj(·) ? aij(·) ? ψf (·)](nH), (1.19)

où ψf (t), f = 0, ..., Lw − 1, est défini à l’équation (1.13).
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Soit Ψf (ν) la transformée de Fourier à temps discret (TFTD) de ψf (t) définie pour ν ∈ R
par :

Ψf (ν) =
∑
t∈Z

ψf (t)e−ı2πνt. (1.20)

On définit de la même façon la TFTD du filtre aij(t) notée Aij(ν). Par définition la TFTD est
périodique de période 1, on peut donc restreindre ν à l’intervalle [0, 1[.

En utilisant l’équation (1.13), nous avons Ψf (ν) = (1/
√
Lw)W ∗a (ν − f/Lw) où Wa(ν) est

la TFTD de la fenêtre d’analyse wa(t). Les fenêtres d’analyse employées pour le calcul d’une
représentation TF correspondent à des réponses impulsionnelles de filtres passe-bas. En effet le
spectre d’amplitude |Wa(ν)| présente un lobe principal centré sur la fréquence nulle ainsi que
des lobes secondaires d’amplitude plus faible. Les caractéristiques du filtre passe-bas (notamment
sa largeur de bande) dépendent de la largeur du lobe principal, de la hauteur du premier lobe
secondaire et de la décroissance des lobes secondaires en fonction de la fréquence. Par conséquent
Ψf (ν) correspond à la fonction de transfert d’un filtre passe-bande de fréquence centrale f/Lw.
Si l’on fait l’hypothèse que Aij(ν) varie lentement sur la bande passante de ce filtre on peut alors
écrire :

Aij(ν)Ψf (ν) ≈ Aij(f/Lw)Ψf (ν), (1.21)

ce qui rapporté au domaine temporel par TFTD inverse donne :

[aij(·) ? ψf (·)](t) ≈ Aij(f/Lw)ψf (t). (1.22)

Sous cette hypothèse on obtient finalement l’expression suivante pour les coefficients de la TFCT
de la source image yij(t) :

yij,fn =Aij(f/Lw)[sj(·) ? ψf (·)](nH)

=Aij(f/Lw)sj,fn, (1.23)

où sj,fn ∈ C est la TFCT du signal sj(t) au point TF (f, n). Les valeurs f/Lw pour f =
0, ..., Lw − 1 correspondent à une discrétisation de l’intervalle [0, 1[ ; on obtient un nombre fini de
Lw fréquences régulièrement espacées. Par définition Aij(f/Lw) correspond donc à la TFD sur
Lw points de la réponse impulsionnelle aij(t). Nous noterons par la suite aij,f = Aij(f/Lw) tel
que :

yij,fn = aij,fsj,fn. (1.24)

Dans le cas limite où Lw → ∞, le filtre de fonction de transfert Ψf (ν) devient parfaitement
sélectif, c’est-à-dire que Ψf (ν) tend vers un dirac centré en f/Lw (c’est ainsi que nous compre-
nons le terme de «bande étroite» associé à cette approximation). L’équation (1.21) devient alors
une égalité. C’est pourquoi il est généralement considéré dans la littérature qu’une convolution
dans le domaine temporel peut s’écrire comme une simple multiplication dans le domaine TF si la
réponse impulsionnelle du filtre de mélange est courte devant la longueur de la fenêtre d’analyse
utilisée dans le calcul de la TFCT. La même conclusion peut être obtenue par un raisonnement
dans le domaine temporel comme détaillé dans [Avargel et Cohen, 2007a].

Nous pouvons finalement mentionner que nous supposons ici des sources et microphones im-
mobiles, c’est pourquoi la réponse en fréquence des filtres de mélange ne dépend pas de l’indice
de trame n. Cependant ce formalisme peut être adapté au cas de filtres variant dans le temps. Une
approche assez directe consiste à traiter le mélange par blocs de trames, où pour chaque bloc les
filtres sont supposés constants. Une approche plus élaborée consisterait à modéliser l’évolution
temporelle des filtres. C’est ce qui a été proposé dans [Kounades-Bastian et al., 2015] par l’inter-
médiaire d’un modèle de chaîne de Markov d’ordre 1. Ce modèle permet de prendre en compte
une certaine régularité au niveau de l’évolution temporelle des filtres.
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1.2.3 Formulation du problème

Nous venons de définir plusieurs concepts clés pour le problème de séparation de sources
considéré dans cette thèse :

1. Les signaux sources sont généralement représentés dans un domaine temps-fréquence dans
le but d’exploiter leur structure spécifique par l’intermédiaire d’un modèle paramétrique.

2. L’expression du mélange convolutif permet de prendre en compte le caractère réverbérant
du milieu d’enregistrement par l’intermédiaire de paramètres appelés filtres de mélange.

3. Sous une hypothèse de filtres de mélange à réponse impulsionnelle courte, la convolution
dans le domaine temporel peut être approchée par une simple multiplication dans le domaine
de la TFCT. Les paramètres du modèle de mélange sont alors les réponses en fréquence
des filtres de mélange.

Le problème de séparation de sources tel qu’il est fréquemment formulé dans la littérature
consiste finalement à estimer les paramètres des modèles de source et de mélange, à partir desquels
les coefficients TF des sources peuvent ensuite être estimés. Finalement, les signaux temporels
des sources sont reconstruits par transformation TF inverse. Cette formulation du problème de
séparation multicanale de sources sonores en milieu réverbérant est illustrée sur la figure 1.4.

Estimation des paramètres du modèle

Estimation des coe cients temps-fréquence des sources

Transformation temps-fréquence inverse

Mélange 
stéréo

Milieu réverbérant Sources 
monophoniques

= + +

Sources images stéréo reconstruites

Séparation des sources

FIGURE 1.4 – Illustration du problème de séparation multicanale de sources sonores en milieu réverbérant.
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1.3 Structure du manuscrit et contributions

Nous présentons ci-dessous la structure du manuscrit ainsi que les principales contributions
liées à cette thèse.

1.3.1 Première partie : Introduction et état de l’art

Nous introduisons dans cette partie le problème de séparation de sources ainsi qu’un ensemble
d’approches de la littérature qui lui ont été consacré.

Chapitre 2 - Etat de l’art Dans le Chapitre 2 nous dressons un état de l’art du domaine axé sur
les approches probabilistes pour la séparation de sources.

Nous commençons par introduire les méthodes par analyse en composantes indépendantes et
celles basées sur l’analyse en composantes parcimonieuses.

Nous présentons ensuite un certain nombre de modèles supposant une distribution de proba-
bilité non stationnaire des coefficients TF des sources. Nous introduisons les techniques de facto-
risation en matrices non-négatives fréquemment utilisées dans le contexte des modèles de source
probabilistes.

Nous avons montré au chapitre 1 que la convolution dans le domaine temporel pouvait être
approchée par une simple multiplication dans le domaine de la TFCT sous une hypothèse de
filtres de mélange courts. Cependant cette approximation n’est pas adaptée pour la séparation de
mélanges fortement réverbérants car la réponse impulsionnelle des filtres est dans ce cas longue.
Nous verrons que d’autres modèles ont été proposés dans la littérature pour la séparation des
mélanges fortement réverbérants.

Nous présenterons ensuite les techniques d’inférence statistique qui seront utilisées dans le
développement des méthodes de séparation de sources proposées dans cette thèse.

Finalement nous conclurons ce chapitre par les mesures de qualité de séparation communé-
ment employées dans le domaine et les bases de données qui seront utilisées dans cette thèse.

1.3.2 Seconde partie : Modélisation du mélange dans le domaine fréquentiel.

Les travaux développés dans cette partie reposent sur l’approximation du mélange convolutif
dans le domaine de la TFCT, sous l’hypothèse de filtres de mélange courts.

Chapitre 3 - Modèles de réponse en fréquence de salle L’objectif du chapitre 3 est d’introduire
de nouveaux modèles de réponse en fréquence de salle. Nous distinguons la modélisation des
premières contributions (trajet direct et premiers échos) de la réverbération tardive.

Inspiré par le modèle de réponse de salle par sources images nous représentons le trajet direct
et les premiers échos de la réponse impulsionnelle de salle comme des impulsions auxquelles
sont associés un retard et une atténuation. Cette représentation nous amène à une modélisation
autorégressive de la réponse en fréquence de salle associée aux premières contributions. Nous
avons utilisé ce modèle pour la séparation des mélanges convolutifs multicanaux et réverbérants
dans [Leglaive et al., 2015a,b]. Dans ces deux travaux préliminaires nous ne modélisions pas la
réverbération tardive.

D’après la théorie de l’acoustique statistique des salles, la réponse en fréquence associée à la
réverbération tardive peut être modélisée comme un processus aléatoire gaussien complexe cen-
tré, propre et stationnaire au sens large. Ce processus est donc totalement caractérisé par sa densité
spectrale de puissance ou sa fonction d’autocovariance. En utilisant le fait que l’énergie de la ré-
verbération tardive décroît exponentiellement au cours du temps, on montre que l’on peut obtenir

15



des expressions théoriques de ces deux quantités qui dépendent de certains paramètres de salle.
Nous vérifions expérimentalement par simulation de Monte-Carlo la validité des expressions théo-
riques proposées. Nous montrons finalement que la densité spectrale de puissance et la fonction
d’autocovariance peuvent être paramétrés de façon précise par un modèle autorégressif à moyenne
ajustée. Ce modèle fréquentiel de réverbération tardive a été publié dans [Leglaive et al., 2016a].

Chapitre 4 - Séparation de sources avec a priori sur la réponse en fréquence des filtres de
mélange Dans ce chapitre nous utilisons les modèles de réponse en fréquence de salle intro-
duits au chapitre précédent afin de développer deux a priori probabilistes distincts pour les parties
précoce et tardive des réponses en fréquence des filtres de mélange.

Dans un premier temps, nous présentons la méthode de séparation de sources proposée dans
[Ozerov et Févotte, 2010] qui s’appuie sur un modèle de source gaussien basé sur la factorisa-
tion en matrices non-négatives. Dans cette article, la convolution dans le domaine temporel est
approchée par une simple multiplication dans le domaine de la TFCT. La réponse en fréquence
des filtres est alors estimée uniquement à partir des données observées, grâce à un algorithme
espérance-maximisation.

Nous introduisons ensuite la procédure d’estimation proposée permettant de prendre en compte
les a priori sur les filtres de mélange. Nous adaptons pour cela l’algorithme espérance-maximisation
proposé dans [Ozerov et Févotte, 2010] afin d’estimer les filtres au sens du maximum a posteriori.

Finalement nous montrons expérimentalement l’intérêt de cette méthode, qui a fait l’objet
d’une publication dans un article de revue [Leglaive et al., 2016b].

1.3.3 Troisième partie : Modélisation du mélange dans le domaine temporel

Nous explorons dans cette troisième partie de nouvelles approches pour la séparation de
sources permettant de relâcher l’hypothèse de filtres de mélange courts et donc mieux adaptées
pour la séparation de mélanges enregistrés en présence de forte réverbération. Nous proposons
dans un cadre probabiliste d’inférer les coefficients TF des sources à partir des observations tem-
porelles du mélange. Nous utilisons pour cela des techniques d’inférence variationnelle.

Chapitre 5 - Filtres de mélange déterministes Dans ce chapitre, les filtres de mélange dans le
domaine temporel sont traités comme des paramètres déterministes uniquement estimés à partir
des données observées.

Nous présentons tout d’abord une approche basée sur un modèle de source gaussien. Au cha-
pitre précédent il était nécessaire de travailler dans le domaine de la TFCT afin d’approcher
la convolution temporelle par une simple multiplication. Nous n’avons désormais plus de telle
contrainte et pouvons choisir d’autres transformations TF. Nous considérons ici l’utilisation de la
MDCT et de la TFCT à fréquence impaire.

Dans le cas de la MDCT, les résultats expérimentaux oracles 2 permettent de montrer le po-
tentiel de cette approche pour la séparation de mélanges fortement réverbérants. Ces résultats ont
été publiés dans [Leglaive et al., 2017a]. Nous montrons ensuite dans un contexte semi-aveugle,
en supposant uniquement la connaissance des filtres de mélange, que la MDCT permet d’obtenir
une qualité de séparation similaire à la TFCT à fréquence impaire. Cependant, la MDCT étant à
échantillonnage critique, elle permet de réduire fortement le temps de calcul. Ces résultats ont été
publiés dans [Leglaive et al., 2017c].

Finalement nous adaptons la technique d’inférence variationnelle proposée au cas d’une mo-
délisation des sources reposant sur la distribution t de Student. Nous étudions dans un même cadre

2. Le terme «oracle» signifie que les paramètres de l’algorithme sont initialisés à partir de la vérité terrain, c’est-à-
dire de la connaissance des vrais signaux sources et filtres de mélange.
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un modèle basé sur une hypothèse de parcimonie des coefficients MDCT des sources et un second
exploitant une paramétrisation par factorisation en matrices non-négatives. Cette approche nous
permet de montrer l’intérêt d’utiliser à la fois une représentation temporelle du mélange convolutif
et un modèle exploitant la dynamique TF des sources. Ces résultats ont été publiés dans [Leglaive
et al., 2017b].

Chapitre 6 - Modèle t de Student pour les filtres de mélange Ce chapitre présente un cadre
bayésien pour la séparation de sources audio où les filtres de mélange sont également traités
comme des variables aléatoires latentes, dans le domaine temporel. Il se base sur l’article de revue
[Leglaive et al., 2017d] qui a été soumis et est en phase de relecture au moment de la rédaction de
cette thèse.

Comme au chapitre précédent, les coefficients TF des sources sont représentés par des va-
riables latentes t de Student dont les paramètres d’échelle sont structurés par un modèle de fac-
torisation en matrices non-négatives. Nous exploitons la décroissance exponentielle des réponses
impulsionnelles de salle pour guider l’estimation des filtres de mélange grâce à un a priori égale-
ment basé sur la distribution t de Student. La lourdeur de la queue de cette loi de probabilité permet
de prendre indirectement en compte le trajet direct et les premiers échos des filtres. Nous mon-
trons également que cette approche permet d’avoir une représentation temps-fréquence adaptée à
chaque source composant le mélange, notamment en terme de résolution.

Nous développons à partir de ce modèle un algorithme d’inférence variationnel. Les résultats
expérimentaux montrent le potentiel de cette méthode pour la séparation de mélanges enregistrés
en présence de forte réverbération, sans supposer la connaissance des filtres de mélange.

1.3.4 Quatrième partie : Conclusion et perspectives

Cette dernière partie a pour objectif de conclure sur les méthodes de séparation de sources
développées dans cette thèse. Nous présentons plusieurs perspectives pour de futurs travaux, es-
sentiellement reliées à l’approche détaillée au chapitre 6.

1.4 Publications associées à cette thèse

a) Articles dans des revues avec comité de lecture

1. S. Leglaive, R. Badeau, G. Richard, «Multichannel audio source separation with probabi-
listic reverberation priors», IEEE Transactions on Audio, Speech and Language Processing,
vol. 24, no. 12, 2016.

2. S. Leglaive, R. Badeau, G. Richard, «Student’s t source and mixing models for multichannel
audio source separation», IEEE Transactions on Audio, Speech and Language Processing,
2017 (article soumis).

b) Articles dans des conférences avec comité de lecture

1. S. Leglaive, R. Badeau, G. Richard, «A priori probabiliste anéchoïque pour la séparation
sous-déterminée de sources sonores en milieu réverbérant», dans les actes du XXVe Col-
loque GRETSI, Lyon, France, 2015.

2. S. Leglaive, R. Badeau, G. Richard, «Multichannel audio source separation with proba-
bilistic reverberation modeling», dans les actes de : IEEE Workshop on Applications of Si-
gnal Processing to Audio and Acoustics (WASPAA), New Paltz, NY, États-Unis d’Amérique,
2015.
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3. S. Leglaive, R. Badeau, G. Richard, «Autoregressive moving average modeling of late rever-
beration in the frequency domain», dans les actes de : European Signal Processing Confe-
rence (EUSIPCO), Budapest, Hongrie, 2016.

4. S. Leglaive, R. Badeau, G. Richard, «Multichannel audio source separation : variational
inference of time-frequency sources from time-domain observations», dans les actes de :
IEEE International Conference on Acoustics Speech and Signal Processing (ICASSP),
Nouvelle-Orléans, LA, États-Unis d’Amérique, 2017.

5. S. Leglaive, U. Şimşekli, A. Liutkus, R. Badeau, G. Richard, «Alpha-stable multichannel
audio source separation», dans les actes de : IEEE International Conference on Acoustics
Speech and Signal Processing (ICASSP), Nouvelle-Orléans, LA, États-Unis d’Amérique,
2017.

6. S. Leglaive, R. Badeau, G. Richard, «Semi-blind Student’s t source separation for multi-
channel audio convolutive mixtures», dans les actes de : European Signal Processing Confe-
rence (EUSIPCO), Ile de Kos, Grèce, 2017.

7. S. Leglaive, R. Badeau, G. Richard, «Séparation de sources audio en milieu réverbérant :
Factorisation en matrices non-négatives et représentation temporelle du mélange convolu-
tif», dans les actes du XXVIe Colloque GRETSI, Juan-Les-Pins, France, 2017.

8. S. Leglaive, R. Badeau, G. Richard, «Separating time-frequency sources from time-domain
convolutive mixtures using non-negative matrix factorization», dans les actes de : IEEE
Workshop on Applications of Signal Processing to Audio and Acoustics (WASPAA), New
Paltz, NY, États-Unis d’Amérique, 2017.
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État de l’art
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Ce chapitre a pour objectif de présenter un état de l’art du domaine. Ne pouvant être exhaustif
compte tenu de la richesse de la littérature en séparation de sources, nous avons souhaité orienter
cette revue du domaine vers les approches probabilistes et les modèles de mélanges réverbérants.
Nous ne présenterons par exemple pas les méthodes basées sur le filtrage spatial multicanal, qui
permettent de séparer les sources suivant leur direction d’arrivée. Le lecteur intéressé pourra se ré-
férer à la revue récente [Gannot et al., 2017]. Nous ne traiterons pas non plus des méthodes d’ana-
lyse de scène auditive computationnelle, qui cherchent à effectuer la séparation par regroupement
des composantes du mélange selon des critères psychoacoustiques [Wang et Brown, 2006].

La section 2.1 introduit la définition historique du problème de séparation de sources aveugle,
notamment grâce aux approches par analyse en composantes indépendantes. Nous présentons leur
application pour la séparation des mélanges instantanés et convolutifs. Nous introduisons égale-
ment les méthodes par analyse en composantes parcimonieuses.

Dans la section 2.2 nous présentons plus en profondeur certains modèles de source basés sur
une hypothèse de distribution de probabilité non stationnaire dans le plan TF. Nous distinguons le
modèle gaussien de ceux basés sur des distributions à queue lourde. Ces modèles de source seront
utilisés dans le développement des méthodes proposées dans cette thèse.

Un modèle probabiliste non stationnaire dans le plan TF met en jeu un grand nombre de
paramètres pour modéliser les sources, typiquement autant que le nombre de points TF. C’est
pourquoi, dans un contexte de séparation sous-déterminée, il est fréquent d’utiliser des méthodes
de réduction de rang telles que la factorisation en matrices non-négatives, conjointement avec les
modèles probabilistes non stationnaires. L’objectif de la section 2.3 est d’introduire ces méthodes.

Dans la section 2.4 nous présentons différentes approches de la littérature qui ont cherché à
aller au delà du modèle de mélange «bande étroite» introduit au chapitre 1, section 1.2.2, afin de
modéliser des mélanges fortement réverbérants.

La formulation du problème telle qu’introduite au chapitre précédent faisait référence à une
étape d’estimation des paramètres du modèle pour la séparation de sources. Dans le cadre d’ap-
proches probabilistes nous parlons d’estimation et d’inférence statistique. La section 2.5 a pour
objectif d’introduire certaines de ces techniques qui seront employées dans cette thèse et qui sont
de plus fréquemment utilisées dans la littérature de séparation de sources.

Finalement nous conclurons ce chapitre avec les sections 2.6 et 2.7 qui présentent respective-
ment les mesures de la qualité de séparation et les bases de données utilisées dans cette thèse.

2.1 Séparation de sources aveugle

2.1.1 Mélanges instantanés

a) Première définition du problème

Le problème de séparation de sources aveugle est né dans les années 1980. Dans un article
fondateur publié dans les actes du Xème colloque du Groupement de Recherche en Traitement du
Signal et des Images (GRETSI) de 1985, Hérault, Jutten et Ans définissent le problème de la façon
suivante [Hérault et al., 1985] :
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«Supposons que, pour l’analyse d’un système complexe, nous disposions
d’un ensemble de n voies de mesure. Chaque voie, issue d’un capteur
spécifique, fournit à chaque instant t un signal image d’une certaine com-
binaison d’un nombre limité de variables internes du système. En suppo-
sant que ces variables soient des primitives indépendantes, ou simplement
non-corrélées, est-il possible de les isoler par une méthode d’analyse sta-
tistique, c’est-à-dire sans connaissance a priori sur ces variables ni leur
poids relatif dans chaque voie de mesure ?»

Le problème de séparation de sources aveugle tel que défini à l’origine dans cet article est as-
socié à l’observation d’un mélange linéaire instantané sur plusieurs canaux («voies de mesure») 1.
L’équation du mélange est donnée par :

x(t) = As(t), (2.1)

où x(t) = [xi(t)]
>
i ∈ RI , s(t) = [sj(t)]

>
j ∈ RJ et A ∈ RI×J est la matrice de mélange

représentant une transformation linéaire supposée régulière dans [Hérault et al., 1985] de sorte
que sa transformation inverse représentée par A−1 existe. Cette matrice de mélange rend compte
de la contribution de chaque source (les «variables internes») dans chaque canal du mélange, elle
encode leur «poids relatif».

La caractéristique aveugle du problème de séparation de sources signifie qu’on ne suppose
aucune connaissance a priori des signaux sources et de la matrice de mélange. La seule hypothèse
formulée ici sur les sources est d’ordre statistique. Il s’agit de considérer leur indépendance ou
de façon moins forte leur non corrélation. L’objectif de la séparation de sources aveugle dans ce
contexte est d’estimer une matrice de séparation B ∈ RJ×I à appliquer aux observations x(t) afin
de retrouver les sources :

ŝ(t) = Bx(t)

= BAs(t). (2.2)

On considère que le problème de séparation est résolu si la matrice C = BA est non mélangeante
[Cardoso, 1998a], c’est-à-dire que chaque ligne et chaque colonne possède un unique coefficient
non nul. On comprend donc qu’on ne peut retrouver les sources qu’à une permutation et un facteur
multiplicatif près.

Nous pouvons finalement mentionner que dans le cas sous-déterminé I < J , même si la
matrice de mélange A était connue il serait impossible de retrouver les signaux sources, car celle-
ci n’admet pas d’inverse. Si nous avions cette connaissance dans le cas déterminé I = J , nous
choisirions simplement B = A−1. Dans le cas sur-déterminé I > J nous prendrions B = A†

où la matrice pseudo-inverse A† = (A>A)−1A> est telle que A†A = I. Certaines méthodes
cherchent explicitement à identifier la matrice de mélange pour effectuer la séparation. C’est par
exemple le cas des approches géométriques qui utilisent le fait que les échantillons du mélange
se regroupent suivant les directions associées aux colonnes de la matrice de mélange [Puntonet et
Prieto, 1995; Theis et al., 2003].

b) Analyse en composantes indépendantes

Il est intéressant de remarquer que dans cette première définition du problème de séparation
de sources aveugle, les auteurs font explicitement référence à une hypothèse d’indépendance ou
de non corrélation des sources. En effet, pendant plusieurs années les termes de séparation de

1. Nous noterons toujours I et non n le nombre de canaux.
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sources aveugle et d’analyse en composantes indépendantes (ICA d’après l’anglais independent
component analysis) vont être utilisés indifféremment pour désigner un seul et même problème
[Comon, 1994]. C’est en 1998 que Cardoso propose de redéfinir le problème par l’intermédiaire
d’un modèle additif tel que nous l’avons introduit à l’équation (1.1), page 6 [Cardoso, 1998b].

Comme nous l’avons vu avec l’équation (2.2), la séparation de sources aveugle consiste à re-
trouver les signaux sources à une permutation et un facteur multiplicatif près tel que ŝ(t) = Cs(t)
avec C une matrice non mélangeante. L’ICA utilise comme hypothèse de départ l’indépendance
des signaux sources. Le problème de séparation consiste alors à restaurer l’indépendance statis-
tique au niveau de l’estimée ŝ(t). Cette approche est motivée par le théorème d’identifiabilité
suivant [Comon, 1994] : Soient s(t) un vecteur d’entrées indépendantes dont au plus une est gaus-
sienne et C une matrice inversible, alors ŝ(t) = Cs(t) est un vecteur à composantes mutuellement
indépendantes si et seulement si la matrice C est non mélangeante. Le problème de séparation de
sources est donc résolu (dans le cas d’au plus une source gaussienne) si les sources estimées sont
statistiquement indépendantes.

C’est pourquoi certaines méthodes d’ICA cherchent à estimer une matrice de séparation B par
minimisation d’une fonction de contraste φ[p(ŝ(t))], avec p(·) une densité de probabilité. C’est une
fonction scalaire à valeurs réelles atteignant son minimum lorsque les composantes du vecteur ŝ(t)
sont indépendantes [Comon, 1994]. Afin d’alléger les notations nous notons simplement φ[ŝ(t)] ce
critère par la suite. Une fonction de contraste doit donc satisfaire φ[ŝ(t) = Cs(t)] ≥ φ[s(t)] pour
toute matrice C avec égalité si et seulement si C est non mélangeante. La séparation des sources
est effectuée en minimisant cette fonction objectif par rapport à la matrice de séparation B. Nous
pouvons mentionner qu’une matrice de séparation peut être factorisée comme le produit d’une
matrice de blanchiment W définie positive et d’une matrice de rotation U [Cardoso, 1998a]. La
matrice W permet de décorréler les observations entre les différents canaux et peut être calculée
à partir de la matrice de covariance empirique des données. Dans ce cas la minimisation de la
fonction de constraste se fait par rapport à la matrice de rotation U. De nombreuses fonctions de
contraste ont été proposées dans la littérature, citons comme exemple l’information mutuelle entre
les composantes de ŝ(t), calculée par l’intermédiaire d’une approximation utilisant les cumulants
d’ordre inférieur ou égal à 4 [Comon, 1994].

Un résultat de Darmois [Darmois, 1953] permet de montrer que la séparation des sources est
possible dans les deux cas suivants :

1. les sources sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d) et non gaussiennes ;

2. les sources sont gaussiennes et non i.i.d.

Ce résultat a motivé de nombreuses méthodes en ICA. Deux courants se sont créés suivant que
les méthodes qui leur étaient associées se basaient sur l’une ou l’autre de ces deux hypothèses
sur les sources. La méthode FastICA [Bingham et Hyvärinen, 2000] appartient par exemple à la
première catégorie. Elle cherche à maximiser la non-gaussianité des sources par l’intermédiaire
d’une mesure basée sur le kurtosis. Le lien entre non-gaussianité et indépendance, qui n’est de
premier abord pas évident, est particulièrement bien introduit dans [Hyvärinen et Oja, 2000, sec-
tion 4.1]. A l’inverse, les méthodes supposant la gaussianité des sources exploitent leur structure
temporelle par l’intermédiaire de statistiques d’ordre deux. L’approche introduite dans [Belou-
chrani et al., 1997] suppose par exemple des sources stationnaires au second ordre, exploitant
ainsi leur dynamique spectrale. Cette méthode procède par diagonalisation des matrices de cova-
riance E[x(t + τ)x(t)>] conjointement pour plusieurs valeurs de τ afin d’identifier la matrice de
séparation B. Il s’agit de l’algorithme second-order blind identification (SOBI). L’approche pro-
posée dans [Pham et Cardoso, 2001] procède également par diagonalisation jointe mais suppose
la non-stationarité des sources au second ordre. Elle exploite donc leur dynamique temporelle.
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2.1.2 Mélanges convolutifs

a) Analyse en composantes indépendantes

Approche générale Un mélange convolutif peut s’écrire dans le domaine de la transformée en
z de la façon suivante :

x(z) = A(z)s(z), (2.3)

où les éléments de la matrice A(z) sont donnés par (A(z))i,j =
∑La−1

t=0 aij(t)z
−t. De la même

façon que dans le cas instantané, l’objectif de la séparation de sources pour les mélanges convo-
lutifs est d’estimer une matrice de filtres B(z) à appliquer aux observations afin de retrouver les
sources :

ŝ(z) = B(z)x(z)

= B(z)A(z)s(z). (2.4)

On considère que le problème est résolu si la matrice C(z) = B(z)A(z) est non mélangeante,
cela signifie ici qu’elle peut s’écrire comme C(z) = D(z)P, où P est une matrice de permutation
et D(z) est une matrice de filtres diagonale. Le problème de séparation consiste donc à retrouver
les sources à une permutation et un filtre près.

Comme dans le cas instantané, les approches par ICA pour la séparation des mélanges convo-
lutifs sont motivées par le théorème d’identifiabilité suivant [Yellin et Weinstein, 1994; Thi et
Jutten, 1995] : Soient s(t) un vecteur d’entrées indépendantes dont au plus une est gaussienne
et C(z) une matrice de filtres inversible, alors ŝ(t), défini comme la transformée en z inverse de
ŝ(z) = C(z)s(z), est un vecteur à composantes mutuellement indépendantes si et seulement si la
matrice C(z) est non mélangeante. Le problème de séparation de sources est donc résolu (dans le
cas d’au plus une source gaussienne) si les sources estimées sont statistiquement indépendantes.

Séparation dans le domaine de la TFCT De nombreuses approches en ICA pour les mélanges
convolutifs cherchent à effectuer la séparation à partir d’une représentation du mélange dans le
domaine de la TFCT. Notons aij,f la TFD du filtre de mélange aij(t) calculée sur Lw points où Lw
est la longueur de la fenêtre d’analyse utilisée pour calculer la TFCT 2. D’après l’approximation
bande-étroite introduite à la section 1.2.2 du chapitre 1, le mélange xfn = [xi,fn]i ∈ CI peut
s’écrire de façon matricielle dans le domaine de la TFCT de la façon suivante :

xfn = Afsfn (2.5)

où sfn = [sj,fn]>j ∈ CJ et Af = [aij,f ]i,j ∈ CI×J est la matrice de mélange qui cette fois dépend
de la fréquence.

On voit à partir de l’équation (2.5) que le fait d’exprimer le filtrage temporel des sources
par une simple multiplication dans le domaine de la TFCT grâce à l’approximation bande-étroite
permet de représenter le mélange convolutif par un simple mélange instantané dans chaque bande
de fréquence de la TFCT. Les méthodes de séparation développées dans le cas instantané peuvent
alors être étendues au cas convolutif. Il s’agit en particulier d’estimer une matrice de séparation
Bf qui cette fois dépend de la fréquence. La méthode développée dans [Smaragdis, 1998] consiste
précisément à appliquer dans chaque bande de fréquence des techniques d’ICA proposées pour la
séparation de mélanges instantanés. La méthode proposée dans [Parra et Spence, 2000] se base
également sur le modèle de mélange (2.5). Elle exploite la non-stationarité des sources dans le
domaine de la TFCT par l’intermédiaire de statistiques d’ordre deux. Ces statistiques ainsi que la

2. Notons que le filtre de mélange est potentiellement sous paramétré dans le domaine fréquentiel si la longueur de
la fenêtre d’analyse est plus petite que la longueur de la réponse impulsionnelle du filtre de mélange.
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matrice de séparation qui dépend donc de la fréquence sont estimées en résolvant un problème des
moindres carrés sous contraintes, par un algorithme de descente de gradient.

On se souvient néanmoins que généralement, on considère le problème comme étant résolu
si les sources sont obtenues à une permutation et un facteur d’échelle près. Dans le cas d’un mé-
lange convolutif ces indéterminations vont dépendre de la fréquence, car le problème est résolu
indépendamment dans chaque canal fréquentiel. L’indétermination d’échelle n’est en général pas
traitée, on se contente de retrouver les sources à un facteur multiplicatif près qui dépend de la
fréquence, ce qui correspond en quelque sorte à un filtrage. En revanche le problème de permu-
tations est beaucoup plus critique et il est nécessaire de lever cette indétermination. Pour cela, la
méthode proposée dans [Parra et Spence, 2000] prend en compte pour l’estimation de la matrice
de séparation une contrainte de filtres à réponse impulsionnelle courte. Celle-ci se traduit dans
le domaine fréquentiel par une hypothèse de filtres à réponse en fréquence «lisse». Cette struc-
ture imposée pour l’estimation de la matrice de séparation permet de résoudre le problème de
permutations. Une hypothèse similaire est également utilisée dans [Smaragdis, 1998]. D’autres
approches ont recours à un post-traitement, indépendant du problème de séparation. La méthode
proposée dans [Sawada et al., 2006, 2007] exploite par exemple un modèle de propagation ané-
choïque. La réponse en fréquence des filtres de mélange étant supposée proche de celle associée à
une propagation en champ libre (dans un milieu sans parois). L’approche proposée dans [Weihua
et Fenggang, 2008] se base quant à elle sur les corrélations entre les amplitudes des signaux à
fréquences adjacentes.

b) Analyse en composantes parcimonieuses

Les méthodes basées sur l’ICA ne permettent de résoudre le problème que dans le cas (sur-)
déterminé. D’autres techniques doivent être employées lorsque le nombre de sources à séparer est
supérieur au nombre de microphones.

L’analyse en composantes parcimonieuses (SCA d’après l’anglais sparse component analysis)
[Gribonval et Zibulevsky, 2010] constitue un courant important en séparation de sources sous-
déterminée pour les mélanges convolutifs. Ces méthodes exploitent la parcimonie des signaux
sources dans le domaine TF. Elles supposent par exemple que les sources ont des supports TF
disjoints, c’est-à-dire qu’une seule source est supposée active par point TF [Rickard, 2007; Sawada
et al., 2007]. L’objectif est alors d’estimer un motif d’activations pour chaque source, la séparation
étant ensuite effectuée par masquage du mélange dans le plan TF. La méthode proposée dans
[Aissa-El-Bey et al., 2007] repose sur une hypothèse moins forte (quand le nombre de microphones
est supérieur à 2), correspondant à un nombre de sources actives par point TF strictement inférieur
au nombre de microphones.

Les méthodes basées sur la SCA exploitent aussi généralement la diversité spatiale des sources,
c’est-à-dire le fait que celles-ci se situent à des positions différentes dans l’espace. Pour cela il peut
s’agir d’utiliser des modèles de propagation anéchoïque [Rickard, 2007; Sawada et al., 2007] ou
des indices spatiaux tels que les différences interaurales d’intensité et de temps [Mandel et al.,
2010; Deleforge et al., 2015].

D’autres méthodes en SCA s’appuient sur des pénalités promouvant la parcimonie des sources
dans le domaine TF. La norme `1 a par exemple été utilisée dans [Winter et al., 2007] et [Kowalski
et al., 2010]. Des distributions de probabilité super-gaussiennes ont également été considérées pour
développer des modèles probabilistes de sources parcimonieuses [Gribonval et Zibulevsky, 2010].
La distribution gaussienne généralisée, qui est reliée à la norme `p, a par exemple été utilisée dans
[Vincent, 2007]. La distribution t de Student a été également proposée dans [Févotte et Godsill,
2006; Cemgil et al., 2007]. Tous ces modèles ont pour particularité de supposer que les coefficients
TF des sources sont i.i.d.
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2.2 Modèles probabilistes de source non stationnaire dans le domaine
temps-fréquence

Un autre courant plus récent en séparation de sources consiste à modéliser les coefficients TF
des sources par l’intermédiaire d’une distribution de probabilité non stationnaire [Vincent et al.,
2010, 2014]. Les coefficients TF ne sont donc plus supposés i.i.d, ils peuvent par exemple être
représentés comme des variables aléatoires gaussiennes centrées dont la variance varie en temps
et en fréquence.

Un morceau de musique est généralement composé d’évènements sonores qui se répètent au
cours du temps, tels que des sons pourvus d’une hauteur (des notes) ou des sons percussifs. Ces
redondances peuvent être mises en évidence par l’intermédiaire d’une représentation TF des si-
gnaux. En séparation de sources audio il est particulièrement pertinent de les prendre en compte,
précisément du fait du caractère sous-déterminé du problème. En effet cela permet de réduire le
nombre de paramètres impliqués dans la modélisation des sources. Une approche courante consiste
à supposer que le spectre (d’amplitude ou de puissance) à court-terme des sources suit un modèle
compositionnel [Virtanen et al., 2015]. Sous des hypothèses de gaussianité et de stationnarité lo-
cale (nous reviendrons plus tard sur ce point) [Liutkus et al., 2011], il s’agit de modéliser la densité
spectrale de puissance (DSP) à court-terme des signaux sources comme étant composée d’atomes
fréquentiels qui se répètent au cours du temps. Pour ce faire les techniques de factorisation en
matrices non-négatives (NMF d’après l’anglais non-negative matrix factorization) sont souvent
employées. La contrainte de positivité de ces factorisations permet généralement d’obtenir une
décomposition facilement interprétable [Virtanen et al., 2015], offrant alors la possibilité de gui-
der le processus de séparation par de l’information extérieure [Vincent et al., 2014] (une partition
de musique [Ganseman et al., 2010; Hennequin et al., 2011], un signal de référence [Smaragdis et
Mysore, 2009], un modèle de production physique du son [Durrieu et al., 2011], des annotations
fournies par l’utilisateur [Ozerov et al., 2011], etc.).

Dans la littérature récente, un grand nombre de distributions de probabilité ont été proposées
pour modéliser les coefficients TF des signaux audio tout en s’appuyant sur une décomposition
NMF [Févotte et al., 2009; Virtanen et al., 2008; Liutkus et al., 2015; Şimşekli et al., 2015; Yoshii
et al., 2016; Magron et al., 2017]. Nous allons détailler certains de ces modèles dans cette section.

On peut a priori penser que la distribution de probabilité doit être choisie afin de respecter les
statistiques réelles du signal. Cependant comme tous les coefficients TF sont représentés comme
des variables aléatoires suivant des distributions différentes, il nous est impossible d’accéder à
plusieurs réalisations de ces dernières pour pouvoir par exemple tracer un histogramme et vérifier
la conformité du modèle. Néanmoins l’exactitude du modèle par rapport aux statistiques réelles
du signal n’est pas le seul point à prendre en compte. Reprenons l’exemple de l’ICA, même si
l’hypothèse d’indépendance des sources paraît a priori forte (surtout pour des sources musicales),
cette méthode n’en reste pas moins très intéressante d’un point de vue performance de séparation.
Comme mentionné dans [Cardoso, 1998a], «une approche bien conçue peut en fait être étonnam-
ment robuste, même à des erreurs grossières de modélisation de la distribution des sources» 3.

Le terme de robustesse évoqué ici est particulièrement intéressant. C’est en effet le critère qui
est recherché par les modèles de source qui se basent sur des distributions à queue lourde, comme
les distributions alpha-stable ou t de Student par exemple. Il faut bien sûr préciser vis à vis de
quoi le modèle doit être robuste. Il peut s’agir de robustesse par rapport à un bruit impulsif dans
le plan TF [Magron et al., 2017]. L’estimation des paramètres d’un modèle gaussien est en effet
particulièrement sensible aux valeurs aberrantes ; celles-ci vont fortement faire dévier la moyenne

3. Dans sa version originale en anglais : «However, well designed approaches are in fact surprisingly robust even
to gross errors in modeling the source distributions».
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et la variance estimées au sens du maximum de vraisemblance par exemple. Au contraire les
modèles basés sur des distributions à queue lourde vont être beaucoup plus robustes à ces valeurs
extrêmes. Il peut également s’agir de robustesse vis à vis de l’initialisation d’algorithmes itératifs
tels que ceux employés dans le cadre de la NMF [Yoshii et al., 2016]. Finalement, utiliser une
distribution à queue lourde peut permettre de prendre en compte une forte incertitude vis à vis du
modèle gaussien sous-jacent.

2.2.1 Hypothèse d’indépendance des points temps-fréquence

Définir un modèle probabiliste de source dans le domaine TF consiste à définir la distribution
jointe des coefficients TF {sj,fn}f,n pour chaque source j = 1, ..., J . Dans la suite de cette section,
nous omettons l’indice j car on suppose que chaque source suit indépendamment le même modèle.
Une hypothèse importante très souvent utilisée dans la littérature consiste à supposer que tous les
points TF sont indépendants, de sorte que :

p({sfn}f,n) =
∏
f,n

p(sfn). (2.6)

La densité de probabilité p(·) dans l’équation précédente est paramétrée par un ensemble de para-
mètres déterministes que nous ne faisons pour l’instant pas apparaître pour des raisons de conci-
sion.

Cette hypothèse d’indépendance peut se justifier en supposant que toutes les trames issues
d’une analyse à court-terme d’un signal sont indépendantes et que les signaux sources sont locale-
ment stationnaires (i.e. sur le support de chaque trame d’analyse) [Liutkus, 2012]. Pour certaines
catégories de processus, en particulier gaussiens et plus généralement harmonisables alpha-stables
[Liutkus et Badeau, 2015], la stationnarité locale implique l’indépendance des points TF de la
TFCT.

Cette hypothèse est utilisée pour des raisons d’ordre pratique. Cela permet en effet de simpli-
fier fortement les modèles. Cependant elle n’est clairement pas consistante avec une représentation
à court-terme des signaux : d’une part le recouvrement des trames d’analyse entraîne des corréla-
tions entre trames successives, d’autre part des dépendances fréquentielles proviennent de l’effet
de fuite spectrale induit par le fenêtrage temporel. Par ailleurs, cette hypothèse ne peut être vé-
rifiée pour des signaux sinusoïdaux ou impulsifs par exemple, qui possèdent une structure lisse
en temps ou en fréquence. Certains modèles de la littérature permettent cependant de prendre en
compte explicitement ces dépendances [Badeau et Plumbley, 2014].

2.2.2 Modèle Gaussien

Le modèle de source gaussien consiste à représenter chaque coefficient sfn ∈ K = R ou C
comme une variable aléatoire suivant une loi gaussienne centrée de variance vfn . Dans le cas
K = C il s’agit plus précisément de la distribution gaussienne complexe et à symétrie circulaire.
Cela signifie que la distribution est invariante à un déphasage (une rotation dans le plan complexe)
tel que sfn et sfneıΨ ont la même loi de probabilité pour tout Ψ ∈ R. Cette distribution corres-
pond à la gaussienne complexe propre [Adali et al., 2011] de moyenne nulle (cf. annexe A). Plus
formellement nous avons :

sfn ∼ N (0, vfn). (2.7)
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La densité de probabilité de la loi gaussienne peut s’écrire de façon générale 4 :

N(x;µ, σ2) =
1

(φπσ2)
1
φ

exp

(
−|x− µ|

2

φσ2

)
, (2.8)

où φ = 1 si x ∈ K = C et φ = 2 si x ∈ K = R.
La variance vfn représente la puissance «espérée» de la source dans le domaine TF. En ef-

fet, supposons que l’on observe un ensemble de réalisations {s̃fn}f,n correspondant aux coeffi-
cients d’une représentation TF d’un signal audio quelconque. L’estimateur au sens du maximum
de vraisemblance de la variance vfn est alors donné par |s̃fn|2, c’est-à-dire le spectrogramme de
puissance de la source.

2.2.3 Modèles avec distribution à queue lourde

Comme nous l’avons mentionné précédemment, le modèle gaussien peut présenter certaines
limites dans le sens où la distribution gaussienne n’est pas suffisamment «flexible». Elle ne permet
par exemple pas de prendre en compte une grande incertitude par rapport à un modèle de variance,
ou encore l’estimation de ses paramètres sera fortement influencée par des valeurs aberrantes dans
les observations. Les distributions à queue lourde sont en revanche considérées comme étant plus
robustes aux valeurs aberrantes [West, 1984].

Une famille de distributions à queue lourde très utilisée dans la littérature correspond aux
mélanges d’échelle de gaussiennes (SMoG d’après l’anglais scale mixture of Gaussians). La dé-
finition de cette famille fournie dans [Andrews et Mallows, 1974; West, 1987] est la suivante :
Supposons que z ∼ N (µ, σ2) et u ∈ R+ est une variable aléatoire de densité de probabilité q(u).
Alors x = z

√
u est un SMoG de densité de mélange q(u). La densité de probabilité de x peut

alors s’écrire sous la forme suivante :

p(x) =

∫ +∞

0
N(x;µ, uσ2)q(u)du. (2.9)

Dans une terminologie bayésienne, q(u) définit la distribution a priori sur le paramètre u, telle
que conditionnellement à cette variable, x est gaussienne : x|u ∼ N (0, uσ2). L’équation (2.9)
correspond à la densité de probabilité marginale de x.

On peut montrer que tout SMoG est associé à une distribution super-gaussienne [Palmer et al.,
2006], ou autrement dit à queue lourde. Les SMoG généralisent un grand nombre de distributions,
notamment les lois de Laplace, gaussienne généralisée, symmétrique alpha-stable ou encore t de
Student. Plusieurs articles ont récemment proposé d’utiliser de telles distributions pour modéliser
les signaux audio dans le domaine TF, comme par exemple les distributions de Cauchy [Liutkus
et al., 2015], symétrique alpha-stable [Liutkus et Badeau, 2015; Şimşekli et al., 2015], ou encore
t de Student [Yoshii et al., 2016].

a) Modèle symétrique alpha-stable

La distribution alpha-stable notée Sα(β, σ, µ) est caractérisée par quatre paramètres [Samo-
rodnitsky et Taqqu, 1994] : α ∈]0, 2] est appelé exposant caractéristique, c’est un paramètre de
forme qui détermine la lourdeur de la queue de la distribution, β ∈ [−1, 1] est le paramètre d’asy-
métrie, σ ∈ R+ est le paramètre d’échelle ou de dispersion et µ ∈ K est le paramètre de position.
Si α > 1 ce dernier correspond à la moyenne (sinon la moyenne n’est pas définie).

4. Tout au long de ce manuscrit nous utiliserons des notations en lettres droites similaires à l’équation (2.8) pour
désigner les densités des lois de probabilités que nous noterons en lettres rondes.N(x;µ, σ2) représente ainsi la densité
de probabilité de la loi gaussienne notée N (µ, σ2), cette densité de probabilité doit être comprise comme une fonction
de la variable x paramétrée par µ et σ2.
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FIGURE 2.1 – Densité de probabilité de la distribution SαS(1/
√
α) (en échelle logarithmique) pour

différentes valeurs de α.

Le cas particulier Sα(0, σ, 0) correspond à la distribution symétrique alpha-stable que l’on
notera SαS(σ). Sa densité de probabilité est représentée sur la figure 2.1 pour σ = 1/

√
α. Pour

une variable aléatoire à valeur complexe (K = C), cette distribution est à symétrie circulaire.
La densité de probabilité de cette loi existe mais n’admet pas de forme analytique, sauf pour
les cas particuliers α = 1 et α = 2 qui correspondent respectivement aux lois de Cauchy et
gaussienne. On utilise alors la fonction caractéristique pour définir la loi symétrique alpha-stable.
Soit x ∼ SαS(σ), sa fonction caractéristique s’écrit de façon générale (pour x ∈ K = C ou R) :

∀θ ∈ K, E
[
eı<(xθ∗)

]
= e−σ

α|θ|α . (2.10)

La distribution symétrique alpha-stable admet la représentation sous forme de SMoG suivante :

x ∼ SαS(σ)⇔

{
u ∼ Sα/2

(
1, 2 cos(πα4 )2/α, 0

)
;

x|u ∼ N (0, uσ2).
(2.11)

La distribution de u dans l’équation précédente est appelée distribution positive alpha-stable dans
[Magron et al., 2017], c’est une distribution à queue lourde de support R+.

Cette distribution a été proposée pour modéliser les coefficients TF des signaux audio dans
[Liutkus et Badeau, 2015] puis conjointement avec un modèle NMF dans [Şimşekli et al., 2015].
Chaque coefficient sfn ∈ K est modélisé de la façon suivante :

sfn ∼ SαS
(
v

1/α
fn

)
. (2.12)

Nous avons également proposé dans [Leglaive et al., 2017e] un modèle alpha-stable multivarié
pour la séparation informée des mélanges multicanaux.

La distribution symétrique alpha-stable possède une propriété qui la rend très intéressante dans
le contexte de la séparation de sources : Si s1 et s2 sont deux variables aléatoires indépendantes
telles que s1 ∼ SαS

(
v

1/α
1

)
et s2 ∼ SαS

(
v

1/α
2

)
alors x = s1 + s2 ∼ SαS

(
0, (v1 + v2)1/α

)
.

Cela se montre immédiatement à partir de l’équation (2.10) en utilisant le fait que la fonction ca-
ractéristique de la somme de deux variables aléatoires indépendantes est égale au produit de leurs
fonctions caractéristiques. Dans le contexte de la séparation de sources, on comprend alors que
si des sources indépendantes sont symétriques alpha-stables de même exposant caractéristique, le
mélange est également symétrique alpha-stable. Dans le cas d’un mélange de sources monocanal,
il est possible grâce à cette propriété d’obtenir un estimateur des sources par filtrage de Wiener
généralisé [Liutkus et Badeau, 2015], de façon similaire au filtrage de Wiener classique dans le
cas gaussien [Liutkus et al., 2011].

En revanche, du fait de l’absence d’expression analytique pour la densité de probabilité de cette
distribution, il n’est pas possible d’avoir recours aux approches d’estimation statistique usuelles
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telles que le maximum de vraisemblance. Une méthode d’inférence approchée basée sur une tech-
nique d’échantillonage est par exemple employée dans [Şimşekli et al., 2015]. Une approche basée
sur la méthode des moments a été proposée dans [Fontaine et al., 2017b,a] dans le cadre d’une ap-
plication de localisation de sources utilisant un modèle symétrique alpha-stable.

b) Modèle t de Student

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
10
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10
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FIGURE 2.2 – Densité de probabilité de la distribution Tα(0, 1) (en échelle logarithmique) pour différentes
valeurs de α.

La distribution t de Student (non standardisée) notée Tα(µ, σ) est caractérisée par trois para-
mètres : α ∈ R+ est le paramètre de forme, également appelé degrés de liberté, qui tout comme
pour la distribution alpha-stable caractérise la lourdeur de la queue de la distribution, µ ∈ K est le
paramètre de position qui correspond également à la moyenne si α > 1 (sinon la moyenne n’est
pas définie), et σ ∈ R+ est le paramètre d’échelle. La variance est égale à σ2 α

α− 2
si α > 2,

sinon celle-ci n’est pas définie. La densité de probabilité de cette distribution est représentée sur
la figure 2.2 pour µ = 0 et σ = 1. Pour une variable aléatoire à valeur complexe et lorsque µ = 0,
cette distribution est à symétrie circulaire. La distribution t de Student généralise également les
lois de Cauchy et gaussienne qui correspondent respectivement aux cas α = 1 et α → ∞. Sa
densité de probabilité est définie par :

Tα(x;µ, σ) =
2

φ

1

(απσ2)1/φ

Γ(α/2 + 1/φ)

Γ(α/2)

(
1 +

2

φα

|x− µ|2

σ2

)−(α/2+1/φ)

, (2.13)

où Γ(·) est la fonction gamma et on rappelle que φ = 1 si x ∈ K = C et φ = 2 si x ∈ K = R.
En introduisant une variable aléatoire suivant une distribution inverse-gamma notée IG, la loi

t de Student admet la représentation suivante sous forme de SMoG :

x ∼ Tα(µ, σ)⇔

{
u ∼ IG

(α
2
,
α

2

)
;

x|u ∼ N (µ, uσ2).
(2.14)

La densité de probabilité de la distribution inverse-gamma est définie par :

IG(x;α, β) =
βα

Γ(α)
x−(α+1) exp

(
−β
x

)
. (2.15)

Un modèle basé sur la distribution t de Student a récemment été proposé dans [Yoshii et al.,
2016] pour une application de séparation de sources monocanale. Dans cet article, les coefficients
de la TFCT (K = C) d’une source sont modélisés de la façon suivante :

sfn ∼ Tα
(

0, v
1/2
fn

)
. (2.16)
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Comme nous le verrons à la section 2.3.4b ci-après, les paramètres d’échelle vfn sont de plus
structurés par un modèle NMF.

Nous pouvons également mentionner qu’au même moment, un modèle de source hiérarchique
similaire à la représentation SMoG (2.14) et également basé sur la NMF a été proposé dans
[Kounades-Bastian et al., 2016]. Bien qu’il n’y soit pas explicitement fait référence, ce modèle
correspond bien à une distribution marginale pour les coefficients TF des sources qui soit t de
Student.

2.3 Factorisation en matrices non-négatives

La popularité du modèle gaussien local présenté précédemment vient notamment du fait qu’il
permet d’introduire une modélisation paramétrique de la puissance des sources dans le plan TF, au
travers donc du terme de variance vfn. Comme déjà mentionné, l’importance d’une telle paramé-
trisation réside en partie dans le caractère sous-déterminé du problème de séparation de sources.
En effet chaque source est caractérisée par F × N paramètres {vfn}f,n qui doivent être estimés.
L’idée est alors de représenter la puissance de chaque source par un ensemble de paramètres de car-
dinal inférieur. Dans cette section nous présentons un modèle paramétrique basé sur la technique
de réduction de rang par NMF. Avant d’introduire la NMF dans le cadre des modèles de source
probabilistes présentés ci-dessus, nous revenons sur les origines de la NMF, comme technique de
réduction de rang pour l’analyse de données à valeurs positives.

2.3.1 Modèle de factorisation en matrices non-négatives

Le modèle de NMF a été introduit dans [Lee et Seung, 1999]. Soit V ∈ RF×N+ une matrice
de données positives observées, la NMF a pour objectif d’estimer deux matrices W ∈ RF×K+ et
H ∈ RK×N+ telles que :

V ≈ V̂ = WH. (2.17)

K correspond au rang de la factorisation et est généralement choisi tel que K(F + N) � FN .
Contrairement à d’autres techniques de réduction de dimensions comme l’analyse en composantes
principales, la contrainte de positivité de la NMF permet d’obtenir une décomposition dont les fac-
teurs sont naturellement interprétables. En effet les données sont expliquées par des combinaisons
additives et non soustractives des colonnes de la matrice W, parfois appelée dictionnaire. La NMF
correspond donc à un modèle compositionnel [Virtanen et al., 2015] où les données sont représen-
tés par une somme de K composantes de rang 1, elles-mêmes à coefficients positifs :

V̂ =
K∑
k=1

V̂k, V̂k = (W):,k(H)k,: . (2.18)

En audio, la matrice de données correspond généralement au spectrogramme d’amplitude ou
de puissance du signal à analyser. La matrice W coïncide alors avec un dictionnaire d’atomes
spectraux et H contient les activations de ces atomes au cours du temps. Par exemple, le signal à
partir duquel la NMF de la figure 2.3 est calculée contient deux notes de piano jouées individuel-
lement puis simultanément. Nous voyons que les atomes fréquentiels correspondent aux spectres
harmoniques de ces deux notes. Les activations temporelles indiquent quant à elles l’évolution de
l’amplitude de ces notes au cours du temps.
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FIGURE 2.3 – Exemple de factorisation en matrices non-négatives d’un spectrogramme de puissance
calculé à partir de la TFCT. Le signal se compose de deux notes de piano. Elles sont tout d’abord jouées

séparément puis simultanément tel qu’indiqué par les activations temporelles.

2.3.2 Estimation par minimisation d’une divergence

Les paramètres du modèle NMF sont le plus souvent estimés en résolvant le problème d’opti-
misation suivant :

min
W,H≥0

D(V,WH), (2.19)

où W,H ≥ 0 représente la contrainte de positivité des coefficients des matrices W et H, et
D(V,WH) est une mesure de dissimilarité séparable en chaque point de la matrice de données :

D(V,WH) =

F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

d((V)f,n, (WH)f,n). (2.20)

d(x, y) est généralement choisi comme étant une divergence, c’est-à-dire une fonction à valeurs
positives telle que d(x, y) = 0 si et seulement si x = y. La famille des β-divergences [Cichocki
et Amari, 2010] est particulièrement populaire dans la littérature de NMF, celles-ci sont définies
par :

dβ(x, y) =



1

β(β − 1)
(xβ + (β − 1)yβ − β x yβ−1) β ∈ R \ {0, 1}

x

y
− ln

(
x

y

)
− 1 β = 0

x ln

(
x

y

)
+ y − x β = 1

. (2.21)

La famille des β-divergences admet comme cas particuliers la divergence d’Itakura-Saito (β = 0)
que l’on notera par la suite dIS(·, ·), la divergence de Kullback-Leibler généralisée (β = 1) et la
distance euclidienne (β = 2).

31



Pour toute valeur de β et tout facteur γ ∈ R+, la β-divergence satisfait la propriété suivante
[Févotte et al., 2009] :

dβ(γx, γy) = γβdβ(x, y). (2.22)

Cette propriété indique que pour β > 0 (respectivement β < 0), les coefficients de la matrice
de données ayant une grande (respectivement faible) amplitude auront un poids amplifié dans la
résolution du problème d’optimisation défini par les équations (2.19) et (2.20). A l’inverse, dans
le cas β = 0, la divergence est invariante à un changement d’échelle, ce qui peut être une propriété
désirable. Par exemple, l’énergie dans les sons naturels a tendance à décroître plus rapidement
dans les hautes fréquences que dans les basses fréquences. Cependant il peut être important de ne
pas négliger ces composantes moins énergétiques dans l’estimation du modèle NMF car d’un point
de vue perceptif elles ont un rôle important. Dans ce cas on pourra préférer utiliser la divergence
d’Itakura-Saito.

Une approche heuristique pour estimer les paramètres du modèle NMF consiste à mettre à
jour de façon itérative chaque paramètre scalaire θ (une entrée des matrices W ou H) en mul-
tipliant sa valeur courante par le rapport des parties négative et positive de la dérivée du cri-
tère par rapport à ce paramètre notée ∇C(θ) = ∇+C(θ) − ∇−C(θ). La mise à jour s’écrit :
θ ← θ × ∇−C(θ)/∇+C(θ). Cette approche conduit aux mises à jours multiplicatives suivantes
lorsque le critère correspond aux β-divergences [Févotte et al., 2009] :

H← H�
W>

[
(WH)�β−2 �V

]
W> (WH)�β−1

; (2.23)

W←W �

[
(WH)�β−2 �V

]
H>

(WH)�β−1 H>
, (2.24)

où l’on rappelle que � représente une opération élément par élément (ici la multiplication et la
mise à la puissance) et la division de matrices doit également être comprise élément par élément.
La contrainte de positivité des coefficients des matrices W et H est satisfaite si ces derniers sont
initialisés avec des valeurs positives.

Les propriétés de convergence des algorithmes de mises à jour multiplicatives pour les β-
divergences ont été analysées dans [Badeau et al., 2010], dans le cadre de la théorie de la stabilité
au sens de Lyapunov.

Finalement, il a été démontré dans [Févotte et Idier, 2011] que pour β ∈ [0, 2], les règles de
mise à jour multiplicatives (2.23) et (2.24) garantissent la décroissance du critère. Les auteurs ont
pour cela utilisé la méthode de la fonction auxiliaire, en décomposant dβ(x, y) comme la somme
de fonctions convexe, concave et constante par rapport à y. Une majorante de la partie convexe
est obtenue grâce à l’inégalité de Jensen tandis que la partie concave est majorée localement par
sa tangente. Le problème d’optimisation de départ est alors remplacé par une minimisation de la
fonction auxiliaire permettant de garantir la décroissance du critère original.

2.3.3 Méthode de la fonction auxiliaire

Comme par la suite nous serons amenés à utiliser la méthode de la fonction auxiliaire, nous la
présentons ici (voir par exemple [Kameoka et al., 2008]). Soit C(θ) une fonction de coût que l’on
souhaite minimiser par rapport à θ. La fonction G(θ, θ̃) est une fonction auxiliaire de C(θ) si elle
satisfait :

C(θ) = min
θ̃
G(θ, θ̃), (2.25)
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où θ̃ est une variable auxiliaire. Autrement dit, G(θ, θ̃) est une majorante de C(θ) ; pour tout θ̃,
C(θ) ≤ G(θ, θ̃). Le problème de minimisation de C(θ) peut alors être remplacé par une mini-
misation alternée de la majorante suivant θ et θ̃. En pratique, pour toute mise à jour θit+1 telle
que

G(θit+1, θ̃it) ≤ G(θit, θ̃it), (2.26)

avec
θ̃it = arg min

θ̃

G(θit, θ̃), (2.27)

nous avons C(θit+1) ≤ C(θit) car

C(θit+1) ≤ G(θit+1, θ̃it) ≤ G(θit, θ̃it) = min
θ̃
G(θit, θ̃) = C(θit). (2.28)

On voit en particulier d’après l’équation (2.27) que la variable auxiliaire θ̃ à l’itération it dépend
de la valeur courante du paramètre θ à l’itération it.

L’algorithme majoration-minimisation [Hunter et Lange, 2004] consiste à choisir la mise à
jour suivante pour θit+1 :

θit+1 = arg min
θ
G(θ, θ̃it). (2.29)

Cependant, toute mise à jour satisfaisant (2.26) conduit à une décroissance monotone de C(θ).

2.3.4 La NMF dans les modèles de source probabilistes

Nous avons présenté ci-dessus la NMF dans un cadre déterministe. Il est également possible
de formaliser la NMF dans un cadre probabiliste, comme un problème d’estimation de paramètres
d’un modèle d’observation probabiliste. Deux approches sont possibles :

1. Modéliser la matrice de données à coefficients positifs V ∈ RF×N+ (par exemple un spectro-
gramme d’amplitude ou de puissance). Un modèle de bruit additif gaussien est par exemple
utilisé dans [Schmidt et Laurberg, 2008], tandis qu’un modèle de bruit multiplicatif de loi
gamma est introduit dans [Févotte et al., 2009]. L’analyse probabiliste en composantes la-
tentes correspond à un modèle de comptage où la matrice V est vue comme une distribution
de probabilité [Shashanka et al., 2008]. Le modèle proposé dans [Virtanen et al., 2008] sup-
pose que la matrice V est générée suivant une somme de composantes latentes non-négatives
distribuées selon une loi de Poisson.

2. Modéliser la matrice S = [sfn]f,n ∈ KF×N (à coefficients réels ou complexes) contenant
les coefficients TF du signal. Un modèle génératif gaussien a par exemple été proposé dans
[Févotte et al., 2009] ; chaque coefficient TF sfn est modélisé comme une somme de com-
posantes latentes gaussiennes dont la variance s’exprime par un modèle NMF. Un modèle
génératif reposant sur la distribution de Cauchy a été introduit dans [Liutkus et al., 2015]
et généralisé au cas des distributions symétriques alpha-stables dans [Şimşekli et al., 2015].
Enfin, un modèle d’observation basé sur la distribution t de Student a récemment été proposé
dans [Yoshii et al., 2016].

Nous allons détailler ci-après l’utilisation de la NMF pour les modèles de source gaussien
(introduit à la section 2.2.2) et t de Student (introduit à la section 2.2.3b). Dans ces deux cas, la
NMF est utilisée pour structurer les paramètres d’échelle de la distribution des coefficients TF des
sources.
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a) Modèle gaussien structuré en variance

A notre connaissance, un modèle génératif gaussien TF exploitant une décomposition non-
négative de la puissance à court-terme des sources a été pour la première fois proposé dans [Be-
naroya et al., 2003], dans le cadre d’une application de séparation de sources monocanale. Le lien
entre ce modèle et la NMF a ensuite été explicitement établi dans [Févotte et al., 2009], où notam-
ment il a été prouvé l’équivalence entre une estimation des paramètres au sens du maximum de
vraisemblance et une NMF basée sur la divergence d’Itakura-Saito. Ce modèle génératif gaussien
a ensuite été exploité pour la séparation de sources multicanale dans [Ozerov et Févotte, 2010].

Rappelons que dans le modèle de source gaussien présenté précédemment, chaque coefficient
TF d’une source sfn ∈ K est représenté comme une variable aléatoire suivant une loi gaussienne
N (0, vfn). Les points TF sont de plus supposés indépendants. Le modèle proposé dans [Févotte
et al., 2009] consiste à structurer la matrice V = [vfn]f,n ∈ RF×N+ par l’intermédiaire d’un
modèle NMF :

V = WH, (2.30)

où W ∈ RF×K+ , H ∈ RK×N+ .
Soit s = {sfn}f,n. D’après l’expression (2.8) de la densité de probabilité de loi gaussienne, la

log-vraisemblance de ce modèle s’écrit de la façon suivante :

ln p (s; W,H) =
F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

ln p(sfn; W,H)

= −FN
φ

ln(φπ)− 1

φ

F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

[
ln [(WH)f,n] +

|sfn|2

(WH)f,n

]
,

c
= − 1

φ

F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

dIS(|sfn|2, (WH)f,n), (2.31)

où la divergence d’Itakura-Saito est définie à l’équation (2.21) et c
= traduit l’égalité à une constante

additive près, ici par rapport aux paramètres de NMF W et H.
Comme cela a été montré dans [Févotte et al., 2009], on voit que maximiser la log-vraisemblance

par rapport aux paramètres de NMF sous une contrainte de positivité est équivalent à minimiser
la divergence d’Itakura-Saito entre le spectrogramme de puissance de la source et la factorisation
NMF, sous la même contrainte. Nous pouvons alors utiliser les règles de mises à jour multiplica-
tives (2.23) et (2.24) dans le cas β = 0.

b) Modèle t de Student

Rappelons le modèle de source t de Student introduit à la section 2.2.3b : sfn ∼ Tα(0, v
1/2
fn ).

Le modèle proposé dans [Yoshii et al., 2016] consiste à structurer les facteurs d’échelle vfn par
l’intermédiaire d’un modèle NMF de la même façon que pour le modèle Gaussien à l’équation
(2.30). Ci-dessous nous montrons comment les paramètres NMF de ce modèle de source t de
Student peuvent être estimés au sens du maximum de vraisemblance. De façon très similaire à
l’approche développée dans [Yoshii et al., 2016], nous allons utiliser la méthode de la fonction
auxiliaire. Cependant nous traitons conjointement les cas de transformations TF à valeurs réelles
et complexes. De plus nous montrons que la fonction auxiliaire obtenue fait intervenir la diver-
gence d’Itakura-Saito, ce qui nous permet d’utiliser les règles de mise à jour multiplicatives qui
ont été données précédemment. Dans l’article [Yoshii et al., 2016], la divergence d’Itakura-Saito
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n’intervient pas explicitement dans le problème d’estimation des paramètres du modèle NMF t de
Student.

D’après l’expression (2.13) de la densité de probabilité de loi t de Student, la log-vraisemblance
s’écrit de la façon suivante :

ln p (s; W,H) =
F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

ln p(sfn; W,H)

= FN

[
ln

(
2

φ

)
− 1

φ
ln(απ) + ln Γ

(
α

2
+

1

φ

)
− ln Γ

(α
2

)]
−
F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

[
1

φ
ln [(WH)f,n] +

(
α

2
+

1

φ

)
ln

(
1 +

2

φα

|sfn|2

(WH)f,n

)]
c
= −

F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

[
1

φ
ln [(WH)f,n] +

(
α

2
+

1

φ

)
ln

(
1 +

2

φα

|sfn|2

(WH)f,n

)]
. (2.32)

Nous allons utiliser la méthode de la fonction auxiliaire afin de minimiser l’opposée de la log-
vraisemblance par rapport aux paramètres de NMF. Soit g : R 7→ R une fonction continûment
dérivable et strictement concave. Alors pour tout réel u0, nous pouvons majorer g par sa tangente
en ce point :

g(u) ≤ g(u0) + g′(u0)(u− u0), (2.33)

avec égalité si et seulement si u = u0. Comme u 7→ ln(u) est une fonction strictement concave
définie sur ]0,+∞[, pour tout ensemble de variables auxiliaires c = {cfn ∈ ]0,+∞[}f,n nous
pouvons écrire l’inégalité suivante :

ln

(
1 +

2

φα

|sfn|2

(WH)f,n

)
≤ ln(cfn) +

1

cfn

(
1 +

2

φα

|sfn|2

(WH)f,n
− cfn

)
, (2.34)

avec égalité si et seulement si

cfn = 1 +
2

φα

|sfn|2

(WH)f,n
. (2.35)

En appliquant cette inégalité à l’équation (2.32) on obtient la fonction auxiliaire suivante qui ma-
jore l’opposée de la log-vraisemblance :

G (W,H, c) =
F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

[
1

φ
ln [(WH)f,n]

+

(
α

2
+

1

φ

)(
ln(cfn) +

1

cfn

(
1 +

2

φα

|sfn|2

(WH)f,n
− cfn

))]
c
=

1

φ

F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

[
ln [(WH)f,n] +

φα+ 2

φα

|sfn|2

cfn

1

(WH)f,n

]
c
=

1

φ

F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

dIS (pfn, (WH)f,n) , (2.36)

avec pfn =
φα+ 2

φα

|sfn|2

cfn
.
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De la même façon que pour le modèle gaussien nous faisons apparaître la divergence d’Itakura-
Saito. Cependant elle intervient ici non directement dans l’expression de la log-vraisemblance
mais dans celle de la fonction auxiliaire G (W,H, c). La méthode de la fonction auxiliaire consiste
finalement à itérer les deux étapes suivantes :

1. Minimiser (ou seulement faire décroître) G (W,H, c) par rapport aux paramètres de NMF
sous une contrainte de positivité, et à variables auxiliaires fixées. Une fois de plus nous
pouvons avoir recours aux règles multiplicatives (2.23) et (2.24), en utilisant les valeurs
courantes des variables auxiliaires ;

2. Minimiser G (W,H, c) par rapport aux variables auxiliaires, à paramètres NMF fixés. Il est
immédiat de vérifier à partir de l’équation (2.34) que cela correspond à mettre à jour les va-
riables auxiliaires suivant l’équation (2.35), en utilisant les valeurs courantes des paramètres
NMF.

Comme indiqué à la section 2.3.3, cette procédure garantie la décroissance du critère.
Par ailleurs, en injectant (2.35) dans l’expression de pfn on obtient :

pfn =

(
φα|sfn|−2 + 2(WH)−1

f,n

φα+ 2

)−1

. (2.37)

Il est intéressant de remarquer que pfn correspond à une moyenne harmonique pondérée entre
le spectrogramme de puissance et la factorisation NMF au point TF (f, n), en utilisant la valeur
courante des paramètres. A chaque itération de l’algorithme on cherche donc à mettre à jour les
paramètres en calculant une NMF sur la matrice P = [pfn]f,n ∈ RF×N+ formée par ces moyennes
harmoniques. De plus, lorsque α → ∞, la distribution t de Student approche la gaussienne et
pfn → |sfn|2. On se retrouve alors à résoudre le même problème d’optimisation que dans le cas
gaussien, en utilisant les mêmes mises à jour. Finalement, pour des valeurs suffisamment faibles
de α, il a été montré expérimentalement dans [Yoshii et al., 2016] que le modèle de NMF t de
Student est très robuste à l’initialisation des paramètres. Il s’agissait dans cet article de décomposer
individuellement des signaux de piano, guitare ou clarinette (comprenant au maximum 3 notes) en
composantes de rang 1.

2.4 Modèles pour les mélanges fortement réverbérants

Nous présentons maintenant plusieurs modèles de mélange convolutif ayant été proposés dans
la littérature afin de remédier aux limitations de l’hypothèse de filtres de mélange à réponse im-
pulsionnelle courte, celle-ci n’étant pas valide lorsque le mélange est fortement réverbérant.

2.4.1 Modèle convolutif diffus

Le modèle convolutif sous l’hypothèse bande étroite introduit à la section 1.2.2 du chapitre 1
nous permet de faire le lien suivant entre les coefficients de la TFCT d’un signal source monopho-
nique et la source image multicanale qui lui est associée :

yj,fn = aj,fsj,fn, (2.38)

avec aj,f = [aij,f ]>i ∈ CI .
Ce modèle, que nous appellerons «modèle convolutif ponctuel» par la suite, permet d’écrire le

mélange comme à l’équation (2.5), par l’intermédiaire d’une matrice qui dépend de la fréquence.
Il peut être généralisé au cas de sources étendues spatialement ou diffuses (émettant dans plusieurs
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directions) [Ozerov et al., 2012; Duong et al., 2013]. Supposons que chaque source image dans le
domaine de la TFCT ne soit plus associée à une unique source, mais corresponde à la somme de
Rj sous-sources indépendantes et identiquement distribuées, «filtrées» par Rj filtres de mélange
différents. On peut alors écrire :

yj,fn =

Rj∑
r=1

ajr,fsjr,fn, (2.39)

où pour chaque source et point TF, les variables aléatoires sjr,fn, r = 1, ..., Rj , sont i.i.d. L’équa-
tion (2.39) peut se réécrire de façon matricielle :

yj,fn = Aj,fsj,fn, (2.40)

où Aj,f = [ajr,f ]r ∈ CI×Rj et sj,fn = [sjr,fn]>r ∈ CRj . Finalement, le mélange s’écrit de la
façon suivante pour chaque point TF :

xfn = Afsfn, (2.41)

où Af = [Aj,f ]j ∈ CI×R est la matrice de mélange et sfn = [s>j,fn]>j ∈ CR est le vecteur
contenant les coefficients des TFCTs des R =

∑J
j=1Rj sous-sources. Le modèle de mélange

pour des sources diffuses est donc identique au cas ponctuel, il s’agit uniquement de considérer
que chaque source j est associée à Rj réalisations d’une même variable aléatoire. Si pour tout j,
Rj = 1, on retrouve le modèle convolutif ponctuel sous l’approximation bande étroite.

2.4.2 Matrice de covariance spatiale

Les modèles convolutifs diffus et ponctuels peuvent être regroupés sous un même formalisme
plus général introduit dans [Vincent et al., 2010] et largement utilisé depuis [Duong et al., 2010;
Arberet et al., 2010; Ozerov et al., 2012; Duong et al., 2013]. Le mélange est uniquement ex-
primé comme une somme de sources images modélisées comme des vecteurs aléatoires de CI .
Ce modèle fait intervenir une matrice de covariance spatiale. Nous l’écrivons ci-dessous dans sa
formulation originale c’est-à-dire dans le cas gaussien :

xfn =
J∑
j=1

yj,fn, yj,fn ∼ N (0, vj,fnRj,f ). (2.42)

Le paramètre vj,fn ∈ R+ modélise la puissance de la source dans le domaine TF. La matrice
Rj,f ∈ CI×I , appelée matrice de covariance spatiale, représente les caractéristiques spatiales de
la source. Elle encode notamment les corrélations entre les différents canaux.

Matrice de covariance spatiale structurée Les modèles convolutifs présentés précédemment
correspondent à des instances particulières de l’équation du mélange (2.42). Dans le cas particulier
du mélange convolutif ponctuel (2.38), la matrice de covariance spatiale est de rang 1 et admet la
représentation suivante :

Rj,f = aj,fa
H
j,f , aj,f ∈ CI . (2.43)

Dans le cas du mélange convolutif diffus (2.40), la matrice de covariance spatiale est de rang
0 < Rj ≤ I et s’écrit :

Rj,f = Aj,fA
H
j,f , Aj,f ∈ CI×Rj . (2.44)

Cette formulation du problème de séparation par sources images est très générale. En effet il
s’agit uniquement de supposer des sources images gaussiennes (ou plus généralement suivant toute
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distribution multivariée elliptique également définie par une «matrice d’échelle») dont la matrice
de covariance se factorise en le produit de deux termes : la puissance spectrale vj,fn et la matrice
de covariance spatiale Rj,f . Le modèle de source image par matrice de covariance spatiale de rang
plein a été introduit dans [Duong et al., 2010] pour modéliser des sources spatialement diffuses.
Néanmoins, il a été montré expérimentalement dans ce même article que la flexibilité induite
par une matrice de covariance spatiale de rang plein permet en présence de forte réverbération
d’améliorer les résultats de séparation par rapport au modèle convolutif ponctuel. Il est cependant
peut-être moins direct d’interpréter le rôle physique de la matrice de covariance spatiale et donc
d’introduire des contraintes sur cette dernière. Par ailleurs, dans le cas du modèle structuré (2.44),
Aj,f ne peut être interprétée comme une matrice de réponses en fréquence de salle que sous
l’hypothèse de filtres de mélange courts par rapport à la fenêtre d’analyse de la TFCT. Cette
hypothèse est une des principales limitations du modèle convolutif ponctuel et nous voyons ici
que d’un point de vue théorique, elle n’est pas levée par l’introduction des matrices de covariance
spatiale. Rappelons cependant encore une fois que d’un point de vue pratique, le modèle de matrice
de covariance spatiale de rang plein s’avère généralement plus robuste (en terme de performances)
à des mélanges fortement réverbérants, par rapport au modèle convolutif ponctuel [Duong et al.,
2010].

2.4.3 Convolution dans le domaine temps-fréquence

Il a été démontré dans [Badeau et Plumbley, 2014] que pour tout banc de filtres TF à recons-
truction parfaite, la convolution dans le domaine temporel peut être représentée de façon exacte
par une convolution à deux dimensions dans ce domaine TF. Cette représentation TF de la convo-
lution temporelle est appelée cross-band filtering (CBF) dans [Avargel et Cohen, 2007b] lorsque
le banc de filtres correspond à la TFCT.

Indépendamment, il a été proposé dans [Attias, 2003] d’approcher la convolution dans le do-
maine temporel par un filtrage dans chaque sous-bande de la TFCT du signal source. Cette ap-
proche revient à négliger les relations entre bandes de fréquence dans la représentation par CBF.
Cela correspond au modèle convolutive transfer function (CTF) récemment utilisé dans les mé-
thodes de séparation de sources [Li et al., 2017a] et [Li et al., 2017b]. Dans ces travaux, la TFCT
d’une source image est reliée à celle du signal source monophonique par l’équation suivante :

yij,fn = [aij,f · ? sf ·](n), (2.45)

où aij,fn = [aij(·) ? ξf (·)](nH) avec :

ξf (t) = eı2π
ft
Lw

Lw−1∑
m=0

wa(m)ws(t+m), (2.46)

oùwa(t) etws(t) sont respectivement les fenêtres d’analyse et de synthèse de support {0, ..., Lw−
1}. Le signal ξf (t) étant défini sur le support {−(Lw − 1), ..., Lw − 1}, le filtre aij,fn impliqué
dans l’équation (2.45) est en général non-causal. D’après l’équation (2.46), aij,fn peut se réécrire
de la façon suivante :

aij,fn =

La−1∑
τ=0

aij(τ)e−ı2π
fτ
Lw eı2π

fnH
Lw ε(nH − τ), (2.47)

où ε(t) =
∑Lw−1

m=0 wa(m)ws(t+m) est un signal de support {−(Lw − 1), ..., Lw − 1}.
Dans [Li et al., 2017a], le problème de séparation de sources est formulé sous la forme d’un

problème d’optimisation où le terme d’attache aux données fait intervenir le modèle CTF tandis

38



CHAPITRE 2. ÉTAT DE L’ART

qu’une pénalisation de la norme `1 des coefficients TF des sources permet de promouvoir leur par-
cimonie. Dans cet article les filtres de mélange sont supposés connus, à la fois pour l’algorithme
développé et pour les expériences. Les mêmes auteurs ont ensuite proposé dans [Li et al., 2017b]
d’exploiter le modèle de mélange CTF dans le cadre d’une approche probabiliste basée sur un
modèle de source gaussien dans le domaine TF. Des règles de mises à jour pour les paramètres
du modèle CTF sont fournies, mais comme précédemment les expériences sont conduites en sup-
posant la connaissance des filtres de mélange. Les résultats présentés dans ces deux articles ont
permis de montrer la grande robustesse du modèle CTF pour représenter des mélanges fortement
réverbérants.

2.4.4 Représentation exacte dans le domaine temporel

Finalement, il a été proposé dans [Kowalski et al., 2010] de représenter le mélange convolu-
tif de façon exacte en restant dans le domaine temporel, tout en exploitant cependant un modèle
de source défini dans le domaine TF. Cette méthode repose également sur la formulation d’un
problème d’optimisation où le terme d’attache aux données fait intervenir les signaux temporels
captés par les microphones, tandis qu’un modèle de source parcimonieux est utilisé par l’intermé-
diaire d’une pénalisation `1 des coefficients TF des sources. Cette approche a ensuite été étendue
dans [Arberet et Vandergheynst, 2014] en introduisant une contrainte de rang faible sur le spectro-
gramme des sources.

Un des avantages lié à l’utilisation d’une représentation temporelle du mélange est que cela
permet plus de flexibilité au niveau de la modélisation des sources. Il est par exemple possible
d’utiliser des dictionnaires TF différents pour chaque source, ou bien des dictionnaires hybrides
permettant une décomposition des sources en composantes tonales et percussives [Feng et Ko-
walski, 2014].

2.5 Estimation et inférence statistique

L’ensemble des méthodes de séparation de sources développées dans cette thèse s’appuiera sur
des modèles probabilistes. C’est pourquoi il nous semble important de définir dans cette première
partie le principe et les techniques d’estimation et d’inférence statistique qui seront utilisées par la
suite.

2.5.1 Modèle probabiliste

Soit x un ensemble de données observées et θ l’ensemble des paramètres inconnus ayant
généré les observations. Une des approches les plus populaires en statistique consiste à estimer les
paramètres du modèle au sens du maximum de vraisemblance (MV) :

θ? = arg max
θ

p(x;θ). (2.48)

La vraisemblance p(x;θ) caractérise la façon dont les données ont été générées à partir des pa-
ramètres. La définition d’un modèle probabiliste consiste précisément à expliciter cette vraisem-
blance. Sous certaines hypothèses, l’estimateur MV est notamment convergent, c’est-à-dire qu’il
converge en probabilité vers le vrai paramètre, et asymptotiquement efficace, c’est-à-dire qu’aucun
autre estimateur convergent n’a de variance asymptotique plus faible [Wasserman, 2013].

Nous pouvons également être amenés à définir des a priori sur les paramètres du modèle, afin
d’exprimer une certaine connaissance sur ces derniers. Dans ce cas les paramètres ne sont plus
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déterministes mais sont considérés comme des variables aléatoires. On espère alors que l’infor-
mation ajoutée par l’intermédiaire de l’a priori permettra d’obtenir une meilleure estimation des
paramètres. De plus, cet ajout d’information peut être particulièrement important dans le contexte
d’un problème mal posé où une infinité de solutions permettent d’expliquer les mêmes données ob-
servées. Dans ce cas l’a priori permet de régulariser le problème en imposant certaines contraintes
aux variables d’intérêt devant être estimées.

Une approche répandue pour prendre en compte un a priori sur les paramètres consiste à
estimer ces derniers au sens du maximum a posteriori (MAP) :

θ? = arg max
θ

p(θ|x), (2.49)

où p(θ|x) caractérise la distribution a posteriori des paramètres (une fois les données observées).
En utilisant la règle de Bayes, la densité de probabilité de cette distribution se réécrit p(θ|x) =
p(x|θ)p(θ)/p(x). L’estimation MAP consiste alors à calculer :

θ? = arg max
θ

p(x|θ)p(θ). (2.50)

En général on cherche plutôt à maximiser le logarithme de la vraisemblance, ln p(x;θ), appelé
log-vraisemblance, ou dans le cas d’une estimation MAP le logarithme de la densité de probabilité
a posteriori, ln p(θ|x)

c
= ln p(x|θ) + ln p(θ).

2.5.2 Modèle à variables latentes

Comme nous l’avons vu précédemment, définir un modèle probabiliste consiste à expliquer
le processus de génération des données au travers de la vraisemblance. Il peut être parfois utile
d’introduire un ensemble de variables latentes (ou cachées), noté z, afin de simplifier la définition
du modèle. Ces variables permettent de faire le lien entre les paramètres et les observations, de
telle sorte qu’il est en général plus facile de définir la distribution conditionnelle p(x|z;θ) que la
vraisemblance.

Dans ce cadre probabiliste à variables latentes, définir un modèle consiste à définir la dis-
tribution jointe des données cachées et observées. Sa densité de probabilité, également appelée
vraisemblance des données complètes (comprendre les données observées et cachées), peut se
décomposer sous la forme suivante :

p(x, z;θ) = p(x|z;θ)p(z;θ), (2.51)

où p(z;θ) caractérise la distribution a priori sur les variables latentes et p(x|z;θ) caractérise le
processus de génération des données observées à partir des variables latentes. Dans un cadre bayé-
sien, p(x|z;θ) est parfois appelée vraisemblance et p(x;θ) vraisemblance marginale car obtenue
en marginalisant p(x, z;θ) par rapport aux variables latentes :

p(x;θ) =

∫
p(x, z;θ)dz. (2.52)

Le modèle probabiliste défini et la vraisemblance marginale calculée, nous pouvons finalement
avoir accès à la distribution a posteriori des variables cachées grâce à la règle de Bayes :

p(z|x;θ) =
p(x|z;θ)p(z;θ)

p(x;θ)
. (2.53)
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Le calcul de cette distribution a posteriori est l’objectif principal de l’inférence bayésienne. De
plus, il est souvent nécessaire d’obtenir une estimation ponctuelle des variables latentes à partir de
cette distribution. On peut par exemple calculer la moyenne a posteriori :

z? = Ez|x;θ? [z], (2.54)

où θ? désigne une estimation des paramètres, par exemple au sens du maximum de vraisemblance
ou du maximum a posteriori.

On parlera d’inférence exacte lorsque le modèle probabiliste permet de calculer la distribution
a posteriori des variables cachées. Cependant, pour des modèles complexes, il peut être impossible
d’avoir accès à cette distribution car la vraisemblance (marginale) à l’équation (2.53) ne peut être
calculée. La distribution a posteriori est donc connue a une constante de normalisation près qu’il
n’est pas possible de calculer. Dans ce cas nous devons avoir recours à des techniques d’inférence
approchée. Celles-ci se regroupent principalement en deux catégories :

1. Les méthodes d’échantillonnage telles que les approches de Monte-Carlo par chaînes de
Markov [Bishop, 2006, chapitre 11]. Ces méthodes cherchent à approcher de façon numé-
rique une intégrale n’ayant pas de forme analytique. Dans le cas du calcul de la moyenne a
posteriori, ces méthodes consistent à tirer un ensemble d’échantillons i.i.d suivant la distri-
bution a posteriori et à calculer une moyenne empirique comme estimateur de la moyenne
a posteriori. Ces méthodes ont pour avantage de présenter des résultats théoriques assurant
que sous certaines hypothèses concernant la chaîne de Markov, on échantillonne la vraie loi
a posteriori. On peut de plus quantifier le biais et la variance de l’estimateur. Cependant en
pratique elles sont coûteuses en temps de calcul et nécessitent de contrôler la convergence
de la chaîne de Markov afin de s’assurer d’obtenir des échantillons i.i.d.

2. Les approches variationnelles, qui cherchent à calculer une approximation de la distribution
a posteriori minimisant la divergence de Kullback-Leibler et vérifiant certaines contraintes
[Bishop, 2006, chapitre 10]. Ces méthodes ne permettent en général pas d’obtenir la distri-
bution a posteriori réelle, ni théoriquement, ni en pratique, cependant elles sont souvent plus
rapides que les méthodes d’échantillonnage.

2.5.3 Inférence statistique

Dans un premier temps nous allons traiter le problème d’inférence exacte, lorsque la distribu-
tion a posteriori des variables latentes est connue. Nous allons pour cela introduire l’algorithme
espérance-maximisation (EM). Celui-ci a été proposé à l’origine dans [Dempster et al., 1977],
nous allons cependant le présenter en suivant l’approche utilisée dans [Bishop, 2006, chapitre 9],
car cela nous sera utile pour introduire ensuite le concept d’inférence variationnelle.

Soit F un ensemble de densités de probabilités sur les variables latentes appelé famille varia-
tionnelle. Pour toute densité de probabilité q ∈ F et pour toute fonction f(z), on note l’espérance
mathématique 〈f(z)〉q =

∫
f(z)q(z)dz. On appellera distribution variationnelle la distribution

de probabilité définie par la densité q.
Pour toute densité de probabilité q ∈ F et tout ensemble de paramètres θ, on peut montrer que

la log-vraisemblance se décompose de la façon suivante :

ln p(x;θ) = L(q;θ) +DKL(q(z)||p(z|x;θ)), (2.55)

avec L(q;θ) l’énergie variationnelle libre définie par :

L(q;θ) =

〈
ln

(
p(x, z;θ)

q(z)

)〉
q

, (2.56)
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et DKL(q(z)||p(z|x;θ)) la divergence de Kullback-Leibler entre la distribution variationnelle et la
distribution a posteriori définie par :

DKL(q(z)||p(z|x;θ)) =

〈
ln

(
q(z)

p(z|x;θ)

)〉
q

. (2.57)

L’énergie variationnelle libre se décompose en la somme d’un terme d’énergie E(q;θ) et de
l’entropie différentielle de la distribution variationnelle notée H(q) :

L(q;θ) = E(q;θ) +H(q), (2.58)

avec
E(q;θ) = 〈ln p(x, z;θ)〉q; (2.59)

H(q) = −〈ln q(z)〉q. (2.60)

La divergence de Kullback-Leibler satisfaitDKL(q(z)||p(z|x;θ)) ≥ 0, avec égalité si et seule-
ment si q(z) = p(z|x;θ). On a donc d’après l’équation (2.55) ln p(x;θ) ≥ L(q;θ) ; l’énergie
variationnelle libre est une minorante de la log-vraisemblance.

a) Inférence exacte

L’algorithme EM peut être compris comme une maximisation alternée de l’énergie variation-
nelle libre par rapport à la densité de probabilité q et aux paramètres θ [Bishop, 2006, chapitre
9]. Il s’agit en fait d’un algorithme de type minoration-maximisation, qui consiste à alterner deux
étapes jusqu’à convergence :

• Étape E : q? = arg max
q∈F

L(q;θ′) ;

• Étape M : θ? = arg max
θ

L(q′;θ),

où θ′ et q′ désignent respectivement les estimées courantes des paramètres et de la distribution
variationnelle.

A l’étape E on cherche donc à maximiser L(q;θ′) par rapport à q à paramètres fixés. D’après
l’équation (2.55) et en remarquant que ln p(x;θ) ne dépend pas de q(z), on voit que si la famille
variationnelleF est non contrainte, alorsL(q;θ′) est maximale lorsque la divergence de Kullback-
Leibler est nulle, c’est-à-dire que q?(z) = p(z|x;θ′). Dans ce cas, l’énergie variationnelle libre
L(q?;θ′) est égale à la log-vraisemblance ln p(x;θ′) ; on a égalité entre la log-vraisemblance et
sa minorante. L’estimée courante q′(z) utilisée ensuite pour l’étape M est donc donnée par q?(z).

Si maintenant on substitue q(z) dans l’équation (2.56) par cette expression de l’estimée cou-
rante q′(z), on obtient :

L(q′,θ) = 〈ln p(x, z;θ)〉p(z|x;θ′) − 〈ln p(z|x;θ′)〉p(z|x;θ′)

= Q(θ;θ′) + constante, (2.61)

où Q(θ;θ′) = 〈ln p(x, z;θ)〉p(z|x;θ′) est l’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance des
données complètes et la constante par rapport aux paramètres θ est égale à l’entropie différentielle
de p(z|x;θ′). Comme proposé à l’origine dans [Dempster et al., 1977], l’étape E de l’algorithme
EM peut être vue comme consistant à calculer cette quantité Q(θ;θ′).

A l’étape M de l’algorithme, on cherche à maximiser L(q′,θ) par rapport aux paramètres θ.
Cela entraînera un accroissement de l’énergie variationnelle libre et donc nécessairement de la
log-vraisemblance, car à la fin de l’étape E nous avions égalité entre les deux quantités. D’après
l’équation (2.61), on voit finalement que l’étape M revient à maximiser Q(θ;θ′) par rapport à θ.
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Nous avons vu précédemment que l’estimation MAP des paramètres consiste à maximiser par
rapport à θ la quantité suivante :

ln p(θ|x)
c
= ln p(x|θ) + ln p(θ)
c
=L(q;θ) + ln p(θ) +DKL(q(z)||p(z|x;θ)), (2.62)

où nous avons utilisé l’équation (2.55) pour décomposer la log-vraisemblance. Comme précédem-
ment, on peut alors montrer que l’étape M dans le cas d’une estimation MAP des paramètres
consiste à maximiser Q(θ;θ′) + ln p(θ).

L’algorithme EM nécessite de connaître la distribution a posteriori des données cachées p(z|x;θ),
ou au moins l’espérance conditionnelle 〈ln p(x, z;θ)〉p(z|x;θ′). Dans certains cas de figure, nous
n’avons pas cette connaissance et devons recourir à l’approche variationnelle, où la distribution va-
riationnelle correspondra seulement à une approximation de la distribution a posteriori satisfaisant
certaines contraintes.

b) Inférence variationelle sous l’approximation de champ moyen

L’inférence variationnelle consiste à chercher une distribution variationnelle sur les variables
latentes, de densité de probabilité q ∈ F , qui minimise la divergence de Kullback-Leibler
DKL(q(z)||p(z|x;θ)). Pour résoudre ce problème nous devons en général formuler certaines hy-
pothèses sur la famille variationnelle F . L’approximation de champ moyen est pour cela très ré-
pandue, elle consiste à supposer que la famille variationnelle correspond à l’ensemble des densités
de probabilités qui se factorisent sous la forme suivante :

q(z) =

M∏
i=1

qi(zi), (2.63)

où l’ensemble des variables latentes est supposé pouvoir se factoriser en M partitions zi, i =
1, ...,M .

L’étape E de l’algorithme EM variationnel (VEM), sous l’approximation de champ moyen,
consiste finalement à chercher la distribution q(z) sous cette forme factorisée telle que l’énergie
variationnelle libre soit maximale, à paramètres θ fixés. En effet, d’après l’équation (2.55) on voit
que minimiser la divergence de Kullback-Leibler est équivalent à maximiser l’énergie variation-
nelle libre. En utilisant l’équation (2.63) on peut réécrire l’énergie libre d’après l’équation (2.56)
[Bishop, 2006, chapitre 10] :
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L(q;θ) =

∫ M∏
i=1

qi(zi) ln

(
p(x, z;θ)∏M
i=1 qi(zi)

)
dz

=

∫ M∏
i=1

qi(zi)
[

ln p(x, z;θ)−
M∑
i=1

ln qi(zi)
]
dz

=

∫ M∏
i=1

qi(zi) ln p(x, z;θ)dz−
M∑
i=1

∫ M∏
k=1

qk(zk) ln qi(zi)dz

=

∫ M∏
i=1

qi(zi) ln p(x, z;θ)dz−
M∑
i=1

∫
qi(zi) ln qi(zi)dzi car

∫
qk(zk)dzk = 1

=

∫
qj(zj)

∫ ln p(x, z;θ)
∏
i 6=j

qi(zi)dzi

 dzj − ∫ qj(zj) ln qj(zj)dzj

−
∑
i 6=j

∫
qi(zi) ln qi(zi)dzi. (2.64)

On pose :

ln p̃(x, zj ;θ) =

∫
ln p(x, z;θ)

∏
i 6=j

qi(zi)dzi = 〈ln p(x, z;θ)〉∏
i6=j qi

. (2.65)

Alors,

L(q;θ) =

∫
qj(zj) ln p̃(x, zj ;θ)dzj −

∫
qj(zj) ln qj(zj)dzj −

∑
i 6=j

∫
qi(zi) ln qi(zi)dzi

=

∫
qj(zj) ln

p̃(x, zj ;θ)

qj(zj)
dzj −

∑
i 6=j

∫
qi(zi) ln qi(zi)dzi

= −DKL(qj(zj)||p̃(x, zj ;θ))−
∑
i 6=j

∫
qi(zi) ln qi(zi)dzi. (2.66)

On suppose maintenant que les {qi}i 6=j sont fixes et on cherche à maximiser L(q;θ) par rap-
port à qj(zj). D’après l’équation (2.66) on voit que cela est équivalent à minimiser la divergence
de Kullback-Leibler DKL(qj(zj)||p̃(x, zj ;θ)), qui est minimale quand qj(zj) = p̃(x, zj ;θ). La
distribution optimale q?j (zj) doit donc satisfaire :

ln q?j (zj) = 〈ln p(x, z;θ)〉∏
i 6=j qi

+ constante, (2.67)

où la constante peut être déterminée par normalisation ou en reconnaissant une certaine forme de
loi de probabilité.

Les équations (2.67) pour j = 1, ...,M correspondent à un ensemble de conditions de consis-
tance que doivent satisfaire les distributions q?j (zj) qui maximisent l’énergie libre. Elles définissent
un ensemble de solutions couplées car q?j (zj) dépend des autres facteurs qi(zi) pour i 6= j. Une
solution consistante est alors trouvée en cyclant sur ces facteurs q?j (zj) pour j = 1, ...,M et en
utilisant à chaque cycle les estimées précédentes.

L’algorithme VEM sous l’approximation de champ moyen peut finalement être résumé par
deux étapes devant être alternées jusqu’à convergence :
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• Étape E : Evaluer q?(z) qui maximiseL(q,θ′) sous l’approximation de champ moyen (2.63)
à partir du système d’équations (2.67) ;

• Étape M : Calculer θ? = arg max
θ

L(q′,θ).

L’algorithme VEM garantit la monotonicité de l’énergie variationnelle libre, ce qui en pratique
est très utile pour vérifier le bon comportement d’une implémentation de l’algorithme. Cependant,
comme à la fin de l’étape E l’énergie variationnelle libre n’est plus forcément égale à la log-
vraisemblance (du fait d’une divergence de Kullback-Leibler non nulle à l’équation (2.55)), il
n’est pas garanti que l’algorithme VEM fasse croître la vraisemblance de façon monotone.

2.6 Évaluation de la qualité de séparation

Les méthodes de séparation de sources dans le cas d’un mélange multicanal et réverbérant
évaluent généralement la qualité de séparation en matière de sources images reconstruites. En effet,
reconstruire les signaux sources monophoniques sans connaître les filtres de mélange implique non
seulement de séparer les sources images mais également de les déconvoluer de façon aveugle, ce
qui est un autre problème difficile en soi. Par ailleurs, le problème de séparation de sources est
fondamentalement mal posé, une infinité de solutions pour les filtres de mélange et les sources
permettent d’expliquer les mêmes données observées. Le fait d’évaluer la séparation en matière
de sources images permet d’ignorer ces indéterminations.

Dans cette section nous allons détailler différentes mesures objectives de la qualité de sépa-
ration. Le calcul de celles-ci nécessite les sources images estimées et originales. Dans un cadre
général d’application des méthodes de séparation de sources, cette vérité terrain n’est bien évidem-
ment pas connue, nous n’avons accès qu’au mélange des sources et non aux sources individuelles.
Cependant dans un cadre de développement des méthodes de séparation, nous avons besoin d’avoir
accès aux sources originales afin de calculer des indicateurs objectifs des performances de sépa-
ration. Cela est nécessaire pour le développement à proprement parler de la méthode, certains
paramètres devant être ajustés en fonction des performances de séparation, et également pour
comparer objectivement les résultats de la méthode proposée avec d’autres de la littérature.

Cependant ces mesures quantitatives (notamment les rapports d’énergie présentés ci-après) ne
doivent pas être prises comme indicateur absolu de la qualité de séparation. Tout d’abord parce
que le son n’est pas seulement un phénomène physique, un signal capté, c’est également l’origine
d’une sensation perceptive. La meilleure façon de se rendre compte des performances en sépa-
ration de sources est encore d’écouter les sources estimées. C’est pourquoi nous nous sommes
efforcés durant cette thèse de toujours accompagner nos résultats d’exemples audio. Ensuite, il
nous est arrivé plusieurs fois d’observer de très bons scores (notamment durant les premières ité-
rations d’algorithmes de type EM) obtenus par ces méthodes d’évaluation objectives, alors que les
sources estimées étaient très éloignées des sources originales (privées de la partie haute fréquence
de leur spectre par exemple). Ces mesures ne sont donc pas infaillibles. Comme nous allons le voir
par la suite, certains travaux ont néanmoins cherché à développer des mesures objectives prenant
en compte un aspect perceptif.

Finalement, il arrive souvent que la tâche de séparation de sources ne soit pas une finalité en soi
mais corresponde plutôt à une étape de pré-traitement. C’est le cas par exemple en rehaussement
de la parole où l’objectif est de séparer la parole du bruit. Cette étape de rehaussement est souvent
effectuée comme pré-traitement avant une étape de reconnaissance automatique de la parole. Dans
ce cas il peut être intéressant d’évaluer la qualité de séparation par l’intermédiaire du gain obtenu
sur les performances de reconnaissance de la parole.
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2.6.1 Évaluation en matière de rapports d’énergie

Nous présentons dans un premier temps les mesures de performance proposées dans [Vincent
et al., 2006] pour évaluer la qualité des sources monophoniques estimées, puis étendues dans
[Vincent et al., 2007] pour l’évaluation des sources images. Ces mesures se basent sur la décom-
position suivante d’une source image estimée :

ŷij(t) = yij(t) + e
spat
ij (t) + einterf

ij (t) + eartif
ij (t), (2.68)

où yij(t) est la vraie source image et espat
ij (t), einterf

ij (t) et eartif
ij (t) correspondent à des composantes

d’erreur représentant respectivement les distorsions spatiales, les interférences, c’est-à-dire des
composantes issues des autres sources j′ 6= j, et les artéfacts qui correspondent à des sons non
présents dans le mélange d’origine. Le bruit musical est un exemple d’artéfact, il est la consé-
quence de points d’énergie résiduels localisés dans le plan TF qui du fait d’une certaine structure
sont perçus comme un son présentant quasiment une hauteur. Ces trois erreurs sont définies de la
façon suivante :

• Distorsion spatiale :
e

spat
ij (t) = PLj {ŷij(t)} − yij(t), (2.69)

où PLj {·} correspond à l’opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace engendré
par yi′j(t − τ), i′ ∈ {1, ..., I}, τ ∈ {0, ..., L − 1}. Ce terme d’erreur intègre donc les
composantes provenant des autres canaux dans la source estimée. L’introduction du délai τ
permet de ne pas pénaliser l’estimation d’une version filtrée de la source originale [Vincent
et al., 2006]. L correspond à la longueur maximale autorisée pour la réponse impulsionnelle
de ce filtre (fixée à 32 ms dans les références précédentes pour des signaux audio).

• Interférences :
einterf
ij (t) = PLj=1:J{ŷij(t)} − PLj {ŷij(t)}, (2.70)

où PLj=1:J{·} correspond à l’opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace engen-
dré par yi′j′(t− τ), i′ ∈ {1, ..., I}, j′ ∈ {1, ..., J} et τ ∈ {0, ..., L− 1}.

• Artéfacts :
eartif
ij (t) = ŷij(t)− PLj=1:J{ŷij(t)}. (2.71)

A partir de cette décomposition on calcule pour chaque source j un ensemble de mesures sous
forme de rapports d’énergie exprimés en décibels (dB) et définis par :

• ISR (source image to spatial distortion ratio) :

ISRj = 10 log

I∑
i=1

T−1∑
t=0

yij(t)
2

I∑
i=1

T−1∑
t=0

e
spat
ij (t)2

. (2.72)

• SIR (signal to interference ratio) :

SIRj = 10 log

I∑
i=1

T−1∑
t=0

[
yij(t) + e

spat
ij (t)

]2

I∑
i=1

T−1∑
t=0

einterf
ij (t)2

. (2.73)
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• SAR (signal to artifact ratio) :

SARj = 10 log

I∑
i=1

T−1∑
t=0

[
yij(t) + e

spat
ij (t) + einterf

ij (t)
]2

I∑
i=1

T−1∑
t=0

eartif
ij (t)2

. (2.74)

Finalement, la qualité globale de séparation est mesurée par le SDR (signal to distortion ratio)
défini par :

SDRj = 10 log

I∑
i=1

T−1∑
t=0

yij(t)
2

I∑
i=1

T−1∑
t=0

[
e

spat
ij (t) + einterf

ij (t) + eartif
ij (t)

]2
. (2.75)

2.6.2 Évaluation en matière de scores perceptifs

La méthode d’évaluation initialement introduite dans [Emiya et al., 2011] puis améliorée dans
[Vincent, 2012] a pour objectif d’intégrer un aspect perceptif dans le calcul des mesures objectives.

Cette méthode propose tout d’abord de calculer les composantes d’erreur de la décomposition
(2.68) grâce à un processus d’analyse/synthèse par banc de filtres gammatone de la source estimée
ŷij(t), ceci afin d’approcher le traitement effectué par le système auditif.

Ces composantes sont ensuite utilisées pour calculer de nouvelles mesures objectives intégrant
un aspect perceptif. L’importance des distorsions individuelles (spatiale, interférences et artéfacts)
est évaluée grâce à une mesure de similarité perceptive entre le signal source estimé ŷij(t) et ce
même signal après lui avoir soustrait l’erreur considérée : ŷij(t)− espat/interf/artif

ij (t). Une quatrième
mesure de distorsion globale est calculée en évaluant la similarité perceptive entre la source esti-
mée ŷij(t) et la vraie source yij(t). On obtient ainsi un vecteur de descripteurs contenant quatre
mesures de similarité.

Ces descripteurs sont ensuite utilisés comme vecteur d’entrée de quatre réseaux de neurones
indépendants. Chaque réseau fournit en sortie un score exprimé en pourcent permettant d’évaluer
les performances de séparation suivant la qualité globale, les distorsions spatiales, les interférences
et les artéfacts ; respectivement l’OPS (overall perceptual score), le TPS (target perceptual score),
l’IPS (interference perceptual score) et l’APS (artifact perceptual score). Les réseaux de neurones
sont entraînés afin de minimiser l’erreur quadratique moyenne entre le score prédit et celui obtenu
par un ensemble d’individus dans le cadre d’une évaluation subjective.

2.7 Bases de données

Nous présentons dans cette section les bases de données qui seront utilisées pour évaluer les
méthodes de séparation de sources développées dans cette thèse. Nous utilisons les signaux sources
de la base de données MASS du MTG [Vinyes, 2008]. Les sources sélectionnées sont celles pour
lesquelles aucun effet n’a été appliqué d’après les informations fournies avec la base de don-
nées. Chaque source étant proposée dans un format stéréophonique, nous les convertissons tout
d’abord au format monophonique et les sous-échantillonnons à 16 kHz. Ces sources sont ensuite
convoluées avec des filtres de mélanges pour donner des sources images stéréophoniques qui sont
finalement sommées pour créer un mélange stéréophonique. On obtient ainsi 8 mélanges décrits
dans le tableau 2.1.

Dans cette thèse nous avons utilisé des filtres de mélange correspondant à des réponses de salle
synthétiques ou mesurées. Les bases de données créées sont les suivantes :
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1. «MASS-Synthétique» :

. Réponses impulsionnelles de salle simulées par la méthode des sources images grâce
à la boîte à outils «Roomsimove» [Vincent et Campbell, 2008].

. Temps de réverbération : Ajustable.

. Distance entre les sources et le centre de la paire de microphones : 1 m.

2. «MASS-RWCP» :

. Réponses impulsionnelles de salle mesurées et fournies avec [Nakamura et al., 2000].

. Temps de réverbération : 470 ms.

. Distance entre les sources et le centre de la paire de microphones : 2 m.

3. «MASS-MIRD» :

. Réponses impulsionnelles de salle mesurées et fournies avec [Hadad et al., 2014].

. Temps de réverbération : 160, 360 ou 610 ms.

. Distance entre les sources et le centre de la paire de microphones : 1 m.

Il est important de mentionner que toutes les sources sont disjointes spatialement dans les
mélanges que nous utilisons.

mélange durée source 1 source 2 source 3 source 4 source 5

1 28 s piano balais basse - -
2 14 s batterie voix piano basse -
3 24 s batterie guitare basse - -
4 28 s batterie voix guitare guitare -
5 18 s basse guitare batterie - -
6 15 s batterie voix guitare basse -
7 25 s batterie voix guitare guitare basse
8 12 s batterie voix basse - -

TABLEAU 2.1 – Description des mélanges des bases de données.
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Deuxième partie

Modélisation du mélange dans le
domaine fréquentiel
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Chapitre 3

Modèles de réponse en fréquence de
salle
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3.1 Introduction

Considérons un espace clos dans lequel se trouve une source ponctuelle et un point d’obser-
vation distinct identifié par la présence d’un microphone. Comme introduit au chapitre 1, lorsque
la source émet un son, le signal capté par le microphone est égal à la convolution du signal source
avec une réponse impulsionnelle de salle (RIR d’après l’anglais room impulse response). La RIR
décrit la propagation entre les deux points de la salle, cette dernière pouvant être considérée comme
un système linéaire invariant dans le temps (si l’on néglige les changements de température, de
pression, etc.). Un tel système est en effet totalement caractérisé par sa réponse impulsionnelle,
c’est-à-dire le signal en sortie lorsque l’entrée est une impulsion de dirac, qui est l’élément neutre
du produit de convolution. En toute rigueur il nous faudrait également prendre en compte l’in-
fluence du microphone sur la mesure. Cependant nous négligerons cet aspect par la suite.

0                0.1              0.2               0.3              0.4              0.5

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

FIGURE 3.1 – Réponse impulsionnelle de salle provenant de la base de donnée RWCP [Nakamura et al.,
2000]. La réponse impulsionnelle a été mesurée dans une salle avec un temps de réverbération d’environ

660 ms.

Une RIR possède une structure bien particulière. Nous pouvons en effet distinguer deux ré-
gions comme illustré sur la figure 3.1. La première contient ce que nous appellerons par la suite
les contributions précoces. Il s’agit du trajet direct entre la source et le microphone ainsi que les
premiers échos associés aux premières réflexions sur les parois et objets de la salle. La seconde
région correspond à la réverbération tardive.

Le trajet direct est uniquement caractérisé par la distance entre la source et le microphone et la
vitesse de propagation du son (que l’on considérera constante et égale à 340 m/s dans cette thèse).

Après le trajet direct arrivent les premières réflexions sur les parois de la salle. L’ensemble
des premières contributions varie fortement avec la position de la source et du microphone dans la
salle. On considère généralement que les premiers échos complètent l’information de localisation
de la source portée par le trajet direct. Ils ont donc une grande importance dans la perception de la
scène sonore spatialisée.

La réverbération tardive se met en place après un certain temps de mélange. Cette partie de
la RIR est généralement associée au champ sonore diffus, c’est-à-dire que l’on considère avoir
atteint un stade de la propagation dans la salle où l’énergie sonore est uniformément répartie dans
l’espace et suivant toutes les directions [Schultz, 1971].

L’objectif de ce chapitre est d’introduire un modèle de réponse en fréquence de salle (RFR
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d’après l’anglais room frequency response). La RFR est définie comme la transformée de Fourier
de la RIR. Ces modèles seront ensuite utilisés au chapitre 4 dans le cadre d’une application de
séparation de sources où le mélange est représenté dans le domaine fréquentiel. Bien que notre
objectif final soit de développer un modèle fréquentiel, notre point de départ concernera toujours
la structure bien particulière d’une RIR dans le domaine temporel. Nous voyons très clairement à
partir de la figure 3.1 qu’il nous faudra considérer deux approches différentes pour modéliser les
contributions précoces et la réverbération tardive. En effet ces deux parties sont structurellement
très différentes ; tandis qu’il est envisageable de caractériser chaque première contribution indi-
viduellement, nous devrons employer des méthodes statistiques pour modéliser la réverbération
tardive du fait de la forte densité d’échos qui lui est associée.

Dans la section 3.2 nous introduisons les notations et définissons le lien entre RIR et RFR.
A partir de concepts d’acoustique géométrique des salles nous développerons dans la section 3.3
le modèle de contributions précoces. Celui-ci a été publié dans [Leglaive et al., 2015a,b], dans
le cadre d’une application en séparation de sources. Dans la section 3.4 nous emploierons des
résultats d’acoustique statistique des salles pour modéliser la réverbération tardive. Le modèle
obtenu a été publié dans [Leglaive et al., 2016a]. Nous aboutirons ainsi à un modèle complet de
réponse de salle, défini dans le domaine fréquentiel, et qui sera utilisé dans le chapitre 4 pour la
séparation de sources.

3.2 Réponses impulsionnelle et fréquentielle de salle

Soit a(t) = ae(t) + al(t), t = 0, ..., T − 1, une RIR de longueur T décomposée en la somme
des contributions précoces ae(t) et de la réverbération tardive al(t). Comme représenté sur la
figure 3.1, ces deux parties ont des supports temporels disjoints : ae(t) 6= 0 si t < t0 et al(t) 6= 0
si t ≥ t0. L’instant t0 est appelé temps de mélange, il est généralement défini dans la littérature à
partir du volume V de la pièce en m3 [Jot et al., 1997; Lindau et al., 2010] :

t0 =
⌊
C0

√
V fs

⌋
échantillons, (3.1)

où C0 = 2× 10−3 est une constante de normalisation et fs est la fréquence d’échantillonnage en
Hz. Nous pouvons mentionner qu’il est également parfois fixé arbitrairement entre 40 et 80 ms
[Naylor et Gaubitch, 2010]. En effet la connaissance du volume de la salle n’est pas toujours
disponible.

La RFR est définie de façon similaire par A(f) = Ae(f) +Al(f) où pour f = 0, ..., T − 1 :

A(·)(f) = FT {a(·)(t)} =
T−1∑
t=0

a(·)(t)e
−ı2πft/T . (3.2)

L’équation (3.2) définit la transformée de Fourier discrète (TFD) sur T points du signal a(·)(t). On
définit également la TFD inverse par :

a(·)(t) = F−1
T {A(·)(f)} =

1

T

T−1∑
f=0

A(·)(f)eı2πft/T . (3.3)

3.3 Modèle de contributions précoces

En acoustique géométrique des salles, on représente la réflexion d’une onde acoustique sur une
surface plane de la même façon qu’une réflexion optique sur un miroir [Allen et Berkley, 1979].
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Cette approche débouche sur le concept de source image 1. On considère que le son réfléchi sur
une paroi se propage comme s’il avait été émis par une source virtuelle, symétrique de la source
réelle par rapport au plan de la paroi. Il s’agit ici des sources images du premier ordre. De façon
plus générale, chaque source image peut ensuite engendrer d’autres réflexions, caractérisées par
de nouvelles sources images dites d’ordre supérieur. C’est donc un procédé itératif qui revient à
déplier infiniment la salle par symétrie. On peut ensuite trouver l’ensemble des sources images
d’ordre n ≥ 1 comme les symétriques des sources images d’ordre n − 1 où la source d’ordre 0
correspond à la source réelle.

Dans ce modèle de sources images, chaque réflexion est dite spéculaire. C’est-à-dire que
chaque «rayon» incident donne naissance à un unique «rayon» réfléchi. Ce modèle ne permet
donc pas de représenter des réflexions diffuses, où du fait des irrégularités des parois de la salle le
son serait réfléchi dans plusieurs directions. Ce modèle simple caractérise donc chaque contribu-
tion précoce (trajet direct ou réflexion) par une impulsion à laquelle sont associés une amplitude
(ou plutôt une atténuation) et un retard. Pour le trajet direct, le temps d’arrivée est égal à la distance
source-microphone divisée par la vitesse du son tandis que l’atténuation est inversement propor-
tionnelle à la distance source-microphone. Pour chaque réflexion, le temps d’arrivée dépend de la
distance entre la source image qui lui est associée et le microphone. L’atténuation quant à elle tient
compte non seulement de la distance parcourue mais également du coefficient d’absorption de la
paroi.

3.3.1 Modèle autorégressif

Formellement, nous considérons que la partie précoce de la RIR est constituée de R contribu-
tions, chacune étant représentée par un dirac auquel est associé un terme d’atténuation ρk et un
retard τk, k = 0, ..., R− 1. La RFR associéeAe(f) est ainsi approchée parG(f), f = 0, ..., T−1,
avec :

G(f) =
R−1∑
k=0

ρkδ
f
k , δk = e−ı2πτk/T . (3.4)

Dans l’équation ci-dessus nous avons utilisé le fait qu’un retard dans le domaine temporel cor-
respond à un déphasage (une multiplication par une exponentielle complexe) dans le domaine
fréquentiel. D’après l’équation (3.4) il est possible de montrer que {G(f)}f=R,...,T−1 satisfait une
équation récurrente de la forme suivante :

R∑
r=0

ϕerG(f − r) = 0, (3.5)

tel que {ϕer}Rr=0 et {δk}R−1
k=0 sont respectivement les coefficients et racines d’un même polynôme

de degré R. Ce résultat nous vient de la littérature liée à l’estimation des paramètres des modèles
sinusoïdaux à modulation d’amplitude exponentielle (exponential sinusoidal models (ESM) en an-
glais) [Kumaresan, 1983]. En effet l’équation (3.4) est un cas particulier d’un tel modèle ESM. Par
ailleurs, il est important de remarquer que l’on représente ici un signal dans le domaine fréquen-
tiel alors qu’en général un modèle ESM est défini dans le domaine temporel, pour caractériser
l’amortissement exponentiel des systèmes vibratoires libres par exemple.

Sans perte de généralité nous considérons que le premier coefficient ϕe0 = 1 ; l’équation (3.5)
étant toujours valide si l’on multiplie les deux membres par une constante. Nous supposons fina-
lement que Ae(f) satisfait l’équation récurrente (3.5) à un terme de déviation près κ(f) modélisé

1. Dans ce chapitre, le terme de source image désigne une source virtuelle et non la convolution du signal source
avec un filtre de mélange comme c’était le cas aux chapitres précédents.
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par un bruit blanc gaussien complexe propre :

R∑
r=0

ϕerAe(f − r) = κ(f), κ(f) ∼ Nc(0, σ2
κ). (3.6)

Nous voyons alors à partir de cette dernière équation que la RFRAe(f) associée aux contributions
précoces est représentée par un modèle autorégressif (AR) d’ordre R, noté AR(R).

Nous avons proposé ce modèle dans [Leglaive et al., 2015a,b] pour guider l’estimation des
filtres de mélange dans une application de séparation de sources. Nous supposions dans ces travaux
préliminaires que A(f) = Ae(f), c’est-à-dire que nous négligions la réverbération tardive.

3.3.2 Choix de l’ordre du modèle

L’ordre de ce modèle AR doit théoriquement être égal au nombre de contributions précoces.
Par exemple, la RIR représentée en haut de la figure 3.2 semble contenir environ 5 premières
réflexions significatives qui ajoutées au trajet direct donnent R ≈ 6 contributions précoces. Ce-
pendant si l’on considère que le trajet direct domine les premiers échos, il peut être suffisant de
choisir R = 1. Dans ce cas, d’après les équations (3.4)-(3.6) nous avons :

Ae(f) = δ0Ae(f − 1) + κ(f), (3.7)

où δ0 = e−ı2πτ0/T et τ0 = b(r0/c)fsc avec r0 la distance source-microphone en mètres et c la
vitesse du son en mètres par secondes. Ce modèle AR(1) peut également être interprété comme
exprimant le fait que la réponse en fréquence associée aux contributions précoces varie lentement
en terme de module et phase (pour σ2

κ suffisamment faible), car la réponse impulsionnelle asso-
ciée est concentrée aux instants proches de l’origine. Nous pouvons en effet écrire les relations
suivantes pour le module et la phase de Ae(f) d’après l’équation (3.7) :

| Ae(f) |≈| Ae(f − 1) | (3.8)

arg(Ae(f)) ≈ arg(Ae(f − 1))− 2πτ0/T. (3.9)

Connaissant la distance source-microphone, nous pouvons vérifier ces relations à partir d’une RIR
réelle provenant de la base de donnée RWCP [Nakamura et al., 2000]. Celle-ci est représentée en
haut de la figure 3.2 où la partie précoce utilisée pour calculer Ae(f) par TFD est en bleu. Les
relations de module et phase sont représentées en bas de cette même figure. Nous observons que les
points bleus associés aux coefficients de la RFR sont concentrés sur les droites rouges d’équation
y = x, validant ainsi les relations (3.8)-(3.9). Par conséquent, considérer un modèle AR d’ordre
1 pour Ae(f) semble être un choix raisonnable lorsque les premiers échos sont effectivement
d’amplitude négligeable par rapport au trajet direct.

3.4 Modèle de réverbération tardive

Passons maintenant au développement d’un modèle de réverbération tardive. Nous rappelons
qu’il s’agit de la partie de la RIR où un grand nombre de réflexions se superposent dans le do-
maine temporel comme illustré sur la figure 3.1. Contrairement à la partie précoce où la structure
relativement parcimonieuse nous permettait de caractériser individuellement chaque réflexion, il
nous faut maintenant employer des méthodes statistiques pour décrire la réverbération tardive. Le
modèle présenté dans cette section a été publié dans [Leglaive et al., 2016a].

La théorie de l’acoustique statistique des salles a tout d’abord été initiée dans le domaine
fréquentiel par Schroeder [Schroeder et Kuttruff, 1962; Schroeder, 1962, 1987]. C’est ensuite
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FIGURE 3.2 – En haut : RIR provenant de la base RWCP. La distance source-microphone est d’environ
2 m et le temps de réverbération de 0.75 s. En bas : Relation de module et phase illustrant les équations
(3.8)-(3.9). Les points bleus représentent les données tandis que les droites rouges correspondent aux

droites d’équation y = x. Ae(f) est calculé à partir de la partie précoce ae(t) représentée sur la figure du
haut en bleu.

Polack qui l’a complétée dans le domaine temporel [Polack, 1988, 1993]. En acoustique, une salle
est caractérisée par ses modes propres, ce sont les solutions de l’équation de Helmoltz vérifiant
certaines conditions aux limites [Kuttruff, 2009, ch. 3]. La réponse de la salle à une excitation
est alors constituée de la superposition des réponses de chacun des modes (il y en a une infinité).
Chaque mode propre peut être vu comme un résonateur caractérisé par un gain et une fréquence de
résonance. La RFR (qui est également appelée fonction de Green en acoustique) correspond alors
à une somme infinie des fonctions de transfert de ces résonateurs. Il est possible de montrer que
la densité de modes, c’est-à-dire le nombre moyen de modes (identifiés par leur fréquence propre)
par Hertz, croît avec le carré de la fréquence. Par conséquent, au dessus d’une certaine fréquence
limite, une source sonore même sinusoïdale excitera un très grand nombre de modes. Ce résultat
constitue la base de l’acoustique statistique des salles.

La fréquence à partir de laquelle un nombre «suffisant» de modes se superposent pour per-
mettre un traitement statistique de la RFR est appelée fréquence de Schroeder et est définie par
[Schroeder et Kuttruff, 1962] :

fsch = C1

√
T60

V
Hz, (3.10)

où C1 est une constante de normalisation qui vaut environ 2000 et T60 est le temps de réverbé-
ration en secondes, défini comme le temps au bout duquel l’énergie sonore a diminué de 60 dB
après extinction de la source. Cette fréquence correspond à la limite au dessus de laquelle l’es-
pacement moyen entre les fréquences de résonance est inférieur à un tiers de la largeur de bande
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moyenne des modes. En supposant des modes dont les amplitudes et phases sont individuellement
indépendantes et identiquement distribuées, le théorème central limite indique que la RFR peut
être considérée comme un processus aléatoire dont les parties réelle et imaginaire sont des pro-
cessus gaussiens indépendants de même variance. Nous considérons de plus que ce processus est
centré et stationnaire au sens large (SSL). Nous pouvons alors définir sa fonction d’autocovariance
(ACVF d’après l’abréviation anglaise de autocovariance function) γ(m) et sa densité spectrale de
puissance (DSP) φ(t) par :

γ(m) = E[Al(f)Al(f −m)∗]; (3.11)

φ(t) =
1

T
E[|FT {Al(f)}|2]. (3.12)

En tant que processus gaussien complexe centré, propre et SSL, la RFR est totalement caractéri-
sée par son ACVF ou sa DSP. Nous devons mentionner que comme nous travaillons à temps et
fréquence discrets, tous les signaux sont T -périodiques. La RFR est donc précisément un proces-
sus SSL T -périodique. De plus, φ(t) doit être vue comme une fonction de DSP discrétisée. On
pourra se référer à [Gu et al., 2007] pour une revue de certaines propriétés des processus aléatoires
périodiques, appliqués à la modélisation fréquentielle des canaux de transmission sans fil.

Le terme de densité «spectrale» de puissance est ici trompeur. En effet, l’étude des séries
temporelles, comme son nom l’indique, considère généralement des processus aléatoires indexés
par le temps. L’ACVF d’un tel processus est alors une fonction d’un décalage temporel et la DSP
une fonction de la fréquence. Dans notre cas, nous travaillons sur un processus aléatoire Al(f)
indexé par les fréquences. L’indice m dans la définition de l’ACVF à l’équation (3.11) correspond
ainsi à un décalage fréquentiel et la DSP définie à l’équation (3.12) est une fonction du temps.

Schroeder a fourni dans [Schroeder, 1962] une expression théorique de l’ACVF en considé-
rant la décroissance exponentielle de l’énergie de la RIR au cours du temps. Cette décroissance
exponentielle n’est cependant valide que pour un champ sonore diffus, donc uniquement pour la
partie tardive d’une réponse de salle comme on peut l’observer sur la figure 3.1. Schroeder a par
conséquent négligé dans ce travail l’influence du trajet direct et des premiers échos. Ceci explique
le décalage entre l’ACVF théorique et les résultats expérimentaux observés dans [Gustafsson et al.,
2003]. C’est pourquoi nous allons ici raffiner les résultats de Schroeder en prenant en compte le
fait que la décroissance exponentielle n’est valide que pour la partie tardive de la RIR.

3.4.1 Autocovariance et densité spectrale de puissance théoriques

Sachant que pour un champ sonore diffus l’énergie de la RIR décroît exponentiellement au
cours du temps, on définit le Profil Temporel d’Énergie (PTE) pour t = 0, ..., T − 1 par :

āl(t) = E[a2
l (t)] = P 2

0 e
−2t/τ1{t0,...,T−1}(t), (3.13)

où 1T (t) est la fonction indicatrice qui vaut 1 si t ∈ T , 0 sinon, P 2
0 est une constante liée à

l’énergie totale de la réverbération tardive et τ est reliée au temps de réverbération T60 par :

τ =
T60fs

3 ln(10)
échantillons. (3.14)

La fonction indicatrice à l’équation (3.13) permet de prendre en compte le fait que la décroissance
exponentielle n’est valide que pour la réverbération tardive, là où le champ sonore est considéré
comme diffus. Il est par ailleurs important de mentionner que plusieurs réalisations d’une RIR
peuvent être interprétées comme plusieurs observations pour différentes positions de la source
et du microphone dans la salle. L’espérance mathématique doit donc être comprise comme une
moyenne spatiale. Rappelons également que sous une hypothèse de champ sonore diffus, généra-
lement acceptée pour la partie tardive d’une réponse de salle, l’expression (3.13) ne dépend pas
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de la position de la source et du microphone car l’énergie sonore est considérée comme étant
uniformément répartie dans la salle et suivant toutes les directions. Certaines conditions doivent
néanmoins être vérifiées pour que la théorie de l’acoustique statistique des salles dans le domaine
fréquentiel et pour un champ sonore diffus s’applique [Schroeder, 1962] : (1) les dimensions de
la salle sont grandes par rapport à la longueur d’onde du signal source ; (2) l’espacement moyen
entre les fréquences de résonance des modes est inférieur à un tiers de leur largeur de bande
moyenne (ce qui est vérifié au dessus de la fréquence de Schroeder par définition) ; (3) la source
et le microphone sont situés au moins à une demi-longueur d’onde des parois de la salle.

Nous montrons en annexe C que la DSP du processus {Al(f)}f s’exprime en fonction du PTE
défini à l’équation (3.13) de la façon suivante :

φ(t) = T āl(T − t). (3.15)

En appliquant le théorème de Wiener-Khinchin à partir de cette expression de la DSP on obtient
l’expression théorique de l’ACVF :

γ(m) = F−1
T {φ(t)} = P 2

0 e
−2T/τ 1− e(ı2πm/T+2/τ)(T−t0+1)

1− eı2πm/T+2/τ
. (3.16)

P 2
0 est relié à la variance σ2

rev = γ(0) de la RFR par :

P 2
0 = σ2

reve
2T/τ 1− e2/τ

1− e2(T−t0+1)/τ
. (3.17)

On peut de plus montrer que (voir annexe B) :

σ2
rev =

1− α
παS

, (3.18)

où α est le coefficient d’absorption moyen (sans dimension) et S l’aire total des parois de la salle
en m2. Le coefficient d’absorption moyen peut être calculé à partir de la formule de Norris-Eyring
[Naylor et Gaubitch, 2010, p. 24] :

α = 1− e−24 ln(10)V/(cST60), (3.19)

avec c la vitesse du son en m.s−1.

Validation expérimentale Nous souhaitons maintenant valider expérimentallement l’expres-
sion théorique de l’ACVF à l’équation (3.16) à partir de RIRs simulées et réelles. Pour un en-
semble de RIRs donné, correspondant à plusieurs positions dans une salle, nous commençons par
retirer les contributions précoces en forçant à zéro les échantillons pour t < t0. Pour chaque
réalisation ãrl (t) (une RIR pour une position particulière de la source et du microphone), on
calcule la RFR Ãrl (f) et on ne garde que les K échantillons dans l’intervalle [fsch, fs/2] Hz.
L’ACVF empirique pour cette réalisation est alors obtenue à partir de l’estimateur suivant, pour
m ∈ {−K + 1, ...,K − 1} :

γ̃r(m) =


1

K

k0+K−1−m∑
k=k0

Ãrl (k)∗Ãrl (k +m), m ≥ 0

γ̃r(−m)∗, m < 0

, (3.20)

où k0 est l’indice associé à la fréquence de Schroeder. D’après cette simulation de Monte Carlo,
l’estimation finale de l’ACVF est obtenue en moyennant sur l’ensemble complet de réalisations :

γ̂(m) =
1

Nr

Nr∑
r=1

γ̃r(m). (3.21)
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Durant les expériences nous avons tout d’abord observé une différence entre la variance empi-
rique calculée sur les données et l’expression théorique à l’équation (3.18). Bien que très répandue
dans la littérature, cette seule expression de la variance n’a jamais été validée expérimentalement
à notre connaissance. Comme mentionné dans [Bies et Hansen, 2009, ch. 7], l’expression de la
pression quadratique moyenne du champ réverbérant qui permet d’obtenir l’équation (3.18) (voir
annexe B) peut être imprécise selon les dimensions de la salle et la distance source/microphone.
De plus, cette formule est obtenue en considérant que le champ réverbérant est établi après la pre-
mière réflexion du trajet direct sur une paroi de la salle, ce qui ne correspond pas à la définition
de la réverbération tardive que nous avons donnée précédemment, en fonction du temps de mé-
lange t0. Cela peut donc expliquer la différence entre la théorie et les expériences pour la valeur
de la variance σ2

rev. Cependant, une correction empirique qui conduit à de bons résultats consiste à
multiplier σ2

rev telle que définie à l’équation (3.18) par une constante Crev = 75. Cette correction
sera donc toujours appliquée par la suite. Il pourrait être intéressant de chercher à comprendre plus
précisément d’où vient ce décalage entre la théorie et les expériences. Cependant cela dépasse le
cadre de cette thèse et ne sera pas traité ici.

Nous avons simulé 196 RIRs à partir de la méthode des sources images en utilisant la boîte
à outils Roomsimove [Vincent et Campbell, 2008]. La salle est rectangulaire et de dimensions
10× 6.6× 3 m avec un temps de réverbération T60 = 250 ms. La position de la source reste fixe
et seule celle du microphone varie. On observe sur la figure 3.3 que l’ACVF empirique calculée à
partir des RIRs simulées correspond bien à l’expression théorique (3.16).

Nous effectuons la même expérience à partir de 130 réponses de salle réelles provenant de
la base de données C4DM (Center for Digital Music) [Stewart et Sandler, 2010]. Les RIRs sont
mesurées dans une salle de dimensions 7.5× 9× 3.5 m avec un temps de réverbération T60 =
1.8 s. La source est également figée alors que la position du microphone varie dans la salle. Pour
cet ensemble de données on observe à nouveau une bonne correspondance entre théorie et pratique
sur la figure 3.4.

3.4.2 Paramétrisation autorégressive à moyenne ajustée

Nous avons vu dans la sous-section précédente que les propriétés statistiques de la réverbé-
ration tardive sont totalement résumées par l’ACVF définie à l’équation (3.16). Cette fonction
dépend uniquement du temps de réverbération, du volume et de l’aire totale des parois de la salle.
Si dans le cadre des processus gaussiens la connaissance de la fonction d’autocovariance est to-
talement suffisante pour définir la distribution d’un vecteur d’observations, il peut être utile en
pratique de résumer cette information par l’intermédiaire d’un modèle paramétrique impliquant
un faible de nombre de paramètres. Cela peut par exemple nous éviter d’inverser une matrice de
covariance de grande dimension.

Dans cette partie nous allons montrer qu’un modèle autorégressif à moyenne ajustée (ARMA)
en fréquence permet de paramétrer de façon précise la DSP et l’ACVF théoriques définies aux
équations (3.15) et (3.16) respectivement. On représente la partie tardive de la RFR {Al(f)}f par
le modèle ARMA(P,Q) suivant :

Φ(L)Al(f) = Θ(L)ε(f), ε(f) ∼ Nc(0, σ2
ε ), (3.22)

où Φ(L) =
∑P

p=0 ϕ
l
pL

p, Θ(L) =
∑Q

q=0 ϑqL
q avec ϕ0 = ϑ0 = 1 et L l’opérateur de décalage,

i.e. LAl(f) = Al(f − 1). ε(f) est un bruit blanc gaussien complexe propre de variance σ2
ε pour

f ∈ [0, ..., T − 1] et est étendu par T -périodicité en dehors de cet intervalle. Al(f) correspond
donc à la sortie d’un filtre de fonction de transfert Ψ(z−1) = Θ(z−1)/Φ(z−1) dont l’entrée est
ε(f). On suppose que les zéros des polynômesΘ(z−1) et Φ(z−1) se trouvent à l’intérieur du cercle
unité tel que Ψ(z−1) soit la fonction de transfert d’un filtre causal stable et inversible. A partir de
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décalage fréquentiel (Hz)

Partie imaginaire de la fonction d’autocovariance

 

 

empirique
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FIGURE 3.3 – Fonctions d’autocovariance empirique et théorique calculées à partir de RIRs simulées.
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Partie réelle de la fonction d’autocovariance

 

 

−50 0 50
−1

−0.5

0

0.5

1
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théorique

FIGURE 3.4 – Fonctions d’autocovariance empirique et théorique calculées à partir de RIRs mesurées.
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cette représentation ARMA nous pouvons écrire les paramétrisations suivantes de la DSP et de
l’ACVF :

φ(t) = σ2
ε

∣∣FT{{ϑq}q=0,...,Q

}∣∣2∣∣FT{{ϕlp}p=0,...,P

}∣∣2 , (3.23)

P∑
p=0

ϕlpγ(m− p) =

σ
2
ε

Q∑
q=m

ϑqψ
∗
q−m if 0 ≤ m ≤ Q

0 if m > Q,

(3.24)

où Ψ(z−1) =
∑+∞

k=0 ψkz
−k et m = m (mod T ) tel que m ∈ [0, ..., T − 1]. Pour que l’équation

(3.24) soit valide nous devons supposer que le support de l’ACVF sur une période est limité afin
qu’il n’y ait pas de recouvrement, i.e. ψk = 0 for k > bT/2c.

a) Estimation des paramètres ARMA

Les paramètres du modèle ARMA peuvent ensuite être estimés à partir de la seule connais-
sance de l’ACVF théorique donnée par l’équation (3.16). On voit ici l’avantage d’avoir une ex-
pression théorique, nous n’avons besoin d’aucune donnée pour estimer les paramètres du modèle
ARMA. La procédure d’estimation est décrite dans [Kay, 1988, ch. 2], nous la rappelons briève-
ment ici : Les paramètres AR {ϕlp}Pp=1 sont tout d’abord estimés en résolvant les équations de
Yule et Walker modifiées, définies à partir de l’équation de récurrence (3.24) pour m = Q +
1, ..., Q+P . A partir des paramètres AR estimés on définit l’ACVF γ′(m) = Φ∗(L−1)Φ(L)γ(m)
où Φ∗(L−1) =

∑P
p=0(ϕlp)

∗L−p. Il s’agit de l’ACVF d’un processus MA dont les paramètres
correspondent à ceux du processus ARMA de départ défini à l’équation (3.22), c’est-à-dire les
coefficients MA {θq}Qq=1 et la variance du bruit σ2

ε . Nous employons la méthode de Durbin pour
estimer ces paramètres MA [Durbin, 1959]. Cette méthode se base sur le fait que tout proces-
sus MA admet une représentation sous forme de processus AR d’ordre infini. En pratique nous
approchons le processus MA(Q) par un processus AR d’ordre L = 10Q dont nous notons les
paramètres {ϕ′p}Lp=1. A partir de γ′(m) nous calculons les coefficients AR de ce processus en ré-
solvant les équations de Yule et Walker. Nous obtenons ainsi une estimation de la variance σ2

ε et
des coefficients {ϕ′p}Lp=1. Finalement, nous estimons un modèle AR(Q) à partir de la séquence de
coefficients {1, ϕ′1, ..., ϕ′L} (vus comme des observations issues de ce processus). Les paramètres
ainsi obtenus par résolution des équations de Yule et Walker correspondent à une estimation des
coefficients {θq}Qq=1. Nous vérifions sur la figure 3.5 la validité de cette procédure à partir d’un
exemple synthétique.

b) Validation expérimentale

Nous allons maintenant vérifier la validité de cette paramétrisation ARMA de l’ACVF et de la
DSP. Nous considérons les mêmes paramètres de salle et le même temps de réverbération (250 ms)
que pour les RIRs simulées dans la section précédente. On calcule à partir de ces paramètres
l’ACVF théorique donnée à l’équation (3.16) et nous estimons à partir de celle-ci les paramètres
d’un modèle ARMA(7, 2). L’ordre de la partie AR est choisi arbitrairement tandis que l’ordre de
la partie MA est fixé en fonction du support de l’ACVF γ′(m) définie au paragraphe précédent. En
effet il s’agit de l’ACVF d’un processus MA, on sait donc que γ′(m) = 0 pour m > Q. On trace
sur la figure 3.6 la DSP et l’ACVF calculées à partir de cette paramétrisation. On observe que le
modèle ARMA permet de très bien représenter les statistiques de la partie tardive de la RFR. La
DSP est tracée en décibels afin de mettre en évidence le fait que la décroissance exponentielle est
bien respectée.

61



0 2000 4000 6000 8000 10000
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pôles originaux
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FIGURE 3.5 – Illustration de l’estimation des paramètres d’un modèle ARMA sur un exemple synthétique.
Les observations ont été générées à partir d’un modèle ARMA(5,2).

Finalement, afin de vérifier la validité du modèle complet (ACVF, DSP théoriques et paramé-
trisation ARMA), nous synthétisons la partie tardive d’une réponse de salle à partir du modèle
ARMA. Il s’agit pour cela d’effectuer un filtrage ARMA dans le domaine fréquentiel d’un bruit
blanc gaussien complexe propre. Les paramètres du filtre correspondent à ceux estimés à partir de
l’ACVF théorique. La RIR synthétique est ensuite reconstruite par TFD inverse en utilisant la sy-
métrie hermitienne de la RFR. Celle-ci est représentée sur la figure 3.7. On observe clairement la
décroissance exponentielle de la réverbération tardive, commençant à partir du temps de mélange
tel que décrit par le PTE à l’équation (3.13). Le temps de réverbération estimé grace à la méthode
de Schroeder [Schroeder, 1965] est de 280 ms, ce qui est proche de la valeur cible de 250 ms.
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FIGURE 3.6 – Paramétrisation ARMA(7,2) de la DSP et de l’ACVF.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé deux nouveaux modèles distincts pour les parties précoce
et tardive des réponses en fréquence de salle, l’idée principale étant de chercher à transcrire la
dynamique temporelle des réponses de salle sous forme de corrélations fréquentielles.

A partir de résultats d’acoustique géométrique des salles, les premières contributions ont été
représentées dans le domaine temporel par des impulsions auxquelles correspondent une atténua-
tion et un retard. Cette approche nous a amené à modéliser la réponse en fréquence associée aux
premières contributions comme un processus AR. En supposant que le trajet direct domine les
premiers échos, l’ordre de ce processus AR peut être fixé à 1.

D’après des résultats d’acoustique statistique des salles nous représentons la réverbération tar-
dive en fréquence par un processus gaussien complexe, centré, propre et stationnaire au sens large.
Nous avons montré qu’il est possible d’exploiter la décroissance exponentielle de la réverbération
tardive dans le domaine temporel afin d’obtenir des expressions théoriques des fonctions de den-
sité spectrale de puissance et d’autocovariance de ce processus. Nous avons finalement proposé de
paramétrer ces deux quantités par un modèle ARMA.

Ces modèles fréquentiels de réponse de salle vont nous permettre dans le chapitre suivant de
guider l’estimation des filtres de mélange dans un contexte de séparation de sources.
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Chapitre 4

Séparation de sources avec a priori sur
la réponse en fréquence des filtres de
mélange
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La méthode de séparation de sources développée dans ce chapitre se base sur l’approche pro-
posée dans [Ozerov et Févotte, 2010; Ozerov et al., 2011]. Dans cette référence les sources sont
représentées comme des variables aléatoires latentes dans le domaine de la TFCT. Les filtres de
mélange sont quant à eux considérés comme des paramètres déterministes dans le domaine fré-
quentiel, estimés au sens du maximum de vraisemblance, c’est-à-dire à partir des données obser-
vées uniquement. L’inférence des sources et l’estimation des paramètres sont effectuées grâce à
un algorithme EM. Nous commençons par présenter cette méthode à la section 4.1.

Nous proposons ensuite à la section 4.2 d’utiliser les modèles de réponse en fréquence de salle
développés au chapitre précédent afin de définir un a priori probabiliste sur la réponse en fréquence
des filtres de mélange. L’approche suivie dans ce chapitre pour définir le modèle est illustrée par
la figure 4.1.

Le modèle de filtres de mélange est pris en compte à la section 4.3 afin de modifier l’étape M
de l’algorithme EM précédent, dans le but d’estimer les filtres au sens du maximum a posteriori.

Enfin, dans la section 4.4 nous montrons expérimentalement que la prise en compte de l’a
priori permet d’améliorer les résultats de séparation de sources. Cette méthode a fait l’objet d’une
publication dans un article de revue [Leglaive et al., 2016b].

FIGURE 4.1 – Illustration de l’approche suivie dans ce chapitre.

4.1 Modèles et estimation des filtres au sens du maximum de vrai-
semblance

Dans cette section nous présentons le modèle et l’algorithme d’inférence développés dans
[Ozerov et Févotte, 2010; Ozerov et al., 2011].

4.1.1 Modèle

a) Modèle de mélange

On considère un mélange bruité de J sources sur I canaux exprimé dans le domaine de la
TFCT tel que pour tout (f, n) ∈ {0, ..., F − 1} × {0, ..., N − 1} :

xfn = Afsfn + bfn, (4.1)
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où xfn = [xi,fn]>i ∈ CI , sfn = [sj,fn]>j ∈ CJ , Af = [aij,f ]i,j ∈ CI×J est la matrice de mélange
formée à partir des réponses en fréquence de salle et bfn = [bi,fn]>i ∈ CI est un bruit blanc
gaussien complexe stationnaire en temps et isotrope spatialement :

bfn ∼ Nc(0,Σb,f ), Σb,f = σ2
b,fII , (4.2)

où σ2
b,f > 0 et II est la matrice identité de taille I .Nc(µ,Σ) représente la loi gaussienne complexe

multivariée propre de densité de probabilité :

Nc(x;µ,Σ) =
1

det(πΣ)
exp[−(x− µ)HΣ−1(x− µ)], (4.3)

avec det(M) le déterminant de la matrice M. Le terme «propre» signifie que la matrice de pseudo-
covariance E[(x − µ)(x − µ)>] est nulle [Adali et al., 2011]. De plus, si le vecteur moyenne µ
est également nul alors la distribution est à symétrie circulaire.

Il est important de mentionner que ce terme bfn ne correspond en général pas à un bruit réel
dans le mélange. Il permet dans le cadre d’un modèle probabiliste d’indiquer que conditionnelle-
ment aux variables de sources, le mélange est gaussien.

b) Modèle de source

Les sources sont supposées mutuellement et individuellement indépendantes pour chaque
point TF tel que :

sfn ∼ Nc(0,Σs,fn), Σs,fn = diag
(
{vj,fn}j

)
, (4.4)

où diag({cm}m) est la matrice diagonale construite à partir des coefficients cm pourm = 1, ...,M .
Les variances dans le modèle de source (4.4) sont de plus structurées par l’intermédiaire d’un

modèle NMF dont nous rappelons l’expression :

vj,fn = (WjHj)f,n, (4.5)

où Wj ∈ RF×Kj+ et Hj ∈ RKj×N+ avec Kj le rang de la factorisation pour la source j.

4.1.2 Inférence par l’algorithme EM

Dans la méthode originellement proposée dans [Ozerov et Févotte, 2010], chaque source sj,fn
est décomposée comme la somme de Kj composantes gaussiennes ck,fn, représentées par une
NMF de rang 1. Ces composantes sont alors considérées comme les variables latentes pour déve-
lopper un algorithme EM. Il a ensuite été proposé, notamment par les mêmes auteurs, de consi-
dérer directement les sources sj,fn comme variables latentes [Ozerov et al., 2011]. Cette seconde
approche permet d’accélérer la convergence de l’algorithme EM.

Nous notons donc s = {sfn}f,n l’ensemble des variables latentes et x = {xfn}f,n l’ensemble
des variables observées. θ =

{
{Wj ,Hj}j , {Af , σ

2
b,f}f

}
correspond à l’ensemble des paramètres

du modèle à estimer.

Vraisemblance D’après le modèle présenté à la section 4.1.1, la distribution du mélange est
donnée par :

xfn;θ ∼ Nc(0,Σx,fn), Σx,fn = AfΣs,fnA
H
f + Σb,f . (4.6)
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Log-vraisemblance des données complètes A l’étape E de l’algorithme EM nous devons cal-
culer l’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance des données complètes QMV(θ;θ′) =
Es|x,θ′ [ln p(x, s|θ)] où θ′ représente la valeur courante des paramètres. D’après les équations
(4.1), (4.2) et (4.4) la log-vraisemblance des données complètes s’écrit :

ln p(x, s;θ) = −FN(I + J) ln(π)

−
F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

[
ln det(Σb,f ) + (xfn −Afsfn)HΣ−1

b,f (xfn −Afsfn)
]

−
J∑
j=1

F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

[
ln[(WjHj)f,n] +

|sj,fn|2

(WjHj)f,n

]
. (4.7)

Distribution a posteriori des sources On sait que sfn et bfn sont deux vecteurs aléatoires
gaussiens indépendants, donc [s>fn,b

>
fn]> est également un vecteur gaussien. Par linéarité de la

loi normale,
[
sfn
xfn

]
=

[
IJ 0
Af II

] [
sfn
bfn

]
est également un vecteur aléatoire gaussien. On peut alors

montrer d’après les propriétés de la loi gaussienne multivariée que la distribution a posteriori des
variables cachées s’écrit :

p(s|x;θ) =
∏
f,n

p(sfn|xfn;θ) où sfn|xfn;θ ∼ Nc(ŝfn,Σpost
s,fn), (4.8)

avec

. ŝfn = Σs,fnA
H
f Σ−1

x,fnxfn ;

. Σpost
s,fn = Σs,fn −Σs,fnA

H
f Σ−1

x,fnAfΣs,fn.

Nous remarquons que pour calculer l’estimateur des sources donné par la moyenne a posteriori
ŝfn, il est nécessaire d’inverser la matrice de covariance du mélange Σx,fn définie à l’équation
(4.6). La matrice de covariance du bruit dans cette équation permet de prévenir l’inversion d’une
matrice mal conditionnée. En effet si dans le cas sous-déterminé la matrice Σs,fn a plus de (J−I)
termes diagonaux nuls, alors le rang de AfΣs,fnA

H
f est inférieur à I . Ce cas de figure peut arriver

dans certaines régions TF où plusieurs sources sont inactives.

Étape E A partir des équations (4.7) et (4.8), on peut calculer l’espérance conditionnelle de la
log-vraisemblance des données complètes. La fonction à maximiser à l’étape M s’écrit :

QMV(θ;θ′)
c
= −N

F−1∑
f=0

[
ln det(Σb,f )

+ trace
(
Σ−1

b,fR̂xx,f −Σ−1
b,fAfR̂

H
xs,f −Σ−1

b,fR̂xs,fA
H
f + Σ−1

b,fAfR̂ss,fA
H
f

)]
−

J∑
j=1

F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

[
ln[(WjHj)f,n] +

p̂j,fn
(WjHj)f,n

]
, (4.9)

où

. R̂··,f =
1

N

N−1∑
n=0

R̂··,fn ;

. R̂xx,fn = Es|x,θ′ [xfnx
H
fn] = xfnx

H
fn ;
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. R̂xs,fn = Es|x,θ′ [xfns
H
fn] = xfnŝ

H
fn ;

. R̂ss,fn = Es|x,θ′ [sfns
H
fn] = Σpost

s,fn + ŝfnŝ
H
fn ;

. p̂j,fn = Es|x,θ′ [|sj,fn|2] =
(
R̂ss,fn

)
j,j

.

Étape M - matrice de mélange En annulant le gradient de QMV(θ;θ′) par rapport à la matrice
de mélange Af on obtient la règle de mise à jour suivante :

Af = R̂xs,fR̂
−1
ss,f . (4.10)

Étape M - covariance du bruit De la même façon on obtient la règle de mise à jour de la
matrice de covariance du bruit Σb,f :

Σb,f = trace(R̂xx,f −AfR̂
H
xs,f − R̂xs,fA

H
f + AfR̂ss,fA

H
f )

II
I
. (4.11)

Étape M - paramètres NMF On reconnaît dans l’expression de QMV (θ;θ′) la divergence
d’Itakura-Saito définie à l’équation (2.21), page 31. Les matrices Wj et Hj peuvent alors être
mises à jour en résolvant le problème d’optimisation suivant :

min
Wj ,Hj≥0

F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

dIS
(
p̂j,fn, (WjHj)f,n

)
. (4.12)

Ce problème peut être résolu grâce aux règles multiplicatives présentées dans [Févotte et al., 2009]
et rappelées page 32 aux équations (2.23) et (2.24) (dans le cas β = 0).

4.1.3 Reconstruction des sources

Les sources et les filtres sont estimés à un facteur d’échelle près dépendant de la fréquence.
C’est pourquoi nous fournirons en sortie de cet algorithme les sources images estimées :

ŷj,fn = âj,fnŝj,fn, (4.13)

où ŝj,fn = (ŝfn)j est la moyenne a posteriori de la source j au point TF (f, n) et âj,f correspond
à la j-ème colonne de la matrice de mélange estimée. Les signaux temporels peuvent ensuite être
reconstruits par TFCT inverse.

Comme indiqué dans [Ozerov et Févotte, 2010], à l’inverse des approches basées sur l’ICA par
sous-bandes de fréquences (voir section 2.1.2a, page 23), la méthode que nous venons de présenter
ne souffre pas du problème de permutation des canaux fréquentiels. Cette propriété provient du
couplage entre bandes de fréquences induit par le modèle de source NMF et également de la
procédure d’estimation conjointe des paramètres de source et de la matrice de mélange.

4.2 A priori sur les filtres de mélange

Nous souhaitons désormais utiliser les modèles développés au chapitre 3 pour définir des a
priori sur les filtres de mélange. On décompose pour cela la matrice de mélange Af sous la forme
suivante :

Af = Ae,f + Al,f , (4.14)

où Ae,f = [aeij,f ]i,j ∈ CI×J et Al,f = [alij,f ]i,j ∈ CI×J correspondent respectivement aux parties
précoce et tardive des filtres de mélange.
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4.2.1 A priori pour les contributions précoces

On considère que chaque filtre {aeij,f}f , i = 1, ..., I , j = 1, ..., J , suit le modèle AR(1) défini
à l’équation (3.7), page 55 :

aeij,f = δija
e
ij,f−1 + κ(f), κ(f) ∼ Nc(0, σ2

κ), (4.15)

où δij = e−ı2πτij/La avec La la longueur de la réponse impulsionnelle des filtres de mélange et
τij = b(rijc)/fsc avec rij la distance entre la source j et le microphone i exprimée en mètres. On
considère de plus que la longueur des filtres La est égale à la longueur de la fenêtre d’analyse de
la TFCT. On suppose donc que le temps de réverbération est inférieur ou égal à la longueur de la
fenêtre d’analyse.

On peut alors écrire la distribution jointe des coefficients {aeij,f}f :

p({aeij,f}f ) = p(aeij,0)

F−1∏
f=1

p(aeij,f |aeij,f−1) = p(aeij,0)

F−1∏
f=1

N(aeij,f ; δija
e
ij,f−1, σ

2
κ). (4.16)

On suppose de plus que pour tout couple d’indices i et j, aeij,0 suit un a priori «plat» 1. Le loga-
rithme de la densité de probabilité a priori sur l’ensemble des coefficients {aeij,f}i,j,f peut alors
s’écrire sous la forme matricielle suivante :

ln p({Ae,f}f )
c
= −IJ(F − 1) ln(σ2

κ)− 1

σ2
κ

F−1∑
f=1

∣∣∣∣∣∣Ae,f −∆�Ae,f−1

∣∣∣∣∣∣2
F
, (4.17)

où ∆ = [δij ]i,j ∈ CI×J et || · ||F est la norme de Frobenius.
Cet a priori possède comme hyperparamètres les coefficients AR {δij}i,j et la variance σ2

κ.
Les coefficients AR peuvent être estimés au sein de l’algorithme EM ou fixés si l’on connaît la
distance rij entre chaque source j et microphone i. Dans un cadre bayésien, la variance σ2

κ est
fixée et exprime la confiance que nous avons dans l’a priori, c’est-à-dire sur le fait que aeij,f est
proche de δijaij,f−1.

4.2.2 A priori pour la réverbération tardive

On considère que chaque filtre {alij,f}f , i = 1, ..., I , j = 1, ..., J , suit le modèle ARMA causal
et inversible défini à l’équation (3.22), page 59 :

Φ(L)alij,f = Θ(L)ε(f), ε(f) ∼ N (0, σ2
ε ). (4.18)

On remarque que les polynômes Φ(L) et Θ(L) ne dépendent pas des indices de source et de
microphone. Cela provient en effet du caractère diffus du champ sonore associé à la réverbération
tardive. Pour cette partie de la réponse de salle, l’énergie sonore est uniformément répartie dans
la salle et suivant toutes les directions. Le modèle (4.18) peut de façon équivalente s’écrire en
fonction du vecteur alj,f = [alij,f ]>i ∈ CI :

Φ(L)alj,f = Θ(L)εf , εf ∼ Nc(0,Σε,f = σ2
ε II). (4.19)

1. Soit θ un paramètre réel ou complexe à estimer à partir d’observations x. On appelle a priori «plat» une distribu-
tion de probabilité de densité (potentiellement impropre) p(θ) constante par rapport à θ. Ainsi l’estimateur MAP de θ
correspond à l’estimateur MV, i.e. θ? = arg maxθ p(θ|x) = arg maxθ p(x|θ)p(θ) = arg maxθ p(x|θ). Cet a priori
caractérise précisément l’absence d’information a priori sur le paramètre θ.

70



CHAPITRE 4. SÉPARATION DE SOURCES AVEC A PRIORI SUR LA RÉPONSE EN
FRÉQUENCE DES FILTRES DE MÉLANGE

La matrice de covariance du bruit Σε,f étant proportionnelle à l’identité, nous ne considérons
aucune dépendance spatiale entre la partie tardive des filtres de mélange associés à la source j.
Nous avons alors la relation suivante caractérisant la distribution jointe des coefficients {alij,f}i,f
exprimée en fonction des vecteurs {alj,f}f :

p({alj,f}f ) ∝
F−1∏
f=0

Nc

(
Φ(L)

Θ(L)
alj,f ; 0,Σε,f

)
. (4.20)

Il s’agit uniquement d’une relation de proportionnalité car nous avons omis un terme lié au jaco-
bien de la transformation inverse du filtrage ARMA qui ne dépend pas des coefficients {alij,f}i,f
du fait de la linéarité de la transformation.

Finalement, en supposant de plus l’indépendance des filtres suivant l’indice j, le logarithme
de la densité de probabilité a priori sur l’ensemble des coefficients {alij,f}i,j,f peut s’écrire sous la
forme suivante faisant intervenir la matrice de mélange Al,f :

ln p({Al,f}f )
c
=

F−1∑
f=0

−J ln det(πΣε,f )− trace

[(
Φ(L)

Θ(L)
Al,f

)H
Σ−1

ε,f

(
Φ(L)

Θ(L)
Al,f

)]
. (4.21)

Les hyperparamètres de cet a priori sont les coefficients ARMA {ϕp}p, {ϑq}q et la variance du
bruit σ2

ε . Comme au chapitre 3, nous utiliserons un modèle ARMA(7,2) dont les coefficients sont
appris à partir de l’ACVF théorique définie à l’équation (3.16), page 58. Cette fonction dépend du
temps de réverbération, du volume de la pièce et de la surface totale des parois. Ces paramètres qui
seront supposés connus permettent de définir le facteur de décroissance exponentielle τ (équation
(3.14), page 57), le temps de mélange t0 (équation (3.1), page 53), la variance de la réverbération
tardive σ2

rev (équation (3.18), page 58) et le coefficient d’absorption moyen de la salle α (équation
(3.19), page 58). Comme précédemment, la variance du bruit du modèle ARMA σ2

ε est supposée
fixée et exprime la confiance que nous avons dans l’a priori.

4.3 Estimation des filtres au sens du maximum a posteriori

Nous reprenons l’algorithme EM présenté à la section 4.1 dans le cas de l’estimation MV des
paramètres et notamment des filtres de mélange. Afin de prendre en compte les a priori que nous
venons de développer, seule l’estimation des filtres de mélange à l’étape M de cet algorithme est
modifiée. On cherche à minimiser la quantité suivante :

L({Ae,f}f , {Al,f}f ) = −QMV(θ;θ′)− ln p({Ae,f}f )− ln p({Al,f}f ), (4.22)

où QMV(θ;θ′) est donné à l’équation (4.9) avec Af = Ae,f + Al,f , ln p({Ae
f}f ) est défini à

l’équation (4.17) et ln p({Al
f}f ) à l’équation (4.21).

4.3.1 Étape M pour la partie précoce des filtres de mélange

En annulant le gradient de L({Ae,f}f , {Al,f}f ) par rapport à Ae,f on obtient comme mise à
jour pour f = 0 :

vec(Ae,f ) =
[
NR̂>ss,f ⊗ II +

1

σ2
κ

(IJ ⊗Σb,f )
]−1

× vec
[
NR̂xs,f −NAl,fR̂ss,f +

1

σ2
κ

Σb,f

(
∆∗ �Ae,f+1

)]
; (4.23)
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pour 1 ≤ f ≤ F − 2 :

vec(Ae,f ) =
[
NR̂>ss,f ⊗ II +

2

σ2
κ

(IJ ⊗Σb,f )
]−1

× vec
[
NR̂xs,f −NAl,fR̂ss,f +

1

σ2
κ

Σb,f

(
∆�Ae,f−1 + ∆∗ �Ae,f+1

)]
;

(4.24)

pour f = F − 1 :

vec(Ae,f ) =
[
NR̂>ss,f ⊗ II +

1

σ2
κ

(IJ ⊗Σb,f )
]−1

× vec
[
NR̂xs,f −NAl,fR̂ss,f +

1

σ2
κ

Σb,f

(
∆�Ae,f−1

)]
; (4.25)

où vec(·) concatène les colonnes d’une matrice en un seul vecteur colonne et ⊗ est le produit de
Kronecker.

La mise à jour de la matrice Ae,f pour une fréquence donnée dépend des valeurs de cette
matrice aux fréquences adjacentes. Il s’agit donc d’une méthode de relaxation (coordinate descent
en anglais) et en théorie les mises à jour (4.23)-(4.25) doivent être répétées plusieurs fois au sein
de chaque étape M. En pratique nous n’effectuons que deux itérations.

Les coefficients AR {δij}i,j qui correspondent aux paramètres de l’a priori (4.17) peuvent
être fixés si la distance relative entre chaque source et chaque microphone est connue, ou bien ils
peuvent être estimés au sein de l’étape M de l’algorithme EM, à partir de l’estimation courante de
la partie précoce des filtres de mélange. Nous choisissons la seconde option car il peut être difficile
en pratique de connaître les distances sources/microphones.

Nous cherchons donc à estimer les coefficients AR qui minimisent le critère (4.22) sous la
contrainte |δij | = 1 imposée par le modèle (4.15). Ceci est équivalent à maximiser le logarithme de
la densité de probabilité a priori ln p({Ae,f}f ) défini à l’équation (4.17) sous la même contrainte.
Ce terme peut être compris ici comme une log-vraisemblance, car on suppose les filtres de mélange
observés, à partir de leur estimation courante. On obtient finalement la mise à jour des coefficients
AR par la méthode des multiplicateurs de Lagrange :

δij =

F−1∑
f=1

aeij,f (aeij,f−1)∗∣∣∣ F−1∑
f=1

aeij,f (aeij,f−1)∗
∣∣∣ , (4.26)

4.3.2 Étape M pour la partie tardive des filtres de mélange

Pour l’estimation de la partie tardive des filtres de mélange, nous ne pouvons malheureuse-
ment pas adopter la même approche que pour la partie précoce car il n’est pas possible d’annuler
facilement le gradient L({Ae,f}f , {Al,f}f ) par rapport à Al,f à cause de la partie MA du modèle
ARMA. Nous allons alors nous orienter vers une méthode de descente de gradient pour minimiser
ce critère par rapport à {Al,f}f . Nous avons étudié différentes approches dont la méthode de des-
cente de gradient à pas optimal, l’approche de Barzilai et Borwein [Barzilai et Borwein, 1988], et la
méthode du gradient conjugué avec ou sans préconditionnement. Nous avons obtenu les meilleurs
résultats en terme de vitesse de convergence avec la dernière approche (avec précondionnement).
Nous détaillons cette méthode ci-dessous.
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Notre objectif est de minimiser le critère L({Ae,f}f , {Al,f}f ) par rapport au vecteur de pa-
ramètres de taille IJF suivant :

al =
[

vec
(
Al,0

)>
, vec

(
Al,1

)>
, ..., vec

(
Al,F−1

)>]>
. (4.27)

Nous décomposons le gradient g (vecteur colonne de taille IJF ) comme la concaténation de F
gradients :

g = [g>0 ,g
>
1 , ...,g

>
F−1]>, (4.28)

avec gf = vec
(

1
2∇Al,f

L({Ae,f}f , {Al,f}f )
)

. Nous pouvons montrer à partir de l’équation
(4.22) que :

gf =N vec
(
Σ−1

b,f (Ae,fR̂ss,f − R̂xs,f )
)

+N
(
R̂>ss,f ⊗Σ−1

b,f

)
vec
(
Al,f

)
+

Φ∗(L−1)

Θ∗(L−1)

(
(IJ ⊗Σ−1

ε,f )
Φ(L)

Θ(L)
vec
(
Al,f

))
, (4.29)

où on rappelle que Φ∗(L−1) =
∑P

p=0 ϕ
∗
pL
−p et Θ∗(L−1) =

∑Q
q=0 ϑ

∗
qL
−q. Nous rappelons éga-

lement que dans cette équation, les ratios de polynômes en L et L−1 représentent des opérateurs
de filtrage.

Nous voulons résoudre g = 0 ce qui est ici équivalent à résoudre un système d’équations
linéaires. De façon classique, nous utilisons la méthode du gradient conjugué avec précondition-
nement [Golub et Van Loan, 1996] pour résoudre ce problème, celle-ci est présentée dans un cadre
général à l’annexe D. A partir de l’équation (4.29) et en utilisant le fait que la matrice Σε,f est
diagonale, nous définissons la matrice de préconditionnement diagonale suivante :

D =


D0 0 · · · 0
0 D1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · DF−1

 , (4.30)

où la matrice Df est définie par :

Df = N diag(R̂>ss,f ⊗Σ−1
b,f ) +

1

σ2
ε

IIJ

Nψ∑
s=0

|ψs|2. (4.31)

Les variables {ψs}
Nψ
s=0 correspondent aux coefficients d’un polynôme Ψ(L) caractérisant la fonc-

tion de transfert d’un modèle MA d’ordre NΨ. Nous cherchons ici à représenter le modèle ARMA
inverse de fonction de transfert Φ(L)/Θ(L) par ce modèle MA. Il s’agit d’une représentation
exacte si l’ordre NΨ est infini. En pratique nous obtenons une approximation très précise en choi-
sissant un ordre Nψ = 2048 comme l’indique la densité spectrale de puissance représentée sur la
figure 4.2.

La méthode du gradient conjugué avec préconditionnement pour la mise à jour de la partie
tardive des filtres de mélange {Al,f}f est finalement résumée dans l’algorithme 1. Le critère
d’arrêt pour cet algorithme itératif correspond à un nombre d’itérations égal à 20.
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échantillons

-50

0

50

a
m
p
li
tu
d
e
(d
B
)
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FIGURE 4.2 – Approximation du modèle ARMA(7,2) inverse de fonction de transfert Φ(L)/Θ(L) par un
modèle MA d’ordre Nψ = 2048 de fonction de transfert Ψ(L).

Algorithme 1 Mise à jour de {Al,f}f à l’étape M par la méthode du gradient conjugué avec
préconditionnement

1: Initialiser g d’après (4.28) et (4.29)
2: Initialiser ω = [ω>0 ,ω

>
1 , ...,ω

>
F−1]> où ωf = D−1

f gf avec Df défini à l’équation (4.31)
3: Tant que critère d’arrêt non rencontré
4: γ = [γ>0 ,γ

>
1 , ...,γ

>
F−1]> avec γf = N(R̂>ss,f ⊗Σ−1

b,f )ωf + Φ∗(L−1)
Θ∗(L−1)

(IJ ⊗Σ−1
ε,f ) Φ(L)

Θ(L)ωf

5: µ = (ωHg)/(ωHγ)
6: al ← al − µω
7: Calculer g d’après (4.28) et (4.29)
8: gp = D−1g avec D défini par les équations (4.30) et (4.31)
9: α = −(γHgp)/(ω

Hγ)
10: ω ← gp + αω
11: Fin Tant que

4.4 Résultats expérimentaux

Dans cette section nous détaillons les expériences conduites à partir de la base de données
«MASS-Synthétique» présentée à la section 2.7 du chapitre 2, pour laquelle le temps de réverbé-
ration est fixé à 128 ms.

Nous commençons par une expérience préliminaire ayant pour objectif de discuter l’hypothèse
de filtres de mélange courts. Nous détaillons ensuite la procédure d’initialisation des paramètres
du modèle. Finalement, après avoir étudié l’influence des hyper-paramètres des a priori, nous
comparons les résultats de séparation obtenus par estimation MV des filtres de mélange [Ozerov
et Févotte, 2010] 2 et ceux obtenus avec l’estimation MAP proposée. Des exemples audio sont
disponibles en ligne 3.

2. Comme indiqué à la section 4.1.2, page 67, nous utilisons en fait l’algorithme proposé dans [Ozerov et al., 2011],
qui reste néanmoins très proche de celui introduit dans [Ozerov et Févotte, 2010]. Pour des raisons de concision nous
ne ferons donc référence qu’à la version originale de la méthode [Ozerov et Févotte, 2010].

3. https://perso.telecom-paristech.fr/leglaive/demoMASSwPRP.html
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4.4.1 Expérience préliminaire concernant l’hypothèse de filtres de mélange courts

L’objectif de cette section est de discuter l’hypothèse de filtres de mélange courts utilisée pour
exprimer le mélange convolutif dans le domaine de la TFCT. Nous supposons que la longueur des
filtres de mélange est égale au temps de réverbération.

D’une part, pour écrire la convolution dans le domaine temporel comme une simple multipli-
cation dans le domaine de la TFCT, nous devons théoriquement utiliser une fenêtre d’analyse plus
longue que le temps de réverbération. D’autre part, nous ne pouvons pas choisir une fenêtre d’ana-
lyse trop longue en raison de l’hypothèse de stationnarité locale des signaux sources. Par ailleurs,
les vrais filtres de mélange peuvent toujours être retrouvés en théorie dans le cas limite où la lon-
gueur de la fenêtre d’analyse est égale au temps de réverbération. Par exemple, en considérant le
jeu de données utilisé ici, nous pouvons choisir une fenêtre de longueur égale à celle des filtres
de mélange (128 ms) et interpréter la matrice de mélange Af comme étant construite à partir des
réponses en fréquence des filtres. En revanche si la fenêtre d’analyse est plus courte, les filtres sont
sous-paramétrés et cette interprétation n’est plus valide.

Même si cette approche est théoriquement discutable, elle peut s’avérer efficace en termes de
résultats de séparation de sources oracles. Cela peut expliquer pourquoi ce modèle de mélange
est encore largement utilisé dans la littérature. En effet, même s’il ne permet pas de représenter
le véritable processus de mélange (convolution dans le domaine temporel), sa simplicité est utile
pour la séparation aveugle de sources audio et il permet d’atteindre des performances oracles (à
paramètres du modèle connus) satisfaisantes.

Pour valider cet argument, nous avons mené une expérience préliminaire de séparation de
sources en utilisant la méthode originale proposée dans [Ozerov et Févotte, 2010], c’est-à-dire
avec estimation MV des paramètres. La longueur de la fenêtre d’analyse pour la TFCT est égale
au temps de réverbération (128 ms). Nous considérons trois configurations :

• Af est estimé de façon aveugle à l’étape M selon l’équation (4.10).

• La partie précoce des filtres Ae,f est fixée aux valeurs oracles en utilisant les filtres de
mélange originaux tronqués au temps de mélange, tandis que la partie tardive des filtres
Al,f est fixée à zéro.

• La matrice de mélange complète Af = Ae,f + Al,f est fixée de façon oracle grâce aux
vrais filtres de mélange.

Tous les autres paramètres du modèle sont estimés de façon aveugle.
Les résultats moyens de séparation dans ces trois cas sont présentés dans le tableau 4.1. Nous

observons tout d’abord que même si la longueur de la fenêtre d’analyse de la TFCT est égale
à la longueur des filtres de mélange, nous obtenons de bons résultats de séparation lorsque la
matrice Af est fixée à sa valeur oracle. Nous observons également que lorsque nous négligeons
la réverbération tardive en fixant Al,f à zéro, les performances de séparation diminuent fortement
par rapport au cas précédent. Ceci montre l’importance d’obtenir une bonne estimation pour les
parties précoce et tardive des filtres de mélange.

Grâce à cette expérience préliminaire, nous pouvons conclure que l’on peut espérer de bonnes
performances de séparation même si la longueur des filtres de mélange est égale à la longueur
de la fenêtre d’analyse de la TFCT. En effet nous avons vu que lorsque les filtres sont connus
nous obtenons une qualité de séparation satisfaisante. Le but de notre approche est précisément
d’intégrer des contraintes sur les filtres de mélange afin de guider leur estimation dans le but de se
rapprocher des vrais filtres de mélange, qui correspondent à des réponses de salle.
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Mesures Configuration Résultats moyens

SDR
Af est estimé de façon aveugle 0.0

Ae,f est fixé de façon oracle et Al,f est fixé à zéro 0.9
Af est fixé de façon oracle 7.9

ISR
Af est estimé de façon aveugle 5.3

Ae,f est fixé de façon oracle et Al,f est fixé à zéro 7.6
Af est fixé de façon oracle 15.6

SIR
Af est estimé de façon aveugle 2.1

Ae,f est fixé de façon oracle et Al,f est fixé à zéro 3.9
Af est fixé de façon oracle 13.5

SAR
Af est estimé de façon aveugle 6.4

Ae,f est fixé de façon oracle et Al,f est fixé à zéro 10.8
Af est fixé de façon oracle 12.0

TABLEAU 4.1 – Résultats préliminaires de séparation de sources (en dB) moyennés sur les 29 sources de la
base de données.

4.4.2 Initialisation des paramètres du modèle

La solution obtenue par un algorithme EM est très sensible aux valeurs initiales des paramètres
du modèle. Nous décrivons ci-après la procédure d’intialisation utilisée, elle s’inspire de celle
proposée dans [Ozerov et Févotte, 2010, section IV.H].

1. Superposer les TFCTs des canaux gauche et droite du mélange afin de créer une matrice à
valeurs complexes de taille 2F ×N .

2. Calculer une NMF de rang Kinit avec la divergence d’Itakura-Saito à partir du module au
carré de cette matrice. Séparer les atomes spectraux obtenus suivant leur association au canal
gauche ou droite.

3. Reconstruire par filtrage de Wiener (voir par exemple [Févotte et al., 2009]) Kinit compo-
santes cik,fn pour les canaux gauche (i = 1) et droit (i = 2). En considérant un modèle de
propagation anéchoïque nous pouvons écrire cik,fn = ρike

−ı2πfτik/La |ck,fn|eı arg(ck,fn).
4. Calculer c̃ik,fn = cik,fn/e

ı arg(c1k,fn). Ces variables vérifient :

c̃1k,fn = ρ1k|ck,fn|;

c̃2k,fn = ρ2k|ck,fn|e−ı2πf(τ2k−τ1k)/La .

5. Calculer c̄ik,f =
1

N

∑
n

c̃ik,fn.

6. Calculer et dérouler ξk,f = arg

(
c̄2k,f

c̄1k,f

)
. Ces variables vérifient :

ξk,f = −2πf(τ2k − τ1k)/La.

7. En supposant des sources ponctuelles et spatialement disjointes, les ensembles {ξk,f}f , k =
1, ...,Kinit, forment J partitions car de multiples composantes sont associées spatialement
à la même source et possèdent donc la même différence de temps d’arrivée (τ2k − τ1k).
Utiliser l’algorithme des «K-moyennes» pour partitionner les ensembles {ξk,f}f suivant k.
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8. En notantKj l’ensemble des indices k associés à la source j, initialiser les filtres de mélange

suivant aij,f =
1

#Kj

∑
k∈Kj

c̄ik,f .

9. Calculer une pré-séparation par masquage TF en utilisant les filtres de mélange ainsi obte-
nus. Nous utilisons pour cela le code fournit dans le cadre du challenge SiSEC 2008 4.

10. Initialiser les paramètres NMF à partir des sources ainsi séparées en utilisant la divergence
de Kullback-Leibler généralisée (afin d’être plus robuste aux artéfacts créés par le masquage
TF).

11. Initialiser σ2
b,f = 10−2

∑
i,n

|xi,fn|2/(IN).

La méthode d’estimation MAP requiert l’initialisation individuelle des parties précoce et tardive
des filtres de mélange. Pour cela nous séparons temporellement les filtres obtenus par la procédure
précédente en accord avec le temps de mélange t0 défini à l’équation (3.1), page 53.

4.4.3 Résultats de séparation : Comparaison des approches MV et MAP

Comme mentionné précédemment, nous utilisons une fenêtre d’analyse/synthèse pour la TFCT
d’une longueur de 128 ms ou 2048 points à 16 kHz. Le rang du modèle de NMF est arbitrairement
fixé à 10 pour toutes les sources. Les algorithmes EM dans le cas des estimations MV et MAP
sont lancés pendant 500 itérations à partir de la même initialisation.

Nous rappelons que les coefficients AR du modèle pour la partie précoce des filtres de mélange
sont estimés à l’étape M de l’algorithme EM. Les coefficients du modèle ARMA(7,2) pour la
réverbération tardive sont en revanche estimés à partir de l’ACVF théorique définie à l’équation
(3.16), page 58, connaissant certains paramètres de salle.

Les variances des deux a priori correspondent à des paramètres critiques pour les résultats de
séparation comme l’indique la figure 4.3. Nous observons que selon le choix de ces deux hyper-
paramètres, le SDR moyen pour un des mélanges de la base de données varie entre 0.2 et 4.2 dB.
Ces variances contrôlent l’influence des a priori pour l’estimation des filtres de mélange, plus
leur valeur est faible, plus les a priori ont d’importance et inversement. Si leur valeur est trop
élevée, les a priori deviennent «plats» et n’ont pas d’effet sur les résultats par rapport à l’estimation
MV des filtres. Dans ce cas, c’est la vraisemblance qui domine dans la fonction de coût définie
à l’équation (4.22). Du fait de cette dépendance des résultats aux variances des a priori, nous
évaluons les performances de séparation avec l’approche MAP sur une grille de valeurs pour ces
hyper-paramètres. La grille utilisée correspond aux graduations des axes de la figure 4.3.

a) Variances optimales pour chaque mélange

Pour chaque mélange nous calculons les résultats de séparation pour l’ensemble des valeurs
des variances appartenant à la grille de recherche. Nous sélectionnons ensuite individuellement
pour chaque mélange les variances associées aux meilleurs performances. Les résultats de sépa-
ration suivant cette stratégie sont présentés dans la colonne MAP? du tableau 4.2. Nous les com-
parons aux résultats de séparation sans a priori sur les filtres de mélange reportés dans la colonne
MV.

Nous observons que pour tous les mélanges, l’amélioration en terme de SDR grâce à l’estima-
tion MAP varie de 0.1 à 3.6 dB. En moyenne nous améliorons les résultats de 1.2 dB en terme de
SDR, 0.9 dB pour l’ISR, 1.3 dB pour le SIR et 1.1 dB en SAR.

4. http://sisec2008.wiki.irisa.fr
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FIGURE 4.3 – SDR moyen (en dB) pour un des mélanges de la base de données, calculé en fonction des
valeurs des variances des a priori σ2

ε et σ2
κ.

Cette première expérience permet de montrer que pour chaque mélange il existe des valeurs
pour les variances des a priori qui permettent d’améliorer les résultats de séparation par rapport à
une estimation MV des filtres de mélange.

b) Variances choisies par validation croisée

Nous présentons maintenant les résultats de séparation obtenus lorsque les variances sont choi-
sies par validation croisée. 7 mélanges parmi les 8 sont choisis comme échantillons d’entraînement
afin de sélectionner les valeurs optimales des variances (maximisant le SDR moyenné sur l’en-
semble des sources). La qualité de séparation est évaluée sur le dernier mélange qui sert d’échan-
tillon test. Nous répétons cette procédure 8 fois afin de traiter successivement chaque mélange
comme échantillon test. De façon intéressante, nous obtenons les variances optimales suivantes
(σ2
κ, σ

2
ε ) = (10−6, 10−7) pour chacune des 8 configurations entraînement/test. Les résultats obte-

nus avec cette technique de validation croisée sont présentés dans la colonne MAP du tableau 4.2.
Par rapport à l’approche de référence MV nous voyons que le SDR décroît de 1.5 et 1.3 dB pour
les mélanges 1 et 8 respectivement. Cependant, pour tous les autres mélanges, nous améliorons les
performances en terme de SDR grâce à la prise en compte des a priori sur les filtres de mélange.
L’amélioration varie entre 0.1 et 3.4 dB. En moyenne, l’approche MAP avec validation croisée
permet d’améliorer le SDR de 0.7 dB, l’ISR de 0.7 dB, le SIR de 0.6 dB et le SAR de 0.2 dB.

Finalement, afin d’évaluer la significativité des résultats moyennés obtenus, nous traçons sur la
figure 4.4 un nuage de points représentant le SDR (en dB) des 29 sources de la base de données ob-
tenu avec l’estimation MAP des filtres de mélange (en ordonnées) en fonction de l’estimation MV
(en abscisses). Les points rouges au dessus de la droite d’équation y = x indiquent une meilleure
séparation avec l’approche proposée. Sur la figure 4.4a nous présentons les résultats dans le cas
où les variances pour les a priori sont choisies pour maximiser le SDR moyen individuellement
pour chaque mélange (cas MAP?). Nous obtenons une majorité de points rouges indiquant une
amélioration significative des performances de séparation grâce à la prise en compte des a priori.
Sur la figure 4.4b nous traçons les résultats dans le cas où les variances sont choisies par validation
croisée (cas MAP). Nous observons plus de points bleus que précédemment, néanmoins les points
rouges restent majoritaires.

78



CHAPITRE 4. SÉPARATION DE SOURCES AVEC A PRIORI SUR LA RÉPONSE EN
FRÉQUENCE DES FILTRES DE MÉLANGE

SDR ISR SIR SAR

Mélange MV MAP? MAP MV MAP? MAP MV MAP? MAP MV MAP? MAP

1 -4.4 -4.3 -5.9 3.9 4.1 3.5 0.4 0.4 -3.4 10.4 9.8 7.3
2 -1.3 0.0 -1.0 4.1 4.0 4.5 -0.7 1.2 0.5 7.4 8.5 7.5
3 2.6 3.8 3.7 6.1 8.1 8.4 5.6 6.5 6.7 6.6 9.4 6.9
4 0.6 4.2 4.0 5.8 8.4 8.2 2.3 6.8 6.7 7.9 9.6 9.5
5 1.1 2.0 1.2 6.5 7.6 6.3 2.0 1.6 1.0 6.2 6.3 5.1
6 1.3 2.5 2.5 4.4 5.9 5.9 2.9 5.7 5.7 4.6 6.1 6.1
7 -0.7 0.1 0.0 5.0 5.1 5.1 0.5 0.8 0.7 3.4 4.6 4.3
8 1.2 1.2 -0.1 7.5 7.5 6.9 5.2 5.2 3.6 6.7 6.7 6.8

Moyenne 0.0 1.2 0.7 5.3 6.2 6.0 2.1 3.4 2.7 6.4 7.5 6.6

TABLEAU 4.2 – Résultats de séparation de sources en dB : sans a priori (MV) [Ozerov et Févotte, 2010;
Ozerov et al., 2011], avec a priori et variances optimales pour chaque mélange (MAP?), avec a priori et

variances choisies par validation croisée (MAP). La moyenne est calculée sur les 29 sources de la base de
données.

(a) Cas où les variances des a priori sont optimales
pour chaque mélange.

(b) Cas où les variances des a priori sont choisies par
validation croisée.

FIGURE 4.4 – SDR (en dB) des 29 sources de la base de données obtenu avec l’estimation MAP des filtres
de mélange (en ordonnées) en fonction de l’estimation MV (en abscisses). Le point de SDR proche de

-20 dB est associé aux balais de batterie présents dans un des mélanges. Cette source n’est pas bien
modélisée par une NMF.

4.5 Conclusion

Nous avons introduit au chapitre 3 de nouveaux modèles fréquentiels pour la partie précoce des
réponses de salle et pour la réverbération tardive. Ces modèles visent à transcrire la dynamique
temporelle des réponses de salle sous forme de corrélations dans le domaine fréquentiel. Nous
avons ensuite utilisé ces modèles dans le chapitre 4 pour définir des a priori probabilistes sur les
filtres de mélange dans le cadre d’un problème de séparation de sources sous-déterminé pour des
mélanges multicanaux et réverbérants. Ces a priori ont été pris en compte dans une approche de
type maximum a posteriori pour guider l’estimation des filtres de mélange. Nous avons montré que
cette technique permet d’améliorer les performances de séparation par rapport à une estimation au
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sens du maximum de vraisemblance.
Cependant, les résultats obtenus dépendent fortement des valeurs des variances des distribu-

tions a priori, ces dernières permettant de contrôler l’influence respective des données et des a
priori dans l’estimation des filtres. Dans de futurs travaux, nous pourrions utiliser un a priori sur
ces variances afin que leurs valeurs soient contraintes à être proches de celles obtenues par valida-
tion croisée, mais non exactement égales.

Dans ce travail nous nous sommes placés dans un cas semi-informé où le temps de réverbéra-
tion, le volume et la surface des parois de la pièce étaient supposés connus, ceci afin de pouvoir
calculer les paramètres du modèle ARMA à l’origine de l’a priori sur la réverbération tardive.
Nous pourrions par la suite essayer d’estimer de façon aveugle certains de ces paramètres comme
par exemple le temps de réverbération, en s’appuyant sur des travaux de la littérature tels que [Rat-
nam et al., 2003]. Par ailleurs, il pourrait être intéressant d’analyser la sensibilité de la méthode
par rapport à des erreurs concernant ces paramètres de salle.

Nous pourrions également étendre l’approche proposée à un modèle de sources non-ponctuelles
par l’intermédiaire de matrices de covariance spatiale. Ces matrices peuvent en effet être factori-
sées comme le produit extérieur de matrices de mélange associées à des sous-sources (voir sec-
tion 2.4.2, page 37) pour lesquelles nous pourrions utiliser les mêmes a priori que ceux présentés
précédemment.

Enfin, nous pourrions considérer non seulement la modélisation des corrélations fréquentielles
des filtres de mélange, mais aussi des corrélations spatiales. Comme cela a été utilisé dans [Duong
et al., 2010] et [Duong et al., 2013] pour la séparation de sources audio stéréo, la fonction de cor-
rélation spatiale est théoriquement définie en fonction de la distance entre les deux microphones.
Afin de prendre en compte ces corrélations spatiales, nous pourrions envisager d’utiliser une ma-
trice de covariance du bruit à l’équation (4.19) qui soit pleine, ou bien un modèle ARMA vectoriel
pour représenter la réverbération tardive dans le domaine fréquentiel.
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Troisième partie

Modélisation du mélange dans le
domaine temporel
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Chapitre 5

Filtres de mélange déterministes
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L’hypothèse de filtres de mélange courts par rapport à la longueur de la fenêtre d’analyse
de la TFCT limite fondamentalement les performances de séparation dans le cas de mélanges
enregistrés en présence de forte réverbération. Cette observation a déjà été faite dans plusieurs
articles de la littérature [Duong et al., 2010; Kowalski et al., 2010; Li et al., 2017a,b] et c’est ce
qui a motivé le développement d’autres modèles de mélange tels que ceux introduits au chapitre 2,
section 2.4.

Nous rappelons que la longueur des filtres est en général considérée comme égale au temps de
réverbération. Dans un environnement domestique ou de travail, celui-ci varie souvent entre 0.1
et 0.8 s, alors qu’il peut monter jusqu’à 2 s dans des salles de concert [Bies et Hansen, 2009]. A
l’inverse, les fenêtres d’analyse utilisées pour le calcul de la TFCT sont souvent courtes (de l’ordre
de la centaine voire de la dizaine de millisecondes) afin de satisfaire l’hypothèse de stationnarité
locale des signaux sources. Par conséquent, plus le temps de réverbération est grand, plus l’ap-
proximation de la convolution temporelle comme une simple multiplication dans le domaine de la
TFCT devient fausse. Afin d’illustrer cela nous représentons sur la figure 5.1 l’erreur quadratique
relative moyenne entre la TFCT du mélange convolutif et son approximation par multiplication de
la TFCT des sources avec la réponse en fréquence des filtres de mélange :

∆x =
1

IFN

I∑
i=1

F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

|xi,fn − x̂i,fn|2

|xi,fn|2
, (5.1)

où xi,fn est le point TF (f, n) de la TFCT du mélange au niveau du microphone i et x̂i,fn son
approximation. Il est important de mentionner que pour calculer x̂i,fn nous avons dû tronquer les
filtres de mélange dans le domaine temporel lorsque ces derniers étaient plus longs que la fenêtre
d’analyse. Cette procédure arbitraire limite l’interprétation des résultats fournis par la figure 5.1,
car il est éventuellement envisageable de trouver d’autres sous-paramétrisations des filtres indui-
sant une erreur plus faible.

300

200

100

0
32 64 128 256 512

FIGURE 5.1 – Erreur de modélisation due à l’hypothèse de filtres de mélange courts par rapport à la
longueur de la fenêtre d’analyse utilisée dans le calcul de la TFCT, fixée ici à 128 ms.

Nous souhaitons explorer dans ce chapitre de nouvelles approches pour la séparation de sources
permettant de s’affranchir de cette approximation. Dans la lignée des travaux initiés dans [Ko-
walski et al., 2010], nous allons directement travailler à partir des signaux temporels du mélange,
tout en considérant un modèle TF pour les sources. Nous proposons une approche probabiliste
permettant d’inférer les variables aléatoires latentes TF des sources à partir des observations tem-
porelles du mélange. Comme nous le verrons au chapitre suivant, cela permet non seulement de
représenter le processus de mélange convolutif de façon exacte, mais aussi de prendre en compte
des a priori simples sur les filtres afin d’exploiter leur structure temporelle.

Nous commençons par rappeler dans la section 5.1 la représentation temporelle du mélange
convolutif. Nous présentons ensuite à la section 5.2 les transformations TF qui seront utilisées pour
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modéliser les signaux sources. Nous développons dans la section 5.3 une technique d’inférence
variationnelle pour la séparation de sources dans le cadre d’un modèle gaussien. Cette méthode a
été publiée dans [Leglaive et al., 2017a,c]. Nous discutons notamment le choix de la représentation
TF (à valeurs réelles ou complexes, redondante ou à échantillonnage critique, etc.). Finalement,
dans la section 5.4 nous adaptons cette technique au cas d’un modèle de source t de Student. Cette
approche a été publiée dans [Leglaive et al., 2017b].

5.1 Représentation temporelle du mélange

Il nous semble utile de rappeler ici quelques éléments déjà introduits au chapitre 1, concernant
l’expression du mélange convolutif. Le signal xi(t) ∈ R, capté par le microphone i ∈ {1, ..., I}
est représenté comme la somme de sources images yij(t) ∈ R, j ∈ {1, ..., J}, et d’un bruit blanc
gaussien bi(t) ∈ R tel que pour t ∈ {0, ..., T − 1} :

xi(t) =

J∑
j=1

yij(t) + bi(t), bi(t) ∼ NR(0, σ2
i ), (5.2)

où NR représente dans ce chapitre la loi gaussienne pour une variable aléatoire à valeur réelle, sa
densité de probabilité est définie à l’annexe A. Chaque source image s’exprime comme le produit
de convolution du signal source sj(t) ∈ R, t ∈ {0, ..., Ls−1}, avec le filtre de mélange aij(t) ∈ R,
t ∈ {0, ..., La − 1}. On a donc pour tout t ∈ {0, ..., T − 1} avec T = Ls + La − 1 :

yij(t) = [aij(·) ? sj(·)](t). (5.3)

5.2 Représentation temps-fréquence des sources

Inspirés par le modèle génératif temporel proposé dans [Févotte et Kowalski, 2014], nous re-
présentons chaque source sj(t) par un ensemble de coefficients TF de synthèse {sj,fn ∈ K}f,n,
où K correspond à l’ensemble des réels ou des complexes. Ce sont les coefficients associés à
une représentation du signal source par combinaison linéaire d’atomes TF, comme cela a été
introduit au chapitre 1, section 1.2.1. Dans la suite de ce manuscrit nous notons {ψfn(t) ∈
K}(f,n)∈{0,...,F−1}×{0,...,N−1} l’ensemble des atomes TF de synthèse ; nous omettons le tilde qui
était précédemment utilisé à l’équation (1.10), page 11.

La représentation TF utilisée est définie par l’ensemble K auquel appartiennent les coefficients
de synthèse et par le choix du dictionnaire TF. Nous introduisons ci-dessous les transformées qui
seront utilisées dans cette partie de la thèse.

5.2.1 Transformée en cosinus discrète modifiée

La transformée en cosinus discrète modifiée (MDCT) est à valeurs réelles ; K = R. Les atomes
TF de synthèse sont définis pour tout t ∈ {0, .., Ls− 1}, n ∈ {0, ..., N − 1} et f ∈ {0, ..., F − 1}
par [Malvar, 1992] :

ψfn(t) =

√
4

Lw
w(t− nH) cos

(
2π

Lw

(
f +

1

2

)(
t− nH +

1

2
+
Lw
4

))
, (5.4)

où w(t) est une fenêtre sinusoïdale de longueur Lw définie à l’équation (1.6), page 9, H = Lw/2
est le facteur d’incrément, N le nombre de trames de signal et F = Lw/2 le nombre de points en
fréquence. Dans toute la suite nous supposons que Lw est un entier pair.
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Un des avantages de la MDCT correspond au fait que c’est une transformation à échantillon-
nage critique, c’est-à-dire que le nombre de coefficients TF est égal au nombre d’échantillons
dans le domaine temporel. Cette propriété permet de limiter le temps de calcul d’une méthode
de séparation de sources où l’objectif est d’estimer l’ensemble des coefficients TF. En revanche,
un potentiel inconvénient de la MDCT est que l’information temporelle portée par la phase est
directement encodée dans les amplitudes des coefficients TF. Un spectrogramme calculé à partir
d’une MDCT ne correspond donc pas une représentation invariante à un décalage temporel.

5.2.2 Transformée de Fourier à court-terme

La TFCT est une transformation à valeurs complexes, c’est-à-dire que K = C. Les atomes TF
de synthèse ont été définis à l’équation (1.16), page 11, où le nombre de points en fréquence F est
égal à la longueur de la fenêtre d’analyse/synthèse Lw. La TFCT est donc une transformation re-
dondante où le nombre de coefficients TF est supérieur au nombre d’échantillons dans le domaine
temporel. Le facteur de redondance est contrôlé par la taille de l’incrément H , ou de façon équi-
valente par le taux de recouvrement entre trames successives. Un spectrogramme d’amplitude ou
de puissance calculé à partir d’une TFCT est une représentation invariante par décalage temporel
car la phase est contenue dans l’argument des coefficients TF complexes.

Il est bien connu que pour un signal temporel à valeur réelle, la TFCT étant construite à par-
tir de la TFD, elle possède la propriété de symétrie hermitienne ; les coefficients TF vérifient
sj,f ′n = s∗j,fn avec f ′ = F − f . On voit en particulier qu’à la fréquence de Nyquist f = Lw/2,
les coefficients sont réels car sj,Lw

2
n = s∗

j,Lw
2
n

. Par ailleurs, la discrétisation de l’axe fréquentiel

implique une périodisation des trames d’analyse tel que sj,f ′n = sj,fn où f ′ = f+F . Cette pério-
dicité combinée avec la propriété de symétrie hermitienne implique que les coefficients associés à
la fréquence nulle f = 0 sont également réels.

On se rappelle que dans un contexte probabiliste, développer un modèle de source consiste à
définir la distribution jointe de l’ensemble des coefficients {sj,fn}(f,n)∈{0,...,F−1}×{0,...,N−1}. La
propriété de symétrie hermitienne de la TFCT est dans ce cas problématique car elle crée un lien
déterministe entre certains coefficients, de telle sorte que cette distribution jointe est dégénérée. Ce
problème est résolu dans [Févotte et Kowalski, 2014] en supposant des signaux temporels à valeur
complexe. Nous souhaitons ici prendre explicitement en compte le fait que les signaux audio sont
réels. Pour cela nous pouvons exploiter la symétrie hermitienne afin d’introduire une nouvelle
équation de synthèse n’impliquant que la partie non redondante du spectre :

sj(t) =

N−1∑
n=0

sj,0n ψ0n(t)︸ ︷︷ ︸
fréquence nulle

+ sj,Lw
2
n ψLw

2
n(t)︸ ︷︷ ︸

fréquence de Nyquist

+ 2<

Lw/2−1∑
f=1

sj,fnψfn(t)


 , (5.5)

où <(·) est la partie réelle.
Grâce à cette reformulation et en posant F = Lw/2, la distribution jointe des coefficients

{sj,fn}(f,n)∈{0,...,F−1}×{0,...,N−1} n’est plus dégénérée. Cependant un autre problème se pose :
Les coefficients aux fréquences nulle et de Nyquist sont réels tandis que tous les autres sont com-
plexes. Il nous est donc impossible de définir de façon rigoureuse un modèle probabiliste unique
pour traiter l’ensemble des fréquences.

Du fait de ces limitations liées à l’utilisation de la TFCT, nous proposons ci-dessous d’avoir
recours à la TFCT à fréquence impaire, notée TFCTFI.
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5.2.3 Transformée de Fourier à court-terme à fréquence impaire

a) Transformée de Fourier discrète à fréquence impaire

De la même façon que pour la TFCT (voir chapitre 1 section 1.2.1), la TFCTFI est construite
à partir de la TFD à fréquence impaire (TFDFI) que nous introduisons ici.

La TFDFI d’un signal u(t), t = 0, ..., Lu − 1, est définie pour f = 0, ..., Lu − 1 par

u(f) =
1√
Lu

Lu−1∑
t=0

u(t) exp

(
−ı2π
Lu

(
f +

1

2

)
t

)
. (5.6)

Il s’agit d’un cas particulier de la TFD généralisée [Bongiovanni et al., 1976]. Par rapport à la
TFD, nous voyons grâce au terme

(
f + 1

2

)
qu’il s’agit uniquement d’une rotation au niveau de

l’échantillonage du cercle unité en fréquences discrètes, de sorte qu’aucun coefficient ne se trouve
sur l’axe des réels.

Pour un signal réel u(t), la TFDFI possède la propriété de symétrie suivante : u(Lu−f−1) =
u(f)∗. Contrairement à la TFD tous les coefficients sont complexes, la TFDFI est donc plus appro-
priée lorsque les coefficients fréquentiels sont modélisés comme des variables aléatoires à valeur
complexe, comme c’est souvent le cas en séparation de sources audio. De plus, cette propriété
de symétrie nous permet d’écrire une expression simple de la TFDFI inverse n’impliquant que la
partie non-redondante du spectre :

u(t) =
2√
Lu
<

Lu/2−1∑
f=0

u(f) exp

(
ı
2π

Lu

(
f +

1

2

)
t

) . (5.7)

Finalement, la TFCTFI est définie de la même façon que la TFCT mais en utilisant la TFDFI au
lieu de la TFD. Nous pouvons également mentionner qu’il a été montré dans [Badeau, 2016] que
la TFCTFI tout comme la MDCT est plus appropriée que la TFCT pour supposer l’indépendance
des points TF (voir section 2.2.1), qui est une hypothèse fréquente en séparation de sources audio.

b) Transformation à court-terme

L’équation de synthèse dans le cas de la TFCTFI s’écrit alors :

sj(t) = 2<

F−1∑
f=0

N−1∑
n=0

sj,fnψfn(t)

 , (5.8)

où les atomes TF de synthèse sont définis pour tout t ∈ {0, .., Ls − 1}, n ∈ {0, ..., N − 1} et
f ∈ {0, ..., F − 1} avec F = Lw/2 par :

ψfn(t) =

√
1

Lw
w(t− nH) exp

(
ı
2π

Lw

(
f +

1

2

)
(t− nH)

)
. (5.9)

5.2.4 Formulation générale

Nous souhaitons finalement regrouper dans un même formalisme les représentations par MDCT
et TFCTFI. Nous définissons pour cela l’équation de synthèse générale suivante à partir des coef-
ficients TF {sj,fn ∈ K = C ou R}(f,n)∈B où F = Lw/2 et B = {0, ..., F − 1} × {0, ..., N − 1} :

sj(t) =
2

φ
<

 ∑
(f,n)∈B

sj,fnψfn(t)

 , (5.10)
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avec φ = 1 et ψfn(t) défini à l’équation (5.9) si K = C (cas de la TFCTFI) ou φ = 2 et ψfn(t)
défini à l’équation (5.4) si K = R (cas de la MDCT).

A partir des équations (5.3) et (5.10), une source image peut finalement se réécrire :

yij(t) =
2

φ
<

 ∑
(f,n)∈B

sj,fngij,fn(t)

 , (5.11)

où gij,fn(t) = [aij(·) ? ψfn(·)](t).

5.3 Modèle de source gaussien

Dans cette section nous développons une technique d’inférence variationnelle des coefficients
TF des sources en utilisant un modèle gaussien. Nous avons tout d’abord introduit cette approche
pour le cas d’une transformation TF réelle basée sur la MDCT dans [Leglaive et al., 2017a]. Nous
l’avons ensuite généralisée au cas de la TFCTFI dans [Leglaive et al., 2017c]. Afin d’éviter d’in-
troduire des redondances dans ce manuscrit, nous présentons le cas le plus général, basé donc sur
l’équation de synthèse (5.10) qui inclut à la fois le cas de la MDCT et de la TFCTFI. Néanmoins il
est important de mentionner que la méthode d’inférence développée ci-dessous est beaucoup plus
simple dans le cas de la MDCT, précisément car nous n’avons pas à traiter de dépendances a pos-
teriori entre les parties réelle et imaginaire des coefficients TF des sources. Pour s’en convaincre,
le lecteur intéressé pourra remarquer que les équations de l’article [Leglaive et al., 2017a] corres-
pondent à une simplification des équations développées ci-après.

5.3.1 Modèle de source

Nous considérons à nouveau le modèle de source gaussien introduit au chapitre 2 section 2.2.2.
Les coefficients TF des sources sont donc modélisés comme des variables aléatoires indépen-
dantes, gaussiennes, centrées, et à symétrie circulaire dans le cas complexe :

sj,fn ∼

{
NR(0, λ2

j,fn) si K = R
N p

C(0, λ2
j,fn) si K = C

, (5.12)

où N p
C représente la loi gaussienne complexe propre dont la densité de probabilité est définie à

l’annexe A. Dans la suite de cette section, l’égalité K = R doit être comprise comme équivalente
à «la transformation TF utilisée correspond à la MDCT». Il en est de même pour K = C avec la
TFCTFI.

Les variances λ2
j,fn ∈ R+ de ces variables aléatoires sont de plus structurées par l’intermé-

diaire d’un modèle NMF que nous rappelons ici :

λ2
j,fn = (WjHj)f,n, (5.13)

avec Wj ∈ RF×Kj+ , Hj ∈ RKj×N+ .

5.3.2 Inférence variationnelle

Soit x = {xi(t)}i,t l’ensemble des données observées, s = {sj,fn}j,f,n l’ensemble des va-
riables latentes et θ = {{Wj ,Hj}j , {aij(t)}i,j,t, {σ2

i }i} l’ensemble des paramètres du modèle.
Nous pouvons montrer d’après le modèle de mélange (5.2) et le modèle de source (5.12) que la

distribution (multivariée) a posteriori des variables latentes, p(s|x;θ), est gaussienne. Dans le cas
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où la transformation TF utilisée est la TFCTFI, nous pouvons de plus montrer que cette distribution
n’est pas «propre» [Adali et al., 2011], ce qui signifie qu’en plus d’être paramétrée par un vecteur
moyenne E[s] et une matrice de covariance E

[
(s− E[s]) (s− E[s])H

]
, sa matrice de pseudo-

covariance E
[
(s− E[s]) (s− E[s])>

]
est non-nulle. Le problème principal que l’on rencontre ici

est alors que ces matrices de (pseudo-)covariances sont pleines et de si grande dimension qu’il
n’est pas envisageable de les stocker en mémoire sur un ordinateur.

Cela peut s’expliquer intuitivement en comprenant le processus de génération du mélange à
partir des variables latentes : A chaque instant t ∈ {0, ..., T − 1}, l’ensemble des JFN variables
latentes (2JFN si l’on distingue les parties réelle et imaginaire dans le cas complexe) sont mé-
langées au travers des équations (5.11) puis (5.2), pour donner un échantillon du mélange xi(t).
Il est donc normal qu’a posteriori, une fois le mélange observé, toutes les variables latentes soient
dépendantes, y compris leurs parties réelle et imaginaire lorsque l’on est dans le cas complexe.
C’est pourquoi, bien qu’une technique d’inférence exacte basée sur un algorithme EM soit théori-
quement possible, nous allons avoir recours à une approche variationnelle qui sous une hypothèse
de champ moyen va permettre de briser certaines de ces dépendances a posteriori. On s’appuiera
pour cela sur les résultats développés lors de l’introduction aux méthodes variationnelles dans le
chapitre 2, section 2.5.3b.

a) Approximation de champ moyen

Nous cherchons la densité de probabilité q ∈ F sur les variables latentes s qui maximise
l’énergie variationelle libre :

L(q;θ) =
〈

ln

(
p(x, s;θ)

q(s)

)〉
q
. (5.14)

Nous formulons l’hypothèse de champ moyen qui consiste à supposer que la famille variationnelle
F correspond à l’ensemble des densités de probabilité qui se factorisent sous la forme suivante :

q(s) =
J∏
j=1

F−1∏
f=0

N−1∏
n=0

qjfn(sj,fn). (5.15)

Cette hypothèse signifie précisément que l’on néglige toutes les dépendances a posteriori entre
variables latentes, mais pas entre leurs parties réelle et imaginaire dans le cas complexe.

Sous cette hypothèse, l’estimation du point TF (f, n) de la source j est donnée par :

ŝj,fn = 〈sj,fn〉q. (5.16)

Les signaux temporels ŝj(t) sont ensuite reconstruits par transformation TF inverse :

ŝj(t) =
2

φ
<

 ∑
(f,n)∈B

ŝj,fnψfn(t)

 , (5.17)

et la source image ŷij(t) est obtenue par convolution avec le filtre de mélange correspondant :

ŷij(t) = [aij(·) ? ŝj(·)](t) =
2

φ
<

 ∑
(f,n)∈B

ŝj,fngij,fn(t)

 . (5.18)
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b) Vraisemblance des données complètes

D’après le modèle présenté ci-dessus, la log-vraisemblance des données complètes
ln p(x, s;θ) = ln p(x|s;θ) + ln p(s;θ) s’écrit :

ln p(x, s;θ)
c
=− 1

2

I∑
i=1

T−1∑
t=0

[
ln(σ2

i ) +
1

σ2
i

(
xi(t)−

J∑
j=1

yij(t)

)2
]

− 1

φ

J∑
j=1

∑
(f,n)∈B

[
ln(λ2

j,fn) +
|sj,fn|2

λ2
j,fn

]
. (5.19)

c) Étape E

Sous l’approximation de champ moyen, on peut montrer (cf. chapitre 2, section 2.5.3b) que
les densités de probabilité qjfn(sj,fn) qui maximisent l’énergie variationnelle libre satisfont :

ln q?jfn(sj,fn) = 〈ln p(x, s;θ)〉q(s\sj,fn)

c
= <(sj,fn)2

[
− 2

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))2 − 1

φλ2
j,fn

]

+ =(sj,fn)2

[
− 2

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gij,fn(t))2 − 1

φλ2
j,fn

]

−<(sj,fn)

− 2

φ

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))

xi(t)− 2

φ

∑
j′f ′n′ 6=jfn

<
(
ŝj′,f ′n′gij′,f ′n′(t)


−=(sj,fn)

 2

φ

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gij,fn(t))

xi(t)− 2

φ

∑
j′f ′n′ 6=jfn

<
(
ŝj′,f ′n′gij′,f ′n′(t)


+

4

φ2
<(sj,fn)=(sj,fn)

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))=(gij,fn(t)), (5.20)

où =(·) représente la partie imaginaire et s\sj,fn correspond à l’ensemble s des variables latentes
privé de sj,fn.

On reconnaît à l’équation (5.20) le logarithme de la densité de probabilité d’une loi gaussienne
(cf. annexe A) tel que

q?jfn(sj,fn) =

{
NC(ρj,fn, ŝ

r
j,fn, ŝ

ı
j,fn, γ

r
j,fn, γ

ı
j,fn) si K = C

NR(ŝrj,fn, γ
r
j,fn) si K = R

, (5.21)

où

. ŝrj,fn = 〈<(sj,fn)〉q? ;

. ŝıj,fn = 〈=(sj,fn)〉q? ;

. γrj,fn = 〈(<(sj,fn)− ŝrj,fn)2〉q? ;

. γıj,fn = 〈(=(sj,fn)− ŝıj,fn)2〉q? ;
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. ρj,fn =
〈(<(sj,fn)− ŝrj,fn)(=(sj,fn)− ŝıj,fn)〉q?√

γrj,fnγ
ı
j,fn

∈ [−1, 1].

Dans le cas complexe, on voit que q?jfn(sj,fn) correspond à la densité de probabilité de la
distribution gaussienne complexe non propre. Cela signifie que les parties réelle et imaginaire sont
corrélées a posteriori (ρj,fn encode leur corrélation) et qu’elles ont des variances différentes. Dans
le cas réel, comme =(sj,fn) = 0, nous obtenons une distribution gaussienne réelle.

Les expressions des paramètres de cette distribution variationnelle s’obtiennent par identifi-
cation de l’équation (5.20) avec le logarithme de la densité de probabilité de la loi gaussienne
complexe définie à l’équation (A.2). Les calculs sont détaillés en annexe E. Nous obtenons les
expressions suivantes :

ρj,fn=

2

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))=(gij,fn(t))(
2

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))2+
1

φλ2
j,fn

)0.5(
2

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gij,fn(t))2+
1

φλ2
j,fn

)0.5 ;

(5.22)

γrj,fn =

[
2(1− ρ2

j,fn)

(
2

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))2 +
1

φλ2
j,fn

)]−1

; (5.23)

γıj,fn =

[
2(1− ρ2

j,fn)

(
2

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gij,fn(t))2 +
1

φλ2
j,fn

)]−1

; (5.24)

ŝrj,fn = ŝrj,fn − γrj,fn(1− ρ2
j,fn)drj,fn; (5.25)

ŝıj,fn = ŝıj,fn − γıj,fn(1− ρ2
j,fn)dıj,fn; (5.26)

avec

drj,fn =
2

φ

 ŝrj,fn
λ2
j,fn

−
I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))

xi(t)− J∑
j′=1

ŷij′(t)

 ; (5.27)

dıj,fn =
2

φ

 ŝıj,fn
λ2
j,fn

+
I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gij,fn(t))

xi(t)− J∑
j′=1

ŷij′(t)

 . (5.28)

Il est important de mentionner que les mises à jour (5.25) et (5.26) ne sont valables que si elles
sont effectuées séquentiellement suivant les indices j, f et n. Par ailleurs, on peut mentionner que
si l’on injecte (5.23) et (5.27) dans (5.25), les coefficients ŝrj,fn disparaissent du membre de droite
de cette dernière équation. Il en est de même pour les coefficients ŝıj,fn si l’on injecte (5.24) et
(5.28) dans (5.26). Les équations (5.25) et (5.26) doivent donc être comprises comme des règles
de mise à jour.

Finalement, les moments du premier et du second ordre de cette distribution variationnelle
sont donnés par :

. Moyenne : ŝj,fn = 〈sj,fn〉q = ŝrj,fn + ıŝıj,fn ;

. Variance : γj,fn = 〈|sj,fn − ŝj,fn|2〉q = γrj,fn + γıj,fn ;

. Pseudo-variance : γ̃j,fn = 〈(sj,fn − ŝj,fn)2〉q = γrj,fn − γıj,fn + 2ıρj,fn
√
γrj,fnγ

ı
j,fn.
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d) Énergie variationnelle libre

A partir de la définition (2.56) de l’énergie variationnelle libre, de l’expression de la log-
vraisemblance des données complètes à l’équation (5.19) et des résultats de l’étape E, nous avons :

L(q?;θ)
c
= −T

2

I∑
i=1

ln(σ2
i )−

1

2

I∑
i=1

1

σ2
i

ēi −
1

φ

J∑
j=1

∑
(f,n)∈B

[
ln
(
λ2
j,fn

)
+
|ŝj,fn|2 + γj,fn

λ2
j,fn

]

+
1

2

J∑
j=1

∑
(f,n)∈B

ln
(
γrj,fn

)
si K = R;

ln
(
γrj,fnγ

ı
j,fn(1− ρ2

j,fn)
)

si K = C,
(5.29)

où ēi =
〈∥∥xi −∑J

j=1 yij
∥∥2

2

〉
q?

avec xi = [xi(t)]
>
t ∈ RT et yij = [yij(t)]

>
t ∈ RT .

Soient Tfn ∈ CT×La et Ŝj ∈ RT×La les matrices de Toeplitz [Golub et Van Loan, 1996] per-
mettant d’implémenter le produit de convolution de ψfn(t) et ŝj(t) respectivement, t = 0, ..., Ls,
avec un signal de longueur La. On définit également aij = [aij(t)]

>
t ∈ RLa tel que ŷij = Ŝjaij ∈

RT . En utilisant l’approximation de champ moyen (5.15) et les résultats de l’étape E, ēi se déve-
loppe de la façon suivante :

ēi =

∥∥∥∥xi − J∑
j=1

ŷij

∥∥∥∥2

2

+
J∑
j=1

a>ij

[
2

φ2

∑
(f,n)∈B

(
γj,fn<

(
TH
fnTfn

)
+ <

(
γ̃j,fnT

>
fnTfn

))]
aij .

(5.30)

e) Méthode du gradient conjugué avec préconditionnement pour l’étape E

Nous allons maintenant proposer une alternative aux règles de mise à jour séquentielles (5.25)
et (5.26). Il s’agira d’avoir recours à une technique de descente par blocs de variables afin d’accé-
lérer l’étape E de l’algorithme.

Nous pouvons montrer à partir de l’expression de l’énergie variationnelle libre (5.29) que d(·)
j,fn

défini à l’équation (5.27) ou (5.28) vérifie :

d
(·)
j,fn =

∂ − L(q?;θ)

∂ŝ
(·)
j,fn

. (5.31)

On voit ainsi que les équations (5.25) et (5.26) correspondent à une mise à jour des variables ŝ(·)
j,fn

dans la direction de l’opposée de la dérivée partielle d(·)
j,fn, avec un pas égal à γ(·)

j,fn(1 − ρ2
j,fn).

Quand la dérivée est nulle, il est clair que l’on a atteint un point stationnaire de l’algorithme car la
mise à jour devient : ŝ(·)

j,fn ← ŝ
(·)
j,fn.

Cette technique de descente par coordonnées peut s’avérer très lente quand le nombre de va-
riables sur lesquelles on doit boucler est important, ce qui est le cas ici. Une approche possible
pour accélérer l’algorithme consiste à mettre à jour simultanément un ensemble de variables en
utilisant une méthode d’optimisation basée sur le calcul du gradient de la fonction de coût. Du fait
de la nature gaussienne des distributions variationnelles, nous devons résoudre un problème d’op-
timisation convexe quadratique pour mettre à jour les variables {ŝrj,fn, ŝıj,fn}. Nous proposons
alors d’utiliser la méthode du gradient conjugué avec préconditionnement [Golub et Van Loan,
1996] pour résoudre ce problème. Cette méthode est décrite à l’annexe D.

Pour des raisons de concision, nous choisissons de travailler directement avec des vecteurs à
valeurs complexes, cependant une formulation alternative basée sur des matrices à valeurs réelles
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est décrite à l’annexe F. Nous utilisons la dérivée généralisée aux fonctions de variables complexes
définie par [Adali et al., 2011; Petersen et al., 2008] :

1

2
dj,fn =

∂ − L(q?;θ)

∂ŝ∗j,fn
=

1

2

(
drj,fn + ıdıj,fn

)
. (5.32)

D’après les équations (5.27) et (5.28) on a :

dj,fn =
2

φ

[
ŝj,fn
λ2
j,fn

−
I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

g∗ij,fn(t)
(
xi(t)−

J∑
j′=1

ŷij′(t)
)]
. (5.33)

Nous introduisons les définitions suivantes :

. ŝ = (ŝr + ıŝı) ∈ CJFN avec ŝ(·) ∈ RJFN le vecteur colonne d’entrées ŝ(·)
j,fn ;

. d = (dr + ıdı) ∈ CJFN avec d(·) ∈ RJFN le vecteur colonne d’entrées d(·)
j,fn ;

. gi(t) ∈ CJFN le vecteur colonne d’entrées gij,fn(t) ;

. D la matrice de préconditionnement diagonale de taille JFN × JFN et d’entrées :

(γrj,fn)−1 + (γıj,fn)−1

1− ρ2
j,fn

=

(
4

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

|gij,fn(t)|2 +
2

φλ2
j,fn

)
.

L’ordre des coefficients indicés par j, f et n pour construire ces vecteurs et cette matrice diago-
nale n’a pas d’importance, tant qu’il est gardé identique. La méthode du gradient conjugué avec
préconditionnement pour la mise à jour des coefficients {ŝj,fn}j,f,n à l’étape E est détaillée dans
l’algorithme 2.

Algorithme 2 Mise à jour de {ŝj,fn}j,f,n à l’étape E par la méthode du gradient conjugué avec
préconditionnement

1: Initialiser d à partir de l’équation (5.33)
2: Initialiser ω = D−1d
3: Tant que critère d’arrêt non rencontré
4: Calculer κ le vecteur colonne de taille JFN et d’entrées

κj,fn =
2

φ

[
ωj,fn
λ2
j,fn

+

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

g∗ij,fn(t)

J∑
j′=1

2

φ
<

( ∑
(f ′,n′)∈B

ωj′,f ′,n′gij′,f ′n′(t)

)]
5: µ = (ωHd)/(ωHκ)
6: ŝ← ŝ− µω
7: Calculer d à partir de l’équation (5.33)
8: dp = D−1d
9: β = −(κHdp)/(ω

Hκ)
10: ω ← dp + βω
11: Fin Tant que

f) Étape M

L’étape M consiste à maximiser (ou seulement augmenter) L(q?;θ) définie à l’équation (5.29)
par rapport aux paramètres du modèle θ.
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Variance du bruit Annuler la dérivée du critère par rapport à la variance σ2
i conduit à la mise à

jour suivante :

σ2
i =

1

T
ēi, (5.34)

où ēi est donné à l’équation (5.30).

Paramètres NMF Comme précédemment, on reconnaît dans l’expression de l’énergie varia-
tionnelle libre la divergence d’Itakura-Saito entre la moyenne a posteriori (sous l’approxima-
tion variationnelle) du spectrogramme de puissance des sources 〈|sj,fn|2〉q? = |ŝj,fn|2 + γj,fn
et λ2

j,fn = (WjHj)f,n. Les matrices Wj et Hj peuvent alors être mises à jour en résolvant le
problème d’optimisation suivant :

min
Wj ,Hj≥0

∑
(f,n)∈B

dIS
(
|ŝj,fn|2 + γj,fn, (WjHj)f,n

)
. (5.35)

On utilise pour cela quelques itérations des règles multiplicatives (2.23) et (2.24) (dans le cas
β = 0) définies à la page 32.

Filtres de mélange A partir de l’équation (5.29) on peut montrer que maximiser l’énergie varia-
tionnelle libre par rapport à aij est équivalent à résoudre le système d’équations suivant :Ŝ>j Ŝj +

2

φ2

∑
(f,n)∈B

(
γj,fn<

(
TH
fnTfn

)
+ <

(
γ̃j,fnT

>
fnTfn

))aij = Ŝ>j

xi −
∑
j′ 6=j

Ŝj′aij′

 .

(5.36)
Soient εij(t) = xi(t)−

∑
j′ 6=j ŷij′(t), t ∈ {0, ..., T −1}, et TM{τ(k)} une matrice de Toeplitz

symétrique de tailleM×M formée à partir de la suite de coefficients {τ(k)}M−1
k=0 . On peut montrer

que l’équation (5.36) se réécrit :[
TLa

{
r̂ssj (k) +

2

φ2

∑
(f,n)∈B

(
γj,fn<

(
r̂ψψfn (k)

)
+ <

[
γ̃j,fn

(
r̂ψψfn (k)

)∗])}]
aij = r̂sεij , (5.37)

où

. r̂ssj (k) =
Ls−1−k∑
t=0

ŝj(t)ŝj(t+ k) ;

. r̂ψψfn (k) =
Ls−1−k∑
t=0

ψ∗fn(t)ψfn(t+ k) ;

. r̂sεij (k) =
Ls−1∑
t=0

ŝj(t)εij(t+ k) ;

. r̂sεij =
[
r̂sεij (k)

]>
k
∈ RLa .

Ce système d’équations peut être résolu par inversion matricielle. Cependant lorsque les filtres de
mélange sont longs et pour des raisons de stabilité on préférera utiliser à nouveau la méthode du
gradient conjugué avec préconditionnement [Golub et Van Loan, 1996]. Nous pouvons finalement
mentionner que comme le montre l’équation (5.36), la mise à jour de aij dépend de {aij′}j′ 6=j ,
il est donc nécessaire de procéder séquentiellement. En pratique une seule mise à jour de chaque
filtre aij est effectuée par étape M, et l’ordre de mise à jour suivant les indices i et j est choisi
arbitrairement et gardé fixe tout au long de l’algorithme VEM.
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5.3.3 Résultats expérimentaux oracles pour la MDCT

Dans un premier temps nous souhaitons étudier la robustesse de l’approche proposée vis à vis
du temps de réverbération. Nous considérons pour cela uniquement le cas d’une transformation
TF par MDCT. Les expériences sont réalisées à partir de la base de données «MASS-Synthétique»
(voir section 2.7 du chapitre 2) pour différents temps de réverbération : 32, 64, 128, 256 et 512
ms.

Nous comparons l’approche proposée à celle présentée dans [Ozerov et Févotte, 2010] 1, que
nous avons détaillée au chapitre 4, section 4.1 (voir page 66). Les deux méthodes ont pour objectif
la séparation de mélanges convolutifs multicanaux avec un modèle de source gaussien basé sur
la NMF. La différence principale se situe au niveau de la représentation du processus de mélange
convolutif. Dans [Ozerov et Févotte, 2010], les variables latentes TF des sources sont inférées
à partir de l’observation de la TFCT du mélange. Par conséquent la convolution temporelle est
approchée par une simple multiplication dans le domaine de la TFCT, sous une hypothèse de filtres
de mélange à réponse impulsionnelle courte. Dans notre cas, le processus de mélange convolutif
est représenté de façon exacte.

Pour les deux méthodes, nous utilisons une fenêtre d’analyse/synthèse TF sinusoïdale d’une
longueur de 128 ms (2048 points à 16kHz). L’ordre de la NMF est arbitrairement fixé à 10 pour
toutes les sources. Les deux algorithmes sont exécutés à partir d’une initialisation oracle des pa-
ramètres ; les paramètres de NMF sont calculés sur les sources monophoniques originales et les
filtres de mélange sont initialisés à leur vraie valeur. Pour la méthode [Ozerov et Févotte, 2010],
lorsque cela est nécessaire, nous tronquons les filtres dans le domaine temporel à la longueur de
la fenêtre d’analyse, avant de calculer leur réponse en fréquence par TFD. Nous considérons dans
un premier temps un cas oracle car nous souhaitons comparer les meilleurs performances que les
deux méthodes peuvent atteindre. De plus, vérifier le bon comportement d’une méthode dans un
tel scénario idéal est toujours intéressant. En effet il n’est pas certain que même initialisé de fa-
çon oracle, l’algorithme converge vers un point de l’espace des paramètres associé à de bonnes
performances de séparation. Cela permet également de vérifier que l’approximation variationnelle
de la loi a posteriori des variables latentes est raisonnable. Nous effectuons 100 itérations de ces
algorithmes (V)EM à partir de l’initialisation oracle. Les performances de séparation sont en effet
stables après 100 itérations.

Les résultats moyens de séparation évalués en terme de sources images reconstruites sont
présentés dans le tableau 5.1. Nous utilisons les rapports d’énergie introduits au chapitre 2, sec-
tion 2.6. Il est intéressant de remarquer que pour un temps de réverbération de 32 ms, la méthode
de référence [Ozerov et Févotte, 2010] conduit à des résultats légèrement meilleurs que pour la
méthode proposée. L’hypothèse de filtres de mélange est en effet ici vérifiée. Nous attribuons ce
comportement au fait que la méthode de référence utilise des filtres de longueur égale à celle de la
fenêtre d’analyse de la TFCT. Les filtres sont donc dans ce cas précis sur-paramétrés, ce qui peut
être favorable dans le cadre d’une initialisation oracle de l’ensemble des paramètres du modèle.
On voit néanmoins que pour tous les autres temps de réverbération, la méthode proposée obtient
de meilleurs résultats. De plus, plus la réverbération est forte, plus l’écart de performance entre
les deux méthodes se creuse ; pour T60 = 64 ms, nous améliorons le SDR de 0.7 dB tandis que
pour T60 = 512 ms nous obtenons un gain de 5.5 dB. Ces résultats sont confirmés par l’écoute des
exemples audio disponibles en ligne 2. Alors que pour la méthode de référence la réverbération
semble répartie dans les sources estimées, entraînant de fortes interférences pour des temps de

1. Comme indiqué au chapitre 4, section 4.1.2 (voir page 67), nous utilisons en fait l’algorithme proposé dans
[Ozerov et al., 2011], qui reste néanmoins très proche de celui introduit dans [Ozerov et Févotte, 2010]. De la même
façon qu’au chapitre précédent, pour des raisons de concision, nous ne ferons référence qu’à la version originale de la
méthode [Ozerov et Févotte, 2010].

2. https://perso.telecom-paristech.fr/leglaive/demo-icassp17.html
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SDR ISR SIR SAR

Mélange convolutif TFCT temporel TFCT temporel TFCT temporel TFCT temporel

T60 = 32 ms 16.7 16.0 24.3 23.0 24.4 23.0 18.6 18.6
T60 = 64 ms 14.9 15.6 21.5 22.6 22.4 22.6 17.1 18.5
T60 = 128 ms 11.8 15.3 17.6 22.3 18.8 22.6 14.6 18.2
T60 = 256 ms 8.5 13.8 13.7 20.5 14.7 21.3 12.0 16.7
T60 = 512 ms 6.3 11.8 10.9 18.1 11.8 19.2 10.1 14.6

TABLEAU 5.1 – Résultats de séparation moyens en dB en fonction du temps de réverbération T60 pour la
méthode [Ozerov et Févotte, 2010], où le processus de mélange convolutif est approché dans le domaine de
la TFCT, et pour la méthode proposée, où celui-ci est représenté de façon exacte dans le domaine temporel.

réverbération élevés, la qualité de séparation obtenue avec la méthode proposée est plus constante
avec l’augmentation du temps de réverbération.

Nous devons cependant mentionner que du fait de l’ajout de la dimension temporelle dans
la formulation du problème de séparation de sources, notre méthode est significativement plus
coûteuse en temps de calcul, celui-ci augmentant avec la longueur des filtres de mélange. Par
exemple, pour un mélange de 3 sources d’une durée de 28 secondes, une itération de l’algorithme
VEM dure environ 33, 37, 47, 69 et 111 secondes pour les temps de réverbération indiqués au
tableau 5.1 pris en ordre croissant, alors qu’une itération de l’algorithme EM pour la méthode
de référence dure environ 1 seconde. Ces données sont obtenues avec un processeur cadencé à
3.70 GHz.

5.3.4 Résultats expérimentaux semi-aveugles

Les expériences que nous décrivons ci-après sont réalisées à partir de la base de données
«MASS-RWCP». Les mélanges sont donc créés à partir de réponses de salle mesurées et non plus
simulées, pour un temps de réverbération de 470 ms. Nous considérons un scénario semi-aveugle
en supposant la connaissance des filtres de mélange. Ces derniers sont alors fixés, c’est-à-dire
qu’ils ne sont pas mis à jour au sein des algorithmes de séparation. Tous les autres paramètres
du modèle sont en revanche estimés de façon aveugle. Nous utilisons la même fenêtre d’analyse
(permettant une reconstruction parfaite pour tous les taux de recouvrement étudiés ci-après) et le
même rang de NMF que précédemment. Les filtres de mélange étant fixés, nous évaluerons la
séparation en terme de sources monophoniques reconstruites.

a) Étude de l’influence de la transformation temps-fréquence

Nous souhaitons dans un premier temps étudier l’influence du choix de la représentation TF
sur les résultats de séparation, dans le cadre de l’approche proposée. Nous comparons pour cela les
résultats obtenus en utilisant la MDCT, qui rappelons-le est une transformation à échantillonnage
critique, avec ceux obtenus grâce à la TFCTFI qui est une transformation redondante. Plusieurs
facteurs de redondance sont étudiés en faisant varier le taux de recouvrement entre trames de
signal successives. Par exemple, un recouvrement de 50% conduit à un nombre de coefficients
TF (un complexe équivaut à deux réels) double par rapport au nombre d’échantillons temporels.
Plus le recouvrement est élevé, plus la redondance de la TFCTFI est importante. Nous effectuons
200 itérations de l’algorithme VEM. Les résultats de séparation moyens sont présentés dans la
première partie du tableau 5.2 (lignes 2 à 5), on observe tout d’abord que d’après les SDR, SIR
et SAR, la qualité de séparation augmente avec la redondance de la transformation TF. Le SDR
dans le cas de la TFCTFI avec un recouvrement de 75% est en effet environ le double de celui

96



CHAPITRE 5. FILTRES DE MÉLANGE DÉTERMINISTES

SDR SIR SAR OPS temps de calcul

MDCT 4.8 10.9 8.2 38.9 132.5
TFCTFI - recouvrement 25% 6.5 12.9 9.5 35.7 375.4
TFCTFI - recouvrement 50% 7.6 14.9 10.4 35.1 538.8
TFCTFI - recouvrement 75% 9.7 17.9 12.1 34.1 1032.0

[Ozerov et Févotte, 2010] -2.4 4.3 2.1 22.5 1.4
[Kowalski et al., 2010] 7.5 14.1 10.1 29.1 149.8

TABLEAU 5.2 – Résultats de séparation moyennés sur l’ensemble des sources de la base de données. SDR,
SIR et SAR sont exprimés en dB, l’OPS en pourcentage et le temps de calcul en minutes.

obtenu dans le cas de la MDCT. Cependant nous estimons à l’écoute des résultats de séparation
que ces conclusions ne concordent pas avec la qualité perçue (le lecteur est invité à se référer aux
exemples audio disponibles en ligne 3). C’est pourquoi nous avons également calculé l’OPS, qui
est une mesure objective de la qualité globale de séparation incluant un aspect perceptif dans sa
définition. Cette mesure a été présentée au chapitre 2, section 2.6. Comme on peut le voir dans le
tableau 5.2, la qualité de séparation mesurée à partir de ce critère est beaucoup moins dépendante
de la transformation TF utilisée. Nous obtenons même les meilleurs résultats avec la MDCT qui
est à échantillonnage critique. Nous pensons que ces conclusions concordent davantage avec à la
qualité de séparation perçue.

b) Comparaison avec les méthodes de référence

Nous comparons également l’approche proposée avec deux méthodes de la littérature (pour
lesquelles les filtres de mélange sont également supposés connus). La première correspond de
nouveau à l’approche introduite dans [Ozerov et Févotte, 2010], pour laquelle nous effectuons 200
itérations de l’algorithme EM. Nous voyons à la ligne 6 du tableau 5.2 que cette méthode obtient
les moins bons résultats, du fait de l’hypothèse de filtres de mélange courts qui n’est pas respectée.
Le temps de réverbération étant de 470 ms et la longueur de la fenêtre de 128 ms, les filtres sont
fortement sous-paramétrés ce qui limite les performances de la méthode. De plus, cette approche
est pénalisée par le fait que nous évaluions les performances à partir des sources monophoniques
reconstruites. En effet nous pouvons entendre à partir des exemples audio disponibles en ligne
que les sources monophoniques estimées restent réverbérées. Si nous évaluons les performances
en terme de sources images reconstruites, cette méthode obtient des meilleurs résultats, ils restent
cependant inférieurs à toutes les autres approches comparées.

La seconde méthode de la littérature que nous considérons dans cette expérience a été intro-
duite dans [Kowalski et al., 2010]. Celle-ci repose également sur une représentation exacte du
processus de mélange convolutif dans le domaine temporel, cependant elle utilise un modèle de
source parcimonieux dans le domaine TF basé sur une régularisation `1 des coefficients de la TFCT
des sources. Cette approche aboutit à un problème de type Lasso (least absolute shrinkage and
selection operator) qui est résolu par l’algorithme FISTA (fast iterative shrinkage-thresholding
algorithm). Comme proposé dans l’article nous effectuons 20000 itérations de cet algorithme.
Les résultats obtenus par cette méthode sont présentés à la dernière ligne du tableau 5.2. D’après
les SDR, SIR et SAR, nous obtenons de meilleures performances uniquement dans le cas d’une
représentation TF des sources par TFCTFI avec un taux de recouvrement de 75%. Cependant,
selon l’OPS, la qualité de séparation est également améliorée pour les autres représentations TF,

3. https://perso.telecom-paristech.fr/leglaive/demo-waspaa17.html
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notamment pour la MDCT.
Pour conclure ces expériences, nous donnons dans la dernière colonne du tableau 5.2 le temps

de calcul (en minutes) requis par les méthodes pour séparer un mélange de 3 sources, d’une durée
de 12 secondes et échantillonné à 16 kHz. Ces données sont obtenues avec un processeur cadencé
à 3.70 GHz. Il est clair que plus la représentation TF est redondante, plus le nombre de coefficients
à estimer est grand et le temps de calcul élevé. Dans le cas d’une représentation par MDCT, ce
dernier est du même ordre que pour la méthode [Kowalski et al., 2010]. L’approche proposée dans
[Ozerov et Févotte, 2010] est de loin la plus rapide car elle ne repose pas sur une représentation
temporelle du mélange.

5.3.5 Conclusion

Les expériences conduites dans cette section nous permettent de conclure qu’il est préférable
d’utiliser la MDCT plutôt que la TFCTFI. La qualité de séparation perçue est en effet similaire et
le temps de calcul avec la MDCT est beaucoup plus faible car c’est une transformation à échan-
tillonnage critique. Dans la suite de cette thèse nous ne travaillerons donc plus qu’avec la MDCT.
Pour de futurs travaux, il restera néanmoins à comprendre d’où provient la contradiction entre les
performances indiquées par le SDR et l’OPS dans le cas de la méthode basée sur la MDCT. Une
piste à explorer réside dans la différence d’encodage de la phase entre la MDCT et la TFCTFI. En
effet, dans le premier cas celle-ci est encodée directement dans les amplitudes des coefficients TF,
qui par l’intermédiaire du modèle de source sont représentées par une NMF.

Comparer notre méthode avec [Ozerov et Févotte, 2010] a permis de montrer l’intérêt d’utiliser
une représentation exacte du processus de mélange convolutif dans le domaine temporel, malgré
une surcharge en matière de temps de calcul. La comparaison avec [Kowalski et al., 2010] à quant
à elle permis de montrer l’intérêt du modèle de source par NMF, par rapport à une approche basée
sur la parcimonie des sources dans le plan TF, qui de fait ne permet pas de prendre en compte la
dynamique des sources dans ce domaine.

5.4 Modèle de source t de Student

Nous présentons dans cette section une méthode de séparation similaire à celle développée
dans la section précédente, dans le cas d’une représentation des sources dans le domaine de la
MDCT. Nous utilisons cependant cette fois un modèle de source basé sur la distribution t de
Student. Chaque source j ∈ {1, ..., J} est donc représentée par un ensemble de coefficients TF de
synthèse réels {sj,fn ∈ R}f,n. L’approche développée ci-après a été publiée dans [Leglaive et al.,
2017b].

5.4.1 Modèle de source

Chaque coefficient TF est modélisé comme une variable aléatoire suivant une loi t de Student,
de paramètre de position nul et de paramètres de forme α et d’échelle λj,fn :

sj,fn ∼ Tα(0, λj,fn). (5.38)

Les coefficients TF des sources sont toujours supposés indépendants. D’après ce modèle, nous
avons E[s2

j,fn] = λ2
j,fn

α

α− 2
pour α > 2, sinon cette espérance n’est pas définie. Ce modèle t

de Student admet une représentation sous forme de SMoG grâce à l’introduction d’une variable
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aléatoire inverse-gamma vj,fn ∈ R+ :{
sj,fn|vj,fn ∼ NR(0, vj,fn)

vj,fn ∼ IG
(α

2
,
α

2
λ2
j,fn

) . (5.39)

Dans la suite nous allons considérer deux instances particulières de ce modèle :

1. Modèle parcimonieux : Les coefficients TF pour une source donnée sont supposés i.i.d. de
sorte que pour tous f et n :

λ2
j,fn = λ2

j . (5.40)

Pour un paramètre de forme α petit, c’est-à-dire pour une distribution t de Student à queue
suffisamment lourde, cette approche suppose la parcimonie des coefficients MDCT des
sources. Ce modèle a déjà été utilisé dans [Févotte et Godsill, 2006; Cemgil et al., 2007]
pour la séparation de mélanges instantanés et non convolutifs. La flexibilité de la distri-
bution t de Student due à la lourdeur de sa queue permet ici de réduire considérablement
le nombre de paramètres impliqués dans la modélisation des sources (un seul paramètre
d’échelle par source), ce qui peut être intéressant dans un contexte sous-déterminé pour la
séparation de sources.

2. Modèle NMF : On considère une distribution non-stationnaire des points TF où les para-
mètres d’échelle sont structurés par l’intermédiaire d’un modèle NMF :

λ2
j,fn = (WjHj)f,n, (5.41)

avec Wj = [wj,fk]f,k ∈ RF×Kj+ and Hj = [hj,kn]k,n ∈ RKj×N+ . Quand α tend vers l’infini,
la distribution t de Student tend vers la gaussienne et nous retrouvons le modèle de source
utilisé à la section précédente (dans le cas de la MDCT).
Ce modèle NMF basé sur la distribution t de Student a été récemment introduit dans [Yo-
shii et al., 2016] pour la séparation monocanale de sources de rang 1, sans avoir recours
cependant à une formulation par SMoG (voir chapitre 2, section 2.3.4b). Au même moment,
un modèle de source hiérarchique également basé les distributions gaussienne et inverse-
gamma a été proposé dans [Kounades-Bastian et al., 2016]. Dans cet article, chaque source
est représentée dans le domaine de la TFCT comme la somme de composantes latentes
gaussiennes. Les variances TF de chacune de ces composantes sont représentées comme des
variables aléatoires latentes inverse-gamma dont les paramètres d’échelle sont contraints par
une NMF de rang 1. Bien que cela ne soit pas mentionné explicitement, ce modèle corres-
pond bien à une distribution marginale pour les composantes de rang 1 qui soit t de Student.

5.4.2 Inférence variationnelle

Comme précédemment x = {xi(t)}i,t représente l’ensemble des observations temporelles du
mélange. Nous notons z = {s = {sj,fn}j,f,n,v = {vj,fn}j,f,n} l’ensemble des variables latentes
de ce modèle et θ = {{λ2

j,fn}j,f,n, {aij(t)}i,j,t, {σ2
i }i} l’ensemble des paramètres. Comme aupa-

ravant nous considérons un cas semi-aveugle en supposant la connaissance des filtres de mélange.
Dans le cas du modèle gaussien introduit à la section précédente, nous avions recours à une

méthode d’inférence variationnelle pour des raisons pratiques (voir Section 5.3.2, page 88) ; afin
de forcer la matrice de covariance a posteriori des coefficients MDCT des sources à être diagonale.
Dans le cas du modèle t de Student considéré ici, la distribution a posteriori des variables latentes
ne peut être calculée explicitement, c’est la raison pour laquelle nous considérons également une
approche d’inférence variationnelle.
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a) Approximation de champ moyen

Nous cherchons une densité de probabilité q ∈ F sur les variables latentes z qui maximise
l’énergie variationelle libre. A nouveau nous formulons l’hypothèse de champ moyen qui consiste
à supposer que la famille variationnelle F correspond à l’ensemble des densités de probabilité qui
se factorisent sous la forme suivante :

q(s) =

J∏
j=1

F−1∏
f=0

N−1∏
n=0

qsjfn(sj,fn)qvjfn(vj,fn). (5.42)

Afin de simplifier les notations on note simplement q(·) les distributions qs/vjfn(·). L’estimateur
des coefficients TF des sources sous cette approximation est le même que dans le cas gaussien à
l’équation (5.16), il s’agit de la moyenne a posteriori sous l’hypothèse de champ moyen ŝj,fn =
〈sj,fn〉q. La source monophonique ŝj(t) est comme précédemment reconstruite par MDCT inverse
et la source image ŷij(t) est obtenue par convolution avec le filtre de mélange associé aij(t).

b) Vraisemblance des données complètes

A partir des équations (5.2) et (5.39), la log-vraisemblance des données complètes
ln p(x, z;θ) = ln p(x|z;θ) + ln p(s|v) + ln p(v;θ) s’écrit :

ln p(x, z;θ)
c
=− 1

2

I∑
i=1

T−1∑
t=0

[
ln(σ2

i ) +
1

σ2
i

(
xi(t)−

J∑
j=1

yij(t)

)2
]

−
J∑
j=1

∑
(f,n)∈B

[
ln(vj,fn)

(
α

2
+ 1 +

1

2

)
+ ln Γ

(α
2

)

+
1

vj,fn

(
α

2
λ2
j,fn +

s2
j,fn

2

)
+
α

2
ln

(
2

αλ2
j,fn

)]
. (5.43)

c) Étape E

Étape E-V D’après l’approximation de champ-moyen et l’équation (5.43), on peut montrer que
les densités de probabilité q(vj,fn) qui maximisent l’énergie variationnelle libre satisfont :

ln q?(vj,fn)
c
= 〈ln p(x, z;θ)〉q(z\vj,fn)

c
= − ln(vj,fn)

(
α+ 1

2
+ 1

)
− 1

vj,fn

(
α

2
λ2
j,fn +

〈s2
j,fn〉q(sj,fn)

2

)
. (5.44)

On reconnaît alors q?(vj,fn) ∝ IG(δ, βj,fn) avec

δ =
α+ 1

2
; (5.45)

βj,fn =
α

2
λ2
j,fn +

ŝ2
j,fn + γj,fn

2
, (5.46)

où γj,fn = 〈(sj,fn − ŝj,fn)2〉q(sj,fn).
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Étape E-S En utilisant le fait que
〈
v−1
j,fn

〉
q(vj,fn)

=
δ

βj,fn
, on trouve de la même façon :

ln q?(sj,fn)
c
= 〈ln p(x, z;θ)〉q(z\sj,fn)

c
= −1

2

( I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

g2
ij,fn(t) +

δ

βj,fn

)

×

sj,fn −
I∑
i=1

1
σ2
i

T−1∑
t=0

gij,fn(t)

(
xi(t)−

∑
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(5.47)

On reconnaît q?jfn(sj,fn) = N(ŝj,fn, γj,fn) avec :

γj,fn =

( I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

g2
ij,fn(t) +

δ

βj,fn

)−1

, (5.48)

et après réécriture du terme de moyenne 4 :

ŝj,fn = ŝj,fn − γj,fndj,fn, (5.49)

où

dj,fn = ŝj,fn
δ

βj,fn
−

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

gij,fn(t)

(
xi(t)−

J∑
j′=1

ŷij′(t)

)
. (5.50)

De la même façon qu’à la section 5.3, on peut montrer que dj,fn = ∂(−L(q?;θ))/(∂ŝj,fn) où
L(q?;θ) est défini ci-dessous à l’équation (5.51). La mise à jour (5.49) permet donc de minimiser
l’opposée de l’énergie variationnelle libre suivant une technique de descente par coordonnées.
Afin d’accélérer l’étape E-S, on choisit comme précédemment d’utiliser la méthode du gradient
conjugué avec préconditionnement pour résoudre ce problème d’optimisation.

d) Énergie variationnelle libre

L’énergie variationnelle libre s’écrit :

L(q?;θ)
c
=− JFN

[
ln Γ

(α
2

)
−
(
α+ 1

2
− δ
)

diΓ(δ)− δ − ln Γ(δ) +
α

2
ln

(
2

α

)]
− T

2

I∑
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ln(σ2
i )−

1

2

I∑
i=1

1

σ2
i

ēi

−
J∑
j=1

∑
(f,n)∈B

[
1

2
ln

(
βj,fn
γj,fn

)
+
α

2
ln

(
βj,fn
λ2
j,fn

)
+
αδ

2

λ2
j,fn

βj,fn
+
δ

2

ŝ2
j,fn + γj,fn

βj,fn

]
,

(5.51)

4. Comme précédemment l’équation (5.49) correspond à une règle de mise à jour, on peut en effet montrer en
injectant (5.48) et (5.50) dans cette équation que la variable ŝj,fn disparaît du membre de droite.
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où comme à l’équation (5.30) :

ēi =

〈∥∥∥∥xi −∑J

j=1
yij

∥∥∥∥2

2

〉
q?

=

∥∥∥∥xi −∑J

j=1
ŷij

∥∥∥∥2

2

+
J∑
j=1

∑
(f,n)∈B

γj,fn ‖gij,fn‖22 , (5.52)

avec gij,fn = [gij,fn(t)]>t ∈ RT . Cette équation correspond à la simplification de (5.30) lorsque
les variables latentes de source sont réelles (cas de la MDCT).

e) Étape M

Variance du bruit Annuler la dérivée de l’énergie variationnelle libre par rapport à la variance
σ2
i conduit à la même mise à jour que pour le modèle gaussien donnée à l’équation (5.34).

Paramètres du modèle de source parcimonieux Dans le cas du modèle de source parcimo-
nieux défini à l’équation (5.40), on obtient la règle de mise à jour suivante par annulation de la
dérivée partielle du critère :

λ2
j =

 1

FN

∑
(f,n)∈B

(
βj,fn
δ

)−1
−1

. (5.53)

Il est intéressant de remarquer qu’il s’agit d’une moyenne harmonique des coefficients {βj,fn/δ}f,n.

Paramètres du modèle de source NMF Lorsque les paramètres d’échelle λj,fn sont structurés
par un modèle NMF comme à l’équation (5.41), on peut montrer que maximiser L(q?;θ) par
rapport à Wj ,Hj sous une contrainte de positivité des coefficients de ces matrices est équivalent
à minimiser la fonction de coût suivante sous la même contrainte :

C(Wj ,Hj) =
∑

(f,n)∈B

[
(WjHj)f,n
βj,fn/δ

− ln
(

(WjHj)f,n

)]
c
=

∑
(f,n)∈B

dIS

(
(WjHj)f,n ,

βj,fn
δ

)
. (5.54)

On fait de nouveau apparaître la divergence d’Itakura-Saito dans le problème d’estimation des pa-
ramètres NMF. Cependant ces derniers apparaissent cette fois dans le premier argument de cette
divergence qui n’est pas symétrique. On ne peut donc avoir recours aux règles multiplicatives stan-
dard. On peut toutefois utiliser la méthode de la fonction auxiliaire (voir chapitre 2, section 2.3.3)
pour résoudre ce problème d’optimisation.

Comme u 7→ − ln(u) est une fonction convexe pour u ∈ R+, on utilise l’inégalité de Jensen
pour obtenir une majorante de C(Wj ,Hj). Pour tout ensemble de coefficients {cjk,fn ∈ [0, 1]}Kjk=1

tels que
∑Kj

k=1 cjk,fn = 1 :

− ln
(

(WjHj)f,n

)
≤ −

Kj∑
k=1

cjk,fn ln

(
wj,fkhj,kn
cjk,fn

)
, (5.55)

avec égalité si et seulement si

cjk,fn =
wj,fkhj,kn

(WjHj)f,n
. (5.56)
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En injectant (5.55) dans (5.54) on obtient une majorante du critère :

C(Wj ,Hj) ≤
∑

(f,n)∈B

(WjHj)f,n
βj,fn/δ

−
Kj∑
k=1

cjk,fn ln

(
wj,fkhj,kn
cjk,fn

) . (5.57)

En annulant les dérivées partielles de cette majorante par rapport à wj,fk et hj,kn, et en remplaçant
cjk,fn par l’expression (5.56) qui minimise la majorante, on obtient les règles de mise à jour
multiplicatives suivantes :

Wj ←Wj �
(WjHj)

�−1 H>j

(Bj/δ)
�−1 H>j

; (5.58)

Hj ← Hj �
W>

j (WjHj)
�−1

W>
j (Bj/δ)

�−1 , (5.59)

où Bj = [βj,fn]f,n ∈ RF×N+ . La contrainte de positivité est satisfaite si les paramètres NMF sont
initialisés avec des valeurs positives. On peut finalement effectuer au sein de l’étape M quelques
itérations de ces règles multiplicatives.

Filtre de mélange Comme pour le modèle gaussien (voir équation (5.37), page 94), on peut
montrer que maximiser l’énergie variationnelle libre par rapport aux filtres de mélange est équi-
valent à résoudre le système d’équations suivant :[

TLa{r̂ssj (k)}+ TLa

{ ∑
(f,n)∈B

γj,fnr̂
ψψ
fn (k)

}]
aij = r̂sεij . (5.60)

Cette équation correspond à la simplification de (5.37) lorsque les variables latentes de source sont
réelles. On rappelle que la mise à jour de aij dépend de {aij′}j′ 6=j au travers ici du terme r̂sεij . Il
est donc nécessaire de procéder séquentiellement. En pratique, comme précédemment, une seule
mise à jour de chaque filtre aij est effectuée par étape M, et l’ordre de mise à jour suivant les
indices i et j est choisi arbitrairement et gardé fixe tout au long de l’algorithme VEM.

5.4.3 Résultats expérimentaux semi-aveugles

Les expériences sont réalisées à partir de la base de données «MASS-Synthétique» pour un
temps de réverbération de 256 ms. On utilise toujours une fenêtre d’analyse/synthèse TF sinu-
soïdale d’une longueur de 128 ms. Le rang de factorisation de la NMF est arbitrairement fixé à
10 pour toutes les sources. On considère un scénario semi-aveugle où les filtres de mélange sont
supposés connus et fixés à leur valeur oracle tandis que tous les autres paramètres sont estimés
de façon aveugle. Les performances de séparation sont évaluées sur les sources monophoniques
reconstruites. Des exemples audio sont disponibles en ligne 5.

a) Influence du modèle de source

Nous comparons tout d’abord les résultats de séparation selon le choix du modèle de source,
c’est-à-dire basé sur la parcimonie ou sur la NMF. Le SDR moyenné sur l’ensemble des sources
de la base de données est représenté sur la figure 5.2 en fonction du paramètre de forme de la
distribution t de Student.

5. https://perso.telecom-paristech.fr/leglaive/demo-eusipco17.html
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On voit premièrement que le modèle de source parcimonieux requiert un paramètre de forme
significativement plus petit que pour le modèle NMF. Les résultats chutent fortement lorsque la
valeur de ce paramètre augmente, ce qui montre la nécessité d’utiliser une distribution à queue
lourde si l’on suppose des coefficients TF i.i.d.

Deuxièmement, il est clair que le modèle NMF obtient des performances supérieures au mo-
dèle parcimonieux. Cela montre encore une fois l’avantage d’exploiter la dynamique des sources
dans le plan TF et non simplement de supposer leur parcimonie.

0.01 0.1 1 10 20
0

2

4

6

8

FIGURE 5.2 – SDR moyen en fonction du paramètre de forme du modèle de source t de Student. La
courbe bleue correspond au modèle par NMF et celle en rouge au modèle basé sur la parcimonie.

b) Comparaison avec les méthodes de référence

On compare maintenant les résultats de séparation obtenus avec la méthode proposée et avec
les méthodes de référence [Ozerov et Févotte, 2010; Kowalski et al., 2010] déjà présentées dans le
cadre de l’évaluation du modèle gaussien à la section 5.3. Rappelons que ces méthodes travaillent
dans le domaine de la TFCT. Nous incluons également dans cette comparaison la méthode [Le-
glaive et al., 2017a] qui correspond au modèle gaussien introduit en section 5.3, dans le cas de la
MDCT. Les paramètres de forme de la distribution t de Student pour la méthode proposée sont
choisis comme ceux maximisant le SDR moyen à la figure 5.2.

Les résultats sont présentés dans le tableau 5.3. Encore une fois, les méthodes basées sur une
représentation exacte du processus de mélange convolutif dans le domaine temporel obtiennent
les meilleures performances. Le SIR indique que les deux approches basées sur la parcimonie des
coefficients TF des sources ([Kowalski et al., 2010] utilisant une pénalisation `1, équivalent d’un
a priori de Laplace, et celle proposée utilisant la distribution t de Student) conduisent à des per-
formances similaires en terme d’interférences. En revanche la méthode proposée dans [Kowalski
et al., 2010] induit moins d’artéfacts, c’est pourquoi le SAR et le SDR moyens sont supérieurs. Fi-
nalement, le modèle de source t de Student proposé, avec paramétrisation NMF, et son équivalent
gaussien [Leglaive et al., 2017a], obtiennent les meilleurs résultats en terme de SDR. Cependant,
d’après l’OPS l’approche basée sur la distribution gaussienne permet d’obtenir une meilleure qua-
lité de séparation.

104



CHAPITRE 5. FILTRES DE MÉLANGE DÉTERMINISTES

SDR SIR SAR OPS

[Ozerov et Févotte, 2010] 1.7 8.5 4.9 25.1
[Kowalski et al., 2010] 5.5 11.7 8.8 29.4
[Leglaive et al., 2017a] 6.7 12.5 9.5 42.0

Modèle t de Student basé parcimonie (α = 0.4) 3.8 11.8 5.9 28.7
Modèle t de Student basé NMF (α = 14) 6.7 12.7 10.0 33.9

TABLEAU 5.3 – Résultats de séparation moyennés sur l’ensemble des sources de la base de données. SDR,
SIR et SAR sont exprimés en dB et l’OPS en pourcentage.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit un nouveau cadre probabiliste pour la séparation des
mélanges convolutifs, basé sur l’inférence des coefficients TF des sources à partir des observations
temporelles du mélange.

Nous avons tout d’abord proposé un modèle de source gaussien basé sur la NMF. Les expé-
riences réalisées dans un contexte oracle et semi-aveugle ont permis de montrer la robustesse de
cette approche pour la séparation des mélanges en présence de forte réverbération.

Les résultats expérimentaux ont également permis de montrer que la MDCT et la TFCTFI
conduisent à des performances de séparation similaires d’après des mesures objectives prenant en
compte un aspect perceptif. Cependant, la MDCT étant à échantillonnage critique elle induit un
temps de calcul significativement plus faible que la TFCTFI.

Nous avons finalement adapté la méthode proposée à deux autres modèles de source basés sur
la distribution t de Student. Le premier repose sur une hypothèse de parcimonie des coefficients
TF des sources tandis que le second fait intervenir une paramétrisation NMF. Nous avons montré
expérimentalement que l’approche par NMF permet d’obtenir de meilleures performances. Néan-
moins, les résultats fournis par l’OPS semblent indiquer que la distribution gaussienne pour le
modèle de source basé sur la NMF est mieux adaptée que la distribution t de Student.

Dans ce chapitre, les expériences ont été effectuées dans un contexte oracle ou semi-aveugle
(à filtres de mélange connus). Nous allons voir au chapitre suivant qu’il est également possible
d’estimer les filtres, mais cela nécessite la prise en compte d’un a priori probabiliste. Nous verrons
que sans contraintes, il n’est pas possible d’obtenir une estimation des filtres de mélange qui
conduise à des performances de séparation satisfaisantes.
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Chapitre 6

Modèle t de Student pour les filtres de
mélange
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Utiliser une représentation temporelle du mélange pour la séparation de sources permet non
seulement de représenter de façon exacte le processus de mélange convolutif mais également de
développer des a priori simples pour les filtres de mélange. En effet ces derniers correspondent
à des réponses impulsionnelles de salle, ils ont donc une structure temporelle bien précise qu’il
est possible d’exploiter afin de guider leur estimation. Dans un contexte sous-déterminé, être en
mesure d’exploiter de l’information supplémentaire sur les variables d’intérêt est un aspect très
important que l’on propose de considérer ici dans un cadre bayésien. Nous pouvons mentionner
que certains travaux en estimation simultanée de multiples RIRs ont déjà montré l’intérêt d’ex-
ploiter cette structure temporelle, dans un contexte non-aveugle (connaissant les signaux sources)
et sous-déterminé (plus de coefficients pour les RIRs que d’échantillons pour le mélange) [Beni-
choux et al., 2014] [Giri, 2016, Ch. 5]. Dans la partie II du manuscrit, nous cherchions à transcrire
la dynamique temporelle des filtres sous forme de corrélations fréquentielles. Nous allons voir
dans cette partie qu’il est plus aisé de travailler directement avec la réponse impulsionnelle, et non
plus fréquentielle.

Les méthodes de la littérature basées sur une représentation du mélange convolutif dans le
domaine temporel telles que [Kowalski et al., 2010; Arberet et Vandergheynst, 2014] et [Feng et
Kowalski, 2014], ainsi que celles développées au chapitre précédent, supposent la connaissance
des vrais filtres de mélange. Cette hypothèse est fortement restrictive car dans une application
réelle, il est difficile d’avoir cette connaissance. Cela suppose en effet de connaître l’environne-
ment acoustique où a eu lieu l’enregistrement ainsi que d’avoir mesuré les réponses de salle entre
chaque source et chaque microphone.

La contribution principale de ce chapitre est de proposer un nouveau cadre bayésien où les
filtres de mélange sont traités comme des variables aléatoires latentes dans le domaine temporel,
suivant une distribution t de Student. Le modèle proposé généralise le modèle gaussien [Polack,
1988], basé sur la décroissance exponentielle de la réverbération tardive et largement utilisé en
acoustique statistique des salles. Nous formulons également le modèle de source afin de pouvoir
adapter la représentation TF à la nature de chaque source présente dans le mélange, notamment en
matière de résolution temps/fréquence. Enfin, les expériences sont réalisées dans un scénario plus
réaliste, car nous ne supposons pas les filtres de mélange connus.

Le modèle complet est présenté à la section 6.1. Nous détaillons la méthode d’inférence va-
riationnelle basée sur un algorithme VEM à la section 6.2. Enfin nous présentons les résultats
expérimentaux dans la section 6.3 et concluons à la section 6.4. L’article de revue [Leglaive et al.,
2017d] en cours de révision au moment de l’écriture de ce manuscrit est basé sur les résultats
présentés dans ce chapitre.

6.1 Modèle

Nous considérons toujours le modèle de mélange convolutif bruité introduit à l’équation (5.2),
page 85.

6.1.1 Modèle de source

a) Représentation temps-fréquence

Comme précédemment, les signaux sources sont représentés par un ensemble de coefficients
TF de synthèse {sj,fn ∈ R}(f,n)∈Bj avec Bj = {0, ..., Fj − 1} × {0, ..., Nj − 1} :

sj(t) =
∑

(f,n)∈Bj

sj,fnψj,fn(t). (6.1)
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Nous choisissons de travailler dans le domaine de la MDCT, l’atome TF de synthèse est donc
défini par :

ψj,fn(t) =

√
2

Fj
wj(t− nHj) cos

(
2π

Mj

(
t− nHj +

1

2
+
Mj

4

)(
f +

1

2

))
, (6.2)

où wj(t) est une fenêtre sinusoïdale de longueur Mj , Hj = Mj/2 est la taille de l’incrément et
Fj = Mj/2. Par rapport à l’équation (5.4), page 85, on remarque cette fois que l’atome MDCT dé-
pend de l’indice de source j au travers du paramètre de longueurMj de la fenêtre. Cette spécificité
permet d’adapter la résolution TF pour chaque source composant le mélange. On peut par exemple
choisir une fenêtre courte pour des signaux percussifs afin d’avoir une bonne résolution tempo-
relle, et une fenêtre plus longue pour des sources tonales (présentant une hauteur) afin d’avoir une
bonne résolution fréquentielle.

On rappelle que d’après cette décomposition, une source image se réécrit :

yij(t) = [aij(·) ? sj(·)](t) =
∑

(f,n)∈Bj

sj,fn gij,fn(t), (6.3)

avec gij,fn(t) = [aij(·) ? ψj,fn(·)](t).

b) A priori sur les sources

Comme au chapitre 5, section 5.4, on suppose que chaque coefficient sj,fn suit une loi t de
Student :

sj,fn ∼ Tαv(0, λj,fn). (6.4)

Nous utilisons cependant ici une formulation sous forme de SMoG différente, bien qu’équivalente :{
sj,fn|vj,fn ∼ N (0, vj,fnλ

2
j,fn)

vj,fn ∼ IG
(αv

2
,
αv
2

) . (6.5)

On suppose de plus que la variable λ2
j,fn suit un modèle NMF comme à l’équation (5.41), page 99 :

λ2
j,fn = (WjHj)f,n.

Contrairement au modèle hiérarchique de l’équation (5.39), page 99, la factorisation NMF
se trouve désormais reliée à la variance de la distribution gaussienne sur sj,fn et non plus au
paramètre d’échelle de la distribution inverse-gamma sur vj,fn. Nous comprendrons l’intérêt de
cette reformulation à l’étape M de l’algorithme VEM développé dans ce chapitre. Il est important
néanmoins de mentionner que ces deux modèles sont équivalents du fait de la propriété suivante
de la distribution inverse-gamma : Si z ∼ IG(α, β), alors pour tout facteur C ∈ R+, Cz ∼
IG(α,Cβ).

6.1.2 Modèle de réponse impulsionnelle de salle

a) Modèle de RIR

On représente en haut de la figure 6.1 une RIR provenant de la base de données MIRD [Hadad
et al., 2014]. Celle-ci a été enregistrée dans une salle avec un temps de réverbération de 610 ms
et avec une distance source-microphone d’environ 2 m. L’énergie de cette RIR est représentée
en dB sur la figure du milieu. On voit que celle-ci décroît exponentiellement au cours du temps
(linéairement sur une échelle en dB). En acoustique statistique des salles, une RIR est générale-
ment représentée par un processus aléatoire centré a(t) ∈ R indexé par le temps t ∈ N. Comme
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FIGURE 6.1 – Amplitude (figure du haut), énergie (figure du milieu) et énergie normalisée (figure du bas)
d’une RIR de la base de données MIRD [Hadad et al., 2014]. Le temps de réverbération est de 610 ms et la

distance source-microphone d’environ 2 m.

précédemment on suppose une RIR de longueur finie La. ã(t) à la figure 6.1 correspond à une
réalisation de ce processus. La propriété de décroissance exponentielle de l’énergie est alors liée
à l’expression de la variance E[a2(t)], en supposant que celle-ci soit définie [Schroeder, 1987,
1962]. On rappelle que différentes réalisations de ce processus correspondent à différentes posi-
tions de la source et du microphone, l’espérance mathématique peut donc être comprise comme
une moyenne spatiale.

Modèle gaussien avec décroissance exponentielle C’est Moorer qui pour la première fois
évoque la ressemblance entre une RIR de salle de concert et un bruit blanc gaussien modulé par une
enveloppe à décroissance exponentielle [Moorer, 1979]. Dans [Polack, 1988], Polack introduit un
modèle formalisant cette observation et qui a depuis été largement utilisé en acoustique statistique
des salles. Une RIR est représentée comme un processus gaussien centré non-stationnaire :

a(t) ∼ N (0, r2(t)) (6.6)

où

r2(t) = σ2
r exp(−2t/τ), τ =

T60fs
3 ln(10)

. (6.7)

σ2
r est un facteur d’échelle global lié à l’énergie totale de la réverbération, τ est le paramètre de dé-

croissance exponentiel déjà introduit au chapitre 3, équation (3.14), page 57. Sous une hypothèse
de champ diffus, σ2

r ne dépend pas de la position de la source et du microphone dans la salle car
l’énergie sonore est supposée identiquement distribuée dans toute la salle, suivant toutes les direc-
tions. Le choix de la distribution gaussienne à l’équation (6.6) provient naturellement du modèle
de RFR introduit par Schroeder [Schroeder et Kuttruff, 1962; Schroeder, 1962] et de la linéarité
de la transformée de Fourier. En effet dans ce modèle, la RFR est représentée par un processus
aléatoire dont les parties réelle et imaginaire sont des processus gaussiens centrés, indépendants et
de même variance.
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Expérience préliminaire L’étude proposée par Polack dans [Polack, 1993] conclut qu’une RIR
ne peut être représentée par un processus stochastique qu’après la frontière définie par le temps
de mélange, c’est-à-dire quand la densité temporelle d’échos est suffisamment grande. Le modèle
gaussien (6.6) n’est par conséquent valide que pour la partie diffuse de la RIR, c’est-à-dire pour la
réverbération tardive.

On représente en bas de la figure 6.1 l’énergie normalisée ã2(t)/ exp(−2t/τ) de la RIR afin de
compenser la décroissance exponentielle. Le facteur de décroissance τ est fixé d’après l’équation
(6.7), en utilisant la connaissance du temps de réverbération T60. On observe effectivement sur
cette figure que l’énergie normalisée est presque constante au cours du temps. Il y a cependant de
fortes déviations au début de la RIR qui correspondent au trajet direct et aux premiers échos.

D’après le modèle gaussien (6.6), les coefficients de la RIR normalisée a(t)/ exp(−t/τ) sont
censés être i.i.d. suivant la distribution N (0, σ2

r ). Nous proposons ici de vérifier cette hypothèse
en utilisant les RIRs de la base de données MIRD [Hadad et al., 2014]. Celles-ci sont enregis-
trées dans une salle avec un temps de réverbération de 610 ms en utilisant 3 réseaux différents
de 8 microphones pour 26 positions de la source. On obtient ainsi un ensemble de 624 RIRs à
partir desquelles on peut calculer la densité de probabilité empirique (un histogramme normalisé)
représentée en trait plein noir sur la figure 6.2. On estime également à partir de ces données la
distribution gaussienne la plus proche au sens du maximum de vraisemblance. La densité de pro-
babilité associée est représentée sur la même figure en bleu (σr = 0.006). On voit clairement que
la distribution empirique présente une queue plus lourde que la gaussienne. Cela est dû au trajet
direct et aux premiers échos des RIR, qui d’un point de vue statistique correspondent à des valeurs
aberrantes par rapport au modèle gaussien (6.6).
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FIGURE 6.2 – Densité de probabilité empirique (trait plein noir) et densités de probabilité des distributions
gaussienne (trait bleu en pointillé) et t de Student (trait rouge tireté) estimées à partir de 624 RIRs

normalisées.

Modèle t de Student avec décroissance exponentielle C’est précisément pour cette raison que
nous proposons d’utiliser la distribution t de Student. Sa robustesse vis à vis des valeurs aberrantes
permet de prendre en compte indirectement le trajet direct et les premiers échos dans le modèle.
Afin d’illustrer cela, nous représentons également en trait rouge sur la figure 6.2 la densité de
probabilité associée à la distribution t de Student estimée à partir des 624 RIR normalisées. L’esti-
mation au sens du maximum de vraisemblance conduit à σr = 0.005 et αu = 7.2. Il est clair que
la distribution t de Student constitue un meilleur choix pour modéliser les RIRs. Elle permet de
compenser l’hypothèse de champ diffus formulée pour écrire le modèle (6.6), qui n’est en général
pas vérifiée.
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A priori sur les filtres de mélange Suivant les résultats de cette expérience préliminaire, on
suppose que chaque coefficient aij(t) du filtre de mélange associé à la source j et au microphone
i suit indépendamment une loi t de Student :

aij(t) ∼ Tαu(0, r(t)), (6.8)

où r(t) représente la décroissance exponentielle comme introduit à l’équation (6.7). Ce modèle
admet celui de Polack à l’équation (6.6) comme cas particulier lorsque αu tend vers l’infini. De la
même façon que pour le modèle de source, il peut être écrit sous forme de SMoG par l’intermé-
diaire d’une variable aléatoire inverse-gamma uij(t) :{

aij(t)|uij(t) ∼ N
(
0, uij(t)r

2(t)
)

;

uij(t) ∼ IG
(αu

2
,
αu
2

)
.

(6.9)

Ce modèle hiérarchique peut s’interprèter de la façon suivante : Une RIR aij(t) est composée
d’un champ sonore diffus (uniformément réparti dans la salle) dont l’énergie est définie par σ2

r .
Au niveau du trajet direct et des premiers échos, la RIR peut dévier fortement de ce comporte-
ment global. Ce sont précisément les variables inverse-gamma uij(t) qui permettent de prendre en
compte ces fortes déviations, qui elles dépendent de l’indice de source et de microphone, car étant
reliées à leurs positions respectives.

Le modèle t de Student (6.8) permet grâce à l’introduction d’un unique paramètre αu de
prendre en compte implicitement le trajet direct et les premiers échos. Bien sûr nous supposons
ici que les premières contributions et la réverbération tardive sont identiquement distribuées, ce
qui est discutable. Néanmoins, comme nous allons le voir ce modèle simple permet d’avoir de
bons résultats de séparation de sources, et comme nous l’évoquerons en conclusion de ce cha-
pitre, considérer un modèle plus complexe, où l’on distingue la modélisation des premiers échos
et celle de la réverbération tardive, ne nous a pas permis d’améliorer les performances par rapport
à l’utilisation du modèle (6.8).

6.2 Inférence variationnelle

On définit les ensembles de variables latentes suivants : s = {sj,fn}j,f,n ; v = {vj,fn}j,f,n ;
a = {aij(t)}i,j,t ; u = {uij(t)}i,j,t et z = {s,v,a,u}. Soit x = {xi(t)}i,t l’ensemble des va-
riables observées et θ = {λ = {λ2

j,fn}j,f,n,σ = {σ2
i }i} l’ensemble des paramètres déterministes

du modèle. Nous omettons les autres paramètres que l’on suppose fixés. Le modèle complet est
représenté sous forme de réseau bayésien à la figure 6.3.

L’inférence exacte de la distribution a posteriori des variables latentes est ici analytiquement
impossible. C’est pourquoi nous avons de nouveau recours à une approche variationnelle, que nous
détaillons dans cette section.

6.2.1 Approximation de champ moyen

Nous utilisons à nouveau l’approximation de champ moyen qui consiste à supposer que la
densité de probabilité q se factorise de la façon suivante :

q(z) =
J∏
j=1

 ∏
(f,n)∈Bj

qsjfn(sj,fn)qvjfn(vj,fn)

[ I∏
i=1

La−1∏
t=0

qaijt(aij(t))q
u
ijt(uij(t))

]
. (6.10)

Afin de simplifier les notations nous noterons simplement q(·) les densités introduites à l’équation
(6.10), sans indices ni exposants.
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CHAPITRE 6. MODÈLE T DE STUDENT POUR LES FILTRES DE MÉLANGE

FIGURE 6.3 – Réseau bayésien correspondant au modèle proposé. Les variables aléatoires latentes sont
représentées par des cercles vides, les observations par des cercles grisés, et les paramètres du modèle par
des points. Chaque sous-graphe contenu dans un rectangle est répété suivant les indices indiqués. Chaque

arête traversant le côté d’un rectangle est également répliquée.

On rappelle que sous cette approximation, l’estimation de la j-ème source au point TF (f, n)
est donnée par ŝj,fn = 〈sj,fn〉q(sj,fn). Le signal temporel ŝj(t) associé est reconstruit par MDCT
inverse :

ŝj(t) =
∑

(f,n)∈Bj

ŝj,fnψj,fn(t). (6.11)

De la même façon, l’estimation du filtre de mélange est donnée par la moyenne a posteriori
sous l’approximation variationnelle : âij(t) = 〈aij(t)〉q(aij(t)). On définit également la variable
ĝij,fn(t) = [âij ? ψj,fn](t). Enfin, l’estimée de la j-ème source image au niveau du microphone i
est donnée par :

ŷij(t) =[âij(·) ? ŝj(·)](t)

=
∑

(f,n)∈Bj

ŝj,fnĝij,fn(t). (6.12)

6.2.2 Modèle conjugué-exponentiel

Le modèle défini précédemment et représenté sous forme de réseau bayésien à la figure 6.3
est dit «conjugué-exponentiel» [Winn et Bishop, 2005]. En effet la distribution de chaque variable
latente conditionnellement à ses parents appartient à la famille exponentielle, et les distributions
de ses parents sont conjuguées par rapport à elle. Par conséquent on peut montrer que sous l’ap-
proximation de champ moyen, la distribution optimale q?(z), z ∈ z, qui maximise l’énergie va-
riationnelle libre sera de la même forme que la distribution a priori de z, conditionnellement à ses
parents [Winn et Bishop, 2005]. Dans notre cas cela correspond aux distributions variationnelles
suivantes :

q?(vj,fn) = IG(vj,fn; νv, βj,fn); (6.13)

q?(sj,fn) = N(sj,fn; ŝj,fn, γj,fn); (6.14)

q?(uij(t)) = IG(uij(t); νu, dij(t)); (6.15)
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q?(aij(t)) = N (aij(t); âij(t), ρij(t)) . (6.16)

Il est intéressant de remarquer que le fait de travailler avec un modèle «conjugué-exponentiel»
nous permet directement d’écrire l’énergie variationnelle libre, sans même connaître les expres-
sions des paramètres de ces distributions.

6.2.3 Énergie variationnelle libre

L’énergie variationnelle libre peut être décomposée de la façon suivante d’après sa définition :

L(q?,θ) =

〈
ln

(
p(x, s,v,a,u;θ)

q?(s)q?(v)q?(a)q?(u)

)〉
q?(s)q?(v)q?(a)q?(u)

= 〈ln p(x|s,a;σ)〉q?(s)q?(a)

+ 〈ln p(s|v;λ)− ln q?(s)〉q?(s)q?(v)

+ 〈ln p(v)− ln q?(v)〉q?(v)

+ 〈ln p(a|u)− ln q?(a)〉q?(a)q?(u)

+ 〈ln p(u)− ln q?(u)〉q?(u) , (6.17)

où 〈− ln q(·)〉 est l’entropie différentielle de la distribution q. Dans ce chapitre, p(x|s,a;σ) est
appelé vraisemblance tandis que p(x;θ) correspond à la vraisemblance marginale.

Nous allons détailler ci-dessous chacun des termes du membre de droite de l’équation (6.17),
à partir du modèle présenté à la section 6.1 et des distributions variationnelles données par les
équations (6.13) à (6.16).

Terme de vraisemblance

〈ln p(x|s,a;σ)〉 = −IT
2

ln(2π)− T

2

I∑
i=1

ln(σ2
i )−

1

2

I∑
i=1

1

σ2
i

ēi, (6.18)

où ēi =

〈∥∥∥∥xi − J∑
j=1

yij

∥∥∥∥2

2

〉
se développe de la façon suivante :

ēi =

∥∥∥∥xi − J∑
j=1

ŷij

∥∥∥∥2

2

+
J∑
j=1

[
‖ŝj‖22

La−1∑
τ=0

ρij(τ)

]
+

J∑
j=1

∑
(f,n)∈Bj

γj,fn

[
‖ĝij,fn‖22 +

La−1∑
τ=0

ρij(τ)

]
,

(6.19)

avec ĝij,fn = [ĝij,fn(t)]>t ∈ RT , ŝj = [ŝj(t)]
> ∈ RLs et ŷij = [ŷij(t)]

> ∈ RT . Les variables
ŝj(t) et ŷij(t) sont liées aux paramètres variationnels {ŝj,fn}j,f,n et {âij(t)}i,j,t par les équations
(6.11) et (6.12) respectivement. Les détails de calcul de ce terme ēi sont fournis dans l’annexe G,
section G.3.

Terme S

〈ln p(s|v;λ)− ln q?(s)〉 = −1

2

J∑
j=1

∑
(f,n)∈Bj

[
ln

(
βj,fn
γj,fn

)

− diΓ(νv) + ln(λ2
j,fn) +

νv
βj,fn

ŝ2
j,fn + γj,fn

λ2
j,fn

− 1

]
. (6.20)
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Terme V

〈ln p(v)− ln q?(v)〉 = −
J∑
j=1

∑
(f,n)∈Bj

[
αvνv

2

1

βj,fn
+
αv
2

ln(βj,fn) + ln Γ
(αv

2

)
+
αv
2

ln

(
2

αv

)

+ diΓ(νv)
(
νv −

αv
2

)
− νv − ln Γ(νv)

]
. (6.21)

Terme A

〈ln p(a|u)− ln q?(a)〉 =
IJLa

2
− IJ

2

La−1∑
t=0

[
ln(r2(t))− diΓ (νu)

]
− 1

2

I∑
i=1

J∑
j=1

La−1∑
t=0

[
ln

(
dij(t)

ρij(t)

)
+

νu
dij(t)

â2
ij(t) + ρij(t)

r2(t)

]
. (6.22)

Terme U

〈ln p(u)− ln q?(u)〉 =−
I∑
i=1

J∑
j=1

La−1∑
t=0

[
αuνu

2

1

dij(t)
+
αu
2

ln(dij(t)) + ln Γ
(αu

2

)
+
αu
2

ln

(
2

αu

)
+ diΓ(νu)

(
νu −

αu
2

)
− νu − ln Γ(νu)

]
. (6.23)

6.2.4 Étape E

L’étape E de l’algorithme VEM consiste alors à maximiser l’énergie variationnelle libre par
rapport aux paramètres variationnels, c’est-à-dire aux paramètres des distributions (6.13) à (6.16).
De nombreuses méthodes d’optimisation sont envisageables pour résoudre ce problème.

a) Approche basée sur l’équation (6.24)

Nous avons vu au chapitre précédent qu’il était notamment possible d’utiliser une approche de
type descente par coordonnées, en cyclant sur chaque paramètre variationnel scalaire. Dans ce cas
nous utilisions le fait que la distribution optimale q?(z), z ∈ z, doit vérifier :

ln q?(z)
c
= 〈ln p(x, z;θ)〉q(z\z). (6.24)

L’étape E consistait à développer le membre de droite de l’équation (6.24) pour chaque variable la-
tente, afin d’identifier la forme de la distribution variationnelle optimale ainsi que ses paramètres.
Nous formulions ensuite certaines des mises à jour pour faire apparaître explicitement une ap-
proche de type descente par coordonnées. Nous détaillons dans l’annexe G l’ensemble des calculs
permettant de résoudre l’étape E suivant cette procédure pour le modèle étudié dans ce chapitre.

Cette technique fournie un ensemble de solutions couplées ; on peut en effet montrer que la
distribution q?(z) dépend des paramètres des distributions variationnelles associées aux variables
de la couverture de Markov (Markov blanket en anglais) de z, c’est-à-dire ses parents, enfants
et co-parents dans la représentation du modèle par réseau bayésien [Winn et Bishop, 2005]. Du
fait de ces potentiels nombreux couplages, cette approche peut s’avérer coûteuse. Nous avons
alors proposé précédemment d’avoir recours à une méthode d’optimisation de type descente (ou
montée) de gradient afin de mettre à jour directement des groupes de variables.
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b) Approche par maximisation directe de l’énergie variationnelle libre

Cependant il est également possible d’exploiter le fait que nous ayons un modèle «conjugué-
exponentiel» et donc que nous disposions déjà de l’expression de l’énergie variationnelle libre 1

à l’équation (6.17). Dans ce cas les mises à jour des paramètres variationnels peuvent s’obte-
nir en maximisant directement cette fonction objectif par des techniques d’optimisation standard.
Lorsque la forme du critère le permet, on peut par exemple chercher à annuler ses dérivées par-
tielles. De plus, du fait de la nature gaussienne des distributions variationnelles (6.14) et (6.16),
nous devons résoudre individuellement deux problèmes d’optimisation quadratiques pour mettre
à jour les paramètres variationnels {ŝj,fn}j,f,n et {âij(t)}i,j,t (voir l’expression de l’énergie va-
riationnelle libre à l’équation (6.17)). C’est pourquoi à nouveau nous allons utiliser la méthode du
gradient conjugué avec préconditionnement.

Cette approche par maximisation directe de l’énergie variationnelle libre nécessite certes que
certaines hypothèses sur le modèle soient vérifiées, mais elle permet d’utiliser des méthodes d’op-
timisation performantes et adaptées à la résolution de problèmes en grande dimension. On peut
par exemple citer [Hoffman et al., 2013] où une approche d’optimisation stochastique est utilisée,
dans le sens où le gradient est estimé à partir d’un sous-ensemble des données. Cette approche
est donc adaptée lorsque l’énergie variationnelle libre s’écrit comme une somme de termes car
les données sont i.i.d. Le gradient naturel peut également être utilisé afin de tenir compte de la
géométrie du problème d’optimisation [Honkela et al., 2008, 2010]. Il a également été proposé
récemment [Kingma, 2017] de paramétrer la distribution variationnelle par l’intermédiaire d’un
réseau de neurones. Cette approche permet de tirer profit des techniques de rétropropagation utili-
sées pour l’entraînement des réseaux de neurones afin de calculer de façon efficace les gradients.
L’algorithme résultant est alors adapté à la résolution de problèmes d’inférence en grande dimen-
sion. Nous pouvons également mentionner que de nouvelles méthodes d’inférence variationnelle
ont récemment été proposées pour résoudre efficacement des problèmes en grande dimension. Ces
méthodes sont basées sur la résolution directe d’un problème d’optimisation fonctionnelle, par
des méthodes de type descente de gradient [Fraysse et Rodet, 2014] (adaptées à la nature du pro-
blème), ou par l’utilisation de méthodes par sous-espaces [Zheng et al., 2015], le principe de ces
dernières étant de chercher la direction de descente dans un sous-espaces plutôt que de la fixer de
façon unique.

Concernant le problème d’inférence variationnelle posé ici, nous pensons que pour dériver
l’étape E de l’algorithme VEM il est intéressant d’exploiter à la fois l’approche par coordonnées
(basée sur l’équation (6.24)) et celle par optimisation directe de l’énergie variationnelle libre. Cela
permet en effet de vérifier les calculs, en comparant les règles des mise à jour obtenues dans les
deux cas. Les résultats présentés ci-après ont été obtenus grâce aux calculs détaillés dans l’an-
nexe G. Cependant, les gradients du critère par rapport aux paramètres {ŝj,fn}j,f,n et {âij(t)}i,j,t
peuvent de façon équivalente être directement calculés à partir de l’expression de l’énergie varia-
tionnelle libre à l’équation (6.17).

Étape E-V En utilisant l’équation (6.24) et l’expression de la log-vraisemblance des données
complètes fournie à l’équation (G.1), on peut montrer que les paramètres de la densité de proba-
bilité q?(vj,fn) à l’équation (6.13) ont pour expression :

νv =
αv + 1

2
; (6.25)

1. Nous aurions également pu utiliser cette approche précédemment dans la thèse car les modèles du chapitre 5 sont
également «conjugués-exponentiels».
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βj,fn =
αv
2

+
〈s2
j,fn〉q(sj,fn)

2λ2
j,fn

, (6.26)

où 〈s2
j,fn〉q(sj,fn) = ŝ2

j,fn + γj,fn.

Étape E-U De la même façon on obtient les paramètres de la densité de probabilité q?(uij(t)) à
l’équation (6.15) :

νu =
αu + 1

2
; (6.27)

dij(t) =
αu
2

+
〈a2
ij(t)〉q(aij(t))

2r2(t)
, (6.28)

où 〈a2
ij(t)〉q(aij(t)) = â2

ij(t) + ρij(t). Nous pouvons mentionner que les équations (6.26) et (6.28)
s’obtiennent également par annulation de la dérivée du critère. En revanche, du fait des fonctions
gamma et digamma impliquées dans l’expression de l’énergie variationnelle libre, la seule façon
simple (à notre connaissance) d’obtenir les expressions de νv et νu est de s’appuyer sur l’équa-
tion (6.24) (voir annexe G).

Étape E-S En annulant la dérivée partielle de L(q?,θ) par rapport à la variance γj,fn de la
distribution variationnelle sur sj,fn on obtient :

γj,fn =

[
νv

βj,fnλ
2
j,fn

+
I∑
i=1

1

σ2
i

(
La−1∑
τ=0

ρij(τ) + ‖ĝij,fn‖22

)]−1

, (6.29)

où l’on a utilisé le fait que
〈
v−1
j,fn

〉
= νv/βj,fn.

Passons maintenant à la mise à jour des paramètres de moyenne {ŝj,fn}j,f,n. Soient ŝ ∈ RJFN
le vecteur colonne d’entrées ŝj,fn et ∆ŝ ∈ RJFN le gradient de l’énergie variationnelle libre
par rapport au vecteur ŝ. Soit Ĝi ∈ RT×JFN la matrice formée par concaténation des vecteurs
colonnes ĝij,fn ∈ RT . On peut montrer que le gradient s’écrit de la façon suivante :

∆ŝ = Λŝŝ−
I∑
i=1

1

σ2
i

Ĝ>i xi, (6.30)

où étant donnée une correspondance arbitraire 2 entre le triplet (j, f, n) et b ∈ {1, ..., B} avec

B =
J∑
j=1

FjNj , Λŝ ∈ RJFN×JFN s’écrit :

Λŝ = diag

({
νv

βj,fnλ
2
j,fn

+

I∑
i=1

1

σ2
i

La−1∑
τ=0

ρij(τ)

}
b

)
+

I∑
i=1

1

σ2
i

Ĝ>i Ĝi. (6.31)

D’après l’équation (6.30) il est clair qu’annuler le gradient ∆ŝ par rapport à ŝ revient à résoudre
un système d’équations linéaires, on utilisera donc la méthode du gradient conjugué avec précon-
ditionnement. La matrice de préconditionnement correspond à la partie diagonale de Λŝ. On peut
alors montrer que :

(Λŝ)b,b = γ−1
j,fn. (6.32)

2. Cette correspondance doit cependant être cohérente avec la construction des vecteurs ŝ et ∆ŝ ∈ RJFN et de la
matrice Ĝi ∈ RT×JFN .
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Chaque entrée du gradient sera par conséquent multipliée par la variance γj,fn. Cette mise à
l’échelle permet de prendre en compte le fait que modifier la moyenne d’une distribution gaus-
sienne de faible variance a un bien plus fort impact (pouvant être mesuré en terme de divergence
de Kullback-Leibler) que lorsque la variance est grande. Par ailleurs γ−1

j,fn est égal à l’information
de Fisher I(ŝj,fn) définie par :

I(ŝj,fn) =

〈
− ∂2

∂ŝ2
j,fn

ln q?(sj,fn)

〉
q?(sj,fn)

= γ−1
j,fn. (6.33)

L’information de Fisher est en effet utile pour caractériser la géométrie d’un problème d’optimi-
sation lié à des distributions de probabilité [Honkela et al., 2008, 2010] et elle intervient dans le
calcul du gradient naturel.

Étape E-A Cette étape est très similaire à l’étape E-S. En annulant la dérivée partielle de
L(q?,θ) par rapport à la variance ρij(t) de la distribution variationnelle sur aij(t) on obtient :

ρij(t) =

 νu
dij(t)r2(t)

+
1

σ2
i

‖ŝj‖22 +
∑

(f,n)∈Bj

γj,fn

−1

, (6.34)

où l’on a utilisé le fait que
〈
u−1
ij (t)

〉
= νu/dij(t).

Soient âij = [âij(t)]
>
t ∈ RLa et ∆âij ∈ RLa le gradient de l’énergie variationnelle libre

par rapport au vecteur âij . Nous rappelons également les définitions suivantes déjà introduites au
chapitre 5 :

. TLa{c(k)} : Matrice de Toeplitz symétrique construite à partir de la suite {c(k)}La−1
k=0 ;

. r̂ssj (k) =
∑Ls−1−k

t=0 ŝj(t)ŝj(t+ k) ;

. r̂ψψj,fn(k) =
∑Ls−1−k

t=0 ψj,fn(t)ψj,fn(t+ k) ;

. εij(t) = xi(t)−
∑

j′ 6=j ŷij′(t) ;

. r̂sεij =
[
r̂sεij (k)

]>
k
∈ RLa avec r̂sεij (k) =

∑Ls−1
t=0 ŝj(t)εij(t+ k).

On peut montrer que le gradient s’écrit :

∆âij = Λâij âij −
1

σ2
i

r̂sεij , (6.35)

où la matrice Λâij ∈ RLa×La est définie par :

Λâij = diag

({
νu

dij(t)r2(t)

}
t

)
+

1

σ2
i

TLa

r̂ssj (k) +
∑

(f,n)∈Bj

γj,fnr̂
ψψ
j,fn(k)

 . (6.36)

Comme précédemment, annuler le gradient ∆âij par rapport à âij correspond à résoudre un sys-
tème d’équations linéaires. Nous utilisons pour cela la méthode du gradient conjugué avec pré-
conditionnement où la matrice de préconditionnement correspond à la partie diagonale de Λâij . Il
est immédiat de vérifier que :

[Λâij ]t,t = ρij(t)
−1, (6.37)

car r̂ψψj,fn(0) = 1, les atomes de MDCT étant orthonormés, et r̂ssj (0) = ‖ŝj‖22. Comme précédem-
ment, la mise à jour de âij dépend de {âij′}j′ 6=j , il est donc nécessaire de procéder séquentielle-
ment.
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6.2.5 Étape M

a) Variance du bruit

En pratique nous ferons décroître la variance du bruit σ2
i progressivement au cours des itéra-

tions de l’algorithme VEM. Ce paramètre permet d’ajuster les contributions relatives des a priori
et de la vraisemblance dans l’énergie variationnelle libre. Une variance élevée permet de favoriser
les a priori, ce qui peut être utile durant les premières itérations de l’algorithme. A l’inverse, faire
décroître la variance progressivement permet d’accroître la contribution des données observées
dans l’estimation des paramètres.

Néanmoins, une approche alternative pour mettre à jour ce paramètre consiste à annuler la
dérivée de L(q?,θ) par rapport à σ2

i , on obtient ainsi comme auparavant :

σ2
i =

1

T
ēi, (6.38)

avec ēi défini à l’équation (6.19).

b) Paramètres de NMF

On rappelle que λ2
j,fn = (WjHj)f,n. On peut montrer que maximiser L(q?,θ) par rapport à

Wj ,Hj sous la contrainte Wj ,Hj ≥ 0 est équivalent à minimiser la fonction de coût suivante
sous la même contrainte :

C(Wj ,Hj) =
∑

(f,n)∈Bj

dIS (p̂j,fn, (WjHj)f,n) , (6.39)

avec

p̂j,fn =
ŝ2
j,fn + γj,fn

βj,fn/νv
. (6.40)

Une fois de plus nous pouvons avoir recours aux règles de mise à jour multiplicatives (2.23) et
(2.24), page 32, dans le cas de la divergence d’Itakura-Saito.

Il est intéressant d’utiliser les résultats de l’étape E-V pour développer le premier argument de
cette divergence. On peut montrer que :

p̂j,fn =

(
αv(ŝ

2
j,fn + γj,fn)−1 + (WjHj)

−1
f,n

αv + 1

)−1

. (6.41)

Il s’agit d’une moyenne harmonique pondérée entre la moyenne a posteriori du spectrogramme de
puissance de la source j, 〈s2

j,fn〉 = ŝ2
j,fn+γj,fn, et la paramétrisation NMF de cette même source,

en utilisant les valeurs courantes des paramètres. En injectant (6.41) dans l’équation (6.39) nous
retrouvons un problème d’optimisation très similaire à celui présenté au chapitre 2, section 2.3.4b,
équation (2.36), associé à l’estimation MV des paramètres NMF avec un modèle d’observations t
de Student. L’unique différence vient du fait que nous avons ici l’espérance du spectrogramme de
puissance, car les sources ne sont pas directement observées.

On comprend maintenant pourquoi nous avons choisi de reformuler le modèle de source NMF
à l’équation (6.5) par rapport à celui proposé au chapitre 5, section 5.4, équation (5.39), page 99.
Alors que pour ce dernier nous devions développer une nouvelle méthode d’estimation des para-
mètres NMF (voir section 5.4.2e du chapitre précédent), nous pouvons nous appuyer ici sur des
méthodes de la littérature.

Il est finalement intéressant de remarquer que lorsque αv tend vers l’infini (la distribution t de
Student approche la gaussienne), p̂j,fn tend vers ŝ2

j,fn + γj,fn et on retrouve le même problème
d’optimisation qu’à l’étape M des algorithmes (V)EM pour les modèles gaussiens présentés pré-
cédemment dans cette thèse.
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6.3 Résultats expérimentaux

6.3.1 Méthodes de référence

Nous présentons ici les méthodes de la littérature avec lesquelles nous allons comparer l’ap-
proche proposée.

a) Modèle de source gaussien et filtres de mélange déterministes non contraints

Nous considérons tout d’abord la méthode que nous avons proposée dans [Leglaive et al.,
2017a]. Celle-ci a été décrite au chapitre 5, section 5.3. Elle correspond au cas d’une représenta-
tion TF des sources par MDCT. Pour la présentation des résultats, cette approche sera nommée
«gaussien - filtres non contraints» car elle est basée sur un modèle de source gaussien et des filtres
de mélange déterministes et non contraints dans le domaine temporel.

b) Modèle de matrice de covariance spatiale

La seconde méthode que l’on considère a été proposée dans [Ozerov et al., 2012]. Elle géné-
ralise dans un même cadre les modèles de mélange convolutifs ponctuel et diffus (voir chapitre 2,
section 2.4) utilisés respectivement dans [Ozerov et Févotte, 2010; Ozerov et al., 2011] et [Duong
et al., 2010; Arberet et Vandergheynst, 2014]. Nous rappelons que cette méthode se base sur un
modèle de source image multivariée gaussien dans le domaine de la TFCT :

yj,fn ∼ N (0, λ2
j,fnRj,f ), avec Rj,f = Aj,fA

H
j,f , (6.42)

où yj,fn = [yij,fn]>i ∈ CI , λ2
j,fn ∈ R+ représente la puissance de la source j, paramétrée par un

modèle NMF, et Rj,f ∈ CI×I est la matrice de covariance spatiale (SCM d’après l’anglais spatial
covariance matrix), structurée à l’aide d’une matrice Aj,f ∈ CI×Rj de rang 0 < Rj ≤ I . Le
modèle convolutif ponctuel correspond au cas Rj = 1 et le modèle diffus au cas d’une matrice de
rang plein (Rj = 2 pour des mélanges stéréophoniques).

Cette approche repose sur un algorithme EM. Nous utilisons ici l’implémentation fournie par
les auteurs et disponible en ligne 3. Pour la présentation des résultats, cette approche sera nommée
«SCM rang 1» ou «SCM rang 2» selon le choix du rang de la matrice de covariance spatiale.

Nous effectuons 200 itérations des algorithmes (V)EM pour l’ensemble des méthodes compa-
rées dans cette évaluation expérimentale. Pour l’approche proposée, nous effectuons 10 itérations
de la méthode du gradient conjugué aux étapes E-S et E-A. A l’étape M, on effectue 10 itérations
des règles de mise à jour multiplicatives des matrices d’activations NMF.

6.3.2 Cadre expérimental

Base de données Nous utilisons la base de données «MASS-MIRD» présentée à la section 2.7
et correspondant à des mélanges créés à partir de RIRs mesurées pour trois temps de réverbération
différents : 160, 360 et 610 ms.

Scénario semi-aveugle La contribution principale de ce chapitre est de proposer un nouveau
cadre bayésien pour la séparation de sources audio, où les filtres de mélange sont traités comme
des variables aléatoires latentes dans le domaine temporel. C’est pourquoi nous sommes princi-
palement intéressés par l’évaluation du modèle de mélange. Nous supposons par conséquent une
certaine connaissance a priori des signaux sources. Afin de garder un cadre expérimental réaliste,

3. http://bass-db.gforge.inria.fr/fasst/
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nous choisissons d’apprendre uniquement les dictionnaires NMF (les matrices Wj avec un rang
Kj = 10) à partir des signaux sources originaux. Ces dictionnaires pré-entraînés de façon oracle
sont ensuite gardés fixes durant l’algorithme VEM, seules les matrices d’activations Hj sont mises
à jour à l’étape M. Nous supposons également que le temps de réverbération est connu afin de pou-
voir définir le profil de décroissance exponentielle r2(t) à l’équation (6.7). Ce cadre expérimental
semi-aveugle est utilisé pour la méthode proposée et les méthodes de référence.

6.3.3 Initialisation des paramètres

a) Paramètres variationnels

Nous présentons tout d’abord l’initialisation des paramètres de la méthode proposée. Les pa-
ramètres de forme νu et νv sont fixés d’après les équations (6.25) et (6.27). Les autres paramètres
sont initialisés comme suit :

. βj,fn = αv/2 ;

. γj,fn = ṽj,fnλ
2
j,fn où ṽj,fn correspond à une réalisation de la loi IG(νv, βj,fn) ;

. ŝj,fn est initialisé comme réalisation de la loi N (0, γj,fn) ;

. dij(t) = αu/2 ;

. ρij(t) = ũij(t)r
2(t) où ũij(t) correspond à une réalisation de la loi IG(νu, dij(t)) ;

. âij(t) est initialisé comme réalisation de la loi N (0, ρij(t))

Il est important de préciser que nous n’avons pas «optimisé» cette procédure d’initialisation. Il
s’agit simplement d’initialiser les distributions variationnelles (6.13) à (6.16) en s’inspirant des
distributions a priori associées présentées à la section 6.1.

b) Paramètres spatiaux des méthodes de référence

Les valeurs initiales des paramètres spatiaux des méthodes de référence sont fixées à partir
de l’initialisation de âij(t) (voir paragraphe précédent), afin de fournir la même «information» à
l’ensemble des algorithmes. Pour notre méthode [Leglaive et al., 2017a], les filtres de mélange
déterministes sont exactement initialisés à âij(t). Pour les approches de la littérature basées sur
l’utilisation d’une matrice de covariance spatiale, on calcule tout d’abord âij,f , la TFD de âij(t)
calculée sur un nombre de points égal à la longueur de la fenêtre d’analyse de la TFCT. Lorsque les
filtres de mélange sont plus longs que cette dernière, on les tronque au préalable dans le domaine
temporel. Soit âj,f = [âij,f ]>i ∈ CI , la matrice Aj,f à l’équation (6.42) est initialisée telle que
(Aj,f ):,r = âj,f pour tout r ∈ {1, ..., Rj}.

c) Paramètres NMF

Comme mentionné précédemment, on se place dans un cadre semi-aveugle où les matrices Wj

sont calculées à partir des coefficients TF des sources originales. Ces matrices sont estimées au
sens du maximum de vraisemblance en suivant la procédure décrite au chapitre 2, section 2.3.4a
pour un modèle de source gaussien ou section 2.3.4b pour un modèle de source t de Student.
Dans les deux cas il s’agit de résoudre un problème d’optimisation en utilisant des mises à jour
multiplicatives. Afin de comparer les méthodes de la façon la plus juste possible, nous utilisons
la même graine aléatoire pour initialiser les paramètres NMF avant d’effectuer ces mises à jour.
Enfin, une fois que le dictionnaire NMF est estimé, on «jette» la matrice d’activations Hj obtenue
et on la réinitialise par une matrice remplie de 1.
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6.3.4 Hyperparamètres du modèle

Les expériences préliminaires décrites dans cette sous-section pour choisir les hyperpara-
mètres du modèle sont effectuées à partir des mélanges créés avec un temps de réverbération
de 360 ms.

a) Variance du modèle de bruit

Comme expliqué à la section 6.2.5a, la variance du bruit σ2
i est fixée manuellement pour dé-

croître au cours des itérations de l’algorithme VEM suivant la courbe représentée sur la figure 6.4.
Les valeurs initiale et finale sont respectivement 10−2 et 10−6.

0 50 100 150 200

itérations

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

FIGURE 6.4 – Évolution de la variance du bruit σ2
i au cours des itérations de l’algorithme VEM.

b) Paramètre d’échelle du modèle de décroissance exponentielle

Du fait de l’indétermination d’échelle entre les filtres de mélange et les signaux sources, i.e.
[aij(·) ? sj(·)](t) = [Caij(·) ? 1

C sj(·)](t) pour tout facteur C ∈ R, le paramètre d’échelle σ2
r à

l’équation (6.7) peut être fixé arbitrairement. Nous choisissons σ2
r = 10−2 afin que l’énergie totale

des filtres de mélange ne soit pas trop élevée.

c) Paramètres de forme des distributions t de Student

Nous allons étudier l’influence des paramètres de forme des distributions t de Student utilisées
pour modéliser les coefficients TF des sources et la réponse impulsionnelle des filtres de mé-
lange. Pour cela nous considérons une grille de valeurs : (αv, αu) ∈ {0.1, 1, 10, 100,∞}2 (l’infini
correspond à 4.5 × 1015). On calcule pour chacun de ces couples de valeurs le SDR moyenné
sur l’ensemble des sources de la base de données. Les résultats sont représentés à gauche sur la
figure 6.5, les paramètres de forme qui maximisent le SDR sont (αv, αu) = (100, 1).

On peut conclure que l’hypothèse gaussienne est raisonnable pour le modèle de source car
la valeur optimale de αv est particulièrement élevée. C’est un résultat qui est en accord avec les
expériences déjà réalisées au chapitre 5, section 5.4. En revanche on remarque qu’il est important
de choisir une valeur faible pour le paramètre de forme αu du modèle de filtres de mélange. Cela
confirme dans le cadre d’une application de séparation de sources que la distribution t de Student
est mieux adaptée à la modélisation des RIRs que la gaussienne.
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FIGURE 6.5 – SDR moyen en fonction des paramètres de forme αv et αu (figure de gauche) et en fonction
de la taille de la fenêtre de MDCT (en ms) pour la batterie et les autres sources (figure de droite). Le temps

de réverbération des mélanges est de 360 ms.

d) Résolution temps-fréquence

Dans l’expérience présentée au paragraphe précédent, la longueur de la fenêtre de MDCT était
fixée à 64 ms pour toutes les sources. Cependant, un des avantages de travailler directement avec
les signaux temporels captés par les microphones est que nous pouvons adapter la transformation
TF à chaque source composant le mélange. Il est possible en particulier de choisir la longueur de la
fenêtre de MDCT en fonction de la nature des sources, afin d’adapter les résolutions temporelle et
fréquentielle. Nous considérons ici un cas d’application simple : On choisit une longueur de fenêtre
différente pour la batterie et pour les autres sources du mélange. Comme précédemment nous
avons recours à une grille de valeur qui est représentée à droite sur la figure 6.5. Les paramètres
de forme des distributions t de Student sont fixés d’après les résultats obtenus au paragraphe
précédent.

Comme nous pouvions nous y attendre, une courte fenêtre (32 ms) pour la batterie permet
d’obtenir les meilleurs résultats. Cet instrument génère en effet des sons fortement percussifs
d’où l’importance d’une bonne résolution temporelle. A l’inverse, pour tous les autres instruments
(piano, basse, voix ou guitare) une fenêtre plus longue (128 ms) est mieux adaptée afin d’obtenir
une bonne résolution fréquentielle.

Nous avons considéré ici une configuration extrêmement simple pour adapter le dictionnaire
TF aux sources du mélange. Cela pourra faire l’objet d’une étude plus approfondie dans de futurs
travaux. Il serait notamment intéressant d’utiliser un dictionnaire TF hybride comme cela a été
proposé dans [Févotte et Kowalski, 2014; Feng et Kowalski, 2014].

6.3.5 Comparaison avec les méthodes de référence

On compare dans cette sous-section les performances de séparation obtenues avec l’approche
proposée et avec les méthodes de la littérature présentées précédemment. Nous utilisons l’en-
semble des mélanges, associés à trois temps de réverbération différents : 160, 360 et 610 ms. Les
résultats présentés au paragraphe précédent et ceux qui vont être détaillés ici sont illustrés par des
exemples audio disponibles en ligne 4.

En accord avec les expériences préliminaires, nous choisissons comme paramètres de forme
des distributions t de Student (αv, αu) = (100, 1). Afin de fournir une comparaison la plus juste
possible, nous présenterons les résultats de la méthode proposée dans les deux configurations
suivantes :

4. https://perso.telecom-paristech.fr/leglaive/demoSSMM.html
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. «méthode proposée - sans fenêtre MDCT adaptée» : La longueur de la fenêtre de MDCT
est la même pour toutes les sources. Elle est fixée comme pour les méthodes de référence à
64 ms.

. «méthode proposée - avec fenêtre MDCT adaptée» : La longueur de la fenêtre de MDCT
est de 32 ms pour la batterie et 128 ms pour les autres sources.

Comme l’indiquent les résultats dans le tableau 6.1, l’approche proposée permet d’obtenir des
performances robustes à la présence de forte réverbération. A l’inverse, on observe que les perfor-
mances des méthodes de référence chutent avec l’augmentation du temps de réverbération. Cela
montre que le modèle de matrice de covariance spatiale (de rang 1 ou 2) n’est pas suffisamment
précis pour représenter un mélange fortement réverbérant, ce qui a également été observé dans [Li
et al., 2017a] et [Li et al., 2017b]. Par ailleurs, on voit que les modèles de rang 1 et 2 obtiennent
des performances très proches, ce qui est également confirmé à l’écoute des résultats.

D’après le SDR, notre approche [Leglaive et al., 2017a] avec filtres de mélanges non contraints
dans le domaine temporel obtient les moins bonnes performances, tandis que l’OPS semble indi-
quer qu’en moyenne cette méthode permet d’obtenir une qualité de séparation meilleure que dans
le cas d’un modèle par matrice de covariance spatiale. En écoutant les résultats de séparation,
nous pensons effectivement que la qualité n’est pas satisfaisante lorsque les filtres ne sont pas
contraints, particulièrement dans le cas d’un mélange très réverbéré. Cela confirme la tendance du
SDR à décroître avec l’augmentation du temps de réverbération. Bien que pour cette méthode le
processus de mélange convolutif soit représenté de façon exacte, nous pensons que ces résultats
peuvent s’expliquer par le fait que les filtres sont estimés sans contraintes, uniquement à partir
des données observées. Nous avons en effet remarqué que pour certains morceaux, une partie
des signaux sources pouvait se retrouver dans les filtres de mélange (cf. exemple audio en ligne).
Nous supposons que cela provient des ambiguïtés qui existent entre les filtres et les sources dans
l’expression du mélange convolutif. L’introduction d’a priori sur les filtres de mélange permet de
résoudre ce problème.

On peut aussi remarquer que bien que les hyperparamètres du modèle (paramètres de forme
des distributions t de Student et taille des fenêtres de MDCT) aient été optimisés en utilisant
les mélanges associés à un temps de réverbération de 360 ms, les valeurs obtenues semblent se
généraliser aux autres conditions de mélange.

Enfin, pour évaluer la pertinence des résultats, nous traçons sur la figure 6.6 un nuage de points,
pour chaque temps de réverbération, représentant le SDR ou l’OPS obtenu avec la meilleure des
méthodes de référence («SCM rang 1», en ordonnées) et la meilleure des méthodes proposées
(avec fenêtre MDCT adaptée, en abscisse). Chaque point correspond à une source de la base de
données. D’après le SDR, un nombre non négligeable de sources est mieux séparé par la méthode
de référence. Cependant lorsque l’approche proposée améliore les performances, le gain en SDR
est en moyenne plus important. Si l’on regarde maintenant l’OPS, on voit que la méthode proposée
permet d’améliorer les résultats pour quasiment l’ensemble des sources. Cela est d’autant plus vrai
que le temps de réverbération est élevé. Tout comme au chapitre 5, nous pensons que l’OPS est
plus révélateur de la qualité de séparation perçue. Cette différence de résultats entre le SDR et
l’OPS pourrait comme précédemment provenir de l’utilisation de la MDCT, qui par rapport à la
TFCT semble pénaliser le SDR.
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Temps de réverbération : 160 ms

SDR ISR SIR SAR OPS

SCM rang 1 [Ozerov et al., 2012] 2.5 6.4 3.6 9.8 18.8
SCM rang 2 [Ozerov et al., 2012] 2.4 6.2 3.5 9.7 18.8
gaussien - filtres non contraints [Leglaive et al., 2017a] 1.2 6.2 3.2 8.7 20.8
méthode proposée - sans fenêtre MDCT adaptée 2.8 6.9 4.3 10.6 20.8
méthode proposée - avec fenêtre MDCT adaptée 3.5 8.0 6.1 12.0 27.6

Temps de réverbération : 360 ms

SDR ISR SIR SAR OPS

SCM rang 1 [Ozerov et al., 2012] 1.9 5.7 2.4 9.4 16.6
SCM rang 2 [Ozerov et al., 2012] 1.8 5.6 2.5 9.5 16.6
gaussien - filtres non contraints [Leglaive et al., 2017a] 0.6 6.3 2.6 6.9 20.6
méthode proposée - sans fenêtre MDCT adaptée 2.6 7.4 3.5 10.7 22.4
méthode proposée - avec fenêtre MDCT adaptée 3.4 8.7 5.0 12.5 28.2

Temps de réverbération : 610 ms

SDR ISR SIR SAR OPS

SCM rang 1 [Ozerov et al., 2012] 1.8 5.4 2.4 9.4 14.6
SCM rang 2 [Ozerov et al., 2012] 1.7 5.3 2.2 9.5 14.7
gaussien - filtres non contraints [Leglaive et al., 2017a] 0.3 5.8 1.8 5.3 19.0
méthode proposée - sans fenêtre MDCT adaptée 3.2 8.2 4.9 10.3 23.8
méthode proposée - avec fenêtre MDCT adaptée 3.1 8.1 4.1 11.6 24.8

TABLEAU 6.1 – Résultats de séparation moyennés sur l’ensemble des sources de la base de données, pour
différents temps de réverbération.
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FIGURE 6.6 – SDR (en dB) et OPS (en %) des 29 sources de la base de données. Résultats obtenus avec la
méthode de référence «SCM rang 1» en fonction de ceux obtenus avec la méthode proposée dans le cas

d’une fenêtre MDCT adaptée en fonction de la source.
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CHAPITRE 6. MODÈLE T DE STUDENT POUR LES FILTRES DE MÉLANGE

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit un nouveau cadre bayésien pour la séparation multica-
nale de sources sonores, basé sur une modélisation TF des sources et une modélisation temporelle
des filtres de mélange.

Les expériences ont permis de montrer que l’hypothèse gaussienne pour le modèle de source
semble raisonnable. A l’inverse, l’utilisation d’une distribution à queue lourde est d’une impor-
tance cruciale pour la modélisation de la réponse impulsionnelle des filtres de mélange. La robus-
tesse de la distribution t de Student nous permet de prendre en compte indirectement le trajet direct
et les premiers échos des RIRs, qui d’un point de vue statistique correspondent à des valeurs aber-
rantes par rapport au modèle gaussien à amplitude exponentiellement décroissante de l’équation
(6.6), largement utilisé en acoustique statistique des salles.

On sait cependant que ce modèle gaussien est valide pour la réverbération tardive [Polack,
2015]. On peut de la même façon qu’à la figure 6.2 tracer un histogramme uniquement pour la ré-
verbération tardive et vérifier qu’il s’apparente bien à une distribution gaussienne. C’est pourquoi
il pourrait être naturel de considérer le modèle gaussien (6.6) uniquement pour la réverbération tar-
dive, tandis qu’un modèle différent serait utilisé pour les contributions précoces. Cette approche
peut se formaliser au travers du modèle de RIR suivant :

a(t) ∼ Tαu(t)(0, r(t)), (6.43)

où r(t) est défini à l’équation (6.7). Le paramètre de forme est maintenant dépendant du temps et
peut être choisi tel que αu(t) → ∞ pour les instants t associés à la réverbération tardive (t supé-
rieur au temps de mélange). Dans ce cas la distribution t de Student correspond à la gaussienne.

D’après l’équation (6.43), les coefficients de la RIR normalisée a(t)/ exp(−t/τ) sont suppo-
sés suivre la distribution Tαu(t)(0, σr). On peut alors réutiliser les 624 RIRs de la base de données
MIRD [Hadad et al., 2014] pour estimer le paramètre de forme optimal au sens du maximum de
vraisemblance. On représente en niveau de gris sur la figure 6.7 la log-vraisemblance des don-
nées calculée sur des blocs de 10 ms non recouvrants. Pour chaque bloc on normalise la log-
vraisemblance par sa valeur maximale. Le paramètre de forme qui maximise la log-vraisemblance
normalisée est représenté par un carré blanc sur chaque bloc. On voit que le paramètre de forme
optimal est petit (αu(t) ≈ 10) pour les premières contributions (jusqu’à 60 ms environ), il aug-
mente ensuite progressivement jusqu’à atteindre sa valeur maximale, illustrant ainsi la validité de
l’hypothèse gaussienne pour la réverbération tardive. Nous voyons qu’à la toute fin de la RIR le
paramètre de forme optimal diminue, nous pensons que ce comportement ne doit pas être pris en
compte car la fin d’une RIR n’est que peu énergétique et donc potentiellement bruitée. Finalement,
ces résultats sont à nuancer par le fait que la log-vraisemblance est très plate sur cette représenta-
tion à deux dimensions, comme l’indique l’échelle de couleur sur la figure 6.7. Ce critère semble
donc peu impacté par le choix du paramètre de forme.

Nous avons essayé d’utiliser ce modèle de RIR avec paramètre de forme variant dans le temps
pour la méthode de séparation de sources présentée précédemment. Nous avons testé plusieurs
configurations pour définir son évolution temporelle (faible valeur pour les contributions précoces
et grande valeur pour la réverbération tardive, évolution fixée suivant les résultats de la figure 6.7,
etc.), cependant cela n’a pas permis d’améliorer les performances de séparation, c’est pourquoi
nous n’avons pas présenté cette approche plus en détails. Ce résultat négatif peut éventuellement
s’expliquer par le fait que même si utiliser un paramètre de forme dépendant du temps nous permet
de mieux caractériser les statistiques réelles des filtres de mélange, cela n’implique pas nécessai-
rement une meilleure séparation. Il est par exemple connu en déconvolution aveugle d’images que
l’a priori optimal n’est pas celui qui caractérise le mieux les statistiques réelles des images natu-
relles, mais plutôt celui qui permet de discriminer au mieux l’image nette de sa version floutée
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[Wipf et Zhang, 2014]. Il est possible que nous observions ici un phénomène similaire, ce point
devra être approfondi dans de futurs travaux.

D’autres perspectives liées à la méthode présentée dans ce chapitre sont décrites en conclusion
de cette thèse, dans la partie suivante.

FIGURE 6.7 – Évolution temporelle du paramètre de forme maximisant la vraisemblance calculée à partir
de 624 RIRs (avec temps de réverbération de 610 ms), découpées en blocs non recouvrants d’une durée de
10 ms. La zone en niveau de gris représente la log-vraisemblance normalisée sur chaque bloc. Les carrés

blancs indiquent la valeur optimale du paramètre de forme sur chaque bloc.
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Conclusion et perspectives
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Conclusion

Nous avons cherché à montrer dans cette thèse l’intérêt qu’il pouvait y avoir pour la séparation
de sources audio en milieu réverbérant à exploiter le fait que les filtres de mélange correspondent
à des réponses de salle. Cette information nous a amené à développer des modèles probabilistes
pour les filtres de mélange, que ce soit dans le domaine fréquentiel ou temporel, permettant de
guider leur estimation dans un contexte de séparation de sources.

Approche fréquentielle

Dans un premier temps nous nous sommes appuyés sur une approche fréquemment employée
qui consiste à formuler le processus de mélange convolutif temporel comme une simple multipli-
cation dans le domaine de la TFCT. Ce modèle faisant intervenir la réponse en fréquence des filtres
de mélange, nous avons cherché à transcrire leur dynamique temporelle sous forme de corrélations
fréquentielles, par l’intermédiaire de modèles autorégressifs à moyenne ajustée. Ces modèles de
réponse en fréquence de salle nous ont permis de développer des a priori probabilistes sur les
filtres de mélange, pris en compte au travers d’une estimation au sens du maximum a posteriori
dans le cadre d’un algorithme EM. Nous avons montré expérimentalement que cette approche per-
mettait d’améliorer la qualité de séparation. Néanmoins, cette formulation du mélange reste une
approximation qui devient de plus en plus fausse à mesure que le temps de réverbération aug-
mente. Les performances de séparation sont donc fondamentalement limitées lorsque le mélange
est enregistré en présence de forte réverbération.

Approche temporelle

C’est pourquoi dans un second temps nous avons souhaité développer des méthodes s’ap-
puyant sur une représentation exacte du processus de mélange convolutif dans le domaine tem-
porel, tout en gardant une modélisation probabiliste TF des sources basée sur des techniques de
NMF. Nous avons proposé d’inférer les variables latentes TF des sources à partir des observations
temporelles du mélange. En plus d’être appropriée pour la séparation de mélanges fortement ré-
verbérants, cette approche nous a permis de développer un modèle simple de filtres de mélange.
Nous avons représenté ces derniers comme des variables aléatoires latentes dans le domaine tem-
porel, suivant un modèle t de Student exploitant la décroissance exponentielle de la réverbération
tardive. La robustesse de cette distribution de probabilité nous a permis de prendre en compte im-
plicitement le trajet direct et les premiers échos des filtres de mélange. Ces modèles ont été utilisés
pour développer une méthode de séparation de sources basée sur une technique d’inférence varia-
tionnelle. Nous avons montré expérimentalement le potentiel de cette approche pour la séparation
des mélanges fortement réverbérants, en supposant des dictionnaires NMF oracles.

Perspectives

Nous pensons que l’approche temporelle résumée au paragraphe précédent induit plusieurs
perspectives qu’il serait intéressant d’étudier dans de futurs travaux, nous les présentons ci-dessous.

Approche supervisée pour la modélisation des sources

Pour la méthode développée au dernier chapitre, nous utilisions des dictionnaires NMF oracles,
appris à partir des sources originales. Une extension directe de ce travail consisterait à apprendre
des dictionnaires NMF spécifiques à chaque source en utilisant une base de données annexe, telle
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que MedleyDB [Bittner et al., 2014]. Nous pourrions également utiliser des modèles composi-
tionnels de sources plus sophistiqués, tels que ceux introduits dans [Ozerov et al., 2012]. Ces
derniers permettent par exemple de prendre en compte la nature harmonique de certaines sources,
ou bien d’exploiter la connaissance du système de production des sources, au travers d’un modèle
source/filtre. Dans ce cas, seule l’étape M de l’algorithme VEM proposé au chapitre précédent
devrait être modifiée.

Une autre perspective importante consiste à utiliser un réseau de neurones pour représenter
les paramètres λ2

j,fn du modèle de source t de Student (6.4). Cette approche a récemment été in-
troduite dans le cadre d’un modèle gaussien de sources images multicanales, basé notamment sur
l’utilisation de matrices de covariance spatiales [Nugraha et al., 2016a,b]. Il s’agit d’utiliser au
sein d’un algorithme EM un réseau de neurones pour mettre à jour les paramètres λ2

j,fn caracté-
risant la puissance des sources dans le domaine TF. Cette méthode a obtenu une des meilleures
performances au challenge SiSEC (signal separation evaluation campaign) 2016 [Liutkus et al.,
2017], pour la tâche de séparation de musique produite professionnellement. Les auteurs utilisent
également un réseau de neurones pour initialiser les paramètres λ2

j,fn. La qualité de cette initia-
lisation permet d’effectuer seulement un faible nombre d’itérations de l’algorithme EM, le temps
de calcul requis par la méthode est donc fortement limité.

Extension du modèle de mélange

Nous supposions au dernier chapitre la connaissance du temps de réverbération afin de pou-
voir fixer le profil de décroissance exponentielle de la réverbération à l’équation (6.7). Il serait
intéressant d’étudier la robustesse du modèle t de Student pour les filtres de mélange vis à vis
d’une mauvaise estimation du temps de réverbération.

Nous pourrions également développer, voire apprendre, d’autres profils temporels r(t) afin
de représenter d’autres conditions de mélange. Par exemple, en production musicale, des effets
comme des délais ou des échos sont souvent utilisés. Dans ce cas la réponse impulsionnelle d’un
filtre de mélange est composée de plusieurs impulsions de dirac, chacune étant associée à un
écho. Un tel filtre pourrait être représenté par le même modèle t de Student qu’à l’équation (6.8),
mais en fixant r(t) à une faible valeur pour tout t afin de représenter la parcimonie de la réponse
impulsionnelle.

Techniques d’inférence

Dans cette thèse nous avons utilisé des techniques d’inférence approchée basées sur des ap-
proximations variationnelles. Il a été montré dans [Cemgil et al., 2007] l’intérêt d’utiliser des ap-
proches hybrides, alternant méthode de Monte Carlo par chaîne de Markov pour explorer rapide-
ment l’espace des variables latentes et méthode variationnelle pour converger rapidement vers un
mode de la distribution a posteriori. Il serait intéressant d’étudier cette approche dans le contexte
de la méthode proposée au chapitre précédent. On pourrait pour cela utiliser des méthodes de
Monte Carlo par chaîne de Markov dédiées à l’échantillonnage de distributions gaussiennes en
grande dimension [Gilavert et al., 2015].

Il serait également intéressant d’étudier les nouvelles méthodes d’inférence bayésienne ins-
pirées du domaine de l’apprentissage profond [Kingma, 2017] et dédiées à la résolution de pro-
blèmes en grande dimension ou faisant appel à de grandes bases de données.

Autres applications

Pour terminer cette partie concernant les perspectives liées à la méthode présentée au cha-
pitre 6, nous présentons ci-dessous d’autres applications que la séparation de sources auxquelles
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cette méthode pourrait s’appliquer et qu’il serait intéressant d’explorer.

Déconvolution Comme c’est souvent le cas en séparation de sources audio, nous avions comme
objectif dans cette thèse de séparer les sources images multicanales et non les sources mono-
phoniques. Cependant nous pourrions explorer dans de futurs travaux l’utilisation de notre mé-
thode pour une application de déconvolution aveugle, correspondant au cas limite où le nombre
de sources J est égal à 1. Il serait de plus intéressant de formuler le problème de déconvolution
comme un problème d’apprentissage de dictionnaire, de la même façon que ce qui est proposé
dans [Barchiesi et Plumbley, 2011]. Les éléments de ce dictionnaire correspondent à la convo-
lution des atomes TF avec la réponse impulsionnelle du filtre de convolution. Nous chercherions
alors à développer une méthode bayésienne exploitant des a priori sur les coefficients TF du signal
d’intérêt et sur le dictionnaire.

Rehaussement et reconnaissance automatique de la parole Nous pourrions également utiliser
notre approche afin de rehausser un signal de parole enregistré dans un environnement bruité et
réverbérant, avec comme objectif final une application de reconnaissance automatique de la pa-
role (ASR de l’anglais automatic speech recognition). En effet, la robustesse aux bruits interférant
avec le signal de parole et aux conditions d’enregistrement réverbérantes est un critère important
qui impacte de façon significative les performances en ASR. C’est de plus un problème toujours
ouvert d’après une étude récente [Sivasankaran et al., 2017]. Les méthodes d’ASR se basent gé-
néralement sur des descripteurs audio calculés à partir du signal de parole rehaussé. Une telle
approche pourrait bénéficier de la nature bayésienne du modèle présenté au chapitre précédent.
En effet, comme nous cherchons à inférer la distribution a posteriori du signal à rehausser (sous
une approximation variationnelle), nous disposons d’une information sur l’incertitude de l’estima-
teur, portée par la variance a posteriori des coefficients TF du signal. Cette incertitude peut alors
être propagée au calcul des descripteurs audio. Il a été montré dans [Adiloğlu et Vincent, 2016]
que ce type d’approche par propagation de l’incertitude permet d’améliorer les performances des
méthodes d’ASR.

Localisation de sources Développer des descripteurs robustes à la réverbération et à des condi-
tions d’enregistrement bruitées est un enjeu important pour le problème de localisation de sources
[Li et al., 2016, 2017c]. Il serait intéressant d’étudier si l’information portée par les variables
inverse-gamma uij(t) du modèle de réponse de salle (6.9) peut être utilisée dans ce but. Ces va-
riables sont supposées «encoder» la présence du trajet direct et des premiers échos dans les filtres
de mélange. Nous pourrions alors chercher à extraire des descripteurs à partir de la distribution
a posteriori de ces variables latentes et les utiliser pour développer une méthode supervisée de
localisation de sources (voir par exemple [Deleforge et al., 2015]). Finalement, nous pourrions in-
troduire dans le modèle bayésien représenté sur la figure 6.3 une dépendance des variables latentes
uij(t) à la position relative de la source j au microphone i.

Afin de développer ces méthodes de réhaussement et de localisation, nous pourrions nous
appuyer sur une base de données récemment introduite dans [Bertin et al., 2016]. Il s’agit de
signaux de parole enregistrés dans de multiples conditions réelles domestiques (salon, cuisine,
chambre et salle de bain pour trois maisons différentes), en présence de bruit et de réverbération.
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Annexe A

Distributions de probabilité univariées

A.1 Distribution gaussienne

A.1.1 La distribution gaussienne réelle

Soit NR(µ, σ2) la distribution gaussienne définie pour une variable aléatoire (v.a.) à valeurs
réelles x. Sa densité de probabilité est définie par [Bishop, 2006, annexe B] :

NR(x;µ, σ2) =
1√

2πσ2
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
. (A.1)

A.1.2 La distribution gaussienne complexe

Soit NC(ρ, µxr , µxi , σ
2
xr , σ

2
xi) la distribution gaussienne définie pour une v.a. à valeurs com-

plexes x = xr + ıxı. Sa densité de probabilité est définie par [Adali et al., 2011] :

NC(x; ρ, µxr , µxı , σ
2
xr , σ

2
xı) =

1

2πσxrσxı
√

1− ρ2

× exp

[
− 1

2(1− ρ2)

(
(xr − µxr)2

σ2
xr

+
(xı − µxı)2

σ2
xı

− 2ρ(xr − µxr)(xı − µxı)
σxrσxı

)]
,

(A.2)

où ρ = E[(xr − µxr)(xı − µxı)]/(σxrσxı) ∈ [−1, 1].
Le cas particulier NC(ρ = 0, µxr , µxi , σ

2
xr = σ2/2, σ2

xi = σ2/2) correspond à la distribution
gaussienne complexe propre. Nous la noterons également Nc(µ, σ2) ou bien N p

C(µ, σ2), avec
µ = µxr + ıµxi et σ2 = 2σ2

xr = 2σ2
xi . Sa pdf est définie par :

Nc(x;µ, σ2) = Np
C(µ, σ2) =

1

πσ2
exp

(
−|x− µ|

2

σ2

)
. (A.3)

Finalement cette distribution gaussienne complexe est dite à symétrie circulaire si elle est
propre et si de plus µ = 0. Dans ce cas la distribution est invariante à un déphasage (une rotation
dans le plan complexe) de sorte que x et xeıΨ ont la même distribution pour tout Ψ ∈ R.

A.2 Distribution t de Student

Soit Tν(µ, λ) la distribution t de Student (non standardisée) définie pour une v.a. x à valeurs
complexes si φ = 1 et réelle si φ = 2. Sa densité de probabilité est définie par [Kotz et Nadarajah,
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2004] :

Tν(x;µ, λ) =
2

φ

1

(νπλ2)1/φ

Γ(ν/2 + 1/φ)

Γ(ν/2)

(
1 +

2

φν

|x− µ|2

λ2

)−(ν/2+1/φ)

, (A.4)

où Γ(·) est la fonction gamma.

A.3 Distribution inverse-gamma

Soit IG(α, β) la distribution inverse-gamma définie pour une v.a. x ∈ R+. Sa densité de
probabilité est définie par [Carlin et Louis, 2008, annexe A] :

IG(x;α, β) =
βα

Γ(α)
x−(α+1) exp

(
−β
x

)
. (A.5)

La distribution inverse-gamma possède les propriétés suivantes :

E[ln(x)] = ln(β)− diΓ(α);

E[x−1] =
α

β
,

où diΓ(·) = Γ′(·)/Γ(·) est la fonction digamma.
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Annexe B

Preuve de l’équation (3.19)

Dans cette annexe nous démontrons l’expression théorique de la variance σ2
rev, donnée à

l’équation (3.18), page 58. Soit f un indice de fréquence en Hertz. La relation entre la RFR Al(f)
et la pression sonore complexe Pl(f) due à la réverbération à un point dans la salle pour une source
ponctuelle est donnée par [Morse et Ingard, 1968, p. 311], [Radlovic et al., 2000] :

Pl(f) = −j2πfρ0Q(f)Al(f), (B.1)

avec ρ0 la densité volumique de l’air en kg.m−3 et Q(f) la vitesse volumique de la source en
m3.s−1. D’après l’égalité précédente on peut relier la variance de la pression et celle de la RFR :

σ2
rev = E[|Al(f)|2] =

E[|Pl(f)|2]

(2πf)2ρ2
0|Q(f)|2

, (B.2)

où |Q(f)|2 s’exprime [Morse et Ingard, 1968, p. 311], [Radlovic et al., 2000] :

|Q(f)|2 =
Wsc

πf2ρ0
. (B.3)

c est la vitesse du son en m.s−1 et Ws la puissance de la source en Watts. Nous devons maintenant
exprimer la pression quadratique moyenne (PQM) due au champ réverbérant E[|Pl(f)|2]. On note
α le coefficient moyen d’absorption de la salle (sans dimension) et S la surface totale des parois
de la salle en m2. Dans un champ réverbérant l’intensité est constante et est reliée à la PQM par
[Morse et Ingard, 1968, p. 581] :

Irev =
E[|Pl(f)|2]

4ρ0c
. (B.4)

Pour un champ sonore diffus en conditions stationnaires, la puissance réverbérée provenant de
la source doit être égale à la puissance absorbée par les murs [Bies et Hansen, 2009, ch. 7]. La
puissance réverbérée peut être définie comme la puissance de la source présente après la première
réflexion du trajet direct sur une paroi, (1 − α)Ws, et la puissance absorbée est αSIrev. D’après
cette condition on peut écrire :

(1− α)Ws = αSE[|Pl(f)|2]

4ρ0c
. (B.5)

On obtient alors l’expression de la PQM due au champ réverbérant :

E[|Pl(f)|2] =
4ρ0c(1− α)Ws

αS
. (B.6)

En substituant les équations (B.6) et (B.3) dans (B.2) on obtient le résultat donné par l’équation
(3.18).
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Annexe C

Preuve de l’équation (3.16)

Dans cette annexe nous démontrons l’expression donnée à l’équation (3.15), page 58. A partir
de la définition de la TFD on peut montrer que :

FT {a∗l (T − 1− t)} = eı2πf/TA∗l (f). (C.1)

En appliquant la TFD inverse, notée F−1
T {·}, à l’équation (C.1) et d’après les théorèmes de la

convolution circulaire et du retard :

a∗l (T − 1− t) = δ(t+ 1) ~ F−1
T {A

∗
l (f)}, (C.2)

où ~ représente l’opérateur de convolution circulaire, et δ(t) est l’impulsion de Dirac. En utilisant

le fait que F−1
T {A

∗
l (f)} =

1

T
FT {Al(f)}∗ dans l’équation (C.2) on obtient :

FT {Al(f)} = Tal(T − t). (C.3)

Finalement, en injectant (C.3) dans (3.12) on obtient le résultat de l’équation (3.15).
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Annexe D

Méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué a été introduite pour résoudre de façon itérative des sys-
tèmes d’équations linéaires impliquant une matrice symétrique définie positive [Hestenes et Stie-
fel, 1952]. Cela correspond de façon équivalente à minimiser une fonction quadratique, strictement
convexe. Contrairement à une méthode de descente de gradient standard, la méthode du gradient
conjugué tient compte d’une «mémoire» dans le choix à chaque itération de la nouvelle direction
de descente, par l’intermédiaire de la notion de conjugaison. En effet, chaque nouvelle direction
de descente est choisie comme étant orthogonale à la précédente, pour un certain produit scalaire.

D.1 Gradient conjugué

Soit A ∈ Rn×n une matrice hermitienne définie positive. On définit le produit scalaire par
rapport à A entre deux vecteurs u et v par (u,v)A = (Au,v) = vHAu. On dit que u et v
sont conjugués s’ils sont orthogonaux pour ce produit scalaire. La méthode du gradient conjugué
a pour objectif de résoudre Ax = b en minimisant la forme quadratique J(x) = 1

2xHAx−xHb.
En effet, l’annulation du gradient de cette fonction revient à résoudre le système d’équations.

A l’itération k de l’algorithme, la nouvelle direction de descente wk+1 n’est pas directement
égale au gradient gk+1, mais à une version corrigée de celui-ci, de telle sorte que la nouvelle
direction de descente soit conjuguée à la précédente, i.e. (wk+1,wk)A = 0.

On peut montrer que la méthode du gradient conjugué converge vers la solution du problème
de minimisation quadratique en au plus n itérations (la dimension du problème). C’est pourquoi
il s’agit d’un algorithme largement utilisé pour résoudre ce type de problèmes. En pratique une
solution satisfaisante peut souvent être obtenue en un nombre inférieur d’itérations. L’algorithme
du gradient conjugué s’écrit finalement [Golub et Van Loan, 1996] :

— Initialisation (k = 0) : choix d’un vecteur x0 ∈ Cn et calcul de g0 = Ax0 − b, w0 = g0.

— Itération k :

— Si gk = 0 stop ;

— Sinon :

1. βk = (gk,wk)/(Awk,wk)

2. xk+1 = xk − βkwk

3. gk+1 = Axk+1 − b

4. αk+1 = −(gk+1,Awk)/(Awk,wk)

5. wk+1 = gk+1 + αk+1wk

— k = k + 1.
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D.2 Gradient conjugué avec préconditionnement

Lorsque la matrice A est mal conditionnée, il est possible d’améliorer la convergence de l’al-
gorithme en ayant recours à un préconditionnement. Nous présentons ci-dessous la méthode du
gradient conjugué avec préconditionnement, où la matrice de préconditionnement D est choisie
comme étant la partie diagonale de A (préconditionnement de Jacobi). Soient A′ = D−0.5AD−0.5,
x′ = D0.5x et b′ = D−0.5b, alors résoudre Ax = b est équivalent à résoudre A′x′ = b′. On
écrit la méthode du gradient conjugué pour résoudre ce système :

— Initialisation (k = 0) : choix d’un vecteur x′0 ∈ Cn et calcul de g′0 = A′x′0 − b′, w′0 = g′0.

— Itération k :

— Si g′k = 0 stop ;

— Sinon :

1. βk = (g′k,w
′
k)/(A

′w′k,w
′
k)

2. x′k+1 = x′k − βkw′k
3. g′k+1 = A′x′k+1 − b′

4. αk+1 = −(g′k+1,A
′w′k)/(A

′w′k,w
′
k)

5. w′k+1 = g′k+1 + αk+1w
′
k

— k = k + 1.

En utilisant g′k = D−0.5gk, w′k = D0.5wk et x′k = D0.5xk, on peut réécrire l’algorithme de
la méthode du gradient conjugué avec préconditionnement de la façon suivante :

— Initialisation (k = 0) : choix d’un vecteur x0 ∈ Cn et calcul de g0 = Ax0 − b, w0 =
D−1g0.

— Itération k :

— Si gk = 0 stop ;

— Sinon :

1. βk = (gk,wk)/(Awk,wk)

2. xk+1 = xk − βkwk

3. gk+1 = Axk+1 − b

4. αk+1 = −(D−1gk+1,Awk)/(Awk,wk)

5. wk+1 = D−1gk+1 + αk+1wk

— k = k + 1.

Cette formulation de la méthode du gradient conjugué avec préconditionnement ne fait intervenir
à chaque itération qu’une multiplication supplémentaire du gradient par l’inverse d’une matrice
diagonale, ce qui est peu coûteux.
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Annexe E

Éléments de démonstration des
équations (5.22) à (5.26)

Dans cette annexe nous donnons quelques éléments de démonstration des équations (5.22) à
(5.26), page 91. En utilisant les équations (5.20) et (A.2), identifier les paramètres de la distribution
(5.21), page 90, consiste à résoudre le système d’équations suivant :



1

2(1− ρ2
j,fn)γrj,fn

=
2

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))2 +
1

φλ2
j,fn

;

1

2(1− ρ2
j,fn)

 2

γrj,fn
ŝrj,fn −

2ρj,fn√
γrj,fnγ

ı
j,fn

ŝıj,fn

 =
2

φ

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))

×

xi(t)− 2

φ

∑
j′f ′n′ 6=jfn

<
(
ŝj′,f ′n′gij′,f ′n′(t)

 ;

ρj,fn
(1− ρ2

j,fn)

1√
γrj,fnγ

ı
j,fn

=
4

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))=(gij,fn(t));

1

2(1− ρ2
j,fn)γıj,fn

=
2

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gij,fn(t))2 +
1

φλ2
j,fn

;

− 1

2(1− ρ2
j,fn)

 2

γıj,fn
ŝıj,fn −

2ρj,fn√
γrj,fnγ

ı
j,fn

ŝrj,fn

=
2

φ

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gij,fn(t))

×

xi(t)− 2

φ

∑
j′f ′n′ 6=jfn

<
(
ŝj′,f ′n′gij′,f ′n′(t)

 .

(E.1)
Après résolution nous obtenons les équations (5.22), (5.23) et (5.24), page 91, définissant res-
pectivement ρj,fn, γrj,fn et γıj,fn, et nous obtenons les expressions suivantes des paramètres de
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moyenne :

ŝrj,fn=
2

φ
γrj,fn

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))

xi(t)− 2

φ

∑
j′f ′n′ 6=jfn

<
(
ŝj′,f ′n′gij′,f ′n′(t)


− 2

φ
ρj,fn

√
γrj,fnγ

ı
j,fn

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gij,fn(t))

xi(t)− 2

φ

∑
j′f ′n′ 6=jfn

<
(
ŝj′,f ′n′gij′,f ′n′(t)

;

(E.2)

ŝıj,fn=− 2

φ
γıj,fn

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gij,fn(t))

xi(t)− 2

φ

∑
j′f ′n′ 6=jfn

<
(
ŝj′,f ′n′gij′,f ′n′(t)


+

2

φ
ρj,fn

√
γrj,fnγ

ı
j,fn

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))

xi(t)− 2

φ

∑
j′f ′n′ 6=jfn

<
(
ŝj′,f ′n′gij′,f ′n′(t)

.
(E.3)

Du fait de leur complexité, nous cherchons maintenant à simplifier les expressions de ŝrj,fn
et ŝij,fn. On peut montrer d’après les équations (5.22), (5.23), (5.24), (E.2) et (E.3) que les trois
égalités suivantes sont vérifiées :

ŝıj,fnρj,fn

√
γrj,fn
γıj,fn

=− 2

φ
ρj,fn

√
γrj,fnγ

ı
j,fn

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gij,fn(t))

×

xi(t)− 2

φ

∑
j′f ′n′ 6=jfn

<
(
ŝj′,f ′n′gij′,f ′n′(t)


+

2

φ
ρ2
j,fnγ

r
j,fn

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))

×

xi(t)− 2

φ

∑
j′f ′n′ 6=jfn

<
(
ŝj′,f ′n′gij′,f ′n′(t)

 ;

(E.4)

ŝrj,fnρj,fn

√
γıj,fn
γrj,fn

=
2

φ
ρj,fn

√
γrj,fnγ

ı
j,fn

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))

×

xi(t)− 2

φ

∑
j′f ′n′ 6=jfn

<
(
ŝj′,f ′n′gij′,f ′n′(t)


− 2

φ
ρ2
j,fnγ

ı
j,fn

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gij,fn(t))

×

xi(t)− 2

φ

∑
j′f ′n′ 6=jfn

<
(
ŝj′,f ′n′gij′,f ′n′(t)

 ;

(E.5)
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ANNEXE E. ÉLÉMENTS DE DÉMONSTRATION DES ÉQUATIONS (5.22) À (5.26)

2

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gij,fn(t))=(gij,fn(t)) =
ρj,fn

2
(

1− ρ2
j,fn

)√
γrj,fnγ

ı
j,fn

. (E.6)

En utilisant les équations (E.4) et (E.6) pour réécrire (E.2), et en reconnaissant drj,fn défini à
l’équation (5.27), nous obtenons l’équation (5.25), page 91. De façon similaire, en utilisant les
équations (E.5) et (E.6) pour réécrire (E.3), et en reconnaissant dıj,fn défini à l’équation (5.28),
nous obtenons l’équation (5.26), page 91.
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Annexe F

Formulation alternative de la méthode
du gradient conjugué pour l’étape E au
chapitre 5, section 5.3

Dans cette annexe nous détaillons une formulation alternative de la méthode du gradient conju-
gué pour l’étape E présentée au chapitre 5, section 5.3 (voir plus précisément page 92). Nous
travaillons ici avec des matrices à valeurs réelles.

On introduit tout d’abord les définitions suivantes :

. ŝ = [(ŝr)>, (ŝı)>]> ∈ R2JFN avec ŝ(·) ∈ RJFN le vecteur colonne d’entrées ŝ(·)
j,fn ;

. d = [(dr)>, (dı)>]> ∈ R2JFN avec d(·) ∈ RJFN le vecteur colonne d’entrées d(·)
j,fn ;

. gi(t) ∈ CJFN le vecteur colonne d’entrées gij,fn(t).

. V la matrice diagonale de taille JFN × JFN et d’entrées λ2
j,fn.

L’ordre des coefficients indicés par j, f et n pour construire ces vecteurs et cette matrice diagonale
n’a pas d’importance, tant qu’il est gardé identique.

On peut montrer d’après les équations (5.27) et (5.28), page 91, que :

dr =
2

φ

(
V−1 +

2

φ

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gi(t))<(gi(t))
>

)
ŝr − 4

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gi(t))=(gi(t))
>ŝı

− 2

φ

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gi(t))xi(t); (F.1)

dı =
2

φ

(
V−1 +

2

φ

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gi(t))=(gi(t))
>

)
ŝı − 4

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gi(t))<(gi(t))
>ŝr

+
2

φ

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gi(t))xi(t). (F.2)

On cherche le vecteur ŝ qui annule le gradient d. Ceci est équivalent à résoudre le système d’équa-
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tions Aŝ + c = 0 où :

A=


2

φ

(
V−1+

2

φ

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gi(t))<(gi(t))
>

)
− 4

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

<(gi(t))=(gi(t))
>

− 4

φ2

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gi(t))<(gi(t))
> 2

φ

(
V−1+

2

φ

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

=(gi(t))=(gi(t))
>

)
;

(F.3)

c =
2

φ

I∑
i=1

1

σ2
i

T−1∑
t=0

(
−<(gi(t))
=(gi(t))

)
xi(t). (F.4)

On définit également la matrice de préconditionnement diagonale D = diag(A) qui contient
sur la première moitié de sa diagonale les coefficients [γrj,fn(1− ρ2

j,fn)]−1 et sur la seconde moitié
[γıj,fn(1−ρ2

j,fn)]−1. La méthode du gradient conjugué avec préconditionnement est détaillée dans
l’algorithme 3.

Algorithme 3 Mise à jour de {ŝrj,fn, ŝıj,fn}j,f,n à l’étape E par la méthode du gradient conjugué
avec préconditionnement

1: Initialiser d à partir des équations (5.27) et (5.28) et ω = D−1d
2: Tant que critère d’arrêt non rencontré
3: κ = Aω
4: µ = (ω>d)/(ω>κ)
5: ŝ← ŝ− µω
6: Calculer d à partir des équations (5.27) et (5.28)
7: dp = D−1d
8: β = −(κ>dp)/(ω

>κ)
9: ω ← dp + βω

10: Fin Tant que

150



Annexe G

Détails de calcul pour l’algorithme
VEM du chapitre 6

Nous détaillons dans cette annexe les calculs de l’algorithme VEM présenté au chapitre 6,
section 6.2, à partir de la page 112.

G.1 Log-vraisemblance des données complètes

D’après le modèle défini au chapitre 6, section 6.1, la log-vraisemblance des données com-
plètes s’écrit :

ln p(x, z;θ) = ln p(x|z;σ) + ln p(s|v;λ) + ln p(v) + ln p(a|u) + ln p(u)

=− 1

2

I∑
i=1

T−1∑
t=0

ln(2πσ2
i ) +

1

σ2
i

xi(t)− J∑
j=1

yij(t)

2
− 1

2

J∑
j=1

∑
(f,n)∈Bj

[
ln
(
2πvj,fnλ

2
j,fn

)
+

s2
j,fn

vj,fnλ
2
j,fn

]

−
J∑
j=1

∑
(f,n)∈Bj

[
ln Γ

(αv
2

)
+
αv
2

ln

(
2

αv

)
+
(αv

2
+ 1
)

ln(vj,fn) +
αv
2

1

vj,fn

]

− 1

2

I∑
i=1

J∑
j=1

La−1∑
t=0

[
ln
(
2πuij(t)r

2(t)
)

+
a2
ij(t)

uij(t)r2(t)

]

−
I∑
i=1

J∑
j=1

La−1∑
t=0

[
ln Γ

(αu
2

)
+
αu
2

ln

(
2

αu

)
+
(αu

2
+ 1
)

ln(uij(t)) +
αu
2

1

uij(t)

]
.

(G.1)

G.2 Étape E

G.2.1 Étape E-V

On peut montrer en utilisant l’équation (G.1) que :

ln q?(vj,fn)
c
= 〈ln p(x, z;θ)〉q(z\vj,fn)
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c
=− ln(vj,fn)

(
αv + 1

2
+ 1

)
− 1

vj,fn

(
αv
2

+
〈s2
j,fn〉q(sj,fn)

2λ2
j,fn

)
. (G.2)

On reconnaît q?(vj,fn) = IG(νv, βj,fn) avec :

νv =
αv + 1

2
; (G.3)

βj,fn =
αv
2

+
〈s2
j,fn〉q(sj,fn)

2λ2
j,fn

, (G.4)

où 〈s2
j,fn〉q(sj,fn) = ŝ2

j,fn + γj,fn.

G.2.2 Étape E-U

De façon tout à fait similaire on trouve :

ln q?(uij(t))
c
= 〈ln p(x, z;θ)〉q(z\uij(t))

c
=− ln(uij(t))

(
αu + 1

2
+ 1

)
− 1

uij(t)

(
αu
2

+
〈a2
ij(t)〉q(aij(t))

2r2(t)

)
. (G.5)

On reconnaît q?(uij(t)) = IG(νu, dij(t)) avec :

νu =
αu + 1

2
; (G.6)

dij(t) =
αu
2

+
〈a2
ij(t)〉q(aij(t))

2r2(t)
, (G.7)

où 〈a2
ij(t)〉q(aij(t)) = â2

ij(t) + ρij(t).

G.2.3 Étape E-S

On définit Varq(z) =
〈
(z− 〈z〉q)(z− 〈z〉q)>

〉
q

=
〈
zz>

〉
q
− 〈z〉q 〈z〉

>
q où z est un vecteur

aléatoire réel.
Toujours d’après l’expression de la log-vraisemblance des données complètes à l’équation

(G.1), on a :

ln q?(sj,fn)
c
= 〈ln p(x, z;θ)〉q(z\sj,fn)

c
=− 1

2

I∑
i=1

1

σ2
i

〈∥∥∥∥∥∥xi −
J∑

j′=1

∑
(f ′,n′)∈Bj′

sj′,f ′n′Tj′,f ′n′aij′

∥∥∥∥∥∥
2

2

〉
q(z\sj,fn)

− 1

2

〈
v−1
j,fn

〉
q(vj,fn)

λ2
j,fn

s2
j,fn, (G.8)

où l’on rappelle que xi = [xi(t)]
>
t ∈ RT , aij = [aij(t)]

>
t ∈ RLa et Tj,fn ∈ RT×La est la matrice

de Toeplitz représentant le produit de convolution de ψj,fn(t), t = 0, ..., Ls − 1, avec un signal
de longueur La. Dans la suite et lorsque cela ne porte pas à confusion, nous omettons de noter en
indice la densité de probabilité par rapport à laquelle sont calculées les moyennes et variances.
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ANNEXE G. DÉTAILS DE CALCUL POUR L’ALGORITHME VEM DU CHAPITRE 6

A des constantes additives près par rapport à sj,fn, on peut montrer que :〈∥∥∥∥∥xi −
J∑
j=1

∑
(f,n)∈Bj

sj,fnTj,fnaij

∥∥∥∥∥
2

2

〉

c
=

∥∥∥∥∥∥xi −
J∑
j=1

∑
(f,n)∈Bj

〈sj,fnTj,fnaij〉

∥∥∥∥∥∥
2

2

+ trace

Var

 ∑
(f,n)∈Bj

sj,fnTj,fnaij


c
=

∥∥∥∥∥∥xi − sj,fnTj,fnâij −
∑

(j′,f ′,n′)6=(j,f,n)

ŝj′,f ′n′Tj′,f ′n′ âij′

∥∥∥∥∥∥
2

2

+ s2
j,fn trace

[
Var(aij)T

>
j,fnTj,fn

]
+ 2sj,fn

∑
(f ′,n′)6=(f,n)

ŝj,f ′n′ trace
[
Var(aij)T

>
j,fnTj,f ′n′

]
, (G.9)

où âij = 〈aij〉. En injectant l’équation (G.9) dans l’équation (G.8) et en développant on identifie
q?(sj,fn) = N(ŝj,fn, γj,fn) avec :

γj,fn =


〈
v−1
j,fn

〉
λ2
j,fn

+

I∑
i=1

1

σ2
i

trace
[(

âij â
>
ij + Var(aij)

)
T>j,fnTj,fn

]−1

; (G.10)

ŝj,fn = ŝj,fn − γj,fn∆ŝj,fn; (G.11)

∆ŝj,fn = ŝj,fn

〈
v−1
j,fn

〉
λ2
j,fn

+

I∑
i=1

1

σ2
i

trace
(

Var(aij)T
>
j,fnŜj

)
− ĝ>ij,fn

xi −
J∑

j′=1

ŷij′

 ,
(G.12)

où l’on rappelle que ĝij,fn = Tj,fnâij = [ĝij,fn(t)]>t ∈ RT , ŷij = [ŷij(t)]
>
t ∈ RT et Ŝj = 〈Sj〉

avec Sj ∈ RT×La la matrice de Toeplitz permettant de représenter le produit de convolution du
signal source sj(t), t = 0, ..., Ls, avec un signal de longueur La.

a) Simplification du terme ∆ŝj,fn

D’après l’approximation de champ moyen, Var(aij) = diag({ρij(t)}t=0,..,La−1). Nous pou-
vons alors simplifier le terme suivant intervenant dans l’expression de ∆ŝj,fn :

trace
(

Var(aij)T
>
j,fnŜj

)
=

La−1∑
τ=0

ρij(τ)
(
T>j,fnŜj

)
τ,τ

=

La−1∑
τ=0

ρij(τ)
∑

(f ′,n′)∈Bj

ŝj,f ′n′
(
T>j,fnTj,f ′n′

)
τ,τ

=

La−1∑
τ=0

ρij(τ)
∑

(f ′,n′)∈Bj

ŝj,f ′n′
Ls−1∑
t=0

ψj,fn(t)ψj,f ′n′(t)

=ŝj,fn

La−1∑
τ=0

ρij(τ). (G.13)
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La dernière égalité s’obtient en utilisant le fait que les atomes MDCT sont orthonormés. ∆ŝj,fn
se réécrit donc finalement de la façon suivante :

∆ŝj,fn = ŝj,fn


〈
v−1
j,fn

〉
λ2
j,fn

+
I∑
i=1

1

σ2
i

La−1∑
τ=0

ρij(τ)

− I∑
i=1

1

σ2
i

ĝ>ij,fn

xi −
J∑

j′=1

ŷij′

 . (G.14)

b) Simplification du terme de variance γj,fn

De façon similaire nous pouvons montrer que trace
[
Var(aij)T

>
j,fnTj,fn

]
=

La−1∑
τ=0

ρij(τ).

Nous avons également trace
[
âij â

>
ijT
>
j,fnTj,fn

]
= ĝ>ij,fnĝij,fn = ‖ĝij,fn‖22. On peut donc ré-

écrire γj,fn de la façon suivante :

γj,fn =


〈
v−1
j,fn

〉
λ2
j,fn

+
I∑
i=1

1

σ2
i

(
La−1∑
τ=0

ρij(τ) + ‖ĝij,fn‖22

)−1

. (G.15)

Enfin, d’après l’étape E-V
〈
v−1
j,fn

〉
= νv/βj,fn.

c) Méthode du gradient conjugué avec précondionnement

L’équation (G.11) définit un ensemble de solutions couplées pour les variables {ŝj,fn}j,f,n.
Ces dernières doivent donc être mises à jour séquentiellement. Cependant nous pouvons utiliser
comme précédemment la méthode du gradient conjugué avec préconditionnement pour mettre
à jour l’ensemble des variables {ŝj,fn}j,f,n et donc accélérer l’étape E-S. Il suffit pour cela de
remarquer que ∆ŝj,fn est la dérivée partielle de l’opposé de l’énergie variationnelle libre (le critère
que l’on optimise et défini au chapitre 6, section 6.2.3) par rapport à ŝj,fn.

G.2.4 Étape E-A

En utilisant à nouveau l’expression de la log-vraisemblance des données complètes nous
avons :

ln q?(aij(t))
c
= 〈ln p(x, z;θ)〉q(z\aij(t))

c
=− 1

2

1

σ2
i

〈∥∥∥∥xi − J∑
j′=1

Sj′aij′

∥∥∥∥2

2

〉
q(z\aij(t))

− 1

2

〈
u−1
ij (t)

〉
q(uij(t))

r2(t)
a2
ij(t). (G.16)

Soient aij(t), ˆ̄aij(t) ∈ RLa deux vecteurs colonnes tels que :

(aij(t))t′ =

{
aij(t) si t′ = t;

0 sinon,
(G.17)

(ˆ̄aij(t))t′ =

{
0 si t′ = t;

[âij ]t′ sinon.
(G.18)
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A des constantes additives près par rapport à aij(t) on peut montrer que :〈∥∥∥∥xi − J∑
j′=1

Sj′aij′

∥∥∥∥2

2

〉
c
=

∥∥∥∥xi − Ŝj
(
aij(t) + ˆ̄aij(t)

)
−
∑
j′ 6=j

ŷij′

∥∥∥∥2

2

+ trace [Var (Sjaij)]

c
=

∥∥∥∥xi − Ŝj
(
aij(t) + ˆ̄aij(t)

)
−
∑
j′ 6=j

ŷij′

∥∥∥∥2

2

+ trace
[
aij(t)aij(t)

>Var
(
S>j

)
+ 2aij(t)ˆ̄aij(t)

>Var
(
S>j

)]
.

(G.19)

En injectant l’équation (G.19) dans l’équation (G.16) et en développant on peut alors montrer que
q?(aij(t)) = N (âij(t), ρij(t)) avec :

ρij(t) =


〈
u−1
ij (t)

〉
r2(t)

+
1

σ2
i

(
Ŝ>j Ŝj + Var

(
S>j

))
t,t

−1

; (G.20)

âij(t) = âij(t)− ρij(t)∆âij(t); (G.21)

∆âij(t) = âij(t)

〈
u−1
ij (t)

〉
r2(t)

+
1

σ2
i

(Ŝ>j Ŝj + Var
(
S>j

))
âij − Ŝ>j

xi −
∑
j′ 6=j

ŷij′


t

,

(G.22)

où d’après l’étape E-U
〈
u−1
ij (t)

〉
= νu/dij(t).

a) Réécriture du terme ∆âij(t)

D’après l’approximation de champ moyen nous pouvons écrire :

Var
(
S>j

)
= Var

 ∑
(f,n)∈Bj

sj,fnT
>
j,fn

 =
∑

(f,n)∈Bj

γj,fnT
>
j,fnTj,fn.

On remarque alors que Ŝ>j Ŝj+Var
(
S>j

)
correspond à une matrice de Toeplitz symétrique donnée

par :

Ŝ>j Ŝj + Var
(
S>j

)
= TLa

r̂ssj (k) +
∑

(f,n)∈Bj

γj,fnr̂
ψψ
j,fn(k)

 , (G.23)

où l’on rappelle que TM{τ(k)} représente une matrice de Toeplitz symétrique de taille M ×M
et formée à partir de la séquence {τ(k)}M−1

k=0 , r̂ssj (k) =
∑Ls−1−k

t=0 ŝj(t)ŝj(t + k) et r̂ψψj,fn(k) =∑Ls−1−k
t=0 ψj,fn(t)ψj,fn(t+ k).
On rappelle de plus que :

Ŝ>j

xi −
∑
j′ 6=j

ŷij′

 = r̂sεij , (G.24)
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où r̂sεij =
[
r̂sεij (k)

]>
k
∈ RLa avec r̂sεij (k) =

∑Ls−1
t=0 ŝj(t)εij(t+k) et εij(t) = xi(t)−

∑
j′ 6=j ŷij′(t).

Finalement, en injectant les équations (G.23) et (G.24) dans (G.22), ∆âij(t) se réécrit de la façon
suivante :

∆âij(t) = âij(t)

〈
u−1
ij (t)

〉
r2(t)

+
1

σ2
i

TLa
r̂ssj (k) +

∑
(f,n)∈Bj

γj,fnr̂
ψψ
j,fn(k)

 âij − r̂sεij


t

.

(G.25)

b) Réécriture du terme de variance ρij(t)

D’après l’équation (G.23) et en utilisant le fait que r̂ψψj,fn(0) = 1 car les atomes MDCT sont
orthonormés et que r̂ssj (0) = ‖ŝj‖22 avec ŝj = [ŝj(t)]t ∈ RLs , le terme de variance ρij(t) à
l’équation (G.20) se simplifie comme suit :

ρij(t) =


〈
u−1
ij (t)

〉
r2(t)

+
1

σ2
i

‖ŝj‖22 +
∑

(f,n)∈Bj

γj,fn

−1

. (G.26)

c) Méthode du gradient conjugué avec préconditionnement

Les équations résultant de l’étape E-A définissent un ensemble de solutions couplées pour les
variables {âij(t)}i,j,t. Ces dernières doivent donc être mises à jour séquentiellement. Cependant,
comme à l’étape E-S, nous pouvons utiliser la méthode du gradient conjugué avec préconditionne-
ment. Il suffit pour cela de remarquer que ∆âij(t) est la dérivée partielle de l’opposé de l’énergie
variationnelle libre par rapport à âij(t).

G.3 Énergie variationnelle libre

L’énergie variationnelle libre est définie au chapitre 6, section 6.2.3 (voir page 114). Nous
présentons dans cette section les détails de calcul du terme ēi impliqué dans l’expression de
〈ln p(x|s,a;σ)〉. D’après l’approximation de champ moyen, ēi s’écrit de la façon suivante :

ēi =

〈∥∥∥∥xi − J∑
j=1

yij

∥∥∥∥2

2

〉

=

∥∥∥∥xi −
〈

J∑
j=1

yij

〉∥∥∥∥2

2

+ trace

Var

 J∑
j=1

yij


=

∥∥∥∥xi − J∑
j=1

ŷij

∥∥∥∥2

2

+
J∑
j=1

trace [Var (yij)] . (G.27)

Or toujours d’après l’approximation de champ moyen,

trace [Var (yij)] = trace [Var (Sjaij)]

= trace
[〈

Sjaija
>
ijS
>
j

〉
− 〈Sjaij〉

〈
a>ijS

>
j

〉]
= trace

[〈
aija

>
ij

〉〈
S>j Sj

〉
− âij â

>
ijŜ
>
j Ŝj

]
. (G.28)
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De plus, 〈
aija

>
ij

〉
= âij â

>
ij + Var(aij);〈

S>j Sj

〉
= Ŝ>j Ŝj + Var

 ∑
(f,n)∈Bj

sj,fnT
>
j,fn


= Ŝ>j Ŝj +

∑
(f,n)∈Bj

γj,fnT
>
j,fnTj,fn.

On a donc :

trace [Var (yij)]

= trace

(âij â
>
ij + Var(aij)

)Ŝ>j Ŝj +
∑

(f,n)∈Bj

γj,fnT
>
j,fnTj,fn

− âij â
>
ijŜ
>
j Ŝj


= trace

[
Var(aij)Ŝ

>
j Ŝj

]
+

∑
(f,n)∈Bj

γj,fn trace
[(

âij â
>
ij + Var(aij)

)
T>j,fnTj,fn

]
.

(G.29)

On obtient alors :

ēi =

∥∥∥∥xi − J∑
j=1

ŷij

∥∥∥∥2

2

+
J∑
j=1

trace
[
Var(aij)Ŝ

>
j Ŝj

]

+

J∑
j=1

∑
(f,n)∈Bj

γj,fn trace
[(

âij â
>
ij + Var(aij)

)
T>j,fnTj,fn

]
. (G.30)

De plus, Var(aij) = diag({ρij(t)}t=0,..,La−1). Nous pouvons alors simplifier le terme suivant
intervenant dans l’expression de ēi :

trace
[
Var(aij)Ŝ

>
j Ŝj

]
=

La−1∑
τ=0

ρij(τ)
(
Ŝ>j Ŝj

)
τ,τ

=‖ŝj‖22
La−1∑
τ=0

ρij(τ). (G.31)

Nous pouvons également montrer en utilisant le fait que les atomes de MDCT sont othonormés
que :

trace

[(
âij â

>
ij + Var(aij)

)
T>j,fnTj,fn

]
= trace

[
Tj,fnâij(Tj,fnâij)

>
]

+ trace
[
Var(aij)T

>
j,fnTj,fn

]
= (Tj,fnâij)

>(Tj,fnâij) +

La−1∑
τ=0

ρij(τ)
(
T>j,fnTj,fn

)
τ,τ

= ‖ĝij,fn‖22 +

La−1∑
τ=0

ρij(τ). (G.32)

En utilisant les équations (G.31) et (G.32) pour réécrire (G.30) on obtient l’expression finale de ēi
donnée à l’équation (6.19).
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Modèles de mélange pour la séparation multicanale de
sources sonores en milieu réverbérant

Simon LEGLAIVE

Résumé : Cette thèse porte sur la séparation sous-déterminée de sources sonores en milieu réver-
bérant. Nous adoptons une approche probabiliste où les signaux sources sont représentés comme des
variables aléatoires latentes dans un domaine temps-fréquence. La structure spécifique des signaux
musicaux dans ce domaine est exploitée par l’intermédiaire de modèles de factorisation en matrices
non-négatives.

Les méthodes de la littérature traitent généralement les filtres de mélange comme des paramètres
déterministes estimés uniquement à partir des données observées. Ces filtres correspondent cependant
à des réponses de salle, ils ont donc une structure bien particulière qu’il est possible d’exploiter afin de
guider leur estimation.

Dans une première partie, le processus de mélange convolutif temporel est approché dans le do-
maine de la transformée de Fourier à court-terme, sous une hypothèse de filtres de mélange à réponse
impulsionnelle courte. Nous développons des modèles autorégressifs à moyenne ajustée ayant pour ob-
jectif de transcrire la dynamique temporelle des filtres sous forme de corrélations fréquentielles. Ces
modèles sont ensuite utilisés dans une méthode de séparation de sources où les filtres sont estimés au
sens du maximum a posteriori, par un algorithme espérance-maximisation.

Dans une seconde partie, nous proposons une méthode d’inférence variationnelle des coefficients
temps-fréquence des sources à partir des observations temporelles du mélange. Le processus de mé-
lange convolutif est donc cette fois représenté de façon exacte. En plus de convenir à la séparation de
mélanges fortement réverbérants, cette approche nous permet de développer des a priori simples sur
les filtres de mélange afin de guider leur estimation. Nous proposons un modèle basé sur la distribution
t de Student et exploitant la décroissance exponentielle de la réverbération dans le domaine temporel.

Mots-clés : Séparation sous-déterminée de sources audio, mélanges multicanaux réverbérants, acoustique statis-
tique des salles, factorisation en matrices non-négatives, modèles probabilistes, inférence statistique, inférence
variationnelle.

Abstract: This thesis addresses the problem of under-determined audio source separation for multi-
channel reverberant mixtures. We adopt a probabilistic approach where the source signals are represen-
ted as latent random variables in a time-frequency domain. The specific structure of musical signals in
this domain is exploited by means of non-negative matrix factorization models.

In the literature, the mixing filters are generally treated as deterministic parameters, only estimated
from the observed data. However, as these filters correspond to room responses, they exhibit a very
particular structure that can be used to guide their estimation.

In a first part, the time-domain convolutive mixing process is approximated in the short-time Fou-
rier transform domain, under the assumption that the impulse response of the mixing filters is short. We
develop autoregressive moving average models that aim to transcribe the temporal dynamics of the fil-
ters into frequency-domain correlations. These models are then used in a source separation framework,
for performing maximum a posteriori estimation of the mixing filters by means of an expectation-
maximization algorithm.

In a second part, we propose to infer the time-frequency source coefficients from the time-domain
mixture observations, using a variational approach. The convolutive mixing process is here exactly re-
presented. In addition to being suitable for the separation of highly reverberant mixtures, this approach
allows us to develop simple priors for the mixing filters in order to guide their estimation. We propose
a model based on the Student’s t distribution that exploits the exponential decay of reverberation in the
time domain.

Key-words: Under-determined audio source separation, multichannel reverberant mixtures, statistical room acous-
tics, non-negative matrix factorization, probabilistic models, statistical inference, variational inference.
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