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RESUME: Cette thése s'intéresse a des familles de fonctions zéta spec-
trales (séries de Dirichlet) qui peuvent étre associées a certaines algébres d’opé-
rateurs sur des espaces de Hilbert. Dans ce mémoire, la principale question
étudiée sur ces fonctions zéta est I'existence d’un prolongement méromorphe
a partir d'un demi-plan ouvert du plan complexe au plan complexe tout en-
tier. Généralisant une idée de Nigel Higson, on propose dans la partie I, une
méthode pour prouver 'existence de ce prolongement méromorphe pour cer-
tains fonction zéta spectrales. Cette méthode s’effectue dans le cadre d’algébres
d’opérateurs différentiels généralisés et elle s’appuie sur une suite de réduction.
Le théoréme principal donne, sous certaines conditions, I'existence d’un pro-
longement méromorphe, une localisation des poles dans les supports de suites
arithmétiques et une borne supérieure pour 'ordre de ces poles. Dans la partie
II, on reformule la méthode de la partie I dans le contexte et avec le vocabu-
laire des triplets spectraux de Connes et Moscovici. Dans la troisiéme partie,
on donne une application pour des fonctions zéta associées a des opérateurs de
type Laplace sur des variétés lisses, compactes et sans bord. Cet exemple a été
initialement traité par Nigel Higson avec cette approche en 2006. Une deuxiéme
application traite de fonctions zéta associées au tore non commutatif. Dans la
partie IV, on utilise le calcul pseudodifférentiel associé a des algébres de Lie nil-
potentes et développé par Dominique Manchon, pour construire de nouveaux
triplets spectraux. Dans la partie V se trouve la principale application de la
méthode exposée dans ce mémoire. On prouve l’existence du prolongement
méromorphe pour des fonctions zéta provenant de représentations de Kirillov
d’une classe d’algébre de Lie nilpotentes.

Mots clés: Algébres de Lie nilpotentes, fonctions zéta spectrales, géomé-
trie différentielle, géométrie non commutative, laplacien, opérateurs différen-
tiels, opérateurs de Schrodinger, prolongement méromorphe, représentation de
Kirillov, tore non commutatif, triplets spectraux.






ABSTRACT: The thesis is about a families of zeta functions (Dirichlet
series) that may be associated to certain algebras of Hilbert space operators.
In this thesis, the main question in studying these zeta functions is to esta-
blish their meromorphic continuation from a half-plane in the complex plane
to the full plane.Following an idea of Nigel Higson, we develop, in part I,
a method for proving the existence of a meromorphic continuation for some
spectral zeta functions. The method is based on algebras of generalized dif-
ferential operators. The more important tool is the reduction sequence. The
main theorem states, under some conditions, the existence of a meromorphic
continuation, a localization of the poles in supports of arithmetic sequences
and an upper bound of their order. A formulation of the method into the fra-
mework of Connes and Moscovici, the regular spectral triples, setting in part
II. In the third part, we give an application for zeta functions associate to a
Laplace-type operator on a smooth, closed manifold. This example was ini-
tially treated in this way by Nigel Higson in 2006. We give another application
for zeta functions associate to the noncommutative torus. In part 1V, using
the work of Dominique Manchon on algebras of pseudodifferential operators
associated to unitary representations of nilpotent Lie group, we construct new
spectral triples. In part V| set the main application of the method. We applicate
the reduction method for some algebras of generalized differential operators,
arising from a Kirillov representation of a class of nilpotent Lie algebras.

Keywords: Nilpotent Lie algébras, spectral zeta function, differential
geometry, noncommutative geometry, Laplacian, differential geometry, Schro-
dinger operators, meromorphic continuation, Kirillov representation, noncom-
mutative torus, spectral triples.
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Introduction

Soit M une variété riemannienne de classe C*°, compacte et sans bord, et
soit A un opérateur de Laplace sur les fonctions définies sur M. Pour chaque
opérateur différentiel linéaire X sur M la fonction zeta (x a : z — Trace(X A?)
est holomorphe sur un demi-plan a gauche inclus dans C et admet un pro-
longement méromorphe & C tout entier. Ce résultat fut d’abord observé par
Minakshisundaram et Pleijel [21] in 1949, et prouvé en totalité par Seeley dans
[27] en 1967. En 2006, Nigel Higson présente dans l'article [13] une nouvelle
preuve de 'existence de ce prolongement méromorphe. Dans 'introduction de
cet article, il écrit "it would be interesting to see whether or not the basic me-
thod can be adapted to other more complicated situations". Cette invitation
a généraliser sa démarche est & l'origine de ce mémoire de thése.

Ce mémoire se compose de cing parties principales. Dans la premiére on
expose une méthode générale pour étudier le prolongement méromorphe de
certaines fonctions zeta. Dans la deuxiéme, on reformule les résultats de la
partie I dans le cadre et avec le vocabulaire des triplets spectraux. Dans la
troisiéme, on revient sur le cas connu des variétés. On traite aussi celui du tore
non commutatif, répondant ainsi positivement a une question de N.Higson,
quant a la possibilité de généraliser sa démarche. La quatriéme partie est un
peu a part, on y propose une construction de triplets spectraux associés a des
algébres de Lie nilpotentes. Dans la cinquiéme et derniére partie, on applique
la méthode proposée dans la partie I pour une classe particuliére d’algebres de
Lie nilpotentes. Il s’agit d’une bonne illustration de la méthode proposée dans
la partie L.

Nous allons maintenant regarder plus en détail chacune de ces parties. Dans
ce mémoire, on désigne par H un espace de Hilbert complexe qui est séparable,
par A un opérateur linéaire sur H auto-adjoint, positif, inversible et a résol-
vante compacte. On note H>® = [, _y Dom(A"), ¢’est un sous-espace vectoriel
dense de H (voir [30, page 3|).

neN

Partie I : Dans un premier temps on rappelle des résultats connus a propos
des espaces de Sobolev associés a A et du calcul pseudo-différentiel généralisé
qui leur est associé. La plupart de ces notions sont présentes dans 'article [30]
et dans le livre [25]. On définit ensuite les algébres d’opérateurs différen-
tiels généralisés. Ces derniéres correspondent au cadre dans lequel la méthode
d’étude du prolongement méromorphe qui sera exposée ultérieurement s’ap-
plique. Un outil important est la formule de développement de Taylor pour
un commutateur du type [X, A*] ol z est un nombre complexe (Lemme [2.13)),
sous forme d’une famille holomorphe (Définition . Ces développements ont
d’abord été établis par A.Connes et H.Moscovici [4, Appendix B|. Dans son
article [I3], N.Higson utilise cette formule avec des applications linéaires du

type



Hy:| D — D

n n
W — Zai[—Qi, W]+ Z bi[ Py, QiW,
i=1 i=1
oll D est une algébre d’opérateurs différentiels généralisés, a;, b; des nombres
complexes, P; et (); des opérateurs dans D. Dans [13] les opérateurs P; et Q;
doivent satisfaire la condition supplémentaire

>R, Qi = pld, (0.1)

)

ot p est la dimension de la variété. Une condition similaire,

> (ai + ) [P, Qi) = pld (0.2)

(2

devant étre satisfaite pour un certain nombre complexe p sera requise. Pour
aborder des situations plus "non-commutatives" que celle des operateurs sur
une variété, on a besoin de composer de telles applications et donc de proposer
des développements de Taylor relatifs a de telles compositions, voir les Lemmes

.17, 21§ et 2.19]

Pour tout X € D on considére la fonction zeta (xa : z — Trace(XA?).
L’objectif est de donner une méthode permettant de montrer que (x A admet
un prolongement méromorphe & C tout entier. Pour cela, on fait ’hypothése
que A® est un opérateur a trace pour tout nombre complexe de partie réelle
suffisamment petite. Par suite, il existe o > 0 fixé, tel que pour chaque entier
naturel k£, une famille holomorphe de type k definisse une fonction holomorphe
sur le demi-plan ouvert Re(z) < ka. L’idée de base consiste & démontrer qu’une
famille holomorphe de type k, peut étre considérée comme un vecteur propre
modulo une famille holomorphe de type k—1, pour des opérateurs construits a
partir de commutateurs. Pour y parvenir, on procéde en deux temps. Dans un
premier temps, on effectue une réduction au niveau de 'algébre différentielle D
ou d’une extension de celle-ci D[A] (1.4)), pour cela on utilise I'outil principal
de ce mémoire, appelé suite de réduction (3.1]). La construction d’une suite
de réduction est un probléme essentiellement algébrique, pour y parvenir une
bonne connaissance de l'algébre D est nécessaire. Par exemple, dans le cas des
variétés D est une algébre de Weyl [7]. Dans un deuxiéme temps, on étend cette
réduction a toutes les familles holomorphes grace a I'important Théoréme |3.1
Le Théoréme montre I'existence d’'un prolongement méromorphe pour des
fonctions zeta spectrales du type (xa @ z — Trace(XA?), et dans le méme
temps il précise la localisation des poles et il donne un majorant de leur ordre
de multiplicité.

Partie IT : Dans cette partie, on propose une reformulation des résultats
obtenus dans la partie I, dans le cadre des triplets spectraux. Pour cela, on com-
mence par rappeler la définition d’un triplet spectral (paragraphe ainsi que
ses propriétés éventuelles (paragraphe . Pour un triplet spectral, il existe
plusieurs notions de dimensions, la dimension métrique 4.8| et le spectre des
dimensions [4.4] Ce dernier permet d’encoder des propriétés géométriques du



triplet spectral. Suivant Particle [I3] de N.Higson, on construit une algébre
d’opérateurs différentiels généralisés associée a un triplet spectral voir (para-
graphe ) On propose ensuite une reformulation du théoréme avec le
vocabulaire des triplets spectraux voir (paragraphe (6])).

Partie III : Cette partie se décompose en deux sous-parties. Dans la pre-
miére voir ([7]), on retrouve les résultats de Minakshisundaram, Pleijel [21] et
Seeley [27] portant sur les variétés. Il s’agit d’une simple reformulation de la
démarche de N.Higson dans [I3], avec le vocabulaire de la partie I. De maniére
un peu anecdotique, on retrouve dans le paragraphe la fonction zeta de
Riemann. Dans la deuxiéme, on rappelle la définition du tore non commutatif
et la construction du triplet spectral qui lui est associé. On répond ensuite
positivement & une question posée par N.Higson. Pour cela, on montre que
la méthode développée dans la partie I permet, avec de légéres adaptations,
d’obtenir le prolongement méromorphe des fonctions zétas spectrales associées
au tore non commutatif. On retrouve en passant des résultats connus sur les

séries d’Eisenstein (voir [8.3).

Partie IV : Cette partie est un peu a part dans le mémoire, il n’est pas
ici question d’étudier 'existence d’un prolongement méromorphe. On propose
une construction dun triplet spectral associé & un groupe de Lie nilpotent
quelconque. Il ne semble pas que dans la littérature mathématique une telle
construction soit proposée. Pourtant, on obtient ainsi de nombreux triplets
spectraux. Le travail au niveau de la thése pour cette partie n’a pas consisté a
trouver de nouveaux outils ou de nouvelles idées, tous les résultats nécessaires
existaient déja. Il s’agit donc principalement d’une mise en forme dans 1’ob-
jectif de construire des triplets spectraux. On considére G' un groupe de Lie
nilpotent, connexe et simplement connexe, ainsi que 7 une représentation uni-
taire irréductible de ce groupe. Dans la sectionon note T = (Ag, Hr, D)
le triplet spectral associé a (G, 7). Pour parvenir a ce triplet, on commence par
faire des rappels sur la théorie de la représentation des groupes de Lie nilpo-
tents (paragraphe [9) et plus particuliérement sur la méthode des orbites de
Kirillov (paragraphe ainsi que sur la représentation dérivée de 'algébre
enveloppante qui en découle (paragraphe . On note 7 une représentation
unitaire et irréductible du groupe G et p = dr la représentation dérivée de
U(g). Dans sa thése de doctorat [17], D.Manchon a développé un calcul sym-
bolique sur les groupes de Lie nilpotents, voir aussi [18]. On rappelle le principe
de ce calcul ainsi que certains résultats utiles dans la section [I0] L’algebre du
triplet spectral (Ag, +,#) = (S°(g*), +, #) est définie dans la section a
partir d’une certaine classe de symboles et d’opérations sur ces derniers. L’opé-
rateur de Dirac correspond a la racine carrée de A; = p(1+ Ag) ot Ag est le
laplacien algébrique de Goodman ( voir [10.5). On montre dans la section que
le triplet spectral 7¢ . est régulier [4.6)et finiment sommable On propose en
complément une construction de triplets spectraux non compacts (paragraphe
11.5)).

Partie V : Comme illustration et application de la méthode d’étude de pro-
longement méromorphe développés dans la partie I, on établit dans cette
partie l'existence d’un prolongement méromorphe pour des fonctions zeta as-



sociées a une classe particuliére d’algébres de Lie nilpotentes. Soit G un groupe
de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe, on note g son algébre de Lie
et U(g) l'algebre enveloppante de g. Dans son article |15, Theorem 7.1| Kirillov
prouve que chaque représentation unitaire et irréductible 7 du groupe G donne
par dérivation une représentation surjective p de 1’algébre U(g) sur une algébre
de Weyl. Etant donnée une base (X1,...,X,) de g, on considére le laplacien
de Goodman [I1] qui est défini par A = 1+ p(—X? — -+ — X?2). L’algebre de
Weyl D = p(U(g)) peut alors étre considérée comme une algebre d’opérateurs
différentiels généralisés dans laquelle p(A) est un laplacien généralisé d’ordre
2. On peut alors définir les fonctions zeta (x a : z — Trace(XA%) ou X est un
opérateur de D. Le noyau de p est un idéal bilatére non trivial de U(g).

Soit n € N* et un n-uplet @ € (N*)”. On note Z une partition de [1,n].
Dans le paragraphe [14] on associe & « et Z une algébre de Lie nilpotente
0oz Le centre de l'algébre enveloppante U(g,z) est un espace vectoriel de
dimension un engendré par Y (®--0) On considére la représentation particuliére
p de U(ga1), associée & la forme linéaire f = (Y ©9)* par la méthode des
orbites de Kirillov [I5]. L’algébre D est composée d’opérateurs différentiels
a coefficients polynomiaux agissant sur L*(R"), et p(A) est un opérateur de
Schrodinger.

Etant donné un opérateur de D, nous avons besoin d’en déterminer un
antécédent pour p d’ordre minimal dans U(g), afin de trouver une suite de
réduction. Pour ce faire, on utilise la théorie des bases de Grobner pour les
idéaux, mais aucune connaissance de cette théorie autre que la Proposition
n’est nécessaire dans cette partie. Les générateurs de l'idéal Ker(p) ex-
hibés par C. Godfrey [10] sont rappelés dans la Proposition et aprés un
certain nombre de transformations une base de Grobner de Ker(p) est donnée
dans le Corollaire A partir de cette base de Grobner, on détermine pour
chaque élément de D un antécédent particulier (pour p) de degré minimal,
ainsi qu’'une information sur le terme dominant de cet antécédent. Cette infor-
mation est essentielle pour obtenir des résultats sur la réduction dans l’algebre
U(goz) (voir Lemme et Proposition [16.2), et pour la construction d’une
suite de réduction (7})sen (17). On prouve ensuite l'existence d’un prolonge-
ment méromorphe pour les fonctions zeta (x A dans le contexte des algébres
de Lie nilpotentes g, 7 (Théoreme [17.3), par application du Théoréme

On applique ensuite ce théoréme a quelques exemples particuliers. Les al-
gebres de Heisenberg (paragraphe [18.2)) trés proches des variétés, les algébres
filiformes (paragraphe oll 'on retrouve par exemple un opérateur de Schro-
dinger quartique. Une attention particuliére est portée a 1’algébre de dimen-
sion 6, g(1,1),{1,2})- Dans l'histoire de cette thése, étudier cette algebre a été
le premier objectif proposé par mes directeurs de these. Il existe deux raisons
principales pour lesquelles g1 1),{1,2)) présente un intérét particulier. Smagin
montre dés les années 70 ( voir [28]) que la fonction zeta d’un opérateur hypo-
elliptique sur une variété compacte M admet un prolongement méromorphe
avec des poles éventuellement multiples. En adaptant un peu, on pourrait
montrer qu’il en est de méme pour un opérateur globalement hypoelliptique
[29] sur R"™. On montre que l'opérateur p(A) obtenu pour g(i1),{1,2}) nest
pas globalement hypoelliptique et donc ne rentre pas dans le cadre de 1'étude



de Smagin. D’autre part les fonctions zeta spectrales assocites a g(11),{1,2})
posseédent (potentiellement) des poles doubles. Ceci permet, par exemple, de
construire un triplet spectral dont la multiplicité du spectre des dimensions est
(potentiellement) deux. D’une maniére plus générale, on propose dans la sec-
tion 21| une construction conjecturale de triplets spectraux dont la multiplicité
du spectre n peut étre choisie de maniére arbitraire a partir des algébres g, 7
ouna=(1,...,1) e N*et Z = ({1,...,n}).

La question se pose de savoir si la démarche initiée avec les algébres g,z
s’applique ou se généralise & d’autres algébres de Lie nilpotentes. Dans la sec-
tion [22] on essaie de la reproduire pour une algébre de dimension 7. On aboutit
au fait que la réduction algébrique dans 'algébre enveloppante demande de
composer autant d’opérateurs que le degré de ’élément a réduire, ceci semble
une obstruction pour 'utilisation du théoréme de prolongement méromorphe.

D’une maniére générale les opérateurs de réduction sont construits a partir
d’opérateurs du type
Ha,b D — D
W Y a-Qin, BW]+ ) bilP, QW]
i=1 i=1

avec un condition supplémentaire du type :

Z(ai +b:)[Fi, Qi] = pld, (0.3)
pour un certain nombre complexe p. Dans la section 23] on considére une al-
gebre de Lie nilpotente g de dimension n arbitraire. En s’appuyant sur le livre
de Dixmier [§] et en reprenant P'article de Gelfand et Kirillov [9], on propose
une construction de deux familles (Py, ..., Py) et (Q1,...,Qq) d’éléments de
I’algebre enveloppante U(g) qui vérifient pour tout ¢ et j, [P, Pj] = [Q:, Q4] =
[P, Q;] =0sii# jet [P, Q;] =cou cest dans le centre de U(g). Ces familles
pourraient servir a construire les opérateurs H,; dans un cadre général.

Nous proposons maintenant un certains nombre de remarques, suggestions ou
questions ouvertes :

e Suivant les techniques initiées par A.A. Kirillov, il est naturel pour dé-
terminer la suite de réduction de procéder par récurrence sur la dimension de
I’algébre de Lie g. Les recherches et calculs réalisés au cours de cette thése dans
cette voie n’ont pas abouti. L’existence d’une suite de réduction pour 1’algébre
enveloppante d’une sous-algébre de codimension 1 de g, ne permettant pas
d’obtenir une telle suite pour U(g).

e La classe d’algeébres de Lie étudiée, permet d’obtenir des poles d’ordre
arbitraire, en tout cas potentiellement. Il peut exister effectivement des poles
dont ’ordre de multiplicité est plus faible que celui prévu par le théoréme de
prolongement. On peut cependant conjecturer qu’il existe au moins un pole de
multiplicité 'ordre maximal prévu par la méthode.



e Le résidu dominant d’ordre maximal, pressenti comme un important in-
variant géométrique, pourrait faire I'objet de recherches ultérieures.

e On peut se demander si la méthode fonctionnne dans le cas général des
algébres de Lie nilpotentes. Le contre-exemple développé en montre que
dans l'état actuel, le théoréme de prolongement méromorphe ne s’applique
pas. Est-il possible de le généraliser a des opérateurs de réduction obtenus en
composant un nombre d’applications du type H,;, qui varie avec le degré dans
I’algébre enveloppante 7

e Des calculs non présentés dans ce mémoire de thése, ont montré que la
méthode s’appliquait pour certaines algébres de Lie de la classification de Ma-
gnin [I6] qui n’entrent pas dans une classe g, 7. Par exemple les algébres gs 3,
956 et celle de type 15. Par contre, ils n’ont pas abouti par exemple pour I'al-
gébre de dimension 6, référencée de type 12.

e Durant ce travail de thése, la méthode n’a pas été testée sur des algebres
de Lie non nilpotentes. On peut se demander si elle peut s’appliquer a de telles
algébres et en premier lieu a certaines algébres résolubles.

Premiére partie

Prolongement méromorphe dans les
algébres d’opérateurs différentiels
généralisés

1 Espaces de Sobolev et opérateurs différentiels généra-
lisés

Dans tout le mémoire H est un espace de Hilbert complexe séparable.

1.1 Opérateurs compacts, trace et idéaux

On rappelle quelques définitions et résultats classiques portant sur les opé-
rateurs linéaires.

Définition 1.1. Un opérateur T' € B(H) est dit compact si ['image de la boule
unité fermée de H est relativement compacte dans H.

On note KC(H) l'ensemble des opérateurs compacts. Cette définition est
équivalente a dire que I'image d’une suite bornée de vecteurs de H admet une
sous-suite convergente. Tout opérateur de rang fini est bien siir compact et on
a la caractérisation suivante.



Proposition 1.1. Un opérateur T € B(H) est compact si et seulement si ¢’est
la limite (en norme) d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Proposition 1.2. K(H) est un idéal bilatére et fermé de B(H). C’est un idéal
propre si et seulement si H est de dimension infinie.

Proposition 1.3. Soit (\,) € CN avec lim |\,| = 0. Soient (e,), (fn) deux
n—r00

o0
familles orthonormées de H, la série g An(fnl.)en converge en norme dans

n=0

K(H).
Réciproquement, tout opérateur compact a une écriture de ce type :

Proposition 1.4. Soit T € K(H). Si T est autoadjoint, il existe une base
hilbertienne (e,,) et une suite (\,) € RY qui converge vers zéro telles que :

VneN, Te,= e, et T = Z)\n(en\.)en.

n=0

Si T est positif les A, aussi. En particulier, si T' € IC(H) il existe une base

hilbertienne (e,) et une suite (u,) € RY qui converge vers zéro telles que
oo

|T| = Z tn(€nl.)en. En utilisant la décomposition polaire, on obtient la forme

n=0
normale d’un opérateur compact.

Théoréme 1.5. Soit T € K(H). Il existe un unique N € NU {+o0} et une
unique famille (p,) € (RN décroissante pour lesquels il existe des familles
orthonormées (€)1<n<n €t (fn)1<n<n telles que

T:ZNn(anen' (1.1)

La convergence de cette série étant en norme si N = 400.

On appelle p,, = p,(T') la n-iéme valeur singuliére de T' et u(T') = (po(T), pa (T'), .. .)
s’appelle la suite caractéristique de T

Dans la Proposition suivante on énonce quelques propriétés des valeurs sin-
guliéres qui sont utiles pour obtenir des résultats sur la trace.

Proposition 1.6. Soient (S,T) € K(H)?*, M € B(H) et (m,n) € N, on a :
1. jo(T) = 177,
2. |pn(T) = pu(S) < T = S,
3. fmn(S +T) < i (S) + pn(T),
4o Hnan(ST) < i (S) pn(T),
5. a(MT) < [|M|(T) et j1n(TM) < || M]|ptn(T).
On définit maintenant la trace d’un opérateur.

Définition 1.2. Soit (e,) une base hilbertienne de H. Pour tout opérateur
positif T € B(H), on définit la trace de T par

o0

Trace(T) = Y (eq|Ten). (1.2)

n=0

7



Dans cette définition on a éventuellement Trace(7') = +oo. On montre que
la valeur de Trace(T") est indépendante du choix de la base hilbertienne de H.

Définition 1.3. On dit que T € B(H) est un opérateur a trace si Trace(|T|) <
+00.

Tout opérateur 7' € B(H) s’écrit comme une combinaison linéaire de quatre
opérateurs positifs. On dira que T est un opérateur a trace si ces quatre opéra-
teurs positifs le sont et on étend la définition de la trace par linéarité. On note
L'(H) Pensemble des opérateurs a trace. On a L'(#H) qui est contenu dans
IKC(H), et plus précisément :

Proposition 1.7. L’ensemble L'(H) est un idéal de B(H) dense dans KC(H).
En particulier £'(#) est contenu dans K(H). Pour tout 7' € L(#H) on a

Trace|T| = > 1 (T). (1.3)

On rappelle quelques résultats sur la trace d’un opérateur.
Proposition 1.8. Soit (S,T) € LY(H)?, a« € C, on a :
1. Trace(S + T') = Trace(S) + Trace(T),
2. Trace(aS) = aTrace(5),
3. Trace(USU 1) = Trace(S), pour tout opérateur unitaire U,
4. 510< S <T alors 0 < Trace(S) < Trace(T),
5. Trace(T'S) = Trace(ST).

On a un résultat plus fin que ce dernier point.

Lemme 1.9. Soit T € K(H) et S € B(H). Si TS € LY(H) alors ST € L (H)
et Trace(ST) = Trace(T5).

Le lemme suivant sera utile dans des preuves ultérieures.
Lemme 1.10. Soit T € L'(H) et S € B(H), on a linégalité
| Trace(T'S)| < |trace(T)|||S]|. (1.4)
On va maintenant définir les idéaux de Schatten et de Dixmier. Soit un
réel p > 1, on définit deux ensembles :

1

P

LP(H) =T € K(H), (i un(T)p> < 400

N

Lro(H) =T € K(H), (ZMR(T)”>F —O@W(N) p.  (1.5)

n=0

Proposition 1.11. Pour tout p > 1, LP(H) et LP°(H) sont des idéauz bila-
teres de B(H) denses dans IC(H).

Définition 1.4. Pour toutp > 1, LP(H) s appelle l'idéal p—Schatten et LP>°(H)
["idéal p— Dixmier.



1.2 Espaces de Sobolev généralisés

Commencons par rappeler quelques notions de base sur les opérateurs non
bornés.

e Soit 7" un opérateur défini sur H. Si T est autoadjoint, alors Dom(T)
muni du produit scalaire

(ulv)gr(ry = (ulv) + (Tu|Tv) (1.6)

est un espace de Hilbert. Si 7" est borné, la norme ||| 4 ) est équivalente a
celle de H et on a Dom(7T") = H.

e Lorsque T est de plus positif et inversible, le calcul fonctionnel (voir par
exemple [25]) permet de définir des opérateurs 7%, s € R qui coincident avec
les puissances de T' définies au sens usuel lorsque s € Z. Dans ce cas, il est
naturel de chercher une chaine d’espaces de Hilbert (H*®)scg fabriquée a partir
des espaces Dom(7T”) et

H* = (Dom(T?), ||| gr(r+)) (1.7)

convient parfaitement pour s > 0.

e La situation n’est pas symétrique en s (par rapport a 'origine) et pour
éviter que la chaine stationne a H pour s < 0, on remplace la norme ||.||gr(zs)
par

[ulls = [[T*ull, u € Dom(T®). (1.8)

Cette norme est équivalente a ||.||4r(rs) lorsque s > 0 et moins fine quand s < 0.
Dans toute la suite, lorsque cela n’est pas précisé, A désigne un opérateur
autoadjoint sur H, positif, inversible et d’inverse borné.

Définition 1.5. Soit A un opérateur autoadjoint sur H, positif, inversible et
d’inverse borné. Soit r € N*.

Pour tout s € R, l'espace de Sobolev (généralisé) associé a A, noté H*(A)
ou plus simplement H*, est la complétion de Dom(A*) pour la norme |||
associée au produit scalaire

Vu,v € Dom(A7), (ulv)s = (ATu, Arv)y. (1.9)

Une notation plus précise serait H2(A) a la place de H*(A), dans la mesure
ou ces espaces sont différents selon le choix de r. Cependant par la suite,
voir la définition ((1.10]), on associera & A un entier strictement positif r qui
correspondra & son ordre. Les espaces de Sobolev généralisés considérés seront
alors les H(A) ou r est I'ordre de A, ce qui justifie la notation allégée H*(A).

L’inversibilité de A garantit que ||.||s est une norme (et pas seulement une
semi-norme).

Par définition, I'opérateur A% : H* — H*~™ est un opérateur unitaire pour
tous réels s et m.

Lemme 1.12. Pour tout couple de réels (s,t) tels que s > t, l'inclusion
H® C H! est continue. De plus, si s > 0, Dom(A*) est complet et donc
H* = Dom(A*F).

Exemples 1.



1. Si A est borné, pour tout s € R on a H®* =H.

2. Si A est a résolvante compacte, il existe alors une base hilbertienne
B = (e,) de vecteurs propres telle que Ae, = A\ye, avec 0 < Ag < A\; <
- — 400 et on a

H = {(an)Bv Z |an|2>\7? < +OO} . (110)

3. St M une variété compacte de classe C* et A un opérateur différentiel
strictement positif d’ordre v = 2 et elliptique de domaine C*(M), 'opé-
rateur A est inversible, essentiellement autoadjoint et a une résolvante
compacte. Pour tout s € R, H® = H*(M) est l’espace de Sobolev d’ordre
s sur la variété M.

Définition 1.6. Soit A un opérateur autoadjoint sur H, positif, inversible et
d’inverse borné. On définit un sous-espace de H

H> =\ H". (1.11)

seR

La décroissance de 'application s — H*® permet d’écrire

H>® = ("™ =) Dom(A"). (1.12)
neN neN
I’espace ‘H*™ est dense dans H, et de maniére plus précise on a le lemme
suivant.

Lemme 1.13. Soit A un opérateur autoadjoint sur H, positif, inversible et
résolvante compacte. L’espace H> est dense dans Dom(A?) pour tout z € C.
En particulier H™ est dense dans H® pour tout s € R.

Démonstration. Soit z € C. Il existe une base hilbertienne de H formée de
vecteurs propres. Chacun de ces vecteurs est un élément de H™, par suite le
sous-espace vectoriel de H* engendré par ses vecteurs qui est dense dans H
'est aussi dans Dom(A?). O

Pour tout z € C, les opérateurs A*, que l'on peut définir par le calcul
spectral, sont des endomorphismes de H*°. Le lemme suivant précise un peu
les choses.

Lemme 1.14. Soit z € C. Pour tout s € R, I’endomorphisme AfHoo CH® —

H>® se prolonge en un opérateur unitaire A* : H TR (A) — HI(A).

Démonstration. Pour tout s € R et z € C, A"™*) est un opérateur unitaire

de H?, comme le prouve le calcul spectral. Il s’en suit que pour tout u € H*,
1A%u]l = [|ATEO ARGyl = ARG ]|y = [[u]lrrre)- =

1.3 Ordre analytique d’un opérateur

Soit A un opérateur autoadjoint sur H, positif, inversible et d’inverse borné.
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On va considérer différentes classes d’opérateurs linéaires sur H dont les
domaines contiennent H>°. On désigne par End(H*>) l'algébre des endomor-
phismes de 'espace vectoriel H*°. Par exemple, si un opérateur 7' non borné
est tel que H> C Dom(T') et si H> est stable par T" alors Tjye € End(H>),
on le notera encore T' a la place de Tjye.

On commence par des rappels de définition sur les algébres filtrées.

Définition 1.7. Soit A une algébre associative. Soit I = N, Z ou R un en-
semble d’indices. Une famille (A%);c; de sous ensembles de A est une filtration
croissante de l'algébre A si :

1. Pour tout (i,j) € I? : i < j= A" C A.
2. On a légalité : A= U A
3. Pour tout (i,5) € I* : AAV C A,
Soiti € I, un élément a € A est dit d’ordre inférieur ou égal 6 i si a € A*. On

appellera filiration d’un élement a € A la borne inférieure des indices i € 1
tels que a € A".

Dans le cas ou I = N, la filtration d’un élément est un minimum et c¢’est un
entier naturel. Si [ = Z ou si I = R la filtration peut étre égale & —oo.

Dans la suite de ce document, les algébres A seront toutes associatives. Si
elles sont munies d’une filtration (A%);cr, on écrira de maniére abrégée, "Soit
a € A" pour dire que a € A et que l'ordre de a est inférieur ou égal & i,.

Lemme et Définition 1.15. Soit A une algébre associative munie d’une
filtration croissante (A%);cr. Soit B une sous algébre de A. La famille (BNA;)icr
est une filtration croissante de B appelée filtration induite sur B par A.

De maniére un peu plus générale, on définit la notion de sous-algébre filtrée.

Définition 1.8. Soit A une algébre munie d’une filtration croissante (A%)er
et B une sous-algébre de A. On dit que B est une sous-algebre filirée de A si
elle est munie d’une filtration croissante (B');cr telle que pour tout i € I, on

ait B* C A

Définition 1.9. Soit A un opérateur autoadjoint sur H, positif, inversible et
d’inverse borné. Pour tout nombre réel t, on note Op'(A) ou plus simplement
Op’ le sous-espace vectoriel de End(H™) formé des éléments qui se prolongent
contindment de H*™ vers H* pour tout s € R. On dit que T € Op := [J,p Op"
est d’ordre analytique inférieur ou égal a t si T € Opt.

On pose
Op > = () Op". (1.13)
teR
Par analogie avec le cadre des variétés, un opérateur de Op~ > sera dit

régularisant. Un tel opérateur se prolonge en un opérateur borné¢ de H — H,
dont I'image est incluse dans H*>°.
Lemme 1.16.

1. Soit A un opérateur autoadjoint sur H et positif. La famille (Op™)nen

est une filtration croissante de Op := |, oy Op"
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2. Soit A un opérateur autoadjoint sur H, positif, inversible et d’inverse
borné. La famille (Op')ier est une filtration croissante de Op = J,cp Op'.

Si A un opérateur autoadjoint sur H, positif, inversible et d’inverse borné,
on déduit de ce lemme que Op est une sous-algébre de Op et que Op~>° est
un idéal bilatére de Op. On a aussi pour tout ¢ < 0, Op’ est un idéal bilatére
de Op®.

Comme corollaire du Lemme on a la Proposition suivante.

Proposition 1.17. Soit A un opérateur autoadjoint sur H, positif, inversible

el d’inverse borné.
Vze C, A* e Op™), (1.14)

Le lemme suivant donne des précisions sur les sous-algébres filtrées de Op.

Lemme 1.18. Soit A un opérateur autoadjoint sur H, positif, inversible et
d’inverse borné. Soit r € N*. Si W = (U,),cr est une sous-algébre filtrée de Op
telle que pour tout t € R, Ar € Ut , alors WY est unitaire et :

Vi€ R, U = Arl0 = WOAT.

Réciproqzttement, soitt une sous-algebre unitaire V° c Op° ttelle que pour tout
teR, ArU% = WOA~. En posant pour tout t € R, ¥ := A+U° on ctléﬁm't une
sous-algeébre filtrée W = (V,);cr de Op, telle que pour tout t € R, Ar € U,

Démonstration. Pour le sens direct : comme A? = 1, U est unitaire. Pour tout
teR,
U= AFATFUE C AT C AT C Uhe0 C U
Ainsi A70° = ¥’ On montre de la méme maniére que VOAT = U,
Pour le sens réciproque : puisque W° est unitaire, on a WOU? = W0 et par
suite

T = ArUOATTY = AT ATUOD0 = psH (1.15)
On a aussi, toujours puisque U° est unitaire Ar € U, O

Le corollaire suivant permet de caractériser les opérateurs d’ordre analy-
tique inférieur ou égal a t, a partir de 'opérateur Ar.

Corollaire 1.19. Pour tout t € R,
Op! = A*Op° = Op°Ar.

Supposons que pour un certain entier naturel non nul r, 'opérateur A~ soit
dans I'idéal des opérateurs compacts (resp. un idéal de Schatten, resp. un idéal
de Dixmier). Alors on peut montrer que, moyennant certaines conditions sur
I'ordre analytique ¢, Op~* est aussi inclus dans idéal des opérateurs compacts
(resp. un idéal de Schatten, resp. un idéal de Dixmier). Le corollaire suivant
précise ce point.

Corollaire 1.20. Soit A un opérateur autoadjoint, positif et inversible défini
sur H.

1. 8i A+ € K(H) alors pour tout réel t >0 on a Op~t C K(H) ;
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2. 8i A=r € LP(H) avec p > 1, alors pour tout réel 0 < t < p on a
Op™ C L¥(H);

3. 8 A~ € LP(H) avec p > 1, alors pour tout réel 0 < t < p on a
Op~" C LT=(H).

Démonstration. D’aprés le Corollaire (1.19)), pour tout t € R, Op~* C A=—+0p° C
A‘iB(”H), les inclusions voulues viennent alors de la définition d’un idéal, voir

les Propositions ((1.2]) et (1.11]). O

1.4 Algébre d’opérateurs différentiels généralisés

Définition 1.10. Soit A un opérateur autoadjoint, positif. On note H™ l’in-
tersection des domaines des puissances entiéres positives de A. Soit D une
sous-algeébre de Op. Soit r € N*,

On dit que (D,A,r) est une algébre d’opérateurs différentiels généralisés
associée au laplacien généralisé A d’ordre v lorsque :

1. L’algébre D est munie d’une filtration croissante (D?),en.
2. L’unité de 'algébre (si elle existe) est d’ordre nul.

3. Pour tout X € D™ on a [A, X] € Dix*t1,

4. Pour tout X € DIx, 4l existe ¢ > 0 tel que :

Yo e H®, ||AT v||+]v]| > ]| Xv]| (Inégalité de Garding généralisée).

(1.16)

Dans la définition ci-dessus, [A, X] = AX — XA et de maniére générale

dans toute la premiére partie de ce mémoire [.,.] désignera l'opérateur de com-
mutation.

Lemme 1.21. Soit (D, A, r) une algébre d’opérateurs différentiels généralisés.
L’algébre D est une sous algébre filtrée de Op. C’est a dire que pour tout ¢ € N,
on a 'inclusion :

D1 C Op.

Démonstration. Soit ¢ € N, X € D? et s € R. Comme s < ¢q + s l'inclusion
de H** dans H* est continue d’aprés le Lemme (L.12), d’autre part A" est
continue H*t? dans H*®. D’aprés l'inégalité de Garding généralisée , on en
déduit que X se prolonge en un opérateur borné de H*t9 dans H®, par suite
X € Opt. m

On considére une algébre d’opérateurs différentiels généralisés (D, A, 7). On
note D[A] I'espace vectoriel des polynomes en A & coefficients dans D. Nous
allons munir de maniére naturelle D[A] d’une structure d’algébre d’opéra-
teurs différentiels généralisés, pour laquelle A sera aussi un laplacien d’ordre
r. L’algébre (D, A,r) apparaissant alors comme une sous-algébre filtrée de
(DIA], A, 7).

On commence par préciser une notation.
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Lemme 1.22. Soit (D, A,r) une algébre d’opérateurs différentiels généralisés.
Soit X € End(H>), pour tout k € N on définit X*) de manicre récursive en
posant :

XO =X et X® =[A, XED] pour k > 1.

Pour tout k € N, Uopérateur X — X®) se restreint ¢ un endomorphisme
de D, respectivement de D[A].

Pour tout k € N | si X € D%, glors X*) ¢ Dax+k(r=1),

Démonstration. La stabitilité de D par la dérivation [A,.] assure pour tout
k € N que 'opérateur X + X*®) est un endomorphisme de D et D[A].
Comme A est un laplacien d’ordre r, on a (par définition) pour tout X €
Dix, XU ¢ pax+r=1 Te résultat sur I'ordre de X *) s’obtient alors par récur-
rence. O

Lemme 1.23. Soit (D, A,r) une algébre d’opérateurs différentiels généralisés.
Pour tout X € D et tout i € N on a

A7, X = Z <;)X(’“)N‘k. (1.17)

k=1

Démonstration. On procéde par récurrence sur i.
Sii=1, AX = XA+ [A, X] est vraie. Pour I’hérédité on écrit :

(AL X] = A[A, X] + [A X]A
= [AY[A, X]] + [AL X]A + [A, X]A

(e (s
k=1 k=1

= X0+ 4 Z((k . 1) " <Z>>X(kwﬂk +iXWA + (A, X]AY
k=2

k
i+1 .
=2 (2 B 1) X ) i1k
i .

k=1

(1.18)
0

Lemme 1.24. Soit (D, A,r) une algébre d’opérateurs différentiels généralisés.
L’espace vectoriel D[A] est une sous-algébre de Op.

Démonstration. La seule chose a vérifier est que pour tout X € D et tout
i € N, on a A'’X € D[A]. Mais grace au Lemme [1.23} on peut écrire A'X =
XA+ 3 () XWATF e DIA] O

On définit maintenant une filtration (croissante) de D(A) qui est une ex-
tension naturelle de celle de D et ou on donne a A l'ordre r, en posant pour
tout ¢ € N

DAY= Y DAl (1.19)
¢ +rd"=q
¢,q"€N



De maniére usuelle, A,[X] désigne le sous-espace vectoriel de A[X] des po-
lynémes de degré inférieur ou égal a p et a coefficients dans A. Ainsi Dg:, [A]

désigne 'ensemble des polynomes a coefficients dans D? et de degré inférieur
ou égal a ¢" en A.

Lemme 1.25. Soit (D, A, r) une algébre d’opérateurs différentiels généralisés.
L’algébre D(A) est une algebre filtrée par (D]A]?)en-

Démonstration. L'inclusion D[A]?" C D[A]%= siq; < ¢ et I'égalité U,enD[A]! =

sont immeédiates. Soit (¢,¢') € N?, X € D% et Y € D%, on suppose XA’ €
D[A)? et YAI € D[A]?. Pour tout k& € N, Y®) ¢ Dar+k=1) et pour tout
k€ [0,
XYkAitI—k o Dgfjf_qg%(rfl)m] C D[AexFritay+ri—k dgf D[A]Hq/. (1.20)
Le produit XAYA/ = XYA™ 437 (D) XY RAHIF est alors un élé-
ment de D[A]?*Y, il s’en suit I'inclusion D[A)9D[A]? € D[A]+7 O

Proposition 1.26. Soit (D, A,r) une algebre d’opérateurs différentiels géné-
ralisés. L’algébre (D]A], A, 1) est aussi une algebre d’opérateurs différentiels
généralisés.

Démonstration. Par le Lemme |1.24] D[A] est déja une sous-algébre de Op. On
prouve chaque point de la définition [1.10]

1. L’algébre D[A] est unitaire si D l'est et dans ce cas 1 € D[A]°

2. Soit XA € D[A]? avec X € D% alors [A, XAY] = [A, X]A" € D[A]wx+7~

D[A]q—i—r—l.

3. Montrons l'inégalité de Garding généralisée. Soit XA’ € D[A] avec
ordre(X) < g. On va montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout v € H>
on ait

JAS o + [Jof| > e]| X Alw]].

q+ri

Il existe € > 0 tel que pour tout v € H>(A) on ait AT v + [[A%| >
e]| XA'v|| d’aprés I'inégalité de Garding appliquée a A'v € H™. Si

1 = 0, on a 'inégalité cherchée. Sinon @ > 1 et le plongement de HY

dans H" est continu, il existe donc une constante K > 0 telle que pour
tout v € H*®(A) on ait ||Al] < K||A v
qtri

v e HR(A), A%y

|| X A,

|. On obtient alors pour

| > —=_|[ XA%| et bien sir [|[A“ | + [jo] >

1+K

Les deux derniers points permettent de dire que A est un laplacien généralisé
d’ordre 7. ]

On pourra noter que A n’est pas nécessairement dans D, ni d’ailleurs dans
D[A]. Dans le cas ou A est dans D, alors les deux algébres D et D[A] coincident,
ainsi que les deux filtrations. Si A n’est pas un élément de D, ce sera un élément
de D]A] dans le seul cas on I'algébre D est unitaire.
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2 Holomorphie et traces associées a un laplacien généra-
lisé

Dans toute cette section, H est un espace de Hilbert complexe séparable et
A est un opérateur autoadjoint, positif inversible et a résolvante compacte sur

H.

Définition 2.1. Soit E un espace de Banach et ) un ouvert de C. Une fonction
f:Q — FE est dite holomorphe en zy € Q si elle est C—dérivable en zg.

Comme nous 'avons fait dans la section précédente et afin de rendre ce do-
cument le plus auto-contenu possible, on rappelle quelques résultats classiques
d’analyse complexe. ’ensemble des théorémes suivants se trouvent dans le livre
de W.Rudin [26]. Tls sont encore valables si on remplace mutatis-mutandis f a
valeurs dans C par f a valeurs dans un espace de Banach E.

Proposition 2.1. (Th 10.7 page 244,[26]) Soit j une mesure compleze (finie)
sur un ensemble mesurable X, ¢ une fonction complexe mesurable sur X et )
un ouvert du plan qui ne rencontre pas ¢(X). On pose

VeeQ, f(z / ¢d“ > (2.1)

La fonction f est développable en série entiére dans €.

Proposition 2.2. (Th 10.10 page 247,[26]) Soit v un chemin fermé, Q le
complémentaire de v* (support de ) dans C. On définit

Vz e Q, Ind,( (2.2)

" i f

La fonction Ind, est une fonction a valeurs entiéres sur €, constante sur
chaque composante connexe de () et nulle sur la composante non bornée de 1.

Proposition 2.3. (Th 10.11 page 248,[26]) Si~ est le cercle orienté positi-
vement de centre a el de rayon r, on a

1 si|lz—al<r,
Ind = 2.3
nd(2) {O silz—al>r. (2:3)

Proposition 2.4. (Th 10.15 page 250,[26]) Soit v un chemin fermé dans un
ouvert convexe § et soit f une fonction holomorphe sur Q. Si z € Q et z ¢ ~*
on a

F()Indy(2) = o 7T/g_zdg (2.4)

Proposition 2.5. (Th 10.16 page 250,[26]) Pour tout ouvert 0 du plan, si
f est une fonction holomorphe sur ) alors f est développable en série entiére
sur €.
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2.1 Formules de Cauchy

Soit un opérateur A autoadjoint, positif inversible et a résolvante compacte
sur H.

On peut alors visualiser son spectre comme une suite croissante de réels
strictement positifs (A, )nen qui diverge vers +oo :

O<)\0S/\1§/\2§—>+OO

Pour tout z € C, on définit par calcul spectral I'opérateur A* dont le
domaine contient H.
On établit dans le lemme suivant une formule de Cauchy qui est un analogue

de la formule classique ([2.4]).

Lemme 2.6. (Formule de Cauchy) Soit un opérateur A autoadjoint, positif,
wnwversible et a résolvante compacte sur H. Soit I' une droite verticale du plan
complexe, orientée vers le bas et séparant 0 du spectre de A. Pour tout nombre
compleze z € C tel que Re(z) <0, on a la formule de Cauchy

1
AZ —_ AZ<>\ - A)_ld/\
2T Jp
Cette intégrale impropre de Riemann converge pour la topologie des opéra-
teurs de Op° (c’est a dire qu’elle converge pour la norme des opérateurs bornés
de H® vers H*, pour tout s € R).

Démonstration. Les valeurs spectrales de A se rangent dans une suite crois-
sante 0 < A\g < A\ < -+ — H400.
On considére la droite verticale I' d’équation

I': z=c avec 0<c< A, (2.5)

que l'on suppose orientée vers le bas. Montrons que l'intégrale converge pour la
topologie des opérateurs de Op°. Soit un réel s. Pour tout A € C\ Spectre(A),
ona (A—A)"! € Op’. On en déduit que si A € ', lopérateur (A — A)~! est
borné sur 'espace de Sobolev H?. Pour tout z € C et tout A € I', on a

)\z )\ A —1 |>\‘Re(z)
A A=A)" s = m-
Il s’en suit que si Re(z) < 0 'intégrale converge normalement , donc converge
vers un opérateur borné de H?.
La preuve consiste maintenant a établir que cet opérateur est AZ.
D’apres le calcul spectral, il suffit de prouver que pour tout k € N
AL = = N (A = M)t
o
Soit k£ € N. On définit un chemin C'r = I'r U yg ol I'g est le segment
I'r ={(c,y), —R < y < R} parcouru de haut en bas et vz est le demi-cercle
vr = {c+ Re'?, —7% <60 < 7} parcouru dans le sens trigonométrique, R étant
choisi suffisamment grand pour que |A\;| < R — c.
Par le théoréme des résidus on a

17



1 1
No=— [ X=X+ — [ A= M) R

2m Jp, 2 Jy,

Observons la deuxiéme intégrale

1 1 [% (c+ Re?)
— N =) td = — ———~Rdf
2ir )., (A=) 2ir J = c+ Rei? — )
2
et ‘ .
(c + Re')? e+ Ret?|Re@+1 (RRe()
c+ Re — X\ | e+ Rei? — )| Rtoo '
On a donc .
lim — N (A= M) tdA =0
Rotooim [,
et ainsi
A7 = lim 1 N (A= M)t = 1 N (A — M)t
ko R—>+OO2’Z7T FR F a 'lﬂ' T k '

]

Soit z € C tel que Re(z) < 0. De maniére générale (en conservant les
notations de la preuve précédente) pour tout réel a > ¢ on a

a® = L N (X —a) tdA.
2im Jp
La fonction a — a” est de classe C*° et les conditions pour pouvoir dériver sous
le signe intégrale sont vérifices. Etant donné un entier naturel p, en dérivant p
fois cette application on obtient par calcul spectral et unicité du prolongement
méromorphe le lemme suivant.

Lemme 2.7. (Formules de Cauchy généralisées) Soit un opérateur A au-
toadjoint, positif, inversible et a résolvante compacte sur H. Soit I une droite
verticale du plan complexe, orientée vers le bas et séparant 0 du spectre de A.
Pour tout p € N et tout z € C tel que Re(z) < p, on a la formule de Cauchy

1
<2) AP = [ XA — A)PId),
P 21 Jp

ou lintégrale converge pour la topologie des opérateurs de Op®P (c’est a dire

qu’elle converge pour la norme des opérateurs bornés de H*P vers H, pour
tout s € R).

Les opérateurs définis par ces deux formules se restreignent a des endomor-
phismes de H>.

2.2 Holomorphie de la trace
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Soit a un réel, C, (resp. C.,) désigne le demi-plan & droite (resp. a gauche)
ouvert, composé des nombres complexes dont la partie réelle est strictement,
supérieure (resp. inférieure) a a, ainsi

Csoo = {7z € C| Re(z) > a}, (2.6)

C.o = {2z € C| Re(z) < a}. (2.7)

Proposition 2.8. Soit un opérateur A autoadjoint, positif, inversible et a
résolvante compacte sur H. La fonction z — A~% de Csy dans B(H) est holo-
morphe.

Démonstration. Les valeurs spectrales de A se rangent dans une suite crois-
sante 0 < A\g < A\ < --- — +00. Soit zg € C5y. On considére I' une droite ver-

ticale orientée vers le bas, d’équation I' : x = ¢ avec 0 < ¢ < min(\g, Re(z2p)).
Grace a la formule de Cauchy (2.6)), on a

AT = L ATF(A = X)) A
2im Jp
La fonction z — A% est dérivable sur C.. avec (A7%) = —log(A\)A~*. L'inté-
grale - [ —log(A)A™*(A — )~ 'dA est une intégrale de Bertrand qui converge
normalement dans C... D’apreés le théoréme de dérivation sous le signe inté-
grale, application z — A~% est dérivable sur C-. donc en zg, et par suite est
holomorphe sur le demi-plan ouvert Cs. O

Proposition 2.9. Soit un opérateur A autoadjoint, positif inversible et a ré-
solvante compacte sur H. Soit X un opérateur sur H. Si pour un réel a, X A~™°
est un opérateur & trace alors la fonction z — Trace(XA™?) est holomorphe
sur Cs,.

On propose deux démonstrations différentes de ce résultat.
Voici une premiére démonstration s’inspirant de [24, Remarque 1, page 5|
qui s’appuie sur un développement analytique de z — Trace(XA™?).

Démonstration. Soit € > 0, de la Proposition (2.8), on déduit que z — A==+ete
est holomorphe sur C,,. et a valeurs dans I’espace de Banach B(H). Par le
Lemme (2.5]), I'holomorphie de cette fonction implique son analyticité. Il existe
alors une suite (B,,)nen d’opérateurs bornés telle que A7*1+e = 3> ‘B, 2"
cette série convergeant uniformément sur tout compact inclus dans C. ...

L'opérateur XA™2¢ = XA *A~¢ est a trace car L1(H) est un idéal de
B(H). Pour les mémes raisons, pour tout n € N, les opérateurs XA~ ¢B,
sont a trace .

Pour tout z € Coyye, XA™2 = XA AT = Z(XA_“_SBTZ)Z”.
n=0
Par suite Trace(XA~%) = Trace (Z(XA“eBn)z"> .
n=0

q
Pour tout ¢ € N, on pose S, = ZTrace(XA’“’an)z”. On a alors

n=0

Trace(XA™*) — S, = Trace ( Z (XA_“_EBn)z”)

n=q+1

19



Or d’aprés le Lemme ([1.10]) on a :
Trace (3200, (XA B,)2) | < IXA 4| 2521 Bo"lso)

n=q+1
Ainsi la suite de fonctions (z — Trace(XA™%) — S,)4en converge uniformé-
ment vers 0 uniformément sur tout compact de C,,. .

o0
Sur C. .. on a donc le développement analytique Trace(X A~%) = Z Trace( XA °B,)z",
n=0
par suite z — Trace(XA™*) est holomorphe sur C., .. Ceci étant vrai pour
tout € > 0, et I’holomorphie étant une propriété locale, on a z — Trace(XA™?)
qui est holomorphe sur C.,,. O

Voici une deuxiéme démonstration qui s’appuie sur le calcul spectral.

Démonstration. On note ¢ : z — Trace(XA™?). Pour Re(z) > a, par calcul
spectral on obtient le développement limité & I'ordre 1

A= " = A~ — hIn(A)A™F + A~ o (h), (2.8)
h—0

ou hoo(h) désigne un opérateur borné dont la norme tend vers 0 quand h tend
_>

vers 0.

Trace(XA™*™") — Trace(XA™%) = Trace(XA™*" — XA™?)
= hTrace(X In(A)A™*) 4+ Trace(XA™* o (h))

h—0
= hTrace(X In(A)A™*) + o (h).
h—0
(2.9)
Ce petit o étant obtenu via le Lemme (1.10) :
Trace(XA™) o (h)’ < |Trace(XA™%)| || o ()] (2.10)
h—0 h—0

L’application ¢ : z — Trace(XA~?) est donc holomorphe sur C., et on a
pour tout z € Cs, on a ('(z) = Trace(X In(A)A~?). O

Proposition 2.10. Soit un opérateur A autoadjoint, positif, inversible et a
résolvante compacte sur H. Soit r € N* et t € R. St lopérateur A~r appartient
a LP(H) pour un certain p > 1 et si X € Op™, alors la fonction zeta spectrale
z + Trace(XA™?) est holomorphe sur le demi-plan ouvert C_ p-t.

Démonstration. L’opérateur X A% appartient & Op~*""8e() et pour 0 < t +
rRe(z) < p on a d’aprés le Lemme 2| Op~t—"8()(A) C L7RG (H). En parti-
culier pour Re(z) = - on obtient XA~ € L1(H). O

Nous aurons dans la suite besoin d’évoquer la nullité de la trace de cer-
tains commutateurs construits a partir d’opérateurs non bornés, par exemple
dans la preuve du théoréme central (3.3). La Proposition suivante précise cette
situation.

Proposition 2.11. Soit un opérateur A autoadjoint, positif, inversible et a
résolvante compacte sur H. Soit r € N*, on suppose que A~r € LP(H) pour
un certain réel p > 1. Pour tout triplet (X,Y,T) € (Op)3, Uapplication z —
Trace([X,YA™*T]) est nulle pour Re(z) suffisamment grande, et se prolonge
donc analytiquement en la fonction nulle sur C.
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Démonstration. Pour tout N € N et z € C, on peut écrire :

(X, VAT = [XYAN AT 4 [A=TNTX YAV

Pour un choix de N assez grand les opérateurs XY A~ et YAV sont
bornés. Une fois ce choix réalisé pour un nombre complexe de partie réelle
suffisamment grande, les opérateurs A~**NT et A**NTX sont a trace, ce
qui assure le résultat. O]

2.3 Familles holomorphes

On rappelle que A est un opérateur autoadjoint, positif inversible et &
résolvante compacte sur H.

Définition 2.2. Soit (D, A,r) une algébre d’opérateurs différentiels générali-
sés. Soit k € 7.

1. La famille (T,),ec est une famille holomorphe élémentaire de type k s’il
existe une fonction polynomiale p, un entier n € N et un opérateur X €
DFE tels que pour tout z € C, T, = p(2) X A=,

2. La famille (T,),cc est une famille holomorphe de type k si pour tous
réels a et m , il existe un entier naturel q et q familles holomorphes
élémentaires de type k, (T?).cc pour 1 < j < q, telles que dans le demi-
plan Re(z) < a on ait la décomposition suivante, appelée développement
de Taylor a lordre m et de frontiére a :

T.=T,+---+T'+R.. (2.11)

ot le reste z — R,, est holomorphe du demi-plan Re(z) < a dans Op™.

Si (T.).ec est une famille holomorphe de type k alors T, € Op*T™R¢) pour

tout z € C. Une famille holomorphe de type k est aussi une famille holomorphe
de type k + 1. Parfois nous écrirons (7,).cc € Hol(k) a la place de (T).cc est
une famille holomorphe de type k. Contrairement aux familles holomorphes
élémentaires, les familles holomorphes sont stables par crochet avec un élément
de D, comme nous allons le montrer plus tard.

Le choix de la nomination "développement de Taylor", un peu artificiel &
ce stade, s’appuie sur le développement du Lemme (2.13). Dans cette formule,
les différents termes de la somme sont rangés de maniére décroissante pour
leur ordre dans D, et le reste z — R, est d’ordre inférieur au dernier terme de
cette somme. La formule définissant ce reste étant de plus trés proche du reste
intégral de Lagrange pour les fonctions a valeurs réelles.

Proposition 2.12. Soit (D, A,r) une algébre d’opérateurs différentiels géné-
ralisés. Soit k € Z et (T,),ec une famille holomorphe de type k. Supposons que
lopérateur A—r appartient & LP(H) pour un certain p > 1, alors la fonction
zeta spectrale z — Trace(T%) est holomorphe sur le demi-plan C_ _p—.

Démonstration. On considére un développement de Taylor a 'ordre —p et de
frontiére a = *p;k de la famille (T.).cc, de la forme T, =T} +--- + TP + R..
Chaque (TY),ec pour 1 < j < p est une famille holomorphe élémentaire de
type k. Pour chaque j € [1,p], il existe un entier naturel n et un opérateur
X; € D tel que T = X;A*~". D’aprés la Proposition , la fonction
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zeta spectrale z — Trace(X;A*") est holomorphe sur le demi-plan C.,. La
fonction définie sur le demi-plan C_, par z — R, est par définition a valeurs
dans Op™" C L'(H) et holomorphe. On en déduit que z +— Trace(R,) est
holomorphe sur le demi-plan C_, m

2.4 Développements de Taylor

Le développement suivant est dit & A.Connes et H.Moscovici [[4], Appendice
BJ]. On I'appellera développement de Taylor, en accord avec la Définition

Lemme 2.13. Soit un opérateur A autoadjoint, positif, inversible et a ré-
solvante compacte sur H. Soit (D, A,r) une algébre d’opérateurs différentiels
généralisés. Soit I' une droite verticale du plan complexe, orientée vers le bas
et séparant 0 du spectre de A. Soit X € DX et z € C.

Pour tout entier naturel non nul N tel que N + 1 > Re(2) on a lidentité :

N

X A== (Z)X%“ + R (2, X),
k=1
1
0t Ry(z,X) = —5— / N\ = A) XD (N — ATV
r

Pour tout k € [1,N], on a XWA*>=F ¢ OpReG)tax—k ot Ry(2z,X) €
OpTRe(Z)J'_qX_N_l.

Démonstration. Les valeurs spectrales de A se rangent dans une suite crois-
sante 0 < Ag < Ay < --+ — +00. On choisit une droite I' verticale orientée vers
le bas d’équation z = ¢ avec 0 < ¢ < A\p. On suppose dans un premier temps
Re(z) < 0.

Les formules de Cauchy donnent pour chaque entier naturel £ inférieur
ou égal & NV,

1
(Z) XAk = o - M XE (N — A)TFLd, (2.12)

Un petit calcul montre que

XENA-A)T=A=A)1X® (A A)IXEDN AL (2.13)

et par suite

<Z> XAk = QL NM[A=A)TEXEA=A)F—(A=A)LXEFD (A= A) 7 1]a.

k i
(2.14)
En sommant de k£ = 0 jusqu’a N, on obtient :

N
z 1 1
> () x®Ah = —/)\Z A=A) X Odr—— [ X (A-A) XTI (A-A)" VN,
(k) 2mi ( ) 2mi ( ) ( )

o (2.15)
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Il s’en suit que

N
1
(X, A7 =>" (Z) P LA p— / M= A)TEXEED (N — A) TNV,

27
k=1
(2.16)

1
On pose Ry(z, X) = —5 / N\ = A) XD () — A)"V=1gN. Cette in-
r

tégrale impropre de Riemann converge pour la topologie des opérateurs de

Op?x—N=1 et elle définit une fonction holomorphe sur le demi-plan C_ .
N

Comme z — [X, A%] = Z (Z) X®A#=F a5t holomorphe sur C.g, on en déduit
k=1

que la formule est valable sur C_ 1 par unicité du prolongement analytique.
Soit k € [1, N], on a X*) ¢ Dax+kr=1) ¢ Opax+k(r=1) ot Az=F ¢ Opr(Re(z)=k)

alors X(WIA*—k ¢ OpRez)tax—k Pour | € N*, en appliquant la formule précé-
N+

dente a l’ordre N+, on obtient Ry(z, X) = — Z (z> X®A*F £ Ryi(z, X),
k=N-+1

ott Ry4(z, X) converge pour la topologie de Op®~N=!=1 Par un choix de I

grand qx — N — 1 — [ peut étre rendu aussi petit que 'on veut, ce qui prouve

que Ry(z,X) € OprRet:)tax—N-1, O

On reprend les notations du Lemme [2.13] Soit a un réel, dans le demi-plan
Ceq, on a Ry(z,X) € Optx+rRe(z)=N=1 — Qpax+ra=N-1 of » s Ry (z, X) est
holomorphe sur C. ;. Les quantités gx +ra — N — 1 (resp. N + 1) peuvent
étre rendues arbitrairement petites (resp. grandes) par un choix suffisamment
grand de N. On en déduit que ([X,A?]).ec est une famille holomorphe de
type gx — 1. Pour N > a, la relation est un développement de Taylor
de [X, A*] a Pordre gx +ra— N — 1 et de frontiére a. De ce développement on
déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.14. Soit un opérateur A autoadjoint, positif, inversible et a
résolvante compacte sur H. Soit (D, A,r) une algebre d’opérateurs différentiels
généralisés. Soit X € DX, Si (T,),ec est une famille holomorphe de type k,
alors (XT,),ec et (T,X).ec sont des familles holomorphes de type k + qx et
([X,T.)).ec et une famille holomorphe de type k + qx — 1.

Il existe une deuxiéme formule de développement, dans laquelle on permute
la place des facteurs A% et X®).

Lemme 2.15. Soit un opérateur A autoadjoint, positif, inversible et a ré-
solvante compacte sur H. Soit (D, A,r) une algébre d’opérateurs différentiels
généralisés. Soit X € D et z € C. Pour tout entier naturel non nul N tel que
N +1 > Re(z) on a lidentité :

N

X, A7 =) (-1 (;) A*TFX® 4 Ry (2, X)

k=1

0i Ry(z, X) = EDZ0 [ 20 — A)yN-LXWHD () — A)~1dA

Démonstration. La preuve est similaire a la précédente. O
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2.5 Développements de Taylor généralisés

Dans toute cette section et jusqu’a la fin de cette premiére partie [[| du mé-
moire, on considére (D, A, r) une algébre d’opérateurs différentiels généralisés
et deux familles fixées d’opérateurs :

P = (P)ici<cn € D", Q= (Qi)i<i<n € D"

A chaque couple (a,b) € (C")? on associe Popérateur :
Hoy:| D — D

W iai[—QuHW]—i—ibi[H,QiW]. (2.17)
=1 =1

Le lemme suivant est un corollaire immédiat de la formule de Taylor (2.13]).

Lemme 2.16. Pour tout (a,b) € C?, et tout q € Z, H, ,(Hol(q)) € Hol(M+q),
ot M = max (ordre(P;) + ordre(Q;)).

1<i<n

Une famille de Hol(q) sera donc transformée en une famille de Hol(pM +q)
par I'image de la composée de p opérateurs de type H,;. Nous allons mainte-
nant généraliser les formules de Taylor.

Lemme 2.17. Soit (a,b) € (C")2. Soit X € D™ et z € C. Pour tout N € N*
tel gque N +1 > Re(2) on a

N
z
Hap(XA®) = Hop(X)AT+ ( k) AY(X)AF + Ry, , (2, X),
k=1

=1

avec pour tout k € [1, N], Agkg(X) =31 a;PX(Q)® — b;Q: X (P)®), et

Rym,, (2 X) =) aiPiXRy(z,—Q:) + b;Q: X Ry (2, ). (2.18)

i=1
Posons M = lrgg;(ordre(ﬂ) + ordre(Q;)), on a
1. H,y(X)A* € OprRe@)tax+M
2. Pour tout k € [1, N], Agkg (X) € Dax+M+(r=1k,
3. Pour tout k € [[1, NJ, Agkg (X)A*F ¢ OpRe)tax+M—k,
4. RNvHa,b(Z7X) c OpTRe(Z)-qu-I—M—N—l‘
Démonstration. On a

n

Hop(X A7) = Hop(X)A" + ) (X [=Qi, A7) + biQiX [Py, A7),

i=1
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On applique la formule de Taylor (2.13]) a chaque crochet, on obtient
Hoy(XA?) = H,,(X)A?

N n
2> (Z) (Z P X (@)Y ~b@iX (Pz-)(k)> AFH
k=1

=1

+Y aiPXRy(z,—Q;) + b:Q:X Ry(z, P).
=1

Pour tout k£ € [1, N] on pose Agkg(X) =>", a; P X(Q)™ — b;Q: X (P)™ et
Rym,,(2,X) = Y aiP X Ry(z,—Q:) + biQ: X Ry (2, P).

1. Ona H,,(X) € DIx+M C Opix+tM et A € Op™Re() et alors H,,(X)A* €
Oere(z)-i—ordre(X)—i-M.

2. Soit k € [1,N] eti € [1,n], PBX(Q;)® € Dx+M+Ir=Dk of O, X (P)*) €
’D‘IX‘FM"F(T_U":, alors A(kg<X) c ’DQX+M+(T_1)IC.

3. Soit k € [1,N] , on a A%)(X) € Di+M+C—Dk ¢ QpixtMFI=Dk o
AZ—k c OpT(Re(Z)_k), alors Agfg (X)Az—k) c Opr(Re(z)—k)—i-qx—i-M.

4. Soit k € [1,N] et i € [1,n], on a directement a;P,X Ry(z,—Q;) +
b; Qi X Ry(z, P,) € OpRe(@+ax+M=N=1 q'aprés le Lemme [2.13) par suite
RNH b(’z) c Oere(z)—&-qX—&—M—N—l.

]

On va maintenant généraliser la formule de Taylor du Lemme (2.17) en
composant p opérateurs de type H, .

Lemme 2.18. Soit p € N* et A, = (a™,0™)pepip) € (C* x C™)P. Posons

HAp :Haplij"'O al’bl.

Soit X € D% et z € C. Pour tout N € N* tel que N+ 1 > Re(z) on a le
développement de Taylor :

N
Hy (XA*) =)~ <Z) Cin, (X)A*F + Ry v(2, X),

ot pour tout k € [0, N], Cy,(X) € D et Ry, n(2,X) € Op. De plus
1. Pour tout k € [1,N], Cya,(X) € Dax+pM+(r—1)k_
2. Pour tout k € [1,N], Ca, (X)A*"F € OprRe@Fax+pM =k,
3. 0Ona Ry, n(2,X) € OpRe()tax+pM-N-1,

Démonstration. On procéde par récurrence sur p. Le cas p = 1 fait 'objet du
Lemme (2.17)). Supposons l'existence d’un développement de Taylor pour une
composée de p opérateurs. Pour A, = ((a1,b1),...,(ap,by)) on note Hy, le
produit [[? _, Hym ym. Nous pouvons écrire

N

z
Ha, (XA%) = Z (k) Crn, (X)ATF + Ry n(2, X).
k=0

25



Soit (a,b) € (C")% on pose Apy1 = ((a,b),A,) Ha,,, = Hapo Ha,. Par
linéarité de Hgy,

k

k=0

HAP+1 (XAZ> = Z <Z> Hmb(Ck’AP(X)Azik) + Ha,b<RAp,N(Za X))

Pour tout k € [0, N], on développe Hqp(Cia, (X)A*F) a Tordre N — k en
utilisant le Lemme (2.17)), on obtient :

Hp,pi (XA7) = i (Z) Hop(Cpa, (X)) AT

N [k-1
2\ (z2—1\  (k—t) z—k
SO een):
+ ; (k') Ry_k Hab(z k’ck’AP(X»
+ Z (Z) (Z ai[ Py, Crny (X)) Ry—i(z — k, = Qi) + bi[Qi, Cra, | Rv—k(2 — K, Pi))
+ [—[_ab(RN,AP(Zﬁ X))

(2.19)

On regroupe les trois derniéres lignes du développement ci-dessus pour for-
mer un reste , on le note Ry, n(z, X). On obtient alors

N

Z

HAP+1 (XAZ) - § : <kf) Ck7Ap+l(X)AZ_k + RAerl,N(Z? X)7 (220)
k=0

ou pour tout k € [0, NJ,

S
—

(’“)Aé‘f;”(ct,AxX))). (2.21)

Crnpsr (X) = Hap(Croa, (X)) + < ;

t

I
=)

Majorons les ordres.
1. Pour p € N*, on pose

P,: Vk€EN, Cja,(X) e DPMHr=bE, (2.22)
On va démontrer que P, est vraie pour tout p > 1 par récurrence sur p.
Pourp=1.Sik =0, Cop,(X) = |a]+[b| € DM Sik > 1, Cpa, (X) =
Agkg (X) € DixFLMF=Dk par le Lemme (2.17).
Supposons P, vraie. Sik = 0, Coa,,, (X) = Hap (CO,Ap (X)) € Dix+P+1)M+0,
Si k > 1, pour tout ¢t € [0,k — 1] on a Afjfgt) e DMAU=D(E= Japras

le Lemme (2.17) et Cy4,,,(X) € DXFTPMH=D par hypothése de récur-
rence. Alors

A(k:b—t) (Ct A (X)) c qu+]\/[+pM+(7“—1)t+(r—1)(k—t) _ D(p-i—l)M—‘r(r—l)k.
a, sEAp
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Par suite

k—1
( ) OtA +1( )) e pax+p+)M+(r—1)k (2.23)

t=0
) M+gx+pM+(r—1)k __ gx+(p+1)M+(r—1)k
D’autre part H,p(Cra, (X)) € DY Fx (r=Dk — pax+p+)M+(r=1k,
Nous avons prouvé que P, est vraie, ce qui achéve la récurrence.
2. C’est une conséquence immédiate du résultat précédent.

3. Nous allons montrer que pour tout p € N*, Ry n(2, X)) € OptxFrRe(z)+pM-N-1,
par récurrence sur p. Pour p = 1 ¢’est le Lemme (2.17)). Pour tout p € N*|

N
z
Ry, ow(2,X)=>" (k) Ry, , (2 =k, Cpa, (X))

k=0

(2.24)

Pour tout k € [0, N] et tout 1 <i < nonaCja,(X) € DIxHprDMFr=1k
et alors

RN—k,Ha,b (Z _ k7 Ck,Ap (X)) c Op(ZX+TRe(z)+(p+1)M—N—1’

[Py, Cin, (X)|Ry—i(2 — k, —Qy)) € Opx Mkt MrRez=(N=k)~1,

et
fov:o (i) RN—k,Ha,b(Z — k, Ck,Ap<X)) c OPQX-HRe(Z)-i-(P-‘rl)M—N—l'
Pour tout 0 < k< Nettoutl1<i:<nona

[Py, Chon, (X)] Ry iz — k, —Q,)) € OptxHrRe@Hp+DM=N-1

et
[Qi, Cin, (X)|Ry—i(z — k, P;)) € Opx TR+ DM=N=1,

Par hypotheése de récurrence Ry (2) € Optx*trRe(z)+pM=N-1"hence
Ha,b(RN,Ap(ZaX» c Oere(z)Jr(erl)Mfol' Ainsi RAP+1,N(Z) c Oere(z)Jr(erl)Mfol7
et le Lemme [2.18| est prouvé.

]

AN, = (am,bm)meﬂl,pﬂ € R*" xR etl'), = (Oém75m)me[[1,p]] € (R?)? on
associe une suite (7s)sen+ et une famille (73/).cc d’opérateurs de End(H*)
définies par :

p
VseN, T,= H (Hom pm — (s + Bm) L dop) -
m=1
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p
\V/Z/ E (C, TZ’ = H (Ham’bm - (Oémz/ + /Bm)ld()p) .

m=1

Par b on désigne la fonction polynomiale suivante :

p

vy € C, b(z) = (1) H(Oémzl + Bm),

m=1

et par H, I'opérateur de End(H>) :

vV € C, H.,= b(ZI>IdOp +T,.
On peut noter que H,, est une composée de commutateurs.

Lemme 2.19. Soit X € D,. Soit (z,2') € C?. Pour tout N € N* tel que
N+1>Re(z) ona:

N

H.(XA?) = Z (Z) Di(2/, X)A* ™% + Ry (2,7, X), (2.25)

k=0
ot pour tout k € [0, N| le facteur Dy(2', X) € D,[2'] (polynéome en 2’ de degré
inférieur ou égal a p et & coefficients dans D). Les ordres étant :

1. Pour tout k € [0, N], Dp(#', X)) € Dax+pM+—1k,

2. Pour tout k € [0, N], Dp(2', X)A*~F ¢ OprRe(z)tax+pM—k

3. On a Ry(z, 2, X) € OpRe()Fax+pM=N-1
Démonstration. Soit I ’ensemble des parties de [1,p]. Pour u € I, on noteu
le complémentaire [1,p] \ u. Pour u € I, |u] est la longueur de u. Si u # )
on écrit Hy, = H'u‘ Hgui pui ou les éléments u; de u sont rangés dans 'ordre

croissant de leur valeur, et b%(2') = (—1)M! Hgl(auiz + fBu;)- Par convention
Hy, = Idp, et bw(z) = 1. Avec ces notations, on peut exprimer 7T, et H,
comme suit :

T, = Zbﬂ(z')H“ and H, = Z bv'(2YH
uel wel |ul>1
Pourw € I, |u| > 1, Hy, est un opérateur de type H,, avec p = |u|. Le Lemme
implique
N

Hy, (XA*) =) (Z) Crn, (X)ATF 4 Ry, n(2, X).
k=0

On en déduit

N
XA = > V(e (Z (Z)CM AZ’“+RAu,N(z,X)>,
0

u€l,|ul>1

et en permutant les sommes
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N

XA =D YT P (X) | AT+ Y () Ry, v (2, X).

k=0 \wu€l,|u/>1 u€l,|u|>1
Posons
Vk € [0,N], Di(,X)= > b"(z)Cra,
u€l,|u|>1
et
Ry(z,2,X)= Y b(2)Ry,w(z X).
u€l,|u|>1
Nous obtenons
alys”
H,(A?) = Dip(2, X)A* % + Ry(z, 2, X).
(8= 32 () P X087 £ )
Le calcul des ordres est une conséquence directe du Lemme [2.18 O

3 Prolongement méromorphe

3.1 Suites de réduction

Définition 3.1. Soit (D,A,r) une algébre d’opérateurs différentiels géné-
ralisés. On garde les notations du paragraphe précédent, voir (2.5). La suite
(Ts)sen est appelée suite de réduction s’il existe un entier p € N*, une fa-

mille A, = (@™, 0™ )pmen ) € (R” x R")P et une famille non nulle T', =
(s Brn)meip] € (R2)P tels que :
P
1. pour tout s € N*, T, = H (Hym pm — (s + Bm) Idoy)-
m=1

2. Pour tout X € DIX et tout i € N, Ty +ri( XA') € D[A]X L

A une suite de réduction (7})sey définie comme ci-dessus, on associe une
fonction polynomiale b et deux familles (7./)..ec et (H,/).ec d’opérateurs dé-
finis par :

p

V2 e C, b(Z/) _ (_1)p+1 H(Oémzl +ﬁm)7
, m=1
V2 € C, T = [[ (Ham i — (a2’ + B)Idop)
m=1

VZ/ c C, Hz’ = Tzl + b(Z/)]dOp
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3.2 Le théoréme d’interpolation

Le théoréme suivant joue un role cental. Il permet d’étendre une suite de
réduction en une famille de réduction indexée sur C.

Théoréme 3.1. Soit (D, A,r) une algébre d’opérateurs différentiels générali-
sés. Soit (Ts)sen une suite de réduction, et une famille (H,/)cc definie comme

en (2.5). Pour tout X € DI* on a
V2 € C, Hyppq (XA®) =b(rz +qx)XA* + R,

avec (R,).ec € Hol(gx — 1).

Démonstration. Soit X € D%, z € C et N € N* tels que N +1 > Re(z).
Grace au Lemme [2.19] on a :

N

z
Hrz-i-qx(XAz) = Z (k’) Dk:(X7 rz 4+ QX)AZ_k + RN(Xv Z)
k=0

Pour tout k € [0, N, (Z) Dy (X, rz+qx) est un polynome en z de degré inférieur
ou égal & k+ p — 1, et ainsi inférieur ou égal & N +p — 1 et & coefficients dans
D. On note (L;)icpo,n+p—17 la famille de polynoémes interpolateurs de Lagrange
définis par : .

V(i,5) € [0, N +p— 1%, Li(j) = 7.

Pour tout k£ € [0, N] on a :

Vz e C, (Z) Di(rz+qx) = Nf:_l (;) Dy(X,ri+q)Li(2),

et par suite

N+p-1 ,.
Hrz-‘rqx (XAZ> = Z ( Z (;) Dk(X7 i+ QX)LZ(Z)> Az_k + RN<X7 Z)

k=0 =0

En permutant les deux sommes, on obtient

gy (XA = 3 (Z (;)Dk<x,m+qxw-k> Li(z)A § Ry(X, 2),

=0 k=0

et ainsi

N+p—1 /N+p—1 i
Hrz-i-qx(XAZ) = ( Z (k)Dk(Xarz—i_QX)Al_k LZ(Z)AZ_Z

v NN ;

-y (Z (k)Dk(X,riJqu)N’“ Li(2)A*
1=0 k=N-+1

+RN( , Z2).

Pour chaque i € [0, N + p — 1] on a la formule suivante :
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%

. N+p-1 .
. 2 . - 7 . i—
Hm‘—i-qX(XAZ) - (k’) Dk‘(Xv T‘Z—HIX)AZ b = Z (k) Dk<X7 TZ+QX)A k'
k=0 k=0
On a alors

N+4p-1

Hrz+qx(XAz): Z HM’+CIX(XAZ')L1'(Z)A27Z'

=0
N+p—1 <N+p—1

_ Zo > (2)Dk(x,m+qx)ai—k> Li(2)A*

1= k=N-+1
+ RN(X, Z)

Par définition des opérateurs H et T, on obtient pour chaque i € [0, N +p—1]

Hyiyqy (XAY) = 0(ri + qx) X A" + Ty (XAY),

d’on

N4p—1
HT’Z+QX (XAZ) = Z bri-i—qui(Z)) XA*

Nyp—1

£3 L) T gy (XA)AS
N1 Nap—1 ;

- Y (k>Li(z)Dk(X,ri+qX)A"‘k
i=0  k=N+1

+RN(X,Z)

Par définition d’une suite de réduction, on a T}y, (XA") € D[AJxFri~1
pour chaque ¢ € [0, N + p — 1]. Ainsi on obtient

=0

( f Li(2)Tsi4qy (XAi)AZi}> € Hol(¢g — 1).

Soit N tel que N > Mp, pour chaque i € [0, N + p — 1] et chaque k €
[N +1,N +p—1], (De(X,7i+¢)A*F)__. € Hol(q — 1) d’aprés le Lemme

2.19. Comme b est polynomiale de degré p avec p < N + p — 1, la formule
N—+p—1

d’interpolation de Lagrange donne Z brivqLi(2) = b(rz + ¢). On a prouvé
i=0
H, . f(XA%) = b(rz+ ¢) X A% + R, where (R,).cc € Hol(qg —1). O

Corollaire 3.2. Soit (D, A,r) une algébre d’opérateurs différentiels générali-
sés. Soit q € Z et X € D.

1. Soit (XA*7Y) cc une famille holomorphe élémentaire de type q alors
Hrz-i-q(XAZ_l) = b(T‘Z + Q>XAZ_Z + Sz
0t (S,).ec € Hol(g — 1).
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2. Soit (T,).ec une famille holomorphe de type q alors H,,.,(T,) = b(rz +
Q)T.+ S, ot (S,).ec € Hol(qg —1).

Démonstration. 1. On a X € D" ainsi :
Hyoyg(XA*Y) = Hoto (X AT = b(r (2= 1) +rl4+¢) X AR, = b(ra+q) X A48,

avec (S;).ec € Hol(qg —1).

2. Let (7},).ec une famille holomorphe de type ¢. Soit @ € R et m € R, on
peut écrire T, = T} + -+ + T4+ R,, ou T? est une famille holomorphe
élémentaire de type ¢ pour chaque 1 < j < ¢ et le reste 2z — R, est
holomorphe du demi-plan Re(z) < a dans Op™ P, Pour chaque z € C,
on a par linéarité H,.,,(T.) = Hooy o (TH) + -+ Hyor f(T9) + Hyoy o (R).
Pour chaque 1 < j < ¢, Hyoyo(T2) = b(rz + ¢)T? + 57 ou (97),ec €
Hol(q — 1) par le point précédent. Pour chaque z € C et chaque t € R,
lopérateurH, ., a des coefficients qui sont des polynomes en z et il
envoie Op' dans Op"™P7 et ainsi le reste 2z — H,,.,(R.) est holomorphe
du demi-plan Re(z) < a dans Op™. Nous avons prouvé que H,,.,(1,) =
b(rz+q)T. + S,, where (S.).cc € Hol(qg — 1).

O]

3.3 Le théoréme de prolongement méromorphe

Théoréme 3.3. Soit (D,A,r) une algébre d’opérateurs différentiels généra-
lisés. On suppose qu’il existe une suite de réduction. On note b la fonction
polynomiale associée o cette suite et Rac(b) l'ensemble des racines complezes

de b. On suppose que l'opérateur A~r € LP(H) pour un certain réel p > 1.
Soit X € Dx. La fonction zeta spectrale

(x| C__pray — C
z +— Trace(XA?)

est holomorphe et admet un prolongement méromorphe, encore noté (x a, a
tout le plan complexe C . Les poles de (x a sont localisés dans une réunion
finie de supports de suites arithmétiques, plus précisément :

Poles((xa) € | Ra.
a€cRac(b)

0l Ry = {*=X + Ll €Z et | > —p — a}. Soit w € Poles(Cx,a), on note m(w)
son ordre de multiplicité, on a :

mw) < Y m(a)lg, W),
a€cRac(b)
ot m(«) est Uordre de multiplicité de la racine .

Démonstration. Soit X € D% soit (T,) une famille holomorphe de type gx et p
un réel supérieur ou égal a 1 tel que A7 e LP(H). D’aprés la Proposition ,
'application z — Trace(T}) est holomorphe sur le demi-plan ouvert C__prax.
Du Corollaire [3.2], on déduit que H,.q, (T%) = b(rz+qx)T. + S., avec (S.) €
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Hol(gx—1). Pour Re(z) << 0, les opérateurs H,,.,, (1), 1, et S, sont a trace et
de plus on a Trace(H, .4y (T%)) = 0 par la Proposition [2.11] Pour Re(z) << 0,
on obtient b(rz + gx)Trace(T,) = Trace(—S,). Pour [ € N, répétant [ + 1 fois
I'opération ci-dessus, on obtient

b(rz+qx —1)...b(rz+ qx — 1)b(rz + gx)Trace(T,) = Trace(U.,),

avec (U,) € Hol(gx — 1 — 1) . La fonction z — Trace(U,) est holomorphe

sur le demi-plan ouvert C <_prg p1 COMIME conséquence de la Proposition
T T

2.12l Nous pouvons donc conclure que z +— Trace(7,) admet un prolonge-
ment méromorphe au plan C tout entier. La localisation et la majoration de

lordre de multiplicité des pdles est une conséquence directe de la formule
1
Trace(1},) = Trace(U,). O
(T2) b(rz4+qx —1)...b(rz+ qx — 1)b(rz + qx) (T)
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Deuxiéme partie
Prolongement méromorphe dans le cadre
des triplets spectraux

Nous allons définir dans le cadre des triplets spectraux une algébre d’opéra-
teurs différentiels généralisés. On reformule dans ce cadre et avec le vocabulaire
adapté le théoréme de prolongement méromorphe.

4 Triplets spectraux

4.1 Triplets spectraux compacts et non compacts

Il existe suivant les sources, des petites nuances dans les données et les
axiomes nécessaires a la définition d’un triplet spectral. On peut par exemple
voir [4] et [6]. Dans cette section, la présentation des tripets spectraux et de
leurs propriétés éventuelles s’inspirent notamment de Uarticle [I], §2.1].
Définition 4.1. Un triplet T = (A, H, D) est un triplet spectral compact si :

1. A est une pré—C* algébre unitaire ;

2. Une représentation p : A — B(H) de A dans l'algébre des opérateurs
bornés sur un espace de Hilbert séparable H est donnée.

3. D est un opérateur autoadjoint (non nécessairement borné) sur H, appelé
opérateur de Dirac qui satisfait aux propriétés suivantes :

(a) pour tout X € C\R, la résolvante (D—M\)"! est un opérateur compact ;
(b) pour tout a € A, [D, p(a)] € B(H).
Lorsque I'algébre A n’est pas unitaire, on définit une notion de triplet spec-

tral non compact. La condition [3.a] portant sur la résolvante est renforcée,
voir 3, page 6200].

Définition 4.2. Un triplet T = (A, H, D) est un triplet spectral non compact
S -
1. A est une pré—C™ algébre non unitaire ;

2. Une représentation p : A — B(H) de A dans lalgébre des opérateurs
bornés sur un espace de Hilbert séparable H est donnée.

3. D est un opérateur autoadjoint (non nécessairement borné) sur H, appelé
opérateur de Dirac qui satisfait aux propriétés suivantes :

(a) pour tout a € A et tout N € C\ R, Uopérateur p(a)(D — X\)™! est
compact ;
(b) pour tout a € A, [D, p(a)] € B(H).

4.2 Propriétés

34



Définition 4.3. Un triplet spectral (A, H, D) est dit commutatif si [’algébre
A est commutative.

Définition 4.4. Un triplet spectral (A, H,D) est pair s’il est Z/27 gradué,
c’est a dire s’il existe un opérateur borné autoadjoint I' € B(H) tel que :

1. T2 = Idy ;

2. pour tout a € A, [T, p(a)] = 0.

3. I'D+DI'=0.

Un triplet spectral qui n’est pas pair est dit impair.
Définition 4.5. Un triplet spectral (A, H, D) est réel s’il existe un opérateur
anti-unitaire J : H — H tel que :

1. Va,be A, [p(a), Jp(b*)J 1 =0;

2. Va,b € A, [[D,pa)]_, Jp(b*)J '] =0, (condition d’ordre 1) ;

3. J*=£Idy ;

4. [J, D]+ =0;

5. [J,T]+ = 0. seulement dans le cas pair.

Le choix du + dans les trois formules précédentes se fait modulo 8 sur la
dimension n du triplet spectral.

n 0|1 1]2|3[4]5|6]|7
S=dldy [+ |+ -]-]-]-]+][+F
S, Dle=0|-|+]|-|-|-|+]-]-
[J, e =0| - + - +

On pose A = D? et | D] la racine carrée positive de A.

Définition 4.6. Le triplet spectral (A, H, D) est régulier si et seulement si

Va e A, pla) € ﬂ Dom(6%) et [D, p(a)] € ﬂ Dom/(8"%),
k=1 k=1
ot 0 est la dérivation [|D|,.] définie sur les opérateurs de H.

4.3 Dimension métrique d’un triplet spectral

Définition 4.7. Un triplet spectral (A, H,D) est finiment sommable si et
seulement s’il existe un réel d tel que la trace de Dizmier de |D|™% est finie et
non nulle.

Soit (A, H, D) un triplet spectral finiment sommable et un réel d tel que
la trace de Dixmier de |D|~? soit finie et non nulle. On a par définition de la
trace de Dixmier :

Vs € R, > mWAT < oo | = (s> d). (4.1)
A€ESpectre(D)
Définition 4.8. Soit (A, H,D) un triplet spectral finiment sommable. La

borne inférieure des réels d tels que Z m(A) A < +oo s’appelle la

A€Spectre(D)
dimension métrique du triplet spectral (A, H, D).
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4.4 Spectre des dimensions d’un triplet spectral

Pour un triplet spectral, la bonne notion de dimension n’est pas un réel (la
dimension métrique) mais une partie ¥ du plan complexe. On associe & un
triplet finiment sommable (A, H, D) la fonction zeta spectrale :

(p : 2+ Trace(|D|7*) = Y Trace(p(), |D|))A~,
A

ou p(A, |D]) désigne la projection orthogonale sur I’espace propre E(\,|D|).
Avec les notations précédentes Trace(p(\, |D|)) = m(\) est égale a lordre de
multiplicité de la valeur propre A.

Il existe sur un triplet spectral finiment sommable une famille de fonctions
zeta spectrales dont (p fait partie. On l'obtient en posant

Va e A, (up: 2z Trace(a|D|™*) = ZTrace(ap(/\, |D|))A™.
)

Définition 4.9. On suppose que pour tout a € A, la fonction spectrale (, p
s’étend de facon méromorphe a C tout entier. On note 3, [’ensemble des poles
de ce prolongement.

L’ensemble Sg = |UJ,c4Xa s’appelle le spectre des dimensions du triplet

(A, H, D).

L’ensemble S, est constitué de 'ensemble des poles des prolongements mé-
romorphes des fonctions ¢, p lorsque a décrit A.

Définition 4.10. La borne supéricure des multiplicités des poles est appelée
multiplicité du spectre des dimensions.

5 Algébres d’opérateurs différentiels généralisés associées
a4 un triplet spectral

Soit T = (A, H, D) un triplet spectral avec D un opérateur non borné. On
pose A = D? c’est un opérateur positif, non borné et a résolvante compacte.
On pose H>™ = (), .y Dom(A™).

Définition 5.1. Soit T = (A, H, D) un triplet spectral avec D un opérateur
non borné.

On associe au triplet spectral T, une algébre notée D(T) qui est définie de
la maniére suivante. L’algebre D(T) est la plus petite algébre d’opérateurs sur
H>® contenant A et [D, A| et qui est fermée pour 'opération T — [A,T].

neN

Pour tout ¢ € N, on définit de maniéere récursive :
1. D(T)® = l'algebre engendrée par A+ [D, Al.
2. D(T)" = [A,D(T)°] + D(T)°[A, D(T)°].

3. D(T) = qi:D(T)jD(T)'“ + A, DT +D(T)°A, D(T)E Y
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Par définition de 1’algébre D(T), on a :

D(T) = D(T)". (5.1)

qeN

Pour tout ¢ € N, D(T)? C D(T)%"!. Tl est aussi facile de vérifier que pour
tout couple (p, q) d’entiers naturels, on a Uinclusion D(T)PD(T)? C D(T)P*e.
On peut alors énoncer le lemme suivant.

Lemme 5.1. Soit T = (A, H, D) un triplet spectral avec D un opérateur non
borné.

La suite (D(T)%),en est une filtration croissante de algébre D(T).

Par construction, les opérateurs de A et [D, A] sont d’ordre 0, et 'opération
de commutation avec A n’augmente 'ordre que de 1.

Définition 5.2. Soit T = (A, H, D) un triplet spectral. On dit que le triplet
T vérifie U'inégalité de Garding généralisée si pour tout X € D(T)9x, il existe
e >0 tel que

Vo € H®, Al + [lo]| > | Xo].

Dans son article [12], N.Higson caractérise la régularité d’un triplet spectral.

Théoréme 5.2. Soit (A, H, D) un triplet spectral tel que pour tout a € A, a.H™ C
H. Ce triplet est régulier si et seulement s’il vérifie l'inégalité de Garding gé-
néralisée.

Les différents éléments ci-dessus permettent de voir D(7) comme une al-
gebre d’opérateurs différentiels généralisés, au sens de la définition ([7.1)), asso-
ciée au triplet spectral 7. Plus précisément on a la proposition suivante.

Proposition 5.3. Soit T = (A, H, D) un triplet spectral pour lequel D est un
opérateur non borné. Soit D(T) Ualgébre associée o T définie dans la Définition
[5.1 On suppose que T est un triplet spectral régulier tel que pour tout a €
A a.H® CH>®. On pose A = D?. On a alors (D(T), A, 2) qui est une algébre
d’opérateurs différentiels généralisés et A est un laplacien généralisé d’ordre
2. C’est a dire :

1. L’algébre D(T) est filtrée et
+oo

D(T) = U D(T)? (réunion croissante).
q=0

2. L’unité de ['algébre si elle existe est d’ordre nul.
3. Pour tout X € D(T)%, on a [A,X]| € D(T)4x*!
4. Pour tout X € D(T)9x, il existe € > 0 tel que :

Vv € H™, HAQTXUH—FHUH > ¢e||Xv||  (Inégalité de Garding généralisée)
(5.2)

Si T = (A, H,D) est un triplet spectral vérifiant les hypothéses de la pro-
position précédente, on dira que (D(T), A,2) est 'algébre d’opérateurs diffé-
rentiels généralisés associée au triplet spectral T.
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6 Prolongement méromorphe dans le cadre des triplets
spectraux

Il est possible de reformuler le théoréme de prolongement méromorphe (3.3)
dans le contexte des triplets spectraux et avec le vocabulaire propre a ces
objets.

Théoréme 6.1. Soit T = (A, H, D) un triplet spectral régulier tel que a.H>® C
H>® pour tout a € A. Soit (D(T),A,2) lalgébre d’opérateurs différentiels gé-
néralisés associée a T. On suppose qu’il existe une suite de réduction de Hig-
son pour cette algébre. On note b la fonction polynomiale qui lui est associée
et Rac(b) l'ensemble de ses racines dans C. On suppose que T est finiment
sommable et l'on note d sa dimension métrique. Pour tout X € D(T)%x.

La fonction zeta spectrale :

CX,D3 (C>d+qx — C (6 1)
z +—— Trace(X|D|™?) '

est holomorphe et se prolonge de facon méromorphe au plan C tout entier.
Le spectre des dimensions Sy du triplet spectral T vérifie l'inclusion

Sic |J {—a-1llenNy}. (6.2)
a€cRac(b)
Soit o € Rac(b), m(«) son ordre de multiplicité et R, = {—a — |l € N}.
On a
m(Sa) < max ;(b)m(oz)lfga (@) |, (6.3)
aEcRac

ot m(Sy) est la multiplicité du spectre des dimensions de T .

Démonstration. On voit qu'il s’agit d'un corollaire direct du théoréme (3.3))
formulé dans 1’algébre d’opérateurs généralisés D(T) pour laquelle A = D? est
un laplacien d’ordre r = 2, aprés avoir écrit que :

V2 € Courgxs Cxn(2) = Cxa(—2). (6.4)

2
[l
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Troisiéme partie
Applications aux Variétés et au Tore non
commutatif

Dans cette partie on illustre sur deux exemples la méthode développée dans
la partie précédente. On retrouve dans la section les résultats de Minakshi-
sundaram, Pleijel [2I] et Seeley [27] portant sur les variétés. Dans la section
on répond positivement & une question de N.Higson, en montrant que la
méthode permet d’obtenir le prolongement méromorphe des fonctions zétas
spectrales associées au tore non commutatif.

7 Variétés riemanniennes compactes

Dans toute cette section, on désigne par M une variété riemannienne orien-
tée, de classe C*°, de dimension n, compacte et sans bord.

7.1 Algébre d’opérateurs différentiels

Soit H = L*(M) l'espace de Hilbert des fonctions L? sur M et D(M)
'algébre des opérateurs différentiels linéaires sur M de domaine C*(M).

Soit & = (a1,...,a,) € N" un multi-indice, de longueur |a| = > | ;.
Localement, un opérateur 7' de D(M) peut s’écrire comme une somme finie
o o 0 0
dutype T = o(®)=—,0lta, € C®°(M)et — = (—1— ) ... (—i=—)%"
u type aeana (2)5,, otta (M)et 57 = (=ig )" - (=g )

[’ordre habituel sur D(M) consiste a définir ordre(T) = max{|a| | a, # 0}.
Pour ¢ € N, on pose D(M)? I'ensemble des opérateurs de D(M) d’ordre
inférieur a ¢. La famille (D(M)]_y est alors une filtration croissante de I’algebre
D(M).

Soit A un opérateur différentiel linéaire, elliptique du second ordre, posi-
tif de domaine C>*(M). Cet opérateur est alors essentiellement autoadjoint,
il existe une base hilbertienne (p)reny de H et une famille de réels positifs
(Me)kens 0 < Ao < A < - < A\, — +oo telle que pour tout k, Apr = Mgk
Chaque valeur propre a un ordre de multiplicité fini et on peut choisir chaque
¢r dans C*°(M). En particulier, A a un noyau de dimension finie. Si néces-
saire, on modifie légérement A en lui ajoutant la projection orthogonale P
sur son noyau, A; = A + P. En pratique cela revient a garder la méme base
hilbertienne de vecteurs propres et a changer les valeurs propres nulles en 1.
L’opérateur A; a alors les mémes propriétés de positivité, d’ellipticité et le
méme ordre que A, mais devient inversible. Si la variété est munie d’une carte
globale, alors le laplacien géométrique classique A; = 1 — Z]kvzl(%)z est un
exemple de tel opérateur. On associe a A; les espaces de Sobolev (généralisés)
au sens de la définition (L.5)), il s’agit des espaces de Sobolev classiques de
’analyse et en particulier on a H>™ = C>*(M).

Proposition 7.1. L’algébre (D(M), Ay,2) est une algébre d’opérateurs diffé-
rentiels (généralisés) et Ay est un laplacien (généralisé) d’ordre 2. On vérifie
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en effet que :
1. L’algebre D(M) est filtrée et

+oo
D(M) = U D(M)?  (réunion croissante)
q=0

2. L’unité de l’algebre est d’ordre nul.
3. Pour tout X € D(M)™X, on a [Ay, X] € D(M) et [A1, X]) € D(M)xHL,
4. Pour tout X € D(M)4x, il existe ¢ > 0 tel que :

Vo € H™, HAFX(bH—l—HQﬁH > || Xl (Inégalité de Gérding généralisée).
(7.1)

Démonstration. Le premier et le troisiéme point résultent d’un calcul algé-
brique. Le deuxiéme point est clair. Pour le dernier point, d’aprés 'inégalité
de Garding, il existe une constante k > 0 telle que

Vo € H®, |A2ve| + ] > k@]l (7.2)

L’opérateur X qui est d’ordre inférieur ou égal & gx se prolonge en un
opérateur continu de H? dans H° = L*(M). Tl existe donc une constante
k' > 0 telle que pour tout ¢ € H®, || X¢|lo < k'||¢]|4y, il suffit alors de poser

k
E= 3. [
kl

7.2 Suites de réduction

Pour montrer 'existence du prolongement méromorphe des fonctions zeta
associées au laplacien Aq, il suffit d’exhiber une suite de réduction. On va
construire une telle suite.

On peut remarquer que dans le cas particulier o M admet des coordonnées
globales x4, ..., z,, en posant

0

Vi€ 1 P = ,
ielLnl, Pi=g-

Qi =z (7.3)

on a pour tout 1 <i,j <n, P, Q; € D(M) les relations de Weyl [P, Q;] = 55
et par suite :

n
> [P, Qi) = nldo, (7.4)

i=1
Dans le cas général, on utilise une partition de 'unité associée a un atlas fini
sur la variété M. Voici le détail de cette construction. On considére (Uy, ©x)aen
un recouvrement fini de M par des cartes locales et (6)),eca une partition de
I'unité subordonnée & ce recouvrement. Soit (1)) ea une famille de fonctions
de C>*(M), telle que pour chaque A, le support de 1, soit contenu dans U)
et 0y = 0. Pour tout 1 < i < n et tout A\ € A, on note x; = z} o ¢, les
coordonnées locales et 6‘; les dérivées partielles locales, on pose Q; x = ¥y.2;
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et Py = 9,\.%. Soit N = n x Card(A), on dispose des familles d’opérateurs

> [Pir,Qinl = nldo, (7.5)

1€{1,....,n}HAEA

----------

Ha,b : D(M)

et aussi 'opérateur

Ga7bl D(M) — D(M)
T — Z aiaPinl=Qin, T] + binQin[Pix, T] - (7.7)

Afin de construire une suite de réduction, nous allons choisir deux familles
a et b particuliéres qui conviendront. Pour tout couple (i, \) € [1,n] x A, on
pose a; y = 1 et b; , = 0. On obtient alors les deux opérateurs

H,p:|DM) — D(M)
ro= Z [=Qix, PnT] (7.8)
i€{1,...n} AEA
et
Gap: | DIM) — D(M)
r= Z Pia[-Qix T] - (7.9)

ie{l,....n}AEA

Compte tenu du fait que les crochets sont des dérivations et de la relation
(7.2)), on a une relation liant les opérateurs H,j, et Gy :

Ha7b = nldop + Ga,b (710)

En gardant les notations ci-dessus, on peut énoncer la proposition suivante.

Proposition 7.2. Pour tout entier naturel s, on pose
Ts = Ha,b - (8 + n)]dop. (711)
La suite (Ty)sen est une suite de réduction de Higson.

Démonstration. On a H,p, : T — Z [—Qix, PiaT]. D’aprés la relation
i€{1,...n}HAEA

(7.2), on a pour tout T € D(M), H,p(T) = nT + Z P[—Qix, T].
i€{1,...,n},AEA
Comme A; est déja dans Palgébre D(M), il suffit de prouver que pour tout

TeDM)T ona Y Pu[-QixnT]=qT + R avec R € DM,
1€{1,...,n}HAEA
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Soit T' € D(M) d’ordre g > 0.
Le cas particulier ou ¢ = 0 donne Z P\[-Qix,T] = 0, car T
1€{1,...,n},AEA

commute avec chaque @;, et on peut décider que D_; (M) = {0} pour conserver
la conclusion.

Supposons maintenant ¢ > 0. Fixons A € A et notons z!,...2" les
fonctions coordonnées locales associées.

Dans la carte locale considérée : T'= )" aq(x)02.

Remarquons que 0,1, = ) entraine 0,0,:(¢,) = 0 et par suite

0,0 ([thx, T)) =0 mod Diff?™?
(= ... Diff?? a remplacer par = ... si ¢ = 1). Il vient :

Y ORIQLT] = ) 0:0u[tsa’,T)
=1

=1

=030 (Wnl o', T] + [, T) @)

= 030u([ 2',T)) +nby [, T] mod Diff*>
=1

= q0,\T mod Diff?!

et donc en sommant maintenant sur A :

ZiPA[Qi’T]E ¢>_ 0T mod Diff"”’

AEA i=1 AEA
= (T mod Diff?!

7.3 Théoréme de prolongement méromorphe pour les variétés

Soit X € D(M)% | comme conséquence du lemme de Rellich, la fonction
spectrale (x a : z — Trace(X A7) est définie si la partie réelle de z est suffi-
samment petite. Plus précisémment, il est bien connu que (x a est définie pour
Re(z) < —95tn,

On peut appliquer le théoréme de prolongement méromorphe (3.3)).

Théoréme 7.3. Soit M une variété riemannienne compacte sans bord de
dimension n. Soit A1 un opérateur elliptique du deuziéme ordre et inversible
de domaine C*(M). Soit (D(M), A1,2) lalgebre des opérateurs différentiels
linéaires sur M. Soit X € D(M)%X. La fonction zeta spectrale :

2 (7.12)

Cxay 1| C__nrex — C
z +— Trace(XA})

est holomorphe et se prolonge de facon méromorphe au plan C tout entier.
Les poles de ce prolongement sont simples et :

- z
Poles(Cx.a,) C {% +5 e N} . (7.13)
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Démonstration. 1l existe d’aprés la Proposition ([7.2)) une suite de réduction
de fonction polynomiale associée b(z) = z + n. L’existence du prolongement
méromorphe, la localisation des poles et leur ordre de multiplicité découle alors
directement du théoréeme . O]

7.4 Exemple de la sphére S!, la série de Riemann

L’exemple développé permet de retrouver grace a un laplacien la célébre
fonction zeta de Riemann. Il permet aussi d’illustrer que dans la méthode de
prolongement méromorphe, certains poles prévus par la théorie sont fictifs. On
considére la sphére S' munie de sa structure de variété riemannienne usuelle.
Pour lopérateur différentiel D = i, la famille (e, : 6 +— ™),z de C(S)
est une base hilbertienne de vecteurs propres. On en déduit que Sp(D) = Z.
On pose A; = D? on a Sp(A;) = {k* k € Z}. Chaque carré d’entier naturel
non nul est alors valeur propre d’ordre 2 tandis que zéro est valeur propre
d’ordre 1.

On ajoute a 'opérateur A; la projection sur I’espace des fonctions constantes,
on obtient :

Sp(A) = (1,1,1,4,4,9,9,16,16,...).

Par calcul spectral on a pour Re(z) > 1

=1
Trace(A™) =1+2) o = 1+20(22),
k=1

ol z — ((z) est la fonction ¢ de Riemman, identité qui s’écrit aussi :

C(z) = Trace(AQ;) — 1.

Grace au théoréme on obtient que la fonction zéta de Riemann est
prolongeable de facon méromorphe & C tout entier avec des poles simples
situés dans la suite 1,0, —1,—2,.... Il est bien connu que le seul pole de la
fonction zéta de Riemann est 1, on note ainsi le nombre important de poles
fictifs. On compléte cet exemple en montrant que I'on peut retrouver de facon
"spectrale" le résultat classique d’analyse suivant :

lim (s — 1){(s) = 1.

s—1t

On a Sp(A*%) = {1,1,1,%&,%,%,5%,...}. On pose an(A*%) =141+

1
1,1 1,1 s on(AT2) -1 1,00 (00 ( Q1
l+5+5++-+, onanl_lgloow = 2. Comme A™2 € L1>(C>®(S)),
un théoréme Taubérien de Hardy-Littlewood affirme qu’alors

sli)r{i(S — 1)Trace(A 2 ) = ngrfmw?

ce qui conduit au résultat.
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8 Le tore non commutatif (T.N.C)

Nous allons dans cette section montrer un théoréme de prolongement mé-
romorphe pour les fonctions zeta associées au triplet spectral du tore non
commutatif. On commence d’abord par redéfinir le tore non commutatif, et on
rappelle la construction du triplet spectral qui lui est usuellement associé.

8.1 Définition et calculs

Définition 8.1. Soit un nombre réel 0, on pose X = e*™. On note Ay la
C*-algébre engendrée par deux éléments u et v soumis aux relations :

uu =uu=1
vt =u*v =1

VU = AUV

Si 'on note T = R/Z le tore de dimension 1, il est possible de donner une
représentation concréte de Ay dans Pespace de Hilbert L?(T), 'opérateur U
étant la multiplication (Uv)(z) = 21(z) et V la rotation (V))(2) = ¥ (Az).

On note 8(Z?) I'ensemble des suites doublement indexées a = (ars) (. s)ez2
d’éléments de C a décroissance rapide, c’est-a-dire que pour tout k € N,

pk(a)2 = sup(l+ r? + SQ)k]ars\z < 00.
r,sEZL

Définition 8.2. L’algébre non commutative du tore, notée Ay est définie par :
Ay ={a = Zarsu”vs, a € 8(Z%)}.

Lemme 8.1. Ona
1.VY(r,s) e N* [u,v] = (1 — X*)uwv® et [u",v] = (1 — A" )u"v.

2. Vs € N*, v* = = [u, u v’
3. VseZ, v= 1_1)\3 [vu, u*].
Démonstration. 1. Par récurrence a partir des formules [u, v**1] = v[u, v*]+
[u, v]v® et [u" v] = u"[u,v] + [u", v]u.
2. Soit s € N*, [u, u*v*| = [u, u*]v° + u*[u,v*] = (1 — X*)v® d’aprés ce qui
précéde.
3. Soit s € Z*
v = (o) = (el ) = (o) ] = Selvu ]
[

Lemme 8.2. L’application 7 : Ay — C définie par 7(a) = agy est une trace
fidéle et normalisée.
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Démonstration. La linéarité de 7 est claire.

Soit a = > a,su"v® € Ag et b = D bu'v® € Ay, on peut expliciter le
produit

ab = Zr’s Zmn A A" by s—mu" V. Alors T(ab) = Zmn A A" b —im,
et en changeant les indices en leur opposé on trouve 7(ab) = 7(ba), T est donc
une trace.

Comme a* = > N*a_, _,u"v®, onasia #0, 7(a*a) =Y, |ars|* >0, ce
qui montre que c’est une trace fidéle. 7 O

Remarque 1. On définit ainsi un produit scalaire (a|b) = 7(a*b) et une norme
sur Ag. On note H ’espace de Hilbert obtenu par complétion de Ay pour ce
produit scalaire. On a une représentation p : Ag — B(H), par multiplication
p(a)b = ab. On reconnait dans ce qui précéde la construction GNS pour l’algébre
involutive Ag.

Pour la suite, on a besoin de décomposer notre algébre Ay en somme de
deux sous-espaces particuliers. Pour pouvoir le faire, on va faire une hypothése
supplémentaire sur le paramétre 6.

Deéfinition 8.3. Soit 0 un nombre réel. On dira que 0 est diophantien, si ¢’est
un nombre irrationnel et s’il existe un réel strictement positif C' et un entier
naturel k tel que :

1 < Cn*.

VneZ, ———
n ’ ’ezna_l‘—

Cette hypothése est nécessaire pour la convergence de certaines séries, elle
n’est pas trop restrictive. Il a été démontré que le complémentaire de I’ensemble
des nombres diophantiens dans [0, 1] est de mesure nulle.

Lemme 8.3. 5i 60 est diophantien, on peut écrire

Ay = C+ [Ay, Agl.

Démonstration. Soit a € Ay, on peut écrire

a = agy + g aosV° + E arsu' v’

sez* r#0,s

. QAps % Aps * Qg -1

= ago + Z 1 _)\s[u,u v + Z 7 _)\S[vsu,u |+ Z 1 _)\T[urvs , V).
sEN* sEZ* r#0,s

Le réel 6 étant diophantien les trois sommes ci-dessus sont dans Ay. Les
opérateurs linéaires [u,.], [.,u*], [.,v] étant bornés sur Ay (on peut les voir
comme la différence de deux isométries), on obtient

Q0s * .S aps S * Qrs r S—
a:a00+[21_())\5u,uv]+[z 1_0)\81) u,u]—i—[z i o).

seEN* SEL* r#0,s
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8.2 Dérivations

De maniére générale, on rappelle qu’une dérivation sur une C—algébre A
est un endomorphisme linéaire 0 qui satisfait la formule de Leibniz :

V(a,b) € A2, §(ab) = 6(a)b + ad(b). (8.1)

On va définir deux dérivations canoniques 01,02 : Ay — Ay. On définit
d’abord deux dérivations (5A1 et (SAQ sur 'algebre libre engendrée par u et v en
posant (5A1(u) = iu, 6/\1(1}) =0, (5A2(u) =0, 6/\2(1)) = qv et en étendant cette
définition par linéarité et par la formule de Leibniz a ’algeébre tout entiére. On
vérifie immédiatement que I'idéal J engendré par vu — Auv est stable par 6A1 et
5/;, ce qui permet de définir 9, et do sur Ay par passage au quotient, puis par
continuité.

On a donc,

O (u) =idu, 01(v) =0, d2(u) =0, d2(v)=1v.

Des calculs simples ménent a

01 (apsuv®) = ira,su"v®,
do(arsu™v®) = isa,suv®.

On en déduit que d; et d, commutent.
D’autre part pour j = 1,2 on a :
5,(a”) = (6(a))",

01 (u") = —iu,

do(v*) = —iv*.

On peut ajouter que

7(61a) = 7(d2a) = 0,

(6;a[b) = —(ald;b).

8.3 Triplet spectral associé au T.N.C

On va construire un triplet spectral relatif au tore non commutatif.

Dans la suite 7 désigne un nombre complexe non réel. On peut si 'on veut
considérer que 7 = 7, les calculs en sont facilités sans réelle perte de généralité.

On note 0 = 01 + 72, les calculs précédents montrent qu’alors 0* =
—01 — Ty. Pour construire un opérateur autoadjoint, on se place dans l’espace

. . . . 0 01+ T

hilbertien H & H. L’opérateur D = —1 5, + 76, 0
H & H, autoadjoint et de domaine Ay & Ay.

) est non borné sur

On considére la représentation p : Ag — L(H S H),a — 8 2
Si (z,y) € dom(D), on note simplement a.(x,y) pour p(a)(x,y). On vérifie

)
que a.(Ap ® Ap) C dom(D) et que [D, a] est borné sur dom(D), ceci pour tout
a € .A@.

On a D? = <|51 + 70| 0

0 |51 _|_7_52|2)7 ou |51 + 7-52‘2 = (5% + 2Re(7')(51(52 +

|7|203. Pour tout r, s € Z, |61 + 70> (u"v*) = |r+7s|?u"v?, la famille (u"v*), sez
étant une base hilbertienne de H, il s’en suit que
Spectre(|d; + 709]) = {|r + 7s|?, r,s € Z}.
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On a Spectre(D? + 1)~ = {m, r,s € Z}, ainsi (D* +1)7! est un
opérateur compact sur H et donc aussi (D £4)~ %

Définition 8.4. Le triplet T = (Ag, H & H, D) est le triplet spectral du tore
non commutatif.

On note A} = D? et A = D? + K, ou K est la projection orthogonale sur
vect(1).
On a une formule explicite de la fonction zeta associée a A. Pour z € C,

. <1
Trace(Al ) =1 + Z m,

ol Z;S indique que 'on somme sur les couples différents de (0, 0).
La série d’Eisenstein G (1) = >

sous certaines conditions si kK = 1. On prouve que la série )

/

s W converge absolument si k > 1 et
! 1

de facon logarithmique si £ = 1, on en déduit le lemme suivant.

diverge

Lemme 8.4. Le triplet T = (Ag,H ® H, D) du tore non commutatif est de
dimension métrique 2.

8.4 Algébre d’opérateurs différentiels généralisés du T.N.C

On considére Palgebre associative D = Ay[dy, do], filtrée par le degreé.
Pour tout ¢ € N,

Dl = Z ak,léféé]a(kyl) cZ . (82)

(k,1)EN? k+I<q
Lemme 8.5. On pose
P =C[o,02] , C=[Ag, Ag][01,09).
Si 0 est diophantien on a :
D=P+C.

Pour tout ¢ € N on note P? =P N DY respectivement C? = C N D1.

Lemme 8.6. Pour tout X € P, tout Y € D¥ on a :
[X,Y] € Dixtar—1, (8.3)

Démonstration. Comme [.,Y] est une dérivation, il suffit de le vérifier pour
X =01 et X = 09. Par linéarité, il suffit de le vérifier pour les monoémes de la
forme Y = aéfég_k, ota€ Ay, g€ Net k e]0,q], on aalors gx + gy = 1+q.
01, ad%68 "] = 6, (adtoi™ ) — adttioy ™
= 01(a)0k 68" 4+ adt 1o — aottied"

= & (a)okoy " € poxtar?
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De maniére similaire on a :
[52’a5k(5q k] (5(a(5k(5q k)—a5k(5q k+1
= 05(a)0F 6T 4 abod M — qohtisdh
= 0y(a)0k6TF e paxFar-l

]

On établit maintenant que A est un Laplacien généralisé au sens de la
définition (7.1).
Lemme 8.7. On a

1. Pour tout X € DI, [A, X] € D1,

2. Pour tout tout X € DX, il existe € > 0 tel que

Va €Ay, A% a] + [la]l > el Xal

Démonstration. 1. C’est une conséquence du Lemme (B.6)).

2. On effectue la preuve dans le cas particulier 7 = ¢. Grace a 'inégalité tri-
angulaire, il suffit de I’établir pour X = b(S’f(Sg_k avecb € Ap,q e Net k €
[0, ¢]. Comme la norme est sous multiplicative on peut se limiter & X =
oF617F . Soit a = 3 apu vt € Ag, on a Xa = ()73 apr*s9Fu" v et par
suite || Xa||? = 3 ||a,s||?>r?*s2@=%). D’autre part HA%aHZ S lars|| (r +

s?)4. Comme 0 < k < q,ona(r + %) > 7?2~k On en déduit
IIA%LII > [ Xall
]

LN P Lo . o q k j ck—j
De maniére générale, on vérifie que si X = 375 (35 bx ;0105 7) est un
opérateur non nul, en posant

on a l'inégalité ||AZal| + ||a| > ]| Xal.

T ks

8.5 Suite de réduction

On définit deux opérateurs d’ordre 1 :

o ) ol )

On définit deux opérateurs d’ordre O :

@ = (O u* ) Q2= (0 v* )
Lemme 8.8. Pour tout (i,7) € {1,2}?, on a [P, Q;] = &’ Id.

Démonstration.
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Deux petits calculs ménent & [07, u] = —u + 2iud; et [§3,v] = —v + 2ivd,.

163, u],u*] = (—u + 2iuby)u* — u*(—u + 2iud;)
= —Id + 2iu(—iu* + u8y) + Id — 26,
= 21d.

(163, v],v*] = (—v + 2ivd; )v* — v*(—v + 2ivd;)

= 21d.
On en déduit [Py, Q1] = [P, Q2] = Id. Comme v* commute avec d; et u on
a[Pl,QQ] :0, et de méme [Pg,Ql] = 0. U]

Avant de donner une suite de réduction on établit un lemme.

Lemme 8.9.
1. Pour tout opérateur X € P9X, on a :

[(X,Qi] € P~ et [X,P) € Pix.

2. Pour tout opérateur X € PIX, on a :

2
D X, QP =qxX +R, ot ReP™"

=1

Démonstration. 1. C’est une conséquence du Lemme
2. Par linéarité, il suffit de le vérifier pour X = 6%67" avec ¢ € N et
k € [0,q].

[65097F w*)[62, 1] = (68687 u — w6607 (—u + 2iué,)
= =165 " + (=i +61)* 08" + 2007165 — (=i 4 61) 6165 7)
= 2k6%64" + R, ou Ry e P

Un calcul analogue meéne a

[05627% v*][02, 0] = 2(q — k)oF6S ™" + Ry on R, € P71

Par suite
2

Y [X.Qi|P;=¢X +R, ouRe P’
=1

]

La suite de réduction de Higson proposée ci-aprés n’est effective que pour
les opérateurs de P, c’est a dire pour une sous-algébre filtrée stricte de D. On
verra dans la section suivante que ceci n’est pas un écueil pour conclure sur le

prolongement méromorphe.
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A tout couple (a, b) tel que a € C? et b € C?, on associe les deux opérateurs :

Hu:|D — D
T — Z Qi PT) + 0[P, QT (84
Gab — D
— Zaz A le +b'LQz[PmT] (85)

Pour construire la suite de réduction, on pose a = (1,1) et b = (0,0), ce qui
donne :

Hop:|D — D 56)
T — [T, + [T, Q] .
Ga,b \D — D (8 7)
T — PR[T,Q+ P[T, Q] '
Proposition 8.10. Soit a = (1,1), b = (0,0). Pour tout s € N, on pose
T, =H,,— (s +2)Id. (8.8)

La suite (Ty) est une suite de réduction de Higson pour les opérateurs de P.

Démonstration. Soit X € P9¥. Le cas particulier ot ¢gx = 0 donne Tp(X) =0
car T commute avec chaque @;, et on peut décider que P_; = {0} pour conser-
ver la conclusion. Supposons que gx > 1. Le deuxiéme point du Lemme
donne G,4(X) = gxX + R ot R € P~ et d’aprés le Lemme
Hop(X) = (gx +2) + R. o

8.6 Prolongement méromorphe pour le T.N.C

Comme on posséde une suite de réduction partielle, on précise ce qu’il ad-
vient pour un opérateur du type XA~*! ou X € C.

Lemme 8.11. Soit (q,1) € Z2. Soit un opérateur de T € CI2, il peut s’écrire
comme une somme finie T =37 [a;, b;]X; ot X; € P Pour tout z € C
On a
TA* = Z[anjA—z—l7 b]] + R,
J
ot (R,).ec est une famille holomorphe de type q — 1.

Démonstration. Par linéarité, il suffit de le prouver pour T' = [a, b| X, ot a,b €
Ag et X € P2 Les familles (aX[A7*7Lb]).ec et (a[X,b]A™*7Y) ¢ sont
deux familles holomorphes de type ¢ — 1. On a
[a, D) XA = [aX AL b — a[ XA 0]
= [aXAT b — aX[ATF b — a[ X, D)ATF!
= [aXA b + R,

avec (R, ).ec famille holomorphe de type g — 1 O
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Voici maintenant le théoréme de prolongement méromorphe relatif au tore.

Théoréme 8.12. Soit T = (Ag, HBH, D) un tore non commutatif associé a
un réel diophantien 0. Soit ¢ € N. Pour tout opérateur X € DI, lapplication

. C 2+4q C
ot |Gz — (8.9)

z — Trace(XA?)

est holomorphe et se prolonge de fagon méromorphe au plan C tout entier.
Les poles de ce prolongement sont simples et

-2 - l
Poles(¢x.a) C { 5 75 5\[ € N} : (8.10)
Démonstration. Soit X € D9. La dimension métrique de 7T est égale & 2, (x a
est donc holomorphe sur le demi-plan C__2+4. Posons X = U+V avec U € P?

et V € C4. Pour tout z € C, on a H22+q(UA§) = (22+q)UA*+ Hol(q—1) grace
a la suite de réduction, et donc Ho,o(UA®) + (22 + q)VA® = (22 + ¢) X A* +
Hol(q — 1). D’aprés le Lemme modulo une famille holomorphe de type
qg— 1, 0on a (22 + ¢)VA?® qui est une combinaison linéaire de commutateurs
dont les traces sont nulles (Lemme . La suite de la preuve est identique a
celle du Théoréme 3.3 O
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Quatriéme partie
Triplets spectraux associés a des groupes
de Lie nilpotents

L’objectif dans cette partie est de construire des triplets spectraux associés
a des algébres de Lie nilpotentes. Dans la suite, on désigne par G un groupe
de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe de dimension n. On note g
son algébre de Lie associée et g* 'espace dual de g. On rappelle qu’on dispose
d’une fonction exponentielle exp : g — G qui est un difféeomorphisme, on note
log : G — g sa bijection réciproque.

9 Représentations des groupes de Lie nilpotents

Dans les trois sous-sections suivantes, on rappelle les notions de base sur les
représentations des algebres de Lie nilpotentes. Notamment, sur la méthode
des orbites de Kirillov.

9.1 Représentations adjointes et coadjointes d’un groupe de Lie

Soit z € G. L’application int(z) : y + zyxr~! désigne 'automorphisme
intérieur de G associé a x. Sa différentielle en I'unité de G, notée Ad(x), est
un automorphisme de l'algébre de Lie g,

d
Vee G,VX € g Ad(x)X = E(x exp(tX)z ") i=o-

L’application Ad : z — Ad(x) est un morphisme de groupe de Lie de G dans
le groupe linéaire GL(g), qu’on appelle la représentation adjointe du groupe
G. On a la formule :

Vo € G,VY € g,exp(Ad(z)Y) = zexp(Y)z™?,
illustrée par le diagramme commutatif suivant :

int(z)

G—G

expT expT
Ad(x)

g—9

On note ad : g — gl(g) la différentielle en 'unité de G du morphisme Ad. Le
morphisme d’algébres de Lie ad s’appelle la représentation adjointe de 1’algébre
de Lie g. On a la formule :

V(X,Y)eg® adX)(Y)=[X,Y],

et aussi l'identité
VX € g, Ad(exp(X)) = exp(ad(X)),
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traduite par ce diagramme commutatif :

G —4 GL(g)

exp exp T

g—% gl(g)

ou gl(g) désigne 1'algébre de Lie du groupe de Lie GL(g).
On obtient donc

1 n
Ad(exp(X)) = explad(x) = 3~ (ad(X)"
n>0
Pour chaque = appartenant & G, on désigne par Ad*(z) : g* +— g* 'applica-
tion linéaire transposée de Ad(x') : g — g. Par définition on a

Vfecg, Ve €G, VY €g, < Ad*(2)f,Y >=< f, Ad(z"")Y >

L’application Ad* : G — GL(g*) est un morphisme du groupe de Lie G
dans le groupe de Lie GL(g*), on 'appelle la représentation coadjointe de G.
Il s’agit de la représentation contragrédiente de la représentation adjointe de

G.
Soit ad* la différentielle du morphisme Ad*. On a par définition

d
Vieg, VIX,Y)eg? <ad (X)f,Y >= 7 < Ad (e™)f,Y >0 -

Le morphisme d’algébres de Lie ad* : g — gl(g*) s’appelle la représentation
coadjointe de g. On a I'expression plus explicite de ad* suivante :

Ve g, V(X,Y) €@ <ad (X)f.Y >=< [,[V,X] >=< f,—ad(X)(Y) > .
9.2 Meéthode des orbites de Kirillov

CI)f G — g*

r — Ad"(x)f’
s’appelle l'orbite de f sous I'action coadjointe de G. On associe de maniére
canonique & f une forme bilinéaire notée By, définie par

Soit f € g*. L’image de ’application notée (2,

By:] gxg — R
(X,)Y) — < f[X,)Y]>"

Cette forme bilinéaire est alternée et elle est toujours dégénérée dans le
cas nilpotent. On considére h une polarisation en f, c’est a dire une sous-
algébre de g qui est un espace totalement isotrope maximal pour la forme
bilinéaire alternée By. L’existence d’une polarisation en f est assurée mais pas
I'unicité, la notion de polarisation canonique associée a f n’existe pas. On peut
associer a cette polarisation b, le sous-groupe H fermé connexe de G défini par
H = exp(h). On définit sur H, le caractére x; par la formule :

VX €bh, xplexp(X)) = e <%=
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On note m(f,h) la représentation induite de G par le caractére yr de H :

= Ind
7T(f, b) HI%G Xfs
c’est une représentation unitaire irréductible du groupe G.
On rappelle la construction de cette représentation induite. On pose K(G, x )
I’ensemble des fonctions ® : G — C, continues, & support compact modulo H,
qui vérifient I'identité suivante :

Vo € G, Yh € H, ®(xh) = x;(h) '®(z). (9.1)

Cette condition permet de munir naturellement /C(G, x¢) d’une structure
d’espace préhilbertien réel. On compléte (G, x¢) en un espace de Hilbert H..
On définit ensuite 7(f,b) par :

Vo € G, V0 € K(G, x;¢), Yy € G, w(f,h)(z)®(y) = d(z'y). (9.2)

On montre que si by et hy sont deux polarisations en f, alors 7(f,b1) et
7(f,h2) sont des représentations unitairement équivalentes, voir par exemple
[15, Lemme 5.1] ou 2] section 5.6.h]. On notera dans la suite simplement 7(f)
un représentant de cette classe d’équivalence.

On note G T'ensemble (quotient modulo la relation d’équivalence des re-
présentations unitaires) des représentations unitaires irréductibles de G. La
méthode des orbites de Kirillov, voir Particle initial [15] établit que I'applica-
T|lg" — G

[
(f1, f2) € (g%)?, onan(f1) = 7(f2) si et seulement si f; et f, sont dans la méme
orbite pour I'action coadjointe de GG. On obtient ainsi une bijection entre ’en-
semble des orbites de la représentation coadjointe de G et é, illustrée par le
diagramme commutatif ci-dessous.

tion est une surjection, et que de plus, pour un couple

* ™ A
*>G

7

G

9.3 Représentation dérivée de 1’algébre enveloppante U(g)

Dans toute la suite 7w désigne une représentation unitaire irréductible du
groupe GG. Un vecteur v € H, est dit différentiable pour la représentation 7 si
fo:lG — Hi

r — w(zr)v
que le coefficient C»" défini par CY"(z) =< w(z)v,w > est différentiable
pour tout w € H,. De la méme maniére pour k£ € N, on dira que le vecteur
v € H, est de classe C* (resp. C*) si I'application f, est de classe C* (resp.
C>). On montre que espace H2 des vecteurs C* pour la représentation 7 est
dense dans H,. Pour une synthése assez compléte sur la notion de vecteurs C*
d’une représentation d’un groupe de Lie G, on peut regarder [5, Appendice A|.

I’application vectorielle est différentiable, c’est a dire
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L’application 7 : G — L(H°) est fortement différentiable. Sa différentielle
dm s’appelle représentation dérivée de 7. Il est aisé de vérifier que X +— dr(X)
est une représentation de l'algébre de Lie g dans H,, c’est a dire que pour
tout (X,Y) € g? et tout (a,b) € R? on a dr(aX + bY) = adr(X) + bdn(Y)
et dn([X,Y]) = dn(X)dn(Y) — dn(Y)dnw(X). Les représentations 7 et dm sont
liées par la formule 7(exp(X)) = exp(dn (X)), traduite par le diagramme com-

mutatif suivant G —>U(H,) .
exp expT

0" L(Hx)

La représentation dm s’étend de maniére naturelle en une représentation,
encore notée dm, de l'algébre (associative) enveloppante U(g) dans 1'algébre
(associative) des opérateurs linéaires sur H,. Le noyau de cette représentation
Ker(dm) est un idéal bilatére de I'algébre U(g).

On propose dans la suite une réalisation concréte de dmw. On suppose que
la représentation m est associée a la forme linéaire f € g* et & la polarisation
b, ce que l'on note m = «(f,h), par la méthode de Kirillov. On note comme
précédemment, H = exp(h) le sous-groupe de G associé a b.

Le noyau de la représentation, Ker(dr(f, h)), est alors un idéal indépendant
du choix de la polarisation b en f voir [8 prop 6.1.4 et 6.1.5]. Dans la suite du
mémoire on notera I(f) I'idéal Ker(dn(f,h)).

On pose m = dim(h) et k& = codim(h). On peut démontrer que k =
1 dim(Qy) (dim(€2;) dimension de Porbite en tant que variété). On considére
une base de Malcev faible B = (X1,..., Xpm, Xpng1, ..., Xpn) de g a travers b,
c’est a dire une base g telle que (X1,...,X,,) est une base de b et pour tout
entier ¢ € [1,m], 'espace vectoriel engendré par la famille (X7, ..., X;) est une
sous algébre de g. Ici n —m = k, Papplication

v RF — @G
t=(t1,...,tx) = exp(tiXms1).. exp(tpXy)

composée avec la projection canonique p : G — G/H est un diffeomorphisme
qui transporte la mesure de Lebesgue de R* en une mesure G-invariante sur
’espace homogéne G/H voir [5, Théoréme 1.2.12]. L’application

0:|RFxH — G
(t,h) — ~(t)h

est un homémorphisme, qui permet de définir une isométrie naturelle J :
L*(R*) — H, en posant < J(f),v(t).h >= x;(h)f(t) pour tout h € H et
tout ¢t € R¥. Il est maintenant possible grace a J de transporter I'action de
G sur H, vers L*(RF). De cette maniére on obtient une représentation de G
équivalente a m. On notera encore 7 cette représentation, et dans toute la suite
on identifiera espace de la représentation H, avec L?(R*). On peut montrer
que 'espace H>° des vecteurs C* de la représentation est l'espace des fonc-
tions de Schwartz S(R¥), voir [5, section 4.1, Appendice A.1|. Chaque élément
X € g, se représente par un opérateur différentiel linéaire d’ordre 0 ou 1 et
a coefficient polynomial (polynomial en les coordonnées de X dans la base
B). On note P(RF), espace des opérateurs différentiels linéaires a coefficients
polynomiaux sur L*(R*) de domaine S(R¥). Le théoréme de surjection de Ki-
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rillov énonce que la représentation dérivée dm est une surjection de 1’algébre
enveloppante U(g) sur P(R*), voir [I5, Théoréme 7.1].

Dans la suite du mémoire, notre attention se portera notamment sur un opé-
rateur particulier, le laplacien de Goodman. On appelle laplacien algébrique,
I’élément, de I’algébre enveloppante défini par Ag = — X7 —--- — X2, Le lapla-
cien de Goodman est l'opérateur différentiel A = dn(Ag). Dans des cas par-
ticuliers simples, on peut retrouver les opérateurs de Schrodinger harmonique
(algebre de Heisenberg) ou quartique (Filiforme de dimension 4). De maniére
générale, cet opérateur est positif, a résolvante compacte mais pas nécessai-
rement hypoelliptique. On montrera que la fonction zéta spectrale complexe
z — Trace(A?) est holomorphe sur un demi-plan a gauche. Pour une certaine
classe d’algébres de Lie on prouvera, en utilisant la méthode de Higson géné-
ralisée, qu’elle admet un prolongement méromorphe au plan complexe C tout
entier.

10 Calcul symbolique sur les groupes de Lie nilpotents

10.1 Symboles

On munit g* d’une structure euclidienne. On définit

Ve gt AE) = I+ [E]% (10.1)

D’une maniére générale, un symbole est une application de classe C* défini

sur g* avec un controle de la croissance a 'infini de toutes les dérivées. Pour

un multi-indice a = (ay, . .., «,) d’entiers naturels, on note |a| = a3+ -+,
olel

oeT aen

Définition 10.1. Soit m € R, l’ensemble S™(g*) des symboles de poids m est

défini par :

S™(g") = {p € C¥(g") | Ya € N",3C, > 0,¥€ € g*, |Dp(€)| < OaAm—a(' (5>})-
10.2

L’ensemble S™(g*) est indépendant du choix de la structure euclidienne de

g.

Définition 10.2. L’ensemble S(g*) des symboles de Schwartz est composé des
symboles qui sont de poids m pour tout m € R, on a

S(g) = () ™). (10.3)

meR

sa longueur et D* 'opérateur différentiel

10.2 Quantification de Weyl

La quantification de Weyl permet d’associer a tout symbole de Schwartz p
un opérateur p"V'™ sur H,. Plus précisément, p¥"" est I'opérateur de domaine
Ho° défini par :

Vu € HE, pV'u = /flp(x)w(empx)udm. (10.4)
g
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Il est possible d’étendre cette quantification a la classe des symboles de poids m,
voir [I7]. On peut préciser en fonction du symbole et de son poids des propriétés
de 'opérateur p"¥"™. On trouve [17, Proposition I1.1.1], la proposition suivante.

Proposition 10.1. Soit p € S(g*). L opérateur p"'™ se prolonge en un opé-
rateur borné de H, dans H,. De plus Uopérateur pV'™ est régularisant, c’est a
dire que si u € Hy, alors pV'™u € H®.

On a aussi [17, Proposition II1.1.6]

Proposition 10.2. Pour tout symbole p appartenant & S™(g*), les opérateurs
de symboles conjugués p"V'™ et pV'™ sont formellement adjoints 'un de l'autre.

On en déduit aisément le corollaire suivant.

Corollaire 10.3. Si p est un symbole & valeurs réelles, 'opérateur pV'™ est
formellement autoadjoint.

10.3 Produit de symboles

Etant donné p € S(g*) on a p"'™ = [(F~'polog)m(g)dg soit aussi p"'™ =
7(p) ou p = Flpolog. Si (p,q) € S(g*)? on a la formule de composition
pV ™o gW' = w(p* q) (voir [T, page 12|, * désigne le produit de convolution).
On pose alors

p#q=F(p*xq) oexp. (10.5)
On vérifie que p#q € S(g*), et par définition on a la formule de composition
(p#q)"™"™ = p""" o g™, (10.6)

Le produit # s’étend pour des symboles & poids mq,my € R en # : S™(g*) X
S™2(g*) — S™tm2(g*) voir [17, Théoréme 1.3.2].

D’aprés [I7, Proposition I1.1.5], cette opération # correspond a la compo-
sition des opérateurs.

Proposition 10.4. Soit (m1,my) € R%. Pour p € 8™ (g*) et ¢ € S™(g*) on
a:
Vue HP, (p#q)"""u= (p""" 0" )u. (10.7)

10.4 Calcul pseudo-différentiel

On définit une notion de symbole hypoelliptique et elliptique.

Définition 10.3. Soit (m,my) € R%. On désigne par HS™™ ['ensemble des
symboles a € C*(g*) tels qu’il existe deux constantes positives Cy et Cy et un
réel positif R tels que pour tout £ € g* :

(gl = R) = (CL1A(§)™ < [a(€)| < CoA(E)™),

et
Va € N*,3C, > 0,|D%(&)| < Cula(&)|A(E)71o

Un tel symbole est dit hypoelliptique. Un symbole appartenant ¢ HS™™ est dit
elliptique.
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Les propositions suivantes précisent en fonction des propriétés du symbole
p celles de opérateur p""". Les définitions ci-dessus, ainsi que I’ensemble des
propositions qui suivent se trouvent dans ([17], partie II).

Proposition 10.5. Sip est un symbole de poids 0 (c’est a dire sip € S°(g*)),
Uopérateur p™''™ se prolonge en un opérateur borné de H, dans H..

Proposition 10.6. Si p est un symbole hypoelliptique réel, opérateur p'V'™
de domaine H;° est essentiellement autoadjoint .

Proposition 10.7. Sip € S™(g*) avec m < 0, alors pV'™ est un opérateur
compact sur H,.

Proposition 10.8. Sip € HS™™ quvec mg > 0, et si p est a valeurs réelles,
alors lopérateur (non borné) p™"'™ a un spectre discret réel, qui se confond avec
Uensemble de ses valeurs propres (\;)jen, et on a 'liin |\;| = +o0.

Jj—+oo

10.5 Espaces de Sobolev-Goodman

On considére (X, ..., X, ) une base de l'algébre de Lie g. Les symboles qui

interviennent dans la suite sont exprimés dans la base duale de (X1,...,X,).
On définit dans U(g) un laplacien algébrique en posant :
AGZ—Xf—"'—X;f—"'—Xs-
Auquel on associe, I'opérateur :
Ay =dr(1+4 Ag). (10.8)
Par la quantification de Weyl on a :
Ay =6"" avec §=1+E&+ -+ € (10.9)

L’opérateur 1+ Ag est elliptique et positif sur le groupe G. E.Nelson ([23])
a démontré que Ay = dn(1 + Ag) est essentiellement auto-adjoint et positif.
De plus,G étant nilpotent et m une représentation unitaire irréductible de G,
Popérateur A; est a résolvante compacte, cela vient du fait que toute représen-
tation unitaire irréductible d’un groupe de Lie nilpotent est fortement tragable
(voir proposition infra). Le spectre de A; est discret, il se confond avec
'ensemble de ses valeurs propres (\;)jeny et onal < Ay < --- < X\, — +00.
On peut associer a 'opérateur A; la chaine (HS(AI))SQR d’espaces de Sobolev
généralisés au sens de la Définition . Historiquement ces espaces de Sobolev
ont été introduits et étudiés par R.Goodman dans I’article [11]. Dans la suite
pour tout s € R, H*(A;) sera appelé espace de Sobolev-Goodman. On a |20,
Lemme I1.2.2|, le lemme suivant.

Lemme 10.9. Pour tout symbole p de poids 0 et tout réel s lopérateur p''™
est continu de H°(Ay) dans H*(Ay).

On note
H®(Ar) = [\ H(Ay). (10.10)
seR
On peut préciser qui est 'espace H>°(A;) voir |11, Théoréme 1.1].

Lemme 10.10. On a H>®(A;) = H°.
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11 Construction des triplets spectraux

11.1 Algébre du triplet

Lemme 11.1. Soit (Ag,+,#) = (S°(g*), +, #), munie de addition et du
produil # des symboles. Il s’agit d’une algebre unitaire. Elle devient une algébre
unitaire tvolutive si ['on considére la conjugaison des symboles.

Démonstration. Les lois + et # sont internes sur S°(g*) (pour # c’est une
conséquence de la Proposition [10.4). On vérifie que (Ag, +, #) est une algébre
grace aux propriétés combinées du produit de convolution (associativité, dis-
tributivité) et de la transformée de Fourier. Le symbole égal a 1 est I'unité.
Le fait que p+Ag =P+ Ag et p = p pour A € C et p,q € S°(g*) est évident.
Il reste & vérifier que pour tout p,q € S°(g*) on a p#q = G#p. Pour tout
(X,Y) € g% on pose X.Y = log(exp X expY’). On trouve dans [I7] (preuve du
point b) de la Proposition 1.2.1) la formule

VE € g%, piq(€) = / Fop(X)F (V) Y axay.  (11.1)

gxg

D’ou

VE € gt p#q(€) = / F1p(X)F (V)XY 0dxdy. (11.2)
gxg

Or pour tout Z € g, F~p(Z) = F'p(—Z), on a donc
Ve € g%, pH#q(€) = / / F (= X)Fg(—Y)e!XY0dxdy. (11.3)
%9

On effectue le changement de variable X’ = —X et Y’ = —Y, on obtient

Ve € g%, p#q(§) = / Fp(XNFg(y)e XD C0qxdy’. (11.4)

gxg

On vérifie par la formule de Baker-Campbell-Hausdorff que (—X’).(=Y") =
—-Y".X". Alors

VE € g*, pTE(E) = / / FIp(X)F1g(Y)e {09 4X1 a0y = g4p(€).
gxg

(11.5)
O
On consideére la quantification de Weyl
. 0 %

p — plp):=p"™ "

Par la Proposition il s’agit d’une représentation de S°(g*) dans B(H.).
Lemme 11.2. On a

1. P(A(;) - B(HW) ’
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2. p(.A(;).%OO C H™.

Démonstration. 1. Voir Proposition [10.5}

2. Si p est un symbole de poids nul, alors pour tout s € R, p(p) = p¥'™ :
H* (A1) = H*(A1) est un opérateur borné. En particulier p(p)(H>(A;)) C
H>°(Aq). On verra plus loin que H*>® = H>(A).

O

11.2 Opérateur de Dirac

L’opérateur D = /A, a pour symbole o = v/§ + ¢ qui appartient a HS?
et ou € € SY(g*). Il s’agit d’un opérateur non borné, positif et essentiellement
autoadjoint.

Lemme 11.3. On a
1. pour tout A € C\ R, la résolvante (D — \)~! est un opérateur compact ;
2. pour tout p € Ag, (D, p(p)] € B(H,).

Démonstration. 1. Un symbole de Weyl de (D — \) est elliptique de poids

1. Un symbole de I'opérateur (D — X)~! est donc un élément de S~'(g*),
ce qui par la Proposition [10.7] prouve sa compaciteé.

2. On a [D, p(p)] qui admet pour symbole de Weyl ¢ = (V0 + )#p —

p#(VO + ) = Vo#p — p#V0 + etp — p#e, qui est de poids nul . On
conclut avec la Proposition [10.5]

m
11.3 Triplet spectral 7,
Résumons les résultats obtenus. On dispose
1. d’'une pré—C™ algébre unitaire Ag ;
2. d’une représentation pi|As — BVEZ-T[H de A sur 'espace de Hilbert

p — p"
Hr s
3. d’ un opérateur autoadjoint D non borné sur H,. Avec les propriétés que
(a) pour tout A € C\R, la résolvante (D—\)~! est un opérateur compact ;
(b) pour tout a € A, [D, p(a)] € B(H).
Ce qui permet d’énoncer la proposition qui suit.
Proposition 11.4. Le triplet T¢. = (Ag, Hr, D) est un triplet spectral im-

pair.

Le triplet est impair car 'opérateur de Dirac est positif. Ce triplet n’est pas
commutatif car le produit # des symboles n’est pas commutatif dans S°(g*).
Pour ce triplet spectral on a

H® = HZ(A) = H®. (11.7)

La premiére égalité est triviale puisque Dom(D?*") C Dom(A") pour tout entier
n. La deuxiéme égalité fait ’objet du Lemme ((10.10)).
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11.4 Régularité et sommabilité du triplet spectral 7 .

On note D(7¢ ) I'algébre associée a ce triplet spectral, voir (5.1)). La Pro-
position [I1, Proposition 2.1| énonce que le triplet 7 . vérifie I'inégalité de
Garding généralisée.

Lemme 11.5. Pour tout g € N, et tout X € DIU(Tg..), il existe e > 0 tel que :
Vo e H®, [[D%] + ||v]| = ]| X

Par le Lemme [11.2] on a la condition p(Ag). H>™ C H*> qui est vérifiée. La
caractérisation (Théoréme de la régularité pour un triplet spectral permet
d’énoncer :

Proposition 11.6. Le triplet spectral T = (Ag, Hx, D) est régulier.

D’aprés la Proposition (D(TG.x), A1,2) est une algébre d’opérateurs
différentiels généralisés.

Définition 11.1. Une représentation unitaire irréductible m de G est dite for-
tement tragable s’il existe un élément u € U(g) tel que dm(u) soit inversible
sur H® et d’inverse a trace.

Il existe une caractérisation des représentations fortement tracables, voir
[19, Proposition I.1], donnée ci-dessous.

Proposition 11.7. Soit m une représentation unitaire d’un groupe de Lie GG.
Les deux conditions sutvantes sont équivalentes :
1. 7 est fortement tracable ;
2. 4l existe un entier sg tel que pour tout entier s > sy l'opérateur A7° =
dr(1+ Ag)~° est a trace.

D’autre part une conséquence de la formule des caractéres de Kirillov est la
proposition suivante, on en trouvera dans [19, Proposition IV.1| une démons-
tration dans le cadre des groupes de Lie résolubles, qui généralise celui des
groupes de Lie nilpotents.

Proposition 11.8. Toute représentation m unitaire et irréductible d’un groupe
de Lie nilpotent est fortement tracable.

Comme conséquence des deux propositions précédentes on obtient une nou-
velle propriété du triplet spectral Tg - :

Proposition 11.9. Le triplet spectral Te . = (Ag, Hr, D) est finiment som-
mable.

En conclusion, on peut énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 11.10. Le triplet spectral T, = (A, Hr, D) est un triplet spectral
compact impair, régulier et finiment sommable.
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11.5 Triplets spectraux non compacts

Pour tout s < 0, on note S<*(g*) I'espace des symboles de poids strictement,
inférieurs a s. pour tout s < 0, d’aprés la Proposition [I0.4 on peut dire que
S<%(g*) est stable pour le produit # et qu’il s’agit d’un idéal de S<°(g*). Du
point vue structurel, on peut énoncer le lemme suivant :

Lemme 11.11. Pour tout s < 0, (Asq,+,#) = (S<°(g*), +, #), munie de
laddition, du produit # et de la conjugaison des symboles est une algeébre non
unitaire.

L’espace H, est de dimension infinie. Par la Proposition , tout symbole
de S<%(g*) se représente en un opérateur compact, donc différent de I'identité.
Ceci prouve le caractére non unitaire de (Asq, +,#) = (S<(g*), +, #). On
montre alors, de la méme maniére que dans la section précédente que :

Théoréme 11.12. Pour tout s < 0, Le triplet T; = (Asq, Hx, D) est un
triplet spectral non compact, impair, régulier, finiment sommable.

Cinquiéme partie
Prolongement méromorphe pour une
classe d’algébres de Lie

Soit G un groupe de Lie réel, nilpotent, connexe et simplement connexe
de dimension n € N*. On note g 'algébre de Lie associée & G, (Xi,...,X,)
une base de g et U(g) 'algébre enveloppante de g. Soit 7 une représentation
unitaire et irréductible du groupe G. Cette représentation peut-étre obtenue
via la méthode de Dixmier-Kirillov par le choix d’'une forme linéaire f € g* et
d’une polarisation h associée a f. On note dr la représentation de g dérivée de
7. Cette représentation s’étend de maniére naturelle en une représentation de
I’algébre enveloppante U(g), on notera encore dr ce prolongement. Si h est de
dimension k, on peut identifier 'espace de la représentation H, avec l’espace
de Hilbert L*(R*) voir Le théoréme de surjection de Kirillov affirme que dr
réalise une surjection de I’algébre enveloppante U(g) sur 1'algébre des opéra-
teurs différentiels linéaires a coefficients polynomiaux de domaine I’espace des
fonctions de Schwartz S(RF). Le noyau de dr noté I(f) est un idéal bilatére
de U(g). .

Soit X € U(g), on note X = dn(X). Soit Ag = —X7 —---— X2 et Ay =
dm(1+ Ag) le laplacien de Goodman. On définit la fonction zéta spectrale

CX7A1 . (C<d — (C _
z > Trace(XA?)

D’aprés les Propositions et cette fonction est définie et holo-
morphe sur un demi-plan & gauche délimité par un certain réel d. Les ques-
tions de l'existence d’un prolongement méromorphe & C et par incidence de
la connaissance du spectre des dimensions et de sa muliplicité pour le triplet
spectral TGJr se posent.

(11.8)
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12 Calcul pratique de la représentation de U(g)

Soit G un groupe de Lie réel nilpotent et simplement connexe d’algébre de
Lie associée g. L’objectif est de se munir d’un algorithme de calcul pratique et
efficace pour déterminer la repésentation dw de g dérivée d’une représentation
de Kirillov m du groupe G.

Soit f € g* et ) I'orbite coadjointe qui lui correspond. On considére f une
polarisation pour f et on note H = exp(h) le sous groupe de G qui lui est
associé.

On note (Xi,..., X ) une base coexponentielle d’'un supplémentaire de b,
et 'on compléte cette base en une base (Xi,..., Xy, Xg11,...,X,) de g.

Soit 7 la représentation irréductible de G obtenue par la méthode de Kirillov
et associée a f et h. On note H, 'espace de la représentation.

Soit O : R — @

(t1,...,tq) — exp(t1X7)..... exp(tqg Xy
finit par ©(¢) = 0O est une isométrie H, vers L?(R?) qui permet d’identifier
ces deux espaces, ce que nous ferons dans la suite.

On montre alors que les éléments de la base (Xi,..., Xg, Xgi1,...,X,) se
représentent via la représentation dérivées dm par des opérateurs différentiels a
coefficients polynomiaux agissant sur L2(R?). Plus précisément on trouve dans
[18], Corollaire 1.20 et Proposition 1.21 I'algorithme suivant, trés pratique pour
le calcul de dm.

) L’application © dé-

Proposition 12.1. Soit G un groupe de Lie réel nilpotent et simplement
connerxe d’algebre de Lie associée g.
Soit f € g* et Q) Uorbite coadjointe qui lui correspond.

On considére b une polarisation pour f. Soit (X1, ..., X4) une base coexpo-
nentielle d’un supplémentaire de by, complétée en une base (Xq, ..., Xq, Xar1, - -
de g.

Soit 7 la représentation irréductible de G obtenue par la méthode de Kuirillov
et associée a [ et by et dm la représentation dérivée.

Soit O: R — @
(t1,...,tq) —> exp(t1 .Xy)..... exp(tqgXa)-

On définit de maniere récursive et a reculons une famille de coefficients
(¢j)1<j<a par :

Cd = <f7 Xd):

et pour tout j € [1,d — 1], ¢; = (Ad*O(x).(f + Zzsz@k — ) XP), X;).

Alors :

1. q(z, &) = Ad*O(x).(f + 0_ (& — ) X}) est une paramétrisation de

lorbite €.

2. Vk € [1,n], dn(Xy) = —i(& o ¢)(x, D),

oil & tout monome x*£8 avec (a, ) € (N9)?, correspond l'opérateur diffé-
rentiel (z2¢9)F(x, D) = ilflz20P,

13 Les ensembles O(1) et T'(])

Les notations et les résultats énoncés dans cette section proviennent pour
une large partie de l'article[22]. Soit g une algébre de Lie de base (Xq,..., X,).
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on note S ensemble de monomes S = { X" ... X | (ay,...,a,) € N'}. Le
théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt établit que S est une base sur C de I'espace
vectoriel U(g). Le degré de U = X" ... X% € S est défini par deg(U) =
a1 + -+ + a,. On note par le symbole < la relation d’ordre de degré total sur
S qui est définie par :

Up = XM X0 < XU X = 1,

si et seulement si

[deg(U1) < deg(U2)]

ou
[deg(Uy) = deg(Us) et Jj€[1,n] tel quecy, =5 si i<y, et a; <pfyl.

La relation de degré total sur S est un bon ordre. Soit U € U(g) un élément,
non nul. Il existe une unique décomposition du type :

U:ZciU,-, sEN', ; eC* U, eSetUy >Uy>---> U,

i=1
Ce qui permet de définir T(U) = U; le terme maximal, et cd(U) = ¢ le
coefficient dominant de U. Soit I un idéal de 'algébre enveloppante U(g). On
pose
(1) ={TU) | U e I},
O(I)=8\T().
Ainsi T'(I) est 'ensemble des termes dominants des éléments de l'idéal [

et O(I) est son complémentaire dans S. On définit aussi sur S une relation
d’ordre partiel, notée <, par :

X0 X0 < XPU . XP siet seulement si Vi € [1,n], a; < ;.

Lemme 13.1. Soit I un idéal de U(g). L’ensemble T(I) est une section
finissante pour <. Ce qui signifie que pour chaque V € T(I) et W € S si
V W alors W € T(I).

Démonstration. Soit V = X7 ... X% € T(I) et W = Xfl...Xf" e S. 1
existe U € I tel que T(U) = V. Si V =< W, alors X217 | XB—en c 1f(g).
Comme I est un idéal X'~ . XPr—enl] ¢ [, et T(XP™* .. XPr—onl]) =
W ainsi W e T'(1). O

La proposition suivante correspond au Théoréme [22, Theorem 1.3].
Proposition 13.2. Soit I un idéal de U(g). On a la décomposition
U(g) =1 Vect(O(1)).

Ainsi, pour chaque U € U(g) il existe un et un seul V. = Can(U,I) €
Vect(O(I)) tel que U —V € 1.

64



Démonstration. Si U # 0 est un élément de I N Vect(O(I)) alors T'(U) ap-
partient & T'(1) N O(I), ce qui est absurde, donc I N Vect(O(I)) = {0}. Nous
allons montrer que U(g) = I + Vect(O(I)) a aide d’un algorithme.

Uy=U, &,:=0, Hy:=0, 1:=0.
Tant que U; # 0 faire:
Si T(U;) ¢ T(I) alors
(I)qul = (I)Z', Hi+1 = Hz + lC(UZ)T(UZ>, Ui+1 = UZ — Cd(UZ)T(UZ)
Sinon
Choisir G €1 tel que T(G)=T(U;) et cd(G) =1
(I)i-i-l = (I)z + Cd(UZ)G7 Hz'-l—l = Hi; UZ‘+1 = Uz - Cd(UZ)G
1:=1+4+1
P = q)i, H = HZ .
Pour chaque i, ®; € I, H; € Vect(O(I)) et U; + ®; + H; = f ( ¢’est un
invariant de boucle). D'une boucle & la suivante, on a T(U;y1) < T(U;), et

comme < est un bon ordre, on est assuré que l'algorithme se termine. Ainsi, il
existe ¢ tel que U; =0, et alors &, + H; = f. n

Proposition 13.3. Soit I un idéal de U(g). Si U € U(g) et ® € I alors
T(®+ Can(U,I)) > T(Can(U,I)).

Démonstration. Soit U € U(g). S'il existe ® € [ tel que T(® + Can(U, 1))
T(Can(U,I)) alors cd(®) = —cd(Can(U, 1)) et T(®) = T(Can(U,I)) # 0
T(I)NO(I), ce qui est une contradiction.

Om A

14 Les algébres de Lie g, 1

Soit Y= (’yi)lgign € N"et B = (Bi)lgign € N”. On définit la relation d’ordre

v =< B par v; < f8; pour chaque i € [1,n]. On note |y| =>"" v, 7! = [, 7!
| . . .

etsiy <X [, (B) = B—' Soit ¢ € [[1,n], on pose 0" = (0},)1<k<n, O1 0}, est

v B =7)
le symbole de Kronecker, c’est a dire le n-uplet de composantes nulles, exceptée

la i-éme qui vaut 1. On définit maintenant la classe des algébres de Lie g, 7.
Soit n € N* et @ = (i)1<i<n € (N*)™. Soit p € N* et T = {I;|1 < j < p} une
partition de [[1,n] en p sous-ensembles. Par convention, les sous-ensembles I;
sont rangés dans 'ordre de leur plus petit élément, on a j < j’ si et seulement

si min(I;) < min(Z;/). Pour j € [1,p], on note A’ = {8 € N"|3 < Zai(Si} et

’LEI]'
p
Al = U A7, Talgeébre de Lie g, 7 est définie par :
j=1
Ja,7 = <X17 cee 7Xn7 Yﬁ‘ ﬁ € AI>(C—ev7
avec comime seuls crochets non nuls :
Vie[l,n], VBe AT, (X, Y] =Y""si B > 1.

Quelques exemples :
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1. Pour a = (1) et la partition Z = ({1}), on obtient :
8.y = (X1, Y, v ?), (14.1)

Avec comme crochet non trivial : [X, Y] = Y@ 11 s’agit de Ialgébre
de Heisenberg de dimension 3.

2. Pour « = (1,1,...,1) € N" et la partition Z = ({1},{2},...,{n}), on

obtient :
901 (12 fn)) = (Xiy ey Xy, Y (E00) 7y (0:10) 1y (00.0) 1y (0,00
, (14.2)
Avec comme crochets non triviaux : [X;, V%] = Y0 11 s’agit de
I’algébre de Heisenberg de dimension 2n + 1.
3. Soit ¢ € N*, pour a = (¢) et la partition Z = ({1}), on obtient :
8 = (X1, YO, Yy y©), (14.3)

Avec comme crochets non triviaux : [X1,Y*] = Y* =Y, pour tout k €
[1,q]. Il s’agit de lalgébre de filiforme de dimension g + 2.

4. On associe & a = (1,2) deux algebres de Lie distinctes en fonction du
choix de la partition de [1,2].
Si Z = ({1},{2}), on obtient 'algébre de Lie de dimension 6 :

91.2),({1h{2h = (X1, Xo, y (0 y ©2) [y Oy 0.0), (14.4)

Avec comme crochets non triviaux : [X;, Y1) = Y00 [X, y02)] =
YOl et [X,, VO] = Y00,
Si Z; = ({1,2}), on obtient 'algébre de Lie dimension 8 :

901,2),({1,2}) = <X1a X2a Y(172)7 Y(Ll)) Y(LO)v Y(072)7 ) Y(OJ)? Y(070)7 > (145)

avec comme crochets non triviaux :
[&Jmm:ym”&gﬂw:ymuxﬂmm:ymw%imm:
Y(1=1)7 [X27 Y(lvl)] — Y(LO)’ [X27 Y(072)] — Y(Ovl) et [X27 Y(Ovl)] = Y(0,0).

On prouve aisément que g, 7 est une algeébre de Lie nilpotente. La famille

S=xr X [Jv")% | peN, ggeN
BEAT
est une base U(g, 7). Pour écrire les monomes de cette base, on utilise I’ordre
lexicographique X; < --- < X,, < Y” pour chaquef, les éléments Y étant eux

méme triés avec 'ordre lexicographique naturel des n-uplets 5 de N™. Cette
base est ensuite ordonnée par la relation d’ordre du degré total (13)).

15 Générateurs de l’'idéal I(f)
Soit gaz = (Xi,..., X, Y?| B € AT) une algébre de Lie (L4). On note p la

représentation infinitésimale de g,z associée & la forme linéaire f = (Y(0-0))*
et & la polarisation (Y#| B € AZ) via la méthode des orbites de Kirillov. Soit
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P(R™) lalgébre des opérateurs différentiels linéaires, dont les coefficients sont
des polynomes de R™ et qui agissent sur C2°(R"™) (espace des fonctions de classe
C> sur R" et & support compact). Pour chaque v = (7;)1<i<n € N", on pose
7 = z]"...z)». On peut expliciter la représentation p, sous la forme d’un
morphisme d’algébre de g,z dans P(R") (voir [I4] section 1]) :

(—1)BlzP
o]

. L’algébre isotrope de

Vk € [[Ln]]ap(Xk) = _i \V/B € AI?:O(YB) =1

o (15.1)

(,1)IB\zﬁ

Ici p(Y?) est 'opérateur de multiplication i o

0,7 associée & f est définie par

0z = {X € gazVY € gaz, f([X,Y]) =0}

Lemme 15.1. Soit une algébre de Lie g, 1, alors

Démonstration. Soit X = Y77 a;X; + D g,z bsY P € gil. Pour chaque

je1,n], f(IX,Y¥]) =0 (resp. f([X,X;)) = 0) alors a; = 0 (resp. bs; = 0)

immédiate. [

Le lemme suivant est une application des résultats de l'article [I0, page
304], il nous permet d’obtenir une base de I'idéal I(f).

Nk
Lemme 15.2. Soit une algébre de Lie g, 7. On notel'; = Z %(Y‘Sj)k(ade)k

k>0
n

pour chaque j € [1,n] et par T = HFj. Alors I(f) est lidéal de U(gaz) en-
j=1
gendré par

(YO0 4 TuY?) | g e AT, |8 > 2}

Les opérateurs I'; commutent deux & deux, en effet la formule de Leibniz per-
met d’établir que (Y%)*(adX;)*(Y%) (adX;)! = Yo)*(Y%) (adX;)*(adX;)".
L’ordre des facteurs dans I' est donc sans importance. Nous proposerons dans
le Corollaire [15.4 une autre base de I(f), qui sera plus intéressante pour 'é¢tude

T(1(f)) )
Pour chaque v € o, on pose Y = (i)lf‘V‘H(Y‘Sk)%. Par exemple, si v =
k=1
(2,3) € of, Y7 = Y23 € g, 7, tandis que Y = (YO0 2y O3 € U(g, 7).

Lemme 15.3. Soit une algebre de Lie goz1. Les notations sont celles du

Lemme [15.2
1. Pour chaque 3 € AT et chaque j € [1,n],

6]' -k
; —1)hl
Fj(YB) — Z %(Ya )kyﬁ—ké et F(iY’B) = Z %yjyﬂ—'y'
k=0 v<B '
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our chaque z i — (_;)M v (ye—v_ 1 e
2. Pour chaque 8 € AN\{(0,...,0)}, T(iY?) => N Y, (Y (ﬁ—v)ly" )
1

1
3. Pour chaque f € AT, Y? — —YFP =Y?F y @0 ) 4 YT (iY7).
p! ( ) 2 o (=) &)

Démonstration. 1. Soit f € AZ. Si 0 < k < B alors ad*X,;(Y?) = Y-k
si k> f3; alors ad*X;(Y?) = 0, ce qui prouve la formule (I)). Soit (j,1) €
[1,n]? et k € N, si j # [ alors adX;((Y?')*) = 0. On utilise pour chaque
j € [1,n] la formule précédente, on obtient

Yn i Yn—1 v1 ) ) i
F(ZYB) = Z %,ZY P %(Y(Sn)’yn (Yd’n 1)’yn71 L (Ydl)’ylyﬂ_zizl'ﬁé
(715 72 ..... 'yn)|€|H;l 0,851 n: Yn—1- 1!
- v
v<B

2. Soit B € AT\ {(0,...,0)}. Avec la formule précédente, on a

—1)hl NG
- O (- )5 (5 ()

v<B

et Z el ( ) = 0 et la formule demandée est établie.
Y<B
3. Soit B € AL. On pose Zg, 0 = YO0 — i et Zg = BII(iYP) =
> <p(=1)N (5) Y ((B—y)!YP~ = Y/~7). La formule d’inversion de Pas-
cal permet d’écrire BIYP — Y/ =37 _, ( WYPZ,.
O

Avec le Lemme et les formules (2 et (3)), on prouve aisément le corollaire
suivant.

Corollaire 15.4. On a I(f) = (Y — BYP|8 € AT)suem.
A partir de maintenant, pour chaque (U, V) € U(g,z)?, on notera
U=V mod(I(f)) sietseulementsi U—V €I(f).

Lemme 15.5.
1. On a YO0 € T(I(f)).
2. Soit B,y € AL. SVl eziste i € [I,n] 1 < B < a; et 1 < v < a; alors
YPYY e T(I(f))
Démonstration. 1. Comme Y (@0 —j ¢ [(f) alors YO0 € T(I(f)).
2. Soit 3,7 € AT et i € [1,n] tels que 1 < f; < o et 1 < ; < ;. Le calcul
vi+1 1

i

Yy —

B=8y v+ — B _ B—6 +6
—Y Y” Y ‘Y] 3 (ﬁ — (51')!Y* (74_52')!)/*7 mod([(f))
=0 mod( (1),

et le fait que Y2~V < YPY7 montre que YY" € T(I(f)).
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Lemme 15.6. Soit T = X' ... X" [[5c4(Y?)% € S. Alors,
1. Pour chaque k € [1,n], Xi[T,Y?"] = peT mod(I(f)).
2. Pour chaque k € [1,n], [ X, T)Y® = (D_peaz @8B)T mod(I(f)).

Démonstration. 1. Soit k € [1,n],

2. Soit k € [1,n], on a

(X, TV = X7 XPe Z a3 H (v#)a | ys-sty s
BEAT B >1 B'eAT B'+£B

= ZQBBk T mod(I(f)),

BeAT

car Y'Y _ i3, V¥ est un élément de I(f).

16 Réduction dans lalgébre U(g, )

Pour chaque a = (ak>1§k§n e C"et b = (bk)lgkgn € C", on définit les
opérateurs :

Ga,b: U(gal) — U(ga,I)

T — > aXalT, V] + b X, TV

k=1
Il est important d’observer que tous les idéaux bilatéres de U(ga,z), et donc en
particulier I'idéal I(f), sont stables par les opérateurs Gy p.
Lemme 16.1. Soit T = X{' ... XP" [,z (YP)? € O(I(f)).Tl existe un

p-uplet ((iv,73,) ..., (ip,73,)) € [1— (1 < [1, 0q,]) tel que :

Ga,b (T)

— i

(s +3 (e >) T mod(I(f)),

ona=(1,...,1),b=>" a%jéij et s = deg(T).

Démonstration. Soit T = X7* ... XP» HBGAI(YB)‘JB € O(I(f)) et s = deg(T).
Soit j € [1,p], nous allons construire (ij,7;;) € I; x [1, a;,] par disjonction de
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cas.

Cas 1 : Il existe 8 € A7 tel que gs # 0. On note par B le minimum de
ces n-uplets. Comme T € O(I(f)), des Lemmes [13.1] et [15.5 on déduit que
B #(0,...,0). Ainsi, il existe i; € I; tel que f;, # 0. Pour chaque ' € Al tel
que qg ;é O alors 6’ = q;,, ¢’est une conséquence du Lemme _ A partir
du Lemme [15.6] [XZJ,T]Y‘” = 4B, T + X prens prrp 37, )T mod(I(f)). On
pose r;; = B, € [1,ay], la formule :

X, TV = (Y g (22— )T mod(1()

OéZJ B'eA g

est vraie si r;; = «y;, et aussi si 1 < r;; < a;; puisque dans ce cas d’apreés le

Lemme [15.5, on a gz = 1.

Cas 2 : Pour chaque 8 € A7, on a gz = 0. On peut faire un choix arbitraire
d’un élément i; de [;, et ensuite poser 1, = ;. L'égalité a%[Xij,T]Y(Slj =
i

<Zﬂ,eAJ qs + (— — 1)) T mod(I(f)) est vérifiée, car les deux membres sont

nuls. Par sommation, on obtient
p 1 oy 5

—[X;., 7)Y | = T AN | T mod(I(f)).
> () = 3 S DI mod(1(£)

Comme la famille (A7), <<, est une partition de A%, on a > <Zﬁ'ew qﬁ,> =
3 ez @3- De plus S, Xi[T, Y] = (S0, p)T mod(I(f)) daprés le Lemmme
@. Par définition s = > " | pi + > 5 4z s, et ainsi

Ga, ., P 1a 5 (T) = (8—1—2(%— )) T mod(I(f)).

Proposition 16.2. Soit s € N. On définit lopérateur :

v (o e(ege)

’L:(’Ll ..... iP)EH§=1 I]' (’r’il ..... ij)en‘z;:l[[l,ai,]]

aveca = (1,...,1) eth; =Y F_ = (5’1 Pour chaque T = X{' ... XPr [[ 4z (YP)% €

O(I(f)) tel que deg(T) = s on a
Gs(T)=0 mod(I(f)).

Démonstration. Soit T = X{* ... XP» HBGAI(Yﬁ)% € O(I(f)), on note s =
deg(T'). Pour le calcul de G4(T") modulo I(f), on peut commuter les facteurs
(voir Lemme qui définissent G. Il existe un facteur de G, qui annule T
modulo I(f) (voir Lemme [16.1]), quitte & commuter on fait opérer ce facteur en

premier. Comme l'idéal I(f) est stable pour chaque facteur de G, on obtient
alors G4(T) =0 mod(I(f)). O
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On définit maintenant les opérateurs :
Ha,b : U(gal) — U(ga,I)
T — > @l Xi T, Y] + b X, TY?.

k=1
Pour a € C", on pose |a| = > _; a.

Lemme 16.3. Pour chaque élément T appartenant & U(gaz) on a Hop(T) =
Gap(T) + (la] + [b])T" mod(I(f)).

Démonstration. Soit T' € U(gaz),

n

an(T) —i—Zak T, YOIT + bp T[ X, Y

Hoo(T)=G
GBI e

On reformule la proposition [I6.2) avec les opérateurs H; a la place de Gi.
Proposition 16.4. Soit s € N. On définit l'opérateur

p .
H, = H H Ha,bi_<3+n_p+zrlji‘_1> )

PP . Qi
=11,y 1p)61_[§-):1 I \(Tigsees rij)engzl[[l,aij}] Jj=1 J

aveca = (1,...,1) et by =377, %5’]

Pour chaque T = X{' ... X2 T[4 4z(YP)% € O(I(f)) tel que s = deg(T)
on a
Hy(T)=0 mod(I(f)).

La prochaine proposition est essentielle, elle nous dit que les opérateurs
H, réduisent le degré dans 'algébre U(g,z) modulo I'idéal I(f). On pose
U_1(gaz) = {0} comme convention.

Proposition 16.5. Pour chaque entier naturel s, Hs(Us(gaz)) C Us—1(8a.1)+
I(f).

Démonstration. Soit s € Net U € Us(ga,z). 1l existe une et une seule décompo-
sition U = ® + Can(U, I(f)) avec ® € I(f) et Can(U,I(f)) € Vect(O(I(f)),
voir la Proposition De la Proposition T(Can(U,I(f)) =2 T'(U) et
ainsi Can(U,I(f)) € Us(gaz). Soit Can(U,I(f)) = Vs + Vis_1, ou Vj est la
partie homogéne de degré s de Can(U,I(f)) pour le degré usuel dans I'al-
gébre enveloppante U (g, 7). Par linéarité Hy(U) = Hy(P)+ Hy (Vi) + Hs(Vi—y).
On a Hy(®) € I(f) puisque tout idéal bilatére de U(ga.z) est stable par Hj,
H (V) € I(f) d’aprés la Proposition et Hy(Vio1) € Usm1(gaz) + 1(f)
d’apres le Lemme [15.6] Par suite, on a H (U) € Us_1(gaz) + I(f).

O]
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17 Prolongement méromorphe

On note D(g,z) lalgeébre p(U(gaz)) et pour chaque ¢ € N, D(go1)? =
pU,(8a1))- Soit A; le laplacien de Goodman défini par A; = p(1 + Ag) on

Ao == (o XE + Lpear(V?)?) (voir [11]).

Proposition 17.1. Le triplet (D(gaz), A1,2) est une algébre d’opérateurs dif-
férentiels généralisés, et en particulier Ay est un laplacien généralisé d’ordre 2
(voir Définition m, ce qui se traduil exactement par :

1. (D(9a1)? = p(Uy(80.1)))qen est une filtration croissante de D(ga.z)-

2. L'unité est un élément de D(ga.1)°.

3. Pour chaque X € D(ga1)%%, [A1, X] € D(gaz)?% .
4. Pour chaque X € D(gaz)?%, il existe € > 0 tel que :

Yo € H™, HA%’UH—FHUH > || Xv|, (inégalité de Girding généralisée).

Démonstration. La filtration sur D(g,z) est obtenue par transport de la fil-
tration standard de U(g,z) par le morphisme d’algébre p, et ainsi les deux
premiers points sont vérifiés. Le troisiéme aussi, en regard de deg(Ag) = 2.
L’inégalité de Garding généralisée est une conséquence de la Proposition [I1]
Proposition 2.1]. O

Pour une preuve de la proposition suivante, on peut regarder les Propositions
[19, Proposition I1.1] et [19, Proposition IV.1].

_1
Proposition 17.2. [l existe un réel sy > 1 tel que A% € L5(H).

Soit (a,b) € (C")? et s € N. Aux endomorphismes H,; et Hg sur U(ga.z)
(voir et ([16.4)), on associe les endomorphismes H,; et Ty sur D(g, 1) :

ﬁa,bi D(ga,z) — D(ga,z)

n

T — Y arlp(Xe)T, p(Y*)] + bilp(X0), To(Y ™)),

N 41
T, = H H ]{(17'”71)72?:1 %,5"" —(s+n—p+ Z rja'.
2

(il,...,ip)e]—l§:1 Ij (Til,‘..,Tip)engzlﬂl,aij]] ‘ Jj=1

Comme p est un morphisme d’algébres, on a le diagramme commutatif :

U(8a,z) e U(ga,z)
ﬂi . lp
D(gaz) —= D(901)-

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréeme de prolongement
méromorphe relatif aux fonctions zétas spectrales associées aux algébres de Lie

ga,I-
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Théoréme 17.3. Soit une algebre de Lie goz1. Soit un réel sy > 1 tel que
1 -
A, 2 € L(H). Pour chaque X € D(ga.1)'%, la fonction zéta spectrale :
z +— Trace(XA?)

est holomorphe et admet un prolongement méromorphe au plan compleze
C. Les péles sont localisés dans une famille Qo1 = (i) 0%

_p—n—q & ri, +1 1

Wigy = —o— +
2 - 20[1‘. 27
]:1 J

pour chaque i = (i1, ... ip) € [[[_y L; , 7= (riy,...,mi;) € [IT,[1, ] et
l €7 tel quel > 37" Tt

1
I — +n—p—5g. L'ordre de multiplicité de chaque
pole est inférieur ou égal & son nombre d’apparitions dans la famille Q, 1.

J=1 oy

Démonstration. Soit (a,b) € (C")%. On prouve que (Ty)sen est une suite de
réduction de D(ga,z) (voir Définition [3.1). Pour chaque k € [1,n], on note
P. = p(X3) et Qp = p(Y®), en particulier on a [Py, Qi) = 1. Ici Ay est
déja un élément de D(g,z) et par suite les algébres D(goz) et D(ga.z)[A1]
sont égales. Pour chaque s € N et chaque X € D(gaz)® on doit prouver que

T.(X) € D(gaz)™™"

Soit X € D(gaz)® et X € Uy(gaz) tel que p(X) = X. D’aprés le diagramme
commutatif précédent on a Ty(X) = p(H,(X)). De par la Proposition on
a Hy(X) € Uy_1(gaz) + I(f) et alors Ty(X) € p(Us—1(gaz) puisque I(f) est le
noyau de p. Ainsi, on a prouvé T,(X) € D(g,7)*~". La fonction polynomiale

associée a cette suite de réduction (Ty)sen est définie par :

p
T, + 1
\v/ / / — _ _ J _ /
2 eC, b() I1 11 (p-—n-3 =—=2)
(il,...,ip)el_[§:1 I; (Til7“'7rip)€l_[?:1|117aijﬂ Jj=1 J
On conclut avec le Théoréme 3.3 O

18 Les algébres de Heisenberg

Dans cette section et dans les deux suivantes, nous allons traiter d’exemples
qui sont des cas particuliers d’algébres du type g, 7. Le format de présentation
sera le méme. On commence par rappeler la définition de 'algébre considé-
rée, base et crochets non triviaux. La représentation considérée est toujours
celle de Kirillov associée a la forme linéaire f = (Y (®9)* et a la polarisa-
tion b = ((Y?)geqz). On précise I'espace de représentation H,, une expression
de lopérateur de Schrodinger A;. On donne ensuite I’expression de l'opéra-
teur de réduction T, et de la fonction polynomiale associée 2’ +— b(2'). Par
X, on désignera un élément de I'algébre d’opérateurs différentiels généralisés
D(gaz), d’ordre inférieur ou égal & ¢. On note so un entier naturel non nul tel
Cngl | C 75072%; — C

< N , la
z +—— Trace(XAf)

1
que A, 2 € L5(H). On désigne par
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fonction zeta spectrale holomorphe sur un demi-plan ouvert a gauche associée
a Ay et X. On précise la localisation des poles du prolongement méromorphe
de cette fonction zeta, dont I'ensemble est noté Poles(CXAl). On rapprochera
parfois les résultats obtenus avec d’autres déja connus et qui s’accordent.

18.1 L’algébre de Heisenberg de dimension 3

[’algebre de Lie de Heisenberg (de dimension 3) est obtenue pour a = (1)
et la partition Z = ({1}) de [1,1].
g(l),({l}) = <X17 Y(l), Y(O)>. (18.1)
Avec comme seul crochet non trivial [X;, Y] = Y(©),
L’espace de représentation est H, = L*(R) et on a
2

d 2
Ay =——s+2+a% (18.2)

On reconnait 'opérateur de Schréodinger harmonique de dimension 1. Les opé-
rateurs de réduction s’écrivent pour tout s € N,

T, = Huy oy — 2+ 5)1d, (18.3)

et la fonction polynomiale associée est

b:2'— —(24 7). (18.4)

La fonction zeta spectrale (x , admet un prolongement méromorphe a C
et on a

—g—so+1
Poles(Cg A,) C (q—so—i_> : (18.5)
o 2 leN

Les poles sont donc simples et localisés dans une suite arithmétique de
remier terme =220 et de raison 1.
2 2

18.2 L’algébre de Heisenberg de dimension 2n + 1

L’algébre de Heisenberg de dimension 2n+1 est obtenue Pour « = (1,1,...,1) €

N” et la partition Z = ({1}, {2},...,{n}) de [1,n].
I D (2 = (X1, -1, X, Y00 Y (01.0) y(0-01) 3 (0,-0)y

Avec comme crochets non triviaux : [X;, Y] = Y(©9 pour tout i € [1,n].
L’espace de représentation est H, = L*(R™) et on a

A = Z axk +2+ Zxk (18.7)

On reconnait un opérateur de Schrodlnger harmomque de dimension n.
Les opérateurs de réduction s’écrivent pour tout s € N,

Ts = ‘E[(l,---,l),(L---,l) — (2n + S)Id, (188)
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et la fonction polynomiale associée est

b:2 — —(2n+2"). (18.9)

La fonction zeta spectrale (x ,, admet un prolongement méromorphe a C
et on a

g—sy+1
Poles(Cy A.) C <—q Sot ) . (18.10)
= 2 lEN

Les poles sont donc simples et localisés dans une suite arithmétique de
premier terme —5*2 et de raison %

19 Les algébres Filiformes

19.1 Opérateurs de Schrodinger Homogénes en dimension 1

Avant de traiter des exemples, nous proposons un trés bref apercu de ré-
sultats connus. On ne rentrera pas dans le détail des méthodes utilisées. Le
lecteur intéressé pourra par exemple consulter [32] , ou pour loscillateur quar-
tique plus précisémment [31].

On considére un opérateur de Schrodinger homogéne agissant sur L?(R) :

. d?
H=——+1+2" 19.1
e (19.1)
avec ¢ un entier strictement positif.
Dans le cas général, il est possible de faire un développement asymptotique
de la trace de Uopérateur de la chaleur 6(t) = exp(—tH) lorsque t — 07, et
ceci de maniére explicite :

0(t) = Z e = icinti" (19.2)
k n=0

ou L
in=2"(2n—1) (19.3)
2p
On peut alors en déduire, via la transformation de Mellin, un résultat
sur la fonction zéta spectrale associée & H. On pose sy = %, la fonction

CH : (C<7%o — C X

z +—— Trace(H?)
et elle admet un prolongement méromorphe & C tout entier avec des poles
simples, tous situés dans la suite arithmétique

1
(—3—0 + l&) (19.4)
2 29 ) jen

est définie et holomorphe pour Re(z) < —%
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19.2 Opérateurs de Schrodinger quartique
Pour oo = (2) et la partition Z = ({1}) de [1, 1]. On obtient
g, = (X1, YO vy yO), (19.5)

Avec comme crochets non triviaux, [X;,Y®] =Y ® et [X;, Y] = YO,
L’espace de représentation est H, = L?(R) et on a
R
Al =——+—+1°+2 19.6
! dx? + 4 L (19.6)
On reconnait un opérateur de Schrodinger quartique.
Les opérateurs de réduction s’écrivent pour tout s € N,

.=l Ha — Id, 19.7
T|:|1 @~ s+ —5-) (19.7)
et la fonction polynomiale associée est
/ / !/ 3
b:2 — (2 +1)(z +§) (19.8)

La fonction zeta spectrale (z o, admet un prolongement méromorphe a C et
on a :

—g—so I
Poles(C¢ A,) C Sk : (19.9)
o 2 4/ 1en

Les poles sont donc simples et localisés dans une suite arithmétique de
premier terme —5>2 et de raison }L.

19.3 Algeébre filiforme de dimension ¢ + 2

Soit ¢ € N*, I'algébre de filiforme de dimension ¢ + 2 s’obtient pour o = (q)
et la partition Z = ({1}) de [1,1].

Gy = (X, YO, vty Wy O), (19.10)

Avec comme crochets non triviaux, [X1, Y*] = Y*=1 pour tout k € [1,¢].
L’espace de représentation est H, = L*(R) et on a

d2 q 2k
A =—— +1 : 19.11
=Tt +kz_%(k!)2 (19.11)
Les opérateurs de réduction s’écrivent pour tout s € N,

r+1
q

q
T, =[] Hao — (s + )Id (19.12)
r=1

et la fonction polynomiale associée est

T+

1
- ). (19.13)

b:z — (—1)qﬁ(2" +
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La fonction zeta spectrale (¢ o, admet un prolongement méromorphe a C
et on a :

—q—350
POleS(CX,A1> C (T -+ 2—q> . (1914)

Les poles sont donc simples et localisés dans une suite arithmétique de
premier terme —5*2 et de raison 2i
q

20 Une algébre particuliére de dimension 6

On considére o = (1,1) et Z = ({1,2}) de [1,2]. L’algébre associée est
g2y = (X1, Xo, YD Yy (01 1y (10) 7y (00)y, (20.1)

Avec comme crochets non triviaux : [X;, Y] = YOU [x; Yy(1.9)] = y (00
(X, Y] = YO et [ X, VO] = Y00
L’espace de représentation est H, = L?(R?) et on a

0? 0?
0r2 0z

Les opérateurs de réduction s’écrivent pour tout s € N,

A =— + 2427 4+ 23 + (z129)? (20.2)
Ty = (Huy,0,0) — (8 +2)Id)(Ha 01 — (s + 2)1d), (20.3)
et la fonction polynomiale associée est :

b:2 (2 +2)% (20.4)

La fonction zeta spectrale (x », admet un prolongement méromorphe a C
et on a:

—q—s l
Poles(Cx A,) C (M + —) : (20.5)
2 2/ 1en
Les poles sont (potentiellement) doubles et localisés dans une suite arith-
métique de premier terme =22 et de raison 5~

Smagin [28] montre dés les années 70 que la fonction zeta d’un opérateur el-
liptique sur une variété compacte M admet un prolongement méromorphe avec
des poles éventuellement multiples. En adaptant un peu, on pourrait montrer
qu’il en est de méme pour un opérateur globalement hypoelliptique [29] sur
R™. On va établir que l'opérateur A; obtenu ci dessus n’est pas globalement
hypoelliptique et donc ne rentre pas dans le cadre de ’étude de Smagin.

Définition 20.1. Un symbole p(z, &) défini sur R®™ est globalement hypoellip-
tique sl existe un couple (m,my) € R?, deuz constantes réelles positives C et
Cy et un réel positif R tels que :

((z,6) = R) = (C1(z, )™ < |p(x, &) < Colz, ™),

et
Ya € N*,3C, > 0,|Dp(z,£)| < Colz, &)1 p(z, €)].

avec (x, &) = \/1 + ||z]]2 + ||€]]2-
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L’opérateur A; a pour symbole :
p(w1, 22,61, 62) = & + & + xixy + 2 + 25 + 2.
On a manifestement :
(x,6)? < Ip(z,€)| < (z,6)",
pour (z, &) suffisament grand.

Mais (92p(1:1, x227 517 52)
Oxs

= 2(z7 + 1) et p(21,0,0,0) = 22 + 1, ainsi

0*p 1
(8_.T%/p) ($1707070) - 57

ce qui contredit le deuxiéme point de la définition précédente. Le symbole p
n’est donc pas globalement hypoelliptique.

21 Construction conjecturale de triplets spectraux de mul-
tiplicité du spectre des dimensions arbitraire

Soit n € N*, a = (1,...,1) € N" et la partition grossiére Z = ({1,...,n})
de [1,n]. Considérons 'algébre g, 7 correspondante,

JoT = <X17 o 7Xn7 )/(1,...,1)7 }/(1,...,1,0)7 o ’Y(O,...,O,l)’ Y(07“"0)>. (211)

Avec comme crochets non triviaux [X, V7] = Y#~9" pour tout k € [1,n]
et tout J < « tels que £, = 1.

L’espace de la représentation est H, = L*(R") et Popérateur de Schrodinger
correspondant au laplacien généralisé A, est défini par

Ay = —Za—%%+1+2(a:5)2. (21.2)
1

Les opérateurs de réduction s’écrivent pour tout s € N,

n

T, = H (ﬁfu,...,n,ai —(s+n+ 1)”) (21.3)

i=1
et la fonction polynomiale associée est
2 b()=(GF +n+1)" (21.4)

L’ensemble des poles de la fonctions zeta spectrale vérifient donc I'inclusion :

q—so |
Poles(Cg A,) C Ryl . (21.5)
- 2 2/ ten

Chaque pole étant d’ordre de multiplicité inférieur ou égal a n.

On propose la conjecture suivante, il existe au moins un poéle d’ordre de
multiplicité exactement n. Dans la section (11.3), on a construit un triplet
spectral associé a un groupe de Lie . L’opérateur de Dirac de ce triplet
spectral est la racine carrée de A;. On peut donc formuler la conjecture.
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Conjecture 21.1. Soit n € N*, a = (1,...,1) € N et la partition grossiére
Z=({1,...,n}). Soit G,z = exp(ga,z) le groupe de Lie associée a l’algébre de
Lie go1.

La multiplicité du speclre des dimensions du triplet spectral Tg, ; » est égale
amn.

22 Une algébre de Lie de dimension 7. Obstacle & une
généralisation directe de la méthode ?

22.1 Algébres de Lie g;

L’algebre de Lie g; est définie par :

gr = <X17 X27 Y(3’2)7 Y(270)7 Y(I’O)v Y(OJ)J Y(0’0)>(C—ev (221)

et les crochets non triviaux :

(X1, Y(372)] =y 20, (X1, Y(ZO)] =y (10, (X1, Y(LO)] =y (00, [Xs, y(3»2)] =y, (X5, Y(Ovl)} — y(0,0)
On établit facilement le lemme suivant.

Lemme 22.1. L’algébre de Lie g; est nilpotente.

22.2  Générateurs de l’idéal I(f)
On considére pour la suite la forme linéaire particuliere f € Y (00",
Lemme 22.2. On a
g; — <Y(070)7 Y(3:2), Y(2,0)>ev (22.2)

Pour i € [1,n], on considére les opérateurs

(—1)k (1,00 1k
r=> Y ad X, (22.3)
E>0 ’
—1)*
Ty=>" %Y(O’l)kadk)(z, (22.4)
k>0 ’
I'=T70T%5. (22.5)

On a
I(f) - <Y(070) - 1a F(Y(?)’z))a F(Y(Qyo)»ldeal de U(gr)s

et apres calcul on obtient :

3 2 2
I(f) = <y(0»0) —1, y (1L0)y(2,0) 5y(071) _ 3y(&2)7 y (10" _ 2Y(2’0)>1deal de Ulgn)-
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22.3 Une base de Grébner de l’idéal I(f)

On munit U(g7) de la relation d’ordre "deg-lex", induite des comparaisons
suivantes :

Y00 « YO « y(10) « y20) £ yE2) < X, < X

On va éliminer les ambiguités de maniére a construire une base de Grobner
de I(f). Tout calcul fait on obtient que la famille

87 — (Y(0,0) _ 1’ Y(l,O)y(Q,O) + ;Y(UJ)Q _ 3}/(372)’ }/’(1,0)2 _ 2}/(2,0)’
YOy 1L0) _ oy L0y (:2) 4 %LY(ZOV, (22.6)
yO' _ 8yt | Ay a0y eoye gy0ntye)
9 3

est une base de Grobner de l'idéal I(f).

22.4 Base monomiale de 1’algébre quotient U(g;)/I(f)

Une base monomiale de U(g7)/I(f), composée de monomes irréductibles
s’obtient en cherchant parmi les mondmes du type Y (0:0%y (0:1)1y (1,0)12y7(2,0)15y7(3,2)4 xP2 xP1
ceux qui ne sont pas divisibles par au moins un monéme dominant de la base
de Grobner §7. Ces conditions ménent au systéme :

do =0

4293 =0
¢2(q2 — 1) =0 (22.7)

@i —1)ge =0

(g — 1)@ —2)(qn —3) =0

On obtient pour chaque degré d, six types de monomes irréductibles, dont
voici la liste dans 'ordre lexicographique décroissant :

Tig=YEORYy@EDU XX = g5+ q+ p1 + p2
Toq=YWOYEDUXPEXP d=1+qs+pi+ps
Tyq=YONY@OYG2U X2 X0 d =2+ g4+ py + po
Thg=YONYQOYyG2% xP2 XPL g — 9 4 g/ 4+ py + py

Ty g = YO Yy @OByG.2% xP2 X1 (] — 9 4 gy + g4 + p1 + po
Toq = YOV Yy OBy G2% xP2 xP1 (] — 3 4 gg + g4 + p1 + po

Lemme 22.3. La famille B; = (1’Ti7d)1gi§6,deN* forme une base monomiale
de lalgebre quotient U(gr)/I(f).

22.5 Un opérateur de réduction

Soit T" € U(gaz), on peut écrire de maniére unique T = T; + N; avec
T, € Vect(B;) et Ny € I(f). On appellera degré relatif de T" modulo I(f),
noté deg;(T), le degré de Ty dans U(gy). Ce degré relatif est le degré minimum
d’un représentant de la classe de T modulo I(f).
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Pour (a,b, c,d) € C*, on définit 'opérateur

La,b,c,d : U(g7) U(g7)

(22.8)
Nous allons suivre la stratégie suivante : On construit, si possible, des opé-
rateurs L, p.q — ofd qui sont décroissants pour la relation d’ordre "deg-lex"
en déterminant un quadruplet (a,b,c,d) et un réel o qui conviennent. Pour
cela on commence par calculer L,p.q(114) en exprimant le résultat comme
combinaison linéaire de monémes de B; modulo I(f). Ce résultat, on le sait,
sera d’ordre relatif minimal pour "deg-lex".
On obtient aprés calcul des crochets et réduction modulo I(f),

Liap,eay(Th,a) = apiTiq
+ bpaT1 4

3 _
+c(3qaT1a +2¢3Th 0 — 5l]4Y(0’1)2Y(2’O)qgY(g’z)q4 XPRXT

+ dg Y OV y GOy B2UT X XP0d(I( f))
(22.9)

Le monome de YOD*y @02y (2)%47" xP2 Pt oot strictement plus grand que
T} 4 pour "deg-lex" puisque son degré est plus grand. La condition de décrois-
sance impose donc —%c +d=0.

On pose par exemple a = b = 4,c = 2 et d = 3 (ce choix s’effectue & un
coefficient de proportionnalité prés) :

Lyso3(Tha) = (4d + 2q4)T1.4 mod(I(f)) (22.10)

On pose a = (4d + 2q4).
Des calculs tout a fait similaires ménent & :

Lya23(Tsa) = (4d + 2q4)Ts 4 mod(I(f))
Lyao3(T54) = (4d + 2q4 — 2)T5 4 mod(I(f
Lyaos(Tha) = (4d +2q4 — 1)1y g mod(I(f
Lya23(Tsq) = (
(T2.a) = (
(

(L(f))
(ZL(f))

4d 4 2q, — 3)T3,4 mod(I(f))
Lyso3(Toq 4d + 2q4 — 2)T5 g mod(I(f))
Lya23(Tia) = (4d + 2q4 — 3)T1a mod(I(f))

On en déduit la proposition

Proposition 22.4. Soit d € N, posons

Ld = H (H(L4,47273 — (4d + 2(]4 — k’))) (2211)

q4=0 \k=0

Soit T € U(g7)
Sid = deg;(T) =0, alors Lq(T) = 0.
Si d = deg;(T) > 1 alors deg;(Lq(T)) < deg;(T) — 1.
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Pour (a,b, c,d) € C*, on définit 'opérateur

Hopea: | Ul(gr) — Ulgr)
T +— a[TXy, YOO 4 b[T X5, VO] 4 [ Xy, YEOT] 4 d[ X, Y OUT]
(22.12)

Proposition 22.5. Soit d € N, posons

Hy=]] (H(H4747273 —(4d +2q4 — k — 13))) (22.13)

q1=0 \k=0

Soit T € U(ga).
Sid=deg;(T) =0, alors Hy(T) = 0.
Sid=deg;(T) > 1 alors deg;(Hy(T)) < deg;(T) — 1.

Il ressort de cet exemple que le nombre d’opérateurs que I’on doit composer
pour construire Hy varie en fonction de d. Tl n’est alors pas possible d’appliquer
le théoréme de prolongement méromorphe, dans sa version actuelle.

23 Une construction générale des paires de Gelfand-Kirillov

Dans les exemples précédents les opérateurs H,; se construisaient facile-
ment, car les algébres de Lie g étudiées se comportaient un peu comme des
algebres de Weyl. Il était alors facile de déterminer les éléments P et ; dans
g vérifiant [P, Q;] = 6/ Z, o Z était un élément non nul dans le centre de
I’algébre enveloppante. Dans le cadre général, il faudra choisir P; et ); dans
lalgébre enveloppante. On se propose de donner une construction des P; et @);.
Cela pourra étre utile pour tester la méthode sur de nouvelles algébres de Lie.

Dans les deux premiéres parties, g est une algébre de Lie nilpotente, g
est une sous-algebre de g de codimension 1 et z est un élément de g tel que
g=g®Ra.

23.1 Quelques résultats d’algébre

Lemme 23.1. La sous-algébre g est un idéal de g.

Démonstration. 1l suffit de prouver que pour tout y € g, [z,y] € g. Procédons
par I'absurde en supposant que [z,y] = Az +t avec A € R* et ¢ € g. Par
itération, on obtient que pour tout k € N, (adz)*.y = Nz + t;, avec t;, € g, ce
qui contredit la nilpotence de g. O

Lemme 23.2. Le centre de U(g) est stable par adzx.

Démonstration. On veut montrer que pour tout y € ZU(g), on a adzr.y €
ZU(g). 1l suffit pour cela de prouver que adz.y commute avec chaque élément

v € g. D’apreés la formule de Jacobi, [[x,y],v] = [y, [v, z]] + [z, [y, v]], d’une part
[v,z] € g car g est un idéal d’ou [y, [v,z]] = 0, d’autre part [y,v] = 0 donc
[z, [y, v]] = 0, ainsi [[z,y],v] = 0. O

Pour le lemme suivant, voir [§].
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Lemme 23.3. Il existe seulement deuz alternatives ZU(g) & ZU(g) ou
U(g) & ZU(g)-

Lemme 23.4. On suppose que ZU(g) & ZU(g). Alors il existe un couple

(y,2) € ZU(g) x ZU(g) avec z # 0 tel que [z,y] = =.

Démonstration. Soit y € ZU(g) \ ZU(g), on a alors [z,y] # 0. Soit k € N*
maximal tel que (adz)*.y # 0. Comme ZU(g) est stable par adz, on peut
supposer k = 1 quitte & changer y par (adz)*'.y. Posons alors [x,y] = 2z # 0,
on a z € ZU(g) et par construction [z,z] =0 d’ou z € ZU(g). O

23.2 Opérateurs I’

Lemme 23.5. On suppose que ZU(g) & ZU(g).
Soit alors un couple (y,z) € ZU(g) x ZU(g) avec z # 0 tel que [x,y] = 2.

On pose : .
= ; (_kl!) @) (adz)* (23.1)

1. L'opérateur T est un homomorphisme de 'algébre U(g) dans [’algébre
localisée U(g)..
2. Ya € U(g),[z,T(a)] =0
Démonstration. 1. Soit (a,b) € U(g)?,

P(ab) =Y (_k—f)k (9" (ade (ab)

k>0 ~
Y\ kl ;
_;0 k' <;> ;k Z'j'(adgc) a(adz)’.b (3.9
= Z (_lej):ﬂ (%)Zﬂ (adz)'.a(adz)’.b
:Féa)F(b)

Cette derniere égalité se justifiant par I'inclusion ad'(U(g)) C U(g) d’ot
(Z)HJ (adx)'.a(adx)’.b = (;) (adz)'.a (¥ ) (adzx)?.b.
2. Soit a € U(g).

()] =S 5 (9" (ade)*
:Z (_kll)k <k (g) adx ( ) (adz) k+1 >

=% gy () et S ()
:0_

(23.3)

0

83



23.3 Algorithme de construction

La démonstration de la proposition suivante suit de prés celle du Lemme 9
de larticle [9]

Proposition 23.6. Soit g une algébre de Lie de dimension n,
90 %01 & & o (23.4)
Une suite de Jordan-Holder, et

(X1, Xa, .0 X,) (23.5)
Une base (de Malcev forte) associée a cette suite.
Un entier k € [1,n] est un indice de saut local si ZU(gr) & ZU(gk-1), on
note
R={i1 <izg<---<ig} (23.6)

l’ensemble des indices de sauts locauz, que ['on suppose non vide.
1l existe des coefficients :

(P, Pay... Pr) € U(g)?, (Q1,Qa,---,Qua) € U(9)?, c€ ZU(g)\ {0} (23.7)

avec plus précisemment

Vp e [1,d], P, €U(gi,) \U(gi,-1), Q€ ZU(gi,—1) (23.8)

qui vérifient :

[Piv PJ] =0
v(i,j) € [1,d]?, {[QiQ;] =0 (23.9)
[P%Qj] = 5zj'c

Démonstration. On va raisonner par récurrence.

On a ZU(gi,) & ZU(gi,—1), par le Lemme (23.4), il existe donc un couple
(ya Z) < ZU(Qh—l) X ZU(gu) \ {O} tel que [Xi17y] = z. On pose P = Xil'/
QL =yetc=z

Pour un certain p € [2, d]], on supppose construit (P, ..., P,1), (Q1,...,Qp-1),¢

tels que

Vk € [[Lp_ 1]]7 Pk € U(glk) \ U(gik—l)v Qk € ZU(gik—l)aC € ZU(gzp_l) \ {O}

(23.10)
qui vérifient :
[P, Pl =0
v(i,5) € [1,p—1]°, @i, Q] =0 (23.11)

Ona ZU(gi,) & ZU(gi,—1), par le Lemme (223.4)), il existe (y, 2) € ZU(g;,~1) %
ZU(g,,) \ {0} tel que X,y = =
(=D*

Considérons alors opérateur I' = Y, 7 (%)k(adXip)k et désignons

pour le moment par N un entier naturel quelconque.
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On pose d’abord pour tout ¢ € [1,p — 1], P = NT(P) et @Z = 2NTN(Q)).
On alors d’aprés le Lemme (123.5) :
V(i g) € [Lp =10 {[Q: Q) =0 (23.12)
[P, Q] = 6]2*"T(c)

On pose maintenant 15 = X, et Q, = 22N "1yT(c), on a [P, Q,] = 22 T(c).
On a par le Lemme ([23.5) et par construction :

[Ep? E)Z] =0
Vie[l,p—1], [Qp, Qi =0 (23.13)
[]Sm @p] = 2*NT(c)
Un calcul & partir de la formule de I" et le Lemme permet d’obtenir

Vk € [[Lp - 1]]7 ﬁk € U(glk) \ U(gik*1>7 ka € ZU(gikfl) (23‘14)

On ace ZU(g;,_,) et la chaine d’inclusions ZU(g;, ,) & ZU(g;,_, +1) &
- & ZU(gi,—1),donc c € ZU(g;,—1). Comme I'(c) € ZU(g;,—1) d’aprés
et comme [X; ,T'(c)] = 0 par le Lemme (23.5)), on en déduit que I'(c) € ZU(g;, ).

Nous allons montrer que, quitte & modifier y, on peut obtenir I'(¢) # 0.

Si 'on regarde les conditions imposées & y, force est de constater que I'on
peut changer y par y + tz avec t € R quelconque.

Soit t € R, posons I'y = 37, (*kl!)k (%w)k (adX;,)*. On a

o)=Y (_k1!>k (y + tz) k (adX,, )P c

k>0 o
1R (SN [k iy

e oy (23.15)
=> (Z W(%)’“‘K@d)Qp)’“.C) th

=> "T((adX;,) .c) (_,l)j

!
J=0 J:

+

Soit jo € N l'entier maximal pour lequel (adX;,)?.c est non nul (il existe
car ¢ # 0), alors (adX;,).c € ZU(g;,). Or I restreint a ZU(g;,) est U'identité,
ce qui prouve la non nullité du coefficient de t7°. Il existe donc ¢t € R tel que

Ly(c) # 0.
On suppose donc que y est choisi de sorte que I'(c) # 0.
On choisit maintenant I’entier N suffisamment grand pour que P,..., P,y

et @1, cee @p,l soient dans I’algebre enveloppante U(g;, ), ce qui est possible
grace a la nilpotence de I’algébre g. N N

On pose alors pour tout i € [1,p], P, = P, Q; = Q; et on effectue le
remplacement ¢ < Z?VT(c).
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Par récurrence on construit :

(P, Py, ..., Py) € U(g), (Q1,Q2,...,Qq) €U(g)?, c€ ZU(gs,) \ {0}

(23.16)
avec
Vpe[l.d], P, eU(gy,) \Ul(gi,-1), @€ ZU(8i,-1) (23.17)
qui vérifient :
[Piv PJ] =0
V(Z,j) € [[17 d]]2> [Qza QJ] = O (23.18)
[Pia Q]] = (550

Et comme on a la chaine d’inclusions ZU(g;,) & ZU(giy+1) & -+ & ZU(gn),
on a bien c € ZU(g) \ {0}.
[
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