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Fluides, graphes et transformée de Fourier : trois incarnations du
laplacien.

Guillaume Lévy
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Fluides, graphes et transformée de Fourier : trois incarnations du
laplacien.

Résumé. Cette thése est consacrée & 'étude de propriétés du laplacien dans trois contextes bien
distincts. Dans une premiére partie, celui-ci nous sera utile pour régulariser des solutions d’équations
venues de la mécanique des fluides incompressibles. En application, on montrera un théoréme dans
la lignée des résultats de J. Serrin et de ses continuateurs. Dans une deuxiéme partie, le laplacien
est vu comme le pendant stationnaire de 'opérateur des ondes sur un graphe, dont les modes et
fréquences propres déterminent la propagation de perturbations sur le graphe. On y explore et
démeéle les liens entre la topologie du graphe, sa forme et sa premiére fréquence propre non nulle.
Dans une derniére partie, le laplacien est pensé comme un opérateur linéaire & diagonaliser dans
une base adaptée, objectif dont I’accomplissement est intimement lié & la transformée de Fourier.
Deux difficultés majeures apparaissent ici : la non commutativité des groupes auxquels nous nous
intéressons d’une part, I’apparition d’une limite singuliére de la transformée de Fourier d’autre part.

Mots-clés. Fluides incompressibles, fonctions propres, graphes quantiques, groupes nilpotents, la-
placien, Navier-Stokes, optimisation de formes, représentations unitaires irréductibles, théoréme de
Serrin, transformée de Fourier.

Fluids, graphs and the Fourier transform : three incarnations of the
laplacian.

Abstract. This thesis is devoted to the study of the laplacian properties in three fully distinct
contexts. In a first part, it will be used to smooth solutions of equations coming from incompressible
fluid mechanics. As an application, we will show a result in the spirit of J. Serrin and his continuators’
theorem. In a second part, the laplacien is seen as the stationary counterpart of the wave operator
on a graph, whose eigenmodes and eigenfrequencies determine the propagation of perturbations on
the graph. We explore and disentangle the ties between the grpah’s topology, its shape and its first
nonzero eigenfrequency. In the last part, the laplacian is thought of as a linear operator which we
wish to diagonalize in an appropriate basis, a goal which is intimately tied to the Fourier transform.
Two major difficulties appear in our context : the noncommutativity of the groups of interest on
the one hand, the appearance of a singular limit in the Fourier transform on the other hand.

Keywords. Eigenfunctions, Fourier transform, incompressible fluids, laplacian, Navier-Stokes, nil-
potent groups, quantum graphs, Serrin theorem, shape optimization, unitary irreducible represen-
tations.
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Introduction générale

Cette these est composée de trois parties qui, bien que trés différentes par les problémes posés
et les méthodes de résolutions employées, sont unies par un objet commun, un trait d’union entre
plusieurs domaines distincts : le laplacien. L’ubiquité de cet opérateur et la multiplicité de ses
visages ne sont plus a démontrer; citons entre autres son lien avec la courbure d’une variété en
géométrie (ou il est connu sous le nom d’opérateur de Laplace-Beltrami), celui entre son spectre et
le comportement en temps long de solutions d’équations emblématiques (ainsi en est-il de I'équation
de la chaleur, des ondes ou de Schrédinger), son interprétation en tant qu’opérateur de diffusion
en physique ou encore le réle qu’il a joué, visible dans le nom, dans la définition des solutions de
viscosité des équations d’Hamilton-Jacobi.

La premiére partie de ce manuscrit s’appuie sur la Note aux Comptes Rendus [27] publiée
en 2016, son prolongement dans 'article accepté [28] ainsi que l'article [29], soumis. Le laplacien
joue ici le role d’opérateur régularisant, dont la présence permet de gagner en intégrabilité dans un
premier temps, puis en régularité. C’est par son truchement qu'une hypothése de régularité modérée
sur une solution faible de I’équation de Navier-Stokes est transformée, a la fin de la preuve, en la
lissité de cette solution, en suivant en cela l'idée du théoréme de Serrin.

La deuxiéme partie repose sur ’article soumis [41] en collaboration avec R. Band, du Technion.
Elle est consacrée a ’étude de la premiére valeur propre du laplacien sur un graphe continu et a
son extrémisation sous une contrainte de volume analogue & celle imposée dans les inégalités de
Faber-Krahn ou de Szego-Weinberger. Dans ce cadre, en raison de la compacité de ’ensemble des
formes admissibles, le probléme admet & la fois un minimum et un maximum, la ou l'inégalité de
Faber-Krahn fait apparaitre un minimum sans maximum et inversement pour l'inégalité de Szego-
Weinberger.

Dans la troisiéme et derniére partie, non encore soumise, nous reprenons les travaux de H. Ba-
houri, J.-Y. Chemin et R. Danchin [86] sur les groupes de Heisenberg et les généralisons a une famille
de groupes de Lie dont ceux de Heisenberg forment un cas particulier. La motivation principale de
ces deux travaux est de disposer d’une théorie de Fourier sur ces groupes aussi analogue que possible
a celle que 'on connait sur les groupes commutatifs localement compacts, dont font partie le tore
et 'espace euclidien usuel. Il existe déja une théorie de Fourier générale sur des groupes non néces-
sairement commutatifs, nettement plus complexe que son homologue commutative. 1l est possible,
a titre d’exemple, de prouver des inégalités de Hardy ou de Strichartz sur de tels groupes, au prix
toutefois de méthodes sensiblement plus élaborées que dans le cas de 'espace entier. Disposer d’une
réécriture plus familiére de la théorie de Fourier permettrait de reprouver ces inégalités nettement
plus aisément en adaptant les preuves connues dans le cas de 'espace. L’analyse harmonique et
I’étude des équations aux dérivées partielles sur de tels groupes s’en trouverait grandement facilitée.
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1 Meécanique des fluides incompressibles

Cette partie de la thése se décompose en deux sous-parties, la premiére servant d’appui a la
seconde. On commence par démontrer des résultats d’unicité pour des équations de transport-
diffusion proches, dans leur écriture, de I’équation sur la vorticité de Navier-Stokes. On s’inspire
pour cela des idées de la théorie de R. J. DiPerna et J.-L. Lions, en étendant leurs résultats & des
équations dans lesquelles apparait un laplacien. On se sert ensuite de ces résultats pour prouver des
théorémes dans I'esprit du résultat de J. Serrin [32], qui assurent la lissité d’une solution faible de
Navier-Stokes sous des hypothéses de régularité critique.

1.1 Equations de Navier-Stokes-Euler homogénes incompressibles
1.1.1 Les équations

On s’intéresse dans cette partie de la thése aux équations régissant le mouvement d’un fluide
incompressible homogéne, possiblement visqueux et « emplissant ’espace », pour reprendre 'expres-
sion de J. Leray dans son célébre article de 1934 [25]. L’espace dont il est question sera, selon le cas,
'espace physique R? ou son analogue compact, le tore T3. Lorsqu’on voudra parler indifféeremment
des deux possibilités, nous emploierons la notation X ou X3. Certains de nos résultats s’appliquant
aussi bien aux équations de Navier-Stokes et d’Euler homogénes incompressibles, nous faisons le
choix de confondre en un unique nom les deux équations en laissant libre le paramétre de viscosité,
qui sera noté v. En notant u = (u!,u?, u?) le champ de vitesses du fluide, uy un champ de vitesses
initial et p le champ de pression, ’équation de Navier-Stokes-Euler s’écrit

Owu(t,z) + V- (u®@u)(t,x) — vAu(t,z) = —Vp(t, z), t>0, z€X3
(NSE){ divu=0,
u(0, ) = up(z).

On a noté ici

la divergence du champ wu,

3
V- (u®u) Z 9 (uu )(
7=1
le terme d’advection et X
Au(t,x) == Z@?u(t,x)
j=1

le laplacien du champ u. Le terme d’advection rend compte de transport du champ de vitesses par
lui-méme au cours du temps; si 'on suit une particule fictive portée par le champ u au cours du
temps et que I'on note x(t) sa position dans l'espace au temps t > 0, son accélération a ¢ > 0 vaut

d dx
Su(t,2(0)) = Byult, 2(1)) + S (0)- Valt, 2(t)) = Ot (1)) + ut, (1) - Vult, 2(1))

On établit alors I’équation de Navier-Stokes-Euler en appliquant la seconde loi de Newton & cette
particule fictive en supposant qu’elle ne subit que deux types de forces : celles dues a la viscosité,
modélisées par le laplacien et dont l'intensité est proportionnelle au coefficient de viscosité du
fluide v et les forces de pression, qui sont créées par la contrainte d’incompressibilité et apparaissent
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mathématiquement comme un multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte d’incompressibilité
(ou de préservation du volume), qui se traduit par la nullité de la divergence du champ de vitesses.

On retrouve bien entendu les équations de Navier-Stokes si v est strictement positive et d’Euler
si v est nulle. La présence de deux inconnues (u et p), de deux équations indépendantes (I’équation
principale et la contrainte d’incompressibilité), d’'une donnée initiale (ug) et ’absence de bord (que X
soit R ou T) permet d’espérer, au moins heuristiquement, que la résolution du systéme (NSFE) soit
une question qui ait un sens. On peut également éliminer la pression en appliquant le projecteur de
Leray P sur les champs de vecteurs & divergence nulle & la premiére équation. On obtient ainsi une
version alternative de (NSFE), que l'on notera (PNSE).

Ju(t,z) + PV - (u @ u)(t,x) — vAu(t,x) = 0, t>0,zeX3
(PNSE)( divu =0,
u(0,x) = up(z).
On rappelle que le projecteur de Leray est défini par la formule
P:=1d — VdivA™".
De maniére équivalente, le symbole de P est
5 £®¢
PO=1 e

Dans I'heuristique précédente, on a volontairement omis les (nombreuses) discussions entourant les
espaces dans lesquels on peut choisir ug, dans lesquels on peut résoudre le systéme (NSE) ou quel(s)
type(s) de solution(s) seront considéré(s) comme admissibles.

pour £ € R?\ {0} ou Z3\ {0}.

1.1.2 Invariances

Il est fréquent que des équations venues de la physique possédent des propriétés algébriques
particuliéres, dont Iinvariance d’échelle fait partie. Etant donnée une fonction u dépendant de
I’espace et du temps et un réel A\ strictement positif, on définit u) par

uy(t, ©) = Nu(\t, X\z),

ou a, b, c sont trois paramétres réels. Une équation est dite posséder une invariance d’échelle (pour
les paramétres réels a, b, ¢) si affirmation

u est solution de 'équation == VA > 0, u) est aussi solution de ’équation

est vraie. Notons que cette définition est homogene en le triplet (a, b, c); en effet, pour tout réel a,
le changement de parameétre A <— A% montre que ’équation posséde aussi une invariance d’échelle
pour le triplet (ta,tb, tc). Dans le cas de I’équation de Navier-Stokes-Euler, I’équilibre entre le terme
de dérivée en temps et le terme d’advection implique la relation b = a + c. Si de plus la viscosité
v est non nulle, I’équilibre entre le terme de dérivée en temps et le laplacien livre la deuxiéme
relation b = 2¢. Ainsi, ’équation de Navier-Stokes ne posséde qu'une seule invariance d’échelle a
homogénéité prés, représentée par le triplet (1,2,1). A linverse, 1’équation d’Euler posséde une
multitude d’invariances d’échelle, dont celle représentée par le triplet (0,1,1).

D’autre part, I’équation d’Euler-Navier-Stokes est invariante par translation : si x¢ appartient
a X3, pour toute solution d’Euler-Navier-Stokes u, la translatée

TroU = u(+, - — xq)

est aussi une solution. La sous-section suivante explique l'intérét et I'influence de telles invariances
sur le choix des espaces fonctionnels dans lesquels résoudre 1’équation.
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1.2 Notions de solutions
1.2.1 Solution fortes

L’équation principale du systéme (NSFE) étant une équation d’évolution, il est naturel de vouloir
appliquer un théoréme de point fixe de type Cauchy-Lipschitz. A cette fin, on commence par réécrire
cette équation sous la forme de Duhamel, en voyant les termes non-linéaires comme une perturbation
de I’équation de la chaleur. Pour la compacité de I’écriture, on préférera la forme projetée de (PN SE)
a la forme originale de (NSE). On obtient ainsi la nouvelle équation

t
u(t) = e ®ug + / e’/=)APY . (u(s) @ u(s))ds  pour t >0,
0

dont la forme, du type
u=a+ B(u,u)

en notant

la solution libre et .
B(u,u)(t) := / e/ TIAPY . (u(s) ® u(s))ds
0

le terme bilinéaire, est plus adaptée a 'application d’un théoréme de point fixe, a condition toutefois
que la viscosité v soit strictement positive. Dans le cas ot celle-ci est nulle, deux preuves distinctes,
I'une due a H. Swann [36] et autre de T. Kato [22] utilisent une suite de solutions pour v strictement
positif et font tendre v vers 0. Les deux stratégies reposent de maniére cruciale sur I’existence d’un
temps de vie de la solution uniforme en v. Revenons maintenant au cas de I’équation de Navier-
Stokes. Pour pouvoir appliquer le théoréme de point fixe au membre de droite de la forme du
Duhamel, il est nécessaire de trouver un espace fonctionnel X tel que B envoie contintiment X x X
dans X. Or, en raison de l'invariance d’échelle de ’équation, un tel espace X doit lui-méme étre
invariant d’échelle, au sens ot sa norme ||-|| x doit satisfaire, pour tout u dans X et tout A strictement
positif,
Juallx = [lullx.

En dimension 3, tout espace X contintiment inclus dans &', invariant sous le changement d’échelle
de Navier-Stokes et par translation s’injecte dans ’espace de Besov homogéne Bo_ol,oo' Nous ne
rentrerons pas ici dans les détails techniques de cet espace, nous bornant simplement & rappeler la
définition d’une de ses normes: si une distribution tempérée u appartient & BZ!__, alors

00,007

lull g2, += sup Ve ul| g < oo
’ t>

La liste des espaces fonctionnels classiques satisfaisant les deux invariances sus-citées est longue,
nous n’en rappellerons donc que quelques uns. On trouve, parmi d’autres exemples, les espaces

: 2 3
LARy, HY(X3)) et LP(Ry, LY(X3)) pour = + = =1 avec p < oo.
P q

A D’heure actuelle, bien que le caractére bien posé de I’équation de Navier-Stokes localement en
temps soit connu pour une pléthore d’espaces (a l'exception notable de 'espace final Bo}l,oc, sur
lequel 'opérateur B est discontinu), son pendant global reste largement ouvert, quoique plusieurs

sous-cas soient connus. Classiquement, toute donnée initiale ug suffisamment petite dans un espace
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invariant d’échelle engendre une solution globale. La preuve de ce fait remonte a l'article fondateur
de J. Leray [25]. C’est également le cas si ug est supposée « presque bidimensionnelle », au sens ou
elle peut s’écrire, pour (z1, 2, 3) dans X3, sous la forme

up(x1, T2, x3) = (Ul (1, T, £23),0)
avec € un parameétre réel positif suffisamment petit et la contrainte de divergence nulle devient ici
(91u(1) + azu% =0.

Ce résultat est prouvé dans [11]. De facon plus surprenante, des oscillations de grande amplitude
et de fréquence trés élevée dans la donnée initiale sont une aide - et non un obstacle, comme on
pourrait le penser - & 'existence de solutions globales. Pour éclairer le propos, fixons

gp:R?)—)Rs

lisse, & support compact et de moyenne nulle en sa troisiéme variable. Pour (1, z2,23) dans R3, on

définit ®(z1,z2, x3) par
3

P (21, 72, 73) 1= / o(T1, 72, y3)dys3.
—0o0
Fixons a dans |0, 1, un réel strictement positif € et définissons pour x dans R la donnée initiale ug ¢ o
par

Uo,e,a(T1, 2, 03) =€~ @ (go(a;) Cos B, o(z) cos ﬂ, —01P(x) cos 2 02® () cos ﬂ) .
€ € € €

Le paramétre o quantifie ’'amplitude des oscillations, qui sont de 'ordre de €™, tandis que leur
fréquence est de 'ordre de e, donc bien plus élevée. Une conséquence du résultat de M. Cannone,
Y. Meyer et F. Planchon dans [9] est que de telles données initiales engendrent une solution globale,
pourvu que ¢ soit suffisamment petit.

1.2.2 Dissipation de I’énergie

Une autre caractéristique de ’équation de Navier-Stokes, partagée avec d’autres équations venues
de la physique (on peut citer ’équation de Schrodinger, celle de Maxwell ou de Boltzmann, entre
autres), est de posséder une quantité soit décroissante au cours du temps, soit conservée. Cette
quantité n’est autre que ’énergie cinétique globale du fluide ici. En effet, si v est une solution de
’équation de Navier-Stokes avec donnée initiale uy dans L?(X?), des calculs formels montrent que

Ld

5 dt”“(t)H%Q(XS) = *V”VU(t)H%?(XS) pour ¢ > 0.

En intégrant en temps cette égalité, on obtient ainsi

1 t 1
5””@)”%2(3{3) + V/O IVu(s) 1725 ds = §||UOH%2(X) pour ¢ > 0.

On interpréte cette égalité (formelle a ce stade, rappelons-le) de la maniére suivante : un fluide
possédant une énergie cinétique totale finie a un instant donné dissipe progressivement cette énergie
a cause des forces de viscosité internes au fluide, le taux de dissipation étant proportionnel au
coefficient de viscosité du fluide et au carré de son accélération. Ainsi, plus un fluide est loin de la
famille des écoulements uniformes et plus il va dissiper son énergie rapidement. Or, le seul écoulement



6 TABLE DES MATIERES

uniforme d’énergie finie est 1’état de repos, pour lequel la vitesse du fluide est identiquement nulle.
L’équation sur ’énergie contient donc, a premiére vue, une information cruciale (et physiquement
raisonnable) : tout fluide visqueux, incompressible et homogéne sur lequel aucune force extérieure
n’est appliquée tend a revenir a I’état de repos en dissipant son énergie par frottements (on omet ici
de parler d’éventuels bords, que 1’on néglige). L’article de M. Wiegner [39] apporte une preuve de
cette affirmation pour toute solution dite « de Leray » de I’équation de Navier-Stokes avec donnée
initiale d’énergie finie, solutions que nous définissons ci-dessous.

1.2.3 Solutions faibles

Toujours dans son article de 1934, en plus de montrer ’existence de solutions fortes (globalement
en temps en dimension 2, localement en dimension supérieure) et de donner des conditions d’ex-
plosion en temps fini, J. Leray a défini un type de solution entiérement nouveau a I’époque, qu’il a
qualifiées de « solutions turbulentes ». Ces solutions sont construites en approximant 1’équation ori-
ginale par une suite d’autres, plus simples & traiter et pour lesquelles I’équation sur 1’énergie est aisée
a établir. J. Leray se sert alors de ’équation sur 1’énergie pour borner les solutions de ces équations
approchées dans un espace de fonctions plus réguliéres qu’un simple espace L2, plus spécifiquement
de la dissipation d’énergie. Un théoréme de compacité lui permet alors de passer & la limite dans les
termes non-linéaires, lui livrant ainsi une « solution turbulente » (on parle aujourd’hui de solution
faible) de ’équation originale. A la limite, I’équation sur 1’énergie devient une inéquation, laissant
ouverte la possibilité de discontinuités dans ’énergie & condition qu’elles soient décroissantes. En
d’autres termes, le procédé d’approximation ne permet pas d’exclure la possibilité de dissipations
brutales et instantanées de 1’énergie, mais toute augmentation subite de celle-ci est proscrite pour
de telles solutions. Explicitons quelque peu les idées que nous venons d’énoncer. Donnons-nous uyg
dans L?(X3) une donnée initiale & divergence nulle, un coefficient v strictement positif et (p,)nen
une suite régularisante. On considére alors le probléme suivant : pour chaque entier n, résoudre

Opun(t, ) + V- (Up @ (pn * upn))(t, ) — vAu,(t,z) = —Vpu(t, ), t>0, zeX3,
(NS)p ¢ div u, =0,
Un(0,2) = pp * ug(x).

Grace aux propriétés régularisantes de p,, I'existence d’une solution lisse u, & ’équation (N.S),, ne
pose aucune difficulté. Cette existence légitime les calculs qui vont suivre, qui n’étaient que formels
dans la section précédente. En multipliant I’équation principale par u, et en intégrant en espace,

on obtient
1d

2 dt

En effet, un examen de chaque terme de ’équation nous apprend que

/ |t (2, 1) |2 dz + l// |V, (x,t)|?dz = 0 pour t > 0.
X3 X3

1 1d

/X3 U (2, ) - Opup(z, t)de = 3 /X3 O ([un(z,t)?) dz = 340 e |t (2, 1) dux;

/‘ un(x,t) ) (V (un®(pn*un)>(xvt))dx: ;/ V'(‘Un’2®(pn*un))(x7t)dx:0;
X3 X3
—v up(x,t) - Auy,(z,t)de = v un (2, t)|2dz;
[ wnlat)- dustetyde = [ [Fun(o0Pa

—/ un(x,t) - Vpp(z,t)de = / Pz, t)divuy, (z, t)de = 0.
X3 X3
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Nous insistons sur le fait que toutes les interversions dérivée-intégrale et intégrations par parties
sont licites pour chaque entier n et non pas uniquement formelles. Le traitement du deuxiéme et du
quatriéme terme utilise de maniére cruciale 'incompressibilité de u,. En intégrant ’équation sur
I’énergie en temps, on trouve alors, pour chaque entier n,

1 t 1
5”%@)”%2(5&3) + V/o IVen($)] 7255 ds = S llon uo||72(x2y poUL ¢ > 0.

Le membre de droite étant borné uniformément en n par 1’énergie cinétique initiale, que l'on a
supposé finie, I’équation sur I’énergie nous livre alors une borne sur u, dans 'espace dit espace
d’énergie
LOO(RJH LQ(X?))) N LQ(R+a Hl(Xg))a

cette borne étant uniforme en n. En combinant cette information avec le théoréeme de Rellich, on
déduit que (up)nen est localement fortement compacte en espace L’équation (NS), nous permet
alors d’affirmer que (Oyun)nen est bornée dans Li (R, H1OC (X3)). Le lemme d’Aubin-Lions nous
assure qu’avec les deux bornes établies ci-dessus, la suite (up)nen est fortement compacte dans,
disons, L?(R; x X3). Notons alors u une valeur d’adhérence de (uy)neny dans L2(Ry x X3). 11 est
aisé de montrer que u est une solution faible de I’équation de Navier-Stokes. Le lemme de Fatou
appliqué a ’équation d’énergie implique ’appartenance de u &

L®(Ry, L2(X3) N LA(Ry, H'(X?)).

En outre, u vérifie ’inégalité d’énergie
1 2 t 2 . . 1 2 1 2
SB[z o) de + v i IVu(s)[[z2esyds < Uminf Sl pn * wollz2(xs) = 5 lluollzz(es) pourt > 0.

1.2.4 Entre le fort et le faible

Deux types de solutions ont été définis jusqu’a présent, I'un plus restrictif a priori que 'autre.
Dans T'optique d’énoncer un jour un résultat d’unicité de grande portée, il serait bon de pouvoir
décider si ces deux types de solutions ne font qu’un. Le plus simple des liens unissant ces deux
notions de solution est le suivant : toute solution forte des équations de Navier-Stokes satisfait
I’égalité d’énergie aussi longtemps qu’elle est définie. Une contrainte plus profonde s’incarne dans
le théoreme dunicité fort-faible. Supposons disposer de deux données initiales ug r et ug s pour
lesquelles on puisse définir respectivement une solution forte ur et une solution faible uy. Fixons
un intervalle temporel |¢1, ta] sur lequel les deux solutions existent. Dans son article [25], J. Leray
parvient & montrer ’estimation de stabilité

1 t
) = us Ol v | [90r() = T (5) ey s

1
< 5 lluor — uo £l 72 (xs) eXp( /HUF )17 oo (22 ds )

sur I'énergie de la différence up — uy. En particulier, pour toute donnée initiale ug engendrant a la
fois une solution forte et une solution faible (supposer ug € (L? N L3)(X3) suffit), les deux solutions
coincident aussi longtemps que la solution forte est définie. Pour cette raison, on appelle ce résultat
le théoréme d’unicité fort-faible; il y a unicité faible dés lors qu’il y a existence forte.

Un résultat plus fin, car local en espace, est celui de J. Serrin 32|, repris puis amélioré par
une quantité considérable d’auteurs (voir [3], [8], [17], [18], [19], [21], [35], [38] et les références
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auxquelles ces articles renvoient). L'esprit de ces théorémes est de supposer qu'une solution de
Leray de I’équation de Navier-Stokes satisfait une certaine hypothése de régularité critique, au sens
ol l'on suppose que la restriction de cette solution faible & un certain domaine d’espace-temps
appartient & un espace critique. La conclusion de ce type de théoréme est la lissité de la solution
faible 1a ou I’hypothése de régularité a été faite. C’est dans cette lignée que nos résultats se situent,
avec le soutien notable de la théorie de R. J. DiPerna et P.-L. Lions, théorie dont nous rappelons
les grandes lignes ci-aprés.

1.3 Théorie de DiPerna-Lions
1.3.1 Motivations et stratégie

Dans leur article de 1989 [15], R. J. DiPerna et J.-L. Lions constatent que le théoréme de Cauchy-
Lipschitz est inopérant deés lors que le champ de vecteurs de I'équation différentielle n’est plus
lipschitzien, en rappelant que plusieurs branches des mathématiques bénéficieraient d’une extension
de ce célébre théoreme. En étudiant non plus ’équation différentielle mais ’équations aux dérivées
partielles de transport associée, ils parviennent & établir une nouvelle série de résultats d’existence
et d’unicité de solutions pour cette équation de transport. En retour, ils en déduisent un résultat
d’existence et d’unicité beaucoup plus général que le théoréme de Cauchy-Lipschitz, permettant
de choisir des champs de vecteurs seulement W11 et a divergence bornée. Le prix a payer est
I'affaiblissement de la notion de solution ; on ne résout ainsi plus I’équation de transport au sens des
distributions pour la solution elle-méme mais seulement pour des fonctions non-linéaires de celles-ci,
fonctions sur lesquelles on impose une condition de croissance modérée (logarithmique) a linfini.
Ces solutions trées faibles sont appelées, tant dans ’article que dans la terminologie moderne, des
solutions renormalisées, la renormalisation étant le changement non-linéaire d’inconnue. Notons que
les mémes idées ont mené a la découverte des solutions renormalisées (dites de DiPerna-Lions) de
Péquation de Boltzmann ainsi que d’autres équations centrales en théorie cinétique (voir article
original [16] pour une liste exhaustive des équations considérées).

1.3.2 1Idées et techniques

Nous n’exposerons pas, dans ces quelques lignes, 'intégralité des idées de ’article original, pré-
férant mettre 'accent sur celles qui nous seront le plus utiles par la suite. Pour fixer les notations,
donnnons-nous une équation différentielle (autonome pour simplifier 'exposition du propos)

&(t) = v(x(t)), t>0,
(E) { z(0) = o € R™

Si 'on suppose que le champ
v:R" — R"

est continu, le théoréme de Peano assure ’existence d’au moins une solution au probléme ci-dessus. Si
I’on suppose de plus que v est lipschitzien ou, & peine plus généralement, que le module de continuité
de v satisfait la condition d’Osgood, il y a unicité de la solution. Sans nous étendre exagérément
sur cette condition, nous signalons que toute fonction lipschitzienne satisfait automatiquement la
condition d’Osgood mais que la réciproque est fausse, la fonction

r—zxlnx
fournissant un contre-exemple en dimension 1. A contrario, une fonction puissance

r—zt 0<a<l1
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ne satisfait pas cette condition (et pour une telle fonction, il est aisé de construire une infinité de
solutions si g = 0). Nous renvoyons le lecteur intéressé a ’article original de W. F. Osgood [30].

La premiére idée-clé de ’article de R. J. DiPerna et J.-L. Lions est de s’appuyer sur la formulation
transport de 1’équation différentielle. Si I'on note X le flot de I’équation et

a:Ry xR" — R
une fonction constante le long des caractéristiques, la fonction
t— a(t,X(t,x))
est par définition constante pour chaque point x de R™ fixé et a résout, au moins formellement,
(T) Oja+v-Va=0 t>0, zeR".

En considérant le flot plutoét qu’une trajectoire particuliére, une équation non-linéaire en dimension
finie est remplacée par une équation linéaire en dimension infinie. Il devient éminemment plus simple
de prouver l’existence de solutions & cette nouvelle équation sous des hypothéses de régularité trés
modérées sur la donnée initiale a(0) et le champ de transport v, grace a des techniques d’approxi-
mation standard. Ainsi, on peut se contenter de faire une hypothése d’intégrabilité sur a et les
dérivées de v. En particulier, dés que la dimension d’espace est au moins égale & 2, on est capables
de montrer un résultat d’existence alors méme que v n’est pas forcément continu. D’autre part, la
prise en compte de données initiales sur lesquelles seule une hypothése d’intégrabilité est faite a des
motivations physiques; en effet, si ’équation est censée modéliser le transport d’'un composé dans
un milieu fluide, il est naturel dans les applications de supposer que la masse totale (la norme L!
de la densité) du composé est finie a l'instant initial. La preuve de I'unicité des solutions repose sur
un lemme de base de la théorie des distributions.

Lemma. Soit u dans L},,(R™). Si pour toute fonction test ¢ de C°(R™) on a

alors u est identiquement nulle.

L’enjeu est d’arriver a utiliser I’équation de transport sur a afin de prouver la nullité de ces
intégrales pour toute fonction test. A cette fin, multiplions I’équation sur a par une fonction lisse )
dépendant cette fois de ’espace et du temps et réalisons quelques intégrations par parties formelles.
On obtient ainsi, pour tout 7" > 0,

T
/nMﬂwwﬁwﬂx—/;MQ@wwwﬂx—A /HMmm@mawy+vmmmwwxm¢Mt

Si 'on suppose que la donnée initiale a(0,-) est nulle et que 'on est capables, pour toute fonction
test ¢ de prouver I'existence d’une solution % au probléme adjoint

(Tadj){3t¢+v-(vw):0 tZO,xER”
Y(T) = o,

I’équation intégrale sur a se réduira alors, pour tout 1" > 0, &

/;MﬂxM@Mx:0
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En vertu du lemme énoncé ci-dessus, on en déduira alors que a est identiquement nulle au temps 7T,
ce qui terminera la preuve puisque T est quelconque. On remarque que I’équation adjointe est d’une
écriture trés proche de celle du probléme initial, & ceci prés que v apparait cette fois dans la dérivée
et non plus devant. La différence entre les deux termes n’est autre que

V- (av) —v-Va=a div v.

On comprend dés lors 'importance que peuvent avoir les diverses hypothéses faites sur la divergence
de v, la plus simple étant sa nullité. Sous cette hypothése d’incompressibilité de v, I’équation de (T")
est identique & celle de (T24). Le renversement du temps entre les deux problémes incarné par le
passage d’une donnée initiale & une donnée finale ne pose aucune difficulté conceptuelle ou technique ;
cela revient simplement a changer le signe du champ v. Dans le cas de la divergence nulle, le probleme
initial et son adjoint sont donc entiérement équivalents. L’article original de R. J. DiPerna et J.-
L. Lions [15] généralise cette résolution au cas d’une divergence bornée, hypothése essentiellement
optimale si ’on souhaite disposer de bornes d’intégrabilité sur a.

1.4 Reésultats

Dans une premiére sous-partie, on démontre un résultat d’unicité faible pour des équations
de transport-diffusion (Théoréme 1.1.2 page 26) sous des hypothéses de méme nature que celles du
théoréme de DiPerna-Lions. Ce résultat d'unicité faible est trés versatile et susceptible d’adaptations
a d’autres problémes ou les phénoménes de transport et de diffusion jouent un réle prédominant.

Dans une seconde sous-partie, on démontre un analogue du théoréme de J. Serrin (Théo-
rémes 2.5.1 page 45 pour le cas du tore et 2.6.1 page 47 pour celui d’un domaine de 1’espace) dans
lequel ’hypothése de régularité critique est faite sur une seule composante du champ de vitesses.
Le prix & payer pour cette hypothése anisotrope est double. D’une part, 'intégrabilité critique est
remplacée par une hypothése sur les dérivées de la composante du champ de vitesses, nettement plus
forte. D’autre part, les techniques de preuve sont plus élaborées en ce que celle-ci fait inévitablement
intervenir des opérateurs pseudodifférentiels anisotropes.

2 Graphes quantiques

Cette partie de la thése est consacrée & ’étude du spectre du laplacien de Neumann sur des
graphes métriques et plus spécifiquement & sa premiére valeur propre non triviale. On pose un
probléme d’optimisation de forme visant a minimiser (resp. maximiser) cette valeur propre en ne
pouvant que changer les longueurs des arétes, en préservant la longueur totale du graphe. On
aimerait trouver les valeurs extrémales atteignables sous ces contraintes ainsi que les formes de
graphes obtenues a la limite. On répond entiérement aux deux questions dans le cas du minimum
et apporte des réponses partielles dans le cas du maximum. Ce travail a été réalisé en collaboration
avec R. Band, du Technion Institute.

2.1 Bref historique

Les graphes quantiques sont des objets dont on fait remonter la premiére apparition, quoiqu’im-
plicite, dans un article de chimie des années 30 par J. Pauling [74]. Dans cet article, la motivation
principale de I'auteur est de calculer les susceptibilités diamagnétiques de certaines molécules orga-
niques, dont le naphtaléne. La finesse desdites molécules conduit a 'assimiler & un graphe, ou & un
petit voisinage d’un graphe. Afin de comprendre la délocalisation des électrons sur une telle molé-
cule, il est nécessaire de résoudre I’équation de Schrédinger sur (un petit voisinage de) ce graphe.
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Un développement systématique de la méthode, toujours en vue d’applications en chimie organique,
remonte aux années 50 avec I'article de K. Ruedenberg et C. W. Scherr [80]. L’appellation moderne
de « graphes quantiques » a gardé la trace de cette origine. Le développement moderne de nanocir-
cuits électriques, de structures en graphéne ou de cristaux photoniques, pour ne citer que quelques
exemples marquants, renouvelle 'intérét porté & ces objets mathématiques. Dans ces applications,
les graphes sont vus comme des limites de leurs voisinages tubulaires lorsque le diameétre transverse
du voisinage tend vers zéro.

Du coté mathématique, divers résultats de convergence ont été établis, montrant que le spectre
du laplacien sur le graphe donne, sous des conditions favorables, le comportement asymptotique du
spectre du laplacien usuel sur un voisinage tubulaire du graphe dans la limite de diameétre transverse
nul. Le Théoréme 7.5.1 de [43], lui-méme résumé des travaux de P. Kuchment et H. Zeng (|65], [66]),
de J. Rubinstein et M. Schatzman ([77], [78], [79]) et de M. Schatzman [83|, en est un exemple
emblématique. On peut citer également les travaux de Y. Saito ([81], [82]). Le lecteur intéressé par
le sujet trouvera des informations historiques plus précises dans le revue de littérature [64].

2.2 Définitions essentielles
2.2.1 Graphes discrets

On rappelle qu'un graphe (on précise parfois en parlant de graphe combinatoire ou discret) est
un couple (V, E) ot V est un ensemble de sommets et E un ensemble d’arétes reliant les sommets
de V. On insiste ici sur le fait que cette définition autorise a priori la présence de plusieurs arétes
reliant la méme paire de sommets, ainsi que 'existence de boucles reliant un sommet & lui-méme.
Le graphe est dit simple si E est un sous-ensemble de Pa(V'), ot Po(V') est I'ensemble des parties a
deux éléments de V', autrement dit si toute paire de sommets est reliée par au plus une aréte et que
le graphe ne contient aucune boucle. Contrairement & un usage répandu en théorie des graphes, nous
ne supposerons jamais que nos graphes sont simples. Au contraire, nous autorisons explicitement
les graphes que nous considérons & avoir des arétes multiples et /ou des boucles. Le graphe est dit
fini si V et E sont des ensembles finis. Le degré d’un sommet est le nombre d’extrémités d’arétes
connectées & ce sommet. En particulier, une boucle augmente le degré d’un sommet de deux, tandis
que toute autre aréte ne l'augmente que de un.

2.2.2 Graphes métriques

Un graphe métrique (ou continu, selon la littérature choisie) est un triplet I' = (V, E, £) ou (V, E)
est un graphe discret et £ : E — R, est une fonction associant une longueur réelle positive & chaque
aréte. Le lecteur remarquera que la définition de £ autorise une ou plusieurs arétes & posséder une
longueur nulle. Si v1,v2 € V sont deux sommets reliés par une aréte e € E telle que L(e) = 0, on
convient alors de confondre v; et v en un seul sommet v, de supprimer e et de relier toute autre
aréte liée & v1 ou v9 au nouveau sommet v. Ce choix est cohérent avec 'intuition selon laquelle deux
sommets infiniment proches sont indistinguables et ne font qu’un.

On peut ainsi voir un graphe métrique comme une union disjointe d’intervalles | |, 5[0, £(e)] dont
certaines extrémités sont identifiées par une relation d’équivalence rendant compte de la topologie
du graphe discret (V, E). Il pourra étre utile, selon le contexte, d’assimiler les arétes a des intervalles
ouverts ou fermés. Un tel graphe est muni d’une distance naturelle héritée de la distance euclidienne
sur R, appelée la distance géodésique du graphe. Le graphe est dit compact si (V, E) est un graphe
discret fini. On remarque que la terminologie est cohérente en ce qu’'un graphe métrique compact
au sens précédent est un espace métrique compact pour la distance géodésique.
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2.2.3 Paramétrisation d’une aréte

Une aréte d’'un graphe n’étant pas naturellement orientée, au contraire d’un intervalle de la
droite réelle, il y a un choix de paramétrisation & effectuer. Si e est une aréte d’un graphe mé-
trique (V, E, L) reliant les sommets vy et vg, que 1’on assimile & I'intervalle [0, L(e)], on peut définir
une premiére coordonnée z, en associant au sommet v; le point 0 et au sommet vo le point L(e).
On peut également définir Z. en choisissant ’association inverse. Les deux coordonnées sont liées
par la relation z. + Z. = L(e). Dans le probléme qui nous occupera, le choix de 'une ou l'autre
paramétrisation n’aura aucune influence et 'on choisira a4 chaque instant celle des deux qui nous
semblera la plus appropriée, facilitant au mieux l’écriture.

2.2.4 Fonctions sur un graphe métrique

Etant donné un graphe métrique I' = (V, E, £), on peut définir une fonction f sur I' par 'en-
semble de ses restrictions (f|e)ecr aux arétes de I'. En choisissant pour chaque e € E une para-
métrisation, la restriction f|. devient une fonction d’une variable réelle sur un intervalle ]0, L(e)].
On peut donc parler sans ambiguité de l'intégrabilité ou de la dérivabilité de f|., pour ne citer
que quelques propriétés naturelles. Ces notions sont bien siir indépendantes de la paramétrisation
choisie pour chaque aréte. Les espaces fonctionnels sur I' sont définis par leurs restrictions a chacune
de ses arétes. Ainsi, on a par exemple

L) := P L (e) ~ P L2(0, L(e)]),

ecE eelR

H'T) =P H' () ~EPH'(0,L(e)]) et H*(T):=DH(e) ~ @ H*(]0, L(e)).

ecFE eck eceE eclE

On notera C(T") l'espace des fonctions continues sur l’espace métrique (I',d), ou d est la distance
géodésique sur I'.

2.2.5 Graphes quantiques

Un graphe quantigue est la donnée d’un graphe métrique I', d’un opérateur différentiel D agissant
sur un espace fonctionnel du graphe (le domaine de I'opérateur) et de conditions aux sommets, ces
derniéres étant les analogues des conditions au bord pour les domaines ou les variétés. Dans ce
manuscrit, le seul opérateur considéré sera le laplacien unidimensionnel D = A, qui n’est autre que
la dérivée seconde. La dérivée étant d’ordre pair, elle est indépendante du choix de la paramétrisation
choisie sur l'arete, au contraire d’'une dérivée d’ordre impair. Le domaine du laplacien sur I' est
I'espace H?(T).

2.2.6 Conditions aux sommets

Il reste & choisir des conditions aux sommets pour compléter la description. Dans leur forme leur
plus générale, les conditions aux sommets linéaires homogeénes en 'inconnue prennent la forme sui-
vante. Pour chaque sommet v d’un graphe métrique I" de degré d,,, on choisit deux matrices (A,, By)
dans My, (C). Soit ey, ..., eq, les arétes dont v est une extrémité, paramétrées de telle sorte que v
soit l'origine de la paramétrisation. (On appelle souvent cette paramétrisation 'orientation sortante
pour v.)

Si f : ' = C est une fonction définie sur le graphe appartenant a H 2(T), la théorie usuelle
des espaces de Sobolev en dimension un nous permet d’affirmer que chacune des restrictions de f
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aux aretes ey, ..., eq, admet une trace en v, ainsi que les dérivées premiéres de ces restrictions. Ces
limites sont notées fle, (v),..., fley, (v) et f'le;(v),..., f'les, (v) respectivement. En définissant les
vecteurs des valeurs de f et f/ en v par
fley (v) flex (v)
F(v) := : et F'(v):= : ,
flea, (v) 'lea, (v)

les conditions recherchées s’écrivent sous la forme
Ay F(v) + B, - F'(v) = 0.

Afin d’obtenir le bon nombre d’équations indépendantes, il est impératif d’imposer que le rang
de la matrice concaténée (A, By) € Mg, x24,(C) soit maximal, i.e. égal a d,. Pour des raisons
physiques (conservation du courant de probabilité quantique), il est raisonnable d’imposer qu’une
telle condition au sommet rende 'opérateur étudié autoadjoint. On montre alors (se reporter a
la réféerence [43]|, Théoreme 1.4.4) que dans le cas du laplacien (ainsi que de tout opérateur de
Schrodinger), cette contrainte est équivalente, en sus de la condition de rang maximal mentionnée
précédemment, au caractére hermitien de la matrice A, B}, ou B} est la transconjuguée (ou adjointe
hermitienne) de B,. On notera que chaque sommet peut porter une condition différente, aussi
longtemps que chacune de ces conditions permet au laplacien d’étre autoadjoint. On peut, & titre
d’exemple, imposer une condition de Neumann sur un sous-ensemble quelconque de sommets et
une condition de Dirichlet sur tous les sommets restants (voir ci-aprés pour une définition de ces

conditions).

2.2.7 Conditions §

Un sous-ensemble particuliérement étudié de conditions est celui des conditions §, qui prennent
la forme suivante. On dit qu’une fonction f € H2 (T, C) satisfait la condition § au sommet v avec le
paramétre (réel ou infini) cv, si f est continue en v, i.e. si toutes les traces au bord fle, (v), .. ., fle,, (v)
sont égales et si

dy
Zf/‘€i<v) = Oévf(’l))7
=1

ou l'on a noté f(v) la valeur f|¢, (v). Dans le cas «, est infini, cette derniére condition est remplacée
par la nullité de f au sommet v. On appelle condition de Neumann en v la condition § avec paramétre
a,, nul et condition de Dirichlet en v la condition d avec paramétre «,, infini. Ces deux conditions sont
de loin les plus fréquentes dans la littérature des graphes quantiques, particuliérement la condition
de Neumann. Elles sont, comme on s’en doute, les analogues dans ce contexte des conditions de
Dirichlet et Neumann pour les domaines et les variétés. On imposera par la suite la seule condition de
Neumann a tous les sommets, a 'exception notable du Théoreme 3.2.6 dont la formulation requiert
une bréve mention de la condition de Dirichlet.

2.3 Formulation du probléme

2.3.1 Eléments de théorie spectrale

La théorie spectrale d’un graphe quantique dont opérateur est le laplacien (ou plus généralement
un opérateur de Schrodinger) muni de conditions aux sommets rendant cet opérateur autoadjoint
est trés simple; en effet, les théorémes usuels pour le laplacien (ou les opérateurs de Schrodinger)
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sur les domaines compacts s’appliquent mutadis mutandis au cas des graphes quantiques compacts.
Nous citons ci-dessous une version affaiblie du Théoréme 3.1.1 de [43], suffisante pour servir nos
objectifs.

Theorem 2.1. Soit I' un graphe métrique compact muns du laplacien —A agissant sur les fonctions
définies sur les arctes et de conditions 6 aux sommets. Alors le spectre de —A est 'union d’une suite
de valeurs propres (Ap)nen (comptées avec mulliplicité) de multiplicités finies avec

An — +00 lorsque n — +00.

De plus, il existe une base hilbertienne (fn)nen de L2(T) telle que pour tout entier n

_Afn = )\nfn

et fn satisfait les conditions auxr sommets prescrites. Enfin, en notant
h(f’ f) = <7Afa f>L2(F)

la forme quadratique associée a lopérateur —A, de domaine Dom(h) C I:Tl(F), les valeurs propres
satisfont pour tout n € N les égalités variationnelles

Ap = min Al )

JFeDom(h); ||f||%2(1")
s friot
La quantité minimisée dans le membre de droite s’appelle le quotient de Rayleigh de f et est
notée plus simplement R(f). Pour de petits numéros de valeurs propres (typiquement 0, 1 ou 2),
il est possible de choisir des fonctions tests sur I' dans Dom(h) dont le quotient de Rayleigh sera
facile & calculer, permettant ainsi une majoration aisée de la valeur propre qui nous préoccupe.

2.3.2 Trou spectral

La quantité A\; — Ao porte souvent le nom de trou spectral et est d’'une grande importance dans les
applications. Lors de ’étude d’un phénomeéne diffusif sur le graphe, c’est elle qui donne la constante
de temps générique du retour a I’équilibre aprés une perturbation. Ainsi, si 'on chauffe une zone du
graphe au temps £y = 0 et que 'on étudie 'écart entre la température sur le graphe et sa moyenne
spatiale a un instant ¢ donné, cet écart est de Vordre de e~(*1=20)t en norme L2. Disposer de méthodes
efficaces pour calculer (ou a minima estimer) ce trou spectral apparait donc comme un objectif aux
retombées pratiques indéniables. Dans le cas des domaines, ce rble est joué par les inégalités de
Faber-Krahn (]52], [62], [63]) pour la condition de Dirichlet et de Szegt-Weinberger ([84], [85]) pour
la condition de Neumann. Ces inégalités prouvent que la boule est, & mesure fixée, 'unique domaine
connexe réalisant le minimum (pour la condition de Dirichlet) ou le maximum (pour la condition
de Neumann) de la premiére valeur propre non nulle. Cette valeur propre est égale & Ay dans le
cas Dirichlet et & A\; dans le cas Neumann ; en effet, on observe trivialement que pour la condition
de Neumann, Ay = 0 avec les constantes pour fonctions propres et que cette valeur propre a pour
multiplicité le nombre de composantes connexes du domaine. Nous imposerons dans la suite la
condition de Neumann & tous les sommets du graphe, nous plagant ainsi dans la lignée du théoreme
de G. Szeg6 et H. F. Weinberger. Par commodité, on appelle ces graphes des graphes de Neumann.
L’observation précédente faite pour les domaines s’applique de maniére identique aux graphes de
Neumann compacts connexes, dont le trou spectral est alors égal & la premiére valeur propre non
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nulle \;. Pour ce choix de conditions, la forme quadratique h n’est autre que le carré de la norme H'*
sur le graphe :

nr5) = [ 17/ @) e
Le domaine de h est alors H*(I') N C(T), que I'on note habituellement H'(T).

2.3.3 Contrainte d’échelle

Tout comme dans le cas des domaines, il est nécessaire d’imposer une restriction sur le volume des
graphes consideérés si I'on veut que notre recherche d’extrema ait un sens. En effet, si I' = (V, E, L)
est un graphe métrique et L est un paramétre strictement positif fixé, on définit le graphe

L-T:=(V,E,L L).

Autrement dit, on a simplement dilaté toutes les arétes de I' d'un facteur L en conservant sa
topologie. On vérifie alors aisément que le spectre de L - T' est dilaté d’un facteur L=2 et que les
multiplicités sont conservées. Enfin, les fonctions propres de L-T" sont, & une dilatation de la variable
d’un facteur L~! prés, les mémes que celles de I'. Ainsi, en choisissant L arbitrairement petit (resp.
grand), il est possible de rendre les valeurs propres aussi grandes (resp. petites) que 'on veut. Dans
I’optique de comprendre les formes optimales de graphes, celles pour lesquelles une certaine valeur
propre sera maximale ou minimale, nous choisissons de travailler sous la contrainte

»Ctot = Zﬁ(e) =1.

ecE

Le volume du graphe, qui n’est autre que sa longueur totale, sera fixé égal & une unité.

2.3.4 Enoncé du probléme

Etant donné un graphe discret G = (V, E), on considére la famille des graphes métriques
{F = (V7E7[’) tq Etot = 1})

tous munis des conditions de Neumann 4 leurs sommets. On rappelle & toutes fins utiles la convention
adoptée lorsqu’une longueur nulle est attribuée & une aréte, consistant en la fusion des sommets aux
extrémités en un seul. On considérera dans la suite

L:={L:E >Ry t.q L =1}

'ensemble des £ admissibles comme un sous-ensemble du cone positif de RIZl muni de la topologie
euclidienne. L’ensemble £ est évidemment compact pour cette topologie. Si I" est un graphe de cette
famille, on voit la premiére valeur propre non nulle de I' comme une fonction de la variable £ et
on note A;(L) pour insister sur la dépendance de cette valeur propre en les longueurs des arétes.
En admettant pour le moment que A; est une fonction continue sur £ et en fixant dans la suite un
graphe G, on souhaite répondre aux questions suivantes.

1. Quel est la valeur du minimum/du maximum sur £ de Ay ?

2. Quels sont les graphes réalisant ce minimum /maximum ?
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Pour bien comprendre la deuxiéme question il faut se rappeler, une fois de plus, que 'on autorise
certaines arétes & avoir une longueur nulle. Ce faisant, on autorise une dégénérescence continue de
la topologie du graphe, en interdisant cependant toute coupure ou ajout d’aréte. En particulier,
une fois que G est fixé, tous les graphes métriques admissibles sont homotopes en tant qu’espaces
topologiques. On peut reformuler la deuxiéme question comme suit.

(2)" Quels sont les graphes discrets pour lesquels il existe un choix de £ dans £ a coordonnées
toutes strictement positives réalisant le minimum /maximum de A; sur £7

La condition supplémentaire a pour but de prévenir toute dégénérescence, en s’assurant que la
topologie prescrite par G est strictement conservée.

2.4 Reésultats

Concernant le probléme du minimum, les deux questions ont recu une réponse compléte, en
sappuyant partiellement sur la littérature préexistante (Théoréme 3.2.1 page 60). Selon que le
graphe posséde ou non un pont, le minimiseur est U'intervalle unité ou un collier symétrique (voir
Pexemple 3.1.7 page 60 pour une définition de ceux-ci) et le trou spectral correspondant vaut
respectivement w2 ou (27)2. Mieux encore, on est capables de caractériser topologiquement les
colliers symétriques accessibles a un graphe sans pont donné (voir la fin de la section 3.3). Le cas
du maximum est partiellement résolu mais reste encore ouvert. Il est toutefois possible d’apporter
une réponse compléte dans le cas ou G est un arbre (Théoréme 3.2.2 page 61). On fournit de
plus des critéres pratiques permettant de se réduire a des sous-graphes (Théoréme 3.2.6) ainsi que
d’exclure certains graphes de la famille des maxima (Théoréme 3.2.4). On conclut en énongant deux
conjectures sur ce probléme du maximum (voir la section 3.9). La premiére affirme qu’en dehors
de quelques cas exceptionnels les flétoiles équilatérales, recollement d’étoiles et de fleurs, forme
I'unique famille de graphes maximisant le trou spectral a longueur totale fixée, les cas exceptionnels
étant couverts par les mandarines équilatérales. La deuxiéme conjecture, qui se décline en deux
versions, relie la maximisation du trou spectral & la maximisation des symétries du graphe en
deux sens distincts selon que 'on préfére considérer le groupe d’automorphismes du graphe ou la
dégénérescence de son trou spectral.

3 Groupes de Lie et transformée de Fourier

Dans cette derniére partie, nous reprenouns les travaux de H. Bahouri, J.-Y. Chemin et R. Danchin
sur les groupes de Heisenberg [86] et les généralisons au cas des groupes de Lie nilpotents simplement
connexes d’indice 2, dont les groupes de Heisenberg forment un sous-ensemble.

3.1 Groupes et algébres de Lie.

Commencons par quelques rappels et donnons-nous un groupe (G, -). On dit que (G, ) est un
groupe de Lie si il est de plus muni d’une structure de variété différentielle C>° compatible avec la
structure de groupe, au sens oil la multiplication

GxG—=G

et l'inversion

1.6 G

sont des applications C*°. On supposera toujours dans la suite que G est connexe. L’algébre de Lie
du groupe, notée, g, est définie comme étant ’espace vectoriel des champs de vecteurs invariants a
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gauche sur G. On montre (voir par exemple [92]) que cet espace est isomorphe & l'espace tangent
de G en I’élément neutre. Un groupe de Lie est dit nilpotent si son algébre de Lie est nilpotente,
i.e. s’il existe un entier n € N tel que toute chaine de commutateurs de longueur n + 1 s’annule.
Précisément, on demande que pour tout (g1, ..., gne1) de gt l'on ait

[...[l91, 92], 93], gn41] = O.

L’indice de nilpotence de g - et partant, de G - est par définition le plus petit entier n tel que
I’égalité précédente ait lieu pour tout (n+ 1)-uplet d’éléments de g. Une conséquence immédiate de
cette définition est la caractérisation de la commutativité de (G, -) par un indice de nilpotence égal
a4 1. Dans ce cas, le groupe est isomorphe, en tant que groupe de Lie, & (Rdim G +). Le cas ou cet
indice est égal & 2 peut étre vu comme un « exemple minimal non commutatif » ; en particulier, il
devrait étre le plus simple & traiter parmi les groupes de Lie nilpotents.

3.2 Groupes de Lie nilpotents

Cette sous-section a pour objectif de justifier brievement I'identification que 'on fera par la suite
entre un groupe de Lie (supposé nilpotent et simplement connexe), son algebre de Lie et une certaine
application bilinéaire antisymétrique. On renvoie le lecteur intéressé a la référence [91] pour de plus
amples informations. On aura besoin pour cela d'un objet courant en théorie de Lie : 'application
exponentielle

exp:g — G.

Il existe plusieurs définitions équivalentes de 'application exponentielle en algébre de Lie; nous
retiendrons la plus générale. Soit X un champ de vecteurs invariant a gauche sur (G, -) et notons 1
le neutre de (G, ). Considérons I’équation différentielle sur G

{ 7(t) = X(v(#),teR
7(0) = 1g.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure que cette équation différentielle posséde une solution locale
en temps. L’invariance & gauche de X permet d’affirmer que cette solution est en fait globale en
temps. On définit alors

exp X :=7v(1) € G.

Dans le cas ou (G,-) est un sous-groupe de (GL,(R),-), 'application exponentielle coincide avec
I’exponentielle usuelle de matrices, définie par sa série entiére.

On rappelle que pour tout groupe de Lie (G, -), 'application exponentielle définit, par restriction,
un difféomorphisme d’un voisinage de I’élément neutre de (g, +) sur un voisinage de [’élément neutre
de (G, ). De plus, si X,Y sont suffisamment proches de 0 dans g, on dispose de la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff (ou formule BCH en forme courte)

expXexpY =expZ
ol Z est défini par une série absolument convergente de commutateurs itérés entre X et Y. Les
premiers termes de cette série sont donnés par

1 1
Z=BCHX,)Y)=X+Y + i[X’ Y]+ e (X, [X, Y]] + [Y,]Y, X]]) + (ordre supérieur).
Supposons & partir de maintenant et dans toute la suite de cette partie que (G, -) est nilpotent et

simplement connexe. Alors exp est elle-méme un difféomorphisme global entre g et G. De plus, la
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fonction BCH ne comporte plus qu'un nombre fini de termes et devient dans ce cas une fonction
polynomiale en X et Y. Enfin, si 'on munit g de la loi de groupe de Lie ® donnée par cette méme
formule, autrement dit si 'on pose pour X,Y € g

X oY :=BCH(X,Y),

alors I’application exp est un isomorphisme de Lie entre les groupes (G, -) et (g, ®). On peut alors,
sous les conditions ci-dessus, légitimement identifier le groupe de Lie original (G, -) avec son algébre
de Lie (g,+,®). Nous restreindrons encore une fois notre propos pour ne nous préoccuper que
de groupes de Lie nilpotents, simplement connexes et d’indice 2. Cette famille particuliére est
nettement mieux connue que les groupes de Lie nilpotents généraux, ou méme seulement que les
groupes d’indice 3. En particulier, on connait des formules explicites donnant les représentations
unitaires irréductibles de ces groupes (voir par exemple la sous-section 3.3 et ’équation 4.2). On s’est
donc, pour le moment, ramenés & ’étude de ’algébre de Lie du groupe, qui posséde en particulier
une structure d’espace vectoriel. Ainsi, tout groupe de Lie nilpotent d’indice 2 simplement connexe
est isomorphe a un groupe du type (RY™ & ©), avec ® une loi & préciser. Avec ce qui précede,
connaitre ® est équivalent & connaitre le crochet de Lie de g. Ce crochet est en particulier une
application bilinéaire antisymétrique de g X g dans g, qui est de plus nilpotente au sens ou si Z est
un élément de [g, g], alors [Z, g] = {0}. Réciproquement, choisissons un entier n et une application
bilinéaire antisymeétrique
c:R"xR" — R"

telle que pour tout X dans R™ et tout Z dans o(R",R™), la quantité o(Z, X) est nulle. Alors, si
I’on définit sur ’ensemble R™ la loi ® par

1
VXY ER", XOY:i=X+Y+0(X.Y),

la structure (R™, ®) est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe d’indice 2. Ceci justifie que
I’'on ne considére dans la suite que des groupes de Lie dont ’ensemble sous-jacent est R™ pour un
certain entier n € N, par simple commodité d’écriture. Il est possible de raffiner encore un peu cette
caractérisation. Notons p la dimension du centre 3 de (R™,®) et choisissons une décomposition en
somme directe

R" =3 ®R"P.

L’application o se restreint alors en une application bilinéaire antisymétrique de R”~? x R"~P dans 3,
que l'on continue de noter o. On caractérise entiérement les groupes de Lie nilpotents simplement
connexes d’indice 2 par le choix d’un entier p supérieur & 1, d’un entier n plus grand que p et d’une
application o vérifiant les conditions énoncées ci-dessus.

Terminons cette sous-section sur une note historique. Parmi les groupes de Lie nilpotents sim-
plement connexes d’indice 2, on trouve la famille des groupes d’Heisenberg ((HY,-))4>1. Dans cette
famille, le d-éme groupe a pour dimension totale 2d + 1 et son centre est toujours de dimension 1.
L’application o s'identifie ici & la forme symplectique canonique o, sur R x R% définie a partir du
produit scalaire canonique (-,-) sur R? par

V(z,y), (@',y) € R xR, oc((z,y), (@, y)) = (z,y) — (2, y).

Le premier de ces groupes, (H!,-), parfois noté¢ (H3(R),-), a permis & W. Heisenberg de montrer
I’équivalence entre deux visions de la mécanique quantique : la représentation dite de Schrédinger
et celle dite de Heisenberg. On se référera au livre [89] pour plus de détails historiques sur ce sujet.
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3.3 Représentations unitaires irréductibles.

Passons maintenant & une famille d’objets qui nous intéressera plus particuliérement dans la
suite : les représentations unitaires irréductibles. On rappelle qu’étant donné un groupe (G, -), une
représentation de (G, -) est un couple (p,H,) oit H, est un espace vectoriel et

p:G— GL(H,)

est un morphisme de groupes. La représentation (p,H,) est dite unitaire si H, est un espace de
Hilbert (systématiquement supposé séparable) et que pour tout g € G, p(g) est un opérateur unitaire
sur H,. si H, et {0} sont les seuls sous-espaces fermés stables par tous les p(g) pour g de G, on dit
que p est irréductible. Deux représentations (p, H,) et (p/,H,) d'un méme groupe (G, -) sont dites
équivalentes si il existe un isomorphisme

IIHp—>Hp/

tel que pour tout g de G, le diagramme

H, p(9)

g
Il r'(g)

#,

|z
Hy —— Hy
soit commutatif. Si de plus on peut choisir Z unitaire, on dit que p et p’ sont unitairement équi-
valentes. Etant donné un groupe de Lie (G,-) possédant des propriétés topologiques raisonnables
(localement compact, séparable) ainsi qu'une propriété algébrique sur laquelle on ne s’étendra pas
(Punimodularité), on note G l'ensemble de ses représentations irréductibles unitaires, quotienté par
I’équivalence unitaire de représentations. L’ensemble G s’appelle le dual unitaire de G et a, en toute
généralité, une structure extrémement compliquée. Sauf dans des cas particuliers, G nest pas na-
turellement muni d’une structure de groupe; ce n’est par exemple pas le cas lorsque (G, -) est un
groupe d’Heisenberg (H?, ) ou le groupe matriciel (SLy(R),-). A contrario, les duaux unitaires de
'espace (RY, +) et du tore (T¢,+) sont naturellement muni de structures de groupes les rendant
isomorphes, respectivement, & ((R%)*, +) et (Z¢,+). Ici, ((RY)*, +) désigne I'espace vectoriel dual
de (R, +).

Dans le cas de Pespace RY, les représentations unitaires irréductibles sont paramétrées de la facon
suivante. Etant donné un complexe z, notons M, l'opérateur de multiplication par z. Vu comme
endomorphisme de C muni du produit scalaire usuel, M, est unitaire pour tout z de module unité.
Pour ¢ dans (R9)*, on définit alors la représentation (M,_e,,,C) par

Mo R —  U(C)
e—i(&,) - 0 — Me,i@@m,

Par définition, pour ¢ dans (R%)*, 2o dans R et w dans C,
Me(xo)w == e HET0) gy,

Ces notations introduites, si (p,H,) est une représentation unitaire irréductible de (R4, +), alors il
existe & dans (R?)* tel que (p, H,) soit unitairement équivalente a (M,—ie.,C).

e
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3.4 Transformation de Fourier

Revenons maintenant au cas général. Soit u une mesure de Haar sur G, f : G — C p-intégrable
t (p,H,) dans G. On rappelle que p est une mesure de Haar sur G si p est une mesure invariante
par translation & gauche au sens o pour toute fonction f p-intégrable et tout gy de G,

/fgogdu /f )du(g

Dans le cas d’un groupe dont ’ensemble sous-jacent est R”, les mesures de Haar sont exactement
les multiples positifs de la mesure de Lebesgue usuelle. La transformée de Fourier de f en (p,H,),
notée FE(f)(p), est par définition,

/f u(g) € L(H,).

Ainsi, pour u dans H,, on a

FOP)p) ui= / 1(9)(plg) - w)dulg) € H,.
G

Une propriété fondamentale de la transformée de Fourier est d’échanger la convolution sur le groupe
d’origine avec la composition d’opérateurs sur H,. Si

f17f2:G—>(C

sont deux fonctions p-intégrables, on définit leur produit de convolution fi * fo par

(f1* f2)(g / f1(g") f2(9'~ g)du(g') pour presque tout g dans G.

On dispose alors de l'identité de convolution suivante, valable pour toute représentation unitaire
irréductible (p, H,) de G,

FO(fu* F2)(p) = FE(f1)(p) 0 FE(f2) (p)-

4 1) et d'une représentation (M,—it.y,C), pour w dans C,

Dans le cas de 'espace (R?,

Notant alors
;i gH/ f@)e {60 dr € CO((RY"),
on dispose de ’égalité entre opérateurs linéaires sur C

d
]:R (f)(Me*NE,')) = Mf(g)-

Dans le cas de l'espace, la transformation de Fourier écrite dans le langage des représentations
unitaires irréductibles est donc équivalente a la transformation de Fourier usuelle, définie et pensée
comme une transformation entre fonctions. Dans cet exemple, on a pris soin de différencier dans les
notations la fonction f, définie sur R, de sa transformée de Fourier f , définie sur (R%)*. Ce choix
tient & une raison : en général, il n’existe pas d’identification naturelle entre un groupe et son dual
unitaire. A titre de contre-exemple simple, le dual unitaire du tore (T¢, +) s’identifie au réseau Z¢
et les deux ensembles sous-jacents sont nettement différents; par exemple, une fois munis de leurs
topologies canoniques, 'un est discret non compact tandis que l'autre est compact non discret.
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3.5 Décomposition en coefficients matriciels

Donnons-nous une fonction f de LY(G,p), un élément g de G et (p, H,) dans G. Plutot que
d’étudier directement l'opérateur unitaire p(g), il peut étre plus simple de considérer, pour v, w dans
H, et g dans G la quantité

my,w(g) == (p(g) - U7w>L2(HP)a
appelée coefficient matriciel (de la représentation (p, H,) en I’élément g). La théorie autour de ces
coefficients est vaste et nous renvoyons le lecteur désireux de mieux connaitre la théorie autour
de ces fonctions au livre [106]. On définit alors, en suivant lidée principale de [86], le coefficient
matriciel de Popérateur F&(f)(p) par

FE)pyv,0) = (FEF)p) - v,0) 120,

L’espace H, étant un espace de Hilbert séparable, la connaissance des ]-"G(f)(,o, v, w) lorsque v et w
parcourent une base hilbertienne B, de H,, suffit pour déterminer entiérement F¢(f)(p). Le choix
de B, est alors crucial si 'on souhaite développer une réduction de la théorie de Fourier écrite dans
le langage des représentations a une deuxiéme théorie, souhaitée plus simple & manipuler et plus
proche de celle que 1'on connait sur R%. Ce choix est motivé dans la sous-section suivante par son
lien avec le laplacien invariant & gauche, expliquant au passage ce qu’est l'incarnation du laplacien
dans ce contexte.

3.6 Lien avec le laplacien

Dans 'espace R?, une propriété fondamentale de la transformeée de Fourier est la diagonalisation
du laplacien usuel par ’égalité

“Apaf(€) = [E2f(6).

Réécrite en terme d’opérateurs agissant sur C, cette égalité devient

FH(—Agaf) (M, iien)) = F¥(f)(M,-ite.0) 0 Migpa.

e

L’opérateur de multiplication que 'on obtient comme conjugué du laplacien sur R? par la transfor-
mation de Fourier est un opérateur scalaire sur C, en particulier diagonal. Il est donc impossible de le
simplifier plus. Dans le cas d’un groupe de groupe de Heisenberg H? muni de son laplacien invariant
a gauche —Apyq, Uopérateur conjugué de —Apga sous la transformation de Fourier (qui remplace
Vopérateur Mg 2 dans ce contexte) est, a un changement d’échelle pres, celui associé a l'oscillateur

harmonique quantique —ApY. Ainsi, en oubliant temporairement ce changement d’échelle, on a

FE(—Agaf)(p) = FE () (p) o (—A%S).

Les fonctions propres de —Ag¥ sont connues : ce sont les fonctions d’Hermite, notées ici (Hy,),ena-
Si 'on note A, la valeur propre associée a H,, i.e. le réel positif tel que

*A?RSdC n = AnHn,
alors la transformée de Fourier sur H? doit satisfaire une égalité du type
d d d
FE(=Ayef)(p) - Ho = F(f)(p) o (~AFE) - Hy = MF>(f)(p) - Hn,

oil p est une représentation irréductible unitaire quelconque de H?. En passant aux coefficients
matriciels sur la base des fonctions d’Hermite, on obtient alors une égalité a ’aspect familier

FE(—Aga ) (py Hiy Hy) = AnF () (0, Hyn, Hy).
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Ainsi, le choix d’une base hilbertienne adapté au conjugué du laplacien invariant a gauche sur H¢
a permis de le diagonaliser, au sens de 'égalité précédente. Le cas d’un groupe de Lie nilpotent
simplement connexe d’indice 2 se traite de maniére analogue. On insiste toutefois sur le fait que
I’on a omis, dans cette écriture, un changement d’échelle dépendant de p qui modifie Iallure des
fonctions d’Hermite ainsi que les valeurs propres A,. Pour la clarté de ’exposition, on a fait le choix
de repousser 'explicitation de ces modifications a une partie ultérieure du manuscrit.

3.7 Reésultats

Dans cette derniére partie, nous commencons par préciser la topologie de 1’espace des fréquences
du groupe et donnons une construction explicite de sa complétion reposant sur une réalisation
de cet espace comme un sous-ensemble de 'espace euclidien (Proposition 4.3.1 page 100. Nous
munissons ensuite le complété d’'une mesure qui est essentiellement une mesure de comptage sur
les fibres discrétes et une mesure de Lebesgue sur les fibres continues. Nous montrons que le choix
de cette mesure est compatible avec la topologie de 'espace (Proposition 4.3.2 page 103). L’étude
de la transformée de Fourier sur le groupe se raméne alors a la connaissance fine des propriétés de
régularité, de décroissance ainsi que des identités satisfaites par ce qu’il convient d’appeler le 'noyau
de Fourier’, analogue dans ce contexte non commutatif de 'exponentielle complexe pour ’espace
euclidien. Cette étude est menée de la section 4.4 & la fin de cette derniére partie et culmine dans
lobtention de l'identité (4.11) page 118.
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Chapitre 1

Un lemme d’unicité et ses applications
en mécanique des fluides incompressibles

1.1 Introduction

In their seminal paper [15], R. J. DiPerna and P.-L. Lions proved the existence and uniqueness of
solutions to transport equations on R%. We recall here a slightly simplified version of their statement.

Theorem 1.1.1 (DiPerna-Lions). Let d > 1 be an integer. Let 1 < p < oo and p/ its Holder
conjugate. Let ag be in LP(R?). Let v be a fized divergence free vector field in L} (Ry, Wh¥' (R%)).

loc

Then there exists a unique distributional solution a in L (R, , LP(R?)) of the Cauchy problem

{ da+ V- (av) =0 (1.1)

a(0) = ao,

with the initial condition understood in the sense of CO(Ry, D'(RY)). We recall that a is a distributio-
nal solution of the aforementioned Cauchy problem if and only if, for any ¢ belonging to D(R . x RY)
and any T > 0, there holds

/OT/Rda(t,x) (@tp(t,x)+v(t,x).v¢(t7$))dxdt:/

y a(T,z)p(T, x)dx —/ ao(z)p(0,x)dx.

Rd
(1.2)

Beyond this theorem, many authors have since proved similar existence and (non-)uniqueness
theorems, see for instance [1], [2], [4], [5], [6], [14], [23], |24], |26] and references therein. In particular,
the papers [4], [5] and [6] use a duality mrthod which is close in spirit to our results. Our key
result, which relies on the maximum principle for the adjoint equation, is both more general and
more restrictive than the DiPerna-Lions theorem. The generality comes from the wider range of
exponents allowed, along with the affordability of additional scaling-invariant and/or dissipative
terms in the equation. We thus extend the result from [27], where the setting was restricted to the
Ltzyx case and no right-hand side was considered. On the other hand, we do not fully extend the
original theorem, since we are unable to prove the existence of solutions in the uniqueness classes.
Here is the statement.

Theorem 1.1.2. Let d > 1 be an integer. Let v > 0 be a positive parameter. Let 1 < p,q < o0
be real numbers with Holder conjugates p' and ¢'. Let v = v(t,z) be a fized, divergence free vector
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field in LY (Ry, WH4'(RY)). Given a time T* > 0, let a be in LP([0, T*], LY(R%)). Assume that a is
a distributional solution of the Cauchy problem

(

C){ oa+ V- (av) —vAa =0 (1.3)

a(0) =0,

with the initial condition understood in the sense of C°([0,T*],D'(R%)). That is, we assume that, for
any function ¢ in D(Ry x RY) and any T > 0, there holds

/ a(t,x) (Oep(t, ) +v(t,x) - Vo(t,z) + vAp(t,x)) dedt = / w(T,x)o(T,x)dx.  (1.4)
R4 xR Rd

Then a is identically zero on [0,T*] x RZ.

Though one may fear that the lack of existence might render the theorem unapplicable in
practice, it does not. For instance, when working with the Navier-Stokes equations, the vorticity of
a Leray solution only belongs, a priori, to

L®(Ry, H YRY)) N LA(R, x RY).

In particular, the only Lebesgue-type space to which this vorticity belongs is L?(R; x R?). Our
theorem is well suited for solutions possessing a priori no integrable derivative whatsoever.

As such, our theorem appears a regularization tool. The philosophy is that, if an equation
has smooth solutions, then any sufficiently integrable weak solution is automatically smooth. We
illustrate our theorem with an application to the regularity result of J. Serrin [32] and subsequent
authors [3], [8], [10], [17], [18], [19], [21], [35], [38]. The key point in our proof is the maximum
principle of the adjoint equation. The validity of the maximum principle partially depends on the
vorticity equation having only differential operators rather than pseudodifferential ones.

Another standpoint on this theorem, which we owe to a private communication from N. Mas-
moudi, is that we now have two ways to recover regularity on the vorticity field € from the velocity.
We may either we use the defining identity

Q:=VAu
or that  is a solution of the linear problem

HV+V-(Q0u)—AQ=V - (u®Q)
(NSV){ Q(0) = V A o,

The 