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VĜ(λ̂) =
⊕

λ ����� �����	 ��
����� �� G

VG(λ)
⊕c(λ,λ̂).
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� $� n ≥ 2� �� ���� ���������� �� ��������� �� GLn−1(C) ���� GLn(C) �� ��!�%���

����� ������� A ∈ GLn−1(C) ���
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	����������� ���� ����#�� ��� ��� ����
�� �� ����������  
� �������� �%��� ���


��'���� �(�� �
�� n − 1� �� 
� ������� �� 
��'���� �� �
�� n� )��� ��� ��

�

�����
(
(λ1, . . . , λn−1)︸ ︷︷ ︸

=λ

, (μ1, . . . , μn)︸ ︷︷ ︸
=μ

)
� 
� ��������� �� 	���������� �������������

��� �����

c(λ, μ) =

{
1 �� μ1 ≥ λ1 ≥ μ2 ≥ λ2 ≥ μ3 ≥ · · · ≥ μn−1 ≥ λn−1 ≥ μn
0 �����

.

� $� 
� ��������� �� 	���������� ��� T ⊂ GLn(C)� �* T ��� �� ���!��� 
� ����

��#���
 �� GLn(C) ������� ��� �������� ���'���
�� ��� 
� ��������� ����� 
��

���# ��� ���� 
(���������� �
��� �� ��� �� ���� �� ����� �(������� 
� �������������

��� ����
�� �� �
�� ���� ����� ��
%������# �� GLn(C) �� ����� ������� �� �����

������� �� ����� ����� ��� ������������ ��� 
�� ��
� T �'�� ��� �� ������� ���������

λ�� ��� ���������� �� 	���������� �������������� ���� ����
�� � ���	��� ��

+���,� � �� ���� ����#�� ��� 
�� ����
�� ������ �(��� ����� �(������� �������� ��


��'���� n ��� ����� ������ �������� - ������ λ - �� T � �� �(��� ��������� ��


��'���� �� �
�� n ��� ����� ������ �������� �������
��� - ������ μ - �� GLn(C)��
.
��� 
� ���	�� �� +���,� kμ,λ ���� /��� ��
��
� ����� 
� ���	�� �� ��	
���# ��

0���' �������������� �� ����� μ �� �� ����� λ  �(���������� 
� ���	�� �� ��1���

�� ����
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� ���'����� �� 0���' �� 
� ��������� μ �!�� λ1 ���� 
� ���	�� 2� λ2
���� 
� ���	�� 3� ���� �� ������� ���������� ��� ���� 
��'�� �� 
�'�� �� �����������
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�����



� ������� �	 
�������
�� �� ������
�

� �� ������� 	

�� ������ �
� �� �	
 �� ������� ���
����� �� ���� ����
���	����


��������	��
 �����������
 �� GLn(C) � ���
��� G = GLn(C) �
� ����� ��	���	���

���� �	�
 Ĝ = G×G� �� 
������

� �� �	�� � �	 �	����� ���� �� ������� ���
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��� 	����
 $ ���"�����
 �� !�����%����&��#	��
�� ' �

Sα(Cn)⊗ Sβ(Cn) =
⊕
γ

Sγ(Cn)⊕cγα,β .
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 �	������ � �	 ����� �� !�����%����&��#	��
�� )��� ������� �	���

���� ��
 ���"�����
 �� !�����%����&��#	��
�� �� ����� �� �	���	�� �� *����


����
�	��	��
 �	���������
 � 
����� α� β� �� γ ��
 �	�������
 ���+	�� |α|+ |β| = |γ|
,�� 
�	��� ����� ��������� ���

	��� ���� 	���� cγα,β �= 0- .� ���
����� 	���
 �� $

��	��	��� �� *���� �	��#� ' �� ����� γ/α � �� 
�	��� 
��������� �� ��	��	���

������ �� �����	�� 	� ��	��	��� �� *���� �� γ ����� �� α ,
� �� ���
� �	
 ��

�����

���
� ��� �� ���"����� �� !�����%����&��#	��
�� �
� /- 0	� ��������

α

��

γ

�������

γ/α

.� 	������ 	���
 $ �	���	� �� !�����%����&��#	��
�� ' �� �	���	� 
����
�	��	��

�	��#� ,� � �	 �1�� �#�
� ����� �	���	� 
����
�	��	��� �	�
 �� �	��	�� ����

��	��	��� �� *���� �	��#�- ��� ��� �	 
���� ������� �� ����	��	�� 
�
 �����


�����
�
 ,� � ���
 �� ������ � �	��#�- �
� �� ��� �� �������
 � �	�
 ���� ��+�� ��

����� 
����� ���� ������ i 	��	�	2� 	� ����
 	��	�� �� ���
 ��� �� ������ i + 1 

!	 ����� �� ���
���� ������� 	���
 ��� �� ���"����� �� !�����%����&��#	��
�� cγα,β
�
� �	� 	� ������ �� �	���	�� �� !�����%����&��#	��
�� �� ����� γ/α �� ��

����
 β 3����
 �� ��� ���	 ����� 
�� �� ������� � 
� α = (2, 1)� β = (3, 2, 1)�
�� γ = (4, 3, 2)� �� ���"����� �
� 	���
 4 �	� �� � 	 ��	������� ���� �	���	�� ��

!�����%����&��#	��
�� �� ����� (4, 3, 2)/(2, 1) �� �� ����
 (3, 2, 1) �
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 �����

	�� �������	�� ��
 ���"�����
 �	�� 	���� �	

$ 7��8������ �� 9	���	���� ' � 	������ ���� ���� ������� �� �	�������
 (α, β, γ)�

∃N ∈ N∗, cNγ
Nα,Nβ �= 0 =⇒ cγα,β �= 0 ?
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��� ���� 	
� cγα,β �= 0 ⇒ ∀N ∈ N∗, cNγ
Nα,Nβ �= 0 ��� ��� ��
� ������ � ����������

����������� �� ����� 	
����� ����� ������� �� �� ��� ���� �� � ������
��
�� ��� � ������� ��
 �����!�� ����" ���� ������� ��� �������� #����$
����� % ���� ����� ��
& �������� #��������� 	
� ��
�$� ���� �
 �������
�� ��
� ����� ' ��� ������� ���������� ��
���� ��� �&����� �� �������� � ���
������� �����
���� �� (� )
��� % *)
�++,� �� ������ -��� � ����� 	
����� ���
�� �� ����������� �� �� ������
�� �� .��
����� ��� /� 0
��� �� 1� 1�� �����
*0122, �
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� ���&����� 	
� �� �� ��
� �
� ��������� ��� ����� �#!�� ��� ���
� ��� ���4�����
�� 0����5��� ����� ��
� ���&����� �������� �� ���6�� �� ���������� �� ����
��
�������� �� ��
& ������������� �����
������� ��
 6��
�� ���
���� 	
� �� ���
��
����� ���� 7��� �� 6��
�� -� Sk ��� ����
������ �� ��������� �1, k� ��8 k ��� 

����� ���������� ��������� 9� ��� ��� ��
 	
� ��� ������������� �����
�������
��
 6��
�� -� ��� � �������� ���� ��� ������� �� ���
6���� �� �� �������
: ������
���� ��� ������������� �����
������� �� Sk ��� �7�� ���&��� ��� ���
��������� �� ������� k� ;��� ���� 
� ����� �������� α � ����� Mα �� Sk$
���
�� �����
������ ������������ ��� ���4����� �� 0����5�� ��� ����� ���
�
����������� ����������� ��� �� ������������ %

Mα ⊗Mβ =
⊕
γ�k

M
⊕gα,β,γ
γ

��8 α �� β ��� ��� ��������� �� k�� < 
������ �� ������ gα,β,γ  ��� ���������
������ ���� ��� ����� ��������� ��� �� ����
� �
 ���4���� � ����� � ���� ���
�� ������� �� ������$��� ���� ��� �= �
 ���� 	
� ��� Sk$���
��� �����
������� ���
�
��$�
�
&� 3�� 	
� ��� ��
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& �� ������>���$?��#����� ���� �&����� �����
	
���� �������� �� �� �#����� ��� ������������� ��� 6��
��� -��� � ���� �
���� 	
� ��� ������� ��� ��� ���4����� �� 0����5�� ������
������ ��� ���4�����
�� 0����5�� ������ ����� 
� ������ ��
� ���6� �� ���4����� �� ����#����
�� �� ��&���� ��� �&����� ��
� ������� ��� �� �!6�� ����������� ��������� � ��
�!6�� �� ������>���$?��#����� ��
� ��� ����
���� @� �
��� ���
������� ��������
�� �� ��4�
��� 	
� ��
� ��
�� ��
� �������� ��� 	
� ��� ���� 	
� ��� ���4�����
� ����!��� ��� �� ��������� �� ���
������

��� �����	
��	�� � �� ���
� �� ��
�����
 ��	��	����

�� ����
�� ������ �� ����� �#!�� ������ �������� ����� �� ��������� ��� ���4����� ��
0����5��� ?����	
�� ��
� ������� 	
� ��� ��
� ������ �� ��-���� �� ��� ���4�����
� ��� �������� �� ��������� ��A�� ��� ��
��� �� �7�� ������ � �������� ���������
	
� �� ���4���� �� 0����5�� ��� ��� �� ��� "����

��������� �	
	�	 .��� (α, β, γ) 
 ������� �� ���������� < ��� 	
��� ��� %
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�� �� ������
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� ������ ��	�
�� gα,β,γ �= 0 ��� ��	 ���� �	���� �� �	������� (λ, μ, ν)� �� �����

(gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ)d∈N
��� ����������	��

� ���������� ������ ��	�
��� ��	 ���� �����	 d ��	�������� ������� gdα,dβ,dγ = 1�

� 	��
�� ������ ��	�
��� ��	 ���� �����	 d ��	�������� ������� gdα,dβ,dγ ≤ 1 ��
��	�
���� ������ �� �����	 d0 ��	�������� ������ ��� 
�� gd0α,d0β,d0γ �= 0�

��� ������� �� ��������� �� �� ���������������� 	��������� ��� �	����� �� �� �����	����
���� ���� !"� �� 	���#	� � ��� ���	������ ���� �� ��� �� ����	�����	 �� ����	������
	���	
�� �	 $� %�	���&�� ��  '() * ���� �� ��+������ ���������� %�	���&�� ����� 	����
����� 
�� �� �	����

(
(1), (1), (1)

)
����� ������� �� �����#�� ������ � ���	� ��� ���	������

�	 �����	���� ���� �� ��� �� �	����	 ��� ��	����	������� �� �� ��������� 
�� ��	��� ���
������ , ��	�+�	 �� 	���
��� -� �.��� �����	���� � ������	� 
�� ���� �	���� ������
��� ���������� ������ �� ���/����	� 
�� �� 	���	�
�� ��� ��������� �	���� �� ��� �� 0�
���1��� ��� ������� 	���� ����� ���/����	�� ���� ��� �"� �	 ��� ���&���� �����	�
����
2����� ����� 
�� 3��-� 3�	���� � ��������� ������ ���� �3�	 4"� ��� ���	� 	���� ��
�� ���� ���� �� �������� ��� ��	���

�� ��� �� 5&���	� !� ��� �� �����	 ��� �������� 	���� �� ���� 
���� �	���� �������
���� ������ ��� ������� 5���� 	���� ��� ��� ������	�
��� �� ����� ��	 ��� ���	� ��	���
���� ������
�� ��� ���6������ �� 7	����8�	 * ��	 ���� �	���� (α, β, γ) �� �	�������� ��
������ ��� ��	���� 	�/������ X 9 �� 	����� �� ��	����� �� �	����� 9 ��	 ��
����� ����
�� �	��� 	������� ������� ������� G :��� ���� �� �������� 
�� ��� �������	� ���
�	��� �	�������;� �� �� +�	� �� �	����� Lα,β,γ G������	��� ��	 X ���� 
�� *

gα,β,γ = dimH0(X,Lα,β,γ)
G

:���	 �� 5&���	� ( ��	 ��� �������;� 2��	� �������	����� ������� �� ��� 
���
��� �������
�� <&��	�� =�����	�
�� ��� >���	����� :
�� ���� ��������� 	�������� ���� �� 5&���	�
(;� �� �	�������	 �� ������ �� ����� ������������ 	����������� , �� +�	� �� �	�����
G������	��� ��	 X :���� ���������� ���� X ��� ���� 9 �� L ��� �� +�	� �� �	����� 9
Xss(L);� ?� �� ��	� �� ���	� �� ��	������ �����
������ ��� 	�������� �� @� =��������
�� -� ���	���	� ���� �=�)A"� �� �� 5� <������ ���� �<��BB"� ��	 �� 
�� ���� ����� C

����������� ������� , 	�������� D� ?� E ������� ��+� �� ��	�����	� �� �&��	#�� ��
����� F���� �� G� ���� :�� ����4(";� ?� ������� �� 	������� �� �� ��	���� ���� �� ��
��� 	���� *

�������� 	
�
�
 ������ (α, β, γ) �� (λ, μ, ν) ���	 �
����� �� ��
������� ���� �� �
����


�� ���������� ������ �� �	��� ���
 �� �����
 ������ D ��� ���� ���
 ���� �����
 d ≥ D�

Xss
(
Lλ,μ,ν ⊗ L⊗d

α,β,γ

)
⊂ Xss (Lα,β,γ)� �� ���� �� ���� �� ��
�� ����
�� gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ

�� �������� � d ≥ D� �� ��
�������
� (α, β, γ) �� ������
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 �

���	�	
��	�� ����	�	��
 ���� ��
 ��	����
 
�����


(
(1), (1), (1)

)
��
(
(1, 1), (1, 1), (2)

)
�

�������� 	
�
�
 ���� (λ, μ, ν) �� ����	
� �
 ���������� �
	 ��
 n1 = �(λ) 
� n2 = �(μ)�
�� ��
 �

D1 =

⌈
1

2

(
−λ1 + λ2 − μ1 + μ2 + 2(ν2 − νn1n2) +

n1+n2−4∑
k=1

(νk+2 − νn1n2−k)

)⌉
.

�	��� ���� ���� d ≥ D1� gλ+d(1),μ+d(1),ν+d(1) = gλ+D1(1),μ+D1(1),ν+D1(1)�

�������� 	
�

 ��� 	
 ���
 ����
��
� �� ��
 m = max(−λ2 − μ1,−λ1 − μ2)� 
�

D2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⌈
1

2

(
m+ λ3 + μ3 + 2(ν2 − νn1n2) +

n1+n2−4∑
k=1

(νk+2 − νn1n2−k)

)⌉
� n1, n2 ≥ 3⌈

1

2

(
m+ μ3 + 2ν2 − ν2n2 +

n2−1∑
k=1

νk+2

)⌉
� n1 = 2⌈

1

2

(
m+ λ3 + 2ν2 − ν2n1 +

n1−1∑
k=1

νk+2

)⌉
� n2 = 2

.

�	��� ���� ���� d ≥ D2� gλ+d(1,1),μ+d(1,1),ν+d(2) = gλ+D2(1,1),μ+D2(1,1),ν+D2(2)�

'���	
��
 ���& ���� ��(��� ��)������� ��
 �����
 �������
 ��� �	�
	 �����	� �����
 ���	��

�	"�

�
�& �� ��	�	
� �� ��
����� ���

	��� � ���
	"���*���	��	�� ��	 �������� �� 	"
���
	�� ��� 
��
"�
���� �	�$��	���
 ��
 ��� �����
�����	�� 	������	��� ��� )�����
�����	� ��������� +� ���	� �	�
	 ��� ����
����	�� � ����� ���
	"���*���	��	�� ��

�� �������� 
�(
��� ���� ����	�	
��	�� ��� ���� �� ��	��

,��
 �� ��
 � ��	����
(
(1), (1), (1)

)
& 	� ��	
��	� �-. �����	��
 �����
& �������
 ���������

��� #� /�	�� ��� 0/�	1%2�& 3� 4����-� ��� 04��112�& �� 3� /�	��& 5� +�������& �� #� 5�
�

��� 0/+5662�� +� ��
��$� ��� ����� ������ ������ � ������$�� ��� � ��
 �����

 ����� �� . /�	�� �� ��� �
 ��� ��
 . /�	��"+�������"5�
�
� '��� �� ��	����(
(1, 1), (1, 1), (2)

)
	� ����	
��	� . ����� �����	

���� ��
 � ����� ������

,��
 �� ����	��� 7& �� ������ ��� ��
 ������
 ��� ���� ��	�	
� 
�����	��� � ���	���
	�����

���� . ������
 �*��
 � ���(�	���
 � ����������� ��� ��	 ���
� ��
 
���������&
��	
��� ���� � ����	��� ��� '����� �$�	� ������ �
 ��
�����
 
	�	��	��
 . � 
�����
⇔ ��	������� 
����� � ��
 �� ���� �	�� ���
 ���)��� +� 
�	�����

� ��� �����&
��
 �� ����)����� 7�6& . �
 ���(�	���
 ������
 ���(�	���
 � �����*
��� 8� 
��)	�

��� �������� �x� ��	�
�� �� ����� ������� 	�������� �� ���� x ����� �������� �������� �x�−1 < x ≤ �x���



� ������� �	 
�������
�� �� ������
�

��� �������	
� �� ��	�����	
 ��� �������	
 ������� ���	 ������� ��� ��	�
���� ��
����� � �� λ �
 μ ��	
 ���� ��
�
��	�� �� �(λ) 	���
 � �� 
��� ��	�� � �� �����
 �
μ ����� �  !"	�
��	 #$%$% ���� ���� �� ��!�����	&� �
 �� V ��
 �	 C'����� ���
����� ��
����	���	 "	�� � ���	� �(μ)� ���� Sλ(SμV ) ( ��� �� �!"	�
��	 ��
 �	 GL(SμV )'������
������ ( ��
 �	� ����!��	

��	 �� GL(V )$ )�� ���
������
!� �	� � �!�������
��	 �	
����� �����
� �����!���
����� ��	
 ��� �������	
� �� ��!
�*���$ +	 ��
��	
 ��� ����'��
�	 �!���

 �� �
����
! ( ��� �� �
 �	�,��	 ���	
 �!-� �����! �	� .��%/0 (� ���
���	 ������� �	���
� ���� ���!��	
��� ��� ���� �������� �� ���
�� �� 
��� �������	
�
��	
 �

��		����$ 1�� ���� �������� ���	
 �!-� !
! ��
�	�� �� )$ 1����	��-� �	�
.1��%20$

)� �����3�� �
�� ������� �� �������	
� �� ��	�����	
 ��	���!�!� ��
 ����� �� ������


�	������ �� ����!��	

��	� ���!���
����� �� ������ �*�����
!���$ 4� ����
 ���	 ������
"	� ��� ��
 �� ������ �� 5�*� Wn �� 
*�� Bn ����� n ≥ 2&� �
 ��� ���
 ��!����� ����
� ����� ���	 ������
 ����'�����
 � Wn = (Z/2Z)n � Sn ��� 6������ #$7 ���� ���
��!�����	�&$ +	 ���
 ������ �
������ �	� ���
� �� ����
! �� �����'5�*� ���� �� ������ (
��� � 8$ �9��
� �
 :$ ���-�� �	� .��;;0 (� ��� �����
 �� �!'�������� ��� �������	
�
�� ��	�����	
 ��	���!�!� �	������	
 � ����� �� ������� ��		����$ +	 ���
 ����
��
�	�� �	 	����� �� ��!������	�� � �
���⇔ �������	
 �
��� � �
 
������ �	� ���	�
�� �
�����
��	 �	� �	 �� �������� � � �
����
! �� 8��	��	 ���� ��� �������	
� ��
<��	��9��$

)� 
�����3�� �
 ���	��� ������� �� �� ����
�� ��	���	� �� ������
 �� =����	����� �	
��'
���
 �� 8$ >����� 5$ ?����� �	
��� �
 5$ 8����� �	� .>?�8%#0$ )��� ��
 !
�

���	�"�� ��@!��	
� ������
� �� ��'������
� �!"	�� �	� ��@!��	
� ��	
��
�� �
� �	� �����
��� ����!��	

��	� �� ������ �*�!
������ �� ������
 �3	� � � �!"	�
��	 �� )$ A�	� ���
.A�	%20& ��� �������	
� �� >����� ��� �	 �	 ���
�	 ��	� �!	!�����	
 ��� �������	
� ��
<��	��9��$  	� �� �B�� �
����� A�	� �!��	
�� �	 �!���

 �� �
����
! ��� �������	
�
�� >���� �������� � � �
����
! �� 8��	��	$ +	 �����	
 � ���!��	
��� �
 �!	!������
�� �!���

 �	 �����	
 ��� ��� �������	
� �� >���� ��	
 !�����	
 ��� �������	
� ��
��	�����	
 ���� � ��
�
��	 G = GL(V1)×GL(V2) → Ĝ = GL

(
V1 ⊕ (V1 ⊗ V2)⊕ V2

)
����� V1 �
 V2 ���� C'������ ���
������ �� ����	���	 "	��&$ +	 ���	
!����� !�����	
 �
�������� ���	�� �� �
�����
��	$

 	� �� 1���
�� /� �	 ���	
!����� � ��!��	
 � ���
�	�� ���� �� �� ��� ���	 ������
�� �C	� �� <��	��9�� � ���� n1 �
 n2 ���� �	
���� �
���
���	
 ����
��� "�!�� �	 	�
�
Pn1,n2 ���	������ ��� 
�����
� �� ��
�
��	� 
��� ��� �(α) ≤ n1� �(β) ≤ n2� �
 �(γ) ≤ n1n2$
)����������	 ��!�!��	
� ��� �������	
� �� <��	��9�� �	���
 �� ������� �������	
 ���{
(α, β, γ) ∈ Pn1,n2 
$�$ gα,β,γ �= 0

}
��
 �	 ����'������ ��$�$ ��
 �
��� �� ���
��	&$ 1�

��� 	��� �	
!����� ���� ��
 �� �C	� �	��	��! �� �� ����'������ �

PKronn1,n2 =
{
(α, β, γ) 
$�$ ∃N ∈ N∗, gNα,Nβ,Nγ �= 0

}
���� ���	 	�
� ����� �	� .8	%#0&$ 1���
 �	 �C	� ���*!��� ����! �� � �C	� ��



���� �����	
��	�� � �� ���
 � ��
�����
 ��	��	���� �

��������� 	 �
 �� ����
�
 ����� ����� ��������� ���������� ��� !�� ����
�� �"��
��#

$� 
�����
 
�%�� �
 �� �����
 & �� ��
 �
�� �� $� '��� $� �� �(��� )� ��*����

$��� 
������ �� *�+�� $� ���$���� $� 
���� '��� !�� ���
������
 ���!��*��
 $� 
�����


�%��� �� �� *��� ���!�� 
�%���

���*� �� '��� $� �(�� $� ���������� �� "��
������ 
��
 ���
�����,��*��
 - ���
����
!�� ��
 !����.�� $� / ������,�� 	 & �� "���
 $� ����� !�� ���
������
 �� *��� �� 
�����

(α, β, γ) 
�� !�� α� β� �
 γ ��
 ������,�� ��"�
0-0$��� ��,$��
 �����
���*��
 n1� n2�
�
 n1n2 ���
 $��1 - $��1 $�
���
� � )� � ����� ���� $� ������� $�� �� ���
�1
� $�
���2����
 $� ��������� ����� 3����
�� 4 & ��
��*��
 $�
 �� ��� G = GL(V1)×GL(V2)
�
 �� ����$,�� �� ��0������ - �� ����*,
�� $� 
��� *�1�*�� T $�G '��*� $� *�
����
$�������� &

τ : C∗ −→ T

t �−→ (

⎛
⎜⎝t

a1

� � �

tan1

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝t

b1

� � �

tbn2

⎞
⎟⎠)

����� a1, . . . , an1 , b1, . . . , bn2 ∈ Z � 5������ $� ��� !�� τ �
 $�*����
 �
 �������� �����
a1 > · · · > an1 ≥ 0 �
 b1 > · · · > bn2 ≥ 0 � �
 �����*��
 Ĝ0�������� ����� �� ��
���
ai + bj ��
 $��1 - $��1 $�
���
 � )� ���
���
 ���� �� *�
���� M = (ai + bj)i,j � ����
!�� �� !�� �"�� ������� �� / *�
���� $"��$�� $� τ 	 & �� "���
 $� �� *�
���� $�� ��!�����
���!�� ���2����
 $� M �
 ��*����� ��� �� ���� $�� �� ��
� $� ���2����
 ai + bj
��$���� $� *���,�� $�������
�� 6� �1�
� ���� �� ����
�
 $7 - 8� ������� ��' �������� 
�
 9� :����;� ��' �:����� ����<��
 !�"��� 
���� *�
���� $"��$�� $���� ��� '��� ������,��
�1�����
� $� PKronn1,n2 � $� $�*����� *���*��� ���*� �� '��� ����� $� $�*����� n1n2 �
!�� �� ���
���
 !�� $� 
�����
 
�%��� )� �
��$ �� ����
�
 �� �������
 !�"��� *�
����
$"��$�� $���� �� '��
 $"��
�� '��� &

�������� 	
�
�
 ���� ���� ���������	
 � �� 	�����
 τ �
 T �������� ������
�� 
�

Ĝ�������
�� ����
 ����������� �� ��	
 ������ ��� � �����
 ������
�

k k + 1 ��� i

j j + 1

����
 ��
 ��
 ��������
 �
 ���
����� n1n2 �� ���
 �
 ����
��
� PKronn1,n2 �  �� �


�����
��  �
 �
� ���	�
�� ��!�
�� 
� �����
 
"	�����
�
�� ��� �
 ����	#
 $%&%'% (


�)�
� ����
 ����������� �� ��	




�� ������� �	 
�������
�� �� ������
�

k

k + 1

��� i

��� i+ 1

������ j

	���
 ��
 �
��
 ��
 
�������
 	
 	��
����� n1n2�

�� �����	 
���� �� �
�
��
��� ������ ���� 
�	��� ���	�� �� �������
	���� ����
�	 
��
�
�
�	�� �
�� ���  
	���� �!����� 
���"��� #������
	���� $� % &��' ���  �		��	 ��		�
���� �� (�� 	���� �� ��
	�� �� ��� ���)����	�� ��  ��	�� 
"��� ��� *

�������� 	
�
�
 ���� τ �� ����������
 � �� ������
 	������� ������
�� 
� Ĝ�������
�

	
 T � ����
 ����������� 	��� 	
� ���
� $� � &� �������� 	�� � �����
 	���	�


	
 τ 	���
 ���� ��
 ��
 � �� ���
����
�
�� ��������
 
� �������
�
�� ��	���
 �  ��� �

	� �!�
 	
 "���
�#
� PKronn1,n2 $�� �
 �����
�� $�
 	
� �����
�� ��
�$�
 ����
��

�� ����"�	 �� ��
��	�� �� ���
��
�	 	��� "�� �+� �"�� ��  
	����� �!����� �����,"�� ��
	
�""� -×-' �×-' �	 �×�' 
�� �� ���� �� ,��� ��� ����"	
	� ��������	� ���������	 ��
�����""�� ���� �
� �
����	 
� ����"	
	 �� .
����" �	 /
""�(�� �
���� �
� �+� �"�' �
�� "�
�
� ���  
	����� �!����� �� 	
�""� �×-' �� �,	���	 -� �����""�� �
��� ����"�0��� �� PKron3,2
��� �� ���	������	 ��� ��� 	���"�	� �	
,"��' 
"��� ��� � 
�	��� �	
���	 ��(% �������� ��
�,	���	 ��
"� ��	 - 
�	��� �����""�� �
��� ��� ����"�0���' ��� �""�� �� ���	������	 ���
��� 	���"�	� ������� �	
,"���

1
�� "� #�
��	�� 2' �� �!��	������ % ��� 3 4���� 5 
��
�
���
�	 �
�� "� �6�� �� 7���
���8�� * �
� 4����' �� ��	��� ��� 	���"�	� (α, β, γ) ∈ PKronn1,n2 	�"� ��� gα,β,γ = 0�
9!�+��	���� �� 	�"� 	���"�	� ���������� 
� �
�	 ��� "�� ���)����	� �� 7�����8�� �� ����0�
���	 �
� "
 �������	� �� �
	��
	���' �	 "�� �� ������� ��	 �� ��
�� ���,"0 � �
�� "!�	���
�� ��� ���)����	�� :�
�� �� ������0�� �� 	�" 4��� (α, β, γ)' �� �
 ��  � �������  ��	
�!��	������� % "
 �� ������	� N∗(α, β, γ)' �	 �"�� �
�	���"�0�� ��	 % Λ(α, β, γ) = {d ∈
N∗ 	��� gdα,dβ,dγ �= 0}� �� �� 
���� ���' �
�� ��
�� ��	 	��� "�� �+� �"�� ������' ��
�� �������� ��	 �� "
 ��� � d0N

∗ ���� �� ��	��� �	���	� ��	 ����	�� d0� ��  ��	�� ���
�!��	 �� �
�	 	��(���� "� �
� "������ "� 	���"�	 �� ���
�	 ��	 ������� �	
,"� ��	��� ���
���� ��	 ��
"� ��	 ��� ����������� �  ���
	� ��� ����"	
	� �� �
�
�
�' �� �
�	���"���
�� ;����0 � < �� =�
��2>� *

�������� 	
�

 ���� (α, β, γ) �� �����
� 	
 ��������� ��
�$�
 ����
� %� 
����
 ����

d0 ∈ N∗ �
� $�
� ���� ���� d ∈ N∗�

d ∈ Λ(α, β, γ) ⇐⇒ d0|d



���� �����	
��	�� � �� ���
 � ��
�����
 ��	��	���� ��

�� �����	
	 ����	 
� ���	�� 
� ��
� ��� 	��� ��� 	����	� �
�� PKronn1,n2 � �� ����	�
�� ���	 ��� �
����� �� ���	����������� ������ 
� ���
��� �����
�
� �	 ���
� �
��
����� ! "#$����� %�&'� ���	 �� ��� �	�	 ��	

(
(6, 6), (7, 5), (6, 4, 2)

)
� �� ��
(�	 ) ��	��

����
���
��� ��� ����� ������� ������ �* Λ(α, β, γ) ����	 
� �� �
 ����� d0N
∗� ��

�	���� ���� (����	��+�����	 �	 �� ��	
�� ��	 ������ �	 �� 
�����	 ) ���	��� +�� ,

����������� 	
�
�
 ������ Q �� �	�
�� ��� 
���	������ �
 ����� 
� ��
���	�
�� ���

��	����� �� �� SL2(C)� ���	�� ��
	 ��
� �����	 d ��	�������� ��������

gd(6,6),d(7,5),d(6,4,2) = dimH0
(
P1(C),O(2d)

)Q
= dim (C[x, y]2d)

Q ,

�� C[x, y]2d ������� �� C������� �����	��� ��� ��������� ����� ��� �� ��
! ��	��"��� x
�� y� �� ���	� 2d� �
	 ��
�� Q ⊂ SL2(C) ���� ��	 ��� ������ ���
	���� �
	 (x, y)�

-�	��� +�� �� �����	
	 ��	 
���� �
�
.�� ��� ��� 
�	��� ���	���������� �� �
 �
�����
������ �
�� ����� !� �� 
����
�	 
���� �	������ �� (���� �� �����	
	 ��� ������� ��
�����
�� ������� ����� �������� /
�$����������	 �� ��	 ��0) 
���1 �����+�� �� 	����
��� �� 
�	�� (���� 2�� ���	� ����� Q� ��
�	��� ��� ��� ��
��� �� ��3�4��� $���(5���
����� ��� ���������� ��	�����
�	�� ��� ��� ��
��� ��� ���
��
�	�� �� 
�����	 ������
���	 ) 	������ �� ������ ����� ���
� �
�� �� �� 
�����	 
� ��
����	 ) �������	��
��� ������� ��
�	��� 	����	� �����

(
(6, 6), (7, 5), (6, 4, 2)

)
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	�� ����� � �����	� �	�� �� ��� �	������ ���� 	 ����� �	� 	 �	���	�� ����� �� ���

�������� ��������� �� ��� �	���	� ������ ����	� ����	�� �������� ��� ��� �������

�� ���� �	���	� ������ � ��������� �������� �� �	���� ��� ��������� �	���	� �� ��� 	
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�� ��� �	���	� ������ ��������� ����	� ��������

��������	 ��� 	 �������� ������� n� ��� ������ SLn(C) 	�� GLn(C)  �� �	������ ��

��������	�� ! 	�� ��������� �	������� ������������" 	�� ��� ����	��� ������� 	
�� 	�#

���	�� ������� $�� �	���	� �� SLn(C) �� �����	�� �����	� ��� �	���	� �� GLn(C) �� ���

������� �� ��� ��	�	� �	������% {t In ; t ∈ C∗}� &��� ��������� �	���	�� �� ����� ������
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�� �	�� �� � �����������

��������	 ��������� �� ��	� ��������� SLn(C) 	�� GLn(C) 	�� ���������� 	�� ���

������ �� ���� ����������� (���� ��	����	� ��	����� �� ������� ��������� ������ �������

SOn(C)  ����� �� ��������	� �	������ �� ��������	�� !"� Sp2n(C)  ���������� �����"�
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���	 ������� �
��� λ �� G ��
 ��� �������
 �� ���
�����	

�
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�
����� �� G� ��		
� � ����
� �
��� ����	
�  
 ��		 �
��
 �
 ����
� �
���
����	
 �� G �� ����
� �
��� λ �� VG(λ)� !���
��
	�� ��� "��
 ���
������	 ������	
����	
� ���
�����	
 �
��
�
����� �� G �� � VG(λ) ��� � �
���� ��
���	 ������� �
���
λ �� G�
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��
� α = (α1, . . . , αn) �� ��
�
��� �� 	
��� n� '��� � "��
 �
&�
��

��
	�� � ������
� �� T � ����� �� �
 �������� �� GLn(C) ����
� �� �
 �������	 �����
��
�� �
 ��		����� ���$

eα : T −→ C∗⎛
⎜⎝t1 � � �

tn

⎞
⎟⎠ �−→ tα1

1 . . . tαn
n

.
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 ���
�����	
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��
�
����� �� GLn(C) �������
� � ���� �� ��
���	 ������� �
���
�� �
��
� �� Sα(Cn)� �����������		�� ��
� ��
 ������
�� �
 ����� GL(V ) ( �� ������%
������ �� � "��
 ���
������	 C%�
��� ����
 V (� 
�
�� ���%����
����� "��
 �
&�
��

α �� ��
�
��� �� 	
��� dim(V )� ���
� �
 ���
�����	
 �
��
�
����� SαV �� GL(V )�
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�
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��� � ������
���
$ ��� α =
(α1, . . . , αn) �� ��
���	 ������� �
��� �� GLn(C)� S

α(Cn) �� ��	������	 �� ��� ��	� ��
αn ≥ 0� ���� �
 "��
 ���
������	 ���
�����	
 ��	������	 ����	
� �
��
�
������ ��
GLn(C) ��
 ���
� �� �
 �������� �� 	
��� � ��� n� ����� ��
 "��
 ���%����
�����
�
&�
��
� α = (α1, . . . , αk) �� ������
 ��
�
��� ����
 	
��� k �� �
 	
��� �� �

�������� �
��
� �(α)�  
 �	�� �
��
 �� |α| =∑k

i=1 αi �
 �
��� �� ���� � �������

α� ����� �� �
� ���� � �
 � ������� �� �
 ��
�
� |α|
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 ������� G
��� Ĝ� ��� � �������� f : G→ Ĝ� ��
�� ��� ��� ������� �
��� λ̂ �� Ĝ� �
 ����
�
�
��� ����	
 VĜ(λ̂) ��� ��� �
 �������� f � �	�� � *"��
 ���
������	 ����	
�+ �
��
%
�
����� �� G ���� �� ����� � �
������
� ��� � ���
� ��� �� ���
�����	
 �
��
�
������
�� G$

VĜ(λ̂) =
⊕

λ �������� �	�
�� �� G

VG(λ)
⊕c(λ,λ̂).



���� ������	
	��� � 	�� ��
������ ������� ��

��������� �	
	�	 ��� ���	
��
�
	
� c(λ, λ̂) ������
�� 
� 	�� ����
�� �������
	
��

��� ��������	
�� 
�	���� ��
�� ��� ������ 	�� ������
�� �����
��	�

��� ������
�� ������� ���
	 
� 	���
�� 	��� ������
�� �����
��	� �	���
��

	��� ��� ���� ���
�� � ����
��	��
�� ��� �� �����	
�� 	���� ��� 
� ��� ��� 
	 ��

���� ����� ��	 
	 ��� ��� ���� 	���
�� �	��� ����  ���
	�	
�� ����	 �� 	���� � ��

�
�� �� ��	���

��������

� !� n ≥ 2� �� ��� ���� � �����
� ���� GLn−1(C) 	� GLn(C) �� ���
�� A ∈

GLn−1(C) 	�

⎛
⎜⎜⎜⎝

0

A
���

0
0 · · · 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠� ���� 	�� ������
�� �����
��	 ��� 	�
 
	��	
��

��� 
���"�� �� � ��
� �� ���	
	
��� 	�� ��	 ��� �
	� ����	� �	 ��	 n− 1 ��� 	��

����� ��� �
	� ����	� �	 ��	 n� #�� ��� � ��
�
(
(λ1, . . . , λn−1)︸ ︷︷ ︸

=λ

, (μ1, . . . , μn)︸ ︷︷ ︸
=μ

)
�

	�� ���������
�� ������
�� �����
��	 
 $����%

c(λ, μ) =

{
1 
� μ1 ≥ λ1 ≥ μ2 ≥ λ2 ≥ μ3 ≥ · · · ≥ μn−1 ≥ λn−1 ≥ μn
0 �	����
�

.

� !� 	�� ������
�� 
	��	
�� 
 T ⊂ GLn(C)� ����� T 
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GLn(C) �������� � � �
���	 �� �� ��
��	 ���� &���� �� ��
�� T ��	 ��

� ���	�
� ������	�� λ'� ��� ���������
�� ������
�� �����
��	 ��� ������ 	��
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��	 ) �� μ ) �� GLn(C)'� ���� 	�� (�	$�

������ kμ,λ ��� �� �����	�� � 	�� ������ �� ��
	������ *���� 	������" ��

���� μ ��� ��
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��� 	�� ������ �� ��� 	� ��� 	�� *���� �
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�
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Ĝ = GLn(C) × GLn(C)� �� ��� 
� ���	 ���$
�� �	 ��� 	�� 	���� ������	 �� 	��

�������
�� 
������
��� �������	�	
�� �� GLn(C) �������� 
�	� � �
���	 ��

�� ��� �������	�	
��� ��� ���������
�� ������
�� �����
��	 ��� ������ 	��
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		�������/
������� �����
��	%

Sα(Cn)⊗ Sβ(Cn) =
⊕
γ

Sγ(Cn)⊕cγα,β .
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 ����� �� ����	����� ���	���
����  ��
� ���
������ ��� α� β� �
� γ � ����	�	�
� ���� ���� |α| + |β| = |γ| !��	� 	� � �	����

�������� ��
�	�	�
 �� ��"� cγα,β �= 0#� ���
 �� ��
�	��� ��� $�%��  ��
� �	�����&
�� ����� γ/α� 	� 	� �	���� ��� �	����� ���	
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� α� (�� ��������
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��� �
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���� i
������ �� ����� �� ����
 �� ��� 
���� i+1� ��� ���� ���� ������ ���� ��� �	���������
�	�������
 �����	�
� cγα,β 	� ��� 
���� �� �	����������	�������
 ������� ��
����� γ/α �
� ��	��� β� ��� �� �����
 �� ��� ���"	��� �������� ��� α = (2, 1)�
β = (3, 2, 1)� �
� γ = (4, 3, 2)� ��� �����	�
� 	� * ������ ����� ��� ������� ���
�	����������	�������
 ������� �� ����� (4, 3, 2)/(2, 1) �
� ��	��� (3, 2, 1)�
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� +
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����� ������ 	������
� ������ ��
���
	
� ����� �����	�
�� ��� ��� -������	�

.�
/������� 	� ���� ���� ����� ��� ��� ��	��� �� ����	�	�
� (α, β, γ)�

∃N ∈ N∗, cNγ
Nα,Nβ �= 0 =⇒ cγα,β �= 0 ?

!��� ���� ���� cγα,β �= 0 ⇒ ∀N ∈ N∗, cNγ
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� ������������� ���������
�� �
� ������������&

Mα ⊗Mβ =
⊕
γ�k

M
⊕gα,β,γ
γ

�	
��� α ��� β ��� �	� ��������� �� k�� '� �� �
� �������� gα,β,γ �	��
 �� ����
��(������ ���	��� �
� �
��� ���������� ������ �
� ����� �� �
� ���%����� ���
��� ������ �� �
� ����� �� �
� ��������� �������� ��� !
� � ��� �� �
� ���� �
��
�
� ����������� Sk#������ ��� ���#����� )��
���
 ��� ����� �
��� �
�� ��� ���
$�������� ���%����� 	���� �� ����� �
�� ��� ��� *�����	���#+��
����� ����#
������ ���� ������� ������ �
� ���� ���� �
� ������������� �
��� �� �����
������� �
� ������ ��� ������� ���	� �� �� ������ $�������� ���%������ !
��
�
� $�������� ���%����� ���� � ������ ��� �� �����
��� ���%����� ���� ��� ��#
������ �� ������������� ���� ��
 � �
� *�����	���#+��
����� ���� � ���	� ���
�
��� )���
�� ������ ����������� �� �
��� ����� ��������� � �
�� �� � ���	�
�
�� �
� �� ��� 
��� �
� ��������� ������� �

��� ������	�
��� �� 
� 
�	�	 ��� ���� ��	��
	

) ����� ���� �� �
� �
�� 	��� ������� ��� ������ �� ������� ��� $�������� ���%������
,����� �
�� 	� 
��� ��� ������ $�������� ���%����� �������� �� ������ �� ���������
�� �
� ��� �-�� ��� ����� �������� 	� ��� ��� ����� �
�� �
� $�������� ���%�����
�������� �� � ������ �� ��������� �� 	
��
 ��� ����� �	� 
��� ��(����� �-� � ���� 
-����

��������� �	�	
	 *�� (α, β, γ) �� � ������ �� ���������� .� � ��� �� ��&

� ����� �� gα,β,γ �= 0 ���� ��� ��� ������ �� ��������� (λ, μ, ν)� �
� �/�����

(gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ)d∈N

��������� �������0

� 	���� ����� ��� ��� ��� ������� ������� d� gdα,dβ,dγ = 10

� ����� ����� ��� ��� ��� ������� ������� d� gdα,dβ,dγ ≤ 1 ��� �
��� ���� � �������
������� d0 ��
 �
�� gd0α,d0β,d0γ �= 0�

!
� ������ �� ������� ��� 	���#������� ���� ���� �
� 	��� �� 1� 2��������� ��
32���45� !
� ������ �� ������� 	� ���������� �� ����� �� ��������� � ��
������ �������
� �� 6�����
�� �� �789& �� �
� ���� �� 2���������: ���������� 6�����
�� �������



�� ������� �	 
�������
��

���� ��� ���	
�
(
(1), (1), (1)

)
�� ����
� ��� ������ �� ����������
��� ��� ���� ����������

�� ����� �� ��� � ���������������� �� �����
��� ����� ���
� �� ���� ���	
�� �� �����
������ ���������� 	����� ���� � ����
� ���	
� �� ����
� ����
��� ��� ��� ������� ����
��� �������� �� �
�� ���� � ��� ��� ! ������� ���� ������� �� "���#$ �� 	���� ����
��� ������� �� ���	
���
� �
������� ������� %��� ���� &�' &������ �
�� ���� �������
	���� ( �		��)�����
� �� ��� ���� ���� �� ���� ( �� ���� ���� �� "&���*$� �� � ���� ����
������
 ������� ��� ���� ������� �
���� �� ����

��� ���
 �� +��	��� ,� �� �� ���� ������� 	���� �� ��� ���� ���� � ����
� ����
� ���	
�
�� ����
� ��� 	���� ���� �� ���� �� � ��������� ���� ����� �� � ��

������ �)	������� ��
-�������� ���.������/ ��� ��� ���	
� (α, β, γ) �� 	���������� ����� �)��� � 	�� ������ �������
X ( ����� �� � 	������ �� 0�� ��������� ( �� ����� ���� � ���	
�) ��������� ���������
����	 G 1���� ��	������ ��
� �� ��� 
������ �� ��� 	���������2� ��� � G�
��������� 
���
����
� Lα,β,γ �� X ���� ����

gα,β,γ = dimH0(X,Lα,β,γ)
G

1�� +��	��� 32 4�� 	���� �������� ���� ���� ������� �� 5�������� ��������� ������
1�
�� 	�������� �� +��	��� 32� ��� �� 	������
�� ��� ������ �� ���������
� 	����� ��
�����
�
�� ���� G�
��������� 
��� ����
� �� X 1����� ��� �� X �� ������� ( �� L �� ��� 
��� ����
�
( �� Xss(L)2� �� ��

 �� ���� �����6������ �� ��� ���� �� 7 5��

���� ��� ' ���������
�� "5��8$� �� 
���� + ��
���� �� "��
99$� �� :;����������� �������� ���� ���������<
=� �
�� ��� � ����

��� �� > ?���@� '��
� �
��� ������� 1�� "?��*3$2 =� ������ � ����
�
����� �� � 
���
� ���� 	������/

������� ������ ��� (α, β, γ) ��� (λ, μ, ν) �� ��	 �
���� 	� ��
����	��� ��� �
�� 	��

����� ����� ������ ���� ���
� ������ � �	���������� ������
 D ���� ����� �	
 � ������
�

d ≥ D� Xss
(
Lλ,μ,ν ⊗ L⊗d

α,β,γ

)
⊂ Xss (Lα,β,γ)� �	
�	��
 ��� �������� 	� ����
� ��
�

gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ �� �	������ �	
 d ≥ D�  � ��
�����
 (α, β, γ) �� ������

���� ���������������� �� � :����� �� �����
�������< 1��� D ���� ��� �������2 ����� �� ��	�
�� ���	��� ���� �)	
���� ���� ������ ��� ��� ��� ��.��
� �)��	
�� �� ����
� ���	
�� ����
�� �� ���� ���� �� �� ��)�/ ����� ��� A�
�����B������ ��������
 ��������� 1�� +��	��� 32�
�� ��� ��
� �� ���	��� ���� ������ �� �����
������� ��� ��� �)��	
�� �� ����
� ���	
���
����
�

(
(1), (1), (1)

)
���

(
(1, 1), (1, 1), (2)

)


������� ����	� ��� (λ, μ, ν) �� � �
��� 	� ��
����	��� ���� n1 = �(λ) ��� n2 = �(μ)�
!� ��� �

D1 =

⌈
1

2

(
−λ1 + λ2 − μ1 + μ2 + 2(ν2 − νn1n2) +

n1+n2−4∑
k=1

(νk+2 − νn1n2−k)

)⌉
.

����� �	
 � d ≥ D1� gλ+d(1),μ+d(1),ν+d(1) = gλ+D1(1),μ+D1(1),ν+D1(1)�

��� ���� �����	
�� ��� ���� ��������
� �� � ��
�� ���� �� ��� ��� 
	 �����
� ���� � ��� ��
�� �������
��
�� ���� ���� �������� �
������ ���� ��� ���� ��
 �����
�� 
	 ������� �� 	
�� �� ������� �� �����

�� !�����" #$���
�%�� �
����
� �x� ������ 	
� ��� ������� 
	 ��� �� �� x ����� ��� ������� ���� ���� �x�−1 < x ≤ �x���



���� ������	�
��� �� 
� 
�	�	 ��� ���� �	��
	 ��

������� ����	� �� ��� ���� 	
������ ��� m = max(−λ2 − μ1,−λ1 − μ2)� ��

D2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⌈
1

2

(
m+ λ3 + μ3 + 2(ν2 − νn1n2) +

n1+n2−4∑
k=1

(νk+2 − νn1n2−k)

)⌉
�� n1, n2 ≥ 3⌈

1

2

(
m+ μ3 + 2ν2 − ν2n2 +

n2−1∑
k=1

νk+2

)⌉
�� n1 = 2⌈

1

2

(
m+ λ3 + 2ν2 − ν2n1 +

n1−1∑
k=1

νk+2

)⌉
�� n2 = 2

.

����� �
� ��� d ≥ D2� gλ+d(1,1),μ+d(1,1),ν+d(2) = gλ+D2(1,1),μ+D2(1,1),ν+D2(2)�

���� ���� �� 	�
�� ������ ����� ������� �� ��� � ������� �	������ �� �������������
���� �����	���� ��� ��������	 �� ��� ��������� �� ����	����� �� �� �		������� 	��	�����
������ �� � ������ 	�������� �	���� ����	� ����� �� �� �	��� � �	��� �� ���� ���������
�������� �� � �������  ����� �� ��� ����� �� �� ������  ��!����� ��	 ���� �� �����

"� ��� ���� �� ��� �	���
(
(1), (1), (1)

)
���	� �	���� ������� ���� ������� ��� ������ ��

#� �	��� $��� %�	��&'(� )� *��+� $��� %*���'(� ��� )� �	����� ,� -	����� ��� #� ,����
$��� %�-,��'(� .� ������ ���� ��	 ������� ��� �� 	�������� ���� �� ����� ������/ ���
��� �� �	��� ��� ��� �� ��� ��� ����� �� �	�����-	�����,����� #�	����	 �� ���� ��	
����� ��� �����	� �� �� ������� ���� ��� ����	 ����� 0�	 ��� �	���

(
(1, 1), (1, 1), (2)

)
�

���	� ��� ���  �� ��	 �� �� 1���  ��� �	���� �������� ���� �������

"� 2�����	 3 �� ���� ���� ��	 ������� ���� ����	������� �� ����	 �	������� ���
�!������� "� ����� �� �� ��	�	���� ����� �� �������� ����1� ��	��	 ���� 4�	���� ���
�	����  �� %4�	�5'  � �����	 	���� �� ��� 6�����⇔ ���1� �����7 ��� �� � ���� ��	�
����	� �������� 8����� ��� ��� ����� �������	� �� ��1� ��	 ���������� ��	1 �� ��
���	������ �� ��� �	������� ���!������ �� ��� ��� �� ���� ��	 ��� 9	����1�	 ���!������/
�� ��� ���� dimH0(X,L)G� ���	� X� G� ��� L �	� ��� ���� 1���� �� ��+���� �� ��	 ���
9	����1�	 ���!������ $�� 2�����	 & ��	 ��	� �	����� ���������� ��� ��
�������(�

8� 
	�� �� ���� ��� ��	 ���������� �� ������ � �������� 	����  �	���� �	���� �� :��
��� :������ �� %::�;'  �����	���� ������� ���!������� �� :������ 3��� <��� �	� ���
�	������� ���!������ ���� �	��� ���� ��� �������� :���	 ������	�/ �� ��� �������	�
��� ��	������� λ ��� μ� ���� �(λ) 6��� ��� ���7 	������� �� μ $��� =�
������ 3���� ��	
�	��������(� ��� � ������ �����	 ����� V �� 
���� ��������� �� ���� �(μ)� ���� Sλ (SμV )
 ����� �� �� �		������� GL(SμV )������ �� ��
������  �� � 	��	���������� �� GL(V )�
��� ���� ���������� �� � ��	��� ��� �� �		������� ����� <�� ������������ �� ����
������������� �	� ��� ������� ���!������� .� ��� ���	�����	 ���� �� ��� 	�������� ���
�������� �	���	���� ��	 ����� ���!������ ����� �� >� 2�����	�+� �� %2��5'�

<�� ������ ����	 ������ �� �	������� ���!������ �� ��1 �� �� ��� ������ �� ���
�����	 �	����� ��	 �		������� 	��	����������� �� ��� ����	�������	� �	���� "� �� � 
����



�� ������� �	 
�������
��

������ 	
��
 � �
� ���� ����� Wn �� ���� Bn ���� n ≥ 2�� ��� ��� �� 	������ � �
��������� �������� Wn = (Z/2Z)n �Sn ��� ������� ��� ��� ���������� �
�� 	� ���

� � �� �� 
��� � ���� � !��� �� ��
��"���� ������� ��� Wn # ��� �� $� ��!����� ���
%� �
�&� �� '��(() # �� ����� �� ��	���� �
� ��������� �����
��� ���*����� � �����
���
���*����� ��� ��������� ������ �� ������ �� �� �
� ��� �
� �����	���� �� 	� �������
������+ ����� ����������  ����� ���� V1 = V +

1 ⊕ V −
1 ��� V2 = V +

2 ⊕ V −
2 � �
�� �
�

�����
��� �������� ��������� � 	��
 G = GL(V +
1 ) × GL(V −

1 ) × GL(V +
2 ) × GL(V −

2 )
��� Ĝ = GL

(
(V +

1 ⊗V +
2 )⊕ (V −

1 ⊗V −
2 )
)×GL

(
(V +

1 ⊗V −
2 )⊕ (V −

1 ⊗V +
2 )
)
� %
� ����	 �

�� ������ �� �������� �� �
� �,�� ������ -����� ⇔ 	��!�� �����. �� �
�� ��� ��� ��
������� �� �+������ ����� �� ����������� �� � ��� ������ �� �
� $�����
�� ��������
��� /�����!�� ���*������

0�� �
��� ��� ���� �+����� �� �
�� �
����� ������� �
� 1�������� �������� 2� 	� ��"
�������� �� $� 3������ �� 4����� ������ ��� �� $������ �� '34�$5�) �� ����� �� �����
���� ������� ������� ��� ��������� ������ ��  ����� ��&��� ������� ���������"
���� �� �
� �������� ������ ��������
�� �� ������ ��������� 1��� ������������
2� �
� �����+� �� ������������� �� �
� �������� ������ �� ���� �� �
� ��������� ��
6� 7��� # �� '7��58) # �� �
� 3����� ���*������ 	
��
 �+���� �� � 	�� �
� /�����!��
���� 2� �
�� ��� ������� 7��� ��� � ��� �� �������� �� $�����
��9 �������� ��� �
��
���*������ � 	��� � � ����� �� ����������� �� �
�� ���� %
� 3����� ���*����� ���
���� ����� ������ ���� ����� ������ ��� �
� �
� ��� ���� �� ��� 	��! � �� �+���
�
�� � �����
��� ���*����� ��� ��������� ������� � ������ �
� �����
��� ��������
	� 
� � �� ������� 
��� � G = GL(V1)×GL(V2) ��� Ĝ = GL

(
V1⊕ (V1⊗V2)⊕V2

)
� ���

V1 ��� V2 �	� ����� ���������� ������+  ����� ����� %
�� 	� ����������� ������ �
������� �������� ����� ��� �
�� ���*������ �������� �� ���������� �
� �������� ��� ��
�� 7���� �� ������ �� � ��� ��	 �+����� �� ����� ������ ��� 3����� ���*������ ���
���! �� ��� ����� �� ������������

2� :
����� ; 	� ��� ��������� �� ��� ���� �� 	
�� � ������ �
� /�����!�� �����
	
��
 ��� ������� �� �
� ����� ������ �
�� 	� ��� ����� ������� 6�� n1 ��� n2 �� �	�
����� � ������� ��� ������ �� Pn1,n2 �
� �� �� ������ (α, β, γ) �� ��������� ��
 �
��
�(α) ≤ n1� �(β) ≤ n2� ��� �(γ) ≤ n1n2� %
� �+������ �� �
� /�����!�� ���*����� �
��
	� �� � ������� ��� ������� ���� �� �
� ���� �
��

{
(α, β, γ) ∈ Pn1,n2 ��� gα,β,γ �= 0

}
�

� �������� ����� � ����� ����� ���������� �� �
�� ������� �
� ���� ������ �� �
�
���������

PKronn1,n2 =
{
(α, β, γ) ��� ∃N ∈ N∗, gNα,Nβ,Nγ �= 0

}
�	� �� �
� ��� �������� � �� '$��5��)�� %
� � � �������� ����
����� ���� ������
�
� /�����!�� ����� %
�� ��� �� �
� ������� ����� ��� '$��5��)� <�������
 ��=�

��
���
���� �
� ������� ��� ����� ������ � �
�� �
�� ��� ������� �� ���� �� �
� /�����!��
����� %
������� ��� 	���� ��!� �� ������� ��� ���� �� PKronn1,n2 	
��
 ������� ����
����� ������� �� �� ���� ����� ����� ��� ��� >�������� ����5�� 3���� �
� ����
�� �
� /�����!�� ����� ��� ������������ ���������� ��� ��� �
�� �
�� 	� 	��� ����
-�������.� �
�� ��� �
� ��� 	
��
 ������� �� ���� ��� ������ (α, β, γ) ��
 �
�� α�



���� ������	�
��� �� 
� 
�	�	 ��� ���� �	��
	 ��

β� ��� γ ��� ��	
��� ������	 ���� ���� ���� ������������ n1� n2� ��� n1n2 ��������
�������� ������� ����� �� ��� ������	� �� ��������� ���������� ���� �������  ��� ���
G = GL(V1) × GL(V2)�� �������� � ���!�������� �
"	��
� �� ��� �#��� ���
� T ��
G ����� "� ���	���� �������$

τ : C∗ −→ T

t �−→ (

⎛
⎜⎝t

a1

� � �

tan1

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝t

b1

� � �

tbn2

⎞
⎟⎠)

����� a1, . . . , an1 , b1, . . . , bn2 ∈ Z�� %��
� ������� ���� τ �� ������� ��� ��	
��� �����
a1 > · · · > an1 ≥ 0 ��� b1 > · · · > bn2 ≥ 0�� ��� ���� Ĝ!��	
��� ����� ��� ai + bj ���
�������� ���������� ���� �� "
��� ��� ����# M = (ai + bj)i,j ��� ���� �� ���� ���
&����� ����# �� τ '$ �� �� ��� ����# �� ����� ���� ��������� �� M �� �������� "� ��� ����
��������	 �� �� �� ��� ���������	�� ������� ��(
���� �� ��� ai + bj � ���� ��� �#�����	
���
��� �
� �� )� *������ ���� +*���,�-� ��� .� /����0� ���� +/���1-�� �� ���� ���� �
��
����� ����# 	���� ��� �#������ ��	
��� ���� �� PKronn1,n2 � �� ����� �������� ���	
��� ��	
��� ����� ����� �� �������� n1n2�� ��� ����� �������� ���� ���"�� �������� 2�
�#���� ���� ���
�� "� ������	 ���� �� ����� ����# ���
���� 	���� ����� �
�� �����$

������� ����	� ��� ��� ���	���
� ������� Ĝ������� ����������
�� ������� τ �� T �

���� �������
	�� �� 
�� ������	� 
��� 	� 
�� ����� ��
�	��

k k + 1 ��� i

j j + 1

	��� � ������ ���� �� �	����	�� n1n2 �� 
�� ��������� ���� PKronn1,n2 � ���
�	�	� ����

�
���� 
�	����� ��� ����	�	
�� 	��� 	� ���
	�� � ! " #	���	��� ���� �������
	�� �� 
��


���

k

k + 1

��� i

��� i+ 1

������ j

	��� ���� �� ����	�	
 ���� �� �	����	�� n1n2 



�� ������� �	 
�������
��

�� ���� ��	
� ���� �����
 ������ 	�� ����� ����� �� �������� �
	�������
� �
 �
 �����
������ �����  �
	�������
 !� �� "��# �
�����
� ���� ���� ����� �� ���� �� ��� ��$��
���
�� �����%

������� ����	� ��� τ �� � ���	
�
�� ������� Ĝ������� �
����������� ������� �� T �
���� �� ��� ��
�����	�
� !� �� "� ������	
 	
 ��� ����� ����	� ���	
 ���� τ ���


	��� � ���� � 
�� 
�������	�� ������ �
� ���
 ����	��� ������� �� ���� � �� ��� ���
�� ��

��
� PKronn1,n2 !�	�� �
�� ��
��	
� ������ ������ ��	�����

�� �
� ���� ������ �� ���&�
� �� ��� ����� 
����� �� 
�' ����� ������� �� ��� ������
�� (�
���� �
� )����*�� ���� ���� ��� �'� ������� ������ �
 ��� ���� �� ����� �������
�� ��+� �×�# �×�# �
� �×�� ,�� �
���
� �
 ��� �×� ���# '� �����
 �� 
�' ������� ����
�� PKron3,2 '��� �
���
 �
�� ������ �������# '������ � ������ '��� ������� &
�'
� ��
���� ��� � ����� 
�' 
�
-������� ����# �
���
�
� �
�� ������ ������ ��������

.
  ������ / '� ��� �
�������� �
 0+�����1 �������
� �
 ��� 2��
�&�� �
�� 3� ���
+����� '� ���
 ������� (α, β, γ) ∈ PKronn1,n2 ��� ���� ��� 2��
�&�� ��$��
� gα,β,γ
�� 4� 5�� ������
� �� ��� ������� �� �6������
� �� ��� ��� ���� ��� 2��
�&�� ��$��
��
�� 
�� ���� ��� ���������
 ��������# �
� �
������
��
� ���� �� � ���� ������� �
 ���
����� �� ����� ��$��
��� 7
� '� ���� ��� � ������ (α, β, γ)# '� '��� �� ������ �
�����
��� ����-��
� N∗(α, β, γ)� 5��
 �
� �
 
���� ����# �
 ���� �� ��� &
�'
 ��������# ���
��� Λ(α, β, γ) = {d ∈ N∗ ���� gdα,dβ,dγ �= 0} 8 '��� �� ��'��� � ��������� 8 ��� ��� ����
d0N

∗# ��� ���� d0 ∈ N∗� �� ����� ����# ��� ������ ������ �������# ���� �� ��'��� ����
�
��� ���� ���� �
 ���� �� ���
 �� � ����� �
��6��
� �� ��� ������� �� 9�����
# �
�
���� ����	���� �� 5������ 3 ���� :9��;/<�%

������� ����
� ��� (α, β, γ) �� �
 ������ ������ ��	��� �� ����	�	�
�� "��
 ����� ��	���

d0 ∈ N∗ ���� ����� ��� ��� d ∈ N∗�

d ∈ Λ(α, β, γ) ⇐⇒ d0|d

,�� ������� �
 PKronn1,n2 ���� ��� 
�� ������ ������# ���� ������ ���� 
�� ����� 5���� ��
�
���� � ������ �� ��
���-�������� ��� �� 3���
�# 7�����
�# �
� =���� ���� :37=4><#
5������ ��?�# '���� �������� ������� �� ��� ������

(
(6, 6), (7, 5), (6, 4, 2)

)
� 3�� �� ��� ��

'� &
�'# ���� ������ �� ��� �
�� &
�'
 ������� '���� Λ(α, β, γ) ���� 
�� ���� ��� ����
d0N

∗� 5�������� '� ����� ���� ������� ������������# �
 �������# �
� ��
��� ����
� ���
������ �� :37=4><� �� �����%

���������� ������ #�
��� �� Q ��� $�����
	�
	� ����� ���
 �� � ������� %�� ����	
��

&' �� SL2(C)� "��
� ��� ��� ���	�	�� 	
����� d�

gd(6,6),d(7,5),d(6,4,2) = dimH0
(
P1(C),O(2d)

)Q
= dim (C[x, y]2d)

Q ,

!���� C[x, y]2d ��
���� ��� ������ ����� �� �����
���� ����
��	��� 	
 �!� ���	����� x
�
� y� �� ����� 2d� �
 !�	�� Q ⊂ SL2(C) ���� �� 	�� 
������ ���	�
 �
 (x, y)�
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	 ��

���� ���� ��	
 ��
�� ���
 ��� ��� ����� ��	��
 	� ��� ���	� �� ��������������
 �	��� 	�
������� !� "��� ���� 	#� �� ���	���� ��	
 #	�� �� ��
�� �� ������� ����� ������

	#� ���
� ��� 	� 	
 	� ���� ������ $�	�� �	%��� �� &�� &�	�� �����
 	#� Q' "��
�
���	�� �� 
����
 �� ����������
 ������	�
 �	��
 	�����
�	�� �	���
	��
 ��� ��� 
����

�� 	����	���
 !� ������ �� &�� ��� ��� 
�� ������ 	#� ��	
' (�� "� ������ ����
�
� 	� �� �(��	� ����� ��	��
 	#�

(
(6, 6), (7, 5), (6, 4, 2)

)
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�����

���� ��� ����	�
�� ����� 
������ 
� ��� ����
�
� � ��� ����	�
�� 	��	
���� ���

	���	���� ����� 
� � �
	� ������
	 �������
� � ����� 	��	
���� 
� ����� � ��	�
�� �

�
�� ������� � ��� ���
��
��� ��� G �� � 	����� 	���	��� ����	�
�� ����� ���
���

������ � ���� ������� B � G� 	���
�
�� � ���
��� ���� T � G� ��� P � ������
	
������� � G 	���
�
�� B� ���� G/B ��� G/P ��� ����	�
�� ���
��
��  �
	� ��� 	�����
��� ���
��
�� !��� ����� 
� ��� "	������ ��� ���
��#$�  ������ ��� ������ 
� ��
� � �� �

"����
�� ��� ���
��#$ 
� P 	���
�� ���
	��# B%�

�������� ���� V 
� � 	����� ��	�� ���	� � �
����
� n ��� G = GL(V )� ���
����
�� ��� ���
��
�� 	�� �� ���
�# ���	�
���� &���  � 	��� � ���
� � V ��� 
����
�#

G  
�� GLn(C)� ���
��� ��� ���� ������� B � �����'��
������� ����
	��� ��� T
��� ���
��� ���� ����� �# ��� �
����� ����
	��� ���� ��� 	������ ��� ���
��#

���	
���� � G 
�(

G/B � F�(V ) =
{({0} ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn−1 ⊂ V

) | ∀i, Vi ������	� � �
����
� i}.
��� 
�����
�� ��� ��� ��� �  
� ����
	
�(

G/B −→ F�(V )⎛
⎝v1 . . . vn

⎞
⎠modB �−→ ({0} ⊂ Vect(v1) ⊂ Vect(v1, v2) ⊂ · · · ⊂ Vect(v1, . . . , vn−1) ⊂ V

)

)�  � 	��
��� � ������
	 ������� P 	���
�
�� ���
	��# B� G/P  
�� �� � ����
�� ���

���
��#� ����
�� ���� 
�  
�� 	���
� ����  �
	� � �� ���� ������	�� � ��� ����
	����

*+



�� ������� �	 
��� �������
���


�������	��
 ��� � ���� 	�� �������� �	� V = C6 ���

P =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 ∗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
⊂ G,

��� �	�����	����� ������� ��� ������� ��

G/P � F�(C6; 2, 5) =
{({0} ⊂ V2 ⊂ V5 ⊂ C6

) |V2 	� ��� 2� V5 	� ��� 5
}

���� ��� ��	�	������ �� ����� �� ���	�� �	� G/B�


�� ��� �� �� ����������� ���� ������ 	� ����� ��	!������ ���������� ��� λ �� �� ��������
�	������ "����� 	� G
 #��� −λ �� � "����� 	� G ��� �� ����� � ��������� e−λ 	� T � "����
��� �� �������� ��$��� �	 � ��������� 	� B
 �� ���	�� �� C−λ ��� 	��%�������	���
������������	� 	� B ���	������ �	 ���� ��������� ��� ����

Lλ = G×B C−λ.

#��� ���	��� �  ��� ��	���� B ���� 	� G �	� ��� ������ ��� 	� C−λ �	� ��� ������ ���
"� �	������ ��� $	����� �� ���� ����	�
 &	� � ���� (g, v) ∈ G× C−λ� ��� �	�����	�����
����� �	��	 B �� ���	��� �� [g : v]
 #��� �� ��� � ���� ����� 	� ��� �	������ ���
������� G/B� "�	�� ���	������ ��	!����	� 	� G/B �� ������ [g : v] �→ gB
 #�� ��	� G
���� 	� ���� ���� ����� �� ���� �����������	�� ��� Lλ �� ���� � G%���������� ���� �����


&	� ���� ������ 	� G/P 	�� ����� �	 �	������ ��������� "������� ��� λ �� �� ��������
�	������ "����� 	� G ��� ����� �	� ��� ������ �		�� α ��� ���� −α �� � �		� 	� ��� ���
������� p 	� P � λ(α∨) = 0 �"���� α∨ �� ��� ������ �	�		� �	�����	����� �	 α�
 #�� ���
	� ��� λ'� "��� �� ���	��� �� Λ+

P 
 #��� e−λ ������� �	 � ��������� 	� P � ��� "� ���
����

Lλ = G×P C−λ.

(� ��	��� ���� �� � G%���������� ���� ����� 	� ��� ��� ������� G/P 
 #���� ���� ������
����� ��� G%����������� ����� �� � ������ ����	� 	� ��� ����	� ����� �	���� �� ����� �����	��

#�� ����������� ���� ��	� ����� ������ �� ��� �	��	"����

������� ��	�	 �)	���%���� #��	����� ��� ��� ���	
��� ������� �	�
�� λ �� G ��	���

λ ∈ Λ+
P �� ��	 ����	 H0(G/B,Lλ) ��	��� H0(G/P,Lλ)� �� �	������ �� ��	 ���	 �����	 Lλ

�	��	� �� G/B ��	��� G/P � �� ��	 ���� �� ��	 ���	������	 �	��	�	������� VG(λ) �� ��
�	��
�	�
�� λ �� G�

#��� ����� ��� �	� �������� �� �	�� �� *+,-./




���� �����	
�� ����
�
��� ������ �����
����� ��

�������� ����� ��	 G = GL(V ) 
�� V �� �������� n� 
� �����	
� ����
�� ������ ��


 �
	������ λ �� ������ 
� ��� n� ��� ��
	
���	 e−λ �� T �� ����

e−λ : T −→ C∗⎛
⎜⎝t1 � � �

tn

⎞
⎟⎠ �−→ t−λ1

1 . . . t−λn
n


�� ��� ��������� �� B �� ������

e−λ : B −→ C∗⎛
⎜⎝ b1 (∗)

� � �

(0) bn

⎞
⎟⎠ �−→ b−λ1

1 . . . b−λn
n

.

��� ���������� �� ��� �	������ ����	� �� ���� ��
� H0(F�(V ),Lλ) �� ��� ��
� �� S
λV �

�� �
� ��� ���� 
 ���������� ����	������ ���	������ ��	 ���  	
������ ���!�������

"���� ��
� G 
�� Ĝ 
	� ������ 	�������� �	����� ��
� f : G −→ Ĝ �� 
 �	�����


�� ��
� ��� �	���� 
	�  ��� ���������� ���� 	��
�� ��
� ����	#� $�
 ��
��� ��
�

���	� �	���� �� 	��	�����
�����  ������ ��� �		����� �� ������ �� �����	 %�	� �	 
�

����	����� &�	���	�	�� �� ����� ��� �		����� �� 	��	�����
����� 
	� ��� �
�� ����

��� �����	 ��
�� �� �����	����� �� 	��	�����
����� �� �� �������� '� ���	���	� ��

�
� ��	��� �	� ��� ��(������ �� ���  	
������ ���!�������

VĜ(λ̂) =
⊕

λ �������� �	�
�� �� G

VG(λ)
⊕c(λ,λ̂),

��
�

dim
(
VG(λ)

∗ ⊗ VĜ(λ̂)
)G

= c(λ, λ̂).

���� 
� ����
�� �����)����� �� *�	������� ����	� �� ��� ����������

	
������� ������ ��� G ��� Ĝ �� ��	 
	���� 
	���
��� ����
���� ��	���� ���� ���

���
���� �	�� �����	��� B ��� B̂� ��� f : G −→ Ĝ �� � �	������� ����� �	� � λ
������� �	������ ������� 	� G ��� � λ̂ ������� �	������ ������� 	� Ĝ�

c(λ, λ̂) = dimH0(G/B × Ĝ/B̂,Lλ ⊗ L∗
λ̂
)G.

+��� ��
� ��� ��
� L∗
λ̂
�� Lλ̂ �� ����� ��� ����  ����� L−ŵ0.λ̂

� ���	� ŵ0 �� ��� �������

������ �� ��� ���� �	��� Ŵ 
�����
��� �� Ĝ� ,�	����	 ��� ����	�
� �����	 �	����� ��

��� ����  ������ Lλ 
�� L∗
λ̂
�� ����� ��� ����  ����� �� G/B × Ĝ/B̂ ���� ��
�� ��	 
��

(x, y) ∈ G/B × Ĝ/B̂� ��� ( 	� ���	 (x, y) �� ��� �����	 �	����� �� ��� ( 	� ���	 x �� Lλ


�� ��� ( 	� ���	 y �� L∗
λ̂
�



�� ������� �	 
��� �������
���


�� ���� �	 
��� �
� ���� 	� ������	� �	� �
� ��	������ �	�������� ��� �
� ����
����	� �
�� �� ���� ��� ����� ��	��� �
��
 ��� 	���	��� �	� �	��������  	���������
�
�� ��� �� ������� � �����
��� �	������� �	� ��	�
�� �����
��� ������	�� �
� ��!�
���	����� �	������� ��	��� "� � � �	��#����� 	� $�
������� ������� %�� &���'()*+ ���
V �� � �	!���� ����	� ���� 	� ����� ��!���	� n ��� k �� � �	����� �������� ,
��
�	����� �
� ����	� ���� V ⊗k� "� � � 	���	��� � �����������	� 	� GL(V ) - ���� V �
-� ��� �� � ��	 � �����������	� 	� �
� �!!����� ��	�� Sk� �
��
 ��� - 	� �
� ���� -
�� ���!����� �
� ����	� �� �
� ���	� ��	����� .	��	��� �
�� ��	 ����	� �	!!����
��� �
� V ⊗k � � �����������	� 	� �
� ������ ��	���� GL(V )×Sk�

������� ��	�� %$�
������� /������*� �� � �����������	
� 
� GL(V )×Sk� V
⊗k ��	��

	� � �	���� ��� 
� 	������	�� �
���� 	� ��� �

�	�� ����

V ⊗k �
⊕

α�k ���� �(α)≤n

SαV ⊗Mα.

0��� � �
� ������� �	��#����� �	� ��	������ �	�������+


�������� ��	��� ��� α� β� ��� γ �� ����� ����	�	
�� 
� ��� ���� �
�	�	�� 	������ k�
����� �
� ��� ��	� 
� ��	�� �	����	
�� ����
� ������ (V1, V2) ���� ���� dimV1 ≥ �(α)
��� dimV2 ≥ �(β)� ��� ��
������ �
���	��� gα,β,γ 	� ��� ���	�	�	�� 
� ��� 	������	��
�����������	
� SαV1⊗SβV2 
� G = GL(V1)×GL(V2) 	��	�� ��� 	������	�� �����������	
�
Sγ(V1 ⊗ V2) 
� Ĝ = GL(V1 ⊗ V2)�
1	�� �
�� �
� !	��
�! ��	! G �	 Ĝ � ����� �� �
�� ��� ��+ (g1, g2) ∈ G �����
�� ���	!	��
�! 	� �
� ����	� ���� V1 ⊗ V2� ���	��� �� φg1,g2 � ������ 	� ���!������
���	� v1 ⊗ v2 �� φg1,g2(v1 ⊗ v2) = g1(v1)⊗ g2(v2)�
 �

�� 2	����� ��	 ����� ��!���	��� ����	� ���� V1 ��� V2 � �� �
� ����!��� 	�
�
� ��	�	���	�� ,
�� �� �		� �� �
� ����	� ����

(V1 ⊗ V2)⊗k � V ⊗k
1 ⊗ V ⊗k

2 .

3� ��� �� �� $�
������� ������� 	� �
� ���� ��� 	� �
� ��������+

(V1 ⊗ V2)⊗k �
⊕
γ�k

Sγ(V1 ⊗ V2)⊗Mγ

�
⊕

γ�k,α,β

(
SαV1 ⊗ SβV2 ⊗Mγ

)⊕nγ
α,β

,

�
��� �
� �	������� nγα,β ��� %��!	� ��� 4��	* �	���������� �������� �
��
 ���� ����
Sγ(V1 ⊗ V2) � � G�!	���� ��� ��� �
� !������������ !����	��� �� �
� ����!��� 	� �
�
��	�	���	�� "� �� �	� ����� $�
������� ������� 	� �
� ���
� ��� 	� �
� ��� ��������+

V ⊗k
1 ⊗ V ⊗k

2 �
⊕
α�k

(SαV1 ⊗Mα)⊗
⊕
β�k

(
SβV2 ⊗Mβ

)
�

⊕
α,β,γ�k

(
SαV1 ⊗ SβV2 ⊗Mγ

)⊕gα,β,γ

.

,
��� �	� ��� ������ (α, β, γ) 	� �������	� 	� k� gα,β,γ = nγα,β �



���� ���� ��	
��� ���� ����	�
� 
����
��	 	����� ��

����������� 	
�
�
 ��� (α, β, γ) �� � ����	� 
� �������
� 
� ��� ��� �������� ����

����� ���� � ��
������� ������� X ��� � �
��	�� �
������� ��������� ��
�� G ������ 
�

X� �
�� ��������� 
�	� 
� ��� 	����� 
� ��� ����� �������
�� �
������ ���� � G�	��������

	��� ����	� Lα,β,γ 
� X ��� �����

gα,β,γ = dimH0(X,Lα,β,γ)
G.

��

�� ���� �� � ��	
�� ���
��
��
 � �	������� ����� ��� ����� �����

X = F�(V1)×F�(V2)×F�(V1 ⊗ V2),
G = GL(V1)×GL(V2),

���
Lα,β,γ = Lα ⊗ Lβ ⊗ L∗

γ .

��� ���� ��	
��� ��� �����	
� ����
��	 �����

� ���� �	� �
�
�	�� ����	���� ��
	� ��
 !� "���	� ����� ��## $
 �
��	�# ��
���� ��
��� �� ��
 ���� � �
��%���$#
 ������ &
� X $
 � ���#
' �	(
����
 ��	�
�� �
����� � ���#
' ���
��
� 	
������
 )	�� G ����� *����
	 ��	��
	�	
 � G%#��
�	��
�
#��
 $���#
 L � X�

�������� 	
�
�
 ��
 #��
 $���#
 L �� ���� � $
�

� $��
%����%�	

 �� �	 ��� x ∈ X ��
	
 
'���� � �
���� σ � L �
+�
� � X ����
���� σ(x) �= 0,

� �
	� ���#
 �� ��
	
 �	
 � +���
 ���
�����# ���#
' �
��	 ����
 V ��� �� 
�$
�%
���) X −→ P(V ) ���� ���� ��
 ��##%$��- � O(1) �� ���	���� � L,

� ���#
 �� ��
	
 
'���� � ������
 ��
	 � L ����� �� �
	� ���#
,

� �
��%���#
 �� ��
	
 
'���� � ������
 ��
	 � L ����� �� $��
%����%�	

�

�������� 	
�
�
 � ���� x ∈ X �� ���� � $
 �
��%���$#
 .	
#����
#� � L/ �� ��
	
 
'���
n ∈ N∗ ��� σ ∈ H0(X,L⊗n)G ���� ���� σ(x) �= 0� �� �� ���� � $
 �����$#
 ��
	���
�

0
 �
��
 	
��
����
#� $� Xss(L) ��� Xus(L) ��
 �
�� � �
��%���$#
 ��� �����$#
 �����
�� X 	
#����
#� � L� ��
� �	
 	
��
����
#� �
� ��� �#�
� ��$�
���

������ 	
�
	
 �� �� ���	���� � ����
 ���� ���� �
+����� �� �� 
'���#� ��
 �
 ����
��� )��
� $� "���	� .�
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 ����##� 	
���	
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���� ��
 �
� � ����� � ����� σ �� �� 4
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 $���#
 ��� ��
 �
 ���� �
 ��
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��� ����	
� 	� ��
 �	�	� ��
 ��� �	�
�����	� 	� �		� ��	����
 �	� ��	������
������
� �	� ������� ��� �	��	��� ��
��� ��� �� �	��� � ��	����  ���	��� !�"#$

������� ��	�
  %���	��#� �� L �� ����	
 ��		 	����� � ���� ���	������ �����	��

π : Xss(L) −→ Xss(L) �G,

��		 Xss(L) �G �� � ���	����	 ���	��� ��	��	 ��	 ������� π �� ���	�

%�&�� �	� �	��� �� � �		� ��� �	 �	���� ���� �� ����� 	� 
��'����� ��� ������
�		(
 �(� � 	�� ��
�) ��� 	� � *�� �����&� +	 �� ����	����& 
�� X = F�(V )) ���
V � �	����� ,��� ����
	��� ����	� 
���� ��	
� ����
	� 
 ���	��� �& n� ����
�� ���� 
��� ����) �	� ��& �����	� λ 	� ������ �� �	
� n) �� ���� � GL(V )'�����
��
��� ������ Lλ 	� X� ���� ��
 ��� ������ ��� �� ����� � ��� 	��& � ��� �����	� 

-�������.) ��� ��
 n ����
� �
���� ����
  ��� ��
� 	�� ��� �� /��	#� 0� 	�� �		(
 �� �
������ *�� �����& Y = F�(V ; d1, . . . , dr)) ��� 1 ≤ d1 < · · · < dr ≤ n − 1) � 
 � �����
�� �	�� �	��������$ ��	� 	�� �	�
�����	�) ��� ��� ������ Lλ ��� �� ����'��,��� �
��� 	��& � {i ∈ �1, n − 1� 
��� λi > λi+1} ⊂ {d1, . . . , dr}� %	��	��� � ��� �� ����� �
��� 	��& � ���
� ��	 
��
 ��� ������

������� 1� Y = F�(C6; 2, 4, 5)) �	� λ = (5, 5, 3, 3, 2, 0)) μ = (5, 5, 3, 3, 2, 2)) ���
ν = (5, 4, 3, 3, 2, 0)$ Lλ 
 ����'��,��� ��� �����) Lμ 
 ����'��,��� ��� �	� �����) ���
Lν 
 �	� ����'��,��� 	� Y �

2	��� �	� ���� 	�� ��
 � 
�������� ���  ���� 
 � ,����	�#

p : X −→ Y
(V1 ⊂ · · · ⊂ Vn−1) �−→ (Vd1 ⊂ · · · ⊂ Vdr)

.

0� � �����	� λ 
 
��� ���� Lλ 
 ����'��,��� 	� Y ) �� ���� ���� ��	 ��� ������
 ��,���

�& λ$ 	�� 	� X ��� 	�� 	� Y ) ���� �� ���	�� �	� �	� L(B)
λ ��� L(P )

λ ��
�������&� ����

L(B)
λ 
 ��� ����'���( 	� L(P )

λ �& p� ������	�� � L(P )
λ 
 �����) ���� L(B)

λ 
 
��'������
3
 � �	�
�������) 
��� �	� ��& �	�'/��	 �����	� 	�� ��� ,�� � ������ *�� �����& 	�

���� L(P )
λ 
 �����) ����& ��� ������ L(B)

λ 	� ��� �	������ *�� �����& X 
 
��'������

��� 
��� ���
	��� �	�(
 �	 ��	�� ���� ����& ����'��,��� ��� ������ L(P )
λ 	� � ������

*�� �����& 
 
��'������

4�� ��� ��,��	� 	� 
��'
�����& ���� �� ���� ��	
��) ����� ��
�
 �� ��	�����
�������� �����	� 	� 
��'
�����& ���� �����
 ���� �	� 
��'����� ��� ������
  �
�
����& �	�(
 �	� ����� ��� ������
#� 5	�
��� ���� ��& �	����� ��	������ �����&
X 	� ���� � �	����� �	������� �������� ��	�� G ���
� 6�� L �� � G'�����
�� ���
������ 	� X) τ �� � 	��'��������� 
����	�� 	� G  �� ���	�� �& X∗(G) ��� 
�� 	� 
���

����	��
#) ��� x ∈ X� ����) 
��� X 
 �	������) �� ��� �	�
��� ��� ���

x̃ = lim
t→0

τ(t).x,



���� ���� ��	
��� ���� ����	�
� 
����
��	 	����� ��

����� �� � 	
��� 
 X ���� �� τ ����� �� Im τ�� ���� C∗ ���� ��� τ 
� ��� ���� Lx̃ 
���
x̃� ���� ����
� �� �����
�� ����� �� �� �������� ����� ������ μL(x, τ) ∈ Z ���� ����

∀t ∈ C∗, ∀v ∈ Lx̃, τ(t).v = t−μL(x,τ)v.

����� �������� ���� ��� 
��
���� 	�
	�������

����� ������ ��� ��� ��� g ∈ G	 μL(g.x, gτg−1) = μL(x, τ)

���� �� ��� L �→ μL(x, τ) �� � ����� ������������ ���� PicG(X) � �� ����� �� G�
�������� ��� ������ �� X � �� Z


����� ��� ��� G������� ��� ��� G����������� �������� f : Y → X	 ��� ��� y ∈ Y 	

μf
∗(L)(y, τ) = μL(f(y), τ)


����� ����	� �� v � � ������� ����� �� Lx̃
 ���	 ��� t ���� ��  !

"
 �� μL(x, τ) < 0	 ��� τ(t).v ���� �� ��� �� Lx̃#

$
 �� μL(x, τ) = 0	 ��� τ(t).v ���� �� � ������� ����� �� Lx̃#

%
 �� μL(x, τ) > 0	 ��� τ(t).v ��� �� ����� �� Lx̃


��� ����� ������� ��� 
� �������� �� 
��� �� � ���!"# �� ��� �� ��� ���	����
� 
 ���

��
���� ������ �$	
����� �������
� �
 ��� ���� 
 ��$�%�$	�� ���� ��������


����� ����� �&������%'�$
�� �������
��� &� L �� ��������	 ���

x ∈ Xss(L) ⇐⇒ ∀τ ∈ X∗(G), μL(x, τ) ≤ 0.
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��� � ������	
 ���
�
� n �
� Sn �
 ��
 ����
���� ����� �	
� n 
�
�
���� ��
 �����
�
���
������
 �
��
�
�������� �� ���� ����� ��
 ���
�
� �� ��
 ���������� �� n ���
� ����
����
����� ����
 �
��
��
� �� ������	
 ���
�
�� � ����
� ����� � ����
 ��� �� 
���� ��
n � ��� � ��������� α �� n ���� ����� ��
 ���
�
� n �� ����
� ��
 ��!
 ��� �
���
�
|α|  �
 �
���
 ��� �
���� ���
� ��
 ����
� �� ����� �� �(α) ��� ����
 Mα ��� ��

��������
� �����
� ���
������
 �
��
�
������� �� Sn� "� ��������� �����
� ����
�����
��
 �
��
�
������� ��
��� �� ���� ����� �� ��
 ���
��������� �� ��
 �
����������� �� ��

�
���� ������� �� ��� ���� ���
������
 �
��
�
��������#

Mα ⊗Mβ =
⊕
γ�n

M
⊕gα,β,γ
γ ,

��
�
 ��
 ������������
� gα,β,γ ��
 �����
����	
 ���
�
�� ����� ��
 ����
� ��
 $���
�%
�
��
&��
���� ��
�
 ��
&��
��� ���
�� �� 	������ ���������� ��� ��
 ����
 ��&���� ��
������ '��
 �� ��
�� ����
���
� ��
 �
	
���
�
�� %���� ��
 �� ����� �
��� ���� ��
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� �� ��
 ���

 ���������� ���
���� � $���
�%
� ��
&��
�� ��
� ��� ����
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�
 ��
 �
	
��� ��(
�
�� ���� �� �������� ��
 $���
�%
� ��
&��
��� ��� �
 ���� �
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�
��
� �� ��
�� ���������� �
��	���� �� 	������ �
��
�� ��
� ���� ���

� � �
���%�
���
 ���������� ����
��� �����
� �� �� )�������� �� *+,-# �
� α, β, γ �
 ���������� ��
��
 ���
 ���
�
�. �� ��
 �
�
����	
�� ����
��
� �� * ��
 ���� ���� �� 
��� �� ��
�
 ����������
��
 ����
�������� �
��
��
 �� $���
�%
� ��
&��
��� 
��� �� ������������ /� '�
������

�� 0'�
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��������� �	
	
	 � �����	 (α, β, γ) 
� �������
� ���� ���� |α| = |β| = |γ| �� ����	��

� �	���� �����	 �� gdα,dβ,dγ = 1 �
� ��� d ∈ N∗�

� �����	 �� gα,β,γ > 0 ��� �
� �� �����	 (λ, μ, ν) 
� �������
� ���� ���� |λ| = |μ| = |ν|�
��	 �	��	�	 
� �		��� �	�� gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ �� 	�	������ �
�����

��	 �	���
�
��  �	���� �����	! �� � ���� ��	� �� "� #���	� � $#�%&�'� ��	

��
 
� � �����	 �����	 �� ���	 �
 �		�����	 ��	 #������ ���������� ��	 ����	� ������
�	�� ���� ��	 �����	

(
(1), (1), (1)

)
�� �����	� (� ���
����� ��	 
��
 
� � �	����

�����	 �����	� )�	������	 �
�	� �
 *� � �����	� ����	��
 �
 �	�	���	 ��	��	� � �����	
�� �����	� +	 ��
�	� � $)�	%�' ���� � �����	 �����	 �� �	���� �����	� �� �
,	����	�
���� ��	 �
�	��	 �� ���	� )� )�� �� �� )
��	 ��
�	� ��
���� ���	������� � $))%-'�
���� �� �� ��		� �	��*	�� .	 ���
 �	��	� ����� ��	 �	�����
 
� ���� ������	 ��
�� �
��	���������
 �� /�01� /����� $/��%2'� ��
 �	�
�����	� ���� ��� 
� �	���� � � �
�	
�		��� �
�	3� ����� � ���������� �
���� ��	 ���	 
� 4�
	��	� �
	5��	�� 6�� �	�� ��
��	 ��	����� ���	7� 8 ��	 *��� ���� 
� ���� �����	�� �	 ���	 �
��	� 	� ��

� 
� ����
�	�����

������ �	
	�	 �� � �����	 (α, β, γ) 
� �������
�� �� 	���� �����	� ��	� �� �� �����	�

� ��	���
 ��	 ����	�� ���	 � �����	 �����	� �� �	 �	�	���	 ��	 ��	 ���
����	�
�	��	�	� 
� 4�
	��	� �
	5��	�� �
 ��������	9 ��	�	 ���	 ���	��� �		 �	����� 
 �����
�� �	��� � ��	 ���	 
� #������:� ���������� �
� �����	� #� (��
 ; � %<<� ; �� 1�
=���	,
 ; � %<<< ; ��������	� �
��� ��
� ����� ��	�	 �	��	�	� ��	 	�	������� �
�����
8 $(>?%%'� 1� (����� ?� >�	����� �� #� ?
��� �	���� ��	 ��
 �
��� ��
� (��
 ��
=���	,
� �� �	�	���	 ��
 
��	� 
	�� ����� � ��	 ���	 
� ��	 �����	 �����	

(
(1), (1), (1)

)
�

��	 ��	�	���� ���	�� 
� 
�� ��

� 
� ��	
�	� ��%�@ �� ���� �� ���	� � ��	  �	
�	����
�
��! ��
� ����� �	 �� �	 �	���� ���� ��	 �	��	�	 (gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ)d �� �
����� ��
��	 �����	 (α, β, γ) �� �����	� 8�		�� ��	 4�
	��	� �
	5��	�� �� ����������� �	 �	���	�
�
 ��	 ���	��
 
� ����	� 
� ������� �	���
� ��
� �
�	 ��	 ����	�� �
� ��� �����	�
(α, β, γ) �� (λ, μ, ν)� ��	�	 	3��� � �	������	 ��
�� G ����� 
 � ��
,	����	 ����	��
X� �� ��
 G0��	����	� ��	 ����	� L �� M 
 X ��
�	 ����	� 
� ������� �	���
�
�	��	����	�� ���	 0��� ��	�� ���	��
0 ��	 �
	5��	�� gα,β,γ �� gλ,μ,ν 6��� )	���
 ��@�%7�
��	� �
� d ∈ N� gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ �� ��	 ���	��
 
� H0(X,M⊗ L⊗d)G� ��	 ����	 
�
������� �	���
� 
� ��	 ��	 ����	 M⊗L⊗d 
 X� ?	���� ����� �� N �� � G0��	����	�
��	 ����	 
 X� Xss(N ) ����� �
� ��	 �	� 
� �	��0�����	 �
��� ���� �	��	�� �
 N � ��	�
��	 �
��� x �
� ����� ��	�	 	3���� � G0������� �	���
 
� � �
�����	 �
�	� 
� N ��
�	
����	 �� x �� 
� A	�
�

���������� �	
	�	 �	 ����
�	 ���� ��	 �����	 (α, β, γ) �� 	���� �����	� ��	��

� ��	�	 	����� �� ���	�	� D ∈ N ���� ����� �
� ��� d ≥ D� Xss(M⊗L⊗d) ⊂ Xss(L)�
� �
� ��� d ≥ D� ��	 ��
�	��	� �
	���	�� gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ �
	� �
� �	�	�� 
� d�



���� �����	
����� ��

���� �� 	
��� 	
������ �� �� ��� ���� H0(Xss(L),M ⊗ L⊗d)G ���� ��� ��	���
�� d ��� ����� �� Xss(M⊗L⊗d) ⊂ Xss(L)� ���� ��� 
���
����� ��
	���� H0(X,M⊗
L⊗d)G ↪→ H0(Xss(L),M⊗ L⊗d)G �� �� �����
	����� � ����
�� �������� ���� ����
��� �� ��� ����
�� �
��� ��� �����
 ��
� �� ��� � � �����
!�"��	�� �� �� �����
��
 ��� �
�	��� (α, β, γ) =

(
(1), (1), (1)

)
��� (λ, μ, ν) =

(
(4, 1, 1), (3, 3), (2, 2, 2)

)
� ���

#
���$�
 ��%���� gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ ���� ��� ��	��� �� d ≥ 0� ��� ��� �� 	
��� ����
Xss(M) �⊂ Xss(L)�

�� ������ ����&�� �� '����� (���(� �� ��	
��� ���&���� ��� 	
��������!������ 
�����
�� 	
����& ���� ��� ������� (gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ)d �� ��
���� ��������� ��
 � d ��� ����
��� �������� Xss(M⊗L⊗d) ⊂ Xss(L) �� � 	
��
� ��� ��
�)��� ��� $�� 	����� �� ������
���� �"������� �
� �� �
&����� �� �����	������������ *���� �� � $���� 
������ �� ����
�� ����
������� �
��� � 	
��� �� '����� (���(� ���	�
�� �� +#,-(./ ��� ��� ��
���
� ��
���� �� ����� ��� 01�!��� *��� ��
 ������� +2��33. ��
 ���� ������ ��� ��� ���
�	����
�� ��� ��
���
�/�

1� '����� (��� �� &��� � ������ �������& !�� ����� ��
 ������ ���$�� ������ �
�	���!
�� ��	��� ������ �
�� ���� ��� �������� Xss(M⊗L⊗d) ⊂ Xss(L) �� 
�������� ��
	�
��
� ��� ���������� ��
 ��� �"��	��� �� �
�	��� *������

(
(1), (1), (1)

)
���(

(1, 1), (1, 1), (2)
)
/� ��$��& ���� ����� ��� ���&�� �"������� �"	������ �� ��� 	
������

	�
�&
�	�� �� &���� ���

������� ��	��� �� �� ������ n1 = �(λ)	 n2 = �(μ)	 
�� ��� �

D1 =

⌈
1

2

(
−λ1 + λ2 − μ1 + μ2 + 2(ν2 − νn1n2) +

n1+n2−4∑
k=1

(νk+2 − νn1n2−k)

)⌉
,

�� �
�	 ��� 
�� d ≥ D1	 gλ+d(1),μ+d(1),ν+d(1) = gλ+D1(1),μ+D1(1),ν+D1(1)�

*�� �� �� ���� ��� ��&������� �� 
��
��
 ��� 	�
������� λ� μ� ��� ν �� &�� ��� ������ �����
D1 	�������/ ���

������� ��	�
� �� m = max(−λ2 − μ1,−λ1 − μ2)	 
��

D2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⌈
1

2

(
m+ λ3 + μ3 + 2(ν2 − νn1n2) +

n1+n2−4∑
k=1

(νk+2 − νn1n2−k)

)⌉
�� n1, n2 ≥ 3⌈

1

2

(
m+ μ3 + 2ν2 − ν2n2 +

n2−1∑
k=1

νk+2

)⌉
�� n1 = 2⌈

1

2

(
m+ λ3 + 2ν2 − ν2n1 +

n1−1∑
k=1

νk+2

)⌉
�� n2 = 2

,

���� ��� 
�� d ≥ D2	 gλ+d(1,1),μ+d(1,1),ν+d(2) = gλ+D2(1,1),μ+D2(1,1),ν+D2(2)�

���� �������� �x� 	���
	 ��� ��� ������ �� ��� ������ x ����� ��� ������� 	�� ���� �x�−1 < x ≤ �x���
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������� ��� ��������� �����������


�� ���� �	
�� ���� 
	 ����
� ���
�� �
 	��
��	 �
�� 
� ��� �
��� ��	���� ��������

�� ��� ���� 
� �	�������� ���������� �� 	��
����� �	�
��� �
��� �� ���� �� ��� ���
��


�� ����� �� �	�����  	������� ��� !
���" �
	�
��	� �� ��� ������ ���	
������� �
	

����� �� �
�� �����" #�� �
��� �� 
������� �	� �� ������
� ������ 
� �
�� ���������

�� $����
� %"�"�" �� ���
 ��&� � �
���	��
� 
� ����� �������� ���� ��� �
	 ��	����

�������� �
��� ���� �� �����"

��� ����� �� �	
 �	�����
������ �� �������

����� ���� 	�
� ������
 ���
���� �� ���� �������

#���&� �
 $��	����� ������� ��� '	
���&�	 �
�(������ ���
 �����	 �� ��� ���
��
���

��
� 
� 	��	��������
�� 
� ��� ����	�� �����	 �	
�" )� V1 ��� V2 �	� ��
 *�
�����+ ����
	
������� γ �� � ��	����
�� ��� �� �� ���
�� �� S ��� $��	 ����
	��

Sγ(V1 ⊗ V2) �
⊕
α,β

(
Sα(V1)⊗ Sβ(V2)

)⊕gα,β,γ

�� 	��	��������
�� 
� G = GL(V1) × GL(V2)" #���� �� $��	�� ,���� �� ����� �
	 ���
�	����� (α, β, γ) 
� ��	����
�� *��� ���� |α| = |β| = |γ|+ ��� ��� ����
	 ������ V1 ��� V2
��� ���� dim(V1) ≥ �(α)� dim(V2) ≥ �(β)� ��� dim(V1) dim(V2) ≥ �(γ)�

gα,β,γ = dim
(
(SαV1)

∗ ⊗ (SβV2)
∗ ⊗ Sγ(V1 ⊗ V2)

)G
.

-������� �� �� �
	��������� #��
	��� �� V �� � �
����� ����
	 ����� 
� .���� �������
��
�� ���
�� �� F�(V ) ��� �
������ /�� ��	���� ���
������ �
 V " �� &�
� ����� �� B �� �

�
	�� ���	
� 
� GL(V )� ��� ��	���� F�(V ) �� ��
�
	���� �
 GL(V )/B" �� ��� ����
��.�� ��	�����	 ���� ������ 
� GL(V )/B� �
	 ��� ��	����
� λ 
� ������ �� �
�� dimV �
��� .���� ��0���� 
� ������	� −λ ��.��� � ���	����	 e−λ 
� B� ��� ���� ���
�� � �
 ��.��
Lλ = GL(V ) ×B C−λ� ���	� C−λ �� ��� 
����������
��� �
����� 	��	��������
� 
� B
����� �� ��� ���	����	 e−λ" #�� .�	� �	
��� Lλ �� � GL(V )������	���� ���� ����� 
�
GL(V )/B � F�(V )" #��� �
	��������� #��
	�� ������ ���� ��� 	��	��������
� (SαV1)

∗

�� ��
�
	���� �
 H0(F�(V1),Lα)� ��� ����� 
� �����
�� 
� ��� ���� ����� Lα 
� F�(V1)"
#��� �� ��� ���� �
	 (SβV2)

∗� ��� �
	 V1⊗V2 ���� ������ Sγ(V1⊗V2) � H0(F�(V1⊗V2),L∗
γ)"

1����� �� ���� ��� �
��
���� ���
	���� �	
�
����
��

����������� 	
�
�
 ��� ��� ���	
� (α, β, γ) �� 	�������� ��� ���� |α| = |β| = |γ|� �����
���� � ��������� ����	 �� � 	��������� ������� X �� ����� G ���� ��� � G�
��������


��� ����
� Lα,β,γ �� X ��� ����

gα,β,γ = dim
(
H0(X,Lα,β,γ)

G
)
.

��� ����� ���	
� � V �
 � ������� ������ 
���� � 	����
��� n� ��	 λ � ��������� � ������ ≤ n�
���� Sλ(V ) �
 ��� �����
���	��� ����	������ �����
�������� � GL(V )� ��������� ��� ������� ����	������

���������� �����
��������
 � ���
 ����� ��� �������	 ���
 ����



���� ����� �� �	
 �	�����
������ �� ������� ��

���� �������	
� �� �������� ����	��
 �� ���� �� V1 ��� V2 ��� ����������������	 ����	��

������ ������ ��� ��� �(α) ≤ dim(V1)� �(β) ≤ dim(V2)� �(γ) ≤ dim(V1) dim(V2)� ���

����

G = GL(V1)×GL(V2),

X = F�(V1)×F�(V2)×F�(V1 ⊗ V2),
Lα,β,γ = Lα ⊗ Lβ ⊗ L∗

γ .

������ ���� ��		�
� �����	� ���� �� ���	���	 ������

����� ���� ��
 ��� 
 ������� � 
��	� ����	 ����	 (α, β, γ) �� ����������� ���
������ ����	 (λ, μ, ν) �� ���������� ��	�� ���������� |λ| = |μ| = |ν|�� ��� ���  ���� �
������! ����� G� ������ �� � ���"���! !����� X� ��� �
� G�	������� 	�� ����	�
L ��� M �� X ���� ����#

gα,β,γ = dim
(
H0(X,L)G) ��� gλ,μ,ν = dim

(
H0(X,M)G

)
�
 ���� �� V1 ��� V2 �� �
� !���� ����� ��� �� �$� ������ � �� �������
�� �� ���!���� �� H0(X,M⊗L⊗d)G� �� ����� ��� ��������� ��� d ∈ N�

����� �����	
��� ����
	

��������� ��	 
�������� �� ������������

��������� ������ %�!� � G�	������� 	�� ����	 N �� X� 
 �$� �� ��������	
������ �� X ��	���!	� �� N � �� �� 	���� ��

Xss(N ) = {x ∈ X ���� ∃k ∈ N∗, ∃σ ∈ H0(X,N⊗k)G, σ(x) �= 0}.

�� ������ 
���� �� ��� ��������	 �� ���� �� � ������	 ��	���!	� �� N �� ��� 

���� �� Xus(N ) �� �� �� ������	 �������

&� �� ������� ���� ���� �� ��� �� �������� �$������ �� ���������	��� ���� ���
������� '(�	)�*� +����� ,�# ���� ���� ��� �� �� ���������	 �-������ �� ��	$	 ���
� ����� �� � ��������	� �� �$������ 
 ��! �������� �!���	�� 
��� �� ����	
�� �� �� ��� �� �� ���	 	�� ����	� �� ��		�
��� ���	� �� ��� �� �� .� %��		���
��� /� /������#

���������� ������ �� N �� � G�	��������� ��������	� 	��� ����	� �� X� ���

H0(X,N )G � H0(Xss(N ),N )G.

������ 0 ������������ �� ���� ���	� ��� ���	 	�� ����	� ��� � ����� �� '%/,1*� ��
���  ���	 �� '�	))*� ����� 1�22���� 3� �� ��!� 
��� �� ��� ����	 �$������ ��
��������	 ������� 
���� �� ��� ����� ��� �������� 
��� �� �� ���� ���� ���� �� ��
��� �� � �������	 	�� ����	 N � ���  ���� � G�-��!������ ���"����� π : X → X
�
���� �� !� � $������� 
��� ������� $���� ���� ���� N �� �� ��		����� �� π �� ��



�� ������� �	 
������� ��� ��������� �����������


����� ��	� 
�	��� N 	 � ��������� ������� X�
�	����� X �� � ������ � ��� ��������� �	�� 	 ���� � �������� � ���������� ��	� 
�	��� ��
� Lδ �� δ � �������	� ������ ���� Lδ �� ����� �� �	� 	�� �� ��� ���� � ��� �������	 �����
��� �	����� i ���� ���� δi > δi+1� ��	�����  ��� ��� ���� � ��� ��� �������� !�	�������
�� ����� �������	 δ� ����� �"���� � �������	 �� �		�	��� �
���  ���� �	����� ������
�	 �������	� �	 ��� ��� ������� ��� ����	��	�  ���� � 	� ������ �	 ��� ���� � δ�

#��	�  ��� ��� ��������� � π�

H0(X,N )G � H0(X,N )G � H0(X
ss
(N ),N )G � H0(Xss(N ),N )G,

��	�� π−1(X
ss
(N )) = Xss(N )�

#���� �� �	 �"������� ������ �������	 � ��������
�����  ���� �� ������ ��� !��
����
������ �������	� �� �� ��	������ ������ �� ����� ��	� 
�	���� 
���  ��� ��� ������
���� ����	 ��$	���	 � ��������
������ �� ���� �� ���������� ��	� 
�	���� ���� %&��'()�
*���� +��  ���� �� ��� ���� �� ��� ��� ��	� 
�	����  � �	������ ,� ��� ��	� � ��������
���� �������	 � ��� � ��� �������� 	�� �	 ����� � �������� *�� �� 
���	  ��� ���
���� �	  ���� � ���� T ���� 	 X� �	� N �� � T ���	������� ����� ��	� 
�	��� 	 X�

#��	 ���� ���� %-�(�)� .����	 /�0�� �� N �� ������  � ���� � ����� ��
����	� � X
�	 P(V )�  ���� V �� � $	��� ����	��	�� ����� ������ ��� ����	 � T 	 X ���� ���
� ��	��� ����	 	 V � �	� ��� ������� ��	�� � �� � N �� ��� ���������	 � O(1) �
X� #��	� ��	�� T �� � ����� V ������ �	� � ������ ��� � ����	��
�������

V =
⊕

χ∈X∗(T )

Vχ,

 ���� X∗(T ) ��	��� ��� ��� � ��� ���������� � T �	�� �� ��� χ ∈ X∗(T )� Vχ = {v ∈
V ���� ∀t ∈ T, t.v = χ(t)v} �� ��� ����	����� ��������� � ��� ��������� χ� #��	� ��
x ∈ X ⊂ P(V ) �	� � v =

∑
χ vχ ∈ V �vχ ∈ Vχ� ���� ���� x = Span(v)�  � ��$	� ���

 ����� ��� � x ��

Wt(x) = {χ ∈ X∗(T ) ���� vχ �= 0}.

1�� ����Wt(x) �� � $	��� ��
��� � X∗(T ) � ZN ⊂ RN �N �� ��� ��	2 � T �� ,� $	����
��$	� ���  ����� ������ � x �� ��� �	��" ���� conv(Wt(x)) � Wt(x) �	 RN � #��	�
#����� /�+ � %-�(�) ������ ���� ��� !��
���������� �������	 ���	�3

x ∈ Xss(N )⇐⇒ 0 ∈ conv(Wt(x)).

,�  �	� � �"����� ���� �	 �  ��  ���� ��� 	� ��� �	 ��
����	� �	 � P(V )� �	�  ����
�	����� �"�������� N � 4� ����� 	� ��� �  	���  ���� 
����� � X ������	� �



���� ����� �� �	
 �	�����
������ �� ������� ��

������	 
� P(V )�

� P(V ) � X

P(Vχ) ���� Vχ �= {0}� ���� ��
��	 �� T⋃
χ

(P(Vχ) ∩X) XT = {���� ��
��	 �� T 
� X}

P(Vχ) ∩X � ��
�� �� 	��� 
������
��� ���������	 X1, . . . , Xk �� XT

χ−1 ��������� �
�
�� ��� ���
�� �� T �� N|Xi
��� i ∈ �1, k�

�� �� 	��� �����
�� � X1, . . . , Xs ��� 
������
��� ���������	 �� XT � ��� ��� i ∈ �1, s��

χi : PicT (X) −→ X∗(T )
N �−→ ��� 
����	� �� ��� ��������� �
�
�� ��� ���
�� �� T �� N|Xi

.

!���� ��� "
�����#$������ ��
���
�� 	����	�

x ∈ Xss(N )⇐⇒ 0 ∈ conv({χi(N ) ; i ∈ �1, s� 	%�% χi(N ) 
	 � ������ �� conv(Wt(x))}).

&�� ��� ��� ������ ���� ��
�� �	�	 �� ������
�� �� X 
� P(V ) 
	 Wt(x)% '�� �� ���

��� �
� �� 
� ����(	 �� ��� ������
�� ������

����� ������ ���� ��� ��������	 
	�� ����� �� x = Span
(∑

χ vχ

)
∈ X ⊂ P(V )�

χ �	 � ����� �� conv(Wt(x))⇐⇒ P(Vχ) ∩ T.x �= ∅.

������ )�� �	 ������ ���� ����� 
	 � ����
� ��
�
�� ������� X∗(T ) ��� ��� ���#���������

	�������	 �� T � ���	� 	�� 
	 ������� � X∗(T )� ��� ��� χ ∈ X∗(T ) ��� τ ∈ X∗(T )�
χ◦τ : C∗ → C∗ 
	 �� ��� ���� z �→ zn �
�� n 
������% *� 	�� 〈χ, τ〉 = n% !���� ������
��
�� � ���		
��� ������� �� ������ ��� ������

χ 
	 � ������ �� conv(Wt(x))⇐⇒ ∃τ ∈ X∗(T ) 	%�%
{ 〈χ, τ〉 = 0
∀χ′ ∈ conv(Wt(x)) \ {χ}, 〈χ′, τ〉 > 0

.

&	 � ���	�+������ 
� χ 
	 � ������ �� conv(Wt(x))� �� ���� 	��� � τ ∈ X∗(T )% $��������

∀z ∈ C∗, τ(z).x = Span

⎛
⎝∑

χ′
χ′ ◦ τ(z)vχ′

⎞
⎠ = Span

⎛
⎝∑

χ′
z〈χ

′,τ〉vχ′

⎞
⎠ .

&�� ���	 lim
z→0

(τ(z).x) = Span(vχ) ∈ P(Vχ) ∩ T.x%

,�����	�� � 
� �� 	����	� ���� χ 
	 ��� � ������ �� conv(Wt(x))� ���� ��� ��� τ ∈
X∗(T )� ����� ��
	�	 χ(τ) ∈ conv(Wt(x)) \ {χ} 	��� ���� 〈χ(τ), τ〉 = 〈χ, τ〉% *� ���� ��

����� ���� P(Vχ) ∩ T.x = ∅%



�� ������� �	 
������� ��� ��������� �����������


�� ����	
������� ��� �� 
����� ��
� P(Vχ)∩ T.x �= ∅� ���� ���	� ������ τ ∈ X∗(T ) ����
��
� lim

z→0
(τ(z).x) ∈ P(Vχ)� �� ��� ����	 �
��

∀z ∈ C∗, τ(z).x = Span

⎛
⎝∑

χ′
z〈χ

′,τ〉vχ′

⎞
⎠ .

�� ��	 ���	� χ′ ∈ Wt(x) \ {χ} 〈χ′, τ〉 > 〈χ, τ〉� ���� ����	
����� ��� ��������� �� χ(τ)
����� �� ������
	��� 
 ������ ������
���� ��������� 
� ��
�� ��� ������� �� Wt(x) \
{χ}�

����

x ∈ Xss(N )⇐⇒ 0 ∈ conv({χi(N ) ; i ∈ �1, s� ���� Xi ∩ T.x �= ∅}),
����� ��� ���� ��� ������� 
����	� 
�� ��������� �� X �� P(V )� �� ���� �� 
��� �	��
��	 ���� ������� ����� 
	� �����
���� 
�� ��� ������
	��� 
����  ����� !����	��"����	�
�	���	��� ����� ��	 ���� ����#� $� ��� ������ ���� �� ��� �
�� ���� G �� 	��������� ����
�� �
%� 
 �
���
� ��	�� T �� G 
�� ����� ����	�� &�' �� ()���'* �� +�
��� ���,

����������� 	
�
�
 �� ��� ����	�
� �� �����	�� 
���� G ���	�
 �� � ��
 ���	��� X�� 	�

N 	� � G��	����	�� ���	������ �	�� ����� �� X� ����

x ∈ Xss(N )⇐⇒ ∀g ∈ G, 0 ∈ conv({χi(N ) ; i ∈ �1, s� ���� Xi ∩ T.(g.x) �= ∅}),
����� T 	� � ���	��� ����� 	� G� �� X1, . . . , Xs ��� ��� 	�����	��� ���������� �� XT �

��������� �� ���� �� ����������� ������

��� ��������� �	��������� ����� �� ������� �	�� �����%���� 	������ �� ��� -.���
�
 ��� ���� ()!&/* ������� '�� �	 (0����* ������� 1# ��� �� ���� 
�����	 �������	
����
�����+� �� ���� �
��,

����������� 	
�
�
 ����� ��	��� D ∈ N ���� ����� ��� ��� d ≥ D� Xss(M⊗ L⊗d) ⊂
Xss(L)�
������ �� 
�� x ∈ X 
�� g ∈ G �� 
�����
�� Ex,g ∈ P(�1, s�)  ���� 
 ������ �� �1, s�# 
�
�������,

Ex,g = {i ∈ �1, s� ���� Xi ∩ T.(g.x) �= ∅}.
$��� ���� ���
���� �� %��� ��
�,

x ∈ Xss(L)⇐⇒ ∀g ∈ G, 0 ∈ conv({χi(L) ; i ∈ Ex,g}).
�� �� ��� A = {Ex,g ���� 0 /∈ conv({χi(L) ; i ∈ Ex,g})} ����� �� +���� ����� ����
����
�� P(�1, s�)� ���� ��	 
�� E ∈ A ���	� ������ ϕE ∈ (RN )∗ ���� ��
� ��	 
�� i ∈ E
ϕE(χi(L)) > 0� "�	����	�

∀E ∈ A, ∀i ∈ E, ϕE ◦ χi

(M⊗L⊗d

d

)
−−−−→
d→+∞

ϕE(χi(L)) > 0,

���� �������� ��	
 ϕE ◦ χi : Pic
G(X) → R ��� � �������� ������� 	����� �� PicG(X)⊗Z Q



���� ����� �� �	
 �	�����
������ �� ������� ��

�� ����� �	
��� DE ∈ N∗ ���� ���� ��� �� d ≥ DE � ��� �� i ∈ E� ϕE ◦χi

(M⊗L⊗d

d

)
> 0�

�� ���� ��� D = max{DE ; E ∈ A}� ��� d ∈ N� d ≥ D� ��� x /∈ Xss(L)� ��
��
���� ��� ����� �	
��� g ∈ G ���� ��� 0 /∈ conv({χi(L) ; i ∈ Ex,g})� �� ����� ������

Ex,g ∈ A� ��� � d ≥ D ≥ DEx,g � ϕEx,g(χi(M⊗L⊗d)) = dϕEx,g ◦ χi

(M⊗L⊗d

d

)
> 0

��� �� i ∈ Ex,g� �����

0 /∈ conv
({
χi

(
M⊗L⊗d

)
; i ∈ Ex,g

})
, 
��� x /∈ Xss(M⊗L⊗d).

����� Xss(M⊗L⊗d) ⊂ Xss(L)�

����� ��� �	 
���� ���� ����� �������

��� �� ����� ��� �� ����
�����  ��
��� �� ���
�
��� (α, β, γ) ���� ���� ��� �� d ∈ N∗�
gdα,dβ,dγ = 1� ��
� ���� ����

∀d ∈ N∗, H0(X,L⊗d)G � C.

����� ��
�� ������
�
�� ��� ��  !��"#$� � X 
� ���%���
&��

Xss(L) �G � Proj(C[t]).

�� Xss(L) �G 
�  ��
��� ���� Xss(L) ����
�� �	���' ��� ������ G(��)
�� ������� )'
G.x0� *����&��� Xss(L) 
� +�� ,�
��� ��� ����
�� ���%���
�� Xss(L) → Xss(L) �G

� +��-� �� �� �� ��� .������' / �� ���0� ��
�� 1��� ������� ,���  ���2#$-3 �����
�	
��  ������
&� ��)����� H 4 ��
�� 
� 
� ��� ��� 
������' ��)����� Gx0 4 �� G �� �
+�� H(&�
��' S ���� ��� ⎧⎨

⎩
SH = {x0}
∀x ∈ S, x0 ∈ H.x
Xss(L) � G×H S

.

5����������� �
��� X 
� ������� S 
� 
�������
� �� Tx0X/Tx0(G.x0) � � H(&�
��'�
���� S 
�  &����� ���� �� 6�
�� �
����
�� �� ��
�� H ��� �
����'�

����� ����	 �	 ��� �������������

�� �� ��� ���' �� ���&� ������� ����/� �� ��
�� �&� ��� ��7�' ��)�� ��
��� (α, β, γ)
�� ������ ��
��� �� ���
�
��� (λ, μ, ν)� ��
�� �
&� �
�� �� ��� ��� ,���
(����- �
��
)������ L �� M�

����������� 	
�
�
 �� D ∈ N �� ���� ��	�
 ��� 	 d ≥ D
 Xss(M⊗ L⊗d) ⊂ Xss(L)

����

∀d ≥ D, H0(X,M⊗L⊗d)G � H0(S,M)H .



�� ������� �	 
������� ��� ��������� �����������


������ ��� D ∈ N �� �� 	
 ��� �������
� �
� d ∈ N d ≥ D� ���
 ���
�� �� ������	�	�

�����

H0(X,M⊗L⊗d)G � H0(Xss(M⊗L⊗d),M⊗L⊗d)G.

��
�����
��� �	
�� Xss(M⊗L⊗d) ⊂ Xss(L) ⊂ X

H0(X,M⊗L⊗d)G � H0(Xss(L),M⊗L⊗d)G.

��� ��	
� ��� ��
�����
�� � ��
�!� "�	�� #���� �������$

H0(X,M⊗L⊗d)G � H0(G×H S,M⊗L⊗d)G � H0(S,M⊗L⊗d)H .

%� ��� ������ ��
�& 	� �
�� ����	
� �� ���'� ���� H0(S,M⊗ L⊗d)H ���� 
�� ����
�
�
 d� (�� ��	� �� ����
������ ���� L 	� ��	'	�� �
 S ��	
� ���  �����	
� �����$

����� ������ ��� 	
�

ψ : X∗(H) −→ PicH(S)
χ �−→ Lχ

,

����� Lχ � ��� ���
� ������ S × C ����� H����
��
��� � ���� �� ��� ��
�
���� χ�
� 
� ��	�����	�

������ ��� �
�� 
�
 ��	'	�� ��	
� �� ���'� 	� ��� ���)���	'	�� � ψ� ��� N ∈ PicH(S)� %�
��'� ���
 ���� x0 	� � ��	
� � S *+�� �� H� "� H ���� �
 ��� *��� Nx0 � ��	� ���	�

�	'�� χ ∈ X∗(H)� ,����'�� N 	� ��	'	�� ������� S 	� � '����� ������ ��������	�� 	��
�	
���	���	�
 	� �	'�
 �� ��� ��������� χ�

%� ��
�	��� ��� ��������� χ0 �	'�
 �� ��� ���	�
 � H �
 Lx0 �
� �� ��
� �� ���'�
���� χ0 	� ��	'	��� -� x0 ∈ Xss(L) ����� �+	�� k ∈ N∗ �
� σ ∈ H0(X,L⊗k)G ����
���� σ(x0) �= 0� ,����'�� dim(H0(X,L)G) = dim(H0(X,L⊗k)G) = 1 �� 	 �� ����
σ0 ∈ H0(X,L)G \ {0} �� ��'� σ⊗k

0 = tσ �	�� t ∈ C∗� -� � ��
�����
�� σ⊗k
0 (x0) �= 0

�
� �� σ0(x0) �= 0�
(����������

∀h ∈ H, σ0(x0) = σ0(h.x0) = h.σ0(x0) = χ0(h)σ0(x0),

�
� ���
 χ0(h) = 1  �� ��� h ∈ H� ���� χ0 	� ��	'	�� �
� �� 	� L �'�� S�

(	
����
∀d ≥ D, H0(X,M⊗L⊗d)G � H0(S,M)H ,

������	�	�
 ����. �
� ������	�	�
 ����/ �������� ��
����� ��� ���� � ������	�	�
 ��0��
�
� �� � ��
�����
�� ��� ���� � ������� ��0��� ��� �� 
��� ���� ���  ������ �� ���  ��
��� �	�	� ���1�	�
� 2	��� dimH0(S,M)H3 ��������
�� �� ��� �
� ����	
�� �� ������
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���� �����	�
 ����� �� �
�������
��� �� ����� 	���� ��

��� �����	�
 ����� �� �
�������
��� �� ����� 	����

�� ��� �	 
�� ������� ���
��	 
��
 
�� �����	�� (gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ)d∈N �
�������� �� ���	
�� Xss(M⊗L⊗d) ⊂ Xss(L)� �� 	�� ����� ���� 
� ��� �� �	� ��	 �����
� 
�� �	� D
��� ����� 
��� �	������	 �� �������� ��� �����
�
��	 �� D ��� 
�� ���� �� ������
��	
����� ������ 
� �� 
�� 
����� �	� �� �	 
�� �������	 �� ����� �	 
�� �!������ �	 �����
�� ��	 �� �!�����
 �����
�
��	� ���	 �	�
�� ��
����

����� ����	 
� ��� 
�������
�

��� �	������	 Xss(M⊗L⊗d) ⊂ Xss(L) �� �� �	
���
�� �	 �� ��������	
 
� 
�� �������	 "
Xus(L) ⊂ Xus(M⊗L⊗d)� #�� �� �� �
�� �����	 
� ���� 
��� ���
 �	�� ��	�������
������� �� $	� 
��
 
�� ���
 �� ���	 �	 �	�
���� ���	
 ��� %
��	�� 
� 
�� #����
%
&����� ��
���	% � ��� ���
���� ������
��	� #�� �� 
�� ��'��	
 �
��� �� �� 
��	
 ��	 
� ��� ��
 �	 
�� 
�� �!������"

� ��� $�
 �
�� �� 
� ��	���� 
�� ��(��
��	 π : X → X �	
� 
�� �����
 �� ��
���
)� ����
��� ���� 
��
 L �� 
�� ����%���� �� �	 ����� ��	� ��	��� L �	 X�

� ��� ����	� �
�� �� 
� �
��� 
�� ��
 X
us
(L) �� �	�
���� ���	
� �	 X� &�� ���������

�� ��	
 
� �!���� 
��� ��
 �� 
�� �	��	 �� ���� ���
 �������" cl(G.x1), . . . ,
cl(G.xp)�

� ���	 �	� ��	 ���� 
��
� 
��	�� 
�  ��� ����
��� �� 
�� ��(��
��	 π� Xus(L)
�� 
�� �	��	 �� 
�� ������� �� π−1(G.x1), . . . , π

−1(G.xp)� *� � ��	�����	��� ��	��
Xus(M⊗L⊗d) �� ������ �	� π �� G%��������	
� 
� ���� 
��
 Xus(L) ⊂ Xus(M⊗
L⊗d) �� �	�� 	��� 
� ���� �� ��� i ∈ �1, p� 
��
 π−1(xi) ⊂ Xus(M⊗L⊗d)�

� +	 
�� ���
� �
�� �� ��	
 
� ��� 
�� #����
%&����� ��
���	� ,�
 �� ��
� �

�	 � ��� ��'��	
 ��� �����"

��������� �	
	�	 ,�
 Y �� � ��(��
��� ����
� �	 ����� � ����
���  ��� H
��
�� �	� N � H%��	������ ��	� ��	��� �	 Y � ,�
 y ∈ Y �	� τ �� � �	�%�����
�
��� ��� �� H -��	�
�� τ ∈ X∗(H).� /�	�� Y �� ��(��
���� lim

t→0
τ(t).y �!��
�� ��

��	�
� �
 �� z� ���� ���	
 �� $!�� �� 
�� ��� � �� τ � �	� �� C∗ ��
� ��� τ �	

�� $�� Nz� ���	 
��� �!��
� �	 �	
� � μN (y, τ) ���� 
��
� �� ��� t ∈ C∗ �	�
z̃ ∈ Nz�

τ(t).z̃ = t−μN (y,τ)z̃.

��� #����
%&����� ��
���	 ��	 
��	 �� �
�
�� �� -��� �� � 01��234� ,���� �."

���������� �	
	�	 �� ��� �������� 	
 ��� ����	�� �������	�� �
 �� ������	� N ��

����������� �����

y ∈ Y ss(N ) ⇐⇒ ∀τ ∈ X∗(H), μN (y, τ) ≤ 0.



�� ������� �	 
������� ��� ��������� �����������


��� i ∈ �1, p�� ����� xi ∈ X
us
(L)	 
� ��� �� � ������������ �������������

�������� ��� xi� τi ���� ���� μ
L(xi, τi) > 0�

� ��� �� ���� �� ��� ���� 
� 
��� �� ��� π−1(xi) ⊂ Xus(M⊗L⊗d)� �� ��������

 ����� ���������	 ���� 
��� �� ���� 
���	 ��� ��� x ∈ π−1(xi)	 μ
M⊗L⊗d

(x, τi) > 0�
���	 ��� ���� �� x	 
� ��!��

μM⊗L⊗d
(x, τi) = μM(x, τi) + dμL(xi, τi).

�� 
� ���� ��� �� ��������� μM(x, τi) ��� ��� x ∈ π−1(xi)�

� "��� ��� �������� �� ��� �������� μM(., τi)	 
� ��� ���� 
� ��� �������� ��
��� ���� 
��� x ∈ π−1(xi) �� � �#� ����� �� τi� $��� �� ���� 
� ��������
��� ���� �� ���� � �#� ������

� "������ 
� ��������� �#�������� ��� ������ �� τi �� ��� ���� ��M �!�� ���� �

������

� %� � ����������	 �� ���� ��

d > −μ
M(x, τi)

μL(xi, τi)

��� ��� i ∈ �1, p� �� x ∈ π−1(xi)
τi 	 
� ��!� ��� ��������� 
� 
��� ������� ����

����� ���� 	
 ���������� ���������

�������	
 �	 ���� ��
� ��
����

&� ���� ����	 ��� ������ ������ 
� ��� ��������� �� �� ������
(
(1), (1), (1)

)
� &� ��� ����

���
� ��� � ���� ���� ���� �� �� � ������ ������� '������

π : X −→
������� X︷ ︸︸ ︷

P(V1)× P(V2)× P((V1 ⊗ V2)∗)
((W1,i)i, (W2,i)i, (W

′
i )i) �−→ (W1,1,W2,1, {ϕ ∈ (V1 ⊗ V2)∗ ���� kerϕ =W ′

n1n2−1})
.

����� α = β = γ = (1)	 
� ��!� ���� L = Lα⊗Lβ⊗L∗
γ �� ��� ��������� �� O(1)⊗O(1)⊗

O(1) (����� L ���� ��
 ��) �� π�  ����!��	

H0(X,L)G � (V ∗
1 ⊗ V ∗

2 ⊗ V1 ⊗ V2)G � C.

�� X
ss
(L) = {x ∈ X ���� σ0(x) �= 0} ��� ��� σ0 ∈ H0(X,L)G \ {0}� % ������ ����*���

������� �� X ��

Cv1 ⊗ Cv2 ⊗ Cϕ �−→ ϕ(v1 ⊗ v2).
%�

X
ss
(L) = {(Cv1,Cv2,Cϕ) ∈ X ���� v1 ⊗ v2 /∈ kerϕ}.



���� �����	�
 ����� �� �
�������
��� �� ����� 	���� ��

�����������	� 	
 X
us
(L)

��� �� ��	� (e1, . . . , en1) � 
���� �� V1 ���� n1 ≥ 2�� ��� (f1, . . . , fn2) � 
���� �� V2 n2 ≥
2�� ����� ���� 
���� ��� ������� ���� ����� ������ ��������� �� ��� n = min(n1, n2)�

��	�	���	� ������ ��� ��� X
us
(L) ����	��� 	� ��� �
����� � ��� G����	� � ��� �
�����

x = (Ce1,Cf2,Cϕn)� ����� ϕn =
∑n

i=1 e
∗
i ⊗ f∗i ∈ V ∗

1 ⊗ V ∗
2 � (V1 ⊗ V2)∗�

����� �� ����� ����� X
us
(L) = {(Cv1,Cv2,Cϕ) ∈ X ���� ϕ(v1 ⊗ v2) = 0}� Xus

(L) ��

���� �� �����������  �

���� P((V1 ⊗ V2)
∗) � P(V ∗

1 ⊗ V ∗
2 ) � P(Hom(V1, V

∗
2 ))� !� �� �������� (l1, l2,Cψ) ∈

P(V1)× P(V2)× P(Hom(V1, V
∗
2 ))� ��� ������ �� G �� ����"

∀(g1, g2) ∈ G, (g1, g2).(l1, l2,Cψ) = (g1(l1), g2(l2),C
tg−1
2 ◦ ψ ◦ g−1

1 ).

!� �� 	��� ���� ��� ��
��� �� ��� ������ �� ��� ����� ���� Cψ� ��� ��������� 
# ��� ���	

�� ψ� ��������� ���� ������ (l1, l2,Cψ) ������ ������� ��
������"

�� V1 �� V2 �� V ∗
1 �� V ∗

2

l1 l2 H1 = l⊥1 H2 = l⊥2
kerψ ker tψ Im tψ = (kerψ)⊥ Imψ = (ker tψ) ⊥

ψ−1(H2)
tψ−1(H1)

tψ(l2) = ψ−1(H2)
⊥ ψ(l1) =

tψ−1(H1)
⊥

��� ��� ��$����� �����
�� ��������� �� l1 ��� l2 ���� ������� �� kerψ� ψ−1(H2)� ���

�����������# ker tψ� tψ−1(H1)� ����� ���� �� �� ������
� ��� ��
���� %����������� kerψ ⊂
ψ−1(H2)� ker

tψ ⊂ tψ−1(H1)� ��� l1 ⊂ ψ−1(H2)⇔ l2 ⊂ tψ−1(H1)�

%���� ����" n1 = n2 �� n = n1 = n2��
��� �� ���� ������ ���� rkψ = n� ����� kerψ = {0} ��� ker tψ = {0}� !� ���� ������

��� �����
������� ��� ��� ��������� �� l1 ��� l2"

� l1 ⊂ ψ−1(H2) ��� l2 ⊂ tψ−1(H1)� &�� ��� ����	 ���� ���� (l1, l2,Cψ) ���� ���

��
��� O1�

� l1 �⊂ ψ−1(H2) ��� l2 �⊂ tψ−1(H1)� &�� ��� ���� ����	 ���� ���� ������� ���� �

������ ��
��� O2�

'� ��� ��� ���� O1 �� �����
��� ������� O2 �� ����(���
���

'��� �� rkψ ≤ n − 1) ��� ������ ��
��� Y = {(l1, l2,Cψ) ���� rkψ ≤ n − 1} ��������

codim(Y ∩Xus
(L)) ≥ 2 
������� ��� ��� l1 ��� l2� {Cψ ; rkψ ≤ n−1 ��� ψ(l1)(l2) = {0}}

��� ����������� * �� P(Hom(V1, V
∗
2 ))� !� ��� ���������� �� Y ∩Xus

(L) ���������� ����#
��������
�� ���������� �� X

us
(L)� ����� Y c = {(l1, l2,Cψ) ���� rkψ = n} ����������

����# ��������
�� ���������� �� X
us
(L)

����
��	�� �� ��	� ����� X
us
(L) = cl(O1)� ��� ������� �� ��
�� O1� %����������� �

�������������� �� O1 �� x = (Ce1,Cf2,Cϕn)�



�� ������� �	 
������� ��� ��������� �����������


������ �	
�� n1 < n2 �	�� ��� n = n1��
�� ��
 �	
�� {Cψ 
�� rkψ ≤ n − 1} �	
 �������
��� 	 ��	
 � ����	�
� �� �����
 ��
�	�� n ��
 �� ����� 	�� ���� 	�� 	 ��	
 ��� ��� 	
 �� �� �������
 �	
�� � 
����
 �
���
���� �� �	
�  ���� rkψ = n� ���  ���� kerψ = {0} 	�� ker tψ �= {0}� !��
 ��	�
 �
���� ��

�������
 ��� l1 	�� l2�

� l1 ⊂ ψ−1(H2) 	�� l2 ⊂ ker tψ ⊂ tψ−1(H1)� "�� �	� ����� �	 
��� (l1, l2,Cψ)
���� ��� ����� O1�

� l1 ⊂ ψ−1(H2) 	�� l2 �⊂ ker tψ� �� l2 ⊂ tψ−1(H1)� "��� 	#	��� ��� �	� ����� �	
��
 #���
 ���$ ��� ����� O2�

� l1 �⊂ ψ−1(H2) 	�� l2 �⊂ tψ−1(H1)� "�� �	� 
��� ����� �	 ��
� �����
 ���� ���

����� O3�

!�� ���� O3 �
 
���%
	����  ����	
 O1 	�� O2 	�� ��
	���� �� 	������� O1 ⊂ cl(O2)
���	�
�� �� rkψ = n 	�� (l1, l2,Cψ) �
 ��
	���� (l1, l2,Cψ) ∈ O1 ⇔ tψ(l2) = {0} 	��
(l1, l2,Cψ) ∈ O2 ⇔ tψ(l2) �= {0}�
���������� 	�
 ��� ���� &���� X

us
(L) = cl(O2) 	�� 	 �����
��	��� �� O2 �
 �� 
	��

x 	
 ������� x = (Ce1,Cf2,Cϕn)�

!���� 	�� �	
 �	
�� n1 > n2�
'���$���# �	����
 
����	��$ � �� �������
 �	
�� ��  � �(��	�#� �� ����
 �� V1 	�� V2�
��  � �	�� 	�
� �� ���� �� x = (Ce1,Cf2,Cϕn)  ���� �
 ���
� �� X

us
(L)�

����������	 �� π−1(x)

!�� ���)����� π  � �
� �
 �� �� ����

π : G̃/B̃ −→ G̃/P̃ ,

 �� G̃ 	 ������( �������� #����� B̃ 	 *���� 
��#����� 	�� P̃ 	 �	�	����� 
��#����

���	����# B̃� �� �� +���
 	�� 	�� �
�������� � P̃ /B̃ �π �
 ���� 	 +��	����� !��

�
 	�
� ��� ��� �
 ��
������ � Xus(L) = π−1(X

us
(L))� !��
� 
���� G.x �
 ���
� ��

X
us
(L)� π−1(G.x) �
 ���
� �� Xus(L)� ,
 	 ���
�-������ Xus(L) ⊂ Xus(M⊗ L⊗d) ��

π−1(G.x) ⊂ Xus(M⊗L⊗d) ����	�
� Xus(M⊗L⊗d) �
 ���
���� ,�� +�	��$� �� π−1(x) ⊂
Xus(M⊗ L⊗d)� ��� π−1(G.x) ⊂ Xus(M⊗ L⊗d) 
���� π �
 G%�-���	��	�� &���� ��
����� ��# ����	�


���� ���� �	 d0 ∈ N �� ���� ���� 	�
 �� d ≥ d0� π
−1(x) ⊂ Xus(M⊗L⊗d)� ����

∀d ≥ d0, gλ+d(1),μ+d(1),ν+d(1) = gλ+d0(1),μ+d0(1),ν+d0(1).



���� �����	�
 ����� �� �
�������
��� �� ����� 	���� ��

����������	 �
 ��� ��	�

�� ������	
 GL(V1)� GL(V2)� ��� GL(V1⊗V2) ����������
 ���� GLn1(C)� GLn2(C)� ���

GLn1n2(C) ������ �� ��� ����� (e1, . . . , en1) ��� (f1, . . . , fn2) �	 V1 ��� V2 ����������


���� �� ���������� ��� ����� �� V1 ⊗ V2 �� ���� (ei ⊗ fj)i,j � ����� ���������������
�

������ �� ��� ��� 	�������� �������� 	� ����������� �������� �	 ���� GLm1(C)×
· · · ×GLmp(C) 

τ : C∗ −→ GLm1(C)× · · · ×GLmp(C)

t �−→ (

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
ta

(1)
1

ta
(1)
2

� � �

ta
(1)
m1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , . . . ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
ta

(p)
1

ta
(p)
2

� � �

ta
(p)
mp

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠)

�� ������� �
 τ =
(
a
(1)
1 , a

(1)
2 , . . . , a

(1)
m1 | . . . |a(p)1 , . . . , a

(p)
mp

)
�

!������������ ����������� ������� 	� x �� ��� ��� 	�������� ����������� ����

���� �	 G 

τ0 =
(
1,−1, 0, . . . , 0 ∣∣− 1, 1, 0, . . . , 0

)
.

����� ����� ��� ������ �	 τ0(t) �� ��� ����� Ce1� Cf2� ��� Cϕn �� ��� �������������� �
 t�
t� ��� 1 ����������
� �� ����

μL(x, τ0) = 2.

"�� ��� x ∈ π−1(x)� �� ���� �� ��������� μM(x, τ0)� ������ �� ��� ��
 μ �� ��#���

$#��� ��� ��� �� ���� ��� ����� ���� t → 0 	�� τ0(t).x ��� ���� � #��� ����� �	 τ0%�
��� ����� x �� #��� �
 τ0� �� ��&��� �� ��������� μM(x, τ0) 	� x ∈ π−1(x)τ0 � '� �� ����

x ∈ π−1(x)τ0 �

(�� �	 �� ������� x ∈ π−1(x)τ0  (��� �	 ���� ��� ������ �	 τ0 �� V1 ��� ���� ��)����

������� *��*� ��� +� ����� ����������� ��������� ��

W1 = Ce1, W−1 = Ce2, ��� W0 = Ce3 + · · ·+ Cen1 .

����� ��� ��������� �	 x �� F�(V1) �� � ,�� ����� �
 � ����� �	 V1 �������� �	 e1
�� #��� e2 �� � �������� i ������� - ��� n1� ��� n1 − 2 ������ 	����� � ����� �	 W0�

(� ��� ���� ������� ���� ������ �� ������ j ������� - ��� n2 ���� ���� ��� ������

��������� �	 x $�� F�(V2)% �� � ,�� ����� �
 � ����� �	 V2 �������� �	 f2 �� #��� f1 ��

�������� j� ��� n2 − 2 ������ 	����� � ����� �	 Cf3 + · · ·+ Cfn2 �

(� ��� ���� ��������� $�� F�(V1 ⊗ V2)% �	 x ��� ������ �	 τ0 �� V1 ⊗ V2 ��� ���

#�� ��)���� �������� -� �-� *� �*� ��� +� ����� ��������� ����������� ��������� ��

W2 = Ce1⊗f2, W−2 = Ce2⊗f1, W1 = Ce1⊗f3+· · ·+Ce1⊗fn2+Ce3⊗f2+· · ·+Cen1⊗f2,



�� ������� �	 
������� ��� ��������� �����������


W−1 = Ce2 ⊗ f3 + · · ·+ Ce2 ⊗ fn2 + Ce3 ⊗ f1 + · · ·+ Cen1 ⊗ f1,
W0 ������� 	
 ��� ��� �� ��� ei ⊗ fj .

����� ��� ��������� �� x �� F�(V1⊗V2) �� � ��� ����� 	
 � 	���� �� V1⊗V2 �� ��� ����
� e1 ⊗ f2 �� � �������� k2 	������ � ��� n1n2 − 1�

� e2 ⊗ f1 �� � �������� k−2 	������ � ��� n1n2 − 1�

� n1+n2−4 ������ ������ � 	���� �� W1 �� ��������� m
(1)
1 , . . . ,m

(1)
n1+n2−4 �	������

� ��� n1n2 − 1��

� n1 + n2 − 4 ������ ������ � 	���� �� W−1 �� ��������� m
(−1)
1 , . . . ,m

(−1)
n1+n2−4 �	��

����� � ��� n1n2 − 1��

� ��� ���� ������ ������ � 	���� �� W0�

 �!��!����� �� ��� ������ �� τ0 �� ��� "	� ��M ��� x� �#� ������ ���� "	� 	
Mx��

$�� �� ���!! ������ ����������� �� δ � ��������� �� ��� !��� 	���!� Lδ �� � ��� �����


F�(V ) ����� dimV = n ≥ �(δ)�� #� ���� ��� ��	������

ι : F�(V ) −→ ∏n
k=1 P(

∧k V )
(Cv1,Cv1 ⊕ Cv2, . . . ,Cv1 ⊕ · · · ⊕ Cvn) �−→ (Cv1,C(v1 ∧ v2), . . . ,C(v1 ∧ · · · ∧ vn) .

���� Lδ �� ��� ��!!�	��% �� ��� !��� 	���!� O(δ1 − δ2)⊗ · · · ⊗ O(δn−1 − δn)⊗O(δn) 	

ι ��� �!! ��� ��������� ���� �� ���� �� ��%� ��� ���������� ����� �� i > �(δ)� δi �� ����!

&�� '���� ���� ���������� ��� ��� ��� �� �� �!����� x ∈ π−1(x)τ0 � �� ��� ����!
 ���
��� ��!!������

����� ������ ��� x ∈ π−1(x)τ0 � ����� ��	
� i ∈ �2, n1�� j ∈ �2, n2�� �� 2(n1 + n2 − 3)

	
�	��� 	������
 k2, k−2,m
(1)
1 , . . . , m

(1)
n1+n2−4,m

(−1)
1 , . . . ,m

(−1)
n1+n2−4 ∈ �1, n1n2 − 1� 
���

����

μM(x, τ0) = λ1 − λi + μ1 − μj + 2(ν ′k−2
− ν ′k2) +

n1+n2−4∑
k=1

(ν ′
m

(−1)
k

− ν ′
m

(1)
k

),

�	�� (ν ′1, . . . , ν ′n1n2
) = (νn1n2 , . . . , ν1)� ��������� ��� ��� ��

	�	�	�	�
 ��� i, j, k2, k−2� ���

m
(1)
k �
� �� ��� m

(−1)
k �
 ��	
� ���� x ���	�
 	� π−1(x)τ0 �

�
 � ���
��������

max
x∈π−1(x)

(−μM(x, τ0)
)
= −λ1 + λ2 − μ1 + μ2 + 2(ν2 − νn1n2) +

n1+n2−4∑
k=1

(νk+2 − νn1n2−k).

(���!!
� $���� ��)�� !���� �� ��� ��!!����� ���!��



���� �����	�
 ����� �� �
�������
��� �� ����� 	���� ��

����������� 	
�
�
 �� �� ���

d0 =
1

2

(
−λ1 + λ2 − μ1 + μ2 + 2(ν2 − νn1n2) +

n1+n2−4∑
k=1

(νk+2 − νn1n2−k)

)
,

�� ��	� �
� ��� d ∈ N ��� ���� d > d0�
gλ+d(1),μ+d(1),ν+d(1) = gλ+�d0+1�(1),μ+�d0+1�(1),ν+�d0+1�(1)�

��

�� ��� ��� x ∈ π−1(x) ��	 ��� d > d0


μM⊗L⊗d
(x, τ0) = μM(x, τ0) + dμL(x, τ0) = μM(x, τ0) + 2d > 0

������ d > d0 ≥ −1

2
μM(x, τ0)� ����
 �� ��������������	 ��������
 x ∈ Xus(M⊗

L⊗d)
 ��	 �� ����	� ����� ����� ������

����� 	
�
�
 �� � �� �� � ��� �������� Xss(M⊗L⊗d) ⊂ Xss(L) ���� �� ���� ���
��� d > d0
 d ∈ Q� !�	��	
 ��� 	�"������ �� Xss(N ) #��	 ��� ��� ���� μN (., τ0)$ �� ��
�%���	�	 �� N ∈ PicG(X)⊗Z Q&

Xss(N ) = {x ∈ X | ∃k ∈ N∗ ���� N⊗k ∈ PicG(X) ��	 ∃σ ∈ H0(X,N⊗k)G, σ(x) �= 0}.

����� ���� �	 
�� 
����
(
(1, 1), (1, 1), (2)

)
�� ��� �� � � ���' �� ��� ���(��

(
(1, 1), (1, 1), (2)

)
���� �� ���� ������ #�� ��� �������

)*��+�,$� �� ����	��

π : X −→
������� X︷ ︸︸ ︷

F�(V1; 1, 2)×F�(V2; 1, 2)× P((V1 ⊗ V2)∗)
((Wi)i, (W

′
i )i, (W

′′
i )i) �−→ ((W1,W2), (W

′
1,W

′
2), {ϕ ∈ (V1 ⊗ V2)∗ / kerϕ =W ′′

n1n2−1})
.

*�������� �� ������
 ��� ���� ���	�� L �� ��� (������' �� π �� L = Lα ⊗ Lβ ⊗ O(2)�
��� ���� ��������� ���� �� �� � ���	 ���������� ��� (�� ���� ������ ��� ���� �����
�� ���' ����� ��� ���� ������ ���� �� ��� ������ �� G �� X ���� ��� ��������&

����������� 	
�
�
 �� n1 ≥ 3 
� n2 ≥ 3� ���� ��� ��� X
us
(L) 
� ������� �
���� �
������

�� ��� ��
� 
� ��� ��
���� 
� ��
 G�
������ ���� 
� x1 = ((Ce1,Ce1 +Ce2), (Cf3,Cf3 +
Cf1),Cϕn) ��� ���� 
� x2 = ((Ce1,Ce1 + Ce2), (Cf2,Cf2 + Cf3),Cϕn)�

��

�� !� �� ��(������ ������� �� ��� (���� �� -��(������� ������

�� ���� ��� ��� 	������������ ����(�������� �������(� �� G ��� ��� ��� �������� x1
��	 x2 #�� ����� ����	�� ��� ��� ���� n1, n2 ≥ 3$&

τ1 =
(
0, 1,−1, 0, . . . , 0 ∣∣ 0,−1, 1, 0, . . . , 0)

��	
τ2 =

(
1, 0,−1, 0, . . . , 0 ∣∣− 1, 0, 1, 0, . . . , 0

)
,



�� ������� �	 
������� ��� ��������� �����������


����� ���	

μL(x1, τ1) = 2 = μL(x2, τ2).


� �	��	� �	 ���� ���	 �� �	� � ����� ��� ����� π−1(x1) ⊂ Xus(M ⊗ L⊗d) ���
π−1(x2) ⊂ Xus(M⊗L⊗d)� �	 ���	 ���	��� �		� ��	 ��� � 	�	�	��� � π−1(x1)

τ1 ���

π−1(x2)
τ2 � ��� �� � ����	��	��	 �	 �	��

����� ������ �� n1 ≥ 3 ��� n2 ≥ 3�

max
x1∈π−1(x1)

(−μM(x1, τ1)) = −λ2 +λ3−μ1 +μ3 +2(ν2− νn1n2)+

n1+n2−4∑
k=1

(νk+2− νn1n2−k)

���

max
x2∈π−1(x2)

(−μM(x2, τ2)) = −λ1+λ3−μ2+μ3+2(ν2− νn1n2)+

n1+n2−4∑
k=1

(νk+2− νn1n2−k).

���� �	����� �� �	 �		� �� ���� ����	�� ��	� n1 = 2 �� n2 = 2� �	� �� ���� ��
��	 ���	 ��	�	 n1 = 2 ��� n2 ≥ 3� ��	�� τ1 ��� τ2 �	���	�

τ1 =
(
0, 1

∣∣ 0,−1, 1, 0, . . . , 0), τ2 =
(
1, 0

∣∣− 1, 0, 1, 0, . . . , 0
)
.

�	 ����� ���	 μL(x1, τ1) = 2 = μL(x2, τ2)� ��� ���� ���	

max
x1∈π−1(x1)

(−μM(x1, τ1)) = −λ2 − μ1 + μ3 + 2ν2 − ν2n2 +

n2−1∑
k=1

νk+2,

���

max
x2∈π−1(x2)

(−μM(x2, τ2)) = −λ1 − μ2 + μ3 + 2ν2 − ν2n2 +

n2−1∑
k=1

νk+2.

 � 	!�������� ��	 ���	� � V1 ��� V2 "���� �� �� ��� λ ��� μ#� �	 	����� �	� ��	 �	����
�� ��	 ���	 n1 ≥ 3� n2 = 2� $��� ��	 ���	 n1 = 2 = n2 �	������ ��� �	 ����� �� 	!�����
��	 ���	�  �� ��	 �	���� �	 ����� �	� ����� �	 	!����� ��	 ������ �� n1 = 2� n2 ≥ 3
�� ����� �	 ��%	 μ3 �� �	 &	��� '������ �	 ���	�

	
�������� ������� �� �� 	�
 m = max(−λ2 − μ1,−λ1 − μ2) ���

d0 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

(
m+ λ3 + μ3 + 2(ν2 − νn1n2) +

n1+n2−4∑
k=1

(νk+2 − νn1n2−k)

)
�� n1, n2 ≥ 3

1

2

(
m+ μ3 + 2ν2 − ν2n2 +

n2−1∑
k=1

νk+2

)
�� n1 = 2

1

2

(
m+ λ3 + 2ν2 − ν2n1 +

n1−1∑
k=1

νk+2

)
�� n2 = 2

,



���� �����	�
 ����� �� �
�������
��� �� ����� 	���� ��

���� �� ����� 	
� ��� d ∈ N ��� ���� d > d0�

gλ+d(1,1),μ+d(1,1),ν+d(2) = gλ+�d0+1�(1,1),μ+�d0+1�(1,1),ν+�d0+1�(2).

��

	� �� �� ��	
��� � ��� �	�� �	� 	� ��� ����� �� ���������� ������

������ ��	�

� �� 
	 ���
� ��	�� � ��� 
	��� ����� n1 = 2 �� n2 = 2� �� �	��
��� �������� ����� ��� �� ���
� 
�
��� ��� ����� 
	���� �� ��� !���	� ��� ���
�
�� 
	 ��� �� 
�������! λ "�����
������ μ# �� ��!�� � �� �����! λ3 = 0 "�����
������
μ3 = 0#� �� ���� 
��� �	
$ �� ���� � %��	�$ �������

������ ��	�
�� &� 	���� ���������� ������ �� �	�� 	��� ���� ��	� ��� �
�����Xss(M⊗
L⊗d) ⊂ Xss(L) �� ���� ��� 	�� d > d0� d ∈ Q�

����� �����	 �
����
��	 � 	�� ������� �����

� ����������� ����� 	� �����'� �� !�� 	 ���!�� �� �	��(���!�� d0 ��
� ��	� ��� ��(
)��
� (gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ)d �� 
���	� ��� 	�� ���!��� ����
��� !��	��� ��	 d0� �� ��
�	� �� ����� ��	�� �� ���� d0 �� 	 ���!��� ���� ��)��
� �� *���
$�� 
��+
���� 	���	��
��	������� ��� ��� ���� d0� �� ��� 	� ,���� � ��� �������! �����
���� �� ������ 	
����($�� ������ �� )�	���������	�����

������� ������������� �������� �� ��� ������� �� �������� � ��

��������� �������������

-��� �	�� �� ��� 
�	���� �� )���� ���
��
��� ���� ��� ������� -�� �����	��� ��� ���
������ !��� ���� �� ��� 	���
�� .*���/� � ���
� ��� 
	�� �� T (��	��	�� �� �������� 0���
	��� ��	� ��� )�	���������	� ���	����� �� ���� $�� �� ��������
����� 
	 �� ��� 	� 	

���)��
� �� ��� ���$ �� 1� 2����$� 	� %� 34	�		� � [Q,R] = 0 "�� �� ����	���
� 3�
��� �� �� .�5��/#� -�� �������! �����!� 
�
�� ���� �����
��� 	� ��� ����
���

6�� G �� 	 
��
��� 
������ ����
���� !����� 	� H �� 	 ���!���� �� G� 	���
����
����� �� 
������ 	 �	���	� ����� T � 	 7���� ���!���� B �� G ��
� ��	� T ⊂ B�
	� ��� 
���������! 8	! �	����� X = G/B� �� ����� �� X∗(T ) ��� "��������
	����#
!���� �� 
�	�	
���� �� T � 	� �� Q 	� Λ �����
������ ��� ���� �	���
� 	� ��� ���!��
�	���
�� Λ+ "����� Λ++# ������ ��� ����	� "����� ����	� ��!��	�# ���!����

6�� �� ��
	�� ��	� X∗(T ) 
	 �� �������� 	� 	 ����	���
� �� Λ "��� ��� ι : X∗(T ) ↪→ Λ#
	� ��	�

Q ⊂ ι(X∗(T )) ⊂ Λ.

3�� X∗(T )+ = ι(X∗(T )) ∩ Λ+� 	�

m : X∗(T )+ −→ N

λ �−→ dimV (λ)H
,



�� ������� �	 
������� ��� ��������� �����������


����� V (λ) �� 	�� ����
����� G���
��� ��	� ������	 �����	 λ� ��� �����	 �� ���	
	� ���� �� 	��	 m �� ��������� ���������������� ��� � ���� ������� �	�	����	� ��	 ��
�����
�� X∗(R) = ι(X∗(T ))⊗Z R� X∗(R)+ 	�� ���� ������
 � X∗(T )+� ��
 X∗(R)++

	�� ����	��� ��	����� �� 	��� �����
���� �� ��� 	�� ���� �	��
��
 
����	��� �� ������	����	� �� L �� � H����������
 ����
��
�� �� X� � ����	 x ∈ X �� ���
 ������	��� !��	� ������	 	� L" �� 	���� �#��	 n ∈ N∗

��
 σ ∈ H0(X,L⊗n)H ���� 	��	 {y ∈ X ��	� σ(y) �= 0} �� �$�� ��
 ���	���� x� �� ����

��������� ��	� 	�� ��	��� �� ������	����	� 	��	 �� ��� ���������� �	 �� 	��� �����	����
�� 
���	� � Xss

st (L) 	�� ��	 �� 	���� ������	��� ����	� ��	� ������	 	� L� ������� ��	
�� 
���	� � C1, . . . , CN 	�� ������� �� X∗(R)++� ���� 	�� %&��������� �� ��#����

��������� '�	 �� ������ 	��	 	�� ������� ��� 	�� ����	��� ��	������ �� �����# ��	�����
������
��� ����� �� X∗(R)++ !��� ()��**+"� ��� ��� k� 
���	� � Xss

st (Ck) 	�� ��	 ��
������	��� ����	� ������ 	� ��� Lλ ��� λ ∈ Ck�

����� ������� ����� ������ 	 �
��	���� Γ �� ι(X∗(T )) �� ����� ����� �
� ��	�� ��� 	��

k ∈ �1, N�� ��� 	�� λ ∈ Γ� ��� H�����	����� ���� �
���� Lλ = G ×B C−λ ������� �� 	

���� �
���� �� Xss
st (Ck) � H ����� ��� ���������� �� Lλ �� Xss

st (Ck) �� H���������� ��

��� �
����	� �� 	 ���� �
���� �� Xss
st (Ck) �H��

������ ��� �		�� ���
����	� �� ���� 
���
�
 	��� 
�����	��	��� ��	� ���� �	����
����	 �	�� �� ���	 	� ����� 	��	� ��� ��� k ∈ �1, N�� 	���� �#��	� � ����		��� Γk ��

ι(X∗(T )) �� ���	� ��
�# ���� 	��	� ��� ��� λ ∈ Γk ∩ C�
k !����� C�

k = Ck ∩ ι(X∗(T ))"� Lλ


�����
� 	� Xss
st (Ck) �H�

'�	 k ∈ �1, N�� ,� ��	

Ak = {λ ∈ C�
k ��	� Lλ 
�����
� 	� Xss

st (Ck) �H}.

���� �	 �� ����� 	��	 Ak �� �	��� � �

�	���� ���� �����
�� Γk 	�� ��		��� ������	�
 �
Ak� &	 ��	����� Ak = Γk ∩ C�

k ��
 ��� ��� ��� λ ∈ Γk ∩ C�
k� Lλ 
�����
� 	� Xss

st (Ck) �H�
'�	 �� ��� ����- 	��	 Γk �� �� ���	� ��
�# �� ι(X∗(T ))� &	 ��$��� 	� ����� 	��	 	����
�#��	� n ∈ N∗ ���� 	��	� ��� ��� λ ∈ C�

k� nλ ∈ Γk� ���� Lnλ � L⊗n
λ 
�����
� 	� Xss

st (Ck)�H�

��� ��� λ ∈ C�
k = Ck ∩ ι(X∗(T )) ��
 x ∈ Xss

st (Ck) ⊂ Xss
st (Lλ)� � 
����	��� �� -��� 	��	

	���� �#��	 nx,λ ∈ N∗ ��
 σx,λ ∈ H0(X,L⊗nx,λ

λ )H ���� 	��	 σx,λ(x) �= 0� '�	 λ ∈ C�
k�

���� 	�� ������

R =
⊕
n≥0

H0(X,L⊗n
λ )H

�� �� ���	� 	���� '�	 �� ��	 σ1, . . . , σr � ���	�� �� ������	��� �� R !�� ��� ������
σi ∈ H0(X,L⊗ni

λ )H ��� ���� ni ∈ N∗"� ,��	� nλ =
∏r

i=1 ni ∈ N∗� ����� ��� x ∈ Xss
st (Ck)�

	���� �#��	�

σx,λ = σ⊗a1
1 ⊗ · · · ⊗ σ⊗ar

r

��	� a1, . . . , ar ∈ N ��	 ��� .��� ���� 	��	 σx,λ(x) �= 0� /� 	���� �#��	� i ∈ �1, r�

���� 	��	 σi(x) �= 0� ����� σ
⊗n1...ni−1ni+1...nr

i (x) �= 0 ��	� σ
⊗n1...ni−1ni+1...nr

i = σ0 ∈



���� �����	�
 ����� �� �
�������
��� �� ����� 	���� ��

H0(X,L⊗nλ
λ )H �

����� 	
 �� ����� �� χ ��� ��������� �� ��	�� Hx ���� �� ��� ����
(L⊗nλ

λ

)
x
� �� ����

∀h ∈ Hx, χ(h)σ0(x) = h.σ0(x) = σ0(h.x) = σ0(x),

�� �� χ 	� ��	�	��� �� ���� ���� ������ ����� 
�� ��� x ∈ Xss
st (Ck)� Hx ���� ��	�	���� ��(L⊗nλ

λ

)
x
� �� ����� ����� �� ����
��  ������ !���� "��� ��#� !���� ��$ 	� %���&$'(�

Lnλλ ������ �� X
ss
st (Ck)� 	��� nλλ ∈ Γk�

)��� C�
k 	� ��	���� #�������� �	��� 	� 	� ��� 	��������	�� �
 � ����	�� �� � ����� �����*

���	���� ��������� ���� "��� ��#� +���	�� ��,$ 
��� %+��&�' �� -	����� �����(� +� 	
 ��
��.� λ1, . . . , λp #���������� �� ����	�# n =

∏p
i=1 nλi

∈ N∗ �� #��/

∀λ ∈ C�
k, nλ ∈ Γk.

���� Γk 	� �
 ��	�� 	��* 	� ι(X
∗(T ))�

+���� ����/ )�� �� ���

Γ =
N⋂
k=1

Γk.

�� 	� � �������	�� �
 ι(X∗(T )) �
 ��	�� 	��*� �	��� Γ1, . . . ,ΓN ���� 0�������� 
�� ���

k ∈ �1, N�� 
�� ��� λ ∈ Γ ∩ Ck ⊂ Γk ∩ Ck� Lλ ������ �� � �	�� ����� ����� L̂(k)
λ ��

Xss
st (Ck)�

��	� ����/ !�� k ∈ �1, N�� �� ��� ���	�� ���� Γ ∩ Ck 	� � ���	#����/ 	� 	� ���
	��������	�� ������� � ����	�� �� ��� 	����	�� �
 � �����* ���	���� ��������� ����� !��
�� ����	�� Zk ��� ���#���� �
 Γ #������� �� Γ ∩Ck� !�� λ ∈ Zk� �� ��� �� ��	���� ��
λ1 − λ2� �	�� λ1, λ2 ∈ Γ ∩ Ck� ���� �� ����

L̂(k)
λ = L̂(k)

λ1
⊗
(
L̂(k)
λ2

)∗
,

��	�� 	� � �	�� ����� �� Xss
st (Ck) � H� �
 λ = λ′1 − λ′2 ���� "λ′1, λ′2 ∈ Γ ∩ Ck(� ����

λ1 + λ′2 = λ′1 + λ2 ∈ Γ ∩ Ck �� �� L̂(k)
λ1+λ′

2
� L̂(k)

λ′
1+λ2

� 0�������� �� ��	1������ �
 ���

�	�� ����� �� ��	�� � �	�� ����� ��� ����� "�
� %���&&'� 2�(� L̂(k)
λ1+λ′

2
� L̂(k)

λ1
⊗ L̂(k)

λ′
2
�

�� �	�	����� 
�� L̂(k)
λ′
1+λ2

� �����

L̂(k)
λ1
⊗
(
L̂(k)
λ2

)∗ � L̂(k)
λ′
1
⊗
(
L̂(k)
λ′
2

)∗
,

�� ��� L̂(k)
λ 	� ���� ����� 3� � �����1����� Lλ ������ �� � �	�� ����� �� X

ss
st (Ck)�

H 
�� ��� λ ∈ Zk�

4����� ����/ �� �������� ��� �� ����� ���� Zk = Γ� �� ����	�� γ1, . . . , γr � ������
�
 #��������� �
 Γ� �� � ���� ‖.‖ �� X∗(R)� +�� d = max{‖γi‖ ; i ∈ �1, r�}� ���� �����



�� ������� �	 
������� ��� ��������� �����������


������ λ ∈ Γ∩Ck ��	
 �
�� B(λ, d)� �
� 	���� �� �� 	����� λ ��� ������ d� �� 	��������
�� Ck� ���	� λ+ γi ∈ B(λ, d) ⊂ Ck ��� � i ∈ �1, r��
��� ��� � i� λ + γi ∈ Γ ∩ Ck� ��� �
�� γi ∈ Zk� ���	� Zk = Γ� �
�	
 ������ �
�
�����

�
� ������� ����� �� �
�� � 	����	� ���� �
� ����� �� ����� 
��� �� �� ����������
���� ���
 ��� ������������ ������� ���� �
� ��� � !���� ��� "����� �� #!"$�%� �
�	

��� �� �
� 	��� �� T &�����������

������� ��	�
�� ��� μ̄ = μ + Γ �� � ����� �	 Γ 
� ι(X∗(T )) ��� k ∈ �1, N� ����

����� ��
��� � �������
�� fμ̄,k : X∗(R)→ R �
�� ���
���� �����
���� ���� �����

∀λ ∈ Ck ∩ μ̄, m(λ) = fμ̄,k(λ).

����	 '�� μ̄ ��� k �� �� �� �
� ����� ���������� (�� ��� �
� )���&*��&)��� �
�����
�� ��� �
��� ��� � λ ∈ X∗(T )+� H0(X,Lλ) � V (λ)∗ ���� ��� � p > 0� Hp(X,Lλ) = {0}�
(� � 	��������	�� ���	� dim

(
V (λ)H

)
= dim

(
(V (λ)∗)H

)
�

m(λ) = dim
(
H0(X,Lλ)

H
)
.

'�� �� ����� � 	���������� λ ∈ Ck ∩ μ̄� +����� � π �
� �������� �������� ���
Xss

st (Ck)→ Xss
st (Ck)�H ���� ��� �� H&����������� �
��� S �� Xss

st (Ck)� � π∗(S)H �
�
H&��������� ����	� ����� �
��� �� S � π ��� �� �
�� � �
��� �� �
� ,-�&����������
�
��� � #��..%� /����0 1�1����

Hp(Xss
st (Ck) �H,π∗(Lλ)

H) �
{ {0} �� p > 0

H0(X,Lλ)
H �� p = 0

.

(�� �
��� �� χ �� �
� 2���&"���	��3 	
���	�������	�

χ(Xss
st (Ck) �H,π∗(Lλ)

H) =
∑
p≥0

(−1)p dim (Hp(Xss
st (Ck) �H,π∗(Lλ)

H)
)
= m(λ).

��0� ��� λ ∈ Ck∩μ̄� *� 	������� P �	��������� B� �
� ������ �������	 �������� ��
G ��	
 �
�� Lλ ���	���� �� �� ���� ��� ����� LP

λ �� G/P ��� �
� �������� ���4�	����
q : X = G/B → G/P � '�� ν ∈ Ck ∩ ι(X∗(T ))�
�
��� � #��..%� 5$�6� ��� �� ��� �����
 ������� ε > 0� �
� ��&��	0 q∗(LP

λ ) ��
������� �� �
� ������7	����� �� X 	����� ���� q∗(LP

λ ) ⊗ L⊗ε
ν � ��� � #��..%� /����0

1�1�����

∀p ∈ N, Hp
(
Xss

st (q
∗(LP

λ )⊗ L⊗ε
ν ) �H,π∗(q∗(LP

λ )
H)
) � Hp(X, q∗(LP

λ ))
H .

8�������� q∗(LP
λ ) = Lλ ��� Xss

st (q
∗(LP

λ ) ⊗ L⊗ε
ν ) = Xss

st (Lλ+εν) = Xss
st (Ck) ���	����

λ+ εν ∈ Ck �� ε �� ��� �����
�� ��� �
��

∀p ∈ N, Hp(Xss
st (Ck) �H,π∗(Lλ)

H) � Hp(X,Lλ)
H .



���� �����	�
 ����� �� �
�������
��� �� ����� 	���� ��

���������	
� �� ��� ���� �����

m(λ) = χ(Xss
st (Ck) �H,π∗(Lλ)

H).

�� ��� ��	������ � Z������ (γ1, . . . , γr) �� 	� 
�		��� Γ� ��� ��� λ = μ+
∑r

i=1 aiγi ∈
Ck ∩ μ̄ ����� ��	 a1, . . . , ar ∈ Z��

π∗(Lλ)
H � π∗(Lμ)

H ⊗ L̂(k)
a1γ1+···+arγr

�� �����	��� �� 	� 
�		��� Γ ��� 	� ��� ��	��� ���!�
� ��� π∗� ��� ��	 	� ��	�	��� L̂
������ �� 	� ����� �� "�!!� #�$�%$� ����

�� ��� ��� ��� λ �� ���
� 	� &��!����&��
'����! ��� �����
�� �����	��� ���� ���� (��
)#*� '����! %)�$�� 	� 	� ���� π∗(Lλ)

H ���
��	

m(λ) = χ(Xss
st (Ck) �H,π∗(Lλ)

H)

=
∑
n≥0

∫
Xss

st (Ck)�H

(a1c1(γ1) + · · ·+ arc1(γr))
n

n!
∩ τ(π∗(Lμ)

H),

������ ��� �		 i� c1(γi) 
� ��� ��� ����� �	��� �� ��� 	
�� ����	� L̂(k)
γi � ��� τ(π∗(Lμ)

H) 
�
� �����
� �	��� 
� ��� ���� ����� A∗(Xss

st (Ck) �H)⊗Z Q� ����� m(λ) 
� � ��	����
�	
�
�� ���
���	 �����
���� 
� ��� ���
��	�� ai�

����������	 �
 	�� ����� �
 ���	���� ����� ��� �����

�� ��� ���� ���� �� ��� �����
��� �� ����
�� �� �

�������	��� ������� �� d0 ∈ N �� ���� ��	�
 ��� 	 d ∈ Q ���� ��	� d > d0
 X
ss(M⊗

L⊗d) ⊂ Xss(L)
 ����

dim
(
H0(X,M⊗L⊗d0)G

)
= dim

(
H0(S,M)H

)
.

������ !�� �� ��
�� � = dim
(
H0(S,M)H

)
� ����
��� � d0 ∈ N �� 
� ��� ��������� ������

��� ������ �� C1, . . . , CN ��� �������� "
��� #$%&�	����� �� ��'
��	 �
����
��( 
�
QL ⊕ QM = {L⊗a ⊗M⊗b ; a, b ∈ Q} ��� ��� ���
�� �� G �� X� �
���� ��� �		 d > d0
"d ∈ Q(� Xss(M⊗L⊗d) ⊂ Xss(L)� ��� ������ �� ��� ����	�� �� )� *������� "��� +*��,,-(
�������
�� ��� #$%&���� ��� �
����
�� 
� ��������
	� ��� ��		��
��.

� ��� M⊗L⊗d ��� d > d0 ��� 
� � �������� ��� ��� 
������� C1/

� L ��	���� �� C1� ��� �	����� �� ��
� �������/

� M⊗L⊗d0 ��	���� �	�� �� C1�

�� ��� ���� � �
����� �� ��
� �
����
��. 
� QL⊕QM� ��� ��� �� ���
&���	� 	
�� ����	��

� � �	���� �����' ����� 0� � �����1������ �� �� ��	�
�	
���
�� �� � ���
�
�� ���
���	
������� ��
� ��� ��� �� ����������� �� � 	
�� �� � �������� %�� ��� ����� ��� ���� ��
������� 
� ��� ���� ���� �� �� ������ ��� 
������� �� �� 
� ��� ���� �� � 	
��� %��� ���
�
����
�� �� ��� �������� 
� ���
��		�.



�� ������� �	 
������� ��� ��������� �����������


Ci1 Ci2 Ci3 Ci4 Ci5

�� M⊗ L⊗d0 ∈ C1� ���	 Xss(M⊗ L⊗d0) ⊂ Xss(L) 
	� ���������	 ����� ����� �����

��
���� ��
� dimH0(X,M⊗L⊗d0)G = �� �� �� 
����� ��� 	�� �	 ��
� M⊗L⊗d0 ∈
C1 \ C1�

C1

LM⊗L⊗d0

 �� L !���	�� �� ��� !��	�
� �� C1� ���� ���� 	�� "�
	�� ��
� �������#�

$�����	� %���
 ��&�'& 
	� (����� ��&�'�� �� ��� ��
� ���� �)���� 
 ��!�
���"�

Γ �� *	��� �	��) �� ��� �
���"� ZL ⊕ ZM = {L⊗a ⊗M⊗b ; a, b ∈ Z} ��"� ��
�� �� 
��

γ̄ = γmodΓ ∈ (ZL ⊕ ZM)/Γ� ���� �� 
 ����	���
� Pγ̄ ���� 
���	
� "��+"��	�� ��"�

��
�

∀N ∈ C1 ∩ γ̄, dim
(
H0(X,N )G

)
= Pγ̄(N ).

�	 �
��"��
� �� �� ��	��� γ̄0 = (M⊗L⊗d0)modΓ�

dim
(
H0(X,M⊗L⊗d0)G

)
= Pγ̄0(M⊗L⊗d0).

,� ���	 "�	���� ��� ����	���
� ��	"���	 �	 �	� �
�
!��

P̃ : d �−→ Pγ̄0(M⊗L⊗d).

,� �
	� �� ���� ��
� P̃ �� "�	��
	� 
	� �� -	�� ��
�� �� 
�� �	����� d > d0 ��"� ��
�

(M⊗L⊗d)modΓ = γ̄0� P̃ (d) = dim
(
H0(X,M⊗L⊗d)G

)
= �� �� �� "�	��.��	��� ��+"��	�

�� 	���"� ��
� ���� �)��� �	*	����� �
	� ��"� d/�� �� �� ��	��� !� N1 = M⊗a1 ⊗ L⊗b1


	� N2 =M⊗a2 ⊗L⊗b2 ��� �����	�� �� 
 Z�!
��� �� Γ� �
"� d ∈ N(b1a2−a1b2)+d0 ����

��� ��"-� 0�	
���� P̃ �� "�	��
	� 
	� dim
(
H0(X,M⊗L⊗d0)G

)
= P̃ (d0) = ��

(�
	-� �� ���� ����� �� "
	 ������ �������� ���������	� ��&�� 
	� ��&�'1� 
	� ���

(������ ��'�� 
	� ��'���

������ ��	�
�� ,� �
� ��������� 	���"�� ��
�� �	 ��� "
�� �� ��� �����
(
(1, 1), (1, 1), (2)

)
�

�� n1 = 2  � n2 = 2#� ���� ��� ��� �
�� �� "������ 
 !��	��

� !� ���	� ��� �����
 �	 ��� ������� ������ ���"� �� ���"�
� �� ���� "
���

� !� ���	� ��� �����
 �
��� �� n1, n2 ≥ 3� �����	� λ3 = 0  � μ3 = 0# 
	� "�	�����	�

λ  � μ# 
� 
 �
�����	 �� ��	��� &�

%�� �� "���
� ��� ��� !��	�� �� "
	 �!�
�	� 0� �	��
	"� �� ���� �
�����	� �� ���

��� (λ1, . . . , λn1)� (μ1, μ2)� 
	� (ν1, . . . , ν2n1)  ���� n1 ≥ 3#� �� �!�
�	 !� ��� *��

�������

D2 =

⌈
1

2
(m+ λ3 + 2ν2 − ν2n1 + ν3 + ν4 + · · ·+ νn1+1)

⌉
.



���� �����	�
 ����� �� �
�������
��� �� ����� 	���� ��

��� �� �	
 �
��� �
�	� �
 �
��

D′
2 =

⌈
1

2
(m+ λ3 + 2ν2 + ν3 + ν4 + · · ·+ νn1+1)

⌉
.

� �
 	��
 D2 ≤ D′
2 ��� D′

2 − D2 = �ν2n1
2 �� ���������� �� (λ1, λ2)� (μ1, μ2)� ���

(ν1, . . . , ν4)�

D2 =

⌈
1

2
(m+ 2ν2 − ν4 + ν3)

⌉
, �	
�
�� D′

2 =

⌈
1

2
(m+ 2ν2 + ν3 + ν4)

⌉
.

���
 ������ D2 ≤ D′
2� ���� �	�� ���
� D′

2 −D2 = ν4�
�� � ��������� �� �� �
��
� � ��
 �	
 ���� ��� � �������� �	
 ����� ��� �	�� ��
�	�� �
 � ���
� � �	
 
�����
��

����� �����	�
��� � ���������� �
����� �������� 	����� 	� ��� ������

 � �	
 ���
 � !�����	��"� ���������� �	
�
 ��
 ��
 ���
��� 
������� ����� �� �	

������������ � �	
 �
#�
��
 $�

 �	
  ���������%� �� ���
�
����� ���� �� �	�� �
 ��� �
&
��
� $��� ��
���
� �����
% ��
 � �	
� �� �� �
�	�� �� �
 �	�
 �
&�����
�
�
�������� ��'
�
�� ��� �	
 �
 �	�� �
 	�� �	�
�� (
 ���� ��� � �� � �	
 ���
����� �
 ���
�� )���"� �
 $�
��
� �� DB%� ��� �	
 �
��� �
 ��� )������ ��
�&
����� ��� *���� �	��	 �
 �
��
 �� DBOR2 $�	
�
 ���	�� �������
� �� ������ ���
�	�� �
 �� �	
 �
���%� +	
� ��
 �	
 �
� �	 	��
 � ��� ������� � �� ����, �	

�� �	
� �
� �

� ��� � ��'
�
�� � �
 �����
� �	�� ����

���������� 	� �
� ��		����

 � �	
 ������
 -)�*../� �	
 �
������ ��
 ��'
�
�� ��� ���� �� �� �
 ���� � �
��
�
�	
 ����� ���
� 	
�
� �	
 ���� �	��� �� � ���
�� �	
� ��� �� �
������� 0� �	

���	��� �	
 ���� ���
� $�� � �����
 � ��������� (α, β, γ)% �� �	
 ���� ���
�
� n ��
�	��	 α[n] = (n− |α|, α1, . . . , α�(α))� β[n]� γ[n] ��
 ��������� ��� �	
 �
#�
��


(gα[n],β[n],γ[n])n

�
��	
� ��� ����� ����
 $�
 1�� �	�� �� �� � ��������� �
#�
��
%� (	
�
�� �� ��� ��
���� �� � �����
 (λ, μ, ν) � ��������� $���	 �	�� |λ| = |μ| = |ν|% �� �	
 ���� ���
�
� d
���	 �	�� �	
 �
#�
��


(gλ+(d),μ+(d),ν+(d))d

�
��	
� ��� ����� ����
�
+	
 ���
����
��
 �
��

� �	
 �� ����� � ��
� �� �	
� $�
 ���� �	
 ������� ��
���
������� �� � �������� δ� δ≥2 �
��
� �	
 �������� �����
� �� �
����� �	
 ���� &��
�
����
��& ���� � δ%� ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
α = λ≥2

β = μ≥2

γ = ν≥2

n = d+ |λ| = d+ |μ| = d+ |ν|
.



�� ������� �	 
������� ��� ��������� �����������


�� ����	
� ��	�� ����� �	 ������� 	������	� �� MB(α, β; γ) = |α| + |β| + γ1� ���	
�������

DB(λ, μ, ν) = |μ| − λ1 − μ1 + ν2.

��������� ��� ��	� DBOR2� ����� �	 ����� 	������	� ��

N2(α, β, γ) =

⌊ |α|+ |β|+ |γ|+ α1 + β1 + γ1
2

⌋
,

�������

DBOR2(λ, μ, ν) =

⌊−λ1 + |μ≥2| − ν1 + λ2 + μ2 + ν2
2

⌋
.

��� ��������� 	
���
�	 ����	������ � DB ��� DBOR2

���� � DB! "� ��#	� ���  ������	$ �	� %�������� ��$��% � G!

τB =
(
1, 0, . . . , 0

∣∣− 1, 0,−1, . . . ,−1).
&�� τB �����#�� μL(x, τB) = 1 �	��  �� ��� x ∈ π−1(x)�

μM⊗L⊗d
(x, τB) > 0⇐⇒ d > maxx∈π−1(x)(−μM(x, τB))

= −λ1 + μ2 + μ3 + · · ·+ μn2 + ν2 − νn1+n2 − · · · − νn1n2 .

'	��� 	��� �� ��� 	�� ��(� �	� %�������� ����%���	 �	 ��� )�$ *�������� �� ��	��������
"� ��� ������ ��(�	 ���%���� �	��� �� �� ���� ���� ��	����� %������ �	��� +���� ���
� ��	����� ��� %������ )�$ *������ F�(V1⊗V2; 1, 2, . . . , n1+n2−1)  �� ��� �����  ����� � 
X� &��� ������%�	�� ��  ��$����	$ ��� ����� −νn1+n2 · · · − νn1n2 �	 ��� ��$��,��	� ����
� ��� �	�-����� ���*�� &��� ���� ���� ��$��,��	� ���� �� .�� DB(λ, μ, ν)� +�	�� ���
��	� DB ��	 �� ����*���� �� �� ������� ���� ��� �	�,%�������� ��$��% τB�

������ ������� "� ��	 ��� ��*� �	 ��%��*���	� � DB �	 ��� ���� � � /��	$0
%�������	 ν! � �� (��% �	 ���� ���%���� )�$ *��������� �� (��% ��� ����� −νn1+n2 · · · −
νn1n2 �� ��� �	� � ��� ��	�� �	� �� �� $�*�� � ����� *��� 1�	� ���	 ������ �	�2  ��
%�������	� ν � ��	$�� �� ����� n1 + n2�

���� � �,�,� 3! "� ��#	� ���  ������	$ �	� %�������� ��$��% � G!

τBOR2 =
(
1,−1, 0, . . . , 0 ∣∣− 2, 0,−1, . . . ,−1).

&��� τBOR2 �����#�� μL(x, τBOR2) = 2 �	��  �� ��� x ∈ π−1(x)�

μM⊗L⊗d
(x, τBOR2) > 0⇐⇒ d >

1

2
max

x∈π−1(x)
(−μM(x, τBOR2))

=
1

2
(−λ1 + λ2 + 2μ2 + |μ≥3| − ν1 + ν2 − νn1+n2−1

− · · · − νn1n2−n1−n2+2 − 2(νn1n2−n1−n2+3 + . . .
+νn1n2−1)− 3νn1n2).
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���� ���	�
 ����	��	�� ��� ����	�� ��� ���	��� F�(V1⊗V2; 1, 2, . . . , n1+n2− 2) ���	�����
	������ ���� ��� ����	��� �����
 �� ��� �������� ��� ����� �������	�� ��� ���� ����� ��
����	�	�� ν �	��� −νn1+n2−1 − · · · − νn1n2−n1−n2+2 − 2(νn1n2−n1−n2+3 + · · · + νn1n2−1) −
3νn1n2� �� ���� ������	�� DBOR2(λ, μ, ν) 	� ��� �	��� ��� �	� �� ��� ����	��� 	��!��� 
	��� "���� ��� #��� DBOR2 ��� #� �������� #� ��� �����
 �	�� ��� ��� ���������
��#����� τBOR2�

������ ��	�
�� $� ��� DB
 �� ��� ���� ���� �� 	���������� �� DBOR2 #� %���	��
��� �������� ��� ���	��� F�(V1 ⊗ V2)& 	� �(ν) ≥ n1 + n2 − 1
 ��� ����� �	��� � �����
#����

����� ����� 	
 	�� 	���� ��� �	������	� ���� �������� �������

��� ��� ��������� ���
(
(1), (1), (1)

)
'� ��� ��� ��	�� �� ���� ��� #��� D1 ���� (������ )�*�) �� � �+�� �,������� '�
���� ������� 	� �� ��� ���� ����� #���� �,���� 	� -.�/**0 �1����2�3� #��� 	� �����
#� DV 
 �� ��� 4��� ��� ���� .�	��
 ��������
 �� /���� #� DBOR1��

(�� ������	�� ����� �������� ��� ������� �� ����� #���� �� ������ �,������� '�
���� �� � ������ �	�	�� ��� �	�	��� 	������ ���	�� ���� ��� ��� #���� �#��	��#��
#� ��� �����& ����
 DB �� �	���� 	������
 #� /����% )�5�*6�
 �� DBOR2 ��	%��	��

��� /����% )�5�*7�� '� ����� ��	� #� Dm� 8	�����
 �� ��������� �	�� 9���� ���
4��� 	������ : ����� D���� : ���� ��	�� ��� ��!����� (gλ+d(1),μ+d(1),ν+d(1))d∈N ��������
���#	�	����

��	��� λ, μ, ν D���� D1 Dm DB DBOR2 DV DBOR1

(8, 5, 2), (6, 5, 2, 2), (4, 4, 3, 3, 1) 5 6 5 5 6 5 5
(4, 3, 3), (3, 23, 1), (23, 14) 3 4 4 5 4 5 4
(5, 5, 4, 4), (63), (3, 3, 24, 14) 5 5 5 10 9 11 6
(6, 5, 5), (8, 8), (4, 4, 3, 3, 2) 4 4 4 6 7 7 4

(54), (45), (24, 112) 4 5 4 13 10 14 6
(63), (36), (26, 16) 6 7 6 11 9 11 7

(5, 5, 4, 4), (63), (3, 26, 13) 4 4 4 9 8 11 5
(7, 6), (6, 5, 2), (7, 3, 2, 1) 3 3 3 3 3 4 3

(8, 4, 3, 3, 1), (7, 34), (14, 3, 2) 0 0 0 0 0 0 0
(8, 5, 3, 1), (2, 115), (4, 3, 3, 2, 2, 13) 1 3 1 6 6 7 2

(6, 6, 4), (8, 8), (5, 5, 4, 1, 1) 6 7 6 7 8 7 7
(8, 6, 6, 2, 1), (14, 5, 4), (54, 3) 5 6 6 6 6 8 5

'� ��� ���	�� ���� ���� ��� ��	� ��� 	� ��� ������ ���� ����� �,	�� ����� 	� ��	��
��� #��� 	� ���	��� ������� ��� ����� %���� #���� ������� ���� ��� ���� ���� 	�
�� ������ ��� ������ #�����& ��� ���� ��� ���� ����

�������������	
��	����
�
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����� �� ��� ��	
� ���
(
(1, 1), (1, 1), (2)

)
���� �� ��	
��� �� ����� D2 ���	 �����	 ����� ��� � ����� ���	
��� ��� ��	
���

��� �� �� ��������� ������ �� ��  ��� ������� D���� ���	 ��� �� ��!����� ��������

����������� ��� ���� ������� ��� ���� ����� ��	
���� ��� "����

λ μ ν D2 D����

(5, 5, 4, 4) (63) (3, 3, 24, 14) 5 4
(54) (45) (24, 112) 5 4

(6, 5, 5) (6, 5, 5) (3, 3, 24, 1, 1) 4 4
(8, 5, 2) (6, 5, 2, 2) (4, 4, 3, 2, 2) 4 4
(4, 3, 3) (4, 3, 3) (23, 14) 3 3
(5, 4, 4) (5, 4, 4) (3, 23, 14) 3 3
(6, 5, 5) (8, 8) (4, 4, 3, 3, 2) 3 2
(6, 6, 6) (9, 9) (6, 4, 3, 3, 2) 3 1
(10, 8, 6) (12, 12) (6, 5, 4, 4, 3, 2) 1 1
(8, 2) (6, 4) (5, 4, 1) 1 1
(6, 6) (8, 4) (6, 4, 2) 0 0
(20, 5) (13, 12) (11, 10, 3, 1) 2 1
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	� '����
	� ������)	�� �
 ��*
����� �� ��'�
�� )	��� � ��( 
� ����� ���	���& +��	�����
�� �

� �� , ��������� �
 !��'��� � , (� ��� �

���- �� ��)	����� �d ∈ N ����- ���
��������% 
� �
�������� -���� �� dimH0(X,M⊗ L⊗d)G� (��� G � �
������ �
�'���
��	����� -�
	' �����- 
� � '�
.������ ������� X ��
�� ���'����� 
� d% �� L �� M
�(
 G*��������� ���� �	���� 
� X� 
	� '����
	� ����
� ��� �� �''���&

/��� ���
(� 	� �
 �

� �� ����� 
���� ����'��� 
� ��������- �
��������� �� (� ��-��
�� �����
� 0&� (��� � �

� �� '������� �
��������& /��� ��� ��� ��������- �
��������
������- (��� 
�� �

�� �� ��� �
�'
����
� 
� ���	� �	���
��� �� ��� �
������ �
 �
��
�� ��������� ���	�� '�
����& + ���	�� 
� �����������
� ��
	� ���� (�� '�
��� �� ���� $�
�� (� ����-� �
 ��'�
�� ��& +� �� �''������
� �� ���
(� �
 ��*
����� �
�� ����'��� 
�
��)	����� 
� '������� �
�������� ���� (��� '�
��� , �� 1& !
�������.
 �� �!
��"$ , �

�� �����	���� �
������&

/�� ���
� ����'�� ���� (� �
������ �� �����
� 0&2� �
������ ��� �	���'��������
�� ��� ����
� '�
	�� 
� �(
 ����	����� ��'���������
�� 
� ��� ��'��
�������� -�
	'&
/��� ������% -�
	' �� ��� ���� -�
	' 
� ��'� Bn� (���� (� ��
�� �� Wn� �� ��� ��
��'����� �� � ��������� '�
	��3 (Z/2Z)n �Sn& /��� (� ��'���� ���� ��� ����	�����
Wn*�
	��� ��� ����� �� 
	��� '������
�� 
� n� �&�& 
���� '���� 
� '������
�� (�
��
��4�� �	� 	' �
 n& /��� ���
(� �
 ���� ��� ��������- �
�������� �
����'
���- �
 ���
����
� '�
	�� 
� �(
 �	�� Wn*�
	���& + ��� '
��� �� ���� ���� ����� ������ � ��� 
�
���	�*���� 	����� �� ���� ����� (���� ���
(� �
 �����'��� ����� �
�������� �� ��������-
�
�������� �
� �
������ ��	����� -�
	'� ���� �����
� 0&2&2%& /�����
�� (� 
����� ��
�����
� 0&2&5 � ��������� ���	�� ������� �
 ��� 
�� �
�������- ��
������ �
�������� ��
�''�� �� �
� �������� �
 
����� �� ��	� �� ����
-	� 
� 6	���-���7� ���������&

 �



�� ������� �	 ���
������ �� ����� ������� �����������

������� 	
 ���� � ����� 
�����
 �� �
����� ���� �������� �� �
��
� ������� ���
�� ���
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� ��  ����!�" � ������ ����
� ��
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��
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�� ������� ���� ��
�
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� �� &����� �$'
��� (��
�� ���� 	�� �� ��)� ���� 
������� �
���
� ������� ���
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%������ �) �� �� ��
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��
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�
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�����
� �) ���$����� ��� �� ��
 ��
 ���&
� $�
/���� �
 ���� ������ $���� �) ���$��������� �� �
����� ������ $
���
 /��� �� ��������
�����
� ��  /��!0" ��� � $��� �� ��
 ���
 �) ���� ������
 �) ��������4� ���$������
�
 �����
 ��
�
)��
 � $��� �) ���$��������� )�� ���� 
�����
 ���� �� 	
�� �� )�� �	�
���
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�����
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��� ������	
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���� ������
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7�
 ��
����� ��
+��
��� 	
�
 �������
� $� 8� 3����
	��� �� !9�:� 7� �
%�
 ��
�
	
 ����� �
���
 $� S ��
 ���� )������ ��� ��� ��������� λ� 	
 ���� �
���
 $� nλ ��

���
����� �) ��
 �
��
�
������� Sλ(V )� ;� �
��4� <��
����� ������� �) �(λ) ≤ dim(V )�

nλ =
∏

1≤i<j≤�(λ)

λi − λj + j − i
j − i

(�

 
���  =�:9"*� 7�
 ��+��� ���$�
� �) ��
 ����������� �) ���� )������ ��&
� ���

�� ��
 )����	��� �
%�������

��������� �	
	
	 3
� λ ��� μ $
 ���������� ��� ���� �(λ) ≤ nμ ��� V � �����
�
&
���� ����
 ��� ���� n = dimV ≥ �(μ)� 7�
� Sλ(Sμ(V )) �� � �
��
�
������� �) GL(V )
��� ��� ������ �� � ���
�� �� �) ���
���$�
 ��
��

Sλ(Sμ(V )) =
⊕

ν ���� �(ν)≤n

aνλ,μS
ν(V ).

7�
 ��
+��
��� aνλ,μ ��
 ����
� ��
 ��
����� ��
+��
����

����� �	
	�	 7�
�
 �� � �
�
����� ��������� (2��	� ����
 ��
 	��2 �) 3����
	���*
�� ��
 ��>
� �) ��
 ���������� )�� ��
�
 ��
+��
��� �� $
 ��� >
��� �) |λ|.|μ| �= |ν|� ��
�
aνλ,μ = 0�

7�
�
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 ���	��� �
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����������� 	
�
�
 ��� ��� ����	�	��
 λ� μ� ��� ν� 
�� ���� |λ|.|μ| = |ν|� ��� ������	��

��� 
������
 �� ������
� �����	���
 ��� ���
���� ��� n 
��	����� ������

�� (a
ν+(|μ|n)
λ+(n),μ )n�

�� (aν+nμ
λ+(n),μ)n�

�� (a
ν+(|λ|n)
λ,μ+(n) )n�

�� (a
ν+n|λ|π)
λ,μ+nπ )n ��� ��� ����	�	�� π�

����������� ��� ��
� ��� ��
 �	�	� ���� ���� �(μ) > 1� ��� ��� 
����� ��� ����� ���

��� ������
	���

����� ����	
�� 
	� 
����
��	 ���	
��� �� �
�� �������

�������	 
��� �������� ����� �� 	��� ������ �� ������� ������

aνλ,μ = dim(Sλ(Sμ(V ))⊗ (SνV )∗)G

��������	 GL(V ) � G!� "���� #���$%&��$�� "������ 	�'��

(SνV )∗ � H0(F�(V ),Lν)

���

Sλ(Sμ(V )) � H0(F�(Sμ(V )),L∗
λ).

��� �� ���( �� ���� ����� �� � '����� �(���� Sμ(V ) �� ���($ Cnμ � �� �� ������ ���


�$$����	 (��(��������

����������� 	
�

 !� V 	
 � ������" #����� 
���� �� �	���
	�� n ��� λ� μ� ν ��� �����

����	�	��
 
�� ���� �(λ) ≤ nμ� �(μ) ≤ n� ��� �(ν) ≤ n� ����

aνλ,μ = dim
(
H0(Xμ,Lλ,ν)

G
)
,

����� G = GL(V )� Xμ = F�(V )×F�(Cnμ)� ��� Lλ,ν = Lν ⊗ L∗
λ�

)�� ��������� �� 	�'�� ����������	 ����	� 
�� ��� �
 ��� ��*������ ����� ���$����

aν+dμ
λ+(d),μ = dim

(
H0(Xμ,Lλ,ν ⊗ L⊗d

(1),μ)
G
)

���

a
ν+(d|μ|)
λ+(d),μ = dim

(
H0(Xμ,Lλ,ν ⊗ L⊗d

(1),(|μ|))
G
)
.

+�� �� ����� ������ ��� (��,����'� '����� Xμ ���� ��� ��(��� �� d� �� ��� �(($ ���

������*���� )�� ���(������� 
�� ��� ��� ����� ��*������ ������ �� ���$� 	�'� � '����� 

��(�����	 �� d ��� �� �� ���$� �� � $�� ��-������

.��� 	�����$$ � �� ��� 	���	 �� �������� ��*������ �
 	�����$ ����

aν+dγ
λ+dα,μ = dim

(
H0(Xμ,Lλ,ν ⊗ L⊗d

α,γ)
G
)
,

����� α ��� γ ��� (��������� ���� ���� |α|.|μ| = |γ|�



�� ������� �	 ���
������ �� ����� ������� �����������

����� �����	
��� �� ��� �������� ��	������

����� �	
��� ��� �
�� ������ 
� ��� ��������� ����������� �� ��� ��� ������� �����
��
� 
�� ������� ���
���� ��� �
�� �� ����� �� ���!���� ��"����� �������� �����
�
#
�
�
� ��!��$�� �� �� �#
��% &'

������� ��	��� ��� λ� μ� ν ��� α� γ �� 	�
������ ��� ���� |λ|.|μ| = |ν| ���� ��
 ���

d ∈ N∗� adγdα,μ = 1� ���� ��� �������
(
aν+dγ
λ+dα,μ

)
d∈N

� �������
����� ��� ������� ��


d ��
�� �������

�
���� (�� �
�� ��
� ���� ��)����� �� ���*�����
���� ��� 
� �� ��� �
�� �� ���������
����������� )���� �
��' �� σ0 ∈ H0(Xμ,Lα,γ)

G \ {0} ����� 
 ������� �	���� ���
���
aγα,μ = 1&+ (���� ��� 
 d ∈ N� �� �
$� ��� ������� ��,������'

ιd : H0(Xμ,Lλ,ν ⊗ L⊗d
α,γ)

G −→ H0(Xμ,Lλ,ν ⊗ L⊗(d+1)
α,γ )G

σ �−→ σ ⊗ σ0
,


�� ���� aν+dγ
λ+dα,μ ≤ a

ν+(d+1)γ
λ+(d+1)α,μ+

-�� ��� �
�� ��
� �� ��
������� ����� �� �� �	
��� ��� �
�� ������ 
� ��� ���������
����������� �� 
�� ��� ����� �� ����� �$��� ���
�+ .�� ���� 
�� ��� !�����!
 ���!� ��
��� !����+ -���� �� 
�

H0(Xμ,Lλ,ν ⊗ L⊗d
α,γ)

G � H0(Xss
μ (Lλ,ν ⊗ L⊗d

α,γ),Lλ,ν ⊗ L⊗d
α,γ)

G

� H0(Xss
μ (Lα,γ),Lλ,ν ⊗ L⊗d

α,γ)
G ��� d� 0

����
��� Xss
μ (Lλ,ν ⊗ L⊗d

α,γ) ⊂ Xss
μ (Lα,γ) ��� d � 0&+ (���� ����� H0(Xμ,L⊗d

α,γ)
G � C ���


 d ∈ N∗ 
�� ����� /��
0� ���� 1�
� (�������

H0(Xμ,Lλ,ν ⊗ L⊗d
α,γ)

G � H0(G×H S,Lλ,ν ⊗ L⊗d
α,γ)

G

� H0(S,Lλ,ν ⊗ L⊗d
α,γ)

H

����
����� 
�� ��� �
�� 
� �� ��� ��������� ����������0 �
��&+ -��
�� �� �
$� 
�� ����
��
� ��� ��� ����� Lα,γ �� ���$�
 �� S+ (���

H0(Xμ,Lλ,ν ⊗ L⊗d
α,γ)

G � H0(S,Lλ,ν)
H ��� d� 0.

(��� ������� 
!!��� �� ��� �� ��� �	
�!�� ��$�� 
��$�' ��� ��)����� (aν+dμ
λ+(d),μ)d∈N+

(� ��� ��
�� ��� ,��� �
� �� ����� ��
�� ��� 
 d ∈ N∗� adμ(d),μ = 1+ /�� �� ��� d ∈ N∗+ (��

��������� adμ(d),μ �� �� ��2������ ��� ����!����� �� ��� ���������� ��!������
���� Sdμ(V )

�� ��� �����!������� �� Symd(Sμ(V )) �Sym ������� ��� ��������� !����&+



���� �������	�
� �
 	�� ����
�	������ �
�� ��

� ������ �	 v ∈ Sμ(V ) �� 
	 ����� μ ����
��� v ∈ Sμ(V )μ�� ���� v
d ∈ Symd(Sμ(V )) ��


	 ����� dμ� �
 dim
(
Symd(Sμ(V ))dμ

) ≥ 1�

� �
��
���� dim Sμ(V )μ = 1 ��� ��� ��� 
	 ������ �� Sμ(V ) �� Wt(Sμ(V )) = {μ} �
{������ < μ}� �
� ����� � �������
�� ���� ���� �
 ����������� 	��� �� ���� ���
������ 
	 Symd(Sμ(V )) ��� ��
� {χ1 + · · · + χd ; χ1, . . . , χd ∈ Wt(Sμ(V ))}�
dim

(
Symd(Sμ(V ))dμ

)
= 1�

� �������� Wt(Symd(Sμ(V ))) ⊂ {χ1 + · · ·+ χd ; χ1, . . . , χd ∈Wt(Sμ(V ))} ���
 ����
�� ���� Wt(Symd(Sμ(V ))) = {dμ} � {������ < dμ}�

���� �� ���� adμ(d),μ = 1�

����� ����	
� 
����
 ���	 ���
�
�� �����

 
� ���� �!
�� ��� 
���� ��"����� ����� �� �#��$��% (a
ν+(d|μ|)
λ+(d),μ )d∈N& '��� �(μ) = 1� ��

�� ��� ���� �� !�	
��� �
 ������ �(μ) > 1�

(�� �� ��� d ∈ N∗ ��� �
�$��� a(d|μ|)(d),μ � ���� �
�)����� �� ��� �����$������ 
	 Sym
d|μ|(V )

������ Symd(Sμ(V ))� *	 Symd|μ|(V ) �$$���� �� Symd(Sμ(V ))� ���� ����� �#��� ����
�� 
	
����� (d|μ|) �� Symd(Sμ(V ))� +�� �� ������� �#$������ ���� ������ 
	 Symd(Sμ(V ))
�

� ����� �
� �	 Symd|μ|(V ) �$$���� �� Symd(Sμ(V ))� ���� (d|μ|) = χ1 + · · · + χd ����
χ1, . . . , χd ∈Wt(Sμ(V ))� ����� 	
� ��� i ∈ �1, d�� χi = (|μ|)� +�� (|μ|) �� �
� � ����� 
	
Sμ(V ) �!������ �(μ) > 1 ��� ��� ������ 
	 Sμ(V ) ��� �� ��� �
���# ���� 
	 W.μ� �����
W ���
��� ��� '��� �
�$ 
	 G�� ���� Symd|μ|(V ) �
�� �
� �$$��� �� Symd(Sμ(V ))�

����� ����� ���� a
(d|μ|)
(d),μ = 0�

,� � �
���"������ Xss
μ (L(1),(|μ|)) = ∅ ��� ����� �#���� D ∈ N ���� ����� 	
� ��� d ≥ D�

Xss
μ (Lλ,ν ⊗ L⊗d

(1),(|μ|)) = ∅� ����� 	
� ��� d ≥ D�

a
ν+(d|μ|)
λ+(d),μ = dim

(
H0(Xss

μ (Lλ,ν ⊗ L⊗d
α,γ),Lλ,ν ⊗ L⊗d

α,γ)
G
)
= 0.

'� ���
��� ��� ������ 	�
� -�
$
����
� ��.�/�

��� ������	
��� �� 
�� �������
	����	� �����

����� �������� �� ��
���
��� �����
�

�
� n ≥ 2� �� �
������ ��� �
�$ Wn = (Z/2Z)n � Sn� ����� �� ��� '��� �
�$ ��
��$� Bn ��	 �� ��� ��� �

� ������ 
	 ��$� Bn �� Rn ���� !���� (ε1, . . . , εn)� Sn ���� !�
$������� ��� εi� ������� 1i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ (Z/2Z)n ���� 0��� !� εi �→ −εi��
*� �� ������ ��� ��$��
��������� �
�$� ��� �� �� ��
�� ��	� 1'��.23 
� 14-553� ���� ���
����
��� ��������!�� �
�$��# ��$���������
�� ��� !� !���� �$ 	�
� ��� 
��� 
	 Sn ��� ���



�� ������� �	 ���
������ �� ����� ������� �����������

��������	 
� 	�
�� ���������� �� n� ����� ��� ��	���	 ����� �� ���������� (α+, α−) ���
���� |α+|+ |α−| = n�

���� (α+, α−) �� � 	�
�� ���������� �� ������ �� 	����� 
� Mα± ��� ���������	
����	��
�� �������������� ��W|α±| ������ |α±| ����	� ��� |α+|+ |α−|�� ����� ��� 	�
��
���������� (α+, α−) ��	 (β+, β−) �� ��� ���� �������� �����	�� ��� ������������ ��������
nγ

±
α±,β± ��� ����

Mα± ⊗Mβ± =
⊕

(γ+,γ−)

M
⊕nγ±

α±,β±
γ± ,

����� ��� 	����� �� ��� ���� ��� 	�
�� ���������� �� |α±|�

����� �����	
�� ������ �� ���� ����

 �� V + ��	 V − 
� ��� ������! ������ ������ ��	 ��� V = V + ⊕ V −� ���� ��� �����
GL(V ±) = GL(V +) × GL(V −) ��	 Wn ��� �� V ⊗n� �"�� Wn� Sn ���� ������ 
�
�������� ��� ������� �� V ⊗n� ��	 1i ∈ (Z/2Z)n ���� 
� ���������� 
� −1 ��� i���
������ �� V ⊗n�� "���������� ����� ��� ������� ������ ��	 ��� GL(V ±) ×Wn ����
�� V ⊗n�

����������� 	
�
�
 �� � �����������	
� 
� GL(V ±)×Wn� V
⊗n ��
��
��� �� � 	����

��� 
� 	�����	��� �����������	
�� 	� ��� �
��
�	�� ����

V ⊗n =
⊕

(α+,α−)

Vα±(GL(V ±))⊗Mα± ,

����� ��� 	���� ��� ���� 
��� ��� 
���� ����	�	
�� 
� n ���� ���� �(α+) ≤ dim(V +)
�� �(α−) ≤ dim(V −)� �
��
���� Vα±(GL(V ±)) ��
��� ��� 	�����	��� �����������	
�

Sα
+
(V +)⊗ Sα

−
(V −) 
� GL(V ±)�

��

�� ���� ����� ����� ���� #$$%%&�

�� ��� �����	�� ������! ������ ������ V1 = V +
1 ⊕ V −

1 ��	 V2 = V +
2 ⊕ V −

2 ��	 ��
��� GL(V ±

1 ) = GL(V +
1 ) × GL(V −

1 )� GL(V ±
2 ) = GL(V +

2 ) × GL(V −
2 )� ����� �� ��� ���

���	�

V ⊗n
1 ⊗ V ⊗n

2 =

⎛
⎝ ⊕

(α+,α−)

Vα±(GL(V ±
1 ))⊗Mα±

⎞
⎠⊗

⎛
⎝ ⊕

(β+,β−)

Vβ±(GL(V ±
2 ))⊗Mβ±

⎞
⎠

=
⊕

α±,β±,γ±

(
Sα

+
(V +

1 )⊗ Sα
−
(V −

1 )⊗ Sβ
+
(V +

2 )⊗ Sβ
−
(V −

2 )⊗Mγ±
)⊕nγ±

α±,β± ,



���� �������	�
� �
 	�� ����
�	������ �
�� ��

���� ��� ��	�
� �� ���	 ��� �	����� (α+, α−), (β+, β−), (γ+, γ−) �� ������ ��	������� ��

n�

�� ��� ����	 �����

V ⊗n
1 ⊗ V ⊗n

2 = (V1 ⊗ V2)⊗n =
⊕

(γ+,γ−)

Vγ±(GL(V ±))⊗Mγ± ,

���	� GL(V ±) = GL(V +) × GL(V −) ��� V + = (V +
1 ⊗ V +

2 ) ⊕ (V −
1 ⊗ V −

2 )� V − =
(V +

1 ⊗ V −
2 )⊕ (V −

1 ⊗ V +
2 ) ����� V1 ⊗ V2 = V + ⊕ V −��

��	����	� ��� ��� � �	��
����

GL(V +
1 )×GL(V −

1 )×GL(V +
2 )×GL(V −

2 )︸ ︷︷ ︸
������� �� G

−→ GL(V +)×GL(V −)︸ ︷︷ ︸
������� �� Ĝ

��� ���� � ��
���������

Vγ±(GL(V ±)) =
⊕

(α+,α−),(β+,β−)

(
Sα

+
(V +

1 )⊗ Sα
−
(V −

1 )⊗ Sβ
+
(V +

2 )⊗ Sβ
−
(V −

2 )
)⊕...

.

����� �� �������
����� 

����������� 	
�
�
 ��� ��������	
 nγ
±

α±,β± ��� �
� 	�� ��������	
 �� 	�� ���������


�	��	��� G→ Ĝ� ���� ��� � ����� ���	�	���
 (γ+, γ−)�

Sγ
+
(V +)⊗Sγ−

(V −) =
⊕

(α+,α−),(β+,β−)

(
Sα

+
(V +

1 )⊗ Sα
−
(V −

1 )⊗ Sβ
+
(V +

2 )⊗ Sβ
−
(V −

2 )
)⊕nγ±

α±,β± .

���� ��� �!�	������ ������� �� "
��	#� $���

nγ
±

α±,β± = dim
(
Sγ

+
(V +)⊗ Sγ

−
(V −)⊗ Sα

+
(V +

1 )∗ ⊗ Sα
−
(V −

1 )∗ ⊗ Sβ
+
(V +

2 )∗ ⊗ Sβ
−
(V −

2 )∗
)G

.

%�� ������ �� �	��� ��� ��������� �	��������� 

����������� 	
�
�
 ��	 (α+, α−)� (β+, β−)� ��� (γ+, γ−) �� 	���� ����� ���	�	���
 ��

	�� 
��� ��	����� ���� 	���� ���
	 � ������ �����	��� ����� G ��	��� �� � ������	���

�����	� X� ��� � G�������
�� ��� ����� Lα±,β±,γ± �� X 
��� 	��	

nγ
±

α±,β± = dim
(
H0(X,Lα±,β±,γ±)G

)
.

������ %

�	���� �� ���� �	�
���� ��� ����&� �� '�	��()���#� ����	�� �� �� ��*
����

�� 
������	 
����! ��
��	 ���
�� V +
1 � V −

1 � V +
2 � ��� V −

2 ��
� ���� dim(V +
1 ) ≥ �(α+)�

dim(V −
1 ) ≥ �(α−)� dim(V +

2 ) ≥ �(β+)� ��� dim(V −
2 ) ≥ �(β−)� ���� ��� ����

X = F�(V +
1 )×F�(V −

1 )×F�(V +
2 )×F�(V −

2 )×F�(V +
1 ⊗ V +

2 ⊕ V −
1 ⊗ V −

2︸ ︷︷ ︸
V +

)×F�(V +
1 ⊗ V −

2 ⊕ V −
1 ⊗ V +

2︸ ︷︷ ︸
V −

),

G = GL(V +
1 )×GL(V −

1 )×GL(V +
2 )×GL(V −

2 ),

���

Lα±,β±,γ± = Lα+ ⊗ Lα− ⊗ Lβ+ ⊗ Lβ− ⊗ L∗
γ+ ⊗ L∗

γ− .



�� ������� �	 ���
������ �� ����� ������� �����������

����� ����	
	�� ���
�� ��� ���
��� �� ����������� ����	
	��

������� �����	 ��
 �������

�������	
 �� �� ������� �����	� � �	� ������� �	 �� ��� ��������	 �� ��� ���	���
�����	��� �� � ��	���	�� �� ��� ���	�������	 �� �	 �����	 �� ��	 ! ������
���

������� ������ �� α± = (α+, α−)� β± = (β+, β−)� ��� γ± = (γ+, γ−) ��� 	
��� �����

���	�	���� ���
 	
�	

∀d ∈ N∗, ndγ
±

dα±,dβ± = 1,

	
�� 	
� 	����� 	
�� ���� �� �	��� �� 	
� ����� 	
�	� ��� ����� ����� ���	�	��� λ± =
(λ+, λ−)� μ± = (μ+, μ−)� ��� ν± = (ν+, ν−)� 	
� ��������(

nν
±+dγ±

λ±+dα±,μ±+dβ±

)
d∈N

�	������� ��� d ����� �����
�

������ �� "�� �� �	 ���� ��������	 �	 �	���
� �� #��	�
��	$� ���!����%� &� ���
�����% !	 �!���� �	� ����	 �	 '(��)�*� �	� � ����� �� ��+ �������	
 ���
�	���	� �� ,���������	 -� �.� � 	���� ����

n

(
(1),∅
)(

(1),∅
)
,
(
(1),∅
) = g(1),(1),(1)

/∅ �� ���	�� ��� �� ���% ��������	� �� ��0 �	� �	
�� 0��1� "�	 � ��	 ����%
�� ������� ����� �� ��	���� ����� ��� ��� ���!� ��������	� (λ+, λ−)� (μ+, μ−)� �	�
(ν+, ν−) �� �� ��� �	�
�� �� � �	���� ��������% !% �	 �� ���� ���� �� ��
��������	� λ+� μ+� �	� ν+� �� ��������� ���	� �� �����	�� c �	�����% ���!������

������ �� 2� �� ��	���� �� �������	
 ����� �� ���!� ��������	�+((
(2), (2)

)
,
(
(2), (2)

)
,
(
(2), (2)

))
����� ������ ��� ��� d ∈ N∗�

n
d
(
(2),(2)

)
d
(
(2),(2)

)
,d
(
(2),(2)

) = 1.

������ 2� �� �� d ∈ N∗� ( ����� ���� �� �����	� n
d
(
(2),(2)

)
d
(
(2),(2)

)
,d
(
(2),(2)

) �� �� �����3

������% ��
Sym2d(V +

1 )⊗ Sym2d(V +
2 )⊗ Sym2d(V −

1 )⊗ Sym2d(V −
2 )

�	
Sym2d(V +

1 ⊗ V +
2 ⊕ V −

1 ⊗ V −
2 )⊗ Sym2d(V +

1 ⊗ V −
2 ⊕ V −

1 ⊗ V +
2 )



���� �������	�
� �
 	�� ����
�	������ �
�� ��

��� V +
1 � V −

1 � V +
2 � ��	 V −

2 �
� ��
� ����� �����
 �������� ��� �� ���� ���� ��
 �������
����� � !��
���� �����

Sym2d(V +
1 ⊗ V +

2 ⊕ V −
1 ⊗ V −

2 ) =
⊕

m+n=d

Symm(V +
1 ⊗ V +

2 )⊗ Symn(V −
1 ⊗ V −

2 )

=
⊕

m+n=d, λ+�m, λ−�n
Sλ

+
(V +

1 )⊗ Sλ
+
(V +

2 )

⊗Sλ−
(V −

1 )⊗ Sλ
−
(V −

2 ).

"�	 ��� ���� #��	 �� ��
���� ������ ��
 Sym2d(V +
1 ⊗ V −

2 ⊕ V −
1 ⊗ V +

2 )� ������

Sym2d(V +
1 ⊗ V +

2 ⊕ V −
1 ⊗ V −

2 )⊗ Sym2d(V +
1 ⊗ V −

2 ⊕ V −
1 ⊗ V +

2 )

=
⊕

(λ+,λ−),(μ+,μ−) ���� |λ±|=|μ±|=2d

Sλ
+
(V +

1 )⊗ Sμ
+
(V +

1 )⊗ Sλ
+
(V +

2 )⊗ Sμ
−
(V +

2 )

⊗Sλ−
(V −

1 )⊗ Sμ
−
(V −

1 )⊗ Sλ
−
(V −

2 )⊗ Sμ
+
(V −

2 )

=
⊕

λ+,λ−,μ+,μ−,ν1,ν2,ν3,ν4

(
Sν1(V +

1 )⊗ Sν2(V +
2 )⊗ Sν3(V −

1 )⊗ Sν4(V −
2 )
)⊕m

ν1,ν2,ν3,ν4
λ±,μ± ,

���
� ���� ���� ��� 
��� ���
 ��
������� ��
��$�� |λ±| = |μ±| = 2d� ��	

mν1,ν2,ν3,ν4
λ±,μ± = cν1

λ+,μ+c
ν2
λ+,μ−c

ν3
λ−,μ−c

ν4
λ−,μ+

�� � �
�	��� �� ���
 %��������	&'����
	��� ���(������� �������
��� ��� �����������$ ��
Sym2d(V +

1 )⊗ Sym2d(V +
2 )⊗ Sym2d(V −

1 )⊗ Sym2d(V −
2 ) ��∑

λ+,λ−,μ+,μ−
c
(2d)
λ+,μ+c

(2d)
λ+,μ−c

(2d)
λ−,μ−c

(2d)
λ−,μ+ ,

���
� �� ��#� ��� ��� ���
 ��
������� ���� ���� |λ+|+ |λ−| = |μ+|+ |μ−| = |λ+|+ |μ+| =
|λ+|+ |μ−| = |λ−|+ |μ−| = |λ−|+ |μ+| = 2d� ���� |λ+| = |λ−| = |μ+| = |μ−| = d� )���

n
d
(
(2),(2)

)
d
(
(2),(2)

)
,d
(
(2),(2)

) = ∑
λ+,λ−,μ+,μ−�d

c
(2d)
λ+,μ+c

(2d)
λ+,μ−c

(2d)
λ−,μ−c

(2d)
λ−,μ+ .

������$� ��� %��������	&'����
	��� 
��� ����� ���� c
(2d)
λ,μ = 0 ������ λ = μ = (d)� "�	 ��

���� ���� ����� ��� ���(����� �� �� )��� ������	�� ��� �
��� �� ��� ������

����������� 	
�
�
 ��� ����� ���	
�
(
(λ+, λ−), (μ+, μ−), (ν+, ν−)

)
�� ���
� 	����������

��� ������� (
n
ν±+d

(
(2),(2)

)
λ±+d

(
(2),(2)

)
,μ±+d

(
(2),(2)

))
d∈N

�����
���� ��� d 
���� ������

������ )��� �� � 	�
��� �����*����� �� ��� �
������ ����� ��	 �� )���
�� +�,�-�



�� ������� �	 ���
������ �� ����� ������� �����������

�� ������� 	
 �� ������� �	���

�� ��� ��	
 ���� �
���� �� 	
� 	������ ��� �
� �

 ������� ��	�	 � �
��� �
� ��� 	���
����	���
� 
� ��� 	������� 
� �
�������	� �� �
 ���	 �� ��� ��	� ����
�
�	 �
 ����������	
	�������� �������  !� "	 ���
�� #� 	�� L = L((1),∅),((1),∅),((1),∅) ��� M = Lλ±,μ±,ν± � $�
#� �
�	���� ��� �	��� ��
%����
� ���� &����
� '�(� !

X X

L L

π :

	��� ���� L �	 ��� ��������) 
� �� ���� ���� ������ L* #� �
���� ���� X ��� L ���
������� ��� 	�� �	 �� &����
� '�(�+� ,��� #� )�
# ���� �� �	 	������� �
 ��������
#��� π−1(x) ⊂ Xus(M⊗L⊗d) �	�� �
����
� �	 �� '�(�+ �
� x!� "	 � �
�	�������* ��
#� �
�	���� �
� ��	����� ��� 
����������� 	����
��

τ0 =
(
1,−1, 0, . . . , 0 ∣∣ 0, . . . , 0 ∣∣− 1, 1, 0, . . . , 0

∣∣ 0, . . . , 0)

� G* #� ��-� �	 ���
�� μL(x, τ0) = 2� "��

maxx∈π−1(x)(−μM(x, τ0)) = −λ+1 + λ+2 − μ+1 + μ+2 + 2
(
ν+2 − ν+�(λ+)�(μ+)+�(λ−)�(μ−)

)
+

�(λ+)+�(μ+)−4∑
k=1

(
ν+k+2 − ν+�(λ+)�(μ+)+�(λ−)�(μ−)−k

)

+

�(λ−)+�(μ−)∑
k=1

(
ν−k − ν−�(λ+)�(μ−)+�(λ−)�(μ+)−k+1

)
.

���	��� ������ ��� (λ+, λ−)� (μ+, μ−)� ��� (ν+, ν−) �� �	
��� ������	�� 	� ��� ����

������� �� ��� m = �(λ+)�(μ+) + �(λ−)�(μ−)� n = �(λ+)�(μ−) + �(λ−)�(μ+)� ���

D =

⎡
⎢⎢⎢12
⎛
⎝−λ+1 + λ+2 − μ+

1 + μ+
2 + 2

(
ν+2 − ν+m

)
+

�(λ+)+�(μ+)−4∑
k=1

(
ν+k+2 − ν+m−k

)
+

�(λ−)+�(μ−)∑
k=1

(
ν−k − ν−n−k+1

)⎞⎠
⎤
⎥⎥⎥�

����� �	 ��� d ≥ D �d ∈ N��

n
(ν++(d),ν−)
(λ++(d),λ−),(μ++(d),μ−)

= n
(ν++(D),ν−)
(λ++(D),λ−),(μ++(D),μ−)

.

��� ��� ���	�
��� ������� �
� ��� ����� �������
�	

����� ����	
	�� �� ���
 ������
	��

�	������	�

,�� .��	������ ��
���� #�	 /�	� ��/��� �� ������
 "�����* ������ 0����� &���
	* ���
������ �
����� �� 1"0&� 23� ,��� ��/��� �� �� ��4����� �
�����	* ��� #� #��� 
��� ��



���� ��� �����	
��� ������ �	� ��� ������ ���������	�� ��

���������	 �� 
�� 
� ���� ������	 �
 ���� �� ���� 	
�� ���
��� ��� ������������
�� 
� ���
������� ��
��� �� ���� �
������ ���� ��
	��� �����	� �� ���������� ���� �� �
�����
�����	 ��� ���
������ ��
	��� !������ ��� ����
� ��
	��� 
� Sk"
	����#�

������ ��	�
� $�� �� ������ ����� �
� ��� �
��������� �������� a ��	 b� Sa × Sb ���
��������� �� ���� �� � �����
�� 
� Sa+b� %� 	��
�� ��� �
�����
�	��� ��&������ ��
��

����� �� ιa,b : Sa ×Sb ↪→ Sa+b�
'� � 	�(����� ��	�� �
� ��� �
��������� ������� a� Sa ��� �� �
���	���	 �� � �����
��

� Sa ×Sa ���
��� ��� 	���
��� ���		��� Δa : Sa ↪→ Sa ×Sa�

)
���	�� ��
 �
� 
� ��
 ������� ��
���� Sk ��	 Sl� *��� �� ��� 	�+����
� 
�
��� *��������� ��
	����

������� ��	��� $�� V ��	 W �� ��
 !�
����# ������������
�� 
� Sk ��	 Sl ������"
������� $�� i ∈ �max(k, l), k + l�� '�� ��� ��� �
��
���� �������
���

Si−l ×Sk+l−i ×Si−k Si

Si−l ×Sk+l−i ×Sk+l−i ×Si−k Sk ×Sl

IdSi−l
×Δk+l−i×IdSi−k

ιi−l,l◦
(
IdSi−l×ιk+l−i,i−k

)

ιi−l,k+l−i×ιk+l−i,i−k

%� ���� ���

(V �W )i = IndSi
Si−l×Sk+l−i×Si−k

ResSk×Sl
Si−l×Sk+l−i×Si−k

(V ⊗W )

!����� �� �� Si"
	���#� ��	 ��� *��������� ��
	��� 
� V ��	 W ��

V �W =
k+l⊕

i=max(k,l)

(V �W )i.

, ��������� ������ ��
��� �� -,./0�12 �� ���� ���� ��
	��� �� ���
��������

������� ��	�	� $�� λ � k ��	 μ � l� 3�� *��������� ��
	��� ������� ��� ���
�����	
����	������ ������������
�� 
� ��� ������� ��
�� 	��
�
��� ���

Mλ�Mμ =
k+l⊕

i=max(k,l)

⊕
ν�i

M
⊕aνλ,μ
ν .

3�� �
�4������ aνλ,μ ��� �����	 ��� ,����� �
�4�������

%� ���� �	
�� ��� �
������
� ����� �� ��� ������� 
� ��� �������
�� λ� μ� ��	 ν ���
�
� �
������� �
 	�+�� �� ,����� �
�4����� !���� |ν| /∈ �max(|λ|, |μ|), |λ| + |μ|�#� ����
aνλ,μ = 0�

������ ��	��� ,� ������� �������� ��� *��������� ��
	��� �����	� ��� ��
������ 
���
���� k = l� ��� �
��� ��� (V �W )k 
� V �W �� &��� ResSk×Sk

Sk
(V ⊗W )� ,� � �
���5������

���� ��� ����� �������
�� λ� μ� ��	 ν ���� ��� ��� ��6�� ��� ,����� �
�4����� aνλ,μ
�
����	�� ���� ��� ��
������ �
�4����� gλ,μ,ν �



�� ������� �	 ���
������ �� ����� ������� �����������

����� ��������	 �
����� �	 �� ���

�� ���� 	
�
��
	� � ���
�� ���� ������� ���� �������� �� λ �� 
 	
������� 
�� n 
 	�������
�������� λ[n] �� ��� �������� (n−|λ|, λ1, λ2, . . . , λ�(λ))� ��� �
�� ������ �� ������� �� �����
��
��
� ������ ��� λ ��� μ �� ��	 
������	�� ��� d ��� h �� ��	 �	��������� ��������
���� ��� ���	�
	���	� 	� ��� Sn+h��	���� (Mλ[n]�Mμ[n−d])n+h ������� ���� n ≥
|λ|+ |μ|+ λ1 + μ1 +3h+2d� �	��	���� ��� ���������	� ����� ������� �� ��� 
���������
��������

���  ��� 	
�� �� ��� ������� �
� !� �"	������ �� ����� �� #���
� ���$������ 
�
�������

����������� ������ �	� ��� 
������	� λ ��� μ� �	��������� ������� d ��� h� ������� n
��� ���� n ≥ |λ|+ |μ|+ λ1 + μ1 + 3h+ 2d� ��� ν � n+ h�

aνλ[n],μ[n−d] = a
ν+(1)
λ[n+1],μ[n−d+1].

��� 	���� �� ��� 	������� 	��	������� �� �������% !
��� �� 
 ���
�&
!�� �"	�������
�� ��� #���
� ���$������ �� ����� �� '��������()���
����� 
�� *�����&�� ���$�������

����������� ������ �	� ��� 
������	� λ� μ� ��� ν�

aνλ,μ =
∑

α,β,δ,η,ρ,τ

cλα,β cμη,ρ gβ,η,δ cτα,δ cντ,ρ.

'� ���� ������� 
��� ���� +��	������� ,�-�. 
 !���� ��� ��� ��
!����
���� �� 
 ��������
�� #���
� ���$������ ���� λ� μ� 
�� ν 
��  "���

��������	 ������ �	� ��� 
������	� λ� μ� ��� ν� ��� �	��������� ������� d ��� h� ���

������� 	� ������� ���� a
ν[n+h]
λ[n],μ[n−d] ������� ���� n ≥

1

2
(|λ|+ |μ|+ |ν|+λ1+μ1+ ν1−

1) + h+ d�

����� ����	
	�� ���
�� �� �� ���	��� ������

��
 ������ ��
���
��� �� ��������� ��
���
���

�� ����� �� ��� �� ��� #���
� ���$������ ��� �
�� ������� ��
� � ���� �� *�����&��
���$������� � �"	���� ����� 
� !�
������ ���$������ ��� ��������� ���	��" ���������
����	��

��
��
� ���� � ��� ������ �	� ����� ��� ��� ��������� �	� ����� �	� ��� ��	�


GL(V1)×GL(V2) ↪→ GL
(
V1 ⊕ (V1 ⊗ V2)⊕ V2

)
� �	�� 
�������� �� λ� μ� ��� ν ��� �����


������	� ����� �	� ��� !�	�
���" #���� ������	��� ����	� 
��� V1 ��� V2 ��� ����
�(λ) ≤ dim(V1)� �(μ) ≤ dim(V2)� ��� �(ν) ≤ dim

(
V1 ⊕ (V1 ⊗ V2)⊕ V2

)
�

Sν
(
V1 ⊕ (V1 ⊗ V2)⊕ V2

)
=
⊕
λ,μ

(
SλV1 ⊗ SμV2

)⊕aνλ,μ

!� ��
��������	� 	� GL(V1)×GL(V2)"�



���� ��� �����	
��� ������ �	� ��� ������ ���������	�� ��

������ ��� λ� μ� ν� V1� ��	 V2 
� �� �
��� ����� ����� ���������� ���������� �� ���
���������	�������	��� ��	 ��� ��������� ���������� ��������	 ��� �������� ��  ��� ! ��
"##!$%& ���!!�!'� ���!$�!'� ��	 ���(�!''&

Sν(V1 ⊕ V1 ⊗ V2 ⊕ V2) =
⊕
τ,ρ

cντ,ρ Sτ (V1 ⊕ V1 ⊗ V2)⊗ SρV2

=
⊕

τ,ρ,α,δ

cντ,ρ cτα,δ SαV1 ⊗ Sδ(V1 ⊗ V2)⊗ SρV2

=
⊕

τ,ρ,α,δ,β,η

cντ,ρ cτα,δ gβ,η,δ SαV1 ⊗ SβV1 ⊗ SηV2 ⊗ SρV2

=
⊕

τ,ρ,α,δ,β,η,λ

cντ,ρ cτα,δ gβ,η,δ cλα,β SλV1 ⊗ SηV2 ⊗ SρV2

=
⊕

τ,ρ,α,δ,β,η,λ,μ

cντ,ρ cτα,δ gβ,η,δ cλα,β cμη,ρ SλV1 ⊗ SμV2

=
⊕
λ,μ

aνλ,μ SλV1 ⊗ SμV2,

�����  ���������� )�����

��������� ��	�
�� ��� λ	 μ	 ν 
� ����� ���������� ����� V1 �� V2 � �� ��� ��������

�������	 �� ����

G = GL(V1)×GL(V2),

X = F�(V1)×F�(V2)×F�
(
V1 ⊕ (V1 ⊗ V2)⊕ V2

)
,

��

L = Lλ ⊗ Lμ ⊗ L∗
ν

�G���������� ���� 
����� �� X�� ����

aνλ,μ = dimH0(X,L)G.

������ *� ����� �+����, �� �� ��� ���� �� ��������� ���������� ����� ��� ���� #����
��--� ��	 .�����/��� ������-'�

���������� ��� ��� ������� �� ����� ������

#���� ��� 0����� ���������� ��� 
� �+������	 �� dimH0(X,L)G� ��� ����������� G� X�
��	 L ��� ������� ���������'� ��� ��-� ������1��� �� ��� ��������� ���������� ����,�
���� ������ �� �
���� ��� ���������&

������� ��	�

� ��� α	 β	 �� γ 
� ����� ��������� ���� ���	 ��� �� d ∈ N∗	 adγdα,dβ =

1� ����	 ��� �� ������ (λ, μ; ν) �� ���������	 ��� �������� (aν+dγ
λ+dα,μ+dβ)d∈N ��
�������

��������� ��	�
�� 0 ������ (α, β; γ) �� ���������� ���� ���� aγα,β �= 0 ��	 ����� ��� ���

������ (λ, μ; ν) �� ����������� (aν+dγ
λ+dα,μ+dβ)d∈N ���
������ �� ���	 �� 
� 0���������
���



�� ������� �	 ���
������ �� ����� ������� �����������

���� ���	
�� ���� �� 
��	����� ����������� �� ������ 
����� 	� ��� �����������	�
	� ��� �����
  	�! ����� "����� ��� �	��� 	� �����������	�#$ ��� �  �� �� 
��	
�������
�� �	��	��%

��������� ��	�
	� ��� ������
(
(1), (1); (1)

)
�	 
�����	�����

������ &	
 ��� d ∈ N∗$ �  	
���� �	 '���
( ���$ a
(d)
(d),(d) = g(d),(d),(d) = 1

����� ��	�
�� )� � �	
� ����
�� �	��$ ��� ���� 
���	���� ��	�� ���� �*�
� ������
�
�+�� "�� �� ��� ����� 	� ,
	�� (�
  	�! �����# �� �����
������� &	
 
������ +
	�� ���
������ �
�+���$ ��� -.����/$ -0�����/$ -1����/$ ��� 2��+��
 3

��  �� ���	 ��*� �	�� 	���
 �4+�� �� �4��+��� 	� 5�����6 �����
������� �
�+���%

����������� ��	�
�� ��� ������	(
(2), (1); (2)

)
,
(
(2), (1); (1, 1)

)
,
(
(2), (1); (3)

)
, ��

(
(2), (1); (2, 1)

)
�� �� 
�����	���� ������	�

������ ��� �� �
��� ��� +
		� �� ������ �	

(
(2), (1); (2)

)
$ �	
 ������ � ��� ��
�� 	���


	��� �	
( ������
�� ��� d ∈ N∗ ����

a
d(2)
d(2),d(1) =

∑
α,ρ,τ,β,η,δ

c
(2d)
α,β c(d)η,ρ gβ,η,δ cτα,δ c(2d)τ,ρ .

7�� ��� �������		��'� ��
��	� 
��� ��	�� ���� ���  	�! ���� c
(2d)
α,β �� 8�
	 ������ α ��� β

��*� 	��� 	�� +�
�$ ��� |α|+ |β| = 2d "��� ���� ����  	�! ���� �� �# �� �  	���9��� �$

a
d(2)
d(2),d(1) =

∑
ρ,τ,η,δ,

n∈�0,2d�

c(d)η,ρ g(n),η,δ cτ(2d−n),δ c(2d)τ,ρ .

��� ���� �� �
�� �	
 ���  	�! ���� c
(d)
η,ρ ��� ��� +�
����	�� η ��� ρ .	

a
d(2)
d(2),d(1) =

∑
τ,δ,

n∈�0,2d�

m∈�0,d�

g(n),(d−m),δ cτ(2d−n),δ c
(2d)
τ,(m).

��� ���� ��� ,
	�� (�
  	�! ���� g(n),(d−m),δ �� 8�
	 ������ n = d − m 0	
�	*�
$ ��
���� �� *�
�:��$ g(n),(n),δ �� 8�
	 ������ δ = (n) "��� ���� ����  	�! ���� �� �# ;�� �

a
d(2)
d(2),d(1) =

∑
τ,

n∈�0,d�

cτ(2d−n),(n) c
(2d)
τ,(d−n).



���� ��� �����	
��� ������ �	� ��� ������ ���������	�� ��

��� �����	�
� cτ(2d−n),(n) 	� ���
 ��� �
���� |τ | = 2d� ������������ ��� ����� �����	�
�

c
(2d)
τ,(d−n) 	� ��� �
���� |τ | = 2d− d+ n = d+ n� ��

a
d(2)
d(2),d(1) =

∑
τ�2d

cτ(2d−d),(d) c
(2d)
τ,(d−d) =

∑
τ�2d

cτ(d),(d) c
(2d)
τ,(0).

�	
���� ��	� ������� 	� ��� �
���� τ = (2d) ��� ��� �	����������	�������
 �����  ��

	
���
��!� ����

a
d(2)
d(2),d(1) = c

(2d)
(d),(d) c

(2d)
(2d),(0) = 1,

�
�
(
(2), (1); (2)

)
	� "#�	��������� �� ������� ��$�%%�

����� ���� ��	
��� ������ �� ����
������

��� ���� ������ ��  �� &��
��'�� �����	�
�� ��
 �� ���� �� #�� �(��	�	� ���
�� � 

����	�	���	�
� ��� �� )(  ��� 
�� �
 �
 "#�	��������� ��	��� (α, β; γ) �
� � ��	��� (λ, μ; ν)
� ����	�	�
�� *� ���� ��
�	��� +����� ������ V1 �
� V2 �� �� ��� �� �	��
�	�
 �� �����

,!� �
� ��
��� V = V1 ⊕ V2 ⊕ V1 ⊗ V2� ���� ����

aγα,β(= 1) = dimH0(X,L)G �
� aνλ,μ = dimH0(X,M)G,

�	�� G = GL(V1) × GL(V2)� X = F�(V1) × F�(V2) × F�(V )� L = Lα ⊗ Lβ ⊗ L∗
γ � �
�

M = Lλ ⊗Lμ⊗Lν � *� )( )
���� � ���	� (e1, . . . , en1) � V1 �
� � ���	� (f1, . . . , fn2) � 

V2�

��� ��� ����� �(������ � "#�	��������� ��	���� ���� �� ��� #�	
# �� ����� 	
 ��	�

����	�
 �
�����
(
(1), (1); (1)

)
�
(
(2), (1); (2)

)
� �
�

(
(2), (1); (3)

)
!� �� ���� ��#	
 �� ��
�

�	���	
# ��� ���-���	�
.

π : X −→ X = P(V1)× P(V2)× P(V ∗)(
(W1,i)i, (W2,i)i, (W

′
i )i
) �−→ (

W1,1,W2,1, {ϕ ∈ V ∗ ���� kerϕ =W ′
n1n2+n1+n2−1}

) .
*� ���� ��
��� �� L ��� ����� �	
� ��
��� �
 X ����� ��������' �� π 	� L�

����������� 	
�
�
 ��� G�����	 O0 �
 x0 =
(
Ce1,Cf1,C(e

∗
1+e

∗
n1
+f∗1+f∗n2

+ϕn)
) ∈ X

������ n = min(n1, n2) �� ϕn =
∑n

i=1 e
∗
i ⊗ f∗i � �� ���� �� X�

��������� �
 �� ����	� ������	����� �� O1� O2� �� O3 	�� G�����	� �


x1 =
(
Ce1,Cf2,C(e

∗
1 + e∗n1

+ f∗2 + f∗n2
+ ϕn)

)
,

x2 =
(
Ce1,Cf1,C(e

∗
n1

+ f∗1 + f∗n2
+ ϕn)

)
,

��

x3 =
(
Ce1,Cf1,C(e

∗
1 + e∗n1

+ f∗n2
+ ϕn)

)
�� X� 	��� O1∪O2∪O3 = {

(
Cv1,Cv2,C( ϕ1︸︷︷︸

∈V ∗
1

+ ϕ2︸︷︷︸
∈V ∗

2

+ ϕ︸︷︷︸
∈(V1⊗V2)∗

)
) ∈ X ��	� ϕ1(v1)ϕ2(v2)

ϕ(v1 ⊗ v2) = 0}� �� ���	���� ���� {O1,O2,O3}� �� ����	 �� ���	���� �� 	�� �������

�
 ��	��� ����



�� ������� �	 ���
������ �� ����� ������� �����������

������ �� ����	
�� �� ������
(
Cv1,Cv2,C( ϕ1︸︷︷︸

∈V ∗
1

+ ϕ2︸︷︷︸
∈V ∗

2

+ ϕ︸︷︷︸
∈(V1⊗V2)∗

)
) ∈ X� �	�	��� ��

���� �� 
	
 	� ��� ���� �� ��������� �����	���� ���� ��� ����� �� ������	�	�� ������� ��

��� ��� 	��������
 	� ��� �� 	�� ��	�� �	 �����	� � ������ 	� ���	� ���!���� "����

����	
��	�# ��� !�!� 	�������	�� (V1⊗V2)∗ � Hom(V1, V
∗
2 )� �� ��� ���� ϕ ���������
�

�� � 	���� ��� ϕ′ : V1 → V ∗
2 � �� ��	�� G ����  � ���$!#��	��� %� � �����&!���� ��

��� ���
 �� ����	
�� ��� ���� ���� ϕ′ 	� �� ��'	�� ���� �n� ���� 	��� �	��� � ��� �� 	��
�	�� ϕ′ �� ���� ���� �	  � �����	��
 	� ��� ���!�� �� �!�� �� �� 	��

"�!� �� ������ ����	
�� �� ������ x =
(
Cv1,Cv2,C( ϕ1︸︷︷︸

∈V ∗
1

+ ϕ2︸︷︷︸
∈V ∗

2

+ ϕn)
) ∈ X� �	��

ϕn =
∑n

i=1 e
∗
i ⊗ f∗i ∈ V ∗

1 ⊗ V ∗
2 � ���������
	�# �� � 	���� ��� ϕ′

n : V1 → V ∗
2 � "���

��� 	���� ���� ϕ1, ϕ2, ϕ
′
n, ϕn� ��#����� �	�� ��� (������ v1 ��
 v2� #	(� ���� (�����

�! ������ �� V1� V2� ��
 V1⊗ V2� ����� ����	(� ���	�	��� �	 #	(� !� 
����	��	��� �� ���
�� 	�� �� ��� 	��������
 	�)

� 	� V1 ) Cv1� kerϕ
′
n ⊂ (ϕ′

n)
−1
(
(Cv2)

⊥)� ��
 kerϕ1*

� 	� V2 ) Cv2� ker
tϕ′

n ⊂ (tϕ′
n)

−1
(
(Cv1)

⊥)� ��
 kerϕ2*

� 	� V1 ⊗ V2 ) Cv1 ⊗ v2 ��
 kerϕn�

"��� �� ��� ���� ����� 	� �� ���� �� 	�� O0� ���������	��
  �)

� ϕ1(v1) �= 0� ϕ′
n(v1) �= 0� kerϕ′

n �⊂ kerϕ1 ��� ������� 	� n = n1� (ϕ
′
n)

−1
(
(Cv2)

⊥) �⊂
kerϕ1�� kerϕ1 �⊂ (ϕ′

n)
−1
(
(Cv2)

⊥)�
� ϕ2(v2) �= 0� tϕ′

n(v2) �= 0� ker tϕ′
n �⊂ kerϕ2 ��� ������� 	� n = n2� (

tϕ′
n)

−1
(
(Cv1)

⊥) �⊂
kerϕ2�� kerϕ2 �⊂ (tϕ′

n)
−1
(
(Cv1)

⊥)�
� ϕn(v1 ⊗ v2) �= 0�

%�
 ��� ��	�� x0 #	(�� � �(� (��	+�� � ����� ���
	�	����

,	��� ��� �! ��� {(Cv1,Cv2,C(ϕ1+ϕ2+ϕ)
) ∈ X ���� ϕ1(v1)ϕ2(v2)ϕ(v1⊗ v2) = 0}

���  � ��	���� �� O1 ∪ O2 ∪ O3 ��� ����� �� 	�� O1� O2� ��
 O3� ���������	��
  � ���

���� �&!��	��� �� O0 �'���� ���)

� ϕn(v1 ⊗ v2) = 0 ��� O1�

� ϕ1(v1) = 0 ��� O2�

� ϕ2(v2) = 0 ��� O3�

"��� 	� 	� ���� �� ����� ���� x1 ∈ O1� x2 ∈ O2� ��
 x3 ∈ O3�



���� ��� �����	
��� ������ �	� ��� ������ ���������	�� ��

��������� ��	
 ��� ������	�� ���� ��
 �
	���	 �� �� ����

�� ��� ���� 	��� (α, β; γ) =
(
(1), (1); (1)

)

 L = O(1) ⊗ O(1) ⊗ O(1)� ������
 �����

dimH0(X,L)G = 1 ��� �����
(
Cv1,Cv2,C(ϕ1 + ϕ2 + ϕ)

) ∈ X �→ ϕ(v1 ⊗ v2) ����� �
������ G���������� ������ � L ��� X


X
us
(L) = {(Cv1,Cv2,C(ϕ1 + ϕ2 + ϕ)

) ∈ X ���� ϕ(v1 ⊗ v2) = 0}.
����
 �������� � �������� ������ ���� ��� ����


X
us
(L) = O1.

���� ��� ������� ���� ��!���� τ1 =
(
1, 0, . . . , 0

∣∣ 0, 1, 0, . . . , 0) �� �����!�"����� ��
x1 #
μL(x1, τ1) = 1�
������ � ��"��"���� �� �"�� � 	��� 	� ��� �������" �� ��� �� $����%�� ��&������
'��"��#

max
x∈π−1(x1)

(−μM(x, τ1)
)
= −λ1 − μ1 + ν1 + 2ν2 +

n1+n2−1∑
k=1

νk+2.

(� ����"
 �� �""	� ����#

��
��
 ������� ��� �������� 	
 ������ ���� a
ν+(d)
λ+(d),μ+(d) �� �	����� ���� d ≥ −λ1−

μ1 + ν1 + 2ν2 +

n1+n2−1∑
k=1

νk+2�

�
���
���� �� �����	 ����� ���� ��� 
���� ���� �� ����!"� !' ������ �
��)����� ������� ���� ��!���� �����!�"����� x1� *���� 	� �+����� ���� !��� �� �� ����

�����# �� 	� ��	���� ��� ��,�����
(
a
ν[n+h]
λ[n],μ[n−m]

)
n
��������� �� -.���/0� ��

(
a
γ+(d)
α+(d),β+(d)

)
d



����

n ≥ |λ|+ |μ|+ |ν|+ λ1 + μ1 + ν1 − 1

2
+ h+m

⇐⇒ d ≥ −|α| − α1 + α2 − |β| − β1 + β2 + 3|γ| − γ1 + γ2 − 1

2
.

(� � ����,�����
 �� 	� ������� ��� ������� ���� ��!����

τ ′1 =
(
2, 0, 1, . . . , 1

∣∣ 0, 2, 1, . . . , 1),
�� �����!�"���� x1# μ

L(x1, τ ′1) = 2� ������


max
x∈π−1(x1)

(−μM(x, τ ′1)
)

= −2λ1 − λ3 − · · · − λn1 − 2μ1 − μ3 − · · · − μn2 + 2ν1 + 4ν2

+3(ν3 + · · ·+ νn1+n2−2) + 2(νn1+n2−1 + · · ·+ νn1n2−n1−n2+5)
+νn1n2−n1−n2+6 + · · ·+ νn1n2+n1+n2−3,

	���� ����� ���� � �"���� � ���� ��� � 1� .���2� !��� �� 3"��4 ��������� ν ����� �
"����� > n1 + n2 − 2�
 �������� � ��� ������� �+������� � ���� !����



�� ������� �	 ���
������ �� ����� ������� �����������

��������	 ��� ����	 �
 ������� ����� �� 
�� �������� � 
�� ��� ������
(
(7, 3),

(5, 4, 2); (6, 6, 5, 4)
)
� ������� �� ������ ��
  �������! ����" �� �� ����� ���� ��� �����#�	

����	 �������	 ����� ���#� �� ��"� $�� ��� �������! �� ���� ��������% 
�� ��� ������(
(3, 3, 3), (4, 3, 2, 1); (5, 4, 1)

)
� �� ������ ����	 �� & ������� ���� �� ��


�� ���� �����

'�� (α, β; γ) =
(
(2), (1); (2)

)
% ���� L = O(2)⊗O(1)⊗O(2) ��	 � ���()��� G(��#������

������� �
 L �#�� X �� ��#�� �! C(ϕ1 + ϕ2 + ϕ)
) ∈ X �→ ϕ1(v1)ϕ(v1 ⊗ v2)� *� �

�����+������

X
us
(L) = {(Cv1,Cv2,C(ϕ1 + ϕ2 + ϕ)

) ∈ X ���� ϕ1(v1)ϕ(v1 ⊗ v2) = 0} = O1 ∪ O2,

����,� �� -���������� ����. ��	 ��� ����
�

���� �� ��,� ��� ���� τ1 �� ��
��� �� 	���������� x1 ������ μ
L(x1, τ1) = 1"� ��	 τ2 =(

1, 0, . . . , 0
∣∣− 1, 0, . . . , 0

)
����� 	����������� x2% μ

L(x2, τ2) = 1� '�����!�

max
x∈π−1(x2)

(−μM(x, τ2)
)
= −λ1 + μ1 +

n2∑
k=1

νk+1 −
n1∑
k=1

νn1n2+n1+n2+1−k.


������ ������� ��� �������� 	
 ������ ���� a
ν+(2d)
λ+(2d),μ+(d) �� �	����� ����

d ≥ −λ1+max

(
−μ1 + ν1 + 2ν2 +

n1+n2−1∑
k=1

νk+2, μ1 +

n2∑
k=1

νk+1 −
n1∑
k=1

νn1n2+n1+n2+1−k

)
.

'�� (α, β; γ) =
(
(2), (1); (3)

)
% ���� L = O(2)⊗O(1)⊗O(3) ��	 � ���()��� G(��#������

������� �
 L �#�� X �� ��#�� �! C(ϕ1 + ϕ2 + ϕ)
) ∈ X �→ ϕ1(v1)ϕ1(v1)ϕ2(v2)� *� �

�����+������

X
us
(L) = {(Cv1,Cv2,C(ϕ1 + ϕ2 + ϕ)

) ∈ X ���� ϕ1(v1)ϕ2(v2) = 0} = O2 ∪ O3.

���� �� ��,� ��� ���� τ2 �� ��
��� �� 	���������� x2 ������ μL(x2, τ2) = 1"� ��	

τ3 =
(− 3,−2, . . . ,−2 ∣∣ 1, 0, . . . , 0,−2) ����� 	����������� x3% μL(x3, τ3) = 1� '�����!�

maxx∈π−1(x3)

(−μM(x, τ3)
)

= 3λ1 + 2

n1−1∑
k=1

λk+1 − μ1 + 2μ2 − 2ν1 + ν2 −
n1−1∑
k=1

νn2+k

−2
n1n2−n1−n2+2∑

k=1

νn1+n2−1+k − 3

n2−1∑
k=1

νn1n2+1+k

−4
n1−1∑
k=1

νn1n2+n2+k − 5νn1n2 .


������ ������� ��� �������� 	
 ������ ���� a
ν+(3d)
λ+(2d),μ+(d) �� �	����� ����

d ≥ max

(
−λ1 + μ1 +

n2∑
k=1

νk+1 −
n1∑
k=1

νn1n2+n1+n2+1−k, max
x∈π−1(x3)

(−μM(x, τ3)
))

.



������� �

���������	 �
 ����� �������

��� �����	
�����

�� ���� ���	�
� �
 ��
 ���� � ��
 ���
��
� �
���
���� ��� ��
 	�
���
�� � ��

���� � � �����
 ���	�
 � 	�������� �
���
� � ��
�� �
� �� �
���� ��
 �
������ � ����
� ���	�
 ���
 � �� ��
������
 ��  ��
!"#$� �� �
�� �� ��
 �������
������� ��%
����
�
�� ��
������
 ��� 	�&
� �� �� ��� ��� '� ����
� ��  ��!(# ����� �
 �
)	�&
� ��
*��	�
� "$+

��������� �	
	
	 ' ���	�
 (α, β, γ) � 	�������� �� ���� � �
 �����
 �� gα,β,γ �= 0 ���� ��
��� ���	�
 (λ, μ, ν) � 	��������� ��
 �
,�
��
 � �
�
��� �
�� gλ+dα,μ+dβ,ν+dγ �� �������
��
� d� 0�

���������� �	
	�	 � ������ (α, β, γ) �	 �
�������� �� ��
�� �	 
�� ���� �	� 	�� 
�� ��������

������� d� gdα,dβ,dγ = 1�

-��� �������
������� �� 	��������� �
��� �� � �
��
 ����
� ���� ���
 � ���� �
+

��������� �	
	�	 ' ���	�
 (α, β, γ) � 	�������� �� ���� � �
 ����� �����
 ��� �� ���
	����&
 ���
�
� d� gdα,dβ,dγ ≤ 1 ��� ��
�
 
.���� d0 ∈ N∗ ���� ���� gd0α,d0β,d0γ �= 0�

�����
 ���	�
� ��
 � 	��������� ���
�
�� �
����
 � � �
��)���� �
���� ���� �
 ��&

��+ �
� �� �����
� ��
 ������� �
�� �� n1 ��� n2 	����&
 ���
�
��+

Kronn1,n2 = {(α, β, γ) ���� �(α) ≤ n1, �(β) ≤ n2, �(γ) ≤ n1n2 ��� gα,β,γ �= 0},

��
�
 ��
 ������� ��
 ��
 ���
 �� ��  /��!0�#� ' ��������� �
���� �� ���� Kronn1,n2 ��
� ����
�� �
�
���
� �
�����	� ��� �
 �����
� ��
 ��
 �
�
���
� �� ���� �
�����	+

PKronn1,n2 = {(α, β, γ) ���� �(α) ≤ n1, �(β) ≤ n2, �(γ) ≤ n1n2 ��� ∃N ∈ N∗, gNα,Nβ,Nγ �= 0}.

�� �� � ������� 	���
���� ��
 ����
� ��
 ���
��
� ��
� � ��
 ���
��
� 	���
����
-�
� � �
���� ������������ �� ��	����� ��	
�� � ��
 �����
 ���	�
� �� ��
 �������� �����
��� �� �������
 �
 ���� ��  /��!0�# �1�	����� 2$+
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�� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

����������� 	
�
�
 ��� ��� �� ���	
� ���
�� �� Kronn1,n2 �� ��� ������������ �� Kronn1,n2

���� � ����� �� ����� �� ��� ��������� ���� PKronn1,n2 �

�� � ����	
�	��	 �	 ��� � ��� ���� � ������	 ���� ���	� �� PKronn1,n2 � �����
������ ���� ����	 ����	�� ��	�	 ���	��� 	���� ��	 �	��� �� ��� ���	����� ����	�
���	�	��	��� �� �� �����	� ���  ���!"�#$ ��� %� &���	'� ���  &��!(#$� 	���	��	� ��
	�)� �� ������	 )����	�* � )���� A = (ai,j)i,j ∈ Mn1,n2(R) �����+ 	���	� ����� ��	
���,�	+���	 ��	+	�� �� ���� � �	 ������	 �� �	�	 	��� ��	+	�� x1 > · · · > xn1 ���
y1 > · · · > yn2 ���� ��� ��� ��� (i, j), (k, l) ∈ �1, n1�× �1, n2��

ai,j > ak,l =⇒ xi + yj > xk + yl.

��	 �	��� �� �����	� ��� &���	'� �� �	� �� ��� ���� ������	 )���� +��	� �� 	������
���	 �� PKronn1,n2 ����� ������� ���� ����	 ����	�� ���� ���	 �� )��	��	� �	+�����
����� )	��� �� � ������� ��)	 ����	 (α, β, γ) �� �	+���� �������� ���	� α� β� ���
γ ���	 �	��	���	�� n1� n2� ��� n1n2 �������	 ������ ����� ��� �	 ��� ��	 �	��+
�������� �$� ��� � ��� �	 )���)�� ��)	����� �������	 ��� � �	+���� ���	* n1n2�

-� ��� ����	� �	 ����� �	���� ��������+� ���) �� ������	 )����� )��	 ���	� ��
��� .���� �������� ���	� ��� ���.��+ ��	���	�� � �� ������	 )����� �	 ���. ���	��
� ��� �	 ���� �	 ���	� )����� ����� ��� �� /	����	� �	 ��	0 �� �	 ������	 )����*
������	���+ �� ������	 )���� A = (ai,j)i,j ����	 ��	1��	�� ��	 �������	 ��������
���	�� �� �	 ��	1��	�� �� A �	 ���	 �	�� ���. �� �	 �	��	����+��,���	�	� �	
�	��	
�� �	 ai,j 2�� ��	� ��� ��� �	��� ��		 3	���� 4�5�($ ��*

������ 	
�
�
 ��� ������������ �� ��� ��

����� ��� �� ��� ����� �������

k k + 1 ��� i

j j + 1

����� �� ��
���� ����
�� ���� �� ��� ��������� ���� PKronn1,n2 � �� ��������� n1n2� ����
������� ��
� ���	
� ���
��� ��� ���� ����
� �� ���� ��� ���� ������������ �� ��� ���

k

k + 1

��� i

��� i+ 1

��
��� j

����� ������	�
� �� ��	 �
�� �
	 ���� �� ��
��� ���� ���� �	 	�� ����
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���� �� �	
� ����� ������ ��
�	� ���������� ���� ���
 �� �����������
 �� ��

����� ����� ���		�� �����������
 �� � ��� ��� ����	���� ��� ���� �� ���� ��� ����

�� �� ����� ������ 
�� !����� "#$#%&� ��� ����� �
 ���� ���� �	��
 
��	� ���	�
'

������� ��	��� ���� ��� �� 	�� 
������	���� �� 	� �� �� 	�� ����� ��	��� ����� � ����

� ��	 ����������� ������ ��� �������� ������ 	� ���� � �� 	�� ��������� ���� PKronn1,n2

����� ���	���� ���� �����	 �	���� 	�������

(������� ��
� ��
�	
 �
 ��
�� �� �� �����
 �� ������� ��� ��		)�������� ����
�

������ ���� �� ���* �� +# ,�

���� ��� �� �� ���
�� �� !����� "#-� �
 ��		 �
 ��

�
��	 ����������� �� �� �
� ��� �� .�����*�� ��� ����
 �� ���
 �� 
�����
 �� 	���

����	�
 �� /�� �������
 �
�� 0����
���� $#�#%&# � �� ��� �� ��
 ������ ��� !�����

"#1&� �� ���	� ��� ��
�	
 �
 ��		 �
 2�����	 ��� 3�		�4�5
 � �		 ��

��	� ����� ������


�� 
��		 
�6� �����	� -×-� $×-� ��� $×$& �� ����� � ���� � 	��* � �� ������ �� ���
�����
��� ����
 �� PKronn1,n2 �� �� ��� �������#

��� �����	�
�� �� � ��� ������� �����	�

����� ����	
	��� 	� 
� ������� ���
��


7�� ��� G �
 � �������� ����	�� �������� ����� ����� �� � 
���� ���4����� ������
X# 8� �
 ���
���� � ������	 ���
 T �� G� τ � ���)�������� 
������� �� T �������
�� τ ∈ X∗(T )&� ��� C �� ���������	� �������� �� Xτ � �� 
� �� ����
 �� X ���� ��

τ # 9� ����� �� Gτ �� �����	�
�� �� τ ��#�# �� Im τ& �� G ��� 
�

P (τ) = {g ∈ G 
## lim
t→0

τ(t)gτ(t−1) ���

}.

+���� �� P (τ) �
 � ������	�� 
������� �� G ��� �� Gτ �
 �� 8��� 
������� �� P (τ)
��������� T # ���
���� ���

C+ = {x ∈ X 
## lim
t→0

τ(t).x ∈ C},

����� �
 � P (τ))
��	� 	���		� �	�
�� 
��������# 7�� ��� x ∈ C� �� ����� �� ��		�����

��
����
 �� TxX� �� :���
*� ����� 
���� �� X � x'

TxX>0 = {ξ ∈ TxX 
## lim
t→0

τ(t).ξ = 0},
TxX<0 = {ξ ∈ TxX 
## lim

t→0
τ(t−1).ξ = 0},

TxX0 = (TxX)τ ,
TxX≥0 = TxX>0 ⊕ TxX0,
TxX≤0 = TxX<0 ⊕ TxX0.

������� ��
�	 �;��<����*�);���	�&�

�� C �� ����	� ���! ��� ��� x ∈ C! TxC = TxX0�

��� C+ �� ����	� ��� ���������� ���! ��� ��� x ∈ C! TxC
+ = TxX≥0�



�� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

�� ��� ��	 ���
���
η : G×P (τ) C

+ −→ X

[g : x] �−→ g.x
.

��� �����	��� ��������� ����
 ��� ���
����

��������� �	
	
	 ��� ��� (C, τ) �
 
��� �� �� �������� �� η �
� ��� ������� �� η �

����������  � �
 
��� �� �� 	���!������� 	��� η ���"��
 �� �
������
� ���� �� ����

"�
�� �� X ����
������ C�

����� �� ��� 	
����� 
� �
��	��� 	
��	�����

�� ���
��� ��� ��	 �� V1 ��� V2 �	� ������# ����� 
����
 �� �����
��� �
��������$
n1 ��� n2� �� ���� 
�� G1 = GL(V1)� G2 = GL(V2)� G = G1 × G2� Ĝ = GL(V1 ⊗ V2)�
�� ��
� ����
� T1� T2� T = T1 × T2� ��� T̂ ⊃ T �
������� ��#���� ���� ��� B1� B2�
B = B1 × B2� B̂ �
������� %��� 
"���"�
 ���������� ��� ���
������� ���� ������
���� �" "
"�� ������������ �� ��� &����'� ���(�����
 )
�� �� ��
����� *���
�����
+���,-. �� α� β� ��� γ �� ��������
 �� ������
 �� ��
� n1� n2 ��� n1n2 �
��������$� ����
���� �#�
� �#������ ���� �"����
 Lα� Lβ � ��� Lγ � �� G1/B1� G2/B2� ��� Ĝ/B̂ �
��������$�

������ � G!������
�� ���� �"���� Lα,β,γ = Lα ⊗ Lβ ⊗ L∗
γ �� G/B × Ĝ/B̂ 
"�� ����.

gα,β,γ = dimH0(G/B × Ĝ/B̂,Lα,β,γ)
G.

�� ���
��� �� �������� �������� 
"���"�
 P �� G ��� P̂ �� Ĝ ���������� ��� %���

"���"�
� /�� ���
������� 0�� ������
 	��� �� ������� 	��� ��	� ��
� ������ �����
�
�� ���
���

X = G/P × Ĝ/P̂ ,
�� 	���� G ���
 ���������$� �� �����$ ������ �$ W ��� Ŵ ��� ��$� ��"�
 �

�������
�� G ��� Ĝ �
��������$� ��� �$ WP )�
��ŴP̂ - ��� ��$� ��"� �� ��� 0��� 
"���"� ��

P )�
�� P̂ - ���������� T )�
�� T̂ -� ��� ����� �
 ����������$ � 
"���"� �� W )�
��
Ŵ -�

�� ��
� ���� ��������
 ��������� ��� ��� 
$
���
. ��� "
 ������ �$ Φ )�
�� Φ̂- ���

�� �� ���
 �� G )�
�� Ĝ-� 	��� Φ+ ��� Φ− )�
�� Φ̂+ ��� Φ̂−- ��� 
"�
��
 �� ��
�����
��� �������� ���
 	��� �
���� �� ��� ������ �� B )�
�� B̂-� 1�����$� ��� 
�� �� ���
 ��
p̂ �
 ������� �$ Φ̂p̂�

0�� "
 ���
��� τ ∈ X∗(T )�  � �
 '��	� ���� ��� ���"����� ���������
 �� Xτ ��
��� Gτv−1P/P × Ĝτ v̂−1P̂ /P̂ � �� v ∈ WP \W/WP (τ) ��� v̂ ∈ ŴP̂ \Ŵ/ŴP̂ (τ)� �� ����
�# �	� 
"�� v ��� v̂� ��� ������ �$ C ��� ���
������� ���"����� ��������� �� Xτ �
�������� �� (α, β, γ) �
 � ����� �� ��������
 
"�� ���� Lα,β,γ ��
����
 �� � ���� �"����
�� X 2 ���� 	� 	��� ��
� ������ �$ Lα,β,γ 2 ����� �� ��$ x ∈ C� C∗ ���
 ��� τ �� ��� ���
(Lα,β,γ)x ��� x� ���
 ������ �
 ����� �$ �� ������ n 	����� 
���� C �
 �� ���"�����
���������� ���
 ��� ������ �� x ∈ C� �� ���� 
�� μLα,β,γ (C, τ) = −n�



���� �������	�
� 	
 
�	��� 	���� 	����� ��

����� ������ ��� ��� ���	���
 ��	� (C, τ) � ����	�� 
� �
 �� ��� 
�	��� (α, β, γ) ∈
PKronn1,n2 ���� 
��
 μLα,β,γ (C, τ) = 0� ��� 	
 	� � ��� �� PKronn1,n2 �����	��� �����


� ����� ������ 	
 ��� ���� � ����	�� ���

{(α, β, γ) ��
� Xss(Lα,β,γ) ∩ C �= ∅}.
� ���
 
�	� ��� �� F(C)�

���� ���� ��	
 ��
�� 	
 ������ ��	� 	� ��� ������ ������� �� ����	�� ������ �����X 	

��� 
����� �������	�� ���	��� ��� G 	
 � ��������� ������ ������	�� ����� ���	�� ��X�
 �� �!�	����� �� PKronn1,n2 	
 ���� ��� ����

{L 
��� ∃N ∈ N∗, H0(X,L⊗N )G �= {0}}�
������ "� ����
 �	����� ���� #$�
�%&� '���� ��

����� ����	� �� P = B �� P̂ = B̂ ��� 	� (C1, τ1) ��� (C2, τ2) �� 
�� ���!����	�"

��	�� ���� 
��
 F(C1) = F(C2) 
�� 
�� #	�
� g ∈ G ���� 
��
 g.C2 = C1�

������  �	
 ����
 ���� #$�
��&� '���� ��(�

$�

���� �
� ������� 	� #$�
�%&� ���� ��� ������ ���� �� PKronn1,n2 	
 �	��� )� �
��*�����	�� ��	��� +	���� ������� ���
�!����� �� #$�
��& 	
 ����� 	� C 	
 � 
	������
��� (C, τ) 	
 ��*�����	��� ���� ��� ���� F(C) 	
 � ������ ���� �� �	�	�� �	���
	�� ��
PKronn1,n2 ,	��� n1n2-�

��� ������	
��� 
� �
	�� �
	�� 
������

����� ���� 	
��

� �
����
���� ����� ��� ���	����


����� ������ $���� 
��
 (C, τ) 	� ���!����	�"� ��� ��� ��� G!�	���	�� �	�

������ L �� X ���� 
��
 μL(C, τ) = 0 

H0(X,L)G � H0(C, L|C)G
τ
.

������ "� 	
  ������ . �� #$�
�%&�

����� ������ "� �� ��� ��/� ��� �������
	
 ���� (C, τ) 	
 ���	���� ,��� μL(C, τ) =
0-� �� 
�	 ���� ����

H0(X,L)G ↪→ H0(C, L|C)G
τ
.

������� ������ $���� 
��
 (C, τ) 	� ���!����	�" ��� 
��
 Gτ ��� � ��� ���	
 	�

C� ��� 
� ��� F(C) ���
�	�� ���� �����
 �
��� 
�	����

������ "� 	
 �� 	����	��� ���
�!����� �� ��� ����	��
 �������0 �� (α, β, γ) ∈ F(C)�
 ��� μLα,β,γ (C, τ) = 0 ��� ���������

∀d ∈ N∗, gdα,β,γ = dimH0(X,Lα,β,γ)
G = dimH0(C, L|C)G

τ ≤ 1


	��� Gτ ��
 � ���
� ��)	� 	� C�
��� ���� ������ 	
 	� � ��� ���� ������� ��

	�� 
��� PKronn1,n2 �



�� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

������ ��	�
� �� �� ��	
 ��� ��� �
�������� ���� (C, τ) �� ��������� ����� �����
��		� �� ���� �� ���		 ���� �	���� ����	� ����	��� ��� �		 (α, β, γ) ∈ F(C)� ��� �		 d ∈ N∗�

gd(α,β,γ) ≤ 1.

��� ���� ���� F(C)  �� �� ���� �� �� !����

������ ��	��� "���� �� �� ��������� ����� �	��  ��� ���� τ �� ��������� ��#�	�� $����
��� �		 α ∈ Φ� 〈α, τ〉 �= 0%� ��� Ĝ&��#�	�� $���� ��� �		 α̂ ∈ Φ̂� 〈α̂, τ〉 �= 0%� "��� Gτ = T
��� Ĝτ = T̂ � '� �  ����(��� �� C �� � ���#	���� ) ��
 {x0} )� ��� ���  �������� *Gτ ���
� ����� ����� �� C+ �� �������� � ,������� ��� ���� ����

dimH0(C, L|C)G
τ
= 1⇐⇒ T � �� ������		
 �� Lx0 ⇐⇒ ∀σ ∈ X∗(T ), μL(C, σ) = 0.

'		 ��� �������� ����	�� ��� ������ 	��� ���� �	
 �� ��� ��		����# ���� ����	��

������ ��	��� ������ ���� (C, τ) 	� 
��������	�� ��� ���� τ 	� ���	����� ��������

��� Ĝ�������� ����� C 	� � �	��������� ���� F(C) 	� � ������� ��� �� �	�	��� �	����	��

�	��� n1n2� �� ��� �������� ��� PKronn1,n2 ��� ����	�� ���� ������ ��	�����

������ ��	��� -��� X ��� ���� ����� ����� �� �  ���� ���������� �� ��� �������� ���
 ������# ����� �� ����� �� � . ������  ��������� ��  �� �� ����� �� /���012� 3�� ��
�4�	��� �� (�� 	
 ����� �� ��� ���  �����	�#
 ���#� H∗(G/P (τ),Z)� �� G/P (τ) ��� ��
������� ��� ��
  	���� ���������
 Y �� G/P (τ)� �
 [Y ] ∈ H∗(G/P (τ),Z) ���  
 	�  	���
��  �����	�#
� -� �	�� ���� ���� ��� ���� ���������� H∗(Ĝ/P̂ (τ),Z)�
"���� ��� � P (τ) = G ∩ P̂ (τ)� G/P (τ) ������5�� ���� ��� G&����� �� P̂ (τ)/P̂ (τ) ��
Ĝ/P̂ (τ)� ��� � #���� �  	���� ��������� ι : G/P (τ) ↪→ Ĝ/P̂ (τ)� �� ���� �� � ��� ι∗ ��
 �����	�#
�

ι∗ : H∗(Ĝ/P̂ (τ),Z) −→ H∗(G/P (τ),Z).

"��� ��� ����	� ���� /���012 $3���� 0�% ���

����� ��	��� �	� ��� ��	� (C, τ) 	� ���	���� 	� ��� ���� 	�

[PvP (τ)/P (τ)] · ι∗([P̂ v̂P̂ (τ)/P̂ (τ)]) �= 0.

�		� �� 	� ����	�� 	� ��� ���� 	�

[PvP (τ)/P (τ)] · ι∗([P̂ v̂P̂ (τ)/P̂ (τ)]) = [pt],

	��� 	� ��� ���� 	� ��� 	�������	�� ���
��� �
� �����	 ���������� 	� Ĝ/P̂ (τ) ��

PvP (τ)/P (τ) ��� P̂ v̂P̂ (τ)/P̂ (τ) ����	�� � ���� ��� ��	���



���� �������	�
� 	
 
�	��� 	���� 	����� ��

����� � ���	
�� 	���

�� � �� ���
��� ��
��

�� ��� ���	 	� 
�� 	��	 �� ��� ����� ��	�� ������	 �� ������������ ���
 (C, τ)�
��� 	�
 �� ���
��� ��
���	�� ��
�
 �� 	�� ���	�� 
����
 V1 ��� V2� (e1, . . . , en1) ���

(f1, . . . , fn2)� ���� ��� ��
� � ��

 �� V1⊗V2� (ei⊗ fj)i,j ������� ��������������� ����

(e1 ⊗ f1, e1 ⊗ f2, . . . , en1 ⊗ fn2)� 
���	��
 ����	�� (ê1, . . . , ên1n2)
�� ����!
 	� 	��
�

��
�
 �� ��� ��	�� ���	�� G1 G2 ��� Ĝ ��
���	���� �	� GLn1(C) GLn2(C) ���

GLn1n2(C)� �� "����� 	�!� B ��� B̂ 	�� ��
���	�� #���� 
$����$�
 �� G ��� Ĝ ������

�� 	�� $�����	����$��� ��	���
 ��� 
�	 ���� ��� �� X = G/B × Ĝ/B̂�

%	��	 ��� ���� � ����������	�� 
$����$� τ �� T ���� 
 
$���
�� 	� �� ������	 

���$��� ��� ���� Ĝ����$���� &� ���	�$��� τ ��
 	�� ����

τ : C∗ −→ T

t �−→ (

⎛
⎜⎝t

x1

� � �

txn1

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝t

y1

� � �

tyn2

⎞
⎟⎠)

,

�	� ��������	�� �	����
 x1 > · · · > xn1  y1 > · · · > yn2 � �� 	��� ����	� 	�� ��	��

M = (xi + yj)i,j ∈ Mn1,n2(R)� %��� τ ��
 	�!�� Ĝ����$��� 	 ��
 ����
� �
	��	

���'���	
� ���� 	�
 �� ��"�� ���	 �� ��� ���� 	�� (����� ��	��) �� τ � 	 
 � ��	��

����� 	�� 
��� 
*� �
 M �$	 ���
� ���'���	 �	 ��
	�� (i, j) 
 	�� ���!�� �� 	��

���'���	 xi + yj ���� ��� �����
 	�� ���'���	
 �� M ������
���� ��� ��� $
$����

����� 	��	 ���!�� ���� �� ��	� 	�� ����� ��	�� � ����� 	� ������	 	�� �+������

�	� 	�� ���'���	 xi + yj��

,��� 
$�� �� ����� ��	�� 
 �-$�����	 	� ���� � .�� ŵ.B̂/B̂ "��� �� T̂ ����

	��� � �������"��� ŵ ∈ Ŵ �� 	� ���� ��	�� ��
	�� (i, j) ∈ �1, n1�× �1, n2� �� �

���	�

	�� ������	 ei ⊗ fj �� 	�� ��

 �� V1 ⊗ V2� ���� �� ����	� � T̂ �
	���� ������	� .�� �

V1 ⊗ V2 �� ������� 	�� ������	
 ei ⊗ fj �������� 	� 	�� �$����
 � 	�� ����� ��	���

�������� ��� 	�� ����������	�� 
$����$�

τ : C∗ −→ T

t �−→ (

⎛
⎝t4 t2

1

⎞
⎠ ,

(
t3

1

)
)
,

���� �������	 �
 ��� ���� �
 V1 ⊗V2 	���� �� �������� � �������� ��������� ������� �1, n1�× �1, n2�
�� �1, n1n2�� ����� �� ���� ��	����� ��� �� ������
� ��� ��� �� ��� 
�������



�� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

��� ����	
 M 	�

⎛
⎝7 4
5 2
3 0

⎞
⎠� �� �� ��� ����� ����	
 �� τ 	�

⎛
⎝� �

� �

� �

⎞
⎠ .

��� ��� ��� ŵ.B̂/B̂ ������ �� ��(
Ce1 ⊗ f1
⊂ Ce1 ⊗ f1 ⊕ Ce2 ⊗ f1
⊂ Ce1 ⊗ f1 ⊕ Ce2 ⊗ f1 ⊕ Ce1 ⊗ f2
⊂ Ce1 ⊗ f1 ⊕ Ce2 ⊗ f1 ⊕ Ce1 ⊗ f2 ⊕ Ce3 ⊗ f1
⊂ Ce1 ⊗ f1 ⊕ Ce2 ⊗ f1 ⊕ Ce1 ⊗ f2 ⊕ Ce3 ⊗ f1 ⊕ Ce2 ⊗ f2
⊂ Ce1 ⊗ f1 ⊕ Ce2 ⊗ f1 ⊕ Ce1 ⊗ f2 ⊕ Ce3 ⊗ f1 ⊕ Ce2 ⊗ f2 ⊕ Ce3 ⊗ f2

)
,

��	�� �� ����� ��

fl(e1 ⊗ f1, e2 ⊗ f1, e1 ⊗ f2, e3 ⊗ f1, e2 ⊗ f2, e3 ⊗ f2) ∈ F�(V1 ⊗ V2).

��	� ���������� ��

ŵ =

(
1 2 3 4 5 6
1 3 2 5 4 6

)
=

(
2 3
)(
4 5
)︸ ︷︷ ︸

�������� �� � ���	
�� �� ��������������

∈ S6 � Ŵ .

�� ����� �	�� ���� � ������������ ��������� �� ��� ��� �������	� ��������� P (τ)
�� P̂ (τ) �� G �� Ĝ �������	����� ������	� �� ��� ���������� ���� � τ � P (τ) = B
	 ���� ����� �� P̂ (τ) 	� � ����� �������� ������ 	����� B̂(τ)� ��� ��� �� ���	�	��

 ����� ����	��! ����� �� Ĝ ��� ��	� ���	�� �� ����� �������� 	� ������ �� Φ̂+(τ)  �����

Φ̂−(τ)!� ��� �	����� ���	���� �� B� B̂� �� B̂(τ) ��� �������	���� ������ U � Û � ��

Û(τ)� ��	�� ����� �� ��� �������	�� �����	�� ����� ��������� �	�� �� U−� Û−� Û−(τ)�

"��	��� �� ��� ������� v ∈W �� v̂ ∈ Ŵ � ���� �	��

C = {x0} = {(v−1B/B, v̂−1B̂/B̂)},

� 	������	��� ������� �� XT � �� ����� �� ��� ����

C+ = Bv−1B/B × B̂(τ)v̂−1B̂/B̂

��
η : G×B C

+ −→ X
[g : x] �−→ g.x

.



���� �������	�
� 	
 
�	��� 	���� 	����� ��

�� ���� �	
��� �� �������
���� ������� ����� �� Tx0C
+ = Tx0X≥0�� T[e:x0]η �� ���� ���

�������� �� ������� ���� �� !� 
 �����"������

T[e:x0]η �� 
� ������	����

⇐⇒ T[e:x0]η|u− : u− −→ u− ∩ v−1u−v ⊕ û−(τ) ∩ v̂−1û−v̂ �� 
� ������	�����

����� � �� ��#��

orb : U− −→ X
u �−→ u.x0

,

�� �
�� T[e:x0]η|u− = Teorb� $������� Teorb �� 
� ������	���� � 
�� ��%� � �� �� ������
����� ���� � 
�� ��%� � ��� ������	� ��&����	 U−

x0
� x0 �� U− �� #����� !� 
 �����"������

Teorb �� 
� ������	���� � 
�� ��%� � ��� '�� 
%��&�
 � U−
x0

�� {0}� ���������

T[e:x0]η �� 
� ������	����

⇐⇒ u− � u− ∩ v−1u−v ⊕ û−(τ) ∩ v̂−1û−v̂ 
� T �����%��

⇐⇒
⊕

β∈Φ−∩v−1Φ+

gβ �
⊕

β̂∈Φ̂−(τ)∩v̂−1Φ̂−

gβ̂ 
� T �����%��.

'�� �� ������ &� ρ ��� ���	���� � ����������� � ����� � Ĝ ������ 
�� ���	����� ���
T̂ �� C� �� ��
�
����� � T � $�������� ������ ��
� ��� �
� Φ̂−(τ) = ŵΦ̂−� ����� ŵ ∈ Ŵ
�� ��� �%����� ������ ��� ��� ����� �
���(� 
� �(	%
���� 
&���� ���� Φ̂−(τ)∩ v̂−1Φ̂− =

ŵ
(
Φ̂− ∩ ((v̂ŵ)∨)−1Φ̂+

)
� �������� &� ŵΦ̂

(
(v̂ŵ)∨

)
� ����)

T[e:x0]η �� 
� ������	����

⇐⇒ ρ
(
Φ̂−(τ) ∩ v̂−1Φ̂−

)
⊂ Φ− ∩ v−1Φ+ 
�� ρ : Φ̂−(τ) ∩ v̂−1Φ̂− −→ Φ− ∩ v−1Φ+ �� &��������

⇐⇒ ρ
(
ŵΦ̂
(
((v̂ŵ)∨)−1

)) ⊂ Φ(v−1) 
�� ρ : ŵΦ̂
(
((v̂ŵ)∨)−1

) −→ Φ(v−1) �� &���������

������ �� 
%% u ∈W ����	� û ∈ Ŵ �� Φ(u) = Φ− ∩ uΦ+ ����	� Φ̂(û) = Φ̂− ∩ ûΦ̂+��
*� ��� �� �	 �� ��� �%%����� 	��	�������)

����������� 	
�
�
 �� ρ
(
ŵΦ̂
(
((v̂ŵ)∨)−1

)) ⊂ Φ(v−1) ��� ρ : ŵΦ̂
(
((v̂ŵ)∨)−1

) −→
Φ(v−1) �� ��	
���
� ��
� ��
 ���� (C, τ) �� ���������

����� 	
�
��
 +� �� 
 �%
����
% ����%� ��
�� �� u ∈ W ����	� û ∈ Ŵ �� ��� �
����
% �
��� ��� Φ(u) ����	� Φ̂(û)� ������	���� �� ��� %����� � ��� �%����� u ����	� û� � ���
,�(���� ����	 W ����	� Ŵ �� ������� �(u) ����	� �(û)�� !� 
 �����"����� �Φ(v−1) =
�(v−1) = �(v)�

+� ���� �����(� �C = {(v−1B/B, v̂−1B̂/B̂)}�� ����� �� 
 ��
�
������
���� � ��%%�
�������� 	
��� ����� &� -���
��� �� .-�� /0� 1��	�������   )

���� ��� û ∈ Ŵ � û∨ �	 
����
 �	 ŵ0û� ���� ŵ0 �	 ��� �����	� ������� �� ��� ���� ����� Ŵ



�� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

����� ������� ��� ���� (C, τ) �� 	�

�������� �� ��� �
� �� �� �� ������� ���

v−1.

⎛
⎝ ∑

α∈Φ−∩vΦ−
α

⎞
⎠+ ρ

⎛
⎝v̂−1.

∑
α̂∈Φ̂−∩v̂Φ̂−(τ)

α̂

⎞
⎠ =

∑
α∈Φ−

α.

����� �����	� �� v ��� v̂ ��� ����� �� �� �������� ������ �����

(C, τ) �� ������� =⇒ (C, τ) �� 	�

��������.

���� ������ ��	� v 	
� v̂ 	�� ����
 	� �
 ����������
 ����� 	
� ��	� (C, τ) �� �����
��
���
�

v−1.

⎛
⎝ ∑

α∈Φ−∩vΦ−
α

⎞
⎠+ ρ

⎛
⎝v̂−1.

∑
α̂∈Φ̂−∩v̂Φ̂−(τ)

α̂

⎞
⎠− ∑

α∈Φ−
α

=
∑

α∈Φ−∩v−1Φ−
α−

∑
α∈Φ−

α+ ρ

⎛
⎝ ∑

α̂∈Φ̂−(τ)∩v̂−1Φ̂−

α̂

⎞
⎠

= −
∑

α∈Φ−∩v−1Φ+

α+
∑

α∈Φ−∩v−1Φ+

α

= 0

	
�� �� ��� �������� ����	� (C, τ) �� ����������
��

����� ������	 v 
� ����	 �� �� ����	��� �����	

���  ��� 	
� �������� 	�� �� �	���!� ��� �
�����
 �! ����������
 ����� �� ��� 	�� ���


�Φ(v−1) = 0� ���� �(v) = 0� ���� ��	
� ��	� v = 1W � ��� �
�� �
 W � "�� ���
 �� 	���


��� ��	� �Φ̂
(
((v̂ŵ)∨)−1

)
= 0� ���� ŵ−1v̂−1ŵ0 = ((v̂ŵ)∨)−1 = 1Ŵ � ���� v̂−1 = ŵŵ0 �����

	 ����
	
� �	�� (C, τ)�

#������� ��� $������ �
�����
 ����
 �
 %���	 ����� �� 
�� ��&��� �� ��' �����

	����
� �� ��� !��� �! C = {(B/B, ŵŵ0B̂/B̂)}� ���  ��� $������ �	����� �� �
�����

�� (��� B/B� ���� �� 	 ��
��� ���
�� �����	� ��� ���
� �
� �� B̂ŵ0ŵ−1B̂(τ)/B̂(τ) =

B̂ŵ0B̂/B̂� ���� �� ��� ����� �	����� Ĝ/B̂� )�
� ��� ������ �! ��� ��� $������ �	����
�� �
 !	� ��� �	�� �! 	 ���
�� 	
� ���
 (C, τ) �� ����������
� �� %���	 ����� 	
� %���	
����*+�


����� ������� ���� ���� ������ ����������� � � �������� ��� 
��� Ĝ���� 
��
������������ � !�� � τ � T ����� � 	�

�������� ���� (C, τ) 	����

C =
{
(B/B, ŵŵ0B̂/B̂)

}
.

"� � ����# ���� ��� ����������� ���� F(C) � ��� $����%�� ��� PKronn1,n2 �������

�
� ���!
� ����
���



���� �������	�
� 	
 
�	��� 	���� 	����� ��

���� ���	
�� �� ������� �� ��
���� �������� 
������ ��� ������������� �	 �� �������
���� �������� ��� !� "����#	 ���� �"���$� � ��� �� �	% ������� ����
 
����� ��� %�� ��
�� ������ %��� %� �����

&� 	�����
 � ���
�� A = (ai,j)i,j ∈Mn1,n2(R) ������ ���
��� %��� �
� �	�'��������
������
�� &� ��� λ ��� μ ��� �'��
������� ���� ��� (���� ��)���� 	* ������
� (λ1, . . . , λn1)
��� (μ1, . . . , μn2) ����� +�

λi =

n2∑
j=1

ai,j ��� μj =

n1∑
i=1

ai,j ,

��� %� ����	�� ���� λ ��� μ �
� ��
����	�� ����� �
� �	�'��
������ � �	
�	��
� %�
���	�� +� ν ��� π'��)���� 	* A� ���� ��� �(���� �	�'��
������ ��)���� (ν1, . . . , νn1n2)
*	
��� +� ��� ���
��� 	* A�

��������� �	
	��	 ��� ���
�� A �� ���� �	 +� �������� �* ���
� ����� ������
� x1 > · · · >
xn1 ��� y1 > · · · > yn2 ��� ����� *	
 ��� (i, j), (k, l) ∈ �1, n1�× �1, n2��

ai,j > ak,l =⇒ xi + yj > xk + yl.

������ �	
	�� ��������� "����#	 	 ������ ���� ��� ���	
� A 
� ���
�
�� ���� ���

�	
��� (λ, μ, ν) �� ��	�
�
��� 
� � ������ �	
����

������� ��� "����#	 ���� ��,�
��� �
		*� 	* ���� 
������ &��� %� %��� �	 ���������
��
� �� ���� �� 	

���	��� �	 ���	
�� -�.��.�

�	���� ��� ��
�+	�� ��+�
	�� P̂ 	* Ĝ %� 	�����
 ���� ���� �� ��� 	�� 	

���	����� �	
��� /�����0 	* −ŵ0.ν� ���� ��� 	�� ��� ���� L∗

ν �� ��� ����'+�1 	* �� ����� ���� +�����
	� Ĝ/P̂ � 2�
���
�	
�� %� ��1� P = B� ��� �	

Y = G/B × Ĝ/P̂ .

��� ���
�� A ����� � 3�� �� Ĝ/P̂ � ������
�� �	 %��� %� ��������� �+	�� ��� 	
��
 ���
��
	* � 	��'��
�����
 ��+�
	�� 	* T 4 ��� 	
��
��� 	* ��� 	�5����� ai,j �� �������	���
��

	
��
 ��� �� ��,�
��� *
	� +�*	
� ����� � ��
���� ����� �	�� 	* ����� 	�5����� ��
+� �)��� 	
��
��� 	* ��� �������� ei ⊗ fj 	* ��� +���� 	* V1 ⊗ V2� ���� ���� 	
��
���
	

���	��� �	 � T̂ '���+�� ��
���� 3�� �� V1 ⊗ V2 ���� �� �
������ �� ������� 	* Ĝ/P̂ �

!������4 ��� �������� ���
��

(
3 2
3 1

)
����� ��� 3�� (Ce2 ⊗ f2 ⊂ Ce2 ⊗ f2 ⊕Ce1 ⊗ f2 ⊂

Ce2 ⊗ f2 ⊕Ce1 ⊗ f2 ⊕Ce1 ⊗ f1 ⊕Ce2 ⊗ f1 = V1 ⊗ V2) ∈ F�(1, 2;V1 ⊗ V2)� %��� %� %���
���	�� +� fl

(
e2 ⊗ f2, e1 ⊗ f2, {e1 ⊗ f1, e2 ⊗ f1}

)
�

��� 	+������ 3�� �� ���� 	* ��� *	
� ûP̂ /P̂ � %��� û ∈ Ŵ � Sn1n2 � 6� ��� �
���	��
�������� ��� 3�� �� *	
 ������� +� %
����� %��� û = (1 4 3).



�� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

������	 
�� ������� û � �� ������� ��� �������� ������	 ���� � ������ � �� ��� ��

Ŵ/ŴP̂ � ��� �� � ������� �� ���� ��� ������������� û ∈ Ŵ �� ��� ��� 

!� ���� ��

x0 = (B/B, ûP̂ /P̂ ) ∈ Y.

�� ����� x0 � �"�� �� T � ��� �� ��� ����� #��� � �� ��� �����������$ ����� ��� ���

���%��������� ������� τ �� T �

μLλ,μ,ν (x0, τ) = 0.

&���� A � ��������� ����� �"�� ������� x1 > · · · > xm ��� y1 > · · · > yn ��� ����� ���

��� (i, j), (k, l) ∈ �1,m�× �1, n��

ai,j > ak,l =⇒ xi + yj > xk + yl.


�� ���� ����� �� �� ������� ��� ��������� ���%��������� ������� τ �� T 	

τ : C∗ −→ T

t �−→ (

⎛
⎜⎝t

x1

   

txm

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝t

y1

   

tyn

⎞
⎟⎠)

,

�� � ��������� �������� ��� ������ ����� ��� ��� α̂ ∈ Φ̂�

v̂−1.α̂ ∈ Φ̂ \ Φ̂p̂ =⇒ 〈α̂, τ〉 > 0. #' ($

)�������� �� ��� ����� ���� ���� τ � Ĝ%�������� * � ����������� C = {x0} � ��

����������� ��������� �� Y τ #�� ������ ' + ,$ 


�� ���� (C, τ) ��������� �������� �� ��� ��� ���� � �� 
������ ' + (+	 �������

��� ����� �����" �� ��� ���%��������� ������� τ �� T ��� ŵ ∈ Ŵ ��� ����%������

#���� τ � ��������� �������� Ĝ%�������$ !��� ����� ������� �� �������� �� ��� ��

����� �����" 

-��� ���	 *��� ���� ��� ��������� �� ��� �����" A ��� ������� ������� 
��� ���

�������� ������� ŵ ��� û � ����� û = ŵŵ0 
��� ��� ���� (C, τ) � �"����� ��� ���

�� 
������ ' + (+ ��� ��� ��� ���� F(C) �� PKronn1,n2 ������� ���� ����� ������ 

-������� ���������� ���� �� ���� ������� ������� (λ, μ, ν) ∈ F(C) 
&����� ���	 *��� ��� �� ��� ��������� �� A ��� ����� 
��� ��� �������� �������

ŵ ��� û � ������ ���� û ��� ŵŵ0 ��� ��� ��� ������ �������������� �� ŴP̂ �� ���

����� .�� ��� ���� ���� ��� ��� ���� ����� ��� ��� ������� /�� �� Ĝ/P̂ ���� ���

��� ��� ����� � �� ��� ��� ���� ��� ������ (λ, μ, ν) � �� ��� ���� �� ��� 0��������

���� ��� �� ���	
������� �������
� �� T ��������� ��������� ����� �� �� �
�� ������ 
��������� ����
���� ���� ����� �������
�� ��� ��� Ĝ	������� ���� ��� ������� �� ��� ��
��
������ ���� ��� ��� ��
������� Ĝ	������� ���	
������� �������
� �� T ��������� ��������� ����� �� ��� �
���



���� �������	�
� 	
 
�	��� 	���� 	����� ��

���� PKronn1,n2 ��	�� 
� ������ ������� �� � ����������� �� �� ���
��� �����	���
�� ���� �� PKronn1,n2 ∩ {(α, β, γ) ���� L∗

γ �� � ���� 
����� �� Ĝ/P̂} ��	�� 
� (C, τ) ���

C = {(B/B, ûP̂ /P̂ )} ⊂ Y �� ������ �� ������������ �� ��� ������ ���� ��� �� ��
�����
{(α, β, γ) ���� L∗

γ �� � ���� 
����� �� Ĝ/P̂}�
�� ���� ��� �� ������	� ����� ��	�� �� ���� � ���� �� ������� ��������� !�����

������� �����" �� �� ���� PKronn1,n2 ��� ������� � ������� 
� ����	�� �� #����$�%�

����� ����	
 ���� ��	��� �

�� &��� �� ���� ���� ���� ���������' ��� i ∈ �1, n1�� j ∈ �1, n2�� ��� k ∈ �1, n1n2�
!��� ����������� �� � ���� (i′, j′) ∈ �1, n1� × �1, n2�� ��� (������� �"� εi� ηj � ���
ε̂k = ε̂(i′,j′) ��� �� ��������� �� T1 !�� ��� �� �������� �������� �� G1"� T2 !���� ��

G2"� ��� T̂ ��������	���� ��&��� 
�

εi :

⎛
⎜⎝t1 � � �

tn1

⎞
⎟⎠ �−→ ti,

ηj :

⎛
⎜⎝t1 � � �

tn2

⎞
⎟⎠ �−→ tj ,

���

ε̂k :

⎛
⎜⎝t1 � � �

tn1n2

⎞
⎟⎠ �−→ tk.

������ ��� �Φ(v−1) = 1� ���� �(v) = 1� ��� ����� ��� v = v−1 = sα� ��� α �
������ ���� �� G !��� ��� Φ(sα) = {−α}"� ���� ��� ��� )���� �� ��� α'

� �� ����� �� G1 = GL(V1)� ��� ��� �� εi − εi+1� ��� i ∈ �1, n1 − 1��

� �� ����� �� G2 = GL(V2)� ��� ��� �� ηi − ηi+1� ��� i ∈ �1, n2 − 1��

*� ��������� ����� �� ���� ���� �Φ̂
(
((v̂ŵ)∨)−1

)
= 1� �� �� ��������� ��� ((v̂ŵ)∨)−1 = sα̂�

��� α̂ � ������ ���� �� Ĝ� ���� � ε̂k − ε̂k+1 ��� k ∈ �1, n1n2 − 1�� ��� �� �	�

ŵ.Φ̂(sα̂) = {ε̂ŵ(k+1) − ε̂ŵ(k)}.

�� � ����������� �� ��� ��� α ��� α̂ ���� 
� �����
�� �� ��� ���� ��

� ŵ(k) = (i, j) ∈ �1, n1�× �1, n2� � �1, n1n2� ��� ŵ(k + 1) = (i, j + 1)�

� �� ŵ(k) = (i, j) ��� ŵ(k + 1) = (i+ 1, j)�



�� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

�� ����� 	
��� �� �� �
�� � ���� ������� v−1 
�� v̂−1 
�� �� ���� ��� ��� ������� �������

������� ��	�
�� � �� ���� �� �� ��	� k ∈ �1, n1n2 − 1� �
�� ���� ŵ(k) = (i, j) ∈
�1, n1�× �1, n2� � �1, n1n2� �� ŵ(k+1) = (i, j +1)� �� ��	� � �������	����� ����

(C, τ) ��� ����� � ���
��� ���� F(C) �� ��� ��������� ���� PKronn1,n2 ����������

���� ������ ��������� �����

C =
{((

1, (j j + 1)
)
.B/B, ŵ(k k + 1)ŵ0.B̂/B̂

)}
.

� ��������� �� k ∈ �1, n1n2 − 1� �� �
�� ���� ŵ(k) = (i, j) �� ŵ(k + 1) = (i + 1, j)�
��� ���� (C, τ)� �����

C =
{((

(i i+ 1), 1
)
.B/B, ŵ(k k + 1)ŵ0.B̂/B̂

)}
,

�� �������	������

������ �� �
�� 
���
�� ���� ��� ����� �� ����� � ��������� �� ŵ ���� ����
�� �
���

���
��� � �������� �� ��!� "��� 
�� ��
� ���
��� � #� ���� �� ������� ����� �
���


�� �� �
	� ����$	������% ���	� ���� #� ��� #� ����� 
� ��� &	��#��� 	������ ����

'���
 �� �(!� ��	
�� ��
� �� �
�� 
� ��)�	���� �
�

ι : G/B ↪−→ Ĝ/B̂(τ)

gB �−→ gB̂(τ)

����� B̂(τ)/B̂(τ) = ŵB̂/B̂!� �� 	
� #� 
 ������ ��� ���	��� ����� ���	��#��� ��
� ι
��� � *
���

ι : F�(V1)×F�(V2) ↪−→ F�(V1 ⊗ V2)(
(E1 ⊂ · · · ⊂ En1−1), (F1 ⊂ · · · ⊂ Fn2−1)

) �−→ (H1 ⊂ · · · ⊂ Hn1n2−1)
,

�����

∀k ∈ �1, n1n2−1�, Hk = Hk−1+Ei⊗Fj , ����� (i, j) = ŵ(k) 
�� H0 = {0}, En1 = V1, Fn2 = V2.

"��� �� �
�� � �� 
� ��� �������	��� #������ �� ������	 ��
���
��� �

X̂v̂ = B̂v̂B̂(τ)/B̂(τ)


��

ι(Xv) = ι(BvB/B)

����� ��� ���
� ��
��� C =
{
(v−1B/B, v̂−1B̂/B̂)

}
!� +���% �� #�� 	
���% ����� ������

k0 ∈ �1, n1n2 − 1� ��	� ��
� X̂v̂ �� � ��� ��� B̂ŵ0sα̂k0
ŵ−1B̂(τ)/B̂(τ) = B̂ŵ0sα̂k0

B̂/B̂%

���� �� 
 &	��#��� �
����� � 	�������� ,% 
�� ���	� 
 ������ � Ĝ/B̂ = F�(V1 ⊗ V2)�
-� 
 	���.���	� �� 	
� #� ��������� 
�

X̂v̂ =
{
(H1 ⊂ · · · ⊂ Hn1n2−1) ∈ F�(V1⊗V2) ���� dim

(
Hk0 ∩Vect(ê1, . . . , ên1n2−k0

) ≥ 1
}
.



���� �������	�
� 	
 
�	��� 	���� 	����� ��

���� ��� 	�� 	
�����	�� � X̂v̂ ��

������ 	�{
(H1 ⊂ · · · ⊂ Hn1n2−1) ∈ F�(V1 ⊗ V2) ��	� dim(Hk0 ∩ S) ≥ 1

}
,

�
 ��� ���	�
 ��������� S � V1 ⊗ V2 � ��������� n1n2 − k0�

����� ����	 v =
(
1, (j0 j0+1)

)
= sβj0

����� ŵ(k0) = (i0, j0) �
 ���� i0 ��� ŵ(k0+1) =
(i0, j0 + 1)�� ����

Xsβj0
= Bsβj0

B/B

=
{((

Vect(e1) ⊂ · · · ⊂ Vect(e1, . . . , en1−1)
)
,
(
Vect(f1) ⊂ · · · ⊂ Vect(f1, . . . , fj0−1) ⊂ Fj0

⊂ Vect(f1, . . . , fj0+1) ⊂ · · · ⊂ Vect(f1, . . . , fn2−1)
)) ∈ F�(V1)×F�(V2) ; Fj0 � ��� j0

}
.

�� � ������������ ι(Xsβj0
) �� 	�� ��	 � ��� ���� (H1 ⊂ · · · ⊂ Hn1n2−1) ���� 	��	

	��
� ����	� � �������� Fj0 � ��������� j0 � V2 ��
����� Vect(f1, . . . , fj0−1) ⊂ Fj ⊂
Vect(f1, . . . , fj0+1) ���� �
 ��� k ∈ �1, n1n2� ��

��������� 	� ���� (i, j)�{

Hk = Hk−1 +Vect(e1, . . . , ei)⊗ Fj0  ��� j = j0
Hk = Hk−1 +Vect(e1, . . . , ei)⊗Vect(f1, . . . , fj) �	��
 ���

.

���� � ����
�� 	
�����	� � X̂v̂ ��{
(H1 ⊂ · · · ⊂ Hn1n2−1) ∈ F�(V1 ⊗ V2) ��	� dim(Hk ∩ S) ≥ 1

}
�
 S � ��������� n1n2 − k0  ���� ���� ��	 ��	�
���	 Vect(êŵ(1), . . . , êŵ(k0))� ����

ι(Xsβj0
) ∩ Y =

{
(H1 ⊂ · · · ⊂ Hn1n2−1) ∈ ι(Xsβj0

) ��	� Hk ∩ S �= {0}
}

=
{
(H1 ⊂ · · · ⊂ Hn1n2−1) ∈ ι(Xsβj0

) ��	� Fj0 = Vect(f1, . . . , fj0−1, fj0+1)
}

������ ŵ(k0 + 1) �� (i0, j0 + 1)�� ���� �� � ������	��� ��� 	�� !�����
	 �����	��� �� 	���
��
�"��� �� � ������������ 	�� ���
 (C, τ) �� ����
���� ��� �����  ���#����
��� �� $����
%���&'�


���� ����	 v =
(
(i0 i0 +1), 1

)
= sαi0

� (	 �� ��)����	 	� �������� 	�� 
���� � V1 ���
V2�

����� *���� � �
���
	��� � ŵ �
� 
����� ���� 	� +
���, �� 	�� �
��
 ��	
���  ����

���� � �� 	� 
��
����	� 	�� �
������ 	���
�� �� 	�� ���� ��� ���������	  ��-

������� ������� ��� ��� ���	���
� ������� Ĝ������� ����������
�� ������� τ ��

T � ���� �������
	�� �� 
�� ������	� 
��� 	� 
�� ����� ��
�	��



�� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

k k + 1 ��� i

j j + 1

����� 	 ��

�������� �	�� (C, τ)� ����

C =
{((

1, (j j + 1)
)
.B/B, ŵ(k k + 1)ŵ0.B̂/B̂

)}
.

���� �� ���	� 	 ����
	� �	�� �� ��� �������� ��� PKronn1,n2 � �� ������� n1n2 	�

���	��� �
� ��	�
� ����
���

F(C) =
{
(α, β, γ) ∈ PKronn1,n2 ����

(
ŵ(k k + 1)

)
.γ
∣∣
T
=
(
α, (j j + 1).β

)}
,

�����
(
α, (j j + 1).β

)
	�

(
ŵ(k k + 1)

)
.γ 	�� ����������
� �������� ���� ��	�	����� ��

T 	� T̂ �
��������� �	�� ������	��� �� ��� ����

k

k + 1

��� i

��� i+ 1

��
�� j

����� 	 ��

�������� �	�� (C, τ) ����

C =
{((

(i i+ 1), 1
)
.B/B, ŵ(k k + 1)ŵ0.B̂/B̂

)}
.

�������� ��� ����� 	
��� (
� �

� �

)
����� ��	�� ��� ����
��� ���	 ��� �����
�
	���� ��������

τ : t �−→ (

(
t

1

)
,

(
t2

1

)
)


�� ����������� �� ŵ = (2 3) ∈ S4 � Ŵ � ����� ��� �������� ������������� �
��� 
������

��� �� ��� �������� ������	�



���� �������	�
� 	
 
�	��� 	���� 	����� ��

� ��� ���	 C1 =
{((

(1 2), 1
)
.B/B, ŵ(1 2)ŵ0︸ ︷︷ ︸

=(1 4 3)

.B̂/B̂
)}




� �	� ��	�� ���	 C2 =
{((

(1 2), 1
)
.B/B, ŵ(3 4)ŵ0︸ ︷︷ ︸

=(1 2 4)

.B̂/B̂
)}

�

� �� ��� ������� �� ��� �	�� �	�� ������ ���� ���� �������� ��������� ���	 ����� �����

�� ����
 �� ��� ����������� �	��� ���� �������! "���� #� �	� ������ �� G �� �	�� C �� ��

�	� ���� {(B/B, ûB̂/B̂)}�

�

(
(1 2), 1

)
.C1 =

{(
B/B, (1 2 4).B̂/B̂

)}



�

(
(1 2), 1

)
.C2 =

{(
B/B, (1 4 3).B̂/B̂

)}
�

$	�� �� ��� �	�� �	��� û ������ #� � ŵŵ0
 ��� � ŵ �����! ���� �� �������� �����%�

&����
 �	��'� �� ����� �����
 �	��� ��� �%��"��� !��� ��� ��� ����� ( F(C1) ��� F(C2)
( �� �	� )�����'�� ���� PKron2,2 �	��	 ������� ���� ���#�� ���"���� $	� �*������� ��

�	� ��#�"���� �"����� #� �	��� ����� ��
{
(α, β, γ) ���� |α| = |β| = |γ|, �(α) ≤ 2, �(β) ≤

2, �(γ) ≤ 4
}

��� ���� �� ������

�

{
α1 = γ1 + γ4
β1 = γ1 + γ2

��� F(C1)


�

{
α1 = γ2 + γ3
β1 = γ1 + γ2

��� F(C2)�

+� ��� �� �������� ��� �������� !��� � ������� ���� �� ���*�������� ������#��! �	� ����

F(C1) ������ �	� "������� ������ �"��� �� ��������� ��{
γ2 ≥ γ3 ≥ γ4
γ1 − γ2 ≥ γ3 − γ4 .

+� ��� �	�� ������ �	�� �	�� ���� �� � ���"������ ����� � �� �������� ����������! �� ����

�	�� �	� "������� ���*�������� ��� ��� �������� �	��� �����! �	�� γ �� ��������� � �	� ����

�� � ���� �#������ #� �	� �	����� �� ,������ ��� -����.�
 �	�� ������� ���� �� ���*��������

����� �� ���� �%����� #� γ1 ≥ γ2 ≥ · · · ≥ γn1n2 �

����� ����	 
��� ����� �

+� ������ �%����� �	� ���� ��������! �� �� �	� ������ ����
 ��� '��" �	� ���� ����������

+� ������ 	��� �	�� �Φ(v−1) = 2
 ���� v−1 = sαsβ 
 ��� α ��� β �������� ���"�� ����� �� G�

� sα ��� sβ �������
 ��� �	�� 	�� Φ(v−1) = {−α,−β}� � ���
 Φ(v−1) = {−α,−α−β}�
/�������! �� �	� ��0����� "����#������� �	��� ��� ��� α ��� β
 �� �	�� 	��� ����� ��0�����

��"�� ��� Φ(v−1)�

1� Φ(v−1) = {εi+1 − εi, ηj+1 − ηj}
 ���	 i ∈ �1, n1 − 1�
 j ∈ �1, n2 − 1�




�� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

�� Φ(v−1) = {εi+1 − εi, εj+1 − εj}� ���	 i, j ∈ �1, n1 − 1� 
�� |i− j| ≥ 2�

� Φ(v−1) = {ηi+1 − ηi, ηj+1 − ηj}� ���	 i, j ∈ �1, n1 − 1� 
�� |i− j| ≥ 2�

�� Φ(v−1) = {εi+1 − εi, εi+2 − εi}� ���	 i ∈ �1, n1 − 2��

�� Φ(v−1) = {εi+2 − εi+1, εi+2 − εi}� ���	 i ∈ �1, n1 − 2��

�� Φ(v−1) = {ηi+1 − ηi, ηi+2 − ηi}� ���	 i ∈ �1, n2 − 2��

�� Φ(v−1) = {ηi+2 − ηi+1, ηi+2 − ηi}� ���	 i ∈ �1, n2 − 2��

�	�� �� ���� 
��� 	
�� ((v̂ŵ)∨)−1 = sα̂sβ̂ � ��� α̂� β̂ ������ ����� �� Ĝ� �� ������� �	��

������ �	��� ����� �� Φ̂
(
((v̂ŵ)∨)−1

)
 

!
" Φ̂
(
((v̂ŵ)∨)−1

)
= {ε̂k+1− ε̂k, ε̂k′+1− ε̂k′}� ���	 k, k′ ∈ �1, n1n2−1� 
�� |k−k′| ≥ 2�

!�" Φ̂
(
((v̂ŵ)∨)−1

)
= {ε̂k+1 − ε̂k, ε̂k+2 − ε̂k}� ���	 k ∈ �1, n1n2 − 2��

!#" Φ̂
(
((v̂ŵ)∨)−1

)
= {ε̂k+2 − ε̂k+1, ε̂k+2 − ε̂k}� ���	 k ∈ �1, n1n2 − 2��

��� $�
��� ���� �� �	� #
��� % �� � 
�� #���
����� ���	 ���� �� �	� #
��� !
" �� !#"� 
��

���� &��� ' 
� �� (
�
&�
�	 ���� ' #��$&��
����� !#��#�����& ŵ" ��������& v−1 
�� v̂−1

�	�#	 ������ �	� #�������� ���� (���������� ����� ����� �������& �	��� �	�#	 
�� ���

�������� ��� 
 ŵ #����& ���� 
 �����
��� ��&��
�� Ĝ)��&��
� ���)�
�
����� ���&����

!���� #����& ���� 
� 
������� �
���*"� �� ���
�� �	� ��������& 

��������	
�� �� !#�����������& �� #
��� % 
�� !
"" 

�	��� �*��� k, k′ ∈ �1, n1n2 − 1� ��#	 �	
� |k − k′| ≥ 2 
��⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ŵ(k) = (i, j)
ŵ(k + 1) = (i+ 1, j)
ŵ(k′) = (i′, j′)
ŵ(k′ + 1) = (i′, j′ + 1)

.

+� #���������� �� �	� ��������& ����
���� �� �	� ����� �
���* 

k′ k′ + 1 ��� i′

j′ j′ + 1

k

k + 1

��� i

��� i+ 1

j

!k, k + 1, k′, k′ + 1 �
������ ������#�"



���� �������	�
� 	
 
�	��� 	���� 	����� ��

���� ���	�


v−1 =
(
(i i+ 1), (j′ j′ + 1)

)
�� v̂−1 = ŵ(k k + 1)(k′ k′ + 1)ŵ0

����� |k − k′| ≥ 2��

��������	
�� �� ����	� � �� ����


��	�	 	���� k, k′ ∈ �1, n1n2 − 1� ���� ���� |k − k′| ≥ 2 ��

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ŵ(k) = (i, j)
ŵ(k + 1) = (i+ 1, j)
ŵ(k′) = (i′, j′)
ŵ(k′ + 1) = (i′ + 1, j′)

,

���� |i− i′| ≥ 2� �� ����	����� �� ��	 ��������� ��������� �� ��	 ��	� ������


k

k + 1

��� i

��� i+ 1

������ j

k′

k′ + 1

��� i′

��� i′ + 1

������ j′
�k, k + 1, k′, k′ + 1 �������	 ��������

��������	 ��������

���� ���	�

v−1 =
(
(i i+ 1)(i′ i′ + 1), 1

)
�� v̂−1 = ŵ(k k + 1)(k′ k′ + 1)ŵ0

����� |i− i′|, |k − k′| ≥ 2��

��������	
�� �� ����	� � �� ����


��	�	 	����� k ∈ �1, n1n2 − 2� ���� ����

{
ŵ(k) = (i, j)
ŵ({k + 1, k + 2}) = {(i+ 1, j), (i, j + 1)} .

�� ����	����� �� ��� � �	� �� ��������� �� ��	 ��	� ������




�� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

k k + 1

k + 2

��� i

��� i+ 1

j j + 1

k k + 2

k + 1

��� i

��� i+ 1

j j + 1

��� 	
�� ����

v−1 =
(
(i i+ 1), (j j + 1)

)
��� v̂−1 = ŵ(k k + 1)(k + 1 k + 2)︸ ︷︷ ︸

=(k k+1 k+2)

ŵ0.

��������	
�� �� ������ � ��� �����

�
��� ����	� k ∈ �1, n1n2 − 2� ���
 	
�	{
ŵ({k, k + 1}) = {(i, j + 1), (i+ 1, j)}
ŵ(k + 2) = (i+ 1, j + 1)

.

�	 ����������� 	� 	�� 	���� �� ��	��	��� �� 	
� ����� ��	����

k + 2

k

k + 1

��� i

��� i+ 1

j j + 1

k + 2

k + 1

k

��� i

��� i+ 1

j j + 1

��� 	
�� ����

v−1 =
(
(i i+ 1), (j j + 1)

)
��� v̂−1 = ŵ(k + 1 k + 2)(k k + 1)︸ ︷︷ ︸

=(k k+2 k+1)

ŵ0.

��������	
�� �� ������ � ��� ��� �� 	
� ��� 
��� ��� ! ��� ��� �� 	
� �	
����

�
��� ����	� k ∈ �1, n1n2 − 2� ���
 	
�	⎧⎨
⎩

ŵ(k) = (i, j)
ŵ(k + 1) = (i+ 1, j)
ŵ(k + 2) = (i+ 2, j)

.

�	 ����������� 	� 	
� ��""���� ��	��	��� �� 	
� ����� ��	����



���� �������	�
� 	
 
�	��� 	���� 	����� ��

k

k + 1

k + 2

��� i

��� i+ 1

��� i+ 2

�����	 j


	� ��� ��	��������	 ����� ��� ������	� ����� (v−1, v̂−1)�

v−1 =
(
(i i+ 1 i+ 2), 1

)
�	� v̂−1 = ŵ(k k + 1 k + 2)ŵ0,

�	�

v−1 =
(
(i i+ 2 i+ 1), 1

)
�	� v̂−1 = ŵ(k k + 2 k + 1)ŵ0.

���������� �� ��	��������	� �� �	� �� ��� ��� � ����	������ ��	��������	� �	

��� �� ����� �� �� ���� �	� �����	� ��� ����	��� !��� ��� ���	������ ��	���"

�����	� ���� #� ��	���� �����������$ #$ #� �	� �� !�$ ���� ���� � ���� (v−1, v̂−1) %��

���& �	 �� ���� �� ��	��������	 ��' �	 ��� �� ����� �� V1 �	� V2 ��� ����	��� (	

���� �����& v̂−1 ���� 	�� ��	�� �	� ) ��� �	���	�� ) v−1 =
(
(i i+ 1)(i′ i′ + 1), 1

)
%���

��	��������	 ��' #������ v−1 =
(
1, (j j + 1)(j′ j′ + 1)

)
%��� ��	��������	 #�' 

������� ��	�
�� ��� τ �� � �������	
 ������
 Ĝ������� ����������	�� ������ ��
T � ��	

C =
{
(v−1B/B, v̂−1B̂/B̂)

}
,

��	� v−1 ��� v̂−1 ������ ���� ��� �� 	�� �������	���� �� 	� �� �� ��� �� 	���� 	�����

����� �������	����� ���� 	�� ���� (C, τ) �� �������	 ���
 �� � ����������
 ����� � ����
� ��	 ����������� ������ ��� �������� ������ 	� ���� � �� 	��  �����!�� ���� PKronn1,n2

����� ���	���� ���� �����	 �	���� 	������"

F(C) = {(α, β, γ) ∈ PKronn1,n2 ��	� (v̂−1ŵ0).γ
∣∣
T
= v−1.(α, β)

}
.

������ ��	�
�� �� �� �����	 �
� ��� ������������

k

k + 1

k + 2

��� i

��� i+ 1

��� i+ 2

������ j

k k + 1 k + 2 ��� i

j j + 1 j + 2



��� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

� �� ��� �	
 ����
� �� 
� ��� �	
 ����
�� 
��	 ���
 ��� � � ������ ���
�
� � ������

����� � �
 ���� �

 ���
� ��� ��������	 ������ �	�� � �	 ��!� ������ �� ��

� ���


��� ���
�
� ���
� �� PKronn1,n2 �

�������� �	
 �
 �����
� "	
��
� ��#��$ �� �	
 ���
 ���
� �����%

(
� �

� �

)
�� �

��������	 ��#��& �
 �
�� ��� 
� ������ �����' � (�!� ����� (� �� � (�!� ��)

��� *� �� +
 �+�
��
�& �	��	 ���
 �
��
����
�,

C3 =
{((

(1 2), (1 2)
)
.B/B, ŵ(1 2 3)ŵ0︸ ︷︷ ︸

=(1 4 3 2)

.B̂/B̂
)}

��

C4 =
{((

(1 2), (1 2)
)
.B/B, ŵ(2 4 3)ŵ0︸ ︷︷ ︸

=(1 2 3 4)

.B̂/B̂
)}
.

-�
 ���� �
 �� �������
 �	
�
 C.�'

�
(
(1 2), (1 2)

)
.C3 =

{(
B/B, (2 4).B̂/B̂

)}
&

�
(
(1 2), (1 2)

)
.C4 =

{(
B/B, (1 3).B̂/B̂

)}
�

"	
 
/ ����� �
!�� �	
 � +����
� ���
� +, �	
 ����
������ ���
� � �����+�,

�
� �
� �� 0
�� � F(C3) �� F(C4) �� �	
 1��
�2
� ��
 PKron2,2 ��
 �
��
����
�,'{
α1 = γ1 + γ4
β1 = γ2 + γ4

��

{
α1 = γ2 + γ3
β1 = γ2 + γ4

.

-
 �� �	
 �	
�2 �	�� F(C3) �� F(C4) ��
 ��

� �� �
� �
� �� 0
��'(
(5, 5), (5, 5), (3, 3, 2, 2)

) ∈ F(C3)∩F(C4) ��� �� �
���, � �)���+�
 ������ ���+�
 �����
��

3 � � ����& F(C3) �� F(C4) ��
 
/ ��' �	
 
/ ����� �� �	
 � +����
 �	�� �	
, ���

�� +
 �
�����
 �� ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

γ1 = γ2
γ3 = γ4
α1 = γ1 + γ3
β1 = γ1 + γ3

.

4� �
 	��
 ��� ���, �� � ��, �
 ���
 �� PKron2,2& �	��	 �� �� �
� ��� �� ������

��, ������ ���+�
 �����
��

��� ������	
��� 
� 	�� �	� �� ��� �×�� �×�� 	�� �×�
����� ��� ��	
� �����
� �� ���
 �×�
5�� � ������& �
� ���& Ĝ)�
� ��� �
)�����
�
� � +��� � τ �� T & �	
�
 ��
 ��, ���

�����+�
 ���
� ������
� ���
� �,�
� �� �������
 ������
�� � �	�� ���
'(
� �

� �

)
��

(
� �

� �

)
,



���� �������	�
� 	
 ��� ���� 
� ��� �×�� �×�� ��� �×� ���

��������	
�	�  ��� �	���	��  ������������ �� ��� �	����������� ���������

τ1 : t �→ (

(
t2

1

)
,

(
t

1

)
) �	
 τ2 : t �→ (

(
t

1

)
,

(
t2

1

)
),

����� �� ���� ���� 	�� �	 
�	��� �� τ1 = (2, 0|1, 0) �	
 τ2 = (1, 0|2, 0)� ���� �	� ��
����� ��
�� �������� ����� �	� ���� �� PKron2,2� ���� �� ���� ���� ��

������� ����	� ����
��� ������ �� ��	���� �	
  ����!� "���� #������ $�%��%&� #��� ��� ������������ ����	 ��

C
(1)
0 =

{(
B/B, (1 4)(2 3)B̂/B̂

)}
�	


C
(2)
0 =

{(
B/B, (1 4)B̂/B̂

)}
.

#��	 #������� $�%��' �	
 $�%��( �	���� �� �� )	
 ����� ����� "��� ����� ����	� ���� ���

)��� ��
�� �����* ���� �� 
�	���
 ���� �	 �*��	�	� (1) �	
 ��� ������ ���� �	 �*��	�	�
(2)&� +���� ����	� ����� �� ���� �� ��� ���� ���� �	��������� ��� ��	�����	� C,� �� ��

�
 �	 ��� �������� �*������- ���� ���� ��� ���� ��� ����

{
(B/B, ûB̂/B̂)

}
���� û ∈ Ŵ �

".� ������ �� ����� /���� $�0�1 ���	 ��� ����� ��� �����������	�&�

#������ $�%��' ������
 �� ��� )��� �������� ��
�� �����* ����� ��� �����������	� ������

����

C
(1)
1 =

{(
B/B, (1 4 2 3)B̂/B̂

)}
,

C
(1)
2 =

{(
B/B, (1 3 2 4)B̂/B̂

)}
.

#������ $�%��( ����� ��� 
���	�	� �	��� ����

C
(1)
3 =

{(
B/B, (2 4 3)B̂/B̂

)}
,

C
(1)
4 =

{(
B/B, (1 2 3)B̂/B̂

)}
.

/�� �� 
� ��� ���� ��� ��� ����	
 �������� ��
�� �����* "�� �� �������� ���� �� 
�
 �	

��� �*������ �� ��� �������� ������	&� +��� #������ $�%��'-

C
(2)
1 =

{(
B/B, (1 2 4)B̂/B̂

)}
,

C
(2)
2 =

{(
B/B, (1 4 3)B̂/B̂

)}
.

2	
 ���� #������ $�%��(-

C
(2)
3 =

{(
B/B, (2 4)B̂/B̂

)}
,

C
(2)
4 =

{(
B/B, (1 3)B̂/B̂

)}
.

#���� �*������ ���	� ������ �� �� ���	 	�� 
�3���� �� ���4 �	 
������ �� ����� ��������

	�	�������� ���� "���� ����� ����	� ���� #������ $�%��(&� +��� �� )	
 �� ���� ����� ����


���	�	� ����� �������� 
�)	� ��� ��� ���� 	�	�������� �	
 	�	�5��� ���� �� PKron2,2�



��� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

�� ���	
�� �� �������� 	�
{
(α, β, γ) ���� |α| = |β| = |γ|, �(α) ≤ 2, �(β) ≤ 2, �(γ) ≤ 4

}
������� �� ��� ���� �� �� �	��	���� ������	���

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

γ1 = γ2
γ3 = γ4
α1 = γ1 + γ3
β1 = γ1 + γ3

.

�� �	���� �� ��� ��� �	��� � ��� �������� ���  �!!� "����# 
�����
 ����� 	� PKron2,2
��� �	����� 	��� ������ �
������ ��
��� � 	��
� ��
� ��
���� $�	��� ��� �� ���

���	 �	��� � �	�%
�����
 ���� �	�������� 	��� ��!	�� ������ �
������

����� ��� ��	
� �����
� �� ���
 �×�

 �� �� �	 �&����� �� �� �� �
���	�� ����� '��� 	
��
 !��
���� �
� �	������ �
��

⎛
⎝� �

� �

� �

⎞
⎠ ,

⎛
⎝� �

� �

� �

⎞
⎠ ,

⎛
⎝� �

� �

� �

⎞
⎠ ,

⎛
⎝� �

� �

� �

⎞
⎠ , ���

⎛
⎝� �

� �

� �

⎞
⎠ .

(� ��!��
 ��! �� ��� 	
��
 �
	! � �	 ) ��� ���� ���	�� ���	
������ �	!� �	������

�	

���	����� 	��%��
�!���
 ����
	����

τ1 = (4, 2, 0|1, 0), τ2 = (2, 1, 0|3, 0), τ3 = (4, 1, 0|2, 0), τ4 = (4, 3, 0|2, 0), τ5 = (4, 2, 0|3, 0).

(� ��� ��� ) �������� ����� ����

C
(1)
0 =

{(
B/B, (1 6)(2 5)(3 4)B̂/B̂

)}
,

C
(2)
0 =

{(
B/B, (1 6)(2 4 5 3)B̂/B̂

)}
,

C
(3)
0 =

{(
B/B, (1 6)(2 4 3 5)B̂/B̂

)}
,

C
(4)
0 =

{(
B/B, (1 6)(2 5 3 4)B̂/B̂

)}
,

C
(5)
0 =

{(
B/B, (1 6)(2 4)(3 5)B̂/B̂

)}
.

*�	
�! "�+��, ��
��
!	
� ����� �) ����%�	��
��� ���
�� ����� �� �	
!����� ��! ��
�
����� C ��

{
(B/B, ûB̂/B̂)

}
� �� ���� �� �� �	��	���� ����� �� ���� 	� ���!���� û 	�%



���� �������	�
� 	
 ��� ���� 
� ��� �×�� �×�� ��� �×� ���

�����	
 ������� ��� �� ���� �� �� ��������� C ��� ��� �����

���� �� C ������� û 	
�
�	 C

C
(1)
1 (1 5 2 6)

C
(1)
2 (1 5)(2 6)(3 4)

C
(1)
3 (1 6 2 5)

C
(2)
1 (1 6)(3 4 5)

C
(2)
2 (1 6 3 2 4 5)

C
(2)
3 (1 4 5 3 2 6)

C
(2)
4 (1 6)(2 4 3)

C
(3)
1 (1 5 2 3 6)

C
(3)
2 (1 4 3 5 2 6)

C
(3)
3 (1 6)(2 4 5)

C
(4)
1 (1 6)(2 5 3)

C
(4)
2 (1 6 3 4 2 5)

C
(4)
3 (1 6 2 5 4)

C
(5)
1 (1 6)(3 5)

C
(5)
2 (1 6)(2 4)

��� ������� ������� �� �������� ������� ���������� ��	����� ���� ��� ��	�� ������
�� �����	���	 ������������� ����� ������ ������  ����! ����� ���� "� 	������� �����

������� �� �� ���� #��	 �� �����$

���� �� C ������� û 	
�
�	 C

C
(1)
4 (1 5 2 6 3)

C
(1)
5 (1 3 4 5)(2 6)

C
(1)
6 (1 5)(2 6 4 3),

C
(1)
7 (1 4 6 2 5)

C
(2)
5 (1 4 5 3 6)

C
(2)
6 (1 2 6)(3 4 5)

C
(2)
7 (1 6 5)(2 4 3)

C
(2)
8 (1 6 3 2 4)

C
(3)
4 (1 5)(2 4 6)

C
(3)
5 (1 5 2)(3 6)

C
(3)
6 (1 4 6 2 3 5)

C
(3)
7 (1 3 6)(2 5)

C
(3)
8 (1 5 2 3 4 6)

C
(4)
4 (1 6 2 5 4 3)

C
(4)
5 (1 6 4)(2 5)

C
(4)
6 (1 5 3)(2 6)

C
(4)
7 (1 5)(2 6 4)

C
(4)
8 (1 4)(2 5 6)

C
(5)
3 (1 5 6 2 4)

C
(5)
4 (1 5 3 6 2)



��� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

�� �� �	��
 	��� �� �� �� �	��	�� �	��� ������ ����� ��� �������� �������������

�� �� �	�� ���	� �� �	�� ����� ���� �	��� ���� �� C
(2)
5 � C

(2)
6 � C

(2)
7 � C

(2)
8 � C

(3)
7 � C

(3)
8 �

C
(4)
4 � �� C

(4)
5 �  �� �� ���� ��� �!������� ��� C

(2)
5 �� C

(2)
6 � �	� �"������ ����� �	�

��������� ��
{
(α, β, γ) ���� |α| = |β| = |γ|, �(α) ≤ 3, �(β) ≤ 2, �(γ) ≤ 6

}
�����

������������ �� F(C(2)
5 ) �� F(C(2)

6 ) ��� ������������⎧⎨
⎩

α1 = γ1 + γ5
α2 = γ2 + γ6
β1 = γ1 + γ2 + γ3

��

⎧⎨
⎩

α1 = γ1 + γ6
α2 = γ2 + γ4
β1 = γ1 + γ2 + γ3

.

#� �� ��� ������ ����� �	��
(
(4, 3, 2), (8, 1), (4, 3, 1, 1)

)
������ �� F(C(2)

5 )� �	�����(
(4, 3, 1), (7, 1), (4, 2, 1, 1)

)
�� � F(C(2)

6 )� $	�� ���� �	��� ����� ����� ���	 ���� ������
(α, β, γ) �� ��������� �	��	 �� ���	 �	�� ���	�� α �� β ��� ������� %����� �	�� �	� �����
�� α ��� �������� �������� �� ��� �	��� �� β&� �� γ �� ������� %��
�����&� � �	����� ����
'(����) %$	����� �*& ������ �	�� �	��� ��� ������ ����� ��� � ���� �������������
+��������  ���� ,�*�� ������ �	�� �	� ��� %�	�� �������& ����� ��� �������� $	�� ��
��������� ������� �	�� ���� ���� �	� ���� -��������� .�� �������� � �	� ����
����� �� �	� ����� �����! ����� *� /��� �	�� 
�� �� ���������� �� ����� ����
��� ��0���� ������� ����� �� PKronn1,n2 %�� (����
 ,�1��2&�

 ���� ,�*�� ����	������ ������ �	�� ��� �	� ������� ����� ����������� �� �	� *3
������������ ����� �	�� �� �������� ��� �������� ��������  ��
�� � ���� ������� ��
�	� �* ��	�� ������ ������ �	��	 ��� �� ������������� �� �� ��� �	�� �	�� � ����
���� ��� ��� ������� ��������� ����� �� PKron3,2 ������� ������ ������ �������� �	�
�"������ �� �	� ��������� �	�� �	�� ������������ ��� ���

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

γ1 = γ2
γ3 = γ4
γ5 = γ6
α1 = α2 = γ1 + γ3
β1 = γ1 + γ3 + γ5

��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ1 = γ2
γ3 = γ4
γ5 = γ6
α1 = 2γ1
α2 = γ3 + γ5
β1 = γ1 + γ3 + γ5

.

� ����� �� �	� ������� *1 �� ������� ����� �� PKron3,2 �	��	 ����� ��� ������
�������� �	����� 4 ��	��� ���� ������� 
��� #� ���� ��� * ��	�� ��������� ������
������� ��� ������ ������ ��������

����� ��� ��	
� �����
� �� ���
 �×�
5�� �	�� ���� �	� ������ ���� �� ������ ���	 ������� �	��� ��� 1, �������� �����
�������� %���� 1, ����� �� �������� ��������& �� ��6� 1×1� 7� � ����"���� �� �� ��
����� ��� �� �	�� 	���� ��� �	�� �� �� ���� � 7�����! 7� ���� ���	 �	� ����� ��
������������ �� ������ ����� �	�� ���	 ��������� 5���� +����� �� 8����9�:� �	�����
������ 1, �������� ����� �� PKron3,3 ���	 �	�� 1, �������� ��������� ;�� �	� �� �� ���




���� � ����	
�� �� ���
����	
��� � 	� � ���

�� ���	�
� 	� ����� 	������� �� ��� ��	� ������ ������ ����� ��� ��

��������� �	����
���� ��� ����
	� �	��� ����	����� ��
 ��	!
� ����
��� "�������� ������ �����# 	���
$�$ ����	�� �	��� �� ����� ���� $�$ �	��� �� PKron3,3 % �����!
 ��������
	� 	�� ���
������	��
 �	������ �������� % ����	����� ��
 	
��� ��	!
� ����
��� &���������� ��	�
�	������ �� ��� ��� �������� �	���� �� �	� ���� ��	� ��� �� ����� ����	�� �	��� 	��
�� �	�� ��

���������� '� ���
� !� �� ������ �����!
� �� ����( ������� ���� �� ����� !�� ��
�� �	� ��� ������� �� �� �� �����

)�� �� ��������
��� ���� ��� ���	�
�� �*	�
� �� 	 ��� �	�� �� PKron3,3 ��	� �� �	�
�!�	�� ���� ��� ����
��+ 
��( 	� ��� ����� 	���*⎛

⎝� � �

� � 	

� � 


⎞
⎠

����� ��� ����	��� ��� ��� ����	��� ����
	�� Ĝ�����
	� �����	�	���� ��!����� τ =
(4, 1, 0|7, 5, 0) �� T � ������ �����# ��

� �� ��	� ��� �	�� ����

C =
{(
B/B, (1 9 4 2 6)(5 8)B̂/B̂

)}
�� ����	�� ,�� ���� ��� 	 &������	���� -� �� ��� ����� ��
�� �� ��� 	���*.� /��
�� �	� ������ ��� �0�	����� �� ��� ��!��	�� ��	���� ! F(C) �� {(α, β, γ) ���� |α| =
|β| = |γ|, �(α) ≤ 3, �(β) ≤ 3, �(γ) ≤ 9

}
+

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

α1 = γ4 + γ6 + γ7
α2 = γ1 + γ2 + γ8
β1 = γ1 + γ3 + γ4
β2 = γ2 + γ5 + γ6

.

���� ��� �	� ������ ��	�
(
(6, 5, 4), (7, 6, 2), (3, 26)

) ∈ F(C)� /� 	 �����0����� ������
�$ ��� 12����3 	������ ��	� ��� �	�� (C, τ) �� ��

���������� 	�� F(C) �� ������ 	 ����
	�
�	�� �� PKron3,3 ����	����� ��
 ��	!
� ����
���

��� � ����	
�� �� �������	
��� �� 	� ��

/ �	���	
 0������� �� 	�( 	���� ������ �����# �� ��� ��

������

�������� 	
 4�� C �!�	���� ��� 	 &������	���� !������ /� 	�� -�� �� ��� �	�� F(C)
����
	�5

/�������� �� ��	� �� �*�
	���� �	�
��� ����� 	� ��� ��� �� 6������ ��$� �� �� �0���	
���
�� ��� ��

����� 0��������



��� ������� �	 ��
����
� 
� ������ ������

�������� 	
 ��� ��� 	
��� (C, τ) ��
���� ��� ������
���� �� � �� ������������

�� ���	�� �������� ����� ��  ���
 �!"!�# �� �� �$���
���� �� ��
� ����%�&'

(� ��� 	������ �%
�	���� �� ������ ��
� ��� �
��� ��
���� ��� ������
���� ��

�� �� ���� �����
� ����� ����! )� ��� ����
��� ���� ����� ��� ������
���� ��

�� *� ���� ����� �����
�! +�� ��
� ��� �%
�	��� ��
� �� ��������� ���� � ��
��

� ������ 
 ������
��� ,�! ,�� �� ����� ���� �� ��
� ���� ������
��� �����

���
�� �����
��� � ������
��� ��!

�������� �
 (� �� ���� ��
� 
 ����
�� 	
�� (C, τ) ����� ��� -����� �!"!�. ��

������������ �� 
�� ��� �� �� ���� ��� 
 ������
��� ��� ,�� � ��'

� ���� ���	 � 
����� ���� $������ ���� �� � ������� ��� ������� ��/

�������� �
 (� ��� 
����� � 0������ # ����	������ ��� (n1, n2)'



������� �

����� �����	 
� ��� �������� ����

�� � ���� �	 
�� ���	���� �	� PKronn1,n2 �� ���	 � 
����� (α, β, γ) ∈ PKronn1,n2

��� 
��
 gα,β,γ = 0� ��� ����
�	� �� ��� 
������ �������	�� 
� 
�� ��
 
��
 
��
���	���� �����	
� �� 	�
 ���� 
�� ��
���
��	 ������
�� �	� 
�� ������� �� �	����
�
�	��	� 
���� ������ �� �	 �����
�	
 �	� �����
 �	��  	 
��� ���
�� �� ���� �
 
��
�������	� N∗(α, β, γ) ��� ��� � ���� (α, β, γ)� �	� ���� �������� �
 
�� ��
 Λ(α, β, γ) =
{d ∈ N∗ ��
� gdα,dβ,dγ �= 0}� !	� �	 	�
�� 
��
 �	 ���
 �������� 
��� ��
 �� �� 
�� ����
d0N

∗ "��� � ����
��� �	
���� d0#� �	� �� ����� �	 
�� $��
 ��
��	 
��
� ��� �����
 �
����

������� �
 �� ������ 
�� ���� %����
������ 
��� �����
 �� 	�
 
��� �� 
�� 
����� �� 	�
 �����

�
����& 
���� �� � ������ �� ��	
����������� ��� 
� ����	��!�����	��'���� �	 (�!')*+�
��������� �� �
��� �	 ��
���� 
���� �	��	 ��	
����������� �	 ����� 
� 
�� 
� ������
�

���� ���� �� ���� 	�
 ��	���� 
��� ����

��� �����	 �	
��� 	�����

 
 �� �� ����� ������� 
��
 � �
���� 
����� �� ���
�
��	� �� �����
 �
����� ��	� �� ����
������	�� 
��
 �	� �
���� 
����� (α, β, γ) ����$��& ��� ��� ����
��� �	
���� d� gdα,dβ,dγ = 1
"����� 
��
 
�� ��$	�
��	 �� �����
 �
���� �� 
�� ���� �	��
��	 ��
� ≤ 1#� ��
 �	� �	
������ ��� 
��
 
�� �	����� �� 	�
 
���& 
���� ����
 �����
 �
���� 
������ ���� ��� 	�

�
�����

�������� ,�� α = β = γ = (1, 1) �	� ��� d ∈ N∗�

gdα,dβ,dγ =

{
0 �� d �� ���
1 �� d �� ���	

.

-� (α, β, γ) �� �����
 �
����� ��
 	�
 �
�����

.� �	 	�
��� �	 
�� �������� �������� 
��
 Λ
(
(1, 1), (1, 1), (1, 1)

)
= 2N∗ �� � �����

������ ���	 � �����	���� /���
��	 
� ��� ����� ��& �� Λ(α, β, γ) ������ �� 
��� ���� ���
�����
 �
���� 
������0 1	� ��� �	� 
�����0

2)3



��� ������� �	 �
��� ����� �� ��� ��������� ����

������ ��	�	� ��� ��	�
�
�	�	�� � 	�� �
�����
 �������	� �� ��������� � ������
� ���	��� � ���� ������� ���� 	��	 	�� �
�����
 �����
��

{
(α, β, γ) ��	� gα,β,γ �= 0

}
�� ������ � �����
��� �� �� ���� ���
�� ��	 �	 ��� ��� � �����	�� �	
���
 �����������
�� �� �� gα,β,γ �= 0� gλ+α,μ+β,ν+γ ≥ gλ,μ,ν �
 ��� 	
���� (λ, μ, ν)�  ������ gα,β,γ =
dimH0(X,L)G ��� gλ,μ,ν = dimH0(X,M)G �
 ��� 
����	�!� �
�� G ��	��� � ���
�
"��	�!� !�
��	� X ��� ��� G#�����
���� ���� ������� L ��� M � X� ����� ��
gα,β,γ �= 0� 	��
� �$��	� � ��#%�
 G#��!�
���	 ���	�� σ � L� &�� 	���� �� (τ1, . . . , τr)
�� � ����� � H0(X,M)G� 	��� (σ ⊗ τ1, . . . , σ ⊗ τr) �� � �����
�� ����������	 ������ ��
H0(X,L ⊗M)G� '���� dimH0(X,L ⊗M)G ≥ dimH0(X,M)G�

������ ��	�
� & �	
����	�
��
� ���������� � 	�� �
�!��� 
���
� �� 	��	 	�� ��#
������ (gdα,dβ,dγ)d∈N∗ �� ��#���
������ ���� gα,β,γ �= 0� (�
	��
�
�� �� d0 ∈ Λ(α, β, γ)�
	��� d0N

∗ ⊂ Λ(α, β, γ)�

������ ��	��� ��� (α, β, γ) �� �� ���	
� 
����� ����� 	� ������	�
� ���� ����� ���
�


d0 ∈ N∗ 
��� ����� �	� ��� d ∈ N∗�

d ∈ Λ(α, β, γ) ⇐⇒ d0|d
��		�� )�	 d0 = min{d ∈ N∗ ��	� gdα,dβ,dγ �= 0}� ��� ���	 	��	� �� d �� � ���	���� � d0�
gdα,dβ,dγ �= 0 ��� ��
���� ���� �$������� �� *���
� +���,� -� �� �
!� 	�� ��!�
���
-� ��� �� ���
� �
�	� gα,β,γ = dimH0(X,L)G� ��	� � �
���	 � .�� !�
��	��� X �
����� ��	� � 
����	�!� �
�� G ��� � G#�����
���� ���� ������ L � X� �����

∀d ∈ N∗, gdα,dβ,dγ = dimH0(X,L⊗d)G

/
�!�
� X ��� �� 	���� � 	��	 L �� �� ����� ���� �������  � 	��	 ����� 	�� ���� ������
L �� �!�� !�
� ����� 0��� ���� 12
��34� 5
���	�� ��3��6� &� � �����������

S =
⊕
d≥0

H0(X,L⊗d)

�� ��	��
���� ������ �� 1'�
++4� 7���	�
   � 8$�
���� 9��30�6� ���� �� d ∈ N∗ ����� ��
� ���	���� � d0� ���� d = d0q + r ��	� q ∈ N ��� 0 < r < d0� 2� ��	
����	��� ��	
�� ������ 	��	 gdα,dβ,dγ �= 0� ���� H0(X,L⊗d)G �= {0}� 7�����
 σ ∈ H0(X,L⊗d)G \ {0}�
 ���������	��� ����� gd0α,d0β,d0γ �= 0� �� ��� ��� 	��� σ0 ∈ H0(X,L⊗d0)G \ {0}� ����
	��
� �$��	� c ∈ C ���� 	��	� (

σ

σ⊗q
0

)d0

− cσ⊗r
0 = 0.

 ������ σ⊗d0/(σ⊗qd0
0 ⊗ σ⊗r

0 ) ∈ C� ����� d0q + r = d ��� σ⊗d0 ��� σ⊗d
0 �
� �	� ��

H0(X,L⊗dd0)G� ����� �� � �������� �� ���� σ/σ⊗q
0 �� � 
	 � T d0 − cσ⊗r

0 ∈ S[T ]� �

��� c ∈ C� &�� 	���

σ

σ⊗q
0

∈ S

����� S �� ��	��
���� ������ '���� σ/σ⊗q
0 ∈ H0(X,L⊗r)G \ {0}� ���� �� � ��	
����	��

������� r < d0�



���� �����	 �	�
�� 	����� ���

��� �� �	
�� ���� ��� ����	��� ����� ��� ��� �� ���� �� � �	���� ����������� �� ���
����� �� ����� ������� 	� ������ ! 	� ����� ���" ��� #��� �����"��� 	� $�����" %�

������ ��	�
� $�	� ����� ���� ��� ��� ��� ��& ��	�� �� ����	�	���! $�����" '�( 	�
�%)*�� &	��� ���� g(6,6),(7,5),(6,4,2) = 0 �������+ ��� � d ≥ 2+ gd(6,6),d(7,5),d(6,4,2) > 0�

,� �	 ����& ��	� �-�"�� 	� "��� ����	� 	� ��� ��-� ����	��� %����� ��	� �� ����
� "�"��� �� #��& ����� � ���� ���� �� ���� ���� ��	�
 ��� ���� �	"�+ ������� 	� ���
�����& ���� ������ �& .� /��"��	�
� 	� �/���( � /� ���
�� ��& ��� ��� ���� ����		�&
��� ���������		�& ��� ��� ���	����� ���	����

����� ��	��� �� � �����	 (α, β, γ) 
� �������
�� �� ����	� ��	� �� �� ���
�� ����	�

��

�� ��� �� ����	��� � ��	�� (α, β, γ) ��	�� 	� ��� �"��� ����� ��� ��	��+ �-���& ��
	� ��� ����� �� ��� ����	��� ������"!

gα,β,γ = dimH0(X,L)G

�	�� X � ������� �� 0����	�1 2�
 ���	��	��+ G � ��������� ������	�� 
����+ ��� L ��
�"�� G�	����	��� 	�� ����� �� X� 3���	��� ��� ���4���	�� �� ��� 56$�����	���!
Xss(L)→ Xss(L) �G� 6� 	� ���� ����� ���� ��"� ����� �� L �������� �� Xss(L) �G
0��� ��
� �$��� + 781� 9� �� �����	�
 L �& � �����+ �� ��� ����������& ����	��� ����
L �������� �� �� �"�� 	�� ����� M �� ��� 56$�����	���� $��� 0�& �$��� + $�����"
8�'0�11+ ��� � d ∈ N∗+

H0(X,L⊗d)G � H0(Xss(L) �G,M⊗d).

:�������+ �& ������	�	�� ;�� �� �<��8 + �	��� (α, β, γ) 	� ��� �"��� �����+ Xss(L) �G
	� ��� ������� �� � ��	��� /� dim(H0(Xss(L) �G,M⊗d)) −−−→

d→∞
∞� $���+

lim
d→∞

gdα,dβ,dγ =∞,

��� (α, β, γ) 	� ��� ������

���������� ��	��� �� � �����	 
� �������
�� (α, β, γ) �� ����	� ��	� �� �� �	���� ����	�

��

�� 6� (α, β, γ) 	� �����+ ���� 	� 	� �"��� ����� 0��� ��� ����	��� ������	�	��1� :����
����+ �	��� gα,β,γ �= 0 ��� ��	�
 *�"��� ����'+

∀d ∈ N∗, gdα,dβ,dγ = 1.



��� ������� �	 �
��� ����� �� ��� ��������� ����

��� ������	
� ���� �� ��� �������� �� �	
�����	�������

�����

��� ����	 	��
��� � ������� ���� 	�� ��
�� ����� 
� �
��	����������� 	��	 �� ����
���	
��� � 

������� ��	�
 !����������������
���"� ��� i� j� ��� k �� 	���
��� ��� ���� i > j > 0
��� k > 2i+ j� ��� α = (k, k)� β = (k + 1, k − 1)� ��� γ = (2k − 2i− 2j, 2i, 2j)� �����

��� ��� d ∈ N∗�

gdα,dβ,dγ =

⎧⎪⎨
⎪⎩

d− 1

2
	� d 	� ���

d

2
+ 1 	� d 	� ����

.

�� ����	����� gα,β,γ = 0 ���� 	� d ≥ 2� gdα,dβ,dγ > 0�

#� �
��� �$� 	
 ������	��� ��
��	������ 	���� ��������% ��$� 	��� �	����� i&
j& k& ��� ���		
�� α& β& γ 
� 2k �� � 	�� 	��
���% #� $�
� 	��	& � �� ��	 G =
GL2(C)×GL2(C)& X = {pt} × P(C2)×F�((C2)∗ ⊗ C2

)
& ��� L = Lα ⊗ L∗

β ⊗ Lγ & 	��� 

gα,β,γ = dimH0(X,L)G.

����� ��	�	� ��� � ������ �� Q ��� ������	��	� 
���� ���� �� � ��
��� �� SL2(C)
��� ����	��� ��� ����� ��� ��� ���	�	�� 	���
�� d� ����� 	� � ������ ������	�


H0(X,L⊗d)G ↪−→ H0
(
P1(C),O(2d)

)Q
.

'�	 �� ��	 �
�� �
	�	
�� �
������� 	�� ��
�� 
� (��	���
�� Q 

I =

(
0 1
−1 0

)
, J =

(
0 i
i 0

)
, K =

(
i 0
0 −i

)
,

��� 	��� Q = {± I2,±I,±J,±K}& �	� IJ = K = −JI& JK = I = −KJ & ��� KI =
J = −IK%

������ '�	 d )� � �
�	�� �	����% #� *��	 ��	 Y = P(C2)×F�(M2(C)
)

��� L′ 	�� ���
)����� 
� Y ���� � Lβ∗ ⊗ Lγ !�	� β∗ = (−k + 1,−k − 1)" 
� ���� 	�� ��	
� 
� G
� 	��	�� )� 	�� ������	�� χk : (g1, g2) �→ (det g1)

−k% ����

H0(X,L⊗d)G � H0(Y, (L′)⊗d)G.

��� ��	
� 
� G 
� Y � 

(g1, g2).
(
Cv, (CM1 ⊂ CM1 ⊕ CM2 ⊂ CM1 ⊕ CM2 ⊕ CM3)

)
=
(
Cg2.v, (Cg2M1g

−1
1 ⊂ Cg2M1g

−1
1 ⊕ Cg2M2g

−1
1 ⊂ Cg2M1g

−1
1 ⊕ Cg2M2g

−1
1 ⊕ Cg2M3g

−1
1 )
)
,



���� ����� 	
 ��� ������� 	
 �������	���������	��� ���

��� ��� ��� ��� 	
�	 C∗ I2 ��	� 	�������� �� �	 �� ��	����� �� ��	��� �� G′ = PGL2(C)×
PGL2(C)� ��	

H =

(
1 0
0 −1

)
, E =

(
0 1
0 0

)
, F =

(
0 0
1 0

)
,

���

x0 =
(
C I2 ⊂ C I2⊕CH ⊂ C I2⊕CH ⊕ C(E + F )

) ∈ F�(M2(C)
)
.

�
�� �� ���� �	 	
� ���	���� �������� Gx0 �� x0 �� G� ��	 (g1, g2) ∈ Gx0 � �
�������

g2 I2 g
−1
1 ∈ C I2� ���� 	
��� ����	� λ ∈ C ���
 	
�	 g1 = λg2� ����	� ���� ��� �� g2 �� g�

 � 
�� �������

λ−1gHg−1 ∈ C I2⊕CH
��� 	
��� ����� 	
� ��	��� �� ���!���	��� �������� 	
� 	����� gHg−1 ∈ CH� "�	 	
��
��	��� �������� ���� 	
� ����������� ��� 	
�� gHg−1 = ±H�

� #���	 ����� gHg−1 = H� �
�� g �� �������� ��� ��� 	
�� �� ���		�� g =

(
t 0
0 t−1

)
��	
 t ∈ C∗� #��	
������(

t 0
0 t−1

)(
0 1
1 0

)(
t−1 0
0 t

)
=

(
0 t2

t−2 0

)


�� 	� �� �����	���� $���� t4 = 1� ���� t ∈ {±1,±i}� ���� g ∈ {± I2,±K}�
� ������ ����� gHg−1 = −H� �
�� (gI)H(gI)−1 = H� ��� 	
�� g = g0.I

−1 ��	
 g0
�� �� 	
� %��	 ����� �
�� ���� g ∈ {±I,±J}�

#������ �� %�� 	
�	 Gx0 ⊂
{
(λg, g) ; λ ∈ C∗, g ∈ Q}� ��� ��������� �	 �� ��	 ��&���	 	�

�
��� 	
�	 Gx0 =
{
(λg, g) ; λ ∈ C∗, g ∈ Q}� '� ���	������� 	
� ���	���� �������� G′

x0
��

x0 �� G
′ �� %��	� ���� ����� dimG′ = 6 = dimF�(M2(C)

)
� 	
� (G) �� G′)� ����� �	 �� 	
�

���� ��	���* ����	 �� x0 �� ���� �� F�
(M2(C)

)
� +� � �����,������

H0(Y, (L′)⊗d)G ↪−→ H0
(
P1(C)×G.x0, (L′)⊗d

)G
� H0

(
G×Gx0

(
P1(C)× {x0}

)
, (L′)⊗d

)G
� H0

(
P1(C)× {x0}, (L′)⊗d

)Gx0

� H0(P1(C),L⊗d
β∗ )Q ⊗H0({x0}, (L′′)⊗d)Gx0 ,

�
��� L′′ �� 	
� ���� ������ Lγ �� F�
(M2(C)

)
�� �
��
 	
� ��	��� �� Gx0 �� 	���	�� ��

	
� �
����	�� χk|Gx0
: (λg, g) �→ λ−2k� �
�� ��� ��� �
��� ��	
��	 ������� 	
�	 Gx0

��	� 	������� �� 	
� %��� ��� x0 �� (L′′)⊗d� ��� 	
������� 	
� ��������� �� 	
� ������

���	�� �� 	
�	 ���	 	����� ������	 �� �� #�������

H0(X,L⊗d)G ↪−→ H0
(
P1(C),O(2d)

)Q
.



��� ������� �	 �
��� ����� �� ��� ��������� ����

����������� 	
�
�
 ��� ��� ���	
	�� 	�
��� d�

gdα,dβ,dγ = dimH0
(
P1(C),O(2d)

)Q
= dim (C[x, y]2d)

Q ,

����� C[x, y]2d ����
�� 
�� ���
�� ����� �� ���������� �������	��� 	� 
�� ���	����� x
��� y� �� ����� 2d� �� ��	�� Q ⊂ SL2(C) ��
� �� 	
� ��
���� ��
	�� �� (x, y)�

������ ��� d �� � �	
����� ������� �� ��� �����	�
 ������

gdα,dβ,dγ ≤ dimH0
(
P1(C),O(2d)

)Q
.

��� �� ��� �������� �	�� �	 ��	�� ��� �������� �� �	������ �������� ��� ����
�	 	�

H0
(
P1(C),O(2d)

)Q
�� �	������ �� �	 ��� ��
��� ���� �� ���������������	
�
 ��	��

gdα,dβ,dγ �  ����� �� 
������ ��������� ��	������

H0
(
P1(C),O(2d)

) � Sym2d(C2)∗ � (C[x, y]2d) .

!��� �� 	���� ��� 
��	� �������� 
����� � ��� ��	�	
���	� "	� ��� ����
�	 	� ���


���� 	� Q��������
 � ���
 
���� 	� �	�	���	�
 �	��	����
 �� �� �	������� #���

Q = 〈I, J〉� �� �
 
�$���� �	 �		% �� ��� ����	 	� I �� J &

� '�� ������ I =

(
0 1
−1 0

)
���
 ��& �� p+ q = 2d� xpyq �→ (−1)pxqyp� '�����	���

2d∑
p=0

cpx
py2d−p ∈ (C[x, y]2d)

〈I〉 ⇐⇒
2d∑
p=0

cpx
py2d−p =

2d∑
p=0

(−1)pcpx2d−pyp

⇐⇒ ∀p ∈ �0, 2d�, cp =

{
c2d−p �� p �
 ���

−c2d−p �� p �
 	��
.

� '�� ������ J =

(
0 i
i 0

)
���
 ��& �� p+ q = 2d� xpyq �→ (−1)dxqyp� '�����	���

2d∑
p=0

cpx
py2d−p ∈ (C[x, y]2d)

〈J〉 ⇐⇒
2d∑
p=0

cpx
py2d−p = (−1)d

2d∑
p=0

cpx
2d−pyp

⇐⇒ ∀p ∈ �0, 2d�, cp =

{
c2d−p �� d �
 ���

−c2d−p �� d �
 	��
.

(
 � �	
�������

� �� d �
 ���&

2d∑
p=0

cpx
py2d−p ∈ (C[x, y]2d)

Q ⇐⇒
{ ∀p ∈ �0, 2d� ���� cp = c2d−p

∀p ∈ �0, 2d� 	��� cp = 0

�� dim (C[x, y]2d)
Q =

d

2
+ 1 = gdα,dβ,dγ )�� '��	��� *����+,



���� �� �����	� �� 
�����
���� ����	��� ���

� �� d �� ����

2d∑
p=0

cpx
py2d−p ∈ (C[x, y]2d)

Q ⇐⇒
{ ∀p ∈ �0, 2d� 	
	�� cp = 0
∀p ∈ �0, 2d� ���� cp = −c2d−p

�� dim (C[x, y]2d)
Q =

d− 1

2
= gdα,dβ,dγ �

��� �� ����	
� �� ����������� ���	
��

��� ��� �	 ���	� �� 	���	�� ��	 ����	��	� ��	���	��� �� ��	��	� ����� � ��	 ����!"
#� ���	������ �� ��
����� �� ���	� �� �����	�	� � ��!"����!�  ��	� ��	 ����� �� 
$���	 ��� �%� �	 �� !� !��	 �� �� ��	 �������	 �	������ �� ��" �� ���� �	 ���	� � ��
	���!	� �� ���!" �� ����!	� !��	 ��	 ��	 ��
	� �� &'()*+,� -� �	 �� !� !��	 �� ����
����  $���	 ��� � ����� �� ���	� �� �����	�	� � ��!"����!�� ����� ��
	� ���	�	�����
���	������ ��	� ��	 !���� � ��	 ���	� �� ��
������ ' � ���� $��� ��	� !�	�" ��	��
�� .	 � ��	 �����"� �� ��� ��� �	 ��!" �� �� ��	 � �� 	���!	 �� $���	 ��� �� /� ����	���
��	 ��!!����� � .��� � H �� SL3(C)� �	� ω = eiπ/3�

A =

⎛
⎝ω 0 0
0 ω 0
0 0 −ω

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝1 0 0
0 0 1
0 −1 0

⎞
⎠ ,

��
H = 〈A,B〉 = {AkBl ; k ∈ �0, 5�, l ∈ �0, 3�} � Z/6Z � Z/4Z

#A �� B 
	���" ��	 �	!����� A6 = 1� B4 = I3� �� BA = AB−1%� ��	�� ��� !! d ∈ N∗�
H ��� !��	�!" �� ��	 
	���� ���	 C[x, y, z]3d �� �����	�	� � ��!"����!� �� �	��		 3d
�� ���		 
��.!	� x, y, z� 
� ��� �� �! ����� �� (x, y, z)� 0	� d ∈ N∗� 1	 �� ���� �	
��	 ���	����� �� ��	 ���	 (C[x, y, z]3d)

H �� ��
������

����������� 	
�
�
 ��� �������	� 	
 ��� ���	� ���� (C[x, y, z]3d)
H

���

f(d) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

9
16d

2 + 3
2d+ 1 �
 d ≡ 0 (mod 4)

9
16d

2 − 3
8d− 3

16 �
 d ≡ 1 (mod 4)
9
16d

2 + 3
2d+

3
4 �
 d ≡ 2 (mod 4)

9
16d

2 − 3
8d+

1
16 �
 d ≡ 3 (mod 4)

.

�� ���������� f(1) = 0 ��� f(d) > 0 �� �		� �� d ≥ 2�

��		
� 2	���	 ." P3d ��	 �	� �� !! ����!	� �� ���3�	���
	 ���	�	�� ����	 � � �� 3d�
��	��

� ��	 ����� A ��� ."� �� (p, q, r) ∈ P3d� x
pyqzr �→ (−1)d+rxpyqzr� ��	�	���	�



��� ������� �	 �
��� ����� �� ��� ��������� ����

∑
(p,q,r)∈P3d

cp,q,rx
pyqzr ∈ (C[x, y, z]3d)

〈A〉 ⇐⇒ ∀(p, q, r) ∈ P3d, cp,q,r = (−1)d+rcp,q,r

⇐⇒ ∀(p, q, r) ∈ P3d,{
r ��� ⇒ cp,q,r = 0 �� d �� �	�

r �	�
 ⇒ cp,q,r = 0 �� d �� ���

.

� ��� ����� B ���� ��� �� (p, q, r) ∈ P3d� x
pyqzr �→ (−1)qxpyrzq� ����������

∑
(p,q,r)∈P3d

cp,q,rx
pyqzr ∈ (C[x, y, z]3d)

〈B〉 ⇐⇒ ∀(p, q, r) ∈ P3d, cp,q,r = (−1)rcp,r,q.

�� � ��
�����
���

� �� d �� �	�
� ∑
(p,q,r)∈P3d

cp,q,rx
pyqzr ∈ (C[x, y, z]3d)

H

⇐⇒ ∀(p, q, r) ∈ P3d,

{
q �� r ��� ⇒ cp,q,r = 0
q �
� r �	�
 ⇒ cp,q,r = cp,r,q

�
� ����

dim (C[x, y, z]3d)
H = �

{
(p, q, r) ∈ P3d ���� q ≤ r �
� q, r ��� �	�


}
=

9

16
d2 +

3

2
d+

{
1 �� d ≡ 0 (mod 4)
3

4
�� d ≡ 2 (mod 4)

������ ���������
��

� �� d �� ���� ∑
(p,q,r)∈P3d

cp,q,rx
pyqzr ∈ (C[x, y, z]3d)

H

⇐⇒ ∀(p, q, r) ∈ P3d,

{
q �� r �	�
 ⇒ cp,q,r = 0
q �
� r ��� ⇒ cp,q,r = −cp,r,q

�
� ����

dim (C[x, y, z]3d)
H = �

{
(p, q, r) ∈ P3d ���� q < r �
� q, r ��� ���

}
=

9

16
d2 − 3

8
d

⎧⎪⎨
⎪⎩
− 3

16
�� d ≡ 1 (mod 4)

+
1

16
�� d ≡ 3 (mod 4)

.
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τ1 = (6, 3, 0|2, 1, 0) τ2 = (10, 4, 0|5, 2, 0) τ3 = (8, 2, 0|4, 3, 0) τ4 = (10, 3, 0|6, 2, 0)

τ5 = (7, 1, 0|4, 2, 0) τ6 = (8, 5, 0|4, 2, 0) τ7 = (6, 3, 0|4, 2, 0) τ8 = (12, 5, 0|10, 6, 0)
τ9 = (12, 5, 0|10, 4, 0) τ10 = (9, 2, 0|8, 4, 0) τ11 = (7, 5, 0|4, 3, 0) τ12 = (12, 8, 0|9, 6, 0)
τ13 = (10, 6, 0|8, 7, 0) τ14 = (8, 2, 0|9, 4, 0) τ15 = (8, 4, 0|9, 6, 0) τ16 = (8, 2, 0|10, 7, 0)

τ17 = (4, 2, 0|6, 5, 0) τ18 = (4, 1, 0|7, 5, 0)
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