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Crochet de Gerstenhaber pour les algèbres enveloppantes
d’algèbres de Lie de dimension finie

Résumé

Dans cette thèse, nous décrivons explicitement la structure multiplicative et la
structure d’algèbre de Lie graduée sur la cohomologie de l’algèbre enveloppante d’une
algèbre de Lie de dimension finie.

Dans un premier temps, nous introduisons une structure multiplicative de la co-
homologie de l’algèbre de Lie. Ensuite, nous montrons explicitement qu’il existe un
isomorphisme d’algèbres graduées commutatives entre l’algèbre de cohomologie de
Hochschild de l’algèbre enveloppante munie du produit cup et l’algèbre de cohomolo-
gie de l’algèbre de Lie.

Dans un deuxième temps, nous introduisons une structure d’algèbre de Lie gra-
duée sur la cohomologie de l’algèbre de Lie. Ensuite, nous montrons qu’il existe un
isomorphisme d’algèbres de Lie graduées entre l’algèbre de Lie de cohomologie de
Hochschild de l’algèbre enveloppante munie du crochet de Gerstenhaber et l’algèbre
de cohomologie de l’algèbre de Lie.

Enfin, nous décrivons complètement le crochet de Gerstenhaber sur la cohomologie
de Hochschild de l’algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie de dimension ≤ 3.

Mots clés

(Co)homologie de Hochschild, produit cup, produit cap, algèbre de Gerstenhaber,
algèbre envelppante.
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Gerstenhaber bracket for the enveloping algebras of
finite-dimensional Lie algebras

Abstract

In this thesis, we explicitly describe the multiplicative structure and the graded
Lie algebra structure of the cohomology of finite-dimensional Lie algebras.

In a first step, we introduce a multiplicative structure for the cohomology of Lie
algebra. Then, we explicitly show that there exists an isomorphism of commutative
graded algebras between the Hochschild cohomology algebra of the enveloping algebra
provided with the cup product and the cohomology algebra of the Lie algebra.

In a second step, we introduce a graded Lie algebra structure for the cohomology
of Lie algebra. Then, we show that there exists an isomorphism of graded Lie algebras
between the Hochschild cohomology Lie algebra of the enveloping algebra provided
with the Gerstenhaber bracket and the cohomology algebra of the Lie algebra.

Finally, we describe completely the Gerstenhaber bracket on the Hochschild coho-
mology of the enveloping algebra of a Lie algebra for dimension ≤ 3.

Keywords

Hochschild (co)homology, cup product, cap product, Gerstenhaber algebra, enveloping
algebra.
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Introduction

L’homologie de Hochschild et la cohomologie de Hochschild sont des théories ho-
mologiques et cohomologiques définies à l’origine pour les algèbres associatives, mais
qui ont été généralisées à des catégories plus générales. Elles ont été introduites par
Gerhard Hochschild en 1945 dans [13]. En 1963, dans [12], Gerstenhaber a introduit
deux opérations sur les groupes de cohomologie de Hochschild H∗(A,A) : le produit
cup

∪ : Hp(A,A)⊗Hq(A,A) −→ Hp+q(A,A)

et le crochet
[ , ]G : Hp(A,A)⊗Hq(A,A) −→ Hp+q−1(A,A).

Il a montré que la cohomologie de Hochschild H∗(A,A) de A munie du produit cup
∪ est une algèbre associative et commutative au sens gradué c’est-à-dire que si α et
β sont des éléments homogènes de degrés respectifs p et q, on a

α ∪ β = (−1)pqβ ∪ α.

Il a également démontré que H∗+1(A,A) munie du crochet de Gerstenhaber [ , ]G a
une structure d’algèbre de Lie graduée c’est-à-dire qu’on a

1. [α, β]G = (−1)(p−1)(q−1)[β, α]G,
2. (−1)(p−1)(r−1)[[α , β]G , γ]G + (−1)(p−1)(q−1)[[β , γ]G , α]G

+(−1)(q−1)(r−1)[[γ , α]G , β]G = 0
où γ ∈ Hr(A,A).

Deux conséquences résultent de cette structure :

1. (H1(A,A), [ , ]G) est une algèbre de Lie.
2. H∗(A,A) est un H1(A,A)-module de Lie.
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INTRODUCTION

En identifiantH1(A,A) à Der(A,A)/Der(Int(A,A)), le crochet de Gerstenhaber s’iden-
tifie au crochet des commutateurs des dérivations extérieures. De plus, pour
α ∈ Hp+1(A,A), [α,−]G est une dérivation de degré p de l’algèbre graduée commuta-
tive (H∗(A,A),∪), c’est-à-dire qu’on a la relation

[α, β ∪ γ]G = [α, β]G ∪ γ + (−1)(p+1)|β|β ∪ [α, γ]G.

En raison de la complexité des définitions, la compréhension des deux structures
∪ et [ , ]G reste difficile.

Soit K un corps de caractéristique positive. Soit K[G] l’algèbre de groupe d’un
groupe abélien fini. Dans [14], T. Holm a décrit complètement la structure multipli-
cative

(
H∗(K[G],K[G]),∪

)
de la cohomologie de l’algèbre de groupe K[G]. A partir

de ce résultat, Claude Cibils et Andrea Solotar ont prouvé directement dans [6] que
l’algèbre de cohomologie de Hochschild de K[G] est isomorphe au produit tensoriel
de l’algèbre de cohomologie habituelle

(
H∗(G,K),∪

)
avec l’algèbre de groupe K[G].

Dans [8, 9], K. Erdmann, T. Holm et N. Snashall ont calcule la cohomologie de Hoch-
schild des algèbres autoinjectives de type de représentation fini de type A. En 2006,
dans [11], J. Fan et Y. Xu ont montré que la structure multiplicative pour l’algèbre
de Fibonacci sur un corps est triviale. En 2008, C.-H. Eu a calculé dans [10] celles des
algèbres préprojectives.

Plusieurs résultats ont été obtenus concernant le crochet de Gerstenhaber. En
2001, dans [25], Strametz a étudié la structure d’algèbre de Lie du premier groupe de
la cohomologie de Hochschild d’une algèbre monomiale de dimension finie en termes de
la combinatoire du carquois, en caractéristique quelconque. Une de ses contributions
a été de donner des conditions nécessaires et suffisantes aux données combinatoires
des algèbres monomiales afin de garantir la semi-simplicité dans le premier groupe
de cohomologie. De plus, elle a montré que dans ce cas, l’algèbre de Lie semi-simple
obtenue est un produit direct de certaines algèbres de Lie de matrices de trace nulle.
En 2006, dans [1], Bustamante a montré que la structure d’algèbre de Lie gradué de la
cohomologie des algèbres de chaînes quadratiques triangulaires est triviale. En 2008,
dans [22, 23], Sánchez-Flores a étudié la structure de module de Lie de la cohomologie
des algèbres monomiales dont le carré du radical est nul. Pour de telles algèbres, dans
[5], Claude Cibils a calculé les groupes de cohomologie en utilisant la combinatoire du
carquois. En 2014, dans [27], la structure d’algèbre de Lie graduée de la cohomologie a
été calculé explicitement pour les algèbres symétriques quantiques et leurs extensions.

Dans cette thèse, nous nous intéressons aux algèbres enveloppantes de Sridharan
Uf (g) d’une algèbre de Lie g de dimension finie. Ces algèbres ont été introduites par

5



INTRODUCTION

Sridharan dans [24]. Ces algèbres Uf (g) sont des généralisations des algèbres envelop-
pantes usuelles car, pour f = 0, on a Uf (g) = U(g).

Cartan et Eilenberg construisent dans ([2], p. 277) des isomorphismes d’espaces
vectoriels entre la (co)homologie de Hochschild des algèbres enveloppantes d’algèbres
de Lie et la (co)homologie de Lie d’algèbres de Lie :
Φ∗CE : H∗(U(g),U(g)) ∼= H∗Lie(g,U(g)ad) et ΦCE

∗ : H∗(U(g),U(g)) ∼= HLie
∗ (g,U(g)ad).

En homologie, cet isomorphisme a été décrit explicitement par Kassel ([15], corol. 5,
p. 241-242).
Pour calculer la cohomologie de Hochschild des algèbres de SridharanH∗(Uf (g),Uf (g)),
on remarque que Uf (g) est un U(g)-module pour la représentation adjointe(3.2, p. 61),
noté Uf (g)ad.

Nous montrons qu’il existe une structure d’algèbres graduées commutatives(
H∗Lie(g,Uf (g)ad) , ∪Lie

)
et que, de plus, on a un isomorphisme d’algèbre graduée commutative

Φ∗f :
(
H∗(Uf (g),Uf (g)),∪

)
∼=
(
H∗Lie(g,Uf (g)ad) , ∪Lie

)
où ∪ désigne le produit cup introduit par Cartan et Eilenberg ([2], p. 217) et par
Gerstenhaber ([12], p. 278). Pour f = 0, Φ∗f est l’isomorphisme d’espaces vectoriels
classique de Cartan-Eilenberg c-à-d. Φ∗f=0 = Φ∗CE.

L’homologie de Hochschild de Uf (g) a été calculée par Kassel dans [15] à l’aide
d’une petite résolution que nous utiliserons beaucoup. Dans [4], Chouhy et Solotar
ont calculé la cohomologie de Hochschild en tant qu’espace vectoriel gradué pour g
de dimension 3.

Le but de cette thèse est d’écrire le produit cup et le crochet de Gerstenhaber
de H∗(Uf (g),Uf (g)) sur les cochaînes à partir de la «petite» résolution de Kassel de
Uf (g). Deux outils sont nécessaires pour mener à bien ce projet.

Premier outil : en 1988, C. Kassel a construit une résolution

· · · → Uf (g)⊗ Λp(g)⊗ Uf (g)
b′p→ Uf (g)⊗ Λp−1(g)⊗ Uf (g)→ . . .

de Uf (g) à partir de la résolution de Chevalley-Eilenberg aussi qu’un morphisme
de comparaison

ϕ′∗ :
(
Uf (g)⊗ Λ∗(g)⊗ Uf (g), b′∗

)
→
(
Uf (g)⊗ Uf (g)⊗∗ ⊗ Uf (g), bbar

∗

)
de source la résolution de Kassel à valeurs dans la résolution bar.
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Deuxième outil : en 2016, dans [19], C. Negron et S. Witherspoon ont proposé
une construction du crochet de Gerstenhaber à partir d’une résolution de l’al-
gèbre qui n’est pas nécessairement la résolution bar. Cette construction nécessite
l’expression des morphismes de comparaison entre ces deux résolutions.

L’étape la plus délicate reste la description du morphisme

η′∗ :
(
Uf (g)⊗ Uf (g)⊗∗ ⊗ Uf (g), bbar

∗

)
→
(
Uf (g)⊗ Λ∗(g)⊗ Uf (g), b′∗

)
de source la résolution bar à valeurs dans la petite résolution. Remarquons que, dans
[21], S. Rivière a proposé une description topologique d’un morphisme de comparaison
sur le corps des réels. Mais ce morphisme de comparaison, à notre connaissance, ne
semble pas permettre de décrire explicitement les structures ∪ et [ , ]G. Dans nos
recherches, on a pu décrire explicitement ces structures à partir du morphisme de
complexes construit au chapitre 2 de cette thèse.

Une partie importante de ce mémoire est consacrée au calcul d’une homotopie

t∗ : Uf (g)⊗ Λ∗(g)⊗ Uf (g)→ Uf (g)⊗ Λ∗+1(g)⊗ Uf (g)

pour la résolution de Kassel. Cette homotopie nous a conduit à décrire explicitement
le morphisme de complexe

η′∗ :
(
Uf (g)⊗ Uf (g)⊗∗ ⊗ Uf (g), bbar

∗

)
→
(
Uf (g)⊗ Λ∗(g)⊗ Uf (g), b′∗

)
.

Ce morphisme est indispensable pour nous permettre d’écrire explicitement le produit
cup ∪, le produit cap ∩ et le crochet de Gerstenhaber [ , ]G à partir de la petite
«résolution de Kassel» sur les chaînes et les cochaînes.

Une autre partie importante de nos travaux est consacrée aux exemples. Nous
décrivons le crochet de Gerstenhaber sur la cohomologie de Hochschild de l’algèbre
enveloppante d’une algèbre de Lie de dimension ≤ 3. En particulier, pour l’algèbre de
Lie de Heisenberg h, nous détaillons complètement la structure d’algèbre de Lie gra-
duée

(
H∗(U(h),U(h)), [ , ]G

)
ainsi que

(
H∗(U(rα),U(rα)), [ , ]G

)
où rα est l’algèbre

de Lie de dimension 3 de type α avec α ∈ Q, α /∈ {−1}.
Ce manuscrit s’articule en six parties
1. Chapitre 1 : on commence par rappeler les définitions de l’homologie de Hoch-

schild, la cohomologie de Hochschild, le produit cup, le produit cap et le crochet
de Gerstenhaber pour une K-algèbre quelconque où K est un corps. Ensuite, on
rappelle la définition d’une algèbre enveloppante de Sridharan d’une algèbre de
Lie et nous introduisons la «petite» résolution de Kassel de Uf (g).
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INTRODUCTION

2. Chapitre 2 : cette partie est essentiellement consacrée à l’écriture explicite d’une
homotopie pour la résolution de Kassel. Cette homotopie nous permet d’intro-
duire le morphisme de complexes de source la résolution bar à valeurs dans la
«petite» résolution de Kassel.

3. Chapitre 3 : cette partie décrit explicitement la structure du produit cup ∪Lie
de l’algèbre H∗Lie(g,Uf (g)ad). On montre ensuite qu’il existe un isomorphisme
d’algèbres graduées commutatives(

H∗(Uf (g),Uf (g)),∪
) ∼= (

H∗Lie(g,Uf (g)ad),∪Lie
)

où la cohomologie de l’algèbre de Lie est calculée à coefficients dans la représen-
tation adjointe Uf (g)ad.

4. Chapitre 4 : cette partie décrit explicitement le crochet de Gerstenhaber [ , ]Λ
de l’algèbre de Lie graduée H∗+1

Lie (g,Uf (g)ad).

5. Chapitre 5 : cette partie décrit explicitement la structure du produit cap ∩Lie
qui définie une action de H∗Lie(g,Uf (g)ad) sur HLie

∗ (g,Uf (g)ad). On montre qu’il
existe un diagramme commutatif

HLie
p (g,Uf (g)ad)⊗Hq

Lie(g,Uf (g)ad)

��

∩Lie // HLie
p−q(g,Uf (g)ad)

��

Hp(Uf (g),Uf (g))⊗ Hq(Uf (g),Uf (g)) ∩ // Hp−q(Uf (g),Uf (g))

où les flèches verticales sont des isomorphismes.

6. Chapitre 6 : nous décrivons complètement le crochet de Gerstenhaber sur la
cohomologie de Hochschild de l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Heisenberg
h et de l’agèbre de type α rα. Nos calculs nous ont permis de décrire l’algèbre
de Lie

(
H1(U(h),U(h)), [ , ]G

)
en termes d’algèbres de Witt. Ce résultat peut

également se retrouver en termes de dérivations via l’isomorphisme

H1(U(h),U(h)) ∼= DerK(U(h))/Der IntK(U(h)).
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Chapitre 1

Rappels et notations

Ce chapitre préliminaire rassemble les outils nécessaires. On fixe K un corps. On
note ⊗ le produit tensoriel ⊗K. Dans tout ce texte, A est une K-algèbre associative
unitaire d’algèbre opposée Aop. On pose Ae := A⊗ Aop. On note g une K-algèbre de
Lie de dimension finie n et de base (x1, . . . , xn).

1.1 Résolutions d’une K-algèbre
Définition 1.1.1 ([26], p. 2). Un complexe de chaînes de A-modules est un couple
(C∗, d∗) où C∗ est un A-module gradué et où d∗ : C∗ → C∗ est une application linéaire
de degré −1, appelée différentielle telle que pour tout n ∈ Z, on a dn ◦ dn+1 = 0.

. . . Cn+2
dn+2−→ Cn+1

dn+1−→ Cn
dn−→ Cn−1 . . .

Définition 1.1.2 ([26], p. 3). Un complexe de cochaînes de A-modules est un couple
(C∗, d∗) où C∗ est un A-module gradué et où d∗ : C∗ → C∗ est une application linéaire
de degré +1, appelée différentielle telle que pour tout n ∈ Z, on a dn+1 ◦ dn = 0.

. . . Cn
dn−→ Cn+1

dn+1−→ Cn+2
dn+2−→ Cn+3 . . .

Définition 1.1.3 ([26], p. 2). Soient (C1
∗ , d

1
∗) et (C2

∗ , d
2
∗) deux complexes de (co)chaînes

de
A-modules. Un morphisme de complexes f : (C1

∗ , d
1
∗) → (C2

∗ , d
2
∗) est une application

linéaire de degré 0 qui commute aux différentielles :

9



1.1. RÉSOLUTIONS D’UNE K-ALGÈBRE

C1
n

d1
n

��

fn
// C2

n

d2
n

��

C1
n−1 fn−1

// C2
n−1

Définition 1.1.4 ([26], p. 3). Un morphisme de complexes de (co)chaînes de A-
modules
f : C1 → C2 est appelé quasi-isomorphisme si l’application induite en (co)homologie
est un isomorphisme.
Définition 1.1.5 ([2], p. 75). Soient Λ un anneau et M un Λ-module. Une Λ-
résolution projective (resp. libre) du Λ-module M est une suite exacte de Λ-modules

. . .
dn+1→ Pn

dn→ Pn−1 → · · · → P1
d1→ P0

ε→M → 0

dans laquelle tous les Pn sont des Λ-modules projectifs (resp. libres). L’application
surjective ε s’appelle l’augmentation.

D’après ([18], p. 280 et [17], p. 12), le complexe
(
Bar∗(A), bbar

∗

)
. . .

bbar
p+2−→ Barp+1(A)

bbar
p+1−→ Barp(A)

bbar
p−→ Barp−1(A)

bbar
p−1−→ . . .

est défini par Bar∗(A) := A⊗A⊗∗⊗A et où bbar est définie pour a0⊗a1⊗· · ·⊗ap⊗ap+1 ∈
Barp(A) par

bbar
p (a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ ap+1) =

p∑
`=0

(−1)`a0 ⊗ · · · ⊗ a`a`+1 ⊗ · · · ⊗ ap+1.

L’augmentation de ce complexe est la multiplication µ : A⊗A→ A avec µ(a⊗b) = ab.

Proposition 1.1.6 ([18], p. 281 et [17], p. 12). Le complexe bar
(
Bar∗(A), bbar

∗

)
est

une Ae-résolution projective du Ae-module à gauche A appelée résolution bar.
Posons A := A/K. D’après ([18], p. 282 et [17], p. 13), le complexe

(
Bar∗(A), bbar

∗

)
. . .

bbar
p+2−→ Barp+1(A)

bbar
p+1−→ Barp(A)

bbar
p−→ Barp−1(A)

bbar
p−1−→ . . .

est défini par Bar∗(A) := A⊗A⊗∗⊗A et où bbar est définie pour a0⊗a1⊗· · ·⊗ap⊗ap+1 ∈
Barp(A) par

bbar
p (a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ ap+1) =

p∑
`=0

(−1)`a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ a`a`+1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ ap+1.

L’augmentation de ce complexe est la multiplication.
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1.2. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD

Proposition 1.1.7 ([18], p. 282 et [17], p. 13). Le complexe
(
Bar∗(A), bbar

∗

)
est une

résolution projective du Ae-module à gauche A appelé résolution bar normalisée. L’ap-
plication (

Bar∗(A), bbar
∗

)
→
(
Bar∗(A), bbar

∗

)
induite par la projection A→ A est un quasi-isomorphisme de complexes.

1.2 Homologie et cohomologie de Hochschild

1.2.1 Homologie
Définition 1.2.1 ([17], p. 12). L’homologie de Hochschild de A est définie par

H∗(A,A) := TorAe∗ (A,A).

On a donc H∗(A,A) = H∗(A ⊗Ae P∗, id ⊗Ae d∗) où (P∗, d∗) est une Ae-résolution
projective de A.

Soit
(
Bar∗(A), bbar

∗

)
la résolution bar introduite dans la section 1.1. Pour p ∈ N,

posons
Cp(A,A) := A⊗Ae Barp(A)

et
CK
p (A,A) := A⊗ A⊗p.

L’isomorphisme de K-espaces vectoriels Cp(A,A) ∼= CK
p (A,A) induit un isomorphisme

de complexes (
Cp(A,A), idA ⊗A bbar

p

) ∼= (
CK
p (A,A), bp

)
où

bp : CK
p (A,A)→ CK

p−1(A,A)

est donnée pour a⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ∈ A⊗ Ap par

bp(a⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap) = aa1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ ap

+
p−1∑
`=1

(−1)`a⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ a`a`+1 ⊗ · · · ⊗ ap

+ (−1)papa⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap−1.
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1.2. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD

Proposition 1.2.2 ([17], p. 9 et [18], p. 288). Pour tout entier p ≥ 0, l’homologie de
Hochschild est donnée par

Hp(A,A) = Hp

(
CK
∗ (A,A), b∗

)
.

Soit
(
Bar∗(A), bbar

∗

)
la résolution bar normalisée introduite dans la section 1.1. On

a
Hp(A,A) = Hp

(
A⊗Ae Bar∗(A), idA ⊗Ae bbar

∗

)
.

Posons
Cp(A,A) := A⊗Ae Barp(A)

et
C

K
p (A,A) := A⊗ A⊗p.

Le passage au quotient de bp : CK
p (A,A) → CK

p−1(A,A) définit une différentielle tou-
jours notée

bp : CK
p (A,A)→ C

K
p−1(A,A).

Corollaire 1.2.3. Pour tout entier p ≥ 0, on a

Hp(A,A) = Hp

(
C

K
∗ (A,A), b∗

)
.

1.2.2 Cohomologie
Définition 1.2.4 ([17], p. 41). La cohomologie de Hochschild de A est définie par

H∗(A,A) := Ext∗Ae(A,A).

On a donc H∗(A,A) = H∗(HomAe(P∗, A), (d∗)t) où (P∗, d∗) est une Ae-résolution
projective de A.

Posons
Cp(A,A) := HomAe(Barp(A), A)

et
Cp

K(A,A) := HomK(A⊗p, A).

L’isomorphisme de K-espaces vectoriels Cp(A,A) ∼= Cp
K(A,A) induit un isomorphisme

de complexes (
Cp(A,A), (bbar

p )t
) ∼= (

Cp
K(A,A), bp

)
12



1.3. LES PRODUITS CUP ET CAP

où
bp : Cp

K(A,A)→ Cp+1
K (A,A)

est donnée pour f ∈ Cp
K(A,A) et a1 ⊗ · · · ⊗ ap+1 ∈ A⊗p+1 par

b(f)(a1 ⊗ · · · ⊗ ap+1) = a1f(a2 ⊗ · · · ⊗ ap+1)

+
p∑
`=1

(−1)`f(a1 ⊗ · · · ⊗ a`a`+1 ⊗ · · · ⊗ ap+1)

+ (−1)p+1f(a1 ⊗ · · · ⊗ ap)ap+1.

Proposition 1.2.5 ([17], p. 37 et [18], p. 284). Pour p ≥ 0 un entier, la cohomologie
de Hochschild est donnée par

Hp(A,A) := Hp(C∗K(A,A), b∗).

Posons
C
p(A,A) := HomAe(Barp(A), A)

et
C
p
K(A,A) := HomK(A⊗p, A).

Le passage au quotient de bp : Cp
K(A,A) → Cp+1

K (A,A) définit une différentielle tou-
jours notée

bp : Cp
K(A,A)→ C

p+1
K (A,A).

Proposition 1.2.6. Pour tout entier p ≥ 0, on a

Hp(A,A) = Hp(C∗K(A,A), b∗).

1.3 Les produits cup et cap

1.3.1 Produit cup
Rappelons la définition du produit cup([12], p. 278 et [2], p. 217) :

∪ : Hp(A,A)⊗Hq(A,A)→Hp+q(A,A).

Ce produit cup est défini à partir de l’application également notée ∪

C
p
K(A,A)⊗ Cq

K(A,A) ∪→ C
p+q
K (A,A).
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1.3. LES PRODUITS CUP ET CAP

Écrivons α ∈ Hp(A,A) et β ∈ Hq(A,A) sous la forme α = cl(f) et β = cl(g) où
f ∈ C

p
K(A,A) et g ∈ C

q
K(A,A) sont des b-cocyles normalisés. On définit l’élément

f ∪ g de Cp+q
K (A,A) par la formule

(f ∪ g)(a1 ⊗ · · · ⊗ ap+q) = f(a1 ⊗ · · · ⊗ ap)g(ap+1 ⊗ · · · ⊗ ap+q). (1.3.1.1)

La formule
b(f ∪ g) = b(f) ∪ g + (−1)pf ∪ b(g) (1.3.1.2)

montre que f ∪ g est un b-cocycle dès que f et g le sont. Ceci permet de définir α∪ β
comme la classe de cohomologie du b-cocycle f ∪ g.
M. Gerstenhaber a montré le résultat suivant.

Théorème 1.3.1 ([12], p. 281). Le produit cup munit
(
H∗(A,A),∪

)
d’une struc-

ture de K-algèbre graduée commutative, c’est-à-dire que, pour α ∈ Hp(A,A) et β ∈
Hq(A,A), on a la relation

α ∪ β = (−1)pqβ ∪ α.

1.3.2 Produit cap
Le produit cap de Cartan et Eilenberg ([2], ch. 11 § 6)

∩ : Hp(A,A)⊗Hq(A,A)→Hp−q(A,A).

admet la description suivante à partir de l’application également notée ∩

C
K
p (A,A)⊗ Cq

K(A,A) ∩→ C
K
p−q(A,A).

Écrivons ω ∈ Hp(A,A) sous la forme ω = cl(z) où z = a ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ∈ C
K
p (A,A)

est un p-cocycle normalisé. De même, écrivons α ∈ Hq(A,A) sous la forme α = cl(f)
où f ∈ Cq

K(A,A) est un q-cocycle normalisé. On définit l’élément z ∩ f ([16], p. 449)
de CK

p−q(A,A) par la formule

a⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ∩ f = af(a1 ⊗ . . . aq)⊗ aq+1 ⊗ · · · ⊗ ap. (1.3.2.1)

La formule
b(z) ∩ f = z ∩ b(f) + (−1)pb(z ∩ f) (1.3.2.2)

montre que z ∩ f est un b-cycle dès que z et f le sont. Ceci permet définir ω ∩ α
comme la classe d’homologie du b-cycle z ∩ f .
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1.4. LE CROCHET DE GERSTENHABER

1.4 Le crochet de Gerstenhaber
On définit le crochet de Gerstenhaber à partir de la résolution bar normalisée

introduite dans 1.1. Pour p ∈ N, on rappelle que

C
p(A,A) = HomAe(Barp(A), A).

Soient f ∈ Cp(A,A) et g ∈ Cq(A,A). Pour 1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap+q−1 ⊗ 1 ∈ Barp+q−1(A),
l’application f ◦i g ∈ C

p+q−1(A,A) est définie par M. Gerstenhaber([12], p. 279) par
la formule

(f ◦i g)(1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap+q−1 ⊗ 1) =
f(1⊗ a1⊗ · · · ⊗ ai−1⊗ g(1⊗ ai⊗ · · · ⊗ ai+q−1⊗ 1)⊗ ai+q ⊗ · · · ⊗ ap+q−1⊗ 1).

Posons
f ◦G g :=

p∑
i=1

(−1)(q−1)(i−1)f ◦i g.

On a f ◦G g ∈ C
p+q−1(A,A).

Remarque 1.4.1. On prendra garde que si f et g sont des p et q cocycles respectifs,
f ◦ g n’est pas en général un (p+ q − 1) cocycle.

Suivant Gerstenhaber ([12], th. 1, p. 270), on définit le crochet, [f , g]G ∈ C
p+q−1(A,A),

par
[f , g]G = f ◦G g − (−1)(p−1)(q−1)g ◦G f. (1.4.0.1)

Théorème 1.4.2 ([12], th. 3, p. 281). Si f est un p-cocycle de Hochschild et si g est
un q-cocycle de Hochschild, le crochet [f , g]G est un (p+ q−1) cocycle de Hochschild.

Théorème 1.4.3 ([12], th. 1, p. 270). Soit L(A) = H∗(A,A)[1], c’est-à-dire
Lp(A) = Hp+1(A,A) pour tout entier p. L’application

Lp(A)⊗ Lq(A) → Lp+q(A)
cl(f)⊗ cl(g) 7→ cl([f , g]G)

munit L(A) d’une structure d’algèbre de Lie graduée, c’est-à-dire qu’en posant α =
cl(f), β = cl(g) et [α , β]G = cl([f , g]G), on a

[α , β]G = (−1)pq[β , α]G.

Pour γ ∈ Lr(A), on a

(−1)pr[[α , β]G , γ]G + (−1)pq[[β , γ]G , α]G + (−1)qr[[γ , α]G , β]G = 0.
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1.5. ALGÈBRE ENVELOPPANTE D’UNE ALGÈBRE DE LIE

Théorème 1.4.4 ([12], corol. 2, p. 286-287). Pour tout α ∈ Lp(A), β ∈ Lq(A) et
γ ∈ Lr(A), le crochet [α , −]G est une dérivation graduée de degré p + 1 de l’algèbre
graduée

(
H∗(A,A),∪

)
, c’est-à-dire

[α ∪ β , γ]G = [α , γ]G ∪ β + (−1)(p+1)rα ∪ [β , γ]G.

1.5 Algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie
Pour cette section, on se refère à [7]. On appelle algèbre de Lie, un espace vectoriel g

muni d’une application bilinéaire (x, y)→[x, y] de g×g dans g qui vérifie les propriétés
suivantes :

1. Pour tout x de g , on a [x, x] = 0 .
2. Pour tous x, y et z dans g, on a [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

Le produit [x, y] est appelé crochet de Lie.
Dans ce texte, on ne considère que les algèbres de Lie de dimension finie.

Soit T(g) la K-algèbre tensorielle de l’espace vectoriel g. Rappelons que
T(g) = ⊕i≥0Ti(g) avec Ti(g) = g⊗i pour i > 0 et T0(g) = K. Le produit dans T(g)
est la concaténation. Soit J l’idéal bilatère de T(g) engendré par les éléments

{x⊗ y − y ⊗ x− [x, y] |x ∈ g, y ∈ g}.

L’algèbre associative T(g)/J s’appelle l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie g. On
la note U(g).

On a g = T1(g), soit i : g ↪→ T(g) l’inclusion et soit π : T(g) → U(g) la projec-
tion canonique. La composée ι = π ◦ i : g→ U(g) satisfait la relation

ι(x)ι(y)− ι(y)ι(x) = ι([x, y]),

pour tous x et y dans g.

Théorème 1.5.1 (Poincaré-Birkhoff-Witt, [7], p. 72). Soit g une algèbre de Lie de
dimension finie n, de base (x1, . . . , xn). Les éléments{

ι(x1)i1 . . . ι(xn)in|n ∈ N∗, (i1, . . . , in) ∈ Nn
}

forment une base de U(g).

Pour p ≥ 0 un entier, introduisons les K-modules
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1.6. LE COMPLEXE DE CHEVALLEY-EILENBERG

Fp
(
U(g)

)
= π

(
⊕j≤p Tj(g)

)
=
∑
j≤p

π
(
Tj(g)

)
.

L’algèbre U(g) = ∪p≥0Fp
(
U(g)

)
est une algèbre filtrée de gradué associé

gr(U(g)) = ⊕p≥1

(
Fp
(
U(g)

)
/Fp−1

(
U(g)

))
.

Le théorème PBW admet les deux importants corollaires suivant :

Corollaire 1.5.2 ([7], p. 72). L’application ι : g→ U(g) est une application injective.

On identifie donc g à ι(g), appelée image canonique de g dans U(g).

Corollaire 1.5.3 ([7], p. 78). Soit g une algèbre de Lie de dimension finie n, de base
(x1, . . . , xn). Soit S(g) l’algèbre symétrique de g. La symétrisation

θ : S(g) → gr(U(g))
x1 . . . xn 7→

∑
σ∈Sn

xσ(x1) . . . xσ(xn)

est un isomorphisme de K-algèbres.

1.6 Le complexe de Chevalley-Eilenberg
Dans cette section, on se refère à [26]. Soit g une K-algèbre de dimension finie, de

base (x1, . . . , xn). Pour p ∈ N, soit Λpg le p-ième produit extérieur de g, engendré par
les monômes xi1 ∧ · · · ∧ xip où xik ∈ g avec 1 ≤ k ≤ n. Puisque Λpg est un K-module
libre, le K-module

U(g)⊗ Λpg

est un U(g)-module libre à gauche. Par convention, on a Λ0g = K et Λ1g = g.
L’augmentation ε : U(g)→K est le morphisme de K-algèbres défini par ε(g) = 0

et ε(1) = 1. Autrement dit, ε est l’application induite par la projection de T(g) sur
K parallèlement à ⊕p≥1g

⊗p. Ce morphisme d’algèbres munit K d’une structure de
U(g)-module à gauche.

Définition 1.6.1 ([2], p. 270). La cohomologie de l’algèbre de Lie g, à coefficients
dans le U(g)-module M est définie par

H∗Lie
(
g,M

)
:= Ext∗U(g)(K,M).
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1.7. LES ALGÈBRES ENVELOPPANTES DE SRIDHARAN

Soit
(
U(g)⊗Λ∗g, d′∗CE

)
le complexe de Chevalley-Eilenberg de g à coefficients dans

U(g). Pour 1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ∈ U(g)⊗ Λpg, la différentielle de Chevalley-Eilenberg

d′
p
CE : U(g)⊗ Λpg→ U(g)⊗ Λp−1g

est U(g)-linéaire à gauche et définie par

d′pCE(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip) =
p∑
`=1

(−1)`+1xi` ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ xip

+
∑

1≤`<`′≤p
(−1)`+`′ ⊗ [xi` , xi`′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ x̂i`′ ∧ · · · ∧ xip .

Théorème 1.6.2 ([26], p. 239). Le complexe
(
U(g)⊗Λ∗g, d′∗CE

)
est une U(g)-résolution

libre du U(g)-module à gauche K.

Corollaire 1.6.3. Soit M un U(g)-module à gauche. On a

H∗Lie
(
g,M

)
= H∗

(
HomU(g)

(
U(g)⊗ Λ∗g,M

)
, (d′∗CE)t

)
où (d′∗CE)t est l’application transposée de d′∗CE.

1.7 Les algèbres enveloppantes de Sridharan
Dans cette section, on se refère à [24]. Soit toujours g une K-algèbre de Lie de

dimension finie n, de base (x1, . . . , xn) et soit f ∈ Z2(g,K) un 2-cocycle du complexe
de Chevalley-Eilenberg

(
U(g)⊗Λ∗g, d′∗CE

)
de l’algèbre de Lie g à coefficients triviaux.

L’application f : g × g → K est donc une forme bilinéaire alternée sur g vérifiant
l’identité

f(x, [y, z]) + f(y, [z, x]) + f(z, [x, y]) = 0,

pour tous x, y et z dans g.

Définition 1.7.1 ([24], p. 532 et [15], p. 237). On appelle algèbre enveloppante de
Sridharan du couple (g, f), l’algèbre associative

Uf (g) := T(g)/If

où If est l’idéal bilatère de l’algèbre tensorielle T(g) engendré par les éléments

{x⊗ y − y ⊗ x− [x, y]− f(x, y).1 |x ∈ g et y ∈ g} .
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1.7. LES ALGÈBRES ENVELOPPANTES DE SRIDHARAN

Théorème 1.7.2 (Poincaré-Birkhoff-Witt, [24], p. 533). Soit (x1, . . . , xn) une base
de l’algèbre de Lie g. Alors les éléments{

ι(x1)i1 . . . ι(xn)in|n ∈ N∗, (i1, . . . , in) ∈ Nn
}

forment une base de Uf (g).

Soit πf : T(g)→ Uf (g) la projection canonique. D’après ([24] p. 534), la restriction
de πf à g est l’injection K-linéaire ιf : g→ Uf (g) qui vérifie

ιf (x)ιf (y)− ιf (y)ιf (x)− ιf ([x, y])− f(x, y).1. (1.7.0.1)

Pour p ≥ 0, introduisons les K-modules

Fp
(
Uf (g)

)
= πf

(
⊕j≤p Tj(g)

)
=
∑
j≤p

πf
(
Tj(g)

)
.

L’algèbre Uf (g) = ∪p≥0Fp
(
Uf (g)

)
est une algèbre filtrée de gradué associé

gr(Uf (g)) = ⊕p≥1

(
Fp
(
Uf (g)

)
/Fp−1

(
Uf (g)

))
.

Théorème 1.7.3 ([24], p. 533). Soit g une algèbre de Lie de dimension finie n, de
base (x1, . . . , xn). Soit S(g) l’algèbre symétrique de g. La symétrisation

θf : S(g) → gr(Uf (g))
x1 . . . xn 7→

∑
σ∈Sn

xσ(x1) . . . xσ(xn)

est un isomorphisme de K-algèbres.

Remarque 1.7.4. Pour f = 0, on a U0(g) = U(g) et ι0 = ι.

R. Sridharan a montré que si f et f ′ sont deux cocycles de Chevalley-Eilenberg de
g à coefficients triviaux cohomologues alors les algèbres enveloppantes Uf (g) et Uf ′(g)
sont isomorphes.

Théorème 1.7.5 ([24], p. 536). Soit g une algèbre de Lie de dimension finie. Soient
f et f ′ des 2-cocycles du complexe de Chevalley-Eilenberg de g à coefficients triviaux
et soit h : g → K une application K-linéaire. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

1. Les cocycles f et f ′ sont cohomologues à h, c’est-à-dire que pour tous x et y
dans g, on a (f ′ − f)(x, y) = h([x, y]).

2. L’application ψh : Uf (g) → Uf ′(g) définie pour x ∈ g par ψf
(
ιf (x)

)
= ιf ′(x) +

h(x) s’étend en un isomorphisme de K-algèbres.
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1.8. RÉSOLUTIONS DE UF (G)

1.8 Résolutions de Uf(g)
Rappelons que Uf (g)op désigne l’algèbre opposée de Uf (g). On pose

Uf (g)e := Uf (g)⊗ Uf (g)op.

On introduit trois Uf (g)e-résolutions projectives de Uf (g) qu’on utilisera dans la
suite :
— La résolution bar :

(
Bar∗(Uf (g)), bbar

∗

)
=
(
Uf (g)⊗ Uf (g)⊗∗ ⊗ Uf (g), bbar

∗

)
;

— La résolution bar normalisée :
(
Bar∗(Uf (g)), bbar

∗

)
= (Uf (g)⊗Uf (g)⊗∗⊗Uf (g), bbar

∗

)
;

— La résolution de Kassel :
(
Uf (g)⊗ Λ∗g⊗ Uf (g), b′∗

)
, définie ci-dessous.

Proposition 1.8.1 ([15], p. 241). Considérons le Uf (g)-bimodule libre

L′∗(Uf (g)) := Uf (g)⊗ Λ∗g⊗ Uf (g).

Soit
b′ : L′p(Uf (g))→ L′p−1(Uf (g))

la différentielle définie pour a⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ b ∈ Uf (g)⊗ Λpg⊗ Uf (g) par

b′p(a⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ b) =
p∑
`=1

(−1)`+1axi` ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ xip ⊗ b

−
p∑
`=1

(−1)`+1a⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ xip ⊗ xi`b

+
∑

1≤`<`′≤p
(−1)`+`′a⊗ [xi` , xi`′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ x̂i`′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ b.

Le complexe
(
L′∗(Uf (g)), b′∗

)
est une Uf (g)e-résolution libre de Uf (g).

Définition 1.8.2. La résolution
(
L′∗(Uf (g)), b′∗

)
s’appelle la résolution de Kassel.
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Chapitre 2

Le morphisme de comparaison

Soit toujours g une algèbre de Lie de dimension n, de base (x1, . . . , xn). Soit
f ∈ Z2(g,K) un 2-cocycle de Chevalley-Eilenberg de g à coefficients triviaux et soit
Uf (g) l’algèbre enveloppante de Sridharan associée à f . On pose

U = U(g),

A = Uf (g)
et

A = A/K.

Le but de ce chapitre est de construire une homotopie

t∗ : L′∗(A)→ L′∗+1(A)

pour la résolution de Kassel
(
L′∗(A), b′∗

)
satisfaisant t2 = 0.

Soit
(
Bar∗(A), bbar

∗

)
la résolution bar normalisée de A définie à la section 1.1. A

partir de l’homotopie t∗, on construit un morphisme de complexes

η′∗ :
(
Bar∗(A), bbar

∗

)
→
(
L′∗(A), b′∗

)
qui satisfait

η′p(1⊗ xk1 ⊗ · · · ⊗ xkp ⊗ 1) = 1⊗ xk1 ∧ · · · ∧ xkp ⊗ 1 si k1 > · · · > kp

et
η′p(1⊗ xk1 ⊗ · · · ⊗ xkp ⊗ 1) = 0 ailleurs

où xk1 , . . . , xkp des éléments de la base de g.
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2.1. DÉFINITION D’UNE HOMOTOPIE T∗ POUR LA RÉSOLUTION DE
KASSEL

2.1 Définition d’une homotopie t∗ pour la résolu-
tion de Kassel

Rappelons que l’homotopie t∗ : L′∗(A)→ L′∗+1(A) doit être A-linéaire à gauche

. . . // A⊗ Λp+1g⊗A
b′p+1

//

id
��

A⊗ Λpg⊗A
b′p
//

id
��

tp

vv

A⊗ Λp−1g⊗A //

tp−1

vv

id
��

. . .

. . . // A⊗ Λp+1g⊗A
b′p+1

// A⊗ Λpg⊗A
b′p

// A⊗ Λp−1g⊗A // . . .

et doit satisfaire b′p+1tp + tp−1b
′
p = id, pour tout entier p positif.

Notation 2.1.1. Pour a ∈ A et b ∈ A, on définit le commutateur

[ , ]c : A⊗A → A

par [a, b]c = ab− ba.

Voici quelques remarques concernant la filtration de A.

Remarque 2.1.2. Soient n ∈ N un entier, j un entier 1 ≤ j ≤ n, s ≥ 0 un entier et
soit ` = (`j, . . . , `n) ∈ Nn−(j−1) un n− (j − 1) uplet avec `j 6= 0 et `j + · · ·+ `n ≤ s.

1. On a
x
`j
j . . . x

`n
n ∈ Fs(A).

2. On a
x
`j−1
j x

`j+1
j+1 . . . x

`n
n ∈ Fs−1(A).

3. Pour tout entier 1 ≤ k ≤ p tel que l’indice ik satisfait j ≤ ik ≤ n, le commuta-
teur

[xik , x
`j−1
j . . . x

`ik
ik

]c x
`ik+1
ik+1 . . . x

`n
n appartient à Fs−1(A).

Définition 2.1.3. Soit p un entier compris entre 1 et n et soit Ip l’ensemble des
p-multi-indices ordonnés :

Ip = { i = (i1, . . . , ip) ∈ J1, nKp | 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n} .

Il sera commode d’avoir quelques notations pour l’énoncé de la définition de l’ho-
motopie t∗.
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2.1. DÉFINITION D’UNE HOMOTOPIE T∗ POUR LA RÉSOLUTION DE
KASSEL

Notation 2.1.4. Pour i = (i1, . . . , ip) ∈ Ip, on pose

xi = xi1 ∧ · · · ∧ xip ∈ Λpg.

Soit j un entier compris entre 1 et n. Fixons ` = (`j, . . . , `n) ∈ Nn−(j−1). Soit s un
entier positif. On pose |`| = `j + · · ·+ `n et on suppose |`| ≤ s. On a

x ` = x
`j
j . . . x

`n
n ∈ Fs(A).

Pour définir l’application A-linéaire à gauche t∗ : L′∗(A) → L′∗+1(A), de source
le Ae-module libre L′∗(A) = A ⊗ Λ∗g ⊗ A, il suffit de définir t∗ sur les générateurs
de ce module libre Λ∗g ⊗ A et ensuite de la prolonger par A-linéarité à gauche sur
A⊗ Λ∗g⊗A.

Notation 2.1.5. Si tp : A⊗Λpg⊗A → A⊗Λp+1g⊗A est une application, on note
t(s)p la restriction de tp à A⊗ Λpg⊗ Fs(A).

Définition 2.1.6. Soit p un entier 1 ≤ p ≤ n. Définissons récursivement l’application

tp : A⊗ Λpg⊗A → A⊗ Λp+1g⊗A.

1. L’application t−1 : A → A⊗A est donnée par t−1(x`11 . . . x
`n
n ) = x`11 . . . x

`n
n ⊗ 1.

2. L’application t0 : A⊗A → A⊗ Λ1g⊗A est donnée par

t0(1⊗ x`11 . . . x
`n
n ) = −

n∑
k=1

( `k∑
r=1

x`11 . . . x
`k−1
k−1 x

r−1
k ⊗ xk ⊗ x`k−rk x

`k+1
k+1 . . . x

`n
n

)
.

3. Pour p ≥ 1, l’application t(0)
p : A⊗Λpg⊗F0(A)→ A⊗Λpg⊗A est donnée par

t(0)
p (1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1) = 0.

4. Pour p ≥ 1 et s ≥ 1, on suppose construit l’application A-linéaire à gauche

t(s−1)
p : A⊗ Λpg⊗ Fs−1(A)→ A⊗ Λp+1g⊗A.

Définissons t(s)p sur A⊗ Λpg⊗ Fs(A) par les conditions suivantes :
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2.1. DÉFINITION D’UNE HOMOTOPIE T∗ POUR LA RÉSOLUTION DE
KASSEL

Soit j un entier avec 1 ≤ j ≤ n. Soient ` = (`j, . . . , `n) ∈ Nn−(j−1) avec `j 6= 0
et |`| = `j + · · ·+ `n ≤ s et soit x ` = x

`j
j . . . x

`n
n ∈ Fs(A).

(a) Si |`| = `j + · · ·+ `n < s, on pose

t(s)p /A⊗Λpg⊗Fs−1(A) = t(s−1)
p .

(b) Si |`| = `j + · · ·+ `n = s et si j ≥ i1 alors on pose

t(s)p (1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`j
j . . . x

`n
n ) = 0.

(c) Si |`| = `j + · · ·+ `n = s et si j < i1 alors on pose

t(s)p (1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`j
j . . . x

`n
n ) =

(−1)p+1 ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ x
`j−1
j x

`j+1
j+1 . . . x

`n
n

+t(s−1)
p

( p∑
k=1

1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ [xik , xj] ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`j−1
j x

`j+1
j+1 . . . x

`n
n

)

+t(s−1)
p

( p∑
k=1

1⊗xi1∧· · ·∧xik−1∧xj∧· · ·∧xip⊗[xik , x
`j−1
j . . . x

`ik
ik

]c x
`ik+1
ik+1 . . . x

`n
n

)

+t(s−1)
p

(
xj ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x

`j−1
j . . . x`nn

)
.

L’application t∗ définie par le procédé récursif ci-dessus satisfait la propriété sui-
vante évidente, mais très utile, qu’on emploiera de nombreuses fois après réorganisa-
tion d’éléments dans la base PBW.

Proposition 2.1.7. Soit j un entier avec 1 ≤ j ≤ n. Soit p un entier avec 1 ≤ p ≤ n.
Soit (i1, . . . , ip) ∈ Ip. Pour tous entiers 1 ≤ k ≤ p et 1 ≤ l ≤ n, introduisons l’élément
m ∈ A⊗ Λp+1g⊗A défini par

m := 1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik ∧ xl ∧ xik+1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`j
j . . . x

`n
n .

Si j ≥ i1 ou si l ≤ j < i1, on a tp+1(m) = 0.
Autrement dit, l’élément tp+1(m) est nul s’il existe au moins un indice de l’élément
xi1 ∧ · · · ∧ xl ∧ · · · ∧ xip inférieur ou égal à j.

Démonstration. Remarquons que x`jj . . . x`nn est évidemment un élément de la base
PBW de A. On divise la démonstration en deux parties :
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2.2. CAS OÙ P = −1

Cas où j ≥ i1 :
Si l < i1 alors l < j d’où le résultat par la formule 4)b) de la définition 2.1.6.

Et si l ≥ i1 alors l’écriture ordonnée de m est de la forme m = 1⊗xi1 ∧ω⊗x
`j
j . . . x

`n
n

avec ω ∈ Λpg. D’où, on a tp+1(m) = 0 toujours d’après la formule 4)b) de la définition
2.1.6.
Cas où l ≤ j < i1 :

Si l ≤ j alors l’écriture ordonnée de m est de la forme m = 1⊗ xl ∧ω′⊗ x`jj . . . x`nn
avec ω′ ∈ Λpg. D’où, on a tp+1(m) = 0 d’après la formule 4)b) de la définition 2.1.6.

Les pages 25 à 55 sont consacrées à la démonstration du résultat suivant, qui est
le résultat le plus important du chapitre.
Lemme 2.1.8. L’application tp : L′p(A) → L′p+1(A) définie récursivement ci-dessus
est une application A-linéaire à gauche qui satisfait :

1. b′p+1tp + tp−1b
′
p = id.

2. tp+1tp = 0.
La démonstration de ce lemme se déroule par récurrence sur le degré p et sur le

degré filtrant s. Durant la démonstration, on utilise les notations suivantes :
Notation 2.1.9. Soit j tel que 1 ≤ j ≤ n. Soit ` = (`j, . . . , `n) ∈ Nn−(j−1) avec
`j 6= 0. On désigne par `′ ∈ Nn−(j−1) le multi-indice `′ = (`j − 1, `j+1, . . . , `n). Avec
ces notations et pour |`| = `j + · · ·+ `n ≤ s, on a

x ` = x
`j
j . . . x

`n
n ∈ Fs(A)

et
x `
′ = x

`j−1
j x

`j+1
j+1 . . . x

`n
n ∈ Fs−1(A).

Dans la suite de ce chapitre, on fixe les élements

x ` = x
`j
j . . . x

`n
n et x `

′ = x
`j−1
j x

`j+1
j+1 . . . x

`n
n

où 1 ≤ j ≤ n et `j 6= 0.

2.2 Cas où p = −1
Pour p = −1, on a

t−1(x `) = x ` ⊗ 1.
Il faut montrer donc que b′0 ◦ t−1(x `) = id(x `). Or, on a

(b′0 ◦ t−1)(x `) = b′0(x ` ⊗ 1) = x `.
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2.3. CAS OÙ P = 0

2.3 Cas où p = 0
Pour p = 0 et d’après la formule 2) de la définition 2.1.6, on a

t0(1⊗ x `) = −
n∑
k=j

( `k∑
r=1

x
`j
j . . . x

r−1
k ⊗ xk ⊗ x`k−rk . . . x`nn

)
.

Il faut montrer que (b′1 ◦ t0)(1⊗ x `) + (t−1 ◦ b′0)(1⊗ x `) = id(1⊗ x `). On a

(b′1 ◦ t0)(1⊗ x `) = b′1

(
−

n∑
k=j

( `k∑
r=1

x
`j
j . . . x

r−1
k ⊗ xk ⊗ x`k−rk . . . x`nn

))

= −
n∑
k=j

( `k∑
r=1

x
`j
j . . . x

r−1+1
k ⊗ x`k−rk . . . x`nn

)

+
n∑
k=j

( `k∑
r=1

x
`j
j . . . x

r−1
k ⊗ x`k−r+1

k . . . x`nn

)
= −x ` ⊗ 1 + 1⊗ x `.

On en déduit (b′1◦t0)(1⊗x `)+(t−1◦b′0)(1⊗x `) = −x `⊗1+1⊗x `+x `⊗1 = id(1⊗x `),
ce qui montre

b′1t0 + t−1b
′
0 = id.

2.4 Cas où p ≥ 1 et s = 0
On regarde un monôme de A⊗ Λpg⊗ F0(A) de la forme

1⊗ xi ⊗ 1 = 1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1.

La formule 3) de la définition 2.1.6 fournit

t(0)
p (1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1) = 0.

Donc, pour montrer l’égalité

b′p+1t
(0)
p + tp−1b

′
p = id,

il suffit de montrer (tp−1 ◦ b′p)(1⊗ xi ⊗ 1) = id(1⊗ xi ⊗ 1). On a
b′p(1⊗ xi ⊗ 1) = A′p−1 +B′p−1 + C ′p−1 où

A′p−1 =
p∑

k=1
(−1)k+1xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1,
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2.5. CAS OÙ P ≥ 1 , J ≥ I1 ET S ≥ 1

B′p−1 = −
p∑

k=1
(−1)k+11⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik

et
C ′p−1 =

∑
1≤k<k′≤p

(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1.

Or, d’après la formule 3) de la définition 2.1.6, on a

tp−1(A′p−1) = tp−1(C ′p−1) = 0.

Puisque ik ≥ i1 avec 2 ≤ k ≤ n, d’après la proposition 2.1.7, on a

tp−1
( p∑
k=2

(−1)k+11⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik
)

= 0

donc tp−1(B′p−1) = tp−1(−1⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xi1).
Alors, d’après la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on a
tp−1(B′p−1) = −(−1)p ⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xip ∧ xi1 ⊗ 1

= −(−1)p(−1)p−1 ⊗ xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1.
On a donc
(tp−1 ◦ b′p)(1⊗ xi ⊗ x `) = tp−1(A′p−1) + tp−1(B′p−1) + tp−1(C ′p−1)

= 0 + 1⊗ xi ⊗ 1 + 0
= id(1⊗ xi ⊗ 1).

D’où, on a montré l’égalité
b′p+1t

(0)
p + tp−1b

′
p = id.

2.5 Cas où p ≥ 1 , j ≥ i1 et s ≥ 1
Montrons que

b′p+1tp + tp−1b
′
p = id. (2.5.0.1)

On regarde un monôme 1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x ` ∈ A ⊗ Λpg⊗A avec j ≥ i1. Puisque
j ≥ i1, d’après la formule 4)b) de la définition (2.1.6), on a

tp−1(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `) = 0.

Il suffit donc de montrer que

(tp−1 ◦ b′p)(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `) = id(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `).
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2.5. CAS OÙ P ≥ 1 , J ≥ I1 ET S ≥ 1

On pose alors

b′p(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `) = A′p−1 +B′p−1 + C ′p−1

où

A′p−1 =
p∑

k=1
(−1)k+1xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `,

B′p−1 = −
p∑

k=1
(−1)k+11⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xikx `

et
C ′p−1 =

∑
1≤k<k′≤p

(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`.

On pose

Ap = tp−1(A′p−1) , Bp = tp−1(B′p−1) et Cp = tp−1(C ′p−1).

Pour 2 ≤ k ≤ p et d’après la proposition 2.1.7, le monôme

xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `

est tel que

tp−1(
p∑

k=2
xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `) = 0

car j ≥ i1. Alors, on a

Ap = tp−1(A′p−1) = tp−1(xi1 ⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `).

De même, pour 2 ≤ k < k′ ≤ p et d’après la proposition (2.1.7), le monôme

1⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`

est tel que

tp−1(
∑

2≤k<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x

`) = 0

car j ≥ i1. Alors, on a

Cp = tp−1(C ′p−1) = tp−1
( p∑
k′=2

(−1)1+k′ ⊗ [xi1 , xik′ ] ∧ xi2 ∧ . . . x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`
)
.
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2.5. CAS OÙ P ≥ 1 , J ≥ I1 ET S ≥ 1

D’autre part, on pose
Bp = tp−1(B′p−1) = Bp,1 +Bp,2

avec

Bp,1 = −tp−1(1⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xi1x `)
et

Bp,2 = −tp−1
( p∑
k=2

(−1)k+1 ⊗ xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xikx `
)
.

Or, d’après la proposition 2.1.7, on a

tp−1
( p∑
k=2

(−1)k+1 ⊗ xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`j
j . . . x

`ik+1
ik

. . . x`nn
)

= 0

car j ≥ i1 et x`jj . . . x
`ik+1
ik

. . . x`nn est dans la base PBW. Il en résulte que

Bp,2 = −tp−1
( p∑
k=2

(−1)k+1 ⊗ xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xikx `
)

+tp−1
( p∑
k=2

(−1)k+1 ⊗ xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`j
j . . . x

`ik+1
ik

. . . x`nn
)

= −tp−1
( p∑
k=2

(−1)k+1 ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xik , x
`j
j . . . x

`ik
ik

]c x
`ik+1
ik+1 . . . x

`n
n

)
.

D’après la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on trouve

Bp,1 = −tp−1(1⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xi1x `)

= −(−1)p ⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xip ∧ xi1 ⊗ x `

− tp−1

( p∑
k=2

1⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ [xik , xi1 ] ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `
)

− tp−1

( p∑
k=2

1⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ xip ⊗ [xik , x
`j
j . . . x

`ik
ik

]c x
`ik+1
ik+1 . . . x

`n
n

)
− tp−1(xi1 ⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `)
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= (−1)p+1(−1)p−1 ⊗ xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `

− tp−1

( p∑
k=2

(−1)k ⊗ [xik , xi1 ] ∧ xi2 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `
)

− tp−1
( p∑
k=2

(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xik , x
`j
j . . . x

`ik
ik

]c x
`ik+1
ik+1 . . . x

`n
n

)
− tp−1(xi1 ⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `).

On en déduit que

Bp,1 = 1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x ` − Cp −Bp,2 − Ap.

Par conséquent, pour xi = xi1 ∧ · · · ∧ xip , on a

tp ◦ b′p+1(1⊗ xi ⊗ x `) = tp(A′p) + tp(B′p) + tp(C ′p)
= Ap +Bp,1 +Bp,2 + Cp

= Ap +
(
1⊗ xi ⊗ x ` − Cp −Bp,2 − Ap

)
+Bp,2 + Cp

= id(1⊗ xi ⊗ x `).

Il nous reste donc à montrer l’égalité

b′p+1tp + tp−1b
′
p = id. (2.5.0.2)

pour p ≥ 1 et j < i1. Afin de montrer cette égalité, on procède par récurrence sur le
degré p de l’élément x `.

2.6 Cas où p = 1 , j < i1 et s ≥ 1
Dans cette section, on pose

i1 = i.

Soit 1⊗ xi⊗ x ` ∈ A⊗Λ1g⊗A. On regarde un monôme 1⊗ xi⊗ x ` ∈ A⊗ g⊗Fs(A)
avec j < i et |`| = s. D’après la formule 4)c) de la définition (2.1.6), on a

t
(s)
1 (1⊗ xi ⊗ x `) = 1⊗ xi ∧ xj ⊗ x `

′

+t(s−1)
1 (1⊗ [xi, xj]⊗ x `

′)

+t(s−1)
1 (1⊗ xj ⊗ [xi, x`j−1

j . . . x`ii ]c x
`ik+1
ik+1 . . . x

`n
n )

+t(s−1)
1 (xj ⊗ xi ⊗ x `

′).
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Afin de montrer l’égalité
b′2t

(s)
1 + t0b

′
1 = id,

on procède par récurrence sur le degré filtrant de x ` ∈ Fs(A).
D’abord, supposons s = 1.

Soit x ` = xj ∈ F1(A). On a

t0 ◦ b′1(1⊗ xi ⊗ xj) = t0(xi ⊗ xj − 1⊗ xixj).

Réordonnons xixj dans la base PBW. On a xixj = xjxi + [xi, xj] + f(xi, xj). On a

t0 ◦ b′1
(
1⊗ xi ⊗ xj) = t0

(
xi ⊗ xj − 1⊗ xjxi − 1⊗ [xi, xj]− 1⊗ f(xi, xj)

)
= −xi ⊗ xj ⊗ 1 + 1⊗ xj ⊗ xi + xj ⊗ xi ⊗ 1 + 1⊗ [xi, xj]⊗ 1.

D’après la définition de t(s)1 ci-dessus, on a

b′2 ◦ t
(1)
1 (1⊗ xi ⊗ xj) = b′2(1⊗ xi ∧ xj ⊗ 1)

= xi ⊗ xj ⊗ 1− xj ⊗ xi ⊗ 1− 1⊗ xj ⊗ xi + 1⊗ xi ⊗ xj
−1⊗ [xi, xj]⊗ 1,

ce qui montre b′2 ◦ t
(1)
1 (1⊗ xi ⊗ xj) + t0 ◦ b′1(1⊗ xi ⊗ xj) = id(1⊗ xi ⊗ xj). On a donc

l’égalité pour x ` ∈ F1(A).
Supposons à présent s ≥ 2.

Supposons qu’on ait l’égalité

b′2t
(s−1)
1 + t0b

′
1 = id. (2.6.0.1)

Montrons alors b′2t
(s)
1 + t0b

′
1 = id.

Soit x ` ∈ Fs(A) où |`| = s. D’après l’expression de t(s)1 ci-dessus, on a

b′2 ◦ t
(s)
1 (1⊗ xi ⊗ x `) = b′2(1⊗ xi ∧ xj ⊗ x `

′)
+ b′2 ◦ t

(s−1)
1 (1⊗ [xi, xj]⊗ x `

′)
+ b′2 ◦ t

(s−1)
1 (1⊗ xj ⊗ [xi, x`j−1

j . . . x`ii ]c x`i+1
i+1 . . . x

`n
n )

+ b′2 ◦ t
(s−1)
1 (xj ⊗ xi ⊗ x `

′).

Or, d’après la remarque (2.1.2), les monômes x `′ et [xi, x`j−1
j . . . x`ii ]c . . . x`nn appar-

tiennent à Fs−1(A). D’après l’hypothèse de récurrence (2.6.0.1), on a
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b′2 ◦ t
(s)
1 (1⊗ xi ⊗ x `) + t0 ◦ b′1(1⊗ xi ⊗ x `)

= b′2(1⊗ xi ∧ xj ⊗ x `
′)

+
(
id−(t0◦b′1)

)(
1⊗[xi, xj]⊗x `

′+1⊗xj⊗[xi, x`j−1
j . . . x`ii ]c x`i+1

i+1 . . . x
`n
n +xj⊗xi⊗x `

′
)

+t0 ◦ b′1(1⊗ xi ⊗ x `)

= b′2(1⊗ xi ∧ xj ⊗ x `
′)

+1⊗ [xi, xj]⊗ x `
′ + 1⊗ xj ⊗ [xi, x`j−1

j . . . x`ii ]c x`i+1
i+1 . . . x

`n
n + xj ⊗ xi ⊗ x `

′

−(t0 ◦ b′1)(1⊗ [xi, xj]⊗ x `
′)

−(t0 ◦ b′1)(1⊗ xj ⊗ [xi, x`j−1
j . . . x`ii ]cx`i+1

i+1 . . . x
`n
n )

−(t0 ◦ b′1)(xj ⊗ xi ⊗ x `
′)

+(t0 ◦ b′1)(1⊗ xi ⊗ x `)

= xi⊗xj⊗x `
′ − xj⊗xi⊗x `

′ + 1⊗xi⊗xjx `
′ − 1⊗xj⊗xix `

′ − 1⊗ [xi, xj]⊗x `
′

+1⊗ [xi, xj]⊗ x `
′ + 1⊗ xj ⊗ [xi, x`j−1

j . . . x`ii ]cx`i+1
i+1 . . . x

`n
n + xj ⊗ xi ⊗ x `

′

−t0
(
[xi, xj]⊗ x `

′ − 1⊗ [xi, xj]x `
′
)

−t0
(
xj ⊗ [xi, x`j−1

j . . . x`ii ]cx`i+1
i+1 . . . x

`n
n − 1⊗ xj[xi, x`j−1

j . . . x`ii ]cx`i+1
i+1 . . . x

`n
n

)
−t0

(
xjxi ⊗ x `

′ − xj ⊗ xix `
′
)

+t0
(
xi ⊗ x ` − 1⊗ xix `

)
= xi ⊗ xj ⊗ x `

′ + 1⊗ xi ⊗ x ` − 1⊗ xj ⊗ x`j−1
j . . . x`i+1

i . . . x`nn

−t0([xi, xj]⊗ x `
′ + xjxi ⊗ x `

′ − xi ⊗ x `)
−t0(− 1⊗ [xi, xj]x `

′ − 1⊗ xj[xi, x`j−1
j . . . x`ii ]cx`i+1

i+1 . . . x
`n
n + 1⊗ xix `)

−t0(xj ⊗ [xi, x`j−1
j . . . x`ii ]cx`i+1

i+1 . . . x
`n
n − xj ⊗ xix `

′)

= xi ⊗ xj ⊗ x `
′ + 1⊗ xi ⊗ x ` − 1⊗ xj ⊗ x`j−1

j . . . x`i+1
i . . . x`nn

−t0(xixj ⊗ x `
′ − f(xi, xj)⊗ x `

′ − xi ⊗ x `)
−t0(1⊗ x`jj . . . x`i+1

i . . . x`nn + 1⊗ f(xi, xj)x `
′)

−t0(−xj ⊗ x`j−1
j . . . x`i+1

i . . . x`nn )

= xi ⊗ xj ⊗ x `
′ + 1⊗ xi ⊗ x ` − 1⊗ xj ⊗ x`j−1

j . . . x`i+1
i . . . x`nn

−t0(xixj ⊗ x `
′ − xi ⊗ x `)

−t0(1⊗ x`jj . . . x`i+1
i . . . x`nn − xj ⊗ x

`j−1
j . . . x`i+1

i . . . x`nn )
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= xi ⊗ xj ⊗ x `
′ + 1⊗ xi ⊗ x ` − 1⊗ xj ⊗ x`j−1

j . . . x`i+1
i . . . x`nn

−xi ⊗ xj ⊗ x `
′

+1⊗ xj ⊗ x`j−1
j . . . x`i+1

i . . . x`nn

= id(1⊗ xi ⊗ x `).

Pour s ≥ 2, on a montré b′2 ◦ t
(s)
1 (1⊗ xi ⊗ x `) + t0 ◦ b′1(1⊗ xi ⊗ x `) = id(1⊗ xi ⊗ x `)

avec x ` ∈ Fs(A) et j < i. Par conséquent, on a

b′2t1 + t0b
′
1 = id

pour j < i.

Il nous reste donc à monter l’égalité b′p+1tp + tp−1b
′
p = id pour p ≥ 1.

2.7 Cas où p ≥ 1, j < i1 et s ≥ 1
Le but de cette section est de montrer l’égalité

b′p+1t
(s)
p + tp−1b

′
p = id (2.7.0.1)

pour p ≥ 1, j < i1 et s ≥ 1. Or, dans la section précédente, on a montré l’égalité
(2.7.0.1) pour p = 1. On procède donc par récurrence sur le degré p. Supposons donc
qu’on ait l’égalité

b′pt
(s−1)
p−1 + tp−2b

′
p−1 = id (2.7.0.2)

pour s ≥ 2. Montrons que l’on a

b′p+1t
(s)
p + tp−1b

′
p = id. (2.7.0.3)

Soit 1⊗xi⊗x ` ∈ A⊗Λp(g)⊗A. Afin de montrer l’égalité (2.7.0.3), on procède par
récurrence sur le degré filtrant de x ` ∈ Fs(A). Pour cela, on divise la démonstration de
cette section en deux parties. La première sera consacrée au cas s = 1 et la deuxième
au cas s > 1. On note que chaque sous section possède ses propres notations.

2.7.1 Cas où p ≥ 1, j < i1 et s = 1
Dans cette sous section, on pose

x ` = xj ∈ F1(A)/K.
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On regarde un monôme 1⊗ xi ⊗ x ` = 1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj ∈ A⊗ Λpg⊗ F1(A). La
formule 4)c) de la définition 2.1.6 fournit

tp(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj) = (−1)p+1 ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ 1.

On en déduit

b′p+1 ◦ tp(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj) = b′p+1

(
(−1)p+11⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ 1

)
= A′p +B′p + C ′p

= (A′p,1 + A′p,2) + (B′p,1 +B′p,2) + (C ′p,1 + C ′p,2)
avec

A′p,1 = (−1)p+1
p∑

k=1
(−1)k+1xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ 1,

A′p,2 = (−1)p+1(−1)p+2xj ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1,

B′p,1 = −(−1)p+1
p∑

k=1
(−1)k+11⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ xik ,

B′p,2 = −(−1)p+1(−1)p+21⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj

C ′p,1 = (−1)p+1
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′⊗ [xik , xik′ ]∧xi1 ∧· · ·∧ x̂ik ∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip ∧xj⊗1

et

C ′p,2 = (−1)p+1
p∑

k=1
(−1)k+(p+1) ⊗ [xik , xj] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1.

D’autre part, on a b′p(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj) = A′p−1 +B′p−1 + C ′p−1 avec

A′p−1 =
p∑

k=1
(−1)k+1xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj,

B′p−1 = −
p∑

k=1
(−1)k+1 ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xikxj

et

C ′p−1 =
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj.

On donc
tp−1 ◦ b′p(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj) = Ap +Bp + Cp
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avec
Ap = tp−1(A′p−1) , Bp = tp−1(B′p−1) et Cp = tp−1(C ′p−1).

D’après la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on a

Ap = tp−1
( p∑
k=1

(−1)k+1xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj
)

=
p∑

k=1
(−1)k+1(−1)pxik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ 1.

On en déduit que
Ap = −A′p,1. (2.7.1.1)

Réordonnons xikxj dans la base PBW. On a xikxj = xjxik + [xik , xj] + f(xik , xj). On
écrit donc

Bp = tp−1(B′p−1) = Bp,1 +Bp,2 +Bp,3

avec

Bp,1 = tp−1
( p∑
k=1

(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xjxik
)
,

Bp,2 = tp−1
( p∑
k=1

(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xik , xj]
)

et

Bp,3 = tp−1
( p∑
k=1

(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ f(xik , xj)
)
.

On a f(xik , xj) ∈ K. D’après la formule 3) de la définition 2.1.6, on en déduit

Bp,3 = 0.

Calculons à présent Bp,1. D’après la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on a

Bp,1 = tp−1
( p∑
k=1

(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xjxik
)

= Bp,1,1 +Bp,1,2 +Bp,1,3 +Bp,1,4 +Bp,1,5 +Bp,1,6

avec
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Bp,1,1 = (−1)p
p∑

k=1
(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ xik

Bp,1,2 = tp−1

( p∑
k=2

(−1)k
( k−1∑
k′=1

1⊗xi1 ∧· · ·∧xik′−1 ∧ [xik′ , xj]∧· · ·∧ x̂ik ∧· · ·∧xip⊗xik
))
,

Bp,1,3 = tp−1

( p−1∑
k=1

(−1)k
( p∑
k′=k+1

1⊗xi1∧· · ·∧x̂ik∧· · ·∧xik′−1∧[xik′ , xj]∧· · ·∧xip⊗xik
))
,

Bp,1,4 = tp−1

( p∑
k=2

(−1)k
( k−1∑
k′=1

1⊗xi1∧· · ·∧xik′−1∧xj∧· · ·∧x̂ik∧· · ·∧xip⊗[xik′ , 1]c xik
))
,

Bp,1,5 = tp−1

( p−1∑
k=1

(−1)k
( p∑
k′=k+1

1⊗xi1∧· · ·∧x̂ik∧· · ·∧xik′−1∧xj∧· · ·∧xip⊗[xik′ , xik ]c
))

et

Bp,1,6 = tp−1

( p∑
k=1

(−1)kxj ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik
)
.

On a Bp,1,4 = 0. On remarque que

Bp,1,1 = −B′p,1. (2.7.1.2)

Par ailleurs, d’après la proposition 2.1.7, on a

tp−1

( p∑
k=2

(−1)kxj ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik
)

= 0

car i1 ≤ ik. On a donc

Bp,1,6 = tp−1

( p∑
k=1

(−1)kxj ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik
)

= tp−1
(
(−1)1xj ⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xi1

)
= −(−1)pxj ⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xip ∧ xi1 ⊗ 1
= (−1)p+1(−1)p−1xj ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1.

On en déduit que
Bp,1,6 = −A′p,2. (2.7.1.3)

Il est commode d’introduire quelques notations pour la suite de la démonstration.
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Définition 2.7.1. Soient xi et xj deux éléments de la base (x1, . . . , xn) de g. Notons

[xi, xj] =
n∑
k=1

λki,j xk. Pour tout entier naturel q compris entre 1 et n, on pose

[xi, xj]<q =
q−1∑
k=1

λki,j xk

et
[xi, xj]>q =

n∑
k=q+1

λki,j xk.

Pour tout q, on a bien sûr [xi, xj] = [xi, xj]<q + [xi, xj]>q + λqi,j xq.

Calculons à présent Bp,2. On a

Bp,2 = tp−1
( p∑
k=1

(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xik , xj]
)

= tp−1
(
(−1)1 ⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xi1 , xj]

)
+tp−1

( p∑
k=2

(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xik , xj]
)
.

D’après la proposition 2.1.7 et la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on a donc

Bp,2 = (−1)(−1)p ⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xip ∧ [xi1 , xj]<i2 ⊗ 1

+
p∑

k=2
(−1)k(−1)p ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ∧ [xik , xj]<i1 ⊗ 1

= (−1)p+1(−1)p−1 ⊗ [xi1 , xj]<i2 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1

+
p∑

k=2
(−1)k(−1)p(−1)p−1 ⊗ [xik , xj]<i1 ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1

ce qui donne

Bp,2 = 1⊗ [xik , xj]<i2 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1

+
p∑

k=2
(−1)k+1 ⊗ [xik , xj]<i1 ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1.

Calculons à présent Bp,1,2. D’après la proposition 2.1.7, on a

tp−1

( p∑
k=2

(−1)k
( k−1∑
k′=2

1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik′−1 ∧ [xik′ , xj] ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik
))

= 0
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car i1 ≤ ik. On a donc

Bp,1,2 = tp−1

( p∑
k=2

(−1)k
( k−1∑
k′=1

1⊗xi1 ∧· · ·∧xik′−1 ∧ [xik′ , xj]∧· · ·∧ x̂ik ∧· · ·∧xip⊗xik
))

= tp−1

( p∑
k=2

(−1)k1⊗ [xi1 , xj] ∧ xi2 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik
)
.

Or, d’après la proposition 2.1.7, on a

tp−1

( p∑
k=3

(−1)k1⊗ [xi1 , xj] ∧ xi2 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik
)

= 0

car i2 ≤ ik. On a donc

Bp,1,2 = tp−1
(
(−1)2 ⊗ [xi1 , xj] ∧ xi3 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xi2

)
= (1)p ⊗ [xi1 , xj]>i2 ∧ xi3 ∧ · · · ∧ xip ∧ xi2 ⊗ 1

= (1)p(1)p−2 ⊗ [xi1 , xj]>i2 ∧ xi2 ∧ xi3 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1,

ce qui donne
Bp,1,2 = 1⊗ [xi1 , xj]>i2 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xip+1 ⊗ 1.

D’une manière analogue, calculons Bp,1,3. D’après la proposition 2.1.7, on a

Bp,1,3 = tp−1

( p−1∑
k=1

(−1)k
( p∑
k′=k+1

1⊗xi1∧· · ·∧x̂ik∧· · ·∧xik′−1∧ [xik′ , xj]∧· · ·∧xip⊗xik
))

= tp−1

(
(−1)1

( p∑
k′=2

1⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xik′−1 ∧ [xik′ , xj] ∧ · · · ∧ xip ⊗ xi1
))

= tp−1

(
(−1)1

( p∑
k=2

1⊗ xi2 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ [xik , xj] ∧ · · · ∧ xip ⊗ xi1
))

= −tp−1

( p∑
k=2

(−1)k ⊗ [xik , xj] ∧ xi2 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xi1
)

= −
p∑

k=2
(−1)k(−1)p ⊗ [xik , xj]>i1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ∧ xi1 ⊗ 1

=
p∑

k=2
(−1)k+p+1(−1)p−2 ⊗ [xik , xj]>i1 ∧ xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1,
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ce qui donne

Bp,1,3 =
p∑

k=2
(−1)k+1 ⊗ [xik , xj]>i1 ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1.

D’où, on a

Bp,2 +Bp,1,2 +Bp,1,3

= 1⊗ [xi1 , xj]<i2 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xip+1 ⊗ 1

+
p∑

k=2
(−1)k+1 ⊗ [xik , xj]<i1 ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1

+1⊗ [xi1 , xj]>i2 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1

+
p∑

k=2
(−1)k+1 ⊗ [xik , xj]>i1 ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1

= 1⊗ [xi1 , xj] ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1

+
p∑

k=2
(−1)k+1 ⊗ [xik , xj] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1

=
p∑

k=1
(−1)k+1 ⊗ [xik , xj] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1.

On en déduit
Bp,2 +Bp,1,2 +Bp,1,3 = −C ′p,2. (2.7.1.4)

Calculons Bp,1,5. On

Bp,1,5 = tp−1

( p−1∑
k=1

(−1)k
( p∑
k′=k+1

1⊗xi1∧· · ·∧x̂ik∧· · ·∧xik′−1∧xj∧· · ·∧xip⊗[xik′ , xik ]c
))
.

Puisque f(xik′ , xik) ∈ K, on obtient

Bp,1,5 = tp−1

( p−1∑
k=1

(−1)k
( p∑
k′=k+1

1⊗xi1∧· · ·∧x̂ik∧· · ·∧xik′−1∧xj∧· · ·∧xip⊗ [xik′ , xik ]
))
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= tp−1

( ∑
1≤k<k′≤p

(−1)k(−1)p−k′ ⊗ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ [xik′ , xik ]
)

= tp−1

( ∑
1≤k<k′≤p

(−1)p+k+k′⊗xi1 ∧· · ·∧ x̂ik ∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip ∧xj⊗ [xik′ , xik ]
)

=
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ∧ [xik′ , xik ]<j ⊗ 1

=
∑

1≤k<k′≤p+1
(−1)k+k′(−1)p−1 ⊗ [xik′ , xik ]<j ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ 1.

Calculons à présent Cp +Bp,1,5. On a

Cp +Bp,1,5

= tp−1(
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj)

+
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′+p−1⊗ [xik′ , xik ]<j ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ 1

=
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′(−1)p ⊗ [xik , xik′ ]>j ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ 1

+
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′+p−1⊗ [xik′ , xik ]<j ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ 1

=
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′+p ⊗ [xik , xik′ ]>j ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ 1

+
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′+p ⊗ [xik , xik′ ]<j ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ 1

=
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′+p ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . . x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ 1.

On en déduit que
Cp +Bp,1,5 = −C ′p,1. (2.7.1.5)

Par conséquent, on a

(b′p+1 ◦ tp)(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj) = A′p,1 + A′p,2 +B′p,1 +B′p,2 + C ′p,1 + C ′p,2
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et
(tp−1 ◦ b′p)(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj) = Ap +Bp,1 +Bp,2 +Bp,3 + Cp

avec Bp,1 = Bp,1,1 +Bp,1,2 +Bp,1,3 +Bp,1,4 +Bp,1,5 +Bp,1,6.

D’après (2.7.1.1), (2.7.1.2), (2.7.1.3), (2.7.1.4) et (2.7.1.5), on a

(b′p+1 ◦ tp + tp−1 ◦ b′p)(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj)

= A′p,1 + A′p,2 +B′p,1 +B′p,2 + C ′p,1 + C ′p,2

+Ap +Bp,1 +Bp,2 + 0 + Cp

= A′p,1 + A′p,2 +B′p,1 +B′p,2 + C ′p,1 + C ′p,2

+Ap +Bp,1,1 +Bp,1,2 +Bp,1,3 +Bp,1,4 +Bp,1,5 +Bp,1,6 +Bp,2 + Cp

= A′p,1 + A′p,2 +B′p,1 +B′p,2 + [−Cp −Bp,1,5] + [−Bp,2 −Bp,1,2 −Bp,1,3]

+[−A′p,1] + [−B′p,1] +Bp,1,2 +Bp,1,3 + 0 +Bp,1,5 + [−A′p,2] +Bp,2 + Cp

= B′p,2

= id(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj).

Par conséquent, pour 1⊗ xi ⊗ x ` ∈ A⊗ Λpg⊗ F1(A), on a

(b′p+1 ◦ t(1)
p + tp−1 ◦ b′p)(1⊗ xi ⊗ x `) = id(1⊗ xi ⊗ x `).

2.7.2 Cas où p ≥ 1, j < i1 et s ≥ 1
Dans la partie précédente, on a montré que la restriction de b′p+1tp + tp−1b

′
p à

A⊗ Λpg⊗ F1(A) est égale à id. On procède donc sur le degré filtran s de x `.
Supposons à présent que pour s ≥ 2, la restriction de b′p+1tp + tp−1b

′
p à A⊗Λpg⊗

Fs−1(A) soit égale à id, c’est-à-dire on ait

b′p+1t
(s−1)
p + tp−1b

′
p = id. (2.7.2.1)

Montrons que cette égalité subsiste sur A⊗ Λpg⊗ Fs(A) pour j < i1.

Soit un monôme de A⊗ Λpg⊗ Fs(A) de la forme 1⊗ xi ⊗ x ` avec j < i1, `j 6= 0 ,
x ` ∈ Fs(A) et |`| = `j + · · ·+ `n = s. D’après 4)c) de la définition 2.1.6, on a
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(b′p+1 ◦ t(s)p )(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `) =

b′p+1

(
(−1)p+11⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ x `

′
)

+ (b′p+1 ◦ t(s−1)
p )

( p∑
k=1

1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ [xik , xj] ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `
′)

+ (b′p+1 ◦ t(s−1)
p )

( p∑
k=1

1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ xj ∧ . . .

· · · ∧ xip ⊗ [xik , x
`j−1
j . . . x

`ik
ik

]c x
`ik+1
ik+1 . . . x

`n
n

)
+ (b′p+1 ◦ t(s−1)

p )
(
xj ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `

′
)
.

Or, les mônomes x `′ et [xik , x
`j−1
j . . . x

`ik
ik

]c x
`ik+1
ik+1 . . . x

`n
n appartiennent à Fs−1(A). Par

l’hypothèse de récurrence (2.7.2.1), on a

(b′p+1 ◦ t(s)p )(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `) =

b′p+1

(
(−1)p+11⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ x `

′
)

+
(
id− tp−1 ◦ b′p

)(
Dp,1 +Dp,2 +Dp,3

)
où

Dp,1 =
p∑

k=1
1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ [xik , xj] ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `

′

Dp,2 =
p∑

k=1
1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ xj ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xik , x

`j−1
j . . . x

`ik
ik

]c x
`ik+1
ik+1 . . . x

`n
n

et
Dp,3 = xj ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `

′
.

Or, par définition de la différentielle b′, on a

b′p+1

(
(−1)p+11⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ x `

′) = A′p +B′p + C ′p

avec
A′p = A′p,1 + A′p,2 , B′p = B′p,1 +B′p,2) , C ′p = C ′p,1 + C ′p,2

et où on a posé

A′p,1 = (−1)p+1
p∑

k=1
(−1)k+1xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ x `

′
,

A′p,2 = (−1)p+1(−1)p+2xj ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `
′
,
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B′p,1 = −(−1)p+1
p∑

k=1
(−1)k+11⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ xikx `

′
,

B′p,2 = −(−1)p+1(−1)p+21⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ xjx `
′
,

C ′p,1 = (−1)p+1 ∑
1≤k<k′≤p

(−1)k+k′⊗ [xik , xik′ ]∧xi1∧· · ·∧ x̂ik∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip∧xj⊗x
`′

and
C ′p,2 = (−1)p+1

p∑
k=1

(−1)k+(p+1) ⊗ [xik , xj] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `
′
.

On remarque que
Dp,3 = −A′p,2 (2.7.2.2)

et
Dp,1 = −C ′p,2. (2.7.2.3)

Puisque l = j ≤ j < i1, d’après la proposition 2.1.7, on a tp(C ′p,1) = 0. Par ailleurs,
C ′p,1 est composé de mônomes pour lesquels on peut appliquer le résultat de la section
2.5. On a donc

(tp−1 ◦ b′p + b′p+1 ◦ tp)(C ′p,1) = C ′p,1.

Et, par conséquent, on a
tp−1 ◦ b′p(C ′p,1) = C ′p,1.

On écrit alors
b′p(C ′p,1) = C ′p−1,1,1 + C ′p−1,1,2 + C ′p−1,1,3 + C ′p−1,1,4 + C ′p−1,1,5 + C ′p−1,1,6

+C ′p−1,1,7 + C ′p−1,1,8 + C ′p−1,1,9

où
C ′p−1,1,1 =

∑
1≤k<k′≤p

(−1)p+k+k′+1[xik , xik′ ]⊗xi1 ∧· · ·∧ x̂ik ∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip ∧xj⊗x
`′ ,

C ′p−1,1,2 =
∑

1≤q<k<k′≤p
(−1)p+k+k′+q+1xiq ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂iq ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ x
`′

+
∑

1≤k<q<k′≤p
(−1)p+k+k′+qxiq ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂iq ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ x
`′

+
∑

1≤k<k′<q≤p
(−1)p+k+k′+q+1xiq ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ x̂iq ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ x
`′ ,
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C ′p−1,1,3 =
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′xj ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x

`′ ,

C ′p−1,1,4 =
∑

1≤k<k′≤p
(−1)p+k+k′ ⊗xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧xip ∧xj ⊗ [xik , xik′ ] x

`′ ,

C ′p−1,1,5 =
∑

1≤q<k<k′≤p
(−1)p+k+k′+q ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂iq ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ xiqx
`′

+
∑

1≤k<q<k′≤p
(−1)p+k+k′+q+1 ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂iq ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ xiqx
`′

+
∑

1≤k<k′<q≤p
(−1)p+k+k′+q ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ x̂iq ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ xiqx
`′ ,

C ′p−1,1,6 =
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′+1⊗ [xik , xik′ ]∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ xjx

`′ ,

C ′p−1,1,7 =
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [[xik , xik′ ], xj]∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x

`′ ,

C ′p−1,1,8 =
∑

1≤q<k<k′≤p
(−1)k+k′+q ⊗ [xiq , xj] ∧ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂iq ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`′

+
∑

1≤k<q<k′≤p
(−1)k+k′+q+1 ⊗ [xiq , xj] ∧ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂iq ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`′

+
∑

1≤k<k′<q≤p
(−1)k+k′+q ⊗ [xiq , xj] ∧ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ x̂iq ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`′

et

C ′p−1,1,9 =
∑

1≤`<`′<k<k′≤p
(−1)k+k′+`+`′ ⊗ [xi` , x`′ ] ∧ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` . . .

· · ·∧ x̂i`′ ∧· · ·∧ x̂ik ∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip ∧xj⊗x
`′

+
∑

1≤`<k<`′<k′≤p
(−1)k+k′+`+`′−1 ⊗ [xi` , xi`′ ] ∧ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` . . .

· · ·∧ x̂ik ∧· · ·∧ x̂i`′ ∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip ∧xj⊗x
`′
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+
∑

1≤k<`<`′<k′≤p
(−1)k+k′+`+`′ ⊗ [xi` , xi`′ ] ∧ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik . . .

· · ·∧ x̂i` ∧· · ·∧ x̂i`′ ∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip ∧xj⊗x
`′

+
∑

1≤k<`<k′<`′≤p
(−1)k+k′+`+`′−1 ⊗ [xi` , xi`′ ] ∧ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik . . .

· · ·∧ x̂i` ∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧ x̂i`′ ∧· · ·∧xip ∧xj⊗x
`′

+
∑

1≤k<k′<`<`′≤p
(−1)k+k′+`+`′ ⊗ [xi` , xi`′ ] ∧ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik . . .

· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧ x̂i`∧· · ·∧ x̂i`′ ∧· · ·∧xip∧xj⊗x
`′ .

Puisque l = j ≤ j < i1, la proposition 2.1.7 fournit

tp−1(C ′p−1,1,1) = tp−1(C ′p−1,1,2) = tp−1(C ′p−1,1,9) = 0.

Par ailleurs, posons

b′p(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `) = E ′p−1 + F ′p−1 +G′p−1 avec

E ′p−1 =
p∑

k=1
(−1)k+1xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `,

F ′p−1 =
p∑

k=1
(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xikx `

et

G′p−1 =
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x

`.

On remarque que
G′p−1 = −C ′p−1,1,6

donc
tp−1(G′p−1) = −tp−1(C ′p−1,1,6). (2.7.2.4)

Calculons à présent b′p(Dp,1). On a

b′p(Dp,1) = A′′p−1 +B′′p−1 + C ′′p−1

= (A′′p−1,1 + A′′p−1,2) + (B′′p−1,1 +B′′p−1,2) + (C ′′p−1,1 + C ′′p−1,2 + C ′′p−1,3)
où
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A′′p−1,1 =
p∑

k=1

( k−1∑
k′=1

(−1)k′+1xik′ ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ [xik , xj]∧ · · · ∧ xip ⊗ x `
′)

+
p∑

k′=k+1
(−1)k′+1xik′ ⊗xi1 ∧· · ·∧xik−1 ∧ [xik , xj] · · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip⊗x

`′
))
,

A′′p−1,2 =
p∑

k=1
(−1)k+1[xik , xj]⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `

′
,

B′′p−1,1 =
p∑

k=1

( k−1∑
k′=1

(−1)k′ ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ [xik , xj] ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik′x
`′

+
p∑

k′=k+1
(−1)k′ ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ [xik , xj] · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik′x

`′
)
,

B′′p−1,2 =
p∑

k=1
(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xik , xj] x `

′
,

C ′′p−1,1 =
p∑

k=2

( k−1∑
k′=1

(−1)k′+k⊗ [xik′ , [xik , xj]]∧xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧xip ⊗x
`′
)
,

C ′′p−1,2 =
p−1∑
k=1

( p∑
k′=k+1

(−1)k′+k⊗ [[xik , xj], xik′ ]∧xi1 ∧· · ·∧ x̂ik ∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip⊗x
`′
)

et
C ′′p−1,3 =

∑
1≤k<k′<q≤p

(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · ·∧ x̂ik ∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xiq−1∧ [xiq , xj]∧· · ·∧xip⊗x `
′

+
∑

1≤k<q<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · ·∧ x̂ik ∧· · ·∧xiq−1∧ [xiq , xj]∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip⊗x
`′

+
∑

1≤q<k<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · ·∧xiq−1∧ [xiq , xj]∧· · ·∧ x̂ik∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip⊗x
`′ .

En échangeant les variables k et k′ dans la sommation, on a
C ′′p−1,1 =

∑
1≤k′<k≤p

(−1)k′+k ⊗ [xik′ , [xik , xj]]∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`′
)

=
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , [xik′ , xj]] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x

`′
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L’identité de Jacobi fournit

C ′′p−1,1 + C ′′p−1,2 − C ′p−1,1,7 = 0.

D’où
tp(C ′′p−1,1 + C ′′p−1,2 − C ′p−1,1,7) = 0. (2.7.2.5)

Remarquons que
C ′′p−1,3 =

∑
1≤k<k′<q≤p

(−1)k+k′+q ⊗ [xiq , xj] ∧ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ x̂iq ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`′

+
∑

1≤k<q<k′≤p
(−1)k+k′+q+1 ⊗ [xiq , xj] ∧ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

, · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂iq ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`′

+
∑

1≤k<k′<q≤p
(−1)k+k′+q ⊗ [xiq , xj] ∧ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂iq ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`′

= C ′p−1,1,8.

D’où, on a
tp−1(C ′′p−1,3) = tp−1(C ′p−1,1,8). (2.7.2.6)

Pour j ≤ k ≤ n, on introduit la troncature à droite et à gauche de x ` = x
`j
j . . . x

`n
n

définie par
T ′k(x `) = x

`j
j . . . x

`k
k et T ′′k (x `) = x

`k+1
k+1 . . . x

`n
n .

On a donc
x ` = x

`j
j . . . x

`n
n = T ′k(x `)T ′′k (x `),

x `
′ = x

`j−1
j x

`j+1
j+1 . . . x

`n
n = T ′k(x `

′)T ′′k (x `′)

et
[xk, x`j−1

j . . . x`kk ]c x`k+1
k+1 . . . x

`n
n = [xk, T ′k(x `

′)]c T ′′k (x `′).

Avec ces notations, on aDp,2 =
p∑

k=1
1⊗xi1∧· · ·∧xik−1∧xj∧· · ·∧xip⊗[xik , T ′k(x `

′)]c T ′′k (x `′).

Calculons à présent b′p(Dp,2). On a
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b′p(Dp,2) = A
(3)
p−1 +B

(3)
p−1 + C

(3)
p−1

= (A(3)
p−1,1 + A

(3)
p−1,2) + (B(3)

p−1,1 +B
(3)
p−1,2) + (C(3)

p−1,1 + C
(3)
p−1,2 + C

(3)
p−1,3)

où

A
(3)
p−1,1 =

p∑
k=1

( k−1∑
k′=1

(−1)k′+1xik′ ⊗ xi1 ∧ . . .

· · ·∧x̂ik′∧· · ·∧xik−1∧xj∧· · ·∧xip⊗[xik , T ′k(x `
′)]c T ′′k (x `′)

)
+

p∑
k=1

( p∑
k′=k+1

(−1)k′+1xik′ ⊗ xi1 ∧ . . .

· · ·∧xik−1∧xj∧· · ·∧x̂ik′∧· · ·∧xip⊗[xik , T ′k(x `
′)]c T ′′k (x `′)

)
,

A
(3)
p−1,2 =

p∑
k=1

(−1)k+1xj ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xik , T ′k(x `
′)]c T ′′k (x `′),

B
(3)
p−1,1 = −

p∑
k=1

( k−1∑
k′=1

(−1)k′+1 ⊗ xi1 ∧ . . .

· · ·∧x̂ik′∧· · ·∧xik−1∧xj∧· · ·∧xip⊗xik′ [xik , T
′
k(x `

′)]c T ′′k (x `′)
)

−
p∑

k=1

( p∑
k′=k+1

(−1)k′+1 ⊗ xi1 ∧ . . .

· · ·∧xik−1∧xj∧· · ·∧x̂ik′∧· · ·∧xip⊗xik′ [xik , T
′
k(x `

′)]c T ′′k (x `′)
)
,

B
(3)
p−1,2 = −

p∑
k=1

(−1)k+1 ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xj[xik , T ′k(x `
′)]c T ′′k (x `′),

C
(3)
p−1,1 =

p∑
k=2

( k−1∑
k′=1

(−1)k′+k ⊗ [xik′ , xj] ∧ xi1 ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xik , T ′k(x `
′)]c T ′′k (x `′)

)
,

C
(3)
p−1,2 =

p−1∑
k=1

( p∑
k′=k+1

(−1)k′+k ⊗ [xj, xik′ ] ∧ xi1 ∧ . . .

. . . · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧xip ⊗ [xik , T ′k(x `
′)]c T ′′k (x `′)

)
et
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C
(3)
p−1,3 =

∑
1≤k<k′<q≤p

(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik′ ∧ · · ·∧xiq−1 ∧xj ∧ · · ·∧xip⊗ [xiq , T ′q(x `
′)]c T ′′q (x `′)

+
∑

1≤k<q<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ . . .

· · · ∧xiq−1 ∧xj ∧ · · ·∧ x̂ik′ ∧ · · ·∧xip⊗ [xiq , T ′q(x `
′)]c T ′′q (x `′)

+
∑

1≤q<k<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ xiq−1 ∧ xj ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xiq , T ′q(x `
′)]c T ′′q (x `′).

Or, on a
C ′p−1,1,5 =

∑
1≤q<k<k′≤p

(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ xiq−1 ∧ xj ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ xiqx
`′

+
∑

1≤k<q<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ . . .

· · · ∧ xiq−1 ∧ xj ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗⊗xiqx
`′

+
∑

1≤k<k′<q≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xiq−1 ∧ xj ∧ · · · ∧ xip ⊗ xiqx `
′
.

On en déduit
C ′p−1,1,5 − C

(3)
p−1,3

=
∑

1≤q<k<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ xiq−1 ∧ xj ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ T
′
q(x `

′)xiqT ′′q (x `′)

+
∑

1≤k<q<k′≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ . . .

· · · ∧ xiq−1 ∧ xj ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ T
′
q(x `

′)xiqT ′′q (x `′)

+
∑

1≤k<k′<q≤p
(−1)k+k′ ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xiq−1 ∧ xj ∧ · · · ∧ xip ⊗ T ′q(x `
′)xiqT ′′q (x `′).

Puisque
T ′q(x `

′)xiqT ′′q (x `′) = x
`j−1
j . . . x

`q−1
q−1 x

`q
q x

`q+1
q+1 . . . x

`n
n

est un mônome de la base PBW. Puisque l = j ≤ j < i1, d’après la proposition 2.1.7,
on a donc
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tp−1(C ′p−1,1,5 − C
(3)
p−1,3) = 0. (2.7.2.7)

De plus, on a b′p(Dp,3) = b′p(xj ⊗ xi1 ∧ . . . xip ⊗ x `
′) = A

(4)
p−1 +B

(4)
p−1 + C

(4)
p−1 où

A
(4)
p−1 =

p∑
k=1

(−1)k+1xjxik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `
′
,

B
(4)
p−1 =

p∑
k=1

(−1)kxj ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xikx `
′

et
C

(4)
p−1 =

∑
1≤k<k′≤p

(−1)k+k′xj ⊗ [xik , xik′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ x
`′ .

On remarque que C(4)
p−1 = C ′p−1,1,3. On a donc

tp−1(C(4)
p−1) = tp−1(C ′p−1,1,3). (2.7.2.8)

En échangeant les variables k et k′ dans la sommation, on a

A′′p−1,1 =
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k+1xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xik′−1 ∧ [xik′ , xj] ∧ · · · ∧ xip ⊗ x

`′

+
∑

1≤k′<k≤p
(−1)k+1xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik′−1 ∧ [xik′ , xj] ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x

`′

et

A
(3)
p−1,1 =

∑
1≤k<k′≤p

(−1)k+1xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ . . .

· · · ∧ xik′−1 ∧ xj ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xik′ , T
′
k′(x `

′)]c T ′′k′(x `
′)

+
∑

1≤k′<k≤p
(−1)k+1xik ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik′−1 ∧ xj ∧ . . .

· · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip+1 ⊗ [xik′ , T
′
k′(x `

′)]c T ′′k′(x `
′).

Par ailleurs, on a A′′p−1,2 = A′′p−1,2,1 + A′′p−1,2,2 avec

A′′p−1,2,1 =
p∑

k=1
(−1)k+1[xik , xj]c ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `

′

et

A′′p−1,2,2 = −
p∑

k=1
(−1)k+1f(xik , xj)⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `

′
.
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D’après la formule 4)c) de la défintion 2.1.6, on a

tp−1(E ′p−1) = −A′p,1 + tp−1(A′′p−1,1) + tp−1(A(3)
p−1,1) + tp−1(A′′p−1,2,1 + A

(4)
p−1). (2.7.2.9)

De plus, on a B(3)
p−1,1 = B

(3)
p−1,1,1 +B

(3)
p−1,1,2 avec

B
(3)
p−1,1,1 =

∑
1≤k′<k≤p

(−1)k′⊗xi1∧· · ·∧x̂ik′∧· · ·∧xik−1∧xj∧· · ·∧xip⊗xik′xikT
′
k(x `

′)T ′′k (x `′)

+
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k′⊗xi1∧· · ·∧xik−1∧xj∧· · ·∧x̂ik′∧· · ·∧xip⊗xik′xikT

′
k(x `

′)T ′′k (x `′)

=
∑

1≤k′<k≤p
(−1)k′ ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ xj ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik′xikx

`′

+
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k′ ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ xj ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik′xikx

`′

=
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xik′−1 ∧ xj ∧ · · · ∧ xip ⊗ xikxik′x

`′

+
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k′ ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ xj ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ⊗ xik′xikx

`′

=
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k(−1)p+k′ ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ xikxik′x

`′

+
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k′(−1)p+k+1⊗xi1 ∧· · ·∧ x̂ik ∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip ∧xj⊗xik′xikx

`′

=
∑

1≤k<k′≤p
(−1)p+k+k′ ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ x̂ik′ ∧ · · · ∧ xip ∧ xj ⊗ [xik , xik′ ]c x

`′

et
B

(3)
p−1,1,2 =

∑
1≤k′<k≤p

(−1)k′+1⊗xi1∧· · ·∧x̂ik′∧· · ·∧xik−1∧xj∧· · ·∧xip⊗xik′T
′
k(x `

′)xikT ′′k (x `′)

+
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k′+1⊗xi1∧· · ·∧xik−1∧xj∧· · ·∧x̂ik′∧· · ·∧xip⊗xik′T

′
k(x `

′)xikT ′′k (x `′)

=
∑

1≤k′<k≤p
(−1)k⊗xi1∧· · ·∧xik′−1∧xj∧· · ·∧x̂ik∧· · ·∧xip⊗xik′T

′
k(x `

′)xikT ′′k (x `′)

+
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k⊗xi1∧· · ·∧x̂ik∧· · ·∧xik′−1∧xj∧· · ·∧xip⊗xik′T

′
k(x `

′)xikT ′′k (x `′).
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L’élément f(xik , xik′ )x
`′ est dans la base PBW de A. Puisque l = j ≤ j < i1,

d’après la proposition 2.1.7, on a

tp−1
( ∑

1≤k<k′≤p
(−1)p+k+k′⊗xi1 ∧· · ·∧ x̂ik ∧· · ·∧ x̂ik′ ∧· · ·∧xip ∧xj⊗f(xik , xik′ )x

`′
)

= 0.

D’où, on a
tp−1(B(3)

p−1,1,1) = tp−1(C ′p−1,1,4). (2.7.2.10)

Par ailleurs, on a B′′p−1,2 = B′′p−1,2,1 +B′′p−1,2,2 avec

B′′p−1,2,1 =
p∑

k=1
(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ [xik , xj]c x

`′

et

B′′p−1,2,2 = −
p+1∑
k=1

(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip+1 ⊗ f(xik , xj)x `
′
.

On remarque que
B′′p−1,2,2 = −A′′p−1,2,2

alors
tp−1(B′′p−1,2,2) = −tp−1(A′′p−1,2,2). (2.7.2.11)

Dans la base de PBW de A, on a

F ′p−1 −B′′p−1,2,1 −B
(3)
p−1,2 =

p∑
k=1

(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ T ′k(x `)xikT ′′k (x `)

B
(4)
p−1 + A

(3)
p−1,2 =

p∑
k=1

(−1)kxj ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ T ′k(x `
′)xikT ′′k (x `′)

et
B′p,1 +Dp,2 =

p∑
k=1

(−1)p+k+1 ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik−1 ∧ xj ∧ · · · ∧ xip ⊗ T ′k(x `
′)xikT ′′k (x `′)

En échangeant les variables k et k′ dans la sommation, on a

B′′p−1,1 =
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xik′−1 ∧ [xik′ , xj] ∧ · · · ∧ xip ⊗ xikx

`′

+
∑

1≤k′<k≤p
(−1)k ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik′−1 ∧ [xik′ , xj] · · · ∧ x̂ik ∧ · · · ∧ xip ⊗ xikx

`′ .

On a donc
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2.7. CAS OÙ P ≥ 1, J < I1 ET S ≥ 1

B′′p−1,1 + C
(3)
p−1,1 + C

(3)
p−1,2

=
∑

1≤k<k′≤p
(−1)k⊗xi1∧· · ·∧x̂ik∧· · ·∧xik′−1∧[xik′ , xj]∧· · ·∧xip⊗T

′
k(x `

′)xikT ′′k (x `′)

+
∑

1≤k′<k≤p
(−1)k⊗xi1∧· · ·∧xik′−1∧ [xik′ , xj] · · ·∧ x̂ik∧· · ·∧xip⊗T

′
k(x `

′)xikT ′′k (x `′).

D’après la formule 4)c) de la défintion 2.1.6.4)c), on a donc

tp−1(F ′p−1 −B′′p−1,2,1 −B
(3)
p−1,2) = −

(
B′p,1 +Dp,2

)
+tp−1(B′′p−1,1 + C

(3)
p−1,1 + C

(3)
p−1,2)

+tp−1(B(3)
p−1,1,2 + 0)

+tp−1(B(4)
p−1 + A

(3)
p−1,2).

D’après 2.7.2.2 à 2.7.2.11, on a
(b′p+1 ◦ tp)(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `) + (tp−1 + b′p)(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `)

= b′p+1(1⊗ xi ⊗ x `) +Dp,1 +Dp,2 +Dp,3

−(tp−1 + b′p)(Dp,1 +Dp,2 +Dp,3)
+tp−1(E ′p−1)
+tp−1(F ′p−1)
+tp−1(G′p−1)

= A′p,1 + A′p,2 +B′p,1 +B′p,2

+tp−1(C ′p−1,1,1 +C ′p−1,1,2 +C ′p−1,1,3 +C ′p−1,1,4 +C ′p−1,1,5 +C ′p−1,1,6 +C ′p−1,1,7 +C ′p−1,1,8

+C ′p−1,1,9)
+C ′p,2 +Dp,1 +Dp,2 +Dp,3

−tp−1(A′′p−1,1 +A′′p−1,2,1 +A′′p−1,2,2 +B′′p−1,1 +B′′p−1,2,1 +B′′p−1,2,2 + C ′′p−1,1 + C ′′p−1,2

+C ′′p−1,3)

−tp−1(A(3)
p−1,1 + A

(3)
p−1,2 +B

(3)
p−1,1,1 +B

(3)
p−1,1,2 +B

(3)
p−1,2 + C

(3)
p−1,1 + C

(3)
p−1,2 + C

(3)
p−1,3)

−tp−1(A(4)
p−1 +B

(4)
p−1 + C

(4)
p−1)

+tp−1(E ′p−1)
+tp−1(F ′p−1)
+tp−1(G′p−1)
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2.7. CAS OÙ P ≥ 1, J < I1 ET S ≥ 1

= A′p,1 + [−Dp,3] +B′p,1 +B′p,2

+tp−1(0 + 0 + [C(4)
p−1] + [B(3)

p−1,1,1] + [C(3)
p−1,3] + [−G′p−1] + C ′p−1,1,7 + [C ′′p−1,3])

+[−Dp,1] +Dp,1 +Dp,2 +Dp,3

−tp−1(A′′p−1,1 + A′′p−1,2,1 + A′′p−1,2,2 +B′′p−1,1 +B′′p−1,2,1 + [−A′′p−1,2,2] + [C ′p−1,1,7]
+C ′′p−1,3)

−tp−1(A(3)
p−1,1 + A

(3)
p−1,2 +B

(3)
p−1,1,1 +B

(3)
p−1,1,2 +B

(3)
p−1,2 + C

(3)
p−1,1 + C

(3)
p−1,2 + C

(3)
p−1,3)

−tp−1(A(4)
p−1 +B

(4)
p−1 + C

(4)
p−1)

−A′p,1 + tp−1(A′′p−1,1) + tp−1(A(3)
p−1,1) + tp−1(A′′p−1,2,1 + A

(4)
p−1)

+tp−1(B′′p−1,2,1 +B
(3)
p−1,2)−

(
B′p,1 +Dp,2

)
+ tp−1(B′′p−1,1 +C

(3)
p−1,1 +C

(3)
p−1,2 +B

(3)
p−1,1,2)

+tp−1(B(4)
p−1 + A

(3)
p−1,2) + tp−1(G′p−1)

= B′p,2

= id(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ x `).

Conclusion :
On a montré

b′p+1 ◦ tp(1⊗ xi ⊗ x `) + tp−1 ◦ b′p(1⊗ xi ⊗ x `) = id(1⊗ xi ⊗ x `)

pour x ` ∈ Fs(A), ce qui achève la récurrence.
Par conséquent, on a

b′p+1 ◦ tp(1⊗ xi ⊗ x `) + tp−1 ◦ b′p(1⊗ xi ⊗ x `) = id(1⊗ xi ⊗ x `)

pour tout x ` ∈ A.
Montrons à présent la partie b) du lemme 2.1.8.

Supposons j ≥ i1. L’application t∗ est nulle. Soit 1⊗ xi ⊗ x ` ∈ A⊗ Λpg⊗A avec
j ≥ i1. On a

(tp+1 ◦ tp)(1⊗ xi ⊗ x `) = tp+1(0)
= 0.

Supposons j < i1. Montrons l’égalité

tp+1tp = 0.
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2.8. CONSTRUCTION DU MORPHISME DE COMPLEXES

Soit s = 1. Soit 1⊗ xi ⊗ x ` ∈ A⊗ Λpg⊗ F1(A) avec x ` = 1 + xj. On a

(tp+1 ◦ t(1)
p )(1⊗ xi ⊗ x `) = (tp+1 ◦ t(0)

p )(1⊗ xi ⊗ 1) + (tp+1 ◦ t(1)
p )(1⊗ xi ⊗ xj)

= tp+1(0) + t
(0)
p+1(1⊗ xi ∧ xj ⊗ 1)

= 0 + 0
= 0.

On a donc tp+1t
(1)
p = 0 pour x ` ∈ F1(A). On procède par récurrence sur le degré

filtrant de x `.
Soit s ≥ 2. Supposons qu’on ait l’égalité

tp+1 ◦ t(s−1)
p = 0.

Montrons qu’on a l’égalité pour x ` ∈ Fs(A). On a

(tp+1 ◦ t(s)p )(1⊗ xi1 ∧ . . . xip ⊗ x `)

= tp+1
(
(−1)p+1 ⊗ xi1 ∧ . . . xip ∧ xj ⊗ x `

′
)

+(tp+1 ◦ t(s−1)
p )

( p∑
k=1

1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xik−1 ∧ [xik , xj] ∧ . . . xip ⊗ x `
′
)

+(tp+1 ◦ t(s−1)
p )

( p∑
k=1

1⊗xi1 ∧· · ·∧xik−1 ∧xj ∧ . . . xip⊗ [xik , T ′k(x `
′)]c T ′′k (x `′)

)

+(tp+1 ◦ t(s−1)
p )

(
xj ⊗ xi1 ∧ . . . xip ⊗ x `

′
)
.

Par hypothèse de récurrence, on a tp+1t
(s−1)
p = 0. D’où, on a

(tp+1 ◦ t(s)p )(1⊗ xi1 ∧ . . . xip ⊗ x `) = tp+1
(
(−1)p+1 ⊗ xi1 ∧ . . . xip ∧ xj ⊗ x `

′)
.

Puisque l = j ≤ j < i1, d’après la proposition 2.1.7, on a

tp+1
(
(−1)p+1 ⊗ xi1 ∧ . . . xip ∧ xj ⊗ x `

′) = 0.

Par conséquent, on a tp+1t
(s)
p = 0.

2.8 Construction du morphisme de complexes
A partir de l’homotopie t∗, on construit par récurrence un morphisme de complexes

η′∗ :
(
Bar∗(A), bbar

∗

)
→
(
L′∗(A), b′∗

)
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2.8. CONSTRUCTION DU MORPHISME DE COMPLEXES

de source la résolution bar, à valeurs dans la résolution de Kassel.
On définit pas à pas η′p

A⊗A⊗p+1
g⊗A

bbar
p
//

η′p
��

A⊗A⊗p−1
g⊗A

η′p−1
��

A⊗ Λp+1g⊗A A⊗ Λpg⊗A
tp

oo

en posant
η′p = tp−1η

′
p−1b

bar
p . (2.8.0.1)

Proposition 2.8.1. On a
b′∗η
′
∗ = η′∗−1b

bar
∗ . (2.8.0.2)

Démonstration. Pour p = 0, on a η′0 = t−1 ◦ id ◦ bbar
0 . D’où,

b′0 ◦ η′0 = b′0 ◦ t−1 ◦ id ◦ bbar
0

= id ◦ bbar
0 .

Supposons qu’on ait l’égalité b′j−1 ◦ η′j−1 = η′j−2 ◦ bbar
j−1 pour j ≥ 1. Montrons l’égalité

b′j ◦ η′j = η′j−1 ◦ bbar
j .

On a

b′j ◦ η′j = b′j ◦ tj−1 ◦ η′j−1 ◦ bbar
j

= η′j−1 ◦ bbar
j − tj−2 ◦ b′j−1 ◦ η′j−1 ◦ bbar

j

= η′j−1 ◦ bbar
j − tj−2 ◦ η′j−2 ◦ bbar

j−1 ◦ bbar
j

= η′j−1 ◦ bbar
j .

Le morphisme de Ae-modules η′∗ défini par la formule 2.8.0.1 est un morphisme de
complexes. Donnons une formule explicite pour ce morphisme de complexes.

L’élément 1⊗ 1 ∈ A⊗A est une Ae-base de A⊗A. On a

η′0(1⊗ 1) = t−1 ◦ bbar
0 (1⊗ 1)

= t−1(1)
= 1⊗ 1
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2.8. CONSTRUCTION DU MORPHISME DE COMPLEXES

ce qui montre η′0 = id.

Soit 1⊗ x ` ⊗ 1 un élément de la base PBW de A⊗A⊗A. On a

η′1(1⊗ x ` ⊗ 1) = (t0 ◦ id ◦ bbar
1 )(1⊗ x ` ⊗ 1)

= t0(x ` ⊗ 1− 1⊗ x `)

= −t0(1⊗ x `).
La formule 2 de la définition 2.1.6 fournit

η′1(1⊗ x ` ⊗ 1) = −t0(1⊗ x `) =
n∑
k=1

( `k∑
r=1

x`11 . . . x
r−1
k ⊗ xk ⊗ x`k−rk . . . x`nn

)
.

Les notations `1, . . . , `p sont des multi-indices de Nn, dont on note les éléments
sous la forme

x`
j = x

`j1
1 . . . x

`jn
n

avec 1 ≤ j ≤ p.

Soient x`1 , x`2 , . . . , x`p des éléments dans la base PBW de A. Supposons que η′p soit
de la forme

η′p(1⊗ x`
1 ⊗ · · · ⊗ x`p ⊗ 1) = (−1)

p(p+1)
2 tp−1

(
tp−2

(
. . . t1

(
t0(1⊗ x`1

)
x`

2)
. . . x`

p−1)
x`

p
)
.

Trouvons la forme de η′p+1. On a

η′p+1

(
1⊗ x`1 ⊗ · · · ⊗ x`p+1 ⊗ 1

)
= tp

(
η′p

(
bbarp+1

(
1⊗ x`1 ⊗ · · · ⊗ x`p+1 ⊗ 1

)))
= tp

(
η′p

(
x`

1 ⊗ x`2 ⊗ · · · ⊗ x`p+1 ⊗ 1
))

+ tp

(
η′p

( p∑
k=1

(−1)k1⊗ x`1 ⊗ · · · ⊗ x`kx`k+1 ⊗ · · · ⊗ x`p+1 ⊗ 1
))

+ tp

(
η′p

(
(−1)p+1 ⊗ x`1 ⊗ · · · ⊗ x`p ⊗ x`p+1

))
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2.8. CONSTRUCTION DU MORPHISME DE COMPLEXES

= tp

(
(−1)

p(p+1)
2 tp−1

[
tp−2

(
. . . t1

(
t0(x`1 ⊗ x`2

)
x`

3
)
. . . x`

p
)
x`

p+1
])

+tp
(

(−1)
p(p+1)

2 +k tp−1

[
tp−2

(
. . . tk−1

(
. . . t1

(
t0(1⊗x`1

)
x`

2
)
. . . x`

k
x`

k+1
)
. . . x`

p
)
x`

p+1
])

+ tp

(
(−1)

p(p+1)
2 +p+1 tp−1

[
tp−2

(
. . . t1

(
t0(1⊗ x`1

)
x`

2
)
. . . x`

p−1
)
x`

p
]
x`

p+1
)

= (−1)
p(p+1)

2 tp ◦ tp−1

[
tp−2

(
. . . t1

(
t0(x`1 ⊗ x`2

)
x`

3
)
. . . x`

p
)
x`

p+1
]

+(−1)
p(p+1)

2 +k tp ◦ tp−1

[
tp−2

(
. . . tk−1

(
. . . t1

(
t0(1⊗x`1

)
x`

2
)
. . . x`

k
x`

k+1
)
. . . x`

p
)
x`

p+1
]

+ (−1)
p(p+1)

2 +p+1 tp

(
tp−1

[
tp−2

(
. . . t1

(
t0(1⊗ x`1

)
x`

2
)
. . . x`

p−1
)
x`

p
]
x`

p+1
)

Or, d’après le lemme 2.1.8, on a tp ◦ tp−1 = 0. D’où, on a

η′p+1

(
1⊗ x`1 ⊗ · · · ⊗ x`p+1 ⊗ 1

)
= (−1)

(p+1)(p+2)
2 tp

(
tp−1

(
tp−2

(
. . . t1

(
t0(1⊗ x`1

)
x`

2
)
. . . x`

p−1
)
x`

p
)
x`

p+1
)
.

En conclusion, on a montré

Proposition 2.8.2. Soit p un entier compris entre 1 et n. Posons x`⊗p = x`
1 ⊗ · · · ⊗

x`
p ∈ A⊗p. L’application

η′p :
(
Barp(A), bbar

p

)
→
(
L′p(A), b′p

)
définie par

η′p
(
1⊗ x`⊗p ⊗ 1

)
= (−1)

p(p+1)
2 tp−1

(
tp−2

(
. . . t1

(
t0(1⊗ x`1

)
x`

2)
. . . x`

p−1)
x`

p
)

est un morphisme de complexes de source la résolution bar, à valeurs dans la résolution
de Kassel.

Corollaire 2.8.3. Soient xk1 , . . . , xkp des éléments de g. On a

η′p(1⊗ xk1 ⊗ · · · ⊗ xkp ⊗ 1) = 1⊗ xk1 ∧ · · · ∧ xkp ⊗ 1 si k1 > · · · > kp

= 0 ailleurs.
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Chapitre 3

Le produit cup

Soit toujours g une algèbre de Lie de dimension n, de base (x1, . . . , xn). Soit
f ∈ Z2(g,K) un 2-cocycle de Chevalley-Eilenberg de l’algèbre de Lie g à coefficients
triviaux et soit Uf (g) l’algèbre enveloppante de Sridharan associée à f . On pose

U = U(g),

A = Uf (g)
et

A = A/K.

Durant ce chapitre, on introduit le produit cup sur la cohomologie de l’algèbre A.
Soit p un entier compris entre 1 et n. On rappelle que Ip désigne l’ensemble des
p-multi-indices ordonnés :

Ip = { i = (i1, . . . , ip) ∈ J1, nKp | 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n} .

Pour i ∈ Ip, on fixe les éléments xi ∈ Λp(g), x∗i ∈ Λp(g∗) et x⊗i ∈ g⊗p par

xi := xi1 ∧ · · · ∧ xip ,

x∗i := x∗i1 ∧ · · · ∧ x
∗
ip

et

x⊗i := xi1 ⊗ · · · ⊗ xip .

Remarque 3.0.1. Les familles (xi)i∈Ip et (x∗i )i∈Ip sont des bases respectives de Λp(g)
et Λp(g∗).
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3.1. QUELQUES STRUCTURES DE MODULES

3.1 Quelques structures de modules
Introduisons les structures de modules que nous utiliserons dans la suite de ce

texte.

Définition 3.1.1. L’application

Ae ⊗A → A

définie pour α⊗ βop ∈ Ae et a ∈ A par

(α⊗ βop)a = αaβ

munit A d’une structure de Ae-modules à gauche.

Définition 3.1.2. Soient (a⊗ bop) et (α⊗ βop) deux éléments de Ae. La structure de
Ae-module à gauche de Ae est donnée par

(α⊗ βop)(a⊗ bop) = αa⊗ (bβ)op.

Proposition 3.1.3 ([24], p. 540). Soit ∆ : g → Ae l’application K-linéaire définie
pour x ∈ g par

∆(x) = ιf (x)⊗ 1− 1⊗ ιf (x)op.

Cette application induit un morphisme d’algèbres, toujours noté ∆

∆ : U → Ae.

Démonstration. Montrons que ∆ est "bien définie". Notons ∆⊗ : T(g) → Ae le pro-
longement de ∆ à T(g). Pour que ∆ : U → Ae soit bien définie, il faut vérifier

∆⊗(x⊗ y − y ⊗ x− [x, y]) = 0.

Soient x et y deux éléments de g. On a
∆⊗(x⊗ y − y ⊗ x− [x, y])
= ∆(x)∆(y)−∆(y)∆(x)−∆([x, y])
= (ιf (x)⊗ 1− 1⊗ ιf (x))(ιf (y)⊗ 1− 1⊗ ιf (y))
− (ιf (y)⊗ 1− 1⊗ ιf (y))(ιf (x)⊗ 1− 1⊗ ιf (x))
− (ιf ([x, y])⊗ 1− 1⊗ ιf ([x, y]))

= (ιf (x)ιf (y)− ιf (y)ιf (x)− ιf ([x, y]))⊗ 1− 1⊗ (ιf (x)ιf (y)− ιf (y)ιf (x)− ιf ([x, y]))
= f(x, y)⊗ 1− 1⊗ f(x, y) = 0 .
Il est clair que l’application ∆ ainsi définie est un homomorphsime de K-algèbres.

Corollaire 3.1.4. Le module Ae est un U-module à gauche et à droite via ∆.
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3.2. COHOMOLOGIE D’UNE ALGÈBRE DE LIE À VALEURS DANS LA
REPRÉSENTATION ADJOINTE

3.2 Cohomologie d’une algèbre de Lie à valeurs
dans la représentation adjointe

La représentation adjointe Aad est le U -module à gauche A défini pour x ∈ g et
a ∈ A par

x.a = xa− ax,

qu’on prolonge sur U par la règle (ux).a = u.(x.a) pour u ∈ U , x ∈ g et a dans
A. Cette structure de U -module de A s’obtient donc en composant la structure de
Ae-module de A et le morphisme ∆. D’une manière générale, pour u ∈ U , on a

u.a = ∆(u)a

où ∆ est la diagonale introduite dans la proposition 3.1.3.

Remarque 3.2.1. On prendra garde que via la multiplication ρ : U e → U , l’applica-
tion ∆ ◦ ρ n’induit pas de structure de U e-module sur Aad. . En effet, pour x, y et z
dans g et a ∈ Aad, on a

(∆ ◦ ρ)(x⊗ yop)
(
(∆ ◦ ρ)(1⊗ zop)a

)
6= (∆ ◦ ρ)(x⊗ (zy)op)a.

Définition 3.2.2 ([2], p. 270). La cohomologie et l’homologie de l’algèbre de Lie g à
valeurs dans Aad sont respectivement définies par

H∗Lie(g,Aad) := Ext∗U(K,Aad)

et
HLie
∗ (g,Aad) := TorU∗ (K,Aad).

Définition 3.2.3. Soit xi ∈ Λp(g) et soit a ∈ Aad. Dans HomU(U ⊗ Λp(g),Aad), le
symbole de Kronecker δaxi est défini par δ

a
xi

(1⊗ xi) = a et δaxi(1⊗ xj) = 0 pour j 6= i.

Posons
Lp(K,Aad) := Λp(g∗)⊗Aad.

L’isomorphisme de K-espaces vectoriels

HomU(U ⊗ Λ∗(g),Aad) ∼= L∗(K,Aad)

induit un isomorphisme de complexes(
HomU(U ⊗ Λ∗(g),Aad), (d′∗CE)t

) ∼= (
L∗(K,Aad), d∗

)
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3.3. ENONCÉ DU RÉSULTAT

où la différentielle
dp : Lp(K,Aad)→ Lp+1(K,Aad)

est définie pour x∗i ⊗ a ∈ Lp(K,Aad) par

dp(x∗i ⊗ a) =
∑

j∈Ip+1

(
x∗j ⊗ δai

(
d′
p
CE(1⊗ xj)

))

=
∑

j∈Ip+1

(
x∗j ⊗

p+1∑
k=1

(−1)k+1∆(xjk)δai (1⊗ xj1 ∧ · · · ∧ x̂jk ∧ · · · ∧ xjp+1)
)

+
∑

j∈Ip+1

(
x∗j ⊗

∑
1≤k<k′≤p+1

(−1)k+k′δai (1⊗ [xjk , xjk′ ] ∧ . . .

· · · ∧ x̂jk ∧ · · · ∧ x̂jk′ ∧ · · · ∧ xjp+1

)
où d′pCE est la différentielle du complexe de Chevalley-Eilenberg (U ⊗ Λ∗(g), d′∗CE)
introduite dans la section 1.6.

Proposition 3.2.4. Le complexe
(
L∗(K,Aad), d∗

)
calcule donc H∗Lie(g,Aad).

Dans ce chapitre, on montre que ce complexe calcule la cohomologie de Hochschild
H∗(A,A) de A.

3.3 Enoncé du résultat
Théorème 3.3.1. Soit C∗K(A,A) = HomK(A⊗∗, A) le complexe de Hochschild nor-
malisé réduit de A = Uf (g). On pose

(
L∗(K,Aad), d∗

)
=
(
Λ∗(g∗)⊗Aad, d∗

)
.

Pour x∗i ⊗ a ∈ Λpg∗ ⊗Aad et x∗j ⊗ a′ ∈ Λqg∗ ⊗Aad, on pose

(x∗i ⊗ a) ∪Lie (x∗j ⊗ a′) = x∗i ∧ x∗j ⊗ aa′

où aa′ est le produit dans l’algèbre A. Il existe un quasi-isomorphisme

ϕ∗ :
(
C
∗
K(A,A), b∗

)
→
(
L∗(K,Aad), d∗

)
induisant un isomorphisme d’algèbres graduées commutatives

Φ∗ : (H∗(A,A),∪)→ (H∗Lie(g,Aad),∪Lie).
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3.4 L’isomorphisme de K-espaces vectoriels
Dans cette section, on montre que l’application(

HomK(A⊗∗,A), b∗
)
→
(
Λ∗(g∗)⊗Aad, d∗

)
est un quasi-isomorphisme de complexes.
La bar résolution normalisée

(
Bar∗(A), bbar

∗

)
et la résolution de Kassel

(
L′∗(A), b′∗

)
ont

été respectivement définies dans les sections 1.1 et 1.8.

Lemme 3.4.1. Il existe des quasi-isomorphismes explicites

(
HomK(A⊗∗,A), b∗

) ϕ∗

�
ψ∗

(
L∗(K,Aad), d∗

)
entre le complexe de Hochschild de A et le complexe de Kassel de A. De plus, les
applications ϕ∗ et ψ∗ satisfont les trois définitions suivantes :

1. Pour f ∈ Cp
K(A,A), on a

ϕp(f) =
∑
i∈Ip

(
x∗i ⊗ f

( ∑
σ∈Si

ε(σ)xσ(xi1 ) ⊗ · · · ⊗ xσ(xip )
))
.

2. Pour (xj1 ⊗ · · · ⊗ xjp) ∈ g⊗p = F1(A)⊗p et x∗i ⊗ a ∈ Lp(K,Aad), on a

ψp(x∗i ⊗ a)(xj1 ⊗ · · · ⊗ xjp) = δaxi(1⊗ xj1 ∧ · · · ∧ xjp) si j1 > · · · > jp

= 0 ailleurs.

3. On a ϕ∗ ◦ ψ∗ = idL∗(K,Aad).

La suite de cette section est consacrée à la démonstration du lemme ci-dessus.
Les isomorphismes ϕ∗ et ψ∗ sont obtenus comme les composées suivantes
ϕ∗ = 4ϕ∗ ◦ 3ϕ∗ ◦ 2ϕ∗ ◦ 1ϕ∗ et ψ∗ = 1ψ∗ ◦ 2ψ∗ ◦ 3ψ∗ ◦ 4ψ∗avec

(
HomK(A⊗∗,A), b∗

) 1ϕ∗

�
1ψ∗

(
HomAe

(
Bar∗(A),A

)
, (bbar
∗ )t

)
;

(
HomAe

(
Bar∗(A),A

)
, (bbar
∗ )t

) 2ϕ∗

�
2ψ∗

(
HomAe

(
L′∗(A),A

)
, (b′∗)t

)
;

(
HomAe

(
L′∗(A),A

)
, (b′∗)t

) 3ϕ∗

�
3ψ∗

(
HomU

(
U ⊗ Λ∗(g),Aad

)
, (d′∗CE)t

)
;
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(
HomU

(
U ⊗ Λ∗(g),Aad

)
, (d′∗CE)t

) 4ϕ∗

�
4ψ∗

(
Λ∗(g∗)⊗Aad, d∗

)
.

Etape 1 : Construction de 1ϕ∗ et 1ψ∗.
Elle est bien connue. Nous la rappelons pour la commodité de la lecture.

Proposition 3.4.2 ([18], corol 2.2, p. 282). Soient f ∈ HomK(A⊗p,A) et
a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ ap+1 ∈ Barp(A).

1. L’application
1ϕp : HomK(A⊗p,A)→ HomAe(Barp(A),A)

définie par

1ϕp(f)(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ ap+1) = a0f(a1 ⊗ · · · ⊗ ap)ap+1

est un isomorphisme de complexes d’inverse l’application

1ψp : HomAe(Barp(A),A)→ HomK(A⊗p,A).

Pour g ∈ HomAe(Barp(A),A), l’application 1ψp est définie par

1ψp(g)(a1 ⊗ · · · ⊗ ap) = g(1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ 1).

2. L’application

1Φp : Hp
(
C
∗(A,A), b∗

)
→ Hp

(
HomAe

(
Bar∗(A),A

)
, (bbar
∗ )t

)
induite par 1ϕp est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse
1Ψp := H∗(1ψp).

Etape 2 : Construction de 2ϕ∗ et 2ψ∗.
La construction de 2ϕ∗ est due à Kassel. La construction de 2ψ∗ est délicate et

nécessite d’introduire le morphisme de comparaison η′∗ construit à la section 2.8. L’ap-
plication 2ϕ∗ est induite par l’application

ϕ′p :
(
L′p(A), b′p

)
→
(
Barp(A), bbar

p

)
(3.4.0.1)

construite par Kassel([15], lemme 9 et corol 6, p. 243-244). Cette application ϕ′p est
donnée pour 1⊗ xi ⊗ 1 = 1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1 ∈ L′p(A) par

ϕ′p(1⊗ xi ⊗ 1) =
∑
σ∈Si

ε(σ) (1⊗ xσ(i1) ⊗ · · · ⊗ xσ(ip) ⊗ 1).
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Pour f ∈ HomAe
(
Barp(A),A

)
, on pose

2ϕp(f) := f ◦ ϕ′p ∈ HomAe
(
L′∗(A),A

)
.

Soit
η′p :

(
Barp(A), bbar

p

)
→
(
L′p(A), b′p

)
le morphisme de complexes construit à la section 2.8.

Lemme 3.4.3. On a
η′p ◦ ϕ′p = idL′p(A).

Démonstration. Soit i ∈ Ip. Soit 1⊗ xi ⊗ 1 ∈ L′p(A). On a

(η′p ◦ ϕ′p)(1⊗ xi ⊗ 1) = (η′p ◦ ϕ′p)(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1)

= (η′p ◦ ϕ′p)
(
(−1)

(p−1)p
2 ⊗ xip ∧ · · · ∧ xi1 ⊗ 1

)
= (−1)

(p−1)p
2 η′p

( ∑
σ∈Si

ε(σ) 1⊗ xσ(ip) ⊗ · · · ⊗ xσ(i1) ⊗ 1
)
.

D’après le corollaire 2.8.3, on a

(η′p ◦ ϕ′p)(1⊗ xi ⊗ 1) = (−1)
(p−1)p

2 ⊗ xip ∧ · · · ∧ xi1 ⊗ 1
= (−1)

(p−1)p
2 (−1)

(p−1)p
2 ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1

= id(1⊗ xi ⊗ 1).

Pour g ∈ HomAe
(
L′p(A),A

)
, on pose

2ψp(g) := g ◦ η′p ∈ HomAe
(
Barp(A),A

)
.

Montrons que
2ϕp ◦ 2ψp = idL′(A).

On a 2ϕp ◦ 2ψp(g) = 2ϕp(g ◦ η′p) = g ◦ η′p ◦ ϕ′p. D’après le lemme 3.4.3, on obtient
2ϕp ◦ 2ψp(g) = g.

Proposition 3.4.4. L’application

2Φp : Hp
(
HomAe

(
Bar∗(A),A

)
, bbar
∗

)
→ Hp

(
HomAe

(
L′∗(A),A

)
, (b′∗)t

)
induite par 2ϕp est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse 2Ψp := H∗(2ψp).

65



3.4. L’ISOMORPHISME DE K-ESPACES VECTORIELS

Etape 3 : Construction de 3ϕ∗ et 3ψ∗.
Kassel a montré([15], corol. 5, p. 241-242) que l’homologie de Hochschild de A est
l’homologie du complexe

(
Aad ⊗ Λ∗(g), d∗

)
. Nous montrons un résultat analogue en

cohomologie. La cohomologie de Hochschild de A est la cohomologie du complexe(
HomU

(
U ⊗ Λpg,Aad

)
, (d′∗CE)t

)
. Ce résultat est peut être bien connu mais pour la

commodité de la lecture, nous en donnons une démonstration.

Proposition 3.4.5. Soient f ∈ HomAe
(
L′p(A),A

)
et u⊗xi ∈ U ⊗Λpg. L’application

3ϕp :
(
HomAe

(
L′p(A),A

)
, (b′∗)t

)
→
(
HomU

(
U ⊗ Λpg,Aad

)
, (d′∗CE)t

)
définie par

3ϕp(f)(u⊗ xi) = ∆(u)f(1⊗ xi ⊗ 1)
est un isomorphisme de complexes. L’inverse est l’application

3ψp :
(
HomU

(
U ⊗ Λpg,Aad

)
, (d′pCE)t

)
→
(
HomAe

(
L′p(A),A

)
, (b′p)t

)
définie pour g ∈ HomU

(
U ⊗ Λpg,Aad

)
et (a⊗ xi ⊗ a′) ∈ L′p(A) par

3ψp(g)
(
a⊗ xi ⊗ a′

)
= (a⊗ a′op)g(1⊗ xi).

Démonstration. Dans un premier temps, montrons que 3ϕp(f) est U -linéaire à gauche.
Soit u′ ∈ U , on a

3ϕp(f)
(
u′u⊗ xi

)
= ∆(u′u)f(1⊗ xi ⊗ 1)
= ∆(u′)

(
∆(u)f(1⊗ xi ⊗ 1)

)
= ∆(u′)3ϕp(f)

(
u⊗ xi

)
= u′.

(
3ϕp(f)

(
u⊗ xi

))
.

Montrons que 3ψp(g) est Ae-linéaire à gauche. Soit b⊗ b′op ∈ Ae, on a

3ψp(g)
(

(b⊗ b′op)(a⊗ xi ⊗ a′)
)

= 3ψp(g)
(
ba⊗ xi ⊗ a′b′

)
= (ba⊗ (a′b′)op)g(1⊗ xi ⊗ 1)
=

(
(b⊗ b′op)(a⊗ a′op)

)
g(1⊗ xi ⊗ 1)

= (b⊗ b′op)
(
(a⊗ a′op)g(1⊗ xi ⊗ 1)

)
= (b⊗ b′op)3ψp(g)(a⊗ xi ⊗ a′)

Dans un deuxième temps, montrons que les applications de 3ψp et 3φp sont inverses
l’une de l’autre. On a
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(3ψp ◦ 3ϕp)(f)(a⊗ xi ⊗ a′) = (a⊗ a′op)3ϕp(f)(1⊗ xi)
= (a⊗ a′op)f(1⊗ xi ⊗ 1)
= f(a⊗ xi ⊗ a′)

et

(3ϕp ◦ 3ψp)(g)(u⊗ xi) = ∆(u)4ψp(g)(1⊗ xi ⊗ 1)
= ∆(u)g(1⊗ xi)
= g(u⊗ xi).

Dans un troisième temps, montrons que 3ϕ est un morphisme de complexes. Soit
u⊗ xi ∈ Vp+1(g), on a

3ϕp+1 ◦ (b′p)t(f)(u⊗ xi)
= ∆(u)(b′p)t(f)(1⊗ xi ⊗ 1)
= ∆(u)f

(
b′p+1(1⊗ xi ⊗ 1)

)
= ∆(u)f

( p+1∑
`=1

(−1)`+1xi` ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ xip+1 ⊗ 1
)

−∆(u)f
( p+1∑
`=1

(−1)`+1 ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ xip+1 ⊗ xil
)

+ ∆(u)f
( ∑

1≤`<`′≤p+1
(−1)`+`′ ⊗ [xi` , xi`′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ x̂i`′ ∧ · · · ∧ xip+1 ⊗ 1

)

= ∆(u)f
( p+1∑
`=1

(−1)`+1∆(xi`)(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ xip+1 ⊗ 1)
)

+ ∆(u)f
( ∑

1≤`<`′≤p+1
(−1)`+`′ ⊗ [xi` , xi`′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ x̂i`′ ∧ · · · ∧ xip+1 ⊗ 1

)

=
(
∆(u)∆(xi`)

)
3ϕp(f)

( p+1∑
`=1

(−1)`+11⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ xip+1

)
+ ∆(u)3ϕp(f)

( ∑
1≤`<`′≤p+1

(−1)`+`′ ⊗ [xi` , xi`′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ x̂i`′ ∧ · · · ∧ xip+1

)

= 3ϕp(f)(
p+1∑
`=1

(−1)`+1uxi` ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ xip+1)

+ 3ϕp(f)(
∑

1≤`<`′≤p+1
(−1)`+`′u⊗ [xi` , xi`′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ x̂i`′ ∧ · · · ∧ xip+1)

= 3ϕp(f)
(
d′
p+1
CE (u⊗ xi)

)
=
(
(d′pCE)t ◦ 3ϕp(f)

)(
u⊗ xi).
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Proposition 3.4.6. L’application

3Φp : Hp
(
HomAe

(
L′∗(A),A

)
, (b′∗)t

)
→ Hp

(
HomA

(
U ⊗ Λ∗g,Aad

)
, (d′∗CE)t

)
induite par 3ϕp est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse 3Ψp := H∗(3ψp).

Etape 4 : Construction de 4ϕ∗ et 4ψ∗

Rappelons que dans HomU(U ⊗Λpg,Aad), le symbole de Kronecker δaxi est défini pour
i ∈ Ip et a ∈ Aad par δaxi(1⊗ xi) = a et δaxi(1⊗ xj) = 0 pour j 6= i.

Proposition 3.4.7. Soit f ∈ HomA
(
U ⊗ Λpg,Aad

)
. L’application

4ϕp :
(
HomU

(
U ⊗ Λpg,Aad

)
, (d′pCE)t

)
→
(
Lp(K,Aad), dp

)
définie par

4ϕp(f) =
∑
i∈Ip

x∗i ⊗ f(1⊗ xi)

est un isomorphisme de complexes. L’inverse est l’application

4ψp :
(
Lp(K,Aad), dp

)
→
(
HomU

(
U ⊗ Λpg,Aad

)
, (d′pCE)t

)
définie pour x∗i ⊗ a ∈ Lp(K,Aad) par

4ψp(x∗i ⊗ a) = δai .

Proposition 3.4.8. L’application

4Φp : Hp
(
HomU

(
U ⊗ Λ∗g,Aad

)
, (d′∗CE)t

)
→ Hp

(
L∗(K,Aad), d∗

)
induite par 4ϕp est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse 4Ψp := H∗(4ψp).

Etape 5 : Construction de l’isomorphisme ϕ∗ et ψ∗

On pose ϕ∗ = 4ϕ∗ ◦ 3ϕ∗ ◦ 2ϕ∗ ◦ 1ϕ∗ et ψ∗ = 1ψ∗ ◦ 2ψ∗ ◦ 3ψ∗ ◦ 4ψ∗. Les applications
(
C
∗
K(A,A), b∗

) ϕ∗

�
ψ∗

(
L∗(K,Aad), d∗

)
sont des morphismes de complexes tels que ϕ∗ ◦ψ∗ = idL∗(K,Aad). En effet, pour i 6= 2,
les applications iϕ∗ et iψ∗ sont des isomorphismes réciproques l’une de l’autre. Pour
i = 2, on a 2ϕ∗ ◦ 2ψ∗ = idL′∗(A) donc ϕ∗ ◦ ψ∗ = idL∗(K,Aad).
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Corollaire 3.4.9.

1. L’application Φp induite par ϕp

Φp : Hp
(
C
∗
K(A,A), b∗

)
→ Hp

(
L∗(K,Aad), d∗

)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

2. L’application Ψp induite par ψp

Ψp : Hp
(
L∗(K,Aad), d∗

)
→ Hp

(
C
∗
K(A,A), b∗

)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Remarque 3.4.10.

1. Pour f ∈ Cp

K(A,A), on a

ϕp(f) =
∑
i∈Ip

(
x∗i ⊗ f

( ∑
σ∈Si

ε(σ)x⊗σ(i)

))
.

2. Pour x∗i ⊗ a ∈ Lp(K,Aad) et a1 ⊗ · · · ⊗ ap ∈ A⊗p, on a

ψp(x∗i ⊗ a)(a1 ⊗ · · · ⊗ ap) = 3ψp(δaxi)
(
η′p(1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ 1)

)
.

3. Pour (xj1 ⊗ · · · ⊗ xjp) ∈ F1(A)⊗p = g⊗p, on a

ψp(x∗i ⊗ a)(xk1 ⊗ · · · ⊗ xkp) = δaxi(1⊗ xk1 ∧ · · · ∧ xkp) si k1 > · · · > kp

= 0 ailleurs.

3.5 Construction du produit cup ∪Lie sur les co-
chaines

Pour i ∈ Ip, soit Si le groupe des permutations de Supp(i) = {i1, . . . , ip}. Pour
σ ∈ Si, on pose

x⊗σ(i) = xσ(i1) ⊗ · · · ⊗ xσ(ip).

Introduisons quelques définitions.
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Définition 3.5.1. Le produit

~ :
(
Λp(g∗)⊗A⊗p

)
⊗
(
Λq(g∗)⊗A⊗q

)
→Λp+q(g∗)⊗A⊗p+q

est défini pour (x∗i ⊗ u) ∈ Λp(g∗)⊗A⊗p et (x∗j ⊗ v) ∈ Λq(g∗)⊗A⊗q par
(
x∗i ⊗ u

)
~
(
x∗j ⊗ v) = x∗i ∧ x∗j ⊗ (u⊗ v).

On vérifie immédiatement que le produit ~ est associatif.

Définition 3.5.2. Pour 1 ≤ p ≤ n, on définit l’élément Sp de Λp(g∗)⊗A⊗p par

Sp =
∑
i∈Ip

(
x∗i ⊗

∑
σ∈Si

ε(σ)x⊗σ(i)

)
.

Soit ` = (`1, . . . , `q+1) un élément de Iq+1 et soit S` le groupe des permutations
de Supp(`) = {`1, . . . , `q+1}. Pour h entier compris entre 1 et q + 1, on introduit le
stabilisateur S`,h de {`h} dans S` :

S`,h =
{
τ ∈ S` | τ(`h) = `h

}
.

Posons S(h)
` =

{
σ ∈ S` |σ(`1) = `h

}
. De la réunion disjointe

S` =
q+1∐
h=1

S
(h)
` ,

on déduit que pour l’élément Sq+1 de Λq+1(g∗)⊗ U⊗q+1, on a l’égalité

Sq+1 =
∑

`∈Iq+1

(
x∗` ⊗

q+1∑
h=1

( ∑
σ∈S(h)

`

ε(σ)u`h ⊗ uσ(`2) · · · ⊗ uσ(`q+1)
))
. (3.5.0.1)

Remarque 3.5.3. Soit h un entier compris entre 1 et q+ 1 et soit σh la permutation
circulaire σh = (`h, `h−1, . . . , `2, `1) ∈ S

(h)
` . Si τ est un élément de S`,h alors τ ◦ σh

appartient à S
(h)
` avec ε(τ ◦ σh) = ε(τ)(−1)h−1.

Lemme 3.5.4. Pour p+ q ≤ n, le produit ~ satisfait la relation

Sp ~ Sq = Sp+q.
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Démonstration. Montrons dans un premier temps la relation S1 ~ S1 = S2. On a

S1 ~ S1 =
(∑
i∈I1

x∗i ⊗ xi
)
~
( ∑
j∈I1

x∗j ⊗ xj
)

=
( ∑

1≤i≤n
x∗i ⊗ xi

)
~
( ∑

1≤j≤n
x∗j ⊗ xj

)

=
∑

1≤i<j≤n
x∗i ∧ x∗j ⊗ (xi ⊗ xj) +

∑
1≤j<i≤n

x∗i ∧ x∗j ⊗ (xi ⊗ xj)

=
∑

1≤i<j≤n
x∗i ∧ x∗j ⊗ (xi ⊗ xj)−

∑
1≤j<i≤n

x∗j ∧ x∗i ⊗ (xi ⊗ xj)

=
∑

1≤i<j≤n
x∗i ∧ x∗j ⊗ (xi ⊗ xj)−

∑
1≤i<j≤n

x∗i ∧ x∗j ⊗ (xj ⊗ xi)

= S2.

Montrons à présent la relation S1 ~ Sq = S1+q. Fixons un entier q ≥ 1, on a

S1 ~ Sq =
(∑
i∈I1

x∗i1 ⊗ xi1
)
~
∑
j∈Iq

(
x∗j ⊗

∑
τ∈Sj

ε(τ)x⊗τ(j)

)

=
∑

1≤i1≤n

( ∑
j∈Iq

(
x∗i1 ∧ x

∗
j ⊗

∑
τ∈Sj

ε(τ)xi1 ⊗ x⊗τ(j)

))
.

Posons S1 ~ Sq =
q+1∑
h=1

Ah avec

A1 =
∑

1≤i1<j1<···<jq≤n

(
x∗i1 ∧ x

∗
j ⊗

∑
τ∈Sj

ε(τ)xi1 ⊗ x⊗τ(j)

)
,

pour 2 ≤ h ≤ q,

Ah =
∑

1≤j1<···<jh−1<i1<jh<···<jq≤n

(
x∗i1 ∧ x

∗
j ⊗

∑
τ∈Sj

ε(τ)xi1 ⊗ x⊗τ(j)

)
et

Aq+1 =
∑

1≤j1<···<jq<i1≤n

(
x∗i1 ∧ x

∗
j ⊗

∑
τ∈Sj

ε(τ)xi1 ⊗ x⊗τ(j)

)
.
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Calcul de A1 :
Posons `1 = i1 et `s = js−1 pour 2 ≤ s ≤ q + 1. Soit ` = (`1, . . . , `q+1) et soit
`′ = (`2, . . . , `q+1) = j. On a donc

A1 =
∑

1≤`1<`2<···<`q+1≤n

(
x∗`1 ∧ · · · ∧ x

∗
`q+1 ⊗

∑
τ∈S`′

ε(τ)x`1 ⊗ xτ(`2) ⊗ · · · ⊗ xτ(`q+1)

)

=
∑

`∈Iq+1

(
x∗` ⊗

∑
τ ′∈S`,1

ε(τ ′)x`1 ⊗ xτ ′(`2) ⊗ · · · ⊗ xτ ′(`q+1)

)

=
∑

`∈Iq+1

(
x∗` ⊗

∑
σ∈S(1)

`

ε(σ)x`1 ⊗ xσ(`2) ⊗ · · · ⊗ xσ(`q+1)

)
.

Calcul de Ah pour 2 ≤ h ≤ q :
Pour 1 ≤ s < h, posons `s = js, `h = i1, et pour h < s ≤ q + 1, posons `s = js−1.
Posons ` = (`1, . . . , `q+1) = (j1, . . . , jh−1, i1, jh, . . . , jq) où ` est un élément de Iq+1. On
a

x∗i1∧x
∗
j = x∗`h∧x

∗
`1∧· · ·∧ x̂

∗
`h
∧· · ·∧x∗`q+1 = (−1)h−1 x∗`1∧x

∗
`2∧· · ·∧x

∗
`q+1 = (−1)h−1 x∗` .

Pour τ ∈ Sj, on a

xi1 ⊗ x⊗τ(j) = x`h ⊗ xτ(`1) ⊗ · · · ⊗ xτ(`h−1) ⊗ xτ(`h+1) ⊗ . . . xτ(`q+1).

Posons `′ = (`1, . . . , `h−1, `h+1, . . . , `q+1) = j. Il existe un isomorphsime de groupe

γ : S`′ → S`,h.

On a donc

xi1 ⊗ x⊗τ(j) = xi1 ⊗ xτ(j1) ⊗ · · · ⊗ xτ(jh−1) ⊗ xτ(jh) ⊗ . . . xτ(jq)

= x`h ⊗ xτ(`1) ⊗ · · · ⊗ xτ(`h−1) ⊗ xτ(`h+1) ⊗ . . . xτ(`q+1)
= xτ ′(`h) ⊗ xτ ′(`1) ⊗ · · · ⊗ xτ ′(`h−1) ⊗ xτ ′(`h+1) ⊗ . . . xτ ′(`q+1) où τ ′ ∈ S`,h

= τ ′ · (x`h ⊗ x`1 ⊗ · · · ⊗ x`h−1 ⊗ x`h+1 ⊗ . . . x`q+1)
=

(
τ ′ ◦ σh

)
· (x`1 ⊗ · · · ⊗ x`h ⊗ . . . x`q+1) avec τ ′ ◦ σh ∈ S

(h)
`

=
(
τ ′ ◦ σh

)
· x⊗` .

Alors on a
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Ah =
∑

1≤j1<···<jh−1<i1<jh<···<jq≤n

(
x∗i1 ∧ x

∗
j ⊗

∑
τ∈Sj

ε(τ)xi1 ⊗ x⊗τ(j)

)

=
∑

1≤`1<···<`q+1≤n

(
(−1)h−1 x∗` ⊗

∑
τ ′∈S`,h

ε(τ ′)
(
(τ ′ ◦ σh) · x⊗`

))

=
∑

`∈Iq+1

(
x∗` ⊗

∑
τ ′∈S`,h

(−1)h−1ε(τ ′)
(
(τ ′ ◦ σh) · x⊗`

))
.

Or, d’après la remarque 3.5.3, on a

(−1)h−1ε(τ ′)
(
(τ ′ ◦ σh) · x⊗`

)
= ε(σ)(σ · x⊗` ) = ε(σ)x⊗σ(`) avec σ ∈ S

(h)
` .

On a donc

Ah =
∑

`∈Iq+1

(
x∗` ⊗

∑
σ∈S(h)

`

ε(σ)x`h ⊗ xσ(`2) ⊗ · · · ⊗ xσ(`q+1)

)
.

Calcul de Aq+1 :
D’une manière analogue, on a
Aq+1 =

∑
1≤j1<···<jq<i1≤n

(
x∗i1 ∧ x

∗
j ⊗

∑
τ∈Sj

ε(τ)xi1 ⊗ x⊗τ(j)

)

=
∑

`∈Iq+1

(
x∗` ⊗

∑
τ ′∈S`,q+1

(−1)qε(τ ′)
(
(τ ′ ◦ σq+1) · x⊗`

))

=
∑

`∈Iq+1

(
x∗` ⊗

∑
σ∈S(q+1)

`

ε(σ)x`q+1 ⊗ xσ(`2) ⊗ · · · ⊗ xσ(`q+1)

)
.

Calcul de S1 ~ Sq :
On a
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S1 ~ Sq =
∑

`∈Iq+1

(
x∗` ⊗

∑
σ∈S(1)

`

ε(σ)x`1 ⊗ xσ(`2) ⊗ · · · ⊗ xσ(`q+1)

)

+
q+1∑
h=1

( ∑
`∈Iq+1

(
x∗` ⊗

∑
σ∈S(h)

`

ε(σ)x`h ⊗ xσ(`2) ⊗ · · · ⊗ xσ(`q+1)

))

+
∑

`∈Iq+1

(
x∗` ⊗

∑
σ∈S(q+1)

`

ε(σ)x`q+1 ⊗ xσ(`2) ⊗ · · · ⊗ xσ(`q+1)

)
.

La réunion disjointe S` =
q+1∐
h=1

S
(h)
` et l’égalité (3.5.0.1) fournit

S1 ~ Sq =
∑

`∈Iq+1

x∗` ⊗
∑
σ∈S`

ε(σ)xσ(`1) ⊗ xσ(`2) ⊗ · · · ⊗ xσ(`q+1)

=
∑

`∈Iq+1

x∗` ⊗
∑
σ∈S`

ε(σ)x⊗σ(`)

= Sq+1

La relation Sp ~ Sq = Sp+q en résulte par récurrence grâce à l’associativité de ~ :

Sp+1 ~ Sq = S1+p ~ Sq = (S1 ~ Sp)~ Sq = S1 ~ (Sp ~ Sq) = S1 ~ Sp+q = Sp+q+1.

Définition 3.5.5. Fixons deux entiers p et q avec 1 ≤ p ≤ n et 1 ≤ q ≤ n. Posons
r = p + q et supposons r ≤ n. Soient i ∈ Ip et j ∈ Iq deux multi-indices à supports
disjoints.

1. On désigne par i#j la liste ordonnée des éléments de Supp(i) ∪ Supp(j).
2. Le nombre α(i, j) ∈ {1,−1} est défini par xi ∧ xj = α(i, j)xi#j.
3. Pour ` ∈ Ir, on définit

I`p,q =
{

(i, j) ∈ Ip × Iq | Supp(i) ∩ Supp(j) = ∅ et i#j = `
}
.

Remarque 3.5.6. Pour tous entiers p, q et r avec r = p+q, on a la réunion disjointe{
(i, j) ∈ Ip × Iq | Supp(i) ∩ Supp(j) = ∅

}
= ∪`∈IrI`p,q.

En effet, pour `′ 6= ` dans Ip+q, on a I`′p,q ∩ I`p,q = ∅.
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Corollaire 3.5.7. Dans Λp+q(g∗)⊗A⊗p+q, On a l’égalité

∑
i∈Ip

∑
j∈Iq

(
x∗i ∧ x∗j ⊗ (x⊗i ⊗ x⊗j )

)
=

∑
`∈Ip+q

(
x∗` ⊗

( ∑
(i,j)∈I`p,q

α(i, j)x⊗i ⊗ x⊗j
))
.

Démonstration. D’après la remarque 3.5.6, on a
∑
i∈Ip

∑
j∈Iq

(
x∗i ∧ x∗j ⊗ (x⊗i ⊗ x⊗j )

)
=

∑
`∈Ip+q

∑
(i,j)∈I`p,q

(
x∗i ∧ x∗j ⊗ (x⊗i ⊗ x⊗j )

)

=
∑

`∈Ip+q

∑
(i,j)∈I`p,q

(
α(i, j)x∗` ⊗ (x⊗i ⊗ x⊗j )

)

=
∑

`∈Ip+q

(
x∗` ⊗

( ∑
(i,j)∈I`p,q

α(i, j)x⊗i ⊗ x⊗j
))
.

Corollaire 3.5.8. Pour f ∈ HomK

(
A⊗p+q,A

)
, on a l’égalité

∑
i∈Ip

∑
j∈Iq

x∗i ∧ x∗j ⊗ f
( ∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ)x⊗σ(i) ⊗ x
⊗
τ(j)

)
=

∑
k∈Ip+q

x∗k ⊗ f
( ∑
π∈Sk

ε(τ)x⊗π(k)

)
.

Démonstration. D’après le corollaire 3.5.7, on a

Sp ~ Sq

=
∑
i∈Ip

(
x∗i ⊗

∑
σ∈Si

ε(σ)x⊗σ(i)

)
~
∑
j∈Iq

(
x∗j ⊗

∑
τ∈Sj

ε(τ)x⊗τ(j)

)

=
∑
i∈Ip

∑
j∈Iq

(
x∗i ∧ x∗j ⊗

( ∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ)x⊗σ(i) ⊗ x
⊗
τ(j)

))

=
∑

`∈Ip+q

∑
(i,j)∈I`p,q

(
α(i, j)x∗` ⊗

( ∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ)x⊗σ(i) ⊗ x
⊗
τ(j)

))

=
∑

`∈Ip+q

(
x∗` ⊗

( ∑
(i,j)∈I`p,q

∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ)α(i, j)x⊗σ(i) ⊗ x
⊗
τ(j)

))
.
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Mais, d’après le lemme 3.5.4, on a Sp ~ Sq = Sp+q. D’où,

∑
`∈Ip+q

x∗`⊗
( ∑

(i,j)∈I`p,q

∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ)α(i, j)x⊗σ(i)⊗x
⊗
τ(j)

)
=

∑
`∈Ip+q

x∗`⊗
( ∑
π∈S`

ε(π)x⊗π(`)

)
.

Or,
{
x∗` , ` ∈ Ir

}
est une base de Λr(g∗) donc

∑
(i,j)∈I`p,q

∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ)α(i, j)x⊗σ(i) ⊗ x
⊗
τ(j) =

∑
π∈S`

ε(π)x⊗π(`).

Par conséquent,

f
( ∑

(i,j)∈I`p,q

∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ)α(i, j)x⊗σ(i) ⊗ x
⊗
τ(j)

)
= f

( ∑
π∈S`

ε(π)x⊗π(`)

)

et par suite

x∗` ⊗ f
( ∑

(i,j)∈I`p,q

∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ)α(i, j)x⊗σ(i) ⊗ x
⊗
τ(j)

)
= x∗` ⊗ f

( ∑
π∈S`

ε(π)x⊗π(`)

)
.

On déduit que
∑

`∈Ip+q

x∗` ⊗ f
( ∑
π∈S`

ε(π)x⊗π(`)

)

=
∑

`∈Ip+q

x∗` ⊗ f
( ∑

(i,j)∈I`p,q

∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ)α(i, j)x⊗σ(i) ⊗ x
⊗
τ(j)

)

=
∑

`∈Ip+q

∑
(i,j)∈I`p,q

α(i, j)x∗` ⊗ f
( ∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ)x⊗σ(i) ⊗ x
⊗
τ(j)

)

=
∑
i∈Ip

∑
j∈Iq

x∗i ∧ x∗j ⊗ f
( ∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ)x⊗σ(i) ⊗ x
⊗
τ(j)

)
.
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Définition 3.5.9. Pour p et q entiers positifs, définissons le produit

∪Lie : Lp(K,Aad)⊗ Lq(K,Aad)→ Lp+q(K,Aad) (3.5.0.2)

par la formule suivante. Soient i ∈ Ip, j ∈ Iq, x∗i ∈ Λpg∗, x∗j ∈ Λqg∗ , a ∈ Aad et
a′ ∈ Aad. On pose

(x∗i ⊗ a) ∪Lie (x∗j ⊗ a′) = x∗i ∧ x∗j ⊗ aa′

où aa′ est le produit dans l’algèbre A.

Proposition 3.5.10. Soit ϕ∗ :
(
HomK(A⊗∗,A), b∗

)
→

(
Λ∗(g∗) ⊗ Aad, d∗

)
l’applica-

tion construite dans la section 3.4. Soient p et q deux entiers positifs avec p+ q ≤ n.
Soit f ∈ Cp

K(A,A) et soit g ∈ Cq

K(A,A). On a la relation

ϕp(f) ∪Lie ϕq(g) = ϕp+q(f ∪ g).

Démonstration. On a

ϕp(f) =
∑
i∈Ip

(
x∗i ⊗ f

( ∑
σ∈Si

ε(σ)x⊗σ(i)

))
.

On en déduit

ϕp(f) ∪Lie ϕq(g)

=
∑
i∈Ip

(
x∗i ⊗ f

( ∑
σ∈Si

ε(σ)x⊗σ(i)

))
∪Lie

∑
j∈Iq

(
x∗j ⊗

( ∑
τ∈Sj

ε(τ)x⊗τ(j)

))

=
∑
i∈Ip

∑
j∈Iq

(
x∗i ∧ x∗j ⊗

( ∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ) f(x⊗σ(i))g(x⊗τ(j))
))

D’après la définition du produit cup rappelée en 1.3.1.1, on en déduit

ϕp(f) ∪Lie ϕq(g)

=
∑
i∈Ip

∑
j∈Iq

(
x∗i ∧ x∗j ⊗

( ∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ) (f ∪ g)
(
x⊗σ(i) ⊗ x

⊗
τ(j)

))

=
∑
i∈Ip

∑
j∈Iq

(
x∗i ∧ x∗j ⊗ (f ∪ g)

( ∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(σ)ε(τ)x⊗σ(i) ⊗ x
⊗
τ(j)

)
.

Or, d’après le corollaire 3.5.8, on a
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ϕp(f) ∪Lie ϕq(g) =
∑

`∈Ip+q

x∗` ⊗ (f ∪ g)
( ∑
π∈S`

ε(π)x⊗π(`)

)

= ϕp+q(f ∪ g).

Proposition 3.5.11. Soient p et q des entiers naturels. Soient (xi⊗u) ∈ Lp(K,Aad)
et (x∗j ⊗ v) ∈ Lq(K,Aad). On a

dp+q
(
(x∗i ⊗ u)∪Lie (x∗j ⊗ v)

)
= dp(x∗i ⊗ u)∪Lie (x∗j ⊗ v) + (−1)p(x∗i ⊗ u)∪Lie dq(x∗j ⊗ v).

Démonstration. Cette formule est une conséquence immédiate de la formule analogue
1.3.1.2 pour le produit cup ∪, de la relation ϕ∗ ◦ ψ∗ = idL∗(K,Aad) du lemme 3.4.1 et
de la formule ϕp(f) ∪Lie ϕq(g) = ϕp+q(f ∪ g) de la proposition 3.5.10.

3.6 Définition du ∪Lie en cohomologie
Soient p et q deux entiers naturels. Définissons le produit cup :

∪Lie : Hp
Lie(g,Aad)⊗Hq

Lie(g,Aad)→ Hp+q
Lie (g,Aad).

Pour α′ ∈ Hp
Lie(g,Aad) et β′ ∈ Hq

Lie(g,Aad), le produit cup α′ ∪Lie β′ ∈ Hp+q
Lie (g,Aad)

est défini sur les cochaînes à partir du produit également notée ∪Lie

∪Lie : Lp(K,Aad)⊗ Lq(K,Aad)→ Lp+q(K,Aad).

Ecrivons α′ et β′ sous la forme α′ = cl(x∗i ⊗u) et β′ = cl(x∗j⊗v) où x∗i ⊗u ∈ Lp(K,Aad)
et x∗j ⊗ v ∈ Lq(K,Aad) sont des d∗-cocyles. D’après le lemme 3.5.11, la formule

dp+q
(
x∗i ⊗ u ∪Lie x∗j ⊗ v

)
= dp(x∗i ⊗ u) ∪Lie x∗j ⊗ v + (−1)px∗i ⊗ u ∪Lie dq(x∗j ⊗ v)

montre que x∗i ⊗ u ∪Lie x∗j ⊗ v est un d∗-cocycle dès que x∗i ⊗ u et x∗j ⊗ v le sont. On
définit donc α′ ∪Lie β′ ∈ Hp+q

Lie (g,Aad) comme la classe de cohomologie du d∗-cocycle
x∗i ⊗ u ∪Lie x∗j ⊗ v.

Remarque 3.6.1. Pour A = Uf=0(g), le produit cup ∪Lie coïncide avec le produit
cup défini par Cartan et Eilenberg ([2], p. 276) à partir de la diagonale.
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Proposition 3.6.2. Le K-espace vectoriel H∗(g,Aad) est une algèbre graduée com-
mutative via le cup produit ∪Lie.

Démonstration. C’est une conséquence du résultat analogue pour
(
H∗(A,A),∪

)
et

la proposition 3.5.10. Soient p et q deux entiers naturels avec p + q ≤ n. Soient
α′ ∈ Hp

Lie(g,Aad) et β′ ∈ Hq
Lie(g,Aad). Puisque Φ∗ est un isomorphisme de K-espaces

vectoriels, il existe des éléments uniques α ∈ Hp(A,A) et α ∈ Hq(A,A) tels que
α′ = Φp(α) et β′ = Φq(β). En prenant des représentant des éléments α et β et en
utilisant la proposition 3.5.10, on a immédiatement Φp(α) ∪Lie Φq(β) = Φp+q(α ∪ β).
Or, d’après le théorème 1.3.1, l’algèbre

(
H∗(A,A),∪

)
est une algèbre graduée com-

mutative. Alors on a

α′ ∪Lie β′ = Φp(α) ∪Lie Φq(β)

= Φp+q(α ∪ β)

= Φp+q((−1)pqβ ∪ α)

= (−1)pq Φq(β) ∪Lie Φp(α).

= (−1)pq β′ ∪Lie α′,

ce qui montre que la K-algèbre
(
H∗Lie(g, Aad) , ∪Lie

)
est une algèbre graduée commu-

tative.

En conclusion, on a montré :

Théorème 3.6.3. L’application

Φ∗ :
(
H∗(A,A),∪

)
∼=
(
H∗Lie(g, Aad) , ∪Lie

)
est un isomorphisme d’algèbres graduées commutatives.
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Chapitre 4

Le crochet de Gerstenhaber

Dans ce chapitre, nous allons donner une formule explicite pour le crochet de
Gerstenhaber pour la cohomologie de A.

Soit p un entier compris entre 1 et n. On rappelle que Ip désigne l’ensemble des
p-multi-indices ordonnés :

Ip = { i = (i1, . . . , ip) ∈ J1, nKp | 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n} .

4.1 Réecriture du crochet de Gerstenhaber
En 2015, C. Negron et S. Witherspoon ont proposé une construction du crochet

de Gerstenhaber à partir d’une résolution de l’algèbre qui n’est pas nécessairement la
résolution bar.

Afin d’introduire cette nouvelle expression du crochet, quelques définitions sont
nécessaires.

On introduit la coalgèbre tensorielle graduée

T(A) = ⊕p≥0Tp(A)

avec Tp(A) = A⊗p. Le coproduit de cette coalgèbre

∆T : T(A)→ T(A)⊗A T(A)

est l’application K-linéaire définie par

∆T (a1 ⊗ · · · ⊗ ap) =
p∑

k=0
(a1 ⊗ · · · ⊗ ak ⊗ 1)⊗ (1⊗ ak+1 ⊗ · · · ⊗ ap)

où a1, . . . , ap ∈ A.
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4.1. RÉECRITURE DU CROCHET DE GERSTENHABER

Introduisons le Ae-module Bar(A) = A⊗T(A)⊗A, avec Barr(A) = A⊗A⊗r⊗A
pour tout entier r ≥ 0. Pour alléger les notations, on pose

B := Bar(A) avec Br := Barr(A)

et

B ⊗A B := Bar(A)⊗A Bar(A) avec (B ⊗A B)r := ⊕p+q=rBp ⊗A Bq.

Soit ∆B : B → B ⊗A B l’application induite par le coproduit ∆T . La diagonale
∆B est donnée par

∆B

(
a0 ⊗ (a1 ⊗ · · · ⊗ ar)⊗ ar+1

)
(4.1.0.1)

=
(
a0 ⊗ 1

)
⊗A

(
1⊗ (a1 ⊗ · · · ⊗ ar)⊗ ar+1

)
+

∑
p+q=r
p>0, q>0

(a0 ⊗ (a1 ⊗ · · · ⊗ ap)⊗ 1
)
⊗A (1⊗ (ap+1 ⊗ · · · ⊗ ap+q)⊗ ar+1

)

+
(
a0 ⊗ (a1 ⊗ · · · ⊗ ar)⊗ 1

)
⊗A

(
1⊗ ar+1

)
.

Proposition 4.1.1. La diagonale ∆B est co-associative, c’est-à-dire que le diagramme

B

∆B

��

∆B // B ⊗A B
idB⊗A∆B

��

B ⊗A B ∆B⊗AidB
// B ⊗A B ⊗A B

commute.

La vérification de la proposition ci-dessus est immédiate. Il sera commode d’avoir
les notations suivantes :

Notation 4.1.2. Soit zr ∈ A
⊗r un mônome homogène de degré r et soient u et v

deux éléments de A. On pose ωr = u ⊗ zr ⊗ v ∈ Br. La diagonale ∆B s’écrit sous la
forme

∆B(ωr) = ∆B(u⊗ zr ⊗ v) =
∑

p+q=r
zp⊗zq=zr

(u⊗ zp ⊗ 1)⊗A (1⊗ zq ⊗ v).
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Proposition 4.1.3. Soit bbar ⊗A 1 + 1 ⊗A bbar : B ⊗A B → B ⊗A B l’application
définie par

(bbar ⊗A 1 + 1⊗A bbar)(ωp ⊗A ωq) = bbar
p (ωp)⊗ ωq − (−1)pωp ⊗ bbar

q (ωq).

alors
1. L’application bbar ⊗A 1 + 1⊗A bbar est une différentielle sur B ⊗A B.
2. L’application ∆B : (B, bbar) → (B ⊗A B, bbar ⊗A 1 + 1 ⊗A bbar) est un quasi-

isomorphisme de complexes.

On pose

∆(2)
B := (idB ⊗A ∆B) ◦∆B.

Remarque 4.1.4. Soit ωr = u⊗ zr ⊗ v ∈ Br un mônome homogène. On a

∆(2)
B (ωr) = (idB ⊗A ∆B) ◦∆B(ωr)

= (idB ⊗A ∆B)
( ∑

p+q=r
zp⊗zq=zr

(u⊗ zp ⊗ 1)⊗A (1⊗ zq ⊗ v)
)

=
∑

p+q+l=r
zp⊗zq⊗zl=zr

(u⊗ zp ⊗ 1)⊗A (1⊗ zq ⊗ 1)⊗A (1⊗ zl ⊗ v).

Définition 4.1.5. Soit q ≥ 0 et soit g : A⊗A⊗q⊗A → A une application Ae-linéaire.
Pour r ≥ q, définissons l’application

1⊗ g ⊗ 1 : (B ⊗A B ⊗A B)r → (B ⊗B)r−q

par les conditions suivantes :
1. Pour l 6= q et i+ l + j = r, on pose

(1⊗ g ⊗ 1)/Bi⊗AB`⊗ABj = 0.

2. Pour l = q et i+j = r−q, on écrit un mônome homogène ωr ∈ Bi ⊗A Bq ⊗A Bj

sous la forme ωr = (u ⊗ zi ⊗ v) ⊗A (1 ⊗ zq ⊗ 1) ⊗A (w ⊗ zj ⊗ t) et on définit
1⊗ g ⊗ 1 sur Bi ⊗A Bq ⊗A Bj par

(1⊗ g ⊗ 1)(ωr) = (−1)qi
(
u⊗ zi ⊗ vg(1⊗ zq ⊗ 1)

)
⊗A

(
w ⊗ zj ⊗ t

)
.

82



4.1. RÉECRITURE DU CROCHET DE GERSTENHABER

Définition 4.1.6 ([19], p. 4). L’homotopie de Gerstenhaber est l’application

G : (B ⊗A B)r → Br+1

définie par

G
(
(u⊗ zi ⊗ 1)⊗A (v ⊗ zj ⊗ w)

)
= (−1)iu⊗ (zi ⊗ v ⊗ zj)⊗ w.

Remarque 4.1.7. L’homotopie de Gerstenhaber est une homotopie

µ⊗A id− id⊗A µ ∼ 0,

c’est-à-dire que dans le complexe HomAe(B ⊗A B,B), on a

G ◦ (bbar ⊗A 1 + 1⊗A bbar) + bbar ◦G = µ⊗A id− id⊗A µ.

Lemme 4.1.8 ([19], p. 6). Soient f ∈ C
p(A,A) et g ∈ C

q(A,A) des cochaînes
normalisées de Hochschild. Le produit ◦G de Gerstenhaber de f et g est donné par

f ◦G g = f ◦G ◦ (1⊗ g ⊗ 1) ◦∆(2)
B .

Démonstration. Posons r = p + q − 1. Soit ω ∈ Br = A ⊗ A⊗r ⊗ A un mônome
homogène. On écrit ω = u⊗ zr ⊗ v = u⊗ (a1 ⊗ · · · ⊗ ar)⊗ v. On a

∆(2)
B (w) =

∑
i+j=r−q

(u⊗ zi ⊗ 1)⊗ (1⊗ zq ⊗ 1)⊗ (1⊗ zj ⊗ v) +R

avec R =
∑

i+l+j=r
l 6=q

ωi ⊗ ωl ⊗ ωj tel que (1⊗ g ⊗ 1)(R) = 0. On a donc

(1⊗ g ⊗ 1) ◦∆(2)
B (w) =

∑
i+j=r−q

(−1)qi
(
u⊗ zi ⊗ g(1⊗ zq ⊗ 1)

)
⊗
(
1⊗ zj ⊗ v

)
,

G ◦ (1⊗ g ⊗ 1) ◦∆(2)
B (w) =

∑
i+j=r−q

(−1)qi+iu⊗ zi ⊗ g(1⊗ zq ⊗ 1)⊗ zj ⊗ v

et

f ◦G ◦ (1⊗ g ⊗ 1) ◦∆(2)
B (w) =

∑
i+j=r−q

(−1)i(q−1)f
(
u⊗ (zi ⊗ g(1⊗ zq ⊗ 1)⊗ zj)⊗ v

)
.

Mais i+ j = r − q = p− 1, c’est-à-dire j = p− 1− i, d’où

f ◦G ◦ (1⊗ g ⊗ 1) ◦∆(2)
B (w)
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=
p−1∑
i=0

(−1)i(q−1)f
(
u⊗ (zi ⊗ g(1⊗ zq ⊗ 1)⊗ zj)⊗ v

)

=
p∑
i=1

(−1)(i−1)(q−1)f
(
u⊗ (zi−1 ⊗ g(1⊗ zq ⊗ 1)⊗ zj)⊗ v

)

=
p∑
i=1

(−1)(i−1)(q−1)f
(
u⊗

(
(a1 ⊗ . . . ai−1)⊗ g(1⊗ ai ⊗ . . .

. . . ai+q−1⊗ 1)⊗ (ai+q ⊗ · · · ⊗ ap+q−1)⊗ v
)

=
p∑
i=1

(−1)(i−1)(q−1)f ◦i g
(
u⊗a1⊗ . . . ai−1⊗ai⊗· · ·⊗ai+q−1⊗ai+q⊗· · ·⊗ap+q−1⊗v

)

=
p∑
i=1

f ◦i g(ω).

Corollaire 4.1.9. Soient f ∈ Cp(A,A) et g ∈ Cq(A,A) des p et q cochaines norma-
lisées de Hochschild. Le crochet de Gerstenhaber [ , ]G est donné par :

[f, g]G = f ◦G ◦ (1⊗ g ⊗ 1) ◦∆(2)
B − (−1)(p−1)(q−1)g ◦G ◦ (1⊗ f ⊗ 1) ◦∆(2)

B .

A partir de cette nouvelle expression du crochet de Gerstenhaber, C. Negron et S.
Witherspoon parviennent, sous certaines hypothèses ci-dessous, à exprimer le crochet
de Gerstenhaber à partir d’une "petite" résolution de A qui n’est pas la résolution
bar.
Théorème 4.1.10 ([19], p. 11). Soit (K∗, b′∗) une Ae-résolution projective de A. On
suppose les deux hypothèses suivantes satisfaites :

1. il existe des morphismes de complexes (K∗, b′∗)
i


π

(B, bbar) tels que π ◦ i = idK.
2. Il existe un quasi-isomorphisme

∆K : (K∗, b′∗)→ (K∗ ⊗A K∗, b′∗ ⊗A 1 + 1⊗A b′∗)

satisfaisant (i⊗A i) ◦∆K = ∆B ◦ i.
On pose ∆(2)

K = (∆K ⊗A idK) ◦∆K et GK := π ◦G ◦ (i⊗A i). Soient f : Kp → A un
p-cocycle et g : Kq → A un q-cocycle. On pose

f ◦K g := f ◦GK ◦ (1⊗ g ⊗ 1) ◦∆(2)
K

et
[f, g]K := f ◦K g − (−1)(|f |−1)(|g|−1)g ◦K f.

Alors
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1. Le crochet [f, , g]K est un (b′∗)t-cocycle.
2. Si f ou g est un (b′∗)t-cobord, alors [f, g]K est un (b′∗)t-cobord.
3. Posons α = cl(f) ∈ Hp(HomAe(K∗,A), (b′∗)t), β = cl(g) ∈ Hq(HomAe(K∗,A), (b′∗)t)

et [α, β]K := cl([f, g]K). L’isomorphisme de K-espaces vectoriels

H∗
(
HomAe(K∗,A)

)
π∗→ H∗

(
HomAe(B∗,A)

)
α = cl(f) 7→ π∗(α) = cl(f ◦ π)

satisfait
π∗([α, β]K) = [π∗(α), π∗(β)]G,

c’est-à-dire π∗ est un isomorphisme d’algèbres de Lie graduées.

4.2 Crochet de Gerstenhaber pour les algèbres en-
veloppantes

Pour appliquer le théorème de Negron-Witherspoon 4.1.10 aux algèbres envelop-
pantes de Sridharan A = Uf (g) et à la résolution de Kassel

(K∗, b′∗) := (A⊗ Λ∗(g)⊗A, b′∗),

il faut vérifier les hypothèses 1 et 2 de ce théorème. Les morphismes
(K∗, b′∗)

ϕ′∗


η′∗

(B, bbar) construits en 2.8.2 et 3.4.0.1, satisfont η′∗ ◦ ϕ′∗ = idK∗(voir lemme
3.4.3), ce qui montre que l’hypothèse 1 est satisfaite.

Définition 4.2.1. La diagonale

∆K : (K∗, b′∗)→ (K∗ ⊗A K∗, b′∗ ⊗ 1 + 1⊗ b′∗)

est définie par
∆K = (η′ ⊗A η′) ◦∆B ◦ ϕ′.

Remarque 4.2.2. Puisque ∆B, η′ et ϕ′ sont des quasi-isomorphismes, il en est de
même pour ∆K.

Il est commode d’introduire les notations suivantes.
Soit k un entier compris entre 1 et p. Soient i = (i1, . . . , ip) ∈ Ip. On note Si le groupe
des permutations du support {i1, . . . , ip} de i.
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On désigne par S
(k,p−k)
i le sous groupe des permutations de battages σ ∈ Si qui

satisfont la propriété

σ(i1) < σ(i2) < · · · < σ(ik) et σ(ik+1) < σ(ik+2) < · · · < σ(ip).

Proposition 4.2.3. L’application ∆K est donnée par
∆K(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1)

=
p∑

k=0

( ∑
σk∈S

(k,p−k)
i

ε(σk)(1⊗xσk(i1)∧· · ·∧xσk(ik)⊗1)⊗A(1⊗xσk(ik+1)∧· · ·∧xσk(ip)⊗1)
)
.

Démonstration. Soit 1 ⊗ xi ⊗ 1 = 1 ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1. D’après l’expression de ϕ′
donnée en 3.4.0.1, on a

ϕ′p(1⊗ xi ⊗ 1) =
∑
σ∈Si

ε(σ) (1⊗ xσ(i1) ⊗ · · · ⊗ xσ(ip) ⊗ 1).

Or, d’après la définition de ∆B donnée en 4.1.0.1, on a

∆B◦ϕ′p(1⊗xi⊗1) =
p∑

k=0

∑
σ∈Si

ε(σ) (1⊗xσ(i1)⊗· · ·⊗xσ(ik)⊗1)⊗A(1⊗xσ(ik+1)⊗· · ·⊗xσ(ip)⊗1).

Soit τk la permutation telle que

τk(i1) = ik , τk(i2) = ik−1 , . . . , τk(ik) = i1

et
τk(ik+1) = ip , τk(ik+2) = ip−1 , . . . , τk(ip) = ik+1.

La signature de τk est ε(τk) = (−1)
k(k−1)

2 (−1)
(p−k)(p−k−1)

2 . On a donc

∆B ◦ ϕ′p(1⊗ xi ⊗ 1)

=
p∑

k=0

∑
σ∈Si

ε(σ) (1⊗xσ(τ(ik))⊗· · ·⊗xσ(τ(i1))⊗1)⊗A (1⊗xσ(τ(ip))⊗· · ·⊗xσ(τ(ik+1))⊗1).

Posons πk = σ ◦ τk. On a πk ∈ Si avec ε(πk) = ε(σ)ε(τk). D’où,

∆B ◦ ϕ′p(1⊗ xi ⊗ 1)

=
p∑

k=0
ε(τk)

∑
πk∈Si

ε(πk) (1⊗xπk(ik)⊗· · ·⊗xπk(i1)⊗1)⊗A (1⊗xπk(ip)⊗· · ·⊗xπk(ik+1)⊗1).
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L’expression de η′ donnée dans le corollaire 2.8.3 fournit la simplification

(η′k ⊗A η′p−k) ◦∆B ◦ ϕ′p(1⊗ xi ⊗ 1)

=
p∑

k=0
ε(τk)

∑
πk

ε(πk) (1⊗xπk(ik)∧ · · · ∧xπk(i1)⊗ 1)⊗A (1⊗xπk(ip)∧ · · · ∧xπk(ik+1)⊗ 1).

où la somme est étendue aux permutations πk ∈ Si qui satisfont

πk(ik) > πk(ik−1) > · · · > πk(i1) et πk(ip) > πk(ip−1) > · · · > πk(ik+1).

Or, on a ε(τk) = (−1)
k(k−1)

2 (−1)
(p−k)(p−k−1)

2 . En réordonnant les éléments, on obtient
donc

(η′k ⊗A η′p−k) ◦∆B ◦ ϕ′p(1⊗ xi ⊗ 1)

=
p∑

k=0

∑
πk∈S

(k,p−k)
i

ε(πk) (1⊗xπk(i1)∧· · ·∧xπk(ik)⊗1)⊗A (1⊗xπk(ik+1)∧· · ·∧xπk(ip)⊗1)

= ∆K(1⊗ xi ⊗ 1).

Soit k un entier avec 0 ≤ k ≤ p. Soit σ = σk,p−k ∈ S
(k,p−k)
i une permutation de

battage sur l’ensemble {i1, . . . , ip}. Soit Sσ
k le groupe de permutations de l’ensemble

Sσk = {σ(i1), . . . , σ(ik)} et soit Sp−k
σ le groupe de permutations de l’ensemble Sp−kσ =

{σ(ik+1), . . . , σ(ip)}. On a des isomorphismes de groupes Sσ
k
∼= Sk et Sp−k

σ
∼= Sp−k.

Lemme 4.2.4. Soit π ∈ Si et soit k un entier 0 ≤ k ≤ p. Il existe un unique triplet
(τk, τ p−k, σ) où σ = σk,p−k ∈ S

(k,p−k)
i est une permutation de battage sur l’ensemble

{i1, . . . , ip}, τk ∈ Sσ
k est une permutation de l’ensemble {σ(i1), . . . , σ(ik)} et

τ p−k ∈ Sp−k
σ est une permutation de l’ensemble {σ(ik+1), . . . , σ(ip)} tel que on ait la

relation
π = τk ◦ τ p−k ◦ σ.

Démonstration. On découpe l’ensemble {π(i1), . . . , π(ip)} en deux en posant
A = {π(i1), . . . , π(ik)} et B = {π(ik+1), . . . , π(ip)}. Il existe une unique permutation
τk qui ordonne les éléments de A dans l’ordre croissant et une unique permutation
τ p−k qui ordonne les éléments de B dans l’ordre croissant. On pose σ := τk ◦ τ p−k ◦ π
et on vérifie que σ est une permutation de battage.

Corollaire 4.2.5. On a

(ϕ′ ⊗A ϕ′) ◦∆K = ∆B ◦ ϕ′.
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Démonstration. On a
∆B ◦ ϕ′p(1⊗ xi ⊗ 1)

=
p∑

k=0

∑
π∈Si

ε(π) (1⊗ xπ(i1) ⊗ · · · ⊗ xπ(ik) ⊗ 1)⊗A (1⊗ xπ(ik+1) ⊗ · · · ⊗ xπ(ip) ⊗ 1).

D’après le lemme 4.2.4, on a

∆B ◦ ϕ′p(1⊗ xi ⊗ 1)

=
p∑

k=0

( ∑
σ∈S(k,p−k)

i

∑
τk∈Sσk

∑
τp−k∈Sp−kσ

ε(σ)ε(τk)ε(τ p−k)

(1⊗xτk◦σ(i1)⊗· · ·⊗xτk◦σ(ik)⊗1)⊗A(1⊗xτp−k◦σ(ik+1)⊗· · ·⊗xτp−k◦σ(ip)⊗1)
)

=
p∑

k=0

( ∑
σ∈S(k,p−k)

i

ε(σ)ϕ′k(1⊗xσ(i1)⊗· · ·⊗xσ(ik)⊗1)⊗Aϕ′p−k(1⊗xσ(ik+1)⊗· · ·⊗xσ(ip)⊗1)
)

= (ϕ′k ⊗A ϕ′p−k)
( p∑
k=0

∑
σ∈S(k,p−k)

i

ε(σ)(1⊗ xσ(i1) ⊗ . . .

· · ·⊗xσ(ik)⊗ 1)⊗A (1⊗xσ(ik+1)⊗· · ·⊗xσ(ip)⊗ 1)
)

= (ϕ′k ⊗A ϕ′p−k) ◦∆K(1⊗ xi ⊗ 1).

Ceci montre que la diagonale ∆K = (η′ ⊗A η′) ◦∆B ◦ ϕ′ satisfait l’hypothèse 2 du
théorème de C. Negron et S.Witherspoon([19], p.11). On en déduit

Théorème 4.2.6. Soient f ∈ HomAe(Kp,A) et g ∈ HomAe(Kq,A). On pose

GK = η′ ◦G ◦ (ϕ′ ⊗A ϕ′)

et
f ◦K g := f ◦GK ◦ (id⊗A g ⊗A id) ◦∆(2)

K .

L’expression

[f, g]K := f ◦K g + (−1)(p−1)(q−1)g ◦K f

définit le crochet de Gerstenhaber pour les algèbres enveloppantes de Sridharan à partir
de la résolution de Kassel (K∗, b′∗).

88



4.2. CROCHET DE GERSTENHABER POUR LES ALGÈBRES
ENVELOPPANTES

Il nous reste à écrire le crochet [ , ]K via l’isomorphisme de complexes(
HomAe(Kp,A), (b′)t

)
→
(
Λp(g∗)⊗Aad, d′

)
décrit dans la section 3.4.

Dans HomAe(Kp,A), on introduit le symbole de Kronecker δaxi défini pour i ∈ Ip
et a ∈ Aad par δaxi(1⊗ xi ⊗ 1) = a et δaxi(1⊗ xj⊗) = 0 pour j 6= i.

Théorème 4.2.7. Soit A = Uf (g) une algèbre enveloppante de Sridharan. Soient p et
q deux entiers tels que p+q ≤ n+1. Pour x∗i⊗a ∈ Λp(g∗)⊗Aad et x∗j⊗b ∈ Λq(g∗)⊗Aad,
on pose

[x∗i ⊗ a, x∗j ⊗ b]Λ :=
∑

k∈Ip+q−1

x∗k ⊗ [δaxi , δ
b
xj

]K(1⊗ xk ⊗ 1).

Alors la classe de cohomologie du crochet [ , ]Λ définit le crochet de Gerstenhaber de
H∗(A,A) à partir du complexe

(
Λp(g∗)⊗Aad, d′

)
.

Démonstration. On a vu à la section 3.4 que les applications
4ϕ∗ ◦ 3ϕ∗ :

(
HomAe

(
L′∗(A),A

)
, (b′∗)t

)
→
(
Λp(g∗)⊗Aad, d′

)
et

3ψ∗ ◦ 4ψ∗ :
(
Λp(g∗)⊗Aad, d′

)
→
(
HomAe

(
L′∗(A),A

)
, (b′∗)t

)
sont des isomorphismes de complexes. Or, d’après le théorème 4.2.6, le crochet [ , ]K
définit le crochet de Gerstenhaber à partir de la résolution de Kassel (K∗, b′∗). Par
transport de structures, le crochet

[ , ]Λ := 4ϕ∗ ◦ 3ϕ∗ ◦ [ , ]K ◦
(
(3ψ∗ ◦ 4ψ∗)⊗ (3ψ∗ ◦ 4ψ∗)

)
définit le crochet de Gerstenhaber pour les algèbres enveloppantes de Sridharan à
partir de la résolution

(
L∗(K,Aad), d∗

)
=
(
Λp(g∗)⊗Aad, d′

)
. On a

3ψp ◦ 4ψp(x∗i ⊗ a) = δaxi

et
3ψq ◦ 4ψq(x∗j ⊗ b) = δbxj .

On a donc

[ , ]K ◦
(
(3ψp ◦ 4ψp)⊗ (3ψq ◦ 4ψq)

)(
(x∗i ⊗ a)⊗ (x∗j ⊗ b)

)
= [ δaxi , δ

b
xj

]K .
D’où, on a
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4ϕp+q−1 ◦ 3ϕp+q−1
(
[ δaxi , δ

b
xj

]K
)

= 4ϕp+q−1
(

3ϕp+q−1
(
[ δaxi , δ

b
xj

]K
))

=
∑

k∈Ip+q−1

x∗k ⊗
(

3ϕp+q−1
(
[ δaxi , δ

b
xj

]K
)
(1⊗ xk)

)

=
∑

k∈Ip+q−1

x∗k ⊗
(

[ δaxi , δ
b
xj

]K(1⊗ xk ⊗ 1)
)
,

ce qui donne

[x∗i ⊗ a, x∗j ⊗ b]Λ =
∑

k∈Ip+q−1

x∗k ⊗ [ δaxi , δ
b
xj

]K(1⊗ xk ⊗ 1).

Pour le calcul explicite du crochet de Gerstenhaber sur les exemples, nous avons
besoin de l’expression de l’homotopie GK .

Proposition 4.2.8. Soient p et q deux entiers positifs. L’homotopie

GK : (K ⊗A K)p+q → Kp+q+1

est donnée pour 1⊗ xi ⊗ 1 = 1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ 1 ∈ Kp et
1⊗ xj ⊗ 1 = 1⊗ xj1 ∧ · · · ∧ xjq ⊗ 1 ∈ Kq par

GK

(
(1⊗ xi ⊗ 1)⊗A (a⊗ xj ⊗ 1)

)
=

∑
σ∈Sj

ε(σ)(−1)pq(−1)
(q+1)(q+2)

2 tp+q
(
. . . tp+1 ( tp( 1⊗ xi ⊗ a )xσ(j1) ) . . . xσ(iq)

)
.

Démonstration. Montrons que

GK = η′ ◦G ◦ (ϕ′ ⊗A ϕ′)

où G est l’homotopie de Gerstenhaber définie dans 4.1.6. L’expression de ϕ′ donnée
en 3.4.0.1 conduit à
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(ϕ′p ⊗A ϕ′q)
(
(1⊗ xi ⊗ 1)⊗A (a⊗ xj ⊗ 1)

)
=
∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(τ)ε(σ)
(
(1⊗xσ(i1)⊗· · ·⊗xσ(ip)⊗1)⊗A (a⊗xτ(j1)⊗· · ·⊗xτ(jq)⊗1)

)
.

D’après la définition de G donnée en 4.1.6, on a

G ◦ (ϕ′p ⊗A ϕ′q)
(
(1⊗ xi ⊗ 1)⊗A (a⊗ xj ⊗ 1)

)
=
∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(τ)ε(σ)(−1)i1⊗ xσ(i1) ⊗ · · · ⊗ xσ(ip) ⊗ a⊗ xτ(j1) ⊗ · · · ⊗ xτ(jq) ⊗ 1.

L’expression de η′ introduite dans la proposition 2.8.2 conduit à

η′p+q+1 ◦G ◦ (ϕ′p ⊗A ϕ′q)
(
(1⊗ xi ⊗ 1)⊗A (a⊗ xj ⊗ 1)

)
=
∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(τ)ε(σ)(−1)p(−1)
(p+q+1)(p+q+2)

2

tp+q(tp+q−1(. . . tp (tp−1(. . . t0 (1⊗ xσ(i1) ) . . . xσ(ip) ) a )xτ(j1) . . . )xτ(jq) ).

=
∑
σ∈Si

∑
τ∈Sj

ε(τ)ε(σ)(−1)p(−1)
(p+q+1)(p+q+2)

2 (−1)
(p)(p+1)

2

tp+q(tp+q−1(. . . tp
(
η′p(1⊗xσ(i1)⊗· · ·⊗xσ(ip)⊗a)

)
xτ(j1) . . . )xτ(jq) ).

=
∑
τ∈Sj

ε(τ)(−1)p(−1)
(p+q+1)(p+q+2)

2 (−1)
(p)(p+1)

2

tp+q(tp+q−1(. . . tp
(
η′p(

∑
σ∈Si

ε(σ)1⊗xσ(i1)⊗· · ·⊗xσ(ip)⊗a)
)
xτ(j1) . . . )xτ(jq) ).

=
∑
τ∈Sj

ε(τ)(−1)p(−1)
(p+q+1)(p+q+2)

2 (−1)
(p)(p+1)

2

tp+q(tp+q−1(. . . tp
(
η′pϕ

′
p(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ a)

)
xτ(j1) . . . )xτ(jq) ).

Or, on a η′∗ ◦ ϕ′∗ = idK∗(voir 3.4.3), d’où

η′p+q+1 ◦G ◦ (ϕ′p ⊗A ϕ′q)
(
(1⊗ xi ⊗ 1)⊗A (a⊗ xj ⊗ 1)

)
=
∑
τ∈Sj

ε(τ)(−1)p(−1)
(p+q+1)(p+q+2)

2 (−1)
(p)(p+1)

2

tp+q(tp+q−1(. . . tp(1⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ⊗ a)xτ(j1) . . . )xτ(jq) ).
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Or, on a (p+ q+ 1)(p+ q+ 2) + (p)(p+ 1) + 2p = 2p(p+ 1) + 2pq+ 4p+ (q+ 1)(q+ 2).
D’où,

(−1)p(−1)
(p+q+1)(p+q+2)

2 (−1)
(p)(p+1)

2 = (−1)pq(−1)
(q+1)(q+2)

2 .

On a donc

η′p+q+1 ◦G ◦ (ϕ′p ⊗A ϕ′q)
(
(1⊗ xi ⊗ 1)⊗A (a⊗ xj ⊗ 1)

)
=
∑
τ∈Sj

ε(τ)(−1)pq(−1)
(q+1)(q+2)

2 tp+q(tp+q−1(. . . tp(1⊗xi1∧· · ·∧xip⊗a)xτ(j1) . . . )xτ(jq) )

= ∆K

(
(1⊗ xi ⊗ 1)⊗A (a⊗ xj ⊗ 1)

)
.

Remarque 4.2.9. Pour i ∈ Ip, j ∈ Iq et a ∈ K, on a

GK

(
(1⊗ xi ⊗ 1)⊗A (a⊗ xj ⊗ 1)

)
= 0.

Cette remarque sera très utile lors des calculs de la section 6.3.
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Chapitre 5

Le produit cap

5.1 Homologie d’une algèbre de Lie à valeurs dans
la représentation adjointe

Rappelons que H∗(A,A) est l’homologie de Hochschild de A à coefficients dans le
Ae-module A.

Le complexe
(
C

K
p (A,A), bp

)
est donnée par

C
K
p (A,A) := A⊗A⊗p.

La différentielle
bp : CK

p (A,A)→ C
K
p−1(A,A)

est donnée pour a⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ∈ C
K
p (A,A) par

bp(a⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap) = aa1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ ap

+
p−1∑
`=1

(−1)`a⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ a`a`+1 ⊗ · · · ⊗ ap

+ (−1)papa⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap−1.

On a donc
H∗(A,A) = H∗

(
C

K
∗ (A,A), b∗

)
.

Rappelons que la cohomologie et l’homologie de g à valeurs dans Aad sont respec-
tivement définies par

H∗Lie(g,Aad) := Ext∗U(K,Aad)
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et
HLie
∗ (g,Aad) := TorU∗ (K,Aad).

Le complexe de Kassel est le complexe (L∗(K,Aad), d∗) avec

Lp(K,Aad) := Aad ⊗ Λpg.

La différentielle
dp : Lp(K,Aad)→ Lp−1(K,Aad)

est donnée pour u⊗ xi = u⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip ∈ A⊗ Λpg par

dp(u⊗ xi) =
p∑
`=1

(−1)`+1(u.xi`)⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ xip

+
∑

1≤`<`′≤p
(−1)`+`′u⊗ [xi` , xi`′ ] ∧ xi1 ∧ · · · ∧ x̂i` ∧ · · · ∧ x̂i`′ ∧ · · · ∧ xip .

Proposition 5.1.1 ([15], p. 241). On a

HLie
p (g,Aad) = Hp(L∗(K,Aad), d∗).

5.2 Enoncé du résultat
Théorème 5.2.1. Soit CK

∗ (A,A) = A ⊗ A
⊗∗ le complexe de Hochschild normalisé

réduit de A = Uf (g). On pose
(
L∗(K,Aad), d∗

)
=
(
Aad ⊗ Λ∗(g), d∗

)
.

Pour (a⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip) ∈ Lp(K,Aad) et (x∗j1 ∧ · · · ∧ x
∗
jq ⊗ a

′) ∈ Lq(K,Aad), on pose

(a⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip) ∩Lie (x∗j1 ∧ · · · ∧ x
∗
jq ⊗ a

′) =

(−1)
q(q+1)

2
∑

1≤`1<···<`q≤p
(−1)|`|

(
x∗j1(xi`1 ) . . . x∗jq(xi`q )

)
aa′⊗xi1∧· · ·∧x̂i`1∧· · ·∧x̂i`q∧· · ·∧xip

où |`| = `1 + · · ·+ `q. Il existe un isomorphisme de K-espaces vectoriels

Ψ∗ : H∗
(
L∗(K,Aad), d∗

)
→ H∗

(
C

K
∗ (A,A), b∗

)
faisant commuter le diagramme

HLie
p (g,Aad)⊗Hq

Lie(g,Aad)
Ψp⊗Ψq

��

∩Lie // HLie
p−q(g,Aad)

Ψp−q
��

Hp(A,A)⊗ Hq(A,A) ∩ // Hp−q(A,A)

Pour ω′ ∈ HLie
p (g,Aad) et α′ ∈ Hq

Lie(g,Aad), on a donc

Ψp−q(ω′ ∩Lie α′) = Ψp(ω′) ∩Ψq(α′).
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5.3 L’isomophisme de K-espaces vectoriels
Lemme 5.3.1. Il existe des quasi-isomorphismes

(
Aad ⊗ Λ∗(g), d∗

) ψ∗
�
ϕ∗

(
A⊗A⊗∗, b∗

)
entre le complexe de Hochschild de A et le complexe de Kassel de A. Les applications
ϕ∗ et ψ∗ satisfont les trois propriétés suivantes :

1. Pour a⊗ xi ∈ Lp(K,Aad), on a

ψp(a⊗ xi) =
∑
σ∈Si

ε(σ)a⊗ xσ(i1) ⊗ · · · ⊗ xσ(ip).

2. Pour a⊗ xk1 ⊗ · · · ⊗ xkp ∈ Aad ⊗ g⊗p, on a

ϕp(a⊗ xk1 ⊗ · · · ⊗ xkp) = a⊗ xk1 ∧ · · · ∧ xkp si k1 > · · · > kp

ϕp(a⊗ xk1 ⊗ · · · ⊗ xkp) = 0 ailleurs.

3. On a ϕ∗ ◦ ψ∗ = idL∗(K,Aad).

La suite de cette section est consacrée à la démonstration du lemme ci-dessus.
Les isomorphismes ϕ∗ et ψ∗ sont obtenus comme les composées suivantes
ϕ∗ = 3ϕ∗ ◦ 2ϕ∗ ◦ 1ϕ∗ et ψ∗ = 1ψ∗ ◦ 2ψ∗ ◦ 3ψ∗ avec

(
A⊗A⊗∗, b∗

) 1ϕ∗
�
1ψ∗

(
A⊗Ae Bar∗(A), idA ⊗Ae bbar

∗

)
;

(
A⊗Ae Bar∗(A), idA ⊗Ae bbar

∗

) 2ϕ∗
�
2ψ∗

(
A⊗Ae L′∗(A), idA ⊗Ae b′∗

)
;

(
A⊗Ae L′∗(A), idA ⊗Ae b′∗

) 3ϕ∗
�
3ψ∗

(
Aad ⊗ Λ∗(g), d∗

)
.

Etape 1 : Construction de 1ϕ∗ et 1ψ∗.
Elle est bien connue. Nous la rappelons pour la commodité de la lecture.

Proposition 5.3.2 ([17], p. 13 et [18], p. 282). Soit a⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ∈ A⊗A
⊗p.
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1. L’application
1ϕp : A⊗A⊗p → A⊗Ae Barp(A)

définie par
1ϕp(a⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap) = a⊗Ae (1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ 1)

est un isomorphisme de complexes d’inverse l’application
1ψp : A⊗Ae Barp(A)→ A⊗A⊗p.

Pour a⊗Ae (a0⊗ a1⊗ · · · ⊗ ap⊗ ap+1) ∈ A⊗Ae Barp(A), on définit l’application
1ψp par

1ψp(a⊗Ae (a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ ap+1)) = ap+1aa0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap.

2. L’application
1Φp : Hp

(
A⊗A⊗∗, b∗

)
→ Hp

(
A⊗Ae Bar∗(A), idA ⊗Ae bbar∗

)
induite par 1ϕp est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse
1Ψp := H∗(1ψp).

Etape 2 : Construction de 2ϕ∗ et 2ψ∗.
La construction de 2ϕ∗ nécessite d’introduire le morphisme de comparaison

η′p :
(
Barp(A), bbar

p

)
→
(
L′p(A), b′p

)
construit à la section 2.8. On pose

2ϕ∗ := idA ⊗Ae η′∗.
Pour a⊗Ae (a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ ap+1) ∈ A⊗Ae Barp(A), on a

2ϕp
(
a⊗Ae (a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ ap+1)

)
= a⊗Ae η′p(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ ap+1).

La construction de 2ψ∗ est due à Kassel. L’application 2ψ∗ est induite par l’appli-
cation

ϕ′p :
(
L′p(A), b′p

)
→
(
Barp(A), bbar

p

)
construite par Kassel([15], lemme 9 et corol. 6, p. 243-244, voir 3.4.0.1 pour une
expression explicite). On a

2ψ∗ := idA ⊗Ae ϕ′∗.
Pour a⊗Ae (a0 ⊗ xi ⊗ ap+1) ∈ A⊗Ae L′p(A), on a

2ψp(a⊗Ae (a0 ⊗ xi ⊗ ap+1)) = a⊗Ae ϕ′p(a0 ⊗ xi ⊗ ap+1).
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Remarque 5.3.3. D’après le lemme 3.4.3, on a

(idA ⊗Ae η′p) ◦ (idA ⊗Ae ϕ′p) = idA⊗AeL′∗(A).

Proposition 5.3.4. L’application
2Φp : Hp

(
A⊗Ae Bar∗(A), idA ⊗Ae bbar∗

)
→ Hp

(
A⊗Ae L′∗(A), idA ⊗ b′∗

)
induite par 2ϕp est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse 2Ψp := H∗(2ψp).
Etape 3 : Construction de 3ϕ∗ et 3ψ∗.
Elle est due à C. Kassel, qui a montré([15], corol. 5, p. 241-242) que l’homologie du
complexe (

A⊗Ae L′∗(A), id⊗Ae b′∗
)

est l’homologie du complexe
(
Aad⊗Λ∗(g), d∗

)
. Nous la rappelons pour la commodité

de la lecture.
Proposition 5.3.5. Soit a⊗Ae (a0 ⊗ xi ⊗ ap+1) ∈ A⊗Ae L′∗(A). L’application

3ϕp : A⊗Ae L′p(A)→ Aad ⊗ Λp(g)

définie par
3ϕp

(
a⊗Ae (a0 ⊗ xi ⊗ ap+1)

)
= ap+1aa0 ⊗ xi

est un isomorphisme de complexes. L’inverse est l’application
3ψp : Aad ⊗ Λp(g)→ A⊗Ae L′p(A)

définie pour a⊗ xi ∈ Aad ⊗ Λp(g) par
3ψp(a⊗ xi) = a⊗Ae (1⊗ xi ⊗ 1).

Proposition 5.3.6. L’application
3Φp : Hp

(
A⊗Ae L′p(A), idA ⊗Ae b′∗

)
→ Hp

(
Aad ⊗ Λ∗(g), d∗

)
induite par 3ϕp est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse 3Ψp := H∗(3ψp).
Etape 4 : Construction de l’isomorphisme ϕ∗ et ψ∗.

On pose ϕ∗ = 3ϕ∗ ◦ 2ϕ∗ ◦ 1ϕ∗ et ψ∗ = 1ψ∗ ◦ 2ψ∗ ◦ 3ψ∗. Les applications(
C

K
∗ (A,A), b∗

) ϕ∗
�
ψ∗

(
L∗(K,Aad), d∗

)
sont des morphismes de complexes telles que ϕ∗◦ψ∗ = idL∗(K,Aad). En effet, pour i 6= 2,
Les applications iϕ∗ et iψ∗ sont des isomorphismes réciproques l’une de l’autre. Pour
i = 2, on a 2ϕ∗ ◦ 2ψ∗ = idL′∗(A) donc ϕ∗ ◦ ψ∗ = idL∗(K,Aad).

97



5.4. CONSTRUCTION DU PRODUIT CAP ∩LIE SUR LES (CO)-CHAINES

Corollaire 5.3.7. 1. L’application Φp induite par ϕp

Φp : Hp

(
C

K
∗ (A,A), b∗

)
→ Hp

(
L∗(K,Aad), d∗

)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

2. L’application Ψp induite par ψp

Ψp : Hp

(
L∗(K,Aad), d∗

)
→ Hp

(
C

K
∗ (A,A), b∗

)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Remarque 5.3.8.
1. Pour a⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ∈ C

K
p (A,A), on a

ϕp(a⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap) = 3ϕp
(
a⊗Ae η′(1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ 1)

)
.

2. Pour a⊗ xk1 ⊗ · · · ⊗ xkp ∈ A⊗ g⊗p, on a

ϕp(a⊗ xk1 ⊗ · · · ⊗ xkp) = a⊗ xk1 ∧ · · · ∧ xkp si k1 > · · · > kp

ϕp(a⊗ xk1 ⊗ · · · ⊗ xkp) = 0 ailleurs.
3. Pour (a⊗ xi) ∈ Lp(K,Aad), on a

ψp(a⊗ xi) =
∑
σ∈Si

ε(σ)a⊗ xσ(i1) ⊗ · · · ⊗ xσ(ip).

5.4 Construction du produit cap ∩Lie sur les (co)-
chaines

Dans cette section, on introduit une structure de L∗(K,Aad)-modules sur L∗(K,Aad).
Cette structure est en relation avec le produit ∩ introduit dans la section 1.3. Dans
un premier temps, on introduit le produit suivant :
Définition 5.4.1. Soient p et q deux entiers positifs avec q ≤ p ≤ n. Le produit

∩Lie : Lp(K,Aad)⊗ Lq(K,Aad)→ Lp−q(K,Aad)

est défini pour (a⊗xi1∧· · ·∧xip) ∈ Lp(K,Aad) et (x∗j1∧· · ·∧x
∗
jq⊗a

′) ∈ Lq(K,Aad) par

(a⊗ xi1 ∧ · · · ∧ xip) ∩Lie (x∗j1 ∧ · · · ∧ x
∗
jq ⊗ a

′) =

(−1)
q(q+1)

2
∑

1≤`1<···<`q≤p
(−1)|`|

(
x∗j1(xi`1 ) . . . x∗jq(xi`q )

)
aa′⊗xi1∧· · ·∧x̂i`1∧· · ·∧x̂i`q∧· · ·∧xip

où comme toujours |`| = `1 + · · ·+ `q.
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Rappelons quelques notations introduites dans le chapitre 3. Soit
i = (i1, . . . , ip) ∈ Ip et soit h un entier avec 1 ≤ h ≤ p.
Le stabilisateur Si,h de {ih} est défini par :

Si,h =
{
τ ∈ Si | τ(ih) = ih

}
.

Le groupe S
(h)
i est défini par

S
(h)
i =

{
σ ∈ Si |σ(i1) = ih

}
.

La permutation σh est défini par

σh = (ih, ih−1, . . . , i2, i1).

Notation 5.4.2. Soit i ∈ Ip. Pour ih ∈ Supp(i), on définit l’élément i ∨ ih de Ip−1
par

i ∨ ih := (i1, . . . , ǐh, . . . , ip)

et on désigne par Si∨ih le groupe de permutation de Supp(i ∨ ih).

Il est commode d’introduire les notations suivantes.
Soient p et q deux entiers positifs tels que q ≤ p. Soit i = (i1, . . . ip) ∈ Ip un

p-multi-indice ordonné et soit j = (j1, . . . jq) ∈ Iq un q-multi-indice ordonné de sup-
port contenu dans celui de i. Posons donc j = (ik1 , . . . , ikq) où k = (k1, . . . , kq) ∈ Iq.
Pour s un entier compris entre 1 et q, on pose

k s := (kq−(s−1), . . . , kq)

la liste de Is des s-derniers éléments de la liste k, avec pour convention

k 0 := k.

On a Supp(k s) ⊂ J1, pK et |k s| = kq−(s−1) + · · ·+ kq.

Définition 5.4.3. L’ensemble Ks est le complémentaire de Supp(k s) dans J1, pK :

Ks :=
{

1, . . . , kq−s, . . . , ǩq−(s−1), . . . , ǩq, . . . , p
}
.

Remarque 5.4.4. L’ensemble Ks possède p− s éléments. On a l’égalité

Ks = {kq−s} ∪Ks+1.
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Définition 5.4.5. Soit 0 ≤ q ≤ p, soit i = Ip et soit j = Iq avec Supp j ⊂ Supp i.
Soit k l’élément de Iq définie par (j1, . . . , jq) = (ik1 , . . . , ikq). Pour s un entier compris
entre 1 et q, on désigne par i s le (p− s)-multi-indice de Ip−s défini par

i s := (i1, . . . , ikq−s , . . . , ǐkq−(s−1) , . . . , ǐkq , . . . , ip)

en convenant que pour s = 0, on pose

i 0 := i = (i1, . . . , ip).

On a l’égalité
i s ∨ ikq−s = i s+1.

Pour h ∈ Ks, l’élément i s ∨ ih est un (p− q− 1)-multi-indice. Si h et h′ sont deux
éléments distincts de Ks, on a i s∨ ih 6= i s∨ ih′ . L’ensemble {i s ∨ ih, h ∈ Ks} est donc
constitué de p − s − 1 éléments deux à deux distincts, chacun d’entre eux étant un
(p− s− 1)-multi-indice.
On a donc l’égalité

{i s ∨ ih, h ∈ Ks} =
{
i s ∨ ikq−s

}
∪ {i s ∨ ih, h ∈ Ks+1} .

On a donc montré

Proposition 5.4.6. Pour tout entier s tel que 0 ≤ s ≤ q ≤ p, on a :

{i s ∨ ih, h ∈ Ks} = {i s+1} ∪ {i s ∨ ih, h ∈ Ks+1} .

Notation 5.4.7. Soit s un entier compris entre 0 et p. Soit i s ∈ Ip−s.
1. On note par Si s

le groupe de permutation de Supp(i s).

2. On note
x⊗i s = xi1 ⊗ · · · ⊗ x̌ikq−(s−1)

⊗ · · · ⊗ x̌ikq ⊗ · · · ⊗ xip
où x̌ik∗ signifie que le terme xik∗ est supprimé dasns le produit tensoriel.

3. Pour σ ∈ Si s
, on note

x⊗σ(i s)
= xσ(i1) ⊗ · · · ⊗ x̌ikq−(s−1)

⊗ · · · ⊗ x̌ikq ⊗ · · · ⊗ xσ(ip)

où x̌ik∗ signifie que le terme xik∗ est supprimé dasns le produit tensoriel.

Définition 5.4.8. Soit h ∈ Ks. La permutation σh,s ∈ Si s
est définie par

x⊗σh,s(i s) = xih ⊗ x⊗i s∨ih .
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Les deux lemmes suivants sont nécessaires afin de mieux comprendre la démons-
tration du théorème 5.4.11.
Lemme 5.4.9. Soit i ∈ Ip. Soit i ∨ ih := (i1, . . . , ǐh, . . . , ip) ∈ Ip−1 où Si∨ih est le
groupe de permutation de Supp(i ∨ ih). On a
∑
h∈Ks

( ∑
τ ′∈Si s∨ih

ε(τ ′)ε(σh,s)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ xih ⊗ x⊗τ ′(i s∨ih)

)

=
∑

π∈Si s

ε(π)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ x⊗π(i s)

.

Démonstration. On a
∑
h∈Ks

( ∑
τ ′∈Si s∨ih

ε(τ ′)ε(σh,s)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ xih ⊗ x⊗τ ′(i s∨ih)

)

=
∑
h∈Ks

( ∑
τ∈Si s,h

ε(τ)ε(σh,s)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ xτ(ih) ⊗ x⊗τ(i s∨ih)

)

=
∑
h∈Ks

( ∑
τ∈Si s,h

ε(τ)ε(σh,s)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ τ.(xih ⊗ x⊗i s∨ih)

)
.

D’après la définition 5.4.8, on a∑
h∈Ks

( ∑
τ∈Si s,h

ε(τ)ε(σh,s)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ τ.(xih ⊗ x⊗i s∨ih)

)

=
∑
h∈Ks

( ∑
τ∈Si s,h

ε(τ)ε(σh,s)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ (τ ◦ σh,s).(x⊗i s)

)
.

Or ε(τ ◦ σh,s) = ε(τ)ε(σh,s) et τ ◦ σh,s ∈ S
(h)
i s∨ih donc

∑
h∈Ks

( ∑
τ∈Si s,h

ε(τ)ε(σh,s)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ (τ ◦ σh,s).(x⊗i s)

)

=
∑
h∈Ks

( ∑
σ∈S(h)

i s

ε(σ)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ (σ).(x⊗i s)

)

=
∑
h∈Ks

( ∑
σ∈S(h)

i s

ε(σ)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ x⊗σ(i s)

)
.

De la réunion disjointe des ensembles
∐
h∈Ks

S
(h)
i s

= Si s
, on en déduit

∑
h∈Ks

( ∑
σ∈S(h)

i s

ε(σ)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ x⊗σ(i s)

)
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=
∑

π∈Si s

ε(π)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ x⊗π(i s)

.

Lemme 5.4.10. Soient q et p deux entiers avec 0 ≤ q ≤ p ≤ n. Soient

ψp : Aad ⊗ Λp(g)→ A⊗A⊗p

et
ψq : Λq(g∗)⊗Aad → HomK(A⊗q,A).

Soient i ∈ Ip et j ∈ Iq. Soient a et a′ deux éléments de Aad. On a

ψp(a⊗ xi) =
∑

τ∈Si q

ε(τ)(−1)|k|−qa⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xik1
⊗ x⊗τ(i q)

+R

avec R ∩ ψq(x∗j ⊗ a′) = 0.

Démonstration. On procède par récurrence sur s grâce à la formule

Ks = {kq−s} ∩Ks+1.

Première étape : K0 = {kq} ∩K1
On a {1, . . . , p} = K 0 et i 0 = i alors

ψp(a⊗ xi) =
∑
σ∈Si

ε(σ)a⊗ x⊗σ(i)

=
∑

σ∈Si 0

ε(σ)a⊗ x⊗σ(i 0).

D’après le lemme 5.4.9 et pour s = 0, on a

ψp(a⊗ xi) =
∑
h∈K 0

( ∑
τ∈Si 0∨ih

ε(τ)ε(σh,0)a⊗ xih ⊗ x⊗τ(i 0∨ih)

)
.

Mais K 0 = {kq} ∪K1, donc ψp(a⊗ xi) = A1 +R1 avec

A1 =
∑

τ∈Si0∨ikq

ε(τ)ε(σkq ,0)a⊗ xikq ⊗ x
⊗
τ(i0∨ikq )

et
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R1 =
∑
h∈K1

( ∑
τ∈Si 0∨ih

ε(τ)ε(σh,0)a⊗ xih ⊗ x⊗τ(i 0∨ih)

)
.

Par ailleurs, on a i 0 ∨ ikq = i 1, k 1 = {kq} et ε(σkq ,0) = (−1)kq−1 = (−1)|k1|−1 donc

A1 =
∑
τ∈Si1

ε(τ)(−1)|k1|−1a⊗ xikq ⊗ x
⊗
τ(i1).

On a donc
ψp(a⊗ xi) = A1 +R1.

Deuxième étape : K1 = {kq−1} ∩K2
D’après le lemme 5.4.9 et pour s=1, on a

A1 =
∑
τ∈Si1

ε(τ)(−1)|k1|−1a⊗ xikq ⊗ x
⊗
τ(i1)

=
∑
h∈K1

( ∑
τ∈Si1∨ih

ε(τ)(−1)|k1|−1ε(σh,1)a⊗ xikq ⊗ xih ⊗ x
⊗
τ(i1∨ih)

)
.

Mais K1 = {kq−1} ∪K2, donc A1 = A2 +R2 avec

A2 =
∑

τ∈Si 1∨ikq−1

ε(τ)(−1)|k1|−1ε(σkq−1,1)a⊗ xikq ⊗ xikq−1
⊗ x⊗τ(i 1∨ikq−1 )

et

R2 =
∑
h∈K2

( ∑
τ∈Si1∨ih

ε(τ)(−1)|k1|−1ε(σh,1)a⊗ xikq ⊗ xih ⊗ x
⊗
τ(i1∨ih)

)
.

Par ailleurs, on a i 1 ∨ ikq−1 = i 2, |k 2| = |k 1|+ {kq−1} et
(−1)|k1|−1ε(σkq−1,1) = (−1)|k1|−1(−1)kq−1−1 = (−1)|k2|−2 donc

A2 =
∑
τ∈Si2

ε(τ)(−1)|k2|−2a⊗ xikq ⊗ xikq−1
⊗ x⊗τ(i2)

On a donc ψp(a⊗ xi) = A2 +R1 +R2.

Etape générique : Ks−1 =
{
kq−(s−1)

}
∪Ks

On a ψp(a⊗ xi) = As−1 +R1 + · · ·+Rs−1 avec
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As−1 =
∑

τ∈Si s−1

ε(τ)(−1)|k s−1|−(s−1)a⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−2)
⊗ x⊗τ(i s−1)

et

R` =
∑
h∈K `

( ∑
τ∈Si `−1∨ih

ε(τ)(−1)|k `−1|−(`−1)ε(σh,`−1)a⊗ xikq ⊗ . . .

· · · ⊗ xikq−(`−2)
⊗ xih ⊗ x⊗τ(i (`−1)∨ih)

)
,

pour 1 ≤ ` ≤ s− 1.

Puisque Ks−1 =
{
kq−(s−1)

}
∪Ks, on a

As−1 = As +Rs

pour 1 ≤ s ≤ q avec

As =
∑
τ∈Si s

ε(τ)(−1)|k s|−sa⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xikq−(s−1)
⊗ x⊗τ(i s)

et

Rs =
∑
h∈K s

( ∑
τ∈Si s−1∨ih

ε(τ)(−1)|k s−1|−(s−1)ε(σh,s−1)a⊗ xikq ⊗ . . .

· · · ⊗ xikq−(s−2)
⊗ xih ⊗ x⊗τ(i s−1∨ih)

)
.

D’où, on a ψp(a⊗ xi) = As +R1 + · · ·+Rs.

Pour s = q, on obtient ψp(a⊗ xi) = Aq +R avec R = R1 + · · ·+Rq et

Aq =
∑

τ∈Si q

ε(τ)(−1)|k q|−qa⊗ xikq ⊗ · · · ⊗ xik1
⊗ x⊗τ(i q)

.

Pour 1 ≤ s ≤ q, calculons Rs ∩ ψq(x∗j ⊗ a′).
Pour cela, on regarde les q premiers éléments de chaque monôme de Rs.
Soient a⊗ xs1 ⊗ · · · ⊗ xsq ⊗X un monôme de Rs.
Alors, on a
(a⊗ xs1 ⊗ · · · ⊗ xsq ⊗X) ∩ ψq(x∗j ⊗ a′) = a

(
ψq(x∗j ⊗ a′)(xs1 ⊗ · · · ⊗ xsq)

)
⊗X

= aδa
′
xj

(xs1 ⊗ · · · ⊗ xsq)⊗X.
Or, l’indice s = (s1, . . . , sq) n’est pas strictement décroissant et tel que
Supp(j) = Supp(s) donc δa′xj(xs1⊗· · ·⊗xsq) = 0, ce qui montre Rs∩ψq(x∗j⊗a′) = 0.
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Théorème 5.4.11. Soient p et q deux entiers positifs où q ≤ p ≤ n. Le diagramme
suivant est commutatif

Lp(K,Aad)⊗ Lq(K,Aad)
ψp⊗ψq
��

∩Lie // Lp−q(K,Aad)
ψp−q
��

Cp(A,A)⊗ Cq(A,A) ∩ // Cp−q(A,A)

c’est-à-dire que, pour z ∈ Lp(K,Aad) et f ∈ Lq(K,Aad), on a

ψp−q(z ∩Lie f) = ψp(z) ∩ ψq(f).

Démonstration. Posons z = a ⊗ xi avec i = (i1, . . . , ip) ∈ Ip et f = x∗j ⊗ a′ avec
j = (j1, . . . , jp) ∈ Iq.

Cas 1 : Supp(j) 6⊂ Supp(i)
Pour calculer ψp(a⊗ xi) ∩ ψq(x∗j ⊗ a′), on regarde les q premiers éléments de chaque
monôme de ψp(a⊗ xi) et on évalue ψq(x∗j ⊗ a′) en chacun de ces monômes. Or, on a
Supp(j) 6⊂ Supp(i). Alors, d’après la remarque 3.4.10 , on a ψp(a⊗xi)∩ψq(x∗j⊗a′) = 0.
Par ailleurs, d’après la définition 5.4.1, on a (a⊗ xi) ∩Lie (x∗j ⊗ a′) = 0 car
Supp(j) 6⊂ Supp(i).
Donc, on a

ψp−q(z ∩Lie f) = ψp(z) ∩ ψq(f) = 0.

Cas 2 : Supp(j) ⊂ Supp(i)
On pose j = (ik1 , . . . , ikq) où 1 ≤ k1 < · · · < kq ≤ p. D’après le lemme 5.4.10, on a

ψp(a⊗ xi) ∩ ψq(x∗j ⊗ a′) = (Aq +R) ∩ ψq(x∗j ⊗ a′)

= Aq ∩ ψq(x∗j ⊗ a′)

=
( ∑
τ∈Si q

ε(τ)(−1)|k|−qa⊗xikq⊗· · ·⊗xik1
⊗x⊗τ(i q)

)
∩ψq(x∗j⊗a′)

=
∑

τ∈Si q

ε(τ)(−1)|k|−qa
(
ψq(x∗j ⊗ a′)(xikq ⊗ · · · ⊗ xik1

)
)
⊗ x⊗τ(i q)

=
∑

τ∈Si q

ε(τ)(−1)|k|−qa δa′xj(1⊗ xikq ∧ · · · ∧ xik1
)⊗ x⊗τ(i q)

=
∑

τ∈Si q

ε(τ)(−1)|k|−q(−1)
(q−1)q

2 a δa
′

xj
(1⊗xik1

∧· · ·∧xikq )⊗x
⊗
τ(i q)
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=
∑

τ∈Si q

ε(τ)(−1)|k|−q(−1)
(q−1)q

2 a δa
′

xj
(1⊗ xj)⊗ x⊗τ(i q)

=
∑

τ∈Si q

ε(τ)(−1)|k|−q(−1)
(q−1)q

2 aa′ ⊗ x⊗τ(i q)
.

On a donc
ψp(z) ∩ ψq(f) =

∑
τ∈Si q

ε(τ)(−1)|k|−
q(q+1)

2 aa′ ⊗ x⊗τ(i q)
.

Calculons à présent ψp−q(z ∩Lie f).
D’après la définition du cap produit ∩Lie, on a

z ∩Lie f

= (a⊗ xi) ∩Lie (xj∗ ⊗ a′)

=
∑

1≤`1<···<`q≤p
(−1)|`|−

q(q+1)
2
(
x∗j1(xi`1 ) . . . x∗jq(xi`q )

)
aa′⊗xi1∧· · ·∧x̂i`1∧· · ·∧x̂i`q∧· · ·∧xip

= (−1)|k|−
q(q+1)

2 aa′ ⊗ xi1 ∧ · · · ∧ x̂ik1
∧ · · · ∧ x̂ikq ∧ · · · ∧ xip

= (−1)|k|−
q(q+1)

2 aa′ ⊗ xi q ,

ce qui donne

ψp−q
(
z ∩Lie f

)
=

∑
τ∈Si q

ε(τ)(−1)|k|−
q(q+1)

2 aa′ ⊗ x⊗τ(i q)
.

On a donc montré
ψp−q

(
z ∩Lie f

)
= ψp(z) ∩ ψq(f).

Proposition 5.4.12. Soient p et q deux entiers naturels avec q ≤ p ≤ n. Soient
z ∈ Lp(K,Aad) et f ∈ Lq(K,Aad). On a

dp(z) ∩Lie f = z ∩Lie dq(f) + (−1)pdp−q
(
z ∩Lie f

)
.

Démonstration. Cette formule est une conséquence immédiate de la formule analogue
1.3.2.2 pour le produit cap ∩, de la relation ϕ∗ ◦ψ∗ = idL∗(K,Aad) du théorème 5.2.1 et
de la formule ψp−q(z ∩Lie f) = ψp(z) ∩ ψq(f) du théorème 5.4.11.
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5.5 Définition du ∩Lie en (co)-homologie
Soient p et q deux entiers naturels avec q ≤ p ≤ n. Définissons le produit cap :

∩Lie : HLie
p (g,Aad)⊗Hq

Lie(g,Aad)→ HLie
p−q(g,Aad).

Pour ω ∈ HLie
p (g,Aad) et β ∈ Hq

Lie(g,Aad), le cap produit ω ∩Lie β ∈ HLie
p−q(g,Aad) est

défini à partir du produit également ∩Lie

∩Lie : Lp(K,Aad)⊗ Lq(K,Aad)→ Lp−q(K,Aad).

Ecrivons ω et β sous la forme ω = cl(z) et β = cl(f) où z ∈ Zp
(
L∗(K,Aad), d∗

)
et

f ∈ Zq
(
L∗(K,Aad), d∗

)
. D’après la proposition 5.4.12, la formule

dp(z) ∩Lie f = z ∩Lie dq(f) + (−1)pdp−q
(
z ∩Lie f

)
montre que z ∩Lie f est un d-cycle. Alors on peut définir ω ∩Lie β ∈ HLie

p−q(g,Aad)
comme la classe d’homologie du d-cycle z ∩Lie f .

Théorème 5.5.1. Soit p et q deux entiers positifs avec q ≤ p ≤ n.
Le diagrame suivant

HLie
p (g,Aad)⊗Hq

Lie(g,Aad)
Ψp⊗Ψq

��

∩Lie // HLie
p−q(g,Aad)

Ψp−q
��

Hp(A,A)⊗ Hq(A,A) ∩ // Hp−q(A,A)

est commutatif.

Démonstration. C’est une conséquence immediate du théorème 5.4.11 et la proposi-
tion 5.4.12. Soit ω = cl(z) ∈ HLie

p (g,Aad) et β = cl(f) ∈ Hq
Lie(g,Aad). On a

Ψp−q
(
ω ∩Lie β) = cl

(
ψp−q

(
z ∩Lie f

))
= cl

(
ψp(z) ∩ ψq(f)

)
= cl

(
ψp(z)

)
∩ cl

(
ψq(f)

)
= Ψp(ω) ∩Ψq(β).
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Chapitre 6

Exemples

Dans ce chapitre, on explicite le crochet de Gerstenhaber par les algèbres envelop-
pantes de Sridharan d’une algèbre de Lie de dimensions 2 et 3 à l’aide du théorème
4.2.7. Dans une première étape, on précise la cohomologie des algèbres enveloppantes
d’une algèbre de Lie de dimension 2 et on applique le théorème 4.2.7. Dans le cas de
la dimension 3, la cohomologie de ces algèbres a été calculée par Chouhy et Solotar
dans [4] et [3].

6.1 Algèbres enveloppantes d’une algèbre de Lie
de dimension 2

Soit K un corps commutatif algébriquement clos et de caractéristique 0. Soit g une
algèbre de Lie de dimension 2, de base (x, y). D’après [20], l’algèbre A = Uf (g) est
nécessairement isomorphe à l’une des trois algèbres suivantes :

1. L’algèbre de polynômes K[x, y].
2. L’algèbre de Weyl A1(K) engendrée par deux indéterminées x et y et la relation

[x, y] = 1.
3. L’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie aff(1) du groupe des transformations

affines de la droite : c’est l’algèbre engendrée par deux indéterminées x et y et
la relation [x, y] = y.

Afin de calculer le crochet de Gerstenhaber, il faut d’abord calculer la cohomologie
de Hochschild. On rappelle que, pour x ∈ g, l’action adjointe

adx : Aad → Aad
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DIMENSION 2

définie dans la section 3.2 est donnée pour a ∈ Aad par

adx(a) := x.a = xa− ax.

Le complexe cohomologique
(
L∗(K,Aad), d∗

)
=
(
Λ∗(g∗)⊗Aad, d∗

)
défini en 3.2.4

a pour forme

0→ Λ2(g∗)⊗Aad d2
→ Λ1(g∗)⊗Aad d1

→ Aad → 0
avec

d1(a) = x∗ ⊗ adx(a) + y∗ ⊗ ady(a)
et

d2(x∗ ⊗ a1 + y∗ ⊗ a2) = x∗ ∧ y∗ ⊗
(
adx(a2)− a2 − ady(a1)

)
,

pour a, a1 et a2 dans A.

6.1.1 Algèbre de Weyl A1(K)
Proposition 6.1.1. Soit A = A1(K) l’algèbre enveloppante de Sridharan associée à
l’algèbre de Weyl A1(K). Le crochet de Gerstenhaber sur H∗(A,A) est nul.
Démonstration. C’est essentiellement pour des raisons de degré. En effet, on a
H0(A,A) = K etH i(A,A) = 0 pour i > 0. Ces résultats sont bien connus. Néanmoins,
le complexe

(
Λ∗(g∗)⊗Aad, d∗

)
permet de les retrouver rapidement.

Soit xiyj ∈ Aad. Par récurrence, on trouve

adx(xiyj) = [x, xiyj]c = jxiyj−1 et ady(xiyj) = [y, xiyj]c = −ixi−1yj. (6.1.1.1)

On a
H0(A,A) = {a | adx(a) = 0 et ady(a) = 0} .

Soit a ∈ H0(A,A), on a donc adx(a) = ady(a) = 0. D’après 6.1.1.1, on déduit que
a ∈ K, ce qui montre

H0(A,A) = K.
Soit f = x∗ ⊗ a1 + y∗ ⊗ a2 ∈ Ker d2 avec

a1 =
∑

i≥0, j≥0
λi,jx

iyj et a2 =
∑

i≥0, j≥0
µi,jx

iyj.

Soit b =
∑

i≥0, j≥0

1
j + 1λi,jx

iyj+1. On a f − d1(b) = y∗ ⊗ (a2 − ady(b)). On peut donc

supposer f de la forme f = y∗ ⊗ a2 ∈ Ker d2. Alors on a adx(a2)− a2 = 0. On déduit
que a2 = 0 ce qui montre

H1(A,A) = 0.

109



6.1. ALGÈBRES ENVELOPPANTES D’UNE ALGÈBRE DE LIE DE
DIMENSION 2

Soit a′ ∈ Aad avec a′ =
∑

i≥0, j≥0
λi,jx

iyj. Soit b′ =
∑

i≥0, j≥0

1
i+ 1λi,jx

i+1yj. Alors, on

a x∗ ∧ y∗ ⊗ a+ d2(x∗ ⊗ b′) = 0 ce qui montre

H2(A,A) = 0.

6.1.2 L’algèbre aff(1)
Soit U

(
aff(1)

)
l’algèbre enveloppante de Sridharan associée à l’algèbre de Lie

aff(1). On reprend ici des techniques développées par Chouhy et Solotar pour traiter
la cohomologie de Hochschild de U(aff(1)).

Proposition 6.1.2 ([3], p. 62 et p. 63).
1. Soit α ∈ K où α 6= 0. Soit i ∈ N tel que (x− α)i = xi alors i = 0.
2. On a Im(ady) = U(aff(1))y.
3. On a Ker(adx − id) = K[x]y.

Proposition 6.1.3. Soit A = U(aff(1)) l’algèbre enveloppante de Sridharan associée
à l’algèbre de Lie aff(1).

1. On a H0(A,A) = K.
2. L’espace vectoriel H1(A,A) est de dimension 1, de base la classe de l’élément

x∗ ⊗ 1K.

3. On a H2(A,A) = 0.
4. Le crochet de Gerstenhaber sur H∗(A,A) est nul.

Démonstration. Soit xiyj ∈ Aad. Par récurrence, on trouve

adx(xiyj) = [x, xiyj]c = jxiyj et ady(xiyj) = [y, xiyj]c =
(
(x−1)i−xi

)
yj+1. (6.1.2.1)

1. On a
H0(A,A) = {a | adx(a) = 0 et ady(a) = 0} .

Soit a ∈ H0(A,A). On a adx(a) = ady(a) = 0. D’après 6.1.2.1 et la proposition 6.1.2,
on déduit que a ∈ K.
2. Soit f = x∗ ⊗ a1 + y∗ ⊗ a2 ∈ Ker d2 avec

a1 =
∑

i≥0, j≥0
λi,jx

iyj et a2 =
∑

i≥0, j≥0
µi,jx

iyj.
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On pose a1 = a1,1 + a1,2 avec a1,1 =
∑
i≥0

λi,0x
i et a1,2 =

∑
i≥0, j>0

λi,jx
iyj. Pour j > 0, on

a
f − d1(1

j
a1,2) = x∗ ⊗ a1,1 + y∗ ⊗

(
a2 − ady(a1,2)

)
.

On peut donc supposer f = x∗ ⊗ a1 + y∗ ⊗ a2 avec a1 ∈ K[x]. Mais f est un cocycle,
c’est-à-dire f ∈ Ker d2 donc

adx(a2)− a2 − ady(a1) = 0.

Soit F un supplémentaire de Ker(adx − id) dans A et soit p la projection sur
Ker(adx − id) parallèlement à F . On a p ◦ (adx − id) = 0 donc p(adx(a2) − a2) = 0.
D’autre part, on a ady(a1) ∈ Ker(adx − id). On a alors

ady(a1) = p
(
ady(a1)

)
= p

(
adx(a2)− a2

)
= 0

donc
adx(a2)− a2 = 0.

Or, d’après la proposition 6.1.2, on déduit que a1 ∈ K et a2 ∈ K[x]y. Alors on a

a2 =
∑
i≥0

µi,0x
iy.

D’après la proposition 6.1.2, il existe un polynôme p ∈ K[x] tel que ady(p) = a2 avec
adx(a2) = 0. On a donc

f − d1(x∗ ⊗ p) = x∗ ⊗ a1

avec a1 ∈ K ce qui montre que H1(A,A) est de dimension 1, de base la classe de
l’élément x∗ ⊗ 1K.

3. Soit a ∈ Aad où a = a1 + a2 avec

a1 =
∑
i≥0

λi,0x
i et a2 =

∑
i≥0, j>0

λi,jx
iyj.

D’après la proposition 6.1.2, il existe un élément p tel que ady(p) = a2. D’autre part,
on a adx(a1) = 0, c’est-à-dire on a adx(a1)− a1 = −a1. Par conséquent, on a

x∗ ∧ y∗ ⊗ a− d2(x∗ ⊗ p− y∗ ⊗ a1) = 0.

4. Le crochet [ , ]G : H1(A,A)⊗H1(A,A)→ H1(A,A) est évidemment nul puisque
dim(H1(A,A)) = 1. Montrons que le crochet

[ , ]G : H1(A,A)⊗H0(A,A)→ H0(A,A)
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est également nul. On calcule le crochet [ , ]G à partir des techniques développées au
théorème 4.2.7.

Soit λ ∈ K. Dans HomAe(A⊗ Λ∗(g)⊗A,A), les symboles de Kronecker δλ1 , δλx et
δλy sont définis par

δλ1 (1⊗ 1) = λ,

δλx(1⊗ x⊗ 1) = λ , δλx(1⊗ y ⊗ 1) = 0,

δλy (1⊗ x⊗ 1) = 0 et δλy (1⊗ y ⊗ 1) = λ.

Soit µ ∈ K. D’après le théorème 4.2.7, on a

[x∗ ⊗ λ, µ]G = δλx ◦GK ◦ (1⊗A δµ1 ⊗A 1) ◦∆(2)
K (1).

D’après l’expression de ∆(2)
K donnée en 4.2.3, on a

[x∗ ⊗ λ, µ]G = δλx ◦GK ◦ (1⊗A δµ1 ⊗A 1)
(
(1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)

)
.

D’après l’expression de 1⊗A δµ1 ⊗A 1 donnée en 4.1.5, on a
[x∗ ⊗ λ, µ]G = δλx ◦GK(1⊗ µ⊗ 1).

D’après l’expression de GK donnée en 4.2.8, on a
[x∗ ⊗ λ, µ]G = −δλx ◦ t0(1⊗ µ).

Or, d’après l’expression de l’homotopie t∗ donnée en 2.1.6, on t0(1⊗µ) = 0 car µ ∈ K
donc

[x∗ ⊗ λ, µ]G = 0.

6.2 Algèbre enveloppante de l’algèbre de Heisen-
berg

Soit K un corps commutatif de caractéristique 0. L’algèbre d’Heisenberg, notée h,
est l’algèbre de Lie h = Kx ⊕ Ky ⊕ Kz de dimension 3, de base (x, y, z) avec pour
crochets

[x, y] = z et [x, z] = [y, z] = 0.

Dans cette section, on munit Λ2(h) et Λ3(h) des bases (z∧y, z∧x, y∧x) et (z∧y∧x)
respectivement. De même, on munit Λ2(h∗) et Λ3(h∗) des bases (z∗∧y∗, z∗∧x∗, y∗∧x∗)
et (z∗ ∧ y∗ ∧ x∗) respectivement.
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6.2.1 Enoncé du résultat
Rappelons que dans [4], Chouhy et Solotar ont calculé la cohomologie de Hoch-

schild à partir du complexe
(
L∗(K,Aad), d∗

)
=
(
Λ∗(h∗)⊗Aad, d∗

)
défini en 3.2.4.

Théorème 6.2.1 ([4], p. 12). Soit U(h) l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Heisen-
berg h. Les espaces vectoriels H∗(U((h),U(h)) ont respectivement les bases suivantes :

1. H0(U(h),U(h))) = ⊕
k∈N

K t0
k.

2. H1(U(h),U(h)) =
(
⊕

(i,j)∈Ň2
K t1

i,j

)⊕(
⊕
k∈N

K e1
k

)
, où Ň2 = N2 − {(0, 0)}.

3. H2(U(h),U(h)) =
(
⊕

(i,j)∈Ň2
K t2

i,j

)⊕(
⊕

(i′,j′)∈Ň2
K e2

i′,j′

)
, où Ň2 = N2 − {(0, 0)}.

4. H3(U(h),U(h)) = ⊕
(i,j)∈N2

K t3
i,j.

5. HHi(U(h),U(h)) = 0 pour i ≥ 4.

Nous allons montrer

Théorème 6.2.2. Le crochet de Gerstenhaber est donné par

1. [ , ]G : H1(U(h),U(h))⊗H0(U(h),U(h))→ H0(U(h),U(h))

[t1
i,j , t0

k]G = 0 et [e1
k1 , t0

k2 ]G = 2k2 t0
k1+k2 .

2. [ , ]G : H2(U(h),U(h))⊗H0(U(h),U(h))→ H1(U(h),U(h))

[t2
i,j , t0

k 6=1]G = 0 , [t2
i,j , t0

1]G = −t1
i,j et [e2

i,j , t0
k]G = 0.

3. [ , ]G : H3(U(h),U(h))⊗H0(U(h),U(h))→ H2(U(h),U(h))

[t3
i,j , t0

k 6=1]G = 0 et [t3
i,j , t0

1]G = e2
i,j.

4. [ , ]G : H1(U(h),U(h))⊗H1(U(h),U(h))→ H1(U(h),U(h))

[t1
i1,j1 , t1

i2,j2 ]G = (i2j1 − i1j2) t1
(i1+i2−1),(j1+j2−1)

[ e1
k1 , e1

k2 ]G = (k2 − k1) e1
k1+k2

[t1
i,j , e1

k 6=0 ]G = 0 et [t1
i,j , e1

0 ]G = (2− i− j) t1
i,j.
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5. [ , ]G : H2(U(h),U(h))⊗H1(U(h),U(h))→ H2(U(h),U(h))

[e2
i1,j1 , t1

i2,j2 ]G = (i2j1 − i1j2) e2
(i1+i2−1),(j1+j2−1)

[e2
i,j , e1

k 6=0 ]G = 0 , [e2
i,j , e1

0 ]G = (2− i− j) e2
i,j

[t2
i1,j1 , t1

i2,j2 ]G = (i2j1 − i1j2) t2
(i1+i2−1),(j1+j2−1)

+1
2

(
i2j1(i2−1)(j1+j2−1)−i1j2(j2−1)(i1+i2−1)

)
e2

(i1+i2−2),(j1+j2−2)

[t2
i,j , e1

k>1 ]G = 0 , [t2
i,j , e1

0 ]G = (2− i− j) t2
i,j et [t2

i,j , e1
1 ]G = −4 e2

i,j.

6. [ , ]G : H3(U(h),U(h))⊗H1(U(h),U(h))→ H3(U(h),U(h))

[t3
i1,j1 , t1

i2,j2 ]G = (i2j1 − i1j2) t3
(i1+i2−1),(j1+j2−1)

[t3
i,j , e1

k 6=0 ]G = 0 et [t3
i,j , e1

0 ]G = (4− i− j) t3
i,j.

7. [ , ]G : H2(U(h),U(h))⊗H2(U(h),U(h))→ H3(U(h),U(h))

[e2
i1,j1 , e2

i2,j2 ]G = 0

[t2
i1,j1 , e2

i2,j2 ]G = (i2j1 − i1j2) t3
(i1+i2−1),(j1+j2−1)

et

[t2
i1,j1 , t

2
i2,j2 ]G = 1

2i1i2
(
j1(j1 − 1) + j2(j2 − 1)

)
t3
(i1+i2−2),(j1+j2−2)

−1
2j1j2

(
i1(i1 − 1) + i2(i2 − 1)

)
t3
(i1+i2−2),(j1+j2−2).

Avant de faire la démonstration de ce théorème, remarquons que la sous-algèbre
de Lie

(
H1(U(h),U(h)), [ , ]G

)
admet une structure assez riche que nous détaillons en

terme d’algèbres de Witt à la section 6.2.9.
La suite est consacrée à la demonstration du théorème 6.2.2.
Soient k ∈ N, (i, j) ∈ Ň2 et (i′, j′) ∈ N2. D’après Chouhy et Solotar, les éléments
suivants sont des cocycles ([4], p.12) :

En dimension 0 : τ 0
k := zk

En dimension 1 : τ 1
i,j := x∗⊗jxiyj−1−y∗⊗ixi−1yj , ε1

k := x∗⊗xzk+y∗⊗yzk+2z∗⊗zk+1,

En dimension 2 : τ 2
i,j := z∗ ∧ y∗⊗ ixi−1yj − z∗ ∧ x∗⊗ jxiyj−1 , ε2

i,j := y∗ ∧ x∗⊗ xiyj,

En dimension 3 : τ 3
i′,j′ := z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ xi′yj′ .

Remarquons que x∗ ⊗ xzk + z∗ ⊗ zk+1 = d1(xyzk−1) + y∗ ⊗ yzk + z∗ ⊗ zk+1 donc

cl(x∗ ⊗ xzk + y∗ ⊗ yzk + 2z∗ ⊗ zk+1) = 2cl(x∗ ⊗ xzk + z∗ ⊗ zk+1).
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Le cocycle ε1
k est donc cohomologue au cocycle 2(x∗ ⊗ xzk + z∗ ⊗ zk+1) initialement

introduit par Chouhy et Solotar. Pour la commodité des calculs, nous travaillons avec
le cocycle ε1

k.
On désigne par t la classe de cohomologie du cocycle τ . De même, on désigne par

e la classe de cohomologie d’un cocycle ε. D’après Chouhy et Solotar, les éléments t∗
et e∗ forment une base de H∗

(
U(h),U(h)

)
.

A partir de l’expression du crochet obtenue en 4.2.7, on a

[t∗, e∗]G = cl([τ ∗, ε∗]G),

où τ ∗ et ε∗ sont des cocyles de Λ∗(g∗)⊗Aad représentant t∗ et e∗.
Notons ∂

∂x
: U(h)→ U(h) l’unique dérivation de U(h) définie par

∂

∂x
(x) = 1 et ∂

∂x
(y) = 0.

Remarquons que cela implique
∂

∂x
(z) = 0.

De même, ∂
∂y

: U(h)→ U(h) est l’unique dérivation de U(h) définie par

∂

∂y
(x) = 0 et ∂

∂y
(y) = 1,

ce qui implique
∂

∂y
(z) = 0.

Soient a, a1, a2, a3 des éléments de U(h). S. Chouhy a montré ([3], p. 42) que dans
le complexe de Kassel

(
L∗(K,U(h)ad), d∗

)
=
(
Λ∗(h∗)⊗Aad, d∗

)
, on a

d1(a) = x∗ ⊗ z∂a
∂y
− y∗ ⊗ z ∂a

∂x
(6.2.1.1)

d2(x∗ ⊗ a1 + y∗ ⊗ a2 + z∗ ⊗ a3) = y∗ ∧ x∗ ⊗ (a3 − z
∂a1

∂x
− z∂a2

∂y
) (6.2.1.2)

− z∗ ∧ x∗ ⊗ z∂a3

∂y
+ z∗ ∧ y∗ ⊗ z∂a3

∂x

d3(y∗ ∧ x∗⊗ a1 + z∗ ∧ x∗⊗ a2 + z∗ ∧ y∗⊗ a3) = z∗ ∧ y∗ ∧ x∗⊗ (∂a2

∂x
+ ∂a3

∂y
)z (6.2.1.3)
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Le symbole de Kroneker s’écrit de la forme suivante :
Soit a ∈ U(h) et xi ∈ Λ∗(h). Dans HomAe(K∗,U(h)), le symbole de Kronecker δaxi est
défini par δaxi(1⊗ xi ⊗ 1) = a et δaxi(1⊗ xj ⊗ 1) = 0 pour j 6= i.

Afin de faciliter le calcul du crochet de Gerstenhaber, dans HomAe(K∗,U(h)), on
introduit les symboles de Kronecker

f 0
k := δz

k

1 ,

f 1
i,j := jδx

iyj−1
x − iδxi−1yj

y , g1
k := δxz

k

x + δyz
k

y + 2δzk+1
z

f 2
i,j := iδx

i−1yj

z∧y − jδx
iyj−1

z∧x , g2
i,j := δx

iyj

y∧x

et
f 3
i,j := δx

iyj

z∧y∧x.

6.2.2 Le cas p = 1 et q = 0
Calculons [t1

i,j, t0
k]G. Le théorème 4.2.7 donne l’expression du crochet

[τ 1
i,j, τ

0
k ]G = f 1

i,jGK(1⊗A f 0
k ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ 1).

Or, l’expression de ∆(2)
K est donnée en 4.2.3, d’où

[τ 1
i,j, τ

0
k ]G = f 1

i,jGK(1⊗A f 0
k ⊗A 1)

(
(1⊗ 1)⊗A (1⊗ 1)⊗A (1⊗ 1)

)
.

D’après l’expression de 1⊗A f 0
k ⊗A 1 donnée en 4.1.5, on a

[τ 1
i,j, τ

0
k ]G = f 1

i,jGK(1⊗ zk ⊗ 1).
D’après l’expression de GK donnée en 4.2.8, on a

[τ 1
i,j, τ

0
k ]G = −f 1

i,jt0(1⊗ zk).
D’après l’expression de l’homotopie t∗ donnée en 2.1.6, on a

[τ 1
i,j, τ

0
k ]G = f 1

i,j(
k∑
`=1

z`−1 ⊗ z ⊗ zk−`).

Or, on a déjà supposé que f 1
i,j = jδx

iyj−1
x − iδxi−1yj .D’où, on a

[τ 1
i,j, τ

0
k ]G =

k∑
`=1

z`−1(0)zk−` = 0

ce qui montre
[t1
i,j, t0

k]G = 0. (6.2.2.1)
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Calculons de la même manière [e1
k1 , t

0
k2 ]G. On a

[ε1
k1 , τ

0
k2 ]G = g1

k1GK(1⊗A f 0
k2 ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ 1)

= g1
k1GK(1⊗A f 0

k2 ⊗A 1)
(
(1⊗ 1)⊗A (1⊗ 1)⊗A (1⊗ 1)

)
= g1

k1GK(1⊗ zk2 ⊗ 1)
= −g1

k1t0(1⊗ zk2)

= g1
k1(

k2∑
`=1

z`−1 ⊗ z ⊗ zk2−`)

=
k2∑
`=1

z`−1(2zk1+1)zk2−`

= 2k2 z
k1+k2

= 2k2 τ
0
k1+k2

ce qui montre
[e1
k1 , t

0
k2 ]G = 2k2 t0

k1+k2 . (6.2.2.2)

6.2.3 Le cas p = 2 et q = 0
Il est commode de remarquer le résultat suivant.

Proposition 6.2.3. Soit k un entier tel que k ≥ 1. L’élément τ 1
i,jz

k est un bord dans
H1(U(h),U(h)).

Démonstration. On a τ 1
i,jz

k = x∗ ⊗ jxiyj−1zk − y∗ ⊗ ixi−1yjzk = d1(xiyjzk−1).

Calculons à présent [t2
i,j, t0

k]G. Le théorème 4.2.7 donne l’expression du crochet

[τ 2
i,j, τ

0
k ]G = x∗ ⊗ f 2

i,jGK(1⊗A f 0
k ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

+y∗ ⊗ f 2
i,jGK(1⊗A f 0

k ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

+z∗ ⊗ f 2
i,jGK(1⊗A f 0

k ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1).

D’après l’expression de ∆(2)
K donnée en 4.2.3, on a
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[τ 2
i,j, τ

0
k ]G = x∗ ⊗ f 2

i,jGK(1⊗A f 0
k ⊗A 1)

(
(1⊗ x⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)
+(1⊗ 1)⊗ (1⊗ x⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)

+(1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)⊗ (1⊗ x⊗ 1)
)

+y∗ ⊗ f 2
i,jGK(1⊗A f 0

k ⊗A 1)
(
(1⊗ y ⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)
+(1⊗ 1)⊗ (1⊗ y ⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)

+(1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)⊗ (1⊗ y ⊗ 1)
)

+z∗ ⊗ f 2
i,jGK(1⊗A f 0

k ⊗A 1)
(
(1⊗ y ⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)
+(1⊗ 1)⊗ (1⊗ y ⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)

+(1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)⊗ (1⊗ y ⊗ 1)
)
.

D’après l’expression de 1⊗A f 0
k ⊗A 1 donnée en 4.1.5, on a

[τ 2
i,j, τ

0
k ]G = x∗ ⊗ f 2

i,jGK(1⊗ x⊗ zk ⊗ 1 + 1⊗ zk ⊗ x⊗ 1)

+y∗ ⊗ f 2
i,jGK(1⊗ y ⊗ zk ⊗ 1 + 1⊗ zk ⊗ y ⊗ 1)

+z∗ ⊗ f 2
i,jGK(1⊗ z ⊗ zk ⊗ 1 + 1⊗ zk ⊗ z ⊗ 1).

D’après l’expression de GK donnée en 4.2.8, on en déduit
[τ 2
i,j, τ

0
k ]G = x∗ ⊗ f 2

i,j

(
− t1(1⊗ x⊗ zk)− t1(t0(1⊗ zk)x)

)
+y∗ ⊗ f 2

i,j

(
− t1(1⊗ y ⊗ zk)− t1(t0(1⊗ zk)y)

)
+z∗ ⊗ f 2

i,j

(
− t1(1⊗ z ⊗ zk)− t1(t0(1⊗ zk)z)

)
.

D’après l’expression de l’homotopie t∗ donnée en 2.1.6, on a

[τ 2
i,j, τ

0
k ]G = x∗⊗f 2

i,j

(
0+ t1(

k∑
`=1

z`−1⊗z⊗xzk−`)
)

+y∗⊗f 2
i,j

(
0+ t1(

k∑
`=1

z`−1⊗z⊗yzk−`)
)

= +x∗ ⊗ f 2
i,j

( k∑
`=1

z`−1 ⊗ z ∧ x⊗ zk−`
)

+ y∗ ⊗ f 2
i,j

( k∑
`=1

z`−1 ⊗ z ∧ y ⊗ zk−`
)

= +x∗ ⊗
k∑
`=1

z`−1(−jxiyj−1)zk + y∗ ⊗
k∑
`=1

z`−1(ixi−1yj)zk

= −x∗ ⊗ jkxiyj−1zk−1 + y∗ ⊗ ikxi−1yjzk−1

= −k τ 1
i,jz

k−1.

Or, d’après la proposition 6.2.3, on a cl(k τ 1
i,jz

k−1) = 0 pour k ∈ N − {1} , ce qui
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montre
[t2
i,j, t0

1]G = −t1
i,j (6.2.3.1)

et
[t2
i,j, t0

k]G = 0 pour k ∈ N− {1} . (6.2.3.2)

De manière analogue, calculons [e2
i,j, t0

k]G avec (i, j) ∈ Ň2 = N2 − {(0, 0)}. On a

[ε2
i,j, τ

0
k ]G = x∗ ⊗ g2

i,jGK(1⊗A f 0
k ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

+y∗ ⊗ g2
i,jGK(1⊗A f 0

k ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

+z∗ ⊗ g2
i,jGK(1⊗A f 0

k ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)

= x∗ ⊗ g2
i,jGK(1⊗ x⊗ zk ⊗ 1 + 1⊗ zk ⊗ x⊗ 1)

+y∗ ⊗ g2
i,jGK(1⊗ y ⊗ zk ⊗ 1 + 1⊗ zk ⊗ y ⊗ 1)

+z∗ ⊗ g2
i,jGK(1⊗ z ⊗ zk ⊗ 1 + 1⊗ zk ⊗ z ⊗ 1)

= x∗ ⊗ g2
i,j

( k∑
`=1

z`−1 ⊗ z ∧ x⊗ zk−`
)

+ y∗ ⊗ g2
i,j

( k∑
`=1

z`−1 ⊗ z ∧ y ⊗ zk−`
)

= 0,
ce qui montre

[e2
i,j, t0

k]G = 0. (6.2.3.3)

6.2.4 Le cas p = 3 et q = 0
Il est commode de remarquer le résultat suivant.

Proposition 6.2.4. Soit k entier tel que k ≥ 1. L’élément ε2
i,jz

k est un bord dans
H2(U(h),U(h)).

Démonstration. On a
ε2
i,jz

k = y∗ ∧ x∗ ⊗ xiyj = −d2(x∗ ⊗ 1
2(i+1)x

i+1yjzk−1 + y∗ ⊗ 1
2(j+1)x

iyj+1zk−1).

Calculons [t3
i,j, t0

k]G. On a
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[τ 3
i,j, τ

0
k ]G = z∗ ∧ y∗ ⊗ f 3

i,jGK(1⊗A f 0
k ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗ f 3
i,jGK(1⊗A f 0

k ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗ f 3
i,jGK(1⊗A f 0

k ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗ f 3
i,jGK(1⊗ z ∧ y ⊗ zk ⊗ 1 + 1⊗ zk ⊗ z ∧ y ⊗ 1

+ 1⊗ z ⊗ zk ⊗ y ⊗ 1− 1⊗ y ⊗ zk ⊗ z ⊗ 1)
+z∗ ∧ x∗ ⊗ f 3

i,jGK(1⊗ z ∧ x⊗ zk ⊗ 1 + 1⊗ zk ⊗ z ∧ x⊗ 1
+ 1⊗ z ⊗ zk ⊗ x⊗ 1− 1⊗ x⊗ zk ⊗ z ⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗ f 3
i,jGK(1⊗ y ∧ x⊗ zk ⊗ 1 + 1⊗ zk ⊗ y ∧ x⊗ 1

+ 1⊗ y ⊗ zk ⊗ x⊗ 1− 1⊗ x⊗ zk ⊗ y ⊗ 1)
= y∗ ∧ x∗ ⊗ f 3

i,jGK(1⊗ zk ⊗ y ∧ x⊗ 1)
= y∗ ∧ x∗ ⊗ f 3

i,j(t2(t1(t0(1⊗ zk)y)x)

= y∗ ∧ x∗ ⊗ f 3
i,j(

k∑
`=1

z`−1 ⊗ z ∧ y ∧ x⊗ zk−`)

= y∗ ∧ x∗ ⊗
k∑
`=1

z`−1(xiyj)zk−`

= y∗ ∧ x∗ ⊗ kxiyjzk−1

= k ε2
i,jz

k−1.

D’après la proposition 6.2.4, on a cl(k ε2
i,jz

k−1) = 0 pour k ∈ N− {1}, ce qui montre

[t3
i,j, t0

1]G = e2
i,j (6.2.4.1)

et
[t3
i,j, t0

k]G = 0 pour k ∈ N− {1} . (6.2.4.2)

6.2.5 Le cas p = 1 et q = 1
Calculons [t1

i1,j1 , t
1
i2,j2 ]G. On a

[τ 1
i1,j1 , τ

1
i2,j2 ]G = x∗ ⊗ f 1

i1,j1GK(1⊗A f 1
i2,j2 ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

−x∗ ⊗ f 1
i2,j2GK(1⊗A f 1

i1,j1 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1)

+y∗ ⊗ f 1
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

−y∗ ⊗ f 1
i2,j2GK(1⊗A f 1

i1,j1 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)
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+z∗ ⊗ f 1
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)

−z∗ ⊗ f 1
i2,j2GK(1⊗A f 1

i1,j1 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)

= x∗ ⊗
(
f 1
i1,j1GK(j2 ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1)− f 1

i2,j2GK(j1 ⊗ xi1yj1−1 ⊗ 1)
)

+y∗ ⊗
(
− f 1

i1,j1GK(i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ 1) + f 1
i2,j2GK(i1 ⊗ xi1−1yj1 ⊗ 1)

)
= x∗ ⊗ f 1

i1,j1

( i2∑
`=1

j2x
`−1 ⊗ x⊗ xi2−`yj2−1 +

j2−1∑
`=1

j2x
i2y`−1 ⊗ y ⊗ yj2−(`+1)

)

−x∗ ⊗ f 1
i2,j2

( i1∑
`=1

j1x
`−1 ⊗ x⊗ xi1−`yj1−1 +

j1−1∑
`=1

j1x
i1y`−1 ⊗ y ⊗ yj1−(`+1)

)

−y∗ ⊗ f 1
i1,j1

( i2−1∑
`=1

i2x
`−1 ⊗ x⊗ xi2−(`+1)yj2 +

j2∑
`=1

i2x
i2−1y`−1 ⊗ y ⊗ yj2−`

)

+y∗ ⊗ f 1
i2,j2

( i1−1∑
`=1

i1x
`−1 ⊗ x⊗ xi1−(`+1)yj1 +

j1∑
`=1

i1x
i1−1y`−1 ⊗ y ⊗ yj1−`

)
= x∗ ⊗ (A+B + C +D) + y∗ ⊗ (E + F +G+H)

avec

A =
i2∑
`=1

j2x
`−1(j1x

i1yj1−1)xi2−`yj2−1 , B =
j2−1∑
`=1

j2x
i2y`−1(−i1xi1−1yj1)yj2−(`+1)

C = −
i1∑
`=1

j1x
`−1(j2xi2yj2−1)xi1−`yj1−1 , D = −

j1−1∑
`=1

j1x
i1y`−1(−i2xi2−1yj2)yj1−(`+1)

E = −
i2−1∑
`=1

i2x
`−1(j1xi1yj1−1)xi2−(`+1)yj2 , F = −

j2∑
`=1

i2x
i2−1y`−1(−i1xi1−1yj1)yj2−`

G =
i1−1∑
`=1

i1x
`−1(j2x

i2yj2−1)xi1−(`+1)yj1 et H =
j1∑
`=1

i1x
i1−1y`−1(−i2xi2−1yj2)yj1−`

Proposition 6.2.5. Soient i et j deux entiers positifs. On a

yjxi =
j∑
s=0

Cj
s

∂s

∂xs
(xi)yj−s(−z)s.

Démonstration. On a yjx = xyj − jyj−1z et yxi = xiy − ixi−1z, d’où l’égalité par
récurrence.
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La proposition 6.2.5 permet de réecrire les éléments A,B,C,D,E, F,G et H dans
la base PBW de U(h) :

A =
i2∑
`=1

j1−1∑
s=0

Cj1−1
s j1j2x

i1+`−1 ∂
s

∂xs
(xi2−`)yj1+j2−(s+2)(−z)s

B = −
j2−1∑
`=1

`−1∑
s=0

C`−1
s i1j2x

i2
∂s

∂xs
(xi1−1)yj1+j2−(s+2)(−z)s

C = −
i1∑
`=1

j2−1∑
s=0

Cj2−1
s j1j2x

i2+`−1 ∂
s

∂xs
(xi1−`)yj1+j2−(s+2)(−z)s

D =
j1−1∑
`=1

`−1∑
s=0

C`−1
s j1i2x

i1
∂s

∂xs
(xi2−1)yj1+j2−(s+2)(−z)s

E = −
i2−1∑
`=1

j1−1∑
s=0

Cj1−1
s j1i2x

i1+`−1 ∂
s

∂xs
(xi2−(`+1))yj1+j2−(s+1)(−z)s

F =
j2∑
`=1

`−1∑
s=0

C`−1
s i1i2x

i2−1 ∂
s

∂xs
(xi1−1)yj1+j2−(s+1)(−z)s

G =
i1−1∑
`=1

j2−1∑
s=0

Cj2−1
s i1j2x

i2+`−1 ∂
s

∂xs
(xi1−(`+1))yj1+j2−(s+1))(−z)s

H = −
j1∑
`=1

`−1∑
s=0

C`−1
s i1i2x

i1−1 ∂
s

∂xs
(xi2−1)yj1+j2−(s+1)(−z)s.

Nous allons à présent réecrire les cocycles x∗ ⊗ (A+B + C +D) et
y∗ ⊗ (E + F +G+H) en fonctions des cocycles de la base de H1(U(h),U(h)) choisie
en 6.2.1. D’abord, introduisons le lemme suivant.

Lemme 6.2.6. Soient n et s des entiers positifs. On a

1.
n∑
`=1

`(`+ 1) . . . (`+ (s− 1)) = 1
s+ 1n(n+ 1) . . . (n+ s).

2.
j2−1∑
`=1

`−1∑
s=0

C`−1
s =

j2−2∑
s=0

1
s+ 1Cj2−1

s

(
j2 − (s+ 1)

)
.

3.
i1−s∑
`=1

(i1 − `)!
(i1 − s)!

= 1
s+ 1

i1(i1 − 1)!
(i1 − (s+ 1))! .

Démonstration.
2. On a
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j2−1∑
`=1

`−1∑
s=0

C`−1
s =

∑
0≤s<`≤j2−1

1
s! (`− 1) . . . (`− s).

Posons `′ = `− s. Alors on a
∑

0≤s<`≤j2−1

1
s! (`− 1) . . . (`− s) =

j2−2∑
s=0

j2−(s+1)∑
`′=1

1
s!`
′(`′ + 1) . . .

(
`′ + (s− 1)

)
.

Or, d’après 1), on a
j2−2∑
s=0

j2−(s+1)∑
`′=1

1
s!`
′(`′ + 1) . . .

(
`′ + (s− 1)

)

=
j2−2∑
s=0

1
s!

( 1
s+ 1

(
j2 − (s+ 1)

)
(j2 − s) . . . (j2 − 1)

)

=
j2−2∑
s=0

1
s+ 1Cj2−1

s

(
j2 − (s+ 1)

)
.

3. En posant `′ = i1 − `− s+ 1, on a

i1−s∑
`=1

(i1 − `)!
(i1 − s)!

=
i1−s∑
`=1

(i1 − `) . . .
(
(i1 − `)− (s− 1)

)
=

i1−s∑
`′=1

`′(`′ + 1) . . . (`′ + (s− 1)).

D’après 1), on en déduit
i1−s∑
`′=1

`′(`′ + 1) . . . (`′ + (s− 1)) = 1
s+ 1(i1 − s) . . . (i1 − 1)i1 = 1

s+ 1
i1(i1 − 1)!

(i1 − (s+ 1))! .

Développons B à l’aide de l’égalité 2 du lemme 6.2.6. On a

B = −
j2−2∑
s=0

1
s+ 1Cj2−1

s

(
j2 − (s+ 1)

)
i1j2x

i2
∂s

∂xs
(xi1−1)yj1+j2−(s+2)(−z)s.

Or, on vérifie facilement que

xi2
∂s

∂xs
(xi1−1) = (i1 − 1)!(

i1 − (s+ 1)
)
!
xi1+i2−(s+1)

donc
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B = −
j2−2∑
s=0

1
s+ 1Cj2−1

s

(i1 − 1)! i1j2(
i1 − (s+ 1)

)
!

(
j2 − (s+ 1)

)
xi1+i2−(s+1)yj1+j2−(s+2)(−z)s.

Développons C. Pour s > i1 − `, on a C = 0. On a donc

C = −
i1−s∑
`=1

j2−1∑
s=0

Cj2−1
s j1j2x

i2+`−1 ∂
s

∂xs
(xi1−`)yj1+j2−(s+2)(−z)s.

Or, on vérifie facilement que

xi2+`−1 ∂
s

∂xs
(xi1−`) = (i1 − `)!(

i1 − (s+ `)
)
!
xi1+i2−(s+1)

donc

C = −
i1−s∑
`=1

j2−1∑
s=0

Cj2−1
s j1j2

(i1 − `)!(
i1 − (s+ `)

)
!
xi1+i2−(s+1)yj1+j2−(s+2)(−z)s.

A l’aide de l’égalité 3 du lemme 6.2.6, on a

C = −
j2−1∑
s=0

1
s+ 1Cj2−1

s

(i1 − 1)! i1j2(
i1 − (s+ 1)

)
!
j1x

i1+i2−(s+1)yj1+j2−(s+2)(−z)s.

D’une manière analogue, on obtient

A =
j1−1∑
s=0

1
s+ 1Cj1−1

s

(i2 − 1)! i2j1(
i2 − (s+ 1)

)
!
j2x

i1+i2−(s+1)yj1+j2−(s+2)(−z)s,

D =
j1−2∑
s=0

1
s+ 1Cj1−1

s

(i2 − 1)! i2j1(
i2 − (s+ 1)

)
!

(
j1 − (s+ 1)

)
xi1+i2−(s+1)yj1+j2−(s+2)(−z)s,

E = −
j1−1∑
s=0

Cj1−1
s (i2 − 1)! i2j1

(s+ 1)
(
i2 − (s+ 1)

)
!

(
i2 − (s+ 1)

)
xi1+i2−(s+2)yj1+j2−(s+1)(−z)s,

F =
j2−1∑
s=0

Cj2−1
s (i1 − 1)! i1j2

(s+ 1)
(
i1 − (s+ 1)

)
!
i2x

i1+i2−(s+2)yj1+j2−(s+1)(−z)s

G =
j2−1∑
s=0

Cj2−1
s (i1 − 1)! i1j2

(s+ 1)
(
i1 − (s+ 1)

)
!

(
i1 − (s+ 1)

)
xi1+i2−(s+2)yj1+j2−(s+1)(−z)s

et

H = −
j1−1∑
s=0

Cj1−1
s (i2 − 1)! i2j1

(s+ 1)
(
i2 − (s+ 1)

)
!
i1x

i1+i2−(s+2)yj1+j2−(s+1)(−z)s
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Par conséquent, on a

B + C = −
j2−2∑
s=0

Cj2−1
s (i1 − 1)! i1j2

(s+ 1)
(
i1 − (s+ 1)

)
!

(
j1 + j2 − (s+ 1)

)
xi1+i2−(s+1)yj1+j2−(s+2)(−z)s

− 1
j2

i1j2(i1 − 1)!
(i1 − j2)! j1x

i1+i2−j2yj1−1(−z)s.

D’une manière analogue, on trouve

A+D =
j1−2∑
s=0

Cj1−1
s (i2 − 1)! i2j1

(s+ 1)
(
i2 − (s+ 1)

)
!

(
j1 + j2 − (s+ 1)

)
xi1+i2−(s+1)yj1+j2−(s+2)(−z)s

+ 1
j1

i2j1(i2 − 1)!
(i2 − j1)! j2x

i1+i2−j1yj2−1(−z)s.,

F +G = +
j2−1∑
s=0

Cj2−1
s (i1 − 1)! i1j2

(s+ 1)
(
i1 − (s+ 1)

)
!

(
i1 + i2 − (s+ 1)

)
xi1+i2−(s+2)yj1+j2−(s+1)(−z)s

et

E +H = −
j1−1∑
s=0

Cj1−1
s (i2 − 1)! i2j1

(s+ 1)
(
i2 − (s+ 1)

)
!

(
i1 + i2 − (s+ 1)

)
xi1+i2−(s+2)yj1+j2−(s+1)(−z)s.

Par conséquent, on trouve que

x∗⊗ (B +C) + y∗⊗ (F +G) = −
j2−2∑
s=0

Cj2−1
s i1j2(i1 − 1)!

(s+ 1)
(
i1 − (s+ 1)

)
!
τ 1

(i1+i2−s−1,j1+j2−s−1)(−z)s

− 1
j2

i1j2(i1 − 1)!
(i1 − j2)! τ 1

(i1+i2−j2,j1)(−z)s.

et

x∗ ⊗ (A+D) + y∗ ⊗ (E +H) =
j1−2∑
s=0

Cj1−1
s i2j1(i2 − 1)!

(s+ 1)
(
i2 − (s+ 1)

)
!
τ 1

(i1+i2−s−1,j1+j2−s−1)(−z)s

+ 1
j1

i2j1(i1 − 1)!
(i2 − j1)! τ 1

(i1+i2−j1,j2)(−z)s.

D’après la proposition 6.2.3, dans l’expression ci-dessus de x∗⊗(B+C)+y∗⊗(F+G),
les éléments de la somme pour s ≥ 1 sont des cobords . Et, de même, dans l’expression
ci-dessus de x∗ ⊗ (A+D) + y∗ ⊗ (E +H), les éléments de la somme pour s ≥ 1 sont
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des cobords. On en déduit que l’élément x∗⊗ (A+B+C+D) +y∗⊗ (F +E+F +G)
est cohomologue à (i2j1 − i1j2) τ 1

(i1+i2−1,j1+j2−1)
Par conséquent, on a montré

[t1
i1,j1 , t

1
i2,j2 ]G = (i2j1 − i1j2) t1

(i1+i2−1,j1+j2−1). (6.2.5.1)

Ensuite, calculons [e1
k1 , e

1
k2 ]G. On a

[ε1
k1 , ε

1
k2 ]G

= x∗ ⊗
(
g1
k1GK(1⊗A g1

k2 ⊗A 1)− g1
k2GK(1⊗A g1

k1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1)

+y∗ ⊗
(
g1
k1GK(1⊗A g1

k2 ⊗A 1)− g1
k2GK(1⊗A g1

k1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

+z∗ ⊗
(
g1
k1GK(1⊗A g1

k2 ⊗A 1)− g1
k2GK(1⊗A g1

k1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)

= x∗ ⊗
(
g1
k1GK(1⊗ xzk2 ⊗ 1)− g1

k2GK(1⊗ xzk1 ⊗ 1)
)

+y∗ ⊗
(
g1
k1GK(1⊗ yzk2 ⊗ 1)− g1

k2GK(1⊗ yzk1 ⊗ 1)
)

+z∗ ⊗
(
g1
k1GK(1⊗ zk2+1 ⊗ 1)− g1

k2GK(1⊗ zk1+1 ⊗ 1)
)

= x∗ ⊗ (xzk1zk2 +
k2∑
`=1

xz`−1(zk1+1)zk2−` − xzk1zk2 −
k1∑
`=1

xz`−1(zk2+1)zk1−`)

+y∗ ⊗ (yzk1zk2 +
k2∑
`=1

yz`−1(zk1+1)zk2−` − yzk1zk2 −
k1∑
`=1

yz`−1(zk2+1)zk1−`)

+z∗ ⊗ (
k2+1∑
`=1

z`−1(zk1+1)zk2−` −
k1+1∑
`=1

z`−1(zk2+1)zk1−`)

= x∗ ⊗ (xzk1+k2 + k2xz
k1+k2 − xzk1+k2 − k1xz

k1+k2)
+y∗ ⊗ (yzk1+k2 + k2yz

k1+k2 − yzk1+k2 − k1yz
k1+k2)

+z∗ ⊗ (k2z
k1+k2+1 − k1z

k1+k2+1)

= (k2 − k1)
(
x∗ ⊗ xzk1+k2 + z∗ ⊗ zk1+k2+1

)
ce qui montre

[e1
k1 , e

1
k2 ]G = (k2 − k1)e1

k1+k2 . (6.2.5.2)

Calculons [t1
i,j, e1

k]G. On a
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[t1
i,j, e1

k]G

= x∗ ⊗
(
f 1
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)− g1
kGK(1⊗A f 1

i,j ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1)

+y∗ ⊗
(
f 1
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)− g1
kGK(1⊗A f 1

i,j ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

+z∗ ⊗
(
f 1
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)− g1
kGK(1⊗A f 1

i,j ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)

= x∗ ⊗
(
f 1
i,jGK(1⊗ xzk ⊗ 1)− g1

kGK(j ⊗ xiyj−1 ⊗ 1)
)

+y∗ ⊗
(
f 1
i,jGK(1⊗ yzk ⊗ 1)− g1

kGK(−i⊗ xi−1yj ⊗ 1)
)
.

+z∗ ⊗
(
f 1
i,jGK(2⊗ zk+1 ⊗ 1)

)

= x∗ ⊗ f 1
i,j(1⊗ x⊗ zk −

i∑
`=1

jx`−1 ⊗ x⊗ xi−`yj−1 −
j−1∑
`=1

jxiy`−1 ⊗ y ⊗ yj−(`+1))

+y∗ ⊗ f 1
i,j(1⊗ y ⊗ zk +

i−1∑
`=1

ix`−1 ⊗ x⊗ xi−(`+1)yj +
j∑
`=1

ixi−1y`−1 ⊗ y ⊗ yj−`).

= x∗ ⊗ (jxiyj−1zk −
i∑

`=1
jx`−1(xzk)xi−`yj−1 −

j−1∑
`=1

jxiy`−1(yzk)yj−`)

+y∗ ⊗ (−ixi−1yjzk +
i−1∑
`=1

ix`−1(xzk)xi−`yj +
j∑
`=1

ixi−1y`−1(yzk)yj−`).

= x∗ ⊗ (jxiyj−1zk − jixiyj−1zk − j(j − 1)xiyj−1zk)
+y∗ ⊗ (−ixi−1yjzk + i(i− 1)xi−1yjzk + ijxi−1yjzk).

= (2− i− j)(x∗ ⊗ jxiyj−1 − y∗ ⊗ ixi−1yj)zk

= (2− i− j)τ 1
i,j z

k.

D’après la proposition 6.2.3, on a cl(τ 1
i,j z

k) = 0 pour k ∈ N∗ ce qui montre

[t1
i,j, e1

0]G = (2− i− j)t1
i,j (6.2.5.3)

et
[t1
i,j, e1

k]G = 0 pour k ∈ N∗. (6.2.5.4)
Remarque 6.2.7. Nous décrirons explicitement l’isomorphisme d’algèbres de Lie(

H1(U(h),U(h)), [ , ]G
) ∼= (

Der(U(h))/Der(IntU(h)), [ , ]c
)

à la section 6.2.9.
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6.2.6 Le cas p = 2 et q = 1
Il est commode de remarquer le résultat suivant.

Proposition 6.2.8. Soient k ∈ N∗, (i, j) ∈ Ň2 et (i′, j′) ∈ Ň2. Les éléments τ 2
i,jz

k+1

et ε2
i′,j′z

k sont des bords dans H2(U(h),U(h)).

Démonstration. D’après la formule 6.2.11(p. 111), on a

d2(− 1
2(i′ + 1)x

∗ ⊗ xi′+1yjzk−1 − 1
2(j′ + 1)y

∗ ⊗ xi′yj′+1zk−1) = ε2
i′,j′z

k

et
d2(z∗ ⊗ xiyjzk) = τ 2

i,jz
k+1 + ε2

i,jz
k.

Remarque 6.2.9. L’élement τ 2
i,jz est cohomologue à −ε2

i,j où (i, j) ∈ Ň2.

Calcul de [t2
i1,j1 , t

1
i2,j2 ]G :

Calculons [t2
i1,j1 , t

1
i2,j2 ]G. On a

[τ 2
i1,j1 , τ

1
i2,j2 ]G

= z∗ ∧ y∗⊗
(
f 2
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)− f 1
i2,j2GK(1⊗A f 2

i1,j1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗⊗
(
f 2
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)− f 1
i2,j2GK(1⊗A f 2

i1,j1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗⊗
(
f 2
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)− f 1
i2,j2GK(1⊗A f 2

i1,j1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
f 2
i1,j1GK(i2 ⊗ z ⊗ xi2−1yj2 ⊗ 1 + i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ z ⊗ 1)

−f 1
i2,j2GK(i1 ⊗ xi1−1yj1 ⊗ 1)

)
+z∗ ∧ x∗ ⊗

(
f 2
i1,j1GK(−j2 ⊗ z ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1− j2 ⊗ xi2yj2−1 ⊗ z ⊗ 1)

+f 1
i2,j2GK(j1 ⊗ xi1yj1−1 ⊗ 1)

)
+y∗ ∧ x∗ ⊗

(
f 2
i1,j1GK(−i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1− j2 ⊗ xi2yj2−1 ⊗ y ⊗ 1)

+f 2
i1,j1GK(−i2 ⊗ x⊗ xi2−1yj2 ⊗ 1− j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1)

)
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D’après l’expression de GK donnée en 4.2.8, on remarque que l’on a

f 2
i1,j1GK(i2 ⊗ z ⊗ xi2−1yj2 ⊗ 1)

= −
i2−1∑
`=1

i2x
`−1(−j1x

i1yj1−1)xi2−(`+1)yj2 −
j2∑
`=1

i2x
i1−1y`−1(i1xi1−1yj1)yj2−`

= −E − F,

f 2
i1,j1GK(−i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ z ⊗ 1) = 0,

f 1
i2,j2GK(−i1 ⊗ xi1−1yj1 ⊗ 1)

= −
i1−1∑
`=1

i1x
`−1(j2xi2yj2−1)xi1−(`+1)yj1 −

j1∑
`=1

i1x
i2−1y`−1(−i2xi2−1yj2)yj1−`

)
= −G−H.

De manière analogue, on a

f 2
i1,j1GK(−j2 ⊗ z ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1)

=
i2∑
`=1

j2x
`−1(−j1x

i1yj1−1)xi2−(`)yj2−1 +
j2−1∑
`=1

j2x
i2y`−1(i1xi1−1yj1)yj2−(`+1)

= −A−B,

f 2
i1,j1GK(−j2 ⊗ xi2yj2−1 ⊗ z ⊗ 1) = 0

et

f 1
i2,j2GK(j1 ⊗ xi1yj1−1 ⊗ 1)

=
i1∑
`=1

j1x
`−1(j2xi2yj2−1)xi1−(`)yj1−1 +

j1−1∑
`=1

j1x
i1y`−1(−i2xi2−1yj2)yj1−(`+1)

= −C −D
où les éléments A,B,C,D,E, F,G,H introduits lors du cas p = q = 1, sont réecrit
dans la base PBW de U(h). D’après un calcul déja fait au cas p = q = 1(p. 121), on
trouve
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z∗ ∧ y∗ ⊗ (−F −G)− z∗ ∧ x∗ ⊗ (B + C)

= −
j2−2∑
s=0

Cj2−1
s i1j2(i1 − 1)!

(s+ 1)
(
i1 − (s+ 1)

)
!
τ 2

(i1+i2−(s+1),j1+j2−(s+1))(−z)s,

− 1
j2

i1j2(i1 − 1)!
(i1 − j2)! τ 2

(i1+i2−j2,j1)(−z)s

et

z∗ ∧ y∗ ⊗ (−E −H)− z∗ ∧ x∗ ⊗ (A+D)

=
j1−2∑
s=0

Cj1−1
s i2j1(i2 − 1)!

(s+ 1)
(
i2 − (s+ 1)

)
!
τ 2

(i1+i2−(s+1),j1+j2−(s+1))(−z)s,

+ 1
j1

i2j1(i2 − 1)!
(i2 − j1)! τ 2

(i1+i2−j1,j2)(−z)s.

D’après la proposition 6.2.8, dans l’expression ci-dessus de z∗ ∧ y∗ ⊗ (−F −G)
− z∗ ∧ x∗ ⊗ (B + C), les éléments de la somme pour s ≥ 2 sont des cobords . Et, de
même, dans l’expression ci-dessus de z∗ ∧ y∗ ⊗ (−E − H) − z∗ ∧ x∗ ⊗ (A + D), les
éléments de la somme pour s ≥ 2 sont des cobords, ce qui montre
cl
(
− z∗ ∧ y∗ ⊗ (F +G)− z∗ ∧ x∗ ⊗ (B + C)

)
= cl

(
− i1j2τ

2
(i1+i2−1,j1+j2−1) + i1j2

2 (i1 − 1)(j2 − 1)τ 2
(i1+i2−2,j1+j2−2)z

)
et
cl
(
z∗ ∧ y∗ ⊗ (−E −H)− z∗ ∧ x∗ ⊗ (A+D)

)
= cl

(
+ j1i2τ

2
(i1+i2−1,j1+j2−1) −

j1i2
2 (i2 − 1)(j1 − 1)τ 2

(i1+i2−2,j1+j2−2)z
)
.

Or, d’après la remarque 6.2.9, on déduit que
cl
(
− z∗ ∧ y∗ ⊗ (F +G)− z∗ ∧ x∗ ⊗ (B + C)

)
= cl

(
− i1j2τ

2
(i1+i2−1,j1+j2−1) −

i1j2

2 (i1 − 1)(j2 − 1)ε2
(i1+i2−2,j1+j2−2)

)
et
cl
(
z∗ ∧ y∗ ⊗ (−E −H)− z∗ ∧ x∗ ⊗ (A+D)

)
= cl

(
+ j1i2τ

2
(i1+i2−1,j1+j2−1) + j1i2

2 (i2 − 1)(j1 − 1)ε2
(i1+i2−2,j1+j2−2)

)
.
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Dans l’expression [t2
i1,j1 , t

1
i2,j2 ]G, il nous reste à développer l’élément

y∗ ∧ x∗ ⊗
(
f 2
i1,j1GK(−i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1− j2 ⊗ xi2yj2−1 ⊗ y ⊗ 1)

+f 2
i1,j1GK(−i2 ⊗ x⊗ xi2−1yj2 ⊗ 1− j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1)

)
.

D’après l’expression de GK donnée en 4.2.8, on vérifie facilement que

GK(j2 ⊗ xi2yj2−1 ⊗ y ⊗ 1) = GK(i2 ⊗ x⊗ xi2−1yj2 ⊗ 1) = 0.

Il sera commode d’introduire le lemme suivant pour faciliter les calculs.

Lemme 6.2.10.

1. On a

GK(i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1) =
j2∑
`=1

i2x
i2−1y`−1 ⊗ y ∧ x⊗ yj2−`

−
j2∑
`=1

j2−`∑
`′=1

i2x
i2−1y(`+`′)−2 ⊗ z ∧ y ⊗ yj2−(`+`′).

2. On a

GK(j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1) = −
i2∑
`=1

j2x
`−1 ⊗ y ∧ x⊗ xi2−`yj2−1

+
i2∑
`=1

i2−`∑
`′=1

j2x
(`+`′)−2 ⊗ z ∧ x⊗ xi2−(`+`′)yj2−1

+
j2−1∑
`′=1

i2j2x
i2−1y`

′−1 ⊗ z ∧ y ⊗ yj2−(`′+1).

Démonstration.
a) D’après l’expression de GK donnée en 4.2.8, on a
GK(i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1)
= −t1(t0(i2 ⊗ xi2−1yj2)x)

= t1
( i2−1∑
`=1

i2x
`−1 ⊗ x⊗ xi2−(`−1)yj2x+

j2∑
`=1

i2x
i2−1y`−1 ⊗ y ⊗ yj2−`x

)
.

En redressant les éléments dans la base PBW, on obtient
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GK(i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1)

= t1
( i2−1∑
`=1

i2x
`−1 ⊗ x⊗ xi2−(`−1)(xyj2 − j2y

j2−1z)
)

+t1
( j2∑
`=1

i2x
i2−1y`−1 ⊗ y ⊗ (xyj2−` − (j2 − `)yj2−`−1z)

)
.

D’après l’expression de l’homotopie t∗ donnée en 2.1.6, on obtient

= t1(
j2∑
`=1

i2x
i2−1y`−1 ⊗ y ⊗ xyj2−`)

=
j2∑
`=1

i2x
i2−1y`−1 ⊗ y ∧ x⊗ yj2−` − t1(

j2∑
`=1

i2x
i2−1y`−1 ⊗ z ⊗ yj2−`)

=
j2∑
`=1

i2x
i2−1y`−1 ⊗ y ∧ x⊗ yj2−` −

j2∑
`=1

j2−`∑
`′=1

i2x
i2−1y(`+`′)−2 ⊗ z ∧ y ⊗ yj2−(`+`′).

b) D’après l’expression de GK donnée en 4.2.8, on a
GK(j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1)
= −t1(j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1)
= −j2 ⊗ y ∧ x⊗ xi2−1yj2−1

−t1(j2 ⊗ [y, x]⊗ xi2−1yj2−1)
−t1(j2x⊗ y ⊗ xi2−1yj2−1).

Or, d’après l’expression de l’homotopie t∗ donnée en 2.1.6, on a
−t1(j2x⊗ y ⊗ xi2−1yj2−1)

= −j2x⊗y∧x⊗xi2−2yj2−1− t1(j2x⊗ [y, x]⊗xi2−2yj2−1)− t1(j2x
2⊗y⊗xi2−2yj2−1).

D’où,
GK(j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1)
= −j2 ⊗ y ∧ x⊗ xi2−1yj2−1 − j2x⊗ y ∧ x⊗ xi2−2yj2−1

−t1(j2 ⊗ [y, x]⊗ xi2−1yj2−1)− t1(j2x⊗ [y, x]⊗ xi2−2yj2−1)
−t1(j2x

2 ⊗ y ⊗ xi2−2yj2−1).
Un récurrence sur i2 conduit à
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GK(j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1)

= −
i2∑
`=1

j2x
`−1 ⊗ y ∧ x⊗ xi2−`yj2−1 −

i2∑
`=1

t1(j2x`−1 ⊗ [y, x]⊗ xi2−`yj2−1).

Mais

−
i2∑
`=1

t1(j2x`−1 ⊗ [y, x]⊗ xi2−`yj2−1)

=
i2∑
`=1

t1(j2x
`−1 ⊗ z ⊗ xi2−`yj2−1)

=
i2∑
`=1

i2−`∑
`′=1

j2x
(`+`′)−2 ⊗ z ∧ x⊗ xi2−(`+`′)yj2−1 +

j2−1∑
`′=1

i2j2x
i2−1y`

′−1 ⊗ z ∧ y ⊗ yj2−(`′+1),

ce qui montre b).

Calculons à présent f 2
i1,j1GK(−i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1). D’après le lemme 6.2.10, on a

f 2
i1,j1GK(−i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1)

= f 2
i1,j1

(
−

j2∑
`=1

i2x
i2−1y`−1 ⊗ y ∧ x⊗ yj2−` +

j2∑
`=1

j2−`∑
`′=1

i2x
i2−1y(`+`′)−2 ⊗ z ∧ y ⊗ yj2−(`+`′)

)

= 0 +
j2∑
`=1

j2−`∑
`′=1

i2x
i2−1y(`+`′)−2(i1xi1−1yj1)yj2−(`+`′).

Dans la base PBW, on a
f 2
i1,j1GK(−i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1)

=
j2∑
`=1

j2−`∑
`′=1

( (`+`′)−2∑
s=0

C(`+`′)−2
s i1i2x

i2−1 ∂
s

∂xs
(xi2−1)yj1+j2−(s+2)(−z)s

)

=
j2∑
`=1

j2−`∑
`′=1

( (`+`′)−2∑
s=0

C(`+`′)−2
s i1i2

(i2 − 1)!
(i2 − (s+ 1))!x

i1+i2−(s+2)yj1+j2−(s+2)(−z)s
)
.

On a donc
y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2

i1,j1GK(−i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1)

=
j2∑
`=1

j2−`∑
`′=1

( (`+`′)−2∑
s=0

C(`+`′)−2
s i1i2

(i2 − 1)!
(i2 − (s+ 1))!ε

2
(i1+i2−(s+2),j1+j2−(s+2))(−z)s

)
.
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Mais d’après la proposition 6.2.8, dans l’expression ci-dessus de

y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2
i1,j1GK(−i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1),

les éléments de la somme pour s ≥ 1 sont des cobords. Ceci montre

cl(y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2
i1,j1GK(−i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1)) =

j2∑
`=1

(j2 − `)i1i2 e2
(i1+i2−2,j1+j2−2)

= j2(j2 − 1)
2 i1i2 e2

(i1+i2−2,j1+j2−2).

Calculons à présent f 2
i1,j1GK(−j2⊗y⊗xi2yj2−1⊗1). De même, d’après le lemme 6.2.10,

on a

f 2
i1,j1GK(−j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1)

= f 2
i1,j1

( i2∑
`=1

j2x
`−1 ⊗ y ∧ x⊗ xi2−`yj2−1 −

i2∑
`=1

i2−`∑
`′=1

j2x
(`+`′)−2 ⊗ z ∧ x⊗ xi2−(`+`′)yj2−1

−
j2−1∑
`′=1

i2j2x
i2−1y`

′−1 ⊗ z ∧ y ⊗ yj2−(`′+1)
)

= −
i2∑
`=1

i2−`∑
`′=1

j2x
(`+`′)−2(−j1x

i1yj1−1)xi2−(`+`′)yj2−1−
j2−1∑
`′=1

i2j2x
i2−1y`

′−1(i1xi1−1yj1)yj2−(`′+1)

=
i2∑
`=1

i2−`∑
`′=1

( j1−1∑
s=0

Cj1−1
s j1j2x

i1+(`+`′)−2 ∂
s

∂xs
(xi2−(`+`′))yj1+j2+(s−2)(−z)s

)

−
j2−1∑
`′=1

`′−1∑
s=0

C`′−1
s i1i2j2x

i2−1 ∂
s

∂xs
(xi1−1)yj1+j2−(s+2)(−z)s

=
i2∑
`=1

i2−`∑
`′=1

( j1−1∑
s=0

Cj1−1
s j1j2

(i2 − (`+ `′))!
(i2 − (`+ `′ + s))!x

i1+i2−(s+2)yj1+j2+(s−2)(−z)s
)

−
j2−1∑
`′=1

`′−1∑
s=0

C`′−1
s i1i2j2

(i1 − 1)!
(i1 − (s+ 1))!x

i1+i2−(s+2)yj1+j2−(s+2)(−z)s.

On a donc
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y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2
i1,j1GK(−j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1)

=
i2∑
`=1

i2−`∑
`′=1

( j1−1∑
s=0

Cj1−1
s j1j2

(i2 − (`+ `′))!
(i2 − (`+ `′ + s))!ε

2
(i1+i2−(s+2),j1+j2−(s+2))(−z)s

)

−
j2−1∑
`′=1

`′−1∑
s=0

C`′−1
s i1i2j2

(i1 − 1)!
(i1 − (s+ 1))!ε

2
(i1+i2−(s+2),j1+j2−(s+2))(−z)s.

D’après la proposition 6.2.8, dans l’expression ci-dessus de

y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2
i1,j1GK(−j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1),

les éléments de la somme pour s ≥ 1 sont des cobords, ce qui montre
cl(y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2

i1,j1GK(−j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1))

=
(

+
i2∑
`=1

(i2 − `)j1j2 −
j2−1∑
`′=1

i1i2j2
)

e2
(i1+i2−2,j1+j2−2)

=
(i2(i2 − 1)

2 j1j2 − i1i2j2(j2 − 1)
)

e2
(i1+i2−2,j1+j2−2).

Par conséquent, on a

[t2
i1,j1 , t

1
i2,j2 ]G = (i2j1 − i1j2)t2

(i1+i2−1,j1+j2−1) (6.2.6.1)

+1
2
(
i2j1(i2− 1)(j1 + j2− 1)− i1j2(j2− 1)(i1 + i2− 1)

)
e2

(i1+i2−2,j1+j2−2)

)
.

Calcul de [t2
i,j, e1

k]G :

Calculons à présent [t2
i,j, e1

k]G. On a

[τ 2
i,j, ε

1
k]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
f 2
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)− g1
kGK(1⊗A f 2

i,j ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
f 2
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)− g1
kGK(1⊗A f 2

i,j ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
f 2
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)− g1
kGK(1⊗A f 2

i,j ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1).

Par un calucl simple, on trouve que

−g1
kGK(1⊗A f 2

i,j ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1) = −i(i+ j − 1)xi−1yjzk,

−g1
kGK(1⊗A f 2

i,j ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1) = j(i+ j − 1)xiyj−1zk,

f 2
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1) = (2k + 1)ixi−1yjzk,
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f 2
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1) = −(2k + 1)jxiyj−1zk,

f 2
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1) = −k(i+ j)xiyjzk−1 + kj(i− 1)xi−1yj−1zk

et
g1
kGK(1⊗A f 2

i,j ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1) = 0, ce qui montre

[τ 2
i,j, ε

1
k]G = (2k + 2− i− j)τi,jzk − k(i+ j)ε2

i,jz
k−1 + kj(i− 1)ε2

i−1,j−1z
k.

D’après la proposition 6.2.8, on a

[t2
i,j, e1

0]G = (2− i− j)t2
i,j (6.2.6.2)

[t2
i,j, e1

1]G = −4e2
i,j (6.2.6.3)

et
[t2
i,j, e1

k]G = 0 pour k ∈ N− {0, 1}. (6.2.6.4)

Calcul de [e2
i1,j1 , t

1
i2,j2 ]G :

Calculons à présent [e2
i1,j1 , t

1
i2,j2 ]G où (i1, j2) ∈ Ň2. On a

[ε2
i1,j1 , τ

1
i2,j2 ]G

= z∗ ∧ y∗⊗
(
g2
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)− f 1
i2,j2GK(1⊗A g2

i1,j1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
g2
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)− f 1
i2,j2GK(1⊗A g2

i1,j1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗⊗
(
g2
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)− f 1
i2,j2GK(1⊗A g2

i1,j1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1).

Par un simple calcul, on trouve que(
g2
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)− f 1
i2,j2GK(1⊗A g2

i1,j1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1) = 0

et (
g2
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)− f 1
i2,j2GK(1⊗A g2

i1,j1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1) = 0.

Calculons à présent g2
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1). On a
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g2
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= g2
i1,j1GK(−i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1− j2 ⊗ xi2yj2−1 ⊗ y ⊗ 1

−i2 ⊗ x⊗ xi2−1yj2 ⊗ 1− j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1).
On vérifie facilement que

GK(−j2 ⊗ xi2yj2−1 ⊗ y ⊗ 1− i2 ⊗ x⊗ xi2−1yj2 ⊗ 1) = 0.

Or, d’après le lemme 6.2.10, on a

g2
i1,j1GK(−i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1− j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1

= −
j2∑
`=1

i2x
i2−1y`−1(xi1yj1)yj2−` +

i2∑
`=1

j2x
`−1(xi1yj1)xi2−`yj2−1

= −
j2∑
`=1

`−1∑
s=0

C`−1
s i2

i1!
(i1 − s)!

xi1+i2−(s+1)yj1+j2−(s+1)(−z)s

+
i2−s∑
`=1

j1∑
s=0

Cj1
s j2

(i2 − `)!
(i2 − (s+ `))!x

i1+i2−(s+1)yj1+j2−(s+1)(−z)s.

D’après la proposition 6.2.8, dans l’expression de

y∗ ∧ x∗ ⊗ g2
i1,j1GK(1⊗A f 1

i2,j2 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1),

les éléments de la somme pour s ≥ 1 sont des cobords, ce qui montre

cl
(
y∗∧x∗⊗g2

i1,j1GK(1⊗A f 1
i2,j2⊗A 1)∆(2)

K (1⊗y∧x⊗1)
)

= (i2j2− i2j2)e2
(i1+i2−1,j1+j2−1).

Calculons −f 1
i2,j2GK(1⊗A g2

i1,j1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ y∧x⊗ 1). D’après le lemme 6.2.10, on

a

−f 1
i2,j2GK(1⊗A g2

i1,j1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= f 1
i2,j2GK(−1⊗ xi1yj1 ⊗ 1)

= −
i1∑
`=1

x`−1(j2xi2yj2−1)xi1−`yj1 −
j1∑
`=1

xi1y`−1(−i2xi2−1yj2)yj1−`

= −
i1−s∑
`=1

j2−1∑
s=0

Cj2−1
s j2

(i1 − `)!
(i1 − (s+ `))!x

i1+i2−(s+1)yj1+j2−(s+1)(−z)s

+
j1∑
`=1

`−1∑
s=0

C`−1
s i2

(i2 − 1)!
(i2 − (s+ 1))!x

i1+i2−(s+1)yj1+j2−(s+1)(−z)s
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D’après la proposition 6.2.8, dans l’expression de

−y∗ ∧ x∗ ⊗ f 1
i2,j2GK(1⊗A g2

i1,j1 ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1),

les éléments de la somme pour s ≥ 1 sont des cobords, ce qui montre

cl
(
− f 1

i2,j2GK(1⊗A g2
i1,j1 ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1) = (i2j1 − i1j2)e2

(i1+i2−1,j1+j2−1).

Par conséquent, on a

[e2
i1,j1 , t

1
i2,j2 ]G = (i2j1 − i1j2)e2

(i1+i2−1,j1+j2−1). (6.2.6.5)

Calcul de [e2
i,j, e1

k]G :

Calculons [e2
i,j, e1

k]G. On a

[ε2
i,j, ε

1
k]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
g2
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)− g1
kGK(1⊗A g2

i,j ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
g2
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)− g1
kGK(1⊗A g2

i,j ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
g2
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)− g1
kGK(1⊗A g2

i,j ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1).

Par un simple calcul, on trouve que

(
g2
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)− g1
kGK(1⊗A g2

i,j ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1) = 0

et (
g2
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)− g1
kGK(1⊗A g2

i,j ⊗A 1)
)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1) = 0.

D’autre part, on a
g2
i,jGK(1⊗A g1

k ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1) = 2xiyjzk

et
−g1

kGK(1⊗A g2
i,j ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ∧ x⊗ 1) = −(i+ j)xiyjzk.

D’après la proposition 6.2.8, on a alors

[e2
i,j, e1

0]G = (2− i− j)e2
i,j (6.2.6.6)

et
[e2
i,j, e1

k]G = 0 pour k ∈ N∗. (6.2.6.7)
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6.2.7 Le cas p = 3 et q = 1
Il sera commode d’introduire la proposition suivante.

Proposition 6.2.11. Soit k un entier positif. L’élément τ 3
i,jz

k est un bord dans
H3(U(h),U(h)).

Démonstration. On a

d3(z∗ ∧ x∗ ⊗ 1
i+ 1x

i+1yjzk−1 + z∗ ∧ y∗ ⊗ 1
j + 1x

iyj+1zk−1) = τ 3
i,jz

k.

Calculons [t3
i1,j1 , t

1
i1,j1 ]G. D’après la proposition 6.2.11 et après calculs, on trouve

[t3
i1,j1 , t

1
i1,j1 ]G = (i2j1 − i1j2)t3

i1+i2−1,j1+j2−1, (6.2.7.1)

[t3
i,j, e1

0]G = (4− i− j)t3
i,j (6.2.7.2)

et
[t3
i,j, e1

k]G = 0 pour k 6= 0. (6.2.7.3)

6.2.8 Le cas p = q = 2
Calculons [t2

i1,j1 , t
2
i2,j2 ]G. On a

[τ 2
i1,j1 , τ

2
i2,j2 ]G = z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2

i1,j1GK(1⊗A f 2
i2,j2 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1)

+z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2
i2,j2GK(1⊗A f 2

i1,j1 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1)

Calculons f 2
i1,j1GK(1⊗A f 2

i2,j2 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1). On a

f 2
i1,j1GK(1⊗A f 2

i2,j2 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1)
= f 2

i1,j1GK(i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1 + j2 ⊗ xi2yj2−1 ⊗ y ⊗ 1
+i2 ⊗ x⊗ xi2−1yj2 ⊗ 1 + j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1).

On vérifie facilement que

f 2
i1,j1GK(j2 ⊗ xi2yj2−1 ⊗ y ⊗ 1 + i2 ⊗ x⊗ xi2−1yj2 ⊗ 1) = 0.

D’après le cas p = 2 et q = 1(p. 129-130), on a
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f 2
i1,j1GK(i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1)

= −
j2∑
`=1

j2−`∑
`′=1

( (`+`′)−2∑
s=0

C(`+`′)−2
s i1i2

(i2 − 1)!
(i2 − (s+ 1))!x

i1+i2−(s+2)yj1+j2−(`+`′)(−z)s
)

et
f 2
i1,j1GK(j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1)

= −
i2∑
`=1

i2−`∑
`′=1

( j1−1∑
s=0

Cj1−1
s j1j2

(i2 − (`+ `′))!
(i2 − (`+ `′ + s))!x

i1+i2−(s+2)yj1+j2+(s−2)(−z)s
)

+
j2−1∑
`′=1

`′−1∑
s=0

C`′−1
s i1i2j2

(i1 − 1)!
(i1 − (s+ 1))!x

i1+i2−(s+2)yj1+j2−(s+2)(−z)s.

D’après la proposition 6.2.11, dans l’expression de

z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2
i1,j1GK(i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1),

les éléments de la somme pour s ≥ 1 sont des cobords. Et, de même, dans l’expression
de z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2

i1,j1GK(j2 ⊗ y⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1), les éléments de la somme pour s ≥ 1
sont des cobords, ce qui montre
cl
(
z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗

(
f 2
i1,j1GK(i2 ⊗ xi2−1yj2 ⊗ x⊗ 1) + f 2

i1,j1GK(j2 ⊗ y ⊗ xi2yj2−1 ⊗ 1)
))

= 1
2
(
i1i2j2(j2 − 1)− j1j2i2(i2 − 1)

)
t3
(i1+i2−2,j1+j2−2).

On en déduit

cl
(
z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2

i1,j1GK(1⊗A f 2
i2,j2 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1)

)
= 1

2
(
i1i2j2(j2 − 1)− j1j2i2(i2 − 1)

)
t3
(i1+i2−2,j1+j2−2).

En remplaçant i1 par i2 et j1 par j2 et inversement, on obtient

cl
(
z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2

i2,j2GK(1⊗A f 2
i1,j1 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1)

)
= 1

2
(
i1i2j1(j1 − 1)− j1j2i1(i1 − 1)

)
t3
(i1+i2−2,j1+j2−2).

Par conséquent, on a

[t2
i1,j1 , t

2
i2,j2 ]G (6.2.8.1)

= 1
2

(
i1i2

(
j1(j1 − 1) + j2(j2 − 1)

)
− j1j2

(
i1(i1 − 1) + i2(i2 − 1)

))
t3
(i1+i2−2,j1+j2−2).
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D’autre part, par un calcul simple, on trouve que

[e2
i1,j1 , e

2
i2,j2 ]G = 0. (6.2.8.2)

Calculons [t2
i1,j1 , e

2
i2,j2 ]G. On a

[τ 2
i1,j1 , ε

2
i2,j2 ]G = z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2

i1,j1GK(1⊗A g2
i2,j2 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1)

+z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ g2
i2,j2GK(1⊗A f 2

i1,j1 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1).

D’après le lemme 6.2.10, on a

g2
i2,j2GK(1⊗A f 2

i1,j1 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1)

=
j1∑
`=1

i1x
i1−1y`−1(xi2yj2)yj1−` −

i1∑
`=1

j1x
`−1(xi2yj2)x`−jyj1−1

=
j1∑
`=1

`−1∑
s=0

C`−1
s i1x

i1−1 ∂
s

∂xs
(xi2)yj1+j2−(s+1)(−z)s

−
i1∑
`=1

j2∑
s=0

Cj2
s j1x

i2+`−1 ∂
s

∂xs
(x`−1)yj1+j2−(s+1)(−z)s.

D’après la proposition 6.2.11, dans l’expression de

z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ g2
i2,j2GK(1⊗A f 2

i1,j1 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1),

les éléments de la somme pour s ≥ 1 sont des cobords, ce qui montre

cl
(
z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ g2

i2,j2GK(1⊗A f 2
i1,j1 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1)

)
= cl

(
z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ (i1j1 − j1i1)xi1+i2−1yj1+j2−1

)
= 0.

D’autre part, on a
f 2
i1,j1GK(1⊗A g2

i2,j2 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1)
= f 2

i1,j1GK(1⊗ z ⊗ xi2yj2 ⊗ 1)

= −f 2
i1,j1(

i2∑
`=1

x`−1 ⊗ z ∧ x⊗ xi2−`yj2 +
j2∑
`=1

xi2y`−1 ⊗ z ∧ y ⊗ yj2−`)

=
i2∑
`=1

j1x
`−1(xi1yj1−1)xi2−`yj2 −

j2∑
`=1

i1x
i2y`−1(xi1−1yj1)yj2−`
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=
i2∑
`=1

j1−1∑
s=0

Cj1−1
s j1x

i1+`−1 ∂
s

∂xs
(xi2−`)yj1+j2−1(−z)s

−
j2∑
`=1

`−1∑
s=0

C`−1
s i1x

i2
∂s

∂xs
(xi1−1)yj1+j2−1(−z)s

D’après la proposition 6.2.11, dans l’expression de

z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ f 2
i1,j1GK(1⊗A g2

i2,j2 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1),

les éléments de la somme pour s ≥ 1 sont des cobords, ce qui montre

Alors, on a

cl
(
f 2
i1,j1GK(1⊗A g2

i2,j2 ⊗A 1)∆K(1⊗ z ∧ y ∧ x⊗ 1)
)

= cl
(
z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ (i2j1 − i1j2)xi1+i2−1yj1+j2−1

)
= z∗ ∧ y∗ ∧ x∗ ⊗ (i2j1 − i1j2)t2

i1+2−1,j1+j2−1.

Par conséquent, on a

[t2
i1,j1 , e

2
i2,j2 ]G = (i2j1 − i1j2)t3

i1+2−1,j1+j2−1. (6.2.8.3)

6.2.9 L’algèbre de Lie (H1(U(h),U(h)), [ , ]G)
Nous remercions T. Lambre pour son aide lors de cette section. Soit K toujours un

corps de caractéristique nulle. Rappelons que le K-espace vectoriel W = ⊕i∈N K ei,
muni du crochet [ei, ej] = (j − i) ei+j est une K-algèbre de Lie, appelée la partie
positive de l’algèbre de Lie de Witt de K.

Soit j = (j1, j2) un élément de J−1,∞J2. On supposera toujours j 6= (−1,−1). On
pose

J := J−1,∞J2 \ {(−1,−1)}.

Considérons leK-espace vectoriel bigraduéW 2 := ⊕j∈J Ktj. Définissons un crochet
sur W 2 par

[ti, tj] = α(i, j) ti+j
avec

α(i, j) = (j2 + 1)(i1 + 1)− (j1 + 1)(i2 + 1).

Dans cette expression, il est commode de convenir ti = 0 si i ∈ Z2\J. Un calcul rapide
montre que ce crochet satisfait l’identité de Jacobi. Le K-espace vectoriel W 2 muni
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du crochet [ti, tj] ci-dessus est donc une K-algèbre de Lie (W 2, [ , ]). Introduisons une
algèbre de Witt tri-graduée.

Définition 6.2.12. On désigne par (W , [ , ]) l’algèbre de Lie d’espace vectoriel sous-
jacent le produit des algèbres de Lie W et W 2,

W = W ⊕W 2 =
(
⊕i∈N K ei

)⊕(
⊕j∈J K tj

)
dont le crochet de Lie est le crochet sur chacune des composantes, c’est-à-dire

[ei, ej] = (j − i) ei+j, pour tout i et j dans N.
[ti, tj] = α(i, j) ti+j, pour tout i et j dans J,

et dont le crochet des éléments croisés est donné par
[ei, tj] = 0 si i > 0, pour tout j ∈ J,
[e0, tj] = (j1 + j2) tj, si j = (j1, j2) ∈ J.

L’algèbre de Lie des dérivations extérieures de l’algèbre enveloppante U(h) est

DerK(U(h))/Der IntK(U(h))

avec pour crochet de Lie [ , ] la classe du commutateur [ , ]c des dérivations.
Notons ∂x et ∂y les dérivations de U(h) respectivement définies par

∂x(x) = 1, ∂x(y) = 0,

∂y(x) = 0, ∂y(y) = 1.

Pour une dérivation D ∈ DerK(U(h)), nous notons D sa projection sur
DerK(U(h)) := DerK(U(h))/Der IntK(U(h)).

Lemme 6.2.13. Pour i ≥ 0, soit Ei la dérivation de U(h) définie par

Ei(x) = ∂y(1
2xyz

i) = 1
2xz

i, Ei(y) = ∂x(1
2xyz

i) = 1
2yz

i

ce qui entraîne Ei(z) = zi+1.
Pour j = (j1, j2) ∈ J, soit uj := xj1+1yj2+1 ∈ U(h). La dérivation Tj de U(h) est

définie par les conditions
Tj(x) = ∂y(uj) = (j2 + 1)xj1+1yj2,
Tj(y) = −∂x(uj) = −(j1 + 1)xj1yj2+1.

Alors la famille (Ei, T j)(i,j)∈N×J est une base du K-espace vectoriel DerK(U(h)).
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Démonstration. Nous remercions F. Dumas pour son aide concernant cette démons-
tration. On a

Ei(x) = 1
2xz

i, Ei(y) = 1
2yz

i,
Tj(x) = (j2 + 1)xj1+1yj2 et Tj(y) = −(j1 + 1)xj1yj2+1.

Rappelons que pour tout u ∈ U(h), on a les relations

adu(x) = [u, x]c = −∂y(u)z,

adu(y) = [u, y]c = ∂x(u)z

et que pour toute dérivation D de U(h), on a

D(z) = [D(x), y]c + [x,D(y)]c = adD(x)(y)− adD(y)(x).

Etape 1.
Pour D ∈ DerK(U(h)) il existe p ∈ K[z] tel que D(z) = pz.
Une dérivation D respecte le centre Z = K[z] de U(h). On a donc D(z) ∈ K[z]. Par

ailleurs adD(x)(y) et adD(y)(x) appartiennent à U(h)z. Or D(z) = adD(x)(y)−adD(y)(x)
donc D(z) ∈ zK[z].

Etape 2.
Soit DerZ(U(h)) le module des K[z]-dérivations de U(h), c’est-à-dire des dérivations

de U(h) s’annulant sur le centre Z = K[z] de U(h). Pour D ∈ DerZ(U(h)), il existe
u ∈ U(h) tel que D(x) = ∂y(u), D(y) = −∂x(u).

Puisque D est une K[z]-dérivation, on a D(z) = 0, c’est-à-dire

adD(x)(y)− adD(y)(x) = 0,

soit encore ∂x(D(x))z + ∂y(D(y))z = 0, ce qui conduit à ∂y(D(y)) = −∂x(D(x)).
Ecrivons D(x) = Σn

i=0qiy
i avec qi ∈ K[x, z]. On en déduit

D(y) = f − Σn
i=0∂x(qi)

yi+1

i+ 1

avec f ∈ K[x, z]. Soit g ∈ K[x, z] tel que ∂x(g) = −f . Posons

u := g + Σn
i=0qi

yi+1

i+ 1 ,

on a ∂y(u) = D(x) et ∂x(u) = −D(y).
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Etape 3.
Une dérivation D ∈ UZ(h) est intérieure si et seulement si on a D(U(h)) ⊂ zU(h).

On a vu que adu est toujours d’image dans zU(h). Réciproquement, soit D une
K[z]-dérivation d’image contenue dans zU(h). Ecrivons D(u) = ∆(u)z. Puisque z est
central, ∆ est une dérivation, et puisqueD est uneK[z]-dérivation, il en est de même de
∆. D’après l’étape 2, il existe donc u ∈ U(h) tel que ∆(x) = ∂y(u) et ∆(y) = −∂x(u).
On en déduit D(x) = ∂y(u)z = [x, u]c et D(y) = −∂x(u) = [y, u]c, ce qui montre D =
ad−u.

Etape 4.
La famille (Tj)j∈J est une base d’un K-supplémentaire de Der IntK(U(h)) dans

DerZ(U(h)), c’est-à-dire

DerZ(U(h)) =
(
⊕j∈J KTj

)⊕(
Der IntK(U(h))

)
.

Soit D ∈ DerZ(U(h)). D’après l’étape 2, il existe u ∈ U(h) tel que D(x) = ∂y(u)
et D(y) = −∂x(u). Décomposons u dans la base PBW de U(h) sous la forme u =
λ+ u′ + u′′z avec λ ∈ K,

u′ = Σj=(j1,j2)∈J λj x
j1+1yj2+1, u′′ = Σ(i,j)∈N∗×N2 µi,j x

j1yj2zi−1,

où les familles (λj)j∈J et (µi,j)(i,j)∈N∗×N2 d’éléments de K sont presque partout nulles.
On a

adu′′(x) = −∂y(u′′z) et adu′′(y) = ∂x(u′′z).
La dérivation D′ := D + adu′′ satisfait

D′(x) = D(x) + adu′′(x)
= ∂y(u)− ∂y(u′′z)
= ∂y(u′)
= Σj∈J (j2 + 1)λjxj1+1yj2

= Σj∈J λjTj(x)

et de même on obtient
D′(y) = Σj∈J − (j1 + 1)λjxj1yj2+1

= Σj∈J Tj(y).

Ces deux relations montrent D′ = Σj∈J λjTj, soit encore

D = Σj∈J λjTj + adu′′ .
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On a montré
DerZ(U(h)) = ⊕j∈J KTj + Der IntK(U(h)).

La somme est directe en vertu de l’étape 3.
Etape 5.
on a

DerK(U(h)) = K[z]E ⊕ DerZ(U(h)),
c’est-à-dire que pour D ∈ DerK(U(h)), il existe un unique couple (p, T ) avec p ∈ K[z]
et T ∈ DerZ(U(h)) tel que D = pE + T .

SoitD uneK-dérivation de U(h). Soit p l’élément deK[z] défini par p := ∂x(D(x))+
∂y(D(y)). La dérivation D′ = D − pE satisfait D′(z) = 0, c’est donc une K[z]-
dérivation. On aD = pE+D′. Cette écriture est unique car siD = pE+D′ = p1E+D′1,
on a (p − p1)E(z) = (D′1 − D′)(z) = 0, car D′1 − D′ est une K[z]-dérivation. Or
E(z) = z 6= 0, donc p = p1, et par suite D′1 = D′.

Lemme 6.2.14. Avec les conventions Ti = 0 si i ∈ Z2 \ J, le crochet de Lie [ , ] sur
DerK(U(h)) est donné par les relations suivantes :

(i) [Ei, Ej] = (j − i)Ei+j pour tout i et j dans N.
(ii) [T i, T j] = α(i, j)T i+j, pour tout i et j dans J,
(iii) [Ei, T j] = 0 pour tout i > 0 et tout j ∈ J,
(iv) [E0, T i] = (j1 + j2)T i pour tout j = (j1, j2) ∈ J.

Démonstration. (i) Un calcul immédiat montre que pour i ∈ N et j ∈ N, on a la
relation [Ei, Ej]c = (j − i)Ei+j, i ∈ N, j ∈ N d’où l’on tire la relation

[Ei, Ej] = (j − i)Ei+j, i ∈ N, j ∈ N.

(ii) Un calcul fastidieux conduit à la relation [Ti, Tj]c = α(i, j)Ti+j, pour i et j
dans J, d’où l’on tire la relation [T i, T j] = α(i, j)T i+j.

(iii) Un calcul facile conduit à la relation [Ei, Tj]c = (j1 + j2)ziTj. Supposons
i > 0. Dans ce cas, on a (ziTj)(U(h)) ⊂ zU(h). Par l’argument de l’étape 3 de la
démonstration du lemme 6.2.13, on en déduit que la dérivation ziTj est intérieure.
On peut même préciser la dérivation intérieure : en posant ui,j = −xj1+1yj2+1zi−1, on
vérifie que les dérivations ziTj et adui,j coïncident en x et y. On en déduit ziTj = adui,j .
On a en conséquence

[Ei, Tj] = [Ei, T j] = ziTj = adui,j = 0.
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(iv) On a [E0, Tj] = (j1 + j2)Tj, d’où [E0, T j] = (j1 + j2)T j.

Corollaire 6.2.15. L’application

ϕ : (W , [ , ]) −→ (DerK(U(h), [ , ])

définie par ϕ(ei) = Ei et ϕ(tj) = T j est un isomorphisme d’algèbres de Lie.

Démonstration. Le lemme 6.2.14 montre que ϕ est un morphisme d’algèbres de Lie ;
le lemme 6.2.13 montre que ϕ est un isomorphisme.

Théorème 6.2.16. L’application

ψ : (W , [ , ]) −→ (H1(U(h),U(h)), [ , ]G)

définie par ψ(ei) = e1
i et ψ(tj) = −t1

j+1 où j+ 1 = (j1 + 1, j2 + 1) est un isomorphisme
d’algèbres de Lie.

Démonstration. Dans H1(U(h),U(h)) = H1(Λ∗(h) ⊗ U(h)ad, d∗), pour i ∈ N, notons
e1
i la classe de cohomologie du 1-cocycle

x∗ ⊗ xzi + y∗ ⊗ yzi + 2z∗ ⊗ zi+1 ∈ Λ1(h)⊗ U(h)ad.

Pour j + 1 ∈ J, notons t1
j+1 la classe de cohomologie du 1-cocycle

(j2 + 1)x∗ ⊗ xj1+1yj2 − (j1 + 1)y∗ ⊗ xj1yj2+1 ∈ Λ1(h)⊗ U(h)ad.

D’après le théorème 6.2.1, les éléments (e1
i , t1

j+1)(i,j+1)∈N×J constituent une base du
K-espace vectoriel H1(U(h),U(h)). L’application ψ : W −→ H1(U(h),U(h)) définie
par ψ(ei) = e1

i et ψ(tj) = −t1
j+1 est donc un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

D’après le théorème 6.2.2, dans (H1(U(h),U(h)), [ , ]G), on a les égalités
[t1
i+1 , t1

j+1 ]G = −α(i, j) t1
i+j+1 pour i+ 1 et j + 1 dans J,

[ e1
i , e1

j ]G = (j − i) e1
i+j pour i et j dans N,

[e1
i6=0 , t1

j+1 ]G = 0 pour i > 0 et j + 1 ∈ J,
[e1

0 , t1
j+1 ]G = (j1 + j2) t1

j+1 pour j + 1 ∈ J.

On déduit que l’isomorphisme d’espaces vectoriels ψ est un morphisme d’algèbres
de Lie.
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Corollaire 6.2.17. Il existe des isomorphismes d’algèbres de Lie

(W , [ , ])
ψ

uu

ϕ

**

(H1(U(h),U(h)), [ , ]G) (DerK(U(h))/Der IntK(U(h)), [ , ])

6.3 Algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie de
type rα

Soit K = Q le corps des nombres rationnels. Soit α ∈ Q. L’algèbre de type α,
notée rα, est l’algèbre de Lie rα = Qx ⊕ Qy ⊕ Qz de dimension 3, de base (x, y, z)
avec pour crochets

[x, y] = y, [x, z] = αz et [y, z] = 0.

Dans cette section, on munit Λ2(rα) et Λ3(rα) des bases (z∧y, z∧x, y∧x) et (z∧y∧x)
respectivement. De même, on munit Λ2(rα∗) et Λ3(rα∗) des bases (z∗∧y∗, z∗∧x∗, y∗∧x∗)
et (z∗ ∧ y∗ ∧ x∗) respectivement.

Soit U(rα) l’algèbre enveloppante de l’algèbre rα. Dans [4], Solotar et Chouhy ont
calculé la cohomologie de Hochschild à partir du complexe

(
L∗
(
K,U(rα)ad

)
, d∗

)
=(

Λ∗(r∗α) ⊗ U(rα)ad, d∗
)
défini en 3.2.4. Pour le calcul du crochet de Gerstenhaber, on

distingue plusieurs cas :
1. α > 0 avec α 6= 1.
2. α = 1.
3. α = −a

b
où a et b deux entiers positifs tels que a 6= b et (a, b) = 1.

4. Le cas α = −1 n’est pas traité ici en raison de la lourdeur des calculs.
Des techniques analogues à celles développées pour l’algèbre de Heisenberg per-

mettent de calculer le crochet de Gerstenhaber

[ , ]G : Hp(U(rα),U(rα))⊗Hq(U(rα),U(rα))→ Hp+q−1(U(rrα),U(rα))

de la cohomologie des algèbres U(rα). Les calculs restent pénibles et assez longs. La
clef qui permet de mener à terme ces calculs est l’expression de l’homotopie GK en
fonction de l’homotopie t∗ définie en 4.2.8.
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6.3.1 α > 0 avec α 6= 1.
Rappelons([4], p. 12) que les espaces vectoriels H∗(U(rα),U(rα)) ont respective-

ment les bases suivantes :

1. H0(U(rα),U(rα))) = K t0
0.

2. H1(U(rα),U(rα)) = K t1
0 ⊕K e1

1.

3. H2(U(rα),U(rα)) = K t2
1.

4. HHi(U(rα),U(rα)) = 0 pour i ≥ 3.

Nous allons montrer

Théorème 6.3.1. Le crochet de Gerstenhaber sur H∗(U(rα),U(rα)) est nul.

Démonstration du théorème 6.3.1 :
D’après Chouhy et Solotar, les éléments suivants sont des cocycles ([4], p.12) :

En dimension 0 : τ 0
0 := 1

En dimension 1 : τ 1
0 := x∗ ⊗ 1, ε1

1 := z∗ ⊗ z,
En dimension 2 : τ 2

1 := z∗ ∧ x∗ ⊗ z.
On désigne par ti· la classe de cohomologie du cocycle τ i· . De même, on désigne par

e1
1 la classe de cohomologie d’un cocycle ε1

1. D’après Chouhy et Solotar, les éléments
(t∗· , e∗·) forment une base de H∗

(
U(rα),U(rα)

)
.

Rappelons que le symbole de Kronecker s’écrit de la forme suivante :
Soit a ∈ U(rα) et xi ∈ Λ∗(rα). On pose K∗ = U(rα) ⊗ Λ∗(rα) ⊗ U(rα) et dans
HomAe(K∗,U(rα)), le symbole de Kronecker δaxi est défini par δaxi(1 ⊗ xi ⊗ 1) = a

et δaxi(1⊗ xj ⊗ 1) = 0 pour j 6= i.

Calculons à présent le crochet de Gerstenhaber sur H∗(U(rα),U(rα)) à l’aide du
théorème 4.2.7.

Le cas p quelconque et q = 0

Calculons à présent [t1
0, t0

0]G. Le théorème 4.2.7 donne l’expression du crochet

[τ 1
0 , τ

0
0 ]G = δ1

xGK(1⊗A δ1
1 ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ 1)

= δ1
xGK(1⊗A δ1

1 ⊗A 1)
(
(1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)

)
= δ1

xGK

(
(1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)

)
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= −δ1
xt0(1⊗ 1)

= 0,
ce qui montre

[t1
0, t0

0]G = 0.
D’une manière analogue, on trouve

[e1
1, t0

0]G = [t2
1, t0

0]G = 0.

Le cas p = q = 1

Rappelons que l’algèbre
(
H1(U(rα),U(rα)), [ , ]G

)
est une algèbre de Lie. On a

donc
[t1

0, t1
0]G = [e1

1, e1
1]G = 0.

Calulons à présent [t1
0, e1

1]G. Le théorème 4.2.7 donne l’expression du crochet

[τ 1
0 , ε

1
1]G =

∑
k∈I1

x∗k ⊗ [δ1
x, δ

z
z ]K(1⊗ xk ⊗ 1)

= x∗ ⊗ δ1
xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

−x∗ ⊗ δzzGK(1⊗A δ1
x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

+y∗ ⊗ δ1
xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ⊗ 1)

−y∗ ⊗ δzzGK(1⊗A δ1
x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ⊗ 1)

+z∗ ⊗ δ1
xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ⊗ 1)

−z∗ ⊗ δzzGK(1⊗A δ1
x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ⊗ 1).

Or, on a

GK(1⊗A δ1
x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

= GK(1⊗A δ1
x ⊗A 1)

(
(1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)⊗ (1⊗ x⊗ 1)

)
+GK(1⊗A δ1

x ⊗A 1)
(
(1⊗ 1)⊗ (1⊗ x⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)

)
+GK(1⊗A δ1

x ⊗A 1)
(
(1⊗ x⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)

)
= GK

(
(1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)

)
= −t0(1⊗ 1)
= 0.
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D’autre part, on vérifie facilement que

(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1) = 0,

(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1) = (1⊗A δ1

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1) = 0

et
(1⊗A δ1

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1) = 0.

Alors, on a

[τ 1
0 , ε

1
1]G = z∗ ⊗ δ1

xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)

= z∗ ⊗ δ1
xGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ 1)

)
= z∗ ⊗ δ1

x

(
− t0(1⊗ z)

)
= z∗ ⊗ δ1

x(1⊗ z ⊗ 1)
= 0,

ce qui montre
[t1

0, e1
1]G = 0.

Le cas p = 2 et q = 1

Calculons [t2
1, t1

0]G. Le théorème 4.2.7 donne l’expression du crochet
[τ 2

1 , τ
1
0 ]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δ1

x ⊗A 1)− δ1
xGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δ1

x ⊗A 1)− δ1
xGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δ1

x ⊗A 1)− δ1
xGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

D’après la remarque 4.2.9, on a

GK(1⊗A δ1
x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ∧ x⊗ 1) = GK(1⊗A δ1
x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ∧ x⊗ 1) = 0.

D’autre part, on montre facilement que

(1⊗A δ1
x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1) = (1⊗A δzz∧x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1) = 0

et
(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ∧ x⊗ 1).
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On a donc

[τ 2
1 , τ

1
0 ]G

= −z∗ ∧ x∗ ⊗ δ1
xGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

= −z∗ ∧ x∗ ⊗ δ1
xGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ 1)

)
= −z∗ ∧ x∗ ⊗ δ1

x

(
− t0(1⊗ z)

)
= −z∗ ∧ x∗ ⊗ δ1

x(1⊗ z ⊗ 1)
= 0,
ce qui montre que

[t2
1, t1

0]G = 0.

Calculons à présent [t2
1, e1

1]G. On a
[τ 2

1 , ε
1
1]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)− z∗ ∧ y∗ ⊗ 0

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗ 0

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ y ⊗ 1) + (1⊗ y ⊗ 1)⊗ (z ⊗ 1)

))
+z∗∧x∗⊗

(
δzz∧xGK

(
(1⊗z)⊗(1⊗x⊗1)+(1⊗x⊗1)⊗(z⊗1)

)
−δzzGK

(
(1⊗z)⊗(1⊗1)

))
= z∗ ∧ y∗ ⊗

(
δzz∧x(−t1(t0(1⊗ z)y)− t1(1⊗ y ⊗ z)

)
+z∗ ∧ x∗ ⊗

(
δzz∧x(−t1(t0(1⊗ z)x)− t1(1⊗ x⊗ z)− δzz(−t0(1⊗ z))

)
= z∗ ∧ x∗ ⊗ (z − z)
= 0,
ce qui montre

[t2
1, e1

1]G = 0.
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6.3.2 α = 1
Rappelons([4], p. 12) que les espaces vectorielsH∗(U(r1),U(r1)) ont respectivement

les bases suivantes :

1. H0(U(r1),U(r1)) = K t0
0.

2. H1(U(r1),U(r1)) = K t1
0 ⊕K e1

1 ⊕K a1
1 ⊕K b1

1.

3. H2(U(r1),U(r1)) = K t2
1 ⊕K e2

1 ⊕K a2
1.

4. H i(U(r1),U(r1)) = 0 pour i ≥ 3.

Théorème 6.3.2. Le crochet de Gestenhaber est donné par les conditions suivantes :

1. [ , ]G : H∗(U(r1),U(r1))⊗H0(U(r1),U(r1))→ H∗−1(U(r1),U(r1))

ce crochet de Gerstenhaber est nul.

2. [ , ]G : H1(U(r1),U(r1))⊗H1(U(r1),U(r1))→ H1(U(r1),U(r1))

[t1
0 , e1

1 ]G = [t1
0 , a1

1 ]G = [t1
0 , b1

1 ]G = 0,

[e1
1 , e1

1 ]G = [a1
1 , a1

1 ]G = [b1
1 , b1

1 ]G = 0,

[e1
1 , a1

1 ]G = 2b1
1 , [e1

1 , b1
1 ]G = −e1

1 et [a1
1 , b1

1 ]G = a1
1

3. [ , ]G : H2(U(r1),U(r1))⊗H1(U(r1),U(r1))→ H2(U(r1),U(r1))

[t2
1 , t1

0 ]G = [e2
1 , t1

0 ]G = [a2
1 , t1

0 ]G = 0

[t2
1 , e1

1 ]G = 0 , [t2
1 , a1

1 ]G = 2a2
1 , [t2

1 , b1
1 ]G = −t2

1,

[e2
1 , e1

1 ]G = −2a2
1 , [e2

1 , a1
1 ]G = 0 et [e2

1 , b1
1 ]G = e2

1,

[a2
1 , e1

1 ]G = t2
1 , [a2

1 , a1
1 ]G = −e2

1 et [a2
1 , b1

1 ]G = 0.

Démonstration du théorème 6.3.2 :
D’après Chouhy et Solotar, les éléments suivants sont des cocycles ([4], p.12) :

En dimension 0 : τ 0
0 := 1

En dimension 1 : τ 1
0 := x∗ ⊗ 1, ε1

1 := y∗ ⊗ z, α1
1 := z∗ ⊗ y, β1

1 := z∗ ⊗ z,
En dimension 2 : τ 2

1 := y∗ ∧ x∗ ⊗ z, ε2
1 := z∗ ∧ x∗ ⊗ y, z∗ ∧ x∗ ⊗ z.
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On désigne par ti· la classe de cohomologie du cocycle τ i· , ei· la classe de cohomologie
du cocycle εi·, ai· la classe de cohomologie du cocycle αi· et bi· la classe de cohomologie
du cocycle βi·. D’après Chouhy et Solotar, les éléments (t∗· , e∗· , a∗· , b∗·) forment une base
de H∗

(
U(r1),U(r1)

)
.

Calculons à présent le crochet de Gerstenhaber sur H∗(U(r1),U(r1)) à l’aide du
théorème 4.2.7.

Le cas p quelconque et q = 0

Calculons à présent [t1
0, t0

0]G. Le théorème 4.2.7 donne l’expression du crochet

[τ 1
0 , τ

0
0 ]G = δ1

xGK(1⊗A δ1
1 ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ 1)

= δ1
xGK(1⊗A δ1

1 ⊗A 1)
(
(1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)

)
= δ1

xGK

(
(1⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)

)
.

= −δ1
xt0(1⊗ 1).

= 0,
ce qui montre

[t1
0, t0

0]G = 0.

D’une manière analogue, on trouve

[e1
1, t0

0]G = [a1
1, t0

0]G = [b1
1, t0

0]G = [t2
1, t0

0]G = [e2
1, t0

0]G = [a2
1, t0

0]G = 0.

Le cas p = q = 1

Rappelons que l’algèbre
(
H1(U(r1),U(r1)), [ , ]G

)
est une algèbre de Lie. On a

donc

[t1
0, t1

0]G = [e1
1, e1

1]G = [a1
1, a1

1]G = [b1
1, b1

1]G = 0.

Calulons à présent [t1
0, e1

1]G. Le théorème 4.2.7 donne l’expression du crochet

[τ 1
0 , ε

1
1]G = x∗ ⊗ δ1

xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1)

−x∗ ⊗ δzyGK(1⊗A δ1
x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

+y∗ ⊗ δ1
xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ⊗ 1)

−y∗ ⊗ δzyGK(1⊗A δ1
x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ⊗ 1)
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+z∗ ⊗ δ1
xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ⊗ 1)

−z∗ ⊗ δzyGK(1⊗A δ1
x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ⊗ 1)

D’après la remarque 4.2.9, on a

GK(1⊗A δ1
x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1) = 0.

D’autre part, on montre facilement que

(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1) = 0,

(1⊗A δ1
x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ⊗ 1) = 0
et

(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1) = (1⊗A δ1

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1) = 0.

D’où, on a

[τ 1
0 , ε

1
1]G = y∗ ⊗ δ1

xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

= y∗ ⊗ δ1
xGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ 1)

)
= y∗ ⊗ δ1

x

(
− t0(1⊗ z)

)
= y∗ ⊗ δ1

x(1⊗ z ⊗ 1)
= 0,

ce qui montre
[t1

0, e1
1]G = 0.

D’une manière analogue, on trouve

[t1
0, a1

1]G = [t1
0, b1

1]G = 0.

Calculons à présent [e1
1, a1

1]G. On a

[ε1
1, α

1
1]G = x∗ ⊗ δzyGK(1⊗A δyz ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

−x∗ ⊗ δyzGK(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1)

+y∗ ⊗ δzyGK(1⊗A δyz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

−y∗ ⊗ δyzGK(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

+z∗ ⊗ δzyGK(1⊗A δyz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)
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−z∗ ⊗ δyzGK(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1).

On montre facilement que

(1⊗A δyz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1) = (1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1) = 0,

(1⊗A δyz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1) = 0

et
GK(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ⊗ 1) = 0.

Alors

[ε1
1, α

1
1]G = −y∗ ⊗ δyzGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ 1)

)
+z∗ ⊗ δzyGK

(
(1⊗ y)⊗ (1⊗ 1)

)
= −y∗ ⊗ δyz

(
− t0(1⊗ z)

)
+ z∗ ⊗ δzy

(
− t0(1⊗ y

)
= −y∗ ⊗ δyz (1⊗ z ⊗ 1) + z∗ ⊗ δzy(1⊗ y ⊗ 1)
= −y∗ ⊗ y + z∗ ⊗ z.

Dans le complexe
(
L∗
(
K,U(r1)ad

)
, d∗

)
=
(
Λ∗(r∗1)⊗ U(r1)ad, d∗

)
défini en 3.2.4, on a

d1(x) = −y∗ ⊗ y − z∗ ⊗ z

c-à-d. que y∗ ⊗ y est cohomologue à z∗ ⊗ z. On a donc

[ε1
1, α

1
1]G = 2z∗ ⊗ z + d1(x) = 2β1

1 + d1(x),

ce qui montre
[e1

1, a1
1]G = 2b1

1.

Calculons à présent [e1
1, b1

1]G. On a

[ε1
1, β

1
1 ]G = x∗ ⊗ δzyGK(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

−x∗ ⊗ δzzGK(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1)

+y∗ ⊗ δzyGK(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

−y∗ ⊗ δzzGK(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

+z∗ ⊗ δzyGK(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)

−z∗ ⊗ δzzGK(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1).
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On montre facilement que

(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1) = (1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1) = 0,

(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1) = 0

et
(1⊗A δzy ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ⊗ 1) = 0.
D’où, on a

[ε1
1, β

1
1 ]G = −y∗ ⊗ δzzGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ 1)

)
+z∗ ⊗ δzyGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ 1)

)
= −y∗ ⊗ δzz

(
− t0(1⊗ z)

)
+ z∗ ⊗ δzy

(
− t0(1⊗ z)

)
= −y∗ ⊗ δzz(1⊗ z ⊗ 1) + z∗ ⊗ δzy(1⊗ z ⊗ 1)
= −y∗ ⊗ z
= −ε1

1,

ce qui montre

[e1
0, b1

1]G = −e1
1.

Calculons à présent [a1
1, b1

1]G. On a

[α1
1, β

1
1 ]G = x∗ ⊗ δyzGK(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

−x∗ ⊗ δzzGK(1⊗A δyz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1)

+y∗ ⊗ δyzGK(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

−y∗ ⊗ δzzGK(1⊗A δyz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

+z∗ ⊗ δyzGK(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)

−z∗ ⊗ δzzGK(1⊗A δyz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1).

On montre facilement que

(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1) = (1⊗A δyz ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1) = 0

et
(1⊗A δzz ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ⊗ 1) = (1⊗A δyz ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1) = 0.

D’où, on a
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[α1
1, β

1
1 ]G = z∗ ⊗ δyzGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ 1)

)
−z∗ ⊗ δzzGK

(
(1⊗ y)⊗ (1⊗ 1)

)
= z∗ ⊗ δyz (1⊗ z ⊗ 1)− z∗ ⊗ δzz(1⊗ y ⊗ 1)
= z∗ ⊗ y
= α1

1,

ce qui montre

[α1
1, β

1
1 ]G = α1

1.

Le cas p = 2 et q = 1

Calculons [t2
1, t1

0]G. On a
[τ 2

1 , τ
1
0 ]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δ1

x ⊗A 1)− δ1
xGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δ1

x ⊗A 1)− δ1
xGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δ1

x ⊗A 1)− δ1
xGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

Le seul terme non nul de cette somme est

−y∗ ∧ x∗ ⊗ δ1
xGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ∧ x⊗ 1).

On a donc

[τ 2
1 , τ

1
0 ]G = −y∗ ∧ x∗ ⊗ δ1

xGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ 1)

)
= −y∗ ∧ x∗ ⊗ δ1

x

(
− t0(1⊗ z)

)
= 0.

D’une manière analogue, on trouve

[ε2
1, τ

1
0 ]G = [α2

1, τ
1
0 ]G = 0,

ce qui montre
[t2

1, t1
0]G = [e2

1, t1
0]G = [a2

1, t1
0]G = 0.

Calculons à présent [t2
1, e1

1]G. On a
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[τ 2
1 , ε

1
1]G =

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)− δzyGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)− δzyGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)− δzyGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)− z∗ ∧ y∗ ⊗ 0

+z∗ ∧ x∗ ⊗ 0
+y∗ ∧ x∗ ⊗

(
δzy∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)− δzyGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzy∧xGK

(
− (1⊗ z ⊗ 1)⊗ (z ⊗ 1)− (1⊗ z)⊗ (1⊗ z ⊗ 1)

))
+y∗∧x∗⊗

(
δzy∧xGK

(
(1⊗z)⊗(1⊗x⊗1)+(1⊗x⊗1)⊗(z⊗1)

)
−δzyGK

(
(1⊗z)⊗(1⊗1)

))
= z∗ ∧ y∗ ⊗

(
δzy∧x(t1(t0(1⊗ z)z) + t1(1⊗ z ⊗ z)

)
+y∗ ∧ x∗ ⊗

(
δzy∧x(−t1(t0(1⊗ z)x)− t1(1⊗ x⊗ z)− δzy(−t0(1⊗ z))

)
= y∗ ∧ x∗ ⊗

(
δzy∧x(1⊗ z ∧ x⊗ 1)− δzy(1⊗ z ⊗ 1)

)
= 0,

ce qui montre
[t2

1, e1
1]G = 0.

Calculons à présent [t2
1, a1

1]G. On a

[τ 2
1 , α

1
1]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)− δyzGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)− δyzGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)− δyzGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)− z∗ ∧ y∗ ⊗ 0

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)− z∗ ∧ x∗ ⊗ 0

+y∗ ∧ x∗ ⊗ 0− y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δyzGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzy∧xGK

(
(1⊗ y)⊗ (1⊗ y ⊗ 1) + (1⊗ y ⊗ 1)⊗ (y ⊗ 1)

))
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+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzy∧xGK

(
(1⊗ y)⊗ (1⊗ x⊗ 1) + (1⊗ x⊗ 1)⊗ (y ⊗ 1)

))
+y∗ ∧ x∗ ⊗

(
− δyzGK(1⊗ z ⊗ 1)

)
= z∗ ∧ y∗ ⊗ δzy∧x

(
− t1(t0(1⊗ y)y)− t1(1⊗ y ⊗ y)

)
+z∗ ∧ x∗ ⊗ δzy∧x

(
− t1(t0(1⊗ y)x)− t1(1⊗ x⊗ y)

)
−y∗ ∧ x∗ ⊗ δyz

(
− t0(1⊗ z)

)
= 0
+z∗ ∧ x∗ ⊗ δzy∧x(1⊗ y ∧ x⊗ 1)
−y∗ ∧ x∗ ⊗ δyz (1⊗ z ⊗ 1)

= z∗ ∧ x∗ ⊗ z − y∗ ∧ x∗ ⊗ y.

Dans le complexe
(
L∗
(
K,U(r1)ad

)
, d∗

)
=
(
Λ∗(r∗1)⊗ U(r1)ad, d∗

)
défini en 3.2.4, on a

d1(x∗ ⊗ x) = −y∗ ∧ x∗ ⊗ y − z∗ ∧ x∗ ⊗ z

donc les cocyles y∗ ∧ x∗ ⊗ y et z∗ ∧ x∗ ⊗ z sont cohomologues. On a donc
[τ 2

1 , α
1
1]G = 2 z∗ ∧ x∗ ⊗ z + d1(x∗ ⊗ x) = 2α2

1 + d1(x∗ ⊗ x),
ce qui montre

[t2
1, a1

1]G = 2a2
1.

Calculons à présent [t2
1, b1

1]G. On a

[τ 2
1 , β

1
1 ]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)− z∗ ∧ y∗ ⊗ 0

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzy∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)− z∗ ∧ x∗ ⊗ 0

+y∗ ∧ x∗ ⊗ 0− y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzzGK(1⊗A δzy∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzy∧xGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ y ⊗ 1) + (1⊗ y ⊗ 1)⊗ (z ⊗ 1)

))
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+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzy∧xGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ x⊗ 1) + (1⊗ x⊗ 1)⊗ (z ⊗ 1)

))
+y∗ ∧ x∗ ⊗

(
− δzzGK(1⊗ z ⊗ 1)

)
= z∗ ∧ y∗ ⊗ δzy∧x

(
− t1(t0(1⊗ z)y)− t1(1⊗ y ⊗ z)

)
+z∗ ∧ x∗ ⊗ δzy∧x

(
− t1(t0(1⊗ z)x)− t1(1⊗ x⊗ z)

)
−y∗ ∧ x∗ ⊗ δzz

(
− t0(1⊗ z)

)
= z∗ ∧ y∗ ⊗ δzy∧x(1⊗ z ⊗ y)
+z∗ ∧ x∗ ⊗ δzy∧x(1⊗ z ⊗ x)

−y∗ ∧ x∗ ⊗ δzz(1⊗ z ⊗ 1)
)

= −y∗ ∧ x∗ ⊗ z
= −τ 2

1 ,

ce qui montre
[t2

1, b1
1]G = −t2

1.

Calculons à présent [e2
1, e1

1]G. On a

[ε2
1, ε

1
1]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)− δzyGK(1⊗A δyz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)− δzyGK(1⊗A δyz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)− δzyGK(1⊗A δyz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)− z∗ ∧ y∗ ⊗ 0

+z∗ ∧ x∗ ⊗ 0− z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzyGK(1⊗A δyz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)− y∗ ∧ x∗ ⊗ 0

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δyz∧xGK

(
− (1⊗ z ⊗ 1)⊗ (z ⊗ 1)− (1⊗ z)⊗ (1⊗ z ⊗ 1)

))
+z∗ ∧ x∗ ⊗

(
− δzyGK(1⊗ y ⊗ 1)

)
+y∗ ∧ x∗ ⊗

(
δyz∧xGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ x⊗ 1) + (1⊗ x⊗ 1)⊗ (z ⊗ 1)

))
= z∗ ∧ y∗ ⊗ δyz∧x

(
t1(1⊗ z ⊗ z) + t1(t0(1⊗ z)z)−

)
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−z∗ ∧ x∗ ⊗ δzy
(
− t0(1⊗ y)

)
+y∗ ∧ x∗ ⊗ δyz∧x

(
− t1(t0(1⊗ z)x)− t1(1⊗ x⊗ z)

)
= −z∗ ∧ x∗ ⊗ δzy(1⊗ y ⊗ 1)
+y∗ ∧ x∗ ⊗ δz∧xy (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

= −z∗ ∧ x∗ ⊗ z + y∗ ∧ x∗ ⊗ y
= −2 z∗ ∧ x∗ ⊗ z + d1(x∗ ⊗ x)
= −2α2

1 + d1(x∗ ⊗ x),
ce qui montre

[e2
1, e1

1]G = −2a2
1.

Calculons à présent [e2
1, a1

1]G. On a

[ε2
1, α

1
1]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)− δyzGK(1⊗A δyz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)− δyzGK(1⊗A δyz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)− δyzGK(1⊗A δyz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)− δyzGK(1⊗A δyz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δyz∧xGK

(
(1⊗ y)⊗ (1⊗ z ⊗ 1) + (1⊗ z ⊗ 1)⊗ (y ⊗ 1)

))
+z∗∧x∗⊗

(
δyz∧xGK

(
(1⊗y)⊗(1⊗x⊗1)+(1⊗x⊗1)⊗(y⊗1)

)
−δzyGK

(
(1⊗y)⊗(1⊗1)

))
= z∗ ∧ y∗ ⊗ δyz∧x

(
− t1(t0(1⊗ y)z)− t1(1⊗ z ⊗ y)

)
+z∗ ∧ x∗ ⊗

(
δyz∧x

(
− t1(t0(1⊗ y)x)− t1(1⊗ x⊗ y)

)
− δyz (−t0(1⊗ z))

)
= z∗ ∧ x∗ ⊗

(
δyz∧x(1⊗ z ∧ x⊗ 1)− δyz (1⊗ z ⊗ 1)

)
= z∗ ∧ x∗ ⊗ (z − z)
= 0,

ce qui montre
[e2

1, a1
1]G = 0.
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Calculons à présent [e2
1, b1

1]G. On a

[ε2
1, β

1
1 ]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δyz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δyz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δyz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δyz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δyz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δyz∧xGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ z ⊗ 1) + (1⊗ z ⊗ 1)⊗ (z ⊗ 1)

))
+z∗∧x∗⊗

(
δyz∧xGK

(
(1⊗z)⊗(1⊗x⊗1)+(1⊗x⊗1)⊗(z⊗1)

)
−δzzGK

(
(1⊗y)⊗(1⊗1)

))
= z∗ ∧ x∗ ⊗

(
δyz∧x

(
− t1(t0(1⊗ z)x)− t1(1⊗ x⊗ z)

)
− δzz

(
− t0(1⊗ y)

))
= z∗ ∧ x∗ ⊗

(
δyz∧x(1⊗ z ∧ x⊗ 1)− δzz(1⊗ y ⊗ 1)

)
= z∗ ∧ x∗ ⊗ y
= ε2

1,

ce qui montre
[e2

1, b1
1]G = e2

1.

Calculons à présent [a2
1, e1

1]G. On a

[α2
1, ε

1
1]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)− δzyGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)− δzyGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)− δzyGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
− δzyGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzy ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK

(
− (1⊗ z ⊗ 1)⊗ (z ⊗ 1)− (1⊗ z)⊗ (1⊗ z ⊗ 1)

))
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+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
− δzyGK(1⊗ z ⊗ 1)

)
+y∗ ∧ x∗ ⊗

(
δzz∧xGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ x⊗ 1) + (1⊗ x⊗ 1)⊗ (z ⊗ 1)

))
= −z∗ ∧ x∗ ⊗ δzy

(
− t0(1⊗ z)

)
+y∗ ∧ x∗ ⊗ δzz∧x

(
− t1(t0(1⊗ z)x)− t1(1⊗ x⊗ z)

)
= y∗ ∧ x∗ ⊗ δzz∧x(1⊗ z ∧ x⊗ 1)
= y∗ ∧ x∗ ⊗ z
= τ 2

1 ,

ce qui montre
[a2

1, e1
1]G = t2

1.

Calculons à présent [a2
1, a1

1]G. On a

[α2
1, α

1
1]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)− δyzGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)− δyzGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)− δyzGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δyz ⊗A 1)− δyzGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK

(
(1⊗ y)⊗ (1⊗ y ⊗ 1) + (1⊗ y ⊗ 1)⊗ (y ⊗ 1)

))
+z∗ ∧x∗⊗

(
δzz∧xGK

(
(1⊗ y)⊗ (1⊗x⊗ 1) + (1⊗x⊗ 1)⊗ (y⊗ 1)

)
− δyzGK(1⊗ z⊗ 1)

)
= z∗ ∧ x∗ ⊗

(
δzz∧x

(
− t1(t0(1⊗ y)x)− t1(1⊗ x⊗ y)

)
− δyz

(
− t0(1⊗ z)

))
= −z∗ ∧ x∗ ⊗ y
= −ε2

1,

ce qui montre

[a2
1, a1

1]G = −e2
1.

Calculons à présent [a2
1,

b1
1]G. On a

[α2
1, β

1
1 ]G
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= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δzz∧xGK(1⊗A δzz ⊗A 1)− δzzGK(1⊗A δzz∧x ⊗A 1)

)
∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗
(
δzz∧xGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗ y ⊗ 1) + (1⊗ y ⊗ 1)⊗ (z ⊗ 1)

))
+z∗ ∧x∗⊗

(
δzz∧xGK

(
(1⊗ z)⊗ (1⊗x⊗ 1) + (1⊗x⊗ 1)⊗ (z⊗ 1)

)
− δzzGK(1⊗ z⊗ 1)

)
= z∗ ∧ y∗ ⊗

(
δzz∧x

(
− t1(t0(1⊗ z)y)− t1(1⊗ y ⊗ z)

))
+z∗ ∧ x∗ ⊗

(
δzz∧x

(
− t1(t0(1⊗ z)x)− t1(1⊗ x⊗ z)

)
− δzz(−t0(1⊗ z)

))
= −z∗ ∧ x∗ ⊗ δzz(z − z)
= 0,
ce qui montre

[a2
1, b1

1]G = 0.

Remarque 6.3.3.
1. Les relations 6.3.2(2) montrent qu’on a un isomorphisme d’algèbres de Lie(

H1(U(r1),U(r1)), [ , ]G
) ∼= sl(2)×K.t.

2. Les relations 6.3.2(3) décrivent le (sl(2)×K.t)-module H2(U(r1),U(r1)).

6.3.3 α = −a
b où a et b deux entiers positifs

Rappelons([4], p. 12) que les espaces vectoriels H∗(U(rα),U(rα)) ont respective-
ment les bases suivantes :

1. H0(U(rα),U(rα)) = ⊕
i∈N

K t0
i .

2. H1(U(rα),U(rα)) =
(
⊕
i∈N

K t1
i

)⊕(
⊕
j∈N

K e1
j

)
.

3. H2(U(rα),U(rα)) = ⊕
k∈N

K t2
i .

4. H i(U(rα),U(rα)) = 0 pour i ≥ 3.
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Théorème 6.3.4. Le crochet de Gestenhaber est donné par

1. [ , ]G : H1(U(rα),U(rα))⊗H0(U(rα),U(rα))→ H0(U(rα),U(rα))

[t1
i , t0

j ]G = 0 et [e1
i , t0

j ]G = jt0
i+j.

2. [ , ]G : H2(U(rα),U(rα))⊗H0(U(rα),U(rα))→ H1(U(rα),U(rα))

[t2
i , t0

j ]G = jt1
i+j.

3. [ , ]G : H1(U(rα),U(rα))⊗H1(U(rα),U(rα))→ H1(U(rα),U(rα))

[t1
i , t1

j ]G = 0 , [t1
i , e1

j ]G = −it1
i+j et [e1

i , e1
j ]G = (j − i)e1

i+j.

4. [ , ]G : H2(U(rα),U(rα))⊗H1(U(rα),U(rα))→ H2(U(rα),U(rα))

[t2
i , t1

j ]G = 0 et [t2
i , e1

j ]G = (j − i)t2
i+j

La suite est consacrée à la démonstration du théorème 6.3.4.
D’après Chouhy et Solotar, les éléments suivants sont des cocycles ([4], p.12) :

En dimension 0 : τ 0
i := 1

b
yaizbi

En dimension 1 : τ 1
i := 1

b
x∗ ⊗ yaizbi, ε1

j := 1
b
y∗ ⊗ yajzbj+1,

En dimension 2 : τ 2
i := 1

b
z∗ ∧ x∗ ⊗ yaizai+1.

On désigne par t∗· la classe de cohomologie du cocycle τ ∗· et e∗· la classe de coho-
mologie du cocycle ε∗· . D’après Chouhy et Solotar, les éléments (t∗· , e∗·) forment une
base de H∗

(
U(r1),U(r1)

)
.

Calculons à présent le crochet de Gerstenhaber sur H∗(U(rα),U(rα)) à l’aide du
théorème 4.2.7.

Le cas p = 1 et q = 0

Calculons [t1
i , t0

j ]G. On a

[τ 1
i , τ

0
j ]G = 1

b2 δ
yaizbi

x GK(1⊗A δy
ajzbj

1 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ 1)

= 1
b2 δ

yaizbi

x GK(1⊗ yajzbj ⊗ 1)

= 1
b2 δ

yaizbi

x

(
− t0(1⊗ yajzbj)

)
= 1

b2 δ
yaizbi

x

( aj∑
`=1

y`−1 ⊗ y ⊗ yaj−`zbj +
bj∑
`=1

yajz`−1 ⊗ z ⊗ zbj−`
)

166



6.3. ALGÈBRE ENVELOPPANTE DE L’ALGÈBRE DE LIE DE TYPE Rα

= 0 + 0,
ce qui montre

[t1
i , t0

j ]G = 0.

Caclulons à présent [e1
i , t0

j ]G. On a

[ε1
i , τ

0
j ]G = 1

b2 δ
yaizbi+1
z GK(1⊗A δy

ajzbj

1 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ 1)

= 1
b2 δ

yaizbi+1
z GK(1⊗ yajzbj ⊗ 1)

= 1
b2 δ

yaizbi+1
z

(
− t0(1⊗ yajzbj)

)
= 1

b2 δ
yaizbi+1
z

( aj∑
`=1

y`−1 ⊗ y ⊗ yaj−`zbj +
bj∑
`=1

yajz`−1 ⊗ z ⊗ zbj−`
)

= 1
b2

bj∑
`=1

yajz`−1(yaizbi+1)zbj−`

= j
b
ya(i+j)zb(i+j)

= jτ 0
i+j,

ce qui montre
[t1
i , t0

j ]G = jt0
i+j.

Le cas p = 2 et q = 0

Calculons [t2
i , t0

j ]G. On a

[τ 2
i , τ

0
j ]G = 1

b2 x
∗ ⊗ δy

aizbi+1

z∧x GK(1⊗A δy
ajzbj

1 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1)

+ 1
b2 y

∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x GK(1⊗A δy
ajzbj

1 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

+ 1
b2 z
∗ ⊗ δy

aizbi+1

z∧x GK(1⊗A δy
ajzbj

1 ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)

= 1
b2 x

∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x GK

(
(1⊗ yajzbj)⊗ (1⊗ x⊗ 1) + (1⊗ x⊗ 1)⊗ (1⊗ yajzbj)

)
+ 1
b2 y

∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x GK

(
(1⊗ yajzbj)⊗ (1⊗ y ⊗ 1) + (1⊗ y ⊗ 1)⊗ (1⊗ yajzbj)

)
+ 1
b2 z
∗ ⊗ δy

aizbi+1

z∧x GK

(
(1⊗ yajzbj)⊗ (1⊗ z ⊗ 1) + (1⊗ z ⊗ 1)⊗ (1⊗ yajzbj)

)
= 1

b2 x
∗ ⊗ δy

aizbi+1

z∧x
(
− t1(t0(1⊗ yajzbj)x)− t1(1⊗ x⊗ yajzbj)

)
+ 1
b2 y

∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x
(
− t1(t0(1⊗ yajzbj)y)− t1(1⊗ y ⊗ yajzbj)

)
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+ 1
b2 z
∗ ⊗ δy

aizbi+1

z∧x
(
− t1(t0(1⊗ yajzbj)z)− t1(1⊗ z ⊗ yajzbj)

)
.

= 1
b2 x

∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x
(
t1
( aj∑
`=1

y`−1 ⊗ y ⊗ yaj−`zbjx+
bj∑
`=1

yajz`−1 ⊗ z ⊗ zbj−`x
))

+ 1
b2 y

∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x t1
( bj∑
`=1

yajz`−1 ⊗ z ⊗ zbj−`y + 0
)

+ 1
b2 z
∗ ⊗ δy

aizbi+1

z∧x
(
0−

aj∑
`=1

y`−1 ⊗ z ∧ y ⊗ yaj−`zbj
)
.

Mais

t1
( bj∑
`=1

yajz`−1 ⊗ z ⊗ zbj−`y
)

=
bj∑
`=1

yajz`−1 ⊗ z ∧ y ⊗ zbj−`

et

δy
aizbi+1

z∧x (
bj∑
`=1

yajz`−1 ⊗ z ∧ y ⊗ zbj−`) = 0.

On a donc

[τ 2
i , τ

0
j ]G = 1

b2 x
∗ ⊗ δy

aizbi+1

z∧x
(
t1
( aj∑
`=1

y`−1 ⊗ y ⊗ yaj−`zbjx+
bj∑
`=1

yajz`−1 ⊗ z ⊗ zbj−`x
))
.

Or, par récurrence, on trouve

yaj−`zbjx = xyaj−`zbj + `yaj−`zbj et zbj−`x = xzbj−` + a(bj−`)
b

zbj−`.

D’où, on a

[τ 2
i , τ

0
j ]G = 1

b2 x
∗ ⊗ δy

aizbi+1

z∧x t1
( aj∑
`=1

y`−1 ⊗ y ⊗ (xyaj−`zbj + `yaj−`zbj)
)

+ 1
b2 x

∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x t1
( bj∑
`=1

yajz`−1 ⊗ z ⊗ (xzbj−` + a(bj − `)
b

zbj−`)
)

= 1
b2 x

∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x
( aj∑
`=1

y`−1 ⊗ y ∧ x⊗ yaj−`zbj
)

+ 1
b2 x

∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x
( bj∑
`=1

yajz`−1 ⊗ z ∧ x⊗ zbj−`
)

= j
b
x∗ ⊗ ya(i+j)zb(i+j)
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= jτ 1
i+j,

ce qui montre
[t2
i , t0

j ]G = j t2
i+j.

Le cas p = q = 1

Calculons [t1
i , t1

j ]G. On a

[τ 1
i , τ

1
j ]G = 1

b2 x
∗ ⊗ δyaizbix GK(1⊗A δy

ajzbj

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1)

− 1
b2 x

∗ ⊗ δyajzbjx GK(1⊗A δy
aizbi

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1)

+ 1
b2 y

∗ ⊗ δyaizbix GK(1⊗A δy
ajzbj

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

− 1
b2 y

∗ ⊗ δyajzbjx GK(1⊗A δy
aizbi

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

+ 1
b2 z
∗ ⊗ δyaizbix GK(1⊗A δy

ajzbj

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)

− 1
b2 z
∗ ⊗ δyajzbjx GK(1⊗A δy

aizbi

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)

= 1
b2 x

∗ ⊗ δyaizbix GK

(
(1⊗ yajzbj)⊗ (1⊗ 1)

)
− 1
b2 x

∗ ⊗ δyajzbjx GK

(
(1⊗ yaizbi)⊗ (1⊗ 1)

)
= 0,

ce qui montre
[t1
i , t1

j ]G = 0.

Calculons à présent [t1
i , e1

j ]G. On a

[τ 1
i , ε

1
j ]G = 1

b2 x
∗ ⊗ δyaizbix GK(1⊗A δy

ajzbj+1
z ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

− 1
b2 x

∗ ⊗ δyajzbj+1
z GK(1⊗A δy

aizbi

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ x⊗ 1)

+ 1
b2 y

∗ ⊗ δyaizbix GK(1⊗A δy
ajzbj+1
z ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ⊗ 1)

− 1
b2 y

∗ ⊗ δyajzbj+1
z GK(1⊗A δy

aizbi

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ⊗ 1)

+ 1
b2 z
∗ ⊗ δyaizbix GK(1⊗A δy

ajzbj+1
z ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ⊗ 1)

− 1
b2 z
∗ ⊗ δyajzbj+1

z GK(1⊗A δy
aizbi

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ⊗ 1)

= − 1
b2 x

∗ ⊗ δyajzbj+1
z GK

(
(1⊗ yaizbi)⊗ (1⊗ 1)

)
+ 1
b2 z
∗ ⊗ δyaizbix GK

(
(1⊗ yajzbj+1)⊗ (1⊗ 1)

)
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= 1
b2 x

∗ ⊗ δyajzbj+1
z t0(1⊗ yaizbi)

= − 1
b2 x

∗ ⊗ δyajzbj+1
z

( ai∑
`=1

y`−1 ⊗ y ⊗ yai−`zbi +
bi∑
`=1

yaiz`−1 ⊗ z ⊗ zbi−`
)

= − i
b
x∗ ⊗ ya(i+j)zb(i+j)

= −i τ 1
i+j,

ce qui montre
[t1
i , e1

j ]G = −i t1
i+j.

Calculons à présent [e1
i , e1

j ]G. On a
[ε1
i , ε

1
j ]G = 1

b2 x
∗ ⊗ δyaizbi+1

z GK(1⊗A δy
ajzbj+1
z ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

− 1
b2 x

∗ ⊗ δyajzbj+1
z GK(1⊗A δy

aizbi+1
z ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ x⊗ 1)

+ 1
b2 y

∗ ⊗ δyaizbi+1
z GK(1⊗A δy

ajzbj+1
z ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ⊗ 1)

− 1
b2 y

∗ ⊗ δyajzbj+1
z GK(1⊗A δy

aizbi+1
z ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ⊗ 1)

+ 1
b2 z
∗ ⊗ δyaizbi+1

z GK(1⊗A δy
ajzbj+1
z ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ⊗ 1)

− 1
b2 z
∗ ⊗ δyajzbj+1

z GK(1⊗A δy
aizbi+1
z ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ⊗ 1)

= 1
b2 z
∗ ⊗ δyaizbi+1

z

( aj∑
`=1

y`−1 ⊗ y ⊗ yaj−`zbj+1 +
bj+1∑
`=1

yajz`−1 ⊗ z ⊗ zbj−`+1
)

− 1
b2 z
∗ ⊗ δyajzbj+1

z

( ai∑
`=1

y`−1 ⊗ y ⊗ yai−`zbi+1 +
bi+1∑
`=1

yaiz`−1 ⊗ z ⊗ zbi−`+1
)

= j−i
b
z∗ ⊗ ya(i+j)zb(i+j)+1

= (j − i) ε1
i+j,

ce qui montre
[e1
i , e1

j ]G = (j − i) e1
i+j.

Le cas p = 2 et q = 1

Calculons [t2
i , t1

j ]G. On a

[τ 2
i , τ

1
j ]G

= z∗∧y∗⊗
(
δy

aizbi+1

z∧x GK(1⊗Aδy
ajzbj

x ⊗A1)−δyajzbjx GK(1⊗Aδy
aizbi+1

z∧x ⊗A1)
)
∆(2)
K (1⊗z∧y⊗1)
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+z∗∧x∗⊗
(
δy

aizbi+1

z∧x GK(1⊗Aδy
ajzbj

x ⊗A1)−δyajzbjx GK(1⊗Aδy
aizbi+1

z∧x ⊗A1)
)
∆(2)
K (1⊗z∧x⊗1)

+y∗∧x∗⊗
(
δy

aizbi+1

z∧x GK(1⊗Aδy
ajzbj

x ⊗A1)−δyajzbjx GK(1⊗Aδy
aizbi+1

z∧x ⊗A1)
)
∆(2)
K (1⊗y∧x⊗1)

= z∗∧x∗⊗
(
δy

aizbi+1

z∧x GK(1⊗Aδy
ajzbj

x ⊗A1)−δyajzbjx GK(1⊗Aδy
aizbi+1

z∧x ⊗A1)
)
∆(2)
K (1⊗z∧x⊗1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x GK(1⊗A δy
ajzbj

x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ x∗ ⊗
(
δy

aizbi+1

z∧x GK

(
− (1⊗ z ⊗ 1)⊗ (yajzbj ⊗ 1)− (1⊗ yajzbj)⊗ (1⊗ z ⊗ 1)

)
−z∗ ∧ x∗ ⊗ δyajzbjx GK

(
(1⊗ yaizbi+1)⊗ (1⊗ 1)

)
+y∗ ∧ x∗ ⊗ δy

aizbi+1

z∧x GK

(
− (1⊗ y ⊗ 1)⊗ (yajzbj ⊗ 1)− (1⊗ yajzbj)⊗ (1⊗ y ⊗ 1)

)
= 0,
ce qui montre

[t2
i , t1

j ]G = 0.

Calculons à présent [t2
i , e1

j ]G. On a

[τ 2
i , ε

1
j ]G

= z∗ ∧ y∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x GK(1⊗A δy
ajzbj+1
z ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

−z∗ ∧ y∗ ⊗ δyajzbj+1
z GK(1⊗A δy

aizbi+1

z∧x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ∧ y ⊗ 1)

+z∗ ∧ x∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x GK(1⊗A δy
ajzbj+1
z ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

−z∗ ∧ x∗ ⊗ δyajzbj+1
z GK(1⊗A δy

aizbi+1

z∧x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ z ∧ x⊗ 1)

+y∗ ∧ x∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x GK(1⊗A δy
ajzbj+1
z ⊗A 1)∆(2)

K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

−y∗ ∧ x∗ ⊗ δyajzbj+1
z GK(1⊗A δy

aizbi+1

z∧x ⊗A 1)∆(2)
K (1⊗ y ∧ x⊗ 1)

= z∗ ∧ y∗ ⊗ δy
aizbi+1

z∧x GK

(
(1⊗ yajzbj+1)⊗ (1⊗ y ⊗ 1) + (1⊗ y ⊗ 1)⊗ (1⊗ yajzbj+1)

)
+z∗ ∧ x∗ ⊗ δy

aizbi+1

z∧x GK

(
(1⊗ yajzbj+1)⊗ (1⊗ x⊗ 1) + (1⊗ y ⊗ 1)⊗ (1⊗ yajzbj+1)

)
)

−z∗ ∧ x∗ ⊗ δyajzbj+1
z GK

(
(1⊗ yaizbi+1)⊗ (1⊗ 1)

)
= j−i

b
z∗ ∧ x∗ ⊗ ya(i+j)zb(i+j)+1

= (j − i) τ 2
i+j,

ce qui montre

171



6.3. ALGÈBRE ENVELOPPANTE DE L’ALGÈBRE DE LIE DE TYPE Rα

[t2
i , e1

j ]G = (j − i) t2
i+j.
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