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Crochet de Gerstenhaber pour les algebres enveloppantes
d’algeébres de Lie de dimension finie

Résumé

Dans cette these, nous décrivons explicitement la structure multiplicative et la
structure d’algebre de Lie graduée sur la cohomologie de I’algebre enveloppante d'une
algebre de Lie de dimension finie.

Dans un premier temps, nous introduisons une structure multiplicative de la co-
homologie de 'algebre de Lie. Ensuite, nous montrons explicitement qu’il existe un
isomorphisme d’algebres graduées commutatives entre 1’algebre de cohomologie de
Hochschild de I'algebre enveloppante munie du produit cup et 'algebre de cohomolo-
gie de 'algebre de Lie.

Dans un deuxieme temps, nous introduisons une structure d’algebre de Lie gra-
duée sur la cohomologie de 'algebre de Lie. Ensuite, nous montrons qu’il existe un
isomorphisme d’algebres de Lie graduées entre 'algebre de Lie de cohomologie de
Hochschild de I'algebre enveloppante munie du crochet de Gerstenhaber et 1’algebre
de cohomologie de ’algebre de Lie.

Enfin, nous décrivons completement le crochet de Gerstenhaber sur la cohomologie
de Hochschild de I'algebre enveloppante d'une algebre de Lie de dimension < 3.

Mots clés

(Co)homologie de Hochschild, produit cup, produit cap, algebre de Gerstenhaber,
algebre envelppante.



Gerstenhaber bracket for the enveloping algebras of
finite-dimensional Lie algebras

Abstract

In this thesis, we explicitly describe the multiplicative structure and the graded
Lie algebra structure of the cohomology of finite-dimensional Lie algebras.

In a first step, we introduce a multiplicative structure for the cohomology of Lie
algebra. Then, we explicitly show that there exists an isomorphism of commutative
graded algebras between the Hochschild cohomology algebra of the enveloping algebra
provided with the cup product and the cohomology algebra of the Lie algebra.

In a second step, we introduce a graded Lie algebra structure for the cohomology
of Lie algebra. Then, we show that there exists an isomorphism of graded Lie algebras
between the Hochschild cohomology Lie algebra of the enveloping algebra provided
with the Gerstenhaber bracket and the cohomology algebra of the Lie algebra.

Finally, we describe completely the Gerstenhaber bracket on the Hochschild coho-
mology of the enveloping algebra of a Lie algebra for dimension < 3.

Keywords

Hochschild (co)homology, cup product, cap product, Gerstenhaber algebra, enveloping
algebra.
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Introduction

L’homologie de Hochschild et la cohomologie de Hochschild sont des théories ho-
mologiques et cohomologiques définies a 'origine pour les algebres associatives, mais
qui ont été généralisées a des catégories plus générales. Elles ont été introduites par
Gerhard Hochschild en 1945 dans [13]. En 1963, dans [12], Gerstenhaber a introduit
deux opérations sur les groupes de cohomologie de Hochschild H*(A, A) : le produit
cup

U: HP(A, A) @ HY(A, A) —s HP(A, A)

et le crochet
[, ]e: HP(A,A) @ HY(AA) — Herq*l(A,A).

I1 a montré que la cohomologie de Hochschild H*(A, A) de A munie du produit cup
U est une algebre associative et commutative au sens gradué c’est-a-dire que si « et
[ sont des éléments homogenes de degrés respectifs p et ¢, on a

aUp=(-1)PguUa.

Il a également démontré que H*™' (A, A) munie du crochet de Gerstenhaber [, |¢ a
une structure d’algebre de Lie graduée c’est-a-dire qu’on a

L [a>B]G = (_1)(1)71)((171)[6’0‘]6'7
2. (1) [, Blg, Ale + (=1)PVEI]B, 9]g, ale

+(=1) Iy, afe, Blg =0
ouy € H"(A,A).

Deux conséquences résultent de cette structure :

1. (HY(A,A),[, ]g) est une algebre de Lie.
2. H*(A, A) est un H*(A, A)-module de Lie.
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En identifiant H*(A, A) & Der(A, A)/Der(Int(A, A)), le crochet de Gerstenhaber s’iden-
tifie au crochet des commutateurs des dérivations extérieures. De plus, pour

a € HPTY(A, A), [, —]g est une dérivation de degré p de I'algébre graduée commuta-
tive (H*(A, A),U), c’est-a-dire qu’on a la relation

[, BUAG = [a, Bla Uy + (—=1)PTIFIB U [, 4]6.

En raison de la complexité des définitions, la compréhension des deux structures
Uet [, ]g reste difficile.

Soit K un corps de caractéristique positive. Soit K[G] 1'algebre de groupe d’un
groupe abélien fini. Dans [11], T. Holm a décrit completement la structure multipli-
cative <H*(K[G],K[G]), U) de la cohomologie de l'algebre de groupe K[G]. A partir
de ce résultat, Claude Cibils et Andrea Solotar ont prouvé directement dans [0] que
'algebre de cohomologie de Hochschild de K[G] est isomorphe au produit tensoriel
de T'algeébre de cohomologie habituelle (H *(G,K), U) avec I'algebre de groupe K|[G].
Dans [3, 9], K. Erdmann, T. Holm et N. Snashall ont calcule la cohomologie de Hoch-
schild des algebres autoinjectives de type de représentation fini de type A. En 2006,
dans [I'1], J. Fan et Y. Xu ont montré que la structure multiplicative pour 1'algebre
de Fibonacci sur un corps est triviale. En 2008, C.-H. Eu a calculé dans [10] celles des
algebres préprojectives.

Plusieurs résultats ont été obtenus concernant le crochet de Gerstenhaber. En
2001, dans [25], Strametz a étudié la structure d’algebre de Lie du premier groupe de
la cohomologie de Hochschild d’une algebre monomiale de dimension finie en termes de
la combinatoire du carquois, en caractéristique quelconque. Une de ses contributions
a été de donner des conditions nécessaires et suffisantes aux données combinatoires
des algebres monomiales afin de garantir la semi-simplicité dans le premier groupe
de cohomologie. De plus, elle a montré que dans ce cas, ’algeébre de Lie semi-simple
obtenue est un produit direct de certaines algebres de Lie de matrices de trace nulle.
En 2006, dans [!], Bustamante a montré que la structure d’algebre de Lie gradué de la
cohomologie des algebres de chalnes quadratiques triangulaires est triviale. En 2008,
dans [22, 23], Sdnchez-Flores a étudié la structure de module de Lie de la cohomologie
des algebres monomiales dont le carré du radical est nul. Pour de telles algebres, dans
[5], Claude Cibils a calculé les groupes de cohomologie en utilisant la combinatoire du
carquois. En 2014, dans [27], la structure d’algebre de Lie graduée de la cohomologie a
été calculé explicitement pour les algebres symétriques quantiques et leurs extensions.

Dans cette these, nous nous intéressons aux algebres enveloppantes de Sridharan
Us(g) d'une algebre de Lie g de dimension finie. Ces algebres ont été introduites par
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Sridharan dans [21]. Ces algebres Uy (g) sont des généralisations des algebres envelop-
pantes usuelles car, pour f =0, on a Us(g) = U(g).

Cartan et Eilenberg construisent dans ([2], p. 277) des isomorphismes d’espaces
vectoriels entre la (co)homologie de Hochschild des algebres enveloppantes d’algebres
de Lie et la (co)homologie de Lie d’algebres de Lie :

Ot H*(U(g), U(9)) = H; (9, U(9)™) et DT - Ho(U(g), U(g)) = H*(g,U(g)™).

En homologie, cet isomorphisme a été décrit explicitement par Kassel ([15], corol. 5,
p. 241-242).

Pour calculer la cohomologie de Hochschild des algebres de Sridharan H*(U(g),Us(g)),
on remarque que Uy (g) est un U (g)-module pour la représentation adjointe(3.2, p. 61),
noté Z/{f (g)ad.

Nous montrons qu’il existe une structure d’algebres graduées commutatives

(Hiolo. U0 U

et que, de plus, on a un isomorphisme d’algebre graduée commutative

®; (H WUsle) Us(0)).0) = (HiloUsle)™), i)

ou U désigne le produit cup introduit par Cartan et Eilenberg ([2], p. 217) et par
Gerstenhaber ([12], p. 278). Pour f = 0, ®} est I'isomorphisme d’espaces vectoriels
classique de Cartan-Eilenberg c-a-d. ®}_, = ®¢.

L’homologie de Hochschild de Uf(g) a été calculée par Kassel dans [15] a l'aide
d’une petite résolution que nous utiliserons beaucoup. Dans [1], Chouhy et Solotar
ont calculé la cohomologie de Hochschild en tant qu’espace vectoriel gradué pour g
de dimension 3.

Le but de cette these est d’écrire le produit cup et le crochet de Gerstenhaber
de H*(Us(g),Us(g)) sur les cochaines a partir de la «petite» résolution de Kassel de
Us(g). Deux outils sont nécessaires pour mener a bien ce projet.

Premier outil : en 1988, C. Kassel a construit une résolution

o Us(g) © A (g) @ Up(g) 25 Up(g) @ AP (g) @ Us(g) — ..

de Us(g) a partir de la résolution de Chevalley-Eilenberg aussi qu'un morphisme
de comparaison

e+ (Us(s) @ A*(9) @ Us(), 1) — (Ur(o) @ Us(8) ®Uy(a), 0™

de source la résolution de Kassel & valeurs dans la résolution bar.
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Deuziéme outil : en 2016, dans [19], C. Negron et S. Witherspoon ont proposé
une construction du crochet de Gerstenhaber a partir d’une résolution de I’al-
gebre qui n’est pas nécessairement la résolution bar. Cette construction nécessite
I’expression des morphismes de comparaison entre ces deux résolutions.

L’étape la plus délicate reste la description du morphisme

0. (Up(e) ©Ua) " @ Upl), 02 ) — (Us(g) ® A*(g) @ Us(g), 1,
de source la résolution bar a valeurs dans la petite résolution. Remarquons que, dans
[21], S. Riviére a proposé une description topologique d’un morphisme de comparaison
sur le corps des réels. Mais ce morphisme de comparaison, a notre connaissance, ne
semble pas permettre de décrire explicitement les structures U et [, ]g. Dans nos
recherches, on a pu décrire explicitement ces structures a partir du morphisme de
complexes construit au chapitre 2 de cette these.

Une partie importante de ce mémoire est consacrée au calcul d’'une homotopie

te: Up(g) @ N (g) @ Up(g) — Up(g) © A (g) @ U (g)

pour la résolution de Kassel. Cette homotopie nous a conduit a décrire explicitement
le morphisme de complexe

n: (U(e) @ Us(e)”” @ Us(e),b™) — (Us(s) ® A*(9) @ Us(g), ).

Ce morphisme est indispensable pour nous permettre d’écrire explicitement le produit
cup U, le produit cap N et le crochet de Gerstenhaber [, ]g a partir de la petite
«résolution de Kassel» sur les chaines et les cochaines.

Une autre partie importante de nos travaux est consacrée aux exemples. Nous
décrivons le crochet de Gerstenhaber sur la cohomologie de Hochschild de I'algebre
enveloppante d’une algebre de Lie de dimension < 3. En particulier, pour l'algebre de
Lie de Heisenberg b, nous détaillons complétement la structure d’algebre de Lie gra-
duée (H*(U(h),U(b)),[, ]o) ainsi que (H*U(xa),U(xa)), [, Ja) oit to est Talgtbre
de Lie de dimension 3 de type a avec a € Q, ¢ {—1}.

Ce manuscrit s’articule en six parties

1. Chapitre 1 : on commence par rappeler les définitions de I’homologie de Hoch-
schild, la cohomologie de Hochschild, le produit cup, le produit cap et le crochet
de Gerstenhaber pour une K-algebre quelconque ou K est un corps. Ensuite, on
rappelle la définition d’une algebre enveloppante de Sridharan d'une algebre de
Lie et nous introduisons la «petite» résolution de Kassel de Uy (g).
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2. Chapitre 2 : cette partie est essentiellement consacrée a ’écriture explicite d’une
homotopie pour la résolution de Kassel. Cette homotopie nous permet d’intro-
duire le morphisme de complexes de source la résolution bar a valeurs dans la
«petite» résolution de Kassel.

3. Chapitre 3 : cette partie décrit explicitement la structure du produit cup Up;.
de l'algebre Hj, (g,Us(g)*?). On montre ensuite qu'il existe un isomorphisme
d’algebres graduées commutatives

(H* U (0), Uy (). U) = (H (0. Uy(0)"), Usec)

ol la cohomologie de I'algebre de Lie est calculée a coefficients dans la représen-
tation adjointe U (g)*.

4. Chapitre / : cette partie décrit explicitement le crochet de Gerstenhaber [, |5
de I'algebre de Lie graduée Hit' (g, Us(g)?).

5. Chapitre 5 : cette partie décrit explicitement la structure du produit cap Nr;e
qui définie une action de Hj, (g,Us(g)*) sur HX(g,U;(g)*!). On montre qu’il
existe un diagramme commutatif

HE(g,Us(9)*) @ H,.(9,Us(g)*) 2 HE (g,Us(5)*)

q

| J

H,(Uy(9),Us(9)) © H(Us(g),Us(8)) *— Hpy(Us(0),Us(9))
ou les fleches verticales sont des isomorphismes.

6. Chapitre 6 : nous décrivons completement le crochet de Gerstenhaber sur la
cohomologie de Hochschild de I'algebre enveloppante de 1’algebre de Heisenberg
h et de 'agebre de type a t,. Nos calculs nous ont permis de décrire 1'algebre
de Lie (Hl(U(h),L{(h)), [, ]G) en termes d’algebres de Witt. Ce résultat peut

également se retrouver en termes de dérivations via I’isomorphisme

H'(U(b),U(h)) = Derg (U(h))/Der Intg(U(h)).



Chapitre 1

Rappels et notations

Ce chapitre préliminaire rassemble les outils nécessaires. On fixe K un corps. On
note ® le produit tensoriel ®k. Dans tout ce texte, A est une K-algebre associative
unitaire d’algebre opposée A°?. On pose A¢ := A ® A°. On note g une K-algebre de
Lie de dimension finie n et de base (z1,...,2,).

1.1 Résolutions d’une K-algebre

Définition 1.1.1 ([20], p. 2). Un complexe de chaines de A-modules est un couple
(C.,d,) ou C, est un A-module gradué et ot d, : Cy — C, est une application linéaire
de degré —1, appelée différentielle telle que pour tout n € Z, on a d, o d,+1 = 0.

dn+2 dn+1 dn
Oy —Chyy — C = Chq ...

Définition 1.1.2 ([20], p. 3). Un complexe de cochaines de A-modules est un couple
(Cy,dy) ot C, est un A-module gradué et ou d, : C, — C, est une application linéaire
de degré +1, appelée différentielle telle que pour tout n € Z, on a d, 11 0d, = 0.

dn, dn+1 dn+2
Cn —>Cn+1 —>Cn+2 —>Cn+3...

Définition 1.1.3 ([20], p. 2). Soient (C1,dl) et (C?,d?) deux complezes de (co)chaines
de

A-modules. Un morphisme de complexes f : (Cl,d}) — (C? d?) est une application

* ) Uk * ) Uk

linéaire de degré 0 qui commute aux différentielles :
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oLt 2

Co 57— Chs
fnfl

Définition 1.1.4 ([20], p. 3). Un morphisme de complexes de (co)chaines de A-
modules

f:CY — C? est appelé quasi-isomorphisme si 'application induite en (co)homologie
est un isomorphisme.

Définition 1.1.5 ([2], p. 75). Soient A un anneau et M wun A-module. Une A-
résolution projective (resp. libre) du A-module M est une suite ezacte de A-modules

LM p dp o P A DS M0

dans laquelle tous les P, sont des A-modules projectifs (resp. libres). L’application
surjective € s’appelle ['augmentation.

D’apres ([18], p. 280 et [17], p. 12), le complexe (Bar*(A), bEar)

bar bbar bar bar

b b o
28 Baryy 1 (A) 25 Bar,(A) 2 Bar, 1 (A4) 2= ...
est défini par Bar,(A) := AQA®*®A et ou1 bP*" est définie pour ap®@a;®- - -®a,Qa, 1 €
Bar,(A) par

p
b‘;“(ao Q@ Qay®ap1) =Y (~1)'a0 @+ ® aer1 @ - @ tpyr.
=0

L’augmentation de ce complexe est la multiplication p : AQ A — A avec u(a®b) = ab.

Proposition 1.1.6 ([18], p. 281 et [L7], p. 12). Le compleze bar (Bar*(A),b'jar) est
une A°-résolution projective du A°-module a gauche A appelée résolution bar.

Posons A := A/K. D’apres ([13], p. 282 et [17], p. 13), le complexe (%*(A),bfar)

ot % m— bt = b5y
... — Bar,;1(A) — Bar,(A) — Bar, 1(A) — ...
est défini par Bar, (A) := AQA” @A et ot P est définie pour ag®a1®- - -Qa,Ray 1 €
Bar,(A) par

p
b;ar<a0®a71®"'®a7p®ap+l) :Z(—1)£a0®a71®"'®7a£a5+1®"'®@®Gp+1-
/=0

L’augmentation de ce complexe est la multiplication.
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Proposition 1.1.7 ([18], p. 282 et [17], p. 13). Le compleze (Biar*(A),b'jar) est une
résolution projective du A°-module a gauche A appelé résolution bar normalisée. L’ap-
plication

(Bar.(A), ") — (Bar.(A), )

induite par la projection A — A est un quasi-isomorphisme de complezes.

1.2 Homologie et cohomologie de Hochschild

1.2.1 Homologie
Définition 1.2.1 ([17], p. 12). L’homologie de Hochschild de A est définie par

H,(A,A) = Tor (A, A).

On a donc H, (A, A) = H.(A ®ue Pi,id ®ac d,) ot (Py, d,) est une A°-résolution
projective de A.

Soit (Bar*(A), bEar) la résolution bar introduite dans la section 1.1. Pour p € N,

posons
Cp(A, A) :== A ®4e Bar,(A)

et
C’E(A, A) = AR A®P,

L’isomorphisme de K-espaces vectoriels C, (A, A) = C(A, A) induit un isomorphisme
de complexes
(Co(A, A) ida @4 0) = (CE(A, A),b,)

ou

by, C’E(A,A) — C’Efl(A,A)
est donnée pour a @ a; ® --- ®a, € A ® AP par
bla®Ra ®---®ay) = a1 @az - ay,
p—1
+ Y (-Da®a® - Qaan ® - Qa,

/=1

+ (—1)Paa®a1 @ @ ap_1.
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1.2. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD

Proposition 1.2.2 ([17], p. 9 et [18], p. 288). Pour tout entier p > 0, I’homologie de
Hochschild est donnée par

Hy(AA) = Hp((j}(A, A), b*).

Soit (Biar* (A), b'far) la résolution bar normalisée introduite dans la section 1.1. On

a
Hy(A, A) = Hy(A @ Bar,(A),ida @ac 02).
Posons -
Cp(A, A) := A® e Bary(A)
et

—K L —®p
C,(AA):=A0 A",

Le passage au quotient de b, : C*(A, A) — CF (A, A) définit une différentielle tou-
jours notée
by C,p (A, A) = Ty (A, A).

Corollaire 1.2.3. Pour tout entier p > 0, on a

H,y(A, A) = H,(C (A, A),b,).

1.2.2 Cohomologie
Définition 1.2.4 ([17], p. 41). La cohomologie de Hochschild de A est définie par

H*(A, A) = Ext’y. (A, A).

On a donc H*(A,A) = H*(Homye(Py, A), (d.)") ot (P.,d.) est une A®-résolution
projective de A.

Posons
CP(A, A) := Homye (Bar,(A), A)

et
CE(A, A) := Homg (A%, A).

L’isomorphisme de K-espaces vectoriels C?(A, A) =2 CE (A, A) induit un isomorphisme
de complexes

(CP(A, A), (0™)") = (CL(A, A), 1)

12



1.3. LES PRODUITS CUP ET CAP

ou
WP CE(A,A) — CETH(A, A)

est donnée pour f € CR(A, A) et a1 ® -+ ® ap1 € A®PT! par
b(f)(a1 Q& ap+1) = alf(CLQ ®-Q ap+1>
P
+ Z(_l)éf(al Q- @ apap Q- & ap+1)
=1

+ (_1)p+1f(a1 K- ap)“p—&-l-

Proposition 1.2.5 ([17], p. 37 et [18], p. 284). Pour p > 0 un entier, la cohomologie
de Hochschild est donnée par

HP(A, A) == HP(CL(A, A), b%).

Posons
ép(A, A) := Hom e (%p(A), A)

et
C?(A, A) := Homg (A" A).

Le passage au quotient de b : Ck(A, A) — CET(A, A) définit une différentielle tou-
jours notée

P Ch(A, A) — CHH(A, A).
Proposition 1.2.6. Pour tout entier p > 0, on a

HP(A,A) = H?(Cx (A, A),b").

1.3 Les produits cup et cap

1.3.1 Produit cup
Rappelons la définition du produit cup([12], p. 278 et [2], p. 217) :
U: HP(A,A) @ HI(A, A)—HPTI(A, A).
Ce produit cup est défini a partir de 'application également notée U

CP (A, A) @ CL(A, A) 5 CY(A, A).

13



1.3. LES PRODUITS CUP ET CAP

Ecrivons o € H?(A, A) et § € HI(A, A) sous la forme o = cl(f) et 3 = cl(g) ou
f e Cr(AA) et g € Cx(A, A) sont des b-cocyles normalisés. On définit 1'élément
fUg de C% (A, A) par la formule

(fUGa1® - @ aprg) = fla1 ® -+ @ ap)g(aps1 ® - -+ @ Apiq)- (1.3.1.1)

La formule
b(fUg)=0b(f)Ug+ (=1)PfUb(g) (1.3.1.2)

montre que f U g est un b-cocycle des que f et g le sont. Ceci permet de définir a U 3
comme la classe de cohomologie du b-cocycle f U g.
M. Gerstenhaber a montré le résultat suivant.

Théoréme 1.3.1 ([12], p. 281). Le produit cup munit (H*(A,A),U) d’une struc-
ture de K-algébre graduée commutative, c’est-a-dire que, pour o € HP(A, A) et 5 €
H1(A, A), on a la relation

aUp=(-1)PgUa.

1.3.2 Produit cap
Le produit cap de Cartan et Eilenberg ([2], ch. 11 § 6)
N:Hy(AA) @ HI(A L A)—H, (A A).
admet la description suivante a partir de 'application également notée N
(A, A) @ TLA,A) BT (A, A).

Ecrivons w € H,(A, A) sous la forme w = cl(z) ol z = a®a, @ --- D a, € @f(A, A)
est un p-cocycle normalisé. De méme, écrivons o € H(A, A) sous la forme a = cl(f)
ou f € Cg(A, A) est un g-cocycle normalisé. On définit I'élément z N f ([16], p. 449)

de éf_q(A, A) par la formule
a®a @ - Qa,Nf=af(a1®...a;) Rags1 @+ R ap. (1.3.2.1)

La formule
b(z)Nf=2z0b(f)+ (=1)Pb(zN f) (1.3.2.2)

montre que z N f est un b-cycle dés que z et f le sont. Ceci permet définir w N «
comme la classe d’homologie du b-cycle z N f.

14



1.4. LE CROCHET DE GERSTENHABER

1.4 Le crochet de Gerstenhaber

On définit le crochet de Gerstenhaber a partir de la résolution bar normalisée
introduite dans 1.1. Pour p € N, on rappelle que

C"(A, A) = Hom 4 (Bar,(A), A).

Soient f € C*(A,A) et g € CY(A,A). Pour 1 ®a; @ -+ @ apiq_1 @ 1 € Bar, 4 1(A),
Papplication f o; g € éerqfl(A, A) est définie par M. Gerstenhaber([12], p. 279) par
la formule

(fog(l®a®@ - ®ap1®@1) =
fl®a® - ®a109(1®0a;® - @011 ®1) R @ Qaprg—1 ®1).

Posons

P
fogg:=> (1) ViDfo, g

i=1
Ona fogg€ €p+q_1(A, A).

Remarque 1.4.1. On prendra garde que si f et g sont des p et q cocycles respectifs,
fog nlest pas en général un (p+q— 1) cocycle.

Suivant Gerstenhaber ([12], th. 1, p. 270), on définit le crochet, [f, gl¢ € éerqfl(A, A),
par
[f, gle=focg— ()" DV Ngog f. (1.4.0.1)

Théoréme 1.4.2 ([12], th. 3, p. 281). Si f est un p-cocycle de Hochschild et si g est
un q-cocycle de Hochschild, le crochet [f , gl est un (p+q—1) cocycle de Hochschild.

Théoréme 1.4.3 ([12], th. 1, p. 270). Soit L(A) = H*(A, A)[1], c’est-a-dire
LP(A) = HPTY(A, A) pour tout entier p. L’application

LP(A) ® LI(A) — LPHi(A)
cd(f)®cllg) — cl[f, glc)

munit L(A) d’une structure d’algebre de Lie graduée, c’est-a-dire qu’en posant o =

cl(f), B = cllg) et [ev, Bla = cl([f, gla), on a
v, Ble = (=18, ale.
Pour v € L7(A), on a

(=D [[a, Bla, Ye + (=P8, Yla, ale + (=1)"[[v, ala, Ble = 0.
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1.5. ALGEBRE ENVELOPPANTE D’'UNE ALGEBRE DE LIE

Théoréme 1.4.4 ([12], corol. 2, p. 286-287). Pour tout a € LP(A), B € LI(A) et
v € L7(A), le crochet [a, —|g est une dérivation graduée de degré p + 1 de l'algébre
graduée (H*(A, A), U), c’est-da-dire

[O[ U 57 ’Y]G = [O[, 7]0 U 6 + (_1)(p+1)7’a U [/87 /V]G

1.5 Algebre enveloppante d’une algebre de Lie

Pour cette section, on se refere a [7]. On appelle algebre de Lie, un espace vectoriel g
muni d’une application bilinéaire (x, y)—[z,y| de g x g dans g qui vérifie les propriétés
suivantes :

1. Pour tout z de g , on a [z,z] =0 .
2. Pour tous z,y et z dans g, on a [z, [y, ]| + [v, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0.

Le produit [x,y] est appelé crochet de Lie.
Dans ce texte, on ne considere que les algebres de Lie de dimension finie.

Soit T(g) la K-algebre tensorielle de 'espace vectoriel g. Rappelons que
T(g) = @i>0T"(g) avec T'(g) = g® pour i > 0 et T°(g) = K. Le produit dans T(g)
est la concaténation. Soit J 'idéal bilatere de T(g) engendré par les éléments

{zey—yor—[z,y]|lrcg ycg}

L’algebre associative T(g)/J s’appelle I'algebre enveloppante de 1'algebre de Lie g. On
la note U(g).

On a g = T'(g), soit i : g — T(g) linclusion et soit 7 : T(g) — U(g) la projec-
tion canonique. La composée « = moi: g — U(g) satisfait la relation

U@)e(y) — e(y)u(x) = o[z, y]),
pour tous x et y dans g.

Théoréme 1.5.1 (Poincaré-Birkhoff-Witt, [7], p. 72). Soit g une algébre de Lie de
dimension finie n, de base (x1,...,x,). Les éléments

{ta) . o) n € N, (i, i) € N}
forment une base de U(g).

Pour p > 0 un entier, introduisons les K-modules
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1.6. LE COMPLEXE DE CHEVALLEY-EILENBERG

F(U®) = 95 T() = X (T().

J<p

L’algebre U(g) = Up>oFy (U (g)) est une algebre filtrée de gradué associé

s (U(9) = ©pon (B (U(0))/Fy1 (U(2) ).
Le théoreme PBW admet les deux importants corollaires suivant :
Corollaire 1.5.2 ([7], p. 72). L’application v : g — U(g) est une application injective.
On identifie donc g a ¢(g), appelée image canonique de g dans U(g).

Corollaire 1.5.3 ([7], p. 78). Soit g une algébre de Lie de dimension finie n, de base
(x1,...,x,). Soit S(g) lalgébre symétrique de g. La symétrisation

0: Sg — gr(U(g))
Ti...Zn Y Ta(ny) - To(an)
ceG,

est un tsomorphisme de K-algebres.

1.6 Le complexe de Chevalley-Eilenberg

Dans cette section, on se refere a [26]. Soit g une K-algebre de dimension finie, de
base (x1,...,2,). Pour p € N, soit APg le p-iéme produit extérieur de g, engendré par
les monémes z;, A--- Ax;, olt 7; € gavec 1 <k < n. Puisque APg est un K-module
libre, le K-module

U(g) @ A'g

est un U (g)-module libre & gauche. Par convention, on a A’g =K et Alg =g.

L’augmentation ¢ : U(g)—K est le morphisme de K-algebres défini par e(g) = 0
et £(1) = 1. Autrement dit, € est Iapplication induite par la projection de T(g) sur
K parallélement a @,>1g%7. Ce morphisme d’algébres munit K d’une structure de
U(g)-module a gauche.

Définition 1.6.1 ([2], p. 270). La cohomologie de l'algébre de Lie g, a coefficients
dans le U(g)-module M est définie par

Hiio (9, M) = Ext ) (K, M).
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1.7. LES ALGEBRES ENVELOPPANTES DE SRIDHARAN

Soit (U (g)@A*g,d'¢ E) le complexe de Chevalley-Eilenberg de g & coefficients dans
U(g). Pour 1@ s, A--- A, € U(g) ® APg, la différentielle de Chevalley-Eilenberg

d'tp: U(g) @ APg — U(g) @ AP 'g

est U(g)-linéaire a gauche et définie par

p
dVp(1@ay A Aay) =Y (1) T ay, @ay Aoo- ATy Ao Ay,
/=1

—+ Z (—1)£+Zl X [.Tjiz,.l’ie/] N Ly VAR
1<b<t'<p
S AT A AT, AN AN

Théoréme 1.6.2 ([20], p. 239). Le compleze (U(g)@/\*g, ’*CE> est une U(g)-résolution
libre du U(g)-module a gauche K.

Corollaire 1.6.3. Soit M un U(g)-module d gauche. On a

Hio(8, M) = H* (Homu (U(g) © A'g, M), (d'¢p)")

ot (d'Gp)t est Uapplication transposée de d'¢ .

1.7 Les algebres enveloppantes de Sridharan

Dans cette section, on se refére a [24]. Soit toujours g une K-algebre de Lie de
dimension finie n, de base (1, ...,x,) et soit f € Z?(g,K) un 2-cocycle du complexe

de Chevalley-Eilenberg (L{ (g) @ A*g,d';, E) de I'algebre de Lie g a coefficients triviaux.
L’application f : g x g — K est donc une forme bilinéaire alternée sur g vérifiant
I'identité

f@ly, 2]) + f(y, [2,2]) + f(z [2,9]) = 0,
pour tous x,y et z dans g.

Définition 1.7.1 ([21], p. 532 et [15], p. 237). On appelle algébre enveloppante de
Sridharan du couple (g, f), Ualgébre associative

Us(g) :==T(g)/1f

ou Iy est l'idéal bilatére de l'algébre tensorielle T(g) engendré par les éléments
{r@y—y®x—[z,y] - flz,y)llzcgety cg}.
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1.7. LES ALGEBRES ENVELOPPANTES DE SRIDHARAN

Théoréme 1.7.2 (Poincaré-Birkhoff-Witt, [241], p. 533). Soit (x1,...,z,) une base
de l'algébre de Lie g. Alors les éléments

{ta)) . o) n € N, (i, i) € N}
forment une base de Us(g).

Soit m¢ : T(g) — Us(g) la projection canonique. D’apres ([24] p. 534), la restriction
de 7 & g est l'injection K-linéaire ¢f : g — Up(g) qui vérifie

vp(@)ep(y) = p()ep(x) — eyl y]) — fl2,y).1. (1.7.0.1)
Pour p > 0, introduisons les K-modules
B(U@) = (@55 T(@) = T (T(@).

L’algebre Us(g) = Up>o L) (Z/lf(g)) est une algebre filtrée de gradué associé

sr(t(0)) = o (o (U @) /By ((0)) ).

Théoréme 1.7.3 ([21], p. 533). Soit g une algébre de Lie de dimension finie n, de
base (x1,...,x,). Soit S(g) lalgébre symétrique de g. La symétrisation

O;: Sl — gr(Us(g))
T1...Ty Z xo(azl) cee xU(IEn)

est un isomorphisme de K-algebres.
Remarque 1.7.4. Pour f =0, on a Uy(g) = U(g) et 1o = .

R. Sridharan a montré que si f et f’ sont deux cocycles de Chevalley-Eilenberg de
g a coeflicients triviaux cohomologues alors les algebres enveloppantes Uy (g) et Uy (g)
sont isomorphes.

Théoréme 1.7.5 ([21], p. 536). Soit g une algébre de Lie de dimension finie. Soient
f et f' des 2-cocycles du complexe de Chevalley-Filenberg de g a coefficients triviaux
et soit h : g — K une application K-linéaire. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

1. Les cocycles f et f' sont cohomologues da h, c’est-a-dire que pour tous x et y
dans g, on a (f" = f)(z,y) = h([z, y]).

2. L’application ¢y, : Ur(g) — Up(g) définie pour x € g par ¢y (Lf(x)) =1p(x) +
h(x) s’étend en un isomorphisme de K-algébres.
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1.8. RESOLUTIONS DE Up(®)

1.8 Résolutions de Uy(g)

Rappelons que Us(g)°? désigne 'algebre opposée de Uy(g). On pose

Us(9)° = Us(g) @ Up(g)"

On introduit trois Uy (g)®-résolutions projectives de Us(g) qu’on utilisera dans la
suite :

— La résolution bar : (Bar*(uf(g)), b'f:ar) = (L{f(g) @ Ur(g)®* @ Us(g), bEar);
— Larésolution bar normalisée : (%*(Uf(g)), b';‘ar) = (Z/{f(g)®uf(g)®*®uf(g), b';‘ar>;

— La résolution de Kassel : (L{f(g) ®@ N'g®U(g),b, ), définie ci-dessous.

? Uk

Proposition 1.8.1 ([15], p. 241). Considérons le Us(g)-bimodule libre
L (Us(9)) :==Us(g) ® A"g @ U (g).

Soit
v L, (Us(9)) — Ly, (Us(g))
la différentielle définie pour a @ x;; A--- AN x;, @b € Up(g) @ APg @ Us(g) par

p
bla@my Ao Aay, @b) =S (=1)az, @z, A ATy, Ao Ay, @b

D 'a@ay Ao ATy Ao Ay, @ xy,b

/=1
3
+ Z Z—M [IL‘Z‘E,I'%‘Z,] AN Ty VAN
1<e<t'<p
ATy A ATy, N Ax, @b

Le compleze (L;(Uf(g)), b;) est une Us(g)°-résolution libre de Us(g).

Définition 1.8.2. La résolution (L;(L{f(g)), b;) s’appelle la résolution de Kassel.
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Chapitre 2

Le morphisme de comparaison

Soit toujours g une algebre de Lie de dimension n, de base (z1,...,z,). Soit
f € Z%(g,K) un 2-cocycle de Chevalley-Eilenberg de g & coefficients triviaux et soit
U(g) l'algebre enveloppante de Sridharan associée a f. On pose

U=Ulg),

A = U (g)
et

A= A/K.

Le but de ce chapitre est de construire une homotopie
te s Ly(A) — L;+1(A)
pour la résolution de Kassel (L; (A), b;) satisfaisant t* = 0.

Soit (Biar* (A), bfar) la résolution bar normalisée de A définie a la section 1.1. A
partir de I’homotopie t,, on construit un morphisme de complexes

n.: (Bar,(A),00) — (LL(A), 1)
qui satisfait
N1y @ @ap, @) =1Qap, A Az, ®1 si ky > - >k,

et
(1@ @ - @a, ®1) =0 ailleurs

ou Ty, ..., Ty, des éléments de la base de g.
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2.1. DEFINITION D’'UNE HOMOTOPIE T, POUR LA RESOLUTION DE
KASSEL

2.1 Définition d’une homotopie ¢, pour la résolu-
tion de Kassel

Rappelons que I'homotopie ¢, : L (A) = L., (A) doit étre A-linéaire a gauche

b/ b/
i AN g AT AN A— AN g A—

N

...*>A®Ap+1g®Ab,—>A®Apg®AT>A®AP_19®A*>...

1 P

et doit satisfaire b, ,t, 4+, 1), = id, pour tout entier p positif.

Notation 2.1.1. Poura € A et b € A, on définit le commutateur
[, ]c: A A— A
par [a,b]. = ab — ba.
Voici quelques remarques concernant la filtration de A.

Remarque 2.1.2. Soient n € N un entier, j un entier 1 < j <n, s > 0 un entier et
soit £ = (€,...,0,) € N0 ynn — (j — 1) uplet avec €; #0 et £; + -+ £, < s.

1. On a
29 al e Fy(A).

J

2. On a
0—1 b4 ¢

3. Pour tout entier 1 < k < p tel que l'indice 1), satisfait j < i, <n, le commuta-
teur
g].,l éik] éik+1

Ol L at appartient a Fy_1(A).

[mim T n

Définition 2.1.3. Soit p un entier compris entre 1 et n et soit I, l’ensemble des
p-multi-indices ordonnés :

IL={i=(i1,...,1p) € [Ln]?| 1 <iy <--- <i, <n}.

Il sera commode d’avoir quelques notations pour 1’énoncé de la définition de I'ho-
motopie t,.
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2.1. DEFINITION D’'UNE HOMOTOPIE T, POUR LA RESOLUTION DE
KASSEL

Notation 2.1.4. Pouri = (iy,...,i,) € I,, on pose
=z N A, € APg.

Soit j un entier compris entre 1 et n. Fizons { = ({;,...,0,) € N"=U=D_ Soit s un
entier positif. On pose |(| ={; +---+ £, et on suppose || <s. On a

zt= x? Labt e Fy(A).

Pour définir I'application A-linéaire & gauche ¢, : L,(A) — L, ,(A), de source
le A®-module libre L,(A) = A® A*g ® A, il suffit de définir ¢, sur les générateurs
de ce module libre A*g ® A et ensuite de la prolonger par A-linéarité a gauche sur
AR ANg® A

Notation 2.1.5. Sit,: AQ APg@ A — A® APT'g® A est une application, on note
t) la restriction de t, ¢ A® APg @ Fy(A).

Définition 2.1.6. Soit p un entier 1 < p < n. Définissons récursivement [’application
t, A NgR A — A2 AP g A.
1. L’application t_1 : A — A® A est donnée par t_y(z ... aln) =2 . alr @ 1.
2. L’application ty: A® A — A® Ag® A est donnée par

Ly,

n

to(l@ .. al) = —Z(
k=1

A le—1 _r—1 lo—r Ly Y
Ty oo T 1 Xy QT QT Tpyy ... T" ).
1

3. Pour p > 1, lapplication téo) tARANPGR Fy(A) - AR APg® A est donnée par
t](go)(1®x“ /\/\.T,Lp®1) :0
4. Pour p>1 et s>1, on suppose construit l’application A-linéaire a gauche
te ) AR ANPg® F_1(A) = A® Mg e A

Définissons tI(f) sur A® APg ® F(A) par les conditions suivantes :
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2.1. DEFINITION D’'UNE HOMOTOPIE T, POUR LA RESOLUTION DE
KASSEL

~

Soit j un entier avec 1 < j < n. Soient £ = ({;,...,£,) € N*=U=D quec £; # 0
et |[l|=0;+- + 1, <setsoitzt=2a.. .2t € F,(A).
(a) Si|l|=10;+---+ L, <s, on pose

Sl

tés)/A®Apg®Fs_1(.A) — tg(os_l)'

1| =4;+---+ L, =5 et si) >1 alors on pose
b) Sill] = ¢ 0 1§ >4 al
tl(,s)(1®xi1/\~~~/\a:,;p®x§j...xfl”):O.

(¢c) Si|l] =4;+ -+, =s et sij<iy alors on pose

O @ay A Az, @a .. k) =

n

61t
()PP @ay Ao Awg, Ny @) xf L al

p
0:i—1 ¢
+tls=D ( D1@my A Az, Awi, T A Ay, @ 11%']-:11 o a:ff)
k=1
p 0;—1 £ lipy1 1
_'_tés—l) ( Z 1®'T’Ll/\' . .A$ik71AmjA~ . '/\‘/Eip@[xik’ ]:JJ e ‘T,L;k]c l’z;ﬁH e xnn
k=1

n

— év*
+tg(;s 1)(513]'@551‘1 /\.../\;L'ip®1'j] 1...ZEZ">.

L’application t, définie par le procédé récursif ci-dessus satisfait la propriété sui-
vante évidente, mais tres utile, qu’on emploiera de nombreuses fois apres réorganisa-
tion d’éléments dans la base PBW.

Proposition 2.1.7. Soit j un entier avec 1 < j < n. Soit p un entier avec 1 < p < n.
Soit (i1,...,1ip) € I,. Pour tous entiers 1 <k <p et1 <l <n, introduisons l’élément
me A® APTlg® A défini par

m::1®$i1/\---/\a:ik/\l'l/\xikﬂ/\--~/\:rz-p®$§j...:vf;".

Sij >y ousil<j<iy, onaty,(m)=0.
Autrement dit, I’élément t,.1(m) est nul s’il existe au moins un indice de ’élément
Ty N Ny N Ny, inférieur ou égal d .

Démonstration. Remarquons que z; .. .z est évidemment un élément de la base

PBW de A. On divise la démonstration en deux parties :
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22 CASOUP= -1

Cas ot j > iy :

Sil <y alors [ < j d’ou le résultat par la formule 4)b) de la définition 2.1.6.
Et si | > 4y alors I’écriture ordonnée de m est de la forme m = 1®@ z;, Aw® :U? .. a:fl”
avec w € APg. D’ou, on a t,.1(m) = 0 toujours d’apres la formule 4)b) de la définition
2.1.6.

Casoul <j <y :

Si l < j alors 'écriture ordonnée de m est de la forme m = 1@z, AW ® xfj ool

avec w' € APg. D’ou, on a t,+1(m) = 0 d’apres la formule 4)b) de la définition 2.1.6.
[

Les pages 25 a 55 sont consacrées a la démonstration du résultat suivant, qui est
le résultat le plus important du chapitre.

Lemme 2.1.8. L’application t, : L) (A) — L, ,(A) définie récursivement ci-dessus
est une application A-linéaire a gauche qui satisfait :

L bty + 1y b, = id.

2. tp+1tp = O

La démonstration de ce lemme se déroule par récurrence sur le degré p et sur le
degré filtrant s. Durant la démonstration, on utilise les notations suivantes :
Notation 2.1.9. Soit j tel que 1 < j < n. Soit { = ({j,...,0,) € N*=G=1 guec
l; # 0. On désigne par £ € N"=U=Y e multi-indice £ = ({; — 1,011, ...,0,). Avec
ces notations et pour |{| ={;+---+ £, <s, on a

P :Uﬁj bt e Fy(A)

et
I =1 i l
xr= :x]] ZL’jj_H ZEnn €F5_1<A>
Dans la suite de ce chapitre, on fixe les élements

=29 2 et ¢ _ b1 b n

J n HY _xj Jj+1 - Pn
oul<j<netl#0.

2.2 Casoup=-1
Pour p=—1, on a
t(zh) =zte 1.
Il faut montrer donc que by o t_1(z%) = id(z*). Or, on a

(bhot-1)(zf) = hy(zt ®@1) = z*.
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2.3 Casoup=0

Pour p = 0 et d’apres la formule 2) de la définition 2.1.6, on a
to(1l ® zb) Z(Zw L @ua, @zt Tmﬁ")
k=j

Il faut montrer que (V) o to)(1 ® z%) + (t_1 0 b)) (1 ® 2%) =id(1 ® z%). On a

(b oto)(l®zt) = 1( Z(Zm ®xk®x£" Txff))
k=j
= —Z(fo’ 1+1®x Tmff)
+Z<Zx§j...xz1®x£’“_r+1...xfl">
k=j “r=1

= —zt®l+1®zt

On en déduit (V) oty)(1@z4)+(t_10b))(1®zt) = —zt@1+1@zt+2t@1 = id(1®zh),
ce qui montre
bito +t_1by = id.

24 Casoup>lets=0

On regarde un mondme de A ® APg ® Fy(A) de la forme
1@y, @1=10x; N~ Nwy, ® 1.
La formule 3) de la définition 2.1.6 fournit
tO1 @y, A Ay, ®1) =0.
Donc, pour montrer 1’égalité
bt +t, bl = id,

il suffit de montrer (t,_100))(I1®z; ® 1) =id(1®x; ®1). On a
Vlor;®1)=A, + B, ,+C, , ou

Al

p
L= (DM m @@ A AT A A, @,

k=1
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p
By ==Y (D" @xy, A AZijy Ao Aay, @ m,
k=1
et
Croy= Y (DM@ [mi, i, ] AT A ATy A AB, A A, @ 1

1<k<k’<p

Or, d’apres la formule 3) de la définition 2.1.6, on a
tpfl(A;a—l) = tpfl(C;—l) =0.
Puisque i > 71 avec 2 < k < n, d’apres la proposition 2.1.7, on a
p
tpr (D @i A AT A Ay, @,) =0
k=2

donc t,_1(B]

p71> =t (-1®@xy A A T, @ Ty ).

Alors, d’apres la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on a

tp—l(B]/;_l) = _(_1);0 & Ly VANEIERIVAN l‘ip VAN Ty ®1
= —(-1)P(-1)P ' @ay Az, Ao Aay, @ 1.
On a donc

(tpfl © b;)(l QT ® $£) - tpfl<A;—1) + tpfl(Bz,?—l) + tpfl(czg—l)
= 0+1®z,®140
= idl®z;®1).

D’ou, on a montré 'égalité
bt + £,_1b) = id.

25 Casoup>1,j5j>iets>1

Montrons que
b;Htp + tp_]_b;J =id. (2.5.0.1)

On regarde un mondéme 1 ®@ z;, A--- Az, @zt € A® APg®@ A avec j > i;. Puisque
J > i1, d’apres la formule 4)b) de la définition (2.1.6), on a

tp_l(l X Ly VAN /\J]Z‘p ®$£) = 0.
Il suffit donc de montrer que
(tpo10b) (1 @y AN+ Ay, @z =id(l @z A Az, @ zh).
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On pose alors
b,(1®@wy AN ANy, ® zt) = A L +B, ,+C,
ol

p
AL =3 (D", @@y A ATy A A, @b

p
B],?—]_: Z(—l)k+11®$”/\/\flf\lk/\Al‘zp@xlk&g

k=1
et
01/7_1 = (—1)k+k, ® [xik’xik/] A xil FANKIIVAN i"\lk A A 'C/E\ik’ VANRIERIAY -Tip ®£ﬁ
1<k<k'<p
On pose
Ay = tp—l(A;a—l) , By = tp—l(BI/)—l) et Cp= p_l( 1,’_1)'

Pour 2 < k < p et d’apres la proposition 2.1.7, le mondéme
Tiy @Tiy Ao Ny A Ay, @ ot

est tel que

p
tp_l(szk@)x“/\/\@k/\/\xzp@)gﬁ)zo
k=2

car j > i;. Alors, on a
Ay =ty (A, ) =t (T, @@y A--- Ay, ® zt).
De méme, pour 2 < k < k' < p et d’apres la proposition (2.1.7), le monéme
1@ [Ty, @i, ) Ay Ao ATy Ao ATy, Ao Ay, @
est tel que

tor( > (DY@ [m,m ATy A AT A AT, A A, @) =0
2<k<k/<p
car j > i;. Alors, on a
p

Op - tp—l( 1/)71) - tp—l( Z (_]‘)1+k/ & [xilaxik/] A Ly A ‘iik/ ARERNA xz‘p ®££)
k'=2
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D’autre part, on pose
B, = tp—l(B;)fl) = Bp1+ Byo

avec

Bp,l = —tp71<1 ® xiQ A A :Cip ® xllgg)
et

p
Bpa = ~tp 1 (D (~D) T @i, Amiy Av ATy Ao Ay, @ 35,2t
k=2

Or, d’apres la proposition 2.1.7, on a

p

~ l; li +1

o (D (D @ mi, Az A AT A Amg, @ gt k) =0
k=2

£¢k+1

S ‘0
car j > 11 et xjj...x-

i ..zt est dans la base PBW. Il en résulte que

p
Bpa = ~tp 1 (D (D) @@, Amiy Av AT A Ay, @ 3,2t)
k=2

o _ A
+tp_1(2(—1)k+1 Q Ty NTijy N NTy N N Ty, ®3§§J ...xik'“+ ...xﬁ")
k=2

P

. k+1 N ¢; Liy, lif 41 On

= —tp,l( > (=) @y A ATy AN Ay, @ [, xy g lexg L),
k=2

D’apres la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on trouve
Bp71 = —tp_1<1 & Ly A A l’ip & xilgg)

=—(-1)P @iy A Ay, Aoy, @ 2t

p
_tpl(zl®xi2/\'”/\xik1 A[ﬁik,xil]A"'Al’ip(X)IEZ)
k=2

p
—tp1<Zl®xi2A--~/\xik1/\951-1/\...
k=2
?;

4 ig1 Lig+1 ¢
AT, @ [w, )l MLy

— tp—l(xil & Liqy VANRERWAN Ly, ®££)
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= (-1 =1 @, Azip A Axy, @t

p
— tp_1<Z(—1)k (%9 [ZL‘Z‘k,l'il] N Ly VAR flk VAR /\l'ip ®ZE€>
k=2

p
~ 45 5 4

k=2
— tp,1($i1 (059 L VANRRRIVAY xl-p ®£ﬁ)
On en déduit que
Bp,l = 1®.’E“ /\"'/\%ip®$£—cp—3p72—z4p.
Par conséquent, pour z; = x;; A--- Az, on a
tpobp(1®z; ® zf) = tp(A}) +t,(B,) +1,(C})
= Ap+ Bp1+ Byo+C
= A+ (1®2,02'—C,— Bpa— Ay) + Bpa+ G,
= id(l ®z; ® z%).

Il nous reste donc a montrer 1'égalité
bty + tp b, = id. (2.5.0.2)

pour p > 1 et 7 < 7;. Afin de montrer cette égalité, on procede par récurrence sur le
degré p de 'élément z£.

26 Casoup=1,757<i,ets>1

Dans cette section, on pose
i = 1.
Soit 1®z; @zt e A® Alg® A. On regarde un mondme 1 @ v; ® £ € A® g® Fy(A)
avec j < i et |[f| = s. D’apres la formule 4)c) de la définition (2.1.6), on a

tlenee)=10x Az’
+HV A ® (25,2, ® 2¥)
. ._ L
+t§ 1)<1®x]® [I“xf] 1Ifl]cx2k’f:11 J?,ﬂ")

+t§s_1)(l’j ®; ®zt).
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Afin de montrer 1’égalité
B 4 tobt = id,
on proceéde par récurrence sur le degré filtrant de z¢ € F,(A).

D’abord, supposons s = 1.
Soit 2t =z; € Fi(A). On a

to (@) bll(]_ ® Z; ® (L’j) = to(l’z ® ZL’j — 1 ® .TIZEJ>

Réordonnons z;z; dans la base PBW. On a z;x; = x;z; + [z, x;] + f(z;,z;). On a

toOb&(l@l’l@xj) = t0($1®$]—1®.’L'].TZ—1®[CE“$]]—1®f($l,l'j)>
= ;02,01 +1Qz;0x, + ;02,01 + 1® [x;,2;] ® 1.

D’apres la définition de tgs) ci-dessus, on a

blg o tgl)(l XRT; X .73j> = bl2<1 X x; N\ T ® 1)
= ;07,01 -2, 1,1 -1Qr;Q2; +1Q1; ® x5
ce qui montre b}, o tgl)(l Rr; @x;) +toobi(1®a; ®x;) =id(l1 ® z; ® ;). On a donc
I'égalité pour z* € Fi(A).
Supposons a présent s > 2.

Supposons qu’on ait 1’égalité
bt gl = id. (2.6.0.1)

Montrons alors bgtgs) + tob) = id.

Soit 2t € F,(A) ot |{| = s. D’aprés I'expression de t\* ci-dessus, on a

BotVlorezt) = b1z A ©zl)
+ W0tV ® [z, z;] ®z?)
+b,otf V1w r; ® [z, ;Efj_l . xfl]cxfjjll ooxb)
+ 0otz @z @ zt).

In

li—1 l;
Je...xir appar-

Or, d’aprés la remarque (2.1.2), les mondmes z¢ et [z, zf .y
tiennent a Fs_1(A). D’apres 'hypothese de récurrence (2.6.0.1), on a
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bhot (1@ a; @ 2) +tgo by (1 ®@ 2; © zt)
=W(l®x Ar; @zt)
+<id—(toob’1)> (1®[a:i, z;]®zt +10z,;[v;, xﬁj_l b foff . .xf;"—l—xj@xi@gg,)
+tpo bi(1® z; @ 2b)
= blg(l X x; N\ Z; ®££/>

1@ [z,z]0zf + 192, ® [:vi,x?_l . a:f]cxfff Lt + 0@t
~(to 0 )1 ® [, 2] @ 2*)
—(too b)) (1 @ z; ® [z, a:frl . xf’]cxfff )

(

—(too b)) (z; @ 1; ® x¥)

+(too b)) (1 ® z; @ %)

=2,07;02¢ — ;07,02 + 1@7;@7;z¢ — 192;@vixt — 1®[v;,2;]®zf
+1® [z, 2] @zt + 1®:rj®[xi,xﬁj_l...mf]cxfff...mff + ;@ Qzt
—to([xi,xj]@)x[ - 1®[a:i,:nj]g£>

—to (x] [z, 2 .. .xfi]cxfff cah — 1@, xﬁjfl . xfl]cxfff . xfﬁ)
to(a: ®a:f — :Uj®a:xf)
—i—to( @zt — 1@zt )
=T; ®x; ®££/ + 1@zt — 1®xj®x§j71...xf"+l...xfl"
~to([zi, 2] @ 2f 4+ o, @2t — 2@ xh)
—to(— 1® [vs, 2] 28 — 1@ x4y, x?_l Ll 1 @ mzd)
—to(z; ® [z, m?_l i b — @zt
=T; @ ®£g + 1ozt — 1®x]~®x§j71...xf"“...xfl”
—to(vir; @ 2t — f(25,7;) @ 2 — 2, @ zb)
—to(1® x? it a1 ® f(wg,3)2t)
—to(—2; ® :L'ﬁj_l it gt
—z0u;0z! +1050z! — 1oy .. ait b
—to(ziz; ® z¥ — ;@ zb)
—t0(1®x z“...xﬁ"—xj®x§j_1...xfi+1...xf;")
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=5,07;0zf + 1950zt - 1y ..ol b

!
—Z; ®l’j ®££
;-1 ;
Hlea ez .ot ol

7 n

=id(1 ® z; ® zb).

Pour s > 2, on a montré b, o tgs)(l Rr; @z +thobi(1®@z; @2t =id(1 @ 2; @ x¥)
avec xt € F,(A) et j < i. Par conséquent, on a

oty + tob) = id
pour j < 1.

Il nous reste donc a monter I'égalité b, 1, + ¢, 10}, = id pour p > 1.

27 Casoup>1,j<t;ets>1

Le but de cette section est de montrer 1’égalité
Wt + b, b = id (2.7.0.1)

pour p > 1, 7 < i1 et s > 1. Or, dans la section précédente, on a montré 1’égalité
(2.7.0.1) pour p = 1. On procede donc par récurrence sur le degré p. Supposons donc
qu’on ait 1’égalité o

7 ,(s—1

1 ol =id (2.7.0.2)
pour s > 2. Montrons que 'on a
b’HtS +tp_1b, = id. (2.7.0.3)

Soit 1o z; @zt € A®AP(g)®.A. Afin de montrer I'égalité (2.7.0.3), on procede par
récurrence sur le degré filtrant de 2 € F,(A). Pour cela, on divise la démonstration de
cette section en deux parties. La premiere sera consacrée au cas s = 1 et la deuxiéme
au cas s > 1. On note que chaque sous section possede ses propres notations.

271 Casoup>1,5<i;1ets=1

Dans cette sous section, on pose
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On regarde un mondme 1 @ z; @zt =1Q@z;, A+ Ay, @, € A® APg® Fi(A). La
formule 4)c) de la définition 2.1.6 fournit

t(l@xy A Ay, @) = (1P @ay A Az, Az ® 1.
On en déduit
bogot,(1@wy A Axy, @) = ;+1((—1)P+11®x,-1 ANy, /\xj®1)
A+ B, +C,
= (A, +A,)+ (B, +B,,)+(C,,+C),)
avec

p
Ajlu,l = (_1)p+1 Z(—l)kﬂxlk (029 Ly A A i/L'\Zk A A .fl?ip A X X 1,

Ay = (1P (=1)PPPa; @@y A A, @1,
p
B, =- Z DM @@, A ATy Ao Ay, Ay @ @y,
k=
B,y =—(=1P"(=1)P L@y Ao Ay, @ 15
Cz/ml = (—1)P*! Z (_1)k+k’® [Tiy @i | AT A e ATy Ao ATy A Ay Ay @ 1
1<k<k'<p
et
Chy= (=1t Z DO @ [z, ) Aziy A ATy A A, @ 1.
D’autre part, on a b)(1®@ x5 A~ Az, @ x5) = A | + +C,_, avec

p
A;_IZZ k-‘rlek@xil/\.../\'/Zv\ik/\.../\xip®xj7

p
B;/)1: Z k+1®$11/\/\i’\zk/\/\[)’}%®l‘lkl‘]
k=1
et
L= Y (DM@ @ AT A AR A AT, A Aag, ® g
1<k<k'<p
On donc

tp—lob;(:l@xil/\"'/\-Iip@)xj):Ap—{_Bp—{_Cp
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avec

Ap = tp—1<A;fl) ) Bp = tp—l(Bz/Fl) et CP - tp_1(C;,,1).

D’apres la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on a

p
Ap = tp_l(Z(—l)k+1fL'ik ® Ty VAR :/L'\zk VANCRIVAY JTZ'p & ZL']')
k=1

M’B

(—1)k+1(_1>pxik ® Ty Ao A fik N Nx, N2j ® 1.

k=1

On en déduit que
A, = —A . (2.7.1.1)

Réordonnons z;, z; dans la base PBW. On a x;, x; = z;2;, + [z, %] + f(z,, 7). On
écrit donc
B, = tpfl(B;/a—l) = Bp1+ B2+ By

avec
p
Bp,l = tp—l<2(_1>k AR /\'i:ik N Ny, ®xjxik)’
k=1
p
Bp,2 = tp—l(z(_l)k @ Xy N A ‘;I"\ik Ao Ny, & [xik’zj])
k=1
et
p
Bp,3 = tp—l(Z(_l)k @ @iy A~ /\'/I'\ik Ao AT, ® f(xlk’x»)

B
Il
—

On a f(x;,,x;) € K. D’apres la formule 3) de la définition 2.1.6, on en déduit
B, = 0.

Calculons a présent B, ;. D’apres la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on a

p
Bp,l = tp—l(Z(_1>k &® Ty VANIEIAN L/L’\@k VANRIERIVAN 'Tip & l’jl’ik)
k=1
= Bpi1+Bpio+Bpis+DBpia+ Bpis+ Bpig

avec

35



27. CASOUP>1,J<I, ETS>1

p
Bp7171 = (_1)pZ(_1)k X Ly VAN /\f/L’\Zk VAR /\ZEZP /\l'j ®$Zk
p
Z(_l)k( Z 1®x11/\. . ./\xiklfl/\[ajik/7ajj]/\‘ . '/\;/L’\Zk/\ /\1sz®§€@,€ )

p p
Bp,l,gztpl( (—1)’“( S 1@y A ATy ANy, N, ] A A:I:Zp@:clk)

k=1 k=k+1
p k-1
Bp71’4 —tp—l Z(—l)k< Z 1®x11/\/\xzk/,1/\xj/\/\‘%zk/\/\xzp ZEZk,, % )
k=2 k=1
p—1 . P
Bp71’5 = tp—l (—1) ( Z 1®ZL‘H AR /\fzk/\ . '/\xik’—l /\ZL']/\ /\C(,’Zp ZEzk,,ZEZk )
k=1 k=k+1
et
z k
Byie = tpl(Z(_l) TjQuy N NTj Ao ANy, @ xzk)
k=1
On a B, 14 = 0. On remarque que

Bp7171 = _B;J,l' (2712)

Par ailleurs, d’apres la proposition 2.1.7, on a

P
tp_l(Z(—l)kZL‘j®l'i1 /\---/\Zz?ik/\---/\xip®xik> =0
k=2
car 41 < 4. On a donc

P

Bp,l,ﬁ = tpl(Z(—l)kSCj ® Liq FANKIIIVAN f’izk FANCIEIRIVAN a:ip & Jizk)

= tp_l((—l)lxj Q Tjy N+ ANxjy, ® xh)
= —(=1)Pz; @xy, Ao ANy, Ny, @1
= (-1 (=1l @@ A A, Q1.
On en déduit que
Bp1e=—A

D,2°

(2.7.1.3)

Il est commode d’introduire quelques notations pour la suite de la démonstration.
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Déﬁnition 2.7.1. Soient z; et x; deux éléments de la base (x1,...,x,) de g. Notons

Z )\ T Pour tout entier naturel ¢ compris entre 1 et n, on pose

[z, 5] =
[, xj Z )\
et
[, xj Z /\
k=q+1
Pour tout ¢, on a bien str [v;, ;] = [z;, 2], + [zi, 25], + N 2.

Calculons a présent B, ,. On a

p,g—tp 1( ®$Zl/\/\i‘\zk/\/\$2p®[l’%,l‘]])

i Mw

= p71(<_1)1 Q@ Tijy N+ NTj, @ [winwj])

p
+tp_1<2(—1)k ® Ly VANRERWAN Z/L’\Zk VAN /\,I'ip X [xlk,:vj])
k=2

D’apres la proposition 2.1.7 et la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on a donc

Bp,2 = (_1)(_1)1} ® Ty ARERRA ‘xip A [xil’xj]<i2 ®1

p
Y (D1 @@y Ao ARy A A, A, a], ©1
k=2

= (=P =P @ [y, ] g, Nig Ao Ay, @1
p
Y (DM @ [ mg] o Am A AT A A, @1
k=2
ce qui donne

Bp72 = 1®[1’Zk,$]] <io /\mZQ/\/\IZp®]‘
+Z k+1 xlk,xj]<i1/\$il/\---/\:@k/\-~-/\xip®1.
Calculons a présent B, 2. D’apres la proposition 2.1.7, on a

tp_1<z (Zl@le /\xzk,l/\[xzk,,xj]/\/\@k/\/\xzp@)x%)):()
k=2
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car 11 < 7. On a donc

P k—1
Bp71’2 = tp_l(Z(—l)k< Z 1®x“/\/\aczk,l/\[xzk,,xj]/\/\@k/\/\x,p®xzk))
k=2 k=1
P
_t,,_1<z *1® | x,l,xj]/\xw/\---/\:%ik/\~-/\xip®xik>.

Or, d’apres la proposition 2.1.7, on a
P
tp_1<2(—]_)k1 X [l’z‘l,l'j] A\ JZQ A A i‘\zk A=A ZEZ‘p X IL‘lk> = O
k=3
car i3 < i;. On a donc
Bp7172 = tp,1 ((—1)2 ® [l’il,l’j] A .Tig A A 'Tip ® .CCi2)
= (1)17 ® [$i17$j]>i2

= (P2 @ [y, 75,

/\:1:1-3/\---/\961-1)/\:1:1-2@1

Z-Q/\ZL‘Z'Q/\JIZ“,s/\"'/\JZip@l,
ce qui donne

Bp1172 = 1®|:le’$‘7] /\IiZ/\'../\xl‘p+1 ®1‘

>i9

D’une maniere analogue, calculons B,,; 3. D’apres la proposition 2.1.7, on a

p—1 p
Bp,1,3 = tp—l ( Z(_l)k< Z 1®Ii1 AN ./\'{E\ik A ./\xik’—l N [xiwxj] AN '/\xip®xik))
k=1 k'=k+1

=1, 1< (Zl@a:m -/\$ik,_1/\[:vik,,:vj]/\---/\xip®xil)>

p
= tp_1<(—1)1(z 1 ®IZ‘2 AN /\xik—l A [l‘ik,fbj] VAR /\l‘ip ®ZE“))

p
—tp_1<2(—].)k X [l’ik,Ij] N Liqy VANEIEIAN ,/I'\lk VANEIIVAN $z‘p X xi1)

k=2
. k
= — Z(-l) (_1)1) ® [xik>xj]>i1 /\$i2 AN /\.{E\lk VANKIERIVAN i, /\[IZ’il ®1
k=2
¢ k 1 2
= Z(-l) Rl (—]_)p_ X [xik,xj]>il /\ZL’Z‘1 /\ZL‘Z'2 AR /\Z/L‘\Zk VAN /\sz‘p X 1,
k=2
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ce qui donne

P
Bp71’3 = Z(—l)kJrl ® [xik,a:j]>i1 AN iy VANREIRWAN flk VANEERIVAN T, ® 1.
k=2
D’ou, on a
Byo+ Bpiz+ Bpis

:1®[ZEil,ZEj}<2/\Ii2/\"’/\fL’7;p+1®1

p
+ Y (D)@ [miy, wg) o Ay A AT A A, @1
k=2
—I—l ® [I’il,l'j]>7;2 /\Ii2 AN /\ZEZ'p ® ].
p
F3 (DR ® [, a5y Az A AT A Amy, @1
k=2

=1® [wi, x| ATy N Ay, @1

p
Y (D" @ [ ] Ay A AT A A, @1
k=2

p
=3 (D" @ [wi, ) Az A ATy A AT, @ 1
k=1

On en déduit
Bya+ Bpi2+ Bpiz = —C| (2.7.1.4)

T ¥p2
Calculons B, ;5. On

p—1 P
Bp,Ls:tp_l(Z(—l)’f( 3 1®xi1/\---/\:’iik/\---/\xik,_l/\mj/\---/\:Bip®[:1:ik,,x,-k]c>>.
k=1 k'=k+1

Puisque f(z;,,7;,) € K, on obtient

p—1 P
Bpis = tp—l(Z(—l)k< Z 1wy A+ ATy N+ - Awg,  NTjA-- ./\xip®[x,;k,,xik]))
k=1 k' =k+1
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:tp—1< SR R @a A

1<k<k'<p

.../\@k/\.../\@k,/\..-/\xip/\:(:j@)[xik,,%k])

= tp_1< Z (_1)p+k+k’®xi1 A-- '/\fz‘k A-- ./\@k, N AT, NT; @ [%k”xik])
1<k<k'<p

= S (UM @a A AR A AT, Ao Nag, Ao Aoy, ] ©1
1<k<k'<p

— Z (—1)k+k’(_1>p*1 ® [:Cik/,xik]q A\ i, AN
1<k<k/'<p+1

G N N NF N A, Ay @ 1
Calculons a présent C), + B, 15. On a
Cp + Bp7175

=ty > (D" @ [ mi ) AT A AT A AT, A AT, @ 1)
1<k<k'<p

+ Y (Rl (s Ti] ATy Ae e ATy Ao ATy A Ay, Ay @1
1<k<k’'<p

= > (—1)’“”“’(—1)”@[xik,xik,]>ijil/\---/\@k/\---/\@k,/\---Axiprj®1
1<k<k'<p

+ Z (—1)’“%“’71@[xik,,xik]q/\xil/\---/\@k/\---/\@k,/\---/\ycip/\wj@l
1<k<k'<p

= Y (D [mg,wa, ) Axi A ATy A AT A A, A @1
1<k<k’<p

+ Y ()R (i Tigg] N iy Ao NBig Aeo s ATy Ao Ay Ay @ 1
1<k<k'<p

= Z (—1)k+k/+p®[iﬁlk,$zk,]/\.T“/\./T\lk/\/\if\zk, /\/\xlp/\a:]@)l
1<k<k'<p
On en déduit que
Cp+ Bpis = —C! (2.7.1.5)

p,1-

Par conséquent, on a

(b/p+1 O tp)<1 ® xil /\ R /\ l‘ip ® I'J) - A;),l + A;LQ + BII),I _I_ BI,772 + Cll)’l + 01/772
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et
(tp—l o b;))(]_ & ZEil VANKIEIRIVAN Il‘p ® Ij) = Ap + Bp,l + Bp,2 + Bp’g + Cp
avec Bp,1 = Bp11+ Bpi2+ Bpi13+ Bpia+ Bpis+ Bpig.

Daprés (2.7.1.1), (2.7.1.2), (2.7.1.3), (2.7.1.4) et (2.7.1.5), on a

(V1 otp+t10b)(1 @y A-e- Aay, @ x4)
= At A+ B+ B, +C,+C
+Ap + Bp,l + Bp,? + O + Cp
= A+ A+ B+ B+ + 0
+A,+Byi11+ Bpi2+Bpis+ Bpia+Bpis+ Bpig+ Bpo+C,
= A, + A+ B+ B,,+[-Cp— Byl + [—Bp2 — Bpia2 — By
+[=AL ]+ =By ] + Bpio+ Bpis+ 0+ Byis + [—A, o] + Bpa + G,
- BZ,%Q
:ld(1®$“ /\"'/\inp®l‘j).
Par conséquent, pour 1 ® z; ® 2t € A® APg® Fy(A), on a

(b0t +t, 1 0b) (1@ @zt =id(l ®2; ® zb).

272 Casoup>1,5<iets>1

Dans la partie précédente, on a montré que la restriction de b, ,t, + t, 1b, a
A® APg @ F(A) est égale & id. On procede donc sur le degré filtran s de 2t

Supposons a présent que pour s > 2, la restriction de by, ¢, +t, 10, a A® APg®
F,_1(A) soit égale a id, c’est-a-dire on ait

b/

L ts T b = id. (2.7.2.1)

Montrons que cette égalité subsiste sur A ® APg ® F(A) pour j < iy.

Soit un monodme de A ® APg ® F,(A) de la forme 1 ® z; @ ¢ avec j < iy, £; £ 0,
zte Fy(A)et |[(|=¢; + -+ £, = s. D’apres 4)c) de la définition 2.1.6, on a
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(b, 1ot N1@ay A Axy, @at) =

b;H(( 171 @ a2, Ao ANag, ATy ®£g')

p
+ (b4, 0 i) (Z 1®xi1/\-~-/\xik71/\[a:ik,xj]/\-~-/\xip®££)
k=1

p
+ (g ot (Y T @i, Ao A Az AL
k=1

£;—1 éik] Lig+1 £l )

ANy, @ [y, e By

(b/+1 O t(sil))(m] ® xil AR xip ® l£/>

~ ' ;-1 4 li) +1 . N
Or, les monomes z% et [z, x; i lea i alr appartiennent a F,_;(A). Par

I'hypothese de récurrence (2.7.2.1), on a
(b’Hot )(1®:171~1/\---/\x2~p®g5) —

b;)Jrl <( )P+11 Q Xy Nve A T, A\ Z; ® gﬁ') + (1d - pr,1 ¢} blp) (Dp@ + Dp72 + Dp,3)
ol

p
DPJ:Z 1®x11/\/\xlk_1/\[332k,x]]/\/\3%@@4
k=1

2i—1 Zik] lip+1 In

P
Dp,2:Z L@xiy N Ny, NTj N ANy, @ o, o) oo Flea MLy

k=1
et

Dp’3:$j®$i1/\"'/\$ip®££.

Or, par définition de la différentielle &', on a

;H((—l)p*ll@xil N Nxg, AT ®£4’> =A +B,+C,

avec

Ay =A i+ 4, o By=B,+B,,) , C=0,+C,
et ol on a posé

p
Alp71 = (—1)p+1 Z(_l)k+1xlk ® Ty A--- A :/L‘\’Lk A /\37ip /\x] ®££7

A;Q = (_1)p+1(_1)p+2xj ® T, A A T, ®l£/,
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p

B;,),l = —(—=1)P*! Z<_1)k+11 @y N NTjy Ao ANy, N2j; @ x;, xt
k=1

By = —(=1P" (=11 @@ Ao Ay, @ iz,

L= (=1 Y (=DM @ [, wa, ATy A ATy A AT, A Aag, Aay @z
1<k<k’<p
and

P
0;72 = (—1)P*! Z(—l)k+(p+1) ® (@i, T ANy Ao ATy Ao ANy, @ 2zt
k=1

On remarque que

D,s = —A;Q (2.7.2.2)
et
Dy, =— I’,,Q. (2.7.2.3)

Puisque | = j < j < iy, d’apres la proposition 2.1.7, on a t,(C; ;) = 0. Par ailleurs,
C,,1 est composé de monomes pour lesquels on peut appliquer le résultat de la section
2.5. On a donc
(tp-10 b;a + b;o+1 o tp)(czl),l) = ;/),1‘
Et, par conséquent, on a
tp-100,(Ch1) = Cpy.
On écrit alors

/ ! _ / / ! ! ! /
bp( p,1) =C 111t Cp—1,1,2 + Cp—l,l,?) + C'p—1,1,4 + Cp—1,1,5 + Cp—1,1,6

p
! ! !
+Cp 117+ Chiis T Cpnng

ou
/ — 4k 41 ~ N Y
p—1,1,1 — Z (=1 [xikaxik/]@)xil/\‘"/\SU@'k/\"‘/\xik,/\"'/\xip/\xj@g*,
1<k<k'<p
/ = ptHk+k +q+1
p—1,1,2 = Z (—1) T, @ [T, T, ] N xiy A
1<g<k<k'<p

G NTg N AT A AT, A Ay, Aay @ at
+ Z (_1)p+k+k’+qxiq X [.leik,xik,] /\xil VAN

1<k<q<k/<p
~ ~ ~ /
G ANB N AT N ATy, A Ay, A @zt

p+k+k'+g+1
—+ Z (—1) ill'iq X [:cik,xik,} A\ iy N

1<k<k'<q<p
-~ ~ ~ El
"'/\ink/\"'/\xik,/\"'/\LL’iq/\"'/\JTZ‘p/\LL’j@£*,

43



27. CASOUP>1,J<I, ETS>1

Cpi13= Z (_1)k+klxj ® [Ty, Tiy, | Ny Ao ATy Ao N Ty, A Ny, ®££l7

1<k<k'<p
! _ p+E+kK = -~ A
p—1,14 = > (=1 QX N NTy N ATy, N Ny A5 @ [, 75, | 2,
1<k<k'<p
! _ p+k+k' +q
Cp_17175 — Z (_1) ® [.27%, ili‘lk,] /\ xil /\ e
1<q<k<k/<p

GO AT N AT AN AT, A AT, ATy © mp,at

1<k<q<k’<p

G AT A AT N AT A AT, ATy @ myat
+ Z (_1)p+k+k’+q® [ZEik,Iik,] /\ZL‘Z‘1 AN

1<k<k’<q<p
~ ~ o~ !
---/\a:ik/\---/\:vik,/\---/\xiq/\---/\:v,-p/\xj®:viq§£,
/ _ k+k'+1 = = 4
Chis= », (-1 @ (i i JATiy N  ANTiy Ao ATy, Ao Ay, @zt
1<k<k'<p
’ _ k+K -~ ~ VA
Chir= >, (D" @[, mi, ], xj] Awq Ao ATy oo ATy N ANy, @z
1<k<k'<p
! — k+k'+q
Op—1,1,8 = Z (—1) ® [qu, Ij] A\ [ximxik/] A l‘il VAN
1<q<k<k'<p

~

'/\l'iq/\"'/\fik/\"'/\fik//\"'/\ZL“Z'I,(X);@/
+ Z (_1)k+k’+q+1 &® I:xiq7$j:| A [xik,xik,] A Liq VAN
1<k<q<k'<p

"'/\fik/\"'/\/fz‘q/\“‘/\/fik,/\"'/\Iip®g£l

+ Z (_1)k—|—k'+q X [Il‘q, l‘j] N [Iik, xik,] A Ty VAN
1<k<k'<q<p

.../\@k/\.../\@k,/\.../\j;\iq/\.../\mip®£g'
et

;71,179 = Z (—1)k+kl+e+£l &® [l’iw Igl] N [sz'k, xik,] A Ty N A fi[ e
1<e<l! <k<k'<p

SN, AN AT A AT A AT Ay @at

+ E kzl; (_1)k+k/+z+gu1 ® [xip %W] A [ili'ika%‘k/] ANy Ao NTyy ..
1<b<k< /<k‘/Sp

.../\’/fik/\.”/\'%ig//\”'/\‘/r\ik//\..'/\xip/\xj®££l

44



27. CASOUP>1,J<I, ETS>1

+ Z (—1)k+k ot & [QZZ'Z, LUZ'[/] A [Iik,xik,] A Liq JANCIEIEIVAN il\zk e
1<k<t<l/<Kk'<p
S ABf A AT, N AT, A Amp AT @zt
-+ Z (—1>k+k Hre -1 & [IZ‘Z, l’ie,] A [xik,xik,] A Iil FANKIEIEIVAN ‘flk e
1<k<t<Kk' <t'<p
S AR A AT N AT, A AT ATy @t
+ Z (—1)k+k et ® [IL‘Z‘Z, l’ie,] A [xik,xik,] VAN Ty VANRERIVA Z/E\Zk ce
1<k<k/<t<l/'<p
S AT N AT N AB, A Ay, Ay @zt

Puisque | = 5 < j < iy, la proposition 2.1.7 fournit

tp—l( ;/)—171,1) = tp—l( 1/3—1,1,2) = tp—l( 1/;—1,179) = 0.

Par ailleurs, posons

VA®@xy, AN ANay, @) =E)_ |+ F_, +G,_, avec

p
' S(=DM ey, @@y A ATy A Ay, @ 2h

p—1—
k=1
p X '
F = (=D @ay A ATy A Ay, @ a2
k=1
et
;_1: Z (—1)k+k ®[xlk,xlk,]/\x“/\/\@k/\/\:@k,/\/\:l:lp®§£
1<k<k'<p

On remarque que
!/

_ /
p—1 = _Cp—171,6

donc
tp1(Gyo) = ~tpa(Chy ). (27.2.4)

Calculons a présent b (D,1). On a
V(Dp1) = Ay + B +C),

= (AZ_1,1 + Ag—m) + (35—1,1 + Bg—1,2) + (O]/)/—l,l + 05—1,2 + ;;/—1,3)
ou
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k=1 “k'=1
+ Z (_1>k/+1xik/ Ry A '/\xik_l A [xik’xj] .. ./\’jikl A-- ./\xip ®$z'>>’
k'=k+1

k=1
p k—1 ) /
Bgfl,l = Z ( Z (—1)k X xi A A fzk/ A Nxg | N [5%7%] A Azi, ® xlk/xﬁ
k=1 “k'=1
p o /
+ Z (_]—> X Ty A N Lip_q A [I'Z'k,xj] A j}zk’ A\ A\ '/L‘lp X (L‘Zk/,r ))
k'=k+1
B;J/—l,2 = Z(—l)k ® L5, A A Ty, A i.\lk A A 7, ® [:L.mej] @El,
k=1
p k—1 ) /
1/),—1,1 = Z ( Z(—l)k +k®[3§'ik,, [l’ik,$j]] /\112'1 AR /\Z/L'\Zk, AR /\/flk/\ : '/\l'ip®££>,
k=2 k'=1
= - k' +k v
;/_1,2 = Z ( Z (—1) * ® [[l’ik,ﬂfj], xik’] /\.CL'Z'I AR /\i’\zk AR '/\i’\ik/ /AR '/\xip ®£*)
k=1 FKk'=k+1
et
;)/_173 = Z (_1)k+k/ ® [xlky I’Lk’] /\ xil /\ PP
1<k<k'<q<p

S AT A AT A AT N, ] A Aa, @t

+ Z (-1)k+kl X [Zlfik,,Tik,] A Ty VAN
1<k<q<k'<p
SO NT N AT N, T A AT A AT, @
+ Z (-1)k+k/ & [;Uik,ﬂfik,] VAN Liq VAN
1<g<k<k’'<p
Co AT AT, T A AT A AT, A AT, @z

En échangeant les variables k et k' dans la sommation, on a

1/9/—1,1 — Z (_1)kl+k ® [ajik/a [flfzka%“ ANxy Ao A @.k/ A A @.k A A i, ®l£)
1<k/<k<p

= Z (_1)k+k’ ® [z, [xik/;xj]] ATy Ao NTj A /\jik/ NN ®£g’
1<k<k’<p
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L’identité de Jacobi fournit

C’110/71,1 + 1;/71,2 - ;;—1,1,7 = 0.
D’ou
tp(Cp 11 +C) 15 —Cpy17) =0. (2.7.2.5)
Remarquons que
Y s= > (CDFFIR [ a] A, ) A A

1<k<k’<q<p
.../\@k/\.../\fikl/\.../\{giq/\.../\xip(glﬁ’
+ Z (_1)k+k’+q+1 & [xiq,xj] A [Iik, l’ik,] N Ty VAN
1<k<qg<k'<p
"”/\'C/E\ik/\..'/\'{Eiq/\'../\i‘\ik//\”./\xip®££/
+ Z (_1)k+k’+q & [qu, .Ij] A [(I,’ik, Iik,] N Ty VAN
1<k<k'<q<p
'/\fz‘q/\“‘/\/x\ik/\"'/\fik/ /\"'/\xi,,®££/
v
- Yp-—1,1,8"
D’ou, on a
tp—l( ;,;/—1,3) :tp—l( 1/3—1,1,8)' (2-7-2-6)

. . . R . X 2
Pour j < k < n, on introduit la troncature & droite et a gauche de z¢ = rj .. b
définie par
roo 0N A 0y N AR 4 S | ln
Ti(z®) =) ... ¢ et T (x%) =27 .. 2,

n
On a donc
zt = xﬁj .. .xfl" = T,;(gﬁ)T;Q’(ﬁ),
ggl _ xﬁj—lx?—':f N ..Tf;" _ Té(zﬁl)Té’(g@)
et

el = o T T ).
p
Avec ces notations, ona Dpo = > 1@, A+ Az AzjA Ay, Dz, T (29)] T} (2 ).
k=1

Calculons a présent b, (D,2). On a
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b (Dy2) = AY, + B, +

P p—1

=AY + A9 )+ (B + BP )+ (P, + 0P, + 0P )

D P
ol
3) k—1 ,

A= ( > (=D g, @i, A

k=1 “k'=1

. '/\fik//\' AT ATGA - '/\xip®[$ik, Té(wel)]ch(fE&))
p p ,
+> ( > )M, @,
k=1 “Kk'=k+1

%
k=1
(3) LS
1
Byl =—, ( Y (D" @y,
k=1 k'=1

S ATy, N NTg NN AT, QT [T, T,;(:#’)]J,Q’(ﬂ’))

_ i < /i (_1)k’+1 ®$i1 A

=k+1
. '/\l’ik_l/\l’j/\' . '/\/fik,/\' . '/\{L'Z‘p®(L'ik, [l’ik, Té(]ﬁel)]chél(l’el)),

p
BY = =S (DM @y, A Az ATy A Amy, @ 3, Ta(zd)) T (),

Pkilk’—l
C =3 (X (D" @ [, 2] Ay, A
k=2 k=1
CNT, A ATy N AN, @ [x,»k,T,g@ﬁ/)]cT,;’(ggl)),
p—1 p
CI()3—)1,2 - Z ( Z (—1)k,+k ® [ZEj,ZEZ‘k,] A iy AN
k=1 k'=k+1

. ./\fik A - ./\'@ik/ A /\xip ® [xik,T];(Qﬁ/)]cT]g(ﬁﬁ/))
et
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CI(E)LE’* = Z (—1)k+kl &® [l'ik, l‘ik,] N Ly VASRIVAY Z/L'\Zk VAN
1<k<k'<q<p
G A, A AT AT A Ay, @ [, To(a )] T ()
+ Z (—1>k+kl®[$zk,l’lk,]/\l’“/\/\flk/\
1<k<q<k'<p
C N NEGA N, N ANy, @ [, T ()] T (22)

+ Z (—1>k+k/®[Iik,Iik,]/\l’il/\"'/\xiqil/\l’j/\...

1<q<k<k'<p
~ o~ / /
S ATy N NIy, Ao AN, @ [y, To(22)] T (25).
Or, on a
;71,1,5 = Z (_1)k+k/ ® ['Iilmxik/] Ny N NTi_ NTj AL
1<g<k<k’'<p

“'/\Eik/\"'/\fik//\"'/\ffip®$z‘ql£/
1<k<qg<k/'<p

---/\xiq_l/\:Cj/\---/\fik,/\---/\xip®®xiq§£/
1<k<k'<q<p

-~~/\fik,/\---/\xiqfl/\acj/\--~/\x,;p®x,»qg£.

On en déduit

/ (3)
Cp11s—Cplis

= Z <—1>k+k/® [ZEik,Iik,] /\Iil /\"'/\xiq,1 /\ZE]/\
1<g<k<k/<p
N AN ANB, AN Ay, @ To(a ) 2y, TV ()

+ > (_1>k+k/®[$z‘k,$ik,]/\$il/\---/\@-k/\...
1<k<q<k'<p

AT AT AN ANE, A A, @ To(et) @, T (2F)

1<k<k'<q<p
Ny A AT ANap A A, @ To(et) ay, TV (2f).
Puisque
Té(ggl) xiqTé'(gél) = xﬁjfl . .xi‘ffxf;qaig‘ff atn

est un monome de la base PBW. Puisque | = 57 < j < 41, d’apres la proposition 2.1.7,
on a donc
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3
(e 15—)1,3) = 0. (2.7.2.7)
De plus, on a b,(Dya) = by (0; @ iy Aoz, @ 2) = A+ B 4+ G on

(=" wjs, @ miy A ARy Ao Ay, @z

e
TE

I
M@

k=1

BI()4_)1 = zp:(—l)kxj Ty N ATy N Nxy, ® ;, xt

et .

CW = S (=DM @ (e, m AT A ATy A ARy, A Axy, @zt
1<k<k'<p

On remarque que Cgi)l = C} 113 On adonc

4
t-1(Cyh) = tp1(Chrr): (2.7.2.8)
En échangeant les variables k et k&’ dans la sommation, on a

Al o= Y (DM e @@ A AT A A, N, a) A A, @zt
1<k<k’<p

+ Z (—1)k+1$ik®l’il/\"'/\l’ik,71/\[l’ik,,l'j]/\"'/\f/iik/\"'/\I’%@Qﬁl
1<k'<k<p

et

3 ~
AZ(7—)1»1 = Z (—1)k+1ﬂfik ® Ty VAN Ly, VAN
1<k<k'<p

.../\ajik/—1 Ax]/\Axlp®[xlk/; ’;/(ggl)]c ,g;(&g')
+ Z <—1>k+1$ik ®.TZ'1 /\"'/\ZL’ik,_1 /\x]/\
1<k/<k<p

s A i.\lk AREERA Lipiq ® [xik/v IQ(QE)]C Ig’(&g)

. " AN "
Par ailleurs, on a Aj_;, = A 15, + A) 1,5 avec

p
Ag71’271 = Z(—l)kJrl[l’ik, LEj]C X Liq VANRREIVAY Ty N Z/fzk VANRRIIVAY xip X &g
k=1
et

p
Ag—1,272 = — Z(-l)k_‘_lf(l’ik,xj) X Ty VANEIIAN Lip_q VAN ./I’\Zk VANEIIAN ZL‘Z‘p ®£§ .
k=1
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D’apres la formule 4)c) de la défintion 2.1.6, on a

tp-1(Ep_1) = A1 + 1 (A1) + tpfl(Ag(ag—)l,l) +tp1(Ap 101+ Agl—)ﬁ- (2.7.2.9)

De plus, on a BI(,?’_)M = BI(,B_)LM + BI(,?’_)LLQ avec

B}(,S_)Lm = Y (-D)¥"®z;,A-- AYTIVASERYAY FREAY SVACE ~/\xip®xik,xikTé@ﬁ/)Tg@£/)

1<k'<k<p
+ Z (—1)kl®3§'“ AR '/\Z’Z’k71 /\.1'j/\' : /\i'\lk, AR ‘/\l'ip®l‘ik,l‘ikTé(§£)Tg(§£l>
1<k<k'<p

= Z (_1)k/®xi1/\"'/\£ik//\"'/\xik,l/\xj/\"'/\xip®xik/$ik££l

1<k'<k<p

+ > DY @ay A Amy AT A AT, A ATy, @ 1, 3,2t
1<k<k'<p

!

!

= Z (—1)k®xil/\~~/\@k/\~~~/\xik,7l/\xj/\~-/\a:z-p®xikxik,££

1<k<k'<p
+ Z (—1)kl®az“/\/\xzk_l/\atj/\/\ffzk,/\/\aszp®xlk,xlkgg
1<k<k’'<p
= 3 (DR @@ A AT A AT, A Ay ATy @ g ot
1<k<k'<p
+ Z (—1)k/(—1)p+k+l®$il/\"'/\[/L'\ik/\"'/\Z/E\Z‘k,/\'"/\ZL‘,'p/\JTj@JTik,ﬁik@g
1<k<k'<p
= Z (_1)p+k+k' R Ty AN ATy N NTy, Ao ANy, Aoy @ [z, $ik/]c§£l
1<k<k'<p
et
3 / ~ i /
BY o= S (=DM @ A AR A ATy ATA - AT @, T (@), T (2
1<k/<k<p
+ Y (DR A Amy ATA-- AT, A - ~/\Jcip®xik,Té(g£/)xikT,§’(ggl)
1<k<k'<p

= > (=Df@zy Az, ATA AT A -/\mip®mik,T,g(££)xikT,g(ggl)
1<K <k<p

+ 3 (FDF@m A AT A AT, AxA Az, @y, Th(a ), T (2).
1<k<k'<p
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L’élément f(xik,xik/)gﬁl est dans la base PBW de A. Puisque | = j < j < 14,
d’apres la proposition 2.1.7, on a

tp_1< Z (_1)p+k+k/®xil Avo ABy Ao AB, A 'Axiprj®f(xikaxik,)££/) =0.
1<k<k’<p

D’ou, on a
3
ty-1 (B 11) = tp1(Ch_y 1 4)- (2.7.2.10)

. " i "
Par ailleurs, on a By ;5= B, 15, + B, 145 avec

p
B;/)I—l,Z,l = Z(_l)k & XTjy A - A Lip_q A i’\lk ARERRA i, ® [xiku Ij]cgg
k=1

et
p+1

357172’2 = — Z(-l)k &® Liq VANRIERIWAN Ly AN L/E\zk VANCIERWAN .’171p+1 ® f(&?zk, xj)ggl.
k=1

On remarque que

Bg71,2,2 - _Agf1,2,2

alors

tp—l(Bg—l,Qg) = _tp—l(AZ—l,Q,Q)- (2.7.2.11)
Dans la base de PBW de A, on a

5 P

=By aa1 — Bz(a—)m = Z(_l)k Ty Ao NIy Ao N2y, & Tlg(lﬁ)xikTig@g)

k=1

4 3 P ' '
BY 4+ AD =S (—10fay @y A ATy A Ay, @ Ty(al ), TY ()
k=1
et )
leal + D 2= Z(_l)p+k+1 iy, A ATy, A iAo AT, @ Té(ﬁl)xikT,ﬁ’(ﬁ’)
k=1

En échangeant les variables k et k' dans la sommation, on a

Bg—Ll: Z (—1)k®$i1/\---/\@-k/\---/\xikLl/\[xik,,xj]/\---/\xip@)xikgﬁl
1<k<k’'<p

+ Z (—1)k®:c“/\/\xlk,_l/\[:l:lk,,x]]/\:@k/\/\xlp@)xlkg
1<k’<k<p

gl

On a donc
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3 3
By i+ C2 i+ G

= Z (_1)k®x11 N-- 'AfikA' ) '/\Iik’fl/\[wik”l‘j]/\. ’ '/\IL‘%@T,;(IE,)Z‘%T,;/(Q

1<k<k'<p

+ > (CDP@@ A Az, Aw, ] AT A A, @ T (@ ) Ty (@
1<k/<k<p

D’apres la formule 4)c) de la défintion 2.1.6.4)c), on a donc

tp—l(Fzgfl - Bgfl,zl - Bz(f—)l,2> (B/ 1+ Dzn )
+lp1(By_iy + 0(3)1 1t C;(i)l,z)
+tp 1 (BY) 15 +0)
+7fp—1(B;i)1 + A;(i)l,z)-

D’apres 2.7.2.2 a2 2.7.2.11, on a

(O ot) (1 @a Ao Ay, @) + (Lo + D)1 @ 2y A Ay, @ 2b)

—b’+1(1®xz®x )+ Dp1+Dpo+ Dy
—(tp—1 +b,)(Dp1 + Dy2 + Dy 3)
+tp-1(Ep_1)
+p- I(F/ 1)
+p— I(G, 1)

“)
£y,

! ! ! ! / ! !
+tp1 (Cp—l,l,l +Cp—1,1,2 + Cp—1,1,3 +Cp—1,1,4 +Cp—1,1,5 + Cp—1,1,6 +Cp—1,1,7+cp—1,1,8

‘1”0;/;—1,1,9)
+C;,72+D 1+ Dp2+ D3

(A//11+A 121+Ap 122+B”11+B 121+B 122"‘0/ +C”12

3
11+Ap 12+B()111+B() B 12+C 11+C;§—)1,2+C;§
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27. CASOUP>1,J<I, ETS>1

= A+ [=Dps] + B, + By,
4
+tp-1(0+ 0+ [OIE—)J + [B;()g—)l,l,l] + [Cgm] + =G, ]+ Cp 17+ [C) 1 5])
+[_Dzo,l] + Dp,l + Dp,2 + Dp,3
—tp 1 (Ay 11+ A o A et B+ By o1t A 0] HC, 0]

p
+CJ_13)
3 3 3 3 3 3 3 3
by (AY 4+ AP+ BY 4+ BY L, BY L+ O+ 0P, P

—t, 1 (AW, + B, + )
— AL+t (Ay 1) + tp—l(Agl,l) (Ao + Aggl)
+tp1(By 191+ 31(3)1,2) - (B;Iu + Dp,2) +tp1(By_i1+ C:c(w:i)l,l + 0153*)1:2 + Bf(’:i)l’l’z)
+tp_1(B}(i)1 + A;()?L)Lz) +tp-1(Gp-1)
= B;;’Q
—id(1 @z A--- Amy, @ zb).
Conclusion :

On a montré
boot,(l@w®@at)+t, 100 (1@ @zt =idl ®z; @zt

pour ¢ € F,(A), ce qui achéve la récurrence.
Par conséquent, on a

bgot(1®z@zh) +tp10b (1@ @zt =idl®r; @zt

pour tout zf € A.
Montrons a présent la partie b) du lemme 2.1.8.

Supposons j > i;. L’application ¢, est nulle. Soit 1 ® 7; ® 2f € A ® APg® A avec
7>1.0na

(tPJrl © tp)(l ®T; @ &g) = thrl(O)
= 0.

Supposons j < i1. Montrons 1’égalité
tp+1tp = O
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Soit s = 1. Soit 1@ z; @ 2t € A® APg @ Fy(A) avec 2zt =1+ ;. On a

tpr1otM(A@z; @zt = (1 otO)(A @2 @ 1) + (fpe1 0 tV)(1 ® 2 @ ;)
b (0) + 1 (1@ Ay @ 1)

0+0

= 0.

On a donc tp+1t1(,1) = 0 pour z¢ € Fy(A). On procéde par récurrence sur le degré
filtrant de z%.
Soit s > 2. Supposons qu’on ait I'égalité

tp+1 O tésjl) =0.
Montrons qu’on a 'égalité pour z¢ € F,(A). On a
(tpt1 0 tgf))(l Qi A... .z @zt

= tp+1((—1)p+1 X T4y N - Ty, AN X ®£gl)

+(tps1 ot (Z L@@y Ao ANy N[, 5] AL, ® xel)

F(tpy1 0t ) (Z 1@ 25, A ~/\xik1/\xj/\...xl-p®[xik,T,;(xel)]cT,2’(a:el)>

+(tpi1 o thY) (xj Ty N7, ® g£/>.
Par hypothese de récurrence, on a tpﬂtl(f_l) = 0. D’ou, on a
(tp+1 0 t(s))(l Qry A1y, @xh) = tp+1((—1)p+1 Q iy N T, NT; @ lﬁl).
Puisque | = j < j < iy, d’apres la proposition 2.1.7, on a
tpﬂ((—l)p+1 R Ty N ...y Ny ®§£l) =0.

Par conséquent, on a tth}(f) =0.

2.8 Construction du morphisme de complexes

A partir de I’homotopie t,, on construit par récurrence un morphisme de complexes
n, : (Bar.(A), b)) — (LL(A),b.)
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2.8. CONSTRUCTION DU MORPHISME DE COMPLEXES

de source la résolution bar, a valeurs dans la résolution de Kassel.
On définit pas a pas 7,

bar
bP

A A g0 A2 A A" 'go A

JU; JU; -1

A®AP+19®A<TA®AP9®A

en posant
M = tp1n,_ b (2.8.0.1)
Proposition 2.8.1. On «a
Vit = 1 B2 (2.8.0.2)

Démonstration. Pour p =0, on a n) =t_; oid o bj*. D’on,

bpomh = byot_joidobs™
= id o bg™.

Supposons qu’on ait égalité b;_, o n)_; = 1;_, 0 0> pour j > 1. Montrons I'égalité

/ r_ bar
by omn; =mn;_y o).

On a

/ r_ ! ) ! bar

bj on; = bj o tj_lbo nj_10 bj )

o / ar ) / ! ar

= 1,0 b% —tj_90 bj—l o 77{)—1 o b{)

. / ar ) ! ar ar

= 1,0 b — 1t 90 ;50 bj_1 o bj

J— / ar

= nj_q 007

Le morphisme de A°-modules 7, défini par la formule 2.8.0.1 est un morphisme de
complexes. Donnons une formule explicite pour ce morphisme de complexes.

Lélément 1®1 € A® A est une A%base de A ® A. On a
776(1 ® 1) = t_jo0 bgar(l ® 1)

£ (1)
= 1®1
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2.8. CONSTRUCTION DU MORPHISME DE COMPLEXES

ce qui montre 7 = id.
Soit 1 ® ¢ ® 1 un élément de la base PBW de A® A® A. On a
mleztel) = (hoidot™)(1ezlel)

= tztel-10zh)

== —t()(l X Qg).
La formule 2 de la définition 2.1.6 fournit
n L
nleztel)=—t(lezh)=>" (Zwﬁl L QT xf[‘)
k=1 “r=1
Les notations ¢', ..., ¢ sont des multi-indices de N, dont on note les éléments
sous la forme _ _
2f ::vii...xffl
avec 1 <7 <np.
Soient gﬁl, QEQ, ..., 2% des éléments dans la base PBW de A. Supposons que 7, soit
de la forme

p(p+1)

n,(1 2zt @ -0zt ® 1)=(-1)"2 t,4 (tp_2< ot (to(l ®££1)§£2) . .xfpl)a:p).

Trouvons la forme de 7, . On a

pt1

(1o e ez @l)

— tp<n;,<b§’,‘f[1(1 Rzt @ -2 @ 1)))
= tp<77;(:c€1 ' ® @2 ® 1))
p
+tp<772<2<—1>"1 o' @ -0t e 0 ® 1>>

k=1

(et o e 92
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2.8. CONSTRUCTION DU MORPHISME DE COMPLEXES

= tp((—l)p(zgl) tp—1 {%—2( h (to(% ® 2t gﬁ) ...x”’ﬁ”’HD
+tp((—1)”(”§”+’f tp1 [tw(. g (-t
+ tp((—l)p(p;l)“”+1 tp-1 {%—2(- RACIEF .xfp_l)a:‘p]x”“)
L)t o [tp_2<, 1 (to@ﬁl ®$ﬁ2)£g3> N 'xep>xgp+1:|
—|—(—1)p<p+1 Rt 0t, [tp 2( tk,l(. ot t0(1®§€1)§42> .. .ﬂkﬂkH) .. .a:‘gp)xépﬂ]
+ (_1)%4@“ ty <tp_1 {tp_2<. ot (to(l ® fl)fp) .. .xep_l)xzp]xepﬂ)

Or, d’apres le lemme 2.1.8, on a t,0t,_; = 0. D’ou, on a

o
—~
—_
1=
~
A
N—
=
S
)
N——
\
)
B
[
)
e
+
-
N—
‘ ~
N—
‘ xS
bS]
+
-
[
N—

ma(lef e 02" @)

= (_1)W tp (tpl (tpg(. ot (to(l ® gel>£ez) y 'a:gp1)x€p>xﬂ,+l).

En conclusion, on a montré

Proposition 2.8.2. Soit p un entier compris entre 1 et n. Posons 2t = gﬁl K- &

2 e A%, L’application
m, : (Bar,(A),b5™) — (Ly(A),b))

p

définie par

n;(1®xf®p®1):(—1)”“’;”tp_l(t 2 ti(to(1 @zt )2t) ..x”‘l)x"‘”)

est un morphisme de complexes de source la résolution bar, a valeurs dans la résolution
de Kassel.

Corollaire 2.8.3. Soient xy,, ..., wx, des éléments de g. On a
N1y @ xR, 1) = 1Q@ap, Ao A2p, @1 siky > >k,

=0 ailleurs.
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Chapitre 3

Le produit cup

Soit toujours g une algebre de Lie de dimension n, de base (z1,...,z,). Soit
f € Z?(g,K) un 2-cocycle de Chevalley-Eilenberg de I’algébre de Lie g a coefficients
triviaux et soit Uy(g) l'algebre enveloppante de Sridharan associée a f. On pose

U=Uug),

A = Uy (g)
et

A= A/K.

Durant ce chapitre, on introduit le produit cup sur la cohomologie de I’algebre A.
Soit p un entier compris entre 1 et n. On rappelle que I, désigne I’ensemble des
p-multi-indices ordonnés :

IL={i=(i1,...,15p) € [Ln]?| 1 <iy < -+ <i, <n}.
Pour i € I,,, on fixe les éléments x; € AP(g), 2} € AP(g*) et 27 € g® par
i =Ty N Ny,
x;j ::a:;kl/\---/\acfp
et
x? =T Q- Q T,

Remarque 3.0.1. Les familles (x;)ics, et (x])icr, sont des bases respectives de AP(g)
et AP(g*). )
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3.1. QUELQUES STRUCTURES DE MODULES

3.1 Quelques structures de modules

Introduisons les structures de modules que nous utiliserons dans la suite de ce
texte.

Définition 3.1.1. L’application
A9 A— A
définie pour a ® B € A° et a € A par
(@ ® BP)a = aafs
munit A d’une structure de A°-modules a gauche.

Définition 3.1.2. Soient (a @ bP) et (a ® B°P) deux éléments de A°. La structure de
A°¢-module a gauche de A° est donnée par

(a® B°P)(a®bP) = aa @ (bF)°P.

Proposition 3.1.3 ([21], p. 540). Soit A : g — A° Uapplication K-linéaire définie
pour € g par
Alz) =15(2) @1 = 1@ tp(x)°P.

Cette application induit un morphisme d’algébres, toujours noté A
AU — A
Démonstration. Montrons que A est "bien définie". Notons A® : T(g) — A° le pro-
longement de A a T(g). Pour que A : U — A soit bien définie, il faut vérifier
A®(r@y—y®@x—[z,y]) =0
Soient x et y deux éléments de g. On a

A°(r@y—y®@z—[z,y])

= A(2)Ay) — A(y)A(z) — A([z, y])

= (1) @1 = 1@ (2) (1 () @1 = 1®14(y))

(W) @1 =14 (y)(p(7) ® 1 = 1@ 1p(x))

= (ts([z,y]) @ 1 = 1@ 14([2,9]))

= (tp(@)ep(y) — ey @)ep(x) — 15 ([2,9]) @1 = 1@ (tp(2)es(y) — tp(y)ep(z) — ep([2,9]))
= flz,y) ®1—-1® f(x,y) =0 .

Il est clair que 'application A ainsi définie est un homomorphsime de K-algebres. [

Corollaire 3.1.4. Le module A° est un U-module & gauche et a droite via A.
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3.2. COHOMOLOGIE D'UNE ALGEBRE DE LIE A VALEURS DANS LA
REPRESENTATION ADJOINTE

3.2 Cohomologie d’une algeébre de Lie a valeurs
dans la représentation adjointe

La représentation adjointe A4 est le A/-module & gauche A défini pour = € g et
a € A par
xr.a = xa — ar,

qu’on prolonge sur U par la régle (ux).a = wu.(z.a) pour u € U, x € g et a dans
A. Cette structure de /-module de A s’obtient donc en composant la structure de
Af-module de A et le morphisme A. D’une maniere générale, pour u € U, on a

u.a = Au)a
ou A est la diagonale introduite dans la proposition 3.1.3.

Remarque 3.2.1. On prendra garde que via la multiplication p : U¢ — U, l'applica-
tion A o p n'induit pas de structure de U*-module sur A*. . En effet, pour x,y et z
dans g et a € A4, on a

(Ao p)(z@y™®)((Aop)(1®2P)a) # (Ao p)(z ® (2y)F)a.

Définition 3.2.2 ([2], p. 270). La cohomologie et I’homologie de l'algébre de Lie g a
valeurs dans A sont respectivement définies par

Hi;o(g, A™) = Exty, (K, A™)

et
HEe(g, A .= Tor(K, .A™).

Définition 3.2.3. Soit x; € AP(g) et soit a € A*'. Dans Homy (U @ AP(g), A%), le
symbole de Kronecker 03, est défini par 63 (1 @ x;) = a et &5 (1 ® ;) =0 pour j # i

Posons
LP(K, A*) .= AP(g") @ A

L’isomorphisme de K-espaces vectoriels
Homy, (U @ A*(g), A*Y) = L*(K, A*)
induit un isomorphisme de complexes

(Homu(u ® A*(g), A*), (d/*CE)t> = (L*(K’ A™), d*)
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ou la différentielle
dP: LP(K, A*) — LPHYK, A2

est définie pour 2 ® a € LP(K, A*?) par

Pa;oa= ¥ (eg(dtise))

J€lpt1
p+1 i
* 1 a ~
= Z (‘rj ® Z(_l) " A(szk)(sg(l ® o VANGERIVAN ZLj, VANRRRIVAY LEjPJrl))
1€Ip+1 B k=1
+ Y (me X (DM@ g, A
J€lpr1  — 1<k<k/<p+1

"'/\@k/\'“/\@k//\"'/\xjpﬂ)

ou d7.p est la différentielle du complexe de Chevalley-Eilenberg (U @ A*(g),d'¢p)
introduite dans la section 1.6.

Proposition 3.2.4. Le complexe (L* (K, Aad),d*) calcule donc Hj, (g, A*).
Dans ce chapitre, on montre que ce complexe calcule la cohomologie de Hochschild

H*(A, A) de A.

3.3 Enoncé du résultat

Théoréme 3.3.1. Soit Oy (A, A) = Homg(A”", A) le compleze de Hochschild nor-
malisé réduit de A =Us(g). On pose (L*(K, A, d*) = (A*(g*) ® A, d*).

Pour x} ® a € APg* @ A* et i @ad € NMg* @ A on pose

(2] ®a) Upie (v} ® d') = 2] A2} ® ad’

ot aa' est le produit dans l'algébre A. Il existe un quasi-isomorphisme
(70* : (6]?{("47 A),b*> . (L*(K, Aad),d*)
induisant un isomorphisme d’algebres graduées commutatives

O (H*(A,A),U) = (Hpe(g, A™), Uric).
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3.4. L’ISOMORPHISME DE K-ESPACES VECTORIELS

3.4 L’isomorphisme de K-espaces vectoriels
Dans cette section, on montre que l'application
(Homgx (A™", A),b*) — (A*(g") ® A™, d")

est un quasi-isomorphisme de complexes.

La bar résolution normalisée (Biar* (A), bbar) et la résolution de Kassel (L;(A), b;) ont
été respectivement définies dans les sections 1.1 et 1.8.

Lemme 3.4.1. Il existe des quasi-isomorphismes explicites

2 (L7 (K, A*),d")

(Hom(A7 A).17) =

entre le complere de Hochschild de A et le complexe de Kassel de A. De plus, les
applications ©* et Y* satisfont les trois définitions suivantes :

1. Pour f € Cg(A,A), on a

(pp(f) — Z (xz ® f( Z 5(0) To(z;,) R R xcr(xip))>'

iEIp O’EGi
2. Pour (zj, @ --- ®x;,) € g = F1(A)*? et x7 ® a € LP(K, A*), on a
PP(af @a)(z;, @ - ®@xj,) = Op(1@xj A Awj) sijr>->jp

=0 ailleurs.
3. On a ¢* op* =idp. (g gaa)-

La suite de cette section est consacrée a la démonstration du lemme ci-dessus.
Les isomorphismes ¢* et ¥* sont obtenus comme les composées suivantes
90* — 490* o 390* o 2¢* o 190* et w* — 11/1* o 21/)* o 3w* o 4¢*avec

1‘;0*

(Homy (A, A), b") 2 (Hom 4 (Bar,(A), A), (b2)");
(Hom e (Bar.(A), A), (02*")") % (Hom e (LL(A), A), (1.)");
(Hom_a (LL(A), A), (L)) f (Homy, (U © A*(g), A™), (d'6p)');
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3.4. L’ISOMORPHISME DE K-ESPACES VECTORIELS

4, %

* ® * * au *
(Homy (U ® A*(g), A*), (d'65)") iy (A*(g7) @ A, d7).
Etape 1 : Construction de *¢p* et ¢*.
Elle est bien connue. Nous la rappelons pour la commodité de la lecture.

Proposition 3.4.2 ([13], corol 2.2, p. 282). Soient f € Homg (A", A) et
ap®a; ® -+ ®a, ayr € Bary(A).

1. L’application - L
1P : Homg (A7, A) — Hom 4 (Bar,(A), A)

définie par

YO (a0 ® a1 @ -+ @ ap @ apr) = aof (a1 @ -+ @ ap)apys
est un isomorphisme de complexes d’inverse [’application

'y? : Hom 4 (Bar,(A), A) — Homg (A, A).
Pour g € Hom 4¢(Bar,(A), A), Uapplication "¢P est définie par
W) ® - ®ay) =9g(10am @ ®a,®1).
2. L’application
1P HP(C"(A, A),b") — H?(Hom 4 (Bar.(A), A), (52)")

induite par 1P est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse
pr .= H*(1yP).
Etape 2 : Construction de 2p* et ¢*.

*

La construction de 2¢* est due a Kassel. La construction de 2¢* est délicate et
nécessite d’introduire le morphisme de comparaison 7, construit a la section 2.8. L’ap-
plication 2¢* est induite par application

¢+ (L(A).) = (Ban,(A), 05 (3.001)

construite par Kassel([15], lemme 9 et corol 6, p. 243-244). Cette application ¢, est
donnée pour 1@ x; @ 1 = 1@z A+ Awy, ® 1 € L (A) par

e (1@r;®1)= > (0) (1 ® o) @+ @ To(i,) @ 1).

0’661
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3.4. L’ISOMORPHISME DE K-ESPACES VECTORIELS

Pour f € Hom 4e (%p(/l), .A), on pose

20,(f) i= [ o ¢, € Homae (LL(A), A).
Soit
iy - (Bar,(A),0) — (L (A),0))

le morphisme de complexes construit a la section 2.8.

Lemme 3.4.3. On a
T]; (@) QO; = 1dL;(A)

Démonstration. Soit i € I,. Soit 1@ x; ® 1 € L) (A). On a

(Mo, )l@r;@1) = (mop,) 1@z A+ Axi, @ 1)
= o) (-1 T @z A Ay, ®1)

(p=L)p
= (=1) = 77]’)( Z e(o)1® To(iy @+ Q Ty(iy) ® 1).

oeq;

D’apres le corollaire 2.8.3, on a

(p—1)
(Mog)l@z®1) = (-1)" 2" @, A-- Az, ©1
(p—1)p (p=1)p

(—1) 2 (—1)T ®I‘11/\/\.’L‘1p®1
= idl®z;®1).

Pour g € Hom 4 (L;?(A), A), on pose

*Yp(g) :== g on, € Homye (%p(A),A)

Montrons que

2901) o 2@/)13 = idL/(A).
On a 2p, o %1h,(g) = %pp(gon,) = gon, o, Dapres le lemme 3.4.3, on obtient
2op 0 p(g) = g.

Proposition 3.4.4. L’application
27 : H”(Hom 4 (Bar.(A), A), b)) — H?(Hom e (LL(A), A), (8,)")

induite par*¢P est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse >WP := H*(*y)P).
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3.4. L’ISOMORPHISME DE K-ESPACES VECTORIELS

Etape 3 : Construction de 3p* et 3¢*.

Kassel a montré([15], corol. 5, p. 241-242) que 'homologie de Hochschild de A est
I’homologie du complexe (Aad ® A*(g), d*). Nous montrons un résultat analogue en
cohomologie. La cohomologie de Hochschild de A est la cohomologie du complexe
(Homu (U ® Apg,Aad), (d' *CE)t> Ce résultat est peut étre bien connu mais pour la
commodité de la lecture, nous en donnons une démonstration.

Proposition 3.4.5. Soient f € Hom 4 (L;,(.A), A) et u®x; € U APg. Lapplication

3P (HomAe (L;(.A),A), (b;)t) — (HOmu (U ® ApgyAad)a( /*CE)t>

définie par
() =Auflesel)

est un isomorphisme de complexes. L’inverse est 'application

Sy (Homy (U ® APg, A™), (d%.5)") — (Home (L}(A), A), (1))

p

définie pour g € Homy, (Z/{ ® APg, Aad> et (a®@x; ®a') € L,(A) par

W) (e ®d) = (@a®dP)g(lo ).

Démonstration. Dans un premier temps, montrons que >?( f) est U-linéaire & gauche.
Soit v’ € U, on a

30P(f) (u’u ® 9@) = AWu)flor 1)
AW) (Al @z 1))

= AW)e?(f)(ue ;)

= (e (N (uemn)).

Montrons que 3¢?(g) est A°-linéaire & gauche. Soit b ® P € A°, on a

3y7(g) ((b @V awned) = *(g)(ba®z®db)
(ba @ (a'V)P)g(1 ® z; ® 1)
= ((b ® V°P)(a ® a’OP))g(l ®x; ®1)
(b®b)((a®a)g(l®z; @ 1))

= (b@VP)PYP(g)(a @2 ® a')
Dans un deuxiéme temps, montrons que les applications de 3P et 3¢” sont inverses
I'une de 'autre. On a
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3.4. L’ISOMORPHISME DE K-ESPACES VECTORIELS

(P o PP (f)la®@ z; @ o)

(a®aP)PeP(f)(1 @ ;)
= (a®dP)f(l1®z;®1)
fla®x; ®a)

et

Ce? o yP)(g)u @) = Alw)¥P(g) 1@z ®1)
= A(u)g(l®@ )
= gu®zy).
Dans un troisiéme temps, montrons que 3¢ est un morphisme de complexes. Soit
w® ;€ Vyia(g), on a

=A(u)(b,)"(Hl@r; 1)
=AW/ (Hn1enel)
p+1
— (u)f( ( 1)”1:1024 Ty N NZjyy Ao Ny | @ 1)
/=1
p+1
_ A(u)f( ()™ @y A ATy A ATy, ® x,-l>
/=1
+ A(u)f( (1) @ [y, wi, | ATy Ao ATiy Ao ATy Ao Ay, @ 1)
1<e<t/ <p+1
p+1
_ (u)f( (“1) LA (1@ s Ao ATy Ao Aziy @ 1))
=1
+A(U)f< Z ( 1)“5/@[%@,1’11/]/\:&-1/\---/\@2/\---/\@[,/\~--/\:1:l-p+1®1>
1<e<t/ <p+1 '
p+1
= (AWA@)) (N LDH 1@, A AT Ao A, )
/=1
FAWPPN( X N @ L) A A AT A ATy A A,
1<e<t/ <p+1
p+1
= 390p(f)(2(—1)£+luxu ®Tiy N~ NTy N Ny, )
/=1
+37(NC Y. (DT [y, wi, ] Az A ATy A NBiy A A
1<0<l/ <p+1

3¢p(f) (d/P—H ®$Z )
((ep) 0" (f)) (ue ). O
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3.4. L’ISOMORPHISME DE K-ESPACES VECTORIELS

Proposition 3.4.6. L’application
37 : HP (Hom e (L,(A), A), (1)") — H? (Homu (U ® A*g, A*Y), (d'¢)")
induite par3¢P est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse 3WP := H*(3¢)P).

Etape 4 : Construction de “p* et 4)*
Rappelons que dans Homy (U @ APg, A*1), le symbole de Kronecker 0. est défini pour
iel,etae A par 0% (1®x;) = aet 0 (1®x;) =0 pour j # i.

Proposition 3.4.7. Soit f € HomA(Z/{ ® Apg,Aad>. L’application

4¢p: (HOHlu(U@Apg,Aad),(d/gE)t) N (LP(K, Aad)’dp)

définie par
()= e fle)

i€l

est un isomorphisme de complexes. L’inverse est 'application
r s (LP(K, A™), @) — (Homy (U © APg, A*0), (d%p)")
définie pour x; @ a € LP(K, A*) par

4¢p(:v; ® a) = 6.

Proposition 3.4.8. L’application

4P . P * ad R p(T* ad *

" : H? (Homy (U @ A"g, A™), (d'7p)") — HP (L7 (K, A™), d")
induite par *@P est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse 1WP := H*(1)P).
Etape 5 : Construction de 'isomorphisme ¢* et ¢*

On pose * = 4p* 03p* 0 2p* o Lp* et * = 1h* o0 23p* 0 39)* o 44)*. Les applications

(Cr(A, ), 07) &

* ad *
= (L7 (K, A*),d")

sont des morphismes de complexes tels que ¢* 09" = id (g gaay. En effet, pour i # 2,
les applications p* et “)* sont des isomorphismes réciproques I'une de l'autre. Pour

i =2, 0na’p*o?* =idp 4 donc ¢* o p* = idp.(x aaa).
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Corollaire 3.4.9.
1. L’application ®P induite par pP
7 - H?(C( A, A),b°) — H?(L*(K, A*), d")

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

2. L’application VP induite par P
WP H(L7(K, A™), d°) — H?(CL(A, A),b°)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Remarque 3.4.10.
1. Pour f € Cp(A,A), on a

25 =3 (sref( T =0)15y))-

el 0661
2. Pour x; @ a € LYK, A et ay ® -+ ®a, € A®P, on a

Y] ®a)(a @ @ap) =08 ((1@a® - ®a,@1)).

3. Pour (zj, @ -+ ®x;,) € Fi(A)® =g, on a

WPz ®@a)(op, ® - Qay,) = o (1@xk A Aay,) sik > >k

=0 ailleurs.

3.5 Construction du produit cup Uy, sur les co-
chaines

Pour i € I, soit &, le groupe des permutations de Supp(i) = {i1,...,4,}. Pour
o € G;, on pose
T = Tolin) @+ ® Ta(iy)-

Introduisons quelques définitions.
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3.5. CONSTRUCTION DU PRODUIT CUP Uy g SUR LES COCHAINES

Définition 3.5.1. Le produit
® (Ap(g*) ®A®p) ® (Aq( )®A®q)—>A7’+q( ) @ A®PH
est défini pour (z] ®u) € AP(g") ® AP et (v} ® v) € A(g") ® A% par

(stou) @ (o) =] Aajo (o).
On vérifie immédiatement que le produit ® est associatif.

Définition 3.5.2. Pour 1 < p < n, on définit l’élément S, de AP(g*) @ A®P par

S, =% (x; ® Y (o) xf}@).

z'GIp 0'662

Soit £ = (¢1,...,04+1) un élément de I, et soit S, le groupe des permutations
de Supp(¢) = {l1,...,€,41}. Pour h entier compris entre 1 et ¢ + 1, on introduit le
stabilisateur &, de {f},} dans &, :

Spn = {T € & |7(ta) = ln}.

Posons 6?) = {a €Glo(ty) = Eh}. De la réunion disjointe
q+1
=11s,".
h=1
on déduit que pour I'élément S, 1 de AT (g*) @ UPIT! on a I'égalité
gt1

Spr1= Y <x4®2( > e(0) ug, ® Uogey) - ®ug(gq+l))). (3.5.0.1)

el =1 sea®

Remarque 3.5.3. Soit h un entier com ms entre 1 et g+ 1 et soit oy, la permutation
circulaire op, = (Cpy lp—1, ..., 02, (1) .91 T est un élément de &y, alors T o oy

appartient GX) avec (T 0 o) = g( )( 1)1,
Lemme 3.5.4. Pour p+ q < n, le produit ® satisfait la relation

Sp ® S = Spig-
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3.5. CONSTRUCTION DU PRODUIT CUP Uy g SUR LES COCHAINES

Démonstration. Montrons dans un premier temps la relation S; ® S; = S5. On a

Ses = (Yaon) e (> o)

i€l lEIl
— * . * .
_ ( 3 xi®x,)®( 3 xj®xj)
1<i<n 1<j<n

= D A @)+ Y, Az (1 Q)

1<i<j<n 1<5<i<n

= Y HAGR@mey) - Y, AL (o)

1<i<j<n 1<j<i<n

= ) A @)— Y, Az (r;e)

1<i<j<n 1<i<j<n

- SQ.

Montrons a présent la relation S; ® S, = S14,. Fixons un entier ¢ > 1, on a

Si,®S, = <Z$11®$z1)®2<$®z ]>

iely Jj€lq TEG
= Y (Z(m;/\x@)z x“@x())).
1<ii<n N jel, TEG;

g+1
Posons 51 ® S, = Z Aj, avec

h=1
A= ) (51321/\37@2 %®x<)>7

1<i1<g1 < <jq<n 7667

pour 2 < h < g,

Ay = Z (xfl A :c ® Z T) Xy ® xT(j))

1<G1 < <gp—1<t1 <Jp <-+<jg<n T€G;

et
_ * *

Api= X (wrape ¥ er)e wal,)
<1< <jg<ir<n =
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Calcul de A; :
Posons {1 = iy et €5 = jo_1 pour 2 < s < g+ 1. Soit £ = ({1,...,0441) et soit
U= (ly,...,lgs1) = j. On a donc

A = > (5'72 Ao ANy ® D e(T) 2 @ Ty ® - ® %(éqm)
1<l << <lgyr1<n T€&y
= > <$e ® D, &)z, ® Ty @+ ® fff’(fwl))
Lelg 7'€6,1
= Z (xé ® Z l’gl ® To(ls) - ® xU(Zqul)) .
Lelgta oce6, (1)

Calcul de Ay, pour 2 < h <gq:
Pour 1 < s < h, posons l; = js, £y, = 11, et pour h < s < ¢+ 1, posons {5 = js_1.

Posons £ = (01, ..., lg1) = (J1s- -5 Jh—15015Jhs - - - 5 Jq) OU £ est un élément de I,41. On
a

T AT) =Ty, ATp A ANEL A A= (D) e A Ao A= (D) g
Pour 7 € §;, on a

Ty ® 5’77(]) Ty, @ Tr(g) @+ @ Tr(g_y) @ Tr(t 1) @ -+ - Tr(tgyq)-

Posons £/ = (1,...,¢h—1,lpt1,-..,lq41) = j. Il existe un isomorphsime de groupe

v 6& — 6@7]1.
On a donc

Ty @ xr(g) = Tip @Tr(j) @ O Tr(j_y) O Tr(jy) @ - - Tr(jy)
Top @ Tr(er) @ @ Tr(ty_1) © Tr(thir) @ - o+ Tr(lyi)
Ty (t) @ Trr(0y) @ -+ @ Trr(0,,_1) @ T (y,41) @ v+ Tt (041) out € Sy
T (mfh DTy @ Qg , @ Llpiq .. 'qu-‘-l)
Toop) (X, @ Qxy, ®...74,,)avec T 00, € GEh)
= (oo

- xy.

Alors on a

72



3.5. CONSTRUCTION DU PRODUIT CUP Uy g SUR LES COCHAINES

Ay, = > (m}‘l NEj® > e(r)a, ® mf?’(j))

1<1 < <1 <1 <Jp < <Jg<n TEG;

- ¥ ((_1)h—1 50 Y &) (( o) @@))

1<l < <lgy1<n T'EGgﬁh
S (@;@ S (1) le(r) ((T'oah)-x,;@)).
lelyi1 T/EGE,}—L

Or, d’apres la remarque 3.5.3, on a

(—1)"’15(7")((7" o0y) - xf) =¢c(o)(0-af) = e(o) vy, avec o € 6?).

On a donc

A, = Z (ZEZ@ Z €(U)xgh®ZEU(52)®"'®$U(@H1)>.

lely UGGEh)

Calcul de Ag4q -

D’une maniere analogue, on a

Ag1 = > (a:;fl ANzi® Y e(t)z, ® :E;@(j))

1<j1 < <gg<ii <n T7€G;

- ¥ (@f@ 3 (-1)qg(T')((T'oaq+l)-x;®))

lelgpr T'€6,q41

= Z <IZ ® Z g(a)quﬂ Q To(ty) @+ @ x0(5q+1))'

ﬁelq+1 0_662‘1""1)

Calcul de S; ® S, :
On a
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S1®8 = > <93e ® Y £(0)T ®Toe) @ @ %wqm)

Lelyi O’GG(I)
g+1

+ Z ( Z <x€® Z xfh®x0(f2)®'”®x0(3q+1))>

Elp et

+ Z <5L‘Z ® Z 0)Ltyss @ To(ty) ® -+ ® xff(fqﬂ))'

Lelyi EG(q+1)
q+17

La réunion disjointe &, = H 6@ et I'égalité (3.5.0.1) fournit

S1®S, = Z Ty ® Z 0) To(ty) ® To(ty) @+ ® To(t41)
4 ) 4==7)
— Z z, ® Z elo)x
lelgrr  0€S,
= S,

La relation S, ® S, = 5,14 en résulte par récurrence grace a ’associativité de ® :
Sp+1 ® Sq = Sl+p &) Sq = (S1 ® Sp) ® Sq =5 ® (Sp ® Sq) =5 ® Sp+q = Sp+q+1'
O

Définition 3.5.5. Fizons deux entiers p et ¢ avec 1 < p <n et 1l < q < n. Posons
r = p+q el supposons r < n. Soient v € I, et j € I, deux multi-indices a supports
disjoints.

1. On désigne par i#j la liste ordonnée des éléments de Supp(é) U Supp(y).

2. Le nombre (i, j) € {1, —1} est défini par x; N x; = a(i, j) Tig;-

3. Pour { € 1., on définit

I, = {(i.7) € I x I, Supp(i) N Supp(j) = Deti#tj = L} .
Remarque 3.5.6. Pour tous entiers p, q et r avec r = p+q, on a la réunion disjointe
{(z j) € I, x I, | Supp(i) N Supp(j) = ®} = Uger, I,
En effet, pour £’ # £ dans 1,44, on a fﬁfq a Iz%q =09
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Corollaire 3.5.7. Dans AP*1(g*) @ A®P*7 On a l'égalité

ZZ(w?ij@(x?@x?)): > (x}@( > a(i,j)x?@x?)).

iely jelq L€l g (L)ells

Démonstration. D’apres la remarque 3.5.6, on a

ZZ(mf/\x;‘@(xf@@xi@)) = > > (mf/\x;‘f®(xl®®x§§))

1€l jely telpia (i j)els,

= ¥ ¥ (aprieares)

Lelpyq (ivl)efﬁ,q

Corollaire 3.5.8. Pour f € Homg (A®p+q,A>, on a l'égalité

> T AT ®f(z > el Tot) """f?(j)): 2 xZ@f( 2 €<T>x?(’“)>'

i€lp j€Iq 0€6; T€6; kel g meS

Démonstration. D’apres le corollaire 3.5.7, on a

S, ® S,

= (l‘z ® Y (o) l’?@) ® ) (“f; ® > &(r) xf?(j))

i€lp o€6; Jj€lq T TEG;

=Y S (mane (X X om0, )

i€lp l'Efq O’EGiTEGj

= > Y (etigmie (X X e, 005,))

Zelp+q ( )GI;?q UEG T€67

= > (Z ( > >l (4, ))x (z)®‘r§(j))>'

EEIP‘HZ ( )GI[ 0'66 T€6
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Mais, d’apres le lemme 3.5.4, on a S, ® S; = Sp44. Dot

oo X% ¥ ekmaiag,ed,) = ¥ ae( X @

el g (i, )eIe 0€6; T€6; Lelpiq €6,

W(Z )

Or, {xz, le I,,} est une base de A"(g*) donc

(1.§)El5.q ”EGJEG, €S,

Par conséquent,

Y Y ¥ c@eati sy e afy) = 1 T etmady)

(1-71)611%’(1 0'661;7'661 7T€6£

et par suite

el XX Y cokmatiiag, ey =rie f( X cn)ad,)

G, )G]e oe6; TEG eSSy

On déduit que

> fUZf@f( > e(m) 93?(@))

lelyyq 7TEG£

= Y el ¥ XX ckmalii g, 0,)

lelpyg @, )EI[ o€e6; TEG

=¥ X alingef( ¥ X c0em)ag, ek,

éelp_t,_q ( )GIEq O'EG TEG

=Y S annef( X X e, 9, ).

i€lp jelg N 0€6; TEG;
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Définition 3.5.9. Pour p et q entiers positifs, définissons le produit
Urie : LP(K, A) ® LY(K, A*) — LPT(K, A) (3.5.0.2)

par la formule suivante. Soient i € I, j € I, xj € APg*, 2} € Ag* , a € Ao
a’ € A*. On pose
(2] ® a) Upie (2] ® ) = 2] N2 ® ad’

ot aa’ est le produit dans l'algébre A.

Proposition 3.5.10. Soit ©* : (HomK(j@)*,A),b*) — (A*(g*) ®Aad,d*) lapplica-
tion construite dans la section 3.4. Soient p et q deux entiers positifs avec p+ q < n.

Soit f € Cx (A, A) et soit g € Ci(A, A). On a la relation

@ (f) ULie ©%(g) = ¢"T(f U g).

Démonstration. On a

=Y (o X =0)):

ZEIp 0'661

On en déduit
OP(f) ULie 91(9)

=X (e s( Z o)) v T (e ( X €0ey))

i€lp 6; j€l; ~ TEG;

=Y S (nane (X X 0k fa5y)ey)))

i€lp jelq c€6,; TEG;

D’apres la définition du produit cup rappelée en 1.3.1.1, on en déduit
¢"(f) Urie ¥*(9)

:ZZ(mj/\x (Z > el ng)( a()®x§(j))>

i€lp jelq o€G; TEG;

=Y Y (rgeun( T X doem i, @)

i€lp jelq 0€6; T€G;

Or, d’apres le corollaire 3.5.8, on a
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3.6. DEFINITION DU Up;z EN COHOMOLOGIE

PN Vee) = X wie(ug( X emad,)

lelpyq 7T€6£

= YPHi(fug).
0

Proposition 3.5.11. Soient p et q des entiers naturels. Soient (v; @ u) € LP(K, .A*)
et (z7 ®v) € LYK, A*!). On a

dijq((ﬁf;;k ® 1) Urie (l';@U)) = dp($z ®u) Upie (:Ez® v) + (—1)”(:@?‘ @) UrLie dq(xz(gv).

Démonstration. Cette formule est une conséquence immédiate de la formule analogue
1.3.1.2 pour le produit cup U, de la relation ¢* o 9 = idp«k 420y du lemme 3.4.1 et
de la formule ¢P(f) Ui ?(g) = ¢"T9(f U g) de la proposition 3.5.10.

O

3.6 Définition du U;;,. en cohomologie
Soient p et ¢ deux entiers naturels. Définissons le produit cup :

ULie : Hgie(gw/étad) ® Hgie(ga Aad) — ng_eq(ga Aad)'

Pour o/ € HY, (g, A*) et 8’ € H}, (g,.A%), le produit cup o/ Ug;. 8" € HY (g, A*Y)
est défini sur les cochalnes a partir du produit également notée Uy,

Upie : LP(K, A™) @ LUK, A™) — LPH(K, A™).
Ecrivons o et 3’ sous la forme o = cl(z} ®u) et f = cl(zi@v) on 2} @u € LP(K, A2
et 25 ®v € LYK, A*) sont des d*-cocyles. D’aprés le lemme 3.5.11, la formule
qr+a (;EX @ u Urie a:z X v) = d"(7] ® u) Ui ;Ez ®v+ (—1)P2 @ uUre dq(a:z ® v)

montre que 7 ® u Ur; 2 ® v est un d*-cocycle des que z7 ® u et 27 ® v le sont. On

définit donc o U € HY (g, A*) comme la classe de cohomologie du d*-cocycle
T @uUpie T3 @ .

Remarque 3.6.1. Pour A = Us_¢(g), le produit cup Ur, coincide avec le produit
cup défini par Cartan et Filenberg ([2], p. 276) a partir de la diagonale.
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3.6. DEFINITION DU Up;z EN COHOMOLOGIE

Proposition 3.6.2. Le K-espace vectoriel H*(g, A*d) est une algébre graduée com-
mutative via le cup produit Up;..

Démonstration. C’est une conséquence du résultat analogue pour (H (A, A),U) et
la proposition 3.5.10. Soient p et ¢ deux entiers naturels avec p + ¢ < n. Soient
o € HY, (g,A*) et ' € H}, (g, A*). Puisque ®* est un isomorphisme de K-espaces
vectoriels, il existe des éléments uniques o € HP(A, A) et o € HI(A, A) tels que
o = OP(ar) et f' = PI(F). En prenant des représentant des éléments « et [ et en
utilisant la proposition 3.5.10, on a immédiatement ®? () Up;e () = PP (U ).
Or, d’apres le théoreme 1.3.1, I'algebre (H *(A, A), U) est une algebre graduée com-
mutative. Alors on a

o Upie ' = ®P(a) Urie ®7(5)
= Orti(aUf)
= OrH((—1)MBUa)
= (1P ®I(B) Uie PP (cv).
= (—1)P15 Upe o,

ce qui montre que la K-algebre (Hzie(g, Ay U Lie) est une algebre graduée commu-
tative. =

En conclusion, on a montré :

Théoreme 3.6.3. L’application
P - (H*(A, A),u) ~ (Hzie(g,Aad), um)

est un isomorphisme d’algebres graduées commutatives.
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Chapitre 4

Le crochet de Gerstenhaber

Dans ce chapitre, nous allons donner une formule explicite pour le crochet de
Gerstenhaber pour la cohomologie de A.

Soit p un entier compris entre 1 et n. On rappelle que [, désigne I'ensemble des
p-multi-indices ordonnés :

L={i=(ir,....5p) €[Ln]?| 1 <iy < <iy,<n}.

4.1 Reéecriture du crochet de Gerstenhaber

En 2015, C. Negron et S. Witherspoon ont proposé une construction du crochet
de Gerstenhaber a partir d’une résolution de I'algebre qui n’est pas nécessairement la
résolution bar.

Afin d’introduire cette nouvelle expression du crochet, quelques définitions sont
nécessaires.

On introduit la coalgebre tensorielle graduée

T(A) = &0 TP (A)

avec TP(A) = A7 Le coproduit de cette coalgebre
Ar: T(A) = T(A) @4 T(A)

est 'application K-linéaire définie par

p
Ar(a1 @ ®ay)=> (1@ ®a;01)Q (1@ aks1 ® - ®ay)

k=0

ouap,...,a, €A
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4.1. REECRITURE DU CROCHET DE GERSTENHABER

Introduisons le A°-module Bar(A) = A® T(A) ® A, avec Bar,(A) = A0 A™" ® A
pour tout entier » > 0. Pour alléger les notations, on pose

B :=Bar(A) avec B, :=Bar,(A)
et
B®4 B :=Bar(A) @4 Bar(A) avec (B®uB), := ®piq—rBp @4 By
Soit Ag : B — B ®4 B 'application induite par le coproduit Ar. La diagonale
Ap est donnée par
AB(ao R - Qa,)® ar+1) (4.1.0.1)
= <a0®1) @A (1®(a1®---®ar)®ar+1)

+ > (@ (@@ ®a) 1) 41 Gy @ @ Gyeg) @ 1)

ptq=r
p>0,¢>0

+ (@@ - ®a)©1) s (1®an).

Proposition 4.1.1. La diagonale Ap est co-associative, c’est-a-dire que le diagramme

B—— 2" .Bo,B

B®AB A@GB B®_AB®AB

commute.

La vérification de la proposition ci-dessus est immédiate. Il sera commode d’avoir
les notations suivantes :

Notation 4.1.2. Soit z, € A" un monome homogene de degré r et soient u et v
deux éléments de A. On pose w, = u® 2z, ®v € B,.. La diagonale Ap s’écrit sous la
forme

Ap(w,) =Apu®@zQv)= Y (u®2z®1)®4(1® 2z Q0).

ptq=r
2pQzq=2r

81



4.1. REECRITURE DU CROCHET DE GERSTENHABER

Proposition 4.1.3. Soit b’ @41+ 140" : B®4 B — B ®4 B Uapplication
définie par

(bbar ®al+1®4 bb&f)(wp XA Wq) = b;ar(wp) ® wWg — <_1)pwp ® bsar(wq)'

alors
1. L’application b" @41+ 1 ® 4 b°* est une différentielle sur B ® 4 B.

2. L’application Ap : (B,0") — (B ®4 B, 0" @41 + 1 ®4 b°*) est un quasi-
isomorphisme de complezes.

On pose

AR = (idp ®.4 Ap) o Ap.
Remarque 4.1.4. Soit w, = u ® z, ® v € B, un monome homogéne. On a
AR (w,) = (idp ®4 Ag) 0 Ap(w,)
= (dp @4 p)( Y (W®z1)s(10z0v))

pt+q=r
2pRzq=2r
= > (u®%01)0a(10z201)04(10z1Q0v).

ptatl=r
Zp®2q®zl =Zr

Définition 4.1.5. Soit ¢ > 0 et soit g : AR A @A — A une application A°-linéaire.
Pour r > q, définissons l'application

1®g®1: (B4 B®R4B), — (B B),—4

par les conditions suivantes :
1. Pourl#gqeti+1+7=r, on pose
(1 ®g 1)/Bi®.ABZ®.ABj = 0.
2. Pourl=q eti+j=r—q, on écrit un monome homogene w, € B; @4 By @4 B;
sous la forme w, = (U® 2, @ V) A (1 ® 2, ® 1) @4 (W ® z; @ t) et on définit
1®g®1 sur B; ® 4 By ®4 B; par

1®ge1)(w) = (—l)qi(u® 2 @vg(l® 2z, ® 1)) ® A <w ® z; ®t).

82



4.1. REECRITURE DU CROCHET DE GERSTENHABER

Définition 4.1.6 ([19], p. 4). L’homotopie de Gerstenhaber est lapplication
G:(B®aB), = Bria
définie par
G(uez0)@s(1®z0w) = (-1)ud (5 0V 2) .
Remarque 4.1.7. L’homotopie de Gerstenhaber est une homotopie
p®aid —id®a p ~ 0,
c’est-a-dire que dans le compleze Hom 4 (B ® 4 B, B), on a

Go("" @41+1@4°") +0"" 0 G = p®4id —id @4 p.
Lemme 4.1.8 ([19], p. 6). Soient f € C"(A, A) et g € C'(A, A) des cochaines

normalisées de Hochschild. Le produit og de Gerstenhaber de f et g est donné par
focg=foGo(log®l)oAy).

Démonstration. Posons r = p+qg—1. Soit w € B, = A® A¥ ® A un moénome
homogene. On écrit w =u® 2, @V =u® (a1 ® - - ® a,) ®v. On a
APw)= Y weoze)e(les,el)@(1lezev)+R
i+j=r—q
avec R= Y w;®w ®w; tel que (1®g®1)(R)=0. On a donc

i+l+j=r
l#q

(1egel)oAPw) = Y (1) (uezeg9leze1)e (1o e0),

i+j=r—q

Go(1®g@1) o AP (w)= Y (—1)"™u®z0919201)0z v
i+j=r—q
et

foGo(l®gal)oAP(w)= > (-1 Vf(ue (409102 ®1)®z) ).

i+j=r—q
Maisi+j=r—q=p—1, c’est-a-dire j =p—1 — 1, d’ou
foGo(leg®l)o AR (w)
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4.1. REECRITURE DU CROCHET DE GERSTENHABER

¥
L

() f (0@ (5 ® 9182 81) ® 2) ®v)

@
Il
=)

Il
=

@
I
—

<_1)(i—1)(f1—1)f<u ® (Zz'—l ® g(l ® 24 ® 1) ® Zj) ® U)

I
e

@
I
—

(_1)(1'*1)((1*1)10(“ ® ((Ch ®...0i-1)R9(1®a;® ...

i1 B 1) @ (g ® - B Apyg—1) ® U)

I
=

@
Il
,_.

(_1)(i—1)(q—1)foig(u®a1®. 1R R R g1 D Uiy g @ .®ap+q_1®v)

Il
=

@
I
—

foig(w). [

Corollaire 4.1.9. Soient f € C*(A, A) et g € C'(A, A) des p et q cochaines norma-
lisées de Hochschild. Le crochet de Gerstenhaber [, |¢ est donné par :

[f,gla=foGo(l@ga1) oA — (~1)P Ve VgoGo(la fal)oAl.

A partir de cette nouvelle expression du crochet de Gerstenhaber, C. Negron et S.
Witherspoon parviennent, sous certaines hypotheses ci-dessous, a exprimer le crochet
de Gerstenhaber a partir d’une "petite" résolution de A qui n’est pas la résolution
bar.

Théoréme 4.1.10 ([19], p. 11). Soit (K.,b,) une A°-résolution projective de A. On
suppose les deux hypothéses suivantes satisfaites :

1. il existe des morphismes de complexes (K,,b.) SN (B, b tels que mo i = idk.
2. Il existe un quasi-isomorphisme '
Ag: (Ko, b)) = (Ko @4 KU, @41 +1@40,)
satisfaisant (i @ 41) o Ax = Apg o .
On pose Ag) = (Ax ®qidg) oAk et Gk =m0 Go (i ®41). Soient f: K, - A un
p-cocycle et g : Ky — A un g-cocycle. On pose
fng::foGKo(1®g®1)oAg)

et
[f,9)k = fox g — (=)W g o f.
Alors
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4.2. CROCHET DE GERSTENHABER POUR LES ALGEBRES
ENVELOPPANTES

1. Le crochet [f,, glx est un (b,)"-cocycle.
2. Si f ou g est un (b)) -cobord, alors [f, glx est un (b.,)'-cobord.

3. Posons a = cl(f) € HP(Hom 4 (K., A), (b.)"), 8 = cl(g) € HY(Hom 4 (K, A), (b))
et [, Bk := cl([f, glk). L’isomorphisme de K-espaces vectoriels

H*(Hom e (K,, A)) T H*(Hom (B, A))
a = cl(f) — (o) =cl(fom)

satisfait
T (la, Blk) = [ (), 7 ()],

c’est-a-dire ™ est un isomorphisme d’algebres de Lie graduées.

4.2 Crochet de Gerstenhaber pour les algebres en-
veloppantes

Pour appliquer le théoreme de Negron-Witherspoon 4.1.10 aux algebres envelop-
pantes de Sridharan A = Us(g) et a la résolution de Kassel

(K, b)) = (A® A" (g) ® A, b,),
il faut vérifier les hypotheses 1 et 2 de ce théoréme. Les morphismes

(K.,,b.) :P:‘/* (B, b construits en 2.8.2 et 3.4.0.1, satisfont 1. o ¢’ = idg, (voir lemme
n

3.4.3), ce qui montre que 'hypothese 1 est satisfaite.

Définition 4.2.1. La diagonale
A (K, b) = (K, @a K V. @1+1@10)

est définie par
Ag = (' ®an)olpoy.

Remarque 4.2.2. Puisque Ap, 1 et ¢ sont des quasi-isomorphismes, il en est de
meéme pour Ag.

Il est commode d’introduire les notations suivantes.

Soit k un entier compris entre 1 et p. Soient i = (i1, ...,4,) € I,. On note G, le groupe
des permutations du support {ii,...,i,} de i.
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4.2. CROCHET DE GERSTENHABER POUR LES ALGEBRES
ENVELOPPANTES

On désigne par ng,p ) e sous groupe des permutations de battages o € &; qui
satisfont la propriété

o(i1) <o(izg) <---<o(ig) et o(igt1) < o(igte) <--- < o(ip).

Proposition 4.2.3. L’application Ak est donnée par
AK(1®ZE11 /\/\ZL’IP®1)

p

= Z ( Z 5(0k’)(1®x0k(i1)/\' ) '/\xﬂk(ik)®1)®A(1®$0k(ik+1)/\' ) 'A$0k(ip)®1)>'
N

Démonstration. Soit 1@ x; ® 1 = 1® x;; A--- Ax;, ® 1. D’apres I'expression de ¢
donnée en 3.4.0.1, on a

p,(l®z;®1)= > e(0) (1@ To(iy) @+ @ Ty ® 1).

O'EGi

Or, d’apres la définition de A donnée en 4.1.0.1, on a

ABOQOP 1®x;®1) = ];) z(; ) (l®z, (i) - ®$g(lk)®1)®A(1®$g(zkH)® Qs (s, )®1).
oe6;

Soit 7, la permutation telle que

(i) =ik, Te(ie) =dig—1 5 ... 5 TR(ik) =401
et
Tk(ikt1) = tp 5 Telikr2) =ip-1 5 oo Til(ip) = ikt
La signature de 75 est (1) = (—1)16(16271) (—1) =G On a done
Apoyg(1®x;®@1)
= Z 2 £(0) 1O To(r(i) ® D o(r(in) @ 1) D (L@ Ta(r(iy) @+ @ To(r(iny1) ®1)-

k=00€6;

Posons m, = o0 o7, On a m, € G; avec () = e(0)e(my). Do,

Apog(l@w;®1)

p
= e(m) Y e(m) (1@Tr (i) @+ @y (1) @ 1) @A (1@ Ty (5) @ - DLy (1, ) D 1),
k=0 TI'kEG
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4.2. CROCHET DE GERSTENHABER POUR LES ALGEBRES
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L’expression de " donnée dans le corollaire 2.8.3 fournit la simplification

(M ®am,_x) o Aoy, (1®x; @1)

p
- Z 5(Tk) Z g(ﬂ-k) (1 & Ty, (i) ASErA Ty (in) @ 1) XA (1 & Try (i) ASERrA T (ikt1) & 1)'
k=0

Tk

ou la somme est étendue aux permutations 7, € &; qui satisfont
7Tk(®k> > Wk(ikfl) > e > Wk(il) et Tk(ip) > Wk(ipfl) > e > ﬂ-k(ikJrl).

(=1)

k(k—1) (p—k)(p—k—1)
2 2

Or, on a g(7) = (—1)
donc

. En réordonnant les éléments, on obtient

(M @am, ) o Ao (1®x; ®1)

p
= Z Z 6(7Tk) (1®:Eﬁk(i1)/\---/\:E,rk(ik)@l)@A(1®Jiﬂk(ik+1)/\---/\wﬂ-k(ip)®1)
k=0 “kEGEk’p_k)

Soit k un entier avec 0 < k < p. Soit 00 = 0y -k € 6£k’p_k) une permutation de

battage sur 'ensemble {i1,...,7,}. Soit &7 le groupe de permutations de l'ensemble
S? ={o(i1),...,0(ix)} et soit &P* le groupe de permutations de I’'ensemble SP~* =
{o(iks1),---,0(ip)}. On a des isomorphismes de groupes &7 = S et S2F = G, .

Lemme 4.2.4. Soit m € &; et soit k un entier 0 < k < p. Il existe un unique triplet
(Tk,Tp_k,O') oU 0 = Oppt € ng’p*’“) est une permutation de battage sur l’ensemble
{i1,... iy}, Tk € &F est une permutation de Uensemble {o(i1),...,o(ix)} et
Pk € &P7F est une permutation de Uensemble {o(ixy1),...,0(iy)} tel que on ait la
relation

r=m071"Foo0.

Démonstration. On découpe 'ensemble {m(i1),...,7(iy)} en deux en posant

A={n(ir),...,m(ix)} et B = {m(igs1),...,m(ip)}. Il existe une unique permutation
T qui ordonne les éléments de A dans l'ordre croissant et une unique permutation
7P=F qui ordonne les éléments de B dans I'ordre croissant. On pose o := 1, 0™ * o7
et on vérifie que o est une permutation de battage. O

Corollaire 4.2.5. On a
(¢ @a¢)oAx =Agoy.
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Démonstration. On a

_Z Z ) (L@ Tri) @+ @ T(i) ®1) ®a (1 ® Ty ) @+ ® Tir(iy) @ 1),
k=0me&;

D’apres le lemme 4.2.4; on a
Apoy,(1®x; ®1)

Y Y Y Y )l

k=0 UEGEk’pik) TkGGZ Tp—kegg*k

(1®«r7—k00(11)® ®x7koo(zk)®1>®¢4(1®xq—? koo(zk+1)® QT rp- koo (i )®1))
p
=Y (X 0)ph(18%63)®  BTo(i) D)@ 4P 4 (18To(iy ) @ - Bio(s,) ®1) )
k=0 UEGEkYP?k)
p
= (¢h ®a 1) ( Y. @)1 @) ®- ..
k 6(kp7k)
 ® (i) ® 1) ®4 (LB Taiyy) @ ® Loy ©1))

= (¢ ®aPp_r) o A (1@ 1; @ 1).
O

Ceci montre que la diagonale Ax = (7' ® 4 1') 0 Ap o ¢’ satisfait I'hypothese 2 du
théoreme de C. Negron et S.Witherspoon([19], p.11). On en déduit

Théoréme 4.2.6. Soient f € Hom4e (K, A) et g € Hom 4e (K, A). On pose
Gr =1 0Go (¢ @ay)

et
foxgi=foGxo(id®g®4id)o A

L’expression
[f 9]k = fox g+ (=1)P D Vg o f

définit le crochet de Gerstenhaber pour les algebres enveloppantes de Sridharan a partir
de la résolution de Kassel (K,,b.).
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Il nous reste a écrire le crochet | , |k via I'isomorphisme de complexes

(Hom e (K, A), (1)) = (AP(g%) @ A, d)
décrit dans la section 3.4.
Dans Hom 4¢ (K, A), on introduit le symbole de Kronecker &3 défini pour i € I,
et a € A par 02 (1@ x; ® 1) = a et 07 (1 ® 2,;®) = 0 pour j # i.

Théoréme 4.2.7. Soit A = Us(g) une algébre enveloppante de Sridharan. Soient p et
q deuz entiers tels que p+q < n+1. Pour z{®a € AP(g*) QA et 25®b € A1(g*) @A,
on pose -

[:rz ® a, 1:5@ bla = Z Ty @ [5‘;1,62],];{(1 @z, 1).

k€lpiq—1 N

Alors la classe de cohomologie du crochet |, |y définit le crochet de Gerstenhaber de

H*(A, A) a partir du compleze (Ap(g*) ® A, d/>.
Démonstration. On a vu a la section 3.4 que les applications

tp* 02" ¢ (Hom e (L, (A), A), (b)) = (A(g") @ A™, d)
et

3¢* 0477/1* : (Ap(g*) ®.,4ad,d/) N (HomAe (L;(A),A), (b;)t>

sont des isomorphismes de complexes. Or, d’apres le théoreme 4.2.6, le crochet [, |k
définit le crochet de Gerstenhaber & partir de la résolution de Kassel (K,,b,). Par
transport de structures, le crochet

[ 7 ]A — 490* 0390*0 [’ ]KO ((3¢*04¢*) ® (3,¢* 04’¢*))
définit le crochet de Gerstenhaber pour les algebres enveloppantes de Sridharan a
partir de la résolution (L*(K7 Ay, d*) = (Ap(g*) ® A2, d’). On a
3,00 ~ 4, 1D( .k __ ga

et
Yt otyil(a; @ b) = 5;;1.

On a donc

[, ]k o ((%p oP) @ (Pt o 4@[1‘1)) <(5UZ ®a)® (2] ® b)) =10z, 5521]1{-

D’ou, on a

89



4.2. CROCHET DE GERSTENHABER POUR LES ALGEBRES
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4¢p+q,1 o 3s0p+q71([ 5;2 7 521 ]K) — 4§0p+q71 <3¢p+q1([ 5;2 ) 521 ]K))

. x2®<3¢p+q1([5gi,(52j][(>(1®xk))

kelptq-1

= ¥ a8 kiene),

ke€lpyq—1

ce qui donne

[xZ@a,mE@b]A: Z xZ@[égi, 521]K(1®xﬁ®1).

k€lptq—1

O

Pour le calcul explicite du crochet de Gerstenhaber sur les exemples, nous avons
besoin de I’expression de I’homotopie G.

Proposition 4.2.8. Soient p et q deux entiers positifs. L’homotopie
G+ (K @4 K)prqg = Kpigin

est donnée pour 1 @r; @1 =10z, A---ANx;, @1 € K, et
1@r;@1=1@x; N ANz;, ®1 € K, par

GK((l RT;®1)Q4(a®@z; ® 1))

S IR CICIIEE

O’EGj

(g+1)(a+2)

tp+q<' oty (B(1® 2 @ a)Te(y) ) - -wauq))'

Démonstration. Montrons que
Grk=n0oGo (¢ ®ay)

ou G est 'homotopie de Gerstenhaber définie dans 4.1.6. L’expression de ¢’ donnée
en 3.4.0.1 conduit a
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(ppeap)(leonel) s l))

=> > (1®xa(21)® “® To(s, )®1)®A(a®$r(jl)®'"®Ir(jq)®1))'

06637661
D’apres la définition de G donnée en 4.1.6, on a
G o (p, ®a s@iz)((l Q1;©1) O (a@; ® 1))

=2 >« D)L ® To(iy) @+ @ To(iy) ® A® Tr(jy) @+ ® Tr(j) @ L.

06677667
L’expression de 7’ introduite dans la proposition 2.8.2 conduit a

Myigi1 0 Go (2, @a¢,) (1020 1) ®4(a@x;@1))

= Z Z 5(7)5(0)(_1)p(_1)w
tp+Q(tp+q71(. o tp (tpfl(‘ - to (1 & Lo(ir) ) < Lo(ip) ) a)l'T(jl) . )xT(jq) )

= ¥ 3 elnelo) (1 (1) T ) P

O’EGiTEGj

tprg(tprga(- - 1 (772(1 O Lo(iy) ® -+ O Lo(iy) a))xT(jl) )Ty ).

= 3 M-

TGG]‘

) (p+1)
2

bprg(prq1( - - T (77;:;( Z e(0)1®24(i)®- - ‘®$a(z‘p)®a>)x‘r(j1) )Ty )-

oeq;

(=1)

(p+q+1)(p+g+2) (»)(p+1)
2 2

tp+q(tp+q—1(- Sty (77;90;(1 iy N Nxy, @ a’))x'r(jl) e )mT(jq) ).

Or, on a 7, o ¢! = idk, (voir 3.4.3), d’on
Myrgr10Go (9, @aep)((102;01) @4 (a® ;1))

_ Z E(T)(_l)p(_l)(P+q+1)2(p+q+2)(_1>

) (p+1)
2

tp—&—q(tp—l—q—l(‘ .. tp(l & Ty FANKIRIRIVAN J]Z’p & CL)IT(]‘I) e )xr(jq) )
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Or,ona (p+q+1)(p+q+2)+ @) (p+1)+2p =2p(p+1)+2pg+4p+ (¢ +1)(g+2).
D’ou,

(pta+1)(p+a+2) (»)(p+1) (g+1)(q+2)
2 2 2

(=DP(=1) (=1) = (=1)"(=1)

On a donc

piqt1 © G o (), ®a %)((1 ®z;®1)Qa(a®@z;® 1))

(g+1)(g+2)
= Z 5(7)(—1)pq(—1) prJrq(thrq,l(. . .tp(1®xl-1 AR -/\a:ip®a)x7(jl) o )QJT(jq) )
TGGl
=Ax((1®2;81)®@a(a®z;®1)). 0

Remarque 4.2.9. Pouri € 1,, j€ I, eta €K, ona

Gr(l®r@l) @4 (a0 z;®1)) =0.

Cette remarque sera tres utile lors des calculs de la section 6.5.
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Chapitre 5

Le produit cap

5.1 Homologie d’une algeébre de Lie a valeurs dans
la représentation adjointe

Rappelons que H, (A, A) est 'homologie de Hochschild de A a coefficients dans le
A¢-module A.
Le complexe (@f(%\, A), bp) est donnée par

Cr(AA) = Aw A7

La diftérentielle x K
bp: Cp(AA) = Cp (A A)

est donnée pour a ® a; ® -+ ® a, € éf(fl, A) par

bla®Ra ®---®ay) = a1 @az - ay,

p—1
+ (—1)€a®a1®---®aéa£+1®"-®ap
1

~
Il

+ (—1)Paa @ a1 @ @ ap_1.
On a donc

H.(A,A) = H.(C(A A),b.).

Rappelons que la cohomologie et I’'homologie de g & valeurs dans 4*! sont respec-
tivement définies par

Hi;o(g, A™) = Exty, (K, A™)
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5.2. ENONCE DU RESULTAT

et
HLze( Aad) — TOI' ( Aad)'

Le complexe de Kassel est le complexe (L, (K, .A*),d,) avec
L, (K, A*) == A* @ APg.

La différentielle
dp : LP(K’ -Aad) - Lpfl(Kv -Aad)

est donnée pour u ® T; = u ® ¥, A--- Ay, € A® APg par

p
dy(u®@x;) = > (=1) N way,) @iy Ao ATy A Ay,
(=1
+ Y (DU [mi wi, | Az A AT A AT, A A,
1<0<t'<p

Proposition 5.1.1 ([15], p. 241). On a
HE (g, A*) = Hy(L. (K, A),d.).

5.2 Enoncé du résultat

Théoréme 5.2.1. Soit ﬁ}f(fl, A) = A® A% le compleze de Hochschild normalisé
réduit de A =Uy(g). On pose (L*(K, A, d*) = (.Aad ® A*(g), d*>.
Pour (a ® xjy A -+ Ay,) € Ly(K, A*) et (v}, A--- Aaj ®@a') € LYK, A*), on pose

(a®xil/\---/\m,»p)ﬂue(x;l/\---/\xL@a'):

a(g+1) % % —~ ~
(—1)"" S (DM (@) a, (w,) ) ad @i, A - Ay, AN, A A,
1<b1 < <lg<p

ot |[l| = by + - -+ £,. 1l existe un isomorphisme de K-espaces vectoriels
U, H.(L.(K, A™),d.) — H.(C, (A, A),b.)
faisant commuter le diagramme

HE“(g, A) @ H, (g, A™) =% HJ (g, A™)

l\I@,@\Pq l‘I’pq

Hy(AA) @ HI(A A ——H, (A A
Pour w' € H"(g, A*) et o € Hf, (g, A*), on a donc
U, (W Npie @) = U, (") NWI(a).
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5.3. L’ISOMOPHISME DE K-ESPACES VECTORIELS

5.3 L’isomophisme de K-espaces vectoriels

Lemme 5.3.1. [l existe des quasi-isomorphismes
W o
(A @ A*(g),d.) = (A® A7 b.)
Px

entre le complexe de Hochschild de A et le complexe de Kassel de A. Les applications
v et Y, satisfont les trois propriétés suivantes :

1. Pour a® x; € L,(K, A*), on a

Vpla®@ ;) = D €(0)a® Toy) @+ @ Toy).-

o€S;
2. Pour a® xp, @ -+ Q@ xy, € A* @ g%, on a
ep(a@ap, @ Q) =a®@xp A Axg, si k> >k
opla®@ap, @ @wp,) =0 ailleurs.

3. On a p,o, = idL*(K’Aad).

La suite de cette section est consacrée a la démonstration du lemme ci-dessus.
Les isomorphismes ¢, et 1, sont obtenus comme les composées suivantes
3 2 1 1 2 3
Px = Px 0 %P, 0 0, et YT = Tah, 0 %1, 0%, avec
Px

(Ao A" 0) Z (A Bar (). ida o ),

_ 24
(A @ Bar.(A),idg @4 b)) = (A@ac L (A),ids e 1,);
2eh,

(A®ae Li(A),ids ®ae 1) é (A @ A*(g), d.).

*

Etape 1 : Construction de ‘¢, et 11,.

Elle est bien connue. Nous la rappelons pour la commodité de la lecture.

Proposition 5.3.2 ([17], p. 13 et [18], p. 282). Soita®@a; ® --- R a, € Aw A,
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5.3. L’ISOMOPHISME DE K-ESPACES VECTORIELS

1. L’application
Yo A® A" — A® 4 Bar,(A)
définie par
'op(a®@a;® - ®a,) =a@4 (1R @ Ra,®1)
est un wsomorphisme de complexes d’inverse l’application
"yt A® 4 Bary(A) - A® A7,

Pour a®@4e (ag®@a; ® -+ @a, @ ayi1) € ARy Bar,(A), on définit Uapplication
")
» par

Y@ @4 (0@ a1 @ ®ay @ apy1)) = Apy100) @ a1 @ -+ @ ap.
2. L’application
"D, : Hy(A® A™,b.) — Hy(A® 4 Bar,(A),ida @4 b)
induite par ¢, est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse
0, = H. (")
Etape 2 : Construction de 2, et 21),.
La construction de 2, nécessite d’introduire le morphisme de comparaison
m, : (Bar,(A),b5™) = (Ly(A), b))

construit a la section 2.8. On pose

20, i=id 4 @4 7.
Pour a ®@4¢ (ap ® a1 @ -+ ® a, ® apy1) € A® 4 Bar,(A), on a

2op(a®uc (a0 ® a1 @+ @y ® 1)) = 4 Due (A0 @ a1 ® -+ @y @ ).

La construction de 2¢* est due a Kassel. L’application 21, est induite par 1'appli-
cation

e, (L(A),0,) — (Bar,(A), b
construite par Kassel([15], lemme 9 et corol. 6, p. 243-244, voir 3.4.0.1 pour une
expression explicite). On a

2w* = ldA ®Ae SO:(
Pour a ® 4 (ap ® ; ® apy1) € A®4e L (A), on a

2Pp(a @ e (a0 @ 25 @ apy1)) = a @ e @y (a0 @ 2 @ apya).
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5.3. L’ISOMOPHISME DE K-ESPACES VECTORIELS

Remarque 5.3.3. D’aprés le lemme 3.4.5, on a
(ida ®.ae 1) 0 (ida @ae @),) = iduag 4o L1 (4)-
Proposition 5.3.4. L’application
2D, : Hy(A® 4 Bar.(A),ida @ 127) = H,(A @4 LL(A),idg @ b,)
induite par >, est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse >V, := H,(*1),,).

Etape 3 : Construction de 3y, et 31),.

Elle est due a C. Kassel, qui a montré([15], corol. 5, p. 241-242) que 'homologie du
complexe

(A®a L (A),id @4 )

est I’homologie du complexe (.Aad ® A*(g), d*). Nous la rappelons pour la commodité
de la lecture.

Proposition 5.3.5. Soit a ® e (a9 @ x; @ api1) € AR e L,(A). L’application

30p t A® e L,(A) — A @ AP(g)
définie par

30p (a ® e (A @ T; ® apH)) = Qp10a0 D T;

est un isomorphisme de complexes. L’inverse est l’application

My A @ A (g) = A G L(A)
définie pour a ® x; € A* @ AP(g) par

Sha®@ ) =a @4 (1@ 7; ®1).
Proposition 5.3.6. L’application

30, Hy(A®u Lh(A),ida ®ac 1) — Hy(A © A*(g), )

induite par 3y, est un isomorphisme de K-espaces vectoriels d’inverse U, := H,(*1),).

Etape 4 : Construction de 'isomorphisme ¢, et v,.

On pose @, = 3¢, 02, oLy, et ¥, = 1), 0 29, 0 39,. Les applications

P

(C(A, A),0.) e (Lo (K, A, d)

sont des morphismes de complexes telles que .09, = id, (k 4aa). En effet, pour i # 2,
Les applications ‘o, et “), sont des isomorphismes réciproques 1'une de 'autre. Pour
i=2,0na’p, 0%, = idz; 4y donc @, 0 9, = idL*(K’_Aad).
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5.4. CONSTRUCTION DU PRODUIT CAP Ny SUR LES (CO)-CHAINES

Corollaire 5.3.7. 1. L’application ®, induite par o,
, : H,(C) (A A)b.) — Hy(L.(K, A™),d,)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
2. L’application ¥, induite par 1,
U, Hy(L.(K, A™),d.) — H,(C, (A, A),b.)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
Remarque 5.3.8.
1. Poura®a; ® -+ ® a, GUf(A,A), on a
ppla®a® - @a,) = ¢, (a0 (100 @ ®a,81)).
2. Pour a @ xp, @ - @xp, € A® g%, on a
Op(a @ Ty, @+ @Tp,) =A@ Ty, N ANy, si ky > >k,
op(a®@xp, ® -+ ®@ap,) =0 ailleurs.
3. Pour (a® ;) € L,(K, A*), on a
Upla®@ ) = Y £(0)a® Toi) @+ @ To(iy).
oeS;
5.4 Construction du produit cap Ny;. sur les (co)-
chaines

Dans cette section, on introduit une structure de L*(K, .A4%)-modules sur L, (K, .A429).
Cette structure est en relation avec le produit N introduit dans la section 1.3. Dans
un premier temps, on introduit le produit suivant :

Définition 5.4.1. Soient p et q deuz entiers positifs avec ¢ < p < n. Le produit
Npie © Lp(K, A*) @ LYK, A™) — L, (K, A*)

est défini pour (a@wy A---Axy,) € Ly(K, A*) et (a5 A--- Az @d') € LUK, A*) par
(@@ ziy A Axiy) Opie (T5, A+ A3j @a) =

a(q+1) % % ~ ~
(—1)" = Z (—1)H ($j1(:1:,j1) . .:qu(xifq)>aa’®xil/\. C ATy A Ay, A AT,
1<l <+-<lg<p

ot comme toujours |£| =l + -+ {,.
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5.4. CONSTRUCTION DU PRODUIT CAP Ny SUR LES (CO)-CHAINES

Rappelons quelques notations introduites dans le chapitre 3. Soit
1= (i1,...,1,) € I, et soit h un entier avec 1 < h < p.
Le stabilisateur &, , de {i),} est défini par :

Sin = {7 € &;|7(in) =in}.
Le groupe Géh) est défini par

6?) = {0 €6 |a(ih) = ih} :
La permutation oj, est défini par

Op = (ih7ih—17 B 77:277;1)‘

Notation 5.4.2. Soit ¢ € I,. Pour i), € Supp(i), on définit I’élément i \V i), de I,
par
IV g = (G, ey lhy ey dp)

et on désigne par S, le groupe de permutation de Supp(i V ip).

Il est commode d’introduire les notations suivantes.

Soient p et ¢ deux entiers positifs tels que ¢ < p. Soit ¢ = (41,...4,) € I, un
p-multi-indice ordonné et soit j = (ji,...J,) € I; un g-multi-indice ordonné de sup-
port contenu dans celui de i. Posons donc j = (ix,,...,i,) o0 k = (ki,...,ky) € I,
Pour s un entier compris entre 1 et ¢, on pose

k= (kg—(s-1)s - kq)
la liste de I, des s-derniers éléments de la liste k, avec pour convention
ko = k.
On a Supp(k,) C [1,p] et k.| = kg (o 1) + -+ kg
Définition 5.4.3. L’ensemble K est le complémentaire de Supp(k,) dans [1,p] :
K, = {1,...,k:q_s,...,léq,(s,l),...,lqu,...,p}.
Remarque 5.4.4. L’ensemble K, posséde p — s éléments. On a [’égalité

Ky = {kys} UKqi1.
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5.4. CONSTRUCTION DU PRODUIT CAP Ny SUR LES (CO)-CHAINES

Définition 5.4.5. Soit 0 < q < p, soit i = I, et soit j = I, avec Suppj C Suppi.
Soit k Uélément de 1, définie par (ji, ..., Jq) = (iky,- -, ix,). Pour s un entier compris
entre 1 et g, on désigne par i, le (p — s)-multi-indice de I,_, défini par

g = (I ooy kg oy Uy (oiryr oo+ s Thgs - 5 Tp)

en convenant que pour s = 0, on pose

Qg =1=(i1,...,ip).
On a I’égalité
ZS \/ ik’qfs = ZS“FI

Pour h € K, I'élément i, V ij est un (p — g — 1)-multi-indice. Si h et 2’ sont deux
éléments distincts de K, on a i Vi, # i,V ip. L'ensemble {i Vi, h € K} est donc
constitué de p — s — 1 éléments deux a deux distincts, chacun d’entre eux étant un
(p — s — 1)-multi-indice.
On a donc ’égalité

{isVinh € Ko} ={iy Vi, .} U{i, Vin,h € Ko}
On a donc montré

Proposition 5.4.6. Pour tout entier s tel que 0 < s < qg<p, ona:
{Zs V ih) h‘ € Ks} = {Zs—}—l} U {ls Vv iha h € K8+1} .

Notation 5.4.7. Soit s un entier compris entre 0 et p. Soit i, € I,_s.

1. On note par &; le groupe de permutation de Supp(is).

2. On note

xi:xﬁ@'“@@kq, ®"'®jfikq®"'®$ip

(s=1)
ou Iy, signifie que le terme x;,  est supprimé dasns le produit tensoriel.
3. Pour o € G;_, on note

:E?(is) = Tp(i) @+ ® fikq_ R ® j.ikq ® - ® Ty,

(s=1)
ou T;,  signifie que le terme x;,  est supprimé dasns le produit tensoriel.

Définition 5.4.8. Soit h € K. La permutation oy, s € &, est définie par

®

. ®
xﬂh,s@s) =i, ® xis\/ih'
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5.4. CONSTRUCTION DU PRODUIT CAP Ny SUR LES (CO)-CHAINES

Les deux lemmes suivants sont nécessaires afin de mieux comprendre la démons-
tration du théoreme 5.4.11.

Lemme 5.4.9. Soit i € I,. Soit i V iy = (i1, i, ,ip) € L1 oti Gy, est le
groupe de permutation de Supp(iV ip). On a

> ( > e(Me(ons)a® Tig, @ O Ty, O Tiy ® xg(iy%))

heK TIEGZSVih

= > e(Ma®u,, @ @y @)

q—(s—1)
WGG&S

Démonstration. On a

> ( > e(Me(ons)a® Tig, @ " O Ty, O Tiy, ® x%(@v%))

heK, TIEGZSVih

= Z < Z 5(7_)5(0%,5)@ ® Li, Q- & xikq_<s_1) Q (i) & x?(%\/%))

heKs TEst,h

=Y ( > e(ne(ons)a® Ty, @@y QT (i, ® xf’;wh))
heKs TGGZ' h

D’apres la définition 5.4.8, on a

®
S (X cnsonava, @ e @ @afy,)
heK TEGZ h

Z < Z e(ons)a ® Ty, ®"'®l‘ikq_(s_1) ®(Toah75)~($z®)>'

Zs
heKs ‘I'EG1 h

Or e(toops) =e(T)e(ops) et Toops € &™) donc

3 Vzh

Z( Z e(ons)a ® Ty, @+ @ Ty, ®(7'00'h75).($?))

q—(s—l) =8
heK TEGZ R

-3 ( T om0 on, ©(0)-a?))

hEKs Eb )

®
- ¥ (% om0 om, | 058,)
heKs 0'66 )
De la réunion disjointe des ensembles H 6; = &, _, on en déduit

heKs

2 ( >, el0)a®my, ®---® Tty oy @ xg(is))

heKe N jegh
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5.4. CONSTRUCTION DU PRODUIT CAP Ny SUR LES (CO)-CHAINES

= Y e(ma®my, @0, | @25,

—(s—1
— q—(s—1)

s

Lemme 5.4.10. Soient q et p deuz entiers avec 0 < g < p < n. Soient
by A A(g) - Aw AT

et
W7 A9(g") © A — Homg (A™7, A).

Soient i € I, et j € 1,. Soient a et a’ deux éléments de A*. On a

Gla®z) = 3 e(m)(-DH 0@ u, @ @, @7, )+ R

TEqu
avec RNy (x; @ a') = 0.
Démonstration. On procede par récurrence sur s grace a la formule

Ks - {kq_s} N Ks+1.

Premiere étape : Ko = {k,} N K;
Ona{l,...,p} = Kqeti,=1alors

Ypla®@a;) = > elo )a@a:g(z)

oe6;

- Z £(o)a ®xg(l)

UEG
D’apres le lemme 5.4.9 et pour s = 0, on a

waer)= ¥ (T celona®r, 91,

hEKo TGGEOWh
Mais K¢ = {k,} U K1, donc ¢,(a ® z;) = Ay + Ry avec
Al = Z 5(7—)8(0']%’ ) ® xzk ® ®(Zo\/2kq)
’7’661‘0\/%(1

et
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5.4. CONSTRUCTION DU PRODUIT CAP Ny SUR LES (CO)-CHAINES

Ri=Y ( > elr)e(onp)a ® x;, ® w?(io\/ih)>'

heK1 TE@iovih
Par ailleurs, on a io V iy, =1, ky = {kq} et e(ox,0) = (—1) ' = (—1)|k1| ! donc
A= > 5(7’)(—1)|E1|*1a ® Ty, @ xf_z’(il).

7'6611 h

On a donc
wp(a ® (L’&) = Al —+ Rl.

Deuxieme étape : K; = {k,—1} N Ky
D’apres le lemme 5.4.9 et pour s=1, on a

Al = Z 6(7—)(_1)|E1|71a ® Iikq ® x?@l)

7’6611

=S ( Yo« |’“1| te(ona)a ® xy, ® x;, ® x5 Gy wh))

he K4 TeGZl\/lh

Mais Ky = {k,—1} U K, donc A; = Ay + Ry avec

Ay = Z 8(7')(—1)|E1|—15(0kq,1,1)a®xikq ®xikq_1 ®:C§(

llvqu_l)
TGGilvikq_l

et

R=Y (T 0B e, o, 00,

heKo T€6£1Vih
Par ailleurs, on a i, Vig,_, = ig, |ko| = |kq| + {kg—1} et
(_1)|E1‘_15(0kq_1,1) = (_1)’&‘_1(—1)%*1_1 = (—1)’E2‘_2 donc
kol—
A2 = GZG 5(7—)(_1)|72| 2a ® xikq ® inkq_l ® $§(£2)
T 1'2

On a donc ¢,(a ® x;) = Ay + Ry + Rs.

Etape générique : K, | = {kq—(s—l)} UK,
Ona ¢p(a®@x;) = As-1 + Ry + -+ Rs_1 avec
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5.4. CONSTRUCTION DU PRODUIT CAP Ny SUR LES (CO)-CHAINES

Es—llf(‘g*l)a ® xikq ® “ e ® xik ® x®

q—(s—2) 7—(1571)

Asr = Z e(r)(=1)

et

Re= Y ( S Dkl e, @

hGK[ TG

ig_1Vin
) . ®
- ® Iquf(zfz) ®© xy, & IT(i(Z—l)Vih)>7
pour 1 </ <s—1.
Puisque K,_; = {k:q,(s,l)} UK, ona
As—l = As + Rs

pour 1 < s < g avec

ky|l—

As = Z €<7—)(_1) =1 ® xikq 8- xikq*(sfl) ®© 33?(15)

Tebés
et
R=Y (X kel e, e, 6.

heKs “7€6;i_ _ viy

®
R xikq7<572) X Xy, & xr(is_l\/ih)>'

Do, on a ¢,(a ® ;) = As+ R1+ -+ + Rs.
Pour s = ¢, on obtient ¥,(a ® z;) = A, + R avec R= Ry +---+ R, et

A,= Y el taen, o 0, @18, )
TES;
Pour 1 < s < ¢, calculons R, N¢?(x} @ a').
Pour cela, on regarde les ¢ premiers éléments de chaque mondéme de Rj.
Soient a ® T5, ® -+ @ x,, ® X un monome de Rj.
Alors, on a
(a® 1y, @+ @3, @ X) N2 @) = a(i(a} @ d) (25, @+ @ 15,)) ® X
= aég;(xsl R -®r,) X.
Or, l'indice s = (s1,...,s,) n'est pas strictement décroissant et tel que
Supp(j) = Supp(s) donc 5;; (75, @ -®,,) = 0, ce qui montre R,NY?(z;®a’) = 0.
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5.4. CONSTRUCTION DU PRODUIT CAP Ny SUR LES (CO)-CHAINES

Théoréme 5.4.11. Soient p et q deux entiers positifs ou ¢ < p < n. Le diagramme
suivant est commutatif

Ly(K, A*) ® LI(K, A*) 725 L, (K, A™)

lwﬁ@wq lwp—q

Cp(AA) @ CUAA) ——C, (A A
c’est-a-dire que, pour z € L,(K, A*Y) et f € LYK, A*), on a

Vp—q(z NLie f) = Pp(2) NYI(f).

Démonstration. Posons z = a ® x; avec i = (iy,...,4p) € I, et f = 1} ® a' avec
J= (s Jp) € Ly

Cas 1 :Supp(j) ¢ SUPP( )

Pour calculer ¢,(a ® x;) N¢?(z; ® a’), on regarde les ¢ premiers éléments de chaque
mondme de ,(a ® x;) et on évalue (2} ® a’) en chacun de ces mon6mes. Or, on a
Supp(j) ¢ Supp(i). Alors, d’apres la remarque 3.4.10 , on a ¥, (a®@z;) NY!(z;@a’) = 0.
Par ailleurs, d’apres la définition 5.4.1, on a (a ® ;) Ny (¥ ® ') = 0 car

Supp(j) € Supp(i).

Donc, on a
Vg2 Npie ) = Vp(2) NVI(f) = 0

Cas 2 :Supp(j) C Supp(i)
On pose j = (ik,, ..., ik,) o 1 <k <--- < kg < p. D’apres le lemme 5.4.10, on a

Upla® ) N(a © a!) = (A, + R) N (e} © )
= 4, N (2} © )

=( Y ) 0em;,, @ 0n;, @28, )qu(m ®a’)

TEqu

=Y 8(7’)(—1)|E|*qa(¢q(xz®a’)(1;ikq Q- ®37ik1)) ®:1:T(1 )

TEqu

= Z 8(7—)(_1)|E|_qa 52;(1 ® x’ikq ARERRA xik ) & x’r(z )

TEqu

= ¥ n(-DE-1)

Tequ

aé“ (1®ka A- AT, )(X):vT(Z )
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5.4. CONSTRUCTION DU PRODUIT CAP Ny SUR LES (CO)-CHAINES

(g—

- Z €(T)<_1)|El_q(—1) 21)qa5;;(1 ® xi) ® xf_@(

i)

TEqu
(a=1)
= 3 () (—=1)Ee(=1) qzlqaa’®1‘f_§(i y
=q
TEGZ‘q
On a donc
‘M_Q(q;'l)

Yp(2) NYI(f) = 3 e(r)(-1)

/ ®
aa X xT(Zq).
TEqu

Calculons a présent ¢,_q(z Nric f).
D’apres la définition du cap produit Ny, on a

z mLie f
= (a ® ;) NLie (xl-* ®a')

M|—M * * / ~ ~
- > (=)ETE (le(xiel)...qu(xieq)>aa @iy A+ ATiy Ao+ ATy, A+ A,
1<l <--<lg<p

|k|— L) N N
= (D) ad @@y A ATy A ATy N A,

= (-1)

_g(g+1)
k=75 0d' ® i,

ce qui donne

_a(g+l)
wp,q(z NLie f) = Y e(r)(—1)E=3 a&'@xf_@@q).

TGqu

On a donc montré
Upog (2 Niie £) = p(2) N 9(f).
O

Proposition 5.4.12. Soient p et q deux entiers naturels avec ¢ < p < n. Soient
z € L,(K, A*) et f e LYK, A*). On a

dp<z) ﬁLie f =z mLie dq(f) + <_1)pdpfq(z mLie f)

Démonstration. Cette formule est une conséquence immédiate de la formule analogue
1.3.2.2 pour le produit cap N, de la relation p, o, = idy (k 4»ay du théoreme 5.2.1 et
de la formule ¢, (2 Nrie f) = ¥p(2) NY(f) du théoreme 5.4.11. O
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5.5 Définition du Nz;. en (co)-homologie
Soient p et ¢ deux entiers naturels avec ¢ < p < n. Définissons le produit cap :
Npje : H;Lie(g’Aad) ®Hzie<gv"4ad) HLze (g,Aad)

Pour w € H"(g, A*!) et 3 € H},.(g,A), le cap produit w Ny 8 € HY (g, A*!) est
défini a partir du produit également Ny,

N Ly(K, A*) ® LUK, A*) = L, _o(K, A™).

Ecrivons w et /3 sous la forme w = cl(z) et 8 = cl(f) on z € Z ( (K, A*) d ) et
fez (L* (K, A3d), d*). D’aprés la proposition 5.4.12, la formule

dp<z> r_]Lie f ==z mLie dq(f> + (_1)pdpfq (Z rjLie f)

montre que z Nr; f est un d-cycle. Alors on peut définir w Nz 8 € H,y Lie (g,Aad)
comme la classe d’homologie du d-cycle z Np; f.

Théoreme 5.5.1. Soit p et q deux entiers positifs avec ¢ < p < n.
Le diagrame suivant

HE(g, A) @ (9, A™) =25 HIZ (g, A™)
rlf,,@\w rppq
Hy(A A ® H(A A —"—H, (A A
est commutatif.

Démonstration. C’est une conséquence immediate du théoreme 5.4.11 et la proposi-
tion 5.4.12. Soit w = cl(z) € H}"*(g, A*!) et § = cl(f) € H},.(g,A*?). On a

Uy y (w Nrie B) = cl(¥p—y (Z MLie f))

= cl(¥(2) Nv(f)) 0
cl(¥,(2)) Nel(wi(f))
= U,(w) N WI(B).
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Chapitre 6

Exemples

Dans ce chapitre, on explicite le crochet de Gerstenhaber par les algebres envelop-
pantes de Sridharan d’'une algebre de Lie de dimensions 2 et 3 a I'aide du théoreme
4.2.7. Dans une premiere étape, on précise la cohomologie des algebres enveloppantes
d’une algebre de Lie de dimension 2 et on applique le théoreme 4.2.7. Dans le cas de
la dimension 3, la cohomologie de ces algebres a été calculée par Chouhy et Solotar
dans [1] et [3].

6.1 Algebres enveloppantes d’une algebre de Lie
de dimension 2

Soit K un corps commutatif algébriquement clos et de caractéristique 0. Soit g une
algebre de Lie de dimension 2, de base (z,y). D’aprés [20], lalgebre A = Us(g) est
nécessairement isomorphe a I'une des trois algebres suivantes :

1. L’algebre de polynomes Kz, y].

2. L’algebre de Weyl A;(K) engendrée par deux indéterminées x et y et la relation
[z,y] =1.

3. L’algebre enveloppante de 1'algebre de Lie aff(1) du groupe des transformations

affines de la droite : c’est 1'algebre engendrée par deux indéterminées x et y et
la relation [x,y] = v.

Afin de calculer le crochet de Gerstenhaber, il faut d’abord calculer la cohomologie
de Hochschild. On rappelle que, pour x € g, I'action adjointe

ad, : A — A2
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6.1. ALGEBRES ENVELOPPANTES D’'UNE ALGEBRE DE LIE DE
DIMENSION 2

définie dans la section 3.2 est donnée pour a € A* par
ad(a) :== z.a = xa — ax.

Le complexe cohomologique (L*(K, Ay, d*) = (A* (g%) ® A, d*) défini en 3.2.4
a pour forme

0 — A%(g") ® A LA A(g") @ A Ly N
avec
d'(a) = 2* ® ad,(a) + y* ® ad,(a)
et
A" Qa1+ 9y @ay) =" Ny ® (adx(ag) —ay — ady(al)),

pour a, a; et as dans A.

6.1.1 Algéebre de Weyl A;(K)

Proposition 6.1.1. Soit A = A,(K) l'algébre enveloppante de Sridharan associée d
Ualgébre de Weyl A;(K). Le crochet de Gerstenhaber sur H*(A, A) est nul.

Démonstration. C’est essentiellement pour des raisons de degré. En effet, on a
H°(A, A) =Ket H (A, A) = 0 pour i > 0. Ces résultats sont bien connus. Néanmoins,

le complexe (A* (%) ® A, d*) permet de les retrouver rapidement.

Soit ziy? € A2, Par récurrence, on trouve

ad, (z'y’) = [z, 2"y ]. = ja'y’ ™' et ad,(a'y’) = [y, 2"y]. = —iz" 'y (6.1.1.1)

On a
H°(A, A) = {a|ad,(a) = 0 et ad,(a) = 0} .
Soit a € H°(A, A), on a donc ad,(a) = ad,(a) = 0. D’apres 6.1.1.1, on déduit que
a € K, ce qui montre
HY(A,A) =K.
Soit f = 2* ® a1 +y* ® as € Ker d? avec

a; = Z Aijx'y’ et ag = Z i 'Y
120,j>0 120,520

1 o
oit b = — N2y . Ona f — =y ®(ax —a . On peut donc
Soit b +1)\J13+1O f—d'(b ¥ dy(b)). O d
J

i>0,7>0
supposer [ de la forme f = y* ® ay € Kerd?. Alors on a ad,(as) — az = 0. On déduit
que as = 0 ce qui montre

H'(A,A) =0.
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6.1. ALGEBRES ENVELOPPANTES D’'UNE ALGEBRE DE LIE DE
DIMENSION 2

Soit @' € A* avec a' = > Aja'y). Soit ¥ = Y -
20,720 205200+ 1
ar* Ay*®a+d*(z* @) =0 ce qui montre

Aijz" Tyl Alors, on

H*(A, A) = 0.

6.1.2 L’algébre aff(1)

Soit U (aff(l)) 'algebre enveloppante de Sridharan associée a l'algebre de Lie

aff(1). On reprend ici des techniques développées par Chouhy et Solotar pour traiter
la cohomologie de Hochschild de U (aff(1)).

Proposition 6.1.2 (]3], p. 62 et p. 63).

1. Soit a € K ot aw # 0. Soit i € N tel que (x — a)' =z alors i = 0.

2. On a Im(ad,) = U(aff(1))y.

3. On a Ker(ad, —id) = K[z]y.
Proposition 6.1.3. Soit A =U(aff(1)) lalgébre enveloppante de Sridharan associée
a l'algébre de Lie aff(1).

1. Ona HY(A, A) =K.

2. L’espace vectoriel H'(A, A) est de dimension 1, de base la classe de I’élément

* ® 1k.
3. On a H*(A, A) = 0.
4. Le crochet de Gerstenhaber sur H*(A, A) est nul.

Démonstration. Soit z'y? € A*!. Par récurrence, on trouve
ad,(¢'y’) = [z, 2'y)e = ja'y et ad,(2'y)) = [y, 2'y')e = ((x—1)'=2" )y (6.1.2.1)

1.0Ona
H°(A, A) = {a|ad,(a) = 0 et ad,(a) = 0} .

Soit a € H°(A, A). On a ad,(a) = ad,(a) = 0. D’apres 6.1.2.1 et la proposition 6.1.2,
on déduit que a € K.
2. Soit f =2* ®a; + y* ® ay € Ker d? avec

ar= Y. Nz'y et ax= > ity

120,520 120,720
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6.1. ALGEBRES ENVELOPPANTES D’'UNE ALGEBRE DE LIE DE
DIMENSION 2

On pose a1 = a1 + a2 avec a11 = Z)\mﬂ et a19 = Z Aijx'y’. Pour j > 0, on
i>0 i>0,5>0
a

1
f — dl(;am) = ZL‘* X ay 1 + y* (29 (CLQ — ady((ng)).

On peut donc supposer f = 2* ® a1 + y* ® ay avec a; € K[z]. Mais f est un cocycle,
c’est-a-dire f € Ker d? donc

ad,(az) —as —ady(a;) = 0.

Soit F' un supplémentaire de Ker(ad, — id) dans A et soit p la projection sur
Ker(ad, — id) parallelement a F. On a p o (ad, —id) = 0 donc p(ad,(az) — az) = 0.
D’autre part, on a ady(a;) € Ker(ad, —id). On a alors

ady(a) = p(ady(a1)> = p(adx(ag) — ag) =0

donc
adx(ag) — Q9 = 0.

Or, d’apres la proposition 6.1.2, on déduit que a; € K et ay € K[z]y. Alors on a

Az = Z Mi,oxiy-

i>0

D’apres la proposition 6.1.2, il existe un polynéme p € K[z] tel que ad,(p) = as avec
ad,(az) = 0. On a donc

f—d'(z*®p) =2"@a
avec a; € K ce qui montre que H'(A, A) est de dimension 1, de base la classe de
I’élément z* ® 1k.

3. Soit a € A% ot a = ay + ay avec

a; = Z Ai70$i et Ao = Z )\iijiyj'

i>0 i>0,7>0

D’apres la proposition 6.1.2, il existe un élément p tel que ad,(p) = as. D’autre part,
on a ad,(a;) = 0, c’est-a-dire on a ad,(a;) — a; = —a;. Par conséquent, on a

ANy Qa—d(rF@p—y ®a) =0.

4. Le crochet [, g : HY(A,A) @ H' (A, A) — H'(A, A) est évidemment nul puisque
dim(H'(A, A)) = 1. Montrons que le crochet

[, ]o: H(A,A) @ H(A,A) — H(A, A)
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6.2. ALGEBRE ENVELOPPANTE DE L’ALGEBRE DE HEISENBERG

est également nul. On calcule le crochet [, | & partir des techniques développées au
théoreme 4.2.7.

Soit A € K. Dans Hom 4 (A ® A*(g) @ A, A), les symboles de Kronecker 47, 67 et

N ’ .
o, sont définis par

S(1®1) = A,
Nlezel)=X , Nleyel)=0,
A A
6,ler®l)=0 e Jo(leyal)=A\

Soit p € K. D’apres le théoreme 4.2.7, on a
[2* @\ ple =6 0 Gro(l®adt®al)o AP (D).
D’apres l'expression de Ag) donnée en 4.2.3, on a
" @A plo =00 Gro(l@adf @ )((1e)®(1e1)®(1e1)).
D’apres expression de 1 ® 4 04 @4 1 donnée en 4.1.5, on a
[T @\ pule =000 Grk(1@u®1).
D’apres l'expression de G donnée en 4.2.8, on a
[2* @\, plg = =) o to(1 @ p).

Or, d’apres I'expression de ’homotopie ¢, donnée en 2.1.6, on to(1 @ p) = 0 car p € K
donc
[* ® A\ p]e = 0.

]

6.2 Algebre enveloppante de ’algebre de Heisen-
berg

Soit K un corps commutatif de caractéristique 0. L’algebre d’Heisenberg, notée b,
est l'algebre de Lie h = Kz @ Ky @ Kz de dimension 3, de base (z,y, z) avec pour
crochets

[,y =2 et [z,2]=]y,2]=0.

Dans cette section, on munit A?(h) et A3(h) des bases (2 Ay,zAx,yAx)et (zAyAx)
respectivement. De méme, on munit A%(h*) et A3(h*) des bases (2* Ay*, 2* Ax*, y* Az*)
et (2 Ay* A x*) respectivement.
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6.2. ALGEBRE ENVELOPPANTE DE L’ALGEBRE DE HEISENBERG

6.2.1 Enoncé du résultat

Rappelons que dans [1], Chouhy et Solotar ont calculé la cohomologie de Hoch-
schild & partir du complexe (L* (K, A2, d*) = (A*(f)*) ® A, d*) défini en 3.2.4.

Théoréme 6.2.1 ([1], p. 12). Soit U(h) l'algébre enveloppante de ’algébre de Heisen-
berg Y. Les espaces vectoriels H*(U((h),U(bh)) ont respectivement les bases suivantes :

1. HU(b),U(h))) = & K.

keN

2 H'U@)U©®)=( & Kti;) (g Kei) oo N =N —{(0,0)}
(i,7)eN €

s XU um)=( o KeZ)P( @ Kei,), ouN?=N—{(0,0)}.
(ij)eN” (#,5')eN? ’

4. H¥U(b),U(b)) = ’ %QKt?,j.

5. HH'(U(h),U(h)) = 0 pour i > 4.

Nous allons montrer
Théoreme 6.2.2. Le crochet de Gerstenhaber est donné par

1. [, Je: H'U(b),U(b)) @ HU(H),U(b)) — HU(b),U(b))

[tzl,] )

2. [ la : H*(U(),U(h) @ HOUb),U(h)) — H' (UWb),U(b))
[t?,ja t%;ﬁl]G =0, [t?,]w t(l]]G = _tzl,j et [ez,‘ tg]G =0.

3. [ Jo s HAU®D), Ub)) @ HOU),Ub)) — H*U(b), U(b))

[tij ) tg;ﬂ]G =0 et [t?,j 9]¢ = €2

4 [ Ja: H'(U(b),U(h)) @ H' U(b),U(h)) — H'UH),U(DH))

1 1 o . . . . 1
[tilzjl ) ti27j2 ]G - (Zﬂl B 21]2) t(i1+i2—1)7(j1+j2—1)

t9q =0 et leh,, thla = 2kat) Ly,

leh, s ek, Ja = (k2 — k1) e, 4p,

iy eheolo =0 et [thy, eblo = (2 =i =)t
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6.2. ALGEBRE ENVELOPPANTE DE L’ALGEBRE DE HEISENBERG

5. [, le - H*(U(h),U(bh)) @ H (U(b), Uh)) — H*U(b),U(H))
(€51 thoio ) = (241 — i102) €f, 4ig—1),Girtja—1)
[egjvekyéO]G =0, [ezz,j7 e(l)]G = (Q_i_j)eg,j
(62,05 thgo Ja = (G2t — 1152) 8 iy 1) (rt o)
+l (izjl (i2—1)(j1+j2—1)_i1j2<j2_1>(il+i2_1)> e%i1+2'272),(j1+j272)
(67, esrla =0, [t7;, e0la=(2—i—j)t7; et [t7;, ella = —4¢};

6. [, lo: H*Ub),Ub)) @ H' (UWb),U(b)) — HUb),U(b))
(3,51 tia o Jo = (f201 = 112) 3, iy 1) Gro1)
[t ehzola =0 et [t];. egle = (4 —i—j)t},

7.0, Jo  H*(U(h),U(b)) @ H*(U(b),U(h)) — H*(U(b),U(b))

[6?1 J1 o 6%22 2J2 ]G =0

[ti g1 222 J2 ]G = <i2j1 - i1j2) t?i1+i2—l),(j1+j2—1)

et

(67,51 > Yoo Jo = 5inia (jl(jl — 1)+ ja(j2 — 1)) b1 ia—2), (1 +52—2)
—59122 (@1(21 - 1) + @2(22 - 1)) (i1+i2—-2),(j1+7j2—2)"

Avant de faire la démonstration de ce théoréeme, remarquons que la sous-algebre
de Lie (H Lum),um),[, ]G) admet une structure assez riche que nous détaillons en
terme d’algebres de Witt a la section 6.2.9.

La suite est consacrée a la demonstration du théoreme 6.2.2.

Soient k € N, (i,j) € N2 et (¢/,5) € N2 D’aprés Chouhy et Solotar, les éléments
suivants sont des cocycles ([1], p.12) :

En dimension 0 : 79 := 2*

En dimension 1: 7! := 2*®@ja'y/ ' —y* @iz’ yl | g = r* @y @y 4227 @25,
En dimension 2 : 77, 1= 2* Ay* @iz’ 'y — 2 Aar@gaty T e =yt At @'y,
En dimension 3 : 73, == 2" Ay Az* @ 2yl .

Remarquons que z* @ z2F + 2* @ 28 = d (zy2F 1) + y* @ y2F + 2* @ 28! donc

c(z* @ 22 + y* @yt + 22" ® A = 2l(a* @ 22 4 2F @ FT).
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6.2. ALGEBRE ENVELOPPANTE DE L’ALGEBRE DE HEISENBERG

Le cocycle e} est donc cohomologue au cocycle 2(x* ® z2* + 2* @ 2F*1) initialement
introduit par Chouhy et Solotar. Pour la commodité des calculs, nous travaillons avec

1
le cocycle €.

On désigne par t la classe de cohomologie du cocycle 7. De méme, on désigne par
e la classe de cohomologie d’un cocycle . D’apres Chouhy et Solotar, les éléments t*

et e* forment une base de H* (L{(f]),Z/l(h)).
A partir de 'expression du crochet obtenue en 4.2.7, on a
[t*, e*]q = cl([7", e"]q),

olt 7% et £ sont des cocyles de A*(g*) ® A* représentant t* et e*.

Notons -2 : U(h) — U(bh) I'unique dérivation de U () définie par

Bz .
0 0
—(x)=1 —(y) = 0.
5 (%) et 5-(y)=0
Remarquons que cela implique
De méme, 8% :U(H) — U(h) est P'unique dérivation de U (h) définie par
0 0
—(x)=0 et —(y)=1
o (z) 3, (y) =1,
ce qui implique
0
—(2)=0.
5

Soient a, aj, as, az des éléments de U(h). S. Chouhy a montré ([3], p. 42) que dans

le complexe de Kassel (L*(K,Z/l(h)ad), d*) = (A*(h*) ® A, d*), on a

d'(a) = 2* ® zgz -y ® ™ (6.2.1.1)
Er*Qa+y ®ay+ 2" ®@az) =y Ar* @ (az — z% — z%) (6.2.1.2)
ox dy
—z*Ax*®Z%+z*Ay*®z%
oy ox
aCLQ 8@3

Py AT Qa+ 2 AT Ray+ 2 AY Raz) =AY AT R (—— + =)z (6.2.1.3)

oz
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6.2. ALGEBRE ENVELOPPANTE DE L’ALGEBRE DE HEISENBERG

Le symbole de Kroneker s’écrit de la forme suivante :
Soit a € U(h) et x; € A*(h). Dans Hom 4 (K,,U(h)), le symbole de Kronecker 6 est

défini par 03, (1@ z; ® 1) = a et 03 (1®2; ® 1) =0 pour j # 4.

Afin de faciliter le calcul du crochet de Gerstenhaber, dans Hom 4e (K, U(h)), on
introduit les symboles de Kronecker

0._ 52k
fk T 51 )
1 . asxigd=l  epi—ly 1. cxzk yz* k1
fi’j = jor zéy . gy =02 4 5y + 207
2 . exiTlyd opiydi—l 2 . sxiyl
fi7j T Z57;/\1,/ - ]52/\$ ) .g@j T 5y/\x
et

3 . 57
fz’,j T 52/\y/\m~

6.2.2 Lecasp=1letg=0

Calculons [t} -, t9]¢. Le théoreme 4.2.7 donne I'expression du crochet

Z7j ’

e = fLGrk(1 @ floa DAD (1@ 1).

4,9
Or, I'expression de Ag) est donnée en 4.2.3, d’ou
e = fLGk(1es floal)((1e) @i (181) @4 (181)).
D’apres l'expression de 1 ®4 f) ®4 1 donnée en 4.1.5, on a

[rh e = [LGk(1@2F @ 1).

/[/hj’
D’apres l'expression de G donnée en 4.2.8, on a

0,50
D’apres l'expression de ’homotopie ¢, donnée en 2.1.6, on a
1 .01, _ ¢l -1 k—t
[Ti,j77'k]G— z](ZZ ®2z®2"").
=1

Jen , . i, J—1 . i—1,,7 N
Or, on a déja supposé que fi. = j6=¥ " —i5* ¥ D’ou. on a
9 1,j x 9

k
7, mle = ZZE*l(O)Zkie =0
=1

ce qui montre

[til,ja

tp]e = 0. (6.2.2.1)
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Calculons de la méme maniere [e , t7,]¢. On a
ek o = gk, Gr(L@a ff, 4 DAR (1@ 1)
= ghGrleafl, o) (1) ei(1el)os(1®1))
=01, Gr(1® 22 ®1)
= —gp, to(1 ® 27)

k2
— glil (Z Zﬂfl Rz Zk27£>
/=1

— Z Zf ]. k1+1 kQ*E

= 2ky SRtk
— 0
— 2]{:2 Tkl—l-kz

ce qui montre
ek, thla = 2ka t], . (6.2.2.2)

6.2.3 Lecasp=2et g=0

Il est commode de remarquer le résultat suivant.

Proposition 6.2.3. Soit k un entier tel que k > 1. L’élément Ti{jzk est un bord dans

HY(U(b),U(b)).

Démonstration. On a ;2"

= r* ®j$‘iyj_12k _ y* B Z‘xi—lyjzk: — dl(.ﬁbiyjzk_l). ]

Calculons & présent [t7;, tp]c. Le théoréme 4.2.7 donne I'expression du crochet
+y* ® SJ-GKO @4l @A DAR 1@y @ 1)
12 @ LGkl @4 o )AR (120 1).

D’apres l'expression de Ag) donnée en 4.2.3, on a
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72 e = 2" @ fGk(1eafloa)((lezel)e(lel)® (101)
+1el)e(lezel)e(1®1)
+lel)e(lel)e(lerel))
+y' @ fRGk(lesflea)(loye)e(lel)e(lal)
+leh)e(lewyel)®(1®1)
+lel)e(lel)e(ley®l))
+2" @ fGk1loaflesal)(leye)o(lel)e(1a1)
+leh)e(lewyel)® (1®1)
+tlelh)e(lel)e(leyl)).
D’apres l'expression de 1 ®4 f ®4 1 donnée en 4.1.5, on a
e =2"® ff,Gk(1®ref0l+l0f0r®l)
+ @ f,Gk(loye " 0l+10f0yel)
+2*Q f}Gk(1®202"01+102"®201).
D’apres l'expression de G donnée en 4.2.8, on en déduit
e =27 @ 2 (— (1@ 2 ® 2%) — ti(to(1 ® 2*)z))
@ f2(— (1 @y ® ) — ti(te(1 ® *)y))
+2° @ (- h(1® 2@ 2%) — t1(t(1® 2)2)).
D’apres 'expression de 'homotopie t, donnée en 2.1.6, on a
k
(72, e = 2@ fF <O+t1(z z€_1®z®xzk_£)) +y*®fi27j (O+t1(z zz_1®z®yzk_£))
(=1 (=1

k

= 41" ® 5].(224_1 ®z/\x®zk_€> +y* ®ffj(2z€_1 ®z/\y®zk_[)
=1 =1

k k
= dq* ® Zzé—l(_jxiyj—l)zk + y* ® Zzé_l(ixi_lyj)zk

/=1 =1
= —2* @ jkaty~l2h Tl 4yt @ ikaiTlyd ko
— 1 k—1

Or, d’apres la proposition 6.2.3, on a cl(k7};2""') = 0 pour k& € N — {1}, ce qui
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montre

2 0 1
(62,0 = —t} (6.2.3.1)

4,57
et
2
(67, thle =0 pour ke N-—{1}. (6.2.3.2)

De maniére analogue, calculons [e2 ,t9]¢ avec (i,j) € N2 = N2 — {(0,0)}. On a

or
k?,j’ﬂg]G =" ®gi2jGK(1 Qua fi ®a 1)A§<)(1 ®Rr®l)
' © g2,Gr(1ea flea DAY (1oye1)
+2® g2 Gr(1@a LA DAY (1020 1)
=" ®g,Gk(l®reel+10r0rel)
+y @9 ,Gk(loyefol+leoyel)
+2* Q9 ,Gk(1®202"01+102"®201)
Zx*®gzj(ZZe_l®z/\x®zk_E)+y*®g§j(ize_l®z/\y®zk_£)
/=1

/=1
=0,

ce qui montre
[e? .t = 0. (6.2.3.3)

2,37

6.24 Lecasp=3etg=0

Il est commode de remarquer le résultat suivant.

Proposition 6.2.4. Soit k entier tel que k > 1. L’élément E?J»Zk est un bord dans

H2(U(b),U(b)).

Démonstration. On a

5?,j2k — y* A ¥ ®xiyj — —d2($* 1 1+1y]2k 1 _|_y ®

G k=T,
(z+1)

2(J+1)x Y

Calculons [t} ;, t7]e. On a
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[ mlle =2 Ay @ fR0k(1ea floa DAY (1e 2 Ay ©1)

i
+2 A @ fHG(1@a floA AR 1@z AT ® 1)
ty ATt @ Gk oA floa)AR 1oy Az ®1)
=AY QG122 Ay @1+102 @2 Ay®1
+10202"0yel -1y ze1)
+2 A @ fLGk(1®2A202"01+102 02 201
+1R2020r191-1031020291)
+y A @ fLGk(1yArRF0l+1l0r oy rzel
+1oyelerel-10rf0yel)
=y A @ Gkl oyrz®1l)
=y Ax* @ f2(ta(t(to(1 ® 2F)y)x)

k
=y*N2*® SJ(ZZZ_I(XJz/\y/\x@zk_E)
=1

k
— y* Az*® szfl(xiyj)zkff
=1
=y Aa* ® kalyl 2k
= kel 2F N

D’apres la proposition 6.2.4, on a cl(k 5?7]-2”1) =0 pour k € N — {1}, ce qui montre

6,0 = e}, (6.2.4.1)
et
[t?,,th]c =0 pour ke N-—{1}. (6.2.4.2)

6.2.5 Lecasp=1letg=1

Calculons [t; ;,t;, ;,]c- On a

T T lo = 27 @ [, 5, Gr(1®@a i, 5, ®a 1)A§§)(1 ®r®1)
—2* @ fi ,Gk(1®@a fl ;, ®a DAY 1@z @ 1)
@ fl L ®a 1)A§§)(1 ®y®1)
—y @[l L5 ®a 1)A§?)(1 ®Ry®1)
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+2" ® i1 ]1GK<1 XA 12 J2

oA DAP(1®201)
oA AP (1 ®201)

=7 ® (fn,leK(]é a2yt @1) - fl,,Gr(h @y @ 1))

—Z ® GK(l ®A

'52 2J2 7»1 J1

+y* ® ( fi 5 Gr(ia ® >y @ 1) + f JQGK(il ® 1yt @ 1))

J2—1

e 1111(212# '@r ey 4 Yy T @y @y (€+1>)
=1
Jji—1 '
_l‘ ® ZQJZ(Z]LIE 1®Jf®x"1 éyjl 1+ Z] xll — 1®y®yj1_(z+1))
=1 =1
i9—1
—y* ® (X b @a @t y’“rZz 2y T ey @y
=1 =1
i1—1
7t © fh (X b @ @at ““)yuzz Py T ey @yt
=1 ot

=r*®@(A+B+C+D)+y* @ (E+F+G+ H)

avec
) . J2—1 { A ‘ A
A= Z]gx ] xhyh 1)$12—€y]2—1 ’ B = Z jQI,zzyZ—l(_ilzzl—lygl)yp_(g.ﬂ)
(=1
Z]ll’ jzx yh l)xuffyjlfl 7 D=— Z jlxhyffl(_Z-2ngfly]2)y]17([+1)
(=1
io—1 ‘ | ‘
27/21’ ]1$ y]l 1)1, (E-‘rly ’ ZZ x’LQ 1 K 1 ilzzl—lyjl)ng—ﬁ
i1—1 ) ) J1 ) ‘ ‘ ‘
G Z le ]Qx y.]Q 1)x117(£+1)y31 et H= Zilxllflyéfl(_ilezfly‘]g)yjlff

(=1

Proposition 6.2.5. Soient ¢ et j deux entiers positifs. On a

R N LA
J et — J 7 (), S \S
y'x SEZOI Clgps @Y 2 (=2)".

Démonstration. On a y'x = xy’ — jy/ 'z et ya' = 2'y — iz 1z, d’on 'égalité par
récurrence. L
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La proposition 6.2.5 permet de réecrire les éléments A, B,C, D, E, F,G et H dans
la base PBW de U(h) :

2 7l . o5 . o
A=3"> Cgl_ljljﬂ?“H_lﬁ(ivm_e)yﬂﬂr(sﬂ)(_Z)S
=1 s=0 X
Jamlet o8 .
B=- Z ZCi_liljﬂwﬁ(fﬁ”_l)yﬁﬂr(sﬂ)(—Z)S
(=1 s=0 x
a 27l . o5 . o
_ Z Z Cg2—1j1j2x12+€—1ﬁ(‘rn—é)yh-wz—(s-i-?)(_Z)S
(=1 s=0 x

Ji—146— s

11 Y, I o
D= Y 3 Co it o (g4 )
(=1 5=0 Ox

=1 s=

-la-l . o o
_ Z Cg1—1j1i2xz1+€—lﬁ( 2—(f+1))y11+12—(5+1)(_Z)S
=1 s=0 z
J2 £-1 ' o° ' o
I = Z Z Ci—lilléxzz—lﬁ(xn—l)yjl—i-jg—(&‘rl)(_Z)s
(=1 5=0 xr
a-ljpl . o5 . L
G = Z Z ng—liljéxm—&-f—lﬁ(xll—(“—l)>yJ1+J2—(S+1))(_Z)S
(=1 s=0 Z
Jj1 £—1 ' 5 ] o
= =202 Ctinina" T o (P Ty ()
(=1 5=0 xr

Nous allons a présent réecrire les cocycles 2* ® (A+ B+ C + D) et
y*® (E+ F + G + H) en fonctions des cocycles de la base de H(U(h),U(h)) choisie
en 6.2.1. D’abord, introduisons le lemme suivant.

Lemme 6.2.6. Soient n et s des entiers positifs. On a

M:

1. 1 —1)) = 1)... )
£:1€(€+ )...(l+(s—1)) S+1n(n+ )...(n+s)
Go—16-1 . =2 4 X

2. C, = ——C2 7y — (s +1)).

{=1 s=0 Z0 5+ 1 ( )

9 s ('1/1 — 6) 1 il(il — 1)'

= (i —s)! 3+1(i1—(3+1))!'
Démonstration.
2. 0n a
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Jo—14-1

_ 1
ZZQ‘;I: Z 5(6—1)...(8—5).
(=1 s=0 0<s<<jo—1 °°

Posons ¢/ = ¢ — s. Alors on a

1 jo—2 ja—(s+1) 1
oS- (== > SO+ (C+ (s 1),
0<s<l<jo—1 5 s=0 =1 %

Or, d’apres 1), on a

3 2_: %E’(ﬁ'—kl)...(ﬁ’%—(s—l))

s=0 =1 8
-3 (el - e+ D)= 9 G- 1)

=% e (e )

3. En posant ¢/ =iy —( —s+1,on a

il—s (7/1 _ e)' B il—s il—s

; = _;(11—5)...(@1—6)—(3—1)): Z_je’(z’+1)...(e'+(s—1)).

D’apres 1), on en déduit

L. , 1 4 1 (i 1)
Z,Z::lf(f+1)...(€—{—(8—1))—84_1(21—s)...(zl—l)zl—84_1(2,1_(54_1))!.

]

Développons B a l'aide de 1'égalité 2 du lemme 6.2.6. On a

Jo—2

1 , 08 o
— T e L ) i1—1\, j1+j2—(s+2) S
B= Sz:% "y 1CS (]2 (s + 1))21j2x e (" )y (—2)°.
Or, on vérifie facilement que
L2 & o _ (i; — 1)! Lirtiz—(s+1)

R T PETYT

donc
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J2—2

B=-%

s+l (h—(s—i—l))!

a1 (11 — 1)liqgo (.2 (s + 1))xil+i27(s+1)yj1+j27(s+2)(_Z)s.

Développons C. Pour s >4, — ¢, on a C' = 0. On a donc

i1—s ja—1

. ng—l . . ng-l—f—l xu—f ]1+]2_(5+2) —z 5.
E § s J1)2 B ( )y (—2)

(=1 s=0
Or, on vérifie facilement que

7,2—‘,—[ 1 as (xil—g) — ( <Zl _E)' xil+i2_(5+1)

o in—(s+10))!
donc
sl i — 1) . .
SN e R ey e
(=1 s=0 (21 —(s+ E))!

A Taide de I’égalité 3 du lemme 6.2.6, on a

| ) (Z _ 1)!2‘ j o o
C=— Z ng—l 1 c01J2 j1l"“+22_(5+1)yj1+j2_(8+2)(—Z)S-
s=0 S_I_l (21—(S+1))'

D’une maniere analogue, on obtient

Jji—1

j1—1 (22 — 1)‘ i2j1 - d1tie—(s+1), jit+je—(s+2) _ \s
Y7 x y (—2)
5:08+1 (ZQ—(8+1>>!

Y

, , o
D= le: Ci-t (i2 — Dlizj <j1 —(s+ 1))$i1+i2_(8+1)yj1+j2_(5+2)(_Z)S’
— s+1 (iz—(3+1)>!

O (i — 1)V

E=— iy — (s +1) xilHT(SJrQ)yleT(SH)(—z)s,
5=0 (3+1)(i2—(5+1))!( )
jo—1
o 72 CJ2 1(Z1 )' 11]2 ; xi1+i2—(s+2)yj1+j2_(5+1)(_Z)S
s—0 S + 1) (21 )
Jo—1 Cjz 1 —1)4 o .
o (i — Dlirgo (.1 (s 1) a2yt (D (s
s=0 S‘l‘l)(%l S+1)
et
g N G = DYiag (s 2) = (s+1) (s

S s+ (- (s+1)!

124



6.2. ALGEBRE ENVELOPPANTE DE L’ALGEBRE DE HEISENBERG

Par conséquent, on a

prc-_y G-l
S s+ (i - (s+1))!

(jl + jp — (S + 1))xi1+i2—(8+1)yj1+j2—(5+2)(_Z)S

Ligjo(in — DV G 5
- : — JlxllJrlz J2y31 (—Z)S.
ja (i1 = j2)!

D’une maniere analogue, on trouve

j1_2 jl_l - Vi s
A+D _ Z Cs (22 1).22]1
=0 (s+ 1)(22 —(s+ 1))!

_}_lMjQwil+i2_jlyj2_l(—z)s.
71 (2 —5)!

(jl +]’2 . (S + 1))xi1+i2—(8+1)yj1+j2—(8+2)(_Z)s

j2_1 j2—1 - 1 15
F+G:+Z Cs (Zl )'21]2
=0 (s+ 1)(21 —(s+ 1))!

(il iy — (S + 1))xi1+i2—(s+2)yj1+j2—(s+1)(_Z)s

et
iy — Dligg,

E+H:_s=o (8+1)(i2—(s+1)>!

(1’1 Ty — (S + 1))xi1+i2—(8+2)yj1+j2—(5+1)(_Z)S'

Par conséquent, on trouve que

J2—2 Cj2,1‘ Gin — 1)
R B+O)+y @ (F+G) ==Y — ija(in — 1)

T (i1 dio— g1 o —s— — )8
s=0 (3 + 1)(21 — (S + 1))[ (i1+i2 1,j1+72 1)( )

1 iyja(ip — 1)1 s
T ( IR (i1+12*j2,j1)(_z) :
J2 (1 ]2)-
et
B2 Chliggi(ip — 1)

v A+D)+y @ (E+H)=
s;) (s + 1)(2'2 —(s+ 1))!
1igji(ip — 1) s
+E (Z'2 _jl)! (i1+i2*j1,j2)(_2) :
D’apres la proposition 6.2.3, dans I'expression ci-dessus de 2*® (B+C)+y*® (F +G),
les éléments de la somme pour s > 1 sont des cobords . Et, de méme, dans I'expression
ci-dessus de z* ® (A+ D)+ y* ® (E + H), les éléments de la somme pour s > 1 sont

S
T(i14iz—s—1,j1+ja—s—1) (_Z)
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des cobords. On en déduit que I'élément 2* @ (A+ B+ C+ D)+ y*® (F+ E+F+G)
est cohomologue & (dgj1 — 152) Ti, 1ip 1.1 4501
Par conséquent, on a montré

[t111 ]17t112 32] (i2j1 - ile) t%i1+i2—1,j1+j2—1)- (6.2.5.1)

Ensuite, calculons [ey, , e, ]¢. On a
SRR
= 2" @ (gh,Grx(1 @agh, @a1) — gh,Gr(1 @ gk @4 D)AR (1@ 2@ 1)
+y* ® (gh, G (1 ®agh, @4 1) — gh,Gr(1®agh @4 1))AP 1@y 1)

(94 Gx(1@agl, ®a1) — g}, Gr (1@ g}, @4 1))AF (1@ 2@ 1)
= 7' ® (g,ilGK(l @z @1)—gf Gr(l @z @ 1))
+y* ® (g;ilGK(l Ry 1) — 9,Gr(1® Y2 ® 1))
(

+2 @ (gh Gr(1® 2 @1) — gh Gr(1® M1+ @ 1))

k
— .',U* ® (xzklsz + 22 xzﬂ—l(zkl-f—l)zk‘g—f . sz k2+1 k‘l—f)
/=1
+y yz Zk‘z + Z yz k1+1 kg—f _ Z yz k2+1 kl—f)
ko+1 ki+1
+Z ® Z Z k‘1+1 k‘g*f o Z Z@*l<zk2+1>zk17€)
/=1

=1*® (l’zk1+k2 + k2xzk1+k2 _ l.zkl—l-kg . k1x2k1+k2)
+y* ® (yzk1+k2 + k2y2k1+k2 _ yzk1+k2 o k1y2k1+k2)
+2* @ (kgzFrthetl _ kg pRithetl)

= (ko — k‘1)<:v* ® zkithe L o Zk1+k2+1>

ce qui montre
ek, enla = (k2 — k1)eg, yp,- (6.2.5.2)

Calculons [t; ;, e

] .On a
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=2 @ (f,Gk(1 @49t ®a1) — giGr(1@u f1; @ 1))A(2)(1 ®z@1)
+y° @ (fL,G(1@agk®a1) — giGr(1@a fl; 04 1)) AR (10 y® 1)

+2° @ (fL,Gk(1®ags ®al) — GG (1@ fl; @41

)
AR (leze1)
=o' ® (fL,G1 @2t @1) - giGr(j @ 2’y @ 1))

+y @ (fLG(1 @y ®1) - giGr(—i @2y @ 1)).

+2°® (fLGk2® 1 @1))
j—1
—refieed-Y it er e - Y iyt @y y-e)
(=1 (=1

+y ®f21](1®y®2 +le€ 1®£IZ’®£C (€+1y +Z'UCZ 1, £— 1®y®yj E)

= =1
= 2" ® (jaiyi 12k — ij iy ij,gl £
i—1 i
yt ® (—ia 4 St )y Yy (),
=1 et
= 2 ® (jalyi 12k — ity 12k — (G — 1)aiyiT1zb)

+y* @ (—ixt Tyl 2k (i — 1)ty 2k 4 dgaily ).
= 2—i—j)(z* @ jay’ "t —y @ix'lyl)2F

D’apres la proposition 6.2.3, on a CI(T%j z%) = 0 pour k € N* ce qui montre

[t 5, e0le = (2 —i— j)t} (6.2.5.3)
et
[ti;.ex)e =0 pour ke N*. (6.2.5.4)

Remarque 6.2.7. Nous décrirons explicitement [’isomorphisme d’algébres de Lie

(H'W(b),U(b)),[, ]e) = (Der(U(h))/Der(Int (b)), [, I)

a la section 6.2.9.
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6.2.6 Lecasp=2etqg=1

Il est commode de remarquer le résultat suivant.

Proposition 6.2.8. Soient k € N*, (i,7) € N? et (i',j/) € N2. Les éléments T2
et €5 ;2" sont des bords dans Hz(U( ), U(h)).

Démonstration. D’apres la formule 6.2.11(p. 111), on a

1 1
d?_ * i/+1 k 1 ]+1 k—1 2 k
( I @z’ Tyl 2 Q(j,+1)y ®a'y ) =

et
k

2 Gk 2 kD 2
d (2" @a'y'2") = 1,27 + g ;2"
Remarque 6.2.9. L’élement 72,2 est cohomologue d —e?; ot (i, j) € N2,

Calcul de [t? , ,t) . a

11,717 12 j2

On a

Calculons [t? v by 12]

[72‘21 g1 Tilz Jlc

= 2Ny ® (f2,Gr(1@a fl;, @a1) = fL,Gr(1@af2 ;, ®41)) AR (1@ 2 Ay @ 1)
+2 AN ® (f2,Ge(1@afl , ®a1) = fL,Gr(1@af2 @4 ) AP (1@ 2 Az ®1)
ty A ® (f2,Ge(1@afl , ®a1) = fL,Gr(1@af2 @) AR (1eyAz®1)
=2"Ny"® (“]1 (@222 Y2 @1 +i, @12 Y2020 1)

LGl @2y @ 1))

+2F AT ( 2 Gk(—p®z@a2yP @1 - jh@a2y» ' @20 1)
5 Gr(1 @2y ® 1))

+y* Az ( D Gk(— @2 YRl —jh @y @y e 1)

i1 JlGK(_ZQ Xr& xlz 1y]2 ®1— ]2 ® y ® ngng 1 ® 1))
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D’apres l'expression de G donnée en 4.2.8, on remarque que 'on a

Gilia®@z@z2 Y2 @ 1)

Z1 2J1
i2—1 J2
— Z Z~2x€fl<_j1xi1yj1*1)xiz (Z+1) ZZ .CL’“ lyf 1(Z x’Ll ly]1)y]2 /¢
— /=1
_ _E-F

Gr(—ia @22 Y2 ®2@1) =0,

Zl .71
Gr(—ip @z 1yt @ 1)

i1—1

— Z le ]Qxlgyjz 1) 91— (24’1 ZZ 1:7,2 1 Z 1 i2x1271yj2)y]17£>

:—G—H.

'52 2J2

De maniere analogue, on a

Gr(—ja®z®@a2y2 ' @ 1)

Zl 2J1

Jo—1

= 232‘” —jraty ) Oy 4 N oty (g Ty )y D
=1
= —A ~ B,
2 Gr(—jo a2y ®2®1) =0
et
fa jQGK(jl @yt @ 1)
Jji—1
_Zjl,r ] xlzym 1) 11— (f)yh 1+ Z] I“ {— 1( Z'Qxizflyh)yjlf(@rl)
=1

= —C - D
ou les éléments A, B,C, D, E, F,G, H introduits lors du cas p = ¢ = 1, sont réecrit
dans la base PBW de U(h). D’apres un calcul déja fait au cas p = ¢ = 1(p. 121), on
trouve
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FANYQR(-F—-G)—2z*Na*® (B+CO)
272l V(i - 1),

= 7-7; io—(s . (s —z 57
5=0 (S+1)(i1—(5+1)>! (i14i2—(s+1),51+j2 (+1))( )

1 z'ljg(il — 1)! 9 s
T\ (i —g2.01 -z
jo (21_]2)! (i1+ ]7J)< )
et
AN RQ(-E—H)—2"N2*® (A+ D)
R G il — 1),

= T’L' io—(s . (s —z 57
5=0 (8+1)(i2—(5+1)>[ (i14i2—(s+1),51+j2 (+1))( )

1 igji(is — 1)1 .
jl (Z‘Z _ ]1)' T(i1+i2—j17j2)( Z) )
D’apres la proposition 6.2.8, dans I'expression ci-dessus de z* A y* @ (—F — G)
— 2" Na* ® (B + (), les éléments de la somme pour s > 2 sont des cobords . Et, de
méme, dans 'expression ci-dessus de z* A y* @ (—E — H) — 2" AN a* @ (A + D), les
éléments de la somme pour s > 2 sont des cobords, ce qui montre
A=z Ay @ (F+G) -2 Aa* @ (B+C))
.. i1j2 . . 2
= Cl( — 2T i1 ia1) T 7(21 - 12— 1)T(i1+i2—2,j1+j2—2)z>
et
d(* Ay ® (-E— H) - 2* Aa* ® (A+ D))

. Jile . .
= Cl( +.71227-(21'1+i271,j1+j271) - 7(22 -1 - 1)7-(2i1+i272,j1+j2*2)2>'
Or, d’apres la remarque 6.2.9, on déduit que
A=z Ay @ (F+G) -2 Aa* @ (B+C))
N 12 . , 2
= ol = 2T iy i) — =5 (=102~ Detiti27-2)

et
d(* Ay ® (-E— H) = 2* Aa* ® (A+ D))
Jito 2

= Cl( +j1i27-(2¢1+1'271,j1+j2—1) + 7(22 — 1)1 — 1)5(i1+z’2—2,j1+j2—2)>'
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Dans I'expression [t ’ jl,t}% i»l@ il nous reste a développer I'élément

YA @ (fL 5 Gr(—12@2 Y2l —jry? @y 1)
1,J1
12, G~ @@ YR @ 1 — 8y @atyl @1)).

11,J1

D’apres l'expression de G donnée en 4.2.8, on vérifie facilement que
Gk (j2 ® 2yl @y 1)=Gk(i2®@r® 27y @ 1) =0.
Il sera commode d’introduire le lemme suivant pour faciliter les calculs.

Lemme 6.2.10.

1. On a
Grlia@z2 ly2r01) = Zigx”_lyz_l QyAzQy2t
(=1
J2 ja—¢ ' ) ' )
o Z Z i2x1271y(€+€ )—2 QzAYR yJQ*(ﬁﬁ’e )
=10=1
2. Ona
2
GK(jQ ® Y ® ngygg—l ® 1) —- _ Z]’Ql’e*l ® y AT ® ngffy_mfl
=1
io ot , ‘ o
+Z Z jzx(f-i-f )—2 ® A1 ® x’bg—(f-ﬁ-f )yjz—l
=10=1
j271 . ! . !
+ > iy T @z Ay @y,
=1

Démonstration.
a) D’apres I'expression de G donnée en 4.2.8, on a

Grlia @22y @z ®1)
= —t1(to(ie ® 271y 1)

i2—1 J2
— tl( Z 2‘21.571 RI® wzzf(ﬁfl)yﬁx + Zizxzzflyéfl QYR Z/]Qigm).
/=1 =1

En redressant les éléments dans la base PBW, on obtient
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Grlia @2 Y2 @12 ®1)
io—1

— tl( Z i @1 ® xig—(e—l)(xyjz _ jgyh_lz))
—1

J2
+a (Y by T @y @ (e = (o — Oy ).
/=1

D’apres l'expression de ’homotopie ¢, donnée en 2.1.6, on obtient

=t iy T @y @ ayh)
/=1

J2 ) ) J2 . .
— Zizng—lyé—l ® Y A ® ng—f _ tl(z i2x12—1ye—1 Rz® y]2—€)

=1 =1
J2 j2 j2—¢

=Y iy ey Az @y =30 a2 Iy 2 @ Ay @ gy (),
=1 (=10=1

b) D’apres 'expression de G donnée en 4.2.8, on a
Gr(jz ®y @22y ©1)
=t @y @ty
= —jo@yAx® 2yl
—t1(jo ® [y, ] @ 27y
—t1 (o @y @ Ty,
Or, d’apres I'expression de 'homotopie t, donnée en 2.1.6, on a
—t1(jor @y @ a2y 1)
= —jor @yAz @z 2y —t (jox @ [y, 2] a2y ) — 4 (for? @y @ a2y ).
D’ou,
Gr(ja®@y@ay= ' @1)
= @yAr@azly2Tl —hr@yAr a2yt
—h(f2 @ [y, 2] @ 227y — (o @ [y, 2] @ 2"y
—t1(joa® @ y @ a2 72y,

Un récurrence sur i, conduit a
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GK(Jz QYY1 ®1)
- _Z.]ZL'E 1®y/\x®x” —yi2—l Ztl ]21} y7 ]® i2— fy]é—l).
(=1

Mais

2
— (" @ [y, 2] @ 2y )
/=1

2
= Z t1<j2£l')£_1 ®2zQ® :B”_Ey”_l)

=1
i ig—f J2—1

_ Z Zj2x(z+e/)—2 ® 2 Az @ iz (i1 4 Z injor® Ty T @ 2 Ay @y D),
=10=1 =1

ce qui montre b). O

Calculons a présent Gr(—iy @ 2271y @ x ® 1). D’apres le lemme 6.2.10, on a

'Ll J1

Gr(—ia @22 Y2 @r®1)

Zl .71
J2 Jo2—¢ ' )
= im( Zz 2?2y Tt @y Ar @y 4 3TN dpr Tyt 2 ®z/\y®y”_(£+£))
=10=1
-0+ Z Z iQxlg—ly(f-l—ﬂ )—2<i1x21—1y]1)y]2—(f+f )
0=10'=1
Dans la base PBW, on a
b Gr(—h@r YR @r®l)
Jo jo—l (£+0)—2 , ) o ) o
=>> ( clte )_2i1i2$”_1ﬁ($22_1)9]1+J2_(8+2)(_Z)S)
=1 0=1 5=0 Z
jo jo—t (£+£)-2 :
/ 19 — 1 ' L . X
— Z Z ( Z Cgﬁ+€ )_Qilig : ( 2 ) '$Z1+Z2_(8+2)y'71+]2_(8+2)(_Z)S).
=10=1 " =0 (g — (s +1))!
On a donc
v AT f] JlGK(—iQ Rz ly2@re1)

J2 jo—t (£4L')— iy —1)!

nNoo. . ( ! s
=) ( > C (e m’f?n+i2—(s+2>,j1+jr(s+2)>(_Z> )

{=110'=1 s=0

133



6.2. ALGEBRE ENVELOPPANTE DE L’ALGEBRE DE HEISENBERG

Mais d’apres la proposition 6.2.8, dans I'expression ci-dessus de

y A" ® GK(—ig(X)xiz*lyh@x@l),

'Ll ,J1

les éléments de la somme pour s > 1 sont des cobords. Ceci montre

J2

cly* Ne* ® i1 JIGK(_iQ @z Yy @r® 1)) = Z(jQ — L)ixia e%i1+i2—2,j1+j2—2)
/=1
_ (2 —1).

2 2122 e(ll+l2 2,j1+j2—2)"

Calculons a présent f? . G (—7j2@y®@x2y271®1). De méme, d’apres le lemme 6.2.10),

11,71
on a

Gr(—ja@y@ay? 1 ®@1)

’51 2J1
i9 19—/
_ 2731(2]2# 1 QYAT ® 2~ —£ j2 1 Z Z o 2+ — 202 Ax ®xi2—(€+f/)yj2—1
=10=1
Jj2—1
. Z igjgxirlyfl_l QzAYR yjz—(z/+1))
r=1
iy ig— jo—1
= =0 far T () O N oy T (g Ty )y D
=10=1 =1
ig ig—€ J1—1 as

_ Z Z ( Z Cgl 1 | pit () =2 - (xig—(£+£'))yj1+j2+(s—2)(_Z>s>

(=10¢=1 s=0
jo—1¢ -1

0% -y
=3 3 €l Yviggen™ axs —— () ) (s

?'=1 s=0

2t ] ( _(6—}_6/)) i1+ia—(s i1+jo+(s— s
_ Z Z ( Z 14, 2 S itz (+2)yJ1+]2+( 2)(_2) )

(=1¢=1 s=0
=101 (Z' —0 .

_ Cé 1212-2j2;xuﬂr(yﬂ)yJ1+J2*(S+2)(_Z)S.
4'231 ;) (7 — (s +1))!

On a donc
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v ATt fL 5 Gr(—j @y @2yt @ 1)

i9 i9—f j1—1 . ,
y (22—(f+€))! ) .
- ezuz ( z% o — U+ + s))!5(i1+i2—(s+2),j1+j2—(s+2))(—Z) )
Jo—10'—1 Y
e/ (/1/1 1) 2 s
- zzl Zo C mmW‘g(il+izf(s+2),j1+jz—(s+2))(—Z) :

D’apres la proposition 6.2.8, dans ’expression ci-dessus de

YA ® GK(—j2®y®xi2yj2’1®1),

’Ll »J1

les éléments de la somme pour s > 1 sont des cobords, ce qui montre
cdly Aa* @ fi ;G- @y @ a2y @ 1))

12 Jo—1
= ( + Z(Zz o e)]l]Z Z ZlZQ]Q) € (i14+12—2,41+7j2—2)
/=1
ig(ia — 1) . . .
= (f]llh — i1222(J2 — 1)) e%i1+i2_27j1+j2_2)-

Par conséquent, on a

[tfl ]17t’L12 jQ] <i2j1 - iljz)t?i1+’i271,j1+j271) (6261)

+§(22]1(12 =11 +j2—1) —i1ja(j2 — 1) (i1 + 12 — 1)) €{i+ia—2.1+jo— 2))-

Calcul de [t7;, et]a
Calculons a présent [t7;, ei]. On a
[T23j7 gllf]G

=2 Ay @ (Gl @agt @al) — giGr(1 @4 {04 1)) AR (1@ 2 Ay @ 1)
+2*AT*® ( JiGk(1040; ®@al) = ghGr(1 @4 f7;®a 1))A§?)(1 RzAT®1)
ty At @ (fGk(1@agk®al) — ghGr(l®a f204 1)) AR 1@y Az 1).
Par un calucl simple, on trouve que

— i Gr(1®4 f7;®a DAY ®@zAy®1) = —i(i +j — 1)ai—lyizk,

~GiGr(1 @A L2 @A DAY (1@ 2 nw@ 1) = j(i+j — D'y,

Gkl @4 gt @a DAP (1@ 2 Ay @ 1) = (2k + )iz’ 1y 2h,
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FGk(1@agt@a AR @2 AT ®1) = —(2k + 1)jaiy ~12F,
f2iGr(1®ag; ®al)A

et

e RS

)(1 RYAT®1) = —k(i+ j)aiy A1 4 kj(i — 1)ai—lyi—12k

GGr(1®4 f7;®a 1)A%)(1®y/\x®1) = 0, ce qui montre

[zg’gk] :(2/€—|—2—Z—j)7’1’]2k—k(l—|—]) o k 1+k](l_1) Eim 1,j— 1Zk

D’apres la proposition 6.2.8, on a

[t egla = (2—i—j)t7; (6.2.6.2)
2 2
[t’LJ7 ] - _461"] (6.2.6.3)
et
[t;;,exla =0 pour ke N-—{0,1}. (6.2.6.4)
Calcul de (e} j,,ti, 5, ]a
Calculons & présent [e ; ,tj, ;] ot (i1, j2) € N2 On a

[67/21 J1o Ti12 ,jz]G

:Z*Ay*®(9mlGK(1®A ®al)— f Gr(1®ad? ®A1)) PD1gsAye1)

12,52
+2*ANTF® (92'2173'1GK(1 A filwé ®al)—f JQGK(I ®A gZl g1 ®Aa 1)) (1 ®RzAz®1)
+y At @ (g, Gr(1®a fhy, @a1) = L, Gr(1@a gl ;, 4 1)) AR 1@y Az @ 1),
Par un simple calcul, on trouve que
el ! 1) — fL Gl 4 g? 1A 1) =0
gil,jl K( ®.Afi2,j2 ®~A ) fl'g,jz K( ®Agi1,j1 ®.A ) K( ®Z/\y® )_
et
2 Gr(l@yf] 1) — fL . Gr(1®4g? 1))A2a 1) =0
917 Gr(1®@a fiy 5, ®a1) = fi, ,Gr(1®@ag;, ;, ®a1))AF(1@2zAz®1) = 0.

Calculons a présent g7, ; Gx(1®4 ® A 1)A§3’(1 @yAz®1). Ona

12 J2

136



6.2. ALGEBRE ENVELOPPANTE DE L’ALGEBRE DE HEISENBERG

= gi,leK(—Zz Ryl - @1y oyl
—o® T ® xiz—lyﬁ R -7y miQij_l ®1).
On vérifie facilement que
Gr(—p@r?y" @yl -—hberea” 'y ®1) =0.
Or, d’apres le lemme 6.2.10, on a

gi,leK(—zg Ry @rel-jheyeay T el

= _ZZ 142 1y€ 1($Zly-71) J2— é‘i‘Zj T 3/ ) 2 Zyj271
/=1 =
J2 £—1 1! i1+ j1+j
_ ZZ Cé 1 7' z1+12—(5+1)yh+]2_(5+1)(—Z)S
=1 s=0 1 B S)
+zzz:8§:c —wxilJriz*(SJrl)yjl+j27(s+1)(—Z)s-
=1 s=0 (S—i_@)

D’apres la proposition 6.2.8, dans ’expression de

VAT @ Gr(1eafl, @a AP 1eyrz®1),

12 \J2

les éléments de la somme pour s > 1 sont des cobords, ce qui montre

* * 2 .. .
cl(y Nx ®9i21,leK(1 ®Afi12,j2 ®A1)A(K)(1®y/\$®1)) = (22]2_22]2)e%z'1+i2—1,j1+j2—1)'

Calculons —f;, . Gr(1®a4;, ;, ®a 1))A§?(1 ®yAz®1). D'apres le lemme 6.2.10, on
a

iz ]2GK(1 @4 9i j, DA 1))A( l@yAz®1)
Gr(-1@z"y ®1)

- 22 2J2

=— Z 2 (o 2y )2 Ty = Y ety T (g )y
(=1 /=1
i1—S8 1 :

_ I CJQ 1 (Zl _E)! i14i2—(s+1), jit+ja—(s+1)(_ \s
> 2 y (—=2)
(=1 s=0 Zl - <S + 6))
i%:l (=1, (iz — 1)! iy +iz—(s+1) ) j1+j2—(s+1)

+ C phtre—(s y]l J2—(8 (—Z)S

=1 s=0 Z - (S + 1))
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D’apres la proposition 6.2.8, dans I'expression de
—y A @ fL,Gk(1@agl,, ®a1)) AP 1oy Az e ),
les éléments de la somme pour s > 1 sont des cobords, ce qui montre

2 .. ..
Cl( — i127j2GK(1 @A 91‘21,]‘1 XA 1))Ag<)(1 RyANr®1) = (igf1 — 2132)e%i1+i2—1,j1+j2—1)'

Par conséquent, on a

[el?l,]i?t’}z,jQ]G = (i2j1 - iljZ)e%z‘1+i2_1,j1+j2_1)- (6.2.6.5)
Calcul de [€},e]a -
Calculons [e};, e;]q. On a
[Ezz,ja <C:IHG'

=2 Ay ® (62,Gx(1 040} @u1) = glGr(104 g% @u 1)) AP (1@ 2 Ay @ 1)
+NANTF® (gijGK(l RAgrRa1) — giGr(1 ®4 92‘2,1‘ @A 1)>Ag)(1 ®RzAzT®1)
+y Aot @ (2,Gr(1@a gk ®a1) — giGr(1 @4 g2, ©41))AR 1@y Az @ 1).

Par un simple calcul, on trouve que

(gijGK(l @4 9; ®a1) = g;Gr(1 @4 91-2,]- &®A 1))A§§)(1 RzAYyR1) =0
et

(92,Gx(1©a gk ©a1) — iGr(1@a gl @4 D) AR (1@ 2 Az @ 1) =0.
D’autre part, on a
2,CGr(104 0L @A )AR ARy A @ 1) = 207y 2
et
—iGr(1®4 ggj XA 1)Ag)(1 QyAz®1)=—(i+ j)a'yi "

D’apres la proposition 6.2.8, on a alors

[, e0la = (2 — i — j)e}, (6.2.6.6)

et
[ef.,er]Jc =0 pour k&N (6.2.6.7)

2,37

138



6.2. ALGEBRE ENVELOPPANTE DE L’ALGEBRE DE HEISENBERG

6.2.7 Lecasp=3etqg=1

Il sera commode d’introduire la proposition suivante.

k

Proposition 6.2.11. Soit k un entier positif. L’élément 7' ;2" est un bord dans

HU(h),U(bh)).

Démonstration. On a

1 : , 1
U CAN mx’“y]zk*I + 2" ANy ® 1 ) = R
]
Calculons [t} ; .t} j ]a. D’apres la proposition 6.2.11 et aprés calculs, on trouve
[ti J17t111 ]1] (inl - i1j2)t2‘1+i2,1,j1+]’2,1, (6271)
[t egla = (4—i—j)t;; (6.2.7.2)
et
[t} exJa =0 pour k#0. (6.2.7.3)

6.2.8 Lecasp=qg=2
On a

Calculons [t“ o b 32]

[Tz%,juTz?z,jz]G_z ANY ANz ® nleK(l @A 1'22]'2 PaDAR(I@ 2z Ay Az @ 1)
+2 AP AT @ fL L Gr(1@a f7;, ®a)Ak(1@ 2z Ay Az ® 1)

11,71

Calculons G K(l ®A

Z1 .71
= fh,leK@z RaTy 1+ oy 9yl
+ia TRy @1+ jh @y a2y2 71 @ 1),

QA DAK(1®zAyAz®1). On a

Z2 J2

On vérifie facilement que
2 Gk @2y ' @y l+i @@y ®1) = 0.

D’apres le cas p =2 et ¢ = 1(p. 129-130), on a
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I? 7 Grlia ® :l:iQ_lij Rz ®1)

J2 ja—t  (L+L')— o — 1)!
_ CEH’ L2 ) i14iz—(s+2), j1+ja—(L+€) (s
WL y (—2)
(=10=1 =0 (12 — (s +1))!

et
[R5 Gk @y @ a2yt ®1)

i9 i9—f j1—1 . " ‘ ‘ ‘ ‘
= — Z Z ( Z CJl 1 17 2 (22 (€+€ )) xz1+zz—(s+2)y]1+J2+(s—2)(_Z>s)

(=10 = s=0 (£+£l+8))
12’—1
_'_Jzz: ZCE lzﬂﬂéLl)!xiﬁir(wmyj1+j2*(8+2)(_2)3.
=1 s=0 ( (S T 1>>'

D’apres la proposition 6.2.11, dans ’expression de

ZANY AT R Grlia @2 Y2 @z 1),

11 »J1

les éléments de la somme pour s > 1 sont des cobords. Et, de méme, dans I'expression
de 2* Ny* No* ® Gk (j2 @y @ x2y271 @ 1), les éléments de la somme pour s > 1

7'1 ,J1
sont des cobords, ce qui montre

cl(z* ANy Nx*® (fi’leK(ig Ry rel)+ f&leK(jQ ®yr2y2 7l @ 1)))
= 2 (iiaalia = 1) — duivialia ~ 1) By sz

On en déduit

cl(z ANy ANt @ f2 5 Gr(1@afl, QaDNAk(1@zAyNe® 1))
= 2 (s = 1) — duivialia ~ 1) By yis-a 2

En remplacant ¢; par i et j; par jo et inversement, on obtient

cl(z ANYSNz*® Gr(l1®4 f} ®A1)AK(1®2/\y/\x®1))

12 ,J2 11,01
1

= §(i1i2j1(j1 — 1) = jijair (i1 — 1)) t?i1+ig—2,j1+j2—2)'

Par conséquent, on a

2
[ i1 ]17t12 JQ] (6281)

= 2(2122(]1<]1 — 1)+ ja(jo — 1)) —3132(21( i1 — 1) +ia(i2 — 1))) (i1+i2—2,j1+j2—2)"
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D’autre part, par un calcul simple, on trouve que

[e? . .e2 . ]a=0. (6.2.8.2)

11,J17 712,)2

Calculons [t? On a

1,517 22]2]
[7221,]1’612,]2]G_Z /\y /\I ® lelGK(]‘ ®A912]2 ®A 1)AK(]‘®2/\y/\x®]‘)
+2AY AN @7 Gr(1@af7;, ®a)AK(1Q@ 2z Ay Az @ 1).

D’apres le lemme 6.2.10, on a

G2 G104 f?;, @aD)Ak(1® 2 Ay Az ® 1)

J1
_ZZ 2= 1y€ 1($12y32 j1—¢ Z]lx :L’”y”) K*Jyjrl
(=1

i% /—1 i1—1 0* i i1+je2—(s+1)
— Cs_ il-IZl_ 7(x12)y31 J2—(s+ (_Z)s
=1 s=0 axs
dRgeE /-1 as /—1 1
=203 Clat T (T e (2
(=1 s=0

D’apres la proposition 6.2.11, dans ’expression de

FAY AT @gL L, Gr(1@aff @a)A(1@ 2z Ay Az @ 1),

1,J1
les éléments de la somme pour s > 1 sont des cobords, ce qui montre

CI(Z*AQ*A$*®9122,j2GK(1 &4 &4 1)AK(1®2/\y/\$®1))

11 J1
= (2 Ayt At @ (ingy — i)t Tyt
= 0.
D autre part, on a
i J1GK(1 ®a9% 5, Oa)A(1@2zAYyAT® 1)
= Gk(l®z®@z"y” ®1)

'Ll J1

= JIZxEl@z/\x@x“ éy”—irz::z:”ye1®z/\y®3ﬂ2 8
=1

—Z]LT J1 1 12 ﬁ Zzlxm — 1 11 1yj1)yj2—f
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B i e P e
= 33 Ot (gl
/=1 s=0
j2 /—1 ) as ) ) )
- Z Z Ci_lilfﬂm%(ﬂfll_l)yhﬂ?_l(—z)s
{=1 s=0

D’apres la proposition 6.2.11, dans I'expression de

FAY AT R [} GK(1®A91~22,]~2 QADNAK(I®zA Ay ANz ® 1),

1,71
les éléments de la somme pour s > 1 sont des cobords, ce qui montre
Alors, on a
cA(f2,,Gr(1®agd j, ®a)A(1@ 2 Ay AT @ 1))
= CI(Z* ANy* Ax* @ (igjr — i1j2)$i1+i2_1yjl+j2_l)
= 2" Ny AN ® (o — 11J2)t 1y 1y a1

Par conséquent, on a
[tlzlyjl’ e?2,j2]G = (i2j1 - i1j2>t51+2—17j1+j2—1' (6283)

6.2.9 L’algebre de Lie (HYU(h),U(H)),[, ]o)

Nous remercions T. Lambre pour son aide lors de cette section. Soit K toujours un
corps de caractéristique nulle. Rappelons que le K-espace vectoriel W = @;enKe;,
muni du crochet [e;,e;] = (j — i) e;+; est une K-algebre de Lie, appelée la partie
positive de I'algebre de Lie de Witt de K.

Soit j = (j1, j2) un élément de [—1, co[*. On supposera toujours j # (—1,—1). On

pose
Ji=[-1,00 \ {(~1,-1)}.

Considérons le K-espace vectoriel bigradué W? := &,cy Kt;. Définissons un crochet
sur W? par
[ti,85] = ali, j) ti;
avec
a(i, j) = e+ 10+ 1) = (i + 12 +1).

Dans cette expression, il est commode de convenir ¢; = 0 si i € Z*\J. Un calcul rapide
montre que ce crochet satisfait I'identité de Jacobi. Le K-espace vectoriel W? muni
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du crochet [t;, ¢;] ci-dessus est donc une K-algebre de Lie (W2, [, ]). Introduisons une
algébre de Witt tri-graduée.

Définition 6.2.12. On désigne par (W, [, |) lalgébre de Lie d’espace vectoriel sous-
jacent le produit des algébres de Lie W et W2,

W=WaeWw?= (@ieN Kez’) EB(@JGJ Kti)

dont le crochet de Lie est le crochet sur chacune des composantes, c¢’est-a-dire
lei, e;] = (j — ) eitj, pour tout i et j dans N.
[ti,t;] = (i, j) tir;, pour tout i et j dans J,

et dont le crochet des éléments croisés est donné par

lei, ;] =0 sii >0, pour tout j € J,

[607tl] = (]1 +]2) tl: SZl: (]17]2) e J.

L’algebre de Lie des dérivations extérieures de 1'algebre enveloppante U (h) est

Der (U(h))/Der Intk (U(h))

avec pour crochet de Lie [, ] la classe du commutateur [, ]. des dérivations.

Notons 0, et 0, les dérivations de U(h) respectivement définies par
Ox(z) =1, 0.(y) =0,
Oy(x) =0, 0y(y) = 1.

Pour une dérivation D € Derg(U(h)), nous notons D sa projection sur

Derg (U(h)) := Derg(U(h))/Der Intg (U(b)).
Lemme 6.2.13. Pouri > 0, soit E; la dérivation de U(h) définie par

Ei(x) = 0,(zay2") = 322", Ei(y) = Ou(52y2") = 392"

ce qui entraine E;(z) = 21,
Pour j = (j1,j2) € J, soit uj = a1yt € U(Y). La dérivation Ty de U(h) est
définie par les conditions

Tj(x) = 9y(u;) = (jo + 1)ty
Ti(y) = =0:(uy) = —(j1 + D)alry?*.
Alors la famille (Ei,Tl)(i’l‘)ENXJ est une base du K-espace vectoriel Derg (U(B)).
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Démonstration. Nous remercions F. Dumas pour son aide concernant cette démons-
tration. On a

Ei(z) = z2', Ei(y) = sy2',
Tj(x) = (jo + DTy et Ty(y) = —(jr + 1)alty?>

Rappelons que pour tout u € U(h), on a les relations
ad,(z) = [u, z]. = —0y(u)z,

et que pour toute dérivation D de U(h), on a

D(z) = [D(x),yle + [z, D(y)]e = adpa)(y) — adpg) (2)-

ETAPE 1.
Pour D € Derg(U(h)) il existe p € K|z] tel que D(z) = pz.

Une dérivation D respecte le centre Z = K[z] de U(h). On a donc D(z) € K[z]. Par
ailleurs adp(»)(y) et adp(y)(z) appartiennent a U (h)z. Or D(2) = adp(e)(y) —adpy) ()
donc D(z) € zK[z].

ETAPE 2.

Soit Derz(U(h)) le module des K|[z]-dérivations deU (h), ¢’est-a-dire des dérivations
de U(h) s’annulant sur le centre Z = K[z] de U(h). Pour D € Derz(U(h)), il existe
u e Uh) tel que D(x) = dy(u), D(y) = —0,(u).

Puisque D est une K[z]-dérivation, on a D(z) = 0, c’est-a-dire
adp(z)(y) — adp(y)(z) =0,

soit encore 0, (D(z ))z —|— dy(D(y))z =0, ce qui conduit & 9,(D(y)) = —0,(D(x)).
Ecrivons D(z) = X" ,qiy* avec ¢; € K[z, z]. On en déduit

i+1

D(y) = £~ Sode(a) 7

avec f € Kz, z]. Soit g € K|z, 2] tel que 0,(g9) = —f. Posons

u —Q+En o%.yj:ll

on a dy(u) = D(x) et 0,(u) = —D(y).
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ETAPE 3.
Une dérivation D € Uz(h) est intérieure si et seulement si on a D(U(h)) C zU(h).

On a vu que ad, est toujours d’image dans zU(h). Réciproquement, soit D une
K[z]-dérivation d’image contenue dans 2U(h). Ecrivons D(u) = A(u)z. Puisque z est
central, A est une dérivation, et puisque D est une K[z|-dérivation, il en est de méme de
A. D’apres I'étape 2, il existe donc u € U(h) tel que A(z) = 9,(u) et A(y) = —0,(u).
On en déduit D(x) = 0,(u)z = [z,u]. et D(y) = —0,(u) = [y, ul., ce qui montre D =
ad_,.

ETAPE 4.
La famille (T});ey est une base d’'un K-supplémentaire de Der Intg (U(h)) dans
Derz(U(h)), c’est-a-dire

Derz(U(h)) = (®jes KT;) @ (Der Intx @(h))).

Soit D € Derz(U(h)). D’apres I'étape 2, il existe u € U(h) tel que D(z) = 9,(u)
et D(y) = —0,(u). Décomposons u dans la base PBW de U(h) sous la forme u =
A+ u 4+ u’"z avec A € K,

I _ P o R " __ L pd1,d2 501
u = Ej:(jl,jz)eJ )\137 y U= E(i,Z)EN*xNQ Higj Y=z

Y

ot les familles (A;) ez et (1) (i j)ensxne d’éléments de K sont presque partout nulles.
On a B
ad, () = =0,(u"z) et ady(y) = 0,(u"2).

La dérivation D’ := D + ad,» satisfait

D'(x) = D(x)+ ady(x)
= Oy(u) = 9y (u"2)
= 9y(u)

= ZJGJ (j2 + 1))\ij1+1yj2

et de méme on obtient

D'(y) = Njes — (i + 1)\alty!
= Zl‘eJ Tl(y)

Ces deux relations montrent D' = ;5 A;7}, soit encore

D= EZEJ )\lj—;,+ adu//.
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On a montré

Derz(?/{(h)) = ®Z€J KCTZ + Der IHtK(U(h>)
La somme est directe en vertu de I’étape 3.

ETAPE 5.
on a

Derg(U(h)) = K[z]E @ Derz(U(h)),

c’est-a-dire que pour D € Derg(U(h)), il existe un unique couple (p,T) avec p € K|z]
et T € Derz(U(h)) tel que D =pE +T.

Soit D une K-dérivation de U (h). Soit p 1’élément de K[z] défini par p := 9,(D(x))+
0y(D(y)). La dérivation D' = D — pE satisfait D'(z) = 0, c’est donc une Klz]-
dérivation. Ona D = pE+D'. Cette écriture est unique carsi D = pE+D’ = py E+D},
ona (p—p)E(z) = (D) —D')(z) =0, car D} — D’ est une K|[z]-dérivation. Or
E(z) =z # 0, donc p = py, et par suite D] = D'. ]

Lemme 6.2.14. Avec les conventions T; = 0 si i € Z*\ J, le crochet de Lie |, | sur
Derg(U(h)) est donné par les relations suivantes :

(i) [Ei, Ej] = (j — i)Fiyj pour tout i et j dans N.
(it) [T, T,] = a(i, j)Tirs, pour tout i et j dans J,
(iii) [Ey,T;] =0 pour tout i > 0 et tout j € J,

(iv) [E

[
iv) [Eo, T = (j1 + j2)T; pour tout j = (j1,J2) € J.

Démonstration. (i) Un calcul immédiat montre que pour i € N et j € N, on a la
relation [E;, E;]. = (j —i)Eitj, i € N, j € N d’ou l'on tire la relation

[Ei,Ej] = (] - i)Ei+j, 7 c N, ] c N

(ii) Un calcul fastidieux conduit a la relation [T, Tj]. = (i, j)Tiv;, pour i et j
dans J, d’ott I'on tire la relation [Ty, T;] = a(i, j)Ti1;- )

(iii) Un calcul facile conduit a la relation [E;, Tj]. = (j1 + j2)2'T;. Supposons
i > 0. Dans ce cas, on a (2'T;)U(h)) C 2U(h). Par argument de 'étape 3 de la
démonstration du lemme 6.2.13, on en déduit que la dérivation z'T} est intérieure.
On peut méme préciser la dérivation intérieure : en posant u; ; = —xﬁﬂyj?*lz"*l, on
vérifie que les dérivations z'T} et ad,, ; coincident en z et y. On en déduit 2Ty = ady, ;-
On a en conséquence

[, T)] = [B,,T)) = 2T; = ad,,, = 0.
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(iv) On a [Ey, Tj] = (j1 + j2) T}, d'ott [Eo, T;] = (j1 + j2)T ;-

Corollaire 6.2.15. L’application

définie par (e;) = E; et o(t;) = T; est un isomorphisme d’algébres de Lie.

Démonstration. Le lemme 6.2.14 montre que ¢ est un morphisme d’algebres de Lie;
le lemme 6.2.13 montre que ¢ est un isomorphisme. O

Théoreme 6.2.16. L’ application
¢ : <W7 [ ) ]) — (Hl(u(h)au(h»v [ ) ]G)

définie par Y (e;) = e; et Y(t;) = —tjy ot j+1= (ji+1,j2+1) est un isomorphisme
d’algebres de Lie.

Démonstration. Dans HY(U(h),U(h)) = H(A*(h) @ U(h)*, d*), pour i € N, notons
e; la classe de cohomologie du 1-cocycle

x* ®$ZZ +y* ®y21 12 ® zi—i—l c Al(h) ®u(h)ad
Pour j + 1 € J, notons tjl» 41 la classe de cohomologie du 1-cocycle
(j2 + 1):17* ® xjﬁ-lyjz _ (]1 + 1)y* ® :Ejlij'H e Al(b) ®U(h)ad

D’aprés le théoréme 6.2.1, les éléments (e}, t )ij+1)eNxy constituent une base du

7 j+1
K-espace vectoriel H'(U(h),U(H)). L’application ¢ : W — H*(U(h),U(h)) définie
par 1(e;) = e; et 1(f;) = —tj,, est donc un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

D’apres le théoréme 6.2.2, dans (H*(U(H),U(H)), [, ]c), on a les égalités
(6141 t}H]G = —a(i,j) tj ;4 pouri+1et j+1 dans J,
[ej ;e ]] =(j—1) ZlﬂpOl;rietjdansN
[1#07 a+1]G—0pourz>Oetj—|—1eJ
6o, tja1la = (1 + Jj2) tj4y pour j+ 1€ J.

On déduit que 'isomorphisme d’espaces vectoriels ¢ est un morphisme d’algebres
de Lie.
O
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Corollaire 6.2.17. [ existe des isomorphismes d’algebres de Lie

w, [, ])
/ X

(H'(U(),U®)), [, la) (Derg (U(h))/Der Intg (U(b)), [, ])

6.3 Algebre enveloppante de D’algebre de Lie de
type t,

Soit K = Q le corps des nombres rationnels. Soit o € Q. L’algebre de type «,
notée t,, est l'algebre de Lie v, = Qzr ® Qy & Qz de dimension 3, de base (z,y, z)
avec pour crochets

[z,y] =y, [x,z] =az et [y,z]=0.

Dans cette section, on munit A?(t,) et A3(t,) des bases (2 Ay, zAx,yAx) et (zAyAx)
respectivement. De méme, on munit A?(t,*) et A3(t,*) des bases (2*Ay*, z*Ax*, y*Az*)
et (2 Ay* A x*) respectivement.

Soit U(t,) I'algebre enveloppante de I'algebre t,. Dans [1], Solotar et Chouhy ont
calculé la cohomologie de Hochschild a partir du complexe (L* (K,M (ta)ad>,d*) =

g *(v) @ U(ty)™, d*) défini en 3.2.4. Pour le calcul du crochet de Gerstenhaber, on
istingue plusieurs cas :

1. a> 0 avec a # 1.

2. a=1.
3. a= —7 ol a et b deux entiers positifs tels que a # b et (a,b) = 1.
4. Le cas @ = —1 n’est pas traité ici en raison de la lourdeur des calculs.

Des techniques analogues a celles développées pour l'algebre de Heisenberg per-
mettent de calculer le crochet de Gerstenhaber

[ e HPU(xa) U(ra)) @ HIU(va) U(ra)) — H7H U, ), U )

de la cohomologie des algebres U(t,,). Les calculs restent pénibles et assez longs. La
clef qui permet de mener a terme ces calculs est ’expression de I'homotopie G en
fonction de 'homotopie t, définie en 4.2.8.
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6.3.1 o >0 avec a # 1.

Rappelons([1], p. 12) que les espaces vectoriels H*(U(t,),U(t,)) ont respective-
ment les bases suivantes :

L H(U(ra),U(ra))) = Ktp.
2 1 U(e) Ulca) = Kt} © Kol
3. HPU(c), U(k) = K2

4. HH'U(t,), U(x ))—Opourz>3

Nous allons montrer
Théoréme 6.3.1. Le crochet de Gerstenhaber sur H*(U(t,),U(t,)) est nul.

Démonstration du théoréme 6.3.1 :

D’apres Chouhy et Solotar, les éléments suivants sont des cocycles ([1], p.12) :
En dimension 0 : 7 :=1

En dimension 1 : 75 :=2*® 1, & = 2" ® z,

En dimension 2 : ¥ := 2* A 2* ® 2.

On désigne par t! la classe de cohomologie du cocycle 77. De méme, on désigne par
el la classe de cohomologie d'un cocycle el. D’aprés Chouhy et Solotar, les éléments

(tF, ef) forment une base de H* (L{(ta),bl(ta)).

Rappelons que le symbole de Kronecker s’écrit de la forme suivante :
Soit a € U(r,) et z; € A*(t,). On pose K, = U(ty) ® A (r,) @ U(t,) et dans
Hom 4 (K., U(t,)), le symbole de Kronecker 93 est défini par 63 (1 ® z; ® 1) = a
et 62 (1®z; ® 1) = 0 pour j # i. i i

Calculons a présent le crochet de Gerstenhaber sur H*(U(t,),U(t,)) a l'aide du
théoreme 4.2.7.
Le cas p quelconque et ¢ =0
Calculons a présent [t}, t9]¢. Le théoréme 4.2.7 donne I'expression du crochet
e = 0lGk(1 @40t @ DAR (1@ 1)
=dlGr(lediea)(1le)o(lol) e (1e1))
=Gkl e(lal)
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=0,

ce qui montre
[to, tole = 0.

D’une maniere analogue, on trouve

[eivtg]G - [tfvtg]G =0.

Lecas p=q=1

Rappelons que l'algebre (HI(Z/{(ta),Z/{(ta)),[ : ]G) est une algebre de Lie. On a
donc
[t(l)vt(l)]G = [eiveﬂG = 0.

Calulons a présent [t), el]g. Le théoréme 4.2.7 donne I'expression du crochet

[r0.6t)e =D 2, ® [0, 00 k(1 @z, ® 1)
kely

— " ®0CGKk(1 046 04 VAR (1 @z 1)
—* @ 8:G(1 @40t VAP 10z ®1)
+y* @ 1GK(1 846 ®4 1)AR (1@ y® 1)
—yr @G0l @ NAP 1oy ®1)
+2 @8 Gk(1 0407 04 DAY (1@ 20 1)
—2@6Gk1 o0l o NAR (12 01).
Or, on a
Gr(lead @A DAY (1@ 1)
:GK(1®A5;®A1((1®1 1el)e(1erel))

+Gx(lesdteosl)(1e)e(leral)@(1al))
+GK(1®,451®A1(1®:5®1 (1el)e11))
G’K(1®1 (1e1))

1l®1)

—to
= 0.
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D’autre part, on vérifie facilement que
(1oadi@a DAY (1 @re1) =0,

1es8 A DAP1oyel) =140l e )AP1eye1)=0
et
(1®46 o DAP(1®z®1)=0.

Alors, on a
73, elle = =" @ 0,Gx(1 @482 @a DAY (1@ 2@ 1)
=2 ® 5;GK((1 ®2)®(1® 1))
=2*Q® 5;( —t(1® z))
=2"®0(1®z201)
= 0’
ce qui montre
[t5,ei]la = 0.
Lecasp=2et g=1

Calculons [t7,t}]g. Le théoréme 4.2.7 donne l'expression du crochet
1

[7'12770]0

= 2 Ay @ (02, Gr(1@4 0t @4 1) = 02G (104 0%, 94 1)) AR (1@ 2 Ay ® 1)
+2* Nt @ (6,,Gre(1@a 0L ®a1) = 01G k(1 @4 02y, @4 1)) AR (1@ 2 AT @ 1)
At @ (65,Gr(1@a 0L ®a1) = 01GK(1 @4 0%y, @4 1)) AR (1@ y AT @ 1)

D’apres la remarque 4.2.9, on a
1ot o NAP(1@2zrz01)=Gr(lesdl o DA 1 @yAz®1) =0.
D’autre part, on montre facilement que

(1040, @4 DAR(1®2AY@1) = (104065, 4 DAY (1@ Ay®1) =0

et
(1®46%,, 24 DAY Q@yAz®1).
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On a donc
[, 70)e
= AT @0GK(1®46%, oA DAY (1@ 2zAz®1)
= AT @8GK((102)® (181))
=—2*ANT*Q® (5}6( —t(1® z))
=2 ANT"Q0(1®2®1)
=0,
ce qui montre que
[t7, to)e = 0.
Calculons & présent [t2, el]g. On a
71, e1le
= 2 Ay ® (05, Gr(1 @402 @4 1) = 5:Gk(1®4 05, 24 1D))AR (1@ 2 Ay @ 1)
+2 At ® (02,,Gr(1 @407 ®a1) = B:Gx(1 @402, ©a41))AR (1@ 2 Az ®1)
' At @ (65, Gr(1 @407 ®a1) — 0:Gic(1 @4 0%, @4 1)) AR (1@ y Az @ 1)
=2 Ay @ (05,Gr(104 02 @u 1))AR(1 @2 Ay 1) = 2* Ay* @0
+2 At ® (02,,Gr(1 @407 ®a1) = 32Gx(1©4 02, ©41))AR (1@ 2 Az ® 1)
+y*ANT*®0
=2 Ay @ (02,0k (1) e (1eyel)+(1eye )@ (:1)))
+2° N ® (02, G (182) @ (102@1)+ (1028 1)@(281)) - 66k (192)8(181)))
=2 Ay ® (0, (—ti(t(1@ 2)y) — (1@ Yy ® 2))
+2 A1t ® (02, (—t(t(1® 2)x) — (1 @ 2 ® 2) — 62 (—1o(1 ® 2)))

=2"N2*® (2 —2)
— 0,

ce qui montre
[t%, eﬂg =0.
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6.3.2 a=1

Rappelons([1], p. 12) que les espaces vectoriels H*(U(v1),U (1)) ont respectivement
les bases suivantes :

L HOWU(x),U(r)
), U(t1)
), U(t1)
) U(v1)

Théoreme 6.3.2. Le crochet de Gestenhaber est donné par les conditions suivantes :

Ktg.
Kt; ® Ke; @ Kaj ® Kby.
Kt? ®dKe? @ Kal.

) =
)=
)
)

0 pour 7 > 3.

L[ e H (U(w),U(en)) @ HOU(e), U()) — HHU(), U(t)
ce crochet de Gerstenhaber est nul.

2. [ ] H'(U(w),U(n)) @ H' (U(vn), Uvr)) — H (U (e1), U(t))
[t(l)v eHG = [t(1)7 a%]G: [t[l)a bHG:O7

[e;lhe%]G:[a%JaHG:[b%7bHG207

el at]le=2b; , [ef,bilo=—e; et [a],bilc=a;
3. [ o s H*(U(er),U(rr)) @ H' (U (vr),U(r1)) — H*U(e1), U (v1))
[t, to]e = [ef, tole = [at, to]e =0
[t7.etle=0 , [t alle=2af , [tf,bi]e=—tF,
e, ej]c=—2a |, [e?,a{]lc=0 et [e?,b]|c=¢,
[a2 . el]lg =t , [a?,al]lg=—€? et [a?,bl]g=0

Démonstration du théoreme 6.3.2 :

D’apres Chouhy et Solotar, les éléments suivants sont des cocycles ([1], p.12) :
En dimension 0 : 70 := 1

En dimension 1 : 7 :=2*® 1, ] =¢y*®2z, al :==2"Qy, [} :=2"®z2,

En dimension 2 : 72 == y* A" ® 2, e2:= 2" A" Qy, ZFANT* X 2.
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On désigne par t la classe de cohomologie du cocycle 77, e la classe de cohomologie
du cocycle €, a la classe de cohomologie du cocycle af et b? la classe de cohomologie
du cocycle B¢. D’aprés Chouhy et Solotar, les éléments (t7, ef, a¥, b¥) forment une base

de H*(U(v1),U(xy)).

Calculons & présent le crochet de Gerstenhaber sur H*(U(ty),U(t1)) a laide du
théoreme 4.2.7.
Le cas p quelconque et ¢ =0

Calculons & présent [t}, t0]c. Le théoréme 4.2.7 donne I'expression du crochet

(7,706 = 61G k(1 @4 0t @4 1NAD (1 ® 1)

— 0LGx(1 @4 0L @4 1)((1@1) @1ol)e(1e1))
=3lGk(1e)e(1al)).

= (1@ 1)

= O7

ce qui montre
[t5, to]e = 0.

D’une maniere analogue, on trouve

[e%’tg]G = [aivtg]G = [biatg]G = [titg]G - [e%’tg]G = [a%vtg]G = 0.

Lecas p=qg=1
Rappelons que l'algebre (HI(L{(tl),M(tl)),[ , ]G) est une algebre de Lie. On a
donc
[to tola = [er, eile = [a1,a1]e = [b1, bile = 0.
Calulons a présent [t),e1]g. Le théoréme 4.2.7 donne I'expression du crochet
[ elle = 2" @0 GK(1040; @4 DAY 1@z @ 1)
" @ 0Gk(1@40t 0 AR (10 @ 1)
@0 GK(1 @40 @ DAY 10y 1)
Y @ EG(1 @40 @4 AP 10y 1)
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—

12" @ LG K (1 ®4 07 @4 1)AY

—2*®0;Gk(1®a0, ®a1)A

1l®ze1)

Ol

J1®z01)

=

D’apres la remarque 4.2.9, on a

Grloadt o DAY (1 0re1)=0.
D’autre part, on montre facilement que
1esd e DAP(1ore1) =0,

(1@l o DAP1oy®1)=0

et
1o40 0 DAR(1:01)=1040l0a)AP (10 01) =0.

D’ou, on a

[, elle =y © G (1 @40 @4 AP 10y 1)
=y eiGk(1oz) e (1e1))
=y @0 —to(1®2))
=yRiLE1z®1)
=0,

ce qui montre
[t(l), GHG = 0.

D’une maniere analogue, on trouve
117 ol Wl
[t0, a1]c = [to, bi]e = 0.
Calculons a présent [e],a}]g. On a

el olle = 2" @Gkl @40 @4 DAR 1@z @ 1)

)
)

@ 0GR (1®4 02 @4 1)AY

( )AK

Y ® 8GR (1®4 0 ®4 1)AY
( IN1eyel
( )

(
(1ey®1)
( )
(

(2)

+2"®0;Gr(1 040 @4 1)AK(1®231)
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@ 8GK(1040 R4 AP (120 1).
On montre facilement que
load? @ )AR(10rel) =140 0 DAY (1er®1) =0,
(1848 @4 DAR 1@y 1) =0

et
Gr(1®40: @4 DAY (1®201) = 0.

Alors
ehallo = -y @dGk(1o2) @ (1e1)
+27 @861y @ 1el)
=y @8- t(1®2)+2 @6~ t(l®y)
=y eidle:l)+2w(loyel)
=Y y+R ez
Dans le complexe (L* (K,U(tl)ad), d*)

(A*(tf) @ U (tp)™, d*) défini en 3.2.4, on a
d'(z)= -y Qy—2"®=z
c-a-d. que y* ® y est cohomologue a 2* ® z. On a donc
le1, ale = 22" @ 2 + d'(x) = 26, + d'(x),

ce qui montre
1,11 _ opl

Calculons a présent [e}, bi]g. On a
e1, Blle = 2" ® 6:GK(1 @402 @4 DAL (1@ 2 ® 1)
1" @ 5Gr(104 0 04 AP (10 o1

)
@0 Gk(10a 0 @4 DAY (1R ye 1)
¢ )

(
(

—~

1®y®

( )
( )
—y* ®EGR(1®a0; ®a1)AK
+2" ®0;Gr(1 ®40; @4 1)A

( )

) 1
Plezel)
2 @8GR(1040 @4 DAY (1020 1)
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On montre facilement que

1oa 0 )AR(10rel) = (14004 DAY (102 1) =0,

1es8 o DAP1oy®1) =0
et
1oa8 @4 )AP(1z01)=0.

D’ou, on a
e Blle = -y @6Gk(1e2)®(1e1)
+7 @60k (o) @ (191))

=y @5 (—t(1®2)+ 2 @5 (—t(l1®:2)
=y RE1Ieze1)+2®0;(10211)
1

—_= —517

ce qui montre

[eé,b}]g = ¢

Calculons a présent [a7, b}]g. On a
ok, Blle =" @ BUGK(1®4 02 @4 DAY 1@z ® 1)
—2* @ 5:Gk (104 6Y @4 1)AY
7 © 0K (1 @402 @4 1)AY
2)

( IN1erel)
( JA 1oy 1)
Y ®GK(1 oA @4 DAP (1o y® 1)
2 @ 8GK(1 @407 A DAR(1®z®1)
—@6Gk(1 o0 o NAP (10 2z91)
On montre facilement que

1es8 AP 1orel) =146 o NAP(10zr®1) =0

et
1@46 A DAY 1oyel) =140 o NAP(1eye1) =0

D’ou, on a
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al, Bllo = 7@ 0Gr((1®2) @ (1®1))
— @861y e(1el)
=27®M1leze])-27®i(ley®1)
:a17

ce qui montre
_ 1
[ala 51] = 0.

Lecasp=2et g=1
Calculons [t7,t}]g. On a
[, 7o0le
= 2 Ay @ (050, G (1040 @4 1) = 81GK(1®4 850, ©a 1)) AP (1@ 2 Ay @ 1)
+2 A" ® (050, Grc(1@a 0L ®a 1) = 01GK(1 @ 0, ®a 1) )A@) (1®zAz®1)
+y A2 ® (050, Gre(1@a 0t @ 1) = 0:GK(1 @405, ®4 1)) AT 1Ry AT @ 1)
Le seul terme non nul de cette somme est
Y AT QG K(1®46,, 0 DAY 1@y Az e 1).
On a donc
75, 18le =~y  Ar*® (%GK((l ®z)Q(1® 1))
=y A" ® (5;( —to(1® z))
= 0.
D’une maniere analogue, on trouve
[t ole = [ad, 7ple =0,

ce qui montre
[tfat ]G' - [eitl]G = [aité]G = 0.

Calculons a présent [t2,ei]g. On a
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71, e1le =
= 2 Ay ® (05,Gr(1 04 0; ®a1) = 6:Gk(1®4 0%, @4 1)) AR (1@ 2 Ay 1)
+2 A1t ® (020, Grc(1 @407 ®a41) = 0:Gx(1©4 00, ®41)) AR (1@ 2z AT @ 1)
A2 ® (050, Gre(1 @48 ®a1) = 0:GK(1 04050, ®41))AF (1@ Yy AT @ 1)
=2 Ay ® (05,Gx (1040 ©41)) AR (1@ 2 Ay® 1) — 2" Ay ©0
+2*ANz*®0
+y A2 ® (050, Gre(1@a 05 ®a1) = 0:GK(1 04050, ®41)) AP 1@y Az @ 1)
=2 Ay ® (65,6 (- (102012 (:01)-(182)2(10281)))
+y* Azt @ (82,, Gk (182)0(10201)+ (1928 1)® (201)) — 56k (182) (181)))
=2 Ay ® (0, (t(t(1®2)2) + h(1@ 2 ® 2))
' At @ (6, (—ti(to(1® 2)7) — (1@ 2 @ 2) — 02(—to(1 ® 2)))
=y ANT*® (5§M(1®2/\x®1)—5;(1®z®1))
=0,

ce qui montre
[t%, GHG = 0.

Calculons a présent [t?, al]g. On a

(1, adle

= 2 Ay @ (030, Gr(1@4 00 @4 1) = 81K (1@ 8, @4 1)) AP (1@ 2 Ay @ 1)
+2° A" ® (020, Gr(1@a 0y @ 1) — UG K(1 @020, ®4 1)) AP (1@ 2 AT @ 1)
+y Ao @ (050, Gr(1©40Y ©a41) — UG K(1®4 0, ®41))AL(1RYyAT® 1)
=2 Ay @ (05,Gr(104 0 ©41)) AL 1@z AYy®1) — 2" Ay @0

+25 AT ® (5§AIGK(1®A5?/®A1))A(K(1®z/\:c®1)—z*/\x*®0
AT R0 -y Aat @ (00GK(1®4 0%, ®41))AP 1@y Az @ 1)

=7 Ay @ (0,G(1ley)e(leyel)+(1eyel)e(yel)))
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+2 A ® (02,Gr((1oy) e (lerel)+ (1)@ (y®1)))
ty A e (=Gl ®1))
= Ay @5, (—tt(ley)y) — 1oy ey)
+2* AT ® 5y/\$< —tt(l®y)r) —ti(l®r® y))
A A (52( —t(1® z))
=0
+2 AT @6, (1Y AT @1)
—YATFRI(1I®2z1)
=2'NANTTRz—y" ANx"T Q.
Dans le complexe (L* (K,L{(tl)ad), d*) = (A*(tf} @ U (tp)™, d*) défini en 3.2.4, on a
d (" ®r)=—y' A" @y —2"AN1*® 2
donc les cocyles y* A z* ® y et 2" A " ® z sont cohomologues. On a donc
T3 allg =22 A" @z + dY (z* @ x) = 203 + d (z* ®@ 1),

ce qui montre

Calculons a présent [t?, bi]g. On a
[7-127511]6'
= 2 Ny @ (05,,Gr(1 9402 @a1) = 0:G (104050, @a DA (1@ 2 Ay @ 1)

0:GK(1 @40, @4 1))AY (1@ 2z Az ® 1)

+2 A" ® (050, Gr(1@4 8 ®a1) =

Y AT ® (5;MGK(1®A5§®A1)—5 Gr(1®40, @4 1))AR 1@y Az ®1)
=2 Ny @ (030,Gr(10402 @ D)AR (1@ 2Ay® 1) = 2* Ay* ®0

+2* Aot @ (02,,Gr(104 07 ®41))AR (1@ 2 Az @1) = 2" A2 @0

AT @0 -y Aat @ (5:GK(1®4 0%, ©41))AR 1@y Az @1)

=7 Ay @ (05,0k(1e2)e(leyel)+(1eyel)e(:01)))
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+2 AT @ (6,Gk((1®2) 0 (1lere )+ (18xe1) @ (:@1)))
At ® (-Gl 1))
:Z*/\y*®5§m(—t1(t0(1®2)y)—t1(1®y®2))

+2 A2t ® Gip, (— tilto(1® 2)7) — h(1® 7 @ 2))

—y A @6 —to(1®2))

=AY R (IRzRY)

+2" AT ® 65, (1® 2@ 1)
—y*/\x*®(5j(1®z®1)>
=—y'ANT"Rz2

— 2
= -7,

ce qui montre
[t1, bile = —t1.

Calculons a présent [e?, ei]g. On a
el etla
= 2 AY ® (0aGr(1®40; @a1) = 5Gk(1®4 0% 24 1D)AR (1@ 2 Ay @ 1)
+2 A2t ® (0%uGr(1 @4 0; ®a1) = 0:GK(1 @4 0% ©4 1)) AR (1@ 2 Az ® 1)
A ® (e Gr(1©a6;©a1) = 6;Gk(1@4 8% ©41)) AP 1@y Az @ 1)
=2 Ay ® (aGr(1040; @a 1)) AR @2 Ay 1) = 2* ANy* @0

+2*AT* QR0 — 2 N1 ® (5ZGK(1®A52Ax®A1))Ag)(1®2/\x®l)
A7 ® (080Gl @40 ©4 1)) AP (1@ yAz@1) =y Az ®0
=2 Ay @ (%uGr(-10201)0 (1) - (1828 (10201)))

+2 At @ (-6 Gk(loy@l))

ty A ® (Gr(1e)elerel)+ (10r1) @ (:1)))

=Ny ® 52/\;5(151(1 ®2z® z)+ti(te(1 ® 2)2) —)
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—2Z*Nz* ®5§(—t0(1®y))

+y* N z* ®52/\$<—t1(t0(1®z)x) —t1(1®x®z)>
=2 AN*R§(1eye1)

Y AT RT(I®zANT®1)

= 2"Nr"RQz4+y"NT"TRyY

= 2" N2*®@z+d' (2" Q)

= —202 +d'(z* @ x),

ce qui montre
2 G, — 9,2
le1, e1]e = —2aj.

Calculons a présent [e?,al]g. On a
[8%704%]@
=2 Ny @ (0Gr(1840! @a1) — G k(104 0%, @4 1))AR (1@ 2 Ay ® 1)

(2

+2* AN 2*® (5ijGK( R0y R41) = YGr(1 @400 Rl )AK 1I®zAz®1)

+y A2 ® (020 Gr(1@a 0! @ 1) — 00GK(1 @4 %0 @4 1)) AP 1@y AT @ 1)

) =
)
=2 Ay @ (uGr(1@4 0! ©41)) A1 ® 2z Ay ® 1)
+2 N (52/\:1:GK( ®a6Y®al) = 02GK(1 @A 6Zpe ®a 1))A§?(1 ®zAT®1)
=7 Ay @ (EuGk(loye(lezel)+(18:01)@ (Yo 1)))
+2° 7@ (040G (10y) @ (10z@1)+ (1028 1)@(yo1)) - 6:Gx (1ey) (181)))
= 2 Ay ® 8 (—ti(te(1®y)2) —t(1© 2 ®y))
2 A" @ (B~ tilte(1@ y)2) — (1@ 1@ Y)) — 0 ~to(1® 2)))
=2NT*® (6zAz(1®zAx® )—62(1@2@1))
=Z"N2*® (2 — 2)
= 0’

ce qui montre
2 .1
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Calculons a présent [e?, bi]g. On a
€1, Blle
=2 Ay @ (00 Gr(1 @402 @a1) = 6:Gk(1®4 0%, 24 D)AR (1@ 2 Ay @ 1)
+2 A2t ® (080 Gr(1 @402 ®a1) — 2Gx(1 @4 0%, @4 1)) AR (1@ 2 Az ® 1)
+y A2 ® (020 Gr(1@a 02 ®a1) — 02G(1 @4 0%, @4 1)) A1 @y Az @ 1)
=2 Ay @ (0uGr(1@4 02 @ 1)) AR @2 Ay 1)
+2 A2t ® (080 Gr(1 @402 ®a1) — 02Gx(1 @4 0%, @4 1)) AP (1@ 2 Az ® 1)
=2 Ay (HuGrk(102)@(1e201)+ (1820 1)® (28 1)))
+27A2* @ (.G (102) @ (10201)+ (1020 1)8 (:01)) — 526k ((1ey)® (181)))
=Z"N2*® (5‘3/\1:( —tt(1®2)z) —tHh(l®x® z)) — 5j< —t(1® y)))
=7 A ® (Mu(l®zAz01) - E(1oye1l))
=2"N2" Ry
= 5%7
ce qui montre
[e%’bﬂG = €1-

Calculons a présent [a?, e}]g. On a
(a3, eila
= 2 Ay ® (05,Gr(1 ®40; @4 1) = 5Gk(1®4 0%, 24 1D))AR (1@ 2 Ay @ 1)
+2 At ® (02,,Gr(1 @4 0; ®a1) = 0:Gx(1®@4 0%, ©a41))AR (1@ 2 Az ® 1)
Y Ar* @ (020, Gr(1@a0; ®a1) = 0:Gx(1©4 0%, ©41))AR 1@y Az @1)
= 2 Ay ® (05,Gr (1040 @4 1)) AR (1@ 2 Ay 1)
+z*/\x*®(—5§GK(1®A5§Ax®A1)>Ag)(1®z/\x®1)
Y Ar @ (02,,Gr(1@a 0 ©41)) AR 1@y Az @)

=2 Ay @ (02,6k(-10201) 0 (1) - (1828 (10201)))
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+7 A" @ (- 5Gk(1®2® 1))
+y At @ (02,G(192) @ (1821)+ (10281)® (:@1)))
=A@ —t(1® 7))
+y* A x* ®5Z/\x<—t1(t0(1®z)x)—t1(1®x®z)>
=y AR, (1zAx®1)
=y"ANr* Rz
:T12,
ce qui montre
[at, eil = t1.
Calculons a présent [a?, a{]g. On a

[0‘17041]G

= 2 Ay ® (05, Gr(1 @4 0Y ®a1) = 61GK(1®4 02, @4 1)) AR (1@ 2 Ay 1)

(2

+2 At ® (02,,Gr(1 @40 ®41) = 01GK(1®4 0%y, ®41)) AR (1 ® 2z AT @ 1)

) —

Y Ar* @ (020, Gr(1 @40 @4 1) = 00GK(1 @4 0%, ®41)) AP 1@y Az @ 1)
= 2 Ay ® (05,Gr(104 0! ©41)) AR (1 ® 2z Ay ® 1)
+2 A2t ® (02,,Gr(1 @40 ®a41) = 01GK(1 8402, ®41))AR (1@ 2z AT @ 1)
=2 Ay @ (.G (1oy e (leye )+ (1eye )@ (Yo 1))

+2 A ® (0%,Gk((1ey) @ (1ere])+ (10r01) @ (ye 1) - iGk(1e2@1))
=2 A" @ (05, ( — (1@ y)r) — (1@ ey)) — 8 —t(1®2)))

=—2"N2" QY
_ 2
= —517
ce qui montre
2 .1 2
], a1]c = —eq.

Calculons & présent [a?, 1] On a
[a/% BII]G
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=2 Ny @ (02,,Gr(1@4 02 @4 1) = 0:G(1@4 0, @4 1)) AP (1@ 2 Ay @ 1)
+2 At ® (02, Gr(1 @402 ®a1) = 3G (1 @402, @4 1))AR (1@ 2 Az ® 1)
Y Ar* ® (020, Gr(1 @402 ®a1) = 32Gx(1 @402, ©4 1)) AR 1@y Az @1)

= Ay @ (65,Gr(1 @402 04 1)) AP (1@ 2 Ay @ 1)

+2 At ® (02,,Gr(1 @407 ®a1) = B:Gx(1 @402, @4 1))AR (1@ 2 Az ®1)
=7 Ay e (02,Gk(1e)e(leye )+ (1eye 1)@ (:1)))

+2 A ® (02,0 (1®2) @ (19201)+ (10201)® (20 1)) - 3:Gk(1®2@1))
=2 Ay @ (05, (—tito1@ 2)y) —t1(1 @y ® 2)))

+2* ANz ® (@im( tte(1®z2)z) —t1 (1R ® z)) —0Z(—t(1® z)))

= —2"N2*® (2 — 2)

=0,

ce qui montre

[af, bﬂG =0.
Remarque 6.3.3.

1. Les relations 0.53.2(2) montrent qu’on a un isomorphisme d’algébres de Lie
(H'U(e),U)), [ ]a) = sl(2) x K.
2. Les relations 6.5.2(3) décrivent le (s1(2) x K.t)-module H*(U(ty),U(x1)).

6.3.3 «a = —7 oua et b deux entiers positifs

Rappelons([1], p. 12) que les espaces vectoriels H*(U(t,),U(t,)) ont respective-
ment les bases suivantes :

1 HU(r),U(ta)) = @ K.

2. H'U(xo), U(xa)) = (Z?NKt )P (JegNKe ).

3. H*U(ro),U(rn)) = @ Kt2.
keN

4. H(U(ty),U(ts)) = 0 pour i > 3.
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Théoréme 6.3.4. Le crochet de Gestenhaber est donné par
L[ o H'(U(va), U(ra)) @ HOU(va),U(va)) = HO(U(ta),U(ra))

1, e =0 et [, g =t

2. [ ot HA(U(va),U(va)) @ HU(va),U(ta)) — H' U(va),U(ta))
[67, t]]a = jtiy;-
5. [ Jat H(U(va),U(va)) @ H' U(va),U(ta)) = H' U(va),U(ta))

[t} tile=0 , [t;,ejle=—itjy; et [ef,ejla= (] —i)e;,

415 o s H*(U(re), U(va)) @ HY (U(xa),U(xa)) = H*U(xa),U(xa))

[t7, ti]la =0 et [t7,ejla= (] — i)t

La suite est consacrée a la démonstration du théoreme 6.3.4.
D’apres Chouhy et Solotar, les éléments suivants sont des cocycles ([1], p.12) :
En dimension 0 : 70 := %yaizbi
En dimension 1 : 7 := %x* ® y¥izb, 6} = %y* ® y® It
En dimension 2 : 77 1= § 2" A 2% ® y® 2@t

On désigne par t; la classe de cohomologie du cocycle 7* et e la classe de coho-
mologie du cocycle F. D’aprés Chouhy et Solotar, les éléments (t/,ef) forment une

base de H* (u(rl),um)).

Calculons a présent le crochet de Gerstenhaber sur H*(U(t,),U(t,)) a l'aide du
théoreme 4.2.7.
Lecasp=1let ¢g=0

Calculons [t;,t}]c. On a

e = 50 Gr(1@a 80" @4 1)AP (1@ 1)
= 50U G (1@ y 2 @ 1)
= bizfsfémzbi( —t(1® yajzbj)>
) bj
_ b%@%mzbz(ZyE_I QY yaj—ezbj + Zyajze—l R2® ij—z)
=1 =1
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=0+0,

ce qui montre
140
[t), %6 = 0.

Caclulons & présent [e;, t9]¢. On a

], 76 = BT Gr(1oa 81" 04 )AR (1o 1)
_ b%dzz”aizbz+lGK(1 ® yajzb] R 1)
= &0 (— to(1 @y M)

o aj
:b%dgalzbz+l<zy£—l®y®yaj — bg+zyajzé 1®Z®Zb] z)

bj
_ 1 aj A—1¢, ai bit+1y  bj—t
DN A TR
=1
— Jq,0(i+7) Sb(i4]
=y (i+7) Hb(i+7)

= ]’7—2’_],
ce qui montre
1 40
[tz’tj] = jtz-‘r]

Lecasp=2et ¢g=0
Calculons [t7,t9]¢. On a
210 = pat @l Grlea sl e AR (1o 1)
m, bz+1

t Y @A Gr(1®a0] e ®,4 I)A%)(1®y®1)

az b7,+1

(
+h @8 Gl @4 1)AP(10z01)
az b'L+1 (

az b7,+1

+E @iy Gr((1eyi)o(le:ol)+(1e201)@ (1®y%:b))

= kv @iy Gr(leyWM)e(lerel)+(1ere1)® (1®y":Y))
+Ey @i Gr(1eyi) o1yl +(1oye 1) (1eyvb))
®

az l77,+1

b29€ ® 0Ing — t1(to(1 @y 2%z )—t1(1®$®ya’jzbj)

m, bz+1 (

iy @0 (—hlb(1 @y )y) —h(ley 2 yia))
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aizbi+1

+ 2 @00 (= hte(1®y2Y)2) — th(1® 2 @ y21)).

o aj bj
_ b% * ® 52;\251;#1 (t1<zy2—1 QY yaj—fzbjx + Zyajze—l Q2 ® ij—ex))
=1

=1
1 yizbitl &l aj -1 bj—
+5 Y ® Oons t1(Zyjz Rz 2" y—i—O)
=1
ai ,bi+1 CLj . .
—i—b% 2 Q0 ng " (0 — Zyé_l RzANY® yaﬂ—fzbJ)
(=1
Mais
tl(zyajzé—l Rz ® Zb]—Zy> — Zyajzﬂ—l Rz A y ® Zb]—Z
=1 =1
et
ai bi+1 b] - .
Y Y9 @ Ny @2 = 0.
=1
On a donc
2 .0 1% y@izbitl & —1 aj—¢ bj &l aj —1 bji—¢
(77,7} ]a = 2 77 ® 02pq (h(Zy QyyY e+ > Yy @z Y [L’))
/=1 =1

Or, par récurrence, on trouve

Yy Iy = py Wb 4y et 2Pty = 2P 4 a(bjb_g) 2bi=,

D’ou, on a
2 .0 1 yaizbitt o (-1 aj—L bj aj—€ ,bj
[TivTj]G:ﬁx*®52Am tl(zy ®y®(xy] Zj‘i‘gyj Z]))
=1
ai ,bi bj . . b1 — /¥ .
+he @iy b (Y @ e (e albj =) jb >z"ﬂ‘€))
=1

aizb7,'+1

aj
= 52" ® 0, (X:yh1 QUAT® yaj’ezbj>
=

bj

1 ai bi+1 A bi—¢

+32° @ 0ng (E Y2 T @z N @ 2V )
=1

— % x* ® ya(i+j)zb(i+j)
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.] 7,+j7
ce qui montre
2 — 542
[tmt]] _th-]
Lecasp=qg=1
Calculons [t}, t;]¢. On a
e =m ® 08" Gr(1 @4 087" @41 AR1l@r®1
i J K
_172 *® 5yajzbj GK<1 ®A dz‘”zbl .A )A
Fhy @O Gl oA @A
Y @ G104 8 94 1)A
@O G(Loa 8 0, 1A
( )

@4 1A

| N

Moze1)
Meyel)
Meyel)
( 1)
( 1)

SIS

~

1®2z®

a]zb] az bz

1
—bﬁz*®5y K

RIS

1®A6 1®Z®

= Lot @a " Gr((1loyi) o (191))
—Er e Gr((leyi?) e (1a1))
=0,
ce qui montre
[6,t}]e = 0.

Calculons a présent [t}, ej]q. On a

[%178]0— Lo @8 Gr(1lo 6 @ )AR(1ler® 1)
)

A1 oz

Lt @0 Gr(l@a 08" @4 1) A
Ly @O G (1@ 0T @4 DAY
2

) I1®y®
— Ly @6 G (1 ®A5W%M®ADA%

)

)

~

2)

—~

&2 @O G100 @ DAY (10 2® 1

( 1)

( 1)

(leyel)

21 )

L@ o Q1480 0 1)AR (1020 1)
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