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Résumé/Abstract

Identification de la conductivité hydraulique
pour un problème d’intrusion saline.

Comparaison entre l’approche déterministe et
l’approche stochastique

Résumé

Le thème de cette thèse est l’identification de paramètres tels que la conductivité hy-
draulique, K, pour un problème d’intrusion marine dans un aquifère isotrope et libre.
Plus précisément, il s’agit d’estimer la conductivité hydraulique en fonction d’obser-
vations ou de mesures sur le terrain faites sur les profondeurs des interfaces, (h, h1),
entre l’eau douce et l’eau salée et entre le milieu saturé et la zone insaturée. Le pro-
blème d’intrusion marine consiste en un système à dérivées croisées d’edps de type
paraboliques décrivant l’évolution de h et de h1.
Le problème inverse est formulé en un problème d’optimisation où la fonction coût
minimise l’écart quadratique entre les mesures des profondeurs des interfaces et celles
fournies par le modèle. Nous considérons le problème exact comme une contrainte
pour le problème d’optimisation et nous introduisons le Lagrangien associé à la fonc-
tion coût. Nous démontrons alors que le système d’optimalité a au moins une solution,
les principales difficultés étant de trouver le bon ensemble pour les paramètres admis-
sibles et de prouver la différentiabilité de l’application qui associe (h(K), h1(K)) à K.
Ceci constitue le premier résultat de la thèse.
Le second résultat concerne l’implémentation numérique du problème d’optimisation.
Notons tout abord que, concrètement, nous ne disposons que d’observations ponc-
tuelles (en espace et en temps) correspondant aux nombres de puits de monitoring.
Nous approchons donc la fonction coût par une formule de quadrature qui est ensuite
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iv Résumé/Abstract

minimisée en utilisant l’algorithme de la variable à mémoire limitée (BLMVM). Par
ailleurs, le problème exact et le problème adjoint sont discrétisés en espace par une
méthode éléments finis P1-Lagrange combinée à un schéma semi-implicite en temps.
Une analyse de ce schéma nous permet de prouver qu’il est d’ordre 1 en temps et en
espace. Certains résultats numériques sont présentés pour illustrer la capacité de la
méthode à déterminer les paramètres inconnus.
Dans la troisième partie de la thèse nous considérons la conductivité hydraulique
comme un paramètre stochastique. Pour réaliser une étude numérique rigoureuse des
effets stochastiques sur le problème d’intrusion marine, nous utilisons les développe-
ments de Wiener pour tenir compte des variables aléatoires. Le système initial est alors
transformé en une suite de systèmes déterministes qu’on résout pour chaque coeffi-
cient stochastique du développement de Wiener.
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Identification of hydraulic conductivity for a
seawater intrusion problem.

Comparison between the deterministic approach
and the stochastic approach

Abstract

This thesis is concerned with the identification, from observations or field measure-
ments, of the hydraulic conductivity K for the saltwater intrusion problem involving
a nonhomogeneous, isotropic and free aquifer. The involved PDE model is a coupled
system of nonlinear parabolic equations completed by boundary and initial conditions,
as well as compatibility conditions on the data. The main unknowns are the saltwa-
ter/freshwater interface depth and the elevation of upper surface of the aquifer. The
inverse problem is formulated as the optimization problem where the cost function is
a least square functional measuring the discrepancy between experimental interfaces
depths and those provided by the model. Considering the exact problem as a constraint
for the optimization problem and introducing the Lagrangian associated with the cost
function, we prove that the optimality system has at least one solution. The main dif-
ficulties are to find the set of all eligible parameters and to prove the differentiability
of the operator associating to the hydraulic conductivity K, the state variables (h, h1).
This is the first result of the thesis.

The second result concerns the numerical implementation of the optimization pro-
blem. We first note that concretely, we only have specific observations (in space and in
time) corresponding to the number of monitoring wells, we then adapt the previous
results to the case of discrete observations data. The gradient of the cost function is
computed thanks to an approximate formula in order to take into account the discrete
observations data. The cost functions then is minimized by using a method based on
BLMVM algorithm. On the other hand, the exact problem and the adjoint problem are
discretized in space by a P1-Lagrange finite element method combined with a semi-
implicit time discretization scheme. Some numerical results are presented to illustrate
the ability of the method to determine the unknown parameters.

In the third part of the thesis we consider the hydraulic conductivity as a stochastic
parameter. To perform a rigorous numerical study of stochastic effects on the saltwater
intrusion problem, we use the spectral decomposition and the stochastic variational
problem is reformulated to a set of deterministic variational problems to be solved for
each Wiener polynomial chaos.
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INTRODUCTION

Sur terre, 97% de l’eau de surface est salée, les 3% restants étant de l’eau douce dont
approximativement, un tiers est sous forme liquide. Une importante partie de cette ré-
serve d’eau douce est stockée dans le sous-sol de la terre. La diminution du niveau
d’eau douce dans les aquifères à cause de leur surexploitation, les conséquences des
changements climatiques sur le niveau des lacs et des rivières, la pollution des aqui-
fères par les pesticides et les engrais et l’intrusion saline dans les aquifères côtiers sont
autant de facteurs à prendre en compte pour une meilleure gestion des ressources en
eau douce. Les aquifères littoraux constituent des ressources d’eau souterraine impor-
tantes tant pour les activités humaines (alimentation en eau potable, usages agricoles,
industriels et touristiques) que pour l’environnement (zones humides littorales, ma-
rais et lagunes côtières situés à l’exutoire de ces nappes). Ils sont le lieu de rencontre
de deux types d’eaux souterraines :

• des eaux douces provenant de l’infiltration des précipitations et des eaux de ruis-
sellement au niveau de la surface continentale,

• des eaux salées qui imprègnent les terrains au voisinage des côtes ou pénètrent
les cours d’eau au niveau des estuaires, pouvant ainsi donner lieu à la salinisation
des eaux souterraines en relation hydraulique avec les eaux de surface (océan,
rivières).

Les aquifères littoraux sont donc en contact avec l’eau salée d’origine marine, qui en-
vahit plus ou moins les formations géologiques côtières, l’eau douce d’une densité
moindre que l’eau salée "flottant" sur l’eau salée. Cette salinisation peut être amplifiée
d’une part par une exploitation par pompage et d’autre part par la modification du
niveau marin, par exemple lié au changement climatique. Or, une intrusion saline de
manière naturelle conjuguée ou non à une influence anthropique menace la quantité
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d’eau douce disponible dans ces réservoirs souterrains. En général, les échanges hy-
drauliques entre l’eau douce souterraine et l’eau salée sont lents dans des conditions
naturelles, ils peuvent alors être remplacés par un quasi-équilibre entre les 2 zones.
Cela correspond à l’approximation de Ghyben-Herzberg. Cette approche a conduit à
plusieurs modèles analytiques en particulier grâce à la relation linéaire liant les 2 hau-
teurs des interfaces et celle du niveau de la mer (cf. [12],[26],[37], [41], [46], [65], [76],
[77], [78], [75], [81], [82]). Cependant ces solutions analytiques se limitent à des géomé-
tries très simples et à des situations où l’hypothèse de Ghyben - Herzberg est satisfaite,
elles sont donc essentiellement utilisées comme cas test pour valider des codes numé-
riques. Il n’est plus possible de supposer que la zone d’eau salée est immobile dans des
conditions plus drastiques dûes à des événements météorologiques ou à l’intervention
humaine qui, en pompant intensivement l’eau douce, provoque une baisse du niveau
de la nappe phréatique et une intrusion de l’eau saline dans l’aquifère. L’eau salée, qui
est plus dense que l’eau douce, glisse en dessous de cette dernière et envahit l’aquifère
sous forme d’un biseau salé. Il est nécessaire d’avoir des modèles précis et efficaces
simulant le déplacement du front salé dans l’aquifère côtier afin d’optimiser l’exploi-
tation des eaux souterraines.
Ils existent de nombreux livres de référence concernant la modélisation du problème
d’intrusion saline, citons par exemple ([11],[12],[14]) et les références qui s’y rapportent.
Dans l’optique de notre travail, nous pouvons classer les modèles existants pour dé-
crire l’intrusion saline en 2 grandes catégories :

• La première catégorie consiste à considérer que les deux volumes d’eau inter-
agissent entre eux, formant ainsi une zone de transition caractérisée par les va-
riations de la concentration en sel. Cette approche est très lourde aussi bien d’un
point de vue théorique que d’un point de vue numérique (cf. [1],[27]).
Nous soulignons aussi qu’il existe une zone de transition entre la zone saturée
en eau et la zone sèche du réservoir (la zone de "désaturation" restant difficile à
définir).

• La seconde catégorie consiste à considérer que l’eau douce et l’eau salée sont
deux fluides immiscibles. Cela conduit à supposer les domaines occupés par
chaque fluide séparés par une interface nette, on néglige alors les transports de
masse entre la zone salée et la zone d’eau douce. Par ailleurs, la dimension ver-
ticale de l’aquifère (de l’ordre d’une dizaine de mètres) est souvent très petite
comparée aux dimensions horizontales de l’aquifère qui sont de l’ordre du km,
ce qui rend cette approximation d’autant plus légitime.
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De même, l’épaisseur de la zone de transition est négligeable par rapport aux dimen-
sions horizontales de l’aquifère. Pour les mêmes raisons, on peut donc considérer que
l’interface entre les zones saturée et sèche, est nette, ce qui revient à négliger les effets
de la pression capillaire.
Clairement, cette classe de modèle ne décrit pas le comportement de la zone de transi-
tion mais elle donne des informations sur le mouvement du front salé (ou de la surface
supérieure de l’aquifère).
Dans ce travail, nous allons utiliser une nouvelle approche récemment introduite dans
[28] combinant l’efficacité du modèle avec interface nette au réalisme des modèles avec
interface diffuse. Cette approche est déduite de la théorie des fonctions de phase, déve-
loppée à l’origine par Allen-Cahn pour décrire les phénomènes de transition de phase
dans un contexte fluide-fluide et qui est utilisée ici pour décrire les trois états stables
caractérisant la zone de transition : eau salée, eau douce, eau mélangée et zone saturée,
zone sèche et zone in-saturée. Pour décrire le problème, nous devons distinguer deux
types d’aquifère :

• Les aquifères confinés pour lesquels le toit et le substratum sont supposés imper-
méables, interdisant alors tout échange avec l’extérieur,

• les aquifères libres pour lesquels le toit de l’aquifère est semi-perméable ou per-
méable (en particulier l’aquifère peut être rechargé en eaux pluviales).

1 Dérivation du modèle

Figure 1 – Schématisation de l’aquifère.
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Nous allons maintenant rappeler brièvement la modèle utilisé dans ce document
pour décrire l’évolution des interfaces dans le problème d’intrusion saline. Nous ren-
voyons aux travaux de Bear [12], Choquet et al. [28] et de M. Jazar R. Monneaux [45]
pour plus de détails. Notons que le dernier article permet d’obtenir une justification
formelle du modèle résultant de l’approximation de Dupuit et de celle de l’interface
nette. Cette justification est obtenue en introduisant un paramètre ε proportionnel au
rapport de la dimension verticale de l’aquifère sur sa dimension horizontale, puis en
adimensionnant les équations.
La base de la modélisation est la loi de conservation de la masse écrite pour chaque
espèce (eau douce et eau salée) associée à la loi de Darcy classique pour les milieux
poreux. Les fluides et le sol sont considérés comme faiblement compressibles.
En introduisant les indice (s, f) caractérisant respectivement l’eau salée et l’eau douce,
les charges hydrauliques Φi, i = f, s sont définies à l’élévation z comme suit

Φi =
Pi
ρig

+ z, (1)

où Pi désigne la pression.
On montre que le flux qi est donc lié à la charge hydraulique Φi à travers la loi de Darcy
par

qi = −Ki∇(Φi), Ki =
kρig

µi
,

où ρ et µ sont respectivement la densité et la viscosité de fluide dans le milieu poreux,
k la perméabilité du sol et g la constante d’accélération gravitationnelle. La matrice Ki

est la conductivité hydraulique qui exprime la capacité du sol à conduire le fluide, Ki

est proportionnelle à k la perméabilité du sol qui ne dépend que des caractéristiques
du milieu poreux et à la viscosité du fluide.
En écrivant la loi de conservation de masse pour chaque espèce (eau douce et salée),
compte tenu de (1) et de la loi de Darcy, nous obtenons les équations suivantes

Si
∂Φi

∂t
+∇ · qi = Qi, qi = −Ki∇(Φi), Ki =

kρig

µi
, (2)

où Sf , Ss désignent respectivement les coefficients d’emmagasinement en eau dans le
domaine de l’eau douce et dans le domaine de l’eau salée. En général, ce coefficient est
extrêmement faible en raison de la faible compressibilité du fluide et de la roche. Dans
notre travail, nous négligeons ce coefficient, mais nous soulignons que, dans le cas de
l’aquifère libre, Sf∂tΦf est de l’ordre de φ∂tΦf , avec φ la porosité du milieu.
Nous allons maintenant exploiter l’approximation de Dupuit pour réduire le problème
3D à un problème 2D en intégrant verticalement les équations déduite de la conserva-
tion de la masse. Plus précisément, nous intégrons la loi de conservation de la masse
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dans la zone d’eau douce entre l’interface eau douce/eau salée h, et l’interface entre la
zone saturée et la zone non saturée h1, et entre h et la topographie inférieure h2, dans
la zone salée.
Cette moyennisation verticale conduit à :

SfBf∂tΦ̃f = ∇′ · (BfK̃
′
f∇′Φ̃f )− qf |z=h1 · ∇(z − h1) + qf |z=h− · ∇(z − h) +BfQ̃f . (3)

SsBs∂tΦ̃s = ∇′ · (BsK̃
′
s∇′Φ̃s)− qs|z=h2 · ∇(z − h2) + qs|z=h · ∇(z − h) +BsQ̃s, (4)

où ∇′ = (∂x1 , ∂x2). Les coefficients Bs = h − h2 et Bf = h1 − h désignent l’épaisseur
de la zone salée et de la zone d’eau douce et Φ̃i, i = f, s, les moyennes verticales des
charges hydrauliques

Φ̃f =
1

Bf

∫ h1

h

Φf dz et Φ̃s =
1

Bs

∫ h

h2

Φs dz.

Finalement, Q̃i, i = s, f représentent les termes sources.
Par ailleurs, l’hypothèse d’interface nette implique la continuité de la pression à l’in-
terface eau douce/eau salée, il s’ensuit que

(1 + α)Φ̃s = Φ̃f + αh, α =
ρs
ρf
− 1. (5)

Ici le paramètre α caractérise le contraste de densité. L’équation (5) nous permet d’éli-
miner Φ̃s dans le système final.
Maintenant, notre objectif est d’inclure dans le modèle les propriétés de continuité aux
interfaces en vue d’exprimer les quatre termes de flux présents dans (3) - (4).
Tout d’abord, puisque la couche inférieure de l’aquifère est supposée imperméable, le
flux entre zone salée et le fond z = h2 est nul :

qs|z=h2 · ∇(z − h2) = 0. (6)

À l’interface eau douce/eau salée, nous présentons les deux approches suivantes :

• Approche avec interface nette.
On revient alors à l’hypothèse traditionnelle de la modélisation avec interface
nette, il n’ y a pas de transfert de masse à travers l’interface eau douce/ eau salée
i.e. les composantes normales de la vitesse sont continues a l’interface z = h :

(
qf |z=h
φ
− ~ν) · ~n = (

qs|z=h
φ
− ~ν) · ~n = 0. (7)

On a noté ~n le vecteur normal unitaire par rapport à l’interface nette. Nous obte-
nons ainsi

qf |z=h · ∇(z − h) = qs|z=h · ∇(z − h) = φ∂th. (8)
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• Approche avec interface diffuse.
Dans cette approche, nous considérons l’existence d’une zone miscible, prenant
la forme d’une interface diffuse, d’épaisseur caractéristique δ, entre la zone d’eau
douce et la zone d’eau salée. La mise à l’échelle de la dynamique 3D de l’inter-
face diffuse est supposée régie par un modèle de champ de phase, on obtient
l’équation de continuité suivante au lieu de (8) ( voir [28] pour plus de détails) :

qf |z=h · ∇(z − h) = qs|z=h · ∇(z − h) = φ(∂th− δ∆′h), (9)

où ∆′ correspond à la dérivation par rapport aux deux variables (x1, x2). La même
approche pour la frange capillaire dans le cas non confiné nous donne :

qf |z=h1 · ∇(z − h1) = φ(∂th1 − δ∆′h1). (10)

Finalement, nous introduisons quelques hypothèses afin de simplifier les notations. En
considérant que le milieu est isotrope et µf = µs, nous obtenons

K̃s = (1 + α)K̃f . (11)

Dans le cas d’un aquifère libre, les inconnues sont les profondeurs des interfaces h et
h1. En négligeant le coefficient de stockage Sf , le modèle obtenu grâce à l’approche
"interface nette-diffuse" s’écrit finalement comme suit :

(M)


φ∂th−∇′.(αK̃f (h2 − h)∇′h)−∇′ · (δ∇′h)−∇′.(K̃f (h2 − h)∇′h1)

= −Q̃sBs,

φ∂th1 −∇′.(K̃f ((h− h1) + (h2 − h))∇′h1)−∇′ · (δ∇′h1)

−∇′.(K̃fα(h2 − h)∇′h) = −Q̃sBs − Q̃fBf .

Ce modèle sera complété par des conditions aux limites et initiales compatibles qui
sont détaillées au chapitre 1.

2 Aspects "Analyse mathématique".

D’un point de vue mathématique, dans le cas de l’approche avec interface nette,
le modèle consiste en un système fortement couplé d’équations parabolique-elliptique
quasi-linéaires dégénérée pour le cas confiné et d’équations paraboliques dégénérées
pour le cas libre. L’apport de l’approche avec interface diffuse est double : il permet
d’une part d’éliminer la dégénérescence et d’autre part d’établir un principe du maxi-
mum plus réaliste d’un point de vue de la physique, plus précisément une hiérarchie
entre les profondeurs des interfaces libres (cf. [29], [30]). Les premières études ma-
thématiques sur le problème d’intrusion marine ont été faites en prenant pour cadre
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d’étude les problèmes à frontière libre (l’interface eau douce/eau salée étant cette fron-
tière), citons les travaux de Van Duijn et al ([7], [8], [17], [42], [58], [80]) pour des ré-
sultats d’existence de la solution mais aussi de régularité de la frontière libre dans
le cas d’un écoulement stationnaire. En particulier dans [80], les auteurs regardent le
cas d’un aquifère confiné et ramène le problème dans le cas 1D (Ω =] − 1, 1[) à une
équation parabolique non-linéaire avec 2 dégénérescences, l’une pour la solution ”u”

et l’autre pour la solution ”ux”. Ils montrent alors dans plusieurs situations, l’existence
et l’unicité de solutions de L∞(0, T,W 1,∞(−1, 1)). Cette étude permet de retrouver le
phénomène de cisaillement observé par Josselin de Jong. Nous soulignons qu’elle se
limite au cas 1D et les hypothèses de régularité sur la solution sont très fortes en par-
ticulier ut doit appartenir à L2(ΩT ). Signalons aussi les travaux de Baiocchi et al. ([10],
[9]) concernant les problèmes de filtrage de liquides dans des milieux poreux, et [3]
pour un résultat d’existence et unicité pour le problème d’intrusion marine dans le cas
stationnaire utilisant la formulation introduite pour un problème d’écoulement dans
une digue donné par Brézis et al. dans [21]. Dans tous ces travaux, le domaine d’étude
est contenu dans le plan vertical et l’interface eau douce/eau salée est traitée comme
une frontière libre. Dans ce travail, nous considérons que l’écoulement des eaux souter-
raines est quasi-horizontal, notre domaine d’étude étant alors dans le plan horizontal
(après avoir appliqué l’approximation de Dupuit au modèle initial 3D, ce qui permet
de ramener notre étude à un problème 2D). Nous pouvons aussi mentionner les tra-
vaux de M. Tber et al. ([71], [68], [69]), les auteurs considèrent le modèle 2D résultant
des approximations de Dupuit et de l’interface nette. Ils établissent l’existence et l’uni-
cité dans le cas instationnaire, utilisant une discrétisation de type différents finies pour
traiter l’évolution en temps. Dans [55], les auteurs K. Najib et C. Rosier montrent di-
rectement l’existence d’une solution dans le cas confiné instationnaire, la preuve s’ap-
puyant sur le théorème du point fixe de Schauder. Ce résultat est généralisé dans [29],
au cas de l’aquifère libre avec l’approche interface diffuse, le coefficient diffusif sup-
plémentaire permettant alors d’établir une hiérarchie entre les hauteurs des surfaces
libres.
D’un point de vue numérique, nous avons déjà mentionné les travaux liés à l’approxi-
mation de Ghyben-Herzberg, pour lesquelles des solutions analytiques existent dans
des cas très simplifiés (pour des milieux isotropes et homogènes et dans des configu-
rations simplifiées). Dans des cas plus réalistes, c’est à dire pour des géométries com-
plexes et des milieux hétérogènes et anisotropes, plusieurs méthodes numériques ont
été utilisées. Nous pouvons mentionner les travaux de J. Bear, J.F. Polo, H.L. Essaid et
al ([13], [61], [33]) pour la méthode des différences finies, ainsi que les travaux de J.L.
Wilson, D. Esselaoui , P.S. Huyakorn et al ([84], [34], [44]) pour la méthode des éléments
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finis et plus récemment les travaux de [57] pour la méthode des volumes finis. Mais
souvent il s’agit de stratégies numériques pour la résolution du problème initial tridi-
mensionnel. Nous mentionnons aussi tous les travaux s’inscrivant dans un cadre de
monitoring pour lequel on cherche à localiser l’interface salée afin de câler le choix op-
timal des puits de pompage et les seuils de quantité d’eau à pomper afin de minimiser
l’effet de l’intrusion saline.

3 Problème d’identification.

Pour l’hydraulique souterraine, l’identification des paramètres tels que la porosité
ou la conductivité hydraulique est une étape incontournable si l’on veut modéliser cor-
rectement l’intrusion saline dans les aquifères.
Ce problème inverse consiste à retrouver des paramètres intervenant dans le système
d’origine à partir de la solution du problème. Il s’agit donc d’estimer des paramètres
difficiles d’accès et caractérisant le phénomène en fonction d’observation. Plus pré-
cisément, notre but est d’identifier la conductivité hydraulique et/ou la porosité en
fonction d’observations ou de mesures sur le terrain faites sur la profondeur de l’in-
terface entre le milieu saturé et la zone sèche, h1 et sur la profondeur de l’interface eau
douce/eau salée, h. Par ailleurs, le problème d’intrusion saline est souvent transitoire
et l’étude de sensibilité [62] montre que la forme de cette interface eau douce/eau salée
dépend essentiellement de la conductivité hydraulique. Les autres paramètres comme
la porosité, ayant principalement un impact sur le temps mis à atteindre le régime per-
manent. Pour cette raison, nous avons focalisé, notre étude, sur l’identification de la
conductivité hydraulique pour le problème d’intrusion saline dans le cas d’aquifère
libre. Soulignons que la problématique d’identification de paramètres a souvent été
abordée dans le cadre de l’hydraulique souterraine ([25], [29]), mais plus rarement en
ce qui concerne le phénomène d’intrusion saline. Les études de Sun et Yeh [67] furent
les premières à développer le cas des résolutions de problèmes inverses pour des sys-
tèmes adjoints associés au système stationnaire correspondant. Concernant spécifique-
ment le problème d’intrusion marine, M.E Talibi et M.H Tber ont démontré l’existence
du contrôle optimal et ont donné les conditions nécessaires d’optimalité dans le cas
d’une interface eau douce/eau salée stationnaire et d’un aquifère confiné [71].

Dans ce travail, le problème inverse est formulé comme un problème d’optimisa-
tion dont la fonction coût calcule l’écart quadratique entre les charges hydrauliques
mesurées et celles données par le modèle. Mais, en général, la profondeur des aqui-
fères confinés est très grande et il est difficile d’atteindre l’interface eau douce/eau
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salée. Au contraire, pour les aquifères non confinés, il est plus facile de déterminer les
valeurs exactes de la profondeur de l’interface eau douce/eau salée ainsi que celle de
l’interface zones sèches/zone saturée. Notre objectif est de généraliser le travail de M.E
Talibi et M.H Tber au cas d’un aquifère libre. Cela correspond donc au cas instation-
naire, qui est plus réaliste d’un point de vue pratique mais aussi plus compliqué en
raison de la présence la variable temporelle.

Le problème inverse est réduit à un problème d’optimisation, où la fonction coût
calcule la différence quadratique entre les profondeurs des interfaces mesurées et celles
données par le modèle. Dans un premier temps, nous devons choisir soigneusement
l’ensemble décrit par les paramètres admissibles. Si on prend cet ensemble dans l’es-
pace L∞(Ω), l’existence et l’unicité de la solution du problème initial sont assurées
mais cela ne fournit pas l’existence du contrôle optimal. Par ailleurs, si on prend cet
ensemble dans H1(Ω), cela constitue une hypothèse trop restrictive qui doit être af-
faiblie. Par conséquent, nous proposons l’ensemble des paramètres admissibles défini
comme un sous-ensemble de l’espace BV (Ω), l’espace des fonctions à variations bor-
nées, afin de pouvoir récupérer des coefficients discontinus. D’autre part, on impose
que la variation totale des paramètres est uniformément bornée, afin d’assurer un ré-
sultat de compacité nécessaire pour prouver l’existence d’un contrôle optimal. Puis
en considérant le problème exact comme une contrainte pour le problème d’optimi-
sation et en introduisant le Lagrangien associé à la fonction coût et à la solution du
problème instationnaire, nous établissons que le système d’optimalité (constitué par
les équations d’état, les équations d’état adjoint et la condition d’optimalité) admet au
moins une solution. Pour cela, nous avons d’abord établi que le système d’état adjoint
associé admet une solution unique. Ce problème rétrograde consiste en un système
couplé d’équations paraboliques linéaires, la principale difficulté est liée à la présence
de produits scalaires entre les gradients de la solution exacte et les inconnues. La ré-
gularité L4 obtenue pour le gradient de la solution du problème direct nous permet de
traiter ces termes. Enfin, pour établir les conditions d’optimalité du premier ordre, il
faut montrer que l’opérateur qui, à une conductivité hydraulique K associe la solution
du problème directe (h(K), h1(K)) est continue et différentiable. La difficulté provient
du fait que le couple (h(K), h1(K)) est implicitement défini par le problème direct. Ce
résultat est démontré en appliquant le théorème des fonctions implicites et en démon-
trant que la différentielle de cet opérateur par rapport à (h, h1) est un isomorphisme
de Z(0, T )2 vers L2(0, T ;W−1,2(Ω))2. À nouveau, nous utilisons le résultat de régularité
Lr(0, T ;W 1,r(Ω)), r > 2, établi pour la solution du problème exact. Ce résultat de régu-
larité (qui est une conséquence du résultat de régularité pour des systèmes elliptiques
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établi par Meyers [54]) est fondamental pour établir que l’opérateur qui associe à la
conductivité les variables d’état, est continu et différentiable sur un espace approprié
Z(0, T )2.
Numériquement, dans [72] les auteurs s’intéressent à la résolution numérique du pro-
blème d’identification de la conductivité hydraulique pour le problème d’intrusion
saline dans le cas d’un aquifère confiné. Le système d’optimalité est, alors, discrétisé
par une méthode éléments finis et les auteurs utilisent la bibliothèque Éléments fi-
nis C++ Rheolef pour l’implémentation de leur méthode. Pour résoudre le problème
d’optimisation, les auteurs ont utilisé un programme C / C ++ basé sur le package
d’optimisation avancé qui implémente l’algorithme BLMVM (Bounded Limited Me-
mory Variable Metric). Dans le chapitre 3, nous allons généraliser cette étude au cas
d’un aquifère libre.
Nous notons d’abord que, concrètement, nous n’avons que des observations spéci-
fiques (en espace et en temps) correspondant au nombre de puits de monitoring, nous
devons donc adapter les résultats précédents au cas de données d’observations dis-
crètes. Le gradient de la fonction coût est calculé grâce à des formules de quadrature
afin de prendre en compte les données d’observations discrètes. La fonction coût est
ensuite minimisée en utilisant une méthode basée sur l’algorithme BLMVM, qui utilise
des gradients projetés pour construire une matrice BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno) à mémoire limitée et pour déterminer un pas de descente. La longueur du
pas est calculée en utilisant la méthode de recherche linéaire qui l’oblige à satisfaire la
condition d’Armijo et qui tente également de vérifier la condition de courbure. À la fin
du chapitre, nous avons appliqué cette méthode à certaines expériences numériques
pour illustrer la capacité de la méthode à déterminer les paramètres inconnus.

Dans la première partie de ce travail, nous avons considéré que les paramètres in-
tervenant dans le modèle d’intrusion marine et les inconnus étaient des valeurs déter-
ministes, mais une autre façon d’aborder le problème, est de considérer ces paramètres
comme des variables aléatoires. Ainsi, nous étudions le problème d’intrusion saline
en considérant les paramètres et les inconnus comme des variables stochastiques. Au
cours des dernières années, les équations différentielles partielles stochastiques ont
fait l’objet de plusieurs recherches théoriques et numériques. Le premier domaine de
recherche tente de répondre aux questions sur la façon de modéliser l’incertitude et
l’entrée stochastique, tandis que le second sujet couvre la possibilité de développer
un méthode pour analyser ces équations et aussi pour concevoir des algorithmes ef-
ficaces pour leurs résolutions numériques. Par exemple, l’approche statistique de la
méthode de Monte Carlo a été largement utilisée, mais elle est en général très coû-
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teuse et, par conséquent, elle est uniquement recommandée en dernier recours. Dans
ce travail, nous utilisons la théorie du chaos polynomial de Wiener [83] pour traiter
l’incertitude. À cet effet, nous développons la solution stochastique suivant une base
orthogonale générée par les produits directs des polynômes d’Hermite fonction des
variables aléatoires gaussiennes. Nous décomposons ainsi une fonction stochastique
arbitraire en une partie déterministe et en une partie aléatoire. Le problème stochas-
tique d’intrusion saline est ainsi transformé en un système d’équations déterministes
que l’on doit résoudre pour chaque coefficient du chaos polynomial décrivant la solu-
tion. D’un point de vu numérique, la discrétisation en temps de ce système détermi-
niste est effectuée à l’aide d’un schéma Runge-Kutta à variation totale (TVD), combiné
à une méthode des éléments finis pour la discrétisation spatiale. Une fois que les co-
efficients du chaos polynomial sont calculés à partir des équations déterministes, les
propriétés statistiques de la solution stochastique peuvent être étudiées directement.

4 Plan de thèse.

4.1 Rappels mathématiques

Dans le premier chapitre, on présente des outils et des notations mathématiques
qu’on utilisera tout au long de cette thèse. Plus précisément, on introduit les espaces
de Sobolev, et on redonne quelques inégalités fondamentales (Young, Hölder, Poincaré,
Gagliardo-Nirenberg, etc.). On présente également des résultats fondamentaux sur les
fonctions à valeurs dans un espace de Banach, ainsi que des résultats fondamentaux
utilisés tout au long de ce documents, tels que les lemmes de compacité, le lemme de
Mignot et certains théorèmes du point fixe. Nous concluons ce chapitre par le rappel
du résultat d’existence globale de la solution pour ce problème d’intrusion saline ainsi
que par celui de la régularité Lr, r > 2 pour le gradient de la solution. Ce résultat est
une conséquence du résultat de régularité de Meyers que nous redonnons également.
L’unicité de la solution constitue le dernier rappel de ce chapitre. Les preuves de ces
deux résultats (régularité et unicité) sont mises en annexe.

4.2 Identification de la conductivité hydraulique : Étude théorique

Le chapitre 2 présente une étude théorique du problème d’intrusion saline. On for-
mule dans un premier temps le problème de contrôle. Puis nous rappelons les pro-
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priétés les plus importantes de l’espace des fonctions à variations bornées, ce qui nous
permet de démontrer le résultat d’existence du contrôle optimal. Puis en considérant
le problème exact comme une contrainte pour le problème d’optimisation et en in-
troduisant le Lagrangien associé à la fonction coût et à la solution du problème ins-
tationnaire, nous établissons que le système d’optimalité (constitué par les équations
d’état, les équations d’état adjoint et la condition d’optimalité) admet au moins une so-
lution. Pour cela, nous avons d’abord établi que le système d’état adjoint associé admet
une solution unique. Enfin, on donne les conditions d’optimalité du premier ordre en
montrant que l’opérateur qui, à une conductivité hydraulique K associe la solution du
problème directe (h(K), h1(K)) est continue et différentiable.

4.3 Identification de la conductivité hydraulique : Étude numérique

Dans le chapitre 3, on étudie numériquement le problème d’identification de la
conductivité hydraulique. On présente les schémas numériques utilisés pour la réso-
lution du problème exact ainsi que celle du problème adjoint. Les schémas sont basées
sur la méthode éléments finis P1-Lagrange pour la résolution spatiale combinée à un
schéma semi-implicite en temps. On prouve un résultat de convergence pour le pro-
blème adjoint montrant que le schéma est d’ordre 1 en temps en espace, ce qui compte
tenu de l’unicité de la solution du problème adjoint, nous permet d’assurer que le
schéma converge vers la solution souhaitée. On décrit la méthode numérique pour la
résolution du problème d’optimisation dans laquelle la fonction coût est minimisée
en utilisant une méthode basée sur l’algorithme BLMVM, et en utilisant des gradients
projetés pour construire une matrice BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) à mé-
moire limitée et pour déterminer un pas de descente. Enfin, nous concluons ce chapitre
par certains résultats numériques illustrant la capacité de la méthode à déterminer les
paramètres inconnus.

Les résultats du chapitre 2 et 3 font l’objet d’un article "A nonlinear optimization
method applied to the hydraulic conductivity identification in unconfined aquifers"
soumis en juin 2017 à Computers and Mathematics with Applications.

4.4 Approche stochastique

Le chapitre 4 est consacré à l’étude de problème d’intrusion saline en considérant
les paramètres et les inconnus comme des variables stochastiques. On commence par
la présentation du modèle stochastique, puis on décrit l’étape de décomposition spec-
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trale. Après la transformation du problème stochastique en un système d’équations dé-
terministes, les discrétisations en temps et en espace de ces systèmes déterministes sont
effectuées à l’aide d’un schéma Runge-Kutta à variation totale (TVD), ainsi que d’une
méthode aux éléments finis. On finit ce dernier chapitre par quelques expériences nu-
mériques.
Les résultats de ce chapitre font l’objet d’une publication en préparation "A spectral
stochastic method for a seawater intrusion problem with uncertainty" en collaboration
avec M. Jazar et C. Rosier.
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CHAPITRE 1

RAPPELS MATHÉMATIQUES
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1.1 Outils mathématiques

Dans cette section, on rappelle plusieurs outils d’analyse fonctionnelle ainsi que
quelques notations et définitions qui seront appliquées tout au long de ce travail.

1.1.1 Espaces de Lebesgue et de Sobolev.

On rappelle dans ce paragraphe, certaines définitions et propriétés des espaces de
Lebesgue et des espaces de Sobolev. On se réfère essentiellement aux ouvrages de ré-
férence [20, 63, 74, 64].
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CHAPITRE 1. RAPPELS MATHÉMATIQUES

Soit Ω un ouvert connexe borné de Rd. On désigne par D(Ω) l’espace des fonctions
indéfiniment différentiables sur Ω et à support compact dans Ω. On note

D(Ω)d = D(Ω)× ...×D(Ω).

On désigne par D(Ω̄) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables et à support
compact dans Ω̄. Ceci signifie qu’une fonction appartient àD(Ω̄) si elle est la restriction
à Ω d’une fonction de D(O) où O est un ouvert de Rd contenant Ω̄.
On introduit les espaces de Lebesgue. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on pose

Lp(Ω) = {u : Ω→ R/u mesurable et
∫

Ω

|u(x)|p dx <∞},

que l’on munit de la norme

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

.

Pour p =∞, on désigne par

L∞(Ω) =

{
u : Ω→ R

/
u mesurable et il existe une constante C

telle que |u(x)| ≤ C p.p. sur Ω

}
,

muni de la norme

‖u‖L∞(Ω) = inf{C; |u(x)| ≤ C p.p. sur Ω}.

Propriété 1.1

1. L’espace Lp(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞, réflexif pour 1 < p < ∞ et
séparable pour 1 ≤ p <∞ .

2. Pour 1 < p < ∞, l’espace dual de Lp(Ω) est Lq(Ω) avec q est l’exposant conjugué de p,

i.e.
1

p
+

1

q
= 1.

3. Pour p = 1, l’espace dual de L1(Ω) est L∞(Ω), i.e. (L1(Ω))′ = L∞(Ω), mais (L∞(Ω))′

contient strictement L1(Ω).

On présente aussi, les espaces de Sobolev W 1,p(Ω). Soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞,

W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

/ ∃g1, g2, ..., gd ∈ Lp(Ω) tels que ∀i = 1, 2, ..., d,

∀ϕ ∈ D(Ω),

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

giϕ

 .
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L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
d∑
i=1

‖ ∂u
∂xi
‖Lp(Ω),

ou parfois la norme équivalente(
‖u‖Lp(Ω) +

d∑
i=1

‖ ∂u
∂xi
‖pLp(Ω)

) 1
p

(si 1 ≤ p <∞).

Pour p = 2, on pose

H1(Ω) = W 1,2(Ω)

=

u ∈ L2(Ω)

/ ∃g1, g2, ..., gd ∈ Lp(Ω) tels que

∀ϕ ∈ D(Ω),

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

giϕ


que l’on munit du produit scalaire suivant :

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + ((u, v)),

avec

((u, v)) =
d∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi
)L2(Ω),

et la norme suivante :

‖u‖H1(Ω) =

(
‖u‖2

L2(Ω) +
d∑
i=1

‖ ∂u
∂xi
‖2
L2(Ω)

) 1
2

,

qui est équivalente à la norme de W 1,p(Ω)

‖u‖L2(Ω) +
d∑
i=1

‖ ∂u
∂xi
‖L2(Ω).

Pour tout entier m ≥ 2, on pose

Hm(Ω) = Wm,2(Ω)

=

u ∈ L2(Ω)

/ ∀α avec |α| ≤ m,∃gα ∈ L2(Ω) tel que

∀ϕ ∈ D(Ω),

∫
Ω

uDαϕ = (−1)|α|
∫

Ω

gαϕ


L’espace Hm(Ω) est un espace de Banach pour la norme

‖u‖Hm(Ω) =

‖u‖2
L2(Ω) +

d∑
|α|=1

‖Dαu‖2
L2(Ω)

 1
2

.
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CHAPITRE 1. RAPPELS MATHÉMATIQUES

L’adhérence de l’espace D(Ω) dans Hm(Ω) est notée par Hm
0 (Ω) et son dual est H−m(Ω)

Hm
0 (Ω) = D(Ω)

Hm(Ω)
.

Lemme 1.1 On suppose que Ω est 1-régulier. Alors D(Ω) est dense dans H1(Ω).

Propriété 1.2

1. L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞, réflexif pour 1 < p < ∞ et
séparable pour 1 ≤ p <∞.

2. Pour tout entier m, l’espace Hm(Ω) est un espace de Hilbert séparable.

Théorème 1.1 (Injections de Sobolev ) Soient N ≥ 1 , Ω un ouvert régulier de Rn, n ≥ 2

et 1 ≤ p ≤ +∞, q tel que
1

p
+

1

q
= 1.

Les injections suivantes sont continues :
1 ≤ p ≤ N ⇒ W 1,p(Ω) ↪→ Lp

∗
(Ω), p∗ =

Np

N − p
,

p = N ⇒ W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),

p > N ⇒ W 1,p(Ω) ↪→ C0,1−N
p (Ω̄).

Supposons que Ω est de plus borné et de classe C1, les injections suivantes sont compactes :
1 ≤ p ≤ N ⇒ W 1,p(Ω) ↪→ Lr(Ω), r ∈ [1, p∗[avec p∗ =

Np

N − p
,

p = N ⇒ W 1,p(Ω) ↪→ Lr(Ω), r ∈ [1,+∞[,

p > N ⇒ W 1,p(Ω) ↪→ C0(Ω̄).

1.1.2 Quelques inégalités fondamentales.

On rappelle ici quelques inégalités fondamentales et très utiles. On se réfère essen-
tiellement aux ouvrages de référence [20, 63, 64].

Proposition 1.1 (Inégalité de Young)
Soient p et q deux exposants conjugués tels que
1

p
+

1

q
= 1 et 1 < p, q <∞. Pour tout réels a, b ≥ 0, on a

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.
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Un cas simple de l’inégalité de Young est l’inégalité avec les exposants 2 :

ab ≤ a2

2
+
b2

2

qui donne également l’inégalité de Young avec ε (valide pour tout ε > 0) :

ab ≤ a2

2ε
+
εb2

2
.

Théorème 1.2 (Inégalité de Hölder)

Soient f ∈ Lp et g ∈ Lq tels que
1

p
+

1

q
= 1 et 1 ≤ p, q ≤ ∞. Alors

fg ∈ L1 et ‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Plus généralement, soient 1 ≤ p, q ≤ ∞ et r défini par
1

r
=

1

p
+

1

q
. Si f ∈ Lp et g ∈ Lq, alors

fg ∈ Lr et ‖fg‖Lr ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Théorème 1.3 (Inégalité de Hölder généralisée)

Soient 1 ≤ p1, ..., pn ≤ ∞ tels que
n∑
k=1

1
pk

= 1 et soit fk ∈ Lpk , pour k = 1, ..., n. Alors

n∏
k=1

fk ∈ L1 et ‖
n∏
k=1

fk‖L1 ≤
n∏
k=1

‖fk‖Lpk .

Théorème 1.4 (Inégalité de Poincaré)
On suppose que Ω est un ouvert borné (ou borné dans une seule direction). Alors il existe une
constante C (dépendant de Ω) telle que

‖u‖L2(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω) ∀u ∈ H1
0 (Ω).

En particulier, l’expression ‖∇u‖L2(Ω) est une norme sur H1
0 (Ω) qui est équivalente à la norme

‖u‖H1(Ω).
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Théorème 1.5 (Inégalité de Poincaré généralisée)
On suppose que Ω est un domaine borné régulier. Alors il existe une constante CΩ > 0 (dépen-
dant de |Ω|) telle que

‖ρ‖H1(Ω) ≤ CΩ

(
‖∇ρ‖L2(Ω) + |

∫
Ω

ρ|
)

∀ρ ∈ H1(Ω).

Autrement dit, la quantité ‖∇ρ‖L2(Ω) + |
∫

Ω

ρ| est une norme équivalente à la norme ‖ρ‖H1(Ω).

Théorème 1.6 (Inégalité de Gagliardo-Nirenberg)
Soient u : Rn → R une fonction C∞ à support compact, deux réels 1 ≤ q, r ≤ ∞ et un entier
m. Soient α un réel et j un entier naturel tels que

1

p
=
j

n
+
(1

r
− m

n

)
α +

1− α
q

et
j

m
≤ α ≤ 1.

Alors, il existe une constante C dépendant de m, n, j, q, r et α telle que

‖Dju‖Lp ≤ CG‖Dmu‖αLr‖u‖1−α
Lq .

En particulier, si j = 0, p = 4, m = 1, α = 1
2
, r = 2 et q = 2, on obtient [20] :

‖u‖L4 ≤ CG‖∇u‖
1
2

L2‖u‖
1
2

L2 .

Proposition 1.2 (Inégalité d’interpolation entre espaces de Lebesgue)
Soit f ∈ Lp1(Ω) ∩ Lp2(Ω) tels que 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞. alors pour tout p ∈ [p1, p2], on a
f ∈ Lp(Ω) et

‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖θLp1 (Ω)‖f‖1−θ
Lp2 (Ω) où

1

p
=

θ

p1

+
1− θ
p2

, 0 ≤ θ ≤ 1.

Proposition 1.3 (Inégalité d’interpolation entre espaces de Sobolev)
Soit f ∈ Hs1(Ω)∩Hs2(Ω) tels que 0 < s1 < s2. alors pour tout s ∈]s1, s2[, on a f ∈ Hs(Ω) et

‖f‖Hs(Ω) ≤ ‖f‖θHs1 (Ω)‖f‖1−θ
Hs2 (Ω) où s = θs1,+(1 + θ)s2, 0 < θ < 1.
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Lemme 1.2 (Inégalité de Gronwall)
Soit X(t) ∈ R vérifiant l’inégalité différentielle

dX

dt
≤ a(t)X(t) + b(t).

Alors

X(t) ≤ X(0) exp(A(t)) +

∫ t

0

exp[A(t)− A(s)] b(s) ds,

avec

A(t) =

∫ t

0

a(r) dr.

En particulier, si a(t) ≡ α et b(t) ≡ β, alors

X(t) ≤ (X(0) +
β

α
)eαt − β

α
.

Proposition 1.4 (Inégalité d’interpolation)

‖∇f‖2
L4(Ω) ≤ C‖f‖L∞(Ω)‖∆f‖L2(Ω).

Proposition 1.5 (Inégalité d’Agmon)
Soit f ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), où Ω ⊂ R3. Alors il existe une constante C telle que

‖f‖L∞(Ω) ≤ C‖f‖
1
2

H1(Ω)‖f‖
1
2

H2(Ω),

‖f‖L∞(Ω) ≤ C‖f‖
1
4

L2(Ω)‖f‖
3
4

H2(Ω).

En 2D, la première inégalité est toujours vraie, mais pas la deuxième : soit f ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω),

où Ω ⊂ R2. Alors il existe une constante C telle que

‖f‖L∞(Ω) ≤ C‖f‖
1
2

L2(Ω)‖f‖
1
2

H2(Ω).

�

Théorème 1.7 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit (E, 〈., .〉) un espace pré-hilbertien réel ou complexe. Alors, pour tous vecteurs x et y de E

|〈x, y〉| 6 ‖x‖ ‖y‖.
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1.1.3 Fonctions à valeurs dans un espace de Banach

Dans cette section, on présente quelques résultats concernant les fonctions à valeurs
dans un espace de Banach.

Soit I un intervalle ouvert de R et X un espace de Banach. Soit p ∈ [1,+∞], on pose

Lp(I;X) = {f : I → X/f mesurable et t→ ‖f(t)‖X ∈ Lp(I)}.

Pour f ∈ Lp(I;X), on définit

‖f‖Lp(I;X) =

(∫
I

‖f(t)‖pX dt
) 1

p

, si 1 ≤ p <∞,

‖f‖L∞(I;X) = sup
t∈I

ess‖f(t)‖X .

Propriété 1.3

1. L’espace Lp(I;X), muni de la norme ‖‖Lp(I;X), est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.

2. Si X est réflexif et 1 < p <∞, alors Lp(I;X) est réflexif.

3. Si 1 ≤ p <∞, alors D(I;X) est dense dans Lp(I;X).

4. SiX est réflexif ouX ′, l’espace dual deX , est séparable et 1 < p <∞, alors l’espace dual

de Lp(I;X) s’identifie à Lq(I;X ′) avec q est l’exposant conjugué de p, i.e.
1

p
+

1

q
= 1.

On rappelle tout d’abord, un résultat à propos de la dérivation des fonctions à valeurs
dans un espace de Banach, cité et démontré par R. Temam [73].

Théorème 1.8 Soient X un espace de Banach et X ′ son dual. soit u, v ∈ L1(a, b;X), a et b
sont deux réels positifs, alors les trois assertions suivantes sont équivalentes

1. u est égale presque partout à une primitive de g,

u(t) = ξ +

∫ t

0

g(s)ds, ξ ∈ X, p.p. t ∈ [a, b].

2. Pour toute fonction test φ ∈ D((a, b)),∫ b

a

u(t)φ′(t) dt = −
∫ b

a

g(t)φ(t) dt.

3. Pour tout η ∈ X ′,
d

dt
< u, η >X,X′=< g, η >X,X′

au sens des distributions sur (a, b).
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Ensuite, on rappelle un résultat très utile cité dans [73] qui est un cas particulier d’un
théorème général d’interpolation introduit dans la livre de Lions-Magenes [51].

Théorème 1.9 Soient V , H , V ′ trois espaces de Hilbert tels que

V ⊂ H ≡ H ′ ⊂ V ′ avce injections continues et denses,

V ′ est le dual de V et H ′ est le dual de H . Si on a une fonction u ∈ L2(0, T ;V ) et sa dérivée
u′ ∈ L2(0, T ;V ′), alors

u ∈ C([0, T ];H)

et on a l’égalité suivante, vérifiée au sens des distributions sur (0, T ),

d

dt
‖u(t)‖2

H = 2 < u′(t), u(t) >V ′,V .

Lemme 1.3 (Mignot)
Soit f : R→ R une fonction continue et croissante telle que

lim sup
|λ|→+∞

‖f(λ)

λ
‖ < +∞.

Soient w ∈ L2(0, T,H) telle que

dw

dt
∈ L2(0, T, V ′)et f(w) ∈ L2(0, T, V ),

alors

<
dw

dt
, f(w) >V ′,V =

d

dt

∫
Ω

(

∫ w(.,y)

0

f(r) dr) dy dans D′(0, T ),

et pour tout 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T∫ t2

t1

<
dw

dt
, f(w) >V ′,V dt =

∫
Ω

(

∫ w(t2,y)

w(t1,y)

f(r) dr) dy.
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CHAPITRE 1. RAPPELS MATHÉMATIQUES

1.1.4 Lemmes de compacité.

Dans cette section, on donne deux Lemmes de compacité qui seront utiles par la
suite. Commençons tout d’abord par rappeler le résultat élémentaire suivant (voir les
livres de H. Brezis [20] et J.C. Robinson [64]).

Théorème 1.10 (Rellich-Kondrachov)
Soit Ω un ouvert borné de Rn de classe C1. Alors, de toute suite bornée dans H1(Ω), on peut
extraire une sous suite convergente dans L2(Ω). On dit alors que l’injection H1(Ω) ↪→ L2(Ω)

est compacte.

Remarque 1.1 Ce dernier théorème n’est pas toujours vrai si l’ouvert n’est pas borné.
Prenons par exemple Ω = Rn, l’injection H1(Ω) ↪→ L2(Ω) n’est pas compacte.

Un premier résultat de compacité a été introduit et démontré dans [49] et [73]. On
se donne trois espaces de Banach X0, X et X1 tels que

X0 ⊂ X ⊂ X1 avec injections continues (1.1)

où

l’injection X0 ↪→ X est compacte (1.2)

et

X0 et X1 sont réflexifs. (1.3)

Soient T > 0 un nombre fini et 1 < pi <∞, i = 0, 1. On définit l’espace

Y = Y (0, T ; p0, p1;X0, X)

=

{
v : v ∈ Lp0(0, T ;X0), v′ =

dv

dt
∈ Lp1(0, T ;X1)

}
. (1.4)

Cet espace est muni de la norme

‖v‖Y = ‖v‖Lp0 (0,T ;X0) + ‖v′‖Lp1 (0,T ;X1)

Y est un espace de Banach et il est évident que

Y ⊂ Lp0(0, T ;X) avce injection continue.

On a alors le premier résultat de compacité :
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1.1.1 Outils mathématiques

Théorème 1.11 Sous les hypothèses (1.1), (1.2), (1.3) et si 1 < pi < ∞, i = 0, 1, alors
l’injection de Y dans Lp0(0, T ;X) est compacte.
Autrement dit, toute suite bornée dans Y admet une sous-suite qui converge fortement dans
Lp0(0, T ;X).

1.1.5 Théorèmes du point fixe.

On rappelle dans cette section deux théorèmes de point fixe très utiles en mathéma-
tiques, tels que le théorème de point fixe de Banach [20, 19] et le théorème de point
fixe de Schauder [18]. Les théorèmes de point fixe affirment qu’une application admet,
sous certaines conditions, un point fixe. Ces théorèmes sont principalement utilisés à
la résolution des équations différentielles. Ils interviennent dans les démonstration de
l’existence de solutions des équations différentielles.
Le théorème de point fixe de Banach montre qu’une contraction d’un espace métrique
complet admet un unique point fixe.

Théorème 1.12 (Point fixe de Banach)
Soient E un espace métrique complet et Ψ : E → E une application contractante, i.e. Lipschit-
zienne de rapport 0 < k < 1. Alors Ψ admet un unique point fixe x∗ dans E.
De plus, toute suite d’élément de E vérifiant la récurrence xn+1 = Ψ(xn) converge vers x∗.

Le théorème de point fixe de Schauder est une généralisation du théorème de point
fixe de Brouwer [74] dans des espaces topologiques de dimension infinie. Il montre
l’existence d’un point fixe pour une application continue sur une convexe compact
dans un espace de Banach.

Théorème 1.13 (Point fixe de Schauder) Soient E un espace de Banach et K une partie
compacte convexe de E. Alors toute application Φ continue de K dans K possède un point fixe
dans K.
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CHAPITRE 1. RAPPELS MATHÉMATIQUES

1.1.6 Résultat de régularité de Meyers.

Nous considérons Ω un ouvert borné de R2, et on désigne par Γ la frontière de Ω.
Nous rappelons d’abord le résultat suivant (cf. J. L. Lions et E. Magenes [50]) :

∀p, t.q. 1 < p <∞,4 est un isomorphisme de W 1,p
0 (Ω) dans W−1,p(Ω).

On pose G = (−4)−1 et g(p) =‖ G ‖L(W−1,p(Ω);W 1,p
0 (Ω)).

On souligne que g(2) = 1.
Nous donnons à présent deux lemmes préliminaires qui sont une conséquence du ré-
sultat de régularité de Meyers [54] et dont on peut trouver les détails de la démonstra-
tion dans [16].

1. Cas elliptique :

Lemme 1.4 SoitA ∈ (L∞(Ω))n un tenseur symétrique tel qu’il existe α > 0 satisfaisant

n∑
i,j=1

Ai,j(x)ξiξj ≥ α|ξ|2,∀x ∈ Ω et ξ ∈ Rn.

On pose β = max1≤i,j≤n ‖ Ai,j ‖L∞(Ω) .

Il existe r(α, β) > 2, tel que, pour tout f ∈ W−1,r(Ω) et ∀g0 ∈ W 1,r(Ω), l’unique
solution u du problème {

∇ · (A∇u) = f, ∀x ∈ Ω,

u ∈ H1
0 (Ω) + g0,

appartient à W 1,r(Ω). De plus, on a l’estimation suivante :

‖ u ‖W 1,r(Ω)≤ C(α, β, r) ‖ f −∇ · (A∇g0) ‖W−1,r(Ω),

où C(α, β, r) est une constante ne dépendant que des constantes α et β caractérisant
l’opérateur A et de r.

Remarque 1.2 La preuve donnée dans [16] nous permet de préciser la constanteC(α, β, r).
Soit c ≥ 0, posons

µ =
α + c

β + c
et ν =

β2 + c2

(β + c)2
, (1.5)
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1.1.1 Outils mathématiques

nous choisissons c t.q. c >
β2 − α2

2α
de sorte à assurer ν < µ. Puisque g(2) = 1 et

0 < 1− µ+ ν < 1, en utilisant les propriétés de l’application g(.), on peut donc trouver
r > 2 tel que

g(r)(1− µ+ ν) < 1. (1.6)

Ainsi, plus (1 − µ + ν) sera petit, plus r pourra être grand, donc la détermination de r
dépendra des constantes α, β liées à l’opérateur elliptique A.
Le cas limite correspond au cas où l’opérateur A est le Laplacien, (ou proportionnel au
Laplacien), alors µ = 1 et ν = 0 donc (1.6) est satisfaite ∀r ≥ 2.
Compte tenu des précédentes estimations, nous pouvons majorer la constante C(α, β, r)

par

C(α, β, r) ≤ (1− g(r)(1− µ+ ν))−1 g(r)

β + c
. (1.7)

2. Cas parabolique :
Énonçons, à présent, le lemme correspondant au cas parabolique. Nous définis-
sons (cf.[16])

Xp = Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)),

muni de la norme :

(

∫ T

0

‖ v(t) ‖p
W 1,p

0 (Ω)
dt)

1
p =‖ ∇v ‖Lp(ΩT )n .

Nous introduisons
Yp = Lp(0, T ;W−1,p(Ω)),

et nous soulignons que l’application v → divxv envoie (Lp(ΩT ))n versLp(0, T ;W−1,p(Ω)).
Nous munissons alors Yp de la norme ‖ f ‖Yp= mindivxg=f ‖ g ‖Lp(ΩT )n , nous pou-
vons alors énoncer l’analogue du lemme 1 (cf. [16]).

Lemme 1.5 Soient f et u0 tels que f ∈ L2(0, T,H−1(Ω)) et u0 ∈ H . Soit u la solution
appartenant à L2(0, T ;H1

0 (Ω)) de :
∂u

∂t
+ Au = f, dans ΩT

u(0) = u0.

Alors, en supposant que Γ est suffisamment régulière, il existe r > 2, dépendant de α, β
et Ω tel que si

f ∈ Lr(0, T ;W−1,r(Ω)),
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CHAPITRE 1. RAPPELS MATHÉMATIQUES

et si
u0 ∈ W 1,r

0 (Ω)

alors u ∈ Lr(0, T ;W 1,r(Ω)) et il existe Ĉ(α, β, r) > 0 telle que

‖ u ‖W 1,r
0 (Ω)≤ Ĉ(α, β, r)(‖ f ‖Lr(0,T ;W−1,r(Ω)) + ‖ u0 ‖W 1,r

0 (Ω)). (1.8)

Remarque 1.3 Comme pour le lemme 1, nous pouvons préciser la constante Ĉ(α, β, r).
Posons
P = ∂

∂t
−∆, l’opérateur associé aux conditions de Dirichlet homogènes.

Il est connu que, étant donné F ∈ Yp, il existe une unique solution u ∈ Xp telle que :{
Pu = f, dans ΩT

u(0) = u0.

Posons ĝ(p) =‖ P−1 ‖L(Yp;Xp), alors ĝ(2) = 1.

En utilisant les propriétés de l’application ĝ(.), on peut donc trouver r > 2 tel que

ĝ(r)(1− µ̂+ ν̂) < 1,

où les constantes µ̂, ν̂ et ĉ sont les constantes définies précédemment par (1.5) grâce aux
constantes α̂, β̂.
A nouveau, plus (1 − µ̂ + ν̂) sera petit, plus r pourra être grand, donc la détermination
de r dépendra essentiellement des constantes α̂, β̂ caractérisant l’opérateur elliptique A.
La constante Ĉ(α̂, β̂, r) doit alors satisfaire :

Ĉ(α̂, β̂, r) ≤ (1− ĝ(r)(1− µ̂+ ν̂))−1 ĝ(r)

β̂ + ĉ
.

1.2 Résultats mathématiques

Pour tout n ∈ N∗ et tout p ∈ (1,+∞), on désigne par W n,p(Ω) désigner l’espace de
Sobolev usuel muni de la norme ‖φ‖Wn,p(Ω) =

∑
α∈N2,α≤n

‖∂αφ‖Lp(Ω). Par souci de simpli-

cité nous écrivons H1(Ω) = W 1,2(Ω) et

V = H1
0 (Ω), E = H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω), H = L2(Ω).
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1.1.2 Résultats mathématiques

L’injection V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′ est dense et compact. Pour tout T > 0, soit W (0, T )

l’espace tel que

W (0, T ) :=
{
ω ∈ L2(0, T ;V ), ∂tω ∈ L2(0, T ;V ′)

}
muni de la norme hilbertienne ‖ω‖W (0,T ) =

(
‖ω‖2

L2(0,T ;V ) + ‖∂tω‖2
L2(0,T ;V ′)

)1/2. Les injec-
tions suivantes sont continues ([50] prop. 2.1 and thm 3.1, chapter 1)

W (0, T ) ⊂ C([0, T ]; [V, V ′] 1
2
) = C([0, T ];H)

tandis que l’injection

W (0, T ) ⊂ L2(0, T ;H) (1.9)

est compacte.

1.2.1 Existence globale de la solution

Nous allons rappeler le résultat d’existence de solutions faibles pour ce modèle
complété par des conditions initiales et aux bords. Pour cette section, la conductivité
hydraulique K sera un tenseur pour donner des résultats généraux, mais pour le pro-
blème d’identification, nous allons nous restreindre au cas où K est un scalaire.

Nous considérons un domaine ouvert borné Ω de R2 décrivant la projection de
l’aquifère sur le plan horizontal. La frontière de Ω, supposée C1, est désignée par Γ.
L’intervalle de temps est (0, T ), T étant un nombre réel non négatif et nous posons
ΩT = (0, T ) × Ω. Nous concentrons notre travail sur le modèle (M) où la storativité
est négligée. D’abord, nous ré-écrivons le modèle (M) avec quelques notations simpli-
ficatrices. Les "primes" sont supprimés dans les opérateurs différentiels dans R2. Les
termes de base sont indiqués sans "tildes". La perméabilité K̃f est maintenant désignée
par K. Nous supposons que la profondeur h2 est constante, h2 > 0. Nous définissons
les fonctions Ts et Tf par

Ts(u) = h2 − u, Tf (u) = u, for u ∈ (0, h2).

On prolonge ces fonctions continûment par des constantes en dehors de (0, h2). Nous
considérons alors le système des équations suivantes dans ΩT :

φ∂th−∇ ·
(
αKTs(h)∇h

)
−∇ ·

(
δ∇h

)
−∇ ·

(
KTs(h)∇h1

)
= −Q̃sTs(h) := −Qs, (1.10)

φ∂th1 −∇ ·
(
K
(
Tf (h− h1) + Ts(h)

)
)∇h1

)
−∇ ·

(
δ∇h1

)
−∇ ·

(
αKTs(h)∇h

)
= −Q̃fTf (h− h1)− Q̃sTs(h) := −Qf −Qs, (1.11)
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Ce système (1.10)-(1.11) est complété par les conditions initiales et aux bords suivantes :

h = hD, h1 = h1,D in Γ× (0, T ), (1.12)

h(0, x) = h0(x), h1(0, x) = h1,0(x) in Ω, (1.13)

avec les conditions de compatibilité

h0(x) = hD(0, x), h1,0(x) = h1,D(0, x), x ∈ Γ.

Examinons maintenant les hypothèses mathématiques. Nous commençons par les
caractéristiques de la structure poreuse. Nous supposons l’existence de deux nombres
réels positifs K− et K+ tel que le tenseur représentant la conductivité hydraulique est
un tenseur borné elliptique et uniformément positif :

0 < K−|ξ|2 ≤
∑
i,j=1,2

Ki,j(x)ξiξj ≤ K+|ξ|2 <∞ x ∈ Ω, ξ ∈ R2, ξ 6= 0.

Nous supposons que la porosité est constante dans l’aquifère. En effet, sur le terrain en-
visagé ici, les effets dûs aux variations de φ sont négligeables par rapport à ceux dûs à
des contrastes de densité. Les termes sources Qf et Qs sont des fonctions de L2(0, T ;H)

tel que Qs ≥ 0. Notons par exemple que le pompage d’eau douce correspond à l’hy-
pothèse Qf ≥ 0 p.p. dans Ω × (0, T ). Les fonctions hD et h1,D appartiennent à l’espace
L2(0, T ;H1(Ω))∩H1(0, T ; (H1(Ω))′) tandis que les fonctions h0 et h1,0 sont dans H1(Ω).

Finalement, nous supposons que les données aux bords et les données initiales sa-
tisfont des conditions physiquement réalistes sur la hiérarchie des profondeurs des
interfaces :

0 ≤ h1,D ≤ hD ≤ h2 p.p. dans Γ× (0, T ), 0 ≤ h1,0 ≤ h0 ≤ h2 p.p. dans Ω.

On peut montrer aisément que le système (1.10)-(1.11) peut s’écrire

∂tu1 = div(νTh2(u1)K∇(Th2(u1) + Th2(u2))) + div(δ∇Th2(u1)),

∂tu2 = div(Th2(u1)K∇(νTh2(u1) + Th2(u2))) + div(δ∇Th2(u2)), (1.14)

où ν =
1

α + 1
et

Th2(u) =


0 si u ≤ 0

u si 0 ≤ u ≤ h2

h2 si u ≥ h2.
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1.1.2 Résultats mathématiques

et où u1 et u2 sont données par la figure suivante :

Dans [6], un résultat d’existence globale en temps est donné dans le cas dégénéré
(δ = 0) en utilisant la décroissance d’une fonctionnelle de Lyapunov (entropie).
Par ailleurs, le principe du maximum suivant :

ui ≥ 0, i = 1, 2

est prouvé. Ce qui revient à dire 0 ≤ h1 ≤ h.
Récemment dans [32], le théorème suivant est prouvé lorsque δ 6= 0 :

Théorème 1.14 Supposons que le tenseur vérifie :

ν
K2

+

K−
≤ p− 1

p
× 4δ

l
, ν2K

2
+

K−
≤ p− 1

p
× 4δ

l
pour tout p ≥ 2. (1.15)

Si u0
i ∈ L2(Ω) avec 0 ≤ u0

i ≤ h2 p.p. dans Ω. Alors pour tout T > 0, le problème (1.14) admet
une solution faible (ui)i=1,2 ∈ W (0, T )2. De plus, le principe maximum suivant est vrai :

0 ≤ ui(t, x) ≤ h2 pour p.p. x ∈ Ω, pour tout t ∈ (0, T ) et pour tout i = 1, 2.

Ce qui montre en outre que 0 ≤ h ≤ h1 ≤ h2.

1.2.2 Résultat de régularité et d’unicité

Nous allons maintenant indiquer le résultat de régularité Lr(0, T ;W 1,r(Ω)) (pour
r > 2) satisfait par la solution exacte, cette régularité nous permet de traiter la non-
linéarité du système et ainsi de prouver l’unicité de la solution. On se réfère à [31] pour
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plus de détails sur les preuves de ces résultats.
Dans notre cas, les paramètres µ et ν sont tels que

µ =
(δ + φc)

(δ + φc) +K+ h2

and ν =

√
(δ +K+h2)2 +2 δ2(
(δ +K+h2) + δ

) . (1.16)

Nous avons choisi c > 0 tel que c >
K+ h2

2 δ φ2

(
2φ δ + K+ h2

)
afin d’assurer ν < µ. Alors,

puisque (1 − µ + ν) < 1 et grâce à la continuité d’une application déduite de g(.), il
existe r > 2 tel que k(r) := g(r)(1− µ+ ν) < 1.
Soit r(φ, δ, h2, K+) > 2 le plus grand nombre réel tel que g(r)(1 − µ + ν) < 1 où µ et ν
sont définis par (1.16).

Proposition 1.6 Soit (h, h1) une solution de problème (1.10)–(1.13) et r(φ, δ, h2, K+) > 2

un nombre réel tel que g(r)(1 − µ + ν) < 1. Si (hD, h1,D) ∈ Lr(0, T ;W 1,r(Ω))2, (Qs, Qf ) ∈
Lr(0, T ;W−1,r(Ω))2 et (h0, h1,0) ∈ W 1,r(Ω)2 Alors ∇h et ∇h1 sont dans Lr(ΩT ), de plus,
nous avons

||∇h||Lr(ΩT ) ≤ C1(φ, h2, K−, K+, δ, h0, h1,0, hD, h1,D, Qf , Qs), (1.17)

et

||∇h1||Lr(ΩT ) ≤ C2(φ, h2, K−, K+, δ, h0, h1,0, hD, h1,D, Qf , Qs). (1.18)

Finalement, nous concluons cette section par l’unicité de la solution du système
(1.10)-(1.11). Pour l’obtenir, nous devons supposer que le tenseur représentant la conduc-
tivité hydraulique K est symétrique, ainsi les paramètres précédents deviennent

µ =
δ + φ c

δ + φc+K+ h2

et ν =
φc

δ +K+ h2 + φc
. (1.19)

Soit r > 2, on peut toujours ajuster φ, δ, h2 et K+ tel que k(r) = g(r)(1− µ+ ν) < 1. En
effet, nous posons : (

δ +K+ h2 + φ c
)
<

g(r)

g(r)− 1
δ, ∀c > 0,

donc
K+ <

1

g(r)− 1
× δ

h2

− φ c

h2

, ∀c > 0.

en faisant tendre c→ 0, nous obtenons

K+ <
1

g(r)− 1

δ

h2

. (1.20)
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Remarque 1.4 La condition (1.20) suppose une conductivité hydraulique suffisamment faible
à l’intérieur de l’aquifère. Cette condition peut sembler très restrictive mais en réalité on doit se
souvenir que la conductivité hydraulique est de l’ordre de 10−6 m/s dans un aquifère usuel.

Théorème 1.15 Supposons que le tenseur représentant la conductivité hydraulique K est
symétrique et soit (φ, h2, K+, δ) ∈ (R+

∗ )4 satisfaisant (1.20) pour r = 4. Si (hD, h1,D) ∈
L4(0, T ;W 1,4(Ω))2, (Qs, Qf ) ∈ (L4(0, T ;W−1,4(Ω)))2 et (h0, h1,0) ∈ W 1,4(Ω)2, alors la solu-
tion (h− hD, h1 − h1,D) du système (1.10)-(1.11) est unique dans W (0, T )×W (0, T ).

1.3 Processus stochastique - Mesure de Wiener

Définition 1 (Vecteurs gaussiens) Soit X = (X1, X2, ..., Xn) un vecteur aléatoire.
X est un vecteur gaussien si et seulement si ∀(a1, a2, ..., an) de nombres réels, la variable aléa-
toire

Z = a1X1 + ...+ anXn

est une variable gaussienne.

Définition 2 (Mouvement brownien) Le mouvement brownien unidimensionnel (Bt)t≥0

est un processus stochastique dépendant du temps ”t” et vérifiant :

1. Le processus (Bt)t≥0 est un processus gaussien c.à.d ∀t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn, (Bt1 , Bt2 , ..., Btn)

est un vecteur gaussien.

2. (Bt)t≥0 est presque sûrement continue, c.à.d pour presque toute réalisation, la fonction
t→ Bt(ω) est continue.

3. Pour tous s et t, la moyenne E[Bt] = 0, et la covariance E[BsBt] = min(s, t).

Définition 3 (Mesure de Wiener) Considérons C(R+,R) l’espace des fonctions continues
de R+ dans R et (Ω,F ,P) est un espace probabilisé. Le mouvement brownien est l’application

B : Ω −→ C(R+,R)

ω −→ (t→ Bt(ω)).
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La mesure de Wiener, souvent note W (dω), est la mesure-image de P(dω) par cette application
B. Autrement dit, c’est la mesure de probabilité W sur C(R+,R), telle que ∀A ⊂ C(R+,R)

W (A) = P ((Bt)t≥0 ∈ A) .

Définition 4 (Polynômes d’Hermite) Les polynômes d’Hermite sont définis comme suit :

Hn(x) = (−1)ne−
x2

2
dn

dxn
e−

x2

2 .

Ils peuvent également s’écrire sous forme de développement polynomial :

Hn(x) =

bn
2
c∑

k=0

(−1)k
n!

2kk!(n− 2k)!
xn−2k,

où bn
2
c désigne la partie entière de n

2
.

Définition 5 (Mesure Gaussienne) Soient n ∈ N et B0(Rn) la complétion de σ- algèbre
borélienne su Rn. Soit λn : B0(Rn)→ [0,+∞] désigne la mesure de Lebesgue de dimension n.
Alors la mesure gaussienne standard γn : B0(Rn)→ [0, 1] est définie par :

γn(A) =
1

(
√

2π)n

∫
A
e−

1
2
‖x‖2Rn dλn(x).
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2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’identification de la conductivité hydraulique K pour
le problème d’intrusion saline pour un aquifère libre, non homogène et isotrope. L’es-
timation de ce paramètre est basée sur des observations ou des mesures de terrain
effectuées sur la profondeur de l’interface eau douce / eau salée et sur la profondeur
de la nappe phréatique. Notons que, concrètement, nous ne disposons que d’obser-
vations ponctuelles (en espace et en temps) correspondant aux nombres du puits de
monitoring.

Par ailleurs le phénomène d’intrusion saline est souvent transitoire et l’étude de
sensibilité proposé dans [62] montre que la forme de l’interface eau douce/eau sa-
lée dépend essentiellement de la conductivité hydraulique, les autres paramètres telle
que la porosité, impactent surtout le temps mis à atteindre le régime permanent, c’est
pourquoi on doit considérer le modèle instationnaire pour identifier simultanément
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ces deux paramètres.

Enfin, notons que les études existantes concernent principalement les résolutions
numériques de ces problèmes inverses (voir [72]). Cependant M. E. Talibi et M. H.
Tber ont démontré l’existence du contrôle optimal et ont donné des conditions néces-
saires d’optimalité dans le cas d’une interface eau salée/eau douce stationnaire et pour
un aquifère confiné (voir [71]). Ce chapitre est une généralisation de ce travail dans le
cas d’un aquifère non confiné, nous considérons donc le cas instationnaire, qui est plus
réaliste d’un point de vue pratique, mais aussi plus compliqué en raison de la présence
de la variable temps. Ce problème inverse est formulé comme un problème d’optimi-
sation dont la fonction coût calcule l’écart quadratique entre les profondeurs des inter-
faces mesurées et celles données par le modèle. Pour tenir compte de la discontinuité
des coefficients, le convexe des fonctions admissibles est pris dans l’espace des fonc-
tions à variation bornée. Ainsi, en utilisant les propriétés de cet espace, les estimations
et les résultats de régularité établis pour la solution du problème direct, nous mon-
trons l’existence du contrôle optimal. Puis en considérant le problème exact comme
une contrainte pour le problème d’optimisation et en introduisant le Lagrangien asso-
cié à la fonction coût et à la solution du problème in-stationnaire, nous établissons que
le système d’optimalité (constitué par les équations d’état, les équations d’état adjoint
et la condition d’optimalité) admet au moins une solution. En outre, nous avons établi
que le système d’état adjoint associé admet une solution unique. Ce problème rétro-
grade consiste en un système couplé d’équations paraboliques linéaires, la principale
difficulté est liée à la présence de produits scalaires entre les gradients de la solution
exacte et les inconnus. Le résultat de régularité L4 obtenu pour le gradient de la solu-
tion du problème direct nous permet de traiter ces termes. En outre, pour établir les
conditions d’optimalité du premier ordre, il faut montrer que l’opérateur qui à une
conductivité hydraulique K associe la solution du problème directe (h(K), h1(K)) est
continu et différentiable, et c’est difficile car (h(K), h1(K)) est implicitement définie par
le problème directe. Pour prouver ce résultat, on applique la théorème des fonctions
implicites en démontrant que la différentielle de cet opérateur par rapport à (h, h1) est
isomorphisme.
Ce chapitre est organisé comme suit : dans le deuxième paragraphe nous formulons le
problème du contrôle et nous rappelons les propriétés les plus importantes de l’espace
des fonctions à variations bornées. Au troisième paragraphe, nous donnons le résul-
tat d’existence du contrôle optimal. Le dernier paragraphe est consacré aux conditions
nécessaires d’optimalité.
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2.2 Formulation du problème

Étant donné une observation répartie des profondeur de l’interface zone saturée
/zone sèche, h1, et de l’interface eau douce/eau salée, h, appartenant à (L2(Ω))2, notre
objectif est d’identifier la conductivité hydraulique, K∗, dans le cas de l’écoulement
in-stationnaire régi par le système (1.10)-(1.11). Pour étudier ce problème nous intro-
duisons le problème de contrôle suivant :

(O)

{
Trouver K∗ ∈ Uadm tel que
J (K∗) = infK∈Uadm J (K),

où

J (K) =
1

2
||h1(K)− h1,obs||2L2(ΩT ) +

1

2
||h(K)− hobs||2L2(ΩT ),

avec (h1(K), h(K)) la solution du problème (1.10)-(1.11), et (h1,obs, hobs) étant les pro-
fondeurs observées. Afin d’assurer l’existence d’une solution de (O), il faut choisir soi-
gneusement l’ensemble des paramètres admissibles Uadm. Prendre Uadm dans l’espace
L∞(Ω) assure l’existence et l’unicité de la solution du problème direct (sous certaines
conditions sur les paramètres physiques) mais ne permet pas d’avoir l’existence du
contrôle optimal, d’autre part, le choix de Uadm dans H1(Ω) est trop contraignant et
doit être affaibli. Nous proposons donc de travailler sur l’ensemble des paramètres ad-
missibles, ainsi que cela est fait dans [72] :

Uadm = {K ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω), Km ≤ K ≤ KM et TV (K) ≤ c},

où Km, KM et c sont des réels strictement positifs.
(BV (Ω); ||.||BV (Ω)) est l’espace de Banach des fonctions à variations bornée sur Ω pour
lequel nous allons rappeler quelques résultats connus.

L’espace BV (Ω)

Nous considérons un domaine Ω ouvert et borné de R2, de frontière Γ lipschitzienne.
On note Mb(Ω) l’espace des mesures de Radon défini sur le dual topologique de l’es-
pace des fonctions continues sur Ω s’annulant sur Γ, muni de la topologie du conver-
gence uniforme noté par (X,Σ).
Alors pour tout µ ∈Mb(Ω) il est possible de définir deux fonctions d’ensemble

W (µ,E) = sup{µ(A)/A ∈ Σ et A ⊂ E} ∀E ∈ Σ,

W (µ,E) = inf{µ(A)/A ∈ Σ et A ⊂ E} ∀E ∈ Σ,
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ainsi
W (µ,E) ≥ 0 ≥ W (µ,E) ∀E ∈ Σ.

La variation de la mesure signée µ est la fonction d’ensemble

|µ|(E) = W (µ,E) + |W (µ,E)| ∀E ∈ Σ,

et sa variation totale correspond à la valeur de cette mesure sur tout l’ensemble de
définition, soit :

||u||Mb(Ω) = |u|(X).

Définition 6 Soit Ω un sous-ensemble des ouverts de Rn. Pour une fonction f dans L1(Ω), la
variation totale de f sur Ω définie par :

TV (f) = sup{
∫

Ω

f(x)div v(x)dx, v ∈ C∞0 (Ω)n, ||v||∞ ≤ 1}.

f est dite à variation bornée si TV (f) <∞.

On noteBV (Ω) l’espace des fonctions L1(Ω) à variation bornée sur Ω, qui est un espace
de Banach pour la norme

||f ||BV (Ω) = ||f ||1 + TV (f).

Pour conclure cette section, nous rappelons quelques propriétés de l’espace BV (Ω)

utiles pour la suite [36, 38] .

Proposition 2.1 soit (fn)n∈N une suite d’éléments de BV (Ω), alors

1. Si fn −→ f dans L1(Ω), alors

TV (f) ≤ lim inf
n→∞

TV (f).

2. Si la suite (fn)n∈N est bornée dans BV (Ω), alors il existe une fonction f de BV (Ω) telle
que, à une sous suite prés,

fn −→ f dans L1(Ω).

3. Pour tout f dans BV (Ω) ∩ Lr(Ω) et r ∈ [1,∞[, il existe une sous suite (fn)n de C∞(Ω̄)

telle que

lim
n→∞

∫
Ω

|f − fn|rdΩ = 0 et lim
n→∞

TV (fn) = TV (f).
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4. Soit (fn)n∈N une suite dans Uadm qui converge fortement dans L1(Ω) vers un élément
f , alors f est dans Uadm et (fn)n∈N converge fortement vers f dans Lr(Ω) pour tout
r ∈ [1,+∞[.

Corollaire 1 Uadm est un sous ensemble compact de Lr(Ω) pour tout r ∈ [1,+∞[.

Preuve:
Ce corollaire est une conséquence immédiat des points 3. et 4. de la proposition précé-
dente. � �

2.3 Existence du contrôle optimal

A partir des résultats rappelés dans le chapitre précédent concernant la solution du
problème d’intrusion saline, nous allons étudier dans cette section le problème (O).
Dans la suite, on supposera toutes les hypothèses assurant l’existence, les estimations
a priori, la régularité et l’unicité de la solution du problème direct, et nous désignerons
par (h1(K);h(K)) la solution du problème variationnel correspondant à une conducti-
vité donnée K. Nous donnons maintenant le résultat principal de cette section.

Théorème 2.1 Il existe au moins un contrôle optimal pour le problème (O).

Preuve:
Soit (Kn)n∈N ⊂ Uadm une suite minimisante telle que

J (Kn) −→ J ∗ = inf
K∈Uadm

J (K).

Or Uadm est un sous ensemble compact de L2(Ω) , on déduit qu’il existe une sous suite,
toujours notée (Kn)n, et une fonction K∗ ∈ Uadm telles que

Kn −→ K∗ fortement dans L2(Ω). (2.1)

D’autres part, d’après le théorème d’existence pour le cas libre, la solution (hn1 , h
n) =

(h1(Kn), h(Kn)) du problème (1), (2) et (3) ; vérifie :

||hn1 ||L2(0,T,H1(Ω)) + ||hn||L2(0,T,H1(Ω)) ≤ C, δ ≤ hn ≤ h2, (2.2)
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||∂thn||L2(0,T,V ′) ≤ C, (2.3)

||∂thn1 ||L2(0,T,V ′) ≤ C, (2.4)

où C est un constante ne dépendant pas de n.
Puisque (hn)n et (hn1 )n sont uniformément bornées dansW (0, T ), nous déduisons grâce
au résultat de compacité d’Aubin que (hn − hD)n et (hn1 − h1D)n sont séquentiellement
compactes dans L2(0, T ;H).
On peut donc extraire une sous suite, non renommée (hn1 − h1,D, h

n − hD)n ∈ W (0, T )2

et il existe (h∗1 − h1,D, h
∗ − hD) ∈ W (0, T )2 tels que :

hn −→ h∗ dans L2(0, T ;H) et p.p. dans [0, T ]× Ω,

∂th
n −→ ∂th

∗ faiblement dans L2(0, T ;V ′),

hn1 −→ h∗1 dans L2(0, T ;H) et p.p. dans [0, T ]× Ω,

∂th
n
1 −→ ∂th

∗
1 faiblement dans L2(0, T ;V ′),

ce qui permet de passer à la limite dans la formulation variationnelle,
∀ (ϕi, ϕf ) ∈ W (0, T )2, (K∗, h∗, h∗1) satisfait∫ T

t0

∫
Ω

φ
∂h∗

∂t
ϕi dxdt+

∫ T

t0

∫
Ω

φ
∂h∗1
∂t

ϕf dxdt

+

∫ T

t0

∫
Ω

(δ + αK∗(x)Ts(h
∗))∇h∗ · ∇ϕi dxdt+

∫ T

t0

∫
Ω

K∗(x)Ts(h
∗)∇h∗1 · ∇ϕi dxdt

+

∫ T

t0

∫
Ω

(δ +K∗(x)(Ts(h
∗) + Tf (h

∗ − h∗1)))∇h∗1 · ∇ϕf dxdt

+

∫ T

t0

∫
Ω

αK∗(x)Ts(h
∗)∇h∗ · ∇ϕf dxdt = −

∫ T

t0

∫
Ω

Qsϕi dxdt−
∫ T

t0

∫
Ω

(Qs +Qf )ϕf dxdt.

(2.5)

Donc de l’unicité de la solution, il vient que :

(h∗1, h
∗) = (h1(K∗), h(K∗)) et donc J (K∗) = J ∗.

Ce qui termine la démonstration. � �

2.4 Conditions nécessaires d’optimalité

Le problème d’identification se ramène à chercher le minimum de la fonction coût
J , le système d’état étant le problème in-stationnaire (1.10)-(1.11). On considère ce sys-
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tème comme une contrainte pour le problème d’optimisation et on introduit le lagran-
gien L défini comme suit :

L (h1, h, λf , λi, K) = J (K) +

∫ T

t0

∫
Ω

φ
∂h

∂t
λi dxdt+

∫ T

t0

∫
Ω

φ
∂h1

∂t
λf dxdt

+

∫ T

t0

∫
Ω

(δ + αK(x)Ts(h))∇h · ∇λi dxdt+

∫ T

t0

∫
Ω

K(x)Ts(h)∇h1 · ∇λi dxdt

+

∫ T

t0

∫
Ω

(δ +K(x)(Ts(h) + Tf (h− h1)))∇h1 · ∇λf dxdt (2.6)

+

∫ T

t0

∫
Ω

αK(x)Ts(h)∇h · ∇λf dxdt+

∫ T

t0

∫
Ω

Qsλi dxdt+

∫ T

t0

∫
Ω

(Qs +Qf )λf dxdt.

La solution correspond alors à un point selle de ce lagrangien L considéré comme une
fonction des variables indépendantes h, h1, λi, λf et K avec λi et λf les multiplicateurs
de Lagrange. Le minimum recherché, K∗, vérifie le système d’optimalité suivant :



∂L
∂λi

(h∗1, h
∗, λ∗f , λ

∗
i , K

∗) = 0,
∂L
∂λf

(h∗1, h
∗, λ∗f , λ

∗
i , K

∗) = 0,

∂L
∂h

(h∗1, h
∗, λ∗f , λ

∗
i , K

∗) = 0,
∂L
∂h1

(h∗1, h
∗, λ∗f , λ

∗
i , K

∗) = 0,

∂L
∂K

(h∗1, h
∗, λ∗f , λ

∗
i , K

∗) · (K −K∗) ≥ 0, ∀K ∈ Uadm.

(2.7)

En outre le système d’état adjoint est donné par le système rétrograde suivant :
−φ∂λi

∂t
−∇ ·

(
(δ + αKTs(h))∇λi + αKTs(h)∇λf

)
− αK(x)∇h · (∇λi +∇λf )

−K(x)∇h1 · ∇λi = hobs − h,

−φ∂λf
∂t
−∇ ·

(
(δ +K (Tf (h− h1) + Ts(h)))∇λf

)
−∇ · (K(x)Ts(h)∇λi)

−K∇h1 · ∇λf = h1,obs − h1,

λi = 0, λf = 0 sur ΓD, λi(T, x) = λf (T, x) = 0, ∀x ∈ Ω. (2.8)

Proposition 2.2 Supposons que la conductivité hydraulique satisfasse

K+ ≤
p− 1

p

δ

α h2

, p ≥ 2.

Soit (h1(K), h(K)) la solution de (1.10)-(1.13) associée à la conductivité hydraulique
K ∈ Uadm, le problème adjoint défini par :

47



CHAPITRE 2. IDENTIFICATION DE LA CONDUCTIVITÉ HYDRAULIQUE :
ÉTUDE THÉORIQUE

Trouver (λi, λf ) ∈
(
W (0, T ) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω))

)2 avecλi(T, .) = λf (T, .) = 0 tel que

∫
ΩT

[−φ∂λi
∂t

ϕi + (δ + αK(x)Ts(h))∇λi · ∇ϕi + αK(x)Ts(h)∇λf · ∇ϕi] dxdt

−
∫

ΩT

[K(x)∇h1 · ∇λi + αK(x)∇h · ∇((λi + λf )]ϕi dxdt

=

∫
Ωtf

(hobs − h)ϕi dxdt, ∀ϕi ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),∫

ΩT

[−φ∂λf
∂t

ϕf +
(
(δ +K(x) (Tf (h− h1) + Ts(h)))∇λf

)
· ∇ϕf +K(x)Ts(h)∇λi · ∇ϕf ]

−
∫

ΩT

K(x)∇h1 · ∇λf ϕf dxdt =

∫
ΩT

(h1,obs − h1)ϕf dxdt, ∀ϕf ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

(2.9)

admet une unique solution.

Preuve:
Dans un premier temps, nous changeons la variable temps en posant t′ = T − t, ce qui
nous permet d’écrire le système (2.9) comme suit :

∫
ΩT

φ
∂λi
∂t

ϕi + (δ + αK(x)Ts(h))∇λi · ∇ϕi + αK(x)Ts(h)∇λf · ∇ϕi] dxdt′

−
∫

ΩT

[K(x)∇h1 · ∇λi + αK(x)∇h · ∇((λi + λf )]ϕi dxdt
′ =

∫
ΩT

(hobs − h)ϕi dxdt
′,

(2.10)

et ∫
ΩT

[φ
∂λf
∂t

ϕf +
(
(δ +K(x) (Tf (h− h1) + Ts(h)))∇λf

)
· ∇ϕf +K(x)Ts(h)∇λi · ∇ϕf ]

−
∫

ΩT

K(x)∇h1 · ∇λf ϕf dxdt′ =
∫

ΩT

(h1,obs − h1)ϕf dxdt
′.

(2.11)

Par ailleurs, la condition initiale devient λi(0, x) = λf (0, x) = 0,∀x ∈ Ω. À partir de
maintenant, nous omettons le prime dans t′ .
L’étape principale consiste à utiliser un théorème de point fixe de Schauder pour prou-
ver un résultat d’existence pour un problème auxiliaire linéarisé. Nous soulignons que
la principale difficulté technique provient de la présence des termes linéaires K(∇h1−
α∇h) · ∇λi, K∇h · ∇λf et K∇h1 · ∇λf . Nous allons utiliser les résultats énoncés au
chapitre 1 de régularité Lr, r > 2 des gradients de h et h1 afin d’estimer ces termes.
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Existence globale en temps
Pour la stratégie du point fixe, nous introduisons l’application F :

F : L2(0, T ;H1
0 (Ω))2 −→ L2(0, T ;H1

0 (Ω))2,

(λ̄f , λ̄i) → F(λ̄f , λ̄i) = (λf , λi),

où λf = F1(λ̄f , λ̄i) et λi = F2(λ̄f , λ̄i), le couple (λf , λi) étant solution du problème va-
riationnel suivant, ∀w ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) :

∫ T

0

< φ∂tλf , w >V ′,V dt+

∫
ΩT

(δ + K(Tf (h− h1) + Ts(h)))∇λf · ∇w dxdt

+

∫
ΩT

K(x)Ts(h)∇λ̄i · ∇w dxdt−
∫

ΩT

K(x)∇λ̄f · ∇h1w dxdt

= −
∫

ΩT

(h1 − h1,obs)w dxdt (2.12)

et ∫ T

0

< φ∂tλi, w >V ′,V dt+

∫
ΩT

(δ + αKTs(h))∇λi · ∇w dxdt

+ α

∫
ΩT

K(x)Ts(h)∇λf · ∇w dxdt−
∫

ΩT

K(x)(∇h1 + α∇h) · ∇λ̄iw dxdt

− α

∫
ΩT

K(x)∇λ̄f · ∇hw dxdt = −
∫

ΩT

(h− hobs)w dxdt (2.13)

(Puisque (h, h1) est une solution de (1.10)- (1.13), le couple satisfait 0 ≤ h1 ≤ h ≤ h2,
ainsi Tf (h−h1) = h−h1, Ts(h) = h2−h). Nous savons grâce à la théorie classique sur les
équations paraboliques et elliptiques linéaires que le précédent système variationnel
admet une unique solution.
Pour appliquer le théorème de Schauder, nous devons vérifier la continuité de F pour
la convergence faible, donc celles de F1 et F2 .

La continuité séquentielle de F1 pour la convergence faible.

Soit (λ̄nf , λ̄
n
i ) une suite de fonction de W (0, T )2 et (λ̄f , λ̄i) ∈ W (0, T )2 tels que

(λ̄nf , λ̄
n
i )→ (λ̄f , λ̄i) faiblement dans W (0, T )2,

c.à.d λ̄nf → λ̄f , faiblement dans L2(0, T, V ) et
dλ̄nf
dt
→ dλ̄f

dt
faiblement dans L2(0, T, V ′) .

Posons λf,n = F1(λ̄nf , λ̄
n
i ) et λf = F1(λ̄f , λ̄i), montrons qu’alors λf,n → λf faiblement
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dans W (0, T ).
Pour tout n ∈ N, λf,n satisfait (2.12). Choisissons un τ ∈ [0, T ] et prenonsw = λf,nχ(0,τ)(t)

dans (2.12) nous obtenons

φ

∫ τ

0

< ∂tλf,n, λf,n >V ′,V dt+

∫
Ωτ

(δ +K(Tf (h− h1) + Ts(h)))∇λi,n · ∇λi,n dxdt

+

∫
Ωτ

K(x)Ts(h)∇λ̄i,n · ∇λf,n dxdt︸ ︷︷ ︸
(1)

−
∫

Ωτ

K(x)∇h1 · ∇λ̄f,n λf,n dxdt︸ ︷︷ ︸
(2)

= −
∫

Ωτ

(h1 − h1,obs)w dxdt.︸ ︷︷ ︸
(3)

(2.14)

Les fonctions λf,n appartiennent à W (0, T ) et donc à C([0, T ];L2(Ω)). D’après le lemme
de Mignot (cf. [28]), nous pouvons écrire∫ τ

0

〈∂tλf,n, λf,n〉V ′,V dt =
1

2
||λf,n(τ, ·)||2H − ||λf,n(0, ·)||2H︸ ︷︷ ︸

=0

.

D’autre part, nous avons∫
Ωτ

(
δ +K(Tf (h− h1) + Ts(h))

)
∇λf,n · ∇λf,n dxdt ≥ δ||∇λf,n||2L2(0,τ ;H).

Prenons M > 0 tel que

sup
n≥0
‖∇λ̄nf‖L2(0,T,H) ≤M et sup

n≥0
‖∇λ̄ni ‖L2(0,T,H) ≤M.

Par ailleurs, grâce aux inégalités de Cauchy-Schwarz, de Young et de Gagliardo-Nirenberg,
nous obtenons, ∀ε > 0 :

|(1)| ≤ K+h2M
√
τ ||∇λf,n||L2(Ωτ ) ≤

K2
+h

2
2M

2τ

2ε
+
ε

2
||∇λf,n||2L2(Ωτ ),

|(2)| ≤
∫ τ

0

|
∫

Ω

K(x)∇h1 · ∇λ̄nfλf,ndxdt|

≤
∫ τ

0

K+(

∫
Ω

|∇h1|4dx)1/4(

∫
Ω

λ4
f,ndx)1/4(

∫
Ω

|∇λ̄nf |2)1/2dt

≤ CG

∫ τ

0

K+

( ∫
Ω

|∇h1|4dx
)1/4

(

∫
Ω

|∇λf,n|2dx)1/4(

∫
Ω

λ2
f,ndx)1/4(

∫
Ω

|∇λ̄nf |2)1/2dt

≤ ||∇λ̄nf ||L2(Ωτ )K+CG (||∇h1||L4(ΩT ))︸ ︷︷ ︸
≤C4

(

∫ τ

0

||λf,n||2L2(Ω)||∇λf,n||2L2(Ω)dt)
1/4

≤ K2
+C

2
4C

2
GM

2 × 1

4ε
+ ε(

∫ τ

0

||λf,n||2L2(Ω)||∇λf,n||2L2(Ω)dt)
1/2

≤
K2

+C
2
4C

2
GM

2

4ε
+
ε

2
max
t∈(0,τ)

||λf,n||2L2(Ω) +
ε

2

∫
Ωτ

|∇λf,n|2.
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Finalement

|(3)| ≤ 1

2ε

∫
Ωτ

(h1 − h1,obs)
2dx+

ε

2
max
t∈(0,τ))

||λf,n||2L2(Ω).

En rassemblant ces inégalités, nous avons :

φ

2
||λf,n||2L2(Ω) + (δ − ε)||∇λf,n||2L2(Ωτ ) ≤ ε max

t∈(0,τ)
||λf,n||2L2(Ω) + C, (2.15)

où C est une constante ne dépendant que des données et de M .

Choisissons ε > 0 tel que δ − ε > 0 et
φ

2
− ε > 0, nous déduisons de (2.27) qu’il existe

deux réels AM(h, hobs, h1, h1,obs, K, α, C4, δ, φ, h2, T ) et
BM(h, hobs, h1, h1,obs, K, α, C4, δ, φ, h2, T ) dépendant seulement des données du problème
et de M tels que

||λf,n||2L∞(0,T,H) ≤ AM and ||λf,n||2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ BM .

Donc la suite (λf,n)n est uniformément bornée dans L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)). On

pose CM = max(AM , BM).
Nous allons établir que (∂tλf,n)n est bornée dans L2(0, T ;V ′) ∩ L1(0, T ;H). En effet

φ ||∂tλf,n||L2(0,T ;V ′)∩L1(0,T ;H) =

sup
||w||(L2(0,T,V )∩L∞(0,T ;H))≤1

| −
∫

ΩT

(δ +K(Tf (h− h1) + Ts(h)))∇λf,n · ∇wdxdt︸ ︷︷ ︸
(1)

−
∫

ΩT

K(x)Ts(h)∇λ̄ni · ∇w︸ ︷︷ ︸
(2)

+

∫
ΩT

K(x)∇h1 · ∇λ̄nf w dxdt︸ ︷︷ ︸
(3)

−
∫

ΩT

(h1 − h1,obs)w dxdt︸ ︷︷ ︸
(4)

|.

Le principe des calculs étant le même que dans les inégalités précédentes, nous n’indi-
querons que les estimations clefs :

|(1)| ≤ (δ +K+h2)CM ||w||L2(0,T ;V ),

|(2)| ≤ K+h2M ||w||L2(0,T ;V ),

|(3)| ≤ K+ MC4CG‖w‖1/4
L∞(0,T ;H)||w||

1/2

L2(0,T ;V ),

|(4)| ≤ ||h1,obs − h1||L2(ΩT )||w||L2(0,T ;V ).

En rassemblant les précédentes estimations, nous concluons que

||∂tλf,n||L2(0,T ;V ′)∩L1(0,T ;H) ≤ DM ,

où DM ne dépend que des données du problème et de M .
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Ainsi la suite
(
λf,n

)
n

est uniformément bornée dans l’espace W (0, T ). En utilisant
le lemme d’Aubin, nous extrayons une suite, non renommée pour simplifier, (λf,nk)k,
convergeant fortement dans L2(ΩT ), presque partout dans (0, T ) × Ω, et faiblement
dans W (0, T ) vers une limite noté µf ∈ W (0, T ). Grâce à la convergence forte de (λf,n)n

dans L2(ΩT ) (et donc à la convergence p.p. dans ΩT ), nous vérifions que µf est une
solution de l’équation (2.12) par le théorème de convergence dominée. Il en résulte
que µf est solution de l’équation (2.12) et satisfait les conditions initiales et aux bords.
D’après l’unicité de la solution, nous concluons que µf = λf et que la suite λf,n → λf

faiblement dans W (0, T ).

la continuité séquentielle de F1 pour la topologie faible de W (0, T ) est établie.

Continuité séquentielle de F2 pour la convergence faible.

De la même façon, nous montrons la continuité de F2 en posant λi,n := F2(λ̄nf , λ̄
n
i ),

λi := F2(λ̄f , λ̄i), et en montrant que λi,n → λi faiblement dansW (0, T ) . Les estimations
clés sont obtenues en utilisant le même type d’arguments que celles du preuve de la
continuité séquentielle de F1, et les détails seront omis. Nous soulignons que nous
pouvons utiliser l’estimation (2.27) précédemment montrer pour λf,n pour obtenir les
estimations suivants pour λi,n :

||λi,n||L∞(H) ≤ EM = EM
(
δ,K, λi,0, l,M,CM

)
, (2.16)

||λi,n||L2(0,T ;V ) ≤ FM = FM
(
δ,K, λi,0, l,M,CM

)
. (2.17)

En posant

C ′M := max(EM , FM),

nous obtenons

||∂tλi,n||L2(0,T ;V ′)∩L1(0,T ;H) ≤ D′M . (2.18)

Existence de Z ⊂ W (0, T )2 tel que F(Z) ⊂ Z .

Nous allons à présent montrer qu’il existe un ensemble convexe fermé borné non vide
de W (0, T )2, Z , tel que F(Z) ⊂ Z .
De nouveau, nous prenons αλf (resp. λi ) dans (2.12) (resp. dans (2.13)) et nous som-
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mons les deux équations ainsi obtenues, ce qui conduit à :

φ

2

∫
Ω

(
λ2
i + αλ2

f

)
+ δ

∫
ΩT

(
|∇λi|2 + α|∇λf |2

)
+

∫
ΩT

αK(x)Ts(h)|∇λi|2

+

∫
ΩT

αK(x) (Tf (h− h1) + Ts(h)) |∇λf |2 + α

∫
ΩT

K(x)Ts(h)∇λ̄i · ∇λf︸ ︷︷ ︸
(1)

+ α

∫
ΩT

K(x)Ts(h)∇λf · ∇λi︸ ︷︷ ︸
(2)

−
∫

ΩT

K(x)(∇h1 + α∇h) · ∇λ̄i λi︸ ︷︷ ︸
(3)

− α

∫
ΩT

K(x)∇h · ∇λ̄fλi︸ ︷︷ ︸
(4)

−α
∫

ΩT

K(x)∇h1 · ∇λ̄fλf︸ ︷︷ ︸
(5)

= −
( ∫

ΩT

(h− hobs)λi + α

∫
ΩT

(h1 − h1,obs)λf
)

︸ ︷︷ ︸
(6)

.

Mais

|(1)| ≤ 3α

4

∫
ΩT

K(x)Ts(h)|∇λf |2 +
α

3

∫
ΩT

K(x)Ts(h)|∇λ̄i|2,

|(2)| ≤ α

4

∫
ΩT

K(x)Ts(h)|∇λf |2 + α

∫
ΩT

K(x)Ts(h)|∇λi|2,

|(3)| ≤ K+CGC4(1 + α)( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
i )

1/4(

∫
ΩT

|∇λi|2)1/4(

∫
ΩT

|∇λ̄i|2)1/2

≤
K2

+C
2
GC

2
4(1 + α)2

2 ε0
( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
i )

1/2(

∫
ΩT

|∇λi|2)1/2 +
ε0
2

∫
ΩT

|∇λ̄i|2

≤
K4

+C
4
GC

4
4(1 + α)4

4 ε0 ε1
( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
i ) +

ε1
2

∫
ΩT

|∇λi|2 +
ε0
2

∫
ΩT

|∇λ̄i|2,

|(4)| ≤
K4

+C
4
GC

4
4α

4

4 ε2 ε3
( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
i ) +

ε2
2

∫
ΩT

|∇λi|2 +
ε3
2

∫
ΩT

|∇λ̄f |2,

|(5)| ≤
K4

+C
4
GC

4
4α

4

4 ε4 ε5
( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
f ) +

ε4
2

∫
ΩT

|∇λf |2 +
ε5
2

∫
ΩT

|∇λ̄f |2,

finalement

|(6)| ≤ φ

4
( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
i ) +

αφ

4
( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
f ) +

1

φ

∫
ΩT

(h− hobs)2 +
1

αφ

∫
ΩT

(h1 − h1,obs)
2.

53
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Nous prenons ε0 =
2 δ

3 p
(p ≥ 2), ε1 = ε2 =

δ

2
, ε3 = ε5 =

2α δ

3
, ε4 =

α δ

2
, nous obtenons

alors

(
φ

4
−

3 pK4
+C

4
GC

4
4(1 + α)4

4 δ2
−

3K4
+C

4
GC

4
4α

3

4 δ2
)( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
i )

+(
αφ

4
−

3K4
+C

4
GC

4
4α

2

4 δ2
)( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
f ) +

δ

2

∫
ΩT

(
|∇λi|2 + α|∇λf |2

)
≤ δ

3

∫
ΩT

(
(
1

p
+
αK+h2

δ
)|∇λ̄i|2 + α|∇λ̄f |2

)
+

1

φ

∫
ΩT

(h− hobs)2 +
1

αφ

∫
ΩT

(h1 − h1,obs)
2.

Nous supposons que le coefficient φ est suffisamment grand, et vérifie

Θ1 := φ−
3K4

+C
4
GC

4
4

(
p (1 + α)4 + α3

)
δ2

> 0, (2.19)

(donc Θ2 := φ −
3K4

+C
4
GC

4
4α

δ2
> 0). Par ailleurs, par hypothèse, la conductivité hy-

draulique satisfait

K+ ≤
p− 1

p

δ

α h2

, p ≥ 2. (2.20)

En fin, Nous choisissons la constante M > 0 telle que

M ≥ 6×
(1

φ

∫
ΩT

(h− hobs)2 +
1

αφ

∫
ΩT

(h1 − h1,obs)
2
)
, (2.21)

par conséquent, nous pouvons conclure que

Θ1

4
( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
i ) + α

Θ2

4
( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
f ) +

δ

2

( ∫
ΩT

(
|∇λi|2 + α|∇λf |2

)
≤ δ

3

( ∫
ΩT

(
|∇λ̄i|2 + α|∇λ̄f |2

)
+
M

6
. (2.22)

Ainsi, si
∫

ΩT

(
|∇λ̄i|2 + α|∇λ̄f |2

)
≤M alors (2.22) implique que∫

ΩT

(
|∇λi|2 + α|∇λf |2

)
≤M .

On pose Z l’ensemble borné fermé convexe non vide de W (0, T )×W (0, T ) défini par :

Z = {(gi, gf ) ∈ W (0, T )×W (0, T ); gi(0) = 0, gf (0) = 0,

∫
ΩT

(
|∇gi|2 + α|∇gf |2

)
≤M},

nous avons établi que F(Z) ⊂ Z . Le théorème de Schauder nous permet donc de
conclure qu’il existe un couple (λi, λf ) ∈ Z tel que F(λi, λf ) = (λi, λf ). Ce point fixe est
une solution faible du problème (2.10)-(2.11).
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Unicité de la solution du problème adjoint :

Soient (λi, λf ) ∈ W (0, T )2 et (λ̄i, λ̄f ) ∈ W (0, T )2 deux solutions de (2.9). Posons
u = λi − λ̄i et v = λf − λ̄f . Clairement, puisque le système est linéaire, (u, v) satisfont
(2.9) mais les seconds membres de (2.9) sont nuls.
Les calculs précédents conduisent à l’estimation suivante

Θ1

4
( max
t∈(0,T )

∫
Ω

u2) + α
Θ2

4
( max
t∈(0,T )

∫
Ω

v2) +
δ

2

( ∫
ΩT

(
|∇u|2 + α|∇v|2

)
≤ δ

3

( ∫
ΩT

(
|∇u|2 + α|∇v|2

)
,

puis

( max
t∈(0,T )

∫
Ω

u2) ≤ 0, ( max
t∈(0,T )

∫
Ω

v2) ≤ 0,

∫
ΩT

|∇u|2 ≤ 0 and
∫

ΩT

|∇v|2 ≤ 0.

Puisque (u, v) ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))2, cela implique u = 0 p.p. dans ΩT et v = 0 p.p. dans

ΩT .
� �

Remarque 2.1 La condition (2.19) peut paraître très restrictive. Cependant, nous pouvons
prendre à nouveau le coefficient φ un nombre arbitrairement grand ( cela correspondra à une
mise à l’échelle de temps), de sorte que les conditions (2.19) peut être satisfaites.En effet, posons

t0 =
T δ2

3K4
+C

4
GC

4
4

(
p (1 + α)4 + α3

) , (p ≥ 2),

nous avons prouvé l’existence et l’unicité pour tous le temps t ∈ [0, t0]. Prenons t tels que t = t0

comme une nouveau temps initial, l’existence et l’unicité sont obtenues pour tous t0 ≤ t ≤ 2 t0.
En utilisant cette observation, nous déduisons le résultat sur [0, T ].
Par ailleurs, puisque α = 0.0125, δ = O(1) et h2 = O(10), la condition (2.20) sur la conduc-
tivité hydraulique n’est pas très restrictive.

Avant d’aborder la détermination les conditions d’optimalité du premier ordre pour
le problème (O), nous devons prouver que l’opérateur qui à la conductivité hydrau-
lique K associe (h(K), h1(K)), la solution du problème (1.10)-(1.13), est continue et
différentiable. Le point principal consiste à trouver les espaces de fonction bien adap-
tés de sorte que le théorème des fonctions implicites soit applicable. Les résultats de
régularité établis pour (h(K), h1(K)) dans le théorème 1.14 et la proposition 1.6 nous
permettront de conclure.

Proposition 2.3 Soit (h1(K), h(K)) la solution de (1.10)-(1.13) associée à la conductivité hy-
draulique K ∈ Uadm et (Fi, Ff ) deux fonctions de L2(0, T ;H−1(Ω)). Le problème défini par :
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1. Trouver (λi, λf ) ∈
(
W (0, T ) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω))

)2 tel queλi(0, .) = λf (0, .) = 0 et :

∫
ΩT

[φ
∂λi
∂t

ϕi + (δ + αTs(h)K(x))∇λi · ∇ϕi + Ts(h)K(x)∇λf · ∇ϕi] dxdt

−
∫

ΩT

λi [K(x)∇h1 · ∇ϕi + αK(x)∇h · ∇ϕi] dxdt

=

∫
ΩT

Fi ϕi dxdt, ∀ϕi ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),∫

ΩT

φ
∂λf
∂t

ϕf +
(
δ + (Ts(h) + Tf (h− h1))K(x)

)
∇λf · ∇ϕf dxdt

−
∫

ΩT

−αTs(h)K(x)∇λi · ∇ϕf + λf K(x)∇h1 · ∇ϕf dxdt

+

∫
ΩT

αλiK(x)∇h·∇ϕf dxdt =

∫
ΩT

Ff ϕf dxdt ∀ϕf ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

(2.23)

admet une unique solution.

2. Étant donné (φ, h2, K+, δ) ∈ (R+
∗ )4 satisfaisant (1.20) pour r = σ > 6,

(
assurant

(h(K), h1(K)) ∈ Lσ(0, T ;W 1,σ(Ω))
)
, il existe s > 2, tel que, si (Fi, Ff ) ∈ Ls(0, T ;W−1,s(Ω))

et (λi(0, .), λf (0, .)) ∈ W 1,s
0 (Ω))2, alors (λi, λf ) ∈ Ls(0, T ;W 1,s

0 (Ω)).

Preuve:
Nous commençcons par établir le point 1) de la proposition.

Existence globale en temps
Pour la stratégie du point fixe, nous introduisons à nouveau l’application F telle que :

F : L2(0, T ;H1
0 (Ω))2 −→ L2(0, T ;H1

0 (Ω))2,

(λ̄f , λ̄i) → F(λ̄f , λ̄i) = (λf , λi),

où λf = F1(λ̄f , λ̄i) et λi = F2(λ̄f , λ̄i), où le couple (λf , λi) est solution du problème
variationnel, ∀w ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) :

∫ T

0

< φ∂tλf , w >V ′,V dt+

∫
ΩT

(δ + K(Tf (h− h1) + Ts(h)))∇λf · ∇w dxdt

+

∫
ΩT

αK(x)Ts(h)∇λ̄i · ∇w dxdt−
∫

ΩT

K(x)λ̄f · ∇h1∇w dxdt

+

∫
ΩT

α λ̄iK(x)∇h · ∇w dxdt =

∫
ΩT

Ff w dxdt, (2.24)
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et ∫ T

0

< φ∂tλi, w >V ′,V dt+

∫
ΩT

(δ + αKTs(h))∇λi · ∇w dxdt

+

∫
ΩT

K(x)Ts(h)∇λf · ∇w dxdt−
∫

ΩT

K(x)∇(h1 + αh) · λ̄i∇w dxdt

=

∫
ΩT

Fiw dxdt. (2.25)

Nous savons grâce à la théorie classique sur les équations paraboliques et elliptiques
linéaires que le précédent système variationnel admet une unique solution.
Montrons la continuité de F , donc celles de F1 et F2 .

Continuité séquentielle de F1 pour la convergence faible.

Soit (λ̄nf , λ̄
n
i ) une suite de fonction de W (0, T )2 et (λ̄f , λ̄i) ∈ W (0, T )2 tel que

(λ̄nf , λ̄
n
i )→ (λ̄f , λ̄i) faiblement in W (0, T )2,

d’où λ̄nf → λ̄f , faiblement dans L2(0, T, V ) et
dλ̄nf
dt
→ dλ̄f

dt
faiblement dans L2(0, T, V ′) .

Posons λf,n = F1(λ̄nf , λ̄
n
i ) et λf = F1(λ̄f , λ̄i), montrons qu’alors λf,n → λf faiblement

dans W (0, T ).
Pour tout n ∈ N, λf,n satisfait (2.12). Choisissons un τ ∈ [0, T ] et prenonsw = λf,nχ(0,τ)(t)

dans (2.12) nous obtenons

φ

∫ τ

0

< ∂tλf,n, λf,n >V ′,V dt+

∫
Ωτ

(δ +K(Tf (h− h1) + Ts(h)))∇λi,n · ∇λi,n dxdt

+

∫
Ωτ

αK(x)Ts(h)∇λ̄i,n · ∇λf,n dxdt︸ ︷︷ ︸
(1)

−
∫

Ωτ

K(x)∇h1 · λ̄f,n∇λf,n dxdt︸ ︷︷ ︸
(2)

+

∫
ΩT

α λ̄i,nK(x)∇h · ∇λf,n dxdt︸ ︷︷ ︸
(3)

= −
∫

Ωτ

Ff w dxdt︸ ︷︷ ︸
(4)

(2.26)

Les fonctions λf,n appartiennent à W (0, T ) et donc à C([0, T ];L2(Ω)). D’après le lemme
de Mignot (cf. [28]), nous pouvons écrire∫ τ

0

〈∂tλf,n, λf,n〉V ′,V dt =
1

2
||λf,n(·, τ)||2H − ||λf,n(0, ·)||2H︸ ︷︷ ︸

=0

).

D’autre part, nous avons∫
Ωτ

(
δ +K(Tf (h− h1) + Ts(h))

)
∇λf,n · ∇λf,n dxdt ≥ δ||∇λf,n||2L2(0,τ ;H).
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Prendre M > 0 tel que

sup
n≥0
‖λ̄nf‖W (0,T )∩L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤M and sup

n≥0
‖λ̄ni ‖W (0,T )∩L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤M.

Par ailleurs, grâce aux inégalités de Cauchy-Schwarz, de Young et de Gagliardo-Nirenberg,
on obtient ∀ε > 0 :

|(1)| ≤ K+h2M
√
τ ||∇λf,n||L2(Ωτ ) ≤

K2
+h

2
2M

2τ

2ε
+
ε

2
||∇λf,n||2L2(Ωτ ),

|(2)| ≤
∫ τ

0

|
∫

Ω

K(x)∇h1 · ∇λf,nλ̄nfdxdt|

≤
∫ τ

0

K+(

∫
Ω

|∇h1|4dx)1/4(

∫
Ω

λ̄4
f,ndx)1/4(

∫
Ω

|∇λnf |2)1/2dt

≤ K+C4M(

∫
Ω

|∇λnf |2)1/2

≤
K2

+M
2C2

4

4ε
+
ε

4
(

∫
Ω

|∇λnf |2),

|(3)| ≤
α2K2

+M
2C2

4

4ε
+
ε

4
(

∫
Ω

|∇λnf |2).

finalement

|(4)| ≤ 1

2ε

∫
ΩT

F 2
f dx+

ε

2
max
t∈(0,τ))

||λf,n||2L2(Ω).

En rassemblant ces inégalités, nous obtenons :

φ

2
||λf,n||2L2(Ω) + (δ − ε)||∇λf,n||2L2(Ωτ ) ≤

ε

2
max
t∈(0,τ)

||λf,n||2L2(Ω) + C, (2.27)

où C est une constante ne dépendant que des données et de M .

Choisissons ε > 0 tel que δ − ε > 0 et
φ

2
− ε > 0, nous déduisons de (2.27) qu’il existe

deux réels AM(h, hobs, h1, h1,obs, K, α, C4, δ, φ, h2, T ) et
BM(h, hobs, h1, h1,obs, K, α, C4, δ, φ, h2, T ) dépendant seulement des données du problème
tels que

||λf,n||2L∞(0,T,H) ≤ AM and ||λf,n||2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ BM .

Donc la suite (λf,n)n est uniformément bornée dans L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)). On

pose CM = max(AM , BM).
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Nous allons établir que (∂tλf,n)n est bornée dans L2(0, T ;V ′) ∩ L1(0, T ;H).

φ ||∂tλf,n||L2(0,T ;V ′)∩L1(0,T ;H) =

sup
||w||(L2(0,T,V )∩L∞(0,T ;H))≤1

| −
∫

ΩT

(δ +K(Tf (h− h1) + Ts(h)))∇λf,n · ∇wdxdt︸ ︷︷ ︸
(1)

−
∫

ΩT

αK(x)Ts(h)∇λ̄ni · ∇w︸ ︷︷ ︸
(2)

+

∫
ΩT

K(x)∇h1 · ∇wλ̄nf dxdt︸ ︷︷ ︸
(3)

+

∫
ΩT

αK(x)λ̄ni∇h · ∇w dxdt︸ ︷︷ ︸
(4)

−
∫

ΩT

Ffw dxdt︸ ︷︷ ︸
(5)

|

Le principe des calculs étant le même que dans les inégalités précédentes, nous n’indi-
querons que les estimations clefs :

|(1)| ≤ (δ +K+h2)CM ||w||L2(0,T ;V ),

|(2)| ≤ αK+h2M ||w||L2(0,T ;V ),

|(3)| ≤ K+MC4 ‖w‖1/4
L∞(0,T ;H)||w||

1/2

L2(0,T ;V ),

|(4)| ≤ αK+MC4||w||L2(0,T ;V ),

|(5)| ≤ ||Ff ||L2(ΩT )||w||L2(0,T ;V ).

En rassemblant les précédentes estimations, nous concluons que

||∂tλf,n||L2(0,T ;V ′)∩L1(0,T ;H) ≤ DM ,

où DM ne dépend que des données.

Ainsi la suite
(
λf,n

)
n

est uniformément bornée dans l’espace W (0, T ). En utilisant
le lemme d’Aubin, nous extrayons une suite, non renommée pour simplifier, (λf,nk)k,
convergeant fortement dansL2(ΩT ), presque partout dans (0, T )×Ω, et faiblement dans
W (0, T ) vers une limite noté µf . Grâce à la convergence forte de (λf,n)n dans L2(ΩT ) (et
donc la convergence p.p. dans ΩT ), nous vérifions que µf est une solution de l’équation
(2.24) par le théorème de convergence dominée. Il en résulte que µf est solution de
l’équation (2.24) et satisfait les conditions initiales et aux bords. D’après l’unicité de
la solution, Nous concluons que µf = λf et que la suite λf,n → λf faiblement dans
W (0, T ).

la continuité séquentielle de F1 pour la topologie faible de W (0, T ) est établi.
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Continuité séquentielle de F2 pour la convergence faible.

De la même façon, nous montrons la continuité de F2 en posant λi,n := F2(λ̄nf , λ̄
n
i ),

λi := F2(λ̄f , λ̄i), et en montrant que λi,n → λi faiblement dansW (0, T ) . Les estimations
clés sont obtenues en utilisant le même type d’arguments que celles de la preuve du
continuité séquentielle de F1, et les détails seront omis. Nous soulignons que nous
pouvons utiliser l’estimation (2.28) précédemment montrer pour λf,n pour obtenir les
estimations suivants pour λi,n :

||λi,n||L∞(H) ≤ EM = EM
(
δ,K, λi,0, l,M,CM

)
, (2.28)

||λi,n||L2(0,T ;V ) ≤ FM = FM
(
δ,K, λi,0, l,M,CM

)
. (2.29)

On pose
C ′M := max(EM , FM),

nous obtenons

||∂tλi,n||L2(0,T ;V ′)∩L1(0,T ;H) ≤ D′M , (2.30)

Existence de Z ⊂ W (0, T )2 tel que F(Z) ⊂ Z .

On vient de montrer qu’il existe un ensemble convexe fermé borné non vide deW (0, T )2,
Z , tel que F(Z) ⊂ Z .
De nouveau, nous prenons λf (resp. αλi ) dans (2.24) (resp. dans (2.25)) et nous ajou-
tons les deux équations ainsi obtenues, ce qui conduit à :

φ

2

∫
Ω

(
αλ2

i + λ2
f

)
+ δ

∫
ΩT

(
α|∇λi|2 + |∇λf |2

)
+

∫
ΩT

α2K(x)Ts(h)|∇λi|2

+

∫
ΩT

K(x) (Tf (h− h1) + Ts(h)) |∇λf |2 + α

∫
ΩT

K(x)Ts(h)∇λ̄i · ∇λf︸ ︷︷ ︸
(1)

+ α

∫
ΩT

K(x)Ts(h)∇λf · ∇λi︸ ︷︷ ︸
(2)

−α
∫

ΩT

K(x)(∇h1 + α∇h) · ∇λiλ̄i︸ ︷︷ ︸
(3)

−
∫

ΩT

K(x)∇h1 · ∇λf λ̄f︸ ︷︷ ︸
(4)

+

∫
ΩT

αK(x)λ̄i∇h · ∇λf︸ ︷︷ ︸
(5)

= −
(
α

∫
ΩT

Fiλi +

∫
ΩT

Ffλf
)

︸ ︷︷ ︸
(6)

.
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Mais

|(1)| ≤ 3

4φ

∫
ΩT

K(x)Ts(h)|∇λf |2 +
α

3φ

∫
ΩT

K(x)Ts(h)|∇λ̄i|2,

|(2)| ≤ 1

4φ

∫
ΩT

K(x)Ts(h)|∇λf |2 + α2

∫
ΩT

K(x)Ts(h)|∇λi|2,

|(3)| ≤ ε1ε2
4

max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ̄i
2

+
K4

+C
4
4C

4
Gα

4(1 + α)4

2ε2

∫
ΩT

|∇λ̄i|2 +
α

2ε1

∫
ΩT

|∇λi|2

|(4)| ≤ ε3ε4
4

max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ̄f
2

+
K4

+C
4
4C

4
G

2ε4

∫
ΩT

|∇λ̄f |2 +
1

2ε3

∫
ΩT

|∇λf |2,

|(5)| ≤ ε5ε6
4

max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ̄i
2

+
K4

+C
4
4C

4
Gα

4

2ε6

∫
ΩT

|∇λ̄i|2 +
α

2ε5

∫
ΩT

|∇λf |2

finalement

|(6)| ≤ αφ

4
( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
i ) +

φ

4
( max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
f ) +

1

φ

∫
ΩT

F 2
f +

1

αφ

∫
ΩT

F 2
i .

Choisir ε1 = ε2 = ε5 = ε6 = (
αφ

4
)

1
2 , ε3 = ε4 = (

φ

2
)

1
2 , nous obtenons

αφ

4
max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
i +

φ

4
max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
f + α(δ − 1

αφ
)

∫
ΩT

|∇λi|2

+(δ − 1

φ
− 1

α
1
2φ

1
2

)

∫
ΩT

|∇λf |2 ≤
αφ

8
max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ̄2
i +

φ

8
max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ̄f
2

α
(K+ h2

3φ
+
K4

+C
4
4C

4
Gα

5
2 (1 + α)4

φ
1
2

+
K4

+C
4
4C

4
Gα

5
2

φ
1
2

) ∫
ΩT

|∇λ̄i|2 +
K4

+C
4
4C

4
G

φ

∫
ΩT

|∇λ̄f |2

+
1

φ

∫
ΩT

F 2
f +

1

αφ

∫
ΩT

F 2
i .

Nous supposons que le coefficient φ est assez grand, tel que

K+ h2

3φ
+
K4

+C
4
4C

4
Gα

5
2 (1 + α)4

φ
1
2

+
K4

+C
4
4C

4
Gα

5
2

φ
1
2

≤ δ

4
(2.31)

et

δ − 1

φ
− 1

α
1
2φ

1
2

≥ δ

2
. (2.32)

De plus, nous avons choisi la constante M > 0 tel que

M ≥ 2×
(1

φ

∫
ΩT

F 2
f +

1

αφ

∫
ΩT

F 2
i

)
, (2.33)
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par conséquent, nous pouvons conclure que

φ

4

(
α max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
i + max

t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
f

)
+
δ

2

(
α

∫
ΩT

|∇λi|2 +

∫
ΩT

|∇λf |2
)

≤ φ

8

(
α max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ̄i
2

+ max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ̄f
2)

+
δ

4

(
α

∫
ΩT

|∇λ̄i|2 +

∫
ΩT

|∇λ̄f |2
)

+
M

2
.(2.34)

Si
φ

4

(
αmaxt∈(0,T )

∫
Ω

λ̄i
2

+ max
t∈(0,T )

∫
Ω

λ̄f
2)

+
δ

2

(
α

∫
ΩT

|∇λ̄i|2 +

∫
ΩT

|∇λ̄f |2
)
≤M , alors (2.34)

implique que
φ

4

(
αmaxt∈(0,T )

∫
Ω

λ2
i + max

t∈(0,T )

∫
Ω

λ2
f

)
+
δ

2

(
α

∫
ΩT

|∇λi|2 +

∫
ΩT

|∇λf |2
)
≤M .

On poseZ l’ensemble bornée fermé convexe non vide deW (0, T )×W (0, T ) Défini par :

Z = {(gi, gf ) ∈ W (0, T )×W (0, T ); gi(0) = 0, gf (0) = 0,

φ

4

(
α max
t∈(0,T )

∫
Ω

g2
i + max

t∈(0,T )

∫
Ω

g2
f

)
+
δ

2

(
α

∫
ΩT

|∇gi|2 +

∫
ΩT

|∇gf |2
)
≤M},

nous avons établi que F(Z) ⊂ Z . Le théorème de Schauder nous permet de conclure
qu’il y a un couple (λi, λf ) ∈ Z tel que F(λi, λf ) = (λi, λf ). Ce point fixe est une solu-
tion faible du problème (2.23).

Concernant le point 2), Nous utilisons à nouveau le résultat de régularité de Meyers
en remarquant que, puisque (λi, λf ) ∈

(
W (0, T ) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω))

)2 et ((h − hD, h1 −
h1,D) ∈ Lσ(0, T ;W 1,σ

0 (Ω)), nous pouvons trouver s ∈]2, σ[ tel que div(X1(h)K λl∇h),

l ∈ {i, f} appartient à Ls(0, T ;W−1,s(Ω)) (et le même pour les termes avec h1). En effet
λl(t, .) ∈ H1

0 (Ω) ⊂ Lp(Ω), ∀p ∈ [1,∞[ et h− hD ∈ Lσ(0, T ;W 1,σ
0 (Ω)) ,

avec σ > 6, alors

∫ T

t0

∫
Ω

|λl|s|∇h|s ≤ ‖∇h‖sLσ(ΩT
(

∫ T

t0

∫
Ω

|λl|sσ/(σ−s) dxdt)
σ − s
s ,

≤ ‖∇h‖sLσ(ΩT

( ∫ T

t0

‖λl‖2
L2(Ω) ‖λl‖2

H1
0 (Ω) (

∫
Ω

|λl|2 (sσ/(σ−s)−2) dx)1/2dt
)σ − s

s ,

≤ ‖∇h‖sLσ(ΩT
‖λl‖2(σ−s)/s

L∞(0,T ;L2(Ω))

( ∫ T

t0

‖λl‖2
H1

0 (Ω) (

∫
Ω

|λl|2 (sσ/(σ−s)−2) dx)1/2dt
)σ − s

s ,

≤ ‖∇h‖sLσ(ΩT
‖λl‖5(σ−s)/2s

L∞(0,T ;L2(Ω)) ‖λl‖
2 (σ−s)/s
L2(0,T ;H1

0 (Ω))
,

si s > 2 est choisi tel que
sσ

(σ − s)
= 3, c’est à dire s =

3σ

3 + σ
( qui est > 2 si σ > 6), nous

obtenons le résultat annoncé. Nous traitons directement les autres termes de (2.23)
puisque les fonctions Ts et Tf appartiennent à L∞(ΩT ).
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Régularité de l’opérateur K → (h(K), h1(K)).
Nous introduisons, Q, l’opérateur qui associe à la conductivité hydraulique K la solu-
tion du (1.10)-(1.13), (h(K), h1(K)), et nous allons vérifier que Q est continue et diffé-
rentiable sur des espaces de fonction appropriés. Dans ce but, nous définissons l’appli-
cationR comme suit

R : Z(0, T )2 × Int(U) −→ L2(0, T ;H−1(Ω))

(h̄1, h̄, K) −→ R(h̄1, h̄, K)

où

Z(0, T ) = W (0, T ) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω))

et

U = {K ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω), Km ≤ K ≤ KM et TV (K) ≤ C}, avec c < C,

où c est la constante défini par Uadm et (h̄1, h̄) = (h1 − h1,D, h − hD). Nous notons que
Uadm ⊂ Int(U) où ′Int′ désigne l’intérieur de U pour le topologie de BV (Ω) ∩ L∞(Ω)

(cf. [71]).
Alors, ∀ (ϕi, ϕf ) ∈ L2(0, T ;W 1,2

0 (Ω))2, nous avons

< R(h̄1, h̄, K), (ϕi, ϕf ) >

=

∫ T

t0

∫
Ω

φ
∂h

∂t
ϕi dxdt+

∫ T

t0

∫
Ω

φ
∂h1

∂t
ϕf dxdt

+

∫ T

t0

∫
Ω

K(x)Ts(h)∇h1 · ∇ϕi dxdt+

∫ T

t0

∫
Ω

αK(x)Ts(h)∇h · ∇ϕf dxdt

+

∫ T

t0

∫
Ω

(δ +K(x)(Ts(h) + Tf (h− h1)))∇h1 · ∇ϕf dxdt

+

∫ T

t0

∫
Ω

(δ + αK(x)Ts(h))∇h · ∇ϕi dxdt

+

∫ T

t0

∫
Ω

Qsϕi dxdt+

∫ T

t0

∫
Ω

(Qs +Qf )ϕf dxdt.

(2.35)
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De plus, nous pouvons calculer les différentielles de R par rapport à (h1, h) et à K

comme suit, ∀λ = (λi, λf ) ∈ Z(0, T )2

< D(h̄1,h̄)R(h̄1, h̄, K).λ, (ϕi, ϕf ) >

=

∫
ΩT

(
φ
∂λi
∂t

ϕi + (δ + αTs(h)K(x))∇λi · ∇ϕi + Ts(h)K(x)∇λf · ∇ϕi
)
dxdt

−
∫

ΩT

λi

(
K(x)∇h1 · ∇ϕi + αK(x)∇h · ∇ϕi

)
dxdt+

∫
ΩT

φ
∂λf
∂t

ϕf dxdt

+

∫
ΩT

(
δ + (Ts(h) + Tf (h− h1))K(x)

)
∇λf · ∇ϕf + αTs(h)K(x)∇λi · ∇ϕf dxdt

−
∫

ΩT

(
λf K(x)∇h1 · ∇ϕf + αλiK(x)∇h·∇ϕf

)
dxdt, (2.36)

et ∀L ∈ Int(U)

< DKR(h̄1, h̄, K).L, (ϕi, ϕf ) >

=

∫
ΩT

LTs(h)(α∇h + ∇h1) · ∇ϕi dxdt

+

∫
ΩT

L
(

(Ts(h) + Tf (h− h1))∇h1 + αTs(h)∇h
)
· ∇ϕf dxdt (2.37)

� �

Proposition 2.4 L’application Q est continue et différentiable de Uadm dans Z(0, T )2.

Preuve:

Nous allons appliquer le théorème des fonctions implicites à l’applicationR.
Nous voulons d’abord prouver queR est continue et différentielle de Z(0, T )2×Int(U)

dans L2(0, T ;H−1(Ω)).
Puisque les fonctions Ts et Tf appartiennent à L∞(ΩT ), la continuité de R est claire.
De la même façon, DKR(h̄1, h̄, K) est continûment différentiable sur Z(0, T )2× Int(U).
Concernant la continuité de D(h̄1,h̄)R(h̄1, h̄, K) sur Z(0, T )2× Int(U) au point (h̄1, h̄, K)
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(où (h̄1(K), h̄(K)) est solution de (1.10)-(1.13)), nous écrivons ∀ (ϕi, ϕf ) ∈ L2(0, T ;W 1,2
0 (Ω))2

| < D(h̄1,h̄)R(h̄1, h̄, K).λ, (ϕi, ϕf ) > | ≤
φ
(
‖λi‖L2(0,T ;H−1)‖ϕi‖L2(0,T ;H1

0 ) + ‖λf‖L2(0,T ;H−1)‖ϕf‖L2(0,T ;H1
0 )

)
+(δ + αKMh2)‖∇λi‖L2(ΩT )‖∇ϕi‖L2(ΩT ) + KMh2‖∇λf‖L2(ΩT )‖∇ϕi‖L2(ΩT )

+(δ +KMh2)‖∇λf‖L2(ΩT )‖∇ϕf‖L2(ΩT ) + αKMh2‖∇λi‖L2(ΩT )‖∇ϕf‖L2(ΩT )

+KM‖λi‖1/2

L∞(0,T ;L2(Ω))‖λi‖
1/2

L2(0,T ;H1
0 (Ω))
‖∇h1‖L4(ΩT )‖∇ϕi‖L2(ΩT )

+αKM ‖λi‖1/2

L∞(0,T ;L2(Ω))‖λi‖
1/2

L2(0,T ;H1
0 (Ω))
‖∇h‖L4(ΩT )‖∇ϕi‖L2(ΩT )

+KM‖λf‖1/2

L∞(0,T ;L2(Ω))‖λf‖
1/2

L2(0,T ;H1
0 (Ω))
‖∇h1‖L4(ΩT )‖∇ϕf‖L2(ΩT )

+αKM‖λi‖1/2

L∞(0,T ;L2(Ω))‖λi‖
1/2

L2(0,T ;H1
0 (Ω))
‖∇h‖L4(ΩT )‖∇ϕf‖L2(ΩT ) (2.38)

De plus, d’après la proposition 2.3, on déduit que D( ¯h1(K), ¯h(K))R(h̄1, h̄, K) est un iso-
morphisme de Z(0, T )2 vers L2(0, T ;W−1,2(Ω))2, pour tout K ∈ Uadm.
Les hypothèses requises pour l’application du théorème des fonctions implicites sont
satisfaites, ce qui termine la démonstration de la proposition.

� �

Remarque 2.2 Si nous supposons que (φ, h2, K+, δ) ∈ (R+
∗ )4 satisfait (1.20) pour r > 6, ainsi

(h(K), h1(K)) ∈ Lr(0, T ;W 1,r). alors, grâce au point 1) de proposition 2.3,D( ¯h1(K), ¯h(K))R(h̄1, h̄, K)

est un isomorphisme de Z(0, T ) ∩ Ls(0, T ;W 1,s
0 (Ω)) vers Ls(0, T ;W−1,s(Ω)), pour tout K ∈

Uadm, avec s > 2 défini dans la Proposition 2.3 b). Dans ce cas, nous pouvons appliquer le théo-
rème de fonction implicite à l’opérateur R sur Z(0, T ) ∩ Ls(0, T ;W 1,s

0 (Ω)), comme c’est fait
dans [71]. Mais, en fait, en utilisant la régularité de (h1(K), h(K), cela n’est pas nécessaire.

Nous considérons le système comme une contrainte pour le problème d’optimisation
et nous considérons le Lagrangien L défini par (2.7). La solution correspond donc à
un point de selle du Lagrangien considéré comme une fonction des variables indépen-
dantes h, h1, λi, λf et K, avec λi et λf les multiplicateurs de Lagrange. Le minimum
requis, K∗, satisfait le système d’optimalité (2.7).

Proposition 2.5 Soit K∗ une solution du problème (O), il existe un couple (h∗ − hD, h
∗
1 −

h1,D) ∈ W (0, T )× L2(0, T,H1
0 (Ω)) et un couple λ∗ = (λ∗i , λ

∗
f ) ∈ W (0, T )× L2(0, T,H1

0 (Ω))

satisfaisant le système d’optimalité déterminé par le problème direct (1.10)-(1.13), le problème
adjoint (2.8) et tel que, pour tout K ∈ Uadm

DKJ (K∗) · (K(x)−K∗(x)) ≥ 0, (2.39)
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avec

DKJ (K∗) ·K =

∫
ΩT

KTs(h
∗)(α∇h∗ +∇h∗1) · ∇λ∗i dxdt

+

∫
ΩT

K
(
(Ts(h

∗) + Tf (h
∗ − h∗1))∇h∗1 + αTs(h

∗)∇h∗
)
· ∇λ∗f dxdt. (2.40)

Preuve:

Grâce à Proposition 2.5, l’applicationK −→ (h(K), h1K)) implicitement définie par
le problème direct (1.10)-(1.13), est différentiable, alors l’application K −→ J (K) =

L(K,h(K), h1(K), λi, λf ) est aussi différentiable par rapport à (K,h, h1) et

DKJ (K∗) · L = ∂KL(K∗, h(K∗), h1(K∗), λi, λf ) · L+ ∂(h,h1)L(K∗, h(K∗), h1(K∗), λi, λf ).H,

où Le lagrangien L est défini par (2.7) et H = d
dK

(h(K), h1(K))(K∗).L = (ϕi, ϕf ). En
outre, chaque minimum de J sur Uadm vérifie (2.39).
De plus, le gradient de la fonction coût est donné par, ∀δK ∈ Uadm

DKJ (K∗) (δK) =∫
ΩT

δK [Ts(h
∗)(α∇h∗ +∇h∗1) · ∇λi +

(
(Ts(h

∗) + Tf (h
∗ − h∗1))∇h∗1 + αTs(h

∗)∇h∗
)
· ∇λf ] dxdt

+

∫
ΩT

[−φ∂λi
∂t

ϕi + (δ + αK∗Ts(h
∗))∇λi · ∇ϕi + αK∗Ts(h

∗)∇λf · ∇ϕi] dxdt

−
∫

ΩT

[K∗∇h∗1 · ∇λi + αK∗∇h∗ · ∇((λi + λf )]ϕi dxdt−
∫

ΩT

(hobs − h∗)ϕi dxdt,

+

∫
ΩT

[−φ∂λf
∂t

ϕf +
(
(δ +K∗ (Tf (h

∗ − h∗1) + Ts(h
∗)))∇λf

)
· ∇ϕf ] dxdt (2.41)

+

∫
ΩT

K(x)Ts(h
∗)∇λi · ∇ϕf dxdt−

∫
ΩT

K∗∇h∗1 · ∇λf ϕf dxdt−
∫

ΩT

(h1,obs − h∗1)ϕf dxdt,

avec h∗ = h(K∗), h∗1 = h1(K∗). On déduit de la proposition 2.2, que le problème adjoint
admet une unique solution λ∗i = λi(K

∗, h∗, h∗1), λ∗f = λf (K
∗, h∗, h∗1), puis en prenant

λi = λ∗i et λf = λ∗f dans (2.42), nous obtenons (2.39), ce qui termine la preuve. � �
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons mettre en oeuvre une méthode numérique résolvant
le problème d’optimisation présenté au chapitre précédent. Notons qu’une étude si-
milaire a été faite dans [72]. Les auteurs s’intéressent à la résolution numérique du
problème d’identification de la conductivité hydraulique pour le problème d’intrusion
saline dans le cas d’un aquifère confiné, le système d’optimalité est, alors, discrétisé par
une méthode d’éléments finis, Pour résoudre le problème d’optimisation, les auteurs
ont utilisé la bibliothèque Éléments finis C ++ Rheolef et un programme C / C ++ basé
sur le package d’optimisation avancé (TAO) qui implémente l’algorithme BLMVM.
Dans ce chapitre, nous allons généraliser cette étude au cas d’un aquifère libre.
Nous notons d’abord que, concrètement, nous n’avons que des observations spéci-
fiques (en espace et en temps) correspondant au nombre de puits, nous devons donc
adapter les résultats précédents au cas de données d’observations discrètes. Le gra-
dient de la fonction coût est calculé grâce à des formules approchées afin de prendre
en compte les données d’observations discrètes. La fonction coût est ensuite minimi-
sée en utilisant une méthode basée sur l’algorithme BLMVM(Bounded Limited Me-
mory Variable Metric), qui utilise des gradients projetés pour construire une matrice
BFGS(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) à mémoire limitée et pour déterminer un
pas de descente. La longueur du pas est calculée en utilisant la méthode de recherche
linéaire qui l’oblige à satisfaire la condition d’Armijo et qui tente également de vérifier
la condition de courbure.
Ce chapitre s’organise comme suit : Dans la second paragraphe de ce chapitre, nous
présentons les schémas numériques utilisés pour la résolution du problème exact ainsi
que celle du problème adjoint. Les schémas sont basés sur la méthode éléments fi-
nis P1-Lagrange pour la résolution spatiale combinée à un schéma semi-implicite en
temps. Un résultat de convergence pour le problème adjoint est prouvé montrant que
le schéma est d’ordre 1 en temps et d’ordre k en espace. Puis dans le troisième para-
graphe, nous décrivons la méthode numérique et nous présentons les algorithmes uti-
lisés. Enfin, nous concluons ce chapitre par certains résultats numériques pour illustrer
la capacité de la méthode à déterminer les paramètres inconnus.
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3.2 Présentation du schéma Élément fini et existence de
la solution approchée

Soit Tb, b ∈ [0, 1] une triangulation régulière du domaine Ω, nous introduisons l’es-
pace approché

V k
b := {w ∈ H1

0 (Ω); ∀K ∈ Tb , w|K ∈ Pk(K) / k ≥ 1}.

On note Ib ∈ L(Hk+1(Ω), V k
b ) l’opérateur d’interpolation de Lagrange alors il existe

une constante CI > 0 telle que

∀v ∈ Hk+1(Ω), ‖v − Ib(v)‖L2 + b ‖v − Ib(v)‖H1 ≤ CI b
k+1‖v‖Hk+1 . (3.1)

En considérant k ≥ 1, l’injection suivant est continue

Hk+1(Ω) ⊂ C0(Ω̄).

Nous introduisons Pb l’opérateur de projection orthogonale sur V k
b telle que

∀vb ∈ V k
b , a(Pb(w), vb) = a(w, vb) :=

∫
Ω

∇w · ∇vb dx (3.2)

on en déduit de (3.1) que ∀w ∈ C1([0, T ];Hk+1(Ω)), ∀j ∈ {0, 1} :

‖w − Pb(w)‖Cj([0,T ];L2) + b ‖w − Pb(w)‖Cj([0,T ];H1) ≤ CI b
k+1 ‖w‖Cj([0,T ];Hk+1(Ω)). (3.3)

Par ailleurs, nous rappelons qu’il existe une constante C(b) > 0 telle que

‖w‖H1
0 (Ω) ≤ C(b)‖w‖L2(Ω), ∀w ∈ V k

b , (3.4)

où la constante C(b) dépend de la discrétisation de l’espace V k
b , dans notre cas, et pour

un maillage quasi-uniforme
C(b) ≤ c b−1.

Enfin, nous notons ψn l’approximation d’une fonction ψ au temps tn = n · δt, n = 1, N

avec δt = T
N

.

3.2.1 Description du schéma numérique

On suppose que (hnb , h
n
1,b) appartenant à (Ib(hD) + V k

b ) × (Ib(h1,D) + V k
b ) vérifient

le principe de maximum 0 ≤ hn1,b ≤ hnb ≤ h2. Nous considérons le problème direct
approché suivant
Trouver (hn+1

b , hn+1
1,b ) ∈ (Ib(hD) + V k

b )× (Ib(h1,D) + V k
b ), tel que ∀w ∈ V k

b :
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∫
Ω

(
φ
hn+1

1,b − hn1,b
δt

w +
[
δ∇hn+1

1,b − Tf (h
n
b − hn1,b)K∇hn+1

1,b − Ts(h
n
b )K∇(hn+1

1,b + hnb )
]
· ∇w

)
dx

+

∫
Ω

(Qn+1
s +Qn+1

f )w dx = 0 ,∫
Ω

(
φ
hn+1
b − hnb
δt

w +
[
Ts(h

n
b )K∇(hn+1

b − hn+1
1,b ) + δ∇hn+1

b

]
· ∇w +Qn+1

s w
)
dx = 0

et

(h0
b , h

0
1,b) = (Ib(h0), Ib(h1,0)).

Le problème adjoint approché est défini par :
Trouver (λn+1

i,b , λn+1
f,b ) ∈ V k

b × V k
b tel que ∀W ∈ V k

b∫
Ω

φ
λn+1
f,b − λnf,b

dt
W +

∫
Ω

δ∇λn+1
f,b · ∇W +

∫
Ω

KTf (h
N−n−1 − hN−n−1

1 )∇λn+1
f,b · ∇W

+

∫
Ω

KTs(h
N−n−1)∇(λn+1

f,b + λni,b) · ∇W −
∫

Ω

K∇hN−n−1
1 · ∇λn+1

f,b W

=

∫
Ω

(hN−n−1
1,obs − hN−n−1

1 )W

(3.5)

et ∫
Ω

φ
λn+1
i,b − λni,b
dt

W +

∫
Ω

δ∇λn+1
i,b · ∇W +

∫
Ω

αKTs(h
N−n−1)

(
∇λn+1

f,b +∇λn+1
i,b

)
· ∇W

−
∫

Ω

K
(
∇hN−n−1

1 + α∇hN−n−1
)
· ∇λn+1

i,b W −
∫

Ω

αK∇hN−n−1 · ∇λn+1
f,b W

=

∫
Ω

(hN−n−1
obs − hN−n−1)W

(3.6)

Lemme 3.1 Soit h0
b et h0

1,b donnés dans (Ib(hD) + V k
b )× (Ib(h1,D) + V k

b ), le problème adjoint
approché (3.5)-(3.6) admet une unique solution (λnf,b, λ

n
i,b) ∈ (V k

b )× (V k
b ).

Preuve:
Nous prouvons ce résultat par récurrence sur n :
Soit A1, A2 les formes bilinéaires continues définies sur V k

b × V k
b par

A1(u,w) =

∫
Ω

φuw

δt
dx +

∫
Ω

(
δ + αKTs(h

N−n)
)
∇u · ∇W dx

−
∫

Ω

K
(
∇hN−n1 + α∇hN−n

)
· ∇u ·W dx,
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et

A2(v, w) =

∫
Ω

φvw

δt
dx +

∫
Ω

(
δ +K(h2 − hN−n1 )

)
∇v · ∇W dx

−
∫

Ω

K∇hN−n1 · ∇vW dx.

Nous introduisons L1, L2 les formes linéaires continues définies sur V k
b par

L1(w) = −
∫

Ω

αKTs(h
N−n)∇λnf,b · ∇W dx+

∫
Ω

αK∇hN−n · λnf,bW

+

∫
Ω

(λni,b
δt

+ (hobs − h)
)
W dx,

et

L2(w) =

∫
Ω

KTs(h
N−n)∇λni,b · ∇W dx+

∫
Ω

(λnf,b
δt

+ (h1,obs − h1)
)
W dx.

Le problème approché peut ainsi s’écrire :


Trouver (λn+1

f,b , λ
n+1
i,b ) ∈ (Ib(λf,D) + V k

b )× (Ib(λi,D) + V k
b ), tel que

A1(λn+1
i,b , w) = L1(w), ∀w ∈ V k

b ,

A2(λn+1
f,b , w) = L2(w) ∀w ∈ V k

b .

Comme Tf (h
n
b − hn1,b) ≥ 0 et Ts(hnb ) ≥ 0, les coercitivités de A1 et A2 sur V k

b sont
évidentes. En utilisant le théorème de Lax-Milgram, on vérifie que pour le couple
(λn+1

i,b , λn+1
f,b ) est bien défini et unique. � �

3.2.2 Résultat de convergence pour le schéma discrétisant le problème
adjoint

Nous allons énoncer ici un théorème montrant que le schéma discrétisant le pro-
blème adjoint est d’ordre 1 en temps et d’ordre k en espace sous une condition de
stabilité classique liant le pas de discrétisation en temps au carré de celui en espace.
Un résultat analogue a été prouvé pour le schéma discrétisant le problème exact. Il fait
l’objet d’un article soumis à APNUM mis en annexe. Pour démontrer ce résultat, nous
utilisons la régularité spécifique de notre problème direct, en particulier la régularité
L4 des gradients des inconnus (h, h1).
On suppose que les paramètres δ, K+ et K− satisfont les conditions

(δ − 16

3
α̃
K+

K−
) > 0 et

(
φ− (

2K2
−

α̃
+

3δ

8h2
2

+
9

8α̃
)
8C4K−G

3
4

α̃2

)
> 0, (3.7)

avec 0 < α̃ < 1. Nous pouvons alors énoncer le résultat de convergence suivant :
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Théorème 3.1 Si la condition de stabilité( φ

2δt
−

2h2K
2
+C(b)2

δ

)
> 0 (3.8)

est satisfaite, alors il existe une constante C > 0, telle que pour toute solution (h, h1) du
problème (1.11)-(1.13) dans Y (ΩT ) := C2([0, T ], L2(Ω)) ∩ C1([0, T ], Hk+1(Ω)), k ≥ 1, nous
avons les estimations d’erreur suivantes

max
0≤n≤N

‖λf (tn)− λnf,b‖L2 ≤ C (bk + δt) max(‖λf‖Y (ΩT ), ‖λi‖Y (ΩT )) (3.9)

max
0≤n≤N

‖λi(tn)− λni,b‖L2 ≤ C (bk + δt) max(‖λf‖Y (ΩT ), ‖λi‖Y (ΩT )), (3.10)

[ φ
δt

N∑
n=1

‖λf (tn)− λnf,b‖2
H1

] 1
2 ≤ C (bk + δt) max(‖λf‖Y (ΩT ), ‖λi‖Y (ΩT )), (3.11)

et [ φ
δt

N∑
n=1

‖λi(tn)− λni,b‖2
H1

] 1
2 ≤ C (bk + δt) max(‖λf‖Y (ΩT ), ‖λi‖Y (ΩT )). (3.12)

Preuve:
À l’instant tn+1 (nous rappelons la notation λn+1

i = λi(t
n+1) nous avons : ∀vb ∈ V k

b

∫
Ω

φ
∂λf
dt

(tn+1)vb dx+

∫
Ω

δ∇λn+1
f · ∇vb dx+

∫
Ω

KTf (h
N−n−1 − hN−n−1

1 )∇λn+1
f · ∇vb dx

+

∫
Ω

KTs(h
N−n−1)∇(λn+1

f dx+ λn+1
i ) · ∇vb dx−

∫
Ω

K∇hN−n−1
1 · ∇λn+1

f vb dx

=

∫
Ω

(hN−n−1
1,obs − hN−n−1

1 )vb dx.

(3.13)

Puisque 0 ≤ h1 ≤ hn+1 ≤ h2, nous avons Ts(hn+1) = h2 − hn+1 et Tf (h − h1) = h − h1.
En utilisant (3.3), on déduit de (3.13) que :∫

Ω

φ
Pb(λn+1

f )− Pb(λnf )

δt
vb +

∫
Ω

δ∇λn+1
f · ∇vb +

∫
Ω

KTf (h
N−n−1 − hN−n−1

1 )∇λn+1
f · ∇vb

+

∫
Ω

KTs(h
N−n−1)∇(λn+1

f + λn+1
i ) · ∇vb −

∫
Ω

K∇hN−n−1
1 · ∇λn+1

f vb

=

∫
Ω

(hN−n−1
1,obs − hN−n−1

1 )vb +Rn+1
1 (vb),

(3.14)
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où

Rn+1
1 (vb) =

∫
Ω

[
φ
Pb(λn+1

f )− Pb(λnf )

δt
− φ∂λf

dt
(tn+1)

]
vb dx.

Nous établissons d’abord une estimation uniforme du résidu Rn+1
1 .

Nous posons

Rn+1
1 := (A) − (B),

avec

A =
φ

δt

∫ tn+1

tn
(∂tPb(λf )− ∂tλf )(s)ds = φ

Pb(λn+1
f )− Pb(λnf )

δt
− φ

λn+1
f − λnf
δt

,

et

B =
φ

δt

∫ tn+1

tn
(s− tn)

∂2λf
∂t2

ds = − φ
δt

∫ tn+1

tn

∂λf
∂t

(s)ds+
φ

δt
[(s− tn)

∂λf
∂t

]t
n+1

tn

= −φ
λn+1
f − λnf
δt

+ φ
∂λf
∂s

(tn+1).

En appliquant l’inégalité de Poincaré et l’inégalité de Young, on obtient

|Rn+1
1 (vb)| ≤ φ (‖Pb(λf )− λf‖C1([0,T ],L2) + δt‖λf‖C2([0,T ],L2)) ‖vb‖L2

≤ φCP (CI b
k+1 + δt)‖λf‖Y (ΩT )‖∇vb‖L2 ,

ainsi

|Rn+1
1 (vb)| ≤

δ

4
‖∇vb‖2

L2 +
2

δ
φ2C2

P (CIb
k+1 + δt)2 ‖λf‖2

Y (ΩT ). (3.15)

De la même manière, l’équation de hn+1 peut être écrite comme suit :∫
Ω

φ
∂λi
∂t

(tn+1)vb +

∫
Ω

δ∇λn+1
i · ∇vb +

∫
Ω

αKTs(h
N−n−1)

(
∇λn+1

f +∇λn+1
i

)
· ∇vb

−
∫

Ω

K
(
∇hN−n−1

1 + α∇hN−n−1
)
· ∇λn+1

i vb −
∫

Ω

αK∇hN−n−1 · ∇λn+1
f vb

=

∫
Ω

(hN−n−1
obs − hN−n−1)vb.

(3.16)

On en déduit que∫
Ω

φ
Pb(λn+1

i )− Pb(λni )

dt
vb +

∫
Ω

δ∇λn+1
i · ∇vb +

∫
Ω

αKTs(h
N−n−1)

(
∇λn+1

f +∇λn+1
i

)
· ∇vb

−
∫

Ω

K
(
∇hN−n−1

1 + α∇hN−n−1
)
· ∇λn+1

i vb −
∫

Ω

αK∇hN−n−1 · ∇λn+1
f vb

=

∫
Ω

(hN−n−1
obs − hN−n−1)vb +Rn+1(vb),

(3.17)
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où

Rn+1(vb) =

∫
Ω

[
φ
Pb(λn+1

i )− Pb(λni )

δt
− φ∂λi

dt
(tn+1)

]
vb dx.

Alors, de manière similaire à l’obtention de (3.16), nous obtenons

|Rn+1(vb)| ≤
δ

4
‖∇vb‖2

L2 +
2

δ
φ2C2

P (CIb
k+1 + δt)2 ‖λi‖2

Y (ΩT ). (3.18)

Nous introduisons les erreurs enb = Pb(λni )− λni,b , et snb = Pb(λnf )− λnf,b, les différences
( 3.17)-(3.6) et (3.14)-(3.5) donnent

φ

δt

(
en+1
b − enb , vb

)
+ δ

(
∇en+1

b ,∇vb
)

+
(
αKTs(h

N−n−1)
(
∇λn+1

f −∇λn+1
f,b +∇λn+1

i −∇λn+1
i,b

)
,∇vb

)
−
(
K
(
∇hN−n−1

1 + α∇hN−n−1
)
∇(λn+1

i − λn+1
i,b ), vb

)
−
(
αK∇hN−n−1∇(λn+1

f − λn+1
f,b ), vb

)
= Rn+1(vb).

(3.19)

et

φ

δt

(
sn+1
b − snb , wb

)
+ δ

(
∇sn+1

b ,∇wb
)

+
(
KTf (h

N−n−1 − hN−n−1
1 )∇(λn+1

f − λn+1
f,b ),∇wb

)
+
(
KTs(h

N−n−1)∇(λn+1
f − λn+1

f,b + λn+1
i − λni,b),∇wb

)
−
(
K∇hN−n−1

1 ∇(λn+1
f − λn+1

f,b ), wb
)

= Rn+1
1 (wb).

(3.20)

En posant vb = en+1
b dans l’équation (3.19) et wb = sn+1

b dans (3.20), après sommation
des deux égalités (3.19)-(3.20), nous obtenons :

φ

δt
(en+1
b − enb , en+1

b ) +
φ

δt
(sn+1
b − snb , sn+1

b ) + δ(∇en+1
b ,∇en+1

b ) + δ(∇sn+1
b ,∇sn+1

b )+(
KTs(h)∇(en+1

b + sn+1
b ),∇(en+1

b + sn+1
b )

)︸ ︷︷ ︸
≥0

+
(
K(h− h1)∇snb ,∇sn+1

b

)︸ ︷︷ ︸
≥0

+

(
KTs(h)∇(λn+1

f − Pb(λn+1
f ) + λi − Pb(λn+1

i )),∇(en+1
b + sn+1

b )
)︸ ︷︷ ︸

=E0

+
(
KTs(h)∇(λn+1

i,b − λ
n
i,b),∇snb

)︸ ︷︷ ︸
=E1

+

(
K(h− h1)∇(λn+1

f − Pb(λn+1
f )),∇snb

)︸ ︷︷ ︸
=E2

−
(
K∇h1∇(λn+1

i − λn+1
i,b ), en+1

b

)︸ ︷︷ ︸
=E3

−

(
αK∇h∇(λn+1

i − λni,b), en+1
b

)︸ ︷︷ ︸
=E4

−
(
αK∇h∇(λn+1

f − λnf,b), en+1
b

)︸ ︷︷ ︸
=E5

−
(
K∇h1∇(λn+1

f − λnf,b), sn+1
b

)︸ ︷︷ ︸
=E6
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= R
sn+1
b

1 +Ren+1
b

Nous allons maintenant estimer Ei, i = 1, 6, grâce aux inégalités de Cauchy-Schwarz,
de Young et de Gagliardo-Nirenberg.
Tout d’abord, nous avons

|E0| 6 K+h
1
2
2 ‖
√
h2 − hnb∇(en+1

b + sn+1
b )‖L2(Ω)

(
‖∇(λn+1

f − Pb(λn+1
f ))‖L2(Ω)

)︸ ︷︷ ︸
6CIbk‖λf‖Y (ΩT )

+ ‖∇(λn+1
i − Pb(λn+1

i ))‖L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
6CIbk,‖λi‖Y (ΩT )

,

et par suite

|E0| 6
K−
2
‖
√
h2 − hnb∇(en+1

b + sn+1
b )‖2

L2(Ω)

+
h2K

2
+

2K−
C2
I b

2k(‖λf‖2
Y (ΩT ) + ‖λi‖2

Y (ΩT )). (3.21)

Concernant E1, nous écrivons

λn+1
i,b − λ

n
i,b = −en+1

b + enb + (Pb(λn+1
i )− λn+1

i )− (Pb(λni )− λni ) + λn+1
i − λni .

Alors

|E1| 6 h2C(b)K+‖en+1
b − enb ‖L2‖∇sn+1

b ‖L2 + h2K+

(
‖∇(Pb(λni )− λni )‖L2︸ ︷︷ ︸

6CIbk‖λi‖Y (ΩT )

+ ‖∇(Pb(λn+1
i )− λn+1

i )‖L2︸ ︷︷ ︸
6CIbk‖λi‖Y (ΩT )

+ ‖∇(λn+1
i − λni )‖L2︸ ︷︷ ︸
≤δt‖λi‖Y (ΩT )

)
‖∇sn+1

b ‖L2 ,

et donc

|E1| 6
2h2

2C(b)2K2
+

δ
‖en+1

b − enb ‖2
L2 +

δ

2
‖∇sn+1

b ‖2
L2 + (

4h2
2K

2
+C

2
I b

2k

δ
+

2h2
2K

2
+δt

2

δ
)‖λi‖2

Y (ΩT ).

Par ailleurs

|E2| 6 K+‖(hn − hn1 )
1
2∇sn+1

b ‖L2

√
h2‖∇(λn+1

f − Pb(λn+1
f ))‖L2

|E2| ≤
K−
2
‖
√
hn − hn1∇sn+1

b ‖2
L2 +

h2K
2
+

2K−
C2
I b

2k‖λf‖2
Y (ΩT ). (3.22)

Concernant E3, nous écrivons

E3 =
(
K∇h1∇(λn+1

i − Pb(λn+1
i )), en+1

b

)
−
(
K∇h1∇en+1

b , en+1
b

)
,
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d’où

|E3| ≤
K+G4ε1C

2
I b

2k

2
‖λi‖2

Y (ΩT ) +
K+G4

8ε21ε2
max

k∈(0,N+1)
(‖ekb‖2

L2)‖∇hn+1
1 ‖4

L4 +
K+G4ε2

2
‖∇en+1

b ‖2
L2

+
K+G4

ε
1
3
5

‖∇en+1
b ‖2

L2 + ε5 max
k∈(0,N+1)

(‖ekb‖2
L2)‖∇hn+1

1 ‖4
L4 . (3.23)

De la même façon

|E4| ≤ α
K+G4ε1C

2
I b

2k

2
‖λi‖2

Y (ΩT ) + α
K+G4

8ε21ε2
max

k∈(0,N+1)
(‖ekb‖2

L2)‖∇hn+1‖4
L4 + α

K+G4ε2
2

‖∇en+1
b ‖2

L2

+α
K+G4

ε
1
3
5

‖∇en+1
b ‖2

L2 + αε5 max
k∈(0,N+1)

(‖ekb‖2
L2)‖∇hn+1‖4

L4 . (3.24)

Puis

|E5| ≤
K+G4ε1C

2
I b

2k

2
‖λf‖2

Y (ΩT ) +
K+G4

8ε21ε2
max

k∈(0,N+1)
(‖eskb‖2

L2)‖∇hn+1
1 ‖4

L4 +
K+G4ε2

2
‖∇en+1

b ‖2
L2

+
K+G4ε3

2
‖∇sn+1

b ‖2
L2 +

K +G4ε4
2

‖∇en+1
b ‖2

L2

+
K+G4

8ε23ε4
max

k∈(0,N+1)
(‖ekb‖2

L2)‖∇hn+1‖4
L4 . (3.25)

Finalement

|E6| ≤
K+G4ε1C

2
I b

2k

2
‖λf‖2

Y (ΩT ) +
K+G4

8ε21ε2
max

k∈(0,N+1)
(‖skb‖2

L2)‖∇hn+1
1 ‖4

L4 +
K+G4ε2

2
‖∇sn+1

b ‖2
L2

+
K+G4

ε
1
3
5

‖∇sn+1
b ‖2

L2 + ε5 max
k∈(0,N+1)

(‖skb‖2
L2)‖∇hn+1

1 ‖4
L4 . (3.26)

En rassemblant ces inégalités, nous obtenons après simplifications

φ

2 δt

(
‖en+1

b ‖2
L2 − ‖enb ‖2

L2 + ‖en+1
b − enb ‖2

L2

)
+

φ

2δt

(
‖sn+1

b ‖2
L2 − ‖snb ‖2

L2 + ‖sn+1
b − snb ‖2

L2

)
+
(3

4
δ − K+G4

(3

2
ε2 + 2ε

− 1
3

5 +
1

2
ε4)
)
‖∇en+1

b ‖2
L2 +

(δ
4
− K+G4

(ε2
2

+ ε
− 1

3
5 +

ε3
2

))
‖∇sn+1

b ‖2
L2

−
(2h2

2C(b)2K2
+

δ

)
‖en+1

b − enb ‖2
L2 +

K−
2
∇(en+1

b + sn+1
b )‖2

L2 +
K−
2
∇sn+1

b ‖2
L2

≤ (
K+G4

8ε21ε2
+ ε5) ‖∇hn+1

1 ‖4
L4 max

k∈(0,N+1)
(‖skb‖2

L2) +

(2ε5 +K+G4(
3

8ε21ε
2

+
1

8ε23ε4
))
(
‖∇hn+1‖4

L4 + 2 ‖∇hn+1
1 ‖4

L4

)
max

k∈(0,N+1)
(‖ekb‖2

L2) +

Cf (1 + ‖∇hn+1‖4
L4 + ‖∇hn+1

1 ‖4
L4) max(‖λi‖2

Y (ΩT ), ‖λf‖2
Y (ΩT ))(b

k + δt)2,

où Cf est une constante dépendant de φ, K−, K+, δ, h2, CI , CP et G4.
Si les nombres réels {εi > 0}i=1,5 sont choisis de telle sorte que :

3

4
δ − K+G4

(3

2
ε2 + 2ε

− 1
3

5 +
1

2
ε4) > 0 et

δ

4
− K+ G4

(ε2
2

+ ε
− 1

3
5 +

ε3
2

)
> 0 , (3.27)
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et si la condition de stabilité (3.8) donnée ce théorème est satisfaite

φ

2δt
−

2h2C(b)2K2
+

δ
> 0,

alors

φ(‖en+1
b ‖2

L2 − ‖enb ‖2
L2) + φ(‖sn+1

b ‖2
L2 − ‖snb ‖2

L2)

+ 2 δt
(3

4
δ − K+G4

(3

2
ε2 + 2ε

− 1
3

5 +
1

2
ε4)
)
‖∇en+1

b ‖2
L2

+2 δt
(δ

4
− K+G4

(ε2
2

+ ε
− 1

3
5 +

ε3
2

))
‖∇sn+1

b ‖2
L2 ≤ 2 δt (

K+G4

8ε21ε2
+ ε5) ‖∇hn+1

1 ‖4
L4 max

k∈(0,N+1)
(‖skb‖2

L2)

+2 δtCf (1 + ‖∇hn+1‖4
L4 + ‖∇hn+1

1 ‖4
L4) max(‖λi‖2

Y (ΩT ), ‖λf‖2
Y (ΩT ))(b

k + δt)2

+2 δt (2ε5 +K+G4(
3

8ε21ε
2

+
1

8ε23ε4
))
(
‖∇hn+1‖4

L4 + 2 ‖∇hn+1
1 ‖4

L4

)
max

k∈(0,N+1)
(‖ekb‖2

L2).

(3.28)

En sommant cette inégalité pour n ∈ {0, ..., p} et∀p ∈ {0, ..., N + 1}, nous obtenons

φ
(
‖ep+1

b ‖
2
L2 + ‖sp+1

b ‖
2
L2

)
≤ φ

(
‖e0

b‖2
L2 + ‖s0

b‖2
L2

)
+ 2 (

K+G4

8ε21ε2
+ ε5) max

k∈(0,N+1)
(‖skb‖2

L2)× δt
p∑

k=0

‖∇hk+1
1 ‖4

L4

+2 (2ε5 +K+G4(
3

8ε21ε
2

+
1

8ε23ε4
)) max

k∈(0,N+1)
(‖ekb‖2

L2) × δt
p∑

k=0

(
‖∇hn+1‖4

L4 + 2 ‖∇hn+1
1 ‖4

L4

)
+2Cf (φ, K− , K+ , δ , h2 , CI , CP , G4) (bk + δt)2 max(‖h‖2

Y (ΩT ), ‖h1‖2
Y (ΩT ))

×δt
p∑

k=0

(1 + ‖∇hk+1‖4
L4 + ‖∇hk+1

1 ‖4
L4).

Donc si δt est suffisamment petit pour avoir

δt

p∑
k=0

‖∇hk+1‖4
L4 ≤ ‖∇h‖4

L4(ΩT ) ≤ C4 et δt

p∑
k=0

‖∇hk+1
1 ‖4

L4 ≤ ‖∇h1‖4
L4(ΩT ) ≤ C4,

alors (puisque nδt ≤ T )(
φ− 8C4 F1(ε2, ε3, ε5, ε6, ε7)

)
max

k∈(0,N+1)
(‖ekb‖2

L2) +
(
φ− 2C4 F2(ε2, ε3, ε5, ε6)

)
max

k∈(0,N+1)
(‖skb‖2

L2)

≤ φ
(
‖e0

b‖2
L2 + ‖s0

b‖2
L2

)
+2Cf (φ, K− , K+ , δ , h2 , CI , CP , G4) (T + 2C4) (bk + δt)2 max(‖λi‖2

Y (ΩT ), ‖λf‖2
Y (ΩT )).

Si le paramètre φ satisfait

(φ− 6C4 F1(ε2, ε3, ε5, ε6)
)
> 0, (3.29)
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alors, puisque ‖e0
b‖2
L2 ≤ C2

I (bk + δt)2‖h‖2
Y (ΩT ) et ‖s0

b‖2
L2 ≤ C2

I (bk + δt)2‖h‖2
Y (ΩT ), nous

obtenons la stabilité L2 (3.9) -(3.10) énoncée dans le théorème 3.1.
Nous prouvons les estimations (3.11), (3.12) en additionnant (3.28) pour n = 1, ..., N .
Il nous reste à donner un sens aux conditions (3.27), (3.29), en particulier en choisissant
de manière adéquate εi, i = 1, 5.
Nous rappelons que δ représente l’épaisseur des interfaces diffuses, on peut sans perte
de généralité supposer que δ = O(1). Prenons

ε2 = ε3 =
α̃

3K−G4

, ε4 =
α̃

K−G4

ε5 =
K−G

3
4

α̃3
,

avec 0 < α < 1. Ce choix donne un sens à (3.27) (en particulier si le milieu est supposé
homogène). En effet, les paramètres δ, K−, K+ doivent satisfaire la première hypothèse
de (B.2)

(δ − 16

3
α̃
K+

K−
) > 0, avec 0 < α̃ < 1.

Ensuite, en prenant

ε1 =
(3h2

2 α̃

δ G2
4

)2

l’inégalité (3.29) devient

(
φ− (

2K2
−

α̃
+

3δ

8h2
2

+
9

8α̃
)
8C4K−G

3
4

α̃2

)
> 0. (3.30)

La condition (3.30) peut paraître contraignante. Cependant, nous pouvons prendre le
coefficient φ arbitraire grand (car cela correspondre à une mise à l’échelle de la variable
temps), de sorte que la condition (3.30) puisse effectivement être satisfaite. Posons

t0 =
h2

2 α̃
2

12K−C4G3
4

(
10 δ α̃ + 41K2

−h
2
2

) ,
nous avons donc prouvé le résultat de convergence pour tout temps t ∈ [0, t0].

Mais en prenant t = t0 comme temps initial, le résultat est obtenu pour tout t tel que
t0 ≤ t ≤ 2 t0. Grâce à ce raisonnement inductif, nous obtenons la convergence sur tout
l’ensemble d’étude [0, T ]. Le théorème 3.1 est ainsi prouvé. � �
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3.3 Description des méthodes numériques pour le pro-
blème d’optimisation

3.3.1 Résolution du système d’état et du problème adjoint

En utilisant la méthode des trapèzes composite et après quelques approximations,
la fonction coût est calculée selon la formule suivante :

J(K) =
N∑
i=1

(n+1)dt=T∑
n=0

δt
|h(n+1)(Ai)− h(n+1)

obs (Ai)|2 + |h(n)(Ai)− h(n)
obs(Ai)|2

2

+ δt
|h(n+1)

1 (Ai)− h(n+1)
1,obs (Ai)|2 + |h(n)

1 (Ai)− h(n)
1,obs(Ai)|2

2
,

où N est le nombre de puits.
Par ailleurs, la gradient de la fonction coût est approché par la formule :

DkJ(K) · δK =
(n+1)dt=T∑

n=0

[
αδt

∫
Ω

δK
(h2 − h(n+1))∇h(n+1) · ∇λ(n+1)

i + (h2 − h(n))∇h(n) · ∇λ(n)
i

2

+ δt

∫
Ω

δK
(h2 − h(n+1))∇h(n+1)

1 · ∇λ(n+1)
i + (h2 − h(n))∇h(n)

1 · ∇λ
(n)
i

2

+ δt

∫
Ω

δK
(h2 − h(n+1)

1 )∇h(n+1)
1 · ∇λ(n+1)

f + (h2 − h(n)
1 )∇h(n)

1 · ∇λ
(n)
f

2

+ αδt

∫
Ω

δK
(h2 − h(n+1))∇h(n+1) · ∇λ(n+1)

f + (h2 − h(n))∇h(n) · ∇λ(n)
f

2

]
.

3.3.2 Description de l’algorithme

Le problème d’optimisation se ramène au problème de minimisation abstrait sui-
vant :

min
x∈D={x∈Rn;l≤x≤u}

f(x), (3.31)

où l = (li)i=1,...,n et u = (ui)i=1,...,n sont des limites inférieures et supérieures des para-
mètres.
Plusieurs stratégies d’optimisation qui ne nécessitent pas la dérivée seconde peuvent
être appliquées, telles que des stratégies qui ne nécessitent que le calcul de la fonction
coût et de ses gradients à chaque étape de minimisation. Traditionnellement, l’algo-
rithme du gradient conjugué est le premier choix qu’on peut envisager, mais on montre
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[56] que cet algorithme peut ne converger que très lentement vers la solution, en parti-
culier quand le nombre des paramètres est assez élevé. Par exemple, un choix possible
est l’utilisation de l’algorithme de métrique variable à mémoire limitée pour les pro-
blèmes d’optimisation sous contrainte (BLMVM) développé par Benson et Moré [15].
Cet algorithme utilise des gradients projetés pour construire une matrice BFGS à mé-
moire limitée et pour déterminer un pas de direction.
Une solution de (3.31) satisfait les conditions de Kuhn-Tucker :

∂if(x)

∂xi
= 0 if xi ∈ (li, ui),

∂if(x)

∂xi
≥ 0 if xi = li,

∂if(x)

∂xi
≤ 0 if xi = ui,

où
∂if(x)

∂xi
désigne la dérivée partielle de f par rapport à la iime variable xi.

L’algorithme BLMVM applique la condition stationnaire qui est la condition nécessaire
du premier ordre :

TD∇f(x) = 0,

avec TD l’opérateur de type projection donné par :

[TDd]i =


di si xi ∈ (li, ui),

min{di, 0} si xi = li,

max{di, 0} si xi = ui.

Étant donné une tolérance ε, une solution approchée du problème sous contrainte
(3.31) est un vecteur x ∈ Ω, tel que

||TD∇f(x)|| ≤ ε.

Le paramètre est mis à jour à chaque itération par :

xk+1 = Proj/D[xk + αkdk],

où l’opérateur Proj/D est la projection sur D, αk le pas de descente et dk la direction de
descente.
Le pas de descente αk est calculé par la recherche linéaire projetée qui satisfait la condi-
tion suffisante de descente donnée par :

f(xk+1) ≤ f(xk) + c1〈∇f(xk), xk+1 − xk〉, (3.32)

et cela tente également de satisfaire la condition de courbure :

dT
k∇f(xk + αkdk) ≥ c2d

T
k∇f(xk), (3.33)
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où c1 et c2 sont les paramètres égaux à 10−4 et 0.99, dans notre code. À chaque itération
k, la direction de descente, dk, est donnée par :

dk = −Hk · ∇f(xk),

où Hk est une approximation de l’inverse du Hessien calculée par la formule de mise
à jour suivante :

Hk = V T
k−1Hk−1Vk−1 + ρk−1sk−1s

T
k−1,

où
ρk =

1

yTk sk
, Vk = I − ρk(yksk),

et
sk = xk+1 − xk, yk = TD∇f(xk+1)− TD∇f(xk).

Or, le stockage et la manipulation de Hk sont assez coûteux. Pour éviter ce problème,
l’algorithme BLMVM construit une matrice de mémoire limitée L-BFGS (en utilisant
uniquement les m dernières itérations). Ainsi, étant donnée une approximation initiale
H0
k , la matrice Hk est obtenue par la formule suivante :

Hk =
(
V T
k−1...V

T
k−m

)
H0
k

(
V T
k−m...V

T
k−1

)
+

ρk−m
(
V T
k−1...V

T
k−m+1

)
sk−ms

T
k−m

(
V T
k−m+1...V

T
k−1

)
+

...+

ρk−2

(
V T
k−1

)
sk−2s

T
k−2 (Vk−1) +

ρk−1sk−1s
T
k−1.

En outre, l’opération produit matrice-vecteur pour le calcul de d1 := Hk∇f(xk) est
calculé en utilisant "L-BFGS two loop recursion pseudo code" [56] qui minimise le coût
de calcul de Hk∇f(xk) :

Algorithme 1 1: d1 = ∇f(xk)

2: for i = k − 1, ..., k −m do
3: αi = ρis

T
i d1

4: d1 = d1 − αiyi
5: end for
6: z = H0

kd1

7: for i = k −m, ..., k − 1 do
8: βi = ρiy

T
i z

9: z = z + si(αi − βi)
10: end for

81



CHAPITRE 3. IDENTIFICATION DE LA CONDUCTIVITÉ HYDRAULIQUE :
ÉTUDE NUMÉRIQUE

11: Hk∇f(xk) = z

Décrivons l’algorithme :

Algorithme 2 1: Choisir x0 ∈ D, et d = −TD∇f(x0)

2: for k = 0, 1, ... do
3: calculer αk en utilisant la méthode de recherche linéaire projeté qui satisfait (3.32) et

tente de satisfaire (3.33)
4: mettre xk+1 = Proj/D[xk + αkdk]

5: si ||TD∇f(xk+1)|| ≤ ε, fin
6: calculer yk et sk
7: si yTk sk > 0, faire une mise à jour de Hk en utilisant l’algorithme L-BFGS
8: Calculer Hk+1∇f(xk+1) en utilisant la procédure "L-BFGS two loop recursion"
9: si 〈−TD(Hk+1∇f(xk+1)),∇f(xk+1)〉 > 0, mettre dk+1 = Hk+1∇f(xk+1) ;

sinon dk+1 = −TD∇f(xk+1).
10: end for

3.4 Résultats numériques

La présente section est consacrée aux illustrations numériques de l’algorithme dé-
crit ci-dessus. L’aquifère est figuré par un parallélépipède (x, y) ∈ [−50, 50]×[−20, 20], z ∈
[−20, 0]. Les paramètres physiques ont été choisis en accord avec [11] et nous rappelons
que la densité de fluide est 1g/ml pour l’eau douce et 1.025g/ml pour l’eau salée. Dans
les simulations suivantes, nous résolvons numériquement les problèmes bidimension-
nel . L’aquifère est suivie pour une durée comprise entre 0 et 10 jours, de sorte que le
pas de temps égale 1 jour, avec δx = 0.5 et δy = 0.4 (5000 noeuds).
Nous utilisons un schéma en temps semi-implicite combiné à une approximation de
type élément fini pour discrétiser le système d’état et le problème adjoint associé. Le
théorème de convergence implique une condition de stabilité entre le temps et la dis-
crétisation spatiale (Cette condition reste raisonnable, par exemple : δt est d’ordre 1
tandis que δx = O(10−1) pour les calculs). Nous adaptons à notre cas le package Free-
Fem ++ de Pironneau et al. Pour plus de détails nous renvoyons à [60].
Dans la première expérience, nous prenons Kexact comme une valeur exacte de la
conductivité hydraulique, puis la profondeur de l’interface eau salée/eau douce h et
la profondeur de l’interface entre zone in-saturée et zone saturée, h1, sont calculées en
résolvant le problème exact associé à cette valeur deKexact. Cela a été considéré comme
une donnée observée.
Ensuite, à partir d’une estimation initiale arbitraire de ce paramètre, nous avons calculé
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la solution optimale par la procédure d’identification des paramètres précédemment
décrite. Cet algorithme est testé sur quatre exemples.

3.4.1 Expérience 1

Dans la première expérience, la conductivité hydraulique est considérée comme
constante sur tout le domaine de l’aquifère. Des informations sur h et h1 sont dispo-
nibles à chaque puits d’observation. L’algorithme est appliqué dans le cas où on dis-
pose d’un puit d’observation (cas i), de deux puits d’observation (cas ii) et de trois puits
d’observation (cas iii). Les résultats numériques correspondants sont présentés dans le
tableau 3.1. Comme prévu, le résultat est amélioré avec l’augmentation du nombre de
puits d’observations.
Les figures Fig. 3.1 et Fig. 3.2 illustrent la convergence de la conductivité hydraulique
et celle de la fonction coût. La figure Fig. 3.3 montre les sections transversales des in-
terfaces h et h1 au sixième jour.

Table 3.1 – Expérience 1.

cas Nombre de puits Valeurs exactes Valeurs initiales Valeurs identifiées
i 1 K = 50m/j K0 = 90m/j K1 = 51.371m/j

ii 2 K = 50m/j K0 = 90m/j K2 = 50.064m/j

iii 3 K = 50m/j K0 = 90m/j K3 = 50.001m/j
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Figure 3.1 – Convergence de la conductivité hydraulique correspond á l’expérience 1. K est
supposée constante sur tout le domaine d’étude. La courbe pointillé avec K1 correspond au
résultat obtenu pour un puits d’observation, avecK2 au résultat pour deux puits d’observation
et avec K3 pour trois puits d’observation.
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Figure 3.2 – Convergence de la fonction coût correspond à l’expérience 1. On suppose que la
conductivité hydraulique K est constante sur tout le domaine d’étude. FC1 représente la fonc-
tion coût où on a un puits d’observation, FC2 la fonction coût où on a deux puits d’observation
et FC3 la fonction coût où on a trois puits d’observation.
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Figure 3.3 – Figure a) : Sections transversales des interfaces "h" et "h1" au sixième jours pour
l’expérience 1 où la conductivité hydraulique est supposée constante sur tout le domaine
d’étude et pour les cas où on a 1 puits d’observation, 2 puits d’observation et 3 puits d’ob-
servation. b) : Zoom pour "h1". c) : Zoom pour "h".

3.4.2 Expérience 2

Dans la deuxième expérience, nous considérons toujours que la conductivité hy-
draulique est constante sur tout le domaine, mais nous ne disposons plus que d’ob-
servations concernant l’élévation de la surface supérieure de l’aquifère dans trois puits
d’observation (cela correspond au cas i). Dans le cas ii, nous avons à nouveau des
observations pour les profondeurs des deux interfaces. Les résultats numériques cor-
respondants sont présentés dans le tableau 3.2.
Dans les figures Fig. 3.4 et Fig. 3.5, nous avons tracé graphiquement la convergence de
la conductivité hydraulique et celle de la fonction coût. La figure Fig. 3.6 correspond
aux sections transversales des interfaces h et h1.
La comparaison entre ces deux résultats illustre l’importance d’obtenir des informa-
tions sur chaque profondeur d’interface afin d’obtenir des résultats précis.

Table 3.2 – Expérience 2.

cas Nombre de puits Valeurs exactes Valeurs initiales Valeurs identifiées
i 3 K= 40 m/j K0= 85 m/j K1= 41.56 m/j
ii 1 K= 40 m/j K0= 85 m/j K2= 39.04 m/j
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Figure 3.4 – Convergence de la conductivité hydraulique dans l’expérience 2, où K est sup-
posée constante sur tout le domaine d’étude. La courbe avec K1 représente le résultat obtenu
dans le (cas i) pour lequel on a trois puits d’observation pour h1 et celle avec K2 représente le
résultat obtenu dans le (cas ii) où on a un puits d’observations pour h et un pour h1.
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Figure 3.5 – Convergence de la fonction coût dans l’expérience 2, où la conductivité hydrau-
lique est supposée constante sur tout le domaine d’étude. La courbe FC1 (en pointillé) repré-
sente la fonction coût dans le (cas i) où on a trois puits d’observation pour h1 et la courbe FC2

représente la fonction coût dans le (cas ii) où on a un puits d’observations pour h et un pour
h1.
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Figure 3.6 – Figure a) : Sections transversales des interfaces "h" et "h1" au sixième jours dans l’ex-
périence 2 où la conductivité hydraulique est supposée constante sur tout le domaine d’étude.
Dans le (cas i), on a 3 puits d’observation pour h1 et dans le (cas ii), on a un puits d’observation
pour h et un pour h1. b) : Zoom pour "h". c) : Zoom pour "h1".

3.4.3 Expérience 3

Pour la troisième expérience, nous avons considéré que l’aquifère est divisé en deux
zones, la conductivité hydraulique est constante et égale à K1 sur la première zone et
à K2 sur la deuxième.
La méthode est appliquée dans deux cas. Nous avons considéré que nous avons un
puits d’observation dans chaque zone dans le premier cas (cas i) et deux puits d’obser-
vation dans chaque zone dans le deuxième cas (cas ii). Dans le tableau 3.3, nous avons
comparé les résultats numériques avec la solution exacte.
La convergence de la conductivité hydraulique et celle de la fonction coût sont repré-
sentées dans les figures Fig. 3.7, Fig. 3.8, Fig. 3.9 et Fig. 3.10. Les sections transver-
sales des interfaces h et h1 sont tracées dans la figure Fig. 3.11. Encore une fois, nous
concluons que l’algorithme fonctionne bien si nous avons suffisamment de puits d’ob-
servation.
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Table 3.3 – Expérience 3.

cas Nombre de puits Valeurs exactes Valeurs initiales Valeurs identifiées
i 2 K1= 50 m/j K1= 65 m/j K1= 50.63 m/j

K2= 80 m/j K2= 65 m/j K2= 79.91 m/j
ii 4 K1= 50 m/j K1= 65 m/j K1= 49.95 m/j

K2= 80 m/j K2= 65 m/j K2= 80.04 m/j

Figure 3.7 – Convergence de la conductivité hydraulique dans le (cas i) de l’expérience 3 où on
considéré que l’aquifère est divisé en deux zones sur lesquelles la conductivité hydraulique est
constante et égale à "K1 exact" sur la première zone et à "K2 exact" sur la deuxième. On a un
puits d’observation dans chaque sous domaine.
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Figure 3.8 – Convergence de la fonction coût dans le (cas i) de l’expérience 3 où on considéré
que l’aquifère est divisé en deux zones sur lesquelles la conductivité hydraulique est constante
et égale à "K1 exact" sur la première zone et à "K2 exact" sur la deuxième. On a un puits
d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.9 – Convergence de la conductivité hydraulique dans le (cas ii) de l’expérience 3 où
on considéré que l’aquifère est divisé en deux zones sur lesquelles la conductivité hydraulique
est constante et égale à "K1 exact" sur la première zone et à "K2 exact" sur la deuxième. On a
deux puits d’observations dans chaque sous domaine.

92



3.3.4 Résultats numériques

Figure 3.10 – Convergence de la fonction coût dans le (cas ii) de l’expérience 3 où on considéré
que l’aquifère est divisé en deux zones sur lesquelles la conductivité hydraulique est constante
et égale à "K1 exact" sur la première zone et "K2 exact" sur la deuxième. On a deux puits
d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.11 – Figure a) : Section transversale des interfaces "h" et "h1" dans l’expérience 3 où
on considéré que l’aquifère est divisé en deux zones sur lesquelles la conductivité hydraulique
est constante et égale à"K1 exact" sur la première zone et "K2 exact" sur la deuxième, pour les
deux cas : (cas i) où on a un puits d’observations dans chaque sous domaine, et (cas ii) où on a
deux puits d’observations dans chaque sous domaine. b) : Zoom pour "h". c) : Zoom pour "h1".

3.4.4 Expérience 4

Dans la dernière expérience, nous avons considéré que l’aquifère est divisé en trois
zones qui sont représentées dans la figure Fig. 3.12. La conductivité hydraulique est
supposée constante et égale à K1 dans la première zone, K2 dans la seconde et K3 dans
la troisième. La méthode est appliquée dans deux cas. Nous avons d’abord considéré
que nous avons un puits d’observation dans chaque zone pour le premier cas (cas i)
et deux puits dans chaque zone pour le second cas (cas ii). On peut encore constater
qu’une bonne précision est obtenue en comparant la solution exacte et les résultats nu-
mériques donnés dans le tableau 3.4.
La convergence pour la conductivité hydraulique et celle pour la fonction coût sont
représentées dans les figures Fig. 3.13, Fig. 3.14, Fig. 3.15 et Fig. 3.16. Les sections trans-
versales des interfaces h et h1 sont tracées dans la figure Fig. 3.17.
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Les résultats obtenus pour les quatre expériences confirment que cet algorithme est
efficace et précis si le nombre de puits est suffisant.

Figure 3.12 – Schématisation de l’aquifère dans l’expérience 4.

Table 3.4 – Expérience 4.

cas Nombre de puits Valeurs exactes Valeurs initiales Valeurs identifiées
i 3 K1= 50 m/j K1= 60 m/j K1= 50.45 m/j

K2= 60 m/j K2= 50 m/j K2= 59.67 m/j
K3= 40 m/j K3= 50 m/j K3= 40.14 m/j

ii 6 K1= 50 m/j K1= 60 m/j K1= 49.90 m/j
K2= 60 m/j K2= 50 m/j K2= 60.10 m/j
K3= 40 m/j K3= 50 m/j K3= 39.92 m/j
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Figure 3.13 – Convergence de la conductivité hydraulique dans le (cas i) de l’expérience 4 où
on considéré que l’aquifère est divisé en trois zones sur lesquelles la conductivité hydraulique
est constante et égale à "K1 exact" sur la première zone, "K2 exact" sur la deuxième et "K3

exact" sur la troisième. On a un puits d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.14 – Convergence de la fonction coût dans le (cas i) de l’expérience 4 où on considéré
que l’aquifère est divisé en trois zones sur lesquelles la conductivité hydraulique est constante
et égale à "K1 exact" sur la première zone , ”K2 exact " sur la deuxième et "K3 exact" sur la
troisième. On a un puits d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.15 – Convergence de la conductivité hydraulique dans le (cas ii) de l’expérience 4 où
on considéré que l’aquifère est divisé en trois zones sur lesquelles la conductivité hydraulique
est constante et égale à "K1 exact" sur la première zone, "K2 exact" sur la deuxième et "K3

exact" sur la troisième. On a deux puits d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.16 – Convergence de la fonction coût dans le (cas ii) de l’expérience 4 où on considéré
que l’aquifère est divisé en trois zones sur lesquelles la conductivité hydraulique est constante
et égale à "K1 exact" sur la première zone , "K2 exact" sur la deuxième et "K3 exact " sur la
troisième. On a deux puits d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.17 – Figure a) : Section transversale des interfaces "h" et "h1" dans l’expérience 4 où on
considéré que l’aquifère est divisé en trois zones sur lesquelles la conductivité hydraulique est
constante et égale à "K1 exact" sur la première zone, "K2 exact" sur la deuxième et "K3 exact"
sur la troisième, dans les deux cas : (cas i) où on a un puits d’observations dans chaque sous
domaine, et (cas ii) où on a deux puits d’observations dans chaque sous domaine. b) : Zoom de
"h". c) : Zoom de "h1".
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CHAPITRE 4

APPROCHE STOCHASTIQUE

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le problème d’intrusion saline en considérant les
paramètres et les inconnus comme des variables stochastiques. Nous utilisons la théo-
rie du chaos polynomial de Wiener [83] pour traiter l’incertitude. La représentation
du chaos polynomial a été largement utilisée pour une quantification efficace de l’in-
certitude dans les problèmes d’ingénierie de la mécanique des solides et des fluides,
par exemple pour les écoulements turbulents [5], les écoulements en milieux poreux
[39], les phénomènes de combustion [59], les flux thermiques [48], et les structures élas-
tiques [52]. Ici, en utilisant une base orthogonale générée par des polynômes d’Hermite
qui sont des fonctions mesurables par rapport à la mesure de Wiener., nous décompo-
sons d’abord une fonction stochastique arbitraire en une partie déterministe et une
partie aléatoire. Ensuite, le problème stochastique d’intrusion saline est transformé en
un système d’équations déterministes à résoudre pour chaque coefficient du dévelop-
pement spectral de la solution. Une fois que les coefficients de chaos polynomial sont
calculés à partir des équations déterministes, les propriétés statistiques de la solution
stochastique peuvent être étudiées directement.
Notre objectif dans ce chapitre est de développer une méthode numérique efficace pour
résoudre les équations stochastiques décrivant le problème d’intrusion saline qui soit
efficace, précise et simple à mettre en œuvre sur des ordinateurs sans utiliser les ap-
proches coûteuses telles que les méthodes de Monte Carlo. Après la transformation
du problème stochastique en un système d’équations déterministes, les discrétisations
en temps et en espace de ce système déterministe sont effectuées à l’aide d’un schéma
Runge-Kutta à variation totale (TVD), ainsi que d’une méthode aux éléments finis.
Dans le deuxième paragraphe de ce chapitre, nous présentons le modèle stochastique
du problème d’intrusion saline, puis dans le paragraphe qui suit nous présentons la
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décomposition spectrale de la solution. Une méthode de type éléments finis est pré-
senté dans le quatrième paragraphe pour résoudre numériquement les équations aux
dérivées partielles déterministes. Le dernier paragraphe est consacré aux résultats nu-
mériques.

4.2 Présentation du modèle stochastique

Étant donné un espace D, l’espace de probabilité gaussien associé est donné par
(D,Θ, µ) où Θ est une σ-algèbre sur Ω et µ est la mesure gaussienne normalisée dans
(Ω,Θ). Un champ aléatoire à valeur réelle u défini sur un espace D et un intervalle
de temps [0, T ] est un opérateur u : [0, T ] × Ω × D → R, tel que, u(x, t, .) est une va-
riable aléatoire par rapport à (Ω,Θ, µ). Les détails sur la théorie des champs aléatoires
peuvent être trouvés dans [2]. Dans la suite, nous utiliserons le symbole ω pour indi-
quer la dépendance d’une quantité avec la dimension aléatoire du problème, et ξi(ω)

désignons des variables aléatoires orthogonales.

Nous nous concentrons, dans ce chapitre, sur une méthode numérique pour appro-
cher la solution du système décrivant le problème d’intrusion saline dans le cas d’une
aquifère libre, donné par :

φ∂th(t, x, ω)−∇ ·
(
αK(x, ω)Ts(h(t, x, ω))∇h(t, x, ω)

)
−∇ ·

(
δ∇h(t, x, ω)

)
−∇ ·

(
K(x, ω)Ts(h(t, x, ω))∇h1(t, x, ω)

)
= −Qs(t, x, ω),

φ∂th1(t, x, ω)−∇ ·
(
K(x, ω)

(
Tf (h(t, x, ω)− h1(t, x, ω)) + Ts(h)

)
)∇h1(t, x, ω)

)
−∇ ·

(
δ∇h1(t, x, ω)

)
−∇ ·

(
αK(x, ω)Ts(h)∇h(t, x, ω)

)
= −Qf (t, x, ω)−Qs(t, x, ω),

(4.1)

où h(t, x, ω) est la profondeur stochastique de l’interface eau douce/eau salée, h1(t, x, ω)

est la profondeur stochastique de l’interface entre la zone saturée et la zone sèche et
K(x, ω) représente la conductivité hydraulique stochastique. Le système (4.1) est com-
plété par les conditions initiales et aux bords suivants :

h(t, x, ω) = hD(t, x, ω), h1(t, x, ω) = h1,D(t, x, ω) dans (0, T )× ∂, (4.2)

h(0, x, ω) = h0(x, ω), h1(0, x, ω) = h1,0(x, ω) dans Ω×D. (4.3)

Nous supposons que la porosité est constante dans l’aquifère et que les conditions
initiales et aux bords satisfont des conditions physiquement réalistes sur la hiérarchie
des profondeurs des interfaces :

0 ≤ h1,D(t, x, ω) ≤ hD(t, x, ω) ≤ h2(x), dans [0, T ]× ∂D × Ω,

0 ≤ h1,0(x, ω) ≤ h0(x, ω) ≤ h2(x), x ∈ D, ω ∈ Ω. (4.4)
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Il a été montré dans [24] qu’une solution peut être représentée en terme de fonctions
polynomiales de ξi comme suit :

h = a0Γ0 +
∞∑
i1=1

ai1Γ1(ξi1) +
∞∑
i1=1

∞∑
i2=1

ai1ai2Γ2(ξi1 , ξi2) + ...

h1 = b0Γ0 +
∞∑
i1=1

bi1Γ1(ξi1) +
∞∑
i1=1

∞∑
i2=1

bi1bi2Γ2(ξi1 , ξi2) + ...

(4.5)

où Γn(ξi1 , .., ξin) désigne le chaos polynomial d’ordre n pour les variables (ξi1 , .., ξin)

[83]. Ces polynômes sont généralement des polynômes multidimensionnels générés
par des produits de polynômes d’Hermite fonction des variables aléatoires indépen-
dantes qui sont des fonctions mesurables par rapport à la mesure de Wiener. En parti-
culier, quand les variables indépendantes sont identifiées comme étant le vecteur gaus-
sien ξ = (ξi1 , .., ξin), on retrouve l’expression familière de l’espérance comme :

E[f ] =
1

(2π)
n
2

∫ +∞

−∞
f(ξ) e−

|ξ|2
2 dξ

où |ξ|2 =
∑n

i=1 ξ
2
i .

Pour simplifier la présentation, la somme (4.5) peut être ré-écrite comme suit :

h(t, x, ω) =
∞∑
i1=1

hi(t, x)ψi(ξ),

h1(t, x, ω) =
∞∑
i1=1

h1,i(t, x)ψi(ξ), (4.6)

où ψi désigne le chaos polynomial d’indice unique. Les polynômes {ψi}∞i=0 sont définis
par la suite.
Il a été montré dans [24] que l’ensemble {ψi}∞i=0 forme une base complète dans l’espace
des variables aléatoires. Ces polynômes sont orthogonaux dans le sens que

E[ψiψj] = 0, ∀i 6= j. (4.7)

La solution
(
h(t, x, ω), h1(t, x, ω)

)
est écrite suivant la décomposition (4.6), en une

partie déterministe
(
h(t, x), h1(t, x)

)
et une partie stochastique ψi(ξ). Nous décompo-

sons aussi la fonction stochastiqueK(x, ω) en une partie non perturbée et en une partie
perturbée comme suit

K(x, ω) = K̄(x) + σ ξ, (4.8)
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où ξ est une variable gaussienne à moyenne nulle et de variance unitaire, et K̄(x) est
la valeur moyenne de la conductivité hydraulique.

4.3 L’étape de décomposition spectrale

Puisque le développement (4.6) nécessite une sommation infinie (et donc intraitable
pour le codage informatique), une procédure de troncature est souhaitable. Par consé-
quent, nous considérons un nombre fini d’indices dans le développement du chaos re-
présentant l’incertitude. Ainsi, la présentation (4.6) est tronquée en conservant l’ordre
des polynômes ≤ p, avec p une valeur prescrite

h(t, x, ω) =
P∑

i1=1

hi(t, x)ψi(ξ),

h1(t, x, ω) =
P∑

i1=1

h1,i(t, x)ψi(ξ), (4.9)

où P + 1 est le nombre total de chaos polynomial d’ordre ≤ p. Pour un espace dont la
dimension stochastique est égal à n ,

P =
(p+ n)!

p!n!
+ 1.

Cependant, les grandes valeurs de P peuvent entraîner un coût de calcul élevé et
peuvent limiter l’efficacité de la procédure globale.
Dans le cas où l’on prend n = 1, l’espérance par rapport à la mesure gaussienne (4.6)
se réduit à

E
[
F (ξ)

]
=

1√
2π

∫ +∞

−∞
f(ξ)e−

ξ2

2 dξ. (4.10)

Les polynômes ψi sont alors générés en utilisant la formule de récurrence

ψ0(ξ) = 1,

ψ1(ξ) = ξ,

ψi+1(ξ) = ξψi(ξ)− iψi−1(ξ), i = 1, 2, ..., P − 1. (4.11)
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À partir de cette formule de récurrence, on peut calculer, ∀i, j = 1, ..., P

E
[
ψi(ξ)

]
= δi,0,

E
[
ψi(ξ)ψj(ξ)

]
= i! δi,j,

E
[
ξψi(ξ)ψj(ξ)

]
= (i+ 1)! δi,j−1 i! δi,j+1,

E
[
ξ2ψi(ξ)ψj(ξ)

]
= (i+ 2)! δi,j−2 + i!(2i+ 1) δi,j + i! δi,j+2. (4.12)

où δi,j désigne le symbole de Kronecker. Par conséquent, en développant la solution(
h(t, x, ω), h1(t, x, ω)

)
, la conductivité hydrauliqueK(x, ω), les termes source

(
Qf (t, x, ω), Qs(t, x, ω)

)
et les conditions initiales

(
h0(x, ω), h1,0(x, ω)

)
selon les polynômes {ψi}i=1,...,P , on ob-

tient

h(t, x, ω) =
P∑
i=1

hi(t, x)ψi(ξ), h1(t, x, ω) =
P∑
i=1

h1,i(t, x)ψi(ξ),

Qf (t, x, ω) =
P∑
i=1

Qf,i(t, x)ψi(ξ), Qs(t, x, ω) =
P∑
i=1

Qs,i(t, x)ψi(ξ),

K(x, ω) =
P∑
i=1

Ki(x)ψi(ξ),

h0(x, ω) =
P∑
i=1

h0,i(x)ψi(ξ), h1,0(x, ω) =
P∑
i=1

h1,0,i(x)ψi(ξ),

hD(t, x, ω) =
P∑
i=1

hD,i(t, x)ψi(ξ), h1,D(t, x, ω) =
P∑
i=1

h1,D,i(t, x)ψi(ξ), (4.13)

le problème (4.1) s’écrit alors

φ
P∑
i=1

∂thi(t, x)ψi − αdiv
[
h2

P∑
i=1

P∑
j=1

Ki(x)∇hj(t, x)ψiψj
]

+αdiv
[ P∑
i=1

P∑
j=1

P∑
k=1

Ki(x)hj(t, x)∇hk(t, x)ψiψjψk
]
− δdiv

[ P∑
i=1

∇hiψi
]

−div
[
h2

P∑
i=1

P∑
j=1

ki(x)∇h1,j(t, x)ψiψj
]

+ div
[ P∑
i=1

P∑
j=1

P∑
k=1

Ki(x)hj(t, x)∇h1,k(t, x)ψiψjψk
]

= −
P∑
i=1

Qs,iψi, (4.14)
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et

φ
P∑
i=1

∂th1,i(t, x)ψi − div
[
h2

P∑
i=1

P∑
j=1

Ki(x)∇h1,j(t, x)ψiψj
]

+div
[ P∑
i=1

P∑
j=1

P∑
k=1

Ki(x)h1,j(t, x)∇h1,k(t, x)ψiψjψk
]
− δdiv

[ P∑
i=1

∇h1,iψi
]

−div
[
h2

P∑
i=1

P∑
j=1

ki(x)∇hj(t, x)ψiψj
]

+ αdiv
[ P∑
i=1

P∑
j=1

P∑
k=1

Ki(x)hj(t, x)∇hk(t, x)ψiψjψk
]

= −
P∑
i=1

(Qs,i +Qf,i)ψi, (4.15)

On munit le système (4.14)-(4.15) des conditions initiales et aux bords suivantes

P∑
i=1

hi(t, x)ψi(ξ) =
P∑
i=1

hD,i(t, x)ψi(ξ), in [0, T ]× ∂D × Ω,

P∑
i=1

h1,i(t, x)ψi(ξ) =
P∑
i=1

h1,D,i(t, x)ψi(ξ), in [0, T ]× ∂D × Ω,

P∑
i=1

hi(0, x)ψi(ξ) =
P∑
i=1

h0,i(x)ψi(ξ), in D × Ω,

P∑
i=1

h1,i(0, x)ψi(ξ) =
P∑
i=1

h1,0,i(x)ψi(ξ), in D × Ω. (4.16)

On multiple (4.14) et (4.15) par ψk. En prenant les espérances des expressions ainsi
obtenues (C.2) et en utilisant la relation d’orthogonalité (4.7), le problème devient :
Pour tout k = 0, 1, ..., P , on résout le système suivant

φ∂thk(t, x)− α
P∑
i=0

P∑
j=0

E[ψiψjψk]

E[ψ2
k]

div[h2(x)Ki(x)∇hj(t, x)]

−δdiv[∇hk] + α

P∑
i=0

P∑
j=0

P∑
l=0

E[ψiψjψkψl]

E[ψ2
k]

div[Ki(x)hj(t, x)∇hl(t, x)]

−
P∑
i=0

P∑
j=0

E[ψiψjψk]

E[ψ2
k]

div[h2(x)Ki(x)∇h1,j(t, x)]

+
P∑
i=0

P∑
j=0

P∑
l=0

E[ψiψjψkψl]

E[ψ2
k]

div[Ki(x)hj(t, x)∇h1,l(t, x)] = −Qs,k(t, x), (4.17)
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et

φ∂th1,k(t, x)− α
P∑
i=0

P∑
j=0

E[ψiψjψk]

E[ψ2
k]

div[h2(x)Ki(x)∇h1,j(t, x)]

−δdiv[∇h1,k] +
P∑
i=0

P∑
j=0

P∑
l=0

E[ψiψjψkψl]

E[ψ2
k]

div[Ki(x)h1,j(t, x)∇h1,l(t, x)]

−α
P∑
i=0

P∑
j=0

E[ψiψjψk]

E[ψ2
k]

div[h2(x)Ki(x)∇hj(t, x)]

+α
P∑
i=0

P∑
j=0

P∑
l=0

E[ψiψjψkψl]

E[ψ2
k]

div[Ki(x)hj(t, x)∇hl(t, x)]

= −Qs,k(t, x)−Qf,k(t, x), (4.18)

avec les conditions initiales et aux bords suivantes

hk(t, x) = hD,k(t, x) , x ∈ ∂D, t ∈ [0, T ],

h1,k(t, x) = h1,D,k(t, x) , x ∈ ∂D, t ∈ [0, T ],

hk(0, x) = h0,k(x) , x ∈ D,
h1,k(0, x) = h1,0,k(x) , x ∈ D. (4.19)

Nous remarquons que, grâce à la décomposition spectrale, le problème stochastique
(4.1) se ramène à une séquence finie de systèmes couplés déterministes d’équations
paraboliques.

4.4 La méthode des éléments finis

Ré-écrivons le système (4.17)-(4.18) comme suit :

φ∂thk(t, x)−
P∑
i=0

div
(
αh2Di,k∇hi

)
+

P∑
i=0

div
(
αCi,k∇hi

)
− δdiv(∇hk)

−
P∑
i=0

div
(
h2Di,k∇h1,i

)
+

P∑
i=0

div
(
Ci,k∇h1,i

)
= Qs,k, (4.20)

φ∂th1,k(t, x)−
P∑
i=0

div
(
αh2Di,k∇h1,i

)
+

P∑
i=0

div
(
Ti,k∇h1,i

)
− δdiv(∇h1,k)

−
P∑
i=0

divα
(
h2Di,k∇hi

)
+

P∑
i=0

div
(
αCi,k∇hi

)
= −Qs,k −Qs,k, (4.21)
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où on a introduit les notations suivantes

Di,k(x) =
P∑
j=0

E[ψiψjψk]

E[ψ2
k]

Kj(x),

Ci,k(t, x) =
P∑
j=0

P∑
l=0

E[ψiψjψkψl]

E[ψ2
k]

Kj(x)hl(t, x),

Ci,k(t, x) =
P∑
j=0

P∑
l=0

E[ψiψjψkψl]

E[ψ2
k]

Kj(x)h1,l(t, x),

Le point de départ de l’utilisation de la méthode des éléments finis est la formulation
faible des équations semi-discrètes correspondantes à (4.20)-(4.21). En supposant que
(hk, h1,k) appartienne à l’espace suivant

(hk, h1,k) ∈ W (0, T )2.

La solution (hk, h1,k) de (4.20) satisfait, ∀W ∈ W (0, T ), la formulation variationnelle
suivante :∫

Ω

φ∂thk ·W dx+

∫
Ω

αh2

P∑
i=0

(Di,k∇hi · ∇W ) dx−
∫

Ω

α
P∑
i=0

(Ci,k∇hi · ∇W ) +

∫
Ω

δ∇hk · ∇W dx

+

∫
Ω

h2

P∑
i=0

(Di,k∇h1,i · ∇W )−
∫

Ω

h2

P∑
i=0

(Ci,k∇h1,i · ∇W ) = −
∫

Ω

Qs,kW dx (4.22)

(4.23)

et ∫
Ω

φ∂th1,k ·W dx+

∫
Ω

h2

P∑
i=0

(Di,k∇h1,i · ∇W ) dx−
∫

Ω

α
P∑
i=0

(Ti,k∇h1,i · ∇W ) +

∫
Ω

δ∇h1,k · ∇W dx

+

∫
Ω

αh2

P∑
i=0

(Di,k∇hi · ∇W )−
∫

Ω

αh2

P∑
i=0

(Ci,k∇hi · ∇W ) = −
∫

Ω

(Qs,k +Qf,k)W dx. (4.24)

Pour la discrétisation du domaine spatial Ω̄ := Ω ∪ ∂Ω, on procède comme suit :
Soit l0 > 0, on pose l un paramètre de discrétisation spatiale tel que 0 < l < l0. Nous gé-
nérons une partition quasi uniforme Ωh ⊂ Ω de triangles Tj qui satisfont aux conditions
suivantes :

• D̄ =
⋃Ne
j=1 Tj , où Ne est le nombre d’éléments de Tl,
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• si Ti et Tj sont deux éléments différents de Tl, alors

Ti ∩ Tj =


Pij Un point de maille ou
Γij Un côté commun, ou
∅ ensemble vide.

Nous introduisons l’espace approximatif

Vk,l :=
{
vk,l ∈ H1

0 (Ω),∀k ∈ Tl, vk,l/k ∈ P1(k)},

où P1(k) est l’espace des polynômes définis sur Tl.
Soit M le nombre de points du maillage Dh, alors n’importe quel élément vk,l de Vk,l
peut s’exprimer comme

vk,l =
M∑
i=1

vk,iζi(x),

où vk,i = vk(xi), xi est le ieme point de maillage,
{
ζi}Mi=1 sont les ensembles de fonctions

nodales de Vk,l caractérisés par la propriété ζj(xi) = δj,i avec δj,i est le symbole de
Kronecker. Par conséquent, l’approximation de la solution par la méthode des éléments
finis P1-Lagrange s’écrit donc

Trouver (h
(n)
k,l , h

(n)
1,k,l) ∈ Vk,l × Vk,l tels que

h
(n)
k,l =

M∑
j=1

H
(n)
k,l vk,j

h
(n)
1,k,l =

M∑
j=1

H
(n)
1,k,lvk,j, (4.25)

où
(
H

(n)
k,l , H

(n)
1,k,l

)
sont les valeurs nodales correspondantes de

(
h

(n)
k,l , h

(n)
1,k,l

)
.

Ce système (4.23) - (4.24) peut être écrit sous forme de matrice comme :

φMk

[dHk

dt

]
= αSk[Hk] + αGk[Hk] + δMk[Hk] + Sk[H1,k] +Gk[H1,k]−Mk[Qs,k],

φMk

[dH1,k

dt

]
= Sk[H1,k] + Lk[H1,k] + δMk[H1,k] + αSk[Hk] +Gk[H1,k]−Mk[Qs,k]

−Mk[Qf,k], (4.26)
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où les éléments des matrices Mk, Sk, Gk et Lk sont donnés par les formules

mk,ij =

∫
D
vk,ivk,j dx,

sk,ij = −
∫
D
Dik∇vk,j · ∇vk,i dx

gk,ij = −
∫
D
Cik∇vk,j · ∇vk,i dx,

lk,ij = −
∫
D
Tik∇vk,j · ∇vk,i dx.

Les vecteurs à M-valeurs sont définis par [Hk] = [Hk,1, ..., Hk,M ]T , [H1,k] = [H1,k,1, ..., H1,k,M ]T ,[dHk

dt

]
=
[dHk,1

dt
, ...,

dHk,M

dt

]T ,
[dH1,k

dt

]
=
[dH1,k,1

dt
, ...,

dH1,k,M

dt

]T , [Qs,k] =
[
Qs,k,1, ..., Qs,k,M

]T
et [Qf,k] =

[
Qf,k,1, ..., Qf,k,M

]T .

Pour l’intégration temporelle du système (4.20)-(4.21), nous utilisons un schéma
Runge-Kutta explicite, la procédure de projection est mise en œuvre pour découpler
h(t, x, ω) et h1(t, x, ω). Par conséquent, nous pouvons formuler la discrétisation comme
suit :
La solution (hn+1

k , hn+1
1,k ) est une approximation de (h(tn+1), h1(tn+1)) à l’instant tn+1.

Elle est calculée selon la procédure suivante :

1. On pose
U

(0)
k,l = h

(n)
k,l ,

et

F
(0)
k,l = α

P∑
i=0

div
(
h2Dik∇U (0)

i,l

)
− α

P∑
i=0

div
(
Cik∇U (0)

i,l

)
+ δdiv

(
∇U (0)

k,l

)
+

P∑
i=0

div
(
h2Dik∇h(n)

1,i,k

)
−

P∑
i=0

div
(
C

(0)
ik ∇h

(n)
1,i,k

)
−Qs,k,l,

on calcule alors
U

(1)
k,l = U

(0)
k,l + dtF

(0)
k,l .

2. Pour l’étape suivante, on pose

F
(1)
k,l = α

P∑
i=0

div
(
h2Dik∇U (1)

i,l

)
− α

P∑
i=0

div
(
Cik∇U (1)

i,l

)
+ δdiv

(
∇U (1)

k,l

)
+

P∑
i=0

div
(
h2Dik∇h(n)

1,i,k

)
−

P∑
i=0

div
(
C

(1)
ik ∇h

(n)
1,i,k

)
−Qs,k,l,
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ce qui nous permet de calculer U à l’étape intermédiaire

U
(2)
k,l =

3

4
U

(0)
k,l +

1

4
U

(1)
k,l +

1

4
dtF

(1)
k,l .

3. De même, on pose

F
(2)
k,l = α

P∑
i=0

div
(
h2Dik∇U (2)

i,l

)
− α

P∑
i=0

div
(
Cik∇U (2)

i,l

)
+ δdiv

(
∇U (2)

k,l

)
+

P∑
i=0

div
(
h2Dik∇h(n)

1,i,k

)
−

P∑
i=0

div
(
C

(2)
ik ∇h

(n)
1,i,k

)
−Qs,k,l,

ce qui nous permet de calculer

U
(3)
k,l =

1

3
U

(0)
k,l +

2

3
U

(2)
k,l +

2

3
dtF

(2)
k,l .

4. On procède de la même façon pour calculer la hauteur h1, c.à.d on pose

V
(0)
k,l = h

(n)
1,k,l,

puis on calcule

I
(0)
k,l =

P∑
i=0

div
(
h2Dik∇V (0)

i,l

)
−

P∑
i=0

div
(
Tik∇V (0)

i,l

)
+ δdiv

(
∇V (0)

k,l

)
+α

P∑
i=0

div
(
h2Dik∇h(n+1)

i,k

)
− α

P∑
i=0

div
(
C

(0)
ik ∇h

(n+1)
i,k

)
−Qs,k,l −Qf,k,l,

et

V
(1)
k,l = V

(0)
k,l + dtI

(0)
k,l .

5. Pour l’étape suivante, on pose

I
(1)
k,l =

P∑
i=0

div
(
h2Dik∇V (1)

i,l

)
−

P∑
i=0

div
(
Tik∇V (1)

i,l

)
+ δdiv

(
∇V (1)

k,l

)
+α

P∑
i=0

div
(
h2Dik∇h(n+1)

i,k

)
− α

P∑
i=0

div
(
C

(0)
ik ∇h

(n+1)
i,k

)
−Qs,k,l −Qf,k,l,

et on calcule

V
(2)
k,l =

3

4
V

(0)
k,l +

1

4
V

(1)
k,l +

1

4
dtI

(1)
k,l .
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6. Finalement, on pose

I
(2)
k,l =

P∑
i=0

div
(
h2Dik∇V (2)

i,l

)
−

P∑
i=0

div
(
Tik∇V (2)

i,l

)
+ δdiv

(
∇V (2)

k,l

)
+α

P∑
i=0

div
(
h2Dik∇h(n+1)

i,k

)
− α

P∑
i=0

div
(
C

(0)
ik ∇h

(n+1)
i,k

)
−Qs,k,l −Qf,k,l,

ce qui entraine la valeur finale

V
(3)
k,l =

1

3
V

(0)
k,l +

2

3
V

(2)
k,l +

2

3
dtI

(2)
k,l .

4.5 Résultats numériques

Cette section est consacrée à l’illustration numérique de l’approche stochastique
décrite ci-dessus.
L’aquifère est à nouveau figurée par un parallélépipède (x, y) ∈ [−50, 50]×[−20, 20], z ∈
[−20, 0]. Les paramètres physiques ont été choisis en accord avec [11] et nous rappe-
lons que la densité du fluide est 1 g/ml pour l’eau douce et 1.025 g/ml pour l’eau
salée. Dans les simulations suivantes, nous résolvons numériquement les problèmes
bidimensionnels complets. Pour toutes les expériences, nous avons considéré que la
conductivité hydraulique est constante sur le domaine complet de l’aquifère.
Dans la première, deuxième et troisième expérience, l’aquifère est suivi pendant une
durée 2 jours, et le pas de temps est fixé à dt = 0.2.

4.5.1 Expérience 1

Dans la première expérience, nous avons pris pour la conductivité hydraulique
dans le problème déterministe égale à la valeur moyenne de celle prise pour le modèle
stochastique, et plus précisément égale à 42m/j. Par ailleurs nous avons pris σ = 0.4.
Dans les tableaux 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 et 4.5, nous avons comparé les résultats des hauteurs
dans le cas déterministe h et h1 aux espérances de h et h1 dans le cas stochastique obte-
nues en utilisant P = 1, P = 2, P = 4 et P = 5. Ces résultats correspondent aux valeurs
des hauteurs en différents points. Pour la simplification d’écriture, on désigne par H la
hauteur h1.
Ces résultats indiquent qu’il n’est pas nécessaire de prendre P > 2.
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Table 4.1 – Les hauteurs obtenues dans le cas déterministe de l’expérience 1.

(0, 5) (10, 5) (20, 5) (30, 5) (40, 5) (50, 5) (60, 5) (70, 5) (80, 5) (90, 5)

H(tfinal) 9.71763 9.71946 9.72474 9.73277 9.74236 9.75219 9.76117 9.76852 9.77386 9.77706
h(tfinal) 4.80373 4.73035 4.51412 4.16909 3.72839 3.23951 2.75399 2.32361 1.99221 1.78756

Table 4.2 – Les espérances de h et H obtenues dans le cas stochastique de l’expérience 1 avec
P = 1 .

(0, 5) (10, 5) (20, 5) (30, 5) (40, 5) (50, 5) (60, 5) (70, 5) (80, 5) (90, 5)

E(H) 9.71747 9.71948 9.72511 9.73343 9.74311 9.75285 9.76165 9.76882 9.77402 9.77715
E(h) 4.83914 4.74984 4.50024 4.12072 3.65542 3.15679 2.67485 2.25687 1.94184 1.75173

Table 4.3 – Les espérances de h et H obtenues dans le cas stochastique de l’expérience 1 avec
P = 2.

(0, 5) (10, 5) (20, 5) (30, 5) (40, 5) (50, 5) (60, 5) (70, 5) (80, 5) (90, 5)

E(H) 9.71747 9.71949 9.72511 9.73343 9.74311 9.75285 9.76165 9.76882 9.77402 9.77715
E(h) 4.83903 4.74974 4.50015 4.12065 3.65539 3.15679 2.67488 2.25693 1.94193 1.75183

Table 4.4 – Les espérances de h et H obtenues dans le cas stochastique de l’expérience 1 avec
P = 4.

(0, 5) (10, 5) (20, 5) (30, 5) (40, 5) (50, 5) (60, 5) (70, 5) (80, 5) (90, 5)

E(H) 9.71747 9.71949 9.72511 9.73343 9.74311 9.75285 9.76165 9.76882 9.77402 9.77715
E(h) 4.83903 4.74974 4.50015 4.12065 3.65539 3.15679 2.67488 2.25693 1.94193 1.75183

4.5.2 Expérience 2

Dans la deuxième expérience, nous avons fixé P = 2 et nous avons considéré que
Kdet = K̄ = 42m/j. Dans les tableaux 4.6 et 4.7 nous avons présenté les espérances de
h et h1 calculées avec le modèle stochastique en utilisant δ = 0.01.
Sur la figure 4.4 nous avons tracé l’espérance de h et h1, avec σ = 0.1, σ = 0.4 et σ = 0.9.
Dans les figures Fig. 4.5 et Fig. 4.6, nous avons comparé la variance obtenue en utilisant
σ = 0.1, σ = 0.4 et σ = 0.9.
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Figure 4.1 – Graphe représentant les hauteurs dans le cas déterministe (hexact, Hexact) et les
espérances de ces hauteurs dans le cas stochastiques pour P = 1, P = 2 et P = 5.

Figure 4.2 – Zoom E(H)

Figure 4.3 – Zoom E(h)
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Table 4.5 – Les espérances de h et H obtenues dans le cas stochastique de l’expérience 1 avec
P = 5.

(0, 5) (10, 5) (20, 5) (30, 5) (40, 5) (50, 5) (60, 5) (70, 5) (80, 5) (90, 5)

E(H) 9.71747 9.71949 9.72511 9.73343 9.74311 9.75285 9.76165 9.76882 9.77402 9.77715
E(h) 4.83903 4.74974 4.50015 4.12065 3.65539 3.15679 2.67488 2.25693 1.94193 1.75183

Table 4.6 – Les hauteurs obtenues dans le cas déterministe de l’expérience 2.

(0, 5) (10, 5) (20, 5) (30, 5) (40, 5) (50, 5) (60, 5) (70, 5) (80, 5) (90, 5)

E(H) 9.71763 9.71946 9.72474 9.73277 9.74236 9.75219 9.76117 9.76852 9.77386 9.77706
E(h) 4.80373 4.73035 4.51412 4.16909 3.72839 3.23951 2.75399 2.32361 1.99221 1.78756

Ces résultats indiquent que si nous diminuons la valeur de δ de la donnée stochas-
tiques, nous obtenons une solution plus proche du résultats déterministe et moins de
perturbation stochastique.

Table 4.7 – Les espérances de h et H obtenues dans le cas stochastique de l’expérience 2 avec
σ = 0.01.

(0, 5) (10, 5) (20, 5) (30, 5) (40, 5) (50, 5) (60, 5) (70, 5) (80, 5) (90, 5)

E(H) 9.71747 9.71949 9.72512 9.73343 9.74311 9.75285 9.76165 9.76882 9.77402 9.77715
E(h) 4.83903 4.74974 4.50016 4.12065 3.65539 3.15679 2.67488 2.25693 1.94193 1.75183
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Figure 4.4 – Graphe représentant les espérances de h et de H obtenues dans le cas stochastique
de l’expérience 2, avec σ = 0.1, σ = 0.4 et σ = 0.9.
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Figure 4.5 – Graphe représentant la variance de h obtenue dans le cas stochastique de l’expé-
rience 2, avec σ = 0.1, σ = 0.4 et σ = 0.9.

Figure 4.6 – Graphe représentant la variance de H obtenue dans le cas stochastique de l’expé-
rience 2, avec σ = 0.1, σ = 0.4 et σ = 0.9.
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4.5.3 Expérience 3

Dans la troisième expérience, nous avons considéré que la conductivité hydrau-
lique dans le problème déterministe est égale à 42m/j. À nouveau, nous avons fixé
P = 2.
Dans la figure 4.7, nous avons comparé les espérances de h et h1 du modèle stochas-
tique dans deux cas, dans le premier cas, nous avons pris

(
K̄ = 42m/j, σ = 0.9

)
, et

dans le second K̄ = 43m/j et σ = 0.1.

4.5.4 Expérience 4

Dans la quatrième expérience, nous avons étudié l’efficacité de la méthode avec
la condition des marées. Le pas de temps dt = 0.1 et le temps final est 1 jour. Nous
prenons P = 2 et Kdet = K̄ = 42m/j.
Dans la figure 4.10, nous avons tracé la moyenne de h et de h1, avec σ = 0.5 et σ = 0.9.
Ces résultats montrent l’efficacité de notre méthode même en présence de l’effet des
marées, et ces résultats indiquent à nouveau que plus la valeur de σ est petite plus la
solution est proche de la solution déterministe.

Conclusion générale

Ces expériences numériques montrent, que compte tenu du caractère naturel diffu-
sif du problème, l’approche stochastique ne fait qu’augmenter la diffusion intrinsèque
au problème et de manière non significative.
Cette conclusion soulève donc le problème de la pertinence de l’approche stochastique
pour l’étude du problème d’intrusion saline.
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Figure 4.7 – Graphe représentant les espérances de h et deH obtenues pour l’expérience 3, dans
les deux cas stochastiques : cas i

(
K̄ = 42m/j, σ = 0.9

)
et cas ii

(
K̄ = 43m/j, σ = 0.1

)
.

Figure 4.8 – Zoom E(h)

Figure 4.9 – Zoom E(H)
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Figure 4.10 – Graphe représentant les espérances de h et de H obtenues pour l’expérience 4

dans le cas stochastique avec des conditions de marées, pour σ = 0.5 et σ = 0.9.
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ANNEXE A

DÉRIVATION DU MODÈLE

La base de la modélisation est la loi de conservation de la masse écrite pour chaque
espèce (eau douce et salée) associée à la loi de Darcy classique pour les milieux poreux.
Les fluides et le sol sont considérés comme faiblement compressibles.

A.1 loi de Darcy

La loi de Darcy représente un cas particulier de l’intégration des lois générales de
la mécanique, lorsque l’on fait l’hypothèse que l’eau se comporte comme un fluide
newtonien, incompressible, et qu’au cours de son écoulement dans le sol, les forces
d’inertie sont négligeables. On montre que la vitesse q du flot est liée à la pression P à
travers la loi de Darcy par

q = −k
µ

(∇P + ρg∇z),

où ρ et µ sont respectivement la densité et la viscosité de fluide, k est la perméabi-
lité du sol et g la constante d’accélération gravitationnelle. En introduisant la charge
hydraulique φ définie par

Φ =
P

ρ0g
+ z − href , (A.1)

nous pouvons écrire l’équation précédente comme suit :

q = −K∇Φ− k

µ
(ρ− ρ0)g∇z, K =

kρ0g

µ
.

Dans cette relation, la matrice K est la conductivité hydraulique qui exprime la capa-
cité du sol à conduire le fluide. Nous avons noté ρ0 la densité de référence du fluide.
Dans (A.1), Z = z − href est l’élévation au-dessus d’un niveau de référence fixé dans
l’aquifère, href < 0.
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A.2 loi de conservation de la masse du fluide

La loi de conservation de la masse du fluide s’écrit comme suit :

∂(ρφ)

∂t
+∇ · (ρq) = ρQ,

où φ est la porosité etQ est un terme de source générique. Donc le système d’équations
pour notre problème 3D s’écrit alors dans le domaine d’eau douce et dans le domaine
d’eau salée :

∂(ρfΦf )

∂t
+∇ · qf = Qf , dans Ωf , (A.2)

∂(ρsΦs)

∂t
+∇ · qs = Qs, dans Ωs, (A.3)

où qf = −Kf∇(Φf ) et qs = −Ks∇(Φs).

A.3 Équation d’état pour la compressibilité du fluide

On suppose que la pression P et la densité ρ satisfont l’équation d’état :

dρ

ρ
= αpdP, (A.4)

où αp ≥ 0 est le coefficient de compressibilité du fluide résultant de la variation de la
pression. En intégrant (A.4) on obtient

ρ = ρ0e
αp(P−P0),

où P0 est la pression de référence et ρ0 est la densité de référence du fluide. En suppo-
sant que αp = 0, nous récupérons le cas incompressible.

A.4 Équation d’état pour la compressibilité du sol

Modéliser la compressibilité du sol revient à modéliser les effets de compressibilité
des roches. Les premières tentatives pour expliquer ce phénomène sont basées sur le
modèle de la porosité dépendant de la profondeur φ = φ(z).
Par exemple, dans le modèle de Athy on a

φ(z) = φ0e
−Mz, (φ0,M) ∈ R2

+.

130



A.A.4 Équation d’état pour la compressibilité du sol

Le problème dans ce modèle est que la variation de la porosité n’est en aucun cas due à
la variation de la pression, alors qu’en réalité cette dernière joue un rôle fondamental.
C’est pourquoi une approche physique beaucoup plus cohérente consiste à dériver une
équation pour la porosité. Soit σ la contrainte totale dans le domaine ou milieux poreux
et σs la contrainte liée aux squelettes ou pores alors nous avons :

σ = φP + (1− φ)σs,

où φP représente les effets dûs à la pression. D’après la théorie de Terzaghi la contrainte
effective σe est définie par :

σe = (1− φ)(σs − P ).

Il s’en suit que
σe + P = σ.

En supposant que la contrainte totale reste inchangée nous avons :

dσe = −d∂P.

Considérons maintenant que le volume V se déforme à cause de la compressibilité du
sol. Si les grains de la roche poreuse sont incompressibles, la déformation est princi-
palement produite par le réarrangement de l’assemblage des grains et le volume de la
partie solide Vs = (1− φ)V reste inchangée [7]. Nous avons donc

dVs
dσe

= − dφ

dσe
V + (1− φ)

dV

dσe
= 0⇔ − 1

V

dV

dσe
=

1

1− φ
dφ

dP
. (A.5)

En supposant que les variations de volume et le comportement élastique du sol
sont faibles, on définit la compressibilité du sol par

βP = − 1

V

dV

dσe
.

Il en découle d’après l’équation (A.5) que :

βP =
1

1− φ
dφ

dP
⇔ φ = 1− (1− φ0)e−βP (P−P0), φ0 ∈ R+.

En résumé, l’approche consiste à supposer que la variation de porosité provient de la
compressibilité du squelette du milieu due à la variation de la pression du fluide. Cela
donne en utilisant les présentations différentielles :

dφ =
∂φ

∂P
dP = (1− φ)(

1

(1− φ)

∂φ

∂P
) = (1− φ)αPdP,

d’où
∂φ

∂P
= (1− φ)βP . (A.6)
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A.5 Hypothèses simplificatrices

Nous allons maintenant donner les hypothèses sur le fluide et sur le milieu, mais
aussi sur le flux qui sont simplificatrices dans le contexte de l’intrusion saline dans un
aquifère.

A.5.1 Hypothèses sur le fluide et sur le milieu

Nous supposons que les fluides (l’eau douce et l’eau salée) et le sol sont faiblement
compressibles donc

αP � 1, βP � 1.

D’où ρ ≈ ρ0 et par suite

q = −K∇Φ, K =
kρ0g

µ
.

A.5.2 Hypothèse de Bear

Cette hypothèse, formulée par Bear, consiste à négliger les variation de densité dans
la direction de l’écoulement, c’est à dire∇ρ · q � 1. Donc

∂(ρφ)

∂t
+ div(ρq) = ρQ⇔ ρ

∂(φ)

∂t
+ φ

∂(ρ)

∂t
+ ρ∇ · q +∇ρ · q︸ ︷︷ ︸

=0

= ρ. (A.7)

Compte tenu de (A.4) et (A.6) dans la dernière équation, on obtient

ρ((1− φ)βP + φαP )︸ ︷︷ ︸
=S

∂P

∂t
+ ρ∇ · q = ρQ.

Puisque

q = −kρ0g

µ
∇φ et P = ρ0gφ− ρ0gzh,

on obtient au final après simplification (ρ 6= 0), une équation de conservation de masse
couplée à l’équation de Darcy :

ρ0g((1− φ)βP + φαP )︸ ︷︷ ︸
=S0

∂Φ

∂t
−∇ · (K∇φ) = Q, (A.8)

où S0 = ρ0g((1− φ)βP + φαP ) est le coefficient d’emmagasinement en eau dans le sol.

À ce stade, dans chaque domaine nous avons une équation de conservation de
masse simplifiée du type (A.8) spécifique au milieu. Dans le domaine de l’eau douce,
nous avons :

Sf
∂Φf

∂t
+∇ · qf = Qf , (A.9)
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et dans le domaine de l’eau salée, nous avons :

Ss
∂Φs

∂t
+∇ · qs = Qs, (A.10)

où Sf , Ss sont respectivement les coefficients d’emmagasinement en eau dans le do-
maine de l’eau douce et dans le domaine salé, ρf , ρs sont respectivement les densités
de référence dans le domaine de l’eau douce et celui de l’eau salée, φf , φs sont respecti-
vement la charge hydraulique dans le domaine de l’eau douce et dans le domaine salé,
qf , qs sont respectivement la vitesse de Darcy dans le domaine de l’eau douce et dans
le domaine salé et enfin Qf , Qs sont des termes sources. On rappelle que :

Sf = ρfg((1− φ)βP + φαP ), qf = −Kf∇(φf ), Kf =
kgρf
µf

, (A.11)

Ss = ρsg((1− φ)βP + φαP ), qs = −Ks∇(φs), Ks =
kgρs
µs

. (A.12)

A.5.3 Hypothèse sur le flux

Les deux hypothèses suivantes sont introduites pour réduire le problème 3D à un
modèle 2D.

Hypothèse d’interface abrupte ou nette :
l’eau douce et l’eau de mer sont miscibles. Par conséquent, elles sont séparées par une
zone de transition caractérisée par les variations de la concentration de sel. Néanmoins,
l’épaisseur de la zone de transition est faible par rapport aux dimensions de l’aquifère.
Nous supposons alors qu’une interface abrupte sépare les deux domaines distincts,
l’un pour l’eau salée et l’autre pour l’eau douce. Une interface nette est également sup-
posée séparer les parties saturée et sèche de l’aquifère, négligeant ainsi l’épaisseur de la
zone partiellement saturée. Cette dernière interface libre peut être considérée comme
une nappe phréatique. Cette approximation est justifiée parce que l’épaisseur de la
frange de capillarité est beaucoup plus petite que la distance à la surface du sol.

Approximation de Dupuit :
L’hypothèse de Dupuit consiste à considérer que la charge hydraulique est constante
le long de chaque direction verticale (équipotentiels verticaux). C’est légitime puisque
l’on observe effectivement des déplacements quasi horizontaux lorsque l’épaisseur de
l’aquifère est faible par rapport à sa largeur et à sa longueur et lorsque le débit est loin
des puits. Cette approximation est exacte dans le cas d’un aquifère homogène, isotrope
et confiné avec une épaisseur constante.
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A.6 Domaine d’intégration

Nous utilisons maintenant les approximations introduites dans le paragraphe A.5.3
pour intégrer verticalement les équations (A.11) - (A.12), réduisant ainsi le problème
3D à un problème 2D.

Intégration Verticale du modèle

L’aquifère est représenté par un domaine Ω× (h2, hmax),Ω ⊂ R2, la fonction h2 (res-
pectivement hmax) décrivant sa topographie inférieure (respectivement supérieure).
Par souci de simplicité, nous supposons que la surface supérieure de l’aquifère est
à une profondeur constante, hmax ∈ R, et de plus que hmax = 0.
Nous désignons par h1 la profondeur de l’interface zone insaturée/zone saturé et h la
profondeur de l’interface eau douce/eau salée. Comme nous ne considérons pas de
formations géologiques très profondes, nous supposons que la pression est constante
et égale à la pression atmosphérique Pa dans la partie sèche supérieure de l’aquifère,
entre z = h et z = 0. Nous imposons un équilibre de pression à la limite de chaque
zone, plus précisément :{

Si h1 < hmax = 0 : Φf |z=h1 = Pa/ρfg + h1 − href .
Si h1 = hmax = 0 : Φf |z=hmax = Pa/ρfg − href .

Il s’ensuit que la bonne quantité pour que la charge hydraulique Φf soit significative
dans l’ensemble de l’aquifère est h−1 = inf(0, h1). La première condition du (A.6) s’écrit
comme Φf |z=h−1

= Pa/ρfg + h−1 − href . Des éléments similaires sur la profondeur de
l’interface eau douce/ eau salée h conduisent à introduire h− = inf(0, h).

Maintenant, nous effectuons l’intégration verticale. Nous commeno̧ns par la zone
d’eau douce entre les profondeurs h− et h−1 . Nous obtenons∫ h−1

h−
(Sf∂Φf +∇ · qf ) dz =

∫ h−1

h−
Qf dz, Bf = h−1 − h−.

Nous désignons par Q̃f le terme source représentant l’approvisionnement en surface
répartie d’eau douce dans l’aquifère libre :

Q̃f =
1

Bf

∫ h−1

h−
Qf dz.

En appliquant la formule de Leibniz au première terme, on obtient :∫ h−1

h−
Sf∂Φf dz = Sf

∂

∂t

∫ h−1

h−
Φf dz + SfΦf |z=h−∂th

− − SfΦf |z=h−1
∂th
−
1 .
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On pose Φ̃f la moyenne verticale de Φf

Φ̃f =
1

Bf

∫ h−1

h−
Φf dz.

D’après l’approximation de Dupuit, Φf (x1, x2, z) w Φ̃f (x1, x2), x = (x1, x2) ∈ Ω, z ∈
(h−, h−1 ), nous avons donc ∫ h−1

h−
Sf∂Φf dz = SfBf∂Φ̃f .

Nous avons aussi∫ h−1

h−
∇ · qf dz = ∇′ · (Bf q̃

′
f ) + qf |z=h−1 · ∇(z − h−1 )− qf |z=h− · ∇(z − h−),

où ∇′ = (∂x1 , ∂x2), q′f = (qf,x1 , qf,x2) et la vitesse moyenne de Darcy q̃′f =
1

Bf

∫ h−1

h−
q′f dz

est donnée par

q̃′f = − 1

Bf

∫ h−1

h−
(K ′f∇′Φf ) dz = − 1

Bf

∫ h−1

h−
(K ′f∇′Φ̃f ) dz = −K̃ ′f∇′Φ̃f , K̃ ′f =

1

Bf

∫ h−1

h−
K ′f dz.

La loi moyenne de conservation de la masse pour l’eau douce est ainsi écrite comme
suit :

SfBf∂tΦ̃f = ∇′ · (BfK̃
′
f∇′Φ̃f )− qf |z=h−1 · ∇(z − h−1 ) + qf |z=h− · ∇(z − h−) +BfQ̃f .(A.13)

Des calculs similaires dans la zone d’eau salée donnent

SsBs∂tΦ̃s = ∇′ · (BsK̃
′
s∇′Φ̃s)− qs|z=h2 · ∇(z − h2) + qs|z=h− · ∇(z − h−) +BsQ̃s,(A.14)

où Bs = h− − h2 est l’épaisseur de la zone d’eau salée. Dans ces équations, le terme
BiK̃

′
i, i = f, s, peut être considéré comme la transmissibilité dynamique de chaque

zone. À ce stade, nous avons obtenu un système d’équations ((A.13)-(A.14)) avec quatre
inconnus, Φ̃i, i = f, s, h−1 et h−.

A.7 Flux et équations de continuité aux interfaces

Le présent paragraphe est fondamental. En effet, notre approche a commencé comme
une approche d’interface nette, mais elle intègre maintenant l’existence de zones mis-
cibles, prenant la forme de deux interfaces diffuses : l’une d’épaisseur δ1 entre les zones
in-saturée et saturée et l’autre d’épaisseur δh entre la zone d’eau salée et la zone d’eau

135



CHAPITRE A. DÉRIVATION DU MODÈLE

douce . Ce modèle a été initialement introduit dans [28] et nous reprenons ici intégrale-
ment la présentation du calcul du flux donné dans cet article. Nous soulignons que ce
modèle est complètement nouveau par rapport à la littérature existante et qu’il conci-
lie la simplicité des modèles à interface nette avec le réalisme des modèles à interface
diffuse.

Flux au interface eau douce/ eau salée
Nous introduisons une fonction de phase Fh décrivant les deux zones (eau douce, eau
salée ) et l’interface nette :

Fh =


0 dans l’eau douce,
cs
2

sur l’interface nette,

cs dans l’eau salée,

où cs est la concentration moyenne en sel dans la zone salée. Ainsi l’ensemble
{(x1, x2, z) tels que Fh(x1, x2, z) =

cs
2
} représente l’interface nette à l’instant t.

La fonction Fh satisfait une équation de type Allen-Cahn tri-stable (les trois points de
stabilités ici sont 0,

cs
2

et cs) :

∂tFh + ~ν · ∇Fh − δh∆′Fh +
Fh(Fh − cs/2)(Fh − cs)

δh
= 0, (A.15)

où le symbole ∆′ correspond à la dérivation par rapport aux deux variables (x1, x2) et
nous désignons par ~ν la vitesse de l’interface. Notons que nous avons déjà négligé ici
la différence verticale en ce qui concerne le terme convectif. La taille caractéristique de
l’interface diffuse correspondante est δh > 0. Le passage de 3D à 2D suppose que la
zone de stabilité {Fh =

cs
2
} correspond à l’interface nette z = h, on a donc :

Fh(x1, x2, z, t) = cs/2⇔ z − h−(x1, x2, t) = 0.

En différenciant Fh(x1, x2, h
−(x1, x2, t), t) = cs/2 et en incluant ces résultats dans la

projection de l’équation d’Allen-Cahn pour Fh = cs/2, nous obtenons :

∂zFh(−∂th− + ~ν · ∇(z − h−) + δh∆
′h−) + δh∇′h− · ∇′∂zFh + δh|∇′h−|2∂2

zzFh = 0.(A.16)

Les deux derniers termes de l’équation (A.16) peuvent être négligés. Tout d’abord, bien
sûr, le paramètre de diffusion δh qui est la taille caractéristique de l’interface diffuse est
petit. Le point suivant vient de la dynamique de l’équation d’Allen-Cahn.
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On revient alors à l’hypothèse traditionnelle de la modélisation à interface nette :
pas de transfert de masse au travers de l’interface eau douce/ eau salée i.e les compo-
santes normales de la vitesse sont continues et on a :

(
qf |z=h−

φ
− ~ν) · ~n = (

qs|z=h−

φ
− ~ν) · ~n = 0. (A.17)

On a noté ~n le vecteur normale unitaire par rapport à l’interface nette. En combinant
(A.16)- (A.17), nous obtenons

qf |z=h− · ∇(z − h−) = qs|z=h− · ∇(z − h−)

= φ(∂th
− − δh∆′h−)

= φ(χ0(−h)∂th− δh∇′ · (χ0(−h)∇′h)), (A.18)

où nous avons établi

χ0(h) =

{
0 si h ≤ 0,

1 si h > 0.

Flux au interface zone sèche /zone saturée
Nous appliquons le même type de raisonnement que dans le cas précédent pour dé-
crire la zone de transition entre la zone saturée et la zone insaturée d’épaisseur δ1. Ici
pour modéliser la dynamique de cette interface, nous introduisons une fonction de
phase F1 telle que :

F1 =


−1 dans la zone insaturée,

0 sur l’interface nette,
1 dans la zone saturée.

L’interface nette est caractérisé par F (x1, x2, z, t) = 0⇔ z−h−1 (x1, x2, t) = 0 . Les termes
principaux de la projection sur z = h−1 d’une équation d’Allen-Cahn tri-sable pour une
interface diffuse de taille caractéristique δ1 donne

−∂th−1 + ~ν · ∇(z − h−1 ) + δ1∆′h−1 = 0. (A.19)

En combinant (A.19) et l’équation de continuité des composantes normales de la vi-
tesse, nous obtenons

(
qf |z=h−1
φ

− ~ν) · ~n = 0, (A.20)

et

qf |z=h−1 · ∇(z − h−1 ) = φ(∂th
−
1 − δ1∆′h−1 )

= φ((χ0(−h1)∂th1 − δ1∇′ · (χ0(−h1)∇′h1)). (A.21)
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Couche imperméable à z = h2 Dans le cas où on suppose que la couche inférieure
de l’aquifère est imperméable i.e pas de flux entre la zone salée et le fond z = h2 , on a :

qs(h2) · ∇(z − h2) = 0. (A.22)

A.7.1 Équation de continuité

L’approximation de Dupuit se lit Φ̃f w Φf |z=h−1
, c’est à dire

Φ̃f =
Pa
ρfg

+ h−1 − href . (A.23)

Compte tenu de la condition aux limites à l’interface libre supérieure et Φf |z=h−1
w

Φf |z=h− , nous avons

Pa
ρfg

+ h−1 − href =
Pf |z=h−

ρfg
+ h− − href

⇔ Pf |z=h− = Pa + ρfg(h−1 − h−). (A.24)

En outre, la pression est continue à l’interface entre l’eau salée et l’eau douce. Comme
Ps|z=h− = ρsg(Φs|z=h− − h− + href ) et Φ̃s w Φs|z=h− , il s’ensuit que

(1 + α)Φ̃s =
Pa
ρfg

+ h−1 + αh− − (1 + α)href , (A.25)

où α =
ρs
ρf
− 1, caractérise la contraste de densité.

A.8 Présence d’autres ressources en eau

Présence d’une rivière dans une partie Ωr × {hmax},Ωr ⊂ Ω de la limite supé-
rieure :
On suppose que la rivière à l’équilibre hydrodynamique, i.e si Pr est la pression dans
la rivière :

Pr(x1, x2, z) = Pa + ρfg(0− z), (x1, x2) ∈ Ωr, hmax ≤ z ≤ 0.

La charge hydraulique de la rivière Φr est donc également constante par rapport à z,
comme Φf . La condition au bord classique à l’interface d’un aquifère et d’un réservoir
d’eau est la continuité de Φf et cela donne :

Φf |x∈Ωr,z=hmax = Φr|x∈Ωr,z=hmax =
Pr|z=hmax
ρfg

+ hmax − href =
Pa
ρfg
− href .
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Présence d’une zone faiblement imperméable :
Le flux entre la zone faiblement imperméable et l’eau contenue dans l’aquifère consiste
en une terme de fuite qL

qL(x) =

{
0 xdans la zone imperméable,

qL(x) xdans la zone faiblement imperméable.

Le modèle générique de recharge et de décharge est qL = (φext−φ/cm) où φ (resp. φext)
est la charge dans la zone de la membrane semi-perméable de l’aquifère (resp. dans la
zone faiblement imperméable), la résistance cm = O(bm/km) dépend de la profondeur
bm et la perméabilité km(km � k) de la membrane. Cette formulation permet de traiter
la charge et la décharge, en fonction du rapport entre φ et φext.

Ici, nous pouvons inclure un terme de fuite non salée qLf du haut de l’aquifère à
l’eau douce lorsque l’aquifère est entièrement saturé (c’est-à-dire h1 = 0) et un terme
de fuite salé qL du fond à l’eau salée :

qf |z=h−1 · ∇(z − h−1 ) = qLf , où h−1 = 0, qs|z=h2 · ∇(z − h2) = qLs. (A.26)

Cette condition sera insérée ci-dessous. Plus précisément, d’après (A.26) , le terme qLf
s’écrit comme

qLf (x, h1, h) = (1− χ0(−h1))χ0(h−1 − h−)
kmf (x)

bmf (x)

(Pext,f (x)

ρfg
+ bmf (x)− Pa

ρfg
− h−1

)
= (1− χ0(−h1))χ0(h−1 − h−)

kmf (x)

bmf (x)

(Pext,f (x)

ρfg
+ bmf (x)− Pa

ρfg
).

On suppose que kmf = 0 en dehors de la zone faiblement imperméable. Le même type
d’arguments nous donne

qLs(x, h1, h) = χ0(h− − h2)
kmf (x)

bmf (x)

(Pext,s(x)

ρsg
+ h2 − bms(x)− Pa

ρfg(1 + α)
− h−1

1 + α
− αh−

1 + α

)
.

A.9 Modèle d’intrusion saline

Nous commeno̧ons par certaines hypothèses, essentiellement introduites pour la
simplicité la présentation des équations. On suppose que le milieu est isotrope et que
la viscosité est la même pour l’eau salée et l’eau douce. En utilisant la définition de la
perméabilité K̃f et K̃s, et que µf = µs nous obtenons

ks = (1 + α)kf .
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À cette étape, nous pouvons déduire le modèle bidimensionnel de (A.13)-(A.14) comme
suit :

SfBf∂tΦ̃f −∇′ · (BfK̃
′
f∇′Φ̃f ) + qf |z=h−1 · ∇(z − h−1 )− qf |z=h− · ∇(z − h−)

= BfQ̃f . (A.27)

SsBs∂tφ̃s −∇′ · (BsK̃
′
s∇′φ̃s)− qs|z=h2 · ∇(z − h2) + qs|z=h− · ∇(z − h−)

= BsQ̃s, (A.28)

Nous pouvons négliger le terme SsBs∂tΦ̃s en raison des deux arguments suivants.
D’abord, l’eau salée est confinée car le fond de l’aquifère est supposé imperméable :

∂tΦs � 1.

Par ailleurs Ss � 1 à cause de la faible compressibilité du fluide et de la roche, donc

Ss = ρsg((1− φ)βp + φαp)� 1. (A.29)

Nous choisissons maintenant d’écrire le modèle en utilisant la conservation de la
masse de sel et sur la conservation de la masse totale. En utilisant le fait que SsBs∂tφ̃s ≈
0, et en faisant la somme de (A.28)-(A.28), on obtient :

−∇′ · (BsK̃
′
s∇′φ̃s)− qs|z=h2 · ∇(z − h2) + qs|z=h− · ∇(z − h−) = BsQ̃s,

SfBf∂tΦ̃f −∇′ · (BfK̃f∇′Φ̃f )−∇′ · (BsK̃s∇φ̃s) + qf |z=h−1 · ∇(z − h−1 )

−qs|z=h2 · ∇(z − h2) = BfQ̃f +BsQ̃s.

De nouveau, pour simplifier le modèle nous considérons que δh = δ1 := δ (les largeurs
des interfaces diffuse sont les mêmes). Nous inversons également l’axe vertical et par
suite nous remplao̧ns−h1 par h1,−h par h,−h2 par h2 et−z par z. D’où maintenant Bs

et Bf sont écrit comme suit : Bs = h2 − h+ , Bf = h+ − h+
1 et on peut écrire le système

suivant :

(M1)



φχ0(h)∂th−∇′.(αK̃f (h2 − h+)∇′h)−∇′ · (δφχ0(h)∇′h)

−∇′.(K̃fχ0(h)(h2 − h+)∇′h1)− φqLs(x, h1, h) = −Q̃s(h2 − h+),

χ0(Sf (h
+ − h+

1 ) + φ)∂th1 −∇′.(K̃fχ0(h1)((h+ − h+
1 ) + (h2 − h+))∇′h1)

−∇′ · (δφK̃fχ0(h1)∇′h1)−∇′.(K̃fα(h2 − h+)χ0(h)∇′h)− φqLf (x, h1, h)

−φqLs(x, h1, h) = −Q̃s(h2 − h+)− Q̃f (h
+ − h+

1 ).

Si nous utilisons également l’hypothèse (A.29) pour négliger le coefficient de stockage
Sf dans la zone salée, le dernier modèle se réduit à :
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(M2)



φχ0(h)∂th−∇′.(αK̃f (h2 − h+)∇′h)−∇′ · (δφχ0(h)∇′h)

−∇′.(K̃fχ0(h)(h2 − h+)∇′h1)− φqLs(x, h1, h) = −Q̃s(h2 − h+),

φχ0∂th1 −∇′.(K̃fχ0(h1)((h+ − h+
1 ) + (h2 − h+))∇′h1)

−∇′ · (δφK̃fχ0(h1)∇′h1)−∇′.(K̃fα(h2 − h+)χ0(h)∇′h)− φqLf (x, h1, h)

−φqLs(x, h1, h) = −Q̃s(h2 − h+)− Q̃f (h
+ − h+

1 ).

Dans (M1) et (M2), les termes qLs et qLf sont définis par :

qLs(x, h1, h) = χ0(h− − h2)
kmf (x)

bmf (x)

(Pext,s(x)

ρsg
+ h2 − bms(x)− Pa

ρfg(1 + α)
− h−1

1 + α
− αh−

1 + α

)
.

qLf (x, h1, h) = (1− χ0(−h1))χ0(h−1 − h−)
kmf (x)

bmf (x)

(Pext,f (x)

ρfg
+ bmf (x)− Pa

ρfg
). (A.30)

Par la suite, nous utilisons le modèle (M2) où nous omettrons les signes + et la fonction
indicatrice χ0, car h et h1 vérifieront un principe du maximum naturel, i.e. h ≥ 0 et
h1 ≥ 0.
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ANNEXE B

RÉSULTAT D’UNICITÉ ET DE

RÉGULARITÉ

B.1 Régularité

Dans le cas d’aquifère libre, nous pouvons exprimer les coefficient caractérisant

l’opérateur en fonction des paramètres physiques α̂ =
δ

φ
, β̂ =

δ

φ
+ K+

h2

φ
et ĝ(r) =

||P−1||L(Yr,Xr),
donc

µ̂ =
α̂ + ĉ

β̂ + ĉ
=

δ + φĉ

δ + φĉ+K+h2

and ν̂ =
ĉ

(β̂ + ĉ)
=

φ ĉ

δ + φĉ+K+h2

.

Nous choisissons ĉ > 0 afin d’assurer ν̂ < µ̂. Ainsi, si r ≥ 2 est tel que k̂(r) := ĝ(r)(1−
µ̂+ ν̂) < 1, cet exposant est approprié.
Comme précédemment, soit r > 2, on peut toujours ajuster h2, K+ et δ tel que k̂(r) =

ĝ(r)(1− µ̂+ ν̂) < 1. C.à.d, nous imposons :(
δ +K+h2 + φ ĉ

)
<

ĝ(r)

ĝ(r)− 1
δ, ∀ĉ > 0,

⇐⇒ K+ <
1

ĝ(r)− 1
× δ

h2

− φ ĉ

h2

, ∀ĉ > 0.

Laissons ĉ→ 0, nous obtenons
K+ h2

δ
<

1

ĝ(r)− 1
. (B.1)

Proposition B.1 Soit (h, h1) une solution du problème (1.10)–(1.13) et r(δ, h2, K+) > 2 le
plus grand nombre réel tel que ĝ(r)(1 − µ̂ + ν̂) < 1. De plus, nous supposons qu’il existe
γ, 0 < γ < 1 tel que les paramètres physiques satisfassent

K+ ≤
η

1− η
× δ

h2

, avec η =
√

(1− γ)× (1− k̂(r))

ĝ(r)
. (B.2)
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Si (hD, h1,D) ∈ Lr(0, T ;W 1,r(Ω))2, (h0, h1,0) ∈ W 1,r(Ω)2 alors∇h et∇h1 sont dans Lr(ΩT ),
de plus, nous avons

||∇h||Lr(ΩT ) ≤ C1(φ, h2, K−, K+, δ, h0, h1,0, hD, h1,D, Qf , Qs),

et

||∇h1||Lr(ΩT ) ≤ C2(φ, h2, K−, K+, δ, h0, h1,0, hD, h1,D, Qf , Qs).

Preuve:

Sans perdre de généralité, nous pouvons simplifier les équations en prenant Qf =

Qs = 0. De la même façon, nous considérerons les conditions aux limites homogènes
de Dirichlet pour h et h1. Nous renvoyons à [31] pour le cas général.
La preuve est décrite comme suit : Dans la première étape, en utilisant le théorème
de Schauder, nous prouvons que pour tout T > 0, le système initial complété par les
conditions initiales et aux limites

h = 0, h1 = 0 dans Γ× (0, T ),

h(0, x) = h0(x), h1(0, x) = h1,0(x) p.p. dans Ω,

admet une solution (h, h1) tel que (h, h1) ∈
(
W (0, T ) ∩ Lr(0, T ;W 1,r(Ω)

)2. Nous remar-
quons que la séquence (h, h1) est uniformément bornée dans (L2(0, T ;V )∩Lr(0, T ;W 1,r(Ω))2

et nous montrons que le principe maximum suivant 0 ≤ h1(t, x) ≤ h(t, x) ≤ h2 p.p.
dans ΩT est satisfait.
La formulation faible de ce dernier problème est donnée par : pour tout w ∈ V ,∫ T

0

φ〈∂th,w〉V ′,V dt+

∫
ΩT

δ∇h · ∇w dxdt+

∫
ΩT

KTs(h)∇h · ∇w dxdt

+

∫
ΩT

KTs(h)∇h1 · ∇w dxdt = 0,

∫ T

0

φ〈∂th1, w〉V ′,V dt+

∫
ΩT

δ∇h1 · ∇w dxdt

+

∫
ΩT

K
((
Ts(h) + Tf (h− h1)

)
∇h1 + Ts(h)∇h

)
· ∇w dxdt = 0.

Pour la stratégie du point fixe, nous définissons l’application F par

F : (L2(0, T ;H1(Ω)))2 −→ (L2(0, T ;H1(Ω)))2

(h̄, h̄1) 7−→ F(h̄, h̄1) =
(
F1(h̄, h̄1) = h,F2(h̄, h̄1) = h1

)
,
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où (h, h1) est la solution du problème variationnel suivant :∫ T

0

φ〈∂th,w〉V ′,V +

∫
ΩT

δ∇h · ∇w +

∫
ΩT

KTs(h̄)∇h · ∇w

+

∫
ΩT

KTs(h̄)∇h̄1 · ∇w = 0, (B.3)∫ T

0

φ〈∂th1, w〉V ′,V +

∫
ΩT

δ∇h1 · ∇w +

∫
ΩT

K
(
Ts(h̄) + Tf (h̄− h̄1)

)
∇h1 · ∇w

+

∫
ΩT

KTs(h̄)∇h · ∇w = 0, (B.4)

pour tout w ∈ V . En effet, nous savons grâce à la théorie classique sur les équations
paraboliques (voir e.g. [50]) que le système variationnel linéaire (B.3)–(B.4) admet une
solution unique. La fin du présent paragraphe est consacrée à la preuve de la propriété
du point fixe pour l’application F dans un fermé convexe borné inclus dans l’espace
Lr(0, T ;W 1,r(Ω)

)2 ∩W (0, T )2.
Dans [29], il a déjà été établi qu’il existe deux nombres réelsAM = AM(φ, δ,K, h0, h2,M, T )

et
BM = BM

(
φ, δ,K, h1,0, h2,M,AM , T

)
dépendant uniquement des données tels que

||h||L∞(0,T ;H)∩L2(0,T ;(H1(Ω)) ≤ AM ,

||h1||L∞(0,T ;H)∩L2(0,T ;(H1(Ω)) ≤ BM .

De plus, il a également été prouvé qu’il existe deux constantes CM , DM > 0 telles que

‖∂th‖2
L2(0,T ;(H1(Ω))′) ≤ CM := δAM +

h2

φ
(K+AM +M),

||∂th1,n||L2(0,T ;V ′) ≤ DM := δ +
h2K+

φ

(
2AM +BM

)
.

Ces estimations permettent de conclure que F est continue dans (L2(0, T ;L2(Ω)))2

parce que ses deux composants F1 et F2 sont continues. De plus, soit EM ∈ R∗+ le
nombre réel défini par

EM = max(AM , BM , CM , DM),

et W le sous-ensemble borné convexe fermé (fortement) non vide de (L2(0, T ;L2(Ω)))2

défini par

W =
{

(g, g1) ∈ W (0, T )2; (g(0), g1(0)) = (h0, h1,0), ||(g, g1)||(L2(0,T ;H1(Ω))∩H1(0,T ;V ′))2 ≤ EM

}
.

Sous certaines conditions sur les paramètres physiques, il est montré queF(W ) ⊂ W . Il
résulte du théorème de Schauder [86, cor. 3.6] qu’il existe (h, h1) ∈ W tel queF(h, h1) =
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(h, h1). Ce point fixe de F est la solution faible du problème (1.10)–(1.13).
Ce résultat est amélioré en incluant dans la définition du sous-ensemble borné convexe
W une estimation uniforme par rapport à M pour la norme Lr(0, T ;W 1,r(Ω)).
Soient (M ′,M ′′) deux nombres réels strictement positifs que nous définirons plus tard,
on pose

W̃ = {(g, g1) ∈
(
W (0, T ) ∩ Lr(0, T ;W 1,r(Ω))

)2
, (g(0), g1(0)) = (h0, h1,0);

‖(g; g1)‖W (0,T ) ≤ EM , ‖∇g1‖Lr(ΩT ) ≤M ′ and ‖∇g‖Lr(ΩT ) ≤M ′′}. (B.5)

Notre objectif est de vérifier que F(W̃ ) ⊂ W̃ . En appliquant le lemme 1.5 à (B.3), nous
déduisons que

‖∇h‖Lr(ΩT )2 ≤ ĝ(r)

(1− k̂(r))(β̂ + c)

(h2K+

φ
‖∇h̄1‖Lr(ΩT )2 +

1

φ
‖h0‖W 1,r(Ω)

)
.

De même, l’application du lemme 1.5 à (B.4), entraine que

‖∇h1‖Lr(ΩT )2 ≤ ĝ(r)

(1− k̂(r))(β̂ + c)
×
(h2K+

φ
||∇h||Lr(ΩT )2 +

1

φ
||h1,0||W 1,r(Ω)

)
donc

||∇h1||Lr(ΩT )2 ≤
( ĝ(r)

(1− k̂(r))(β̂ + c)
× h2K+

φ

)2

||∇h̄1||Lr(ΩT )2

+
ĝ(r)

φ (1− k̂(r))(β̂ + c)
×
( ĝ(r)

(1− k̂(r))(β̂ + c)

h2K+

φ
||h0||W 1,r(Ω) + ||h1,0||W 1,r(Ω)

)
. (B.6)

Soit γ tel que 0 < γ < 1 et supposons que φ, h2, K+ et δ satisfassent( ĝ(r)

(1− k̂(r))(β̂ + c)
× h2K+

φ

)2

≤ 1− γ.

Nous soulignons que (B.2) nous redonne l’inégalité précédente, en effet

(B.2) ⇐⇒ h2K+ ≤
√

(1− γ)× (1− k̂(r))

ĝ(r)
× (K+h2 + δ),

=⇒ K+ h2 ≤
√

(1− γ)× (1− k̂(r))

ĝ(r)
× (K+h2 + δ + φc)︸ ︷︷ ︸

φ (β̂+c)

, ∀c > 0.

La constante M ′ est prise de telle sorte que les conditions initiales satisfassent

ĝ(r)

φ (1− k̂(r))(β̂ + c)
×
( ĝ(r)

(1− k̂(r))(β̂ + c)

h2K+

φ
||h0||W 1,r(Ω) + ||h1,0||W 1,r(Ω)

)
≤ γM ′.

(B.7)
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Considérant (B.2), (B.6) et (B.7), on en déduit que :

||∇h1||Lr(ΩT )2 ≤M ′,

et

||∇h||Lr(ΩT )2 ≤ M ′′ :=
ĝ(r)

(1− k̂(r))(β̂ + c)
×
(h2K+

φ
M ′ +

1

φ
||h1,0||W 1,r(Ω)

)
.

Nous soulignons que les deux réels M ′ et M ′′ sont indépendant du réel M . Soit W̃ le
convexe fermé borné défini par (B.5), nous avons prouvé que F(W̃ ) ⊂ W̃ . Il résulte du
théorème de point fixe de Schauder qu’il existe (h̃, f̃) ∈ W̃ tel que F(h̃, f̃) = (h̃, f̃). Ce
point fixe de F est une solution faible du problème tronqué.
À partir de cette étape, les preuves du principe du maximum sont similaires à la preuve
donnée dans [30], nous allons donc les omettre ici. Nous avons donc établi que les gra-
dients de la solution de notre problème satisfont une estimation uniforme dans l’espace
Lr(ΩT ), r > 2.

� �

B.2 Unicité

Nous allons utiliser la régularité L4 du gradient de la solution pour prouver l’uni-
cité.

Théorème B.1 Soit (h2, K+, δ) ∈ (R+
∗ )3 satisfaisant (B.1) et (B.2) pour r = 4, alors la solu-

tion du système (1.10)-(1.13) est unique dans W (0, T )×W (0, T ).

Remarque B.1 Comme dans le cas confiné, nous obtenons l’unicité pour des conditions res-
trictives sur la conductivité hydraulique, à savoir une faible conductivité hydraulique à l’inté-
rieur de l’aquifère

(B.1)− (B.2)⇐⇒ K+ < Inf(
1

ĝ(4)− 1
,

η

1− η
) × δ

h2

, avec η =
√

(1− γ)× (1− k̂(4))

ĝ(4)
.

Mais à nouveau, nous rappelons que la conductivité hydraulique est naturellement faible dans
les aquifères usuels.
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Preuve:
Soit t ∈ [0, T ], nous soulignons que toutes les estimations précédemment établies du
temps T , sont valides ∀t ≤ T .
Soient (h, h1) et (h̄, h̄1) deux solutions du problème (1.10)-(1.13), puisque h2 ≥ h ≥
h1 ≥ 0 et h2 ≥ h̄1 ≥ h̄ ≥ 0, nous pouvons dire que Ts(h) − Ts(h̄) = h̄ − h = −u ,
Tf (h− h1) + Ts(h) = (h2 − h1) et Tf (h̄− h̄1) + Ts(h̄)

)
= (h2 − h̄1).

Posons u = h − h̄ ∈ W (0, T ) et v = h1 − h̄1 ∈ W (0, T ), le couple (u, v) est alors une
solution du système suivant :

φ∂tu−∇ · ((δ +KTs(h̄))∇u) +∇ · (Ku∇h) +∇ · (Ku∇h1)−∇ · (KTs(h̄)∇v) = 0

φ∂tv −∇ · ((δ +K(h2 − h̄1))∇v) +∇ · (Kv∇h1) +∇ · (Ku∇h)−∇ · (KTs(h̄)∇u) = 0

En intégrant ces équations sur (0, t)× Ω, nous obtenons ∀(w1, w2) ∈ W (0, T )2

φ

∫
Ωt

∂tuw1 +

∫
Ωt

(δ +KTs(h̄))∇u · ∇w1 −Ku∇h · ∇w1 − Ku∇h1 · ∇w1 + KTs(h̄)∇v · ∇w1 = 0

et

φ

∫
Ωt

∂tvw2 +

∫
Ωt

(δ +KTs(h̄1))∇v · ∇w2 − Ku∇h · ∇w2 −K v∇h1 · ∇w2 + KTs(h̄)∇u · ∇w2 = 0

En prenant w1 = u et w2 = v, puisque u(t = 0, .) = v(t = 0, .) = 0 p.p. sur Ω et en
appliquant le lemme de Mignot, on obtient après sommation

φ

2

∫
Ω

(u2(t, x) + v2(t, x)) dx+

∫
Ωt

(δ +KTs(h̄))(∇u · ∇u+∇v · ∇v)

+

∫
Ωt

K(h̄− h̄1)∇v · ∇v + 2

∫
Ωt

KTs(h̄)∇v · ∇u−
∫

Ωt

Ku∇h1 · ∇u

−
∫

Ωt

Ku∇h · ∇u−
∫

Ωt

Ku∇h · ∇v −
∫

Ωt

Kv∇h1 · ∇v = 0

⇐⇒

φ

2

∫
Ω

(u2(t, x) + v(t, x)2) dx+

∫
Ωt

δ (|∇u|2 + |∇v|2) +

∫
Ωt

K Ts(h̄)∇(u+ v) · ∇(u+ v)

+

∫
Ωt

K (h̄− h̄1)∇v · ∇v −
∫

Ωt

Ku∇(h+ h1) · ∇u+

∫
Ωt

Ku∇h · ∇v −
∫

Ωt

Kv∇h1 · ∇v = 0

Grâce à la définition de Ts(h̄) et puisque h2 ≥ h̄ ≥ h̄1 ≥ 0, nous obtenons

0 ≤
∫

Ωt

KTs(h̄)∇(u+ v) · ∇(u+ v) +

∫
Ωt

K (h̄− h̄1)∇v · ∇v.
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D’autre part

|
∫ t

0

∫
Ω

Ku∇(h+ h1) · ∇u| ≤
∫ t

0

K+(

∫
Ω

u4)1/4(

∫
Ω

|∇(h+ h1)|4)1/4(

∫
Ω

|∇u|2)1/2dt.

(B.8)

En utilisant la proposition B.1, nous avons

(∫
ΩT

|∇h|4
)1/4

≤ C4,1 and
(∫

ΩT

|∇h1|4
)1/4

≤ C4,2,

d’où

(∫
ΩT

|∇(h+ h1)|4
)1/4

≤ C4,1 + C4,2 := C4.

Par ailleurs, l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg est utilisé comme suit

(∫
Ω

|u|4
)1/4

≤ CG |u||1/2L2(Ω)||∇u||
1/2

L2(Ω).

Alors, combinant les inégalités de Gagliardo-Nirenberg et de Young appliquées à (B.8),
nous obtenons

|
∫

Ωt

Ku∇(h+ h1) · ∇u|

≤ K+CG

(∫ t

0

(||u||2L2(Ω)||∇u||2L2(Ω)dt
)1/4(∫

ΩT

|∇(h+ h1)|4dt
)1/4(∫

Ωt

|∇u|2dt
)1/2

≤ K+CGC4 max
t∈(0,t)

||u||1/2L2(Ω)(

∫
Ωt

|∇u|2)3/4

≤ K+CGC4

(1

8
ε−3

1 max
t∈(0,t)

||u||2L2(Ω) + 2ε1

∫
Ωt

|∇u|2
)
, with ε1 > 0.

De la même façon, nous avons

|
∫

Ωt

K v∇h1 · ∇v| ≤ K+CG

(∫ t

0

(||v||2L2(Ω)||∇v||2L2(Ω)dt
)1/4(∫

ΩT

|∇h1|4dt
)1/4(∫

Ωt

|∇v|2dt
)1/2

≤ K+CGC4,2 max
t∈(0,t)

||v||1/2L2(Ω)(

∫
Ωt

|∇v|2)3/4

≤ K+ CGC4,2

(1

8
ε−3

2 max
t∈(0,t)

||v||2L2(Ω) + 2ε2

∫
Ωt

|∇v|2
)
, with ε2 > 0.
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Finalement

|
∫ t

0

∫
Ωt

Ku∇h · ∇v| ≤
∫ t

0

K+(

∫
Ω

u4)1/4(

∫
Ω

|∇h|4)1/4(

∫
Ω

|∇v|2)1/2dt

≤ K+CG

∫ t

0

||u||1/2L2(Ω)||∇u||
1/2

L2(Ω)(

∫
Ω

|∇h|4)1/4(

∫
Ω

|∇v|2)1/2dt

≤ K+CG (

∫ t

0

||u||2L2(Ω)||∇u||2L2(Ω) dt)
1/4(

∫
ΩT

|∇h|4)1/4(

∫
Ωt

|∇v|2)1/2

≤ K+CGC4,1 max
t∈(0,t)

||u||1/2L2(Ω)(

∫
Ωt

||∇u||2)1/4(

∫
Ωt

|∇v|2)1/2

≤ K+CGC4,1{
1

2ε1
max
t∈(0,t)

||u||L2(Ω)(

∫
Ωt

|∇u|2)1/2 +
ε1
2

∫
Ωt

|∇v|2}

≤ K+ CGC4,1{
1

16ε31
max
t∈(0,t)

||u||2L2(Ω) + ε1

∫
Ωt

|∇u|2}+
K+CGC4,1ε1

2

∫
Ωt

|∇v|2

En combinant toutes ces inégalités, nous obtenons :

φ

2

∫
Ω

u2(t, x) dx+
φ

2

∫
Ω

v2(t, x) dx+ (δ −K+CG ε1(2C4 + C4,1))

∫
Ωt

|∇u|2

+(δ − K+CGC4,1

2
ε1 − 2 ε2)

∫
Ωt

|∇v|2 ≤ K+

8ε32
CGC4,2 max

t∈(0,T )
(

∫
Ω

v2(t, x) dx)

+
K+

8ε31
CG (C4 +

C4,1

2
) max
t∈(0,T )

(

∫
Ω

u2(t, x) dx). (B.9)

Fixons ε1 > 0 et ε2 > 0 tels que

δ −K+ε1CG (2C4 + C4,1) > 0,

et

δ − K+C4,1CG
2

ε1 − 2 ε2 > 0,

alors, en passant au maximum pour t ∈ (0, T ) dans le membre gauche de (B.9), on
obtient

φ

2
max
t∈(0,T )

∫
Ω

u2(t, x) dx +
φ

2
max
t∈(0,T )

∫
Ω

v2(t, x) dx

≤ K+

8ε31
CG

(
(C4 +

C4,1

2
) max
t∈(0,T )

∫
Ω

u2(t, x) dx+ C4,2 max
t∈(0,T )

(

∫
Ω

v2(t, x)dx
)

⇐⇒

(
φ

2
− K+

8ε31
CG (C4 +

C4,1

2
)) max

t∈(0,T )

∫
Ω

u2(t, x) dx+ (
φ

2
− K+

8ε32
CGC4,2) max

t∈(0,T )

∫
Ω

v2(t, x) dx ≤ 0.
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B.B.2 Unicité

Si φ satisfait

φ

2
− K+CG

8ε31
(C4 +

C4,1

2
) > 0 with ε1 < Inf(

2 δ

K+C4,1CG
,

δ

K+(2C4 + C4,1)CG
) (B.10)

et

(
φ

2
− K+

8ε32
CGC4,2) > 0 with ε2 <

1

2
(δ − K+C4,1CG

2
ε1), (B.11)

alors (B.10) implique que maxt∈(0,T )

∫
Ω
u2(t, x) dx = 0 et donc u = 0 p.p. dans ΩT et

la même chose pour v.

De nouveau, les conditions (B.10), (B.11) peuvent sembler très restrictives. Cepen-
dant, nous pouvons choisir le coefficient φ arbitrairement grand (ce qui correspond à
une mise à l’échelle temporelle), alors ces conditions (B.10), (B.11) peut être satisfaites.
Posons, en effet,

t0 = Inf(
T × 8ε31

K+CG (2C4 + C4,1)
,

T × 4ε31
K+ CGC4,2

),

nous avons prouvé l’unicité pour t ∈ [0, t0]. Prenons t = t0 comme un nouveau temps
initial, l’unicité est obtenue pour tout t0 ≤ t ≤ 2 t0. En utilisant cette observation de ma-
nière inductive, nous déduisons le résultat sur [0, T ]. Le théorème B.1 est ainsi prouvé.
� �
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ANNEXE C

DÉTAILS DU CALCUL STOCHASTIQUE

Dans cette annexe, nous allons détailler les calculs des espérances des produits.

En utilisant la formule de récurrence suivante

ψ0(ξ) = 1,

ψ1(ξ) = ξ,

ψi+1(ξ) = ξψi(ξ)− iψi−1(ξ), i = 1, 2, ..., P − 1, (C.1)

Nous déduisons que les polynômes ψi sont alors générés par
ψ0(ξ) = 1

ψ1(ξ) = ξ

ψ2(ξ) = ξ2 − 1

ψ3(ξ) = ξ3 − 3ξ

ψ4(ξ) = ξ4 − 6ξ2 + 3

ψ5(ξ) = ξ5 − 10ξ3 + 15ξ

ψ6(ξ) = ξ6 − 15ξ4 + 45ξ2 − 15

ψ7(ξ) = ξ7 − 21ξ5 + 105ξ3 − 105ξ

ψ8(ξ) = ξ8 − 28ξ6 + 210ξ4 − 420ξ2 + 105

ψ9(ξ) = ξ9 − 36ξ7 + 378ξ5 − 1260ξ3 + 945ξ

ψ10(ξ) = ξ10 − 45ξ8 + 630ξ6 − 3150ξ4 + 4725ξ2 − 945.

À partir de cette formule de récurrence, on peut calculer, ∀i, j = 1, ..., P

E
[
ψi(ξ)

]
= δi,0,

E
[
ψi(ξ)ψj(ξ)

]
= i! δi,j,

E
[
ξψi(ξ)ψj(ξ)

]
= (i+ 1)! δi,j−1 i! δi,j+1,

E
[
ξ2ψi(ξ)ψj(ξ)

]
= (i+ 2)! δi,j−2 + i!(2i+ 1) δi,j + i! δi,j+2. (C.2)
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Puis en utilisant ces formules on peut calculer E[ξi],∀i = 2, ..., 20. On remarque que
E[ξj] = 0 si j impair, et si i pair E[ξi] sont données par :

• Calcul de E[ξ4] :
E[ξ4] = E[ξ2ψ1(ξ)ψ1(ξ)] = 1!(2.1 + 1) = 3.

• Calcul de E[ξ6] :
E[ξ2ψ1(ξ)ψ3(ξ)] = 3! = 6.
Or

ξ2ψ1(ξ)ψ3(ξ) = ξ2 · ξ · (ξ3 − 3ξ)

= ξ6 − 3ξ4,

d’où

E[ξ6 − 3ξ4] = 6

⇔ E[ξ6]− 3E[ξ4] = 6

⇔ E[ξ6] = 6 + 3× 3

⇔ E[ξ6] = 15.

• Calcul de E[ξ8] :

ξ2ψ2(ξ)ψ4(ξ) = ξ2(ξ2 − 1)(ξ4 − 6ξ2 + 3)

= ξ8 − 7ξ6 + 9ξ4 − 3ξ2.

Or d’une part

E[ξ2ψ2(ξ)ψ4(ξ)] = E[ξ8 − 7ξ6 + 9ξ4 − 3ξ2]

= E[ξ8]− 7× 15 + 9× 3− 3× 1

= E[ξ8]− 81,

d’autre part, E[ξ2ψ2(ξ)ψ4(ξ)] = (2 + 2)! = 24, et par suite E[ξ8] = 24 + 81 = 105.

• Calcul de E[ξ10] :

ξ2ψ4(ξ)ψ4(ξ) = ξ2(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ4 − 6ξ2 + 3)

= ξ10 − 12ξ8 + 42ξ6 − 36ξ4 + 9ξ2.
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Or d’une part

E[ξ2ψ2(ξ)ψ4(ξ)] = E[ξ10 − 12ξ8 + 42ξ6 − 36ξ4 + 9ξ2]

= E[ξ10]− 12× 105 + 42× 15− 36× 3 + 9

= E[ξ10]− 729,

d’autre part, E[ξ2ψ2(ξ)ψ4(ξ)] = 4!(2×4+1) = 216, et par suite E[ξ8] = 729+216 =

945.

De la même manière, on obtient :

E[ξ12] = 10395,

E[ξ14] = 135135,

E[ξ16] = 2027025,

E[ξ18] = 34459425,

E[ξ20] = 654729075.

En utilisent ces espérances, on peut calculer E[ψiψjψk], ∀i, j, k = 0, ..., 5 :

1. E[ψ0ψ0ψ0] = 1

2. E[ψ2ψ2ψ2] = 5

3. E[ψ4ψ4ψ4] = 1728

4. E[ψ2ψ2ψ0] = 2

5. E[ψ2ψ2ψ4] = 24

6. E[ψ4ψ4ψ0] = 24

7. E[ψ4ψ4ψ2] = 192

8. E[ψ0ψ1ψ1] = 1

9. E[ψ0ψ3ψ3] = 6

10. E[ψ0ψ5ψ5] = 120

11. E[ψ2ψ1ψ1] = 2

12. E[ψ2ψ1ψ3] = 6

13. E[ψ2ψ3ψ3] = 36

14. E[ψ2ψ3ψ5] = 120

15. E[ψ2ψ5ψ5] = 1200

16. E[ψ4ψ1ψ3] = 24
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17. E[ψ4ψ1ψ5] = 120

18. E[ψ4ψ3ψ3] = 216

19. E[ψ4ψ3ψ5] = 1440

20. E[ψ4ψ5ψ5] = 14400

et les autres espérances sont nulles.

De la même façon, on calcule E[ξiξjξkξl], ∀i, j, k, l = 0, ..., 5 :

1. E[ψ0ψ0ψ0ψ0] = E[1] = 1

2. E[ψ0ψ0ψ2ψ2] = E[ψ2ψ2] = 2! = 2

3. E[ψ0ψ0ψ4ψ4] = E[ψ4ψ4] = 4! = 24

4. E[ψ0ψ0ψ1ψ1] = E[ψ1ψ1] = 1! = 1

5. E[ψ0ψ0ψ3ψ3] = E[ψ3ψ3] = 3! = 6

6. E[ψ0ψ0ψ5ψ5] = E[ψ5ψ5] = 5! = 120

7. E[ψ0ψ2ψ1ψ3] = E[ξψ2ψ3] = 3! = 6

8. E[ψ0ψ1ψ3ψ4] = E[ξψ3ψ4] = 4! = 24

9. E[ψ0ψ4ψ1ψ5] = E[ξψ4ψ5] = 5! = 120

10. E[ψ2ψ4ψ1ψ1] = E[ξ2ψ2ψ4] = 4! = 24

11. E[ψ2ψ2ψ1ψ1] = E[ξ2ψ2ψ2] = 2!(2× 2 + 1) = 10

12. E[ψ4ψ4ψ1ψ1] = E[ξ2ψ4ψ4] = 4!(2× 4 + 1) = 216

13. E[ψ1ψ1ψ1ψ1] = E[ξ2ψ1ψ1] = 1!(2× 1 + 1) = 3

14. E[ψ1ψ1ψ1ψ3] = E[ξ2ψ1ψ3] = (1 + 2)! = 6

15. E[ψ1ψ1ψ3ψ3] = E[ξ2ψ3ψ3] = 3!(2× 3 + 1) = 42

16. E[ψ1ψ1ψ3ψ5] = E[ξ2ψ3ψ5] = (3 + 2)! = 120

17. E[ψ1ψ1ψ5ψ5] = E[ξ2ψ5ψ5] = 5!(5× 2 + 1) = 1320

18.

E[ψ2ψ2ψ2ψ2] = E[(ξ2 − 1)(ξ2 − 1)(ξ2 − 1)(ξ2 − 1)]

= E[ξ8 − 4ξ6 + 6ξ4 − 4ξ2 + 1]

= 105− 4× 15 + 6× 3− 4 + 1

= 60.
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19.

E[ψ4ψ4ψ4ψ4] = E[(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ4 − 6ξ2 + 3)]

= E[ξ16 − 24ξ14 + 228ξ12 − 1080ξ10 + 2637ξ8 − 3240ξ6 + 2052ξ4 − 648ξ2 + 81]

= 2027025− 24× 135135 + 228× 10395− 1080× 945 + 2637× 105− 3240× 15 + 2052× 3− 648× 1 + 81

= 367119.

20.

E[ψ0ψ2ψ2ψ4] = E[(ξ2 − 1)(ξ2 − 1)(ξ4 − 6ξ2 + 3)]

= E[ξ8 − 8ξ6 + 16ξ4 − 12ξ2 + 3]

= 105− 8× 15 + 16× 3− 12× 1 + 3

= 24.

21.

E[ψ0ψ2ψ2ψ2] = E[(ξ2 − 1)(ξ2 − 1)(ξ2 − 1)]

= E[ξ6 − 3ξ4 + 3ξ2 − 1]

= 15− 3× 3 + 3× 1− 1

= 8.

22.

E[ψ0ψ2ψ4ψ4] = E[(ξ2 − 1)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ4 − 6ξ2 + 3)]

= E[ξ10 − 13ξ8 + 54ξ6 − 78ξ4 + 45ξ2 − 9]

= 945− 13× 105 + 54× 15− 78× 3 + 45× 1− 9

= 192.

23.

E[ψ0ψ4ψ4ψ4] = E[(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ4 − 6ξ2 + 3)]

= E[ξ12 − 18ξ10 + 117ξ8 − 324ξ6 + 351ξ4 − 162ξ2 + 27]

= 10395− 18× 945 + 117× 105− 324× 15 + 351× 3− 162× 1 + 27

= 1728.

24.

E[ψ0ψ2ψ3ψ5] = E[(ξ2 − 1)(ξ3 − 3ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ10 − 14ξ8 + 58ξ6 − 90ξ4 + 45ξ2]

= 945− 14× 105 + 58× 15− 90× 3 + 45× 1

= 120.
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25.

E[ψ0ψ4ψ3ψ5] = E[(ξ3 − 3ξ)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ12 − 19ξ10 + 126ξ8 − 354ξ6 + 405ξ4 − 135ξ2]

= 10395− 19× 945 + 126× 105− 354× 15 + 405× 3− 135× 1

= 1440.

26.

E[ψ2ψ4ψ1ψ3] = E[ξ(ξ2 − 1)(ξ3 − 3ξ)(ξ4 − 6ξ2 + 3)]

= E[ξ10 − 10ξ8 + 30ξ6 − 30ξ4 + 9ξ2]

= 945− 10× 105 + 30× 15− 30× 3 + 9× 1

= 264.

27.

E[ψ2ψ4ψ1ψ5] = E[ξ(ξ2 − 1)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ12 − 17ξ10 + 94ξ8 − 198ξ6 + 165ξ4 − 45ξ2]

= 10395− 17× 945 + 94× 105− 198× 15 + 165× 3− 45× 1

= 1680.

28.

E[ψ2ψ4ψ3ψ5] = E[(ξ2 − 1)(ξ3 − 3ξ)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ14 − 20ξ12 + 145ξ10 − 480ξ8 + 759ξ6 − 540ξ4 + 135ξ2]

= 135135− 20× 10395 + 145× 945− 480× 105 + 759× 15− 540× 3 + 135× 1

= 23760.

29.

E[ψ2ψ4ψ3ψ3] = E[(ξ2 − 1)(ξ3 − 3ξ)(ξ3 − 3ξ)(ξ4 − 6ξ2 + 3)]

= E[ξ12 − 13ξ10 + 60ξ8 − 120ξ6 + 99ξ4 − 27ξ2]

= 10395− 13× 945 + 60× 105− 120× 15 + 99× 3− 27× 1

= 2880.

30.

E[ψ2ψ4ψ5ψ5] = E[(ξ2 − 1)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ16 − 27ξ14 + 279ξ12 − 1393ξ10 + 3555ξ8 − 4665ξ6 + 2925ξ4 − 675ξ2]

= 2027025− 27× 135135 + 279× 10395− 1393× 945 + 3555× 105− 4665× 15 + 2925× 3− 675× 1

= 273600.

158



31.

E[ψ0ψ2ψ3ψ3] = E[(ξ2 − 1)(ξ3 − 3ξ)(ξ3 − 3ξ)]

= E[ξ8 − 7ξ6 + 15ξ4 − 9ξ2]

= 105− 7× 15 + 15× 3− 9× 1

= 36.

32.

E[ψ0ψ2ψ5ψ5] = E[(ξ2 − 1)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ12 − 21ξ10 + 150ξ8 − 430ξ6 + 525ξ4 − 252ξ2]

= 10395− 21× 945 + 150× 105− 430× 15 + 525× 3− 225× 1

= 1200.

33.

E[ψ0ψ4ψ3ψ3] = E[(ξ3 − 3ξ)(ξ3 − 3ξ)(ξ4 − 6ξ2 + 3)]

= E[ξ10 − 12ξ8 + 48ξ6 − 72ξ4 + 27ξ2]

= 945− 12× 105 + 48× 15− 72× 3 + 27× 1

= 216.

34.

E[ψ0ψ4ψ5ψ5] = E[(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ14 − 26ξ12 + 253ξ10 − 1140ξ8 + 2415ξ6 − 2250ξ4 + 675ξ2]

= 135135− 26× 10395 + 253× 945− 1140× 105 + 2415× 15− 2250× 3 + 675× 1

= 14400.

35.

E[ψ2ψ2ψ1ψ3] = E[ξ(ξ2 − 1)(ξ2 − 1)(ξ3 − 3ξ)]

= E[ξ8 − 5ξ6 + 7ξ4 − 3ξ2]

= 105− 5× 15 + 7× 3− 3× 1

= 48.

36.

E[ψ2ψ2ψ1ψ5] = E[ξ(ξ2 − 1)(ξ2 − 1)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ10 − 12ξ8 + 36ξ6 − 40ξ4 + 15ξ2]

= 945− 12× 105 + 36× 15− 40× 3 + 15× 1

= 120.
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37.

E[ψ2ψ2ψ3ψ5] = E[(ξ2 − 1)(ξ2 − 1)(ξ3 − 3ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ12 − 15ξ10 + 72ξ8 − 148ξ6 + 135ξ4 − 45ξ2]

= 10395− 15× 945 + 72× 105− 148× 15 + 135× 3− 45× 1

= 1920.

38.

E[ψ2ψ2ψ3ψ3] = E[(ξ2 − 1)(ξ2 − 1)(ξ3 − 3ξ)(ξ3 − 3ξ)]

= E[ξ10 − 8ξ8 + 22ξ6 − 24ξ4 + 9ξ2]

= 945− 8× 105 + 22× 15− 24× 3 + 9× 1

= 372.

39.

E[ψ2ψ2ψ5ψ5] = E[(ξ2 − 1)(ξ2 − 1)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ14 − 22ξ12 + 171ξ10 − 580ξ8 + 955ξ6 − 750ξ4 + 225ξ2]

= 135135− 22× 10395 + 171× 945− 580× 105 + 955× 15− 750× 3 + 225× 1

= 19440.

40.

E[ψ4ψ4ψ1ψ3] = E[ξ(ξ3 − 3ξ)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ4 − 6ξ2 + 3)]

= E[ξ12 − 15ξ10 + 78ξ8 − 162ξ6 + 117ξ4 − 27ξ2]

= 10395− 15× 945 + 78× 105− 162× 15 + 117× 3− 27× 1

= 2304.

41.

E[ψ4ψ4ψ1ψ5] = E[ξ(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ14 − 22ξ12 + 171ξ10 − 580ξ8 + 955ξ6 − 750ξ4 + 225ξ2]

= 135135− 22× 10395 + 177× 945− 636× 105 + 999× 15− 630× 3 + 135× 1

= 20160.

42.

E[ψ4ψ4ψ3ψ3] = E[(ξ3 − 3ξ)(ξ3 − 3ξ)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ4 − 6ξ2 + 3)]

= E[ξ14 − 18ξ12 + 123ξ10 − 396ξ8 + 603ξ6 − 378ξ4 + 81ξ2]

= 135135− 18× 10395 + 123× 945− 396× 105 + 603× 15− 378× 3 + 81× 1

= 30672.
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43.

E[ψ4ψ4ψ3ψ5] = E[(ξ3 − 3ξ)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ16 − 25ξ14 + 243ξ12 − 1167ξ10 + 2907ξ8 − 3627ξ6 + 2025ξ4 − 405ξ2]

= 2027025− 25× 135135 + 243× 10395− 1167× 945 + 2907× 105− 3627× 15 + 2025× 3− 405× 1

= 328320.

44.

E[ψ4ψ4ψ5ψ5] = E[(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ4 − 6ξ2 + 3)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ18 − 32ξ16 + 412ξ14 − 2736ξ12 + 10014ξ10 − 20160ξ8 + 21420ξ6 − 10800ξ4 + 2025ξ2]

= 34459425− 32× 2027025 + 412× 135135− 2736× 10395 + 10014× 945− 20160× 105 + 21420× 15− 10800× 3 + 2025× 1

= 4466880.

45.

E[ψ3ψ3ψ3ψ3] = E[(ξ3 − 3ξ)(ξ3 − 3ξ)(ξ3 − 3ξ)(ξ3 − 3ξ)]

= E[ξ12 − 12ξ10 + 51ξ8 − 90ξ6 + 54ξ4]

= 10395− 12× 945 + 51× 105− 90× 15 + 54× 3

= 3222.

46.

E[ψ5ψ5ψ5ψ5] = E[(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ20 − 40ξ18 + 660ξ16 − 5800ξ14 + 29350ξ12 − 87000ξ10 + 148500ξ8 − 135000ξ6 + 50625ξ4]

= 654729075− 40× 34459425 + 660× 2027025− 5800× 135135 + 29350× 10395− 87000× 945 + 148500× 105− 135000× 15 + 50625× 3

= 67003200.

47.

E[ψ3ψ3ψ1ψ5] = E[ξ(ξ3 − 3ξ)(ξ3 − 3ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ12 − 16ξ10 + 84ξ8 − 180ξ6 + 135ξ4]

= 10395− 16× 945 + 84× 105− 180× 15 + 135× 3

= 1800.

48.

E[ψ5ψ5ψ1ψ3] = E[ξ(ξ3 − 3ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ14 − 23ξ12 + 190ξ10 − 690ξ8 + 1125ξ6 − 675ξ4]

= 135135− 23× 10395 + 190× 945− 690× 105 + 1125× 15− 675× 3

= 18000.
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49.

E[ψ5ψ5ψ5ψ1] = E[ξ(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ16 − 30ξ14 + 345ξ12 − 1900ξ10 + 5175ξ8 − 6750ξ6 + 3375ξ4]

= 2027025− 30× 135135 + 645× 10395− 1900× 945 + 5175× 105− 6750× 15 + 3375× 3

= 216000.

50.

E[ψ3ψ3ψ3ψ5] = E[(ξ3 − 3ξ)(ξ3 − 3ξ)(ξ3 − 3ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ14 − 19ξ12 + 132ξ10 − 432ξ8 + 675ξ6 − 405ξ4]

= 135135− 19× 10395 + 132× 945− 432× 105 + 675× 15− 405× 3

= 25920.

51.

E[ψ3ψ3ψ5ψ5] = E[(ξ3 − 3ξ)(ξ3 − 3ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ16 − 24ξ14 + 219ξ12 − 1000ξ10 + 2595ξ8 − 3600ξ6 + 2025ξ4]

= 2027025− 24× 135135 + 219× 10395− 1000× 945 + 2595× 105− 3600× 15 + 2025× 3

= 339840.

52.

E[ψ5ψ5ψ5ψ3] = E[(ξ3 − 3ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)(ξ5 − 10ξ3 + 15ξ)]

= E[ξ18 − 33ξ16 + 435ξ14 − 2935ξ12 + 10875ξ10 − 22275ξ8 + 23625ξ6 − 10125ξ4]

= 34459425− 33× 2027025 + 435× 135135− 2935× 10395 + 10875× 945− 22275× 105 + 23625× 15− 10125× 3

= 4104000.

162


