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Résumé/Abstract

Identification de la conductivité hydraulique

pour un probleme d’intrusion saline.
Comparaison entre 'approche déterministe et
’approche stochastique

Résumé

Le théme de cette these est 'identification de parametres tels que la conductivité hy-
draulique, K, pour un probleme d’intrusion marine dans un aquiféere isotrope et libre.
Plus précisément, il s’agit d’estimer la conductivité hydraulique en fonction d’obser-
vations ou de mesures sur le terrain faites sur les profondeurs des interfaces, (h, hy),
entre I'eau douce et I'eau salée et entre le milieu saturé et la zone insaturée. Le pro-
bléeme d’intrusion marine consiste en un systeme a dérivées croisées d’edps de type
paraboliques décrivant 1’évolution de % et de h;.

Le probleme inverse est formulé en un probleme d’optimisation ou la fonction cotit
minimise 1’écart quadratique entre les mesures des profondeurs des interfaces et celles
fournies par le modele. Nous considérons le probleme exact comme une contrainte
pour le probleme d’optimisation et nous introduisons le Lagrangien associé a la fonc-
tion cotit. Nous démontrons alors que le systeme d’optimalité a au moins une solution,
les principales difficultés étant de trouver le bon ensemble pour les parametres admis-
sibles et de prouver la différentiabilité de 1’application qui associe (h(K), h(K)) a K.
Ceci constitue le premier résultat de la these.

Le second résultat concerne I'implémentation numérique du probléme d’optimisation.
Notons tout abord que, concretement, nous ne disposons que d’observations ponc-
tuelles (en espace et en temps) correspondant aux nombres de puits de monitoring.
Nous approchons donc la fonction cofit par une formule de quadrature qui est ensuite
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iv Résumé/Abstract

minimisée en utilisant 'algorithme de la variable 8 mémoire limitée (BLMVM). Par
ailleurs, le probleme exact et le probleme adjoint sont discrétisés en espace par une
méthode éléments finis P-Lagrange combinée a un schéma semi-implicite en temps.
Une analyse de ce schéma nous permet de prouver qu’il est d’ordre 1 en temps et en
espace. Certains résultats numériques sont présentés pour illustrer la capacité de la
méthode a déterminer les parametres inconnus.

Dans la troisieme partie de la thése nous considérons la conductivité hydraulique
comme un parametre stochastique. Pour réaliser une étude numérique rigoureuse des
effets stochastiques sur le probléme d’intrusion marine, nous utilisons les développe-
ments de Wiener pour tenir compte des variables aléatoires. Le systeme initial est alors
transformé en une suite de systemes déterministes qu’on résout pour chaque coeffi-
cient stochastique du développement de Wiener.



Identification of hydraulic conductivity for a

seawater intrusion problem.
Comparison between the deterministic approach
and the stochastic approach

Abstract

This thesis is concerned with the identification, from observations or field measure-
ments, of the hydraulic conductivity K for the saltwater intrusion problem involving
a nonhomogeneous, isotropic and free aquifer. The involved PDE model is a coupled
system of nonlinear parabolic equations completed by boundary and initial conditions,
as well as compatibility conditions on the data. The main unknowns are the saltwa-
ter/freshwater interface depth and the elevation of upper surface of the aquifer. The
inverse problem is formulated as the optimization problem where the cost function is
a least square functional measuring the discrepancy between experimental interfaces
depths and those provided by the model. Considering the exact problem as a constraint
for the optimization problem and introducing the Lagrangian associated with the cost
function, we prove that the optimality system has at least one solution. The main dif-
ficulties are to find the set of all eligible parameters and to prove the differentiability
of the operator associating to the hydraulic conductivity K, the state variables (h, hy).
This is the first result of the thesis.

The second result concerns the numerical implementation of the optimization pro-
blem. We first note that concretely, we only have specific observations (in space and in
time) corresponding to the number of monitoring wells, we then adapt the previous
results to the case of discrete observations data. The gradient of the cost function is
computed thanks to an approximate formula in order to take into account the discrete
observations data. The cost functions then is minimized by using a method based on
BLMVM algorithm. On the other hand, the exact problem and the adjoint problem are
discretized in space by a P;-Lagrange finite element method combined with a semi-
implicit time discretization scheme. Some numerical results are presented to illustrate
the ability of the method to determine the unknown parameters.

In the third part of the thesis we consider the hydraulic conductivity as a stochastic
parameter. To perform a rigorous numerical study of stochastic effects on the saltwater
intrusion problem, we use the spectral decomposition and the stochastic variational
problem is reformulated to a set of deterministic variational problems to be solved for
each Wiener polynomial chaos.
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INTRODUCTION

Sur terre, 97% de 1’eau de surface est salée, les 3% restants étant de I’eau douce dont
approximativement, un tiers est sous forme liquide. Une importante partie de cette ré-
serve d’eau douce est stockée dans le sous-sol de la terre. La diminution du niveau
d’eau douce dans les aquiféres a cause de leur surexploitation, les conséquences des
changements climatiques sur le niveau des lacs et des rivieres, la pollution des aqui-
feres par les pesticides et les engrais et 1'intrusion saline dans les aquiferes cotiers sont
autant de facteurs a prendre en compte pour une meilleure gestion des ressources en
eau douce. Les aquiferes littoraux constituent des ressources d’eau souterraine impor-
tantes tant pour les activités humaines (alimentation en eau potable, usages agricoles,
industriels et touristiques) que pour 1’environnement (zones humides littorales, ma-
rais et lagunes cotieres situés a 1’exutoire de ces nappes). Ils sont le lieu de rencontre
de deux types d’eaux souterraines :

e des eaux douces provenant de l'infiltration des précipitations et des eaux de ruis-
sellement au niveau de la surface continentale,

e des eaux salées qui impregnent les terrains au voisinage des cdtes ou péneétrent
les cours d’eau au niveau des estuaires, pouvant ainsi donner lieu a la salinisation
des eaux souterraines en relation hydraulique avec les eaux de surface (océan,
rivieres).

Les aquiferes littoraux sont donc en contact avec ’eau salée d’origine marine, qui en-
vahit plus ou moins les formations géologiques cotiéres, I’eau douce d’une densité
moindre que I’eau salée "flottant" sur 1’eau salée. Cette salinisation peut étre amplifiée
d’une part par une exploitation par pompage et d’autre part par la modification du
niveau marin, par exemple lié au changement climatique. Or, une intrusion saline de

maniére naturelle conjuguée ou non a une influence anthropique menace la quantité



INTRODUCTION

d’eau douce disponible dans ces réservoirs souterrains. En général, les échanges hy-
drauliques entre 'eau douce souterraine et 1’eau salée sont lents dans des conditions
naturelles, ils peuvent alors étre remplacés par un quasi-équilibre entre les 2 zones.
Cela correspond a l'approximation de Ghyben-Herzberg. Cette approche a conduit a
plusieurs modeles analytiques en particulier grace a la relation linéaire liant les 2 hau-
teurs des interfaces et celle du niveau de la mer (cf. [12],[26],[37], [41], [46], [65], [76],
[77],[78], [75], [81], [82]). Cependant ces solutions analytiques se limitent a des géomé-
tries tres simples et a des situations o1 'hypothése de Ghyben - Herzberg est satisfaite,
elles sont donc essentiellement utilisées comme cas test pour valider des codes numé-
riques. Il n’est plus possible de supposer que la zone d’eau salée est immobile dans des
conditions plus drastiques dties a des événements météorologiques ou a 'intervention
humaine qui, en pompant intensivement I’eau douce, provoque une baisse du niveau
de la nappe phréatique et une intrusion de 1’eau saline dans 'aquifére. L'eau salée, qui
est plus dense que 'eau douce, glisse en dessous de cette derniére et envahit ’aquifere
sous forme d’un biseau salé. Il est nécessaire d’avoir des modeles précis et efficaces
simulant le déplacement du front salé dans 1’aquifére cotier afin d’optimiser I'exploi-
tation des eaux souterraines.

Ils existent de nombreux livres de référence concernant la modélisation du probleme
d’intrusion saline, citons par exemple ([11],[12],[14]) et les références qui s’y rapportent.
Dans l'optique de notre travail, nous pouvons classer les modéles existants pour dé-
crire I'intrusion saline en 2 grandes catégories :

e La premiere catégorie consiste a considérer que les deux volumes d’eau inter-
agissent entre eux, formant ainsi une zone de transition caractérisée par les va-
riations de la concentration en sel. Cette approche est tres lourde aussi bien d'un
point de vue théorique que d’un point de vue numérique (cf. [1],[27]).

Nous soulignons aussi qu’il existe une zone de transition entre la zone saturée
en eau et la zone seche du réservoir (la zone de "désaturation" restant difficile a
définir).

e La seconde catégorie consiste a considérer que 1'eau douce et 1’eau salée sont
deux fluides immiscibles. Cela conduit a supposer les domaines occupés par
chaque fluide séparés par une interface nette, on néglige alors les transports de
masse entre la zone salée et la zone d’eau douce. Par ailleurs, la dimension ver-
ticale de 'aquifere (de l'ordre d'une dizaine de meétres) est souvent trés petite
comparée aux dimensions horizontales de 1’aquifére qui sont de I'ordre du km,
ce qui rend cette approximation d’autant plus 1égitime.



0.1 Dérivation du modeéle

De méme, I'épaisseur de la zone de transition est négligeable par rapport aux dimen-
sions horizontales de 1'aquifere. Pour les mémes raisons, on peut donc considérer que
l'interface entre les zones saturée et seche, est nette, ce qui revient a négliger les effets
de la pression capillaire.

Clairement, cette classe de modéle ne décrit pas le comportement de la zone de transi-
tion mais elle donne des informations sur le mouvement du front salé (ou de la surface
supérieure de l'aquifere).

Dans ce travail, nous allons utiliser une nouvelle approche récemment introduite dans
[28] combinant I'efficacité du modele avec interface nette au réalisme des modeles avec
interface diffuse. Cette approche est déduite de la théorie des fonctions de phase, déve-
loppée a I'origine par Allen-Cahn pour décrire les phénomenes de transition de phase
dans un contexte fluide-fluide et qui est utilisée ici pour décrire les trois états stables
caractérisant la zone de transition : eau salée, eau douce, eau mélangée et zone saturée,
zone seche et zone in-saturée. Pour décrire le probléme, nous devons distinguer deux
types d’aquifere :

o Les aquiferes confinés pour lesquels le toit et le substratum sont supposés imper-
méables, interdisant alors tout échange avec l'extérieur,

e les aquiferes libres pour lesquels le toit de I’aquifere est semi-perméable ou per-
méable (en particulier 'aquifere peut étre rechargé en eaux pluviales).

1 Dérivation du modele
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hZ2
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Figure 1 — Schématisation de I'aquifere.
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Nous allons maintenant rappeler brievement la modéle utilisé dans ce document
pour décrire 1’évolution des interfaces dans le probleme d’intrusion saline. Nous ren-
voyons aux travaux de Bear [12], Choquet et al. [28] et de M. Jazar R. Monneaux [45]
pour plus de détails. Notons que le dernier article permet d’obtenir une justification
formelle du modele résultant de I'approximation de Dupuit et de celle de I'interface
nette. Cette justification est obtenue en introduisant un parametre ¢ proportionnel au
rapport de la dimension verticale de I'aquifere sur sa dimension horizontale, puis en
adimensionnant les équations.

La base de la modélisation est la loi de conservation de la masse écrite pour chaque
espece (eau douce et eau salée) associée a la loi de Darcy classique pour les milieux
poreux. Les fluides et le sol sont considérés comme faiblement compressibles.

En introduisant les indice (s, f) caractérisant respectivement 1’eau salée et ’eau douce,
les charges hydrauliques ®;,7 = f, s sont définies a 1’élévation z comme suit

Pi
D, =
Pig

+ z, (1)

ou P; désigne la pression.
On montre que le flux ¢; est donc lié a 1a charge hydraulique ®; a travers la loi de Darcy

par
kp;

G = —KN(@®), K =""9

Hi

ol p et i1 sont respectivement la densité et la viscosité de fluide dans le milieu poreux,

k la perméabilité du sol et ¢ la constante d’accélération gravitationnelle. La matrice K;
est la conductivité hydraulique qui exprime la capacité du sol a conduire le fluide, K;
est proportionnelle a £ la perméabilité du sol qui ne dépend que des caractéristiques
du milieu poreux et a la viscosité du fluide.

En écrivant la loi de conservation de masse pour chaque espece (eau douce et salée),

compte tenu de (1) et de la loi de Darcy, nous obtenons les équations suivantes
09P; kpig
(2)

Si— + Vg =0, i = — K V(P;), K; = )
5 TV a Q q (D) m

ou Sy, Ss désignent respectivement les coefficients d’emmagasinement en eau dans le
domaine de I’eau douce et dans le domaine de I'eau salée. En général, ce coefficient est
extrémement faible en raison de la faible compressibilité du fluide et de la roche. Dans
notre travail, nous négligeons ce coefficient, mais nous soulignons que, dans le cas de
'aquifere libre, 570, est de 1’ordre de ¢0,®, avec ¢ la porosité du milieu.

Nous allons maintenant exploiter ’approximation de Dupuit pour réduire le probleme
3D a un probleme 2D en intégrant verticalement les équations déduite de la conserva-
tion de la masse. Plus précisément, nous intégrons la loi de conservation de la masse

10



0.1 Dérivation du modeéle

dans la zone d’eau douce entre l'interface eau douce/eau salée h, et I'interface entre la
zone saturée et la zone non saturée h;, et entre & et la topographie inférieure hy, dans
la zone salée.

Cette moyennisation verticale conduit a :

S;Bi0y®y = V' (ByKjV'®s) — qppocp, - V(2 — ) + qpacn- - V(z — h) + B;Qy.  (3)

SsBsat(i)s =V (Bsf(;v/ci)s) — Gs|z=hy * V(Z - hZ) + 4s|z=h * V(Z - h) + BSQ& (4)

ot V' = (0y,,0,,). Les coefficients B, = h — hy et By = hy — h désignent 'épaisseur
de la zone salée et de la zone d’eau douce et ;,i = f, s, les moyennes verticales des
charges hydrauliques

- 1 (M - 1 ("
F= 5 (I)de et (I)S:— @Sdz.
Bf h BS h2
Finalement, Q;,i = s, f représentent les termes sources.
Par ailleurs, I’hypothése d’interface nette implique la continuité de la pression a l'in-

terface eau douce/eau salée, il s’ensuit que

(14+a)®, = &, + ah, a="_1 5)
Pr
Ici le parameétre « caractérise le contraste de densité. L'équation (5) nous permet d’éli-
miner ®, dans le systéme final.
Maintenant, notre objectif est d’inclure dans le modéle les propriétés de continuité aux
interfaces en vue d’exprimer les quatre termes de flux présents dans (3) - (4).
Tout d’abord, puisque la couche inférieure de ’aquifere est supposée imperméable, le

flux entre zone salée et le fond z = hy est nul :
ds|z=hsy ° V(Z - h2) = 0. (6)

A T'interface eau douce/eau salée, nous présentons les deux approches suivantes :

e Approche avec interface nette.
On revient alors a I'hypothese traditionnelle de la modélisation avec interface
nette, il n’ y a pas de transfert de masse a travers l'interface eau douce/ eau salée
i.e. les composantes normales de la vitesse sont continues a l'interface z = h :

(g’ﬂ%_g).ﬁ:(q”;:h—ﬁ)-ﬁ:o. (7)

On a noté 77 le vecteur normal unitaire par rapport a I'interface nette. Nous obte-
nons ainsi

Qfjz=h - V(2 = h) = Q2= - V(2 — h) = ¢0;h. (8)
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e Approche avec interface diffuse.
Dans cette approche, nous considérons l'existence d"une zone miscible, prenant
la forme d’une interface diffuse, d’épaisseur caractéristique §, entre la zone d’eau
douce et la zone d’eau salée. La mise a I'échelle de la dynamique 3D de l'inter-
tace diffuse est supposée régie par un modele de champ de phase, on obtient
I’équation de continuité suivante au lieu de (8) ( voir [28] pour plus de détails) :

Gflz=h - V(2 = h) = gsj=n - V(2 — h) = $(:h — 6Ah), 9)

out A’ correspond a la dérivation par rapport aux deux variables (z;, ;). La méme
approche pour la frange capillaire dans le cas non confiné nous donne :

Qf|Z:h1 . V(Z — hl) = gb((?thl — §A’h1) (10)

Finalement, nous introduisons quelques hypotheses afin de simplifier les notations. En
considérant que le milieu est isotrope et 11y = 115, nous obtenons

K,=(1+a)K;. (11)
Dans le cas d’un aquifere libre, les inconnues sont les profondeurs des interfaces h et
h,. En négligeant le coefficient de stockage Sy, le modele obtenu grace a 1'approche
"interface nette-diffuse" s’écrit finalement comme suit :

pOh — V' (aK (hy — h)V'h) = V' - (6V'h) — V'.(Kf(hy — h)V'hy)
= _QsBsa

$Ohy —Nv'.(f(f((h = 1) + (ha = h))V'hy) = V' - (0V'hy)
—V’.(Kfa(hg - h)V’h) = _QsBs - Qfo.

(M)

Ce modele sera complété par des conditions aux limites et initiales compatibles qui
sont détaillées au chapitre 1.

2 Aspects "Analyse mathématique".

D’un point de vue mathématique, dans le cas de 1'approche avec interface nette,
le modele consiste en un systeme fortement couplé d’équations parabolique-elliptique
quasi-linéaires dégénérée pour le cas confiné et d’équations paraboliques dégénérées
pour le cas libre. L'apport de I'approche avec interface diffuse est double : il permet
d"une part d’éliminer la dégénérescence et d’autre part d’établir un principe du maxi-
mum plus réaliste d"un point de vue de la physique, plus précisément une hiérarchie
entre les profondeurs des interfaces libres (cf. [29], [30]). Les premieres études ma-
thématiques sur le probléeme d’intrusion marine ont été faites en prenant pour cadre
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0.2 Aspects "Analyse mathématique".

d’étude les problemes a frontiére libre (I'interface eau douce/eau salée étant cette fron-
tiere), citons les travaux de Van Duijn et al ([7], [8], [17], [42], [58], [80]) pour des ré-
sultats d’existence de la solution mais aussi de régularité de la frontiére libre dans
le cas d"un écoulement stationnaire. En particulier dans [80], les auteurs regardent le
cas d’un aquifére confiné et ramene le probleme dans le cas 1D (2 =] — 1,1[) a une
équation parabolique non-linéaire avec 2 dégénérescences, 1'une pour la solution " u”
et ’autre pour la solution "u,”. Ils montrent alors dans plusieurs situations, 1'existence
et 'unicité de solutions de L>(0, T, Wh>(—1,1)). Cette étude permet de retrouver le
phénomene de cisaillement observé par Josselin de Jong. Nous soulignons qu’elle se
limite au cas 1D et les hypotheses de régularité sur la solution sont tres fortes en par-
ticulier u; doit appartenir a L?(Qr). Signalons aussi les travaux de Baiocchi et al. ([10],
[9]) concernant les problemes de filtrage de liquides dans des milieux poreux, et [3]
pour un résultat d’existence et unicité pour le probleme d’intrusion marine dans le cas
stationnaire utilisant la formulation introduite pour un probleme d’écoulement dans
une digue donné par Brézis et al. dans [21]. Dans tous ces travaux, le domaine d’étude
est contenu dans le plan vertical et l'interface eau douce/eau salée est traitée comme
une frontiere libre. Dans ce travail, nous considérons que 1’écoulement des eaux souter-
raines est quasi-horizontal, notre domaine d’étude étant alors dans le plan horizontal
(apres avoir appliqué 'approximation de Dupuit au modele initial 3D, ce qui permet
de ramener notre étude a un probléeme 2D). Nous pouvons aussi mentionner les tra-
vaux de M. Tber et al. ([71], [68], [69]), les auteurs considerent le modele 2D résultant
des approximations de Dupuit et de 'interface nette. Ils établissent 1'existence et 1'uni-
cité dans le cas instationnaire, utilisant une discrétisation de type différents finies pour
traiter I’évolution en temps. Dans [55], les auteurs K. Najib et C. Rosier montrent di-
rectement l’existence d"une solution dans le cas confiné instationnaire, la preuve s’ap-
puyant sur le théoreme du point fixe de Schauder. Ce résultat est généralisé dans [29],
au cas de l'aquifeére libre avec 'approche interface diffuse, le coefficient diffusif sup-
plémentaire permettant alors d’établir une hiérarchie entre les hauteurs des surfaces
libres.

D’un point de vue numérique, nous avons déja mentionné les travaux liés a I'approxi-
mation de Ghyben-Herzberg, pour lesquelles des solutions analytiques existent dans
des cas tres simplifiés (pour des milieux isotropes et homogenes et dans des configu-
rations simplifiées). Dans des cas plus réalistes, c’est a dire pour des géométries com-
plexes et des milieux hétérogenes et anisotropes, plusieurs méthodes numériques ont
été utilisées. Nous pouvons mentionner les travaux de J. Bear, J.E. Polo, H.L. Essaid et
al ([13], [61], [33]) pour la méthode des différences finies, ainsi que les travaux de J.L.
Wilson, D. Esselaoui , P.S. Huyakorn et al ([84], [34], [44]) pour la méthode des éléments
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tinis et plus récemment les travaux de [57] pour la méthode des volumes finis. Mais
souvent il s’agit de stratégies numériques pour la résolution du probleme initial tridi-
mensionnel. Nous mentionnons aussi tous les travaux s’inscrivant dans un cadre de
monitoring pour lequel on cherche a localiser 1'interface salée afin de caler le choix op-
timal des puits de pompage et les seuils de quantité d’eau a pomper afin de minimiser
l'effet de l'intrusion saline.

3 Probléeme d’identification.

Pour I'hydraulique souterraine, l'identification des parametres tels que la porosité

ou la conductivité hydraulique est une étape incontournable sil’on veut modéliser cor-
rectement l'intrusion saline dans les aquifeéres.
Ce probleme inverse consiste a retrouver des parametres intervenant dans le systeme
d’origine a partir de la solution du probleme. Il s’agit donc d’estimer des parametres
difficiles d’acces et caractérisant le phénomene en fonction d’observation. Plus pré-
cisément, notre but est d’identifier la conductivité hydraulique et/ou la porosité en
fonction d’observations ou de mesures sur le terrain faites sur la profondeur de l'in-
terface entre le milieu saturé et la zone seche, h; et sur la profondeur de l'interface eau
douce/eau salée, h. Par ailleurs, le probleme d’intrusion saline est souvent transitoire
et I'étude de sensibilité [62] montre que la forme de cette interface eau douce/eau salée
dépend essentiellement de la conductivité hydraulique. Les autres parametres comme
la porosité, ayant principalement un impact sur le temps mis a atteindre le régime per-
manent. Pour cette raison, nous avons focalisé, notre étude, sur l'identification de la
conductivité hydraulique pour le probléme d’intrusion saline dans le cas d’aquifere
libre. Soulignons que la problématique d’identification de parameétres a souvent été
abordée dans le cadre de I'’hydraulique souterraine ([25], [29]), mais plus rarement en
ce qui concerne le phénomene d’intrusion saline. Les études de Sun et Yeh [67] furent
les premiéres a développer le cas des résolutions de problemes inverses pour des sys-
téemes adjoints associés au systéme stationnaire correspondant. Concernant spécifique-
ment le probleme d’intrusion marine, M.E Talibi et M.H Tber ont démontré 1'existence
du contrdle optimal et ont donné les conditions nécessaires d’optimalité dans le cas
d’une interface eau douce/eau salée stationnaire et d"un aquifére confiné [71].

Dans ce travail, le probleme inverse est formulé comme un probléeme d’optimisa-
tion dont la fonction cofit calcule 1'écart quadratique entre les charges hydrauliques
mesurées et celles données par le modéle. Mais, en général, la profondeur des aqui-
feres confinés est tres grande et il est difficile d’atteindre 1'interface eau douce/eau
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salée. Au contraire, pour les aquiferes non confinés, il est plus facile de déterminer les
valeurs exactes de la profondeur de l'interface eau douce/eau salée ainsi que celle de
l'interface zones seches/zone saturée. Notre objectif est de généraliser le travail de M.E
Talibi et M.H Tber au cas d’un aquifere libre. Cela correspond donc au cas instation-
naire, qui est plus réaliste d'un point de vue pratique mais aussi plus compliqué en
raison de la présence la variable temporelle.

Le probléme inverse est réduit a un probléeme d’optimisation, ou la fonction cofit
calcule la différence quadratique entre les profondeurs des interfaces mesurées et celles
données par le modéle. Dans un premier temps, nous devons choisir soigheusement
I’ensemble décrit par les parametres admissibles. Si on prend cet ensemble dans 1'es-
pace L>(Q), I'existence et 'unicité de la solution du probleme initial sont assurées
mais cela ne fournit pas 1’existence du contrdle optimal. Par ailleurs, si on prend cet
ensemble dans H'(Q2), cela constitue une hypothese trop restrictive qui doit étre af-
faiblie. Par conséquent, nous proposons 1’ensemble des parametres admissibles défini
comme un sous-ensemble de 1’'espace BV (2), 'espace des fonctions a variations bor-
nées, afin de pouvoir récupérer des coefficients discontinus. D’autre part, on impose
que la variation totale des parametres est uniformément bornée, afin d’assurer un ré-
sultat de compacité nécessaire pour prouver l'existence d’un contrdle optimal. Puis
en considérant le probleme exact comme une contrainte pour le probleme d’optimi-
sation et en introduisant le Lagrangien associé a la fonction cofit et a la solution du
probleme instationnaire, nous établissons que le systéme d’optimalité (constitué par
les équations d’état, les équations d’état adjoint et la condition d’optimalité) admet au
moins une solution. Pour cela, nous avons d’abord établi que le systeme d’état adjoint
associé admet une solution unique. Ce probléme rétrograde consiste en un systeme
couplé d’équations paraboliques linéaires, la principale difficulté est liée a la présence
de produits scalaires entre les gradients de la solution exacte et les inconnues. La ré-
gularité L* obtenue pour le gradient de la solution du probleme direct nous permet de
traiter ces termes. Enfin, pour établir les conditions d’optimalité du premier ordre, il
faut montrer que 1’opérateur qui, a une conductivité hydraulique K associe la solution
du probleme directe (h(K), hy(K)) est continue et différentiable. La difficulté provient
du fait que le couple (h(K), hi(K)) est implicitement défini par le probleme direct. Ce
résultat est démontré en appliquant le théoréme des fonctions implicites et en démon-
trant que la différentielle de cet opérateur par rapport a (h, h;) est un isomorphisme
de Z(0,T)? vers L?(0, T; W~"2(Q2))2. A nouveau, nous utilisons le résultat de régularité
L0, T; Whr(Q)), r > 2, établi pour la solution du probléeme exact. Ce résultat de régu-
larité (qui est une conséquence du résultat de régularité pour des systemes elliptiques
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établi par Meyers [54]) est fondamental pour établir que 1'opérateur qui associe a la
conductivité les variables d’état, est continu et différentiable sur un espace approprié
Z(0,T)2

Numériquement, dans [72] les auteurs s’intéressent a la résolution numérique du pro-
bleme d’identification de la conductivité hydraulique pour le probléme d’intrusion
saline dans le cas d'un aquifere confiné. Le systéeme d’optimalité est, alors, discrétisé
par une méthode éléments finis et les auteurs utilisent la bibliotheque Eléments fi-
nis C++ Rheolef pour I'implémentation de leur méthode. Pour résoudre le probleme
d’optimisation, les auteurs ont utilisé un programme C / C ++ basé sur le package
d’optimisation avancé qui implémente 1'algorithme BLMVM (Bounded Limited Me-
mory Variable Metric). Dans le chapitre 3, nous allons généraliser cette étude au cas
d’un aquifere libre.

Nous notons d’abord que, concrétement, nous n’avons que des observations spéci-
tiques (en espace et en temps) correspondant au nombre de puits de monitoring, nous
devons donc adapter les résultats précédents au cas de données d’observations dis-
cretes. Le gradient de la fonction cofit est calculé grace a des formules de quadrature
afin de prendre en compte les données d’observations discretes. La fonction cofit est
ensuite minimisée en utilisant une méthode basée sur l’algorithme BLMVM, qui utilise
des gradients projetés pour construire une matrice BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno) & mémoire limitée et pour déterminer un pas de descente. La longueur du
pas est calculée en utilisant la méthode de recherche linéaire qui I'oblige a satisfaire la
condition d’Armijo et qui tente également de vérifier la condition de courbure. A la fin
du chapitre, nous avons appliqué cette méthode a certaines expériences numériques
pour illustrer la capacité de la méthode a déterminer les parametres inconnus.

Dans la premiere partie de ce travail, nous avons considéré que les parametres in-
tervenant dans le modele d’intrusion marine et les inconnus étaient des valeurs déter-
ministes, mais une autre facon d’aborder le probléme, est de considérer ces parametres
comme des variables aléatoires. Ainsi, nous étudions le probleme d’intrusion saline
en considérant les parameétres et les inconnus comme des variables stochastiques. Au
cours des dernieres années, les équations différentielles partielles stochastiques ont
fait I'objet de plusieurs recherches théoriques et numériques. Le premier domaine de
recherche tente de répondre aux questions sur la fagon de modéliser l'incertitude et
I'entrée stochastique, tandis que le second sujet couvre la possibilité de développer
un méthode pour analyser ces équations et aussi pour concevoir des algorithmes ef-
ticaces pour leurs résolutions numériques. Par exemple, I'approche statistique de la
méthode de Monte Carlo a été largement utilisée, mais elle est en général tres coti-
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teuse et, par conséquent, elle est uniquement recommandée en dernier recours. Dans
ce travail, nous utilisons la théorie du chaos polynomial de Wiener [83] pour traiter
l'incertitude. A cet effet, nous développons la solution stochastique suivant une base
orthogonale générée par les produits directs des polyndmes d’'Hermite fonction des
variables aléatoires gaussiennes. Nous décomposons ainsi une fonction stochastique
arbitraire en une partie déterministe et en une partie aléatoire. Le probleme stochas-
tique d’intrusion saline est ainsi transformé en un systeme d’équations déterministes
que I’on doit résoudre pour chaque coefficient du chaos polynomial décrivant la solu-
tion. D’un point de vu numérique, la discrétisation en temps de ce systeme détermi-
niste est effectuée a I'aide d’un schéma Runge-Kutta a variation totale (TVD), combiné
a une méthode des éléments finis pour la discrétisation spatiale. Une fois que les co-
efficients du chaos polynomial sont calculés a partir des équations déterministes, les
propriétés statistiques de la solution stochastique peuvent étre étudiées directement.

4 Plan de these.

4.1 Rappels mathématiques

Dans le premier chapitre, on présente des outils et des notations mathématiques
qu’on utilisera tout au long de cette these. Plus précisément, on introduit les espaces
de Sobolev, et on redonne quelques inégalités fondamentales (Young, Holder, Poincaré,
Gagliardo-Nirenberg, etc.). On présente également des résultats fondamentaux sur les
fonctions a valeurs dans un espace de Banach, ainsi que des résultats fondamentaux
utilisés tout au long de ce documents, tels que les lemmes de compacité, le lemme de
Mignot et certains théoremes du point fixe. Nous concluons ce chapitre par le rappel
du résultat d’existence globale de la solution pour ce probleme d’intrusion saline ainsi
que par celui de la régularité L, » > 2 pour le gradient de la solution. Ce résultat est
une conséquence du résultat de régularité de Meyers que nous redonnons également.
L'unicité de la solution constitue le dernier rappel de ce chapitre. Les preuves de ces
deux résultats (régularité et unicité) sont mises en annexe.

4.2 Identification de la conductivité hydraulique : Etude théorique

Le chapitre 2 présente une étude théorique du probleme d’intrusion saline. On for-
mule dans un premier temps le probleme de controle. Puis nous rappelons les pro-
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priétés les plus importantes de 1’'espace des fonctions a variations bornées, ce qui nous
permet de démontrer le résultat d’existence du contrdle optimal. Puis en considérant
le probleme exact comme une contrainte pour le probleme d’optimisation et en in-
troduisant le Lagrangien associé a la fonction cofit et a la solution du probleme ins-
tationnaire, nous établissons que le systeme d’optimalité (constitué par les équations
d’état, les équations d’état adjoint et la condition d’optimalité) admet au moins une so-
lution. Pour cela, nous avons d’abord établi que le systeme d’état adjoint associé admet
une solution unique. Enfin, on donne les conditions d’optimalité du premier ordre en
montrant que I'opérateur qui, a une conductivité hydraulique K associe la solution du
probleme directe (h(K), hi(K)) est continue et différentiable.

4.3 Identification de la conductivité hydraulique : Etude numérique

Dans le chapitre 3, on étudie numériquement le probleme d’identification de la
conductivité hydraulique. On présente les schémas numériques utilisés pour la réso-
lution du probleme exact ainsi que celle du probléme adjoint. Les schémas sont basées
sur la méthode éléments finis P-Lagrange pour la résolution spatiale combinée a un
schéma semi-implicite en temps. On prouve un résultat de convergence pour le pro-
bléme adjoint montrant que le schéma est d’ordre 1 en temps en espace, ce qui compte
tenu de 1'unicité de la solution du probleme adjoint, nous permet d’assurer que le
schéma converge vers la solution souhaitée. On décrit la méthode numérique pour la
résolution du probleme d’optimisation dans laquelle la fonction cofit est minimisée
en utilisant une méthode basée sur 1’algorithme BLMVM, et en utilisant des gradients
projetés pour construire une matrice BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) a mé-
moire limitée et pour déterminer un pas de descente. Enfin, nous concluons ce chapitre
par certains résultats numériques illustrant la capacité de la méthode a déterminer les

parametres inconnus.

Les résultats du chapitre 2 et 3 font 1’objet d'un article "A nonlinear optimization
method applied to the hydraulic conductivity identification in unconfined aquifers"
soumis en juin 2017 & Computers and Mathematics with Applications.

4.4 Approche stochastique

Le chapitre 4 est consacré a 1’étude de probleme d’intrusion saline en considérant
les paramétres et les inconnus comme des variables stochastiques. On commence par

la présentation du modele stochastique, puis on décrit I'étape de décomposition spec-

18



0.4 Plan de these.

trale. Apres la transformation du probleme stochastique en un systeme d’équations dé-
terministes, les discrétisations en temps et en espace de ces systemes déterministes sont
effectuées a 1’aide d'un schéma Runge-Kutta a variation totale (TVD), ainsi que d'une
méthode aux éléments finis. On finit ce dernier chapitre par quelques expériences nu-
meériques.

Les résultats de ce chapitre font I'objet d"une publication en préparation "A spectral
stochastic method for a seawater intrusion problem with uncertainty" en collaboration
avec M. Jazar et C. Rosier.
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RAPPELS MATHEMATIQUES
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1.1 Outils mathématiques

Dans cette section, on rappelle plusieurs outils d’analyse fonctionnelle ainsi que
quelques notations et définitions qui seront appliquées tout au long de ce travail.

1.1.1 Espaces de Lebesgue et de Sobolev.

On rappelle dans ce paragraphe, certaines définitions et propriétés des espaces de
Lebesgue et des espaces de Sobolev. On se réfere essentiellement aux ouvrages de ré-
férence [20, 63, 74, 64].
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CHAPITRE 1. RAPPELS MATHEMATIQUES

Soit © un ouvert connexe borné de R?. On désigne par D(2) I'espace des fonctions
indéfiniment différentiables sur () et a support compact dans (2. On note

D(Q)? =D(Q) x ... x D(Q).

On désigne par D(Q) I'espace des fonctions indéfiniment différentiables et a support
compact dans Q. Ceci signifie qu'une fonction appartient a D(2) si elle est la restriction
a (2 d’une fonction de D(O) ot O est un ouvert de R? contenant .

On introduit les espaces de Lebesgue. Soit p € R avec 1 < p < 0o, on pose

LP(Q) = {u: Q — R/u mesurable et/ |u(x)|P dx < oo},
Q

que 'on munit de la norme

1
|| ey = (/ lu(z) P dx) .
Q
Pour p = oo, on désigne par

Q) ={u: Q=R u mesurable et il existe une constante C' |
telle que [u(x)| < C p.p.sur

muni de la norme
|||y = inf{C; |u(z)] < C p.p.sur Q}.
Propriété 1.1

1. L’espace LP(S2) est un espace de Banach pour 1 < p < oo, réflexif pour 1 < p < oo et
séparable pour 1 < p < oo

2. Pour 1 < p < oo, l'espace dual de LP(S2) est L%(S2) avec q est I'exposant conjugué de p,

o1 1
re. —+—=1.
p q

3. Pour p = 1, l'espace dual de L*(Q2) est L>=(Q), i.e. (L' () = L>(2), mais (L>=(Q))
contient strictement L*(S2).

On présente aussi, les espaces de Sobolev W'*(Q). Soitp € Ravec 1 < p < oo,

391, g2y - ga € LP(Q) tels que Vi=1,2,....d,
WhP(Q) = ¢ ue LP(Q 9
(@) = ue L) VWGD(Q),/uawz—/gw
o 0% Q
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L'espace W'?(Q) est muni de la norme

d
ou
lullwrr@) = llullzw + D llm— e,
=1 v

ou parfois la norme équivalente

P

d
ou )
(HUHLP(Q) +> H%IEP(Q)) (si 1 <p<o0)
i=1 ¢
Pour p = 2, on pose

H(Q) = W'(Q)

) 391, 92, ..., ga € LP(Q2) tels que

= L* (9
PO [ o en@), [ugf = [ g
dz; Q

Q

que I’on munit du produit scalaire suivant :

(u, v) 1) = (u,v)r20) + ((u, ),

avec J
Ju Ov
((u,v)) = Z(a—%, a—xi)ﬂ(n),

=1
et la norme suivante :

1
2

d
ou
[ul| (o) = (HU“%%Q) +Z H@_xH%Q(Q)) )
i=1 '

qui est équivalente a la norme de W'?((Q)

d
ou
[ullz2 () + Z I Oz 220
i=1 v
Pour tout entier m > 2, on pose

H™Q) = W™*Q)
Vaavec |a| < m,3g, € L*(Q) tel que

AR “”/ vo e D), [uDe= (0" [ gup

L’espace H™(2) est un espace de Banach pour la norme

N =

d
lullzmey = | Nullzz@) + D 1D ullzzq)

laf=1
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L’adhérence de l'espace D(£2) dans H™((2) est notée par H*(2) et son dual est H"™(12)

(@) = D)"Y,

Lemme 1.1 On suppose que Q est 1-régulier. Alors D(Q) est dense dans H*(Q2).

Propriété 1.2

1. L'espace W?(Q2) est un espace de Banach pour 1 < p < oo, réflexif pour 1 < p < oo et
séparable pour 1 < p < oo.

2. Pour tout entier m, I'espace H™ (€2) est un espace de Hilbert séparable.
]

Théoréme 1.1 (Injections de Sobolev ) Soient N > 1, Q un ouvert régulier de R, n > 2
et 1 §p§+oo,qtelque%+%: 1.
Les injections suivantes sont continues :
(1<p<N = W™(Q) = LP"(Q),p = 2
p=N = WPQ)— LIYQ),
| p>N = WP(Q) = MR (Q).
Supposons que 2 est de plus borné et de classe C*, les injections suivantes sont compactes :

N
(1<p<N = W(Q) < L'(Q),r € [Lplavecp =
- D
p=N = WW(Q) < L"(Q),r € [1, +o0],
\ p>N = WPQ) = C%Q).

1.1.2 Quelques inégalités fondamentales.

On rappelle ici quelques inégalités fondamentales et tres utiles. On se réfere essen-
tiellement aux ouvrages de référence [20, 63, 64].

Proposition 1.1 (Inégalité de Young)

Soient p et q deux exposants conjugués tels que
I 1
—+-—=1etl<p,q< oc.Pourtout réels a,b > 0,ona
p g
a? bl
ab < — + —.
p g
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Un cas simple de I'inégalité de Young est I'inégalité avec les exposants 2 :

az b
p< @ LY
W= 5ty

qui donne également 1'inégalité de Young avec € (valide pour tout e > 0) :

Théoreme 1.2 (Inégalité de Holder)
1 1

Soient f € LPet g€ Litelsque —+ — =1et1l <p,q < oo. Alors
p q

foeL' et fglle < fllzellgle-
L . L 1 1 1 ..
Plus généralement, soient 1 < p, q < oo et r définipar — = — + —. Si f € LP et g € L9, alors
r b q

fgel” et | faller <fllellgllLe-

n
Théoréme 1.3 (Inégalité de Holder généralisée)
. - 1 : _
Soient 1 < pq, ..., p, < o0 tels que kzzjl - = letsoit fr € LPx, pour k =1, ...,n. Alors
[Irert et NI fle <TI0l
k=1 k=1 k=1
n

Théoréeme 1.4 (Inégalité de Poincaré)
On suppose que 2 est un ouvert borné (ou borné dans une seule direction). Alors il existe une
constante C' (dépendant de () telle que

En particulier, I'expression ||Vul|12(q) est une norme sur Hy () qui est équivalente a la norme

1wl 7 0)-
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Théoréme 1.5 (Inégalité de Poincaré généralisée)
On suppose que 2 est un domaine borné régulier. Alors il existe une constante Cq, > 0 (dépen-
dant de |Q2|) telle que

ol < Co (nwum T / p|) Vo e H'(Q).

Autrement dit, la quantité ||V p||L2(q) + | / p| est une norme équivalente a la norme || p|| i1 (q).
0

Théoreme 1.6 (Inégalité de Gagliardo-Nirenberg)

N

Soient u : R™ — R une fonction C*° a support compact, deux réels 1 < g, r < oo et un entier
m. Soient o un réel et j un entier naturel tels que

L B P
p no ‘r n

et
<a<l.

3 |k\,.

Alors, il existe une constante C dépendant de m, n, j, q, et « telle que

| D?ul| e < Cql||D™ullg

LT UHIL;a-

En particulier,sij=0,p=4m=1a = %, r = 2et g =2, on obtient [20] :

1 1
[ull s < CallVullZ: l[ullZ2-

Proposition 1.2 (Inégalité d’interpolation entre espaces de Lebesgue)

Soit f € LP(Q) N LP2(Q) tels que 1 < p; < py < oc. alors pour tout p € [p1,p2], on a
feLr(Q)et

g 1-—0

1
-—=—+4 , 0<0<1.
p N D2

o) < NFNEm @I sy ol

Proposition 1.3 (Inégalité d’interpolation entre espaces de Sobolev)
Soit f € H*(Q) N H*>(Q) tels que 0 < s1 < sy. alors pour tout s €]sy, sof, ona f € H*(Q) et

/]

ms@) < || f] }{52(9) ot s =0s1,+(14+0)sy, 0<6<1.

o1 (o ]
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u
Lemme 1.2 (Inégalité de Gronwall)
Soit X (t) € R vérifiant I'inégalité différentielle
‘il—f < alt)X(t) + b(1).
Alors .
X(t) < X(0)exp(A(t)) +/ exp[A(t) — A(s)] b(s) ds,
0
avec .
At) = / a(r)dr.
0
En particulier, si a(t) = a et b(t) = 5, alors
6 at /8
< el _ =
X() £ (X(0) + 2)ect = =
u
Proposition 1.4 (Inégalité d’interpolation)
IV AL < CllA =@l Afllz2)-
u

Proposition 1.5 (Inégalité d’Agmon)
Soit f € H*(Q) N HY(Q), oit Q C R3. Alors il existe une constante C' telle que

1 1
[z ) < ClFI o 1 I 2y

1 3
[y < CUFI 2 1 120
En 2D, la premiére inégalité est toujours vraie, mais pas la deuxieme : soit f € H*(Q)NH (),
oit  C R2. Alors il existe une constante C telle que

1 1
| fllzoe() < CHfHIQP(Q)Hf”;IQ(Q)'

Théoréme 1.7 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit (E, (.,.)) un espace pré-hilbertien réel ou complexe. Alors, pour tous vecteurs x et y de £

[z y) | < Ml [yl
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1.1.3 Fonctions a valeurs dans un espace de Banach

Dans cette section, on présente quelques résultats concernant les fonctions a valeurs
dans un espace de Banach.

Soit I un intervalle ouvert de R et X un espace de Banach. Soit p € [1, +00], on pose
LP(;X)={f:I— X/f mesurableet t — | f(t)||x € L*(I)}.

Pour f € LP(I; X), on définit
1
Hmmwmz(/wﬂm&ﬁ), Si1<p<oo
I
| llzersx) = sup ess|L£(2)1x.
tel

Propriété 1.3

L’espace LP(I; X'), muni de la norme ||| »(1,x), est un espace de Banach pour 1 < p < oo.
Si X est réflexifet 1 < p < oo, alors LP(I; X) est réflexif.
Sil <p< oo, alors D(I; X) est dense dans LP(I; X).

L =

Si X est réflexif ou X', I'espace dual de X, est séparable et 1 < p < oo, alors I’espace dual
1 1

de LP(I; X) s’identifie a L(1; X") avec q est l'exposant conjugué de p, i.e. — + — = 1.
b q

]
On rappelle tout d’abord, un résultat a propos de la dérivation des fonctions a valeurs
dans un espace de Banach, cité et démontré par R. Temam [73].

Théoréme 1.8 Soient X un espace de Banach et X' son dual. soit u,v € L'(a,b; X), aetb
sont deux réels positifs, alors les trois assertions suivantes sont équivalentes

1. w est égale presque partout a une primitive de g,

u(t) =& +/0 g(s)ds, &€ X pp.té€la,b.

2. Pour toute fonction test ¢ € D((a,b)),

/u@d@w:—/gmwmn

3. Pour toutn € X',

d
i <u,n >xx=<4g,n >xx

au sens des distributions sur (a, b).
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]
Ensuite, on rappelle un résultat tres utile cité dans [73] qui est un cas particulier d'un
théoréme général d’interpolation introduit dans la livre de Lions-Magenes [51].

Théoréme 1.9 Soient V, H, V' trois espaces de Hilbert tels que
VCH=H CV' avceinjections continues et denses,

V" est le dual de V et H' est le dual de H. Si on a une fonction u € L*(0,T;V) et sa dérivée
u' € L*(0,T; V"), alors
uweC([0,T);H)

et on a I'égalité suivante, vérifiée au sens des distributions sur (0,T),

d
EHU@)H?{ =2 <d(t),ut) >vy .
u
Lemme 1.3 (Mignot)
Soit f : R — R une fonction continue et croissante telle que
A
lim sup HMH < +o00.
Netoo A
Soient w € L*(0,T, H) telle que
dw 2 / 2
o € L#(0,T,V')et f(w) € L*(0,T,V),
alors
d d w(-y)
< —w,f(w) Sy y= — (/ f(rydr)dy dans D'(0,T),
dt Codt Joo )
et pour tout 0 <t; <ty <7T
to dw w(tg,y)
/ < E,f(w) Sy dt = /(/ f(r)dr)dy.
t1 Q w(tl,y)
u
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1.1.4 Lemmes de compacité.

Dans cette section, on donne deux Lemmes de compacité qui seront utiles par la
suite. Commencons tout d’abord par rappeler le résultat élémentaire suivant (voir les
livres de H. Brezis [20] et J.C. Robinson [64]).

Théoreme 1.10 (Rellich-Kondrachov)

Soit Q un ouvert borné de R™ de classe C*. Alors, de toute suite bornée dans H*(S2), on peut
extraire une sous suite convergente dans L*(Q2). On dit alors que 'injection H'(Q) — L*(Q)
est compacte.

Remarque 1.1 Ce dernier théoréme n’est pas toujours vrai si l'ouvert n'est pas borné.
Prenons par exemple Q2 = R", 'injection H*(Q2) — L?*(Q) n’est pas compacte.

Un premier résultat de compacité a été introduit et démontré dans [49] et [73]. On
se donne trois espaces de Banach X, X et X tels que

XoC X CX, avec injections continues (1.1)

ou
I'injection Xy — X  estcompacte (1.2)

et
Xy et X; sont réflexifs. (1.3)

Soient 7' > 0 un nombre fini et 1 < p; < oo, ¢ = 0, 1. On définit 'espace

@ = @(OaTQPmpl;XO’X)

d
= {UZU e LP(0,T; Xo),v = d—: eLpl(O,T;Xl)}. (1.4)
Cet espace est muni de la norme
[vlly = Nlollzro o rixo) + 10"l 0 7:x0)

2) est un espace de Banach et il est évident que
P C LP°(0,7;X)  avce injection continue.

On a alors le premier résultat de compacité :
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Théoréme 1.11 Sous les hypothéses (1.1), (1.2), (1.3) et si 1 < p; < oo, i = 0,1, alors
'injection de ) dans LP°(0,T'; X') est compacte.

Autrement dit, toute suite bornée dans ) admet une sous-suite qui converge fortement dans
L»(0,T; X).

1.1.5 Théorémes du point fixe.

On rappelle dans cette section deux théorémes de point fixe tres utiles en mathéma-
tiques, tels que le théoreme de point fixe de Banach [20, 19] et le théoreme de point
fixe de Schauder [18]. Les théorémes de point fixe affirment qu'une application admet,
sous certaines conditions, un point fixe. Ces théoremes sont principalement utilisés a
la résolution des équations différentielles. Ils interviennent dans les démonstration de
'existence de solutions des équations différentielles.

Le théoreme de point fixe de Banach montre qu’une contraction d"un espace métrique
complet admet un unique point fixe.

Théoréme 1.12 (Point fixe de Banach)

Soient E un espace métrique complet et U : E — E une application contractante, i.e. Lipschit-
zienne de rapport 0 < k < 1. Alors ¥ admet un unique point fixe x* dans E.

De plus, toute suite d’élément de E vérifiant la récurrence x,+1 = V(x,,) converge vers x*.

Le théoreme de point fixe de Schauder est une généralisation du théoreme de point
fixe de Brouwer [74] dans des espaces topologiques de dimension infinie. Il montre
'existence d'un point fixe pour une application continue sur une convexe compact
dans un espace de Banach.

Théoréme 1.13 (Point fixe de Schauder) Soient E un espace de Banach et K une partie
compacte convexe de E. Alors toute application ® continue de K dans K possede un point fixe
dans K.
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1.1.6 Résultat de régularité de Meyers.

Nous considérons 2 un ouvert borné de R?, et on désigne par I' la frontiere de (.
Nous rappelons d’abord le résultat suivant (cf. J. L. Lions et E. Magenes [50]) :

Vp, t.q. 1 < p < oo, A estunisomorphisme de W,”(2) dans W 1#(Q).

Onpose G = (—=A) etg(p) =[ G H[I(W—LP(Q);WOLP(Q))‘

On souligne que g(2) = 1.

Nous donnons a présent deux lemmes préliminaires qui sont une conséquence du ré-
sultat de régularité de Meyers [54] et dont on peut trouver les détails de la démonstra-
tion dans [16].

1. Cas elliptique:

Lemme 1.4 Soit A € (L>°(2))" un tenseur symétrique tel qu'il existe o > 0 satisfaisant
Z Aij(2)6& > alé)P,Vr € Q et € € R™
1,7=1

On pose 3 = max<ij<n || Aij [l -
Il existe r(a, ) > 2, tel que, pour tout f € W=LT(Q) et Vgo € W (Q), l'unique
solution u du probléeme

V- (AVu) = f,Vz € Q,
u e H Q)+ go,

appartient a W' (Q). De plus, on a I'estimation suivante :

| u lwrr)< Cla, B,7) || f =V - (AVgo) [lw-1r@),

ot C(a, B,1) est une constante ne dépendant que des constantes « et 3 caractérisant
'opérateur A et de r.

Remarque 1.2 La preuve donnée dans [16] nous permet de préciser la constante C'(«, 3, 1).
Soit ¢ > 0, posons
a+c B4

B1c et V—(5+C)2, (1.5)
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2 2

nous choisissons c t.q. ¢ >

de sorte a assurer v < . Puisque g(2) = 1 et
(0%

0 <1—p—+v <1,en utilisant les propriétés de I'application g(.), on peut donc trouver

r > 2 tel que

gr)(l—p+v) <l (1.6)

Ainsi, plus (1 — p + v) sera petit, plus r pourra étre grand, donc la détermination de r
dépendra des constantes o, (3 liées a I'opérateur elliptique A.

Le cas limite correspond au cas oit l'opérateur A est le Laplacien, (ou proportionnel au
Laplacien), alors ;v = 1 et v = 0 donc (1.6) est satisfaite Vr > 2.

Compte tenu des précédentes estimations, nous pouvons majorer la constante C(cv, 3, 1)
par

C@wimﬁ(l—mﬂﬂ—u+vﬁlgzl- (L7

. Cas parabolique :
Enoncons, a présent, le lemme correspondant au cas parabolique. Nous définis-
sons (cf.[16])

X, = LP(0,T; Wy "(9)),

muni de la norme :

T
1
([ 100 By 40 =1 V0 ey
0

0

Nous introduisons
Y, = LP(0,T; W—7(Q)),

et nous soulignons que 'application v — div,v envoie (LP(Q7))" vers LF(0, T; W~1P(Q)).
Nous munissons alors Y, de la norme || f ||y, = ming,g—¢ || 9 ||r(s)», NOUS pou-
vons alors énoncer 1’analogue du lemme 1 (cf. [16]).

Lemme 1.5 Soient f et u° tels que f € L*(0,T, H () et u® € H. Soit u la solution
appartenant a L*(0,T; Hy(Q)) de :

0
8—1; + Au = f, dans Qr
u(0) = uP.

Alors, en supposant que I est suffisamment réguliere, il existe r > 2, dépendant de o, 3
et Q tel que si
feL0,T; W (Q),
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et si
u’ € W, (Q)

alors u € L"(0,T; W (Q)) et il existe C(av, §,7) > O telle que
Il < Gl B £ oo + 1l o lyteey): (18)
]

Remarque 1.3 Comme pour le lemme 1, nous pouvons préciser la constante C(a, 8, 7).
Posons

P =2 — A, I'opérateur associé aux conditions de Dirichlet homogenes.

1l est connu que, étant donné F €'Y, il existe une unique solution u € X, telle que :

Pu=f, dans Qr
u(0) = u°.

Posons §(p) =|| P~ || z(v,:x,), alors §(2) = 1.
En utilisant les propriétés de 'application §(.), on peut donc trouver r > 2 tel que

g(r) (1 —p+0) <1,

ol les constantes fi, U et ¢ sont les constantes définies précédemment par (1.5) grice aux
constantes &, B

A nouveau, plus (1 — ji + ©) sera petit, plus r pourra étre grand, donc la détermination
de r dépendra essentiellement des constantes ¢, 3 caractérisant l'opérateur elliptique A.
La constante C (&, B, r) doit alors satisfaire :

O for) < (1— gr)(1 — it o)) I

1.2 Résultats mathématiques
Pour tout n € N* et tout p € (1,400), on désigne par W"™?(Q2) désigner 1'espace de

Sobolev usuel muni de la norme ||¢[[wrr) = > [|0°¢| 1r(q). Par souci de simpli-
aeNZ a<n

cité nous écrivons H'(Q) = W12(Q) et

V= HN\Q), E= H{Q)NL®Q), H=IL*Q).

34



1.1.2 Résultats mathématiques

L'injection V' C H = H' C V' est dense et compact. Pour tout 7" > 0, soit W (0,T)
I'espace tel que

W(0,T) := {w € L*0,T;V), dw € L*(0,T; V") }

muni de la norme hilbertienne [|w|[w.r) = (I|lwl|72.7.v) + Hath%Q(O’T;V/))W. Les injec-
tions suivantes sont continues ([50] prop. 2.1 and thm 3.1, chapter 1)

W(0,7) c C([0,7%: [V, V']1) = C([0,T]; H)

1
2

tandis que l'injection
W(0,T) C L*(0,T; H) (1.9)

est compacte.

1.2.1 Existence globale de la solution

Nous allons rappeler le résultat d’existence de solutions faibles pour ce modele
complété par des conditions initiales et aux bords. Pour cette section, la conductivité
hydraulique K sera un tenseur pour donner des résultats généraux, mais pour le pro-
bleme d’identification, nous allons nous restreindre au cas ot K est un scalaire.

Nous considérons un domaine ouvert borné 2 de R? décrivant la projection de
’aquifere sur le plan horizontal. La frontiere de 2, supposée C', est désignée par I
L'intervalle de temps est (0,7"), 7' étant un nombre réel non négatif et nous posons
Qr = (0,7) x Q. Nous concentrons notre travail sur le modele (M) ot la storativité
est négligée. D’abord, nous ré-écrivons le modéle (M) avec quelques notations simpli-
ficatrices. Les "primes" sont supprimés dans les opérateurs différentiels dans R*. Les
termes de base sont indiqués sans "tildes". La perméabilité K ; est maintenant désignée
par K. Nous supposons que la profondeur h, est constante, h, > 0. Nous définissons
les fonctions T, et T par

To(u) =hy —u, Tp(u)=u, foru e (0,hs).

On prolonge ces fonctions contintiment par des constantes en dehors de (0, h2). Nous
considérons alors le systeme des équations suivantes dans {27 :

¢pOh —V - (aKT,(h)Vh) =V - (6Vh) =V - (KT,(h)Vh)

= —Q,T,(h) :== —Q,, (1.10)
¢Oshi — V - (K (Tf(h — ha) + Ty(h)))Vhi) = V- (§Vhy) = V - (« KT, (h)Vh)
= —QTi(h —hy) — Q.Ts(h) :== —Q; — Qs, (1.11)
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Ce systeme (1.10)-(1.11) est complété par les conditions initiales et aux bords suivantes :

h = hD, hl = hl,D inI' x (O,T), (112)
h(0,2z) = ho(x), hi(0,2) = hyo(xz) in€Q, (1.13)

avec les conditions de compatibilité
ho(x) = hp(0,2), hio(z) =hyp(0,2), zel.

Examinons maintenant les hypothéses mathématiques. Nous commencons par les
caractéristiques de la structure poreuse. Nous supposons l'existence de deux nombres
réels positifs K_ et K tel que le tenseur représentant la conductivité hydraulique est
un tenseur borné elliptique et uniformément positif :

0<K_[§P< > Kij(2)&6 < Ki|éP <oo z€Q, (R {40

i,j=1,2
Nous supposons que la porosité est constante dans l'aquifere. En effet, sur le terrain en-
visagé ici, les effets diis aux variations de ¢ sont négligeables par rapport a ceux diis a
des contrastes de densité. Les termes sources Qs et Q; sont des fonctions de L*(0,T; H)
tel que Qs > 0. Notons par exemple que le pompage d’eau douce correspond a 1'hy-
pothese Q)5 > 0 p.p. dans 2 x (0, 7). Les fonctions hp et hy p appartiennent a 'espace
L*(0,T; H'(Q)) N H'(0,T; (H'(2))) tandis que les fonctions hg et hy o sont dans H'(Q).

Finalement, nous supposons que les données aux bords et les données initiales sa-
tisfont des conditions physiquement réalistes sur la hiérarchie des profondeurs des

interfaces :

0< hl,D < hD < hg P-P- dans I" x (O,T), 0< hl,O < h() < hg P-pP- dans €.

On peut montrer aisément que le systeme (1.10)-(1.11) peut s’écrire

Oy = div(WTh, (u) KV (Thy(ur) + Thy(u2))) + div(6V T, (u1)),

Oy = div(Th, (ur) KV (VTh, (ur) + Thy(u2))) + div(0VTh, (uz)), (1.14)
R 1
ouv = et
a—+1
0 si ©u<0
Ty, (u) = u si 0<wu<hy

h2 si UZhQ
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et o1 u; et uy sont données par la figure suivante :

Zone séche /

z =U¢‘_.—-——
Eau douce
I=u
Eau salée
z=0

Dans [6], un résultat d’existence globale en temps est donné dans le cas dégénéré
(0 = 0) en utilisant la décroissance d'une fonctionnelle de Lyapunov (entropie).
Par ailleurs, le principe du maximum suivant :

w >0,i=1,2

est prouvé. Ce qui revient a dire 0 < hy < h.
Récemment dans [32], le théoreme suivant est prouvé lorsque § # 0 :

Théoréme 1.14 Supposons que le tenseur vérifie :

K?k<p_1 4_5 2K_J2r<p—1

K= D T VRS P

4
X 75 pour tout  p > 2. (1.15)

Siu) € L*(Q) avec 0 < uY < hy p.p. dans Q. Alors pour tout T > 0, le probleme (1.14) admet
une solution faible (u;)i—12 € W(0,T)?. De plus, le principe maximum suivant est vrai :

0 <w(t,x) < hy pourp.p.x e, pour tout t € (0,1) et pour tout i = 1, 2.

Ce qui montre en outre que 0 < h < hy < hs.

1.2.2 Résultat de régularité et d’unicité

Nous allons maintenant indiquer le résultat de régularité L"(0,7; W' (Q)) (pour
r > 2) satisfait par la solution exacte, cette régularité nous permet de traiter la non-
linéarité du systéme et ainsi de prouver l'unicité de la solution. On se réfere a [31] pour

37



CHAPITRE 1. RAPPELS MATHEMATIQUES

plus de détails sur les preuves de ces résultats.
Dans notre cas, les parametres 1 et v sont tels que

(0 + ¢c) V(0 + Ky hy)? 4252
= and = : 1.16
H= 5T o0 + Koy Y= (Gt Koha) + 9) (1.16)
. K hy .4
Nous avons choisi ¢ > 0 tel que ¢ > 2907 (2¢5 + K. hg) afin d’assurer v < pu. Alors,

puisque (1 — p + v) < 1 et grace a la continuité d'une application déduite de g(.), il
existe r > 2 tel que k(r) :== g(r)(1 —pu+v) < 1.

Soit r(¢, 0, ha, K1) > 2 le plus grand nombre réel tel que g(r)(1 —p+v) < loupetv
sont définis par (1.16).

Proposition 1.6 Soit (h, hy) une solution de probléme (1.10)—(1.13) et (¢, 9, ho, K1) > 2
un nombre réel tel que g(r)(1 — p+v) < 1. Si (hp,hi.p) € L"(0,T; W' (Q))?, (Qs, Q) €
L0, T; W=7(Q))% et (ho,hig) € WET(Q)? Alors Vh et Vhy sont dans L™ (Qr), de plus,
1oUs aAvons

VR Lrpy < Ci(é, hay K, Ky, 0, ho, hio, hp, hi,p, Qf, Qs), (1.17)

et
[[Vhi||r ) < C2(0, hoy K, K46, ho, 1o, hp, hip, Qf, Q). (1.18)
u

Finalement, nous concluons cette section par 1'unicité de la solution du systeme
(1.10)-(1.11). Pour I'obtenir, nous devons supposer que le tenseur représentant la conduc-
tivité hydraulique K est symétrique, ainsi les parametres précédents deviennent

0+ ¢c oc
_ t oy — , 1.19
e S Y oct Koihy U 5+ Ky byt oc (1.19)

Soit r > 2, on peut toujours ajuster ¢, 9, h, et K, tel que k() = g(r)(1 —p+v) < 1. En
effet, nous posons :

g(r)
K 0
(5+ +h2+¢c)<g(7")—15’ Ve > 0,
donc . 5
c
K < ——Xx——-—, Ve>0.
* g(T’)—l hQ hg

en faisant tendre ¢ — 0, nous obtenons

1 )
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Remarque 1.4 La condition (1.20) suppose une conductivité hydraulique suffisamment faible
a lintérieur de I'aquifere. Cette condition peut sembler trés restrictive mais en réalité on doit se
souvenir que la conductivité hydraulique est de I'ordre de 10~° m/s dans un aquifere usuel.

Théoréme 1.15 Supposons que le tenseur représentant la conductivité hydraulique K est
symétrique et soit (¢, he, Ky,0) € (RF)* satisfaisant (1.20) pour r = 4. Si (hp,h1p) €
LA0, T; WH4(Q))?, (Qs, Qy) € (L*(0,T; W=L4(Q)))? et (ho, h1o) € WH4(Q)?, alors la solu-
tion (h — hp, hy — hy p) du systeme (1.10)-(1.11) est unique dans W (0,T) x W(0,T).

1.3 Processus stochastique - Mesure de Wiener

Définition 1 (Vecteurs gaussiens) Soit X = (X1, Xo, ..., X,,) un vecteur aléatoire.
X est un vecteur gaussien si et seulement si ¥(ay, as, ..., a,) de nombres réels, la variable aléa-
toire

Z=u X1+ ..+a,X,

est une variable gaussienne.
m

Définition 2 (Mouvement brownien) Le mouvement brownien unidimensionnel (By):>o
est un processus stochastique dépendant du temps "t” et vérifiant :

1. Leprocessus (By)>q est un processus gaussien c.a.dVt, <ty < ... <t,, (B, B, ..., By,)
est un vecteur gaussien.

2. (Bt)i>o est presque silrement continue, c.a.d pour presque toute réalisation, la fonction
t — By(w) est continue.

3. Pour tous s et t, la moyenne E[B;| = 0, et la covariance E[BsB;| = min(s,t).
]

Définition 3 (Mesure de Wiener) Considérons C(R™,R) I'espace des fonctions continues
de RT dans R et (Q2, F,P) est un espace probabilisé. Le mouvement brownien est I'application

B: Q— C[R"R)
w— (t = Bi(w)).
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La mesure de Wiener, souvent note W (dw), est la mesure-image de P(dw) par cette application
B. Autrement dit, c’est la mesure de probabilité W sur C(R*,R), telle que VA C C(R*,R)

W(A) =P ((B)i>0 € A).

]
Définition 4 (Polynomes d’"Hermite) Les polyndmes d’Hermite sont définis comme suit :
H, = (=1)"e 2 -7
() = (—1yre % e
IIs peuvent également s’écrire sous forme de développement polynomial :
3] .
Hn — -1 k : n—2k
(z) R AT TA TR
k=0
oiL | 5| désigne la partie entiere de 3.
]

Définition 5 (Mesure Gaussienne) Soient n € N et By(R") la complétion de o- algebre
borélienne su R™. Soit \" : Bo(R™) — [0, +o0] désigne la mesure de Lebesgue de dimension n.
Alors la mesure gaussienne standard ™ : By(R™) — [0, 1] est définie par :

ngy - = 3lelEn gAn (s
7 (A) <m>n/,4 X" (2).
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2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a l'identification de la conductivité hydraulique K pour
le probleme d’intrusion saline pour un aquifere libre, non homogene et isotrope. L'es-
timation de ce parametre est basée sur des observations ou des mesures de terrain
effectuées sur la profondeur de l'interface eau douce / eau salée et sur la profondeur
de la nappe phréatique. Notons que, concretement, nous ne disposons que d’obser-
vations ponctuelles (en espace et en temps) correspondant aux nombres du puits de
monitoring.

Par ailleurs le phénomeéne d’intrusion saline est souvent transitoire et 1’étude de
sensibilité proposé dans [62] montre que la forme de l'interface eau douce/eau sa-
lée dépend essentiellement de la conductivité hydraulique, les autres parametres telle
que la porosité, impactent surtout le temps mis a atteindre le régime permanent, c’est
pourquoi on doit considérer le modele instationnaire pour identifier simultanément
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ces deux parametres.

Enfin, notons que les études existantes concernent principalement les résolutions

numériques de ces problemes inverses (voir [72]). Cependant M. E. Talibi et M. H.
Tber ont démontré 1'existence du controle optimal et ont donné des conditions néces-
saires d’optimalité dans le cas d"une interface eau salée/eau douce stationnaire et pour
un aquifere confiné (voir [71]). Ce chapitre est une généralisation de ce travail dans le
cas d’un aquifere non confiné, nous considérons donc le cas instationnaire, qui est plus
réaliste d'un point de vue pratique, mais aussi plus compliqué en raison de la présence
de la variable temps. Ce probleme inverse est formulé comme un probleme d’optimi-
sation dont la fonction cofit calcule I’écart quadratique entre les profondeurs des inter-
faces mesurées et celles données par le modele. Pour tenir compte de la discontinuité
des coefficients, le convexe des fonctions admissibles est pris dans 'espace des fonc-
tions a variation bornée. Ainsi, en utilisant les propriétés de cet espace, les estimations
et les résultats de régularité établis pour la solution du probléeme direct, nous mon-
trons l'existence du controle optimal. Puis en considérant le probleme exact comme
une contrainte pour le probléme d’optimisation et en introduisant le Lagrangien asso-
cié a la fonction cofit et a la solution du probléme in-stationnaire, nous établissons que
le systeme d’optimalité (constitué par les équations d’état, les équations d’état adjoint
et la condition d’optimalité) admet au moins une solution. En outre, nous avons établi
que le systéeme d’état adjoint associé admet une solution unique. Ce probléme rétro-
grade consiste en un systéeme couplé d’équations paraboliques linéaires, la principale
difficulté est liée a la présence de produits scalaires entre les gradients de la solution
exacte et les inconnus. Le résultat de régularité L* obtenu pour le gradient de la solu-
tion du probleme direct nous permet de traiter ces termes. En outre, pour établir les
conditions d’optimalité du premier ordre, il faut montrer que 1'opérateur qui a une
conductivité hydraulique K associe la solution du probleme directe (h(K), hi(K)) est
continu et différentiable, et c’est difficile car (h(K), hi (K)) est implicitement définie par
le probleme directe. Pour prouver ce résultat, on applique la théoréeme des fonctions
implicites en démontrant que la différentielle de cet opérateur par rapport a (h, hy) est
isomorphisme.
Ce chapitre est organisé comme suit : dans le deuxiéme paragraphe nous formulons le
probleme du controle et nous rappelons les propriétés les plus importantes de 1'espace
des fonctions a variations bornées. Au troisiéme paragraphe, nous donnons le résul-
tat d’existence du controdle optimal. Le dernier paragraphe est consacré aux conditions
nécessaires d’optimalité.
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2.2 Formulation du probléme

Etant donné une observation répartie des profondeur de l'interface zone saturée
/zone séche, hy, et de l'interface eau douce/eau salée, h, appartenant a (L?(£2))?, notre
objectif est d’identifier la conductivité hydraulique, K*, dans le cas de I'écoulement
in-stationnaire régi par le systeme (1.10)-(1.11). Pour étudier ce probleme nous intro-
duisons le probléeme de controle suivant :

() Trouver K* € Uya, tel que
J(K™) = infkev,,, J(K),

ou
1 2 1 2
J(K) = Sl (E) = haonsl[z2r) + SIRE) = hobs| |72,

avec (hi(K), h(K)) la solution du probleme (1.10)-(1.11), et (hq ops, hobs) étant les pro-
fondeurs observées. Afin d’assurer 'existence d’une solution de (0), il faut choisir soi-
gneusement l’'ensemble des parametres admissibles U,4;,. Prendre U,4,, dans l'espace
L>(2) assure I'existence et 1'unicité de la solution du probleme direct (sous certaines
conditions sur les parametres physiques) mais ne permet pas d’avoir l'existence du
controle optimal, d’autre part, le choix de U4, dans H*(Q) est trop contraignant et
doit étre affaibli. Nous proposons donc de travailler sur I'ensemble des parametres ad-
missibles, ainsi que cela est fait dans [72] :

Usim = {K € BV(Q)NL=(Q), K,y < K < Ky et TV(K) < ¢},

ou K,,, K) et ¢ sont des réels strictement positifs.
(BV ()5 ||.||Bv(a)) est I'espace de Banach des fonctions a variations bornée sur €2 pour
lequel nous allons rappeler quelques résultats connus.

L'espace BV ()
Nous considérons un domaine €2 ouvert et borné de R?, de frontiére I lipschitzienne.
On note M,(€?) I'espace des mesures de Radon défini sur le dual topologique de 1’es-
pace des fonctions continues sur €2 s’annulant sur I', muni de la topologie du conver-
gence uniforme noté par (X, X).
Alors pour tout i € M,(2) il est possible de définir deux fonctions d’ensemble

(u, E) =sup{u(A)/Ac¥ et ACE} VEecX,
W(p, E) =inf{u(A)/Ac¥ et ACE} VEeX,
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ainsi

W(p, E)>0>W(u, E) VE€X.

La variation de la mesure signée p est la fonction d’ensemble

[ul(E) = W, E) + |W(u, E)]  VE €%,

et sa variation totale correspond a la valeur de cette mesure sur tout I’ensemble de
définition, soit :

[l any ) = [l (X).

Définition 6 Soit ) un sous-ensemble des ouverts de R™. Pour une fonction f dans L*(Q), la
variation totale de f sur Q) définie par :

TV(f) = sup{/ f(z)div v(z)dzx,v € C3°(Q)", ||v]]e < 1}.
0
f est dite a variation bornée si TV (f) < oc.

]
On note BV (2) I'espace des fonctions L!(2) a variation bornée sur €, qui est un espace
de Banach pour la norme

I fllBvy = [Iflli + TV (f).

Pour conclure cette section, nous rappelons quelques propriétés de l'espace BV ((2)
utiles pour la suite [36, 38] .

Proposition 2.1 soit (f,,)nen une suite d’éléments de BV (), alors
1. Si f, — f dans L'(Q), alors

TV (f) < lminf TV (f).

n—oo

2. Sila suite (f,,)nen est bornée dans BV (2), alors il existe une fonction f de BV (Q2) telle
que, a une sous suite prés,
fn — f dans L'(Q).

3. Pour tout f dans BV (2) N L"(Q) et r € [1, 00|, il existe une sous suite (f,,), de C*°(Q2)
telle que

nlggo/gu—fnrdg —0 et lim TV(f) = TV(f).

n—0o0
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4. Soit (fn)nen une suite dans U,qy, qui converge fortement dans L*(S)) vers un élément
f, alors f est dans Uuam et (fn)nen converge fortement vers f dans L"(Q2) pour tout
r € [1,4o00].

Corollaire 1 U, est un sous ensemble compact de L”(2) pour tout r € [1, +o0.

Preuve:
Ce corollaire est une conséquence immédiat des points 3. et 4. de la proposition précé-
dente. O

2.3 Existence du contrdle optimal

A partir des résultats rappelés dans le chapitre précédent concernant la solution du
probleme d’intrusion saline, nous allons étudier dans cette section le probleme (O).
Dans la suite, on supposera toutes les hypotheses assurant 1’existence, les estimations
a priori, la régularité et l'unicité de la solution du probléme direct, et nous désignerons
par (h1(K); h(K)) la solution du probleme variationnel correspondant a une conducti-
vité donnée K. Nous donnons maintenant le résultat principal de cette section.

Théoreme 2.1 II existe au moins un controle optimal pour le probleme (O).

Preuve:

Soit (K)nen C Udrm une suite minimisante telle que

T(K,) — J*= inf J(K).

KeUgam

Or Uqgnm, est un sous ensemble compact de L?(2) , on déduit qu’il existe une sous suite,
toujours notée (K, ),, et une fonction K* € Uy, telles que

K, — K* fortement dans L*(€2). (2.1)

D’autres part, d’apres le théoreme d’existence pour le cas libre, la solution (hY, h") =
(h1(Ky), h(K,)) du probleme (1), (2) et (3) ; vérifie :

AT 2o, mr @) + 1R L2010 () < O, 0 < R" < hy, (2.2)
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|0:h™ || 20,10y < C, (2.3)

|07 || L20,mv) < C, (2.4)

ou C est un constante ne dépendant pas de n.

Puisque (h"),, et (h}),, sont uniformément bornées dans W (0, ), nous déduisons grace
au résultat de compacité d’Aubin que (h" — hp), et (h} — hyi,), sont séquentiellement
compactes dans L*(0,T; H).

On peut donc extraire une sous suite, non renommeée (h} — hy p, h" — hp), € W(0,T)?
etil existe (hf — hy p,h* — hp) € W(0,T)?* tels que :

h" — h*dans L*(0,T; H) et p.p. dans [0, 7] x £,
oh"™ — O,h* faiblement dans L*(0,7T; V"),

h} — hidans L*(0,T; H) et p.p. dans [0, 7] x
O:h} — O,k faiblement dans L*(0, T; V'),

ce qui permet de passer a la limite dans la formulation variationnelle,
Y (@i, or) € W(0,T)?, (K*, h*, h}) satisfait

T r on T r om
/to /QQSWQOld[Edt‘F/tO /9¢8t QOfdlet

T T
+ / /(5 + aK*(x)Ts(h*))Vh* - Vi, dedt + / / K*(z) Ts(h*) Vh] - Vo, dedt
to Q to Q

i / /Q(”K*@)(Ts(h*) TR — 1)) V] - Vipy dedt

+ /tOT/QozK*(x)Ts(h*)Vh*-Vgafdxdt:—/tOT/Qngoidxdt—/T/(Qs+Qf)<pfdxdt'

to Jo
(2.5)
Donc de l'unicité de la solution, il vient que :
(h1,h*) = (hy(K™*),h(K™)) etdonc J(K*) = J".
Ce qui termine la démonstration. O

2.4 Conditions nécessaires d’optimalité

Le probleme d’identification se rameéne a chercher le minimum de la fonction cofit
J, le systeme d’état étant le probleme in-stationnaire (1.10)-(1.11). On considére ce sys-

46



2.2.4 Conditions nécessaires d’optimalité

teme comme une contrainte pour le probleme d’optimisation et on introduit le lagran-

gien £ défini comme suit :

L (h, b\, K) = / /gb A dmdt+/ /gb%)\fdxdt
/ / (5 + oK (2)T,(h))Vh - VA; dadt + / / K(z) Ty(h) Vhy - VA, dadt
//5+K To(h) + Tp(h — h1)))Vhy - VA, dadt (2.6)

/ /aK h) Vh - V)\fdxdt+/ /Qs/\ dxdtJr/ / Qs + Q) As dadt.

La solution correspond alors a un point selle de ce lagrangien £ considéré comme une
fonction des variables indépendantes h, hi, \;, Ay et K avec \; et Ay les multiplicateurs
de Lagrange. Le minimum recherché, K*, vérifie le systeme d’optimalité suivant :

oL oL
o (1T X AL ) = 0, a)\g(h’{,h* N5 AL ) =0,
oL 0
o B NN K =0, o (1500 X ) =0,
oL
| o (B h AR ALK (K = K7 20, VK € Vs
2.7)

En outre le systeme d’état adjoint est donné par le systéme rétrograde suivant :

_ aa): . (((5 + OéKTS(h))V)\i + OéKTs(h)V)\f) —« K(ZL‘)V}I . (V)\Z, + V)\f)
_K<I>Vh1 . V)\l = hobs — h}

_ % SV (64 K (Ty(h— hy) + Tu(h)VA;) — V- (K(2)To(R)VA)

{ =K Vhy - VA = hyops — ha,

Ni=0, Ap=0surl'p, \(T,z)=X;(T,2) =0, Vo el (2.8)

Proposition 2.2 Supposons que la conductivité hydraulique satisfasse

Soit (hy(K), h(K)) la solution de (1.10)-(1.13) associée a la conductivité hydraulique
K € U,dm, le probléme adjoint défini par :
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Trouver (X\;, Ay) € (W(0,T) N L>(0,T; LQ(Q)))2 avec \;,(T,.) = A¢(T,.) = Otel que

/Q [—(ﬁ%% + (0 + aK(x)T5(h))VAi - Vi + aK (x)Ts(h)V s - V| dedt

—/ [K(z)Vhy - VA +aK(z)Vh - V(N + Af)]; dedt
Qr
= (hops — h)ps dadt, Y ; € L*(0,T; Hy(Q)),

Qtf

- K(z)Vhy - VAfopdrdt = / (R1obs — ha)ydxdt, Vp € L*(0,T; Hy(Q)),
\ Qr Qr

admet une unique solution.

Preuve:
Dans un premier temps, nous changeons la variable temps en posant t' = T" — ¢, ce qui
nous permet d’écrire le systeme (2.9) comme suit :

O\ /
Qﬁggoi + (0 + aK(x)T(h))VAi - Vi + oK (2)Ts(h)VAf - V] dadt
Qp
_/ [K(x)Vhy - VA + oK (x)Vh - V(A + Ap)]pi dedt’ = / (hobs — h)p; dzdt’,
QT QT

(2.10)
et
/Q [¢%¢f +((0+ K (@) (Tr(h = ha) + Tu(h)) V) - Voo + K ()T (h)VA; - Vipy]

— K(x)Vhy - VArop dedt’ = / (h1.obs — h1)py dadt'.

QT QT

(2.11)

Par ailleurs, la condition initiale devient \;(0,2) = A\;(0,2) = 0,Vx € Q. A partir de
maintenant, nous omettons le prime dans ¢’ .

L’étape principale consiste a utiliser un théoreme de point fixe de Schauder pour prou-
ver un résultat d’existence pour un probléme auxiliaire linéarisé. Nous soulignons que
la principale difficulté technique provient de la présence des termes linéaires K (Vh; —
aVh) -V, KVh-VA; et KVhy - VA;. Nous allons utiliser les résultats énoncés au
chapitre 1 de régularité L",r > 2 des gradients de h et h; afin d’estimer ces termes.
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Existence globale en temps
Pour la stratégie du point fixe, nous introduisons 1’application F :
F:L*(0,T; Hy(Q)* — L*(0,T; Hy(Q))%,
A X)) = Fg ) = (Mg, N),

ot A\r = Fi(A\s, Ai) et Ay = Fa(Af, \y), le couple (A, \;) étant solution du probléme va-
riationnel suivant, Vw € L*(0,T; H}(Q)) :

T
/ < qbat)\f, w >V’,V dt + / ((5 + K(Tf(h - hl) + Ts(h)))V)\f - Vw dxdt
0 Qr

+ K(z)T,(h)V\; - Vw dodt — / K(z)V ;- Vhyw dzdt
QT QT

S / (hy — Rt.ope) w dadt 2.12)
Qp

et
T
/ < GO N, w >y y dt + / (0 + aKTs(h))VA; - Vw dxdt
0 Qr
+ « K(z)Ts(h)VAs - Vw dxdt — K(z)(Vhy + aVh) - VX w dzdt

Qp Qr

— a | K(x)VA;-Vhwdzdt = —/ (h — hops) w dxdt (2.13)
QT QT

(Puisque (h, h) est une solution de (1.10)- (1.13), le couple satisfait 0 < h; < h < hy,
ainsi Tf(h—hy) = h—hy, Ts(h) = he—h). Nous savons grace a la théorie classique sur les
équations paraboliques et elliptiques linéaires que le précédent systeme variationnel
admet une unique solution.

Pour appliquer le théoréeme de Schauder, nous devons vérifier la continuité de F pour
la convergence faible, donc celles de F; et 7 .

La continuité séquentielle de F; pour la convergence faible.

Soit (A}, A7) une suite de fonction de W (0,7)* et (As, A;) € W(0,T)? tels que
(N}, A7) = (Mg, A;)  faiblement dans W (0,T)?,

cad N} — Ay, faiblement dans L*(0,7, V) et % — % faiblement dans L?(0,7,V") .
Posons Ay, = Fi(N}, A7) et Ay = Fi(As, A;), montrons qu’alors Ay, — As faiblement

49



CHAPITRE 2. IDENTIFICATION DE LA CONDUCTIVITE HYDRAULIQUE :
ETUDE THEORIQUE

dans W (0, 7).
Pour toutn € N, Ay, satisfait (2.12). Choisissons un 7 € [0, 7| et prenons w = Ay, X (0,7 (%)
dans (2.12) nous obtenons

gb / < at/\fm, /\fﬂl >viv dt + / ((5 + K(Tf(h — hl) + Ts(h)))V/\Ln . V/\i,n dxdt
0 Qr

+ / K (2)T,(h)V iy - Vs, dodt — / K(2) Vhy - VApn A dadt
Q- Q-

g

(M) @)
= —/ (hl - hl,obs) w dxdt. (214)
QT

/

g

3)
Les fonctions Ay, appartiennent a W (0, T) et donc a C([0, T]; L*(f2)). D’apres le lemme
de Mignot (cf. [28]), nous pouvons écrire

T 1
/ (OA g Agm)vevdt = Sl gl )l = [Agn(0, )7 -
0 =0

D’autre part, nous avons
/ (6 + K(Ty(h — hy) + T(h)) Vg - Vg dadt > 6|V Al |22 (0o -
QT

Prenons M > 0 tel que

Slilg IVXNH| 20,y < M et stifo) IV 20 < M.

Par ailleurs, grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz, de Young et de Gagliardo-Nirenberg,
nous obtenons, Ve > 0 :

K2 h3M>?r

O] £ KihaMVAIDAallz2i0,) < =

1(2)] < /0 | /Q K(2)Vhy - Vg dadt]
< [ v [ e ] o
0 Q Q Q
CG/ K+(/ |Vh1|4dx)1/4(/ |V)\f7n|2dx)1/4(/ A;ndx)l/‘*(/ [V} 2dt
0 Q Q Q Q

195 20,5+ (19l ) [l ol 19 Al )
—_——
<Cy
1 T
KECICEM? x 1o el | 1ol VAsa )
K2C2C2M? e

€
— Arnll2 — Va2
e g Il + g [ 19

€
+ §Hv>‘f,n“%2(97)>

IN

IA

IN

IN
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Finalement

1 €
I < — h1 — hiops)?dx + = MoallF2c0)-
6 < 52 [ (= e+ 5 o Il

En rassemblant ces inégalités, nous avons :

¢

C sl + 60 = VA a0,y < € max [AsallEse) + C (215)
ou C est une constante ne dépendant que des données et de M.

Choisissons ¢ > 0 tel que 6 — € > 0 et $_ e > 0, nous déduisons de (2.27) qu’il existe
deux réels Ans(h, hobs, P, P obs, K, a, Cy, 0, ¢, he, T') et

B (h, hopss by b obs, I, o, Cy, 6, @, he, T') dépendant seulement des données du probleme
et de M tels que

‘|)\f,n‘|%oo(07T,H) < Ay and H)‘f,nHi%o,T;Hg(Q)) < Bu.

Donc la suite (\f,,), est uniformément bornée dans L>(0,7; H) N L*(0,T; Hy(2)). On
pose Cyr = max(Apr, Bu).
Nous allons établir que (9;)\,,),, est bornée dans L?(0,7; V') N L'(0,T; H). En effet

SO A fullL20.0:v AL 0,7:0) =

sup | - / ((5 + K(Tf(h - ]’Ll) + Ts(h)))VAfm - Vwdxdt
lwll(z2(0,7,v)nLo0 (0,7:m)) <1 Qrp )
1)
- K(z)T,(h)VA - Vw + K(2)Vhy - VN}w dadt —/ (h1 — hiobs)w dadt |
JOr JOr Qr )

v~ v~ ~\~

(2) ®3) (4)

Le principe des calculs étant le méme que dans les inégalités précédentes, nous n’indi-
querons que les estimations clefs :

(D] < (6 + Kiha)Cutllwllzzgoray,
2)] < KihaMlJwll20m0),

B) < Ky MCy Collwll 2 o o 10l ot 2
(4] < h1obs — Pal| L2 [|w] 220,71y

En rassemblant les précédentes estimations, nous concluons que

O pmll 220, 05v ALt 0,0y < D,

ol D) ne dépend que des données du probleme et de M.
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Ainsi la suite (\s,) est uniformément bornée dans I'espace W (0, 7). En utilisant
le lemme d’Aubin, nous extrayons une suite, non renommée pour simplifier, (s, )k,
convergeant fortement dans L*(Qr), presque partout dans (0,7) x €, et faiblement
dans W (0, T") vers une limite noté ;.; € W (0,T"). Grace a la convergence forte de (\s,,),,
dans L*(Qr) (et donc a la convergence p.p. dans Qr), nous vérifions que i, est une
solution de 1'équation (2.12) par le théoréeme de convergence dominée. Il en résulte
que /i est solution de I’équation (2.12) et satisfait les conditions initiales et aux bords.
D’apres 1'unicité de la solution, nous concluons que iy = Ay et que la suite Ay, — s
faiblement dans W (0, 7).

la continuité séquentielle de F; pour la topologie faible de W (0, T') est établie.

Continuité séquentielle de 7, pour la convergence faible.

De la méme fagon, nous montrons la continuité de 7, en posant };,, = }"2(5\7}, ),
Ai i= Fa(Af, A;), et en montrant que \; ,, — A, faiblement dans W (0, T') . Les estimations
clés sont obtenues en utilisant le méme type d’arguments que celles du preuve de la
continuité séquentielle de 7, et les détails seront omis. Nous soulighons que nous
pouvons utiliser I’estimation (2.27) précédemment montrer pour Ay, pour obtenir les
estimations suivants pour A;,, :

||>\Z,TL| ’LOO(H) S EM - E]V[ (57 K? >\i,0> la M7 CM)7 (216)
H)\i,nHLQ(O,T;V) < Fy=Fy (57 K7 )\i,Oa la M7 CM) (217)

En posant

C;\J = maX(EM, FM),

nous obtenons

| |at)\z,n| |L2 (0,T;V")NLY(0,T;H) S D§V[ (218)

Existence de Z C W(0,7)? tel que F(2) C Z.

Nous allons a présent montrer qu’il existe un ensemble convexe fermé borné non vide
de W(0,7)% Z, telque F(Z) C Z.
De nouveau, nous prenons o Ay (resp. A;) dans (2.12) (resp. dans (2.13)) et nous som-
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mons les deux équations ainsi obtenues, ce qui conduit a :

finalement

(6)] <

»#l@

%[)(A%Mﬁ)%/% (|wi\2+a\wf|2)+/ oK (2)Ts(h)|[V A2

Qr

/Q aK (z) (Ty(h — hy) + To(h)) |V A2 + a/Q K(2)T,(h)VA; - VA

J/

0

a | K(@)T,(h)VA; -V — [ K(x)(Vhy +aVh) -V \
QT QT

(2) ®3)
« K(z)Vh-VA\ —« K(z)Vhy - VA

Qr YO

~~ N~

(4) (5)
- (/ (h - hobs>)\i + « / (hl — hl,obs)>\f) .
Qr

Qr
©)
3a 2 9
< 22| K@Th)|VAL2 + K B VA2,
4 Qr
< ¢ K(x)Ts(h)|V)\f|2—|—oz K(x)Ts(h)\vw,
4 QT QT
< K+0Gc4<1+a>(max/A§)l/4(/ |wi|2>1/4(/ VA2
tE(O,T) Q Qr Qr
K202 02(1 2 B
S +CG 4( +a) (max /)\22)1/2(/ ‘V)\i‘2>1/2+€—0/ ‘V)\lP
260 te(0,7) Jo Qr 2 Qr

IN
g
"

Kich i1 4 )y
1CeCi(l+a) ( /)\22)—1-6—1/ \VM2+€—°/ VA2,
deger te(0,7) Jq 2 Qr 2 Qr
K1C¢ Clat A
Dibata® (max/)\z)+—/ |V)\z‘|2+6—3/ Vs,
4 e €3 t€(0,T) 2 Qr 2 QO

K4C4 04 4 _
DG AT (g //\30)+%4/ |V)‘f|2+%5/ VAL,
Q Qr Qr

dey e te(0,T)

IN

9y QO 5 1/ , 1 / ,
& —h 1 - obs) -
( (OT)/)\) 4 (tg(l()a:¥)/9>\f)+¢ QT(h obs) +Oé¢ QT(hl hl,b)
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Nous prenons e —2—5( >2), € =€ —ée =€ —LMSE —a—(snousobtenons
P 0—3pp_ AT ae=5pa8=6= 3 a= o
alors
(? _3pKiCLCi(1+ ) 3KICECia? o /)\2)
4 462 4 42 te(0.7) Jo
ap  3KLCALCla? o 0 , )
T A = i A
O =P D [ )45 [ (VAR £ awA)
4} 1 aK.h 1
S . / ((‘ + + 2)|V>\ ’2 +04’V)\f| ) (h - hobs / hl obs
3 Ja, P ¢ Qr Qr

Nous supposons que le coefficient ¢ est suffisamment grand, et vérifie

3KICLCH(p(1+a)' +a?)

=¢— 5 >0, (2.19)
3K1CL CY
(donc Oy = ¢ — # > 0). Par ailleurs, par hypothese, la conductivité hy-
draulique satisfait
-1 0
Kp<P——— p>2 (2:20)
p ahy

En fin, Nous choisissons la constante A/ > 0 telle que

M 26 (5 [ o+ oo [ = h?), @.21)

par conséquent, nous pouvons conclure que

S} S} )
41 ( max //\2) 42(max //\3:)4—5(/ (IVN)? + a|VAs?)
Q Qr

te(0,T) te(0,7)
5 . . M
<3 (/ IV + alVAs ) + —. (2.22)
3% Ja, 6

Ainsi, si / (IVA]? + a|VAs|?) < M alors (2.22) implique que
Qr

/Q (VAP + ol VA P) < M

On pose Z I'ensemble borné fermé convexe non vide de W (0,7") x W (0,7 défini par :

nous avons établi que F(Z) C Z. Le théoreme de Schauder nous permet donc de
conclure qu’il existe un couple (\;, A\y) € Z tel que F(\;, A\r) = (\i, As). Ce point fixe est
une solution faible du probleme (2.10)-(2.11).
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Unicité de la solution du probleme adjoint :

Soient (\;, A\f) € W(0,T)% et (\;, A\;) € W(0,T)? deux solutions de (2.9). Posons

u =\ — A\ etv=X; — \;. Clairement, puisque le systeme est linéaire, (u, v) satisfont
(2.9) mais les seconds membres de (2.9) sont nuls.

Les calculs précédents conduisent a 1’estimation suivante

o o
%(max /uz)—i-oz%(max /v2)+— (/ (IVul> + o Vo]?) < —(/ (IVul® + o|Vo]?),
4 0 4 0 2 Jo, 3 Ja,

te(0,T) te(0,T)

puis

(max /UZ) <0, (max /UQ) go,/ VuP<0and | Vo <o0.
Q Q Qr Qr

te(0,T) te(0,T)

Puisque (u,v) € L*(0,T; H}(£2))?, cela implique u = 0 p.p. dans Q7 et v = 0 p.p. dans
Qrp.
0

Remarque 2.1 La condition (2.19) peut paraitre trés restrictive. Cependant, nous pouvons
prendre a nouveau le coefficient ¢ un nombre arbitrairement grand ( cela correspondra a une
mise a I'échelle de temps), de sorte que les conditions (2.19) peut étre satisfaites.En effet, posons

to = ro® (»>2)
© T BKICLCIp (At a)yitad) VT

nous avons prouvé l'existence et I'unicité pour tous le temps t € [0, to]. Prenons t tels que t = t,
comme une nouveau temps initial, I’existence et I'unicité sont obtenues pour tous to <t < 2t,.
En utilisant cette observation, nous déduisons le résultat sur [0, T.

Par ailleurs, puisque o« = 0.0125, § = O(1) et hy = O(10), la condition (2.20) sur la conduc-
tivité hydraulique n’est pas treés restrictive.

Avant d’aborder la détermination les conditions d’optimalité du premier ordre pour
le probleme (O), nous devons prouver que 1'opérateur qui a la conductivité hydrau-
lique K associe (h(K),hi(K)), la solution du probleme (1.10)-(1.13), est continue et
différentiable. Le point principal consiste a trouver les espaces de fonction bien adap-
tés de sorte que le théoreme des fonctions implicites soit applicable. Les résultats de
régularité établis pour (h(K), hi(K)) dans le théoreme 1.14 et la proposition 1.6 nous
permettront de conclure.

Proposition 2.3 Soit (hy(K), h(K)) la solution de (1.10)-(1.13) associée a la conductivité hy-
drauliqgue K € Ugqy, et (Fy, Fy) deux fonctions de L*(0,T; H='(2)). Le probleme défini par :
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1. Trouver (X, As) € (W(0,T) N L>(0,T; LQ(Q)))2 tel que X\;(0,.) = A¢(0,.) =0 et :

( /Q [(b at + (0 + aTs(h)K (2))VAi - Vo + Ts(h) K(z) VA - V| dadt

T

/ \i [K(2)Vhy -V, +a K(x)Vh - V] dedt
Q

T

/ F; @; dadt, Vi € L*(0,T; Hy (),

o (2.23)
/ - ot prt (5 + (T5(h) + Ty(h = m)) K(f)) V- Vordxdt

- / _aTy(h) K(2)VA - Vs + Ay K(2) Vhy - Vioy dadt
Qr

+/ ozAiK(x)Vh.chfdxdt:/ Fyppdxdt Vor € L*0,T; Hy (),
QT QT

\

admet une unique solution.

2. Etant donné (¢, hs, K1,5) € (RF)* satisfaisant (1.20) pour r = o > 6, (assurant
(W(K), h(K)) € L7(0,T; W' (%)), il existe s > 2, tel que, si (F;, Fy) € L*(0,T; W15(Q))
et (M:(0,.),A4(0,.)) € Wy ()%, alors (A, \s) € L5(0,T; Wy *(Q)).

Preuve:
Nous commengcons par établir le point 1) de la proposition.

Existence globale en temps
Pour la stratégie du point fixe, nous introduisons a nouveau l'application F telle que :

F L0, T; HA(Q)? — L20,T; HX(Q))?,
( s z) — F(Xfa):i):()‘fa)‘i%

ol \; = Fi(A\s, \) et Ay = Fo(Ap, \i), ott le couple (Af, \;) est solution du probleme
variationnel, Vw € L?(0,T; H}(Q2)) :

T
/ < QSat)\f, w >yry dt + / ((5 + K(Tf(h — hl) + Ts(h)))V)\f - Vw dxdt
0 Qr
+ / aK(x)T,(h)V\; - Vw dzdt — K(z)\s - Vhy Vw dxdt
QT QT

+ / Oz)\iK(x)Vh-dexdt:/ Frwdxdt, (2.24)
QT QT
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et
T
/ < GO N, w >y y dt + / (0 + aKTy(h))VA; - Vwdzdt
0 Qr
+ K(z)Ti(h)VAf - Vwdxdt — K(x)V(hy + ah) - X\; Vw dzdt

QT QT

= / F; wdxdt. (2.25)
Qrp

Nous savons grace a la théorie classique sur les équations paraboliques et elliptiques
linéaires que le précédent systéme variationnel admet une unique solution.

Montrons la continuité de F, donc celles de F; et F; .

Continuité séquentielle de F; pour la convergence faible.
Soit (A}, A7) une suite de fonction de W (0,7)? et (Ay, A;) € W(0,T)? tel que
(NF, A1) = (Mg, A;)  faiblement in W (0,T)?,

d’ott A} — Ay, faiblement dans L*(0,T,V) et % — % faiblement dans L?(0, 7, V") .
Posons As, = Fi(A}, A}) et Ay = Fi(Af, \i), montrons qu’alors Ay, — Ay faiblement
dans W(0,T).

Pour toutn € N, Ay, satisfait (2.12). Choisissons un 7 € [0, 7| et prenons w = Ay, X (0,7 (%)
dans (2.12) nous obtenons

QZ5 / < (9t/\f7n, )\fm >yry dt + / ((5 + K(Tf(h — hl) + Ts(h)))V/\z’n . VAM dxdt
0 Q

T

+ / aK (2)Ty(h)V Aip - VAppdadt — | K(2) Vhy - Mgy VAp, dadt

N N QT 7
B @
+ / a Ny K(x)Vh-Vp, dedt = — / Frwdzxdt (2.26)
QT N

~~ N

®3) (4)

Les fonctions Ay, appartiennent a W (0, T) et donc a C([0, T]; L*(f2)). D’apres le lemme
de Mignot (cf. [28]), nous pouvons écrire

T 1
/0 (O Apmdvrvdt = Sl () = [[Arn (0, )l )-

=0

D’autre part, nous avons

/ (6 + K (Ty(h — hy) + Tu(h)) Vg - Vg dadt > 8]V Al ooy
Qr
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Prendre M > 0 tel que
Sup INHlwo,mynneeo,r502(0)) < M and sup I [w 0.0z (0.7 12(02)) < M.

Par ailleurs, grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz, de Young et de Gagliardo-Nirenberg,
on obtient Ve > 0 :

Kih%MZT
2¢

—~

—_
~—
IN

Ky haMA/T||V A gl 20, <
/ | / K (2)Vhy - Vg Niddt]
0 Q
| r [ omftan) ] S0 o
0 Q Q Q
KLCM( [ [V
Q

KIM?*CT e
s e 3 - )\n2

S

2K2M?*C? ¢
3 -+ —/ V2.
3) e SN

€
+ §|’V/\f,n||%2(97)7

=
IN IN IN IN

IN

finalement
@I< 5 [ Fido+ 5 max gl
- X — Inax n .
~ 2¢ Jo, ! 2 te(0,7)) FnllL2(@)
En rassemblant ces inégalités, nous obtenons :
ATV 5 VAl ooy < S Arnll? C 207
Sl sallzai@) + 0 = lIVALallzq,) < §tgg§)!! rllz2@) + G, (2.27)

ou C est une constante ne dépendant que des données et de M.

Choisissons € > O tel que 6 — € > 0 et = — € > 0, nous déduisons de (2.27) qu’il existe
deux réels Ans(h, hobs, Pi, P obs, K, o, Cy, 0, ¢, ha, T') et

B (h, hops, 1y b ops, K, o, Cy, 0, ¢, he, T') dépendant seulement des données du probleme
tels que

H)‘me%OO(QT,H) < Ay and W‘fm”i?(o,T;Hg(Q)) < Bu.

Donc la suite (\,,), est uniformément bornée dans L>(0,7; H) N L*(0,T; H}(£2)). On
pose Cyy = max(Anr, Bu).
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Nous allons établir que (9;\;,,),, est bornée dans L*(0,7; V") N L*(0,T; H).

OO A fnll 200 0:v ALt 0,1:0) =

sup |- / (6 + K(T¢(h— hi) + Ts(h))V Ay, - Vwdzdt
<1 Qr

"w‘|(L2(0,T,V)FTL°°(01T?H)) N

4

—
—_

)
- / CK (@) T (W)X - Vw+ [ K(2)Vhy - Ve dudt
Qr

Qr
NS
~ ~

(2) 3)
+/ aK(z)A\!'Vh-Vw drdt —/ Frw dzdt |
QT QT

N J/
—~ —~

(4) ()

Le principe des calculs étant le méme que dans les inégalités précédentes, nous n’indi-
querons que les estimations clefs :

(D] < (6 + Kiho)COullwl| 20,9

(2)] < aKyhaM||wl|zorv),

B) < Ky MCyllw]| g ron 10l 2oy
[(4)] < aK MCyllwl||r20,1v),

5) < 1l 2 lwllzz o)

En rassemblant les précédentes estimations, nous concluons que

O A sl 20, 0:v AL 0,1:0) < Do,

ou D), ne dépend que des données.

Ainsi la suite (A, ) est uniformément bornée dans I'espace W (0, 7). En utilisant
le lemme d’Aubin, nous extrayons une suite, non renommeée pour simplifier, (s, )z,
convergeant fortement dans L?(Qr), presque partout dans (0, 7) x (2, et faiblement dans
W (0, T) vers une limite noté ;. Grace a la convergence forte de (\;,,),, dans L*(Qr) (et
donc la convergence p.p. dans €)7), nous vérifions que /., est une solution de 1’équation
(2.24) par le théoreme de convergence dominée. Il en résulte que 1 est solution de
I’équation (2.24) et satisfait les conditions initiales et aux bords. D’aprés 1'unicité de
la solution, Nous concluons que py = Ay et que la suite Ay,, — A, faiblement dans
W(0,T).

la continuité séquentielle de F; pour la topologie faible de W (0,7") est établi.
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Continuité séquentielle de 7, pour la convergence faible.

De la méme fagon, nous montrons la continuité de F, en posant \;,, := }"2(5\?, A1),
Ai := Fa(Af, A;), et en montrant que \; ,, — A; faiblement dans W (0, T') . Les estimations
clés sont obtenues en utilisant le méme type d’arguments que celles de la preuve du
continuité séquentielle de 7, et les détails seront omis. Nous soulignons que nous
pouvons utiliser I’estimation (2.28) précédemment montrer pour A, pour obtenir les

estimations suivants pour A; , :

||)\2,n’ ’L"O(H) S EM - E]W (57 K7 >\i,0> la M7 CM)7 (228)
H)\i,nHLQ(O,T;V) < F]V[ = F]V[ (57 K7 )\i,0> la M> CM) (229)

On pose
C)y = max(Ey, Fu),

nous obtenons

10Nl L2 0,mv e o) < Dy (2.30)

Existence de Z C W(0,7)? tel que F(2) C Z.

On vient de montrer qu'il existe un ensemble convexe fermé borné non vide de W (0, T')?,
Z,tel que F(2) C Z.

De nouveau, nous prenons A (resp. a);) dans (2.24) (resp. dans (2.25)) et nous ajou-
tons les deux équations ainsi obtenues, ce qui conduit a :

%/ (aA3+A§)+5/ (a|wiy2+|wf|2)+/ Q2K (2)T, (1) [V A
Q Qr Q

T

+ [ K@) (Ty(h — hy) + To(h) VX2 +a [ K(2)T.(h)VAi-V;
Qr Qp

J/

-

(1)
Qp

Qp

J
~~ ~~

@) 3)
- K(a:)Vhl-V)\f)\f+/ aK ()N Vh- VA

Qr

Qr

J/

-~

(4) (

:—(Oz/ Fz)\z + / Ff)\f).
o QT QT

-

(6)

9

ot
=
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Mais
3 —
W] < 2 [ K@TW)IVAPE+2 [ K@) VAL
4¢ QT 3¢ QT
1
(@] < = [ K@TWIVAL+a® [ K@T(h)VAP,
4¢ QT QT
co  KiCiCha*(1 + o) 5
@) < U e [ 324 TEOCCULAN [ gy @ [ ony
4 te(0,1) Jo 269 Qr 2¢1 Jo,
€3€4 — 2 KiCiLCé/ 3 12 1 / 2
4) < — max [ N\ + ——— VA" + — VA%,
(@I =< 4 te(o,T)/Q ! 2¢4 QT‘ 4 2€3 QTl s
o KiCiCia? <
(5)] < €56 max//\f—i—ﬂ/ |V>\i|2+ﬂ/ V|2
4 c(0,7) Jq 2¢€6 Qp 265 Ja
finalement

ao 2 ¢ / 2 1 2 1 2
6) < max [ A/)+ —(max [ A})+ — Fi+— F7.
O <= >/g LY Ry N vy

)%, €3 = €4 = (—)%, nous obtenons
1

2P hax /A?Jr? max /A§+a(5——)/ V2

4 te(0,1) Jo 4 tc(0,1) Jq ag’ Jo.

1 1 — _
+(5———ﬁ)/ |V/\f|2§%5 max /x\?—i—gS max /)\f2
¢ azgz’ Jar 8 te(0,7) Jo 8 t€(0,7) Jq

K KiC{Ciai(1+a)t  KiC{Clas -, Kicicd .
a( +h’2+ +4q Ga1< + ) 4D 41G04 )/ |V)\i|2+ +V4 G/ |V)\f|2
3¢ o2 o2 Qr o Qr

1 1
+— | Fi+— | F.
¢ Qr ag Qr

Nous supposons que le coefficient ¢ est assez grand, tel que

5 5
K, hy N KiC’i‘C’éaf(l + a)? N KiijlC’éaz < J (2.31)
3¢ @2 o2 4
et
1 1 o
d——— - > - 2.32
¢ argps 2 ( )
De plus, nous avons choisi la constante // > 0 tel que
M>2x (l/ el F?) (2.33)
- ¢ Ja, T ae ap 7/
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par conséquent, nous pouvons conclure que

4 (atg(lgg) Q)\ +tIer(l(E)l¥) /\f) * 2(a Qr VAR + Qr VAT)
qb \ — 2 6 v 12 (2 M

< “(amax [ N+ max [ A7)+ (o[ [VAP+ [ [VAP) + 5(234)
8 0O ) Q 4 Qr Qr 2

te(0,T) te(0,T

_ _ 5 _ _
Si%(ozmaxte(oj) / Ao+ max / Aﬁ)+§(a / V|2 + / IVAf[?) < M, alors (2.34)
QT QT

Q te(0,T

o
implique que ?(amaxte(OT /)\ + max /)\2) —(a / V| + / VA% <
4 Q )Ja 2 Qr

te(0,T
On pose Z 'ensemble bornée fermé convexe non vide de W(O T) x W(O T') Défini par :

{(gugf) el (OaT) x W (O,j), gl(o) = 07 gf(O) = 07

¢ /2 /2 0 / 2 / 2

r : + = Va|* + V <M
4(atg(l(?}T() QgZ+t£I(l(%}T{) ng) 2(a QT| 9l QT| 9sF) < M,

nous avons établi que F(Z) C Z. Le théoreme de Schauder nous permet de conclure
qu’il y a un couple (A\;, Af) € Z tel que F(\;; Af) = (Ai, Af). Ce point fixe est une solu-
tion faible du probleme (2.23).

Concernant le point 2), Nous utilisons a nouveau le résultat de régularité de Meyers
en remarquant que, puisque (A, ;) € (W(0,T) N L=(0,T; L*(2)))” et ((h — hp, hy —
hi.p) € L7(0,T; W, ?(Q)), nous pouvons trouver s €]2, o[ tel que div(X;(h) K \; Vh),

l € {i, f} appartient a L*(0,T; W~"4(Q)) (et le méme pour les termes avec h;). En effet
N(t,.) € HYQ) € LP(Q), Vp € [1,00[ et h — hp € L7(0,T; W, (Q)),
avec o > 6, alors

g —S

T T
[ [ rene < 19hle, ([ f iere dsan s
to Q to Q
g — S

T _
VAl ([ Wl Iy 0972 ) ) s

to

IN

o —S

T -
2(c—s)/s so/(c—s)—
< IVl IS (| Wl f I a2 s
to

oc—s)/2s 2(c—s)/s
< VAL NI o orz ey 1Mo s

si s > 2 est choisi tel que

so . 3o . .

= 3, cest a dire s = —— (quiest > 2si 0 > 6), nous
(o0 —s) 3+o
obtenons le résultat annoncé. Nous traitons directement les autres termes de (2.23)
puisque les fonctions 7 et T appartiennent a L>°({2y).
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Régularité de l'opérateur K — (h(K), hi(K)).
Nous introduisons, Q, I'opérateur qui associe a la conductivité hydraulique K la solu-
tion du (1.10)-(1.13), (h(K), h1(K)), et nous allons vérifier que Q est continue et diffé-
rentiable sur des espaces de fonction appropriés. Dans ce but, nous définissons "’appli-
cation R comme suit

R:Z(0,T) x Int(U) — L*0,T; H ()
(hi,h, K) — R(h1,h, K)

Z(0,T) =W(0,T) N L>(0,T; L*(Q))
et
={KeBV(QQ)NL®N),K, <K< KyetTV(K)<C}, avecc < C,

ol ¢ est la constante défini par Uy, et (h_l, B) = (b1 — h1,p,h — hp). Nous notons que
Uaam C Int(U) out'Int’ désigne l'intérieur de U pour le topologie de BV (£2) N L>(2)
(cf. [71]).

Alors, ¥ (i, ;) € L*(0,T;W,*(€2))?, nous avons

< R hlvh K) (QO,L, QOf

= /to /¢8tgpzdmdt+/ /(b @fdxdt

+ / /K h)Vhy - Vgpldwdt—l—/ /aK x) Ts(h) Vh - Vo dedt
to

+ / /6+K To(h) + Ty (h = b)) Vhy - Voo derdt
to

+ / /5+aK (h))Vh -V, dzdt
to

+ /to /QQS(Pidxdt—i‘/to /Q(QﬁQf)wdxdt_

(2.35)
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De plus, nous pouvons calculer les différentielles de R par rapport a (hy,h) et a K
comme suit, VA = (A, \f) € Z(0,7T)?

< D(hl h) R(hl,h K)\ (#i, o) >
¢ at + (6 + aTy (W) K (2)) VA - Vigs + To(h) K () VA - wi) drdt
Qp
/ i K )YWhy -V, +aK(z)Vh- Vgoi> dxdt —|—/ qb—gof dxdt
Qr
+/ 5 )+ T(h — hy)) K(x)) Vs Vo + aTy(h) K(2)VA; - Vi dudt
Qr

/ A K(2)Vh - Vs +al K(z )Vh.wf) dedt, (2.36)
Qr

et VL € Int(U)
< DgR(hi,h,K).L, (i, pf) >
:/ LTy(h)(«Vh + Vhy) -V, dxdt
Qrp

+/ L ((T(h) + Ty(h = ) Vhy + aTy(h)Vh) - Vs dudt  (237)
Qp

Proposition 2.4 L'application Q est continue et différentiable de U, 4, dans Z(0,T)?.

Preuve:

Nous allons appliquer le théoréme des fonctions implicites a I’application R.
Nous voulons d’abord prouver que R est continue et différentielle de Z (0, T)* x Int(U)
dans L2(0,T; H1(Q)).

Puisque les fonctions 7T et Ty appartiennent a L>(Q2r), la continuité de R est claire.
De la méme facon, DR (hi, h, K) est continiiment différentiable sur Z(0, T)? x Int(U).
Concernant la continuité de Dj;, 5 R(h1, h, K) sur Z(0,T)* x Int(U) au point (hy, h, K)
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(ot1 (k1 (K), h(K)) est solution de (1.10)-(1.13)), nous écrivons ¥ (¢;, ;) € L*(0,T; Wy*(Q))?

| < Dy yR(ha, by, K)X, (@3, 97) > | <

O Xll 2o, ll@ill 20,712y + Al L2010 | 200,758 )

+(0 + aKnha) [[VAill 200 IV @ill2r) + Karhal[VAf |20 I Vil 22 1)
+(0 + Knha)[[V Al 2o IVesl L2y + aKarha|[V Al 2200 Vel 220
RN 0 200 Il oo sty o |V Pt 0 [V @il 200

+a Koy || ||2<i o rsrzo 1Ml 2oz | VAl o | Vil 2@y
+KM||>\f||1Lg(o,T;L2 ||>\f||1L/220TH1(Q IVhill @I Verllz@r

1/2 1/2
o Kl N2 07200 I o 2y | VP @ 1V 05 2200y (2.38)

De plus, d’apres la proposition 2.3, on déduit que D, (K),h(}())R(f;h h, K) est un iso-
morphisme de Z(0,T)? vers L*(0,T; W~1%(Q))?, pour tout K € Upy,.

Les hypotheses requises pour l'application du théoreme des fonctions implicites sont
satisfaites, ce qui termine la démonstration de la proposition.

ad

Remarque 2.2 Sinous supposons que (¢, hy, K, 0) € (R})* satisfait (1.20) pour r > 6, ainsi
(WK),h(K)) € L™(0,T; W*). alors, grice au point 1) de proposition 2.3, D, txcy n(icy R(ha, h, K)
est un isomorphisme de Z(0,T) N L*(0, T; W, *(Q)) vers L*(0, T; W~15(Q2)), pour tout K e
Uvdm, avec s > 2 défini dans la Proposition 2.3 b). Dans ce cas, nous pouvons appliquer le théo-

reme de fonction implicite a I'opérateur R sur Z(0,T) N L*(0, T; Wy *(Q)), comme c’est fait

dans [71]. Mais, en fait, en utilisant la réqularité de (h,(K), h(K), cela n’est pas nécessaire.

m
Nous considérons le systéme comme une contrainte pour le probléeme d’optimisation
et nous considérons le Lagrangien £ défini par (2.7). La solution correspond donc a
un point de selle du Lagrangien considéré comme une fonction des variables indépen-
dantes h, hi, A, A\ et K, avec A; et A\; les multiplicateurs de Lagrange. Le minimum
requis, K*, satisfait le systéme d’optimalité (2.7).

Proposition 2.5 Soit K* une solution du probleme (O), il existe un couple (h* — hp, hi —
hi,p) € W(0,T) x L*(0,T, Hy(2)) et un couple \* = (X\;, X7) € W(0,T) x L*(0,T, Hy(52))
satisfaisant le systeme d’optimalité déterminé par le probléeme direct (1.10)-(1.13), le probléme
adjoint (2.8) et tel que, pour tout K € U,gp,

DgJ(K*) - (K(z) — K*(2)) =2 0, (2.39)
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aovec

DrJ(K*) - K = |  KT,(h*)(aVh* + VhY) - VA dwdt

Qr

—l—/ K ((To(h*) + Ty (h* — h}))Vhi + oTs(h*)Vh*) - VX dadt. (2.40)
Qr
Preuve:

Grace a Proposition 2.5, 'application K — (h(K), h1 K')) implicitement définie par

le probleme direct (1.10)-(1.13), est différentiable, alors 'application K — J(K) =
L(K,h(K), h(K), N, Af) est aussi différentiable par rapport a (K, h, h;) et

DiJ(K*) - L= O LOK* h(K*), hy(K™), Ay Af) - L+ Oy LUK R(E), hy (K7), Ay Ap) A,

ott Le lagrangien £ est défini par (2.7) et H = L (h(K), h(K))(K*).L = (¢;, ¢¢). En
outre, chaque minimum de J sur U,gq,, vérifie (2.39).
De plus, le gradient de la fonction cofit est donné par, Vox € Uyan,

DrJ(K*) (0k) =

/ Sk [Tu(h*) (V" + VR - VA + (L(h*) + Ty (h* — B3)Vh + oy (h*)VA) - V] dudt
Qr

o\
+ / [~ i+ (0 Ak TU(R) VA - Vigs + alC TR VA, - Vi dadl
Qp

- / [K*VRE - VA 4+ aK*VE* - V(A + Ap)]es dxdt—/ (hovs — h*) s dacdt,
QT QT

v [ o+ (64 K (T — ) + T ) VA) - Vi dode

+ K(ZL’)TSUL*)V)\Z . VgOf dxdt — K~ Vhi( : V)\f @r dxdt — / (hl,obs - h;)g&f dl‘dt,

Qr Qr Qr
avec h* = h(K™), hi = hy(K*). On déduit de la proposition 2.2, que le probleme adjoint
admet une unique solution A} = X;(K*,h*,h7), \} = A\;(K*,h*, h]), puis en prenant

Ai = Aj et Ay = A} dans (2.42), nous obtenons (2.39), ce qui termine la preuve. O
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons mettre en oeuvre une méthode numérique résolvant
le probléeme d’optimisation présenté au chapitre précédent. Notons qu'une étude si-
milaire a été faite dans [72]. Les auteurs s’intéressent a la résolution numérique du
probleme d’identification de la conductivité hydraulique pour le probléeme d’intrusion
saline dans le cas d"un aquifere confiné, le systéme d’optimalité est, alors, discrétisé par
une méthode d’éléments finis, Pour résoudre le probleme d’optimisation, les auteurs
ont utilisé la bibliotheque Eléments finis C ++ Rheolef et un programme C / C ++ basé
sur le package d’optimisation avancé (TAO) qui implémente 1’algorithme BLMVM.
Dans ce chapitre, nous allons généraliser cette étude au cas d'un aquifere libre.

Nous notons d’abord que, concrétement, nous n’avons que des observations spéci-
tiques (en espace et en temps) correspondant au nombre de puits, nous devons donc
adapter les résultats précédents au cas de données d’observations discretes. Le gra-
dient de la fonction cott est calculé grace a des formules approchées afin de prendre
en compte les données d’observations discretes. La fonction cofit est ensuite minimi-
sée en utilisant une méthode basée sur 1'algorithme BLMVM(Bounded Limited Me-
mory Variable Metric), qui utilise des gradients projetés pour construire une matrice
BFGS(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) a mémoire limitée et pour déterminer un
pas de descente. La longueur du pas est calculée en utilisant la méthode de recherche
linéaire qui l’oblige a satisfaire la condition d”Armijo et qui tente également de vérifier
la condition de courbure.

Ce chapitre s’organise comme suit : Dans la second paragraphe de ce chapitre, nous
présentons les schémas numériques utilisés pour la résolution du probleme exact ainsi
que celle du probleme adjoint. Les schémas sont basés sur la méthode éléments fi-
nis P;-Lagrange pour la résolution spatiale combinée a un schéma semi-implicite en
temps. Un résultat de convergence pour le probleme adjoint est prouvé montrant que
le schéma est d’ordre 1 en temps et d’ordre £ en espace. Puis dans le troisieme para-
graphe, nous décrivons la méthode numérique et nous présentons les algorithmes uti-
lisés. Enfin, nous concluons ce chapitre par certains résultats numériques pour illustrer
la capacité de la méthode a déterminer les parametres inconnus.
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3.2 Présentation du schéma Elément fini et existence de

la solution approchée

Soit Ty, b € [0, 1] une triangulation réguliere du domaine €2, nous introduisons I'es-
pace approché

Vi i={we Hy(Q); VK € Ty, w € Pu(K)/ k > 1}.

On note Z, € L(H*(Q),V}¥) I'opérateur d’interpolation de Lagrange alors il existe
une constante C; > 0 telle que

Vo e HQ), o =)l +blo—L0)lm < o olmn.  @G1)
En considérant £ > 1, I'injection suivant est continue
H*(Q) c C°(Q).
Nous introduisons P, 'opérateur de projection orthogonale sur V;* telle que

Yo, € VE a(Py(w), ) = a(w,vy) = / Vw -V, dx (3.2)
0

on en déduit de (3.1) que Yw € C'([0,T]; H*1(Q)), Vj € {0,1} :
|w — Py(w) || ciqo.m.22) + b llw = Po(w)lcsqorymmy < Crd*™ |wllesomme+1(). (3-3)
Par ailleurs, nous rappelons qu’il existe une constante C'(b) > 0 telle que
lwlliy @) < COwlre ), Yw € Vi, (3:4)

ot la constante C(b) dépend de la discrétisation de I’espace V¥, dans notre cas, et pour

un maillage quasi-uniforme

Cb) < eb .
Enfin, nous notons 9" I’'approximation d"une fonction ¢ au temps ¢, = n - dt, n =1, N
avec 0t = .

3.2.1 Description du schéma numérique

On suppose que (hy, hi,) appartenant & (Z,(hp) + Vi¥) x (Zy(h1,p) + V}}) vérifient
le principe de maximum 0 < h}, < hy < hy. Nous considérons le probleme direct
approché suivant
Trouver (hy*', hi'}') € (Zy(hp) + ViF) % (Zy(hi,p) + ViF), tel que Vw € V¥
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hn+1 _
(¢ Lb b [SVRIE = Ty(hy — 17 ) KRS — Ty(hp) KV (R0 + 1) - Vw) dz

S~

Q”+1 Q”+1 Jw dr =0,
( hn+1 n

—~ 5

+ [T(hy) K V(B = ) + 6VRE] - Vo + Q! w)dx —0

s~ T

et
(hs 1Y 5) = (Zo(ho), Zy(Pa,0)).
Le probléeme adjoint approché est défini par :
Trouver (A}, Nj3!) € ViF x V) tel que VIV € V}f
ATL+1 n
/¢ be+/5V)\ﬁ1 VW+/KT (e A NPV SR va g
/ KT, (R HV (N + A7) - VIV — /Q KVh " VAW

/Q (Rt — hY W
(3.5)

)\n—i—l n
/ p———= / SV - VIV + / aKT, (RN ") (VAR + VAR - VIV
/ E(Vh™" ™ +aVaN ") VAW — / aK VRN VAW

_/g;(hé\lf)sn 1 hN—n—l)W
(3.6)

Lemme 3.1 Soit hj et 1Y, donnés dans (I,(hp) + V;¥) x (Zy(h1,p) + V), le probleme adjoint
approché (3.5)-(3.6) admet une unique solution (X, \\,) € (ViF) x (V).

Preuve:
Nous prouvons ce résultat par récurrence sur n :
Soit A;, A, les formes bilinéaires continues définies sur V})’“ X Vb’g par

Ai(u,w) = /Q(bg—tw dx +/Q(5+04KTS(hN”))Vu-VW dx

/ K(VhY ™" +aVEN™) - Vu- W dz,
Q
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et

Ay(v,w) = /Q P e /Q (54 K (hy — b)) V- VIV da

— / KVRY™" . VoW dz.
Q

Nous introduisons L;, Ly les formes linéaires continues définies sur ka par

Li(w) = — /Q aKT,(hWN"")VA}, - VW dx + /Q aKVhN " X W

/\b
+ /( + (hops — h))W dz,
q ot

et

n

L _ N—n n )\f:b
2(w) = QKTS(h )VAL, - VW dz + ) <W + (hiobs — h1))W du.

Le probleme approché peut ainsi s’écrire :

Trouver (A7} LAY € (T(Arp) + ViF) x (To(Nip) + Vi), tel que
Al()\zl'fl,w) = Li(w),YVw € V¥,
Ay (Ni3H w) = Lo(w) Vw € V.
Comme Ty(hy — ht,) > 0 et Ty(hy) > 0, les coercitivités de A; et Ay sur V;* sont
évidentes. En utilisant le théoreme de Lax-Milgram, on vérifie que pour le couple
(AZFH X5 !) est bien défini et unique. =

3.2.2 Résultat de convergence pour le schéma discrétisant le probléme
adjoint

Nous allons énoncer ici un théoréme montrant que le schéma discrétisant le pro-
bléme adjoint est d’ordre 1 en temps et d’ordre k£ en espace sous une condition de
stabilité classique liant le pas de discrétisation en temps au carré de celui en espace.
Un résultat analogue a été prouvé pour le schéma discrétisant le probleme exact. Il fait
'objet d"un article soumis 8 APNUM mis en annexe. Pour démontrer ce résultat, nous
utilisons la régularité spécifique de notre probleme direct, en particulier la régularité
L* des gradients des inconnus (/, hy).

On suppose que les parameétres 6, K, et K_ satisfont les conditions

16 K. 2K 30 9 )8C4K_Gi

5 Dant t (6 29
(O- Fag) >0et (0-(— Tt T &

avec 0 < & < 1. Nous pouvons alors énoncer le résultat de convergence suivant :

) >0, (3.7)
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Théoréme 3.1 Si la condition de stabilité
¢ 2 thJQrC(b)2>
(350 5 =0
est satisfaite, alors il existe une constante C' > 0, telle que pour toute solution (h,hy) du
probleme (1.11)-(1.13) dans Y (Q7) := C?([0, T, L*(Q)) N C*([0, T], H**1(Q2)), k > 1, nous
avons les estimations d’erreur suivantes

(3.8)

e (") = Nyl < €0 + 0t max(IArllvie [ lven) (3.9)
s A = Xl < C 0 + o) max(Mlvian, INlven),  (310)

N
¢ n n %
[EZ IAf (") = NjyllFn]? < C (6 + 6t) max(|IA\sllv ), [Nillvar),  (B.11)
n=1
et

O S~y (my 2 13
[52 IA(t") = ApllFn]® < C(0F + 0t) max([ A flly @, IXilly@r))- (3.12)
n=1

Preuve:
A linstant t"*! (nous rappelons la notation A\’ ! = \;(#"*!) nous avons : Vv, € V}F

/ qs‘”f "oy, dr + / SV Vo, dx + / KTp(hN """ — i)V Vo, da
/ KT, (""" V(NP do 4+ M) - Vo, da — / KVhY "1 VAT gy da
= /(hivob? = T Ny da
Q
(3.13)

Puisque 0 < hy < bt < hy, nous avons Ty(h"*1) = hy — h" ™ et Ty(h — hy) = h — hy.
En utilisant (3.3), on déduit de (3.13) que :

Pb()\?ﬂ) — Po(A})
/Q¢ 5t !

/KT (P HV N+ AT - Vo, —/KVhN "L VA,

o / OV - Vo + / KTp(hN 771 = i) VAR - Vo,

= [ W s R )
Q
(3.14)
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Py(NFH) — Py(N}
R ) = [ [om P GO o

Nous établissons d’abord une estimation uniforme du résidu R} *.

Nous posons

Ry = (A) = (B),

avec
A:% tt"“(atpbw) _atAf)(S)dS:¢Pb(A?+1)(5t_ Py(XL) _(Z)X}H&_ 5
et
B = % . (s — )832:2fd ;bt et aa);f( )ds +§i[( _tn>%]in+1
_ _¢)\”+1 A?+¢a¥(tn+l).

En appliquant l’megahte de Poincaré et 1'inégalité de Young, on obtient

IR (vp)] < @ ([IPs(Ap) = Asllorqo.zy 2y + 0t A sl ezory,e2)) [lvell 2
¢ Cp(Cro"*' + 0t) || A slly m I Vs 12,

N

ainsi
RE )] < SIVul3a + 26 CHOH 4567 [ (315
De la méme maniére, I’équation de h"*! peut étre écrite comme suit :
/ d—(t" vy + / SV Yy, + /Q aKT,(hN "1 (VX + VAT - Vo,
- / K(Vh ™"+ aVRN 1) - VAT, — / aK VAN VN,

Q
Q

(3.16)
On en déduit que
Pb<)\zn+1) B Pb(/\?) n+1 N—n—1 n+1 n+1
[0) v+ [ OV -V, + [ aKTs(h )(V)\f + VA ) -V
Q dt Q Q
— K VAN 4 VAN 1) . WAy, — [ aKVRN L. WAy,
1 i 0 f

— /(hi\lf)sn 1 hN_n_l)Ub+Rn+l(Ub),

Q

(3.17)
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n+1y n
Rn—i-l(vb) _ /Q |:¢7)b()\z )5t Pb<)\z> o ¢ad)\t (tn+1)]vb dl’

Alors, de maniere similaire a ’'obtention de (3.16), nous obtenons

) 2
(B (w)| < ZIIVunllZe + 5¢20129(Czbk“ +0t)* [ Nll¥ - (3.18)

Nous introduisons les erreurs e = P,(\}) — A}, , et sy = Py(AN}) — A}, les différences

(3.17)-(3.6) et (3.14)-(3.5) donnent

(ep™ —ep,vp) + 0 (Vepth, Vuy)
(aKT, (R Y (VAT = VXE + VAT — VAT, V)

¢

St

_I_

— (K(VAY=1 4 aVRN D)W (A — X
% 2,0

— (aKVEN IV (N = N, 0) = R (wy).
(3.19)
et
:;; (32+1 — s}},wb) +4 (VS”Jrl Vwb)
+ (KT (Rt = b V(N = N3, Vi)
+ (KT VOFT = N+ N = X)), V)
_ (thflv—”—lvo\;ﬁ“ — N, w) = R (ws).
(3.20)

En posant v, = e} dans I'équation (3.19) et w, = s;" dans (3.20), aprés sommation

des deux égalités (3.19)-(3.20), nous obtenons :
)+ 6(Vep™, Vepth) + 6(Vsyt, Vspt)+

(et — g™ D - s s
\(KTS(h)V( eyt s V(e ™ + SZH))/ (K (h— hl)Vsb,Vs"H)
>0 >0

(KT (h)V (N = Py (W) 4+ N = Py (W), Ve ™ + spth) + (KT () V(AL = M), Vsy) +
(K (h = h) VN = Py(NF), Visy ) — (KVI VAT = AT, ep ) —
) D a o7,

@KVW(A;I“ AL), eptt) — \(aKVhV(A;?“ Niy), e ™) — \(KVhlv(/\}l“ M), ”+1)l

=F5 =Fs

=F4

74



3.3.2 Présentation du schéma Elément fini et existence de la solution approchée

n+1

— R% | R4

Nous allons maintenant estimer £;, i = 1,6, grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz,
de Young et de Gagliardo-Nirenberg.
Tout d’abord, nous avons

|E0 < K+h ||\/ h2 hnv n+1 + 32+1)HL2(Q)\(HV()‘;+1 o Pb(/\?+1))||L2(Q))

TV
SCrb* A s lly ()

+ 1|V(A?+l - ,Pb(>\?+1)>||L2(Q)la

~
<Ok IXilly (g

et par suite

|Eol < —II\/h2 hpV (e ™ + 53" ) e

ho K
BB 1y + I ) (321)

Concernant F;, nous écrivons

Mgt = A= e e+ (P = AT = (Py(A7) = AT) + AT = AT

Alors

[Er] < heCO) K flep ™ — el Vsy ™ e + ho 4 (IV(Po(N) = )22

SOrv* | Xilly ()
+ VPO = XD e + IV = A2 ) Vs 12,
SCr*Nilly (o) <ot Ailly (g

et donc

2h20(b) K? n n 1) n AR2K2C%p%k 2 h2K2 612
) < 2O s _ g, 4 pwspr, o (LRESCRT | ZIBRAO, e

Par ailleurs
| E| < K4 [(h" — h")%VSZ“Hm\/—HV NP = PN 22
| Ea| < —le/h” hiVsy |7 + +C2b2k”)‘f”Y (@) (3.22)
Concernant E5, nous écrivons

Ey = (KVI VAP = Py(AMY), ep ™) — (KVR Vep ™ eptt)
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d’ou
K, Gye, C70** K, Gy k(|2 n+14 K+G4€2 n+1
|Es] < f” i“Y(QT) 8¢, keg{%ﬁl)(llebllp)llv% 74 + Ve, ||L2
K Gy n n
Vet + 6 max (HebHLz)HVh | 7a (3.23)
65 ke(0,N+1)
De la méme facon
K+G4€102b k n K+G4€2 n
B < @SR oy + ot s (BBIEITAM I+ 0 Ve
K G n
[ Vep 7 + aes  max (HebHLQ)HVh 7. (3.24)
Eg ke(0,N+1)
Puis
Ky Gue CPHP* 2 K, Gy k(|2 niis . KiGaes n+12
|B5] < fu)‘fHY(QT)+86—%62%{3%};1)(”651)”LE)HV}11 74 + 9 Ve 72
K, Gyue K+ Gue
FEEAD g2, 4 ST e 2,
K. Gy n
R 1 A .29
Finalement
K+G461021)2k K+G4 n K+G4€2 n
Bl < S N R + gact  mas (IsEIIVEE I+ =5 Vs
K+G4 n+1 k112 n+1)14
+—1—[[Vs; T[T + e max ([[s72) VAT 14 (3.26)
65 ke(0,N+1)

En rassemblant ces inégalités, nous obtenons apres simplifications

(b n n ¢ n n
(I b“nm—n bl + e = epllf) + o (s 12e — llsiliZe + st = sili22)
t 26t
3 1 ) € n
(z K+G4 St +5e4>) IV e+ (5 K1 Ga (2467 +2)) 197+
2h2 n TL n n K_ n
- OIS ot iz + vt i + Eevae,
K G4 .
< (St e) VAL max (sf]3) +
€1€2 (0,
1
n+1|14 n+14 k|12
(265 + K 4Gl + 520) (190 L+ 2 VALY ma (lef3s) +

Cy (14 9B 4+ VRS L) (Al gy I ) (O + 6%,

ou Cy est une constante dépendant de ¢, K_, K, 0, hy, C1, Cp et G4.
Si les nombres réels {¢; > O}Z-:Lg, sont choisis de telle sorte que :

| 5
—(5—K+G4( €+ 2" +5e0) >0 et Z—K+G4( te +%3)>o . (3.27)
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et si la condition de stabilité (3.8) donnée ce théoreme est satisfaite

6 2h,C(b)2K?2

2—&— 5 >O,

alors

Slles ™ N1Z2 — lleplizz) + ¢(llsy +1HL2 = lIsplz2)

1
1201 (36— K. Gy et 26+ 5e0)) Ve

2
J K+G4 n k
v20 (5 - Ko G (Z e+ D)) 197 < 200 (GEE 4 ) VA e (IS
28105 (14 VR + VA 42) max(IlF oy I )0 + 00

3 1

26t (2 K. .Gz + =——
20t (26 + Ky 4(8€%€2+8€§€4

D (VK + 2 TA L) | mae | (lef])

(3.28)

En sommant cette inégalité pour n € {0, ...,p}etVp € {0,..., N + 1}, nous obtenons

o(llep™ 17 + llsy ™ M172) < & (lepliZ> + HS?H%Q)

K+G4 k;
2 5t pit!
+2(at ) max (Isfl) % ;yv It
3 1 P

+2 (2es + K1 Ga( g5 ) max (llegllza) x ot Y (IVA"™ |74+ 2[[ VA1)

8e2e2  8€ley’ ke(0.N+1) e

+2C5 (¢, K, Ky ,8,hy,Cr, Cp, Gy) (0 + 6t)> max([|hl[3yy, 151150
p

X0t > (L4 VAR 1a + [VRFT[10).
k=0

Donc si dt est suffisamment petit pour avoir

p p
5t VAL < [Vhlbuq,) < Co et 66> VAL < [Vllbua,) < Ca.

k=0 k=0

alors (puisque not < T)

(60— 8CsFi(en,es,e5,c0,61))  max (llef]32) + (6 = 2Ci Fyler, €5, 5,60)) | max (|}]72)
< ¢(llesllze + lIspllzz)

+2C4(¢, K- Ky .6, hy,Cr, Cp, Ga) (T +2Cy) (8" + 0t)* max([|\ill5 ) 1A¢11F )
Sile parametre ¢ satisfait

(¢ — 6Cy Fi(ez,€3,€5,€5)) > 0, (3.29)
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alors, puisque [[cfl[2: < C2(0F + 802 hlI2 o et )12 < CHH + 50)2[[h[[2 g, nous
obtenons la stabilité L? (3.9) -(3.10) énoncée dans le théoreme 3.1.

Nous prouvons les estimations (3.11), (3.12) en additionnant (3.28) pourn =1, ..., N.
Il nous reste a donner un sens aux conditions (3.27), (3.29), en particulier en choisissant
de maniere adéquate ¢;,¢ = 1, 5.

Nous rappelons que ¢ représente 1'épaisseur des interfaces diffuses, on peut sans perte
de généralité supposer que 6 = O(1). Prenons

& & K_G3
=5 ~ €4 = € = ———=
3K_ G4 K_ G4 a3

€9 — €3

avec 0 < a < 1. Ce choix donne un sens a (3.27) (en particulier si le milieu est supposé
homogene). En effet, les parametres §, K_, K, doivent satisfaire la premiere hypothese
de (B.2)

(5— Edz) > 07aVQCO < a<l.
Ensuite, en prenant
3h3a, o
€= ( 5 G2 )

4

I'inégalité (3.29) devient

2K2 35 9 8C,K_G3
(0 —(— +@+8_d>—

«

) > 0. (3.30)

&2

La condition (3.30) peut paraitre contraignante. Cependant, nous pouvons prendre le
coefficient ¢ arbitraire grand (car cela correspondre a une mise a ’échelle de la variable
temps), de sorte que la condition (3.30) puisse effectivement étre satisfaite. Posons

h2 &2
12 K_CyG3(100 & + 41 K% h3)’

Lo

nous avons donc prouvé le résultat de convergence pour tout temps ¢ € [0,%].
Mais en prenant ¢ = ¢, comme temps initial, le résultat est obtenu pour tout ¢ tel que
to <t < 2ty. Grace a ce raisonnement inductif, nous obtenons la convergence sur tout
’ensemble d’étude [0, T']. Le théoreme 3.1 est ainsi prouvé. 0

78



3.3.3 Description des méthodes numériques pour le probleme d’optimisation

3.3 Description des méthodes numériques pour le pro-

bleme d’optimisation

3.3.1 Résolution du systeme d’état et du probleme adjoint

En utilisant la méthode des trapézes composite et apres quelques approximations,
la fonction cofit est calculée selon la formule suivante :

N (n41)dt=T " (n+1) 2 n (n) 2
D (A;) — gyt (A2 4 [RM(A) — bl (A;
=% 3 5t (Ai) = hgps )I2 A" (Ai) = hgys(Ai)]

i=1 n=0
|h§n+1)<Ai) _ hgqu;)(Ai)P + ]hﬁ”) (Ai) — hg@bs(‘éli)ﬁ

ot
+ 5 ;

ou N est le nombre de puits.
Par ailleurs, la gradient de la fonction cofit est approché par la formule :

DyJ(K) - 65 =
(nt Ddt=T [ (hy — R+ D)V RO gAY o (hy — ) Ta™) . gAM
> |adt / Ok l :
n=0 & 2
- oot / 5 B2 = DOV OATY - (hy = B VR VN
o 2
6t / 5K(h2 — h{"YVAY VA 4 (hy — A VR - O
o 2
©ast / 5 (ha = h D) VA VALY 4 (hy — B™)VA™ - VAT
o 2

3.3.2 Description de l’algorithme

Le probléeme d’optimisation se ramene au probleme de minimisation abstrait sui-

vant :
min x), 3.31
:pED:{mGR”;lﬁxSu}f( ) ( )
ot I = (I;)i=1,..n €t u= (u;)i=1,.» sont des limites inférieures et supérieures des para-
metres.

Plusieurs stratégies d’optimisation qui ne nécessitent pas la dérivée seconde peuvent
étre appliquées, telles que des stratégies qui ne nécessitent que le calcul de la fonction
cotit et de ses gradients a chaque étape de minimisation. Traditionnellement, 1’algo-
rithme du gradient conjugué est le premier choix qu’on peut envisager, mais on montre
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[56] que cet algorithme peut ne converger que tres lentement vers la solution, en parti-
culier quand le nombre des parametres est assez élevé. Par exemple, un choix possible
est l'utilisation de l'algorithme de métrique variable a mémoire limitée pour les pro-
blémes d’optimisation sous contrainte (BLMVM) développé par Benson et Moré [15].
Cet algorithme utilise des gradients projetés pour construire une matrice BFGS a mé-
moire limitée et pour déterminer un pas de direction.

Une solution de (3.31) satisfait les conditions de Kuhn-Tucker :

( 0;f(x) .
o, 0 if =z € (I, w),
€L
\ 3x,

ou aiaf(x)
T
L’algorithme BLMVM applique la condition stationnaire qui est la condition nécessaire

désigne la dérivée partielle de f par rapport a la "¢ variable x;.

du premier ordre :
Tva(x) = Oa

avec Tp 'opérateur de type projection donné par :

d; si xz; € (li,ul-),
[TDd]z = min{di, O} si €r; = ll',
max{d;,0} si z; =u,.

Etant donné une tolérance ¢, une solution approchée du probléeme sous contrainte
(3.31) est un vecteur = € (, tel que

TV f(2)]] < e.
Le parametre est mis a jour a chaque itération par :
Try1 = Projplay + ardy],

ou l'opérateur Proj,p est la projection sur D, oy, le pas de descente et dj, la direction de
descente.

Le pas de descente oy, est calculé par la recherche linéaire projetée qui satisfait la condi-
tion suffisante de descente donnée par :

(i) < fxn) + eV f(or), Tr — o), (3.32)

et cela tente également de satisfaire la condition de courbure :

AV f (1 + andy) > cady V f (), (3.33)
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ol ¢; et ¢y sont les parametres égaux a 10~* et 0.99, dans notre code. A chaque itération
k, la direction de descente, dy, est donnée par :

dk = —Hk . Vf(Ik),

ou Hj, est une approximation de 1'inverse du Hessien calculée par la formule de mise

a jour suivante :
T T
Hy =V, 1 Hi1Vi—1 + pr—1Sk-15_1,

et
Sk = Tg+1 — Tk, Yk = Tva(xlc—i—l) - TDVf(xk)-

Or, le stockage et la manipulation de Hj, sont assez cotiteux. Pour éviter ce probleme,
I'algorithme BLMVM construit une matrice de mémoire limitée L-BFGS (en utilisant
uniquement les m derniéres itérations). Ainsi, étant donnée une approximation initiale

HY?, la matrice Hy est obtenue par la formule suivante :

H,= (V;...Vi ) H (VL. Vi) +
Pk—m (VkT—l---VkT—mH) sk,msg_m (VkT—mH---VkT—l) +
.t

pr—2 (Vil1) sk-a2sp—o (Vier) +
Pk—15k—15¢_1-
En outre, I'opération produit matrice-vecteur pour le calcul de d; := H;V f(x)) est

calculé en utilisant "L-BFGS two loop recursion pseudo code" [56] qui minimise le cofit
de calcul de H;V f(xy) :

Algorithme 1 1: dy = V f(xy)
2 fori=k—1,...k—mdo

3 o= ,oisz-le
4 dy=di — oy
5: end for
6: z = H,gdl
7: fori=k—m,...,k—1do
8 fBi=piylz
9 z=z+si(;—5)
10: end for
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11: Hka(l’k) =z
Décrivons l'algorithme :

Algorithme 2 1: Choisir zyp € D, et d = —TpV f(x0)

2: fork =0,1,...do

3:  calculer oy, en utilisant la méthode de recherche linéaire projeté qui satisfait (3.32) et
tente de satisfaire (3.33)
mettre xj = Proj,p[z, + apdy]
i | TV f(wr0)| < e, fin
calculer yy, et sy,
siyl s, > 0, faire une mise a jour de Hy, en utilisant 'algorithme L-BFGS
Calculer Hy 11V f(xx41) en utilisant la procédure "L-BFGS two loop recursion”
si (—Tp(Hk1V f(241)), Vf(xps1)) > 0, mettre dyy1y = Hpa Vf(2441)
sinon dy1 = —TpV f(xg11).
10: end for

D S AN S

3.4 Résultats numériques

La présente section est consacrée aux illustrations numériques de l'algorithme dé-
crit ci-dessus. L’aquifere est figuré par un parallélépipede (z,y) € [—50, 50]x[—20, 20}, z €
[—20, 0]. Les parametres physiques ont été choisis en accord avec [11] et nous rappelons
que la densité de fluide est 1g/m! pour I’eau douce et 1.025g/ml pour 1'eau salée. Dans
les simulations suivantes, nous résolvons numériquement les problemes bidimension-
nel . L'aquifere est suivie pour une durée comprise entre 0 et 10 jours, de sorte que le
pas de temps égale 1 jour, avec dz = 0.5 et 6y = 0.4 (5000 noeuds).

Nous utilisons un schéma en temps semi-implicite combiné a une approximation de
type élément fini pour discrétiser le systeme d’état et le probleme adjoint associé. Le
théoreme de convergence implique une condition de stabilité entre le temps et la dis-
crétisation spatiale (Cette condition reste raisonnable, par exemple : 6t est d’ordre 1
tandis que 6, = O(107') pour les calculs). Nous adaptons a notre cas le package Free-
Fem ++ de Pironneau et al. Pour plus de détails nous renvoyons a [60].

Dans la premiere expérience, nous prenons K.,,; comme une valeur exacte de la
conductivité hydraulique, puis la profondeur de l'interface eau salée/eau douce h et
la profondeur de l'interface entre zone in-saturée et zone saturée, h,, sont calculées en
résolvant le probleme exact associé a cette valeur de K.,,.;. Cela a été considéré comme
une donnée observée.

Ensuite, a partir d"une estimation initiale arbitraire de ce parametre, nous avons calculé
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la solution optimale par la procédure d’identification des parametres précédemment

décrite. Cet algorithme est testé sur quatre exemples.

3.4.1 Expériencel

Dans la premiere expérience, la conductivité hydraulique est considérée comme

constante sur tout le domaine de 1’aquifére. Des informations sur & et h; sont dispo-

nibles a chaque puits d’observation. L'algorithme est appliqué dans le cas ot on dis-

pose d'un puit d’observation (cas i), de deux puits d’observation (cas ii) et de trois puits

d’observation (cas iii). Les résultats numériques correspondants sont présentés dans le

tableau 3.1. Comme prévu, le résultat est amélioré avec 'augmentation du nombre de

puits d’observations.

Les figures Fig. 3.1 et Fig. 3.2 illustrent la convergence de la conductivité hydraulique

et celle de la fonction cofit. La figure Fig. 3.3 montre les sections transversales des in-

terfaces h et hy au sixieme jour.

Table 3.1 — Expérience 1.

cas

Nombre de puits

Valeurs exactes

Valeurs initiales

Valeurs identifiées

i K = 50m/j Ko=90m/j | Ki=5137Im/j
i K =50m/j Ko=90m/j | Ky=50.064m/j
it K = 50m/j Ko=90m/j | Kjz=50.001m/j
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Figure 3.1 — Convergence de la conductivité hydraulique correspond & l'expérience 1. K est
supposée constante sur tout le domaine d’étude. La courbe pointillé avec K; correspond au
résultat obtenu pour un puits d’observation, avec K5 au résultat pour deux puits d’observation

et avec K3 pour trois puits d’observation.
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Figure 3.2 — Convergence de la fonction cofit correspond a 'expérience 1. On suppose que la
conductivité hydraulique K est constante sur tout le domaine d’étude. F'C'1 représente la fonc-
tion cofit ot1 on a un puits d’observation, F'C2 la fonction cofit ot1 on a deux puits d’observation
et F'C3 la fonction cotit ot on a trois puits d’observation.
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-~ —(hcas i B

(h, cas i)

% (h,cas iii)
7meml

(n1, cas i)

(h, cas i)

6~ * (1, cas iii) |

Figure 3.3 — Figure a) : Sections transversales des interfaces "h" et "h;" au sixieme jours pour
I'expérience 1 ou la conductivité hydraulique est supposée constante sur tout le domaine
d’étude et pour les cas ot on a 1 puits d’observation, 2 puits d’observation et 3 puits d’ob-
servation. b) : Zoom pour "h". ¢) : Zoom pour "h".

3.4.2 Expérience 2

Dans la deuxieéme expérience, nous considérons toujours que la conductivité hy-
draulique est constante sur tout le domaine, mais nous ne disposons plus que d’ob-
servations concernant 1’élévation de la surface supérieure de l'aquifere dans trois puits
d’observation (cela correspond au cas 7). Dans le cas ii, nous avons a nouveau des
observations pour les profondeurs des deux interfaces. Les résultats numériques cor-
respondants sont présentés dans le tableau 3.2.

Dans les figures Fig. 3.4 et Fig. 3.5, nous avons tracé graphiquement la convergence de
la conductivité hydraulique et celle de la fonction cotit. La figure Fig. 3.6 correspond
aux sections transversales des interfaces h et h;.

La comparaison entre ces deux résultats illustre I'importance d’obtenir des informa-
tions sur chaque profondeur d’interface afin d’obtenir des résultats précis.

Table 3.2 — Expérience 2.

cas | Nombre de puits | Valeurs exactes | Valeurs initiales | Valeurs identifiées
i 3 K=40m/j Ko=85m/j K,=41.56 m/j
ii 1 K=40m/j Ko=85m/j K5=39.04 m/j
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Figure 3.4 — Convergence de la conductivité hydraulique dans I'expérience 2, ot K est sup-
posée constante sur tout le domaine d’étude. La courbe avec K représente le résultat obtenu
dans le (cas i) pour lequel on a trois puits d’observation pour h; et celle avec K représente le
résultat obtenu dans le (cas i) ot on a un puits d’observations pour h et un pour h;.

87



CHAPITRE 3. IDENTIFICATION DE LA CONDUCTIVITE HYDRAULIQUE :
ETUDE NUMERIQUE
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Figure 3.5 — Convergence de la fonction cotit dans 1’expérience 2, ou la conductivité hydrau-
lique est supposée constante sur tout le domaine d’étude. La courbe F'C'1 (en pointillé) repré-
sente la fonction cofit dans le (cas 7) ot1 on a trois puits d’observation pour h; et la courbe F'C2
représente la fonction cotit dans le (cas i¢) ou on a un puits d’observations pour h et un pour
hy.
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Figure 3.6 — Figure a) : Sections transversales des interfaces "h" et "h;" au sixieme jours dans 1'ex-
périence 2 ot la conductivité hydraulique est supposée constante sur tout le domaine d’étude.
Dans le (cas 7), on a 3 puits d’observation pour h; et dans le (cas 77), on a un puits d’observation
pour h et un pour hi.b) : Zoom pour "h". c) : Zoom pour "h".

3.4.3 Expérience 3

Pour la troisieme expérience, nous avons considéré que 1’aquifére est divisé en deux
zones, la conductivité hydraulique est constante et égale a K sur la premiére zone et
a K sur la deuxiéme.

La méthode est appliquée dans deux cas. Nous avons considéré que nous avons un
puits d’observation dans chaque zone dans le premier cas (cas i) et deux puits d’obser-
vation dans chaque zone dans le deuxiéme cas (cas ii). Dans le tableau 3.3, nous avons
comparé les résultats numériques avec la solution exacte.

La convergence de la conductivité hydraulique et celle de la fonction cofit sont repré-
sentées dans les figures Fig. 3.7, Fig. 3.8, Fig. 3.9 et Fig. 3.10. Les sections transver-
sales des interfaces h et h; sont tracées dans la figure Fig. 3.11. Encore une fois, nous
concluons que I'algorithme fonctionne bien si nous avons suffisamment de puits d’ob-
servation.
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Table 3.3 — Expérience 3.

cas | Nombre de puits | Valeurs exactes | Valeurs initiales | Valeurs identifiées
i 2 Ki=50m/j Ki=65m/j K1=50.63 m/j
K>=80m/j Ky=65m/j K3=79.91m/j
ii 4 K1=50m/j Ki=65m/] K1=4995m/j
Ky=80m/j Ky=65m/j K5=280.04 m/j
""""" K1 exact K1 K2 exact —-—-— K2
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o0 _."f ‘-\: 1
@ '; ! /o
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Figure 3.7 — Convergence de la conductivité hydraulique dans le (cas 7) de 'expérience 3 ot1 on
considéré que I'aquifere est divisé en deux zones sur lesquelles la conductivité hydraulique est

constante et égale a "K'1 exact" sur la premiere zone et & "K2 exact" sur la deuxiéme. On a un
puits d’observation dans chaque sous domaine.
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Figure 3.8 — Convergence de la fonction cotit dans le (cas i) de I'expérience 3 ot on considéré

que l'aquifere est divisé en deux zones sur lesquelles la conductivité hydraulique est constante

et égale a "K1 exact" sur la premiere zone et a "K2 exact" sur la deuxiéme. On a un puits
d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.9 — Convergence de la conductivité hydraulique dans le (cas i¢) de I'expérience 3 ol
on considéré que I'aquifere est divisé en deux zones sur lesquelles la conductivité hydraulique

est constante et égale a "K'1 exact" sur la premiere zone et a "K2 exact" sur la deuxiéme. On a
deux puits d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.10 — Convergence de la fonction cotit dans le (cas i) de I'expérience 3 ot on considéré

que l'aquifere est divisé en deux zones sur lesquelles la conductivité hydraulique est constante

et égale a "K1 exact" sur la premiére zone et "K2 exact" sur la deuxieme. On a deux puits

d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.11 — Figure a) : Section transversale des interfaces "h" et "h;" dans 1'expérience 3 ol
on considéré que I'aquifére est divisé en deux zones sur lesquelles la conductivité hydraulique
est constante et égale a"K'1 exact” sur la premiere zone et "K 2 exact" sur la deuxieme, pour les
deux cas : (cas 7) ol on a un puits d’observations dans chaque sous domaine, et (cas ii) ot on a
deux puits d’observations dans chaque sous domaine. b) : Zoom pour "h". ¢) : Zoom pour "hy".

3.4.4 Expérience 4

Dans la derniére expérience, nous avons considéré que l'aquifere est divisé en trois
zones qui sont représentées dans la figure Fig. 3.12. La conductivité hydraulique est
supposée constante et égale a K; dans la premiére zone, K, dans la seconde et K5 dans
la troisieme. La méthode est appliquée dans deux cas. Nous avons d’abord considéré
que nous avons un puits d’observation dans chaque zone pour le premier cas (cas i)
et deux puits dans chaque zone pour le second cas (cas ii). On peut encore constater
qu’une bonne précision est obtenue en comparant la solution exacte et les résultats nu-
mériques donnés dans le tableau 3.4.

La convergence pour la conductivité hydraulique et celle pour la fonction cofit sont
représentées dans les figures Fig. 3.13, Fig. 3.14, Fig. 3.15 et Fig. 3.16. Les sections trans-
versales des interfaces h et h; sont tracées dans la figure Fig. 3.17.
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Les résultats obtenus pour les quatre expériences confirment que cet algorithme est

efficace et précis si le nombre de puits est suffisant.

l‘

000 100 200 300 400 3500 600 700 800 900 100
X
Figure 3.12 — Schématisation de 1’aquifere dans 1'expérience 4.
Table 3.4 — Expérience 4.
cas | Nombre de puits | Valeurs exactes | Valeurs initiales | Valeurs identifiées

i 3 K1=50m/j K1=60m/j K,=50.45m/j
Ky=60m/j Ky=50m/j Ky=159.67 m/j
Ks=40m/j K3=50m/j K3=40.14 m/j

ii 6 K1=50m/j K1=60m/j K1=49.90 m/j
Ky=60m/j Ky=50m/j Ky=60.10 m/j
Ks=40m/j Ks=50m/j K3=39.92 m/j
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Figure 3.13 — Convergence de la conductivité hydraulique dans le (cas i) de I'expérience 4 ot

on considéré que 1'aquifere est divisé en trois zones sur lesquelles la conductivité hydraulique

est constante et égale a "K'1 exact" sur la premiere zone, "K2 exact" sur la deuxieme et "K3

exact" sur la troisieme. On a un puits d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.14 — Convergence de la fonction cofit dans le (cas 7) de I'expérience 4 ot1 on considéré

que l'aquifere est divisé en trois zones sur lesquelles la conductivité hydraulique est constante

et égale a

"K1 exact" sur la premiere zone , ” K2 exact " sur la deuxieme et "K3 exact" sur la

troisieme. On a un puits d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.15 — Convergence de la conductivité hydraulique dans le (cas i) de I’expérience 4 ot
on considéré que 1'aquifere est divisé en trois zones sur lesquelles la conductivité hydraulique

est constante et égale a "K'1 exact" sur la premiere zone, "K2 exact" sur la deuxieme et "K3
exact" sur la troisiéme. On a deux puits d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.16 — Convergence de la fonction cotit dans le (cas i) de I'expérience 4 o1 on considéré

N

que l'aquifere est divisé en trois zones sur lesquelles la conductivité hydraulique est constante
et égale a

"K1 exact" sur la premiere zone , "K2 exact" sur la deuxiéme et "K 3 exact " sur la
troisieme. On a deux puits d’observations dans chaque sous domaine.
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Figure 3.17 — Figure a) : Section transversale des interfaces "h" et "h;" dans 'expérience 4 ot1 on
considéré que 1'aquifere est divisé en trois zones sur lesquelles la conductivité hydraulique est
constante et égale a "K'1 exact" sur la premiere zone, "K2 exact" sur la deuxiéme et "K 3 exact"
sur la troisiéme, dans les deux cas : (cas 7) ol1 on a un puits d’observations dans chaque sous
domaine, et (cas 7¢) oi1 on a deux puits d’observations dans chaque sous domaine. b) : Zoom de
"h".c): Zoom de "hq".
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CHAPITRE 4

APPROCHE STOCHASTIQUE

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le probleme d’intrusion saline en considérant les
parametres et les inconnus comme des variables stochastiques. Nous utilisons la théo-
rie du chaos polynomial de Wiener [83] pour traiter l'incertitude. La représentation
du chaos polynomial a été largement utilisée pour une quantification efficace de 'in-
certitude dans les probléemes d’ingénierie de la mécanique des solides et des fluides,
par exemple pour les écoulements turbulents [5], les écoulements en milieux poreux
[39], les phénomeénes de combustion [59], les flux thermiques [48], et les structures élas-
tiques [52]. Ici, en utilisant une base orthogonale générée par des polyndmes d’"Hermite
qui sont des fonctions mesurables par rapport a la mesure de Wiener., nous décompo-
sons d’abord une fonction stochastique arbitraire en une partie déterministe et une
partie aléatoire. Ensuite, le probléme stochastique d’intrusion saline est transformé en
un systeme d’équations déterministes a résoudre pour chaque coefficient du dévelop-
pement spectral de la solution. Une fois que les coefficients de chaos polynomial sont
calculés a partir des équations déterministes, les propriétés statistiques de la solution
stochastique peuvent étre étudiées directement.

Notre objectif dans ce chapitre est de développer une méthode numérique efficace pour
résoudre les équations stochastiques décrivant le probleme d’intrusion saline qui soit
efficace, précise et simple a mettre en ceuvre sur des ordinateurs sans utiliser les ap-
proches coftiteuses telles que les méthodes de Monte Carlo. Apres la transformation
du probleme stochastique en un systéme d’équations déterministes, les discrétisations
en temps et en espace de ce systeme déterministe sont effectuées a 1'aide d"un schéma
Runge-Kutta a variation totale (TVD), ainsi que d"une méthode aux éléments finis.
Dans le deuxieme paragraphe de ce chapitre, nous présentons le modele stochastique
du probléme d’intrusion saline, puis dans le paragraphe qui suit nous présentons la
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décomposition spectrale de la solution. Une méthode de type éléments finis est pré-
senté dans le quatriéme paragraphe pour résoudre numériquement les équations aux
dérivées partielles déterministes. Le dernier paragraphe est consacré aux résultats nu-

meériques.

4.2 Présentation du modele stochastique

Etant donné un espace D, 'espace de probabilité gaussien associé est donné par
(D, O, 1) ol © est une o-algebre sur ) et ;1 est la mesure gaussienne normalisée dans
(2,0). Un champ aléatoire a valeur réelle u défini sur un espace D et un intervalle
de temps [0, 7] est un opérateur v : [0,7] x Q@ x D — R, tel que, u(x,t,.) est une va-
riable aléatoire par rapport a (€2, ©, ut). Les détails sur la théorie des champs aléatoires
peuvent étre trouvés dans [2]. Dans la suite, nous utiliserons le symbole w pour indi-
quer la dépendance d'une quantité avec la dimension aléatoire du probleme, et &;(w)
désignons des variables aléatoires orthogonales.

Nous nous concentrons, dans ce chapitre, sur une méthode numérique pour appro-
cher la solution du systéme décrivant le probléeme d’intrusion saline dans le cas d'une
aquifere libre, donné par :

POh(t, z,w) — V - (aK (z,w)Ty(h(t,z,w))Vh(t,z,w)) — V - (§VA(t, z,w))

—V - (K (z,w)Ty(h(t, z,w))Vhi (t, 1,w)) = —Qs(t, z,w),

POhi (t, z,w) — V - (K (z,w) (T (h(t, z,w) — hi(t,z,w)) + Ts(h)))Vhi(t, z,w))

—V - (6Vhi(t,z,w)) = V- (a K(z,w)T(h)Vh(t,z,w)) = —Qs(t, 7,w) — Qs(t, z,w),

(4.1)

ot h(t, z,w) est la profondeur stochastique de 'interface eau douce/eau salée, hy (¢, z,w)
est la profondeur stochastique de l'interface entre la zone saturée et la zone seche et
K (z,w) représente la conductivité hydraulique stochastique. Le systeme (4.1) est com-
plété par les conditions initiales et aux bords suivants :
h(t,ﬂj‘,(ﬂ) = hD(twruw)a hl(tawi) = hl,D(t7x7w) dans (O7T) X 87 (42)
h(0,z,w) = ho(z,w), hi(0,2,w) = hyg(z,w) dansQ x D. (4.3)
Nous supposons que la porosité est constante dans 'aquifere et que les conditions
initiales et aux bords satisfont des conditions physiquement réalistes sur la hiérarchie
des profondeurs des interfaces :
0< hl,D<t7$7w) < hD(tvxaw) < hZ(x)7 dans [07T] X 0D x Q7
0 S hl,O(m7w> S ho(l’,&)) S hg(x), T e D7 w € Q. (44)
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I1 a été montré dans [24] qu'une solution peut étre représentée en terme de fonctions
polynomiales de §; comme suit :

h = aolo+ Z aill“l(&l) + Z Z ailai2F2(€i17&2) +

i1=1 i1=1142=1

hl = bOFO + Z bilrl<£il> + Z Z bil bi2r2(£i17€i2> +

i1=1 i1=1149=1

(4.5)

ou I',(&,,...&,) désigne le chaos polynomial d’ordre n pour les variables (&, -.,&;,)
[83]. Ces polynomes sont généralement des polyndmes multidimensionnels générés
par des produits de polynomes d’Hermite fonction des variables aléatoires indépen-
dantes qui sont des fonctions mesurables par rapport a la mesure de Wiener. En parti-
culier, quand les variables indépendantes sont identifiées comme étant le vecteur gaus-
sien £ = (&;,, .., &, ), on retrouve I'expression familiere de I'espérance comme :

1 oo

= Z?:l 512

Pour simplifier la présentation, la somme (4.5) peut étre ré-écrite comme suit :

ou

h(t,z,w) thxﬂ),

7,11

1(t, z,w) Zh11t$¢z (4.6)

i1=1

ot ¢; désigne le chaos polynomial d’indice unique. Les polynomes {1; }3°, sont définis
par la suite.

Il a été montré dans [24] que I’ensemble {v; };°, forme une base complete dans 1’espace
des variables aléatoires. Ces polyndmes sont orthogonaux dans le sens que

E[it;] =0, Vi#j. 4.7)

La solution (h(t, z,w), hi(t, x, w)) est écrite suivant la décomposition (4.6), en une
partie déterministe (h(t,z), hi(t,z)) et une partie stochastique v;(£). Nous décompo-
sons aussi la fonction stochastique K (z,w) en une partie non perturbée et en une partie
perturbée comme suit

K(r,w) = K(2) + 0 €, (4.8)
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ou £ est une variable gaussienne a moyenne nulle et de variance unitaire, et K () est
la valeur moyenne de la conductivité hydraulique.

4.3 L’étape de décomposition spectrale

Puisque le développement (4.6) nécessite une sommation infinie (et donc intraitable
pour le codage informatique), une procédure de troncature est souhaitable. Par consé-
quent, nous considérons un nombre fini d’indices dans le développement du chaos re-
présentant l'incertitude. Ainsi, la présentation (4.6) est tronquée en conservant 1’ordre
des polyndmes < p, avec p une valeur prescrite

h(t,z,w) thﬂﬂ%

11=1

1(t, x,w) Zhutﬂv% (4.9)

11=1

ou P + 1 est le nombre total de chaos polynomial d’ordre < p. Pour un espace dont la
dimension stochastique est égal a n,

(p+mn)!

P= pln!

+ 1.

Cependant, les grandes valeurs de P peuvent entrainer un cotit de calcul élevé et
peuvent limiter 1'efficacité de la procédure globale.

Dans le cas ou l'on prend n = 1, 'espérance par rapport a la mesure gaussienne (4.6)
se réduit a

E[F(¢)] = # / T He)e s de. (4.10)

Les polyndmes 1; sont alors générés en utilisant la formule de récurrence

?ﬂo(f) = 1,
1/)1(5) = ga
1/)z'+1(f) - 51/12'(5) - i¢i—1(£)7 1=12..,P—1 (4-11)
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A partir de cette formule de récurrence, on peut calculer, Vi,j =1, ..., P

E[d’z(f)} = 04,0,

E[¢:(§)v;(6)] = it b,

E[&i(§)v;(8)] = (1 + 1)1 Gy,

E[&20i(E);(€)] = (i +2)! 6552 + (20 + 1) 6y + 1! 6 j12. (4.12)

ou ¢; ; désigne le symbole de Kronecker. Par conséquent, en développant la solution
(h(t,z,w), i (t, z,w)) ,la conductivité hydraulique K (z,w), les termes source (Q(t, z,w), Qs(t, z,w))

.....

tient
P
h(t7$7w) = th(tvz>wz(§)7 t Z, (JJ Zhlz t x %
=1
P
Qf<t7$vw) = ZQf,i(t,l'>¢i(f), t xz, W ZQ‘“ t z wz
=1

K(r,w) = ZKi(i’f)wi(f)’
ho(z,w) = Zho,z’<$>¢z‘(§)7 hio(z,w) = ZhIOZ i€

P
hD(t,{E,CU) = ZhD,z(t7x)¢l(€)7 th t X, w Zthz t x ¢z (413)
=1

le probleme (4.1) s’écrit alors

P P P
¢ dihi(t,x)ih; — adiv[h Z Z 2)Vh(t, )]
=1 Jj=1

P P P
tadiv] Y N N Ki(x)hy(t, 2) Vhi(t, x) by — ddiv| vapz
=1 j=1 k=1 =1
P P P
~div| hQZZ/@ 2)Vhy(t, 2)bibs] + div] Y - > " Ki(a)hy(t, 2) Vi e(t, 2) by
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1
P
=Y Qu (414
i=1
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et

¢Zathh (t, x); — div | hQZZK 2)Vha (t, )]

i=1 j=1
P P
+div| ZZZKZ Yhai(t, )V hy (t, 2)ipaby] — ddiv | Zw“wl
i=1 j=1 k=1 i=1
P P P P P
—div[hy Y > ki(x)Vhy(t, )] + adiv] Y 0N N T Ki(a)h(t ) Vh(t, 2) ]
=1 j=1 i=1 j=1 k=1
P
- Z(Qs,i + Qi) i, (4.15)
=1

On munit le systéme (4.14)-(4.15) des conditions initiales et aux bords suivantes

P P
Zhi(tax)wi(g) = ZhD,i(tax)¢i(€)ain [0, T] x 0D x Q,
z}:)l 1:;

Zhl,z’(tal’)%(f) = Zhl,D,z’(taﬂé’Wi(ﬁ),in [0,T] x 0D x Q,
i=1

P
> ha(0,2)(€) th ,in D x Q,
=1
P
> b0, 2)1i(€) Z ho.4( in D x Q. (4.16)
=1

On multiple (4.14) et (4.15) par ;. En prenant les espérances des expressions ainsi
obtenues (C.2) et en utilisant la relation d’orthogonalité (4.7), le probléme devient :
Pour tout k£ =0, 1, ..., P, on résout le systeme suivant

60t 0) —a > Y %m[@( VKy(2)Vhy (£, @)

—0div[Vhy] + o ZO ; ; Waﬁv[[@(z)hﬂt, )V h(t, )]

B
Z[www]

P P P
200 de[Ki(fc)hj(ta z)Vhy(t,z)] = —Qar(t,x), (417)

2
i=0 j=0 1=0 E[wk]
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et

P P P
—6div[Vhy ] + Z Z > de[m(x)hl,j@, 2)Vhy(t, z)]
0 j=

i= =0 ]E[@/)]%]
—aZ;%dw[hg( ©)K;(x)Vh(t, z)]

=0 j

+a Z; Z% ; %dw[fﬁ@)hxt, x)Vh(t, x)]

= _Qs,k<t7 xr)— Qf,k(ta J]), (418)

avec les conditions initiales et aux bords suivantes

hi(t,z) = hpi(t,z), x€dD,tel0,T],

hig(t,x) = hipi(t,z), x€dD,tel0,T],

hi(0,2) = hog(x), x€D,

h1x(0,2) = h1ok(z), z€D. (4.19)

Nous remarquons que, grace a la décomposition spectrale, le probléme stochastique
(4.1) se ramene a une séquence finie de systemes couplés déterministes d’équations
paraboliques.

4.4 Laméthode des éléments finis

Ré-écrivons le systeme (4.17)-(4.18) comme suit :

$O,hi(t, ) Zdw (aha D x V) +Zdw aCy; Vh;) — ddiv(Vhy)

=0 =0

P P
- Z div(ha Dy Vhi;) + Z div(C; , Vhi;) = Qurs (4.20)
$O,ha i (t, ) Zdw ahyD;Vhy ;) + Zdw T,V hy ;) — 6div(Vhy )

=0 =0

P P
= diva(haDi Vhi) + > div(aCipVhi) = —Qup — Quus (4.21)

i=0 1=0
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ol on a introduit les notations suivantes

7=0
P P
Cinlt,z) =) Y %Kmm(t, z),
j=0 1=0 k
P
E[¢it);
Cinlt,z) =D ) %Kmmu(t, ),
j=0 1=0 k

Le point de départ de l'utilisation de la méthode des éléments finis est la formulation
taible des équations semi-discretes correspondantes a (4.20)-(4.21). En supposant que
(hi, h1 ) appartienne a 1’espace suivant

(hy, hig) € W(0,T)>.

La solution (hy, hiy) de (4.20) satisfait, VIV € W(0,7), la formulation variationnelle
suivante :

P P
/ GO hy, - W dx + / ahy Y (DixVhi - VW) da — / a (CixVhi- VW) + / oVhy - VW da
@ @ i=0 LA @
P P
+ / ho Y (DixVhy;- VW) — / ha Y (CixVhi;- VW) = — / Qs W dz (4.22)
€ =0 Q=0 &
(4.23)
et
P P
/ Gdyhy i - W da + / ha Y (DixVhy; - VW) dx — / a) (TixVhy; - VIV) + / OV hyy - VW dz
@ & =0 & =0 @
P P
+/ Oéhg Z(D%thz . VW) — / ah2 Z(CZ,thz . VW) = —/(Qs,k + Qﬂk)W dz. (424)
Q Q i—0 Q

1=0

Pour la discrétisation du domaine spatial ) := Q U 952, on procéde comme suit :
Soit [y > 0, on pose [ un parametre de discrétisation spatiale tel que 0 < I < ly. Nous gé-
nérons une partition quasi uniforme 2, C €2 de triangles 7; qui satisfont aux conditions
suivantes :

e D= Ujvzel 7;, ou N, est le nombre d’éléments de 7,
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e si7; et 7; sont deux éléments différents de 7;, alors

P;; Un point de maille ou
T,NT; =4 Ty Uncoté commun, ou
() ensemble vide.

Nous introduisons l'espace approximatif
Vk,l = {Uk;,l S HS(Q),V]{T c 7;, UkJ/k’ S Pl(]{?)},

ol P (k) est I'espace des polynomes définis sur 7;.
Soit M le nombre de points du maillage D, alors n'importe quel élément v;; de Vy,
peut s’exprimer comme

M

Ukl = ka,i@‘(x),

=1

seme

ol vy; = vg(x;), z; est le i point de maillage, {Q}f‘il sont les ensembles de fonctions
nodales de V), caractérisés par la propriété (;(x;) = 6;,; avec J;; est le symbole de
Kronecker. Par conséquent, ’approximation de la solution par la méthode des éléments

finis P,-Lagrange s’écrit donc

Trouver (h,(jl), hﬁ”,jl) € Vi X Vi, tels que
M
(n n

hk,l) = ZH;g,l)Uk,j
j=1
M

M= Y H vk, (4.25)
j=1

ot (H, ,if;), H ﬁ)l) sont les valeurs nodales correspondantes de (hg?l), hg”k)l)

Ce systeme (4.23) - (4.24) peut étre écrit sous forme de matrice comme :

¢M [%} = aSy[Hy] + aGy[Hy| + O My [Hy] + Sp[Hy ] + Gi[Hy ] — Mi[Qs 1],
oM, [dil[;,k} = Sk[HLk] + Lk[Hl,k‘] + 5Mk[H1,k] + aSk[Hk] + Gk[Hl,k} — Mk[Qs,k]

—M[Q k], (4.26)
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ol les éléments des matrices My, Sk, G, et Lj, sont donnés par les formules

Mi.ij :/Uk,wk,j dz,
D

Skij = —/ Divak,j . VU}W dz
D

Gkij = —/ C@'kvvk,j : Vvk,i dz,
D

lk,ij == —/ T,»vakJ . VU;M' dz.
D

Les vecteurs a M-valeurs sont définis par [Hy] = [Hi.1, ..., Hen|?, [Hik) = [Hig s - Higar) b,
dHyp,  (dHy, dHp a1 (dHypq  (dHygn dHlkM T
|: dt ] - |: dt gy dt :| 7:|: dt ] - [ dt [ dt ] {st] [Qs,k,17~-'>Qs,k,M]
et [Qrx] = [Qf,k,ly -'-7Qf,k,M} .

Pour l'intégration temporelle du systeme (4.20)-(4.21), nous utilisons un schéma
Runge-Kutta explicite, la procédure de projection est mise en ceuvre pour découpler
h(t,z,w) et hy(t, x,w). Par conséquent, nous pouvons formuler la discrétisation comme
suit :

La solution (A}, h’lH,;l) est une approximation de (h(t,+1),h1(tn+1)) @ instant ¢,,4.
Elle est calculée selon la procédure suivante :

1. On pose
Ukl —hkl7

et

(0) = aZdw h2 ZkVUl —aZdw zk;VU )+5dw(VU’5?l))

1=0
P
+ Z div (hQDZk’Vhfz),k> - Z div (CZ(IS)thz),k> - Qs,k,b
i=0 1=0

on calcule alors
U = U +atr).

2. Pour ’étape suivante, on pose

P
F;ill) = aZdz’v(hQ szUl —aZdw szU )+5dw(VUk(;,lz))

=0

P P
+3 " div(he Dy VA = 37 dio(COVA,) — Qs

i=0 =0
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ce qui nous permet de calculer U a l’étape intermédiaire

Uy = U,§°)+ U,j}+ ~dtFy).

4

. De méme, on pose
(2) = azdw (ho szUz —aZdw szU )‘{'MW(VU’E’QZ))

+ Z div(ha D VI"),) Z div(CPVR,) = Qe

=0 =0

ce qui nous permet de calculer

2
~dtE.

2.2

Lo

U _
k,l 3

. On procéde de la méme fagon pour calculer la hauteur #,, c.a.d on pose
©0) _ 3(n)
Vid' = Mk

puis on calcule
P
Z div (hQDikVVZ- Z dw zkvv 1 + ddiv (Vvk(l)))

P
+a Y div(h Dy VA(™) — a Z div(COVRYY = Qg — Qs

i=0 =0

et
v = v +atr?).

. Pour I'étape suivante, on pose

P P
1Y) = S div(haDa VD) = 3 div(TyVV) + 6div (V)

=0 1=0

P P
+a Y div(he Dy VR™) — oY div(CRVRGTY) = Qurt — Qpa,

et on calcule

3.0
Vk(l = _Vk(l) +

Laer Y.

4 4
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6. Finalement, on pose
P P
12 = > div(haDaVVY) = > div(TyVVD) + 6div(VV)
=0 =0
P P
+a Y div(he Dy VR) — oY div(CRVRGTY) = Qurt — Qpa,
=0 1=0

ce qui entraine la valeur finale

2

2 2 2

3 _ 10
Vk(,l) = _Vk,l + 3

3

4.5 Résultats numériques

Cette section est consacrée a l'illustration numérique de 1'approche stochastique
décrite ci-dessus.
L'aquifere est a nouveau figurée par un parallélépipede (z,y) € [—50, 50] x [—20, 20], z €
[—20,0]. Les parametres physiques ont été choisis en accord avec [11] et nous rappe-
lons que la densité du fluide est 1 g/ml pour l'eau douce et 1.025 g/ml pour 1'eau
salée. Dans les simulations suivantes, nous résolvons numériquement les problemes
bidimensionnels complets. Pour toutes les expériences, nous avons considéré que la
conductivité hydraulique est constante sur le domaine complet de 1’aquifeére.
Dans la premiére, deuxieme et troisiéme expérience, l'aquifere est suivi pendant une
durée 2 jours, et le pas de temps est fixé a dt = 0.2.

4.5.1 Expériencel

Dans la premiere expérience, nous avons pris pour la conductivité hydraulique
dans le probleme déterministe égale a la valeur moyenne de celle prise pour le modele
stochastique, et plus précisément égale a 42m/j. Par ailleurs nous avons pris o = 0.4.
Dans les tableaux 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 et 4.5, nous avons comparé les résultats des hauteurs
dans le cas déterministe h et h; aux espérances de h et hy dans le cas stochastique obte-
nues en utilisant P =1, P = 2, P = 4 et P = 5. Ces résultats correspondent aux valeurs
des hauteurs en différents points. Pour la simplification d’écriture, on désigne par H la
hauteur h;.

Ces résultats indiquent qu’il n’est pas nécessaire de prendre P > 2.
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Table 4.1 — Les hauteurs obtenues dans le cas déterministe de I’expérience 1.

(0,5) | (10,5) | (20,5) | (30,5) | (40,5) | (50,5) | (60,5) | (70,5) | (80,5) | (90,5)
H(tfina) | 971763 | 9.71946 | 9.72474 | 9.73277 | 9.74236 | 9.75219 | 9.76117 | 9.76852 | 9.77386 | 9.77706
W(tfinat) | 480373 | 473035 | 451412 | 4.16909 | 3.72839 | 3.23951 | 2.75399 | 2.32361 | 1.99221 | 1.78756

Table 4.2 — Les espérances de h et H obtenues dans le cas stochastique de 1'expérience 1 avec

P=1.

(0,5) | (10,5) | (20,5) | (30,5) | (40,5) | (50,5) | (60,5) | (70,5) | (80,5) | (90,5)
E(H) | 971747 | 9.71948 | 9.72511 | 9.73343 | 9.74311 | 9.75285 | 9.76165 | 9.76882 | 9.77402 | 9.77715
E(h) | 4.83914 | 4.74984 | 4.50024 | 4.12072 | 3.65542 | 3.15679 | 2.67485 | 2.25687 | 1.94184 | 1.75173

Table 4.3 — Les espérances de h et H obtenues dans le cas stochastique de 1'expérience 1 avec

P=2.

(0,5) | (10,5) | (20,5) | (30,5) | (40,5) | (50,5) | (60,5) | (70,5) | (80,5) | (90,5)
E(H) | 971747 | 9.71949 | 9.72511 | 9.73343 | 9.74311 | 9.75285 | 9.76165 | 9.76882 | 9.77402 | 9.77715
E(h) | 4.83903 | 4.74974 | 450015 | 4.12065 | 3.65539 | 3.15679 | 2.67488 | 2.25693 | 1.94193 | 1.75183

Table 4.4 — Les espérances de h et H obtenues dans le cas stochastique de I'expérience 1 avec

P=4.

(0,5) | (10,5) | (20,5) | (30,5) | (40,5) | (50,5) | (60,5) | (70,5) | (80,5) | (90,5)
E(H) | 9.71747 | 9.71949 | 9.72511 | 9.73343 | 9.74311 | 9.75285 | 9.76165 | 9.76882 | 9.77402 | 9.77715
E(h) | 4.83903 | 4.74974 | 450015 | 4.12065 | 3.65539 | 3.15679 | 2.67488 | 2.25693 | 1.94193 | 1.75183

4.5.2 Expérience 2

Dans la deuxiéme expérience, nous avons fixé P = 2 et nous avons considéré que

Kyt = K = 42m/j. Dans les tableaux 4.6 et 4.7 nous avons présenté les espérances de

h et h; calculées avec le modéle stochastique en utilisant § = 0.01.

Sur la figure 4.4 nous avons tracé l’'espérance de h et by, aveco = 0.1,0 = 0.4 eto = 0.9.

Dans les figures Fig. 4.5 et Fig. 4.6, nous avons comparé la variance obtenue en utilisant
cd=01,0=04etc=0.9.
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L e S— — S — — ——e——
9F i

Espérance

Figure 4.1 — Graphe représentant les hauteurs dans le cas déterministe (heyact, Hezact) €t les
espérances de ces hauteurs dans le cas stochastiques pour P =1, P =2et P = 5.

Espérance

Espérance

Figure 4.3 — Zoom E(h)
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Table 4.5 — Les espérances de h et H obtenues dans le cas stochastique de 1'expérience 1 avec
P =5.

(0,5) (10,5) (20,5) (30,5) (40,5) (50,5) (60,5) (70,5) (80,5) | (90,5)

E(H) | 9.71747 | 9.71949 | 9.72511 | 9.73343 | 9.74311 | 9.75285 | 9.76165 | 9.76882 | 9.77402 | 9.77715
E(h) | 4.83903 | 4.74974 | 4.50015 | 4.12065 | 3.65539 | 3.15679 | 2.67488 | 2.25693 | 1.94193 | 1.75183

Table 4.6 — Les hauteurs obtenues dans le cas déterministe de 1’expérience 2.

(0,5) (10,5) (20,5) (30,5) (40,5) (50,5) (60,5) (70,5) (80,5) | (90,5)

E(H) | 9.71763 | 9.71946 | 9.72474 | 9.73277 | 9.74236 | 9.75219 | 9.76117 | 9.76852 | 9.77386 | 9.77706
E(h) | 4.80373 | 4.73035 | 4.51412 | 4.16909 | 3.72839 | 3.23951 | 2.75399 | 2.32361 | 1.99221 | 1.78756

Ces résultats indiquent que si nous diminuons la valeur de § de la donnée stochas-
tiques, nous obtenons une solution plus proche du résultats déterministe et moins de
perturbation stochastique.

Table 4.7 — Les espérances de h et H obtenues dans le cas stochastique de 1'expérience 2 avec
o = 0.01.

(0,5) | (10,5) | (20,5) | (30,5) | (40,5) | (50,5) | (60,5) | (70,5) | (80,5) | (90,5)

E(H) | 9.71747 | 9.71949 | 9.72512 | 9.73343 | 9.74311 | 9.75285 | 9.76165 | 9.76882 | 9.77402 | 9.77715
E(h) | 4.83903 | 4.74974 | 4.50016 | 4.12065 | 3.65539 | 3.15679 | 2.67488 | 2.25693 | 1.94193 | 1.75183
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Figure 4.4 — Graphe représentant les espérances de h et de H obtenues dans le cas stochastique
de I'expérience 2, avec 0 = 0.1, 0 = 0.4 et c = 0.9.
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Figure 4.5 — Graphe représentant la variance de h obtenue dans le cas stochastique de 1'expé-
rience 2, aveco = 0.1, 0 = 0.4eto = 0.9.
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Figure 4.6 — Graphe représentant la variance de H obtenue dans le cas stochastique de 1'expé-
rience 2, aveco = 0.1,0 = 0.4etc = 0.9.
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4.5.3 Expérience 3

Dans la troisieme expérience, nous avons considéré que la conductivité hydrau-
lique dans le probleme déterministe est égale a 42m/j. A nouveau, nous avons fixé
P=2.

Dans la figure 4.7, nous avons comparé les espérances de h et h; du modele stochas-
tique dans deux cas, dans le premier cas, nous avons pris (K = 42m/j,o = 0.9), et
dans le second K = 43m/j et o = 0.1.

4.5.4 Expérience 4

Dans la quatrieme expérience, nous avons étudié 1'efficacité de la méthode avec

la condition des marées. Le pas de temps dt = 0.1 et le temps final est 1 jour. Nous
prenons P =2 et Koy = K = 42m/j.
Dans la figure 4.10, nous avons tracé la moyenne de h et de h;, avec o = 0.5 et o0 = 0.9.
Ces résultats montrent 1’efficacité de notre méthode méme en présence de l'effet des
marées, et ces résultats indiquent a nouveau que plus la valeur de o est petite plus la
solution est proche de la solution déterministe.

Conclusion générale

Ces expériences numériques montrent, que compte tenu du caractere naturel diffu-
sif du probleme, 1’approche stochastique ne fait qu’augmenter la diffusion intrinséque
au probléme et de maniere non significative.

Cette conclusion souleve donc le probléeme de la pertinence de I'approche stochastique
pour I'étude du probleme d’intrusion saline.
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Figure 4.7 — Graphe représentant les espérances de h et de H obtenues pour l'expérience 3, dans
les deux cas stochastiques : cas i (K = 42m/j,0 = 0.9) et cas ii (K = 43m/j,o = 0.1).
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Figure 4.10 — Graphe représentant les espérances de h et de H obtenues pour l'expérience 4
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ANNEXE A

DERIVATION DU MODELE

La base de la modélisation est la loi de conservation de la masse écrite pour chaque
espece (eau douce et salée) associée a la loi de Darcy classique pour les milieux poreux.
Les fluides et le sol sont considérés comme faiblement compressibles.

A.1 loi de Darcy

La loi de Darcy représente un cas particulier de l'intégration des lois générales de
la mécanique, lorsque 'on fait '’hypothése que 'eau se comporte comme un fluide
newtonien, incompressible, et qu’au cours de son écoulement dans le sol, les forces
d’inertie sont négligeables. On montre que la vitesse ¢ du flot est liée a la pression P a
travers la loi de Darcy par

k
q= —;(VP +pgVz),

ol p et 1 sont respectivement la densité et la viscosité de fluide, £ est la perméabi-
lité du sol et g la constante d’accélération gravitationnelle. En introduisant la charge
hydraulique ¢ définie par

P
b = —+z—hmf, (A1)
Pog

nous pouvons écrire 1’équation précédente comme suit :

k k
qZ—KVq)—;(p—po)sz, K =9

1

Dans cette relation, la matrice K est la conductivité hydraulique qui exprime la capa-
cité du sol a conduire le fluide. Nous avons noté p, la densité de référence du fluide.
Dans (A.1), Z = z — h,y est I'élévation au-dessus d"un niveau de référence fixé dans
I'aquifere, h,.;r < 0.
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A.2 loi de conservation de la masse du fluide

La loi de conservation de la masse du fluide s’écrit comme suit :

—— + V- (pq) = pQ,

ou ¢ est la porosité et () est un terme de source générique. Donc le systéme d’équations
pour notre probleme 3D s’écrit alors dans le domaine d’eau douce et dans le domaine
d’eau salée :

O(pr®
% +V.q =Q dans Q, (A2)
0(ps Dy

(pat ) +V-q,=Q,, dans Q,, (A.3)

ou qr = —KfV(q)f) etg, = —KgV(CI)S)

A.3 Equation d’état pour la compressibilité du fluide

On suppose que la pression P et la densité p satisfont I’équation d’état :

% = a,dP, (A.4)

ol o, > 0 est le coefficient de compressibilité du fluide résultant de la variation de la
pression. En intégrant (A.4) on obtient

p e poeaP(pro)’

ou F, est la pression de référence et p, est la densité de référence du fluide. En suppo-

sant que «,, = 0, nous récupérons le cas incompressible.

A.4 Equation d’état pour la compressibilité du sol

Modéliser la compressibilité du sol revient a modéliser les effets de compressibilité
des roches. Les premiéres tentatives pour expliquer ce phénomene sont basées sur le
modele de la porosité dépendant de la profondeur ¢ = ¢(z).

Par exemple, dans le modeéle de Athy on a

6(2) = doe ™2, (60, M) € RZ.
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A.A.4 Equation d’état pour la compressibilité du sol

Le probleme dans ce modele est que la variation de la porosité n’est en aucun cas due a
la variation de la pression, alors qu’en réalité cette derniere joue un role fondamental.
C’est pourquoi une approche physique beaucoup plus cohérente consiste a dériver une
équation pour la porosité. Soit o la contrainte totale dans le domaine ou milieux poreux
et 0, la contrainte liée aux squelettes ou pores alors nous avons :

o=¢P+(1—9¢)os,

ol ¢ P représente les effets diis a la pression. D’apres la théorie de Terzaghi la contrainte
effective o, est définie par :
oe = (1= ¢)(os = P).
Il s’en suit que
o.+P=o0.

En supposant que la contrainte totale reste inchangée nous avons :
do, = —dOP.

Considérons maintenant que le volume V' se déforme a cause de la compressibilité du
sol. Si les grains de la roche poreuse sont incompressibles, la déformation est princi-
palement produite par le réarrangement de 1’assemblage des grains et le volume de la
partie solide V; = (1 — ¢)V reste inchangée [7]. Nous avons donc

dv,  d¢ v 1dV 1 dg
do. = do T =0 g =T (A.5)

En supposant que les variations de volume et le comportement élastique du sol

sont faibles, on définit la compressibilité du sol par

1dV
br = Vo,
Il en découle d’apres I'équation (A.5) que:
1 d
Bp = ﬂd_]ﬁ S ¢=1-(1-gg)e PP g eR,.

En résumé, l'approche consiste a supposer que la variation de porosité provient de la
compressibilité du squelette du milieu due a la variation de la pression du fluide. Cela
donne en utilisant les présentations différentielles :

06 L 99\ _
d’ou
o9
P (1—¢)Bp. (A.6)
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A.5 Hypotheses simplificatrices

Nous allons maintenant donner les hypothéses sur le fluide et sur le milieu, mais
aussi sur le flux qui sont simplificatrices dans le contexte de 1'intrusion saline dans un
aquifere.

A.5.1 Hypotheses sur le fluide et sur le milieu

Nous supposons que les fluides (I’eau douce et 1’eau salée) et le sol sont faiblement
compressibles donc
ap L1, fp<l

D’oll p = py et par suite

A.5.2 Hypothese de Bear

Cette hypothese, formulée par Bear, consiste a négliger les variation de densité dans
la direction de 1’écoulement, c’est a dire Vp - ¢ < 1. Donc

9(po) 9(¢) ( )

ot ot o0

+ div(pq) = pQ < p +pV-q+Vp-q=p. (A7)
=0
Compte tenu de (A.4) et (A.6) dans la derniere équation, on obtient

or
p((1 Cb)/BP + ¢ap) 5 TPV a=rQ.

=5
Puisque

kpog
q=— ;Wb et P =pog9— pogzn,

on obtient au final apres simplification (p # 0), une équation de conservation de masse
couplée a 'équation de Darcy :

gl = ) + dar) 52— V- (KV6) = Q, (A9)
—So

ol So = pog((1 — ¢)Bp + Pap) est le coefficient d’emmagasinement en eau dans le sol.

A ce stade, dans chaque domaine nous avons une équation de conservation de
masse simplifiée du type (A.8) spécifique au milieu. Dans le domaine de 1’eau douce,

nous avons :

0Py
SfWJrV qr = Qy, (A.9)
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et dans le domaine de I’eau salée, nous avons :

00,
SSE +V- s = Qs> (AlO)

ou Sy, S, sont respectivement les coefficients d’emmagasinement en eau dans le do-
maine de 1’eau douce et dans le domaine salé, ps, p, sont respectivement les densités
de référence dans le domaine de I’eau douce et celui de 1’eau salée, ¢, ¢, sont respecti-
vement la charge hydraulique dans le domaine de I’eau douce et dans le domaine salé,
qs, ¢s sont respectivement la vitesse de Darcy dans le domaine de 1’eau douce et dans
le domaine salé et enfin () , ()5 sont des termes sources. On rappelle que :

k

Sy = prgl(1 = 0)0p + Gar).ar = ~K V(o). Ky = =B, (A11)
_ _ _ kgps

Ss = psg((1 = ¢)Bp + dap), ¢s = =K V(¢s), Ks = . (A.12)

A.5.3 Hypothese sur le flux

Les deux hypotheses suivantes sont introduites pour réduire le probleme 3D a un
modele 2D.

Hypothése d’interface abrupte ou nette :

I’eau douce et 1’eau de mer sont miscibles. Par conséquent, elles sont séparées par une
zone de transition caractérisée par les variations de la concentration de sel. Néanmoins,
I’épaisseur de la zone de transition est faible par rapport aux dimensions de 'aquifere.
Nous supposons alors qu’une interface abrupte sépare les deux domaines distincts,
I"'un pour I'eau salée et 1’autre pour 'eau douce. Une interface nette est également sup-
posée séparer les parties saturée et seche de I'aquifere, négligeant ainsi 1’épaisseur de la
zone partiellement saturée. Cette derniere interface libre peut étre considérée comme
une nappe phréatique. Cette approximation est justifiée parce que 1'épaisseur de la
frange de capillarité est beaucoup plus petite que la distance a la surface du sol.

Approximation de Dupuit :
L’hypothese de Dupuit consiste a considérer que la charge hydraulique est constante
le long de chaque direction verticale (équipotentiels verticaux). C’est légitime puisque
I'on observe effectivement des déplacements quasi horizontaux lorsque 1'épaisseur de
I'aquifere est faible par rapport a sa largeur et a sa longueur et lorsque le débit est loin
des puits. Cette approximation est exacte dans le cas d"un aquifére homogene, isotrope
et confiné avec une épaisseur constante.

133



CHAPITRE A. DERIVATION DU MODELE

A.6 Domaine d’intégration

Nous utilisons maintenant les approximations introduites dans le paragraphe A.5.3
pour intégrer verticalement les équations (A.11) - (A.12), réduisant ainsi le probleme
3D a un probléme 2D.

Intégration Verticale du modele

L’aquifere est représenté par un domaine Q x (hg, Amaz), 2 C R?, la fonction h; (res-

pectivement h,,,,,) décrivant sa topographie inférieure (respectivement supérieure).
Par souci de simplicité, nous supposons que la surface supérieure de 'aquifere est
a une profondeur constante, h,,,,, € R, et de plus que hq, = 0.
Nous désignons par h; la profondeur de l'interface zone insaturée/zone saturé et h la
profondeur de l'interface eau douce/eau salée. Comme nous ne considérons pas de
formations géologiques trés profondes, nous supposons que la pression est constante
et égale a la pression atmosphérique P, dans la partie seche supérieure de 'aquifere,
entre z = h et z = 0. Nous imposons un équilibre de pression a la limite de chaque
zone, plus précisément :

{ Si hy < hmae =0 = ®piacpy, = Pa/psg + by — hyey.
Si hi="hmar=0 1 Pfcpnpee = Pa/Prg — Prey.

I s’ensuit que la bonne quantité pour que la charge hydraulique @, soit significative
dans I’ensemble de 1'aquifére est h; = inf(0, b, ). La premiere condition du (A.6) s’écrit
comme P .- = F,/prg + hy — hyey. Des €léments similaires sur la profondeur de
I'interface eau douce/ eau salée h conduisent a introduire h~ = inf(0, h).

Maintenant, nous effectuons l'intégration verticale. Nous commengns par la zone
d’eau douce entre les profondeurs 2~ et h; . Nous obtenons

/hl (S,00, +V ) de = | Qpds, By—hi —h-.
_ -
Nous désignons par @; le terme source représentant I’approvisionnement en surface
répartie d’eau douce dans l'aquifere libre :

- 1 hy
Qf = B_f . Qfdz.

En appliquant la formule de Leibniz au premiere terme, on obtient :

W

1 Sfﬁfbf dZ = Sf%/

hy
q)f dz + qu)ﬂzzh—ath_ - Sf(bf‘zzhl—athl_

h—
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On pose ®; la moyenne verticale de @

D’apres l'approximation de Dupuit, ®¢(z1, 22, 2) 2 @p(x1,22), v = (21,22) € Q, 2 €
(h~, h1 ), nous avons donc

hy -
/ Sf8<I>fdz:Sfo6(I>f.

Nous avons aussi

1
. V.qrdz =V (Bsd}) + Gfjamnr - V(z=hi) = qfa=n--V(z —h7),
1 (M
ou V' = (0p,, 0n,), q} = (.21, 4r.1,) €t la vitesse moyenne de Darcy cj} = B_f / q} dz
h

est donnée par
~/ 1 & !/ 1 &l 1 ! F PaRwiF ! 1 &l !

La loi moyenne de conservation de la masse pour ’eau douce est ainsi écrite comme
suit :

SiBsi®y = V' - (ByKiV'®y) = 1.y - V(2 = hi) + qpemn- - V(2 = h7) + B;QfA.13)
Des calculs similaires dans la zone d’eau salée donnent
SsBsat(i)s - V/ : (Bskévl(i)s) — Gs|z=hy V(Z - h2> + qs|z=h— * V(Z - hi) + BSQS;(A14)

ol B; = h™ — hy est I'épaisseur de la zone d’eau salée. Dans ces équations, le terme
BiK!,i = f,s, peut étre considéré comme la transmissibilit¢ dynamique de chaque
zone. A ce stade, nous avons obtenu un systeme d’équations ((A.13)-(A.14)) avec quatre
inconnus, (jf?i,z' = f,s,h] eth™.

A.7 Flux et équations de continuité aux interfaces

Le présent paragraphe est fondamental. En effet, notre approche a commencé comme
une approche d’interface nette, mais elle intégre maintenant ’existence de zones mis-
cibles, prenant la forme de deux interfaces diffuses : 1'une d’épaisseur ¢, entre les zones
in-saturée et saturée et I’autre d’épaisseur 9, entre la zone d’eau salée et la zone d’eau
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douce . Ce modele a été initialement introduit dans [28] et nous reprenons ici intégrale-
ment la présentation du calcul du flux donné dans cet article. Nous soulignons que ce
modele est complétement nouveau par rapport a la littérature existante et qu’il conci-
lie la simplicité des modeles a interface nette avec le réalisme des modeles a interface

diffuse.

Flux au interface eau douce/ eau salée
Nous introduisons une fonction de phase F}, décrivant les deux zones (eau douce, eau
salée ) et I'interface nette :

0  dansl’eau douce,

Cs .
Fy, = B sur l'interface nette,

Cs dans l’eau salée,

ol ¢, est la concentration moyenne en sel dans la zone salée. Ainsi I'ensemble

{(x1, 29, 2) tels que Fj(x1,x9,2) = %} représente l'interface nette a l'instant .

La fonction Fj, satisfait une équation de type Allen-Cahn tri-stable (les trois points de
stabilités ici sont 0, % etc,):

Fh(Fh — 65/2)(Fh — Cs)

OtF, +v-VF, — 0,A'F), + 5
h

=0, (A.15)

ot le symbole A’ correspond a la dérivation par rapport aux deux variables (z1, z5) et

nous désignons par / la vitesse de l'interface. Notons que nous avons déja négligé ici

la différence verticale en ce qui concerne le terme convectif. La taille caractéristique de

l'interface diffuse correspondante est J, > 0. Le passage de 3D a 2D suppose que la
R Cs s 17

zone de stabilité {F}, = 5} correspond a l'interface nette z = h, on a donc:

Fi(zq,29,2,1) = ¢s/2 & 2z — h™ (21, 29,t) = 0.

En différenciant F},(x, o, h™(z1,22,t),t) = ¢s/2 et en incluant ces résultats dans la
projection de 'équation d”Allen-Cahn pour F}, = ¢,/2, nous obtenons :

0. (=0h™ +7- V(2 — h™) + GuAR ) + 6,V h™ - V'O.F, + 6,|V'h™ |20% F}, = 0(A.16)

Les deux derniers termes de 1’équation (A.16) peuvent étre négligés. Tout d’abord, bien
stir, le parametre de diffusion d,, qui est la taille caractéristique de I'interface diffuse est
petit. Le point suivant vient de la dynamique de I'équation d’Allen-Cahn.
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On revient alors a I'hypothése traditionnelle de la modélisation a interface nette :
pas de transfert de masse au travers de l'interface eau douce/ eau salée i.e les compo-
santes normales de la vitesse sont continues et on a :

(Q”Z*‘—in.ﬁzwq“g”'—ﬁ)wzzo. (A17)

On a noté 77 le vecteur normale unitaire par rapport a l'interface nette. En combinant
(A.16)- (A.17), nous obtenons

Afz=n- V(2 =h7) = Go=p- V(2 —=h7)
(O — AR
= d(xo(—h)0h — V" - (xo(—h)V'h)), (A.18)

ol nous avons établi

0 si h<0
h — P b
Xo(h) { 1 si h>0.

Flux au interface zone seche /zone saturée
Nous appliquons le méme type de raisonnement que dans le cas précédent pour dé-
crire la zone de transition entre la zone saturée et la zone insaturée d’épaisseur ;. Ici
pour modéliser la dynamique de cette interface, nous introduisons une fonction de
phase F; telle que :

-1 dans la zone insaturée,
= 0 sur 'interface nette,
1 dans la zone saturée.

L'interface nette est caractérisé par F'(z1, z2,2,t) = 0 < z—hy (21, 23,t) = 0. Les termes
principaux de la projection sur z = h; d"une équation d”Allen-Cahn tri-sable pour une
interface diffuse de taille caractéristique J; donne

—0hy +7-V(z—hy)+0nA'h =0. (A.19)

En combinant (A.19) et I'équation de continuité des composantes normales de la vi-
tesse, nous obtenons

(qﬂz:hf

; — D) =0, (A.20)

et

Qf|z=hy ~ V(z—hy) = ¢(0hy —aAhy)
= d((xo(—=h1)0th1 — V" - (xo(—h1)V'h1)). (A.21)

137



CHAPITRE A. DERIVATION DU MODELE

Couche imperméable a z = h, Dans le cas ol on suppose que la couche inférieure
de l'aquifere est imperméable i.e pas de flux entre la zone salée et le fond 2 = hy ,on a:

qs(h2) - V(2 — hy) = 0. (A.22)

A.7.1 Equation de continuité

L’approximation de Dupuit se lit &; « ® flz=n=, C'est a dire

. P
Op = =% 4 by — hyey. (A.23)

Compte tenu de la condition aux limites a l'interface libre supérieure et ;. _,- =
® .-, NOus avons

Pa P z=h— _
b hy = hyep = L b by
Pr9 Pr9
& Ppo=n- = Pa+prg(hy —h7). (A.24)

En outre, la pression est continue a l'interface entre I'eau salée et 'eau douce. Comme
Pyoch = psg(Poomn- — h™ + hpey) et @, 2 O,y il s’ensuit que

N P,
(1+a)®, = +hi +ah™ — (1 + a)h.y, (A.25)
Pr9
ol o = Ps _ 1, caractérise la contraste de densité.
Pr

A.8 Présence d’autres ressources en eau

Présence d’une riviére dans une partie 2, X {hpa:}, 2 C Q de la limite supé-
rieure :
On suppose que la riviere a I'équilibre hydrodynamique, i.e si P, est la pression dans
la riviere :

Pr(xlyx%z) - Pa +pfg(0 - Z)a (1’1,1'2) € thmam S z S 0.

La charge hydraulique de la riviere ®, est donc également constante par rapport a z,
comme ®;. La condition au bord classique a l'interface d'un aquifere et d'un réservoir
d’eau est la continuité de ®; et cela donne :

P :hmaz P
(I)f\a:GQr,z:hmw = (I)r|:c€Q,~,z:hmw = S e + hmax - href = =
Pry Pry

— Pey.
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Présence d’une zone faiblement imperméable :
Le flux entre la zone faiblement imperméable et ’eau contenue dans 1’aquifére consiste
en une terme de fuite ¢y,

0  wdans la zone imperméable,

(@) = { qr(r)  xdans la zone faiblement imperméable.

Le modele générique de recharge et de décharge est q;, = (Gext — @/Cn) OU P (TESP. Peut)
est la charge dans la zone de la membrane semi-perméable de 1’aquifere (resp. dans la
zone faiblement imperméable), la résistance ¢, = O(b,,,/k.,) dépend de la profondeur
b, et la perméabilité k,,(k,, < k) de la membrane. Cette formulation permet de traiter
la charge et la décharge, en fonction du rapport entre ¢ et ¢.,;.

Ici, nous pouvons inclure un terme de fuite non salée ¢;; du haut de 1'aquifere a
I'eau douce lorsque l'aquifere est entierement saturé (c’est-a-dire 2; = 0) et un terme
de fuite salé ¢;, du fond a ’eau salée :

fjamns V(z—=hy)=qrp,ou hi =0,  Ga=hy - V(2 — ha) = qrs. (A.26)

Cette condition sera insérée ci-dessous. Plus précisément, d’apres (A.26) , le terme ¢
s’écrit comme

arp(hy,h) = (1= yo(—h)vo(hy — h‘)i:;((g (Peaz}fg(l’) + by () — [ic; — hy)
= (1= xo(=h1)xo(hy — h)’;:]ffg (Pejf}f;w) + by () = ;:‘;)-

On suppose que k,,,; = 0 en dehors de la zone faiblement imperméable. Le méme type
d’arguments nous donne

qu(l'a h17 h) = XO(hi - h?)

km Pexts P, hy h~
f(‘r) ( t, (flj) 4 h2 _ bms(m) _ o 1 o Q
bg(x) * psg prg(l+a) l4+a l+4a

).

A.9 Modele d’intrusion saline

Nous commenqons par certaines hypotheéses, essentiellement introduites pour la
simplicité la présentation des équations. On suppose que le milieu est isotrope et que
la viscosité est la méme pour I'eau salée et 'eau douce. En utilisant la définition de la
perméabilité K set K, et que jty = jts nOUs obtenons

ke = (14 a)ky.
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A cette étape, nous pouvons déduire le modéle bidimensionnel de (A.13)-(A.14) comme
suit :

SiBr0®s — V' (BfKyV'®f) + gy - V(2 = hy) = dppamn- - V(2 = h7)

= B;Qy. (A.27)
SsBsatQBs - v/ : (BSKQVIQEJ - QS\z:hg : V(Z — h2) + q$|z:h— : V(Z - h_)
= Bs@sa (A28)

Nous pouvons négliger le terme S,B,8,®, en raison des deux arguments suivants.
D’abord, I’eau salée est confinée car le fond de 'aquifere est supposé imperméable :

0P, < 1.
Par ailleurs S; < 1 a cause de la faible compressibilité du fluide et de la roche, donc

Ss = psg((1 = 0)Bp + doy) < 1. (A.29)

Nous choisissons maintenant d’écrire le modeéle en utilisant la conservation de la
masse de sel et sur la conservation de la masse totale. En utilisant le fait que S By0ybs =~
0, et en faisant la somme de (A.28)-(A.28), on obtient :

-V’ (BSK;VIQZES) — Gs|z=hy V(Z - hQ) + Qs|z=h— * V(Z - h_) = Bs@sa
SiB0y — V' (BiK;V'®f) = V' - (BJK V) + 5.y - V(z = hy)
~Qslemhy - V(2 — ha) = B;Qf + B,Qs.

De nouveau, pour simplifier le modele nous considérons que ¢, = 9, := ¢ (les largeurs
des interfaces diffuse sont les mémes). Nous inversons également 1’axe vertical et par
suite nous remplagns —h; par hy, —h par h, —h, par hs et —z par z. D’ott maintenant B,
et By sont écrit comme suit: B, = hy — h*, By = ht — h{ et on peut écrire le systeme
suivant :

¢x0(h)Oih — V' (K p(hy — hT)V'h) — V' - (8xo(h)V'h)

—V' (K sxo(h)(hy — hT)V'hy) — bqrs(z, by, h) = —Qu(hy — h),
(My) Xo(Sp(ht = hF) + ¢)dhy — V(K pxo(h)(ht — b)) + (hg — hT))V'hy)
—V' - (60K px0(h1)V'h1) = V'.(Kya(hy — h)xo(h)V'h) — dqrs(x, b, h)
—¢qrs(, b1, h) = —Qs(ha — BF) — Qp(h* — hf).

Si nous utilisons également 1’hypotheése (A.29) pour négliger le coefficient de stockage

Sy dans la zone salée, le dernier modele se réduit a :
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oxo(h)deh — V' (K y(hy — W)V'h) = V' - (6¢x0(h)V'h)
_v/-<[~(fX0(h)(h2 — h*)V'hy) — dqrs(x, b1, h) = _Qs<h2 —ht),

(Mo) dx00h1 — V' (Kyxo(h) (B = hi) + (hy — hT))V'hy)

—V' - (06K yx0(h1)V'h1) = V' (Kja(hs = BF)xo(R)V'h) = ¢qrs(, b, h)

—¢qrs(w, hi, h) = _Qs(hZ —h") - Qf(th - hir)

Dans (M) et (My), les termes gy et ¢ ¢ sont définis par :

\

_ - kmf<w> Pext,s(x) P, hy ah~
ol )= ol =)y T (Fpg e bml) - prgl+a) 1+a 1+ o)
_ _ _ - - kmf(‘r) Pext,f(x) ) — Pa
QLf(% hy, h) = (1 Xo( hl))XO(h1 h >bmf(x) ( 0ig + bmf( ) pfg)' (A.30)

Par la suite, nous utilisons le modele (M5) ott nous omettrons les signes + et la fonction
indicatrice xo, car h et hy vérifieront un principe du maximum naturel, i.e. h > 0 et
hy > 0.
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ANNEXE B

RESULTAT D’UNICITE ET DE
REGULARITE

B.1 Régularité

Dans le cas d’aquifere libre, nous pouvons exprimer les coefficient caractérisant

d o~ 0 h
I'opérateur en fonction des parameétres physiques & = & B = p + KJFEQ et g(r) =
||P71||L(YT,XT)/
donc
aFre__ O0¥¢ o do-—° - __ %

Nous choisissons ¢ > 0 afin d’assurer 7 < fi. Ainsi, si r > 2 est tel que k(r) := §(r)(1 —
[+ ) < 1, cet exposant est approprié.

Comme précédemment, soit r > 2, on peut toujours ajuster hy, K et § tel que k(r) =
g(r)(1 —p+7v) < 1.C.a.d, nous imposons :

, g(r) ;
O+ Kih d
(6+ Ky 2+¢C)<§(7")—1 , Ve>o,
1 5 ¢é

- X ———, Ve>0.
g(T)—l hg hg

— K, <

Laissons ¢ — 0, nous obtenons
Ky hy 1
LR G
Proposition B.1 Soit (h, hy) une solution du probléme (1.10)~(1.13) et (9, he, K1) > 2 le
plus grand nombre réel tel que §(r)(1 — 1+ v) < 1. De plus, nous supposons qu’il existe
7,0 < v < 1 tel que les parametres physiques satisfassent

K, < il Xhi’ avec n=+/(1—7) x M (B.2)
2

L—n g(r)

(B.1)
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Si (hp,hyp) € L™(0,T; WH(Q))?, (ho, h1o) € W (Q)? alors Vh et Vhy sont dans L™(Qr),
de plus, nous avons

HVhHL’"(QT) < Cl(¢7 h27 K*? KJra 57 hU: h1,0> hD: hl,Da Qfa Qs)a
et

||Vh1||L7"(QT) S 02(¢7 h27 K—u K+7 57 h07 hl,O) hD7 hl,D7 Qfa QS)

Preuve:

Sans perdre de généralité, nous pouvons simplifier les équations en prenant )y =
Qs = 0. De la méme fagon, nous considérerons les conditions aux limites homogenes
de Dirichlet pour % et h;. Nous renvoyons a [31] pour le cas général.
La preuve est décrite comme suit : Dans la premiere étape, en utilisant le théoreme
de Schauder, nous prouvons que pour tout 7' > 0, le systeme initial complété par les

conditions initiales et aux limites
h=0, hy =0dans T x (0,7,
h(0,z) = ho(x), h1(0,2) = hyo(z) p.p- dans €2,

admet une solution (h, hy) tel que (h, hi) € (W(0,7) N L"(0,T; W”(Q))z. Nous remar-

quons que la séquence (h, h) est uniformément bornée dans (L*(0, T; V)NL" (0, T; W (£2))?

et nous montrons que le principe maximum suivant 0 < hy(t,z) < h(t,z) < hs p.p.
dans ()7 est satisfait.
La formulation faible de ce dernier probléeme est donnée par : pour tout w € V,

T
/ A{(Oh, )y ydt + / §Vh-Vwdzdt+ | KT,(h)Vh- Vw dadt
0 Qr

Qr

+ | KT,(h)Vhy - Vwdzdt =0,

Qp

T
/ ¢(Ophy, w)yr v dt + / OV hy - Vw dzdt
0 Qr

+/ K((Ts(h) +Ty(h = h1))Vhy + Ts(h)Vh> -Vw dzdt = 0.
Qr
Pour la stratégie du point fixe, nous définissons I'application F par

F (L0, 75 HY()))? — (L*(0, T; H' (2)))?
(]_l, ]_11) — F(i_l,ltll) = (,Fl(]_l, Bl) = h,fg(ﬁ, ]_ll> = hl),
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olt (h, hy) est la solution du probléme variationnel suivant :

T
/ gb(@th,uﬁv@v—k/ SVh-Vw+ | KT,(h)Vh- Vuw
0 Qp Qr

+ KT,(h)Vhy - Vw =0, (B.3)
Qp

T
/ ¢<8th1, w>V’,V + / (SVhl -Vw + / K(TS<B) + Tf(il — Bl))Vhl -Vw
0 Qr Qp

+ KT,(h)Vh-Vw =0, (B.4)

Qr
pour tout w € V. En effet, nous savons grace a la théorie classique sur les équations
paraboliques (voir e.g. [50]) que le systéme variationnel linéaire (B.3)—(B.4) admet une
solution unique. La fin du présent paragraphe est consacrée a la preuve de la propriété
du point fixe pour l'application 7 dans un fermé convexe borné inclus dans 1’espace
L7 (0, T; W (2))* n W (0,T)>
Dans [29], il a déja été établi qu'il existe deux nombres réels Ay, = Ay (¢, 6, K, ho, ho, M, T)
et
By = B (6,6, K, hio, ha, M, Ay, T) dépendant uniquement des données tels que

||| oo (0,710 1 220, (E11 (00)) < A

1P| Lo 0,10y 220, m3(m1 () < B

De plus, il a également été prouvé qu’il existe deux constantes C;, Dy > 0 telles que

h
Hath”%z(O,T;(Hl(Q))’) < Oy i=0An + i(KJrAM + M),
he K
|Och1plL2(0,mvy < D=6 + 2¢ + <2AM + BM)~

Ces estimations permettent de conclure que F est continue dans (L?(0,7; L*(2)))?
parce que ses deux composants F; et F, sont continues. De plus, soit Fy; € R7 le
nombre réel défini par

Ey = max(Ay, By, Cur, D),

et W le sous-ensemble borné convexe fermé (fortement) non vide de (L?(0,T; L?(2)))?

défini par
W = {(9791) € W(O,T)Q; (9(0),91(0)) = (hm h1,0)> H(g>gl)"(LQ(O,T;Hl(Q))ﬂHl(O,T;V’))Q < EM}-

Sous certaines conditions sur les parametres physiques, il est montré que 7 (W) C W.1l
résulte du théoreme de Schauder [86, cor. 3.6] qu'il existe (h, hy) € W tel que F(h, hy) =
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(h, hy1). Ce point fixe de F est la solution faible du probleme (1.10)—(1.13).

Ce résultat est amélioré en incluant dans la définition du sous-ensemble borné convexe
W une estimation uniforme par rapport a M pour la norme L"(0,7; W' (Q)).

Soient (M’, M") deux nombres réels strictement positifs que nous définirons plus tard,
on pose

2

W= {(g.g1) € (W(0,T) N L"(0, T; W""()))", (g(0), 91(0)) = (ho, ha);
(g 9w,y < En, [IVaillzr ) < M'and [Vl prqp) < M"} (B.5)

Notre objectif est de vérifier que F (1) C W. En appliquant le lemme 1.5 a (B.3), nous
déduisons que

AQ(T) § <h2 Ky
(1=k@E)B+e)N @

De méme, I'application du lemme 1.5 a (B.4), entraine que

— 1
IV Rl e < IV Allzr o + ol )

g(r) ho K.
IWhiionr < e * o

1
VAl gy + 5||m,0||W1,T(Q))

donc
g(r) L e K
(I—k)G+e) 6
g(r) g(r) ho K
*aasiogra < Goiogra o Ml +ldhew). 69

Soit v tel que 0 < v < 1 et supposons que ¢, hy, K et ¢ satisfassent

2 _
IVl @2 < ( ) IVl

((1_ g(r) o h2K+>2 <1-4

)8+ ¢) ¢

Nous soulignons que (B.2) nous redonne I'inégalité précédente, en effet
- (1 —k(r))
(B2) <= hyK;y < /(1—7)x ) X (Kihgy+9),

— K hy < /(1—7) X WX £K+h2~|—5+¢c) Ve > 0.

g(r . 4
6 (Bo)

La constante M’ est prise de telle sorte que les conditions initiales satisfassent

g(r) % ( g(r) ho K4
(1-

¢ (1—k(r)(B+0) k(r)(B+¢) o Hho”WWﬂ)+Hh1,0“wwm>) < yM.

(B.7)
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Considérant (B.2), (B.6) et (B.7), on en déduit que :

[Vl L2 < M,

et

g(r) < <h2K+ M/+l

Vh| 2 M" = - R

|71l |W1vT(Q)>'

Nous soulignons que les deux réels M’ et M” sont indépendant du réel M. Soit TV le
convexe fermé borné défini par (B.5), nous avons prouvé que F(W) C W. 1l résulte du
théoreme de point fixe de Schauder qu'il existe (h, f) € W tel que F(h, f) = (h, f). Ce
point fixe de F est une solution faible du probleme tronqué.

A partir de cette étape, les preuves du principe du maximum sont similaires a la preuve
donnée dans [30], nous allons donc les omettre ici. Nous avons donc établi que les gra-

dients de la solution de notre probleme satisfont une estimation uniforme dans 1’espace
Lr (QT>7 r > 2.

B.2 Unicité

Nous allons utiliser la régularité L* du gradient de la solution pour prouver 1'uni-

cité.

Théoréme B.1 Soit (hy, K, ,0) € (R])? satisfaisant (B.1) et (B.2) pour r = 4, alors la solu-
tion du systeme (1.10)-(1.13) est unique dans W (0,T) x W(0,T).

Remarque B.1 Comme dans le cas confiné, nous obtenons I'unicité pour des conditions res-
trictives sur la conductivité hydraulique, a savoir une faible conductivité hydraulique a I'inté-
rieur de l'aquifere

(1~ k(4))
9(4)

Mais a nouveau, nous rappelons que la conductivité hydraulique est naturellement faible dans

1 i )

X 0 avec (1—7)x
~ ) 7 n= -7
g4) =1 1—1

(B.1)— (B.2) < K, < Inf( =

les aquiferes usuels.
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Preuve:

Soit t € [0,T], nous soulignons que toutes les estimations précédemment établies du
temps 7', sont valides V¢ < T'.

Soient (h,hy) et (h, h;) deux solutions du probleme (1.10)-(1.13), puisque hy > h >
hy > 0ethy > hy > h > 0, nous pouvons dire que Ty(h) — Ty(h) = h — h = —u,
Ty(h — h1) 4+ Ty(h) = (ha — h1) et Ty(h — hy) + Ty(h)) = (ha — hq).

Posons u = h —h € W(0,T) etv = hy — hy € W(0,T), le couple (u,v) est alors une
solution du systeme suivant :

¢ — V - ((§ + KTy(h))Vu) + V - (KuVh) + V - (KuVhy) — V - (KTy(h)Vv) = 0

#Ov —V - ((6 + K(hy — h1))Vv) +V - (KvVhy) + V- (KuVh) — V - (KTy(h)Vu) =0

En intégrant ces équations sur (0,¢) x €, nous obtenons V(wy, ws) € W(0,T')?

o | dwuw +/ (6 + KTy(h))Vu - Vw; — KuVh-Vw, — KuVhy - Vw, + KTy(h)Vv - Vw, =0
Qt Qt

et

o [ Owws + / (6 + KTy(h1))Vv - Vwy — KuVh - Vwy — KvVhy - Vwy + KTy(h)Vu - Vw, =0
Qt Qt

En prenant wy = u et wy = v, puisque u(t = 0,.) = v(t =0,.) = 0 p.p. sur 2 et en
appliquant le lemme de Mignot, on obtient aprés sommation

S [ e [ 6+ KEGE) - Vur vo-90

+ | K(h—h)Vv-Vo+2 [ KT,(h)Vv-Vu— [ KuVh;-Vu
Qt Qt Qt

- KuVh-Vu-— KuVh-Vv— KvVh;-Vuo=0

Q Q Q4

—

%5/9(1/?@,:15)+v(t,$)2)d$—l—/9t5(|Vu|2~l—|VU|2)+ KTy(h) V(u+v) - V(u+v)

oh

+ [ K(h—h)Vv-Vo— [ KuV(h+h) -Vu+ [ KuVh-Vv— | KvVh-Vo=0
Q¢ Qq Q Q¢

Grace a la définition de T, (h) et puisque hy > h > h; > 0, nous obtenons
0< [ KT, (h)V(u+v) -V(u+v) + [ K(h—h)Vv-Vo.

Q Qi

148



B.B.2 Unicité

D’autre part

!/Ot/QKuV(h+h1)‘Vu| S/OtK+(/Qu4)1/4(/Q|V(h+h1)]4)1/4(/ﬂ]Vu|2)1/2dt.

En utilisant la proposition B.1, nous avons

</QT |Vh’4> v <C;; and (/QT |Vh1’4> v < Cyo,

d’ou
A/
(/ |V (h+ hy)] ) < Oy + Cug = Cy.
Qr

Par ailleurs, 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg est utilisé comme suit

1/4 1/2 1/2
(/Q|u|4) < Cq ’U||L/2(Q)||V“||L/2(Q)'

(B.8)

Alors, combinant les inégalités de Gagliardo-Nirenberg et de Young appliquées a (B.8),

nous obtenons

| [ KuV(h+ hy) - Vu|

o

t 1/4 1/4
K. o [ Ul Vallaat) ([ 90+ mrfar) " (
0 T

K, CeC o Vu[?)3/1
+Cq 4trg(g’tx)l|UI|Lz(Q)( m' ul?)

IN

Q¢

IN

IN

1 _ .
K, Cq 04(§613tr21(%>t<) [|ul|Z2(q) + 261/Q IVul?), with ¢ > 0.
’ t

De la méme facon, nous avons

U

1/2 2\3/4
< K. CoCuama 0l [ V01

1/2
|Vu|2dt>

t 1/4 1/4 1/2
|| KvVh Vol < K, Cof / (ol Bl Vol Ba@dt) * ( / Whiftat) ([ Vo)
0 Qr Q4

1 .
< K+ CG C472(§€53 tren(%)t() ||U||%2(Q) + 2!52/Q IVU‘Q), with €9 > 0.
’ t
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Finalement
t t
|/ KuVh-Vov| < / / 1/4/|Vh| 1/4/|W| )2t
0o Jo
K+CG/ ||u||1/2m||v ||i/22(9)(/§;|Vh|4)1/4(/§;|V1}|2)1/2dt

K Co [ Nl |Vl [ 904 [ (90fty

Q

IN

IN

IN

K Ca Cg max [l / V7] )4 / Vol?) 2

€
< K CoCanly mas ey [ 190P) 2+ 5 [ (90}

K. CsCyqe
maX||uHL2 te | |Vufy+

< K
= +OGC‘“{lesel o 2

En combinant toutes ces inégalités, nous obtenons :
¢ 2 ¢ 2 _ 2
5 [ v (t,z)dx + 5 | v (t,x)dr + (0 — K4 Cqe1(2C4 4+ Cyy)) | |Vu|
Q Q

Q
K K
+Ca C4,161 26 [ [V < 8_ch Cyo max (/ v3(t, z) dr)
0

+(6 —
( 2 Iy € " te(0,T)

CG (Cy+ %) max (/Q u?(t, x) dx). (B.9)

te(0,T)

Fixons €; > 0 et eo > 0 tels que

o — K+€1CG (204 + 04’1) > 0,

et
K
6—M61—262>0,
2
alors, en passant au maximum pour ¢t € (0,7") dans le membre gauche de (B.9), on
obtient
¢ max /uz(t x)dr + ¢ max /vz(t x)dx
2 tc(0,1) Jq ’ 2 te(0,T) ’
< ﬁCG((C;l + %) max / 2(t,x)dr + Cyp max (/ (t,a:)da:)
— & 2 "te(0,1) Jgq t€(0,T)
—
o Ky Caa / 2 o K /
———=Cc(Cs + —= t,x)d - ——=0CcC t,x)dr <0
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B.B.2 Unicité

Si ¢ satisfait

¢ K, Cgq Cin . 20 0

r_ 4l h I B.10

2 86:1)’ (Cit 2 ) >0 wit as nf<K+C4,1CG’ K (20, + 04,1)06‘) ( )
et

K 1 K. Cy,1C
(? — ——g CG 04 2) >0 with €r < —(5 — LJGGQ, (Bll)
2 8e ’ 2 2

alors (B.10) implique que max,c(o.) [, u*(t, z) dz = 0 et donc v = 0 p.p. dans Qy et

la méme chose pour v.

De nouveau, les conditions (B.10), (B.11) peuvent sembler tres restrictives. Cepen-
dant, nous pouvons choisir le coefficient ¢ arbitrairement grand (ce qui correspond a
une mise a 1’échelle temporelle), alors ces conditions (B.10), (B.11) peut étre satisfaites.
Posons, en effet,

T x 8¢ T x 4é3
K+ OG (2 04 + 04,1)7 K—i— OG C’4,2 7

to = Inf(

nous avons prouvé 1'unicité pour ¢ € [0,ty]. Prenons ¢t = ¢, comme un nouveau temps
initial, l'unicité est obtenue pour tout ¢, <t < 2t,. En utilisant cette observation de ma-
niére inductive, nous déduisons le résultat sur [0, T']. Le théoreme B.1 est ainsi prouvé.

0
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ANNEXE C

DETAILS DU CALCUL STOCHASTIQUE

Dans cette annexe, nous allons détailler les calculs des espérances des produits.

En utilisant la formule de récurrence suivante

vo(§) = 1,
hi(€) = &
Virr(§) = &i(§) —ihia(§), 1=1,2,..,P—1, (C1)

Nous déduisons que les polynomes 1; sont alors générés par
tho(§) =
(€) = 5
Ua(§) =€ -1
P3(8) =& — 3¢
() =& - 682 +3
s(€) = & —10€° +15¢
1e(§) = £° — 156% + 456 —
Pr(€) = €7 — 2185 4 10583 — 105
Pg(§) = €8 — 28¢0% + 210&* — 420€% + 105
o(&) = &Y — 3667 + 378E° — 12603 + 945¢

Pr(€) = €10 — 4568 4 63066 — 315064 + 472562 — 945.

A partir de cette formule de récurrence, on peut calculer, Vi,j =1, ..., P

E[i(6)] = d:0,

E[vi(§);(6)] = i diy,

E[£i(E)v;(€)] = (i + 1)1 051 8! 6 1,

E[&0i()v;(8)] = (i +2)!1055-0 + il(20 + 1) 055 + 4! 6 4o (C.2)
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Puis en utilisant ces formules on peut calculer E[¢?],Vi = 2,...,20. On remarque que
E[¢7] = 0 si j impair, et si i pair E[¢'] sont données par :
e Calcul de E[¢Y] :
E[¢"] = E[¢1(§)v(§)] = 121+ 1) = 3.

e Calcul de E[¢9]:
E[£*1(€)1s(€)] = 3! = 6.

Or
E(E)Ys(€) = €€ (8 —3¢)
= 56 - 3547
d’ou
E[¢® —3¢Y) =

& E[¢°] - 3E[¢Y] =6

& E[]=64+3x3

& E[¢°] = 15.

e Calcul de E[¢¥] :

Ea(va(§) = (€ —1)(¢" — 66 +3)
= 8 760 49t — 362

Or d’'une part

E[£*(E)va(6)] = E[€° —T7€° +9¢* — 3¢7]
= B[] -7x154+9%x3-3x1
= E[é‘g] - 817

d’autre part, E[%12(£)v4(€)] = (2 + 2)! = 24, et par suite E[¢®] = 24 + 81 = 105.

e Calcul de E[¢'] :

EPs(E)Ya(€) = (&M =662 +3)(E" — 667 +3)
= €10 1268 4 4265 — 366% 4 9¢2.
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Or d’une part

E[%2(E)9a(€)] = E[" — 126° + 42¢° — 36¢" 4 9¢7]
= B¢ -12x105+42x 1536 x 3+ 9
= E[glo] - 7297

d’autre part, B[22 (€)14(€)] = 41(2 x 44 1) = 216, et par suite E[¢¥] = 729+ 216 =
945.

De la méme maniere, on obtient :

E[¢'?] = 10395,
E[¢*] = 135135,
E[¢] = 2027025,
E[¢™®] = 34459425,
E[¢*] = 654729075.

1. Elthothorpo] =1

2. E[thorpapo] =5

3. Elibgthaths] = 1728
4. E[tp292tho] = 2

5. E[thothothy] = 24
6. E[vy1hgiho] = 24
7. Elgbyhs] = 192
8. E[thothiin] =1

9. E[thorpsis] = 6
10. Efwosips] = 120
11. Efthot19hy] = 2
12. Elothy1ps] = 6
13. Elw9thsihs] = 36
14. Elwethsihs] = 120
15. Efetbs1)5] = 1200

[ ]

—_
N
&=

<

W~

=

<=
w3
I
[\]
g
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[ ]
E[Y41)51)3] = 216
E[%%%] = 1440

[¢4¢5¢5] = 14400

et les autres espérances sont nulles.

1.

g
N9 @ ok ® N P O
E B & & =

—_
oo

© *® N o gl W DN

&=

. E
. E

E[vootbotho
Yoothat)y
E[voothsrbs

Yooth3)3

E =

[ I =
[ =
[ I =
[ | =
[ | =
[ | =
[othath1ts] =
[oth1parba] =
[Yorparpiips] =
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[¥ | =

&=

Yothath190

&=

Vathath1 1y
Vathahrih
Vi1
V11
U113ty
Y1p11P3is

V1155

De la méme fagon, on calcule E[¢;£;£:&], Vi, 5, k, 1 =0,...,5:

E[1] =

Eltpgths] =20 =2

Eltathy] = 41 = 24

Elghin] =11 =1

Elsips] = 3! =

E[¢s15] = 5! = 120

E[§ays] = 31 =6

E[§thsia] = 4! = 24

E[¢y1)5] = B! = 120

E[§*¢at] = 41 =

E[&%9ths] = 21(2 x 2+ 1) =10

E[&%tpy) = 41(2 x 4+ 1) = 216

E[&%] =112 x 1+ 1) =3

E[¢*nis] = (1 +2)! =6

E[%31h3] = 31(2 x 3+ 1) = 42

E[&%)305] = (3 +2)! = 120

E[£%)5105] = 5!(5 x 2+ 1) = 1320

E[¢atothatpn] = E[(§% —1)(€* = 1)(&* = 1)(§* — 1)]
= E[¢® —4£% 4 6¢* — 4€% 4 1]
= 106—-4x15+6x3—-4+1
= 60.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

E[Yutpatbatps] = E[(§" — 66 +3)(§" — 667+ 3)(¢" — 667 + 3)(¢" — 66 + 3)]
= E[¢10 — 246 +228¢' — 1080610 + 2637¢% — 324060 4 2052¢* — 648¢2 4+ 81]
= 2027025 — 24 x 135135 + 228 x 10395 — 1080 x 945 + 2637 x 105 — 3240 x 15
= 367119.

Eltotototta] = E[(§ —1)(& — 1)(¢* — 662 + 3)]
= E[¢® —8¢° 4 16¢* — 1262 + 3]
= 105—8x15+16x3—12x1+3
= 24.

EWO%%%] = ]E[(§2 - 1)(52 - 1)(52 - 1)]
= E[¢®—3¢" +3¢ — 1]
= 15-3x3+3x1-1
= 8

Elothatoatps] = E[(€* —1)(&" — 66 +3)(&* — 667 + 3)]
= E[¢'0 — 13¢® 4 54£5 — 78¢* 4 45€2 — 9]
= 045—13x105+54x 15— 78 x3+45x1—9
= 192.

Epotathaths) = E[(&* — 66 4 3)(¢" — 667 + 3)(¢* — 66 4 3)]
= E[¢'? — 186" 4 117¢% — 324¢5 + 351€* — 162¢7 4 27]
= 10395 — 18 x 945 4 117 x 105 — 324 x 15 + 351 x 3 — 162 x 1 + 27
= 1728.

E[obatisys] = E[(E —1)(&% —3¢)(6” — 106 + 15¢))]
= E[¢' — 148 4 58¢5 — 90¢* + 45¢7]
= 945 — 14 x 105+ 58 x 15— 90 x 3 +45 x 1
= 120.
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25.
E[voatbsys] = E[(§* —3€)(&" — 66% + 3)(€° — 106 + 15¢)]
= E[¢1? — 196" + 1266% — 354€° + 405¢* — 135¢7]
= 10395 — 19 x 945 4+ 126 x 105 — 354 x 15+ 405 x 3 — 135 x 1
= 1440.
26.
Elotqs] = E[E(E% — 1)(&° — 3€)(¢* — 667 + 3)]
= E[¢' —10® + 306° — 306* 4 9¢7]
= 945 —-10x 105 +30x 15 —-30 x 3+ 9 x 1
= 264.
27.
Elotqts] = E[£(€% —1)(¢* — 667 + 3)(€” — 10€° + 15¢))]
= E[¢"? — 176" 4 94€® — 198¢0 4 165¢* — 45¢2]
= 10395 — 17 x 945+ 94 x 105 — 198 x 15+ 165 x 3 —45 x 1
= 1680.
28.

E[iothathsths] = E[(€2 — 1)(€3 — 36)(&* — 662 + 3)(€° — 1063 + 156)]
= E[g™ — 206" + 145¢'0 — 480¢® + 759¢° — 540" + 135¢7]
— 135135 — 20 x 10395 + 145 x 945 — 480 x 105 + 759 x 15 — 540 x 3 + 135 x 1

= 23760.
29.
Elatatishs] = E[(€ —1)(&% —3¢)(€% — 3¢)(¢" — 6¢ + 3)]
= E[¢'? — 136" 4+ 60 — 120£° 4- 99¢* — 27¢7]
= 10395 — 13 x 945 + 60 x 105 — 120 x 15+ 99 x 3 — 27 x 1
—  2880.
30.

Eloatpsips] = E[(E? = 1)(€" = 667 + 3)(€” — 1067 + 15¢) (&7 — 1067 + 15¢))]
= E[¢'0 — 276 4 279¢" — 1393610 + 35556% — 4665¢° + 2925¢* — 675¢7]
= 2027025 — 27 x 135135 + 279 x 10395 — 1393 x 945 + 3555 x 105 — 4665 x 15
= 273600.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

Elpoatpstps] = E[(&* —1)(€% —3€)(&® — 3¢)]
= E[¢® — 7¢° + 15¢* — 9¢7]
= 105—-7x154+15x3—-9x1
= 36.

E[tothathsths] = E[(§ —1)(€° — 106”4 15¢)(€” — 10> + 15¢)]
= E[¢"? — 216" 4+ 15065 — 430¢° + 525¢* — 252¢7]
= 10395 — 21 x 945 + 150 x 105 — 430 x 15 + 525 x 3 — 225 x 1
= 1200.

Eloapsths] = E[(&® — 38)(€* — 3¢) (" — 6€° + 3)]
= E[¢' — 1268 4 48¢5 — 72¢* 4 27¢7]
= 945 —12x 105 +48 x 15 — 72 x 34+27 x 1
= 216.

E[obahsis] = E[(€* — 662 + 3)(€° — 10€> + 15€)(£° — 10€% + 15¢)]
= E[¢" — 266" + 253610 — 1140€% + 2415¢° — 22506 + 675¢7)
= 135135 — 26 x 10395 + 253 x 945 — 1140 x 105 + 2415 x 15 — 2250 x 3 + 675 >
= 14400.

E[thotpathribs] = E[§(§2 - 1)(52 - 1)(53 —39)]
= E[¢® - 5% +7¢" - 3¢7]
= 106—-5x15+7x3—-3x1
= 48.

Elatathrps]) = E[E(* —1)(€2 — 1)(&° — 10€° + 15¢)]
= E[¢'% — 1268 4 36£5 — 40¢* + 15¢7]
= 045 —12x 105+ 36 x 15— 40 x 3+ 15 x 1
= 120.
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37.
Elatatishs] = E[(E —1)(&* = 1)(&% — 3¢)(€” — 106 + 15¢))]
= E[¢"% — 156" 4 726® — 148¢0 4 135¢* — 45¢2]
= 10395 —15x 945+ 72 x 105 — 148 x 15+ 135 x 3 — 45 x 1
= 1920.
38.
Elatrathstps] = E[(€2 = 1)(€% = 1)(&% — 36)(&” — 3¢))]
= E[¢? — 8% +22¢° — 24¢" + 9¢?]
= 045 —-8x105+22x15—-24x3+9x1
= 372.
39.

Eotbohsths] = E[(&2 — 1)(€2 — 1)(€° — 1063 + 156)(£° — 10€° + 15¢)]
= E[¢" —22¢" 4 171€" — 580€® + 955¢° — 750" + 225¢7)
= 135135 — 22 x 10395 + 171 x 945 — 580 x 105 + 955 x 15 — 750 x 3 + 225 x 1

= 19440.
40.
Elsbatntys] = E[E(E° —3¢)(€" — 667 + 3)(¢" — 662 + 3)]
= R[E2 — 15610 4 78¢% — 16260 + 1176 — 27¢?]
= 10395 — 15 x 945 + 78 x 105 — 162 x 15+ 117 x 3 — 27 x 1
= 2304
41.

E[thatpathrehs] = E[E(E* — 662 4+ 3)(€* — 662 + 3)(&° — 10€° + 15€)]
= E[¢" —22¢" 4 171€" — 580€® + 955¢° — 750" + 225¢7)
= 135135 — 22 x 10395 + 177 x 945 — 636 x 105 + 999 x 15 — 630 x 3 + 135 x 1
= 20160.

42,
E[atpatpsps]) = E[(€3 —36)(€* — 36)(€* — 66> + 3)(¢* — 667 + 3)]
= E[¢" — 186" + 123610 — 396¢€® 4- 603¢° — 378¢* + 81&7]
= 135135 — 18 x 10395 + 123 x 945 — 396 x 105 + 603 x 15 — 378 x 3+ 81 x 1
= 30672.
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

E[14104131)5)

E[141p4151)s5)

E[(&® = 36)(¢" — 667 + 3)(&" — 662 + 3)(€° — 106”4 15¢)]

E[¢10 — 256 + 2436 — 1167610 + 2907¢° — 36276 4 2025¢* — 405¢7]
2027025 — 25 x 135135 + 243 x 10395 — 1167 x 945 + 2907 x 105 — 3627 x 15
328320.

E[(¢" — 667 +3)(6" — 667 + 3)(€° — 106 + 15¢)(£” — 106* + 15¢)]

R[¢™® — 32¢%0 + 4126 — 2736612 4+ 10014€™° — 20160£% + 2142065 — 10800£* +
34459425 — 32 x 2027025 + 412 x 135135 — 2736 x 10395 4 10014 x 945 — 201
4466880.

Elsisipsps] = E[(&% — 38)(€> — 3€) (&% — 3¢)(&” — 3¢))]

Elsvsthst)s]

= E[¢"™ — 126" 4 51€% — 90¢° + 54¢7)
= 10395 — 12 x 945 + 51 x 105 — 90 x 15 + 54 x 3
= 3222,

E[(§” — 10€° +15¢)(&° — 10€” + 15¢) (€ — 106% + 15€) (€7 — 10€” + 15¢)]

E[¢2° — 40£™ + 660£' — 58006 + 29350¢™ — 87000 + 148500£® — 135000€°
654729075 — 40 x 34459425 + 660 x 2027025 — 5800 x 135135 + 29350 x 1039
67003200.

Elpsisihrps]) = E[E(E® — 38)(€> — 3¢)(£° — 10€° + 15¢)]

E[Ysv511103]

= E[¢? — 166" + 84¢% — 180£° 4 135¢*]
= 10395 — 16 x 945 4 84 x 105 — 180 x 15 + 135 x 3
= 1800.

E[¢(&% - 36)(€” — 108° + 15€)(€” — 10€” + 15¢)]

E[¢" — 23¢" + 190¢"0 — 690¢° + 1125¢° — 675¢*]

135135 — 23 x 10395 + 190 x 945 — 690 x 105 + 1125 x 15 — 675 x 3
18000.
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CHAPITRE C. DETAILS DU CALCUL STOCHASTIQUE

49.

50.

51.

52.
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ElYsis515¢1]

E[¢313131)5]

ElYs31515]

Elsvsthst)s]

E[£(£° — 106% + 156)(€° — 1067 + 156)(€” — 10€° + 15¢)]

E[¢Y0 — 30¢™ + 3456 — 190060 4 51756% — 675068 + 3375¢]

2027025 — 30 x 135135 + 645 x 10395 — 1900 x 945 + 5175 x 105 — 6750 x 15
216000.

E[(&? - 36)(% — 36)(€% — 36)(£” — 1067 + 15¢))]

E[€' — 196" + 132610 — 43265 + 675¢° — 405¢*]

135135 — 19 x 10395 + 132 x 945 — 432 x 105 + 675 x 15 — 405 x 3
25920.

E[(&% — 36)(€% — 36)(£” — 10€% + 156)(£” — 10&° + 15¢)]

E[¢10 — 246 + 2196 — 10006 + 2595¢® — 3600£° 4 2025¢*]

2027025 — 24 x 135135 4+ 219 x 10395 — 1000 x 945 + 2595 x 105 — 3600 x 15
339840.

E[(& —36)(&” — 106° 4 156)(€° — 1067 + 15¢)(§” — 106° + 15¢))]

E[¢™® — 33¢10 4 4356™ — 2935612 4+ 10875610 — 2227568 + 2362565 — 1012567
34459425 — 33 x 2027025 + 435 x 135135 — 2935 x 10395 + 10875 x 945 — 222
4104000.



