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Résumé

D’un point de vue industriel, la mise en place de nouvelles architectures de systémes méca-
niques nécessite un long processus de conception permettant de définir et d’anticiper le com-
portement. Dans le cas particulier des systémes aéronautiques tels que les moteurs d’avions,
un certain nombre de piéces sont particuliérement sensibles car elles doivent répondre a des
impératifs stricts en termes d’encombrement, de performance et de tenue mécanique. Dans ce
contexte, la prévision du comportement vibratoire revét une importance particuliére puisqu’elle
permet d’évaluer le niveau des sollicitations cycliques appliquées sur le systéme et guide ainsi la
détection en amont d’éventuels problémes de fatigue des matériaux. La plupart du temps, des
modéles numériques sont utilisés pour représenter les structures, et le comportement est simulé
en résolvant un ensemble d’équations. Pour atteindre un niveau de détail répondant au besoin
industriel, ces modéles peuvent étre particuliérement gros, et la résolution des équations asso-
ciées demande des ressources et des temps de calcul considérables. De plus, pour rendre compte
au mieux des comportements observés expérimentalement, il est souvent nécessaire de prendre
en compte des phénoménes non-linéaires, ce qui augmente encore la difficulté.

Les travaux présentés dans ce manuscrit concernent cette problématique du comportement
vibratoire des structures non-linéaires et s’orientent autour de deux axes : la réduction de modéle
et le calcul des solutions multiples.

L’objectif du premier axe est de contribuer & la construction de modéles numériques non-
linéaires réduits utilisables en conception de systémes industriels et de proposer des outils d’ex-
ploitation et d’interprétation de ces modéles. En particulier, on considére le cas des méthodes
de projection de Galerkin et on montre qu’elles sont & méme de construire des modéles réduits
réalistes. Des méthodes complémentaires de réduction de modéles sont également présentées
dans le cas particulier de la recherche de solutions par la méthode de la balance harmonique
(HBM) : on s’intéressera en particulier a des méthodes de sélection d’harmoniques. Aprés avoir
comparé les différentes méthodes proposées sur un exemple simple de poutre non-linéaire, elles
sont appliquées & un modéle de structure industrielle représentant une aube d’hélice d’open
rotor.

Le second axe de ces travaux concerne le calcul de solutions multiples pour les systémes
dynamiques non-linéaires. Une particularité de ces systémes est en effet de présenter plusieurs
configurations stables pour un état de sollicitation donné. Il s’agira ici de proposer des méthodes
de calcul permettant de dresser la liste exhaustive des solutions possibles. Le travail présenté
se concentre sur la recherche de solutions périodiques par la méthode de la balance harmonique
pour des systémes possédant des non-linéarités polynomiales. Ces restrictions conduisent & la
résolution de systémes polynomiaux pour lesquels il existe des méthodes permettant de calculer
I’ensemble des solutions. En particulier, on propose I'utilisation originale de méthodes basées sur
le calcul de bases de Groebner pour la résolution de systémes polynomiaux issus de la mécanique.
Les différentes méthodes présentées sont illustrées et comparées sur des exemples simples. Les
résultats montrent que méme pour des systémes simples, le comportement dynamique peut étre
trés complexe.

Mots-clés: systémes mécaniques, vibrations, dynamique non-linéaire, réduction de modéle, so-
lutions multiples



Abstract

In an industrial context, the design of new mechanical systems requires long design pro-
cesses in order to define and to anticipate the behavior of all the constitutive parts. In the
particular case of aeronautical structures such as plane engines, design is especially critical since
they have to meet various and strict needs (life duration, performances ...). Then, anticipating
vibratory behavior is very important as this provides information about cyclic solicitations and
fatigue. Most often, numerical models are used to mimic the structure and mechanical behav-
ior is simulated by solving a set of differential equations. In the case of industrial structures,
such models can be quite large and their resolution very time-consuming. Moreover, in order to
model experimental behavior realistically, it is often necessary to take nonlinear phenomena into
account and thus increase the required computational effort.

The work presented in this PhD deals with the study of mechanical nonlinear systems. It
focuses on two principal directions : model reduction and multiple solutions computation.

The goal of the first direction is to contribute to the building of numerical reduced order
models usable in industrial context and to propose tools to exploit an interpret them. Particu-
larly, Galerkin projection methods are investigated in the context of nonlinear systems reduction,
showing that those methods are, under certain conditions, able to give a reliable picture of full
system behavior. In the case of the harmonic balance method, complementary methods are also
proposed to reduce the size of the algebraic equations system by using harmonic selection tech-
niques. The presented methods are firstly illustrated and compared on a simple nonlinear beam
example; they are then applied to an industrial model of open rotor blade.

The second direction of this work deals with the computation of multiple solutions arising
in nonlinear dynamical systems. Indeed, it has been shown that such systems can present dif-
ferent stable configurations for a given solicitation. The objective here is to provide tools for
computing such multiple solutions. We only consider the case of periodic solutions for systems
with polynomial nonlinearities, treated with harmonic balance method. These hypotheses enable
one to search for multiple states as solutions of polynomial algebraic systems of equations, for
which some methods exist to compute the entire set of solutions. In particular, we propose to use
methods relying on Groebner basis computation, in order to compute the whole set of solutions.
The proposed methods are illustrated and compared on simple examples, showing that even
such simple systems can present very complex dynamical behavior.

Keywords: mechanical systems, vibration, nonlinear dynamics, reduced order model, multiple
solutions
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Introduction

La mise en place de nouvelles architectures de structures complexes - telles que les moteurs
d’avions - nécessite une longue étape préliminaire de conception. Il est alors crucial de prédire le
comportement des piéces mécaniques pour en garantir la tenue pendant leur durée de vie. Dans
ce contexte, la prédiction du comportement vibratoire revét une importance particuliére car elle
permet d’évaluer le niveau des sollicitations cycliques appliquées sur le systéme et guide ainsi la
détection en amont d’éventuels problémes de fatigue des matériaux.

Deux approches complémentaires participent de la conception : les essais expérimentaux et
les essais numeériques. Les études expérimentales permettent d’identifier les phénomeénes phy-
siques importants et générent des bases de données de référence. Cependant, elles peuvent se
révéler coliteuses en temps et en moyens mobilisés. L’idéal est souvent de se limiter & des essais
partiels suivis d’un essai unique sur le systéme complet en cas de stricte nécessité, pour obtenir
une certification par exemple. Les essais numériques permettent quant & eux de réduire signi-
ficativement les besoins en essais vibratoires sur structures réelles. Ils pallient & "absence d’un
prototype ou & son indisponibilité, par exemple au début du cycle de conception. En général, les
études sont réalisées grace a des logiciels de calcul par éléments finis : les structures sont discréti-
sées sous forme de maillages et les solutions sont obtenues en résolvant des systémes d’équations
différentielles. Une hypothése de fonctionnement linéaire est la plupart du temps adoptée en
raison des difficultés techniques ou des cotits associés & une modélisation plus réaliste.

L’hypothése de linéarité confine les solutions & un domaine de validité restreint voire a
une non-représentativité totale du comportement réel. Par exemple, les structures en grand
déplacement (non-linéarités géométriques) ou présentant du frottement ne peuvent étre traité
par des approches linéaires. Les systémes d’équations a résoudre deviennent plus compliqués et
il est est alors nécessaire de faire appel & des méthodes spécifiques, le plus souvent itératives,
pour en déterminer les solutions.

Différents travaux ont été réalisées au LTDS dans ce cadre et ont été appliqués aux cas des
machines tournantes. Les problématiques associées aux phénoménes de contact ont été étudiées,
par exemple, pour prédire 'influence du frottement et de 'usure en pied d’aube de turboréac-
teur [1, 2] sur la réponse dynamique. Des modeéles décrivant le contact rotor / stator en téte
d’aube pour des turbines basse pression ont aussi été proposés |3|. Les non-linéarités envisagées
dans ces théses sont dites localisées car elles n’agissent que sur un sous-ensemble du systéme.
Cette particularité permet de limiter le nombre de variables en condensant le probléme sur
les degrés de liberté non-linéaires. Mais cette réduction ne suffit pas quand le modéle met en
jeu un nombre important de ces degrés de liberté, par exemple pour décrire le frottement au
niveau d’interfaces finement discrétisées : le temps de calcul requis géne 'accés aux solutions
et empéche toute étude de sensibilité. La situation est encore pire pour les non-linéarités dites
distribuées, c’est-a-dire agissant sur I’ensemble des degrés de liberté de la structure. Pour des
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modéles éléments finis de grande taille, le traitement des non-linéarités peut trés vite devenir
impossible méme avec des calculateurs puissants. Par ailleurs, au-dela des problémes de coiits
de calcul, certaines propriétés des systémes non-linéaires restent difficiles a caractériser sur des
modeéles industriels, bien qu’elles soient d’une importance primordiale pour leur caractérisation
(stabilité, bifurcation, localisation, ...).

L’objectif de ce travail est de contribuer & la construction de modéles numériques non-
linéaires réduits utilisables en conception de systémes industriels et de proposer des outils de
simulations et d’interprétations de ces modéles.

Le premier enjeu est de proposer et d’évaluer des méthodes de réduction de modéle adaptées
aux systémes dynamiques non-linéaires de grande taille. Ces méthodes doivent étre en mesure
de représenter I'état du systéme en fonction d'un nombre réduit de variables (et donc d’un
nombre réduit d’équations), tout en maintenant acceptable 'erreur commise par rapport au
modéle complet. La mise en place de tels modéles doit permettre & terme de réaliser de nom-
breuses simulations & moindre cotit & des fins d’optimisation. L’application industrielle visée est
le traitement d’un modéle d’aube d’hélice d’open rotor : ces aubes, trés élancées, peuvent faire
lobjet de grands déplacements et sont soumises & des efforts présentant des non-linéarités géo-
meétriques. Les résultats de simulations doivent montrer la faisabilité de la méthode et prédire
le comportement de 1’aube.

Le deuxiéme enjeu est d’améliorer les outils nécessaires au traitement des spécificités intrin-
seéques des systémes différentiels non-linéaires. L’étude des vibrations des structure mécaniques
s’'inscrit en effet plus largement dans la thématique des systémes dynamiques, une branche des
mathématiques relativement récente - puisqu’initiée au début du 20e siécle - qui montre I’exis-
tence d’une grande variété de comportements. Or, contrairement aux systémes linéaires, pour
lesquels les solutions sont bien connues et peuvent étre calculées de maniére analytique, les sys-
témes non-linéaires nécessitent des méthodes de résolution particuliéres, la plupart du temps
numériques et itératives. Cela complique, par exemple, I’étude de bifurcations et d’instabilités
absentes dans le cas linéaire. Les bifurcations peuvent entrainer le systéme dans une configuration
imprévue et dangereuse : le phénomeéne de localisation conduit ainsi les structures a symétrie cy-
clique, de type roue aubagée par exemple, & vibrer avec une forte amplitude impliquant quelques
aubes seulement [4,5]. Un autre phénomeéne typique des systémes non-linéaires est l'existence de
plusieurs configurations stables pour un méme état de sollicitation. Ce phénoméne de solution
multiple peut devenir problématique s’il existe un état de vibration stable en dehors des zones
de sécurité délimitées lors de la conception. Par conséquent, le calcul de toutes les solutions et
le suivi des bifurcations sont importants et feront 'objet d'une attention particuliére dans ce
manuscrit.

Pour répondre aux différents objectifs présentés dans cette introduction, le manuscrit est

organisé de la facon suivante :

— Le chapitre 1 présente d'une maniére générale la théorie des vibrations non-linéaires. Apreés
avoir rappelé le formalisme et le type des équations considérées, nous présenterons dans
une premiére partie les différentes méthodes permettant d’en déterminer une solution. En
particulier, nous mettrons 'accent sur la méthode de la balance harmonique (HBM) et
sur les méthodes de continuation qui seront utilisées tout au long du manuscrit. Dans
une seconde partie, on rappelle certaines spécificités des vibrations en présence de non-
linéarités, comme la dépendance amplitude - fréquence, la présence de bifurcation ou encore
le concept de modes non-linéaires.



— Le chapitre 2 traite de la réduction de modéle pour les systémes dynamiques non-linéaires
par des méthodes de Galerkin. Aprés avoir rappelé le principe de ces méthodes, nous
présenterons différentes possibilités de choix pour la base de réduction et nous évaluerons
la capacité de chacune & retranscrire correctement les phénoménes non-linéaires en les
comparant & I'aide d’un exemple simple de poutre non-linéaire. Une attention particuliére
sera portée a I’évaluation des projections des efforts non-linéaires.

— Le chapitre 3 présente des extensions des méthodes de réduction de modéle au cas des
systémes traités par la HBM. Dans un premier temps, nous présenterons les méthodes de
PGD (Proper Generalized Decomposition) et nous en proposerons une application originale
a la recherche des solutions périodiques d’'un probléme de vibration non-linéaire. Nous
poursuivrons en traitant le cas particulier de la réduction du nombre de variables pour
les systémes algébriques issus de la HBM : il s’agit de présenter les différentes méthodes
de sélection d’harmonique existantes et de proposer une nouvelle méthode directement
intégrable dans les processus de continuation.

— Le chapitre 4 est dédié a la recherche de solutions multiples pour les systémes dyna-
miques, et s’inscrit dans la continuité des travaux d’E. Sarrouy [6]. Aprés avoir ramené le
probléme dynamique a la résolution d’un systéme d’équations polynomiales, nous présen-
terons différentes méthodes permettant d’en obtenir toutes les solutions. Dans un premier
temps, nous rappellerons les méthodes d’homotopies polynomiales qui permettent d’obte-
nir toutes les solutions en utilisant une procédure basée sur des méthodes de continuation.
Nous présentons ensuite 'utilisation originale des bases de Groebner pour la résolution des
systémes polynomiaux dans le cadre de systémes mécaniques. Enfin nous développerons
une méthode permettant la prise en compte de la symétrie du systéme pour en diminuer
le nombre de solutions et ainsi accélérer sa résolution.

— Enfin, le chapitre 5 présente 'application des méthodes de réduction au modéle de la
pale de l'open rotor fourni par la société Snecma du groupe Safran. Dans un premier
temps, nous rappellerons la problématique de la modélisation des structures & symétrie
cyclique ainsi que la prise en compte des non-linéarités géométriques. Nous poursuivrons
en présentant les différentes étapes de la réduction du modéle industriel & partir d’un code
éléments-finis standard, tout en les validant sur un exemple simple de poutre 3D. Enfin,
nous appliquerons la procédure de réduction au modéle industriel.

— Nous terminerons par une conclusion et quelques perspectives pour des travaux futurs.
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(Généralités sur la dynamique
non-linéaire des systémes mécaniques
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Chapitre 1. Généralités sur la dynamique non-linéaire des systémes mécaniques

Ce premier chapitre est consacré gux vibrations non-linéaires d’un point de vue général. Aprés
avoir présenté rapidement les systémes considérés, on rappelle les grandes étapes de modélisation
d’un systéme mécanique et les équations qui en découlent. Du fait de la présence de termes
non-linéaires dans les équations du mouvement, de nouveaux phénomeénes apparaissent et des
méthodes de résolution spécifiques doivent étre appliquées. On présente ici les techniques de
résolution les plus couramment utilisées, avec un accent particulier sur la méthode de la balance
harmonique qui sera utilisée dans le reste de ce manuscrit. Enfin, nous terminerons sur les
méthodes permettant de déterminer la stabilité des solutions et nous ferons une présentation
générale de la phénoménologie induite par les vibrations en présence de mon-linéarités.

1.1 Formulation générale d’un probléme de vibration non-linéaire

1.1.1 Modélisation du systéme mécanique
1.1.1.1 Equations générales

On g’intéresse ici a ’étude des vibrations de structures mécaniques soumises & des efforts
non-linéaires, en particulier aux structures cycliques de type hélices de turbopropulseurs. En
fonctionnement, ces structures sont amenées a se déformer. L’objectif est de déterminer le champ
de déplacement wu(x,y, z,t) d'une structure en tout point (z,y,z) et pour tout instant ¢. La
connaissance du champ de déplacement permettra par la suite d’accéder aux contraintes dans
le matériau et d’adapter le dimensionnement.

La modélisation de ce type de systéme fait en général intervenir une discrétisation (éléments
finis |7, 8], méthode de Ritz [9],...) qui améne & chercher le champ de déplacement sous la
forme u(z,y,z,t) = N(z,y,2)x(t), ot N est la matrice des fonctions de forme utilisées pour
la discrétisation, et @ est le vecteur des degrés de liberté. Les équations aux dérivées partielles
vérifiées par u sont projetées sur ’espace engendré par les fonctions de forme et on obtient alors
une version discrétisée des équations du mouvement ne faisant plus intervenir que des dérivées
temporelles. Trés généralement, aprés discrétisation, les équations prennent la forme suivante :

M (t) + Ca(t) + Ka(t) + Fu(x(t), #(t) = Feu(t), (1.1)

avec x(t) le vecteur (n x 1) représentant I’évolution temporelle des degrés de liberté (ddl),
M, C, K les matrices (n x n) de masse, d’amortissement et de raideur, F; le vecteur (n x 1)
des efforts non-linéaires et F, le vecteur (n x 1) des efforts d’excitation.

Dans certain cas, il peut étre utile de transformer ’équation (1.1) en une équation différen-
tielle ordinaire du premier ordre (équation d’état) de taille 2n. Pour cela, on définit le vecteur
d’etat par y(t)T = [x(t)T, (t)T]" et on pose :

Ay(t) + By(t) + Hu(y) = Hex (), (1.2)
IR CR I R AR CA

Les matrices de masse et de raideur (resp. M et K) sont calculées par assemblage de matrices
élémentaires calculées sur un élément de référence et sont le plus souvent disponibles & partir
des logiciels d’éléments finis. Pour plus de détails sur les formulations éléments finis, on pourra
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se référer aux ouvrage [7,8]. On décrit dans la suite de cette section les modélisations adoptées
pour les autres termes de 'équation (1.1).

1.1.1.2 Forces d’excitation

Les forces d’excitation correspondent aux sollicitations du milieu extérieur sur la structure.
Dans le cas des machines tournantes, ces forces proviennent de phénomeénes variés. La majeure
partie des excitations en fonctionnement est liée au couplage entre les mouvements du fluide
et de la structure. Dans le cadre de ces phénoménes aéroélastiques, on distingue les oscillations
auto-entretenues et les oscillations forcées [10)].

Dans le premier cas, les forces aérodynamiques, souvent instationnaires, sont liées aux mouve-
ments de la structure, et se développent de maniére auto-entretenue dans un échange énergétique
entre la structure et le fluide. Le flottement fait partie de ces phénoménes auto-entretenus et
correspond & une instabilité au voisinage d’une des fréquences propres de la structure. D’un
point de vue physique, le flottement se caractérise par un amortissement aéroélastique négatif
et il apparait lorsque ’énergie apportée a la structure par le fluide est supérieure & ’énergie
dissipée dans la structure [11,12]. Ce phénoméne est particuliérement dangereux car aprés son
apparition, le comportement de la structure est incontrélable et peut mener & un endommage-
ment sévére voire & la destruction de celle-ci. Les méthodes de prédiction du flottement font
intervenir des stratégies de couplage entre équations du fluide et de la structure [13,14] et sont
en dehors du cadre de ce manuscrit.

Dans le cas des oscillations forcées, 'excitation peut provenir des variations des caracté-
ristiques de 1’écoulement fluide autour de la structure (en supposant que le mouvement de la
structure n’affecte pas le mouvement du fluide). C'est typiquement le cas dans les structures
tournantes multi-étages ot les sillages des redresseurs engendrent des excitation tournantes syn-
chrones sur I’étage suivant [11]. L’excitation peut également étre d’origine mécanique comme par
exemple une excitation de balourd due & un défaut de masse, ou encore une excitation ponctuelle
appliquée lors d’un test de caractérisation.

Dans la suite de ce manuscrit, on se limite & des forces d’excitation ponctuelles et harmoniques
de période T', correspondant aux forces typiques appliquées lors d’essais expérimentaux. Le terme
correspondant de I’équation (1.1) prend alors la forme générique suivante :

F,..(t) = FY cos(wt), (1.4)

olw = 2% correspond & la pulsation de I’excitation, et ot FY correspond a la distribution spatiale
des amplitudes de forgage (la plupart du temps ponctuelle).

1.1.1.3 Amortissement

Les sources d’amortissement pour les structures sont nombreuses (amortissement intrinséque,
frottement, interaction fluide structure ...) et nous présentons uniquement la modélisation qui
sera adoptée dans ce manuscrit. Pour plus de détails sur la prise en compte et la modélisation de
Pamortissement dans les structures mécaniques, on pourra par exemple consulter la thése [15].

Parmi les sources d’amortissement, on distingue les sources linéaires des sources non-linéaires.
Parmi les dispositifs linéaires on peut mentionner I'utilisation de matériaux viscoélastiques [16]
ou encore d’amortisseurs dynamiques faisant intervenir un fluide [17]. Au niveau des sources
non-linéaires, le frottement a depuis longtemps été utilisé pour controler le niveau vibratoire des
structures telles que les hélices de turbopropulseurs, par exemple en jouant sur les jonctions en
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pied d’aube [1,2], ou en intégrant directement des éléments frottants entre les sous-structures [11].
On se limitera ici a décrire la modélisation des sources d’amortissement linéaires.

Pour des études de vibrations, il est courant de prendre en compte l'amortissement aprés
avoir discrétisé le probléme. La matrice d’amortissement linéaire C de 1’équation (1.1) peut par
exemple étre construite en utilisant un amortissement de Rayleigh [18], combinaison linéaire des
matrices de masse et de raideur, sous la forme suivante :

C = aK + M, (1.5)

ol « et B sont deux coefficients contrélant le niveau d’amortissement. Lorsque c¢’est possible, ils
sont déterminés & partir d’essais expérimentaux. En utilisant la base des modes propres linéaires
pour projeter les équations, on montre que ’amortissement de Rayleigh peut étre associé & un
amortissement modal de matrice 2 définie par :

== %(aﬂ_l + BQ), (1.6)
ou {2 représente la matrice diagonale des pulsations propres du systéme. La matrice 2 est
diagonale, et dans base modale I’amortissement s’exprime par 2E€2.

Dans la suite de ce manuscrit, on se limitera en général & 'utilisation de l’amortissement
de Rayleigh. Ne disposant pas d’essais expérimentaux pour évaluer les coefficients des modéles,
ceux-ci ont été fixés a priori et seront rappelés a chaque application.

1.1.2 Non-linéarités envisagées

Pour les systémes mécaniques, les sources d’efforts non-linéaires sont nombreuses et les phé-
nomeénes associés le sont tout autant. Nous présenterons simplement ici les deux types de non-
linéarité qui seront considérés dans ce manuscrit.

1.1.2.1 Non-linéarités géométriques

Dans I’étude des vibrations des structures déformables, les modéles se basent généralement
sur des linéarisations justifiées par I’hypothése des petites perturbations. Cependant lorsque les
amplitudes des mouvements sont relativement grandes, cette hypothése n’est plus valide et il est
alors nécessaire de considérer ’expression compléte du tenseur des déformations pour obtenir
une bonne description des phénomeénes [19] (voir également Chapitre 5, section 5.2.1). D’un point
de vue algébrique, la force non-linéaire associée F,;(x(t)) fait intervenir des termes polynomiaux
de degré 3 et engendre une toute nouvelle phénomeénologie par rapport au cas linéaire.

De nombreuses études ont été menées sur les non-linéarités géométriques, en particulier

pour le cas des structures élancées ou minces (poutres [20], plaques [21,22], coques [23]). Les
applications sont variées : on peut citer par exemple la conception de MEMS |24, 25], de pales
d’hélicoptéres [26] ou 'étude d’instruments de 