
HAL Id: tel-01727750
https://theses.hal.science/tel-01727750

Submitted on 9 Mar 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Distributed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License

Dynamique non linéaire des structures mécaniques:
application aux systèmes à symétrie cyclique

Aurelien Grolet

To cite this version:
Aurelien Grolet. Dynamique non linéaire des structures mécaniques: application aux systèmes à
symétrie cyclique. Vibrations [physics.class-ph]. Ecole centrale de Lyon, 2013. Français. �NNT : �.
�tel-01727750�

https://theses.hal.science/tel-01727750
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://hal.archives-ouvertes.fr
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mécaniques : application aux systèmes
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Résumé

D'un point de vue industriel, la mise en place de nouvelles architectures de systèmes méca-
niques nécessite un long processus de conception permettant de dé�nir et d'anticiper le com-
portement. Dans le cas particulier des systèmes aéronautiques tels que les moteurs d'avions,
un certain nombre de pièces sont particulièrement sensibles car elles doivent répondre à des
impératifs stricts en termes d'encombrement, de performance et de tenue mécanique. Dans ce
contexte, la prévision du comportement vibratoire revêt une importance particulière puisqu'elle
permet d'évaluer le niveau des sollicitations cycliques appliquées sur le système et guide ainsi la
détection en amont d'éventuels problèmes de fatigue des matériaux. La plupart du temps, des
modèles numériques sont utilisés pour représenter les structures, et le comportement est simulé
en résolvant un ensemble d'équations. Pour atteindre un niveau de détail répondant au besoin
industriel, ces modèles peuvent être particulièrement gros, et la résolution des équations asso-
ciées demande des ressources et des temps de calcul considérables. De plus, pour rendre compte
au mieux des comportements observés expérimentalement, il est souvent nécessaire de prendre
en compte des phénomènes non-linéaires, ce qui augmente encore la di�culté.

Les travaux présentés dans ce manuscrit concernent cette problématique du comportement
vibratoire des structures non-linéaires et s'orientent autour de deux axes : la réduction de modèle
et le calcul des solutions multiples.

L'objectif du premier axe est de contribuer à la construction de modèles numériques non-
linéaires réduits utilisables en conception de systèmes industriels et de proposer des outils d'ex-
ploitation et d'interprétation de ces modèles. En particulier, on considère le cas des méthodes
de projection de Galerkin et on montre qu'elles sont à même de construire des modèles réduits
réalistes. Des méthodes complémentaires de réduction de modèles sont également présentées
dans le cas particulier de la recherche de solutions par la méthode de la balance harmonique
(HBM) : on s'intéressera en particulier à des méthodes de sélection d'harmoniques. Après avoir
comparé les di�érentes méthodes proposées sur un exemple simple de poutre non-linéaire, elles
sont appliquées à un modèle de structure industrielle représentant une aube d'hélice d'open
rotor.

Le second axe de ces travaux concerne le calcul de solutions multiples pour les systèmes
dynamiques non-linéaires. Une particularité de ces systèmes est en e�et de présenter plusieurs
con�gurations stables pour un état de sollicitation donné. Il s'agira ici de proposer des méthodes
de calcul permettant de dresser la liste exhaustive des solutions possibles. Le travail présenté
se concentre sur la recherche de solutions périodiques par la méthode de la balance harmonique
pour des systèmes possédant des non-linéarités polynomiales. Ces restrictions conduisent à la
résolution de systèmes polynomiaux pour lesquels il existe des méthodes permettant de calculer
l'ensemble des solutions. En particulier, on propose l'utilisation originale de méthodes basées sur
le calcul de bases de Groebner pour la résolution de systèmes polynomiaux issus de la mécanique.
Les di�érentes méthodes présentées sont illustrées et comparées sur des exemples simples. Les
résultats montrent que même pour des systèmes simples, le comportement dynamique peut être
très complexe.

Mots-clés: systèmes mécaniques, vibrations, dynamique non-linéaire, réduction de modèle, so-
lutions multiples
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Abstract

In an industrial context, the design of new mechanical systems requires long design pro-
cesses in order to de�ne and to anticipate the behavior of all the constitutive parts. In the
particular case of aeronautical structures such as plane engines, design is especially critical since
they have to meet various and strict needs (life duration, performances . . .). Then, anticipating
vibratory behavior is very important as this provides information about cyclic solicitations and
fatigue. Most often, numerical models are used to mimic the structure and mechanical behav-
ior is simulated by solving a set of di�erential equations. In the case of industrial structures,
such models can be quite large and their resolution very time-consuming. Moreover, in order to
model experimental behavior realistically, it is often necessary to take nonlinear phenomena into
account and thus increase the required computational e�ort.

The work presented in this PhD deals with the study of mechanical nonlinear systems. It
focuses on two principal directions : model reduction and multiple solutions computation.

The goal of the �rst direction is to contribute to the building of numerical reduced order
models usable in industrial context and to propose tools to exploit an interpret them. Particu-
larly, Galerkin projection methods are investigated in the context of nonlinear systems reduction,
showing that those methods are, under certain conditions, able to give a reliable picture of full
system behavior. In the case of the harmonic balance method, complementary methods are also
proposed to reduce the size of the algebraic equations system by using harmonic selection tech-
niques. The presented methods are �rstly illustrated and compared on a simple nonlinear beam
example ; they are then applied to an industrial model of open rotor blade.

The second direction of this work deals with the computation of multiple solutions arising
in nonlinear dynamical systems. Indeed, it has been shown that such systems can present dif-
ferent stable con�gurations for a given solicitation. The objective here is to provide tools for
computing such multiple solutions. We only consider the case of periodic solutions for systems
with polynomial nonlinearities, treated with harmonic balance method. These hypotheses enable
one to search for multiple states as solutions of polynomial algebraic systems of equations, for
which some methods exist to compute the entire set of solutions. In particular, we propose to use
methods relying on Groebner basis computation, in order to compute the whole set of solutions.
The proposed methods are illustrated and compared on simple examples, showing that even
such simple systems can present very complex dynamical behavior.

Keywords: mechanical systems, vibration, nonlinear dynamics, reduced order model, multiple
solutions
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Introduction

La mise en place de nouvelles architectures de structures complexes - telles que les moteurs
d'avions - nécessite une longue étape préliminaire de conception. Il est alors crucial de prédire le
comportement des pièces mécaniques pour en garantir la tenue pendant leur durée de vie. Dans
ce contexte, la prédiction du comportement vibratoire revêt une importance particulière car elle
permet d'évaluer le niveau des sollicitations cycliques appliquées sur le système et guide ainsi la
détection en amont d'éventuels problèmes de fatigue des matériaux.

Deux approches complémentaires participent de la conception : les essais expérimentaux et
les essais numériques. Les études expérimentales permettent d'identi�er les phénomènes phy-
siques importants et génèrent des bases de données de référence. Cependant, elles peuvent se
révéler coûteuses en temps et en moyens mobilisés. L'idéal est souvent de se limiter à des essais
partiels suivis d'un essai unique sur le système complet en cas de stricte nécessité, pour obtenir
une certi�cation par exemple. Les essais numériques permettent quant à eux de réduire signi-
�cativement les besoins en essais vibratoires sur structures réelles. Ils pallient à l'absence d'un
prototype ou à son indisponibilité, par exemple au début du cycle de conception. En général, les
études sont réalisées grâce à des logiciels de calcul par éléments �nis : les structures sont discréti-
sées sous forme de maillages et les solutions sont obtenues en résolvant des systèmes d'équations
di�érentielles. Une hypothèse de fonctionnement linéaire est la plupart du temps adoptée en
raison des di�cultés techniques ou des coûts associés à une modélisation plus réaliste.

L'hypothèse de linéarité con�ne les solutions à un domaine de validité restreint voire à
une non-représentativité totale du comportement réel. Par exemple, les structures en grand
déplacement (non-linéarités géométriques) ou présentant du frottement ne peuvent être traité
par des approches linéaires. Les systèmes d'équations à résoudre deviennent plus compliqués et
il est est alors nécessaire de faire appel à des méthodes spéci�ques, le plus souvent itératives,
pour en déterminer les solutions.

Di�érents travaux ont été réalisées au LTDS dans ce cadre et ont été appliqués aux cas des
machines tournantes. Les problématiques associées aux phénomènes de contact ont été étudiées,
par exemple, pour prédire l'in�uence du frottement et de l'usure en pied d'aube de turboréac-
teur [1, 2] sur la réponse dynamique. Des modèles décrivant le contact rotor / stator en tête
d'aube pour des turbines basse pression ont aussi été proposés [3]. Les non-linéarités envisagées
dans ces thèses sont dites localisées car elles n'agissent que sur un sous-ensemble du système.
Cette particularité permet de limiter le nombre de variables en condensant le problème sur
les degrés de liberté non-linéaires. Mais cette réduction ne su�t pas quand le modèle met en
jeu un nombre important de ces degrés de liberté, par exemple pour décrire le frottement au
niveau d'interfaces �nement discrétisées : le temps de calcul requis gêne l'accès aux solutions
et empêche toute étude de sensibilité. La situation est encore pire pour les non-linéarités dites
distribuées, c'est-à-dire agissant sur l'ensemble des degrés de liberté de la structure. Pour des
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modèles éléments �nis de grande taille, le traitement des non-linéarités peut très vite devenir
impossible même avec des calculateurs puissants. Par ailleurs, au-delà des problèmes de coûts
de calcul, certaines propriétés des systèmes non-linéaires restent di�ciles à caractériser sur des
modèles industriels, bien qu'elles soient d'une importance primordiale pour leur caractérisation
(stabilité, bifurcation, localisation, . . .).

L'objectif de ce travail est de contribuer à la construction de modèles numériques non-
linéaires réduits utilisables en conception de systèmes industriels et de proposer des outils de
simulations et d'interprétations de ces modèles.

Le premier enjeu est de proposer et d'évaluer des méthodes de réduction de modèle adaptées
aux systèmes dynamiques non-linéaires de grande taille. Ces méthodes doivent être en mesure
de représenter l'état du système en fonction d'un nombre réduit de variables (et donc d'un
nombre réduit d'équations), tout en maintenant acceptable l'erreur commise par rapport au
modèle complet. La mise en place de tels modèles doit permettre à terme de réaliser de nom-
breuses simulations à moindre coût à des �ns d'optimisation. L'application industrielle visée est
le traitement d'un modèle d'aube d'hélice d'open rotor : ces aubes, très élancées, peuvent faire
l'objet de grands déplacements et sont soumises à des e�orts présentant des non-linéarités géo-
métriques. Les résultats de simulations doivent montrer la faisabilité de la méthode et prédire
le comportement de l'aube.

Le deuxième enjeu est d'améliorer les outils nécessaires au traitement des spéci�cités intrin-
sèques des systèmes di�érentiels non-linéaires. L'étude des vibrations des structure mécaniques
s'inscrit en e�et plus largement dans la thématique des systèmes dynamiques, une branche des
mathématiques relativement récente - puisqu'initiée au début du 20e siècle - qui montre l'exis-
tence d'une grande variété de comportements. Or, contrairement aux systèmes linéaires, pour
lesquels les solutions sont bien connues et peuvent être calculées de manière analytique, les sys-
tèmes non-linéaires nécessitent des méthodes de résolution particulières, la plupart du temps
numériques et itératives. Cela complique, par exemple, l'étude de bifurcations et d'instabilités
absentes dans le cas linéaire. Les bifurcations peuvent entraîner le système dans une con�guration
imprévue et dangereuse : le phénomène de localisation conduit ainsi les structures à symétrie cy-
clique, de type roue aubagée par exemple, à vibrer avec une forte amplitude impliquant quelques
aubes seulement [4,5]. Un autre phénomène typique des systèmes non-linéaires est l'existence de
plusieurs con�gurations stables pour un même état de sollicitation. Ce phénomène de solution
multiple peut devenir problématique s'il existe un état de vibration stable en dehors des zones
de sécurité délimitées lors de la conception. Par conséquent, le calcul de toutes les solutions et
le suivi des bifurcations sont importants et feront l'objet d'une attention particulière dans ce
manuscrit.

Pour répondre aux di�érents objectifs présentés dans cette introduction, le manuscrit est
organisé de la façon suivante :

� Le chapitre 1 présente d'une manière générale la théorie des vibrations non-linéaires. Après
avoir rappelé le formalisme et le type des équations considérées, nous présenterons dans
une première partie les di�érentes méthodes permettant d'en déterminer une solution. En
particulier, nous mettrons l'accent sur la méthode de la balance harmonique (HBM) et
sur les méthodes de continuation qui seront utilisées tout au long du manuscrit. Dans
une seconde partie, on rappelle certaines spéci�cités des vibrations en présence de non-
linéarités, comme la dépendance amplitude - fréquence, la présence de bifurcation ou encore
le concept de modes non-linéaires.
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� Le chapitre 2 traite de la réduction de modèle pour les systèmes dynamiques non-linéaires
par des méthodes de Galerkin. Après avoir rappelé le principe de ces méthodes, nous
présenterons di�érentes possibilités de choix pour la base de réduction et nous évaluerons
la capacité de chacune à retranscrire correctement les phénomènes non-linéaires en les
comparant à l'aide d'un exemple simple de poutre non-linéaire. Une attention particulière
sera portée à l'évaluation des projections des e�orts non-linéaires.

� Le chapitre 3 présente des extensions des méthodes de réduction de modèle au cas des
systèmes traités par la HBM. Dans un premier temps, nous présenterons les méthodes de
PGD (Proper Generalized Decomposition) et nous en proposerons une application originale
à la recherche des solutions périodiques d'un problème de vibration non-linéaire. Nous
poursuivrons en traitant le cas particulier de la réduction du nombre de variables pour
les systèmes algébriques issus de la HBM : il s'agit de présenter les di�érentes méthodes
de sélection d'harmonique existantes et de proposer une nouvelle méthode directement
intégrable dans les processus de continuation.

� Le chapitre 4 est dédié à la recherche de solutions multiples pour les systèmes dyna-
miques, et s'inscrit dans la continuité des travaux d'E. Sarrouy [6]. Après avoir ramené le
problème dynamique à la résolution d'un système d'équations polynomiales, nous présen-
terons di�érentes méthodes permettant d'en obtenir toutes les solutions. Dans un premier
temps, nous rappellerons les méthodes d'homotopies polynomiales qui permettent d'obte-
nir toutes les solutions en utilisant une procédure basée sur des méthodes de continuation.
Nous présentons ensuite l'utilisation originale des bases de Groebner pour la résolution des
systèmes polynomiaux dans le cadre de systèmes mécaniques. En�n nous développerons
une méthode permettant la prise en compte de la symétrie du système pour en diminuer
le nombre de solutions et ainsi accélérer sa résolution.

� En�n, le chapitre 5 présente l'application des méthodes de réduction au modèle de la
pale de l'open rotor fourni par la société Snecma du groupe Safran. Dans un premier
temps, nous rappellerons la problématique de la modélisation des structures à symétrie
cyclique ainsi que la prise en compte des non-linéarités géométriques. Nous poursuivrons
en présentant les di�érentes étapes de la réduction du modèle industriel à partir d'un code
éléments-�nis standard, tout en les validant sur un exemple simple de poutre 3D. En�n,
nous appliquerons la procédure de réduction au modèle industriel.

� Nous terminerons par une conclusion et quelques perspectives pour des travaux futurs.
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Chapitre 1. Généralités sur la dynamique non-linéaire des systèmes mécaniques

Ce premier chapitre est consacré aux vibrations non-linéaires d'un point de vue général. Après
avoir présenté rapidement les systèmes considérés, on rappelle les grandes étapes de modélisation
d'un système mécanique et les équations qui en découlent. Du fait de la présence de termes
non-linéaires dans les équations du mouvement, de nouveaux phénomènes apparaissent et des
méthodes de résolution spéci�ques doivent être appliquées. On présente ici les techniques de
résolution les plus couramment utilisées, avec un accent particulier sur la méthode de la balance
harmonique qui sera utilisée dans le reste de ce manuscrit. En�n, nous terminerons sur les
méthodes permettant de déterminer la stabilité des solutions et nous ferons une présentation
générale de la phénoménologie induite par les vibrations en présence de non-linéarités.

1.1 Formulation générale d'un problème de vibration non-linéaire

1.1.1 Modélisation du système mécanique

1.1.1.1 Equations générales

On s'intéresse ici à l'étude des vibrations de structures mécaniques soumises à des e�orts
non-linéaires, en particulier aux structures cycliques de type hélices de turbopropulseurs. En
fonctionnement, ces structures sont amenées à se déformer. L'objectif est de déterminer le champ
de déplacement u(x, y, z, t) d'une structure en tout point (x, y, z) et pour tout instant t. La
connaissance du champ de déplacement permettra par la suite d'accéder aux contraintes dans
le matériau et d'adapter le dimensionnement.

La modélisation de ce type de système fait en général intervenir une discrétisation (éléments
�nis [7, 8], méthode de Ritz [9],. . .) qui amène à chercher le champ de déplacement sous la
forme u(x, y, z, t) = N(x, y, z)x(t), où N est la matrice des fonctions de forme utilisées pour
la discrétisation, et x est le vecteur des degrés de liberté. Les équations aux dérivées partielles
véri�ées par u sont projetées sur l'espace engendré par les fonctions de forme et on obtient alors
une version discrétisée des équations du mouvement ne faisant plus intervenir que des dérivées
temporelles. Très généralement, après discrétisation, les équations prennent la forme suivante :

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) + Fnl(x(t), ẋ(t)) = Fex(t), (1.1)

avec x(t) le vecteur (n × 1) représentant l'évolution temporelle des degrés de liberté (ddl),
M, C, K les matrices (n× n) de masse, d'amortissement et de raideur, Fnl le vecteur (n× 1)
des e�orts non-linéaires et Fex le vecteur (n× 1) des e�orts d'excitation.

Dans certain cas, il peut être utile de transformer l'équation (1.1) en une équation di�éren-
tielle ordinaire du premier ordre (équation d'état) de taille 2n. Pour cela, on dé�nit le vecteur
d'état par y(t)T = [x(t)T , ẋ(t)T ]T et on pose :

Aẏ(t) + By(t) +Hnl(y) = Hex(t), (1.2)

avec :

A =

[
In 0n
0n M

]
, B =

[
0n −In
K C

]
, Hnl =

[
0n
Fnl

]
, Hex =

[
0n

Fex(t)

]
. (1.3)

Les matrices de masse et de raideur (resp. M et K) sont calculées par assemblage de matrices
élémentaires calculées sur un élément de référence et sont le plus souvent disponibles à partir
des logiciels d'éléments �nis. Pour plus de détails sur les formulations éléments �nis, on pourra
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1.1. Formulation générale d'un problème de vibration non-linéaire

se référer aux ouvrage [7, 8]. On décrit dans la suite de cette section les modélisations adoptées
pour les autres termes de l'équation (1.1).

1.1.1.2 Forces d'excitation

Les forces d'excitation correspondent aux sollicitations du milieu extérieur sur la structure.
Dans le cas des machines tournantes, ces forces proviennent de phénomènes variés. La majeure
partie des excitations en fonctionnement est liée au couplage entre les mouvements du �uide
et de la structure. Dans le cadre de ces phénomènes aéroélastiques, on distingue les oscillations
auto-entretenues et les oscillations forcées [10].

Dans le premier cas, les forces aérodynamiques, souvent instationnaires, sont liées aux mouve-
ments de la structure, et se développent de manière auto-entretenue dans un échange énergétique
entre la structure et le �uide. Le �ottement fait partie de ces phénomènes auto-entretenus et
correspond à une instabilité au voisinage d'une des fréquences propres de la structure. D'un
point de vue physique, le �ottement se caractérise par un amortissement aéroélastique négatif
et il apparaît lorsque l'énergie apportée à la structure par le �uide est supérieure à l'énergie
dissipée dans la structure [11, 12]. Ce phénomène est particulièrement dangereux car après son
apparition, le comportement de la structure est incontrôlable et peut mener à un endommage-
ment sévère voire à la destruction de celle-ci. Les méthodes de prédiction du �ottement font
intervenir des stratégies de couplage entre équations du �uide et de la structure [13, 14] et sont
en dehors du cadre de ce manuscrit.

Dans le cas des oscillations forcées, l'excitation peut provenir des variations des caracté-
ristiques de l'écoulement �uide autour de la structure (en supposant que le mouvement de la
structure n'a�ecte pas le mouvement du �uide). C'est typiquement le cas dans les structures
tournantes multi-étages où les sillages des redresseurs engendrent des excitation tournantes syn-
chrones sur l'étage suivant [11]. L'excitation peut également être d'origine mécanique comme par
exemple une excitation de balourd due à un défaut de masse, ou encore une excitation ponctuelle
appliquée lors d'un test de caractérisation.

Dans la suite de ce manuscrit, on se limite à des forces d'excitation ponctuelles et harmoniques
de période T , correspondant aux forces typiques appliquées lors d'essais expérimentaux. Le terme
correspondant de l'équation (1.1) prend alors la forme générique suivante :

Fex(t) = F c
1 cos(ωt), (1.4)

où ω = 2π
T correspond à la pulsation de l'excitation, et où F c

1 correspond à la distribution spatiale
des amplitudes de forçage (la plupart du temps ponctuelle).

1.1.1.3 Amortissement

Les sources d'amortissement pour les structures sont nombreuses (amortissement intrinsèque,
frottement, interaction �uide structure . . .) et nous présentons uniquement la modélisation qui
sera adoptée dans ce manuscrit. Pour plus de détails sur la prise en compte et la modélisation de
l'amortissement dans les structures mécaniques, on pourra par exemple consulter la thèse [15].

Parmi les sources d'amortissement, on distingue les sources linéaires des sources non-linéaires.
Parmi les dispositifs linéaires on peut mentionner l'utilisation de matériaux viscoélastiques [16]
ou encore d'amortisseurs dynamiques faisant intervenir un �uide [17]. Au niveau des sources
non-linéaires, le frottement a depuis longtemps été utilisé pour contrôler le niveau vibratoire des
structures telles que les hélices de turbopropulseurs, par exemple en jouant sur les jonctions en
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pied d'aube [1,2], ou en intégrant directement des éléments frottants entre les sous-structures [11].
On se limitera ici à décrire la modélisation des sources d'amortissement linéaires.

Pour des études de vibrations, il est courant de prendre en compte l'amortissement après
avoir discrétisé le problème. La matrice d'amortissement linéaire C de l'équation (1.1) peut par
exemple être construite en utilisant un amortissement de Rayleigh [18], combinaison linéaire des
matrices de masse et de raideur, sous la forme suivante :

C = αK + βM, (1.5)

où α et β sont deux coe�cients contrôlant le niveau d'amortissement. Lorsque c'est possible, ils
sont déterminés à partir d'essais expérimentaux. En utilisant la base des modes propres linéaires
pour projeter les équations, on montre que l'amortissement de Rayleigh peut être associé à un
amortissement modal de matrice Ξ dé�nie par :

Ξ =
1

2
(αΩ−1 + βΩ), (1.6)

où Ω représente la matrice diagonale des pulsations propres du système. La matrice Ξ est
diagonale, et dans base modale l'amortissement s'exprime par 2ΞΩ.

Dans la suite de ce manuscrit, on se limitera en général à l'utilisation de l'amortissement
de Rayleigh. Ne disposant pas d'essais expérimentaux pour évaluer les coe�cients des modèles,
ceux-ci ont été �xés a priori et seront rappelés à chaque application.

1.1.2 Non-linéarités envisagées

Pour les systèmes mécaniques, les sources d'e�orts non-linéaires sont nombreuses et les phé-
nomènes associés le sont tout autant. Nous présenterons simplement ici les deux types de non-
linéarité qui seront considérés dans ce manuscrit.

1.1.2.1 Non-linéarités géométriques

Dans l'étude des vibrations des structures déformables, les modèles se basent généralement
sur des linéarisations justi�ées par l'hypothèse des petites perturbations. Cependant lorsque les
amplitudes des mouvements sont relativement grandes, cette hypothèse n'est plus valide et il est
alors nécessaire de considérer l'expression complète du tenseur des déformations pour obtenir
une bonne description des phénomènes [19] (voir également Chapitre 5, section 5.2.1). D'un point
de vue algébrique, la force non-linéaire associée Fnl(x(t)) fait intervenir des termes polynomiaux
de degré 3 et engendre une toute nouvelle phénoménologie par rapport au cas linéaire.

De nombreuses études ont été menées sur les non-linéarités géométriques, en particulier
pour le cas des structures élancées ou minces (poutres [20], plaques [21, 22], coques [23]). Les
applications sont variées : on peut citer par exemple la conception de MEMS [24, 25], de pales
d'hélicoptères [26] ou l'étude d'instruments de musique tel que les gongs [27,28]. Les applications
avec prise en compte des non-linéarités géométriques pour des problèmes de dynamique 3D sont
plus rares.

Dans ce manuscrit, on considère des forces non-linéaires provenant de non-linéarités géomé-
triques, premièrement sur un modèle de poutre, pour illustrer la plupart des méthodes présentées
(Chapitre 2 et 3), puis sur un modèle 3D de structure industrielle (Chapitre 5).
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1.2. Méthodes d'estimation des solutions

1.1.2.2 Frottement

Les phénomènes de frottement sont une source de non-linéarité très importante en mécanique
puisqu'ils sont présents dans tout système assemblé. Si, à première vue, le frottement peut
paraître néfaste puisqu'il entraîne une perte d'énergie, il s'avère être un élément important du
contrôle vibratoire de structures telles que les pales de turbopropulseurs. Sa modélisation est
donc importante quand on souhaite optimiser les dispositifs d'amortissement, ou encore prévoir
l'usure qu'ils engendrent.

La modélisation du frottement nécessite un traitement spécial des n÷uds des interfaces : il
faut séparer les déplacements dans la direction normale des déplacements dans les deux directions
tangentes et dé�nir des lois spéci�ques pour les deux ensembles de ddl. La première loi, appelée
loi de contact, permet de détecter le contact entre deux sous-structures et de déterminer l'e�ort
de pression appliqué. La seconde loi, appelée loi de frottement, exprime la valeur de l'e�ort de
frottement en fonction de la force de pression. Les lois les plus connues sont la loi de contact
unilatéral et la loi de frottement de Coulomb [11], dans ce cas, en notant δn la pénétration entre
les solides et δt le déplacement relatif (tangent) entre les solides, Fn (reps. Ft) l'e�ort normal
(resp. tangent) et µ le coe�cient de frottement, les lois s'écrivent :

Fn = 0 si δn < 0, loi de contact
δn = 0 si Fn > 0

(1.7)

δ̇t = 0 si Ft < µFn, loi de frottement

Ft = −µFn δ̇t
‖δ̇t‖

(1.8)

A la di�érence des non-linéarités géométriques, le frottement est une non-linéarité non-
régulière puisque les e�orts de contact sont discontinus. De nombreuse études utilisent une
approximation continue des lois de contact pour résoudre les équations de la dynamique, par
exemple en ajoutant des raideurs de pénalité [29]. La dé�nition du frottement peut également
être présentée sous forme dynamique dans le but de prendre en compte les phénomènes d'hys-
térésis qui lui sont associés (modèles de Bouc Wien [30], de LuGre [31] . . .). La prise en compte
directe des équations non-régulières (1.8) peut cependant se faire, par exemple en utilisant une
approche par lagrangiens ou encore par lagrangien augmentés [2, 32].

Dans ce manuscrit, quelques exemples d'illustration font intervenir des lois de frottement
régularisées, en particulier pour la présentation des méthodes de sélection d'harmonique au
chapitre 3. La modélisation utilisée sera rappelée lors de la dé�nition du cas-test.

1.2 Méthodes d'estimation des solutions

Nous présentons ici les di�érentes méthodes qui permettent d'obtenir une solution appro-
chée du système di�érentiel non-linéaire de l'équation (1.1). On distingue deux catégories : les
méthodes dans le domaine temporel et les méthodes de type Galerkin. On présente également
les méthodes de résolution des systèmes algébriques non-linéaires, en particulier les méthodes
de continuation nécessaire à l'estimation des solutions dépendant d'un paramètre.
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Chapitre 1. Généralités sur la dynamique non-linéaire des systèmes mécaniques

1.2.1 Méthodes dans le domaine temporel

1.2.1.1 Méthodes de perturbation

Les méthodes de perturbation sont parmi les premières employées pour résoudre un système
d'équations dynamiques non-linéaires. Ces méthodes consistent à introduire un paramètre ε,
su�samment faible, caractérisant l'ordre de grandeur de la non-linéarité puis à rechercher les
solutions sous la forme d'un développement de Taylor pour ε proche de zéro :

x(t) = x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + · · ·+O(εm+1). (1.9)

En injectant cette expression dans l'équation (1.1), en regroupant les termes d'une même puis-
sance de ε, on obtient une série de m équations di�érentielles linéaires régissant l'évolution de
chaque composante xi. La résolution de ces équations permet alors d'obtenir une approximation
de la solution. Cependant, il est possible que des termes séculaires (ie tendant vers l'in�ni avec
le temps) apparaissent lors des intégrations ce qui limite le domaine temporel de validité des
solutions ainsi obtenues.

Pour pallier à ce problème des termes séculaires, il est possible d'utiliser la méthode de
Lindstedt-Poincaré [33], qui propose un changement d'échelle de temps en introduisant une
nouvelle variable sans dimension s dé�nie par :

s = (ω0 + εω1 + ε2ω2 + . . . )t. (1.10)

En recherchant désormais les solutions sous la forme suivante :

x(t(s)) = y(s) = y0(s) + εy1(s) + ε2y2(s) + · · ·+O(εm), (1.11)

en réécrivant les opérations de dérivation en fonction de la variable s et en regroupant tous les
termes d'une même puissance de ε, on obtient une fois encore une série d'équations di�érentielles
linéaires. L'annulation des termes séculaires donne en�n les valeurs des di�érents paramètres ωk.

En�n citons la méthode des échelles multiples qui a été largement utilisée dans la résolution de
systèmes non-linéaires [4,33]. A l'instar de la méthode précédente, on introduit plusieurs échelles
de temps T0, T1, T2, . . . avec Ti = εit et on cherche les solutions sous la forme suivante :

x(t) = x0(T0, T1, T2, . . . )+εx1(T0, T1, T2, . . . )+ε2x2(T0, T1, T2, . . . )+ · · ·+O(εm). (1.12)

Encore une fois, en injectant cette expression dans l'équation de vibration (1.1), en exprimant les
opérateurs de dérivation par rapport aux nouvelles échelles de temps et en regroupant les termes
d'une même puissance de ε, on obtient une série d'équations di�érentielles linéaires régissant l'
évolution de chaque composante. L'élimination des termes séculaires après intégration permet
de déterminer les échelles de temps de chaque composante.

Les méthodes de perturbation présentées ici ont l'avantage de donner une solution sous forme
analytique mais elles font intervenir des calculs analytiques lourds (en particulier pour les échelles
multiples) ce qui limite leur utilisation à des systèmes de petite taille (quelques ddl). De plus,
ces méthodes ne sont valables que dans le cas d'une non-linéarité faible (ε << 1), ce qui limite
leur domaine d'application.

1.2.1.2 Intégration temporelle

Une autre manière de résoudre le problème dans le domaine temporel est d'intégrer directe-
ment les équations du mouvement, à partir de conditions initiales données, grâce à des schémas
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1.2. Méthodes d'estimation des solutions

d'intégration numérique [34]. Bon nombre de ces schémas sont conçus pour des systèmes d'équa-
tions di�érentielles ordinaires (premier ordre en temps) de sorte qu'il est nécessaire de repasser
en formulation d'état comme indiqué à l'équation (1.2) (ce qui, pour mémoire, a l'inconvénient
de doubler le nombre de variables). La solution y(t) (contenant les positions x(t) et les vitesses
ẋ(t)) est discrétisée en temps, et les opérateurs de dérivation par rapport au temps sont égale-
ment discrétisés. En notant y(ti) = yi, il est alors possible d'exprimer y(ti+1) en fonction des
valeurs de y et de ẏ aux instants précédents selon l'expression suivante :

yi+1 = y(t = ti+1) =

m∑
k=1

αkyi+1−k + (ti+1 − ti)
m∑
k=0

βjẏi+1−k. (1.13)

On distingue le cas des schémas explicites (β0 = 0) et des schémas implicites (β0 6= 0). Les
premiers permettent une estimation rapide de la solution, puisque qu'ils ne requièrent qu'une
simple évaluation (sommes et produits), mais sont soumis à des conditions sur la longueur du pas
de temps entre deux instants pour assurer la stabilité du schéma. Pour les seconds, la stabilité
est assurée inconditionnellement, mais la détermination de la solution passe par la résolution
d'un système d'équations algébriques (possiblement non-linéaires) à chaque pas de temps, ce qui
alourdit considérablement les calculs. Les valeurs des αk et des βk sont en général choisies nulles
au-delà d'un certain indice ks. Par exemple, pour α1 = 1, β0 = 0, β1 = 1 on retrouve le schéma
d'Euler explicite et pour α1 = 1, β0 = 0, β1 = 1 le schéma d'Euler implicite. Ces derniers schémas
sont d'ordre 1, ce qui signi�e que l'erreur commise est de l'ordre de ti+1 − ti. Pour améliorer la
précision des résultats, il est courant d'utiliser des schémas de Runge Kutta [35] dont le plus
utilisé est le schéma d'ordre 4 (RK4). L'idée de ces derniers est de calculer itérativement la
solution à l'instant ti+1 en se basant sur des valeurs de la solution (yi+ 1

2
par exemple) calculées

lors des itérations précédentes.
D'autre schémas, plus particuliers, sont capables de traiter directement le système d'équa-

tions di�érentielles d'ordre 2 (Eq.(1.1)), ce qui permet entre autres de s'a�ranchir du doublement
du nombre de variables induit par la représentation d'état. Le plus utilisé de ces schémas est
le schéma de Newmark [36] qui peut être vu comme une généralisation de certain schémas bien
connus (comme les di�érences �nies centrées en particulier).

L'emploi des intégrateurs temporels pour la résolution de systèmes dynamiques non-linéaires
est très répandu du fait de leur précision et de leur simplicité d'utilisation. De plus, ces méthodes
ne font aucune hypothèse sur l'ordre de grandeur de la non-linéarité et sont donc à même de
traiter des problèmes de natures variées. Toutefois, lors de la recherche de solutions périodiques,
il est nécessaire de calculer la réponse jusqu'à apparition d'un régime établi, cela implique une
phase de calcul du régime transitoire qui peut s'avérer longue, en particulier si l'amortissement
est faible.

1.2.1.3 Méthodes de tir

Les méthodes de tir (shooting methods) [37,38] sont des méthodes utilisées lors de la recherche
de solutions périodiques à partir d'un intégrateur temporel. Elles permettent de s'a�ranchir du
calcul du régime transitoire en utilisant une stratégie itérative de correction des conditions
initiales. Plus précisément, pour des conditions initiales données à l'itération i : y(i)

0 = y(i)(0),
on calcule la valeur de la solution au bout d'un temps T correspondant à une période. On regarde
alors la distance d entre la valeur obtenue y(i)(T,y

(i)
0 ) et les conditions initiales y(i)

0 :

d(i) = d(y
(i)
0 ) = ‖y(i)(T,y

(i)
0 )− y(i)

0 ‖. (1.14)
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Chapitre 1. Généralités sur la dynamique non-linéaire des systèmes mécaniques

Si la distance d(i) est nulle, on a trouvé une solution périodique de période T dé�nie par les
conditions initiales y(i)(0). Dans le cas contraire, on doit corriger les conditions initiales de
manière à diminuer la distance. Cette correction peut être déterminée par un développement à
l'ordre 1 de la distance d. On obtient l'expression des conditions initiales à l'itération suivante
par :

y
(i+1)
0 = y

(i)
0 + ∆y0, avec

∂d

∂y0
(y

(i)
0 ) ∆y0 = −d(y

(i)
0 ). (1.15)

Le processus de correction est ensuite appliqué aux conditions initiales jusqu'à ce que celles-ci
correspondent à une solution périodique. Dans le cas où la période des oscillations n'est pas
connue (calcul de modes non-linéaires par exemple), on peut adapter la méthode de tir en
considérant que la période T est également une variable et en ajoutant une seconde équation,
appelée équation de phase, permettant de �xer la phase de la solution (voir par exemple [38]).
Un point particulier de la méthode est que le calcul de la matrice jacobienne ∂d

∂y0
fait intervenir

l'évaluation de la matrice de monodromie (voir section 1.3.1.3) qui permet également de statuer
sur la stabilité de la solution.

Les méthodes de tir s'avèrent e�caces pour traiter le cas de systèmes avec un faible nombre
de variables. En revanche, pour de gros systèmes, les temps de calcul peuvent devenir rapidement
élevés en raison de la nature itérative de la méthode et de l'utilisation d'intégrateurs temporels.

1.2.2 Méthodes de Ritz-Galerkin

Les méthodes de Galerkin supposent que la solution du système de l'équation (1.55) se
décomposent sous la forme suivante :

x(t) =

N∑
k=1

Ψkηk(t), (1.16)

où les fonctions ηk(t) sont �xées a priori. En remplaçant cette expression dans l'équation du
mouvement (1.1), les équations ne sont pas forcément véri�ées et l'approximation induit une
erreur dé�nie par :

R(Ψ,η) =

[
N∑
k=1

MΨkη̈k + CΨkη̇k + KΨkηk

]
+ Fnl(Ψ,η)− Fex(t). (1.17)

L'objectif des méthodes de Galerkin est de rendre ce résidu orthogonal à une base de fonc-
tions test ζk(t) k = 1..N en recherchant les coe�cients Ψ véri�ant les équations de projection
suivantes : ∫ 2π

ω

t=0
R(Ψ,η(t))ζk(t)dt = 0, k = 0..N. (1.18)

Dans le cas où les fonctions tests sont égales aux fonctions utilisées pour l'approximation
(ie ηk = ζk) k = 1..N) on parle de projection de Galerkin, dans le cas contraire on parle de
projection de Petrov-Galerkin. Le choix des fonctions d'approximation est large et donne lieu à
de nombreuses méthodes. Dans le cadre de la recherche de solutions périodiques, des fonctions
trigonométriques sont souvent utilisées comme fonctions d'approximation (méthode de la ba-
lance harmonique, collocation trigonométrique . . .). Pour des problèmes non réguliers (contact
par exemple) il a été envisagé d'utiliser des bases d'ondelettes comme fonctions d'approxima-
tions [39]. On se contentera ici de décrire les deux principales méthodes utilisant les fonctions
trigonométriques comme bases d'approximation : la collocation trigonométrique et la méthode
de la balance harmonique.
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1.2. Méthodes d'estimation des solutions

1.2.2.1 Méthodes de collocation

Dans le cas des méthodes de collocation les fonctions test sont des fonctions de Dirac
ζk(t) = δ(t − tk) permettant d'évaluer l'expression du résidu en N instants tk. Les fonctions
ηk choisies pour l'approximation déterminent le type de méthode. Pour la recherche de solutions
périodiques, il paraît naturel d'utiliser la base de Fourier [1, cos(kωt), sin(kωt)] pour k = 1, ..,H
comme fonctions d'approximation. Dans ce cas, on parle de collocation trigonométrique et l'ap-
proximation s'écrit sous la forme suivante :

x(t) = a0 +
H∑
k=1

ak cos(kωt) + bk sin(kωt) = Q(t)x̃. (1.19)

On doit alors évaluer le résidu pour N = 2H + 1 pas de temps di�érents a�n de construire le
système algébrique non-linéaire que doivent véri�er les inconnues Ψ. En posant les notations
suivantes :

t = [t0, . . . , t2H+1]T

x̃ = [aT0 , a
T
1 , b

T
1 , . . . , a

T
H , b

T
H ]T

F
(coll)
nl = [Fnl(t0)T , . . . , Fnl(t2H+1)T ]T

F (coll)
ex = [Fex(t0)T , . . . , Fex(t2H+1)T ]T

L1 = K⊗ IN,1
L2k = (K− (kω)2M)⊗ cos(kωt) + (kωC)⊗ sin(kωt)

L2k+1 = (K− (kω)2M)⊗ sin(kωt)− (kωC)⊗ cos(kωt)
L = [L1, L2, . . . , L2H+1]

(1.20)

l'équation de collocation s'écrit :

Lx̃+ F
(coll)
nl (x̃)− F (coll)

ex = 0. (1.21)

L'équation (1.21) correspond à un système d'équations algébriques de taille N = (2H + 1)n qui
peut être résolu à l'aide de la méthode de Newton. La collocation trigonométrique a été utilisée
pour trouver les solutions périodiques de beaucoup de systèmes mécaniques non-linéaires liés à
la dynamique des rotors [40] ou à l'amortissement par squeeze �lm [41].

1.2.2.2 Méthode de la balance harmonique

La méthode de la balance harmonique ou HBM (pour Harmonic Balance Method) est un
cas particulier des méthodes de Galerkin où les fonctions d'approximation ηk(t) correspondent
à la base de Fourier et où les fonctions tests ζk sont égales aux fonctions d'approximation. La
résolution par HBM revient en fait à rechercher les solutions de l'équation (1.55) sous forme de
séries de Fourier tronquées à l'harmonique H :

x(t) = a0 +

H∑
k=1

(
ak cos(kωt) + bk sin(kωt)

)
= Q(t)x̃, (1.22)

avec
T(t) = [1, cos(ωt), sin(ωt), . . . , cos(Hωt), sin(Hωt)],
Q(t) = T(t)⊗ In,

x̃ = [aT0 , a
T
1 , b

T
1 , . . . , a

T
H , b

T
H ]T .

(1.23)

L'expression des dérivées premières et secondes par rapport au temps s'exprime alors par :

ẋ(t) = Q(t)(∇x̃) et ẍ(t) = Q(t)(∇2x̃), (1.24)
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Chapitre 1. Généralités sur la dynamique non-linéaire des systèmes mécaniques

avec ∇ l'opérateur de dérivation dans le domaine fréquentiel de taille (2H + 1)n × (2H + 1)n
dé�ni par :

∇ = diag(0,∇1, . . . ,∇H), ∇k = kω

[
0 1
−1 0

]
⊗ In. (1.25)

En substituant l'équation (1.22) dans l'équation (1.55) et en projetant les équations obtenues
sur la base Q(t) on obtient :[∫ 2π

ω

t=0

(
Q(t)TMQ(t)∇2 + Q(t)TCQ(t)∇+ Q(t)TKQ(t)

)
dt

]
x̃

+

∫ 2π
ω

t=0
Q(t)TFnl(x̃) dt =

∫ 2π
ω

t=0
Q(t)TFex(t) dt

(1.26)

Ce qui peut se réécrire :
Z(ω)x̃+ F̃nl(x̃) = F̃ex, (1.27)

avec Z la matrice de rigidité dynamique dé�nie par :

Z(ω) = diag(K,Z1(ω), . . . ,ZH(ω)) avecZk(ω) =

[
K− (kω)2M kωC
−kωC K− (kω)2M

]
(1.28)

F̃nl et F̃ex correspondent respectivement aux e�orts non-linéaires et aux e�orts d'excitation dans
le domaine fréquentiel et sont dé�nis par :

F̃nl =



f0
nl

f1c
nl

f1s
nl
...
fHcnl

fHsnl


=

∫ 2π
ω

0
Q(t)TFnl(x̃)dt et F̃ex =



f0
ex

f1c
ex

f1s
ex
...
fHcex

fHsex


=

∫ 2π
ω

0
Q(t)TFex(t)dt (1.29)

L'équation (1.27) représente l'équation de base de la HBM. Il s'agit d'un système de nH =
(2H + 1)n équations algébriques non-linéaires à nH inconnues, dont les solutions sont les com-
posantes fréquentielles des solutions de l'équation (1.1). La résolution de cette équation fait
intervenir des techniques itératives (de type Newton-Raphson) présentées à la section 1.2.3.

La HBM a l'avantage de ne faire aucune hypothèse sur l'ordre de grandeur de la non-linéarité.
Elle est à même de traiter des problèmes aussi bien réguliers (non-linéarités géométriques, . . .)
que non-réguliers (frottement, contact, . . .) pourvu que la solution existe et que l'on intègre su�-
samment d'harmoniques dans le développement de l'équation (1.22). Pour cette raison, elle a été
largement utilisée pour calculer des solutions approchées de systèmes dynamiques non-linéaires.
On peut citer par exemple l'étude de systèmes mécaniques avec non-linéarité géométrique [20],
avec non-linéarité de contact [42] et / ou de frottement [43, 44]) ou encore pour l'étude de la
cinétique d'usure des matériaux aux interfaces [45].

1.2.2.3 Compléments sur la HBM

Estimation des forces non-linéaires

Lors du passage dans le domaine fréquentiel, on est amené à calculer l'expression F̃nl des
e�orts non-linéaires dans ce nouveau domaine. Ceux-ci correspondent aux coe�cients de la dé-
composition en série de Fourier de Fnl(x(t), ẋ(t)) et ne peuvent être déterminés analytiquement
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que dans certains cas particuliers (non-linéarité polynomiale par exemple). Dans le cas général,
il est courant d'utiliser la méthode AFT (Alternate Frequency Time) proposé par Gri�n et al.
dans [46] et reprise dans de nombreuses études utilisant la HBM. Cette méthode consiste à re-
passer temporairement dans le domaine temporel avant d'e�ectuer les décompositions en séries
de Fourier. Plus précisément, pour un vecteur d'inconnue x̃, on reconstitue la solution tempo-
relle x(t) par x(t) = Q(t)x̃ puis on évalue les e�orts non-linéaires dans le domaine temporel
Fnl(x(t), ẋ(t)). En�n on calcule la décomposition en séries de Fourier des e�orts non-linéaires,
et on ne garde pour F̃nl que les harmoniques inférieures à H.

En pratique on utilise les transformées de Fourier discrètes (DFT) pour le passage du domaine
temporel au domaine fréquentiel. La période des solutions est subdivisée en nt instants tk = 2π

ω
k
nt

pour k = 1, .., nt et on dé�nit la matrice de transformée de Fourier discrète par :

F =
1

nt



1 . . . 1
2 cos(ωt1) · · · 2 cos(ωtnt)
2 sin(ωt1) · · · 2 sin(ωtnt)

... · · ·
...

2 cos(Hωt1) · · · 2 cos(Hωtnt)
2 sin(Hωt1) · · · 2 sin(Hωtnt)


, (1.30)

et la matrice de transformée inverse par :

F̄ =

 1 cos(ωt1) sin(ωt1) · · · cos(Hωt1) sin(Hωt1)
...

...
... · · ·

...
...

1 cos(ωtnt) sin(ωtnt) · · · cos(Hωtnt) sin(Hωtnt)

 . (1.31)

Notons que ces matrices sont en fait indépendantes de la pulsation puisqu'on a ωtk = 2kπ
nt

, par
conséquent il n'est pas nécessaire de les recalculer à chaque changement de pulsation. L'expres-
sion des déplacements discrétisés en temps s'obtient alors par la relation suivante :

x(t1)
x(t2)
...

x(tnt)

 = (F̄ ⊗ In)x̃. (1.32)

Après avoir évalué les forces non-linéaires pour chaque pas de temps tk, on obtient l'expression
des forces non-linéaires dans le domaine fréquentiel par :

F̃nl = (F ⊗ In)


Fnl(t1)
Fnl(t2)

...
Fnl(tnt)

 . (1.33)

Cette approche permet de traiter des non-linéarités de toutes sortes (polynomiales, non-
régulières, implicites, . . .) ce qui en fait un outil extrêmement intéressant.

Sélection des harmoniques

L'un des paramètres les plus importants de la HBM est le nombre d'harmoniques retenues
dans la décomposition de la solution (équation (1.22)). A priori, plus ce nombre d'harmoniques

15



Chapitre 1. Généralités sur la dynamique non-linéaire des systèmes mécaniques

est élevé, plus la description de la solution sera bonne. Pour les problèmes de grande taille, il
faut toutefois veiller à garder ce nombre d'harmoniques aussi faible que possible pour des rai-
sons de temps de calcul. En e�et, le nombre de variables de la HBM croît linéairement avec le
nombre d'harmoniques (nH = (2H + 1)n) ce qui peut entraîner une augmentation considérable
des temps de calcul pour la résolution du système algébrique non-linéaire (1.27). Dans le cas
général, il n'existe pas de critère permettant de quanti�er l'importance relative de chaque har-
monique dans la réponse, et on est contraint à e�ectuer des études de convergence des solutions
en fonction du nombre d'harmoniques retenues. L'étude de la parité des e�orts non-linéaires
peut éventuellement permettre d'éliminer d'o�ce certains harmoniques (par exemple retrait des
harmoniques pairs pour une force non-linéaire impaire). Cependant, il faut garder en tête qu'en
supprimant ces harmoniques on supprime également une partie de la phénoménologie du sys-
tème (par exemple l'apparition de solutions de pulsation 2ω par bifurcation pour un oscillateur
de Du�ng). Des techniques plus élaborées de sélection d'harmoniques pour les méthodes HBM
sont présentées au chapitre 4.1.

1.2.3 Calcul des solutions des systèmes d'équations algébriques

Une partie des méthodes présentées dans la section précédente pour résoudre les systèmes
d'équations di�érentielles non-linéaires fait intervenir la résolution de systèmes d'équations algé-
briques non-linéaires. Ces systèmes algébriques peuvent de plus dépendre de paramètres comme
la fréquence d'excitation ou le taux d'amortissement. D'une manière générale, un système de ne
équations algébriques ayant pour variable x = [x1, . . . , xne ]

T et dépendant d'un paramètre µ
peut s'écrire sous la forme suivante :

G(x, µ) = 0, G : Rne × R→ Rne . (1.34)

Dans un premier temps, on présente les méthodes permettant de résoudre le système (1.34)
dans le cas où le paramètre µ est �xé. On présente ensuite les méthodes dites de "continuation"
permettant d'étendre les solutions pour di�érentes valeurs du paramètre.

1.2.3.1 Résolution du système non-linéaire

Méthodes de point �xe

Dans le cas général, il est souvent très di�cile, voire impossible, d'obtenir une expression
analytique des solutions du système (1.34). On a alors recours à des techniques numériques
permettant d'obtenir une approximation des solutions. Parmi ces techniques, les méthodes de
point �xe sont parmi les plus utilisées. Elles consistent à transformer la recherche des solutions
en un problème de point �xe dé�ni par la relation suivante :

x = Q(x, µ0), Q : Rne × R→ R, (1.35)

avec par exemple Q(x, µ0) = H(x, µ0) + x. Ainsi, les solutions de H(x, µ0) = 0 correspondent
aux points �xes de la fonction Q(x, µ0). Sous certaines conditions de régularité sur Q(x, µ0) (Q
k-lipschitzienne avec |k| < 1, ie Q contractante), on est assuré de l'existence d'un unique point
�xe qui peut être calculé par application du processus itératif suivant :

xi+1 = H(xi, µ0), x0 �xé a priori. (1.36)
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Méthode de Newton

La méthode de point �xe la plus utilisée pour résoudre les équations (1.34) est, en général,
la méthode de Newton [47]. Celle-ci consiste à rechercher itérativement la solution en partant
d'un itéré initial x0 et en appliquant une série de corrections déterminées par la résolution d'un
système linéaire. Plus précisément, pour un point initial xk, l'expression de l'itéré suivant sera
donné par la relation :

xk+1 = xk + ∆xk avec
∂G

∂x
(xk)∆x

k = −G(xk). (1.37)

En appliquant successivement la relation de l'équation (1.37), le vecteur xk se rapproche pro-
gressivement d'une des solutions du système (1.34). Pour déterminer la �n des itérations, il est
courant d'utiliser les trois critères suivants :

∆xk ≤ ε1,
‖∆xk‖
‖xk‖

≤ ε2,

G(xk) ≤ ε3.

(1.38)

Les deux premiers critères sont relatifs à la convergence de la solution et correspondent à la
norme absolue [resp. relative] de la correction ∆x, le troisième critère permet quant à lui de
maîtriser l'erreur commise. La convergence de la méthode de Newton est indépendante de la
norme choisie, en revanche les critères d'arrêt le sont. Dans la majeure partie des cas, on choisira
la norme euclidienne ‖ · ‖2. Une illustration du principe de la méthode de Newton est donnée
sur la Fig.1.1.

Figure 1.1 � Illustration du principe de la méthode de Newton

D'un point de vue global, la réussite et la convergence de la méthode dépendent fortement du
choix du point initial x0. Cependant, au niveau local, en imposant des conditions de régularité
sur G et ses dérivées et en supposant que l'itéré initial est su�samment proche d'une solution,
on peut démontrer que la convergence de la méthode est quadratique [47], ce qui signi�e que
l'erreur à une itération est proportionnelle au carré de l'erreur à l'itération précédente, ce qui en
fait une méthode très performante si on dispose d'un itéré initial adéquat.
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De nombreuses techniques ont été développées a�n de perfectionner la méthode de Newton,
en particulier les techniques de régions de con�ance et de recherche linéaire [48]. Ces méthodes
permettent d'améliorer le comportement de la méthode de Newton lorsque la matrice jacobienne
devient singulière ou que le point de départ est (raisonnablement) éloigné de la solution.

Si le système d'équation possède plusieurs solutions pour un même paramètre µ0, la méthode
de Newton convergera vers l'une ou l'autre des solutions en fonction de l'itéré initial. Pour obtenir
toutes les solutions, il faudrait alors discrétiser l'ensemble des itérés initiaux et lancer la méthode
de Newton pour chacune des conditions initiales ainsi obtenues. Cette procédure n'est bien sûr
envisageable que pour de très petits systèmes en raison de la croissance exponentielle du nombre
de conditions initiales lorsque le nombre de variables augmente. Un moyen de contourner ce
problème est d'utiliser un algorithme de continuation comme décrit dans la partie suivante. Bien
que les algorithmes de continuation ne permettent pas d'obtenir à eux seuls toutes les solutions
d'un système algébrique, ils sont en mesure d'en calculer un sous-ensemble. Le problème de la
résolution globale de systèmes d'équations algébriques est traité en détail au chapitre 3.

Méthode de Newton-Krylov

La méthode de Newton-Krylov [49] est une version de la méthode de Newton qui se base sur
la méthode de Krylov pour résoudre les systèmes linéaires sous-jacents à la méthode de Newton
[50, 51]. En particulier, cette méthode ne nécessite pas d'évaluation de la matrice jacobienne
∂G
∂x (xk), ce qui permet dans certains cas d'obtenir de bonnes performances de résolution.

La méthode de Krylov est une méthode itérative pour résoudre des systèmes linéaires de
grande taille de type Ax = b à l'aide de l'espace de Krylov associé :

Kj(A, b,x0) = vect(r0,Ar0, ...,A
n−1r0) (1.39)

avec r0 = Ax0 − b (typiquement l'algorithme GmRes [52]). La méthode de Newton consiste à
dé�nir une série d'itérés Xk+1 = Xk + ∆X où ∆X est solution du système linéaire Jk∆Xk =
−G(Xk).

On peut alors appliquer la méthode de Krylov à la résolution des systèmes linéaires induits
par la méthode de Newton en posant (à k �xé) r0

k = −G(Xk)−Jk∆X0
k . A chaque itération j de

la méthode de Krylov, on cherche à minimiser ‖Jk∆Xj
k +G(Xk)‖ au sens des moindres carrés.

La valeur de l'incrément de Newton à l'étape j du processus de Krylov est alors recherchée sous
la forme :

∆Xj
k = ∆X0

k +

j−1∑
j=0

αj [Jk]
jr0, (1.40)

où les αj minimisent le résidu (en pratique la base de l'espace de Krylov est othonormalisée par
un processus d'Arnoldi [53]).

Cette méthode de Newton-Krylov est très attractive puisqu'elle ne nécessite pas l'évaluation
du jacobien Jk, mais seulement son action sur un vecteur Jk∆X

j
k qui peut être approximé par

la relation suivante :

Jk∆X
j
k =

F (Xk + ε∆Xj
k)− F (Xk)

ε
(1.41)

Le choix du paramètre ε est important pour le succès de la méthode [49]. Un autre point
important est l'utilisation de préconditioneurs pour regrouper les valeurs propres du jacobien et
ainsi réduire le nombre d'itérations de la méthode de Krylov [54,55].

18



1.2. Méthodes d'estimation des solutions

1.2.3.2 Méthodes de continuation

La méthode de Newton présentée dans le paragraphe précédent permet de trouver une solu-
tion x0 du système (1.34) pour une valeur �xée du paramètre µ = µ0. Supposons maintenant que
le paramètre µ est également considéré comme variable, et que l'on cherche à obtenir l'évolution
de la solution x en fonction du paramètre µ, µ ∈ [µ0, µf ]. Des méthodes spéci�ques, appelées
méthodes de continuation, ont été développées pour traiter ce type de problème. Elles reposent
principalement sur l'utilisation de la méthode de Newton au travers de stratégies de prédiction
/ correction de la solution. On propose ici de rappeler les étapes clés des principaux algorithmes
de continuation, pour plus de détails sur ces méthodes on pourra consulter [56].

Continuation séquentielle

La méthode de continuation séquentielle est l'une des plus simples à mettre en ÷uvre. Elle
consiste à paramétrer les solutions du système en fonction du paramètre µ : x = x(µ). D'un
point de vue numérique, on discrétise l'intervalle de variation du paramètre µ en N valeurs
µi, et on recherche les N solutions xi(µi) correspondantes. Partant d'une solution (xi, µi) on
e�ectue une prédiction pour le paramètre µi+1 en utilisant la solution à l'itération précédente :
(xp, µp) = (xi, µi+1). Cette prédiction est ensuite corrigée en appliquant l'algorithme de Newton
pour µ �xé à µ = µi+1. Une illustration du principe de cette continuation séquentielle est donnée
sur la Fig.1.2. Notons qu'il est possible d'améliorer la continuation séquentielle en utilisant un
prédicteur plus performant comme par exemple un prédicteur tangent. Toutefois, si les courbes
de solution du système (1.34) présentent des points de retournement (présence d'une tangente
verticale pour µ = µc), la continuation séquentielle ne permet pas de suivre ces retournements. Il
faut alors choisir une autre paramétrisation des solutions, par exemple (x, µ) = (x(xk), µ(xk))
où xk est la nouvelle variable contrôlant les solutions. Ces changements de paramétrisation au
cours de la continuation peuvent être lourds à gérer et il n'est pas toujours facile de choisir a priori
une nouvelle variable pour paramétrer les solutions lors du passage au point de retournement.

Figure 1.2 � Illustration du principe de la continuation sequentielle
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Continuation par longueur d'arc

La continuation par longueur d'arc permet de s'a�ranchir des problèmes dus aux points de
retournement. Pour cela les solutions sont paramétrées par une abscisse curviligne s de sorte
qu'elles sont exprimées par (x(s), µ(s)). Au niveau numérique, on aura accès aux solutions
(xi, µi) = (x(si), µ(si)) pour di�érentes valeurs de l'abscisse si. Cette paramétrisation permet
au paramètre µ d'être considéré comme une variable à part entière ce qui permet de traiter
simplement les points de retournement.

Dans un premier temps, on dé�nit la prédiction à une étape i par :

xp = xi + ∆x, µp = µi + ∆µ (1.42)

En utilisant une prédiction tangente, les incréments ∆x et ∆µ sont solutions du système d'équa-
tions linéaires suivant :

∂G

∂x
(xi, µi)∆x+

∂G

∂µ
(xi, µi)∆µ = 0. (1.43)

Ce système d'équations est sous-déterminé (ne équations pour ne + 1 inconnues) et on doit
ajouter une équation �xant la longueur de la prédiction par

‖∆x‖2 + ‖∆µ‖2 = ds2. (1.44)

En combinant les équations (1.43) et (1.44) on obtient les expressions suivantes pour les incré-
ments :

∆µ =
±ds√

1 + ‖(∂G∂x )−1 ∂G
∂µ ‖2

,

∆x = (
∂G

∂x
)−1∂G

∂µ
∆µ.

(1.45)

Le choix du signe de ∆µ est réalisé en fonction du sens de continuation (µ croissant ou décrois-
sant). Dans un premier temps, on peut choisir ds positif (continuation croissante) et détecter les
éventuels changements de signe en regardant le signe du produit scalaire entre deux prédictions
consécutives (si le produit scalaire est négatif alors on change le signe de ds) [56]. En pratique
les changements de signe interviennent au niveau des points de retournement.

Au niveau de la correction, le système (1.34) est simplement complété par une équation
�xant la longueur ds entre la solution précédente (xi, µi) et la solution courante (x, µ) :

‖x− xi‖2 + ‖µ− µi‖2 = ds2, (1.46)

puis est résolue par la méthode de Newton. L'équation (1.46) correspond au fait que l'on re-
cherche la solution sur une sphère de centre (xi, µi) et de rayon ds. Un schéma résumant le
principe de la continuation par longueur d'arc est présenté Fig.1.3.

Méthode asymptotique numérique

La méthode asymptotique numérique (MAN [57]) est une méthode permettant de résoudre les
systèmes d'équations algébriques (1.34) dépendant d'un paramètre, où les termes non-linéaires
sont analytiques (ie égaux à leur développement en série entière). A la di�érence de la méthode
de Newton, les solutions sont recherchées sous forme de séries entières (tronquées à l'ordre N)
d'un paramètre de chemin s :

x = x0 +

N∑
j=1

sjxj , µ = µ0 +

N∑
j=1

sjµj , (1.47)
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Figure 1.3 � Illustration du principe de la continuation par longueur d'arc

où (x0, µ0) est une solution connue du système (1.34). En substituant la relation (1.47) dans
l'équation (1.34) et en e�ectuant un développement de Taylor autour de (x0, µ0), il est possible
de montrer que les coe�cients (xj , µj) véri�ent N systèmes d'équations linéaires du type :

∂G

∂x
(x0, µ0)xj +

∂G

∂µ
(x0, µ0)µj = F j

nl(x1, . . . ,xj−1), (1.48)

où les seconds membres Fnl pour un ordre j ne dépendent que des coe�cients des ordres pré-
cédents 1, .., j − 1. Ces systèmes sont sous déterminés (ne équations pour ne + 1 inconnues).
On ajoute donc une équation permettant de contrôler le paramètre de chemin, par exemple en
utilisant une pseudo longueur d'arc dé�nie par :

xT1 x1 = 1, xT1 xj = 0 pour j = 2, .., N. (1.49)

Il est alors possible de résoudre successivement chaque système linéaire (1.48) et d'obtenir une
continuation des solutions en fonction du paramètre de chemin s. Le principal avantage de la
méthode réside dans le fait qu'une seule inversion de matrice est nécessaire, puisque tous les
systèmes linéaires (1.48) sont dé�nis par la même matrice, et que seuls les seconds membres
varient d'un ordre à l'autre.

La longueur maximale de l'intervalle du paramètre de chemin pour une itération donnée est
déterminée de manière à véri�er le critère de tolérance suivant :

‖G(x(s), µ(s))‖ ≤ ε ∀s ∈ [0, smax], (1.50)

où ε est une tolérance �xée a priori. En supposant que le résidu soit dominé par le premier terme
négligé (d'ordre N + 1), on peut obtenir une approximation du pas maximum smax par :

smax ≈ (
ε

‖FN+1
nl ‖

)N+1. (1.51)

Ainsi la MAN permet d'obtenir une branche de solution dé�nie de manière analytique entre
les points (x(0), µ(0)) et (x(smax), µ(smax)), et véri�ant l'équation (1.34) jusqu'à une tolérance
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de ε. La procédure peut ensuite être réappliquée en repartant du dernier point calculé pour
�nalement décrire toute la branche de solution. Etant donné que l'on ne se base que sur un cor-
recteur (équation (1.47)), il peut arriver qu'à partir d'un certain nombre d'itérations la solution
ne véri�e plus le critère (1.50), il est alors nécessaire d'e�ectuer une correction (par exemple avec
un algorithme de Newton) pour se replacer sur la branche de solution et dé�nir un point initial
correct.

Une implémentation de la MAN basée sur l'utilisation du logiciel Matlab a été réalisée
par l'équipe de B. Cochelin sous le nom de MANLAB [58, 59]. Elle a été utilisée pour simuler
des comportements de systèmes dynamiques non-linéaires et étudier leur stabilité (structures
minces [20], instruments de musique [60] . . .). Cependant, dans le but d'obtenir un code uniforme,
cette implémentation se base sur une représentation quadratique des équations algébriques.
Bien que de nombreux systèmes non-linéaires soient représentables sous forme quadratique en
introduisant de nouvelles variables, la taille des systèmes engendrés peut rapidement devenir
problématique pour des systèmes comportant déjà un grand nombre de ddl.

1.2.3.3 Complément sur les méthodes de continuation

Gestion du pas de continuation

La continuation par longueur d'arc fait intervenir un paramètre ds quanti�ant la distance
entre deux solutions successives. Ce paramètre est également utilisé pour dé�nir la longueur de
la prédiction. Intuitivement, on peut imaginer que plus le pas sera grand, plus la prédiction sera
éloignée de la solution réelle, ce qui aura pour e�et d'augmenter le nombre d'itérations dans
l'algorithme de Newton. D'un autre coté, plus le pas sera grand, moins il faudra de points pour
décrire la courbe de solution, ce qui paraît avantageux en termes de temps de calcul. Pour gérer ce
compromis, il est possible d'adapter le pas de continuation en fonction du nombre d'itérations
de Newton nécessaires pour obtenir la solution à une précision donnée. Une stratégie simple
est de diminuer le pas lorsque le nombre d'itérations de Newton dépasse un nombre d'itération
maximum Nmax, et de l'augmenter lorqu'il est inférieur à un nombre minimum d'itération Nmin.
Plus précisément, si l'étape de correction par l'algorithme de Newton demande plus de Nmax

itérations, la correction est arrêtée et une nouvelle prédiction est calculée pour un pas plus petit
(par exemple ds = αds avec α ≤ 1) et la correction est de nouveau appliquée à partir de cette
nouvelle prédiction. Dans le cas contraire, si la correction demande moins de Nmin itérations, la
prédiction à l'étape suivante sera calculée avec un pas plus grand (par exemple ds = dsNmaxNit

, où
Nit ≤ Nmin représente le nombre d'itérations de Newton qui ont été nécessaires pour calculer la
solution). Dans le cas où le nombre d'itérations de correction est compris entre Nmin et Nmax,
on laisse la longueur du pas inchangée.

Il est également possible d'imposer des bornes sur le domaine de variation du paramètre ds.
Par exemple, si le pas devient supérieur à une valeur dsmax, alors on le limite à cette valeur
par ds = dsmax. Dans le cas où le pas ds deviendrait trop petit, cela peut être révélateur d'un
problème au niveau de la continuation (singularités par exemple) et il est préférable de terminer
l'algorithme si cette situation se produit.

Pour les valeurs Nmin et Nmax on choisit en pratique des entiers inférieurs à 20. Pour les
valeurs initiales du pas de continuation, on peut choisir un ordre de grandeur correspondant à
la discrétisation en µ attendue.
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Figure 1.4 � Illustration du processus de détection des courbes fermées lors d'une procédure
de continuation

Gestion des courbes fermées

Lors de la continuation par longueur d'arc des solutions de l'équation (1.34), il peut arriver
que ces solutions dessinent des courbes fermées dans le plan (µ,x). On propose ici une méthode
simple permettant de détecter si une telle situation se produit en regardant si les solutions
repassent par un point initial. Plus précisément, notons (x0, µ0) une première solution du système
(1.34), et (xi, µi), (xi+1, µi+1) deux solutions consécutives obtenues par continuation véri�ant
µi ≤ µ0 ≤ µi+1 (l'ordre des signes peut être changé en adaptant ce qui suit). L'idée est de
regarder si la solution (x0, µ0) ne se trouve pas "entre" les solutions (xi+1, µi+1) et (xi, µi).
Pour cela on construit une interpolation linéaire de la solution entre (xi, µi) et (xi+1, µi+1) par :

xapp(µ0) = xi +
µ0 − µi
µi+1 − µi

(xi+1 − xi) (1.52)

et on utilise cette approximation comme itéré initial lors de la recherche d'une solution inter-
médiaire, noté xi+ 1

2
, par la méthode de Newton pour un paramètre �xé à µ = µ0. On évalue

ensuite la distance relative entre cette solution et la solution initiale par :

d =
‖xi+ 1

2
− x0‖

‖x0‖
. (1.53)

Si cette distance d est inférieure à un certain seuil dmin �xé par l'utilisateur, on peut considérer
que l'on a fait le tour de la courbe fermée et que l'on peut terminer l'algorithme de continuation.
Une illustration de cette méthode de détection des courbes fermées est donnée sur la Fig.1.4.

Gestion des bifurcations

Pour des systèmes dépendant de paramètres, il n'est pas rare de voir apparaître des phéno-
mènes de bifurcation. Ceux-ci correspondent à un changement dans la topologie des solutions
lorsque le paramètre µ atteint une valeur critique µc. On décrit ici les deux principaux types
de bifurcations statiques rencontrées lors de la continuation : les bifurcations de type points de
retournement et les bifurcations de type points d'embranchement.
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Ces bifurcations correspondent à des points rendant la matrice jacobienne Jx = [∂G∂x ] singu-
lière et peuvent être recherchées par résolution de l'équation suivante :

G(x, µ) = 0,
∂G

∂x
v = 0,

vTv = 1.

(1.54)

Le système (1.54) peut être résolu par une méthode de Newton pour obtenir les coordonnées
(xc, µc) du point de bifurcation ainsi qu'une des tangentes v au point de bifurcation. Les autres
tangentes (si elles existent) peuvent être obtenues en calculant les vecteurs propres de la matrice
∂G
∂x associés à une valeur propre nulle. Dans le cas où on est en mesure d'exprimer la hessienne
∂2G
∂xixj

, Balachandran propose dans [56] une méthode e�cace utilisant le théorème de superpo-
sition pour la résolution du système (1.54). L'itéré initial de la méthode de Newton peut être
déterminé lors d'une première continuation durant laquelle on aura pris soin de repérer les di�é-
rents changements de signe du déterminant de la matrice jacobienne det(Jx). Une fois les points
de bifurcation déterminés, on calcule le rang de la matrice J = [Jx,

∂G
∂µ ] en chaque point pour

statuer sur la nature de la bifurcation.
Dans le cas ou la matrice jacobienne J est de rang ne, il s'agit d'un point de retournement.

Comme son nom l'indique, il correspond à un retournement de la courbe solution, ce qui se
traduit par l'apparition d'une tangente verticale pour la valeur critique µc. L'algorithme de
continuation par longueur d'arc a été conçu pour traiter ce type de bifurcation, par conséquent
elle ne nécessite pas de traitement spéci�que.

Dans le cas où la matrice jacobienne J est au plus de rang ne − 1, il s'agit d'un point
d'embranchement. Il correspond au fait qu'au moins deux courbes de solutions passent par un
même point (xc, µc). Il existe alors au moins deux vecteurs distincts t1, t2 tels que Jt1 = Jt2 = 0.
Ces vecteurs correspondent aux directions tangentes de chacune des courbes solutions passant
par (xc, µc) et il est possible de les utiliser dans un algorithme de continuation pour indiquer
la direction de prédiction. D'un point de vue plus pragmatique, il est également possible de
continuer les solutions issues d'un point d'embranchement en perturbant le système (1.34) par
l'ajout d'un vecteur de petite norme aléatoirement choisi. Cette perturbation a pour e�et de
casser le point d'embranchement et permet de diriger la continuation vers l'une ou l'autre des
branches disponibles. Une fois que l'on est su�samment éloigné du point d'embranchement, on
retire la perturbation et on poursuit la continuation.

Pour un exemple de suivi de bifurcation on pourra se reporter à la section 1.2.4.3 où on traite
le cas d'un système de dimension 2, ou encore à l'article [61] où on traite le cas d'une structure
à symétrie cyclique.

1.2.4 Solution d'un système non-linéaire autonome : notion de modes non-
linéaires

Les méthodes de calcul de solutions et de leurs stabilités exposées précédemment sont main-
tenant utilisées pour étudier et analyser le comportement vibratoire d'un système mécanique
libres, dont les solutions sont données par résolution de l'équation autonome suivante :

Mẍ+ Cẋ+ Kx+ Fnl(x, ẋ) = 0 (1.55)

Les concepts présentés dans cette section seront illustrés sur un exemple simple à deux degrés
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1.2. Méthodes d'estimation des solutions

Figure 1.5 � Schéma du système mécanique à 2 ddl utilisé pour illustrer les concepts de la
section 1.3

de liberté représenté sur la Fig.1.5 et obéissant aux équations du mouvement suivantes :

mẍ1 + cẋ1 + (k + kc)x1 − kcx2 + knlx
3
1 = 0,

mẍ2 + cẋ2 + (k + kc)x2 − kcx1 + knlx
3
2 = 0.

(1.56)

Pour les applications numériques on choisira m = k = knl = 1, kc = 2, c = 0.1, dans le système
d'unités international (SI).

1.2.4.1 Modes linéaires

On rappelle tout d'abord les résultats généraux concernant la théorie des vibrations libres
dans le cadre linéaire. Dans ce paragraphe, on considérera donc que les e�orts non-linéaires sont
nuls et que le système est non-amorti (Fnl = 0 et C = 0 dans l'équation (1.55)). Les modes
propres linéaires sont dé�nis comme étant les solutions périodiques de l'équation libre et non
amortie suivante :

Mẍ+ Kx = 0 (1.57)

En recherchant ces modes sous la forme x(t) = Φ(a cos(ωt) + b sin(ωt)), on obtient l'équation
aux valeurs propres dé�nissant les formes propres Φi et les fréquences propres ωi, donnée par :

KΦ = ω2MΦ. (1.58)

Les modes propres correspondent à une famille de n solutions périodiques et forment une base
de l'espace des solutions de l'équation (1.57) (système fondamental de solution). Le calcul des
modes propres est particulièrement utile pour la détermination des solutions du système linéaire
(libre ou forcé) puisque d'une part les ωi indiquent les fréquences de résonance du système et
que d'autre part les Φi forment une base de Rn qui diagonalise simultanément les matrices K
et M et qui par conséquent permet de découpler les équations.

Notons que la dé�nition des modes propres linéaires (Eq.(1.58)) est indépendante de l'ampli-
tude de vibration, ce qui conduit à des pulsations et des formes propres constantes, ce qui n'est
pas le cas pour les modes non-linéaires. Notons également que si on initialise le mouvement selon
un mode propre, alors le mouvement restera sur ce mode particulier pour tous les temps futurs :
un mode propre linéaire peut alors être vu comme un sous-espace invariant de l'espace des phases.

1.2.4.2 Modes non-linéaires

On considère maintenant les solutions libres de l'équation non-linéaire (1.55). En particulier,
on introduit la notion de modes non-linéaires (MNL). Pour cette partie, on peut citer comme
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Chapitre 1. Généralités sur la dynamique non-linéaire des systèmes mécaniques

ouvrage de référence le livre de Vakakis [62], ou encore cet article en deux parties [63,64] dressant
un état de l'art sur la notion de modes non-linéaires, leur calcul et leur utilisation.

Approche de Rosenberg

Les modes propres linéaires sont un outil performant pour l'analyse de systèmes linéaires
puisqu'ils permettent de découpler les équations. Dans le cas non-linéaire, ce découplage ne peut
plus être réalisé par les modes linéaires et la résolution des équations de vibrations non-linéaires
nécessite des méthodes spéci�ques.

Les travaux de Lyapunov au début du 20e siècle ont permis de montrer l'existence d'une
famille de n solutions périodiques au voisinage des points d'équilibres stables pour un système
non-linéaire à n degrés de liberté sans relation de résonance interne. Ces solutions seront ensuite
étudiées par Rosenberg, pour une classe de systèmes dite "admissible", sous le nom de modes
non-linéaires. Dans le but de les calculer pratiquement, il dé�nit les modes non-linéaires comme
étant les vibrations à l'unisson du système non-linéaire libre et non amorti [65]. Par vibrations
"à l'unisson", Rosenberg suppose en fait les points suivants :

� (i) tous les ddl atteignent leur extremum et passent par zéro en même temps,
� (ii) tous les ddl vibrent à la même fréquence,
� (iii) le mouvement de chaque ddl est paramétrable en fonction du mouvement d'un unique
ddl de référence arbitrairement choisi.

Cette dé�nition, en parallèle direct avec la notion de modes linéaires, suppose en particulier
qu'il ne peut pas y avoir de déphasage entre les mouvements de chaque ddl (point (i)). En
utilisant le point (iii), les modes non-linéaires peuvent être recherchés sous la forme suivante :

x(t) = [x1(t), . . . , xn(t)], avec xi(t) = gi(xk(t)) pour i = 1..n, i 6= k (1.59)

où k est l'indice de la composante retenue pour le paramétrage et où les fonctions gi, i = 1, .., n
représentent la relation entre le mouvement de la coordonnée i et le mouvement de la coordonnée
de référence k. La détermination des fonctions gi se fait en exprimant les dérivées première et
seconde de chaque composante xi uniquement en fonction de xk et gi, puis en remplaçant les
expressions obtenues dans l'équation du mouvement. On obtient alors une série de n−1 équations
di�érentielles ne dépendant plus explicitement du temps et dont les solutions sont les fonctions
gi(xk), i = 1, .., n, i 6= k.

La plupart du temps, il n'existe pas de solution analytique à ces équations et on recherche
souvent les expression des gi sous la forme d'un développement polynomial. Finalement, en
remplaçant l'expression des gi dans l'équation régissant le mouvement de la coordonnée xk, on
obtient une équation di�érentielle appelée équation modale qui permet de déterminer l'évolution
temporelle de la composante xk pour des conditions initiales données. La résolution de l'équation
modale fait apparaître une dépendance entre amplitude de vibration et période des oscillations.
En d'autres termes, la fréquence des oscillations pour un mode non-linéaire donné est fonction de
l'amplitude de la coordonnée de référence xk. On distingue deux cas particuliers : soit la fréquence
des oscillations diminue avec l'amplitude, on parle alors de non-linéarité assouplissante, soit la
fréquence augmente avec l'amplitude, et dans ce cas on parle de non-linéarité raidissante.

Le paramétrage de l'équation (1.59) permet de dé�nir un mode non-linéaire comme une
courbe dans l'espace des con�gurations (ie l'espace des composantes xi, i = 1, .., n) appelée
ligne modale. Lorsque cette courbe est une droite (ie gi(xk) = αixk, αi constant) le mode non-
linéaire est dit similaire. Cela signi�e en particulier que la forme du mode non-linéaire ne dépend
pas de l'amplitude de vibration. Dans le cas où la ligne modale est une courbe (non droite), le
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mode non-linéaire est dit non-similaire et sa forme est dépendante de l'amplitude de vibration.
Une propriété importante est que les lignes modales sont tangentes aux droites modales dé�nies
par les modes propres du système linéarisé au point d'équilibre.

Bien que la dé�nition des modes non-linéaires de Rosenberg apparaisse restrictive (système
conservatif et admissible), elle permet de mettre en évidence de nouveaux phénomènes carac-
téristiques des systèmes non-linéaires, à savoir la dépendance fréquence / amplitude ainsi que
la dépendance forme / amplitude des modes non-linéaires. Ces phénomènes, aujourd'hui bien
connus (au moins au niveau numérique), ont été largement étudiés. On pourra par exemple
consulter [38,63,64,66] concernant les structures à symétrie cyclique, [20,67�70] pour l'étude de
structures minces (plaques ou coques), ou encore [71,72] pour l'identi�cation expérimentale des
modes non-linéaires.

Approche de Shaw et Pierre

Nous venons de voir que la dé�nition des modes non-linéaire de Rosenberg est trop restrictive
puisqu'elle ne considère que des systèmes admissibles (en particulier des systèmes avec non-
linéarité impaire [65]) et non-amortis. Pour étendre le concept de mode non-linéaire à une classe
plus grande de systèmes, Shaw et Pierre proposent de les dé�nir comme étant des "invariants de
dimension 2 de l'espace des phases" [73, 74]. Plus précisément, ils supposent que chaque couple
de composante (xi, ẋi) est paramétré par un unique couple de variables (xk, ẋk) arbitrairement
choisies. Cette dé�nition mène au paramétrage suivant :

xi = gi(xk, ẋk), et ẋi = hi(xk, ẋk). (1.60)

En utilisant une méthode similaire à la méthode de Rosenberg, on est en mesure d'obtenir
une série de 2n − 2 équations di�érentielles, ne dépendant plus explicitement du temps, dont
les solutions sont les fonctions gi et hi pour i = 1..N , i 6= k. Encore une fois il est très rare
d'obtenir des solutions analytiques pour ce type d'équation, et les fonctions gi et hi sont souvent
recherchées sous forme de développements polynomiaux.

Cette dé�nition des modes non-linéaires comme invariants de l'espace des phases a été reprise
pour calculer les modes non-linéaires de systèmes discrets [74] ou continus [75], et la réduction
de modèle [76�79]. Une extension de la dé�nition au cas des systèmes avec résonance interne a
été proposée dans [80]. Cependant le caractère fortement analytique de la méthode limite sont
application à des problèmes de grande taille.

Approche numérique : utilisation de la HBM

Les deux approches précédentes présentent des développements analytiques importants et
ne sont par conséquent pas adaptées aux systèmes de grande taille. On présente ici l'approche
numérique utilisée dans ce manuscrit pour calculer les modes non-linéaires. Le point de départ
est la méthode de la balance harmonique décrite dans les sections 1.2.2.2 et 1.2.2.3. Au vu
des systèmes non-linéaires étudiés dans ce manuscrit, on considèrera par la suite que les non-
linéarités sont uniquement fonction du déplacement x (non-linéarités conservatives). Pour le cas
des systèmes avec des non-linéarités non-conservatives on pourra se référer aux études de D.
Laxalde [11,81] qui propose une adaptation de la HBM pour calculer les modes non-linéaires de
systèmes avec des non-linéarités de type frottement (modes complexes non-linéaires).

Ici nous dé�nirons simplement les modes non-linéaires comme étant les solutions périodiques
du système libre et non amorti suivant :

Mẍ+ Kx+ Fnl(x) = 0. (1.61)
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En utilisant la méthode HBM, on recherche les modes non-linéaires sous la forme d'une série
de Fourier tronquée à l'ordre H :

x(t) = a0 +

H∑
k=0

ak cos(kωt) + bk sin(kωt) (1.62)

où les coe�cients x̃ = [aT0 , a
T
1 , b

T
1 , . . . ,a

T
H , b

T
H ]T et la pulsation ω sont inconnus. En appliquant

les équations de la HBM (voir section 1.2.2.2) on obtient alors un système algébrique sous
déterminé de nH = (2H + 1)n équations à nH + 1 inconnues (x̃ et ω).Pour fermer le système
d'équations, on introduit une équation supplémentaire appelée condition de phase. On peut par
exemple considérer une condition du type ẋ(0) = 0, ce qui se traduit dans le domaine fréquentiel
par

∑H
k=1 kωbk = 0.

Le système d'équations algébriques obtenu peut ensuite être résolu par une méthode de
continuation (voir section 1.2.3.2) pour obtenir les modes non-linéaires. L'initialisation de la
méthode de continuation est ici très importante puisqu'elle dé�nit le mode qui va être calculé. En
utilisant le fait que les modes linéaires sont tangents aux modes non-linéaires à basse amplitude,
il est courant d'initier la continuation avec des données issues d'une analyse linéaire. Par exemple
pour un mode linéaire donné par un couple (ωi,Φi) (pulsation propre, forme propre du mode i),
on initialisera la méthode de continuation par :

ω(0) = ωi, a
(0)
1 = εΦi, b

(0)
1 = 0 et a(0)

k = b
(0)
k = 0 pour k = 2..H (1.63)

où ε est un paramètre contrôlant l'amplitude de l'initialisation (en pratique on prend ε relative-
ment petit).

1.2.4.3 Exemples de modes non-linéaires

En guise d'exemple, on considère le calcul des modes non-linéaires du système à deux ddl de
l'équation (1.56). Dans le cas de la recherche de mode non-linéaire, cette équation se simpli�e
sous la forme suivante :

mẍ1 + (k + kc)x1 − kcx2 + knlx
3
1 = 0,

mẍ2 + (k + kc)x2 − kcx1 + knlx
3
2 = 0.

(1.64)

Les modes propres linéaire de ce système sont donnés par :

(ω1,Φ1) = (

√
k

m
,

1√
2

[
1
1

]
), (ω2,Φ2) = (

√
k + 2kc
m

,
1√
2

[
1
−1

]
). (1.65)

En recherchant une approximation des MNLs à un seul harmonique par HBM et en utilisant
la condition de phase xi(0) = 0, les solutions sont recherchées sous la forme ẋi(t) = x̃i cos(ωt),
i = 1, 2, où les x̃i véri�ent le système d'équations algébriques suivant :

α(ω)x̃1 − βx̃2 + γx̃3
1 = 0,

α(ω)x̃2 − βx̃1 + γx̃3
2 = 0,

(1.66)

avec α(ω) = k + kc −mω2, β = kc et γ = 3
4knl.

En initialisant la solution sur le premier mode propre (ie x̃1 = x̃2) le système (1.66) se
réduit à une seule équation donnant l'évolution de la pulsation en fonction de l'amplitude pour
le premier mode non-linéaire :

α(ω)− β + γx̃2
1 = 0 (1.67)
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On en déduit alors que le premier mode non-linéaire est similaire, et son expression (approximée
à un harmonique) est donnée par :

x(t) = x̃1

[
1
1

]
cos(ω(x̃1)t), avec ω(x̃1) =

√
k + 3

4knlx̃
2
1

m
. (1.68)

De la même manière en initialisant la solution sur le deuxième mode linéaire (ie x̃1 = −x̃2), le
système (1.66) se réduit à une seule équation donnant l'évolution de la pulsation en fonction de
l'amplitude du deuxième mode non-linéaire :

α(ω) + β + γx̃2
1 = 0. (1.69)

On en déduit alors l'expression (approximée à une harmonique) du deuxième mode non-linéaire :

x(t) = x̃1

[
1
−1

]
cos(ω(x̃1)t), avec ω(x̃1) =

√
k + 2kc+ 3

4knlx̃
2
1

m
. (1.70)

On voit alors que le système possède deux modes non-linéaires similaires (la forme du mode
n'évolue pas avec l'amplitude de vibration). On montre maintenant que le deuxième mode non-
linéaire présente un point de bifurcation de type point d'embranchement. La matrice jacobienne
J du système (1.66) est dé�nie par J = |Jx, Jω] avec :

Jx =

[
α+ 3γx̃2

1 −β
−β α+ 3γx̃2

2

]
, et Jω =

dα

dω

[
x̃1

x̃2

]
. (1.71)

En utilisant les résultats précédent et en se plaçant sur le deuxième mode, l'expression de la
matrice jacobienne devient :

J
(2)
x =

[
−2α− 3β −β
−β −2α− 3β

]
. (1.72)

Le déterminant est donné par det(J
(2)
x ) = 4α2 + 12αβ + 8β2 et s'annule pour α(µ) = −β ou

α(µ) = −2β. La première condition correspond au point de bifurcation x̃1 = x̃2 = 0 pour
ω = ω2. Cette bifurcation correspond au point d'apparition du deuxième mode, on montre qu'il
existe en ce point deux directions tangentes qui sont t(2)

1 = [1, −1, 0]T et t(2)
2 = [0, 0, 1]

correspondant respectivement à la continuation du deuxième MNL et de la solution triviale. La
deuxième condition de singularité α(µ) = −2β correspond à une bifurcation du deuxième mode

au point x1 = −x2 =
√

β
γ pour ωc =

√
k+3kc
m . La matrice jacobienne en ce point est donnée par

la relation suivante :

J(2)(

√
β

γ
,−

√
β

γ
, ωc) =

[
β −β δ
−β β −δ

]
, avec δ =

√
β

γ

dα

dω
(ωc). (1.73)

Cette matrice est de rang 1 et les deux tangentes associées sont dé�nies par t(3)
1 = [1, −1, −2β

δ ]T

et t(3)
2 = [1, 1, 0]T . Elles correspondent respectivement à la continuation du deuxième mode,

ou à la continuation de la branche bifurquée comme indiqué sur la Fig.1.6. Cette branche sup-
plémentaire de solutions illustre la surabondance des modes non-linéaires et elle correspond à
une solution localisée sur une seule des deux masses du système. Ce phénomène de localisation
qui "casse" la symétrie naturelle de la structure par des e�ets non-linéaires se retrouve parti-
culièrement dans les structures non-linéaires à symétrie cyclique [38, 63, 64, 66]. On pourra en
particulier consulter [61] pour une application plus détaillée à la continuation des bifurcations
d'un système non-linéaire à symétrie cyclique.
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Figure 1.6 � Représentation des backbone curves des modes non-linéaires, solutions du système
(1.66) en fonction du paramètre f = ω

2π . Seule l'amplitude de la variable x1 a été représentée

1.3 Analyse des solutions

Dans la section précédente, nous avons présenté les principales méthodes d'estimation des
solutions pour les systèmes dynamiques non-linéaires, et en particulier la méthode de la balance
harmonique (HBM) permettant de calculer les solutions périodiques. Ici nous exposons dans un
premier temps les méthodes permettant d'estimer la stabilité des solutions. Nous poursuivrons
ensuite en utilisant les méthodes de calcul des solutions et de leur stabilité pour illustrer certains
phénomènes propres aux vibrations non-linéaires dans le cas libre (système autonome) et dans
le cas forcé (système non-autonome).

1.3.1 Calcul de la stabilité des solutions

Les sections précédentes donnent des outils pour déterminer les solutions d'un système
d'équations non-linéaires. Cependant, il reste à déterminer si la solution obtenue est physique-
ment observable ou non. Pour cela, nous présentons dans cette section les méthodes permettant
de statuer sur la stabilité des solutions (points d'équilibres ou solutions périodiques) de systèmes
dynamiques non-linéaires. Pour plus de détails sur les éléments de cette section on peut se re-
porter à [56]. Dans ce qui suit le système est considéré sous la forme d'un système di�érentiel
du premier ordre (équation (1.2)) rappelé ci-dessous :

ẏ = H(y, t), H : R2n × R→ R2n. (1.74)

1.3.1.1 Dé�nitions

Le calcul de stabilité est un outil pour statuer sur l'évolution d'une solution du système
(1.74) lorsque celle-ci est soumise à une petite perturbation. Plusieurs dé�nitions plus ou moins
larges de la stabilité ont été proposées. Parmi celles-ci se trouve la dé�nition de stabilité au sens
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de Lyapunov qui peut se traduire par la relation suivante :

[y stable (Lyapunov) ] ≡ [∀ε > 0, ∃α(ε)tq ‖y(t0)− z(t0)‖ ≤ α⇒ ‖y(t)− z(t)‖ ≤ ε ∀t ≥ t0] .
(1.75)

Cette dé�nition correspond au fait que pour une solution stable y toutes les solutions z su�sam-
ment proches de y à un instant t0 restent con�nées dans un tube de ligne moyenne la trajectoire
de y et de rayon ε. En d'autres termes, la norme de la perturbation reste bornée.

Cette dé�nition de stabilité est relativement large et on lui préfére souvent la notion de
stabilité asymptotique dé�nie par la relation suivante :

[y stable (asymptotiquement) ] ≡
[
y stable (Lyapunov) et de plus lim

t→∞
(‖y(t)− z(t)‖) = 0

]
.

(1.76)
Dans ce cas toutes les fonctions z su�samment proches de y à un instant t0 tendent vers la
solution y pour des temps très grands. En d'autres termes, l'amplitude de la perturbation tend
vers zéro avec le temps.

Ces deux dé�nitions sont particulièrement bien adaptées pour la détermination de la sta-
bilité des points d'équilibre de l'équation (1.1). En revanche, pour les solutions périodiques de
problèmes non-linéaires, cette dé�nition est restrictive puisque dans ce contexte toute solution
d'un système libre non amorti est instable (en e�et puisque la pulsation dépend de l'amplitude
de vibration, deux solutions issues de conditions initiales proches vibrent avec des pulsations
légèrement di�érentes et par conséquent il existe des temps tk tels que ‖y(tk)− z(tk)‖ ≥ ε, voir
par exemple [56]).

Pour relaxer la dé�nition de stabilité pour les solutions périodiques, Poincaré a introduit le
concept de stabilité orbitale, dé�nie par :

[y stable (orbitalement) ] ≡ [∀ε > 0, ∃α tq si z véri�e ‖y(t = 0)− z(t = τ)‖ ≤ α
alors ∃t1, t2 tel que ‖y(t1)− z(t2)‖ ≤ ε]. (1.77)

Cette dé�nition cherche à comparer les trajectoires géométriques des solutions périodiques
(cycles limites) plutôt que leurs valeurs numériques en chaque instant, et permet ainsi d'étendre
le concept de stabilité à une classe plus large de solutions.

1.3.1.2 Stabilité des points d'équilibre

On présente ici les méthodes permettant de statuer sur la stabilité des points d'équilibre y0

du système (1.74).

Fonction de Lyapunov

Une première méthode pour déterminer la stabilité d'un point d'équilibre est d'utiliser une
fonction de Lyapunov [56]. Une telle fonction V doit véri�er les propriétés suivantes :

� V est de classe C(1), dé�nie dans un voisinage de y0,
� V (y0) = 0,
� V (y) > 0 pour y dans un voisinage de y0, y 6= y0.
Le théorème de stabilité de Lyapunov assure que la solution y0 est stable [resp. asymptoti-

quement stable] au sens de Lyapunov si V̇ (y) ≤ 0 [resp. si V̇ (y) < 0].
La partie la plus délicate de cette méthode consiste à construire la fonction V véri�ant les

hypothèses précédentes. Cependant, dans le cas des systèmes mécaniques, il est souvent possible
d'utiliser l'expression de l'énergie du système comme fonction de Lyapunov.
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Linéarisation au point d'équilibre

Une autre méthode pour la détermination de la stabilité des points d'équilibre consiste à
introduire une petite perturbation z(t) sous la forme y(t) = y0 +z(t), puis à regarder l'évolution
de cette perturbation. En remplaçant l'expression de y(t) dans l'équation (1.74) et en e�ectuant
un développement à l'ordre 1 en z, on se ramène à l'étude du système linéarisé suivant :

ż =
∂H

∂y
(y0, t)z, (1.78)

où ∂H
∂z (y0) = A représente la matrice jacobienne évaluée au point d'équilibre. Les solutions de

l'équation (1.78) s'écrivent sous la forme z(t) = z0e
A(t−t0). En diagonalisant la matrice A (A =

PDP−1) et en appliquant le changement de variable z(t) = Pu(t), il vient u(t) = u0e
D(t−t0)

soit encore
ui(t) = ui(0)eλi(t−t0). (1.79)

On voit alors que l'évolution de l'amplitude de la perturbation est donnée par le signe des
parties réelles des valeurs propres λi de la matrice A. D'un point de vue général, si toutes
les valeurs propres ont une partie réelle négative, la solution est asymptotiquement stable (la
perturbation a une décroissance exponentielle). En revanche, s'il existe au moins une valeur
propre à partie réelle positive la solution est instable (croissance exponentielle de la perturbation
selon au moins une direction). La détermination des parties réelles des valeurs propres de A
permet de décomposer l'espace en trois sous-espaces stables appelés respectivement variété stable
(partie réelle négative), variété instable (partie réelle positive) et variété centrée (partie réelle
nulle), chacun de ces sous-espaces étant engendré par les vecteurs propres correspondants. Si la
variété centrée n'est pas vide (point non-hyperbolique), il faut étudier la dynamique sur cette
variété pour statuer sur la stabilité de la solution. Un résumé des situations possibles lors de la
détermination des valeurs propres de la matrice jacobienne est donné sur la Fig.1.7.

1.3.1.3 Stabilité des solutions périodiques, théorie de Floquet

On considère maintenant une solution périodique yp(t) de période T du système (1.74).
Comme dans le cas des points d'équilibre on cherche à déterminer la stabilité de yp(t) en intro-
duisant une perturbation z(t) sous la forme y(t) = yp(t)+z(t). En introduisant cette expression
dans l'équation (1.74) et en développant à l'ordre 1 par rapport à z on obtient l'équation linéa-
risée suivante :

ż =
∂H

∂y
(yp(t), t)z(t), (1.80)

où ∂H
∂z (yp(t)) = A(t) représente la matrice jacobienne évaluée en yp(t). L'équation (1.80) cor-

respond à une équation di�érentielle linéaire à coe�cients périodiques (de période T ) dont la
résolution fait intervenir la théorie de Floquet [56].

On montre que le système (1.80) possède n solutions linéairement indépendantes zi(t) for-
mant un système fondamental de solutions. En regroupant les fonctions zi dans une matrice
Z(t) dé�nie par :

Z(t) = [z1(t), . . . , zn(t)], (1.81)

on montre que Z(t) véri�e l'équation di�érentielle suivante :

Ż =
∂H

∂z
(yp(t))Z(t). (1.82)
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Figure 1.7 � Stabilité des points d'équilibre

Comme les coe�cients de l'équation (1.82) sont périodiques de période T , la matrice Z(t+T ) =
[z1(t+T ), . . . zn(t+T )] constitue également un ensemble fondamental de solutions. Du fait que
les zi(t) forment une base de l'espace des solutions, la matrice Z(t+ T ) doit s'exprimer comme
combinaison linéaire des zi(t) :

Z(t+ T ) = Z(t)Φ, (1.83)

où Φ est une matrice constante de taille n× n appelée matrice de monodromie. En imposant la
condition Z(t = 0) = In (matrice identité de taille n) l'équation (1.83) devient Z(T ) = Φ et il
est alors possible de calculer Φ par intégration sur une période T du système (1.74) pour des
conditions initiales du type zi(0) = [0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0]T où le "1" est placé en ième position.

En appliquant récursivement la relation de l'équation (1.83) on obtient la relation suivante :

Z(mT ) = Z((m− 1)T )Φ = Z(0)Φm. (1.84)

En considérant que la matrice Φ est diagonalisable (Φ = PDP−1) et en appliquant le change-
ment de variable Z = VP il vient V(mT ) = V0D

m soit encore

vi(mT ) = vi(0)ρmi . (1.85)
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Cette dernière équation montre que la stabilité des solutions est liée aux normes des valeurs
propres ρi de la matrice de monodromie. Si toutes les valeurs propres sont de norme inférieure
à 1 (ie |ρi| < 1, i = 1..n) la solution périodique yp(t) est stable. Au contraire s'il existe une
valeur propre de norme supérieure à 1 (ie ∃i, |ρi| > 1) alors la solution périodique est instable.
En�n dans le cas où une ou plusieurs valeurs propres sont de norme 1, il faut disposer d'autres
informations pour déterminer la stabilité de la solution périodique. Notons toutefois que, si ρk =
1 [resp. ρk = −1] la solution associée vk est périodique de période T [resp. 2T ] (résultats valides
au premier ordre). La perte de stabilité est en général liée à un phénomène de bifurcation, et la
manière dont les multiplicateurs de Floquet quittent le cercle unité indique le type de bifurcation.
On compte 3 types de bifurcation pour les solutions périodiques : les points de retournement
ou d'embranchement, les doublements de période ou les bifurcations de Hopf d'ordre 2 (aussi
appelées bifurcation de Neimark-Sacker). La Fig.1.8 donne un résumé des di�érents scénarios de
bifurcation. Dans le cas des solutions périodiques de systèmes libres (modes non-linéaires) il est
possible de montrer que la matrice de monodromie associée possède toujours une valeur propre
égale à 1 [56]. Il faut alors tenir compte de cette valeur avant de statuer sur la stabilité de la
solution libre.

Figure 1.8 � Les di�érents scénarios de bifurcation possibles pour une solution périodique en
fonction des multiplicateurs de Floquet ρ

D'un point de vue pratique, il est important de bien choisir les paramètres contrôlant le
niveau d'erreur dans la solution, en particulier la taille maximale du pas de temps et la tolérance
sur les solutions. Il a été montré [82] que le calcul de la stabilité par utilisation des matrices
de monodromie est fortement dépendant du nombre de pas de temps utilisés sur l'intervalle
d'intégration. On veillera donc à utiliser un nombre de pas de temps su�samment grand pour
assurer la validité des résultats. La détermination du pas de temps à utiliser peut éventuellement
être guidée par une étude préliminaire de la convergence de la stabilité en fonction du nombre
de pas de temps retenus.

L'avantage de la méthode de monodromie réside premièrement dans sa facilité de mise en
place : il su�t d'avoir accès à un intégrateur temporel. En revanche, cette méthode est relative-
ment longue, notamment pour les systèmes de grande taille. En e�et, pour calculer la stabilité
d'une solution, il faut réaliser n intégrations temporelles (où n est le nombre de variable du
système), avec un pas de temps su�samment faible pour assurer des résultats corrects, et il faut
ensuite réitérer ces calculs pour chaque solution.

34



1.3. Analyse des solutions

Etant donné que le calcul des solutions périodiques sera réalisé dans le domaine fréquentiel
(par exemple par HBM), il pourra être judicieux dévaluer également la stabilité dans ce même
domaine dans le but d'éviter au maximum les phases d'intégration numérique souvent couteuses.
Nous présentons dans le paragraphe suivant certaines de ces approches.

1.3.1.4 Autres méthodes de calcul numérique de la stabilité

Méthode de Hill

La méthode de Hill est une méthode de calcul de stabilité dans le domaine fréquentiel, et elle
peut s'appliquer lorsque les solutions sont recherchées sous forme de séries de Fourier comme dans
le cadre de la HBM. La méthode est basée sur l'exploitation d'une troncature du déterminant de
Hill et plusieurs formalismes ont été proposés [42,82,83]. Dans [83], la perturbation est considérée
directement dans le domaine fréquentiel, ce qui permet de traiter le calcul de stabilité directement
sur les équations du mouvement à n variables (sans repasser dans l'espace d'état). En considérant
une solution xp(t) de l'équation (1.1) calculée par balance harmonique (représentée par ses
coe�cients x̃p), on lui ajoute une perturbation dont l'amplitude varie de manière exponentielle
sous la forme suivante :

x(t) = Q(t)(x̃p + eλtp̃), (1.86)

où p̃ représente les coe�cients de Fourier de la perturbation. L'objectif est ici d'évaluer le
coe�cient λ pour statuer sur l'évolution de la perturbation.

En substituant l'équation (1.86) dans l'équation du mouvement (1.1), en développant le
terme non-linéaire au premier ordre, et en appliquant une procédure de Galerkin, on se ramène
à une équation du type :

(H0 + λH1 + λ2H2)p̃ = 0, (1.87)

avec :

H0 =

∫
QT (MQ∇2 + CQ∇+ KQ +

∂Fnl
∂x

(xp)) dt,

H1 =

∫
Q(t)T (2MQ∇+ CQ) dt,

H2 =

∫
Q(t)TMQ dt.

(1.88)

L'équation (1.87) correspond à un problème aux valeurs propres généralisé dont les solutions
(λi, p̃i) permettent de statuer sur l'évolution de la perturbation. Le critère de stabilité s'énonce
de la manière suivante :

� si toutes les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative la solution est stable,
� s'il existe une valeur propre de partie réelle positive, la solution est instable,
� si toutes les valeurs propres sont imaginaires pures, d'autres éléments sont nécessaires pour
juger de la stabilité.

Cette méthode de calcul a par exemple été utilisée pour l'étude du contact rotor / stator [42]
ou l'étude de la dynamique des roulements [84]. Cependant, dans [83], Gouskov compare la
méthode de Hill à une analyse de Floquet sur un oscillateur de Du�ng et montre que cette
méthode de Hill sous-estime les zones de stabilité dès lors qu'on considère plus d'une harmonique
dans le développement de la solution. La méthode apparaît donc peu �able.

Lazarus et Thomas ont proposé dans [82] une autre utilisation de la méthode de Hill basée
cette fois sur l'équation d'état d'ordre 1 à 2n variables. En reprenant les éléments de la théorie de

35



Chapitre 1. Généralités sur la dynamique non-linéaire des systèmes mécaniques

Floquet présentés à la section 1.3.1.3. Chaque fonction zj(t) du système fondamental de solution
(équation (1.81)) de l'équation linéarisée est exprimée sous sa forme de Floquet :

zj(t) = pj(t)e
αjt, (1.89)

où les fonctions pj(t) sont périodiques de période T , et les αj sont des coe�cients complexes
appelés exposants de Floquet. En utilisant l'expression de l'équation (1.89) et la périodicité des
pj(t) on montre que :

zj(t+mT ) = pj(t+mT )eαj(t+mT ) = zj(t)e
αjmT = zj(t)[e

αjT ]m. (1.90)

Cette dernière équation est à rapprocher de l'équation (1.85) et permet de déterminer la stabilité
de la solution en fonction du signe de la partie réelle des exposants αj :

� (i) si tous les αj sont de partie réelle strictement négative, toutes les solutions fondamen-
tales zj(t) tendent vers zéro et la solution est stable,

� (ii) au contraire, s'il existe un αj de partie réelle positive ou nulle, la solution fondamentale
correspondante croît de manière exponentielle et la solution est instable.

Notons ici que les exposants de Floquet sont dé�nis de manière unique modulo 2iπ/T (ie on
peut remplacer αj par αj + 2ikπ/T dans l'équation (1.89) sans changer l'égalité).

On revient maintenant à la méthode de Hill proprement dite. Chaque fonction périodique
pj(t) (équation (1.89)) est exprimée sous la forme de sa série de Fourier :

pj(t) =

∞∑
k=−∞

pkj e
ikωt, (1.91)

avec ω = 2π
T , et où les pkj sont des vecteurs de coe�cients complexes de taille n. Dans ce cas, les

solutions fondamentales zj(t) s'expriment par :

zj(t) =

∞∑
k=−∞

pkj e
ikωteαjt. (1.92)

De même en exprimant la matrice jacobienne J(t) = ∂H
∂y (yp(t), t) sous la forme de sa série de

Fourier on a :

J(t) =
∞∑

k=−∞
Jkeikωt, (1.93)

où les Jk sont des matrices complexes de taille n× n.
En substituant les équations (1.92) et (1.93) dans l'équation (1.80), on obtient le système

d'équations suivant :

∞∑
k=−∞

(αj + ikω)pkj e
(αn+2ikω)t =

∞∑
k=−∞

∞∑
l=−∞

Jlpkj e
(αj+2i(k+l)ω)t. (1.94)

En e�ectuant le changement d'indice k → k − l dans le membre de droite et en regroupant
tous les termes sous la même somme on obtient alors l'équation suivante :

∞∑
k=−∞

[ ∞∑
l=−∞

Jlpk−lj − (αj + ikω)pkj

]
e(αj+2ikω)t = 0. (1.95)
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En égalisant séparément chaque harmonique de l'équation (1.95) à zéro, il est possible de réécrire
le problème sous la forme d'un problème aux valeurs propres du type :

(H− sI)q = 0 (1.96)

avec H la matrice de Hill (de dimension in�ni) donnée par :

H =



. . .
...

...
...

. . .
· · · J0 + iωI J−1 J−2 · · ·
· · · J1 J0 J−1 · · ·
· · · J2 J1 J0 − iωI · · ·
. . .

...
...

...
. . .

 , (1.97)

s est un nombre complexe, et q un vecteur de dimension in�nie. Les valeurs de s et de q sont
reliées aux valeurs des αj et des pj par les relations suivantes :

skj = αj + ikω, qkj = [. . . , p−1−k
j , p0−k

j , p1−k
j , . . . ]T , pour k ∈ Z, j = 1..n. (1.98)

Cette dernière équation montre que les exposants de Floquet αj peuvent être calculés à partir
des valeurs propres skj pour k ∈ Z. Cependant, il est bien évident que la résolution du problème
aux valeurs propres de dimension in�nie (équation (1.96)) n'est pas réalisable numériquement,
et qu'il est nécessaire de tronquer les développements des séries de Fourier des équations (1.92)
et (1.93) à un certain ordre H pour résoudre le problème.

Par conséquent, la matrice H sera tronquée en une matrice H̃ de taille n(2H + 1) corres-
pondant au fait que l'on ne considère que les indices k, l ∈ [−H..H] dans l'équation (1.95). En
notant s̃kj et q̃kj les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice H̃, il est possible de

montrer que les couples (s̃kj ,q̃
k
j ) tendent vers (skj , q

j
j ) lorsque le nombre d'harmonique H tend

vers l'in�ni [82]. Il reste maintenant à déterminer quelles sont les valeurs propres skj qui seront
utilisées pour le calculs des exposants de Floquet αj .

Lazarus et Thomas proposent d'analyser les vecteur propres du problème tronqué :

q̃kj = [p−H−kj , . . . , p−1−k
j , p0−k

j , p1−k
j , . . . , pH−kj ], (1.99)

et de considérer uniquement ceux associés à k = 0 :

s̃0
j = αj , q̃

0
j = [p−Hj , . . . , p−1

j , p0
j , p

1
j , . . . , p

H
j ]. (1.100)

Pour déterminer ces vecteurs, ils proposent tout d'abord de résoudre le problème aux valeurs
propres tronqué pour obtenir les couples (s̃kj , q̃

k
j ), puis de sélectionner parmi ces couples ceux qui

sont associés à la valeur k = 0. La sélection s'e�ectue de manière numérique et se base sur des
arguments de symétrie pour sélectionner les valeurs propres les plus proches de l'axe des réels (ie
k = 0) qui semblent être les valeurs les plus convergées malgré la troncature réalisée. Au �nal,
ils proposent de retenir pour les q̃0

j les n vecteurs q̃kj qui ont les formes les plus symétriques. Les
valeurs propres associées s̃0

j correspondent alors directement aux exposants de Floquet (s̃
0
j = αj),

et il est alors possible de statuer sur la stabilité des solutions.
Le principal e�ort numérique de cette méthode réside dans l'évaluation des coe�cients de

Fourier de la matrice Jacobienne Jk (équation (1.93)) et dans le calcul des valeurs propres de la
matrice tronquée H̃. Cette méthode a été appliquée à un système simple d'oscillateur de Du�ng
et comparée à la méthode basée sur le calcul des valeurs propres de la matrice de monodromie
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dans [82]. Les résultats obtenus montrent que la méthode de Hill permet un gain de temps d'un
facteur 4 par rapport à une étude de stabilité basée sur la théorie de Floquet, tout en donnant
des résultats quasiment identiques. On pourra trouver la dé�nition d'une méthode similaire,
avec application à la stabilité et à la détection de bifurcation dans le domaine de l'électronique
dans [85]

Utilisation d'un pseudo-temps

Une dernière méthode pour évaluer la stabilité des solutions calculées par HBM a été proposé
par D. Laxalde dans [11]. Il propose de considérer une nouvelle échelle de temps lente (τ) pour
introduire une dépendance en (pseudo) temps des coe�cients de Fourier de la solution sous la
forme suivante :

x(t) = Q(t)x̃(τ). (1.101)

Il postule ensuite que la vitesse a la même forme que dans le cas de la HBM classique, c'est-à-dire
ẋ = Q(t)∇x̃(τ), et obtient l'accélération sous la forme suivante :

ẍ(t) = Q(t)(∇2x̃(τ) +∇∂x̃
∂t

). (1.102)

En introduisant ces relations dans l'équation du mouvement et en éliminant l'échelle de temps ra-
pide (t) par une procédure de Galerkin, on obtient les équations suivantes gouvernant l'évolution
des coe�cients sur l'échelle de temps lente :

M̃∇∂x̃
∂τ

(τ) = F̃ex −Λx̃(τ)− Fnl(x̃(τ)). (1.103)

Dans ce contexte, les solutions de la HBM sont vues comme les points stationnaires du
système (1.103), et la stabilité peut être évaluée en utilisant les arguments de stabilité pour les
points �xes (section 1.3.1.2) sur l'équation (1.103).

Notons que le formalisme de l'équation (1.103) permet également de calculer les solutions
des équations de la HBM par intégration temporelle. En partant d'une condition initiale x̃(τ =
0) = x̃0 on intègre l'équation (1.103) sur un temps su�samment long pour atteindre un état
stationnaire, la solution de la HBM est alors donnée par cet état stationnaire (voir par exemple
[2, 86]).

1.3.2 Phénoménologie non-linéaire

On illustre maintenant les phénomènes typiques que l'on peut rencontrer dans le cas des vi-
brations non-linéaires (sauts, résonances secondaires, localisation,...). On considère en particulier
le cas des oscillations forcées gouvernées par l'équation di�érentielle suivante :

Mẍ+ Cẋ+ Kx+ Fnl(x, ẋ) = Fex(t) (1.104)

où Fex(t) correspond aux forces d'excitation, supposées harmonique (Fex(t) = F cos(Ωt)).

1.3.2.1 Résonance principale

Le phénomène de résonance non-linéaire correspond au fait que le système atteint son maxi-
mum d'amplitude pour des fréquences d'excitation particulières. Cependant, dans le cas non-
linéaire, nous avons vu que la fréquence de vibration est dépendante de l'amplitude des mou-
vements. Ainsi pour des amplitudes de force di�érentes, la fréquence de résonance d'un même
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mode sera di�érente. En fait, on observe expérimentalement et numériquement que les courbes
représentant l'amplitude de vibration en fonction de la fréquence d'excitation se positionnent
autour des "backbone curves" (ossature) dé�nies par les modes non-linéaires. Pour illustrer ce
phénomène de résonance non-linéaire, on reprend le cas de l'exemple à deux ddl de l'équation
(1.56) rappelée ici :

mẍ1 + cẋ1 + (k + kc)x1 − kcx2 + x3
1 = F1 cos(Ωt),

mẍ2 + cẋ2 + (k + kc)x2 − kcx1 + x3
2 = F2 cos(Ωt),

(1.105)

En appliquant l'approximation de la HBM (équation (1.22)) pour ω = Ω, on se ramène à la
résolution d'un système d'équations algébriques du type (1.27) dont la résolution par continua-
tion permet d'obtenir les courbes de réponse en fréquence. On a tracé sur la Fig.1.9 ces courbes
pour plusieurs niveaux de l'excitation F . Premièrement, on observe bien que les courbes de ré-
ponse forcée se positionnent autour des backbone curves des modes non-linéaires. Ensuite, pour
des amplitudes de vibration su�samment grandes, on observe l'apparition de deux points de
retournement qui conduisent à plusieurs solutions possibles (3 au maximum) pour une même
fréquence d'excitation. Cependant, toute ces solutions ne sont pas stables. En e�et, la partie de
la courbe située entre les deux points de retournement est instable, comme l'indique la norme
des multiplicateurs de Floquet représentés Fig.1.10. Physiquement, cette instabilité se traduit
par des phénomènes de saut : lors d'un balayage fréquentiel le système passe brutalement d'un
état à un autre en suivant les directions indiquées sur la Fig.1.10.

Figure 1.9 � Illustration du phénomène de résonance non-linéaire : solutions forcées du système
(1.105) pour F = 0.1, 0.25, 0.5N . Comparaison avec les modes non-linéaires

1.3.2.2 Résonance secondaire

En plus du phénomène de résonance principale, les systèmes dynamiques non-linéaires peuvent
présenter d'autres formes de résonances appelées résonances secondaires. Ces résonances appa-

39



Chapitre 1. Généralités sur la dynamique non-linéaire des systèmes mécaniques

0.1 0.15 0.2 0.25
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

frequency

am
pl

itu
de

 d
dl

 1

0.1 0.2 0.3
0

0.5

1

1.5

frequence [Hz]

|ρ
k|

0.1 0.2 0.3
0

0.5

1

1.5

frequence [Hz]

|ρ
k|

0.1 0.2 0.3
0

0.5

1

1.5

frequence [Hz]
|ρ

k|
0.1 0.2 0.3

0

0.5

1

1.5

frequence [Hz]

|ρ
k|

Figure 1.10 � Etude de stabilité de la réponse forcée autour de la résonance du premier mode
non-linéaire pour le système (1.105) pour F = 0.25N . A gauche : amplitude du ddl 1 en fonction
de la fréquence (◦ : stable, − : instable) et illustration des phénomènes de saut. A droite : normes
des multiplicateurs de Floquet ρi, i = 1, .., 4

raissent lorsqu'il existe des relations du type pΩ =
∑

k qkωk, (p, qk) ∈ Z, liant la pulsation
d'excitation aux pulsations de résonance du système linéarisé. On distingue deux types de ré-
sonances secondaires : les résonances sur-harmoniques et les résonances sous-harmoniques. On
présente également le cas où le système possède des relations de résonances internes.

Résonances sur-harmonique et sous-harmonique

Les résonances sur-harmoniques sont observées lorsqu'il existe une relation du type Ω = ωi
p ,

p ∈ Z. On observe alors l'apparition d'un terme supplémentaire de pulsation fondamentale pΩ
dans la réponse du système. Notons que la HBM est particulièrement bien adaptée pour calculer
les résonances sous-harmoniques puisque l'approximation de l'équation (1.22) contient déjà les
termes de pulsation pΩ. Pour illustrer le phénomène de résonance sur-harmonique, on considère
encore une fois le système (1.105) pour F1 = F , F2 = 0. Ce système, avec une non-linéarité
cubique, possède théoriquement une résonance sur-harmonique pour p = 3. Cette résonance
secondaire est illustrée sur la Fig.1.11, où on observe bien l'apparition d'un pic pour Ω = ω1

3 ≈
0.053. L'évolution temporelle des ddl lors de la résonance interne est également représentée sur la
Fig.1.11. An appliquant le même raisonnement pour le deuxième mode, on observe l'apparition
d'une résonance sur-harmonique d'ordre 3 pour le mode 2 vers Ω = ω1

2 ≈ 0.118. En considérant
des harmoniques d'ordre plus élevé dans l'approximation de la HBM, on est en mesure de mettre
en évidence d'autres résonances sur-harmoniques pour p = 5, 7, . . . , également présentes sur la
Fig.1.11.

Les résonances sous-harmoniques sont observées lorsqu'il existe une relation du type Ω = pωi,
p ∈ Z. Elles correspondent à l'apparition d'un terme de pulsation fondamentale Ω

p dans la réponse
du système. On pourra consulter [87] pour un exemple de résonance sous-harmonique.
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Figure 1.11 � Résonance sur-harmonique du système à deux ddl de l'équation (1.105) pour
F = 1N . A gauche : représentation dans le plan fréquence / amplitude. A droite : (a) évolutions
temporelles des ddl au point f = 0.062 Hz, (b) évolution dans l'espace des con�gurations de la
solution au point f = 0.062 Hz (sur-harmonique d'ordre 3 du mode 1)

Résonance interne

Une relation de résonance interne existe lorsque les pulsations propres du système linéarisé
sont commensurables. En d'autre termes, une résonance interne est dé�nie par une relation du
type

∑
k qkωk = 0, qk ∈ Z. Lorsqu'une telle relation existe, elle induit un couplage entre les

modes impliqués dans la relation de résonance (ie les modes pour lesquels qk 6= 0), et l'énergie
est constamment échangée entre ces modes. On pourra par exemple consulter [88�90] pour des
études de résonance interne dans des systèmes mécaniques faiblement couplés.

Notons que les systèmes à symétrie cyclique possèdent naturellement des relations de ré-
sonances internes du type ωp = ωq en raison des modes doubles qui existent pour ce type de
structure. De plus, il a été montré numériquement [38] que des relations de résonance interne
peuvent apparaître même si les fréquences du système linéarisé ne sont pas commensurables. En
e�et, puisque les fréquences de résonance évoluent avec l'amplitude de vibration, des fréquences
qui n'étaient initialement pas commensurables, peuvent le devenir lorsque l'amplitude augmente.

1.3.2.3 Localisation forcée

En plus des phénomènes de résonance, certains systèmes non-linéaires peuvent faire appa-
raître des phénomènes de localisation forcée. Ce type de comportement particulier a été étudié
par Vakakis et son équipe [4, 5, 91] pour des systèmes à symétrie cyclique. Il correspond au fait
que pour une excitation donnée, la réponse du système est localisée spatialement. Ce type de
comportement avait déjà été observé pour des systèmes à symétrie cyclique linéaires et désac-
cordés (voir par exemple [92]), mais dans le cas des systèmes non-linéaires, ce phénomène peut
apparaître même pour des systèmes parfaitement symétriques (parfaitement accordés). Pour
l'illustrer, on considère le cas de l'exemple à 2 ddl de l'équation (1.105) pour F1 = F , F2 = 0.
En faisant varier l'amplitude de la force F , on observe l'apparition d'un nouveau type de solution
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correspondant au phénomène de localisation forcée (Fig.1.12). Ces nouvelles solutions sont orga-
nisées autours des branches bifurquées du deuxième mode non-linéaire et elles correspondent à
un mouvement localisé uniquement sur l'une des deux masses (ici sur la seconde masse). Après
un calcul de stabilité, il s'avère qu'une partie de ces nouvelles solutions sont stables et peuvent
donc en théorie être physiquement observées. Nous verrons dans le chapitre 3 que ces solutions
décrivent en fait initialement des courbes fermées dans le plan fréquence / amplitude, et que ces
courbes fermées fusionnent avec la courbe de résonance principale lorsque l'amplitude augmente.
On voit ici tout l'intérêt de calculer les bifurcations des modes non-linéaires puisqu'elle peuvent
indiquer la présence possible de localisation. Bien sûr ce phénomène de localisation forcée est
fortement dépendant de l'amortissement et tend à disparaître lorsque l'amortissement augmente.

Figure 1.12 � Illustration du phénomène de localisation forcée pour le système (1.105).
Les courbes de réponse forcée (−) ont été calculées pour di�érentes valeurs de F (F =
0.1, 0.5, 1, 1.5, 2) et sont comparées aux backbone curves des modes non-linéaires (−·)

On peut supposer que la localisation forcée des systèmes non-linéaires symétriques est en
fait de même nature que la localisation forcée des systèmes linéaires désaccordés. En e�et, étant
donné que les deux masses vibrent avec une amplitude di�érente, la "fréquence propre apparente
de chaque masse" est di�érente et par conséquent le système apparaît désaccordé.

1.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté dans un premier temps le type de systèmes étudiés
dans le manuscrit. Il s'agit de systèmes dynamiques non-linéaires caractérisant les vibrations de
systèmes mécaniques soumis à des forces non-linéaires par rapport au déplacement (non-linéarité
géométrique par exemple) ou à la vitesse (par exemple non-linéarité de frottement).

Ensuite, les méthodes générales de calcul des solutions des systèmes considérés ont été pré-
sentées. En particulier, l'accent a été mis sur la méthode de la balance harmonique et sur les
méthodes de continuation des solutions de système algébrique qui seront utilisées tout au long
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de ce manuscrit. La HBM a l'avantage de ne faire aucune hypothèse sur l'ordre de grandeur de
la non-linéarité et est donc bien adaptée aux systèmes étudiés ici.

En�n, ce chapitre présente les méthodes d'analyse des solutions et une partie des compor-
tements propres aux systèmes dynamiques non-linéaires. Dans un premier temps, les méthodes
permettant de statuer sur la stabilité des solutions sont exposées, puis on illustre la nouvelle
phénoménologie vibratoire (par rapport au cas linéaire) induite par les forces non-linéaires aussi
bien dans le cas libre que dans le cas forcé. Au niveau des systèmes libres, le concept de modes
non-linéaires est introduit ainsi que des méthodes de calcul permettant de les déterminer. Ces
modes non-linéaires dé�nissent une ossature (backbone curve) sur laquelle viennent se position-
ner les solutions du système forcé. Les di�érents concepts propres aux systèmes dynamiques
non-linéaires (surabondance des modes non-linéaires, résonance sur / sous harmonique, locali-
sations forcés . . .) sont illustrés sur un exemple simple à deux degrés de liberté.

Les méthodes présentées dans ce chapitre sont particulièrement bien adaptées à la résolution
de "petits" systèmes non-linéaires (de l'ordre d'une centaine de ddl). Pour des systèmes plus
gros, comme ceux rencontrés régulièrement dans l'industrie, il faut tout d'abord envisager une
étape de réduction du modèle pour pouvoir obtenir des temps de calcul raisonnables, c'est ce
qu'on s'attache à décrire dans le chapitre qui suit.
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Chapitre 2. Méthodes de Galerkin pour la réduction de modèles de systèmes dynamiques non-linéaires

Ce chapitre présente l'application des méthodes de Galerkin à la réduction de systèmes dyna-
miques non-linéaires. Après avoir rappelé les objectifs de la réduction de modèle dans un contexte
industriel, on présente les éléments principaux de la réduction par projection de Galerkin. En
particulier, on expose di�érentes méthodes de calcul de la base de projection et on les compare
entre elles sur un exemple simple de poutre non-linéaire. En�n, une attention particulière est
portée au traitement des termes correspondant à la projection des e�orts non-linéaires, on pré-
sente en particulier une méthode d'estimation directe des termes non-linéaires réduits dans le
cadre des non-linéarités polynomiales

2.1 Enjeux de la réduction de modèle

2.1.1 Objectifs de la réduction

Pour un système mécanique industriel, la discrétisation utilisée dans la méthode des éléments
�nis est telle qu'elle peut générer des modèles de grande taille (il n'est pas rare de voir des modèles
de taille supérieure à un million de degrés de liberté). De plus, du fait de leurs non-linéarités,
l'évaluation et la résolution itérative (de type Newton) de ces équations peuvent se révéler
consommatrices en ressources de calcul aussi bien dans le cas d'une résolution par intégration
temporelle que dans le cas d'une résolution basée sur une méthode fréquentielle telle que la
HBM. Dans ce contexte la réduction de modèle a plusieurs objectifs : (i) réduire le nombre
de paramètres permettant de représenter les solutions, et (ii) donner une expression des forces
non-linéaires en fonction seulement de ces paramètres.

Le premier objectif est souvent réalisé en projetant le système sur une base de réduction bien
choisie, les variables originales x sont exprimées en fonction d'un ensemble de variables plus petit
q, le plus souvent par l'intermédiaire d'une combinaison linéaire du type x = Φq où Φ est la base
de réduction (voir section 2.2). Les équations sont ensuite réduites en appliquant une projection
de Galerkin. Il est bien évident que le choix de la base de projection est crucial pour le succès de
la méthode. Nous verrons dans le chapitre suivant qu'il existe d'autres méthodes de réduction du
nombre de variables basées sur une évaluation progressive de la base de réduction en même temps
que l'évaluation des solutions (méthodes de type PGD [93�96]), ou basées sur une utilisation des
modes non-linéaires [76�79].

Le second objectif, consiste à améliorer les performances du modèle réduit obtenu par pro-
jection de Galerkin en proposant une expression des e�orts non-linéaires réduits directement en
fonction des paramètres q. Cet objectif sera ici réalisé au travers d'une procédure d'évaluation
des raideurs non-linéaires du système réduit appelée STEP (STi�ness Evaluation Procedure,
section 2.3.2) [97,98] .

Ces deux objectifs introduisent des approximations qui sont sources d'erreurs : une di�culté
inhérente à la réduction modèle est en e�et le contrôle du niveau d'erreur engendré par l'ap-
proximation. Ici une attention particulière sera portée à l'écart entre les solutions approchées
par la méthode de réduction et les solutions exactes (issues d'un modèle numérique complet).

2.1.2 Estimation de l'erreur de réduction

On rappelle tout d'abord les notations principales, déjà utilisées dans le premier chapitre.
L'équation du mouvement après discrétisation spatiale est donnée par :

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) + Fnl(x(t), ẋ(t)) = Fex(t) (2.1)
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Cette équation peut également être formulée sous la forme d'un système di�érentiel d'ordre 1
donné par :

Aẏ(t) + By(t) +Hnl(y) = Hex(t) (2.2)

Sauf dans quelques cas particuliers, il n'existe pas d'estimateur d'erreur a priori pour estimer
la qualité du modèle réduit. On propose ici des estimateurs d'erreur a posteriori, qui permettent
d'évaluer la qualité de la solution réduite xr par rapport à la solution exacte du problème complet
x∗. La plupart du temps, la solution de référence x∗ sera obtenue par application de la HBM
sur le système complet.

L'estimateur le plus simple à considérer est la di�érence relative entre la solution approchée
et la solution complète dé�nie par :

εrel =
‖xr(t)− x∗(t)‖
‖x∗(t)‖

(2.3)

Di�érents choix sont possibles pour la norme ‖.‖, on peut citer en particulier la norme in�nie

(‖x(t)‖ = maxi(maxt)(|xi(t)|)) ou encore la norme 2 (‖x(t)‖ = ‖
√∫ T

0 xi(t)2dt‖2). Bien entendu
l'intérêt de cet estimateur est limité à des cas particuliers pour lesquels on connaît l'expression
de la solution exacte.

Un second estimateur est l'erreur commise sur l'équation du mouvement complète. On peut
dé�nir cette erreur par :

εmvt =
‖Mẍr + Cẋr + Kxr + Fnl(xr)− F (t)‖

‖F (t)‖
(2.4)

Cet estimateur est a priori le meilleur estimateur puisqu'on regarde si l'équation di�érentielle
de départ est bien véri�ée. Cependant, l'erreur donnée par εmvt ne mesure pas que l'erreur liée
à la réduction de modèle, une partie de cette erreur est en e�et générée par la troncature des
harmoniques e�ectuée durant une résolution HBM. Pour ne mesurer que l'erreur induite par la
réduction de modèle, on peut considérer une version fréquentielle ε̃mvt de l'erreur sur l'équation
du mouvement donnée par :

ε̃mvt =
‖Λx̃r + F̃nl − F̃ex‖

‖F̃ex‖
(2.5)

où Λ est la matrice de raideur dynamique associée au problème complet. Dans ce cas, on regarde
dans quelle mesure les équations algébriques non-linéaires (issues de la HBM) dé�nies pour le
système complet sont véri�ées par la solution approchée.

Tout au long des simulations réalisées dans ce chapitre et dans le suivant, nous utiliserons
ces estimateurs d'erreur pour quanti�er la qualité et la précision des modèles réduits présentés.

2.1.3 Exemple d'illustration

On présente ici l'exemple qui sera utilisé pour illustrer les méthodes de réduction de modèle.
Le système considéré consiste en une poutre d'Euler-Bernoulli bi-encastrée avec non-linéarité
géométrique (Fig.2.1). Pour chaque point de la poutre, on considère trois degrés de liberté (deux
translations u et v, une rotation θ ≈ ∂v

∂x).
Les conditions aux limites pour une poutre bi-encastrée sont les suivantes :

u(0) = u(L) = v(0) = v(L) = θ(0) = θ(L) = 0 (2.6)
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Figure 2.1 � Modèle de poutre élément �ni utilisé pour illustrer les méthodes de réduction de
modèle

En appliquant la méthode des éléments �nis, on interpole les déplacements sur un élément
de longueur l = L

ne
par :

u(x) = Nu(x)q
v(x) = Nv(x)q

(2.7)

avec q = [u1, v1, θ1, u2, v2, θ2]T , Nu = [N1, 0, 0, N2, 0, 0] et Nu = [0, N3, N4, 0, N5, N6]
où les Ni(x) représentent les polynômes d'interpolations (ici les polynômes d'Hermite) [7, 19].

En utilisant les approximations de Von Karman pour l'évaluation des termes non-linéaires,
l'énergie de déformation est donnée par la relation suivante [19] :

E =
1

2

∫ L

0

(
ES(

∂u

∂x
)2 + EI(

∂2v

∂x2
)2

)
dx+

1

2

∫ L

0
ES

(
∂u

∂x
(
∂v

∂x
)2 +

1

4
(
∂v

∂x
)4

)
dx (2.8)

En�n, en appliquant les équations de Lagrange, on est en mesure de dé�nir l'expression des
matrices élémentaires de masse et de raideur, ainsi que les coe�cients non-linéaires élémentaires,
donnés pour 1 ≤ i, j, k,m ≤ 6 par :

Mel(i, j) = ρS
∫ l

0(Nu(i)Nu(j) + Nv(i)Nv(j))dx

Kel(i, j) = ES
∫ l

0(∂Nu
∂x (i)∂Nu

∂x (j))dx+ EI
∫ l

0(∂
2Nv
∂x2

(i)∂
2Nv
∂x2

(j))dx

K
(2)
el (i, j, k) = 1

2ES
∫ l

0(∂Nu
∂x (i)∂Nv

∂x (j)∂Nv
∂x (k))dx+ ES

∫
(∂Nv
∂x (i)∂Nu

∂x (j)∂Nv
∂x (k))dx

K
(3)
el (i, j, k,m) = 1

2ES
∫

(∂Nv
∂x (i)∂Nv

∂x (j)∂Nv
∂x (k)∂Nv

∂x (m))dx

(2.9)

Après assemblage de ces matrices élémentaires et application des conditions aux limites, on
obtient une équation d'équilibre sous la forme de l'équation (2.1) avec n = 3(ne + 1) ddl, où les
e�orts non-linéaires sont exprimés par des polynômes de degré 3. Dans la suite de ce chapitre,
les valeurs numériques des paramètres du modèle sont données par (50 éléments pour une poutre
en acier de section carrée, unité SI) :

ne = 50, L = 1, ES = 1.89 · 108, EI = 1.4175 · 104, ρS = 7.02 (2.10)

Dans la majeure partie des cas, on supposera que le système est excité par une force pério-
dique, dans la direction transverse, appliquée au centre de la poutre. L'évolution temporelle de
la force sera alors du type f(t) = A cos(ωt) où A et ω représentent respectivement l'amplitude et
la pulsation d'excitation. Pour le calcul des réponses forcées, on introduira un amortissement de
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type Rayleigh dé�ni par la matrice C = 3M, et on se concentrera principalement sur le premier
mode de vibration. Cet exemple de poutre bi-encastrée illustre bien les di�cultés rencontrées
lors de la réduction de modèle des systèmes non-linéaires. En particulier, il est bien connu que
pour des amplitudes su�santes, la non-linéarité induit un couplage entre modes de �exion et
modes de traction. L'objectif de la réduction de modèle est alors de trouver une "bonne" base
de réduction permettant de prendre en compte ces couplages.

2.2 Réduction par projection de Galerkin

La méthode de Galerkin est l'une des méthodes les plus utilisées pour la réduction du nombre
de ddl d'un système dynamique. Soit x(t) le vecteur des ddl véri�ant l'équation de vibration
(2.1). La méthode consiste ici à rechercher le vecteur x(t) dans un sous-espace de Rn, appelé
espace de réduction, qui contient "la plus grande partie de la dynamique". Formellement, après
avoir déterminé une base de réduction Φ = [Φk]1≤k≤r (r ≤ n), le vecteur des ddl est exprimé
sous la forme suivante :

x(t) = Φq(t) =
r∑

k=1

Φkqk(t) (2.11)

où le vecteur q(t) de taille r × 1 représente le vecteur des degrés de liberté réduits.
En introduisant l'approximation (2.11) dans l'équation du mouvement, on est en mesure de

dé�nir le résidu suivant :

R(Φq) = MΦq̈(t) + CΦq̇(t) + KΦq(t) + Fnl(Φq(t),Φq̇(t))− Fex(t) (2.12)

La procédure de Galerkin consiste alors à rechercher les solutions q(t) qui permettent de
rendre le résidu orthogonal à un sous-espace de Rn appelé espace de projection. Ce sous-espace
est dé�ni par une base Ψ = [Ψk]1≤k≤r, et la condition d'orthogonalité du résidu se traduit
alors par ΨTR(Φq) = 0. Il est possible de considérer des bases de réduction et de projection
di�érentes (Ψ 6= Φ, méthode de Petrov-Galerkin), ou des bases identiques (Ψ = Φ, méthode de
Galerkin).

L'orthogonalité du résidu donne l'équation di�érentielle régissant l'évolution du vecteur des
ddl réduits q(t) :

ΨTMΦq̈(t) + ΨTCΦq̇(t) + ΨTKΦq(t) + ΨTFnl(Φq(t),Φq̇(t)) = ΨTFex(t) (2.13)

qui peut également être réécrite sous la forme suivante :

Mrq̈(t) + Crq̇(t) + Krq(t) + F r
nl(q(t), q̇(t)) = F r

ex(t) (2.14)

avec Ar = ΨTAΦ pour A = M, C, K, et F r = ΨTF pour F = Fnl, Fex.
Notons ici que l'évaluation des matrices réduites, ainsi que l'évaluation des e�orts d'excitation

réduits (F r
ex) peuvent être réalisées une fois pour toute en début de procédure. En revanche,

l'évaluation des e�orts non-linéaires réduits n'est pas immédiate, il faut tout d'abord reconstruire
le vecteur des ddl complet x(t) = Φq, pour ensuite évaluer le vecteur des e�orts non-linéaires,
et en�n projeter ces derniers pour obtenir le vecteur des e�orts non-linéaires réduits.

L'équation (2.14) correspond alors à une équation di�érentielle semblable à l'équation du
mouvement (2.1) mais comportant moins de variables (r ≤ n). Les méthodes présentées au
chapitre 1 peuvent alors être utilisées pour déterminer les solutions q de l' équation réduite,
pour en�n obtenir une approximation xapp(t) = Φq(t) du problème de départ (équation (2.1)).
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Il est clair que la qualité de l'approximation est directement liée à la base de réduction, la section
suivante présente quelques méthodes pour le calcul de base de réduction adaptées au problème
de l'équation (2.1).

2.2.1 Méthodes de calcul d'une base de projection (a priori)

Comme indiqué précédemment, la première étape pour réduire un système par projection
de Galerkin consiste à déterminer une base de réduction. Cette étape est cruciale puisqu'elle
conditionne la qualité des résultats �naux, mais aussi les performances de la méthode. En e�et,
les formes des vecteurs de la base de réduction doivent être adaptées à la dynamique a�n que
l'on puisse représenter le maximum de phénomènes tout en maintenant la dimension de la base
de réduction la plus petite possible. On distingue deux types de méthodes pour la construction
des bases de projection :

� (i) les méthodes dites a priori, où la construction de la base repose sur les données initiales
du problème,

� (ii) les méthodes dites a posteriori, où la base de projection est construite à partir de
données provenant de simulations numériques ou d'expériences.

La suite de cette section présente les principales méthodes a priori permettant le calcul de
bases de réduction adaptées aux problèmes de dynamique non-linéaire.

2.2.1.1 Bases structurales

Avant de présenter les di�érentes méthodes de construction de bases de réduction pour les
systèmes non-linéaires, on rappelle ici les principales bases de réduction utilisées pour réduire les
systèmes mécaniques. Ces méthodes classiques de réduction de systèmes dynamiques linéaires
peuvent être également utilisées pour réduire un système non-linéaire où les non-linéarités sont
localisées sur un sous-ensemble des ddl (cas typique du frottement [2, 11]). Dans ce cas, le
vecteur des variables réduites contient seulement l'ensemble des ddl non-linéaires, éventuellement
complété par d'autres coordonnées généralisées prenant en compte des déplacements d'ensemble
de la structure. D'un point de vue général, le vecteur des déplacements est réorganisé en séparant
les ddl non-linéaires (xm) des ddl linéaires (xs), et il est approximé sous la forme suivante :

x =

[
xm
xs

]
= Ψq (2.15)

où q est le vecteur des variables réduites.
On distingue trois grandes familles de méthode de réduction dans le domaine structural :

les méthodes statiques de type condensation de Guyan [99], les méthodes utilisant des modes à
interface �xe de type Craig et Bampton [100] et les méthodes basées sur l'utilisation de modes
à interface libre de type McNeal [101].

Condensation statique de Guyan

Dans le cas de la condensation de Guyan [99], on suppose que les e�orts d'inertie des ddl
esclaves sont négligeables par rapport aux e�orts d'inertie des ddl maitres. Avec cette hypothèse,
on peut exprimer le déplacement des ddl esclaves en fonction du déplacement des ddl maitres, ce
qui fait que les coordonnées réduites q contiennent uniquement les variables maîtres : q = xm.
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2.2. Réduction par projection de Galerkin

La matrice de réduction est donnée par :

Ψ =

[
Im

−K−1
ee Kem

]
(2.16)

Ψ est ici constituée des déformées statiques obtenues en imposant une force unitaire sur chacun
des ddl maitres. La précision des résultats est largement conditionnée par le découpage entre ddl
maîtres et ddl esclaves, ainsi que par la véri�cation de l'hypothèse des forces d'inertie faibles pour
les ddl esclaves. Cette distinction n'est pas forcement simple à faire pour des systèmes industriels
complexes, et on lui préfèrera souvent une des méthodes de synthèse modale suivantes.

Méthode de Craig et Bampton

La méthode de Craig et Bampton [100] repose sur une séparation des ddl intérieurs (xs) et
des ddl de frontière (xm). Le vecteur des coordonnées réduites est composé des déplacements
aux interfaces complété par des coordonnées généralisées correspondant à r modes propres de
la structure à interface �xe : qT = [xTm, ν

T
r ]T . La matrice de réduction est alors donnée par la

relation suivante :

Ψ =

[
Im 0

−K−1
ii Kib Φlibre

r

]
(2.17)

Cette méthode de réduction est particulièrement bien adaptée aux problèmes non-linéaires où
les non-linéarités sont localisées (type frottement) et elle est souvent retenue pour l'étude de
systèmes industriels (voir par exemple [2, 11]). En général, le choix du nombre de modes à
interface �xe à inclure dans la base de réduction se fait a priori en retenant les modes qui sont
dans la bande de fréquence étudiée.

Méthode de McNeal

La méthode de McNeal [101] est une méthode de réduction reposant sur une approximation de
la solution par des modes à interfaces libres. En notant Φ la base tronquée des modes à interfaces
libres, l'approximation de la solution s'écrit x = Φq. La troncature de la base modale induit
une erreur qui peut être réduite en ajoutant une correction prenant en compte la participation
statique des modes d'ordre supérieur. La solution approchée est alors représentée par la relation
suivante :

x = Φq + GresF (2.18)

où Gres représente la matrice de �exibilité résiduelle (sur les modes non retenus) dé�nie par :

Gres =
n∑

i=r+1

ΦiΦ
T
i

ω2
i − ω2

(2.19)

Le calcul de la matrice résiduelle exacte est très coûteux, et on se contente souvent d'une ap-
proximation de cette matrice au premier ordre :

Gres ≈ G0
res =

n∑
i=r+1

ΦiΦ
T
i

ω2
i

(2.20)

L'avantage de la méthode de Mc Neal est qu'elle fait disparaitre les ddl d'interfaces, amenant
à un modèle réduit de taille plus petite comparativement à une réduction de Craig et Bamp-
ton. En revanche, le calcul de la souplesse résiduelle peut s'avérer très long puisqu'il nécessite
l'inversion de la matrice de raideur.
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2.2.1.2 Bases modales

Un premier choix pour la base de réduction est de considérer un ensemble de vecteurs bien
choisis parmi les formes modales du système linéarisé autour d'un point d'équilibre. Un premier
critère de choix peut être dé�ni par l'intervalle de fréquence étudié. Comme dans le cas d'une
synthèse modale linéaire, on doit considérer tous les modes propres excités par les sollicitations
extérieures (ie ceux dont le produit scalaire avec la force d'excitation est non nul) en prenant
éventuellement en compte des termes résiduels basse ou haute fréquence (par exemple par l'ajout
d'une correction statique [102]).

Lorsque les amplitudes de vibration restent relativement faibles, ce choix de base de réduction
donne en général des résultats corrects. En revanche, lorsque les amplitudes de vibration aug-
mentent, l'activation des non-linéarités induit généralement une évolution des formes modales,
ou encore des couplages entre modes, dont certains ne sont pas dans la bande de fréquence
étudiée. Il faut alors compléter la base de réduction avec d'autres modes dans le but de prendre
en compte ces couplages.

Pour illustrer ces faits, on considère le cas de la poutre décrite à la section 2.1.3. La Fig.2.2
représente les 4 premiers modes transverses et les 4 premiers modes longitudinaux (on observe
que les modes propres sont découplés, ie purement transverses ou purement longitudinaux). On
choisit d'étudier une bande de fréquence autour du premier mode propre (ω1 ≈ 103rad.s−1 ≈
160Hz). On rappelle que l'excitation est transverse, appliquée au milieu de la poutre. Dans
un premier temps, la base de réduction est seulement composée du premier mode transverse.
Lorsque l'amplitude est su�sante pour activer les non-linéarités, la base de réduction n'est plus
adaptée pour décrire le problème (Fig.2.3). On choisit alors de compléter la base de projection
avec le troisième mode transverse ou avec le quatrième mode longitudinal. Les résultats de la
Fig.2.3 nous montre que l'ajout d'un mode transverse ne change pas beaucoup la qualité de
la solution, en revanche l'ajout d'un mode longitudinal permet bien d'augmenter la limite de
validité du modèle réduit.

Figure 2.2 � Modes linéaires de la poutre de l'exemple 1 (4 premiers transverses (gauche), et 4
premiers longitudinaux (droite))
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2.2. Réduction par projection de Galerkin

Figure 2.3 � Réponse en fréquence du système réduit pour di�érentes bases de projection
(transverse 1, transverse 1 + 3, transverse 1 + axial 3), comparée à la réponse du système
complet (amplitude F = 2 · 102N)
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Pour des géométries simples comme la poutre, des raisonnements empiriques peuvent aider
à déterminer quels modes ajouter pour prendre en compte les couplages modaux. Pour des
géométries plus complexes, de tels raisonnements ne sont plus applicables et on doit alors disposer
d'un critère nous indiquant quels modes ajouter à la base de projection. Le calcul des modes
non-linéaires, peut ici servir d'indicateur pour la construction d'une base de réduction. En e�et,
en projetant les modes non-linéaires sur la base des modes linéaires, on est en mesure de dé�nir
les interactions modales induites par une augmentation de l'amplitude du mouvement.

2.2.1.3 Dérivés modales

Une autre manière de compléter la base des modes propres linéaire est de considérer l'utilisa-
tion de formes particulières appelées dérivées modales, présentées en particulier dans [103,104].
Le concept de dérivée modale repose sur le fait que, pour des systèmes non-linéaires, la forme
des modes peut changer en fonction de l'amplitude de vibration, et par conséquent en fonction
des coordonnées généralisées q. Ce constat, en lien avec la notion de mode non-linéaire, amène à
considérer que la base de réduction dépend explicitement des coordonnées réduites : Φ = Φ(q).
Par conséquent, on a x = Φ(q)q, et, en développant au deuxième ordre autour de zéro, on
obtient [103,104] :

x = Φ(q)q ≈
∑
i

Φi(q)qi = x(q = 0) +
∑
k

∂x

∂qk
(q = 0)qk +

1

2

∑
k,l

∂2x

∂qk∂ql
(q = 0)qkql (2.21)

L'évaluation des dérivées donne premièrement :

∂x

∂qk
(q = 0) = Φk(q = 0) (2.22)

(on reconnaît ici l'expression des modes propres du système linéarisé autour de zéro) et deuxiè-
mement :

∂2x

∂qk∂ql
(q = 0) =

∂Φk

∂ql
(q = 0) +

∂Φl

∂qk
(q = 0) = ∂Φk,l (2.23)

qui donne la dé�nition de la dérivée modale (k, l).
En remplaçant les produits qkql par de nouvelles variables pk,l, le développement de x de-

vient :

x =
∑
k

Φk qk +
∑
k,l

∂Φk,l pk,l = [Φ ∂Φ]

[
q
p

]
(2.24)

On remarque que x se décompose alors en deux termes, le premier Φq correspond à l'approxi-
mation des déplacements en utilisant des modes linéaires, et le second ∂Φp correspond à un
terme correctif dû à la variation des formes propres en fonction des coordonnées généralisées.

La procédure de réduction de modèle peut alors se dérouler de la manière suivante : dans un
premier temps la base de réduction est formée à partir des formes propres du système linéarisé.
Comme dans le cas des bases modales, on sélectionne les modes excités par les sollicitations
extérieures et appartenant à la bande de fréquence étudiée. Ensuite, on complète cette base en y
adjoignant les dérivées modales. Pour assurer une bonne performance, il est nécessaire d'e�ectuer
une troncature dans le développement de l'équation (2.24) pour ne garder au �nal que quelques
dérivées modales. Le choix des dérivées modales à ajouter peut être guidé par les amplitudes des
composantes qj , qk. En e�et, on observe que l'amplitude de chaque dérivée modale (j, k) dans
la réponse est du même ordre de grandeur que le produit qjqk, on veillera donc à sélectionner
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2.2. Réduction par projection de Galerkin

les dérivées modales pour lesquelles les produits qjqk sont dominants. Bien que les amplitudes
qj ne soient pas connues a priori, on peut avoir une idée de leur ordre de grandeur en réalisant
un calcul où la réduction est e�ectuée uniquement avec les vecteurs de la base modale.

Dans [103], Slaats donne trois méthodes permettant le calcul e�ectif des dérivées modales.
Les deux premières méthodes sont proches de la méthode de Nelson [105]. Elles sont basées
sur une di�érentiation analytique de l'équation aux valeurs propres du système en prenant en
compte, ou non, les e�ets dû à l'inertie. La troisième méthode est une procédure purement
numérique basée sur la résolution de deux problèmes aux valeurs propres. Avant de présenter
ces méthodes, on rappelle que l'équation aux valeurs propres du système est donnée par

(K− ω2
iM)Φi = 0 (2.25)

En di�érentiant ce problème aux valeurs propres par rapport à la variable qk on obtient (en
supposant que la matrice de masse ne dépend pas des qk) :

(K− ω2
iM)

∂Φi

∂qk
= (

∂ω2
i

∂qk
M− ∂K

∂qk
)Φi (2.26)

Cette équation est à la base des deux méthodes analytiques proposées pour calculer les dérivées
modales.

Méthode 1 (avec prise en compte de l'inertie)

On utilise ici l'équation (2.26) pour exprimer
∂Φi

∂qk
en fonction de

∂K

∂qk
et de

∂ω2
i

∂qk
. Le premier

terme
∂K

∂qk
peut être obtenu de manière analytique (pour certains cas particuliers) ou de manière

numérique (di�érences �nies). Dans le cas où les vecteurs propres sont normés par rapport à la

masse, on peut montrer [103] que le second terme ∂ω2
i

∂qk
peut être obtenu par la relation suivante :

∂ω2
i

∂qk
= ΦT

k

∂K

∂qk
Φr (2.27)

∂Φi
∂qk

s'obtient alors par la résolution de l'équation (2.26). On note cependant que cette dernière
équation est singulière puisque la matrice (K − ω2

iM) est au plus de rang n − 1. La résolution
passe alors par une projection qui permet de réduire le nombre d'équations et de variables du
système (2.26) pour le rendre non singulier [103].

Méthode 2 (sans prise en compte de l'inertie)

Ici on néglige les e�ets dus à l'inertie pour le calcul des dérivées modales. Dans ce cas,
l'équation (2.26) devient :

K
∂Φi

∂qk
= −∂K

∂qk
Φi (2.28)

En supposant K non singulière, on obtient l'expression des dérivées modales par :

∂Φi

∂qk
= −K−1 ∂K

∂qk
Φi (2.29)

Une fois encore, le calcul de ∂K
∂qk

peut se faire de manière analytique (cas particulier) ou de
manière numérique (di�érences �nies). On note que les dérivées modales calculées par cette
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approche simpli�ée donnent des résultats proches de ceux calculés par la première méthode, et
on a de plus la relation ∂Φi

∂qk
= ∂Φk

∂qi
ce qui permet de diviser par deux le nombre de calculs. Bien

que l'inertie soit négligée, cette méthode permet parfois d'avoir une bonne approximation des
dérivées modales.

Méthode 3 (numérique)

Le principal inconvénient des deux méthodes précédentes, et qu'elles nécessitent explicite-

ment l'expression des matrices
∂K

∂qk
, celles-ci ne sont pas toujours aisées à obtenir, en particulier

au sein des codes éléments �nis propriétaires. La méthode numérique présentée ici pour le calcul
des dérivées modales, permet de s'a�ranchir en partie de ces inconvénients puisqu'elle repose sim-
plement sur la résolution de problèmes aux valeurs propres. Plus précisément, pour calculer une
dérivée modale particulière, on résout un premier problème aux valeurs propres (P1) en utilisant
les matrices M et K(x0) pour obtenir les vecteurs propres Φ(x0). On résout ensuite un second
problème (P2) en utilisant les matrices M et K(x0 + Φkδqk) pour obtenir les vecteurs propres
Φ(x0 + Φkδqk). L'évaluation des dérivées modales se fait alors en calculant numériquement la
variation suivante :

∂Φi

∂qk
=

Φi(x0)−Φi(x0 + Φkδqk)

δqk
(2.30)

Comme dans tous les calculs de variation numérique, le paramètre δqk doit être choisi su�sam-
ment petit pour obtenir une bonne précision, mais également su�samment grand pour éviter les
erreurs d'arrondi. Cette méthode nécessite plus de travail que les deux premières dans le sens où
l'on doit recalculer la matrice de raideur et les modes propres pour chaque valeur de δqk, k = 1..r.
En contrepartie de ces e�orts, cette méthode est directement applicable en utilisant la plupart
des codes éléments �nis.

Pour illustrer le concept de dérivée modale, on considère l'exemple de la poutre de la section
2.1.3. On suppose que la base de réduction est composée du premier mode transverse et de la
dérivée modale (1,1) (ie ∂Φ1

∂q1
) calculée par la méthode 2 (sans prise en compte de l'inertie). Les

formes du premier mode transverse et de la dérivée modale (1.1) sont représentés sur la Fig.2.4,
et la réponse en fréquence est représentée sur la Fig.2.5.

Premièrement, on observe que la forme de la dérivée modale (1,1) est très proche de la forme
du quatrième mode longitudinal (Fig.2.2), ce qui en fait un bon candidat pour compléter la
base de réduction. Les résultats de la Fig.2.5 montrent e�ectivement que lorsque le premier
mode transverse est complété par la dérivée modale (1,1), les résultats du modèle réduit sont
très proches des résultats du modèle complet. Dans ce cas le facteur de réduction est assez
impressionnant puisqu'on est passé d'un système algébrique à 765 variables à un système algé-
brique à 10 variables alors que la qualité de la solution est restée sensiblement la même. Un autre
exemple de l'utilisation des dérivées modales a également été présenté à la conférence CanCNSM
2013 [106].

2.2.1.4 Base de Krylov

Jusqu'à présent nous avons présenté des choix de bases de projections se basant principa-
lement sur le calcul de formes modales. On présente ici une solution alternative consistant à
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Figure 2.4 � Forme du premier mode transverse et de la dérivée modale (1,1)

Figure 2.5 � Réponse en fréquence du système réduit par le premier mode transverse et la
dérivée modale (1,1) comparée à la réponse du système complet
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utiliser des vecteurs issus d'une base d'un espace de Krylov particulier. On rappelle ici qu'un
espace de Krylov Kr(A, b) est dé�ni par l'espace engendré par la suite des r vecteurs vi = Aib
pour i = {0, . . . , r − 1}.

En supposant que le choix de la matrice A ait été �xé, on peut calculer un ensemble de r
vecteurs (r ≤ n) générant l'espace de Krylov Kr(A, b), puis les orthogonaliser pour obtenir une
base de projection et réduire les équations dynamiques (2.1).

Dans un premier temps, la méthode a été proposée pour traiter des systèmes sous forme
d'équation d'état (système d'ordre 1), par exemple pour la réduction de modèle des circuits
électroniques [107, 108]. Dans ce cas, le choix de la matrice A est dicté par des considérations
sur la fonction de transfert du système. Plus particulièrement, pour un système linéarisé d'ordre
1 la fonction de transfert H(s) peut se mettre sous la forme générale suivante

H(s) = (I− (−(s− s0)A))−1F (2.31)

où s0 est le point de linéarisation, A est une matrice dé�nie à partir des matrices du système
d'ordre 1, etH est un vecteur construit à partir de la forme des e�orts d'excitation. En supposant
que le point de fonctionnement n'est pas très éloigné du point de développement (‖s−s0‖ << 1),
il est possible de développer la fonction de transfert (2.31) en série entière sous la forme suivante :

F (s) =

∞∑
k=0

(s− s0)k(−A)kF =

∞∑
k=0

s̃kmk (2.32)

où les mk = (−A)kF sont appelés les moments de la fonction de transferts H(s). On observe
que ces moments sont dé�nis naturellement par les vecteurs d'un espace de Krylov Kr(A, q). La
réduction de modèle s'e�ectue alors en calculant les r premiers vecteurs de la base de Krylov,
puis en les utilisant pour dé�nir la base de projection. Le modèle réduit ainsi construit permet
d'assurer que les r premiers moments du système réduit sont égaux au r premiers moments
du système complet. En pratique, les vecteurs de l'espace de Krylov ne sont pas directement
utilisables car ils tendent à devenir colinéaires au fur et à mesure des itérations, et il est néces-
saire de construire une base orthogonale à partir de ces vecteurs, par exemple en utilisant une
orthogonalisation de Gram-Schmidt modi�ée (méthode d'Arnoldi, [109]).

Dans le cas d'un système d'ordre 2 du type (2.1), il est possible d'utiliser les bases construites
à partir de l'équation d'état pour réduire le système en appliquant une troncature des vecteurs
[110]. Cependant, il existe une extension de la méthode de réduction à l'aide d'une base d'un
espace de Krylov applicable directement au système d'ordre 2, sans repasser par l'équation
d'état. Cette méthode a été proposée par Bai et fait l'objet de plusieurs publications [110�114].
Nous proposons ici de décrire cette méthode en détail.

On reprend ici le système non-linéaire de l'équation (2.1). La linéarisation du système autour
d'un point de l'espace des phases (x0, ẋ0) est donnée par :

MẌ + ClinẊ + KlinX = Fu(t) (2.33)

avec :

Clin = C +
∂Fnl
∂ẋ

(x0, ẋ0), Klin = K +
∂Fnl
∂x

(x0, ẋ0) (2.34)

En appliquant une transformée de Laplace et en considérant un point de fonctionnement s = s0

on obtient : [
s2M + sClin + Klin

]
X(s) = Fu(s) (2.35)
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soit encore : [
(s− s0)2M + (s− s0)C̃lin + K̃lin

]
X(s) = Fu(s) (2.36)

avec C̃lin = 2s0M + Clin et K̃lin = s2
0M + s0Clin + Klin.

En utilisant les résultats obtenus pour un système d'ordre 1, il a été montré ( [111]) que l'on
peut construire une base appropriée pour réduire le système en utilisant un espace de Krylov
d'ordre 2 : Kr(A,E, b) dé�ni par la relation de récurrence suivante :

k0 = b
k1 = Ek0

ki = Eki−1 + Aki−2, i ≤ r − 1
(2.37)

avec E = −K̃−1
linC̃lin, A = −K̃−1

linM̃ et b = K̃−1
linF .

En pratique, on utilise un algorithme SOAR (Second Order ARnoldi) [110�114], décrit dans
l'algorithme 1, pour générer une base Vr de l'espace de Krylov d'ordre 2. Cette base Vr est
ensuite utilisée pour réduire le système par projection de Galerkin (Φ = Vr).

Algorithm 1 Algorithme SOAR pour la construction d'une base d'un espace de Krylov d'ordre
2
k0 = K̃−1F
V1 = k0/‖k0

k1 = Ek0

k1 = k1 − (V T
1 k1)V1

V2 = k1/‖k1‖
for j = 2 : r − 1 do
kj = Eki−1 + Aki−2

kj = kj −V(VTkj)
Vj+1 = kj/‖kj‖

end for

retourner Vr = [V1, . . . , Vr]]

Il n'y a pas de règle spéci�que pour choisir le point de développement s0 cependant dans [115]
Feldmann propose le choix heuristique s0 = 2πfmax = ωmax dans le cas où la bande de fréquence
étudiée est du type [0, fmax].

Les bases de réduction construites à partir de ces espaces de Krylov donnent de bons résultats
pour les systèmes linéaires [112]. En revanche, pour des systèmes non-linéaires, les résultats sont
variables en fonction du type de non-linéarité considérée.

Pour illustrer les méthodes de Krylov, on reprend l'exemple de la poutre bi-encastrée dé�nie
à la section 2.1.3. La linéarisation autour du point d'équilibre (x, ẋ) = (0,0) donne C̃lin = C,
K̃lin = K (Eq.(2.34)). En choisissant un point de fonctionnement s0 = ωf correspondant à la
pulsation maximale du domaine d'étude, on génère une base de l'espace de Krylov d'ordre 2 en
utilisant l'algorithme 1. Les cinq premiers vecteurs de cette base sont représentés sur la Fig.2.6,
et la fonction de réponse en fréquence du système réduit est comparée à celle du système complet
sur la Fig.2.7.

Premièrement, on observe que les vecteurs de la base de réduction sont uniquement composés
de déplacement transversaux (pas de déplacement axiaux). Cette situation était prévisible. En
e�et, étant donné que la force est appliquée de manière transverse au milieu de la poutre,
le premier vecteur k0 de l'espace de Krylov correspond à la solution statique du problème
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Figure 2.6 � Forme des 6 premiers vecteurs calculés par une procédure de Krylov linéaire (Algo.
1), composante axiales et transversales

Figure 2.7 � Comparaison des fonctions de réponse en fréquence entre le système complet et le
système réduit sur des bases de Krylov : (i) base linéaire, (ii) base avec premier pas non-linéaire,
(iii) base avec tous les pas non-linéaires
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2.2. Réduction par projection de Galerkin

linéaire et comporte donc uniquement des composantes transverses. Par récurrence, on voit que
chaque vecteur ki est uniquement composé de déplacements transversaux, et par conséquent
ki+1 représentera également un déplacement purement transverse (voir la dé�nition de ki+1

dans l'équation (2.37)). On peut donc s'attendre à ce que la réduction par cette base ne soit pas
adaptée puisqu'elle ne comporte aucune composante axiale. Cette hypothèse est bien véri�ée sur
la Fig.2.7, où on observe que le comportement du système réduit est largement plus raide que
le comportement du système complet. Le principal problème est ici que les e�orts non-linéaires
tangents sont nuls lorsqu'ils sont évalués au point d'équilibre (0,0).

Pour améliorer les résultats, on propose de dé�nir a priori une version non-linéaire de la
relation de récurrence (2.37) donnée par la relation suivante :

K̃k0 + Fnl(k0) = F

K̃k1 + Fnl(k1) = −C̃link0

K̃ki + Fnl(ki) = −C̃linki−1 − M̃ki−2

(2.38)

Dans ce cas, on prend bien en compte la non-linéarité au travers des e�orts non-linéaires, et
la détermination de chaque nouveau vecteur ki passe par la résolution d'une équation algébrique
non-linéaire. On peut également envisager une troisième version du calcul d'une base de Krylov
en n'e�ectuant la résolution non-linéaire que pour le premier vecteur k0, et en utilisant les
relations de récurrences linéaires de l'équation (2.37) pour les autres vecteurs. Pour évaluer
l'e�cacité de cette nouvelle procédure incluant les termes non-linéaires, on calcule une base de
projection à 6 vecteurs en e�ectuant un premier pas non-linéaire (Fig.2.8), ou en considérant
tous les pas non-linéaires (Fig.2.9). Pour ces deux bases, on observe que l'on a maintenant
apparition de composantes axiales dans les vecteurs de réduction. En revanche, l'amplitude de
ces composantes axiales est di�érente selon que l'on e�ectue une seule itération non-linéaire, ou
toutes les itérations non-linéaires (en particulier pour le 6ème vecteur). Au niveau de la FRF, la
base calculée avec seulement le premier pas non-linéaire ne permet pas d'améliorer les résultats
par rapport à une base de Krylov totalement linéaire. En revanche, la base de Krylov construite
avec toutes les itérations non-linéaires permet de bien approximer le système complet, comme
on peut le voir sur la Fig.2.7.

2.2.1.5 Bi-linéarisation et méthodes variationnelles

Les méthodes de bi-linéarisation et les méthodes variationnelles ont en commun l'utilisation
d'un développement en série de la non-linéarité. Ce développement permet de transformer la
résolution du problème dynamique non-linéaire d'ordre 1 (équation (2.2)) en la résolution d'un
problème dynamique linéaire de plus grande taille. Les méthodes de réduction par sous-espace
de Krylov sont alors appliquées à ces équations linéaires. Plus précisément, on considère que les
e�orts non-linéaires peuvent être développés sous la forme suivante (on a supposé que Hnl(0) =
0) :

Hnl(y) =
∑
i

Hiy
(i) = H1y + H2(y ⊗ y) + H3(y ⊗ y ⊗ y) + . . . (2.39)

où ⊗ correspond au produit de Kronecker de vecteurs y dé�ni par (y ⊗ y)(i−1)m+j = yiyj , où
m correspond au nombre d'éléments de y.

Dans le cas de la méthode variationnelle [116�119], on considère la réponse du système (2.2)
soumis à une excitation du type Hex = αHu(t), et on recherche la solution sous la forme d'une
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Figure 2.8 � Forme des 6 premiers vecteurs calculés par une procédure de Krylov avec premier
pas non-linéaire, composante axiales et transversales

0 50
−5

0

5
x 10

−7

in
 p

la
ne

0 50
0

0.05

tr
an

sv
er

se

0 50
−4
−2

0
2

x 10
−6

in
 p

la
ne

0 50
−0.04

−0.02

0

tr
an

sv
er

se

0 50
−1

0

1
x 10

−5

in
 p

la
ne

0 50
−0.01

0
0.01
0.02
0.03

tr
an

sv
er

se

0 50
−2

0

2
x 10

−5

in
 p

la
ne

0 50
−0.02

−0.01

0

tr
an

sv
er

se

0 50
−4
−2

0
2

x 10
−4

in
 p

la
ne

0 50
−5

0
5

10
15

x 10
−3

tr
an

sv
er

se

0 50
−0.4
−0.2

0
0.2

in
 p

la
ne

0 50
−2

−1

0

1
x 10

−3

tr
an

sv
er

se

Figure 2.9 � Forme des 6 premiers vecteurs calculés par une procédure de Krylov non-linéaire
(Eq.(2.38)), composante axiales et transversales

série entière du paramètre α :

y(t) =
∑
i

αiyi(t) = αy1(t) + α2y2(t) + α3y3(t) + . . . (2.40)

En utilisant le développement de la non-linéarité (Eq.(2.39)), en remplaçant y(t) par son déve-
loppement (Eq.(2.40)) et en égalisant les quantités de même puissance de α, on obtient la suite
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2.2. Réduction par projection de Galerkin

d'équations linéaires suivantes :

Ady1
dt + (B + H1)y1 = Bu(t)

Ady2
dt + (B + H1)y2 + H2(y1 ⊗ y1) = 0

Ady3
dt + (B + H1)y3 + H2(y1 ⊗ y2 + Y2 ⊗ y1) + H3(y1 ⊗ y1 ⊗ Y1) = 0

. . .

(2.41)

La méthode de réduction consiste alors à réduire chacun de ces systèmes linéaires par l'utili-
sation de sous-espace de Krylov. Supposons que l'on ait obtenu une base V1 à r1 vecteurs pour
réduire la première équation de (2.41). On a alors y1 = V1zr1 et le dernier terme de la seconde
équation de (2.41) devient H2(y1⊗y1) = H2(V1⊗V1)(zr1 ⊗zr1). La seconde équation devient
donc une équation avec r2

1 variables d'entrée (inputs) qui est également réduite par la méthode
des bases de Krylov. Par récurrence, on voit que la troisième équation sera une équation d'au
moins r3

1 variables d'entrée, etc.
Sans parler de la convergence de la série de l'équation (2.40), on voit apparaître le problème

suivant : si le nombre de vecteurs de base r1 est grand cela permet de faire correspondre un grand
nombre de moments pour la première équation, mais cela implique que le nombre d'inputs pour
la troisième équation sera grand et il est alors di�cile de réduire le troisième système à un
faible nombre d'équations. D'autre part, si r1 est petit, l'erreur commise sur y1 est grande et
cette erreur va se propager au fur et à mesure produisant une solution totalement erronée. Une
solution serait d'utiliser l'algorithme de Lanczos pour réduire le premier système. Cela permet
de faire correspondre plus de moments pour le même nombre de vecteurs de base (2r1 − 1 au
lieu de r1).

Dans le cas de la méthode de bi-linéarisation, on introduit la nouvelle variable (y⊗)T =[
yT , (y(2))T , (y(3))T , . . .

]
et il est possible de montrer que y⊗ véri�e l'équation bilinéaire suivante

(on suppose pour simpli�er que A = I dans l'équation (2.2)) :

dy⊗

dt
= B̃y⊗ + Ny⊗u+ H̃u (2.42)

ce qui correspond au système d'équations suivant :

dy(1)

dt = (B + H1)y(1) + H3y
(3) +Bu

dy(2)

dt = ((B + H1)⊗ I + I⊗ (B + H1))y(2) + (Hex ⊗ I + I⊗Hex)y(1)u
. . .

(2.43)

La réduction de ce système, également basée sur l'utilisation d'espaces de Krylov, n'est
cependant pas directe du fait du caractère bilinéaire des équations. La résolution passe ici par
l'expression de la solution sous forme d'une série de Volterra [120,121], puis par l'application de la
transformée de Laplace pour les noyaux de Volterra d'ordre k dans le domaine fréquentiel. En�n,
on utilise un raisonnement similaire à celui de la section 2.2.1.4, c'est-à-dire que l'on exprime les
(multi) moments des noyaux d'ordre k et on voit apparaître naturellement des espaces de Krylov
tels que vect(Vj) = Kqj (A−1,NV(j−1)) avec vect(V1) = Kq1(A−1,B). On utilise ensuite l'union
des Vj pour générer la base de réduction de la variable y⊗. Avec cette méthode, les moments
du système bilinéaire réduit correspondent à certains moments du système bilinéaire non réduit.
En particulier q1 moments du noyau d'ordre 1 sont identiques, q2 moments du noyau d'ordre 2
sont identiques, . . .

Cette méthode comporte de nombreux désavantages. En particulier l'augmentation substan-
tielle du nombre de variables. En e�et, la taille du système d'équations bilinéaires est de taille
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Chapitre 2. Méthodes de Galerkin pour la réduction de modèles de systèmes dynamiques non-linéaires

∑q
i=1N

i où q est l'ordre de développement de la non-linéarité. De plus, il n'existe aucune règle
permettant de choisir le nombre optimal de moments qj à faire correspondre pour le noyau
d'ordre j.

De par l'augmentation conséquente du nombre de degrés de liberté, l'application de ces
méthodes paraît di�cilement applicable aux systèmes de grande taille. On notera cependant
que l'expression des e�orts non-linéaires sous forme de série entière (équation (2.39)) permet de
calculer les projections de Galerkin une fois pour toutes en début de procédure comme indiqué
dans la section 2.3.

2.2.2 Méthodes de calcul d'une base de projection (a posteriori)

2.2.2.1 Proper Orthogonal Decomposition (POD)

La "proper orthogonal decomposition" (POD) est une technique largement employée pour
la réduction de modèle ( [122]). Selon le domaine d'application, on peut aussi la retrouver
sous le nom d'analyse en composantes principales (ACP, ou PCA), ou encore décomposition
de Karhunen-Loeve. A partir d'un champ u(x, t) obtenu expérimentalement ou numériquement,
cette méthode consiste à rechercher une base de vecteur orthogonaux φ(x) qui maximise la
moyenne du produit scalaire

〈
ΦT
i u(x, t)

〉
t
. Cela revient à résoudre un problème aux valeurs

propres qui donne les modes propres orthogonaux (POM) à droite notés Φi [resp. à gauche
notés Ψi] et les valeurs propres orthogonales (POV) λi de sorte que u(x, t) =

∑n
i=1 λiΦiΨ

T
i .

Dans le cas discret, le calcul des POMs et des POVs peut se faire par la méthode des snapshots.
En considérant le champ discret U = (u(xi, tj))1≤i≤n,1≤j≤m = [ut1 , ..., utm ], la décomposition
en modes propres orthogonaux peut être réalisée au travers d'une décomposition en valeurs
singulières (SVD) de la matrice U. On aura alors :

U = ΦΣΨT (2.44)

avec Φ de taille (n × n), Σ de taille n × m, et Ψ de taille m × m. La matrice Σ est une
matrice diagonale, dont les termes diagonaux (σi)1≤i≤n sont appelés valeurs singulières. Les
modes propres orthogonaux (POM) sont alors dé�nis comme étant les colonnes de la matrice
Φ. Cette décomposition a l'avantage de quanti�er la participation de chaque mode au travers

du rapport σi/
(∑

j σj

)
qui donne la quantité d'énergie contenue dans le POM i. De plus, les

valeurs singulières sont organisées par ordre décroissant (σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn), et on observe en
pratique qu'elles deviennent très faibles à partir d'un certain rang r. En ne retenant que les r
premiers POMs pour former la base de réduction, on obtient un modèle réduit qui permet de
restituer la majeure partie de l'énergie. En général, le rang r est dé�ni de sorte qu'au moins 99%
de l'energie soit contenue dans les r premiers POMs ((

∑r
i=1 σi)/(

∑n
j=1 σj) ≥ 0.99).

Cette technique permet d'obtenir de bons résultats en termes de réduction de modèle, mais
elle sou�re de plusieurs inconvénients. En particulier, elle nécessite une simulation totale du
système à étudier pour obtenir les snapshots qui permettent de calculer les POMs. Ces simu-
lations sont souvent coûteuses en temps de calcul. De plus, la base obtenue ne peut servir à la
réduction de modèle que pour des excitations proches de celles qui ont généré les snapshots. En
particulier, lorsqu'on augmente l'amplitude de l'excitation, il se peut que des phénomènes non-
linéaires apparaissent alors que ceux-ci n'étaient pas présents pour une solution obtenue avec
une amplitude plus faible (par exemple les phénomènes de localisation). Dans ce cas, la base de
projection obtenue par POD sur la solution de faible amplitude n'est plus adaptée à la réduction
du système et il faut re-simuler le système pour obtenir une base de projection correcte.
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2.2. Réduction par projection de Galerkin

Dans le cas d'une résolution fréquentielle, une méthode de réduction consiste à simuler le
système complet sur p points bien choisis (par exemple un point pré-résonance, un point proche
de la résonance et un point post-résonance) puis à appliquer une POD à chacune des solutions
obtenues pour obtenir p bases de projection (Φi)1≤i≤p. La base de réduction peut ensuite être
obtenue par concaténation des Φi et par sélection des vecteurs les plus signi�catifs par SVD.
Cette technique a l'avantage de dé�nir une seule base de projection pour toute une gamme
fréquence. Cependant, on se retrouve face au problème majeur de la POD, à savoir que les p
simulations peuvent s'avérer coûteuses en temps.

La POD permet cependant une bonne estimation du "potentiel de réduction" d'un système.
En e�et, en étudiant la décroissance des valeurs singulières, on peut statuer sur la capacité d'un
système à être réduit. Si les valeurs singulières décroissent brutalement (saut de plusieurs ordres
de grandeur entre deux valeurs consécutives), on peut supposer que le système se prête bien à
une réduction de modèle. Au contraire, si les valeurs singulières décroissent régulièrement, sans
saut, alors le système apparaîtra comme di�cilement réductible.

Exemple

On applique ici la méthode de réduction par POD à la poutre décrite à la section 2.1.3.
On considère que le système est excité par une force périodique du type Fex(t) = A cos(ωt),
et on étudie le premier mode de vibration du système. Dans un premier temps, on calcule une
solution préliminaire par HBM pour A = 200N . Cette solution est ensuite utilisée pour réaliser
une décomposition POD. Ici, on ne considérera que trois pas de fréquence pour e�ectuer la
décomposition POD (un pas pré-résonance, un pas à la résonance, et un pas post-résonance).
Les valeurs singulières et les 4 premiers modes propres orthogonaux obtenus pour les trois points
sont représentés sur les Fig.2.10 et Fig.2.11. On observe bien que les valeurs singulières chutent
brutalement à partir du 10ème rang. Cela indique que le système est e�ectivement réductible
et qu'il est a priori possible d'avoir une bonne approximation avec seulement quelques modes.
Etant donné que les valeurs singulières sont très faibles à partir du 4ème mode (ie inférieures
à 10−10), on ne retiendra que 4 modes pour chacun des pas de fréquence. Pour dé�nir une
base de projection, on concatène les 4 premiers vecteurs propres orthogonaux de chaque pas de
fréquence, et on e�ectue une décomposition en valeurs singulières pour ne retenir au �nal que
4 modes dans la base de réduction (Fig.2.12). Les équations sont alors projetées sur cette base
par une projection de Galerkin, puis le système réduit est résolu par HBM.

La Fig.2.13 compare les résultats obtenus par HBM sur le système complet et sur le système
réduit pour di�érents nombres de vecteurs dans la base de réduction. On observe que pour une
solution calculée avec 2 modes, les résultats sont encore éloignés des résultats de référence. En
revanche, les solutions calculées avec 3 et 4 modes sont relativement proches de la solution de
référence. Cela est dû en partie au fait que le 3ème mode comporte une composante axiale qui
permet de prendre en compte le couplage entre les mouvements transversaux et axiaux.

2.2.2.2 Modes compagnons

La méthode des modes compagnons, présentée en particulier dans [97], permet de compléter
une base de réduction formée de modes propres linéaires par d'autre formes appelées modes
compagnons (ou encore modes duals). Ces nouvelles formes sont spécialement conçues pour
capturer les couplages modaux pouvant intervenir avec une augmentation de l'amplitude. Sur
ce point, les modes compagnons sont semblables aux dérivées modales puisqu'ils permettent de
compléter la base de réduction linéaire. En revanche leur calcul repose sur une procédure que
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Figure 2.10 � Valeurs singulières calculées pour les trois pas de fréquence considérés
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Figure 2.11 � Forme des 4 premiers modes propres orthogonaux (composantes axiales (bleu)
et transverses (rouge)) pour les 3 pas de fréquence considérés

l'on peut quali�er d'a posteriori puisqu'il est nécessaire d'e�ectuer la résolution de plusieurs
problèmes statiques en amont, qui doivent être représentatifs du problème abordé. Pour la
présentation de la méthode on considérera par la suite que la non-linéarité est seulement fonction
du déplacement : Fnl = Fnl(x). L'extension à tout type de non-linéarité est envisageable, mais
demanderait une modi�cation de la méthode puisque celle ci est basée sur les résultats de calculs
statiques (qui ne prennent pas en compte la vitesse).

On considère tout d'abord que l'on dispose d'une base de réduction Φ constituée de formes
propres linéaires. La recherche des modes compagnons consiste à résoudre plusieurs problèmes
statiques à force imposée. Les solutions ainsi obtenues sont utilisées pour extraire les modes
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Figure 2.12 � Forme des 4 premiers modes propres orthogonaux retenus pour la base de réduc-
tion

Figure 2.13 � Comparaison entre la solution de référence et les solutions calculées par réduction
sur la base des modes propres orthogonaux de la Fig.2.12 : évolution de l'amplitude de la
composante transverse du centre de la poutre

compagnons. Le problème statique à résoudre sera de la forme suivante :

Kx+ Fnl(x) = Fs (2.45)

La forme de la force statique Fs à imposer doit être choisie de manière à n'exciter principalement
que les vecteurs propres linéaires (et seulement ces modes là dans le cas d'un système linéaire).
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Cette situation se produit lorsque la force Fs est de la forme :

F (m)
s =

∑
i

α
(m)
i KΦi (2.46)

où m = 1..M représente le cas de chargement et où les α(m)
i sont des coe�cients à choisir en

fonction des modes considérés. Dans [97] Capiez-Lernout considère qu'il est su�sant de prendre
les cas suivants :

F
(m)
i = α

(m)
i KΦi (2.47)

correspondant à un chargement selon un seul mode (i), et

F
(s)
i,j =

1

2
α

(s)
i (KΦi ±KΦj), i 6= j (2.48)

correspondant à un chargement selon deux modes (i, j). Le choix des modes à considérer peut
être guidé par l'amplitude de leur participation dans la réponse totale. Les valeurs des coe�cients
α

(m)
i doivent être prises de manière à ce que les solutions statiques correspondantes évoluent d'un

comportement linéaire à un comportement non-linéaire (voir hautement non-linéaire).
En résolvant l'équation statique (2.45) pour chaque cas de chargement (Eqs.2.47,2.48), on

obtient les solutions correspondantes x(m)
i et x(m)

i,j . On retire ensuite la participation des modes
linéaires (ainsi que celle des modes compagnons déjà sélectionnés) dans les solutions obtenues
(on suppose que les vecteurs de projection sont normés par rapport à la masse) :

v
(s)
i = x

(m)
i −

∑
k ΦT

kMx
(m)
i

v
(s)
i,j = x

(m)
i,j −

∑
k ΦT

kMx
(m)
i,j

(2.49)

En�n, on réalise une décomposition en valeurs singulières des matrices Vi = [v
(1)
i , ..., v

(M)
i ].

On a Vi = Ψ(i)Σ(i)(Θ(i))T , et on peut �nalement extraire les formes dominantes Ψ(i) qui
seront ensuite sélectionnées comme mode compagnons. On note que pour qu'un mode Ψ

(i)
k

soit sélectionné comme mode compagnon, il faut non seulement qu'il soit associé à une valeur
singulière élevée mais qu'il induise également une grande énergie de déformation (approximée
par exemple par (Ψ

(i)
k )TKΨ

(i)
k .

Pour illustrer la méthode des modes compagnons, on considère l'exemple de poutre de la
section 2.1.3. Une fois encore on considère seulement le premier mode transverse et on va chercher
à déterminer les candidats possibles pour ses modes compagnons. La première étape est la
résolution statique de l'équation (2.45) pour des forces imposées de la forme F = α(s)KΦ1

avec quatre amplitudes di�érentes. Les résultats de ces calculs statiques sont présentés sur les
Figs.2.14a et 2.14b.

Bien que la force soit purement transverse, on observe sur la Fig.2.14a l'apparition d'une
composante longitudinale lorsque l'amplitude de la force augmente. Le fait de retirer la partici-
pation du premier mode transverse fait apparaitre une composante sur un mode ressemblant au
troisième mode longitudinal, ainsi qu'une composante sur un mode proche du troisième mode
transverse (Fig.2.14b). Il reste maintenant à e�ectuer une SVD de la matrice V pour extraire
les formes des modes compagnons. La Fig.2.15 représente les di�érentes formes possibles Ψk

résultant de la SVD (les modes ont été normés par rapport à la masse).
La sélection du mode compagnon se fait en fonction de la valeur singulière et/ou de l'énergie

de déformation associée à la forme choisie. La Fig.2.16 montre les réponses en fréquence du
système réduit soit sur le mode compagnon avec la plus grande valeur singulière (le premier),
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2.2. Réduction par projection de Galerkin

(a) Résultat u
(s)
1 des calculs statiques préliminaires au calcul des modes com-

pagnons (force selon le premier mode transverse pour di�érentes amplitudes
α)

(b) Résultat v
(s)
1 des calculs statiques préliminaires après retrait de la partici-

pation du premier mode transverse Φ1
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Figure 2.15 � Candidats possibles pour les modes compagnons du premier mode transverse

soit sur le mode compagnon avec la plus grande énergie de déformation (le troisième). On observe
que le mode compagnon avec la plus grande énergie de déformation donne de meilleurs résultats
que le mode compagnon avec la plus grande valeur singulière (on reconnaît bien la forme du 4ème
mode axial dans le 3ème mode compagnon). Cet exemple montre bien l'importance des critères
de sélection du mode compagnon sur la qualité de la réponse du système réduit. La méthode des
modes compagnons donne ici de bons résultats, mais elle sou�re des mêmes inconvénients que
la réduction sur une base POD. En particulier, la base peut ne plus être adaptée si le système
évolue avec des amplitudes supérieures à celles qui ont été utilisées pour la génération des modes
compagnons.
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Figure 2.16 � Réponse en fréquence pour le système réduit sur le premier mode transverse et
le premier (val. sing. max.) ou le troisième (E. def. max.) mode compagnon

2.2.3 Méthodes de Galerkin non-linéaires

La méthode de projection de Galerkin présentée en section 2.2, recherche la solution de
l'équation (2.1) dans un sous-espace Er de Rn, généré par la base de réduction Φ. Par conséquent,
toute la dynamique sur l'espace complémentaire Ec, de dimension n− r, est ignorée. Cela peut
devenir problématique en particulier lorsque la non-linéarité induit un couplage entre des modes
de l'espace de réduction et de l'espace complémentaire. L'idée des méthodes de Galerkin non-
linéaires est de ne plus négliger l'espace complémentaire. Pour cela, on recherche les solutions de
l'équation (2.2) sous la forme x = Φrq + Φcp avec Φr la base constituée des r premiers modes
propres linéaires et Φc la base complémentaire dans Rn.

En projetant l'équation (2.2) et en utilisant le fait que les modes linéaires sont découplés, on
obtient les deux systèmes d'équation suivants :

ΦT
r MΦrq̈ + ΦT

r CΦrq̇ + ΦT
r KΦrq + ΦT

r Fnl(Φrq + Φcp) = ΦT
r Fex (2.50)

ΦT
c MΦcp̈+ ΦT

c CΦcṗ+ ΦT
c KΦcp+ ΦT

c Fnl(Φrq + Φcp) = ΦT
c Fex (2.51)

Dans la méthode de Galerkin classique, on fait l'hypothèse p = 0, ce qui revient à négliger
la deuxième équation. Ici, la méthode de Galerkin non-linéaire consiste à utiliser la seconde
équation pour approximer la dynamique sur l'espace complémentaire.

Variétés inertielles

La méthode de Galerkin non-linéaire consiste à dé�nir une application ξ permettant d'expri-
mer les variables complémentaires p en fonction des variables réduites q sous la forme p = ξ(q).
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Cette application de Rr dans Rn−r dé�nit une variété appelée variété inertielle. Ce concept est
en fait une version globale du concept de variété centrée [123,124].

En pratique le calcul exact de ξ est peu souvent réalisable, et on cherche alors à obtenir une
variété inertielle approchée ξapp (Approximed Inertial Manifold, AIM). Plusieurs méthodes de
calcul sont possibles en se basant sur l'équation projetée sur la base complémentaire (Eq.(2.51)).
Un des cas les plus simples consiste à négliger les dérivées temporelles dans la deuxième équation
pour obtenir une variété inertielle quasi-statique (FMT-AIM) dé�ni par l'équation :

(ΦT
c KΦc)ξapp(q) + ΦT

c Fnl(Φrq + Φcξapp(q))−ΦT
c Fex = 0 (2.52)

Cette équation algébrique peut être résolue par une méthode de Newton, ou par une méthode
de point �xe. Dans la plupart des études il est courant de n'utiliser que quelques itérations de
point �xe pour diminuer l'e�ort de calcul. Le résolution se déroule ainsi : à chaque itération
(q donné) on calcule p = ξapp(q) à l'aide de (2.52) et on exprime les e�orts non-linéaires par
Fnl(Φrq + Φcξapp(q)), on résout l'équation (2.50) et en�n on exprime la solution à l'aide de la
relation x = Φrq + Φcξapp(q).

D'autres dé�nitions pour la variété inertielle approchée sont également possibles, en particu-
lier la variété inertielle d'Euler-Galerkin qui est obtenue en utilisant un schéma d'Euler implicite
pour discrétiser l'équation (2.51), puis une itération de point �xe pour résoudre le problème
non-linéaire associé [123].

La méthode de la variété inertielle peut s'avérer coûteuse en temps de calcul puisque à chaque
itération du solveur de Newton on doit calculer la variété inertielle approchée. Le calcul de la
solution par la méthode de Galerkin classique avec un nombre de modes r2 supérieur au nombre
de modes retenus r pour une résolution par Galerkin non-linéaire peut souvent être réalisée plus
rapidement et peut même donner de meilleurs résultats. Il faut alors choisir le nombre de modes
retenus dans la base Φr correctement, ce qui nécessite souvent des études de convergence.

Pour réduire les temps de calcul associés au calcul d'une variété inertielle, on peut utiliser
la méthode du Galerkin postprocess [123, 124]. Cette méthode, qui peut être comparée à la
méthode de la correction statique en dynamique linéaire [125], consiste à résoudre l'équation
(2.50) avec q = 0 (comme dans le cas d'une méthode de Galerkin classique) puis à "lisser" la
solution obtenue grâce à la variété inertielle en posant x = Φrq + Φcξapp(q), où ξapp(q) véri�e
l'équation (2.52). Cette opération de "lissage" peut se faire en parallèle du calcul des solutions. Il
est indiqué que le Galerkin postprocess permet d'obtenir des résultats équivalents à la méthode
Galerkin non-linéaire avec des temps de calcul comparables à ceux de la méthode de Galerkin
classique [125]. Cependant, il se peut que la méthode du postprocessing donne des résultats
dégradés par rapport à la solution non lissée, en particulier si le nombre de modes retenus
pour calculer la solution de base est faible [125]. Dans [125], Kovacs explique que les méthodes
de Galerkin non-linéaires (Galerkin non-linéaire, postprocess) permettent une amélioration par
rapport à une méthode de Galerkin Classique que dans les cas où les solutions sont su�samment
irrégulières (ex : choc, discontinuité dans l'excitation, ...).

Ici, nous avons présenté l'utilisation de la méthode de Galerkin non-linéaire dans le cas où on
recherche les évolutions temporelles pour une base de mode �xée. On remarque qu'on aurait pu
e�ectuer le même travail pour une recherche de mode à évolution temporelle �xée. En particulier
dans le cas de la HBM, l'application de la méthode de Galerkin non-linéaire revient à exprimer
l'amplitude des harmoniques de rang élevé en fonction de l'amplitude des premiers harmoniques.
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2.3 Evaluation des termes non-linéaires réduits

Cette section traite en particulier du problème de l'évaluation des termes non-linéaires réduits
par projection de Galerkin. Dans le cas général, on doit calculer les e�orts non-linéaires pour
le modèle complet, puis on projette ces e�orts sur la base de réduction. Cette procédure limite
l'e�cacité des méthodes de réduction de modèle. En e�et, bien que le nombre de ddl soit réduit,
l'évaluation des e�orts non-linéaires pour le modèle complet peut s'avérer particulièrement lourde
en termes de temps de calcul. De plus, lors d'une résolution itérative (type HBM), il est nécessaire
de recalculer les e�orts non-linéaires complets à chaque itération de la méthode de Newton. Pour
éviter ces calculs sur le système complet lors de la résolution, la méthode de réduction doit être
en mesure de donner une expression des e�orts non-linéaires réduits seulement en fonction des
coordonnées réduites. Les méthodes proposées ici s'appliquent particulièrement bien aux non-
linéarités ne faisant intervenir que le déplacement. Ces travaux ont été présentés à la conférence
CanCNSM 2013 [106].

2.3.1 Développement de la non-linéarité

On considère ici que la non-linéarité peut se développer en série entière sous la forme suivante :

Fnl(x) = H1x+ H2x⊗ x+ H3x⊗ x⊗ x+ . . . (2.53)

où les Hi sont des matrices de taille n×ni. En particulier, les non-linéarités géométriques peuvent
être représentées exactement par un tel développement à l'ordre 3 (les termes non-linéaires sont
polynomiaux de degré 3). En utilisant une base de réduction Φ tel que le déplacement soit
approximé par x = Φq, l'expression des e�orts non-linéaires réduits est donnée par :

Fnl,r(q) = ΦTFnl(Φq) = ΦTH1Φq+ΦTH2(Φq)⊗(Φq)+ΦTH3(Φq)⊗(Φq)⊗(Φq)+. . . (2.54)

Finalement, en utilisant les propriétés du produit de Kronecker ⊗, l'expression des e�orts réduits
devient :

Fnl,r(q) = (ΦTH1Φ)q+
(
ΦTH2(Φ⊗Φ)

)
(q⊗q)+

(
ΦTH3(Φ⊗Φ⊗Φ)

)
(q⊗q⊗q)+. . . (2.55)

Ce qui peut �nalement se réécrire :

Fnl,r(q) = H1,rq + H2,r(q ⊗ q) + H3,r(q ⊗ q ⊗ q) + . . . (2.56)

L'expression de l'équation (2.56) a l'avantage de représenter les e�orts non-linéaires réduits
seulement en fonction des coordonnées réduites q. Si on dispose de l'expression des matrices
Hi, il est alors possible de calculer les matrices réduites Hi,r une fois pour toutes en début de
résolution, ce qui évite la reconstruction des e�orts complets et les projections.

Bien sûr, cette méthode n'est applicable que dans le cas où l'expression des matrices Hi est
connue. Dans le cas où le développement de la non-linéarité n'est pas disponible, on présente
une méthode d'évaluation des termes non-linéaires réduits basée sur l'exploitation de calculs
statiques.

2.3.2 Méthodes d'évaluation des raideurs réduites

On suppose ici que les non-linéarités sont de type polynomial. Dans un souci de simpli�cation,
on ne présentera la méthode que pour des non-linéarités de degré 3 (du type des non-linéarités
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géométriques), mais cette méthode reste applicable pour tous les degrés. On considère donc que
la non-linéarité s'exprime sous la forme suivante :

(Fnl)i(x) =
∑
j

k
(1)
i,j xj +

∑
j,k

k
(2)
i,j,kxjxk +

∑
j,k,l

k
(3)
i,j,k,lxjxkxl, i = 1..n (2.57)

Pour éviter ces calculs sur le système complet, on recherche une expression des forces non-
linéaires réduites Fnl,r = ΦTFnl seulement en fonction des coordonnées réduites q. Dans le cas
de non-linéarité cubique, on recherche ces e�orts sous la forme suivante [97,126] :

(Fnl,r)i(q) = ΦT
i Fnl(Φq) =

∑
j

k̃
(1)
i,j qj +

∑
j,k

k̃
(2)
i,j,kqjqk +

∑
j,k,l

k̃
(3)
i,j,k,lqjqkql, i = 1..r (2.58)

Il reste maintenant à identi�er la valeur des coe�cients k̃(1)
i,j , k̃

(2)
i,j,k et k̃

(3)
i,j,k,l grâce à la méthode

d'évaluation des raideurs réduites (STi�ness Evaluation Procedure, STEP). Pour cela, on réalise
une interpolation des forces non-linéaires réduites en fonction des déplacements réduits grâce
à une série de calculs statiques préliminaires. Deux méthodes sont alors envisageables : soit on
impose une série de forces bien choisie et on obtient les déplacements associés par résolution
d'une équation non-linéaire, soit on impose une série de déplacements bien choisie et on obtient
les forces par évaluation d'une expression non-linéaire.

Méthode 1 : forces imposées

Plus précisément, dans le premier cas on impose des forces Fs pour obtenir une série de
déplacements xs. En dé�nissant (Fnl,r)

s
i = ΦT

i Fs et q
s
i = ΦT

i xs, l'équation (2.58) fournit pour
chaque indice de chargement s, un système d'équations linéaires en k̃(1,2,3) que l'on est en mesure
de résoudre par une procédure de moindres carrés. Cette méthode possède plusieurs inconvé-
nients : premièrement, on ne sait pas a priori quelle forme de force choisir pour imposer les
e�orts. Comme dans le calcul des modes compagnons, on peut envisager d'imposer des forces
du type Fk,s = βsKΦk pour chaque mode Φk et pour di�érentes amplitudes βs. Un deuxième
inconvénient est le fait que l'on doit résoudre un problème non-linéaire statique à chaque nou-
veau cas de chargement ce qui peut se révéler très consommateur en ressources et en temps de
calcul. En�n, on observe en pratique que cette méthode requiert une grande précision sur les
déplacements et les e�orts pour estimer correctement les coe�cients de raideur réduite. Pour
ces trois raisons, on préférera la méthode dite en déplacements imposés, où l'on impose cette
fois les déplacements au lieu des forces.

Méthode 2 : déplacements imposés

Dans la deuxième méthode, on impose des déplacements de façon assez naturelle comme une
combinaison de modes de la base de réduction, et on évalue les forces non-linéaires correspon-
dantes. Le fait de considérer des déplacements particuliers permet d'introduire des simpli�cations
dans l'évaluation des paramètres. En particulier, si on impose un déplacement selon un mode
du type x = qnΦn alors l'équation (2.58) se réduit à :

(Fnl,r)s = k̃(1)
s,nqn + k̃(2)

s,n,nq
2
n + k̃(3)

s,n,n,nq
3
n = ΦT

s Fnl(Φnqn) (2.59)
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En considérant alors ce déplacement pour trois amplitudes di�érentes q(1)
n ,q(2)

n ,q(3)
n , on obtient

le système d'équations (linéaire en k̃) suivant :

(f rnl)
(1)
s = k̃

(r)
s,nq

(1)
n + k̃

(2,r)
s,n,n(q

(1)
n )2 + k̃

(3,r)
s,n,n,n(q

(1)
n )3 = ΦT

s Fnl(Φnq
(1)
n )

(f rnl)
(2)
s = k̃

(r)
s,nq

(2)
n + k̃

(2,r)
s,n,n(q

(2)
n )2 + k̃

(3,r)
s,n,n,n(q

(2)
n )3 = ΦT

s Fnl(Φnq
(2)
n )

(f rnl)
(3)
s = k̃

(r)
s,nq

(3)
n + k̃

(2,r)
s,n,n(q

(3)
n )2 + k̃

(3,r)
s,n,n,n(q

(3)
n )3 = ΦT

s Fnl(Φnq
(3)
n )

(2.60)

Il est alors possible de résoudre ce système linéaire à 3 variables pour obtenir les valeurs de
k̃

(1,r)
s,n , k̃(2,r)

s,n,n, k̃
(3,r)
s,n,n,n pour s = {1, . . . , r}, n = {1, . . . , r}. Notons que le coe�cient k̃(1)

s,n peut

être estimé directement par k̃(1,r)
s,n = ΦT

s KΦn, ces paramètres peuvent servir à une véri�cation en
les comparant aux raideurs linéaires réduites calculées par la méthode d'évaluation des raideur
(STEP).

De la même manière, en imposant un déplacement sur deux modes tel que x = Φnqn+Φmqm,
1 ≤ n ≤ m ≤ r, l'équation (2.58) se réduit à :

(Fnl,r)s = k̃(1,r)
s,n qn + k̃(2,r)

s,n,nq
2
n + k̃(3,r)

s,n,n,nq
3
n + k̃(1,r)

s,m qm + k̃(2,r)
s,m,mq

2
m + k̃(3,r)

s,m,m,mq
3
m+

2k̃(2,r)
s,n,mqnqm + 3k̃(3,r)

s,n,n,mq
2
nqm + 3k̃(3,r)

s,n,m,mqnq
2
m

(2.61)

En choisissant plusieurs amplitudes de déplacement, et en supposant que l'on a déjà obtenu la
valeur des coe�cients k̃(1,r)

s,n , k̃
(2,r)
s,n,n et k̃(3,r)

s,n,n,n (avec un déplacement sur un mode) il est possible

d'obtenir la valeur des coe�cients k̃(1,r)
s,n,m, k̃

(2,r)
s,n,n,m et k̃(3,r)

s,n,m,m pour s = {1, . . . , r} et 1 ≤ n ≤
m ≤ r en résolvant un système linéaire par la méthode des moindres carrés.

En�n, en imposant un déplacement sur trois modes tel que x = Φnqn + Φmqm + Φlql,
1 ≤ n ≤ m ≤ l ≤ r, l'équation (2.58) se réduit à :

(Fnl,r)s = k̃
(1,r)
s,n qn + k̃

(2,r)
s,n,nq2

n + k̃
(3,r)
s,n,n,nq3

n+

k̃
(1,r)
s,m qm + k̃

(2,r)
s,m,mq2

m + k̃
(3,r)
s,m,m,mq3

m+

k̃
(1,r)
s,l ql + k̃

(2,r)
s,l,l q

2
l + k̃

(3,r)
s,l,l,lq

3
l +

2k̃
(2,r)
s,n,mqnqm + 2k̃

(2,r)
s,n,l qnql + 2k̃

(2,r)
s,l,mqlqm+

3k̃
(3,r)
s,n,n,mq2

nqm + 3k̃
(3,r)
s,n,m,mqnq

2
m + 3k̃

(3,r)
s,n,n,lq

2
nql+

3k̃
(3,r)
s,m,m,lq

2
mql + 3k̃

(3,r)
s,n,l,lq

2
nql + 3k̃

(3,r)
s,m,l,lq

2
mql

(2.62)

En procédant de la même manière que pour les cas à un ou deux modes, on est en mesure
d'obtenir les derniers coe�cients k̃(3,r)

s,n,m,l pour s = 1..r, 1 ≤ n ≤ m ≤ l ≤ r.
Les déplacements sont imposés pour plusieurs amplitudes des variables qi, ces amplitudes

doivent être choisies de sorte que l'on puisse voir tous les "régimes" du système. Plus précisé-
ment, les variables doivent couvrir un domaine allant des petites amplitudes (information sur le
régime linéaire) aux grandes amplitudes (information sur le régime non-linéaire). En pratique le
choix des amplitudes maximum à considérer est relativement délicat surtout si certains modes
répondent plus que d'autres, dans ce cas une analyse statique préliminaire peut éventuellement
indiquer les ordres de grandeurs des amplitudes à considérer. Numériquement, on remarque que
les ordres de grandeur des coe�cients linéaires, quadratiques et cubiques sont très di�érents, par
conséquent une mise à l'échelle des équations peut se révéler utile pour éviter les problèmes de
conditionnement.

Dans le cas des structures courbes, telles que les coques, pouvant présenter des phénomènes
de �ambement, des problèmes de non-convergence des solutions statiques peuvent être obser-
vés. Capiez-Lernout [97] recommande alors d'imposer des déplacements autour d'une position
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moyenne x0 voisine de la position de �ambement. Les déplacements imposés seront alors de
la forme x = x0 + qnΦn, la procédure d'évaluation reste la même à la di�érence près que les
simpli�cations utilisées pour passer de l'équation (2.58) à l'équation (2.59) n'ont plus lieu (on
doit considérer tous les paramètres en même temps).

2.3.3 Exemple d'application

Pour illustrer l'e�cacité de la méthode STEP, on choisit de l'appliquer au modèle de poutre
présenté à la section 2.1.3. On compare les résultats donnés par STEP aux résultats calculés
analytiquement dans le cas continu. Plus précisément, on choisit de réduire le système sur la
base consituée du quatrième mode axial et du premier mode transverse Φ = [ΦuΦv], avec :

Φu = Au sin(4πx
L )

Φv = Au(c1(cos(αx)− cosh(αx)) + c2(sin(αx)− sinh(αx)))
(2.63)

où Φu et Φv représentent le quatrième mode axial et le premier mode transverse (les ampli-
tudes Au et Av sont choisies de telle sorte que les modes soit normés par rapport à la masse).
Pour l'interpolation des e�orts non-linéaires par STEP, les amplitudes modales sont prises dans
l'ensemble [1e−3, 1e−2, 5e−2, 1e−1]. Après calcul, on obtient un système de deux équations du
type :

k̃u,uqu + k̃u,vqv + k̃u,uuq
2
u + k̃u,vvq

2
v + k̃u,uuuq

3
u + k̃u,vvvq

3
v + k̃u,uvquqv + k̃u,uuvq

2
uqv

+k̃u,uvvquq
2
v = fu

k̃u,vqu + k̃v,vqv + k̃v,uuq
2
u + k̃v,vvq

2
v + k̃v,uuuq

3
u + k̃v,vvvq

3
v + k̃v,uvquqv + k̃v,uuvq

2
uqv

+k̃v,uvvquq
2
v = fv

(2.64)

avec seulement cinq des 18 coe�cients qui sont non nuls, les résultats de la comparaison sont
présentés dans la Table 2.1. Dans ce cas, on observe que la méthode STEP donne d'excellents

Modèle k̃u,u k̃u,vv k̃v,v k̃v,uv k̃v,vvv
Analytique 4.2515e9 -5.2181e8 1.0107e6 -1.0436e9 4.2648e8

Eléments �nis 4.2739e9 -5.2182e8 1.0108e6 -1.0436e9 4.2645e8
Erreur (%) 0.53 2e-3 2e-2 0 7e-2

Table 2.1 � Comparaison des raideurs non-linéaires réduites : (i) calculées analytiquement, (ii)
calculées par STEP

résultats puisque l'erreur maximale commise sur les coe�cients (non nuls) est de l'ordre de 0.5%.
Dans le cas analytique, la valeur des autres coe�cients est strictement égale à zéro, alors que
dans le cas numérique, il est possible d'obtenir de faibles valeurs non nulles. Ces faibles valeurs
ne posent pas de problème tant que l'on reste dans la limite de validité du modèle réduit (ie si
les amplitudes modales ne dépassent pas les amplitudes modales utilisées lors de l'interpolation
des e�orts) car, dans le modèle, elles sont multipliées par des produits du type qiqjqk qui restent
d'amplitude généralement faible. Nous verrons dans la suite que, pour un modèle éléments
�nis 3D, les valeurs des amplitudes modales utilisées lors de l'interpolation peuvent largement
in�uencer les valeurs des raideurs non-linéaires réduites.
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2.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons présenté les enjeux des méthodes de réduction de modèle dans
le cadre de la simulation du comportement dynamique de structures non-linéaires, ainsi que les
méthodes basées sur des projections de Galerkin pour la création de modèles réduits. L'étape
cruciale de cette méthode est le choix de la base de projection qui sera retenue pour représenter
le système réduit. L'utilisation des vecteurs de la base modale est un bon point de départ pour la
construction d'une base de projection, mais il est souvent nécessaire de compléter cette base par
de nouveaux vecteurs qui prendront en compte les e�ets induits par la non-linéarité. Ces vecteurs
complémentaires peuvent être obtenus à partir de simulations (a posteriori) ou directement à
partir des propriétés du système (a priori) et la table 2.2 dresse une comparaison des di�érentes
bases en terme de facilité de mise en ÷uvre et de qualité des résultats.

Dans le cadre de la résolution de systèmes de grande taille géométriquement non-linéaires, ce
chapitre porte une attention particulière au traitement des projections des termes non-linéaires.
Dans le but d'éviter de calculer des quantités sur la structure complète lors de la simulation du
modèle réduit, il est proposé d'évaluer directement les termes non-linéaires réduits grâce à une
approximation polynomiale construite à partir de calculs statiques préliminaires. Cette méthode
a été appliquée au cas de la poutre non-linéaire et les résultats ont été comparés avec ceux
d'un modèle continu. On montre que la méthode d'estimation des raideurs réduites permet une
évaluation correcte des e�orts réduits en fonction seulement des coordonnées réduites et permet
ainsi de diminuer la charge de calcul nécessaire à la résolution du modèle réduit.

La méthode de Galerkin présentée dans ce chapitre, permet la création d'un modèle réduit
qui se met également sous la forme de l'équation de référence (1.1) et peut donc être résolue par
une des méthodes présentées dans le chapitre 1. Dans le chapitre suivant, on présente plusieurs
extensions des méthodes de réduction de modèle dans le cadre particulier de la recherche de
solutions périodiques par la méthode de la balance harmonique. On y propose en particulier une
application des méthodes de PGD, ainsi que certaines méthodes de sélection d'harmoniques.
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Méthode mise en place qualité des résultats remarques/limitations

Bases modales
directe (calcul de vec-
teurs propres)

bonne si les modes ont
été choisis correctement

ne prend en compte la
non-linéarité qu'au tra-
vers d'une linéarisation

Dérivées modales
résolution de problèmes
aux valeurs propres,
puis di�érences �nies

permettent de complé-
ter la base modale li-
néaire et de donner de
bons résultats si les dé-
rivés modales sont choi-
sies correctement

prise en compte des
non-linéarités à l'ordre
1, mais peu de critères
sur la sélection des déri-
vées modales

Base de Krylov
résolution récursive de
systèmes linéaires (ou
non-linéaires)

les résultats sont dans
l'ensemble moins bons
que pour les autres mé-
thodes (sauf dans le cas
d'un base de Krylov to-
talement non-linéaire)

la base dépend de la
forme de la force utilisée

Base POD
simulations prélimi-
naires, puis extraction
des modes par SVD

les résultats sont de
bonne qualité en gé-
néral, mais seulement
pour des excitations
proches de celles utili-
sées pour construire la
base

les temps de calcul
des simulations préli-
minaires peuvent être
prohibitifs, choix arbi-
traire d'une plage de
fréquence pour utiliser
la base de réduction

Modes compa-
gnons

calculs statiques préli-
minaires, puis extrac-
tion des modes par SVD

permettent de complé-
ter une base initiale,
pour en améliorer la
qualité

les calculs statiques
peuvent prendre un
temps important, mais
une partie des résultats
pourrait être avanta-
geusement réutilisés
pour l'évaluation des
e�orts non-linéaires
réduits.

Table 2.2 � Tableau comparatif des méthodes de calcul de base de projection pour les méthodes
de Galerkin
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Chapitre 3. Extension des méthodes de réduction de modèle aux systèmes traités par HBM

Ce chapitre propose une extension des méthodes de réduction de modèle dans le cadre par-
ticulier de la recherche de solutions périodiques par la méthode de la HBM. Dans un premier
temps, on considère une application originale des méthodes de PGD pour traiter des problèmes de
vibration non-linéaires. Cette méthode dite a priori, permet de calculer une base de projection en
même temps que le calcul de la solution, ce qui permet d'éviter les problèmes liés au choix d'une
base de projection comme dans les méthodes de Galerkin. Dans une deuxième partie, on pro-
pose de réduire directement le nombre d'équations algébriques issues de la HBM en considérant
des méthodes de sélection d'harmoniques. Après avoir présenté les résultats de la littérature, on
propose une nouvelle méthode de sélection d'harmoniques basée sur l'utilisation d'un prédicteur
tangent, et directement intégrable dans les procédures de continuation.

3.1 Proper Generalized decomposition (PGD)

La Proper Generalized Decomposition (PGD) est une méthode de résolution des équations
dynamiques par l'utilisation d'un modèle réduit construit en même temps que la solution elle
même, et se classe donc dans les méthodes dites a priori. La méthode (dans son formalisme
actuel) a été proposée par A. Nouy, à l'origine pour résoudre des problèmes de mécanique
statique et stochastique [127�129]. Elle a ensuite été appliquée aux systèmes dynamiques [93]
et reprise dans de nombreux travaux (entre autres [94�96, 130]). La méthode repose ici sur
l'hypothèse de séparation des variables d'espace et de temps. Les solutions de l'équation (2.1)
sont alors recherchées sous la forme suivante :

xr(t) =

r∑
i=1

wi(x)λi(t) = WrΛr (3.1)

avec r un entier correspondant au nombre de termes retenus dans la décomposition de la solution.
A la di�érence des méthodes de Galerkin, les fonctions de forme wi(x) ne sont pas connues

a priori et devrons être déterminées au cours de la résolution, en même temps que les évolutions
temporelles λi(t). La résolution à proprement parler est itérative et repose sur des itérations de
points �xes. De manière générale, on peut résumer la procédure de la manière suivante :

� (i) on initialise les fonctions de forme,
� (ii) on calcule les évolutions temporelles correspondantes,
� (iii) on utilise les évolutions temporelles de l'étape (ii) pour calculer de nouvelles fonctions
de forme et on reboucle sur l'étape (ii).

Les itérations sont alors réalisées jusqu'à l'obtention d'une convergence pour la solution. Les
étapes (ii) et (iii) constituent le c÷ur de la méthode puisqu'il s'agit de résoudre les problèmes
donnant les fonctions de forme ou les évolutions temporelles. Ces problèmes sont dé�nis par le
type de méthode choisie. Dans la suite, on propose une application originale de la PGD à la
recherche de solutions périodiques pour des systèmes dynamiques non-linéaires. En particulier,
nous présenterons les deux algorithmes principaux permettant d'e�ectuer une résolution par
PDG, à savoir l'Optimal Galerkin PGD (oPGD) et la Progressive PGD. Les résultats de cette
section ont fait l'objet d'une présentation à la conférence IMECE 2012 [131].

3.1.1 Optimal Galerkin PGD

Avant de présenter l'Optimal Galerkin PGD (oPGD), on introduit tout d'abord une formu-
lation faible du problème de l'équation (2.1), qui servira dans la présentation des algorithmes.
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Cette formulation est donnée par l'équation suivante :

A(u(t),v(t)) = L(v(t)) ∀v(t) ∈ E (3.2)

avec

A(u,v) =

∫
It

[v(t)T (Mü(t) + Cu̇(t) + Ku(t) + Fnl(u(t), u̇(t)))] dt (3.3)

et

L(v) =

∫
It

[v(t)TFex(t)]dt (3.4)

où It représente l'intervalle temporel de dé�nition des fonctions u(t) et v(t). Lors de la recherche
de solutions périodiques, il apparaît naturel de choisir cet intervalle comme correspondant à une
période de la solution (It = [0, T ]).

3.1.1.1 Présentation

Pour l'optimal Galerkin PGD, les fonctions de forme et les évolutions temporelles de la dé-
composition (3.1) sont recherchées de sorte qu'elles véri�ent simultanément deux critères d'ortho-
gonalité (au sens de Galerkin) faisant intervenir la formulation faible du problème. Ces critères
d'orthogonalité (respectivement par rapport à vect(Wr) et vect(Λr)) s'écrivent :

B(WrΛr,W
∗
r Λr) = L(W ∗

r Λr) ∀W ∗
r ∈ (Es)

r(orthogonalité / temps) (3.5)

et
B(WrΛr,WrΛ

∗
r) = L(WrΛ

∗
r) ∀Λ∗r ∈ (Et)

r(orthogonalité / espace) (3.6)

On peut alors dé�nir deux applications liées respectivement à chaque critère d'orthogonalité.
La première application, correspondant à un problème spatial, est dé�nie par :

S : (Et)
r → (Es)

r

Λr 7→ Wr = S(Λr) tel que Eq.(3.5) soit véri�ée
(3.7)

et la seconde application, correspondant à un problème temporel, est dé�nie par :

T : (Es)
r → (Et)

r

Wr 7→ Λr = T (Wr) tel que Eq.(3.6) soit véri�ée
(3.8)

Lors d'une résolution par oPGD, le couple (Λr,Wr) est alors déterminé comme étant le
couple véri�ant une des trois conditions suivantes :

� Λr = T (Wr) et Wr = S(Λr)
� Λr = T (Wr) et Wr est un point �xe de G = S ◦ T
� Wr = S(Λr) et Λr est un point �xe de H = T ◦ S
Ces trois conditions sont équivalentes, et elles montrent que la recherche de la solution peut

être réalisée par un algorithme de point �xe. En particulier, le couple optimal (Wr,Λr) peut
être vu comme un point �xe de l'application S ◦ T . L'algorithme utilisé ici est un algorithme
de recherche de point �xe par itération de Picard. Il est également appelé par Nouy algorithme
d'itération par sous espace (subspace iteration, [93]).

Pour calculer une solution à r composantes, la méthode est décrite dans l'algorithme 2.
Cet algorithme est relativement lourd en termes de ressource de calcul. En particulier, l'éva-

luation des fonctions de forme Wr au travers de l'application S demande la résolution d'un
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Algorithm 2 Algorithme de décomposition par Optimal Galerkin PGD (oPGD)
Choisir r, H, tel que r ≤ 2H + 1
initialiser Λr = Λ0

r

for k = 1..kmax do

(i). calculer Wk
r = S(Λk−1

r ) [Eq.(3.11)], orthonormer Wk
r (facultatif)

(ii) calculer Λk
r = T (Wk

r ) [Eq.(3.13)]

évaluer la stationnarité de xkr = Wk
rΛ

k
r [
‖xkr−x

k−1
r ‖

‖xk−1
r ‖

≤ ε]
end for

a�ecter xr = Wk
rΛkr

système algébrique non-linéaire de taille nr, il s'agit là de la partie la plus lourde du calcul. Les
itérations peuvent être menées jusqu'à convergence de la solution, mais on observe en pratique
que la stationnarité est atteinte en quelques itérations seulement (kmax = 2, ou 3 en pratique)
comme dans la plupart des études de Nouy [127�129]. Il est clair que ce paramètre agit de
manière quasi-proportionnelle sur les temps de calcul (on doit résoudre kmax fois le problème
spatial et le problème temporel). L'initialisation des variables joue aussi un grand rôle dans
la vitesse de convergence de la méthode. La résolution du problème temporel est quand à elle
relativement rapide car elle ne nécessite que la résolution d'équations di�érentielles à r variables
(r relativement petit).

3.1.1.2 Cas de la recherche de solutions périodiques pour les systèmes non-linéaires

Dans un premier temps, on donne les équations correspondant à l'application des mappings
S et T dans le cas de recherche des solutions périodiques du problème d'ordre 2 (Eq.(2.1)). Etant
donné que l'on ne s'intéresse qu'aux solutions périodiques, on fait l'hypothèse que les λi(t) sont
périodiques de période fondamentale T = 2π

ω , et qu'ils sont représentables par des séries de
Fourier tronquées. Par conséquent, on écrira :

λi(t) = D(t)λ̃i, λ̇i(t) = D(t)∇λ̃i, λ̈i(t) = D(t)∇2λ̃i (3.9)

avec λi(t) une fonction scalaire périodique, λ̃i le vecteur des coe�cients de la série de Fourier
associée (tronquée à l'ordreH), D(t) = [1, cos(ωt), sin(ωt), . . . , cos(Hωt), sin(Hωt)] la matrice
de passage fréquence-temps et ∇ la matrice de dérivation dans le domaine fréquentiel.

On rappelle que la solution est recherchée sous la forme xr =
∑r

i=1wiλi(t), avec r le nombre
de modes retenus dans la décomposition.

Mapping S : L'application du mapping S (équation (3.11)) nécessite la résolution de nr
équations algébriques non-linéaires couplées que l'on peut écrire sous forme d'un système global
dé�ni par bloc de n équations :(

r∑
i=1

[

∫
It

λj(Mλ̈i + Cλ̇i + Kλi) dt]wi

)
+

∫
It

λjFnl(Wr,Λr) dt =

∫
It

λjFex dt, ∀j ∈ [1 : r]

(3.10)
En notant :
� W = [wT

1 ; . . . ;wT
r ]T [vecteur rn× 1]

� Pa = [(
∫
λj λ̈i)1≤i,j≤r] [matrice r × r]

� Pv = [(
∫
λj λ̇i)1≤i,j≤r] [matrice r × r]

� Pp = [(
∫
λjλi)1≤i,j≤r] [matrice r × r]
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� Fnl,s = (
∫
λjFnl)1≤j≤r [vecteur rn× 1]

� Fs = (
∫
λju)1≤j≤r ⊗ F [vecteur rn× 1]

le système d'équations peut se réécrire sous forme globale de la manière suivante :

[(Pa ⊗M) + (Pv ⊗C) + (Pp ⊗K)]W + Fnl,s = Fs (3.11)

Ici, les λi sont donnés et on trouve les wi par un algorithme de type Newton-Raphson. Dans le
cas de solutions périodiques les λi sont donnés par leurs séries de Fourier tronquées à l'ordre H
λ̃i et les intégrales sont évaluées dans le domaine fréquentiel, de la manière suivante :∫

λj λ̈i = λ̃Tj H∇2λ̃i∫
λj λ̇i = λ̃Tj H∇λ̃i∫
λjλi = λ̃Tj Hλ̃i

(3.12)

avec H =
∫ T

0 DT (t)D(t)dt.
Mapping T : L'application du mapping T (équation (3.13)) nécessite la résolution de r

équations di�érentielles non-linéaires couplées données par :

(WT
r MWr)Λ̈r + (WT

r CWr)Λ̇r + (WT
r KWr)Λr + WT

r Fnl(Wr,Λr) = WT
r Fex(t) (3.13)

Ici, les wi sont donnés et on trouve les λi par résolution des équations di�érentielles (3.13).
Dans le cas de la recherche de solutions périodiques, les solutions de ces équations di�érentielles
sont recherchées par HBM, ce qui revient à transformer le problème en système d'équations
algébriques non-linéaires de taille r(2H + 1) (où H est le nombre d'harmoniques retenu pour le
calcul des λi) (voir Chapitre 1).

On revient maintenant à la description de l'algorithme de décomposition par oPGD (Algo.2).
On choisit tout d'abord un nombre d'harmoniques H pour représenter les solutions périodiques,
et on �xe le nombre de modes r (r ≤ n) retenus dans la décomposition. Dans toute la suite, on
considèrera que r ≤ 2H + 1. Cette hypothèse permet l'initialisation des évolutions temporelles
sur des directions indépendantes. Dans les études de Nouy [93], l'initialisation est souvent générée
aléatoirement. Ici, on propose d'utiliser les composantes de la base de Fourier pour l'initialisation
de Λr : par exemple λ1 = 1, λ2 = cos(ωt), λ3 = sin(ωt), . . .. Dans le cas où 2H + 1 ≤ r, on
dispose de 2H+1 vecteurs pour exprimer r directions indépendantes, ce qui est impossible. Dans
ce cas la matrice Λr serait de rang inférieur à r, ce qui se traduit par des matrices singulières
dans l'équation (3.11). On évitera cette situation en imposant r ≤ 2H + 1, ce qui est assuré dès
lors que H est su�samment grand.

Lors d'une résolution pour une plage de fréquence (continuation séquentielle par exemple),
on peut utiliser les résultats de la fréquence précédente pour initialiser les évolutions temporelles.
De même, il est également possible d'utiliser les formes spatiales de l'itération précédente pour
initialiser la résolution du problème spatial par la méthode de Newton (résolution de l'équation
(3.11)). Cela a pour e�et de diminuer largement le nombre d'itérations dans la méthode de
Newton par rapport à une initialisation aléatoire. De plus, cela permet aussi de �xer un nombre
d'itérations de PGD kmax faible (1 ou 2 en pratique) car la stationnarité est rapidement atteinte.
L'étape d'orthogonalisation de la base des vecteurs spatiaux permet d'éviter les problèmes de
mauvais conditionnement matriciel dans le problème temporel.

3.1.2 Progressive Galerkin PGD

La méthode oPGD donne de bons résultats en termes de réduction de modèle, mais elle est
cependant peu performante en termes de temps de calcul. Cela provient en partie de la résolution
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du problème spatial à nr inconnues. Dans un certain sens, la méthode oPGD recherche les r
vecteurs de la base Wr en une seule fois et on impose l'orthogonalité par rapport au r vecteurs,
d'où le nom d'optimal. Ici, pour la progressive PGD (pPGD), on cherche à améliorer les temps
de calcul en ne considérant qu'un seul vecteur à la fois, menant à une construction progressive
de la solution, mais diminuant la taille des problèmes à résoudre.

3.1.2.1 Présentation

Lors de la résolution par PGD progressive les solutions x sont recherchées itérativement sous
la forme :

xr(t) = xr−1(t) +wrλr(t) (3.14)

avec λr(t) ∈ Et, wr ∈ Ex et xr−1 =
∑r−1

i=1 wiλi(t). Le couple à ajouter (λr,wr) est déterminé
de manière à satisfaire simultanément les deux critères d'orthogonalité suivants :

B(xr−1 +wrλr,w
∗
rλr) = L(w∗rλr) ∀w∗r ∈ Ex (3.15)

et
B(xr−1 +wrλr,wrλ

∗
r) = L(wrλ

∗
r) ∀λ∗r ∈ Et (3.16)

On remarque ici que l'orthogonalité n'est imposée que par rapport à un seul vecteur. Ces
critères permettent de dé�nir les deux applications suivantes :

Sr−1 : Et → Ex
λ 7→ w = Sr−1(λ) tel que Eq.(3.15) soit véri�ée

(3.17)

Tr−1 : Ex → Et
w 7→ λ = Tr−1(w) tel que Eq.(3.16) soit véri�ée

(3.18)

Lors de la résolution par pPGD, le couple (λr,wr) ∈ Et × Ex est alors déterminé comme
étant le couple véri�ant une des trois conditions suivantes :

� λr = Tr−1(wr) et wr = Sr−1(λr)
� λr = Tr−1(wr) et wr est un point �xe de Gr−1 = Sr−1 ◦ Tr−1

� wr = Sr−1(λr) et λr est un point �xe de Hr−1 = Tr−1 ◦ Sr−1

Une fois encore les composantes sont recherchées par des itérations de points �xes et un algo-
rithme global de la méthode est proposé dans l'Algorithme 3.

L'algorithme utilisé repose toujours sur une itération de Picard. La construction de la solution
se fait progressivement en calculant les modes un par un. Avec cet algorithme, chaque terme de
la décomposition est calculé quasi-indépendamment.

L'étape de mise a jour ("update") optionnelle (étape 1.3 [opt]), consiste à recalculer toutes
les fonctions temporelles en même temps à partir de la base des modes courants. Cela permet
une amélioration signi�cative des résultats en comparaison de ceux obtenus par l'algorithme
sans mise a jour des fonctions temporelles.

Dans le cas d'une approximation à un mode de PGD, la dé�nition progressive de la PGD
est strictement équivalente à la dé�nition optimale de la PGD présentée à la section précédente
(S0=S) et elle sou�re donc des mêmes problèmes (voir les remarques sur une approximation à
un seul mode, section 3.1.2.3). Par conséquent le premier mode de PGD peut ne pas être optimal
(pas de prise en compte de l'amortissement ou de la non-linéarité) et comme la décomposition
est progressive l'erreur se propage au travers des opérations successives.
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Algorithm 3 Algorithme de décomposition par Progressive PGD (pPGD)
for l = 1..r do
initialiser λ0

l (t)
for k = 1..kmax do
calculer wk

l = Sl−1(λk−1
l ) [résoudre Eq.(3.11)]

orthonormer wk
l par rapport à la base Wl−1 (facultatif)

calculer λkl = Tl−1(wk
l ) [résoudre Eq.(3.21)]

évaluer la convergence de wk
l λ

k
l

end for

a�ecter λl = λkmaxl et wl = wkmax
l

[optionnel] mettre à jour les fonctions temporelles en résolvant Λl = T (Wl) [résoudre
Eq.(3.13)]
a�ecter xl = xl−1 +wlλl (ou xl = WlΛl si 1.3 [opt])
évaluer la stationnarité de xl

end for

retourner xr

3.1.2.2 Cas de la recherche de solutions périodiques pour les systèmes non-linéaires

On donne ici les équations correspondant à l'application des mappings Sr−1 et Tr−1 dans le
cas où on recherche des solutions périodiques du problème de l'Eq.(2.1).

Mapping Sr−1 : L'application du mapping Sr−1, équation (3.17), nécessite la résolution de
n équations algébriques non-linéaires que l'on peut écrire sous la forme suivante :(

r∑
i=1

[∫
It

λr(Mλ̈i + Cλ̇i + Kλi) dt

]
wi

)
+

∫
It

λrFnl(Wr,Λr) dt =

∫
It

λrFex dt (3.19)

En prenant en compte le fait que les r − 1 premiers termes de la décomposition sont connus
des itérations précédentes, on peut réécrire ce système sous forme "(semi)dé�até" (le terme semi
dé�até est utilisé car on ne peut pas séparer les termes dans la non-linéarité) :[∫

It

λr(Mλ̈r + Cλ̇r + Kλr) dt

]
wr +

∫
It

λrFnl(Wr,Λr) dt =∫
It

λrFex dt−

(
r−1∑
i=1

[∫
It

λr(Mλ̈i + Cλ̇i + Kλi) dt

]
wi

) (3.20)

Les λi sont donnés et on trouve wr par un algorithme de type Newton-Raphson.
Mapping Tr−1 : L'application du mapping Tr−1, équation (3.18), nécessite la résolution

d'une seule équation di�érentielle non-linéaire donnée par :

(wT
r Mwr)λ̈r + (wrCwr)λ̇r + (wT

r Kwr)λr +wT
r Fnl(Wr,Λr) =

wT
r Fex(t)− [(wT

r MWr−1)Λ̈r−1 + (wT
r CWr−1)Λ̇r−1 + (wT

r KWr−1)Λr−1]
(3.21)

Dans le cas périodique, les wi sont donnés et on trouve λr par HBM (ce qui nécessite la réso-
lution d'une équation algébrique non-linéaire de taille 2Nh+1 où H est le nombre d'harmoniques
retenu pour le calcul de λr).
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3.1.2.3 Remarques sur une approximation à un mode

Lors d'une approximation à un mode (oPGD à un seul mode, ou pPGD en général), on
recherche x(t) sous la forme x(t) = λ1w1. Pour certains cas de non-linéarités, il peut arriver
que la contribution du terme non-linéaire de l'Eq.(3.10) soit nulle ou quasi nulle :∫

It

λ1Fnl(w1, λ1) dt ≈ 0 (3.22)

Dans ce cas, la résolution du problème spatial Eq.(3.10) revient à la résolution d'un système
linéaire et la forme w1 qui en découle ne prend pas en compte la non-linéarité (en fait il s'agit
d'une forme linéaire) et mène donc à des résultats erronés. Cette contribution, éventuellement
nulle, est due à la nature périodique des solutions recherchées : pour une solution périodique
la position est orthogonale à la vitesse (au sens du produit scalaire dans L2). Par conséquent,
dès que la non-linéarité évolue de manière semblable à la vitesse (du point de vue temporel), la
contribution du terme non-linéaire pour une approximation à un mode de PGD sera nulle (on
peut citer l'exemple d'une non-linéarité de la forme fnl(u, u̇) = tanh(αu̇).

De même (et peut-être encore plus grave pour la suite), pour une approximation à un mode
de PGD, la contribution du terme d'amortissement de l'Eq.(3.10) est toujours nulle :

(

∫
It

λ1λ̇1 dt)C = 0 (3.23)

En revanche, dès que le nombre de mode de PGD est supérieur ou égal à deux, ces problèmes
disparaissent grâce à l'apparition de termes croisés :

(
∫
It
λ1λ̇1dt)C = 0

(
∫
It
λ1λ̇2dt)C 6= 0

(
∫
It
λ2λ̇1dt)C 6= 0

(
∫
It
λ2λ̇2dt)C = 0

(3.24)

de même pour le terme non-linéaire :∫
It
λ1Fnl(w1λ1 + w2λ2)dt 6= 0∫

It
λ2Fnl(w1λ1 + w2λ2)dt 6= 0

(3.25)

3.1.3 Variantes

Comme nous l'avons expliqué dans la section Optimal Galerkin PGD, l'application du map-
ping S peut s'avérer coûteuse si le système possède un grand nombre de ddl (n grand) ou si on
veut une solution avec beaucoup de modes de PGD (r grand). Des variations ont été proposées
pour s'a�ranchir du calcul de l'application S (ce qui bien entendu entraîne une dégradation des
résultats).

3.1.3.1 Algorithme d'Arnoldi

Dans cet algorithme, on approche le sous-espace dominant de l'application G par un sous-
espace de Krylov.

L'avantage de cet algorithme réside dans le fait que le calcul du sous espace de Krylov se fait
en appliquant le mapping G à un seul vecteur (contrairement à l'algorithme Galerkin PGD où
on applique G à l'ensemble des vecteurs de Wr).
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Algorithm 4 Algorithme d'Arnoldi pour le calcul d'une décomposition PGD

initialiser V1 ∈ Ex, V1 = V1
‖V1‖

for pour i = 1..r do
calculer V = G(Vi) = S ◦ T (Vi)
orthogonaliser Vi+1 = V −

∑
j(V

T
j V )Vj (facultatif)

if ‖Vi+1‖ ≤ ε ‖V ‖ then

break
end if

a�ecter Vi+1 = Vi+1

‖Vi+1‖
end for

a�ecter Wr = [V1, . . . , Vr] et calculer Λr = T (Wr)

La construction de la base de Krylov est relativement rapide, puisque qu'elle nécessite la réso-
lution de r fois un système algébrique non-linéaire de taille n et r fois une équation di�érentielle
non-linéaire de taille 1. En�n les évolutions temporelles nécessitent quant à elles la résolution de
r équations di�érentielles non-linéaires couplées. Cependant, comme les mappings sont appliqués
à un seul vecteur, cet algorithme sou�re également de problèmes liés aux approximations à un
mode.

3.1.3.2 Galerkin PGD avec dé�ation d'opérateur

Une autre solution pour s'a�ranchir de l'application du mapping S est de considérer une
décomposition progressive où les modes sont calculés deux par deux. L'idée est la même que
dans le cas de la progressive PGD, mais on évite les approximations à un mode ce qui permet
d'obtenir de bien meilleurs résultats qu'avec les méthodes progressive PGD et Arnoldi PGD.
L'algorithme utilisé est quasiment le même que pour la méthode progressive PGD à la di�érence
que les modes sont calculés deux par deux.

3.1.4 Exemple d'application de la PGD aux problèmes de vibration non-
linéaires

On propose ici d'appliquer les deux méthodes de décomposition PGD, précédemment expo-
sées, à l'exemple de la poutre bi-encastrée de la section 2.1.3. On considère dans un premier
temps le cas de la vibration forcée, et les résultats seront comparés aux solutions obtenues par
HBM sur le problème complet, ainsi que par rapport à une version idéale de la POD. Pour
terminer sur cette application, on considèrera également le cas des vibrations libres traité par
PGD.

3.1.4.1 Solutions forcées

On considère ici que la poutre de l'exemple 2.1.3 est excitée en son centre par une force
transverse périodique du type fex(t) = A cos(ωt) avec A = 200N . La solution de référence est
calculée par HBM avec H = 3 harmoniques pour une bande de fréquence centrée autour du
premier mode propre ( ω2π ∈ [155, 190] Hz), les résultats sont présentés sur la Fig.3.1.

Pour évaluer les résultats de la PGD en termes de réduction de modèle, on les comparera à
ceux obtenus à l'aide d'une version idéale de la POD. Cette version idéale, correspond au fait
que l'on calcule une base de projection par POD (pour chaque pas de fréquence) à partir des
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Figure 3.1 � Déplacement transverse du centre de la poutre en fonction de la fréquence pour
la solution de référence calculée par HBM

résultats de la HBM, puis que l'on utilise ces bases de projection pour recalculer la solution
approchée xrPOD à partir du modèle réduit ainsi obtenu. Bien évidemment, cette version idéale
de la POD n'a pas d'intérêt pratiques si ce n'est de pouvoir comparer les méthodes de réduction
de modèle.

Les solutions sont ensuite calculées par les deux méthodes oPGD et pPGD. Au niveau de la
oPGD, l'initialisation des fonctions temporelles pour le premier pas de fréquence qr(t) (Algo.2)
est réalisée de manière aléatoire. Pour les pas de fréquence suivants, la méthode est initialisée
à partir des résultats obtenus au pas de fréquence précédent. Une stratégie similaire est utilisée
au niveau de l'initialisation de la méthode pPGD (Algo.3), et on utilise de plus l'étape d'update
à chaque fois qu'un nouveau vecteur a été calculé. Les solutions calculées par oPGD (resp. par
pPGD) avec r modes seront dénotées xroPGD (resp.xrpPGD). Dans la mesure où il n'existe pas
de théorème pour prouver la convergence du problème de point �xe, des études de convergence
en fonction du nombre d'itération de PGD kmax ont été réalisées. Il s'avère que la convergence
est atteinte relativement vite et qu'on peut se contenter d'au plus 3 itérations de PGD. Par
conséquent, on choisit de �xer kmax = 3 dans les algorithmes Algo.2 et Algo.3.

Les solutions sont comparées par rapport à la solution de référence en utilisant l'erreur
relative donnée par εr = ‖uref (t)−u(t)‖/‖uref‖, où ‖ · · · ‖ correspond à la norme 2. La Fig.3.2
représente cette erreur relative pour les 3 méthodes (oPGD, pPGD, POD) et pour di�érentes
tailles du modèle réduit r = {1, .., 4}. On observe sur cette �gure que la méthode oPGD donne
des solutions très similaires à la POD en termes d'erreur relative, et peut même donner des
résultats de qualité supérieure à nombre de mode égaux. Par exemple, une solution obtenue
par oPGD pour m = 2 produit une erreur plus faible que la solution obtenue par POD à 2
modes. Nous pensons que ce phénomène est dû au fait que la décomposition oPGD calcule une
forme prenant en compte les déplacements axiaux à partir du deuxième mode (alors que les
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déplacements axiaux n'apparaissent que dans le 3ème mode de la POD, voir Fig.3.3 et Fig.3.5).
En termes de performance, la résolution du problème spatial de la méthode oPGD correspond

à la résolution d'un système algébrique de taille n × r par la méthode de Newton. Cette étape
est particulièrement longue et les performances de la PGD sont directement liées à l'e�cacité
de la méthode utilisée pour résoudre le problème spatial. Une manière de rendre la résolution
plus rapide serait de rechercher la solution du problème spatial dans un sous-espace engendré
par quelques vecteurs propres linéaires comme expliqué dans [94]. Il est également possible
d'envisager une linéarisation de la méthode de Newton comme décrit dans [132]. La méthode
pPGD est plus performante dans la mesure où la résolution du problème spatial ne nécessite
que la résolution d'un système algébrique de taille n. Cependant les résultats ne sont pas aussi
bons que ceux de l'oPGD.

Les méthodes oPGD et pPGD donnent des résultats corrects en termes d'erreur relative par
rapport à la solution de référence, et on observe bien une décroissance de l'erreur lorsque l'on
ajoute des modes dans la décomposition. Cependant, cette décroissance n'est pas monotone et
on peut observer que pour une décomposition à 4 modes, les résultats sont moins bons que pour
une décomposition à 3 modes. Cela est dû en partie au fait que pour un nombre de modes trop
élevé, les amplitudes de certaines évolutions temporelles sont si faibles qu'elles introduisent des
problèmes de singularité dans la résolution du problème spatial.

Figure 3.2 � Erreur relative εr par rapport à la solution de référence pour les trois méthodes
POD, oPGD et pPGD pour r = 1, 2, 3, 4

3.1.4.2 Solutions libres

On montre ici que les méthodes de décomposition PGD sont également applicables pour
la recherche des solutions libres (modes non-linéaires). On considère encore une fois la poutre
présentée à la section 2.1.3, et on se concentre seulement sur le premier mode de vibration (la
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Figure 3.3 � Réponse forcée : décomposition calculée par oPGD pour m = 4 en ω
2π = 180 Hz

(les formes ont été normées pour les comparer)

procédure peut être appliquée de manière similaire pour n'importe quel mode). Une solution de
référence est calculée par HBM avec H = 3 harmoniques, et une version idéale de la POD est
appliquée pour obtenir un modèle réduit à r variables. On calcule ensuite les solutions libres en
utilisant la méthode oPGD. Dans un premier temps, on utilise les résultats d'une analyse modale
linéaire pour initialiser les composantes de la PGD, puis on contrôle l'amplitude de l'évolution
temporelle associée au premier mode de PGD pour éviter d'obtenir la solution nulle.

La Fig.3.6 représente la backbone curve du premier mode, obtenue par les 3 di�érentes
méthodes (HBM, POD, oPGD), et la Fig.3.7 compare les erreurs relatives par rapport à la
solution de référence. Encore une fois, les résultats de la méthode oPGD sont très proches des
résultats de la POD en termes d'erreur relative, et pour r = 2, la solution obtenue par oPGD
donne une erreur plus faible que la solution obtenue par POD.

3.1.5 Conclusions

Les méthodes de décomposition PGD ont été appliquées pour la recherche de solutions pé-
riodiques de problèmes de vibration non-linéaires. L'utilisation de la HBM permet de résoudre
facilement les problèmes temporels et permet une évaluation rapide des di�érentes intégrales
dans le domaine fréquentiel. La méthode oPGD permet de trouver des formes modales adap-
tées au problème et donne clairement les meilleurs résultats. En revanche, l'application de cette
méthode est relativement lourde, en particulier à cause de la taille du problème spatial. Dans
certains cas, il est moins coûteux d'appliquer la HBM directement sur le problème complet (en
particulier dans le cas où le nombre de modes est supérieur au nombre de variables harmoniques
r ≥ 2H + 1). La méthode de progressive PGD peut être une alternative à ces problèmes de coût
numérique. Cependant, les résultats obtenus sont de moins bonne qualité, et il est fortement
conseillé d'utiliser l'étape de mise à jour des fonctions temporelles, à chaque fois qu'un nouveau
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Figure 3.4 � Réponse forcée : décomposition calculée par pPGD pour r = 4 en ω
2π = 180 Hz

mode a été calculé, pour améliorer l'approximation. Malgré leurs inconvénients, les méthodes de
PGD sont à même de calculer des bases de réduction de faible dimension adaptées aux problèmes
non-linéaires. Ces bases sont en un certain sens optimales puisqu'elles engendrent des erreurs du
même ordre de grandeur que l'erreur générée par une réduction POD.
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Figure 3.5 � Réponse forcée : décomposition calculée par POD pour r = 4 en ω
2π = 180 Hz

3.2 Réduction du système d'équation de la HBM par sélection
d'harmonique

On suppose ici que la résolution des équations di�érentielles (2.1) a été transformée en la
résolution d'un système d'équations algébriques. En particulier, on considère que l'on recherche
les solutions par la méthode de la balance harmonique. On rappelle que les coe�cients de la
série de Fourier tronquée sont solutions du système algébrique suivant (voir Chapitre 1, section
1.2.2.2) :

Λx̃+ F̃nl(x̃)− F̃ex = 0 (3.26)

On présente ici les méthodes de sélection d'harmonique pour la recherche de solutions pério-
diques par HBM. Ces méthodes de sélection sont aussi appelées méthodes de balance harmonique
adaptatives (Adaptive HBM, AHBM). Après avoir rappelé les principales méthodes existantes,
on développe une méthode de sélection basée sur l'utilisation de prédicteurs tangents. Ces dé-
veloppements ont fait l'objet d'une publication dans le journal MSSP [133], et ont été présentés
à la conférence ENOC 2011 [134].

3.2.1 Etat de l'art sur les méthodes de sélection d'harmonique

3.2.1.1 Méthodes globales

Les méthodes de sélection d'harmonique dites globales, consistent à dé�nir un nombre d'har-
moniques unique pour tous les ddl et à faire varier ce nombre d'harmoniques en fonction du
paramètre de continuation (le plus souvent la fréquence, parfois l'amplitude du mouvement).
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3.2. Réduction du système d'équation de la HBM par sélection d'harmonique

Figure 3.6 � Backbone curve du premier mode non-linéaire calculée par HBM, POD et oPGD

L'augmentation ou la diminution du nombre d'harmoniques est souvent basée sur un processus
itératif et sur l'évaluation de critères permettant de quanti�er l'importance des non-linéarités.

Dans la littérature, on trouve deux critères di�érents. Le premier proposé par D. Laxalde
dans [11] consiste à évaluer l'erreur de Fourier entre les forces non-linéaires dans le domaine
temporel et la reconstruction des forces non-linéaires à partir des coe�cients de Fourier. Cette
erreur s'exprime de la manière suivante :

ε(H) =

∫ T

0

(
Fnl(x(t), ẋ(t))−

H∑
k=0

F c
k cos(kωt) + F s

k sin(kωt)

)
dt (3.27)

Au cours d'un calcul par continuation, si cette erreur est supérieure à un seuil �xé par l'utilisa-
teur, on fait alors le choix d'augmenter le nombre d'harmoniques. De même si cette erreur est
inférieure à un seuil donné, on fait le choix de diminuer le nombre d'harmoniques.

Le second critère a été proposé par V. Jaumouillé dans [31]. Il est basé sur le calcul de la
variation relative de l'énergie de déformation en fonction du nombre d'harmoniques retenus. On
calcule une solution avec un nombre d'harmoniques H puis on évalue l'énergie de déformation
associée. On réitère ensuite ce calcul avec un nombre d'harmoniques H + 1 (ou H − 1 dans le
cas où on veut diminuer le nombre d'harmoniques), puis on évalue la di�érence relative entre les
énergies de déformations de la manière suivante :

ε(H) =

∣∣∣∣S(H + 1)− S(H)

S(H)

∣∣∣∣ (3.28)
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Chapitre 3. Extension des méthodes de réduction de modèle aux systèmes traités par HBM

Figure 3.7 � Erreur relative εr par rapport a la solution de référence pour les deux méthodes
POD et oPGD pour r = 1, 2 (MNL computation)

où S représente l'énergie de déformation du système. Le nombre d'harmoniques retenus est dé�ni
lorsque la variation relative est inférieure à un seuil donné par l'utilisateur.

Ici, le nombre d'harmoniques est le même pour tous les degrés de liberté. Or, pour les systèmes
dynamiques non-linéaires, il est clair que tous les ddl ne sont pas a�ectés de manière identique
par la non-linéarité.

3.2.1.2 Méthodes locales

Les méthodes locales de sélection d'harmonique consistent à dé�nir un nombre d'harmoniques
di�érent pour chaque ddl et à faire évoluer ces nombres en fonction du paramètre de continuation.

Une première méthode de sélection locale a été dé�nie par R.C. Mapple dans [135, 136].
Après avoir calculé une solution du système d'équations algébriques (3.26) pour un nombre
d'harmonique H, on évalue pour chaque ddl d la densité spectrale contenue dans la dernière
harmonique (la numéro H) :

ε(H, d) =
(uc,dH )2 + (us,dH )2

(ud0)2 +
∑H

k=1(uc,dk )2 + (us,dk )2
(3.29)

Si cette densité spectrale est trop grande, alors on décide d'ajouter des harmoniques, si elle est
trop faible on décide de réduire le nombre d'harmoniques.
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3.2.1.3 Limitations

Les méthodes présentées précédemment sont relativement aisées à mettre en ÷uvre et per-
mettent de dé�nir un nombre d'harmoniques variable en fonction de la fréquence. Cependant,
elles ont deux inconvénients majeurs. Premièrement, ces méthodes procèdent de manière ité-
rative. En e�et, pour chaque incrément dans le nombre d'harmoniques, on doit recalculer une
solution complète du système non-linéaire dans le but d'évaluer les di�érences relatives du cri-
tère de sélection (erreur de Fourier, énergie de déformation, fraction d'énergie contenue dans
la dernière harmonique, ...). Cette procédure itérative permet de contrôler précisément l'erreur
commise, mais elle peut aussi s'avérer consommatrice en temps de calcul. De plus, l'incrément
sur le nombre d'harmoniques est dé�ni a priori par l'utilisateur (en général ∆H = 1 ou 2). Il
peut arriver que cet incrément soit trop petit pour les systèmes fortement non-linéaires, ce qui
entraine une augmentation du nombre d'itérations pour obtenir la stationnarité du critère de
sélection, et par conséquent une augmentation du temps de calcul.

Une autre limitation de ces méthodes itératives est liée au fait qu'elles peuvent s'arrêter
prématurément : lors du calcul du critère de sélection, certains harmoniques peuvent avoir une
participation nulle dans le critère, amenant de fait à une stationnarité arti�cielle du critère de
sélection. Typiquement on observe ces phénomènes par exemple pour des non-linéarités impaires.
Dans ce cas, seules les harmoniques impaires ont une participation non nulle dans le critère, et
l'ajout de l'harmonique H + 1 (qui est paire) n'induit pas de changement dans le critère de
sélection, amenant à une �n prématurée de l'algorithme de sélection.

Pour éviter ces deux inconvénients majeurs, on propose une méthode de sélection d'harmo-
nique locale, basée sur l'utilisation de prédicteurs tangents.

3.2.2 Méthode de sélection par prédiction tangente

On développe ici une méthode de sélection d'harmonique originale basée sur l'utilisation
de prédicteurs tangents. Contrairement aux méthodes exposées précédemment, il ne s'agit pas
d'ajouter ou de retirer des harmoniques, mais de dé�nir un nombre maximum d'harmoniques
autorisé Hmax (supposé grand) et de rechercher lesquelles de ces harmoniques sont les plus
indispensables au calcul de la solution. Les solutions de l'équation (2.1) seront alors recherchées
sous la forme suivante :

x(t) = x̃0 +

Hmax∑
k=1

x̃ck cos(kωt) + x̃sk sin(kωt) (3.30)

La méthode proposée ici consiste à sélectionner les composantes de x̃ qui ont la plus grande
participation dans la solution. Etant donné que la solution x̃ n'est pas connue a priori, on va se
baser sur une approximation de la solution, donnée par une prédiction tangente. On fait donc
l'hypothèse que la prédiction a un contenu fréquentiel proche de celui de la solution réelle. En
notant x̃i une solution pour le pas de fréquence i, on rappelle que l'expression de la prédiction
x̃i+1
pred pour le pas de fréquence suivant est donnée par x̃i+1

pred = x̃i + ∆x̃ avec ∆x̃ solution du
système linéaire suivant : [

Λ +
∂F̃nl
∂x̃

(x̃i)

]
∆x̃ = −∂Λ

∂ω
(ωi)x̃i∆ω (3.31)

Dans la suite, on considérera que le système linéaire (3.31) dé�nissant la prédiction est toujours
de taille maximale ñ = n(2Hmax + 1).
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3.2.2.1 Application à un ddl particulier

Etant donné que la méthode proposée est de nature locale (nombre d'harmoniques di�érent
pour chaque ddl), on se limite simplement à un ddl particulier xd(t). En utilisant l'approximation
de l'équation (3.30), on peut développer xd(t) sous la forme suivante :

xd(t) = x̃d,0 +

Hmax∑
k=1

x̃cd,k cos(kωt) + x̃sd,k sin(kωt) = D(t)x̃d (3.32)

où les coe�cients x̃cd,k et x̃sd,k sont désormais des quantités scalaires, que l'on peut regrouper
dans un vecteur x̃d de taille 2Hmax + 1.

Pour initier la méthode de sélection, on suppose que l'on a déjà calculé une solution x̃i pour
le premier pas de fréquence (i = 1). Cette solution peut être, par exemple, calculée avec un
nombre d'harmoniques maximum Hmax pour tous les ddl, mais on peut aussi envisager de la
calculer avec seulement un sous-ensemble des harmoniques disponibles. Dans la suite, on notera
Sid l'ensemble des harmoniques utilisés pour le calcul du ddl d au pas de fréquence i, et on
distinguera le vecteur des harmoniques réduit x̃d,red (de taille Hr

d) du vecteur des harmoniques
complet x̃d (de taille 2Hmax + 1). En utilisant l'ensemble des harmoniques retenus Sid, on peut
dé�nir une matrice booléenne Pi

d de taille (2Hmax+1)×Hr
d liant les vecteurs réduits aux vecteurs

complets par la relation suivante :
x̃d,red = (Pi

d)
T x̃d (3.33)

En d'autres termes, le vecteur d'harmoniques réduit x̃d,red est dé�ni à partir du vecteur global
x̃d en supprimant les variables liées aux harmoniques qui n'ont pas été retenus. Réciproquement,
on peut dé�nir le vecteur d'harmonique complet en fonction du vecteur d'harmonique réduit par
la relation :

x̃d = Pi
dx̃d,red (3.34)

Cela revient à considérer que les harmoniques qui n'ont pas été retenus ont des coe�cients nuls
dans le vecteur complet x̃d. Dans la suite les harmoniques sélectionnés pour le calcul du ddl d au
pas de fréquence i seront représentés par Sid et les variables correspondantes seront représentées
par Pi

d.
Dans un premier temps, on e�ectue une prédiction tangente pour la solution au pas de

fréquence suivant (i + 1) en utilisant le système de taille maximum (3.31). On obtient alors
un vecteur x̃i+1

pred de taille maximal n(2Hmax + 1) que l'on peut séparer en n vecteurs de taille
2Hmax+1 correspondant chacun à un ddl. On notera x̃d,pred le vecteur prédit associé au ddl d. La
sélection des harmoniques repose alors sur l'évaluation de la fraction d'énergie spectrale contenue
dans chacun des harmoniques du vecteur prédit. Plus précisément, pour chaque harmonique k
(1 ≤ k ≤ Hmax), on évalue la densité spectrale ρdk contenue dans l'harmonique k du ddl d :

ρdk =
(x̃k,cd,pred)

2 + (x̃k,sd,pred)
2

‖x̃d,pred‖2
(3.35)

et on sélectionnera les harmoniques ayant les plus fortes contributions (par ordre décroissant)
dans l'énergie totale, jusqu'à ce que l'énergie contenue dans les harmoniques restants soit négli-
geable. Pour éviter d'appliquer cette procédure pour tous les harmoniques à chaque fois, on peut
déjà évaluer l'énergie contenue dans les harmoniques qui ont été sélectionnés au pas de fréquence
précédent (ie dé�nie par Sid), et on ajoutera ou on retirera des harmoniques en fonction de la
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3.2. Réduction du système d'équation de la HBM par sélection d'harmonique

valeur de l'énergie résiduelle εid dé�nie par :

εid = 1−
∑
k∈Sid

ρdk (3.36)

Il peut alors se présenter 3 cas, en fonction de la valeur de εid, par rapport à des seuils εf et
εb (εb ≤ εf ) dé�nis par l'utilisateur.

Cas 1 : εid ≥ εf

Dans ce cas, la valeur de l'énergie résiduelle εid est encore trop grande pour être acceptable,
et on doit inclure de nouveaux harmoniques. Pour chaque harmonique n'appartenant pas à Sid,
on calcule et on ordonne les fractions d'énergie ρkd (équation (3.35)) par ordre décroissant. Les
harmoniques générant les plus grandes valeurs de ρkd sont alors ajoutés à l'ensemble Sid jusqu'à
ce que l'on obtienne εid ≤ εf , ce qui permet de dé�nir le nouvel ensemble d'harmonique S

i+1
d (et

par conséquent le nouvel ensemble de variable Pi+1
d ) pour le pas de fréquence suivant.

Cas 2 : εid ≤ εb

Dans ce cas, la valeur de l'énergie résiduelle εid est très faible, et on peut supposer qu'il est alors
possible de retirer des variables sans induire trop d'erreur dans la solution �nale. Pour chaque
harmonique appartenant à Sid, on calcule et on ordonne les fractions d'énergie ρkd (équation
(3.35)) par ordre croissant. Les harmoniques générant les plus petites valeurs de ρkd sont alors
retirés de l'ensemble Sid jusqu'à ce que l'on obtienne εb ≤ εid ≤ εf , ce qui permet de dé�nir le
nouvel ensemble d'harmoniques Si+1

d (et par conséquent le nouvel ensemble de variables Pi+1
d )

pour le pas de fréquence suivant.

Cas 3 : εb ≤ εid ≤ εf

Dans ce cas, on suppose que la valeur de l'énergie résiduelle εid est acceptable, et on mènera
donc le calcul au pas de fréquence suivant en considérant que Si+1

d = Sid (ie on garde les mêmes
harmoniques qu'au pas précédent).

3.2.2.2 Application au système complet

En appliquant la procédure précédente pour chaque ddl d = 1..n, on obtient une série de
matrices Pi+1

d qui permet de dé�nir les harmoniques qui seront retenus pour chaque ddl lors du
pas de fréquence i+1. En regroupant ces matrices sous la forme d'une matrice booléenne globale
Pi+1 de taille n(2Hmax+1)×

∑
dH

r
d , on est en mesure de dé�nir le vecteur d'harmoniques réduit

x̃red en fonction du vecteur d'harmoniques global x̃ par les relations suivantes :

x̃red = PT x̃, x̃ = Px̃red (3.37)

En substituant la relation (3.37) dans l'équation (3.26) et en ne gardant que les équations
liées aux harmoniques sélectionnés, on dé�nit le système d'équations algébriques réduit suivant :

(PTΛP)x̃red + PT F̃nl(Px̃red)−PT F̃ex = 0 (3.38)

dont la solution est le vecteur d'harmoniques réduit x̃i+1
red pour le pas de fréquence i+ 1.
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Finalement, cette solution est transformée en un vecteur d'harmoniques de taille maximale,
qui est ensuite utilisée pour calculer une prédiction tangente pour le pas de fréquence i + 2.
La méthode de sélection est alors ré-appliquée sur cette nouvelle prédiction et la procédure se
poursuit ainsi jusqu'à ce que tout l'intervalle de fréquence ait été parcouru.

Remarques

Les paramètres les plus importants de la méthode sont les deux seuils εb et εf contrôlant
respectivement le retrait ou l'ajout d'harmoniques. Les valeurs de ces seuils doivent être �xées
relativement petites. En particulier εf doit être su�samment petit pour assurer une bonne
approximation de la solution, et εb doit être choisi su�samment petit de manière à ne pas
retirer des harmoniques trop importants. Ces valeurs doivent être �xées par l'utilisateur, mais
elles ont tout de même un sens physique dans la mesure où elles indiquent le pourcentage
d'énergie retenue à partir de la prédiction. On préconise ici d'utiliser les valeurs εb = 10−10 et
εf = 10−8.

Le fonctionnement de la méthode est assuré par l'utilisation d'un prédicteur tangent de taille
maximale, qui permet d'obtenir des informations sur les harmoniques non sélectionnés au travers
de la matrice jacobienne du problème. Dans le cas où le pas de continuation serait trop grand, il
est possible que la prédiction soit très éloignée de la solution réelle, ce qui a�ecterait l'e�cacité
de la méthode de sélection. On peut envisager de contrôler le pas de continuation en fonction
du nombre d'itérations nécessaires pour la résolution de l'équation algébrique. Si ce nombre
d'itérations est trop grand, on considère que la prédiction n'était pas assez proche de la solution
réelle, et on refait une prédiction pour un pas de continuation plus petit.

Le coût principal de la méthode tient au calcul de la matrice jacobienne de l'équation algé-
brique pour ensuite résoudre le système linéaire (3.31) et obtenir la prédiction. Cependant ce
temps est négligeable devant le temps de résolution de l'équation algébrique. De plus, cette étape
est nécessaire dans les algorithmes de continuation. L'étape de sélection des harmoniques en elle-
même est très rapide puisqu'elle n'est pas incrémentale et qu'elle ne nécessite que l'évaluation
des quantités εkd dé�nies à l'équation (3.36).

3.2.3 Exemple d'application sur un système avec non-linéarité géométrique

On propose ici une application de la procédure de sélection d'harmoniques, présentée dans
la section précédente, sur l'exemple de la poutre bi-encastrée avec non-linéarité géométrique
(section 2.1.3). On considère ici que la poutre est discrétisée en ne = 20 éléments et un premier
calcul de référence est réalisé par HBM classique avec H = 7 harmoniques (Fig.3.8).

Un second calcul est réalisé en appliquant la procédure de sélection d'harmoniques. Les
paramètres contrôlant l'ajout et le retrait d'harmoniques sont �xés respectivement à ρf = 10−8

et ρb = 10−10. Le premier point de calcul est réalisé en retenant tous les harmoniques, puis
la procédure de sélection s'applique à partir de la première prédiction. La solution obtenue est
comparée à la solution de référence sur la Fig.3.8.

Au niveau de la sélection, la Fig.3.9 représente le nombre de variables algébriques retenues
en fonction de l'indice du pas de calcul. Bien que l'on ne retienne au plus que 45 % du nombre de
variables de départ, on observe que la solution obtenue reste proche de la solution de réference. Le
detail de la selection des harmoniques en fonction de la fréquence est donné pour les composantes
axiales et les composantes transverses sur les Fig.3.10 et 3.11.

Pour les composantes axiales, la méthode de sélection proposée ne retient que les harmo-
niques pairs, et pour les composantes transversales, elle ne retient que les harmoniques impairs.
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Figure 3.8 � Comparaison des FRF entre la solution de référence calculée par HBM à 7 har-
moniques ∗, et la solution calculée par HBM adaptative · (sélection d'harmonique)

Dans cet exemple, les mouvements transversaux sont impairs et la méthode de sélection détecte
automatiquement les harmoniques inutiles (de même pour le mouvement axial qui est pair). De
plus, on observe que des harmoniques d'ordre supérieur sont ajoutés lorsque l'on se situe dans
la zone de résonance (par exemple l'harmonique 5 pour les déplacements transversaux Fig.3.11).
Contrairement à la solution de référence qui est calculée avec 7 harmoniques, la solutions obtenue
par sélection ne considère jamais la 7ème harmonique (sa fraction d'énergie est inférieur à ρf ).
La méthode proposée ici permet d'adapter le nombre d'harmoniques en fonction de la fréquence,
mais également en fonction des degrés de libertés, ce qui permet dans ce cas de diviser au moins
par deux le nombre de variables considérées, tout en gardant une solution de qualité acceptable
.

3.2.4 Exemple d'application sur un système avec frottement

On propose ici une application de la procédure de sélection d'harmoniques basée sur une
prédiction tangente. On considère ici un système discret composé de n = 25 masses ponctuelles
reliées entre elles par des raideurs linéaires, et soumises à une loi de frottement régularisée.
(Fig.3.12).

L'équation du mouvement pour un tel système peut s'écrire sous la forme suivante

Mẍ+ Cẋ+ Kx+ Ffr(ẋ) = Fex (3.39)
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Figure 3.9 � Evolution du nombre de variables algébriques en fonction de la fréquence lors de
l'application de la procédure de sélection d'harmonique, le trait horizontal représente le nombre
de variable total dans une résolution par HBM classique)
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Figure 3.10 � Répartition des harmoniques sélectionnés pour les ddl axiaux en fonction de la
fréquence

avec M, C, K les matrices de masse, d'amortissement et de raideur dé�nies par :

M = mIn, K =



2k −k 0 . . . . . . 0
−k 2k −k 0 . . . 0
0 −k 2k −k . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 −k 2k −k
0 . . . . . . 0 −k k


, C =



2c −c 0 . . . . . . 0
−c 2c −c 0 . . . 0
0 −c 2c −c . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 −c 2c −c
0 . . . . . . 0 −c c


,

(3.40)
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Figure 3.11 � Répartition des harmoniques sélectionnés pour les ddl transverses en fonction de
la fréquence

Figure 3.12 � Système frottant discret utilisé pour illustrer la méthode de sélection d'harmo-
nique

où k = m = c = 1.
Ffr représente les e�orts non-linéaires dus aux éléments de friction. Ici, on considère que

seulement les 15 premiers ddl sont soumis à une loi de frottement régularisé sous la forme
suivante [137] :

(Ffr)i = µFn tanh(αẋi) si 1 ≤ i ≤ 15
(Ffr)i = 0 si 16 ≤ i ≤ 25

(3.41)

Dans la suite, on supposera que seulement les 15 premiers ddl sont frottants, et on considérera
les valeurs numériques suivantes :

µ = 0.3, Fn = 1, α = 100 (3.42)

En�n, Fex représente les forces d'excitations imposées. Dans cet exemple, on considérera que
le système est simplement excité au niveau du dernier ddl par une force périodique représentée
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par :
(Fex)i = 0 pour 1 ≤ i ≤ n− 1

(Fex)n = A cos(Ωt)
(3.43)

Dans un premier temps, on �xe l'amplitude de la force d'excitation (Eq.(3.43)) à A = 0.1.
Un premier calcul par HBM classique avec H = 40 harmoniques est réalisé pour obtenir la
courbe de résonance autour du premier mode du système (solution de référence). Un second
calcul est ensuite réalisé en appliquant la procédure de sélection d'harmonique présentée à la
section précédente. Le nombre maximum d'harmoniques est �xé à Hmax = 40 et les paramètres
contrôlant l'ajout et le retrait d'harmoniques sont �xés à εf = 10−8 et εb = 10−10. Pour le
premier pas de fréquence, tous les harmoniques sont considérés, puis on applique la procédure
de sélection pour les pas suivants. Pour chacune des solutions (HBM et AHBM), on a représenté
sur la Fig.3.14 l'amplitude du dernier ddl en fonction de la fréquence. Pour la solution obtenue par
AHBM, la procédure de sélection est illustrée par une série de matrices de taille n× (2Hmax+1)
qui représente les variables sélectionnées (présence d'un point en position i, k, si l'harmonique
k a été retenu pour le ddl i). A la première itération, tous les harmoniques de tous les ddl sont
sélectionnés (matrice pleine). Pour les itérations suivantes, on observe que tous les harmoniques
de rang pair ont été supprimés par la procédure de sélection (non-linéarité impaire), et que le
nombre d'harmoniques sélectionnés varie bien en fonction des degrés de liberté et de la fréquence.
La Fig.3.13 montre l'évolution du nombre de variables sélectionnées en fonction de la fréquence, la
méthode de sélection permet ici de réduire au minimum par 5 le nombre de variables par rapport
à un calcul HBM à nombre d'harmonique �xe, ce qui se traduit par un gain de temps global
d'environ 70% (la AHBM est environ 3 fois plus rapide que la HBM dans ce cas). En étudiant
le détail de temps de calcul (Fig.3.13b), on constate que la méthode de sélection s'applique très
rapidement, et que la diminution du nombre de variables permet de faire chuter signi�cativement
le temps de résolution de l'équation algébrique.

Figure 3.13 � Comparaison des temps de résolution pour la HBM (∗) et la AHBM (o). De
gauche a droite : a) temps de résolution total ; b) temps de résolution détaillé ; c) gain de temps ;
d) nombre de variables sélectionnées
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Au niveau de l'erreur relative par rapport à la solution de référence, on observe sur la Fig.3.15
que celle-ci est au maximum inférieure à 2 · 10−9 et on peut donc conclure que la méthode de
sélection ne dégrade pas signi�cativement les solutions.

Figure 3.14 � Comparaison entre HBM et AHBM : évolution de l'amplitude du ddl n 25 en
fonction de la fréquence (Hmax = 40)

3.3 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons présenté et appliqué des méthodes de réduction de modèle
originales dans le cadre spéci�que des systèmes traités par la méthode de la balance harmo-
nique. Dans un premier temps, on considère les méthodes de type PGD. Ces méthodes dites
a priori ont la particularité de rechercher les solutions sous forme séparée. Par conséquent, la
base de réduction est calculée automatiquement, en même temps que la solution. Lors de la
résolution d'un système dépendant d'un paramètre, cette stratégie permet alors d'obtenir une
base de réduction variable en fonction de la valeur du paramètre, étant à même de suivre les
changements de comportement induits par l'activation des non-linéarités. La méthode est ap-
pliquée sur un exemple simple de poutre non-linéaire, et on montre que cette méthode permet
de réduire e�cacement le modèle, dans la mesure où seulement quelques modes su�sent pour
obtenir une très bonne approximation de la solution. Cependant, dans la version proposée, les
gains en termes de temps de calcul par rapport à la résolution du modèle complet restent très
faibles. Ceci est dû en partie au fait que les méthodes de PGD sont des méthodes invasives et
qu'elles nécessitent donc l'évaluation de quantités sur la structure complète, ce qui en limite les
performances. Dans une deuxième partie, on s'intéresse plus particulièrement à la réduction du
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Figure 3.15 � Comparaison des di�érents estimateurs d'erreur entre les solutions calculées par
HBM (∗) et par AHBM (o). De haut en bas : a) erreur sur l'équation du mouvement εeq ; b)
erreur relative entre les solutions εsol ; c) erreur relative sur l'énergie de déformation εstrain

système d'équations algébriques issues de la HBM. Il s'agit de réduire le nombre de variables de
la HBM en considérant des techniques de sélection d'harmonique. Après avoir dressé un bref état
de l'art sur les méthodes de sélection d'harmonique existantes et leurs limitations, on propose ici
une méthode de sélection originale utilisant des informations disponibles durant les procédures
de continuation. L'application de cette méthode sur des exemples simples montre qu'elle permet
d'estimer correctement les harmoniques à sélectionner en fonction de la fréquence d'excitation,
mais également en fonction du degré de liberté considéré.
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Chapitre 4. Méthodes de recherche des solutions multiples pour les systèmes dynamiques non-linéaires

Ce chapitre présente les méthodes de recherche de solution multiple pour les systèmes dyna-
miques non-linéaires. Après avoir fait l'hypothèse de non-linéarités polynomiales, la HBM est
employée pour obtenir un ensemble d'équations algébriques polynomiales. Di�érentes méthodes
permettant le calcul de toutes les solutions d'un système polynomial à plusieurs variables sont
exposées. Dans un premier temps, on rappelle le principe des méthodes d'homotopies, et on les
applique sur un exemple simple. La suite de ce chapitre est consacrée à l'utilisation des bases de
Gröbner pour la résolution des systèmes polynomiaux. En particulier, on présente une méthode
de résolution basée sur le calcul de valeurs propres de matrices spéciales appelées matrices de
multiplication. Puis, on propose une extension de ces méthodes, basée sur la théorie des groupes,
permettant de réduire la taille des problèmes à résoudre lorsque le système possède certaines
symétries. En�n, on propose une procédure de continuation en amortissement, permettant de
retrouver les solutions du système amorti à partir des solutions du système non-amorti.

4.1 Systèmes dynamiques non-linéaires et solutions multiples

On considère ici la résolution des n équations dynamiques non-linéaires régissant le mouve-
ment d'un solide discrétisé par la méthode des éléments �nis du type :

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) + Fnl(x(t), ẋ(t)) = Fex(t) (4.1)

Ces équations s'accompagnent de plus de conditions initiales du type (x(t = 0), ẋ(t = 0)) =
(x0, ẋ0). Dans le cas linéaire, les solutions de ces équations sont composées d'une partie tran-
sitoire (solution de l'équation homogène) et d'une partie établie (solution particulière). La par-
tie transitoire décroît avec le temps et le système atteint un régime permanent. Dans le cas
non-linéaire, le principe de superposition n'est plus applicable et on ne peut pas utiliser une
décomposition similaire des solutions. De plus, il est possible qu'il existe plusieurs régimes per-
manents pour une même fréquence d'excitation : l'état atteint par le système dépend alors des
conditions initiales. En théorie, on peut même imaginer faire changer l'état du système en lui
appliquant une perturbation appropriée. Cependant, toutes les solutions ne sont pas stables, et il
est nécessaire de coupler la recherche des solutions multiples avec un calcul de stabilité, pour ne
retenir que les solutions physiquement réalisables. La recherche de solutions multiples apparaît
alors comme un outil pouvant aider à la conception des structures, dans la mesure où elle est
susceptible de prédire tout les états possibles pour le système.

On présente ici quelques méthodes de recherche de solutions multiples pour les systèmes
dynamiques non-linéaires du type (4.1). Après avoir fait un bref rappel des méthodes dans le
domaine temporel, on considère plus particulièrement le cas des systèmes dynamiques avec non-
linéarités polynomiales, traités par la méthode de la balance harmonique. L'application de la
HBM sur ce type de non-linéarité permet de se ramener à la résolution de systèmes algébriques
polynomiaux, pour lesquels il existe de nombreuses méthodes de résolution. Parmi celles-ci,
on expose plus particulièrement les méthodes numériques de type homotopie et les méthodes
algébriques basées sur l'utilisation des bases de Gröbner.

4.1.1 Méthodes dans le domaine temporel

Les méthodes de recherche de solutions multiples dans le domaine temporel, traitent directe-
ment les solutions du système (4.1). Une méthode "naïve" de calcul des solutions multiples serait
de discrétiser l'espace des conditions initiales, puis de réaliser une intégration temporelle pour
chaque condition initiale. L'intégration temporelle doit être menée sur un temps su�samment
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long pour pouvoir observer un régime établi. Bien entendu, cette méthode est inapplicable en
pratique, puisque le nombre de conditions initiales à considérer devient rapidement ingérable.

Une manière plus réaliste de calculer des solutions dans le domaine temporel consiste à utiliser
la méthode du cell mapping [6,138]. Celle-ci consiste à discrétiser l'espace des conditions initiales
en cellules. On choisit alors une condition initiale pour chaque cellule Ci, et on e�ectue une
intégration temporelle à partir de ces conditions initiales. L'état �nal de l'intégration temporelle
se trouve alors dans la cellule Cj . L'application des intégrations temporelles produit alors des
paires de cellules (Ci, Cj) telles qu'une condition initiale prise en Ci conduit à un état en Cj .
Les solutions multiples peuvent alors être identi�ées en analysant les mappings ainsi créés. Plus
précisément, on recherchera les chemins fermés de cellules du type C1 − C2 − · · · − CN avec de
plus C1 = CN . La méthode du cell-mapping apparaît comme une méthode attractive, puisqu'en
plus des solutions multiples, elle permet d'obtenir d'autres informations telles que la stabilité
ou le bassin d'attraction de la solution. Cependant, d'après les résultats exposés dans [6], cette
méthode ne semble applicable que pour des très petits systèmes dynamiques (au maximum
5 ddl). Pour cette raison, on préférera utiliser une approche di�érente couplant la HBM à la
résolution complète de systèmes algébriques non-linéaires.

4.1.2 HBM et non-linéarité polynomiale

On applique ici la méthode de la HBM au système (4.1), en supposant que les non-linéarités
sont polynomiales. Pour simpli�er, on considère de plus que les e�orts non-linéaires sont uni-
quement fonction du déplacement (mais généralement les méthodes s'appliquent également pour
des non-linéarités polynomiales mêlant vitesse et déplacement). L'équation (4.1) prend alors la
forme particulière suivante :

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) +
d∑
j=2

Hjx
(j)(t) = Fex(t) (4.2)

Avec d le degré maximum des polynômes, x(j) = ⊗jx (ie x(2) = x⊗ x, x(3) = x⊗ x⊗ x, . . . ),
et Hj une matrice de taille n× nj contenant les coe�cients des polynômes.

En appliquant la méthode de la HBM au système (4.2), on recherche des solutions sous la
forme x(t) = a0+

∑H
k=1 ak cos(kωt)+bk sin(kωt) et on se ramène à la résolution de ñ = n(2H+1)

équations polynômiales du type :

Λx̃+

d∑
j=2

H̃jx̃
(j)(t) = F̃ex(t) (4.3)

avec x̃T = [aT0 , a
T
1 , b

T
1 , . . . , a

T
H , b

T
H ].

Dans le reste de ce chapitre, on se limite à des polynômes de degré 3, permettant de repré-
senter, en particulier, les non-linéarités géométriques. Il est alors pratique de réécrire le système
d'équations polynomiales P sous la forme indicielle suivante :

P (x) =

Pj(x̃) =
∑
α∈Sj

cj(α)x̃α, j = 1..ñ

 (4.4)

avec x̃α = x̃α1
1 × · · · × x̃αnn , les exposants α = [α1, . . . , αn] ∈ Nñ, et les coe�cients cj(α) ∈ R.

L'ensemble Sj est appelé le support du polynôme Pj et contient tous les exposants α dé�nissant
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Pj . Dans le cas des non-linéarités cubiques, la somme des composantes de chaque exposant α
est inférieure ou égale à 3. Pour alléger les notations, on notera simplement x les variables du
système polynomial lorsqu'il n'y a pas de confusion possible.

En général, ce système polynomial P est résolu par une méthode de Newton, ce qui permet
d'obtenir une solution. La solution obtenue dépend de l'itéré initial et, en théorie, il est possible
d'obtenir toutes les solutions du système d'équations en sondant correctement l'espace des itérés
initiaux. Cependant, plus le nombre de variables est grand, plus le nombre de conditions initiales
à tester augmente (évolution exponentielle avec le nombre de variables), et devient infaisable en
pratique. De plus, il se peut que certaines racines aient un bassin d'attraction très petit ou très
étroit qui peut être impossible à obtenir si la discrétisation numérique de l'espace des conditions
initiales est trop grossière. Avant de présenter des méthodes dédiées spéci�quement à la recherche
de solutions multiples, on présente dans la suite de cette section une adaptation de la méthode
de Newton qui permet en pratique de trouver une partie de l'ensemble des solutions.

4.1.3 Méthode de Newton-Raphson modi�ée

La méthode présentée ici est issue de [86] et consiste à utiliser la méthode de Newton de
manière séquentielle. On suppose que l'on a obtenu une racine x1 du système d'équations poly-
nomiales P (x) = 0. On dé�nit alors un nouveau système d'équations (qui n'est plus forcément
polynomial) par :

P1(x) =
c1

‖x− x1‖
P (x) = 0 (4.5)

et on recherche une solution x2 de ce dernier système par la méthode de Newton. Le fait de
diviser par ‖x−x1‖ permet d'introduire une singularité au niveau de la première racine x1, et,
a priori, d'éviter de retomber sur la racine déjà calculée.

Plus généralement, pour une suite de racines (x1,...,xn) on dé�nit le système Pn(x) par :

Pn(x) =
cn

‖x− x1‖ · · · ‖x− xn‖
P (x) = 0 (4.6)

et on en recherche une racine xn+1 par la méthode de Newton.
Plusieurs paramètres in�uencent la réussite de la méthode. Premièrement, le coe�cient cn

doit être choisi de manière à contrebalancer le poids de la division par le produit ‖x−x1‖ · · · |x−
xn‖. Plus le nombre de racines calculées est grand, plus le coe�cient cn doit augmenter de
manière à ce que la norme du système Pn(x) ne devienne pas trop petite. Deuxièmement, la
condition initiale choisie pour résoudre le système doit être éloignée des points de singularité
induits par la division. Dans [86], il est proposé de choisir x0

n+1 à l'extérieur d'une boule de
centre xn et de rayon r, le choix de x0

n+1 est alors donné par x0
n+1 = xn + rT où T est une

direction de recherche.
Un des avantages de cette méthode est que, si l'implémentation de la méthode de Newton

est faite dans l'espace des nombres réels, elle permet alors de n'obtenir que les solutions réelles
du système sans se soucier des solutions complexes. Cependant, bien que la mise en place de
cette méthode soit très simple, celle-ci ne permet d'obtenir qu'un sous ensemble des solutions,
et on ne dispose pas de moyen permettant de véri�er que l'on a bien trouvé toutes les solutions
du système.

4.1.4 Exemple d'application

A�n d'illustrer les méthodes étudiées dans ce chapitre, on choisit un exemple simple issu de
l'application de la HBM à un système mécanique cyclique. Le système correspond à une série
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d'oscillateurs de Du�ng couplés entre eux linéairement et de manière cyclique, et il est régi par
les équations di�érentielles suivantes :

müi + cu̇i + (k + 2kc)ui − kcui−1 − kcui+1 + knlu
3
i = fi(t), i = 1, .., n (4.7)

avec les conditions de cyclicité un+1 = u1 et u0 = un. Après application de la méthode de la
balance harmonique et en ne retenant qu'un seul harmonique pour chaque ddl (ui = xi cos(ωt)+
yi sin(ωt)), on obtient le système algébrique suivant à 2n équations :

(2kc + k − ω2m)xi + ωcyi − kcxi−1 − kcxi+1 + 3
4knl(x

3
i + xiy

2
i )− f ci = 0, i = 1, .., n

(2kc + k − ω2m)yi − ωcxi − kcyi−1 − kcyi+1 + 3
4knl(x

2
i yi + y3

i )− f si = 0, i = 1, .., n
(4.8)

Dans le cas non-amorti et pour une excitation uniquement de la forme f ci 6= 0, fsi = 0, on
recherchera les solutions en phase avec l'excitation sous la forme ui = xi cos(ωt), le système (4.8)
se simpli�e alors en un système algébrique à n équations données par :

(2kc + k − ω2m)xi − kcxi−1 − kcxi+1 +
3

4
knlx

3
i − f ci = 0, i = 1, .., n (4.9)

Pour alléger les notations, on notera α = k+ 2kc−ω2m, β = kc, γ = 3
4knl et δ = cω. Notons

que dans le cas dégénéré n = 2, on prendra seulement α = k + kc − ω2 (une seule raideur de
couplage entre les deux ddl) et dans le cas dégénéré n = 1 on aura α = k − ω2. Les valeurs
numériques utilisées dans les simulations sont les suivantes : k = kc = knl = m = 1, et c = 0.1.

4.2 Homotopie

L'homotopie est une méthode numérique permettant d'obtenir toutes les solutions d'un sys-
tème d'équations polynomiales P . La méthode consiste à choisir un polynôme de départ Q(x)
bien choisi et dont on connaît toutes les racines pour ensuite faire évoluer continument Q(x)
vers le polynôme cible P (x) en fonction d'un paramètre t ∈ [0, 1]. En suivant les chemins initiés
à t = 0 par les racines de Q(x) en utilisant une continuation sur t, on arrive aux racines de
P (x) en t = 1. Le succès d'une telle méthode repose sur 3 propriétés :

� Trivialité : toutes les racines du polynôme de départ doivent être connues ;
� Régularité : l'ensemble des chemins paramétrés par t et reliant les racines doit être régulier
(pas de bifurcations) ;

� Accessibilité : chaque racine de P doit être reliée à une racine de Q. Il en résulte que les
racines de P peuvent être obtenues par continuation des racines de Q.

4.2.1 Homotopie linéaire

L'homotopie linéaire H est dé�nie de la manière suivante :

H(x, t) = (1− t)Q(x) + tP (x) (4.10)

On remarque que H(x, 0) = Q(x) et H(x, 1) = P (x). La continuation de chaque racine x∗

de Q dé�nit un chemin H∗(x, t) commençant à x∗ en t = 0 et paramétré par t. D'après la
propriété d'accessibilité, chaque racine de P doit être reliée à une racine de Q. Par conséquent,
le polynôme de départ Q doit avoir au moins autant de racines que le polynôme cible P . En
pratique, il est di�cile d'évaluer le nombre de solutions d'un système polynomial a priori, et on
choisit généralement un polynôme de départ avec plus de racines que le polynôme cible. De fait,
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certains des chemins initiés par les racines de Q divergent lorsque le paramètre t s'approche de
1.

On voit ici l'utilité de bien choisir le polynôme de départ. En e�et si Q a plus de racine que
P , il n'y a pas de moyen de savoir au préalable si le chemin va être divergent. Par conséquent, il
faut e�ectuer la continuation pour tous les chemins pour être sûr d'obtenir toutes les racines de
P . Si seulement une petite fraction des chemins n'est pas divergente, cela amène à de nombreux
calculs inutiles. Voila pourquoi il faut rechercher un polynôme de départ avec un nombre de
racines le plus petit possible.

Même si on n'est pas en mesure de connaître facilement le nombre de solutions d'un système
polynomial, il existe des bornes supérieures sur le nombre de racines d'un tel système. La première
borne, bien connue, est appelée borne de Bézout [6] et elle correspond au produit des degrés
totaux de chaque équation : NB =

∏n
i=1mi. En pratique, cette borne surestime largement le

nombre de solutions et elle conduit à la continuation de nombreux chemins divergents. Lorsque
le nombre de variable augmente la borne explose de manière exponentielle : par exemple elle est
du type Nb = 3ne pour un système de ne équations de degré 3.

La seconde borne sur le nombre de racines, est appelée la borne BKK (du nom des auteurs
l'ayant proposée). Cette borne correspond au volume mixte de l'enveloppe convexe des polytopes
dé�nis par le support (éventuellement augmenté de x0 = 1) de chaque équation. Le calcul de cette
borne est relativement complexe [139, 140], et fait intervenir des tirages de variables aléatoire.
Les algorithmes déterministes pour calculer une telle borne sont rares [141]. En pratique, cette
borne est largement inférieure à la borne de Bézout, et elle augmente plutôt de manière linéaire
avec le nombre de variables.

La première borne est en général utilisée dans les méthodes d'homotopie linéaire (par exemple
pour un polynôme initial construit à partir de la méthode du degré total), alors que la seconde
borne se retrouve dans un autre type d'homotopie, appelée homotopie polyèdrale. Dans la suite
de cette partie, on présente quelques méthodes de choix du polynôme de départ. On poursuit
ensuite en donnant une description rapide de l'homotopie polyèdrale.

4.2.1.1 Choix du polynôme de départ

On présente ici quelques-uns des choix possibles pour le polynôme de départ lors du calcul
des solutions du système polynomial par une méthode d'homotopie linéaire. On se concentre
principalement sur la méthode du degré total.

Méthode du degré total

La construction du polynôme de départ par la méthode du degré total est basée sur l'utili-
sation de la borne de Bézout. En particulier, on construit un polynôme de départ qui a autant
de racines que la borne de Bézout, et qui est facilement solvable. Un des choix le plus simples
pour le polynôme de départ est du type :

xm1
1 = c1

...
xmnn = cn

(4.11)

où les coe�cients ci sont des nombres complexes [6]. Ce système polynômial est découplé dans le
sens où chaque équation ne dépend que d'une seule variable. Cela permet de trouver facilement
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toutes les solutions du système de départ. Plus précisément, les solutions de chaque équation
sont des multiples des racines de l'unité et sont données par :

x
pj
j = c

1
mj

j × e
2ipjπ

mj , pj ∈ [0, mj − 1], i2 = −1 (4.12)

Finalement, les solutions du système de départ sont les n-uplets (xp11 , . . . , x
pn
n ) pour (p1, . . . , pn) ∈

[0, m1 − 1]× · · · × [0, mn − 1] (NB solutions).
En guise d'illustration, on applique la méthode du degré total sur le système à deux variables

suivant issu de l'équation (4.8) pour le cas dégénéré n = 1 (oscillateur de Du�ng classique) :

αx+ δy + γ(x3 + xy2)− f c = 0
αy − δx+ γ(y3 + yx2)− fs = 0

(4.13)

avec α = k − ω2m, β = k, δ = ωc et γ = 3
4knl. Les valeurs numériques utilisées sont rappelées

ici k = m = knl = f c = 1, c = 0.1 et fs = 0.
Ici chacune des deux équations du système est de degré total égal à 3. Par conséquent, le

calcul de la borne de Bézout NB = 3 × 3 = 9 nous indique qu'il y a au plus 9 solutions à ce
système. Comme système de départ, on choisit simplement le système suivant :

x3
1 − 1 = 0
x3

2 − 1 = 0
(4.14)

dont les solutions sont les couples (x1, x2) = (e
2ip1π

3 , e
2ip1π

3 ) pour (p1, p2) ∈ [0, 2]2.

ω Nb. de solutions réelles Nb. de solutions complexes Nb. de chemins divergés

1 1 2 6
1.5 1 2 6
2 3 0 6
2.5 3 0 6
3 3 0 6
3.5 1 2 6

Table 4.1 � Résumé des résultats de la résolution par homotopie linéaire (degré total) du
système (4.13)

La table (4.1) liste le nombre de chemins convergés en fonction de la fréquence d'excitation,
ainsi que la distinction entre les solutions réelles et imaginaires.

Dans cet exemple, la continuation des 9 chemins amène à 3 solutions convergées et à 6
chemins non-convergés. Parmi les solutions convergées, on a soit une solution réelle et deux
solutions complexes conjuguées, soit 3 solutions réelles. Les solutions réelles sont représentées
sur la Fig.4.1, où on a également représenté la FRF à une harmonique obtenue par continuation
des solutions par rapport à la pulsation. Cet exemple illustre bien la méthode de l'homotopie,
et en particulier son principal inconvénient : seulement une partie des chemins convergent. On
réalise de fait une majorité de calculs inutils. On peut cependant nuancer ce dernier propos,
en remarquant que la continuation des chemins peut être réalisée de manière parallèle, ce qui
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Figure 4.1 � Réponse en fréquence de l'oscillateur de Du�ng, comparaison entre les solutions
de l'homotopie et la continuation en fréquence

permet de diviser le travail entre plusieurs processeurs et ainsi d'augmenter les performances
de la méthode en termes de temps de calcul. Un autre exemple d'application de l'homotopie
linéaire sur un système à symétrie cyclique est donnée dans [142], où on compare les solutions
obtenues par homotopie et par suivi des bifurcations du système d'équations algébriques.

Autres approches possibles

La construction du polynôme de départ peut se faire par d'autres méthodes plus spéci-
�ques. Parmi celles-ci, on peut citer la méthode basée sur une multi-homogénéisation du sys-
tème cible [6, 143]. Cette méthode consiste à séparer l'ensemble des variables (x1, . . . , xn)
en m groupes Xk (k ∈ [1, m]) composés chacun de ni variables (

∑
ni = n). Par exemple,

en considérant premièrement les variables qui n'apparaissent qu'a l'ordre 1, puis les variables
qui apparaissent au maximum à l'ordre 2, . . ., on homogénéise le système cible par rapport à
chacun des groupes de variables. On rappelle qu'un polynôme est dit homogène de degré d si
∀x, P (βx) = βdP (x). Pour chaque groupe de variables Xk on dé�nit la variable d'homogénéi-
sation zk, l'homogénéisation se réalise alors en remplaçant chaque variable xk de Xk par xk/zk,
puis en multipliant chaque équation par un produit

∏
zαkk permettant de rendre les dénomi-

nateurs de chaque équations égaux à un. On obtient alors un nouveau système composé des
n + m variables (x1, . . . , xn, z1, . . . , zm), et on utilise ce système pour construire la matrice
D = (di,j) pour i ∈ [1, n] et j ∈ [1, m], où chaque élément de la matrice D correspond au degré
maximum des variables du groupe j dans l'équation i. Le nombre de solutions de ce système est
alors donné par le nombre suivant :

Bez(D,N) = coe�(zn1
1 · · · z

nm
m ,

∏
i

∑
j

di,jzj) (4.15)
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où coe�(xα, P ) correspond au coe�cient du monôme xα dans le polynôme P . Il reste maintenant
à construire un système de départ possédant Bez(D,N) racines. Pour cela, on construit un
polynôme Q(x) de même matrice D et que l'on sait résoudre (voir par exemple [6] chapitre
6.5.2). L'avantage de cette méthode réside dans le fait que le nombre Bez(D,N) est en général
inférieur à la borne de Bézout, ce qui limite le nombre de chemins divergents. Cependant, lorsque
toutes les équations ont le même degré et que chaque variable est soumise aux non-linéarités, on
s'aperçoit que cette méthode revient en fait à utiliser la méthode du degré total.

En�n, parmi les méthodes plus spécialisées pour la dé�nition d'un système de départ, on peut
citer les méthodes reposant sur des produits d'éléments linéaires, des produits de monômes, des
produits de polynômes, ou encore basées sur l'étude des polytopes de Newton [6,143]. -

4.2.1.2 Exemple d'application de l'homotopie linéaire

On considère ici l'application de l'homotopie linéaire avec la méthode du degré total sur le
système (4.8) pour un nombre de ddl variant entre 1 et 3. La table 4.2 résume les résultats
obtenus.

n nb chemins nb convergés tps total (s) temps moyen / chemin
1 9 3 14.9 1.65
2 81 11 208.3 2.57
3 729 36 2586 3.54

Table 4.2 � Résultats de l'application de l'homotopie linéaire avec méthode du degré total pour
l'exemple de l'équation (4.8)

En utilisant la méthode du degré total, le nombre de chemins à suivre est donné par Nc = 3ne

où ne représente le nombre de variable de la HBM (ne = 2n dans ce cas). Ce nombre de chemins
augmente rapidement avec le nombre de ddl, et étant donné le temps moyen de continuation d'un
chemin, on sent bien que l'application de cette méthode va vite être limitée. Par exemple, pour un
système à 5 ddl, on doit suivre 59049 chemins. Si on suppose un temps moyen de 2 secondes par
chemin (estimation faible), le temps de résolution total se situera autour de 32 heures pour une
résolution séquentielle. Si on compare ce temps de résolution avec celui de la méthode reposant
sur les matrices de multiplication (12 min, voir table 4.4), on voit que l'homotopie est largement
moins performante que cette dernière. Le problème réside majoritairement dans le fait que la
méthode du degré total surestime largement le nombre de racines et conduit à la continuation
de chemins divergents (ce qui représente la majeure partie des calculs). Malheureusement, on ne
peut pas sélectionner a priori les racines du polynôme de départ qui vont converger.

4.2.2 Homotopie polyèdrale

L'homotopie polyèdrale est une variante des méthodes d'homotopie qui permet d'utiliser
la borne BKK et ainsi de suivre moins de chemins divergents. Notons que la borne BKK ne
correspond pas exactement au nombre de solutions du système, mais qu'il s'agit à ce jour de la
meilleure borne disponible [144]. La mise en place de cette stratégie est plus complexe que les
méthodes précédentes, en partie en raison de l'introduction de paramètres aléatoires ainsi que
de l'utilisation de méthodes combinatoires [144].
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L'idée est ici de partir d'un polynôme de départ Q qui possède le même support que P mais
avec des coe�cients di�érents pris au hasard dans Cn. Le polynôme Q est donc particulièrement
proche de P et son nombre de racines sera proche de celui de P . Le fait que les coe�cients de
Q soient pris au hasard assure (presque sûrement) le fait que le polynôme Q a un nombre de
racines maximum pour un support donné (on dit que se pôlynome est en position générale). Une
fois les racines de Q connues, on utilise l'homotopie linéaire dé�nie à la section précédente pour
déterminer les racines du système cible P .

La détermination des racines deQ fait intervenir l'homotopie polyèdrale à proprement parler :
il s'agit de trouver les racines de Q par continuation des racines d'un système binomial B.

4.2.2.1 Polynôme de départ et homotopie polyèdrale

On rappelle que :

P (x) =
∑
α∈Sj

cj(α)xα (4.16)

Le polynôme de départ Q est dé�ni par :

Q(x) =
∑
α∈S′j

c∗j (α)xα (4.17)

Avec S ′j = Sj ∪ {0} et c∗j (α) des coe�cients pris au hasard dans C.
On introduit l'homotopie polyèdrale dé�nie par :

H(x, t) =
∑
α∈S′j

c∗j (α)xαtwj(α) (4.18)

où t est un paramètre (t ∈ [0, 1]) et wj : S ′j → R est une fonction de relèvement (lifting
function). Le choix des wj peut être fait au hasard [140] ou peut être dynamique dans le cas
d'une méthode déterministe [141]. Pour l'homotopie polyèdrale dé�nie par le système (4.18), on
observe que l'on a H(x, 1) = Q(x) mais en revanche que H(x, 0) = 0. Pour pouvoir dé�nir
un polynôme de départ non nul, on e�ectue un changement de variable x = ytβ, β ∈ Nn (ie
xi = yit

βi , i = 1..n) on obtient alors :

Hj(x, t) = Hj(yt
β, t) =

∑
α∈S′j

c∗j (α)yαt<α,β>+wj(a) (4.19)

où < α,β > représente le produit scalaire canonique dans Rn.
Supposons maintenant que l'on puisse trouver un vecteur d'exposant β tel que seulement

deux des exposants< α1,β > +wj(α1) et< α2,β > +wj(α2) soient égaux à une même quantité
γj pour tout j ∈ [1..n]. En divisant chaque équation par tγj le système se retrouvera alors
sous forme binomiale. En notant γ = [γ1, . . . , γn], cela se traduit par le fait que le système
B(y) = t−γH(ytβ, t) est un système binomial (ie seulement deux monômes ont des coe�cients
non nuls pour chaque équation).

En e�et, si on recherche les β tels que pour j = 1..n on a :

< α1,β > +wj(α1) = < α2,β > +wj(α2) = γj
< α1,β > +wj(α1) ≤ < α,β > +wj(α), α ∈ S ′j

(4.20)
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on obtient une série de systèmes dé�nissant les homotopies polyèdrale (une pour chaque β)
donnés par :

Hβ
j (y, t) = t−γjHj(x, t) =

∑
α∈{α(j)

1 ,α
(j)
2 }

c∗j (α)yα +
∑

α∈S′j−{α
(j)
1 ,α

(j)
2 }

c∗j (α)yαt<α,β>+wj(α)−γj

(4.21)
On remarque ainsi que Hβ(x, 1) = Q(x) et que :

Hβ
j (x, 0) =

∑
α∈{α(j)

1 ,α
(j)
2 }

c∗j (α)yα = Bβ
j (x) (4.22)

Le polynôme de départ de l'homotopie polyèdrale se retrouve bien sous forme binomiale.

4.2.2.2 Recherche des vecteurs beta

La recherche des β consiste à rechercher les solutions de l'équation (4.20). Le problème peut
être réécrit sous la forme suivante :

< α1 −α2,β >= wj(α2)− wj(α1)
< α1 −α,β > ≤ wj(α)− wj(α1), α ∈ S ′j

(4.23)

ou encore
Aeqβ = beq

Aneqβ ≤ bneq
(4.24)

Une des solutions instinctives pour résoudre ce problème (trouver les β) est d'utiliser la force
brute. Pour cela, on considère toutes les paires possibles (α

(j)
1 ,α

(j)
2 ) pour chaque support S ′j .

On teste toutes les combinaisons possibles de ces paires en établissant les matrices Aeq et Aneq.
Si la matrice Aeq est régulière, on teste si le problème de minimisation est faisable, et si oui, on
calcule la solution β associée.

Il peut arriver que pour une paire particulière (α
(j0)
1 ,α

(j0)
2 ) les contraintes engendrées sur

l'équation j0 du système (4.20) soient infaisables. Ainsi, si au cours du processus on trouve une
telle paire, on pourra éliminer toutes les combinaisons contenant la paire (α

(j0)
1 ,α

(j0)
2 ). Cela

permet en pratique de réduire le nombre de combinaisons à tester. Une implémentation e�cace
de cette méthode consiste à organiser les combinaisons de paire dans un arbre tel que si on
arrive à un n÷ud infaisable, alors tous les n÷uds �ls sont également infaisables et on ne les teste
pas [144].

4.2.2.3 Résolution du système binomial

Les systèmes binomiaux B(x) résultant de la recherche des β peuvent s'écrire sous la forme
générale suivante :

xα
(1)
1 −α

(1)
2 = − c1(α

(1)
1 )

c1(α
(1)
2 )

...

xα
(n)
1 −α

(n)
2 = − cn(α

(n)
1 )

cn(α
(n)
2 )

(4.25)

ce qui peut encore se noter sous la forme suivante :

xV = d (4.26)
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avec V ∈ Mn(Z) la matrice des exposants pour chaque variable (colonnes) et pour chaque
équation (lignes). La stratégie utilisée pour résoudre un tel système consiste à triangulariser la
matrice V pour se ramener à un système du type suivant :

x
r1,1
1 . . . x

r1,n
n = d′1

...
x
rn,n
n = d′n

(4.27)

La triangulation doit se faire avec des matrices d'entiers. Pour cela, on utilise des matrices telles
que : [

k l
b/d a/d

] [
a
b

]
=

[
d
0

]
(4.28)

avec d = pgcd(a, b) et (k, l) tel que ka+ bl = d. Par exemple, en choisissant la première colonne
v1 de V de sorte que v1 = [...a...b...]T avec a en ième et b en jème position et en multipliant par
une matrice Qi,j comprenant des 1 sur la diagonale excepté aux positions (i, i) et (j, j) et tel

que Qi,j([i, j], [i, j]) =

[
k l
b/d a/d

]
, on obtiendra :

Qi,jv1 = [...d...0...]T (4.29)

En répétant l'opération, on est en mesure de dé�nir une matrice Q et une matrice triangulaire
supérieure R telle que QV = R. En posant x = zQ, on obtient alors un système de la forme
(4.27) donné par :

(zQ)V = zQV = zR = d′ (4.30)

La résolution de ce système se fait par remontée (ie on résout d'abord la dernière équation, puis
l'avant dernière, etc...) et on est en mesure d'obtenir les solutions z telles que zR = d′. En
posant x = zQ, on obtiendra bien les solutions du système binomial de l'équation (4.26).

La méthode de l'homotopie polyèdrale a déjà été mise en ÷uvre sur de nombreux systèmes
non-linéaires et semble prometteuse [144], elle n'a cependant pas été retenue dans ce manuscrit
compte tenue de sa complexité de mise en ÷uvre. Nous préférerons une approche basée sur
l'utilisation de bases de Gröbner qui est présentée dans la prochaine section.

4.3 Résolution des systèmes polynomiaux à l'aide de bases de
Gröbner

Avant d'introduire les bases Gröbner, on rappelle tout d'abord un certain nombre de dé�ni-
tions liées aux systèmes d'équations polynomiales à plusieurs variables. On note C[x] l'ensemble
des polynômes de la variable x = [x1, . . . , xn] à coe�cients dans C. On considère un système
d'équations polynomiales P (x) = [p1(x), . . . , pn(x)]. On a pi ∈ C[x], i = 1..n et les polynômes
s'écrivent sous la forme suivante :

pj(x) =
∑
α∈Sj

c(α)xα (4.31)

où α = [α1, . . . , αn] ∈ Nn correspond au vecteur des exposants, xα = xα1
1 . . . xαnn correspond

au monôme, c(α) ∈ C correspond au coe�cient du monôme xα, et Sj ⊂ Nn correspond au
support du polynôme pj .
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Pour ordonner les monômes entre eux, il est courant de dé�nir un ordre monômial (i.e. un
ordre sur l'ensemble des monômes). Plusieurs choix sont possibles, et on se limite aux deux ordres
les plus couramment utilisés, à savoir l'ordre lexicographique et l'ordre grevlex. Ces derniers sont
dé�nis par :

ordre lexicographique (noté lex) :

xα ≥lex xβ ≡ ∃k ≤ n tel que αk > βk et αj = βj pour j = 1..k − 1 (4.32)

dans ce cas, les monômes sont rangés en comparant les puissances de x1 puis de x2, etc.
ordre grevlex (degré lexicographique inversé, graded reverse lexicographic, noté grev) dé�ni

par :

xα ≥grev xβ ≡ [ |α| ≥ |β| ] ou

[ |α| = |β| et ∃k ≤ n tel que αj = βj pour j = k + 1..n et αk < βk ]
(4.33)

Dans ce cas, les monômes sont rangés selon leur degré total, puis en fonction de la puissance
de xn (plus la puissance est petite, plus le monôme est 'grand', d'où le 'reverse', ce qui permet
d'avoir x1 > ... > xn), puis en fonction des puissances des variables xn−1, ..., x1.

En utilisant un ordre monomial, on est en mesure de dé�nir le monôme dominant (leading
monomial, LM), le coe�cient dominant (leading coe�cient LC) et le terme dominant (leading
term LT) d'un polynôme p par :

� LM(p) = xαm , où αm est le vecteur d'exposants le plus grand par rapport à l'ordre choisi
� LC(p) = c(αm)
� LT(p) = LC(p)× LM(p)

4.3.1 Bases de Gröbner

Le concept de bases de Gröbner est intimement lié à la notion d'idéal et à l'opération de
division d'un polynôme par une famille de polynômes. Par dé�nition, tout système d'équations
polynomiales P dé�nit un idéal sur l'ensemble des polynômes C[x]. Ici, l'idéal de C[x] engendré
par le système P est noté I (également noté I =< p1, . . . , pn >) et correspond à l'ensemble
dé�ni par :

I =

{
f ∈ C[x] tel que f =

n∑
i=1

λipi, λi ∈ C[x]

}
(4.34)

Les éléments de l'idéal I sont des combinaisons algébriques des polynômes du système d'équa-
tions P , c'est a dire que les coe�cients des combinaisons sont également des polynômes (6=
combinaisons linéaires).

L'opération de division d'un polynôme g par une famille de polynômes P revient à rechercher
une décomposition du type :

g =
∑
j

λjpj + r, λj ∈ C[x], r ∈ C[x] (4.35)

et est appelée opération de réduction modulo P . On la notera g →P r (lire g se réduit à r
modulo P ). Cependant, le reste r dé�ni ainsi n'est pas unique et dépend de l'ordre dans lequel
les divisions ont été e�ectuées. Pour l'illustrer, on considère le polynôme f = x4y2 +xy+1 et les
deux polynômes p1 = x3y + 2xy2 et p2 = x2y + 1, l'ordre choisi est l'ordre grevlex avec x < y.
La division est similaire à la division des entiers et se déroule de la manière suivante (division
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par p1 en premier) : on regarde si le monôme dominant de p1 divise le monôme dominant
de f . Dans ce cas, on a bien LM(p1) = x3y qui divise LM(f) = x4y2, et on peut calculer
l'expression du reste r1 par r1 = f − xyp1 = −2x2y3 + xy + 1. On poursuit la division par p1

en regardant si LM(p1) divise LM(r1), ce qui n'est pas le cas dans cet exemple. On introduit
alors la division par p2, on voit que LM(p2) divise LM(r1), l'expression du reste est donnée
par r2 = r1 + 2y2p2 = 2y2 + xy + 1. Comme aucun des monômes dominants de l'ensemble
P ne divise r2, la division est terminée et on écrira f →P r2. Si on e�ectue les divisons dans
le sens inverse (division par p2 en premier) on obtient r̃1 = f − x2yp2 = −x2y + xy + 1 puis
r̃2 = r1 − 1 × p2 = xy + 2. On a donc f →P r2 et f →P r̃2 avec r2 6= r̃2, ce qui illustre la
non-unicité du reste. Il existe cependant des familles génératrices de l'idéal qui permettent de
rendre le reste unique : les bases de Gröbner.

4.3.1.1 Dé�nition

Une base de Gröbner est une famille de polynômes particulière G = (g1, . . . , gN ), gi ∈ C[x],
qui engendre l'idéal I (ie I =< g1, . . . , gN >) et qui permet de plus de rendre unique le reste
dans l'opération de réduction d'un polynôme f de C[x] modulo un idéal I dé�ni par une famille
de polynômes P . L'opération associée, appelée réduction modulo l'idéal, est notée g G→ r (lire g
se réduit à r modulo G). En quelque sorte, les bases de Gröbner permettent d'étendre le concept
de la division euclidienne pour les polynômes à plusieurs variables.

Plus formellement, pour un ordre monômial �xé, un sous ensemble G = {g1, . . . , gn} ⊂ I
est dit être une base de Gröbner de I si le terme dominant de tout élément de I est divisible par
LT(gi) pour un i ∈ {1, dots, n}. On peut également dé�nir les bases de Gröbner en utilisant la
relation d'appartenance à l'idéal de la manière suivante :

G est une base de Gröbner pour I si et seulement si [f ∈ I] ≡ [f →G 0 (4.36)

En reprenant l'exemple de la partie précédente, le calcul d'une base de GröbnerG avec l'ordre
grevlex donne les deux polynômes g1 = 2y2 − 1 et g2 = x2 + 2y. En e�ectuant la réduction du

polynôme f = x4y2 + xy + 1 par les éléments de la base G on obtient f G→ xy + 2. Ce reste est
unique, et correspond au représentant canonique de la classe d'équivalence dé�nie par la relation
[f = h] ≡ [f − h ∈ I] (aussi appelé forme normale de f).

Les bases de Gröbner ont été introduites par Buchberger au cours de son doctorat avec le
professeur Gröbner [145]. Une bonne introduction aux bases de Gröbner (en français) est donnée
dans [146], on peut également citer l'article de Buchberger [147] qui explique simplement l'uti-
lisation et les enjeux du calcul de base de Gröbner. Dans la suite, après avoir présenté quelques
méthodes de calcul, on se concentre principalement sur l'utilisation des bases de Gröbner pour
le calcul des solutions du système P (x) = 0 (équation (4.31)).

4.3.1.2 Calcul d'une base de Gröbner

Le calcul des bases de Gröbner repose sur une généralisation de l'algorithme de division
euclidienne pour les polynômes à plusieurs variables. Une première façon de construire une
base de Gröbner G partant d'un ensemble de polynômes P consiste à utiliser l'algorithme de
Buchberger [147], rappelé à l'algorithme 5.

Cet algorithme est basé sur l'utilisation de polynômes particuliers appelés S-polynômes,
dé�nis par la relation suivante :

S(p1, p2) = LC(p2)
ppcm(LM(p1), LM(p2))

LM(p1)
p1 − LC(p1)

ppcm(LM(p1), LM(p2))

LM(p2)
p2 (4.37)
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Algorithm 5 Algorithme de Buchberger utilisé pour le calcul d'une base de Gröbner
initialiser G = P
construire S = {(gi, gj), 1 ≤ i < j ≤ n, gi, gj ∈ G}
while S 6= ∅ do
choisir et retirer une paire (g1, g2) de S
calculer le S-polynôme s = S(g1, g2)
calculer le reste r dans la réduction s→G r
if r=0 then
considérer la paire suivante

else

ajouter r à G : gn+1 = r
actualiser l'ensemble S : S = S ∪ {(gi, gn+1), 1 ≤ i ≤ n}

end if

end while

En apparence, l'algorithme de Buchberger semble très simple, mais il repose en fait sur une
combinatoire élevée dans la mesure où l'on doit e�ectuer la réduction de nombreux polynômes
(les S-polynômes) par rapport à un ensemble de polynômes de taille variable G qui �nalement
deviendra la base de Gröbner à la �n de l'algorithme.

Le temps de calcul et la forme des bases de Gröbner dépendent de l'ordre monomial choisi, et
c'est cet ordre qui va in�uencer le nombre d'opérations nécessaires pour obtenir le résultat. En
particulier, il est reconnu que l'ordre grevlex donne des bases de Gröbner plus petites en un temps
plus court que le calcul avec l'ordre lexicographique [148]. En revanche, l'ordre lexicographique
(qui est l'ordre donnant les temps de calcul les plus longs) est un ordre d'élimination, cela signi�e
qu'une base de Gröbner calculée avec un tel ordre sera sous forme (pseudo-)triangulaire et que
par conséquent le calcul des zéros pourra être réalisé sans trop de di�cultés comme nous le
verrons dans la section suivante.

Des améliorations à l'algorithme de Buchberger ont été proposées dans le but d'éviter de
calculer des réductions dont on connaît déjà le résultat (en particulier pour des réductions à
0 par rapport à G). On peut citer les deux critères de Buchberger introduits dans [149], ou
les améliorations de Faugère introduisant l'algèbre linéaire dans le calcul des bases de Gröbner
(F4 [150], F5 [151]). La complexité des algorithmes permettant le calcul des bases de Gröbner
est, dans le pire des cas, doublement exponentielle par rapport au nombre de variables et, pour
des cas su�samment généraux, simplement exponentielle. Cependant les algorithmes peinent
à obtenir pratiquement cette complexité simplement exponentielle en raison des nombreux (et
gros) calculs intermédiaires.

Depuis les années 2000, la plupart des logiciels de calcul symbolique (Maple, MuPad, Ma-
thematica, ...) comportent des packages pour calculer des bases de Gröbner. En particulier, les
versions postérieures à Maple 11 ont une implémentation compilée de l'algorithme F4 développé
par Faugère sous le nom de méthode "FGb". Le package "Gröbner" de Maple possède également
beaucoup d'autres fonctions relatives aux calculs dans les idéaux (en particulier la fonction Nor-
malForm qui permet d'obtenir le représentant canonique des classes d'équivalences de chaque
polynôme modulo un idéal I). La librairie FGb, disponible sur la page personnelle de Fau-
gère [152], est une implémentation en C/C++ de di�érentes fonctions relatives aux polynômes.
En particulier, y sont implémentées des versions des algorithmes F4 et F5 (en test). De nom-
breux autres logiciels spécialisés dans le traitement des polynômes sont également disponibles
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(Singular, Magma, ...).

4.3.2 Bases de Gröbner et résolution de systèmes polynomiaux

4.3.2.1 Base de Gröbner avec ordre d'élimination

Comme une base de Gröbner G génère également l'idéal engendré par le système P , une
des propriétés remarquables des bases de Gröbner et le fait que les solutions de P (x) = 0 sont
également les solutions de G(x) = 0. Dans certains cas, le système G peut être plus facile à
résoudre, en particulier si on utilise l'ordre lexicographique pour le calcul de la base de Gröbner
qui prend la forme triangulaire suivante :

x1 − g1(xn) = 0
...

xn−1 − gn−1(xn) = 0
gn(xn) = 0

(4.38)

Ainsi, il est aisé de résoudre le système polynomial G. On commence par résoudre la dernière
équation (résolution d'un polynôme à une seule variable) pour obtenir les di�érentes valeurs de
xn possibles. On utilise ensuite ces résultats en les substituant dans les n−1 équations restantes,
ce qui permet de trouver les valeurs des composantes xi. En guise d'illustration, on applique
cette méthode sur le système à deux variables suivant issu de l'exemple (4.8) pour le cas dégénéré
n = 1 (oscillateur de Du�ng classique) :

αx+ δy + γ(x3 + xy2)− 1 = 0
αy − δx+ γ(y3 + yx2)− 0 = 0

(4.39)

L'ordre lexicographique correspond ici à x < y, et le calcul de la base de Gröbner G donne
(pour ω = 2) :

g1 = −75y2 + 60y + 4x
g2 = −80 + 3616y − 9000y2 + 5625y3,

(4.40)

On observe bien que la deuxième équation ne dépend que de la variable y. De plus elle est
de degré 3, ce qui indique qu'il y a 3 couples de solutions possibles. Pour la fréquence choisie
(ω = 2), il s'avère que les 3 solutions sont réelles et on retrouve bien les résultats attendus (voir
l'exemple de l'homotopie Fig.4.1). On voit ici l'avantage principal de l'utilisation des bases de
Gröbner par rapport aux méthodes d'homotopie : les bases de Gröbner permettent de déterminer
le nombre exact de solutions (complexes) d'un système polynômial. Par conséquent, il n'y a pas
de surestimation du nombre de solutions, et donc pas de continuations inutiles.

L'un des désavantages de cette méthode est que les temps de calcul des bases de Gröbner pour
l'ordre lexicographique sont très longs, même pour de petits systèmes. Pour "gagner du temps",
il est possible de calculer une première base de Gröbner G1 en utilisant un ordre qui permette
un calcul rapide (par exemple l'ordre grevlex), puis de la transformer en une nouvelle base G2

adaptée à l'ordre lexicographique en utilisant l'algorithme FGLM [153] [154]. Cette méthode de
résolution permet d'obtenir toutes les solutions d'un système d'équations algébriques, mais elle
reste peu �exible du fait de l'utilisation impérative de l'ordre lexicographique. De plus, le degré
du polynôme à une variable, qui traduit le nombre de solutions du système, peut être très élevé
par exemple pour un système à 10 équations cubiques, on obtiendrait un polynôme de degré
310 = 59049. Le degré des fonctions gi, i = 1..n − 1, peut également être important, ce qui
implique d'avoir une grande précision sur les solutions xn, sous peine d'introduire des erreurs
numériques.
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4.3.2.2 Rational Univariate Representation (RUR)

Nous avons vu dans la partie précédente qu'une méthode pour calculer les solutions d'un
système polynomial consiste à calculer une base de Gröbner de l'idéal pour l'ordre lexicogra-
phique. Cette base possède une forme triangulaire qui permet de résoudre facilement le système
d'équations. L'inconvénient majeur de cette méthode est lié au fait que les temps de calcul d'une
base de Gröbner pour l'ordre lexicographique peuvent vite devenir très longs. Une alternative
à cette méthode est d'utiliser la RUR (Rational Univariate Representation). La RUR est une
méthode proposée par F. Rouillé [155] qui consiste à réécrire le système d'équations sous la forme
suivante :

g0(v) = 0

x1 = g1(v)
h(v)

...
xn = gn(v)

h(v)

(4.41)

Où la variable v est appelée variable séparante (ie la valeur de la variable est di�érente pour
chaque solution). La RUR permet donc la construction d'un polynôme en une variable v dont les
solutions permettent de retrouver les solutions du système de départ. D'après Lazard [148], la
RUR est aujourd'hui encore la méthode la plus e�cace (par rapport à la méthode de changement
de base FGLM) pour résoudre un système d'équations polynomiales dans le cas ou le corps de
base est un corps de caractéristique nulle (par exemple le corps des rationnels). De plus, il
semble que les coe�cients des polynômes calculés par RUR soient moins grands dans le sens où
ils prennent beaucoup moins d'espace mémoire (au minimum 5 fois moins) que les coe�cients
des polynômes d'une base de Gröbner calculés avec l'ordre lexicographique [155].

Les algorithmes de décomposition RUR [155] se décomposent en deux parties : la première
consiste à trouver une variable séparante et la seconde à calculer numériquement les polynômes
g0, gi et h. Pour ce faire, l'algorithme prend en entrée une base B de l'espace quotient C[x]/I
(voir section 4.3.3.1). Une des méthodes pour obtenir cette base consiste premièrement à calculer
une base de Gröbner pour n'importe quel ordre de degré total (par exemple grevlex) puis à en
déduire une base de monômes par recherche des formes normales modulo l'idéal. Cette fonction
est implémentée dans Maple sous le nom "NormalSet" pour obtenir une base de monômes et
sous la fonction "MultiplicationMatrix" pour obtenir la table de multiplication par rapport à
une variable. Une fois que l'on a une base de l'espace quotient, on peut calculer les tables de
multiplication relatives aux di�érentes variables. Partant de là on peut calculer les polynômes
g0, gi et h en suivant les instructions données dans [155].

En�n, on peut citer [156] qui présente une autre manière d'obtenir une décomposition RUR
sans calculer une base de Gröbner. La méthode est basée sur une procédure itérative qui permet
le passage de la solution d'un système à i polynômes (fn−i+1, ..., fn) vers la solution d'un système
à i + 1 polynômes (fn−i, ..., fn). Pour cela, la méthode repose sur des propriétés probabilistes
(choix de valeurs au hasard) et sur un algorithme de Newton-Raphson. Une implémentation en
langage magma de cette méthode est disponible sur la page des travaux de Lecerf [156].

4.3.3 Systèmes polynomiaux et algèbre linéaire

Les bases de Gröbner, permettent également de lier la résolution de systèmes polynomiaux à
l'algèbre linéaire, et en particulier à la résolution de problèmes aux valeurs propres pour lesquels
il existe de nombreuses méthodes de résolution performantes. En e�et, l'introduction d'espaces
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quotients va permettre la construction de matrices, appelées matrices de multiplication, dont les
valeurs propres sont en lien direct avec les solutions du système d'équations polynomiales [157].

4.3.3.1 Espace quotient

L'espace vectoriel considéré ici est un espace quotient A dé�ni par A = C[x]
I . Cet espace

correspond à l'ensemble des classes d'équivalences de la relation induite par l'idéal I sur C[x]
dé�nie par :

[f = h] ≡ [f − h ∈ I] (4.42)

Si le système d'équations P dé�nissant l'idéal ne possède qu'un nombre �ni de solutions (ns
solutions), alors l'idéal est de dimension 0 et l'espace A est un espace vectoriel de dimension
�nie égale à ns [153]. L'espace A est composé de tous les restes possibles que l'on peut obtenir
lors de la réduction d'un polynôme de C[x] modulo I.

Le fait de connaître une base de Gröbner G de l'idéal I, permet de déterminer une base
B = (b1, . . . , bns), bi ∈ C[x] de A en tant qu'espace vectoriel sur C. Ainsi, tout élément q de A
pourra se décomposer de manière unique sous la forme q =

∑ns
i=1 µibi, µi ∈ C. Les éléments bi

peuvent être calculés en utilisant la caractérisation suivante :

B = {xα, xα /∈< LT(G) >} (4.43)

où < LT(G) > représente l'idéal engendré par les termes dominants de la base de GröbnerG. La
détermination de la base s'e�ectue alors en calculant successivement les réductions modulo l'idéal
de tous les monômes xα, pour |α| inférieur à un certain degré n0. Les opérations de réduction se
font relativement à une base de Gröbner de l'idéal pour que la base soit uniquement composée
des représentants canoniques de chaque classe d'équivalence. Notons que la base B n'est pas
unique et dépend de l'ordre monomial choisi.

4.3.3.2 Matrices de multiplication

Une classe d'application particulière du quotient A est la classe des applications "multipli-
cation par un polynôme f de C[x]" dé�nie par la relation suivante :

mf : A → A
q 7→ mf (q) = qf

(4.44)

Ces applications mf sont linéaires et peuvent donc être représentées par des matrices Mf relati-
vement à une base B de A. Ces matrices sont appelées matrices de multiplication par le polynôme
f . Si on rassemble les éléments de la base sous la forme vectorielle B = [b1, . . . , bns ]

T , les ma-
trices de multiplication sont dé�nies par la relation suivante :

fB = MfB (4.45)

On peut interpréter cette relation par le fait que si le degré d'un produit p = fbi est supérieur
au degré maximum de la base B, alors il sort de l'espace quotient, et on le remplace par le
représentant de sa classe d'équivalence. Ce représentant s'exprime comme combinaison linéaire
des bi (car les bi forment une base pour les représentants de chaque classe d'équivalence). Pour
déterminer les coe�cients de la combinaison linéaire, il su�t de calculer la forme normale de
chaque produit f × bi : h = NF(fbi,G), et de la décomposer sur la base B selon l'expression
h =

∑ns
k=1Mf (i, k)bk.
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4.3.3.3 Application à la résolution de systèmes polynômiaux

On peut montrer [158, 159] que les matrices de multiplication associées aux variables elles-
mêmes (ie Mx1 , . . . , Mxn) contiennent des informations sur les solutions du système P (x) =
0. Plus précisément, les solutions du système sont données par les n-uplet de valeurs propres
(λx1 , . . . , λxn) associées à des vecteurs propres communs pour chacun des problèmes Mxiv =
λxiv. En d'autre termes, après avoir résolu les n problèmes aux valeurs propres, s'il existe un
vecteur propre v0 qui est commun aux n matrices de multiplication, alors il existe une solution
du système dé�nie par les valeurs propres correspondantes : (x1, . . . , xn) = (λ0

1, . . . , λ
0
n) [159].

En se basant sur le fait que les vecteurs propres doivent être communs à toutes les matrices, on
peut se contenter de résoudre simplement un seul problème aux valeurs propres, puis de tester
si les vecteurs obtenus sont solutions des n− 1 autres problèmes.

Dans le cas où la base B utilisée pour construire les matrices contient tous les monômes
xi, i = 1, .., n, il est possible de lire directement les composantes des solutions dans le vecteur
propre, puisque celui-ci représente les valeurs des éléments de la base B prises aux points de
solution du système P (x) = 0. En supposant que les premiers éléments de la base B sont
organisés dans l'ordre B = [1, x1, . . . , xn, . . . ] et que les vecteurs propres sont normés pour
avoir leurs premières composantes à 1, il est alors possible de lire les composantes des solutions
dans les composantes vi, i = 2, .., n+ 1 des vecteurs propres.

En guise d'illustration, on reprend le système (4.8) pour le cas dégénéré n = 1 rappelé ici :

αx+ δy + γ(x3 + xy2)− f c = 0
αy − δx+ γ(y3 + yx2)− fs = 0

(4.46)

On choisit l'ordre grevlex pour ordonner les monômes, la base de Gröbner associée comporte
alors 3 éléments qui sont donnés par (pour ω = 2rad.s−1) :

g1 = 75y2 − 4x− 60y
g2 = 75yx− 20− 60x+ 4y
g3 = 75x2 + 4x− 315y

(4.47)

En e�ectuant la réduction des monômes de degré inférieur à 2 par rapport cette base de Gröbner,
on obtient une base B de l'espace quotient à 3 éléments :

B = [1, x, y] (4.48)

On cherche maintenant à calculer la matrice de multiplication associée à la variables x noté Mx.
Pour cela, on utilise la dé�nition xB = MxB et pour chaque élément de la base B, on calcule
la forme normale du produit xbi : hi = NF (xbi,G). Si hi ∈ B alors il existe k tel que hi = bk, et
la ligne i de la matrice de multiplication sera composée d'un 1 en position (i, k) et de zéros sur
le reste de la ligne. Si hi /∈ B, hi est une combinaison linéaire des éléments de la base B du type
hi =

∑ns
j=1mi,jbj , et les éléments non nuls de la ligne i sont exactement les mi,j . Par exemple

pour la 3ème ligne de la matrice Mx, la forme normale du produit x b2 = xy est donnée par :

NF(xy) = h3 =
4

15
+

4

5
x− 4

75
y =

4

15
b1 +

4

5
b2 −

4

75
b3 (4.49)

ce qui donne l'expression de la 3ème ligne de la matrice. La matrice �nale est donnée par :

Mx =

 0 1 0
0 − 4

75
21
5

4
15

4
5 − 4

75

 (4.50)
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Après normalisation de la première composante à 1, le calcul des vecteurs propres de la
matrice Mx donne :

v1 =

 1
−1.69
0.66

 , v2 =

 1
−0.34
0.02

 , v3 =

 1
1.93
0.9

 (4.51)

On peut identi�er directement les valeurs des solutions dans les vecteurs propres de la matrice
au niveau de la deuxième (solution pour x) et de la troisième (solution pour y) composante, ce
qui donne les trois couples de solutions (−1.69, 0.66), (−0.34, 0.02) et (1.93, 0.9).

4.3.4 Exemples d'application sur un système cyclique

On choisit ici de comparer les deux méthodes présentées dans cette section (ie base de
Gröbner avec ordre lexicographique, et méthode des matrices de multiplication) sur l'exemple
présenté à l'équation (4.8). Pour montrer l'évolution du nombre de solutions et des temps de
calcul, on considère que n (nombre de ddl physiques) varie entre 1 et 5 ce qui engendre des
systèmes algébriques de tailles comprises entre 2 et 10 variables.Dans un premier temps, on
considère le calcul d'une base de Gröbner pour l'ordre lexicographique. Les résultats sont résumés
dans la table 4.3.

n nvar temps CPU (s) degré max
1 2 0.031 3
2 4 0.230 35
3 6 0.5 25
4 8 298.7 93
5 10 XX 633

Table 4.3 � Calcul d'une base de Gröbner pour l'ordre lexicographique pour le système de
l'équation (4.8)

Dans un deuxième temps, on considère le calcul d'une base de Gröbner pour l'ordre grevlex,
puis son utilisation pour en déduire une base de l'espace quotient qui pourra être utilisée pour
construire les matrices de multiplication. Les résultats sont présentés dans la Table 4.4 et sur la
Fig.4.2.

On note que ces applications con�rment les remarques faites sur les temps de calcul des bases
de Gröbner associées à l'ordre lexicographique et à l'ordre grevlex. En e�et, pour un système
algébrique à 8 variables, il faut environ 300s pour calculer une base pour l'ordre lexicographique,
alors qu'il n'en faut que 5 pour calculer une base pour l'ordre grevlex. De plus, pour un système
à 10 variables, nous n'avons pas été en mesure d'obtenir une base de Gröbner en un temps
raisonnable, par les moyens de calcul à notre disposition, alors que le calcul d'une base pour
l'ordre grevlex ne prend qu'une dizaine de minutes. Par conséquent, nous utiliserons uniquement
l'ordre grevlex pour tous les calculs de bases de Gröbner qui suivent, et nous utiliserons la
méthodes de matrices de multiplication pour déterminer les solutions du système d'équations
polynomiales.

Nous considérons ici un système à 5 ddl, amorti et forcé sur son premier mode, issu de
l'exemple (4.8), dont les équations obtenues après discrétisation par HBM à un seul harmonique
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n nvar temps CPU (s) base Ggrevlex temps CPU (s) base B #B
1 2 0.031 0 9
2 4 0.016 0 35
3 6 0.078 0 25
4 8 5.531 0.063 93
5 10 714.6 1.38 633

Table 4.4 � Calcul d'une base de Gröbner pour l'ordre grevlex, et d'une base de l'espace quotient
pour l'exemple de l'équation (4.8)
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Figure 4.2 � Temps de calcul d'une base de Gröbner pour l'ordre grevlex pour l'exemple du
système (4.8), et extrapolation du type log(t) = a+ bn+ cn2. Les lignes horizontales indiquent
de bas en haut : 1s, 1 min, 1 jour, 1 an.
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Figure 4.3 � Forme des neuf familles de solutions obtenues par la méthodes des matrices de
multiplication. Amplitude de la première harmonique en fonction du numéro du ddl

sont rappelées ici :

(2kc + k − ω2m)xi + ωcyi − kcxi−1 − kcxi+1 + 3
4knl(x

3
i + xiy

2
i )− 1 = 0, i = 1, .., 5

(2kc + k − ω2m)yi − ωcxi − kcyi−1 − kcyi+1 + 3
4knl(x

2
i yi + y3

i )− 0 = 0, i = 1, .., 5
(4.52)

Nous recherchons les solutions multiples de ce système de 10 équations pour la pulsation parti-
culière ω0 = 2.5rad.s−1 par la méthode des matrices de multiplication. Comme indiqué dans la
table 4.4, l'espace quotient est dimension 633, ce qui signi�e que les matrices de multiplication
sont également de taille 633. Pour résoudre le système, on n'assemble que la matrice de multipli-
cation Mx1 , puis on calcule ses vecteurs propres. Après avoir normé ces vecteurs de telle manière
que leurs premières composantes soient égales à 1, les solutions possibles du système sont ex-
traites en ne considérant que les composantes des vecteurs associées aux variables elles-mêmes
(dans notre cas, on ne retient que les 10 premières composantes, associées aux 10 variables xi,
yi, i = 1, .., 5). Sur les 633 solutions possibles, on ne retient que les 33 solutions réelles, et on les
utilise comme points de départ d'un algorithme de Newton pour véri�er qu'elles sont e�ective-
ment solution du système algébrique (on rappelle que les solutions sont associées aux vecteurs
propres communs à toutes les matrices de multiplication Mx1 , . . . , Mxn , My1 , . . . , Myn).

Dans notre cas, on observe que toutes les solutions possibles convergent vers une solution
du système algébrique (4.52). Parmi ces 33 solutions, certaines sont équivalentes dans le sens où
elles représentent la même solution à une rotation près. En regroupant les solutions équivalentes,
on se retrouve avec seulement 9 solutions, dont les formes sont données sur la Fig.4.3.

Ces solutions correspondent au mouvement sur la courbe de résonance principale (solutions
1, 2 et 3), et à des mouvements plus ou moins localisés (solution 4 à 9). On observe également que
certaine solution sont symétriques entre-elles (ie les solutions 4, 5 et les solutions 8,9). Pour �nir,
on utilise ces 9 points de solutions comme points de départ d'une continuation par longueur d'arc
pour inscrire ces solutions dans un diagramme plus global. Les résultats sont représentés sur la
Fig.4.4. Après continuation des solutions, on se rend compte qu'il n'existe en fait que 3 familles
de solutions, correspondant respectivement au mouvement sur le premier mode (solutions 1,2,
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Figure 4.4 � Continuation des solutions multiples obtenues par la méthode des matrices de
multiplication pour un système cyclique à 5 degrés de liberté

et 3, courbe bleu), à une première bifurcation (solutions 5 et 6, courbe rouge) et à une seconde
bifurcation (solutions 4, 7, 8 et 9, courbe verte).

Cette application montre premièrement que l'utilisation de l'ordre grevlex est grandement
recommandée pour le calcul des bases de Gröbner, et donc que la méthode des matrices de
multiplication s'avérera être plus e�cace que la méthode directe (avec l'ordre lexicographique).
Ici, la méthode des matrices de multiplication a permis de trouver les solutions d'un problème
à 10 variables, alors que le calcul d'une base pour l'ordre lexicographique n'a pas été possible.
Comparée aux méthodes d'homotopie, la méthode des matrices de multiplication est également
très avantageuse, puisque dans cet exemple, il su�t de calculer les valeurs propres d'une matrice
de taille 633. Dans le cas d'une homotopie utilisant un polynôme de départ basé sur le degré
total des équations, on aurait dû suivre 310 = 59049 chemins, ce qui se serait révélé largement
plus coûteux.

En revanche, on voit tout de même les limitations de cette méthode car pour un système à
6 ddl (12 variables), il faudrait environ deux semaines pour calculer la base de Gröbner pour
l'ordre grevlex (voir Fig.4.2). A�n de pouvoir aller plus loin, nous proposerons à la section 4.5
de travailler sur le système forcé conservatif ce qui permettra de réduire la taille du problème
traité.

4.3.5 Conclusions

Cette section présente l'utilisation des bases de Gröbner pour la résolution complète de
systèmes d'équations polynômiales. La première méthode proposée repose sur le calcul d'une
base de Gröbner pour un ordre d'élimination (l'ordre lexicographique par exemple). Cela permet
de transformer le système de départ P en un système G qui possède une forme particulière
et qui est plus facile à résoudre. La caractéristique principale des bases de Gröbner calculées
ainsi est qu'il existe une équation polynomiale à une seule variable, qui est solvable par des
méthodes classiques (méthode des matrices compagnons par exemple). Les autres équations de
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la base permettent alors d'obtenir les valeurs des autres composantes par évaluation. Le principal
désavantage de cette méthode est que le temps de calcul d'une base de Gröbner relativement à
l'ordre lexicographique augmente rapidement avec le nombre de variables. Pour des non-linéarités
cubiques, les tests numériques indiquent que la méthode est applicable pour des systèmes de taille
inférieure à une dizaine de variables. Lazard [148] estime que les problèmes pour lesquels il y a
une centaine de racines sont solvables par cette méthode.

L'autre méthode proposée dans cette section, repose sur l'utilisation des méthodes de l'al-
gèbre linéaire pour résoudre les systèmes polynomiaux. En particulier, après avoir calculé une
base de Gröbner de l'idéal, on peut l'utiliser pour déterminer une base de l'espace quotient en
tant qu'espace vectoriel. Cette base est ensuite utilisée pour construire les matrices de multipli-
cation. En�n, le calcul des vecteurs propres des matrices de multiplication permet de remonter
aux solutions du système polynômial de départ. Cette méthode a l'avantage de pouvoir utiliser
n'importe quel ordre sur les monômes (en particulier l'ordre grevlex) ce qui permet d'obtenir
des bases de Gröbner en un temps raisonnable. De plus, de nombreuses méthodes sont dispo-
nibles pour la résolution de problèmes aux valeurs propres (calcul des valeurs propres réelles
seulement, calcul parallèle des valeurs propres,...). Cependant, l'application de cette méthode
est encore limitée par le nombre de variables et le degré maximum du système de départ. En
e�et, plus le nombre de variables est élevé, plus il existe de solutions pour le système, et plus la
taille des matrices de multiplication est grande, ce qui peut poser problème si l'on en recherche
toutes les valeurs propres. Dans le but de diminuer la taille des matrices de multiplication, on
propose dans la section suivante une méthode reposant sur l'utilisation des groupes laissant les
équations invariantes.

4.4 Résolution des systèmes à symétrie cyclique : polynômes in-
variants sous l'action d'un groupe �ni

Nous présentons ici une adaptation de la méthode des matrices de multiplication au cas
de systèmes polynomiaux non-linéaires qui possèdent certaines propriétés de symétrie. Dans
la partie précédente, les matrices de multiplication étaient associées aux variables elles mêmes
(ie Mx1 , Mx2 , . . . ). Ici, nous allons rechercher de nouvelles variables π1, π2, . . . , liées aux
propriétés de symétrie (plus précisément invariantes), et considérer les matrices de multiplication
associées (ie Mπ1 , Mπ2 , . . . ). Plus précisément, on considérera uniquement un sous-bloc de ces
matrices, puisqu'on peut montrer que celle-ci sont diagonales par bloc, et que tous les blocs sont
équivalents. Ainsi, on se retrouvera avec des matrices de taille réduite pour estimer la valeurs des
variables πi aux points de solutions. Finalement, on pourra utiliser ces valeurs pour remonter
aux valeurs des variables xi.

4.4.1 Système invariant

On suppose maintenant que le système d'équations polynomiales est invariant selon certains
changements de coordonnées (exemple typique des systèmes à symétrie cyclique). En notant g
une opération de permutation des coordonnées (ie g(x) = [xg(1), . . . , xg(n)]), l'invariance du
système d'équation par rapport à l'élément g se traduit par [160] :

P (g(x)) = P (x) (4.53)

Ce cas d'invariance est relativement rare car chaque équation doit être invariante par rapport à
g. Dans le cas des systèmes à symétrie cyclique, on observe plutôt des systèmes dits équivariants,
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caractérisés par la relation suivante :

P (g(x)) = g(P )(x) (4.54)

avec g(P ) = [pg(1), dots, pg(n)]. Dans ce cas, c'est le système qui est globalement invariant par
rapport au changement de coordonnées, et l'idéal engendré par P est le même que celui engendré
par g(P ).

Ces changements de coordonnées peuvent être formalisés par un groupe G (au sens algé-
brique), et on peut dé�nir l'ensemble des polynômes de C[x] qui sont invariants sous l'e�et du
groupe G noté C[x]G par :

C[x]G = {f ∈ C[x] tel que f(g(x)) = f(x), ∀g ∈ G} (4.55)

4.4.2 Décomposition et invariants polynomiaux

On suppose donc que notre système P est équivariant sous l'e�et d'un groupe G. On note
I =< p1, . . . , pn > l'idéal engendré par le système d'équations polynomiales P , et on dé�nit
l'idéal invariant par IG = I ∩C[x]G. On peut montrer que l'ensemble des polynômes C[x] peut
se décomposer sous la forme de la somme directe suivante [160,161] :

C[x] = C[x]G ⊕ V2 ⊕ . . . ⊕ VK (4.56)

où les Vi sont appelées composantes isotypiques. Cela signi�e que l'on peut décomposer tout
polynôme de C[x] comme la somme directe d'un polynôme invariant par le groupe G et d'un
polynôme appartenant à un espace complémentaire.

De la même manière, en dé�nissant Ii = I ∩ Vi, l'espace quotient A = C[x]
I se décompose

sous la somme directe suivante [161] :

A = C[x]/I = C[x]G/IG ⊕ V2/I2 ⊕ . . . ⊕ VK/IK (4.57)

On se concentre maintenant sur l'espace des polynômes invariants C[x]G. On peut montrer
que cet ensemble se décompose sous la forme suivante :

C[x]G = ⊕SiC[π] = C[π]⊕ S2C[π]⊕ S3C[π]⊕ . . . (4.58)

où π = [π1, . . . , πn] correspond aux invariants polynomiaux primaires du groupe G, et (S2, S3, . . . )
sont les invariants secondaires du groupe. Dans certains cas particuliers on aura S2 = S3 = · · · =
0 et donc C[x]G = C[π], ce qui signi�era dans ce cas que l'espace des polynômes invariants par
G correspondra à l'espace des polynômes de la variable π.

Les invariants primaires π peuvent être trouvés en utilisant une représentation matricielle des
actions du groupe G. Ces matrices sont des matrices (Ag) de Rn qui agissent sur un vecteur de
variables x de sorte que g(x) = Agx pour chaque g ∈ G. On dé�nit alors l'opérateur projection
de Reynolds pour un polynôme f ∈ C[x] par [162] :

Ref (x) =
1

|G|
∑
g∈G

f(g(x)) =
1

|G|
∑

Ag∈G
f(Agx) (4.59)

Cet opérateur permet de déterminer si un polynôme est invariant sous l'action du groupe. En
e�et, on a f invariant par G si et seulement si Ref (x) = f(x). De plus, cet opérateur per-
met également de construire des invariants à partir de n'importe quel polynômes f (on a ∀f
Ref [Ref (x)] = Ref (x)). Pour calculer l'ensemble des invariants primaires, il su�t alors de cal-
culer les projections de Reynolds pour chaque monôme xα de degré total inférieur à |G|. Il faut
tout de même éliminer les redondances qui peuvent apparaître, on peut utiliser le calcul de bases
de Gröbner pour cela [162].
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4.4.3 Matrice de multiplication des invariants primaires

4.4.3.1 Décomposition et application à la résolution du système polynomial cible

Les invariants primaires π = [π1, . . . , πn] du groupe G sont une famille particulière de
monômes de C[x]. En supposant que l'on connaisse les valeurs des invariants π1, . . . , πn, on
est en mesure de retrouver les valeurs des composantes de x correspondantes, en résolvant un
système du type suivant :

π1(x) = c1
...
πn(x) = cn

(4.60)

On cherchera donc à obtenir les valeurs des invariants primaires aux points de solution du
système P (x) = 0. Pour cela, on utilise la méthode des matrices de multiplication déjà présentée
à la section 4.3.3.2 (ie calcul des matrices de multiplication Mπi , et résolution des problèmes
aux valeurs propres). A ce stade, nous avons simplement remplacé la recherche des solutions x
par la recherche des solutions π.

L'avantage d'utiliser les invariants primaires, tient au fait que l'on peut montrer que les
matrices de multiplication associées aux invariants primaires peuvent être diagonales par bloc
dans une base B′ de A qui est adaptée à la décomposition du quotient (Eq.(4.57)) (ie [b′1, . . . , b

′
n1

]

base de C[x]G

IG
, etc) ( [161], Thm 3). De plus les blocs diagonaux d'une même matrice sont dans

un certain sens équivalents puisqu'on peut observer qu'ils ont les mêmes valeurs propres ( [161],
prop. 8). Par conséquent, il su�t de se concentrer sur le premier bloc, noté M

(1)
πi , pour obtenir

toutes les valeurs des invariants primaires. On note λik, k = 1..n1 les valeurs propres des matrices

M
(1)
πi , i = 1..n, ces valeurs propres correspondent aux valeurs des invariants πi évaluées aux points

de solution de P (x) = 0 et on peut donc dé�nir les systèmes suivants :

Sk :

π1(x) = λ1
k

...
πn(x) = λnk

, k = 1..n1 (4.61)

En résolvant chacun des systèmes Sk pour la variable x, on obtient une orbite de solutions,
et on retrouve les autres solutions par application des actions du groupe G. L'un des avan-
tages principaux de cette méthode, est qu'on peut simplement utiliser un algorithme de Newton
pour résoudre le système (4.61), puisqu'une seule solution su�t, les autres étant retrouvées par
application des actions du groupe G.

Pour appliquer ce raisonnement, il reste cependant à trouver une baseB′ qui rende la matrice
de multiplication diagonale par bloc. Plus précisément il su�t de trouver une base (b′1, . . . , b

′
n1

)

de C[x]G/IG qui nous permette de calculer ensuite les premiers blocs M
(1)
πi .

4.4.3.2 Construction de la base du quotient invariant

Le but est de construire les matrices de multiplication des invariants πi en utilisant la méthode
donnée dans la section 4.3.3.2. Par exemple, pour π1, on doit e�ectuer les produits π1b

′
j et

exprimer le résultat en fonction des vecteurs de la base B′ en accord avec l'équation (4.67).
Pour cela, on utilise l'opération de réduction modulo l'idéal (après avoir calculé une base de
Gröbner), ce qui permet de calculer le reste h = NF(π1b

′
j , G).

On veut trouver une base (d'invariants) qui permet d'exprimer tous les restes h qui peuvent
arriver dans les produits π1bj (puis par extension dans tous les produits πibj). Ainsi, on travaillera
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itérativement sur les produits π1bj j = 1..n. Premièrement, on calcule le reste h = NF(π1b
′
j , G),

puis on recherche dans la base s'il existe des vecteurs dont le monôme dominant divise le monôme
dominant de h.

� Si un tel monôme bk existe, on e�ectue la division de h par bk : h = Mbj ,bkbk + r et on
note le coe�cient Mbj ,bk (coe�cient numérique car base d'un espace vectoriel). En�n on
retire la participation de bk dans h en a�ectant h = NF(h, bk).

� S'il n'existe pas de monôme divisant h, on considère le terme de plus haut degré f = LM(h)
et on construit un invariant associé par la projection de Reynolds fG = Ref (x) (Eq.(4.59)).
Ce nouveau polynôme fG, qui permet maintenant de diviser h, est ajouté à la base B. On
retire ensuite sa participation à h en a�ectant h = NF(h, fG).

Cette procédure est répétée jusqu'à ce que tous les termes de la base soient parcourus. En�n,
on ré-applique la procédure sur les autres invariants πi i = 1..m pour voir si l'on n'a pas oublié
de vecteurs dans la base B.

On peut résumer cette procédure dans l'algorithme suivant :

Algorithm 6 Algorithme utilisé pour déterminer une base de l'espace invariant, permettant le
calcul des matrices de multiplication des invariants primaires
initialiser b1 = 1, . . ., bn0 = πm
n1 = n0

j = 0
while j < n1 do

j = j + 1
calculer p = π1bj , puis calculer le reste modulo l'idéal h = NF(p,G)
while h 6= 0 do
if il existe un bk qui divise h then

noter le coe�cient Mbj ,bk tq h = Mbj ,bkbk + h2

calculer h=h2=NF(h,bk)
else

prendre f=LM(h) [leading monomial]
calculer l'invariant associé fG=Ref (x)
ajouter fG à la base, n1 = n1 + 1
noter le coe�cient Mbj ,fG tq h = Mbj ,fGf

G + h2

calculer h=h2=NF(h,fG)
end if

end while

end while

4.4.4 Exemple d'applications sur un système à symétrie cyclique

On applique ici la méthode présentée dans cette section à la recherche des solutions du
système non-amorti et non-forcé (modes non-linéaires) de l'équation (4.9) rappelée ici :

αxi − βxi−1 − βxi+1 + γx3
i = 0, i = 1, .., n (4.62)

avec α = k + 2kc − ω2m (α = k + kc − ω2m si n = 2), β = kc, γ = 3
4knl.

Le fait de considérer un système non-forcé permet ici de rendre le système invariant par
changement de signe des variables. On appliquera la méthode présentée dans la partie précé-
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dente un exemple à 2 ddl (n = 2) on comparera les résultats avec la méthode des matrices de
multiplication exposée à la section 4.3.3.2

4.4.4.1 Dé�nition des groupes laissant les équations invariantes

On considère ici le système à 2 variables de l'équation (4.62) (avec α = k + kc − ω2m) et on
en recherche les solutions multiples pour la pulsation particulière ω = 2.5rad.s−1 ≈ 0.4Hz. Ce
système a la particularité d'être déjà sous la forme d'une base de Gröbner pour n'importe quel
ordre monomial comparant d'abord les termes par le degré total, donc en particulier pour l'ordre
grevlex. En e�et, étant donné que les monômes dominants de chaque équation sont premiers
entre eux, on peut en déduire que le système est bien une base de Gröbner, et que le nombre de
solution de ce système est maximum et égal à la dimension de l'espace quotient [163]. On peut
alors déterminer une base B de l'espace quotient en tant qu'espace vectoriel par application de
l'opération réduction modulo la base de Gröbner. Cette base est donnée par :

B = [1, x2, x1, x
2
2, x1x2, x

2
1, x

2
2x1, x2x

2
1, x

2
2x

2
1] (4.63)

Le nombre d'éléments de la base est de 9. Par conséquent l'espace quotient A est de dimension
9 et le système P (x) = 0 a 9 solutions. Les matrices de multiplication des variables x1 et x2

(reps. Mx1 et Mx2), dé�nies par x1B = Mx1B (resp. x2B = Mx2B), sont de taille 9 × 9, mais
n'ont pas de structure particulière. Il faudrait donc calculer les 9 valeurs propres associées pour
obtenir les solutions de P (x) = 0.

Ici, on applique la méthode prenant en compte les groupes laissant le système d'équations
invariant. Dans cet exemple, il y a au moins 3 groupes qui laissent les équations invariantes :

� invariant par changement de coordonnées, groupe C2 = Z2 =
{
e, a | a2 = e

}
a[(x1, x2)] =

(x2, x1)
� invariant par changement de signe, groupe Z2 =

{
e, b | b2 = e

}
b[(x1, x2)] = (−x1,−x2)

� invariant par rotation et changement de signe, groupe C2 × Z2.
La loi de composition interne des groupes est l'application "composée" (f ◦ g)(x) = f(g(x))).
Dans un premier temps, on traitera seulement le cas de l'invariance par rapport à un change-
ment de coordonnées, puis on considérera l'invariance par changement de coordonnées et par
changement de signe.

4.4.4.2 Groupe cyclique C2

On considère tout d'abord l'invariance seulement par rapport au groupe cyclique C2. On
rappelle que C2 = Z2 =

{
e, a | a2 = e

}
. Dans R2, ce groupe peut être représenté par les deux

matrices suivantes :

Me =

[
1 0
0 1

]
,Ma =

[
0 1
1 0

]
(4.64)

et on peut écrire :

e[(x1, x2)] = Mex = (x1, x2), a[(x1, x2)] = Max = (x2, x1) (4.65)

Calcul des invariants primaires

On recherche ici les invariants primaires de ce groupe. Pour cela, il su�t de calculer les
projections de Reynolds de tous les monômes de degré total inférieur à 2 (car le groupe contient
2 éléments). On doit donc calculer 6 projections résumées dans la table 4.5.
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monome f 1 x1 x2 x2
1 x1x2 x2

2

projection Ref (x) 1 1
2(x1 + x2) 1

2(x1 + x2) 1
2(x2

1 + x2
2) x1x2

1
2(x2

1 + x2
2)

Table 4.5 � Projection de Reynolds pour le groupe Z2

Ici, on observe des redondances parmi les invariants obtenus : par exemple, si on note π1 =
x1 + x2, π2 = x1x2, π3 = x2

1 + x2
2 on voit que π3 = π2

1 − 2π2 et donc que π3 peut s'exprimer
en fonction de π1 et π2. On choisira donc seulement les invariants π = [π1, π2] et on aura alors
C[x]C2 = C[π].

Une véri�cation avec le logiciel singular (commande invariant_ring), nous donne les mêmes
résultats, et on sait de plus qu'il n'y a pas d'invariants secondaires (ie S2 = 0).

Table de multiplication des invariants

Une fois les invariants déterminés, le but est de construire les tables de multiplication des
invariants par rapport à une base B qui va rendre les matrices diagonales par bloc. Le premier
bloc des matrices de multiplication est associé à l'espace invariant AC2 = C[x]C2

IC2
. Les vecteurs

de la base B (qui sont des polynômes) devront donc également être invariants par rapport aux
actions du groupe C2.

En notant B = [b1, . . . , bns ] les éléments de la base B, les matrices de multiplications Mπi

sont dé�nies par :
πiB = MπiB (4.66)

Sous forme indicielle, cette équation devient :

πibi =

ns∑
j=1

Mπi(i, j)bj (4.67)

Pour les premiers vecteurs de la base : (b1, . . . , bn1), on choisira des polynômes invariants
de monômes dominants tous di�érents (par rapport à l'ordre monomial grevlex) ce qui assure
qu'ils forment bien une base de l'espace invariant.

On va construire la base de manière itérative. Dans un premier temps, il semble raisonnable
d'inclure les invariants primaires dans notre base. On pose donc b1 = 1, b2 = π1 = x1 + x2,
b3 = π2 = x1x2. A priori, on peut aussi inclure b4 = π3 = x2

1 + x2
2 car il est de terme dominant

x2
1 qui n'était pas encore inclu dans la base. On va voir que ce terme aurait aussi pu être calculé

par l'application de l'algorithme 6, décrit dans la suite.
Dans un premier temps, on calcule les formes normales des produits π1bj . Les résultats sont

donnés dans la table 4.6.

produit f = π1bj π1b1 = x1 + x2 π1b2 = (x1 + x2)2 π1b3 = x1x2(x1 + x2)
h = NF(f,G) b1 2b2 + (x2

1 + x2
2) x2

1x2 + x2
2x1

Table 4.6 � Expression des formes normales produits π1bj (première passe)

Cette première étape nous permet d'identi�er deux vecteurs de base supplémentaires qui
sont b4 = x2

1 + x2
2 et b5 = x1x2(x1 + x2) = π1π2. On calcule alors leurs produits avec π1 dans

la table 4.7. La deuxième passe nous livre le vecteur supplémentaire b6 = x2
1x

2
2. On e�ectue une
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produit f = π1bj π1b4 = (x1 + x2)(x2
1 + x2

2) π1b5 = x1x2(x1 + x2)2

h = NF(f,G) 7b2 + b5
34
3 b3 + 4

3b4 + 2x2
1x

2
2

Table 4.7 � Expression des formes normales produits π1bj (deuxième passe)

dernière passe qui donne π1b6 = 28
3 b2 + 17

3 b5, et qui ne rajoute pas de nouveau vecteur à la base.
Pour �nir, on véri�e qu'il n'existe pas de nouveaux éléments en considérant le calcul des formes
normales des produits π2bj . Dans notre cas, toutes ces formes normales s'expriment en fonction
des vecteurs bi de la base que l'on vient de calculer. On a donc trouvé une base de l'espace
invariant à 6 éléments.

Le premier bloc de la matrice de multiplication (de taille 6 × 6) relativement à la base
B = (b1, . . . , b6) peut être formé en utilisant les résultats des calculs précédents et est donné
par :

Mπ1 =



0 1 0 0 0 0
0 0 2 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 7 0 0 1 0
0 0 34

3
4
3 0 2

0 28
3 0 0 17

3 0

 (4.68)

De la même manière, la matrice de multiplication associée à π2 est donnée par :

Mπ2 =



0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 34

3
4
3 0 0

0 28
3 0 0 17

3 0
0 0 309

9
68
9 0 0

 (4.69)

On observe que les premières colonnes de chaque matrice sont nulles. Cela est lié au fait que les
forces ont été choisies nulles (f1 = f2 = 0 dans Eq.(4.62)).

Résolution du système

Le calcul des valeurs propres des matrices de multiplication précédemment calculées donne
6 couples (λπ1 , λπ2) qui dé�nissent 6 systèmes d'équations de la forme (4.61). Les couples sont
les suivants :

(λπ1 , λπ2) ∈ {(0, 0), (−5.29, 7), (−1.73,−1.33), (1.73,−1.33), (5.29, 7), (0,−4.33)} (4.70)

Les systèmes Sk de l'équation (4.61) sont alors donnés par :

x1 + x2 = λkπ1
x1x2 = λkπ2

(4.71)

donne 6 couples (x1, x2) de solution de p(x) = 0 qui sont :

(x, y) ∈ {(0, 0), (−2.64,−2.64), (−2.3, 0.57), (−0.57, 2.30), (2.64, 2.64), (−2.08, 2.08)}
(4.72)
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Figure 4.5 � Représentation des solutions multiples pour le système à 2 ddl pour une fréquence
de 0.4Hz (invariance par rapport à Z2). Les courbes en trait continus représentent les backbone
curves des di�érents modes non-linéaires calculés au chapitre 1, section 1.2.4.3.

En appliquant les actions du groupe C2 sur ces solutions, on génère 3 solutions supplémen-
taires qui sont {(0.57,−2.3), (2.3,−0.57), (2.08,−2.08)}. Ces solutions sont représentées sur la
Fig.4.5, où on a également représenté les backbone curves des modes non-linéaires calculées au
chapitre 1, on retrouve bien les 9 solutions attendues.

Dans cet exemple nous avons considéré l'invariance par permutation des variables, ce qui
a permis de réduire la tailles des matrices de multiplication de 9 à 6. Nous allons maintenant
re-considérer ce même exemple, mais en utilisant un groupe plus gros, prenant également en
compte l'invariance par changement de signe. Cela permettra de réduire encore plus la taille des
matrices de multiplication.

4.4.4.3 Groupe C2 × Z2

On considère maintenant l'invariance par rapport à la permutation des coordonnées et par
changement de signe, représentée par le groupe C2 × Z2 avec Z2 =

{
e, a | a2 = e

}
. Il s'agit

d'un groupe à 4 éléments, non-cyclique. Dans R2, ce groupe peut être représenté par les quatre
matrices suivantes :

Me =

[
1 0
0 1

]
, Ma =

[
0 1
1 0

]
, Mb =

[
−1 0
0 −1

]
, Mab =

[
0 −1
−1 0

]
(4.73)

Calcul des invariants

Pour le calcul des invariants primaires, on doit calculer les projections de Reynolds de tous
les monômes de degré inférieur à 4. Ces calculs sont résumés dans la table 4.8. On choisit alors
les deux invariants π1 = x1x2, π2 = x2

1 + x2
2 comme invariants primaires.
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monome f x1 x2 x1x2 x2
1 x2

2 x2
1x2 x2

2x1

projection Ref (x) 0 0 x1x2 x2
1 + x2

2 x2
1 + x2

2 x2
1x2 + x1x

2
2 x2

1x2 + x2
2x1

x3
1 x3

2 x2
1x

2
2 x1x

3
2 x3

1x2 x4
1 x4

2

0 0 x2
1x

2
2 x1x

3
2 + x3

1x2 x3
1x2 + x1x

3
2 x4

1 + x4
2 x4

1 + x4
2

Table 4.8 � Projection de Reynolds pour le groupe C2 × Z2

Calcul des tables de multiplication

En appliquant la procédure récursive de l'algorithme 6, on obtient cette fois une base B à 4
éléments b1 = 1, b2 = x1x2, b3 = x2

1 + x2
2, b4 = x2

1x
2
2 qui permet d'exprimer le premier bloc des

matrices de multiplication sous la forme suivante :

Mπ1 =


0 1 0 0
0 0 0 1
0 34

3
4
3 0

0 305
9

68
9 0

 , Mπ2 =


0 0 1 0
0 34

3
4
3 0

0 8
3

17
3 2

0 136
9

16
9

34
3

 (4.74)

Calcul des solutions

Le calcul des vecteurs propres de la matrice de multiplication associée à la variable π1 donne
les couples suivants comme solutions :

(λπ1 , λπ2) ∈ {(0, 0), (7, 14), (−4.33, 8.66), (−1.33, 5.66)} (4.75)

et les solutions obtenues en résolvant le système :

x1x2 = λπ1
x2

1 + x2
2 = λπ2

(4.76)

par la méthode de Newton sont données par :

(x, y) ∈ {(0, 0), (2.64, 2.64), (2.08,−2.08), (−0.57, 2.3)} (4.77)

On obtient donc 4 solutions et en appliquant les actions du groupe Z2×Z2, on génère 5 nouvelles
solutions. Ces solutions sont représentées sur la Fig.4.6. Une fois encore, on retrouve bien les 9
solutions attendues.

Cet exemple illustre bien le fait que plus le groupe laissant les équations invariantes est gros,
plus la taille des matrices de multiplication est réduite. En e�et, en ne considérant aucune symé-
trie, les matrices sont de tailles 9, en considérant l'invariance par permutation des coordonnées,
les matrices sont de taille 6, et si on considère de plus l'invariance par changement de signe, les
matrices sont de taille 4. Il est donc important de s'attacher à rechercher le groupe qui laisse les
équations invariantes, le plus gros possible.

4.4.5 Conclusions

L'application de méthodes prenant en compte les groupes G laissant globalement invariant le
système d'équations semble prometteuse puisqu'elle permet de réduire le nombre de solutions des
équations. En e�et, la résolution d'un système polynomial p(x) = 0 est ramenée à la résolution
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Figure 4.6 � Représentation des solutions multiples pour le système à 2 ddl pour une fréquence
de 0.4Hz (invariance par rapport à Z2 × Z2). Les courbes en trait continu représentent les
backbone curves des di�érents modes non-linéaires calculés au chapitre 1, section 1.2.4.3.

de n1 sous-systèmes Sk faisant intervenir les invariants primaires du groupe G. L'avantage est
qu'il est su�sant d'obtenir une seule solution par sous-système, les autres étant déterminées par
application des actions du groupe. La méthode de Newton est alors tout à fait adaptée à la
résolution des sous-systèmes.

Pour appliquer cette méthode, il faut disposer d'une base de Gröbner G de l'idéal I engendré
par le système polynomial ainsi que d'une procédure permettant d'évaluer la forme normale de
n'importe quel polynôme par rapport àG. On évalue ensuite les invariants primaires π du groupe
G par application des projections de Reynolds (l'élimination des redondances dans les invariants
primaires peut éventuellement poser une di�culté). On recherche une base de l'espace quotient
invariant AG qui permet d'exprimer les matrices de multiplication relatives aux invariants π.
En�n, on utilise ces matrices de multiplication pour déterminer les valeurs des invariants aux
points de solution, ce qui permet de dé�nir les sous-systèmes Sk. Les solutions sont alors obtenues
par résolution des sous-systèmes et par application des actions du groupe G.

4.5 Continuation en amortissement

Comme nous l'avons vu dans les sections précédentes, la résolution complète des systèmes
polynômiaux n'est applicable que pour des systèmes de petite taille (une dizaine d'équations).
Au niveau de la HBM, cela se traduit en pratique par la recherche de solutions à un seul
harmonique, ce qui permet de limiter le nombre d'équations à ñ = n(2× 1 + 1) = 3n (2n dans
le cas d'une solution sans composante statique). On propose ici de réduire encore le nombre
d'équation en travaillant sur le système non-amorti. On fera l'hypothèse que les solutions sont
en phase avec l'excitation pour un système conservatif et dont la non-linéarité ne dépend que
du déplacement, ce qui permet de rechercher les solutions avec deux fois moins de variables
algébriques. Par exemple, pour une excitation en cos(ωt), on recherche les solutions en utilisant
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uniquement la fonction cos(ωt) dans le développement de la HBM (cas d'une recherche à un seul
harmonique) cela permet de réduire le nombre d'équations à ñ = (1 + 1)n = 2n (n dans le cas
d'une solution sans composante statique). La solution du système amorti est alors retrouvée en
continuant la solution du système non-amorti par rapport à un paramètre contrôlant le niveau
d'amortissement. Notons que ces travaux ont été présentés à la conférence CSMA 2013 [164].

4.5.1 Stratégie proposée

Pour détailler la méthode de continuation en amortissement, on introduit le système d'équa-
tions suivant :

G(x, ω, ε) = Λ(ω, ε)x+ F̃nl(x)− F̃ex = 0 (4.78)

avec xT = [aT1 , b
T
1 ], F̃ T

nl = [(F 1c
nl )

T , (F 1s
nl )T ], F̃ T

ex = [(F 1c
ex )T , (F 1s

ex )T ] et :

Λ(ω, ε) =

[
K− ω2M εωC
−εωC K− ω2M

]
(4.79)

Ce système est issu de l'application de la HBM au système (4.1) en utilisant une approximation
à une harmonique et sans composante continue. Le paramètre ε est introduit pour contrôler le
niveau l'amortissement (ε ∈ [0, 1]).

Dans un premier temps, la méthode consiste à déterminer toutes les solutions du système
non-amorti (ε = 0) pour une fréquence �xe ω = ω0. Dans ce cas, les solutions de l'équation
(4.78) sont de la forme xT = [aT1 ,0

T ] où a1 est donné par la résolution du système algébrique
(non amorti) à n équations suivant :

(K− ω2M)a1 + F̃ 1c
nl (a1)− F̃ 1c

ex = 0 (4.80)

La résolution de ce système peut par exemple être réalisée par la méthode des matrices de
multiplication présentée à la section 4.3.3.2.

Une fois que toutes les solutions du système non-amorti (4.80) ont été calculées, on les utilise
comme point de départ pour une continuation en amortissement. Une première manière de
dé�nir la continuation serait de �xer la fréquence, puis d'e�ectuer une continuation séquentielle
sur le paramètre ε. Cependant, le changement du niveau d'amortissement n'assure pas toujours
l'existence de la solution pour la fréquence considérée. On propose ici d'utiliser une méthode
de continuation à deux paramètres ε et ω ce qui permettra de suivre l'évolution fréquentielle
des solutions en fonction du taux d'amortissement. La méthode de continuation utilisée ici est
standard dans le sens où elle est basée sur une stratégie de prédiction/correction

Phase de prédiction

On utilise une prédiction tangente pour obtenir une estimation de la solution en fonction
de la variation ∆ε. En partant d'une solution (xi, ωi, εi), la prédiction est dé�nie par (xi +
∆xi, ωi + ∆ωi, εi + ∆εi). En développant les équations (4.78) à l'ordre 1, on obtient le système
dé�nissant les incréments de la prédiction :

∂G

∂x
∆x+

∂G

∂ω
∆ω +

∂G

∂ε
∆ε = 0 (4.81)

Ce système possède n équations pour n+ 2 inconnues, il faut donc ajouter deux équations pour
déterminer totalement la prédiction.
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Figure 4.7 � Illustration du calcul de la prédiction pour la méthode de continuation en amor-
tissement

Pour �xer la première équation, on impose le fait que la prédiction soit normale à la courbe de
départ (Fig.4.7). Pour ε �xé, on sait que la direction tangente à la courbe d'équation G(x, ω, ε)
est donné par résolution de l'équation ∂G

∂x∆x + ∂G
∂ω ∆ω = 0, ce qui correspond à une direction

tangente portée par le vecteur suivant :

T =

[
−∂G
∂x

−1 ∂G
∂ω

1

]
(4.82)

le plan normal véri�e alors l'équation suivante :

T T
[

∆x
∆ω

]
= −(

∂G

∂x

−1∂G

∂ω
)T∆x+ ∆ω = 0 (4.83)

On doit en�n ajouter une troisième équation qui peut être soit la longueur de la prédiction
(ie ‖∆x‖2 + ‖∆ω‖2 + ‖∆ε‖2 − ds2 = 0), soit un incrément sur ε directement (ie ∆ε = ds).
Le deuxième cas est plus facile à traiter car on peut déterminer ∆x directement. En e�et, en
combinant les équations (4.81) et (4.83), on obtient l'équation suivante permettant de déterminer
∆x en fonction de ∆ε :

(
∂G

∂x
+
∂G

∂ω
(
∂G

∂x

−1∂G

∂ω
)T )∆x = −∂G

∂ε
∆ε (4.84)

L'incrément ∆ω est ensuite calculé en utilisant l'équation (4.83). A l'issue de l'étape de prédiction
on dispose d'un vecteur prédit (xp, ωp, εp) = (xi + ∆x, ωi + ∆ω, εi + ∆ε).

Phase de correction

Une fois qu'une prédiction a été déterminée pour un nouveau niveau d'amortissement εi+1 =
εi + ∆ε, on applique des corrections pour déterminer la solution correspondant à ce niveau
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Figure 4.8 � Illustration du calcul des corrections pour la méthode de continuation en amor-
tissement

d'amortissement. Les corrections se font en appliquant la méthode de Newton-Raphson à ε �xé
(ε = εi+1) sur le système d'équations suivant :

G(x, ω, εi+1) = 0 (4.85)

La prédiction calculée à l'étape précédente est alors utilisée comme point de départ pour la
méthode de Newton. Cependant l'équation (4.85) correspond à un système de n équations pour
n+ 1 inconnues (x et ω). Il faut donc adjoindre une équation pour déterminer les corrections de
manière unique. On choisit ici d'ajouter une équation permettant de rechercher les corrections
sur le plan normal, dé�nie à l'étape de prédiction (Fig.4.8). Cette relation peut se traduire par
l'équation suivante :

T Ti

[
∆x
∆ω

]
= (−∂G

∂x

−1∂G

∂ω
)T (x− xi) + (ω − ωi) = 0 (4.86)

Où Ti est la direction tangente au point précédemment calculé (d'indice i) donné par la relation
(4.82).

4.5.2 Application

On propose ici d'appliquer la méthode de continuation en amortissement couplée à la re-
cherche des solutions multiples du système (4.8) pour n = 8 ddl. Dans toute la suite, on consi-
dérera que la fréquence d'excitation est �xée à ω = 3 rad.s−1.

4.5.2.1 Calcul des solutions du système non amorti

Comme indiqué précédemment, les solutions du système non-amorti (approximation à un seul
harmonique) sont données par la résolution du système (4.80). Dans le cas de cette application,
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ce système prend la forme de l'équation (4.9) rappelée ici :

(2kc + k − ω2m)xi − kcxi−1 − kcxi+1 +
3

4
knlx

3
i − f ci = 0, j = 1..8 (4.87)

Dans la suite, nous allons tout d'abord utiliser la méthodes des matrices de multiplication
pour déterminer les solutions de ce système pour la pulsation particulière ω = 3 rad.s−1. Nous
utiliserons ensuite ces solutions comme points de départ de la continuation en amortissement ce
qui permettra �nalement d'obtenir les solutions du système forcé et amorti.

Détermination d'une base de l'espace quotient

Dans le cas de cet exemple, les monômes dominants de chaque équation sont premier entre
eux, ce qui implique que le système (4.87) est déjà sous la forme d'une base de Gröbner pour
l'ordre grevlex [163]. Par conséquent, il n'est pas nécessaire de recalculer une base de Gröbner,
et on peut utiliser le système (4.87) pour e�ectuer les réductions modulo l'idéal et déterminer
une base de l'espace quotient. Ici cette base est donnée par :

B = {xα,α ∈ [0, 2]8} (4.88)

et elle est donc constituée de 38 = 6561 éléments.

Détermination des matrices de multiplication et calcul des valeurs propres

La base B déterminée précédemment est utilisée pour construire la matrice de multiplication
relative à la variable x1 noté Mx1 . Cette matrice est de taille 6561× 6561, mais elle possède de
nombreux éléments nuls. Le calcul des valeurs propres mène à des solutions réelles et complexes
et on est ici seulement intéressé par les valeurs propres réelles. En raison de la taille des matrices,
il est intéressant d'utiliser des méthodes telles que la méthode d'Arnoldi pour calculer les valeurs
propres possédant les plus petites parties imaginaires [165]. De par sa construction, les éléments
de la matrice Mx1 sont convertis en virgule �ottante ce qui peut engendrer des erreurs d'arrondis
et par conséquent, amener à des valeurs propres légèrement di�érentes des solutions. Dans le but
d'obtenir de "vraies" solutions pour le système non-amorti, les solutions sont ra�nées en utilisant
un algorithme de Newton prenant comme points de départ les solutions obtenues par les vecteurs
propres de la matrice de multiplication. En plus de ra�ner les solutions, cette méthode permet
de détecter directement lesquels des vecteurs propres étaient e�ectivement solutions du système
non-amorti (on rappelle que les solutions sont associées à des vecteur propres communs, et donc
que tous les vecteurs propres ne représentent par forcément une solution) : si l'algorithme de
Newton converge, on garde la solution obtenue, sinon, on considère que le vecteur propre n'était
pas solution du problème non-amorti, et on le rejette.

Pour prendre en compte la symétrie du système considéré, on décide de trier les solutions
obtenues après ra�nement par famille. On considère ici qu'une solution a fait partie de la famille
Fa∗ si a correspond à une permutation circulaire des éléments de a∗.

En appliquant les remarques précédentes, on obtient seulement Nu = 692 solutions réelles
distinctes pour le système non-amorti.

4.5.2.2 Continuation en amortissement

On utilise maintenant lesNu solutions du système non amorti calculées précédemment comme
point de départ de la continuation en amortissement. Lors de la continuation, l'augmentation
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progressive du niveau d'amortissement tend à faire disparaitre certaines solutions du système
non-amorti. Ici, la continuation en amortissement n'a abouti que pour Nd = 124 solutions (ie
Nu−Nd = 568 solutions ont disparu en raison de l'augmentation du niveau d'amortissement). Le
fait que toutes les solutions ne convergent pas forcément lors de la continuation en amortissement
est illustré sur la Fig.4.9, on peut observer que les solutions sous forme de courbes fermées se
rétractent au fur et à mesure que l'amortissement augmente.

Figure 4.9 � Illustration de la méthode de continuation en amortissement, et de la disparition
des solutions avec l'augmentation du niveau d'amortissement

Cette continuation en amortissement à également l'avantage de fournir le niveau d'amor-
tissement limite à partir duquel la solution va disparaître. Cette information peut être utile,
notamment dans le cadre de la conception.

4.5.2.3 Continuation en fréquence

Pour terminer, on utilise les Nd = 124 solutions du système amorti comme point de départ
d'une continuation en fréquence. Dans le but d'éviter des continuations inutiles, la méthode est
réalisée de manière séquentielle, et pour chaque point de départ on véri�e qu'il n'appartient
pas à une famille de solutions déjà calculée. Cela se fait en évaluant la distance entre le point
initial et les familles de solutions déjà calculées : si cette distance est inférieure à un certain
seuil, alors on considère que ce point de départ appartient à une famille que l'on a déjà calculée,
et on passe à la continuation en fréquence de la solution suivante. Du fait que le système soit
cyclique, on véri�e également que toute permutation circulaire des composantes d'un point de
départ n'appartient pas à une famille déjà calculée.

En utilisant cette technique de détection des familles déjà calculées, on e�ectue la continua-
tion de seulement 16 familles de solutions. Après avoir réalisé une étude de stabilité, les résultats
obtenus sont tracés dans le plan amplitude fréquence sur la Fig.4.10. On observe que les solutions
peuvent être classées en deux catégories : solutions issues de bifurcations ou alors solutions sous
forme de courbes fermées.
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Figure 4.10 � Tracé des 16 familles de solutions dans le plan fréquence-amplitude (◦ : points
stables)
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Pour compléter le diagramme amplitude-fréquence de la Fig.4.10, on a également représenté
l'amplitude des familles de solutions pour leur énergie maximum sur la Fig.4.11. On observe que
les solutions obtenues correspondent à des mouvements plus ou moins localisés, et l'analyse de
la stabilité par la méthode de Floquet révèle qu'une partie de ces solutions est stable, ce qui
indique que la localisation est dans ce cas physiquement réalisable.
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Figure 4.11 � Forme des 16 familles de solution

4.5.3 Conclusions

La méthode de continuation en amortissement présentée dans cette section consiste à déter-
miner les solutions d'un système amorti en continuant les solutions du système non-amorti en
fonction d'un paramètre contrôlant le niveau d'amortissement. Le fait de travailler sur un sys-
tème non-amorti permet, sous les hypothèses de ce chapitre, de réduire le nombre de variables
de la HBM, et par conséquent permet d'appliquer la méthode des matrices de multiplication
pour des systèmes possédant un plus grand nombre de ddl que dans le cas d'une application
directe sur le système amorti. La méthode a été appliquée sur un exemple simple à 8 ddl qui n'a
pu être résolu de manière directe avec les moyens informatiques à notre disposition.

4.6 Bilan du chapitre

Ce chapitre traite de la recherche des solutions multiples pour les systèmes dynamiques
non-linéaires. Après avoir fait quelques hypothèses sur les systèmes considérés (non-linéarités
polynomiales, ne dépendant que du déplacement), et après application de la méthode de la
balance harmonique, la recherche des solutions multiples se traduit par la résolution d'un système
algébrique non-linéaire. Plusieurs méthodes sont présentées pour obtenir toutes les solutions
d'un tel système. Nous avons tout d'abords exposé les méthodes d'homotopies, consistant à
calculer les solutions d'un système cible par continuation des racines d'un système de départ
que l'on sait résoudre. La construction du polynôme de départ conditionne les performances
de la méthode, puisque c'est ce polynôme qui �xe le nombre de racines à continuer. Dans le
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cas d'une construction du polynôme de départ par la méthode du degré total, la méthode est
relativement simple à mettre en ÷uvre, mais elle a l'inconvénient de surestimer le nombre de
racines, amenant à de nombreuses continuations inutiles. L'utilisation de l'homotopie polyèdrale
est une alternative pour construire le polynôme de départ, et elle permet de mieux limiter le
nombre de chemin divergents (utilisation de la borne BKK plutôt que de la borne de Bézout).
Cependant, sa mise en ÷uvre reste très complexe, notamment en raison du caractère probabiliste
de la méthode, et nous nous sommes tourné vers l'utilisation des bases de Gröbner.

Dans un deuxième temps, nous avons étudié la résolution des systèmes polynomiaux basée
sur l'utilisation des bases de Gröbner. Ces bases correspondent à une famille de polynômes
permettant d'engendrer l'idéal dé�ni par le système d'équations et qui possède de plus certaines
propriétés (en particulier les systèmes d'équations dé�nis par une base de Gröbner possèdent les
mêmes solutions que le système cible). Dans le cas du calcul d'une base de Gröbner pour l'ordre
lexicographique, la famille de polynômes obtenue est sous forme triangulaire, et un des polynômes
de la famille ne dépend que d'une seule variable, ce qui permet de résoudre facilement le système
d'équations. L'inconvénient majeur de cette méthode est le temps de calcul élevé d'une base de
Gröbner pour l'ordre lexicographique. Pour contourner ce désavantage, on propose d'utiliser
une autre méthode faisant intervenir une base de Gröbner pour l'ordre grevlex, dont le calcul
est plus rapide. Cette base est ensuite utilisée pour la construction de matrices particulières
appelées matrices de multiplication. Le calcul des vecteurs propres de ces matrices permet alors
de retrouver les solutions du système cible. En pratique, on observe que la taille des matrices
de multiplication croît exponentiellement en fonction du nombre de variables, ce qui limite leur
utilisation à des systèmes contenant une dizaine de variables.

Dans le cas des systèmes à symétrie cyclique, la méthode des matrices de multiplication
peut être améliorée en prenant en compte les groupes de symétrie rendant invariant le système
d'équation. Cette amélioration est présentée dans ce chapitre, et on montre que dans certains
cas, elle permet de diminuer la taille des matrices de multiplication, amenant à un nombre réduit
de solutions. Les solutions du système complet sont alors obtenues par application des actions
du groupe sur les solutions obtenues. Cette méthode prometteuse nécessitera l'automatisation
de la dé�nition des invariants et du calcul des matrices de multiplications associées pour être
applicable à des problèmes concrets.

En dernier lieu, nous avons proposé une méthode basée sur le calcul des solutions du système
non-amorti, puis sur une continuation en amortissement de ces solutions permettant de retrouver
les solutions du système amorti. L'avantage de travailler sur un système non-amorti réside dans
le fait que le nombre de variables du système algébrique est réduit. Cela permet en particulier
d'appliquer la méthode des matrices de multiplication pour des systèmes possédant un nombre
de ddl plus grands (comparé à l'application des matrices de multiplication directement sur le
système amorti).
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Chapitre 5

Application au cas industriel de l'open

rotor
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Chapitre 5. Application au cas industriel de l'open rotor

Ce dernier chapitre a pour objectif de mettre en ÷vre les méthodes de réduction de modèle
présentées dans le chapitre 2 dans cas d'une structure tridimensionnelle, et en particulier sur un
modèle industriel de type pale d'open rotor. Dans un premier temps, on rappelle la dé�nition et
les méthodes de modélisation utilisées pour prendre en compte des non-linéarités géométriques
dans les structures 3D. Dans un deuxième temps, on démontre la faisabilité de l'implémentation
des méthodes de réduction de modèle en les appliquant sur un exemple simple de poutre 3D
généré par SAMCEF. En�n, on considère le cas de l'application industrielle sur laquelle nous
avons appliqué nos méthodes de réduction et analysé leur e�cacité.

5.1 Description du cas-test

5.1.1 Contexte : la technologie des open rotors

L'open rotor est un turboréacteur dont la sou�ante, non carénée, est �xée en dehors de la
nacelle. Cette sou�ante est constituée de deux hélices contrarotatives (Fig.5.1). La principale
caractéristique de ce moteur est son taux de dilution élevé, qui lui permet d'assurer une poussée
égale à celle d'un moteur classique pour une consommation de carburant moindre. En théorie,
les économies de carburant devraient être de 20 à 30 %. Ce type de moteur a déjà été implanté
dans les années 1980 notamment sur quelques avions de transport militaire russes (type Tupolev
TU-20/TU-95). Il a cependant été rapidement abandonné, en partie à cause de la baisse du
prix du kérosène dans les années qui ont suivi sa mise en service. Aujourd'hui, le prix élevé (et
toujours en augmentation) des hydrocarbures et les nouveaux objectifs de diminution des gaz à
e�et de serre motivent à nouveau le développement de l'open rotor.

Figure 5.1 � Maquette de l'open rotor développé par Snecma [166]

5.1.2 Problématique scienti�que

On s'intéresse ici plus particulièrement à la dynamique des hélices de propulsion des open
rotors. Ces hélices sont composées de pales élancées reliées entre elles par un disque, et font
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donc partie des structures à symétrie cyclique. De par leurs dimensions et les excitations qu'elles
subissent, les pales des hélices peuvent être soumises à de grands déplacements induisant des non-
linéarités de type géométrique. D'autres sources de non-linéarité sont également présentes dans
ce système : par exemple le frottement en pied d'aube (système de �xation en queue d'aronde) où
encore le comportement de matériaux composites. La modélisation de ces structures industrielles
par la méthode des éléments �nis conduit à des modèles à plusieurs centaines de milliers de degrés
de liberté. Ces modèles sont donc trop gros pour e�ectuer une analyse non-linéaire en un temps
raisonnable : une réduction s'impose.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : dans un premier temps on rappelle la
formulation des non-linéarités géométriques et leur traitement par la méthode des éléments
�nis. Nous rappellerons ensuite les principales caractéristiques de la modélisation des structures
à symétrie cyclique. Ensuite nous présentons les méthodes de réduction de modèle appliquées à
un cas 3D issu du logiciel SAMCEF. En�n, on applique les méthodes de réduction de modèle
aux pales des hélices de l'open rotor et on en évalue les performances.

5.2 Stratégie de modélisation

5.2.1 Non-linéarités géométriques

5.2.1.1 Formulation du problème continu

On considère ici une structure mécanique déformable de volume Ω. On note (x, y, z) les
coordonnées d'un point de la structure dans un repère cartésien R = (ex, ey, ez), et u(x, y, z) =
(ux, uy, uz) le déplacement associé. On présente les équations en formalisme lagrangien, c'est-
à-dire que toutes les quantités intégrées en espace sont évaluées par rapport à la con�guration
de référence de volume Ω0 et de frontière ∂Ω0. Les équations du mouvement sont obtenues
par application du principe d'Hamilton, ce qui nécessite tout d'abord de calculer le lagrangien
L = T − Uint +Wex, avec T l'énergie cinétique, Uint l'énergie potentielle des e�orts intérieurs
et Wex le travail des e�orts extérieurs.

L'expression de l'énergie cinétique s'obtient directement en écrivant :

T =
1

2

∫
Ω0

ρ0(u̇T u̇) dΩ0 =
1

2

∫
Ω0

ρ0(u̇2
x + u̇2

y + u̇2
z) dΩ0. (5.1)

Pour le calcul de l'énergie de déformation, on ne fait aucune hypothèse sur la nature des dé-
placements, on utilise donc le tenseur des déformations de Green-Lagrange ε(u) dont l'expression
est donnée par [167] :

ε(u) =
1

2
(∇u+ (∇u)T ) +

1

2
(∇(u)T )(∇u) = εl + εnl. (5.2)

Ce tenseur s'écrit encore, sous forme indicielle :

εij(u) =
1

2
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

) +
1

2

3∑
k=1

∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

. (5.3)

On observe que le tenseur des déformations se décompose en deux parties, l'une linéaire (εl),
l'autre quadratique (εnl). Notons que dans le cadre des petites perturbations, on néglige les
termes quadratiques et le tenseur des déformations est alors égal à εl. Le calcul de l'énergie de
déformation fait également intervenir un tenseur des contraintes, obtenu à partir du tenseur des
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déformation en utilisant une loi de comportement. Ici on utilise la loi de Hooke. Le tenseur des
contraintes σ est donc dé�ni par :

σ = Cε, (5.4)

ou
σij = Cijklεkl. (5.5)

Le tenseur C, d'ordre 4, se décline ici par la relation suivante :

σ =
E

1 + ν

(
ε+

ν

1− 2ν
Tr(ε) I3

)
. (5.6)

avec E le module d'Young et ν le coe�cient de Poisson du matériaux. Avec ces notations,
l'énergie de déformation est dé�nie par :

Uint =
1

2

∫
Ω0

ε : σ dΩ0 =
1

2

∫
Ω0

εijσij dΩ0 (5.7)

Pour �nir, l'expression du travail des e�orts extérieurs (supposés conservatifs) est donnée par :

Wext =

∫
Ω0

Fv · u dΩ0 +

∫
∂Ωf0

Fs · u dS0, (5.8)

avec Fv les forces volumiques, s'exerçant sur Ω0 et Fs les forces surfaciques s'exerçant sur ∂Ωf0,
partie de ∂Ω0 soumise à des e�orts imposés.

La formulation du principe d'Hamilton permet, sous certaines conditions, d'obtenir les équa-
tions du mouvement de notre problème :

δ
( ∫ t2

t1

(T − Uint +Wex)dt
)

= 0, avec δu(t1) = δu(t2) = 0. (5.9)

avec u cinématiquement admissible (ie véri�ant les conditions de déplacements imposés sur
∂Ωu0 , partie de la frontière complémentaire de ∂Ωf0 et δu cinématiquement admissible à zéro).

5.2.1.2 Discrétisation par éléments �nis

A�n de résoudre le problème, on utilise la méthode des éléments �nis. Pour cela, on construit
un maillage de la structure, et on introduit une discrétisation du type :

u(x, y, z, t) = N(x, y, z) q(t), (5.10)

où N est une matrice contenant les fonctions de forme, et q un vecteur contenant les degrés de
liberté (ie les déplacements aux n÷uds du maillage dans les 3 directions).

Pour simpli�er les expressions, on utilisera la notation de Voigt pour exprimer les tenseurs
des contraintes et des déformations sous forme de vecteurs. Ainsi le tenseur des déformations ε
sera représenté par le vecteur γ et le tenseur des contraintes σ le sera par S avec :

γ = [εxx, εyy, εzz, 2εxy, 2εxz, 2εyz]
T ,

S = [σxx, σyy, σzz, σxy, σxz, σyz]
T .

(5.11)

La loi de comportement (5.4) prend la forme suivante :

S = Dγ, (5.12)
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avec D la matrice dé�nie par D = diag(D1, D2) où D1 et D2 sont donnés par :

D1 =
E

(1 + ν)(1− 2ν)

 1− ν ν ν
ν 1− ν ν
ν ν 1− ν

 , D2 =
E

2(1 + ν)
I3. (5.13)

Avec ces notations, la densité d'énergie de déformation s'exprime simplement par STγ.
On introduit la matrice B, contenant les dérivées spatiales des fonctions de forme, dé�nies

par les relations suivantes :

δγ = B(q) δq, avec B(q) = Bl + Bnl(q). (5.14)

On notera ici que la matrice B(q) est composé d'un partie linéaire Bl indépendante de q et
d'une partie non-linéaire Bnl(q) qui est linéaire en q. En utilisant la dé�nition de la matrice B,
il est alors possible d'exprimer les déformations sous la forme suivante :

γ =
(
Bl +

1

2
Bnl(q)

)
q, (5.15)

et la loi de comportement devient alors égale à :

S = D
(
Bl +

1

2
Bnl(q)

)
q. (5.16)

Finalement le principe d'Hamilton donne :

( ∫
Ω0

ρ0N
TN dΩ0

)
q̈ = −

∫
Ω0

(Bl + Bnl(q))TS dΩ0 +

∫
Ω0

NTFv dΩ0 +

∫
∂Ωf0

NTFs dS0 (5.17)

En injectant la relation de comportement (5.16) dans la nouvelle expression (5.17), on obtient
l'équation du mouvement véri�ée par le vecteur des degrés de liberté q :

Mq̈ +Kq +K2(q)q +K3(q, q)q = Fext, (5.18)

avec :

M =

∫
Ω0

ρ0N
TN dΩ0,

K =

∫
Ω0

BT
l DBl dΩ0,

K2(q) =
1

2

∫
Ω0

BT
l DBnl(q) dΩ0 +

∫
Ω0

Bnl(q)TDBl dΩ0,

K3(q, q) =
1

2

∫
ω0

Bnl(q)TDBnl(q)dΩ0,

Fext =

∫
Ω0

NTFvdΩ0 +

∫
∂Ωf0

NTFs dS0,

(5.19)

où M est la matrice de masse, K est la matrice de raideur linéaire, K2 et K3 sont respectivement
les matrices de raideur quadratique et cubique, et Fext représente le vecteur des e�orts extérieurs.
L'expression de l'équation (5.18) montre que les non-linéarités géométriques se traduisent par la
présence de termes quadratiques et cubiques dans les équations du mouvement.
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5.2.2 Prise en compte de la symétrie cyclique

5.2.2.1 Dé�nition des composantes cycliques

Une structure à symétrie cyclique est générée par répétition circulaire d'une sous-structure
de base appelée secteur. Les hélices des open rotors sont des structures à symétrie cyclique (les
engrenages ou les antennes paraboliques en sont d'autres exemples). Du fait de la symétrie, il
est possible de déterminer le comportement du système complet à partir du mouvement d'un
secteur de référence et des conditions aux limites de cyclicité qui s'y appliquent. On rappelle
ici les principaux résultats de la modélisation des structures à symétrie cyclique, pour plus de
détails, on pourra se référer à [11,168].

On considère un système cyclique à N secteurs (l'angle occupé par chaque secteur vaut alors
θ = 2π

N ), et on note u le vecteur des déplacements de la structure, et uj la restriction de ce
vecteur au secteur j. Du fait de la condition de cyclicité (uj+N = uj), le déplacement sur un
secteur j ∈ [0, N−1] peut s'exprimer comme étant la somme de fonctions harmoniques du type :

uj =
N−1∑
k=0

ũkeijkθ, où i2 = −1. (5.20)

Les composantes ũk sont appelées composantes cycliques d'ordre k et sont en général dé�nies
pour le secteur de référence (d'indice 0). On remarque que le déphasage entre deux secteurs
consécutifs pour l'harmonique k est donné par kθ. Réciproquement, les composantes cycliques
peuvent être calculées en utilisant les déplacements physiques sur chacun des secteurs, en utilisant
une transformée de Fourier discrète :

ũk =
1

N

N−1∑
j=0

uje
−ijkθ. (5.21)

Les représentations en composantes cycliques ou en composantes physiques sont équivalentes et
on a la relation matricielle suivante liant ces deux représentations :

u = Eũ, (5.22)

avec E la matrice de transformée de Fourier discrète dé�nie par Ej,k = eijkθ avec (i2 = −1)
k ∈ [0, N − 1] et j ∈ [0, N − 1]. En général, les grandeurs étudiées sont réelles, et on préférera
utiliser la version réelle de l'équation (5.20) donnée par :

uj = ũ0 +

H∑
k=1

ũkc cos(k(j − 1)θ) + ũks sin(k(j − 1)θ) + (−1)jũN/2 (5.23)

avec H = (N − 1)/2 si N est impair, et H = N/2 − 1 si N est pair. Notons que le dernier
terme dans le développement (5.23) n'existe que si N est pair. Les composantes cycliques réelles
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peuvent être calculées en utilisant les déplacements physiques :

ũ0 =
1

N

N−1∑
j=0

uj ,

ũkc =
2

N

N−1∑
j=0

uj cos(kjθ),

ũks =
2

N

N−1∑
j=0

uj sin(kjθ),

ũN/2 =
1

N

N−1∑
j=0

uj(−1)j .

(5.24)

et on a la relation matricielle suivante entre les composantes cycliques réelles et les composantes
physiques :

u = Fũ, (5.25)

où la matrice F est dé�nie par les relations suivantes (pour (k, j) ∈ [0, .., N − 1]2) :

Fj,1 = 1,
Fj,k = cos(pjθ) si k = 2p et 0 ≤ k ≤ N − 1,
Fj,k = sin(pjθ) si k = 2p+ 1 et 0 ≤ k ≤ N − 1,
Fj,N/2−1 = (−1)j .

(5.26)

5.2.2.2 Particularités du calcul des modes propres

On considère une structure mécanique linéaire à symétrie cyclique discrétisée par la méthode
des éléments �nis et caractérisée par ses matrices de masse Ms et de raideur Ks. On note N le
nombre de secteurs et n le nombre de degrés de liberté par secteur, les matrices de masse et de
raideur sont alors de taille Nn×Nn. La recherche des modes propres de la structure revient à
la résolution du problème aux valeurs propres suivant :

(Ks − ω2Ms)Φ = 0. (5.27)

Ce problème aux valeurs propres est de taille Nn et sa résolution peut être très coûteuse dans le
cas de structures discrétisées �nement ou possédant un grand nombre de secteurs. Pour accélérer
les calculs, il est courant d'utiliser la représentation en base cyclique de l'équation (5.23). On
considère tout d'abord le secteur de référence, et on partitionne les déplacements en séparant
les ddl de frontière (à gauche g et à droite d) des ddl internes i. Dans ce cas, le vecteur des ddl
sur le secteur de référence peut se réécrire sous la forme suivante :

u =

 udui
ug

 (5.28)

et les matrices de masse M et de raideur K du secteur de référence s'écrivent :

M =

 Mdd Mdi Mdg

Mid Mii Mig

Mgd Mgi Mgg

 , K =

 Kdd Kdi Kdg

Kid Kii Kig

Kgd Kgi Kgg

 (5.29)
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Chapitre 5. Application au cas industriel de l'open rotor

Le problème aux valeurs propres posé sur le secteur de référence est donné par :

(K− ω2M)Φ = 0 (5.30)

En utilisant les relations de propagation du type ug = eikθud, il est possible de réduire la taille
du problème aux valeurs propres (5.30), qui devient :

(Kk − ω2Mk)Φ = 0 (5.31)

avec

Mk =

[
Mdd + Mgg + eikθMdg + e−ikθMgd Mdi + e−ikβMgi

Mid + eikβMig Mii

]
(5.32)

et

Kk =

[
Kdd + Kgg + eikθKdg + e−ikθKgd Kdi + e−ikβKgi

Kid + eikβKig Kii

]
(5.33)

La résolution du problème (5.31) donne les fréquences et les déformées propres pour le
diamètre k du secteur de référence. Dans le cas où k = 0 (et k = N/2 si N est pair), les matrices
associées sont symétriques réelles et les valeurs propres correspondantes sont réelles et simples
(mode non-dégénéré). Pour les autres cas (k 6= 0 et k 6= N/2), les matrices sont complexes et
hermitiennes, et les valeurs propres sont réelles et doubles. Il est alors classique de résoudre ce
problème dans un formalisme réel en séparant partie réelle et partie imaginaire [1]. Pour chaque
fréquence propre ωk, il existe deux formes propres orthogonales (Φk

c et Φk
s) formant une base de

l'espace des solutions (toutes combinaisons linéaires des formes propres Φk
c et Φk

s est également
forme propre pour la fréquence ωk). Les déformées propres ont alors la particularité de présenter
des diamètres nodaux correspondant à une ligne où les amplitudes de vibration sont nulles. Il est
classique d'organiser les modes en fonction de leur nombre de diamètres nodaux, par exemple
en traçant l'évolution de la fréquence propre de chaque famille de modes en fonction du nombre
de diamètre nodaux.

5.2.2.3 Cas des systèmes non-linéaires

Comme il a été précisé précédemment, la modélisation par symétrie cyclique n'est applicable
que dans le cas des structures linéaires. Pour des structures non-linéaires, la non-linéarité induit
des couplages entre composantes harmoniques et les problèmes ne sont plus découplés. La re-
présentation de solutions localisées sur un secteur par exemple, demanderait un grand nombre
d'harmoniques pour pouvoir être représentée correctement, et donc nécessiterait de conserver un
degré de couplage élevé entre les harmoniques. L'analyse en symétrie cyclique reste cependant
un outil utile pour l'étude des structures non-linéaires dans la mesure où elle permet d'obtenir
la forme des modes pour des vibrations à basse amplitude, ou dans le cadre d'une hypothèse de
découplage des harmoniques spatiaux. Ces modes peuvent ensuite être utilisés comme point de
départ d'une continuation destinée à calculer les modes non-linéaires.

5.3 Réduction des modèles éléments �nis générés par SAMCEF

5.3.1 Stratégie de calcul et implémentation

Dans le chapitre 2, nous avons vu que la procédure de réduction de modèle pour des systèmes
soumis à des non-linéarités géométriques se déroule en deux temps :
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5.3. Réduction des modèles éléments �nis générés par SAMCEF

� (i) calculer une base de projection ;
� (ii) calculer l'expression des e�orts non-linéaires réduits relativement à cette base de pro-
jection (procédure STEP, chapitre 2 section 2.3.2)

Des codes spéci�ques ont été écrits pour interfacer le logiciel de calcul élément �nis SAMCEF
et le logiciel de calcul scienti�que MATLAB dans le but d'e�ectuer les opérations nécessaires à
la création d'un modèle réduit. Les di�érentes parties de la stratégie de calcul sont présentées
dans l'annexe A qui pourra servir de guide d'utilisation des codes fournis à SNECMA.

Dans le but de montrer la faisabilité de la méthode et de quanti�er les résultats obtenus, ces
procédures sont tout d'abord appliquées à un cas simple de poutre 3D non-linéaire.

5.3.2 Application sur un cas académique de poutre 3D

5.3.2.1 Description du modèle

On se propose d'illustrer les procédures décrites précédemment sur un cas de poutre 3D
traité par SAMCEF. La poutre possède les mêmes propriétés géométriques et de matériaux que
la poutre 1D présentée dans la section 2.1.3. Elle est encastrée à ses deux extrémités. Le maillage
comporte 10 éléments sur la longueur et 2x2 éléments dans la section. Les éléments sont cubiques
à 20 n÷uds de degré deux "explicites" (ie sans degrés de liberté internes dans la terminologie
SAMCEF). Le modèle est composé de 297 n÷uds, chacun associé à 3 ddl. Une illustration de la
poutre et de son maillage est donnée en Fig.5.2.

Figure 5.2 � Modèle de poutre 3D et son maillage (réalisé sous SAMCEF v12.1)

Une analyse modale préliminaire nous donne les fréquences propres du premier mode trans-
verse et du 4ème mode axial (table 5.1). On retrouve bien une fréquence de résonance pour le
premier mode transverse autour de 160 Hz.

Mode 1F 4I
Fréquence [Hz] 160.25 10422

Table 5.1 � Fréquence propre du premier mode transverse et du 4e mode longitudinal du modèle
de poutre 3D calculées par SAMCEF
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Chapitre 5. Application au cas industriel de l'open rotor

Dans la suite de cet exemple, on considèrera deux bases de réduction pour le modèle de la
poutre 3D :

� Cas 1 : 1er mode transverse (1F) + 4e mode longitudinal (4I),
� Cas 2 : 1er mode transverse (1F) + dérivée modale (1,1) (MD11).

Ces deux bases de réduction vont permettre de comparer les résultats de la réduction de modèle
d'un poutre 3D avec les résultats obtenus dans les chapitres 2 et 3 sur la poutre 1D.

5.3.2.2 Réduction du modèle : cas 1

Ce premier cas va permettre de tester la validité de la méthode de réduction pour les modèles
SAMCEF. On rappelle que dans ce cas le modèle est réduit sur le premier mode transverse et
le quatrième mode axial (cf Figs. 5.3 et 5.4). Les amplitudes modales utilisées pour q1 = qv
(1F) sont dans l'intervalle [1e-4, 1e-1] et les amplitudes modales utilisées pour q2 = qu (4I) sont
dans l'intervalle [1e-5, 1e-2]. Après réduction, on obtient alors un système à deux ddl qui peut
se mettre sous la forme suivante :

k̃u,uqu + k̃u,vqv + k̃u,uuq
2
u + k̃u,vvq

2
v + k̃u,uuuq

3
u + k̃u,vvvq

3
v + k̃u,uvquqv + k̃u,uuvq

2
uqv

+k̃u,uvvquq
2
v = fu

k̃u,vqu + k̃v,vqv + k̃v,uuq
2
u + k̃v,vvq

2
v + k̃v,uuuq

3
u + k̃v,vvvq

3
v + k̃v,uvquqv + k̃v,uuvq

2
uqv

+k̃v,uvvquq
2
v = fv

(5.34)

avec les valeurs des coe�cients données par la table 5.2 (seuls les termes non nuls sont présentés).

Figure 5.3 � Forme propre du premier mode transverse calculé par SAMCEF

Coe�cient ku,u ku,uu ku,vv ku,uuu ku,uvv
EF 3D SAMCEF 4.2886e9 -1.0382e8 -5.1664e8 1.15e11 1.3040e10
Coe�cient kv,v kv,vvv kv,uv kv,uuv
EF 3D SAMCEF 1.0139e6 1.6308e9 -1.033e9 1.304e10

Table 5.2 � Raideurs non-linéaires réduites pour le cas de poutre 3D traité par SAMCEF.
Réduction sur les modes 1F et 4I calculés par STEP

On remarque que certains des coe�cients calculés par STEP pour le modèle éléments �nis
3D sont proches de ceux calculés pour le modèle 1D d'Euler-Bernoulli (en particulier pour les
coe�cients linéaires). En revanche, on observe parfois de fortes di�érences, en particulier pour le
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5.3. Réduction des modèles éléments �nis générés par SAMCEF

Figure 5.4 � Forme propre du 4e mode axial calculé par SAMCEF

terme kv,vvv qui est environ deux fois plus grand que le même coe�cient calculé pour le modèle
d'Euler-Bernoulli. On en conclut que la réduction du modèle 3D par le premier mode transverse
plus le quatrième mode axial est plus raide que la réduction du modèle 1D pour ces même modes.
En termes de réponse en fréquence, la courbe représentant l'évolution de l'amplitude en fonction
de la fréquence est donnée sur la Fig.5.5, où on observe bien le caractère très raidissant de la
réduction sur les modes 1F et 4I par rapport aux résultats de la poutre d'Euler non réduite.

Figure 5.5 � FRF de la poutre 3D réduite sur le mode 1F et 4I. Comparaison avec la FRF de
la poutre d'Euler-Bernoulli (non réduite)

5.3.2.3 Réduction du modèle : cas 2

Dans ce deuxième cas, on réduit le modèle sur le premier mode transverse et sur la dérivée
modale (1,1). Cela va nous permettre de mettre en place le calcul des dérivées modales avec
SAMCEF et de comparer les résultats avec le modèle de poutre d'Euler-Bernoulli.
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Chapitre 5. Application au cas industriel de l'open rotor

Pour le calcul de la dérivée modale (1,1), on impose un déplacement sur le premier mode
propre pour une amplitude q1 = 1e−3, et on calcule le premier mode propre de cette con�guration
déformée, en�n on calcule la dérivée modale par l'équation (2.30). Une représentation de la forme
de la dérivée modale (1,1) est donnée sur la Fig.5.6 et les déplacements de la ligne moyenne sont
donnés sur la Fig.5.7. Comme dans le cas de la poutre d'Euler-Bernoulli on observe bien que la
dérivé modale (1,1) est composée d'un déplacement axial proche du mode 4I et d'un déplacement
transverse proche du mode 3F.

Figure 5.6 � Forme propre de la dérivée modale (1,1) calculée par SAMCEF
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Figure 5.7 � Déplacement de la ligne moyenne dans les 3 directions pour la dérivée modale
(1,1) calculée par SAMCEF

En notant q1 l'amplitude du premier mode transverse (1F) et q2 l'amplitude de la dérivé
modale (1,1) (MD11), les coe�cients du modèle réduit correspondant à l'équation (5.34) sont
donnés dans la table Tab.5.3.

La Fig.5.8 présente l'évolution de l'amplitude en fonction de la fréquence pour la réduction
sur le mode 1F et la dérivée modale (1,1). On observe que l'utilisation de la dérivée modale
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5.3. Réduction des modèles éléments �nis générés par SAMCEF

Coe�cient k1,1 k1,22 k1,111 k1,222 k1,12 k1,112

EF 3D SAMCEF 1.0139e6 5.3576e9 1.631e9 -3.0506e10 -9.14e9 -2.651e9
Coe�cient k1,122 k2,2 k2,11 k2,22 k2,111 k2,222

EF 3D SAMCEF 5.7725e10 3.2461e10 -4.66e9 -4.5512e11 -9e8 1.7137e12
Coe�cient k2,12 k2,112 k2,122

EF 3D SAMCEF 1.0715e10 5.7725e10 -9.1516e10

Table 5.3 � Raideurs non-linéaires réduites pour le cas de la poutre 3D traité par SAMCEF.
Réduction sur les modes 1F et MD11 calculés par STEP

Figure 5.8 � FRF de la poutre 3D réduite sur les mode 1F et MD (1,1). Comparaison avec la
poutre d'Euler-Bernoulli non réduite.
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Chapitre 5. Application au cas industriel de l'open rotor

Figure 5.9 � Maillage éléments �nis du modèle de pale d'open rotor

nous donne des résultats moins raides que la réduction sur les modes 1F et 4I, et qu'elle permet
également de retrouver des résultats proches de ceux de la poutre d'Euler-Bernoulli non réduite.

5.4 Application à la réduction du modèle de pale de l'open rotor

5.4.1 Description du modèle

L'objet de l'étude est une pale d'hélice d'open rotor, dont une représentation du maillage est
donnée sur la Fig.5.9. Ce modèle comporte 41 698 n÷uds, ce qui correspond à n = 41 698×3 =
125 094 ddl.

On considèrera dans la suite que la pale est encastrée au niveau de ses portées et qu'une
force ponctuelle et harmonique est appliquée en tête d'aube au niveau du bord d'attaque côté
extrados (n÷ud 34 632). L'amplitude de la force imposée est de F = 25N . On introduit a priori
un amortissement modal de ξ = 0.03 pour le premier mode. Les bases de réduction utilisées pour
ces premiers résultats seront composées de vecteurs de la base modale linéaire et de dérivées
modales.
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5.4. Application à la réduction du modèle de pale de l'open rotor

5.4.2 Réduction sur les premiers modes linéaires

On utilise les algorithmes de réduction présentés précédemment pour réduire le modèle de
la pale sur les 5 premiers modes propres de la structure. On e�ectue les réductions de manière
séquentielle, c'est-à-dire que l'on considère la réduction sur le premier mode, puis sur les deux
premiers modes, etc. Cela permet en particulier de mettre en évidence une éventuelle convergence
des résultats. Les formes des 5 modes considérés sont représentées sur la Fig.5.10.

(a) mode 1 (b) mode 2

(c) mode 3 (d) mode4

(e) mode 5

Figure 5.10 � Forme des cinq premiers modes propres de la structure industrielle (norme du
déplacement)

Au niveau de la construction du modèle réduit pour 5 modes, on doit imposer un déplacement
sur 1, 2 ou 3 modes pris parmi les 5 modes disponibles. Pour un déplacement imposé sur 1 mode,
on considère 5 amplitudes di�érentes, ce qui amène à 25 calculs statiques. Pour un déplacement
sur 2 modes, il y a 10 paires de modes à considérer, ce qui conduit à 4 combinaisons (décrites
dans l'équation (A.2)) et ce pour 5 amplitudes di�érentes, ce qui conduit à 200 calculs statiques.
En�n pour un déplacement imposé sur 3 modes, il y a 10 triplets de modes à considérer, ce qui
conduit à 10 combinaisons (décrites dans l'équation (A.3)) et ce pour 5 amplitudes di�érentes,
ce qui mène à 400 calculs statiques. Au �nal on doit réaliser 25 + 200 + 400 = 625 calculs
statiques. Notons que ces calculs sont relativement rapides car il s'agit seulement d'évaluer les
e�orts en fonction des déplacements imposés (il n'y pas de résolutions non-linéaires). Dans ce
cas, la création du modèle pour 5 modes requiert une cinquantaine d'heures.

Pour évaluer la convergence des coe�cients du modèle réduit, on trace l'évolution des coef-
�cients ki,i,i, ki,i,i,i, ki,i,j , ki,i,i,j et ki,i,j,j pour i = 1, 2 et j = 1, 2. Les résultats sont donnés sur
les Figs. 5.11 et 5.12.
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Figure 5.11 � Evolution des coe�cients k1,1,1, k2,2,2, k1,1,1,1 et k2,2,2,2 en fonction du nombre
de modes retenus dans le modèle réduit
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Figure 5.12 � Evolution des coe�cients k1,1,2, k1,1,1,2 et k1,1,2,2 en fonction du nombre de modes
retenus dans le modèle réduit

D'une manière générale, ces �gures montrent que les coe�cients ne varient pas trop en
fonction du nombre de modes considérés (sauf peut être pour le coe�cient k1,1,1, mais celui-ci a
une valeur très faible par rapport aux autres coe�cients).
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On peut simuler le comportement dynamique de la structure pour une force ponctuelle F ,
appliquée du côté libre de la pale (n÷ud 34 632), selon la direction y, d'amplitude de 25 N, en
utilisant les modèles réduits que l'on vient de calculer. Les résultats sont tracés sur la Fig.5.13.
Encore une fois on observe que la réduction sur un seul mode (sur le premier mode) induit un
e�et rigidi�ant arti�ciel qui tend à s'atténuer lorsque le nombre de modes utilisés pour construire
le modèle réduit augmente. On observe également une convergence apparente des résultats, les
FRFs calculées sur un modèle réduit à 3, 4 ou 5 modes sont sensiblement les mêmes. Ces résultats
sont à analyser avec précautions, en e�et, il n'existe pas de solutions de référence auxquelles les
comparer (il est, à ce jour, extrêmement di�cile de réaliser une analyse dynamique non-linéaire
sur la structure complète) et les seuls moyens de valider ces résultats seraient de considérer un
modèle réduit avec plus de modes ou encore de les comparer avec des résultats expérimentaux.

Figure 5.13 � Evolution de la FRF de la pale pour une excitation ponctuelle calculée à partir
d'un modèle réduit sur les 5 premiers modes de la structure

5.4.3 Introduction des dérivées modales dans la base de projection

On considère maintenant l'introduction de dérivées modales dans la base de projection a�n
d'observer leurs contributions à une amélioration éventuelle des résultats. Etant donné que l'on
étudie le comportement de la structure autour de sa première fréquence de résonance, on ne
considèrera que la dérivée modale (1,1) notée ∂Φ1,1 et on réduira le système sur les deux bases
suivantes :

� (i) mode 1F et dérivée modale (1,1),
� (ii) modes 1F, 2F et dérivée modale (1,1).
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Chapitre 5. Application au cas industriel de l'open rotor

Pour le calcul de ∂Φ1,1, on suit la procédure décrite à la section A.0.3. L'amplitude utilisée
pour imposer un déplacement statique sur le premier mode linéaire Φ1 est de q1 = 1e− 3, et on
calcule le premier mode propre dans la con�guration déformée Φd

1. La dérivée modale (1,1) est
alors dé�nie par :

∂Φ1,1 =
Φd

1 −Φ1

q1
. (5.35)

La forme de la dérivée modale (1,1) est représentée sur la Fig.5.14. Celle-ci correspond à un
déplacement en forme de "papillon" dans la direction transverse et peut, dans une certaine
mesure, être rapprochée du 2ème mode propre linéaire (Fig.5.10)

Figure 5.14 � Représentation de la dérivée modale (1,1) pour la pale d'open rotor

Après avoir calculé cette dérivée modale, on construit les deux bases de réduction Ψ1 =
[Φ1, ∂Φ1,1] et Ψ2 = [Φ1, Φ2, ∂Φ1,1] et on estime les coe�cients du modèle réduit en appliquant
la procédure STEP décrite à la section A.0.2. Finalement, on utilise ces résultats pour simuler
le comportement dynamique de la structure autour de son premier mode de vibration.

La Fig.5.15 compare les résultats obtenus en utilisant les bases Ψ1 et Ψ2 et la base composée
des 5 premiers modes propres décrite dans la partie précédente. On observe ici que l'ajout de
∂Φ1,1 ne permet malheureusement pas d'améliorer les résultats (si on considère que la solution
de référence est la solution calculée avec les 5 premiers modes).

Ces résultats ne signi�ent pas forcément que les dérivées modales ne permettent pas d'amé-
liorer les résultats, mais ils indiquent que la dérivée modale (1,1) n'est peut être pas la meilleure
candidate pour cette con�guration. D'autre calculs seraient nécessaires pour con�rmer ou in�r-
mer ces résultats, par exemple en considérant des dérivés modales (1,2) ou (1,3). Se pose ici la
question du choix d'une base de dérivées modales (ou de modes linéaires) permettant d'obtenir
un modèle réduit représentatif et e�cace. Il est clair qu'une stratégie de choix a priori devrait
être mise en place pour rendre l'approche e�cace. Ces développements n'ont pas pu être réalisés
par manque de temps, mais feront l'objet de futurs recherches.
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Figure 5.15 � Comparaison des réponses en fréquence pour di�érents modèles réduits de pale
d'open rotor

5.5 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons utilisé une partie des méthodes de réduction de modèle présen-
tées dans le chapitre 2 a�n de réduire des modèles tridimensionnels de structures mécaniques.
Des algorithmes spéci�ques ont été implémentés pour mettre en place la méthode de réduction
en lien avec le logiciel SAMCEF (logiciel d'éléments �nis utilisé par SNECMA). Deux applica-
tions ont été traitées, une première correspondant à un cas simple de poutre 3D et le second
correspondant à un exemple de structure industrielle. Pour le cas de la poutre bi-encastrée, les
résultats ont été comparés avec ceux du chapitre 2, et ils montrent que, dans ce cas, l'utilisation
de dérivées modales pour compléter la base de projection permet de retrouver des résultats en
cohérence avec les résultats du modèle 1D obtenus dans le chapitre 2.

En�n nous avons présenté l'application des méthodes de réduction, et en particulier la pro-
cédure d'évaluation des raideurs non-linéaires (STEP) au cas d'une aube d'open rotor. Les
simulations ont été réalisées sur une pale seule, dont les portées sont supposées �xes. La struc-
ture est réduite sur une base comprenant les 5 premiers modes linéaires, et on étudie l'in�uence
de la taille de la base sur la réponse dynamique. Les résultats font apparaître une convergence
empirique, qu'il faudrait étayer par d'autres simulations ou par des résultats expérimentaux,
étant donné qu'il n'existe pas de solution de référence pour ce modèle. L'utilisation des déri-
vées modales a également été envisagé pour compléter la base de réduction de ce modèle. Ici,
les dérivées modales qui ont été choisies, ne permettent malheureusement pas d'améliorer les
résultats. Cependant, au vu des résultats obtenus pour la poutre 3D, nous pensons que des
dérivées modales bien choisies devraient être à même d'améliorer la qualités du modèle réduit
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Chapitre 5. Application au cas industriel de l'open rotor

de la structure industrielle, la question réside donc dans le choix des dérivées modales à inclure
dans la base de réduction.

En termes de perspectives, un premier objectif pour des travaux futurs serait de valider les
méthodes de réduction et les résultats présentés dans cette section. Etant donné qu'il semble
di�cile d'obtenir une solution de référence pour le modèle de l'aube en non-linéaire géométrique,
il serait judicieux de construire un modèle proche avec moins de degrés de libertés et pour lequel
on serait en mesure de calculer une solution de référence (par HBM ou autre). On pourrait par
exemple construire un modèle de plaque vrillée, en commençant par un modèle 2D (modèle de
plaque) puis en continuant avec un modèle 3D.

Une autre méthode de validation serait de réaliser des expériences sur une pale seule, encas-
trée dans un mors et soumise à une excitation périodique. Les résultats expérimentaux permet-
traient alors d'obtenir di�érentes informations, et en particulier le niveau d'excitation nécessaire
pour faire apparaître des phénomènes non-linéaires. De plus, ils permettraient de dé�nir un
coe�cient d'amortissement représentatif de la structure.

Une autre perspective importante consisterait à prendre en compte le disque et à construire
e�ectivement un modèle à symétrie cyclique. En e�et, dans les sections précédentes, nous avons
appliqué une méthode de réduction sur une pale seule et encastrée au niveau de ses portées. Nous
pourrions ainsi prendre en compte un couplage linéaire entre les secteurs tout en conservant la
caractéristique non-linéaire de la pale.

Une ultime réduction pourrait être réalisée, dans l'objectif d'étudier les solutions multiples
du problème. En e�et, la construction des modes non-linéaires du secteur pourra être avanta-
geusement réutilisée dans un modèle de roue aubagée complète donnant accès à un problème
compact et donc gérable par les techniques de recherche de solutions multiples présentées dans
le chapitre 4.1.
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Conclusions et perspectives

Les travaux réalisés dans cette thèse concernent l'étude des systèmes vibratoires mécaniques
non-linéaires et s'articulent principalement autour de deux axes : la réduction de modèle et la
recherche exhaustive des solutions périodiques.

Dans un premier temps (chapitre 2), une étude comparative des méthodes de réduction par
projection de Galerkin a été e�ectuée. On a détaillé les procédures de choix de di�érentes bases
de projection, soit calculées directement à partir des données mécaniques du modèle (a priori),
soit calculées à partir de simulations ou d'expériences préliminaires (a posteriori). Dans l'optique
d'une application à des structures industrielles, on s'est tourné vers un choix de base a priori, car
cela demande moins de calculs que le choix d'une base a posteriori. Une attention particulière
a été portée au traitement des termes correspondant à la projection des e�orts non-linéaires,
puisque l'évaluation de ces derniers joue un rôle crucial dans les performances des méthodes de
réduction. Dans le cadre particulier des non-linéarités géométriques, le choix a été fait d'estimer
les termes réduits à partir d'une approximation polynomiale basée sur une simulation statique.
Cette stratégie permet d'éviter de recalculer le champ de forces non-linéaires du modèle complet
à chaque itération, ce qui accélère l'évaluation des équations dans les processus de résolution
du système réduit. Dans le cadre des structures industrielles, une fois que l'approximation a été
calculée, elle a permis d'obtenir un modèle réduit totalement indépendant du modèle complet,
ce qui évite notamment les échanges de données entre les logiciels éléments-�nis et les logiciels
spéci�ques associés au traitement des équations non-linéaires.

Toujours sur la réduction de modèle, il a été envisagé (chapitre 3) d'utiliser des méthodes de
réduction dans le cadre spéci�que de la recherche des solutions vibratoires non-linéaires par la
méthode HBM. Une application originale des méthodes de Proper Generalized Decomposition
(PGD) a été ainsi proposée. La méthode PGD permet de calculer simultanément une base de
réduction et la solution. La base de réduction peut ainsi évoluer en fonction de certains para-
mètres (comme la fréquence d'excitation) pour s'adapter aux variations de comportement du
système. Cette approche fournit une bonne approximation de la solution en fonction d'un pe-
tit nombre de paramètres. Cependant, par construction, la méthode est totalement dépendante
du modèle complet, dans le sens où on doit évaluer certaines quantités sur ce modèle pour les
projeter sur des espaces qui évoluent. Ainsi les performances sont moins intéressantes que lors
d'une réduction incluant une fois pour toutes l'estimation des e�orts non-linéaires. Dans le cadre
de la recherche de solution périodiques par HBM, on a également proposé de réduire le nombre
d'équations algébriques en utilisant des méthodes de sélection d'harmoniques. Elles ont pour but
de prédire les composantes fréquentielles les plus signi�catives dans une solution et de ne retenir
que celles-ci dans le calcul e�ectif de cette solution. On a ainsi proposé (chapitre 3) une méthode
de sélection d'harmonique e�cace basée sur l'information contenue dans les prédictions associées
aux méthodes de continuation. Cette méthode permet de gérer indépendamment le contenu fré-
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quentiel de chaque degré de liberté pour chaque fréquence de calcul. Les gains obtenus en terme
de temps de simulation sont en moyenne (sur les exemples traités) de l'ordre d'un facteur 2 à
4. En�n, dans le chapitre 5, une partie des méthodes de réduction de modèle exposées dans ce
manuscrit ont été appliquées dans le cadre de la réduction des structures 3D avec non-linéarités
géométriques. Au vu des résultats exposés au chapitre 2, la méthode de réduction par projection
de Galerkin a été choisie pour sa facilité de mise en ÷uvre. La méthode d'estimation des e�orts
non-linéaires réduits est nécessaire pour les modèles éléments-�nis, car il n'est pas possible d'ob-
tenir directement une expression des e�orts non-linéaires en fonction des degrés de liberté. Des
codes spéci�ques ont été écrits pour interfacer le logiciel de calcul éléments-�nis SAMCEF, uti-
lisé par Snecma, et le logiciel de calcul numérique Matlab, utilisé pour la résolution du système
réduit. Ils permettent le calcul des dérivées modales et l'approximation des e�orts non-linéaires
réduits pour des modèles 3D générés par SAMCEF. Les di�érentes procédures ont été testées sur
un cas de poutre 3D non-linéaire et donnent des résultats cohérents avec ceux d'un modèle 1D
utilisé au préalable pour tester les méthodes de réduction. Une première application de ces pro-
cédures sur un modèle industriel de pale d'open rotor est également faite (chapitre 5). Le modèle
de pale est réduit sur la base de ses premiers modes propres, complétés par leurs dérivées mo-
dales. Les premiers résultats montrent un début de convergence du comportement non-linéaire.
Ceux-ci devront être complétés par l'augmentation de la taille de la base de réduction, ou sa
modi�cation à l'aide de vecteurs pouvant être issus de di�érents calculs de dérivées modales.

Le deuxième axe des travaux a porté sur la recherche exhaustive des solutions périodiques des
systèmes dynamiques non-linéaires. De manière générale, un sous-ensemble des solutions peut
être déterminé par l'utilisation de méthodes de continuation couplées à un suivi des bifurcations.
Cependant, il a été montré, en particulier dans ce manuscrit, que certaines solutions ne peuvent
pas s'obtenir de cette manière dans la mesure où elles sont "déconnectées" des autres solutions.
Dans le cadre de la recherche des solutions périodiques par HBM pour des systèmes avec non-
linéarités polynomiales (du type des non-linéarités géométriques), il a été proposé (chapitre 4.1)
d'utiliser des méthodes basées sur le calcul de bases de Groebner pour résoudre totalement les
systèmes d'équations algébriques associés. La méthode transforme le problème en la résolution
d'un problème aux valeurs propres de taille égale au nombre de solutions (réelles ou complexes)
du système algébrique. La résolution de ce problème permet alors de déterminer numériquement
les solutions. L'avantage par rapport aux méthodes d'homotopies est que cette méthode n'est
pas basée sur des méthodes de continuation, ce qui évite de suivre des chemins divergents et
permet le calcul direct des solutions. L'application de ces méthodes à des systèmes à symétrie
cyclique simples et comportant des non-linéarités cubiques montre que, même pour des excita-
tions simples, le comportement dynamique du système peut être extrêmement riche et complexe.
En�n, dans un esprit plus prospectif, une extension de ces méthodes de recherche de solutions
multiples a été proposée dans le cadre des systèmes d'équation possédant une certaine symétrie
(symétrie cyclique par exemple). L'utilisation de la théorie des groupes, couplée aux méthodes
matricielles de détermination des solutions permet de réduire la taille de l'ensemble des solutions
en dé�nissant des classes d'équivalence pour les di�érentes solutions. Cela permet de rendre plus
e�cace la recherche des solutions multiples dans la mesure où les solutions similaires ne sont
comptées qu'une seule fois et que, de ce fait, les ensembles considérés sont moins grands.

En termes de pistes pour des travaux futurs, on peut premièrement considérer la nécessité
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de consolider et d'améliorer les techniques de réduction de modèle utilisées dans ce manuscrit.
Pour les méthodes de projection de Galerkin, il serait par exemple intéressant de dresser une
liste de critères permettant de sélectionner les vecteurs de la base de projection, en particu-
lier dans le cadre de l'utilisation des dérivées modales. En e�et, dans cette étude, les dérivées
modales à ajouter pour compléter la base linéaire ont été choisies simplement, en s'appuyant
sur des considérations fréquentielles, ce qui ne permet pas toujours d'améliorer les résultats. La
présence d'un critère de sélection des dérivées modales basé sur d'autres éléments, quantitatifs,
permettrait probablement d'obtenir de meilleures bases de réduction.

De manière générale, les bases de projection utilisées dans ce manuscrit ont été choisies a
priori, c'est-à-dire calculées à partir des données mécaniques de la structure, ceci dans le but de
limiter les calculs nécessaire à leur détermination. Cependant, il s'avère que pour déterminer une
approximation des e�orts non-linéaires réduits, on doit réaliser une série de calculs statiques sur
le modèle complet. Il est clair que les résultats de ces calculs contiennent des informations sur le
comportement de la structure qui ne sont pas toutes exploitées (ie les informations orthogonales
à la base de projection). Il serait alors intéressant de considérer l'étude de ces résultats pour
déterminer un ensemble de vecteurs pouvant compléter la base de projection initiale.

Au niveau de l'évaluation des raideurs réduites, il serait judicieux de réaliser une étude plus
poussée sur la méthode proposée, par exemple en déterminant le nombre optimal de calculs
statiques à considérer (et les combinaisons de modes associées) pour obtenir une approximation
plus �able des e�orts non-linéaires réduits. Cela devrait permettre d'optimiser les temps de calcul
et de donner des intervalles de validité pour les expressions réduites. Par ailleurs, il est en théorie
possible d'envisager la création d'une méthode similaire pour les e�orts non-linéaires dépendant
de la vitesse. En e�et, la méthode d'estimation des termes non-linéaires réduits présentée ici
n'est envisagée que pour les non-linéarités faisant intervenir le seul déplacement, ce qui exclut
par exemple les problèmes de frottement. En supposant la forme des e�orts non-linéaires réduits,
il est possible d'introduire des e�ets de vitesse via des simulations préliminaires dynamiques.

Pour consolider les résultats obtenus sur la réduction de modèle des structures 3D, et en
particulier les résultats de l'application industrielle, il serait souhaitable d'appliquer une partie
des méthodes sur un modèle de complexité intermédiaire, comme une plaque vrillée, pour laquelle
on sait calculer une solution de référence. Cela permettrait de quanti�er les performances et
la qualité des méthodes de réduction plus précisément qu'avec des modèles 1D trop simples.
La création de modèles réduits performants prenant en compte les non-linéarités géométriques
devrait, à terme, être su�samment souple pour permettre l'intégration de nouvelles sources de
non-linéarité, comme par exemple le frottement.

En�n, pour valider les résultats de la réduction de la structure industrielle, il faudrait com-
parer les résultats obtenus à des résultats d'essais expérimentaux, mais cela dépend de leur
disponibilité.

Au niveau de la recherche des solutions multiples, les résultats présentés dans ce manuscrit
ont montré que l'application des méthodes disponibles reste limitée à des systèmes de petite
taille (une dizaine de variables) en raison de la croissance exponentielle du nombre de solutions
quand on augmente le nombre de variables. Cependant, l'extension proposée basée sur la prise
en compte des symétries permet d'envisager le cas de systèmes plus gros puisqu'elle permet de
réduire le nombre de solutions à chercher. Dans ce contexte, on peut envisager une application
de cette méthode à des systèmes plus compliqués que ceux considérés dans le manuscrit, par
exemple des systèmes à symétrie cyclique comportant plusieurs degrés de liberté par secteur.
D'autre part, les méthodes proposées ici traitent des solutions dans leur ensemble, et on s'aperçoit
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qu'une grande majorité des solutions est complexe et que seule une petite partie des solutions
est réelle. Des améliorations pourraient alors être apportées en ne considérant que la recherche
des solutions réelles des systèmes d'équations algébriques.

En�n, à un niveau plus théorique, ce manuscrit ne considère que l'étude des solutions pé-
riodiques. Or, il existe d'autres types de solutions pour les systèmes dynamiques non-linéaires,
comme les solutions quasi-périodiques. Ces solutions font intervenir plusieurs composantes fré-
quentielles de base, incommensurables entre elles, et ne peuvent pas être déterminées à partir de
la méthode HBM classique. Dans un souci d'exhaustivité, il est envisageable de développer et
d'intégrer des méthodes de recherche de solutions quasi-périodiques dans les méthodes d'analyse
des systèmes dynamiques présentées ici.
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Annexe A

Formatage du modèle SAMCEF et

stratégie de calcul pour la réduction de

modèle

Dans le chapitre 2, nous avons vu que la procédure de réduction de modèle pour des systèmes
soumis à des non-linéarités géométriques se déroule en deux temps :

� (i) calculer une base de projection ;
� (ii) calculer l'expression des e�orts non-linéaires réduits relativement à cette base de pro-
jection (procédure STEP, chapitre 2, section 2.3.2).

On montre ici comment ces deux opérations peuvent être réalisées à partir d'un logiciel
éléments �nis (dans notre cas SAMCEF) et de Matlab. On commencera par la description de la
procédure STEP réalisée à l'aide de SAMCEF, puis on donnera des indications particulières sur
le calcul des bases de projection à partir de SAMCEF. Cette annexe est prioritairement destinée
au bureau d'études de Snecma et sert de support aux algorithmes qui lui ont été fournis.

A.0.1 Pré-traitement du modèle SAMCEF

A.0.1.1 Formatage du jeu de données

En général, un modèle éléments �nis se compose de trois parties : une partie de dé�nition de
la structure (géométrie, maillage, matériaux . . .), une partie donnant les conditions aux limites
(déplacements imposés, forces imposés . . .) et en�n une partie de dé�nition du calcul (analyse
modale, calcul non-linéaire statique . . .). Par souci de modularité on choisit d'associer à chaque
partie un �chier distinct, cela permet en particulier de changer les conditions aux limites ou le
type de calcul de manière simple sans avoir à réécrire les données géométriques.

On suppose alors que la partie géométrique du modèle est consignée dans le �chier data_-
NomPb.dat, que les conditions aux limites sont données dans le �chier clm_NomPb_CLMtype.dat
et que la description du calcul est donnée dans le �chier comp_NomPb_CompType.dat. Le �chier
de description du calcul fait appel aux deux autres �chiers grâce aux commandes suivantes :

INPUT.MODELE "data_NomPb.dat"
INPUT.BOUNDARYCONDITION "clm_NomPb_CLMtype.dat"
...

(A.1)
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A.0.1.2 Analyse modale préliminaire

Avant de pouvoir appliquer la procédure STEP, il est nécessaire d'e�ectuer une analyse
modale du système au repos (ie soumis uniquement à ses conditions aux limites de départ).
Cette analyse modale permet au passage d'obtenir les matrices de masse et de raideur linéaire
du système complet (utilisation de la routine Fortran u11toIJ.f pour lire le �chier binaire .u11
contenant les résultats).

Le �chier décrivant le calcul est nommé comp_NomPb_ModalBasis_0.dat. Le lancement du
calcul ainsi que la récupération des modes propres par Samres se fait en appelant lance_NomPb-
_ModalBasis.sh. Le �chierNomPb_ModalBasis.ans généré par Samres contient les formes propres
linéaires des modes calculés.

A.0.2 Procédure STEP à partir de SAMCEF

On suppose que l'on dispose d'une base de projection Φ de taille n×r, ainsi que des matrices
de masse et de raideur linéaire M et K obtenues par un calcul préliminaire. La procédure STEP
(méthode en déplacement imposé) se déroule alors en trois temps :

1. Ecriture des jeux de données pour réaliser les calculs statiques.

2. Résolution des problèmes dé�nis dans l'étape précédente.

3. Traitement des résultats pour en extraire les forces réduites.

Le lancement d'un calcul global (ie étapes 1,2,3 et éventuellement une étape 0 correspondant
au calcul des dérivées modales) se fait grâce au �chier de lancement lanceGlobal_PoutreSam.sh.
Le détail des étapes 1 à 3 est donné dans la suite de cette section.

Etape 1 (Matlab)

Cet étape permet de générer les jeux de données qui dé�nissent les calculs statiques associés
à un déplacement imposée sur une combinaison de un, deux ou trois modes. Ces jeux de données
sont créés par la routine MakeDatCompForceFromDispOnProjectionBasis.m qui prend comme
argument la base de réduction. Les déplacements sur un deux ou trois modes sont gérés séparé-
ment et leurs amplitudes sont gérées par une fonction qui permet de faire varier l'amplitude en
fonction du temps. Pour un déplacement sur deux modes i et j on considère les 4 combinaisons
suivantes :

(i) + (j), (i)− (j), (i) +
1

2
(j), (i)− 1

2
(j) (A.2)

En�n pour un déplacement sur 3 modes i, j et k on considère les 10 combinaisons suivantes :

(i) + (j) + (k), (i) + (j)− (k), (i)− (j) + (k), (i)− (j)− (k), (i) + (j) + 1
2(k),

(i) + (j)− 1
2(k), (i) + 1

2(j) + (k), (i)− 1
2(j) + (k), 1

2(i) + (j) + (k), −1
2(i) + (j) + (k).

(A.3)
On note que les combinaisons de mode utilisées peuvent être adaptées en fonction des modes
considérés.

Une fois que cette routine a été exécutée, on obtient les �chiers suivants :

1. une liste de �chier contenant les conditions aux limites pour un déplacement imposé sur un,
deux ou trois modes (clm_NomPb_DepMode_Basis_nMode_casI.dat) pour n = 1, 2, 3 et
I variables selon le nombre de mode considéré (I = 1, 2 pour n = 1, I = 1..4 pour n = 2
et I = 1..10 pour n = 3).
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2. une liste de �chier contenant les instructions de lancement des calculs statiques non li-
néaires (comp_NomPb_Force_DepMode_Basis_nMode_casI.dat).

3. un �chier permettant l'exécution de tous les calculs dé�nis précédemment ainsi que la
récupération des résultats (i.e. des e�orts) à partir d'un terminal linux (lance_NomPb_-
GetForcesFromDepMode.sh).

Etape 2 (SAMCEF)

Le lancement des calculs se fait simplement en exécutant le �chier lance_NomPb_GetForces-
FromDepMode.sh à partir d'un terminal linux. On note que les di�érentes amplitudes sont en
fait gérées par le paramètre subcase (.SUB) de SAMCEF ainsi que grâce à une fonction qui
permet de faire varier l'amplitude des déplacements imposés (la fonction peut être dé�nie en
même temps que les données géométriques).

On obtient alors une série de �chiers générée par Samres contenant les e�orts induits par les
déplacements imposés NomPb_Forces_DepMode_Basis_nMode_casI.ans.

Etape 3 (Matlab)

La récupération des résultats SAMCEF et la génération du modèle réduit se fait en exécutant
la routine MakeReducedModelFromSamcefResult.m qui prend comme argument les �chiers de
résultats générés par Samres. Après avoir récupéré les e�orts, la routine permet l'évaluations
des coe�cients linéaires k(r)

s,n et non linéaires k(2,r)
s,n,m et k(3,r)

s,n,m,l au travers de la résolution des
équations (2.59,2.61,2.62) (voir chapitre 2). Ces paramètres peuvent ensuite être utilisés pour
réaliser une étude dynamique par HBM sur le modèle réduit.

Une étape de véri�cation des coe�cients linéaires est également e�ectuée en comparant les
coe�cients linéaires obtenus par STEP avec les coe�cients linéaires obtenus par projection de
Galerkin (k(r)

s,n = ΦT
s KΦn).

A.0.3 Calcul des dérivées modales à l'aide de SAMCEF

On présente ici la procédure utilisée pour calculer les dérivés modales à partir de SAMCEF.
La méthode utilisée est la méthode numérique faisant intervenir la résolution de deux problèmes
aux valeurs propres (méthode 3, chapitre 2 section 2.2.1.3). La mise en ÷uvre de la méthode se
fait en trois étapes :

1. Ecriture des jeux de données pour un déplacement imposé sur un mode propre linéaire.

2. Calcul des modes propres de la structure dans la con�guration déformée.

3. Traitement des résultats pour en extraire les dérivées modales.

Etape 1 (Matlab)

Cette étape permet de générer les jeux de données nécessaire au calcul des modes propres
d'une con�guration déformée. Ces jeux de données sont créés par la routine MakeDatModal-
Derivative.m qui prend comme argument une série de couple {(i, j), δqj}, 1 ≤ i, j ≤ nml qui
indiquent quelles sont les dérivés modales qui vont être calculées (i.e. ∂Φi,j) ainsi que l'am-
plitude δqj du déplacement imposé sur le mode j. La routine prend également en entrée la
matrice des modes propres linéaires initiaux (pour pouvoir imposer les conditions aux limites en
déplacement). Une fois que cette routine a été exécutée, on obtient les �chiers suivants :
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� Une liste de �chiers contenant les conditions aux limites pour un déplacement imposé
d'amplitude δqj sur le mode linéaire j (clm_NomPb_DepMode_j.dat).

� Une liste de �chiers contenant les instructions pour le calcul des modes propres dans la
con�guration déformée (comp_NomPb_ModalBasis_DepMode_j.dat)

� Un �chier de lancement séquentiel de tous les calculs précédents et des requêtes Samres as-
sociées à la récupération des modes propres des con�gurations déformées (lance_NomPb_-
ModalBasis_DepMode.sh)

Etape 2 (SAMCEF)

Le lancement des calculs samcef est réalisé en exécutant le �chier lance_NomPb_ModalBasis_-
DepMode.sh à partir d'un terminal linux. On obtient alors une série de �chiers générée par Samres
(NomPb_ModalBasis_DepMode_j.ans) contenant les modes propres de la con�guration défor-
mée.

Etape 3 (Matlab)

La récupération des résultats Samres et le calcul des formes des dérivées modales se fait
en exécutant la routine ComputeModalDerivativeFromSamcefResults.m qui prend comme argu-
ments les modes propres linéaires initiaux ainsi que les couples {(i, j), δqj} permettant de dé�nir
les dérivées modales qui vont être calculées. La matrice de masse est également utilisée dans cette
routine pour normer les modes. On obtient une base de projection composée des modes propres
linéaires initiaux retenus ainsi que des dérivées modales calculées, qui peuvent être utilisées dans
la procédure d'estimation des raideurs non-linéaires par STEP.
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