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~H ✐♥ &❤❡

%♣❛❝❡ ♦❢ %♣❤❡(✐❝❛❧ ❝♦♦(❞✐♥❛&❡ %②%&❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✹✳✷ ❉❡♣✐❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣♦%%✐❜❧❡ ♣❛&❤% ♦❢ &❤❡ (❡❧❛①❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❛❣♥❡&✐③❛&✐♦♥

♣(❡❝❡%%✐♦♥✳ ❆❞❛♣&❡❞ ❢(♦♠ ❬✷✷❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✶✳✶ ❚❤❡ ❢♦(❝❡% ♦♥ &❤❡ ❢❛❝❡% ♦❢ ❛✳ ✉♥✐& ❝✉❜❡ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉%❧② %&(❡%%❡❞ ❜♦❞②✳ ✸✾

✷✳✸✳✶ ❆♥ ✐❧❧✉%&(❛&✐♦♥ ♦❢ %&(❡%% ❞✐%&(✐❜✉&✐♦♥ ✐♥ ❛ ❜❡♥& %♣❡❝✐♠❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
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❚❛❜❧❡ ❞❡& ✜❣✉*❡&

✷✳✸✳✷ ❛✮ ❱❛&✐❛(✐♦♥ ♦❢ Γ ❛, ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ✜❧♠ (❤✐❝❦♥❡,, ❢♦& ❞✐✛❡&❡♥( ✈❛❧✉❡, ♦❢ (❤❡

,✉❜,(&❛(❡ ❨♦✉♥❣✬, ♠♦❞✉❧✉, ✭Ys =✹✱ ✶✵✱ ✷✵✱ ✺✵ ❛♥❞ ✷✵✵ ●C❛✮✳ ❜✮ ❱❛&✐❛(✐♦♥

♦❢ εxx ❛, ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ tf ❢♦& ❞✐✛❡&❡♥( ❜❡♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡, ✭ρ =✶✵✱ ✷✵✱ ✺✵✱ ✶✵✵

❛♥❞ ✐♥✜♥✐(❡ ✭✢❛( ,✉❜,(&❛(❡✮✮✳ ■♥ ❛✮ ❛♥❞ ❜✮ (❤❡ ,✉❜,(&❛(❡ (❤✐❝❦♥❡,, ❛♥❞ (❤❡

✜❧♠ ❨♦✉♥❣✬, ♠♦❞✉❧✉, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ &❡,♣❡❝(✐✈❡❧② ✜①❡❞ (♦ ts = 125 ➭♠ ❛♥❞

Yf = 200 ●C❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✹✳✶ C✐❝(✉&❡ ,❤♦✇✐♥❣ (❤❡ ❢❡&&♦♠❛❣♥❡(✐❝ (❤✐♥ ✜❧♠ ❝❡♠❡♥(❡❞ ♦♥ (❤❡ C❩❚✲❛❝(✉❛(♦&

✇✐(❤ ❛ &❛♥❞♦♠❧② ,♣❡❝❦❧❡ ♣❛((❡&♥ ♦❢ (❤❡ ,②,(❡♠ ❢❡&&♦♠❛❣♥❡(✐❝ (❤✐♥ ✜❧♠ ❛♥❞

C❩❚ ❛❝(✉❛(♦&✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✹✳✷ ❙❝❤❡♠❛(✐❝ ✐❧❧✉,(&❛(✐♦♥ ♦❢ &❡❢❡&❡♥❝❡ ,P✉❛&❡ ,✉❜,❡( ❜❡❢♦&❡ ❞❡❢♦&♠❛(✐♦♥ ❛♥❞

❛ (❛&❣❡( ,✉❜,❡( ❛❢(❡& ❞❡❢♦&♠❛(✐♦♥✳ ❆❞❛♣(❡❞ ❢&♦♠ ❬✸✻❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✹✳✸ ❙(❡&❡♦ ❝❛♠❡&❛ ❡①♣❡&✐♠❡♥(❛❧ ,❡( ✉♣ ✉,❡❞ ❞✉&✐♥❣ (❤✐, (❤❡,✐,✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝(&✐❝

✜❡❧❞ ✐♥,✐❞❡ (❤❡ ❛❝(✉❛(♦& ✐, ❣❡♥❡&❛(❡❞ (❤❛♥❦, (♦ ❛ ✈♦❧(❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ✉,✐♥❣

❛ ❑❡♣❝♦ ❇✐♣♦❧❛& ♣♦✇❡& ,✉♣♣❧②✳ ❚❤❡ ❆&❛♠✐* ,♦❢(✇❛&❡ ✐, ✉,❡❞ (♦ ❛♥❛❧②③❡

(❤❡ ✐♠❛❣❡,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✹✳✹ ▲❡❢(✿ ♠❡❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ,(&❛✐♥, ✭εxx ❛♥❞ εyy✮ ✐♥ (❤❡ ✜❧♠ ❛♥❞ ❛❝(✉❛(♦& &❡❣✐♦♥,

❛, ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧(❛❣❡✳ ❘✐❣❤(✿ ❛ ,❦❡(❝❤ ,❤♦✇✐♥❣ (❤❡ ,❡❧❡❝(❡❞

&❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥(❡&❡,( ✭❘❖■✮ ♦♥ (❤❡ ,✉&❢❛❝❡ ♦❢ (❤❡ ✜❧♠ ❛♥❞ ❛❝(✉❛(♦& ❢♦& (❤❡

❛♥❛❧②,✐, ♦❢ (❤❡ ,(&❛✐♥ (&❛♥,♠✐,,✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✹✳✺ ▼❡❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ,(&❛✐♥, ✭εxx ❛♥❞ εyy✮ ❛, ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧(❛❣❡

❢♦& ❛ ,②♠♠❡(&✐❝❛❧ ❝②❝❧❡ ❛♥ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ❢&♦♠ ✷✵✵ (♦ ❂✷✵✵ ❱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②

❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ❢&♦♠ ❂✷✵✵ (♦ ✷✵✵ ❱✳ ❆ ❇✉((❡&✢②✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ (❤❡ ❝✉&✈❡

✐, ♦❜,❡&✈❡❞✳ ❚❤✐, ❜❡❤❛✈✐♦& ✐, ❞✉❡ (♦ (❤❡ ♣♦❧❛&✐③❛(✐♦♥ ,✇✐(❝❤✐♥❣ ♦❢ (❤❡

♣✐❡③♦❡❧❡❝(&✐❝ ❛❝(✉❛(♦&✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✹✳✻ ❛✮ εyy ❛, ❛ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ εxx ❢♦& ♣✐❡③♦❡❧❡❝(&✐❝ ❛❝(✉❛(✐♦♥ ✭❵❧♦♦♣✬ ❛♥❞ ❵❜✉((❡&✢②✬

❜❡❤❛✈✐♦&✮ ❛♥❞ ✉♥❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❜✮ σyy ❛, ❛ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ σxx ❢♦& ♣✐❡③♦❡❧❡❝(&✐❝

❛❝(✉❛(✐♦♥ ✭❵❧♦♦♣✬ ❛♥❞ ❵❜✉((❡&✢②✬ ❜❡❤❛✈✐♦&✮ ❛♥❞ ✉♥❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✵✳✶ ❩❡❡♠❛♥♥ ,✉❜✲❧❡✈❡❧, ✐♥ ❢❡&&♦♠❛❣♥❡(✐❝ &❡,♦♥❛♥❝❡ ,♣❡❝(&♦,❝♦♣②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✶✳✶ ❘❡♣&❡,❡♥(❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❋▼❘ ❛❜,♦&♣(✐♦♥ ,♣❡❝(&✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐, ❛ ▲♦&❡♥(③✐❛♥

❛♥❞ ✐(, ❞❡&✐✈❛(✐✈❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✶✳✷ ❆ ,❦❡(❝❤ ♦❢ ❛ ♠✐❝&♦,(&✐♣ (&❛♥,♠✐,,✐♦♥ ❧✐♥❡ ✇✐(❤ ✭❛✮(❤❡ ❣❡♦♠❡(&② ❛♥❞ ✭❜✮

(❤❡ ❡❧❡❝(&✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞, ❧✐♥❡,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✶✳✸ ❆♥ ✐❧❧✉,(&❛(✐♦♥ ♦❢ ❛ (②♣✐❝❛❧ ❋▼❘ ,♣❡❝(&❛✿ ❛ ▲♦&❡♥(③✐❛♥ ♣&♦✜❧❡ ♦❢ (❤❡ ❛❜✲

,♦&♣(✐♦♥ ♣♦✇❡& ❛♥❞ ❛ ❞❡&✐✈❛(✐✈❡ ♦❢ ❛ ▲♦&❡♥(③✐❛♥ ♣&♦✜❧❡ ✇❤❡♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛(✐♦♥

✜❡❧❞ ✐, ✉,❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✷✳✶ ❚❤❡ ✈❛&✐❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❛♠♣❧✐(✉❞❡ ♦❢ (❤❡ ❋▼❘ ,✐❣♥❛❧ ✇✐(❤ (❤❡ ♠♦❞✉❧❛(✐♦♥

✈♦❧(❛❣❡ ✇✐(❤ ✭❛✮✿ ❚❤❡ ,✐❣♥❛❧ ,❤❛♣❡ ♦❢ (❤❡ ❋▼❘ ,✐❣♥❛❧ ❛, ❛ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢

✐♥❝&❡❛,✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛(✐♦♥ ❛♠♣❧✐(✉❞❡❀✭❜✮✿ (❤❡ ❛♠♣❧✐(✉❞❡ ✭✷❆✮ ♦❢ (❤❡ ❋▼❘

,♣❡❝(&❛ ✇✐(❤ (❤❡ ♠♦❞✉❧❛(✐♦♥ ✈♦❧(❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✷✳✷ ❚❤❡ ✈❛&✐❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❋▼❘ ,✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐(✉❞❡ ✇✐(❤ (❤❡ ♣❤❛,❡ ♦❢ (❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥

❛♠♣❧✐✜❡&✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✷✳✸ ❛✮ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ♠♦❞✉❧❛(✐♦♥ ❢&❡P✉❡♥❝② ❜✮ (❤❡ &❢ ♣♦✇❡& ♦♥ (❤❡ ❋▼❘

,♣❡❝(&❛ ❛♥❞ (❤❡ ,❡♥,✐(✐✈✐(② ♦❢ (❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❞❡(❡❝(✐♦♥ ❛♠♣❧✐✜❡&✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
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❚❛❜❧❡ ❞❡& ✜❣✉*❡&

✸✳✸✳✶ ■❧❧✉&'(❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❋▼❘ &♣❡❝'(❛ &❡♥&✐'✐✈✐'② ❛❝❝♦(❞✐♥❣ '♦ '❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡'✇❡❡♥

'❤❡ ♠❛❣♥❡'✐③❛'✐♦♥ ❛♥❞ '❤❡ (❢ ✜❡❧❞✳ ❛✮ ❆ ❧♦✇ &❡♥&✐'✐✈✐'② ✇✐'❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❋▼❘

&✐❣♥❛❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ '❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛♥❞ '❤❡ &'❛'✐❝ ♦♥❡ ✐&

❡@✉❛❧ '♦ ③❡(♦ ❧❡❛❞✐♥❣ '♦ ❛ ✇❡❛❦ '♦(@✉❡ ❡①❡('❡❞ ❜② '❤❡ ♠✐❝(♦✇❛✈❡ ❞(✐✈❡♥
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♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❞❡'❡❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❜❡♥❞❡❞ ❈❋❆ ✜❧♠ ❞❡♣♦&✐'❡❞ ♦♥'♦ ✢❡①✐❜❧❡ &✉❜✲
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❝♦❡✣❝✐❡♥+ ♦❢ ❈❋❆✳ ❝✮ ❘❡'♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ '❤✐❢+ ❛' ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧+❛❣❡

+♦ +❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝+4✐❝ ❛❝+✉❛+♦4 ✐♥ +❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ❡❧❡❝+4✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭✲✷✵✵ ❱

❀ ✷✵✵ ❱✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✹✳✸✳✺ ❋▼❘ '♣❡❝+4❛ ❢♦4 ❜❡♥❞❡❞ '❛♠♣❧❡' ✇✐+❤ ❞✐✛❡4❡♥+ ❝✉4✈❛+✉4❡' κ = ±1/R

✭❤❡4❡ ❛❧♦♥❣ ① ❛①✐'✮✳ ❈✐4❝❧❡ '②♠❜♦❧' '❤♦✇ +❤❡ ❝✉4✈❛+✉4❡ κ ❛' ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢

δHR = HR(κ)−HR(κ = 0)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✸✳✻ ❆③✐♠✉+❤❛❧ ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ +❤❡ 4❡'♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ♣♦❧❛4 4❡♣4❡'❡♥+❛+✐♦♥

✇✐+❤ +❤❡ ❝♦44❡'♣♦♥❞✐♥❣ ❜❡♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝+ ♦♥ +❤❡ '+4❡'' '+❛+❡ ✭❡✐+❤❡4 ♥❡❣❛+✐✈❡

❛✮ ♦4 ♣♦'✐+✐✈❡ ❜✮✮ ❢♦4 ❈❋❆ ✜❧♠ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❜❧♦❝❦ ✇✐+❤ ✸✷✳✷ ♠♠

4❛❞✐✉'✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✸✳✼ ❆♥❣✉❧❛4 ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ +❤❡ 4❡'♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✭❛+ ✶✵ ●❍③✮ ❢♦4 R = ∞ ✭❛✮✱

R = 59.2 ♠♠ ✭❜✮✱ R = 32.2 ♠♠ ✭❝✮✱ R = 13.2 ♠♠ ✭❞✮✳ ■♥ ✜❣✉4❡' ✭❜✮✱ ✭❝✮

❛♥❞ ✭❞✮ ❛4❡ '❤♦✇♥ +❤❡ ♦♣♣♦'✐+❡ '+4❡'' '+❛+❡'✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✸✳✽ ❚❤❡♦4❡+✐❝❛❧ ✭✐'♦✲❛♥✐'♦+4♦♣② ✜❡❧❞ ❧✐♥❡'✮ ❛♥❞ ❡①♣❡4✐♠❡♥+❛❧ ✭'X✉❛4❡ '②♠❜♦❧'

❢♦4 ♣✐❡③♦❛❝+✉❛+✐♦♥ ❡①♣❡4✐♠❡♥+'✱ ❝✐4❝❧❡ '②♠❜♦❧' ❢♦4 ❜❡♥❞✐♥❣ ❡①♣❡4✐♠❡♥+'✮

❛♥✐'♦+4♦♣② ✜❡❧❞ Hme ♠❛♣ ✐♥ +❤❡ ♣4✐♥❝✐♣❛❧ '+4❡'' '♣❛❝❡ ✭σxx, σyy✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✹✳✸✳✾ ✭❛✮ ❆♥✐'♦+4♦♣② ✜❡❧❞ Hu ❛♥❞ ✭❜✮ ❆♥✐'♦+4♦♣② ❝♦♥'+❛♥+ Ku✱ ❛' ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢

3
2 (σxx − σyy)✳ ❑♥♦✇✐♥❣ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥ ❛+ '❛+✉4❛+✐♦♥✱ +❤❡ '❧♦♣❡ ♦❢ +❤❡

❧✐♥❡❛4 4❡❣4❡''✐♦♥ ❣✐✈❡' ❞✐4❡❝+❧② +❤❡ ♠❛❣♥❡+♦'+4✐❝+✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ λ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✶✳✶ ❛✮ ▼♦❤4✬' ❝✐4❝❧❡ 4❡♣4❡'❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ '❤❛♣❡' ♦❢ ❝✉4✈❡❞ '✉4❢❛❝❡' ❞❡'❝4✐❜✐♥❣

❛❧❧ +❤❡ ♣♦''✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉4❛+✐♦♥' ❢♦4 ✢❡①✐❜❧❡ '②'+❡♠✳ κx✱ κy ❛4❡ +❤❡ ♣4✐♥❝✐✲

♣❛❧ ❝✉4✈❛+✉4❡' ✇❤✐❧❡ κxy ✐' +❤❡ +✇✐'+ ♦♥❡ ✭♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦4 ❛ +❤✐♥ ✜❧♠ ♦♥ ❛

'✉❜'+4❛+❡✮✳ ❜✮ ◆✉♠❡4✐❝❛❧ ♣4❡❞✐❝+✐♦♥' ♦❢ ♣4✐♥❝✐♣❛❧ ❝✉4✈❛+✉4❡' ❛+ ✇❛❢❡4 ❝❡♥✲

+❡4 ♥♦4♠❛❧✐③❡❞ ❜② +❤❡ '♠❛❧❧ ❞❡❢♦4♠❛+✐♦♥ '♣❤❡4✐❝❛❧ ❝✉4✈❛+✉4❡ ✭κStoney✮ ❛'

❛ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ 4❛+✐♦ A/Ac✳ ❚❤❡ ♣❛4❛♠❡+❡4 A ❞❡♣❡♥❞' ♦♥ +❤❡ ✜❧♠ ❛♥❞

'✉❜'+4❛+❡ +❤✐❝❦♥❡'' ❛♥❞ ❡❧❛'+✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥+'❀ ❇❡❤✐♥❞ +❤❡ ❝4✐+✐❝❛❧ ♣❛4❛♠❡+❡4

Ac✱ κx 6= κy ❛♥❞ +❤✉' ❝②❧✐♥❞4✐❝❛❧ '❤❛♣❡ ♦❝❝✉4' ✭❜✐❢✉4❝❛+✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✮✳ ✽✾

✈✐✐✐



❚❛❜❧❡ ❞❡& ✜❣✉*❡&

✺✳✶✳✷ ❛✮ ❋❛❝✐❧❡ ❢❛❜-✐❝❛.✐♦♥ 1❝❤❡♠❡ ♦❢ 4❉▼❙ ❜✐❧❛②❡-1 ✇✐.❤ ❛ 1♣♦♥.❛♥❡♦✉1 ❝✉-✈❛✲

.✉-❡ ❛♥❞ .❤❡ ✜❧♠1 ❛❝@✉✐-✐♥❣ 1♣❤❡-✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞-✐❝❛❧ ❞❡❢♦-♠❛.✐♦♥✱ ❞❡✲

♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ .❤❡ ✜❧♠ 1❛♠♣❧❡ 1✐③❡✳ ❚❤❡ 1♣❤❡-✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦-♠❡❞ 1❛♠♣❧❡ ✐1

♣❤♦.♦❣-❛♣❤❡❞ ♦♥ ❛ -❡✢❡❝.✐♥❣ 1✉❜1.-❛.❡✳ ❜✮ 4❊❈❱❉ 1✐❧✐❝♦♥ ♥✐.-✐❞❡ ✜❧♠

❞❡♣♦1✐.❡❞ ♦♥ .✇♦ ❞✐✛❡-❡♥. ♣❧❛1.✐❝ 1✉❜1.-❛.❡1✳ ❚❤❡ 1✉❜1.-❛.❡ .❤✐❝❦♥❡11 ❛♥❞

.❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ♦❢ .❤❡ .❤❡-♠❛❧ ❡①♣❛♥1✐♦♥ ❛-❡ 1❤♦✇♥ ❢♦- ❡❛❝❤ 1✉❜1.-❛.❡✳ ❚❤❡

✜❧♠ ✐1 ❞❡♣♦1✐.❡❞ ♦♥ .❤❡ .♦♣ ❛♥❞ .❤❡ 1.-✉❝.✉-❡1 -♦❧❧ ✐♥.♦ ❝②❧✐♥❞❡-✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✷✳✶ ❆♥❣✉❧❛- ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ .❤❡ -❡1♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❛1 ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❣❧❡

❢♦- .❤❡ ❞✐✛❡-❡♥. ✜❧♠1✿ Co40Fe40B20 ✭❣-❡❡♥✮✱ Ni80Fe20 ✭❜❧✉❡✮✱ ❋✐♥❡♠❡. ➤

✭♠❛❣❡♥.❛✮✱ Co2FeAl ✭-❡❞✮ ❛♥❞ ◆✐ ✭❜❧❛❝❦✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✷✳✷ ❆♥❣✉❧❛- ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ .❤❡ -❡1♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❛1 ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❣❧❡

❢♦-✿ ✭❛✮ ✷✵✵ ♥♠ ◆✐ .❤✐♥ ✜❧♠ ♦♥ ❑❛♣.♦♥➤ ❛♥❞ ❙✐❀ ✭❜✮ ❋✐♥❡♠❡.➤ ♦♥

❑❛♣.♦♥➤ ❛♥❞ ❙✐✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺✳✸✳✶ ❘❡1♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ 1❤✐❢. ✈❛-✐❛.✐♦♥1 ❛1 ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧.❛❣❡ ✭❛✮ ❛♥❞

.❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 1.-❡11 ✭❜✮ ❢♦- Co40Fe40B20 ✭-❡❞ 1②♠❜♦❧1✮ ❛♥❞ Ni80Fe20 ✭❜❧✉❡

1②♠❜♦❧1✮✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡1 -❡❢❡- .♦ .❤❡ ❛❞❥✉1.✐♥❣ ♠♦❞❡❧1 ❢♦- .❤❡ .✇♦ 1❛♠♣❧❡1✳

❚❤❡ ✐♥1❡-. ✐♥ ✭❛✮ ✐1 ❛ ③♦♦♠ ♦❢ .❤❡ Ni80Fe20 ❝✉-✈❡✱ ✇❤✐❧❡ .❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✭❜✮

✐1 .❤❡ ♠❡❛1✉-❡❞ ✈❛-✐❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 1.-❛✐♥1 ✭εxx ❛♥❞ εyy ❛. .❤❡ .♦♣

1✉-❢❛❝❡ ♦❢ .❤❡ ✜❧♠1✮ ❛1 ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧.❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✸✳✷ 4❤♦.♦❣-❛♣❤② ♦❢ ✜✈❡ Ni80Fe20 1❛♠♣❧❡1 ✇✐.❤ 1❡✈❡-❛❧ .❤✐❝❦♥❡11❡1 ✭✷✵♥♠✱

✶✵✵♥♠✱ ✷✵✵♥♠✱ ✸✵✵♥♠ ❛♥❞ ✹✵✵♥♠✮ 1❤♦✇✐♥❣ ✐♥❝-❡❛1✐♥❣ ❝②❧✐♥❞-✐❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣

✇✐.❤ .❤✐❝❦♥❡11✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✸✳✸ ❆♥❣✉❧❛- ❛♥❞ ✈♦❧.❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡1 ♦❢ .❤❡ -❡1♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✭❛. f = 10 ●❍③✮

❢♦- .❤❡ Ni80Fe20✭♦♣❡♥ ❝✐-❝❧❡1✮ ❛♥❞ Co40Fe40B20 ✭1♣❤❡-❡1✮ .❤✐♥ ✜❧♠1✳ ❚❤❡

1♦❧✐❞ ❧✐♥❡1 ❛-❡ ✜. .♦ .❤❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥.❛❧ ❞❛.❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✶✳✶ ❊①♣❡-✐♠❡♥.❛❧ ❛♥❞ .❤❡♦-❡.✐❝❛❧ ❇-✐❧❧♦✉✐♥ 1♣❡❝.-❛ ♦❢ ❛ ✷✺✵ ♥♠ .❤✐❝❦ ❛♠♦-✲

♣❤♦✉1 ❈❋❇ .❤✐♥ ❧❛②❡- ❞❡♣♦1✐.❡❞ ♦♥.♦ ❑❛♣.♦♥➤✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ✭-❡1♣✳ -❡❞✮

❧✐♥❡ ❝♦--❡1♣♦♥❞1 .♦ .❤❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥.❛❧ ✭-❡1♣✳ .❤❡♦-❡.✐❝❛❧✮ 1♣❡❝.-✉♠✳ ❇♦.❤

❘❛②❧❡✐❣❤ ✭R✮ ❛♥❞ ❙❡③❛✇❛ ♣❡❛❦1 ✭S1 ❛♥❞ S2✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜1❡-✈❡❞✳ ❚❤❡ 1❦❡.❝❤

✐❧❧✉1.-❛.❡1 .❤❡ ❜❛❝❦✲1❝❛..❡-✐♥❣ ❣❡♦♠❡.-② ✉1❡❞ ✐♥ .❤❡ ♣-❡1❡♥. ❡①♣❡-✐♠❡♥.✳

❚❤❡ .-❛♥1❢❡--❡❞ ✇❛✈❡✲✈❡❝.♦- ✐1 ✜①❡❞ .♦ k‖ = 2.14× 105 ❝♠

−1
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✶✳✷ ❋▼❘ 1♣❡❝.-❛ ♠❡❛1✉-❡❞ ❛. ❞✐✛❡-❡♥. 1.-❡11❡1 1.❛.❡1 ✇✐.❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣✲

♥❡.✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ .❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 1.-❡11✳ ❚❤❡ .❡♥1✐❧❡ 1.-❡11 ✭+0.75 ●4❛✮ ❧❡❛❞1

.♦ ❛ ♣♦1✐.✐✈❡ 1❤✐❢. ✇❤✐❧❡ .❤❡ ❝♦♠♣-❡11✐✈❡ 1.-❡11 ✭−0.75 ●4❛✮ ❧❡❛❞1 .♦ ❛

♥❡❣❛.✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ 1♣❡❝.-❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❡-.✐❝❛❧❧② 1❤✐❢.❡❞ ❢♦- ❛ ❜❡..❡- ❝♦♠✲

♣-❡❤❡♥1✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻✳✶✳✸ ❆♥❣✉❧❛- ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡1 ♦❢ .❤❡ ✉♥✐❢♦-♠ ♠♦❞❡ -❡1♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦- .❤❡ ✭❛✮ ✷✵

♥♠ ✭✇✐.❤ f = 9.5 ●❍③✮✱ ✭❜✮ ✷✺✵ ♥♠ ✭✇✐.❤ f = 8 ●❍③✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ✶✵ ♥♠

✭✇✐.❤ f = 8 ●❍③✮ ✜❧♠1✳ ❚❤❡ ❢-❡@✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ .❤❡ ✉♥✐❢♦-♠ ♠♦❞❡ ✐1

♣-❡1❡♥.❡❞ ✐♥ ✭❞✮ ❢♦- .❤❡ ✷✵ ♥♠✲.❤✐❝❦ ✜❧♠ ❛❧♦♥❣ .❤❡ ❡❛1② ❛♥❞ ❤❛-❞ ❛①✐1 ✭✾✵

❞❡❣✳ ❛♥❞ ✵ ❞❡❣✳✮ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ .❡♥1✐❧❡ 1.-❡11 ✭❜❧✉❡ ❛♥❞ -❡❞ 1②♠❜♦❧1✮✳

■♥ ❛❧❧ ❣-❛♣❤1✱ .❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡1 ❛-❡ ❜❡1. ✜.1 .♦ .❤❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥.❛❧ ❞❛.❛ ❜② ✉1✐♥❣

❡@✉❛.✐♦♥1 ♣-❡1❡♥.❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣.❡- ✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✐①



❚❛❜❧❡ ❞❡& ✜❣✉*❡&

✻✳✶✳✹ ❛✮ ❊✛❡❝*✐✈❡ ❛♥✐.♦*0♦♣② ✜❡❧❞ Hu ✈❛0✐❛*✐♦♥ ❛. ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ .*0❡..✳

❜✮ ❱❛0✐❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❡✛❡❝*✐✈❡ ❛♥✐.♦*0♦♣② ❝♦♥.*❛♥* ✭Ku✮ ❛. ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢

*❤❡

3
2σ❀ *❤❡ ❧✐♥❡❛0 ✜* .❧♦♣❡ ❞✐0❡❝*❧② ❣✐✈❡. *❤❡ ♠❛❣♥❡*♦.*0✐❝*✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥*

λ = 22.5× 10−6
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✶✳✺ ❆♥❣✉❧❛0 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ 0❡.♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦0 *❤❡ ✷✵ ♥♠ *❤✐❝❦ ✜❧♠✳ ❙②♠✲

❜♦❧. ❛0❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥*❛❧ ❞❛*❛ ✇❤✐❧❡ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡. ❛0❡ ❝❛❧❝✉❧❛*❡❞ *❤❛♥❦. *♦ *❤❡

❛♥❛❧②*✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧.✳ ❇❧❛❝❦ ♦♣❡♥ ❝✐0❝❧❡. ❛0❡ ❞❛*❛ ❢0♦♠ *❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛0❦ .*❛*❡

✇❤✐❧❡ *❤❡ 0❡❞ ♦♥❡. ❝♦00❡.♣♦♥❞ *♦ *❤❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥*❛❧ ❡J✉✐❜✐❛①✐❛❧ .*❛*❡ ✭✇✐*❤

σ ≃ 0.78 ●L❛✮✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✐0❝❧❡. ❛0❡ ♠❡❛.✉0❡♠❡♥*. ❝♦♠✐♥❣ ❢0♦♠ ✉♥✐❛①✲

✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✇✐*❤ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ .*0❡.. ✭σxx ≃ 0.75 ●L❛✮ ❝♦♠♣❛0❛❜❧❡ *♦ *❤❡

❡J✉✐❜✐❛①✐❛❧ σ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✷✳✶ ❛✮ ❚②♣✐❝❛❧ ❇▲❙ .♣❡❝*0❛ ♦❢ *❤❡ ✷✺✵ ♥♠✲❈❋❇ ✜❧♠. ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛* ❞✐✛❡0❡♥*

*❡♠♣❡0❛*✉0❡ ♦❜*❛✐♥❡❞ ✇✐*❤ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥* ❛♥❣❧❡ ξ = 65➦✳ ❜✮ ❋0❡J✉❡♥❝② ✈❛0✐✲

❛*✐♦♥. ♦❢ *❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❛♥❞ ♦❢ *❤❡ ✜0.* ❙❡③❛✇❛ ♠♦❞❡. ❛. ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡

❛♥♥❡❛❧✐♥❣ *❡♠♣❡0❛*✉0❡✳ ❝✲❞✮ ❨♦✉♥❣✬. ♠♦❞✉❧✉. Y ✭❝✮ ❛♥❞ L♦✐.♦♥✬. 0❛*✐♦

ν ✭❞✮ ✈❛0✐❛*✐♦♥. ❛. ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ *❡♠♣❡0❛*✉0❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡. ✐♥

✜❣✉0❡. ❜✮✱ ❝✮ ❛♥❞ ❞✮ ❛0❡ ❣✉✐❞❡❞ ❢♦0 *❤❡ ❡②❡.✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✷✳✷ ❛✮ ❚②♣✐❝❛❧ 0❡.♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❛♥❣✉❧❛0 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡. ♦❢ *❤❡ ❛. ❞❡♣♦.✐*❡❞ ❛♥❞ ❛♥✲

♥❡❛❧❡❞ ✜❧♠. ✭✶✵✵➦❈✱ ✸✵✵➦❈ ❛♥❞ ✸✺✵➦❈✮✳ ❜✮ ❊✈♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✐♥✐*✐❛❧ ❛♥✐.♦*0♦♣②

✜❡❧❞ Hu ❛. ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ *❡♠♣❡0❛*✉0❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✻✳✷✳✸ ❙❛*✉0❛*✐♦♥ ♠❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥Ms✲❛✮ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡*♦.*0✐❝*✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥* λ✲❜✮ ✈❛0✐✲

❛*✐♦♥. ❛. ❢✉♥❝*✐♦♥ *❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ *❡♠♣❡0❛*✉0❡✳ ❝✮ ❊✈♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♥♦0♠❛❧✲

✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤❡ ❨♦✉♥❣✬. ♠♦❞✉❧✉. Y ✱ *❤❡ L♦✐..♦♥✬. 0❛*✐♦ ν✱ *❤❡ ✐♥✐*✐❛❧

❛♥✐.♦*0♦♣② ✜❡❧❞ Hu ❛♥❞ *❤❡ ♠❛❣♥❡*♦.*0✐❝*✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥* λ ❛. ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢

*❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ *❡♠♣❡0❛*✉0❡✳ ■♥ ❛❧❧ ❣0❛♣❤.✱ ❧✐♥❡. ❛0❡ ❣✉✐❞❡ ❢♦0 *❤❡ ❡②❡.✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✻✳✷✳✹ L❤♦*♦❣0❛♣❤② ♦❢ *❤0❡❡ ❈❋❇ .❛♠♣❧❡. ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛* ❞✐✛❡0❡♥* *❡♠♣❡0❛*✉0❡

✭✶✵✵➦❈✱ ✷✵✵➦❈ ❛♥❞ ✸✵✵➦❈✮ .❤♦✇✐♥❣ ✐♥❝0❡❛.✐♥❣ ❝②❧✐♥❞0✐❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✇✐*❤

❛♥♥❡❛❧✐♥❣ *❡♠♣❡0❛*✉0❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✼✳✶✳✶ ❜✮ ❙✇❡❡♣ ✜❡❧❞ ❋▼❘ ❡①♣❡0✐♠❡♥*✱ *❤❡ ❞0✐✈✐♥❣ ❢0❡J✉❡♥❝② ✐. ❝♦♥.*❛♥* ❛♥❞ *❤❡

0❡.♦♥❛♥❝❡ ✐. ♣0♦❜❡❞ ❜② .✇❡❡♣✐♥❣ *❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡*✐❝ ✜❡❧❞ ❛0♦✉♥❞ *❤❡ 0❡.✲

♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞✳ ❉✉0✐♥❣ *❤✐. .❝❛♥✱ ❛ J✉❛.✐✲.*❛*✐❝ 0♦*❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♠❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥

♦❝❝✉0.✳ ❜✮ ❙✇❡❡♣ ❢0❡J✉❡♥❝② ❋▼❘ ❡①♣❡0✐♠❡♥*✱ *❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡*✐❝ ✜❡❧❞

✐. ✜①❡❞ ❛♥❞ *❤❡ 0❡.♦♥❛♥❝❡ ✐. ♣0♦❜❡❞ ❜② .❝❛♥♥✐♥❣ *❤❡ ❞0✐✈✐♥❣ ❢0❡J✉❡♥❝②✳

❉✉0✐♥❣ *❤✐. .❝❛♥✱ *❤❡ ♠❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥ ❞✐.*0✐❜✉*✐♦♥ ✐. ♥♦* ♣❡0*✉❜❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✼✳✷✳✶ ❛✮ ❙✇❡❡♣✲❢0❡J✉❡♥❝② ❋▼❘ .♣❡❝*0❛ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦0❞✐♥❣ *♦ *❤❡ *✇♦ ❝♦♥✜❣✲

✉0❛*✐♦♥. ❞❡♣✐❝*❡❞ ✐♥ ❜✮ ❛♥❞ ❝✮ ✇❤❡0❡ Pin ❛♥❞ Pout ❛0❡ *❤❡ ✐♥❥❡❝*❡❞ ❛♥❞

*0❛♥.♠✐**❡❞ 0❛❞✐♦ ❢0❡J✉❡♥❝② ❝✉00❡♥*✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡0❡♥❝❡ ❝♦♠❡. ❢0♦♠ *❤❡

♣✉♠♣✐♥❣ ✜❡❧❞ ✭

~hrf ✮ ✇❤✐❝❤ ❡✐*❤❡0 ♣❛0❛❧❧❡❧ ✭0❡❞ .J✉❛0❡.✮ ♦0 ♣❡0♣❡♥❞✐❝✉❧❛0

✭❜❧✉❡ ❝✐0❝❧❡.✮ *♦

~M ❞✐0❡❝*✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ 0✐.❡ *♦ *❤❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ .❡♥.✐*✐✈✐*✐❡.

❣❡♦♠❡*0✐❡.✳ ❚❤❡ ✐♥.❡* .❤♦✇. ❛ ③♦♦♠ ♦❢ *❤❡ ♠❛0❦❡❞ ❛0❡❛✳ ◆♦*❡ *❤❛* ❛

.❛*✉0❛*✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ ✺✵✵ ❖❡ ✇❛. ❛♣♣❧✐❡❞ *♦ ❡♥.✉0❡ ❛ ✉♥✐❢♦0♠ ♠❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥

❞✐.*0✐❜✉*✐♦♥✳ ❚❤❡ .♦❧✐❞ ❧✐♥❡. .❤♦✇ ✜*. *♦ *❤❡ ✜0.* ❞❡0✐✈❛*✐✈❡ ♦❢ *❤❡ .*❛♥❞❛0❞

▲♦0❡♥*③✐❛♥ ❝✉0✈❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

①



❚❛❜❧❡ ❞❡& ✜❣✉*❡&

✼✳✷✳✷ ❛✮ ❉❡♣✐❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❝/♦00 0❡❝*✐♦♥ ✈✐❡✇ ♦❢ *❤❡ ✐♥✈❡0*✐❣❛*❡❞ 0②0*❡♠ ✐♥ *❤✐0

❝❤❛♣*❡/ ✐❧❧✉0*/❛*✐♥❣ *❤❡ ❈❋❆✴❑❛♣*♦♥➤ 0②0*❡♠ ❞❡♣♦0✐*❡❞ ♦♥*♦ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝✲

*/✐❝ ❛❝*✉❛*♦/✳ ❜✮ ❚♦♣ ✈✐❡✇ 0❦❡*❝❤ ♦❢ *❤❡ 0②0*❡♠ 0❤♦✇✐♥❣ *❤❡ ❞✐✛❡/❡♥* ❛♥❣❧❡0

✉0❡❞ ✐♥ *❤✐0 ❝❤❛♣*❡/✳ ❝✮ ❆♥❣✉❧❛/ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ /❡0♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ♠❡❛✲

0✉/❡❞ ❛* ✶✵ ●❍③✳ ❞✮ ❊①♣❡/✐♠❡♥*❛❧ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛*❡❞ ❢/❡K✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ *❤❡ ✉♥✐❢♦/♠ ♠♦❞❡ ♠❡❛0✉/❡❞ ❛❧♦♥❣ *❤❡ ❡❛0② ❛♥❞ ❤❛/❞ ❛①✐0 ✭ϕH = 90 ❛♥❞

ϕH = 0✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✼✳✸✳✶ ❯♣✲❣/❛♣❤✿ ❘❡0♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ 0❤✐❢* ✭δHres = Hres(V )−Hres(0)✮ ✈❛/✐❛*✐♦♥ ❛0

❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧*❛❣❡✳ ❈✐/❝❧❡0 /❡❢❡/ *♦ ❡①♣❡/✐♠❡♥*❛❧ ❞❛*❛ ✇❤✐❧❡

0♦❧✐❞ ❧✐♥❡ /❡♣/❡0❡♥*0 *♦ *❤❡ ❜❡0* ✜*✳ ❉♦✇♥✲❣/❛♣❤✿ *②♣✐❝❛❧ ▼❙✲❋▼❘ 0♣❡❝*/❛

/❡❝♦/❞❡❞ ❛* ❞✐✛❡/❡♥* ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧*❛❣❡ ✭✵ ❱✱ ✶✵✵ ❱ ❛♥❞ ✷✵✵ ❱✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✼✳✸✳✷ ❛✲❞✮ ❚②♣✐❝❛❧ ❋▼❘ 0♣❡❝*/❛ ♠❡❛0✉/❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ 0✇❡❡♣ ❢/❡K✉❡♥❝② ♠♦❞❡ ✇✐*❤

❞✐✛❡/❡♥* ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧*❛❣❡ ✈❛❧✉❡0✳ ❡✮ ❆♠♣❧✐*✉❞❡ ♦❢ *❤❡ ✉♥✐❢♦/♠ ♠♦❞❡ 0✐❣♥❛❧

❛0 ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧*❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✼✳✸✳✸ ❱♦❧*❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡0 ♦❢ *❤❡ ♥♦/♠❛❧✐③❡❞ x✲❝♦♠♣♦♥❡♥* ♦❢ *❤❡ ♠❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥

mx(Hme)✳ ❚❤❡ mx(Hme) ✈❛❧✉❡0 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢/♦♠ ❡K✉❛*✐♦♥ ✼✳✸✳✶

❛♥❞ *❤❡ ❞❛*❛ ♣/❡0❡♥*❡❞ ✐♥ ✜❣✉/❡ ✼✳✸✳✷✲❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✼✳✸✳✹ ❱♦❧*❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡0 ♦❢ *❤❡ ✉♥✐❢♦/♠ ♠♦❞❡ ❢/❡K✉❡♥❝② ✭❜❧✉❡ 0②♠❜♦❧0✮ ❛♥❞ ♦❢

*❤❡ ♥♦/♠❛❧✐③❡❞ x✲❝♦♠♣♦♥❡♥* ♦❢ *❤❡ ♠❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥ mx(Hme) ✇✐*❤ ❛ ♣✉♠♣✲

✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ x✳ ❚❤❡ mx(Hme) ✈❛❧✉❡0 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢/♦♠

❡K✉❛*✐♦♥ ✼✳✸✳✶✳ ❚❤❡ 0♦❧✐❞ ❧✐♥❡0 ❛/❡ ❝❛❧❝✉❧❛*❡❞ ✉0✐♥❣ ❡K✉❛*✐♦♥ ✼✳✸✳✷ ✇✐*❤

*❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛/❛♠❡*❡/0✿ Meff = 720 ❡♠✉✳❝♠

−3
✱ γ = 1.835 × 107 0

−1
✱

Hu = 30 ❖❡✱ Hb = 40 ❖❡✳ ◆♦*❡ *❤❛* *❤❡ Hme ✐0 ❞❡❞✉❝❡❞ ❢/♦♠ *❤❡ ❞❛*❛

♣/❡0❡♥*❡❞ ✐♥ ✜❣✉/❡ ✼✳✸✳✶✳ ❚❤❡ 0❦❡*❝❤❡0 0❤♦✇ ❤♦✇ *❤❡ ♠❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥ ❞✐/❡❝✲

*✐♦♥ /♦*❛*❡0 ❛0 ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧*❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✼✳✵✳✶ ❘❡❧❛*✐✈❡ /❡0✐0*❛♥❝❡ (R−R0) /R0 ❛0 ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ 0*/❛✐♥ ε✳ ❖♣❡♥ 0②♠❜♦❧0

❝♦//❡0♣♦♥❞ *♦ *❤❡ ❧♦❛❞0 ❛♥❞ ❢✉❧❧ 0②♠❜♦❧0 ❝♦//❡0♣♦♥❞0 *♦ ✉♥❧♦❛❞0 ♦❢ *❤/❡❡

❞✐✛❡/❡♥* 0❛♠♣❧❡0 ❛* ✸✳✹✪ ✭❣/❡❡♥✮✱ ✾✳✶✪ ✭/❡❞✮ ❛♥❞ ✶✹✪ ✭❜❧✉❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✼✳✵✳✷ 10 × 10 ➭♠2
❆❋▼ ✐♠❛❣❡0 ♦❢ ❛ ❈❋❇ *❤✐♥ ✜❧♠ *❛❦❡♥ ❛* ε = 3% ✭❛✮ ❛♥❞

ε = 9% ✭❜✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✼✳✵✳✸ ✭❛✮ 20 × 20 ➭♠2
❆❋▼ ✐♠❛❣❡0 ♦❢ ❛ ❈❋❇ *❤✐♥ ✜❧♠ *❛❦❡♥ ❛* ε = 9%✳ ❚❤❡

❛♥❣✉❧❛/ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ *❤❡ /❡0♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ Hres ❤❛0 ❜❡❡♥ ♠❡❛0✉/❡❞ ✭❜✮

❜❡❢♦/❡ *❡♥0✐❧❡ *❡0* ✭❝✮ ❛❢*❡/ *❡♥0✐❧❡ *❡0* ✇✐*❤ ♠❛①✐♠✉♠ 0*/❛✐♥ ε = 9%✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✼✳✵✳✹ ❇✐❛①✐❛❧ *❡♥0✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛* ❉✐✛❆❜0 ❇❡❛♠❧✐♥❡ ✭❙♦❧❡✐❧ 0②♥❝❤/♦*/♦♥✮✳ ❍❡/❡✱ ❛

*❤✐♥ ✜❧♠ ✐0 ❞❡♣♦0✐*❡❞ ♦♥ *❤❡ ❝❡♥*❡/ ♦❢ ❛ ❝/✉❝✐❢♦/♠ 0❤❛♣❡❞ ❑❛♣*♦♥➤ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✼✳✵✳✺ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❛*✐❝ ❞✐❛❣/❛♠ ♦❢ ✐♥*❡/❢❡/❡♥*✐❛❧ ❧✐*❤♦❣/❛♣❤②✳ ✭❜✮ ◆✐❋❡ ♥❛♥♦✇✐/❡0

♦♥ ♣♦❧②✐♠✐❞❡✳ ✭❝✮ ◆✐❋❡ ❛♥*✐❞♦*0 ♦♥ ♣♦❧②✐♠✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✼✳✵✳✻ ❖♥ *❤❡ ❧❡❢*✿ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡*♦0*/✐❝*✐✈❡ ◆✐✻✵❋❡✹✵ ♥❛♥♦✇✐/❡0❀ *❤❡

♠❛❣♥❡*✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♣/✐♥❝✐♣❛❧ ❛♣♣❧✐❡❞ 0*/❡00 ❞✐/❡❝*✐♦♥0 ❛/❡ 0❤♦✇♥✳ ❖♥ *❤❡

/✐❣❤*✿ ♣/❡❧✐♠✐♥❛/② 0*✉❞② ♦❢ ✈♦❧*❛❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞✲0*/❛✐♥ ❡✛❡❝* ♦♥ *✇♦ K✉❛♥*✐③❡❞

♠♦❞❡0 ❜② ✐♥ 0✐*✉ ❋▼❘ ✭❢ ❂ ✽ ●❍③✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
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✷✳✶ ❚❡♥&♦( ✈❡(&✉& ❝♦♥,(❛❝,❡❞ ♥♦,❛,✐♦♥ ❢♦( &,(❡&&❡& ❛♥❞ &,(❛✐♥&✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹✳✶ ❱❛❧✉❡& ♦❢ ,❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐&♦,(♦♣② ✜❡❧❞ ✭Hu✮✱ ,❤❡ &❛,✉(❛,✐♦♥ ♠❛❣♥❡,✐③❛,✐♦♥

✭Ms✮ ❛♥❞ ,❤❡ ❣②(♦♠❛❣♥❡,✐❝ (❛,✐♦ ✭γ✮ ❡①,(❛❝,❡❞ ,❤❛♥❦& ,♦ ,❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥,❛❧

❞❛,❛ ✜,&✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✷ ❱❛❧✉❡& ♦❢ ,❤❡ ✜❧♠& ❨♦✉♥❣✬& ♠♦❞✉❧✉& ✭Yf ✮✱ D♦✐&&♦♥✬& (❛,✐♦ ✭νf ✮✱ ♠❛❣♥❡✲

,♦&,(✐❝,✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ✭λ✮ ❛♥❞ ♦❢ ,❤❡ ❡❧❛&,✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥,& ✭C11✱ C12 ❛♥❞ C44✮✳

❚❤❡ ❩❡♥❡( ❛♥✐&♦,(♦♣② ✐♥❞❡① ✭A✮ ✐& ❛❧&♦ ✐♥❞✐❝❛,❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✶ ❱❛❧✉❡& ♦❢ ,❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐&♦,(♦♣② ✜❡❧❞ ✭Hu✮✱ ,❤❡ &❛,✉(❛,✐♦♥ ♠❛❣♥❡,✐③❛,✐♦♥
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❢♦)❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ #❤♦✇ '❤❛' '❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥'❡)❛❝'✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ #♣❧✐''❡❞ ✐♥'♦ '✇♦ ❞✐✛❡)❡♥' ❝❧❛##✿

❞✐)❡❝' ❛♥❞ ✐♥❞✐)❡❝' ✐♥'❡)❛❝'✐♦♥#✱ )❡#♣❡❝'✐✈❡❧②✳

✶✳✶✳✶ ▼❛❣♥❡'✐❝ ❞✐♣♦❧❛. ✐♥'❡.❛❝'✐♦♥

❚❤❡ ❡♥❡)❣② ♦❢ '✇♦ ♠❛❣♥❡'✐❝ ❞✐♣♦❧❡# ~µ1 ❛♥❞ ~µ2 #❡♣❛)❛'❡❞ ❜② '❤❡ ✈❡❝'♦) ~r ✐# ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E =
µ0
4πr3

(
~µ1. ~µ2 −

3

r2
( ~µ1.~r) ( ~µ2.~r)

)
✭✶✳✶✳✶✮

❚❤❡ ❞✐♣♦❧❛) ❡♥❡)❣② ✐# ❧♦♥❣✲)❛♥❣❡ ✐♥'❡)❛❝'✐♦♥ ❛♥❞ '❤✉# ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ '❤❡✐) ❞✐#'❛♥❝❡ ❛♥❞

)❡❧❛'✐✈❡ ♦)✐❡♥'❛'✐♦♥#✳ ❋♦) ❛♥ ❡#'✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ '❤✐# ❡♥❡)❣② ✇❡ ❝❤♦♦#❡ '②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡# ✇✐'❤

µ1 = µ2 = 1µB ✭✇❤❡)❡ µB ✐# '❤❡ ❇♦❤) ♠❛❣♥❡'♦♥✮ ❛♥❞ r = 2➴✳ ❆❞❞✐'✐♦♥❛❧❧②✱ ❛##✉♠✐♥❣

~µ1 ⇈ ~µ2 ❛♥❞ µ ⇈ ~r ❧❡❛❞# '♦ ❛♥ ❡♥❡)❣②✿

E =
µ0µ

2
B

2πr3
= 2.1× 10−24J ≈ 10−6eV ✭✶✳✶✳✷✮

❚❤❡ ❝♦))❡#♣♦♥❞✐♥❣ '❡♠♣❡)❛'✉)❡ ✭E = kBT ✇✐'❤ kB '❤❡ ❇♦❧'③♠❛♥♥ ❝♦♥#'❛♥'✮ ✐# ❢❛) ❜❡❧♦✇

✶❑✳ ❇✉'✱ '❤❡ ♦)❞❡) '❡♠♣❡)❛'✉)❡✱ ♦'❤❡)✇✐#❡ '❤❡ ❈✉)✐❡ '❡♠♣❡)❛'✉)❡ TC ♦❢ ❢❡))♦♠❛❣♥❡'✐❝

♠❛'❡)✐❛❧# ❝❛♥ )❡❛❝❤ ✉♣ '♦ ✶✵✵✵ ❑ ✭❢♦) ✐♥#'❛♥❝❡ '❤❡ ❈✉)✐❡ '❡♠♣❡)❛'✉)❡ ♦❢ ❈♦2❋❡❆❧ ❍❡✉#❧❡)

❛❧❧♦②# #'✉❞✐❡❞ ✐♥ '❤✐# )❡#❡❛)❝❤ ♣)♦❥❡❝' ✐# ❛♣♣)♦①✐♠❛'✐✈❡❧② TC ∼ 1000 ❑✮✳ ❚❤❡)❡❢♦)❡✱ '❤❡

♠❛❣♥✐'✉❞❡ ♦❢ '❤❡ ♠❛❣♥❡'✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✐♥'❡)❛❝'✐♦♥ ✐# '♦♦ ✇❡❛❦ '♦ ❝❛✉#❡ ❛ ❢❡))♦♠❛❣♥❡'✐#♠

♦)❞❡)✳

✶✸



✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

✶✳✶✳✷ ❊①❝❤❛♥❣❡ ✐♥,❡-❛❝,✐♦♥/

❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥ ✐, )❤❡ ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥ *❡,♣♦♥,✐❜❧❡ ❢♦* )❤❡ ❡,)❛❜❧✐,❤♠❡♥) ♦❢ ♠❛❣✲

♥❡)✐❝ ♦*❞❡* ✐♥ ♠❛❣♥❡)✐❝ ♠❛)❡*✐❛❧,✱ ♣❛*❛❧❧❡❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥) ♦❢ ,♣✐♥, ✐✳❡ ❢❡**♦♠❛❣♥❡)✐❝✱ ❛♥)✐♣❛*✲

❛❧❧❡❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥) ♦❢ ,♣✐♥, ✐✳❡ ❢❡**✐♠❛❣♥❡)✐❝✱ ❡)❝✳ ❚❤✐, ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥ ❛*✐,❡, ❢*♦♠ ❛ 6✉❛♥)✉♠

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝) ✇✐)❤ ♥♦ ❝❧❛,,✐❝❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❞✉❡ )♦ )❤❡ ✐♥❞✐,)✐♥❣✉✐,❤❛❜✐❧✐)② ♦❢ ❡❧❡❝)*♦♥,✳

❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ,♣❧✐))❡❞ ✐♥)♦ )✇♦ )②♣❡, ♦❢ ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥, ✭❞✐*❡❝) ❛♥❞ ✐♥✲

❞✐*❡❝) ❡①❝❤❛♥❣❡✮ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ )♦ )❤❡ ❞✐,)❛♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ♠❛❣♥❡)✐❝ ♠♦♠❡♥),✳ ❲❤❡♥ )❤❡

❡❧❡❝)*♦♥, ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦*✐♥❣ ♠❛❣♥❡)✐❝ ❛)♦♠, ❞✐*❡❝)❧② ✐♥)❡*❛❝)✱ )❤✐, ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥ ✐, ❝❛❧❧❡❞ ❞✐*❡❝)

❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡❝❛✉,❡ ✐) ✐, ❞♦♥❡ ✇✐)❤♦✉) )❤❡ ♠❡❞✐❛)✐♦♥ ♦❢ ✐♥)❡*♠❡❞✐❛)❡ ❛)♦♠,✳ ■♥ )❤❡ ❝❛,❡

♦❢ ✐♥❞✐*❡❝) ❡①❝❤❛♥❣❡✱ )❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥, ❛*❡ ✇❡❛❦❧② ♦✈❡*❧❛♣♣❡❞ ✭❢♦* *❛*❡ ❡❛*)❤

♠❡)❛❧ ❛)♦♠, ✇✐)❤ )❤❡✐* ❧♦❝❛❧✐③❡❞ 4f ❡❧❡❝)*♦♥,✮ )❤❡♥ )❤❡ ❞✐*❡❝) ❡①❝❤❛♥❣❡ ❞♦❡, ♥♦) *❡♣*❡✲

,❡♥) )❤❡ ❞♦♠✐♥❛)✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐,♠ ❢♦* ♠❛❣♥❡)✐❝ ♣*♦♣❡*)✐❡,✳ ❋♦* )❤✐, ❝❧❛,, ♦❢ ,②,)❡♠, )❤❡

✐♥❞✐*❡❝) ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥ ✐, *❡,♣♦♥,✐❜❧❡ ❢♦* ♠❛❣♥❡)✐,♠✳

✶✳✶✳✷✳✶ ❉✐%❡❝( ❡①❝❤❛♥❣❡

❚❤❡ ❞✐*❡❝) ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛, ♣*❡✈✐♦✉,❧② ✐♥)*♦❞✉❝❡❞ ❛*✐,❡, ❢*♦♠ ❛ ❞✐*❡❝) ♦✈❡*❧❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝✲

)*♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥, ♦❢ )❤❡ ❝♦♥)✐❣✉♦✉, ❛)♦♠,✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝)*♦♥, )❤❛) ❜❡❧♦♥❣ )♦ )❤♦,❡ ✇❛✈❡

❢✉♥❝)✐♦♥, ❛*❡ ✐♥❞✐,❣✉✐,❤❛❜❧❡,✳ ❇❡❝❛✉,❡ )❤❡ ❡❧❡❝)*♦♥, ❛*❡ ❢❡*♠✐♦♥,✱ )❤❡ D❛✉❧✐ ❡①❝❧✉,✐♦♥

♣*✐♥❝✐♣❧❡ ♠✉,) ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❆, ❛ ❝♦♥,❡6✉❡♥❝❡✱ )❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ ✐, )❤❡♥ ❛♥)✐,②♠♠❡)*✐❝✳

❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥ ❝❛♥ ❡①♣*❡,,❡❞ ✐♥ )❤❡ ,❛♠♣❧❡ ❝❛,❡ ♦❢ )✇♦ ❡❧❡❝)*♦♥, ❜② ❛♥ ❡✛❡❝)✐✈❡

❤❛♠✐❧)♦♥✐❛♥ Hspin ✇❤✐❝❤ ✐, ❣✐✈❡♥ ✐♥ )❤❡ ❊6✉❛)✐♦♥ ✳

Hspin = −2J ~S1. ~S2 ✭✶✳✶✳✸✮

✇❤❡*❡

~S1 ❛♥❞ ~S2 ❛*❡ )❤❡ ❛♥❣✉❧❛* ,♣✐♥ ♠♦♠❡♥)✉♠ ✈❡❝)♦* ♦❢ ❛)♦♠, ✐♥ )❤❡ i ❛♥❞ j ,✐)❡,✳

J ✐, )❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥,)❛♥) ♦* )❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥)❡❣*❛❧✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦*❡ ❣❡♥❡*❛❧✱ ❛)♦♠, ✐♥ ,♦❧✐❞,

❛*❡ ❝♦♥,)✐)✉)❡❞ ♦❢ ♠❛♥② ❡❧❡❝)*♦♥,✱ )❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡*❣② ✐♥ )❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ♠❛♥②✲❜♦❞② ,②,)❡♠,

✐, )❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ✇✐)❤✐♥ )❤❡ ❍❡✐,❡♥❜❡*❣ ♠♦❞❡❧ ❜② )❤❡ ❍❛♠✐❧)♦♥✐❛♥✿

H =
∑

ij

Jij ~Si. ~Sj ✭✶✳✶✳✹✮

✇✐)❤ Jij ❜❡✐♥❣ )❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥,)❛♥) ❜❡)✇❡❡♥ i ❛♥❞ j ,♣✐♥,✳ ❚❤❡ ❢❛❝)♦* ✷ ✐, ✐♥❝❧✉❞❡❞

✐♥ )❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉♥)✐♥❣ ✇✐)❤✐♥ )❤❡ ,✉♠✳ ❖❢)❡♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣*♦①✐♠❛)✐♦♥ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Jij =

{
J ❢♦* ♥❡❛*❡,) ♥❡✐❣❤❜♦* ,♣✐♥,

0 ♦)❤❡*✇✐,❡

✭✶✳✶✳✺✮

❚❤❡ ,✐❣♥ ♦❢ )❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥)❡❣*❛❧ ❞❡,❝*✐❜❡, )❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥) ♦❢ ,♣✐♥,✳ ❋♦* ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ J > 0✱

)❤❡ ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥ ❢❛✈♦*, ♣❛*❛❧❧❡❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥) ♦❢ )❤❡ ,♣✐♥,✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦**❡,♣♦♥❞, )♦ ❢❡**♦♠❛❣♥❡)✐❝

♦*❞❡*✐♥❣✳ ■❢ J < 0✱ ❛♥ ❛♥)✐♣❛*❛❧❧❡❧ ✭✐✳❡ ❛♥)✐❢❡**♦♠❛❣♥❡)✐❝✮ ❛❧✐❣♥♠❡♥) ♦❝❝✉*,✳ ▼♦*❡♦✈❡*✱

✐) ✐, ❝♦**❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ *❛)✐♦ a/r✱ ✇✐)❤ a ❜❡✐♥❣ )❤❡ ✐♥)❡*❛)♦♠✐❝ ❞✐,)❛♥❝❡ ❛♥❞ r )❤❡ *❛❞✐✉,

♦❢ )❤❡ d−,❤❡❧❧,✳ ❇❡)❤❡✲❙❧❛)❡* ❣✐✈❡ )❤❡ ❣*❛♣❤✐❝❛❧ ✐❧❧✉,)*❛)✐♦♥ ♦❢ ,✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦* ✭,❡❡ ✜❣✉*❡

✶✳✶✳✶✮✳ ❆, ✇❡ ❝❛♥ ,❡❡✱ )❤✐, ❝✉*✈❡ ❛❧❧♦✇, )♦ ❞✐,)✐♥❣✉✐,❤ ❜❡)✇❡❡♥ ❢❡**♦♠❛❣♥❡)✐❝ 3d ❡❧❡♠❡♥),

❧✐❦❡ ❋❡✱ ❈♦ ❛♥❞ ◆✐ ❡①❤✐❜✐)✐♥❣ ❛ ♣❛*❛❧❧❡❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥) ❛♥❞ )❤✉, ❛ ♣♦,✐)✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥,)❛♥)

❛♥❞ ❛♥)✐❢❡**♦♠❛❣♥❡)✐❝ ❡❧❡♠❡♥), ❧✐❦❡ ▼♥ ❛♥❞ ❈* ✇✐)❤ ❛♥ ❛♥)✐♣❛*❛❧❧❡❧ ♦*✐❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡
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✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

✐♥✐"✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛" θ❂180➦✳ ❚❤❡ ❢-❡❡ ❡♥❡-❣② ❞❡♥1✐"② ♦❢ ❛ ♠❛"❡-✐❛❧ ✇✐"❤ ✉♥✐❛①✐❛❧ ✭❤❡①❛❣♦♥❛❧✱

"❡"-❛❣♦♥❛❧✮ 1②♠♠❡"-② ✐1 ❡①♣-❡11❡❞ ✇✐"❤ ❛ ♣♦✇❡- 1❡-✐❡1 ❡①♣❛♥1✐♦♥1❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✽✱ ✾✱ ✶✶❪ ✿

Fu =
F0

V0
=

∑

n

Kun sin
2n θ ✭✶✳✷✳✶✮

❚❤❡♥✱ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ "❤❡ ❢-❡❡ ❡♥❡-❣② Fu ✐♥ "❤❡ ❡B✉❛"✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ❧❡❛❞1 "♦ ❡B✉❛"✐♦♥ ✶✳✷✳✷✿

Fu = Ku1 sin
2 (θ) +Ku2 sin

4 (θ) +Ku3 sin
4 (θ) cos (4ϕ) ✭✶✳✷✳✷✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥"1 Kun ✭♥❂ ✶✱ ✷✱ ✸✮ ❛-❡ "❤❡ ❛♥✐1♦"-♦♣② ❝♦❡✣❝✐❡♥"1 ❛♥❞ ϕ✐1 "❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡"✇❡❡♥

❞✐-❡❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ 1♣♦♥"❛♥❡♦✉1 ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ ❛♥❞ x−❛①✐1✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡- ♦-❞❡- "❡-♠1 ❛-❡ 1♠❛❧❧

❛♥❞ "❤❡✐- ✈❛❧✉❡1 ❛-❡ ♥♦" ❛❧✇❛②1 ♠❡❛1✉-❛❜❧❡✳ ■♥ "❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♦- "❡"-❛❣♦♥❛❧

❝-②1"❛❧ 1"-✉❝"✉-❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ "❤❡ "❡-♠ Ku1 ♣-❡❞♦♠✐♥❛"❡1 ❛♥❞ ✐1 ♣♦1✐"✐✈❡✱ "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥

✇✐❧❧ ❧✐❡ ❛❧♦♥❣ "❤❡ ❡❛1② ✇❤✐❝❤ ❝♦--❡1♣♦♥❞ "♦ "❤❡ z−❛①✐1✳ ■♥ ♦"❤❡- ✇♦-❞1✱ "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥

✐1 1"❛❜❧❡ ✐♥ "❤❛" ❞✐-❡❝"✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛①✐1 ✐1 -❡❢❡--❡❞ "♦ "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ ❡❛1② ❛①✐1 ♦-

1✐♠♣❧② ❡❛1② ❛①✐1✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧♦♥❣ ✐♥ "❤❡ ❞✐-❡❝"✐♦♥ ♣❡-♣❡♥❞✐❝✉❧❛- "♦ "❤❡

z−❛①✐1 ✐❢ Ku1 < 0✱ 1♦ "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ ✐1 ✐♥ ❛♥ ✉♥1"❛❜❧❡ 1"❛"❡ ✐♥ "❤✐1 1✐"✉❛"✐♦♥ ❛♥❞

✐"1 ❡♥❡-❣② ✐1 ♠❛①✐♠✉♠✳ ❙✉❝❤ ❛①✐1 ❛-❡ ❝❛❧❧❡❞ ❤❛-❞ ❛①✐1 ♦❢ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ ♦- 1✐♠♣❧② ❤❛-❞

❛①✐1✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ ✐❢ Ku1✐1 ♥♦" ♣-❡♣♦♥❞❡-❛♥" "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ♦"❤❡-1 ❞✐-❡❝"✐♦♥1✳

❲❡ ❝❛♥ ♣❧♦" ❛ ❞✐❛❣-❛♠ 1❤♦✇✐♥❣ "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ ❞✐-❡❝"✐♦♥1 ✐♥ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❝-②1"❛❧ ❢♦-

❞✐✛❡-❡♥" ✈❛❧✉❡1 ♦❢ "❤❡ ❛♥✐1♦"-♦♣② ❝♦♥1"❛♥"1 Ku1❛♥❞ Ku2✳ ❋♦- "❤✐1✱ ❧❡"1 "❛❦❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

1✐"✉❛"✐♦♥✿

Ku1 > 0 and Ku1 +Ku2 > 0. ✭✶✳✷✳✸✮

✐♥ "❤❡1❡ ❝♦♥1✐❞❡-❛"✐♦♥1 "❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ "❤❡ ❛♥✐1♦"-♦♣② ✐1 -❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ θ = 0✱ ✇❤❡-❡❛1

✐❢

Ku1 > 0 and 2Ku2 > −Ku1. ✭✶✳✷✳✹✮

"❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ "❤❡ ❡♥❡-❣② ✐1 ♦❜"❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ θ ✐1 ❡B✉❛❧ "♦✿

θ = −
Ku1

2Ku2
✭✶✳✷✳✺✮

✶✳✷✳✶✳✷ ❈✉❜✐❝ ❛♥✐*♦,-♦♣②

❚❤❡ ❛♥✐1♦"-♦♣② ❡♥❡-❣② ❢♦- ❝✉❜✐❝ ❝-②1"❛❧ 1✉❝❤ ❛1 ❋❡ ♦- ◆✐ ✐1 ❢♦-♠✉❧❛"❡❞ ✐♥ "❡-♠ ♦❢

❞✐-❡❝"✐♦♥ ♦❢ ❝♦1✐♥❡1 ~m =
~M
M ❂ ✭α1✱ α2✱ α3✮ ♦❢ "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ ✈❡❝"♦- ✇✐"❤ -❡1♣❡❝" "♦

"❤❡ ❝✉❜✐❝ ❡❞❣❡1✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ "❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡①♣-❡11✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❛♥✐1♦"-♦♣② ♠✉1" -❡1♣❡❝" "❤❡ ❝-②1"❛❧

1②♠♠❡"-②✳ ❚❤❡ ❛♥✐1♦"-♦♣② ❡♥❡-❣② ♠✉1" ❜❡ ❝♦♠♣❛"✐❜❧❡ ✇✐"❤ "❤❡ 1②♠♠❡"-② ❣-♦✉♣ ♦❢ "❤❡

❝-②1"❛❧ ❜② -❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥❞❡- ❛❧❧ ♦♣❡-❛"✐♦♥1✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡"♦❝-②1"❛❧❧✐♥❡ ❛♥✐1♦"-♦♣②

❢♦- ❝✉❜✐❝ ❝-②1"❛❧1 ✐1 ❣❡♥❡-❛❧❧② ✇-✐""❡♥ ✐♥ "❤❡ ❢♦-♠ ♣-♦♣♦1❡❞ ❜② ❆❦✉❧♦✈ ✭1❡❡ ❡B✉❛"✐♦♥ ✶✳✷✳✻✮

❬✶✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✷✷❪✱ ✐✳❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 1❡-✐❡1 ♦❢ α1✱ α2 ❛♥❞ α3✳❚❤♦1❡ "❡-♠1 ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ "❤❡

♦❞❞ ♣♦✇❡-1 ♦❢ αi✱ ♠✉1" ✈❛♥✐1❤✱ ❜❡❝❛✉1❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ 1✐❣♥ ♦❢ ❛♥② ♦❢ "❤❡ αi✱ 1❤♦✉❧❞ ❜-✐♥❣

"❤❡ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ ✈❡❝"♦- "♦ ❛ ❞✐-❡❝"✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❡B✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧ ❞✐-❡❝"✐♦♥✳

▼♦-❡♦✈❡-✱ "❤❡ ❡①♣-❡11✐♦♥ ♠✉1" ❜❡ ✐♥✈❛-✐❛♥" "♦ ✐♥"❡-❝❤❛♥❣❡ ♦❢ "✇♦ αi 1♦ "❤❛" "❤❡ "❡-♠1

✶✼



✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✳✶ ✕ ❋✐$*+ ♦$❞❡$ ❛♥✐*♦+$♦♣② ❡♥❡$❣② *✉$❢❛❝❡ ❢♦$ ✐$♦♥ ❝✉❜✐❝ ❝$②*+❛❧ ❢♦$ ❛ ♣♦*✐+✐✈❡

Ku1 ✭❧❡❢+✮ ❛♥❞ ♥❡❣❛+✐✈❡ Ku1 ✭$✐❣❤+ ✮ ❛♥✐*♦+$♦♣② ❝♦❡✣❝✐❡♥+✳

α2l
i α

2m
j α2n

k ✱ ♠✉*+ ❤❛✈❡ ❢♦$ ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥ ♦❢ l,m ❛♥❞ n +❤❡ *❛♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ +❤❛♥ ❛♥②

✐♥+❡$❝❤❛♥❣❡ ♦❢ i, j ❛♥❞ k✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ +❤❡ +❡$♠* *❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ +❤❡ ❢♦$♠ α2
1 + α2

2 + α2
3 = 1

Fc = Ku1

(
α2
1α

2
2 + α2

2α
2
3 + α2

3α
2
1

)
+Ku2

(
α2
1α

2
2α

2
3

)
+Ku3

(
α2
1α

2
2 + α2

2α
2
3 + α2

3α
2
1

)2
+ . . .

✭✶✳✷✳✻✮

❲❤❡$❡ +❤❡ ❞✐$❡❝+✐♦♥ ❝♦*✐♥❡* ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥✿

(
α1, α2, α3

)
=

(
sin(θ) cos(ϕ), sin(θ) sin(ϕ), cos(θ)

)
✭✶✳✷✳✼✮

❲❡ ❝❛♥ $❡♣❧❛❝❡ +❤✐* $❡❧❛+✐♦♥ ✭❡B✉❛+✐♦♥ ✶✳✷✳✻✮ ❛♥❞ ❧✐♠✐+✐♥❣ ♦✉$*❡❧✈❡* +♦ +❤❡ ✜$*+ ♦$❞❡$

♦❢ +❤❡ ❛♥✐*♦+$♦♣② ❡♥❡$❣②✿

Fc = Ku1(sin
4 θ cos2 ϕ sin2 ϕ+ sin2 θ cos2 θ) ✭✶✳✷✳✽✮

❲❡ ❝❛♥ *❡❡ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✶✳✷✳✶ +❤❡ ✸❉ $❡♣$❡*❡♥+❛+✐♦♥* ♦❢ +❤❡ ❝✉❜✐❝ ❛♥✐*♦+$♦♣② ❢♦$ Ku1 > 0

❛♥❞ Ku1 < 0✳ ■❢ Ku1 ✐* ♣♦*✐+✐✈❡✱ +❤❡ ❡❛*② ❛①✐* ✭♠✐♥✐♠❛ ♦❢ +❤❡ ❡♥❡$❣②✮ ❛$❡ ❛❧♦♥❣ +❤❡

< 100 > ❞✐$❡❝+✐♦♥ ✐✳❡ ❛❧♦♥❣ +❤❡ ❝✉❜❡ ❛①❡*✳ ❚❤❡ ❡♥❡$❣② ♠✐♥✐♠❛ ✐* ❛❧♦♥❣ < 111 >

❞✐$❡❝+✐♦♥* ✐✳❡ ❛❧♦♥❣ +❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ +❤❡ ♦❢ +❤❡ ❝✉❜❡ ✐❢ Ku1< 0✳

✶✳✷✳✷ ❙❤❛♣❡ ❛♥✐*♦,-♦♣②

❆ ♠❛❣♥❡+✐③❡❞ ❜♦❞② ❤❛* ❛+ ✐+* *✉$❢❛❝❡ ✧❢$❡❡ ♣♦❧❡*✧ +❤❛+ ❛$✐*❡ ✇❤❡$❡ +❤❡ ♥♦$♠❛❧ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥+ ♦❢ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥

~M ❣♦❡* +❤$♦✉❣❤ ❛ ❞✐*❝♦♥+✐♥✉✐+②✳ ❚❤❡*❡ ✏❢$❡❡ ♣♦❧❡*✑ ✇✐+❤ ❛

✈♦❧✉♠❡ ❞❡♥*✐+② ρ = −∇ ~M ❛♥❞ *✉$❢❛❝❡ ❞❡♥*✐+② σ = ~M.~n ✭✇❤❡$❡ ~n ✐* +❤❡ ♥♦$♠❛❧ ✈❡❝+♦$✮

❝$❡❛+❡ ❛ ❞❡♠❛❣♥❡+✐③✐♥❣ ✜❡❧❞

~Hd ✇❤✐❝❤ ♦♣♣♦*❡* +♦ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥ ❞✐$❡❝+✐♦♥✳ ■❢ +❤❡

♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥ ✐* ✉♥✐❢♦$♠✱ +❤❡♥ ♦♥❧② +❤❡ *✉$❢❛❝❡* ❝❛$$② *♦♠❡ ✏❢$❡❡ ♣♦❧❡*✑ *✐♥❝❡ ∇ ~M = 0✳

❚❤✉*✱ +❤❡ ✐♥+❡♥*✐+② ♦❢ +❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡+✐③✐♥❣ ✜❡❧❞

~Hd ✐* ♣$♦♣♦$+✐♦♥❛❧ +♦ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ +❤❡

♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥

~M ✿

~Hd = −
←→
N ~M

❲❤❡$❡

←→
N ✐* +❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡+✐③✐♥❣ +❡♥*♦$✳ ❚❤❡ $❡*✉❧+✐♥❣ ❢$❡❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ ❡♥❡$❣② ❝❛♥ ❜❡

✇$✐++❡♥ ❛*✿

Fdipolar =
1

2
~M
←→
N ~M ✭✶✳✷✳✾✮

▲❡+ ✉* ❝♦♥*✐❞❡$ +❤❡ ❝❛*❡ ♦❢ ❛ ♣$♦❧❛+❡ ❡❧❧✐♣*♦✐❞ ♦❜❥❡❝+✱ +❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥+*

←→
N ❛❧♦♥❣ +❤❡ ❛①❡*

+❤❛+ ❝♦✐♥❝✐❞❡* +♦ +❤❡ *❡♠✐✲❛①❡* ♦❢ +❤❡ ❡❧❧✐♣*♦✐❞ Nx✱ Ny✱ Nz ❛$❡ ❝❛❧❧❡❞ +❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡+✐③✐♥❣

✶✽



✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

❢❛❝#♦%&✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡#✐③✐♥❣ #❡♥&♦% ✐& &②♠♠❡#%✐❝ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡& ✐♥ #❤❡ ❛①❡& #❤❛# ❝♦✐♥❝✐❞❡&

✇✐#❤ #❤❡ ❛①❡& ♦❢ #❤❡ ❡❧❧✐♣&♦✐❞ ❛♥❞ ✐& ❣✐✈❡♥ ❜②✿

←→
N ❂




Nx 0 0

0 Ny 0

0 0 Nz




✭✶✳✷✳✶✵✮

❚❤❡ #%❛❝❡ ♦❢ #❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡#✐③✐♥❣ #❡♥&♦%

←→
N &❛#✐&✜❡& Nx+Ny+Nz = 4π✳ ❋♦% ❛♥ ❛%❜✐#%❛%②

❞✐%❡❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♠❛❣♥❡#✐③❛#✐♦♥ ✇✐#❤ %❡&♣❡❝# #♦ #❤❡ &❡♠✐✲❛①❡& ♦❢ #❤❡ ❡❧❧✐♣&♦✐❞✱ ❝❤❛%❛❝#❡%✐③❡❞

❜② #❤❡ ❞✐%❡❝#✐♦♥ ❝♦&✐♥❡& ♦❢ #❤❡ ♠❛❣♥❡#✐③❛#✐♦♥ αx,αy✱ αz✱ #❤❡ ❢%❡❡ ❡♥❡%❣② ❞❡♥&✐#② ✐& ❣✐✈❡♥

❜②✿

Fdip =
1

2
M2

(
Nxα

2
x +Nyα

2
y +Nzα

2
z

)
✭✶✳✷✳✶✶✮

❲❡ ❝❛♥ ✈❡♥#✉%❡ #♦ ❝❛❧❝✉❧❛#❡ #❤❡ ❞✐♣♦❧❛% ❢%❡❡ ❡♥❡%❣② ❞❡♥&✐#② ❢♦% ❞✐✛❡%❡♥# ❣❡♦♠❡#%✐❡&❀

#❤❡ &♣❤❡%❡✱ ❛ &♣❤❡%♦✐❞✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐#❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡% ❛♥❞ ❢♦% ❛ #❤✐♥ ✜❧♠✳ ■♥ #❤❡ ❝❛&❡ ♦❢ ❛

&♣❤❡%❡✱ #❤❡ #❡♥&♦%

←→
N ❛♠♦✉♥#& #♦✿

←→
N ❂




4π/3 0 0

0 4π/3 0

0 0 4π/3




✭✶✳✷✳✶✷✮

❛♥❞ #❤❡ ❢%❡❡ ❡♥❡%❣② ❞❡♥&✐#② ✐& ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Fdip =
1

2
M2 4

3
π
(
α2
x + α2

y + α2
z

)
=

2

3
πM2

✭✶✳✷✳✶✸✮

#❤❛♥❦& #♦ #❤❡ ♥♦%♠❛❧✐③❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❞✐%❡❝#✐♦♥ ❝♦&✐♥❡ α2
x+α

2
y+α

2
z = 1✳ ❚❤✉&✱ ❢♦% ❛ &♣❤❡%❡

✇❤✐❝❤ ✐& ✐&♦#%♦♣✐❝✱ ❛❧❧ #❤❡ ❞✐%❡❝#✐♦♥& ❛%❡ ❡♥❡%❣❡#✐❝❛❧❧② ❡J✉✐✈❛❧❡♥#✳ ❋♦% ❛ &♣❤❡%♦✐❞ #❤❡ ❛①❡&

x ❛♥❞ y ♦#❤❡%✇✐&❡ ❝❛❧❧❡❞ &❡♠✐✲♠✐♥♦% ❛①❡& ❛%❡ ❡J✉❛❧ ✐♥ ❧❡♥❣#❤ ✭x = y✮ ❜✉# ❞✐✛❡%❡♥# #♦

#❤❡ z−❛①✐& ✭&❡♠✐✲♠❛❥♦% ❛①✐&✮✳ ❆& ❛ ❝♦♥&❡J✉❡♥❝❡✱ #❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡#✐③✐♥❣ ❢❛❝#♦% Nx = Ny ❛♥❞

Nz = 4π − 2Nx✳ ❚❤❡ ❢%❡❡ ❡♥❡%❣② ❞❡♥&✐#② ✐♥ #❤✐& ❝❛&❡ ✐& ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Fdip =
1

2
M2

(
Nx sin

2 θ cos2 ϕ+Ny sin
2 θ sin2 ϕ+ (4π − 2Nx) cos

2 θ
)

✭✶✳✷✳✶✹✮

Fdip =
1

2
M2

(
Nx + (4π − 3Nx) cos

2 θ
)

✭✶✳✷✳✶✺✮

❋♦% ❛♥ ✐♥✜♥✐#❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡%✱ ✇❡ ❤❛✈❡ x = y ❛♥❞ ✱ #❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡#✐③✐♥❣ #❡♥&♦% ✐& ❣✐✈❡♥

❜②✿

←→
N ❂




2π 0 0

0 2π 0

0 0 0




✭✶✳✷✳✶✻✮

❚❤❡ ❢%❡❡ ❡♥❡%❣② ❞❡♥&✐#② ✐& ❣✐✈❡♥ ❞❡♥&✐#② ❛♠♦✉♥#& #♦✿

Fdip =
1

2
M2 2π

2

(
sin2 θ cos2 ϕ+ sin2 θ sin2 ϕ

)
=

1

2
πM2 sin2 θ ✭✶✳✷✳✶✼✮

✶✾



✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

❋♦" #❤✐♥ ✜❧♠* ❛* ✐* ❞✐*❝✉**❡❞ ✐♥ #❤❛# ❢"❛♠❡✇♦"❦ ♦❢ #❤✐* #❤❡*✐*✱ ❛❧❧ #❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡#✐③✐♥❣

✈❛♥✐*❤❡* ❡①❝❡♣# #❤❡ ♦♥❡ ❢♦" #❤❡ ❞✐"❡❝#✐♦♥ ♣❡"♣❡♥❞✐❝✉❧❛" #♦ #❤❡ ✜❧♠✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡#✐③✐♥❣

#❡♥*♦" ✐* ❣✐✈❡♥ ❜②✿

←→
N ❂




0 0 0

0 0 0

0 0 4π




✭✶✳✷✳✶✽✮

❛♥❞ #❤❡ ❢"❡❡ ❡♥❡"❣② ❞❡♥*✐#② ✐*✿

Fdip = 2πM2 cos2 θ ✭✶✳✷✳✶✾✮

✶✳✷✳✸ ▼❛❣♥❡)♦❡❧❛,)✐❝ ❛♥✐,♦)/♦♣② ❛♥❞ ♠❛❣♥❡)♦,)/✐❝)✐♦♥

■♥ ❛❞❞✐#✐♦♥ #♦ ♠❛❣♥❡#♦❝"②*#❛❧❧✐♥❡ ❛♥✐*♦#"♦♣②✱ #❤❡"❡ ✐* ❛♥♦#❤❡" ❡✛❡❝# "❡❧❛#❡❞ #♦ *♣✐♥✲

♦"❜✐# ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ ♠❛❣♥❡#♦❡❧❛*#✐❝ ❛♥✐*♦#"♦♣②✳ ▼❛❣♥❡#♦❡❧❛*#✐❝ ❛♥✐*♦#"♦♣② ❛"✐*❡* ❢"♦♠

#❤❡ *#"❛✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ❛♥✐*♦#"♦♣② ❝♦♥*#❛♥#*✳ ❯♣♦♥ ♠❛❣♥❡#✐③❛#✐♦♥✱ ❛ ♣"❡✈✐♦✉*❧②

❞❡♠❛❣♥❡#✐③❡❞ ❝"②*#❛❧ ❡①♣❡"✐❡♥❝❡* ❛ *#"❛✐♥ #❤❛# ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛*✉"❡❞ ❛* ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞

✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ #❤❡ ♣"✐♥❝✐♣❛❧ ❝"②*#❛❧❧♦❣"❛♣❤✐❝ ❛①❡*✳ ❆ ♠❛❣♥❡#✐❝ ♠❛#❡"✐❛❧ ✇✐❧❧ #❤❡"❡❢♦"❡ ❝❤❛♥❣❡

✐#* ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✇❤❡♥ ♠❛❣♥❡#✐③❡❞ ✭❢"♦♠ ℓ #♦ ℓ+ δℓ✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝# ✇❛* ✜"*# ♦❜*❡"✈❡❞ ❜② ❏♦✉❧❡

#❤❛# ❜❡❛"* ❤✐* ♥❛♠❡✱ ✐# ✐* ❛❧*♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐"❡❝# ♠❛❣♥❡#♦*#"✐❝#✐♦♥ ❡✛❡❝#✳ ❆ ♠❛❣♥❡#♦*#"✐❝#✐✈❡

*#"❛✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥# λ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥#"♦❞✉❝❡❞ #♦ ❞❡*❝"✐❜❡ #❤✐* ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✿ λ = δℓ
ℓ ✳ ■# *❤♦✉❧❞

❜❡ ♥♦#❡❞ #❤❛# λ ❝❛♥ #❛❦❡ ♣♦*✐#✐✈❡ ♦" ♥❡❣❛#✐✈❡ ✈❛❧✉❡*✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ ✐#* *✐❣♥ ❝❛♥ ❛❧*♦ ❝❤❛♥❣❡

❞✉"✐♥❣ #❤❡ ♠❛❣♥❡#✐③❛#✐♦♥ ♣"♦❝❡**✳ ❋✉"#❤❡"♠♦"❡✱ #❤❡ ♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ λ ✐* ♥♦#

❧✐♥❡❛"✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡"*❡ ❡✛❡❝# ♦#❤❡"✇✐*❡ ❱✐❧❧❛"✐ ❡✛❡❝#✱ ♦" #❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡#✐③❛#✐♦♥ ✇✐#❤

*#"❡** ❛❧*♦ ♦❝❝✉"*❬✶✶❪✳ ❚❤❡ "❡*✉❧#✐♥❣ ♠❛❣♥❡#♦*#"✐❝#✐✈❡ *#"❛✐♥* λ = δℓ
ℓ ❛"❡ ❛❜♦✉# 10−6

❢♦"

❋❡❬✶✷❪ ❜✉# ❝❛♥ "❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡* ❛* ❤✐❣❤ ❛* 10−3
❢♦" ❋❡❚❜ ❛❧❧♦②*❬✶✸❪✳ ❋♦" #❤❡ *❛❦❡ ♦❢ ❜"❡✈✐#②✱ ✇❡

✇✐❧❧ #❛❦❡ #❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝✉❜✐❝ *②*#❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐#✉❞❡ ♦❢ #❤❡ ♠❛❣♥❡#♦❡❧❛*#✐❝ ❛♥✐*♦#"♦♣②

✐* ❞❡*❝"✐❜❡❞ ❜② #✇♦ ♠❛❣♥❡#♦*#"✐❝#✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥#* ✭λ111 ❛♥❞ λ100✮✱ ♦" ❜② #❤❡ ♠❛❣♥❡#♦❡❧❛*#✐❝

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥#* ✭B1✱ B2 ✮ ❛♥❞ #❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ *#"❡**❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡#♦❡❧❛*#✐❝ ❛♥✐*♦#"♦♣②

❢♦" ❛ ❝✉❜✐❝ *②*#❡♠ ✐* #❤✉* ❣✐✈❡♥ ❜②

✶

✿

Fme = B1

(
α2
1ε1 + α2

2ε2 + α2
3ε3

)

+B2 (α2α3ε4 + α1α3ε5 + α1α2ε6) +B3(ε1 + ε2 + ε3) ✭✶✳✷✳✷✵✮

❚❤❡ ❞✐"❡❝#✐♦♥ ❝♦*✐♥❡* ♦❢ #❤❡ ♠❛❣♥❡#✐③❛#✐♦♥ ✇✐#❤ "❡*♣❡❝# #♦ #❤❡ ❝✉❜✐❝ ❛①❡* ❛"❡ ❣✐✈❡♥

❜② αi ✱ #❤❡ *#"❛✐♥* εi ❛"❡ ♠❡❛*✉"❡❞ ❛❧♦♥❣ #❤❡ ❝✉❜✐❝ ❛①❡*✳ ❊T✉❛#✐♦♥ ✭✶✳✷✳✷✵✮ ❞❡*❝"✐❜❡*

❤♦✇ #❤❡ ♠❛❣♥❡#✐③❛#✐♦♥ ❞✐"❡❝#✐♦♥ ✐♥#❡"❛❝#* ✇✐#❤ #❤❡ *#"❛✐♥* #♦ "❡*✉❧# ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡#♦❡❧❛*#✐❝

❡♥❡"❣② ❞❡♥*✐#② #❤❛# ✐* ❣✐✈❡♥ ❜② #❤❡ *♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❛❣♥❡#♦❡❧❛*#✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥#* B1 ❛♥❞

B2✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡#♦❡❧❛*#✐❝ ❡♥❡"❣② ✐* ✉*✉❛❧❧② ✇"✐##❡♥ ❛* ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♠❛❣♥❡#♦*#"✐❝#✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥#*✳ ❋♦" #❤✐*✱ "❡❧❛#✐♦♥* ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ♠❛❣♥❡#♦*#"✐❝#✐✈❡ *#"❛✐♥*✱ ♠❛❣♥❡#♦❡❧❛*#✐❝

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥#* ❛♥❞ ❡❧❛*#✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥#* ❤❛✈❡ #♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ #❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥

♦❢ *#"❡** ✇✐❧❧ ❞❡❢♦"♠ #❤❡ ❝"②*#❛❧ ✉♥#✐❧ #❤❡ ♠❛❣♥❡#♦❡❧❛*#✐❝ ❡♥❡"❣② Fme ✐* ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② #❤❡

❡❧❛*#✐❝ ♦♥❡ Fel ✭*❡❡ ❈❤❛♣#❡" ✷✮✳

✶✳ ◆♦$❡ $❤❛$ ❝♦♥$*❛❝$✐♦♥ ♥♦$❛$✐♦♥, ❛*❡ ✉,❡❞ ❤❡*❡ ✭,❡❡ ❝❤❛♣$❡* ✷✮✳

✷✵



✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

▼❛❣♥❡%♦'%(✐❝%✐♦♥ ✐♥ ❝✉❜✐❝ '✐♥❣❧❡ ❝(②'%❛❧

❚❤❡ ❡#✉✐❧✐❜(✐✉♠ *+(❛✐♥* ❛(❡ ♦❜+❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ +❤❡ +♦+❛❧ ❡♥❡(❣② ✭Ftot✮✱ *♦ ❤❡(❡ Ftot =

Fme + Fel✳ ❚❤✉*✱ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡#✉❛+✐♦♥* ❛(❡ ♦❜+❛✐♥❡❞✿

∂Etot
∂ε1

= C11ε1 + C12 (ε2 + ε3) +B1α
2
1 +B3 = 0 ✭✶✳✷✳✷✶✮

∂Etot
∂ε2

= C11ε2 + C12 (ε1 + ε3) +B1α
2
2 +B3 = 0 ✭✶✳✷✳✷✷✮

∂Etot
∂ε3

= C11ε2 + C12 (ε1 + ε3) +B1α
2
3 +B3 = 0 ✭✶✳✷✳✷✸✮

∂Etot
∂ε4

= C44ε4 +B2α2α3 = 0 ✭✶✳✷✳✷✹✮

∂Etot
∂ε5

= C44ε5 +B2α1α3 = 0 ✭✶✳✷✳✷✺✮

∂Etot
∂ε6

= C44ε6 +B2α1α2 = 0 ✭✶✳✷✳✷✻✮

■❢ ❡#✉❛+✐♦♥* ✶✳✷✳✷✶✱ ✶✳✷✳✷✷ ❛♥❞ ✶✳✷✳✷✸ ❛(❡ *✉♠♠❡❞✱ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉* ❡①♣❛♥*✐♦♥ ∆ ✐*

❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐* ❡①♣❛♥*✐♦♥ ✐* ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❞✐(❡❝+✐♦♥ ❝♦*✐♥❡* ♦❢ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥ ❛♥❞

❝♦((❡*♣♦♥❞* +♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥+❛(② ✈❛(✐❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❢❡((♦♠❛❣♥❡+*✬ ✈♦❧✉♠❡✳

∆ = ε1 + ε2 + ε3 =
−B1 + 3B3

C11 + 2C12
✭✶✳✷✳✷✼✮

■❢ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝+ +❤✐* ✈❛(✐❛+✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ +❤❛+✿

ε1,2,3 =
−B1α

2
1,2,3

C11 − C12
− C12∆ ≃

−B1α
2
1,2,3

C11 − C12
✭✶✳✷✳✷✽✮

ε4,5,6 =
−B2α2,1,1α3,3,2

C44
✭✶✳✷✳✷✾✮

❲❡ +❤❡♥ ✐♥+(♦❞✉❝❡ +❤❡ ❞✐(❡❝+✐♦♥ ❝♦*✐♥❡* ✭β1✱ β2 ❛♥❞ β3✮ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❝✉❜✐❝ ❝(②*+❛❧ ❛♥❞

+❤❡ ❝(②*+❛❧❧♦❣(❛♣❤✐❝ ❛①✐*✳ ❚❤❡ (❡❧❛+✐✈❡ ✈❛(✐❛+✐♦♥ ✐* ❣✐✈❡♥ ❜②✿

δℓ

ℓ
=

∑

i,j

εijβiβj ✭✶✳✷✳✸✵✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (❡❧❛+✐♦♥ ✐* ❞❡❞✉❝❡❞✿

δℓ

ℓ
=

−B1

C11 − C12

(
α2
1β

2
1 + α2

2β
2
2 + α2

3β
2
3 −

1

3

)

+
−B2

C44
(α2α3β2β3 + α1α3β1β3 + α1α2β1β2) ✭✶✳✷✳✸✶✮

❲❡ ❢♦✉♥❞ +❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠❛❣♥❡+♦*+(✐❝+✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+* ✭λ100 ❛♥❞ λ111✮ ❛* ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥+* B1 ❛♥❞ B2 ❜② ❡✈❛❧✉❛+✐♥❣ +❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡#✉❛+✐♦♥ ✇❤❡♥ +❤❡ ❝(②*+❛❧ ✐* (❡*♣❡❝+✐✈❡❧②

♠❛❣♥❡+✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ < 100 > ❛♥❞ < 111 >✿

λ100 = −
2

3

B1

C11 − C12
❛♥❞ λ111 = −

B2

3C44

✷✶



✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

◆♦"❡ "❤❛" ✇❡ ❝❛♥ ✐♥"*♦❞✉❝❡ λ100 ❛♥❞ λ100 ✐♥ ❡-✉❛"✐♦♥ ✶✳✷✳✸✶✿

δℓ

ℓ
=

3

2
λ100

(
α2
1β

2
1 + α2

2β
2
2 + α2

3β
2
3 −

1

3

)

+ 3λ111 (α2α3β2β3 + α1α3β1β3 + α1α2β1β2) ✭✶✳✷✳✸✷✮

▼♦*❡♦✈❡*✱ ✐" ✐8 ✐♥"❡*❡8"✐♥❣ "♦ ✇*✐"❡ "❤❡ 8"*❛✐♥8 "❡♥8♦*✿

ε =
3

2




λ100(β
2
1 −

1
3) λ111β1β2 λ111β1β3

λ111β1β2 λ100(β
2
2 −

1
3) λ111β2β3

λ111β1β3 λ111β2β3 λ100(β
2
3 −

1
3)




✭✶✳✷✳✸✸✮

■♥❞❡❡❞✱ "❤❡ ♠❛❣♥❡"♦❡❧❛8"✐❝ ❡♥❡*❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐*❡❝"❧② ✇*✐""❡♥ ❛8✿

Eme = −σ : ε ✭✶✳✷✳✸✹✮

❆8 ♣*❡✈✐♦✉8❧② 8❛✐❞✱ "❤❡ ♠❛❣♥❡"♦8"*✐❝"✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥"8 ❛*❡ ❛❜♦✉" 10−6
✐♥ ✸❞ ♠❡"❛❧8 ✭❋❡✱

◆✐ ❛♥❞ ❈♦✮✳ ■♥ ◆✐❝❦❡❧ 8✐♥❣❧❡ ❝*②8"❛❧8✱ "❤❡ "✇♦ ♠❛❣♥❡"♦8"*✐❝"✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥"8 ❛*❡ ♥❡❣❛"✐✈❡

✭λ100 = −51× 10−6
❛♥❞ λ111 = −22, 4× 10−6

✮✳ ❚❤❡ ❝❛8❡ ♦❢ ❋❡ ✐8 ✐♥"❡*❡8"✐♥❣ ❜❡❝❛✉8❡ "❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥"8 ❛*❡ ♦❢ ♦♣♣♦8✐"❡ 8✐❣♥ ✭λ100 = 20× 10−6
❛♥❞ λ111 = −20× 10−6

✮✳

▼❛❣♥❡%♦'%(✐❝%✐♦♥ ✐♥ ✐'♦%(♦♣✐❝ ♣♦❧②❝(②'%❛❧❧✐♥❡ ✜❧♠'

▼❛❣♥❡"✐❝ "❤✐♥ ✜❧♠8 ❞❡♣♦8✐"❡❞ ♦♥"♦ ♣♦❧②♠❡* 8✉❜8"*❛"❡8 ❣❡♥❡*❛❧❧② ♣*❡8❡♥" ❛ ♠✐❝*♦8"*✉❝✲

"✉*❡ ✇❤✐❝❤ ✐8 ❡✐"❤❡* ✐8♦"*♦♣✐❝ ♦* "*❛♥8✈❡*8❡❧② ✐8♦"*♦♣✐❝✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐8❝✉88 "❤❡ ❝❛8❡ ♦❢ ✐8♦"*♦♣✐❝

♠❛"❡*✐❛❧8 ❤❡*❡✳ ■♥ "❤✐8 ❝❛8❡✱ "❤❡ ♠❛❣♥❡"♦8"*✐❝"✐♦♥ ✐8 ✐8♦"*♦♣✐❝✳ ■❢ "❤❡ ✜❧♠ ✐8 ♠❛❣♥❡"✐③❡❞

✭"✐❧❧ 8❛"✉*❛"✐♦♥✮ ❛❧♦♥❣ ❛ ♠❛❝*♦8❝♦♣✐❝ ❝*②8"❛❧❧✐♥❡ ❞✐*❡❝"✐♦♥✱ "❤❡ ❛❜♦✈❡ "❡♥8♦* ✭❡-✉❛"✐♦♥

✶✳✷✳✸✸✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇*✐""❡♥ ❛8✿

ε =




λ 0 0

0 −λ
2 0

0 0 −λ
2




✭✶✳✷✳✸✺✮

❚❤✐8 *❡8✉❧" 8❤♦✇8 "❤❛" "❤❡ ❧♦♥❣✐"✉❞✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡"♦8"*✐❝"✐♦♥ ✐8 "✇✐❝❡ "✐♠❡ ❤✐❣❤❡* "❤❛♥

"❤❡ "*❛♥8✈❡*8❡ ♦♥❡ ✇✐"❤ ❛♥ ♦♣♣♦8✐"❡ 8✐❣♥✳ ❋✉*"❤❡*♠♦*❡✱ "♦ ✜♥❞ "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤✐8 λ✱ ✐"

✐8 ✐♥"❡*❡8"✐♥❣ "♦ ✉8❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛"✐♦♥ ♠♦❞❡❧8 ✐♥✐"✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦* ❡❧❛8"✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥"8

❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②❝*②8"❛❧❧✐♥❡ ✜❧♠8✳ ❚❤❡ 8✐♠♣❧❡8" ♦♥❡8 ❛*❡ "❤❡ ❱♦✐❣" ❛♥❞ "❤❡ ❘❡✉88

♠♦❞❡❧8✳ ■♥ "❤❡ ❱♦✐❣" ❛♣♣*♦①✐♠❛"✐♦♥✱ "❤❡ ❝*②8"❛❧❧✐"❡8 ❛*❡ ❝♦♥8✐❞❡*❡❞ ❛8 ❤❛✈✐♥❣ "❤❡ 8❛♠❡

❞❡❢♦*♠❛"✐♦♥ ε0 ✭✐8♦✲8"*❛✐♥✮✱ 8♦ "❤❡ ❡♥8❡♠❜❧❡ ❛✈❡*❛❣❡ ✐8 ❣✐✈❡♥ < σ >=< Cε > ❝❛♥ ❜❡

8✐♠♣❧✐✜❡❞ "♦ < σ >=< C > ε0✳ ❆8 ❛ ❝♦♥8❡-✉❡♥❝❡✱ "❤❡ ❡♥❡*❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝*②8"❛❧❧✐"❡8 ✐8

❡①♣*❡88❡❞ ❛8 ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ 8"*❛✐♥ ❛♥❞ "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ ✇✐"❤ "❤❡ ❛88✉♠♣"✐♦♥ ♦❢ ❡-✉❛❧

8"*❛✐♥ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ 8✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❢*❡❡ ❡♥❡*❣✐❡8 ✇✐"❤ *❡8♣❡❝" "♦ 8"*❛✐♥✳ ❚❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *❡❧❛"✐♦♥ ✐8 "❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞✿

λ =

(
C11 − C12

C11 − C12 + 3C44

)
λ100 +

(
1−

C11 − C12

C11 − C12 + 3C44

)
λ111 ✭✶✳✷✳✸✻✮

❖* ❜② ✐♥"*♦❞✉❝✐♥❣ "❤❡ ❩❡♥❡* ❛♥✐8♦"*♦♣② ✐♥❞❡① A = 2C44

C11−C12

λ =

(
2

2 + 3A

)
λ100 +

(
3A

2 + 3A

)
λ111 ✭✶✳✷✳✸✼✮

✷✷



✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

■♥ ❘❡✉%% ❛♣♣(♦①✐♠❛-✐♦♥✱ -❤❡ ❝(②%-❛❧❧✐-❡% ❛(❡ ❝♦♥%✐❞❡(❡❞ -♦ ❜❡ -❤❡ %❡❛- ♦❢ -❤❡ %❛♠❡

%-(❡%% σ0 ✭✐%♦✲%-(❡%%✮✱ ❛ ✉♥✐❢♦(♠ %-(❡%% -❤(♦✉❣❤ -❤❡ ❝(②%-❛❧❧✐-❡% ✐% ❛%%✉♠❡❞✳ < ǫ >=<

Sσ0 >✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ %✐♠♣❧✐✜❡❞ -♦ < ǫ >=< S > σ0. ❚❤❡♥✱ ♠❛❣♥❡-♦%-(✐❝-✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ♦❢

❛♥ ✐%♦-(♦♣✐❝ ♣♦❧②❝(②%-❛❧ ✐% ❣✐✈❡♥ ✐♥ -❤❡ ❘❡✉%% ❛♣♣(♦①✐♠❛-✐♦♥ ❜②✿ ❬✶✺✱ ✶✻❪

λ =
2

5
λ100 +

3

5
λ111 ✭✶✳✷✳✸✽✮

✶✳✸ ▼❛❣♥❡(✐③❛(✐♦♥ ❉②♥❛♠✐❝0

❚❤❡ ♠❛❣♥❡-✐③❛-✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝% (❡❢❡(% -♦ -✐♠❡ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♠❛❝(♦%❝♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡-✐③❛✲

-✐♦♥ ❛❢-❡( -❤❡(♠❛❧✱ ❡❧❡❝-(♦♠❛❣♥❡-✐❝ ✭❡✳❣✳ ♠✐❝(♦✇❛✈❡✮ ♦( ❡✈❡♥ ♠❛--❡( ✇❛✈❡✴♣❛(-✐❝❧❡ ✭❡✳❣✳

♥❡✉-(♦♥✱ ❡❧❡❝-(♦♥ ♦( ♣❤♦♥♦♥✮ ❡①❝✐-❛-✐♦♥%❬✶✼❪✳ ■♥ ♠❛❣♥❡-✐③❛-✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝%✱ %✐♠✐❧❛(❧② -♦

❛♥② ♦-❤❡( -②♣❡ ♦❢ -✐♠❡ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤②%✐❝❛❧ L✉❛♥-✐-②✱ ♦♥❡ ❤❛% -♦ ❝♦♥%✐❞❡( -❤❡ ♠❛❣♥❡-✐❝

(❡%♣♦♥%❡ ✐♥ (❡❧❛-✐♦♥ -♦ -❤❡ ❛♠♣❧✐-✉❞❡ ❛♥❞ ❡♥❡(❣② %♣❡❝-(✉♠ ♦❢ -❤❡ ❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❛% ✇❡❧❧ ❛%

-❤❡ (❡❧❛①❛-✐♦♥ (❛-❡% ❛♥❞ ❧✐❦❡❧② ❞✐✛❡(❡♥- ❞✐%%✐♣❛-✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧% ❛❧❧♦✇✐♥❣ -❤❡ %-♦(❡❞ ❡♥❡(❣② -♦

❞✐%%✐♣❛-❡ -♦ -❤❡ ❧❛--✐❝❡✳ ❆ ✇✐❞❡ ❡♥❡(❣❡-✐❝ (❛♥❣❡ ♦❢ ❡①❝✐-❛-✐♦♥% ♣(♦❞✉❝❡❞ ❜② -✐♠❡ ✈❛(②✐♥❣

♠❛❣♥❡-✐❝ ✜❡❧❞% ❤❛% ❜❡❡♥ ✐♥✈❡%-✐❣❛-❡❞ ✐♥ -❤❡ ❢(❡L✉❡♥❝② ❛♥❞ -✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ %♣✐♥ ❞②♥❛♠✐❝%✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ -❤❡ ❛♠♣❧✐-✉❞❡ ♦❢ -❤❡ ❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❧✐♥❡❛(✲ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛( ♠❛❣♥❡-✐❝ (❡%♣♦♥%❡%

✇❤✐❝❤ ❛(❡ ❞❡%❝(✐❜❡❞ ❜② -❤❡ ✜❡❧❞✲ ❛♥❞ ❢(❡L✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥- ♠❛❣♥❡-✐❝ %✉%❝❡♣-✐❜✐❧✐-② -❡♥%♦(

χ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦♥✐-♦(❡❞✳

✶✳✸✳✶ ▲❛♥❞❛✉ ▲✐❢*❝❤✐-③ ●✐❧❜❡3- ✭▲▲●✮ ❡6✉❛-✐♦♥

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣(♦❝❡%% ✐♥ ❢❡((♦♠❛❣♥❡-% ❛(❡ ❞❡%❝(✐❜❡❞ ✉%✐♥❣ ❛ ❝♦♥-✐♥✉✉♠ ❛♣♣(♦❛❝❤✳

❙♣✐♥% ✐♥ ❢❡((♦♠❛❣♥❡-% ❛(❡ %-(♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞✳ ❋♦( -❤✐%✱ -❤❡ ♠❛❣♥❡-✐③❛-✐♦♥ ✭

~M❂

∑
~µ

V ✮ ✇❤✐❝❤

✐% -❤❡ %✉♠ ♦❢ ♠❛❣♥❡-✐❝ ♠♦♠❡♥- ♣❡( ✉♥✐- ✈♦❧✉♠❡ ✐% ✉%❡❞ ❛% ❛ ❝❤❛(❛❝-❡(✐%-✐❝ ♣❛(❛♠❡-❡( ♦❢

-❤❡ ❢❡((♦♠❛❣♥❡-✐❝ %②%-❡♠✳ ❚❤❛♥❦% -♦ -❤✐% ❝♦♥-✐♥✉✉♠ ❛♣♣(♦❛❝❤✱ -❤❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧ -❤❡♦(② ❝❛♥

❜❡ ✉%❡❞ ❢♦( -❤❡ -(❡❛-♠❡♥- ♦❢ -❤❡ ❞②♥❛♠✐❝% ♣(♦❝❡%% ♦❢ -❤❡ ♠❛❣♥❡-✐③❛-✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ -❤❡

❡L✉❛-✐♦♥% ♦❢ ♠❛❝(♦%❝♦♣✐❝ ❡❧❡❝-(♦❞②♥❛♠✐❝% %❤♦✉❧❞ ❜❡ %✉♣♣❧❡♠❡♥-❡❞ ❜② ♠❛-❡(✐❛❧% ❝❤❛(✲

❛❝-❡(✐%-✐❝ ❡L✉❛-✐♦♥%✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡%❝(✐❜❡ -❤❡ ♣❛(-✐❝✉❧❛( (❡❧❛-✐♦♥ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ♠❛❣♥❡-✐③❛-✐♦♥

✈❡❝-♦(

~M ❛♥❞ -❤❡ ♠❛❣♥❡-✐❝ ✜❡❧❞

~H✳ ▲❡- ✉% ❝♦♥%✐❞❡( -❤❡ ❢❡((♦♠❛❣♥❡- ♠❡❞✐✉♠ ❛% ❛ %✉♠

♦❢ ❝❧❛%%✐❝❛❧ -♦♣ ✇✐-❤ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛( ♠♦♠❡♥-❛

~J ❛♥❞ ♠❛❣♥❡-✐❝ ♠♦♠❡♥- ~µ✳ ❋(♦♠ L✉❛♥-✉♠✲

♠❡❝❤❛♥✐❝%✱ ✇❡ ❦♥♦✇ -❤❛- -❤❡ ♠❛❣♥❡-✐❝ ♠♦♠❡♥- ✐% ♣(♦♣♦(-✐♦♥❛❧❧② (❡❧❛-❡❞ -♦ -❤❡ ❛♥❣✉❧❛(

♠♦♠❡♥- ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿

~µ = γ ~J ✭✶✳✸✳✶✮

■♥ -❤✐% ❝❛%❡✱ -❤❡ ❡L✉❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ -♦♣ ❝❛♥ ❜❡ ✇(✐--❡♥ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿

~
∂ ~J

∂t
= ~µ× ~H ✭✶✳✸✳✷✮

❯%✐♥❣ -❤❡ (❡❧❛-✐♦♥

~M ❂N~µ ✇❤❡(❡ N ✐% -❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ -♦♣% ✐♥ ❛ ✉♥✐- ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ -❤❡

(❡❧❛-✐♦♥

−→µ ❂γ
−→
J ✱ ✇❡ ♦❜-❛✐♥ -❤❡ ❡L✉❛-✐♦♥ ♦❢ ♠♦-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♠❛❣♥❡-✐③❛-✐♦♥ ✭❡L✉❛-✐♦♥ ✶✳✸✳✸✮

✇❤✐❝❤ ✇❛% ✜(%-❧② ♣(♦♣♦%❡❞ ✐♥ ✶✾✸✺ ❜② ▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ▲✐❢%❝❤✐-③❬✶✽❪✳

✷✸
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✳✶ ✕ ❲❤❡♥ ❞✐./✉$❜✐♥❣ /❤❡ ❡1✉✐❧✐❜$✐✉♠ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥✱ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐③❛/✐♦♥

~M ♣$❡✲

❝❡..❡. ❛$♦✉♥❞ /❤❡ ❡✛❡❝/✐✈❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ ✜❡❧❞

~Heff ✭❧❡❢/✮✳ ❚❤❡ /♦$1✉❡ ❛❝/✐♥❣

♦♥ /❤❡ ♠♦♠❡♥/ ✐. ❣✐✈❡♥ ❜② ❡1✉❛/✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳ ❲❤❡♥ ✐♥/$♦❞✉❝✐♥❣ ❞❛♠♣✐♥❣✱

/❤❡ ♠❛❣♥❡/✐③❛/✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇. ❛ ❤❡❧✐❝♦✐❞❛❧ /$❛❥❡❝/♦$② ❜❛❝❦ /♦ ✐/. ❡1✉✐❧✐❜$✐✉♠

♣♦.✐/✐♦♥ ✭$✐❣❤/✮✱ ❞❡.❝$✐❜❡❞ ❜② ❡1✉❛/✐♦♥ ✶✳✸✳✹✳

∂ ~M

∂t
= −γ( ~M × ~Heff ) ✭✶✳✸✳✸✮

■/ ✐. ✐♠♣♦$/❛♥/ /♦ ♣♦✐♥/ ♦✉/ /❤❛/ /❤✐. ❡1✉❛/✐♦♥ ✐. ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✐❢ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐③❛/✐♦♥

~M ✐.

✉♥✐❢♦$♠ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡. ✐♥ .♣❛❝❡ .❧♦✇❧②✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ /❤✐. ❡1✉❛/✐♦♥ ❞♦❡. ♥♦/ ❛❧❧♦✇ ❢♦$ ✬❧♦..❡.✬✱

✐✳❡✱ ❢♦$ /❤❡ ❞✐..✐♣❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ ❡♥❡$❣②✳ ❙✐♥❝❡ /❤❡ ♦.❝✐❧❧❛/✐♦♥. ♦❢ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐③❛/✐♦♥

❛$❡ ✐♥❡✈✐/❛❜❧② ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ❞✐..✐♣❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡✐$ ❡♥❡$❣②✱ /♦ ❞❡.❝$✐❜❡ /❤✐. ❜❡❤❛✈✐♦$

●✐❧❜❡$/✱ ✐♥ ✶✾✺✺ ❝♦$$❡❝/❡❞ /❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢.❤✐/③ ❜② ✐♥/$♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ /❡$♠❬✶✼✱ ✶✽✱ ✶✾❪✳

d ~M

dt
= −γ( ~M × ~Heff ) +

α

MS
( ~M ×

d ~M

dt
) ✭✶✳✸✳✹✮

✇❤❡$❡ γ ❞❡♥♦/❡. /❤❡ ❣②$♦♠❛❣♥❡/✐❝ $❛/✐♦ ❛♥❞ α ✐. ❝❛❧❧❡❞ ❞✐♠❡♥.✐♦♥❧❡.. ●✐❧❜❡$/ ❞❛♠♣✲

✐♥❣✳ ❚❤✉.✱ (αω)−1
✐. /❤❡ $❡❧❛①❛/✐♦♥ /✐♠❡ ✇✐/❤ ω /❤❡ ♠✐❝$♦✇❛✈❡ ❢$❡1✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ $❡.✉❧/✲

✐♥❣ ♣$❡❝❡..✐♦♥❛❧ ❢$❡1✉❡♥❝② ✐. ❞❡/❡$♠✐♥❡❞ ❜② /❤❡ ❣②$♦♠❛❣♥❡/✐❝ $❛/✐♦ γ✱ /❤❡ .❛/✉$❛/✐♦♥

♠❛❣♥❡/✐③❛/✐♦♥ Ms ❛♥❞ /❤❡ ❡✛❡❝/✐✈❡ ✜❡❧❞
~Heff ✇❤✐❝❤ ❝♦♥/❛✐♥. ✐♥/❡$♥❛❧ ✜❡❧❞. .✉❝❤ ❛. /❤❡

♠❛❣♥❡/♦❝$②./❛❧❧✐♥❡ ❛♥✐.♦/$♦♣② ✜❡❧❞✱ /❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡/✐③✐♥❣ ✜❡❧❞✱ /❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞✱ /❤❡ ♠❛❣✲

♥❡/♦❡❧❛./✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ /❤❡ ❡①/❡$♥❛❧ ❜✐❛. ✜❡❧❞

~H0✳ ■♥ /❤❡ ▲▲● ❡1✉❛/✐♦♥✱ /❤❡ ✜$./ /❡$♠ ♦♥

/❤❡ $✐❣❤/ ❤❛♥❞ .✐❞❡ ❞❡.❝$✐❜❡. ❛ ♣$❡❝❡..✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐③❛/✐♦♥ ✈❡❝/♦$✱ ✇❤✐❧❡ /❤❡ .❡❝♦♥❞

/❡$♠ ♦/❤❡$✇✐.❡ ❝❛❧❧❡❞ ●✐❧❜❡$/ ❞❛♠♣✐♥❣ /❡$♠ ❤❛. ❜❡❡♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥/$♦❞✉❝❡❞

/♦ /❛❦❡ ✐♥/♦ ❛❝❝♦✉♥/ $❡❛❧✐❣♥♠❡♥/ ♦❢ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐③❛/✐♦♥ /♦ ✐/. ❡1✉✐❧✐❜$✐✉♠ ♣♦.✐/✐♦♥✳ ❚❤✐.

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐. ✐❧❧✉./$❛/❡❞ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✶✳✸✳✶✳ ❋♦$ ❛ ❢❡$$♦♠❛❣♥❡/✐❝ .②./❡♠✱ ✐❢ ✇❡ ❦♥♦✇ ✐/. ❢$❡❡

♠❛❣♥❡/✐❝ ❡♥❡$❣② ❞❡♥.✐/② F ✱ /❤❡ ❡✛❡❝/✐✈❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ ✜❡❧❞ ~Heff ✐♥ /❤❡ ▲▲● ❡1✉❛/✐♦♥ ✶✳✸✳✹

.❛/✐.✜❡.❬✷✵❪✿

~Heff = −
∂F

∂ ~M
✭✶✳✸✳✺✮
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✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

✶✳✸✳✷ ▼❛❣♥❡)✐❝ ,✉,❝❡♣)✐❜✐❧✐)②

❲❡ ✇✐❧❧ %&❛(& %♦❧✈✐♥❣ &❤❡ ❡.✉❛&✐♦♥ ♦❢ ♠♦&✐♦♥ ✐♥ ♦(❞❡( &♦ ❞❡&❡(♠✐♥❡ &❤❡ ❤✐❣❤✲❢(❡.✉❡♥❝②

♠❛❣♥❡&✐❝ %✉%❝❡♣&✐❜✐❧✐&② ❧✐♠✐&✐♥❣ ♦✉(%❡❧✈❡% ✐♥ &❤❡ %✐♠♣❧❡ ❝❛%❡ ❛ ❧♦%%❧❡%% ❢❡((♦♠❛❣♥❡&✳ ❋♦(

&❤✐%✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉% ♦♥ &❤❡ ▲▲● ❡.✉❛&✐♦♥ ✇❤❡(❡ &❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ &❡(♠ ✐% ♥❡❣❧❡❝&❡❞✳

✶✳✸✳✷✳✶ ▲♦&&❧❡&& ▼❛❣♥❡-✐❝ ❙✉&❝❡♣-✐❜✐❧✐-②

❚♦ %♦❧✈❡ &❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢%❝❤✐&③ ❡.✉❛&✐♦♥✱ ✇❡ ❧✐♥❡❛(✐③❡ ✐& ❜② ❞❡❝♦♠♣♦%✐♥❣ &❤❡ ♠❛❣♥❡&✐❝

✜❡❧❞ ❛♥❞ &❤❡ ♠❛❣♥❡&✐③❛&✐♦♥ (❡%♣❡❝&✐✈❡❧② ✐♥ &✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥&%✿ ❛ %&❛&✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥& ✭

~H0✱

~M0✮ ❛♥❞ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥& ✭
~h ✱~m✮✿

~H = ~H0 + ~h∼ , ~M = ~M0 + ~m∼ ✭✶✳✸✳✻✮

❛♥❞ ❜② ❛%%✉♠✐♥❣ &❤❛&

∥∥∥~h∼
∥∥∥ ≪

∥∥∥ ~M0

∥∥∥ , ‖~m∼‖ ≪
∥∥∥ ~M0

∥∥∥ ✭✶✳✸✳✼✮

❚❤❡♥ ❜② %✉❜%&✐&✉&✐♥❣ &❤❡ %✉♠% ✶✳✸✳✻ ✐♥&♦ &❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢%❝❤✐&③ ❡.✉❛&✐♦♥ ✶✳✸✳✸ &❛❦✐♥❣

✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥& &❤❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥% ✶✳✸✳✼✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧✐♥❡❛(✐③❡ &❤❡ ❡.✉❛&✐♦♥ ✶✳✸✳✸ ✐♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❢♦(♠✿

∂ ~m∼
∂t

+ γ ~m∼ = −γ ~M0 × ~h∼ ✭✶✳✸✳✽✮

❚❤✐% ❡.✉❛&✐♦♥ ✐% ❧✐♥❡❛( ✇✐&❤ &❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥&% ~m∼ ❛♥❞ ~h∼✳ ❈♦♥%✐❞❡(✐♥❣ ❤❛(✲
♠♦♥✐❝ &✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ~m∼ ❛♥❞ ~h∼❛♥❞ ✉%✐♥❣ &❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐&✉❞❡ ♠❡&❤♦❞% ❬✷✶✱ ✷✷❪✱
❧❡❛❞% &♦ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛(✐❛❜❧❡%✿

~h∼ = ~h exp(iωt) and ~m∼ = ~m exp(iωt) ✭✶✳✸✳✾✮

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝&♦( .✉❛♥&✐&✐❡% ~m ❛♥❞ ~h ✐♥ ✶✳✸✳✾✳ ❚❤❡② %❛&✐%❢② &❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢%❝❤✐&③

❡.✉❛&✐♦♥✿

iω ~m+ γ ~m×
−→
H 0 = −γ ~M0 × ~h ✭✶✳✸✳✶✵✮

❲❡ ❝❛♥ (❡✇(✐&❡ &❤✐% ❡.✉❛&✐♦♥ ♣(♦❥❡❝&✐♥❣ ♦♥&♦ &❤❡ ❛①❡% ♦❢ ❝❛(&❡%✐❛♥ ❝♦♦(❞✐♥❛&❡ %②%&❡♠✱

&❛❦✐♥❣ &❤❡ ③✲❛①✐% ✐♥ &❤❡ %❛♠❡ ❞✐(❡❝&✐♦♥ &❤❛♥

~H0 ❛♥❞
~H0✱ ✇❡ ❣❡&✿

iωmx + γH0my = γM0hy

−γH0mx + iωmy = γM0hx

iωmz = 0

❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥&% ~m ❛♥❞ ~h ❛(❡ (❡❧❛&❡❞ ❜② &❤❡ ❤✐❣❤✲❢(❡.✉❡♥❝② ♠❛❣♥❡&✐❝ %✉%❝❡♣&✐❜✐❧✐&②
←→χ ✿
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✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

~m =←→χ ~h ✭✶✳✸✳✶✶✮

✇❤❡(❡

←→χ ✐* ❝❛❧❧❡❞ /❤❡ 0♦❧❞❡( /❡♥*♦(✿

←→χ =

∣∣∣∣∣∣

χ iχa 0

−χa χ 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣
✭✶✳✸✳✶✷✮

✇❤❡(❡

χ =
ωHωM/4π

ω2
H − ω

2
, χa =

ωωM/4π

ω2
H − ω

2
, ωH = γH0 and ωM = γ4πM0 ✭✶✳✸✳✶✸✮

❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥/*

~b ❛♥❞

~h ❛(❡ ❛(❡ (❡❧❛/❡❞ ❜② /❤✐* (❡❧❛/✐♦♥✿

~h =←→µ ~b ✭✶✳✸✳✶✹✮

❚❤❡ ❤✐❣❤✲❢(❡>✉❡♥❝② ♠❛❣♥❡/✐❝ *✉*❝❡♣/✐❜✐❧✐/② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛*✐❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢(♦♠✿

←→µ =
←→
I + 4π←→χ ✭✶✳✸✳✶✺✮

✇❤❡(❡

←→
I ✐* /❤❡ ✐❞❡♥/✐/② /❡♥*♦( ✈✐③✳ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ /❡♥*♦( ✇✐/❤ ❛❧❧ ♥♦♥③❡(♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥/*

❡>✉❛❧ /♦ ✉♥✐/②✳ ❲❡ ♦❜/❛✐♥ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (❡❧❛/✐♦♥ ❜② ✉*✐♥❣ ❡>✉❛/✐♦♥ ✶✳✸✳✶✷✿

←→µ =

∣∣∣∣∣∣

µ iµa 0

−µa µ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
✭✶✳✸✳✶✻✮

✇❤❡(❡

µ =
ω2

⊥
− ω2

ω2
H − ω

2
, µa = χa =

ωωM/4π

ω2
H − ω

2
, ω2

⊥
= ωH(ωH + ωM ) ✭✶✳✸✳✶✼✮

✶✳✸✳✷✳✷ ▲♦&&② ♠❛❣♥❡-✐❝ &✉&❝❡♣-✐❜✐❧✐-②

■♥ ❡>✉❛/✐♦♥ ✶✳✸✳✶✷✱ ✐❢ ω → ωH ✱ ✇❡ ♥♦/✐❝❡ /❤❛/ /❤❡ ❡①♣(❡**✐♦♥* χ ❛♥❞ χa ❣(♦✇ ✉♥✲

❧✐♠✐/❡❞❧②✳ ❚❛❦✐♥❣ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐♥/♦ ❝♦♥*✐❞❡(❛/✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛✈♦✐❞ /❤✐* ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

■♥ /❤✐* ♣❛(/✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞(❡** /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ *✉*❝❡♣/✐❜✐❧✐/② ❢♦( ❧♦**② ❢❡((♦♠❛❣♥❡/✳ ❋♦( /❤✐*

♣✉(♣♦*❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣(♦❝❡❡❞ ✐♥ /❤❡ *❛♠❡ ✇❛② ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /❤❡ *❛♠❡ (❡❛*♦♥✐♥❣ /❤❛♥ ❢♦(❣♦✲

✐♥❣ ❡>✉❛/✐♦♥* ✭✐✳❡ /❤❡ ❧♦**❧❡** ❢❡((♦♠❛❣♥❡/✮✳ ❋♦( /❤✐*✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉*❡ /❤❡ ❝♦♥❞✐/✐♦♥* ✉*❡❞ ✐♥

❡>✉❛/✐♦♥ ✶✳✸✳✻ ✐♥ /❤❡ ▲▲● ❡>✉❛/✐♦♥✱ /❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡>✉❛/✐♦♥ *✐♠✐❧❛( /❤❛♥ /❤❡ ♦♥❡

♦❜/❛✐♥ ✐♥ ❡>✉❛/✐♦♥ ✶✳✸✳✶✵✿

iω ~m+ γ ~m× ~H0 +
iαω

M0
× ~M0 = −γ ~M0 × ~m(~r, t) ✭✶✳✸✳✶✽✮

❚♦ ✜♥❞ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ *✉*❝❡♣/✐❜✐❧✐/② ✐♥ /❤❡ ♣(❡*❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦**❡*✱ ♦♥❡ ❤❛* /♦ ♣(♦❥❡❝/ /❤❡

❧✐♥❡❛(✐③❡❞ ▲▲● ❡>✉❛/✐♦♥ ♦♥/♦ /❤❡ ❝♦♦(❞✐♥❛/❡ ❛①❡*✳ ❚❤❡♥✱ ❛❢/❡( (❡*♦❧✈✐♥❣ /❤❡ (❡*✉❧/✐♥❣ *❡/

♦❢ ❡>✉❛/✐♦♥*✱ ✇❡ ❤❛✈❡ /❤❡ *✉*❝❡♣/✐❜✐❧✐/② /❡♥*♦(

←→χ ✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ ✐/ ❡❛*✐❡( /♦ ❞❡(✐✈❡ ❞✐(❡❝/❧②

/❤❡ /❡♥*♦(

←→χ ✱ ❜② (❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥ ❡>✉❛/✐♦♥ ✶✳✸✳✶✸ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣(❡**✐♦♥✿

ω → ωH + iω ✭✶✳✸✳✶✾✮
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____ χ ’ 

------ χ ’’ 

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✳✷ ✕ ❚❤❡ $❡❛❧ ✭0♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ 5❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛$② ✭❞❛0❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ♣❛$5 ♦❢ 5❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

❤❢ 0✉0❝❡♣5✐❜✐❧✐5②✳

❚❤✉0 $❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡=✉❛5✐♦♥ ✶✳✸✳✶✾ ✐♥ 5❤❡ ❡①♣$❡00✐♦♥0 ♦❜5❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡=✉❛5✐♦♥ ✶✳✸✳✶✸✳ ▼♦$❡✲

♦✈❡$✱ ❛00✉♠✐♥❣ χ = χ
′

+ iχ”
❛♥❞ χa = χ

′

a + iχ”
a✱ ✇❡ ❣❡5✿

χ
′

=
1

D
ωMωh[ω

2
H − (1− α2)ω2]

χ” =
1

D
αωMω[ω

2
❍

+ (1 + α2)ω2]

χ
′

a =
1

D
αωMωH [ω

2
❍

− (1− α2)ω2]

χ”
a = 2αωMω

2ω
❍

D = [ω2
H − (1 + α2)ω2]2 + 4α2ω2ω2

❍

✭✶✳✸✳✷✵✮

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✳✷ 0❤♦✇0 5❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ 5❤❡ $❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛$② ♣❛$50 ♦❢ 5❤❡ F♦❧❞❡$ 5❡♥0♦$

←→χ ♦♥ 5❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛0 ✜❡❧❞ H0✳ ❚❤❡ $❡❛❧ ♣❛$5 ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ 0✐❣♥✱ ✇❤✐❧❡ 5❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛$② ♣❛$50

♣❛00 5❤$♦✉❣❤ ♠❛①✐♠❛ ❛5 5❤❡ $❡0♦♥❛♥❝❡✳ ❚❤❡ $❡0♦♥❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐5✐♦♥ ✐0 ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

ω =
ωH

1 + α2
✭✶✳✸✳✷✶✮

❆5 5❤❡ $❡0♦♥❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

χ” =
ωM
2αω

✭✶✳✸✳✷✷✮

❚❤❡ ✇✐❞5❤0 ❛$❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛0 5❤❡ ✐♥5❡$✈❛❧0 ❜❡5✇❡❡♥ ω ♦$ H0✈❛❧✉❡0 ❛5 ♣♦✐♥50 ✇❤❡$❡ χ” =

χ”res/2✱ ❛$❡✿
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∆ω = 2αω∆H =
2αω

γ
✭✶✳✸✳✷✸✮

❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛.② ♣❛.1 ♦❢ 1❤❡ ♠❛❣♥❡1✐❝ 5✉5❝❡♣1✐❜✐❧✐1② χ”
❝❤❛.❛❝1❡.✐③❡5 1❤❡ ❡♥❡.❣② ❛❜5♦.♣✲

1✐♦♥ 1❤❛1 ❛♣♣❡❛.5 ✐♥ ❛ ❢❡..♦♠❛❣♥❡1✐❝ 5②51❡♠ ❞✉❡ 1♦ ❡①❝✐1❛1✐♦♥ ❜② ❛ ♠✐❝.♦✇❛✈❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡

❛❜5♦.❜❡❞ ♠✐❝.♦✇❛✈❡ ♣♦✇❡. ✱ Prf ✐♥ ❛ ❢❡..♦♠❛❣♥❡1✐❝ 1❤✐♥ ✜❧♠✱ ✐5 ❞❡✜♥❡❞ ❛5 ❬✷✵❪✿

Prf =
1

2
ωIm [χ] |hrf |

2
✭✶✳✸✳✷✹✮

✶✳✹ ❙♣✐♥ ✇❛✈❡+ ♠♦❞❡+

■♥ ❛ ❢❡..♦♠❛❣♥❡1 ✐1 ❡①✐515 ❞✐✛❡.❡♥1 ♠❛❣♥❡1✐❝ ❡①❝✐1❛1✐♦♥5 ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❡♥1✐♦♥✿

1❤❡ ✉♥✐❢♦.♠ ♣.❡❝❡55✐♦♥ ♠♦❞❡ ❛♥❞ 1❤❡ 5♣✐♥ ✇❛✈❡5✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦.♠ ♠♦❞❡ ✐♠♣❧✐❡5 1❤❛1 ❛❧❧

♠❛❣♥❡1✐❝ ♠♦♠❡♥15 ♣.❡❝❡55 ❛1 1❤❡ 5❛♠❡ ❢.❡H✉❡♥❝② ❛♥❞ ♣❤❛5❡✳ ■♥ 1❤❡ ❥❛.❣♦♥ ♦❢ 5♣✐♥ ✇❛✈❡5✱

✐1 ✐5 1❤❡ ❧♦✇❡51 ❡♥❡.❣② ♠❛❣♥♦♥ ✭5♣✐♥ ✇❛✈❡✮ ✇✐1❤ 1❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝1♦. k = 0✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ ❤✐❣❤❡.

♦.❞❡. ❡①❝✐1❛1✐♦♥5 ♠❛② ❝❛✉5❡ 1❤❡ ♠❛❣♥❡1✐❝ ♠♦♠❡♥15 1♦ ♣.❡❝❡55 ✇✐1❤ 1❤❡ 5❛♠❡ ❢.❡H✉❡♥❝②

❜✉1 ❛1 ❞✐✛❡.❡♥1 ♣❤❛5❡5 ❛♥❞ ❛.❡ .❡❢❡..❡❞ 1♦ ❛5 5♣✐♥ ✇❛✈❡5✳ ❙✐♥❝❡ 1❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥1❡.❛❝1✐♦♥

✐5 5❤♦.1 .❛♥❣❡ ❝♦♠♣❛.❡❞ 1♦ ❞✐♣♦❧❛. ✐♥1❡.❛❝1✐♦♥ ✭❝❢✳ 5✉❜5❡❝1✐♦♥ ✶✳✶✳✷✮✱ 5♣✐♥ ✇❛✈❡5 ❝❛♥ ❜❡

❝❧❛55✐✜❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 1❤❡✐. ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤ ✐♥1♦ ❞✐♣♦❧❡ ♦. ❡①❝❤❛♥❣❡ ❞♦♠✐♥❛1❡❞✳ ■♥ 1❤❡ ❧♦♥❣

✇❛✈❡❧❡♥❣1❤ .❡❣✐♠❡✱ 5♣✐♥ ✇❛✈❡5 ❛.❡ ❞✐♣♦❧❡ ❞♦♠✐♥❛1❡❞ ❛♥❞ .❡❢❡..❡❞ 1♦ ❛5 ♠❛❣♥❡1♦51❛1✐❝✳

■♥ ❝♦♥1.❛51✱ ❢♦. 5♠❛❧❧ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣1❤5 1❤❡ 5♣✐♥ ✇❛✈❡ ♣.♦♣❡.1✐❡5 ❛.❡ ❞♦♠✐♥❛1❡❞ ❜② ❡①❝❤❛♥❣❡

✐♥1❡.❛❝1✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜.51 ♣.❡5❡♥1 1❤❡ ✉♥✐❢♦.♠ ♣.❡❝❡55✐♦♥ ♠♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐5 1❤❡ ♠♦❞❡ ♠❛✐♥❧②

♣.♦❜❡❞ ✐♥ ❢❡..♦♠❛❣♥❡1✐❝ .❡5♦♥❛♥❝❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥15✱ 1❤❡♥ 1❤❡ ♠❛❣♥❡1♦51❛1✐❝ 5♣✐♥ ✇❛✈❡5 ❛♥❞

51❛♥❞✐♥❣ 5♣✐♥ ✇❛✈❡5✳ ❚♦ ✜♥✐5❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛11❛❝❦ 1❤❡ .❡❧❡✈❛♥1 .❡❧❛①❛1✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐5♠5 ❣❡♥❡.❛❧❧②

❡♥❝♦✉♥1❡.❡❞ ✐♥ ❢❡..♦♠❛❣♥❡1✐❝ .❡5♦♥❛♥❝❡✳

✶✳✹✳✶ ❯♥✐❢♦(♠ ♣(❡❝❡--✐♦♥ ♠♦❞❡

❚❤❡ ✉♥✐❢♦.♠ ♠♦❞❡ ♦❢ 1❤❡ ♠❛❣♥❡1✐③❛1✐♦♥ ✐♥ ❛ ❢❡..♦♠❛❣♥❡1 ❝♦..❡5♣♦♥❞5 1♦ 1❤❡ ♦5❝✐❧❧❛1✐♦♥5

✐♥ ♣❤❛5❡ ♦❢ 1❤❡ ♠❛❣♥❡1✐❝ ♠♦♠❡♥1 ✉♥❞❡. 1❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①1❡.♥❛❧ ❡①❝✐1❛1✐♦♥✱ 1❤❡

♠✐❝.♦✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ✭hrf ✮✳ ■♥ ❢❡..♦♠❛❣♥❡1✐❝ .❡5♦♥❛♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡55 1♦ 1❤❡ ✉♥✐❢♦.♠ ♠♦❞❡

♦❢ ♠❛❣♥❡1✐③❛1✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐5 1❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥1❛❧✱ 1❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦..❡5♣♦♥❞✐♥❣ 1♦ 1❤❡ ❧♦✇❡51 ❡♥❡.❣②

♦❢ 1❤❡ ❢❡..♦♠❛❣♥❡1✐❝ 5❛♠♣❧❡✳ ❙♦✱ ✐♥ 1❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ .❡5♦♥❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥✱ ❛ ✉♥✐❢♦.♠

♠❛❣♥❡1✐③❛1✐♦♥ ✇❛5 ❛55✉♠❡❞✳ ❚❤❡ ❢.❡H✉❡♥❝② ♦❢ 1❤❡ ✉♥✐❢♦.♠ ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡1❡.♠✐♥❡❞ ❜②

5♦❧✈✐♥❣ 1❤❡ ▲▲● ❡H✉❛1✐♦♥ ❛5 ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ ✭✶✳✸✳✶✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ ✐1 ✐5 ♠♦.❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥1 1♦ 5♦❧✈❡

1❤❡ ▲▲● ✐♥ 1❤❡ 5♣❤❡.✐❝❛❧ ❝♦♦.❞✐♥❛1❡ 5②51❡♠ 5✐♥❝❡ 1❤❡ ❢❡..♦♠❛❣♥❡1✐❝ .❡5♦♥❛♥❝❡ 1❡❝❤♥✐H✉❡

✐5 ❜❛5❡❞ ♦♥ 1❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡1✇❡❡♥ 1❤❡ ♠❛❣♥❡1✐③❛1✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡1✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐5

♠❡1❤♦❞ ✇❛5 ✜.51 ♣.♦♣♦5❡❞ ❜② ❙♠✐1 ❛♥❞ ❇❡❧❥❡.5 ❬✷✸❪ ❛♥❞ ❜② ❙✉❤❧ ❬✷✹❪ ❛♥❞ ❧❛1❡❧② ❣❡♥❡.❛❧✐③❡❞

❜② ❙❦.♦15❦✐✐ ❛♥❞ ❑✉.❜❛1♦✈ 1❛❦✐♥❣ 1❤❡ ❞✐55✐♣❛1✐♦♥ ✐♥1♦ ❛❝❝♦✉♥1❬✷✺✱ ✷✻❪✳

❚❤✐5 ♠❡1❤♦❞ ✐5 ❜❛5❡❞ ♦♥ 1❤❡ 1.❛♥5✐1✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦.❞✐♥❛1❡5 ♦❢ 1❤❡ ♠❛❣♥❡1✐③❛1✐♦♥ ❢.♦♠ ❛

❝❛.1❡5✐❛♥ ❝♦♦.❞✐♥❛1❡ 5②51❡♠

~M =
(
Mx, My, Mz

)
1♦ ❛ 5♣❤❡.✐❝❛❧ ❝♦♦.❞✐♥❛1❡ 5②51❡♠

~M =
(
MS sin(θ) cos(ϕ), MS sin(θ) sin(ϕ), MScos(θ)

)
✱ ✇❤❡.❡ θ ❛♥❞ ϕ ❛.❡ 1❤❡ ❛♥❣❧❡5

♦❢

~M ✐♥ ❛ 5♣❤❡.✐❝❛❧ ❝♦♦.❞✐♥❛1❡ 5②51❡♠ ❛♥❞ ▼✐5 1❤❡ ❧❡♥❣1❤ ♦❢ 1❤❡ ♠❛❣♥❡1✐③❛1✐♦♥ ✈❡❝1♦.

~M ✭5❡❡ ✜❣✉.❡ ✶✳✹✳✶✮✳ ❲❡ ❝❛♥ .❡✇.✐1❡ 1❤❡ ▲▲● ❡H✉❛1✐♦♥ ✐♥1.♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡H✉❛1✐♦♥ ✶✳✸✳✹

❛5 ❛ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ✈❛.✐❛❜❧❡5 θ ❛♥❞ ϕ ✇✐1❤ 1❤❡ ❛55✉♠♣1✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦.♠ ♠❛❣♥❡1✐③❛1✐♦♥

✭♠❛❝.♦5♣✐♥ ❛♣♣.♦①✐♠❛1✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✉♥✐1 ✈❡❝1♦.5 ✐♥ 1❤✐5 5♣❤❡.✐❝ ❝♦♦.❞✐♥❛1❡ 5②51❡♠ ❛.❡ ~er =

✷✽



x

y H
j

M
r

H
r

z

M
j

M
q

~M ~H

(
sin(θ) cos(ϕ), sin(θ) sin(ϕ), cos(θ)

)
~eθ =

(
cos(θ) cos(ϕ), cos(θ) sin(ϕ), − sin(θ)

)

~eϕ =
(
− sin(ϕ), cos(ϕ), 0

)
~er ~eθ ~eϕ

d~er
dt

= θ̇~eθ + sin θϕ̇~eϕ

d~eθ
dt

= −θ̇~er + cos θϕ̇~eϕ

d~eϕ
dt

= −ϕ̇(sin θ~er − cos θ~eθ)

θ̇ ϕ̇ θ ϕ
~M d ~M

dt

~M =MS~er,
d ~M

dt
=MS θ̇~eθ +MS sin θϕ̇~eϕ

θ ϕ
−→
M

~Heff = Hr~er + θH~eθ + ϕH~eϕ

~Heff = −

(
∂F

∂M
~er +

1

MS

∂F

∂θ
~eθ +

1

MS sin θ

∂F

∂ϕ
~eϕ

)

F

1.4.3 θH ϕH

θH =
Fθ
MS

with : Fθ =
∂F

∂θ



✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

ϕH = −
Fϕ
MS

with : Fϕ =
∂F

∂θ
✭✶✳✹✳✺✮

❯'✐♥❣ +❤❡ .❡'✉❧+' ❢.♦♠ +❤❡ ❢♦.❡❣♦✐♥❣ ❡4✉❛+✐♦♥' 1.4.1 ❛♥❞ 1.4.2 ❛♥❞ ✐♥❝♦.♣♦.❛+❡❞ +❤❡♠

✐♥+♦ +❤❡ ▲▲● ❡4✉❛+✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿




0

MS θ̇

MS sin θϕ̇


 = −γ




0

−MSϕH
MSθH


+ α

MS




0

−M2
S sin θϕ̇H
M2
S θ̇




✭✶✳✹✳✻✮

❚❤❡♥✱ .❡♣❧❛❝✐♥❣ +❤❡ ❡4✉❛+✐♦♥' 1.4.4 ❛♥❞ 1.4.5 ❧❡❛❞' +♦ +❤❡ '❡+ ♦❢ ❡4✉❛+✐♦♥' ✐♥ +❤❡ ❝❛'❡

♦❢ '♠❛❧❧ ❞✐''✐♣❛+✐♦♥✱ ✐✳❡ α≪ 1✿

∂θ

∂t
= −

γ

MS sin θ

∂F

∂ϕ
−

1

MS

∂F

∂θ
✭✶✳✹✳✼✮

∂ϕ

∂t
=

γ

MS sin θ

∂F

∂θ
−

αγ

MS sin
2 θ

∂F

∂θ
✭✶✳✹✳✽✮

❚❤❡ ❡4✉✐❧✐❜.✐✉♠ ♦.✐❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥

~M ✇❤✐❝❤ ❛.❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② +❤❡ ❛♥❣❧❡' θ0
❛♥❞ ϕ0 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢.♦♠ +❤❡ ❡4✉❛+✐♦♥'✱ ❢.♦♠ ✇❤♦'❡ '♦❧✉+✐♦♥' ✇❡ ♠✉'+ '❡❧❡❝+ +❤♦'❡ ✐♥

✇❤✐❝❤ +❤❡ ❢.❡❡ ❡♥❡.❣② ✐' ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳

θH =

(
∂F

∂θ

)
θ=θ0,ϕ=ϕ0

= 0 ϕH =

(
∂F

∂ϕ

)
θ=θ0,ϕ=ϕ0

= 0 ✭✶✳✹✳✾✮

❚❤❡ ❛♥❛❧②+✐❝❛❧ ❡①♣.❡''✐♦♥' ♦❢ +❤❡ .❡'♦♥❛♥❝❡ ❢.❡4✉❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜+❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡. ❝❡.+❛✐♥

❝♦♥❞✐+✐♦♥'✳ ▲❡+ ✉' ❡①❛♠✐♥❡ +❤❡ ♥♦♥✲❡4✉✐❧✐❜.✐✉♠ ✇❤✐❝❤ ❛.✐'❡' ✇❤❡♥ +❤❡.❡ ❛.❡ '♠❛❧❧ ❞❡✲

✈✐❛+✐♦♥' ✐♥ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥ ❢.♦♠ +❤❡ ❡4✉✐❧✐❜.✐✉♠ ♣♦'✐+✐♦♥✳ ■♥ +❤✐' ❝❛'❡ +❤❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥'

✭❡4✉❛+✐♦♥1.4.9✮ ♥♦ ❧♦♥❣❡. ❤♦❧❞ ❛♥❞ +❤❡ ♦.✐❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✈❡❝+♦.

~M ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜②

+❤❡ ❛❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥+' ♦❢ +❤❡ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❛.❡ ♥♦+ ③❡.♦✿

Hθ = −
Fθ
MS

; Hϕ = −
Fϕ

MS sin θ
✭✶✳✹✳✶✵✮

■❢ +❤❡ ❞❡✈✐❛+✐♦♥' ❢.♦♠ ❡4✉✐❧✐❜.✐✉♠

δθ(t) = θ(t)− θ0; δϕ(t) = ϕ(t)− ϕ0 ✭✶✳✹✳✶✶✮

❛.❡ '♠❛❧❧ ❜② ❝♦♠♣❛.✐'♦♥ ✇✐+❤ +❤❡ ❡4✉✐❧✐❜.✐✉♠ ✈❛❧✉❡' θ0 ❛♥❞ ϕ0 +❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❧✐♠✐+

♦✉.'❡❧✈❡' +♦ +❤❡ ❧✐♥❡❛. +❡.♠' ♦❢ +❤❡ ❡①♣❛♥'✐♦♥' ♦❢ Fθ ❛♥❞ Fϕ✿

Fθ = Fθθδθ + Fθϕδϕ; Fϕ = Fϕθδθ + Fϕϕδϕ ✭✶✳✹✳✶✷✮

✇❤❡.❡ +❤❡ '❡❝♦♥❞ ❞❡.✐✈❛+✐✈❡' ♦❢ +❤❡ ❢.❡❡ ❡♥❡.❣②✱ ✇✐+❤ .❡'♣❡❝+ +♦ +❤❡ ❛♥❣❧❡'✱ Fθθ ❛♥❞

Fθϕ❛.❡ ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ ❢♦. +❤❡ ❡4✉✐❧✐❜.✐✉♠ ♣♦'✐+✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦❜+❛✐♥ ❛ '②'+❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛. ❡4✉❛✲

+✐♦♥' ❞❡'❝.✐❜✐♥❣ +❤❡ '♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✲♦'❝✐❧❧❛+✐♦♥' ♦❢ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥ ✈❡❝+♦. ❛❜♦✉+ +❤❡ ❡4✉✐✲

❧✐❜.✐✉♠ ♣♦'✐+✐♦♥

✸✵



✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

−
1

γ
MS sin θ0δθ̇ = Fϕθδθ + Fϕϕδϕ ✭✶✳✹✳✶✸✮

1

γ
MS sin θ0δϕ̇ = Fθθδθ + Fθϕδϕ ✭✶✳✹✳✶✹✮

❚❤❡ )②)+❡♠ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉) ❡2✉❛+✐♦♥) ❤❛) +❤❡ ♣❡6✐♦❞✐❝ )♦❧✉+✐♦♥) δθ✱ δϕ ∼exp(iωt)

✇✐+❤ ❛ ❢6❡2✉❡♥❝② ω ✐❢ +❤❡ ❞❡+❡6♠✐♥❛♥+ ♦❢ +❤❡ ❝❤❛6❛❝+❡6✐)+✐❝ )②)+❡♠ ♦❢ ❡2✉❛+✐♦♥) ✐) ❡2✉❛❧

+♦ ③❡6♦✿

F 2
θϕ − FθθFϕϕ + ω2γ−2M2

S sin
2 θ0 = 0

❢6♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜♥❞ ❢♦6 +❤❡ ❝❤❛6❛❝+❡6✐)+✐❝✱ ♦6 6❡)♦♥❛♥❝❡✱ ❢6❡2✉❡♥❝② ♦❢ +❤❡ ♦)❝✐❧❧❛+✐♦♥)

ωres = γHeff =
γ

MS sin θ0

[
∂2F

∂θ2
∂2F

∂ϕ2
+

(
∂2F

∂θ∂ϕ

)2
] 1

2

✭✶✳✹✳✶✺✮

❦♥♦✇♥ ❛) +❤❡ ❙♠✐+❤✲❇❡❧❡6)✲❙✉❤❧ ❢♦6♠✉❧❛✳

✶✳✹✳✷ ▼❛❣♥❡)♦+)❛)✐❝ +♣✐♥ ✇❛✈❡+

■♥ )✉❜)❡❝+✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ )+✐♣✉❧❛+❡❞ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞ ❛) ❣✐✈❡♥ ❛+ ❝❡6+❛✐♥ ♣♦✐♥+ ♦❢

+❤❡ ❢❡66♦♠❛❣♥❡+✱ +❤❛+ ❤❛) ❡♥❛❜❧❡❞ ✉) +♦ ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ +❤❡ ❛❝ ♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥ ❛+ +❤❡ )❛♠❡✳

❍♦✇❡✈❡6✱ +❤✐) ✜❡❧❞ ❝❛♥ ♥♦+ ❜❡ )❡❡♥ ❛) ❣✐✈❡♥ ❜✉+ ❞❡♣❡♥❞) )+6♦♥❣❧② ♦♥ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥

❞✐)+6✐❜✉+✐♦♥ ✐♥ +❤❡ ❡♥+✐6❡ )②)+❡♠✳ ■♥ +❤✐) ❝♦♥❞✐+✐♦♥ +❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥ ❞✐)+6✐✲

❜✉+✐♦♥ ♦✈❡6 +❤❡ )❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ )♦❧✈✐♥❣ +❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡2✉❛+✐♦♥ ✐♥ +❤❡ ♠❛❣♥❡+♦)+❛+✐❝

❛♣♣6♦①✐♠❛+✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ ♠❛+❡6✐❛❧ ❡2✉❛+✐♦♥) +❛❦✐♥❣ ✐♥+♦ ❛❝❝♦✉♥+ +❤❡ ❜♦✉♥❞❛6✐❡)

❝♦♥❞✐+✐♦♥)✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ❡2✉❛+✐♦♥) ♦❢ ♠❛❝6♦)❝♦♣✐❝ ❡❧❡❝+6♦❞②♥❛♠✐❝)✱ +❤❡ ▼❛①✇❡❧❧

❡2✉❛+✐♦♥) ❛6❡✿

~∇× ~E + 1
c
∂ ~B
∂t = 0 ∇ ~B = 0 ✭✶✳✹✳✶✻✮

~∇× ~H − 1
c
∂ ~D
∂t = 4π

c
~J ∇ ~D = 4πR ✭✶✳✹✳✶✼✮

❍❡6❡

~E ❛♥❞

~D ❛6❡ +❤❡ ♠❛❝6♦)❝♦♣✐❝ ❡❧❡❝+6✐❝✲✜❡❧❞ ❛♥❞ ❡❧❡❝+6✐❝✲❞✐)♣❧❛❝❡♠❡♥+ ✈❡❝+♦6)✱

~H

❛♥❞

~B ❛6❡ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝✲✜❡❧❞ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡+✐❝✲✐♥❞✉❝+✐♦♥ ✈❡❝+♦6)✱ ❛♥❞

~J ❛♥❞

~R ✱ ❛6❡ +❤❡ ❢6❡❡

❡❧❡❝+6✐❝✲❝✉66❡♥+ ❛♥❞ ❡❧❡❝+6✐❝✲❝❤❛6❣❡ ❞❡♥)✐+✐❡)✳ ❚❤❡ 2✉❛♥+✐+✐❡)

~E ❛♥❞

~B ❛6❡ +❤❡ )♣❛❝❡ ❛♥❞

+✐♠❡ ❛✈❡6❛❣❡) ♦❢ +❤❡ ♠✐❝6♦)❝♦♣✐❝ ✜❡❧❞)✱ 6❡)♣❡❝+✐✈❡❧② ❡❧❡❝+6✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡+✐❝✳ ❚❤❡ ✈❡❝+♦6)

~D ❛♥❞

~H ✐♥ ❡2✉❛+✐♦♥) ✶✳✹✳✶✻ ❛♥❞ ✶✳✹✳✶✼ ❛6❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛)✿

~D = ~E + 4π ~P ~D = ~H − 4π ~M ✭✶✳✹✳✶✽✮

✇❤❡6❡

~P ✐) +❤❡ ♣♦❧❛6✐③❛+✐♦♥✱ ✐✳❡ +❤❡ ❡❧❡❝+6✐❝✲❞✐♣♦❧❡✲♠♦♠❡♥+ ❞❡♥)✐+②✱ ❛♥❞

~M ✐) +❤❡ ♠❛❣✲

♥❡+✐③❛+✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡2✉❛+✐♦♥ ❝❤❛6❣❡ ❝♦♥)❡6✈❛+✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇) ❢6♦♠ ❡2✉❛+✐♦♥) ✶✳✹✳✶✻ ❛♥❞ ✶✳✹✳✶✼✿

∇ ~J +
∂R

∂t
= 0

❚❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ♦✉6 ❝❛)❡ ✐) ❛ )✉♠ ♦❢ +❤❡ )+❡❛❞② ❛♥❞ ❛❝ ✜❡❧❞)✳ ❙✉♣♣♦)❡ ❛❧❧ +❤❡

2✉❛♥+✐+✐❡) ✐♥ ❡2✉❛+✐♦♥) ✶✳✹✳✶✻ ❛♥❞ ✶✳✹✳✶✼ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❧❡❝+6✐❝ ✜❡❧❞ +♦ ❜❡ )✉❝❤ )✉♠)✳❆))✉♠❡

✸✶



✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

 ❤❛  ❤❡ ❛❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ )

~h∼✱ ~e∼✱

~b∼ ✱

~d∼ ✱ ρ∼ ❛♥❞

~j∼ ❛,❡ )♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛,❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡

) ❡❛❞② ❝♦♠♣♦♥❡♥ )✱ ,❡)♣❡❝ ✐✈❡❧②✱

~H0✱
~E0✱

~B0✱
~D0✱ R0 ❛♥❞

~J0✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡,  ❤❡

❞✐✛❡,❡♥ ✜❡❧❞) ❛♥❞ ❝✉,,❡♥ ) ✈❛,②✐♥❣ ❤❛,♠♦♥✐❝❛❧❧② ✇✐ ❤  ✐♠❡✱ ❛❧❧  ❤❡ 9✉❛♥ ✐ ✐❡) ❤❛✈❡ )✉❝❤

 ✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✉)❡  ❤❡ ♠❡ ❤♦❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐ ✉❞❡) ✭❙✉❜)❡❝ ✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮✳

❙✉❜) ✐ ✉ ✐♥❣  ❤❡ )✉♠) ♦❢ ) ❡❛❞② ❛♥❞ ❛❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ ) ♦❢ ❛❧❧ 9✉❛♥ ✐ ✐❡) ✐♥ ❡9✉❛ ✐♦♥) ✶✳✹✳✶✻

❛♥❞ ✶✳✹✳✶✼✱ ✇❡ ♦❜ ❛✐♥  ✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ )②) ❡♠ ♦❢ ❡9✉❛ ✐♦♥)✿ ❢♦, ) ❡❛❞② ❝♦♠♣♦♥❡♥ ) ❛♥❞✱

❛❝❝♦,❞✐♥❣  ♦  ❤❡ ♠❡ ❤♦❞) ♦❢  ❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐ ✉❞❡)✱ ❢♦,  ❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐ ✉❞❡) ♦❢  ❤❡

❛❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ )✳ ❚❤❡ )②) ❡♠ ❢♦,  ❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐ ✉❞❡) ♦❢  ❤❡ ❛❝ 9✉❛♥ ✐ ✐❡) ✐) ❣✐✈❡♥ ❜②

❡9✉❛ ✐♦♥) ❛♥❞ ✶✳✹✳✷✵❬✷✻❪✿

~∇× ~e+ ik0~b = 0 ∇~b = 0 ✭✶✳✹✳✶✾✮

~∇× ~h− ik0~d = 4π
c
~j ∇~d = 4πρ ✭✶✳✹✳✷✵✮

❲❤❡,❡ k0 = ω/c✳ ❚❤❡ ♠❛ ❡,✐❛❧) ❡9✉❛ ✐♦♥) ❤❛✈❡  ♦ ❜❡ ✐♥ ,♦❞✉❝❡❞ ✐♥  ❤❡ ▼❛①✇❡❧❧

❡9✉❛ ✐♦♥)

~d = ←→ǫ ~e ❛♥❞

~b = ←→µ ~h ✇❤❡,❡

←→ǫ ✐)  ❤❡ ❞✐❡❧❡❝ ,✐❝ ♣❡,♠✐  ✐✈✐ ②  ❡♥)♦, ❛♥❞

←→µ

 ❤❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ♣❡,♠❡❛❜✐❧✐ ②  ❡♥)♦,✳ ❲❡ ❝❛♥ )❤♦✇ ❢♦, )❧♦✇ ✇❛✈❡) k ≫ k0 = ω
c ✱  ❤❡♥✱ ✐♥

③❡,♦ ❛♣♣,♦①✐♠❛ ✐♦♥ ✇✐ ❤ ,❡)♣❡❝  ♦ ✭k0/k),  ❤❡  ❡,♠) ik0~d ✐♥  ❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬) ❡9✉❛ ✐♦♥)

❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝ ❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡  ❤❡♥  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ♦) ❛ ✐❝ ❛♣♣,♦①✐♠❛ ✐♦♥

~∇ × ~h = 0✳ ■♥  ❤✐)

)✐ ✉❛ ✐♦♥✱

~j = ~0 ❛♥❞ ρ = 0✱  ❤❡,❡❢♦,❡ ❡9✉❛ ✐♦♥) ✶✳✹✳✶✾ ❛♥❞ ✶✳✹✳✷✵ )✐♠♣❧✐❢②  ♦✿





~∇× ~h = 0

∇(←→µ ~h) = 0
~∇× ~e = 0

∇~e = 0

✭✶✳✹✳✷✶✮

❚❤❡ )♦❧✉ ✐♦♥) ♦❢  ❤❡ ❡9✉❛ ✐♦♥) ✇✐ ❤  ❤❡ ❜♦✉♥❞❛,✐❡) ❝♦♥❞✐ ✐♦♥) ❣✐✈❡ ✉)

~h✱ ~m = ←→χ ~h

❛♥❞  ❤❡ ❞✐)♣❡,)✐♦♥) ,❡❧❛ ✐♦♥) ω(k)✳ ■❢ rot~h = 0 ✐ ❡①✐) ) ❜② ❛♥❛❧♦❣②  ♦  ❤❡ )❝❛❧❛, ♣♦✲

 ❡♥ ✐❛❧ ,❡)✉❧ ✐♥❣ ❢,♦♠ ▼❛①✇❡❧❧ ❡9✉❛ ✐♦♥ ✇❤❡♥ div(−→e ) = 0✱ ❛ ✈❡❝ ♦, ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ψ ✭  ❤❡

♠❛❣♥❡ ♦) ❛ ✐❝ )❝❛❧❛, ♣♦ ❡♥ ✐❛❧✮ )✉❝❤ ❛)✿

~h = −∇ψ ✭✶✳✹✳✷✷✮

❙✉❜) ✐ ✉ ✐♥❣  ❤❡ ,❡❧❛ ✐♦♥ ✭✶✳✹✳✷✷✮ ✐♥ ✭✶✳✹✳✶✾ ❛♥❞ ✶✳✹✳✷✵✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

∇(←→µ ∇ψ) = 0 ✭✶✳✹✳✷✸✮

❆))✉♠✐♥❣  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ♣❡,♠❡❛❜✐❧✐ ②  ❡♥)♦,

←→µ =
←→
I +←→χ  ♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥  ♦  ❤❡

♣♦)✐ ✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡  ❤❡ ❡9✉❛ ✐♦♥ ❦♥♦✇ ❛) ❲❛❧❦❡,❬✷✼❪ ❛♥❞ ❞❡)❝,✐❜❡)  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ♦) ❛ ✐❝

♠♦❞❡)✳(1 + χ)
[
∂2ψ
∂x2

+ ∂2ψ
∂y2

]
+ ∂2ψ

∂z2
= 0

❲❡ ❝❛♥ ♥♦ ✐❝❡  ❤❛ ✱ ❢♦, χ = −1  ❤❡ )♦❧✉ ✐♦♥ ❝♦,,❡)♣♦♥❞)  ♦  ❤❡ ✉♥✐❢♦,♠ ♠♦❞❡ ❛♥❞

❢♦, χ 6= −1  ❤❡ )♦❧✉ ✐♦♥) ❛,❡  ❤❡ ♣,♦♣❛❣❛ ✐♥❣ )♣✐♥ ✇❛✈❡)❬✷✽❪✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡ ♦) ❛ ✐❝ ✇❛✈❡)

♣,♦♣❛❣❛ ✐♥❣ ✐♥ ❛ ❢❡,,♦♠❛❣♥❡ ✐❝ ❧❛②❡,) ❛,❡ )✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ♦ ♠❛❣♥❡ ♦) ❛ ✐❝ )✉,❢❛❝❡ ✇❛✈❡)

✭▼❙❙❲✮✱ ♠❛❣♥❡ ♦) ❛ ✐❝ ❢♦,✇❛,❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇❛✈❡) ✭▼❙❋❱❲✮ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜,) ❞✐)❝♦✈❡,❡❞

❜② ❉❛♠♦♥ ❛♥❞ ❊)❤❜❛❝❤❬✷✾✱ ✸✵❪ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛,❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇❛✈❡) ✭▼❙❇❱❲✮ ✇❤♦ ✇❡,❡ ✜,) 

♦❜)❡,✈❡❞ ❜② ❇❛,✬②❛❦❤ ❛, ❛♥❞ ❑❛❣❛♥ ❬✸✶❪✳

✸✷



k = nπ/d d

k = 0



✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

✶✳✹✳✹✳✶ ■♥%&✐♥(✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐(♠(

❊❞❞② ❝✉&&❡♥% ❲❤❡♥ $%✉❞②✐♥❣ ♠❡%❛❧ $♣❡❝✐♠❡♥$ ✇✐%❤ ❤✐❣❤ ❡❧❡❝%1✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%②✱ %❤❡

♠✐❝1♦✇❛✈❡$ ✜❡❧❞ ♣❡♥❡%1❛%❡$ ✐♥ ♣1❛❝%✐❝❡ ♦♥❧② ❛ %❤✐♥ $✉1❢❛❝❡ ❧❛②❡1 ♦❢ %❤❡ $❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤

❧❡❛❞$ %♦ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐%② ✐♥ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥✳ ❆♣❛1% ❢1♦♠ %❤❡ ❧♦$$❡$ ❝♦♥♥❡❝%❡❞

✇✐%❤ ❢❡11♦♠❛❣♥❡%✐❝ 1❡$♦♥❛♥❝❡ %❤❡1❡ ❛1❡ ❛❧$♦ ❡❞❞② ❝✉11❡♥% ❧♦$$❡$ ✉♥❞❡1 %❤❡$❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥$

✇❤✐❝❤ ❛1❡ ♣1♦♣♦1%✐♦♥❛❧ %♦ %❤❡ ❡❧❡❝%1✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ♦❢ %❤❡ ♠❛%❡1✐❛❧ ❛♥❞ %❤❡ $:✉❛1❡

♦❢ %❤❡ ❢1❡:✉❡♥❝② ♦❢ %❤❡ ♠✐❝1♦✇❛✈❡ ✜❡❧❞

~hrf ✳ ❚❤❡ ❡❞❞② ❝✉11❡♥% ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝%❡❞ ✐♥

❢❡11♦♠❛❣♥❡%✐$♠ %❤✐♥ ✜❧♠ $✐♥❝❡ %❤❡ %❤✐❝❦♥❡$$ ✐$ ✈❡1② $♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛1❡❞ %♦ ❡❞❞② ❝✉11❡♥%

✭d ≪ δ)✳ ■♥ ♠✐❝1♦✇❛✈❡ ❢1❡:✉❡♥❝✐❡$✱ %❤❡ ❞❡♣%❤ ♦❢ %❤❡ ✜❡❧❞ ♣❡♥❡%1❛%✐♦♥ ✐♥ ♠❡%❛❧ ✐$ ❛❜♦✉%

10−5
✖ 10−4

❝♠✳

δ =

√
2

σµω
✭✶✳✹✳✷✹✮

✶✳✹✳✹✳✷ ❊①%&✐♥(✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐(♠

❉❛♠♣✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐(♠ ■♥ ✈❛1✐♦✉$ ♠❛❣♥❡%✐❝ $②$%❡♠$✱ %❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡$❝1✐❜❡❞ ❜②

%❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ●✐❧❜❡1% ❞❛♠♣✐♥❣ ♣❛1❛♠❡%❡1 ●✳ ❙♦♠❡%✐♠❡$✱ %❤❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥❧❡$$ ♣❛✲

1❛♠❡%❡1 α ✐$ ❣✐✈❡♥ ✐♥$%❡❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ 1❡❧❛%❡❞ %♦ G ❛❝❝♦1❞✐♥❣ %♦ α = G/γM ✳ ■❢ %❤❡ ●✐❧❜❡1%

❞❛♠♣✐♥❣ ✐$ 1❡❢❡11❡❞ ❛$ ✐♥%1✐♥$✐❝ ❞❛♠♣✐♥❣✱ %❤❡♥ ✐% ❢♦❧❧♦✇$ ❢1♦♠ %❤❡ ❢1❡❡ ❡♥❡1❣② ❞❡♥$✐%②

❛♣♣1♦❛❝❤ ♦❢ %❤❡ ❢❡11♦♠❛❣♥❡%✐❝ $②$%❡♠ %❤❛% %❤❡ ❋▼❘ ❧✐♥❡✇✐❞%❤ ✐$ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊:✳✶✳✹✳✷✺ ❬✷✻❪✿

∆ω =

(
dω

dH

)
∆H =

αγ

M

[
∂2F

∂θ2
∂2F

∂ϕ2
+

1

sin θ0

∂2F

∂θ∂ϕ

] 1

2

✭✶✳✹✳✷✺✮

■♥ ❢❡11♦♠❛❣♥❡%✐❝ 1❡$♦♥❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦1❞❡1 %♦ ❞❡%❡1♠✐♥❡ α✱ ❢1❡:✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥% ❋▼❘ ♠❡❛✲

$✉1❡♠❡♥%$ ♦✈❡1 ❛ ❧❛1❣❡ 1❛♥❣❡ ♦❢ ♠✐❝1♦✇❛✈❡ ❢1❡:✉❡♥❝✐❡$ ❛1❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ■% ✐$ ✐♠♣♦1%❛♥% %♦

♣♦✐♥% ♦✉% ✐♥ %❤❡ ❝❛$❡ ✇❤❡1❡ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ ❛♥❞ %❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ❛1❡ ♣❛1❛❧❧❡❧✱ %❤❡

❋▼❘ ❧✐♥❡✇✐❞%❤ ✈❛1✐❡$ ❧✐♥❡❛1❧② ✇✐%❤ ❢1❡:✉❡♥❝② ✭❙❡❡ ❊:✳ ✶✳✸✳✷✸✮✳

❚✇♦✲♠❛❣♥♦♥( (❝❛%%❡&✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐(♠ ■♥ ❢❡11♦♠❛❣♥❡%✐❝ 1❡$♦♥❛♥❝❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐%✐♦♥ %♦ %❤❡

●✐❧❜❡1% ♠❡❝❤❛♥✐$♠ %❤❡1❡ ❡①✐$%$ ❛♥♦%❤❡1 1❡❧❛①❛%✐♦♥ ♣1♦❝❡$$ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥%1✐❜✉%❡$ %♦ %❤❡ ❞❛♠♣✲

✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐$♠✿ %✇♦ ♠❛❣♥♦♥ $❝❛%%❡1✐♥❣✳ ❚❤❡ %✇♦ ♠❛❣♥♦♥ $❝❛%%❡1✐♥❣ ♣1♦❝❡$$ ✐♥✈♦❧✈❡$

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ✉♥✐❢♦1♠ ♠♦❞❡ ❛♥❞ $♣✐♥ ✇❛✈❡$ ♦✈❡1 ❛ 1❛♥❣❡ ♦❢ ✇❛✈❡ ✈❡❝%♦1$ ✇❤✐❝❤

❛1❡ ❞❡❣❡♥❡1❛%❡ ✇✐%❤ %❤❡ ♠✐❝1♦✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ %❤❡ ❋▼❘ 1❡$♣♦♥$❡✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐$ %②♣✐❝❛❧❧②

$%1♦♥❣❡$% ❢♦1 $♣✐♥ ✇❛✈❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤$ ✇❤✐❝❤ ❛1❡ ♦♥ %❤❡ ♦1❞❡1 ♦❢ ✇❤❛%❡✈❡1 ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐%✐❡$

♠❛② ❜❡ ♣1❡$❡♥% ✐♥ %❤❡ ♠❛%❡1✐❛❧✳ ❚❤✐$ ♣1♦❝❡$$ ✐$ %❡1♠❡❞ ✏%✇♦ ♠❛❣♥♦♥ $❝❛%%❡1✐♥❣✑ ❜❡✲

❝❛✉$❡ %❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐$♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣1❡$$❡❞ %❤❡♦1❡%✐❝❛❧❧② ❜② ❛ $❡❝♦♥❞ :✉❛♥%✐③❛%✐♦♥ ❢♦1♠❛❧✐$♠

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ✉♥✐❢♦1♠ ♣1❡❝❡$$✐♦♥ ♦1 ❋▼❘ ♠❛❣♥♦♥ ✐$ ❞❡$%1♦②❡❞ ❛♥❞ ❛ $♣✐♥ ✇❛✈❡ ♠❛❣♥♦♥

❛% %❤❡ $❛♠❡ ❢1❡:✉❡♥❝② ✐$ ❝1❡❛%❡❞✳ ❚❤❡ %✇♦ ♠❛❣♥♦♥ $❝❛%%❡1✐♥❣ ❝♦♥%1✐❜✉%✐♦♥ %♦ %❤❡ ❋▼❘

❧✐♥❡✇✐❞%❤ ❤❛$ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡$%✐❣❛%❡❞ %❤❡♦1❡%✐❝❛❧❧② ❜② ❆1✐❛$ ❛♥❞ ▼✐❧❧$ ❛♥❞ ❡①♣❡1✐♠❡♥%❛❧❧② ❢♦1

%❤1❡❡ %②♣❡$ ♦❢ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐%✐❡$ ✐♥ ❜✉❧❦ ❨■●✱ ♥❛♠❡❧②✱ $✉1❢❛❝❡ ♣✐%$✱ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦1❡$ ♦1 ✈♦✐❞$✱

❛♥❞ 1❛♥❞♦♠❧② ❞✐$%1✐❜✉%❡❞ $✐♥❣❧❡ ❝1②$%❛❧ ❣1❛✐♥$ ✐♥ ❛ ♣♦❧②❝1②$%❛❧❬✸✹✱ ✸✺❪✳ ❆1✐❛$ ❛♥❞ ▼✐❧❧$

❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ %❤❡ ❝♦♥%1✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ %✇♦ ♠❛❣♥♦♥$ $❝❛%%❡1✐♥❣ ♦♥ %❤❡ ❋▼❘ ❧✐♥❡✇✐❞%❤ ❜❛$❡❞

♦♥ %❤❡ ●1❡❡♥✬$ ❢✉♥❝%✐♦♥$ ❢♦1♠❛❧✐$♠❬✸✻❪✳

∆ω2mag
pp = Γarcsin

(√√
ω2 + (ω0/2)2 − ω0/2√
ω2 + (ω0/2)2 + ω0/2

)
✭✶✳✹✳✷✻✮
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✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❝❡♣(- ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐-♠

✇❤❡#❡ ω = γMeff ❛♥❞ Meff = 4πMS −H⊥ ❜❡✐♥❣ *❤❡ ❡✛❡❝*✐✈❡ ♠❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥✳ Γ #❡♣#❡✲

4❡♥*4 *❤❡ 4*#❡♥❣*❤ ♦❢ *❤❡ *✇♦✲♠❛❣♥♦♥ 4❝❛**❡#✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐4♠✳

▼♦"❛✐❝✐&② ❚❤❡ ♠♦4❛✐❝✐*② ✐4 ❛♥♦*❤❡# ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡ ❜#♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ *❤❡ ❋▼❘ ❧✐♥❡✇✐❞*❤

✇❤✐❝❤ ❝❛✉4❡❞ ❜② ❛ 4♣#❡❛❞ ♦❢ *❤❡ 4❛♠♣❧❡ ♣❛#❛♠❡*❡#4 ♦♥ ❛ ✈❡#② ❧❛#❣❡ 4❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦4❛❝✐*②

❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ *❤❡ ✐♥*❡#♥❛❧ ✜❡❧❞✱ *❤✐❝❦♥❡44✱ ♦# ♦#✐❡♥*❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❝#②4*❛❧✲
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∆Hmos(ω, ϕH) =

∣∣∣∣
∂Hres

∂ϕH
∆ϕH

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∂H

∂ϕH
∆ϕH

∣∣∣∣
res

✭✶✳✹✳✷✼✮
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♣❧❛♥❡✳ ■* ✐4 ✇♦#*❤ *♦ ♠❡♥*✐♦♥ *❤❛* ❢♦# ❢#❡P✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥* ♠❡❛4✉#❡♠❡♥*4 ❛❧♦♥❣ *❤❡

❡❛4② ❛♥❞ ❤❛#❞ ❛①❡4 *❤❡ ♣❛#*✐❛❧ ❞❡#✐✈❛*✐✈❡4 ❛#❡ ③❡#♦ ❛♥❞ *❤✉4 *❤❡ ♠♦4❛✐❝✐*② ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥

✈❛♥✐4❤❡4✳
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❬✷✻❪ ❙✳ ❱✳ ❱♦♥2♦✈2❦✐✱ ❋❡;;♦♠❛❣♥❡*✐❝ ❘❡2♦♥❛♥❝❡✱ J❡;❣❛♠♦♥ J;❡22✱ ❖①❢♦;❞ ▲♦♥❞♦♥ ❊❞✐♥✲

❜✉;❣❤ ◆❡✇ ❨♦;❦ ❚♦;♦♥*♦ J❛;✐2 ❋;❛♥❦❢✉;* ✭✶✾✻✻✮✳ ✭❈✐*❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡2 ✷✽✱ ✸✷ ❛♥❞ ✸✹✳✮

❬✷✼❪ ▲✳ ❘✳ ❲❛❧❦❡;✳ J❤②2✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✺✱ ✸✾✵ ✭✶✾✺✼✮✳ ✭❈✐*❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳✮

❬✷✽❪ ■✳ ◆❡✉❞❡❝❦❡;✱ ▼❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥ ❉②♥❛♠✐❝2 ♦❢ ❈♦♥✜♥❡❞ ❋❡;;♦♠❛❣♥❡*✐❝ ❙②2*❡♠2✱ ❉✐22❡;✲

*❛*✐♦♥✱ ❯♥✐✈❡;2✐*ä* ❘❡❣❡♥2❜✉;❣✱ ●❡;♠❛♥② ✭✷✵✵✻✮✳ ✭❈✐*❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳✮

❬✷✾❪ J✳ ❊✳ ❩✐❧✬❜❡;♠❛♥✱ ❱✳ ▼✳ ❑✉❧✐❦♦✈✱ ❱✳ ❱✳ ❚✐❦❤♦♥♦✈✱ ■✳ ❱✳ ❙❤❡✐♥✱ ❩❤✳ ❊❦2♣✳ ❚❡♦;✳ ❋✐③✳

✾✾✱ ✶✺✻✻ ✭✶✾✾✶✮ ✭❈✐*❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳✮

❬✸✵❪ ❘✳ ❲✳ ❉❛♠♦♥ ❛♥❞ ❏✳ ❘✳ ❊2❤❜❛❝❤✱ ❏♦✉;♥❛❧ ♦❢ J❤②2✐❝2 ❛♥❞ ❈❤❡♠✐2*;② ♦❢ ❙♦❧✐❞2 ✶✾✱

✸✵✽ ✭✶✾✻✶✮✳ ✭❈✐*❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳✮

❬✸✶❪ ❱✳ ●✳ ❇❛;✬②❛❦❤*❛; ❛♥❞ ▼✳ ■✳ ❑❛❣❛♥♦✈✱ ◆♦♥✉♥✐❢♦;♠ ❘❡2♦♥❛♥❝❡2 ❛♥❞ ❙♣✐♥ ❲❛✈❡2✱

❋✐③♠❛*❣✐③✱ ▼♦2❝♦✇ ✭✶✾✻✶✮✳ ✭❈✐*❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳✮

❬✸✷❪ ❈✳ ❑✐**❡❧✱ J❤②2✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ✶✶✵✱ ✶✷✾✺ ✭✶✾✺✽✮✳ ✭❈✐*❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✸✳✮

❬✸✸❪ ▼✳ ❍✳ ❙❡❛✈❡② ❛♥❞ J✳ ❊✳ ❚❛♥♥❡♥✇❛❧❞✱ J❤②2✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡**❡;2 ✶✱ ✶✻✽ ✭✶✾✺✽✮✳ ✭❈✐*❡❞

♦♥ ♣❛❣❡ ✸✸✳✮

❬✸✹❪ ❊✳ ❙❝❤❧♦♠❛♥♥✱ ❆✳■✳❊✳❊✳ ❙♣❡❝✐❛❧ J✉❜✳ ❚✲✾✶✱ ✻✵✵ ✭✶✾✺✻✮✳ ✭❈✐*❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✹✳✮

❬✸✺❪ ▼✳ ❙♣❛;❦2✱ ❘✳ ▲♦✉❞♦♥ ❛♥❞ ❈✳ ❑✐**❡❧✱ J❤②2✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ✶✷✷✱ ✼✾✶ ✭✶✾✻✶✮✳ ✭❈✐*❡❞ ♦♥

♣❛❣❡ ✸✹✳✮

❬✸✻❪ ❘✳ ❆;✐❛2 ❛♥❞ ❉✳ ▼✐❧❧2✱ J❤②2✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✻✵✱ ✼✸✾✺ ✭✶✾✾✾✮✳ ✭❈✐*❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡2 ✸✹

❛♥❞ ✸✺✳✮

❬✸✼❪ ❘✳ ❉✳ ▼❝▼✐❝❤❛❡❧✱ ❉✳ ❏✳ ❚✇✐22❡❧♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❑✉♥③✱ J❤②2✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡**❡;2 ✾✵✱

✷✷✼✻✵✶ ✭✷✵✵✸✮✳ ✭❈✐*❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✺✳✮

❬✸✽❪ ▼✳ ❇❡❧♠❡❣✉❡♥❛✐ ❡* ❛❧✳✱ J❤②2✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇ ✽✼ ✶✽✹✹✸✶ ✭✷✵✶✸✮✳ ✭❈✐*❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✺✳✮

❬✸✾❪ ❑❤✳ ❩❛❦❡;✐✱❏✳ ▲✐♥❞♥❡;✱ ■✳ ❇❛;2✉❦♦✈✱ ❘✳ ▼❡❝❦❡♥2*♦❝❦✱ ▼✳ ❋❛;❧❡✱ ❯✳ ✈♦♥ ❍;2*❡♥✱ ❍✳

❲❡♥❞❡✱ ❲✳ ❑❡✉♥❡✱ J❤②2✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇ ✼✻✱ ✶✵✹✹✶✻ ✭✷✵✵✼✮

✭❈✐*❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✺✳✮
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■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡*✱ ✇❡ ❛❞❞*❡%% "❤❡ "❤❡♦*❡"✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣*♦✉♥❞ *❡❣❛*❞✐♥❣ "❤❡ ❡❧❛%"✐❝ ♣*♦♣❡*"✐❡%

♦❢ %♦❧✐❞%✳ ❲❡ %"❛*" ✇✐"❤ ❛ *❡✈✐❡✇ ♦❢ %♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥"❛❧ ❛%♣❡❝"% ♦❢ %"*❡%%✱ %"*❛✐♥ ❛♥❞ "❤❡

*❡❧❛"❡❞ ❡❧❛%"✐❝ ❡♥❡*❣② ❞❡♥%✐"②✳ ❲❡ "❤❡♥ ✐♥"*♦❞✉❝❡ "❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ "❡%"✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉%❡❞ ✐♥

"❤✐% *❡%❡❛*❝❤ ♣*♦❥❡❝"✱ "❤❡ ❢❡**♦♠❛❣♥❡"✐❝ "❤✐♥ ✜❧♠✴❜❡♥❞✐♥❣ %②%"❡♠ ❛♥❞ ❢❡**♦♠❛❣♥❡"✐❝ "❤✐♥

✜❧♠✴♣✐❡③♦❡❧❡❝"*✐❝ ❛❝"✉❛"♦* ❤②❜*✐❞ %②%"❡♠% ❛% ❞❡✈✐❝❡% ❝♦♥❝❡♣"% "♦ *❡❛❧✐③❡ "❤❡ ♠❛❣♥❡"♦♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ❢❡**♦♠❛❣♥❡"✐❝ "❤✐♥ ✜❧♠% ❛♥❞ ♥❛♥♦%"*✉❝"✉*❡%✳ ❋✐%*" ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧

♣*❡%❡♥" "❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ "❡%"✐♥❣ ❛♥❞ "❤❡ "❤❡♦*❡"✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣♦✉♥❞ ❜❡❤✐♥❞ ✐"✱ ❜❡❢♦*❡ "♦ ❛""❛❝❦ "❤❡

♣✐❡③♦❡❧❡❝"*✐❝ ❝♦♥%"✐"✉❡♥"✱ ✐"% ♣❤②%✐❝❛❧ ♣*♦♣❡*"✐❡%✱ ❝*②%"❛❧ %"*✉❝"✉*❡ ❛♥❞ %♦♠❡ *❡%✉❧"✐♥❣ ♦♥

"❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉* ♦❢ "❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝"*✐❝ ❛❝"✉❛"✐♦♥ ✉♥❞❡* ❞✐✛❡*❡♥" ✈♦❧"❛❣❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐"✐♦♥%✳

✷✳✶ ❇❛%✐❝% ✐♥ ❡❧❛%+✐❝✐+②
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"✐❝✐"② ✐♥ "❤❡ ❜❛%✐❝ ❝❛%❡ ♦❢ ❛ ❝✉❜✐❝ %✐♥❣❧❡ ❝*②%"❛❧✳

✷✳✶✳✶ ❙$%❡'' ❛♥❞ ❙$%❛✐♥' ✐♥ '♦❧✐❞'

■♥ ♦*❞❡* "♦ ❢❛❝✐❧✐"❛"❡ "❤❡ ✉♥❞❡*%"❛♥❞✐♥❣ ♦❢ "❤❡ ♠❛❣♥❡"♦❡❧❛%"✐❝ ♣*♦❝❡%%❡% ✐♥ ♠❛❣♥❡"♦%"*✐❝✲

"✐✈❡ ♠❛"❡*✐❛❧% ✇❡ ❞❡❡♠❡❞ ✐" ♥❡❝❡%%❛*② "♦ %"❛*" ♦✉" ✇✐"❤ %♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥"❛❧ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢

%"*❡%% ❛♥❞ %"*❛✐♥✳ ❆ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥" ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡"♦%"*✐❝"✐✈❡ ♠❛"❡*✐❛❧ ✐% %❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳✶✳

■" ✐% ❛%%✉♠❡❞ "♦ ❜❡ %✉❜❥❡❝"❡❞ "♦ %"*❡%%✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞% ♦❢ ❢♦*❝❡% ❝❛♥ ❛❝" ♦♥ "❤❡ ❡❧❡♠❡♥"✳ ❋✐*%"✱

"❤❡*❡ ❛*❡ ❜♦❞② ❢♦*❝❡% ✇❤✐❝❤ ❛❝" "❤*♦✉❣❤♦✉" "❤❡ ❜♦❞② ✇✐"❤ ❛ ♠❛❣♥✐"✉❞❡ ♣*♦♣♦*"✐♦♥❛❧ "♦

"❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ "❤❡ ❡❧❡♠❡♥"✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜♦❞② ❢♦*❝❡ ❝❛♥✱ ❢♦* ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❡ ❞✉❡ "♦ ❣*❛✈✐"② ♦*

❡❧❡❝"*♦♠❛❣♥❡"✐❝ ✐♥"❡*❛❝"✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ "❤❡*❡ ❛*❡ ❢♦*❝❡% ❛❝"✐♥❣ ♦♥ "❤❡ %✉*❢❛❝❡% ♦❢ "❤❡ ❡❧❡✲

♠❡♥" ❞✉❡ "♦ ✐♥"❡*❛❝"✐♦♥ ✇✐"❤ %✉**♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛"❡*✐❛❧✳ ■♥ "❤✐% ❝❛%❡✱ "❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ %"*❡%%❡% ♦♥

"❤❡ ♠❛❣♥❡"♦%"*✐❝✐"✐✈❡ ♠❛"❡*✐❛❧ σ ❛*❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛% "❤❡ ❢♦*❝❡ F ♣❡* ❛*❡❛ A ♣❡*♣❡♥❞✐❝✉❧❛* "♦

"❤❡ ❞✐*❡❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦*❝❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ "❤❡ ❢♦*❝❡ ❞✐*❡❝"✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐%"✐♥❣✉✐%❤

❜❡"✇❡❡♥ "❡♥%✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣*❡%%✐✈❡ %"*❡%%✳ ❚❤❡ %"*❡%% ❤❛% "❤❡ %❛♠❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❛% ♣*❡%%✉*❡✱

"❤❛" ✐%✱ N.m−2
✭♦* I❛✮ ✐♥ ❙■ ✉♥✐" %②%"❡♠ ❛♥❞ dyn.cm−2

✐♥ ❈●❙ ✉♥✐" %②%"❡♠✳ ❚❤❡ %♦❧✐❞

*❡%♣♦♥❞% "♦ "❤❡ %"*❡%% ❜② ❛ ❞❡❢♦*♠❛"✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ %"*❛✐♥ ε✳ ❚❤❡ %"*❡%% "❡♥%♦* ✐% ❛ %❡❝♦♥❞

*❛♥❦ "❡♥%♦*✱ ✐"% ❝♦♠♣♦♥❡♥"% ✇✐❧❧ ❛❧❧ ❜❡ ♥♦"❡❞ ❜② "❤❡ %②♠❜♦❧ σ ❢♦* "❤❡ ♥♦*♠❛❧ %"*❡%%❡% ♦*

τ ❢♦* "❤❡ %❤❡❛* %"*❡%%❡% ✇✐"❤ ❛♣♣*♦♣*✐❛"❡ %✉✣❝❡%✳ ❚❤❡ ✜*%" %✉✣① ❞❡♥♦"❡% "❤❡ ❞✐*❡❝"✐♦♥

♦❢ "❤❡ ♦✉"✇❛*❞ ♥♦*♠❛❧ "♦ "❤❡ %✉*❢❛❝❡ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐" ❛❝"% ❛♥❞ "❤❡ %❡❝♦♥❞ "❤❡ ❞✐*❡❝"✐♦♥ ♦❢

"❤❡ %"*❡%% ❝♦♠♣♦♥❡♥"% ✭%❡❡ ❋✐❣✉*❡ ✷✳✶✳✶✮✳

❖♥❡ ❝♦♥%❡O✉❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❢♦*❡❣♦✐♥❣ ♥♦"❛"✐♦♥ ✐% "❤❛" ♥♦*♠❛❧ ✭✐✳❡✳ "❡♥%✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣*❡%%✐✈❡✮

%"*❡%%❡% ❤❛✈❡ ❜♦"❤ "❤❡ %❛♠❡ %✉✣❝❡% ✭ ✐✳❡✳ σxx✱ σyy ❛♥❞ σzz ✐♥ ❋✐❣✉*❡ ✷✳✶✳✶✮ ❛♥❞ ❛*❡ ♣♦%✐"✐✈❡

✇❤❡♥ "❡♥%✐❧❡✳ ❚❤❡ *❡♠❛✐♥✐♥❣ %✐① %"*❡%% ❝♦♠♣♦♥❡♥"% ✐♥ ❋✐❣✉*❡ ✷✳✶✳✶ ✭✐✳❡ τxy✱ τyz✱ τzz✱ τzy✱

τzx✱ τxz ✮ ❤❛✈❡ "✇♦ ❞✐✛❡*❡♥" %✉✣❝❡% ❛♥❞ ❝♦**❡%♣♦♥❞ "♦ %❤❡❛* %"*❡%%❡%✳

✸✽





σxx σxy σyz
σyx σyy σyz
σzx σzy σzz


 =



σxx τxy τyz
τyx σyy τyz
τzx τzy σzz




σij = σji

x1 x2 x3 x1 x2 x3 ui x′i = xi + ui
ui

ui = eijxj

eij eij =
∂ui
∂xj

eij xj
xi eij
εij ωij

eij = εij + ωij

εij = (eij + eji)/2

ωij = (eij eji)/2

εij
ωij
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❙!"❡$$❡$ ❙!"❛✐♥$

❚❡♥$♦" ❈♦♥!"❛❝!❡❞ ❚❡♥$♦" ❈♦♥!"❛❝!❡❞

◆♦!❛!✐♦♥ ◆♦!❛!✐♦♥ ◆♦!❛!✐♦♥ ◆♦!❛!✐♦♥

σ11✭σ1) σ1 ε11✭ε1) ε1
σ22✭σ2) σ2 ε22✭ε2) ε2
σ33✭σ3) σ3 ε33✭ε3) ε3
τ23❂σ32 σ4 γ23❂2ε32 ε4
τ31❂σ31 σ5 γ31❂2ε31 ε5
τ12❂σ12 σ6 γ12❂2ε12 ε6

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❚❡♥$♦" ✈❡"$✉$ ❝♦♥!"❛❝!❡❞ ♥♦!❛!✐♦♥ ❢♦" $!"❡$$❡$ ❛♥❞ $!"❛✐♥$✳

✷✳✶✳✷ ❊❧❛&'✐❝✐'② ✐♥ &✐♥❣❧❡ ❝.②&'❛❧✿ '❤❡ ❝✉❜✐❝ ❝❛&❡

❍♦♦❦❡✬$ ❧❛✇ $❛②$ !❤❛! ❧✐!!❧❡ $!"❡$$ ✇✐❧❧ ♣"♦❞✉❝❡ ❧✐!!❧❡ $!"❛✐♥✳ @✉! ♦!❤❡"✇✐$❡✱ $!"❛✐♥ ✐$

♣"♦♣♦"!✐♦♥❛❧ !♦ $!"❡$$ ❬✶❪✳ ❙!"❡$$ ❛♥❞ $!"❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ "❡❧❛!❡❞ ❜② ❡✐!❤❡" !❤❡ $!✐✛♥❡$$ !❡♥$♦"

✭Cijkl✮ ♦" !❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ !❡♥$♦" ✭sijkl✮✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐$ ♦❢ ❢♦✉"!❤ "❛♥❦✳ ❋♦" ❡①❛♠♣❧❡

❛ $!"❡$$ ❝♦♠♣♦♥❡♥! ✐$ ❣✐✈❡♥ ✐♥ !❡"♠$ ♦❢ !❤❡ $!"❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥!$ ✇❤✐❝❤ ✐$ ❣✐✈❡♥ ✉$✐♥❣ !❤❡

$✉♠♠❛!✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥!✐♦♥ ❜②✿

σij = Cijklεkl ✭✷✳✶✳✻✮

❖"✱ ✉$✐♥❣ !❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ !❡♥$♦"✿

εij = Sijklσkl ✭✷✳✶✳✼✮

■❢ !❤❡ ❜♦❞② ✐$ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉$✱ !❤❛! ✐$✱ !❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣"♦♣❡"!✐❡$ ❛"❡ !❤❡ $❛♠❡ ❢♦" ❡✈❡"②

♣❛"!✐❝❧❡ ✐♥ !❤❡ ❜♦❞②✱ !❤❡♥ cijkl ❛"❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥! ♦❢ ♣♦$✐!✐♦♥✳ ❲❡ $❤❛❧❧ ❜❡ ❝♦♥❝❡"♥❡❞ ♦♥❧②

✇✐!❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉$ ❜♦❞✐❡$✳ ❚❤❡"❡ ❛"❡ ✽✶ ❝♦❡✣❝✐❡♥!$ ✐♥ ❡R✉❛!✐♦♥ ✷✳✶✳✻ ❛♥❞ ❡R✉❛!✐♦♥ ✷✳✶✳✼✱

❞✉❡ !♦ !❤❡ $②♠♠❡!"② ♦❢ !❤❡ $!"❛✐♥ !❡♥$♦" ✭εij = εji)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Cijkl = Cijlk ✱ !❤❡ ♥✉♠❜❡"

♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥! Cijkl ❢"♦♠ ✽✶ !♦ ✺✹✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ ❞✉❡ !❤❡ $②♠♠❡!"② ♦❢ !❤❡ $!"❡$$ !❡♥$♦"

✭σij = σji)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Cijkl = Cjikl ✱ ❚❤❡ ♣"❡❝❡❞✐♥❣ ❡R✉❛!✐♦♥$ ❢✉"!❤❡" "❡❞✉❝❡ !❤❡ ♥✉♠❜❡"

♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥! ❝♦❡✣❝✐❡♥!$ ✺✹ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥! ❜② ✶✽✳ ❚❤✉$✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦" !❤❡ ❣❡♥❡"❛❧ ❝❛$❡

♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛"❧② ❡❧❛$!✐❝ ❜♦❞②✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✸✻ ♠❛!❡"✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥!$✳ ❯$✐♥❣ !❤✐$ $♦✲❝❛❧❧❡❞

❝♦♥!"❛❝!❡❞ ❱♦✐❣! $✉❜$❝"✐♣! ♥♦!❛!✐♦♥ ✭❙❡❡ ✷✳✶✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣"❡$$ !❤❡ ✈❛"✐♦✉$ ❡R✉❛!✐♦♥$ ✐♥ ❛

$❤♦"!❡" ❢♦"♠❬✷❪✱ !❤❡ ❢♦✉"!❤ ♦"❞❡" !❡♥$♦" Cijkl "❡❞✉❝❡$ !♦ !❤❡ ♠❛!"✐① "❡♣"❡$❡♥!❛!✐♦♥ Cij ✳

❚❤❡ $!✐✛♥❡$$ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❛✐♥❝❡ ♠❛!"✐① Cij ✭"❡$♣✳ Sij✮ ❤❛✈❡ 36 ❝♦♥$!❛♥!$✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ❧❡$$

!❤❛♥ ✸✻ ♦❢ !❤❡ ❝♦♥$!❛♥!$ ❝❛♥ ❜❡ $❤♦✇♥ !♦ ❛❝!✉❛❧❧② ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥! ❢♦" ❡❧❛$!✐❝ ♠❛!❡"✐❛❧$

✇❤❡♥ ✐♠♣♦"!❛♥! ❝❤❛"❛❝!❡"✐$!✐❝$ ♦❢ !❤❡ $!"❛✐♥ ❡♥❡"❣② ❛"❡ ❝♦♥$✐❞❡"❡❞✳ ❊❧❛$!✐❝ ♠❛!❡"✐❛❧$ ❢♦"

✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡❧❛$!✐❝ ♣♦!❡♥!✐❛❧ ♦" $!"❛✐♥ ❡♥❡"❣② ❞❡♥$✐!② ❢✉♥❝!✐♦♥ ❡①✐$!$ ❤❛✈❡ ✐♥❝"❡♠❡♥!❛❧ ✇♦"❦

♣❡" ✉♥✐! ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❬✸❪ ✿

❞Fel = σi❞εi ✭✷✳✶✳✽✮

❲❤❡♥ !❤❡ $!"❡$$❡$ σi ❛❝! !❤"♦✉❣❤ $!"❛✐♥$ ❞ǫi✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ❜❡❝❛✉$❡ ♦❢ !❤❡ $!"❡$$✲$!"❛✐♥

"❡❧❛!✐♦♥$✱ ❊R✉❛!✐♦♥ ✷✳✶✳✻✱ !❤❡ ✐♥❝"❡♠❡♥! ✇♦"❦ ❜❡❝♦♠❡$✿

❞Fel = Cijεj❞εi ✭✷✳✶✳✾✮

✹✵
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❯♣♦♥ ✐♥%❡❣(❛%✐♦♥ ❢♦( ❛❧❧ ,%(❛✐♥,✱ %❤❡ ✇♦(❦ ♣❡( ✉♥✐% ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✐, ✿

Fel =
1

2
Cijεiεj ✭✷✳✶✳✶✵✮

❍♦✇❡✈❡(✱ ❍♦♦❦❡✬, ❧❛✇✱ ❊>✉❛%✐♦♥ ✷✳✶✳✻✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡(✐✈❡❞ ❢(♦♠ ❊>✉❛%✐♦♥ ✷✳✶✳✶✵ ✐✳❡

∂Fel

∂ǫi
=

Cij ✱ ✇❤❡(❡✉♣♦♥
∂2Fel

∂ǫi∂ǫj
= ∂2Fel

∂ǫj∂ǫi
= Cij = Cji✳ ❚❤✉,✱ %❤❡ ,%✐✛♥❡,, ♠❛%(✐① ✐, ,②♠♠❡%(✐❝✱

,♦ ♦♥❧② ✷✶ ♦❢ %❤❡ ❝♦♥,%❛♥%, ❛(❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%✳ ❲❡ ❤❛✈❡ %❤❡♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,%(❡,,✲,%(❛✐♥

(❡❧❛%✐♦♥ ✐♥ ❊>✉❛%✐♦♥ ✷✳✶✳✶✶

✶

✇✐%❤ ❛ (❡❞✉❝%✐♦♥ ❢(♦♠ ✸✻ %♦ ✷✶ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥% ❝♦♥,%❛♥%,✿




σ1
σ2
σ3
τ4
τ5
τ6




=




C11 C12 C13 C14 C15 C16

C12 C22 C23 C24 C25 C26

C13 C23 C33 C34 C35 C36

C14 C24 C34 C44 C45 C46

C15 C25 C35 C45 C55 C56

C16 C26 C36 C46 C56 C66







ε1
ε2
ε3
γ4
γ5
γ6




✭✷✳✶✳✶✶✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥% ❡❧❛,%✐❝ ❝♦♥,%❛♥%, ❝❛♥ ❜❡ ❢✉(%❤❡( (❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ♠❛%❡(✐❛❧, ❤❛✈✐♥❣

❛ ❤✐❣❤❡( ❞❡❣(❡❡ ♦❢ ❝(②,%❛❧ ,②♠♠❡%(②✳ ■♥ ,✉❝❤ ❝❛,❡✱ ,♦♠❡ ❡❧❛,%✐❝ ❝♦♥,%❛♥%, ♠❛② ✈❛♥✐,❤❡,

✇❤✐❧❡ %❤❡ ♦%❤❡(, ❛(❡ (❡❧❛(❡❞ ❡❛❝❤ ♦%❤❡(✳ ❆♠♦♥❣ %❤❡ ♠❛%❡(✐❛❧ ✇✐%❤ ❤✐❣❤❡( ❞❡❣(❡❡ ♦❢

,②♠♠❡%(②✱ %❤❡ ❝✉❜✐❝ ♠❛%❡(✐❛❧ ✐, %❤❡ ,✐♠♣❧❡,%✳ ❈♦♥,✐❞❡( ❛ ❝✉❜✐❝ ♠❛%❡(✐❛❧ ❢♦( ✇❤✐❝❤ %❤❡

❬✶✵✵❪✱ ❬✵✶✵❪ ❛♥❞ ❬✵✵✶❪ ❝✉❜❡ ❛①❡, ❛(❡ ♣❛(❛❧❧❡❧ %♦ %❤❡ ❛①❡, x1❀ x2❀ x3 ❝♦♦(❞✐♥❛%❡ ,②,%❡♠✳

❚❤❡♥✱ ❚❤❡ ♥♦♥✲③❡(♦ ❡❧❡♠❡♥%, ♦❢ %❤❡ ❡❧❛,%✐❝ ,%✐✛♥❡,,, Cij ❛(❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ %❤❡ ❊>✉❛%✐♦♥ ✷✳✶✳✶✷

✇❤❡(❡ C11 = C22 = C33✱ C12 = C23 = C31 ✱ C44 = C55 = C66 ❛♥❞ ❛❧❧ ♦%❤❡(, ❡❧❛,%✐❝

❝♦♥,%❛♥%, ✈❛♥✐,❤ ❬✷❪✳




C11 C12 C12 0 0 0

C12 C11 C12 0 0 0

C12 C12 C11 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

0 0 0 0 0 C44
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❚❤✉,✱ ✉,✐♥❣ ❊>✉❛%✐♦♥ ✷✳✶✳✶✷ ✐♥%♦ %❤❡ ❊>✉❛%✐♦♥ ✷✳✶✳✶✵ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛%❡ %❤❡ ❡❧❛,%✐❝ ❡♥❡(❣②

❢♦( ❛ ❝✉❜✐❝ ♠❛%❡(✐❛❧ ❬✸✱ ✹❪✿

Fel =
1

2
C11(ε

2
1 + ε22 + ε23) + C12(ε1ε2 + ε2ε3 + ε1ε3) +

1

2
C44(ε

2
4 + ε25 + ε26) ✭✷✳✶✳✶✸✮

✷✳✷ ❊❧❛%&✐❝✐&② ✐♥ ♣♦❧②❝-②%&❛❧%

❚❤❡ %❤✐♥ ✜❧♠, ,%✉❞✐❡❞ ❞✉(✐♥❣ %❤✐, (❡,❡❛(❝❤ ♣(♦❥❡❝% ❛(❡ ❡✐%❤❡( ♣♦❧②❝(②,%❛❧, ✜❧♠, ♦(

❛♠♦♣(❤♦✉, ✜❧♠,✳ ■♥❞❡❡❞✱ %❤❡ ♣♦❧②❝(②,%❛❧❧✐♥❡ %❤✐♥ ✜❧♠, ❛(❡ ❝♦♥,%✐%✉%❡❞ ♦❢ ❛♥ ❛❣❣(❡✲

❣❛%❡ ♦❢ ❝(②,%❛❧ ❣(❛✐♥, ♦❢ ✈❛(✐♦✉, ,✐③❡, ❛♥❞ ♦(✐❡♥%❛%✐♦♥✳ ❚❤❡✐( ♠❛❝(♦,❝♦♣✐❝ ♣(♦♣❡(%✐❡,

❛(❡ ❛✛❡❝%❡❞ ❜② %❤❡ ♣(♦♣❡(%✐❡, ♦❢ %❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣(❛✐♥,✳ ❚❤❡ ♠❛❝(♦,❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦( ♦❢

♦✉( ♣♦❧②❝(②,%❛❧❧✐♥❡ ✜❧♠, ✇✐❧❧ ❜❡ (❡❣❛(❞❡❞ ❛, ✐,♦%(♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉, ✐♥ %❡(♠ ♦❢ ❡❧❛,%✐❝

♣(♦♣❡(%✐❡, ❜❡❝❛✉,❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✈❡(✐✜❡❞ %❤❛% %❤❡② ❤❛✈❡ (❛♥❞♦♠ ❝(②,%❛❧❧♦❣(❛♣❤✐❝ %❡①%✉(❡ ✭♥♦♥✲

%❡①%✉(❡❞ ♣♦❧②❝(②,%❛❧✮✳ ❚❤❡ ❡❧❛,%✐❝ ,%(❛✐♥ ❛♥❞ ,%(❡,, ,%❛%❡, ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝(②,%❛❧❧✐%❡,

✶✳ ❚❤❡ %❡❧❛(✐♦♥, ✐♥ ❊.✉❛(✐♦♥ ✷✳✶✳✶✶ ❛%❡ %❡❢❡%%❡❞ (♦ ❝❤❛%❛❝(❡%✐③✐♥❣ ❛♥✐,(%♦♣✐❝ ♠❛(❡%✐❛❧, ❜❡❝❝❛✉,❡ (❤❡%❡

♥♦ ♣❧❛♥❡, ♦❢ ,②♠♠❡(%② ❢♦% (❤❡ ♠❛(❡%✐❛❧, ♣%♦♣❡%(✐❡,✳

✹✶
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✐! ❞❡$❡%♠✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ❍♦♦❦❡✬! ❡/✉❛$✐♦♥ ✭!❡❡ ❡/✉❛$✐♦♥ ✷✳✶✳✻✮ $♦❣❡$❤❡% ✇✐$❤ $❤❡ ❜♦✉♥❞❛%②

❝♦♥❞✐$✐♦♥!✳ ■♥ $❤❡!❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥!✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞! ❛%❡ ✉!❡❞ $♦ ❞❡✜♥❡ ❡✛❡❝$✐✈❡

❡❧❛!$✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥$! ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ $❤❡ !✐♥❣❧❡ ❝%②!$❛❧✬! ❡❧❛!$✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥$!✳ ❘❡✉!!

❛♥❞ ❱♦✐❣$ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞! ❛%❡ $❤❡ !✐♠♣❧❡!$ ♦♥❡!✱ ❛! ❞✐!❝✉!!❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣%❡❝❡✲

❞❡♥$ ❝❤❛♣$❡%✳ ❚❤❡② ❛%❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❜❡❝❛✉!❡ $❤❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡! ❞❡✜♥❡ ❛ ❜♦✉♥❞❛%② ❢♦%

$❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ❡❧❛!$✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥$!✳ ❋♦% ✐♥!$❛♥❝❡✱ ✐♥ $❤❡ ❝❛!❡ ♦❢ ❛♥ ✐!♦$%♦♣✐❝ $❤✐♥ ✜❧♠✱ $❤❡

❡✛❡❝$✐✈❡ ❡❧❛!$✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥$! ✐♥ $❤❡ ❱♦✐❣$ ♠♦❞❡❧ ✭ C̃11✱ C̃12 ❛♥❞ C̃44✮ ❛%❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✇✐$❤

C = C11 − C12 − 2C44✮✿

C̃11 = C11 −
2

5
C ✭✷✳✷✳✶✮

C̃12 = C12 +
1

5
C ✭✷✳✷✳✷✮

C̃44 = C44 +
1

5
C ✭✷✳✷✳✸✮

✇❤✐❧❡ ✐♥ $❤❡ ❘❡✉!! ♠♦❞❡❧ $❤❡② ❛%❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✇✐$❤ S = S11 − S12 −
1
2S44✮✿

C̃−1
11 = C−1

11 −
2

5
S ✭✷✳✷✳✹✮

C̃−1
12 = C−1

12 +
1

5
S ✭✷✳✷✳✺✮

C̃−1
44 = C−1

44 +
4

5
S ✭✷✳✷✳✻✮




C̃11 + 2C̃44 C̃11 C̃11 0 0 0

C̃11 C̃11 + 2C̃44 C̃11 0 0 0

C̃11 C̃11 C̃11 + 2C̃44 0 0 0

0 0 0 C̃44 0 0

0 0 0 0 C̃44 0

0 0 0 0 0 C̃44




✭✷✳✷✳✼✮

❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦$❡ ❤❡%❡ $❤❛$ ♦♥❧② $✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❝♦❡✣❝✐❡♥$! ❛%❡ %❡♠❛✐♥✐♥❣ ✭C̃11 ❛♥❞ C̃44✮✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❡❧❛$✐♦♥ ✐! $❤✉! ❞❡❞✉❝❡❞✿

σij = C̃11δijεkk + 2C̃44εij ✭✷✳✷✳✽✮

❋%♦♠ $❤✐! %❡❧❛$✐♦♥ σkk =
(
3C̃11 + 2C̃44

)
εkk✱ ✇❡ ❝❛♥ %❡✇%✐$❡ $❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦%♠✉❧❛ ❛!

❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ !$%❡!!❡!✿

εij =
1

2C̃44

σij −
C̃11

2C̃44(3C̃11 + 2C̃44)
σkkδij ✭✷✳✷✳✾✮

❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ $❤❡ ❨♦✉♥❣✬! ♠♦❞✉❧✉! ✭Y ✮ ❛♥❞ $❤❡ T♦✐!!♦♥✬! %❛$✐♦ ✭ν✮ ❜② ❝♦♥!✐❞❡%✐♥❣ ❛

!✐♠♣❧❡ $%❛❝$✐♦♥✿

σ =




σ 0 0

0 0 0

0 0 0




❀ ε =




εL 0 0

0 εT 0

0 0 εT




✭✷✳✷✳✶✵✮

✹✷
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❲❤❡#❡ εL ❛♥❞ εT '(❛♥❞ ❢♦# (❤❡ ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ (❤❡ (#❛♥'✈❡#'❡ '(#❛✐♥'✱ #❡'♣❡❝(✐✈❡❧②✳

❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✇#✐((❡♥ ❛' ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ C̃11 ❛♥❞ C̃44✿

εL =
C̃11 + C̃44

C̃44(3C̃11 + 2C̃44)
σ =

1

Y
σ ✭✷✳✷✳✶✶✮

εT =−
C̃11

2C̃44(3C̃11 + 2C̃44)
σ = −νεL ✭✷✳✷✳✶✷✮

❲❤❡#❡ (❤❡ ❨♦✉♥❣✬' ♠♦❞✉❧✉' Y ❛♥❞ (❤❡ @♦✐''♦♥✬' #❛(✐♦ ✭ν✮ ❛#❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Y =
C̃44(3C̃11 + 2C̃44)

C̃11 + C̃44

✭✷✳✷✳✶✸✮

ν =
C̃11

2(C̃11 + C̃44)
✭✷✳✷✳✶✹✮

❚❤❡ ❡C✉❛(✐♦♥ ✷✳✷✳✾ ❝❛♥ ❜❡ #❡✇#✐((❡♥ ❜② ✐♥(#♦❞✉❝✐♥❣ Y ❛♥❞ ν✿

εij =
1 + ν

Y
σij −

ν

Y
σkkδij ✭✷✳✷✳✶✺✮

σij =
Y

1 + ν
εij +

νY

(1 + ν)(1− 2ν)
εkkδij ✭✷✳✷✳✶✻✮

◆♦(❡ (❤❛( ✇❡ ❝❛♥ ❛❧'♦ ❞❡✜♥❡ (❤❡ ❜✉❧❦ ♠♦❞✉❧✉' ✭K✮ ❜② ❝♦♥'✐❞❡#✐♥❣ ❛♥ ❤②❞#♦'(❛(✐❝

❝♦♠♣#❡''✐♦♥✳ ■♥ (❤✐' ❝♦♥❞✐(✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σij = σδij ❛♥❞ εij = εδij ✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ (♦ σij =

(3C̃11 + 2C̃44)ε✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ (❤❛(

K =
1

3

(
3C̃11 + 2C̃44

)
=

1

3

Y

1− 2ν
✭✷✳✷✳✶✼✮

✷✳✸ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❞❡/✐❣♥

■♥ (❤✐' '❡❝(✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣#❡'❡♥( ❞✐✛❡#❡♥( ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ '②'(❡♠' (❤❛( ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉'❡❞ (♦ '(✉❞②

(❤❡ ♠❛❣♥❡(♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣#♦♣❡#(✐❡' ♦❢ ❢❡##♦♠❛❣♥❡(✐❝ (❤✐♥ ✜❧♠' ♦♥ ❝♦♠♣❧✐❛♥( '✉❜'(#❛(❡'✳

❚✇♦ (②♣❡' ♦❢ ❡①♣❡#✐♠❡♥(❛❧ ❞❡'✐❣♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞✿ ✐✮ ❜❡♥❞✐♥❣ '②'(❡♠ ❛♥❞ ✐✐✮ ♣✐❡③♦✲

❛❝(✉❛(✐♦♥ '②'(❡♠✳

✷✳✸✳✶ ❇❡♥❞✐♥❣

■♥ ❜❡♥❞✐♥❣ '②'(❡♠✱ (❤❡ ✜❧♠ ✐' '✉❜❥❡❝(❡❞ (♦ ❜❡♥❞✐♥❣ '(#❡'' ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐(❤❡# ❜✐❛①✐❛❧ ♦#

✉♥✐❛①✐❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✉#✐♥❣ (❤✐' ♣#♦❥❡❝( #❡'❡❛#❝❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡#❢♦#♠❡❞ ❜❡♥❞✐♥❣ (❡'( ❜② ❣❧✉✐♥❣

(❤❡ ✜❧♠✴'✉❜'(#❛(❡ '②'(❡♠ ♦♥(♦ ❝✉#✈❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❜❧♦❝❦' ♦❢ ❞✐✛❡#❡♥( ❦♥♦✇♥ #❛❞✐✐ ✭✉♥✐❛①✐❛❧

❜❡♥❞✐♥❣✮ ♦# ♦♥(♦ ✧♣✐♥❣✲♣♦♥❣✧ ❜❛❧❧ ✭❡C✉✐❜✐❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✮✳ ■♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '✉❜'❡❝(✐♦♥'✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❞#❛❢( ♦❢ (❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ (❤❡♦#②✱ ❢♦# ♠♦#❡ ❞❡(❛✐❧' (❤❡ #❡❛❞❡#' ❛#❡ #❡❢❡##❡❞ (♦ ❬✺❪✳

✷✳✸✳✶✳✶ ❯♥✐❛①✐❛❧ ❇❡♥❞✐♥❣

❲❡ ✜#'( ❝♦♥'✐❞❡# (❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ❜❛#✳ ❉✉#✐♥❣ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✱ (❤❡ '(#❡''

(❡♥'♦# ✐' #❡❞✉❝❡❞ (♦ ❡C✉❛(✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ✇✐(❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♥♦#♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥( ❛❧♦♥❣ (❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣

❛①✐'✱ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧ '(#❛✐♥' ❛#❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❛( (❤❡ (♦♣ ♦❢ (❤❡ ❜❛#✳

✹✸



σ =




σxx 0 0

0 0 0

0 0 0




t L0

L

xy

εxx

εxx

εxx =
L− L0

L0
=

(R− y)θ −Rθ

Rθ
= −

y

R
= −κy

y R

κ κ = ±1/R κ

εxx

σ = Y εxx = −Y
y

R
= −Y κy

tf ts
tf ts tf ≪ ts

εtopxx = ±
(tf + ts)

2R
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❍♦✇❡✈❡%✱ ❙✉♦ ❡! ❛❧✳ ❬✷✸❪ -❤♦✇ /❤❛/ ✇❤❡♥ ❛ ♠❡/❛❧❧✐❝ ✜❧♠ ✐- ❞❡♣♦-✐/❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦❧②♠❡%

-✉❜-/%❛/❡ ✭❛- /❤❡ ♦♥❡- -/✉❞✐❡❞ ✐♥ /❤❡ ♣%❡-❡♥/ %❡-❡❛%❝❤ ♣%♦❥❡❝/✮✱ /❤❡ ❤✐❣❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❝♦♥/%❛-/ ✭✜❧♠ ❨♦✉♥❣✬- ♠♦❞✉❧✉- Yf ∼ 200 ●B❛ -/%♦♥❣❧② ❞✐✛❡%❡♥/ ❢%♦♠ /❤❡ -✉❜-/%❛/❡ ♦♥❡

Y s ∼ 4 ●B❛✮ ❧❡❛❞ /♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ /❤❡ ♥❡✉/%❛❧ -✉%❢❛❝❡ ❛- ❝♦♠♣❛%❡❞ /♦ ❛ ❜❛%❡ -✉❜-/%❛/❡✳

❚❤❡② ❣✐✈❡ /❤❡ ❡①♣%❡--✐♦♥ ♦❢ /❤❡ %❡-✉❧/✐♥❣ ❧♦♥❣✐/✉❞✐♥❛❧ -/%❛✐♥ ❛/ /❤❡ /♦♣ -✉%❢❛❝❡ ✇❤❡%❡ /❤❡

♠❡/❛❧❧✐❝ ✜❧♠ ✐- ❝♦♥✜♥❡❞✿

εxx =
(t+ ts)

2R
Γ ✭✷✳✸✳✺✮

✇❤✐/❤

Γ =
(1 + 2η + χη2)

(1 + η)(1 + χη)
✭✷✳✸✳✻✮

❲❤❡%❡ η =
tf
ts
❛♥❞ χ =

Yf
Ys
✳ ❚❤❡ ❡①♣%❡--✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ -/%❡-- ✐- /❤✉- -✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

/❤❡ ❍♦♦❦❡✬- ❧❛✇✿

σxx = Yfεxx ✭✷✳✸✳✼✮

❚♦ ✐❧❧✉-/%❛/❡ /❤❡ ❙✉♦ ❡! ❛❧✳ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦//❡❞ /❤❡ Γ ✈❛%✐❛/✐♦♥- ❛- ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢

/❤❡ ✜❧♠ /❤✐❝❦♥❡-- ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✷✳✸✳✷✲❛ ❢♦% ❞✐✛❡%❡♥/ ✈❛❧✉❡- ♦❢ /❤❡ -✉❜-/%❛/❡ ❨♦✉♥❣✬- ♠♦❞✉❧✉-

✭Ys =✹✱ ✶✵✱ ✷✵✱ ✺✵ ❛♥❞ ✷✵✵ ●B❛✮✳ ❋♦% /❤✐- ♣✉%♣♦-❡✱ /❤❡ -✉❜-/%❛/❡ /❤✐❝❦♥❡-- ❛♥❞ /❤❡

✜❧♠ ❨♦✉♥❣✬- ♠♦❞✉❧✉- ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ %❡-♣❡❝/✐✈❡❧② ✜①❡❞ /♦ ts = 125 ➭♠ ❛♥❞ Yf = 200 ●B❛✳

❖♥❡ ❝❛♥ -❡❡ /❤❛/ /❤❡ ✈❛%✐❛/✐♦♥- ❛%❡ ❛❧♠♦-/ ❧✐♥❡❛%✳ ❋♦% Yf = 200 ●B❛✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ /❤❛/

❡T✉❛/✐♦♥ ✷✳✸✳✺ ✐- %❡❞✉❝❡❞ /♦ /❤❡ -♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦♥❡ ✭❡T✉❛/✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮ -✐♥❝❡ Γ ✐- ❝♦♥-/❛♥/ ❛♥❞

❡T✉❛❧ /♦ ✉♥✐/②✳ ❋♦% ♣♦❧②✐♠✐❞❡ -✉❜-/%❛/❡- ✭Ys = 4 ●B❛✮❀ Γ ✐- ❤✐❣❤❡% /❤❛♥ ✵✳✾✾ ♦♥❧② ❢♦%

✈❡%② /❤✐♥ ✜❧♠- ✐✳❡✳ ✇✐/❤ /❤✐❝❦♥❡-- tf . 20 ♥♠✳ ❋♦% /❤✐❝❦❡% ✜❧♠-✱ /❤❡ ✉-❡ ♦❢ ❡T✉❛/✐♦♥✷✳✸✳✺

✐- ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡❀ ❢♦% ❡①❛♠♣❧❡✱ tf = 200 ♥♠ ❧❡❛❞- /♦ Γ ∼ 0.93 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ /♦ -/%❛✐♥-

✶✵✪ ❧♦✇❡% /❤❛♥ /❤❡ ♦♥❡ ❡①♣❡❝/❡❞ ❜② ✉-✐♥❣ ❡T✉❛/✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❖❢ ❝♦✉%-❡✱ /❤✐- ❡✛❡❝/ -/%♦♥❣❧②

❞❡♣❡♥❞- ♦♥ /❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❝❤❛%❛❝/❡%✐③❡❞ ❜② /❤❡ %❛❞✐✉- ♦❢ ❝✉%✈❛/✉%❡ ρ ♦❢ /❤❡ ✇❤♦❧❡ -②-/❡♠

✭✜❧♠✰-✉❜-/%❛/❡✮✳ ❋✐❣✉%❡ ✷✳✸✳✷✲❜ ♣%❡-❡♥/- /②♣✐❝❛❧ ✈❛%✐❛/✐♦♥- ♦❢ /❤❡ ♦❜/❛✐♥❡❞ -/%❛✐♥ ✭εxx✮

❛- ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ✜❧♠ /❤✐❝❦♥❡-- ❢♦% ❞✐✛❡%❡♥/ ✈❛❧✉❡- ♦❢ R ✇✐/❤ Ys = 4 ●B❛✱ Yf = 200

●B❛ ❛♥❞ ts = 125 ➭♠✳ ❲❡ ❝❧❡❛%❧② -❡❡ /❤❛/ /❤❡ ❡✛❡❝/ ❞❡♣❡♥❞- ♦♥ R❀ ❢♦% ✐♥-/❛♥❝❡ εxx ✐-

❛%♦✉♥❞ ✶✺✪ ❧♦✇❡% ❢♦% ❛ ✹✵✵ ♥♠ ✜❧♠ /❤❛♥ /❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛/ ✷✵ ♥♠✳

✷✳✸✳✶✳✷ ❊%✉✐❜✐❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣

❲❡ ♥♦✇ ❞✐-❝✉-- /❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ ❛ /❤✐♥ ✜❧♠ ❞❡♣♦-✐/❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦❧②♠❡% -✉❜-/%❛/❡ -✉❜♠✐//❡❞

/♦ ❛♥ ❡T✉✐❜✐❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❬✺✱ ✾❪✳ ■♥ /❤✐- ❝❛-❡✱ /❤❡ -/%❡-- ❝♦♠♣♦♥❡♥/- σxx ❛♥❞ σyy ❛%❡

❡T✉✐✈❛❧❡♥/✱ ✐✳❡ σxx = σyy = σ✱ /❤❡ -/%❡-- /❡♥-♦% ✐- -✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛/%✐①✿

σ =




σ 0 0

0 σ 0

0 0 0




✭✷✳✸✳✽✮

❚♦ ❡①♣❡%✐♠❡♥/❛❧❧② ♣❡%❢♦%♠ ❛♥ ❡T✉✐❜✐❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✱ /❤❡ ❢❡%%♦♠❛❣♥❡/✐❝ /❤✐♥ ✜❧♠- ✇❡%❡

❣❧✉❡❞ ♦♥ /♦♣ ♦❢ -♣❤❡%✐❝ ♣❧❛-/✐❝ ❜❛❧❧ ✭♣✐♥❣✲♣♦♥❣ ❜❛❧❧- ♦❢ %❛❞✐✉- ✷ ❝♠✮✳ ❚❤❡ -/%❛✐♥- ❞❡✈❡❧✲

♦♣♣❡❞ ❛/ /❤❡ /♦♣ ♦❢ /❤❡ ✜❧♠- ❛%❡ ❡①♣%❡--❡❞ ❛- ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ %❛❞✐✉- ♦❢ /❤❡ -♣❤❡%❡ R

❛♥❞ /❤❡ ❜✐❛①✐❛❧ -/%❛✐♥ ♠♦❞✉❧✉- ♦❢ /❤❡ ✜❧♠ Y ∗
f =

Yf
1−νf ✳ ▼♦%❡♦✈❡%✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❛♣/❡❞ /❤❡

❙✉♦ ❡! ❛❧✳ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜② ✐♥/%♦❞✉❝✐♥❣ /❤❡ Γ ✭-❡❡ ❡T✉❛/✐♦♥- ✷✳✸✳✺ ❛♥❞ ✷✳✸✳✻✮ ❝♦❡✣❝✐❡♥/✿

✹✺



✷ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ )❡*)✐♥❣
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✳✷ ✕ ❛✮ ❱❛$✐❛-✐♦♥ ♦❢ Γ ❛1 ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✜❧♠ -❤✐❝❦♥❡11 ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥- ✈❛❧✉❡1 ♦❢ -❤❡

1✉❜1-$❛-❡ ❨♦✉♥❣✬1 ♠♦❞✉❧✉1 ✭Ys =✹✱ ✶✵✱ ✷✵✱ ✺✵ ❛♥❞ ✷✵✵ ●E❛✮✳ ❜✮ ❱❛$✐❛-✐♦♥

♦❢ εxx ❛1 ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ tf ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥- ❜❡♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡1 ✭ρ =✶✵✱ ✷✵✱ ✺✵✱ ✶✵✵

❛♥❞ ✐♥✜♥✐-❡ ✭✢❛- 1✉❜1-$❛-❡✮✮✳ ■♥ ❛✮ ❛♥❞ ❜✮ -❤❡ 1✉❜1-$❛-❡ -❤✐❝❦♥❡11 ❛♥❞ -❤❡

✜❧♠ ❨♦✉♥❣✬1 ♠♦❞✉❧✉1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ $❡1♣❡❝-✐✈❡❧② ✜①❡❞ -♦ ts = 125 ➭♠ ❛♥❞

Yf = 200 ●E❛✳

σ = ±Y ∗
f

(
df + ds
2R

)
Γ ✭✷✳✸✳✾✮

✷✳✸✳✷ #✐❡③♦❡❧❡❝*+✐❝ ❆❝*✉❛*✐♦♥

■♥ -❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝ ❛❝-✉❛-✐♦♥✱ -❤❡ ✜❧♠1 ❛$❡ ❣❧✉❡❞ ♦♥ -♦♣ ♦❢ ❝♦♠♠❡$❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝ ❛❝-✉❛-♦$1✳ ■♥ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 1✉❜1❡❝-✐♦♥1✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❜$✐❡❢ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢ -❤❡

♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝ ❡✛❡❝- ❛♥❞ -❤❡ ❞❡1❝$✐♣-✐♦♥ ♦❢ ♦✉$ 1②1-❡♠1✳

✷✳✸✳✷✳✶ $✐❡③♦❧❡❝+,✐❝ ❊✛❡❝+

E✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝✐-② 1-❡♠1 ❢$♦♠ -❤❡ ●$❡❡❦ ✇♦$❞ ♣✐❡③✠♦ ✭πιέζω✮ ♦$ ♣✐❡③❡✐♥ ✭πιέζειν✮ ✇❤✐❝❤

♠❡❛♥1 ♣$❡11✉$❡✳ ■- ✇❛1 ♦$✐❣✐♥❛❧❧② ❞✐1❝♦✈❡$❡❞ ✐♥ ✶✽✽✵ ❜② -❤❡ ❋$❡♥❝❤ ♣❤②1✐❝✐1-1 ❏❛❝Q✉❡1

❛♥❞ E✐❡$$❡ ❈✉$✐❡✳ ■- ❢♦❧❧♦✇1 -❤❛- ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝ ♠❛-❡$✐❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣1 ❛ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ❛❝$♦11 ✐-1

❜♦✉♥❞❛$✐❡1 ✇❤❡♥ 1✉❜❥❡❝-❡❞ -♦ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 1-$❡11 ✭♦$ ♣$❡11✉$❡✮✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐$❡❝- ♣✐❡③♦❡❧❡❝✲

-$✐❝ ❡✛❡❝-✳ ❚❤❡ $❡❧❛-✐♦♥ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 1-$❡11 ♦♥ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝ ♠❛-❡$✐❛❧ ❛♥❞ -❤❡

$❡1✉❧-✐♥❣ ❝❤❛$❣❡ ♣♦❧❛$✐③❛-✐♦♥ ✐1 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Pi = dijσj ✭✷✳✸✳✶✵✮

✇❤❡$❡ dij ✭❈✳◆
−1
✮ ❛$❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥-1❀ d ✐1 ❛ -❤✐$❞✲$❛♥❦ -❡♥1♦$✳ ❚❤❡ ❝❤❛$❣❡

❞❡♥1✐-②✲♣$❡11✉$❡ $❡❧❛-✐♦♥1❤✐♣ ✐♥ ❛ -②♣✐❝❛❧ ♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝ ❢❡$$♦❡❧❡❝-$✐❝ ✭❡✳❣✳ 1♦❢- E❜✭❩$✱

❚✐✮❖✸ ≡ E❩❚✮ ✐1 ❤②1-❡$❡-✐❝✳ ❈♦♥✈❡$1❡❧②✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝ ♠❛-❡$✐❛❧1 ❤❛✈❡ ❛♥♦-❤❡$ ✐♥-❡$❡1-✐♥❣

♣$♦♣❡$-②✿ -❤❡② ❝❤❛♥❣❡ -❤❡✐$ ❞✐♠❡♥1✐♦♥1 ✭❜② ❝♦♥-$❛❝-✐♥❣ ♦$ ❡①♣❛♥❞✐♥❣✮ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝-$✐❝

✜❡❧❞

~E ✐1 ❛♣♣❧✐❡❞ -♦ -❤❡♠✳ ❚❤✐1 ❝♦♥✈❡$1❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝ ❡✛❡❝- ❞❡1❝$✐❜❡1 -❤❡ 1-$❛✐♥ -❤❛- ✐1

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝ ♠❛-❡$✐❛❧ ❞✉❡ -♦ -❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝-$✐❝ ✜❡❧❞✿

εj = dkjEk = dtjkEk ✭✷✳✸✳✶✶✮

✇❤❡$❡ t ❞❡♥♦-❡1 -❤❡ -$❛♥1♣♦1❡❞ ♠❛-$✐①✳ ❚❤❡ ✉♥✐-1 ♦❢ -❤❡ ❝♦♥✈❡$1❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝ ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥- ❛$❡ ♠✴❱✳ ❚❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥-1 d ❢♦$ -❤❡ ❞✐$❡❝- ❛♥❞ ❝♦♥✈❡$1❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝-$✐❝

✹✻
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❡✛❡❝#$ ❛&❡ #❤❡&♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥#✐❝❛❧ ✐✳❡✳ ddirect = dconverse✳ ❚❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝#&✐❝ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥# d ❝❛♥ ❜❡ ❡✐#❤❡& ♣♦$✐#✐✈❡ ♦& ♥❡❣❛#✐✈❡✳ ■# ✐$ ❝♦♠♠♦♥ #♦ ❝❛❧❧ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝#&✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥#

♠❡❛$✉&❡❞ ✐♥ #❤❡ ❞✐&❡❝#✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ #❤❡ ❧♦♥❣✐#✉❞✐♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥#✱ ❛♥❞ #❤❛# ♠❡❛$✉&❡❞

✐♥ #❤❡ ❞✐&❡❝#✐♦♥ ♣❡&♣❡♥❞✐❝✉❧❛& #♦ #❤❡ ✜❡❧❞ #❤❡ #&❛♥$✈❡&$❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥#✳ ❖#❤❡& ♣✐❡③♦❡❧❡❝#&✐❝

❝♦❡✣❝✐❡♥#$ ❛&❡ ❦♥♦✇♥ ❛$ $❤❡❛& ❝♦❡✣❝✐❡♥#$ ❬✶✶✱ ✶✸❪✳

D✐❡③♦❡❧❡❝#&✐❝ ♠❛#❡&✐❛❧$ ❛&❡ $♠❛&# ♠❛#❡&✐❛❧$ #❤❛# ❝❛♥ ❜❡ ✉$❡❞ ❛$ $❡♥$♦&✱ ❛❝#✉❛#♦& ❛♥❞

❝♦♥#&♦❧ $②$#❡♠$✳ ■# ✐$ ❛ ❧✐♥❡❛& ❡✛❡❝# #❤❛# ✐$ &❡❧❛#❡❞ #♦ #❤❡ ♠✐❝&♦$❝♦♣✐❝ $#&✉❝#✉&❡ ♦❢ #❤❡

$♦❧✐❞✳ ❚❤❡ ♠✐❝&♦$❝♦♣✐❝ ♦&✐❣✐♥ ♦❢ #❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝#&✐❝ ❡✛❡❝# ✐$ #❤❡ ❞✐$♣❧❛❝❡♠❡♥# ♦❢ ✐♦♥✐❝ ❝❤❛&❣❡$

✇✐#❤✐♥ ❛ ❝&②$#❛❧ $#&✉❝#✉&❡✳ ■♥ #❤❡ ❛❜$❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ❡①#❡&♥❛❧ $#&❡$$✱ #❤❡ ❝❤❛&❣❡ ❞✐$#&✐❜✉#✐♦♥

✇✐#❤✐♥ #❤❡ ❝&②$#❛❧ ✐$ $②♠♠❡#&✐❝ ❛♥❞ #❤❡ ♥❡# ❡❧❡❝#&✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥# ✐$ ③❡&♦✳ ❍♦✇❡✈❡&✱

✇❤❡♥ ❛♥ ❡①#❡&♥❛❧ $#&❡$$ ✐$ ❛♣♣❧✐❡❞✱ #❤❡ ❝❤❛&❣❡$ ❛&❡ ❞✐$♣❧❛❝❡❞ ❛♥❞ #❤❡ ❝❤❛&❣❡ ❞✐$#&✐❜✉#✐♦♥

✐$ ♥♦ ❧♦♥❣❡& $②♠♠❡#&✐❝✳ ❆ ♥❡# ♣♦❧❛&✐③❛#✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣$ ❛♥❞ &❡$✉❧#$ ✐♥ ❛♥ ✐♥#❡&♥❛❧ ❡❧❡❝#&✐❝

✜❡❧❞✳ ❆ ♠❛#❡&✐❛❧ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝#&✐❝ ✐❢ #❤❡ ✉♥✐# ❝❡❧❧ ❤❛$ ♥♦ ❝❡♥#❡& ♦❢ ✐♥✈❡&$✐♦♥ ✭✐✳❡✳

♥♦♥ ❝❡♥#&♦$②♠♠❡#&✐❝✮✳ ■# ❡①✐$#$ ✸✷ ❝&②$#❛❧ ❝❧❛$$❡$ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ $♣❧✐##❡❞ ✐♥#♦ $❡✈❡♥ ❣&♦✉♣$

✭#&✐❝❧✐♥✐❝✱ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝✱ ♦&#❤♦&❤♦♠❜✐❝✱ #❡#&❛❣♦♥❛❧✱ #&✐❣♦♥❛❧✱ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝✉❜✐❝✮ ✇❤✐❝❤

❛&❡ ❛$$♦❝✐❛#❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ ❡❧❛$#✐❝ ♥❛#✉&❡ ♦❢ #❤❡ ♠❛#❡&✐❛❧$✳ ❖♥❧② ✷✵ ♦❢ #❤❡ ✸✷ ❝❧❛$$❡$ ❛❧❧♦✇

♣✐❡③♦❡❧❡❝#&✐❝ ♣&♦♣❡&#✐❡$✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❝#&✐❝ ♠❛#❡&✐❛❧$ ❝❛♥ ❜❡ ♥❛#✉&❛❧ ♦& ♠❛♥✲♠❛❞❡✳ ❆♠♦♥❣ #❤❡ ♥❛#✉&❛❧ ♣✐❡③♦✲

❡❧❡❝#&✐❝ ♠❛#❡&✐❛❧ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝✐#❡✿ N✉❛&#③ ✭❙✐❖2✮✱ ❘♦❝❤❡❧❧❡ $❛❧#✱ ❡#❝✳ ▼❛♥✲♠❛❞❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝#&✐❝

♠❛#❡&✐❛❧$ ❛&❡ ❝&②$#❛❧$ #❤❛# ❛&❡ N✉❛&#③ ❛♥❛❧♦❣$✱ ❝❡&❛♠✐❝$✱ ♣♦❧②♠❡&$ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦$✐#❡$✳ ■# ❡①✲

✐$#$ ♠②&✐❛❞$ ♦❢ ♠❛♥✲♠❛❞❡ ❝❡&❛♠✐❝$ ❝&②$#❛❧$ ♣❡&♦✈$❦✐#❡✿ ❜❛&✐✉♠ #✐#❛♥❛#❡ ✭❇❛❚✐❖3)❀ ❧❡❛❞

#✐#❛♥❛#❡ ✭D❜❚✐❖3✮❀ ❧❡❛❞ ③✐&❝♦♥❛#❡ #✐#❛♥❛#❡ ✭D❜❬❩rx❚i1❂x❪O3✱ (0 < x < 100)✮✕♠♦&❡ ❝♦♠✲

♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❛$ D❩❚❀ ♣♦#❛$$✐✉♠ ♥✐♦❜❛#❡ ✭❑◆❜❖3✮❀ ❧✐#❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛#❡ ✭▲✐◆❜❖3✮❀ ❧✐#❤✐✉♠

#❛♥#❛❧❛#❡ ✭▲✐❚❛❖3✮✱ ❡#❝✳ ❛♥❞ ♦#❤❡& ❧❡❛❞✲❢&❡❡ ♣✐❡③♦❝❡&❛♠✐❝$✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉$ ♦♥ #❤❡ D❩❚

♣✐❡③♦❡❧❡❝#&✐❝ ❝❡&❛♠✐❝ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉$❡❞ ✐♥ #❤❡ ❢&❛♠❡✇♦&❦ ♦❢ #❤✐$ #❤❡$✐$✳

✷✳✸✳✷✳✷ #❩❚ ♣✐❡③♦❡❧❡❝-.✐❝ ❆❝-✉❛-♦.

❋♦& #❤❡ ♣✐❡③♦❧❡❝#&✐❝ ❛❝#✉❛#✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ #❡$#✱ #❤❡ ❢❡&&♦♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❧♠$ ❛&❡ ❝❡♠❡♥#❡❞✱

#❤❛♥❦$ #♦ ❛♥ ❡♣♦①② ❣❧✉❡ ✭&❡$✐♥❡ ❛♥❞ ❤❛&❞❡&✮✱ ♦♥#♦ ❛ ♣✐❡③♦❧❡❝#&✐❝ ❛❝#✉❛#♦& ❛$ $❤♦✇♥ ✐♥

#❤❡ ✜❣✉&❡ ✷✳✹✳✶✳ ❚❤❡ ❛❝#✉❛#♦& ✐$ ❛ ❝♦♠♠❡&❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ D❩❚ ❛❝#✉❛#♦& ✇✐#❤ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$

1.8× 0.7× 0.7 ❝♠

3
✭$❡❡ ✜❣✉&❡ ✷✳✹✳✶✮✳ ❆ ✈♦❧#❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝&♦$$ #❤❡ D❩❚ ❛❝#✉❛#♦& &❡$✉❧#$

✐♥ #❤❡ ❞❡❢♦&♠❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❛❝#✉❛#♦& ✇❤✐❝❤ ✐$ #❤❡♥ #&❛♥$❢❡&&❡❞ ✭♦& ♥♦#✮ #♦ #❤✐♥ ✜❧♠✳ ❆ ❣♦♦❞

❝♦♥#❛❝# ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ✜❧♠ ❛♥❞ #❤❡ ❛❝#✉❛#♦& ✐$ ♥❡❝❝❡$$❛&② ✐♥ ♦&❞❡& #♦ ❝♦♠♣❧❡#❡❧❧② #&❛♥$♠✐#

#❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ $#&❛✐♥$✳ ❖✇✐♥❣ #♦ #❤❡ ❝♦♥✈❡&$❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝#&✐❝ ❡✛❡❝# ✐♥❤❡&❡♥# ✐♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❝#&✐❝

♠❛#❡&✐❛❧$✱ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡①♣❛♥$✐♦♥ ✭&❡$♣✳ ❝♦♥#&❛❝#✐♦♥✮ ❛❧♦♥❣ #❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥# ❡❧♦♥❣❛#✐♦♥

❞✐&❡❝#✐♦♥ ✭❛❧♦♥❣ x✲❛①✐$✮ ✇❤❡♥ ❛ ♣♦$✐#✐✈❡ ✭&❡$♣✳ ♥❡❣❛#✐✈❡✮ ✈♦❧#❛❣❡ ✐$ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝&♦$$ ✐#✳ ■♥

♣❛&#✐❝✉❧❛&✱ ❛ ♣♦$✐#✐✈❡ ✈♦❧#❛❣❡ &❡$✉❧#$ ✐♥ ❛♥ ❡❧♦♥❣❛#✐♦♥ ✇✐#❤ ❛ &❡❧❛#❡❞ ✉♥✐❛①✐❛❧ $#&❛✐♥ εxx
> 0 ❛❧♦♥❣ x✳ ❉✉❡ #♦ ❡❧❛$#✐❝✐#②✱ #❤✐$ #❡♥$✐❧❡ $#&❛✐♥ ✐$ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❝♦♠♣&❡$$✐✈❡ $#&❛✐♥$

εyy, εzz❁ ✵ ❛❧♦♥❣ #❤❡ ♦&#❤♦❣♦♥❛❧ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐&❡❝#✐♦♥ y ❛♥❞ #❤❡ ♦&#❤♦❣♦♥❛❧ ♦✉#✲♦❢✲♣❧❛♥❡

❞✐&❡❝#✐♦♥ z ❬✶✷❪✳ ❚♦ ❝♦♥✈❡&# #❤❡ ✈♦❧#❛❣❡ ❛♣♣♣❧✐❡❞ ❛❝&♦$$ #❤❡ ♣✐❡③♦❧❡❝#&✐❝ ❛❝#✉❛#♦& ✐♥#♦

❞❡❢♦&♠❛#✐♦♥$✱ ❞✐❣✐#❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦&&❡❧❛#✐♦♥ ✭❉■❈✮ #❡❝❤♥✐N✉❡ ❤❛$ ❜❡❡♥ ✉$❡❞ ❛♥❞ ✐$ ❞❡$❝&✐❜❡❞

✐♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❡❝#✐♦♥✳

✹✼
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✷✳✹ ❙$%❛✐♥ ♠❡❛+✉%❡♠❡♥$+

❉✐✛❡$❡♥& ♠❡&❤♦❞+ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ $❡♣♦$&❡❞ ❢♦$ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ♠❡❛+✉$❡♠❡♥&+✱ +♣❡❝❦❧❡ ✐♥&❡$❢❡$♦♠❡✲

&$② ❬✶✹❪✱ +♣❡❝❦❧❡ ♣❤♦&♦❣$❛♣❤② ❬✶✺✱ ✶✻❪✱ +♣❡❝❦❧❡✲+❤❡❛$✐♥❣ ✐♥&❡$❢❡$♦♠❡&$② ❬✶✼✱ ✶✽❪✱ ✇❤✐&❡✲❧✐❣❤&

+♣❡❝❦❧❡+ ❬✶✾❪✱ ▼♦✐$✱✳✳✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ❡❛❝❤ ♦❢ &❤❡+❡ ♠❡&❤♦❞+ +✉✛❡$ ❢$♦♠ +&$✐♥❣❡♥& +&❛❜✐❧✐&② $❡✲

G✉✐$❡♠❡♥& ❛♥❞ &✐♠❡ ❝♦♥+✉♠✐♥❣ ❞❛&❛ ♣$♦❝❡++✐♥❣ ❬✷✶❪✳ ❚♦ ❛❞❞$❡++ &❤✐+ ✐++✉❡✱ ❞✐❛❧ ❣❛✉❣❡+✱

❡❧❡❝&$✐❝❛❧ +&$❛✐♥ ❣❛✉❣❡+✱ ❡&❝✳ ❤❛✈❡ ❛❧+♦ ❜❡❡♥ ✉+❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ &❤❡+❡ ❞❡✈✐❝❡+ ♠❡❛+✉$❡ +&$❛✐♥

♦✈❡$ ❛ ✈❡$② ❧✐♠✐&❡❞ ❣❛✉❣❡ ❧❡♥❣&❤ ❛♥❞✱ ❛+ ❛ $❡+✉❧&✱ ❝❛♥♥♦& ❜❡ ✉+❡❞ ❢♦$ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ♠❡❛+✉$❡✲

♠❡♥&+✳ ■♥ &❤✐+ ❝♦♥&❡①&✱ ❞✐❣✐&❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦$$❡❧❛&✐♦♥ ✭❉■❈✮ +✐♥❝❡ ✐&+ ✐♥&$♦❞✉❝&✐♦♥ ✐♥ ❡❛$❧②

✶✾✽✵+ ❜② ❙✉&&♦♥ ❡! ❛❧✳ ❬✷✷❪ ❤❛+ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛$ ♠❡&❤♦❞ ❢♦$ &❤❡ ♠❡❛+✉$❡♠❡♥& ♦❢ ❞✐+✲

♣❧❛❝❡♠❡♥& ❛♥❞ +&$❛✐♥ ✜❡❧❞+ ❛♥❞ ❤❛+ ❜❡❡♥ ✉+❡❞ ✐♥ ✈❛$✐❡&② ♦❢ ❛$❡❛✳ ❘❡❝❡♥&❧②✱ &❤❡ ❞✐❣✐&❛❧

✐♠❛❣❡ ❝♦$$❡❧❛&✐♦♥ ❤❛+ ❜❡❡♥ ✉+❡❞ ❜② ▼✳ ❍✳ ▼❛❧❛❦♦♦&✐ ❡! ❛❧✳ ❬✷✸✱ ✷✹❪ ❢♦$ &❤❡ ❝❤❛$❛❝&❡$✐③❛&✐♦♥

♦❢ &❤❡ ❝♦♥✈❡$+❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝&$✐❝ ❡✛❡❝& ❜② ♠❡❛+✉$✐♥❣ &❤❡ d33 ❛♥❞ d31 ♣✐❡③♦❡❧❡❝&$✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥&+

♦❢ ❛ ❧❡❛❞ ③✐$❝♦♥❛&❡ &✐&❛♥❛&❡ ✭U❩❚✮ ♠❛&❡$✐❛❧✳ ■♥ &❤❡ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ♦❢ &❤✐+ &❤❡+✐+✱ &❤❡ ❞✐❣✐&❛❧

✐♠❛❣❡ ❝♦$$❡❧❛&✐♦♥ ✇❛+ &❤❡ ♣$❡❢❡$$❡❞ &❡❝❤♥✐G✉❡ ❢♦$ ❛ G✉❛♥&✐&❛&✐✈❡ ❞❡&❡$♠✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡

❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥& ❛♥❞ +&$❛✐♥ ✜❡❧❞+ ❛& &❤❡ +✉$❢❛❝❡ ♦❢ &❤❡ ❢❡$$♦♠❛❣♥❡&✐❝ &❤✐♥ ✜❧♠+ ❞❡♣♦+✐&❡❞ ♦♥

&❤❡ U❩❚ ❛❝&✉❛&♦$+ ❛♥❞ +✉❜♠✐&&❡❞ &♦ ❡❧❡❝&$✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❬✷✺✱ ✷✻✱ ✷✼❪✳

✷✳✹✳✶ ❉✐❣✐'❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦..❡❧❛'✐♦♥

■♥ ❣❡♥❡$❛❧✱ &❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❉■❈ ♠❡&❤♦❞ ❝♦♠♣$✐+❡+ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &❤$❡❡ ❝♦♥✲

+❡❝✉&✐✈❡ +&❡♣+✱ ♥❛♠❡❧②✿ ✐✮ +♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❡①♣❡$✐♠❡♥&❛❧ ♣$❡♣❛$❛&✐♦♥+❀ ✐✐✮ $❡❝♦$❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡+

♦❢ &❤❡ ♣❧❛♥❛$ +♣❡❝✐♠❡♥ +✉$❢❛❝❡ ❜❡❢♦$❡ ❛♥❞ ❛❢&❡$ ❧♦❛❞✐♥❣❀ ✐✐✐✮ ♣$♦❝❡++✐♥❣ &❤❡ ❛❝G✉✐$❡❞

✐♠❛❣❡+ ✉+✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉&❡$ ♣$♦❣$❛♠ &♦ ♦❜&❛✐♥ &❤❡ ❞❡+✐$❡❞ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥& ❛♥❞ +&$❛✐♥+ ✐♥❢♦$✲

♠❛&✐♦♥+✳ ■♥ &❤✐+ +❡❝&✐♦♥✱ &❤❡ ❜❛+✐❝ ♣$✐♥❝✐♣❧❡+ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣&+ ♦❢ ❉■❈ ✉+❡❞ ✐♥ &❤✐+ $❡+❡❛$❝❤

♣$♦❥❡❝& ❛$❡ ❞❡+❝$✐❜❡❞✳

✷✳✹✳✶✳✶ ❇❛&✐❝ ♣*✐♥❝✐♣❧❡

❉✐❣✐&❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦$$❡❧❛&✐♦♥ ✐+ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥&❛❝& ❛♥❞ ♥♦♥ ❞❡+&$✉❝&✐✈❡ ♦♣&✐❝❛❧ &❡❝❤♥✐G✉❡ ❢♦$

♠✐❝$♦+❝❛❧❡ ❡✈❡♥ ♥❛♥♦+❝❛❧❡ +✉$❢❛❝❡ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥& ❛♥❞ +&$❛✐♥+ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝& ✉♥❞❡$ ❞✐✛❡$❡♥&

❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐&✐♦♥+✳ ■♥ ❞✐❣✐&❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦$$❡❧❛&✐♦♥ ❛ +✐♥❣❧❡ ❝❛♠❡$❛ ✭✷❉✲❉■❈✮ ♦$ ❡✈❡♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡

♦❢ ❝❛♠❡$❛ ✭✸❉✲❉■❈✮ ✐+ ✉+❡❞ &♦ ❞❡&❡$♠✐♥❡ &❤❡ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥& ❛♥❞ +&$❛✐♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛$ ♦$ ♥♦♥✲

♣❧❛♥❛$ +✉$❢❛❝❡+✳ ■& ✇♦$❦+ ❜② ❞♦✐♥❣ ❝♦♠♣❛$✐+♦♥ ♦❢ +❡& ♦❢ ❞✐❣✐&✐③❡❞ ✐♠❛❣❡+ ♦❢ ❛ +✉$❢❛❝❡ ❛&

&✇♦ ❞✐✛❡$❡♥& +&❛&❡+ ❜❡❢♦$❡ ❞❡❢♦$♠❛&✐♦♥ ✭$❡❢❡$❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✮ ❛♥❞ ❛❢&❡$ ❞❡❢♦$♠❛&✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡$✱

&♦ ❛❝❤✐❡✈❡ &❤✐+✱ &❤❡ +✉$❢❛❝❡ ♦❢ &❤❡ +&✉❞✐❡❞ ♦❜❥❡❝& ❤❛+ &♦ ❜❡ $❛♥❞♦♠❧② +♣$❛②✲♣❛✐♥&❡❞ ✐♥

♦$❞❡$ &♦ ❤❛✈❡ ❛ $❛♥❞♦♠ ♣❛&&❡$♥ ♦$ ♠✉+& ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥&$✐♥+✐❝ ♣❛&&❡$♥ ❛& ✐&+ +✉$❢❛❝❡✳ ❆♥

❛$❡❛ ♦❢ ✐♥&❡$❡+& ✭❘❖■✮ ♦♥ &❤❡ +✉$❢❛❝❡ ♦❢ &❤❡ +♣❡❝✐♠❡♥ ✐+ +❡❧❡❝&❡❞ ❛♥❞ +✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥&♦

+✉❜+❡&+✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛ $❡❢❡$❡♥❝❡ +✉❜+❡& ♦❢ (2M + 1) × (2M + 1) ♣✐①❡❧+ ❝❡♥&$❡❞ ❛& &❤❡

❝✉$$❡♥& ♣♦✐♥& P (x0, y0) ❢$♦♠ &❤❡ ❧❡❢& ✐♠❛❣❡ ✐+ ❝❤♦+❡♥ &♦ ✜♥❞ ✐&+ ❝♦$$❡+♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛&✐♦♥ ✐♥

&❤❡ $✐❣❤& ✐♠❛❣❡✳ ❖♥❝❡ &❤❡ ❧♦❝❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ &❛$❣❡& +✉❜+❡& ✐♥ &❤❡ $✐❣❤& ✐♠❛❣❡ ✐+ ❢♦✉♥❞✱ &❤❡

❞✐+♣❛$✐&✐❡+ ♦❢ &❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ ❛♥❞ &❛$❣❡& +✉❜+❡& ❝❡♥&$❡+ ❝❛♥ &❤❡♥ ❜❡ ❞❡&❡$♠✐♥❡❞✳ ❆+ +❤♦✇♥

+❝❤❡♠❛&✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✳✷✱ ❛ +❡& ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉$✐♥❣ ♣♦✐♥&+ ✐♥ ❛ $❡❢❡$❡♥❝❡ +✉❜+❡& ✇✐&❤✐♥

&❤❡ ❧❡❢& ✐♠❛❣❡ ❛$❡ ❛++✉♠❡❞ &♦ $❡♠❛✐♥ ❛+ ♥❡✐❣❤❜♦✉$✐♥❣ ♣♦✐♥&+ ✐♥ &❤❡ &❛$❣❡& +✉❜+❡& ✇✐&❤✐♥

&❤❡ $✐❣❤& ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✉+✱ ✐& ✐+ $❡❛+♦♥❛❜❧❡ &♦ ❛++✉♠❡ &❤❛& ❡❛❝❤ ♦❢ &❤❡+❡ ♣♦✐♥&+ Q(x, y) ❛$♦✉♥❞

&❤❡ +✉❜+❡& ❝❡♥&$❡ P (x0, y0) ✐♥ &❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ +✉❜+❡& ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ &♦ ♣♦✐♥& Q
′(x′, y′) ✐♥

&❤❡ &❛$❣❡& +✉❜+❡&✳ ▼②$✐❛❞ ♦❢ ❝♦♠♠❡$❝✐❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦$❛&♦$②✲♠❛❞❡ +♦❢✇❛$❡+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❞✐❣✐&❛❧

✹✽



✷ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ )❡*)✐♥❣

✐♠❛❣❡ ❝♦''❡❧❛)✐♦♥ ❛'❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭●!❛♥✉ ❬✷✽❪✱ ❙❡♣( ❉ ❬✷✾❪✱ ◆❝♦!! ❬✸✵❪✱ ▼♦✐!❡ ❬✸✶❪✱

▼❛(❝❤✐❞ ❬✸✷❪✱ ❈♦!!❡❧✐ ❬✸✸❪✱ ❈♦!!❡❧❛ ❬✸✹❪✱✳✳✳✮✱ ❛♠♦♥❣ )❤❡♠ )❤❡ ❆!❛♠✐5 ❉■❈ >②>)❡♠

✭●❖▼ ♠❜❍✱ ●❡'♠❛♥②✮❬✸✺✱ ✸✼❪ ❤❛> ❜❡❡♥ ✉>❡❞ ❞✉'✐♥❣ )❤✐> )❤❡>✐>✳ ■) >❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦)❡❞ )❤❛)

)❤❡ ❆!❛♠✐5 ❉■❈ >②>)❡♠> ♦♣❡'❛)❡> ✐♥ ❜♦)❤ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❡✈❡♥)>✳

x

y

❋✐❣✉'❡ ✷✳✹✳✶ ✕ K✐❝)✉'❡ >❤♦✇✐♥❣ )❤❡ ❢❡''♦♠❛❣♥❡)✐❝ )❤✐♥ ✜❧♠ ❝❡♠❡♥)❡❞ ♦♥ )❤❡ K❩❚✲❛❝)✉❛)♦'

✇✐)❤ ❛ '❛♥❞♦♠❧② >♣❡❝❦❧❡ ♣❛))❡'♥ ♦❢ )❤❡ >②>)❡♠ ❢❡''♦♠❛❣♥❡)✐❝ )❤✐♥ ✜❧♠ ❛♥❞

K❩❚ ❛❝)✉❛)♦'✳

✷✳✹✳✶✳✷ ❙♣❡❝✐♠❡♥ ♣+❡♣❛+❛-✐♦♥

❆> ♣'❡✈✐♦✉>❧② >❛✐❞✱ ❛ K❩❚ ❛❝)✉❛)♦' ♦❢ ❣❡♦♠❡)'✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥>✐♦♥> 1.8× 0.7× 0.7❝♠

3
❝♦♠✲

♠❡'❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉>❡❞ )♦ ❣❡♥❡'❛)❡ >)'❛✐♥> ✐♥>✐❞❡ ♦✉' ✜❧♠>✳ ❚❤❡ ❞✐>♣❧❛❝❡♠❡♥)

❛♥❞ >)'❛✐♥ ✜❡❧❞> ❛'❡ ❞❡)❡'♠✐♥❡❞ ❜② ❉■❈ ❝❛❧❝✉❧❛)✐♦♥>✳ ❚❤✐> ❛❝)✉❛)♦' ❤❛> ♣'♦♣❡')② )♦

❡①♣❛♥❞ ♦❢ ❛ ❝❡')❛✐♥ ❛♠♦✉♥) ❛❧♦♥❣ )❤❡ ❡❧♦♥❣❛)✐♦♥ ❛①✐> (x − axis) ❛♥❞ )♦ ❝♦♠♣'❡>> ❜②

❛'♦✉♥❞ ❤❛❧❢ ❛❧♦♥❣ )❤❡ y✲❛①✐> ✇❤❡♥ ❛ ♣♦>✐)✐✈❡ ✈♦❧)❛❣❡ ✐> ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ >)✉❞✐❡❞ )❤✐♥ ✜❧♠>

❛'❡ ❝❡♠❡♥)❡❞ ♦♥ )❤❡ )♦♣ ♦❢ )❤❡ ❛❝)✉❛)♦' ✭>❡❡ ✜❣✉'❡ ✷✳✹✳✶✮✳ ❋♦' )❤✐> ♣✉'♣♦>❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

✉>❡❞ ❛♥ ❡♣♦①② ❣❧✉❡ ❝♦♥>✐>)✐♥❣ ♦❢ ♠✐①)✉'❡ ♦❢ ❛ '❡>✐♥ ❛♥❞ ❛ ❤❛'❞❡♥❡' ❛♥❞ )❤❡♥ ✇❛✐)❡❞

✷✹ ❤♦✉'> )♦ ❜❡ >✉'❡ )❤❛) )❤❡ ✜❧♠ ✐> ✇❡❧❧✲❛❞❤❡'❡♥) )♦ )❤❡ ❛❝)✉❛)♦'✳ ❚❤❡'❡❛❢)❡'✱ ❢♦' )❤❡

❉■❈ ❡①♣❡'✐♠❡♥)>✱ )❤❡ >♣❡❝✐♠❡♥ >✉'❢❛❝❡ ♠✉>) ❤❛✈❡ ❛ '❛♥❞♦♠ ❣'❛② ✐♥)❡♥>✐)② ❞✐>)'✐❜✉)✐♦♥

✭✐✳❡ '❛♥❞♦♠ >♣❡❝❦❧❡ ♣❛))❡'♥✮✱ ❛ >♣'❛② ♣❛✐♥) ❤❛> ❜❡❡♥ ✉>❡❞ ❢♦' )❤✐>✳ ■) ✐> ✐♠♣♦')❛♥) )♦

♣♦✐♥) ♦✉) )❤❛) )❤❡ >♣❛)✐❛❧ '❡>♦❧✉)✐♦♥ ✐> '❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ ❣'❛✐♥> >✐③❡✱ )❤❡ >♠❛❧❧❡' )❤❡ ❣'❛✐♥>

)❤❡ ❤✐❣❤❡' ✐> )❤❡ '❡>♦❧✉)✐♦♥✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ✇❤❛)❡✈❡' )❤❡ >♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐)✐♦♥>✱

)❤❡ ❣'❛✐♥> ❤❛✈❡ )♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❛❞❤❡'❡♥) ✐♥ ♦'❞❡' )♦ ❢❛❝✐❧✐)❛)❡ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ♦❢ )❤❡

♠❛)❡'✐❛❧ ❞❡❢♦'♠❛)✐♦♥✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱ )❤❡ >✉'❢❛❝❡ ♦❢ )❤❡ >)✉❞✐❡❞ ♦❜❥❡❝) ❤❛> ❜❡❡♥ '❛♥❞♦♠❧②

>♣'❛②✲♣❛✐♥)❡❞ ✐♥ ♦'❞❡' )♦ ❤❛✈❡ ❛ '❛♥❞♦♠ ♣❛))❡'♥ ❝♦♥>✐>)✐♥❣ ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✇❤✐)❡ '❛♥❞♦♠

❣'❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛> >❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉'❡> ✷✳✹✳✶ ❛♥❞ ✷✳✹✳✸✳

✷✳✹✳✶✳✸ ❊①♣❡+✐♠❡♥-❛❧ 3❡-✲✉♣

❉✉'✐♥❣ )❤✐> '❡>❡❛'❝❤ ♣'♦❥❡❝)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉>❡❞ )✇♦ ❞✐✛❡'❡♥) >❡)✉♣ )♦ ♠❡❛>✉'❡ )❤❡ ✐♥✲

♣❧❛♥❡ >)'❛✐♥>✳ ❚❤❡ ✜'>) ♦♥❡ ✐> ❝♦♠♣♦>❡❞ ♦❢ ❛ >)❡'❡♦ ❝❛♠❡'❛ >②>)❡♠ ✇❤✐❧❡ )❤❡ >❡❝♦♥❞ ♦♥❡

❝♦♥>✐>)> ♦❢ ❛ ✉♥✐X✉❡ ❝❛♠❡'❛ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ )❤❡ ❢❡''♦♠❛❣♥❡)✐❝ '❡>♦♥❛♥❝❡ >❡)✉♣❀ )❤✐> ❧❛>) ♦♥❡ ✇✐❧❧

❜❡ ❞❡>❝'✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣)❡' ✸✳ ❖✉' >)❡'❡♦ >②>)❡♠ ✐> ❝♦♠♣♦>❡❞ ♦❢ )✇♦ ❈❈❉ ❝❛♠❡'❛> ♠♦✉♥)❡❞

♦♥ ❛ )'✐♣♦❞ ♣♦>✐)✐♦♥❡❞ ✈❡')✐❝❛❧❧② ✐♥ )♦♣ ♦❢ )❤❡ ✜❧♠✴>✉❜>)'❛)❡✴❛❝)✉❛)♦' >②>)❡♠✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞

♦❢ ✈✐❡✇ ✐> ✜①❡❞ )♦ ❛♣♣'♦①✐♠❛)❡❧② ✷✷ ❝♠

2
✳ ●✐✈❡♥ )❤❡ 2448× 2050 ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♣✐①❡❧> ♦❢ )❤❡

❝❛♠❡'❛>✱ )❤❡ ❛'❡❛ ♣❡' ♣✐①❡❧ ✐> ❛❜♦✉) ✶✷✳✺ ♥♠

2
✳ ❆ ✜'>) ✐♠❛❣❡ ✭'❡❢❡'❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✮ ✐> )❛❦❡♥

❛) ③❡'♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧)❛❣❡❀ )❤❡♥✱ ❛ >❡X✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡> ✐> )❛❦❡♥ ❛) ❞✐✛❡'❡♥) ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧)❛❣❡>

✹✾



✷ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ )❡*)✐♥❣

Reference image Deformed image 

x 

y O 

x 

y O 

P(x0, y0) 

Reference Subset 

Q(x0, y0) P’(x’0, y’0) 

Displacement vector 

Q’(x’0, y’0) 
Target Subset 

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✳✷ ✕ ❙❝❤❡♠❛/✐❝ ✐❧❧✉1/$❛/✐♦♥ ♦❢ $❡❢❡$❡♥❝❡ 15✉❛$❡ 1✉❜1❡/ ❜❡❢♦$❡ ❞❡❢♦$♠❛/✐♦♥ ❛♥❞

❛ /❛$❣❡/ 1✉❜1❡/ ❛❢/❡$ ❞❡❢♦$♠❛/✐♦♥✳ ❆❞❛♣/❡❞ ❢$♦♠ ❬✸✻❪✳

❛♥❞ ✐1 ❝♦♠♣❛$❡❞ /♦ /❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✈♦❧/❛❣❡ ✐1 ❛♣♣❧✐❡❞ /❤❛♥❦1 /♦ ❛ ❑❡♣❝♦ ❇✐♣♦❧❛$

❖♣❡$❛/✐♦♥❛❧ C♦✇❡$ ❙✉♣♣❧② ✭❇❖C ✺✵✵▼✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ /♦ ❛♣♣❧② ✈♦❧/❛❣❡ ✐♥ /❤❡ $❛♥❣❡ ❬✲✺✵✵ ❱❀

✰ ✺✵✵ ❱❪✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❡$✐❡♥❝❡❞ /❤❛/ /❤❡ ✈♦❧/❛❣❡ ❧✐♠✐/ ❢♦$ ♦✉$ ❛❝/✉❛/♦$ ✐1 ❛$♦✉♥❞

✷✷✵❱✳ ❚❤❡♥✱ /❤❡ ✜❡❧❞ 1/$❛✐♥ ❛/ /❤❡ 1✉$❢❛❝❡ ♦❢ /❤❡ 1②1/❡♠ ✐1 ❡①/$❛❝/❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡❞

✈♦❧/❛❣❡ ❜② ♣❡$❢♦$♠✐♥❣ ❉■❈ ❝❛❧❝✉❧❛/✐♦♥1✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❜② ✉1✐♥❣ /❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡

✐♠❛❣❡ ❛♥❞ /❤❡ ❞✐✛❡$❡♥/ ✐♠❛❣❡1 ❝♦♠✐♥❣ ❢$♦♠ /❤❡ 1❡5✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❉■❈ ❝❛❧❝✉❧❛/✐♦♥1 ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❜② ✉1✐♥❣ ❆&❛♠✐* /❤❛/ ✐1 ❛ ❝♦♠♠❡$❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ 1♦❢/✇❛$❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✸✺❪✳

❋$♦♠ /❤❡ ✜❡❧❞1 1/$❛✐♥✱ /❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 1/$❛✐♥1 ❛$❡ ❡①/$❛❝/❡❞ ❛1 ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞

✈♦❧/❛❣❡✳

❲❤❡♥ ♣❡$❢♦$♠✐♥❣ ♦✉$ ❡①♣❡$✐♠❡♥/1✱ ✐♠❛❣❡1 ❛$❡ ❝♦❧❧❡❝/❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✈♦❧/❛❣❡1 ✉1✐♥❣

❡✐/❤❡$ ❛ 1②♠♠❡/$✐❝❛❧ ♣❛/❤ ✭❢♦$ ✐♥1/❛♥❝❡✿ ✲✷✵✵ ❱ /♦ ✰✷✵✵ ❱ ❛♥❞ ✰✷✵✵ ❱ /♦ ✲✷✵✵ ❱✮ ♦$ ♥♦♥

1②♠♠❡/$✐❝❛❧ ♣❛/❤ ✭✵ ❱ /♦ ✶✵✵ ❱ ❛♥❞ ✶✵✵ ❱ /♦ ✵ ❱ ❢♦$ ✐♥1/❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ❢$❛♠❡ ✐1 ❣❡♥❡$❛❧❧②

♦❢ ❛❜♦✉/ ✵✳✶ ❋C❙❀ /❤❡ 1/❡♣ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧/❛❣❡ ❝❛♥ ❛❧1♦ ❜❡ ✈❛$✐❡❞✳ ❋✉$/❤❡$♠♦$❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❡1/✐♠❛/❡❞ 1/❛/✐1/✐❝❛❧ ❡$$♦$1 ♦❢ ♦✉$ ❉■❈ 1❡/✉♣ ❜② ♠❡❛1✉$✐♥❣ 1❡✈❡$❛❧ ✐♠❛❣❡1 ✐♥ ❛❜1❡♥❝❡ ♦❢

❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧/❛❣❡❀ ✐/ ✐1 ❡1/✐♠❛/❡❞ /♦ ❜❡ ❛$♦✉♥❞ 5 × 10−6
✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ❞✐✛❡$❡♥/ ✐♠❛❣❡1 ❤❛✈❡

❜❡❡♥ /❛❦❡♥ ❛1 ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /✐♠❡ ❛/ ✵❱ ❛❢/❡$ 1❛/✉$❛/✐♥❣ /❤❡ ❛❝/✉❛/♦$ ❛/ ✶✵✵ ❱✳ ❆❢/❡$

❛♣♣$♦①✐♠❛/❡❧② ✺ ❤✱ ❛ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉/ 4× 10−5
✐♥ /❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 1/$❛✐♥1 ✈❛❧✉❡1 ✐1 ❢♦✉♥❞❀

/❤✐1 ✈❛❧✉❡ $✐1❡1 /♦ 1 × 10−4
❛❢/❡$ 1❡✈❡$❛❧ ❞❛②1 ✭✇❤✐❝❤ ✐1 $❡❧❛/✐✈❡❧② ❤✐❣❤✮✳ ❚❤✐1 ❞✐✛❡$❡♥❝❡

✐1 ❞✉❡ /♦ /❤❡ /$❛✐♥✐♥❣ ❡✛❡❝/ ♦❢ /❤❡ ❛❝/✉❛/♦$ ♣♦❧❛$✐③❛/✐♦♥✳

✷✳✹✳✶✳✹ ❇❛&✐❝ )❡&✉❧-&

■♥ /❤✐1 1✉❜1❡❝/✐♦♥✱ ✇❡ ♣$❡1❡♥/ $❡1✉❧/1 ❝♦♠✐♥❣ ❢$♦♠ ❛ ❈♦2❋❡❆❧ ✭❈❋❆✮ /❤✐♥ ✜❧♠ ✭✷✺ ♥♠✮

❝❡♠❡♥/❡❞ ♦♥/♦ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝/$✐❝ ❛❝/✉❛/♦$✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦✉$ /❡❝❤♥✐5✉❡ /♦ ♠❡❛1✉$❡

/❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 1/$❛✐♥1 ✐♥ /❤✐1 1②1/❡♠✳ ❚❤❡ ✈♦❧/❛❣❡ ✇❛1 ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ✉1✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲1②♠♠❡/$✐❝❛❧

♣❛/❤ ✭✵ ❱ /♦ ✶✵✵ ❱ ❛♥❞ ✶✵✵ ❱ /♦ ✵ ❱✮ ✇✐/❤ ❛ ✷ ❱ 1/❡♣✳ ❆❢/❡$✇❤❛/✱ ❆&❛♠✐* ❤❛1 ❜❡❡♥

✉1❡❞ /♦ ❝❛❧❝✉❧❛/❡ /❤❡ ❉■❈ ✐♥ /✇♦ ❞✐✛❡$❡♥/ ✭❛$♦✉♥❞ 3× 3♠♠2
✮ $❡❣✐♦♥1✿ ❛♥ ✉♥❝♦❛/❡❞ ❛$❡❛

♦❢ /❤❡ ❛❝/✉❛/♦$ ❛♥❞ ❛♥ ❛$❡❛ ❧♦❝❛/❡❞ ❛/ /❤❡ /♦♣ ♦❢ /❤❡ ❈❋❆ ✜❧♠ ✭1❡❡ ✜❣✉$❡ ✷✳✹✳✹✳ ❋✐❣✉$❡

✷✳✹✳✹ ♣$❡1❡♥/1 /❤❡ ❡①/$❛❝/❡❞ ♠❡❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 1/$❛✐♥1 εxx ❛♥❞ εyy✳ ◆♦/❡ /❤❛/ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧1♦

❞❡/❡$♠✐♥❡❞ /❤❡ 1❤❡❛$ 1/$❛✐♥1 ❜✉/ /❤❡✐$ ✈❛❧✉❡1 ❛$❡ ❢♦✉♥❞ /♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ /❤✐1 $❡1❡❛$❝❤

♣$♦❥❡❝/ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝/❡❞ /❤❡$❡❛❢/❡$ ❬✷✻❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ 1✐♠✐❧❛$ 5✉❛1✐✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉1 1/$❛✐♥

✜❡❧❞1 ❛1 ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧/❛❣❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛/❡❞ ❢$♦♠ /❤❡ /✇♦ $❡❣✐♦♥1✳ ❚❤✉1✱

✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ /❤❛/ ❛ 100% ✐♥✲♣❧❛♥❡ 1/$❛✐♥ /$❛♥1♠✐11✐♦♥ ✐♥ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝/$✐❝

✺✵
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ARAMIS® + Labview® 

Random speckle pattern 

Kepco power supply 
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✳✺ ✕ ▼❡❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 12$❛✐♥1 ✭εxx ❛♥❞ εyy✮ ❛1 ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧2❛❣❡ ❢♦$ ❛

1②♠♠❡2$✐❝❛❧ ❝②❝❧❡ ❛♥ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ❢$♦♠ ✷✵✵ 2♦ ❂✷✵✵ ❱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❧♦❛❞✐♥❣

❢$♦♠ ❂✷✵✵ 2♦ ✷✵✵ ❱✳ ❆ ❇✉22❡$✢②✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ 2❤❡ ❝✉$✈❡ ✐1 ♦❜1❡$✈❡❞✳

❚❤✐1 ❜❡❤❛✈✐♦$ ✐1 ❞✉❡ 2♦ 2❤❡ ♣♦❧❛$✐③❛2✐♦♥ 1✇✐2❝❤✐♥❣ ♦❢ 2❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝2$✐❝

❛❝2✉❛2♦$✳

✰✷✵✵ ❱ ❛♥❞ ✰✷✵✵ ❱ 2♦ ✲✷✵✵ ❱✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛11✐❝❛❧ ❜✉22❡$✢②✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ✐1 ✇❡❧❧ ❝❛♣2✉$❡❞ ❢♦$

εxx ❛♥❞ εyy ❛1 ✐2 ✐1 1❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✷✳✹✳✺✳ ❚❤✐1 ❜❡❤❛✈✐♦$ ✐1 ❞✉❡ 2♦ ♣♦❧❛$✐③❛2✐♦♥ 1✇✐2❝❤✐♥❣

♦❢ 2❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝2$✐❝ ❛❝2✉❛2♦$✳ ❖♥❡ ❝❛♥ 1❡❡ 2❤❛2 ❛2 ❛❜♦✉2 −60 ❱ ❞✉$✐♥❣ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞

+60 ❱ ❞✉$✐♥❣ ❧♦❛❞✐♥❣✱ 2❤❡ ♣♦❧❛$✐1❛2✐♦♥ ✐1 1✇✐2❝❤❡❞✳

✷✳✹✳✷ ❆$$❛✐♥❛❜❧❡ +$,❛✐♥+ ❛♥❞ +$,❡++❡+

■♥ 2❤✐1 1✉❜1❡❝2✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛2❡ 2❤❡ 12$❡11❡1 12❛2❡1 ❛22❛✐♥❛❜❧❡ ❜② ✉1✐♥❣ ♦✉$ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

2❡12✐♥❣ ✭♣✐❡③♦❛❝2✉❛2✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣✮✳ ❋♦$ 2❤✐1 ♣✉$♣♦1❡✱ ✇❡ ❝♦♥2✐♥✉❡ ✇✐2❤ 2❤❡ ❈❋❆ 2❤✐♥

✜❧♠ ♣$❡✈✐♦✉1❧② 12✉❞✐❡❞✳ ■♥ ❜♦2❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 2❡121✱ ✇❡ ♥❡❡❞ 2♦ ❦♥♦✇ 2❤❡ $❡❧❛2✐♦♥ ❜❡2✇❡❡♥

12$❡11❡1 ❛♥❞ 12$❛✐♥1 2♦ ❝❛❧❝✉❧❛2❡ 2❤❡ 12$❡11❡1 12❛2❡1✳ ❳✲$❛② ❞✐✛$❛❝2✐♦♥ ♠❡❛1✉$❡♠❡♥21

1❤♦✇ 2❤❛2 2❤✐1 ❈❋❆ ✜❧♠ ✐1 ♣♦❧②❝$✐12❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐1 ♥♦♥✲2❡①2✉$❡❞✱ 1♦ ✐21 ❡❧❛12✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉$ ✐1

✐1♦2$♦♣✐❝✳ ■21 ❡❧❛12✐❝ ♣❛$❛♠❡2❡$1 Yf = 243 ●Q❛ ✱ νf = 0.27 ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡2❡$♠✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣2❡$

✹ ❜② ✉1✐♥❣ 2❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛2✐♦♥ ♠❡2❤♦❞ ♣$❡1❡♥2❡❞ ✐♥ 2❤✐1 ❝❤❛♣2❡$✳ ■♥ 2❤✐1 ❝♦♥❞✐2✐♦♥✱ 2❤❡

$❡❧❛2✐♦♥ ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ 12$❡11 2❡♥1♦$ ❝♦♠♣♦♥❡♥21 ✭σxx✱ σyy✮ ❛♥❞ 2❤❡ ♠❡❛1✉$❡❞ 12$❛✐♥1 ✭εxx✱

εyy✮ ✐1 ❣✐✈❡♥ ❜② 2❤❡ ✐1♦2$♦♣✐❝ ❍♦♦❦❡✬1 ❧❛✇ ✭1❡❡ ❡T✉❛2✐♦♥ ✷✳✷✳✶✻✮✳ ■♥ ✜❣✉$❡1 ✷✳✹✳✻✲❛ ❛♥❞

✷✳✹✳✻✲❜✱ ✇❡ 1❤♦✇ 2❤❡ ❛22❛✐♥❛❜❧❡ 12$❛✐♥1 ❛♥❞ 2❤❡ ❝♦$$❡1♣♦♥❞✐♥❣ 12$❡11❡1 ❢♦$ 2❤❡ 2✇♦ ❞✐✛❡$❡♥2

2②♣❡1 ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 1♦❧❧✐❝✐2❛2✐♦♥1✳ ■♥ 2❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ 2❡12✱ 2❤❡ ❛22❛✐♥❛❜❧❡ 12$❡11❡1 12❛2❡1 ❛$❡

❧✐♠✐2❡❞ ❜② 2❤❡ ❝❤♦1❡♥ $❛❞✐✉1 ♦❢ ❝✉$✈❛2✉$❡ ♦❢ 2❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❝✉$✈❡❞ ❜❧♦❝❦1 2❤❛2 ✇❡ ❤❛✈❡

✉1❡❞✳ ❚❤❡ 1♠❛❧❧❡$ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ 2❤❡ ✉♣♣❡$ ❧✐♠✐2✳ ■2 ❤❛1 ❛ $❛❞✐✉1 Rmin ∼ 13 ♠♠ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞1

2♦ 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 12$❡11❡1 12❛2❡✿ (σxx;σyy) = (±1.15; 0) ●Q❛ ❛♥❞ (σxx;σyy) = (0;±1.15)✳

❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 12$❡11❡1 12❛2❡1 ❛22❛✐♥❛❜❧❡ ✇✐2❤ ♣✐❡③♦❛❝2✉❛2✐♦♥ ❛$❡ ❧✐♠✐2❡❞ ❜② 2❤❡ ✐♥2$✐♥1✐❝

♣$♦♣❡$2✐❡1 ♦❢ 2❤❡ ❛❝2✉❛2♦$ ❛1 ✐2 ❝❛♥ ❜❡ 1❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✷✳✹✳✻✲❜ ✇❤❡$❡ ✇❡ ♦❜1❡$✈❡ 2❤❛2 2❤❡

♣✐❡③♦❛❝2✉❛2✐♦♥ ❡①❡$❝❡1 ❜✐❛①✐❛❧ 12$❡11❡1 2♦ 2❤❡ ✜❧♠1✳

✺✷
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✳✻ ✕ ❛✮ εyy ❛- ❛ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ εxx ❢♦$ ♣✐❡③♦❡❧❡❝1$✐❝ ❛❝1✉❛1✐♦♥ ✭❵❧♦♦♣✬ ❛♥❞ ❵❜✉11❡$✢②✬

❜❡❤❛✈✐♦$✮ ❛♥❞ ✉♥❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❜✮ σyy ❛- ❛ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ σxx ❢♦$ ♣✐❡③♦❡❧❡❝1$✐❝

❛❝1✉❛1✐♦♥ ✭❵❧♦♦♣✬ ❛♥❞ ❵❜✉11❡$✢②✬ ❜❡❤❛✈✐♦$✮ ❛♥❞ ✉♥❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳

✺✸



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬✶❪ #✳ ❍❡'(❡❧✱ ❈♦♥(✐♥✉✉♠ #❤②3✐❝3✱ ●❚#✱ ❙♣'✐♥❣❡' ✭✷✵✶✷✮ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✵✳✮

❬✷❪ ❏✳ ❋✳ ◆②❡✱ #❤②3✐❝❛❧ #'♦♣❡'(✐❡3 ♦❢ ❈'②3(❛❧3 ✭✶✾✽✺✮✳ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡3 ✹✵ ❛♥❞ ✹✶✳✮

❬✸❪ ❘✳ ▼✳ ❏♦♥❡3✱ ▼❡❝❤❛♥✐❝3 ♦❢ ❝♦♠♣♦3✐(❡3 ♠❛(❡'✐❛❧3✱ ❚❛②❧♦'✫❋'❛♥❝✐3 ✭✶✾✾✽✮ ✭❈✐(❡❞ ♦♥

♣❛❣❡3 ✹✵ ❛♥❞ ✹✶✳✮

❬✹❪ ❉✳ ❙❛♥❞❡'✱ ❘❡♣✳ #'♦❣✳ #❤②3✳ ✻✷✱ ✽✵✾ ✭✶✾✾✾✮✳ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✶✳✮

❬✺❪ ❙✳ ❚✐♠♦3❤❡♥❦♦ ❛♥❞ ❙✳ ❲♦✐♥♦✇3❦②✲❑'✐❡❣❡'✱ ❚❤❡♦'② ♦❢ #❧❛(❡3 ❛♥❞ ❙❤❡❧❧3 ✭❙✐♥❣❛♣♦'❡✿

▼❝●'❛✇✲❍✐❧❧✮ ✭✶✾✺✾✮ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡3 ✹✸ ❛♥❞ ✹✺✳✮

❬✻❪ ❤((♣✿✴✴❝♦♥(✐♥✉✉♠♠❡❝❤❛♥✐❝3✳♦'❣✴❜❡❛♠❜❡♥❞✐♥❣✳❤(♠❧ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✹✳✮
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❬✶✸❪ ❉✳ ❉❛♠❥❛♥♦✈✐❝✱ ❚❤❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ♦❢ ❍②3(❡'❡3✐3✱ ❱♦❧✉♠❡ ✸❀ ■✳ ▼❛②❡'❣♦②③ ❛♥❞ ●✳❇❡'(♦((✐

✭❊❞3✳✮✱ ❊❧3❡✈✐❡' ✭✷✵✵✺✮✳ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✼✳✮

❬✶✹❪ ❏ ❆ ▲❡❡♥❞❡'(③✱ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ #❤②3✐❝3 ❊✿ ❙❝✐❡♥(✐✜❝ ■♥3('✉♠❡♥(3 ✸✱ ✷✶✹ ✭✶✾✼✵✮✳ ✭❈✐(❡❞

♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽✳✮

❬✶✺❪ ❊✳ ❆'❝❤❜♦❧❞✱ ✱ ❏✳ ▼✳ ❇✉'❝❤ ❛♥❞ ❆✳ ❊✳ ❊♥♥♦3✱ ❖♣(✐❝❛ ❆❝(❛✿ ■♥(❡'♥❛(✐♦♥❛❧ ❏♦✉'♥❛❧

♦❢ ❖♣(✐❝3 ✶✼✱ ✽✽✸ ✭✶✾✼✵✮✳ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽✳✮

❬✶✻❪ ❊✳ ❆'❝❤❜♦❧❞✱ ❛♥❞ ❆✳❊✳ ❊♥♥♦3✱ ❖♣(✐❝❛ ❆❝(❛✿ ■♥(❡'♥❛(✐♦♥❛❧ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❖♣(✐❝3 ✶✾✱

✷✺✸ ✭✶✾✼✷✮✳ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽✳✮

❬✶✼❪ ❉✳❊ ❉✉✛②✱ ❆♣♣❧✐❡❞ ❖♣(✐❝3 ✶✶✱ ✶✼✼✽ ✭✶✾✽✷✮✳ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽✳✮

❬✶✽❪ ❨✳ ❨✳ ❍✉♥❣✱ ❖♣(✐❝3 ❈♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥3 ✷✱ ✶✸✷ ✭✶✾✼✹✮✳ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽✳✮

❬✶✾❪ ❋✳ #✳ ❈❤✐❛♥❣ ❛♥❞ ❆✳ ❆3✉♥❞✐✱ ❆♣♣❧✐❡❞ ❖♣(✐❝3✱ ✶✽✱ ✹✵✾ ✭✶✾✼✾✮✳ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽✳✮

❬✷✵❪ ❆✳ ❏✳ ❉✉'❡❧❧✐ ❛♥❞ ❱✳ ❏✳ #❛'❦3✱ ❊①♣❡'✐♠❡♥(❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝3 ✼✱ ✾✼ ✭✶✾✻✼✮✳ ✭◆♦( ❝✐(❡❞✳✮

❬✷✶❪ ❚✳ ❈✳ ❈❤✉✱ ❲✳ ❋✳ ❘❛♥3♦♥✱ ▼✳ ❆✳ ❙✉((♦♥ ❛♥❞ ❲✳ ❍✳ #❡(❡'3✱ ❊①♣❡'✐♠❡♥(❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝3✱

❙♣'✐♥❣❡' ✭✶✾✽✺✮✳ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽✳✮

❬✷✷❪ ▼✳ ❆✳ ❙✉((♦♥ ✱ ❲✳ ❏✳ ❲♦❧(❡'3 ✱ ❲✳ ❍✳ #❡(❡'3 ✱ ❲✳ ❋✳ ❘❛♥3♦♥ ❛♥❞ ❙✳ ❘✳ ▼❝◆❡✐❧❧✱ ❉❡✲

(❡'♠✐♥❛(✐♦♥ ♦❢ ❞✐3♣❧❛❝❡♠❡♥(3 ✉3✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣'♦✈❡❞ ❞✐❣✐(❛❧ ❝♦''❡❧❛(✐♦♥ ♠❡(❤♦❞✳ ■♠❛❣❡

❱✐3 ❈♦♠♣✉(✱ ✭✶✾✽✸✮ ✭❈✐(❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽✳✮

✺✹



❇■❇▲■❖●❘❆'❍❨

❬✷✸❪ ▼✳ ❍✳ ▼❛❧❛❦♦♦+✐ ❛♥❞ ❍✳ ❆✳ ❙♦❞❛♥♦✱ ❆♣♣❧✐❡❞ 4❤②7✐❝7 ▲❡++❡:7 ✶✵✷✱ ✵✻✶✾✵✶ ✭✷✵✶✸✮

✭❈✐+❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽✳✮

❬✷✹❪ ▼✳ ❍✳ ▼❛❧❛❦♦♦+✐✱ ❆✳ ❚✳ ▼✐❧❧❡:✱ ❛♥❞ ❍✳ ❆✳ ❙♦❞❛♥✱ 4:♦❝❡❡❞✐♥❣7 ♦❢ ❙4■❊ ❱♦❧✳ ✾✹✸✷

✾✹✸✷✵✼✲✶ ✭❈✐+❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽✳✮

❬✷✺❪ ▼✳ ❲❡✐❧❡:✱ ❆✳ ❇:❛♥❞❧♠❛✐❡:✱ ❙✳ ●❡♣:❛❣7✱ ▼✳ ❆❧+❤❛♠♠❡:✱ ▼✳ ❖♣❡❧✱ ❈✳ ❇✐❤❧❡:✱ ❍✳

❍✉❡❜❧✱ ▼✳ ❙✳ ❇:❛♥❞+✱ ❘✳ ●:♦77✱ ❛♥❞ ❙✳ ❚✳ ❇✳ ●♦❡♥♥❡♥✇❡✐♥✱ ◆❡✇ ❏♦✉♥:♥❛❧ ♦❢ 4❤②7✐❝7

✶✶✱ ✵✶✸✵✷✶ ✭✷✵✵✾✮✳ ✭❈✐+❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽✳✮

❬✷✻❪ ❋✳ ❩✐❣❤❡♠✱ ▼✳ ❇❡❧♠❡❣✉❡♥❛✐✱ ❉✳ ❋❛✉:✐❡✱ ❍✳ ❍❛❞❞❛❞✐ ❛♥❞ ❏✳ ▼♦✉❧✐♥✱ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢

❙❝✐❡♥+✐✜❝ ■♥7+:✉♠❡♥+7✱ ✽✺✱ ✶✵✸✾✵✺ ✭✷✵✶✹✮✳ ✭❈✐+❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡7 ✹✽ ❛♥❞ ✺✵✳✮

❬✷✼❪ ❆✳ ❇:❛♥❞❧♠❛✐❡:✱ ❙✳ ●❡♣:❛❣7✱ ●✳ ❲♦❧+❡:7❞♦:❢✱ ❘✳ ●:♦77 ❛♥❞ ❙✳ ❚✳ ❇✳ ●♦❡♥♥❡♥✇❡✐♥✱

❏♦✉:♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ 4❤②7✐❝7 ✽✶✵✱ ✵✹✸✾✶✸ ✭✷✵✶✶✮✳ ✭❈✐+❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽✳✮

❬✷✽❪ ❋✳ ▲❛❣❛++✉✱ ❏✳ ❇:✐❧❧❛✉❞✱ ▼✳ ❈✳ ▲❛❢❛:✐❡✲❋:❡♥♦+✱ ▼❛+❡:✐❛❧ ❝❤❛:❛❝+❡:✐7❛+✐♦♥ ✺✸✱ ✶✼

✭✷✵✵✹✮ ✭❈✐+❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✾✳✮

❬✷✾❪ ❍✳ ❍❛❞❞❛❞✐✱ ❙✳ ❇❡❧❤❛❜✐❜✱ ❖♣+✐❝7 ❛♥❞ ▲❛7❡:7 ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡:✐♥❣✱ ✹✻✱ ✶✽✺ ✭✷✵✵✽✮✳ ✭❈✐+❡❞

♦♥ ♣❛❣❡ ✹✾✳✮

❬✸✵❪ ❙❡❡ ❤++♣✿✴✴✇✇✇✳♥❝♦::✳❝♦♠✴ ❢♦: ♠♦:❡ ✐♥❢♦:♠❛+✐♦♥ ❛❜♦✉+ ◆❝♦:: 7♦❢+✇❛:❡✳ ✭❈✐+❡❞ ♦♥

♣❛❣❡ ✹✾✳✮

❬✸✶❪ ❙❡❡ ❤++♣✿✴✴✇✇✇✳♦♣+✐❝✐7+✳♦:❣✴ ❢♦: ♠♦:❡ ✐♥❢♦:♠❛+✐♦♥ ❛❜♦✉+ ▼♦✐:❡ 7♦❢+✇❛:❡✳ ✭❈✐+❡❞

♦♥ ♣❛❣❡ ✹✾✳✮

❬✸✷❪ ❙❡❡ ❤++♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛+❝❤✐❞✳♦:❣✴ ❢♦: ♠♦:❡ ✐♥❢♦:♠❛+✐♦♥ ❛❜♦✉+ ▼❛+❝❤✐❞ 7♦❢+✇❛:❡✳ ✭❈✐+❡❞

♦♥ ♣❛❣❡ ✹✾✳✮

❬✸✸❪ ●✳ ❇❡7♥❛:❞✱ ❋✳ ❍✐❧❞✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦✉①✱ ❊①♣❡:✐♠❡♥+❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝7 ✹✻✱ ✼✽✾ ✭✷✵✵✻✮✳ ✭❈✐+❡❞

♦♥ ♣❛❣❡ ✹✾✳✮

❬✸✹❪ ❤++♣7✿✴✴✇✇✇✳♣♣:✐♠❡✳❢:✴❄a❂❢:✴❧❛✲♣❤♦+♦♠❡❝❛♥✐a✉❡ ✭❈✐+❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✾✳✮

❬✸✺❪ ❙❡❡ ❤++♣✿✴✴✇✇✇✳❣♦♠✳❝♦♠✴ ❢♦: ♠♦:❡ ✐♥❢♦:♠❛+✐♦♥ ❛❜♦✉+ ❆:❛♠✐7 7♦❢+✇❛:❡✳ ✭❈✐+❡❞ ♦♥

♣❛❣❡7 ✹✾ ❛♥❞ ✺✵✳✮

❬✸✻❪ 4✳ ❑✳ 4❛♥❞❛ ✫ ❇✳ ❙❛❤♦♦ ✭✷✵✶✺✮ 4❩❚ +♦ ▲❡❛❞ ❋:❡❡ 4✐❡③♦ ❈❡:❛♠✐❝7✿ ❆ ❘❡✈✐❡✇✱

❋❡::♦❡❧❡❝+:✐❝7✱ ✹✼✹✿✶✱ ✶✷✽✲✶✹✸✳ ✭❈✐+❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡7 ✈✐ ❛♥❞ ✺✵✳✮

❬✸✼❪ ●♠❜❍✱ ❆❘❆▼■❙ ❯7❡: ▼❛♥✉❛❧ ✲ ❙♦❢+✇❛:❡ ✈✻✳✶ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡:✳ ❇:❛✉♥7❤✇❡✐❣ ●❡:♠❛♥②

✭✷✵✵✾✮✳

✭❈✐+❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✾✳✮

✺✺



✸ ❋❡##♦♠❛❣♥❡)✐❝ #❡,♦♥❛♥❝❡

❋❡""♦♠❛❣♥❡(✐❝ "❡+♦♥❛♥❝❡ ✭❋▼❘✮ ✐+ (❤❡ "❡+♦♥❛♥( ❛❜+♦"♣(✐♦♥ ♦❢ ❛ ❡❧❡❝("♦♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞ ❜②

❛ ❢❡""♦♠❛❣♥❡(✐❝ ♠❛(❡"✐❛❧✳ ■♥ ❛ :✉❛♥(✉♠ ❛♣♣"♦❛❝❤✱ ❝♦♥+✐❞❡"✐♥❣ (❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ ❛ ♣❛"❛♠❛❣♥❡(✐❝

❝"②+(❛❧✱ (❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ♦❢ ❛ +(❛(✐❝ ♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞H "❛✐+❡+ (❤❡ ❞❡❣❡♥❡"❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❡❧❡❝("♦♥+

❡♥❡"❣② ❧❡✈❡❧+ ✭+♣✐♥+ ±1/2✮✿ ✐( ✐+ (❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡✛❡❝( ✭+❡❡ ✜❣✉"❡ ✸✳✵✳✶✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡"❣② ❞✐✛❡"❡♥❝❡

❜❡(✇❡❡♥ (✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥( ❧❡✈❡❧+ ✐+ ❣✐✈❡♥ ❜② ∆E = hν0❂ gµB ~Heff ✳ ✇❤❡"❡ µB ✐+ (❤❡ ❇♦❤"

♠❛❣♥❡(♦♥ ❛♥❞ g ✐+ ❛ +♣❡❝("♦+❝♦♣✐❝ +♣❧✐((✐♥❣ ❢❛❝(♦"✳ ❚❤❡ +✉♣❡"♣♦+✐(✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐❝"♦✇❛✈❡

✜❡❧❞ hrf ✐♥ ❛ ❞✐"❡❝(✐♦♥ ("❛♥+✈❡"+❡ (♦ H ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❡❧❡❝("♦♥✐❝ ("❛♥+✐(✐♦♥+ ❜❡(✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥(

❡♥❡"❣② ❧❡✈❡❧+✳ ❚❤❡ "❛❞✐♦❢"❡:✉❡♥❝② ❡♥❡"❣② ❛❜+♦"❜❡❞ ❜② (❤❡ ❝"②+(❛❧ ✐+ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦" ~ω =

∆E✿ ✐( ✐+ (❤❡ "❡+♦♥❛♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ■♥ ❝❤❛♣(❡" ✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ +❡❡♥ ✭✐♥ ❛ ❝❧❛++✐❝❛❧ ♣♦✐♥( ♦❢

✈✐❡✇✮ (❤❛( (❤❡ ♠❛❣♥❡(✐③❛(✐♦♥ ♣"❡❝❡++❡+ ❛"♦✉♥❞ ❛♥ ❡✛❡❝(✐✈❡ ✜❡❧❞ Heff ✳ ■♥ (❤✐+ ❝❛+❡✱ ❛(

"❡+♦♥❛♥❝❡✱ (❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ♣"❡❝❡++✐♦♥ ❝♦♥+✐❞❡"❛❜❧② ✐♥❝"❡❛+❡+✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ "❡✢❡❝(❡❞ ❜② ❛ +("♦♥❣

❛❜+♦"♣(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥( ♣♦✇❡" ♦❢ (❤❡ ♠✐❝"♦✇❛✈❡ +✐❣♥❛❧✳

E
n
e
rg

y

Hres (Oe) H 

❋✐❣✉"❡ ✸✳✵✳✶ ✕ ❩❡❡♠❛♥♥ +✉❜✲❧❡✈❡❧+ ✐♥ ❢❡""♦♠❛❣♥❡(✐❝ "❡+♦♥❛♥❝❡ +♣❡❝("♦+❝♦♣②✳

❈♦♥("❛"② (♦ (❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ ♣❛"❛♠❛❣♥❡(✐❝ ♠❛(❡"✐❛❧+✱ (❤❡ +♣✐♥+ ♦❢ ❛ ❢❡""♦♠❛❣♥❡(✐❝ ♠❛(❡"✐❛❧

❛"❡ +("♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✈✐❛ (❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥(❡"❛❝(✐♦♥ ❢♦"❝❡+✳ ❚❤✉+✱ (❤❡ ♦❜+❡"✈❡❞ "❡+♦♥❛♥❝❡

❝♦""❡+♣♦♥❞+ (♦ ❛♥ ✐♥✲♣❤❛+❡ ♠❛❝"♦+❝♦♣✐❝ ❝♦❧❧❡❝(✐✈❡ ♠♦❞❡ ♣"❡❝❡++✐♦♥ ♦❢ (❤❡ +♣✐♥+ ❛"♦✉♥❞

(❤❡✐" +(❛(✐❝ ❡:✉✐❧✐❜"✐✉♠ ♦"✐❡♥(❛(✐♦♥ ✐♥+✐❞❡ (❤❡ ♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❢❡""♦♠❛❣♥❡(✐❝ "❡+♦✲

♥❛♥❝❡ ❢♦" (❤❡ ✉+✉❛❧ ❢❡""♦♠❛❣♥❡(✐❝ ♠❛(❡"✐❛❧+ ✐+ (②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ (❤❡ ♠✐❝"♦✇❛✈❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭✶✲✶✵✵

●❍③✮✳ ■( ❛❧❧♦✇+ ❛ ❞❡(❛✐❧❡❞ +(✉❞② ♦❢ (❤❡ ♠❛❣♥❡(✐❝ ♣"♦♣❡"(✐❡+ ♦❢ (❤❡ ❢❡""♦♠❛❣♥❡(✐❝ ♠❛(❡✲

"✐❛❧+✳

❍✐+(♦"✐❝❛❧❧②✱ ❋▼❘ ✐+ (❤❡ ♦❧❞❡+( ❛♥❞ ♠♦+( ✇✐❞❡❧② ✉+❡❞ (❡❝❤♥✐:✉❡ (♦ +(✉❞② (❤❡ ♠❛❣♥❡✲

(✐③❛(✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝+ ✐♥ (❤✐♥ ❢❡""♦♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❧♠+❬✶✱ ✷✱ ✸❪✳ ❚❤✐+ (❡❝❤♥✐:✉❡ ❝♦♥+✐+(+ ♦❢ ♣❧❛❝✐♥❣

(❤❡ ♠❛❣♥❡(✐❝ +❛♠♣❧❡ ✐♥+✐❞❡ ❛ "❡+♦♥❛♥( ❝❛✈✐(② ✐♥ (❤❡ ♠✐❝"♦✇❛✈❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ✇♦"❦✐♥❣

❢"❡:✉❡♥❝② ✐+ (❤❡♥ ✜①❡❞✿ ✐( ✐+ (❤❛( ♦❢ ❛ ❡✐❣❡♥ ♠♦❞❡ ♦❢ (❤❡ ❝❛✈✐(② ✭(②♣✐❝❛❧❧② ❢"♦♠ ✶ ●❍③

✺✻



✸ ❋❡##♦♠❛❣♥❡)✐❝ #❡,♦♥❛♥❝❡

 ♦ ✶✵✵ ●❍③✮✳ ❚❤❡ ❝❛✈✐ ② ✐1 ❡①❝✐ ❡❞ ✈✐❛ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛  ❤❡ ✇♦7❦✐♥❣ ❢7❡;✉❡♥❝② ❛♥❞  ❤❡

7❡✢❡❝ ❡❞ ♣♦✇❡7 ✐1 ♠❡❛1✉7❡❞ ❛1 ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❡① ❡7♥❛❧ 1 ❛ ✐❝ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞

 ♦  ❤❡ 1❛♠♣❧❡✳ ❲❤❡♥  ❤❡ ❢7❡;✉❡♥❝② ♦❢  ❤❡ 1 ✉❞✐❡❞ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ♠♦❞❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡1 ✇✐ ❤  ❤❛ 

♦❢  ❤❡ ❝❛✈✐ ②✱  ❤❡ ♣♦✇❡7 ❛❜1♦7❜❡❞ ❤❛1 ❛ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦77❡1♣♦♥❞1  ♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢

7❡✢❡❝ ❡❞ ♣♦✇❡7✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥ ❛❣❡ ♦❢  ❤✐1  ❡❝❤♥✐;✉❡ ✐1 ✐ 1 1❡♥1✐ ✐✈✐ ②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞❡1♣✐ ❡

 ❤❡ 1♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜②  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ♠❛ ❡7✐❛❧ ✐♥1✐❞❡  ❤❡ ❝❛✈✐ ②✱  ❤❡ ;✉❛❧✐ ② ❢❛❝✲

 ♦71 ♦❢ ❛ ❢❡✇  ❤♦✉1❛♥❞ 7❡❛❝❤❡❞ ❢♦7  ❤✐1  ②♣❡ ♦❢ ❝❛✈✐ ② ♠❛❞❡ ✐ ♣♦11✐❜❧❡  ♦ ♠❡❛1✉7❡  ❤❡

❞②♥❛♠✐❝1 ♦❢ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❧♠1 ✇❤♦1❡  ❤✐❝❦♥❡11❡1 ❛7❡ ♦❢  ❤❡ ♦7❞❡7 ♦❢ ❛ ♥❛♥♦♠❡ ❡7✳ ❍♦✇❡✈❡7✱

 ❤✐1  ❡❝❤♥✐;✉❡ ❤❛1  ❤❡ ❞✐1❛❞✈❛♥ ❛❣❡ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ✇♦7❦✐♥❣ ❢7❡;✉❡♥❝② ❛♥❞ ❧✐♠✐ 1✱ ❢♦7 ✐♥1 ❛♥❝❡✱

 ❤❡ ❜7♦❛❞❜❛♥❞ 1 ✉❞② ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♠♣❡❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡71 ❛♥❞✐♥❣

♦❢  ❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐1♠1✳

❚❤✐1 ✐1  ❤❡ 7❡❛1♦♥ ✇❤② ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣ ❡❞  ❤❡ ❜7♦❛❞❜❛♥❞ ✭✵✳✵✶✲✷✵ ●❍③✮ ❋▼❘  ❡❝❤♥✐;✉❡

❞❡1♣✐ ❡  ❤❡ ❧♦✇❡7 1❡♥1✐ ✐✈✐ ②✱ ❛1 ❝♦♠♣❛7❡❞  ♦ ✏❝❧❛11✐❝❛❧✑ ❋▼❘✱  ♦ 1 ✉❞②  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ♦✲

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣7♦♣❡7 ✐❡1 ♦❢ ♦✉7  ❤✐♥ ✜❧♠1✳ ❆❝ ✉❛❧❧②✱ ♦✉7 ❜7♦❛❞❜❛♥❞ ❋▼❘ ♦✛❡71 ❛ 1❡♥1✐ ✐✈✐ ②

❛❧❧♦✇✐♥❣  ♦ ❞❡ ❡❝ ❛ ♥❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ♠♦♠❡♥ ❞♦✇♥  ♦ 10−5
❡♠✉ ✇❤✐❝❤ ✐1 1✉✣❝✐❡♥  ♦ ❞❡ ❡❝ 

❛ 1✐❣♥❛❧ ✐♥ ♦✉7 ✜❧♠1✳ ❋✉7 ❤❡7♠♦7❡✱ 1✐♥❝❡ ✇❡ ❛1♣✐7❡  ♦ 1 ✉❞②  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣7♦♣❡7 ✐❡1 ♦❢ ♠❛❣♥❡ ✐❝  ❤✐♥ ✜❧♠1✱ ❢❡77♦♠❛❣♥❡ ✐❝ 7❡1♦♥❛♥❝❡ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐ ❤ ❉■❈

 ♦ 1✐♠✉❧ ❛♥❡♦✉1❧② ♠❡❛1✉7❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥ ❛♥❞ 1 7❛✐♥1 ✜❡❧❞1✳ ❆1 ❛ ❝♦♥1❡;✉❡♥❝❡✱

 ❤✐1 ♣7❡1❡♥ ❝❤❛♣ ❡7 ✐1 ❞❡✈♦ ❡❞  ♦  ❤❡ ♣7❡1❡♥ ❛ ✐♦♥ ♦❢ ♦✉7 ❋▼❘ 1❡ ✉♣✳

✸✳✶ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ .❡+✲✉♣

❆ ♠✐❝7♦✲1 7✐♣ ❢❡77♦♠❛❣♥❡ ✐❝ 7❡1♦♥❛♥❝❡ ✭❋▼❘✮ ❤❛1 ❜❡❡♥ ✉1❡❞ ❞✉7✐♥❣  ❤✐1  ❤❡1✐1  ♦

❝❛77② ♦✉ ❛❧❧  ❤❡ ❋▼❘ ❛❜1♦7♣ ✐♦♥ ♠❡❛1✉7❡♠❡♥ 1✳ ❚❤❡ ❜❛1✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ 1 ♦❢ ♦✉7 ❋▼❘

1♣❡❝ 7♦♠❡ ❡7 ❛7❡ 1❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉7❡ ✸✳✶✳✶✳ ❚❤❡ 1♣❡❝ 7♦♠❡ ❡7 ✉ ✐❧✐③❡1 ❛ ♠❛ ❝❤❡❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

♠✐❝7♦1 7✐♣ ✭▼❙✮ ❧✐♥❡ ✭❩ ❂ ✺✵ Ω✮  ♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦11❡1✳ ❚❤❡ ▼❙ ❧✐♥❡ ✐1 1✉1♣❡♥❞❡❞ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡

♣♦❧❡ ♣✐❡❝❡1 ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝ 7♦♠❛❣♥❡  ❤❛ ✐1 ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❣❡♥❡7❛ ✐♥❣ ✉♣  ♦ ✷✵ ❦❖❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞1✳

❚❤❡ ♠❛❣♥❡ 1✉♣♣❧✐❡1  ❤❡ 7❡;✉✐7❡❞ ✉♥✐❢♦7♠✱ ❞❝ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞

~H0✳ ❆ ✽✸✼✺✷❇ 1②♥ ❤❡1✐③❡❞

1✇❡❡♣❡7 ✭✵✳✵✶✲✷✵ ●❍③✮ ♦7 ❆❣✐❧❡♥ ◆✺✷✸✵❆ ❱◆❆ ✈❡❝ ♦7 ❛♥❛❧②③❡7 ✭✵✳✵✶✲✹✵ ●❍③✮ ❣❡♥❡7❛ ❡1

♠✐❝7♦✇❛✈❡1  ❤❛  7❛✈❡❧ ❞♦✇♥ ❛ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡  ♦  ❤❡ ▼❙✲ 7❛♥1♠✐11✐♦♥ ❧✐♥❡ ✇❤❡7❡ 1♦♠❡

♦❢ ♠✐❝7♦✇❛✈❡ ❡♥❡7❣② ❛7❡ ❛❜1♦7❜❡❞ ❜②  ❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡  7❛♥1♠✐  ❡❞ ♠✐❝7♦✇❛✈❡ ❜❡❛♠

 7❛✈❡❧1 ❜❛❝❦ ❛❧♦♥❣  ❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡  ♦ ❛ ❙❝❤♦  ❦② ❞✐♦❞❡ ✇❤♦1❡ ♦✉ ♣✉ ✈♦❧ ❛❣❡✱ Vt✱ ✐1

❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥  ♦  ❤❡ ❛♠♣❧✐ ✉❞❡ ♦❢  ❤❡  7❛♥1♠✐  ❡❞ ♠✐❝7♦✇❛✈❡ ❡❧❡❝ 7✐❝ ✜❡❧❞✱ et✳ ❚❤❡ ❞❛ ❛

❝♦❧❧❡❝ ✐♦♥ 1②1 ❡♠ ✐1 ❞❡❞✐❝❛ ❡❞  ♦ ♠❡❛1✉7❡  ❤❡ ✈❛7✐❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤✐1 ❞✐♦❞❡ ✈♦❧ ❛❣❡ ❛1 ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥

♦❢  ❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞

~H0✳ ❚❤❡ ✈❛7✐❛ ✐♦♥1 ✐♥  ❤❡ ❞✐♦❞❡ ✈♦❧ ❛❣❡  ❤❛ ❛7❡ ❞✉❡  ♦

❝❤❛♥❣❡1 ✐♥  ❤❡ ❡♥❡7❣② ❛❜1♦7♣ ✐♦♥ ❜②  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ 1❛♠♣❧❡ ❛1

~H0 ✐1 1✇❡♣  ❤7♦✉❣❤

~Hres

❛7❡ 1♠❛❧❧ ❛♥❞ 1✉♣❡7✐♠♣♦1❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛7❣❡ ❝♦♥1 ❛♥ ❜❛❝❦❣7♦✉♥❞✳ ■♥ ♦7❞❡7  ♦ ❡♠♣❤❛1✐③❡  ❤❡

✈❛7✐❛ ✐♦♥1 ♦❢ Vt ✇✐ ❤

~H0✱  ❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞❝ ✜❡❧❞ ✐1 ✇❡❛❦❧② ♠♦❞✉❧❛ ❡❞ ❛ ✶✼✵ ❍③ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❦✲✐♥

❛♠♣❧✐✜❡7 ✐1 ✉1❡❞  ♦ ❞❡ ❡❝ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐❢②  ❤❡ ✶✼✵ ❍③ ❝♦♠♣♦♥❡♥ ♦❢  ❤❡ ❞✐♦❞❡ ✈♦❧ ❛❣❡✳

❆❢ ❡7 ❞❡♠♦❞✉❧❛ ✐♦♥✱  ❤❡ 7❡1✉❧ ✐♥❣ 1✐❣♥❛❧ ✐1 ❛ ✜71 ❞❡7✐✈❛ ✐✈❡ ❋▼❘ 1♣❡❝ 7✉♠✳ ❚❤❡♥✱  ❤❡

♦✉ ♣✉ ♦❢  ❤✐1 ❛♠♣❧✐✜❡7 ✐1 ❝♦♥♥❡❝ ❡❞  ♦ ❛ ❞❛ ❛ ❝♦❧❧❡❝ ✐♦♥ ❝♦♠♣✉ ❡7 ♦✈❡7 ❛♥ ✐❡❡❡✲✹✽✽ ❞❛ ❛

❜✉1✳ ❆❧❧ ✉♥✐ 1 ❛7❡ ❝♦♥ 7♦❧❧❡❞ ❜②  ❤❡ ♣❡71♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉ ❡7 ✈✐❛ ✐❡❡❡✲✹✽✽ ❜✉1✳ ❚❤❡ ❝♦♥ 7♦❧

♣7♦❣7❛♠ ✐1 ✇7✐  ❡♥ ✉1✐♥❣  ❤❡ ❧❛❜✈✐❡✇ ❣7❛♣❤✐❝❛❧ ♣7♦❣7❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣7♦❣7❛♠

7✉♥1 ✉♥❞❡7 ❲✐♥❞♦✇. ❛♥❞ ♣7♦✈✐❞❡1 ✢❡①✐❜✐❧✐ ② ❢♦7 ❛ 7❡❛❧  ✐♠❡ ❝♦♥ 7♦❧ ♦❢  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞

1✇❡❡♣ ❞✐7❡❝ ✐♦♥✱ 1❛♠♣❧✐♥❣  ✐♠❡✱ ❞❛ ❛ ❛❝;✉✐1✐ ✐♦♥ ✐♥ 7❡❛❧  ✐♠❡ ❛♥❞ ✈✐1✉❛❧✐③❛ ✐♦♥✳ ❚❤❡7❡❢♦7❡✱

 ❤❡ ♠✐❝7♦✇❛✈❡ ❢7❡;✉❡♥❝② ✐1 ❦❡♣ ❝♦♥1 ❛♥ ❛♥❞  ❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞ ✐1 ✈❛7✐❡❞ ♦✈❡7 ❛

✺✼
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ǫeff =
ǫr + 1

2
+
ǫr − 1

2

1√
1 + 12h

W

✭✸✳✶✳✶✮

Dielectric substrate erh

w

Ground

Metallic strip

er

Electric field

Magnetic field

Ground

Metallic strip
a) b) 

❋✐❣✉)❡ ✸✳✶✳✷ ✕ ❆ .❦❡0❝❤ ♦❢ ❛ ♠✐❝)♦.0)✐♣ 0)❛♥.♠✐..✐♦♥ ❧✐♥❡ ✇✐0❤ ✭❛✮0❤❡ ❣❡♦♠❡0)② ❛♥❞ ✭❜✮

0❤❡ ❡❧❡❝0)✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡0✐❝ ✜❡❧❞. ❧✐♥❡.✳

❚❤❡ ❡✛❡❝0✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝0)✐❝ ❝♦♥.0❛♥0 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥0❡)♣)❡0❡❞ ❛. 0❤❡ ❞✐❡❧❡❝0)✐❝ ❝♦♥.0❛♥0 ♦❢ ❛

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉. ♠❡❞✐✉♠ 0❤❛0 ❡B✉✐✈❛❧❡♥0❧② )❡♣❧❛❝❡. 0❤❡ ❛✐) ❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝0)✐❝ )❡❣✐♦♥. ♦❢ 0❤❡

♠✐❝)♦.0)✐♣ ❧✐♥❡✳ ❋♦) ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♠✐❝)♦.0)✐♣ ❧✐♥❡ 0❤❡ ❝❤❛)❛❝0❡)✐.0✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

ZC ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣)❡..❡❞ ❛. ❢♦❧❧♦✇✿

ZC =





60√
ǫeff

ln
(
8d
W + W

4d

)
❢♦)

W
d 6 1

120π√
ǫeff [W/d+1.393+0.667 ln(W/d+1.444)] ❢♦)

W
d > 1

✭✸✳✶✳✷✮

✸✳✶✳✷ ▲♦❝❦✲✐♥ ❞❡-❡❝-✐♦♥ -❡❝❤♥✐/✉❡

❲✐0❤ ♦✉) ❋▼❘ 0❡❝❤♥✐B✉❡✱ 0❤❡ .♠❛❧❧ ✈❛)✐❛0✐♦♥. ✐♥ 0❤❡ ❙❝❤♦00❦② ❞✐♦❞❡ ✈♦❧0❛❣❡ 0❤❛0 ❛)❡

❞✉❡ 0♦ ❝❤❛♥❣❡. ✐♥ 0❤❡ ❡♥❡)❣② ❛❜.♦)♣0✐♦♥ ❜② 0❤❡ 0❤✐♥ ✜❧♠ ❛. H ✐. .✇❡♣0 0❤)♦✉❣❤ Hres ❛)❡

♠❡❛.✉)❡❞✳ ■♥ ♦)❞❡) 0♦ ❡♥❤❛♥❝❡ 0❤❡ .✐❣♥❛❧ 0♦ ♥♦✐.❡ )❛0✐♦ ✭S/N✮✱ ❛ ♠♦❞✉❧❛0✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❦✲✐♥

❞❡0❡❝0✐♦♥ 0❡❝❤♥✐B✉❡. ❛)❡ ♥❡❝❡..❛)②✳

✸✳✶✳✷✳✶ ▲♦❝❦✲✐♥ ✐♥ ♣❤❛.❡

❚♦ ❞✐..♦❝✐❛0❡ 0❤❡ ❋▼❘ .✐❣♥❛❧ ❢)♦♠ ♥♦✐.❡ ❛♥❞ ✐♥0❡)❢❡)❡♥❝❡. .♦✉)❝❡. 0❤❛0 ❛)❡ ♦✈❡)✇❤❡❧♠❡❞

✐♥ ❛♥② ❧❛❜♦)❛0♦)② ❡①♣❡)✐♠❡♥0✱ ❛ ♣❤❛.❡ .❡♥.✐0✐✈❡ ❞❡0❡❝0✐♦♥ 0❡❝❤♥✐B✉❡ ❤❛. ❜❡❡♥ ✉.❡❞✳ ❚❤❡

♣❤❛.❡ .❡♥.✐0✐✈❡ ❞❡0❡❝0✐♦♥ ✭L❙❉✮ ❛♠♣❧✐✜❡) ♦♣❡)❛0❡. ❜② ♠✉❧0✐♣❧②✐♥❣ 0✇♦ .✐❣♥❛❧. 0♦❣❡0❤❡)

❛♥❞ 0❤✉. ❛❧❧♦✇. ❛ ❝♦♥✈❡).✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❛❧0❡)♥❛0✐♥❣ ✐♥♣✉0 .✐❣♥❛❧ ✐♥0♦ ❛ ❉❈ ♦✉0♣✉0 ♦♥❡✳ ❈♦♥✲

.✐❞❡)✐♥❣ ❛ .✐♥✉.♦✐❞❛❧ ✐♥♣✉0 .✐❣♥❛❧✿

V (t) = V0 sin(ωt) ✭✸✳✶✳✸✮

❚❤❡ L❙❉ ❛♠♣❧✐✜❡) ❤❛. ❛♥ ✐♥0❡❣)❛0❡❞ )❡❢❡)❡♥❝❡ .✐❣♥❛❧✱ ❝♦♥.✐❞❡)✐♥❣ 0❤✐. )❡❢❡)❡♥❝❡ .✐❣♥❛❧

❛. ❜❡✐♥❣✿

VR(t) = VR0 sin(Ωt+ φ) ✭✸✳✶✳✹✮

❚❤❡ ♣)♦❞✉❝0 ♦❢ 0❤❡ 0✇♦ .✐❣♥❛❧ ❢)♦♠ ✭✸✳✶✳✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✳✹✮ ❣✐✈❡. ❜❡❛0. ❛0 0❤❡ .✉♠ ❛♥❞

❞✐✛❡)❡♥❝❡ ♦❢ 0❤❡ ❢)❡B✉❡♥❝✐❡. ✿

✺✾
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VPSD = V (t)VR(t) =
V0VR0

2
{cos [(ω − Ω) t+ φ]− cos [(ω +Ω) t+ φ]} ✭✸✳✶✳✺✮

❚❤❡ )❙❉ ❛♠♣❧✐✜❡2 ♦2 ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡2 ✐8 8❡♥8✐9✐✈❡ 9♦ 8✐❣♥❛❧8 9❤❛9 ❤❛✈❡ 9❤❡ 8❛♠❡ ❢2❡✲

=✉❡♥❝② ❛♥❞ ♣❤❛8❡ 9❤❛♥ 9❤❡ 2❡❢❡2❡♥❝❡ ❢2❡=✉❡♥❝②✳ ❆♥② 8✐❣♥❛❧8 9❤❛9 ❞♦❡8♥✬9 ❢✉❧✜❧❧❡❞ 9❤✐8

❝♦♥❞✐9✐♦♥8 ❛2❡ 8✉♣♣2❡88❡❞✳ ❋♦2 9❤✐8✱ ❛ ❧♦✇✲♣❛88 ✜❧9❡2 ✇✐9❤ ❛ ❝✉9♦✛ ❢2❡=✉❡♥❝②

ω
2 ♦2 ❧♦✇❡2

✐8 ✉8❡❞✳ ❙♦✱ 9❤❡ 8✐❣♥❛❧ ♦❢ 9❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ✐8 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

VPSD =
V0VR0

2
cos (φ) ✭✸✳✶✳✻✮

❚❤❡ 8❡♥8✐9✐✈✐9② ♦❢ 9❤❡ ❋▼❘ 8✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝2❡❛8❡❞ ❜② 8❡✈❡2❛❧ ♦2❞❡2 ♦❢ ♠❛❣♥✐9✉❞❡ ✇❤❡♥

9❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ✐8 ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ✜❡❧❞ ♠♦❞✉❧❛9✐♦♥✳

✸✳✶✳✷✳✷ ❋✐❡❧❞ ♠♦❞✉❧❛-✐♦♥ ❧♦❝❦✲✐♥ -❡❝❤♥✐3✉❡ ❛♥❞ ❞❡4✐✈❛-✐✈❡ 6♣❡❝-4✉♠

■♥ ♦✉2 8❡9✉♣✱ ❛ 8♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐9✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ 89❛9✐❝ ♠❛❣♥❡9✐❝ ✜❡❧❞H0 ✐8 ❝❛22✐❡❞ ♦✉9

9♦ ❧✐♠✐9 9❤❡ ♥♦✐8❡✲❝♦♥92✐❜✉9✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥98 9♦ ❢2❡=✉❡♥❝✐❡8 ✈❡2② ❝❧♦8❡ 9♦ 9❤❡ ♠♦❞✉❧❛9✐♥❣

❢2❡=✉❡♥❝②✳ ❈♦♠♠♦♥❧②✱ 9❤❡ ac✲♠♦❞✉❧❛9✐♦♥ ✜❡❧❞ hac ✇✐9❤ ❛ ♠♦❞✉❧❛9✐♦♥ ❢2❡=✉❡♥❝② ω ✐8

❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❍❡❧♠❤♦❧9③ ❝♦✐❧8 ♦♥ 9❤❡ 9✇♦ 8✐❞❡8 ♦❢ ♦✉2 8❛♠♣❧❡✱ ✐✳ ❡✳ ❛❧♦♥❣ 9❤❡ ❛①✐8

♦❢ 9❤❡ 89❛9✐❝ ♠❛❣♥❡9✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡♥✱ 9❤❡ ♠♦❞✉❧❛9✐♦♥ ✜❡❧❞ 8✉♣❡2✐♠♣♦8❡❞ 9♦ 9❤❡ 89❛9✐❝ ❧❡❛❞8

9❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

H(t) = H0 + hac cos (ωt) ✭✸✳✶✳✼✮

❚❤❡ 9♦9❛❧ ♣♦✇❡2 ❛❜8♦2❜❡❞ ❜② 9❤❡ 9❤✐♥ ✜❧♠ ❞❡9❡2♠✐♥❡8 9❤❡ ❛♠♣❧✐9✉❞❡ ♦❢ 9❤❡ ❋▼❘ 8✐❣♥❛❧

✭2❡✢❡❝9❡❞ ❜❡❛♠✮✳ ❚❤❡ ❋▼❘ ❛❜8♦2♣9✐♦♥ 8✐❣♥❛❧✱ VFMR ✈❛2✐❡❞ ❛8 ❛ ❢✉♥❝9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ✜❡❧❞

H(t) ❛♥❞ ✐8 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

VFMR(H(t)) = VFMR(H0 + hac cos (ωt)) ✭✸✳✶✳✽✮

❆ ❚❛②❧♦2 ❡①♣❛♥8✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ❋▼❘ 8✐❣♥❛❧ ❛9 9❤❡ ✈✐❝✐♥✐9② ♦❢ 9❤❡ 89❛9✐❝ ✜❡❧❞ H0 ❧❡❛❞8 9♦

9❤❡ ❡=✉❛9✐♦♥✿

VFMR(H(t)) = VFMR(H0) +
dVFRM
dH

hac cos (ωt)) + . . . ✭✸✳✶✳✾✮

❚❤❡ ❋▼❘ 8✐❣♥❛❧ VFMR(H(t)) ✐8 9❤❡♥ ♠✉❧9✐♣❧✐❡❞ ❜② 9❤❡ 2❡❢❡2❡♥❝❡ 8✐❣♥❛❧ Vref❂cos (ωt+ φ)

✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ 9❤❡ 8❛♠❡ ❢2❡=✉❡♥❝② 9❤❛♥ 9❤❡ ♠♦❞✉❧❛9✐♦♥ ✜❡❧❞ ω✱ ❜✉9 ✇✐9❤ ❛ ♣❤❛8❡ φ✳ ❚❤❡♥✱

✇❡ ❤❛✈❡ 9❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡=✉❛9✐♦♥✿

VFMR(H(t))× Vref = VFMR(H0) cos (ωt+ φ)
dVFRM
dH

+ hac cos (ωt))cos (ωt+ φ) + . . .

✭✸✳✶✳✶✵✮

= VFMR(H0) cos (ωt+ φ) +
1

2

dVFMR

dH
hac cos(φ) +

1

2

dVFMR

dH
hac cos(ωt+ φ) + . . .

❋✐♥❛❧❧② 9❤❡ 8✐❣♥❛❧ ✐8 8✉❜❥❡❝9❡❞ 9♦ ❛ ❧♦✇✲♣❛88 ✜❧9❡2✐♥❣ ✇✐9❤ ❛ ❝✉9♦✛ ❢2❡=✉❡♥❝② ❜❡9✇❡❡♥

✵ ❛♥❞

ω
2 ✳ ■♥ 9❤✐8 ❝❛8❡✱ 9❤❡ 9✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥9 9❡2♠8 ✭✜289 ❛♥❞ 9❤✐2❞ 9❡2♠8✮ ✐♥ ❡=✉❛9✐♦♥
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✸✳✶✳✶✵❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛,❡❞✳ ❚❤❡ 0❡❝♦♥❞ ,❡2♠

1
2
dVFMR

dH hac cos(φ) ✐0 ❝♦♥0,❛♥, ❛♥❞ ✐0 ♣2♦♣♦2✲

,✐♦♥❛❧ ,♦ ,❤❡ ❞❡2✐✈❛,✐✈❡ ♦❢ ,❤❡ ✐♥♣✉, 0✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡2❡❢♦2❡ ❋▼❘ 0✐❣♥❛❧ ,②♣✐❝❛❧❧② ♠❡❛0✉2❡0 ,❤❡

❞❡2✐✈❛,✐✈❡ ♦❢

dVFMR

dH ❛0 ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ H ❬✹✱ ✺❪ ✳

■♥ ❋▼❘✱ ✇❡ ♠❡❛0✉2❡ ❡✐,❤❡2 ,❤❡ ♠✐❝2♦✇❛✈❡ ♣♦✇❡2 ❛❜0♦2❜❡❞ ❜② ❛ 0♣❡❝✐♠❡♥ ❛0 ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥

♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞❝ ♠❛❣♥❡,✐❝ ✜❡❧❞✱ H✱ ♦2 ,❤❡ ❞❡2✐✈❛,✐✈❡ ♦❢ ,❤❡ ❛❜0♦2♣,✐♦♥ ✭❛0 ✐♥ ♦✉2 ❝❛0❡✮

✇✐,❤ 2❡0♣❡❝, ,♦ H✳ ❚❤❡ 2❡0✉❧,✐♥❣ ❝✉2✈❡ ✐0 ❞❡0❝2✐❜❡❞ ❜② ❛ 2❡0♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞✱ Hres✱ ,❤❛,

❝♦22❡0♣♦♥❞0 ,♦ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡2 ❛❜0♦2♣,✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜② ❛♥ ❛❜0♦2♣,✐♦♥ ❧✐♥❡✇✐❞,❤✱ ∆H✳ ❚❤❡

❋▼❘ ❛❜0♦2♣,✐♦♥ 0✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛ ❢❡22♦♠❛❣♥❡,✐❝ ,❤✐♥ ✜❧♠ ✐0 ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞H ❛♥❞

✐♥,2✐♥0✐❝ ♠❛❣♥❡,✐❝ ♣2♦♣❡2,✐❡0 ♦❢ ,❤❡ ✜❧♠✳ ❚❤❡ ❧❛,,❡2 ✐♥❝❧✉❞❡ ,❤❡ ♠❛❣♥❡,✐❝ ❛♥✐0♦,2♦♣✐❡0✱

,❤❡ 0♣❡❝,2♦0❝♦♣✐❝ g−❢❛❝,♦2✱ ,❤❡ ♠❛❣♥❡,✐❝ ❞❛♠♣✐♥❣ ♣❛2❛♠❡,❡2 ✭,❤❛, ✐0 2❡0♣♦♥0✐❜❧❡ ❢♦2 ,❤❡

✜♥✐,❡ ❧✐♥❡✇✐❞,❤ ∆H✮✱ ❛♥❞ ,❤❡ H✉❛♥,✐,② ♦❢ ✐♥,❡2❡0, 0✉❝❤ ❛0 ,❤❡ 0❛,✉2❛,✐♦♥ ♠❛❣♥❡,✐③❛,✐♦♥✳

❆ ,②♣✐❝❛❧ ❋▼❘ 0♣❡❝,2❛ ✐0 2❡♣2❡0❡♥,❡❞ ✐♥ ✜❣✉2❡ ✸✳✶✳✸✳
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❋✐❣✉2❡ ✸✳✶✳✸ ✕ ❆♥ ✐❧❧✉0,2❛,✐♦♥ ♦❢ ❛ ,②♣✐❝❛❧ ❋▼❘ 0♣❡❝,2❛✿ ❛ ▲♦2❡♥,③✐❛♥ ♣2♦✜❧❡ ♦❢ ,❤❡ ❛❜✲

0♦2♣,✐♦♥ ♣♦✇❡2 ❛♥❞ ❛ ❞❡2✐✈❛,✐✈❡ ♦❢ ❛ ▲♦2❡♥,③✐❛♥ ♣2♦✜❧❡ ✇❤❡♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥

✜❡❧❞ ✐0 ✉0❡❞✳

✸✳✷ ▲♦❝❦✲✐♥ ♣❛,❛♠❡/❡,0 ♦♣/✐♠✐③❛/✐♦♥

✸✳✷✳✶ ❆♠♣❧✐)✉❞❡ ♦❢ )❤❡ ♠♦❞✉❧❛)✐♦♥ ✜❡❧❞

■♥ ❢❡22♦♠❛❣♥❡,✐❝ 2❡0♦♥❛♥❝❡ ,❤❡ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ♣❤❛0❡✱ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❢2❡H✉❡♥❝②✱ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥

❛♠♣❧✐,✉❞❡✱ ,✐♠❡ ❝♦♥0,❛♥, ❛♥❞ ♠✐❝2♦✇❛✈❡ ♣♦✇❡2 0,2♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ,❤❡ 0♣❡❝,2❛✳ ❚❤❡♥✱ ,♦

♦❜,❛✐♥ ❛ 2❡❧✐❛❜❧❡ ♣❤②0✐❝❛❧ 2❡0✉❧,0 ❛❧❧ ,❤♦0❡ ❞✐✛❡2❡♥, ♣❛2❛♠❡,❡20 ❤❛✈❡ ,♦ ❜❡ ,❛✐❧♦2❡❞✳

❋2♦♠ ❡H✉❛,✐♦♥ ✸✳✶✳✶✵✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡2✐✈❡❞ ,❤❛, ,❤❡ ❋▼❘ 0✐❣♥❛❧

1
2
dVFMR

dH hac cos(φ) ✐0 2❡❧❛,❡❞

,♦ ,❤❡ ❛♠♣❧✐,✉❞❡ ♦❢ ,❤❡ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ✜❡❧❞ hac✳ ❇② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ,❤✐0 ❡H✉❛,✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐0❝✉00

,❤❡ ✐♠♣❛❝, ♦❢ ,❤❡ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ ❋▼❘ 0♣❡❝,2❛✳ ❆, ❧♦✇ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❛♠♣❧✐,✉❞❡0

✭✈✐③✳ ✇❤❡♥ ,❤❡ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❛♠♣❧✐,✉❞❡ ✐0 0♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛2❡❞ ,❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞,❤ ∆H ♦❢ ,❤❡ ❋▼❘

0♣❡❝,2❛✮✱ ❛0 ,❤❡ ❛♠♣❧✐,✉❞❡ ♦❢ ,❤❡ ♠❛❣♥❡,✐❝ ✜❡❧❞ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ✐0 ✐♥❝2❡❛0❡❞✱ ,❤❡ ❛♠♣❧✐,✉❞❡ ♦❢

,❤❡ ❋▼❘ 0✐❣♥❛❧0 ✐♥❝2❡❛0❡0 ✭0❡❡ ✜❣✉2❡ ✸✳✷✳✶✮✳ ❋♦2 0♠❛❧❧ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❛♠♣❧✐,✉❞❡✱ ,❤❡ S/N

✐♥❝2❡❛0❡0 ❧✐♥❡❛2❧② ✇✐,❤ ,❤❡ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❛♠♣❧✐,✉❞❡✱ ❛0 0❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉2❡0 ✸✳✷✳✶✲❛ ❛♥❞ ✸✳✷✳✶✲❜✳

❍♦✇❡✈❡2✱ ✐❢ ,❤❡ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❛♠♣❧✐,✉❞❡ ✐0 ,♦♦ ❧❛2❣❡ ✭✈✐③✳ ❧❛2❣❡2 ,❤❛♥ ,❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞,❤ ∆H ♦❢

,❤❡ ❋▼❘ 0✐❣♥❛❧✮✱ ,❤❡ ❋▼❘ 0✐❣♥❛❧ ❜2♦❛❞❡♥0 ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡0 ❞✐0,♦2,❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ ,♦ ❛ ❧♦0, ♦❢

✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦2♠❛,✐♦♥ ❬✻❪✳

■♥ ,❤❡ ❢2❛♠❡✇♦2❦ ♦❢ ,❤✐0 ,❤❡0✐0✱ ✇✐,❤ 2❡❣❛2❞ ,♦ H✉❛♥,✐,❛,✐✈❡ ❋▼❘ ♠❡❛0✉2❡♠❡♥,0✱ ,❤❡

❞❡,❛✐❧0 ♦❢ ❧✐♥❡0❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐♥,❡♥0✐,② ❛2❡ ❝2✉❝✐❛❧✱ ,❤❡♥ ,❤❡ 0♣❡❝,2✉♠ ❤❛0 ,♦ ❜❡ ♦❜,❛✐♥❡❞ ✉♥✲

✻✶



✸ ❋❡##♦♠❛❣♥❡)✐❝ #❡,♦♥❛♥❝❡

a) b) 

250 275 300 325 350 375 400 425
-0,5

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

2A

0 Oe

5 Oe

2.5 Oe

 

 

In
te

n
si

ty
(µ

V
)

Applied Field (Oe)

0 1 2 3 4 5
0

4

8

12

2
A

(µ
V

)

Modulation field (Oe)

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✳✶ ✕ ❚❤❡ ✈❛$✐❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ ♦❢ /❤❡ ❋▼❘ 9✐❣♥❛❧ ✇✐/❤ /❤❡ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥

✈♦❧/❛❣❡ ✇✐/❤ ✭❛✮✿ ❚❤❡ 9✐❣♥❛❧ 9❤❛♣❡ ♦❢ /❤❡ ❋▼❘ 9✐❣♥❛❧ ❛9 ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢

✐♥❝$❡❛9✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❛♠♣❧✐/✉❞❡❀✭❜✮✿ /❤❡ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ ✭✷❆✮ ♦❢ /❤❡ ❋▼❘

9♣❡❝/$❛ ✇✐/❤ /❤❡ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ✈♦❧/❛❣❡✳
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♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ ♥❡❡❞ /♦ ❜❡ ❝❛$❡❢✉❧❧② ❝❛❧✐❜$❛/❡❞ /♦ ♦❜/❛✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ 9❡♥9✐/✐✈✐/②✱

♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐9/♦$/✐♦♥✱ ❛♥❞ E✉❛♥/✐/❛/✐✈❡❧② $❡♣$♦❞✉❝✐❜❧❡ ♠❡❛9✉$❡♠❡♥/9✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✜$9/❧② ❝❛❧✲

✐❜$❛/❡❞ /❤❡ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ ♦❢ /❤❡ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ ❛♥❞ /❤❡♥ /❤❡ ♣❤❛9❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥

/❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ 9✐❣♥❛❧ ❛♥❞ /❤❡ ♠♦❞✉❧❛/❡❞ ❋▼❘ 9✐❣♥❛❧✳ ■♥ /❤❡ ✜$9/ 9/❡♣ ♦❢ ❝❛❧✐❜$❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡

♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❛♠♣❧✐/✉❞❡✱ /❤❡ ✈♦❧/❛❣❡ ♦❢ /❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡$ ✐9 ✈❛$✐❡❞ ✉♥/✐❧ /❤❡ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥

❛♠♣❧✐/✉❞❡ ✐9 ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈♦❧/❛❣❡ ♦❢ /❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡$ ✐9 ✺ ❱ ✇✐/❤ ❛

❝♦$$❡9♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ ♦❢ /❤❡ ❛❝ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ 5 ❖❡✳

✸✳✷✳✷ ❚❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣❤❛/❡

❖♥❝❡ /❤❡ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ ❤❛9 ❜❡❡♥ ❝❛❧✐❜$❛/❡❞ ✭❤❡$❡ /❤❡ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ ✐9 ✺ ❖❡✮✱ /❤❡

$❡❢❡$❡♥❝❡ ♣❤❛9❡ ✐9 ❡❛9✐❧② ❝❛❧✐❜$❛/❡❞ ❜② 9/✉❞②✐♥❣ /❤❡ ♣❤❛9❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ /❤❡ ❋▼❘

9✐❣♥❛❧ ✐♥/❡♥9✐/② ✭9❡❡ ✜❣✉$❡ ✸✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ✐♥/❡♥9✐/② ♦❢ /❤❡ ❋▼❘ 9✐❣♥❛❧ ✐9 ♣$♦♣♦$/✐♦♥❛❧ /♦

/❤❡ ❝♦9✐♥❡ ♦❢ /❤❡ ♣❤❛9❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ 9✐❣♥❛❧ ❛♥❞ /❤❡ ♠♦❞✉❧❛/❡❞ ❋▼❘

9✐❣♥❛❧ ✭9❡❡ ❡E✉❛/✐♦♥ ✸✳✶✳✶✵✮✳ ❚❤❡♥✱ /❤❡ ✐♥/❡♥9✐/② ✇❤✐❝❤ $❡❧❛/❡❞ /♦ ❝♦9✐♥❡ ❢✉♥❝/✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡9

$❛♣✐❞❧② ✇✐/❤ $❡9♣❡❝/ /♦ /❤❡ ♣❤❛9❡ ❛♥❣❧❡ ❛/ 90➦

✳ ■♥ /❤❡ ❝❛❧✐❜$❛/✐♦♥ ♣$♦❝❡99✱ 9♣❡❝/$❛ ❛$❡

❛❝E✉✐$❡❞ ❛/ 9❡✈❡$❛❧ ❞✐✛❡$❡♥/ ✈❛❧✉❡9 ♦❢ /❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ ♣❤❛9❡ ❢$♦♠ 0➦

/♦ 360➦

✐♥ ♦$❞❡$ /♦ ✜♥❞

/❤❡ ♣❤❛9❡ ❛♥❣❧❡ $❡9✉❧/✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ 9✐❣♥❛❧ ✐♥/❡♥9✐/② ♦❢ /❤❡ 9♣❡❝/$❛ ❛/ /❤❡ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥

❢$❡E✉❡♥❝② ✭❤❡$❡ /❤❡ ♣❤❛9❡ ♦❢ /❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ✇❛9 ❧♦❝❦❡❞ /♦ 70➦

✮✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉$❡9 ✸✳✷✳✷✲❜ ❛♥❞

✸✳✷✳✷✲❝ ❛$❡ ✐❧❧✉9/$❛/✐♦♥9 ♦❢ /❤❡ ❡✈♦❧✉/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ ♦❢ /❤❡ ❋▼❘ 9✐❣♥❛❧ ❛9 ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥

/❤❡ ♣❤❛9❡ ♦❢ /❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡$✳ ❲❡ ❝❛♥ 9❡❡ /❤❛/ /❤❡ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ ✈❛$✐❡9 ✐♥ ❛ ❝♦9✐♥❡9 ✇❛②

✇✐/❤ /❤❡ ♣❤❛9❡ ✇✐/❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛/ 70➦ ❞$♦♣9 /♦ ③❡$♦ ❢♦$ ❛/ 160➦

❜❡❢♦$❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥ 9✐❣♥

❜❡②♦♥❞✳ ■♥ /❤❡ ✜❣✉$❡ ✸✳✷✳✷✲❛ /②♣✐❝❛❧ ❋▼❘ 9♣❡❝/$❛ $❡❝♦$❞❡❞ ❛/ ❞✐✛❡$❡♥/ ♣❤❛9❡9 ♦❢ /❤❡

❧♦❝❦✲✐♥✿ 90➦

✭❜❧❛❝❦ ❝✉$✈❡✮✱ 160➦

✭$❡❞ ❝✉$✈❡✮ ❛♥❞ 250➦

✭❜❧✉❡ ❝✉$✈❡✮✳ ❆ ♣❤❛9❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ /❤❡

❋▼❘ 9♣❡❝/$❛ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦/✐❝❡❞ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ 9♣❡❝/$❛ $❡❝♦$❞❡❞ ❛/ 90➦

❛♥❞ 250➦

✭cos
(
180➦

)

❂ −1 ✮✳ ■/ ✐9 ✐♠♣♦$/❛♥/ /♦ ♣♦✐♥/ ♦✉/ /❤❡ ❢❛❝/ /❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥/❛❧ ❝♦♥❞✐/✐♦♥9 ✇❤♦ ❤❛✈❡

❝♦♥9✐❞❡$❛❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ /❤❡ ♣❤❛9❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ♠♦❞✉❧❛/❡❞ ❋▼❘ 9✐❣♥❛❧ ❛♥❞

/❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ 9✐❣♥❛❧✳ ❋♦$ ✐♥9/❛♥❝❡✱ /❤❡ ❧❡♥❣/❤ ♦❢ /❤❡ ❝❛❜❧❡ ❧❡❛❞✐♥❣ /♦ /❤❡ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❝♦✐❧9✱

/❤❡ ✐♥❞✉❝/❛♥❝❡ ♦❢ /❤❡ ❝♦✐❧9✱ /❤❡ ❣❛✐♥ 9❡//✐♥❣ ♦❢ /❤❡ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❛♠♣❧✐✜❡$✱ ❥✉9/ /♦ ♥❛♠❡ ❛

❢❡✇✳

✻✷
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✳✷ ✕ ❚❤❡ ✈❛$✐❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❋▼❘ 4✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐.✉❞❡ ✇✐.❤ .❤❡ ♣❤❛4❡ ♦❢ .❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥

❛♠♣❧✐✜❡$✳

✸✳✷✳✸ ❚❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❢.❡/✉❡♥❝②

■. ✐4 ✐♠♣♦$.❛♥. .♦ ♣♦✐♥. ♦✉. .❤❡ ❢❛❝. .❤❛. .❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ .❤❡ ♠♦❞✉❧❛.✐♦♥ ❢$❡?✉❡♥❝② ✐4 ♦❢

♣❛$❛♠♦✉♥. ✐♠♣♦$.❛♥❝❡ 4✐♥❝❡ ❛ 4♠❛❧❧ ♠♦❞✉❧❛.✐♦♥ ❢$❡?✉❡♥❝② ❞♦ ♥♦. ❞✐4♣♦4❡ 1/f ♥♦✐4❡ 4✐♥❝❡

.❤✐4 ♥♦✐4❡ ✐4 ❤✐❣❤ ❛. ❧♦✇ ❢$❡?✉❡♥❝②✳ ❈♦♥4❡?✉❡♥.❧②✱ ❢♦$ ❛ ❜❡..❡$ S/N ❛ ❤✐❣❤❡$ ♠♦❞✉❧❛.✐♦♥

❢$❡?✉❡♥❝② ✐4 $❡?✉✐$❡❞✳ ❚❤✐4 ❡✛❡❝. ❝❛♥ ❜❡ 4❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✸✳✷✳✸✲❛✳

a) b) 
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✳✸ ✕ ❛✮ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ .❤❡ ♠♦❞✉❧❛.✐♦♥ ❢$❡?✉❡♥❝② ❜✮ .❤❡ $❢ ♣♦✇❡$ ♦♥ .❤❡ ❋▼❘

4♣❡❝.$❛ ❛♥❞ .❤❡ 4❡♥4✐.✐✈✐.② ♦❢ .❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❞❡.❡❝.✐♦♥ ❛♠♣❧✐✜❡$✳

✸✳✸ ❋▼❘ %✐❣♥❛❧ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥

✸✳✸✳✶ ❚✐♠❡ ❝♦♥45❛♥5 ❛♥❞ 4✇❡❡♣✐♥❣ 5✐♠❡

❚❤❡ .✐♠❡ ❝♦♥4.❛♥. ♦❢ .❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡$ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦$.❛♥. $♦❧❡ ❢♦$ .❤❡ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥.

♦❢ .❤❡ ❋▼❘ 4✐❣♥❛❧ 4❡♥4✐.✐✈✐.②✳ ■. ❛✛❡❝.4 .❤❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ .❤❡ 4♣❡❝.$✉♠✱ ❤❡♥❝❡ .❤❡ ✉4❡$ ❤❛4 .♦

❜❡ ❝❛$❡❢✉❧ ✐♥ .❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ .❤❡ .✐♠❡ ❝♦♥4.❛♥.✳ ❚❤❡ ♥♦✐4❡ ✐4 ✜❧.❡$❡❞ ♦✉. ❜② ✐♥❝$❡❛4✐♥❣ .❤❡

.✐♠❡ ❝♦♥4.❛♥. ♦❢ .❤❡ ❧♦✇✲♣❛44 ✜❧.❡$✱ ❛4 ❛ $❡4✉❧. .❤❡ $❡4♣♦♥4❡ .✐♠❡ ♦❢ .❤❡ ❞❡.❡❝.✐♦♥ ❝✐$❝✉✐.

✐4 4❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥✳ ■♥❝$❡❛4✐♥❣ .❤❡ .✐♠❡ ❝♦♥4.❛♥. ❧❡❛❞4 .♦ ❛ ❞❡❝$❡❛4❡ ♦❢ .❤❡ ♥♦✐4❡ ❧❡✈❡❧✳ ■❢ ❛

❧♦♥❣ .✐♠❡ ❝♦♥4.❛♥. ✐4 ♥❡❡❞❡❞ .♦ ❞✐44♦❝✐❛.❡ ❛ ✇❡❛❦ 4✐❣♥❛❧ ❢$♦♠ ♥♦✐4❡✱ ❛ 4❧♦✇❡$ 4❝❛♥ $❛.❡

♠✉4. ❜❡ ✉4❡❞ ✐✳❡ ❛ ❧♦♥❣❡$ 4✇❡❡♣✐♥❣ .✐♠❡✳
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✸✳✸✳✷ ▼✐❝&♦✇❛✈❡ ♣♦✇❡&

■♥ ❋▼❘ %♣❡❝)*♦%❝♦♣②✱ ❛ ❙❝❤♦))❦② ❜❛**✐❡* ❞✐♦❞❡ ✐% ♦❢)❡♥ ✉%❡❞ )♦ ❞❡)❡❝) )❤❡ )*❛♥%♠✐))❡❞

%✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ❛) ❤✐❣❤❡* ❢*❡>✉❡♥❝✐❡% )❤❡ 1/f ❞❡)❡❝)♦* ♥♦✐%❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐% ✐♥✈❡*%❡❧② ♣*♦♣♦*✲
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❛- ❡❛❝❤ ,-❡♣ ✇✐❧❧ ,❡$✈❡ -♦ ❞❡-❡$♠✐♥❡ -❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✜❡❧❞ ,-$❛✐♥,✳ ❋✉$-❤❡$♠♦$❡✱ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥

-❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ✏❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉,✑ ,✉$❢❛❝❡ ♦❢ -❤❡ ,❛♠♣❧❡✱ ❛ ,♣❡❝❦❧❡ ♣❛--❡$♥ ❤❛, ❜❡❡♥ ,♣$❛② ♣❛✐♥-❡❞

✐♥ ♦$❞❡$ -♦ ❣❡♥❡$❛-❡ ❛ ❝♦♥-$❛,- ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ,❡$✈❡ -♦ ❝❛❧❝✉❧❛-❡ -❤❡ ,-$❛✐♥ ✜❡❧❞, ✭❛♥ ✐♠❛❣❡

♦❢ ❛ -②♣✐❝❛❧ ,♣❡❝❦❧❡❞ ♣❛--❡$♥ ✭,♣$❛②✲♣❛✐♥-❡❞✮ ✐, ♣$❡,❡♥-❡❞ ✐♥ ❜♦--♦♠ ✜❣✉$❡ ✸✳✹✳✶✲❝✳ ■♥

♦✉$ ,❡-✉♣✱ -❤❡ ✐♠❛❣❡, ❛$❡ $❡❝♦$❞❡❞ -❤❛♥❦, -♦ ❛ 2048× 2048 ♣✐①❡❧, ❈❈❉ ❆❱❚✲O✐❦❡ ❢✹✷✶❜

❝❛♠❡$❛ ✈❡$-✐❝❛❧❧② ♣♦,✐-✐♦♥❡❞ ✐♥ -❤❡ -♦♣ ♦❢ -❤❡ ,✉$❢❛❝❡ ,❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ❧❡♥, ❤❛, ❜❡❡♥

❝❤♦,❡♥ ✐♥ ♦$❞❡$ -♦ ❜❡ ,✉✣❝✐❡♥-❧② ❢❛$ ❢$♦♠ -❤❡ ❡❧❡❝-$♦♠❛❣♥❡- ✭✷✵ ❝♠✮ ✇✐-❤ ❛ ✜❡❧❞ ✈✐❡✇

❛$♦✉♥❞ 1 × 1 ❝♠2
❛, ,❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉$❡ ✸✳✹✳✶✲❝✮✳ ❚❤❡ ,-$❛✐♥ ✜❡❧❞, ❝❛❧❝✉❧❛-✐♦♥, ✭❢$♦♠ -❤❡

❞✐✛❡$❡♥- ✐♠❛❣❡,✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡$❢✉♠❡❞ ❜② ❞✐❣✐-❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦$$❡❧❛-✐♦♥ -❤❛♥❦, -♦ -❤❡ ❆!❛♠✐%

,♦❢-✇❛$❡ ✳

✻✺
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❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬✶❪ ❏✳ ▲✐♥❞♥❡* ❛♥❞ ❑✳ ❇❛❜❡*/❝❤❦❡✱ ■♥ "✐$✉ ❢❡**♦♠❛❣♥❡8✐❝ *❡/♦♥❛♥❝❡✿ ❛♥ ✉❧8✐♠❛8❡ 8♦♦❧ 8♦

✐♥✈❡/8✐❣❛8❡ 8❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ✉❧8*❛8❤✐♥ ♠❛❣♥❡8✐❝ ✜❧♠/✱ ❏♦✉*♥❛❧ ♦❢ ?❤②/✐❝/✿ ❈♦♥❞❡♥/❡❞

▼❛88❡* ✶✺✱ ✶✾✸ ✭✷✵✵✸✮ ✭❈✐8❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✻✳✮

❬✷❪ ▼✳ ❋❛*❧❡✱ ❋❡**♦♠❛❣♥❡8✐❝ *❡/♦♥❛♥❝❡ ♦❢ ✉❧8*❛8❤✐♥ ♠❡8❛❧❧✐❝ ❧❛②❡*/✱ ❘❡♣✳ ?*♦❣✳ ?❤②/✳

✻✶✱ ✼✺✺ ✭✶✾✾✽✮ ✭❈✐8❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✻✳✮

❬✸❪ ❩✳ ❈❡❧✐♥/❦✐✱ ❑✳ ❇✳ ❯*Q✉❤❛*8 ❛♥❞ ❇✳ ❍❡✐♥*✐❝❤✱ ❏♦✉*♥❛❧ ♦❢ ▼❛❣♥❡8✐/♠ ❛♥❞ ▼❛❣♥❡8✐❝

▼❛8❡*✐❛❧/ ✶✻✻✱ ✻ ✭✶✾✾✼✮ ✭❈✐8❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✻✳✮

❬✹❪ ❈✳✲❑✳ ▲♦✱ ✏■♥/8*✉♠❡♥8❛8✐♦♥ ❢♦* ❋❡**♦♠❛❣♥❡8✐❝ ❘❡/♦♥❛♥❝❡ ❙♣❡❝8*♦♠❡8❡*✱✑ ✐♥ ❋❡**♦✲

♠❛❣♥❡8✐❝ ❘❡/♦♥❛♥❝❡ ✲ ❚❤❡♦*② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛8✐♦♥/✱ ❖✳ ❨❛❧♥✱ ❊❞✳ ■♥❚❡❝❤✱ ✷✵✶✸✳ ✭❈✐8❡❞

♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶✳✮

❬✺❪ ❙✳ ❱✳ ❱❛/❡❣❤✐✱ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❉✐❣✐8❛❧ ❙✐❣♥❛❧ ?*♦❝❡//✐♥❣ ❛♥❞ ◆♦✐/❡ ❘❡❞✉❝8✐♦♥ ❋♦✉*8❤

❊❞✐8✐♦♥✱ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡②✫❙♦♥/✱ ▲8❞✳ ■❙❇◆✿ ✾✼✽✲✵✲✹✼✵✲✼✺✹✵✻✲✶✱ ✷✵✵✽ ✭❈✐8❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶✳✮

❬✻❪ ❘❡✐❥❡*/❡✱ ❊✳ ❏✳ ❍✐❣❤✲❋*❡Q✉❡♥❝② ❊?❘ ■♥/8*✉♠❡♥8❛8✐♦♥ ❆♣♣❧❡❞ ▼❛❣♥❡8✐❝ ❘❡/♦♥❛♥❝❡✱

✷✵✶✵✳ ✭❈✐8❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶✳✮

❬✼❪ ▼✳ ❉✳ ?♦③❛*✱ ▼✐❝*♦✇❛✈❡ ❊♥❣✐♥❡❡*✐♥❣✱ ✹8❤ ❊❞✐8✐♦♥✳✱ ❲✐❧❡②✳ ✭❈✐8❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✽✳✮

❬✽❪ ❏✳ ❙✳ ❇❛❜❣②✱ ❈✳ ❍✳ ▲❡❡✱ ❉✳ ?✳ ◆②Q✉✐/8 ❛♥❞ ❨✳ ❨✉❛♥ ?*♦♣❛❣❛8✐♦♥*❡❣✐♠❡/ ♦♥ ✐♥8❡✲

❣*❛8❡❞ ♠✐❝*♦/8*✐♣ 8*❛♥/♠✐//✐♦♥ ❧✐♥❡/ ■❊❊❊ ❚*❛♥/❛❝8✐♦♥/ ♦♥ ♠✐❝*♦✇❛✈❡ 8❤❡♦*② ❛♥❞

8❡❝❤♥✐Q✉❡/✱ ❱♦❧✳ ✹✶✳ ◆♦✳ ✶✶✳ ◆♦✈❡♠❜❡* ✶✾✾✸✳ ✭❈✐8❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✽✳✮

❬✾❪ ❊✳ ❙❛❧❛❤✉♥✱ ●✳ ❚❛♥♥✳ ◗✉❝✱ ▼✳ ▲❡ ❋❧♦❝✬❤✱ ❆✳ ▲✳ ❆❞❡♥♦8 ❛♥❞ ❖✳ ❆❝❤❡*✱ ❆♣♣❧✐❝❛8✐♦♥ ♦❢

❢❡**♦♠❛❣♥❡8✐❝ ❝♦♠♣♦/✐8❡ ✐♥ ❞✐✛❡*❡♥8 ♣❧❛♥❛* 8✉♥❛❜❧❡ ♠✐❝*♦✇❛✈❡/ ❞❡✈✐❝❡/✱ ▼✐❝*♦✇❛✈❡

❛♥❞ ❖♣8✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ▲❡88❡*/✱ ❱♦❧✳ ✸✵✳ ◆♦✳ ✹✱ ❆✉❣✉/8 ✷✵ ✷✵✵✶✳

✭❈✐8❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✽✳✮

✻✼



✹ ▼❛❣♥❡&♦❡❧❛)&✐❝ ♣-♦♣❡-&✐❡) ♦❢ ❤✐❣❤

♣♦&❡♥&✐❛❧ ❛❧❧♦②) ❢♦- )♣✐♥&-♦♥✐❝)

❚❤❡ #❡❝❡♥& ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥& ♦❢ ♠❛❣♥❡&✐❝ ❞❡✈✐❝❡1✱ 1✉❝❤ ❛1 ❣✐❛♥& ♠❛❣♥❡&♦#❡1✐1&❛♥❝❡✱ ♠❛❣✲

♥❡&✐❝ &✉♥♥❡❧ ❥✉♥❝&✐♦♥1 ♦# ♠❛❣♥❡&♦✐♠♣❡❞❛♥❝❡ 1②1&❡♠1 ❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽❪✱ ❢❛❜#✐❝❛&❡❞ ♦♥

✢❡①✐❜❧❡ 1✉❜1&#❛&❡1 ❧❡❛❞1 &♦ &❤❡ ♥❡❡❞ &♦ ♣#♦♣❡#❧② 1❝#✉&✐♥✐③❡ &❤❡ 1&#❛✐♥ ❡✛❡❝& ♦♥ &❤❡ 1&❛&✐❝

❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛❣♥❡&✐❝ ♣#♦♣❡#&✐❡1✳ ■♥❞❡❡❞✱ &❤❡1❡ ❞❡✈✐❝❡1 ❛#❡ ♠❛❞❡ ❜② ❞❡♣♦1✐&✐♥❣ ❛ ♠❡&❛❧✲

❧✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✭✜❧♠1 ♦# ♥❛♥♦1&#✉❝&✉#❡1✮ ♦♥&♦ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ 1②1&❡♠ ❢♦# ✇❤✐❝❤ ❛ 1❧✐❣❤& ❜❡♥❞✐♥❣

❡✛♦#& ❝❛♥ ❧❡❛❞ &♦ ❤✐❣❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ♦# ❜✐❛①✐❛❧ 1&#❡11❡1 ❞✉#✐♥❣ &❤❡✐# ✉1❛❣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱

&❤❡1❡ 1&#❡11 ❛♥❞ 1&#❛✐♥ ✜❡❧❞1 ♠♦❞✐❢② &❤❡ 1&❛&✐❝ ♠❛❣♥❡&✐③❛&✐♦♥ ❞✐1&#✐❜✉&✐♦♥ ✐♥1✐❞❡ ♥❛♥♦1✲

&#✉❝&✉#❡1 ❬✾❪ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣❧❛♥❛# ♠❛❣♥❡&✐❝ ❛♥✐1♦&#♦♣✐❡1 ✐♥ &❤✐♥ ✜❧♠1 &❤❛&

❛#❡ ✉♥❞❡1✐#❛❜❧❡ ❢♦# 1♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥1 ❬✻❪✳ ❋♦# &❤❡1❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥1✱ ✐& ✐1 ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♠♣♦#&❛♥❝❡

&♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ✢❡①✐❜❧❡ 1②1&❡♠1 ✇✐&❤ ❤✐❣❤ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❛❧❧♦②1 ❢♦# 1♣✐♥&#♦♥✐❝1✳

❈♦✲❜❛1❡❞ ❍❡✉1❧❡# ❛❧❧♦②1 1✉❝❤ ❛1 ❈♦✷❋❡❆❧ ✭❈❋❆✮ ❛#❡ ❛♥ ✐♥&❡#❡1&✐♥❣ ❝❧❛11 ♦❢ ♠❛&❡#✐❛❧1

❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈❡#② ❤✐❣❤ ❈✉#✐❡ &❡♠♣❡#❛&✉#❡ ❛♥❞ ❛ ❤❛❧❢✲♠❡&❛❧❧✐❝ ❝❤❛#❛❝&❡# ♦❢ &❤❡✐# 1♣✐♥✲1♣❧✐&

❜❛♥❞ 1&#✉❝&✉#❡ ✭♠❡&❛❧❧✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦# ❢♦# ♦♥❡ 1♣✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥&✱ ❛♥❞ ✐♥1✉❧❛&✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦# ❢♦#

&❤❡ ♦&❤❡# ♦♥❡✮✱ ❛1 ♣#❡❞✐❝&❡❞ &❤❡♦#❡&✐❝❛❧❧② ❜② ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥1✳ ❙✉❝❤ ♠❛&❡#✐❛❧1 ♠❛② ❡①❤✐❜✐& ❛

✶✵✵✪ 1♣✐♥ ♣♦❧❛#✐③❛&✐♦♥ ❛& &❤❡ ❋❡#♠✐ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ &❤❡② ❛#❡ &❤❡#❡❢♦#❡ ❡♠❡#❣✐♥❣ ❛1 ♣♦&❡♥&✐❛❧

❝❛♥❞✐❞❛&❡1 ❢♦# ❛ ✈❛#✐❡&② ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥1 1✉❝❤ ❛1 ♠❛❣♥❡&✐❝ 1❡♥1♦#1 ❛♥❞ ♠❛❣♥❡&✐❝ ♠❡♠♦#✐❡1✳

❍♦✇❡✈❡#✱ ❞❡1♣✐&❡ &❤❡✐# ✐♥❝♦♥&❡1&❛❜❧❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧✐&②✱ ❈♦✲❜❛1❡❞ ❍❡✉1❧❡# ❛❧❧♦②1 ❛#❡ 1&✐❧❧ #❛#❡❧②

✉1❡❞ ✐♥ ✢❡①✐❜❧❡ 1②1&❡♠1 ❛♥❞ &❤❡✐# ♠❛❣♥❡&♦❡❧❛1&✐❝ ♣#♦♣❡#&✐❡1 ❛#❡ ♣♦♦#❧② ❦♥♦✇♥✳

❖♥ &❤❡ ♦&❤❡# ❤❛♥❞✱ ❈♦❋❡❇ &❤✐♥ ✜❧♠1 ❤❛✈❡ ❛&&#❛❝&❡❞ ♠✉❝❤ ❛&&❡♥&✐♦♥ ❢#♦♠ #❡1❡❛#❝❤❡#1 ✐♥

1♣✐♥&#♦♥✐❝1✱ ❡1♣❡❝✐❛❧❧② ❛❢&❡# &❤❡ ❛❝❝❡11✐♦♥1 ♦❢ ✈❡#② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡1 ♦❢ &✉♥♥❡❧ ♠❛❣♥❡&♦#❡1✐1&❛♥❝❡

✭❃✼✵✪✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❧✐❡1 ✐♥ &❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥& ♦❢ ❜❛1✐❝ &✉♥♥❡❧ ❥✉♥❝&✐♦♥1 ♦❢

&❤✐1 ♠❛&❡#✐❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ &♦ ❡①♣❛♥❞ &❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ 1❝♦♣❡ ♦❢ &❤❡1❡ ❈♦❋❡❇✲❜❛1❡❞ &✉♥♥❡❧

❥✉♥❝&✐♦♥1✱ ✐& ✐1 ❛❧1♦ ❝#✉❝✐❛❧ &♦ 1&✉❞② ♦&❤❡# ♣#♦♣❡#&✐❡1 &❤❛♥ 1✐♠♣❧❡ ♠❛❣♥❡&♦#❡1✐1&❛♥❝❡✱ 1✉❝❤

❛1 &❤❡ ♠❛❣♥❡&♦1&#✐❝&✐✈❡ ❡✛❡❝&1 ❢♦# ♠❛❣♥❡&✐❝ 1❡♥1✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ 1&#❛✐♥ ❣❛✉❣❡

✐1 ❛ 1❡♥1♦# ✇❤♦1❡ #❡1✐1&❛♥❝❡ ✈❛#✐❡1 ✇✐&❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦#❝❡❀ ✐& ❝♦♥✈❡#&1 ❢♦#❝❡✱ ♣#❡11✉#❡✱ &❡♥1✐♦♥

❛♥❞ ✇❡✐❣❤& ✐♥&♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡❧❡❝&#✐❝❛❧ #❡1✐1&❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ &❤❡♥ ❜❡ ♠❡❛1✉#❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱

&❤❡ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡&♦#❡1✐1&❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ &✉♥♥❡❧ ❥✉♥❝&✐♦♥1 ♠❛❞❡ ♦❢ ❈♦❋❡❇ ♦✛❡#1 &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧

♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ 1&#❛✐♥ ❣❛✉❣❡1 ♦❢ ❤✐❣❤ 1❡♥1✐&✐✈✐&②✳ ❚❤✉1✱ &❤❡ ❥♦✐♥& ✉1❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡&♦❡❧❛1&✐❝

♣#♦♣❡#&✐❡1 ❛♥❞ ♠❛❣♥❡&♦#❡1✐1&❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ ❝♦♥♥❡❝& ❡❧❡❝&#✐❝❛❧ #❡1✐1&❛♥❝❡ ❛♥❞

❡❧❛1&✐❝ 1&#❛✐♥1✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ &♦ ❡♥✈✐1❛❣❡ 1✉❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥&1✱ ✐& ✐1 ✐♠♣♦#&❛♥& &♦ ❦♥♦✇ &❤❡

#❡❧❛&✐♦♥1❤✐♣ ❜❡&✇❡❡♥ 1&#❛✐♥1✱ 1&#❡11❡1 ❛♥❞ ♠❛❣♥❡&✐❝ ❛♥✐1♦&#♦♣② ✐♥ &❤♦1❡ ❛❧❧♦②1✳

❖✉# ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ &❡❝❤♥✐Y✉❡✱ ❞❡1❝#✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣&❡# ✸✱ ❤❛1 ❜❡❡♥ ✉1❡❞ &♦ Y✉❛♥&✐&❛&✐✈❡❧② ❞❡✲

&❡#♠✐♥❡ &❤❡ 1&#❛✐♥ ❡✛❡❝& ♦♥ ♠❛❣♥❡&✐❝ ♣#♦♣❡#&✐❡1 ♦❢ Co40Fe40B20 ❛♥❞ Co2FeAl &❤✐♥ ✜❧♠1✳

◆✐ &❤✐♥ ✜❧♠1✱ ✇❤♦1❡ ♣#♦♣❡#&✐❡1 ❛#❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ❤❛1 ❛❧1♦ ❜❡❡♥ 1&✉❞✐❡❞ &♦ ✈❛❧✐❞❛&❡ &❤❡

♣#♦♣♦1❡❞ ❛♣♣#♦❛❝❤✳ ❆❧❧ &❤❡ ✜❧♠1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♣♦1✐&❡❞ ♦♥ ❑❛♣&♦♥➤ 1✉❜1&#❛&❡ ✭&❤✐❝❦♥❡11

♦❢ ts ∼ 125 ➭♠✮ ❜② ♠❛❣♥❡&#♦♥ 1♣✉&&❡#✐♥❣ ✇✐&❤ ❛ ❜❛1❡ ♣#❡11✉#❡ ❧♦✇❡# &❤❛♥ 2 × 10−8

❚♦##✳ ❚❤❡ ◆✐ ❛♥❞ ❈❋❆ ✜❧♠1 ❛#❡ ❢♦✉♥❞ &♦ ❜❡ ♣♦❧②❝#②1&❛❧❧✐♥❡ ✇✐&❤ ♥♦ 1&#♦♥❣ ♣#❡❢❡##❡❞

✻✽



✹ ▼❛❣♥❡&♦❡❧❛)&✐❝ ♣-♦♣❡-&✐❡) ♦❢ ❤✐❣❤ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❛❧❧♦②) ❢♦- )♣✐♥&-♦♥✐❝)

♦!✐❡♥%❛%✐♦♥' ❜② ①✲!❛② ❞✐✛!❛❝%✐♦♥❀ %❤❡ ❈❋❇ ✜❧♠ ✐' ❛♠♦!♣❤♦✉'✳ ❆' ❛ ❝♦♥'❡;✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧

❝♦♥'✐❞❡! %❤❛% %❤❡ ❡❧❛'%✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡%♦❡❧❛'%✐❝ ♣!♦♣❡!%✐❡' ❛!❡ ✐'♦%!♦♣✐❝✳

✹✳✶ ❇❡❢♦'❡❤❛♥❞ ❝❤❛'❛❝-❡'✐③❛-✐♦♥

❚❤✐' '❡❝%✐♦♥ ✐' ❞❡✈♦%❡❞ %♦ %❤❡ ✏'%❛♥❞❛!❞✑ ❋▼❘ ❝❤❛!❛❝%❡!✐③❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❞✐✛❡!❡♥% %❤✐♥

✜❧♠'✱ ✐✳ ❡✳ ✐♥ ❛❜'❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ '%!❛✐♥'✳ ■♥ %❤✐' ❝♦♥❞✐%✐♦♥✱ ✇❡ ❛!❡ ❛❜❧❡ %♦ ❞❡%❡!♠✐♥❡

'♦♠❡ ♣❛!❛♠❡%❡!' ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉'❡❢✉❧ ✐♥ %❤❡ ;✉❛♥%✐%❛%✐✈❡ '%✉❞② ♦❢ %❤❡ ♠❛❣♥❡%♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣!♦♣❡!%✐❡' ♦❢ %❤♦'❡ %❤✐♥ ✜❧♠'✳ ■♥ ❛❜'❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ '%!❛✐♥'✱ %❤❡ ❢!❡;✉❡♥❝② ♦❢ %❤❡ ✉♥✐❢♦!♠

♣!❡❝❡''✐♦♥ ♠♦❞❡ ✐' ❡①♣❡❝%❡❞ %♦ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞' ♦♥ %❤❡ ❣②!♦♠❛❣♥❡%✐❝ ❢❛❝%♦! γ✱ %❤❡ '❛%✉!❛✲

%✐♦♥ ♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ Ms ❛♥❞ %❤❡ ♣♦''✐❜❧❡ ♣!❡'❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉%✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♠❛❣♥❡%✐❝

❛♥✐'♦%!♦♣✐❡'✳ ❚❤❡ ♣!❡'❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥✐'♦%!♦♣✐❡' ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛'✐❧② ❞❡%❡❝%❡❞ ❜② ♠❡❛✲

'✉!✐♥❣ %❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❣✉❧❛! ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ✉♥✐❢♦!♠ ♣!❡❝❡''✐♦♥ ♠♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ %❤❡

♣!❡'❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉%✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❛♥✐'♦%!♦♣✐❡' ✐' ♠♦!❡ ❝♦♠♣❧❡① %♦ ❞❡%❡❝% ❛♥❞ ♥❡❡❞' %❤❡ ❞❡%❡!♠✐✲

♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ '❛%✉!❛%✐♦♥ ♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ ✇✐%❤ ❛♥♦%❤❡! %❡❝❤♥✐;✉❡ ✭'✉❝❤ ❛' ✈✐❜!❛%✐♥❣ '❛♠♣❧❡

♠❛❣♥❡%♦♠❡%!②✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐%❤ ❋▼❘✱ ✐% ✐' ✐♠♣♦''✐❜❧❡ %♦ ❞✐'❝!✐♠✐♥❛%❡ %❤❡ ♦✉%✲♦❢✲♣❧❛♥❡

❛♥✐'♦%!♦♣② ✜❡❧❞ ✭H⊥✮ ❢!♦♠ %❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ ❝♦♥%!✐❜✉%✐♦♥ ❛''♦❝✐❛%❡❞ %♦ %❤❡ %❤✐♥ ✜❧♠

❣❡♦♠❡%!② ✭4πMs✮ ❜❡❝❛✉'❡ %❤❡ !❡'♦♥❛♥❝❡ ❢!❡;✉❡♥❝② ♦❢ %❤❡ ✉♥✐❢♦!♠ ♠♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞' ♦♥

4πMs −H⊥✳ ■% '❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦%❡❞ %❤❛% %❤✐' ❧❛'% %❡!♠ ✐' ❣❡♥❡!❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❡✛❡❝%✐✈❡ ♠❛❣♥❡%✐✲

③❛%✐♦♥ 4πMeff = 4πMs −H⊥✳ ❉✉!✐♥❣ %❤✐' !❡'❡❛!❝❤ ♣!♦❥❡❝%✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✈❡!✐✜❡❞ %❤❛% ♠♦'%

♦❢ ♦✉! ✜❧♠' ❞♦ ♥♦% ♣!❡'❡♥% '✉❝❤ ❛ ❝♦♥%!✐❜✉%✐♦♥✳ ❋♦! %❤❡ '❛❦❡ ♦❢ ❜!❡✈✐%②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ '❛② %❤❛%

%❤❡ '❛%✉!❛%✐♦♥ ♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ ❤❛' ❜❡❡♥ ❞❡%❡!♠✐♥❡❞ ❜② ❋▼❘ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐% ✐' ♠♦!❡ ❝♦♠♣❧❡①✳
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❋✐❣✉!❡ ✹✳✶✳✶ ✕ ❛✮ ❆♥❣✉❧❛! ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ !❡'♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❛' ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❣❧❡

❢♦! %❤❡ ❞✐✛❡!❡♥% ✜❧♠'✳ ❜✮ ❋!❡;✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛' ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞

♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ❢♦! %❤❡ ❞✐✛❡!❡♥% ✜❧♠'✳ ■♥ ❛✮ ❛♥❞ ❜✮✿ Co40Fe40B20✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞

Co2FeAl ✭!❡❞✮ ❛♥❞ ◆✐ ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❚❤❡ '♦❧✐❞ ❧✐♥❡' ❝♦!!❡'♣♦♥❞ %♦ ✜%' ♦❢ %❤❡

❡①♣❡!✐♠❡♥%❛❧ ❞❛%❛ ✉'✐♥❣ ❡;✉❛%✐♦♥' ✹✳✷✳✸ ❛♥❞ ✹✳✶✳✸✳

❲❡ ❛❧✇❛②' ❜❡❣✐♥ %❤❡ ❝❤❛!❛❝%❡!✐③❛%✐♦♥ ❜② ♠❡❛'✉!✐♥❣ %❤❡ ❛♥❣✉❧❛! ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡

!❡'♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ %♦ '❡❡ %❤❡ ❡✈❡♥%✉❛❧ ♣!❡'❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥✐'♦%!♦♣✐❡'✳ ❋✐❣✉!❡ ✹✳✶✳✶✲❛✮

♣!❡'❡♥%' '✉❝❤ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠❡❛'✉!❡❞ ❛% ✽ ●❍③ ✐♥ %❤❡ ❞✐✛❡!❡♥% ✜❧♠'✳ ❲❡ ❝❧❡❛!❧② ♥♦%❡

%❤❡ ♣!❡'❡♥❝❡ ♦❢ ❛ '❡❝♦♥❞ ♦!❞❡! ❛♥✐'♦%!♦♣② ✭✉♥✐❛①✐❛❧✮✳ ■% '❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦%❡❞ ❤❡!❡ %❤❛% ❛❧❧ %❤❡

'%✉❞✐❡❞ ✜❧♠' ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥'✐❞❡!❡❞ ❛' ✐'♦%!♦♣✐❝ ✐♥ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥% ♦❢ ✈✐❡✇ '✐♥❝❡ %❤❡② ❛!❡

♣♦❧②❝!②'%❛❧❧✐♥❡ ✇✐%❤ ♥♦ ♣!❡❢❡!!❡❞ ♦!✐❡♥%❛%✐♦♥' ✭◆✐ ❛♥❞ ❈❋❆✮ ♦! ❛!❡ ❛♠♦!♣❤♦✉' ✭❈❋❇✮✳

❆' ❛ ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥✱ ♥♦ ♠❛❝!♦'❝♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡%♦❝!②'%❛❧❧✐♥❡ ❝♦♥%!✐❜✉%✐♦♥ ✐' ❡①♣❡❝%❡❞✳ ❚❤✉'✱ %❤✐'

❛♥✐'♦%!♦♣②❀ ✇❤✐❝❤ ✐' ;✉✐%❡ ❤✐❣❤ ✐♥ %❤❡ ◆✐ ✜❧♠❀ '❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥♦%❤❡! ♦!✐❣✐♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ '❡❡
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✐♥ ❈❤❛♣&❡( ✺ &❤❛& ✐& ✐* ❞✉❡ &♦ ❛ *❧✐❣❤& ❝✉(✈❛&✉(❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐(❡❝&✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞* &♦ ❛

❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ &❤❡ ✜❧♠✴*✉❜*&(❛&❡ *②*&❡♠✳ ■♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ &❤✐* ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐*♦&(♦♣② ✇✐❧❧ ❜❡

✜&&❡❞ ❜② ✉*✐♥❣ ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐*♦&(♦♣② ✜❡❧❞ ✭Hu✮ ❝❤❛(❛❝&❡(✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥✐*♦&(♦♣②

❝♦♥*&❛♥& Ku ✇✐&❤ Hu = 2Ku

Ms

✶

✳ ■♥ ♦(❞❡( &♦ @✉❛♥&✐&❛&✐✈❡❧② ❞❡&❡(♠✐♥❡ Ms✱ γ ❛♥❞ Hu✱ ✇❡

♥❡❡❞ ♥♦✇ &♦ ♠❡❛*✉(❡ &❤❡ ❢(❡@✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ✉♥✐❢♦(♠ ❛❧♦♥❣ &❤❡ ❡❛*② ❛♥❞✴♦(

❤❛(❞ ❛①✐* ❛♥❞ &♦ ✜& &❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥&❛❧ &♦ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉(❡ ✹✳✶✳✶✲❜✮ *❤♦✇* &❤❡ ❢(❡@✉❡♥❝②

❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡* ♦❢ &❤❡ ✉♥✐❢♦(♠ ♠♦❞❡ ❛❧♦♥❣ &❤❡ ❡❛*② ❛①✐* ✇❤✐❝❤ ❝♦((❡*♣♦♥❞* &♦ &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

♦❢ &❤❡ Hres ✈❛(✐❛&✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉(❡ ✹✳✶✳✶✲❛✮ ✭✾✵ ❞❡❣(❡❡✮ ✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ♥♦✇ &♦ ✜& &❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥&❛❧

❞❛&❛ ♣(❡*❡♥&❡❞ ✐♥ &❤♦*❡ ✜❣✉(❡* ✭✹✳✶✳✶✲❛✮ ❛♥❞ ✹✳✶✳✶✲❜✮✮ ❜② &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ &♦ ❡①&(❛❝&

Ms✱ γ ❛♥❞ Hu✳ ❚❤❡ &❤❡♦(❡&✐❝❛❧ ❡①♣(❡**✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✉♥✐❢♦(♠ ♠♦❞❡ ✐* ❞❡&❡(♠✐♥❡❞ &❤❛♥❦* &♦

&❤❡ ❙♠✐&❤ ❛♥❞ ❇❡❧❥❡(* ❢♦(♠✉❧❛&✐♦♥✿

(
2πf

γ

)2

=

(
1

Ms sin θM

)2
(
∂2F

∂θ2M

∂2F

∂ϕ2
M

−

(
∂2F

∂θMϕM

)2
)

✭✹✳✶✳✶✮

■♥ &❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣(❡**✐♦♥* θM ❛♥❞ ϕM *&❛♥❞* ❢♦( &❤❡ ♣♦❧❛( ❛♥❞ ❛③✐♠✉&❤❛❧ ❛♥❣❧❡* ♦❢ &❤❡

♠❛❣♥❡&✐③❛&✐♦♥

~M ❀ γ ✐* &❤❡ ❣②(♦♠❛❣♥❡&✐❝ ❢❛❝&♦(❀ f ✐* &❤❡ ❞(✐✈✐♥❣ ❢(❡@✉❡♥❝② ❛♥❞ F ✐* &❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛❣♥❡&✐❝ ❡♥❡(❣② ❞❡♥*✐&②✿

F = Fzee + Fdip + Fu ✭✹✳✶✳✷✮

❲❤❡(❡ Fzee = − ~H · ~M ✐* &❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡♥❡(❣② ✇❤❡(❡

~H ✐* ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞✱

Fdip = 2π
(
~M · ~ez

)2
✐* &❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡&✐③✐♥❣ ❡♥❡(❣② ❛**♦❝✐❛&❡❞ &♦ &❤❡ ✜❧♠ ❣❡♦♠❡&(② ❛♥❞

Fu = −Ku

M2
s

(
~M · ~u

)2
✐* &❤❡ ❡♥❡(❣② ❛**♦❝✐❛&❡❞ &♦ ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ✉♥✐❛①✐❛❧ ♠❛❣♥❡&✐❝ ❛♥✐*♦&(♦♣②

❛❧♦♥❣ ~u✳ ❋✐❣✉(❡ ✹✳✶✳✷ *❤♦✇* &❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ✈❡❝&♦(* ❛♥❞ &❤❡ ✉*❡❞ ❛♥❣✉❧❛( ♥♦&❛&✐♦♥*✳

■♥ ❛❣(❡❡♠❡♥& ✇✐&❤ ♦✉( ❡①♣❡(✐♠❡♥&❛❧ (❡*✉❧&* ❞✐*❝✉**❡❞ ❜❡❧♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ &❛❦❡♥ ~u ❛❧♦♥❣ x ❢♦(

*✐♠♣❧✐✜❝❛&✐♦♥✳ ■♥ &❤✐* ❝♦♥❞✐&✐♦♥✱ &❤❡ ❢(❡@✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ✉♥✐❢♦(♠ ♠♦❞❡ ✐* ❣✐✈❡♥

❜②✿

f =
γ

2π

√
(H cos(ϕM − ϕH) +Hu cos 2ϕM ) (H cos(ϕM − ϕH) +Hu cos2 ϕM + 4πMs)

✭✹✳✶✳✸✮

❚❤❡ ❡①♣(❡**✐♦♥ ♦❢ &❤❡ (❡*♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✐* ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② (❡♣❧❛❝✐♥❣ H ❜② Hres ❛♥❞ ❜② ✇(✐&✐♥❣

✐& ❛* ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ f ❛♥❞ &❤❡ ♦&❤❡( ♣❛(❛♠❡&❡(*✳ ❆♥ ❡①♣❧✐❝✐& ❡①♣(❡**✐♦♥

✷

❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞

✐❢ ✇❡ ❝♦♥*✐❞❡( &❤❛& ϕM ∼ ϕH ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥* &❤❛& &❤❡ ♠❛❣♥❡&✐③❛&✐♦♥ ✐* ❛❧✇❛②* ❛❧✐❣♥❡❞

❛❧♦♥❣ &❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐* ✐* ♣❛(&✐❝✉❧❛(❧② &(✉❡ ✐♥ &❤❡ ❛♥❣✉❧❛( ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❡①♣❡(✐♠❡♥&*✳ ■♥ &❤✐* ❝♦♥❞✐&✐♦♥*✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇(✐&❡✿

Hres =

√
(
2πMs +Hu sin

2 ϕH
)2

+

(
2πf

γ

)2

− 2πMs − Hu

(
1

2
+

3

2
cos 2ϕH

)
✭✹✳✶✳✹✮

❚❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡* ✐♥ ✜❣✉(❡* ✹✳✶✳✶✲❛✮ ❛♥❞ ✹✳✶✳✶✲❜✮ ❝♦((❡*♣♦♥❞ &♦ ✜&* ♦❢ &❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥&❛❧

❞❛&❛ ✉*✐♥❣ &❤❡ ♣❛(❛♠❡&❡( ♦❢ &❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❲❡ ♦❜*❡(✈❡ &❤❛& &❤❡ ❛♥✐*♦&(♦♣② ✜❡❧❞ ✐* ♠❛①✐♠✉♠

✶✳ ❚❤✐% ❛♥✐%♦)*♦♣② ✜❡❧❞ Hu ✐% ♥♦) ❛ *❡❛❧ ✜❡❧❞ ✈❡❝)♦*✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✐♥ )❤❡ ❋▼❘ ❝♦♠♠✉♥✐)②✱ ✐) ✐% ✉%✉❛❧ )♦

❞❡✜♥❡ ❛♥✐%♦)*♦♣② ✜❡❧❞% ❢*♦♠ )❤❡ ❛♥✐%♦)*♦♣② ❝♦❡✣❝✐❡♥)%✳

✷✳ ❆❧❧ )❤❡ ✜)% ♣*❡%❡♥)❡❞ ✐♥ )❤✐% *❡%❡❛*❝❤ ♣*♦❥❡❝) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡*❢♦*♠❡❞ ❜② ✉%✐♥❣ )❤❡ ❢✉❧❧ ❢♦*♠✉❧❛)✐♦♥

✇✐)❤ ♥♦ ❛%%✉♠♣)✐♦♥ ✐♥ ϕM ❛♥❞ ϕH ✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✇❡ ✇*✐)❡ Hres ❜② ❝♦♥%✐❞❡*✐♥❣ )❤❛) ϕM ∼ ϕH )♦ ❤❛✈❡ ❛♥

❡①♣❧✐❝✐) ❡①♣*❡%%✐♦♥✳
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❋✐❣✉"❡ ✹✳✶✳✷ ✕ ❙❦❡+❝❤ ♦❢ +❤❡ ❝♦♦"❞✐♥❛+❡ )②)+❡♠ ✉)❡❞ ✐♥ +❤✐) )❡❝+✐♦♥✳ ■♥ +❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥+)

♣"❡)❡♥+❡❞ ❤❡"❡✱ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞ ✐) ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ +❤❡ ✭xy✮ ♣❧❛♥❡✳ ◆♦+❡ +❤❛+

Hu ✐) ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ ~ex ❢♦" )✐♠♣❧✐❝✐+②✳

❙❛♠♣❧❡ Co2FeAl Co40Fe40B20 ◆✐

Hu✭❖❡✮ ✸✵ ✻✵ ✸✶✵

Ms ✭❡♠✉✳❝♠

−3
✮ ✽✷✵ ✶✵✹✵ ✹✽✵

γ ✭×107✮ 1.835 1.948 1.885

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❱❛❧✉❡) ♦❢ +❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐)♦+"♦♣② ✜❡❧❞ ✭Hu✮✱ +❤❡ )❛+✉"❛+✐♦♥ ♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥

✭Ms✮ ❛♥❞ +❤❡ ❣②"♦♠❛❣♥❡+✐❝ "❛+✐♦ ✭γ✮ ❡①+"❛❝+❡❞ +❤❛♥❦) +♦ +❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥+❛❧

❞❛+❛ ✜+)✳

✹✳✷ ❉❡%❡&♠✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♠❛❣♥❡%♦/%&✐❝%✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥%/

■♥ +❤✐) )❡❝+✐♦♥✱ ✇❡ ♣"❡)❡♥+ +❤❡ ♠❡+❤♦❞♦❧♦❣② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❋▼❘ ❛♥❞ ❉■❈ ✐♥ ♦"❞❡" +♦ )✐✲

♠✉❧+❛♥❡♦✉)❧② ♠❡❛)✉"❡ +❤❡ ✈♦❧+❛❣❡✲✐♥❞✉❝❡❞ )+"❛✐♥) ❛♥❞ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ "❡)♦♥❛♥❝❡ "❡)♣♦♥)❡

✐♥ ♦✉" +❤✐♥ ✜❧♠)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ )❡❡ +❤❛+ +❤✐) ♠❡+❤♦❞♦❧♦❣② ✐) ♣♦✇❡"❢✉❧ +♦ ❡)+✐♠❛+❡ +❤❡ ♠❛❣♥❡✲

+♦)+"✐❝+✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ♦❢ ❢❡""♦♠❛❣♥❡+✐❝ +❤✐♥ ✜❧♠) ❞❡♣♦)✐+❡❞ ♦♥+♦ ♣♦❧②♠❡" )✉❜)+"❛+❡)✳ ■♥

❛❞❞✐+✐♦♥✱ ✐+ )❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦+❡❞ +❤❛+ +❤✐) +❡❝❤♥✐U✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧)♦ ❛♣♣❧✐❡❞ +♦ ❛"+✐✜❝✐❛❧ ♠❛❣♥❡+♦✲

❡❧❡❝+"✐❝ ❤❡+❡"♦)+"✉❝+✉"❡) ✭)✉❝❤ ❛) ❛ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❧♠ ♦♥ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝+"✐❝ )✉❜)+"❛+❡✮ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇)

+❤❡ ❞❡+❡"♠✐♥❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❡✛❡❝+✐✈❡ ♠❛❣♥❡+♦❡❧❡❝+"✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ♦❢ +❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡+❡"♦)+"✉❝✲

+✉"❡) ✐♥ ❛❞❞✐+✐♦♥ +♦ +❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝+"✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥+) "❡❧❛+❡❞ +♦ +❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✈♦❧+❛❣❡✲✐♥❞✉❝❡❞

)+"❛✐♥)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ +❤✐) ♠❡+❤♦❞♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② +♦ )②)+❡♠ ❢♦" ✇❤✐❝❤ +❤❡ )+"❛✐♥)

❛"❡ ✇❡❧❧ +"❛♥)♠✐++❡❞ ❛+ +❤❡ ❞✐✛❡"❡♥+ ✐♥+❡"❢❛❝❡)✳

✹✳✷✳✶ $✐❡③♦❡❧❡❝+,✐❝ ❛❝+✉❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ 4♣❡❝✐♠❡♥4

❲❡ ❤❛✈❡ ❣❧✉❡❞ +❤❡ ❞✐✛❡"❡♥+ ✜❧♠) ♦♥+♦ ❛ ❝♦♠♠❡"❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝+"✐❝ ❛❝+✉❛+♦"

✭)❡❡ ❈❤❛♣+❡" ✷✮✳ ❚❤✐) ❛❝+✉❛+♦" ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉) +♦ ❛♣♣❧② )♦♠❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ )+"❛✐♥) +♦ +❤❡ ❞✐✛❡"❡♥+

✼✶



✹ ▼❛❣♥❡&♦❡❧❛)&✐❝ ♣-♦♣❡-&✐❡) ♦❢ ❤✐❣❤ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❛❧❧♦②) ❢♦- )♣✐♥&-♦♥✐❝)

✜❧♠# ❛♥❞ '❤✉# '♦ ♣,♦❜❡ '❤❡✐, ♠❛❣♥❡'✐❝ ,❡#♣♦♥#❡✳ ◆♦'❡ '❤❛' ✐♥ '❤✐# #❡❝'✐♦♥✱ '❤❡ ✜❧♠#

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❧✉❡❞ #✉❝❤ ❛# '❤❡ ❡❛#② ❛①✐# ❝♦✐♥❝✐❞❡# ✇✐'❤ '❤❡ ❧♦♥❣ ❛①✐# ♦❢ '❤❡ ❛❝'✉❛'♦,✳ ❲❡

❤❛✈❡ ❛❧,❡❛❞② #❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣'❡, ✷ '❤❛' '❤❡ ',❛♥#♠✐##✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❞❡❢♦,♠❛'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡

❛❝'✉❛'♦, ❛♥❞ '❤❡ ✜❧♠✴#✉❜#',❛'❡ #②#'❡♠ ✐# ♥❡❛, 100%✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❋▼❘ #♣❡❝',❛ ❛,❡ ♣,❡#❡♥'❡❞

✐♥ ✜❣✉,❡# ✹✳✷✳✷✲❛✮✱ ❋✐❣✉,❡ ✹✳✷✳✷✲❜✮ ❛♥❞ ✹✳✷✳✷✲❝✮ ❝♦,,❡#♣♦♥❞✐♥❣ '♦ ❞✐✛❡,❡♥' #♣❡❝✐♠❡♥#✿ ◆✐✱

Co2FeAl ❛♥❞ Co40Fe40B20 ,❡#♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❚❤♦#❡ #♣❡❝',❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡,❢♦,♠❡❞ ❛' ✵ ❱ ❛♥❞

+100 ❱ ✉♥❞❡, #✐♠✐❧❛, ❝♦♥❞✐'✐♦♥#✿ ❞,✐✈✐♥❣ ❢,❡I✉❡♥❝② ♦❢ ✽ ●❍③ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞

♣❡,♣❡♥❞✐❝✉❧❛, '♦ '❤❡ ❛❝'✉❛'♦, ✭✐✳ ❡✳ ❛❧♦♥❣ y ❛①✐#✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ '❤❡ ,❡#♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞

#❤✐❢' ❛#✿ δHres(V ) = Hres(0) − Hres(V )✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦'❡ '❤❛' '❤✐# ✜❡❧❞ #❤✐❢' ✐# ♥❡❣❛'✐✈❡

✐♥ '❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ ❈❋❆ ❛♥❞ ❈♦❋❡❇ ♠❛'❡,✐❛❧ ✇❤✐❧❡ ✐' ✐# ♣♦#✐'✐✈❡ ✐♥ '❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ ◆✐ ♠❛'❡,✐❛❧✳

❚❤✐# ✐# ❞✉❡ '♦ '❤❡ ,❡#♣❡❝'✐✈❡ #✐❣♥ ♦❢ '❤❡ ♠❛❣♥❡'♦#',✐❝'✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥'# λ ♦❢ '❤❡ ❞✐✛❡,❡♥'

♠❛'❡,✐❛❧#✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥#✐❞❡, '❤❛' '❤❡ ✜❧♠# ❛,❡ ✐#♦',♦♣✐❝ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡'♦❡❧❛#'✐❝ ♣♦✐♥'

♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛,❡ #✉❜♠✐''❡❞ '♦ ❛ ♥❡❛,❧② ✉♥✐❛①✐❛❧ #',❡## σxx✱ '❤❡ ♠❛❣♥❡'♦❡❧❛#'✐❝ ❡♥❡,❣② ❝❛♥

,♦✉❣❤❧② ❜❡ ✇,✐''❡♥ ❛#✿

Fme = −
3

2
λ(α2

x −
1

3
)σxx

✇❤❡,❡ αx ✐# '❤❡ ❞✐,❡❝'✐♦♥ ❝♦#✐♥❡ ♦❢ '❤❡ ♠❛❣♥❡'✐③❛'✐♦♥✳ ❚❤✉#✱ ❛♥ ❡✛❡❝'✐✈❡ ♠❛❣♥❡'♦❡❧❛#✲

'✐❝ ✜❡❧❞✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛#

~Hme = −~∇ ~MFme ❝❛♥ ❜❡ ✐♥',♦❞✉❝❡❞✳ ❋♦, ♣♦#✐'✐✈❡ λ ❛♥❞ σxx ✈❛❧✉❡#✱

'❤✐# ✜❡❧❞ ✐# ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ x ❞✐,❡❝'✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞# '♦ ❛♥ ❡❛#② ❛①✐# '❤❛' ✇✐❧❧ ✐♥❝,❡❛#❡ '❤❡

,❡#♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✭♥❡❣❛'✐✈❡ #❤✐❢'✮ ♦❢ '❤❡ ✉♥✐❢♦,♠ ♠♦❞❡ ✭❜❡❝❛✉#❡ ϕH = π/2✮ ❛# ❡①♣❡,✐♠❡♥✲

'❛❧❧② ♦❜#❡,✈❡❞ ❢♦, ❈❋❆ ❛♥❞ ❈❋❇ ♠❛'❡,✐❛❧✳ ❆ ✜,#' ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥ ❝♦♥❝❡,♥✐♥❣ '❤❡ #✐❣♥ ♦❢ '❤❡

♠❛❣♥❡'♦#',✐❝'✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ '❤✉# ❞♦♥❡ ✇✐'❤♦✉' ❛♥② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ❞❛'❛✿ ✇❡ ❢♦✉♥❞ '❤❛'

λNi < 0 ❛♥❞ λCFA,CFB > 0✳
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❋✐❣✉,❡ ✹✳✷✳✶ ✕ ❙❦❡'❝❤ #❤♦✇✐♥❣ '❤❡ ✜❧♠✴#✉❜#',❛'❡ ❣❧✉❡❞ ♦♥'♦ '❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝',✐❝ ❛❝'✉❛'♦,✳

■♥ ♦,❞❡, '♦ I✉❛♥'✐'❛'✐✈❡❧② ❞❡'❡,♠✐♥❡ '❤❡ ♠❛❣♥❡'♦#',✐❝'✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥'# ♦❢ '❤❡ ✜❧♠#✱ ✇❡

❤❛✈❡ ♣❡,❢♦,♠❡❞ ❉■❈ ❛♥❞ ❋▼❘ ❡①♣❡,✐♠❡♥'# ✉♥❞❡, #✐♠✐❧❛, ❝♦♥❞✐'✐♦♥#✳ ❚❤❡ ♠❡❛#✉,❡♠❡♥'#

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡,❢♦,♠❡❞ ❜② ✈❛,②✐♥❣ '❤❡ ❡①'❡,♥❛❧ ✈♦❧'❛❣❡ ❢,♦♠ ✵ ❱ '♦ ✶✵✵ ❱ ❛♥❞ ❜❛❝❦ '♦

✵ ❱ ❢♦, '❤❡ ◆✐ ❛♥❞ ❈❋❇ ✜❧♠# ❛♥❞ ❢,♦♠ ✵ ❱ '♦ ✷✵✵ ❱ ❢♦, '❤❡ ❈❋❆ ✜❧♠✳ ❚❤❡ ❋▼❘

♠❡❛#✉,❡♠❡♥'# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡,❢♦,♠❡❞ ✇✐'❤ ❛ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ y✳ ❋✐❣✉,❡# ✹✳✷✳✸✲

❛✮✱ ✹✳✷✳✸✲❜✮ ❛♥❞ ✹✳✷✳✸✲❝✮ ♣,❡#❡♥' '❤❡ ❞❡❞✉❝❡❞ δHres ❛# ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧'❛❣❡✳

❲❡ ❝❧❡❛,❧② #❡❡ '❤❛' δHres ✐# ♣♦#✐'✐✈❡ ✐♥ '❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ '❤❡ ◆✐ ✜❧♠ ❛♥❞ ♥❡❣❛'✐✈❡ ❢♦, '❤❡ ❈❋❆

❛♥❞ ❈❋❇ ✜❧♠# ❝♦♥✜,♠✐♥❣ '❤❡ ✜,#' ♦❜#❡,✈❛'✐♦♥ ♣,❡✈✐♦✉#❧② ♠❛❞❡✳ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛, ✈❛,✐❛'✐♦♥# ♦❢

δHres ❛# ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧'❛❣❡ ❛,❡ ❛❧#♦ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡#❡ ✈❛,✐❛'✐♦♥# ❛,❡ #✐♠✐❧❛, '♦

'❤❡ ♦♥❡# ❢♦✉♥❞ ❢♦, σxx ❛♥❞ σyy ❛# ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧'❛❣❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ #❡❡ ✐♥ ❛ ♥❡①'

#❡❝'✐♦♥ '❤❛' δHres✲✈❛,✐❛'✐♦♥# ❜❡❝♦♠❡ ❧✐♥❡❛, ✐❢ ✇❡ ♣❧♦' '❤❡♠ ❛# ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ σxx ♦, σyy ✭♦,

2σxx − σyy✮✳ ❚❤✉#✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ '❤❛' '❤✐# ❡✛❡❝' ✐# ♥♦' ♠❛❣♥❡'✐❝ ♦, ♠❛❣♥❡'♦❡❧❛#'✐❝
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✳✷ ✕ ❊①♣❡$✐♠❡♥/❛❧ 2♣❡❝/$❛ $❡❝♦$❞❡❞ ❛/ ✽ ●❍③ ❢♦$ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ ✜❡❧❞

❛/ ✾✵ ❞❡❣$❡❡ ✇✐/❤ $❡2♣❡❝/ /♦ /❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦2✐/✐✈❡ 2/$❛✐♥ ❛①✐2 ♦❢ /❤❡ ❛❝/✉❛/♦$

✭❛❧♦♥❣ y✲❛①✐2✮ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ /❤❡ ❡❛2② ❛①✐2 ♦❢ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐③❛/✐♦♥✳ ❆ ♥❡❣❛/✐✈❡

2❤✐❢/ ♦❢ /❤❡ ❋▼❘ 2♣❡❝/$❛ ✐2 ♦❜2❡$✈❡❞ ✐♥ ◆✐ ✜❧♠ ✇❤✐❧❡ ♣♦2✐/✐✈❡ 2❤✐❢/2 ❛$❡

♥♦/✐❝❡❞ ❢♦$ ❈❋❆ ❛♥❞ ❈❋❇ ✜❧♠2✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✳✸ ✕ ❛✱ ❜✮ ❘❡2♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ 2❤✐❢/ δHres ❛2 ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧/❛❣❡ ✭❜❡✲

/✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✷✵✵ ❱ ❢♦$ /❤❡ ❈❋❆ ✜❧♠✮✳ ❙②♠❜♦❧2 $❡♣$❡2❡♥/ ❡①♣❡$✐♠❡♥/❛❧

❞❛/❛ ✇❤✐❧❡ 2♦❧✐❞ ❧✐♥❡2 $❡❢❡$ /♦ ✜/ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ /❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡2❝$✐❜❡❞ ✐♥ /❤❡

/❡①/✳

❜✉/ 2✐♠♣❧② ❞✉❡ /♦ /❤❡ 2♣❡❝✐✜❝ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ /❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝/$✐❝ ❛❝/✉❛/♦$✳ ❲❡ ♥♦/❡ /❤❛/ δHres

✐2 ✐♠♣♦$/❛♥/ ❢♦$ /❤❡ ◆✐ ✜❧♠✱ ✐/ $❡❛❝❤❡2 ❛ ✈❛❧✉❡ ❛$♦✉♥❞ ✸✺✵ ❖❡ ❛/ ✶✵✵ ❱ ✇❤✐❧❡ ✐/ ✐2 ❛$♦✉♥❞

✷✺✵ ❖❡ ❢♦$ ❈❋❆ ❛♥❞ ✶✺✵ ❖❡ ❈❋❇ ❛/ ✶✵✵ ❱✳

✹✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ,❤❡ .❡/♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ /❤✐❢,

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ /❤❡ $❡2♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ♥❡❡❞2 /♦ ❛❞❞ /❤❡ ♠❛❣♥❡/♦❡❧❛2/✐❝ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥

Fme /♦ /❤❡ ❡♥❡$❣② F ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡U✉❛/✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳ ❲❡ ❝♦♥2✐❞❡$ /❤❛/ /❤❡ ♠❛❣♥❡/♦2/$✐❝/✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥/ λ ✐2 ✐2♦/$♦♣✐❝ ❛/ /❤❡ ♠❛❝$♦2❝♦♣✐❝ 2❝❛❧❡✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥2✐❞❡$ /❤❛/ ♦✉$ ✜❧♠2 ❛$❡ ♦♥❧②

2✉❜♠✐//❡❞ /♦ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 2/$❡22❡2 ✭σzz = 0✮✱ /❤❡ ♠❛❣♥❡/♦❡❧❛2/✐❝ ❡♥❡$❣② ❝❛♥ ❜❡ ✇$✐//❡♥ ❛2✿

Fme =
3

2
λ((α2

x −
1

3
)σxx + (α2

y −
1

3
)σyy) ✭✹✳✷✳✶✮

σxx ❛♥❞ σyy ❜❡✐♥❣ /❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧ 2/$❡22 /❡♥2♦$ ❝♦♠♣♦♥❡♥/2 ✇❤✐❧❡ αx ❛♥❞ αy
❛$❡ /❤❡ ❞✐$❡❝/✐♦♥ ❝♦2✐♥❡2 ♦❢ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐③❛/✐♦♥✳ ❚❤❡ $❡❧❛/✐♦♥ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ 2/$❡22 /❡♥2♦$

❝♦♠♣♦♥❡♥/2 ✭σxx✱ σyy✮ ❛♥❞ /❤❡ ♠❡❛2✉$❡❞ 2/$❛✐♥2 ✭εxx(V )✱ εyy(V )✮ ✐2 ❣✐✈❡♥ ❜② /❤❡ ❍♦♦❦❡✬2

❧❛✇ ✭2❡❡ ❈❤❛♣/❡$ ✷✮✳ ▲✐❦❡ /❤❡ ♠❛❣♥❡/♦❡❧❛2/✐❝ ♣$♦♣❡$/✐❡2✱ /❤❡ ❡❧❛2/✐❝ ♦♥❡2 ❛$❡ ❡①♣❡❝/❡❞ /♦
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✹ ▼❛❣♥❡&♦❡❧❛)&✐❝ ♣-♦♣❡-&✐❡) ♦❢ ❤✐❣❤ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❛❧❧♦②) ❢♦- )♣✐♥&-♦♥✐❝)

♣!❡#❡♥% ✐#♦%!♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦!#✱ %❤❡ ❍♦♦❦❡✬# ❧❛✇ ✐# %❤✉# ❣✐✈❡♥ ❜②✿

σxx =

(
Yf

1 + νf

)(
1

1− νf
εxx(V ) +

νf
1− νf

εyy(V )

)

σyy =

(
Yf

1 + νf

)(
1

1− νf
εyy(V ) +

νf
1− νf

εxx(V )

)
✭✹✳✷✳✷✮

❲❤❡!❡ Yf ❛♥❞ νf ❛!❡ %❤❡ ❨♦✉♥❣✬# ♠♦❞✉❧✉# ❛♥❞ %❤❡ @♦✐##♦♥✬# !❛%✐♦ ♦❢ %❤❡ ✜❧♠#✳ ❚❤❡

❝♦!!❡#♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ #%!❛✐♥# ❛♥❞ ✈♦❧%❛❣❡ ❛!❡ ❣✐✈❡♥ ❜② %❤❡ ❉■❈ ♠❡❛#✉!❡♠❡♥%#✳ ■♥

%❤❡#❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥#✱ %❤❡ !❡#♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✐# ❞❡!✐✈❡❞ ❢!♦♠ ❡G✉❛%✐♦♥ ✹✳✶✳✶✿

Hres(ϕM ≃ ϕH) =

√
(
2πMs

)2
+

(2πf
γ

)2
+H1H2 − 2πMs −

3λ

Ms
(σxx − σyy) ✭✹✳✷✳✸✮

✇❤❡!❡✿

H1 =
3λ

Ms
(σxx sin

2ϕM + σyy cos
2 ϕM ) ✭✹✳✷✳✹✮

H2 = 4πMs +
3λ

Ms
(σxx sin

2ϕM + σyy cos
2 ϕM ) ✭✹✳✷✳✺✮

■♥ %❤✐# ❢♦!♠❛❧✐#♠✱ %❤❡ ♠❛✐♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐# %❤❡ ♠❛❣♥❡%♦#%!✐❝%✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥% λ #✐♥❝❡ Yf ❛♥❞

νf ❝❛♥ ❜❡ ❡✐%❤❡! ❡#%✐♠❛%❡❞ ❢!♦♠ #✐♥❣❧❡✲❝!②#%❛❧ ❡❧❛#%✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥%# ♦! ♠❡❛#✉!❡❞ ❜② ❇!✐❧❧♦✉✐♥

❧✐❣❤% #❝❛%%❡!✐♥❣ ✭❇▲❙✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❈❋❆ ❛♥❞ ◆✐ #✐♥❣❧❡✲❝!②#%❛❧ ❡❧❛#%✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥%# ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ %❤❡ ❧✐%❡!❛%✉!❡❬✷✵✱ ✷✶❪✭#❡❡ %❛❜❧❡ ✹✳✷✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ %❤❡ !❛♥❞♦♠ ❞✐#%!✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

❝!②#%❛❧❧✐%❡# ✐♥#✐❞❡ %❤❡ ◆✐ ❛♥❞ ❈❋❆ ✜❧♠#✱ ✇❡ ❝❛♥ #✐♠♣❧② ✉#❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞#

♣!❡#❡♥%❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣%❡!# ✶ ❛♥❞ ✷ %♦ ❡#%✐♠❛%❡ %❤❡ ❨♦✉♥❣✬# ♠♦❞✉❧✉# ❛♥❞ %❤❡ @♦✐##♦♥✬# !❛%✐♦✳

❈♦♥❝❡!♥✐♥❣ ❈❋❇ ♠❛%❡!✐❛❧✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐%# ❛♠♦!♣❤♦✉# #%!✉❝%✉!❡ ❝♦♥❢❡!# %♦ %❤❡ ✜❧♠ ❛ ❢✉❧❧

✐#♦%!♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦! ✭❜♦%❤ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛❝!♦#❝♦♣✐❝ #❝❛❧❡#✮✱ %❤❡✐! ❝♦❡✣❝✐❡♥%# ❛!❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳

❍♦✇❡✈❡!✱ ✇❡ ✇✐❧❧ #❡❡ ✐♥ ❝❤❛♣%❡! ✻ %❤❛% ❇!✐❧❧♦✉✐♥ ❧✐❣❤% #❝❛%%❡!✐♥❣ ✭❇▲❙✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛#%✉%❡❧②

❡♠♣❧♦②❡❞ %♦ ♠❡❛#✉!❡ %❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❞✐#♣❡!#✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐!❡❝%❧② ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ %❤♦#❡ ♣❛!❛♠❡%❡!#✳

❋♦! ❛❧❧ %❤❡ ♠❛%❡!✐❛❧#✱ Yf ❛♥❞ νf ❛!❡ ♣!❡#❡♥%❡❞ ✐♥ %❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧#♦ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ %❤❡

❝♦!!❡#♣♦♥❞✐♥❣ ❩❡♥❡! ❛♥✐#♦%!♦♣② ✐♥❞❡① A ❢♦! ❈❋❆ ❛♥❞ ◆✐ ✜❧♠ ❢!♦♠ %❤❡ ❡❧❛#%✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥%#

✭A = 2C44/(C11 − C12)✮✳

❚❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡# ✐♥ ✜❣✉!❡# ✹✳✷✳✸ ❝♦!!❡#♣♦♥❞# %♦ %❤❡ ❜❡#% ✜% ✉#✐♥❣ ❡G✉❛%✐♦♥ ✹✳✷✳✸✱ %❤❡

♦♥❧② ✜%%❡❞ ♣❛!❛♠❡%❡! ✐# λ✳ ❆# ❛ ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ #❤♦✇♥ ✐♥ %❤✐# #❡❝%✐♦♥ %❤❛% %❤❡

♠❛❣♥❡%♦#%!✐❝%✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛#✉!❡❞ ✇✐%❤ ❛❝❝✉!❛❝②✳

✹✳✸ ▼❛❣♥❡(♦❡❧❛+(✐❝ ❡✛❡❝(✿ ❡0✉✐✈❛❧❡♥( +(3❡++❡+ ❝♦♥❝❡♣(

■♥ ❝❤❛♣%❡!# ✷ ❛♥❞ ✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣!❡#❡♥%❡❞ %✇♦ %②♣❡# ♦❢ ♠❡%❤♦❞# ❛❧❧♦✇✐♥❣ %❤❡ #%✉❞② ♦❢ %❤❡

♠❛❣♥❡%♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣!♦♣❡!%✐❡# ♦❢ ❢❡!!♦♠❛❣♥❡%✐❝ %❤✐♥ ✜❧♠#✿ ✐✮ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✐✐✮ ♣✐❡③♦❛❝%✉✲

❛%✐♦♥✳ ❖♥❡ ✇❛② %♦ ❝♦♠♣❛!❡ %❤❡ !❡#✉❧%❛♥% ❡✛❡❝%# ❢!♦♠ %❤❡ ❞✐✛❡!❡♥% %②♣❡# ♦❢ #♦❧✐❝✐%❛%✐♦♥#

✐# %♦ ✐♥%!♦❞✉❝❡ %❤❡ ♠✉❧%✐✲❛①✐❛❧✐%② ♦❢ %❤❡ #%!❡## #%❛%❡ ✐♥%♦ %❤❡ ❝❧❛##✐❝❛❧ ✉♥✐❛①✐❛❧ ♠♦❞❡❧#

%❤!♦✉❣❤ %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜❝%✐✈❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ #%!❡##✿ %❤❡ ❡G✉✐✈❛❧❡♥% #%!❡## %❤❛% ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡

%❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦! ✐♥ ❛ #✐♠✐❧❛! ♠❛♥♥❡! ❛# %❤❡ ♠✉❧%✐✲❛①✐❛❧ ♦♥❡✳ ❙❡✈❡!❛❧ ❛%%❡♠♣%# ❛!❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ %❤❡ ❧✐%❡!❛%✉!❡ ❬✶✸✱ ✶✹❪✱ ✇❤❡!❡ %❤❡ ♠♦#% ❣❡♥❡!❛❧ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❡G✉✐✈❛❧❡♥%

✼✹



✹ ▼❛❣♥❡&♦❡❧❛)&✐❝ ♣-♦♣❡-&✐❡) ♦❢ ❤✐❣❤ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❛❧❧♦②) ❢♦- )♣✐♥&-♦♥✐❝)

❙❛♠♣❧❡ Co2FeAl Co40Fe40B20 ◆✐

Yf ✭●*❛✮ ✷✹✸ ✶✻✵ ✷✵✵

νf ✵✳✷✼ ✵✳✸✵ ✵✳✸✵

λ✭×10−6
✮ ✶✹ ✷✸ ✲✷✻

C11✭●*❛✮ ✷✺✸ ✖ ✷✺✸

C12✭●*❛✮ ✶✻✺ ✖ ✶✺✷

C44 ✭●*❛✮ ✶✺✸ ✖ ✶✷✹

A ✸✳✹✽ ✖ ✷✳✹✻

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❱❛❧✉❡= ♦❢ @❤❡ ✜❧♠= ❨♦✉♥❣✬= ♠♦❞✉❧✉= ✭Yf ✮✱ *♦✐==♦♥✬= I❛@✐♦ ✭νf ✮✱ ♠❛❣♥❡@♦=@I✐❝✲

@✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥@ ✭λ✮ ❛♥❞ ♦❢ @❤❡ ❡❧❛=@✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥@= ✭C11✱ C12 ❛♥❞ C44✮✳ ❚❤❡

❩❡♥❡I ❛♥✐=♦@I♦♣② ✐♥❞❡① ✭A✮ ✐= ❛❧=♦ ✐♥❞✐❝❛@❡❞✳

✉♥✐❛①✐❛❧ =@I❡== ❤❛= ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✷✵✶✵ ❜② ❉❛♥✐❡❧ ❛♥❞ ❍✉❜❡I@ ❬✶✺✱ ✶✻❪✳ ■♥ @❤✐= =❡❝@✐♦♥✱ ✇❡

✇✐❧❧ ♣I❡=❡♥@ ✐♥✲❞❡♣@❤ =@✉❞② ♦❢ @❤❡ ♠❛❣♥❡@♦❡❧❛=@✐❝ ♣I♦♣❡I@✐❡= ♦❢ @❤❡ ❈❋❆ @❤✐♥ ✜❧♠ =✉❜♠✐@✲

@❡❞ @♦ =@I❛✐♥❙ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♣✐❡③♦❡❧❡❝@I✐❝ ❛❝@✉❛@✐♦♥ ♦I ❜② ❜❡♥❞✐♥❣ @❡=@= ✭✉♥✐❛①✐❛❧✮✳ ❆❢@❡I ❛

❝♦♠♣❛I✐=♦♥ ♦❢ I❡=✉❧@= ✭=@✉❞② ♦❢ @❤❡ ❛♥✐=♦@I♦♣② ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞❡@❡I♠✐♥✐♥❣ @❤❡ ♠❛❣♥❡@♦=@I✐❝@✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥@=✮ ❢♦I @❤❡=❡ @❡=@= ✉♥❞❡I ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡@✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ =❤♦✇ ❤♦✇ @❤❡ ❞❡✜♥✐@✐♦♥

♦❢ @❤❡ ❡Z✉✐✈❛❧❡♥@ ✉♥✐❛①✐❛❧ =@I❡== ❛❧❧♦✇= ♣❧♦@@✐♥❣ @❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛@❛ ♦♥ ❛ =✐♥❣❧❡ ❣I❛♣❤✳

✹✳✸✳✶ ▼✉❧'✐✲❛①✐❛❧ ,'-❡,, ❛♥❞ -❡,✉❧'✐♥❣ ❛♥✐,♦'-♦♣② ✜❡❧❞

■♥ ♦✉I =②=@❡♠✱ @❤❡=❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ =@I❡==❡= ❛I❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✐@❤❡I ❜② ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝@I✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ♦I

❜② ❛ ❝✉I✈❡❞ =✉♣♣♦I@✳ ❇❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ @❤❡ ❛❜=❡♥❝❡ ♦❢ @❡①@✉I❡ ✐♥ ♦✉I ✜❧♠=✱ @❤❡ ♠❛❣♥❡@♦=@I✐❝@✐✈❡

❛♥❞ ❡❧❛=@✐❝ ♣I♦♣❡I@✐❡= ♦❢ @❤❡ ✜❧♠= ❛I❡ ❝♦♥=✐❞❡I❡❞ ❛= ✐=♦@I♦♣✐❝ ❛@ @❤❡ ♠❛❝I♦=❝♦♣✐❝ =❝❛❧❡✳

❲✐@❤ @❤❡=❡ ❛==✉♠♣@✐♦♥=✱ @❤❡ ♠❛❣♥❡@♦=@I✐❝@✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥@✱ @❤❡ ❨♦✉♥❣✬= ♠♦❞✉❧✉= ❛♥❞ @❤❡

*♦✐==♦♥✬= I❛@✐♦ ♦❢ @❤❡ @❤✐♥ ✜❧♠ ❛I❡ =❝❛❧❛I= ♣❛I❛♠❡@❡I=✱ ❛= ♣I❡✈✐♦✉=❧② ❞✐=❝✉==❡❞✳ ▼♦I❡✲

♦✈❡I✱ ✐♥ ♦I❞❡I @♦ ❞✐==♦❝✐❛@❡ @❤❡ ❡✛❡❝@ ♦❢ @❤❡ I❡=✐❞✉❛❧ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐=♦@I♦♣② ✭Hu✮ ❢I♦♠ @❤❡

❛♥✐=♦@I♦♣② ❝♦♠✐♥❣ ❢I♦♠ @❤❡ ♠❛❣♥❡@♦❡❧❛=@✐❝ ❡✛❡❝@✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❣❧❡❝@ @❤❡ ❡♥❡I❣② Fu✳ ❚❤✉=✱

@❤❡ ♠❛❣♥❡@✐❝ ❡♥❡I❣② ♦❢ @❤❡ @❤✐♥ ✜❧♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇I✐@@❡♥ ❛=✿

F = Fzee + Fdip + Fme ✭✹✳✸✳✶✮

❲❤❡I❡ @❤❡ ❧❛=@ @❡I♠ ✐= @❤❡ ♠❛❣♥❡@♦❡❧❛=@✐❝ ❡♥❡I❣② Fme ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣I❡==❡❞ ❢♦I ❛

❣❡♥❡I❛❧ =@I❡== =@❛@❡ ❛= ❢♦❧❧♦✇=✿

Fme = −λ

[
3

2
t~ασ~α−

1

2
tr(σ)

]
✭✹✳✸✳✷✮

✇❤❡I❡

−→α = (cosϕM sin θM , sinϕM sin θM , cos θM ) ✐= @❤❡ ✉♥✐@ ✈❡❝@♦I ❛❧♦♥❣ @❤❡ ♠❛❣♥❡✲

@✐③❛@✐♦♥ ✭=❡❡ ✜❣✉I❡ ✹✳✸✳✶ ❛♥❞ σ ✐= @❤❡ =@I❡== @❡♥=♦I @❤❛@ ❤❛= @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡I❛❧ ❢♦I♠ ✐♥

@❤❡ ❛❜=❡♥❝❡ ♦❢ =❤❡❛I =@I❡==✿

σ =




σxx 0 0

0 σyy 0

0 0 σzz




✭✹✳✸✳✸✮

❲❤❡I❡ σxx✱ σyy ❛♥❞ σzz ❛I❡ @❤❡ ♦I@❤♦❣♦♥❛❧ ♥♦I♠❛❧ =@I❡==❡=✳

✼✺
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CFA (25 nm)

x

y H

M

H

z

M

M

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳✶ ✕ ❙❝❤❡♠❛0✐❝ ✐❧❧✉20$❛0✐♦♥ 2❤♦✇✐♥❣ 0❤❡ ❛♥❣❧❡2 ❛♥❞ 0❤❡ ❝♦♦$❞✐♥❛0❡ 2②20❡♠ ✉2❡❞

✐♥ 0❤❡ 0❡①0✳

❚❤❡♥✱ 0❤❡ ♠❛❣♥❡0♦❡❧❛20✐❝ ❡♥❡$❣② ✐2✿

Fme = −
3

2
λ
(
σxx cos

2ϕM sin 2θM + σyy sin
2ϕM sin 2θM + σzz cos

2θM
)
+
λ

2
(σxx + σyy + σzz)

✭✹✳✸✳✹✮

❚❤❡ 2✐0✉❛0✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ 2✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐❢ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛❣♥❡0✐❝ ✜❡❧❞ ✐2 ❛♣♣❧✐❡❞ ✭2✉✣❝✐❡♥0❧②

20$♦♥❣ 0♦ ❡♥2✉$❡ ❛ ✉♥✐❢♦$♠ ♠❛❣♥❡0✐③❛0✐♦♥ ❞✐20$✐❜✉0✐♦♥✮✱ 0❤❡ ❡E✉✐❧✐❜$✐✉♠ ♣♦❧❛$ ❛♥❣❧❡ ✐2

0❤✉2 θM = π
2 ❜❡❝❛✉2❡ ♦❢ 0❤❡ ❧❛$❣❡ ❡✛❡❝0✐✈❡ ❞❡♠❛❣♥❡0✐③✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛22♦❝✐❛0❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡ ♣❧❛♥❛$

✜❧♠ ❣❡♦♠❡0$②✱ 0❤❡ ♠❛❣♥❡0♦❡❧❛20✐❝ ❡♥❡$❣② ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ❡①♣$❡22❡❞ ❛2✿

Fme

(
θM =

π

2

)
= −

λ

4
[σxx(1 + 3 cos 2ϕM ) + σyy(1− 3 cos 2ϕM )− 2σzz] ✭✹✳✸✳✺✮

❆♥ ❡E✉✐✈❛❧❡♥0 20$❡22 σDHeq ❤❛2 ❜❡❡♥ ✐♥0$♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉❛♥✐❡❧ ❛♥❞ ❍✉❜❡$0 ❬✶✺✱ ✶✻❪ ❛♥❞ ❝♦♠❡2

❢$♦♠ 0❤❡ ❣❡♥❡$❛❧ ❡①♣$❡22✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♠❛❣♥❡0♦❡❧❛20✐❝ ❡♥❡$❣② ✐♥ 0❤❡ ✐2♦0$♦♣✐❝ ❝❛2❡✱ ❡✳❣✳ ❢$♦♠

❡E✉❛0✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ■0 ❞❡✜♥❡2 ❛ ✜❝0✐✈❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ 20$❡22 0❤❛0 ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ 0❤❡ ♠❛❣♥❡0✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦$

✐♥ ❛ 2✐♠✐❧❛$ ♠❛♥♥❡$ 0❤❛♥ ❛ ♠✉❧0✐✲❛①✐❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤✐2 ✐2 ♣❛$0✐❝✉❧❛$❧② ✉2❡❢✉❧ 0♦ ❝♦♠♣❛$❡ $❡2✉❧02

♦❜0❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ❞✐✛❡$❡♥0 ❦✐♥❞ ♦❢ 2♦❧✐❝✐0❛0✐♦♥2 ❛2 ✐0 ✇✐❧❧ ❜❡ 2❤♦✇♥ ✐♥ 0❤✐2 2❡❝0✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱

❢$♦♠ ❡E✉❛0✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ 0❤❛0 0❤❡ ♠❛❣♥❡0♦❡❧❛20✐❝ ❡♥❡$❣② ❢♦$ ❛ ❣✐✈❡♥ ✉♥✐❛①✐❛❧ 20$❡22

σuniaxial ✐2 Fme = −λσuniaxial✱ 0❤❡ ❡E✉✐✈❛❧❡♥0 20$❡22 ✐♥0$♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉❛♥✐❡❧ ❛♥❞ ❍✉❜❡$0

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣$❡22❡❞ ❛2 ❢♦❧❧♦✇2 ✿

σDHeq =
3

2
t~ασ~α−

1

2
tr(σ) ✭✹✳✸✳✻✮

■❢ ✇❡ ❝♦♥2✐❞❡$ 0❤❡ 2♣❡❝✐✜❝ ✏✐♥✲♣❧❛♥❡✑ ❝❛2❡ ✭θM = π
2 ✮✱ 0❤✐2 ❡E✉✐✈❛❧❡♥0 20$❡22 ❜❡❝♦♠❡2✿

σDHeq // =
1

4
[σxx(1 + 3 cos 2ϕM ) + σyy(1− 3 cos 2ϕM )− 2σzz]

▼♦$❡♦✈❡$✱ ❢$♦♠ 0❤❡ ❡♥❡$❣② ✭❡E✉❛0✐♦♥ ✹✳✸✳✹✮✱ ✐0 ✐2 ❝♦♥✈❡♥✐❡♥0 0♦ ✐♥0$♦❞✉❝❡ ❛♥ ✏❡✛❡❝0✐✈❡✑

♠❛❣♥❡0♦❡❧❛20✐❝ ❛♥✐2♦0$♦♣② ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❣♥✐0✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛2 ❢♦❧❧♦✇2 ❢♦$ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡

♠❛❣♥❡0✐③❛0✐♦♥✿

✼✻



✹ ▼❛❣♥❡&♦❡❧❛)&✐❝ ♣-♦♣❡-&✐❡) ♦❢ ❤✐❣❤ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❛❧❧♦②) ❢♦- )♣✐♥&-♦♥✐❝)

Hme(ϕM ) =
1

Ms

∂2Fme
∂ϕ2

M

∣∣∣∣
θM=π

2

=
3λ (σxx − σyy) cos 2ϕM

Ms
✭✹✳✸✳✼✮

■❢ ♦♥❡ ❝♦♥,✐❞❡/ 0❤❡ x ❛①✐, ✭ϕM = 0✮✱ ✇❡ ✜♥❞ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣/❡,,✐♦♥ ❢♦/ 0❤❡ ♠❛❣♥❡✲

0♦❡❧❛,0✐❝ ❛♥✐,♦0/♦♣② ✜❡❧❞✿

Hme =
3λ (σxx − σyy)

Ms
✭✹✳✸✳✽✮

❚❤✐, ❡①♣/❡,,✐♦♥ ✐, ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥0 ♦❢ σzz ❛♥❞ ✐, ❞✐/❡❝0❧② /❡❧❛0❡❞ 0♦ 0❤❡ ❞✐✛❡/❡♥❝❡ ♦❢ ,0/❡,,❡,

❛❧♦♥❣ 0❤❡ ♣/✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡, x ❛♥❞ y✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐,❝✉,, ❛❜♦✉0 0❤❡ ❧✐♥❦, ✇✐0❤ 0❤❡ ❡E✉✐✈❛❧❡♥0

,0/❡,, σDHeq // ✐♥ 0❤❡ ♥❡①0 ,✉❜,❡❝0✐♦♥✳

✹✳✸✳✷ ❘❡&♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❛& ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢ ❡2✉✐✈❛❧❡♥0 ✉♥✐❛①✐❛❧ &05❡&&

❚❤❡ /❡,♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ♦❢ 0❤❡ ✉♥✐❢♦/♠ ♣/❡❝❡,,✐♦♥ ♠♦❞❡ ❡✈❛❧✉❛0❡❞ ❛0 0❤❡ ❡E✉✐❧✐❜/✐✉♠ ✐,

♦❜0❛✐♥❡❞ ❢/♦♠ 0❤❡ ❙♠✐0❤✲❇❡❧❥❡/,✱ 0❤❡ ❡①♣/❡,,✐♦♥ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② ❡E✉❛0✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ✇❤❡/❡ 0❤❡

❞✐✛❡/❡♥0 ❞❡/✐✈❛0✐✈❡, ❛/❡ ❡✈❛❧✉❛0❡❞ ❛0 0❤❡ ❡E✉✐❧✐❜/✐✉♠ ❞✐/❡❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♠❛❣♥❡0✐③❛0✐♦♥✳ ❆♥

❡①♣❧✐❝✐0 ❡①♣/❡,,✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡/✐✈❡❞ ❢♦/ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡0✐❝ ✜❡❧❞ ✭θM = π
2 ✮✿

(
2πf

γ

)2

=
[
4πMs +Hres cos(ϕM − ϕH) +

3λ

Ms

(
σxx cos

2 ϕM + σyy sin
2ϕM − σzz

) ]

×
[
Hres cos(ϕM − ϕH) +

3λ

Ms
((σxx − σyy) cos 2ϕM

]
✭✹✳✸✳✾✮

❚❤❡ ❛♥❣❧❡, ϕH ❛♥❞ ϕM ❛/❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉/❡ ✹✳✸✳✶✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡/✐✈❡ 0❤❡ /❡,♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞

❡①♣/❡,,✐♦♥ ❢/♦♠ ❡E✉❛0✐♦♥ ✹✳✸✳✾ ❜② ❝♦♥,✐❞❡/✐♥❣ 0❤❛0 0❤❡ ♠❛❣♥❡0✐❝ ✜❡❧❞ ✐, ,0/♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤

0♦ ,❛0✉/❛0❡ 0❤❡ ♠❛❣♥❡0✐③❛0✐♦♥ ✭ϕM ≃ ϕH✮✿

Hres(ϕM ≃ ϕH) =

√
(
2πMs

)2
+

(2πf
γ

)2
+HaHb − 2πMs −

3λ

Ms
σDHeq // ✭✹✳✸✳✶✵✮

❲❤❡/❡✿

Ha =
3λ

2Ms
(σxx sin

2ϕM + σyy cos
2 ϕM − σzz) ✭✹✳✸✳✶✶✮

❛♥❞

Hb = 4πMs +
3λ

2Ms
(σxx sin

2ϕM + σyy cos
2 ϕM − σzz) ✭✹✳✸✳✶✷✮

❇❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ 0❤❛0 0❤❡ ♦/❞❡/ ♦❢ 0❤❡ ,0/❡,,✲✐♥❞✉❝❡❞ ❛♥✐,♦0/♦♣② ✐, 0✇♦❢♦❧❞✱ ✐0 ✐, ❝♦♥✈❡♥✐❡♥0

0♦ ❞❡0❡/♠✐♥❡ 0❤❡ ♠❛❣♥✐0✉❞❡ ♦❢ 0❤❡ ♠❛❣♥❡0♦❡❧❛,0✐❝ ❛♥✐,♦0/♦♣② ✜❡❧❞ ❜② ♠❡❛,✉/✐♥❣ 0❤❡ 0♦0❛❧

❛♠♣❧✐0✉❞❡ ♦❢ 0❤❡ ❛♥❣✉❧❛/ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ 0❤❡ /❡,♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ Hres✳ ❍❡/❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥0/♦❞✉❝❡

✼✼



✹ ▼❛❣♥❡&♦❡❧❛)&✐❝ ♣-♦♣❡-&✐❡) ♦❢ ❤✐❣❤ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❛❧❧♦②) ❢♦- )♣✐♥&-♦♥✐❝)

 ❤❡ ❋▼❘✲♠❛❣♥❡ ♦❡❧❛- ✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡ ❡2♠✐♥❡❞ ❜②  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣2❡--✐♦♥✱ ❛♥❞  ❤❛ ❝❛♥ ❜❡

♠❡❛-✉2❡❞ ❢2♦♠ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❣✉❧❛2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢  ❤❡ 2❡-♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞✿

2HFMR
me =

[
Hres(ϕM =

π

2
)−Hres(ϕM = 0)

]
✭✹✳✸✳✶✸✮

❚❤✐- ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣2❡--❡❞ ❛- ❢♦❧❧♦✇-✿

2HFMR
me =

9λ

2Ms
(σxx − σyy)

+
[
(2πMs)

2 +
(2πf
γ

)2
+ 6πλ(σxx − σzz) +

(3λ(σxx − σzz)
2Ms

)2]1/2

−
[
(2πMs)

2 +
(2πf
γ

)2
+ 6πλ(σyy − σzz) +

(3λ(σyy − σzz)
2Ms

)2]1/2
✭✹✳✸✳✶✹✮

■♥ ❡❛❝❤ -D✉❛2❡✲2♦♦ ♦❢ ✹✳✸✳✶✹✱ ✇✐ ❤ - ❛♥❞❛2❞ ❡①♣❡2✐♠❡♥ ❛❧ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥- ✭(σxx − σzz) ❛♥❞

(σyy − σzz) ♦❢  ❤❡ ♦2❞❡2 ♦❢ ✶✵✵ ▼F❛✱ λ ∼ 20 × 10−6
✱ M ∼ 1000 ❡♠✉✳❝♠

−3
✱ f ♦❢ ❛ ❢❡✇

●❍③✱ ❛♥❞

γ
2π = 0.003 ●❍③✳❖❡

−1
✮  ❤❡  ❤✐2❞  ❡2♠ ✐- ❛❜♦✉ ✸ ♦2❞❡2- ♦❢ ♠❛❣♥✐ ✉❞❡ ❤✐❣❤❡2

 ❤❛♥  ❤❡ ❢♦✉2 ❤ ♦♥❡ ❛♥❞ ✺ ❧♦✇❡2  ❤❛♥  ❤❡  ✇♦ ✜2- ♦♥❡-✳ ❚❤✉-✱ ❝♦♥❝❡2♥✐♥❣  ❤❡  ✇♦  ❡2♠-

2❡❧❛ ❡❞  ♦ ♠❛❣♥❡ ♦❡❧❛- ✐❝ ❝♦♥ 2✐❜✉ ✐♦♥✱  ❤❡ ❢♦✉2 ❤  ❡2♠ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝ ❡❞ ❛- ❝♦♠♣❛2❡❞  ♦

 ❤❡  ❤✐2❞ ♦♥❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱  ❤❡ ✉-✉❛❧ ✇❛② ✐-  ♦ ❛♣♣❧②  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜2- ✲♦2❞❡2 ❚❛②❧♦2 ❡①♣❛♥-✐♦♥

✐♥-✐❞❡ ❡❛❝❤ -D✉❛2❡✲2♦♦ ✭✇✐ ❤ i = x, y✮✿

[
(2πMs)

2 +

(
2πf

γ

)2

+ 6πλ(σii − σzz)
]1/2

≈

(
(2πMs)

2 +

(
2πf

γ

)2
) 1

2

(
1 +

1

2

6πλ(σii − σzz)

(2πMs)2 +
(2πf
γ

)2

)
✭✹✳✸✳✶✺✮

❚❤❡2❡❢♦2❡✱  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ♦❡❧❛- ✐❝ ❛♥✐-♦ 2♦♣② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣2❡--❡❞ ❛-✿

HFMR
me ≈

9λ

4Ms
(σxx − σyy) +

3πλ(σxx − σyy)

2

√
(2πMs)2 +

(
2πf
γ

)2
✭✹✳✸✳✶✻✮

❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦ ❡  ❤❛ HFMR
me ❞❡♣❡♥❞- ♦♥  ❤❡ ❢2❡D✉❡♥❝②✱  ❤✐- ✈❛2✐❛ ✐♦♥ ❜❡✐♥❣ -❤♦✇♥ ♦♥

✜❣✉2❡ ✹✳✸✳✷

(
HFMR
me (f)

)
/
(
HFMR
me (f = 0)

)
❛- ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢ f ✳ ❆ f = 0 ●❍③✱  ❤❡ ❋▼❘

2❡-♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✐- ❡D✉❛❧  ♦  ❤❡ - ❛ ✐❝ ♦♥❡ Hme ❛❧2❡❛❞② ❞❡ ❡2♠✐♥❡❞ ✐♥ ❡D✉❛ ✐♦♥ ✹✳✸✳✽✳ ■ 

❞❡❝2❡❛-❡- ✇✐ ❤ ❢2❡D✉❡♥❝②✱ ❛❝❝♦2❞✐♥❣  ♦ ❡D✉❛ ✐♦♥ ✹✳✸✳✶✻✱ ❛♥❞ ❣2❛❞✉❛❧❧② ❛♣♣2♦❛❝❤❡-

3
4Hme✳

■♥ ♦✉2 - ❛♥❞❛2❞ 2❛♥❣❡ ✭✵✲✶✵●❍③✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ -❡❡  ❤❛ HFMR
me ✐- ✈❡2② ❝❧♦-❡  ♦ Hme -♦  ❤❛ 

 ❤❡  ❤❡ ❡①♣2❡--✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ 2❡✇2✐  ❡♥ ❛-✿

HFMR
me (f) ≈ Hme ≈

3λ

Ms
(σxx − σyy) ✭✹✳✸✳✶✼✮

❈♦♥❝❡2♥✐♥❣  ❤❡ - 2❡-- ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡✱  ❤✐- ❡①♣2❡--✐♦♥ -✉❣❣❡- -  ❤❛ ✐♥  ❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ ❛♥

✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛❣♥❡ ✐③❡❞  ❤✐♥ ✜❧♠✱ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♠✉❧ ✐✲❛①✐❛❧ - 2❡-- - ❛ ❡ ❧❡❛❞-  ♦ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡

✼✽



✹ ▼❛❣♥❡&♦❡❧❛)&✐❝ ♣-♦♣❡-&✐❡) ♦❢ ❤✐❣❤ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❛❧❧♦②) ❢♦- )♣✐♥&-♦♥✐❝)
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳✷ ✕ ❋$❡+✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ HFMR
me ❢♦$ ❛ ❧❛$❣❡ ❢$❡+✉❡♥❝② $❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥7❡8

7❤♦✇7 8❤✐7 ❢$❡+✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢♦$ ✉7✉❛❧ ❋▼❘ ❢$❡+✉❡♥❝② $❛♥❣❡ ✭✵✲✸✵

●❍③✮✳

❛♥✐7♦8$♦♣② ✜❡❧❞ ♣$♦♣♦$8✐♦♥❛❧ 8♦ 8❤❡ 8❡$♠ (σxx − σyy)✳ ❚❤✐7 ✐7 ❝♦♥7✐78❡♥8 ✇✐8❤ 8❤❡ ❡+✉✐✈✲

❛❧❡♥8 78$❡77 σSReq = (σxx − σyy) ♣$♦♣♦7❡❞ ❜② ❙❝❤♥❡✐❞❡$ ❛♥❞ ❘✐❝❤❛$❞7♦♥ ❬✶✼❪ 8♦ ❞❡7❝$✐❜❡

8❤❡ ❡✈♦❧✉8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ❛♥✐7♦8$♦♣② ✜❡❧❞ ✇✐8❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛①✐❛❧ 78$❡77 78❛8❡✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ♦♥❡

❝❛♥ ♥♦8❡ 8❤❛8 σSReq ✐7 7✐♠♣❧② ❡+✉❛❧ 8♦✿

σSReq = −
2

3

[
σDHeq //

(
ϕM =

π

2

)
− σDHeq // (ϕM = 0)

]
✭✹✳✸✳✶✽✮

❍❡♥❝❡✱ 8❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥8❛❧ ❞❛8❛ $❡7✉❧8✐♥❣ ❢$♦♠ ✈❛$✐♦✉7 ❦✐♥❞ ♦❢ 7♦❧✐❝✐8❛8✐♦♥7 ✭✉♥✐❛①✲

✐❛❧ ♦$ ♠✉❧8✐✲❛①✐❛❧✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣❧♦88❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❣$❛♣❤ ✇✐8❤ 8❤❡ 8❡$♠ (σxx − σyy) ❞❡✜♥✐♥❣

8❤❡ ❛❜7❝✐77❛ ❛①✐7 ❛♥❞ Hme 8❤❡ ♦$❞✐♥❛8❡ ♦♥❡7✱ ❛7 ✇❡ ✇✐❧❧ 7❡❡ ✐♥ 8❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 7✉❜7❡❝8✐♦♥✳

✹✳✸✳✸ ❈♦♥❢'♦♥(❛(✐♦♥ ♦❢ ♣✐❡③♦✲❛❝(✉❛(✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ 4('❛✐♥4 ❡✛❡❝(4

❲❡ ♣$♦♣♦7❡ ♥♦✇ 8♦ ❛♣♣❧② 8❤❡ ❡+✉✐✈❛❧❡♥8 78$❡77 ❝♦♥❝❡♣8 8♦ 8❤❡ 8❤✐♥ ❈❋❆ ✜❧♠ ✭✷✺

♥♠✮✳ ❚❤✐7 ❧❛78 ♦♥❡ ✐7 78$❡77❡❞ ❜♦8❤ ❜② ♣✐❡③♦✲❛❝8✉❛8✐♦♥ ✭♥♦♥ ❡+✉✐❜✐❛①✐❛❧✮ ♦$ ❜② ❜❡♥❞✐♥❣

8❡787 ✭✉♥✐❛①✐❛❧✮ ❛♥❞ ♠❡❛7✉$❡❞ ✇✐8❤ ♦✉$ ❜$♦❛❞❜❛♥❞ ❢❡$$♦♠❛❣♥❡8✐❝ $❡7♦♥❛♥❝❡ 8❡❝❤♥✐+✉❡✳

■♥ ♦$❞❡$ 8♦ ♦❜8❛✐♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ♣♦✐♥87 ✐♥ 8❤❡ ✭σxx, σyy✮ ♠❛♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞

♣✐❡③♦❛❝8✉❛8✐♦♥ ✐♥ 8❤❡ $❛♥❣❡ ✲✷✵✵ ❱✱ ✰✷✵✵ ❱✳ ❋✐❣✉$❡7 ✹✳✸✳✸✲❛✮ ❛♥❞ ✹✳✸✳✸✲❜✮ 7❤♦✇ 8❤❡

❞❡❢♦$♠❛8✐♦♥7 ♠❡❛7✉$❡❞ ❜② ❞✐❣✐8❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦$$❡❧❛8✐♦♥ ✭❉■❈✮ ❛7 ❢✉♥❝8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞

✈♦❧8❛❣❡✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✈♦❧8❛❣❡✱ 8❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡7 ♦❢ εxx ❛♥❞ εyy ✈❛$② ✇✐8❤
εyy
εxx

∼ −0.625✱

✇❤✐❧❡ 8❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 7❤❡❛$ 78$❛✐♥ εxy $❡♠❛✐♥7 ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✭♥♦8 7❤♦✇♥ ❤❡$❡✮✳ ■♥ ✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✸✲

❛✮✱ 8❤❡ ❝✉$✈❡ ❝♦$$❡7♣♦♥❞7 8♦ ❛ 7✐♠♣❧❡ ❡❧❡❝8$✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✲✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ✭✵ ❱ ✲ ✷✵✵ ❱ ✲ ✵ ❱✮

❀ 8❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛$✐8② ❝❤❛$❛❝8❡$✐③❡❞ ❜② ❛ ✏❧♦♦♣✑ 7❤❛♣❡ ✐7 ❞✉❡ 8♦ 8❤❡ 7♣❡❝✐✜❝ ♣✐❡③♦❡❧❡❝8$✐❝

❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ 8❤❡ ❛❝8✉❛8♦$✱ ✇❤✐❝❤ ✐7 $❡✈❡$7✐❜❧❡✳ ■♥ ✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✸✲❜✮✱ ✇❡ 7❤♦✇ ❛ 7②♠♠❡8$✐❝❛❧

❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛8❤✱ ✳i.e. ❛♥ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ❢$♦♠ +200 ❱ 8♦ −200 ❱ ❛♥❞ ❛ 7✉❜7❡+✉❡♥8 ❧♦❛❞✐♥❣

❢$♦♠ −200 ❱ 8♦ +200 ❱✳ ❲❡ ♦❜7❡$✈❡ 8❤❡ 7♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❜✉88❡$✢②✑ ❜❡❤❛✈✐♦$ 8❤❛8 ✐7 ❞✉❡ 8♦

♣♦❧❛$✐③❛8✐♦♥ 7✇✐8❝❤✐♥❣ ❛8 ❛❜♦✉8 −60 ❱ ❞✉$✐♥❣ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ +60 ❱ ❞✉$✐♥❣ ❧♦❛❞✐♥❣ ❬✶✶❪✳

❉❛8❛ 7❤♦✇♥ ✐♥ ✹✳✸✳✸✲❛✮ ❛♥❞ ✹✳✸✳✸✲❜✮ ❛$❡ $❡♣♦$8❡❞ ✐♥ ❛ εyy versus εxx ❣$❛♣❤ ✭✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✸✲

❝✮✳ ❚❤❡ ✏❧♦♦♣✑ ✭❢✉❧❧ ❜❧✉❡ ❝✐$❝❧❡ 7②♠❜♦❧7✮ ❛♥❞ ✏❜✉88❡$✢②✑ ✭♦♣❡♥ ❜❧✉❡ 7②♠❜♦❧7✮ ❞❛8❛ ❛$❡ ✇❡❧❧

7✉♣❡$✐♠♣♦7❡❞ ❞❡7♣✐8❡ ♦❢ 8❤❡ ♣♦❧❛$✐③❛8✐♦♥ 7✇✐8❝❤✐♥❣ ♦❝❝✉$$✐♥❣ ✐♥ 8❤❡ ❝❛7❡ ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ♣❛8❤✳

❋$♦♠ 8❤❡ ✈❛❧✉❡7 ♦❢ εxx ❛♥❞ εyy✱ ✐8 ✐7 78$❛✐❣❤8❢♦$✇❛$❞ 8♦ ❝❛❧❝✉❧❛8❡ 8❤❡ ♣❧❛♥❛$ 78$❡77❡7 σxx

✼✾
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳✸ ✕ ❛✮ εxx ❛♥❞ εyy ❛. ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧1❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 1♦ ♣✐❡③♦❡❧❡❝1$✐❝ ❛❝1✉❛1♦$✱

♠❡❛.✉$❡❞ ❜② ❉■❈✱ ❢♦$ ❛ .✐♠♣❧❡ ❡❧❡❝1$✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✲✉♥❧♦❛❞✐♥❣✳ ❜✮ εxx ❛♥❞

εyy ❛. ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧1❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 1♦ ♣✐❡③♦❡❧❡❝1$✐❝ ❛❝1✉❛1♦$✱ ♠❡❛.✉$❡❞ ❜②

❉■❈✱ ❢♦$ ❛ .②♠♠❡1$✐❝ ❡❧❡❝1$✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛1❤✳ ❝✮ εyy ❛. ❛ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ εxx
❢♦$ ♣✐❡③♦❡❧❡❝1$✐❝ ❛❝1✉❛1✐♦♥ ✭✏❧♦♦♣✑ ❛♥❞ ✏❜✉11❡$✢②✑ ❜❡❤❛✈✐♦$✮ ❛♥❞ ✉♥❛①✐❛❧

❜❡♥❞✐♥❣✳ ❞✮ σyy ❛. ❛ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ σxx ❢♦$ ♣✐❡③♦❡❧❡❝1$✐❝ ❛❝1✉❛1✐♦♥ ✭✏❧♦♦♣✑

❛♥❞ ✏❜✉11❡$✢②✑ ❜❡❤❛✈✐♦$✮ ❛♥❞ ✉♥❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳

❛♥❞ σyy ✉.✐♥❣ ✐.♦1$♦♣✐❝ ❍♦♦❦❡✬. ❧❛✇✱ ❦♥♦✇✐♥❣ 1❤❡ ❡❧❛.1✐❝ ❝♦♥.1❛♥1. ♦❢ 1❤❡ ♣♦❧②❝$②.1❛❧❧✐♥❡

✜❧♠✱ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ 1❤❡ ✐.♦1$♦♣✐❝ ❝$②.1❛❧❧♦❣$❛♣❤✐❝ 1❡①1✉$❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡. ♦❢ σxx ❛♥❞ σyy
✈❛$② ✇✐1❤

σyy
σxx

∼ −0.394 ❛. .❤♦✇♥ ✐♥ ✹✳✸✳✸✲❞✮✳

■♥ ❛❞❞✐1✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧.♦ .❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉$❡. ✹✳✸✳✸✲❝✮ ❛♥❞ ✹✳✸✳✸✲❞✮ ❛11❛✐♥❛❜❧❡ .1$❛✐♥. ❛♥❞

.1$❡..❡. $❡.♣❡❝1✐✈❡❧② ❜② ❜❡♥❞✐♥❣ 1❤❡ .❛♠♣❧❡.✳ ❚❤❡.❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥1. ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❜②

❣❧✉✐♥❣ 1❤❡ ✜❧♠. ♦♥1♦ .♠❛❧❧ ♣✐❡❝❡. ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❜❧♦❝❦. ♦❢ ❝✐$❝✉❧❛$ ❝$♦..✲.❡❝1✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇♥

$❛❞✐✐ R✿ ✸✷✳✷ ♠♠✱ ✹✶✳✻ ♠♠✱ ✺✾✳✷ ♠♠ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐1❡ ✭✢❛1 .✉$❢❛❝❡✮✳ ▼♦$❡ ❞❡1❛✐❧. ❛❜♦✉1 1❤❡

✐♥ "✐#✉ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣1❡$. ✷ ❛♥❞ ✸✳ ❍❡$❡✱ 1❤❡ ❝✉$✈❛1✉$❡ .1$❡.. ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✐1❤❡$

❛❧♦♥❣ x ❛①✐. ♦$ y ❛①✐.✳ ❲❤❡♥ 1❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐. ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ x ❛①✐.✱ 1❤❡ .1$❛✐♥. ❛$❡ ❣✐✈❡♥

❜②✿

εxx =
(tf + ts)

2R
Γ ✭✹✳✸✳✶✾✮

❛♥❞

εyy = −νf
(tf + ts)

2R
Γ ✭✹✳✸✳✷✵✮

❲❤❡$❡ Γ ✐. 1❤❡ ❝♦$$❡❝1✐♦♥ ✐♥1$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣1❡$ ✷✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ 1❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣❛$❛♠❡1❡$. ♦❢ 1❤❡ ✜❧♠ ❛♥❞ 1❤❡ .✉❜.1$❛1❡ ❛♥❞ 1❤❡✐$ $❡.♣❡❝1✐✈❡ 1❤✐❝❦♥❡..❡.✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ 1❤❛1

Γ ✐. ❝❧♦.❡ 1♦ ✉♥✐1②✳ ■♥ 1❤❡ ❝❛.❡ ♦❢ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛❧♦♥❣ y ❛①✐.✱ 1❤❡ ❡①♣$❡..✐♦♥. ♦❢ εxx ❛♥❞ εyy ❛$❡

❢♦✉♥❞ ❜② .✉❜.1✐1✉1✐♥❣ ♦♥❡ ❢♦$ 1❤❡ ♦1❤❡$✳ ■♥ ❛♥② ❝❛.❡✱ 1❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ .1$❡.. ❛❧♦♥❣ x ❛①✐. ♦$ y

✽✵
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳✹ ✕ ❛✮ ✳ ❘❡-♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ -❤✐❢6✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛- δHR = HR(V )−HR(V = 0)✱ ❛-

❢✉♥❝6✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧6❛❣❡ 6♦ 6❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝6$✐❝ ❛❝6✉❛6♦$ ✐♥ 6❤❡ ❝❛-❡ ♦❢

❜❛❝❦✇❛$❞ ❛♥❞ ❢♦$✇❛$❞ ✈♦❧6❛❣❡ ❧♦♦♣- ✭✵ ❀ ✷✵✵ ❱✮✳ ❈✐$❝❧❡❞ ♣♦✐♥6- $❡❢❡$ 6♦

❡①♣❡$✐♠❡♥6❛❧ ❞❛6❛ ✇❤✐❧❡ -♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐- 6❤❡ ✜6 ✉-✐♥❣ 6❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡-❝$✐❜❡❞ ✐♥

6❤❡ 6❡①6✳ ❜✮ ❚②♣✐❝❛❧ ❋▼❘ -♣❡❝6$❛ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥6 ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧6❛❣❡- ✭✵ ❱✱ ✶✵✵ ❱

❛♥❞ ✷✵✵ ❱✮✳ ❚❤❡ ♣♦-✐6✐✈❡ -❤✐❢6 ✐- ❝♦❤❡$❡♥6 ✇✐6❤ ❛ ♣♦-✐6✐✈❡ ♠❛❣♥❡6♦-6$✐❝6✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥6 ♦❢ ❈❋❆✳ ❝✮ ❘❡-♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ -❤✐❢6 ❛- ❢✉♥❝6✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧6❛❣❡

6♦ 6❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝6$✐❝ ❛❝6✉❛6♦$ ✐♥ 6❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ❡❧❡❝6$✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭✲✷✵✵ ❱

❀ ✷✵✵ ❱✮✳

❛①✐- ✐- ❢♦✉♥❞ ❜② ✉-✐♥❣ ❍♦♦❦❡✬- ❧❛✇✳ ■♥ ♦✉$ ❝♦♥❞✐6✐♦♥-✱ 6❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥6✐♦♥❡❞ $❛❞✐✐ ✈❛❧✉❡-

❝♦$$❡-♣♦♥❞ $❡-♣❡❝6✐✈❡❧② 6♦ 6❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡- ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ -6$❡--❡- ✿ ✵✳✹✼ ●T❛✱ ✵✳✸✼ ●T❛✱

✵✳✷✻ ●T❛✱ ✵ ●T❛✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ 6❤❡ -6$❡-- ✐♥ 6❤❡ 6❤✐♥ ✜❧♠ ✐- ❝♦♠♣$❡--✐✈❡ ✐❢ 6❤❡ ✜❧♠ ✐- ✐♥

❝♦♥6❛❝6 ♦❢ 6❤❡ ❜❡♥6✲❜❧♦❝❦ ❛♥❞ 6❡♥-✐❧❡ ✐❢ 6❤❡ -✉❜-6$❛6❡ ✐- 6❤❡ ❜❡♥6 ❜❧♦❝❦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ 6❤✉-

-6✉❞✐❡❞ 6❤$❡❡ ♦♣♣♦-✐6❡ -6$❡-- -6❛6❡- ❛♥❞ 6❤❡ ③❡$♦ -6$❡-- -6❛6❡ ✭✉♥❜❡♥6 -❛♠♣❧❡✮✳

✽✶
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳✺ ✕ ❋▼❘ -♣❡❝0$❛ ❢♦$ ❜❡♥❞❡❞ -❛♠♣❧❡- ✇✐0❤ ❞✐✛❡$❡♥0 ❝✉$✈❛0✉$❡- κ = ±1/R

✭❤❡$❡ ❛❧♦♥❣ ① ❛①✐-✮✳ ❈✐$❝❧❡ -②♠❜♦❧- -❤♦✇ 0❤❡ ❝✉$✈❛0✉$❡ κ ❛- ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢

δHR = HR(κ)−HR(κ = 0)✳

���

���

���

�

��

��

���

�	�

���

�
�

���

���

���

���

����������

����
����

�
�
��
�
�
�
��
��
��
��
��
�
�
�
�

���

���

���

�

��

��

���

�	�

���

�
�

���

���

���

���

����������

 ���
����

�
�
��
�
�
�
��
��
��
��
��
�
�
�
�

�� !�

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳✻ ✕ ❆③✐♠✉0❤❛❧ ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ 0❤❡ $❡-♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ♣♦❧❛$ $❡♣$❡-❡♥0❛0✐♦♥

✇✐0❤ 0❤❡ ❝♦$$❡-♣♦♥❞✐♥❣ ❜❡♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝0 ♦♥ 0❤❡ -0$❡-- -0❛0❡ ✭❡✐0❤❡$ ♥❡❣❛0✐✈❡

❛✮ ♦$ ♣♦-✐0✐✈❡ ❜✮✮ ❢♦$ ❈❋❆ ✜❧♠ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❜❧♦❝❦ ✇✐0❤ ✸✷✳✷ ♠♠

$❛❞✐✉-✳

◆♦✇✱ ✇❡ -0✉❞② 0❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦❧0❛❣❡✲✐♥❞✉❝❡❞ -0$❛✐♥- ♦♥ 0❤❡ ♠❛❣♥❡0✐③❛0✐♦♥ ✉♥✐❢♦$♠

♣$❡❝❡--✐♦♥ ♠♦❞❡ ❜② ✐♥ "✐#✉ ▼❙✲❋▼❘ ♠❡❛-✉$❡♠❡♥0-✱ ❜❡❢♦$❡ ❝♦♠♣❛$✐♥❣ 0❤❡-❡ 0❡-0- ✇✐0❤

❜❡♥❞✐♥❣ ♦♥❡-✳ ❋♦$ 0❤✐-✱ 0❤❡ ▼❙✲❋▼❘ -♣❡❝0$❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ $❡♦$❞❡$❡❞ ❛0 ✶✵ ●❍③ ♠✐❝$♦✇❛✈❡

❢$❡Q✉❡♥❝② ❛♥❞ 0❤❡ ♠❛❣♥❡0✐❝ -0❛0✐❝ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ❤❛- ❜❡❡♥ ✈❛$✐❡❞✳ ❆ ❜❛❝❦✇❛$❞ ❛♥❞ ❢♦$✲

✇❛$❞ ✈♦❧0❛❣❡ ❧♦♦♣- ✭✵✲✷✵✵ ❱✮ ✇✐0❤ -0❡♣- ♦❢ ✶✵ ❱ ✇❡$❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 0♦ 0❤❡ S❩❚✲❛❝0✉❛0♦$✳ ❚❤❡

$❡❧❛0✐✈❡ ❡✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ $❡-♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛- δHR = HR(V )−HR(V = 0)✱ ✐- -❤♦✇♥ ✐♥

✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✸✲❛✮✳ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳✸✲❜✮ -❤♦✇- 0❤❡ 0②♣✐❝❛❧ ▼❙✲❋▼❘ -♣❡❝0$❛ ❛0 ❞✐✛❡$❡♥0 ❛♣♣❧✐❡❞

✈♦❧0❛❣❡- ✭✵ ❱✱ ✶✵✵ ❱ ❛♥❞ ✷✵✵ ❱✮✳ ❖❜✈✐♦✉-❧②✱ 0❤❡ $❡-♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❡✈♦❧✉0✐♦♥ ✈❡$-✉- 0❤❡ ✈♦❧0✲

❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞- ♦♥ 0❤❡ -✐❣♥ ♦❢ 0❤❡ ♠❛❣♥❡0♦-0$✐❝0✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥0 ❛0 -❛0✉$❛0✐♦♥ ❛- ✇❡ ♦❜-❡$✈❡

✐0 ✐♥ 0❤❡ ♣$❡❝❡❞❡♥0 -❡❝0✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ 0❤❡ ♠❛❣♥❡0♦❡❧❛-0✐❝ ✜❡❧❞ Hme ✐- ❛ ✈♦❧0❛❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥0

✽✷
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳✼ ✕ ❆♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ 4❤❡ $❡6♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✭❛4 ✶✵ ●❍③✮ ❢♦$ R = ∞ ✭❛✮✱

R = 59.2 ♠♠ ✭❜✮✱ R = 32.2 ♠♠ ✭❝✮✱ R = 13.2 ♠♠ ✭❞✮✳ ■♥ ✜❣✉$❡6 ✭❜✮✱ ✭❝✮

❛♥❞ ✭❞✮ ❛$❡ 6❤♦✇♥ 4❤❡ ♦♣♣♦6✐4❡ 64$❡66 64❛4❡6✳

✜❡❧❞✱ ❡①♣$❡66✐♥❣ 4❤❡ $❡6♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❛6 ❢✉♥❝4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧4❛❣❡ ✐6 ❡F✉✐✈❛❧❡♥4 4♦

❡①♣$❡66✐♥❣ 4❤❡ $❡6♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✈❡$6✉6 Hme✳ ❚❤✉6✱ ❛6 6❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✸✲❛✮✱ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛$

❛♥❞ ❧♦♦♣✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ 4❤❡ ❡✈♦❧✉4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ✉♥✐❢♦$♠ ♣$❡❝❡66✐♦♥ ♠♦❞❡ $❡6♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞

✇✐4❤ 4❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧4❛❣❡ ❛♥❞ 4❤❡ ♠❛❣♥❡4♦❡❧❛64✐❝ ✜❡❧❞ ✐6 ♦❜6❡$✈❡❞✳ ❆6 ❢❡$$♦♠❛❣♥❡4✐❝ ✜❧♠6

❢♦❧❧♦✇ ♣❡$❢❡❝4❧② 4❤❡ ❡❧❛64✐❝ 64$❛✐♥6 ♦❢ 4❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝4$✐❝ ❛❝4✉❛4♦$✱ 4❤❡ ❤②64❡$❡4✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦$

♦❢ 4❤❡ $❡6♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ 6❤✐❢4 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② 4❤❡ ✐♥4$✐♥6✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦$ ✭❢❡$$♦❡❧❡❝4$✐❝✮ ♦❢

4❤❡ ❛❝4✉❛4♦$✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ 4❤✐6 ✐6 ❝♦♥✜$♠❡❞ ❜② ♠❡❛6✉$❡♠❡♥46 ♠❛❞❡ ❢♦$ 4❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❡❧❡❝4$✐❝

❧♦❛❞✐♥❣ ✭✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✸✲❝✮ ❢♦$ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜♥❞ ❛ $❡6♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡$❢❡❝4❧② 4❤❡ ✏❜✉4✲

4❡$✢②✑ ❜❡❤❛✈✐♦$ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✹✳✸✳✸✲❝✮✳ ❆❧❧ 4❤❡6❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥4❛❧ ♦❜6❡$✈❛4✐♦♥6 ❛$❡ ✇❡❧❧ ❞❡6❝$✐❜❡❞

❜② 4❤❡ 4❤❡♦$❡4✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛❧$❡❛❞② ❞❡6❝$✐❜❡❞ ✐♥ 4❤❡ ♣$❡❝❡❞❡♥4 6✉❜✲6❡❝4✐♦♥✳

❈♦♥6✐❞❡$✐♥❣ 6❛♠♣❧❡6 6✉❜♠✐44❡❞ 4♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✺ 6❤♦✇6 4❤❡ ❡✈♦❧✉4✐♦♥

♦❢ ▼❙✲❋▼❘ 6♣❡❝4$❛ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥4 ❝✉$✈❛4✉$❡6 κ = ±1/R ❛❧♦♥❣ ①✲❛①✐6✳ ❚❤❡ 6❤✐❢4 ♦❢ 4❤❡

$❡6♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✐6 $❡❧❛4❡❞ 4♦ 4❤❡ $❡6✉❧4✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥✐❛①✐❛❧ 64$❡66❡6 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✸✲❞✮✳

❖❜✈✐♦✉6❧②✱ 4❤✐6 ❜❡❤❛✈✐♦$ ✐6 6✐♠✐❧❛$ ✇❤❡♥ 4❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥46 ❛$❡ ♠❛❞❡ ❛❧♦♥❣ y ✲❛①✐6✳ ■♥ ♦$❞❡$

4♦ ❡❛6✐❧② ❡①4$❛❝4 4❤❡ 64$❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡4♦❡❧❛64✐❝ ❛♥✐6♦4$♦♣② ✜❡❧❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞

❋▼❘ ❛♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠❡❛6✉$❡♠❡♥46✳ ■4 ✐6 ✐♥4❡$❡64✐♥❣ 4♦ 6❡❡ ✐♥ ✜❣✉$❡6 ✹✳✸✳✻✲❛✮ ❛♥❞

✹✳✸✳✻✲❜✮ 4❤❛4 4❤❡ 6✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦$ σxx ✐♥ 4❤❡ 4❤✐♥ ✜❧♠ ✐♥❞✉❝❡6 ❛ 6✇✐4❝❤✐♥❣ ♦❢ 4❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧

❛♥✐6♦4$♦♣② ❛6 $❡✈❡❛❧❡❞ ❜② 4❤❡ ❛♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡6 ♦❢ 4❤❡ $❡6♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦$ 4❤❡ 4✇♦

♦♣♣♦6✐4❡ 64$❡66 ✈❛❧✉❡6 σxx = −0.47 ●V❛ ❛♥❞ σxx = +0.47 ●V❛✳ ■♥ ♦✉$ ❝♦♥✜❣✉$❛4✐♦♥✱ 4❤❡

x ❛①✐6 ❝♦$$❡6♣♦♥❞6 4♦ ϕH = 90➦ ❛♥❞ ✷✼✵➦ ❛♥❞ y ❛①✐6 ❝♦$$❡6♣♦♥❞6 4♦ ϕH = 0➦ ❛♥❞ ✶✽✵➦✳

◆♦4❡ 4❤❛4 4❤❡ ❛♣♣❛$❡♥4 6❧✐❣❤4 ♠✐6❛❧✐❣♥♠❡♥4 ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ❡❛6② ❛①✐6 ❛♥❞ 4❤❡ x ❛①✐6 ✐♥

✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✻✲❛✮ ✭σxx < 0✮ ❛♥❞ 4❤❡ y ❛①✐6 ✐♥ ✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✻✲❜✮ ✭σxx < 0✮ $❡6♣❡❝4✐✈❡❧② ✐6

❞✉❡ 4♦ 4❤❡ ✐♥✐4✐❛❧ $❡6✐❞✉❛❧ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐6♦4$♦♣② ✜❡❧❞ Hu ✐♥ 4❤❡ 4❤✐♥ ✜❧♠ ✭❜❡❢♦$❡ ❛♣♣❧✐❡❞

❜❡♥❞✐♥❣✮ ❛4 ❛❜♦✉4 ✸✵➦ ❢$♦♠ 4❤❡ x ❛①✐6✳ ❋✐❣✳✹✳✸✳✼✲❛✮ 6❤♦✇6 4❤❡ ❛♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢

✽✸
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳✽ ✕ ❚❤❡♦$❡.✐❝❛❧ ✭✐3♦✲❛♥✐3♦.$♦♣② ✜❡❧❞ ❧✐♥❡3✮ ❛♥❞ ❡①♣❡$✐♠❡♥.❛❧ ✭3=✉❛$❡ 3②♠❜♦❧3

❢♦$ ♣✐❡③♦❛❝.✉❛.✐♦♥ ❡①♣❡$✐♠❡♥.3✱ ❝✐$❝❧❡ 3②♠❜♦❧3 ❢♦$ ❜❡♥❞✐♥❣ ❡①♣❡$✐♠❡♥.3✮

❛♥✐3♦.$♦♣② ✜❡❧❞ Hme ♠❛♣ ✐♥ .❤❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧ 3.$❡33 3♣❛❝❡ ✭σxx, σyy✮✳

.❤❡ $❡3♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦$ ✉♥❜❡♥. 3❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ 3❡❡ ✐♥ .❤❡ ♥❡①. ❝❤❛♣.❡$ .❤❛. .❤✐3 ✐♥✐.✐❛❧

✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐3♦.$♦♣②✱ ✐3 ❞✉❡ .♦ ❛ 3❧✐❣❤. ✐♥✐.✐❛❧ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❝✉$✈❛.✉$❡ ♦❢ .❤❡ 3❛♠♣❧❡ ❛❢.❡$

❞❡♣♦3✐.✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉3✐♥❣ ♣♦❧②♠❡$ 3✉❜3.$❛.❡3✳ ■♥ ✜❣✉$❡3 ✹✳✸✳✼✲❜✮✱ ✹✳✸✳✼✲❝✮ ❛♥❞ ✹✳✸✳✼✲❞✮ ❛$❡

3❤♦✇♥ .❤❡ ❛♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡3 ♦❢ .❤❡ $❡3♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞3 ❢♦$ ❛❧❧ .❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 3.$❡33 3.❛.❡3✳

❚❤❡ ❝♦♥.✐♥✉♦✉3 ❧✐♥❡3 ❛$❡ ✜.3 .♦ .❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥.❛❧ ❞❛.❛ ❜② ✉3✐♥❣ ❡=✉❛.✐♦♥ ✹✳✸✳✶✵ ✇✐.❤

σyy = σzz = 0 ❛♥❞ σxx = Yfεxx✳ ◆♦.❡ .❤❛. ✇❡ ❤❛✈❡ ✉3❡❞ .❤❡ ♣❛$❛♠❡.❡$3 ❞❡.❡$♠✐♥❡❞ ✐♥

.❤❡ ♣$❡❝❡❞❡♥. 3❡❝.✐♦♥ ✭Ms = 820 ❡♠✉✳❝♠−3
✱ γ = 1.835× 107 3−1

✳❖❡

−1
✱ Hu = 30 ❖❡ ❛♥❞

λ = 14 × 10−6
✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦.❡ .❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣$❡❡♠❡♥. ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥.❛❧ ❞❛.❛ ❛♥❞

.❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛.❡❞ ❧✐♥❡3✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳✾ ✕ ✭❛✮ ❆♥✐0♦2$♦♣② ✜❡❧❞ Hu ❛♥❞ ✭❜✮ ❆♥✐0♦2$♦♣② ❝♦♥02❛♥2 Ku✱ ❛0 ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢
3
2 (σxx − σyy)✳ ❑♥♦✇✐♥❣ 2❤❡ ♠❛❣♥❡2✐③❛2✐♦♥ ❛2 0❛2✉$❛2✐♦♥✱ 2❤❡ 0❧♦♣❡ ♦❢ 2❤❡

❧✐♥❡❛$ $❡❣$❡00✐♦♥ ❣✐✈❡0 ❞✐$❡❝2❧② 2❤❡ ♠❛❣♥❡2♦02$✐❝2✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥2 λ✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛$❡ 2❤❡ $❡0✉❧20 ❝♦♠✐♥❣ ❢$♦♠ 2❤❡ ♣✐❡③♦❛❝2✉❛2✐♦♥ ❛♥❞ 2❤❡ ♦♥❡0 ❝♦♠✲

✐♥❣ ❢$♦♠ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜② ♣❧♦22✐♥❣ 2❤❡ ❡①2$❛❝2❡❞ ♠❛❣♥❡2♦❡❧❛02✐❝ ✜❡❧❞ Hme ❛0 ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ σxx
❛♥❞ σyy✳ ■♥ ✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✽✱ ✇❡ 0❤♦✇ 2❤❡ 2❤❡♦$❡2✐❝❛❧ ✭✐0♦✲❛♥✐0♦2$♦♣② ✜❡❧❞ ❧✐♥❡0✮ ❛♥❞ 2❤❡ ❡①✲

♣❡$✐♠❡♥2❛❧ ✭0H✉❛$❡ 0②♠❜♦❧0 ❢♦$ ♣✐❡③♦❛❝2✉❛2✐♦♥ ❡①♣❡$✐♠❡♥20✱ ❝✐$❝❧❡ 0②♠❜♦❧0 ❢♦$ ❜❡♥❞✐♥❣

❡①♣❡$✐♠❡♥20✮ ❛♥✐0♦2$♦♣② ✜❡❧❞ Hme ♠❛♣♣❡❞ ✐♥ 2❤❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧ 02$❡00 0♣❛❝❡ ✭σxx, σyy✮✳ ❚❤❡

❛♥❛❧②2✐❝❛❧ ❡①♣$❡00✐♦♥ ♦❢ Hme =
[
Hres(ϕM = π

2 )−Hres(ϕM = 0)
]
/2 ✐0 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡H✉❛2✐♦♥

✹✳✸✳✶✻ ❛♥❞ ✐0 ❞✐$❡❝2❧② ♣$♦♣♦$2✐♦♥❛❧ 2♦ (σxx − σyy)❀ 2❤❛2 ✐0 ✇❤② 2❤❡ ✐0♦✲❛♥✐0♦2$♦♣② ✜❡❧❞

❛$❡ ♣❡$❢❡❝2❧② ❧✐♥❡❛$✳ ❍❡$❡✱ 2❤❡ ♦♥❧② ✜22✐♥❣ ♣❛$❛♠❡2❡$ ✐0 2❤❡ ♠❛❣♥❡2♦02$✐❝2✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥2

λCFA = 14× 10−6
✭❜② ✜22✐♥❣ 2❤❡ ♦✈❡$❛❧❧ ❞❛2❛✮✳ ❚❤❡ ❛❝❝♦$❞❛♥❝❡ ❜❡2✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①✲

♣❡$✐♠❡♥2❛❧ ❞❛2❛ 0❡❡♠0 ✈❡$② ❣♦♦❞ ❛♥❞ 0❤♦✇ 2❤❛2 ❛♥ ❡H✉✐❜✐❛①✐❛❧ 02$❡00 02❛2❡ ✇✐2❤ ♦♣♣♦0✐2❡

❝♦♠♣♦♥❡♥20 ❢❛✈♦$✐③❡0 2❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥✐0♦2$♦♣②✳

❍♦✇❡✈❡$✱ ❢$♦♠ 2❤✐0 ♠❛♣✱ ✐2 ✐0 ♥♦2 02$❛✐❣❤2❢♦$✇❛$❞ 2♦ ❝♦♠♣❛$❡ 2❤❡ 2✇♦ ❦✐♥❞0 ♦❢ ❡①♣❡$✲

✐♠❡♥20 0✐♥❝❡ ♦♥❡ ✐0 ❜✐❛①✐❛❧ ❛♥❞ 2❤❡ ♦2❤❡$ ✉♥✐❛①✐❛❧✳ ❚❤❛2 ✐0 ✇❤② ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦22❡❞ Hme

❛0 ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ σDHeq (ϕM = 0) − σDHeq
(
ϕM = π

2

)
= 3

2 (σxx − σyy) ✐♥ ♦$❞❡$ 2♦ ✉♥❞❡$0❝♦$❡

2❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ 2❤❡ ❡H✉✐✈❛❧❡♥2 02$❡00 ❝♦♥❝❡♣2✱ ❡0♣❡❝✐❛❧❧② ❤❡$❡ ❢♦$ 2❤✐♥ ✜❧♠0 0✉❜♠✐22❡❞

2♦ ❞✐✛❡$❡♥2 0♦❧✐❝✐2❛2✐♦♥0 ✭✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✾✲❛✮✳ ❲❡ 0❤♦✇ ❤❡$❡ 2❤❛2 2❤❡ ♦✈❡$❛❧❧ ❞❛2❛ ✭❜❧✉❡ ❝✐$❝❧❡

0②♠❜♦❧0 ❢♦$ ♣✐❡③♦❛❝2✉❛2✐♦♥ ❛♥❞ $❡❞ 0H✉❛$❡ 0②♠❜♦❧0 ❢♦$ ❜❡♥❞✐♥❣✮ ❢♦❧❧♦✇0 2❤❡ 0❛♠❡ ❧✐♥❡ ♦♥

2❤✐0 ❣$❛♣❤✳ ❖❜✈✐♦✉0❧②✱ ❛ 0✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛$ ✜2 ❣✐✈❡♥ ❜② ❡H✉❛2✐♦♥ ✹✳✸✳✶✹ ❛❧❧♦✇0 ❞❡2❡$♠✐♥✐♥❣ 2❤❡

♠❛❣♥❡2♦02$✐❝2✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥2 λCFA = 15 × 10−6
✱ ✐♥ ❛ ✈❡$② 0✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞✐$❡❝2 ♠❛♥♥❡$✱ ❛0

0❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉$❡ ✹✳✸✳✾ 2❤❛2 ♣$❡0❡♥20 Kme =
HmeMs

2 ❛0 ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢

3
2 (σxx − σyy)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✐2 0❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦2❡❞ 2❤❛2 2❤✐0 ❣♦♦❞ ❛❣$❡❡♠❡♥2 ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ ✈♦❧2❛❣❡ ❛♥❞ 2❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐♥✲

❞✉❝❡❞ 02$❛✐♥ ✐0 ❛♥♦2❤❡$ ✐♥❞✐❝❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣❡$❢❡❝2 02$❛✐♥ 2$❛♥0♠✐00✐♦♥ ❢$♦♠ 2❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝2$✐❝

❛❝2✉❛2♦$ 2♦ 2❤❡ ❈❋❆ ✜❧♠✳

✽✺
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❛❧✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡,❡ ,②,"❡♠,✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ♣&♦♣❡&"✐❡, ♦❢ "❤❡ "❤✐♥ ✜❧♠, ♠✉,"

❜❡ ✇❡❧❧ ❝♦♥"&♦❧❧❡❞ ✐♥ "❤✐, "②♣❡ ♦❢ ,✉❜,"&❛"❡ "❤❛" ❤❛, ,♣❡❝✐✜❝✐"✐❡, ✭✢❡①✐❜✐❧✐"②✱ &♦✉❣❤♥❡,,✱

❛♥✐,♦"&♦♣② ❜❡❤❛✈✐♦& &❡❧❛"❡❞ "♦ "❤❡ ❡①"&✉,✐♦♥ ♣&♦❝❡,,✮✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❧♠,✱ ,❡✈❡&❛❧

❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥, ,✉❝❤ ❛, ✢❡①✐❜❧❡ "✉♥♥❡❧ ❥✉♥❝"✐♦♥, ❬✹❪✱ ♠❛❣♥❡"♦✲✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❬✺✱ ✻❪ ♦& ♠❛❣♥❡✲

"♦&❡,✐,"❛♥❝❡ ,❡♥,♦&, ❛&❡ ✉♥❞❡& ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥" ❬✶✱ ✼❪✳✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✐" ✐, ❝&✉❝✐❛❧ "♦ ✉♥❞❡&,"❛♥❞

✐♥ ❞❡♣"❤ "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ,✉❝❤ ,♣❡❝✐✜❝ ,②,"❡♠,✳ ▼❛❣♥❡"✐❝ ✜❧♠, ❞❡♣♦,✐"❡❞ ♦♥

♣♦❧②♠❡& ,✉❜,"&❛"❡, ❤❛✈❡ ,♣❡❝✐✜❝ ♣&♦♣❡&"✐❡,✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❛♥② ❣&♦✉♣, ❤❛✈❡ &❡♣♦&"❡❞ &❡,✐❞✲

✉❛❧ ♣❧❛♥❛& ♠❛❣♥❡"✐❝ ❛♥✐,♦"&♦♣② ✇✐"❤♦✉" ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ "❤❡✐& ♣♦,,✐❜❧❡ ♦&✐❣✐♥ ✭♠❛❣♥❡"♦❡❧❛,"✐❝

❡✛❡❝" &❡❧❛"❡❞ "♦ ✐♥"&✐♥,✐❝ ♦& ❡①"&✐♥,✐❝ ,"&❡,,❡,✱ ❛♥✐,♦"&♦♣✐❝ ❣❡♦♠❡"&② &❡❧❛"❡❞ "♦ "❤❡ ❡①"&✉✲

,✐♦♥ ❞✐&❡❝"✐♦♥✱ &♦✉❣❤♥❡,,✱ ✐♥"❡&❢❛❝✐❛❧ ❡✛❡❝"✱ ❡"❝✳✮ ❬✽✱ ✾✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸❪✳ ■♥ "❤❡ ♣&❡❝❡❞❡♥"

❝❤❛♣"❡&✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥"❡&♣&❡"❡❞ "❤✐, ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇✐"❤♦✉" ♣&♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❛❜,♦❧✉"❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡

❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭,✐♥❣❧❡ ❝♦♥❢&♦♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❛♥✐,♦"&♦♣② ♦❢ "❤❡ ,❛♠❡ ♠❛"❡&✐❛❧ ❞❡♣♦,✐"❡❞ ♦♥ ,✐❧✐❝♦♥

❛♥❞ ❑❛♣"♦♥➤✮✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥,✇❡&✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ,"✉❞✐❡❞ ❛ Ni80Fe20 ✜❧♠ ❦♥♦✇♥ "♦ ❤❛✈❡ ❛

✈❡&② ❧♦✇ ♠❛❣♥❡"♦,"&✐❝"✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛&❡❞ "♦ "❤❡ &❡,✉❧", ♦♥ ♠✉❝❤ ♠♦&❡ ♠❛❣♥❡"♦,"&✐❝"✐✈❡

✜❧♠,✳

✺✳✶ #$❡❛♠❜❧❡*

■♥ "❤✐, ❝❤❛♣"❡&✱ ✇❡ ❛&❣✉❡ "❤❛" "❤❡ &❡,✐❞✉❛❧ ❛♥✐,♦"&♦♣② ♦❢ "❤❡ ,"✉❞✐❡❞ ✜❧♠, ✐, ❞✉❡ "♦

♠❛❣♥❡"♦❡❧❛,"✐❝ ❡✛❡❝",✳ ❚❤✐, &❡,✐❞✉❛❧ ♠❛❣♥❡"♦❡❧❛,"✐❝ ❡✛❡❝" ♠✉," ♦❜✈✐♦✉,❧② ❜❡ ❞✉❡ "♦

&❡,✐❞✉❛❧ ,"&❡,,❡, ✐♥ "❤❡ "❤✐♥ ✜❧♠✳ ■" ✐, ❦♥♦✇♥ "❤❛" "❤✐♥ ✜❧♠ ❣&♦✇"❤ ♦♥ ❛ ,✉❜,"&❛"❡ ❣❡♥✲

❡&❛"❡, &❡,✐❞✉❛❧ ,"&❡,,❡, ❡✈❡♥ ✐❢ ♥♦ ❡♣✐"❛①② ♦❝❝✉&,✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ❛" &♦♦♠ "❡♠♣❡&❛"✉&❡✱

♠❛♥② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛&❡ ,♦✉&❝❡, ♦❢ ,"&❡,,❡, ✐♥ ❛♠♦&♣❤♦✉, ✜❧♠, ✭❛"♦♠✐❝ ♣❡❡♥✐♥❣ ❞✉❡ "♦ ✐♦♥

❜♦♠❜❛&❞♠❡♥"✮ ❛♥❞ ♣♦❧②❝&②,"❛❧❧✐♥❡ ✜❧♠, ✭❛"♦♠✐❝ ♣❡❡♥✐♥❣✱ ❝♦❛❧❡,❝❡♥❝❡ ❛" ❣&❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲

❛&✐❡,✱ ❣&❛✐♥ ❣&♦✇"❤✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❍❡♥❝❡✱ "❤❡,❡, ,"&❡,,❡, ✇✐❧❧ ♠♦❞✐❢② "❤❡ ✏✜❧♠✲,✉❜,"&❛"❡✑ ,②,"❡♠

❣❡♦♠❡"&②✳ ■♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ Yf ❛♥❞ Ys &❡❢❡& "♦ ✜❧♠ ❛♥❞ ,✉❜,"&❛"❡ ❨♦✉♥❣✬, ♠♦❞✉❧✉,✱ &❡✲

,♣❡❝"✐✈❡❧②✱ tf ❛♥❞ ts &❡❢❡& "♦ ✜❧♠ ❛♥❞ ,✉❜,"&❛"❡ "❤✐❝❦♥❡,,✱ &❡,♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ,❡♣❛&❛"❡

"✇♦ ❝❛,❡,✿ ✐✮ &✐❣✐❞ ,✉❜,"&❛"❡ ❛♥❞ ✐✐✮ ✢❡①✐❜❧❡ ,✉❜,"&❛"❡✳

✽✽



✺ ❘❡#✐❞✉❛❧ ❛♥✐#♦+,♦♣② ✐♥ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❧♠# ❞❡♣♦#✐+❡❞ ♦♥ ♣♦❧②♠❡, #✉❜#+,❛+❡

��

��

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✳✶ ✕ ❛✮ ▼♦❤$✬0 ❝✐$❝❧❡ $❡♣$❡0❡♥5❛5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ 0❤❛♣❡0 ♦❢ ❝✉$✈❡❞ 0✉$❢❛❝❡0 ❞❡0❝$✐❜✐♥❣

❛❧❧ 5❤❡ ♣♦00✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉$❛5✐♦♥0 ❢♦$ ✢❡①✐❜❧❡ 0②05❡♠✳ κx✱ κy ❛$❡ 5❤❡ ♣$✐♥❝✐✲

♣❛❧ ❝✉$✈❛5✉$❡0 ✇❤✐❧❡ κxy ✐0 5❤❡ 5✇✐05 ♦♥❡ ✭♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦$ ❛ 5❤✐♥ ✜❧♠ ♦♥ ❛

0✉❜05$❛5❡✮✳ ❜✮ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ ♣$❡❞✐❝5✐♦♥0 ♦❢ ♣$✐♥❝✐♣❛❧ ❝✉$✈❛5✉$❡0 ❛5 ✇❛❢❡$ ❝❡♥✲

5❡$ ♥♦$♠❛❧✐③❡❞ ❜② 5❤❡ 0♠❛❧❧ ❞❡❢♦$♠❛5✐♦♥ 0♣❤❡$✐❝❛❧ ❝✉$✈❛5✉$❡ ✭κStoney✮ ❛0

❛ ❢✉♥❝5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ $❛5✐♦ A/Ac✳ ❚❤❡ ♣❛$❛♠❡5❡$ A ❞❡♣❡♥❞0 ♦♥ 5❤❡ ✜❧♠ ❛♥❞

0✉❜05$❛5❡ 5❤✐❝❦♥❡00 ❛♥❞ ❡❧❛05✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥50❀ ❇❡❤✐♥❞ 5❤❡ ❝$✐5✐❝❛❧ ♣❛$❛♠❡5❡$

Ac✱ κx 6= κy ❛♥❞ 5❤✉0 ❝②❧✐♥❞$✐❝❛❧ 0❤❛♣❡ ♦❝❝✉$0 ✭❜✐❢✉$❝❛5✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✮✳

��

��

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✳✷ ✕ ❛✮ ❋❛❝✐❧❡ ❢❛❜$✐❝❛5✐♦♥ 0❝❤❡♠❡ ♦❢ K❉▼❙ ❜✐❧❛②❡$0 ✇✐5❤ ❛ 0♣♦♥5❛♥❡♦✉0 ❝✉$✈❛✲

5✉$❡ ❛♥❞ 5❤❡ ✜❧♠0 ❛❝N✉✐$✐♥❣ 0♣❤❡$✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞$✐❝❛❧ ❞❡❢♦$♠❛5✐♦♥✱ ❞❡✲

♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 5❤❡ ✜❧♠ 0❛♠♣❧❡ 0✐③❡✳ ❚❤❡ 0♣❤❡$✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦$♠❡❞ 0❛♠♣❧❡ ✐0

♣❤♦5♦❣$❛♣❤❡❞ ♦♥ ❛ $❡✢❡❝5✐♥❣ 0✉❜05$❛5❡✳ ❜✮ K❊❈❱❉ 0✐❧✐❝♦♥ ♥✐5$✐❞❡ ✜❧♠

❞❡♣♦0✐5❡❞ ♦♥ 5✇♦ ❞✐✛❡$❡♥5 ♣❧❛05✐❝ 0✉❜05$❛5❡0✳ ❚❤❡ 0✉❜05$❛5❡ 5❤✐❝❦♥❡00 ❛♥❞

5❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥5 ♦❢ 5❤❡ 5❤❡$♠❛❧ ❡①♣❛♥0✐♦♥ ❛$❡ 0❤♦✇♥ ❢♦$ ❡❛❝❤ 0✉❜05$❛5❡✳ ❚❤❡

✜❧♠ ✐0 ❞❡♣♦0✐5❡❞ ♦♥ 5❤❡ 5♦♣ ❛♥❞ 5❤❡ 05$✉❝5✉$❡0 $♦❧❧ ✐♥5♦ ❝②❧✐♥❞❡$✳

✽✾



✺ ❘❡#✐❞✉❛❧ ❛♥✐#♦+,♦♣② ✐♥ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❧♠# ❞❡♣♦#✐+❡❞ ♦♥ ♣♦❧②♠❡, #✉❜#+,❛+❡

❼ ❘✐❣✐❞ ❙✉❜'()❛(❡ ✭Yf tf ≪ Ysts✮✿

■♥ (❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ )✐❣✐❞ '✉❜'()❛(❡ ✭❧✐❦❡ '✐❧✐❝♦♥✮✱ (❤❡ '✉❜'()❛(❡ ❞♦♠✐♥❛(❡' ❛♥❞ (❤❡ ✜❧♠ ❝♦♠✲

♣❧✐❡' ✇✐(❤ ✐(✳ ❚❤❡ '()❡'' ✐♥ (❤❡ '✉❜'()❛(❡ ✐' '♠❛❧❧✱ ❛♥❞ (❤❡ ✜❧♠✴'✉❜'()❛(❡ '②'(❡♠ ❝✉)✈❡'

♦♥❧② '❧✐❣❤(❧②✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ (❤❡ ✜❧♠ ✐' ❤✐❣❤❧② '()❡''❡❞✳ ❚❤❡ '()❡'' ✐' ❡B✉✐❜✐❛①✐❛❧ ❛♥❞ (❤❡ '()✉❝✲

(✉)❡ ❢♦)♠' ❛ '♣❤❡)✐❝❛❧ ❝❛♣ ✇✐(❤ ❛ )❛❞✐✉' ♦❢ ❝✉)✈❛(✉)❡ R ❣✐✈❡♥ ❜② (❤❡ '♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙(♦♥❡②✬'

❡B✉❛(✐♦♥ ❧✐♥❦✐♥❣ R (♦ (❤❡ )❡'✐❞✉❛❧ '()❡''❡' ❬✶✹❪✳

❼ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❙✉❜'()❛(❡ ✭Yf tf ❛♣♣)♦❛❝❤❡' (❤❡ ♠❛❣♥✐(✉❞❡ ♦❢ Ysts✮✿

❙✉❝❤ ❝❛'❡ ❣✐✈❡' )✐'❡ (♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛(❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ '✐(✉❛(✐♦♥' ❛' '❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉)❡ ✺✳✶✳✶✲❛✮✳

❆ ❝✉)✈❛(✉)❡ ❜✐❢✉)❝❛(✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✭'❡❡ ✜❣✉)❡ ✺✳✶✳✶✲❜✮✮ ❛)✐'❡' ❢)♦♠ (❤❡ ❢❛❝( (❤❛( (❤❡
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)✐♦♥ ❜② ✐♥)F♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐A♦)F♦♣② ✜❡❧❞ Hu✳ ■♥ )❤✐A ❝♦♥❞✐)✐♦♥✱ )❤❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ✈❛❧✉❡

♦❢ )❤❡ F❡A♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇F✐))❡♥ ❛A✿

Hres =

√
(2πMs +Hu sin

2 ϕH)2 + (2πf/γ)2 − 2πMs − Hu(
1

2
+

3

2
cos 2ϕH) ✭✺✳✷✳✶✮

■) A❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦)❡❞ )❤❛) )❤✐A ❢♦F♠✉❧❛)✐♦♥ ✐A A✐♠♣❧✐✜❡❞✱ ✐♥❞❡❡❞ ✇❡ ❝♦♥A✐❞❡F ❤❡F❡ )❤❛)

)❤❡ ♠❛❣♥❡)✐③❛)✐♦♥ ✐A ❛❧✇❛②A ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ )❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡A ✐♥

✜❣✉F❡ ✺✳✷✳✶ ❝♦FF❡A♣♦♥❞ )♦ ✜)A ♦❢ )❤❡ ❡①♣❡F✐♠❡♥)❛❧ ❞❛)❛ ✉A✐♥❣ )❤❡ ♣❛F❛♠❡)❡F ♦❢ )❛❜❧❡ ✺✳✷✳

❲❡ ♦❜A❡F✈❡ )❤❛) )❤❡ ❛♥✐A♦)F♦♣② ✜❡❧❞ ✐A ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦F ◆✐ ✇❤✐❝❤ ♣♦AA❡AA❡A )❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

A❛)✉F❛)✐♦♥ ♠❛❣♥❡)✐③❛)✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡F✱ ♥♦ ♠♦F❡ ❝♦FF❡❧❛)✐♦♥A ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜❡)✇❡❡♥Ms ❛♥❞

Hu✳

■♥ ❛❞❞✐)✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✈❡F✐✜❡❞ )❤❛) )❤✐A ❛♥✐A♦)F♦♣② ❞✐A❛♣♣❡❛FA ✇❤❡♥ A✐♠✐❧❛F ✜❧♠A ❛F❡

❞❡♣♦A✐)❡❞ ♦♥)♦ F✐❣✐❞ A✉❜A)F❛)❡A ✭❙✐❧✐❝♦♥✱ ❨♦✉♥❣✬A ♠♦❞✉❧✉A ♦❢ ✷✵✵ ●^❛✮✳ ❋✐❣✉F❡A ✺✳✷✳✷✲❛✮

❛♥❞ ✺✳✷✳✷✲❜✮ A❤♦✇ )❤❡ F❡A♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✈❛F✐❛)✐♦♥ ❛A ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ ϕH ❢♦F ◆✐ ❛♥❞ ❋✐♥❡♠❡)➤

✜❧♠A ❞❡♣♦A✐)❡❞ ♦♥ )✇♦ ❑❛♣)♦♥➤ ❛♥❞ ❙✐❧✐❝♦♥ A✉❜A)F❛)❡✳ ❆ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐A♦)F♦♣② ✜❡❧❞ ✐A A)✐❧❧

♣F❡A❡♥)❀ ❤♦✇❡✈❡F ✐)A ♠❛❣♥✐)✉❞❡ ✐A )❡♥ )✐♠❡A A♠❛❧❧❡F )❤❛♥ )❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛A✉F❡❞ ♦♥ ❑❛♣)♦♥✿

Hu ❢♦F )❤❡ ◆✐ ❛♥❞ ❋✐♥❡♠❡)➤ ♦♥ ❑❛♣)♦♥➤ ❛F❡ F❡A♣❡❝)✐✈❡❧② Hu = 300 ❖❡ ❛♥❞ Hu = 40

✾✶
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✳✷ ✕ ❆♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ 3❤❡ $❡5♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❛5 ❛ ❢✉♥❝3✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❣❧❡

❢♦$✿ ✭❛✮ ✷✵✵ ♥♠ ◆✐ 3❤✐♥ ✜❧♠ ♦♥ ❑❛♣3♦♥➤ ❛♥❞ ❙✐❀ ✭❜✮ ❋✐♥❡♠❡3➤ ♦♥

❑❛♣3♦♥➤ ❛♥❞ ❙✐✳

❖❡ ✇❤✐❧❡ 5✐♠✐❧❛$ ✜❧♠5 ♦♥ ❙✐ ❣✐✈❡ Hu = 7 ❖❡ ❛♥❞ ✸✵ ❖❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①♣❡$✐❡♥❝❡❞ 3❤❛3 3❤❡

❡❛5② ❛①✐5 ❞♦❡5 ♥♦3 ♥❡❝❡55❛$✐❧② ♠❛3❝❤ ✇✐3❤ 3❤❡ ♣♦❧②♠❡$ ❡①3$✉5✐♦♥ ❞✐$❡❝3✐♦♥ ✭$❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡

❜② ✐35 5✉$❢❛❝❡ ❣$♦♦✈❡5✮✳ ■♥ 3❤✐5 ❝♦♥3❡①3✱ 3❤❡ ❝♦$$❡5♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡3✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡3♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❜❡❤❛✈✐♦$ ❛♥❞ $❡5✐❞✉❛❧ ❛♥✐5♦3$♦♣② 5❡❡♠5 3♦ ❜❡ 3❤❡ ♦♥❧② ✐❞❡♥3✐✜❛❜❧❡ 5♦✉$❝❡ ♦❢ 3❤✐5 ❡✛❡❝3

❛♥❞ ✐5 ❝❡$3❛✐♥❧② ❞✉❡ 3♦ 3❤❡ ❤✐❣❤ ✢❡①✐❜✐❧✐3② ♦❢ 3❤❡ 5✉❜53$❛3❡✳

✺✳✸ ❖$✐❣✐♥ ♦❢ *❤❡ $❡-✐❞✉❛❧ ♠❛❣♥❡*✐❝ ❛♥✐-♦*$♦♣②

❚♦ ❡❧✉❝✐❞❛3❡ 3❤❡ ♦$✐❣✐♥ ♦❢ $❡5✐❞✉❛❧ ❛♥✐5♦3$♦♣② ✐♥ ♠❛❣♥❡3✐❝ ✜❧♠5 ♦♥ ♣♦❧②♠❡$ 5✉❜53$❛3❡✱

♠❛❣♥❡3♦53$✐❝3✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥35 ✭λ✮ ♦❢ 3❤❡ ❞✐✛❡$❡♥3 ✜❧♠5 ❛$❡ ❞❡3❡$♠✐♥❡❞ 3❤❛♥❦5 3♦ 3❤❡ ♠❡3❤✲

♦❞5 ❞❡5❝$✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣3❡$ ✹✳ ❋♦$ ❝❧❛$✐3②✱ ♦♥❧② $❡5✉❧35 ♦♥ Ni80Fe20 ❛♥❞ Co40Fe40B20 ✜❧♠5

✇✐❧❧ ❜❡ ♣$❡5❡♥3❡❞ ✐♥ ❞❡3❛✐❧✳ ❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✳✶✲❛✮ 5❤♦✇5 3❤❡ ❡✈♦❧✉3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ $❡5♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞

5❤✐❢3✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛5 3❤❡ $❡5♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ♠❡❛5✉$❡❞ ✐♥ ❛❜5❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦❧3❛❣❡ ❛♥❞ 3❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛5✉$❡❞

❛3 ❛ 5♣❡❝✐✜❝ ✈♦❧3❛❣❡✱ ❛5 ❢✉♥❝3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧3❛❣❡ ❢♦$ 3✇♦ ♠❛3❡$✐❛❧5 ✭✐✳❡✳ Ni80Fe20
❛♥❞ Co40Fe40B20✮✳ ❚❤❡ ❝✉$✈❡5 ❝♦$$❡5♣♦♥❞ 3♦ ❛ 5✐♠♣❧❡ ❡❧❡❝3$✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✲✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ✭✵ ❱

✲ ✶✵✵ ❱ ✲ ✵ ❱✮ ❞✉$✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❋▼❘ 5♣❡❝3$❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ $❡❝♦$❞❡❞ ❡✈❡$② ✷❱ ✭❛3 ❢$❡U✉❡♥❝②

❡U✉❛❧ 3♦ ✶✵ ●❍③✮❀ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧$❡❛❞② ❞✐5❝✉55❡❞ 3❤❛3 3❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛$✐3② ♦❢ 3❤❡ ❝✉$✈❡ ✐5 ❞✉❡ 3♦

3❤❡ 5♣❡❝✐✜❝ ♣✐❡③♦❡❧❡❝3$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ 3❤❡ ❛❝3✉❛3♦$ 3❤❛3 ✐5 $❡✈❡$5✐❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❝❛♣3✉$❡❞ ✐♥

❜♦3❤ $❡5♦♥❛♥❝❡ ✭✜❣✉$❡ ✺✳✸✳✶✲❛✮✮ ❛♥❞ 53$❛✐♥ ✭✜❣✉$❡ ✺✳✸✳✶✲❜✮✮ ♠❡❛5✉$❡♠❡♥35✳

■3 ✐5 ❝❧❡❛$ 3❤❛3 3❤❡ Co40Fe40B20 $❡5♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✐5 ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠✉❝❤ ♠♦$❡ 3❤❛♥ 3❤❛3 ♦❢

Ni80Fe20 ❜❡3✇❡❡♥ ✵ ❱ ❛♥❞ ✶✵✵ ❱ ✭✶✹✵ ❖❡ ✐♥53❡❛❞ ♦❢ ✻ ❖❡✮✳ ❯5✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ 5❝❛❧❡ ♦♥ 3❤❡

y✲❛①✐5 ❢♦$ ❜♦3❤ ❝✉$✈❡5 ♠❛❦❡ ❞✐✣❝✉❧3 3♦ ♦❜5❡$✈❡ 3❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛$✐3② ♦❢ 3❤❡ Ni80Fe20 ❝✉$✈❡✳

❍♦✇❡✈❡$✱ 3❤✐5 ✐5 ♠♦$❡ ❛♣♣❛$❡♥3 ✇✐3❤ ❛♥ ❛♣♣$♦♣$✐❛3❡ 5❝❛❧❡ ❞❡5♣✐3❡ 3❤❡ 5♠❛❧❧ ✈❛$✐❛3✐♦♥5✱

✇❤✐❝❤ ❡①❛❝❡$❜❛3❡5 3❤❡ U✉❛❧✐3② ♦❢ ♦✉$ ♠❡❛5✉$❡♠❡♥35 ✐♥ 3❡$♠5 ♦❢ $❡5♦❧✉3✐♦♥ ✭5❡❡ ✐♥5❡3 ✐♥

✜❣✉$❡ ✺✳✸✳✶✲❛✮✮✳

❚❤❡ ♦❜5❡$✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦$ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠❡❛5✉$✐♥❣ 3❤❡ ✈♦❧3❛❣❡✴✐♥✲♣❧❛♥❡ 53$❛✐♥5 ❝♦$$❡✲

5♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ❋♦$ 3❤✐5 ♣✉$♣♦5❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛5✉$❡❞ 3❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 53$❛✐♥5 ✈❛$✐❛3✐♦♥5 ❛5 ❢✉♥❝3✐♦♥

♦❢ 3❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧3❛❣❡ ✇✐3❤ 5✐♠✐❧❛$ ❡①♣❡$✐♠❡♥3❛❧ ❝♦♥❞✐3✐♦♥5 ✭❡❧❡❝3$✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✲✉♥❧♦❛❞✐♥❣

✭✵ ❱ ✲ ✶✵✵ ❱ ✲ ✵ ❱✮ ❜② 53❡♣ ♦❢ ✷ ❱✮✳ ❚❤❡5❡ ✈❛$✐❛3✐♦♥5 ❛$❡ ♣$❡5❡♥3❡❞ ♦♥ ✜❣✉$❡ ✺✳✸✳✶✲❜✮✳

❆❢3❡$ ❡①3$❛❝3✐♥❣ 3❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥3❛❧ ✈❛❧✉❡5 ♦❢ 3❤❡ ✈♦❧3❛❣❡✴✐♥✲♣❧❛♥❡ 53$❛✐♥5 ❝♦$$❡5♣♦♥❞❡♥❝❡✱

✐3 ✐5 ♣♦55✐❜❧❡ 3♦ ♠♦❞❡❧ 3❤❡ ♦❜5❡$✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦$✳ ❚❤✐5 ❝♦$$❡5♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐5 ♣$❡5❡♥3❡❞ ✐♥ 3❤❡

✾✷
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✳✶ ✕ ❘❡,♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ,❤✐❢6 ✈❛$✐❛6✐♦♥, ❛, ❛ ❢✉♥❝6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧6❛❣❡ ✭❛✮ ❛♥❞

6❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ,6$❡,, ✭❜✮ ❢♦$ Co40Fe40B20 ✭$❡❞ ,②♠❜♦❧,✮ ❛♥❞ Ni80Fe20 ✭❜❧✉❡

,②♠❜♦❧,✮✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡, $❡❢❡$ 6♦ 6❤❡ ❛❞❥✉,6✐♥❣ ♠♦❞❡❧, ❢♦$ 6❤❡ 6✇♦ ,❛♠♣❧❡,✳

❚❤❡ ✐♥,❡$6 ✐♥ ✭❛✮ ✐, ❛ ③♦♦♠ ♦❢ 6❤❡ Ni80Fe20 ❝✉$✈❡✱ ✇❤✐❧❡ 6❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✭❜✮

✐, 6❤❡ ♠❡❛,✉$❡❞ ✈❛$✐❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ,6$❛✐♥, ✭εxx ❛♥❞ εyy ❛6 6❤❡ 6♦♣

,✉$❢❛❝❡ ♦❢ 6❤❡ ✜❧♠,✮ ❛, ❛ ❢✉♥❝6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧6❛❣❡✳

❝❛♣6✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉$❡ ✺✳✸✳✶✲❜✮✳ ◆♦6❡ 6❤❛6 6❤❡ ♦❜,❡$✈❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛$✐6✐❡, ✐♥ ✜❣✉$❡ ✺✳✸✳✶✲❛✮ ❝❛♥

❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐❢ 6❤❡ $❡,♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ,❤✐❢6 Hres✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛, δHres = Hres(0) − Hres(V )✱ ✐,

♣❧♦66❡❞ ❛, ❛ ❢✉♥❝6✐♦♥ ♦❢ 2σxx−σyy ✭❝❛❧❝✉❧❛6❡❞ ❜② ✉,✐♥❣ ❡F✉❛6✐♦♥, ✺✳✸✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸✳✸✮✱ ❛, ❞✐,✲

❝✉,,❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣6❡$ ✹✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②,✐, ❝❛♥ ❜❡ $❡❧❛6✐✈❡❧② ,✐♠♣❧❡ ✐❢ 6❤❡ $❡,♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✐, ❧❛$❣❡$

6❤❛♥ 6❤❡ ♠❛❣♥❡6♦❡❧❛,6✐❝ ❛♥✐,♦6$♦♣② ✜❡❧❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ 6❤✐, ❝♦♥❞✐6✐♦♥✱ 6❤❡ ♠❛❣♥❡6✐③❛6✐♦♥

❞✐$❡❝6✐♦♥ ✐, ❛❧♠♦,6 ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ 6❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡6✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ $❡,♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞✱ ✇❤❡♥

6❤❡ ,❛6✉$❛6✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐, ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ 6❤❡ x ❛①✐, ✭❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ 6♦ 6❤❡ ,❛♠♣❧❡ ❧♦♥❣✐6✉❞✐♥❛❧

❡❧♦♥❣❛6✐♦♥ ❞✐$❡❝6✐♦♥✮ ✐, 6❤✉, ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✷✶❪✿

Hres =

√
(
2πMs +

3λ

2Ms
σyy

)2
+

(2πf
γ

)2
− 2πMs −

3λ

2Ms

(
2σxx − σyy

)
✭✺✳✸✳✶✮

❚❤❡ ❧❛,6 6❡$♠ ❝♦$$❡,♣♦♥❞, 6♦ 6❤❡ $❡,♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✈❛$✐❛6✐♦♥ ✇✐6❤ 6❤❡ ✈♦❧6❛❣❡✲✐♥❞✉❝❡❞

♠❛❣♥❡6♦❡❧❛,6✐❝ ❛♥✐,♦6$♦♣② ✜❡❧❞ ❜❡❝❛✉,❡

3λ
2Ms

σyy ≪ 2πMs✳ ❆, ♣$❡✈✐♦✉,❧② ♠❡♥6✐♦♥❡❞✱

6❤❡ $❡,♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ,❤✐❢6 ✐, ❛♣♣$♦①✐♠❛6❡❧② ❡F✉❛❧ 6♦ δHres ≃ −
3λ
2Ms

(
2σxx − σyy

)
✱ 6❤❛6 ✐,

❝♦♥✜$♠❡❞ ❜② 6❤❡ ❧✐♥❡❛$ ✈❛$✐❛6✐♦♥ ♦❢ δHres ❛, ❛ ❢✉♥❝6✐♦♥ ♦❢ 2σxx−σyy ✭,❡❡ ✜❣✉$❡ ✺✳✸✳✶✲❜✮✮✳

❚❤❡ $❡❧❛6✐♦♥ ❜❡6✇❡❡♥ 6❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ,6$❡,,❡, ✭σxx✱ σyy ✮ ❛♥❞ ,6$❛✐♥, ✭εxx✱ εyy✮ ♠❡❛,✉$❡❞

❜② ❉■❈ ✭,❡❡ ✜❣✉$❡ ✺✳✸✳✶✲❜✮✮ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② 6❤❡ ✐,♦6$♦♣✐❝ ❍♦♦❦✬, ❧❛✇ ✇❤❡$❡ Yf ✐, 6❤❡ ✜❧♠

❨♦✉♥❣✬, ♠♦❞✉❧✉, ❛♥❞ νf ✐, 6❤❡ ✜❧♠ U♦✐,,♦♥✬, $❛6✐♦✿

σxx =

(
Y

1 + ν

)(
1

1− ν
εxx +

ν

1− ν
εyy

)
✭✺✳✸✳✷✮

σyy =

(
Y

1 + ν

)(
1

1− ν
εyy +

ν

1− ν
εxx

)
✭✺✳✸✳✸✮

✾✸
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❙❛♠♣❧❡ Ni80Fe20 Co2FeAl Co40Fe40B20 ❋✐♥❡♠❡)➤❬✷✷❪ ◆✐ ❋❡●❛❬✽❪

Yf ✭●1❛✮ ✶✽✵❬✷✺❪ ✷✹✸ ✶✻✵❬✷✹❪ ✶✹✺ ✷✵✵ ✻✵

Hu✭❖❡✮ ✼ ✸✵ ✻✵ ✼✺ ✸✶✵ ✹✺✺

λ✭×10−6
✮ ✵✳✼✺ ✶✹ ✷✸ ✷✸ ✲✸✵ ✶✵✵

R✭❝♠✮ ✶✵✳✾ ✸✸ ✼✳✶ ✼✳✷ ✻✳✼ ✷✶✱✸

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❆♥✐D♦)F♦♣② ✜❡❧❞ ✭Hu✮✱ ♠❛❣♥❡)♦D)F✐❝)✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥) ✭λ✮ ❛♥❞ ❡D)✐♠❛)❡❞ F❛❞✐✉D

♦❢ ❝✉F✈❛)✉F❡ ✭R✮ ❢♦F ❞✐✛❡F❡♥) ♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❧♠D D)✉❞✐❡❞ ✐♥ )❤❡ ❢F❛♠❡✇♦F❦ ♦❢ )❤✐D

)❤✐D )❤❡D✐D✳

20 nm 100 nm 200 nm

300 nm 400 nm

❋✐❣✉F❡ ✺✳✸✳✷ ✕ 1❤♦)♦❣F❛♣❤② ♦❢ ✜✈❡ Ni80Fe20 D❛♠♣❧❡D ✇✐)❤ D❡✈❡F❛❧ )❤✐❝❦♥❡DD❡D ✭✷✵♥♠✱

✶✵✵♥♠✱ ✷✵✵♥♠✱ ✸✵✵♥♠ ❛♥❞ ✹✵✵♥♠✮ D❤♦✇✐♥❣ ✐♥❝F❡❛D✐♥❣ ❝②❧✐♥❞F✐❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣

✇✐)❤ )❤✐❝❦♥❡DD✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ )❤❡ ♣❤②D✐❝❛❧ ♣❛F❛♠❡)❡FD ♣F❡D❡♥)❡❞ ✐♥ )❛❜❧❡D ✺✳✷✱ λ ✐D )❤❡ ♦♥❧②

✉♥❞❡)❡F♠✐♥❡❞ ♣❛F❛♠❡)❡F✳ ■) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡)❡F♠✐♥❡❞ ❜② ✜))✐♥❣ )❤❡ ❡①♣❡F✐♠❡♥)❛❧ ❞❛)❛ )❤❛♥❦D

)♦ ❡U✉❛)✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡D ♦❢ λ ❢♦F Co40Fe40B20 ❛♥❞ Ni80Fe20 ❛F❡ ♣F❡D❡♥)❡❞ ✐♥ )❛❜❧❡

✺✳✷ ❛♥❞ ❛F❡ F❡D♣❡❝)✐✈❡❧② ❡U✉❛❧ )♦ 23 × 106 ❛♥❞ 0.75 × 106✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡D ❢♦F ❛❧❧ )❤❡ ♦)❤❡F

✜❧♠D ❛F❡ ❛❧D♦ D✉♠♠❛F✐③❡❞ ✐♥ )❤✐D )❛❜❧❡ ✐♥ ❛❞❞✐)✐♦♥ )♦ ♠❡❛D✉F❡♠❡♥)D ♠❛❞❡ ❜② ❉❛✐ ❡! ❛❧✳

❬✽❪ ❢♦F ❋❡●❛ ✜❧♠D ✇❤✐❝❤ ♣♦DD❡DD❡D ❤✐❣❤ λ✳ ❆ ❝♦FF❡❧❛)✐♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ♠❛❣♥❡)♦D)F✐❝)✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥) λ✱ )❤❡ F❡D✐❞✉❛❧ ❛♥✐D♦)F♦♣② Hu ❛♥❞ )❤❡ D❛)✉F❛)✐♦♥ ♠❛❣♥❡)✐③❛)✐♦♥ Ms ❝❧❡❛F❧②

❛♣♣❡❛FD✳ ❇② ❝♦♥D✐❞❡F✐♥❣ )❤❛) Hu ✐D ❞✉❡ )♦ ❛♥ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ )❤❡ D②D)❡♠✱ ✇❡

❝❛♥ ♥♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛)❡ )❤❡ ❝♦FF❡D♣♦♥❞✐♥❣ F❛❞✐✐ ♦❢ ❝✉F✈❛)✉F❡ ♦❢ )❤❡ ❞✐✛❡F❡♥) ✜❧♠D✳ ❋♦F )❤✐D

♣✉F♣♦D❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉D❡ Hu ✈❛❧✉❡D ♣F❡D❡♥)❡❞ ✐♥ )❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ )❤❡D❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥D✱ Hu

❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇F✐))❡♥ ❛D ❛ ♠❛❣♥❡)♦❡❧❛D)✐❝ ✜❡❧❞✿

Hu =
3λσu
Ms

✭✺✳✸✳✹✮

✇❤❡F❡ σu ✐D )❤❡ D)F❡DD ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② )❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝✉F✈❛)✉F❡ ♦❢ )❤❡ D②D)❡♠✱ ✐) ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞

❛D ❛ F❡D✐❞✉❛❧ D)F❡DD✳ ■) ❝❛♥ ❜❡ F❡❧❛)❡❞ )♦ ❛ F❛❞✐✉D ♦❢ ❝✉F✈❛)✉F❡ ❜② )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦F♠✉❧❛✿

σu = Y

(
tf + ts
2R

) 1 + 2
tf
ts

+
Yf
Ys

t2
f

t2s(
1 +

tf
ts

)(
1 +

Yf
Ys

tf
ts

)
✭✺✳✸✳✺✮

✇✐)❤ R )❤❡ D❛♠♣❧❡ F❛❞✐✉D ♦❢ ❝✉F✈❛)✉F❡✱ tf ❛♥❞ ts ❛F❡ F❡D♣❡❝)✐✈❡❧② )❤❡ ✜❧♠D ❛♥❞ D✉❜D)F❛)❡

)❤✐❝❦♥❡DD❡D ❛♥❞ Ys )❤❡ D✉❜D)F❛)❡ ❨♦✉♥❣✬D ♠♦❞✉❧✉D✳ ❚❤❡F❡❢♦F❡✱ )❤❡ F❛❞✐✉D ♦❢ ❝✉F✈❛)✉F❡
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✳✸ ✕ ❆♥❣✉❧❛$ ❛♥❞ ✈♦❧1❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡4 ♦❢ 1❤❡ $❡4♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✭❛1 f = 10 ●❍③✮

❢♦$ 1❤❡ Ni80Fe20✭♦♣❡♥ ❝✐$❝❧❡4✮ ❛♥❞ Co40Fe40B20 ✭4♣❤❡$❡4✮ 1❤✐♥ ✜❧♠4✳ ❚❤❡

4♦❧✐❞ ❧✐♥❡4 ❛$❡ ✜1 1♦ 1❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥1❛❧ ❞❛1❛✳

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣$❡44❡❞ ❛4 ❢♦❧❧♦✇4 ✿

R =
3λYf
Ms

(
tf + ts
2Hu

) 1 + 2
tf
ts

+
Yf
Es

t2
f

t2s(
1 +

tf
ts

)(
1 +

Yf
Es

tf
ts

)
✭✺✳✸✳✻✮

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ 4❤♦✇4 1❤❡ $❛❞✐✐ ♦❜1❛✐♥❡❞ ❢♦$ ❛❧❧ 1❤❡ 41✉❞✐❡❞ ✜❧♠4✳ ■1 ❝❛♥ ❜❡ 4❡❡♥ 1❤❛1 1❤❡ ❤✐❣❤

❞✐4❝$❡♣❛♥❝✐❡4 ✐♥ 1❡$♠4 ♦❢ Hu ✭❢$♦♠ ✼ 1♦ ✹✺✺ ❖❡✮ ♦$ λ ✭❢$♦♠ 0.75 × 10−6
1♦ 100 × 10−6

✮

❧❡❛❞4 1♦ $❛❞✐✐ ♦❢ 1❤❡ 4❛♠❡ ♦$❞❡$ ✭❢$♦♠ ✼✳✶ 1♦ ✸✸✮✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ 1❤❡4❡ R ✈❛❧✉❡4 ❛$❡ ❤✐❣❤ ✇❤❡♥

❝♦♠♣❛$❡❞ 1♦ 1❤❡ ✉4✉❛❧ ❧❛1❡$❛❧ 4❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥4✐♦♥4 ✭❢❡✇ ♠✐❧❧✐♠❡1❡$4✮ 4♦ 1❤❛1 1❤✐4 ❡✛❡❝1

❝❛♥♥♦1 ❜❡ ❡❛4✐❧② ♦❜4❡$✈❡❞✳ ■♥ ♦$❞❡$ 1♦ ❞✐$❡❝1❧② ❡41✐♠❛1❡ 1❤✐4 ❡✛❡❝1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♣♦4✐1❡❞

✜❧♠4 ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥1 1❤✐❝❦♥❡44 $❛♥❣✐♥❣ ❢$♦♠ ✷✵ ♥♠ 1♦ ✹✵✵ ♥♠ ♦♥ ❧❛$❣❡ 4✉❜41$❛1❡4 ✭3×3 ❝♠3
✮✱

✐✳❡✳ ❧❛$❣❡$ 1❤❛♥ 1❤♦4❡ ❞❡4❝$✐❜❡❞ ❜❡❢♦$❡ ✭0.5× 0.5 ❝♠2
✮✳ ❆ ❝②❧✐♥❞$✐❝❛❧ ❝✉$✈❛1✉$❡ ❤❛4 ❜❡❡♥

4②41❡♠❛1✐❝❛❧❧② ♦❜4❡$✈❡❞ ❢♦$ 1❤❡ ✇❤♦❧❡ 4❛♠♣❧❡4 ✭4❡❡ ✜❣✉$❡ ✺✳✸✳✷✮✳ ❯4✐♥❣ ❛♥ ♦♣1✐❝❛❧ ❝❛♠❡$❛

✐♥ ❢$♦♥1 ♦❢ 1❤❡ ❝✉$✈❛1✉$❡ ❛①✐4✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛4✉$❡❞ 1❤❡ 4❛♠♣❧❡4 ❞❡✢❡❝1✐♦♥ ❛♥❞ 1❤❡♥ 1❤❡

$❛❞✐✉4 ♦❢ ❝✉$✈❛1✉$❡ R✳ ❲❡ ✜♥❞ 1❤❛1 R ✈❛$✐❡4 ❢$♦♠ ✽ ❝♠ 1♦ ✷✳✺ ❝♠ ✇✐1❤ ✐♥❝$❡❛4✐♥❣ 1❤✐❝❦♥❡44

❜❡❝❛✉4❡ ♦❢ 1❤❡ ❛44♦❝✐❛1❡❞ ✐♥❝$❡❛4✐♥❣ ❡❧❛41✐❝ ❡♥❡$❣②✳ ❊4♣❡❝✐❛❧❧②✱ 1❤❡ ✈❛❧✉❡ ❡41✐♠❛1❡❞ ❢♦$

1❤❡ ✷✵ ♥♠ ✜❧♠ ✐4 ❢❛✐$❧② 4✐♠✐❧❛$ 1♦ 1❤♦4❡ ❡41✐♠❛1❡❞ ❢$♦♠ ❋▼❘ ♠❡❛4✉$❡♠❡♥14 ✭✻✳✼ ❝♠✮✳

❆❧❧ 1❤❡ $❡4✉❧14 ❝❛♥ ❜❡ 4✉♠♠❛$✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✺✳✸✳✸✱ ✇❤✐❝❤ 4❤♦✇4 1❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞

✈♦❧1❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡4 ♦❢ 1❤❡ $❡4♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ 4❡❡ 1❤❛1 ✐♥ 1❤❡ ❝❛4❡ ♦❢ Co40Fe40B20

4❛♠♣❧❡ ✭4♣❤❡$❡4 4②♠❜♦❧4 ✐♥ ✜❣✉$❡ ✺✳✸✳✸✮✱ ❛ 4✉❜41❛♥1✐❛❧ $❡4✐❞✉❛❧ ❛♥✐4♦1$♦♣② ♦❝❝✉$4 ❛1 ③❡$♦

❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧1❛❣❡✱ ❛4 ❛❧$❡❛❞② 4❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✺✳✷✳✶✳ ❙✉❜4❡X✉❡♥1❧②✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✈♦❧1❛❣❡ 1♦

1❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝1$✐❝ ❛❝1✉❛1♦$✱ ✇✐1❤ σxx ❛❧♦♥❣ 1❤❡ $❡4✐❞✉❛❧ ❡❛4② ❛①✐4✱ 1❤❡ ♠❛❣♥❡1✐❝ ✉♥✐❛①✐❛❧

❛♥✐4♦1$♦♣② ✐♥❝$❡❛4❡4 ❢$♦♠ ✻✵ ❖❡ 1♦ ✸✸✵ ❖❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧1❛❣❡ ✈❛$✐❡4 ❢$♦♠ ✵ ❱ 1♦ ✷✵✵ ❱✳

■♥ ❝♦♥1$❛41✱ ✜❣✉$❡ ✺✳✸✳✸ 4❤♦✇4 1❤❛1 1❤❡ Ni80Fe20 4❛♠♣❧❡ ✭♦♣❡♥ ❝✐$❝❧❡4✮ ❞♦❡4 ♥♦1 ♣$❡4❡♥1
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✺ ❘❡#✐❞✉❛❧ ❛♥✐#♦+,♦♣② ✐♥ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❧♠# ❞❡♣♦#✐+❡❞ ♦♥ ♣♦❧②♠❡, #✉❜#+,❛+❡

❛ !✐❣♥✐✜❝❛♥' (❡!✐❞✉❛❧ ❛♥✐!♦'(♦♣②✱ ❛♥❞ '❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧'❛❣❡ ❤❛! ❛ ✈❡(② ✇❡❛❦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛! ❛

(❡!✉❧' ♦❢ ❛ ✈❡(② ❧♦✇ ♠❛❣♥❡'♦!'(✐❝'✐♦♥ ✭Hu ✈❛(✐❡! ❢(♦♠ ✺ ❖❡ '♦ ✷✵ ❖❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧'❛❣❡

✈❛(✐❡! ❢(♦♠ ✵ ❱ '♦ ✷✵✵ ❱✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡(❡♥' !♦❧✐❞ ❧✐♥❡! ♦❢ '❤❡ ✜❣✉(❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ✉!✐♥❣

'❤❡ ♣❛(❛♠❡'❡(! ❛❧(❡❛❞② ❞✐!❝✉!!❡❞ ✭λ✱ Y ✱ ν✱ Ms ❛♥❞ γ✮ ❛♥❞ ❜② ✐♥'(♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡

❛♥❣❧❡ ϕ ❜❡'✇❡❡♥ σxx ❛♥❞ '❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞✱ '♦ ❡D✉❛'✐♦♥ ✺✳✸✳✼✳ ❇② ❝♦♥!✐❞❡(✐♥❣

'❤❛' '❤❡ ♠❛❣♥❡'✐③❛'✐♦♥ ✐! ❛❧✇❛②! ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞✱ '❤❡ ❛♥❣✉❧❛(

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ (❡!♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇(✐''❡♥ ❛!✿

Hres =

√
(
2πMs +

3λ

2Ms
(σxx sin

2 ϕ+ σyy cos2 ϕ)
)2

+
(2πf
γ

)2

− 2πMs −
3λ

4Ms

(
σxx(1 + 3 cos 2ϕ) + σyy(1− 3 cos 2ϕ)

)
✭✺✳✸✳✼✮

❆ ✇❡❧❧ ❛❣(❡❡♠❡♥' ❜❡'✇❡❡♥ ❡①♣❡(✐♠❡♥'❛❧ ♠❡❛!✉(❡♠❡♥'! ❛♥❞ '❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ❛♥❣✉❧❛( ❞❡✲

♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ (❡!♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✐! ❢♦✉♥❞ ❝♦♥✜(♠✐♥❣ '❤❡ (♦❜✉!'♥❡!! ♦❢ ♦✉( ❞❡!❝(✐♣'✐♦♥✳ ■♥

❝♦♥❝❧✉!✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ !❤♦✇♥ '❤❛' '❤❡ (❡!✐❞✉❛❧ ♠❛❣♥❡'✐❝ ❛♥✐!♦'(♦♣② ❣❡♥❡(❛❧❧② ❡♥❝♦✉♥'❡(❡❞

✐♥ '❤✐♥ ✜❧♠! ♦♥ ✢❡①✐❜❧❡ !✉❜!'(❛'❡! ✐! ❝♦((❡❧❛'❡❞ '♦ '❤❡ ♠❛❣♥❡'♦!'(✐❝'✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥'✳ ■♥✲

❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐' ✐! ❦♥♦✇♥ '❤❛' (❡!✐❞✉❛❧ !'(❡!!❡! ✐♥ ❛♠♦(♣❤♦✉! ♦( ♣♦❧②❝(②!'❛❧❧✐♥❡ ✜❧♠! ❞♦

♥♦' ✐♥❞✉❝❡ ♣❧❛♥❛( ❛♥✐!♦'(♦♣②✱ ♣♦❧②♠❡( !✉❜!'(❛'❡! ❛(❡ ✐♥❡✈✐'❛❜❧② !❧✐❣❤'❧② ❝✉(✈❡❞ ❞✉(✐♥❣

❞❡♣♦!✐'✐♦♥ ❛♥❞✴♦( ♠❛❣♥❡'✐❝ ♠❡❛!✉(❡♠❡♥'!✳ ❚❤✐! ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❛❧'❤♦✉❣❤ !❧✐❣❤'✱ ✐♥❞✉❝❡!

❛♥ ✐♠♣♦('❛♥' ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥✐!♦'(♦♣② ✜❡❧❞ ✐❢ '❤❡ ♠❛❣♥❡'♦!'(✐❝'✐♦♥ ✐! !✐❣♥✐✜❝❛♥'✳ ❖♥❧② '❤❡

♣❡(♠❛❧❧♦②✱ ✇❤♦!❡ ♠❛❣♥❡'♦!'(✐❝'✐♦♥ ✐! ✈❡(② !♠❛❧❧✱ ❝❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛'❡! '❤❡!❡ ❡✛❡❝'!✳
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❬✶❪ ▲❆✳ ❇❡❞♦②❛✲-✐♥0♦✱ ▼✳ ❉♦♥♦❧❛0♦✱ ▼✳ ●♦❜❜✐✱ ▲✳ ❊✳ ❍✉❡:♦ ❛♥❞ -✳ ❱❛✈❛::♦=✐✱

❆♣♣❧✐❡❞ -❤②:✐❝: ▲❡00❡=: ✶✵✹✱ ✵✻✷✹✶✷ ✭✷✵✶✹✮✳ ✭❈✐0❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✽✳✮

❬✷❪ ❉✳ ❑❛=♥❛✉:❤❡♥❦♦ ✱ ❉✳ ▼❛❦❛=♦✈ ✱ ▼✳ ❙0❜❡= ✱ ❉✳❉✳ ❑❛=♥❛✉:❤❡♥❦♦ ✱ ❙✳ ❇❛✉♥❛❝❦

✱ ❛♥❞ ❖✳ ●✳ ❙❝❤♠✐❞0✱ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼❛0❡=✐❛❧: ✷✼✱ ✽✽✵ ✭✷✵✶✹✮✳ ✭❈✐0❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✽✳✮

❬✸❪ ●✳ ▲✐♥✱ ❉✳ ▼❛❦❛=♦✈✱ ▼✳ ▼❡❧③❡=✱ ❲✳ ❙✐✱ ❈✳ ❨❛♥❛❝ ❛♥❞ ❖✳ ●✳ ❙❝❤♠✐❞0❛❜✱ ▲❛❜

♦♥ ❛ ❈❤✐♣✱ ✶✹✱ ✹✵✺✵ ✭✷✵✶✹✮✳ ✭❈✐0❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✽✳✮

❬✹❪ ❈✳ ❇❛==❛✉❞✱ ❈✳ ❉❡=❛♥❧♦0✱ -✳ ❙❡♥❡♦=✱ ❘✳ ▼❛00❛♥❛✱ ❇✳ ❉❧✉❜❛❦✱ ❙✳ ❋✉:✐❧✱ ❑✳

❇♦✉③❡❤♦✉❛♥❡✱ ❉✳ ❉❡♥❡✉✈❡✱ ❋✳ -❡0=♦✛ ❛♥❞ ❆✳ ❋❡=0✱ ❆♣♣❧✐❡❞ -❤②:✐❝: ▲❡00❡=:

✾✻✱ ✵✼✷✺✵✷ ✭✷✵✶✵✮ ✭❈✐0❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✽✳✮

❬✺❪ ❇✳ ▲✐✱ ▼✳◆✳ ❑❛✈❛❧❞③❤✐❡✱ ❏✳ ❑♦:❡❧✱ ❏♦✉=♥❛❧ ♦❢ ▼❛❣♥❡0✐:♠ ❛♥❞ ▼❛❣♥❡0✐❝ ▼❛✲
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("❡❛(♠❡♥( ✐. ✉♥❞❡"(❛❦❡♥ ❜② ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ (❤❡ .♣❡❝✐♠❡♥❬✼✱ ✽✱ ✾✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷❪✳ ❚❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣

❧❡❛❞ (♦ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛(✐♦♥ ♦❢ .("✉❝(✉"❛❧ ♣"♦♣❡"(✐❡. ♦❢ .♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐(❤ ❛ ♣❤❛.❡ ("❛♥.✐(✐♦♥ ❢"♦♠

❛♠♦"♣❤♦✉. (♦ ❝"②.(❛❧❧✐♥❡ ♦" ❛♠♦"♣❤♦✉. (♦ ♥❛♥♦✲❝"②.(❛❧❧✐♥❡✳ ❙✉❜.❡Q✉❡♥(❧②✱ (❤❡ ❡❧❛.(✐❝

✭R♦✐..♦♥✬. "❛(✐♦ νf ❛♥❞ ❨♦✉♥❣✬. ♠♦❞✉❧✉. Yf ✮✱ ♠❛❣♥❡(♦❡❧❛.(✐❝ ✭♠❛❣♥❡(✐❝ ❛♥✐.♦("♦♣② Hu✱

(❤❡ .❛(✉"❛(✐♥❣ ♠❛❣♥❡(✐③❛(✐♦♥ Ms✱ (❤❡ ♠❛❣♥❡(♦.("✐❝(✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥( λ✱✳✳✳✮ ❛"❡ ❛✛❡❝(❡❞✳

❋❧❡①✐❜❧❡ .✉❜.("❛(❡. (❤❛( .❡"✈❡ ❛. ❞"♦♣✲✐♥ "❡♣❧❛❝❡♠❡♥(. ❢♦" "✐❣✐❞ .✉❜.("❛(❡. ♠✉.( ♠❡❡(

♠❛♥② "❡Q✉✐"❡♠❡♥(.✿ .✉"❢❛❝❡ "♦✉❣❤♥❡..✱ (❤❡"♠❛❧ ❛♥❞ (❤❡"♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣"♦♣❡"(✐❡.✳ ❚❤❡

✇♦"❦✐♥❣ (❡♠♣❡"❛(✉"❡ ♦❢ (❤❡ .✉❜.("❛(❡✱ ❢♦" ❡①❛♠♣❧❡ (❤❡ ❣❧❛.. ("❛♥.✐(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣♦❧②♠❡"

✭Tg✮ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♠❡" ♠✉.( ❜❡ ❝♦♠♣❛(✐❜❧❡ ✇✐(❤ (❤❡ ❢❛❜"✐❝❛(✐♦♥ ♣"♦❝❡.. (❡♠♣❡"❛(✉"❡✳ ❚❤❡

♠♦.( ✉.❡❞ ✢❡①✐❜❧❡ .✉❜.("❛(❡. ❛"❡ ♦"❣❛♥✐❝ ♣♦❧②♠❡". ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦❧②❡(❤②❧❡♥❡ (❡"❡♣❤(❤❛❧❛(❡

✭R❊❚✮✱ ♣♦❧②❡(❤②❧❡♥❡ ♥❛♣❤(❤❛❧❛(❡ ✭R❊◆✮✱ ♣♦❧②❡(❤❡".✉❧♣❤♦♥❡ ✭R❊❙✮✱ ♣♦❧②❞✐♠❡(❤②❧.✐❧♦①❛♥❡

✭R❉▼❙✮ .✐♥❝❡ (❤❡② ❛"❡ ✢❡①✐❜❧❡✱ ❧✐❣❤(✇❡✐❣❤(✱ ❝♦.(✲❡✛❡❝(✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛(✐❜❧❡ ✇✐(❤ (❤❡ "♦❧❧✲

(♦✲"♦❧❧ ♣"♦❝❡..✐♥❣ ❬✶✱ ✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ♠♦.( ♦❢ (❤❡ ♣♦❧②♠❡". ❝❛♥♥♦( .✉✛❡" ❛ ❤✐❣❤✲(❡♠♣❡"❛(✉"❡

("❡❛(♠❡♥(✱ ♣♦❧②✐♠✐❞❡ ✭R■✮ ♠❛(❡"✐❛❧ ♣❛"(✐❝✉❧❛"❧② (❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠♠❡"❝✐❛❧✐③❡❞ ❜② DuPont′sTM

✉♥❞❡" (❤❡ ♥❛♠❡ ❑❛♣(♦♥➤✱ ✐. .✉✐(❛❜❧❡ ❢♦" ❢❛❜"✐❝❛(✐♦♥ ♦❢ ♠♦.( ♦❢ ♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❧♠. ❛♥❞ ❞❡✲

✈✐❝❡. ❜❡❝❛✉.❡ ♦❢ (❤❡ ♥❡❛" "♦♦♠ (❡♠♣❡"❛(✉"❡ ❞❡♣♦.✐(✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦✇ (❡♠♣❡"❛(✉"❡ ✭✉.✉❛❧❧②

❧♦✇❡" (❤❛♥ 400➦❈✮ ♣♦.(✲❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ✐(. ❣♦♦❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ .("❡♥❣(❤✱ ❤✐❣❤❡" ❣❧❛.. ("❛♥.✐(✐♦♥

(❡♠♣❡"❛(✉"❡✱ ❡❧❡❝("♦❝❤❡♠✐❝❛❧ .(❛❜✐❧✐(②✱ ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐(② ✐♥ ♣♦❧②♠❡" ♠❛(❡"✐❛❧. ❬✷✱ ✸❪✳ ■♥ ✈✐❡✇

♦❢ (❤❡.❡ ❝♦♥.✐❞❡"❛(✐♦♥.✱ (❤❡ ❈❋❇ .❛♠♣❧❡. ✉.❡❞ ✐♥ (❤✐. ❝❤❛♣(❡" ❛"❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❞✉"✐♥❣ ✻✵ ♠♥

✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ❢♦" ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ (❡♠♣❡"❛(✉"❡ ✉♣ (♦ 375➦ ❈✳

✻✳✶ ❆$ ❞❡♣♦$✐*❡❞ ✜❧♠✿ ❡❧❛$*✐❝✱ ♠❛❣♥❡*✐❝ ❛♥❞

♠❛❣♥❡*♦✲❡❧❛$*✐❝ ♣5♦♣❡5*✐❡$

❚❤✐. .❡❝(✐♦♥ ✐. ❞❡✈♦(❡❞ (♦ (❤❡ ✏❜❛.✐❝✑ ❝❤❛"❛❝(❡"✐③❛(✐♦♥ ♦❢ ❈♦20❋❡60❇20 ✭❈❋❇✮ ✜❧♠. ❞❡✲

♣♦.✐(❡❞ ♦♥ ❑❛♣(♦♥➤✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ✐♥ ❛❞❞✐(✐♦♥ (♦ (❤❡ ♠❛❣♥❡(✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡(♦✲❡❧❛.(✐❝ ♣"♦♣✲

❡"(✐❡.✱ ✇❡ ❛❧.♦ ❞✐"❡❝(❧② ♣"♦❜❡❞ (❤❡ ❡❧❛.(✐❝ ♣"♦♣❡"(✐❡. ♦❢ (❤✐. ✜❧♠ ❜② ✉.✐♥❣ ❇"✐❧❧♦✉✐♥ ❧✐❣❤(

.❝❛((❡"✐♥❣ ✭❇▲❙✮✳ ❚❤❡ ✜❧♠. ✇❡"❡ ❞❡♣♦.✐(❡❞ ✉.✐♥❣ ❛ ♠❛❣♥❡("♦♥ .♣✉((❡"✐♥❣ .②.(❡♠ ❛( "♦♦♠
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❞❡♣♦+✐ ❡❞ ✜❧♠+ ✇✐ ❤  ❤$❡❡ ❞✐✛❡$❡♥  ❤✐❝❦♥❡++❡+✿ ✶✵ ♥♠✱ ✷✵ ♥♠ ❛♥❞ ✷✺✵ ♥♠✳ ■ +❤♦✉❧❞ ❜❡

♥♦ ❡❞  ❤❛  ❤❡ ✷✺✵ ♥♠✲✜❧♠+ ✇❡$❡ ✐♥✐ ✐❛❧❧② ❞❡♣♦+✐ ❡❞  ♦ ♠❡❛+✉$❡  ❤❡ ❡❧❛+ ✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ + ❜②

❇▲❙ ✐♥ ♦$❞❡$  ♦ ❛✈♦✐❞  ❤❡ +✉❜+ $❛ ❡ ❡✛❡❝ ❜✉ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜♥❛❧❧② ❛❧+♦ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❋▼❘

✐♥ ♦$❞❡$  ♦ ❝♦♠♣❛$❡  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ♦+ $✐❝ ✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ ✳ ❳✲$❛② ❞✐✛$❛❝ ✐♦♥ ♠❡❛+✉$❡♠❡♥ +

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝ ❡❞ ❛♥❞  ❤❡✐$ ❛♥❛❧②③❡+ ❧❡❛❞  ♦  ❤❡ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥  ❤❛ ❛❧❧  ❤❡ ✜❧♠+ ❛$❡

❛♠♦$♣❤♦✉+✳

✻✳✶✳✶ ❊❧❛&'✐❝ ♣+♦♣❡+'✐❡&

❚❤❡ ❋✐♥❛♥♦ $❡+❡❛$❝❤ ❣$♦✉♣ ✐♥ ✇✐ ❤✐♥ ✇❤✐❝❤  ❤✐+ L❤❉  ❤❡+✐+ ❤❛+ ❜❡❡♥ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ✐+

❤✐+ ♦$✐❝❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❤✐+ ❇$✐❧❧♦✉✐♥ ❧✐❣❤ +❝❛  ❡$✐♥❣ ♠❡❛+✉$❡♠❡♥ + ✐♥  ❤✐♥ ✜❧♠+✳

❲❡ $❡♠✐♥❞  ❤❛ ❇$✐❧❧♦✉✐♥ +❝❛  ❡$✐♥❣ ✐+  ❤❡ ✐♥❡❧❛+ ✐❝ +❝❛  ❡$✐♥❣ ♦❢ ❧✐❣❤ ❜② ❛❝♦✉+ ✐❝ ✇❛✈❡+

♦$ ❜② +♣✐♥ ✇❛✈❡+✳ ■ ✐+  ❤✐+  ❤✉+ ❛ ♣♦✇❡$❢✉❧  ❡❝❤♥✐N✉❡  ♦ ♣$♦❜❡ ❡✐ ❤❡$  ❤❡ ♣$♦♣❛❣❛ ✐♦♥ ♦❢

+♣✐♥ ✇❛✈❡+ ♦$ ❛❝♦✉+ ✐❝ ✇❛✈❡+✳ ❚❤✐+ +✉❜+❡❝ ✐♦♥ ❝♦♥❝❡$♥+  ❤❡ ❛❝♦✉+ ✐❝ ✇❛✈❡+ ♣$♦♣❛❣❛ ✐♦♥

✇✐ ❤  ❤❡ ✐❞❡❛  ♦ ✏❞✐$❡❝ ❧②✑ ♠❡❛+✉$❡  ❤❡ ❡❧❛+ ✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ + ♦❢ ♦✉$ ✜❧♠+ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣  ❤❡

❛❝♦✉+ ✐❝ ✇❛✈❡+ ❞✐+♣❡$+✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣$✐♥❝✐♣❧❡ ✐+  ♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛ ❡ ♦✉$  ❤✐♥ ✜❧♠+ ❛♥❞  ♦

❝♦❧❧❡❝  ❤❡ ✐♥❡❧❛+ ✐❝ +❝❛  ❡$❡❞ ❧✐❣❤ ✳ ❚❤❡ ❢$❡N✉❡♥❝② +❤✐❢ ✐+ $❡❧❛ ❡❞  ♦  ❤❡ ✈❡❧♦❝✐ ② ♦❢  ❤❡

+❝❛  ❡$✐♥❣ ❛❝♦✉+ ✐❝ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♣$♦♣❛❣❛ ✐♦♥ ❞✐$❡❝ ✐♦♥ ❛♥❞ ❢$❡N✉❡♥❝② ♦❢  ❤✐+ ❛❝♦✉+ ✐❝ ✇❛✈❡

❛$❡ ❞❡ ❡$♠✐♥❡❞ ❜②  ❤❡ ❡♥❡$❣② ❝♦♥+❡$✈❛ ✐♦♥✳ ■ ✐+  ❤✉+ ♣♦++✐❜❧❡  ♦ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡  ❤❡ ❛❝♦✉+ ✐❝

✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐ ② ❛♥❞  ❤❡♥  ❤❡ ❛++♦❝✐❛ ❡❞ ❡❧❛+ ✐❝ ♠♦❞✉❧✐✳

■♥  ❤❡ +♣❡❝✐✜❝ ❝❛+❡ ♦❢ ♦♣❛N✉❡  ❤✐♥ ✜❧♠+ ♦♥ +✉❜+ $❛ ❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ♣$♦❜❡ +✉$❢❛❝❡

❛❝♦✉+ ✐❝ ✇❛✈❡+ ✭❙❆❲✮ +✉❝❤ ❛+  ❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✇❛✈❡ ❛♥❞  ❤❡ ❙❡③❛✇❛ ♦♥❡+ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤

✇❛✈❡ ✐+ ❛ +❧✐❣❤ ♠❛ ❡$✐❛❧ ✉♥❞✉❧❛ ✐♦♥ ❝♦♥✜♥❡❞ ❛  ❤❡  ♦♣ +✉$❢❛❝❡ ♦❢  ❤❡ ✜❧♠✳ ■ ❤❛+ ❛♥

❡❧❧✐♣ ✐❝ ♣♦❧❛$✐③❛ ✐♦♥  ❤❛ ❧✐❡+ ✐♥  ❤❡ +❛❣✐  ❛❧ ♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②  ❤❡ ♣$♦♣❛❣❛ ✐♦♥ ❞✐$❡❝ ✐♦♥

❛♥❞  ❤❡ +✉$❢❛❝❡ ♥♦$♠❛❧ ✭xOz ♦♥ ✜❣✉$❡ ✻✳✶✳✶✲❜✮✮✳ ❖♥  ❤❡ ♦ ❤❡$ ❤❛♥❞✱  ❤❡ ❙❡③❛✇❛ ♦♥❡+ ❛$❡

+ ❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡+ ✐♥  ❤❡ ✜❧♠  ❤✐❝❦♥❡++✳ ❙✐♥❝❡ ❈❋❇ ✜❧♠+ ✐+ ❛♠♦$♣❤♦✉+✱ ✐ + ❡❧❛+ ✐❝ ♣$♦♣❡$ ✐❡+

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥+✐❞❡$❡❞ ❛+ ✐+♦ $♦♣✐❝✳ ❈♦♥+❡N✉❡♥ ❧②✱  ❤❡ ❢$❡N✉❡♥❝✐❡+ ♦❢  ❤❡ +✉$❢❛❝❡ ❛❝♦✉+ ✐❝ ✇❛✈❡+

✭❙❆❲✮ ❛$❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧②  ✇♦ ❡❧❛+ ✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ + ✈✐③✳ L♦✐++♦♥✬+ $❛ ✐♦ ✭νf ✮ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣✬+

♠♦❞✉❧✉+ ✭Yf ✮✳ ❚❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐ ② ✐+ ♠❛✐♥❧② $❡❧❛ ❡❞  ♦  ❤❡ +❤❡❛$ ❡❧❛+ ✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ 

✭Cf44 = Gf ❢♦$ ✐+♦ $♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛ ❬✶✺❪✮ ✇❤✐❧❡  ❤❡ ❤❛$♠♦♥✐❝ ❙❡③❛✇❛ ♦♥❡+ ❞❡♣❡♥❞+ ❜♦ ❤ ♦♥

Yf ❛♥❞ Gf ✳ ❖❜✈✐♦✉+❧②✱ νf ✐+ ❞✐$❡❝ ❧② $❡❧❛ ❡❞  ♦  ❤❡+❡  ✇♦ ❧❛+ ❝♦❡✣❝✐❡♥ +✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✐ 

+❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ❡❞  ❤❛  ❤❡ ♣$♦❜❡❞ +✉$❢❛❝❡ ❛❝♦✉+ ✐❝ ✇❛✈❡+ ♣$♦♣❛❣❛ ❡+ ✐♥ ❛ ❞❡♣ ❤ $♦✉❣❤❧②

❡N✉❛❧  ♦ ❤❛❧❢ ♦❢  ❤❡ ❧❛+❡$ ✇❛✈❡❧❡♥❣ ❤✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱  ❤❡ ♠❡❛+✉$❡❞ ❡✛❡❝ ✐✈❡ ❡❧❛+ ✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ +

❝❛♥ ❜❡ + $♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②  ❤❡ +✉❜+ $❛ ❡ ❢♦$  ❤✐❝❦♥❡++❡+ ✐♥❢❡$✐♦$  ♦ ✷✺✵ ♥♠✳ ■ ✐+  ❤✉+

♠♦$❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛ ❡❞  ♦ ❡① $❛❝  ❤❡ ❡❧❛+ ✐❝ ♣❛$❛♠❡ ❡$+ ✭ Yf ❛♥❞ νf ✮✳ ❚❤✐+ ✐+  ❤❡ $❡❛+♦♥

✇❤② ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛+✉$❡❞  ❤❡ ❛❝♦✉+ ✐❝ ✇❛✈❡+ ❞✐+♣❡$+✐♦♥+ ✐♥  ❤❡ ✷✺✵ ♥♠ ✜❧♠+✳ ❆❝ ✉❛❧❧②✱

✐ ✐+ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥  ❤❛ ❡❧❛+ ✐❝ ❝♦♥+ ❛♥ + ✐♥ +♦❧✐❞+ ❛$❡ +✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥ ♦♥❧② ❢♦$ ✈❡$② +♠❛❧❧

 ❤✐❝❦♥❡++❡+ ✭❜❡❧♦✇ ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦♠❡ ❡$+✮✳ ❋♦$ ✐♥+ ❛♥❝❡✱ L✳ ❱✐❧❧❛✐♥ ❡% ❛❧✳ ❬✶✻❪ ❤❛✈❡ +❤♦✇♥

❜② ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ❞②♥❛♠✐❝+  ❤❛  ❤❡ ❨♦✉♥❣✬+ ♠♦❞✉❧✉+ ♦❢ ❲ ❧❛②❡$+ ✐+ ❡N✉❛❧  ♦  ❤❡ ❜✉❧❦ ♦♥❡

✇✐ ❤✐♥ ✺✪ ❢♦$  ❤✐❝❦♥❡++ ❧❛$❣❡$  ❤❛♥ ✻ ♥♠❀ ❀ ✐ ♦♥❧② + $♦♥❣❧② ❞❡❝$❡❛+❡+ ❢♦$  ❤✐❝❦♥❡++❡+

+♠❛❧❧❡$  ❤❛♥ ✶ ♥♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧+♦ ❝✐ ❡  ❤❡ ✇♦$❦ ♦❢ L✳✲▼✳ ❈❤❛++❛✐♥❣ ❡% ❛❧✳ ❬✶✼❪ ✇❤♦ +❤♦✇+

❜② ❧♦✇✲❢$❡N✉❡♥❝② ❘❛♠❛♥ +♣❡❝ $♦♠❡ $② ♦❢ ❛❝♦✉+ ✐❝ ♣❤♦♥♦♥+  ❤❛ ❧✐♥❡❛$ ❡❧❛+ ✐❝✐ ② ✭✉+✐♥❣

❜✉❧❦ ❡❧❛+ ✐❝ ❝♦♥+ ❛♥ +✮ ✐+ + ✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❜❡②♦♥❞ ✸ ♥♠ ✭❡①♣❡$✐♠❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ ✇✉$ ③✐ ❡ ♣$✐+♠❛ ✐❝

③✐♥❝ ♦①✐❞❡ ♥❛♥♦♣❛$ ✐❝❧❡+ ♦❢ +✐③❡+ ✈❛$②✐♥❣ ❢$♦♠ ✷✳✸  ♦ ✻✳✻ ♥♠✮✳ ▼❛♥② ✇♦$❦+ ❝♦♥✜$♠  ❤❛ 

+✐③❡ ❡✛❡❝ + ❢♦$ ❡❧❛+ ✐❝✐ ② ♦❝❝✉$+ ♦♥❧② ❜❡❧♦✇ ✶✵ ♥♠ ❬✶✽✱ ✶✾❪✳ ■♥  ❤✐+ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧

✶✵✵
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❋✐❣✉'❡ ✻✳✶✳✶ ✕ ❊①♣❡'✐♠❡♥(❛❧ ❛♥❞ (❤❡♦'❡(✐❝❛❧ ❇'✐❧❧♦✉✐♥ #♣❡❝('❛ ♦❢ ❛ ✷✺✵ ♥♠ (❤✐❝❦ ❛♠♦'✲

♣❤♦✉# ❈❋❇ (❤✐♥ ❧❛②❡' ❞❡♣♦#✐(❡❞ ♦♥(♦ ❑❛♣(♦♥➤✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ✭'❡#♣✳ '❡❞✮

❧✐♥❡ ❝♦''❡#♣♦♥❞# (♦ (❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥(❛❧ ✭'❡#♣✳ (❤❡♦'❡(✐❝❛❧✮ #♣❡❝('✉♠✳ ❇♦(❤

❘❛②❧❡✐❣❤ ✭R✮ ❛♥❞ ❙❡③❛✇❛ ♣❡❛❦# ✭S1 ❛♥❞ S2✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜#❡'✈❡❞✳ ❚❤❡ #❦❡(❝❤

✐❧❧✉#('❛(❡# (❤❡ ❜❛❝❦✲#❝❛((❡'✐♥❣ ❣❡♦♠❡('② ✉#❡❞ ✐♥ (❤❡ ♣'❡#❡♥( ❡①♣❡'✐♠❡♥(✳

❚❤❡ ('❛♥#❢❡''❡❞ ✇❛✈❡✲✈❡❝(♦' ✐# ✜①❡❞ (♦ k‖ = 2.14× 105 ❝♠

−1
✳

❚❤❡ ❧✐❣❤( ❜❡❛♠ ❛❧❧♦✇# ♣'♦❜✐♥❣ ♣❤♦♥♦♥# (❤❛( ❛'❡ (❤❡'♠❛❧❧② ❡①❝✐(❡❞ ❛( '♦♦♠ (❡♠♣❡'✲

❛(✉'❡✳ ❇❡❝❛✉#❡ ♦❢ (❤❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝(♦' ❝♦♥#❡'✈❛(✐♦♥ ✐♥ (❤❡ ♣❤♦♥♦♥✲♣❤♦(♦♥ ✐♥(❡'❛❝(✐♦♥✱ (❤❡

✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ♦❢ (❤❡ '❡✈❡❛❧❡❞ ❡❧❛#(✐❝ ✇❛✈❡# ✐# ♦❢ (❤❡ #❛♠❡ ♦'❞❡' ♦❢ ♠❛❣♥✐(✉❞❡ ❛# (❤❛( ♦❢

❧✐❣❤(✳ ❚❤✐# ♠❡❛♥# (❤❛( (❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ✐# ♠✉❝❤ ❧❛'❣❡' (❤❛♥ (❤❡ ✐♥(❡'❛(♦♠✐❝ ❞✐#(❛♥❝❡#✱ #♦

(❤❛( (❤❡ ♠❛(❡'✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡#❝'✐❜❡❞ ❛# ❛ ❝♦♥(✐♥✉✉♠ ✇✐(❤✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝(✐✈❡✲♠❡❞✐✉♠ ❛♣♣'♦❛❝❤✳

❚❤❡ ❜❛❝❦✲#❝❛((❡'✐♥❣ ❣❡♦♠❡('② ❤❛# ❜❡❡♥ ❛❞♦♣(❡❞ ❛# #❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✻✳✶✳✶✲❜✮✳ ■♥ ✜❣✉'❡

✻✳✶✳✶✲❛✮✱ ❛ (②♣✐❝❛❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥(❛❧ #♣❡❝('✉♠ ♦♥ (❤❡ ✷✺✵♥♠✲❈❋❇ ✜❧♠ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳ ■( ✇❛#

♦❜(❛✐♥❡❞ ✇✐(❤ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥( ❛♥❣❧❡ ξ = 65➦✱ #♦ (❤❛( (❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝(♦' ♦❢ (❤❡ ❙❆❲ ✐# ✜①❡❞ (♦

k‖ = 4π
Λ sin ξ = 2.14 × 105 ❝♠

−1
✱ ✇❤❡'❡ Λ = 5.32 × 10−5

❝♠ ✐# (❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ♦❢ (❤❡

✐♥❝✐❞❡♥( ❧✐❣❤( ✭#❡❡ ✜❣✉'❡ ✻✳✶✳✶✲❜✮✮✳ ❚❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭R✮ ❛♥❞ ❙❡③❛✇❛ ✭✶

 !

✭S1✮ ❛♥❞ ✷

♥❞

✭S2✮

❤❛'♠♦♥✐❝#✮ ✇❛✈❡# ❛'❡ ❝❧❡❛'❧② ♦❜#❡'✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝❡♥('❛❧ ❣'❡❡♥ ♣❛'( ❝♦''❡#♣♦♥❞# (♦ (❤❡ ❡❧❛#(✐❝

❧✐❣❤( #❝❛((❡'✐♥❣✳ ❚❤❡ '❡❞ ❧✐♥❡ ✐# ❛ (❤❡♦'❡(✐❝❛❧ #♣❡❝('✉♠ ♦❜(❛✐♥❡❞ ❜② (❤❡ #✐♠✉❧❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡

❙❆❲ ❢'❡P✉❡♥❝✐❡# ❛♥❞ ✐♥(❡♥#✐(✐❡# ♦❢ (❤❡ (❤✐♥ ✜❧♠ ❛♥❞ ❜② (❛❦✐♥❣ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( ♦♥❧② (❤❡ '✐♣✲

♣❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐#♠ ❢♦' (❤❡ #❝❛((❡'❡❞ ✐♥(❡♥#✐(②✱ ✐( ❤❛# ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛(❡❞ ❜② ✉#✐♥❣ (❤❡ ❢♦'♠❛❧✐#♠

♣'❡#❡♥(❡❞ ✐♥ '❡❢❡'❡♥❝❡ ❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛'✐#♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥(❛❧ ❛♥❞ (❤❡ (❤❡♦'❡(✐✲

❝❛❧ #♣❡❝('❛ ❧❡❛❞# (♦ ✈❛❧✉❡# ♦❢ Yf = 160 ●U❛ ✭≡ 160× 1010 ❞②♥✳❝♠

−2
✮✱ Gf = 59 ●U❛ ❛♥❞

νf = 0.37✳ ❚❤❡#❡ ✈❛❧✉❡# ❛'❡ ❝♦♥#✐#(❡♥( ✇✐(❤ (❤♦#❡ ❣❡♥❡'❛❧❧② '❡♣♦'(❡❞ ❢♦' ♠❡(❛❧❧✐❝ ❣❧❛##❡#✱

❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇# (❤❡ '❡❧❛(✐♦♥#❤✐♣ ❜❡(✇❡❡♥ ❨♦✉♥❣✬# ♠♦❞✉❧✉# ❛♥❞ #❤❡❛' ♠♦❞✉❧✉# ❢♦' (❤✐# ❝❧❛##

♦❢ ♠❛(❡'✐❛❧# ✭Yf ≃ 2.6Gf ✮ ❬✷✵❪✳

✻✳✶✳✷ ▼❛❣♥❡)✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡)♦✲❡❧❛1)✐❝ ♣3♦♣❡3)✐❡1

▼❛❣♥❡(✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡(♦✲❡❧❛#(✐❝ ♣'♦♣❡'(✐❡# ♦❢ (❤❡ ❈❋❇ ✜❧♠# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ #(✉❞✐❡❞ ❜② ♣❡'✲

❢♦'♠✐♥❣ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ (❡#(# ❛♥❞ ❜② ✉#✐♥❣ (❤❡ ♠❡(❤♦❞♦❧♦❣② ♣'❡#❡♥(❡❞ ❞✉'✐♥❣ ❝❤❛♣(❡'

✹✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉♥✐❛①✐❛❧✱ (❡♥#✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣'❡##✐✈❡ #('❡##❡# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ (♦ (❤❡ ✜❧♠# ❜②

❣❧✉✐♥❣ (❤❡ ✜❧♠# ♦♥ #♠❛❧❧ ♣✐❡❝❡# ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❜❧♦❝❦# ♦❢ ❝✐'❝✉❧❛' ❝'♦##✲#❡❝(✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇♥

'❛❞✐✐ R ✭✶✸✳✷ ♠♠✱ ✸✷✳✷ ♠♠✱ ✹✶✳✻ ♠♠✱ ✺✾✳✷ ♠♠✱ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐(❡ ✭✢❛( #✉'❢❛❝❡✮✮✳ ■♥ (❤✐#

❝♦♥❞✐(✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ #❤♦✇♥ ✐♥ (❤❡ ♣'❡❝❡❞❡♥( ❝❤❛♣(❡'# (❤❛( (❤❡ '❡#✉❧(✐♥❣ ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧ #('❛✐♥

❛( (❤❡ (♦♣ #✉'❢❛❝❡ ✭εxx✮ ✇❤❡'❡ (❤❡ ♠❡(❛❧❧✐❝ ✜❧♠ ✐# ❝♦♥✜♥❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛(❡❞ ✇✐(❤ (❤❡

✶✵✶



✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦♥ -❤❡ ♠❛❣♥❡-♦❡❧❛0-✐❝ ♣2♦♣❡2-✐❡0 ♦❢ ❈♦20❋❡60❇20 -❤✐♥ ✜❧♠0

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡(✉❛+✐♦♥✿

εxx =

(
tf + ts
2R

)
Γ

✇❤❡.❡ Γ ✐/ ♥❡❛. ✶ ❢♦. tf = 10 ♦. ✷✵ ♥♠ ✭✜❧♠ +❤✐❝❦♥❡//✮ ❛♥❞ ts = 125 ➭♠ ✭/✉❜/+.❛+❡

+❤✐❝❦♥❡//✮✳ ❚❤❡ ❡①♣.❡//✐♦♥ ♦❢ +❤❡ /+.❡// ✐/ +❤✉/ /✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② +❤❡ ❍♦♦❦❡✬/ ❧❛✇✿ σxx =

Yfεxx✳ ❈♦♥/✐❞❡.✐♥❣ +❤❡ Yf ✈❛❧✉❡ ♣.❡✈✐♦✉/❧② ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② ❇▲❙✱ +❤❡ ❞✐✛❡.❡♥+ ❛♣♣❧✐❡❞ /+.❡//❡/

❢♦. +❤❡ ✶✵ ❛♥❞ ✷✵ ♥♠✲✜❧♠/ ❛.❡✿ ±0.75 ●K❛✱ ±0.31 ●K❛✱ ±0.23 ●K❛✱ ±0.16 ●K❛ ❛♥❞ 0

●K❛✳ ❚❤❡ ♦♥❡/ ❢♦. +❤❡ ✷✺✵ ♥♠✲✜❧♠/ ❛.❡ ✽✪ ❧♦✇❡. +❤❛♥ +❤❡/❡ ❧❛/+ ✈❛❧✉❡/✳
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❋✐❣✉.❡ ✻✳✶✳✷ ✕ ❋▼❘ /♣❡❝+.❛ ♠❡❛/✉.❡❞ ❛+ ❞✐✛❡.❡♥+ /+.❡//❡/ /+❛+❡/ ✇✐+❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣✲

♥❡+✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ +❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ /+.❡//✳ ❚❤❡ +❡♥/✐❧❡ /+.❡// ✭+0.75 ●K❛✮ ❧❡❛❞/

+♦ ❛ ♣♦/✐+✐✈❡ /❤✐❢+ ✇❤✐❧❡ +❤❡ ❝♦♠♣.❡//✐✈❡ /+.❡// ✭−0.75 ●K❛✮ ❧❡❛❞/ +♦ ❛

♥❡❣❛+✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ /♣❡❝+.❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❡.+✐❝❛❧❧② /❤✐❢+❡❞ ❢♦. ❛ ❜❡++❡. ❝♦♠✲

♣.❡❤❡♥/✐♦♥✳

❋✐❣✉.❡ ✻✳✶✳✷ /❤♦✇/ +②♣✐❝❛❧ ❋▼❘ /♣❡❝+.❛ .❡❝♦.❞❡❞ ❛+ ❞✐✛❡.❡♥+ /+.❡//❡/ /+❛+❡/ ✇✐+❤ ❛♥

❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ +❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ /+.❡// ❢♦. +❤❡ ✷✵ ♥♠✲✜❧♠✳ ❋♦.❡ ♠♦.❡ ✐♥/✐❣❤+✱

❛❧❧ +❤❡ /♣❡❝+.❛ ❛.❡ ❤♦.✐③♦♥+❛❧❧② /❤✐❢+❡❞ ❜② ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∼✼✺✵ ❖❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦..❡/♣♦♥❞/ +♦ +❤❡

.❡/♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ♦❢ +❤❡ ♥♦♥✲/+.❛✐♥❡❞ /♣❡❝+.✉♠✮✳ ▼♦.❡♦✈❡.✱ +❤❡ /♣❡❝+.❛ .❡❝♦.❞❡❞ ❛+ +0.75

●K❛ ❛♥❞ −0.75 ●K❛ ❛.❡ ✈❡.+✐❝❛❧❧② /❤✐❢+❡❞ ❢♦. ❛ ❜❡++❡. .❡♣.❡/❡♥+❛+✐♦♥✳ ❋✉.+❤❡.♠♦.❡✱

+❤❡ ✐♥+❡♥/✐+② .❡❞✉❝+✐♦♥ ♦❜/❡.✈❡❞ ❢♦. +❤❡ +✇♦ /♣❡❝+.❛ ♠❡❛/✉.❡❞ ✉♥❞❡. ♥♦♥✲③❡.♦ /+.❡//

✭.❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡/✮ ❛/ ❝♦♠♣❛.❡❞ +♦ +❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛/✉.❡❞ ❛+ ③❡.♦ ❛♣♣❧✐❡❞ /+.❡// ✭❜❧❛❝❦

❧✐♥❡✮ ✐/ ❡//❡♥+✐❛❧❧② ❞✉❡ +♦ /♠❛❧❧❡. ♠❛❣♥❡+✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ +❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥ ❝♦♥+❛❝+ ✇✐+❤ +❤❡

♠✐❝.♦/+.✐♣❧✐♥❡✳ ❆ ♣♦/✐+✐✈❡ ✭.❡/♣✳ ♥❡❣❛+✐✈❡✮ /❤✐❢+ ♦❢ +❤❡ .❡/♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛/ δHres =

Hres(0) −Hres(σxx)✱ ✐/ ♦❜/❡.✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛ +❡♥/✐❧❡ ✭.❡/♣✳ ❝♦♠♣.❡//✐✈❡✮ /+.❡// ✐/ ❛♣♣❧✐❡❞ +♦

+❤❡ ✜❧♠✳ ❚❤❡ ❞✐.❡❝+✐♦♥/ ♦❢ +❤❡ ❋▼❘ /♣❡❝+.❛ /❤✐❢+/ ❧❡❛❞ +♦ +❤❡ ❝♦♥❝❧✉/✐♦♥ +❤❛+ +❤❡/❡ ✜❧♠/

♣♦//❡// ❛ ♣♦/✐+✐✈❡ ♠❛❣♥❡+♦/+.✐❝+✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ✭/❡❡ ❝❤❛♣+❡. ✹✮✳ ▼♦.❡♦✈❡.✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦+❡

+❤❛+ +❤❡ /❤✐❢+/ ♣.❡/❡♥+❡❞ ✐♥ ✜❣✉.❡ ✻✳✶✳✷ ❛.❡ ♥♦+ /②♠♠❡+.✐❝❛❧ ✭δHres ≃ 500 ❖❡ ❢♦. +❤❡

♣♦/✐+✐✈❡ /❤✐❢+ ❛♥❞ δHres ≃ −550 ❖❡ ❢♦. +❤❡ ♥❡❣❛+✐✈❡ ♦♥❡✮✳ ❚❤✐/ ❛/②♠♠❡+.② ✐/ ❞✉❡ +♦

+❤❡ ♣.❡/❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ✐♥✐+✐❛❧ ♣.❡✲/+.❡// /+❛+❡ ✭❜❡❢♦.❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡♥❞✐♥❣✮ ♦❢ +❤❡ ✇❤♦❧❡ /❛♠♣❧❡

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞/ +♦ ❛♥ ✐♥✐+✐❛❧ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐/♦+.♦♣②✱ ❛/ ❞✐/❝✉//❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣+❡. ✺✳

❆/ ✉/✉❛❧✱ +❤❡ ❜❡❢♦.❡❤❛♥❞ ❋▼❘ ❝❤❛.❛❝+❡.✐③❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ /♣❡❝✐♠❡♥ ✐✳❡✱ +❤❡

❛♥❣✉❧❛. ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hres ✭/❡❡ ✜❣✉.❡/ ✻✳✶✳✸✲❛✮✱ ✻✳✶✳✸✲❜✮ ❛♥❞ ✻✳✶✳✸✲❝✮✮ ❛♥❞ ✐+/ ❢.❡(✉❡♥❝②

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭/❡❡ ✜❣✉.❡ ✻✳✶✳✸✲❞✮✮ ❛+ ✵ ●K❛ ❛❧❧♦✇❡❞ ❞❡+❡.♠✐♥✐♥❣ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐③❛+✐♦♥ ❛+

/❛+✉.❛+✐♦♥ ✭Ms✮✱ +❤❡ ❣②.♦♠❛❣♥❡+✐❝ ❢❛❝+♦. ✭γ✮ ❛♥❞ +❤❡ /♠❛❧❧ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐/♦+.♦♣② ✜❡❧❞ Hu✳

❆❧❧ +❤❡/❡ ✈❛❧✉❡/✱ ❛.❡ ❢♦✉♥❞ +♦ ❜❡ ❛❧♠♦/+ +❤❡ /❛♠❡ ❢♦. +❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥✈❡/+✐❣❛+❡❞ +❤✐❝❦♥❡//❡/✿

✶✵✷



✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦♥ -❤❡ ♠❛❣♥❡-♦❡❧❛0-✐❝ ♣2♦♣❡2-✐❡0 ♦❢ ❈♦20❋❡60❇20 -❤✐♥ ✜❧♠0

Ms = 1030 ❡♠✉✳❝♠

−3
✭❝♦♥✜)♠❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡/♦♠❡/)② ♠❡❛0✉)❡♠❡♥/0✮ ✱ γ = 1.948 × 107

❍③✳❖❡

−1
❛♥❞ Hu ≃ 40✱ ✹✺ ❛♥❞ ✸✵ ❖❡ ❢♦) /❤❡ ✶✵ ♥♠✱ ✷✵ ♥♠ ❛♥❞ ✷✺✵ ♥♠✲✜❧♠0✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧

❧✐♥❡0 ✐♥ ✜❣✉)❡0 ✻✳✶✳✸✲❛✮✱ ✻✳✶✳✸✲❜✮✱ ✻✳✶✳✸✲❝✮ ❛♥❞ ✻✳✶✳✸✲❞✮ ❝♦))❡0♣♦♥❞ /♦ ❝❛❧❝✉❧❛/❡❞ ❝✉)✈❡0

✉0✐♥❣ /❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣)❡0❡♥/❡❞ ❞✉)✐♥❣ /❤❡ ♣)❡❝❡❞❡♥/ ❝❤❛♣/❡)0✳ ■♥ ❛❞❞✐/✐♦♥✱ ✜❣✉)❡0 ✻✳✶✳✸✲❛✮✱

✻✳✶✳✸✲❜✮ ❛♥❞ ✻✳✶✳✸✲❝✮ ❛❧0♦ 0❤♦✇ /❤❡ ❛♥❣✉❧❛) ✈❛)✐❛/✐♦♥ ♦❢Hres ♠❡❛0✉)❡❞ ❛/ ❞✐✛❡)❡♥/ 0/)❡00❡0

0/❛/❡0 ❢♦) /❤❡ ❞✐✛❡)❡♥/ ✜❧♠0✳ ❋✉❧❧ 0②♠❜♦❧0 ❝♦))❡0♣♦♥❞ /♦ /❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥/❛❧ ❞❛/❛ ✇❤✐❧❡

0♦❧✐❞ ❧✐♥❡0 ❝♦))❡0♣♦♥❞ /♦ /❤❡ ❜❡0/ ✜/0 ♦❢ /❤❡ ❞❛/❛ ✉0✐♥❣ ❡J✉❛/✐♦♥0 ♣)❡✈✐♦✉0❧② ♣)❡0❡♥/❡❞

✭0❡❡ ❝❤❛♣/❡) ✹✮ ❛♥❞ ❜② ✉0✐♥❣ /❤❡ ♣)❡✲❞❡/❡)♠✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡0 ✭Yf ❜② ❇▲❙ ❛♥❞ Ms✱ γ ❛♥❞ Hu

❜② ❋▼❘✮ ✇❤❡)❡ λ ✐0 /❤❡ ♦♥❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛)❛♠❡/❡)✳ ❆ 0✐♠✐❧❛) λ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∼ 23 × 10−6
✐0

❞❡❞✉❝❡❞ ❢♦) /❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥✈❡0/✐❣❛/❡❞ /❤✐❝❦♥❡00❡0✳ ❚❤✐0 0✐♠✐❧❛) ✈❛❧✉❡ 0/)❡♥❣/❤❡♥0 ✉0 ✐♥ /❤❡

❢❛❝/ /❤❛/ ♥♦ /❤✐❝❦♥❡00 ❡✛❡❝/ ♦❝❝✉)0
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❋✐❣✉)❡ ✻✳✶✳✸ ✕ ❆♥❣✉❧❛) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡0 ♦❢ /❤❡ ✉♥✐❢♦)♠ ♠♦❞❡ )❡0♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦) /❤❡ ✭❛✮ ✷✵

♥♠ ✭✇✐/❤ f = 9.5 ●❍③✮✱ ✭❜✮ ✷✺✵ ♥♠ ✭✇✐/❤ f = 8 ●❍③✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ✶✵ ♥♠

✭✇✐/❤ f = 8 ●❍③✮ ✜❧♠0✳ ❚❤❡ ❢)❡J✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ /❤❡ ✉♥✐❢♦)♠ ♠♦❞❡ ✐0

♣)❡0❡♥/❡❞ ✐♥ ✭❞✮ ❢♦) /❤❡ ✷✵ ♥♠✲/❤✐❝❦ ✜❧♠ ❛❧♦♥❣ /❤❡ ❡❛0② ❛♥❞ ❤❛)❞ ❛①✐0 ✭✾✵

❞❡❣✳ ❛♥❞ ✵ ❞❡❣✳✮ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ /❡♥0✐❧❡ 0/)❡00 ✭❜❧✉❡ ❛♥❞ )❡❞ 0②♠❜♦❧0✮✳

■♥ ❛❧❧ ❣)❛♣❤0✱ /❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡0 ❛)❡ ❜❡0/ ✜/0 /♦ /❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥/❛❧ ❞❛/❛ ❜② ✉0✐♥❣

❡J✉❛/✐♦♥0 ♣)❡0❡♥/❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣/❡) ✹✳

❋✉)/❤❡)♠♦)❡✱ ✐/ ✐0 ✐♥/❡)❡0/✐♥❣ /♦ ♦❜0❡)✈❡ /❤❛/ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐0♦/)♦♣② ✭♣)❡✲0/)❡00

0/❛/❡✮ ❧❡❛❞0 /♦ ♥♦♥ 0②♠♠❡/)✐❝❛❧ ❛♥❣✉❧❛) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡0 ❢♦) /✇♦ ♦♣♣♦0✐/❡ ✈❛❧✉❡0 ♦❢ /❤❡

❛♣♣❧✐❡❞ 0/)❡00 ✭0❡❡ ✜❣✉)❡0 ✻✳✶✳✸✲❛✮ ❛♥❞ ✻✳✶✳✸✲❜✮✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❛♥✐0♦/)♦♣② ✜❡❧❞ ✐0

❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ y ❞✐)❡❝/✐♦♥ ✭ϕH = 90➦✮ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥0 /❤❛/ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ♣)❡✲0/)❡00 ✐0 ❝♦♠♣)❡00✐✈❡

❛❧♦♥❣ x ❞✐)❡❝/✐♦♥✳ ❚❤✉0✱ /❤❡ ❛♥❣✉❧❛) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐0 )❡✐♥❢♦)❝❡❞ ✭)❡0♣✳ )❡❞✉❝❡❞✮ ✇❤❡♥ /❤❡

0❛♠♣❧❡ ✐0 ❝♦♠♣)❡00✐✈❡❧② ✭)❡0♣✳ /❡♥0❡❧②✮ 0/)❡00❡❞ ❛❧♦♥❣ x✳ ■♥/❡)❡0/✐♥❣❧②✱ ❢♦) /❤❡ ✶✵ ♥♠

/❤✐❝❦ ✜❧♠ ✭✜❣✉)❡ ✻✳✶✳✸✲❝✮✮✱ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❛♥✐0♦/)♦♣② ✐0 0❧✐❣❤/❧② /✐/❧❡❞ ✇✐/❤ )❡0♣❡❝/ /♦ /❤❡ x
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❛①✐# ❛♥❞ &❡♠❛✐♥# #❧✐❣❤,❧② ,✐,❧❡❞ ❢♦& ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ #,&❡## ♦❢ ✰✵✳✶✻ ●7❛✳ ❆❧❧ ,❤❡#❡ ❜❡❤❛✈✐♦&#

❛&❡ ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ,❤❡ ❛♥❛❧②,✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❋✐❣✉&❡ ✻✳✶✳✸✲❞✮ #❤♦✇# ,❤❡ ❢&❡B✉❡♥❝② ✈❛&✐❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ✉♥✐❢♦&♠ ♠♦❞❡ ♠❡❛#✉&❡❞ ❛, ✵ ●7❛

❛♥❞ ❛, +0.75 ●7❛ ❢♦& ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡,✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ x ❛♥❞ y ❞✐&❡❝,✐♦♥ ✭ϕH = 0➦❛♥❞

90➦✮✳ ❆ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐#♦,&♦♣② ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ ♠❛❣♥❡,♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐# ❝❧❡❛&❧② ♣✉, ✐♥,♦

❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❞❡#❝&✐❜❡❞ ❜② ,❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■, ✐# ✐♥,❡&❡#,✐♥❣ ,♦ ♥♦,❡ ,❤❛, ,❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥,❛❧

❡✛❡❝,✐✈❡ ❛♥✐#♦,&♦♣② ✜❡❧❞ ✭Hu✱ #✉♠ ♦❢ ,❤❡ ✐♥✐,✐❛❧ ❛♥✐#♦,&♦♣② ✜❡❧❞ ❛♥❞ ,❤❡ ♦♥❡ ❞✉❡ ,♦ ,❤❡

❛♣♣❧✐❡❞ #,&❡##✮ ♠❡❛#✉&❡❞ ❢&♦♠ ,❤❡ ❞❛,❛ &❡❝♦&❞❡❞ ❛❧♦♥❣ y ✭ϕH = 90➦✮ ❛①✐# ✭Hu ≃ 480 ❖❡

♦❜,❛✐♥❡❞ ❢&♦♠ ,❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥,❛❧ #♦❢,❡♥✐♥❣ ♦❢ ,❤❡ ❢&❡B✉❡♥❝②✮ ✐# ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥, ✇✐,❤

,❤❡ ♦♥❡ &❡#✉❧,✐♥❣ ❢&♦♠ ,❤❡ ❛♥❣✉❧❛& ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hres ✭Hu ≃ 475 ❖❡ ❢&♦♠ ✜❣✉&❡ ✻✳✶✳✸✲❛✮

❜② ✉#✐♥❣ ,❤✐# ❢♦&♠✉❧❛✿ 2Hu ≃ Hres(ϕH = 90)−Hres(ϕH = 0)✮✳

■♥ ,❤✐# &❡❣❛&❞✱ ✜❣✉&❡ ✻✳✶✳✹✲❛✮ &❡♣♦&,# ,❤❡ ♠❡❛#✉&❡❞ ❡✛❡❝,✐✈❡ ❛♥✐#♦,&♦♣② ✜❡❧❞ Hu ❛# ❛

❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ #,&❛✐♥#✳ ❚❤❡ ❡①,&❡♠❡ ✈❛❧✉❡# ❛&❡ &♦✉❣❤❧② ±500 ❖❡ ❛♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞

✐♥ ❛ #✐♥❣❧❡ #,&❛✐❣❤, ❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ &❡✐♥❢♦&❝❡# ,❤❡ ,❤✐❝❦♥❡##✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥, ♦❜#❡&✈❡❞ ♠❛❣♥❡,♦✲

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ,❤❡ #,✉❞✐❡❞ ,❤✐♥ ✜❧♠#✳ ■♥ ❛❞❞✐,✐♦♥✱ ,❤❡ #❛,✉&❛,✐♦♥ ♠❛❣♥❡,♦#,&✐❝✲

,✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ♠❛② ❜❡ ❛❧#♦ ❞❡,❡&♠✐♥❡❞ ❜② ✉#✐♥❣ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &❡❧❛,✐♦♥✿ Ku ∼
3
2λσxx

✇❤❡&❡ Ku = HuMs/2✳ ❚❤✐# ❞✐&❡❝, ❞❡,❡&♠✐♥❛,✐♦♥ ♦❢ λ ✐# ✐❧❧✉#,&❛,❡❞ ✐♥ ✜❣✉&❡ ✻✳✶✳✹✲❜✮

✇❤❡&❡ ,❤❡ #❧♦♣❡ ♦❢ ,❤❡ ❧✐♥❡❛& ✜, ❞✐&❡❝,❧② ❣✐✈❡# ,❤❡ λ ✈❛❧✉❡ ✭∼ 22.5 × 10−6
✮ ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥,

❛❣&❡❡♠❡♥, ✇✐,❤ ,❤❡ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢&♦♠ ,❤❡ ✇❤♦❧❡ ❋▼❘ ❡①♣❡&✐♠❡♥,#✳

6
105.22
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Compressive

❋✐❣✉&❡ ✻✳✶✳✹ ✕ ❛✮ ❊✛❡❝,✐✈❡ ❛♥✐#♦,&♦♣② ✜❡❧❞ Hu ✈❛&✐❛,✐♦♥ ❛# ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ #,&❡##✳

❜✮ ❱❛&✐❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❡✛❡❝,✐✈❡ ❛♥✐#♦,&♦♣② ❝♦♥#,❛♥, ✭Ku✮ ❛# ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢

,❤❡

3
2σ❀ ,❤❡ ❧✐♥❡❛& ✜, #❧♦♣❡ ❞✐&❡❝,❧② ❣✐✈❡# ,❤❡ ♠❛❣♥❡,♦#,&✐❝,✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥,

λ = 22.5× 10−6
✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ,❤❡ ♠❛❣♥❡,♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣&♦♣❡&,✐❡# ♦❢ ,❤❡#❡ ✜❧♠# ✇❡&❡ #,✉❞✐❡❞ ❜② ♣❡&❢♦&♠✐♥❣

❝♦♠♣&❡##✐✈❡ ❡B✉✐❜✐❛①✐❛❧ ,❡#,✳ ❋♦& ,❤✐# ♣✉&♣♦#❡✱ ,❤❡ ✷✵ ♥♠ ,❤✐❝❦ ✜❧♠ ✇❛# ❣❧✉❡❞ ♦♥,♦ ❛

✷ ❝♠ &❛❞✐✉# #♣❤❡&❡ ✭#❡❡ #❝❤❡♠❛,✐❝ ♦❢ ✜❣✉&❡ ✻✳✶✳✺✮✳ ❲❡ &❡♠✐♥❞ ,❤❛, ✐♥ ,❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ ❛♥

❡B✉✐❜✐❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✭#❡❡ ❝❤❛♣,❡& ✷✮✱ ,❤❡ ❜✐❛①✐❛❧ #,&❡## ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡##❡❞ ❛# ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢

,❤❡ #♣❤❡&❡ &❛❞✐✉# Rsphere✿

σ = ±Y ∗
f

(
df + ds
2Rsphere

)
Γ ✭✻✳✶✳✶✮

✶✵✹



✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦♥ -❤❡ ♠❛❣♥❡-♦❡❧❛0-✐❝ ♣2♦♣❡2-✐❡0 ♦❢ ❈♦20❋❡60❇20 -❤✐♥ ✜❧♠0

✇✐"❤ Y ∗
f =

Yf
1−νf "❤❡ ❜✐❛①✐❛❧ ♠♦❞✉❧✉-✳ ■♥ "❤❡-❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥-✱ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❡5✉✐❜✐❛①✐❛❧ -"6❡--

♦❢ ❛6♦✉♥❞ σ ≃ +0.78 ●9❛ ✐- ❡①♣❡❝"❡❞ ❢♦6 "❤❡ ✷✵ ♥♠ ✜❧♠ ✭❝❧♦-❡ "♦ "❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ -"6❡--

✈❛❧✉❡ ❣❡♥❡6❛"❡❞ ❜② "❤❡ ❝②❧✐♥❞❡6 ✇❤♦-❡ 6❛❞✐✉- ✐- ✶✳✸✷ ❝♠✮❀ "❤❡ ❡①♣6❡--✐♦♥ ♦❢ "❤❡ 6❡-♦♥❛♥❝❡

✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇6✐""❡♥ ❛- ✭❜② ♥❡❣❧❡❝"✐♥❣ "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ Hu✮✿

Hres =

√(
2πMs +

3λσ

2Ms

)2

+

(
2πf

γ

)2

− 2πMs −
3λσ

2Ms
✭✻✳✶✳✷✮

❖❜✈✐♦✉-❧②✱ "❤❡ ❡5✉✐❜✐❛①✐❛❧ -"6❡-- ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❣❧✉✐♥❣ "❤❡ ✜❧♠ ♦♥ "❤❡ -♣❤❡6❡ ❧❡❛❞- "♦ ❛

✈❛♥✐-❤✐♥❣ ϕH ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ -❧✐❣❤" -❤✐❢" ♦❢ "❤❡ Hres ❜❛-❡❧✐♥❡ ❧♦✇❡6 ♦6 ❤✐❣❤❡6 "❤❛♥ "❤❡

✉♥-"6❡--❡❞ -"❛"❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ "❤❡ -✐❣♥ ♦❢ "❤❡ ❡5✉✐❜✐❛①✐❛❧ -"6❡-- ❛♥❞ ♦❢ "❤❡ ♠❛❣♥❡"♦-"6✐❝✲

"✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥"✳ ❚❤✉-✱ "❤✐- ❡5✉✐❜✐❛①✐❛❧ -"6❡-- ❛❝"- ❛- ❛♥ ♦✉"✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❛♥✐-♦"6♦♣②✱ ❞❡✜♥❡❞

❢♦6 ✐♥-"❛♥❝❡ ❜② K⊥✱ ✇❤✐❝❤ 6❡❞✉❝❡- ♦6 ✐♥❝6❡❛-❡- "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤❡ ❡✛❡❝"✐✈❡ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥
4πMeff = 4πMs −

2K⊥

Ms
✳ ❋✐❣✉6❡ ✻✳✶✳✺ ❞❡♣✐❝"- "❤❡ ❡①♣❡6✐♠❡♥"❛❧ ✭❜❧❛❝❦ ♦♣❡♥ ❝✐6❝❧❡-✮ ❛♥❞

❝❛❧❝✉❧❛"❡❞ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❛♥❣✉❧❛6 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ✷✵ ♥♠ "❤✐❝❦ ✜❧♠ ✐♥ "❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛6❦

-"❛"❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡6✐♠❡♥"❛❧ ❛♥❣✉❧❛6 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❡5✉✐❜✐❛①✐❛❧ -"6❡-- -"❛"❡ ✐- 6❡♣6❡-❡♥"❡❞

❜② "❤❡ ❢✉❧❧ 6❡❞ ❝✐6❝❧❡-✳ ❆- ❡①♣❡❝"❡❞✱ "❤✐- ❛♥❣✉❧❛6 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ -❤♦✇- "❤❛" "❤❡ ♦❜"❛✐♥❡❞

❛♥✐-♦"6♦♣② ✐- ✈❡6② ❢❛6 ❢6♦♠ "❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝❛-❡ ♣6❡✈✐♦✉-❧② ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢♦6 ❛ -✐♠✐❧❛6 -"6❡-- ✈❛❧✉❡

♦❢ ❛6♦✉♥❞ ✰✵✳✼✺ ●9❛ ✭✇✐"❤ R = 13.2 ♠♠✮ -❤♦✇♥ ❜② "❤❡ ❜❧✉❡ -②♠❜♦❧- ❛♥❞ ❧✐♥❡ ♦♥ ✜❣✉6❡

✻✳✶✳✺✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ ❛ ✇❡❛❦ ♣❧❛♥❛6 ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐-♦"6♦♣② ✭∼ 50 ❖❡✮✱ -✉♣❡6✐♠♣♦-❡❞ "♦ "❤❡ ✐♥✐✲

"✐❛❧ ♦♥❡✱ ✐- ♦❜-❡6✈❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ "❤❡ 6❡❞ ❧✐♥❡ -❤♦✇- "❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛"❡❞ ✐❞❡❛❧ ❡5✉✐❜✐❛①✐❛❧ ❛♥❣✉❧❛6

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hres ❚❤❡ -♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛"✐♦♥- ♦❢ "❤❡-❡ ❡①♣❡6✐♠❡♥"❛❧ 6❡-✉❧"- ❢6♦♠ "❤❡ "❤❡♦6②

❛6❡ ♠♦-" ♣6♦❜❛❜❧② ❞✉❡ "♦ -♠❛❧❧ ✐♠♣❡6❢❡❝"✐♦♥- ❞✉6✐♥❣ ❡5✉✐❜✐❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉-✐♥❣

❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❜✉" ♥♦♥✲-"6❡"❝❤❛❜❧❡ ♣♦❧②♠❡6 ❢♦✐❧✱ -✉❝❤ ❛- ❑❛♣"♦♥➤✱ ✐" ✐- ✐♠♣♦--✐❜❧❡ "♦ ❝♦♥❢♦6♠

♣❡6❢❡❝"❧② ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝" -❤♦✇✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲③❡6♦ ●❛✉--✐❛♥ ❝✉6✈❛"✉6❡ ✭❞❡✜♥❡❞ ❛- "❤❡ ♣6♦❞✉❝" ♦❢

"❤❡ ♣6✐♥❝✐♣❛❧ ❝✉6✈❛"✉6❡-✮✳

✻✳✷ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ *❡♠♣❡-❛*✉-❡ ❡✛❡❝*

❆ ♠❡"❛❧❧✐❝ ❣❧❛--✱ ❧✐❦❡ ❈❋❇✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡-❝6✐❜❡❞ ❛- ❛ 6❛♥❞♦♠ ❞✐-"6✐❜✉"✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡6❡♥"

♣♦❧②❤❡❞6❛ ✭✐♥ "❡6♠- ♦❢ "❤❡✐6 -"6✉❝"✉6❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦-✐"✐♦♥✮✳ ❚❤✐- -"6✉❝"✉6❛❧ ✧✢❡①✐✲

❜✐❧✐"②✧✱ ❝♦♠♣❛6❡❞ "♦ "❤❡ 6✐❣✐❞✐"② ♦❢ "❤❡ ♣♦❧②❤❡❞6❛ ❢♦6♠✐♥❣ "❤❡ ♦①✐❞❡ ❣❧❛--❡-✱ ✐- ❛""6✐❜✉"❡❞

"♦ "❤❡ ♠❡"❛❧❧✐❝ ♥❛"✉6❡ ♦❢ "❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✱ ♥♦" ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♦6✐❡♥"❡❞✳ ❚❤✐- ❞❡✲

-❝6✐♣"✐♦♥ ✐- ♣❛6"✐❝✉❧❛6❧② 6❡❧❡✈❛♥" ❢♦6 ✉♥❞❡6-"❛♥❞✐♥❣ "❤❡ ❢♦6♠❛"✐♦♥ ♦❢ ♠❡"❛❧❧✐❝ ❣❧❛--❡- ❛♥❞

❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❝❡6"❛✐♥ ♣❤②-✐❝❛❧ ❝❤❛6❛❝"❡6✐-"✐❝- ♦❜-❡6✈❡❞ ✐♥ ❞✐6❡❝" 6❡❧❛"✐♦♥ "♦ "❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❜❡❤❛✈✐♦6 ♦❢ ♠❡"❛❧❧✐❝ ❣❧❛--❡-✳ ❙♣❛❡♣❡♥ ❡! ❛❧✳ ❬✷✷❪ ❛❞♦♣"❡❞ ❛ ✜6-" ❛♣♣6♦❛❝❤ ❞❡-❝6✐❜✐♥❣

♠❡"❛❧❧✐❝ ❣❧❛-- ❜② ❛ ♣❡6❢❡❝"❧② 6❛♥❞♦♠ ❞✐-"6✐❜✉"✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛"♦♠ "②♣❡ ❛♥❞ ❢6❡❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❆❝"✉✲

❛❧❧②✱ "❤❡ ❛"♦♠✐❝ ✧♠♦❜✐❧✐"②✧ ✐- 6❡❧❛"❡❞ "♦ "❤❡ ❢6❛❝"✐♦♥ ♦❢ ❢6❡❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐-"6✐❜✉"❡❞ ❜❡"✇❡❡♥

"❤❡ ❛"♦♠-✳ ■❢ ✇❡ ♣❡6❢♦6♠ ❛ ❤❡❛" "6❡❛"♠❡♥" ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉"❡- ❛" ❛ "❡♠♣❡6❛"✉6❡ ❝❧♦-❡ "♦ "❤❡

Tg✱ "❤❡ ❣❧❛-- 6❡❧❛①❡-❀ "❤❡ ❢6❡❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐- ❣6❛❞✉❛❧❧② ❛♥♥✐❤✐❧❛"❡❞ "❤❛♥❦- "♦ "❤❡ -❤♦6"✲6❛♥❣❡

❛"♦♠✐❝ ♠♦❜✐❧✐"② 6❡❞✉❝✐♥❣ "❤❡ -"♦6❡❞ ❡❧❛-"✐❝ ❡♥❡6❣②✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥"✐♥✉❡ "❤❡ ❤❡❛" "6❡❛"♠❡♥"

❧♦♥❣❡6 ♦6 ❛" ❛ "❡♠♣❡6❛"✉6❡ ❝❧♦-❡6 "♦ "❤❡ ❝6②-"❛❧❧✐③❛"✐♦♥ "❡♠♣❡6❛"✉6❡ Tx✱ "❤❡ ✈✐"6❡♦✉- ♣❤❛-❡

❞✐-❛♣♣❡❛6- ✐♥ ❢❛✈♦6 ♦❢ ❝6②-"❛❧-✳

❯❧"6❛-♦♥✐❝ ♠❡"❤♦❞-✱ -✉❝❤ ❛- ❇▲❙✱ ♣6♦✈✐❞❡ -❡♥-✐"✐✈❡ "♦♦❧ ❢♦6 ♣6♦❜✐♥❣ -♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐"② ✐♥

-♦❧✐❞-✱ ✇❤✐❝❤ ❛6❡ 6❡❧❛"❡❞ "♦ ❡❧❛-"✐❝ ❝♦♥-"❛♥"-✳ ▼❡"❛❧❧✐❝ ❣❧❛--❡- ❛6❡ "❤❡6♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞

❦✐♥❡"✐❝ ♠❡"❛-"❛❜❧❡✱ ❛♥❞ "❤❡✐6 ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤②-✐❝❛❧ ♣6♦♣❡6"✐❡- ❛6❡ ✈❡6② -❡♥-✐"✐✈❡ "❤❡

✶✵✺
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✳✺ ✕ ❆♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ 4❤❡ $❡6♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦$ 4❤❡ ✷✵ ♥♠ 4❤✐❝❦ ✜❧♠✳ ❙②♠✲

❜♦❧6 ❛$❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥4❛❧ ❞❛4❛ ✇❤✐❧❡ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡6 ❛$❡ ❝❛❧❝✉❧❛4❡❞ 4❤❛♥❦6 4♦ 4❤❡

❛♥❛❧②4✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧6✳ ❇❧❛❝❦ ♦♣❡♥ ❝✐$❝❧❡6 ❛$❡ ❞❛4❛ ❢$♦♠ 4❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛$❦ 64❛4❡

✇❤✐❧❡ 4❤❡ $❡❞ ♦♥❡6 ❝♦$$❡6♣♦♥❞ 4♦ 4❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥4❛❧ ❡C✉✐❜✐❛①✐❛❧ 64❛4❡ ✭✇✐4❤

σ ≃ 0.78 ●F❛✮✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✐$❝❧❡6 ❛$❡ ♠❡❛6✉$❡♠❡♥46 ❝♦♠✐♥❣ ❢$♦♠ ✉♥✐❛①✲

✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✇✐4❤ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ 64$❡66 ✭σxx ≃ 0.75 ●F❛✮ ❝♦♠♣❛$❛❜❧❡ 4♦ 4❤❡

❡C✉✐❜✐❛①✐❛❧ σ✳

4❡♠♣❡$❛4✉$❡✳ ❚❤❡ 4❡♠♣❡$❛4✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❛64✐❝ ♣$♦♣❡$4✐❡6 ♦❢ ♠❡4❛❧❧✐❝ ❣❧❛66❡6 ❝❛♥

♣$♦✈✐❞❡ ✐♠♣♦$4❛♥4 ✐♥❢♦$♠❛4✐♦♥ ♦♥ ✈❛$✐♦✉6 4$❛♥6✐4✐♦♥6 6✉❝❤ ❛6 4❤❡ 4❡♠♣❡$❛4✉$❡ ✐♥❞✉❝❡❞

$❡❧❛①❛4✐♦♥✱ 64$✉❝4✉$❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ❝$②64❛❧❧✐♥❡ ♣❤❛6❡ ♥✉❝❧❡❛4✐♦♥ ❛♥❞ ❣$♦✇4❤✱ ❝$②64❛❧❧✐③❛4✐♦♥✱

❣❧❛66 4$❛♥6✐4✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤②6✐❝❛❧ ♣$♦♣❡$4✐❡6 ❝❤❛♥❣❡6 ✐♥ ♠❡4❛❧❧✐❝ ❣❧❛66❡6 ❬✷✵✱

✷✶❪✳

❆6 ♣$❡✈✐♦✉6❧② 6❛✐❞ ✐♥ 4❤✐6 ❝❤❛♣4❡$ ✐♥4$♦❞✉❝4✐♦♥✱ 4❤❡ ❑❛♣4♦♥➤ ♣♦66❡66❡6 ❛ ❣❧❛66 4$❛♥6✐✲

4✐♦♥ 4❡♠♣❡$❛4✉$❡ ❛$♦✉♥❞ ✹✵✵➦❈✳ ■♥ 4❤✐6 ❝♦♥❞✐4✐♦♥✱ ♦✉$ ✜❧♠6 ✇❡$❡ ❡① "✐$✉ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ✐♥ 4❤❡

$❛♥❣❡ ❬✶✵✵➦❈✲✸✼✺➦❈❪ ❢♦$ ✻✵ ♠✐♥ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ✭✇✐4❤ ❛ ♣$❡66✉$❡ ❧♦✇❡$ 4❤❛♥ 3 × 10−8
❚♦$$✮✳

❚❤❡ ✜❧♠6 ✇❡$❡ 4❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉6✐♥❣ ❇▲❙ ✭❢♦$ 4❤❡ ❡❧❛64✐❝ ♣$♦♣❡$4✐❡6✮ ❛♥❞ ❋▼❘ ✭❢♦$ 4❤❡

♠❛❣♥❡4✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡4♦✲❡❧❛64✐❝ ♣$♦♣❡$4✐❡6✮✳

✻✳✷✳✶ ❨♦✉♥❣✬* ♠♦❞✉❧✉* ❛♥❞ /♦✐**♦♥✬* 1❛2✐♦ ✈❛1✐❛2✐♦♥*

❇▲❙ ❡①♣❡$✐♠❡♥46 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♦♥ 4❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ✜❧♠6✳ ❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✳✶✲❛✮ 6❤♦✇6

4②♣✐❝❛❧ ❇▲❙ 6♣❡❝4$❛ ♠❡❛6✉$❡❞ ✇✐4❤ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥4 ❛♥❣❧❡ ξ = 65➦✳ ❚❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭R✮ ❛♥❞ 4❤❡

✜$64 ❙❡③❛✇❛ ♠♦❞❡ ✭S1✮ ❛$❡ ❝❧❡❛$❧② ♦❜6❡$✈❡❞ ❢♦$ ❛❧❧ 4❤❡ ✜❧♠6✱ 4❤❡ 6❡❝♦♥❞ ❙❡③❛✇❛ ♠♦❞❡

✭S2✮ ✐6 ♥♦4 ❛❧✇❛②6 ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ $❡♣$❡6❡♥4❡❞ 4❤❡ ❢$❡C✉❡♥❝② ✈❛$✐❛4✐♦♥ ♦❢ R ❛♥❞ S1
♠♦❞❡6 ✐♥ ✜❣✉$❡ ✻✳✷✳✶✲❜✮ ❜② ✉6✐♥❣ ❛ 4✇♦ ♦$❞✐♥❛4❡6 ❣$❛♣❤ ✇✐4❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ 6❝❛❧❡ $❛♥❣❡ ✭✶

●❍③✮✳ ■4 ✐6 ✐♥4❡$❡64✐♥❣ 4♦ ♥♦4❡ 4❤❡ 6✐♠✐❧❛$ ❡✈♦❧✉4✐♦♥ ✐♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ 4❡♠♣❡$❛4✉$❡ $❛♥❣❡ ❢♦$

4❤❡6❡ ♠♦❞❡6✳ ❲❡ ♥♦4❡ 4❤❛4 ❛❢4❡$ ✸✵✵➦❈✱ 4❤❡ ❢$❡C✉❡♥❝② ♦❢ 4❤❡6❡ ♠♦❞❡6 ✐6 ❛❧♠♦64 ❝♦♥64❛♥4✳

❋$♦♠ 4❤❡6❡ ❡✈♦❧✉4✐♦♥6✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①4$❛❝4 4❤❡ ❡✈♦❧✉4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❨♦✉♥❣✬6 ♠♦❞✉❧✉6 ✭Yf ✮ ❛♥❞ 4❤❡

F♦✐66♦♥✬6 $❛4✐♦ ✭νf ✮ ❬✶✸❪✳ ❚❤❡✐$ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ 4❡♠♣❡$❛4✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡6 ❛$❡ ♣❧♦44❡❞ ✐♥ ✜❣✉$❡6

✶✵✻
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✳✶ ✕ ❛✮ ❚②♣✐❝❛❧ ❇▲❙ 5♣❡❝6$❛ ♦❢ 6❤❡ ✷✺✵ ♥♠✲❈❋❇ ✜❧♠5 ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛6 ❞✐✛❡$❡♥6

6❡♠♣❡$❛6✉$❡ ♦❜6❛✐♥❡❞ ✇✐6❤ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥6 ❛♥❣❧❡ ξ = 65➦✳ ❜✮ ❋$❡E✉❡♥❝② ✈❛$✐✲

❛6✐♦♥5 ♦❢ 6❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❛♥❞ ♦❢ 6❤❡ ✜$56 ❙❡③❛✇❛ ♠♦❞❡5 ❛5 ❢✉♥❝6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡

❛♥♥❡❛❧✐♥❣ 6❡♠♣❡$❛6✉$❡✳ ❝✲❞✮ ❨♦✉♥❣✬5 ♠♦❞✉❧✉5 Y ✭❝✮ ❛♥❞ L♦✐5♦♥✬5 $❛6✐♦

ν ✭❞✮ ✈❛$✐❛6✐♦♥5 ❛5 ❢✉♥❝6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ 6❡♠♣❡$❛6✉$❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡5 ✐♥

✜❣✉$❡5 ❜✮✱ ❝✮ ❛♥❞ ❞✮ ❛$❡ ❣✉✐❞❡❞ ❢♦$ 6❤❡ ❡②❡5✳

✻✳✷✳✶✲❝✮ ❛♥❞ ✻✳✷✳✶✲❞✮ ✳❲❤✐❧❡ νf ✈❛$✐❡5 ❜❛$❡❧②✱ ✐6 ✐5 ✐♥ ❢❛❝6 ❛❧♠♦56 ❝♦♥56❛♥6 ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥

6❤❡ ❡$$♦$ ❜❛$5✱ ✇✐6❤ 6❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ 6❡♠♣❡$❛6✉$❡ ✭✜❣✉$❡ ✻✳✷✳✶✲❞✮✮✱ Yf ✐♥❝$❡❛5❡5 ✇✐6❤ 6❤❡

❛♥♥❡❛❧✐♥❣ 6❡♠♣❡$❛6✉$❡✱ ❢$♦♠ 160 ●L❛ ❢♦$ 6❤❡ ♥♦♥✲❛♥♥❡❛❧❡❞ ✜❧♠ ❜❡❢♦$❡ $❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡

❝❧♦5❡ 6♦ 185 ●L❛ ✇❤❡♥ 6❤❡ ✜❧♠ ✐5 ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛6 ✸✵✵ ➦❈✳ ❆❝6✉❛❧❧②✱ ✐♥ ❝♦♥6$❛56 6♦ ❝♦♠♠♦♥

♠❡6❛❧5 ❛♥❞ ❛❧❧♦②5✱ ✇❤♦5❡ ♠♦❞✉❧✉5 ❣❡♥❡$❛❧❧② ❞❡❝$❡❛5❡5 ✇✐6❤ ✐♥❝$❡❛5✐♥❣ 6❡♠♣❡$❛6✉$❡✱ 6❤❡

♠❡6❛❧❧✐❝ ❣❧❛55❡5 ❜❡❝♦♠❡ ❡✈❡♥ ♠✉❝❤ 56✐✛❡$ ❞❡♠♦♥56$❛6❡❞ ✇✐6❤ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡❧❛56✐❝ ♠♦❞✉❧✉5

❜❡❢♦$❡ ❣❧❛55 6$❛♥5✐6✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ 5✐❣♥✐✜❝❛♥6 ✐♥❝$❡❛5❡ ✭❛ ❢❡✇ ✶✵✪✮ ✐5 ❣❡♥❡$❛❧❧② ♦❜5❡$✈❡❞ ✐♥ 6❤❡

5✉♣❡$❝♦♦❧❡❞ ❧✐E✉✐❞ $❡❣✐♦♥ ✭❜❡6✇❡❡♥ Tg ❛♥❞ Tx✮✳ ❚❤❡ Yf ❛♥❞ νf ✈❛$✐❛6✐♦♥5 ✇✐❧❧ ❜❡ ✉5❡❞ ✐♥

6❤❡ ♥❡①6 5✉❜5❡❝6✐♦♥ 6♦ E✉❛♥6✐6❛6✐✈❡❧② 56✉❞② 6❤❡ ♠❛❣♥❡6♦✲❡❧❛56✐❝ ♣$♦♣❡$6✐❡5 ❛5 ❢✉♥❝6✐♦♥ ♦❢

6❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ 6❡♠♣❡$❛6✉$❡✳

✶✵✼



✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦♥ -❤❡ ♠❛❣♥❡-♦❡❧❛0-✐❝ ♣2♦♣❡2-✐❡0 ♦❢ ❈♦20❋❡60❇20 -❤✐♥ ✜❧♠0

✻✳✷✳✷ ▼❛❣♥❡(✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡(♦✲❡❧❛0(✐❝ ♣2♦♣❡2(✐❡0

❆♥♥❡❛❧✐♥❣ '❡♠♣❡*❛'✉*❡ ♦♥ ♠❛❣♥❡'✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡'♦❡❧❛/'✐❝ ♣*♦♣❡*'✐❡/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ /'✉❞✐❡❞

❜② ❋▼❘✳ ❲❡ ✜*/' ♣*❡/❡♥' ❡①♣❡*✐♠❡♥'❛❧ *❡/✉❧'/ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✇✐'❤♦✉' ❛♣♣❧②✐♥❣ /'*❡//❡/ '♦ '❤❡

✜❧♠/✳ ❲❡ /❛✇ ✐♥ ❝❤❛♣'❡* ✹ '❤❛' '❤✐♥ ✜❧♠/ ♦♥ ✢❡①✐❜❧❡ /✉❜/'*❛'❡ ♣*❡/❡♥' ❛♥ ✐♥❡/❝❛♣❛❜❧❡

✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐/♦'*♦♣② ✇❤✐❝❤ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛/❝*✐❜❡❞ '♦ ❛ ❝♦♥'*❛/'❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ /'*❡♥❣'❤ ✇❤❡♥ ❛

/'✐✛ ✜❧♠ ✐/ ❞❡♣♦/✐'❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣❧✐❛♥' /✉❜/'*❛'❡✳ ❋✐❣✉*❡ ✻✳✷✳✷✲❛✮ /❤♦✇/ ❛♥❣✉❧❛* ✈❛*✐❛'✐♦♥/ ♦❢

'❤❡ *❡/♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦* '❤❡ ❛/✲❞❡♣♦/✐'❡❞ ✜❧♠ ❛♥❞ ✜❧♠ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛' 100 ➦❈✱ 300 ➦❈ ❛♥❞ 350

➦❈✳ ❚❤❡ ❛♥✐/♦'*♦♣② ✜❡❧❞Hu ✇❤✐❝❤ ✐/ *♦✉❣❤❧② ❣✐✈❡♥ ❜② 2Hu ≃ Hres(ϕH = 90)−Hres(ϕH =

0) ✐♥❝*❡❛/❡/ ✇✐'❤ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ '❡♠♣❡*❛'✉*❡✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤✐/ ❛♥✐/♦'*♦♣② ✐/ ♣❧♦''❡❞ ✐♥

✜❣✉*❡ ✻✳✷✳✷✲❜✮✳ ❲❡ ♦❜/❡*✈❡ '❤❛' Hu ✐/ ❛❧♠♦/' ❝♦♥/'❛♥' ✐♥ ❜❡'✇❡❡♥ ✷✺ ❛♥❞ ✷✵✵➦❈ ✭✈❛❧✉❡/

♦❢ ✹✺✱ ✷✵ ❛♥❞ ✻✵ ❖❡ ❛*❡ *❡/♣❡❝'✐✈❡❧② ❢♦✉♥❞✮✳ ❋♦* ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ '❡♠♣❡*❛'✉*❡ ❤✐❣❤❡* '❤❛♥

✷✵✵➦❈✱ ❛♥ ❡①♣❡❝'❡❞ ✐♥❝*❡❛/❡ ♦❢ Hu ✐/ ❢♦✉♥❞ ✭+500%✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥ ❛❧♠♦/' ❝♦♥/'❛♥' ✈❛❧✉❡

♦❢ Hu ∼ 250 ❖❡ ✐/ ❢♦✉♥❞ ✭✷✺✼✱ ✷✸✻ ❛♥❞ ✷✹✼ ❖❡ ❢♦* ✸✵✵➦❈✱ ✸✺✵➦❈ ❛♥❞ ✸✼✺➦❈✱ *❡/♣❡❝'✐✈❡❧②✮✳

❲❡ ✇✐❧❧ /❡❡ '❤❛' '❤✐/ ✐♥❝*❡❛/❡ ❝❛♥ ♥♦' ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② '❤❡ ♠❛❣♥❡'♦/'*✐❝'✐♦♥ ✈❛*✐❛'✐♦♥ ❛/

❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ '❡♠♣❡*❛'✉*❡✳
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❋✐❣✉*❡ ✻✳✷✳✷ ✕ ❛✮ ❚②♣✐❝❛❧ *❡/♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ❛♥❣✉❧❛* ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡/ ♦❢ '❤❡ ❛/ ❞❡♣♦/✐'❡❞ ❛♥❞

❛♥♥❡❛❧❡❞ ✜❧♠/ ✭✶✵✵➦❈✱ ✸✵✵➦❈ ❛♥❞ ✸✺✵➦❈✮✳ ❜✮ ❊✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧

❛♥✐/♦'*♦♣② ✜❡❧❞ Hu ❛/ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ '❡♠♣❡*❛'✉*❡✳

❋▼❘ ❡①♣❡*✐♠❡♥'/ ✇❡*❡ '❤❡♥ ♣❡*❢♦*♠❡❞ ❛' ❞✐✛❡*❡♥' /'*❡//❡/ /'❛'❡/ ❜② ♣❡*❢♦*♠✐♥❣ ✐♥ "✐#✉

✉♥✐❛①✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ '❡/'/✳ ❋♦* '❤✐/ ♣✉*♣♦/❡✱ ✇❡ ✉/❡ '❤❡ /❛♠❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❜❧♦❝❦/ ♦❢ ❝✐*❝✉❧❛*

❝*♦//✲/❡❝'✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇♥ *❛❞✐✐ R '❤❛♥ '❤❡ ♦♥❡/ ♣*❡✈✐♦✉/❧② ✉/❡❞ ✐♥ '❤❡ ♣*❡❝❡❞❡♥' /❡❝'✐♦♥✱

♥❛♠❡❧②✿ R =✶✸✳✷ ♠♠✱ ✸✷✳✷ ♠♠✱ ✹✶✳✻ ♠♠✱ ✺✾✳✷ ♠♠✱ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐'❡ ✭✢❛' /✉*❢❛❝❡✮✮✳ ❇❡✐♥❣

❣✐✈❡♥ '❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥/ ♦❢ Yf ❛♥❞ νf ❛/ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ '❡♠♣❡*❛'✉*❡ ✭/❡❡ ✜❣✉*❡/

✻✳✷✳✶✲❝✮ ❛♥❞ ✲❞✮✮✱ '❤❡ /'*❡//❡/ /'❛'❡/ ❛*❡ ♥♦' /❛♠❡ ❢♦* ❛ /✐♠✐❧❛* R✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦* ❛♥♥❡❛❧✐♥❣

'❡♠♣❡*❛'✉*❡ ❤✐❣❤❡* '❤❛♥ ✷✵✵➦❈✱ '❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♣♣❧✐❡❞ /'*❡// σxx ✐/ ∼ 0.87 ●V❛ ✇❤✐❧❡ ✐'

✐/ ∼ 0.75 ●V❛ ❢♦* '❤❡ ❛/✲❞❡♣♦/✐'❡❞ ✜❧♠✳ ❚❤❡ ✈❛*✐❛'✐♦♥/ ♦❢ ♠❛❣♥❡'♦/'*✐❝'✐♦♥ λ ❤❛/ ❜❡❡♥

❡①'*❛❝'❡❞ ❢*♦♠ ♠❡'❤♦❞♦❧♦❣②✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦♠♣❧❡'❡ ✜''✐♥❣ ❢*♦♠ '❤❡ ✇❤♦❧❡ ❋▼❘ ❡①♣❡*✐♠❡♥'/✱

♣*❡/❡♥'❡❞ ✐♥ '❤❡ ♣*❡❝❡❞❡♥' /❡❝'✐♦♥✳ ❚❤✐/ ♠❡'❤♦❞♦❧♦❣② ❛❧❧♦✇/ ✉/ '♦ ❡①'*❛❝' '❤❡ Ms ❛♥❞ λ

❡✈♦❧✉'✐♦♥/ ❛/ ❢✉♥❝'✐♦♥ '❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ '❡♠♣❡*❛'✉*❡✳ ❋✐❣✉*❡ ✻✳✷✳✸✲❛✮ ♣*❡/❡♥'/Ms ✈❛*✐❛'✐♦♥/

✇❤✐❧❡ ✜❣✉*❡ ✻✳✷✳✸✲❜✮ /❤♦✇/ '❤❡ λ ✈❛*✐❛'✐♦♥/✳ Ms ✐/ ❢♦✉♥❞ ✐/ ❛❧♠♦/' ❝♦♥/'❛♥' ✭❛*♦✉♥❞

✶✵✺✵ ❡♠✉✳ ❝♠

−3
✮ ❢♦* '❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❧♠/✱ '❤✐/ ❜❡❤❛✈✐♦* ❤❛/ ❜❡❡♥ ❝♦♥✜*♠❡❞ ❜② ❝♦♥✈❡♥'✐♦♥❛❧

♠❛❣♥❡'♦♠❡'*② ♠❡❛/✉*❡♠❡♥'/ ✭❱❙▼✮✳ ■♥'❡*❡/'✐♥❣❧②✱ λ ♣*❡/❡♥'/ ❛ Y✉❛/✐✲/✐♠✐❧❛* ❡✈♦❧✉'✐♦♥

'❤❛♥ Yf ❀ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐' ✐/ ❛❧♠♦/' ❝♦♥/'❛♥' ❢♦* ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ '❡♠♣❡*❛'✉*❡ ❧♦✇❡* '❤❛♥ ✸✵✵➦❈ ❛♥❞

/❤♦✇/ ❛♥ ✐♥❝*❡❛/❡ ❢*♦♠ ∼ 23× 10−6
'♦ ∼ 30× 10−6

✭+30%✮ ❢♦* '❡♠♣❡*❛'✉*❡ ❤✐❣❤❡* '❤❛♥

✶✵✽



✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦♥ -❤❡ ♠❛❣♥❡-♦❡❧❛0-✐❝ ♣2♦♣❡2-✐❡0 ♦❢ ❈♦20❋❡60❇20 -❤✐♥ ✜❧♠0
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✳✸ ✕ ❙❛-✉$❛-✐♦♥ ♠❛❣♥❡-✐③❛-✐♦♥ Ms✲❛✮ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡-♦5-$✐❝-✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥- λ✲❜✮

✈❛$✐❛-✐♦♥5 ❛5 ❢✉♥❝-✐♦♥ -❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ -❡♠♣❡$❛-✉$❡✳ ❝✮ ❊✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡

♥♦$♠❛❧✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤❡ ❨♦✉♥❣✬5 ♠♦❞✉❧✉5 Y ✱ -❤❡ B♦✐55♦♥✬5 $❛-✐♦ ν✱ -❤❡ ✐♥✐✲

-✐❛❧ ❛♥✐5♦-$♦♣② ✜❡❧❞ Hu ❛♥❞ -❤❡ ♠❛❣♥❡-♦5-$✐❝-✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥- λ ❛5 ❢✉♥❝-✐♦♥

♦❢ -❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ -❡♠♣❡$❛-✉$❡✳ ■♥ ❛❧❧ ❣$❛♣❤5✱ ❧✐♥❡5 ❛$❡ ❣✉✐❞❡ ❢♦$ -❤❡ ❡②❡5✳

���°� ���°� ���°�

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✳✹ ✕ B❤♦-♦❣$❛♣❤② ♦❢ -❤$❡❡ ❈❋❇ 5❛♠♣❧❡5 ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛- ❞✐✛❡$❡♥- -❡♠♣❡$❛-✉$❡

✭✶✵✵➦❈✱ ✷✵✵➦❈ ❛♥❞ ✸✵✵➦❈✮ 5❤♦✇✐♥❣ ✐♥❝$❡❛5✐♥❣ ❝②❧✐♥❞$✐❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✇✐-❤

❛♥♥❡❛❧✐♥❣ -❡♠♣❡$❛-✉$❡✳ ✳

✷✵✵➦❈✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✳✸✲❝✮ 5✉♠♠❛$✐③❡5 -❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ -❡♠♣❡$❛-✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ -❤❡ ❡❧❛5-✐❝ ✭❨♦✉♥❣✬5

♠♦❞✉❧✉5 Yf ✱ ❛♥❞ B♦✐55♦♥✬5 $❛-✐♦ νf ✮ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡-✐❝ ♣$♦♣❡$-✐❡5 ✭♠❛❣♥❡-♦5-$✐❝-✐♦♥ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥- λ✱ ♠❛❣♥❡-✐❝ ❛♥✐5♦-$♦♣② Hu✮✳ ❆ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ -$❡♥❞ ♦❢ -❤❡ ♠❛❣♥❡-♦5-$✐❝-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡

❛♥✐5♦-$♦♣② ✜❡❧❞ ✇✐-❤ -❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ -❡♠♣❡$❛-✉$❡ ✐5 ♦❜5❡$✈❡❞✳ ❚❤❡② $❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞

❢♦$ ✜❧♠5 ❛♥♥❡❛❧❡❞ ✉♣ -♦ 200 ➦❈ ❜❡❢♦$❡ ✐♥❝$❡❛5✐♥❣ ❢♦$ ✜❧♠5 ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋$♦♠ -❤❡5❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡5✱ ✇❡ 5❡❡ -❤❛- -❤❡ ✐♥❝$❡❛5✐♥❣ ♦❢ Hu ✭+500%✮ ❝❛♥ ♥♦- ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② -❤❡

✐♥❝$❡❛5✐♥❣ ♦❢ ♠❛❣♥❡-♦5-$✐❝-✐♦♥ ✭+30%✮ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣✬5 ♠♦❞✉❧✉5 ✭+15%✮✳ ❆❝-✉❛❧❧②✱ -❤❡ $❡✲

♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥- ♣❛$❛♠❡-❡$ -❤❛- ❤❛5 ♥♦- ❜❡❡♥ ❞✐5❝✉55❡❞ ✐5 -❤❡ ✐♥-❡$♥❛❧ 5-$❡55 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

❞✉$✐♥❣ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❆5 ✐♥ ❝❤❛♣-❡$ ✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ -❤❡ ❝✉$✈❛-✉$❡ ♦❢ ❜✐❣❣❡$ ❈❋❇ 5❛♠✲

♣❧❡5 ✭✸✵×✷✵ ♠♠2
✮ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛- ❞✐✛❡$❡♥- -❡♠♣❡$❛-✉$❡5 ✭5❡❡ ✜❣✉$❡ ✻✳✷✳✹✮✳ ❲❡ ❝❧❡❛$❧② 5❡❡

-❤❛- ✜❧♠5 ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛- ✶✵✵➦❈ ❛♥❞ ✷✵✵➦❈ ❛$❡ $❡❧❛-✐✈❡❧② ✢❛- ✇❤✐❧❡ -❤♦5❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛- ✸✵✵➦❈

✐5 5-$♦♥❣❧② ❝✉$✈❡❞✳ ❚❤✐5 ♠✐❣❤- ❜❡ ❞✉❡ -♦ ✐♥-❡$♥❛❧ 5-$❡55 ❡✈♦❧✉-✐♦♥ $❡❧❛-❡❞ -♦ ♠✐❝$♦5-$✉❝✲

-✉$❛❧ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❛♠♦$♣❤♦✉5 5-$✉❝-✉$❡✳ ❆5 ❛ ❝♦♥❝❧✉5✐♦♥✱ -❤❡ 5❤❛$♣ ✐♥❝$❡❛5❡ ♦❢ Hu

❛- ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ -❡♠♣❡$❛-✉$❡ ♦❢ 300➦❈ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡$ ✐5 ❛ ❝❧❡❛$ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛-♦♠✐❝ 5-$✉❝-✉$❡

♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥ ✇✐-❤ ❛ $❡❧❛①❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❢$❡❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦$ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ -❡♠♣❡$❛-✉$❡ ♥❡❛$ -❤❡

❣❧❛55 -$❛♥5✐-✐♦♥ -❡♠♣❡$❛-✉$❡ ♦❢ ❈❋❇✳

■♥ 5✉♠♠❛$②✱ 5✐❣♥✐✜❝❛♥- ❡✈♦❧✉-✐♦♥5 ♦❢ Yf ✱ λ ❛♥❞ Hu ❛$❡ $❡♣♦$-❡❞ ✐♥ ❈♦20❋❡60❇20 -❤✐♥

✜❧♠5✳ B❛$-✐❝✉❧❛$❧②✱ ❛ ✈❡$② 5-$♦♥❣ ✐♥❝$❡❛5❡ ♦❢ Hu ✐5 5❤♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐5 ❛--$✐❜✉-❡❞ -♦ ✐♥✲

-❡$♥❛❧ 5-$❡55 ❡✈♦❧✉-✐♦♥✳ ❚❤✐5 ♠✐❣❤- ❜❡ $❡❧❛-❡❞ -♦ ✐♠♣♦$-❛♥- ♠✐❝$♦5-$✉❝-✉$❛❧ ❡✈♦❧✉-✐♦♥5

❜❡-✇❡❡♥ ✷✵✵➦❈ ❛♥❞ ✸✵✵➦❈✳ ❙✉❝❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡5 ❛❜♦✉- -❤❡5❡ 5②5-❡♠5 ❛$❡ 5-✐❧❧ ♣♦♦$✳ ❆❝-✉❛❧❧②✱

❛ $❡❝❡♥- ♣❛♣❡$ ❤❛✈❡ $❡♣♦$-❡❞ ❣❧❛55 -$❛♥5✐-✐♦♥ ❛♥❞ ❝$②5-❛❧❧✐③❛-✐♦♥ -❡♠♣❡$❛-✉$❡5 ✈❛❧✉❡5 ✐♥

✶✵✾



✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦♥ -❤❡ ♠❛❣♥❡-♦❡❧❛0-✐❝ ♣2♦♣❡2-✐❡0 ♦❢ ❈♦20❋❡60❇20 -❤✐♥ ✜❧♠0

 ✐♠✐❧❛%  ② '❡♠ ♦❢ ❈♦40❋❡40❇20 ✭Tg = 231➦❈✱ Tx = 374➦❈✮ ❛♥❞ ❈♦60❋❡20❇20 ✭Tg = 278➦❈✱

Tx = 418➦❈✮ '❤✐♥ ✜❧♠ ✇✐'❤  ✐♠✐❧❛% '❤✐❝❦♥❡  ✭✷✵ ♥♠✮❬✷✸❪✳ ■' ✐ ♥♦'  '%❛✐❣❤'❢♦%✇❛%❞ '♦

❡①'%❛♣♦❧❛'❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦% ❝♦♠♣♦ ✐'✐♦♥  '✉❞✐❡❞ ✐♥ '❤✐ '❤❡ ✐ ✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ♦♥❡ ❝❛♥  ✉♣♣♦ ❡ '❤❛'

'❤❡ Tg ✈❛❧✉❡ ✐ ❝♦♠♣%✐ ❡❞ ❜❡'✇❡❡♥ ✷✵✵➦❈ ❛♥❞ ✸✵✵➦❈ ❛♥❞ '❤❡ Tx ♦♥❡ ✐ ❤✐❣❤❡% '❤❛♥ '❤❡

♠❛①✐♠✉♠ '❡♠♣❡%❛'✉%❡  '✉❞✐❡❞ ❤❡%❡ ✭✸✼✺➦❈✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ '❤✐ '❡♠♣❡%❛'✉%❡ %❛♥❣❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦'

❤❛✈❡  ❡❡♥ ❛♥② ❝%② '❛❧❧✐③❛'✐♦♥  ✐❣♥❛'✉%❡ ❜② ①✲%❛② ❞✐✛%❛❝'✐♦♥ ❡✈❡♥ ❢♦% ❤✐❣❤❡% '❤✐❝❦♥❡  ❡ ✳
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❨❛♥❣✱ ❨✳ ❩❤❛♥❣✱ ❙✳ ❳✐❡✱ ❇✳ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❘✳✲❲✳ ▲✐✱ ❆♣♣❧✐❡❞ 4❤②3✐❝3 ▲❡??❡O3

✶✵✻✱ ✶✻✷✹✵✺ ✭✷✵✶✺✮ ✭❈✐?❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✽✳✮

❬✼❪ ❙✳ ■❦❡❞❛✱ ❑✳ ▼✐✉O❛✱ ❍✳ ❨❛♠❛♠♦?♦✱ ❑✳ ▼✐③✉♥✉♠❛✱ ❍✳ ❉✳ ●❛♥✱ ▼✳ ❊♥❞♦✱ ❙✳

❑❛♥❛✐✱ ❏✳ ❍❛②❛❦❛✇❛✱ ❋✳ ▼❛?3✉❦✉O❛✱ ❛♥❞ ❍✳ ❖❤♥♦✱ ◆❛?✉O❡ ▼❛?❡O✐❛❧3 ✾✱ ✼✷✶
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❖❤♥♦✱ ❆♣♣❧✐❡❞ 4❤②3✐❝3 ▲❡??❡O3 ✶✵✶✱ ✶✷✷✹✵✸ ✭✷✵✶✷✮✳ ✭❈✐?❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✾✾✳✮

❬✾❪ ❉✳ ❉✳ ❉❥❛②❛♣O❛✇✐O❛✱ ❑✳ ❚3✉♥❡❦❛✇❛✱ ▼✳ ◆❛❣❛✐✱ ❍✳ ▼❛❡❤❛O❛✱ ❙✳ ❨❛♠❛❣❛?❛✱

◆✳ ❲❛?❛♥❛❜❡✱ ❙✳ ❨✉❛3❛✱ ❨✳ ❙✉③✉❦✐ ❛♥❞ ❑✳ ❆♥❞♦✱ ❆♣♣❧✐❡❞ 4❤②3✐❝3 ▲❡??❡O3
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❛♥❞ ❉✳ ▼❡②♥❡O3✱ ❆♣♣❧✐❡❞ 4❤②3✐❝3 ▲❡??❡O3 ✶✵✷✱ ✶✺✸✶✵✹ ✭✷✵✶✸✮✳ ✭❈✐?❡❞ ♦♥
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❬✶✶❪ ❆✳ ❚❛✈❛33♦❧✐③❛❞❡❤✱ 4✳ ❍❛②❡3✱ ❑✳ ❘♦??✱ ●✳ ❘❡✐33✱ ❊✳ ◗✉❛♥❞?✱ ❉✳ ▼❡②♥❡O3✱
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∫ ∞
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~M(~r,9✮ ✐8 ❞❡❝♦♠♣♦8❡❞

✐♥9♦ ❛ 89❛9✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥98 ❛8 ❢♦❧❧♦✇8✿

~M(~r, t) = ~M + ~m(~r, t)✳ ❲❡ ❛$❜✐9$❛$②

✶✶✺
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❝♦♥#✐❞❡' (❤❛( (❤❡ ♠❛❣♥❡(✐③❛(✐♦♥ ❞✐'❡❝(✐♦♥ ❧✐❡# ❛❧♦♥❣ y ❛①✐# ✭

~M =M~ey✮ ✱ (❤✉# ✐(# ❞②♥❛♠✐❝#

❝♦♠♣♦♥❡♥(# ❛'❡ ✐♥ (❤❡ ✭xz✮ ♣❧❛♥❡ ✭~m(~r, t) = ~mx(~r, t) + ~mz(~r, t)✮✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛'✐③❡❞ ▲▲●

❡:✉❛(✐♦♥ ❛##✉♠✐♥❣ ✇❡❛❦ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧✐♠✐(✱ α≪ 1✱ ✐♥ (❤❡ ♣'❡#❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡

~hrf ✜❡❧❞ ❧❡❛❞#

(♦ (❤❡ ❤✐❣❤✲❢'❡:✉❡♥❝② ♠❛❣♥❡(✐❝ #✉#❝❡♣(✐❜✐❧✐(②

←→χ (ω)✳

(
mx

mz

)
=

(
χxx(ω) χxz(ω)

χxz(ω) χzz(ω)

)(
hx(ω)

0

)
✭✼✳✷✳✸✮

❋♦' ❛♥ ❛'❜✐('❛'② ❛♥❣❧❡ ✭ξ ✮ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ♠❛❣♥❡(✐③❛(✐♦♥

~M ❛♥❞ (❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✜❡❧❞

~hrf ✱

(❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✜❡❧❞ ✇✐(❤ ❛ ♠❛❣♥✐(✉❞❡ hrf sin ξ ✐# (❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ (❤❛( ❝❛♥ ❡①❡'( ❛ (♦':✉❡

♦♥ (❤❡ ♠❛❣♥❡(✐③❛(✐♦♥✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ✇❡ ♠❡❛#✉'❡ (❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥( ♦❢ (❤❡ ♠❛❣♥❡(✐③❛(✐♦♥ ✐♥

(❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ (❤❡ ✜❧♠ (❤❛( ✐# mx sin ξ✳ ❆# ❛ ❝♦♥#❡:✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❞❡❞✉❝❡❞ (❤❡

♠❡❛#✉'❡❞ #✐❣♥❛❧ ✐# ♣'♦♣♦'(✐♦♥❛❧ (♦ sin2 ξ ✭#❡❡ ❊:✳ ✼✳✷✳✹✮✳ ■♥ (❤✐# ❝❛#❡✱ (❤❡ ♦'✐❣✐♥ ♦❢ (❤❡

❧✐♥❡✇✐❞(❤# ❜'♦❛❞❡♥✐♥❣ ❛'❡ ❡##❡♥(✐❛❧❧② ❞✉❡ (♦ (❤❡ ♠❛❣♥❡(✐③❛(✐♦♥ '❡❧❛①❛(✐♦♥ ❛♥❞ #❧✐❣❤(❧② (♦

(❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐(✐❡#❬✷✹✱ ✷✺✱ ✷✼❪✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ (❤❡ #✐❣♥❛❧ ✐# ♠❡❛#✉'❡❞ ❢♦' ξ = π
2 ✱ ❛♥❞

✇❡ ❝❛♥ ❡①('❛❝( (❤❡ '❡❧❛(✐✈❡ ✈❛'✐❛(✐♦♥# ♦❢ ξ✳

I ∝ χxx(ω) sin
2 ξ) ✭✼✳✷✳✹✮

✇❤❡'❡ χxx(ω) = χ
′

(ω) + iχ”(ω)✳
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❋✐❣✉$❡ ✼✳✷✳✷ ✕ ❛✮ ❉❡♣✐❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❝$♦44 4❡❝/✐♦♥ ✈✐❡✇ ♦❢ /❤❡ ✐♥✈❡4/✐❣❛/❡❞ 4②4/❡♠ ✐♥ /❤✐4

❝❤❛♣/❡$ ✐❧❧✉4/$❛/✐♥❣ /❤❡ ❈❋❆✴❑❛♣/♦♥➤ 4②4/❡♠ ❞❡♣♦4✐/❡❞ ♦♥/♦ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝✲

/$✐❝ ❛❝/✉❛/♦$✳ ❜✮ ❚♦♣ ✈✐❡✇ 4❦❡/❝❤ ♦❢ /❤❡ 4②4/❡♠ 4❤♦✇✐♥❣ /❤❡ ❞✐✛❡$❡♥/ ❛♥❣❧❡4

✉4❡❞ ✐♥ /❤✐4 ❝❤❛♣/❡$✳ ❝✮ ❆♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ /❤❡ $❡4♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ♠❡❛✲

4✉$❡❞ ❛/ ✶✵ ●❍③✳ ❞✮ ❊①♣❡$✐♠❡♥/❛❧ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛/❡❞ ❢$❡L✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ /❤❡ ✉♥✐❢♦$♠ ♠♦❞❡ ♠❡❛4✉$❡❞ ❛❧♦♥❣ /❤❡ ❡❛4② ❛♥❞ ❤❛$❞ ❛①✐4 ✭ϕH = 90 ❛♥❞

ϕH = 0✮✳
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❋✐❣✉$❡ ✼✳✸✳✶ ✕ ❯♣✲❣$❛♣❤✿ ❘❡2♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ 2❤✐❢: ✭δHres = Hres(V )−Hres(0)✮ ✈❛$✐❛:✐♦♥ ❛2

❢✉♥❝:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧:❛❣❡✳ ❈✐$❝❧❡2 $❡❢❡$ :♦ ❡①♣❡$✐♠❡♥:❛❧ ❞❛:❛ ✇❤✐❧❡

2♦❧✐❞ ❧✐♥❡ $❡♣$❡2❡♥:2 :♦ :❤❡ ❜❡2: ✜:✳ ❉♦✇♥✲❣$❛♣❤✿ :②♣✐❝❛❧ ▼❙✲❋▼❘ 2♣❡❝:$❛

$❡❝♦$❞❡❞ ❛: ❞✐✛❡$❡♥: ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧:❛❣❡ ✭✵ ❱✱ ✶✵✵ ❱ ❛♥❞ ✷✵✵ ❱✮✳

❚❤❡ ♠❡❛2✉$❡♠❡♥:2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛$:✐✜❝✐❛❧ ❤❡:❡$♦2:$✉❝:✉$❡ ❝♦♠♣♦2❡❞ ♦❢ ❛

✷✺ ♥♠ ❈♦2❋❡❆❧ ✭❈❋❆✮ :❤✐♥ ✜❧♠ ❣$♦✇♥ ♦♥:♦ ❛ ✶✷✺ ➭♠ :❤✐❝❦ ♣♦❧②✐♠✐❞❡ ✭❑❛♣:♦♥➤✮ ✢❡①✐❜❧❡

2✉❜2:$❛:❡ ❛♥❞ :❤❡♥ ❝❡♠❡♥:❡❞ ♦♥ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝:$✐❝ ❛❝:✉❛:♦$✳ ❚❤❡ ❈❋❆ ✜❧♠ ✇❛2 ❞❡♣♦2✐:❡❞

♦♥:♦ :❤❡ ❑❛♣:♦♥➤ 2✉❜2:$❛:❡ ❜② $❢ 2♣✉::❡$✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡♣♦2✐:✐♦♥ $❡2✐❞✉❛❧ ♣$❡22✉$❡ ✇❛2 ♦❢

❛$♦✉♥❞ 4 × 10−9
♠❜❛$✱ ✇❤✐❧❡ :❤❡ ✇♦$❦✐♥❣ ❆$ ♣$❡22✉$❡ ✇❛2 ♦❢ 1.3 × 10−3

♠❜❛$✳ ❆ ✺ ♥♠

:❤✐❝❦ ❚❛ ❝❛♣ ❧❛②❡$ ✇❛2 ❞❡♣♦2✐:❡❞ ♦♥ :❤❡ :♦♣ ♦❢ :❤❡ ❈❋❆ ✜❧♠ ✐♥ ♦$❞❡$ :♦ ♣$♦:❡❝: ✐: ❢$♦♠

♦①✐❞❛:✐♦♥✳ ❈❋❆ ✇❛2 ❝❤♦2❡♥ ❜❡❝❛✉2❡ ♦❢ ✐:2 ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡:♦2:$✐❝:✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥: ❛:

2❛:✉$❛:✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛ ♣♦❧②❝$②2:❛❧❧✐♥❡ ✜❧♠ ✇✐:❤ ♥♦ ♣$❡❢❡$$❡❞ ♦$✐❡♥:❛:✐♦♥ ✭λ ≈ 14 × 10−6
✮

❬✶✻✱ ✶✼❪✱ ❛2 ♣$❡✈✐♦✉2❧② ❞✐2❝✉22❡❞❀ ❛ 2:$♦♥❣ ✐♥❞✐$❡❝: ♠❛❣♥❡:♦❡❧❡❝:$✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ :❤❡♥ ♦❝❝✉$

❬✶✽✱ ✶✾✱ ✷✵❪✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 2❤♦✇♥ :❤❛: ❑❛♣:♦♥ 2✉❜2:$❛:❡ ❞♦❡2 ♥♦: ❛✛❡❝: :❤❡ ✇❤♦❧❡

2②2:❡♠ ♠❛❣♥❡:♦❡❧❡❝:$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦$ ❜❡❝❛✉2❡ ♦❢ ✐:2 ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❬✾✱ ✶✶❪✳❆ 2❦❡:❝❤ ❣✐✈✐♥❣

:❤❡ ❞✐✛❡$❡♥: ❛①✐2 ❛♥❞ ❛♥❣❧❡2 ✐2 ♣$❡2❡♥:❡❞ ✐♥ ✜❣✉$❡2 ✼✳✷✳✷✲❛✮ ❛♥❞ ✼✳✷✳✷✲❜✮✳

❆ ❜❡❢♦$❡❤❛♥❞ ❝❤❛$❛❝:❡$✐③❛:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ♠❛❣♥❡:✐❝ ♣$♦♣❡$:✐❡2 ♦❢ :❤❡ ❤❡:❡$♦2:$✉❝:✉$❡ ❤❛2

❜❡❡♥ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ✐♥ :❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛$❦ 2:❛:❡ ✭✐✳ ❡✳ ❛❜2❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧:❛❣❡✮ ✐♥ ♦$❞❡$ :♦

♠❡❛2✉$❡ :❤❡ ❡✛❡❝:✐✈❡ ♠❛❣♥❡:✐③❛:✐♦♥ ✭Meff ✮ ❛♥❞ :❤❡ ❣②$♦♠❛❣♥❡:✐❝ ❢❛❝:♦$ ✭γ✮ ❛2 ✇❡❧❧ ❛2 :❤❡

✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐2♦:$♦♣② ✭Hu✮ ❞✉❡ :♦ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♥♦♥✲❡Z✉✐❜✐❛①✐❛❧ $❡2✐❞✉❛❧ 2:$❡22❡2✳

❆2 ♣$❡2❡♥:❡❞ ✐♥ ❛ ♣$❡❝❡❞❡♥: ❝❤❛♣:❡$✱ :❤✐2 ✐♥✐:✐❛❧ ❛♥✐2♦:$♦♣② ✐2 ❛::$✐❜✉:❡❞ :♦ ✐♠♣❡$❢❡❝:

✢❛:♥❡22 ♦❢ :❤❡ ❑❛♣:♦♥ 2✉❜2:$❛:❡ ❞✉$✐♥❣ ❞❡♣♦2✐:✐♦♥ ❛♥❞✴♦$ ❝❡♠❡♥:❛:✐♦♥ ♦♥ :❤❡ ❛❝:✉❛:♦$❬✾❪✳

❚❤❡ Z✉❛♥:✐:❛:✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛:✐♦♥ ♦❢ :❤✐2 ✐♥✐:✐❛❧ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐2♦:$♦♣② ✐2 ♣❡$❢♦$♠❡❞ :❤$♦✉❣❤ :❤❡

❛♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ :❤❡ ✉♥✐❢♦$♠ ♠♦❞❡ $❡2♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✭2❡❡ ✜❣✉$❡2 ✼✳✷✳✷✲❝✮ ❛♥❞ ✼✳✷✳✷✲❞✮✮

♠❡❛2✉$❡❞ ❛: f0 = 10 ●❍③ ❬✶✺❪✳ ❋✉$:❤❡$♠♦$❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦:❡ :❤❛: :❤✐2 ❛♥✐2♦:$♦♣② ✐2 ❛❧✐❣♥❡❞

✶✶✼



✼ ❱♦❧$❛❣❡ ❝♦♥$*♦❧ ♦❢ $❤❡ ♠❛❣♥❡$✐③❛$✐♦♥ ♣*♦❜❡❞ ❜② ❢❡**♦♠❛❣♥❡$✐❝ *❡4♦♥❛♥❝❡

❛❧♦♥❣ %❤❡ y✲❛①✐+ +✐♥❝❡ %❤❡ -❡+♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ♠✐♥✐♠✉♠ -❡❛❝❤❡+ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛% ϕH = 90➦✳

■♥ ❛❞❞✐%✐♦♥✱ %❤❡ ❢-❡6✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡+ ♦❢ %❤❡ ✉♥✐❢♦-♠ ♠♦❞❡✱ ♠❡❛+✉-❡❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❡❛+②

✭ϕH = 90◦✮ ❛♥❞ ❤❛-❞ ✭ϕH = 0◦✮ ❛①❡+ ❛-❡ +❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉-❡+ ✼✳✷✳✷✲❝✮ ❛♥❞ ✼✳✷✳✷✲❞ ✇❤❡-❡ ❢✉❧❧

❧✐♥❡+ ✐♥ ✜❣✉-❡+ ✼✳✷✳✷✲❝✮ ❛♥❞ ✼✳✷✳✷✲❞✮ ❛-❡ %❤❡ ❜❡+% ✜%+ %♦ %❤❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥%❛❧ ❞❛%❛✳ ❚❤❡② ❛❧❧♦✇

%❤❡ ❞❡%❡-♠✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛-❛♠❡%❡-+✿ Meff = 720 ❡♠✉✳❝♠

−3
✱ γ = 1.835× 107

❍③✳❖❡

−1
❛♥❞ Hu ∼ 30 ❖❡ ❬✶✻❪✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✜-+% -❡❝♦-❡❞ +✇❡❡♣✲✜❡❧❞ ❋▼❘ +♣❡❝%-❛ ❛+ ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧%❛❣❡

✭✇✐%❤ f0 = 10 ●❍③✮✳ ❚❤✐+ ❧❛%%❡- ✇❛+ ✈❛-✐❡❞ ❢-♦♠ ✵ ❱ %♦ ✷✵✵ ❱ ❜② +%❡♣ ♦❢ ✶✵ ❱✳ ❋✐❣✉-❡

✼✳✸✳✶ ♣-❡+❡♥%+ %②♣✐❝❛❧ +♣❡❝%-❛ ♠❡❛+✉-❡❞ ❛% ❞✐✛❡-❡♥% ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧%❛❣❡+ ✭✵ ❱✱ ✶✵✵ ❱ ❛♥❞ ✷✵✵

❱✮ ✇✐%❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ y ❛①✐+ ✭ϕH = 90➦✱ ✐✳ ❡✳ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ ❡❛+②

❛①✐+✮✳ ❆ +❤✐❢% ♦❢ %❤❡ -❡+♦♥❛♥❝❡ ✜❡❧❞✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛+ δHres = Hres(V ) − Hres(0)✱ ✐+ ❝❧❡❛-❧②

♦❜+❡-✈❡❞✳ ❚❤❡ ✈♦❧%❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ δHres ✐+ +❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉-❡ ✼✳✸✳✶✱ ✇❤❡-❡ %❤❡ +♦❧✐❞ ❧✐♥❡

❝♦--❡+♣♦♥❞+ %♦ ❛ ❧✐♥❡❛- ✜% +❤♦✇✐♥❣ %❤❛% δHres ✐+ ♣♦+✐%✐✈❡ ❛♥❞ ❛❧♠♦+% ♣-♦♣♦-%✐♦♥❛❧ %♦

V ✳ ❚❤✐+ ♠❡❛♥+ %❤❛% %❤❡ y ❞✐-❡❝%✐♦♥ ❣-❛❞✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡+ ❛ ❤❛-❞ ♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ ❛①✐+✱ ♦-

❛ ❧❡++ ❡❛+② ♦♥❡ ❢♦- %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ ❞✐-❡❝%✐♦♥❬✶✶✱ ✶✺✱ ✶✼❪✳ ❚❤✐+ ✐+ ❞✉❡ %♦ %❤❡ ♣♦+✐%✐✈❡

♠❛❣♥❡%♦+%-✐❝%✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ♦❢ ❈♦2❋❡❆❧❬✶✻✱ ✶✼❪❛♥❞ %♦ %❤❡ ♥❡❛-❧② ✉♥✐❛①✐❛❧ %❡♥+✐❧❡ +%-❡++ ✭✐✳

❡✳ σxx(V ) > 0✮ ❛❧♦♥❣ %❤❡ x ❞✐-❡❝%✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② %❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝%-✐❝ ❛❝%✉❛%♦- %♦ %❤❡ ✜❧♠

✭❢♦- %❤✐+ -❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧%❛❣❡✿ ✵ %♦ ✷✵✵❱❬✷✸❪✮✳ ❖❢ ❝♦✉-+❡✱ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛- ❛♥❞ ❤②+%❡-❡%✐❝

❜❡❤❛✈✐♦- ✐+ ♦❜+❡-✈❡❞ ✐❢ %❤❡ ✈♦❧%❛❣❡ ✐+ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❛❝❦✇❛-❞ ❢-♦♠ ✷✵✵ ❱ %♦ ✵ ❱ ✭♥♦% +❤♦✇♥

❤❡-❡✮ ❞✉❡ %♦ %❤❡ ✐♥%-✐♥+✐❝ ♣-♦♣❡-%✐❡+ ♦❢ %❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝%-✐❝ ♠❛%❡-✐❛❧ ❬✾✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✶✺✱ ✷✸❪✳ ■%

+❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦%❡❞ %❤❛% %❤❡ δHres(V ) ❝✉-✈❡ ♣-❡+❡♥%❡❞ ✐♥ ✜❣✉-❡ ✼✳✸✳✶ ❤❛+ ❜❡❡♥ ♠❡❛+✉-❡❞

+❡✈❡-❛❧ %✐♠❡+ ❛♥❞ ❛❧❧ %❤❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❝✉-✈❡+ ✇❡-❡ +✉♣❡-✐♠♣♦+❡❞✳ ❋✉-%❤❡-♠♦-❡✱ %❤❡ -❡+♦♥❛♥❝❡

✜❡❧❞ +❤✐❢% ❝❛♥ ❛❧+♦ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛+ ❛♥ ✐♥❞✐-❡❝% ♠❛❣♥❡%♦❡❧❡❝%-✐❝ ✜❡❧❞ Hme(V ) = δHres(V )

❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ x ❞✐-❡❝%✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ ♣❡-♣❡♥❞✐❝✉❧❛- %♦ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ ❡❛+② ❛①✐+ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② %❤❡

❞❡♣♦+✐%✐♦♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥+✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✈♦❧%❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hme ✇✐❧❧ +❡-✈❡ %♦

6✉❛♥%✐%❛%✐✈❡❧② +%✉❞② %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ -♦%❛%✐♦♥ ✉+✐♥❣ %❤❡ +✇❡❡♣✲❢-❡6✉❡♥❝② ♠♦❞❡ ♦❢ %❤❡

▼❙✲❋▼❘ +❡%✉♣✳

■♥ %❤❡ +✇❡❡♣ ❢-❡6✉❡♥❝② ❡①♣❡-✐♠❡♥%+✱ %❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✜❡❧❞ ✇❛+ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣❛-❛❧❧❡❧ %♦ x ❞✐-❡❝✲

%✐♦♥ ✭

~hrf ‖ ~x ✮✱ ✐✳ ❡✳ ♣❡-♣❡♥❞✐❝✉❧❛- %♦ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ ❡❛+② ❛①✐+ ✭+❡❡ ✜❣✉-❡ ✼✳✷✳✷✮✳ ■♥ ♦-❞❡- %♦

❡♥+✉-❡ ❛♥ ✐♥✐%✐❛❧ ✉♥✐❢♦-♠ ♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ ❛❧♦♥❣ %❤❡ y ❛①✐+ ✭✐♥✐%✐❛❧ ❡❛+② ❛①✐+✮✱ ❛ +♠❛❧❧ ❜✐❛+

✜❡❧❞ ♦❢ ✹✵ ❖❡ ✇❛+ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ %❤✐+ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❛❜+❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧%❛❣❡✱

~M ✐+ +✉♣✲

♣♦+❡❞ %♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦-♠ ❛♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ y ❛①✐+✳ ❚❤❡♥✱ %❤❡ ✈♦❧%❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ %♦ %❤❡ ❛❝%✉❛%♦-✱

✐♥ +%❡♣+ ♦❢ ✶✵ ❱✱ ❧❡❛❞+ %♦ %❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥% ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐-❡❝% ♠❛❣♥❡%♦❡❧❡❝%-✐❝ ✜❡❧❞ ♣❛-❛❧❧❡❧

%♦ %❤❡ x ❛①✐+✱ ✇❤✐❝❤ %❡♥❞+ %♦ ❛❧✐❣♥

~M ❛❧♦♥❣ %❤✐+ ❛①✐+✳ ❋✐❣✉-❡+ ✼✳✸✳✷✲❛✮✱ ✼✳✸✳✷✲❜✮✱ ✼✳✸✳✷✲❝✮

❛♥❞ ✼✳✸✳✷✲❞✮ ♣-❡+❡♥% %②♣✐❝❛❧ +♣❡❝%-❛ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛-②✐♥❣ %❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧%❛❣❡ ✭✵ ❱✱ ✷✵ ❱✱

✻✵ ❱ ❛♥❞ ✼✵ ❱✮✳ ❲❡ ❝❧❡❛-❧② ♦❜+❡-✈❡ %❤❛% %❤❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ♦❢ %❤❡ ✉♥✐❢♦-♠ ♠♦❞❡ ❞❡❝-❡❛+❡+

❛+ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧%❛❣❡✳ ❚❤✐+ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ✐+ -❡♣-❡+❡♥%❡❞ ✐♥ ✜❣✉-❡ ✼✳✸✳✷✲❡✮✳

❚❤❡ x−❝♦♠♣♦♥❡♥% ♦❢ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ ❛❧♦♥❣ %❤✐+ ♠❛❣♥❡%♦❡❧❡❝%-✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣❧♦%%❡❞

❜② ✉+✐♥❣ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦-♠✉❧❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢-♦♠ %❤❡ ❡6✉❛%✐♦♥ ✼✳✷✳✹ ✭+❡❡ ♣-❡❝❡❞❡♥% +❡❝%✐♦♥✮✿

mx(Hme) =
cos

(
arcsin(

√
AN (V )

)

cos
(
arcsin(

√
AN (200 V )

)
✭✼✳✸✳✶✮

✇❤❡-❡ AN (200 V ) ❛♥❞ AN (V ) ❛-❡ %❤❡ ♥♦-♠❛❧✐③❡❞ ✭❜② %❤❡ ✵ ❱ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ +♣❡❝%-✉♠✮

❛♠♣❧✐%✉❞❡ ♦❢ %❤❡ ✷✵✵ ❱ +♣❡❝%-✉♠ ❛♥❞ ♦❢ %❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧%❛❣❡ +♣❡❝%-❛✱ -❡+♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

-❡❞ +♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ✜❣✉-❡ ✼✳✸✳✸ ❝♦--❡+♣♦♥❞+ %♦ %❤❡ %❤❡♦-❡%✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ♥♦-♠❛❧✐③❡❞ x✲

✶✶✽
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❋✐❣✉$❡ ✼✳✸✳✷ ✕ ❛✲❞✮ ❚②♣✐❝❛❧ ❋▼❘ 6♣❡❝7$❛ ♠❡❛6✉$❡❞ ✇✐7❤ 7❤❡ 6✇❡❡♣ ❢$❡<✉❡♥❝② ♠♦❞❡ ✇✐7❤

❞✐✛❡$❡♥7 ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧7❛❣❡ ✈❛❧✉❡6✳ ❡✮ ❆♠♣❧✐7✉❞❡ ♦❢ 7❤❡ ✉♥✐❢♦$♠ ♠♦❞❡ 6✐❣♥❛❧

❛6 ❢✉♥❝7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧7❛❣❡✳

❝♦♠♣♦♥❡♥7 ♦❢ 7❤❡ ♠❛❣♥❡7✐③❛7✐♦♥ ❛6 ❢✉♥❝7✐♦♥ ♦❢ V ✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦7❡ 7❤❛7 7❤❡ $♦7❛7✐♦♥ ✐6

❝♦♠♣❧❡7❡ ❛7 ❛$♦✉♥❞ ✹✵ ❱ ✭Hme = 70 ❖❡✮ ✇❤❡$❡ 7❤❡ ♠❛❣♥❡7♦❡❧❡❝7$✐❝ ✜❡❧❞ 7♦7❛❧❧② ❝♦♠✲

♣❡♥6❛7❡6 7❤❡ 6♠❛❧❧ ❜✐❛6 ✜❡❧❞ ✭Hb = 40 ❖❡✮ ❛♥❞ 7❤❡ ✐♥✐7✐❛❧ ❛♥✐6♦7$♦♣② ✜❡❧❞ ✭✸✵ ❖❡✮✳ ❚❤❡

❝♦♥❢$♦♥7❛7✐♦♥ ❜❡7✇❡❡♥ 7❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ 7❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥7❛❧ ❞❛7❛ ♣$♦✈❡6 7❤❛7 ❛ ✈♦❧7❛❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞

♠❛❣♥❡7✐③❛7✐♦♥ $♦7❛7✐♦♥ ❤❛6 ❜❡❡♥ ♣❡$❢♦$♠❡❞✳

❋✐❣✉$❡ ✼✳✸✳✸ ✕ ❱♦❧7❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡6 ♦❢ 7❤❡ ♥♦$♠❛❧✐③❡❞ x✲❝♦♠♣♦♥❡♥7 ♦❢ 7❤❡ ♠❛❣♥❡7✐③❛7✐♦♥

mx(Hme)✳ ❚❤❡ mx(Hme) ✈❛❧✉❡6 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢$♦♠ ❡<✉❛7✐♦♥ ✼✳✸✳✶

❛♥❞ 7❤❡ ❞❛7❛ ♣$❡6❡♥7❡❞ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✼✳✸✳✷✲❡✮✳

❆♥♦7❤❡$ ♣$♦♦❢ ♦❢ 7❤❡ ❡✛❡❝7✐✈❡ $♦7❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ♠❛❣♥❡7✐③❛7✐♦♥ ❝♦♠❡6 ❢$♦♠ 7❤❡ ✈♦❧7❛❣❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ 7❤❡ ✉♥✐❢♦$♠ ♠♦❞❡ ❢$❡<✉❡♥❝② ❛6 ❢✉♥❝7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧7❛❣❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡

6♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✼✳✸✳✹ $❡❢❡$6 7♦ 7❤❡ 6✐♠✉❧❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤✐6 ❢$❡<✉❡♥❝② ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ 7❤❡ Hme(V )

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣$❡✈✐♦✉6❧② ❞❡7❡$♠✐♥❡❞ ✭6❡❡ ❞❛7❛ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✼✳✸✳✶✮✳ ❚❤✐6 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤76

7❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ 6♦❢7❡♥✐♥❣ ♦❢ 7❤❡ ❢$❡<✉❡♥❝② ✇❤❡♥ 7❤❡ ♠❛❣♥❡7✐③❛7✐♦♥ $♦7❛7❡6 ❢$♦♠ ❛ ❤❛$❞

❛①✐6 7♦ ❛♥ ❡❛6② ♦♥❡ ❬✷✻❪❀ 7❤❡ ❢$❡<✉❡♥❝② ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐$❡❝7❧② ❣✐✈❡6 7❤❡ ✈♦❧7❛❣❡ ❛7 ✇❤✐❝❤ 7❤❡

6②67❡♠ ✐6 ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✐6♦7$♦♣✐❝ ✭✐✳ ❡✳ ✇❤❡$❡ Hme ❝♦♠♣❡♥6❛7❡6 7❤❡ ✐♥✐7✐❛❧ ❛♥✐6♦7$♦♣② ✜❡❧❞ ❛♥❞

✶✶✾



✼ ❱♦❧$❛❣❡ ❝♦♥$*♦❧ ♦❢ $❤❡ ♠❛❣♥❡$✐③❛$✐♦♥ ♣*♦❜❡❞ ❜② ❢❡**♦♠❛❣♥❡$✐❝ *❡4♦♥❛♥❝❡

❋✐❣✉$❡ ✼✳✸✳✹ ✕ ❱♦❧.❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡4 ♦❢ .❤❡ ✉♥✐❢♦$♠ ♠♦❞❡ ❢$❡8✉❡♥❝② ✭❜❧✉❡ 4②♠❜♦❧4✮ ❛♥❞

♦❢ .❤❡ ♥♦$♠❛❧✐③❡❞ x✲❝♦♠♣♦♥❡♥. ♦❢ .❤❡ ♠❛❣♥❡.✐③❛.✐♦♥ mx(Hme) ✇✐.❤ ❛

♣✉♠♣✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ x✳ ❚❤❡ mx(Hme) ✈❛❧✉❡4 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞

❢$♦♠ ❡8✉❛.✐♦♥ ✼✳✸✳✶✳ ❚❤❡ 4♦❧✐❞ ❧✐♥❡4 ❛$❡ ❝❛❧❝✉❧❛.❡❞ ✉4✐♥❣ ❡8✉❛.✐♦♥ ✼✳✸✳✷

✇✐.❤ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛$❛♠❡.❡$4✿ Meff = 720 ❡♠✉✳❝♠−3
✱ γ = 1.835 × 107

4

−1
✱ Hu = 30 ❖❡✱ Hb = 40 ❖❡✳ ◆♦.❡ .❤❛. .❤❡ Hme ✐4 ❞❡❞✉❝❡❞ ❢$♦♠ .❤❡

❞❛.❛ ♣$❡4❡♥.❡❞ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✼✳✸✳✶✳ ❚❤❡ 4❦❡.❝❤❡4 4❤♦✇ ❤♦✇ .❤❡ ♠❛❣♥❡.✐③❛.✐♦♥

❞✐$❡❝.✐♦♥ $♦.❛.❡4 ❛4 ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧.❛❣❡✳

.❤❡ ❜✐❛4 ✜❡❧❞✮✳ ❇♦.❤ .❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥.❛❧ ❢$❡8✉❡♥❝② ✭❜❧✉❡ ❝✐$❝❧❡4✮ ❛♥❞ .❤❡ ❛♠♣❧✐.✉❞❡ ✭$❡❞

❝✐$❝❧❡4✮ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡4 ❛$❡ ✇❡❧❧ ✜..❡❞ ❜② .❤❡ 4♦❧✐❞ ❧✐♥❡4 ❛♥❞ .❤❡② ❝❧❡❛$❧② 4❤♦✇ ❛ ✾✵ ❞❡❣$❡❡

♦❢ .❤❡ ♠❛❣♥❡.✐③❛.✐♦♥ ❞✐$❡❝.✐♦♥✳ ❚❤❡ .❤❡♦$❡.✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡4 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛.❡❞ ❜② ✉4✐♥❣ ❛

♠❛❣♥❡.✐❝ ❡♥❡$❣② ❞❡♥4✐.② ♦❢ .❤❡ ✜❧♠ ✇❤❡$❡ .❤❡ ✐♥❞✐$❡❝. ♠❛❣♥❡.♦❡❧❡❝.$✐❝ ✜❡❧❞ ✐4 ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②

❛ ✈♦❧.❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥. ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐4♦.$♦♣② ✜❡❧❞✳ ■♥ .❤❡4❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥4✱ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②.✐❝❛❧

❡①♣$❡44✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❢$❡8✉❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡$✐✈❡❞ ❢$♦♠ .❤❡ ❙♠✐.✲❇❡❧❥❡$4 ❡8✉❛.✐♦♥ ❬✶✺❪✿

2πf

γ
=

√
(Hme(V )−Hu) cos 2ϕ+Hb sinϕ×

√
4πMs +Hb sinϕ+Hu sin

2 ϕ+Hme(V ) cos2 ϕ ✭✼✳✸✳✷✮

❲❤❡$❡ ϕ ✐4 ❡✈❛❧✉❛.❡❞ ❛. ❡❛❝❤ ✐♥❝$❡♠❡♥. ♦❢ .❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧.❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐. 4❤♦✉❧❞ ❜❡

♥♦.❡❞ .❤❛. .❤❡ 4♣❡❝.$❛ ♣$♦✜❧❡4 ✇❡$❡ ♥♦. ❛❧✇❛②4 ❝❧♦4❡ .♦ ❛ ▲♦$❡♥.③✐❛♥ ♦♥❡✱ ❡4♣❡❝✐❛❧❧② ❛.

❤✐❣❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧.❛❣❡4✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ .❤✐4 ♠♦❞❡❧✐♥❣ $♦❜✉4. ❬✷✹✱ ✷✺❪✳

✶✷✵



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬✶❪ ◆✳ ❆✳ ❙♣❛❧❞✐♥ ❛♥❞ ▼✳ ❋✐❡❜✐❣✱ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✵✾✱ ✸✾✶ ✭✷✵✵✺✮ ✭❈✐<❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✶✸✳✮

❬✷❪ ❙✳ ✲❲✳ ❈❤❡♦♥❣ ❛♥❞ ▼✳ ▼♦A<♦✈♦②✱ ◆❛<✉E❡ ▼❛<❡E✐❛❧A ✻✱ ✶✸ ✭✷✵✵✼✮ ✭❈✐<❡❞ ♦♥

♣❛❣❡ ✶✶✸✳✮

❬✸❪ ❘✳ ❘❛♠❡A❤ ❛♥❞ ◆✳ ❆✳ ❙♣❛❧❞✐♥✱ ◆❛<✉E❡ ▼❛<❡E✐❛❧A ✻✱ ✷✶ ✭✷✵✵✼✮ ✭❈✐<❡❞ ♦♥

♣❛❣❡ ✶✶✸✳✮

❬✹❪ ▼✳ ❇✐❜❡A ❛♥❞ ❆✳ ❇❛E<❤♠②✱ ◆❛<✉E❡ ▼❛<❡E✐❛❧A ✼✱ ✹✷✺ ✭✷✵✵✽✮ ✭❈✐<❡❞ ♦♥

♣❛❣❡ ✶✶✸✳✮

❬✺❪ ❲✳ ❊❡E❡♥A<❡✐♥✱ ◆✳ ▼❛<❤✉E✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙❝♦<<✱ ◆❛<✉E❡ ✹✹✷✱ ✼✺✾ ✭✷✵✵✻✮ ✭❈✐<❡❞ ♦♥

♣❛❣❡ ✶✶✸✳✮

❬✻❪ ❈❡✲❲❡♥ ◆❛♥✱ ▼✳ ■✳ ❇✐❝❤✉E✐♥✱ ❙✳ ❉♦♥❣✱ ❉✳ ❱✐❡❤❧❛♥❞✱ ❛♥❞ ●✳ ❙E✐♥✐✈❛A❛♥✱

❏♦✉E♥❛❧ ♦❢ ❆♣❧❧✐❡❞ T❤②A✐❝A ✶✵✸✱ ✵✸✶✶✵✶ ✭✷✵✵✽✮ ✭❈✐<❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✶✸✳✮

❬✼❪ ◆✳ ❳✳ ❙✉♥ ❛♥❞ ●✳ ❙E✐♥✐✈❛A❛♥✱ ❙♣✐♥✱ ✷✱ ✶✷✹✵✵✵✹ ✭✷✵✶✷✮ ✭❈✐<❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✶✸✳✮

❬✽❪ ❏✳ ▼❛✱ ❏✳ ❍✉✱ ❩✳ ▲✐✱ ❈❡✲❲❡♥ ◆❛♥✱ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼❛<❡E✐❛❧A ✷✸✱ ✶✵✻✷ ✭✷✵✶✶✮

✭❈✐<❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✶✸✳✮

❬✾❪ ▼✳ ●✉❡②❡✱ ❋✳ ❩✐❣❤❡♠✱ ❉✳ ❋❛✉E✐❡✱ ▼✳ ❇❡❧♠❡❣✉❡♥❛✐ ❛♥❞ ❙✳ ▼❡E❝♦♥❡✱ ❆♣♣❧✐❡❞

T❤②A✐❝A ▲❡<<❡EA ✶✵✺✱ ✵✺✷✹✶✶✭✷✵✶✹✮ ✭❈✐<❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡A ✶✶✸✱ ✶✶✼ ❛♥❞ ✶✶✽✳✮

❬✶✵❪ ▼✳ ❲❡✐❧❡E✱ ❆✳ ✱ ❙✳ ●❡♣E✱ ▼✳ ❆❧<❤❛♠♠❡E✱ ▼✳ ❖♣❡❧✱ ❈✳ ❇✐❤❧❡E✱ ❍✳ ❍✉❡❜❧✱ ▼✳

❇E❛♥❞<✱ ❘✳ ●E♦AA✱ ❛♥❞ ❙✳ ●♦❡♥♥❡♥✇❡✐♥✱ ◆❡✇ ❏♦✉E♥❛❧ ♦❢ T❤②A✐❝A ✶✶✱ ✵✶✸✵✷✶
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❡, ✐❡) ♦❢  ❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ )②) ❡♠✳ ❆♥ ✐♠♣♦, ❛♥ ❢❡❛ ✉,❡ ✐♥ ❞❡)✐❣♥✐♥❣ ,❡❧✐❛❜❧❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❞❡✈✐❝❡)

✐)  ♦ ✉♥❞❡,) ❛♥❞ ✐♥ ❡,❢❛❝❡ ♣,♦♣❡, ✐❡) ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ♥❛♥♦♠❡ ,✐❝ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ♠❛ ❡,✐❛❧ ❛♥❞  ❤❡

♣♦❧②♠❡,✳ ❆❞✈❛♥❝❡) ♠✉) ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥  ❤❡ ,❡❧❛ ✐♦♥)❤✐♣ ❜❡ ✇❡❡♥ ✜❧♠ ❛❞❤❡)✐♦♥✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣,♦♣❡, ✐❡) ❛♥❞ ❢,❛❝ ✉,❡✱ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ♣,♦♣❡, ✐❡)✱ ✇❤✐❝❤ ❛,❡ ❝✉,,❡♥ ❧② ✇❡❛❦❧② ✉♥❞❡,) ♦♦❞ ❢♦,

 ❤✐♥ ✜❧♠) ♦♥ ❝♦♠♣❧✐❛♥ ♣♦❧②♠❡, )✉❜) ,❛ ❡)✳ ❙✉❝❤ ) ✉❞✐❡) ❛,❡ ) ✐❧❧ ❧❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞  ❤❡ ) ,❛✐♥

 ,❛♥)♠✐))✐♦♥ ❢,♦♠ )✉❜) ,❛ ❡  ♦  ❤✐♥ ✜❧♠) ♠✉) ❜❡ ✐♥✈❡) ✐❣❛ ❡❞ )✐♥❝❡ ✐ ✇✐❧❧ ❛❧)♦ ♣❧❛② ❛

,♦❧❡ ✐♥  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝ )✳

■❢ ♦♥❡ ✐) ✐♥ ❡,❡) ❡❞ ✐♥  ❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐ ② ♦❢ ♠❛❣♥❡ ✐❝ )②) ❡♠) ♦♥ ✢❡①✐❜❧❡ )✉❜) ,❛ ❡)✱

❛  ❡♥ ✐♦♥ ♠✉) ❜❡ ♣❛✐❞  ♦  ❤❡ ,❡❧❛ ✐♦♥)❤✐♣) ❜❡ ✇❡❡♥ ♠✐❝,♦❝,❛❝❦✐♥❣ ✭♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❤✐❝❤

♥❡❝❡))❛,✐❧② ❛♣♣❡❛,) ❢♦, ❞❡❢♦,♠❡❞  ❤✐♥ ✜❧♠)✮ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ♣,♦♣❡, ✐❡)✳ ❚❤✐) ✐) ✇❤② ❋✐♥❛♥♦

 ❡❛♠ ❝♦♥ ✐♥✉❡  ♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ ❡①♣❡,✐❡♥❝❡)  ♦ ❣♦ ❢✉, ❤❡, ✐♥ ✉♥❞❡,) ❛♥❞✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✳ ■♥

✷✵✶✻✱  ❤❡  ❡❛♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧  ,❛❝ ✐♦♥ ❡①♣❡,✐♠❡♥ ✇✐ ❤ ,❡)✐) ✐✈✐ ② ♠❡❛)✉,❡♠❡♥ )
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♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❧♠)✳ ❚❤✐) )②) ❡♠ ✐) ♥♦ ♥❡✇ ✭✐ ❡①✐) )  ❤❡ )❛♠❡ ❛  ❤❡ ❊,✐❝❤ ❙❝❤♠✐❞ ■♥) ✐ ✉ ❡

✐♥ ▲❡♦❜❡♥ ✭❆✉) ,✐❛✮✮ ❜✉ ✐ ✐) ❢♦,♠✐❞❛❜❧② ❡✣❝✐❡♥ ✐♥ ❦♥♦✇✐♥❣  ❤❡ ❞✐) ❛♥❝❡) ❜❡ ✇❡❡♥

❝,❛❝❦)✱  ❤❡✐, ✇✐❞ ❤✱ ❛♥❞  ❤❡ ) ,❛✐♥ ❢♦, ✇❤✐❝❤  ❤❡② ❛♣♣❡❛, ❛♥❞ ♠✉❧ ✐♣❧②✳ ❚❤✐) )❡ ✲✉♣ ✇❛)

❛♣♣❧✐❡❞  ♦  ❤❡ ❈❋❇ ✭✷✵ ♥♠✮✴♣♦❧②✐♠✐❞❡ )②) ❡♠ ) ✉❞✐❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣ ❡, ✺✳ ❋✐❣✉,❡ ✼✳✵✳✶ )❤♦✇)

 ❤❡ ❡✈♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ,❡❧❛ ✐✈❡ ❡❧❡❝ ,✐❝❛❧ ,❡)✐) ❛♥❝❡ ❛) ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❝,♦)❝♦♣✐❝

❞❡❢♦,♠❛ ✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♥✐ ✐❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❝,❛❝❦)  ❛❦❡) ♣❧❛❝❡ ❢♦, ❛ ❞❡❢♦,♠❛ ✐♦♥ ♦❢ ✶✳✻✪ ✭✇❤❡♥  ❤❡ ,❡❧❛ ✐✈❡

,❡)✐) ❛♥❝❡ ♠❛,❦) ❛ )✉❞❞❡♥ ❥✉♠♣ ✇✐ ❤ ,❡)♣❡❝  ♦ ✐ ) ❜❛)✐❝ ❡✈♦❧✉ ✐♦♥ ,❡❧❛ ❡❞  ♦  ❤❡ )♣❛❝✲

✐♥❣ ♦❢  ❤❡ ❡❧❡❝ ,✐❝❛❧ ❝♦♥ ❛❝ ) ✭)♦❧✐❞ ❝✉,✈❡✮✮✳ ❚❤❡ ❡✈♦❦❡❞ ❝,❛❝❦✐♥❣ ✐) ✐♥ ❢❛❝ ❛ ♣❡,✐♦❞✐❝

♠✉❧ ✐✲❝,❛❝❦✐♥❣ ♦❢  ❤❡  ❤✐♥ ✜❧♠✱ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥  ❤❡ ✧♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧  ❤✐♥ ✜❧♠✧

❝♦♠♠✉♥✐ ②✳ ❚❤✐) ✐) ✇❤❛ ✇❡ ♦❜)❡,✈❡❞ ✐♥ )✐ ✉ ❜② ❆❋▼ ❛ ❞✐✛❡,❡♥ ❞❡❢♦,♠❛ ✐♦♥ ) ❛ ❡)

✭❋✐❣✉,❡ ✼✳✵✳✷✮✳ ❙ ,❛✐❣❤ ✜))✉,❡) ♣❛,❛❧❧❡❧  ♦ ❡❛❝❤ ♦ ❤❡, ✭♣❡,♣❡♥❞✐❝✉❧❛,  ♦  ❤❡  ,❛❝ ✐♦♥

❛①✐)✮ ❛,❡  ②♣✐❝❛❧ ♦❢  ❤❡ ❢,❛❣✐❧✐ ② ♦❢  ❤❡  ❤✐♥ ✜❧♠✳ ❲❡ ❛❧)♦ )❤♦✇  ❤❛  ❤❡ ♣❧❛) ✐❝✐ ② ♦❢
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