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“ The world is full of magical things patiently waiting for our wits to grow sharper. ”

- Bertrand Russell (1872–1970)





Résumé

Les textures directionnelles forment la classe particulière des images texturées représentant

des hypersurfaces (lignes dermiques, fibres de matériaux, horizons sismiques, etc.). Pour ce

type de textures, la reconstruction d’hypersurfaces permet ainsi d’en décrire la géométrie et la

structure. À partir du calcul préalable du champ d’orientation, des reconstructions peuvent être

obtenues au moyen de la minimisation d’une équation aux dérivées partielles sous contraintes,

linéarisée et résolue itérativement de manière optimale dans le domaine de Fourier.

Dans ce travail, les reconstructions d’hypersurfaces sont considérées comme un moyen de des-

cription à la fois amont et aval de la géométrie des textures directionnelles. Dans une démarche

amont, la reconstruction de faisceaux locaux et denses d’hypersurfaces conduit à un modèle de

transformation d’espace permettant de déplier localement la texture ou son champ de gradient

et d’améliorer l’estimation du champ d’orientation par rapport au classique tenseur de struc-

ture. Dans une démarche aval, des reconstructions d’hypersurfaces effectuées sur des supports

polygonaux quelconques, isolés ou imbriqués, permettent d’obtenir des reconstructions plus per-

tinentes que par les méthodes existantes. Les démarches proposées mettent en œuvre des châınes

de transformations d’espace conformes (transformation de Schwarz-Christoffel, de Möbius, etc.)

afin de respecter les contraintes et d’accéder à des schémas de résolution rapide.

Mots-clés : Reconstruction d’hypersurfaces, équation aux dérivées partielles, transforma-

tions d’espace, champ d’orientation, transformations conformes, Schwarz-Christoffel, images sis-

miques.

Abstract

Directional textures are the particular class of textured images representing hypersurfaces

(dermal lines, material fibers, seismic horizons, etc.). For this type of textures, the reconstruction

of hypersurfaces describes their geometry and structure. From the preliminary estimation of

the orientation field, reconstructions can be obtained by means of the minimization of a partial

differential equation under constraints, linearized and iteratively resolved in the Fourier domain.

In this work, the reconstructions of hypersurfaces are considered as means of description both

upstream and downstream of the geometry of the directional textures. In an upstream approach,

the reconstruction of local and dense streams of hypersurfaces leads to a spatial transformation

model to locally unfold the texture or its gradient field and to improve the estimation of the

orientation field in comparison with the classic structure tensor. In a downstream approach,

reconstructions of hypersurfaces carried out on any polygonal supports, either isolated or imbri-

cated, lead to more accurate reconstructions than existing methods. The proposed approaches

implement chains of conformal space transformations (transformation of Schwarz-Christoffel,

Möbius, etc.) in order to respect the constraints and to access fast solution schemes.

Keywords : Hypersurface reconstruction, partial differential equations, space transforma-

tions, orientation field, conformal mapping, Schwarz-Christoffel, seismic images.
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2.3.3 Châıne de transformations d’espace pour la reconstruction d’une couronne 58

2.3.3.1 Respect des contraintes extérieures . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.3.3.2 Respect des contraintes intérieures . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2.3.3.3 Combinaison des contraintes intérieures et extérieures . . . . . . 63

2.3.4 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.3.5 Conclusions partielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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3.3.5 Choix des paramètres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.4 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.4.1 Images synthétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.4.1.1 Régions de courbure asymétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.4.1.2 Régions de convergence asymétrique . . . . . . . . . . . . . . . . 93

3.4.2 Image d’empreinte digitale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

3.4.3 Image de matériau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

3.4.4 Image sismique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

3.5 Résumé des contributions et conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

Conclusion 105

Annexes 111

A Estimation de la transformation de Schwarz-Christoffel 111
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Introduction

Les textures directionnelles linéiques, appelées également textures directionnelles ou textures

linéaires, sont une classe particulière d’images texturées faisant apparâıtre des structures direc-

tionnelles. Regroupant notamment les images d’empreintes digitales, de matériaux fibreux, de

bras de galaxies spirales ou encore les images sismiques, elles sont composées de structures appa-

rentes nommées hypersurfaces. Les hypersurfaces sont des lignes courbes dans le cas de données

bidimensionnelles, des surfaces dans le cas de données tridimensionnelles ou des structures à

N − 1 dimensions dans le cas général de données à N dimensions. Les hypersurfaces s’agencent

de manière caractéristique telle que des lignes dermiques concentriques pour les images d’em-

preintes digitales, des successions de fibres pour les images de matériaux fibreux, des enrou-

lements spiraux des bras de galaxies pour des images astronomiques, des horizons sismiques

empilés pour les images sismiques, etc.

Pour ce type d’images, la reconstruction d’hypersurfaces permet d’en décrire la géométrie

et la structure. Elle consiste à reconstituer les structures directionnelles au sein de la donnée

et ce à partir de l’image d’intensité. L’approche de reconstruction retenue dans ce mémoire se

base sur une minimisation globale sous contraintes de valeurs de passage de l’hypersurface, à

partir d’un champ d’orientation préalablement estimé en chaque point de l’image en utilisant

la méthode du tenseur de structure [Big86, Don99]. La minimisation globale se rapporte à la

résolution d’une Équation aux Dérivées Partielles (EDP) non-linéaire sous contraintes de passage

[LGF+06, Zin12].

Dans ce mémoire, les reconstructions d’hypersurfaces sont considérées comme étant un moyen

de description à la fois amont et aval de la géométrie des textures directionnelles. Dans une

démarche amont, la reconstruction de faisceaux locaux et denses d’hypersurfaces conduit à un

modèle de transformation d’espace local permettant de déplier localement la texture ou son

champ de gradient et d’améliorer l’estimation du champ d’orientation au moyen du classique

tenseur de structure. Dans une démarche aval, des reconstructions d’hypersurfaces effectuées

sur des supports polygonaux quelconques, isolés ou imbriqués, permettent d’obtenir des recons-

tructions plus pertinentes que par les méthodes existantes. Les démarches proposées mettent

en œuvre des châınes de transformations d’espace conformes afin, d’une part, de respecter les

contraintes et, d’autre part, d’accéder à des schémas de résolution rapide.
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Introduction

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre d’une collaboration contractuelle

entre le groupe TOTAL et le groupe Signal et Image du laboratoire IMS et s’intègre notam-

ment dans le cadre de l’analyse d’images sismiques afin de décrire la succession des couches

sédimentaires. Ce contexte applicatif motive fortement les travaux présentés qui sont génériques

et applicables à d’autres textures directionnelles.

Ce document s’articule autour de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous dressons un bilan des méthodes de reconstruction d’hyper-

surfaces existant dans la littérature. Nous nous intéressons plus particulièrement à la méthode

par minimisation globale sous contraintes par résolution d’une EDP. L’EDP peut être résolue de

manière itérative avec un terme de mise-à-jour se rapportant, après linéarisation, à une équation

de Poisson. Au vu de la taille des données considérées pour les applications sismiques, seule une

résolution rapide peut être retenue. Celle-ci se base sur le passage dans le domaine de Fourier

lorsque le domaine de reconstruction est rectangulaire. Lorsque tel n’est pas le cas, une transfor-

mation d’espace peut donner lieu à une résolution rapide de l’EDP en transformant le domaine

de reconstruction en rectangle. Dans des contextes bruités, de régions de ruptures (cicatrices de

l’épiderme, failles sismiques, régions d’occlusion, etc.), ou de textures directionnelles présentant

des géométries asymétriques, dites complexes en terme de courbures ou de convergences, le

champ d’orientation est biaisé et donne lieu à des reconstructions erronées. Des contraintes

supplémentaires doivent alors être imposées. Selon la nature des contraintes, des méthodes dites

“par masque” [LG06, Zin12] ou “par parties quadrangulaires” [ZDDL13] peuvent être mises en

œuvre mais présentent, respectivement, des limitations en nombre de contraintes de passage

prises en compte ou un caractère non global.

Dans le deuxième chapitre, nous proposons tout d’abord une méthode de reconstruction glo-

bale basée sur la minimisation de l’EDP lorsque les points de contrôle définissent le contour d’un

polygone. Une châıne de transformations d’espace conformes faisant intervenir des transforma-

tions de Schwarz-Christoffel et de Möbius permet de transformer le domaine polygonal défini par

les contraintes en un domaine rectangulaire pour la résolution de l’EDP. Cette transformation

donne accès à une résolution rapide par passage dans le domaine de Fourier et conserve le ca-

ractère global de la reconstruction. Cependant, cette méthode ne permet pas la prise en compte

de points de passage imposés à l’intérieur du contour polygonal. Nous présentons ensuite un

schéma incrémental qui consiste à prendre en compte les points de passage de manière progres-

sive sous la forme de polygones imbriqués définissant des domaines d’aires croissantes. Le premier

polygone fait tout d’abord l’objet de la reconstruction par la méthode globale précédemment

présentée. Par la suite, chaque ajout d’un polygone conduit à une reconstruction rapide sur

une couronne à l’aide d’une châıne de transformations d’espace de Schwarz-Christoffel entre

régions doublement connexes. Ne modifiant pas les reconstructions déjà effectuées et étendant

le domaine total, la démarche est en ce sens stable et peut être qualifiée de quasi-globale. Les

résultats obtenus sur des images sismiques montrent l’intérêt de nos approches.
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Dans le troisième chapitre de ce manuscrit, la reconstruction d’hypersurfaces est un outil

de description de la géométrie des structures directionnelles dans les régions complexes où les

orientations estimées au moyen du tenseur de structure sont biaisées. Dans ce contexte, nous

proposons un canevas d’estimation d’orientation invariant à la géométrie locale et se basant

sur la méthode du tenseur de structure. Au lieu d’être appliquée dans l’espace initial de la

donnée, la moyenne spatiale isotrope de la méthode du tenseur de structure est effectuée dans

un espace aplani obtenu à partir d’un modèle paramétrique de transformation d’espace issu de

reconstructions locales d’hypersurfaces. L’aplanissement peut être appliqué aussi bien au champ

de gradient qu’à l’image d’intensité. Le processus est itéré afin de reconstruire des hypersurfaces

plus représentatives de la texture conduisant à une estimation d’orientation plus exacte. Des

expériences sont finalement conduites sur des images synthétiques, des images d’empreintes

digitales, de matériaux fibreux et des images sismiques présentant des géométries complexes.

Après avoir dressé des conclusions et perspectives générales des trois chapitres, trois annexes

sont présentées à la fin de ce mémoire. La première détaille l’approche algorithmique pour estimer

les transformations de Schwarz-Christoffel directe et inverse utilisées dans le deuxième chapitre.

Dans la deuxième annexe, nous présentons une démonstration mathématique du biais d’estima-

tion introduit par le tenseur de structure dans le cadre d’une image présentant des courbures

asymétriques. La troisième et dernière annexe présente le procédé d’acquisition et de construc-

tion des images sismiques par réflexion, qui sont l’application principale des contributions de ce

mémoire, ainsi que différentes configurations texturales d’intérêt.
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1.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

- 5 -



Reconstruction d’hypersurfaces par minimisation sous contraintes

1.1 Introduction

Les textures linéiques directionnelles sont composées d’hypersurfaces qui apparaissent sous

forme de lignes dans les images bidimensionnelles ou de surfaces dans les images tridimension-

nelles. Les hypersurfaces peuvent s’organiser de façon caractéristique à la manière de lignes

dermiques concentriques dans les images d’empreintes digitales, de couches sédimentaires em-

pilées dans les images sismiques ou encore d’entassement de fibres dans les images de matériaux

fibreux.

La reconstruction d’hypersurfaces permet, à partir d’une image d’intensité, de suivre une ou

plusieurs structures constituées de pixels connexes dont la luminance est très voisine et ce sur

toute la donnée ou une partie de celle-ci. Elle trouve de nombreuses applications dans les espaces

bidimensionnels et tridimensionnels. Notamment, de nombreux algorithmes de reconnaissance

d’empreintes digitales [Qi05, WH11] se basent sur la reconstruction des hypersurfaces de lignes

dermales. Dans un contexte industriel, la reconstruction des hypersurfaces de fibres permet la

caractérisation et la modélisation [EC02] des matériaux. De même, la reconstruction d’horizons

sismiques qui sont les hypersurfaces des images sismiques est une étape clé lors du processus de

compréhension de la structure du sous-sol par l’étude de la succession des différentes couches

géologiques terrestres, désignée par le terme d’interprétation sismique.

Durant les trente dernières années, de nombreuses méthodes de reconstruction d’hypersur-

faces ont été proposées. On retrouve notamment les méthodes par croissance de région à partir

d’un ou plusieurs points initiaux, appelés germes, [BS98, Don99, BSR03, PLV09] et celles basées

sur un processus de minimisation globale [KWT88, OS88, LGF+06, Zin12].

Les méthodes par croissance de région se basent sur une mesure de similarité de forme

[Don99, BSR03, PLV09] ou sur l’intégration d’une information sur le champ normal de l’image

[BS98, BP05]. Elles sont par nature sensibles au bruit et au choix des germes. La conciliation

des reconstructions issues de plusieurs germes est une tâche délicate. Par ailleurs, si le parcours

de droite à gauche est naturel dans le cas 2D, le passage au cas 3D multiplie les possibilités de

sens de croissance et conduit à autant de solutions.

Les méthodes par minimisation globale se basent sur des approches diverses. Les méthodes

basées sur les contours actifs [KWT88, Coh91, CC93, CKS97], aussi appelés snakes, consistent

à faire évoluer un ensemble de points à partir d’une position initiale jusqu’à épouser le contour

de l’hypersurface. Elles se basent sur la minimisation d’une fonction qui dépend de trois types

de contraintes : des contraintes internes représentent les caractéristiques géométriques telles que

la courbure ou la normale, des contraintes d’attaches aux données traduisent notamment des in-

formations sur la valeur approchée de l’intensité de la structure directionnelle et des contraintes

externes introduites par l’utilisateur telles que le pas d’échantillonage des contours. Cependant,

elles sont utilisées uniquement dans le cas où le support de reconstruction est un fermé. Les

approches régions, intialement proposées par [OS88] tiennent compte des caractéristiques glo-

bales de la région à l’intérieur d’une hypersurface fermée ainsi que de paramètres locaux selon
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le contour. Dans un espace à N dimensions, il s’agit de contours actifs de dimension N − 1 où

l’hypersurface correspond à l’annulation d’une fonction dite level set [SSO94, EFFM02]. Ces

deux méthodes ne peuvent pas être utilisées dans un cadre de résolution rapide, généralement

exécuté dans le domaine de Fourier.

La méthode qui nous intéresse dans ce mémoire offre la possibilité d’accéder à une

reconstruction rapide. Elle repose sur la résolution sous contraintes d’une Equation aux

Dérivées Partielles (EDP) non linéaire de type Poisson basée sur le champ de normales

[LGF+06, LG06, Zin12]. Cette méthode permet la reconstruction d’une hypersurface explicite

notamment sous contraintes de la connaissance de points de passage de l’hypersurface ou de la

valeur de l’hypersurface sur les frontières de son domaine de définition. Elle permet également

la prise en compte de changements d’espace à l’aide de transformations bijectives de classe C1.

Dans les deux cas, le passage au domaine de Fourier permet d’obtenir une reconstruction rapide

sur un support rectangulaire dans le contexte supervisé d’imposition de contraintes.

Les images traitées contiennent souvent, voire toujours, des zones bruitées relatives au

procédé d’acquisition des images ou à la structure même de la donnée pouvant être chaotique

par endroits. De plus, il se peut que la donnée présente des régions d’intensité constante en

raison, par exemple, de la présence d’un objet occultant l’acquisition.

(a) (b) (c)

Figure 1.1 – Galaxie spirale NGC 6814 avec courbures asymétriques - crédits image : NASA
/ ESA / Hubble (a), image sismique avec convergences (b) et image de matériau fibreux avec
surpiqûres (c).

Des propriétés propres au type de texture directionnelle traitée complexifient également le

processus de reconstruction d’hypersurfaces. La géométrie des structures directionnelles impacte

l’estimation de l’orientation et donc la qualité de la reconstruction. Les géométries complexes

désignent ici des phénomènes de courbures asymétriques souvent présents dans les images d’em-

preintes digitales ou de bras de galaxies spirales (voir figure 1.1.a), ou encore de convergence

qu’on retrouve notamment dans les régions d’érosion pour les images sismiques (voir figure 1.1.b)

ainsi que des géométries à forte variation spatiale pouvant correspondre à des micro-structures
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marginales (voir figure 1.1.c). L’introduction de contraintes supplémentaires permet de rendre

les reconstructions plus fiables.

Lorsque les contraintes et le domaine de reconstruction sont quelconques, une méthode ma-

tricielle lente, par nature, est utilisée. Dans le cas où le domaine de reconstruction se rapporte

à un rectangle sous une seule contrainte de passage, les méthodes par masque [LG06, Zin12]

peuvent être utilisées. Lorsqu’on peut considérer les domaines de reconstruction comme étant

l’enveloppe convexe des contraintes, la méthode des quadrangles est utilisée [ZDDL13]. Ces deux

méthodes permettent d’accéder à des schémas de résolution rapide par analyse de Fourier.

Dans ce chapitre nous présentons tout d’abord les travaux existants concernant la reconstruc-

tion d’hypersurfaces par minimisation d’EDP sous contraintes, ainsi que les types de contraintes

pouvant être considérées. Les méthodes de résolutions numériques sont présentées, notamment

dans le cas rapide par transformée de Fourier. Nous traitons ensuite la reconstruction d’hyper-

surfaces dans le cas d’une transformation d’espace. Nous présentons enfin les variantes de l’algo-

rithme permettant la prise en compte de contraintes définissant un domaine non-rectangulaire

dans un contexte supervisé.

1.2 Reconstruction par minimisation sous contraintes

Nous nous intéressons dans cette partie à la reconstruction d’hypersurfaces d’un espace

vectoriel EN de dimension N sur R muni d’un repère orthonormé R1 défini par un centre O1 et

une base orthonormée B = (x1
1, . . . ,x

N
1 ).

Le préfixe “hyper” du terme hypersurface fait référence à la notion d’hyperplan. Un hyperplan

de l’espace vectoriel EN est un sous-espace vectoriel de dimension N −1 et donc de codimension

1. De même, les hypersurfaces sont des objets de dimension N − 1 dans un espace vectoriel

de dimension N . Ainsi, dans le cas particulier où N = 2, une hypersurface est une ligne. En

dimension 3, une hypersurface est une surface. Dans le cas plus abstrait d’un espace vectoriel

de dimension 4, une hypersurface représente un volume plein.

1.2.1 Notion d’orientation

Pour un espace vectoriel de dimension 2, le champ d’orientation d’une image d’intensité

peut être défini comme étant l’ensemble des vecteurs normaux (voir figure 1.2) ou tangents à

la direction de plus forte variation d’intensité décrite par les gradients pour chaque point de

l’image. Dans le cas d’une texture directionnelle, il s’agit de l’ensemble des vecteurs normaux

ou tangents à la pente en chaque point de l’image. Dans les applications qui nous intéressent, le

sens du champ d’orientation n’a pas d’importance et, par conséquent, l’angle d’orientation est

π-périodique. En dimensions supérieures N > 2, une hypersurface est localement caractérisée

par un vecteur normal et N−1 vecteurs tangents. Aussi, dans la suite de ce manuscrit, le champ

d’orientation désignera toujours l’ensemble des vecteurs normaux.
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Figure 1.2 – Anneaux de croissance d’un arbre et champ d’orientation correspondant (en rouge).

Pour les textures directionnelles, le champ d’orientation fournit des caractéristiques clés à

propos de l’organisation directionnelle telles que la courbure, l’anisotropie ou encore la régularité

de la texture. Ainsi, de nombreux algorithmes proposés dans la littérature se basent sur le

champ d’orientation comme donnée d’entrée pour diverses applications. Il permet notamment

de rehausser et d’interpréter les empreintes digitales [HWJ98, YFJ11, SM93], de régulariser

les images [TD05], d’effectuer la segmentation d’images [RBD03] et de synthétiser des textures

[Pey09, AYD+15].

Le champ d’orientation est généralement estimé à travers l’analyse en composantes princi-

pales du champ de gradients de l’image. Cette méthode, que nous présenterons dans le chapitre

3, est connue sous le nom de tenseur de structure.

n

nN

n1

x1

τ1 δxi1p
i
1

δxi1

P

θi1

x1
1

xN
1

O1

Figure 1.3 – Représentation de l’angle θi1 de la i-ème composante du pendage au point x1 dans
le repère R1.
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Le terme pendage est issu du vocabulaire géologique. Il désigne l’inclinaison d’une structure

géologique par rapport à l’horizontale. En d’autres termes, il s’agit de la tangente à la pente

locale selon chaque direction de l’hyperplan défini par R1 et est donc perpendiculaire au vecteur

d’orientation en tout point (voir figure 1.3).

Pour un point x1 de l’espace vectoriel EN , le pendage exprimé dans le repère R1 est un

vecteur p1 = (p1
1, . . . , p

N−1
1 ) de dimension N − 1 dont les composantes sont les tangentes des

angles θi1 formés par la perpendiculaire à l’orientation et les directions respectives définies par

R1 (voir figure 1.3). Les composantes de θ1 sont définies par l’arctangente de la projection

du déplacement infinitésimal δxi1 selon la i-ème dimension selon l’hyperplan tangent P. Les

composantes du pendage s’expriment :

∀i ∈ [1, N − 1], pi1(x1) = tan θi1(x1) = − ni(x1)

nN (x1)
. (1.1)

1.2.2 Reconstruction à partir du champ d’orientation

1.2.2.1 Hypersurface explicite

Dans un espace vectoriel à N -dimensions (x1
1, . . . , x

N
1 ), une hypersurface explicite est

représentée par une fonction τ1 définie sur un domaine fermé borné Ω1 de RN−1, par :

xN1 = τ1(x1
1, . . . , x

N−1
1 ), (1.2)

par opposition à une hypersurface implicite définie par :

τ1(x1
1, . . . , x

N−1
1 , xN1 ) = 0. (1.3)

Dans la suite de ce manuscrit, nous confondrons l’hypersurface avec la fonction τ1. L’hyper-

surface est orthogonale en chaque point au champ d’orientation n [Zin12] (voir figure 1.4).

Une hypersurface explicite τ1 vérifie donc une EDP non linéaire reliant le gradient ∇(τ1) au

pendage p1 déduit du champ d’orientation n et exprimé dans le repère R1 [LGF+06] :

∀x1 = (x1
1, . . . , x

N−1
1 ) ∈ Ω1,∇τ1(x1) = p1(x1, τ1(x1)). (1.4)

L’hypersurface est reconstruite de manière itérative en minimisant l’erreur quadratique

moyenne entre le gradient de τ1 et la tangente du pendage p1, ce qui se ramène à résoudre

un problème d’optimisation non linéaire globale sur Ω1 :

τ1 = arg min
g∈C2

∫
Ω1

‖∇g(x1)− p1(x1, g(x1))‖2, (1.5)

où ‖.‖ désigne la norme euclidienne et C2 l’ensemble des fonctions au moins deux fois dérivables
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x1
1

xN
1

O1

Figure 1.4 – Hypersurface d’un champ d’orientation exprimée de manière explicite dans le repère
(O, x1

1, . . . , x
N
1 ).

et dont la dérivée seconde est continue.

Après linéarisation, la solution est obtenue par un procédé itératif dont le terme de mise à

jour δg vérifie une équation de Poisson :

∆(δg(x1)) = −div(∇g(x1)− p1(x1, g(x1))), (1.6)

où ∆ et div désignent respectivement les opérateurs Laplacien et divergence :

∆u =

N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

(1.7)

div u =
N∑
i=1

∂ui
∂xi

(1.8)

En l’absence de contraintes, l’équation (1.5) admet de nombreuses solutions et le problème

est mal posé. Des contraintes sont à déterminer pour obtenir une solution unique.

1.2.2.2 Types de contraintes

Nous désignons par le terme contraintes une connaissance ou un a priori supplémentaire.

On distingue entre les contraintes de domaine qui peuvent concerner la forme ou l’étendue du

domaine de reconstruction Ω1 et les contraintes de valeurs qui sont directement relatives à la

fonction à reconstruire. Les contraintes de domaine concernent la grille et ont N−1 coordonnées

tandis que les contraintes de valeurs ont N coordonnées chacune. Les contraintes de domaine et
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(a) (b)

(d)(c)

Figure 1.5 – Hypersurface d’un champ d’orientation bidimensionnel reconstruite sous contraintes
d’un point de passage (a), de trois points de passage (b), de frontières (c) et de bornes (d).

de valeurs peuvent être combinées.

En l’absence de contraintes de valeurs, le système (1.4) a une infinité de solutions. Les

contraintes de valeurs permettent de définir une solution unique au problème, elles peuvent être

regroupées en contraintes de points de passage, contraintes aux limites et contraintes de bornes :

• Les contraintes de points de passage déterminent la valeur de τ1 en un nombre fini de

points de Ω1 (figures 1.5.a et 1.5.b).

• Les contraintes ou conditions aux limites se subdivisent en contraintes de Dirichlet (ou

contraintes de frontières), Neumann, Robin et mixtes :

— Les contraintes de Dirichlet (ou contraintes de frontières) désignent les contraintes de

valeurs imposées sur τ1 sur les frontières du domaine Ω1 (figure 1.5.c). Il s’agit d’un

cas particulier de contraintes de points de passage.

— Les contraintes de Neumann spécifient les valeurs des dérivées de la solution sur les

frontières du domaine Ω1.

— Les contraintes de Robin sont des combinaisons pondérées de contraintes aux

frontières de Dirichlet de Neumann.

— Les contraintes mixtes désignent la juxtaposition de différentes contraintes aux limites
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sur différentes parties de la frontière du domaine.

• Les contraintes de bornes consistent à approcher la fonction τ1 par une borne supérieure

et une borne inférieure :

∀x1 = (x1
1, . . . , x

N−1
1 ) ∈ Ω1, τdown(x1) ≤ τ1(x1) ≤ τup(x1). (1.9)

Le cas particulier τdown(x1) = τup(x1) sur une région de Ω1 permet d’y imposer les valeurs

exactes de τ1 (figure 1.5.d) ou de borner la fonction tout en imposant ses valeurs sur un

nombre fini de points.

En pratique, dans un contexte supervisé et interactif, les contraintes les plus naturelles sont

la définition des lieux de passages d’une hypersurface ou de la région d’intérêt. Aussi, dans le

reste de ce document, nous nous intéresserons en particulier aux contraintes de frontières et aux

contraintes de points de passage combinées à des contraintes de domaine.

1.2.2.3 Reconstruction numérique

La résolution numérique du problème de reconstruction se fonde sur la méthode des éléments

finis [SF08, ZTZ09] en discrétisant le domaine Ω1 par échantillonnage régulier dans chacune des

N−1 directions de l’espace vectoriel. Cet échantillonnage donne lieu à la grille de reconstruction

constituée de NΩ points.

Les opérateurs différentiels sont approximés dans ce mémoire par différences finies en utilisant

des filtres convolutifs appliqués à trois échantillons consécutifs :

(T1) :
1

2hi
[1 0 − 1] (1.10)

(T2) :
1

h2
i

[1 − 2 1] (1.11)

où hi désigne le pas d’échantillonnage dans la i-ème dimension. Les filtres (T1) et (T2) per-

mettent respectivement de calculer les dérivées première et seconde. Un point supplémentaire

est nécessaire pour le calcul des dérivées sur la frontière du domaine. Il est choisi égal au point

d’application pour la dérivée première et à son opposé pour le calcul de la dérivée seconde

[Zin12].

1.2.2.3.1 Méthode matricielle

Par application de la méthode des éléments finis, l’équation (1.6) donne lieu à un système

matriciel [BGN70, Swe73, Swa74] de la forme :

Aτ1 = B, (1.12)
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où A est une matrice creuse de taille MΩ ×NΩ contenant les coefficients du filtre Laplacien, τ1

est un vecteur de taille NΩ et B est le vecteur lié aux données et est de taille MΩ.

Dans le cas d’un seul point de passage ou de 2N−1 contraintes de frontières, NΩ = MΩ, A

est une matrice carrée et le problème est bien posé. La solution s’exprime :

τ1 = A−1B, (1.13)

où A−1 est l’inverse de A.

Autrement, MΩ > NΩ et le système (1.12) est sur-déterminé. La solution s’obtient par

minimisation aux moindres carrés et s’exprime :

τ1 = A∗B, (1.14)

où A∗ = (tAA)−1 tA est la pseudo-inverse de A et tA désigne la transposée de A.

Le calcul des matrices A∗ et A−1 se base sur la décomposition de la matrice A en ma-

trices triangulaires, diagonales et de permutations. Le calcul de l’inverse ou de la pseudo-inverse

de A présente une complexité calculatoire cubique et la méthode matricielle directe est, par

conséquent, dite lente.

Des approches itératives permettent d’atteindre une complexité calculatoire quadratique à

chaque itération en convergeant vers la solution à partir d’un vecteur initial. Elles peuvent se

baser sur des méthodes de relaxation faisant intervenir des matrices dont l’inversion est peu

coûteuse ou par une méthode du gradient. Cependant, elles sont sensibles à l’initialisation et

peuvent converger vers un minimum local.

1.2.2.3.2 Méthode rapide par transformée de Fourier

Pour les domaines hyperrectangulaires qui généralisent la notion de domaine rectangulaire dans

le cas tridimensionnel au cas général, des approches basées sur la transformée de Fourier [Hoc65,

Swa77, Pin03] et une variante basée sur la transformée en cosinus [ANR74, Str99] permettent

la résolution rapide du problème (1.6). Elles permettent d’obtenir la solution exacte de (1.12)

avec un coût calculatoire quasi-linéaire en NΩ logNΩ.

Ces méthodes sont applicables lorsque le domaine de reconstruction est rectangulaire avec

l’hypothèse que la fonction soit périodique. Or ce n’est généralement pas le cas. Pour respecter

la périodicité et la continuité des dérivées aux frontières, ces méthodes se basent sur l’agrandis-

sement des signaux en appliquant un miroir discret périodique des composantes de τ1 et de B

pour obtenir respectivement τ̃1 et B̃. Elles sont liées par un opérateur de convolution circulaire

φ∆ représentant le Laplacien discret selon :

τ̃1 ~ φ∆ = B̃, (1.15)
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où ~ désigne l’opérateur de convolution circulaire. Par passage au domaine de Fourier, l’équation

(1.15) devient :

TFD(τ̃1)� TFD(φ∆) = TFD(B̃), (1.16)

où TFD et � désignent respectivement la transformée de Fourier discrète et l’opérateur de

multiplication terme à terme. La solution du système s’exprime alors :

τ̃1 = TFDI(TFD(B̃)� TFD(φ∆
−1)), (1.17)

où TFDI désigne la transformée de Fourier discrète inverse. Selon le type de contraintes, le

miroir est soit pair soit impair et la transformée de Fourier se rapporte respectivement à une

transformée en cosinus ou en sinus discrète.

1.3 Reconstruction dans le cas de changements d’espace

Dans le cadre de la reconstruction rapide d’hypersurfaces sous contraintes par transformée de

Fourier, un changement (ou une transformation) d’espace peut être introduit soit pour traiter le

cas d’une hypersurface implicite soit pour changer le domaine de reconstruction. Dans le premier

cas, le changement d’espace permet d’exprimer l’hypersurface implicite sous forme explicite dans

un nouveau repère (voir figure 1.6). Dans le second cas, il s’agit de la transformation du domaine

initial en domaine hyperrectangulaire qui est la généralisation d’un domaine rectangulaire pour

un espace vectoriel tridimensionnel à un espace vectoriel de n’importe quelle dimension.

Un changement d’espace (ou de repère) est un ensemble de transformations mathématiques

d’un espace vectoriel EN vers EN . Les principaux exemples de changements d’espace sont les

transformations affines (rotations, translations, homothéties, etc.) ou encore les changements de

système de coordonnées tels que le passage des coordonnées cartésiennes en coordonnées polaires

ou sphériques.

Tout point de EN est représenté dans le repère (O1,x
1
1, . . . ,x

N
1 ) par x1 = (x1

1, . . . , x
N
1 ) et

dans le repère (O2,x
1
2, . . . ,x

N
2 ) par x2 = (x1

2, . . . , x
N
2 ). Le passage de x1 à x2 se fait par le

changement d’espace noté F qui est une transformation bijective définie comme suit :

∀x1 ∈ Ω1,F(x1) = x2 ∈ Ω2. (1.18)

La transformation inverse est notée F−1 :

∀x2 ∈ Ω2,F
−1(x2) = x1 ∈ Ω1. (1.19)
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pi
2

x2 = F(x1)τ2

P2

xi
2

xN
2

O2

xi
1

xN
1

O1

P1

τ1

pi
1

x1

FF−1

Figure 1.6 – Hypersurface implicite τ1 transformée en hypersurface explicite τ2 par le changement
d’espace F.

1.3.1 Transformation du pendage dans le cas d’un changement d’espace

Nous introduisons les notions de domaine de reconstruction noté Ω1 et de domaine de

résolution noté Ω2. Le domaine de reconstruction correspond au domaine de définition de la

donnée. Le domaine de résolution correspond, quant à lui, à l’image de Ω1 par la transformation

d’espace F. Dans le contexte de reconstruction rapide par minimisation sous contraintes, Ω2 est

nécessairement un domaine hyperrectangulaire.

Lorsqu’un changement d’espace bijectif F allant de x1 à x2 est requis, une reconstruction

s’obtient [ZDL12] à partir de l’équation (1.4) exprimée dans l’espace transformé :

∀x2 ∈ Ω2,∇τ2(x2) = p2(x2, τ2(x2)), (1.20)

De même que pour le problème (1.4), la reconstruction de l’hypersurface s’obtient par mini-
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misation non-linéaire sous contraintes sur le domaine Ω2 :

τ2 = argming∈C2

∫
Ω2

‖∇g(x2)− p2(x2, g(x2))‖2, (1.21)

La résolution de l’EDP dans le domaine Ω1 est quasi-équivalente à la résolution dans le

domaine transformé Ω2. En effet, la forme de l’équation de Poisson est conservée sous certaines

conditions sur F.

Si F est différentiable, elle est caractérisée par son Jacobien direct J2
1 qui s’exprime ainsi :

J2
1(x1) =


∂x1

2

∂x1
1

(x1) . . .
∂x1

2

∂xN1
(x1)

...
. . .

...

∂xN2
∂x1

1

(x1) . . .
∂xN2
∂xN1

(x1)

 . (1.22)

Exemple 1.3.1. Le Jacobien d’une translation en espace de dimension N est la matrice identité

IN de taille N .

Exemple 1.3.2. Le Jacobien direct d’une rotation bidimensionnelle d’angle α est :

J2
1(x1) =

cosα − sinα

sinα cosα

 . (1.23)

Le pendage p2 dans l’espace transformé s’exprime en fonction des données dans l’espace

initial Ω1. Considérons le vecteur pi
2 au point x2 appartenant à τ2 d’hyperplan tangent P2 (voir

figure 1.3). Soit le déplacement infinitésimal positif δxi2 selon le vecteur xi
2, la i-ème composante

du pendage s’exprime alors :

pi
2 = δxi2x

i
2 + δxi2p

i
2x

N
2 . (1.24)

Sous l’hypothèse que F préserve les angles, la transformation réciproque F−1(pi
2) appartient

à l’hyperplan tangent P1 [BG92] et est orthogonale à la normale au point x1. Les composantes

pi2 du pendage correspondent donc à la projection des vecteurs F−1(pi
2) sur les composantes

des normales en F−1(x2), ce qui est équivalent à annuler le produit scalaire entre F−1(x2) et le

vecteur normal.

Si la transformation F préserve les angles, on a :

F(p2) =

N∑
j=1

δxj1x
j
1, (1.25)

où δxi1 est le déplacement infinitésimal positif selon le vecteur xi
1 dans l’espace de départ cor-
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respondant au déplacement infinitésimal δxi2 dans l’espace d’arrivée. On a alors :

δxi1 = F−1
j (x2 + p2)− F−1

j (x2), (1.26)

où F−1
i est la i-ème composante de F−1. Si F et F−1 sont différentiables, (1.26) devient :

δxi1 = δxi2
∂xj1
∂xi2

(x2) + δxi2p
i
2

∂xj1
∂xN2

(x2). (1.27)

Les composantes des normales sont obtenues en annulant le produit scalaire, ce qui conduit

à :
N∑
j=1

(
∂xj1
∂xi2

(x2) + pi2
∂xj1
∂xN2

(x2))nj(F
−1(x2)) = 0. (1.28)

Le vecteur des pentes est donc déduit des composantes des orientations nj(F
−1(x2)) dans le

domaine initial :

∀i ∈ [1, N − 1], pi2 = −

N∑
j=1

∂xj1
∂xi2

(x2).nj(F
−1(x2))

N∑
j=1

∂xj1
∂xN2

(x2).nj(F−1(x2))

. (1.29)

L’expression du pendage transformé introduit les termes du Jacobien J1
2 de la transformation

inverse F−1 :

J1
2(x2) =


∂x1

1

∂x1
2

(x2) . . .
∂x1

1

∂xN2
(x2)

...
. . .

...

∂xN1
∂x1

2

(x2) . . .
∂xN1
∂xN2

(x2)

 = [J2
1(x1)]−1. (1.30)

On obtient alors la relation entre les tangentes aux pendages dans l’espace de reconstruction

et de résolution :

p2 = [t J2
1]−1p1 (1.31)

1.3.2 Transformation du pendage dans le cas d’une châıne de changements

d’espace

Soit F la transformations d’espace constituée d’une châıne de M transformations d’espace

f1, . . . , fM bijectives, de classe C1 et allant de x1 à xM+1 (voir figure 1.7) :

F = f1 ◦ · · · ◦ fM . (1.32)

La composée F est bijective et de classe C1 de même que ses fonctions composantes. Sa
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x1 x2 xM xM+1. . .
fMfM−1f1 f2

Figure 1.7 – Sens de la châıne de transformations de F.

transformée réciproque F−1 s’exprime :

F−1 = f−1
M ◦ · · · ◦ f

−1
1 , (1.33)

où f−1
k , k ∈ [1,M ] désignent les transformées réciproques de fk, k ∈ [1,M ].

Une reconstruction de l’hypersurface s’obtient par minimisation non-linéaire sous contraintes

de l’équation (1.21). Le domaine de résolution est ΩM+1 et la grille de résolution est xM+1.

Les composantes du vecteur des pentes s’écrivent :

∀i ∈ [1, N − 1], piM+1 = −

N∑
j=1

∂xj1
∂xiM+1

(xM+1).nj(F
−1(xM+1))

N∑
j=1

∂xj1
∂xNM+1

(xM+1).nj(F−1(xM+1))

. (1.34)

L’équation (1.34) fait intervenir les termes des Jacobiens Jkk+1 des transformations d’espace

inverses f−1
k k∈[1,M ]

:

∀k ∈ [1,M ], Jkk+1 =



∂x1
k

∂x1
i+k

. . .
∂xNk
∂x1

k+1
...

. . .
...

∂x1
k

∂xNk+1

. . .
∂xNk
∂xNk+1

 , (1.35)

où xk = (fM ◦ · · · ◦ fk)−1(xM+1). Il en découle que :

J1
M+1 =

M∏
k=1

Jkk+1(xk+1) (1.36)

1.4 Reconstruction rapide sur domaine non-rectangulaire

De manière générale, les contraintes permettent d’imposer une connaissance supplémentaire

sur l’hypersurface (points de passage) ou de contourner les régions complexes ou d’occlusion

(points de domaine). Comme nous l’avons mentionné précédemment, les points de domaine

délimitent le domaine de reconstruction sans en définir la valeur. Lorsque les points de domaine

s’accompagnent d’un point de passage, la méthode du masque [LG06, Zin12] convient dans une

variante binaire. Il s’agit de circonscrire la région d’intérêt non-rectangulaire à l’intérieur d’un

rectangle afin de conserver le caractère rapide de la reconstruction. Lorsque plusieurs points
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de passage sont imposés et que leur enveloppe définit une région convexe, la méthode des qua-

drangles [ZDDL13] permet de respecter les contraintes tout en maintenant le caractère rapide

de la reconstruction. Dans la suite de ce chapitre, nous présentons ces deux méthodes.

1.4.1 Méthode du masque

Dans le cadre de reconstruction d’une hypersurface par minimisation globale sous contraintes

de valeurs, un terme de pondération peut être introduit afin d’atténuer la contribution de certains

points ou de certaines régions de la donnée.

Dans un espace vectoriel de dimension N , le pondérateur est un masque W de même dimen-

sion N − 1 et taille NΩ que l’hypersurface. La construction d’un masque permettant de tenir

compte des régions complexes peut s’avérer difficile. Le masque peut-être déduit d’une fonction

de pondération dont la classe de régularité sur le domaine de résolution est au moins égale à 1

[LG06] ou correspond à une image binaire [Zin12].

1.4.1.1 Prise en compte d’un terme de pondération

Le masque traduit la confiance en certaines valeurs du champ d’orientation. Ainsi, dans

les régions où l’orientation est correctement estimée, le masque vaut 1 et il tend vers 0 dans

les régions où le champ est chaotique ou ne traduit pas la structure texturée. Ceci peut être

traduit par un terme de cohérence issu d’une analyse en composantes principales du tenseur de

structure [Don99, ZDGL11] ou d’une fonction de pondération basée sur des attributs physiques

de l’objet traité (vitesse de propagation des ondes, rejet des failles pour les images sismiques

[LG06], modèle d’image dans le cas d’empreintes digitales, etc.), ou encore de pondérateurs

gaussiens centrés autour des contraintes de valeur.

Le terme de pondération W intervient dans l’expression du résidu de l’équation (1.4). En

l’absence de transformation d’espace, le résidu s’exprime comme suit :

∀x1 ∈ Ω1, r(x1) = W (x1)(∇g(x1)− p1(x1, g(x1))). (1.37)

En supposant que le masque n’influe pas sur l’opérateur laplacien, ceci revient à multiplier

le vecteur B du système matriciel (1.12) par la forme vectorielle de W :

Aτ1 = W �B. (1.38)

Dans le cas général, ce système est résolu par les méthodes matricielles présentées dans

le paragraphe 1.2.2.3.1. Dans le cas particulier d’une seule contrainte de point de passage, la

méthode rapide par transformée de Fourier du paragraphe 1.2.2.3.2 peut être utilisée pour la

résolution.
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1.4.1.2 Pondération binaire

Par nature, les horizons sismiques d’une image sismique ne traversent pas les failles sismiques.

L’utilisation d’un masque binaire défini à partir des attributs des failles a prouvé son efficacité

dans un contexte sismique où la donnée présente une géométrie non-courbée [Zin12]. L’utilisation

de la méthode du masque binaire peut être étendue aux cas de régions d’occlusion, de zones

fortement bruitées ou encore de défauts d’estimation de l’orientation pour n’importe quel type

de texture directionnelle.

Zinck et al. ont proposé l’utilisation d’une pondération binaire [Zin12] qui permet d’annuler

l’impact de certaines orientations sur la reconstruction. Cependant, cette méthode présente des

limitations relatives aux bords du masque qui doivent être suffisamment éloignés. Si le masque

contourne des points spatialement voisins (voir figure 1.8.a), le schéma de reconstruction ne tient

pas compte du modèle de discontinuité. Ceci conduit à des reconstructions erronées contraire-

ment au cas où les points des bords du masque sont suffisamment éloignés (voir figure figure

1.8.b), pour lesquels les orientations des points rouges n’interfèrent pas. De plus, la méthode du

masque reconstruit l’hypersurface sur le rectangle englobant les points de domaine. Le fait d’an-

nuler les contributions de certaines régions a un impact sur la solution globale et peut donner

lieu à des erreurs de reconstruction.

(a) (b)

Figure 1.8 – Masques construits à partir des contraintes de points de domaines en bleu et points
du bord des masques en rouge.

La définition du masque peut se révéler difficile car elle nécessite une connaissance a priori

de la donnée et des lieux problématiques mais également de connâıtre le lieu de passage de

l’hypersurface afin de définir la région à contourner au mieux. Aussi, une première reconstruction

sans masque peut être effectuée afin de définir l’intersection entre l’hypersurface et les zones

perturbatrices.
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1.4.2 Méthode des quadrangles

Dans le cas général de contraintes de plusieurs points de passage, les méthodes globales sont

coûteuses en ressources de temps de calcul et de mémoire. Une méthode basée sur la juxtapo-

sition de plusieurs reconstructions partielles a été introduite [ZDDL13] dans le cas de données

tridimensionnelles lorsque le domaine de reconstruction est le contour convexe des points de

passage. La définition du contour convexe d’un ensemble de points peut se faire par l’algorithme

de la marche de Jarvis [Jar73], du Parcours de Graham [Gra72], ou d’Andrew [And79] dans le

cas où N = 3 et l’algorithme quickhull [BDH96] ou l’algorithme de Chan [Cha96] pour N ≥ 3.

La méthode des quadrangles se base sur la construction d’un ensemble de quadrangles à

partir des contraintes connues. Une reconstruction rapide est obtenue pour chaque quadrangle

par passage au domaine de Fourier et ce en introduisant une transformation géométrique du

quadrangle en domaine rectangulaire par le biais d’un Jacobien de transformation.

La méthode se base d’abord sur la construction des quadrangles à partir des contraintes

de valeur, puis la reconstruction partielle de l’hypersurface sur chaque quadrangle avant de

juxtaposer les reconstructions partielles obtenues.

Une autre méthode permettant de tenir compte de plusieurs contraintes de valeurs consiste

à subdiviser le domaine en sous-parties rectangulaires au lieu de réaliser un pavage quadrangu-

laire [Zin12]. Cette méthode présente l’avantage de ne pas nécessiter d’effectuer de changement

d’espace ni d’estimer de Jacobien. Cependant, la subdivision du domaine en rectangles n’est pas

triviale et doit se faire en plusieurs étapes. Les deux méthodes possèdent des temps de calcul

comparables [Zin12] mais la subdivision quadrangulaire permet de reconstruire des régions ne

pouvant pas être reconstruites par pavage rectangulaire (voir figure 1.9).

Figure 1.9 – Différence entre le pavage rectangulaire et le pavage quadrangulaire issus des
contraintes en bleu.

Dans ce paragraphe nous nous intéressons en particulier au cas d’un espace vectoriel tri-

dimensionnel. Pour les espaces bidimensionnels, il s’agit de cas particuliers où les quadrangles

correspondent à des segments du domaine de reconstruction. Dans la suite, nous abordons en
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particulier la transformation d’un quadrangle en rectangle.

1.4.2.1 Construction des quadrangles

La construction du pavage quadrangulaire se base tout d’abord sur une triangulation de

Delaunay [Del34] à partir de l’enveloppe convexe des contraintes de valeur. Les contraintes de

points de passage constituent les sommets des triangles et chaque paire de triangles adjacents a

deux sommets en commun (voir figure 1.10.a). La triangulation de Delaunay permet de maxi-

miser le plus petit angle des triangles générés [LS80] ce qui donne lieu à des pavages réguliers

au sens des angles.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.10 – Étapes de construction du pavage quadrangulaire à partir des contraintes en bleu
selon la triangulation de Delaunay. Milieu des arêtes et centres de gravité des triangles en orange.

Soient K le nombre de contraintes et K∂Ω le nombre de contraintes formant l’enveloppe des

contraintes, selon la formule d’Euler la triangulation de Delaunay donne lieu à 2K − 2 −K∂Ω

triangles.

Le milieu de chaque arrête est ensuite calculé (figure 1.10.b) puis le centre de gravité de
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chaque triangle est déterminé (figure 1.10.c). Enfin chacun des 2K − 2 −K∂Ω triangles donne

lieu à 3 quadrangles. NK = 3(2K−2−K∂Ω) reconstructions partielles sont à mener. Les sommets

de chaque quadrangle sont constitués d’une contrainte de valeur, du centre de gravité du triangle

dans lequel il s’inscrit et de deux milieux d’arête (figure 1.10.d).

1.4.2.2 Reconstruction rapide sur un quadrangle

Le nombre de points d’échantillonnage diffère d’un quadrangle à un autre. Étant donné que

les côtés opposés ont généralement des longueurs différentes, il existe plusieurs propositions

[ZDDL13] pour les échantillonner : l’entier le plus proche du nombre d’échantillon minimal ou

maximal des côtés opposés, ou encore la moyenne arithmétique ou géométrique de leurs sommets.

Deux méthodes de reconstruction partielle rapide peuvent être envisagées : par un seul point

de passage correspondant à la contrainte connue sur le quadrangle en question ou en deux

étapes en reconstruisant les lignes du pourtour du quadrangle qui deviennent des contraintes de

frontière de la surface sur le quadrangle.

Dans les deux cas, l’étape clé est la transformation du domaine de reconstruction quadran-

gulaire en domaine de résolution rectangulaire. En effet, en supposant que l’hypersurface est

exprimable de manière explicite sur le domaine quadrangulaire et rectangulaire, la dernière

composante du changement d’espace est l’identité et le Jacobien est nul ou vaut 1 selon la

troisième dimension :

J2
1(x1

1, x
2
1) =



∂x1
2

∂x1
1

(x1
1, x

2
1)

∂x1
2

∂x2
1

(x1
1, x

2
1) 0

∂x2
2

∂x1
1

(x1
1, x

2
1)

∂x2
2

∂x2
1

(x1
1, x

2
1) 0

0 0 1


. (1.39)

Le passage du domaine quadrangulaire au domaine rectangulaire est effectué par une homo-

graphie définie par la matrice réelle H = [hij ]1≤i,j≤3 de taille 3× 3. Aussi :
x1

2 =
h11x

1
1 + h21x

2
1 + h31

h13x1
1 + h23x2

1 + h33

x1
2 =

h12x
1
1 + h22x

2
1 + h32

h13x1
1 + h23x2

1 + h33

. (1.40)
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Les termes du Jacobien J2
1 sont :

∂x1
2

∂x1
1

(x1
1, x

2
1) =

(h11h23 − h13h21)x2
1 + h11h33 − h13h31

(h13x1
1 + h23x2

1 + h33)2

∂x1
2

∂x2
1

(x1
1, x

2
1) =

(h21h13 − h23h11)x1
1 + h21h33 − h32h13

(h13x1
1 + h23x2

1 + h33)2

∂x2
2

∂x1
1

(x1
1, x

2
1) =

(h12h23 − h13h22)x2
1 + h12h33 − h13h32

(h13x1
1 + h23x2

1 + h33)2

∂x2
2

∂x2
1

(x1
1, x

2
1) =

(h22h13 − h23h12)x1
1 + h22h33 − h23h32

(h13x1
1 + h23x2

1 + h33)2

. (1.41)

1.4.2.3 Reconstruction de l’hypersurface complète

Les NK reconstructions partielles sur domaines quadrangulaires sont combinées par juxtapo-

sition. La continuité nécessaire des différentes parties de l’hypersurface est garantie par les arêtes

communes aux triangles adjacents issus de la triangulation uniquement dans le cas de recons-

truction en deux étapes par contraintes de frontière. Dans le cas d’une reconstruction par un seul

point de passage, la différence d’échantillonnage impacte la continuité de la reconstruction aux

frontières des domaines quadrangulaires. La classe de régularité au moins égale à 1 du pendage

traité assure une concordance des dérivées de l’horizon sur les frontières des sous-domaines mais

la dérivée n’est pas continue à l’endroit des frontières des quadrangles. Par ailleurs, la différence

de pas d’échantillonnage d’un quadrangle à un autre mène à des reconstructions partielles de

précision différente.

La méthode des quadrangles est sous-optimale dans le sens où elle s’appuie sur des recons-

truction locales, ce qui peut fausser la reconstruction partielle sur les quadrangles correspon-

dant à des régions à faible Rapport Signal à Bruit (RSB) ou à celles où les orientations sont

mal estimées. La complexité calculatoire pour l’estimation de l’homographie a une complexité

calculatoire en O(8) pour chaque quadrangle et la reconstruction possède une complexité CQuad

de :

CQuad = O(

NK∑
k=1

NΩQk
logNΩQk

) > O(NΩ logNΩ), (1.42)

où NΩQk
est le nombre de points d’échantillonnage du k-ième quadrangle.

L’ajout, la suppression ou la modification d’une contrainte peut modifier le pavage en en-

tier (voir figure 1.11) ce qui induit de reconstruire non seulement les parties connectées à la

contrainte ajoutée ou déplacée mais toutes les parties quadrangulaires du domaine complet de

reconstruction. Cette méthode ne garantit donc pas le maintien des reconstructions partielles

déjà effectuées.
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Figure 1.11 – Différence entre les pavages quadrangulaires générés par ajout / suppression de
la contrainte en rouge et respectant les contraintes en bleu.

1.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un état de l’art des méthodes de reconstruction d’hy-

persurfaces. En particulier, les méthodes par minimisation globale sous contraintes donnent lieu

à une reconstruction d’un seul tenant. En fonction des contraintes, les solutions sont obtenues

de manière lente par voie matricielle ou de manière rapide par transformée de Fourier.

La reconstruction de l’hypersurface par transformée de Fourier nécessite que le domaine de

reconstruction soit hyperrectangulaire. Lorsque ce n’est pas le cas, la méthode du masque binaire

sous contrainte d’un seul point de passage permet de circonscrire la région d’intérêt à l’intérieur

d’un rectangle et de conserver le caractère rapide de la reconstruction. Les points du rectangle

situés en dehors de la région d’intérêt ne sont pas pris en compte au moyen d’une pondération

nulle. Néanmoins, la définition du masque de pondération peut s’avérer compliquée et les points

du bord du masque doivent être suffisamment éloignés. Dans le cas de plusieurs points de pas-

sage, la méthode des quadrangles permet d’obtenir des reconstructions partielles sur l’enveloppe

convexe des contraintes par transformation d’espace. Cependant, la continuité de la dérivée aux

frontières des sous-parties n’est pas garantie et l’enveloppe concave du domaine est transformée

en enveloppe convexe ce qui donne lieu à des reconstructions partielles supplémentaires. De sur-

crôıt, la reconstruction ne peut plus être qualifiée de globale, les reconstructions partielles sont

sensibles au bruit. Par ailleurs, ces deux méthodes ne conservent pas une partie des reconstruc-

tions lors de l’ajout ou de la modification de contraintes, ce qui nécessite de reconstruire toute

l’hypersurface.

La tableau 1.1 résume les différentes méthodes abordées dans ce chapitre selon la forme du

domaine et le nombre de contraintes ainsi que les avantages (+) et limitations (−) de chaque

méthode.
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Containtes Méthode Propriétés

Domaine et points de passage quelconques Matricielle
+ Globale

− Lente

Domaine hyperrectangulaire Transformée de Fourier

+ Globale

+ Rapide

− Forme du domaine

Domaine quelconque et 1 point de passage Masque binaire

+ Rapide (Fourier)

+ Globale

− 1 point de passage

− Définition du masque

− Dépendance aux points

du bord du masque

− Non-interactive

Points de passage définissant domaine convexe Quadrangles

+ Rapide (Fourier)

+ Plusieurs contraintes

de passage

− Par parties

− Non-interactive

Tableau 1.1 – Récapitulatif des méthodes de l’état de l’art de reconstruction par minimisation
globale sous contraintes
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Reconstruction d’hypersurfaces sur domaines polygonaux

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, bien que le terme hypersurface soit utilisé par souci d’homogénéité avec

le reste du manuscrit, seules des hypersurfaces de dimension 2 dans un espace tridimensionnel,

appelées communément surfaces, sont considérées. Les deux propositions que nous présentons

ici sont principalement motivées par le contexte des images sismiques. Alors que l’utilisation de

ces méthodes semble en premier abord restreinte à la reconstruction et à l’analyse des couches

sédimentaires, il est à noter que l’ensemble des travaux est applicable à toute texture direction-

nelle volumique.

Dans les images sismiques, la présence de régions chaotiques, de ruptures telles que les

failles, ou de géométries complexes (régions de convergence ou de courbure asymétrique) impose

l’utilisation de méthodes de reconstruction supervisées permettant la prise en compte interactive

et rapide de contraintes sous la forme de nombreux points de passage et/ou de points de domaine.

Dans ce contexte, Zinck et al. [Zin12] ont proposé la méthode du masque binaire dans la-

quelle le domaine de reconstruction est défini par le rectangle contenant l’enveloppe polygonale

des points de domaine sous contrainte d’un seul point de passage. Cette méthode ne permet pas

d’imposer plus d’un point de passage. Une alternative réside dans la méthode des quadrangles

[ZDDL13] dans laquelle l’enveloppe convexe des points de passage définit le domaine de recons-

truction. Cependant, la méthode présente des défauts liés à son caractère local : la sensibilité

au bruit est dépendante des dimensions des domaines quadrangulaires tandis que la continuité

des dérivées des reconstructions partielles n’est pas assurée à leurs frontières. Par ailleurs, la

rapidité de l’approche dépend en pratique du nombre de quadrangles nouveaux ou à recons-

truire induits par l’ajout ou la modification de toute contrainte. Enfin, la méthode souffre d’une

limitation relative à la prise en compte de nouveaux points de passage qui peut parfois conduire

à la modification de l’ensemble des reconstructions partielles déjà calculées.

Dans ce chapitre, nous traitons de la reconstruction d’une hypersurface respectant un nombre

quelconque de contraintes de passage ou de domaine tout en conservant le caractère global de

la reconstruction. Pour ce faire, nous nous intéressons à la reconstruction d’hypersurface sur le

polygone défini par les points de domaine ou de passage.

Lorsque les contraintes de domaine ou de passage définissent l’enveloppe d’un polygone sim-

plement connexe, nous proposons la reconstruction sur le domaine polygonal en utilisant des

transformations d’espace de Schwarz-Christoffel [DD16]. Cette méthode conserve le caractère

global de la reconstruction moins sensible au bruit tout en permettant une reconstruction

rapide par une formulation dans le domaine de Fourier. Nous la désignons par méthode glo-

bale par polygones. Les contraintes définissant un polygone simplement connexe permettent de

définir précisément les contours du domaine de reconstruction, notamment pour exclure certaines

régions. La conséquence est que les points de passage ne peuvent pas être imposés à l’intérieur

du domaine de reconstruction.

Afin de permettre la prise en compte de plusieurs contraintes de passage à l’intérieur de l’en-
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veloppe du domaine de reconstruction, nous proposons une approche incrémentale qui consiste

à intégrer les points de passage de manière progressive sous la forme de polygones imbriqués

[DDG17]. Les polygones imbriqués sont délimités par les points de passage définissant des po-

lygones allant du plus interne au plus externe. Le premier polygone, que nous appelons noyau,

fait tout d’abord l’objet de la reconstruction présentée dans [DD16]. Ensuite, chaque ajout de

polygone conduit à une reconstruction rapide sur une région que nous appelons couronne, et ce à

l’aide d’une châıne de transformations d’espace de Schwarz-Christoffel entre régions doublement

connexes. Ne modifiant pas les reconstructions déjà effectuées et étendant le domaine total, la

démarche est en ce sens stable et peut être qualifiée de méthode quasi-globale par polygones.

Dans les deux approches proposées, la reconstruction rapide utilisant la transformation de

Fourier impose que le domaine de résolution soit rectangulaire, comme nous l’avons montré dans

le chapitre précédant. Elles exploitent des transformations d’espace qui garantissent la transfor-

mation des domaines de reconstruction polygonaux en domaines de résolution rectangulaires. Le

problème de transformer une région en une autre région est généralement difficile. Cependant,

dans le cas de régions polygonales, le problème est grandement simplifié [Tre80]. De plus, tout

domaine peut être approché par un polygone. En effet, tout type de domaine de l’espace est un

polygone ou peut être approché par un polygone en considérant un nombre suffisant de sommets.

Deux exemples sont présentés dans la figure 2.1.

(a) (b)

Figure 2.1 – Approximation polygonale : cercle (en vert) approché par un polygone régulier de
15 sommets (a) et fractale d’un flocon de Koch constituée de 193 sommets (b).

Ce chapitre se scinde naturellement en deux parties. Dans un premier temps, nous introdui-

sons des notions et notations concernant les polygones avant de présenter la châıne de trans-

formations d’espace menant à la transformation du polygone de reconstruction en rectangle de

résolution. Ensuite, nous présentons la méthode appliquée aux domaines simplement connexes

pour un certain nombre d’images sismiques synthétiques et réelles et nous comparons les résultats
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à ceux des méthodes du masque binaire [Zin12] et des quadrangles [ZDDL13]. Dans un second

temps, nous présentons l’extension naturelle de la méthode au cas des polygones doublement

connexes pour des domaines imbriqués. Nous montrons comment la combinaison de change-

ments d’espace permet de conserver à la fois la reconstruction sur le noyau issu des étapes

précédentes et les contraintes de la nouvelle couronne. Différentes stratégies de combinaison des

contraintes sont également présentées dans cette partie avant de montrer les résultats obtenus

avec la méthode sur des images sismiques et de les comparer à ceux des méthodes de l’état de

l’art.

2.2 Reconstruction sur domaines polygonaux simplement

connexes

2.2.1 Définition d’un polygone

En géométrie euclidienne, un polygone est la concaténation d’un nombre fini de seg-

ments dans le même plan. Nous ne considérons pas dans le présent manuscrit les polyèdres,

généralisation des polygones en dimension supérieure à 2.

2.2.1.1 Notations et propriétés

Un polygone P est défini par un ensemble de sommets w1, w2, . . . , wK (voir figure 2.2) qui

sont les intersections de deux segments consécutifs. Chaque sommet wk, où k ∈ [1,K], possède

un angle intérieur αkπ défini comme étant l’angle intérieur dans le sens trigonométrique entre

le côté entrant et le côté sortant. De même, les angles extérieurs βkπ pour chaque sommet sont

définis comme étant les angles entre l’extension du côté entrant et le côté sortant dans le sens

trigonométrique (voir figure 2.2). Ainsi, la somme de chaque angle intérieur et angle extérieur

correspondant vaut π et :

∀k ∈ [1,K], βk = 1− αk. (2.1)

Les angles extérieurs varient entre −1 et 1. Il est à noter que :

K∑
k=1

βk = 2. (2.2)

Dans ce manuscrit, nous considérons la convention que les sommets sont ordonnés dans le

sens trigonométrique. Ainsi, par passage en coordonnées polaires, les angles des sommets sont

ordonnés de façon croissante.

Vocabulaire 2.2.1. Nous définissons ici quelques notions clés :

• Ordre d’un polygone : L’ordre d’un polygone est le nombre de ses sommets que nous

noterons généralement K.
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−β1π

−β5π

−β6π

−β4π

−β3π

−β2π

w1

w2

w3

w4

w5

w6

P

Figure 2.2 – Polygone P défini par ses sommets wk (en cyan) et angles extérieurs βkπ, k ∈ [1, 6].

• Simplicité : Un polygone est dit simple si ses côtés ne s’intersectent qu’à leurs sommets

communs. Un polygone non simple est dit croisé.

Un polygone simple vérifie le Théorème de la courbe de Jordan (Théorème 2.2.1).

Théorème 2.2.1. Le complémentaire d’une courbe de Jordan S (i.e. courbe fermée

simple dans R2) dans un plan affine réel est formé exactement de deux composantes

connexes distinctes, dont l’une est bornée et l’autre non. Toutes deux ont pour frontière

la courbe de Jordan S.

En d’autres termes, une courbe de Jordan divise le plan en 2 parties : l’intérieur

de la courbe qui est borné et le reste du plan. Si cette assertion parâıt intuitive, la

démonstration par les axiomes de géométrie élémentaire n’est pas triviale.

• Convexité : Un polygone simple est dit convexe si tout segment délimité par deux points

du polygone est entièrement inclus dans le polygone. Autrement dit :

∀x, y ∈ P,∀t ∈ [0, 1] : tx+ (1− t)y ∈ P. (2.3)

L’enveloppe convexe d’un polygone non convexe est le plus petit sous-ensemble convexe

de l’espace vectoriel contenant P .

• Connexité : Un polygone est dit connexe s’il n’est pas la réunion de deux ouverts non

vides disjoints. Une autre définition est que P est une partie d’un espace topologique E

qui est un espace topologique connexe pour la topologie induite sur P par celle de E.
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Autrement dit, P est un objet d’un seul tenant.

Propriété 2.2.1. Un convexe est connexe par arcs.

Nous nous intéressons particulièrement aux notions de connexité simple et multiple. Une

région connexe par arcs est simplement connexe lorsque toute courbe fermée peut être ra-

menée à un point par homotopie. En particulier, une région bornée P de E est simplement

connexe si P et P \ E sont connexes (voir figure 2.3).

(a) (d)(c)(b)

Figure 2.3 – Exemples de domaines de différente connexité : simplement connexe (a), doublement
connexe (b), multiplement connexe (c) et non connexe (d).

Intuitivement, une région simplement connexe ne contient pas de trou. Une région connexe

non simplement connexe est multiplement connexe. Si elle “contient un seul trou”, la

région est dite doublement connexe. Une région doublement connexe P est une région

simplement connexe P0 privée d’une région simplement connexe P1 inclue dans P0.

2.2.2 Transformation d’un polygone en rectangle

Afin de conserver le caractère rapide de la reconstruction sous un nombre quelconque de

contraintes de passage et/ou de domaine, nous introduisons une transformation d’espace. Cette

transformation d’espace F relie les points du domaine de reconstruction polygonale à ceux du

domaine de résolution rectangulaire. Le problème posé est donc de transformer un polygone

donné en un rectangle et inversement tout en conservant la forme de l’EDP.

Or, dans le chapitre précédent, nous avons cité les conditions requises sur la transformation

d’espace. Aussi, F doit vérifier les conditions suivantes :

• De classe C1 pour pouvoir calculer le Jacobien - équation (1.22) ;

• Bijective pour pouvoir calculer les normales dans l’espace initial - équation (1.34) ;
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• Préserve les angles de manière à ce que l’expression du pendage transformé - équation

(1.34) - reste valable.

Par définition, ces conditions sont vérifiées par les transformations conformes. Par la suite,

nous présentons des notions relatives aux transformations conformes, plus particulièrement la

transformation de Schwarz-Christoffel et l’expression de la transformation conforme permettant

le passage bijectif du polygone des contraintes au rectangle de résolution.

2.2.2.1 Notion de transformation conforme

L’origine de la notion de transformation conforme remonte à la deuxième décennie du XIX-

ème siècle durant laquelle Gauss a traité des questions relatives au sujet. Elles trouvent des

applications en mécaniques des fluides, en cartographie ou encore en électromagnétisme. Elles

permettent notamment d’écrire le laplacien de manière simple dans le cas de problèmes faisant

intervenir une EDP [Hen93].

2.2.2.1.1 Définition et propriétés des transformations conformes

Définition 2.2.1. Une transformation conforme est une application qui préserve localement les

angles.

Une autre définition peut être rencontrée dans la littérature :

Définition 2.2.2. Une transformation conforme est une application holomorphe dont la dérivée

ne s’annule jamais.

Corolaire 2.2.1. Tout biholomorphisme (i.e. toute application holomorphe et bijective) est une

transformation conforme.

Exemple 2.2.1. Les fonctions affines (telles que les translations, les multiplications et les ro-

tations) sont des transformations conformes.

Exemple 2.2.2. La fonction d’inversion allant de C∗ à C∗ définie par z 7→ 1
z est conforme.

De manière générale :

Exemple 2.2.3. Toute transformation de Möbius du plan complexe définie par :

z 7→ az + b

cz + d
, où (a, b, c, d) ∈ C4 et ad− bc 6= 0 (2.4)

est conforme. Les transformations de Möbius incluent les translations (a = d = 1, c = 0), les

multiplications (d = 1, b = c = 0), les rotations (|a| = d = 1, b = c = 0) et les inversions

(a = d = 0, b = c = 1). La transformation inverse de la fonction de l’équation (2.4) s’exprime

par :

z 7→ dz − b
−cz + a

, où (a, b, c, d) ∈ C4 et ad− bc 6= 0 (2.5)
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2.2.2.1.2 Équation de Poisson dans le cas d’une transformation conforme

Si les transformations conformes sont largement utilisées dans la résolution de problèmes mettant

en jeu des équations de Laplace de la forme :

∆φ(x1) = 0, x1 ∈ Ω1, (2.6)

avec contraintes sur la frontière du domaine ∂Ω1, les transformations conformes peuvent

également être utilisées pour résoudre leur équivalent non homogène, à savoir les équations

de Poisson de la forme :

∆φ(x1) = γ(x1), x1 ∈ Ω1. (2.7)

Cette équation nous intéresse plus particulièrement car elle se rapporte au problème de

minimisation sous contraintes de l’équation (1.6). Nous montrons dans cette partie comment les

transformations conformes préservent la nature du problème.

Soit f la transformation conforme allant de Ω1 à Ω2 définie comme suit :

f : x1 7→ f(x1) = x2 (2.8)

et sa transformation inverse g sur Ω2 définie comme suit :

g : x2 7→ f−1(x2). (2.9)

Pour plus de rigueur dans les notations, nous notons ∆1 le Laplacien sur Ω1 et ∆2 le Laplacien

sur Ω2 :

∆1u =
N∑
i=1

∂2u

∂xi1
2 (2.10)

∆2u =

N∑
i=1

∂2u

∂xi2
2 (2.11)

Soit Γ l’image conforme de γ par f qui s’exprime alors Γ(x2) = γ(g(x2)) sur Ω2, Henrici

[Hen93] montre que si φ satisfait l’équation (2.7) et que l’on pose Ψ(x2) = φ(g(x2)) alors on a

la relation suivante entre les Laplaciens ∆1 et ∆2 :

∆1φ(x1) = ∆2Ψ(x2)|f ′(x1)|2. (2.12)

Il découle de l’équation (2.7) que :

∆2Ψ = Γ(x2)|g′(x2)|2. (2.13)

L’équation (2.13) est également une équation de Poisson qui peut être plus simple à résoudre

du fait que les contraintes de frontières sont simplifiées par la transformation conforme f .
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L’utilisation des transformations conformes garantit donc la conservation des propriétés du

problème ainsi que la possibilité de le résoudre de manière rapide par passage dans le domaine

de Fourier de par l’expression connue du pendage transformé (équation (1.34)). Nous présentons

dans la suite la transformation conforme permettant la transformation entre le domaine poly-

gonal et le domaine rectangulaire à partir de la transformation de Schwarz-Christoffel.

2.2.2.2 Transformation de Schwarz-Christoffel

Le théorème de l’application conforme de Riemann [Rie51] (connu également sous le nom de

la représentation conforme de Riemann) énonce que :

Théorème 2.2.2. Soit Ω un ouvert simplement connexe de C et différent de {∅,C}, alors il

existe une bijection holomorphe f entre Ω et le disque unité D = {z ∈ C, |z| < 1}.

Par ailleurs, Henri Poincaré a prouvé que cette application f est essentiellement unique,

c’est-à-dire que toutes les transformations qui vérifient la proposition sont équivalentes.

Le théorème de l’application conforme de Riemann n’indique aucune méthode pratique per-

mettant la construction d’une expression pour une telle transformation. En effet, le cas général

ne peut être traité que par des méthodes d’approximation. Néanmoins, il est possible de trouver

une formule analytique pour la transformation dans le cas d’un polygone [DT02].

Selon [DT02], cette transformation a été découverte de manière indépendante par deux

mathématiciens allemands : Elwin Bruno Christoffel en 1867 [Chr67] et Hermann Amandus

Schwarz en 1869 [Sch69]. Elle porte le nom conjoint de transformation de Schwarz-Christoffel.

L’étude des transformations conformes et plus particulièrement celle de Schwarz-Christoffel a

longtemps fasciné les mathématiciens et physiciens. Au delà de l’élégance de sa formulation et des

diverses variantes, celle-ci a été utilisée dans la résolution de nombreux problèmes. L’application

la plus commune est la résolution des équations de Laplace. En électromagnétique, les problèmes

de flux magnétique ou électrique sont souvent résolus en transformant le domaine en rectangle

[Ver83, TW86, Cos87, BJW97, GLPV08, BZI+09, BL13]. L’étude de la mécanique des fluides

et des flux de température [Wal64, GC87, Mil96, MRB94, Bil74, ESM06, WBK12] ou encore du

mouvement Brownien d’une particule immergée dans un fluide [HLS85, TW86, M+11] sont des

applications largement discutées dans la littérature .

2.2.2.2.1 Transformation directe

La transformation de Schwarz-Christoffel (SC) directe formalise la transformation du disque

unité D en un polygone P (voir figure 2.4). Nous la noterons fP en référence au polygone

d’arrivée.

Théorème 2.2.3. Soit P le polygone simplement connexe de sommets w1, w2, . . . , wK et

d’angles extérieurs respectifs β1π, β2π, . . . , βKπ. Pour tout point z du disque unité D, la trans-
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formation de Schwarz-Christoffel fP s’exprime par :

fP (z) = a+ c

z∫
0

K∏
k=1

(1− s

zk
)−βkds, (2.14)

où a, c sont des constantes complexes et les zk, k ∈ [1,K] appelés pré-sommets sont les images

inverses des sommets wk, k ∈ [1,K] :

∀k ∈ [1,K], fP (zk) = wk. (2.15)

La détermination des K pré-sommets zk, k ∈ [1,K] et des constantes a et c, désignée par le

terme “Problème des paramètres” est une tâche fortement simplifiée depuis la fin du XX-ème

siècle. Dans l’annexe A, nous présentons la proposition de Driscoll et Trefthen pour résoudre

numériquement le problème des paramètres de manière rapide et précise [Tre80, Dri96, DT02].

w1

w2

w3

w4w5

w6

P

z1

z2

z3

z4

z5

z6

fP

f−1
P

Figure 2.4 – Transformation de SC directe et inverse entre le disque unité D et le polygone P .

2.2.2.2.2 Transformation inverse

Étant donné que la transformation de SC directe est conforme, elle est bijective. La transforma-

tion de SC inverse permet donc de transformer n’importe quel polygone P en disque unité D

(voir figure 2.4). Nous la noterons f−1
P en référence au polygone de départ.

L’estimation de la transformation inverse se ramène à estimer f−1
P (w),∀w ∈ P . Or, il n’existe

pas d’expression analytique pour la transformation inverse de SC. À partir de l’estimation des

paramètres de la transformation de SC directe, Trefethen [Tre80] propose de dériver puis d’in-

verser l’équation :

w = f(z). (2.16)

Nous détaillons les étapes de l’estimation de la transformation inverse dans l’annexe A.
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2.2.2.3 Châıne de transformations

La transformation de SC directe permet le passage du disque unité à un polygone donné,

tandis que la transformation de SC inverse transforme un polygone donné en disque unité.

Nous proposons donc de considérer la transformation du domaine de reconstruction de sup-

port polygonal P en domaine de résolution de support rectangulaire R comme étant la compo-

sition de deux transformations de SC (voir figure 2.5) :

1. La première transformation est la transformation de SC inverse f−1
P du polygone P dans

le disque unité D.

2. La seconde transformation est la transformation de SC directe fR de D dans le rectangle

R.

La transformation d’espace composée F, qui est également une transformation conforme,

s’exprime comme suit :

F = fR ◦ f−1
P . (2.17)

La transformation F permet de calculer le pendage dans le domaine de reconstruction en

utilisant la formule de l’équation (1.34) à partir des Jacobiens de la transformation directe et

inverse de SC. Étant donné que la dérivée de la transformation de SC directe s’exprime :

f ′P (z) = c
K∏
k=1

(1− z

zk
)−βk , (2.18)

et en posant z = x1
1 + ix2

1 :
dfP
dz

=
∂fP
∂x1

1

+
1

i

∂fP
∂x2

1

, (2.19)

alors :

∂fP
∂x1

1

= <[c

K∏
k=1

(1− z

zk
)−βk ] (2.20)

et :

∂fP
∂x2

1

= −=[c

K∏
k=1

(1− z

zk
)−βk ] (2.21)

où < et = sont respectivement les parties réelle et imaginaire.

Ainsi, le Jacobien JfP de la transformation de SC directe s’exprime :

JfP (x1
1, x

2
1) =


<[c

K∏
k=1

(1− x11
zk

)−βk ] −=[c
K∏
k=1

(1− x11
zk

)−βk ] 0

<[c
K∏
k=1

(1− x21
zk

)−βk ] −=[c
K∏
k=1

(1− x21
zk

)−βk ] 0

0 0 1

 . (2.22)
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Le Jacobien Jf−1
P

de la transformée inverse de SC est calculé à partir de celui de la transfor-

mation directe fP sur les points du disque D puis en l’inversant (voir équation (1.30)).

Jf−1
P

(x1
1, x

2
1) = [JfP (x1

1, x
2
1)]
−1

(2.23)

Selon l’équation (1.36), le Jacobien JF de la châıne de transformation F s’exprime comme :

JF = JfR(x1
2, x

2
2)× Jf−1

P
(x1

1, x
2
1) (2.24)

= JfR(f−1
P (x1

1, x
2
1))× Jf−1

P
(x1

1, x
2
1). (2.25)

La transformation d’espace inverse F−1 transformant le rectangle R en polygone P s’exprime

comme suit (voir figure 2.5) :

F−1 = (fR ◦ f−1
P )
−1

(2.26)

= fP ◦ f−1
R (2.27)

et le Jacobien JF−1 de la châıne de transformation F−1 s’exprime comme :

JF−1 = JfP (x1
2, x

2
2)× Jf−1

R
(x1

3, x
2
3) (2.28)

= JfP (f−1
R (x1

3, x
2
3))× Jf−1

R
(x1

3, x
2
3), (2.29)

où (x1
3, x

2
3) est la grille de résolution régulièrement échantillonnée en R.

La résolution du problème d’optimisation sous contraintes (équation (1.21)) est effectuée sur

une grille régulièrement échantillonnée dans l’espace de résolution d’arrivée afin de pouvoir utili-

ser la méthode de reconstruction rapide basée sur l’analyse de Fourier. Le domaine rectangulaire

de support R est ainsi régulièrement échantillonné (voir figure 2.5). La transformation inverse

F−1 conduit à un maillage irrégulier dans le domaine polygonal initial de support P (voir figure

2.5).

Les pendages de certains points de la grille de reconstruction dans le polygone P ne sont pas

utilisés tandis que d’autres points ont une contribution multiple. Cela conduit à une précision

de reconstruction variable sur le domaine de reconstruction. Une solution est de régulariser le

maillage afin de faire en sorte que toutes les orientations aient une contribution semblable.

2.2.3 Régularisation du maillage

Nous désignons par le terme “maillage régulier” une grille dont les points des voisinages

immédiats définissent des rectangles identiques. La grille présente alors un pas d’échantillonnage

constant selon chaque direction. Dans la figure 2.5, le maillage de P est irrégulier contrairement

à celui de R. La régularisation du maillage concerne la grille délimitée par P et relative à la grille

régulièrement échantillonnée délimitée par R. Le but est de rendre la grille en P plus régulière.
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fPf−1
P

D

R

P

f−1
R

fR

Figure 2.5 – Châıne de transformations entre le polygone de reconstruction P et le rectangle de
résolution R.

Nous proposons dans cette section des méthodes de régularisation du maillage relatif à la

transformation de SC. La régularisation doit conserver le caractère rapide de la reconstruction

sans modifier l’échantillonnage régulier du domaine de résolution. L’introduction d’une trans-

formation supplémentaire impose que celle-ci soit conforme, à l’instar des transformations de
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SC directe et inverse. Nous présentons tout d’abord une méthode näıve, puis une méthode

interactive et finalement une méthode automatique.

2.2.3.1 Méthode näıve

Une solution näıve serait d’augmenter le nombre de points d’échantillonnage. Par exemple,

si l’erreur moyenne de reconstruction en utilisant une grille de NΩ points est ε, alors il faudrait

considérer 4×NΩ points pour obtenir une erreur moyenne de ε
2 .

De manière générale, l’obtention d’une erreur de ε
2n , n ∈ N requiert l’utilisation de 22n×NΩ

points. Cela conduit à une complexité calculatoire très élevée en comparaison avec la faible

amélioration de la précision de reconstruction apportée.

2.2.3.2 Méthode interactive

Nous introduisons, ici, une transformation spatiale intermédiaire hD entre les transformations

de SC directe et inverse afin de rendre la grille plus régulière tout en conservant la géométrie du

domaine sans modifier la taille de la grille de résolution NΩ.

Considérons les coordonnées polaires (ρin, θin) de la grille correspondant à la transformation

f−1
P de la grille régulière de P (voir la figure 2.6). Nous nous intéressons au maillage du disque

unité D. L’objectif est d’estimer les paramètres d’une transformation qui régularise la distribu-

tion du disque unité D dans le domaine polaire sans altérer l’image des sommets des polygones.

Par conséquent :

hD : (ρin, θin) 7→ (ρout, θout), (2.30)

tel que :

θout = θin +

K∑
k=1

u(βk)N(βk, σθk), (2.31)

où N(µ, σ) est une loi normale repliée de moyenne µ et d’écart-type σ. Le paramètre βk est l’angle

extérieur du k-ième sommet. La fonction u est définie en analysant la distribution angulaire θin.

En notant βK+1 = β1, la fonction u s’exprime :

u(βk) =


1 si θin est croissant sur [βk, βk+1]

−1 si θin est décroissant sur [βk, βk+1]

0 sinon

, k ∈ [1,K]. (2.32)

De la même manière, la distribution radiale est modifiée lorsque la distribution angulaire
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f−1
R

fP

fR

f−1
Pf−1

P fP

f−1
P

fP

hD

h−1
D

Figure 2.6 – Transformation d’un rectangle en polygone sans régularisation et avec régularisation
hD basée sur la consigne de transformation de SC du polygone régulièrement échantillonné (cadre
en pointillés).

l’est, à moins que le rayon soit égal à 1 :

ρout = ρin +
N∑
k=1

|u(βk)|N(ρk, σρk), (2.33)

- 44 -



2.2 - Reconstruction sur domaines polygonaux simplement connexes

où N(µ, σ) est une distribution normale de moyenne µ et d’écart-type σ et :

ρk =
1 + ρkmin

2
, (2.34)

où ρkmin est le rayon minimal correspondant aux angles βout 6= βin sur [βk, βk+1].

Sur l’exemple précédent du polygone en forme de L, un échantillonnage régulier du polygone

donne lieu au maillage du disque irrégulier du cadre en pointillés (figure 2.6). Il s’agit de la

consigne de laquelle le maillage du polygone de reconstruction doit s’approcher. La transforma-

tion hD transforme le maillage du disque correspondant au rectangle régulièrement échantillonné

à celui du disque qui s’approche au mieux de la consigne. Cela donne lieu à une grille prati-

quement régulière (voir maillage en bas à droite de la figure 2.6) où quasiment tous les points

(mis-à-part un nombre marginal) ont la même contribution.

Cette méthode de régularisation de la grille de recherche des orientations dans l’espace poly-

gonal s’avère efficace, mais sa mise en œuvre peut être laborieuse en raison du choix empirique

des paramètres u(βk), σθk , σρk qui sont relatifs au nombre de sommets K du polygone P . Il faut

définir la configuration idéale de manière empirique.

2.2.3.3 Méthode automatique

Pour l’approche automatique, la transformation inverse h−1
D est d’abord estimée.

Selon la “règle des trois sigma”, 99.7% des valeurs d’une distribution normale (normale-

repliée respectivement) d’écart-type σ et de moyenne µ se situe dans l’intervalle [µ− 3σ, µ+ 3σ]

([0, µ+ 3σ] respectivement). À partir de la consigne, la différence angulaire entre deux sommets

consécutifs est connue. On considère donc :

σθk =
βk+1 − βk+1

3
, k ∈ [1,K]. (2.35)

De même, nous avons :

σρk =
1− ρk

3
, k ∈ [1,K]. (2.36)

La fonction u(βk) est déduite de la comparaison des différences angulaires du maillage du

disque de la contrainte et de celui relatif au rectangle de résolution régulièrement échantillonné.

En analysant les maillages des disques de la figure 2.6, on voit bien que seule la moitié supérieure

du disque doit être modifiée. De plus, u(β1) = −1 car les mailles doivent êtres resserrées,

u(β2) = u(β3) = 1 et u(βk) = 0 sinon.

La méthode peut être réajustée de manière assez simple.

2.2.4 Complexité calculatoire

Le tableau 2.1 présente la complexité calculatoire des transformations de SC directe et inverse

pour une grille de NΩ points. Les méthodes et les différentes étapes de mise en œuvre sont celles
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proposées par [Dri96, DT02] (voir annexe A).

Étape Méthode Complexité

Problème des paramètres Intégration : Gauss-Jacobi NΩ

Mise-à-jour Jacobien : Broyden
√
NΩ

Intégration Intégration : Gauss-Jacobi NΩ

Inversion Initialisation : Newton NΩ

Itération : valeur initiale NΩ ×K

Tableau 2.1 – Complexité calculatoire des étapes de transformations directe et inverse de SC.

La transformation directe a une complexité numérique de O(NΩ). La transformation inverse

est basée sur le calcul préalable de la transformation directe et l’inversion a une complexité de

O(NΩ ×K).

Les régularisations angulaire et radiale ont une complexité de O(K). Les transformations de

SC directes et inverses sont calculées une fois pour estimer les termes xi, i ∈ [2,M + 1]. Les

Jacobiens des transformations SC directes et inverses sont calculés de manière analytique ou

par différenciation. Chacune des deux transformations est évaluée 4 fois pour l’estimation du

Jacobien par différentiation. La méthode analytique d’estimation du Jacobien a une complexité

en O(NΩ).

La reconstruction a une complexité calculatoire de NΩ log(NΩ) par la résolution dans le do-

maine de Fourier (voir chapitre 1.2.2.3.2). La méthode proposée a donc une complexité calcula-

toire deNΩ(logNΩ+K+2) dans la cas du calcul analytique du Jacobien et deNΩ(logNΩ+5K+9)

dans le cas du calcul par différentiation.

Cette complexité est à comparer à celle de la méthode des quadrangles pour laquelle la

reconstruction a une complexité calculatoire de
3(K−2)∑
k=1

NQk log(NQk) où NQk est le nombre de

points d’échantillonnage pour le k-ième quadrangle. Pour chaque quadrangle, la transformation

d’espace et le Jacobien correspondant sont calculés avec une complexité linéaire.

La complexité calculatoire de la méthode globale est supérieure à celle de la méthode des

quadrangles et est bien inférieure à celle de la méthode matricielle. En pratique, un facteur

d’environ 30 existe entre la méthode globale et celle des quadrangles en terme de temps de

calcul. La méthode globale par polygones est un bon compromis entre complexité calculatoire

et précision des reconstructions.

2.2.5 Résultats

Nous présentons à présent les résultats de la méthode de reconstruction globale sur supports

polygonaux simplement connexes pour des images sismiques. Nous nous comparons à la méthode
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du masque binaire [Zin12] lorsque les contraintes sont constituées d’un seul point de passage

combiné à plusieurs points de domaine. Nous comparons également nos résultats à la méthode

des quadrangles [ZDDL13] lorsque les contraintes sont constituées de plusieurs points de passage.

Les contraintes sont ajustées de manière à contourner les régions de failles ou à géométrie

complexe pour obtenir des reconstructions pertinentes.

2.2.5.1 Image sismique synthétique avec faille

Dans un premier temps, les résultats sont présentés sur une image synthétique de 300×300×
300 caractérisée par de fortes courbures (voir figure 2.7). La faille théorique apparâıt en rouge

et certaines surfaces théoriques sont présentées en bleu.

Figure 2.7 – Volume sismique synthétique faillé, modèle de faille (en rouge) et quelques surfaces
théoriques (en bleu).

La reconstruction par la méthode proposée utilise un domaine polygonal (voir figure 2.8)

défini de manière à coutourner la faille en rouge de la figure 2.7. Le masque binaire utilisé pour

la méthode du masque de [Zin12] est défini en annulant la contribution des points extérieurs

au polygone dans le domaine rectangulaire qui englobe le polygone des contraintes afin de les

exclure.

Le champ d’orientation est estimé par la méthode du tenseur de structure avec des écarts-

types de σG = 1 et σT = 2 respectivement pour le calcul du champ gradient et de la matrice

d’auto-corrélation. Le polygone de reconstruction permet d’éviter les effets de bord de la convo-

lution gaussienne (voir figure 2.8). Dans les simulations présentées, 40 itérations sont effectuées

dans le domaine de Fourier pour la méthode du masque et la méthode proposée.

La méthode du masque donne lieu à une surface qui se décale de la surface analytique une
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Figure 2.8 – Domaine de reconstruction polygonal défini par les contraintes de domaine (en
bleu) et projeté sur la surface analytique à reconstruire.

Figure 2.9 – Section de surfaces reconstruites sur la 20-ième section en x2 : théorique (en bleu),
en utilisant la méthode du masque (en vert) et la méthode proposée (en indigo).

fois la faille traversée puisque les normales sont perturbées par la présence de la faille. La mise

à zéro du masque conserve la relation de voisinage entre les normales qui ne devraient pas être

connectées. La surface à gauche de la faille est convexe alors qu’elle est concave à droite de

la faille sur la section de la figure 2.9 (la convexité ici n’est pas à confondre avec la notion

de polygone convexe). Ceci donne lieu à un écart important entre la surface théorique et celle

reconstruite par la méthode du masque.

Bien que la reconstruction soit moins précise dans les régions où la transformation de SC

aboutit à un échantillonnage large, la méthode proposée conduit à de meilleurs résultats. Le

terme d’erreur quadratique moyenne par rapport à la surface analytique est de 0.18 pixels
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en utilisant la méthode proposée lorsque la méthode du masque binaire entrâıne une erreur

quadratique moyenne de 0.97 pixels.

2.2.5.2 Image sismique réelle faillée avec régions d’occlusion

Nous considérons dans cette section une image sismique réelle présentant une faille de taille

329 × 376 × 195 contenant des régions d’occlusion à l’intérieur du volume (voir figure 2.10).

Comme les failles ainsi que les régions d’occlusion sont quasi-verticales, nous reconstruisons la

surface sismique sur le domaine représenté sur la figure 2.10 à partir d’un seul point de passage

de coordonnées (194, 208, 90).

Nous confrontons les résultats de la méthode proposée à ceux de la méthode du masque

binaire. Nous utilisons le même point de passage et le masque binaire défini par le polygone de

la figure 2.10 tout en annulant la contribution des points extérieurs au polygone dans le domaine

rectangulaire qui englobe le polygone des contraintes. Nous comparons ces résultats également

à la méthode par minimisation globale sous contrainte d’un point de passage sans utiliser de

masque.

Figure 2.10 – Image sismique contenant des failles verticales et des régions d’occlusion
contournées par le domaine défini par le polygone de sommets en bleu.

Le champ d’orientation est estimé par la méthode du tenseur de structure avec des écarts-

types de σG = 1 et σT = 2 pour le calcul du champ gradient et de la matrice d’auto-corrélation

respectivement. Le polygone de reconstruction permet d’éviter les effets de bord de la convolution

gaussienne. Nous effectuons 40 itérations dans le domaine de Fourier pour la méthode du masque

et la méthode proposée.

Les résultats de la figure 2.11 montrent que les reconstructions utilisant la méthode de

- 49 -



Reconstruction d’hypersurfaces sur domaines polygonaux

Figure 2.11 – Reconstructions d’hypersurfaces sismiques faillées sur la 172-ième section en x2

en utilisant la méthode de minimisation sous contrainte de point de passage sans le masque (en
rose), avec masque (en vert) et en utilisant la méthode proposée (en bleu).

minimisation sous contrainte d’un point de passage avec ou sans masque conduisent à des hy-

persurfaces qui s’éloignent de la structure perçue de l’hypersurface à droite de la région de la

faille alors que notre méthode conduit à de bons résultats dans toute la région faillée. Ceci est

dû au fait que même si les approches utilisent les mêmes points, ceux-ci n’ont pas la même

relation de voisinage. En effet, les côtés opposés des parties sectionnées par le polygone n’ont

pas d’impact les unes sur les autres en utilisant notre méthode ce qui l’avantage pour les mêmes

raisons que pour l’image synthétique de la partie précédente.

Les différences de reconstruction les plus marquantes sont situées sur les sections traversées

par les failles avec une différence quadratique moyenne de 2.43 pixels entre la reconstruction ob-

tenue en utilisant notre méthode et celle de la méthode du masque et 3.16 pixels en comparaison

avec la méthode sans masque.

2.2.5.3 Image sismique réelle avec réseau de failles

Nous confrontons à présent la méthode proposée à la méthode des quadrangles pour une

image sismique réelle de taille 400 × 350 × 400 contenant un réseau de failles et des structures

de bassin complexes (figure 2.12).

Le champ d’orientation est estimé à l’aide de la méthode conventionnelle du tenseur de

structure avec des écarts-types de 1 et 2 respectivement pour l’estimation du champ de gradients

et le calcul de la matrice d’auto-corrélation. Comme nous le montrons dans le dernier chapitre de

ce manuscrit, les orientations des régions présentant une convergence asymétrique sont biaisées.

Ceci a pour effet de fausser les reconstructions obtenues par optimisation globale. Les points de
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200

170

135

Figure 2.12 – Sections d’image sismique et horizons sismiques reconstruits sur le domaine po-
lygonal défini par les points de passage (en cyan). Sections frontales de la figure 2.15 (en lignes
pointillées).

passage de la figure 2.12 définissent un polygone non convexe de 9 sommets qui contourne la

région des failles afin de reconstruire la zone du bassin. Les reconstructions sont obtenues après

40 itérations dans le domaine de Fourier.

Figure 2.13 – Quadrangles déduits de la triangulation de Delaunay des points de passage (en
bleu) - quadrangles à l’intérieur du polygone convexe (en vert) et à l’extérieur (en rouge) -.

Pour la méthode globale par polygones, la reconstruction a 410×320 points d’échantillonnage.

Les quadrangles obtenus par triangulation de Delaunay sont présentés dans la figure 2.13. Le

domaine non convexe est naturellement transformé en domaine convexe en ajoutant la région en
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rouge, ce qui conduit à des reconstructions partielles supplémentaires sur l’extension du domaine.

La grille d’échantillonnage est imposée par le plus grand côté du quadrilatère, ce qui conduit à

une résolution dense mais non homogène le long de reconstructions partielles comme le montre

la figure 2.14 représentant la différence d’échantillonnage de quelques quadrangles du domaine

de reconstruction.

Figure 2.14 – Indépendance d’échantillonnage entre les quadrangles du polygone.

La figure 2.15 montre les résultats de reconstruction en utilisant notre approche globale en

comparaison avec la méthode des quadrangles sur différentes sections frontales de la donnée

sismique présentées dans la figure 2.12.

Il semble que l’aspect local de la méthode des quadrangles conduit à des reconstructions qui

divergent de l’horizon perceptible.

Les transformations de SC conduisent à des régions sous-échantillonnées visibles à gauche

du domaine polygonal. Cela affecte la précision de la reconstruction dans ces régions. Notre

méthode avec régularisation de la grille conduit à une meilleure reconstruction de l’horizon et

corrige les erreurs de reconstruction dans les régions sous-échantillonnées après transformation

de SC.

La différence absolue entre notre méthode et la méthode des quadrangles met en évidence

jusqu’à 9 pixels de différence localement et une différence absolue moyenne de 2.48 pixels sur le

domaine de reconstruction.

2.2.6 Conclusions partielles

Nous avons présenté dans la première partie de ce chapitre une alternative aux méthodes

du masque binaire et des quadrangles dans le cadre de contraintes définissant un polygone

simplement convexe. Si cette méthode présente une complexité calculatoire plus importante

que les méthodes du masque binaire et des quadrangles, elle permet de respecter plusieurs
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(a)

(b)

(c)

Figure 2.15 – Reconstructions en utilisant la méthode des quadrangles (en vert) et notre méthode
sans régularisation (en indigo) et avec régularisation (en bleu) sur les 135-ième (a), 170-ième
(b) et 200-ième (c) section en x2.

points de passage contrairement à la méthode du masque binaire. Elle est, de plus, qualifiée de

globale puisque la reconstruction est faite d’un seul tenant en opposition avec la méthode des
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quadrangles.

La méthode globale par polygones est basée sur la transformation du polygone défini par les

contraintes en rectangle et ce par la combinaison de transformations de SC directe et inverse ainsi

que d’une régularisation du maillage si nécessaire. La châıne de transformations est conforme,

ce qui permet de reconstruire la surface de manière rapide par transformée de Fourier.

Cette méthode requiert d’ordonner les points de domaine ou de passage qui, par ailleurs,

ne peuvent pas être imposés à l’intérieur du domaine de reconstruction. Pour répondre à cette

problématique, nous proposons une approche incrémentale où les contraintes à l’intérieur du

domaine polygonal font l’objet d’une reconstruction séparée par la méthode présentée dans cette

première partie. Une deuxième reconstruction permet d’étendre le domaine tout en conservant la

reconstruction à l’intérieur du domaine. Cette nouvelle approche sera qualifiée de quasi-globale.

2.3 Reconstruction sur domaines imbriqués

2.3.1 Problématique

Vis-à-vis de l’application sismique considérée, le cadre de travail naturel pour un géologue

ou un géophysicien consiste à imposer et modifier des contraintes pour obtenir des reconstruc-

tions fidèles à la structure perçue des textures directionnelles. À cette fin, des points de passage

peuvent être ajoutés à l’intérieur du domaine, des régions complexes situées à l’intérieur du

domaine peuvent être contournées, ou le domaine de reconstruction peut être étendu à partir

d’une reconstruction initiale juste et à conserver. Dans ces deux derniers cas de figure, l’approche

globale que nous proposons dans la section 2.2 ne peut pas être utilisée puisque le domaine de

reconstruction n’est pas simplement connexe. En outre, la méthode des quadrangles ne permet

également pas de toujours répondre à ces configurations. Bien qu’elle respecte un nombre quel-

conque de points de passage, elle ne peut être utilisée que dans le cas de géométries simplement

connexes et convexes. Par ailleurs, il n’est pas garanti qu’elle préserve les maillages quadran-

gulaires reconstruits lors de l’ajout de contraintes supplémentaires ou la modification de celles

déjà imposées.

Dans l’approche présentée dans cette section, les points de passage définissent des polygones

imbriqués (figure 2.16) pris en compte dans la reconstruction de manière incrémentale sous la

forme de contraintes de valeurs. Le polygone dit intérieur, délimitant la région de plus petite

aire, donne lieu à une première reconstruction en utilisant la méthode globale de la section 2.2.

Les autres polygones sont considérés de manière progressive dans l’ordre croissant des aires des

régions qu’ils délimitent. Le domaine de reconstruction est alors étendu de manière continue sous

la forme de couronnes délimitées chacune par le polygone courant dit extérieur et le polygone

précédent dit intérieur. Dans la figure 2.16, la couronne de la deuxième étape est délimitée par

les polygones des contraintes en bleu et en vert. À chaque étape, la couronne de reconstruction

est délimitée par le polygone reconstruit à l’étape précédente, dit le noyau, et le polygone qui
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Figure 2.16 – Domaines imbriqués définis par les contraintes de points de passage en couleur.

l’englobe. Il s’agit d’un polygone doublement connexe.

De la même manière que précédemment, l’objectif est de conserver le caractère à la fois rapide

et global de la reconstruction. Comme il s’agit d’une méthode incrémentale par croissance de

régions imbriquées, nous la désignerons comme étant une méthode “quasi-globale” en contraste

avec la méthode globale de la section 2.2.

La résolution rapide de l’EDP respecte les contraintes exprimées à la frontière extérieure

du domaine. Aussi, pour respecter conjointement les contraintes intérieures et extérieures de

chaque couronne, nous introduisons deux schémas de châınes de transformations à combiner.

Cette combinaison se fait a posteriori ou à la volée.

Afin de conserver le caractère rapide de la reconstruction, la couronne du domaine polygonal

est transformée en domaine rectangulaire pour la résolution. Pour ce faire, nous nous sommes

naturellement intéressés à la variante de la transformation de Schwarz-Christoffel étendue au

cas d’un polygone doublement connexe.

Dans la suite de cette section, nous présentons la transformation de SC dans le cadre d’un

polygone doublement connexe avant de présenter les châınes de transformations utilisant toutes

les deux les variantes de la transformation de SC simplement connexe. Nous présenterons fina-

lement les résultats de la méthode sur des images sismiques avant de les comparer à ceux de la

méthode des quadrangles.

2.3.2 Transformation de Schwarz-Christoffel dans le cas doublement connexe

La transformation de SC a initialement été proposée dans le cadre de polygones simplement

connexes vérifiant le théorème de Jordan. Dans les cas multiplement connexes, la formalisation

de la transformation a été présentée dans le début des années 2000 [DEP04, DeL06] et utilise

des produits croisés. Cependant, l’intégration est difficile à calculer numériquement à cause des
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termes croisés. Ceci rend les estimations des transformations directes et inverses compliquées.

Cependant, il existe une extension naturelle de l’expression de la transformation de SC dans le

cas de régions doublement connexes en substituant le disque unité D par un anneau de rayon

extérieur unitaire. Cette extension donne lieu à un nombre réduit de paramètres à estimer en

comparaison au cas multiplement connexe et n’introduit pas de forte complexité calculatoire

supplémentaire.

Dans cette partie, nous nous intéressons aux couronnes délimitées par des contours intérieurs

et extérieurs qui définissent des régions grandissantes. Chaque couronne représente un polygone

doublement connexe. Son contour intérieur est défini par le polygone des contraintes extérieures

du noyau et son contour extérieur est défini par les points de passage englobant le noyau (voir

figure 2.17).

P

w08 w01

w02

w03

w04w05

w06

w06

w11

w12

w13

w14

w15

w16

w17

w18

w19

P0

P1

β11

β01

Figure 2.17 – Région doublement connexe P définie par le polygone intérieur P1 et extérieur
P0.

Soit P le polygone doublement connexe délimité par un polygone extérieur

P0 = w01, w02, . . . , w0L et un polygone intérieur P1 = w11, w12, . . . , w1K (figure 2.17), il existe

[Hen93] un unique nombre µ > 0 garantissant une transformation conforme de l’anneau

Aµ = {z \ µ < |z| < 1} vers P . En posant Θ(z, µ) =
∞∏
j=1

(1− µ2j−1z)(1− µ2j−1z−1) [DEP01],

cette transformation s’exprime par :

∀z ∈ A, fP,µ(z) = a+ c

z∫
0

L∏
k=1

(Θ(
s

µz0k
))−β0k

K∏
k=1

(Θ(
µs

z1k
))−β1kds, (2.37)

où a, c ∈ C, β0k, z0k, β1k, z1k sont respectivement les angles et les pré-sommets de P0 et de P1.

Notons que le paramètre µ est intrinsèque au polygone choisi. Aussi, en dehors de cas par-
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f−1
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P
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Figure 2.18 – Transformations de SC directe et inverse entre le polygone P doublement connexe
et l’anneau Aµ.

ticuliers, deux polygones distincts correspondent à des anneaux de rayon intérieur différents.

La dérivée de la transformation de SC doublement connexe s’exprime :

∀z ∈ A, f ′P,µ(z) = c
L∏
k=1

(Θ(
z

µz0k
))−β0k

K∏
k=1

(Θ(
µz

z1k
))−β1k . (2.38)

Aussi, les termes du Jacobien direct s’expriment :

JfP,µ(x1
1, x

2
1) =

<[f ′P,µ(x1
1)] −=[f ′P,µ(x1

1)] 0

<[f ′P,µ(x2
1)] −=[f ′P,µ(x2

1)] 0

0 0 1

 . (2.39)

La transformation de SC étant inversible, son inverse f−1
P,µ transforme un polygone double-

ment connexe P en anneau Aµ. De même que précédemment, l’estimation de la transformation

inverse se ramène à estimer f−1
P,µ(w),∀w ∈ P . Or, il n’existe pas d’expression analytique pour la

transformation inverse de SC. Son estimation se fait à partir de l’estimation des paramètres de

la transformation de SC directe puis la dérivation et l’inversion de l’équation :

w = f(z). (2.40)

Le Jacobien Jf−1
P,µ

de la transformée inverse de SC est obtenu en calculant celui de la trans-

formation directe fP,µ sur les points de l’anneau Aµ puis en l’inversant (voir équation (1.30)).

Jf−1
P,µ

(x1
1, x

2
1) = [JfP,µ(x1

1, x
2
1)]
−1

(2.41)

En pratique, huit termes suffisent pour le calcul de Θ(z, µ) [Hu98]. Aussi, la complexité

calculatoire de la transformation directe de SC dans le cas doublement connexe est équivalente
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à celle de la transformation de SC dans le cas simplement connexe, à savoir en O(NΩ). La

transformation inverse est basée sur le calcul préalable de la transformation directe et l’inversion

a une complexité de O(NΩ ×K) de même que pour le cas simplement connexe.

2.3.3 Châıne de transformations d’espace pour la reconstruction d’une cou-

ronne

De même que pour le cas simplement connexe, la transformation d’espace a pour but de

transformer le polygone de reconstruction en domaine rectangulaire régulièrement échantillonné

pour la résolution rapide de l’EDP. Or, étant donné que la couronne de reconstruction est un

polygone doublement connexe, celle-ci donne lieu a un rectangle doublement connexe.

Les tailles des contours extérieur et intérieur du rectangle de résolution ainsi que l’empla-

cement du contour intérieur peuvent être choisis librement. Néanmoins, étant donné que les

transformations de SC concernent des anneaux concentriques, l’idéal est de considérer un rec-

tangle concentrique pour domaine de résolution afin de ne pas introduire de dissymétrie dans les

régions et dégrader la qualité de l’application de la transformation de SC. La région intérieure du

rectangle doublement connexe ne doit pas être prise en compte pour la solution de l’EDP car elle

correspond à des régions où la reconstruction n’est pas recherchée. Dans le schéma de résolution

de l’EDP, un masque binaire dont les valeurs s’annulent à l’endroit du rectangle intérieur est

utilisé.

Le schéma de résolution rapide dans le domaine de Fourier de l’équation (1.21) concerne

des contraintes exprimées sous la forme d’un point de passage unique ou de plusieurs points de

passage sous forme d’une frontière extérieure. Étant donné que la reconstruction d’une couronne

doit respecter à la fois les polygones extérieur et intérieur, l’approche proposée met en œuvre

deux voies de résolution (figure 2.19) respectant alternativement les contraintes de passage sur

chacun des contours intérieur et extérieur. La combinaison des deux schémas permet le respect de

l’ensemble des contraintes de points de passage tout en préservant les reconstructions précédentes

par la définition du domaine polygonal doublement connexe.
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fR,µ2

gµ1,µ2

f−1
P,µ1

hµ1

f−1
P,µ1

R

Aµ2

PF1

P

Aµ1

Aµ1

PF2

F1

F2

Figure 2.19 – Châıne de transformations d’espace du support polygonal délimité par P en support
rectangulaire défini par R sans inversion F1 (en bleu) et avec inversion F2 (en jaune).
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2.3.3.1 Respect des contraintes extérieures

La première reconstruction se fait par le biais d’une châıne de transformations d’espace notée

F1 qui permet de transformer la région doublement connexe P , délimitée par les contraintes de

point de passage, en domaine rectangulaire doublement connexe R. La châıne F1 donne lieu

à une reconstruction respectant les contraintes sur la frontière extérieure de P . Elle comporte

naturellement une transformation de SC inverse et directe :

• la transformation de SC inverse f−1
P,µ1

du polygone P en anneau Aµ1 ,

• la transformation de SC directe fR,µ1 de l’anneau Aµ1 en rectangle de résolution R.

fR,µ2
gµ1,µ2 f−1

P,µ1

R Aµ2
PF1Aµ1

f−1
R,µ2

gµ2,µ1
fP,µ1

Figure 2.20 – Châıne de transformations d’espace du support polygonal délimité par P en support
rectangulaire défini par R conservant les contraintes extérieures.

Dans ce cas, le rectangle de résolution est nécessairement celui lié à l’anneau de rayon intérieur

µ1 et donc imposé par le polygone P . Cependant, il ne s’agit pas de la configuration la plus

pertinente. En effet, la taille du rectangle intérieur influence les relations de voisinage entre les

points des contours ainsi que la contribution des points de la grille polygonale. Un rectangle

intérieur de faible dimension implique une forte contribution des points du contour initialement

éloignés dans le domaine polygonal mais permet de tenir compte des contributions des points

de la grille polygonale sans augmenter le nombre de points d’échantillonnage. Un rectangle

intérieur de grande dimension sépare la contribution des points des contours mais nécessite

une augmentation drastique de la densité de la grille de résolution. Un compromis est donc

nécessairement à trouver.

De ce fait, nous différencions l’anneau Aµ1 relatif au polygone P et l’anneau Aµ2 de rayon

intérieur µ2 relatif au rectangle. Nous introduisons une transformation intermédiaire d’adapta-

tion de rayon entre les anneaux Aµ1 et Aµ2 . La transformation F1 se compose au final de trois

transformations (voir figure 2.20) :

• la transformation de SC inverse f−1
P,µ1

du polygone P en anneau Aµ1 ,

• la transformation d’adaptation de rayons de Aµ1 en Aµ2 qu’on notera gµ1,µ2 dont la

transformation inverse est notée gµ2,µ1 . Il s’agit d’une transformation de Möbius qui

s’exprime en coordonnées polaires par :

z(ρ1, θ1) 7→ z(ρ2, θ2) = (
ρ1 − µ1

1− µ1
(1− µ2) + µ2, θ1) (2.42)
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• la transformation de SC directe fR,µ2 de l’anneau Aµ2 en rectangle de résolution R.

Cette transformation s’exprime donc comme suit :

F1 = fR,µ2 ◦ gµ1,µ2 ◦ f−1
P,µ1

. (2.43)

Selon l’équation (1.36), le Jacobien JF de la châıne de transformation F s’exprime :

JF1 = JfR,µ2 (x1
3, x

2
3)× Jgµ1,µ2 (x1

2, x
2
2)× Jf−1

P,µ1

(x1
1, x

2
1) (2.44)

où (x1
i , x

2
i ), i ∈ [2, 4] est l’image de la grille (x1

1, x
2
1) de P par la composée des f1 ◦ · · · ◦ fi

composantes de la châıne de transformation.

La transformation d’espace inverse F−1
1 transformant le rectangle R en polygone P s’exprime

comme suit (voir figure 2.20) :

F−1
1 = (fR,µ2 ◦ gµ1,µ2 ◦ f−1

P,µ1
)
−1

(2.45)

= fP,µ1 ◦ gµ2,µ1 ◦ f−1
R,µ2

(2.46)

Son Jacobien JF
−1
1 s’exprime :

JF
−1
1 = JfP,µ1 (x1

2, x
2
2)× Jgµ2,µ1 (x1

3, x
2
3)× Jf−1

R,µ2

(x1
4, x

2
4). (2.47)

La grille régulière (x1
4, x

2
4) en R donne lieu à la grille notée PF1 = (x1

1, x
2
1) respectant les

contours intérieur et extérieur de P par la transformation F1. Elle présente une plus grande

densité sur le contour extérieur à conserver.

2.3.3.2 Respect des contraintes intérieures

La seconde reconstruction se fait par le biais d’une châıne de transformations d’espace

notée F2 semblable à F1 qui permet également le passage au domaine rectangulaire double-

ment connexe R. La châıne F2 doit donner lieu à une reconstruction respectant les contraintes

sur la frontière intérieure de P .

fR,µ2
gµ1,µ2

R Aµ2

PF2
Aµ1 Aµ1

f−1
R,µ2

gµ2,µ1

hµ1

hµ1

f−1
P,µ1

fP,µ1

Figure 2.21 – Châıne de transformations d’espace du support polygonal délimité par P en support
rectangulaire défini par R conservant les contraintes intérieures.
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Or, la résolution rapide de l’EDP par passage dans le domaine de Fourier est possible sous

contraintes exprimées sur la frontière extérieure du domaine de résolution. L’objectif est donc

de transformer les contraintes intérieures en contraintes extérieures. Pour ce faire, il suffit d’une

inversion d’espace. Elle se fait en intercalant une transformation de Möbius supplémentaire hµ1
de l’anneau Aµ1 en anneau de rayon extérieur unitaire et rayon intérieur µ1 s’exprimant :

hµ1 : z 7→ µ1/z. (2.48)

Cette transformation renvoit le centre de l’anneau vers l’infini, et les points à l’extérieur vers

le centre. Plus particulièrement, le contour extérieur de Aµ1 se transforme en contour intérieur

et vice versa.

La transformation F2 se compose donc de quatre transformations (voir figure 2.21) :

• la transformation de SC inverse f−1
P,µ1

du polygone P en anneau Aµ1 ,

• la transformation d’inversion d’espace hµ1 de l’anneau Aµ1 ,

• la transformation d’adaptation de rayons gµ1,µ2 de Aµ1 en Aµ2 ,

• la transformation de SC directe fR,µ2 de l’anneau Aµ2 en rectangle de résolution R.

Cette transformation s’exprime donc comme suit :

F2 = fR,µ2 ◦ gµ1,µ2 ◦ hµ1 ◦ f−1
P,µ1

. (2.49)

Selon l’équation (1.36), le Jacobien JF2 de la châıne de transformation F2 s’exprime :

JF2 = JfR,µ2 (x1
4, x

2
4)× Jgµ1,µ2 (x1

3, x
2
3)× Jhµ1 (x1

2, x
2
2)× Jf−1

P,µ1

(x1
1, x

2
1). (2.50)

La transformation d’espace inverse F−1
2 transformant le rectangle R en polygone P s’exprime

comme suit (voir figure 2.20) :

F−1
2 = (fR,µ2 ◦ gµ1,µ2 ◦ hµ1 ◦ f−1

P,µ1
)
−1

(2.51)

= fP,µ1 ◦ hµ1 ◦ gµ2,µ1 ◦ f−1
R,µ2

(2.52)

Son Jacobien JF
−1
2 s’exprime :

JF
−1
2 = JfP,µ1 (x1

2, x
2
2)× Jhµ1 (x1

3, x
2
3)× Jgµ2,µ1 (x1

4, x
2
4)× Jf−1

R,µ2

(x1
5, x

2
5). (2.53)

La grille régulière (x1
5, x

2
5) en R donne lieu à la grille notée PF2 = (x1

1, x
2
1) respectant les

contours intérieur et extérieur de P par la transformation F2. Elle présente une plus grande

densité sur les contours intérieurs à conserver.
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2.3.3.3 Combinaison des contraintes intérieures et extérieures

La combinaison des transformations F1 et F2 respectant respectivement les contraintes

extérieures et intérieures s’appuie sur la transformation des grilles PF1 et PF2 en une seule

et même grille. Celle-ci correspond au maillage régulièrement échantillonné de P (voir figure

2.22). Le passage de PF1 et PF2 en P se fait par une interpolation bilinéaire.

PF2
PF1

P

Figure 2.22 – Maillage du polygone par transformations F1 et F2 et grille finale.

La densité de la grille d’échantillonnage issue de la transformation de R en P est la plus forte

au niveau des contraintes conservées respectivement par les châınes F1 et F2 (voir figure 2.22).

Aussi, la combinaison des deux reconstructions ne souffre pas, de manière générale, de l’impact

des grilles sous-échantillonnées par endroits relatif aux transformations de SC. Néanmoins, à

l’instar du cas simplement connexe, les grilles peuvent être régularisées, si nécessaire, en insérant

une transformation de régularisation du maillage au niveau de l’anneau Aµ1 .

Chaque nœud de la grille de reconstruction finale est pondéré selon une fonction décroissante

allant de 1 sur la frontière de la contrainte respectée à 0 sur la frontière opposée. La fonction

de pondération est issue de la grille de l’anneau Aµ1 . Notons W2 la fonction de pondération

respectant les contraintes intérieures, nous choisissons la fonction de pondération comme étant

une Gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type σW = 1−µ1
3 . La relation entre la fonction de

pondération respectant les contraintes intérieures et la fonction de pondération W2 respectant

les contraintes extérieures est :

W1 = 1−W2. (2.54)

Afin de combiner les deux châınes de transformations pour pouvoir respecter à la fois les

contraintes intérieures et extérieures, nous proposons une méthode “à la volée” et une méthode

dégradée et plus rapide “a posteriori”.

Pour la méthode de combinaison à la volée, le terme de pondération intervient dans l’ex-

pression du résidu de l’équation (1.4) à l’instar de la méthode du masque. Notons rk,F1 et rk,F2

les résidus de la k-ième itération de la résolution de l’EDP, le résidu rk à la k-ième itération

s’exprime :

rk(xM+1) = W1rk,F1(xM+1) + (1−W1)rk,F2(xM+1), (2.55)
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ou encore en fonction de W2 comme suit :

rk(xM+1) = (1−W2)rk,F1(xM+1) +W2rk,F2(xM+1). (2.56)

Les résidus rk,F1 et rk,F2 sont calculés sur la grille régulière en P . Cette approche garantit

de minimiser l’écart du gradient de la reconstruction finale par rapport au pendage.

La méthode de combinaison a posteriori est une version dégradée mais plus rapide. Elle

consiste à combiner les deux reconstructions issues des deux châınes de transformations

séparément de sorte à respecter à la fois les contraintes intérieures et extérieures de P . No-

tons τF1 et τF2 les reconstructions issues respectivement des châınes de transformations τF1 et

τF2 et interpolées sur la grille régulièrement échantillonnée en P . La reconstruction finale τM

s’exprime alors :

τM = W1τF1 + (1−W1)τF2 , (2.57)

ou encore en fonction de W2 comme suit :

τM = (1−W2)τF1 +W1τF2 . (2.58)

La combinaison des reconstructions a posteriori permet une plus grande liberté dans la

combinaison. La fonction de pondération n’intervient qu’à l’étape finale et non pas dans chaque

étape de la résolution de l’EDP. Cependant la reconstruction finale peut ne pas respecter, par

endroits, le champ d’orientation sous-jacent contrairement à la reconstruction avec combinaison

à la volée.

2.3.4 Résultats

L’approche proposée est confrontée à la méthode des quadrangles dans le cas d’une image

sismique réelle 400× 350× 400 qui comporte des structures chenalisantes complexes.

Les points de passages (figure 2.24) définissent deux polygones imbriqués : le polygone

intérieur à 9 sommets est concave tandis que le polygone extérieur à 8 sommets est convexe. Le

champ d’orientaton est estimé par la méthode classique du tenseur de structure [Big86, Don99]

avec des écarts-types égaux respectivement à 1 et 2 pour l’estimation du champ de gradients

et le calcul de la matrice d’autocorrélation. Les reconstructions sont effectuées à l’aide de 40

itérations dans le domaine de Fourier.

Pour l’approche proposée, le domaine intérieur associé au premier polygone est tout d’abord

reconstruit sur 180×180 points d’échantillonnage. Dans un second temps, la couronne délimitée

par les deux polygones est reconstruite sur 160× 205 points d’échantillonnage. Pour la méthode

des quadrangles, le nombre de points d’échantillonnage de chaque partie quadrangulaire est

imposé par la longueur maximale des côtés [ZDL12].

La figure (2.23) fait apparâıtre les quadrangles issus de la triangulation de Delaunay en
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(a) (b)

Figure 2.23 – Quadrangles issus des points de passage du polygone intérieur (a) et de l’ensemble
des polygones (b).

utilisant respectivement comme contraintes les sommets du polygone intérieur concave (figure

2.23.a) et des deux polygones (figure 2.23.b). Comme attendu, l’ensemble des parties quadran-

gulaires forme une région convexe incluant des quadrangles supplémentaires (en rouge). Il est

à noter que, sur cet exemple, les quadrangles définis par les sommets du polygone intérieur

appartiennent à l’ensemble de ceux définis par les sommets des deux polygones (figure 2.23.b).

Figure 2.24 – Polygones de contraintes et horizons sismiques reconstruits respectivement sur le
domaine intérieur (en jaune) et sur la couronne (en bleu).

La figure 2.24 montre les structures chenalisantes reconstruites par les deux étapes de notre

méthode. Les reconstructions des deux approches comparées sont représentées (figure 2.25) sur

une section de la donnée sismique. Il apparâıt que la reconstruction obtenue par la méthode

des quadrangles s’éloigne sensiblement de l’horizon visible recherché tandis que notre méthode
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Figure 2.25 – Horizon sismique reconstruit sur le domaine extérieur (en bleu) et par la méthode
des quadrangles (en vert).

Figure 2.26 – Différence absolue de reconstruction (en pixels) entre la méthode des quadrangles
et la méthode proposée.

reconstruit au plus près sa géométrie. La différence absolue entre les reconstructions (figure

2.26) met en évidence des différences significatives sur tout le domaine de reconstruction notam-

ment valant 11 pixels par endroits. Étant donné qu’un pixel correspond à environ 10 mètres, la

différence est significative lors de l’étape d’exploration.

2.3.5 Conclusions partielles

Dans cette section, nous avons pallié une limitation de la méthode globale de la section 2.2

concernant la définition de points de passage à l’intérieur du polygone de reconstruction. Une

approche incrémentale sur supports imbriqués et grandissants donne lieu à une méthode dite

quasi-globale.

Cette méthode se base sur la combinaison de deux châınes de transformations conformes
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respectant alternativement les contraintes sur les contours extérieur et intérieur du domaine de

reconstruction doublement connexe.

Chacune des châınes se compose de trois transformations communes : une transformation

de SC doublement connexe directe, une transformation de SC doublement connexe inverse et

une transformation d’adaptation de rayons d’anneaux. Le respect des contraintes intérieures se

fait par le biais d’une transformation supplémentaire d’inversion d’espace. La forme relativement

simple de la transformation de SC dans le cas doublement complexe donne lieu à une complexité

calculatoire comparable à celle du cas simplement connexe.

Les reconstructions quasi-globales incrémentales permettent de conserver les reconstructions

fiables tout en préservant le caractère global de la méthode, ce qui donne lieu à de meilleurs

résultats que par la méthode des quadrangles.

2.4 Résumé des contributions et conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit, pour la première fois dans le cadre applicatif de

l’interprétation des images sismiques, la notion de transformations conformes permettant la

résolution à la fois globale et rapide de l’EDP reliant l’hypersurface au pendage. Ces trans-

formations modifient le domaine défini par les points de passage en un domaine rectangulaire

régulièrement échantillonné donnant lieu à une résolution rapide par transformée de Fourier.

Nous avons proposé deux méthodes de reconstruction d’hypersurfaces dans un espace vecto-

riel à 3 dimensions selon l’organisation des contraintes de points de passage.

Lorsque les points de passage sont ordonnés sous forme de contour d’un polygone, une châıne

constituée de transformations de Schwarz-Christoffel directe et inverse transforme le domaine

polygonal simplement connexe en rectangle de résolution. Afin de traiter la problématique des

grilles non-régulières induites par les transformations de Schwarz-Christoffel, nous avons proposé

une transformation optionnelle pour régulariser la grille d’échantillonnage des pendages. Si la

seule méthode permettant jusque là de respecter diverses contraintes de passage dans un temps

quasi-réel est la méthode des quadrangles, celle-ci est néanmoins locale du fait de la juxtaposition

de reconstructions partielles et nécessite que le polygone des contraintes soit convexe. Par contre,

notre méthode est globale et sans contraintes de convexité du domaine. Les résultats pour des

régions complexes pouvant être contournées par un polygone concave montrent la supériorité

de notre méthode par rapport à celle des quadrangles. Dans le cas d’un seul point de passage

et d’un domaine de forme polygonale, notre méthode permet de ne pas prendre en compte

des relations de voisinage erronées, comme dans le cas de failles, et donne également lieu à de

meilleurs résultats que par la méthode du masque binaire.

Lorsque des points de passage sont définis à l’intérieur du contour polygonal, la méthode

globale ne peut pas être utilisée. Nous avons donc proposé dans la seconde partie de ce chapitre

une méthode incrémentale en considérant des couronnes imbriquées délimitées par les contraintes
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de points de passage. L’initialisation se fait en reconstruisant le noyau simplement connexe par

la méthode globale de la première partie du chapitre. L’approche pour les supports imbriqués

se base sur la combinaison de deux châınes de transformations afin de transformer le polygone

doublement connexe des contraintes en rectangle régulièrement échantillonné à chaque étape. La

première châıne permet de respecter les contraintes sur le contour extérieur du domaine et met

en œuvre des transformations d’espace de Schwarz-Christoffel doublement connexes ainsi que des

transformations de Möbius. La seconde châıne respecte les contraintes sur le contour intérieur

du domaine et ce, notamment, à travers l’inversion du domaine ce qui permet de transformer

les contraintes intérieures en contraintes extérieures pour la résolution rapide de l’EDP. Les

résultats obtenus montrent de meilleures reconstructions que par la méthode des quadrangles.

Parmi les perspectives de ces méthodes, un premier point concerne l’accroissement automa-

tique du domaine de reconstruction. Ce processus peut être basé sur une mesure de similarité de

forme dans chaque direction de l’espace pour déterminer la forme du nouveau support avec un

taux d’accroissement fixe jusqu’à recouvrir la totalité de la donnée. Ainsi, les reconstructions aux

premières étapes sont fiables et leurs contours le sont également, ce qui impose des contraintes de

points de passage fidèles aux textures donnant lieu à des reconstructions de meilleure qualité que

par un procédé de reconstruction en un seul temps sur l’ensemble de la donnée. Un second point

concerne le cas multiplement connexe. Il s’agit ici de fixer les reconstructions justes sur plusieurs

domaines suffisamment séparés spatialement et d’imposer plus de contraintes à respecter dans la

région englobant l’ensemble des sous-régions non connexes. Bien que la complexité calculatoire

résultante associée soit très importante, il est vraisemblable que le calcul des transformations

de Schwarz-Christoffel multiplement connexes puisse être effectué dans un temps raisonnable et

compatible avec l’interaction dans un avenir relativement proche.
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3.5 Résumé des contributions et conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

- 70 -



Estimation d’orientation par transformation d’espace et tenseur de structure

3.1 Introduction

Conformément à la section 1.2.1, le champ d’orientation est défini comme étant le champ

normal (voir figure 1.2) à la pente en tout point de l’image. Pour les textures directionnelles, le

champ d’orientation fournit des caractéristiques clés de l’organisation des structures direction-

nelles, telles que la courbure, l’anisotropie et la régularité. Dans ce chapitre, la reconstruction

d’hypersurfaces s’inscrit dans un contexte d’estimation récursive afin d’améliorer l’estimation

du champ d’orientation qui donne lieu, in fine, à des reconstructions de meilleure qualité comme

nous le verrons plus loin. L’estimation du champ d’orientation est ici à la fois un outil et une

finalité.

Les histogrammes d’orientation, tels que Scale-Invariant Feature Transform (SIFT) [Low04,

KS04] ou Histogram of Oriented Gradients (HOG) [DT05], jouent un rôle majeur dans le trai-

tement d’images et la vision par ordinateur dans des contextes de reconnaissance, d’indexa-

tion d’images et de définition de structures à partir du mouvement. Toutefois, si ces appli-

cations précédentes peuvent se satisfaire d’un champ d’orientation décrit selon un nombre li-

mité de valeurs, d’autres applications impliquant l’analyse d’images texturées directionnelles

denses imposent une connaissance précise du champ d’orientation. C’est le cas notamment

pour des applications d’amélioration et d’interprétation des images d’empreintes digitales

[HWJ98, YFJ11, SM93], de régularisation d’images [TD05], de segmentation [RBD03], de

synthèse de textures [Pey09, AYD+15] et d’estimation de courbure [DBK98].

Les méthodes numériques d’estimation de l’orientation ont été largement discutées au cours

des trois dernières décennies. Elles se basent principalement sur l’analyse directionnelle de l’image

d’intensité tandis que certaines parmi elles sont fondées sur une approche par apprentissage

supervisée.

Les premières méthodes dépendent des dérivées spatiales des images d’intensité [Big86,

Knu89, VV95, RS89, BWB+06, B+06]. La plus populaire est basée sur le tenseur de struc-

ture [Big86, Knu89, VV95]. La méthode du tenseur de structure notée ST, consiste tout d’abord

à estimer les composantes des vecteurs gradients en utilisant une combinaison de filtres dérivatifs

passe-haut et de filtres passe-bas orthogonaux. Le champ gradient obtenu est souvent sujet à des

distorsions locales en raison de crêtes, de vallées, de bruit, d’artefacts d’échantillonnage, etc. Une

régularisation non-linéaire est alors effectuée en utilisant une décomposition en éléments propres

de la matrice d’autocorrélation locale convoluée par un filtre passe-bas généralement de type

gaussien. L’orientation locale correspond au vecteur propre associé à la valeur propre la plus

élevée. Cependant, dans le cas de certaines géométries complexes de textures directionnelles,

telles que les régions de convergence non linéairement distribuée, de courbure asymétrique (voir

figure 3.1.a) ou de superposition de géométries, la méthode ST conduit à un champ d’orientation

biaisé. Le traitement des données structurelles, soit des gradients, soit des champs tensoriels, doit

être adapté afin de limiter le biais d’orientation induit par la géométrie locale de configurations

texturales particulières. Premièrement, une plus grande taille de fenêtre spatiale pour calculer
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le tenseur de structure induit une détérioration en termes de biais de l’estimation d’orientation

correspondant à ces régions (figure 3.1.b). Deuxièmement, les méthodes de régularisation des

champs tensoriels par tenseurs de diffusion [PFA06, AFPA06] ou par filtrage adaptatif [TDB10]

peuvent également être utilisées. Cependant, ces approches considèrent les champs tensoriels,

et non pas les champs d’orientation, comme des entrées/sorties. Si les tenseurs en entrée sont

biaisés en termes d’estimation d’orientation, i.e. vecteurs propres principaux, la régularisation du

champ de tenseur ne pourra pas supprimer le biais d’une distribution non-linéaire des tenseurs

en entrée. Troisièmement, des variantes robustes [BWB+06, B+06] de la méthode ST ont été

introduites plus particulièrement dans le contexte des mélanges de populations. Le fil conduc-

teur de ces variantes consiste à adopter une pondération sur les vecteurs gradients pour calculer

le tenseur de structure local. Ici, la contribution de chaque vecteur gradient est pondérée en

fonction de sa distance au point central dans la fenêtre voisine ainsi que de sa conformité à la

tendance centrale. Néanmoins, la pondération n’est pas basée sur la géométrie locale.
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Figure 3.1 – Texture directionnelle synthétique de géométries circulaires et hyperboliques juxta-
posées (a) avec représentation des tailles de lissage pour l’estimation du gradient (en orange)
et différentes tailles pour le calcul du tenseur de structure (en vert et cyan) conduisant à une
erreur d’estimation en degrés (b) sur la ligne bleue à partir des indexes en x1 de i1 à j1 sur
laquelle la variation de la courbure augmente

D’autres méthodes basées sur des bancs de filtres directionnels [BS92, BW02, JPHP00] ont

été proposées. Elles relient l’orientation au filtre directionnel qui fournit la réponse la plus élevée.

L’orientation peut également être estimée à l’aide de filtres en quadrature [KW87, Big94]. Ces

méthodes consistent à filtrer l’image avec un ensemble de filtres directionnels en quadrature et

à combiner les images filtrées. Cependant, ces méthodes fournissent moins de précision que la

- 72 -



3.1 - Introduction

méthode du tenseur de structure. Ceci est dû au nombre limité de filtres qui définit la qualité

de l’estimation.

Dans le cas des images sismiques, Claerbout [Cla92] et ultérieurement Fomel [Fom02] ont

proposé la méthode des filtres de destruction d’ondes planes, dite “Plane Wave Destruction”

(PWD), qui est basée sur l’équation d’onde plane locale. L’orientation est déterminée par convo-

lution des données avec un filtre 2D appelé filtre d’annihilation et en utilisant la méthode du

gradient. Les oscillations de haute fréquence dans l’estimation d’orientation sont supprimées à

l’aide d’un filtrage passe-bas approprié.

Les méthodes basées sur des approches par apprentissage [Abe05, WAW13] consistent à

construire un dictionnaire exhaustif de toutes les configurations possibles à l’aide d’un ensemble

d’images dit d’apprentissage. L’orientation locale correspond à la configuration la plus proche

dans le dictionnaire. Bien que ces méthodes soient relativement robustes au bruit, la construc-

tion du dictionnaire est habituellement un processus fastidieux. Le dictionnaire est aussi large

que les configurations possibles sont nombreuses. Sa qualité définit la précision de l’estimation.

Ces méthodes ne sont pas utilisables dans le cas d’images sismiques ou de matériaux où les

configurations possibles sont pratiquement en nombre infini.

Nous présentons dans ce chapitre un canevas d’estimation récursive d’orientation qui repose

sur les méthodes de tenseur de structure et tient compte de la géométrie locale à travers un

modèle de transformation d’espace. On peut noter que l’idée de modéliser la géométrie locale a

été abordée pour l’estimation de la courbure locale [WVVG01]. Pour que la méthode d’estimation

d’orientation soit invariante vis-à-vis de la géométrie locale, nous proposons de décrire celle-ci

par un ensemble d’hypersurfaces appelé flux d’hypersurfaces. En partant de l’hypothèse que le

biais du tenseur de structure est plus faible dans un espace aplani, nous déduisons, ensuite,

une transformation d’espace paramétrique entre le flux d’hypersurfaces et un flux horizontal

parallèle. Le modèle de transformation paramétrique est appliqué au champ de gradients et

l’orientation moyenne est obtenue à partir du tenseur de structure [DDB15a]. La transformation

peut également être appliquée à l’image d’intensité qui conduit au calcul du champ de gradients

localement aplani sur lequel la méthode du tenseur de structure est appliquée [DDB15b]. Ce

processus est itéré pour définir des transformations spatiales plus précises, ce qui conduit à une

estimation d’orientation plus fine.

Ce chapitre s’organise comme suit. Nous présentons tout d’abord la méthode du tenseur de

structure et sa variante robuste en détails. Nous décrivons ensuite les méthodes d’estimation

d’orientation que nous proposons et nous introduisons les transformations spatiales conduisant

à l’espace aplani. La complexité calculatoire ainsi qu’une accélération par patch sont également

présentées avant de discuter des paramètres du canevas proposé. Par la suite, nous présentons

les résultats de la méthode sur des images synthétiques comportant des géométries complexes,

une image d’empreinte réelle, une image de matériau fibreux qui comporte une orientation

perturbatrice et une image sismique. Enfin, des conclusions et perspectives sont formulées à la
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fin de ce chapitre.

3.2 Estimation d’orientation par la méthode du tenseur de

structure

3.2.1 Méthode classique du tenseur de structure

La méthode conventionnelle d’estimation du champ d’orientation par le tenseur de struc-

ture est basée sur l’analyse directionnelle de l’image d’intensité. Elle est constituée des étapes

suivantes que nous détaillons plus bas :

1. Calcul du champ gradient,

2. Calcul du tenseur de structure,

3. Décomposition en éléments propres.

Elle peut également être considérée comme étant une analyse en composantes principales du

champ local de gradients [Don99].

3.2.1.1 Calcul du champ gradient

Les vecteurs gradients indiquent la direction de plus forte variation d’intensité en tout point.

Ils sont par conséquent perpendiculaires aux structures composant les textures directionnelles et

supposés être assimilables à des lignes d’isovaleurs. L’ensemble des vecteurs gradients est désigné

par champ gradient ou champ des gradients et est noté {gx1 , gx2}.
Le champ des gradients s’obtient par convolution de l’image d’intensité avec un filtre passe-

bas dans une direction suivie de la convolution avec un filtre dérivatif dans la direction perpen-

diculaire. Les filtres utilisés sont généralement les dérivées premières horizontales et verticales

de la fonction gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type σG.

(a) (b) (c)

Figure 3.2 – Texture synthétique circulaire (a), champ gradient correspondant pour σG = 1 (b)
et champ normal pour σT = 3
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Le champ gradient est sensible aux régions où l’intensité de l’image est constante ou quasi-

ment constante, ce qui donne lieu à de faibles normes de vecteurs et des directions erronées (voir

figure 3.2.b). Il est nécessaire d’effectuer une régularisation des vecteurs gradients calculés.

3.2.1.2 Calcul du tenseur de structure

La méthode ST est basée sur une moyenne non-linéaire du champ de gradient spatial

{gx1 , gx2} de l’image d’intensité I [Big86, Knu89, VV95]. La moyenne non-linéaire est réalisée

en calculant la matrice d’autocorrélation pondérée qui correspond au tenseur de la structure :

T = WσT ∗

[
g2
x1 gx1gx2

gx1gx2 g2
x2

]
, (3.1)

où ∗ est l’opérateur de convolution et WσT est un filtre passe-bas Gaussien d’écart-type σT . Ce

lissage spatial réduit en particulier l’effet du bruit (voir figure 3.2.c) en diffusant les valeurs des

gradients sur un voisinage [−3σT , 3σT ].

3.2.1.3 Décomposition en éléments propres

L’orientation locale est fournie par la décomposition en éléments propres du tenseur de

structure T . En effet, l’orientation correspond au vecteur propre e1 = {e1x1 , e1x2} associé à la

valeur propre la plus élevée λ1 :

n =

[
nx1
nx2

]
=

1

‖e1‖

[
e1x1

e1x2

]
. (3.2)

En outre, des mesures de confiance sur l’orientation estimée, appelées facteurs de cohérence,

peuvent être déduites de la décomposition en éléments propres de T . Un facteur de cohérence

de l’orientation estimée se déduit de la différence normalisée des valeurs propres [RS89] λ1 et λ2

de T :

c =
λ1 − λ2

λ1 + λ2
. (3.3)

Ce facteur de cohérence varie entre 0 et 1. Plus la cohérence est proche de 1, plus la confiance

dans la valeur de l’orientation estimée est élevée.

La méthode ST est sensible aux variations locales d’intensité d’image en raison du bruit. De

plus, des directions opposées lors du calcul du champ de gradients indiquent la même orienta-

tion mais donnent lieu à des valeurs d’orientation erronées par régularisation non-linéaire. Les

valeurs des écarts-types des filtres gaussiens sont cruciales car les valeurs supérieures conduisent

à un champ d’orientation plus lisse, mais elles le rendent plus sensible aux configurations

asymétriques. Les valeurs faibles conduisent à des estimations plus locales mais avec une plus

grande sensibilité au bruit.

- 75 -



Estimation d’orientation par transformation d’espace et tenseur de structure

De plus, dans le cas d’un mélange de populations, la moyenne isotrope introduite par les

différents filtres gaussiens conduit à des estimations d’orientation erronées. Pour résoudre ce

problème, une variante appelée méthode RST pour Robust Structure Tensor et basée sur une

moyenne non isotrope a été décrite comme étant une méthode robuste de tenseur de structure

[BWB+06, B+06].

3.2.2 Approche robuste

Une variante pondérée de la méthode ST a montré sa robustesse dans le cas d’un mélange

de populations [BWB+06, B+06]. Elle consiste à mesurer la similitude entre {gx1 , gx2} et un

champ d’orientation {n′x1 , n
′
x2} estimé à l’aide de la méthode ST avec un écart-type σ′T pour la

matrice d’autocorrélation. Un masque gaussien Wσψ d’écart-type σψ exprime cette similitude et

est donné par l’expression suivante [BWB+06] :

Wσψ =
1

2π
√
σψ
exp(

gx1n
′
x2 + gx2n

′
x1

2‖g‖σψ
). (3.4)

Ce masque est utilisé pour effectuer un filtrage angulaire selon la similitude au champ de

gradients avec le champ de normales {n′x1 , n
′
x2} :

T ′ = Wσψ × T = WσT ∗

[
Wσψg

2
x1 Wσψgx1gx2

Wσψgx1gx2 Wσψg
2
x2

]
. (3.5)

3.3 Estimation d’orientation par transformation d’espace et

tenseur de structure

La géométrie locale correspond à l’organisation locale de la texture directionnelle dans l’image

d’intensité. Le champ d’orientation local sous-jacent décrit cette organisation (voir les flèches

rouges dans la figure 3.3.b).

Lorsque la géométrie locale présente une courbure distribuée asymétriquement, des textures

directionnelles convergentes et/ou une superposition de géométries (voir figure 1.1), la moyenne

introduite par les méthodes ST et RST conduit à une estimation d’orientation biaisée (voir

l’annexe B).

Pour compenser les effets de la géométrie locale, nous proposons un schéma itératif (voir la

figure 3.4) à partir d’une estimation d’orientation effectuée en amont à l’aide de la méthode ST.

Le procédé d’estimation repose sur une description grossière à fine de la donnée. La description

grossière est faite de manière indirecte en utilisant le modèle de transformation d’espace. En effet,

la géométrie locale est exprimée de manière implicite à travers le changement d’espace par une

transformation F. Cette transformation permet de déformer le flux d’hypersurfaces reconstruit

autour du point courant pour le transformer en un flux horizontal où le biais du tenseur de
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(c)

F

(b)

(a)

Figure 3.3 – Image d’intensité initiale : Nuit étoilée de V. Van Gogh (a), Géométrie locale (en
trait plein), représentation du modèle de transformation (en trait pointillé) et champ de gradients
local (en flèches rouges) dans l’espace initial (b) et aplani (c)

structure est plus faible. Le tenseur de structure est ensuite appliqué dans l’espace aplani afin

de capturer les variations fines des structures une fois que la géométrie locale a été supprimée.

La méthode est constituée de deux grandes étapes (voir la figure 3.4) qui sont l’aplanissement

local de la donnée et l’estimation d’orientation locale et que nous décrivons ci-après.

1. L’aplanissement local : La première étape consiste à appliquer une transformation spa-

tiale locale F afin d’aplanir la géométrie locale (voir lignes pleines dans la figure 3.3

.c). Les courbures asymétriques deviennent symétriques et les structures directionnelles

convergentes deviennent parallèles.

Deux variantes dénotées méthodes GST-ST et IST-ST peuvent être considérées et corres-

pondent respectivement à la méthode de tenseur de structure par transformation d’espace

du champ de gradient (Gradient Space Transformation Structure Tensor) et à la méthode
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de tenseur de structure par transformation d’espace de l’image d’intensité (Intensity Space

Transformation Structure Tensor). Soit le champ de gradient local de l’image est trans-

porté (méthode GST-ST) dans l’espace aplani [DDB15a], soit l’image d’intensité locale

est transportée (méthode IST-ST) et conduit au calcul d’un nouveau champ de gradients

[DDB15b]. Le processus d’aplanissement se compose des étapes suivantes :

• Reconstruction du flux de reconstructions

• Estimation du modèle de transformation

• Application du modèle de transformation à l’image d’intensité ou au champ gradient

locaux

2. L’estimation d’orientation locale : Dans cette seconde étape la méthode ST convention-

nelle est appliquée dans l’espace aplani. Le champ de gradients quasi-vertical obtenu (voir

les flèches rouges dans la figure 3.3 .c) donne lieu à une nouvelle estimation d’un vec-

teur propre principal. Par transformation inverse F−1, ce vecteur propre conduit à une

estimation d’orientation moins biaisée.

L’ensemble du processus est appliqué de manière dense, point par point, ou discrète à des points

d’intérêt selon les étapes de la figure 3.4. La méthode proposée peut être itérée et converge après

quelques itérations.

La transformation spatiale adéquate F transforme le flux local d’hypersurfaces en un en-

semble d’hypersurfaces horizontales (voir figure 3.3). La transformation F doit être conforme

comme pour les transformations décrites dans le chapitre 2.

Les hypersurfaces sont d’abord reconstruites par résolution de l’EDP (voir équation 1.4) à

partir du champ d’orientation estimé en amont pour le premier passage et mis-à-jour pour les

itérations suivantes.

Les paramètres de la transformation, choisie polynomiale pour décrire les différentes confi-

gurations, sont estimés à la même échelle que celle du tenseur de structure de la seconde étape.

3.3.1 Aplanissement local

3.3.1.1 Reconstruction du flux d’hypersurfaces

Afin de décrire la géométrie locale du voisinage du point courant, nous définissons un flux

d’hypersurfaces comme étant un ensemble dense de N2 hypersurfaces. Chacune des hypersurfaces

de longueur N1 est reconstruite à partir d’un point de passage qui se situe le long de la droite

normale au point actuel.

Afin d’utiliser le schéma de résolution de l’EDP de l’équation 1.4 par transformée de Fourier,

les hypersurfaces du flux doivent avoir une forme explicite ce qui n’est pas nécessairement le cas

dans l’espace initial de l’image d’intensité. Dans le cas des textures directionnelles et en raison

du caractère local des reconstructions, nous supposons qu’une rotation d’angle α centrée autour
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à-

jo
u

r

A
p

la
n

is
se

m
en

t
lo

ca
l

E
st

im
at

io
n

lo
ca

le

Figure 3.4 – Schéma bloc de la méthode proposée pour l’estimation d’orientation à partir de
l’image d’intensité (bleu) ou du champ de gradients (vert)

du point courant, notée Rα, transforme localement les hypersurfaces implicites en hypersurfaces

explicites.

L’angle α de la transformation de rotation Rα est défini comme étant l’angle entre le vecteur

normal au point courant M et l’axe vertical dans la base initiale (voir figure 3.5 .a). Un champ

d’orientation lisse fournit une approximation grossière de la tendance générale du voisinage et

donc de l’angle α. Ce champ d’orientation est calculé à l’aide de la méthode ST avec des écarts-

types σG et σ′T respectivement pour le filtre Gaussien du gradient et du calcul de la matrice

d’autocorrélation.

La transformation Rα est conforme. Pour rappel, le Jacobien Jα de la rotation Rα d’angle α

s’exprime :

Jα =

[
cos(α) −sin(α)

sin(α) cos(α)

]
. (3.6)

Les termes du Jacobien Jα permettent de calculer les termes du pendage dans l’espace tourné
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et de reconstruire les hypersurfaces successives par minimisation globale sur le voisinage local Ω

de l’équation 1.4.

3.3.1.2 Estimation du modèle de transformation

La reconstruction du flux d’hypersurfaces fournit une description de la géométrie locale.

Cependant, afin de s’affranchir de cette géométrie locale, une expression analytique et inversible

de transformation d’espace Fθ̃ est nécessaire. La transformation paramétrique Fθ̃ transforme le

flux horizontal (z1, z2) de taille (N1 ×N2) en flux d’hypersurfaces reconstruit (y1,y2) de taille

(N1 ×N2) également où y2 = {τk(y1)}k∈[1,N2] est l’ensemble des reconstructions d’hypersurfaces

sur la grille de reconstruction y1 (voir figure 3.5).

La transformation d’espace locale de la géométrie locale F est donc la composée de la rotation

Rα et de la transformation paramétrique inverse F−1

θ̃
:

F = F−1

θ̃
◦ Rα. (3.7)

Pour être inversible, l’expression de la transformation doit être bijective. En outre, le modèle

de transformation devrait être adaptable à de nombreuses configurations d’hypersurfaces et son

estimation devrait avoir une faible complexité de calcul ainsi qu’une bonne stabilité numérique.

Dans [WVVG01], la géométrie de la texture est estimée à l’aide de modèles curvilignes

paramétriques circulaires et paraboliques dans un contexte d’estimation de courbure. Cependant,

ceux-ci ne peuvent pas décrire toutes les géométries des textures directionnelles. Aussi, nous

choisissons d’utiliser un modèle polynomial analytique de degré d. Ce modèle qui permet de

respecter tous les critères énoncés précédemment offre, en outre, une adaptabilité variable à la

géométrie locale selon la valeur du degré du polynôme d. Un compromis doit être adopté dans

le choix de d. Il doit être choisi suffisamment grand pour décrire les variations des hypersurfaces

mais également suffisamment petit pour offrir un faible coût calculatoire et ne pas décrire le

comportement du bruit.

Soit θ =
[
aij bij

]
1≤i≤d,0≤j≤i

la matrice des paramètres du modèle de taille (d+1)(d+2)
2 × 2.

On peut alors écrire :

(y1, y2) = Fθ(z1, z2), (3.8)

i.e. : 
y1 =

d∑
i=1

i∑
j=0

aijz1
i−jz2

j + o(z1
d, z2

d)

y2 =
d∑
i=1

i∑
j=0

bijz1
i−jz2

j + o(z1
d, z2

d)

(3.9)

Le modèle de transformation est caractérisé par l’estimation de la matrice des paramètres θ.

Pour ce faire, notons Z =
[
z1 z2 z2

1 z1z2 z2
2 . . . zd2

]
et Y =

[
y1 y2

]
les matrices des flux

sous forme discrète où chaque élément des matrices est un vecteur colonne. L’équation 3.9 peut
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z1

z2

y1

y2

Rα R−1
α

F−1

θ̃ Fθ̃

x1

x2

α

(a)

(b)

(c)

Figure 3.5 – Hypersurfaces implicites dans l’espace initial de l’image (x1, x2) (a), hypersurfaces
explicites obtenues par rotation Rα (trait plein) et modèle de transformation Fθ̃ appliqué au flux
horizontal (trait pointillé) dans l’espace tourné (y1, y2) (b), flux horizontal (trait pointillé) et flux
aplani par la transformation F−1

θ̃
(trait plein) dans l’espace aplani (z1, z2) (c)

être exprimée sous la forme du système matriciel surdéterminé suivant :

Y = Zθ. (3.10)

L’estimation θ̃ de la matrice des paramètres θ dans l’équation 3.10 peut être obtenue en

utilisant différentes méthodes. Nous utilisons la méthode la plus simple qui est la solution par
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la méthode des moindres carrés de l’équation 3.10. Cela conduit à l’expression suivante :

θ̃ = Z∗Y (3.11)

= (tZZ)−1 tZY. (3.12)

Dans notre application, la grille de reconstruction des hypersurfaces est généralement régulière

dans la première dimension. Dans ce cas : y1 = λz1 où λ ∈ R, ce qui simplifie l’estimation de θ̃.

Le Jacobien Jθ̃ correspondant au modèle transformation s’exprime comme suit :

Jθ̃ =

[
∂z1
∂y1

∂z2
∂y1

∂z1
∂y2

∂z2
∂y2

]
. (3.13)

3.3.1.3 Application du modèle de transformation

Le modèle de transformation combiné à la rotation d’espace fournit une description analy-

tique de la géométrie locale. L’expression de la géométrie locale permet la transformation vers

l’espace aplani pour supprimer la géométrie non-isotrope de la texture.

La procédure d’aplanissement est effectuée sur une grille de taille M1 ×M2 qui peut être

indépendante de la grille de reconstruction de taille N1 ×N2.

Le modèle de transformation peut être pris en compte en utilisant deux approches différentes.

Dans la première, on suppose que l’estimation du gradient et l’application du tenseur de la

structure sont corrompus par la géométrie locale. Par conséquent, le processus d’estimation est

basé sur l’image d’intensité aplanie le long du voisinage du point d’intérêt (méthode IST-ST) afin

d’estimer le champ de gradients redressé ainsi que le vecteur normal. Dans la méthode GST-ST,

qui est la seconde approche, seul le tenseur de structure est supposé erroné puisque le champ de

gradients est généralement plus local que le champ d’orientation et donc moins impacté par les

géométries asymétriques. Dans cette configuration, les données initiales à aplanir à l’aide de la

transformation d’espace sont le champ de gradients locaux.

3.3.1.3.1 Méthode de l’image d’intensité (IST-ST)

L’application du modèle de transformation permet d’aplanir localement l’image d’intensité ini-

tiale. L’image aplanie If est moins sensible aux géométries asymétriques et permet donc une

estimation d’orientation plus précise. Elle s’exprime comme suit :

If (z1, z2) = I(F−1(z1, z2)), (3.14)

et nécessite d’interpoler les valeurs d’intensité de l’image I.

Plus le modèle décrit la structure directionnelle locale de façon précise, plus l’image If est

plate. L’image aplanie If permet alors de calculer le champ de gradients redressé noté {(gz1 , gz2)}
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en combinant un filtre dérivatif Gaussien et le filtre Gaussien passe-bas perpendiculaire d’écarts-

types σG.

3.3.1.3.2 Méthode du champ de gradients (GST-ST)

Au lieu d’aplanir l’image d’intensité, l’application du modèle de transformation permet de re-

dresser directement le champ gradient. La méthode ST permet de s’affranchir des défauts dus à

la présence de bruit.

Comme les vecteurs tangents conservent leur propriété de tangence lors de l’application

d’une transformation d’espace, toutes les transformations qui vont suivre sont appliquées aux

tangentes qui sont définies perpendiculaires aux gradients ou au normales :

(tx1 , tx2) = (−gx2 , gx1). (3.15)

Le champ de gradients {(gy1 , gy2)} de la grille du modèle de transformation est calculé en

utilisant une interpolation de vecteurs du champ de gradient initial. L’interpolation peut se faire

au sens du plus proche voisin ou une interpolation bilinéaire en utilisant les quatre vecteurs

gradients les plus proches.

La transformation de l’espace qui “horizontalise” les tangentes {(tx1 , tx2)} en {(tz1 , tz2)}
s’exprime :

(tz1 , tz2) = J−1

θ̃
× Jα × (tx1 , tx2). (3.16)

Le champ de gradients redressé est :

{(gz1 , gz2)} = {(tz2 ,−tz1)} (3.17)

Le vecteur normal central est obtenu à partir du tenseur de structure en déterminant le vecteur

propre principal.

3.3.2 Estimation locale de l’orientation

3.3.2.1 Calcul du tenseur de structure

Le champ gradient “ redressé ” n’est pas toujours parfaitement vertical. Tel est le cas lorsque

la région d’intérêt comprend un mélange de populations ou lorsque le modèle de transformation

d’espace obtenu du flux de reconstructions d’hypersurfaces ne retranscrit pas assez fidèlement

la géométrie locale.

Pour diminuer l’impact des vecteurs gradients “perturbateurs” dans l’estimation du vecteur

normal central, nous utilisons un filtrage angulaire basé sur un filtre passe-bas Gaussien d’écart

type σψ.

Le vecteur normal central (nz1 , nz2)M est calculé en utilisant le tenseur de structure d’écart

type σT et en déterminant le vecteur propre principal correspondant à la valeur propre la plus
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élevée.

En raison de l’effet de bords du tenseur de structure, les dimensions de la grille d’aplanis-

sement, M1 et M2, doivent être supérieures à la valeur Mmin = 2× b3σT c+ 1 où b.c désigne la

valeur entière. L’estimation du vecteur normal dans l’espace aplani conduit à un vecteur normal

semi-vertical dont la composante horizontale nz2 tend vers zéro.

3.3.2.2 Application de la transformation inverse

La nouvelle estimation d’orientation est déduite de (nz1 , nz2)M en appliquant la transforma-

tion d’espace inverse.

Cela se fait en appliquant le Jacobien inverse du modèle de transformation Jθ̃inv qui corres-

pond à la grille de transformation du modèle en grille horizontale :

Jθ̃inv =

[
∂y1
∂z1

∂y1
∂z2

∂y2
∂z1

∂y2
∂z2

]
. (3.18)

3.3.3 Algorithmes proposés

Nous décrivons dans ce paragraphe le canevas général de l’algorithme proposé pour l’esti-

mation d’orientation (Algorithme 1) qui met en œuvre les méthodes IST-ST (Algorithme 2) ou

GST-ST (Algorithme 3).

3.3.4 Complexité calculatoire et accélération

3.3.4.1 Complexité calculatoire

Les méthodes IST-ST et GST-ST sont toutes deux basées sur les mêmes étapes de recons-

truction d’hypersurfaces, d’estimation du modèle de transformation et d’application du tenseur

de structure avant d’appliquer la transformation d’espace inverse. La reconstruction du flux

d’hypersurfaces a un coût calculatoire de N1N2log(N1). L’estimation des Nθ = (d + 1)(d + 2)

paramètres du modèle de transformation a un coût calculatoire de N2
θ log(Nθ).

La différence de complexité calculatoire entre les deux approches IST-ST et GST-ST est due

essentiellement au calcul du champ de gradients local. En effet, pour chaque point, l’interpolation

bilinéaire de l’image d’intensité locale a un coût calculatoire de KI et l’interpolation bilinéaire

du vecteur de gradients a un coût calculatoire de KV où KV > KI . Ceci est dû au fait que

l’interpolation des vecteurs gradients passe par la décomposition en éléments propres du tenseur

correspondant aux quatre vecteurs voisins immédiats pour chaque vecteur.

Cependant, la méthode IST-ST nécessite une étape supplémentaire d’estimation du champ

de gradients locaux pour obtenir le champ de gradients redressé à partir de l’image aplanie.

Cette étape a un coût calculatoire de N1N2KσG (voir tableau 3.1). Comme KV < KI +KσG , la
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Algorithme 1 : Méthode d’estimation d’orientation proposée

Entrées : I, σG, σT , σ
′
T , σψ, N1, N2,M1,M2, d,maxIter

Sorties : {(nx1 , nx2)}

Initialisation : {(nx1 , nx2)} ← calcul tenseur de structure(I, σG, σ
′
T )

Pour i allant de 1 à maxIter faire

Pour chaque point M faire

α← arctan(−nx1 (M)

nx2 (M))

Jα ←

cos(α) −sin(α)

sin(α) cos(α)


Pour k allant de 1 à N1 faire

τk ← reconstruction d’hypersurface(nx1 , nx2 , α) au point de passage M + (k− N1−1
2 − 1)

Fin pour

{(y1, y2)} ← {(grid(τk), τk)}k=[1,N1]

Y ←
[
y1 y2

]
{(z1, z2)} ← flux horizontal de taille (M1 ×M2)

Z ←
[
z1 z2 z2

1 z1z2 z2
2 . . . zd2

]
θ̃ ← (tZZ)−1 tZY

{(gz1 , gz2)} ← méthode IST-ST ou GST-ST

(nz1 , nz2)M ← calcul tenseur de structure filtré ({(gz1 , gz2)}, σT , σψ)

Jθ̃inv ←

∂y1∂z1
∂y2
∂z1

∂y1
∂z2

∂y2
∂z2


(tx1 , tx2)M ← J−1

α × Jθ̃inv × (−nz2 , nz1)M

(nx1 , nx2)M ← (tx2 ,−tx1)M

Mise-à-jour de {(nx1 , nx2)}

Fin pour chaque

Fin pour

Retourner {(nx1 , nx2)}

méthode GST-ST offre une complexité calculatoire légèrement inférieure à celle de la méthode

IST-ST.
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Algorithme 2 : Méthode IST-ST

Entrées : I, z1, z2, σG, α, θ̃

Sorties : {(gz1 , gz2)}

Rα ← transformation de rotation d’angle α

Fθ̃ ← transformation polynomiale de paramètres θ̃

F ← F−1

θ̃
◦ Rα

If ← I(F−1(z1, z2))

{(gz1 , gz2)} ← calcul champ de gradients (If , σG)

Retourner {(gz1 , gz2)}

Algorithme 3 : Méthode GST-ST

Entrées : {(gx1 , gx2)}, Jα, z1, z2, y1, y2

Sorties : {(gz1 , gz2)}

Jθ̃ ←

∂z1∂y1
∂z2
∂y1

∂z1
∂y2

∂z2
∂y2


{(tz1 , tz2)} ← J−1

θ̃
× Jα × {(−gx2 , gx1)}

{(gz1 , gz2)} ← {(tz2 ,−tz1)}

Retourner {(gz1 , gz2)}

Méthode IST-ST Méthode GST-ST

Reconstruction flux d’hypersurfaces N1N2log(N1)

Estimation modèle de transformation N2
θ log(Nθ)

Aplanissement local N1N2KI N1N2KV

Calcul champ de gradients N1N2KσG –

Calcul vecteur normal N1N2(KσT +KV )

Application transformation inverse 1

Tableau 3.1 – Coût calculatoire des méthodes IST-ST et GST-ST

3.3.4.2 Approche accélérée par patch

Puisque les hypersurfaces du voisinage sont reconstruites le long de l’orientation de chaque

pixel, nous proposons d’exploiter ces reconstructions pour tous les points d’une fenêtre ou patch
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au lieu de ne considérer que le pixel central du voisinage local. L’image est subdivisée en patchs

distincts de taille p× p. Le flux d’hypersurfaces est reconstruit uniquement pour le pixel central

de chaque patch. Ce faisant, le même modèle de transformation est utilisé pour l’ensemble du

patch et le champ de gradients est calculé comme dans le cas pixel par pixel en utilisant soit la

méthode IST-ST soit la méthode GST-ST.

y1

y2

F−1

θ̃ Fθ̃

δz1

δz2

Rα R−1
α

x1

x2

z2

z1

Figure 3.6 – De haut en bas : hypersurfaces implicites et hypersurfaces explicites (trait plein)
obtenues par rotation d’angle α et modèle de transformation appliqué au flux horizontal (trait
pointillé) et flux horizontal (trait plein) et flux aplani à l’aide du modèle de transformation (trait
pointillé) pour un patch de taille 5× 5
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Au lieu de calculer le vecteur normal central, les p× p normales du patch sont déduites

du champ de gradients redressé par calcul du tenseur de structure. Pour ce faire, la taille du

modèle de transformation doit être plus grande. En effet, p pixels supplémentaires peuvent être

nécessaires dans chaque dimension afin que le tenseur de structure produise les (p×p) normales :

Npmin = Nmin + p− 1 = 2× b3σT c+ p. (3.19)

En utilisant la méthode IST-ST, l’équation 3.14 devient :

If (z1 + δz1, z2 + δz2) = I(F−1(z1 + δz1, z2 + δz2)), (3.20)

où δz1, δz2 ∈ {−p−1
2 , . . . , p−1

2 }.
Une interpolation est effectuée pour trouver les intensités correspondant à la grille initiale

du voisinage considéré (voir figure 3.6). Il en va de même pour la méthode GST-ST.

La même rotation d’angle α associée au pixel central du patch courant est appliquée à chaque

pixel du patch. Cependant, le Jacobien du modèle de transformation tient compte du décalage

(δz1, δz2) correspondant au pixel courant dans le patch :

Jθ̃,p =

[
∂ z1+δz1

∂y1
∂ z1+δz1

∂y2

∂ z2+δz2
∂y1

∂ z2+δz2
∂y2

]
, (3.21)

La transformation inverse est réalisée, comme auparavant, à l’aide des matrices Jacobiennes.

De la même manière, le Jacobien inverse Jθ̃,pinv
correspondant à la transformation F−1

θ̃,p
est

exprimé comme suit :

Jθ̃,p =

[
∂ y1+δy1

∂z1
∂ y1+δy1

∂z2

∂ y2+δy2
∂z1

∂ y2+δy2
∂z2

]
, (3.22)

où :

(δy1, δy2) = Fθ̃(δz1, δz2). (3.23)

Globalement, ce processus conduit à une accélération multiplicative de l’ordre de p2. En

pratique, p devrait dépendre de la complexité de la géométrie locale de la texture directionnelle.

Les fortes variations de la géométrie des textures devraient être associées à des valeurs faibles

de p. Ces variations peuvent être indiquées par les valeurs du facteur de cohérence le long du

patch.

3.3.5 Choix des paramètres

Dans le tableau 3.2, nous résumons comment les paramètres de la méthode proposée sont

fixés pour obtenir les meilleurs résultats.

La performance de la méthode proposée repose sur la qualité du champ d’orientation initial
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déduit de la méthode ST. Plus l’estimation est juste, plus la méthode converge rapidement.

Ainsi, plus l’écart-type du tenseur de structure du champ d’orientation initial σT est élevé,

plus le champ d’orientation est lisse. Les valeurs faibles de σT conduisent à une estimation

d’orientation plus locale mais également plus sensible au bruit [TDB10]. La valeur de σT est

choisie pour que la fenêtre Gaussienne [−3σT , 3σT ] capture au moins une période du motif de

la texture directionnelle. Afin de capturer les variations fines dans l’image d’intensité, la valeur

de σG pour le calcul des gradients doit être fixée plus faible (σG < σT ). Le champ d’orientation

lisse, qui correspond au champ d’orientation initial, conduit à l’angle α. Ainsi, σ′T ≥ σT pour le

calcul du tenseur de structure.

Étape Paramètres Valeur

3.2.1.2 σT > taille du motif de texture

3.2.1.1 σG < σT

3.3.1.1 σ′T ≥ σT

3.3.1.2 N1, N2 ≥ max( 1
stepMmin, sizediscont. + 1)

3.3.1.2 d 3 ≤ d ≤ 7

3.3.1.3 M1,M2 ≥Mmin

3.3.2.1 σψ 0.1 ≤ σψ ≤ 0.3

Itération maxIter ≤ 10

Tableau 3.2 – Résumé du choix des paramètres de la méthode proposée

La taille de la grille du flux de reconstruction (N1, N2) doit être choisie de manière à ga-

rantir la stabilité de l’estimation. Par conséquent, elle doit être plus grande que la taille des

discontinuités. Des grilles plus larges conduisent à une moindre sensibilité au bruit mais à une

complexité de calcul plus élevée. Afin de maintenir une faible sensibilité au bruit et une faible

complexité calculatoire, il est possible de réduire la valeur de N1 et N2 tout en augmentant

l’échantillonnage de la grille step. Le domaine de reconstruction est alors de taille step × N1.

La taille de la grille d’application du modèle de transformation (M1,M2) peut être différente de

celle du flux de reconstructions, mais doit rester supérieure à Nmin.

Le degré d du modèle polynomial est choisi suffisamment grand pour décrire les hypersurfaces

mais assez faible pour garantir la stabilité numérique de l’estimation. Selon la complexité de la

géométrie locale, une valeur de d dans l’intervalle [3, 7] garantit usuellement une description

assez fidèle de la texture ainsi qu’une bonne stabilité numérique.
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3.4 Résultats

3.4.1 Images synthétiques

Dans cette section, nous évaluons les résultats des méthodes IST-ST et GST-ST pour des

images synthétiques présentant des régions de courbure ou de divergence asymétriques.

3.4.1.1 Régions de courbure asymétrique

Tout d’abord, nous présentons les résultats des méthodes proposées sur une image direc-

tionnelle de taille (200× 200) quantifiée sur 256 niveaux et présentant de fortes variations de

géométrie. L’image synthétique s’exprime comme suit :

I(x1, x2) = sin(Γ(x1)[2πfsx2 + 2πa sin(2π(fx1x1 + fx2x2))]), (3.24)

où Γ(x1) = 1
1+(x1−0.5)2

et fs, a, fx1 , fx2 sont des constantes réelles respectivement égales à

15, 0.5, 3, 2 .

Le champ d’orientation analytique associé est calculé par dérivation de l’expression de I

(voir figure 3.7). Cette image présente des régions de courbures asymétriques où la méthode ST

conduit à une estimation d’orientation biaisée.

-90

-45

0

45

90

Figure 3.7 – Image synthétique (gauche) et champ d’orientation analytique en degrés (droite)

Nous confrontons les résultats des cinq méthodes suivantes :

• La méthode ST [Big86, Knu89, VV95] avec des écarts-types σG = 1 et σT = 2.5.

• La méthode RST [BWB+06] à l’aide d’un filtre Gaussien d’écart-type σψ = 0.2 pour

mesurer la similitude avec la tendance centrale du voisinage.

• La méthode PWD [Cla92] en utilisant un filtre passe-bas de taille σT et 10 itérations.

• Les méthodes IST-ST et GST-ST proposées où le champ d’orientation initial est calculé

à l’aide de la méthode ST avec les écarts-types précédents.
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Figure 3.8 – Images d’erreur d’estimation en utilisant les méthodes ST (a), RST (b), PWD (c),
la méthode IST-ST après 1 (d) et 3 (e) itérations et la méthode GST-ST après 1 (h) et 3 (i)
itérations ainsi que les méthodes IST-ST et GST-ST par patch après 3 itérations pour p = 9 et
p = 17 (f, j, g, k respectivement)
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Les tailles de grilles sont N1 = N2 = 25 et M1 = M2 = 17. Le degré du modèle polynomial

est d = 5. Nous utilisons les écarts-types σG = 1 et σT = 2.5 pour la méthode IST-ST et

σT = 2.5 pour la méthode GST-ST.

La figure 3.8 montre les images d’erreur associées à la méthode ST, à la méthode RST, à la

méthode PWD et aux méthodes proposées IST-ST et GST-ST à la fois après 1 et 3 itérations. Les

images d’erreur sont déduites de la différence absolue entre les champs d’orientation résultant

et analytique. Nous attirons l’attention sur le fait que cette différence est π-périodique.

Erreur (degrés)
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D
C
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Méthode RST
Méthode PWD
Méthode IST-ST : 1 itération
Méthode IST-ST : 3 itérations
Méthode GST-ST : 1 itération
Méthode GST-ST: 3 itérations
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Méthode GST-ST: 3 itérations

(a) (b)

Figure 3.9 – Fonctions de Distribution Cumulée des erreurs d’estimation pour l’image
synthétique sans bruit (a) et bruitée (b)

La méthode ST conduit à de grandes erreurs, en particulier dans les régions présentant

des courbures asymétriques. Ces erreurs atteignent jusqu’à 8 degrés. Cette méthode conduit à

un biais de 0.5 degrés et un terme d’erreur moyenne de 0.82 degrés. La méthode RST donne

de meilleurs résultats en termes de qualité d’estimation. Cependant, elle entrâıne des erreurs

dans des régions de faible valeur de gradient où l’intensité d’image est quasiment constante. La

méthode PWD présente globalement des performances comparables à celles de la méthode ST.

Les méthodes proposées permettent d’obtenir les meilleurs résultats (voir la figure 3.9.a).

Les termes d’erreur moyenne sont de l’ordre 10−4 après 3 itérations seulement en utilisant

les méthodes IST-ST et GST-ST et le biais est fortement atténué. Les estimations sont plus

cohérentes puisque plus de 97% des orientations ont une erreur inférieure à 0.5 degrés. La figure

3.9.a montre que la méthode IST-ST conduit à des résultats légèrement meilleurs que la méthode

GST-ST. Les méthodes itératives que nous proposons convergent, ici, après 3 itérations.

Enfin, les figures 3.8.f-g-j-k montrent les images d’erreur d’estimation en utilisant les

méthodes IST-ST et GST-ST accélérées sur l’image synthétique de la figure 3.7 pour des tailles

de patch p = 9 et p = 17. La taille des grilles est N1 = N2 = M1 = M2 = 27. Les mêmes écarts-
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types que précédemment sont considérés (σG = 1, σT = 2.5) et le degré du modèle polynomial

est fixé à d = 5. Approximativement 94% des orientations ont une erreur inférieure à 0.5 degrés

après 3 itérations (voir figure 3.9.a). Cela montre que le champ d’orientation estimé est encore

précis.

Cependant, les reconstructions ont tendance à être plus stables près du point de passage. Par

conséquent, pour les plus grands voisinages, l’estimation est plus biaisée sur les points les plus

éloignés du centre de patch ce qui donne lieu à un champ d’estimation d’orientation présentant un

aspect patch-work (voir figure 3.8.g-k). Ce problème peut être résolu en considérant des patches

qui se recouvrent. Les estimations sur les points de recouvrement correspondraient à la moyenne

des estimées issues de chaque patch. Cela conduit naturellement à une accélération de calcul

inférieure à p2. Un compromis doit être adopté entre les critères de précision de l’estimation et

ceux d’accélération.

Nous considérons à présent l’image synthétique de la figure 3.7 avec un bruit blanc Gaussien

additif d’écart-type équivalant à 10% de l’amplitude d’intensité de l’image. Nous utilisons les

mêmes paramètres qu’auparavant.

La figure 3.9.b montre que les méthodes RST et PWD sont moins performantes en compa-

raison avec la méthode ST conventionnelle en présence de bruit. Les résultats utilisant le schéma

proposé conduisent à une estimation plus précise (voir la figure 3.10). Approximativement 90%

des estimations ont une erreur inférieure à 1 degré après 3 itérations. Les méthodes proposées

présentent de meilleures performances pour le cas bruité grâce à l’utilisation de la méthode de

reconstruction globale. Cependant, ces résultats dépendent de la qualité de l’estimation initiale

du champ d’orientation en utilisant la méthode ST. Par conséquent, les résultats sont moins

précis que ceux de l’image sans bruit. Les performances des méthodes IST-ST et GST-ST dans

le cas d’images bruitées sont équivalentes. Étant donné que la méthode GST-ST est plus effi-

cace calculatoirement (comme nous l’avons montré dans la section 3.3.4.1), nous avons choisi de

l’utiliser dans les expériences sur les images réelles dans la suite de ce chapitre.

La figure 3.11 montre le biais d’estimation d’orientation au centile 80 en utilisant les méthodes

de l’état de l’art (ST, RST et PWD), la méthode ST avec un sur-lissage pour le calcul du

tenseur en utilisant σT = 4, ainsi que les méthodes IST-ST et GST-ST à la fois avec et sans

accélération pour différentes valeurs de Rapport Signal Bruit (RSB). Les méthodes que nous

proposons donnent les meilleurs résultats en termes de précision d’estimation. En outre, les

versions accélérées et non accélérées convergent vers les mêmes performances lorsque le niveau

de bruit dans l’image augmente.

3.4.1.2 Régions de convergence asymétrique

Dans cette section, nous présentons les résultats des méthodes proposées sur une image

directionnelle synthétique de taille (150× 150) exprimée par l’équation 3.25 et quantifiée sur

256 niveaux avec un bruit blanc Gaussien additif d’écart-type équivalent à 10% de l’amplitude
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Figure 3.10 – Images d’erreur d’estimation en utilisant les méthodes ST (a), RST (b), PWD
(c), la méthode IST-ST après 1 (d) et 3 (e) itérations et la méthode GST-ST après 1 (f) et 3
(g) itérations

d’intensité de l’image.

I(x1, x2) = sin(2πf arctan(
x2 − δx2

x1 − δx1
+ d), (3.25)

où f, δx1, δx2, d sont des constantes réelles qui valent respectivement 6, 1, 0.2 et 0.02 .

Cette image présente des courbures non-linéairement distribuées (voir figure 3.12.a). Le

champ d’orientation analytique associé est calculé par dérivation de l’équation 3.25 et est

représenté dans la figure 3.12.b.

La figure 3.13 montre que les méthodes IST-ST et GST-ST réduisent considérablement le

biais d’erreur d’estimation. Le terme d’erreur moyen valant initialement 0.37 degrés en utilisant
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Figure 3.11 – Biais pour les Fonctions de Distribution Cumulée au centile 80 pour les méthodes
de l’état de l’art et les méthodes proposées avec et sans accélération pour différents niveaux de
bruit
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Figure 3.12 – Image synthétique(a) et champ d’orientation analytique en degrés (b)

la méthode ST est de l’ordre de 10−4 degrés en utilisant nos méthodes.

3.4.2 Image d’empreinte digitale

Dans cette section, nous présentons les résultats de la méthode proposée sur une image

d’empreinte digitale de taille (300× 350) (voir figure 3.14). Cette image comporte à la fois des
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Méthode IST-ST : 3 itérations
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Figure 3.13 – Fonction de Distribution Cumulée des erreurs d’estimation d’orientation

régions de convergence, des courbures asymétriques en plus de régions de ruptures correspondant

à des cicatrices.

Le champ d’orientation lisse initial est calculé en utilisant la méthode ST avec des écarts-

types σG = 0.5 et σ′T = 10 respectivement pour le filtre de gradient et pour calculer la ma-

trice d’autocorrélation. Les tailles des grilles de reconstructions et d’application du modèle sont

N1 = N2 = 45 et M1 = M2 = 35 respectivement. Nous générons 10 itérations pour la méthode

GST-ST. L’écart-type σT dans l’espace aplani évolue progressivement de 5 à 3 au long des

itérations. Le filtre passe-bas Gaussien pour le filtrage angulaire a un écart-type de σψ = 0.2.

Nous confrontons les résultats de notre méthode à ceux de la méthode ST en utilisant les écarts-

types σG = 0.5 et σT = 3.

Le champ d’orientation déduit de la méthode ST a de nombreux artefacts. Ces artefacts

apparaissent comme des régions où les valeurs des orientations locales s’éloignent des valeurs des

orientations voisines (voir la figure 3.14). De plus, les régions des cicatrices affectent l’estimation

de l’orientation. Ce phénomène ne peut pas être corrigé même en augmentant la valeur de σT

qui ne fait qu’étaler l’influence des gradients erronés dans ces régions. Ceci conduit à répandre

l’impact des géométries superposées le long d’un plus grand voisinage. Le champ d’orientation

obtenu par la méthode GST-ST a un aspect beaucoup plus lisse (voir figure 3.14) ce qui décrit

bien les aspects circulaires de la texture directionnelle de l’empreinte digitale.

La figure 3.15 montre les champs tangents correspondant aux champs d’orientation résultants

en utilisant les méthodes ST et GST-ST sur les régions des cicatrices dans l’empreinte digitale de

la figure 3.14.a. Le champ d’orientation résultant de la méthode ST (en rouge) suit l’orientation
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Figure 3.14 – Image d’empreinte digitale (a), champ d’orientation estimé par la méthode ST
(σG = 0.5, σT = 3) (b) et par la méthode GST-ST après 10 itérations (σG = 0.5, σ′T = 10,
σT = 3) (c), image d’empreinte zoomée (d) et champ tangent correspondant déduit du champ
d’orientation estimé par la méthode ST (e) et GST-ST (f)

Figure 3.15 – Zoom sur la région des cicatrices dans l’empreinte digitale de la figure 3.14.a
et champs tangents correspondant aux champs d’orientations par la méthode ST (rouge) et la
méthode GST-ST après 10 itérations (bleu)

des cicatrices plutôt que l’aspect général de la texture. Cela conduit à une mauvaise estimation

sur le voisinage immédiat des cicatrices. Après 10 itérations, notre méthode GST-ST redresse

les orientations estimées dans ces domaines. Les estimations dans les régions perturbées sont
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plus précises en utilisant la méthode GST-ST car elles retracent l’aspect visuel de la texture.

La valeur de cohérence moyenne est de 0.53 par la méthode ST et vaut 0.94 par la méthode

GST-ST ce qui indique la stabilité de l’estimateur.

3.4.3 Image de matériau

Nous considérons à présent une image de matériau fibreux de taille (704 × 320) (voir fi-

gure 3.16). Cette image présente des surpiqûres qui apparaissent comme des lignes orthogonales

à la texture ainsi que des courbures asymétriques. L’objectif ici est d’estimer l’orientation du

matériau fibreux sans tenir compte de la superposition géométrique qui correspond aux sur-

piqûres et est considérée comme une information parasite.

Le champ d’orientation lisse initial est calculé en utilisant la méthode ST avec respecti-

vement les écarts-types σG = 1 et σ′T = 15 pour le filtre gradient et le calcul de la matrice

d’autocorrélation. Les tailles des grilles sont N1 = N2 = 51 et M1 = M2 = 35. L’écart-type σT

dans l’espace aplani évolue progressivement de 5 à 4 à travers les itérations. Nous utilisons

un filtre passe-bas Gaussien d’écart-type σψ = 0.2 pour le filtrage angulaire. Nous confron-

tons les résultats de notre méthode aux résultats des méthodes ST et RST. La méthode ST a

des écarts-types σG = 1 et σT = 4. Le champ d’orientation robuste est calculé par rapport au

champ d’orientation lisse précédent (σG = 1 et σ′T = 15) et la conformité à la tendance centrale

est mesurée à l’aide d’un filtre Gaussien d’écart-type σψ = 0.2.

Le champ d’orientation de la figure 3.16 a une structure chaotique en raison des variations

locales d’intensité. Pour résoudre ce problème, nous augmentons la taille de la fenêtre de calcul

du tenseur de structure σT à 15. Le champ d’orientation résultant est en effet plus lisse et montre

les différentes populations d’orientation dans la donnée. Cependant, toute l’information locale

est perdue et la sensibilité aux courbures asymétriques est augmentée. Bien que la méthode RST

estime approximativement les bonnes populations d’orientations sans sensibilité aux surpiqûres

parasites, elle conduit à un aspect très granulaire du champ estimé. Cela indique que l’estimation

est instable. Après 5 itérations, notre méthode conduit à une estimation fine des tendances

d’orientation sans perte d’information quant aux variations locales de l’image et sans reproduire

les orientations parasites contrairement au champ de la figure 3.16.

Afin de confirmer ces observations, nous comparons les reconstructions locales des hyper-

surfaces en utilisant l’équation 1.4 et les champs d’orientation résultants de la figure 3.16. Les

hypersurfaces sont reconstruites le long d’une grille de 101 pixels centrée sur le point de passage

de coordonnées (105, 60).

La reconstruction à l’aide du champ d’orientation de la méthode ST (σG = 1, σT = 4) de la

figure 3.17 s’éloigne de la texture perceptible. Le champ d’orientation lisse et celui résultant de

la méthode RST entrâınent de mauvaises reconstructions dues aux courbures asymétriques. Les

orientations erronées entrâınent un décalage dans les reconstructions contrairement à la recons-

truction utilisant les orientations de la méthode GST-ST qui suit bien la géométrie perceptible
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Figure 3.16 – Image d’un matériau fibreux (a) et champs d’orientation en degrés obtenus par
les méthode ST σG = 1, σT = 4 (b), σG = 1, σ′T = 15 (c), RST σG = 1, σ′T = 15, σT = 4, σψ = 0.2
(d) et GST-ST proposée après 5 itérations σG = 1, σ′T = 15, σT = 4, σψ = 0.2 (e)

- 99 -



Estimation d’orientation par transformation d’espace et tenseur de structure

Figure 3.17 – Hypersurfaces reconstruites à partir des champs d’orientation issus de la méthode
ST (σG = 1, σT = 4) - en noir -, ST lisse (σG = 1, σT = 15) - en rouge -, RST - en jaune - et
GST-ST proposée - en vert -

de la texture directionnelle.

3.4.4 Image sismique

Finalement, nous présentons les résultats de notre méthode pour une image sismique de

dimensions (730 × 318) qui contient des régions de convergence asymétrique (voir figure 3.18).

Nous montrons ici que l’amélioration de la qualité des orientations impacte la qualité des re-

constructions obtenues.

Figure 3.18 – Image sismique avec régions de convergence asymétrique

Le champ d’orientation lisse initial est calculé en utilisant la méthode ST avec respective-

ment les écarts-types σG = 1 et σ′T = 4 pour le filtre gradient et le calcul de la matrice d’au-

tocorrélation. Les tailles des grilles sont N1 = N2 = 33 et M1 = M2 = 31. L’écart-type σT dans

l’espace aplani évolue progressivement de 3 à 2 à travers trois itérations. Nous utilisons un

filtre passe-bas Gaussien d’écart-type σψ = 0.2 pour le filtrage angulaire. Nous confrontons les

résultats de notre méthode aux résultats des méthodes ST, RST et PWD. La méthode ST a

des écarts-types σG = 1 et σT = 2. Le champ d’orientation robuste est calculé par rapport au
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Figure 3.19 – Différences absolues en degrés entre le champ d’orientation estimé par la méthode
GST-ST proposée après 3 itérations σG = 1, σ′T = 4, σT = 2, σψ = 0.2 et les champs d’orien-
tation obtenus par les méthode ST σG = 1, σT = 2 (a), ST lisse σG = 1, σT = 4 (b), RST
σG = 1, σ′T = 4, σT = 2, σψ = 0.2 (c) et PWD σG = 1, σT = 2 (d)

champ d’orientation lisse précédent (σG = 1 et σ′T = 4) et la conformité à la tendance centrale

est mesurée à l’aide d’un filtre Gaussien d’écart-type σψ = 0.2. La taille du filtre passe-bas pour

la méthode PWD est σT et 20 itérations permettent de converger.

Les différences absolues entre les orientations estimées à travers la méthode GST-ST et les

méthodes auxquelles nous nous confrontons (ST, RST et PWD) sont importantes par endroits

(voir figure 3.19) et atteignent 32 degrés en valeur maximale. Les différences les plus importantes

se situent dans les régions où la courbure est asymétriquement distribuée et dans les régions
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fortement bruitées où les reconstructions d’hypersurfaces de la méthode GST-ST permettent de

décrire la structure de la donnée sous-jacente.

Nous comparons les reconstructions le long d’une grille de 671 pixels à partir du point de pas-

sage de coordonnées (444, 88) en effectuant 100 itérations dans le domaine de Fourier. Les champs

d’orientation utilisés pour les reconstructions sont obtenus par les méthodes précédemment

citées.

Figure 3.20 – Hypersurfaces reconstruites à partir des champs d’orientation issus de la méthode
ST - en noir -, ST lisse - en rouge -, RST - en jaune -, PWD - en violet - et GST-ST proposée
- en vert -

Le point de passage utilisé se situe dans une région comportant un artefact d’acquisition

qui apparâıt dans l’image 3.18 sous forme d’une ligne quasi-verticale. De plus, l’hypersurface

perçue traverse une région de convergence. Les reconstructions de la figure 3.20 montrent que la

seule méthode permettant de retrouver l’hypersurface perçue est la méthode GST-ST que nous

proposons. La méthode RST conduit à la reconstruction la plus instable à cause des différentes

populations dont l’orientation est très voisine. Les reconstructions à partir des orientations

obtenues par les méthodes ST, RST et PWD traversent la région de convergence dans la partie

droite de l’image 3.20. Les différences entre les reconstructions sont les plus significatives dans

la région de convergence et s’élèvent à 44 pixels par endroits, ce qui correspond à une différence

de l’ordre de 400 mètres en réalité.

3.5 Résumé des contributions et conclusion

Nous avons détaillé dans ce chapitre un nouveau schéma d’estimation d’orientations pour

les textures directionnelles qui s’avère être plus juste que les méthodes classiques, en particulier

dans les régions de courbures asymétriques, de convergences et / ou de géométries distribuées de
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manière asymétrique. Ce schéma est basé sur une transformation d’espace locale et paramétrique

basée sur le flux d’hypersurfaces reconstruit sur le voisinage local. La transformation spatiale

peut être appliquée soit au champ de gradients locaux, soit à l’image locale d’intensité avant

d’utiliser la méthode du tenseur de structure.

Une accélération utilisant une approche par patch a été proposée. Elle est basée sur la

reconstruction d’un flux d’hypersurfaces pour l’ensemble du patch et a conduit à des résultats

comparables à la méthode non-accélérée.

Nous avons validé l’efficacité de l’approche que nous avons proposée sur une image

synthétique, à la fois avec et sans bruit, et présentant des courbures asymétriques. Notre méthode

a conduit à une forte atténuation du biais d’estimation dans le cas de l’image sans bruit en com-

paraison avec le tenseur de structure classique. Les méthodes IST-ST et GST-ST, basées sur

l’image d’intensité et le champ de gradients respectivement, ont des performances équivalentes

avec une efficacité de calcul légèrement meilleure pour la méthode des gradients. Par conséquent,

il est préférable d’utiliser l’approche basée sur le champ de gradients, en particulier dans le cas

de données de taille importante.

Dans le cas d’images réelles d’empreintes digitales, de matériaux fibreux et d’images sis-

miques, notre méthode conduit à une estimation plus juste que les méthodes classiques. L’orien-

tation estimée respecte les variations locales et n’est pas sensible aux courbures asymétriques

ni à la superposition de géométries due à des populations parasites telles que les cicatrices de

l’épiderme ou les surpiqûres dans les matériaux fibreux.
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Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à la retranscription fidèle de la géométrie des

textures directionnelles au moyen de la reconstruction d’hypersurfaces. Les travaux présentés

s’inscrivent dans le cadre d’un partenariat avec le groupe TOTAL. Ils sont motivés par le contexte

applicatif des images sismiques, en particulier l’interprétation automatique ou supervisée des

couches sédimentaires pour laquelle la reconstruction d’horizons sismiques est un point clé. Celle-

ci s’appuie sur l’estimation préalable du champ d’orientation qui est rendue difficile dans le cas

de régions complexes telles que des ruptures, des convergences et des courbures asymétriquement

réparties. L’amélioration de la qualité du champ d’orientation et la prise en compte appropriée

de contraintes de passage conduit à des reconstructions qui permettent une meilleure description

de la géométrie locale et globale de la texture directionnelle. La reconstruction d’hypersurfaces

discutée dans des travaux existants est considérée dans ce travail comme étant à la fois un

outil et une finalité. Des transformations d’espace, dites conformes, appliquées à l’ensemble

de la grille de reconstruction combinées à la prise en compte de contraintes de domaine et

de passage permettent d’obtenir des reconstructions justes. D’autre part, des reconstructions

locales d’hypersurfaces permettent d’accéder à des modèles de transformation d’espace afin de

s’affranchir de la géométrie locale et donnent, ainsi, lieu à des estimations d’orientations non

biaisées dans des contextes complexes. La fidélité des estimations d’orientation à la structure

directionnelle mène à des reconstructions plus justes et s’insère dans un schéma récursif.

Dans le premier chapitre, nous avons dressé un état de l’art des méthodes de reconstruction

d’hypersurfaces. Nous nous sommes attardés en particulier sur les méthodes par minimisation

globale sous contraintes reliant l’hypersurface au pendage et qui se rapportent à la résolution

d’une EDP non-linéaire. Ces méthodes donnent lieu à une reconstruction rapide par trans-

formée de Fourier mais celle-ci nécessite que le domaine de reconstruction soit hyperrectangu-

laire. Lorsque ce n’est pas le cas, pour contourner les régions complexes de l’image par exemple,

la méthode du masque binaire sous contrainte d’un seul point de passage permet de conserver

le caractère rapide de la reconstruction en annulant la contribution des régions du rectangle

englobant les points de domaine dans la solution. Dans le cas de plusieurs points de passage, la

méthode des quadrangles permet d’obtenir des reconstructions partielles sur l’enveloppe convexe

des contraintes par transformation d’espace. Cependant, la continuité de la dérivée aux frontières
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des sous-parties n’est pas garantie et l’enveloppe concave du domaine est transformée en enve-

loppe convexe ce qui donne lieu à des reconstructions partielles supplémentaires. De plus, les

reconstructions partielles sont sensibles au bruit. Par ailleurs, ces deux méthodes ne conservent

pas une partie des reconstructions lors de l’ajout ou de la modification de contraintes, ce qui

nécessite de reconstruire toute l’hypersurface.

Dans le deuxième chapitre, nous avons présenté deux contributions pour la reconstruction

d’hypersurfaces de manière globale et rapide. Pour les deux méthodes, la reconstruction est

effectuée sur le domaine polygonal défini par les contraintes transformé en domaine rectangulaire

pour la résolution de l’EDP et le choix de la méthode à utiliser est déterminé par l’organisation

des contraintes de points de passage. Lorsque les points de passage ou de domaine sont ordonnés

sous forme de contour d’un polygone, une châıne constituée de transformations de Schwarz-

Christoffel directe et inverse permet de transformer le domaine polygonal simplement connexe en

rectangle de résolution. Une transformation supplémentaire optionnelle permet de régulariser les

grilles relatives aux transformations de Schwarz-Christoffel afin que tous les points du maillage

de départ aient la même contribution dans la résolution de l’EDP. La méthode globale par

polygones proposée permet de dépasser les limitations de la méthode des quadrangles concernant

la convexité du domaine de reconstruction et de reconstructions partielles. Lorsque des points de

passage sont définis à l’intérieur du contour polygonal, nous avons donc proposé une méthode

quasi-globale et incrémentale en considérant les polygones des points de passages par aires

croissantes. L’initialisation se fait en reconstruisant le noyau simplement connexe par la méthode

globale par polygones. L’approche pour les supports imbriqués se base sur la combinaison de deux

châınes de transformations afin de transformer le polygone doublement connexe des contraintes

en rectangle régulièrement échantillonné à chaque étape. La première châıne permet de respecter

les contraintes sur le contour extérieur du domaine et met en œuvre des transformations d’espace

de Schwarz-Christoffel doublement connexes ainsi que des transformations de Möbius. La seconde

châıne respecte les contraintes sur le contour intérieur du domaine et ce, notamment, à travers

l’inversion du domaine ce qui permet de transformer les contraintes intérieures en contraintes

extérieures pour la résolution rapide de l’EDP. Les résultats obtenus pour des régions complexes

d’images sismiques montrent de meilleures reconstructions que par les méthodes par résolution

de l’EDP du premier chapitre.

Le dernier chapitre est consacré à l’estimation des orientations des éléments structuraux des

textures directionnelles. Nous avons tout d’abord discuté les méthodes conventionnelles basées

sur la décomposition en éléments propres du tenseur de structure déduit du champ de gradients.

Nous avons ensuite présenté un nouveau schéma d’estimation d’orientation pour les textures

directionnelles qui s’avère être plus précis que les méthodes classiques, en particulier dans les

régions de courbures asymétriques, de convergences et / ou de géométries distribuées de manière

asymétrique. Ce schéma est basé sur une transformation d’espace locale et paramétrique déduite

du flux d’hypersurfaces reconstruit sur le voisinage local. La transformation spatiale peut être
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appliquée soit au champ de gradients locaux, soit à l’image locale d’intensité avant d’utiliser

la méthode du tenseur de structure. Une accélération utilisant une approche par patch a été

proposée. Elle est basée sur la reconstruction d’un flux d’hypersurfaces pour l’ensemble du

patch et a conduit à des résultats comparables à la méthode non-accélérée. Les méthodes IST-

ST et GST-ST, basées sur l’image d’intensité et le champ de gradients respectivement, ont des

performances équivalentes avec une efficacité de calcul légèrement meilleure pour la méthode des

gradients. Par conséquent, il est préférable d’utiliser l’approche basée sur le champ de gradients,

en particulier dans le cas de données de taille importante. Nous avons validé l’efficacité de

l’approche que nous avons proposée à la fois sur des images synthétiques et réelles présentant

des régions complexes. Notre méthode a conduit à une forte atténuation des erreurs d’estimation

en comparaison avec les méthodes classiques de tenseur de structure.

Les perspectives de poursuite des travaux de ce mémoire portent aussi bien sur la recons-

truction d’hypersurfaces que sur l’estimation d’orientations. Le premier point concerne la re-

construction globale et rapide d’horizons sismiques traversant des régions complexes. Au lieu

d’imposer l’intégralité des contraintes définissant les polygones imbriqués, seuls le noyau initial

et le domaine d’intérêt sont fixés. Des couronnes successives sont ensuite définies automati-

quement jusqu’à recouvrir la totalité du domaine d’intérêt. La reconstruction à chaque étape

respecte les contraintes sur les frontières intérieures issues des reconstructions précédentes. Un

deuxième point concerne la reconstruction d’horizons sismiques respectant des régions d’exclu-

sion et / ou plusieurs reconstructions sur domaines spatialement séparés. Le domaine englobant

est alors un polygone multiplement connexe qui peut être transformé en domaine rectangulaire

par une transformation d’espace. Bien que la complexité calculatoire résultante associée soit

très importante, il est vraisemblable que le calcul des transformations de Schwarz-Christoffel

multiplement connexes puisse être effectué dans un temps raisonnable et compatible avec l’in-

teraction dans un avenir relativement proche. Un troisième point porte sur l’estimation d’orien-

tations dans des régions de juxtaposition de géométries pour lesquelles les voisinages locaux

centrés utilisés pour les reconstructions, l’aplanissement et le tenseur de structure ne sont pas

adaptés. Une pré-segmentation permettrait de restreindre l’étendue des domaines de reconstruc-

tion des flux d’hypersurfaces et des données aplanies. Un dernier point concerne la diminution

de la complexité calculatoire de l’estimation d’orientations. En remplacement d’un nombre fixe

d’itérations, il s’agirait de déterminer, pour chaque point, le nombre de répétitions suffisantes

du procédé complet pour atteindre la convergence.
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Annexe A

Estimation de la transformation de

Schwarz-Christoffel

Pour rappel, la transformation de Schwarz-Christoffel (SC) permet notamment de transfor-

mer un disque unitaire en polygone et vice-versa. L’expression de la transformation de SC du

disque unitaire D en polygone simplement connexe P = {w1, w2, . . . , wK} est la suivante :

∀z ∈ D, fP (z) = a+ c

z∫
0

K∏
k=1

(1− s

zk
)−βkds, (A.1)

où a, c sont des constantes complexes et zk, k ∈ [1,K] sont les images inverses des wk, k ∈ [1,K]

appelés pré-sommets :

∀k ∈ [1,K], fP (zk) = wk. (A.2)

Des méthodes de calcul numérique de la transformation de SC ont été proposées au cours

des cinquante dernières années et des améliorations continuent à voir le jour. Si la complexité du

calcul formel rendait la transformation de SC difficile à utiliser dans le cas de polygones à plus

de 4 sommets, il est désormais possible d’estimer de manière numérique précise la cartographie

de régions contenant quelques dizaines voire centaines de sommets.

L’estimation des K+2 paramètres a, c, zk, désignée par problème des paramètres, est au cœur

de l’estimation de la transformation de SC et sa relative complexité rendait l’utilisation de cette

transformation difficile, hormis dans des cas particuliers, jusqu’à la fin du XX-ème siècle.

Dans cette annexe, nous montrons comment les problématiques algorithmiques relatives à

l’estimation et à l’application des transformations de SC sont analysées. Nous nous basons sur

le travail de Trefethen et Driscoll [Tre80, TW86, DT02] qui ont développé la toolbox Matlab

[Dri96], en accès libre, que nous avons utilisée dans les expériences présentées dans ce manuscrit.
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A.1 Problème des paramètres

Dans [Tre80], les paramètres a, c, z1 sont fixés comme suit : a = w1, z1 = 1 et

c =
wK − w1

zK∫
0

K∏
k=1

(1− s
zk

)−βkds

. (A.3)

Le problème des paramètres revient donc à l’estimation des K − 1 paramètres zk, k ∈ [2,K].

Pour ce faire, on pose les conditions des longueurs des côtés suivantes :∣∣∣∣∣∣
zk+1∫
zk

f ′P (s)ds

∣∣∣∣∣∣ = |wk+1 − wk|, 1 ≤ k ≤ K − 1. (A.4)

En posant zk = eiθk avec θ1 < θ2 < · · · < θK = 2π, l’équation A.4 donne lieu à un système carré

non-linéaire et contraint de par les conditions sur les angles θk.

Le changement de variables :

Φk = log

(
θk − θk−1

θk+1 − θk

)
, 1 ≤ k ≤ K − 1, θ0 = 0 (A.5)

donne lieu à un système non-contraint.

Soit pj =
j∏

k=1

e−iΦk , p0 = 1 et φk = π

k∑
j=0

pj

n−1∑
j=0

pj

, les équations A.4 et A.5 donne lieu à :

∣∣∣∣∣∣∣
eiφk+1∫
eiφk

f ′P (s)ds

∣∣∣∣∣∣∣ = |wk+1 − wk|, 1 ≤ k ≤ K − 1. (A.6)

La résolution numérique de A.6 se fait par la méthode itérative de Gauss-Newton [Har61, Sch70]

avec mise-à-jour du Jacobien par la méthode de Broyden [Bro65].

A.2 Application de la transformation de Schwarz-Christoffel

L’estimation et l’application de la transformation de SC requièrent l’approximation rapide

et précise d’intégrales de la forme :

b∫
a

K∏
k=1

(1− s

zk
)−βkds (A.7)

Pour cela, la quadrature de Gauss-Jacobi est utilisée pour approcher l’intégrale par une
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somme discrète de fonctions pondérées et s’exprime [Nou85] :

1∫
−1

f(s)(1− s)α(1 + s)βds ≈
n∑
1

wkf(sk). (A.8)

Dans [HT13], une méthode basée sur la recherche de racines de Newton et l’évaluation

de fonctions asymptotiques donne lieu à une estimation de bonne précision et en complexité

calculatoire linéaire.

A.3 Transformation de Schwarz-Christoffel inverse

Une fois que les paramètres de la transformation directe de SC sont estimés, l’application de

la transformation directe de SC revient au calcul d’une intégrale. L’inversion de la transformation

est quelque peu plus compliquée car, d’une manière générale, il n’existe pas de formule pour la

transformation inverse. Trefethen [Tre80] a proposé deux stratégies approchées pour l’inversion,

c’est-à-dire pour l’estimation de z = f−1
P (w) :

1. Méthode de Newton appliquée au problème directe fP (z)− w = 0,

2. Résolution numérique du problème dit de valeur initiale [CL55] :

dz

dw
=

1

f ′P (z)
et z(w0) = z0, (A.9)

où z0 est la valeur initiale.

La solution finalement retenue dans [DT02] est une combinaison de ces deux approches. La

résolution du problème de la valeur initiale se fait à partir d’une valeur approchée obtenue par

la méthode de Newton.
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Annexe B

Biais du tenseur de structure

Dans cette section, nous démontrons que la méthode ST introduit un biais d’estimation dans

le cas d’une image présentant des régions de courbure asymétriquement distribuée. Ces régions

se distinguent par une répartition asymétrique des normales dans le voisinage de certains points

et ce selon la direction de la normale en chacun de ces points. Considérons pour cela le cas

simple (voir figure B.1.a) d’une texture directionnelle elliptique Isin :

Isin(x1, x2) = sin(2πfe−(ax21+bx22)), a, b ∈ R (B.1)

où x1, x2 ∈ [−1, 1]. L’objectif est, ici, de comparer l’expression du champ normal analytique avec

l’expression du champ d’orientation estimé à l’aide de la méthode ST. Deux simplifications sont

effectuées afin d’accéder au calcul du biais de l’estimation à l’aide du tenseur de la structure :

1. Le champ de gradient est obtenu analytiquement au lieu d’utiliser des filtres convolutifs,

2. L’image Isin est simplifiée en utilisant une image I dont le champ de gradient est le même

que celui de Isin à une modulation d’amplitude près. Cette image est définie comme suit :

I(x1, x2) = e−(ax21+bx22), a, b ∈ R (B.2)

Dans ce cas précis, le champ d’orientation est donné par le champ normal n qui s’exprime :

n ∼

[
ax1

bx2

]
. (B.3)

Les composantes du champ gradient analytique sont :

g =

[
gx

gy

]
=

[
−2ax1e

ax21+bx22

−2bx2e
ax21+bx22

]
∼

[
ax1

bx2

]
. (B.4)
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(a) (b)

Figure B.1 – Image de texture elliptique de l’équation (B.1) avec a = 1, b = 3, f = 2 (a) et
version simplifée de l’équation (B.2) avec iso-contours (b)

Le tenseur de structure s’exprime comme suit :

T =

[
Tx1x1(x1, x2) Tx1x2(x1, x2)

Tx1x2(x1, x2) Tx2x2(x1, x2)

]
, (B.5)

et la matrice d’autocorrélation est calculée par convolution avec une Gaussienne d’écart-type

σT .

Nous utilisons les propriétés suivantes pour exprimer les composantes de T :

Propriété B.0.1. ∫ +∞

−∞
e−ax

2+bxdx =

√
π

a
e
b2

4a , (a > 0), (B.6)

∫ +∞

−∞
xe−ax

2+bxdx =

√
πb

2a3/2
e
b2

4a , (a > 0), (B.7)

∫ +∞

−∞
x2e−ax

2−bxdx =

√
π(2a+ b2p)

4a5/2
e
b2

4a , (a > 0). (B.8)

Les équations (B.6,B.7,B.8) mènent aux expressions suivantes des composantes du tenseur

de structure T :

Tx1x1(x1, x2) ∼ a2(b+
1

2σ2
T

)2[2(a+
1

2σ2
T

) +
x2

1

σ4
T

], (B.9)

Tx2x2(x1, x2) ∼ b2(a+
1

2σ2
T

)2[2(b+
1

2σ2
T

) +
x2

2

σ4
T

], (B.10)

Tx1x2(x1, x2) ∼ ab(a+
1

2σ2
T

)(b+
1

2σ2
T

)
x1x2

σ4
T

. (B.11)
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Le déterminant de T est :

∆ = [a2(b+
1

2σ2
T

)2 x
2
1

σ4
T

+ b2(a+
1

2σ2
T

)2 x
2
2

σ4
T

]2. (B.12)

Finalement, l’orientation estimée s’exprime comme suit :

ñ(x1, x2) ∼

[
−2Tx1x2(x1, x2)

Tx1x1(x1, x2)− Tx2x2(x1, x2)−
√

∆

]
(B.13)

∼

a(b+ 1
2σ2
T

)x1

b(a+ 1
2σ2
T

)x2

 . (B.14)

L’expression de l’orientation estimée ñ dépend de a, b et de σT . Dans le cas de courbures

symétriques, ce qui correspond à un modèle circulaire, nous avons a = b et :

ñ(x1, x2) ∼

[
x1

x2

]
∼ n(x1, x2). (B.15)

Par conséquent, il n’y a pas d’erreur dans l’estimation en cas de courbures symétriques comme

prévu.

0

20

40

60

80

100

Figure B.2 – Pourcentage de biais d’orientation estimée par rapport à l’erreur maximale pour
I en utilisant la méthode ST (σT = 0.05)

Cependant, lorsque a 6= b, il existe une courbure asymétriquement distribuée et le tenseur

de structure introduit une erreur d’estimation (voir l’équation B.14). Lorsque σT tend vers zéro,

l’erreur est faible et lorsque σT → ∞, l’expression de la normale est identique au cas circulaire

ce qui induit des erreurs plus importantes.
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Nous définissons le biais d’estimation comme étant la différence angulaire δθ :

δθ(x1, x2) = |arcsin(
n ∧ ñ

‖n‖.‖ñ‖
)| (B.16)

= |arcsin(
ab(b− a)x1x2√

(a2x2
1 + b2x2

2)(a2γ2
bx

2
1 + b2γ2

ax
2
2)
|, (B.17)

où γa = a+ 1
2σ2
T

and γb = b+ 1
2σ2
T

. Le biais maximal d’estimation se situe sur les axes d’équation

x2 = ±x1
aγb
bγa

, et ce biais maximal s’exprime :

δθmax = | arcsin(
b− a√
γ2
a + γ2

b

)|. (B.18)

La figure B.2 montre la distribution du taux d’erreur par rapport au biais maximal. Le

biais d’estimation d’orientation le plus important correspond aux régions où la courbure évolue

asymétriquement alors que celui-ci est négligeable à proximité de régions symétriques de l’image

I.
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Imagerie sismique

L’optimisation de la production pétrolière s’appuie sur une interprétation géologique précise

du sous-sol dans la région d’intérêt. Un procédé d’acquisition en surface par mesure de réflexion

d’ondes, nommé sismique réflexion, permet d’obtenir une échographie des couches sédimentaires

constituant la donnée d’entrée de l’interprétation.

L’acquisition sismique par réflexion consiste à enregistrer, au niveau d’un récepteur, les

réflexions d’ondes acoustiques produites artificiellement en surface. Les ondes se propagent dans

les premiers kilomètres de la surface terrestre et une partie est réfléchie aux frontières des couches

sédimentaires en fonction des différentes hétérogénéités (discontinuités) rencontrées. Les ondes

réfléchies sont recueillies aux niveaux de récepteurs en surface. L’acquisition sismique peut se

faire en milieu terrestre (on-shore) ou en milieu marin (off-shore).

ρ1

ρ2

surface

vibreur

discontinuité

Figure C.1 – Propagation des ondes sismiques dans des milieux de coefficients de réflexion ρ1

et ρ2

Dans les deux cas, les acquisitions ne diffèrent que par le type de matériel utilisé, le principe

d’acquisition reste globalement le même (voir figure C.1). En milieu terrestre, les vibrations

sont créées par le biais de camion-vibreurs ou d’explosifs. Les ondes réfléchies sont recueillies à

l’aide de capteurs nommés géophones, posés à même le sol et quadrillant la zone d’étude, qui
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convertissent les vibrations mécanique en tension électrique. En milieu marin, un canon à air

permet de générer des vibrations qui vont ensuite se propager dans l’eau puis dans le sous-sol

à partir d’un bateau. Les vibrations sont récupérées grâce à des capteurs nommés hydrophones

répartis le long de grands câbles, appelés streamers, tractés par le bateau.

À partir des informations collectées, les géophysiciens, en étroite coopération avec les

géologues, créent des modèles de vitesse et d’anisotropie décrivant le sous-sol de la région d’ac-

quisition. Le résultat est une image bidimensionnelle ou tridimensionnelle qui fait l’objet d’ap-

plication des méthodes de reconstructions présentées dans le manuscrit en vue de reconstruire

les horizons sismiques.

La reconstruction des horizons sismiques permet notamment d’ordonnancer ceux-ci en termes

de période de formation et ce en leur attribuant un numéro d’ordre, désigné par pseudo-âge

géologique. Une carotte sismique permet de dater les horizons sismiques et de déterminer si

les pièges à hydrocarbures qui auront été déterminés par l’interprétation sont des réservoirs

d’hydrocarbures. En effet, dans un piège à hydrocarbures trop jeune les fossiles ne se seront pas

encore transformé en hydrocarbures. Les hydrocarbures qui auraient pu être présents dans un

piège trop vieux peuvent avoir déjà été consommés par les bactéries du sous-sol.

Des configurations particulières rendent le procédé d’interprétation plus compliqué. Par

exemple, les failles sismiques consistent en un plan ou une zone de rupture le long duquel deux

blocs rocheux se déplacent l’un par rapport à l’autre sous l’effet de la tectonique des plaques

(voir figure C.2.a). Un autre exemple est constitué des régions de convergence des structures

directionnelles (voir figure C.2.b), notamment dans les régions d’érosion. Une autre configura-

tion intéressante concerne les régions de courbure asymétrique souvent associées à des structures

chenalisantes (voir figure C.2.c).

(a) (b) (c)

Figure C.2 – Images sismiques réelles présentant des failles (a), des régions de convergence (b)
et un mélange de régions de courbure asymétrique et de populations parasites (c)
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champ d’orientation par reconstruction d’hypersurfaces et changement d’espace. In
XXVème Colloque GRETSI (Gretsi 2015), pages 1–4, 2015.

[DDB15b] Salma Doghraji, Marc Donias, and Yannick Berthoumieu. Recursive orientation es-
timation based on hypersurface reconstruction. In 2015 IEEE International Confe-
rence on Image Processing, ICIP 2015, Quebec City, QC, Canada, September 27-30,
2015, pages 368–372, 2015.
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