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✻✳✶✳✹ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✿ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✶✸✺

✻✳✶✳✹✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❡♥ ♣ér✐♦❞❡ 3✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✶✸✻

✻✳✶✳✹✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❡♥ ♣ér✐♦❞❡ 2✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✶✸✻
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■♥t♦r♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ✈❡✉t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡ ❛✉ tr❛✈❡rs

❞❡s ♠♦❞è❧❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s q✉✐ tr❛✐t❡♥t ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳

❈✬❡st à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❛❞r❡ssé❡s à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠❛rs❤❛❧❧✐❡♥♥❡

✈❡rs ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡ ❢✉t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ s❡✐♥

❞❡ ♣r❡st✐❣✐❡✉s❡s ✉♥✐✈❡rs✐tés ❞❡ ❍❛r✈❛r❞ ❡t ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❛✈❡❝ s✉rt♦✉t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ✑ ❧❛

t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐q✉❡✑ ♣❛r ❡❞✇❛r❞ ❝❤❛♠❜❡r❧✐♥✱ ❡t ✑ ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡✑ ❛✈❡❝ ❥♦❛♥ r♦❜✐♥s♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡s

❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣r❡s❡♥té❡ ♣❛r

r♦❜✐♥s♦♥ ❡st ♥é❡ s✉✐t❡ à ❧❛ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬♦✛r❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s

❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❝r♦✐ss❛♥ts ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠❛rs❤❛❧✐❡♥♥❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡

❝❤❛♠❜❡r❧✐♥ ❡st é❧❛❜♦ré❡ ❡♥ r❡♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ré✢❡①✐♦♥s s✉r ❧❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❡t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s

❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✳ ❉❡♣✉✐s ❧♦rs✱ ♣❧✉s✐❡✉r❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♦♥t été ❢❛✐t❡s s✉r

s✉r ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡s✱ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ✇✳❢❡❧❧♥❡r

✭t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬♦❧✐❣♦♣♦❧❡✮ ✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❝❧és q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♣❛r✲

❢❛✐t❡✱ ❝✬❡st ❧✬✐♥tér❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts é❝♦♥♦♠✐q✉❡s q✉✐ ❡①✐❣❡♥t ❧❡ r❡❝♦✉rs à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❛✜♥ ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t str❛té❣✐q✉❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t

é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r s♦♥ ✉t✐❧✐té✳

◆♦tr❡ ❛♣♣♦rt ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❧❛ssé ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♠❛❥❡✉r❡s s✉✐✈❛♥t ❧✬♦❣r❛♥✐s❛t✐♦♥

❞❡s s✉❥❡ts ❞é✈❡❧♦♣♣és✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡

✼



❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❧❡✉rs str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡❝❤❡r✲

❝❤♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ❡♥ q✉❛♥t✐té ❡t ❡♥ ♣r✐① ❡t ❛✉ss✐ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ s✉r ❧❡

❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ✉♥ t❤è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❧❛

❢✉s✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛ s✉s❝✐té ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❞✐✲

✈❡rs❡s ♦♣✐♥✐♦♥s✱ ❡♥tr❡ ♣❛rt✐s❛♥s ❡t ♦♣♣♦s❛♥ts à ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ t❡❧❧❡s ❛tt✐t✉❞❡s

ét❛✐❡♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ré❧✐❣✐❡✉s❡✱ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡ ♦✉ ♠♦r❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❞❡✲

✈❡♥✉ ❣r❛♥❞✐ss❛♥t ❡t ✐❧ s✬ét❡♥❞ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛②s✿ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ●r❛♥❞❡ ❇r❡t❛❣♥❡✱ ❊s♣❛❣♥❡

❡t ré❝❡♠♠❡♥t ❧❛ ❋r❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❡♥ ❧✐❝❡✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ t❡♥❞ à ❞♦♥♥❡r ❛✉① ♠❛❣❛s✐♥s q✉✐ s♦♥t

❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❢❡r♠és ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ✭ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡rt❛✐♥s ❛✉tr❡s q✉✐ s♦♥t ♦✉✈❡rts ❧❡

❞✐♠❛♥❝❤❡✿ ♠❛❣❛s✐♥s ❞❡s ❈❤❛♠♣s ❊❧②sé❡s✱ ❛ér♦♣♦rts✱ ❣❛r❡s✮✱ ♣❧✉s ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❡♥ ♠❛t✐èr❡

❞✉ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ✈✐s❡ à ❝♦♠❜❧❡r ✉♥ ❜❡s♦✐♥ ❞❡

❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳

P♦✉r ❝❡✉① q✉✐ s♦✉t✐❡♥♥❡♥t ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s ❝❡ ❥♦✉r ❧à

s❡r❛✐❡♥t ❝♦♥tr❡✲✐♥t✉✐t✐✈❡s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛✐♠❡♥t s❡ ♣r♦❝✉r❡r ❧❡✉rs

❛❝❤❛ts ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ❝❤♦✐①✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❝❡ ❥♦✉r✲❝✐✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❣❡♥s ♥❡ tr❛✈❛✐❧❧❡♥t ♣❛s

❡t ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs ❢❛✐r❡ ❧❡✉rs ❛❝❤❛ts✳ ■❧s ❡st✐♠❡♥t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❞❡

❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❤❡✉r❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❝ré❡r ❞❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬❡♠♣❧♦✐s ❡t ❞❡s r❡✈❡♥✉s

❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t st✐♠✉❧❡r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳ ❆❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r

❧❡s ♦♣♣♦s❛♥ts✱ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❞♦✐t r❡st❡r ✉♥ ❥♦✉r ❞❡ r❡♣♦s ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ♥❛t✉r❡ s♣✐r✲

✐t✉❡❧❧❡ ❡t tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧s ♣rét❡♥❞❡♥t ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♥✉✐s✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s

♣❡t✐t❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s♦✉♠✐s❡s ❛✉① r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ❤❛❜✐t✉❞❡s

❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♦♥t ❝❤❛♥❣é ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ s♦❝✐❛❧✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♥❡❝❡ss✐té ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡✲
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♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡ r❡❣❛r❞ ❡♥✈❡rs ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s

❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ❡♥❣❛❣és à ét✉❞✐❡r ❧✬❡✛❡t ❞✉ ♣r♦❧♦♥❣❡✲

♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✳ ❈❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t s✬❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♣❛②s ❡♥

✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❈❛♥❛❞❛ ♦ù ▼♦rr✐s♦♥ ❡t

▼♦r✇❛♥ ✭✶✾✽✸✮✱ ❚❛♥❣✉② ❡t ❛❧ ✭✶✾✾✺✮✱ ■♥❞❡rst st ❡t ■r♠❛♥ ✭✷✵✵✺✮ ♦♥t tr❛✐té ❧✬❡✛❡t

❞❡ ❧❛ ❧✐❜ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s ♣❡✲

t✐ts ❝♦♠♠❡r❝❡s ❡t ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡s ❞❡s ❣r❛♥❞❡s s✉r❢❛❝❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧s ♦♥t ✈♦✉❧✉ ❡①♣❧♦r❡r ❧❛

ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s s✉r ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡t ❛✉ss✐ ❧❡ ♣r✐① ❛♣♣❧✐q✉é✳ ➚ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s

❛rt✐❝❧❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ s♣é✲

❝✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❞❡s ❣r❛♥❞❡s s✉r❢❛❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s

à tr♦✉✈❡r ❞❡s ré♣♦♥s❡s à ❞❡s q✉❡st✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡✿ q✉❡❧ t②♣❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉rr❛✐t s✉r❣✐r

s✐ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s❄ ♦✉ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ✭❈♦✉r♥♦t ♦✉ ❇❡rtr❛♥❞✮

♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t ❄✳ ❊t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ q✉❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r

✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❄✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛ été ❛♥❛❧②sé ❡♥ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s

❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s✳ ❯♥ ❡✛❡t ♠✐t✐❣é ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞é❣❛❣é à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ s❡s ét✉❞❡s✳

P♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝❤❡r❝❤❡✉rs✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❜é♥é✜q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ✈♦✐r ❦❛②

❡t ♠♦rr✐s ✭✶✾✽✼✮❀ t❛♥❣✉❛② ❡t ❛❧ ✭✶✾✾✺✮❀ ❝❧❡♠❡♥③ ✭✶✾✾✹✮❀ ❞❡ ♠❡③❛ ✭✶✾✽✹✮❀ ❢❡rr✐s

✭✶✾✾✵✮✳ ❆❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s✱ ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ❥❛♠❛✐s à ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛✲

t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs s❤② ❡t st❡♥❜❛❝❦❛ ✭✷✵✵✽✮❀ ✐♥❞❡rst ❡t ✐r♠❛♥

✭✷✵✵✺✮✳ ➚ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛
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s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t

❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥♦s♠♠❛t❡✉rs s❡❧♦♥ ❧❡✉r ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡

t❡♠♣s ❞✬❛❝❤❛t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡✈❡♥t✉❡❧❧❡

❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳

◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡t ❧❛

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛r❝❤é✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞✉ N = 2 ❡♥tr❡♣r✐s❡s✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s à N > 2✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡

❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✭❝❛s ❞✉ ❞✉♦♣♦❧❡✮✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s str❛té❣✐q✉❡s q✉✐ s❡ ♣r♦✲

❞✉✐s❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✳ ▲❡s ♠❛r❝❤és ♠✐①t❡s✱

❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣✉❜❧✐q✉❡s ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧

s❡ ❧✐✈r❡♥t à ✉♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r s♦♥

♣r♦♣r❡ ♣r♦✜t s♦♥t ❞❡✈❡♥✉s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✳ ❈❡tt❡

❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣r✐✈é❡s ❡t ♣✉❜❧✐q✉❡s s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①

♠❛r❝❤és ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❜❛♥❝❛✐r❡s✱ ❞❡s ♣rêts ❛✉ ❧♦❣❡♠❡♥t✱

❛ss✉r❛♥❝❡✲✈✐❡✱ ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡ r❛❞✐♦❞✐✛✉s✐♦♥✱✳ ✳ ✳ ❡t❝✳ ▲❡s ✐♥tér❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s

❛②❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♠✳

❜♦s ✭✶✾✾✶✮✱ ✈✐❝❦❡rs ❡t ②❛rr♦✇ ✭✶✾✽✽✮✱ ♥❡tt ✭✶✾✾✸✮✱ ❞❡ ❢r❛❥❛ ❡t ❞❡❧❜♦♥♦ ✭✶✾✽✾✮✳

❙❡❧♦♥ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❧✬♦❧✐❣♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ s✉r ✉♥ ♠❛r❝❤é ❞✬✉♥

❜✐❡♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♦✉ ❞✐✛ér❡♥❝✐é q✉✐ ❡st ♦✛❡rt ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ✜r♠❡s✳ ▲❡s ❢✉✲

s✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♠✐①t❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t à ✉♥❡ ♣r✐✈❛t✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡

♥❛t✐♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ➚ tt✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❧❧✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❘❡♥❛✉t✲◆✐ss❛♥ ❡♥ ✶✾✾✾ ✭❧❡

❝❛♣✐t❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❡st ❞ét❡♥✉ à ✶✺✪ ♣❛r ❧✬➱t❛t ❢r❛♥ç❛✐s✮ ❡t ré❝❡♠♠❡♥t ❛✉ss✐

❧❡ ❣r♦✉♣❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❢r❛♥ç❛✐s ●❛③ ❉❡ ❋r❛♥❝❡ ❛ ❢✉s✐♦♥♥é ❛✈❡❝ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♣r✐✈é ❙❯❊❩✱ ✉♥❡

❢✉s✐♦♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉ ❣é❛♥t é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❡✉r♦♣é❡♥ ✭●❉❋ ❙❯❊❩✮✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
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❞❡ ♣r✐✈❛t✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥✈❡rt✐r ✉♥❡ s♦❝✐été ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦❝✐été ♣❛r ❛❝t✐♦♥s

♣♦ssé❞é❡s ❡t ❝♦♥trô❧é❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥✈❡st✐ss❡✉rs ♣r✐✈és✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞✬✐♥tér❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡

❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ♣r✐✈é❡ ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✽✵✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞✲

è❧❡ ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ♣✉✐s ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞✉♦♣♦❧❡

♠✐①t❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡ ♣r✐① ♣♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ str❛té❣✐q✉❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t

❝♦♠♠❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣✉❜❧✐q✉❡s ❡t ♣r✐✈é❡s

s✉r ❧❛ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣✉❜❧✐❝ ❡t ♣r✐✈é✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉✲

s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ é❝♦♥♦♠✐❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s

❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❢✉s✐♦♥s t♦✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

✜r♠❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥❞♦❣è♥❡♠❡♥t ♣r♦✜t❛❜❧❡ s❛♥s ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❡①♦❣è♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥s♣✐r♦♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés

s✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥tr❡ ❞❡s ✜r♠❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s✱●♦✇r✐s❛♥❦❛r❛♥

(1999)✱ ❇❛rr♦s (1998) ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ●♦✇r✐s❛♥❦❛r❛♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ♦ù ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥❞♦❣è♥❡s

❝❤♦✐s✐❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡s ❜é♥é✜❝❡s ❢✉t✉rs ❡s✲

❝♦♠♣tés✳ ❙♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡♥ ❝❡ q✉✬✐❧ ✐♥tè❣r❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t

❡♥❞♦❣é♥é✐s❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥èr❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s

✿ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❛ ✉♥ ❡✛❡t ❛tt❡♥❞✉ s✉r ❧✬❡♥tré❡✱ ❧❛ s♦rt✐❡✱ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❡t ❧❡ s✉r✲

♣❧✉s✳ ➚ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ s♦♥ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣♦✉✈❛♥t

✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✿ ❡♥tré❡✱ s♦rt✐❡✱ ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡

s❡✉❧ é❧é♠❡♥t q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ s✉✐t❡ à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣❛✐♥

❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐té
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◆♦✉s ré❝❛♣✐t✉❧♦♥s ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s r❡t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s tr❛✐tés ❞❡ ❝❡tt❡

t❤ès❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 2 ♦ù ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ♥❛s❤ q✉❛♥t✐té✲

♣r✐① ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ◆♦s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts s♦♥t ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s

❜✐❡♥s s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡

♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❜✐❡♥s s♦♥t

❞✐✛ér❡♥❝✐és✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s❡✉✐❧ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛

♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ✭❈♦✉r♥♦t ♦✉ ❜❡rtr❛♥❞✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱

♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦✉r s❛✈♦✐r q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ♣❧✉s ❛✉①

✜r♠❡s ❞✬♦✉✈r✐r ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧✬❡✛❡t

❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ P♦✉r ♠✐❡✉① é✈❛❧✉❡r ❝❡t

❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❡♥ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r

❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛❝❤❛t✳ ❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ tr♦✉✈é ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st q✉✬❡♥ ❝❛s

❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ✭❡①✲

❝❡♣té ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✮ ✈♦✐❡♥t ❧❡✉rs s✉r♣❧✉s ❜❛✐ss❡r✳ ◗✉♥❛t ❛✉① ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs q✉✐ ♦♥t ✉♥❡

♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❧❡✉r s✉r♣❧✉s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥❡ ✜r♠❡ s❡♣t

❥♦✉rs s✉r s❡♣t✳ ❈❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s✉r♣❧✉s ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉①

✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 5✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❧❛ ❤♦tt❡❧✐♥❣✱ ❧❛ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞❡

❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ ❢♦r♠é ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ✉♥ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é✳ ◆♦✉s

❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❥❡✉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ tr❛✐t❡ ❧❛ ♣♦ss✐✲

❜✐❧té ❞✬✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥tr❡♣r✐s❡s✱ ❡♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s s❡ ❧✐✈r❡♥t

à ✉♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ♣r✐①✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t q✉✬♦♥ ❛ tr♦✉✈é ❡st q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st

✶✷



♣❛s ♣r♦✜t❛❜❧❡ s✐ ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♥❛t✐♦♥❛❧❡✳ ❙✐ ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st ❞✬♦r✐❣✐♥❡

étr❛♥❣ér❡✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣r♦✜t❛❜❧❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 6, ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❡ss❛✐ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥

❡♥❞♦❣è♥❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ✐♠❛❣✐♥♦♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t

❞❡s ✜r♠❡s ❛s②♠ét✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s ✜r♠❡s✳◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s

q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st ❜✐❡♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s

❡ss❛②♦♥s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡ à tr❛✈èrs ❞❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ♣♦✉r N ✜r♠❡s ❛✈❡❝

N > 3 ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉s♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ✐♥t✉✐t✐♦♥s✳

✶✸



P❛rt ■✳

❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡

❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

✶✹



✶✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡

❧✐tt❡r❛t✉r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ré❛❧✐sé❡ s✉r

❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❡t s♣❡❝✐❛❧❡♠❡♥t ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡

❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tér❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t

❛✉① ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❡ s❡ ♣r♦❝✉r❡r ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡✉rs ❛❝❤❛ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡

❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝ré❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡

s✬✐♥tér❡ss❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t à ♠❡s✉r❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❛✐♥s✐

q✉❡ s✉r ❧❡s ♣r✐① ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ✈❡♥❞✉s✳ ❊♥ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s

❞✬✉♥ t❡❧ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s✉r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✳

✶✳✶✳ ▲❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛

❝♦♠♣ét✐t✐♦♥

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♥ ❊❝♦♥♦♠✐❡ ■♥❞✉str✐❡❧❧❡ ét✉❞✐❡♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s str❛té❣✐q✉❡s

❞❡s ✜r♠❡s ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡✉rs ♣r♦✜ts s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡

❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈❡♥t❡ ♦✛❡rt❡ à ❝❤❛q✉❡ ✜r♠❡✳ ▲❡s s❡✉❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s str❛té❣✐q✉❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s

❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❣✐r s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❡t ❧❡ ♣r✐①✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s✐

♦♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛❝❤❛t✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t ✐♥✢✉❡♥❝❡r

✶✺



✶✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡

s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ❈♦♠♠❡

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttt❡r❛t✉r❡✱ Morisson ❡t ◆❡r✇❛♥ ✭✶✾✽✸✮ ♦♥t tr❛✐té ❧✬❡✛❡t

r❡❞✐str✐❜✉t✐❢ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ❝❛❞r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡

❧❡ ❝❛s ❞✉ ❈❛♥❛❞❛✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❡♥t❡s ❞❡s ♣❡t✐ts

❝♦♠♠❡r❝❡s ✈❡rs ❧❡s ❣r❛♥❞❡s s✉r❢❛❝❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧s ❛ss♦❝✐❡♥t ❧❡ ♣❡t✐t

❝♦♠♠❡r❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r✐① é❧❡✈é ❡t ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❞✬❛❝❝ès✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s s✉r❢❛❝❡s

❛✈❡❝ ✉♥ ♣r✐① ❢❛✐❜❧❡ ❡t ✉♥ ❝♦ût ❞✬❛❝❝ès é❧❡✈é✳ ❈❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❧✐❜ér❛❧✲

✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ♠è♥❡ à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞✬❛❝❝ès✳

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❛❝❤❡té❡ ◗✯✱ ❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ❡st ✐♥❞✐✛ér❡♥t ❡♥✲

tr❡ ❛❝❤❡t❡r ❞❛♥s ❞❡s ♣❡t✐ts ❝♦♠♠❡r❝❡s ♦✉ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s s✉r❢❛❝❡s✳ ❆✉ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❝❡tt❡

q✉❛♥t✐té✱ ✐❧ tr♦✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥térêt à ❛❝❤❡t❡r ❞❛♥s ❧❡s ♣❡t✐ts ❝♦♠♠❡r❝❡s✳ ❆❧♦rs q✉❡✱ ❛✉ ❞❡ss✉s

❞❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té✱ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❜é♥é✜❝✐❛✐r❡ à ❛❝❤❡t❡r ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s s✉r❢❛❝❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t

❡st ❞û à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞✬❛❝❝ès✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐ss♦♥ ❡t ◆♦r✇❛♥✱

❧❡ ♣r✐① ✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛❝❝ès ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥és ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡✳

❖③ ❙❤② ❡t ❘✉♥❡ ❙t❡♥❜❛❝❦❛ ✭✷✵✵✽✮ ♦♥t ❛♥❛❧②sé ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡s ❞✉ ❞ét❛✐❧ ❞✐✛ér❡♥❝✐és
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✶✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡

♦ù ❧❡s ♠❛❣❛s✐♥s s✬❡♥❣❛❣❡♥t à ✉♥❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ s✉r ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡

❡t s✉r ❧❡ ♣r✐① ♣r❛t✐q✉é✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞✬✐♥térêt ❞❡ ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s

❞✐✛ér❡♥ts s❝❡♥❛r✐♦s ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s✳ ■❧s ét✉❞✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛

s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs s♦♥t ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❧❡ ♠❛❣❛s✐♥ ❡st ❢❡r♠é

❛✉ ♠♦♠❡♥t ♣ré❢éré ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡✉rs ❛❝❤❛ts✱ ❛❧♦rs ❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛✲

t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t r❡♣♦rt❡r ♦✉ ❛✈❛♥❝❡r ❧❡✉rs ❛❝❤❛ts✳ ❉❛♥s ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

s♦♥t ❞✐str✐❜✉és ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❙❤② ❡t ❙t❡♥❜❛❝❦❛

✭✷✵✵✻✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ ♣r❡st❛t✐♦♥ ♣r✐✈é❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t

❞❡ ✈✉❡ s♦❝✐❛❧✳ ■❧s ét✉❞✐❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠étr✐q✉❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s❡r✈✐❝❡

✐❞é❛❧ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣❡✉t ✐♠♣❛❝t❡r ❧❛ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é✳ ■❧s ❞é♠♦♥tr❡♥t s✉rt♦✉t

❝♦♠♠❡♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✐❞é❛❧ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

♣❡✉✈❡♥t ❣é♥ér❡r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ♦ù ❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡✉rs ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ♠❛✐♥t✐❡♥✲

♥❡♥t ❞❡s ❤❡✉r❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ✐♥é❣❛❧❡s✳

✶✳✷✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞ér❡❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♣r✐①

❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛rt✐❝❧❡s q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞éré✲

❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛❝❤❛t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ s✉r ❧❡ ♣r✐①✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱

❝❡t ❡✛❡t r❡st❡ ❝♦♥tr♦✈❡rsé✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs s♦♥t ❞✐✈✐sés ❡♥tr❡ ❝❡✉① q✉✐ ❝r♦✐❡♥t q✉✬✉♥

t❡❧ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✈❛ ❝ré❡r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐① ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❞✬❛✉tr❡s q✉✐ ♥✬❡♥

tr♦✉✈❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳

❚❛♥❣✉❛② ❡t ❛❧ ✭✶✾✾✺✮ ♦♥t tr❛✐té ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❧✐❜ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s

♣❡t✐ts ❝♦♠♠❡r❝❡s ❡t ❞❡s ✐♥❞✉str✐❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s s✉r❢❛❝❡s s✉r ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡t ❧❡ ♣r✐① ❛♣✲
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✶✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡

♣❧✐q✉és✳ ▲❡✉r ♠♦❞è❧❡ ♣ré❞✐t q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❞❡s ❣r❛♥❞❡s s✉r❢❛❝❡s ✈❛ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❛♣rès ✉♥❡

❞éré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❡t q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❞❡s ♣❡t✐ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈❡♥t❡

❞✐♠✐♥✉❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ré❞✉✐t ❧❡s ❝♦ûts

❞✬❛❝❝ès ❛✉① ❣r❛♥❞s ♠❛❣❛s✐♥s ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t

❛✉① ♠❛❣❛s✐♥s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s ♣r✐① ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♠❡r❝❡s ❞✉ ❞ét❛✐❧ s❡r❛✐❡♥t ♦❜❧✐❣és ❞❡

ré❞✉✐r❡ ❧❡✉r ♣r✐① ♣♦✉r r❡st❡r ❝♦♠♣ét✐t✐❢s✳ ❊♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ■♥❞❡rst

❡t ■r♠❛♥ ✭✷✵✵✺✮ ♦♥t tr❛✐té ✉♥❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥ ♣r✐① ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❡t✐ts ❝♦♠♠❡r❝❡s ❡t ❧❡s

❣r❛♥❞❡s s✉r❢❛❝❡s✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st

❡♥❞♦❣è♥❡✳ ■❧s tr❛✐t❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❞éré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉

❞✉ ♣r✐① ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛❣❛s✐♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡♥ t❡r♠❡

❞❡ ❝♦ût✳ ❉❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st

✉♥ ❝❤♦✐① ❡♥❞♦❣è♥❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ■♥❞❡rst ❡t ■r♠❡♥✱ ❧❛✐ss❡♥t ❡♥t❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❛ ❞éré✲

❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♠❡♥❡r ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠❛❣❛s✐♥s r❡st❡♥t ♦✉✈❡rts ❞❡s ❤❡✉r❡s

♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ♣r❛t✐q✉❡♥t ❞❡s ♣r✐① é❧❡✈és✳

■♥❣❡♥❡ ✭✶✾✽✻✮ ❡t ❋❡rr✐s ✭✶✾✾✵✮ s♦✉t✐❡♥♥❡♥t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❞❡✈r❛✐t ♠❡♥❡r à ❞❡s ❝♦ûts ♣❧✉s ❤❛✉ts ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❡t ❛✐♥s✐ ❛✉① ♣r✐①

♣❧✉s é❧❡✈és✳

❉és♦r♠❡❛✉①✱ ◆❛♥t❡❧ ❡t ❆♠❡ss❡ ❬✶✾✽✽❪ ♦♥t ♣ré✈✉ ❞❛♥s ❧❡✉r ét✉❞❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡

s✉r ❧❡ ◗✉é❜❡❝ q✉❡ ❧❡s s✉♣❡r♠❛r❝❤és ❛✉r♦♥t ❞❡s ❝♦ûts q✉✐ ✈♦♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❞❡ q✉❡❧q✉❡s

♣♦✉r❝❡♥ts✱ ♠❛✐s ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❢♦r❝❡r ❧❡s ♣r✐① à ❛✉❣♠❡♥t❡r✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs s♦✉t✐❡♥✲

♥❡♥t q✉✬✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ✈❡♥t❡s ❞❡ ❝❡s ♠❛❣❛s✐♥s ♣♦✉rr❛✐t ♠ê♠❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦ûts

♠♦②❡♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ✈❡♥t❡s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡

♥❡✉tr❡ ✭❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs tr❛♥s❢èr❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❛❝❤❛ts ✈❡rs ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✮ ♦✉

❜✐❡♥ ♣♦s✐t✐❢ ✭❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞é♣❡♥s❡♥t ♣❧✉s ❧❡✉r r❡✈❡♥✉ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ♣❧✉s ❞✬❛❝❤❛ts✮✳
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✶✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡

❈❧❡♠❡♥③✭✶✾✾✵✮ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♥✬♦♥t ♣❛s ✉♥❡ ♣❛r✲

❢❛✐t❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ♣r✐① ❡t ❞♦✐✈❡♥t r❡❝✉❡✐❧❧✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡

❝♦ût❡✉①✳ ■❧ ♣ré❞✐t q✉❡ s✐ ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

❞❡s ♣r✐① ❛❧♦rs ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♣r✐① ❡♥ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝✉r✲

r❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞ét❛✐❧❧❛♥ts✳ ❉❊ ▼❡③❛ ✭✶✾✽✹✮✱ ❋❡rr✐s ✭✶✾✾✵✮ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡✉t ✐♥❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❝❡ q✉✐

❡♥tr❛✐♥❡ ❞❡s ❢r❛✐s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡s ♣r✐① ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳ ❑❛② ❡t ▼♦rr✐s ✭✶✾✽✼✮ ♦♥t

tr♦✉✈é ♣❛r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ❝♦ûts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❛✉❣♠❡♥t❡r ❛♣rès ❧❛ ❞éré❣❧❡✲

♠❡♥t❛t✐♦♥✳ r❡❞❞② ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ré❝❡♥ts ❡♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡

❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s✳ ■❧ ♥❡ tr♦✉✈❡ ❛✉❝✉♥ ✐♠♣❛❝t s♦❧✐❞❡

s✉r ❧❡s ♣r✐①✳ ❲❡♥③❡❧ ✭✷✵✶✵✮ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥ ♣r✐① ❡t ❧❡s ❤❡✉r❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡

❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧✐❜r❡ ❡♥tré❡✳ ❙♦♥ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❞✐t q✉❡ ❧❡s ♣r✐① r❡st❡r♦♥t ❝♦♥st❛♥ts à

❝♦✉rt t❡r♠❡ ♠❛✐s ❛✉❣♠❡♥t❡r♦♥t s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ❞✉

❝♦♠♠❡r❝❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❛✉❣♠❡♥t❡r❛ ❛✉ss✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡♠♣❧♦✐ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ❞✉

❝♦♠♠❡r❝❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ♣r♦❣r❡ss❡✳

✶✳✸✳ Pr♦♥♦st✐❝ ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛rt✐❝❧❡s t❡♥❞❡♥t à ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❜✐❡♥❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s

❞✬❛❝❤❛t ❡t ❧❛ ❞ér♦❣❛t✐♦♥ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s

✈❡♥t❡s ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬❡♠♣❧♦✐s ♦❝❝❛s✐♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ t❡❧ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❈❡❧❛ s❡

♠❛♥✐❢❡st❡ à tr❛✈❡rs ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛r❝❤és ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛②s✳ Pr♦❞r♦♠✐❞✐s✱ P❡tr❛❧✐❛s

✶✾



✶✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡

❡t P❡tr♦s ✭✷✵✶✸✮ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡

❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❛②❛♥t ❡✉ ❧✐❡✉ ❡♥ ●rè❝❡ ❡♥ ✷✵✵✺ ❛ ❡✉ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♣♦s✐t✐❢ s✉r ❧❡

❝❤✐✛r❡ ❞✬❛✛❛✐r❡ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ✈❡♥❞✉❡✳

❯♥❡ ét✉❞❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♠❡♥é❡ ♣❛r ♠♦♦r❡❤♦✉s❡ ✭✶✾✽✹✮ ♠♦♥tr❡ q✉✬❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s✱ ❧❡s

ét❛ts q✉✐ ♣r❛t✐q✉❡♥t ✉♥❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ str✐❝t❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ♦♥t ✉♥❡

♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♠❛❣❛s✐♥s ❞❡ ❣r❛♥❞s s✉r❢❛❝❡s✳❈❤r✐st♦s ●❡♥❛❦♦s ❡t ❙✈❡✲

t♦s❧❛✈ ❉❛♥❝❤❡✈ ✭✷✵✶✺✮ ❡①❛♠✐♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❧✐❜ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉

❝♦♠♠❡r❝❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐✱ ❧❡s ❞é♣❡♥s❡s✱ ❧❡s ♣r✐① ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ✸✵ ♣❛②s ❡✉r♦♣é❡♥s

s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ✶✾✾✾✲✷✵✶✸✳ ▲❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡♥✲

tr❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❧❡s s❡❝t❡✉rs✳ ■❧s ② tr♦✉✈❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t❡s ❞✬✉♥

✐♠♣❛❝t ♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❡t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞é♣❡♥s❡s ❛✉❣✲

♠❡♥t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❛✐s ♣❛s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❞ét❛✐❧✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱

✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ s✉r ❧❡s ♣r✐①

▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s♦❧✐❞❡s q✉❡ ❧❛ ❧❡✈é❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r

❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❢❛✐t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐✳ ❇✉r❞❛ ❡t ❲❡✐❧ ✭✷✵✵✺✮

♦♥t ét✉❞✐é ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✉①

❊t❛ts✲❯♥✐s s✉r ✉♥ ♣❛♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡ ❡♥tr❡ ✶✾✻✾ ❡t ✶✾✾✸✳ ■❧s ♦♥t tr♦✉✈é

q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❜❧❡✉❡s ❛♠ér✐❝❛✐♥❡s ré❞✉✐s❡♥t ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ✹✳✷✪ q✉✐

♣r♦✈✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ à t❡♠♣s ♣❛rt✐❡❧✳ ●♦♦s ✭✷✵✵✹✮ ❡①❛♠✐♥❡ ❧❛

♠ê♠❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ r❡❝❡♥s❡♠❡♥t

é❝♦♥♦♠✐q✉❡ q✉✐♥q✉❡♥♥❛❧ ❞✉ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❡♥tr❡ ✶✾✼✼ ❡t ✶✾✾✼✳ ■❧ ❡st✐♠❡ q✉❡ ❧❛

❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ t♦t❛❧ ❞❡ ✹✳✹✪ à ✻✳✹✪ ✳
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✶✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡

❙❦✉t❡r✉❞ ✭✷✵✵✺✮ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s q✉✐ ♦♥t été ❢❛✐t❡s s✉r

❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❞❡ ✈❡♥t❡ ❛✉ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦✈✐♥❝❡s ❝❛♥❛❞✐❡♥♥❡s✳ ■❧

❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ❞ét❡♥t❡ ❡t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t

❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t❡✉rs ❞éré❣❧❡♠❡♥tés ❞❡ ✺✪ à ✶✷✪ ✳ ■❧ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❝❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❡st ❛ttr✐❜✉❛❜❧❡ à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ tr❛✈❛✐❧ ✭❢❛✐r❡ ❡♠♣❧♦②❡r ♣❧✉s ❞❡ ❣❡♥s✮

q✉✐ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ♣❛s êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❡✉r❡s ❞❡s ❡♠♣❧♦②és

❛❝t✉❡❧s✳ ❇♦ss❧❡r ❡t ❖❜❡r❢✐❝❤t♥❡r ✭✷✵✶✹✮ ♦♥t tr♦✉✈é ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞❡ ❧✬❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ❜♦✉t✐q✉❡s ❛✉

❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❛❧✐♠❡♥t❛✐r❡✳ ■❧s

r❛♣♣♦rt❡♥t q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❡✛❡t ♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ✸✪ à ✹✪ s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ t♦t❛❧ t✐ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t

❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ à t❡♠♣s ♣❛rt✐❡❧✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ à t❡♠♣s ♣❧❡✐♥ ♥✬ét❛✐t

♣❛s ❛✛❡❝té ❡t ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r✐① ❡st ❛✉ss✐ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❛♠❜✐❣✉ë✳

❙❡❧♦♥ P✐❧❛t ✭✶✾✾✼✮ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❙✉é❞❡ ❛ ❢❛✐t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❝❤✐✛r❡ ❞✬❛✛❛✐r❡

❞❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✺✪ ✳ ●♦♦s ✭✷✵✵✹✮ ❡st✐♠❡ q✉❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉❣✲

♠❡♥t❡ ❧❛ r❡❝❡tt❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ✸✳✾✪ à ✶✵✪ ❛✉① ➱t❛ts✲❯♥✐s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❘❡❞❞② ✭✷✵✶✷✮ ❡t

❙❡♥❢t❡❜❡♥✲❑ö♥✐❣ ✭✷✵✶✹✮ ♥✬♦♥t tr♦✉✈é ❛✉❝✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡s ✈❡♥t❡s ❡♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡✳ ▲❡s

ét✉❞❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡ t❡♥❞❡♥t à ♠♦♥tr❡r ✉♥ ❡✛❡t ♣♦s✐t✐❢ s✉r ❧❡s ✈❡♥t❡s ❛✉ ❞ét❛✐❧✳ ■❧ r❡st❡ à

s❛✈♦✐r s✐ ❝❡t ❡✛❡t ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ❡✛❡t ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❞é♣❡♥s❡s

❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉

♠❛r❝❤é ♥✬❛ ♣❛s été s✉✣s❛♠♠❡♥t ❡①♣❧♦✐té✳ ❊♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉❣✲

♠❡♥t❡r s✐ ❧❡s ❣r❛♥❞s ♠❛❣❛s✐♥s ♣♦✉✈❛✐❡♥t ♣r♦✜t❡r ❞❡ ❧❛ ❧❡✈é❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❡t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦♠♠❡r❝❡✳ P♦✉r s❛ ♣❛rt✱ ●♦♦s ❛ ❝♦♥❝❧✉ q✉❡ ❧❛
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✶✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡

❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛ ❢❛✐t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❣❛s✐♥s ❞❡ ✶✪ à ✷✪ ❛✉① ➱t❛ts✲❯♥✐s✳

❊♥ ❆✉str❛❧✐❡✱ ✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐ts ❝♦♠♠❡r❝❡s

❞❡ ❞ét❛✐❧ ❡t ❧❛ r✐❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t ♥é❢❛st❡ s✉r ❧❛ ✈✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❡t✐ts ❝♦♠♠❡r❝❡s ❞❡ ❞ét❛✐❧✳

■❧ ❢❛✉t s❛✈♦✐r q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❧❡✈é❡ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r

❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❡✛❡t s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ q✉✐ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r

❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡✛❡t à ❝♦✉rt t❡r♠❡ s✉r ❧❡s ♣r✐①✱ ❧❡s ✈❡♥t❡s ♦✉ ❧✬❡♠♣❧♦✐✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❢❛✐t❡ s✉r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡

❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡st r❡♥t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛♥❞s ♠❛❣❛s✐♥s ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ❛✉❣♠❡♥t❡

❧❡ ❝❤✐✛r❡ ❞✬❛✛❛✐r❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❜é♥é✜q✉❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉

❞✬❡♠♣❧♦✐ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ❝♦♥❝❡r♥é ♣❛r ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛✲

t✐✈❡✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡♠♣❧♦✐s ♣❛rt✐❡❧s ♦❝❝❛s✐♦♥♥és ♣❛r ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡

❝❛✉sé ♣❛r ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡✳

●✐❧❜❡rt ❝❡tt❡ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✺✮ ♦♥t ♠❡s✉ré ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t

s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿ s♦❝✐♦❧♦❣✐q✉❡ ✭❧❡s ❡♥q✉êt❡s ❞❡ ❧✬■◆❙❊❊✮✱ ✉♥ ❝❤✐✛r❛❣❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡

♣r❡sq✉❡ ❝♦♠♣t❛❜❧❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s q✉✬✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❞❡s ❝♦ûts ❧✐é❡ à ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡❝t♦r✐❡❧ q✉✐

♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♠❛❝r♦é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠✲

♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠é♥❛❣❡s✳ ■❧s ❝✐t❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ♣❛♣✐❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡✛❡ts ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡

❞✐♠❛♥❝❤❡ q✉✐ s♦♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ✉♥ ❡✛❡t ❞✬♦✛r❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞✉ t❛✉①

❞✬é♣❛r❣♥❡ ❞❡s ♠é♥❛❣❡s ♣✉✐sq✉✬✉♥ t❡❧ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✲

s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❜✐❡♥s ❡t s❡r✈✐❝❡s✳
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✶✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡

✶✳✹✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

◗✉❛♥❞ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♦✉ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛❝❤❛t s✉r ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s✱ ❧à ❛✉ss✐ tr♦✉✈❡r

✉♥ ❡✛❡t ♠✐t✐❣é✳

✇❡♥③❡❧✭✷✵✶✶✮ tr❛✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t②♣❡ s❛❧♦♣ ✭✶✾✼✾✮ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡t✉r❡

❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥ ♣r✐① ❡♥tr❡ ❞❡s ❝❤❛✐♥❡s ❞❡ ✈❡♥t❡ ❛✉ ❞ét❛✐❧ ❡t ❞❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦ù ✐❧ ❛♥❛❧②s❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s

❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s s✉r ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❡t ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✱ ✐❧ ✐♠✲

♣♦s❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s

❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❛♣rès ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ t❛♥❣✉❛② ❡t ❛❧ ✭✶✾✾✺✮ ♠♦♥tr❡♥t

q✉❡ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣❛✐❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛❝❤❛t✳

❦❛② ❡t ♠♦rr✐s ✭✶✾✽✼✮ tr❛✐t❡♥t ❧✬❡✣❝✐❡♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s s✉r

❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡✉t

♠❡♥❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ à ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ✐♥❡✣❝❛❝❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✲

❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠❛r❝❤é ❞❡ ❞ét❛✐❧ ♣♦✉rr❛✐t ✐♥❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s

à ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ♦ù ❞❡s ❝♦ûts é❧❡✈és ❝❛✉s❡r❛✐❡♥t ❞❡s ❤❛✉ss❡s ❞❡ ♣r✐① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❤❡✉r❡s ❞✬❛❝❤❛t r❡str❡✐♥t❡s✳ ◆é❛♠♦✐♥s✱ à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❡♠✲

♣✐r✐q✉❡✱ ✐❧s ❝♦♥❝❧✉❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❡✉r❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡♥tr❛✐♥❡r❛✐t ✉♥❡

❜❛✐ss❡ ❞❡s ❝♦ûts ❡t ❞❡s ♣r✐① s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳ ❈❧❡♠❡♥③ ✭✶✾✾✹✮ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠❛r❝❤é ♦ù
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✶✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡

❧❡s ❜✐❡♥s s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs q✉✐ ♥❡ s❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧❡✉r t❡♠♣s

❞✬❛❝❤❛t ♣ré❢éré✳ ■❧ ♠❡t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✿ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❡t ❛✉ss✐ ❝❡❧✉✐

❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ♠♦♥♦♣♦❧✐st❡ ♣❡✉t ❣❛r❞❡r s♦♥

♠❛❣❛s✐♥ ♦✉✈❡rt ♣❧✉s ❧♦♥❣t❡♠♣s q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st s♦❝✐❛❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥❝✉r✲

r❡♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ❡t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛❝❤❛t ♣❡✉t

❞✐✛ér❡r ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ s♦❝✐❛❧✳

❉✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ❡st✐♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♠❡♥❡r à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❞❡s ♣r✐① ✭✐♥❞❡rst ❡t ✐r♠❡♥ ✭✷✵✵✺✮✱ s❤② ❡t st❡♥❜❛❝❦❛ ✭✷✵✵✽✮✮ ❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ❡♥t❡♥❞r❡

q✉❡ ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣♦✉rr❛✐t s✬❡✛♦♥❞r❡r✳ ❉✬❛✉tr❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♣ré❞✐s❡♥t

q✉✬✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡s

❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ✭❞❡ ♠❡③❛ ✭✶✾✽✹✮✱ ❢❡rr✐s ✭✶✾✾✵✮✳

s❤② ❡t st❡♥❜❛❝❦❛ ✭✷✵✵✽✮ ♣rés❡♥t❛✐❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❧❛ ❍♦tt❡❧✐♥❣ ✭✶✾✷✾✮ ♦ù ✐❧s

tr❛✐t❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛❝❤❛t ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s

❧❡✉r ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sés êtr❡ ❤étér♦❣è♥❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s

❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛❝❤❛t✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦❝è❞❡♥t à ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❞✐ts ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❝❡✉① q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈❛♥❝❡r ♦✉ r❡♣♦rt❡r ❧❡✉rs ❛❝❤❛ts ♣❛r r❛♣♣♦rt

❛✉ t❡♠♣s ❞✬❛❝❤❛t ♣ré❢éré✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠❛❣❛s✐♥s q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡

❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ♣r❛t✐q✉❡♥t ❧❡s ♣r✐① ♣❧✉s é❧❡✈és ❡t q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s

❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❛❞♦✉❝✐t ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s ♣r✐①✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦ù ✐❧s ét✉❞✐❡♥t ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡✱

❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞é♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ♥❡

❝♦♥❞✉✐t ❥❛♠❛✐s à ♣❧✉s ❞❡ ❢♦✉r♥✐t✉r❡✳
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✶✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❝♦✉r✉ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ♠♦❞è❧❡s

❛②❛♥t tr❛✐t à ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ♦✉✲

✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♣♦✉rr❛✐t ❝ré❡r ✉♥ ❝❧✐♠❛t ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❡t ❧❡s

♣❡t✐ts ❝♦♠♠❡r❝❡s✱ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥

tr♦✉✈❡ ✉♥ ❡✛❡t ❛♠❜✐❣✉ s✉r ❧❡s ♣r✐① ✭ ❝❡rt❛✐♥❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r✐①

❛✉❣♠❡♥t❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❛❝❝r✉❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✮✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♥♦✉s r❡♥s❡✐❣♥❡ s✉r ❧❡ ❜✐❡♥❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐

q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❡t ❧✬❡♠♣❧♦✐✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡♠♣❧♦✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ s✉rt♦✉t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s tr❛✲

✈❛✐❧❧❡✉rs à t❡♠♣s ♣❛rt✐❡❧✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ t❡♥❞ à ♠♦♥tr❡r ✉♥ ❡✛❡t ♠✐t✐❣é ❞❡ ❧❛

❞éré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣r✐①✳
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✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t

❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡

❞✐♠❛♥❝❤❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧✬❡✛❡t é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❧❡ ❥♦✉r

❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❈✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ♦ù ❧❡s ❛✉t♦r✐tés ❧é❣❛❧❡s

❝♦♠♣t❡♥t ❞és♦r♠❛✐s ❧é❣✐❢ér❡r ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤è ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ à ❧✬✐♥st❛r

❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞✬❛✉tr❡s ♣❛②s✱ ❞❛♥s ❞❡s s❡❝t❡✉rs ❞✬❛❝t✐✈✐té ♦ù ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s

❛✉t♦r✐sé❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ◆♦tr❡ ✐♥térêt ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❞ér♦❣❛t✐♦♥ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ❝♦♠♠❡r❝❡s

❞❡ ❣r❛♥❞❡ s✉r❢❛❝❡ q✉✐ ❣râ❝❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ✈❡♥❞r❡ à ✉♥

♣r✐① ♣❧✉s ❜❛s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♠♠❡r❝❡s ❞❡ ❞ét❛✐❧✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❛♣t✉r❡r ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡

❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥❡ r❡✈❡♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t❡✉rs ♣♦✉r

♣❧✉s ❞❡ ❧✐❜ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❝❡ ❜❡s♦✐♥ ✈❛r✐❡

❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡ ❡t ❛✉ss✐ s❡❧♦♥ ❧❡s s❡❝t❡✉rs ❞✬❛❝t✐✈✐tés✳ ◆é❛♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡

♦✉✈❡rt✉r❡ s♦✐t r❡♥t❛❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬❡❧❧❡ ❣é♥èr❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡✱ s✉rt♦✉t s✐

❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♦♥ ♣❛✐❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ❞♦✉❜❧❡ ❞✉ s❛❧❛✐r❡✳ ▲❡s ❜é♥é✜❝❡s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❞✬✉♥❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦♠♠❡r❝❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r

❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠é♥❛❣❡s ❡st ♥✉❧❧❡✱

s✉rt♦✉t s✐ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs s❡ ❝♦♥t❡♥t❡♥t ❞❡ r❡♣❛rt✐r ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧s ❝♦♥✲
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✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

s❛❝r❡♥t ♣♦✉r ❧❡✉rs ❝♦✉rs❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ s❛♥s ❞é♣❡♥s❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱

❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥s❡s ré❛❧✐sé❡s ❧❡ ❥♦✉r

❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♣♦s✐t✐❢ s✉r ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❛❝❝♦r❞❡ ❛✉① ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡✉rs

❝♦✉rs❡s ❡t ❛❝❤❛ts✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞û à ❧✬❡✛❡t ❞✉ t❡♠♣s ❧✐❜r❡✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉①

❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❡ ❞é♣❡♥s❡r ♣❧✉s ❞✬❛r❣❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉rs ❛❝❤❛ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s

✐❧s ❛✉r❛✐❡♥t ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥

❞❡ ❧❡✉rs ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐♠✐t❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞é❞✐é à ❧❛

❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥✳ ▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ st✐♠✉❧❡r ❧✬❛❝t✐✈✐té é❝♦♥♦♠✐q✉❡

♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❢❛❝t❡✉r✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❢❛✐t✱

❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♣♦✉rr❛✐t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝❤❛ts ré❛❧✐sés

♣❛r ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❡s ♣❡t✐ts ❝♦♠♠❡r❝❡s ❞❡ ♣r♦①✐♠✐té ✈❡rs ❧❡s ❣r❛♥❞❡s s✉r❢❛❝❡s✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦✐t êtr❡ ❥✉st✐✜è❡ ♣❛r ✉♥ ❜é♥é✜❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❡♥s❡ ❧❡s

❝❤❛r❣❡s ✜①❡s q✉✐ s♦♥t ❧✐é❡s à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s❛❧❛✐r❡s ♣❛②és ❛✉① ❡♠♣❧♦②és ❧❡ ❥♦✉r ❞✉

❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s ♣r♦♣♦s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞✐r✐❣❡❛♥t ❞❡s ♠❛❣❛s❛✐♥s q✉✐ ♦✉✈r❡♥t ❧❡✉rs ♣♦rt❡s

❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❝❡ ❥♦✉r ❧à✱ ❧❡ ♣r♦✜t ♣❡✉t ❞❡♣❛ss❡r ✷✵✪ ❞✉ ❜é♥é✜❝❡ t♦t❛❧ ❡t ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❡♥✲

s❡✐❣♥❡ ❛✈❛✐t ❞û ❢❡r♠❡r s❡s ♣♦rt❡s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ❝❤✐✛r❡ ❞✬❛✛❛✐r❡s ♣❡r❞✉ ❝❡ ❥♦✉r✲❝✐ ♥❡

s✬❡st ♣❛s r❡♣♦rté s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❥♦✉rs✱ ❞❡ t❡❧s rés✉❧t❛ts ❥✉st✐✜❡♥t ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡

❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ✜r♠❡s✳

◆♦tr❡ ❛♣♣♦rt ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é

❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❛❞♦♣té❡s ♣❛r ❧❡s ✜r♠❡s ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡✉rs ♣r♦✜ts✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ q✉❛♥❞ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡st ❧é❣✐❢éré❡✱ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s à ❞é❝r✐r❡

q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ✜r♠❡s✳
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✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s❡❝t❡✉r ❞✬❛❝t✐✈✐té é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ♦ù ❡①✲

✐st❡ ✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ❢♦r♠é ❞❡ ❞❡✉① ❡♥tr❡♣r✐s❡s q✉✐ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❜✐❡♥s ❡t s❡r✈✐❝❡s✳ ◆♦✉s

s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛✉t♦r✐tés ❧é❣❛❧❡s ❧❡❣✐❢èr❡♥t ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❉❛♥s

❝❡ ❝❛s✱ ❝❤❛q✉❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❛ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬♦✉✈r✐r ✻ ❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞✬♦✉✈r✐r

t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡✳ ❚r♦✐s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣rès ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛✉t♦r✐✲

s❛t✐♦♥✱ s♦✐t ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s s❡ ❝♦♥t❡♥t❡♥t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡✉rs ♣♦rt❡s ♦✉✈❡rt❡s ✻ ❥♦✉rs ❞❡ ❧❛

s❡♠❛✐♥❡✱ s♦✐t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s❛♥s q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ♥❡ ❢❛ss❡ ♣❛r❡✐❧✱

s♦✐t ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ◆♦✉s

♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡st ❜✐❡♥

❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐tt❡r❛t✉r❡✶✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬é❧é♠❡♥t q✉✐ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♥✉❛♥❝❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞é❥à ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝✬❡st ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ❧✐és à ✉♥❡ ré♠✉♥ér❛t✐♦♥ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♦✉ ❧❡s ❥♦✉rs

❢❡r✐és✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s

❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t à ❧❛ ❇❡rtr❛♥❞ ♣♦✉r ♣ré✈♦✐r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

str❛té❣✐❡ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ str❛té❣✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ ✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s ❞❛♥s

✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❜✐❡♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❡t ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞

❝❛s ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❜✐❡♥s s♦♥t ❞✐✛❡r❡♥❝✐és✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s à ❝❤❛q✉❡

t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s q✉✐ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡

♥♦✉s r❡♥s❡✐❣♥❡r s✉r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s str❛té❣✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✳

✶❡♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❞✐✛ér❡ s❡❧♦♥ s✐ ❡❧❧❡ ♦✉✈r❡ s✐① ❥♦✉rs ♦✉ s❡♣t✳
❊♥ ❢❛✐t✱ s✐ ❡❧❧❡ ♦✉✈r❡ s❡♣t ❥♦✉rs ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st s✉♣❡r✐❡✉r ❛✉ ❝❛s ♦ù ❡❧❧❡ ♦✉✈r❡
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐① ❥♦✉rs ♣✉✐sq✉❡ ❡♥ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ✐❧ ✈❛ ② ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡ à
✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♠✉♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♠♣❧♦②és

✷✽



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

✷✳✶✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ❢♦r♠é ❞❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s ♣r✐✈é❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ i, j q✉✐ r❡ç♦✐✈❡♥t

r❡♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s X, Y ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ✭❡①❝❡♣té ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✮ s✉r

✉♥ ♠❛r❝❤é ❞❡ ❜✐❡♥s ❡t s❡r✈✐❝❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦ûts ♠❛r❣✐♥❛✉① ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ci, cj✳ ◆♦✉s

s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❤❡❜❞♦♠❛❞❛✐r❡ s✐ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♥✬❡st

♣❛s ❧é❣✐❢éré❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r Q = a− p ✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡

❝❤❛♥❣❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦✉✈❡t✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡st ❧é❣✐❢éré❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ❧✐❜r❡

❡♥tré❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡r♠✐s❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞♦♥❝ à ❧❛ ♠♦❞è❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ♣r♦❞✉t✐♦♥s✳ ❆✈❡❝ ❝❡s

♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ q✉❛♥t✐té✱ ♣r✐① ❡t ♣r♦✜ts✳

✷✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ q✉✬✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡

❞❡✉① ♣❤é♥♦♠é♥❡s ❧✐és à ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✿

✯ ✉♥ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✿ ❡♥ ❢❛✐t ❝❡❝✐ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t

été ❢❛✐t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ✈❛ êtr❡ ❞é❝❛❧é❡ ✈❡rs ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❝❡ q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ q✉✬✉♥❡

♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣❛r ❢❛✉t❡ ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ✈❛ ❡✛❡❝t✉❡r s❡s ❛❝❤❛ts ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t

❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ✭ ✐❧ s✬❛❣✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✐❧❧❡✉rs q✉✐ s♦♥t ♦❝❝✉♣és ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛

s❡♠❛✐♥❡✮✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡st ♥♦té ♣❛r λ(a− p) ❛✈❡❝

❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤és❡ 0 < λ < 1

✯ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡✿ ✉♥ ♣❤é♥♦♠é♥❡ q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

❧✬♦✛r❡✱ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❝ré❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s

s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡✉rs ♣♦rt❡s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❝❡❧❛ ❝ré❡ ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té t♦t❛❧❡ ✈❡♥❞✉❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ✭❝❡ ❝♦♥st❛t ❡st

❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❞❡s ét✉❞❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✮✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❝❡tt❡ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛✐r❡ h(a−

✷✾



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

p)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡

❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ✻ ❥♦✉rs q✉✬♦♥ ♥♦t❡ Q
′

= (1− λ)(a− p)

❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ✼em ❥♦✉r q✉✬♦♥ ♥♦t❡ q = λ(a− p) + h(a− p) = (h+ λ)(a− p)

❞♦♥❝ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ t♦t❛❧❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ Q
′′

= Q
′

+ q = (1− λ)(a− p) + (h + λ)(a− p) =

(1 + h)(a− p)

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ t♦t❛❧❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥

♣❛r❛♠étr❡ h✱ ❝❡ q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❢❛✐t ❝r♦✐tr❡

❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ t♦t❛❧❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ h > 1 − 2λ✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t

❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡

❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❡♥ ré❛❧✐té✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡

0 < h < 1−2λ✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ λ < 1/2✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s

❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ h ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦✉ ❧❡s ❞❡✉① ♠❛❣❛s✐♥s ♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳

✷✳✸✳ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❛✐t ✉♥ ❝♦ût

♠❛r❣✐♥❛❧ é❣❛❧ à ci ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ❡①❝❡♣té ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❞♦♥❝ s♦♥ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞é✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ c
′

i ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ♣❡✉t

êtr❡ é❝r✐t ❝♦♠♠❡ c
′

i = ci+δi ♦ù δi ♠❡s✉r❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦ûts ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① s❛❧❛✐r❡s ❞❡s ❡♠♣❧♦②és

✭❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❞♦✐✈❡♥t ♣❛②❡r ♣❧✉s s❡s ❡♠♣❧♦②és ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✮✳ ❖♥

s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ j ❛✐t ✉♥ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ é❣❛❧❡ à cj ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ❡①❝❡♣té ❧❡

❞✐♠❛♥❝❤❡ s✐ ❡❧❧❡ ❞❡❝✐❞❡ ❞✬♦✉✈r✐r ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❞♦♥❝ s♦♥ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞é✈✐❡♥t c
′

j = cj+δj✳✷

✷♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ δi ❡t δj ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ré♠✉♥ér❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡
❛❝❝♦r❞❡ à s❡s ❡♠♣❧♦②és ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ r❡♠✉♥ér❛t✐♦♥ ❡st ❣r❛♥❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠étr❡ ❡st
é❧é✈é❡
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✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦ûts ✜①❡s s♦♥t ♥✉❧s Fi = Fj = 0

✷✳✹✳ ❈♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉♥♦t✲◆❛s❤ ✭❜✐❡♥s

❤♦♠♦❣è♥❡s✮

✷✳✹✳✶✳ ❈❛s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

❧♦rsq✉✬❛✉❝✉♥❡ ✜r♠❡ ♥✬♦✉✈r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡

✐♥✈❡rs❡ ❡st Q = a− p✱ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦✜ts s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

πi = (p− ci)X

πj = (p− cj)Y

❊♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t✲◆❛s❤✱ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❡s q✉❛♥t✐tés q✉✐

♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧❡✉rs ♣r♦✜ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❡t ♣r♦✜ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡

X
◦

=
a−2ci+cj

3
,Y

◦

=
a−2cj+ci

3
✱ π

◦

i =(
a−2ci+cj

3
)2, π

◦

j = (
a−2cj+ci

3
)2,

◆♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐tés ❡t ❞❡ ♣r♦✜ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r❡r♦♥s

♣❧✉s t❛r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡s ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦❢ts ❞❡s ✜r♠❡s ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ q✉❡ ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s

❛❞r❡ssé❡s ❛✉① ❞❡✉① ✜r♠❡s ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t x ❡t y✳ ❙✐ ❧❛ ✜r♠❡

i r❡st❡ ❢❡r♠é❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠♥❝❤❡ x = 0 ❡t ❡❧❧❡ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ♣r♦✜t ♥✉❧ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ✱ ✐❞❡♠

♣♦✉r ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❥ s✐ ❡❧❧❡ ❢❡r♠❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❞♦♥❝ y = 0 ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❧❡s

♣r♦✜ts ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❝♦♠♠❡

πi = (p− ci)X + (p− c
′

i)x
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✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

πj = (p− cj)Y + (p− c
′

j)y

▲❛ ♣r❡♠✐ér❡ ♣❛rt✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✜t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s

6 ♣r❡♠✐❡rs ❥♦✉rs✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐é♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡①♣r✐♠❡ s♦♥ ♣r♦✜t ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳

P♦✉r q✉✬✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ s♦✐t r❡♥t❛❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♠❛①✐♠✐s❡ s❛ r❡❝❡tt❡

t♦t❛❧❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ✉♥❡ ❡✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût t♦t❛❧ ❡t ❛✜♥ ❞✬❛rr✐✈❡r à ❝❡

❜✉t✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r ❧❛ q✉❛♥t✐té q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s

❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts éq✉✐❧✐❜r❡s q✉✐ s♦♥t s✉❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ s✉r❣✐r ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t✳

✷✳✹✳✷✳ ❈❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ q✉✐ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ s♦✐t ❧❛ ✜r♠❡ i q✉✐

♦✉✈r❡ s❡✉❧❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛❧♦rs ❧❛ ✜r♠❡ j r❡st❡ ❢❡r♠é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ✜r♠❡ i ❝❛♣t❡ ❧❛

t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ q✉✐ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r x = (h+ λ)(a− p)✱ ❛✈❡❝ ❜✐❡♥

❡✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ✐♥✈❡rs❡ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r p = a − (Q
′′

/1 + h)

❛✈❡❝ Q
′′

= X + Y + x ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t

πi(7, 6) = (a− (X + Y + x)/(1 + h)− ci)X + (a− (X + Y + x)/(1 + h)− c
′

i)x

πj(7, 6) = (a− (X + Y + x)/(1 + h)− cj)Y

▲❛ ✜r♠❡ i ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❡t x ♠❛✐s s♦✉s ❝♦♥✲

tr❛✐♥t❡ q✉❡ x = λ+h
1−λ

(X + Y ) ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ j ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t ♣❛r r❛♣♣♦rt à Y ✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i s♦✐t

Ψ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛❣r❛♥❣❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ é❝r✐t
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✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

Li = (a−(X+Y +x)/(1+h)−ci)X+(a−(X+Y +x)/(1+h)−c
′

i)x+Ψ(x− λ+h
1−λ

(X+Y ))

❉✬❛♣rés ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❦✉❤♥✲t✉❦❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ∂Li

∂X
= 0, ∂Li

∂x
= 0, ∂Li

∂Ψ
= 0

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ s②sté♠❡ s✉✐✈❛♥t

a− 2X+Y+2x
1+h

− ci −
h+λ
1−λ

Ψ = 0

a− 2X+2x+Y
1+h

− c
′

i +Ψ = 0

x− λ+h
1−λ

(X + Y ) = 0

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣✉✐s ❡♥

é❣❛❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ X s❛♥s ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r Ψ

❝♦♠♠❡ s✉✐t

X = (1−λ)a
2

− (1+2h+λ)Y
2(1+h)

− (1−λ)2ci
2(1+h)

−
(1−λ)(h+λ)c

′

i

2(1+h)

▲❛ ✜r♠❡ j ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t ♣❛r r❛♣♣♦rt à Y s♦✐t ∂πJ

∂Y
= 0,⇒

Y = (1+h)
(2−λ+h)

[(1− λ)a−X − (1− λ)cj]

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ X, x, Y r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✱ ❛✐♥s✐

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❝♦♠♠❡

X =
1

3
[(1− 2λ− h)a+ (1 + 2h+ λ)cj −

(λ+ h)(2− λ+ h)

1 + h
(c

′

i +
1− λ

h+ λ
ci)] ✭✷✳✶✮

x =
h+ λ

1− λ
[
2(1− λ)a

3
+

(λ− 1)cj
3

+
(h+ λ)(λ− 1)c

′

i

3(1 + h)
+

(1− λ)(λ− 1)ci
3(1 + h)

] ✭✷✳✷✮

Y =
(1 + h)a

3
+

(1− λ)ci
3

+
(h+ λ)c

′

i

3
−

2(1 + h)cj
3

✭✷✳✸✮

➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t✲◆❛s❤ ✭ ✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡✮✳
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✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❉✬❛♣rés ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ✜r♠❡ ♥✬♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t ❧❡ ❝❛s

♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ❢♦r♠✉❧♦♥s ❧❛ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

❚❤é♦rè♠❡✿ ❙✐ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ci = cj = o✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❛✈♦✐r

q✉❡































































X0 > X

Y > Y 0

X + Y + x > X0 + Y 0 si

πj(7, 6) > π0
j

πi(7, 6) > π0
i✙δsuffisament petit

δ < 2ha
(h+λ)

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦ùts ♠❛r❣✐♥❛✉① ✐♥✐t✐❛✉① ♥✉❧s ci =

cj = o✱ ❧❛ ✜r♠❡ q✉✐ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ✭✜r♠❡ i✮ ♣r♦❞✉✐t ♠♦✐♥s q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬♦✉✈r❡ ♣❛s

❝❡ ❥♦✉r✲❝✐✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ s✉♣♣♦rt❡ ❞❡s ❝♦ûts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s δi✳ ♣❛r

❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ q✉✐ ♥✬♦✉✈r❡ ♣❛s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ✭ ✜r♠❡ j✮ ♣r♦❞✉✐t ♣❧✉s

❡♥ ❝❛s ♦ù ❧❛ ✜r♠❡ i ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬♦✉✈r❡ ♣❛s (Y > Y 0)✳ ▲❛ ✜r♠❡ j ré❛❣✐t

à ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t s❛ ♣r♦♣r❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❡♥

❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ❡❧❧❡ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ♣r♦✜t s✉♣❡r✐❡✉r (πj(7, 6) > π0
j )✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r

q✉❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ t♦t❛❧❡ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛❝❝r♦✐t s✐ ❧❡s

❝♦ûts s✉✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ✐♥❢❡r✐❡✉rs à ❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉✳ ◗✉❛♥❞ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s

♣r♦✜ts ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s (πi(7.6), π
0
i )✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥

❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞❡❣ré ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡✶✮ ❞♦♥t ♥♦✉s é♣r♦✉✈♦♥s ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉✲

❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

✈♦✐r q✉❡ s✐ δ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❛❧♦rs ❧❛ ✜r♠❡ i tr♦✉✈❡ ✐♥térêt à ♦✉✈r✐r ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❊♥

✸✹



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❡ ♣r♦✜t πi(7, 6) ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡✳

✷✳✹✳✸✳ ❈❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❛♥t t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ❞❡

❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té t♦t❛❧❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é

❡st Q
′′

= X+Y +x+y ✱ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦✜ts ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❝♦♠♠❡

s✉✐t

πi = (a− (X + Y + x+ y)/(1 + h)− ci)X + (a− (X + Y + x+ y)/(1 + h)− c
′

i)x

πj = (a− (X + Y + x+ y)/(1 + h)− cj)Y + (a− (X + Y + x+ y)/(1 + h)− c
′

j)y

▲❛ ✜r♠❡ i ❝❤♦✐s✐t X ❡t x q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ j ❝❤♦✐s✐t Y

❡t y q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ♣r♦✜t✳ ➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✜r♠❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

ré♣♦♥s❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ s❛ r✐✈❛❧❡✳ ◆♦✉s

s♦✉❧✐❣♥♦♥s ❧✬❡①✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ x+y =

(h + λ)(a − p)✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❡✉t s✬❡❝r✐r❡ x + y = λ+h
1−λ

(X + Y ), ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡

❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✈♦✐r

Li = (a− (X + Y + x + y)/(1 + h) − ci)X + (a− (X + Y + x + y)/(1 + h) − c
′

i)x +

Ψ(x+ y − λ+h
1−λ

(X + Y ))

❉✬❛♣rés ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❦✉❤♥✲t✉❦❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ∂Li

∂X
= 0, ∂Li

∂x
= 0, ∂Li

∂Ψ
= 0 ❝❡ q✉✐

♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ s②sté♠❡ s✉✐✈❛♥t

a− (2X + Y + 2x+ y)/(1 + h)− ci −
h+λ
1−λ

Ψ = 0

✸✺



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

a− (2X + Y + 2x+ y)/(1 + h)− c
′

i +Ψ = 0

x+ y − λ+h
1−λ

(X + Y ) = 0

P❛r ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s éq✉❛t✐♦♥s s❛♥s Ψ s♦✉s

❢♦r♠❡
(1 + h)a

h+ λ
−

(2X + Y + 2x+ y)

(λ+ h)
− (c

′

i +
1− λ

λ+ h
ci) = 0 ✭✷✳✹✮

■❞❡♠ ♣♦✉r ❧❛ ✜r♠❡ j ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r s♦♥ ♣r♦✜t✱ ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

Lj = (a− (X + Y + x + y)/(1 + h)− cj)Y + (a− (X + Y + x + y)/(1 + h)− c
′

j)y +

Ψ
′

(x+ y − λ+h
1−λ

(X + Y ))

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❦✉❤♥✲t✉❦❡r ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ∂Lj

∂Y
= 0,

∂Lj

∂y
= 0,

∂Lj

∂Ψ
′ = 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

q✉❡

a− 1
1+h

(X + 2Y + x+ 2y)− cj −
h+λ
1−λ

Ψ
′

= 0

a− 1
1+h

(X + 2Y + x+ 2y)− c
′

j +Ψ
′

= 0

x+ y − λ+h
1−λ

(X + Y ) = 0

❖♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ éq✉❛t✐♦♥ s❛♥s Ψ
′

s♦✉s

❧❛ ❢♦r♠❡
(1 + h)a

h+ λ
−

(X + 2Y + x+ 2y)

(λ+ h)
− (c

′

j +
1− λ

λ+ h
cj) = 0 ✭✷✳✺✮

♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♣r♦❞✉✐t❡s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✱ ♦♥

❞♦✐t ❛❧♦rs rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②sté♠❡ s✉✐✈❛♥t

✸✻



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

(1+h)a
h+λ

− (2X+Y+2x+y)
(λ+h)

−(c
′

i +
1−λ
λ+h

ci) = 0
(1+h)a
h+λ

− (X+2Y+x+2y)
(λ+h)

−(c
′

j +
1−λ
λ+h

cj) = 0

x+ y − λ+h
1−λ

(X + Y ) = 0

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ❞♦♥❝ ❧❡ s②sté♠❡ ❛❞♠❡t

✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❢r♠❡s ♦✉✈r❡♥t t♦✉t❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ② ❝♦♠♣r✐s

❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t✲◆❛s❤✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛✉r❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ q✉❛♥t✐té s✐ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❢❛❜r✐q✉❡♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❤♦♠♦❣è♥❡s

s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳

❉✬❛♣rés ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t✱ s✐ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ✐❧ ②

❛ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❝♦♥st❛té ❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♣r♦❞✉✐t❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❛✉❣♠❡♥t❡ s✉✐t❡ à ❧✬❛❝r♦✐ss❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥❡

♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r✐① r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é

❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ P♦✉r ♣♦✉ss❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡

❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡s ✜r♠❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥❧❡✈❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s❡❧♦♥

❧❛q✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ② s✉❜st✐t✉❡r ❧✬✐❞é❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ❞✐✛❡r❡♥❝✐és✳

s✐♥❣❤ ❡t ✈✐✈❡s ✶✾✽✹ ♦♥t ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡✉r ét✉❞❡ ❞✉ ❞✉♦♣♦❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✐✛❡r✲

❡♥❝✐és q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜r♠❡ s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ str❛té❣✐❡ ❝❤♦✐s✐

✿ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜r♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t

✭❇❡rtr❛♥❞✮ q✉❛♥❞ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t s✉❜st✐t✉❛❜❧❡s ✭❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛✐r❡s✮✳ ❖r ❞❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✲

✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥❡ ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛s à ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♠❛✐s

♣❧✉tôt à ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡①❝é❞❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❞❡s ❝♦ûts ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛✉tr❡s

♣❛rt q✉✐ s♦♥t ♦❝❝❛s✐♦♥♥és ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡✳ ◆♦tr❡ ✐♥térêt ♣♦rt❡
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✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

s✉r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ ✜r♠❡✳

✷✳✺✳ ❈♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❜✐❡♥s ❞✐✛ér❡♥❝✐és

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦ù ❧❡s ❜✐❡♥s

s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❜✐❡♥s ❞✐✛❡r❡♥❝✐és✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❡♥

❝❛s ❞❡ ♥♦♥ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s ✐♥✈❡rs❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s

❝♦♠♠❡ ✿

pi =
(1+b)a−X−bY

1−b2

Pj =
(1+b)a−Y−bX

1−b2

❖ù ❧❡ ♣❛r❛♠étr❡ b ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❛✈❡❝ 0 < b < 1.

◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t ❞✐✛❡r❡♥❝✐és✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ✐♥✈❡rs❡

♦♥ ♣❡✉t t✐r❡r ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ❛❞r❡ssé❡s ❛✉① ❞❡✉① ✜r♠❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t

X = a− pi + bpj

Y = a− pj + bpi

❙♦✐t π(i,j) q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦✜t✱ ❛✐♥s✐ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❡ X

❡t Y ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❧♦rsq✉✬❛✉❝✉♥❡ ✜r♠❡

♥✬♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦✜ts πi(6,6) ❡t πj(6,6)✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❞✐✲

♠❛♥❝❤❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i s✉r ✻ ❥♦✉rs ❞é✈✐❡♥t (1 − λi)(a − pi + bpj) ❛❧♦rs

q✉❡ s❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡st (λi + h)(a − pi + bpj)✱ ✐❞❡♠ ♣♦✉r ❧❛ ✜r♠❡ j✱

♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ s❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉r ✻ ❥♦✉rs ❡st (1− λj)(a− pj + bpi) ❡t s❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❡

❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡st (λj + h)(a − pj + bpi)✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s
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✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

♣r♦✜ts ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ πi(7,6) ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ r❡st❡ ♦✉✈❡rt❡

t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ j r❡st❡ ❢❡r♠é❡ ❧❡

❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❉✬ ❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ πi(6,7) ❞❡s✐❣♥❡ ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i q✉❛♥❞ ❡❧❧❡

r❡st❡ ❢❡r♠é❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ j ♦✉✈r❡ t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ② ❝♦♠♣r✐s

❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ▼ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❣❛✐♥s ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ j πj(6,7) ❡t πj(7,6) ✳ ◗✉❛♥❞

❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❛❧♦rs ❧❡✉rs ♣r♦✜ts s♦♥t ♥♦tés πi(7,7) ✱ πj(7,7)

✷✳✻✳ ❬ ❈♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❇❡rtr❛♥❞ ❪

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ✜r♠❡ ♥✬♦✉✈r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐✲

♠❛♥❝❤❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✜r♠❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♣r✐① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛

str❛té❣✐❡ ❞❡ s❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❧❡s ♣r♦✜ts ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡

πi(6,6)= (pi − ci)(a− pi + bpj)

πj(6,6)= (pj − cj)(a− pj + bpi)

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✜t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂πi(6,6)/∂pi = 0 ⇒ pi =
a+bpj+ci

2

∂πj(6,6)/∂pj = 0 ⇒ pj =
a+bpi+cj

2

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣j❡♥ ♣i ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♣r✐① ❡①♣r✐♠és à

❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦✜ts ❝♦♠♠❡

pi =
(2 + b)a+ bcj + 2ci

4− b2
✭✷✳✻✮

pj =
(2 + b)a+ bci + 2cj

4− b2
✭✷✳✼✮
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✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

πi(6,6) = [
(2 + b)a+ bcj + (b2 − 2)ci

4− b2
]2 ✭✷✳✽✮

πj(6,6) = [
(2 + b)a+ bci + (b2 − 2)cj

4− b2
]2 ✭✷✳✾✮

✷✳✻✳✶✳ ❈❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ q✉✐ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❝❡ ❥♦✉r✲❝✐✱ s♦✐t ❧❛ ✜r♠❡ i q✉✐ ♦✉✈r❡ ❧❡

❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❡s ✜r♠❡s ❝♦♠♠❡

πi(7,6)= (1− λi)(pi − ci)X + (λi + h)(pi − c
′

i)X✰ (pi − c
′

i)λjY

πj(7,6) = (1− λj)(pj − cj)Y

❆✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠étr❡ h q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡♥ ❝❛s ❞✉ ♠♦♥♦♣♦❧❡

❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜é♥é✜❝❡

❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i r❡♣rés❡♥t❡ s♦♥ ♣r♦✜t s✉r ✻ ❥♦✉rs✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t s♦♥

♣r♦✜t ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦✜t ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡

❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ j q✉✐ ♣❛r ❢❛✉t❡ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ s❡s ♣♦rt❡s ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s❡s

❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ✈♦♥t s❡ ♣r♦❝✉r❡r ❧❡✉rs ❛❝❤❛ts ❝❤❡③ ❧❛ ✜r♠❡ i✳ ❙♦✐t µi =
(1−λi)ci+(h+λi✮c

′

i

1+h
✱

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❝♦♠♠❡ (1+ h)(pi −µi)X+(pi − c
′

i)λjY ✳

❈❤❛q✉❡ ✜r♠❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♣r✐① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str❛té❣✐❡

❞❡ s❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

♣r♦✜ts✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∂πi(7,6)/∂pi = 0→ pi =
(1+h+λj)a+(b(1+h)−λj)pj+(1+h)µi−bλjc

′

i

2(1+h−bλj)

∂πj(7,6)/∂pj = 0✙pj =
a+bpi+cj

2

❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✱ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦✉s

tr♦✉✈♦♥s ❧❡s ♣r✐① ❡t ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❝♦♠♠❡

✹✵



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

pi =
((1 + h)(2 + b) + λj)a + (b(1 + h)− λj)cj + 2(1 + h)µi − 2bλjc

′

i

(4− b2)(1 + h)− 3bλj

✭✷✳✶✵✮

pj =
((1 + h)(2 + b)− bλj)a + 2((1 + h)− bλj)cj + b(1 + h)µi − b2λjc

′

i

(4− b2)(1 + h)− 3bλj

✭✷✳✶✶✮

P♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣r♦✜ts ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s i ❡t j ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ 2 ✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠étr❡ δ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥

❞✉ ♣r✐①✳ P❧✉s ❧❡s ❝♦ûts ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❡♥t✱ ♣❧✉s ❧❡ ♣r✐① ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✉ss✐✳ ❯♥ rés✉❧t❛t

q✉✐ s❡♠❜❧❡ é✈✐❞❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t

q✉❛♥❞ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡✉rs ♣♦rt❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳

✷✳✻✳✷✳ ❈❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡

❞✐♠❛♥❝❤❡

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é✲

♠❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❝♦♠♠❡

πi(7,7) = (1 + h)[pi − µi]X

πj(7,7) = (1 + h)[pj − µj]Y

❖ù h r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡①❝é❞❡♥t❛✐r❡ ❡♥ ❝❛s ❞✉ ❞✉♦♣♦❧❡✳ ◆♦✉s s✉♣✲

♣♦s♦♥s ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡①❝é❞❡♥t❛✐r❡ ❡♥ ❝❛s ❞✉

♠♦♥♦♣♦❧❡ ❡st é❣❛❧ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❞✉♦♣♦❧❡ ✱ ❛✈❡❝ µi =
(1−λi)ci+(h+λi)c

′

i

(1+h)
❡t µj❂

(1−λj)cj+(h+λj)c
′

j

(1+h)
✱

✹✶



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❝❤❛q✉❡ ✜r♠❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♣r✐① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t t♦✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str❛té❣✐❡

❞❡ s❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs ♦r❞r❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉

♣r♦✜t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r✐①✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∂πi(7,7)/∂pi= 0 → pi =
a+bpj+µi

2
❡t ∂πj(7,7)/∂pj= 0 → pj =

a+bpi+µj

2

à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❡s ♣r✐① ❡t ♣r♦✜ts ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❝♦♠❡

pi =
(b+ 2)a+ 2µi + bµj

(4− b2)
✭✷✳✶✷✮

pj =
(b+ 2)a+ bµi + 2µj

(4− b2)
✭✷✳✶✸✮

πi(7,7) = (1 + h)[
(b+ 2)a+ (b2 − 2)µi + bµj

(4− b2)
]2 ✭✷✳✶✹✮

πj(7,7) = (1 + h)[
(b+ 2)a+ bµi + (b2 − 2)µj

(4− b2)
]2 ✭✷✳✶✺✮

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬❡q✉✐❧✐❜r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t à ❧❛ ❇❡rtr❛♥❞✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s i ❡t j s❡ ❧✐✈r❡♥t à ✉♥ ❥❡✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ G ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s

q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ S ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛✐❡♠❡♥ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ gi = πi(si), g−i = πj(sj) q✉✐

❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ str❛té❣✐❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❡s♣éré ♣❛r ❧❛ ✜r♠❡ s✉✐✈❛♥t s❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✬♦✉✈r✐r ❧❡

❞✐♠❛♥❝❤❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡

✜r♠❡ ❡st ❝❡♥sé❡ êtr❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

str❛té❣✐❡s ♦✛❡rt❡s ❛✉① ❞❡✉① ✜r♠❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❡s♣éré à ❝❤❛q✉❡ ❝❤♦✐① str❛té❣✐q✉❡✳

✹✷



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

i/j ♦✉✐ ♥♦♥

♦✉✐ πi(7, 7)✱πj(7, 7) πi(7, 6), πj(7, 6)

♥♦♥ πi(6, 7), πj(6, 7) πi(6, 6), πj(6, 6)

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ci = cj = 0 ❛✐♥s✐ ♥♦✉s

✜①♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤és❡ q✉❡ λi = λj = λ ❡t δi = δj = δ✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ µi = µj = µ. ◆♦✉s

❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r✐① ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✱ ♣♦✉r s❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s

❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣r✐①✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✿ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❜❡rtr❛♥❞✱ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❧❡ ❥♦✉r ❞✉

❞✐♠❛♥❝❤❡ ❢❛✐t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♣r✐① ♣r❛t✐q✉é✳

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r✐① ❛♣♣❧✐q✉és ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ✭✈♦✐r ❡♥ ❧✬❛♥♥❡①❡ ✹ ✮✱

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✈♦✐r p6.6<pj7.6< pi7.6 <p7.7. ❙✐ ❧❛ ✜r♠❡ i ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ✜r♠❡ j ❛✉❣✲

♠❡♥t❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ s♦♥ ♣r✐① ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬♦✉✈r❡ ♣❛s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s

❞❡✉① ✜r♠❡s✱ ❧❡ ♣r✐① ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡

❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ t♦t❛❧❡ ❡t

❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛r❝❤é ❡♥ s❡ ré❢èr❛♥t ❛✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♣♦✉r q✉❡

❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ s♦✐t ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡

❞❡ ◆❛s❤✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ πi(7, 7), > πi(6, 7) ❡t ❛✉ss✐ πj(7, 7) > πj(7, 6)✱ ♦r ♥♦✉s ♣♦✉✲

✈♦♥s ✈❡r✐✜❡r ♣❛r s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✸ q✉❡ πi(6, 6) < πi(7, 6) ✳ ❈❡❝✐ ✈❡✉t q✉❡ ❧❛ ♥♦♥

✸❱♦✐r ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✺

✹✸



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ str❛té❣✐❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡

❝♦✉♣❧❡ ❞❡s ♣r♦✜ts πi(6, 6), πj(6, 6) ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡

❞✬é❣❛❧✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s λ ❡t δ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s r❡♥❞ ❧❡s ♣r♦✜ts ❛✉ss✐

é❣❛✉①✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ πi(7, 7) = πj(7, 7) ❡t πi(6, 7) = πj(7, 6)✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ♣♦✉r q✉❡

❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♥♦✉s

❛✈♦♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ ❡st ✿ πk(7, 7) > πk(7, 7) ♣♦✉r ❦❂✐✱❥✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs q✉❡

(1 + h)[ (b+2)a+(b2+b−2)µ
(4−b2)

]2 > (1− λ)[
((2+b)(1+h)−bλ)a+((b2−2)(1+h)+bλ)cj+b(1+h)µ−b2λc

′

i

(4−b2)(1+h)−3bλ
]2

❉✬❛♣rés ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦ût s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡

q✉✐ ❡st

δ <
(1+h)[(

√

1+h
1−λ

)(b+2)[(4−b2)(1+h)−3bλ]−(4−b2)[(2+b)(1+h)−bλ]]a

b(1+h)(4−b2)(λ+h−bλ)−(
√

1+h
1−λ

)(λ+h)(b2+b−2)[(4−b2)(1+h)−3bλ]

❆♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r s❡✉✐❧ ♣❛r δB, ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈✲

❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✿ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s i ❡t j t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ② ❝♦♠♣r✐s

❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡st ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❇❡rtr❛♥❞✲◆❛s❤ s✐ δ < δB

✷✳✼✳ ❬❈♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t❪

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t

❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❛♥t✐té ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡✉rs ♣r♦✜ts✱ ❛✈❡❝ pi =
(1+b)a−X−bY

1−b2
❡t pJ = (1+b)a−Y−bX

1−b2
✱

♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s s❡❧♦♥ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♦✉ ♥♦♥✳

◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ✜r♠❡ ♥✬♦✉✈r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✜r♠❡

❝❤♦✐s✐t ❧❛ q✉❛♥t✐té q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ s❛ ❝♦♥✲

❝✉rr❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❧❡s ♣r♦✜ts ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡

✹✹



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

πi(6,6)= (pi − ci)X

πj(6,6)= (pj − cj)Y

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦r❞r❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✜t ♣❛r r❛♣✲

♣♦rt à ❧❛ q✉❛♥t✐té ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂πi(6,6)/∂X = 0 ⇒ X = (1+b)a−bY−(1−b2)ci
2

∂πj(6,6)/∂Y = 0 ⇒ Y =
(1+b)a−bX−(1−b2)cj

2

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❡t ♣r♦✜ts ❝♦♠♠❡

X =
(2− b)(1 + b)a− 2(1− b2)ci + b(1− b2)cj

4− b2
✭✷✳✶✻✮

Y =
(2− b)(1 + b)a− 2(1− b2)cj + b(1− b2)ci

4− b2
, ✭✷✳✶✼✮

πi(6,6) =
1

1− b2
[
(2− b)(1 + b)a− 2(1− b2)ci + b(1− b2)cj

4− b2
]2 ✭✷✳✶✽✮

πj(6,6) =
1

1− b2
[
(2− b)(1 + b)a− 2(1− b2)cj + b(1− b2)ci

4− b2
]2 ✭✷✳✶✾✮

✷✳✼✳✶✳ ❈❛s ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡st ❧é❣✐❢éré❡✱ s♦✐t ✉♥❡

s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛❧♦rs s❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡ r❡st❡ ❢❡r♠é❡✱ s♦✐t ❧❛ ✜r♠❡ i q✉✐ ♦✉✈r❡

❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❢♦❝♥t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦✜ts s♦♥t

πi(7,6)= (1− λi)(pi − ci)X + (λi + h)(pi − c
′

i)X + (pi − c
′

i)λJY

πj(7,6) = (1− λj)(pj − cj)Y

❖ù h r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡①❝é❞❡♥t❛✐r❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡

i ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛

✹✺



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

✜r♠❡ i r❡♣rés❡♥t❡ s♦♥ ♣r♦✜t s✉r ✻ ❥♦✉rs✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t s♦♥ ♣r♦✜t

❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦✜t ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✐r❡❝t❡

❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ j q✉✐ ♣❛r ❢❛✉t❡ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ s❡s ♣♦rt❡s ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s❡s ❝♦♥s♦♠✲

♠❛t❡✉rs ✈♦♥t s❡ ♣r♦❝✉r❡r ❧❡s ❜✐❡♥s ❝❤❡③ ❧❛ ✜r♠❡ i ✱ s♦✐t µi =
(1−λi)ci+(h+λi✮c

′

i

1+h
❛❧♦rs ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❝♦♠♠❡ (1 + h)(pi − µi)X✰ (pi − c
′

i)λjY ✳ ❈❤❛q✉❡

✜r♠❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ q✉❛♥t✐té q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡

s❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦r❞r❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

♣r♦✜ts ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∂πi(7,6)/∂X = 0→ X = (1+b)a−(1−b2)µi

2
−

(b(1+h)+λj)Y

2(1+h)

∂πj(7,6)/∂Y = 0 ⇒ Y =
(1+b)a−bX−(1−b2)cj

2

à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❡t ❧❡s ♣r♦✜ts ❝♦♠♠❡ s✉✐t

X =
(1 + b)[(2− b)(1 + h)− λj]a

(4− b2)(1 + h)− bλj

+
(1− b2)[b(1 + h) + λj]cj
(4− b2)(1 + h)− bλj

−
2(1 + h)(1− b2)µi

(4− b2)(1 + h)− bλj

✭✷✳✷✵✮

Y =
(1 + b)(2− b)(1 + h)a

(4− b2)(1 + h)− bλj

−
2(1− b2)(1 + h)cj

(4− b2)(1 + h)− bλj

+
b(1 + h)(1− b2)µi

(4− b2)(1 + h)− bλj

✭✷✳✷✶✮

P♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣r♦✜ts ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s i ❡t j ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ✸✮✳

✷✳✼✳✷✳ ❈❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t

▲❡s ♣r♦✜ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s♦♥t ❡①✲

♣r✐♠és ❝♦♠♠❡

πi(7,7) = (1 + h)[pi − µi]X

✹✻



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

πj(7,7) = (1 + h)[pj − µj]Y

❆✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ h q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡①❝é❞❡♥t❛✐r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡♥ ❝❛s

❞✉ ❞✉♦♣♦❧❡✳ ❈❤❛q✉❡ ✜r♠❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r

s♦♥ ♣r♦✜t t♦✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ s❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs ♦r❞r❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✜t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ q✉❛♥t✐té✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s

∂πi(7,7)/∂X = 0 → X = (1+b)a−bY−(1−b2)µi

2

∂πj(7,7)/∂Y = 0 ⇒ Y =
(1+b)a−bX−(1−b2)µj

2

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ♣r♦❞✉✐t❡s ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s s♦♥t

X7−7 =
(2− b)(1 + b)a− 2(1− b2)µi + b(1− b2)µj

4− b2
✭✷✳✷✷✮

Y7−7 =
(2− b)(1 + b)a− 2(1− b2)µj + b(1− b2)µi

4− b2
✭✷✳✷✸✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ à ❝❤❛q✉❡

❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳ ❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ci = cj = 0, ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ s✐ X7−7❃X6−6 ❛❧♦rs

❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ b
2
> µi

µj
♣♦✉r ❧❛ ✜r♠❡ i ❡t b

2
>

µj

µi
♣♦✉r ❧❛ ✜r♠❡ j✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♦♥ ♣❡✉t

❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ❝❛s 7− 6✱

❧❛ q✉❛♥t✐té ✈❡♥❞✉❡ ♣❛r ❧❛ ✜r♠❡ q✉✐ ♥✬♦✉✈r❡ ♣❛s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐té

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 6− 6✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❡s ♣r♦✜ts à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❝♦♠♠❡

✹✼



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

πi(7,7) =
1 + h

1− b2
[
(2− b)(1 + b)a− 2(1− b2)µi + b(1− b2)µj

4− b2
]2 ✭✷✳✷✹✮

π
j(7,7) =

1 + h

1− b2
[
(2− b)(1 + b)a− 2(1− b2)µj + b(1− b2)µi

4− b2
]2 ✭✷✳✷✺✮

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s i ❡t j s❡ ❧✐✈r❡♥t à ✉♥ ❥❡✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ G ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ S ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛✐❡♠❡♥ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ gi = πisi,

g−i = πj#isj q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ str❛té❣✐❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❡s♣éré ♣❛r ❧❛ ✜r♠❡ s✉✐✈❛♥t s❛ ❞é❝✐s✐♦♥

❞✬♦✉✈r✐r ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡t

q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✜r♠❡ ❡st ❝❡♥sé❡ êtr❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s

❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦✜ts s✉✐✈❛♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❧❛ ✜r♠❡ ✭♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♦✉

♥♦♥✮✱

i/j ♦✉✐ ♥♦♥

♦✉✐ πj(7, 7), πi(7, 7) πj(7, 6), πi(7, 6)

♥♦♥ πj(6, 7), πi(6, 7) πj(6, 6), πi(6, 6)

❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ❝♦ûts ♠❛r❣✐♥❛✉① s♦♥t ♥✉❧s✱ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥

❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉

❞✐♠❛♥❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦r✐sé❡✮✱ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s s✉♣♣❧é✲

♠❡♥t❛✐r❡s✳

P♦✉r q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s s❡♣t ❥♦✉rs s♦✐t ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t

q✉❡ πi(7, 7), > πi(6, 7) ❡t ❛✉ss✐ πj(7, 7) > πj(7, 6) ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❛♥s

❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✱ ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ci = cj = 0

❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦ûts ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t ♥✉❧s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

δi = δj = δ ✱ ❡t λi = λj = λ. ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ q✉❡ πi(7, 6), > πi(6, 6)✱

❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦♥ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ♣❛s ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛

✹✽



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

✜r♠❡ i. ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s λ ❡t δ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✱

r❡♥❞ ❧❡s ♣r♦✜ts ❛✉ss✐ é❣❛✉①✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ πi(7, 7) = πj(7, 7) ❡t πi(6, 7) = πj(7, 6)✳ ❊♥

❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st

1+h
1−b2

[ (2−b)(1+b)a+(b−2)(1−b2)µ
4−b2

]2 > (1− λ)[ (1+b)(2−b)(1+h)a
(4−b2)(1+h)−bλj

−
2(1−b2)(1+h)cj

(4−b2)(1+h)−bλj
+ b(1+h)(1−b2)µi

(4−b2)(1+h)−bλj
]2

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ δ <
(1+h)(1+b)(2−b)[(4−b2)(1+h)(

√

1+h

(1−b2)(1−λ)
−1)−bλ

√

1+h

(1−b2)(1−λ)
]a

b(4−b2)(1−b2)(1+h)(λ+h)−(b−2)(h+λ)(1−b2)(
√

1+h

(1−b2)(1−λ)
)[(4−b2)(1+h)−bλ]

❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛❧❡✉r s❡✉✐❧ ♣❛r δC✳ ❊♥ ❧✬♦❝✉rr❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♣r♦♣♦✲

s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✿ ▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡st ✉♥

éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❈♦✉r♥♦t✲◆❛s❤ s✐ δ < δC.

◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs s❡✉✐❧s δC❡t δB❡♥ ❡✛❡❝✲

t✉❛♥t ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦♥ ✜①❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

a ❡t b ❡t ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣❛r❛♠étr❡s h ❡t λ ❛✈❡❝ 0 < h < 1 − 2λ ❡t

λ < 1/2 ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♥♦✉s r❡♥s❡✐❣♥❡ s✉r ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳

✹✾



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

a b λ h δC δB

✶ ✵✳✷✺ ✵✳✵✺ ✵✳✻✺ ✵✳✺✸ ✶✳✾✹

✶ ✵✳✷✺ ✵✳✵✽✳ ✵✳✻✵ ✵✳✺✷ ✶✳✽✼

✶ ✵✳✷✺ ✵✳✶ ✵✳✺✺ ✵✳✺✶ ✶ ✳✽✹

✶ ✵✳✷✺ ✵✳✶✺ ✵✳✹✼ ✵✳✹✷ ✶✳✼✽

✶ ✵✳✷✺ ✵✳✷ ✵✳✹✷ ✵✳✹✷ ✶✳✻✺

✶ ✵✳✷✺ ✵✳✷✺ ✵✳✸✷ ✵✳✹✸ ✶✳✺✷

✶ ✵✳✷✺ ✵✳✸✺ ✵✳✷ ✵✳✹✶ ✶✳✷✾

✶ ✵✳✷✺ ✵✳✹ ✵✳✵✺ ✵✳✸✷ ✳✵✳✾✸

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r s❡❧♦♥ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ q✉❡ δC ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢❡r✐❡✉r à δB ❡t

❝✬❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ h, λ✱ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡ ❝♦♥st❛t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❧❛

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✿ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t

❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡st ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❇❡rtr❛♥❞ ✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝✐✲❞❡ss✉s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r δ ✐♥❢ér✐❡✉r à

✺✵



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

δC ✱ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t ♦✉✈r✐r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✐ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t

à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ♦✉ à ❧❛ ❇❡rtr❛♥❞✳ ❙✐ δC < δ < δB ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t ♦✉✈r✐r s❡♣t

❥♦✉rs ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t à ❧❛ ❇❡rtr❛♥❞✳ ◗✉❛♥❞ δ > δB ❛❧♦rs ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡

❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ♣❛s ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❥♦✉rs ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s

♠❛❣❛s✐♥s s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡s ✜r♠❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡s ré♣❡r❝✉ss✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦✲

♠✐♥✐❝❛❧❡ s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r✐① ❝♦♠♠❡ ❡t❛♥t

♠♦②❡♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡s ✜r♠❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❛ été ét✉❞✐é ♣❡✉t ♥♦✉s r❡♥✲

s❡✐❣♥❡r s✉r ❧❡s ♥❛t✉r❡s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s q✉✐ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ s✉r❣✐r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs

str❛té❣✐❡s q✉✬✉♥❡ ✜r♠❡ ♣❡✉t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✐❢ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s ❛✜♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r

s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ t♦t❛❧❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✉

♣❛r❛♠étr❡ h q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡①❝é❞❡♥t❛✐r❡ ❝ré❡ ♣❛r

❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡①❝é❞❡♥t❛✐r❡ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù

❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠♠❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❊♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❛✈❡❝ ❞❡s ❜✐❡♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❞✐t q✉❡

s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ q✉✐ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r

❧❛ ✜r♠❡ q✉✐ ♥✬♦✉✈r❡ ♣❛s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ s♦♥ ♣r♦✜t ❛✉ss✐✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐

❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ♣❛s ✉♥ s❡✉❧

P♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❜✐❡♥s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥❝✐és✱ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❇❡rtr❛♥❞ ♣ré❞✐t q✉❡ ❧❡

✺✶



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

♣r✐① ❡st ❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s

❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ci = cj = 0 ❧❡ ♣r✐① à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à

♠❡s✉r❡ ❞✉ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s

str❛té❣✐❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ✜r♠❡s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❛♠✐♥é ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s str❛té❣✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✉r✲

❣✐r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✜ts ❡s♣érés ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡s ✜❣✉r❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t q✉✬♦♥

❛ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st q✉❡ s✐ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s❡♣t ❥♦✉rs ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡

◆❛s❤ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡st ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡

❞❡ ❇❡rtr❛♥❞ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s s❛❧❛r✐❛❧❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ♣❧✉s

r❡str❡✐♥t❡s✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ét✉❞✐❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ s✉r ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s

❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❡t ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✱ ❝❡ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♥♦tr❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✲

✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♦ù ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡

✭❤♦tt❧✐♥❣✮✳

❆♥♥❡①❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷

❆♥♥❡①❡ ✶✿ ❇✐❡♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s

✶✴ ❈❛s ✭✻✱✻✮

πi = (p− ci)X

πj = (p− cj)Y

❆✈❡❝ Q = a− p ❡t Q = X + Y

→

πi = (a−Q− ci)X →πi = (a− (X + Y )− ci)X

πj = (a−Q− cj)Y→ πj = (a− (X + Y )− cj)Y

✺✷



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

∂πi/∂X = 0✙a− (2X + Y )− ci = 0

∂πj/∂Y = 0 → a− (X + 2Y )− cj= 0

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ X ❡♥ Y ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

2X = a−
a−X−cj

2
− ci→

3X
2

= a
2
+

cj
2
− ci

2Y = a− a−Y−ci
2

− cj→
3Y
2

= a
2
+ ci

2
− cj

❉✬♦ù

X =
a+cj−2ci

3

Y =
a+ci−2cj

3

P = a−Q = a− (X + Y )

= a−
2a−ci−cj

3

=
a+ci+cj

3

❖♥ ❡♥ ❞❡❞✉✐t ❛❧♦rs q✉❡

πi = [
a+ci+cj

3
− ci][

a+cj−2ci
3

]= [
a+cj−2ci

3
]2

πj = [
a+ci+cj

3 − cj][
a+ci−2cj

3 ]= [
a+ci−2cj

3 ]2

✷✴ ❈❛s ✭✼✱✻✮

πi = (a− (X + Y + x)/(1 + h)− ci)X + (a− (X + Y + x)/(1 + h)− c
′

i)x

πj = (a− (X + Y + x)/(1 + h)− cj)Y

▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ t♦t❛❧❡ ❡st Q
′′

= (1 + h)(a− p)→ p = a− Q
′′

1+h
✱

Q
′′

= X + Y + x, ♦ù x = (λ+ h)(a− p)

→ x = λ+h
1−λ

(X + Y + x)→ (1−λ)x
(1+h)

= (λ+h)
(1+h)

(X + Y )

→ x = (λ+h)
(1−λ)

(X + Y )

πi = (a− (X + Y + x)/(1 + h)− ci)X + (a− (X + Y + x)/(1 + h)− c
′

i)x

πj = (a− (X + Y + x)/(1 + h)− cj)Y

✺✸



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i

Li = (a−(X+Y +x)/(1+h)−ci)X+(a−(X+Y +x)/(1+h)−c
′

i)x+Ψ(x− λ+h
1−λ

(X+Y ))

❉✬❛♣rés ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❦✉❤♥✲t✉❦❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ∂Li

∂X
= 0, ∂Li

∂x
= 0, ∂Li

∂Ψ
= 0

a− 2X+Y+2x
1+h

− ci −
h+λ
1−λ

Ψ = 0 →Ψ = 1−λ
h+λ

[a− 2X+Y+2x+
1+h

− ci]

a− 2X+2x+Y
1+h

− c
′

i +Ψ = 0 → Ψ = −a+ 2X+Y+2x+
1+h

+ c
′

i

x− λ+h
1−λ

(X + Y ) = 0

❊♥ é❣❛❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r

1−λ
h+λ

[a− 2X+Y+2x
1+h

− ci] = −a+ 2X+Y+2x
1+h

+ c
′

i→
(1+h)a
h+λ

− Y
(h+λ)

− 2x
(h+λ)

− (1−λ)ci
(h+λ)

− c
′

i =
2X

(h+λ)

X = (1+h)a
2

− Y
2
− x− (1−λ)ci

2
−

(h+λ)c
′

i

2

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t x ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ❡st x = λ+h
1−λ

(X + Y )✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

X = (1+h)a
2

− Y
2
− λ+h

1−λ
(X + Y ),− (1−λ)ci

2
−

(h+λ)c
′

i

2

(1+h)X
(1−λ)

= (1+h)a
2

− (1+2h+λ)Y
2(1−λ)

− (1−λ)ci
2

−
(h+λ)c

′

i

2

X = (1−λ)a
2

− (1+2h+λ)Y
2(1+h)

− (1−λ)2ci
2(1+h)

−
(1−λ)(h+λ)c

′

i

2(1+h)

▲❛ ✜r♠❡ j ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t ♣❛r r❛♣♣♦rt à Y

πj = [a− (X+Y+x)
1+h

− cj]Y

∂πJ

∂Y
= 0,⇒a− (X+2Y+x)

1+h
− cj = 0→ 2Y = (1 + h)a− (X + x)− (1 + h)cj

Y =
(1+h)a−(X+x)−(1+h)cj

2

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t x ♣❛r ❝❛ ✈❛❧❡✉r ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

Y =
(1+h)a−(X+λ+h

1−λ
(X+Y ))−(1+h)cj

2

Y =
(1−λ)(1+h)a−(1+h)X−(λ+h)Y−(1−λ)(1+h)cj

2(1−λ)
(2−2λ+λ+h)Y

2(1−λ)
=

(1+h)[(1−λ)a−X−(1−λ)cj ]

2(1−λ)

Y = (1+h)
(2−λ+h)

[(1− λ)a−X − (1− λ)cj]

✺✹



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ j ❡♥ X

X = (1−λ)a
2

− (1+2h+λ)Y
2(1+h)

− (1−λ)2ci
2(1+h)

−
(1−λ)(h+λ)c

′

i

2(1+h)

X = (1−λ)a
2

− (1+2h+λ)
2(1+h)

( 1+h
2−λ+h

)[(1− λ)a−X − (1− λ)cj]−
(1−λ)2ci
2(1+h)

−
(1−λ)(h+λ)c

′

i

2(1+h)

X = (1−λ)a
2

− (1−λ)(1+2h+λ)a
2(2−λ+h)

+ (1+2h+λ)X
2(2−λ+h)

+
(1−λ)(1+2h+λ)cj

2(2−λ+h)
− (1−λ)2ci

2(1+h)
−

(1−λ)(h+λ)c
′

i

2(1+h)

3(1−λ)X
2(2−λ+h)

= (1−λ)(1−2λ−h)a
2(2−λ+h)

+
(1−λ)(1+2h+λ)cj

2(2−λ+h)
− (1−λ)2ci

2(1+h)
−

(1−λ)(h+λ)c
′

i

2(1+h)

X = 1
3
[(1− 2λ− h)a+ (1 + 2h+ λ)cj −

(λ+h)(2−λ+h)
1+h

(c
′

i +
1−λ
h+λ

ci)]

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❡♥ Y ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

Y = (1+h)
(2−λ+h)

[(1− λ)a−X − (1− λ)cj]

Y = (1+h)
(2−λ+h)

[(1− λ)a− ( (1−λ)a
2

− (1+2h+λ)Y
2(1+h)

− (1−λ)2ci
2(1+h)

−
(1−λ)(h+λ)c

′

i

2(1+h)
)− (1− λ)cj]

3(1−λ)Y
2(2−λ+h)

= (1+h)
(2−λ+h)

[ (1−λ)a
2

+ (1−λ)2ci
2(1+h)

+
(1−λ)(h+λ)c

′

i

2(1+h)
− (1− λ)cj]

Y =2(1+h)
3(1−λ)

[ (1−λ)a
2

+ (1−λ)2ci
2(1+h)

+
(1−λ)(h+λ)c

′

i

2(1+h)
− (1− λ)cj]

Y = (1+h)a
3

+ (1−λ)ci
3

+
(h+λ)c

′

i

3
−

2(1+h)cj
3

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t q✉❡

x = λ+h
1−λ

(X + Y ) = λ+h
1−λ

[2(1−λ)a
3

+
(λ−1)cj

3
+

(h+λ)(λ−1)c
′

i

3(1+h)
+ (1−λ)(λ−1)ci

3(1+h)
]

❉✬♦ù Q
′′

= X + Y + x = 1+h
1−λ

[2(1−λ)a
3

+
(λ−1)cj

3
+

(h+λ)(λ−1)c
′

i

3(1+h)
+ (1−λ)(λ−1)ci

3(1+h)
]

P = a− Q
′′

1+h
= a− 1

(1−λ)
[2(1−λ)a

3
+

(λ−1)cj
3

+
(h+λ)(λ−1)c

′

i

3(1+h)
+ (1−λ)(λ−1)ci

3(1+h)
]

= a
3
−

(λ−1)cj
3(1−λ)

−
(h+λ)(λ−1)c

′

i

3(1+h)(1−λ)
− (λ−1)ci

3(1+h)

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ❧❡s ♣r♦✜ts à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❝♦♠♠❡

πi =
1
3
[a
3
−

(λ−1)cj
3(1−λ)

−
(h+λ)(λ−1)c

′

i

3(1+h)(1−λ)
− (λ+2+3h)ci

3(1+h)
][(1−2λ−h)a+(1+2h+λ)cj−

(λ+h)(2−λ+h)
1+h

(c
′

i+

1−λ
h+λ

ci)]+
λ+h
1−λ

[a
3
−

(λ−1)cj
3(1−λ)

−
[(h+λ)(λ−1)+3(1+h)(1−λ)]c

′

i

3(1+h)(1−λ)
− (λ−1)ci

3(1+h)
][2(1−λ)a

3
+

(λ−1)cj
3

+
(h+λ)(λ−1)c

′

i

3(1+h)
+

(1−λ)(λ−1)ci
3(1+h)

]

πj = [a
3
−

2(1−λ)cj
3(1−λ)

−
(h+λ)(λ−1)c

′

i

3(1+h)(1−λ)
− (λ−1)ci

3(1+h)
][ (1+h)a

3
+ (1−λ)ci

3
+

(h+λ)c
′

i

3
−

2(1+h)cj
3

]

✺✺



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

πi(7.6)−π0
i = ha2

9
+[ (h+λ)2(λ−1)−2(h+λ)[(h+λ)(λ−1)+3(1+h)(1−λ)]−[3(1−λ)(2−λ+h)(h+λ)+(h+λ)(λ−1)(1−2λ+h)]

9(1+h)(1−λ)
]aδ+

[ (h+λ)2(λ−1)[(1−λ)(2−λ+h)−(h+λ)(λ−1)−3(1+h)(1−λ)
9(1+h)2(1−λ)2

]δ2

✸✴❈❛s ✭✼✱✼✮

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❡st ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡

Li = (a − (X + Y + x + y)/(1 + h) − ci)X + (a − (X + Y + x + y)/(1 + h) − c
′

i)x +

Ψ(x+ y − λ+h
1−λ

(X + Y ))

❉✬❛♣rés ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❦✉❤♥✲t✉❦❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ∂Li

∂X
= 0, ∂Li

∂x
= 0, ∂Li

∂Ψ
= 0 ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s

❞♦♥♥❡ ❧❡ s②sté♠❡ s✉✐✈❛♥t

a− (2X + Y + 2x+ y)/(1 + h)− ci −
h+λ
1−λ

Ψ = 0→Ψ = 1−λ
h+λ

[a− 2X+Y+2x+y

1+h
− ci]

a− (2X + Y + 2x+ y)/(1 + h)− c
′

i +Ψ = 0→ Ψ = −a+ 2X+Y+2x+y

1+h
+ c

′

i

x+ y − λ+h
1−λ

(X + Y ) = 0

▲✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ 1−λ
h+λ

[a− 2X+Y+2x+y

1+h
−ci]= −a+ 2X+Y+2x+y

1+h
+c

′

i

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

( 1+h
h✰λ

)a− ( 1+h
h✰λ

)(2X+Y+2x+y

1+h
)− (1−λ)ci

λ+h
− c

′

i = 0

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ j ❡st ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡

Li = (a − (X + Y + x + y)/(1 + h) − cj)Y + (a − (X + Y + x + y)/(1 + h) − c
′

j)y +

Ψ
′

(x+ y − λ+h
1−λ

(X + Y ))

❉✬❛♣rés ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❦✉❤♥✲t✉❦❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ∂Li

∂Y
= 0, ∂Li

∂y
= 0, ∂Li

∂Ψ
′ = 0 ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s

✺✻



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❞♦♥♥❡ ❧❡ s②sté♠❡ s✉✐✈❛♥t

a− (X + 2Y + x+ 2y)/(1 + h)− cj −
h+λ
1−λ

Ψ
′

= 0→Ψ
′

= 1−λ
h+λ

[a− X+2Y+x+2y
1+h

− cj]

a− (X + 2Y + x+ 2y)/(1 + h)− c
′

j +Ψ
′

= 0→ Ψ
′

= −a+ X+2Y+x+2y
1+h

+ c
′

j

x+ y − λ+h
1−λ

(X + Y ) = 0

▲✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ 1−λ
h+λ

[a−X+2Y+x+2y
1+h

−cj]= −a+X+2Y+x+2y
1+h

+c
′

j

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

( 1+h
h✰λ

)a− ( 1+h
h✰λ

)(X+2Y+x+2y
1+h

)−
(1−λ)cj
λ+h

− c
′

j = 0

❆♥♥❡①❡ ✷✿ ❇✐❡♥s ❞✐✛❡r❡♥❝✐és

❈♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❇❡rtr❛♥❞

✶✴ ❈❛s ✻✱✻

πi(6,6)= (pi − ci)(a− pi + bpj)

πj(6,6)= (pj − cj)(a− pj + bpi)

∂πi(6,6)/∂pi = 0 ⇒ 2pi = a+ bpj + ci

∂πj(6,6)/∂pj = 0 ⇒ 2pj =a+ bpi + cj

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ pi❡♥ pj❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

2pi = a+ b[
a+bpi+cj

2
] + ci

2pj =a+ b[
a+bpj+ci

2
] + cj

pi =
(2+b)a+bcj+2ci

4−b2

pj =
(2+b)a+bci+2cj

4−b2

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ pi❡t pj❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡s ♣r♦✜ts✿

πi(6,6)= [
(2+b)a+bcj+2ci

4−b2
− ci][a−

(2+b)a+bcj+2ci
4−b2

+ b.
(2+b)a+bci+2cj

4−b2
]

πj(6,6)= [pj =
(2+b)a+bci+2cj

4−b2
−cj][a−

(2+b)a+bci+2cj
4−b2

+ b.
(2+b)a+bcj+2ci

4−b2
]

πi(6,6)= [
(2+b)a+bcj+(b2−2)ci

4−b2
]

πj(6,6)= [
(2+b)a+bci+(b2−2)cj

4−b2
]

✺✼



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

✷✴ ❈❛s ✭✼✱✻✮

πi(7,6)= (1− λi)(pi − ci)X + (λi + h)(pi − c
′

i)X✰ (pi − c
′

i)λJY

πj(7,6) = (1− λj)(pj − cj)Y

❙♦✐t µi =
(1−λi)ci+(h+λi✮c

′

i

1+h

✙

πi(7,6)= (1 + h)(pi − ui)X+ (pi − c
′

i)λJY

πj(7,6) = (1− λj)(pj − cj)Y

∂πi/∂pi = 0 → [(1 + h)(pi − ui)(a− pi + bpj) + λj(pi−c
′

i)(a− pj + bpi)]
′

= 0

∂πj/∂pj = 0→ [(1− λj)(pj − cj)(a− pj + bpi)]
′

= 0

(1 + h)(a− 2pi + bpj + ui) + λj(a− pj + 2bpi − bc
′

i) = 0

(1− λj)(a− 2pj + bpi + cj) = 0

pi =
(1+h+λj)a+(b(1+h)−λj)pj+(1+h)ui−λjbc

′

i

2(1+h−bλj)

pj =
a+bpi+cj

2

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ pi❡♥ pj❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs

pi =
(1+h+λj)a+(b(1+h)−λj)[

a+bpi+cj

2
]+(1+h)ui−bλjc

′

i

2(1+h−bλj)

[(4−b2)(1+h)−3bλj ]pi
4(1+h−bλj)

=
[(b+2)(1+h)+λj ]a+(b(1+h)−λj)cj+2(1+h)ui−2bλjc

′

i

4(1+h−bλj)

pi =
[(2+b)(1+h)+λJ ]a+(b(1+h)−λj)cj+2(1+h)ui−2bλjc

′

i

(4−b2)(1+h)−3bλj

pj =
a+bpi+cj

2
=

a+b[
(1+h+λj)a+(b(1+h)−λj)pj+(1+h)ui−λjbc

′

i
2(1+h−bλj)

]+cj

2

pj =
2(1+h−bλj)a+b(1+h+λJ )a+b(b(1+h)−λj)pj+b(1+h)−b2λjc

′

i+2(1+h−bλj)cj
4(1+h−bλj)

[(4−b2)(1+h)−3bλj ]pj
4(1+h−bλj)

=
[(2+b)(1+h)−bλj ]a+(1+h)ui−b2λjc

′

i+2(1+h−bλj)cj
4(1+h−bλj)

pi =
[(b+2)(1+h)−bλj ]a+b(1+h)ui−b2λjc

′

i+2(1+h−bλj)cj
(4−b2)(1+h)−3bλj

✺✽



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t pi❡t pj ♣❛r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ♣r♦✜ts ❡♥ ❝❛s ♦ù ✉♥❡

s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡

πi(7,6) = (1 + h)[
((1+h)(2+b)+λj)a+(b(1+h)−λj)cj−2bλjc

′

i+((b2−2)(1+h)+3bλj)µi

(4−b2)(1+h)−3bλj
]

[
((2+b)(1+h)−(1+3b+b2)λj)a+(b(1+h)+(1−2b2)λj)cj+(b2−2)µi+b(2−b2)λjc

′

i

(4−b2)(1+h)−3bλj
]

+λj[
((1+h)(2+b)+λj)a+(b(1+h)−λj)cj+(bλj−(4−b2)(1+h))c

′

i+2(1+h)µi

(4−b2)(1+h)−3bλj
]

[
((2+b)(1+h)−bλj)a+((b2−2)(1+h)+bλj)cj+b(1+h)µi−b2λjc

′

i

(4−b2)(1+h)−3bλj
]

πj(7,6)= (1− λj)[
((2+b)(1+h)−bλj)a+((b2−2)(1+h)+bλj)cj+b(1+h)µi−b2λjc

′

i

(4−b2)(1+h)−3bλj
]2

✸✴❈❛s ✭✼✱✼✮

πi(7,7) = (1 + h)[pi − µi]X

πj(7,7) = (1 + h)[pj − µj]Y

πi(7,7) = (1 + h)[pi − µi](a− pi + bpj)

πj(7,7) = (1 + h)[pj − µj](a− pj + bpi)

∂πi(7,7)/∂pi= 0→ (1 + h)(a− 2pi + bpj + ui) = 0

∂πj(7,7)/∂pj = 0→ (1 + h)(a− 2pj + bpi + uj) = 0

→ 2pi = a+ bpj + ui

2pj = a+ bpi + uj

pi =
a+b[

a+bpi+uj

2
]+ui

2

pj =
a+b[

a+bpj+ui

2
]+uj

2

pi =
(2+b)a+buj+2ui

4−b2

✺✾



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

pj =
(2+b)a+bui+2uj

4−b2

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣r✐① ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦✜ts✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s

πi(7,7) = (1 + h)[
(2+b)a+buj+2ui

4−b2
− ui][a−

(2+b)a+buj+2ui

4−b2
+ b.

(2+b)a+bui+2uj

4−b2
]

πj(7,7) = (1 + h)[
(2+b)a+bui+2uj

4−b2
− uj][a−

(2+b)a+bui+2uj

4−b2
+ b.

(2+b)a+buj+2ui

4−b2
]

πi(7,7) = (1 + h)[
(2+b)a+buj+(b2−2)ui

4−b2
]2

πj(7,7) = (1 + h)[
(2+b)a+bui+(b2−2)uj

4−b2
]2

❆♥♥❡①❡ ✸✿ ❈♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t

✶✴ ❈❛s ✭✻✱✻✮

πi(6,6)= (pi − ci)X

πj(6,6)= (pj − cj)Y

❖ù ❡♥❝♦r❡

πi(6,6)= ( (1+b)a−X−bY

1−b2
− ci)X

πj(6,6)= ( (1+b)a−Y−bX

1−b2
− cj)Y

∂πi(6,6)/∂X = 0 ⇒ 2X = (1 + b)a− bY − (1− b2)ci

∂πj(6,6)/∂Y = 0 ⇒ 2Y = (1 + b)a− bX − (1− b2)cj

X = 1
2
[(1 + b)a− bY − (1− b2)ci]

Y = 1
2
[(1 + b)a− bX − (1− b2)cj]

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t X ❡♥ Y ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

X =
(2−b)(1+b)a+b2X+b(1−b2)cj−2(1−b2)ci

4

Y =
(2−b)(1+b)a+b2Y+b(1−b2)ci−2(1−b2)cj

4

◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❝♦♠♠❡

X =
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)cj−2(1−b2)ci

4−b2

Y =
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)ci−2(1−b2)cj

4−b2

✻✵



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ♣r♦✜ts

πi(6,6)= (
(1+b)a−[

(b+1)(2−b)(1+b)a−b(1−b2)cj+(b2−2)(1−b2)ci

4−b2
]

1−b2
− ci)X

πj(6,6)= (
(1+b)a−[

(b+1)(2−b)(1+b)a−b(1−b2)ci+(b2−2)(1−b2)cj

4−b2

1−b2
− cj)Y

πi(6,6)= [
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)cj−2(1−b2)ci

(4−b2)(1−b2)
][
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)cj−2(1−b2)ci

(4−b2)
]

πj(6,6)= [
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)ci−2(1−b2)cj

(4−b2)(1−b2)
][
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)ci−2(1−b2)cj

(4−b2)
]

πi(6,6)=
1

1−b2
[
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)cj−2(1−b2)ci

(4−b2)
]2

πj(6,6)=
1

1−b2
[
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)ci−2(1−b2)cj

(4−b2) ]2

✷✴ ❈❛s ❞✉ ✭✼✱✻✮

πi(7,6)= (1− λi)(pi − ci)X + (λi + h)(pi − c
′

i)X + (pi − c
′

i)λJY

πj(7,6) = (1− λj)(pj − cj)Y

❖✉ ❜✐❡♥

πi(7,6)= (1 + h)(pi − µi)X✰ (pi − c
′

i)λJY

πj(7,6) = (1− λj)(pj − cj)Y

∂πi(7,6)/∂X = 0→ [(1 + h)[ (1+b)a−X−bY

1−b2
− ui]X + λj[

(1+b)a−X−bY

1−b2
− c

′

i]Y ]
′

= 0

∂πj(7,6)/∂Y = 0→ [(1− λj)[
(1+b)a−Y−bX

1−b2
− cj]Y ]

′

= 0

(1 + h)[ (1+b)a−2X−bY

1−b2
− ui]−

λjY

1−b2
= 0

(1− λj)[
(1+b)a−2Y−bX

1−b2
− cj]= 0

2(1+h)X
1−b2

= (1 + h)( (1+b)a
1−b2

− ui)− (
b(1+h)+λj

1−b2
)Y

2Y
1−b2

= (1+b)a−bX

1−b2
− cj

X = (1+b)a−(1−b2)µi

2
−

(b(1+h)+λj)Y

2(1+h)

✻✶



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

Y =
(1+b)a−bX−(1−b2)cj

2

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t X ❡♥ Y ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

X = (1+b)a−(1−b2)ui

2
−

[b(1+h)+λj ][(1+b)a−bX−(1−b2)cj ]

4(1+h)

Y =
(1+b)a−b[

(1+b)a−(1−b2)µi
2

−
(b(1+h)+λj)Y

2(1+h)
]−(1−b2)cj

2

[(4−b2)(1+h)−bλj ]X

4(1+h)
=

(1+b)[2−b)(1+h)−λj ]a+(1−b2)[b(1+h)+λj ]cj−2(1+h)(1−b2)ui

4(1+h)
[(4−b2)(1+h)−bλj ]Y

4(1+h)
=

(1+b)(2−b)(1+h)a+b(1+h)(1−b2)ui−2(1−b2)(1+h)cj
4(1+h)

X =
(1+b)[(2−b)(1+h)−λj ]a+(1−b2)[b(1+h)+λj ]cj−2(1+h)(1−b2)ui

(4−b2)(1+h)−bλj

Y =
(1+b)(2−b)(1+h)a−2(1−b2)(1+h)cj+b(1+h)(1−b2)ui

(4−b2)(1+h)−bλj

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ X ❡t Y ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦✜ts ❡♥ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✲

✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs

πi(7,6)= (1 + h)[
[(2−b)(1+b)(1+h)+(1 + b)(1− b)λj ]a− (1− b2)[λj − b(1 + h)]cj − (1− b2)[2(1 + h)− bλj ]µi

(1−b2)[(4−b2)(1+h)−bλj]
]

[
(1+b)[(2−b)(1+h)−λj ]a

(4−b2)(1+h)−bλj
+

(1−b2)[b(1+h)+λj]cj
(4−b2)(1+h)−bλj

− 2(1+h)(1−b2)µi

(4−b2)(1+h)−bλj
]

+λJ[
[(2−b)(1+b)(1+h)+(1 + b)(1− b)λj ]a− (1− b2)[λj − b(1 + h)]cj − (1− b2)(1 + h)(b2 − 2)µi−(1−b2)[(4−b2)(1+h)−bλj]c

′

i

(1−b2)[(4−b2)(1+h)−bλj]
]

[ (1+b)(2−b)(1+h)a
(4−b2)(1+h)−bλj

−
2(1−b2)(1+h)cj

(4−b2)(1+h)−bλj
+ b(1+h)(1−b2)µi

(4−b2)(1+h)−bλj
]

πj(7,6)= (1− λJ)[
(1+b)(2−b)(1+h)a
(4−b2)(1+h)−bλj

−
2(1−b2)(1+h)cj

(4−b2)(1+h)−bλj
+ b(1+h)(1−b2)µi

(4−b2)(1+h)−bλj
]2

✸✴ ❈❛s ✭✼✱✼✮

πi(7,7) = (1 + h)[pi − µi]X

πj(7,7) = (1 + h)[pj − µj]Y

∂πi(7,7)/∂X = 0 → [(1 + h)[ (1+b)a−X−bY

1−b2
− ui]X]

′

= 0

∂πj(7,7)/∂Y = 0→ [(1 + h)[ (1+b)a−Y−bX

1−b2
− uJ ]Y ]

′

= 0

✻✷



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

2X = (1 + b)a− bY − (1− b2)ui

2Y = (1 + b)a− bX − (1− b2)uj

2X = (1 + b)a− b[
(1+b)a−bX−(1−b2)uj

2
]− (1− b2)ui

2Y = (1 + b)a− b[ (1+b)a−bY−(1−b2)ui

2
]− (1− b2)uj

(4−b2)X
2

=
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)uj−2(1−b2)ui

2
(4−b2)Y

2
=

(2−b)(1+b)a+b(1−b2)ui−2(1−b2)uj

2

X =
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)uj−2(1−b2)ui

4−b2

Y =
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)ui−2(1−b2)uj

4−b2

pi =
(1+b)a−X−bY

1−b2
=

(1+b)−
(2−b)(1+b)2a−b(1−b2)uj+(b2−2)(1−b2)ui

4−b2

1−b2

=
(2−b)(1+b)a−(b2−2)(1−b2)ui+b(1−b2)uj

(1−b2)(4−b2)

pi − ui ==
(2−b)(1+b)a−2(1−b2)ui+b(1−b2)uj

(1−b2)(4−b2)

πi(7,7) = (1 + h)[pi − µi]X= 1+h
1−b2

[
(2−b)(1+b)a−2(1−b2)ui+b(1−b2)uj

(4−b2)
]2

■❞❡♠ ♣♦✉r ❧❛ ✜r♠❡ j

pj =
(1+b)a−Y−bX

1−b2
=

(1+b)a−
(2−b)(1+b)2a−b(1−b2)ui+(b2−2)(1−b2)uj

4−b2

1−b2

=
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)ui−(b2−2)(1−b2)uj

(1−b2)(4−b2)

pj − uj =
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)ui−2(1−b2)uj

(1−b2)(4−b2)

πj(7,7) = (1 + h)[pj − µj]Y= 1+h
1−b2

[
(2−b)(1+b)a+b(1−b2)ui−2(1−b2)uj

(4−b2) ]2

❆♥♥❡①❡ ✹✿

❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞é❝r✐t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✿ ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s

❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛❜❝❤❡ p(6, 6)✱ ❡t ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❛ ✜r♠❡ i ♦✉✈r❡ s❡✉❧❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ pi(7, 6)✱

✻✸



✷✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

pj(7, 6)✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳

❆♥♥❡①❡ ✺✿

✻✹



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t

s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬é✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ s✉r ❧❡s ❞✐❢✲

❢ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❛❞♦♣tés ♣❛r ❧❡s ✜r♠❡s s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ✉♥❡

q✉❡st✐♦♥ ❝❧❡❢✱ q✉✐ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♣❡✉t ❛✛❡❝t❡r ❧❡ s✉r♣❧✉s

❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✳

❱✉ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ❧❡s ❛✉t♦r✐tés ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t

✐♥st❛✉r❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❤✐❜❡r t♦✉t❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❛♥t✐❝♦♥❝✉rr❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐

s✬❛✈èr❡ ♥✉✐s✐❜❧❡ ❛✉① ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈♦✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

✜r♠❡s✱ ❧✬❡♥tr❛✈❡♠❡♥t ❞✬❛❜✉s ❞✉ ♣♦✉✈♦✐r✱ ♠♦♥♦♣♦❧❡✳✳✳✳✳❡t❝✮✳ ◆é❛♠♦✐♥s✱ s✐ ❧❡s ❛✉t♦r✐tés

♣✉❜❧✐q✉❡s ❧é❣✐❢èr❡♥t ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ q✉❡ s❡r❛ ❧✬❡✛❡t s✉r ❧❡ ❝♦♥✲

s♦♠♠❛t❡✉r ❄✳

P♦✉r ❛♣♣♦rt❡r ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à r❡♣♦♥❞r❡ à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ♣♦sé❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡

❞❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❞é♠❛rq✉♦♥s

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ tr❛✐t❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r

❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡ ❥♦✉r ❞✬❛❝❤❛ts✳

P♦✉r s❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✬❛❝❤❛t ♣♦✉r

❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡r

❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❡♥❞♦❣è♥❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s λi ❡t λj ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

✻✺



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❞❡s❝r✐♣t✐❢ ❞❡

♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛s✲

s♦❝✐é❡s à ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❡s

✜r♠❡s ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t ❝❡❧✉✐

♦ù ❡❧❧❡s ♥✬♦✉✈r❡♥t ♣❛s✳

✸✳✶✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ✭✶✾✷✾✮✱ ✉♥❡

✈✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✶ ♦ù s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❡✉① ✜r♠❡s i ❡t j q✉✐ s❡ ❧♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❧❡s

❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ✐✳❡ 0 ❡t 1✱ s♦✐t ❧❛ ✜r♠❡ i ❧♦❝❛❧✐sé❡ à 0 ❡t ❧❛ ✜r♠❡ j à 1✳

❈❤❛q✉❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✐sé s✉r ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❛❝❤èt❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✉♥✐té ✈❡♥❞✉❡ ♣❛r ❧✬✉♥❡ ❞❡

❞❡✉① ✜r♠❡s✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s✱ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ i

❛ ✉♥ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ é❣❛❧ à ci ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ❡①❝❡♣té ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ♦✉✈r❡

❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛❧♦rs s♦♥ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞è✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ c
′

i✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡

❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t ❝♦♠♠❡ c
′

i = ci+δi ♦ù δi ♠❡s✉r❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦ûts ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉①

s❛❧❛✐r❡s ❞❡s ❡♠♣❧♦②és✳ ■❞❡♠ ❛✉ss✐✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ j ❛ ✉♥ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ é❣❛❧ à

cj ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ❡①❝❡♣té ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❞❡❝✐❞❡ ❞✬♦✉✈r✐r ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❞♦♥❝ s♦♥

❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞è✈✐❡♥t c
′

j = cj + δj✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦♥t ❝♦♠♠❡ ♣r✐①

r❡s♣❡❝t✐❢s pi ❡t pj✳ ❚r♦✐s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ s✉r❣✐r✱ s♦✐t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✜r♠❡

♥✬♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①

✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❡st ❞♦♥♥é❡ ❝♦♠♠❡
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U={
V✲Pi − θ|x| s✬✐❧ ❛❝❤ét❡ ❝❤❡③ ❧❛ ✜r♠❡ i

V−pj−θ⑤1− x| s✬✐❧ ❛❝❤ét❡ ❝❤❡③ ❧❛ ✜r♠❡ j

x ét❛♥t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r✱ ❛✈❡❝ 0 ≤ x ≤ 1 ❡t θ ♠❡s✉r❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡

tr❛♥s♣♦rt✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ V ❞✐✛èr❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡

❡st s✉✣s❛♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ♣✉✐ss❡ ❡✛❡❝t✉❡r s❡s ❛❝❤❛ts✳ ◗✉❛♥❞ ❛✉①

❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❡r tr♦✐s t②♣❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ t❡♠♣s

❞✬❛❝❤❛t

✯ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à f1 ❛ ✉♥❡

♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡♠❛✐♥❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♥✬❛❝❝♦r❞❡

♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡

q✉❡ V = a ♦ù a r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✉t✐❧✐té s✐ ♦♥ ❛❝❤èt❡ ❧❡ ❥♦✉r ♣ré❢éré

✯❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à f2 ❛②❛♥t

✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ré❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡

❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st V = a✱ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉

❞✐♠❛♥❝❤❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞è✈✐❡♥t V = a− u1 ❛✈❡❝ u1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞és✉t✐❧✐té

❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❛❝❤èté ❧❡ ❥♦✉r ♣ré❢éré✳ ❈❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s

tr❛✈❛✐❧❧❡✉rs q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❛ss❡③ ❞✉ t❡♠♣s ❧✐❜r❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡✉rs

❛❝❤❛ts✳

✯ ❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❛❜s♦❧✉❡ ♣♦✉r ❧❡

❞✐♠❛♥❝❤❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à f3✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ❝♦♥s♦♠✲

♠❛t❡✉rs s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡st V = a✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✬✐❧ ♥✬② ❛

♣❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞è✈✐❡♥t V = a − u2✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ a < u2✱

❝❡❝✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞é✈✐❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❈❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♥✬❡✛❡❝t✉❡

s❡s ❛❝❤❛ts q✉❡ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡✳ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t

❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs tr❛♥s❢r♦♥t❛❧✐❡rs ❡t ❧❡s t♦✉r✐st❡s✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉

❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✉t✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳
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6− 6 7− 6 7− 7

1er❝❛té❣♦r✐❡ V = a V = a V = a

2ém❝❛té❣♦r✐❡ V = a− u1 V =















a

a− u1

V = a

3ém❝❛té❣♦r✐❡ V = 0 V = a V = a

▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❡st é❣❛❧❡ à 1 ❝✬❡st à ❞✐r❡ f1 + f2 + f3 = 1 ✱ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s

❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ✜r♠❡s ❛❧♦rs q✉✬❡♥ ❧✐❣♥❡s ♦♥ tr♦✉✈❡

❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ▲❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❡s ♣r✐① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t

❧❡✉rs ♣r♦✜ts✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣♦s❡r ❧❡s ♣r✐①✱ ❧❡s ♣r♦✜ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s

❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡s ✜❣✉r❡s✳

✸✳✶✳✶✳ ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ✜r♠❡ ♥✬♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✜r♠❡ ♥✬♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s

♥✬♦✉✈r❡♥t q✉❡ s✐① ❥♦✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

s♦♥t ✐♥❝✐té❡s à ❢❛✐r❡ ❧❡✉rs ❛❝❤❛ts✱ ❝❡ q✉✐ s♦♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ t❛♥❞✐s q✉❡

❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ s✬❛❜st✐❡♥t ♣✉✐sq✉❡ s♦♥ ✉t✐❧✐té ❡st ♥✉❧❧❡✳ ▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ♣♦✉r

❧❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬✉t✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛❡r❡♥t q✉✐ ❡st

a− pi − θx=a− pj−θ|1− x⑤ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡

a− u1 − pi − θx=a− u1 − pj−θ|1− x⑤ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬✉t✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛ér❡♥t

✻✽



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ♥♦t♦♥s ❝❡tt❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛r ẋ ♦♥

♣❡✉t ❛❧♦rs ❧✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡

ẋ =
1

2
[
pj − pi

θ
+ 1] ✭✸✳✶✮

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ♣r♦✜ts à ♠❛①✐♠✐s❡r ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡

πi = (pi − ci)(f1 + f2)ẋ

πj = (pj − cj)(f1 + f2)(1− ẋ)

▲❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧❡✉rs ♣r♦✜ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣r✐① ❝❤♦✐s✐s✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q❛♥t

❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦r❞r❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∂πi/∂pi = 0 ⇔ (f1 + f2)[
pj−2pi

2θ
+ 1

2
+ ci

2θ
]= 0

∂πJ/∂pJ = 0 ⇔ (f1 + f2)[
1
2
−

2pj−pi
2θ

+
cj
2θ
]= 0

◆♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❧❡s ♣r✐① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦✜ts à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❝♦♠♠❡

pi = θ +
cj
3
+

2ci
3

✭✸✳✷✮

pj = θ +
2cj
3

+
ci
3

✭✸✳✸✮

πi =
θ(f1 + f2)

2
(1 +

cj
3θ

−
ci
3θ

)2 ✭✸✳✹✮

πj =
θ(f1 + f2)

2
(1−

cj
3θ

+
ci
3θ

)2 ✭✸✳✺✮

✻✾



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❖♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r✐① ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡

❧❡s ❝♦ûts ♠❛r❣✐♥❛✉① ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t q✉✬✉♥❡ ✜r♠❡ ❞✐♠✐♥✉❡ s♦♥ ❝♦ût ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

♣♦✉r ❣❛❣♥❡r ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✱ s✐ ci =cj ❛❧♦rs ❧❡s ♣r✐① ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱

s✐ ❧❡s ❝♦ûts ♠❛r❣✐♥❛✉① s♦♥t ♥✉❧s ❛❧♦rs ❧❡ ♣r✐① ❡st é❣❛❧ ❛✉ ❝♦ût ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ❞❡ ♠ê♠❡ s✐

❧❡s ❝♦ûts ♠❛r❣✐♥❛✉① s♦♥t ♥✉❧s ♦✉ ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s s♦♥t ❛✉ss✐

✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ é❣❛❧✐t❛✐r❡ ❧❡ ♣r♦✜t t♦t❛❧❡

s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é q✉✐ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✉ ❝♦ût ❞✉ tr❛s♣♦rt ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s

❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ SCf1 ❡t SCf2 ré♣r❡s❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s

s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ♥♦✉s ❧❡s ❡①♣r✐♠♦♥s

❝♦♠♠❡

SCf1 =
∫ ẋ

0
(a− pi − θx)dx+

∫ 1

ẋ
(a− pj − θ|1− x|)dx

SCf2=
∫ ẋ

0
(a− u1 − pi − θx)dx+

∫ 1

ẋ
(a− u1 − pj − θ|1− x|)dx

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s✉r♣❧✉s ❞✬✉t✐❧✐té ❞✐✛èr❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠✲

t❡✉rs✱❡t ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡

SCf1 = a−
5θ

4
+

(cj − ci)
2 − 18θ(ci + cj)

36θ
✭✸✳✻✮

SCf2 = a−
5θ

4
− u1 +

(cj − ci)
2 − 18θ(ci + cj)

36θ
✭✸✳✼✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ f2 ❡st

✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞✉ f1 ❝❛r s♦♥ ✉t✐❧✐té ♥✬❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❡ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉

♠❛r❝❤é ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ◗✉❛♥❞ à ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ s♦♥ ✉t✐❧✐té ❡st ♥✉❧❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉

❞✐♠❛♥❝❤❡ ❝♦♠♠❡
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✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

W(6,6) = f1SCf1 + f2SCf2 + πi + πj

✸✳✶✳✷✳ ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ s♦✐t

❧❛ ✜r♠❡ i ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ j ♦✉✈r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐① ❥♦✉rs✳

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s♦♥t ✐♥❝✐té❡s à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡✉rs ❛❝❤❛ts ② ❝♦♠✲

♣r✐s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞✐r❡❝t❡s à ♣❛rt✐r

❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

a− pi − θx=a− pj−θ|1− x| ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡

a− pi − θx=a− u1 − pj−θ|1− x| ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ q✉✐ s✬❛❞r❡ss❡

à ❧❛ ✜r♠❡ j ♦♥t ✉♥❡ ✉t✐❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡✉① q✉✐ s✬❛❞r❡ss❡♥t à ❧❛ ✜r♠❡ i✱ s♦✐t ẋ ❧❛ ❞❡✲

♠❛♥❞❡ ❞✐r❡❝t❡ t✐ré❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡

❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ❛❧♦rs q✉❡ ẍ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱

♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡

ẋ =
1

2
[
pj − pi

θ
+ 1] ✭✸✳✽✮

ẍ =
1

2
[
pj − pi + u1

θ
+ 1] ✭✸✳✾✮

♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ♦✉✈r❡ s❡✉❧❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❡❧❧❡ ❛❜s♦r❜❡ ❛❧♦rs ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡✲

♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
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✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❞❡s ♣r♦✜ts à ♠❛①✐♠✐s❡r ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❝♦♠♠❡

πi = f1(pi − ci)ẋ +(pi−c
′

i)(f2ẍ +f3)

πj = (pj − cj)[f1(1− ẋ)+f2(1− ẍ)]

❈❤❛q✉❡ ✜r♠❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♣r✐① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t t♦✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛

str❛té❣✐❡ ❞❡ s❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦r❞r❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧❡s ♣r✐① ❡t ❧❡s ♣r♦✜ts ❝♦♠♠❡

pi = θ +
f2u1

3(f1 + f2)
+

cj
3
+

2(f1 + f2)ci
3(f1 + f2)

+
2f2δi

3(f1 + f2)
+

4θf3
3(f1 + f2)

✭✸✳✶✵✮

pj = θ −
f2u1

3(f1 + f2)
+

(f1 + f2)ci
3(f1 + f2)

+
f2δi

3(f1 + f2)
+

2cj
3

+
2θf3

3(f1 + f2)
✭✸✳✶✶✮

πi =
f1
2
[θ+ f2u1

3(f1+f2)
+

cj
3
− (f1+f2)ci

3(f1+f2)
+ 2f2δi

3(f1+f2)
+ 4θf3

3(f1+f2)
][1− 2f2u1

3θ(f1+f2)
+

cj
3θ
− (f1+f2)ci

3θ(f1+f2)
− f2δi

3θ(f1+f2)
−

2f3
3(f1+f2)

]+ f2
2
[θ + f2u1

3(f1+f2)
+

cj
3
− (f1+f2)ci

3(f1+f2)
− (3f1+f2)δi

3(f1+f2)
+ 4θf3

3(f1+f2)
][1 + (3f1+f2)u1

3θ(f1+f2)
+

cj
3θ

− (f1+f2)ci
3θ(f1+f2)

−
f2δi

3θ(f1+f2)
− 2f3

3(f1+f2)
+ 2f3

f2
]

πj= [θ − f2u1
3(f1+f2)

+ (f1+f2)ci
3(f1+f2)

+ f2δi
3(f1+f2)

−
cj
3
+ 2θf3

3(f1+f2)
][ f1
2θ
(θ + 2f2u1

3(f1+f2)
+ (f1+f2)ci

3(f1+f2)
+ f2δi

3(f1+f2)
−

cj
3
+ 2θf3

3(f1+f2)
) + f2

2θ
(θ − (3f1+f2)u1

3(f1+f2)
+ (f1+f2)ci

3(f1+f2)
+ f2δi

3(f1+f2)
−

cj
3
+ 2θf3

3(f1+f2)
)]

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ pi ❡st s✉♣❡r✐❡✉r à pj ❝❡ q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s

❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳

SCf1 =
∫ ẋ

0
(a− pi − θx)dx+

∫ 1

ẋ
(a− pj − θ|1− x|)dx

✼✷



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

SCf2 =
∫ ẍ

0
(a− pi − θx)dx+

∫ 1

ẍ
(a− u1 − pj − θ|1− x|)dx

SCf3 =
∫ 1

0
(a− pi − θx)dx

▲❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡♥t✐èr❡

❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❡s s✉r♣❧✉s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♠❡

SCf1 = a−
5θ

4
−

1

2
[ci + cj +

f2δi + 2θf3
f1 + f2

] +
1

4θ
[
cj
3
−

ci
3
−

2f2u1 + f2δi + 2θf3
3(f1 + f2)

]2 ✭✸✳✶✷✮

SCf2 = a−
5θ

4
−
1

2
[ci+cj+u1+

f2δi + 2θf3
f1 + f2

]+
1

4θ
[
cj
3
+u1−

ci
3
−
2f2u1 + f2δi + 2θf3

3(f1 + f2)
]2 ✭✸✳✶✸✮

SCf3 = a−
3

2
θ −

cj
3
−

f2u1 + 2f2δi + 4θf3 + 2(f1 + f2)ci
3(f1 + f2)

✭✸✳✶✹✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥st❛t ❡st q✉❡ SCf2 <SCf1 ♠❛❧❣ré q✉❡ ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡

❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛ ❞✐♠✐♥✉é s✉✐t❡ à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐①✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✲

✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛ ❛✉❣♠❡♥té✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❡♥ ❝❛s ✭✼✱✻✮

❝♦♠♠❡

W(7,6) = f1SCf1 + f2SCf2+f3SCf3+πi✰πJ

✸✳✶✳✸✳ ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ♥♦✉s ✐♠❛❣✐♥♦♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❞✐✲

♠❛♥❝❤❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉

s✉r♣❧✉s ❞✬✉t✐❧✐té✱ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❛❞r❡ssé❡ à ❧❛ ✜r♠❡ i ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té

❞✉ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛ér❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ à ẋ✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ♣❛r ❧❡s

❞❡✉① ✜r♠❡s ❡st

✼✸



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

πi= f1(pi − ci)ẋ +(pi−c
′

i)(f2+f3)ẋ

πj= f1(pj − cj)(1− ẋ) +(pj−c
′

j)(f2+f3)(1− ẋ)

➚ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❇❡rtr❛♥❞✱ ❝❤❛q✉❡ ✜r♠❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♣r✐① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t

❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ s❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s

♣r❡♠✐❡rs ♦r❞r❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∂πi/∂pi = 0 ⇔ f1(
pj−2pi+ci

2θ
+ 1

2
) + (f2 + f3)(

pj−2pi+c
′

i

2θ
+ 1

2
) = 0

∂πJ/∂pJ = 0 ⇔f1(
1
2
−

2pj−pi−cj
2θ

) + (f2 + f3)(
1
2
−

2pj−pi−c
′

j

2θ
)= 0

➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s ♣r✐① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦✜ts ❝♦♠♠❡

pi = θ +
cj + 2ci

3
+

(f2 + f3)(δj + 2δi)

3(f1 + f2 + f3)
✭✸✳✶✺✮

pj = θ +
2cj + ci

3
+

(f2 + f3)(2δj + δi)

3(f1 + f2 + f3)
✭✸✳✶✻✮

πi =
f1+f2+f3

2θ
[θ +

cj−ci
3

+
(f2+f3)(δj−δi)

3(f1+f2+f3)
]2

πj =
f1+f2+f3

2θ
[θ +

ci−cj
3

+
(f2+f3)(δi−δj)

3(f1+f2+f3)
]2

▲❡s ♣r✐① ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✉ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝❤❛r❣❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥

♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r ❡♥ tr❛✐t❛♥t ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❡♥✲

tr❡♣r✐s❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡

✈❛❧❡✉r ❞✉ s✉r♣❧✉s✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❝♦♠♠❡

SCf1 = SCf2 = SCf3 =
∫ ẋ

0
(a− pi − θx)dx+

∫ 1

ẋ
(a− pj − θ|1− x|)dx

♦✉ ❜✐❡♥

✼✹



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

a−
θ

4
−

1

2
[2θ + ci + cj +

(f2 + f3)(δi + δj)

(f1 + f2 + f3)
] +

1

4θ
[
cj − ci

3
+

(f2 + f3)(δj − δi)

3(f1 + f2 + f3)
]2 ✭✸✳✶✼✮

▲❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❡s

❞❡✉① ✜r♠❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡

W(7,7) = f1SCf1 + f2SCf2+f3SCf3+πi✰πJ

✸✳✶✳✹✳ ❆♥❛❧②s❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❛♥s t♦✉s

❧❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡

❧❡s ✜r♠❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ✭❧❡s ❝♦ûts ♠❛r❣✐♥❛✉① ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✮ ❛✉tr❡♠❡♥t

❞✐t ci =cj = c✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛❞♠❡tt♦♥s ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❡

♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ δi = δj = δ✱ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t q✉✬♦♥ ♣❡✉t

tr♦✉✈❡r s✉✐t❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r✐① ♥♦✉s ♠è♥❡ à ❛✈♦✐r

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r✐① ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✈❛

❛✉❣♠❡♥t❡r

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❧✬❛♥♥❡①❡ 4✮ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣r✐① q✉❡

p6,6 < p7,6 ❡t p6,6 < p7,7✳ ❈❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡t ❞❡s ❝❤❛r❣❡s s✉♣♣❧é♠❡♥❛t✐r❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❯♥ t❡❧ rés✉❧t❛t ❛ été tr♦✉✈é

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥✲

s♦♠♠❛t❡✉rs à tr❛✈❡rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♥❡

❥♦✉❡♥t ♣❛s ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r

❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❡s ❝♦ûts ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ❡t

❧❡ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ♣♦rt♦♥s ♥♦tr❡ ✐♥térêt s✉r ❧❡s

✼✺



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ s♦♥t ❧✐és à ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ t❡❧ q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ δ,

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞és✉t✐❧✐té u1 ❡t ❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s f2, f3✳ ◆♦✉s ✜①♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ f1à 50%

✭ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❝❛r s❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❡st

♣♦✉r ❧❛ s❡♠❛✐♥❡✮✳

✸✳✶✳✹✳✶✳ ❊✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs f1

❆♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❧✬❛♥♥❡①❡ 5✮ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠✲

♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡

rés✉❧t❛t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ f1 ❞✐♠✐♥✉❡

❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳

▲❛ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ❞û

❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐① ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❉✬❛♣rés ❧❡s

❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s

f2✱f3 ❡t ❧❡s s✉r♣❧✉s SCf1(7, 6)✱ SCf1(7, 7)✳ P❧✉s f2 ❛✉❣♠❡♥t❡ SCf1(7, 6)✱❡t é❣❛❧❡♠❡♥t

♣❧✉s f3❛✉❣♠❡♥t❡ SCf1(7, 7)✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❧❡s

s✉r♣❧✉s ❜❛✐ss❡♥t ❛✉ss✐✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s δ ❡t u1♦♥t ✉♥

✐♠♣❛❝t ♥é❣❛t✐❢ s✉r SCf1(7, 6)✱ ❡t SCf1(7, 7)✳

✼✻



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❉✬❛♣rés ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ SCf1(6, 6) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥✐✈❡❛✉

❞✬✉t✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡

❢❛✐t ❜❛✐ss❡r ❧❡ s✉r♣❧✉s ❡t ❧❛✐ss❡ ✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉✐té s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ SCf1(7, 6) ❡t SCf1(7, 7)

s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

✸✳✶✳✹✳✷✳ ❊✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rsf2

P♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♠❛❣❛s✐♥s ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡

❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

♦ù ❧❡s ♠❛❣❛s✐♥s ♥✬♦✉✈r❡♥t ♣❛s ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ à ❝❡❧✉✐ ♦ù ✐❧s ♦✉✈r❡♥t✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s

♣r♦❝é❞♦♥s à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭❧✬❛♥♥❡①❡ ✻✮ ✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s

tr♦✉✈❡r

✼✼



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✿ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣♦✉r

❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ f2✳ ❈❡ s✉r♣❧✉s ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ❞❡✉①

✜r♠❡s

◆♦✉s ✈♦②♦♥s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ s✉r♣❧✉s SCf2(6, 6) ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t

❞✐♠✐♥✉❡r q✉❡ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ u1❛✉❣♠❡♥t❡✳ ◗✉❛♥❞ ❛✉ s✉r♣❧✉s SCf2(7, 6)✱ ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✛❡❝té ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ f2✳ ▲❡ s✉r♣❧✉s

❣r❛♥❞✐t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ f2✱ ✐❧ ❜❛✐ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s

❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s SCf2(7, 7) ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ f3 ♥✬❡st ♣❛s

s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r à ✉♥ ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s δ ❡t u1✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡

q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣r✐① ❝❛✉sé❡ ♣❛r ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❧❛

♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝❤❛t ❝❡ ❥♦✉r✲❧à ❢❛✐t ❝r♦✐tr❡ s♦♥ ❜✐❡♥✲êtr❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡

◆♦✉s ✈♦②♦♥s ✉♥❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s✉r♣❧✉s SCf2(6, 6) ❥✉sq✉✬❛✉ ♣♦✐♥t ♦ù ❧❡s ❝♦♥✲

✼✽



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

s♦♠♠❛t❡✉rs ♥✬♦♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ à ❛❝❤❡t❡r✱ ❝❤♦s❡ ❝❛✉sé❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡✱ ❧❡ s✉♣❧✉s ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s✉✐✈❛♥t

❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

✸✳✶✳✹✳✸✳ ❊✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥❝♦♠♠❛t❡✉rs f3

❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❡♥tr❡ SCf3(7, 6) ❡t

SCf3(7, 7) ✭❧✬❛♥♥❡①❡ ✼✮ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥✲

s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✿ ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡ f3 ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s

❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❡♥ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ♣r✐① ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛tt❡✐♥t

s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ❧❛ ✜r♠❡ i ❝❛♣t❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ f3✱ ❛❧♦rs q✉✬❡♥

❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❧❡ ♣r✐① ❜❛✐ss❡ ❡t ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛✲

t❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❛✉ss✐✳

✼✾



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡ s✉r♣❧✉s SCf3(7, 7) ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à SCf3(7, 6)✱ ❝❡

q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❞♦♥♥❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤♦✐① ❞✬❛❝❤❛t ❛✉① ❝♦♥s♦♠✲

♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t

❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡✉r ✉t✐❧✐té✳

✸✳✶✳✺✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦s❡r ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❝❧é✱ à s❛✈♦✐r q✉❡❧ ❡st ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡

❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❄✳ ❆✜♥ ❞❡ r❡♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♥♦✉s s✉✐✈♦♥s ❧❛

♠é♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐♦♥ ✭❧✬❛♥♥❡①❡ 7✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❛✈♦✐r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✿ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❛❝❝r♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡

s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❝❡ ❥♦✉r✳
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✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❇✐❡♥ q✉✬✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ ❢❛ss❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛

❝❛té❣♦r✐❡ f1✱ ♥é❛♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❢❛✐t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❛té❣♦r✐❡s

❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ❞❡✉①

✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s

❛♣❡r❝❡✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ ✈❛ s✬ ❡✛♦♥❞r❡r ❛✉ ♣♦✐♥t q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♥❡tt❡♠❡♥t

✐♥❢ér✐❡✉r❡ à s❛ ✈❛❧❡✉r ❛✉ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ✜r♠❡ ♥✬♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳

✸✳✶✳✻✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❝❡ ❥❡✉

◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❛❞♦♣té❡s ♣❛r ❧❡s ✜r♠❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡

é❝♦♥♦♠✐❡✳ ◆♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ❥❡✉ ❡♥tr❡ ❞❡s ✜r♠❡s
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✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❛②❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ✭ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ♦✉ ♥♦♥ ✮ ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❡✉rs

♣❛✐❡♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛✐❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t❡

iæ ♦✉✐ ♥♦♥

♦✉✐ πi(7, 7)− πj(7, 7) πi(7, 6)− πj(7, 6)

♥♦♥ πi(6, 7)− πj(6, 7) πi(6, 6)− πj(6, 6)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✿ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ str✐❝t❡♠❡♥t

❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s

❉✬❛♣rés ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭ ✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ 5✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞✬✉♥❡ ✜r♠❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s π(7, 7) ❞♦♠✐♥❡ str✐❝t❡♠❡♥t s♦♥ ♣r♦✜t ❞❛♥s t♦✉s

❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❛ss✉r❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é à ❧❛ ✜r♠❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❧✬é✛❡t ❞✬✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ s✉r ❧❡ s✉r✲

♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❣❧♦❜❛❧✳

P♦✉r ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❧❛ss✐✜é ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s

❝❛té❣♦r✐❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ❥♦✉r ❞✬❛❝❤❛t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré✱ q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡

❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ ❡st ♥✉✐s✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞✬❛❝❤❛t ♣♦✉r ❝❡

❥♦✉r✲❝✐✱ ❝❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ♦❝❝❛s✐♦♥♥é❡ ♦❛r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❢❛✐t ❛✉❣✲

♠❡♥t❡r ❧❡ ♣r✐①✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té ✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥
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✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

f2 ❡t f3 ❡t ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s δ ❡t u1♦♥t

✉♥ ✐♠♣❛❝t ♥é❣❛t✐❢ s✉r ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ◗✉❛♥❞ ❛✉① ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs q✉✐ ♦♥t

✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡✱ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✈♦✐t s♦♥ s✉r♣❧✉s ❛✉❣♠❡♥t❡r✳ ❈❡tt❡

❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡

❥♦✉r ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s f2 ❡t

f3 ❢❛✐t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❛✉ss✐ à tr❛✈❡rs

✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ q✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉

❞✐♠❛♥❝❤❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡

str❛té❣✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✳

❆♥♥❡①❡s ❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❆♥♥❡①❡ ✶✿❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ✜r♠❡ ♥✬♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

✭✻✱✻✮

▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐tés ❞✉ ❝♦♥s♦♠✲

♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ a − pi − θx = a − pj − θ(1 − x)→ 2θx =

pj − pi + θ→x = 1
2
(
pj−pi

θ
+ 1), ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐tés ❞✉ ❝♦♥✲

s♦♠♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛ér❡♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ a − u1 − pi − θx = a − u1 − pj − θ(1 − x)→ 2θx =

pj − pi+ θ→x = 1
2
(
pj−pi

θ
+1), ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♦♥t ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ q✉✬♦♥

♥♦t❡ ẋ ❂1
2
[
pj−pi

θ
+ 1]✳

πi = (pi − ci)(f1 + f2)ẋ

πj = (pj − cj)(f1 + f2)(1− ẋ)
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✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

∂πi/∂pi = 0 ⇔ (f1 + f2)[
pj−2pi

2θ
+ 1

2
+ ci

2θ
]= 0

∂πJ/∂pJ = 0 ⇔ (f1 + f2)[
1
2
−

2pj−pi
2θ

+
cj
2θ
]= 0

pi =
pj+ci+θ

2
✱ pj =

pi+cj+θ

2

pi = θ +
cj+2ci

3
✱ pj = θ +

ci+2cj
3

.

❉✬♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ẋ ❂ 1
2
[
cj−ci
3θ

+ 1]✳

πi =
(f1+f2)

2
[θ +

cj+2ci
3

−ci][
cj−ci
3θ

+ 1]= θ(f1+f2)
2

[
cj−ci
3θ

+ 1]2

πj =(f1+f2)✭θ+
ci+2cj

3
−cj)[1−

1
2
(
cj−ci
3θ

+1)]= (f1+f2)✭θ+
ci−cj

3
)[1−1

2
+

ci−cj
6θ

]= θ(f1+f2)
2

[
ci−cj
3θ

+

1]2

◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❝♦♠♠❡

SCf1 =
∫ ẋ

0
(a− pi − θx)dx+

∫ 1

ẋ
(a− pj − θ|1− x|)dx=

[

ax− pix− θx2

2

]ẋ

0
+
[

ax− pjx− θ(2x−x2

2
)
]1

ẋ

= aẋ− piẋ✲ θẋ
2

2
+ a− pj −

θ
2
− aẋ+ pjẋ+ θ(2ẋ−ẋ2

2
)

= a− pi
2
(
pj−pi

θ
+ 1)✰Pj

2
(
pj−pi

θ
− 1)✲ θ

2
✰ θ

2
✭pj−pi

θ
+ 1)✲ θ

4
✭pj−pi

θ
+ 1)2

= a−pi
2
(
pj−pi

θ
)−pi

2
✰Pj

2
(
pj−pi

θ
)✲Pj

2
✲ θ
2
✰ θ

2
✭pj−pi

θ
)✰ θ

2
✲ θ
4
✭pj−pi

θ
+ 1)2

= a+
(pj−pi)

2

2θ
−

(pj−pi)
2

4θ
−

(pj+pi)

2
− θ

4
= a+

(pj−pi)
2

4θ
−

(pj+pi)

2
− θ

4

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t pi❡t pj ♣❛r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

SCf1 = a− 5θ
4
✰ (cj−ci)

2−18θ(cj+ci)

36θ
✳

SCf2=
∫ ẋ

0
(a− u1 − pi − θx)dx+

∫ 1

ẋ
(a− u1 − pj − θ|1− x|)dx

=
[

ax− u1x− pix− θx2

2

]ẋ

0
+
[

ax− u1x− pjx− θ(2x−x2

2
)
]1

ẋ

= aẋ− u1ẋ− piẋ✲ θẋ
2

2
+ a− u1 − pj −

θ
2
− aẋ+ u1ẋ+ pjẋ+ θ(2ẋ−ẋ2

2
)

= aẋ− piẋ✲ θẋ
2

2
+ a− pj −

θ
2
− aẋ+ pjẋ+ θ(2ẋ−ẋ2

2
)−u1

= SCf1 − u1

= a− u1 −
5θ
4
+

(cj−ci)
2−18θ(cj+ci)

36θ
✳

✽✹



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❆♥♥❡①❡ ✷✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ♦✉✈r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

✭✼✱✻✮

➝P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ t✐ré❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐tés

❞✉ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ✐♥❞✐✛ér❡♥t a− pi − θx = a− pj − θ(1− x)→ 2θx = pj − pi + θ→ẋ =

1
2
(
pj−pi

θ
+1), ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ a− pi − θx = a− u1 − pj − θ(1− x)→

2θx = pj − pi + u1 + θ→x = 1
2
(
pj−pi+u1

θ
+ 1), s♦✐t ẍ = 1

2
[
pj−pi+u1

θ
+ 1]✱ ❧❡s ♣r♦✜ts s♦♥t

πi = f1(pi − ci)ẋ +(pi−c
′

i)(f2ẍ +f3)

πj = (pj − cj)[f1(1− ẋ)+f2(1− ẍ)]

∂πi/∂pi = 0 ⇔ [f1
2
(pi − ci)(

pj−pi
θ

+ 1)+(pi − c
′

i)(
f2
2
(
pj−pi+u1

θ
+ 1) + f3)]

′

= 0

→f1
2
(
pj−2pi+ci

θ
+ 1) +f2

2
(
pj−2pi+u1+c

′

i

θ
+ 1) + f3 = 0

→ (f1+f2)pi
θ

=
(f1+f2)pj

2θ
+ f1

2
+ f1ci

2θ
+ f2u1

2θ
+ f2

2
+

f2c
′

i

2θ
+ f3

→ pi❂
pj
2
+ θ

2
+ ci

2
+ f2δi

2(f1+f2)
+ f2u1

2(f1+f2)
+ θf3

2(f1+f2)

∂πj/∂pj = 0 ⇔ f1
2
(1−

2pj−pi
θ

+
cj
θ
) +f2

2
(1−

2pj−pi+u1

θ
+

cj
θ
) = 0

→
(f1+f2)pj

θ
= (f1+f2)pi

2θ
+ f1

2
+

(f1+f2)cj
2θ

− f2u1

2θ
+ f2

2

→ pj =
pi
2
+ θ

2
+

cj
2
− f2u1

2(f1+f2)

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ pj❡♥ pi❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t

pi =
θ
4
+ pi

4
+

cj
4
− f2u1

2(f1+f2)
+ θ

2
+

cj
2
+ f2δi+f2u1

2(f1+f2)
+ θf3

(f1+f2)

pi = θ +
cj
3
+ 2ci

3
+ f2u1+2f2δi

3(f1+f2)
+ 4θf3

3(f1+f2)

pj =
θ
2
+

pj
4
+ θ

4
+ ci

4
+ f2δi+f2u1

4(f1+f2)
+ θf3−f2u1

2(f1+f2)
+

cj
2

3pj
4

= 3θ
4
+ ci

4
+ f2δi−f2u1

4(f1+f2)
+ 2θf3

4(f1+f2)
+

2cj
4

pj = θ + ci
3
+ f2δi−f2u1+2θf3

3(f1+f2)
+

2cj
3

❉✬♦ù pi + pj = 2θ + ci + cj +
f2δi+2θf3
(f1+f2)

pj − pi =
cj−ci

3
− 2f2u1+f2δi+2θf3

3(f1+f2)

✽✺



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

SCf1 =
∫ ẋ

0
(a− pi − θx)dx+

∫ 1

ẋ
(a− pj − θ|1− x|)dx

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥❛ ❝❛❧❝✉❧é ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ à a+
(pj−pi)

2

4θ
−

(pj+pi)

2
− θ

4
✱ ❡♥

r❡♠♣❧❛ç❛♥t pi❡t pj♣❛r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

SCf1 = a− 1
2
[2θ + cj + ci +

f2δi+2θf3
(f1+f2)

] + 1
4θ
[cj − ci −

2f2u1+f2δi+2θf3
3(f1+f2)

]2− θ
4

SCf1 = a− 5θ
4
− 1

2
[+cj + ci +

f2δi+2θf3
(f1+f2)

] + 1
4θ
[cj − ci −

2f2u1+f2δi+2θf3
3(f1+f2)

]2

SCf2 =
∫ ẍ

0
(a− pi − θx)dx+

∫ 1

ẍ
(a− u1 − pj − θ|1− x|)dx

=
[

ax− pix− θx2

2

]ẍ

0
+
[

ax− u1x− pjx− θ(2x−x2

2
)
]1

ẍ

= aẍ− piẍ− θẍ2

2
+ a− u1 − pj −

θ
2
−aẍ+ u1ẍ+ pjẍ+ θ(2ẍ−ẍ2

2
)

= a+ (pj − pi)ẍ+u1(ẍ− 1)− θ
2
− pj + θẍ− θẍ2

= a+(
pj−pi

2
)(

pj−pi+u1

θ
+1)+ u1

2
(
pj−pi+u1

θ
−1)− θ

2
−pj+

θ
2
(
pj−pi+u1

θ
+1)− θ

4
(
pj−pi+u1

θ
+1)2

= a+(
pj−pi+u1

2
)(

pj−pi+u1

θ
)+

pj−pi
2

− u1

2
− θ

2
−pj +

pj−pi+u1

2
+ θ

2
−

(pj−pi+u1)2

4θ
−

pj−pi+u1

2
− θ

4

= a+
(pj−pi+u1)2

2θ
+

pj−pi
2

− u1

2
− pj −

(pj−pi+u1)2

4θ
− θ

4

= a+
(pj−pi+u1)2

4θ
−

pj+pi+u1

2
− θ

4

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t pi❡t pj♣❛r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s✉r♣❧✉s ❝♦♠♠❡

SCf2 = a− θ
4
− 1

2
[2θ + u1 + ci + cj +

f2δi+2θf3
(f1+f2)

] + 1
4θ
[
cj−ci

3
+ u1 −

2f2u1+f2δi+2θf3
3(f1+f2)

]2

= a− 5θ
4
− 1

2
[u1 + ci + cj +

f2δi+2θf3
(f1+f2)

] + 1
4θ
[
cj−ci

3
+ u1 −

2f2u1+f2δi+2θf3
3(f1+f2)

]2

SCf3 =
∫ 1

0
(a− pi − θx)dx=

[

ax− pix− θx2

2

]1

0
= a− pi −

θ
2

= a− θ − f2u1+2f2δi+4θf3
3(f1+f2)

−
2ci+cj

3
− θ

2

= a− 3θ
2
− f2u1+2f2δi+4θf3

3(f1+f2)
−

2ci+cj
3

❆♥♥❡①❡ ✸✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡

✭✼✱✼✮

πi❂= f1(pi − ci)ẋ +(pi−c
′

i)(f2+f3)ẋ

✽✻



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

πj❂= f1(pj − cj)(1− ẋ) +(pj−c
′

j)(f2+f3)(1− ẋ)

∂πi/∂pi = 0 ⇔ f1(
pj−2pi+ci

2θ
+ 1

2
) + (f2 + f3)(

pj−2pi+c
′

i

2θ
+ 1

2
) = 0

∂πJ/∂pJ = 0 ⇔f1(
1
2
−

2pj−pi−cj
2θ

) + (f2 + f3)(
1
2
−

2pj−pi−c
′

j

2θ
)= 0

(f1+f2+f3)pi
θ

=
(f1+f2+f3)pj

2θ
+ f1ci

2θ
+

(f2+f3)c
′

i

2θ
+ f1+f2+f3

2

(f1+f2+f3)pj
θ

= (f1+f2+f3)pi
2θ

+
f1cj
2θ

+
(f2+f3)c

′

j

2θ
+ f1+f2+f3

2

pi =
pj
2
+ ci

2
+ (f2+f3)δi

2(f1+f2+f3)
+ θ

2

pj =
pi
2
+

cj
2
+

(f2+f3)δj
2(f1+f2+f3)

+ θ
2

pi=
pi
4
+

cj
4
+

(f2+f3)δj
4(f1+f2+f3)

+ θ
4
+ ci

2
+ (f2+f3)δi

2(f1+f2+f3)
+ θ

2
3pi
4
=

cj
4
+

(f2+f3)(δj+2δi)

4(f1+f2+f3)
+ 3θ

4
+2ci

4

pi=
2ci+cj

3
+

(f2+f3)(δj+2δi)

3(f1+f2+f3)
+ θ

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ pi❡♥ pj✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡

pj=
2cj+ci

3
+

(f2+f3)(δi+2δj)

3(f1+f2+f3)
+ θ

πi= f1(pi − ci)ẋ +(pi−c
′

i)(f2+f3)ẋ

= [f1(pi − ci) + (pi − c
′

i)(f2 + f3)]ẋ

= [(f1 + f2 + f3)pi − (f1 + f2 + f3)ci − (f2 + f3)δi]ẋ

= (f1 + f2 + f3)[pi − ci −
3(f2+f3)δi
3(f1+f2+f3)

]ẋ

== (f1 + f2 + f3)[θ +
cj−ci

3
+

(f2+f3)(δj−δi)

3(f1+f2+f3)
]ẋ

❖r✱ ♦♥ s✬❡st q✉❡ ẋ = 1
2
(
pj−pi

θ
+ 1) = 1

2θ
[
cj−ci

3
+

(f2+f3)(δj−δi)

3(f1+f2+f3)
] + 1

2

= 1
2θ
[
cj−ci

3
+

(f2+f3)(δj−δi)

3(f1+f2+f3)
+ θ]

❉✬♦✉ πi =
f1+f2+f3

2θ
[θ +

cj−ci
3

+
(f2+f3)(δj−δi)

3(f1+f2+f3)
]2

■❞❡♠ ♣♦✉r ❧❛ ✜r♠❡ j✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ s♦♥ ♣r♦✜t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t pj♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

πj =
f1+f2+f3

2θ
[θ +

ci−cj
3

+
(f2+f3)(δi−δj)

3(f1+f2+f3)
]2

▲❡s s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs s♦♥t ❡①♣r✐♠és ❝♦♠♠❡

✽✼



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

SCf1 = SCf2 = SCf3 =
∫ ẋ

0
(a− pi − θx)dx+

∫ 1

ẋ
(a− pj − θ|1− x|)dx

=
[

ax− pix− θx2

2

]ẋ

0
+
[

ax− pjx− θ(2x−x2

2
)
]1

ẋ

❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞é❥❛ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st é❣❛❧❡ à a+
(pj−pi)

2

4θ
−

(pj+pi)

2
− θ

4
✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t pi❡t pj

♣❛r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

SCf1 = SCf2 = SCf3 = a− θ
4
− 1

2
[2θ + ci + cj+

(f2+f3)(δi+δj)

(f1+f2+f3)
]+ 1

4θ
[
cj−ci
3

+
(f2+f3)(δj−δi)

3(f1+f2+f3)
]2

❆♥♥❡①❡ ✹✿

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞é❝r✐t ❧❛ ✈❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❤♦✐① str❛té❣✐q✉❡s ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡s ✜r♠❡s

❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳

✽✽



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❆♥♥❡①❡ ✺✿

♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ s✉r♣❧✉s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛✲

t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳

✽✾



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❆♥♥❡①❡ ✻✿

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ s✉r♣❧✉s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳

✾✵



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

✾✶



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❆♥♥❡①❡ ✼✿

▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ s✉r♣❧✉s ♣♦✉r ❧❛ t♦✐s✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✳

✾✷



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

✾✸



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

✾✹



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

✾✺



✸✳ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

✾✻



P❛rt ■■✳

✿ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡

✾✼



✹✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡

❧✐ttér❛t✉r❡

◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛②❛♥t tr❛✐t à ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s

♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés s✉r ❧❡ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞❡

❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡t ❛✉ss✐ s✉r ✉♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉s✐♦♥✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡♠❡♥t ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❡♥ ❡①♣❧♦r❛♥t ❧❡s

❛rt✐❝❧❡s q✉✐ ♦♥t tr❛✐té ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳

✹✳✶✳ ❈♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❛s ❞✉ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

❉❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ♦♥t ❡t✉❞✐é ❧❡s ♠❛r❝❤és ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ s❡ ❧✐✈r❡ à

✉♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✜r♠❡s ♣r✐✈é❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡st ❛♥❛❧②sé❡ s♦✉s ♣❧✉s✐❡✉rs

❛♥❣❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✿ ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♣r✐✈❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡

♣✉❜❧✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡s s✬❡st ✐♥tér❡ssé❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧♦❝❛❧✐✲

s❛t✐♦♥✳ ❈r❡♠❡r✱ ♠❛r❝❤❛♥❞ ❡t t❤✐ss❡ ✭✶✾✾✶✮ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛r❝❤é ♦ù

s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ✜r♠❡s ✭♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ♣r✐✈é❡s✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥✲

❝✐❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲❡✉r ❝❛❞r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡

✾✽



✹✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡

❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥ ♣r✐①✳ ■❧s ♦♥t ♣r✐s ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡s

tr❛♥s♣♦rts s♦♥t ❞❡ t②♣❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ P❛✉❧ ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❛❧②s❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ❡♥ s♦✉s✲

❥❡✉① ❞✬✉♥ ♠❛r❝❤é ♠✐①t❡ ♦ù ❧❡s ✜r♠❡s ❞♦✐✈❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡✉rs

q✉❛♥t✐tés✳ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡t ❛❧✳✭✶✾✽✾✮✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ◆❡✈❡♥ ✭✶✾✾✶✮ ♦♥t ❛♥❛❧②sé ❧❡ ❝❤♦✐①

❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t ❡t ♦♥t tr♦✉✈é q✉❡ ❧❡s

✜r♠❡s s❡ ♠❡tt❡♥t ❞♦s à ❞♦s s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳

▼❛ts✉s❤✐♠❛ ❡t ▼❛ts✉♠✉r❛ ✭✷✵✵✸❛✮ ♦♥t ❝❤❡r❝❤é ❧❡ ❝❤♦✐① séq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥

❞❛♥s ✉♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ ✭✉♥❡ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♣r✐✈é❡s✮ ♦ù ❧❡s ❝♦ûts ❞❡s tr❛♥s✲

♣♦rts s♦♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✳ ▲❛♠❜❡rt✐♥✐ ✭✷✵✵✶✮ ❡①♣❧♦r❡ ❧❡ t②♣❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ q✉✐ ♣❡✉t ❞é✲

❝♦✉❧❡r ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✉♦♣♦❧❡ ♦ù ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✜r♠❡

♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❥♦✉té❡ ♣❛r tr❛✈❛✐❧❧❡✉r✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡s ✜r♠❡s ❞✐❢✲

❢èr❡♥t✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ s♦✉s✲❥❡✉ ❡♥ str❛té❣✐❡ ♣✉r❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡

❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ❆ ❦✉♠❛r ❡t ❇ ❙❛❤❛ ✭✷✵✵✽✮ ♣rés❡♥t❡♥t

✉♥ ❛rt✐❝❧❡ q✉✐ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣r✐✈❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ s✉r

❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡✳

■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞é♣❛ss❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❝r✐t✐q✉❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥

♠❛①✐♠❛❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ t❡♥✐r ♠❛✐s ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ♥❡ s✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣❛s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥

♥✐✈❡❛✉ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣✉❜❧✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts

t②♣❡s ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣✉❜❧✐q✉❡s ♦ù ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡

❞é❝✐s✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡

❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣✉❜❧✐q✉❡ ❛ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s é❧❡✈é✱ ❡❧❧❡ ré♣♦♥❞ à ❧❛

♥❛t✐♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦✐♥s ✈✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣r✐✈é❡✳

✾✾



✹✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ t❡♥❞ à ♠♦♥tr❡r ❧✬❡✛❡t ♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡

♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛r❝❤é s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡✱ ❛✐♥s✐ ❡❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡t ❡✛❡t ❡st ✐♥✲

✢✉❡♥❝é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ♣r✐✈❛t✐s❛t✐♦♥✳ ❚♦s❤✐❤✐r♦ ▼❛ts✉♠✉r❛ ❡t ♦s❛♠✉

❦❛♥❞❛ ✭✷✵✵✺✮ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥

♠❛r❝❤é ♠✐①t❡ ❢♦r♠é ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣r✐✈é❡s ❡t ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t

❞❛♥s ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❧✐❜r❡ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣r✐✈é❡s ❡t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t

❛✉ ❝❛s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s✱ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❡st ♠❛①✐♠✐sé ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡

❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧s ❝♦♥st❛t❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠❛r❝❤é ♠✐①t❡

❡st ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❡s ♠❛r❝❤és ♣✉rs ♥✬✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ré❛❧✐s❡ ❞❡s ♣r♦✜ts ♥♦♥ ♥é❣❛t✐❢s✳ ❇❛r❝❡♥❛✲❘✉✐③ ❡t ●❛r③♦♥ ✭✷✵✵✻✮

♦♥t tr❛✐té ❧❡s ✐♥tér❛❝t✐♦♥s str❛té❣✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥ts q✉❛♥❞ ✐❧s ❞é❝✐❞❡♥t ❞❡

❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r✐✈❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s à ❝❛♣✐t❛✉① ♣✉❜❧✐❝s✳ ■❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❡✉① ♣❛②s ❡t

s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣✉❜❧✐q✉❡s s♦♥t ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡s q✉❡ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣r✐✈é❡s

❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ❈❤❛q✉❡

❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥t ✈❡✉t q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡ ❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛②s q✉✐ ♣r✐✈❛t✐s❡ s❛ ♣r♦♣r✐été

♣✉❜❧✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥ s❡✉❧ ❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ♣r✐✈❛t✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥t

♦❜t✐❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ♠❛✐s ♣r♦❞✉✐t ♣❧✉s q✉❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ▼❛ts✉s❤✐♠❛ ❡t ▼❛t✲

s✉♠✉r❛ ✭✷✵✵✸❜✮ tr❛✐t❡♥t ✉♥ ♠❛r❝❤é ❢♦r♠é ❞✬✉♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❞❡ ✈✐❧❧❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥ q✉❛♥t✐té ❞❛♥s ✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♦ù ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥

s❡ ❢❛✐t s✉r ❧❡ ♣r✐①✳

❦♦❥✐ ✲✐s❤✐❜❛s❤✐ ❡t ❚♦②♦❦❛③✉ ❑❛♥❡❦♦ ✭✷✵✵✽✮ ♦♥t ❛♥❛❧②sé ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ♣r✐①✲q✉❛❧✐té✱

❞❛♥s ✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣r✐✈é❡ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r s❡s ♣r♦❢✲

✐ts s❡ ♠❡t ❡♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✳ ■❧s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡

♣✉❜❧✐q✉❡ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ q✉❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛
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✹✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡

✜r♠❡ ♣r✐✈é❡ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❛✉ss✐ ❡✣❝❛❝❡s✳ ❆♥s✐✱ ✐❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡

❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥ q✉❛❧✐té✳ ▼❛✐s ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ♣♦✉r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ ♥✐

♣♦✉r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✜t✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥ q✉❛❧✐té✳ ❑❡♥❥✐

❋✉❥✐✇❛r❛ ✭✷✵✵✼✮ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❧✐❣♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s

❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣r✐✈❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡✳

◆♦r♠❛♥ ❡t P❡♣❛❧❧ ✭✷✵✵✵✮ ét✉❞✐❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡

à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t✱ ♠❛✐s ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❙t❛❝❦❡❧❜❡r❣ s✉r ❧❛ ❧♦✲

❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♠♦♥t✱ ❛✈❛♥t ❧❡ st❛❞❡ ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥ q✉❛♥t✐té✳ ❨❛s✉♦ ❙❛♥❥♦ ✭✷✵✵✾✮

♣rés❡♥t❡ ✉♥ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥ ♣r✐①✱ ❞❛♥s ✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ■❧ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣r✐✈❛t✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s s♦♥ ❝❛❞r❡

❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ✐❧ ét✉❞✐❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐① q✉✐ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✜r♠❡s✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❞é❣ré ❞❡ ♣r✐✈❛t✐✲

s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛rt✐❝❧❡s ♦♥t tr❛✐té ❧❛

❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡s t♦✉t ❡♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡

❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❙❛❧♦♣ ✭✶✾✼✾✮ ❡t ♣❛❧ ✭✶✾✾✽✮ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡

✈✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♠♦♥tré q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t✱ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s

s❡ ❧♦❝❛❧✐s❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐❞✐st❛♥t❡ ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳
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✹✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡

✹✳✷✳ ❋✉s✐♦♥ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡

❇❛r❝❡♥❛✲❘✉✐③ ❡t ●❛r③♦♥ ✭✷✵✵✸✮ ♦♥t été ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à ét✉❞✐❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣r✐✈❛t✐s❛✲

t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❛♥s ✉♥

❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡✳ ■❧s s♦rt❡♥t à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ét✉❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r

♠❡s✉r❡ ❧❡ ❞é❣ré ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❞é❣ré ❞❡

♣r✐✈❛t✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s

♣r♦❞✉✐ts s♦✐❡♥t s✉❜st✐t✉❛❜❧❡s✳ ▼❡♥❞❡③✲◆❛②❛ ✭✷✵✵✽✮ ❡t ◆❛❦❛♠✉r❛ ❡t ■♥♦✉❡ ✭✷✵✵✼✮

é❧❛r❣✐ss❡♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❇❛r❝❡♥❛✲❘✉✐③ ❡t ●❛r③♦♥ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❧✐❣♦♣♦❧❡

♠✐①t❡✳ ■❧s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s✱ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡

♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ✜r♠❡ ♣r✐✈é❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉✳ ❣✐❛♥❛r❞✐ ✭✶✾✾✹✮ ❛ ét✉❞✐é ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ s✉r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧❡ ♣r✐✈é✳

❊❧❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣rés❡♥❝❡ r❡♥❞ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣r✐✈é❡s ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❡

♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❡st tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❦❛♠✐❥♦ ❡t ♥❛❦❛♠✉r❛ ✭✷✵✵✾✮ q✉✐ ❛♥❛❧②s❡ ✉♥

tr✐♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ ♦ù ✉♥❡ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ s❡ ❧✐✈r❡ à ✉♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✜r♠❡s ♣r✐✈é❡s✳

❦❛♠❛❣❛ ❡t ♥❛❦❛♠✉r❛ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût t♦t❛❧ ❡st

❞✉ t②♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ❝ré❡r ❞❡s s②♥❡r❣✐❡s ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡s ❝♦ùts✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧s tr♦✉✲

✈❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✜r♠❡s ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✳

❑❛✐ ❆♥❞r❡❡ ✭✷✵✶✸✮ ❛ ❡①♣❧♦ré ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s ✭♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ♣r✐✈é❡✮

❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥ q✉❛♥t✐té ❡t ♣r✐①✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉✬✐❧ ❛

♠♦♥tré❡ ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à

❧❛ ❈♦✉r♥♦t ♣❧✉tôt q✉✬à ❧❛ ❇❡rtr❛♥❞✳✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❉❛♥s s♦♥ ❝❛❞r❡ ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✐❧ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t ❞✐✛ér❡♥❝✐és✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞♦♥s ♠❛✐♥✲

t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉

❝♦ût ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦✉ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ♣r✐✈❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

✶✵✷



✹✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡

♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ♥♦✉s ✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✜r♠❡s

❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡ q✉❡ tr❛✐t❡ ❛♥❞r❡❡ ✭✷✵✶✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❣❛❣❡❛♥t

✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r✐✈é❡ ❡t q✉✐ ♥❡ ❝ré❡ ♣❛s ❞❡ s②♥❡r❣✐❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡

♣r♦✜t❛❜❧❡ ❄ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ♦♥ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣r✐✈é❡ ✭❞♦♠❡st✐q✉❡ ♦✉ étr❛♥❣èr❡✮

♣♦✉rr❛✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❄✳

✹✳✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣✐♦♥♥✐❡r ❞❡ ❙❛❧❛♥t✱

❙✇✐t③❡r ❡t ❘❛②❧♦♥❞ (1983) tr❛✐t❡ ✉♥❡ é❝♦♥♦♠✐❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ✜r♠❡s

♣r✐✈é❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡t ❞❡s ❝♦ûts ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ é✈❛❧✉❡

❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✜r♠❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st

♣r♦✜t❛❜❧❡ q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❛✉ ♠♦✐♥s 80 ✪ ❞❡ ✜r♠❡s ♣rés❡♥t❡s s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠❛r❝❤é ❝♦♠♣♦sé ❞❡ N ✜r♠❡s ♣r✐✈é❡s✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st ♣r♦✜t❛❜❧❡ s✐ ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡

❧✬❡♥t✐té ❢✉s✐♦♥♥é❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦✜ts ❞❡s ✜r♠❡s q✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❛✈❛♥t

❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st ♣r♦✜t❛❜❧❡ s✐ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st r❡s♣❡❝té❡

(N + 1)2> s(N − s+ 2)2
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✹✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡

❖ù s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ✜r♠❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t à ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✲

t❡r♣rété ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✜r♠❡s ♦✉ts✐❞❡rs✶ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❛♥t✐té q✉❡ ❧✬❡♥t✐té

❢✉s✐♦♥♥é❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✜r♠❡s ❢✉s✐♦♥♥é❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ♠♦✐♥s q✉✬❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❧❡s ♦✉ts✐❞❡rs

ré❛❣✐ss❡♥t ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡✉r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① ♦✉ts✐❞❡rs q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❧❡✉r ♣❛rt ❞✉ ♠❛r❝❤é ❡t

♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡✉rs ♣r♦✜ts✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✬✉♥ t❡❧ rés✉❧t❛t

❞❡ ♥♦♥✲♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳

P❛rr② ❡t ♣♦rt❡r (1985) ♦♥t tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧é♠❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝

❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ❡t ❛s②♠étr✐q✉❡s ✳ ■❧s ❝r✐t✐q✉❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ (SSR✮

s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦✉ts✐❞❡r ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✜r♠❡s ❢✉✲

s✐♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧s s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❡st ❞♦té❡ ❞✬✉♥ st♦❝❦

❞✉ ❝❛♣✐t❛❧ r❡♣❛rt✐ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✜r♠❡s ♦ù ✐❧ ② ❛ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦ût ♠♦②❡♥ ❞❡

❝❤❛q✉❡ ✜r♠❡ ❡t ❧❡ st♦❝❦ ❞✉ ❝❛♣✐t❛❧ q✉✬❡❧❧❡ ❞ét✐❡♥t✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❞✉ ♠♦♠❡♥t

q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥✱ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ st♦❝❦ ❞✉ ❝❛♣✐t❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ✜r♠❡s ❡st ♠♦❞✐✜é❡✳ ❉❡

❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t t❛✐❧❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥❡ ✐♥❝✐t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱

s✉rt♦✉t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③

é❧❡✈é✳ ❚♦✉t❡ ❢✉s✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡✉① ✜r♠❡s ❡st ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧❡ ♣r✐✈é✳ ❈❡tt❡

♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❡st ❛ss✉ré❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦♥♦♠✐❡s ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❈❛r❧ ❉❛✈✐❞s♦♥

❡t ❛❧ (2007) ♦♥t ♣rés❡♥té ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❡♥tré❡ ❧✐❜r❡✱ ❡t ♦♥t

♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ s②♥❡r❣✐❡ r❡♥❞ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ✜r♠❡s

♣r♦✜t❛❜❧❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦❞éré ❞❡ s②♥❡r❣✐❡✳ ●❛✉❞❡t ❡t ❙❛❧❛♥t (1991)✱ ♠♦❞✲

✐✜❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r SSR, ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦ûts ❡t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡

❣é♥ér❛❧❡✳ ■❧s ❞é❣❛❣❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ rés✉❧t❛t s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢✉s✐♦♥

❞♦♥♥é❡ ♣❛r SSR✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧s tr♦✉✈❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

✶▲❡s ♦✉ts✐❞❡rs r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✜r♠❡s q✉✐ ♥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t ♣❛s à ❧✬❡♥t✐té ❢✉s✐♦♥♥é❡
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s− 1 > Q(n− s)

❖ù Q r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♦✉ts✐❞❡rs ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡ à ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥s✐❞❡rs ✷✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢✉✲

s✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡

❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♦✉ts✐❞❡rs✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛❞r❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱

❢❛rr❡❧❧ ❡t s❤❛♣✐r♦ (1990) ❛♥❛❧②s❡♥t ✉♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧❡ q✉✐ s❡ ❧✐✈r❡ à ✉♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛

❈♦✉r♥♦t✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ t♦✉t❡ ❢✉s✐♦♥ ♥❡ ❝ré❛♥t ♣❛s ❞❡s s②♥❡r❣✐❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♣r✐①✳

■❧s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ s✉r ❧❡s r✐✈❛✉①

❡t ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ■❧s tr♦✉✈❡♥t ❛✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❢✉s✐♦♥

♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢❛ss❡ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❦✇♦❦❛ (1989) ♠♦♥tr❡ q✉❡

❧❡s ❢✉s✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ r❡♥t❛❜❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t

❝♦♠♣ét✐t✐❢s ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡s q✉✐ ❝♦♦♣èr❡♥t ❞é❥❛✱ ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❛❥♦✉t❡♥t ♠♦✐♥s

❛✉① ♣r♦✜ts ❞❡s ✜r♠❡s ❝♦♥❝❡r♥é❡s✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s✐ ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❞❡ ♥❛✲

t✉r❡ ❡①♦❣è♥❡ ✭ ❝❤❛q✉❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ✉♥❡ ♣❛r ✉♥❡✮✱ ❞✬❛✉tr❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♦♥t ét✉❞✐é

❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞✬✐♥térêt ❡st ❞❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥

♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ s❛♥s q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦✐t ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❡①♦❣è♥❡s✳ ✈❛s❝♦ r♦✲

❞r✐❣✉❡s (2001) ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❥❡✉ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❡♥❞♦❣è♥❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ❥❡✉✱ ❧❡s ✜r♠❡s ❞é❝✐❞❡♥t ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ♦✉ ♥♦♥✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s

❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ❡❧❧❡s s❡ ❧✐✈r❡♥t à ✉♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✳ ▲❛ ❝♦♥✲

✷▲❡s ✜r♠❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t à ❧❛ ❢✉s✐♦♥
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❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ✜r♠❡s

s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❝♦♥❝✉rr❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬é❝♦♥♦♠✐s❡r s✉r ❧❡s ❝♦ûts ✜①❡s

à tr❛✈❡rs ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❛♥s

❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✳ ♥♦r✐❛❦✐ ♠❛ts✉s❤✐♠❛ (2001) tr❛✐t❡

❧✉✐ ❛✉ss✐ ❞❡s ❢✉s✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ s✐ ❧❡ ❝♦ût ❞✉

tr❛♥s♣♦rt ❡st ❣r❛♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é✱ ✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s❡ ♣r♦❞✉✐t✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ s✉r♣❧✉s s♦❝✐❛❧✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ ❧❡ ❝♦ût ❞✉ tr❛♥s♣♦rt

❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ ✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s

s❡r❛✐❡♥t ♠✐❡✉① ❧♦t✐❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢✉s✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❇❛rr♦s (1998) ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

❞❡ ✜r♠❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡✣❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✈❡rs ❧❡s ✜r♠❡s à ❝♦ût ❜❛s ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❞❡❣ré ❞✬❛s②♠étr✐❡✱ ❡t

❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✜r♠❡s à ❝♦ût é❧❡✈é ❛✈❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ ■❧ ❝♦♥❝❧✉❡ q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥

❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡✣❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞é❣ré ❞✬❛s②♠étr✐❡✳

P♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬❛s②♠étr✐❡✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s r❡♥t❛❜❧❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥tr❡ ❧❡s ✜r♠❡s ❧❡s

♣❧✉s ❡✣❝✐❡♥t❡s ❡t ❧❡s ♠♦✐♥s ❡✣❝✐❡♥t❡s✳

❧❛rr② q✐✉ ❡t ✇❡♥ ③❤♦✉ (2007) ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à s❡ ♣r♦✲

❞✉✐r❡ ❡♥ ✈❛❣✉❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢✉s✐♦♥s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s str❛té❣✐q✉❡s

❛✜♥ ❞❡ ♣r♦✈♦q✉❡r ❞✬❛✉tr❡s ❢✉s✐♦♥s✳ ❑❛♠✐❡♥ ❡t ❩❛♥❣ (1990) ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐

tr❛✐t❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡ ❡♥ ❛❜♦r❞❛♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥✲

t✐❡❧❧❡ ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡✉rs ❝♦♥❝✉rr❡♥ts ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ♦✉

♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❞✉str✐❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉①

❥❡✉① ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ tr♦✐s ét❛♣❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡

◆❛s❤ ♣❛r❢❛✐t ❡♥ s♦✉s✲❥❡✉① ré✈è❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥❞✉str✐❡ ♣❛r ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
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✹✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡

❡st ❧✐♠✐té❡ ❛✉① ✐♥❞✉str✐❡s ❛✈❡❝ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡s✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ ❧❛ ♠♦✲

♥♦♣♦❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ♦✉ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t é❧✐♠✐♥é❡ ❡♥ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t à

t♦✉t ♣r♦♣r✐ét❛✐r❡ ❞✬❛❝q✉ér✐r ♣❧✉s ❞❡ 50 ♣♦✉r ❝❡♥t ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡✳

■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥❞♦❣è♥❡s ♣ré❝é❞❡♠❡♥t ❝✐tés✱ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❡s ✜r♠❡s ❛✉ ♠♦✲

♠❡♥t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s❡ q✉✐ ✈❛ s❡ ♣❛ss❡r ❞❛♥s ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❢✉t✉r❡s✳

❖r s✐ ✉♥❡ ✜r♠❡ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❢✉s✐♦♥s q✉✐ s❡ ❞ér♦✉❧❡♥t ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✱

❛❧♦rs ❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡r s❛ ❞é❝✐s✐♦♥ str❛té❣✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ à tr❛✈❡rs ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ r❡♥❞ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣r✐✈é❡s ❞✐✣❝✐❧❡ ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣ét✐t✐❢ ❛

✉♥ ❡✛❡t ♣♦s✐t✐❢ s✉r ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ✈✉ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡st ❧❛

♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡

s✬❡♥❣❛❣❡ ❡♥ ❢✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✜r♠❡ ♣r✐✈é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t

❞✐✛ér❡♥❝✐és✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ré❛❧✲

✐s❛❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s s②♥❡r❣✐❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦ût✳

❆ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ♣✐st❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡

❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ✭❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s s✉r❢❛❝❡s✮ ❛✐♥s✐ q✉❡

s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥ é❧❛❜♦r❛♥t ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❡♥

✶✵✼



✹✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✿ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡

♣rés❡♥❝❡ ❡t ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✳

✶✵✽



✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡

s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ s✬❡st ✐♥tér❡ssé❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞❡

❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s ✜r♠❡s ♣r✐✈é❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❡✛❡t s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✳ ❜❛r❝❡♥❛✲

r✉✐③ ❡t ❣❛r③♦♥ ✭✷✵✵✸✮ ♦♥t été ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à ét✉❞✐❡r ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡✳

❉❡♣✉✐s ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ❡♥❣❛❣és ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡

❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❞❛♥s ✉♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧❡✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♥❛❦❛✲

♠✉r❛ ❡t ✐♥♦✉❡ ✭✷✵✵✼✮ ♠❡♥❞❡③✲♥❛②❛ ✭✷✵✵✽✮ ❦❛✐ ❛♥❞r❡❡ ✭✷✵✶✸✮✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ s✉r ❧❡ ♣r✐① ❡t ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧

❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st

❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉

❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥

t❡r♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ tr❛♥s♣♦rt q✉❛❞r❛✲

t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❜✐❡♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐❢✲

❢ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❡st ❞✬♦r✐❣✐♥❡ s♣❛t✐❛❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍♦tt❡❧✐♥❣ ✭✶✾✷✾✮✳ ◆♦✉s ❡ss❛②♦♥s

❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ ❡st ♣r♦✜t❛❜❧❡✱ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s ❡t ❛✉ss✐ ❡♥ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐✈❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡

♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ q✉❡ ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♥❛t✐♦♥❛❧❡✱

❡♥ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ étr❛♥❣èr❡✳

✶✵✾



✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✲

è❧❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s

♣rés❡♥t♦♥s ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡t ♦♥ ❢❛✐t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s✱ ♣♦✉r

✜♥✐r ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳

✺✳✶✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s ✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❛①✲

✐♠✐s❡r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✱ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✜r♠❡ ♣r✐✈é❡ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r s♦♥ ♣r♦♣r❡

♣r♦✜t ♣❧❛❝é❡s s✉r ✉♥❡ ✈✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1 ♦ù ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs s♦♥t ❞✐str✐❜✉és

✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✳ ❯♥ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r s❡ ❧♦❝❛❧✐s❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ✈✐❧❧❡✱ ❛❝❤èt❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✉♥✐té ❞❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✈❡♥❞✉❡ ♣❛r ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s✱ ❧❡s ✜r♠❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❜✐❡♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳

▲❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ s❡ tr♦✉✈❡ à ❧✬❡♥❞r♦✐t l, q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧♦✲

❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✱ ❡t ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐✳❡✳ 0✳

❆❧♦rs q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣r✐✈é❡ s❡ s✐t✉❡ à ❧✬❡♥❞r♦✐t δl, q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡

❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣r✐✈é❡✱ ❡t ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐✳❡✳ 1✱ ❛✈❡❝

δ > 1, ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ♥❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t ♣❛s ❛✉ ♠ê♠❡ ❡♥❞r♦✐t✳ ❖♥ ♥♦t❡

s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡l > 0✱ l + δl < 2. ❯♥ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r s✐t✉é ❡♥ ♣♦✐♥t x ❞♦✐t

♣❛②❡r ✉♥ ♠♦♥t❛♥t é❣❛❧ à P0+t |x− l|s✬✐❧ ❛❝❤èt❡ ❝❤❡③ ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t P1+t |δl − x|s✬✐❧

❛❝❤èt❡ ❛✉♣rès ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣r✐✈é❡✳ ❆✈❡❝ t q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ tr❛♥s♣♦rt s✉❜✐ ♣❛r ❧❡

✶✶✵



✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ♣♦✉r ❛❝❤❡t❡r ❝❤❡③ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛✲

t❡✉rs ♦♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ s❡❧♦♥ q✉✬✐❧s ❛❝❤èt❡♥t à ❧❛ ✜r♠❡

♣✉❜❧✐q✉❡ ♦✉ à ❧❛ ✜r♠❡ ♣r✐✈é❡✱ q✉❡ ❧❡ ♠❛r❝❤é ❡st ❝♦✉✈❡rt✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❡st ✿

Ui =

{

v−p0−t|x−l|
v−p1−t|δl−x|

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ♣✉✐ss❡

❛❝❤❡t❡r ❝❤❡③ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡s ✜r♠❡s s❡ ❧♦❝❛❧✐s❡♥t ❡t s❡

❢♦♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛❞r❡ssé❡ à ❝❤❛q✉❡ ✜r♠❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡ ❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛ér❡♥t ❡♥tr❡ ❛❝❤❡t❡r à ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ♦✉ à ❧❛ ✜r♠❡ ♣r✐✈é❡ s❡

tr♦✉✈❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ẋ ❛❧♦rs

ẋ =
P1 − P0

2t
+

tl(1 + δ)

2t
✭✺✳✶✮

▲❡ ❥❡✉ s❡ ❢❛✐t s✉r ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❧❡s ✜r♠❡s ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ♣r✐✈é❡ ❧♦❝❛❧✲

✐sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✈✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥✈✐s❛❣❡♥t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❡t

❢♦r♠❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡♥t✐té ❛❝q✉✐s❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣✉❜❧✐❝ ❡t ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡✱ ❧❡s ✜r♠❡s ♥♦♥ ❢✉s✐♦♥♥é❡s ♦✉ ❧❛ s❡✉❧❡ ✜r♠❡ ❢✉s✐♦♥♥é❡ ✜①❡♥t ❧❡ ♣r✐①
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✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛r❢❛✐t ❡♥ s♦✉s✲❥❡✉① ❙P◆❊✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡

❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ à r❡❜♦✉rs ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ❥❡✉✳

✺✳✷✳ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐①

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ♦ù ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳ ▲❛ ✜r♠❡

♣r✐✈é❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♣r✐① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡

♣✉❜❧✐q✉❡ ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✱ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ s✉r♣❧✉s

❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❡t ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❡s ✜r♠❡s✳

W = sc+ π0 + π1 ✭✺✳✷✮

▲❛ ✜r♠❡ i = {0.1} ❢❛❝❡ à ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♠❛①✐♠✐s❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❈❤❛q✉❡ ✜r♠❡ ✜①❡ s♦♥ ♣r✐① q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré❛❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉

♣r✐① ❝❤♦✐s✐ ♣❛r ❧✬❛✉tr❡ ✜r♠❡✳ ▲❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❛②❛♥t ❛❝❤❡té ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts

s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❡st ❞♦♥♥é ❝♦♠♠❡ s✉✐t

SC =
∫ ẋ

0
U0dx+

∫ 1

ẋ
U1dx

=
∫ ẋ

0
(v − p0 − t |x− l|)dx✰

∫ 1

ẋ
(v − p1 − t |δl − x|)dx

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡st ❣ê♥❛♥t❡✱

✶✶✷



✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

♣✉✐sq✉❡ U0 ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, ẋ]✱ ♣❛r❡✐❧ U1 ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r✐♠✐✲

t✐✈❡s s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [ẋ, 1]✱ ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛s❧❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡

❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❝♦♠♠❡ s✉✐t

SC =
∫ ẋ

0
(v − p0)dx− t

∫ l

0
(l− x)dx− t

∫ ẋ

l
(x− l)dx+

∫ 1

ẋ
(v − p1)dx− t

∫ δl

ẋ
(δl− x)dx−

t
∫ 1

δl
(x− δl)dx

❖✉ ❡♥❝♦r❡

SC = [vx− p0x]
ẋ

0−t
[

lx− x2

2

]l

0
−t

[

x2

2
− lx

]ẋ

l
+[vx− p1x]

1
ẋ−t

[

δlx− x2

2

]δl

ẋ
−t

[

x2

2
− δlx

]1

δl

= vẋ− p0ẋ− tl2 + tl2

2
− tẋ2

2
+ tlẋ+ tl2

2
− tl2 + v− p1 − vẋ+ p1ẋ− t(δl)2 + t(δl)2

2
+ tδlẋ−

tẋ2

2
− t

2
+ tδl + t(δl)2

2
− t(δl)2

= v − tẋ2 + p1(ẋ− 1)− p0ẋ+ tl(δ + 1)ẋ− t
2
+ tlδ(1− δl)− tl2

❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ s✉r♣❧✉s s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ẋ ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ l ❡t δl ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

−tl(δ − 1) ≤ p1 − p0 ≤ tl(δ − 1)✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦ûts ♠❛r❣✐♥❛✉① ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s

s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts ❡t ♥✉❧s✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧❡s ♣r♦✜ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡

π0 = P0ẋ ✭✺✳✸✮

π1 = P1(1− ẋ) ✭✺✳✹✮

▲❡ ♣r✐① ❝❤❛r❣é ♣❛r ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✱ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✱ ❡st ❞♦♥♥é à

♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ W = SC + π1 + π0 ✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦r❞r❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∂W/∂P0 = 0, s✳❝ P0ẋ ≥ 0 → ∂(v− tẋ2 + tl(δ+1)ẋ− t
2
+ tlδ(1− δl)− tl2)/∂P0 = 0,→

P0 − P1 = 0 →P0= P1

✶✶✸



✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❝❤❛r❣❡ ❧❡ ♣r✐① P0 q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♣r✐① ♣r❛t✐q✉é

♣❛r ❧❛ ✜r♠❡ ♣r✐✈é❡✳ ◗✉❛♥❞ à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ❡❧❧❡ ✜①❡ ❧❡ ♣r✐① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦♣r❡

♣r♦✜t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦r❞r❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∂π1/∂P1 = 0, → [p1(1−
P1−P0

2t
− tl(1+δ)

2t
)]

′

= 0→

P1 =
P0

2
+

2t− tl(1 + δ)

2
✭✺✳✺✮

❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛èr❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✱

❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r✐① ❡st ❧❡ ♠ê♠❡✱ ❡st é❣❛❧❡ à ẋ❂ l(1+δ)
2

✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ P0 ❡t P1 ✱

♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❡s ✜r♠❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t✱ l ❡t δ✱ ❝♦♠♠❡

P0 = P1 = t[2− (1 + δ)l] ✭✺✳✻✮

✺✳✸✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥

◗✉❛♥❞ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ❞é❝✐❞❡♥t ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r✱ ❡❧❧❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡♥t✐té ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❞ét❡♥✉❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡t q✉✐ ❢❛❜r✐q✉❡ s✉r ❧❡s

❞❡✉① s✐t❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦✜t ❝♦♥❥♦✐♥t ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r πm. ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡

❧❡ ♣r✐① ❞✬❛❝❤❛t ❞❡s ❜✐❡♥s s✉r ❧❡s ❞❡✉① s✐t❡s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞ét✐❡♥t ✉♥

♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ❝❛♣✐t❛❧ ❡t ❞♦♥❝ ❞✉ ♣r♦✜t é❣❛❧ à s, ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❛❝q✉✐❡rt ❧❡

r❡st❡ (1 − s)✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ matsumura ✭✶✾✾✽✮✱ ❧✬❡♥t✐té ❢♦r♠é❡ ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✶✶✹



✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

♦❜❥❡❝t✐❢ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❡t ❞❡ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ♣r♦✜t✱ ❡❧❧❡

❝❤♦✐s✐t ❞♦♥❝ Pm ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

V = sWm + (1− s)πm ✭✺✳✼✮

❖ù Wmr❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ t♦✉t ❧❡

♠❛r❝❤é ❡st ❝♦✉✈❡rt ✭❧✬❡♥t✐té ❢✉s✐♦♥é❡ r❡ç♦✐t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✮✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

πm = Pm✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡

♣r♦✜t ❞❡ ❧✬❡♥t✐té ❢✉s✐♦♥♥é❡ ❜❛✐ss❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ é❧❡✈é ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡♥tr❛✐♥❡

✉♥❡ ❤❛✉ss❡ ❞❡ ❜✐❡♥✲êtr❡✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠✲

♠❛t❡✉rs✱ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛rt ❝❡t ❡✛❡t ✐♥❞✉✐t ❧❛ ❜❛✐ss❡ ❞✉ ♣r✐①✱ ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣r♦✜ts✳ ❊♥

♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ V ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r✐① Pm ✭❧❡ ♣r✐① ♣r❛t✐q✉é ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✮✱

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ s✐ s = 1, ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣❛rt ❞✉

s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù s = 0, ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛

✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✉ré❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ s❡✉❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥✱

❝✬❡st ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù 0 < s < 1✳

▲✬é❧é♠❡♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡st q✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❡♥tr❡ ❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣r✐✈és✱ ❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣✉❜❧✐❝❡t ❝♦♥✲

s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ❡st ✉♥ ❥❡✉ à s♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡✿ Wm♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ẋ q✉✐✱

♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣r✐① ♣r❛t✐q✉és ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ r❡st❡ é❣❛❧ à ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ l ❡t δl✳

▲❛ ✜r♠❡ ❢✉s✐♦♥♥é❡ ✈❛ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♣r✐① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ V ✱ ♠❛✐s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡

q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ s♦✐t ❛❝❝❡♣té❡ ♣❛r ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❈❡❝✐ s✉♣♣♦s❡
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✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

❛✮❯♥ ♣r♦✜t ♣❧✉s é❧❡✈é ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐ét❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣r✐✈é❡✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

(1− s)Pm≥(1✲ẋ ✮P1 ✭✺✳✽✮

❜✮ P♦✉r ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣✲

♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈✐té s♦✉❤❛✐t❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ❝❡ q✉✐ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ❜❛✐ss❡

❞✉ ♣r✐①

Pm≤ P0 = P1 ✭✺✳✾✮

❈❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠❛r❝❤é ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉✈❡rt✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s s✐

1− ẋ

1− s
≤

Pm

P0

≤ 1→ s≤ẋ ✭✺✳✶✵✮

❙✐ ✭✺✳✶✵✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✭❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ ❧❛ ♣❛rt ❞✉ ♣r✐✈é ❡st tr♦♣ ❢♦rt❡✮✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st

✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ V ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ♣r✐① ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ♣♦s✲

s✐❜❧❡ Pm = P1, ❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♥❡ ❣❛❣♥❡♥t r✐❡♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥

♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té Wm≥W ✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛♣rès ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡

❡♥tr❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❢✉s✐♦♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ Wm=W ✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ V ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ Pm✱ ♠❛✐s Pm ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✉❣♠❡♥t❡r

✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ❝❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ❧❡
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✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♦ù ✐❧ ❛❝❤èt❡ ❧❡ ❜✐❡♥ ❛✐t ❡♥❝♦r❡ ✐♥térêt à ❧❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r

à ❣❛✉❝❤❡ U0(x = 0) = v− tl−Pm ≥ 0, ❡t à ❞r♦✐t❡ U1(x = 1) = v− t(1− δl)−Pm ≥ 0.❖♥

♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞✐r❡ q✉❡ Pm≤ Min (v − tl, v✲t(1−δl)). ❈❡❝✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Pm

q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ V ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ♥❡ ré❞✉✐t

♣❛s ❧❡ ♣r✐①✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❞✉♦♣♦❧❡✱ ♦♥ ❛✈❛✐t P0 = P1 = t[2 − (1 + δ)l]✱ ❡t t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡

r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é✱ ♦♥ ❞❡✈❛✐t ❞é❥à ❛✈♦✐r P0≤ Min (v − tl, v✲t(1−δl)). s✉♣✲

♣♦s♦♥s ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ q✉❡ v−tl≤v✲t(1−δl). s♦✐t δ > 1−l
l
✳ ▲✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❝❤♦✐s✐r❛ ❞♦♥❝

Pm = v − tl. ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t Pm ≥ P0✳

❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ s✬❛✈èr❡ ♥❡✉tr❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ W, ♠❛✐s ❞és❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡ ♣♦✉r

❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ■❧ ♣❛r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ré❛❧✐sé❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡

❛✉ ♠✐❡✉① ✉♥ tr❛♥s❢❡rt ❛✉ ❞és❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ✈❡rs ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡s ♣r♦♣r✐ét❛✐r❡s

❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣r✐✈é❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❡♥tr❡

❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ♥✬❡st ♣❛s tr✐❜✉t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s✱

♣✉✐sq✉❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣r✐✈é❡ s❡ tr♦✉✈❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ♣✉❜❧✐q✉❡

à ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t s✉rt♦✉t q✉❡ δ > 1✳

✶✶✼



✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

✺✳✹✳ ❈❛s ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✜r♠❡ étr❛♥❣èr❡

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥tr❡♣r✐s❡s s♦♥t

♥❛t✐♦♥❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r

✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❡r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦✜t ❞✉ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ♥❡ s❡r❛

♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✱ ♣✉✐sq✉✑✐❧ ❡st tr❛♥s❢éré à ❧✬❡①tér✐❡✉r✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Wm ❡t W r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❡♥

❝❛s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ❡t ❡♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❊♥ ❝❛s ❞❡ ❞✉♦♣♦❧❡✱ ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ✜①❡ s♦♥ ♣r✐① ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✱

❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ s✉✐t W = SC+π0✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞✉ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❝♦♠♠❡ s✉✐t

SC0 = (v − p0)ẋ− t[ l
2

2
+ (ẋ−l)2

2
]

SC1 = (v − p1)(1− ẋ)− t[ (δl−ẋ)2

2
+ (1−δl)2

2
]

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ s✉r♣❧✉s t♦t❛❧ ❡st é❣❛❧ à

SC = vẋ− P0ẋ+ (v − P1)(1− ẋ)−
t

2
∅0 ✭✺✳✶✶✮

❆✈❡❝ ∅0= (ẋ− l)2+(δl − ẋ)2 + l2 + (1− δl)2

W = SC + P0ẋ = vẋ+ (v − P1)(1− ẋ)−
t

2
∅0 ✭✺✳✶✷✮

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦r❞r❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂W
∂P0

= v ∂ẋ
∂P0

−t(ẋ− l) ∂ẋ
∂P0

−(v − P1)
∂ẋ
∂P0

+t(δl − ẋ) ∂ẋ
∂P0

= 0

→ −t(ẋ− l) + P1 + t(δl − ẋ) = 0

→ −2tẋ+ P1 + tl(δ + 1)= 0

✶✶✽



✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

→ −[p1 − p0 + tl(1 + δ)] + tl(1 + δ) + p1 = 0

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ P0 = 0, ❝❡ q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù s❛ r✐✈❛❧❡ ❡st étr❛♥❣èr❡ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ ♣r✐① é❣❛❧ ❛✉ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡ ♣r♦❞✉❝✲

t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❡❧❛ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té ❡t ♣♦✉✈♦✐r ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥s♦♠✲

♠❛t❡✉rs s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ♣r♦✜t

♥✉❧✳ ❊♥ ❝❛s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦ûts ✜①❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ré❛❧✐s❡ ❞❡s ♣❡rt❡s✱ ❞♦♥❝

q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞é✜❝✐t❛✐r❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡♥ ❝❛s ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦ûts ✜①❡s✱ s♦♥ ♣r♦✜t ❡st é❣❛❧ à

③ér♦✳

▲❛ ✜r♠❡ étr❛♥❣èr❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♣r✐① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t✱ s♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❞♦♥❝

❞♦♥♥é ❝♦♠♠❡

∂π1/∂P1 = 0, → [p1(1−
P1−P0

2t
− tl(1+δ)

2t
)]

′

= 0→ p1 = t+ p0
2
− tl(1+δ)

2
✱ ♣✉✐sq✉❡ P0 = 0✱

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ p1 = t − tl(1+δ)
2

✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ẋ✱ ❛❧♦rs ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t

❞✉ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛ér❡♥t ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r

ẋ =
1

2
+

l(1 + δ)

4
✭✺✳✶✸✮

P♦✉r q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ♥✬❛✐t ♣❛s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ♠❛r❝❤é✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ẋ ❡st

❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ l ❡t δl ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 2(2l − 1) ≤ l(1 + δ) ≤ 2(2δl − 1)✳ ❖♥ ✈❛ tr❛✐t❡r

♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜r♠❡s✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜r♠❡

♠♦♥♦♣♦❧✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡

Wm = SCm + sπm ❛✈❡❝ SCm r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❢✉✲

s✐♦♥✱ ❡t sπm r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt ❞✉ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥t✐té ❢✉s✐♦♥♥é❡✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❡♥ ❝❛s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❧❛ ✜r♠❡ ❢✉s✐♦♥♥é❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐① ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①

✶✶✾



✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥ts✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

SCm= v − pm − t
2
∅m

∅m= (ẋm − l)2+(δl − ˙xm)
2 + l2 + (1− δl)2

❆✈❡❝ ẋmq✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ẋ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❡st ❧❡ ♠ê♠❡

❡♥ ❝❛s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ❛❧♦rs ẋm=
(1+δ)l

2
✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

Wm = v − Pm(1− s)−
t

2
∅m ✭✺✳✶✹✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ s♦✐t ♣r♦✜t❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣✉❜❧✐❝ ❡st q✉❡

Wm > W, ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦✐t ♠❛①✐♠✐sé ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r

❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ s✐ s♦♥ ♣r♦✜t ❛♣rès ❢✉s✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à s♦♥

♥✐✈❡❛✉ ❛✈❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✈♦✐r s❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❢✉s✐♦♥

s♦♥t ✿

❙❡❝t❡✉r ♣✉❜❧✐❝ s✐ Wm > W → v − Pm(1− s)− t
2
∅m > v − P1(1− ẋ)− t

2
∅0

→

Pm(1− s) < P1(1− ẋ) +
t

2
[∅0 −∅m] ✭✺✳✶✺✮

P♦✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é s✐

Pm(1− s) > P1(1− ẋ) ✭✺✳✶✻✮

❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ réé❝r✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

✶✷✵



✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

P1(1− ẋ) < Pm(1− s) < P1(1− ẋ) +
t

2
[∅0 −∅m] ✭✺✳✶✼✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✿ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❞❡ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ étr❛♥❣èr❡✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡

✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r✐✈é ❡st t♦✉❥♦✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡✳ P✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡

❧❡ ♣r✐① ❡t ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é✳

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

∅0 − ∅m ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✱ s✐♥♦♥ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡

♣❛s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ∅0 − ∅m ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s

∅0 −∅m = (ẋ− l)2+(δl − ẋ)2−(ẋm − l)2−(δl − ˙xm)
2

= 2ẋ2 − 2ẋ2
m−2l(δ + 1)(ẋ− ẋm)

= 2(ẋ− ẋm)[ẋ+ẋm − l(δ + 1)]

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ α r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ α = δl+l
2
✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ẋm = α ✱❡t ❛✉ss✐ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞✬❛✐❧❧❡✉rs

q✉❡ ẋ = 1
2
+ α

2
✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∅0 −∅m =
1

2
(1− α)2 ≥ 0 ✭✺✳✶✽✮

❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✱ ❡♥tr❡ ❧❡ s❡❝t❡✉r

♣✉❜❧✐❝ ❡t ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é✱ s✐ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❞❡ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ étr❛♥❣èr❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣r✐① ❡♥

❝❛s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à Pm = P1(1− ẋ)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ♣✉❜❧✐q✉❡

♥✬❡st ♣❛s ré❞✉✐t ❛♣rès ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✳ ❆
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✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st r❡♠♣❧✐❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛

❢✉s✐♦♥ ❜é♥é✜❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦♣r✐ét❛✐r❡s ❞✉ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é✳

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✿ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡

s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st ♥❛t✐♦♥❛❧✱ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st ❞❡ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ étr❛♥❣èr❡✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ẋnat ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛ér❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞✉ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉

s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ♥❛t✐♦♥❛❧✱ ❛❧♦rs q✉❡ ẋetr ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛ér❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞✉

♣rés❡♥❝❡ ❞✉ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é étr❛♥❣❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝é❞❡♥ts

♦ù ❧✬♦♥ ❛ tr♦✉✈é q✉❡ ẋnat = α ✱ ẋetr = 1
2
+ α

2
✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s

s✐ ẋnat > ẋetr → α > 1
2
+ α

2
→ α > 1 r❡❥❡té

s✐ ẋnat < ẋetr → α < 1
2
+ α

2
→ α < 1 ❛❝❝❡♣té

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✿ ▲✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ✐♥❞✐✛ér❡♥t s❡ tr♦✉✈❡ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡ ❡♥

❝❛s ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é étr❛♥❣❡r ♣❧✉tôt q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ s❡❝t❡✉r

♣r✐✈é ♥❛t✐♦♥❛❧✳

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ q✉❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ r❡ç♦✐t ♣❧✉s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡♥

❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é étr❛♥❣❡r✳ P✉✐s q✉❡ ẋnat < ẋetr ✱ ✉♥ ❝♦♥st❛t q✉✐

s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ♣r❛t✐q✉❡ ✉♥ ♣r✐① ♠♦✐♥s é❧❡✈é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡

s❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❛rr✐✈❡ à ❛tt✐r❡r ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳
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✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ✐♥❝✐t❛t✐♦♥s à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧

❞✬✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ✭♣r♦✜t❛❜✐❧✲

✐té✮ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

❡♥tr❡♣r✐s❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣♦sés ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts

❞✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❞✬✉♥

❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡ ❍♦tt❡❧✐♥❣✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉✬❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠❛r❝❤é ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡ ❛✈❡❝

❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞✐str✐❜✉és ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✈✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✉ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ t②♣❡s ♥♦♥

q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ❡t ❞❡s ❝♦ûts ♠❛r❣✐♥❛✉① ❝♦♥st❛♥ts ❡t ♥✉❧s✱ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♣♦✉r

❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉①

❡♥tr❡♣r✐s❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❞❡♠❡✉r❡ ♥♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣✉❜❧✐❝✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❞❡ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ étr❛♥❣èr❡✱

❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡

❝❡❧❧❡ ♣r✐✈é❡✱ ❡t ❝✬❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ❡♥tr❡♣r✐s❡s✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♥❡ ❥♦✉❡ ❛✉❝✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❢✲

✶✷✸



✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡

✐t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳

❊♥✜♥✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ s✐ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ s❡ ❧♦❝❛❧✐s❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛

✈✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ ❛rr✐✈❡ à t✐r❡r ❧❛ ❣r♦ss❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡

s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st étr❛♥❣❡r✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❣❛❣♥❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♥❛t✐♦♥❛❧❡✳

✶✷✹



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s ❡♥✈✐s❛❣❡♥t ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥✱ ❡❧❧❡s ❧❛ ❢♦♥t ❞❛♥s ✉♥

❝♦♥t❡①t❡ st❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡ ♣r♦✜t s✐ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st

ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦✜t ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐ttér❛t✉r❡

q✉❡ ❧❡s ✜r♠❡s ♥✬❛♥t✐❝✐♣❡♥t ♣❛s ❝❡ q✉✐ ✈❛ s❡ ♣❛ss❡r ❞❛♥s ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ✉❧tér✐❡✉r❡s ❡♥ ♠❛t✐èr❡

❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❢✉s✐♦♥s ❡♥ sér✐❡✳ ▲✬é❧é♠❡♥t ♦r✐❣✲

✐♥❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ s❡ s✐t✉❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣ér✐♦❞❡✱ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r

❧❡ t❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✜r♠❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ♦✉ ♥♦♥ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❧❛

s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦✜ts ❢✉t✉rs ❛❝t✉❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s ❞❡s ❢✉s✐♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡s

q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣és✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s

✜r♠❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡

❢✉s✐♦♥♥é✱ à s♦♥ ♣r♦✜t s✐ ❡❧❧❡ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ s❡ ♠❡ttr❡ à ❧✬é❝❛rt ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱

❧✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❡♥❞♦❣è♥❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦♠✲

❜r❡ ❞❡s ✐♥s✐❞❡rs✱ ❡t ❧❛ ❢❛ç♦♥ ♣❛r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❡st ♣❛rt❛❣é✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ✉♥

❢❛❝t❡✉r ❡①♦❣è♥❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♦✉ts✐❞❡rs✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡s ♠♦❞✲

è❧❡s ❡♥❞♦❣è♥❡s ♣ré❝é❞❡♥ts r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❧❛ ✜r♠❡ ❝♦♠♣❛r❡ s♦♥

♣r♦✜t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬❡♥t✐té ❢✉s✐♦♥♥é❡ à s♦♥ ♣r♦✜t ❈♦✉r♥♦t✲◆❛s❤ ❝♦♠♠❡

ét❛♥t ♦✉ts✐❞❡r à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s❡
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✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

❢❛✐t à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s✳ ▲❛ ✜r♠❡ ✈❛ ❝♦♠♣❛r❡r s♦♥ ♣r♦✜t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s ❛✈❡❝ ♦✉

s❛♥s ❢✉s✐♦♥✳

✻✳✶✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s ✉♥ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

◗✐✉ ❡t ❩❤♦✉ 2007 ♦ù ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ N ✜r♠❡s ❛✈❡❝ N ≥ 3✳ ❈❤❛q✉❡ ✜r♠❡

❛②❛♥t ✉♥ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❛✈❡❝ ✭c1< c2✳ ✳ ✳ ✳✳< cN✮ ✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✜r♠❡s

❢❛❜r✐q✉❡♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st é❣❛❧❡ à P = a−Q✱

♦ù Q r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té t♦t❛❧❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✳ ❊♥ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❧❡s ✜r♠❡s

s❡ ❧✐✈r❡♥t à ✉♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t✱ ♣✉✐s ❡♥ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡✱ M ✜r♠❡s ❞é❝✐❞❡♥t ❞❡

s❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❢✉s✐♦♥✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✈♦✐❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♥♦✉s

s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✜r♠❡s s♦♥t r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ s✐ ❞❡✉① ✜r♠❡s i ❡t

j ❞é❝✐❞❡♥t ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r✱ ❝❡❧❛ ❡♥tr❛✐♥❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ s②♥❡r❣✐❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❡❧❧❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❛✉

❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ cm = min(ci.cj)✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ✜r♠❡s

❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝✐❡♥t❡s ❡♥t❛♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱

❡♥ ❡①♣❧♦r❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts éq✉✐❧✐❜r❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ s✉r❣✐r s✉✐t❡ ❛✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s

✜r♠❡s✱ ♦ù ❧❛ ❢✉s✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ à

r❡❜♦✉rs✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ✜r♠❡ i ❢✉s✐♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✜r♠❡s✱ ❧❛ ✜r♠❡ i

r❡st❡ ❡♥❣❛❣é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡

❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛❣r❛♥❞✐r ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s✳
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✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

✻✳✶✳✶✳ ▲✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢✉s✐♦♥

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❝✐✲

❞❡ss♦✉s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦✜ts ❞❡s ✜r♠❡s ❢♦r♠❛♥t

❧✬❡♥t✐té ❢✉s✐♦♥♥é❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ q✉✐

s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢✉s✐♦♥♥é ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à s♦♥ ♣r♦✜t

s✐ ❡❧❧❡ r❡st❡ ♦✉ts✐❞❡r

πM≥
∑M

i=1πi

πf
i ≥ π0

i

P♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ♣r♦✜t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡

❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢✉s✐♦♥♥é q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝♦♠♣❛r❡r à s♦♥ ♣r♦✜t ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡

❡st ♦✉ts✐❞❡r✳

πf
i (t1) + δ1πf

i (t2)+✳✳✳✳✳ +δm−1πf
i (tm) ≥ π0

i (t1) + δ1π0
i (t2)+✳✳✳✳✳ +δm−1π0

i (tm)

▲❡ ♠❡♠❡❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞é❝r✐t ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ s✐ ❡❧❧❡ r❡st❡ ♦✉ts✐❞❡r

t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞é❝r✐t ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ❡♥

❢✉s✐♦♥ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s t1, t2...tm. ❈❡❝✐ ❝❛r ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥

♣❡✉t ❝♦♥❝❡r♥❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✜r♠❡s q✉✐ ✈♦♥t ❥♦✐♥❞r❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞é❥❛ ❡①✐st❛♥t❡ ❞♦♥t ❧❛ ✜r♠❡

i ❢❛✐t ♣❛rt✐❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ t❛✉① ❞✬❡s❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢✉t✉rs ♣r♦✜ts ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡

♣ré✈✉s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s✱ s♦✐t

πi =
∑m−1

k=0 δkπi(tk+1)

❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ♦✉ts✐❞❡r

✶✷✼



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

❡t ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❡❧❧❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s✳ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡

♣r♦✜t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙♦✐t

∆π =
m−1
∑

k=0

[δk(πf
i (tk+1)− π0

i (tk+1))] ✭✻✳✶✮

❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① str❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st

♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st ♣r♦✜t❛❜❧❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ r❡❥♦✐♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢✉s✐♦♥♥é✳ ❊❧❧❡ ❢❡r❛ ❧❡

❝♦♥tr❛✐r❡ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts à ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❈♦✉r♥♦t✲◆❛s❤ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s

❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✿ q0i r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ✜r♠❡ ♦✉ts✐❞❡r ❡t

π0
i ❞és✐❣♥❡ s♦♥ ♣r♦✜t ✳ ❆❧♦rs q✉❡ qfi ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢✉s✐♦♥♥é

❡t πf
i r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❢✉s✐♦♥♥é✳ ◆♦✉s s✐❣♥❛❧♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜t

❞❡ ❧✬♦✉ts✐❞❡r ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s❡❧♦♥ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ♦✉ ♥♦♥✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ❛❧♦rs

❧❛ q✉❛♥t✐é ❡t ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧✬♦✉ts✐❞❡r à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❈♦✉r♥♦t✲◆❛s❤ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡

π0
i = [a− (q0i + ...+ q0n)− ci]q

0
i

(N − 1)































π0
j = [a− (q0i + ...+ q0n)− cj]q

0
j

′

′

π0
n = [a− (q0i + ...+ q0n)− cn]q

0
n

❙♦✐t q∗i = Q− q0i , q
∗
k = Q− qk, ❛✈❡❝ k∈{j....n}

π0
i = [a− (q0i + q∗i )− ci]q

0
i

(N − 1)πk = [a− (qk + ...+ q∗k)− ck]qk

❊♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦✜ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ q✉❛♥t✐té✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

2q0i +Q− q0i = a− ci

(N − 1)[2qk +Q− qk = a− ck]

✶✷✽



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

NQ+Q = Na− ci − cN−M ✱ s♦✐t cN =
∑N

i=1 ci

→Q = Na−cN
N+1

P✉✐sq✉❡ q0i = a−Q− ci, ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs

q0i =
a+ cN
1 +N

− ci ✭✻✳✷✮

π0
i = [

a+ cN
1 +N

− ci]
2 ✭✻✳✸✮

❆❧♦rs q✉❡ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥✱ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❈♦✉r♥♦t✲◆❛s❤✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♣r♦❞✉✐t❡ ❡t ❧❡ ♣r♦✜t

❞❡ ❧✬♦✉ts✐❞❡r s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡

π0
i = [a− (q0i + ...+ q0n)− ci]q

0
i

πf
i = [a− (qfi + ...+ q0n)− cmin]q

f
i

(N −M − 1)































π0
j = [a− (q0j + ...+ q0n)− cj]q

0
j

′

′

π0
n = [a− (q0i + ...+ q0n)− cn]q

0
n

❙♦✐t q∗i = Q− q0i , q
f∗
i = Q− qfi , q

∗
k = Q− qk, ❛✈❡❝ k∈{j....n}

π0
i = [a− (q0i + q∗i )− ci]q

0
i

πf
i = [a− (qfi + qf∗i )− cmin]q

f
i

(N −M − 1)πk = [a− (qk + ...+ q∗k)− ck]qk

❊♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦✜ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ q✉❛♥t✐té✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

2q0i +Q− q0i = a− ci

✶✷✾



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

2qfi +Q− qfi = a− cmin

(N −M − 1)[2qk +Q− qk = a− ck]

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

(N −M + 1)Q+Q = (N −M + 1)a− ci − cmin − cN−M−i

Q = (N−M−1)a−ci−cmin−cN−M−i

(N−M+2)

♣✉✐sq✉❡ q0i = a− ci −Q✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs q✉❡

q0i =
a− (N −M + 1)Ci + Cmin + CN−M−i

N −M + 2
✭✻✳✹✮

π0
i = [

a− (N −M + 1)Ci + Cmin + CN−M−i

N −M + 2
]2 ✭✻✳✺✮

❆✈❡❝ cN−M = cN − cmin✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢✉s✐♦♥♥é ❞❡ m ✜r♠❡s ❝❤♦✐s✐t ❧❛ q✉❛♥t✐té q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡

s♦♥t ♣r♦✜t✱ s♦✐t

πf
i = [a− (qfi + ...+ q0n)− cmin]q

f
i

(N −M)































π0
j = [a− (q0i + ...+ q0n)− cj]q

0
j

′

′

π0
n = [a− (q0i + ...+ q0n)− cn]q

0
n

❙♦✐t qf∗i = Q− qfi , q
∗
k = Q− qk, ❛✈❡❝ k∈{j....n}

πf
i = [a− (qfi + qf∗i )− cmin]q

f
i

(N −M)πk = [a− (qk + ...+ q∗k)− ck]qk

❊♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦✜ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ q✉❛♥t✐té✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

2qfi +Q− qfi = a− cmin

(N −M)[2qk +Q− qk = a− ck]

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
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✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

(N −M + 1)Q+Q = (N −M + 1)a− cmin − cN−M

Q = (N−M+1)a−cmin−cN−m

(N−M+2)

P✉✐sq✉❡ qfi = a− cmin −Q, ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs

qfi =
a− (N −M + 1)cmin + cN−M

(N −M + 2)
✭✻✳✻✮

πf
i = [

a− (N −M + 1)cmin + cN−M

(N −M + 2)
]2 ✭✻✳✼✮

✻✳✶✳✷✳ ❘è❣❧❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ♣r♦✜ts

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s✱ ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✲

✐s♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛s❤ ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ♣❛rt❛❣❡r ❧❡ ♣r♦✜t ❡♥tr❡ ❧❡s

✜r♠❡s✳ ❙♦✐t πf
i ❡t πf

i q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ i ❡t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡

j✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛s❤✱ ❧❛ ✜r♠❡ ✈❛ ♠❛①✐♠✐s❡r (πf
i −π0

i ) ∗ (π
f
j −π0

j )

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ πf
i +πf

i = πf . ❛✈❡❝ π0
i ❡t π0

j q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♣r♦✜ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❝❛s

♦ù ❧❡s ✜r♠❡s ❞é❝✐❞❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s s❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❢✉s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❞♦♥♥❡ à ❧❛ ✜r♠❡ s♦♥

♣r♦✜t ❝♦♠♠❡ ♦✉ts✐❞❡r ✭❡♥ ❝❛s ❞❡ ♥♦♥ ❢✉s✐♦♥✮✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❜é♥é✜❝❡

❛❝q✉✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ à ❧❛ ✜r♠❡ ❧❡ ♣r♦✜t s✉✐✈❛♥t

πf
i = π0

i +
1

2
[πf − (π0

i + π0
j )] ✭✻✳✽✮

❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❛①✐♦♠❡s

s✉✐✈❛♥ts✿ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐t❛✐r❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ♣❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐té✱ ❧❛
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✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

s②♠étr✐❡ ❡t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣rés❡♥✲

t❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥

❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ N = 3 ✜r♠❡s✳ ◆♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r N > 3✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ s♦rt ❞✬✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡ ❡♥✲

❣❧♦❜❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜r♠❡s✳

✻✳✶✳✸✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ◆❂✸

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ♣❛r N = 3 ✜r♠❡s✱

❛②❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦ûts c1 = 0✱ c2= h ❡t c3= 2h✳ ◆♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❛

❢✉s✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ à r❡❜♦✉rs✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝✐❡♥t❡ ❡♥t❛♠❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ à

❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❧❛ ✜r♠❡ ❛②❛♥t ❧❡ ❝♦ût

c1 ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✜r♠❡ 2 r❡❢✉s❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡✱

❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✜r♠❡s 1 ❡t 3✳ ❖♥ ✈❛ ❛✈♦✐r ❡♥

tr♦✐s✐è♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❡♥tr❡ 1✰3 ❡t 2✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣r♦✜ts ❞❡s

❢✉s✐♦♥s s♦♥t ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡✳ ◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝✐✲❞❡ss♦✉s t♦✉t❡s ❧❡s ❢✉s✐♦♥s

q✉✐ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✜r♠❡s✳

✶✸✷



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

▲❡ s❝❤é♠❛ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ✜r♠❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

✶✸✸



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

❉✬❛♣rès ❧✬♦r❣❛♥✐❣r❛♠♠❡✱ ✐❧ ② ❛ 4 séq✉❡♥❝❡s ✭❝❤❡♠✐♥✮ ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ q✉✐

♣❡✉✈❡♥t s✉r❣✐r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥tér❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ✜r♠❡s✳ ➚ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t = 0✱

❛✉❝✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t✱ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t = 1✱ ❧❛ ✜r♠❡ 1 ♣r♦♣♦s❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ à ❧❛ ✜r♠❡

2✱ s✐ ❧❛ ✜r♠❡ 2 r❡❢✉s❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❧❛ ✜r♠❡ 1 ♣r♦♣♦s❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ à ❧❛ ✜r♠❡ 3 à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

s✉✐✈❛♥t❡✳✳✳❡❝t✳ ❚♦✉t❡s ✐♥tér❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ✜r♠❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉

❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ s✐ ❞❡✉① ✜r♠❡s s❡ ❢✉s✐♦♥♥❡♥t à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❛❧♦rs à ❧❛ ♣ér✐✲

♦❞❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s ✜r♠❡s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡

r❡❣r♦✉♣❡ ♣❧✉s ❞❡ 80✪ ❞❡s ✜r♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛r❝❤é✶✳

✶❙❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭❙❙❘✮✱ t♦✉t❡ ❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st ♣r♦✜t❛❜❧❡ q✉❡ s✬❡❧❧❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✽✵✪ ❞❡s ✜r♠❡s
s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳

✶✸✹



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

✻✳✶✳✹✳ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✿ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

P♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✜r♠❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥

à r❡❜♦✉rs✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡ ♣♦✉r ❛❧❧❡r ✈❡rs ❧✬❛♠♦♥t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡

❧♦❣✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡s ✜r♠❡s 2 ❡t 3 ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ❧❛ ✜r♠❡ 1, ❞♦♥❝ ❧❡✉r ❢✉s✐♦♥ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♦❝❝❛s✐♦♥♥é❡ à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ◆♦✉s

❡①♣❧♦r♦♥s ❡♥s✉✐t❡✱ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✜r♠❡s 1 ❡t 3 ♣✉✐s 1✰3 ❡t 2 ✭❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡✮✱

♦✉ ❜✐❡♥ 1 ❡t 2 ♣✉✐s 1 + 2 ❡t 3 ✭❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡✮✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ q✉✐ é❧✐♠✐♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s

❛✉tr❡s séq✉❡♥❝❡s ❡st ❧❛ séq✉❡♥❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦✜t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✜r♠❡s s♦♥t

r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ t♦✉s ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s s♦♥t ❞é❝r✐ts ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❞❡ ❧✬❛✈❛❧ ✈❡rs ❧✬❛♠♦♥t

s✐ π2+3(S3) >π2+3(S4) ⇒ S4 é❧✐♠✐♥é s✐ π2+3(S3) <π2+3(S4) ⇒ S3 é❧✐♠✐♥é

s✐ π1+3(S2) >π1+3(S3) ⇒ S3 é❧✐♠✐♥é s✐ π2+3(S3) <π2+3(S4) ⇒ S2 é❧✐♠✐♥é

s✐ π1+2(S1) >π1+2(S2) ⇒ S2 é❧✐♠✐♥é s✐ π1+2(S1) <π1+2(S2) ⇒ S1 é❧✐♠✐♥é

✶✸✺



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

✻✳✶✳✹✳✶✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s S3/S4 ✭ ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❡♥ ♣ér✐♦❞❡ 3✮

❆ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S3, ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ (2 + 3) ❡st ❝♦♠♣♦sé ♣❛r ❧❡✉r ♣r♦✜t à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ 3

q✉✐ ❡st é❣❛❧ à ( (a−2h)2

9
) ♣❧✉s ❧❡✉r ♣r♦✜t à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ 4q✉✐ ❡st à é❣❛❧ à δ[ (a−2h)2

18
+ a2

18
− (a+h)2

18
]✳

❆❧♦rs q✉✬à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S4✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦✜ts ❞❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

t = 3❡t t = 4 ❡♥ t❛♥t q✉✬♦✉ts✐❞❡rs ❝♦♠♠❡ (1 + δ)[ (a−h)2

16
+ (a−5h)2

16
]✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r

q✉❡ ❧❡s ♣r♦✜ts ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ a/h✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ a > 5h✳

π2+3(S3) =
(a−2h)2

9
+ δ[ (a−2h)2

18
+ a2

18
− (a+h)2

18
]

π2+3(S4) = (1 + δ)[ (a−h)2

16
+ (a−5h)2

16
]

❙✐ π2+3(S3) >π2+3(S4) ⇒

−2a2 + 44ah− 170h2 > δ(−60ah+ 210h2)

δ > 2a2−44ah+170h2

60ah−210h2 = δ∗( a
h
)

❖ù δ∗❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ r❛♣♣♦rt ( a
h
)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ a > 5h.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡ ♣♦✉r a
h
≤17

✻✳✶✳✹✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s S2/S4 ✭ ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❡♥ ♣ér✐♦❞❡ 2✮

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ (1+3) ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S2 q✉✐ ❡st ❝♦♠♣♦sé ♣❛r ❧❡✉r

♣r♦✜t à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t = 2 q✉✐ ❡st è❣❛❧ à ( (a+h)2

9
) ♣❧✉s ❧❡✉r ♣r♦✜t à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t = 3 ❡t t = 4

és❝♦♠♣té✱ s♦✐t (δ2 + δ)[ (a+h)2

18
+ a2

18
− (a−2h)2

18
] ✳ ❆ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S4✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡

❧❡✉rs ♣r♦✜ts ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♦✉ts✐❞❡r s✉r ❧❡s tr♦✐s ♣ér✐♦❞❡s✱ s♦✐t (1+δ2+δ)[ (a+3h)2

16
+ (a−5h)2

16
]✳

π1+3(S2) =
(a+h)2

9
+ (δ2 + δ)[ (a+h)2

18
+ a2

18
− (a−2h)2

18
]

π1+3(S4) = (1 + δ2 + δ)[ (a+3h)2

16
+ (a−5h)2

16
]

✶✸✻



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

❊♥ ♣♦s❛♥t x = δ2 + δ ⇒δ =
√

x+ 1
4
−1

2

❙✐ π1+3(S2) >π1+3(S4) ⇒

−2a2 + 68ah− 290h2 > x(−84ah+ 330h2)⇒

x > 2a2−68ah+290h2

84ah−330h2 = x∗( a
h
)

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐ ♣♦✉r a
h
≤ 29.

✻✳✶✳✹✳✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s séq✉♥❡❝❡s S1/S4❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❡♥ ♣ér✐♦❞❡ 1

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ✭1 + 2✮ ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S1 q✉✐ ❡st ❝♦♠♣♦sé

♣❛r ❧❡✉r ♣r♦✜t à t = 1✱ s♦✐t (a+2h)2

9
✱ ♣❧✉s ❧❡✉r ♣r♦✜t ❞❛♥s ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s s✉✐✈❛♥t❡✱ s♦✐t

(δ + δ2 + δ3)[ (a+2h)2

18
+ a2

8
− (a−4h)2

18
]✳ ❆ ❧❛ ♣r♦✜t ❞❡ ❞❡✉① ✜r♠❡s ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S4✳

π1+2(S1) =
(a+2h)2

9
+ (δ + δ2 + δ3)[ (a+2h)2

18
+ a2

8
− (a−4h)2

18
]

π1+2(S4) = (δ + δ2 + δ3)[ (a+3h)2

16
+ (a−h)2

16
]

❊♥ ♣♦s❛♥t δ + δ2 + δ3 = y

❙✐ π1+2(S1) >π1+2(S4) ⇒

−a2 + 14ah− 13h2 > y(−30ah+ 93h2)⇒

y > a2−14ah+13h2

30ah−93h2 = y( a
h
)

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❡r✐✜é❡ ♣♦✉r a
h
≤ 13. ❉✬❛♣rès ❝❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥ séq✉❡♥❝❡ ❡♥tr❡ tr♦✐s ✜r♠❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❢✲

✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s❡❧♦♥ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a/h✳

❉✬❛♣rès ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥✲

✶✸✼



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

❞♦❣è♥❡✳ ❈✬❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a ❡t ❧❡ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ h ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ a/h

q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s r❡♥t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜r♠❡ ❞♦♥❝ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s S3/S4 ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ s✐ a/h ≤ 17, ❛❧♦rs

❝✬❡st ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S3 q✉✐ ♣r✐♠❡✱ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡ q✉✐ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ♠♦♥♦♣♦❧❡

❡♥❣❧♦❜❛♥t ❧❡s tr♦✐s ✜r♠❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s S2/S4 ♥♦✉s

♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ a/h ≤ 29, ❛❧♦rs ❝✬❡st ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S2 q✉✐ ❣❛❣♥❡✱ ✐❞❡♠ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

S1/S2 s✐ a/h ≤ 13, ❛❧♦rs ❝✬❡st ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S1 q✉✐ é❧✐♠✐♥❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S2✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s S1/S3✱ S2/S3✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛✈♦✐r ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés à tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❡①❛❝t❡ ❞❡ δ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✈♦✐r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s❡ ♣r♦✲

❞✉✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S1✳

✻✳✷✳ ■♥t✉✐t✐♦♥s ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢✉t✉r

P♦✉r N > 3✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té à ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡ ❡♥ r❛✐✲

s♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✉r❣✐r❡♥t ❡t q✉✐ ❡①✐❣❡♥t ✉♥

r❛✣♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥

q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡s ✜r♠❡s ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ♥♦♥ r❡♥t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✜r♠❡s✱ s✉rt♦✉t ❧❡s

♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✳ ❈❡ q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ♣❧✉s ❞❡

♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡st✐♥é à ❝❤❛q✉❡ ✜r♠❡ ❡♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡

♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❣❛✐♥✳

∂∆π
∂M

< 0 ♦ù ∆π = r(
∑M

i=2 π
f
i −

∑N−M+1
i=1 π0

i

✶✸✽



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

❊♥ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡♥s❡ q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦✜t❛❜❧❡ s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ✜r♠❡s

❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✱ ❝❛r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❡t ❛✉ss✐ ❧❡ ♣r♦✜t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s

♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❛✉❣♠❡♥t❡ ∂P
∂M

> 0 ❛❧♦rs

q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡s ✜r♠❡s ❜❛✐ss❡ ∂∆π
∂M

< 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜t

❝♦♠♠❡♥❝❡ à s❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥s✐❞❡rs ❡♥

❢✉s✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t ♦ù ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ é❣❛❧✐s❡ s♦♥ ♣r♦✜t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t

♦✉ts✐❞❡r✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❧✐❜r❡ ❡♥tré❡ ❞❛♥s

❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ✈❛ êtr❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

✶✸✾



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

❞✉ ❈❛r❧ ❉❛✈✐❞s♦♥ ❡t ❛❧ ✷✵✵✻✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧✬♦✉ts✐❞❡r t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ à ❧❛ s✐t✉✲

❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st t♦✉❥♦✉rs

♣r♦✜t❛❜❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❜r❡ ❡♥tré❡ ❛tt✐r❡ ❧❡s ✜r♠❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ é❝♦♥♦♠✐❡ ❥✉sq✉✬à

❝❡ q✉❡ ❧✬❡♥tré❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣r♦✜t❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ✜r♠❡ ✈❡♥❞ s❡s ♣r♦❞✉✐ts à ✉♥ ♣r✐①

é❣❛❧ à s♦♥ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡ ❞❛♥s ❧❛

❢✉s✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❜é♥é✜❝✐❛✐r❡ s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧✬♦✉ts✐❞❡r ❡st ③❡r♦✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥✲

❞♦❣è♥❡✱ ❡♥ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❡r✐♦❞❡ ♦ù ❧❡s ✜r♠❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡

❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s ✉❧tér✐❡✉rs q✉✐ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ✭♣ér✐✲

♦❞❡s s✉✐✈❛♥t❡s✮✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢✉t✉rs ♣r♦✜ts ❡s❝♦♠♣tés ♣❡✉t ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ❞é❝✐s✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① str❛té❣✐q✉❡

q✉✬✉♥❡ ✜r♠❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ♦✉ ♥♦♥ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♦✛❡rt❡ à ❧❛ ✜r♠❡✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ♣r♦✜ts ♥❡ts ❣❛❣♥és q✉❡ ❧❛ ✜r♠❡

❝❤♦✐s✐t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ❣❛❣♥❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦✜t✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡

s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡s ✜r♠❡s✳ ➚ ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬✐♥s✐❞❡rs ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦✜t ❞✬✉♥ s❡✉❧ ✐♥s✐❞❡r ❞✐♠✐♥✉❡✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡rr✐èr❡ ❝❡ ré✲

s✉❧t❛t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❣❛✐♥✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ à ♠❡s✉r❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡

♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s séq✉❡♥❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s

♣♦✉r ❧❛ ✜r♠❡✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦✜ts é✈❡♥t✉❡❧s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡

♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ✈✉ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣r♦✜ts rés✉❧t❛♥ts
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✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

❞❡ s❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ✐❧ ❡♥ s✉✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡✈✐❡♥t

❞✐✣❝✐❧❡✳
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✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

❆♥♥❡①❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻
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✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡
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✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡
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✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡
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✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉r✲

r❡♥❝❡ ✐♥♣❛r❢❛✐t❡✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ét❛♥t ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ré♣♦♥s❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

str❛té❣✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts é❝♦♥♦♠✐q✉❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡

✈✉❡ str❛té❣✐q✉❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❥❡✉① str❛té❣✐q✉❡s q✉✐ ❡♥❣❛❣❡♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts é❝♦♥♦♠✐q✉❡s✱ ❡t

❛✈♦♥s ❝❛r❛❝tér✐sé ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❥❡✉✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬é✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉

❞✐♠❛♥❝❤❡✱ s✉r ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s✱ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❡t ❧❡ s✉r♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧✳

◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 2✱ ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡

❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡✱ ❞✉ ♠❛r❝❤é s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❡t ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥s ❝❤♦✐s✐❡s

♣❛r ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ✭❞✉♦♣♦❧❡✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❜✐❡♥s s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✱

✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s q✉✐ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ s✉r❣✐r ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ❞❡✉①

✜r♠❡s ♦✉✈r❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❜✐❡♥s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥❝✐és✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥st❛✉ré

❞❡s ✈❛❧❡✉rs s❡✉✐❧s ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡s s❡♣t ❥♦✉rs s♦✐t ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡

◆❛s❤✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❛✉❣♠❡♥t❡ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐✲

❝❛❧❡✱ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝❛✉sé❡ ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s s✉❜✐❡s ♣❛r ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❞✬✉♥❡

♣❛rt✱ ❡t ❞❡ ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é

à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥✱ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ à ❧❛ ❈♦✉r♥♦t

❡st ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇❡rtr❛♥❞✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❧♦♥❣é ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s

♥❡ r❡ç♦✐✈❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡①❝é❞❡♥t❛✐r❡ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ s✉r✲

❝♦ût✳ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ✉♥
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✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

t❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧✬é✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ s✉r ❧❡ s✉r♣❧✉s

❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ ❡t ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ s♦❝✐❛❧✳ ◆♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❡st q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡

❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ ♣♦rt❡ ❛tt❡✐♥t❡ ❛✉① ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs q✉✐ ♥❡ s♦✉❤❛✐t❡♥t ♣❛s s❡ ♣r♦❝✉r❡r ❧❡✉rs

❛❝❤❛ts ❝❡ ❥♦✉r✲❝✐✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦♠✐♥✐❝❛❧❡ ❢❛✐t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♣r✐①✳ ◆é❛♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s tr♦✉✈é q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ❜é♥é✜q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs

❛②❛♥t ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞✬❛❝❤❛t ♣♦✉r ❧❡ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❡t ❛✉ss✐ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♠❡♥❡r ♥♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s

❡♥tr❡♣r✐s❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s②♠étr✐q✉❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ♥♦s ❝♦♥❝❧✉✲

s✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✛❡❝té❡s s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ f1 ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 50 ✪ ✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ◆♦✉s

❛❜♦r❞♦♥s ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❝❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 5✱ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s

❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❞✉♦♣♦❧❡ ♠✐①t❡✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s tr♦✉✈é q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ♣r♦✜t❛❜❧❡ s✐ ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♥❛✲

t✐♦♥❛❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣r✐✈é ❡st ❞❡ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ étr❛♥❣èr❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st

t♦✉❥♦✉rs ♣r♦✜t❛❜❧❡✳

P❛r♠✐ ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞r❡ssé❡ à ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡ q✉❡

❧❡s ❝♦ûts ♠❛r❣✐♥❛✉① s♦♥t é❣❛✉① ♣✉✐sq✉❡ ♥✉❧s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s

❞❡ ❧❛ ♥♦♥ é❣❛❧✐té ❞❡ ❝❡s ❝♦ûts✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 6, ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ séq✉❡♥✲

t✐❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❡♥❞♦❣è♥❡♠❡♥t ♣r♦✜t❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r N = 3✳

✶✹✼



✻✳ ❊ss❛✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡

P❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡ séq✉❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ♣r♦✜t❛❜❧❡✱ ❛✉ ❢✉r ❡t à

♠❡s✉r❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ✜r♠❡s ❡♥❣❛❣é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳

✶✹✽



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ▼✳ ❲❛t❡rs♦♥✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥❞✉str②✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②

♣r❡ss✱ ✶✾✽✹

❬✷❪ P✳ ❲❡❜❡r✱ ❋✳ ❏❡♥♥②✱ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡t ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✱ P❛r✐s✱

❧❛ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♥ç❛✐s❡✱ ✶✾✼✺

❬✸❪ ●✳ ❯♠❜❤❛✉❡r✱ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❡t é❝♦♥♦♠✐❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ❘❡✈✉❡ ❞✬é❝♦♥♦♠✐❡ ✐♥❞✉s✲

tr✐❡❧❧❡✱ ✶✾✽✽✱

❬✹❪ P✳❚♦✇r♦❡✱ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ✶✾✼✶✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❜✐r♠✐♥❣❤❛♠

❬✺❪ ❏✳ ❚✐r♦❧❡✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ❝❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼■❚ ♣r❡ss✱ ✷❡ ✷❞✐t✐♦♥✱

✶✾✽✾

❬✻❪ ❏✳ ❚✐r♦❧❡✱ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡✱ P❛r✐s✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ✶✾✽✺

❬✼❪ ❘✳ s❤❛❦❡❞✱ ❏✳ s✉tt♦♥✱ ◆❛t✉r❛❧ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐❡s✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ✶✾✽✸

❬✽❪ ❘✳ ❙❝❤♠❛❧❡♥s❡✱ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❥♦✉r♥❛❧✱ ✶✾✽✽

❬✾❪ ❙✳♣❡❧t③♠❛♥✱ t❤❡ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❧♦ss❡s ❢r♦♠ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❧❛✇ ❛♥❞

❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✾✼✼

❬✶✵❪ ▼✳ P♦rt❡r✱ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ str❛t❡❣②✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❋r❡❡ Pr❡ss✱ ✶✾✽✵

❬✶✶❪ ❆✳ ❏❛❝q✉❡♠✐♥✱ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡t ♣♦✉✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ é❝♦♥♦♠✐❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝❛✱ ✶✾✽✺

❬✶✷❪ ❊✳ ▼❛s❦✐♥✱ ❏✳ ❘✐❧❡③✱ ♠♦♥♦♣♦❧② ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❘❛♥❞ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✺

❬✶✸❪ ❆✳❑✳ ❉✐①✐t✱ ❏✳ ❙t✐❣❧✐t③✱ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✉♠ ♣r♦❞✉❝t ❞✐✈❡rs✐t②✱

❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✾✼✼

✶✹✾



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶✹❪ ❉✳ ❋✉❞❡♥❜❡r❣✱ ❏✳❚✐r♦❧❡✱ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♦❧✐❣♦♣♦❧②✱ ▲♦♥❞r❡s ❍❛r✇♦♦❞ ❆❝❛❞❡♠✐❝

♣✉❜❧✐s❤❡rs✱ ✶✾✽✻

❬✶✺❪ ❙t❡✈❡♥ ❆✳▼♦rr✐s♦♥ ❆♥❞ ❘♦❜❡rt ❏✳◆❡r✇❛♥✱ ❍♦✉rs ❖❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ❘❡str✐❝t✐♦♥s ❆♥❞

❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❆♠✐♥❣ ❘❡t❛✐❧ ❋✐r♠s✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥q✉✐r②✱ ✶✾✽✸

❬✶✻❪ ●❡♦r❣❡s ❚❛♥❣✉❛②✱ ▲✉❝ ❱❛❧❧❡❡ ❆♥❞ P❛✉❧ ▲❛♥♦✐❡✱ ❙❤♦♣♣✐♥❣ ❍♦✉rs ❆♥❞ Pr✐❝❡ ▲❡✈✲

❡❧s ✐♥ t❤❡ ❘❡t❛✐❧✐♥❣ ■♥❞✉str②✿ ❆ ❚❤❡♦rt✐❝❛❧ ❆♥❞ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝

■♥q✉✐r②✱ ✶✾✾✺

❬✶✼❪ ❘♦♠❛♥ ■♥❞❡rst ❆♥❞ ❆♥❞r❡❛s ■r♠❛♥✱ ❙❤♦♣♣✐♥❣ ❍♦✉rs ❛♥❞ Pr✐❝❡ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❊✉✲

r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✷✵✵✺

❬✶✽❪ ❖③ ❙❤②✱ ❘✉♥❡ ❙t❡♥❜❛❝❦❛✱ Pr✐❝❡ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❇✉s✐♥❡ss ❍♦✉rs ❆♥❞ ❙❤♦♣♣✐♥❣ ❚✐♠❡

❋❧❡①✐❜✐❧✐t②✱ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✵✵✽

❬✶✾❪ ❖③ ❙❤②✱ ❘✉♥❡ ❙t❡♥❜❛❝❦❛✱ ❙❡r✈✐❝❡ ❍♦✉rs ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐❞❡❛❧

s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✻

❬✷✵❪ ❈✳●❡♥❛❦♦s✳ ❙ ❉❛♥❝❤❡✈✱ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❙✉♥❞❛② tr❛❞✐♥❣ ❞❡r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱

❈❡♥tr❡ ❢♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ✷✵✶✺

❬✷✶❪ ▼✳❇✉r❞❛✳ P✳❲❡✐❧✱ ❇❧✉❡ ❧❛✇s✱ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ❊✉r❡❛♣♥ ❝❡♥t❡r ❢♦r ❆❞✈❡♥❝❡❞ ❘❡s❡❛r❝❤

✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❧✐❜r❡ ❞❡ ❇r✉①❡❧❧❡s✱ ✷✵✵✺

❬✷✷❪ ❑✳❘❡❞❞②✱ Pr✐❝❡ ❊✛❡❝ts ♦❢ s❤♦♣♣✐♥❣ ❍♦✉rs ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❣❡r♠❛♥②✱

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆✛❛✐rs✱ ✷✵✶✷

❬✷✸❪ ❙❦✉t❡r✉❞✱ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❙✉♥❞❛② ❙❤♦♣♣✐♥❣ ♦♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ❤♦✉rs ♦❢ ✇♦r❦ ✐♥

t❤❡ r❡t❛✐❧ ✐♥❞✉str②✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❈❛♥❛❞❛✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✷✵✵✺

❬✷✹❪ ▼✳●♦♦s✱ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❙❤♦♣ ❝❧♦s✐♥❣ ❤♦✉rs ♦♥ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t ♠❛r❦❡ts✱ ❝❡♥tr❡

❢♦r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ▲♦♥❞♦♥ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✵✵✹

❬✷✺❪ ❇♦ss❧❡r✱ ♠❛r✐♦ ❛♥❞ ❖❜❡r✜❝❤t♥❡r✱ ♠✐❝❤❛❡❧✱ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡r❡❣✉❧❛t✲

✐♥❣ s❤♦♣♣✐♥❣ ❤♦✉rs✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❣❡r♠❛♥ r❡t❛✐❧✐♥❣✱ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät

❊r❧❛♥❣❡♥✲◆ür♥❜❡r❣✱ ✷✵✶✹

❬✷✻❪ ●❡r❤❛r❞ ❝❧❡♠❡♥③✱ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✈✐❛ s❤♦♣♣✐♥❣ ❤♦✉rs✿ ❆ ❝❛s❡ ❢♦r r❡❣✉❧❛t✐♦♥❄✱ ❥♦✉r♥❛❧

♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✾✾✹

✶✺✵



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✷✼❪ ●❡r❤❛r❞ ❝❧❡♠❡♥③✱ ◆♦♥✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♥s✉♠❡r s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ❞❡r❡❣✲

✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞✐♥❣ ❤♦✉rs✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✾✾✵

❬✷✽❪ ❉❛✈✐❞ ❞❡ ▼❡③❛✱ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝♦♠♠❛♥❞♠❡♥t ✿ ✐s ✐t ♣❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ❄✱ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❥♦✉r♥❛❧✱ ✶✾✽✹

❬✷✾❪ ❆✳ ■♥❣❡♥❡✱ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❇❧✉❡ ❧❛✇s ♦♥ ❝♦♥s✉♠❡rs ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛t r❡t❛✐❧✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

♠❛r❝♦♠❛r❦❡t✐♥❣✱ ✶✾✽✻

❬✸✵❪ ❏✳❆✳❑❛② ❛♥❞ ❈✳◆✳▼♦rr✐s✱ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ s✉♥❞❛② tr❛❞✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s✱

❚❤❡ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✾✽✼

❬✸✶❪ P✐❧❛t✳❉✱ ❵❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✬✱ ❘❡✈✉❡ ❡❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❖❈❉❊

♥➦✷✼

❬✸✷❪ ❈❤❛r❧♦tt❡ ❙❡♥❢t❧❡❜❡♥✲❑ö♥✐❣✱ Pr♦❞✉❝t ♠❛r❦❡t ❞❡r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦✉t✲

❝♦♠❡s✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❡❤ ●❡r♠❛♥ ❘❡t❛✐❧ ❙❡❝t♦r✱ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❙❋❇ ✻✹✾

✧❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘✐s❦ ❇❡r❧✐♥✧✳

❬✸✸❪ ❆✳P❡tr❛❧✐❛s✱ ❙✳P❡tr♦s✱ P✳Pr♦❞r♦♠✐❞✐s✱ ❵●r❡ss❡ ✐♥ ❘❡❝❡ss✐♦♥✿ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱

♠✐s♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✬✱ ✷✵✶✸✱ ❍❡❧❧❡♥✐❝ ❖❜s❡r✈❛t♦r②✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ■♥✲

st✐t✉t❡

❬✸✹❪ ❚✳ ❲❡♥③❡❧✱ ❉❡r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦♣♣✐♥❣ ❤♦✉rs✿ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t r❡t❛✐❧❡rs

❛♥❞ ❝❤❛✐♥ st♦r❡s✱ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✵✶✶

❬✸✺❪ ❚✳ ❲❡♥③❡❧✱ ▲✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥✐♥❣ ❤♦✉rs ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❡♥tr②✱ ●❡r♠❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ✷✵✶✵

❬✸✻❪ ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥✱ ✓ ❊❝♦♥♦♠✐❡s ❛s ❛♥ ❆♥t✐tr✉st ❉❡❢❡♥s❡✿ ❚❤❡ ❲❡❧❢❛r❡ ❚r❛❞❡♦✛s ✔✱ ❆♠❡r✲

✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✭✶✾✻✽✮

❬✸✼❪ ❋❛rr❡❧❧✱ ❏✳ ❡t ❈✳ ❙❤❛♣✐r♦✱ ✓ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❡r❣❡rs✿ ❆♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❛❧②s✐s ✔✱ ❆♠❡r✐✲

❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✭✶✾✾✵✮

❬✸✽❪ ❋❛rr❡❧❧✱ ❏✳ ❡t ❈✳ ❙❤❛♣✐r♦ ✱ ✓ ❙❝❛❧❡ ❊❝♦♥♦♠✐❡s ❛♥❞ ❙②♥❡r❣✐❡s ✐♥ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ▼❡r❣❡r

❆♥❛❧②s✐s ✔✱ ❆♥t✐tr✉st ▲❛✇ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✭✷✵✵✶✮

❬✸✾❪ ❱✐❝❦❡rs✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❨❛rr♦✇✱ ●✳✱ ✶✾✽✽✱ Pr✐✈❛t✐③❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s✱ ❚❤❡ ▼■❚

Pr❡ss✳

✶✺✶



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✹✵❪ ❇ös✱ ❉✳✱ ✶✾✾✶✱ Pr✐✈❛t✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❚r❡❛t♠❡♥t✱ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss

❬✹✶❪ ▲♦r❡♥③✱ ◆❡tt✱ ▼✐①❡❞ ♦❧✐❣♦♦♣♦❧② ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣♦♦❞s✱ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞

❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✾✾✸

❬✹✷❪ ▼❡rr✐❧❧✱ ❲✳ ❛♥❞ ❙❝❤♥❡✐❞❡r✱ ◆✳ ✭✶✾✻✻✮✱ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ✜r♠s ✐♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ✐♥❞✉str✐❡s✿ ❛

s❤♦rtr✉♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

❬✹✸❪ ●✳ ❞❡ ❢r❛❥❛✱ ❋✳ ❞❡❧❜♦♥♦✱ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ✐♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧②✱

❖①❢♦r❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛♣❡rs✱ ✶✾✽✾

❬✹✹❪ ❉❡❜❛s❤✐s✳ ♣❛❧✱ ✧❉♦❡s ❈♦✉r♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ②✐❡❧❞ s♣❛t✐❛❧ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥❄✱✧ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✶✾✾✽

❬✹✺❪ ❍✳❈r❡♠❡r✱ ▼✳▼❛r❝❤❛♥❞✱ ❏✳❚❤✐ss❡✱ ❵ ▼✐①❡❞ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❞✉❝ts✱

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✶✾✾✶

❬✹✻❪ ❙✳▼✉❥✉♠❞❛r✱ ❉✳ P❛❧✱ ✧❊✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t t❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠✐①❡❞ ♦❧✐❣♦♣♦❧②✱✧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

▲❡tt❡rs✱ ✶✾✾✽

❬✹✼❪ ❉✳P❛❧✱ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s t✐♠✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠✐①❡❞ ♦❧✐❣♦♣♦❧②✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✶✾✾✽

❬✹✽❪ ❇❛r❝❡♥❛✲❘✉✐③ ❏✱ ❈✳ ●❛r③♦♥✱ ▼✐①❡❞ ❞✉♦♣♦❧②✱ ♠❡r❣❡r ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣r♦❞✉❝t ✜r♠s✱ ❏♦✉r✲

♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✵✵✸

❬✹✾❪ ❇❛r❝❡♥❛✲❘✉✐③ ❏✱ ❈✳ ●❛r③♦♥✱ ▼✐①❡❞ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣♦❧✐❝② s♣❛♥✐s❤✱

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✷✵✵✻

❬✺✵❪ ■s❤✐❜❛s❤✐✳■✱ ▼❛ts✉♠✉r❛✳❚✱ ❘✫ ❉ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦rs✱

❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✷✵✵✻

❬✺✶❪ ▼❛ts✉♠✉r❛✳❚✱ ❙t❛❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①❡❞ ❞✉♦♣♦❧② ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦♠♣❡t✐t♦r✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤ ✺✺✱ ✷✼✺✲✷✽✼✱ ✷✵✵✸

❬✺✷❪ ◆✳▼❛ts✉s❤✐♠❛✱ ▼❛ts✉♠✉r❛✳❚✱ ▼✐①❡❞ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ❛♥s s♣❛t✐❛❧ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥✱ ❈❛♥❛✲

❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✵✵✸❜

❬✺✸❪ ◆✳▼❛ts✉s❤✐♠❛✱ ▼❛ts✉♠✉r❛✳❚✱ ▼✐①❡❞ ❞✉♦♣♦❧② ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t ❞✐✛r❡♥t✐❛t✐♦♥✿ s❡q✉❡♥✲

t✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✵✵✸❛

❬✺✹❪ ❙✳P✳❆♥❞❡rs♦♥✱ ❉✳❏✳◆❡✈❡♥✱ ▼❛r❦❡t ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤ ❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❊✉r♦♣❡❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✾✽✾

✶✺✷



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✺✺❪ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❏✳❍✱ ❚❤✐ss❡✱ ❏✳❋✱ ❲❡s❦❛♠♣✱ ❆✱ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✿ ❇❡rtr❛♥❞ ✈s

❈♦✉r♥♦t ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡✱ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

✶✾✽✾

❬✺✻❪ ❈✱ ❆s♣r❡♠♦♥t✱ ❏✳❏✱ ●❛❜s③❡✇✐❝③✱ ❏✳❋✱ ❚❤✐ss❡✱ ♦♥ ❍♦t❡❧❧✐♥❣✬s st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✶✾✼✾
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