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✸ ❈✉x❚✐❙❡2 ✸✸

✸✳✶ ❈❤❛%❣❡ ❞❡♥0✐/② ✇❛✈❡0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✷ ❋♦%♠❛/✐♦♥ ♦❢ ❈❉❲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✸ ❚%❛♥0✐/✐♦♥ ♠❡/❛❧ ❞✐❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✹ ❈❉❲ ❛♥❞ 0✉♣❡%❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② ✐♥ ✶T ✲❚✐❙❡2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✺ P❤❛0❡ ❞✐❛❣%❛♠ ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✻ ❙✉♣❡%❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✹ ▲♦❝❛❧ ❍❛❧❧ ♣#♦❜❡ ♠❛❣♥❡"♦♠❡"#② ✺✵

✹✳✶ ❊①♣❡%✐♠❡♥/ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✹✳✶✳✶ ❉❡♠❛❣♥❡/✐0❛/✐♦♥ ❡✛❡❝/0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✹✳✶✳✷ ●❡♦♠❡/%✐❝❛❧ ❜❛%%✐❡%0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✻



✹✳✷ ❋✐❡❧❞ ♣)♦✜❧❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✷✳✶ ❊✛❡❝3 ♦❢ ♣✐♥♥✐♥❣ ♦♥ ✜❡❧❞ ♣)♦✜❧❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✷✳✷ ●❡♦♠❡3)✐❝❛❧ ✈❡),✉, ❇❡❛♥✲▲✐✈✐♥❣,3♦♥ ❜❛))✐❡), ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✺ ❈"✐$✐❝❛❧ ✜❡❧❞+ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ✻✷

✺✳✶ ❋✐❡❧❞ ♣)♦✜❧❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✺✳✶✳✶ ❙❛♠♣❧❡ ❇ ✲ ♠♦❞❡❧ ❜② ❩❡❧❞♦✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✺✳✶✳✷ ❙❛♠♣❧❡ ❊ ✲ ●❡♦♠❡3)✐❝❛❧ ❜❛))✐❡), ✈,✳ ❇❡❛♥✲▲✐✈✐♥❣,3♦♥ ❜❛))✐❡) ✳ ✳ ✻✻

✺✳✶✳✸ ❙❛♠♣❧❡ ❆ ✇✐3❤ ,✉)❢❛❝❡ ✐))❡❣✉❧❛)✐3② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✷ ❚❡♠♣❡)❛3✉)❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✺✳✸ ❈)✐3✐❝❛❧ ✜❡❧❞, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✻ ▲♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝$ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ✼✾

✻✳✶ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦)3❡① ♦)✐❡♥3❛3✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✻✳✷ ▼♦❞✐✜❡❞ ❇❧❛33❡) ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✻✳✷✳✶ ■,♦3)♦♣✐❝ ❝❛,❡ ❢♦) ❛)❜✐3)❛)② ❛♥❣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✻✳✷✳✷ ❆♥✐,♦3)♦♣✐❝ ❝❛,❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✻✳✸ ❈♦♠♣❛)✐,♦♥ ♦♥ 3❤)❡❡ ❞✐✛❡)❡♥3 ,❛♠♣❧❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉,✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

❙✉♠♠❛"② ♦❢ $❤❡ "❡+✉❧$+ ✾✼

❇✐❜❧✐♦❣"❛♣❤② ✶✵✻

▲✐+$ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛$✐♦♥+ ✶✵✼

▲✐+$ ♦❢ ❝♦♥❢❡"❡♥❝❡+ ✶✵✽

❘E+✉♠E ❞❡ ❧❛ $❤F+❡ ✶✵✾

✼



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦"✐✈❛"✐♦♥

■♥ ♠❛♥② ✉♥❝♦♥✈❡♥*✐♦♥❛❧ -②-*❡♠-✱ *❤❡ -✉♣❡1❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② ❡♠❡1❣❡- ✐♥ *❤❡ ♣1♦①✐♠✐*② ♦❢

❛♥♦*❤❡1 ♠❛❣♥❡*✐❝ ♦1 ❡❧❡❝*1♦♥✐❝ ✐♥-*❛❜✐❧✐*②✳ ❚❤❡ ✐♥*❡1♣❧❛② ❜❡*✇❡❡♥ -✉♣❡1❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*②

❛♥❞ *❤❡-❡ ♦*❤❡1 ♦1❞❡1❡❞ -*❛*❡- ✐- ✐♥ *❤❡ ❝❡♥*1❡ ♦❢ *❤❡ 1❡-❡❛1❝❤ ✐♥ ♠♦❞❡1♥ -♦❧✐❞ -*❛*❡

♣❤②-✐❝-✳ ❈✉x❚✐❙❡2 ❜❡❧♦♥❣- *♦ *1❛♥-✐*✐♦♥ ♠❡*❛❧ ❞✐❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡- *❤❛* ❛1❡ ❦♥♦✇♥ *♦

❡①❤✐❜✐* *❤❡ ♣1❡-❡♥❝❡ ♦❢ -✉♣❡1❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② ❛♥❞ ❝❤❛1❣❡ ❞❡♥-✐*② ✇❛✈❡- ✭❈❉❲✮ ❬✶❪✱ ❛-

❞✐-♣❧❛②- *❤❡ ❡❧❡❝*1♦♥✐❝ ♣❤❛-❡ ❞✐❛❣1❛♠ ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 ✭❚❡♠♣❡$❛&✉$❡ ✈)✳ ❝♦♣♣❡$ ❞♦♣✐♥❣✮

❬✷❪✳ ❈❉❲ ❛1❡ ❛❧1❡❛❞② ♣1❡-❡♥* ✐♥ ♣✉1❡ ✶T ✲❚✐❙❡2 ❜❡❧♦✇ ∼ 200 ❑✳ ❲✐*❤ ❤✐❣❤❡1 ❝♦♣♣❡1

❞♦♣✐♥❣✱ ❈❉❲ ❛1❡ -✉♣♣1❡--❡❞ ❛♥❞ -✉♣❡1❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② ❛♣♣❡❛1- ❝1❡❛*✐♥❣ ❛ ❞♦♠❡ ✐♥ *❤❡

♣❤❛-❡ ❞✐❛❣1❛♠ ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2✳ ❚❤❡ ♣❤❛-❡ ❞✐❛❣1❛♠ ✐♥❞✐❝❛*❡- *❤❛* *❤❡ ❈❉❲ -*❛*❡ ❝♦✉❧❞

❞✐-❛♣♣❡❛1 ❝♦♠♣❧❡*❡❧② ❛* *❤❡ ❝♦♣♣❡1 ❝♦♥❝❡♥*1❛*✐♦♥✱ ✇❤❡1❡ -✉♣❡1❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② 1❡❛❝❤❡-

♠❛①✐♠✉♠ ❝1✐*✐❝❛❧ *❡♠♣❡1❛*✉1❡✳ ■* ✇❛- ♣1♦♣♦-❡❞ *❤❛* *❤✐- ❝♦✉❧❞ ❜❡ *❤❡ ❧♦❝❛*✐♦♥ ♦❢

❛ G✉❛♥*✉♠ ❝1✐*✐❝❛❧ ♣♦✐♥* ✐♥ *❤❡ ♣❤❛-❡ ❞✐❛❣1❛♠ ✇❤❡1❡ ❛ ♣❤❛-❡ *1❛♥-✐*✐♦♥ ♦❝❝✉1- ❛*

❛❜-♦❧✉*❡ ③❡1♦ ❬✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ 1❡❝❡♥* 1❡-✉❧*- ♦❢ X✲1❛② ♠❡❛-✉1❡♠❡♥*- ❬✹❪ -❤♦✇❡❞ *❤❛*

*❤✐- ✐- ♥♦* *❤❡ ❝❛-❡✳ ❚❤❡② ♦❜-❡1✈❡❞ *❤❛* ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧- ♦1 -*❛❝❦✐♥❣ ❢❛✉❧*- ❛♣♣❡❛1 ✐♥

*❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❛♥❞ *❤❡ ❈❉❲ -*❛*❡ ❞♦❡- ♥♦* ❞✐-❛♣♣❡❛1 ❜✉* ❝❤❛♥❣❡- ✐*- ❝❤❛1❛❝*❡1 ❢1♦♠

❝♦♠♠❡♥-✉1❛*❡ *♦ ✐♥❝♦♠♠❡♥-✉1❛*❡ ❛♥❞ ♣❡1-✐-*- ❛❧♦♥❣ *❤❡ -✉♣❡1❝♦♥❞✉❝*✐♥❣ ❞♦♠❡ ✉♣

*♦ *❤❡ ❤✐❣❤❡-* ❝♦♣♣❡1 ❝♦♥❝❡♥*1❛*✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡1✐♦❞✐❝✐*② ♦❢ *❤✐- -*1✉❝*✉1❡ ✐- ✈❡1② -✐♠✐❧❛1

*♦ *❤❡ ❡①*❡♥* ♦❢ *❤❡ ❝♦❤❡1❡♥❝❡ ❧❡♥❣*❤ ✐♥ *❤❡ c ❞✐1❡❝*✐♦♥✳ ❚♦❣❡*❤❡1 ✇✐*❤ *❤❡ ❢❛❝* *❤❛*

*❤❡ ✐♥❝♦♠♠❡♥-✉1❛*❡ ♣❤❛-❡ ❡♠❡1❣❡- ❛* *❤❡ -❛♠❡ ❝♦♥❝❡♥*1❛*✐♦♥ ❛- -✉♣❡1❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*②✱

✐* -✉❣❣❡-*- *❤❛* *❤❡ ❈❉❲ -*❛*❡ ♠✐❣❤* ❛✛❡❝* *❤❡ -✉♣❡1❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2✳

■♥ *❤✐- ✇♦1❦ ■ ♣1❡-❡♥* *❤❡ 1❡-✉❧*- ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❍❛❧❧ ♣1♦❜❡ ♠❛❣♥❡*♦♠❡*1② ♠❡❛-✉1❡♠❡♥*-

♣❡1❢♦1♠❡❞ ♦♥ -✐♥❣❧❡ ❝1②-*❛❧- ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 ✇✐*❤ ❞✐✛❡1❡♥* ❝♦♣♣❡1 ❝♦♥*❡♥*✳ ❚❤❡ ✜1-*

❝❤❛♣*❡1 ❝♦♥*❛✐♥- ❛ -❤♦1* ✐♥*1♦❞✉❝*✐♦♥ *♦ -✉♣❡1❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② ❛♥❞ -❡❧❡❝*❡❞ ❢❛❝*- ❛❜♦✉*

*❤✐- ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ *❤❛* ❛1❡ ❣♦✐♥❣ *♦ ❜❡ ✉-❡❞ *❤1♦✉❣❤♦✉* *❤✐- ✇♦1❦✳ ❚❤❡ -❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✲

*❡1 ✐- ❝♦♥❝❡1♥❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ *❤❡♦1❡*✐❝❛❧ ♦✈❡1✈✐❡✇ ♦♥ ✈♦1*❡① ❧❛**✐❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉1 ✐♥ ✈❛1✐♦✉-

♦1✐❡♥*❛*✐♦♥- ♦❢ ♠❛❣♥❡*✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ❧❛②❡1❡❞ ♠❛*❡1✐❛❧-✳ ■♥ *❤❡ *❤✐1❞ ❝❤❛♣*❡1 ■ ❞❡-❝1✐❜❡

*❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❝❤❛1❣❡ ❞❡♥-✐*② ✇❛✈❡- ❛♥❞ *❤❡ ♣♦--✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐-♠ ♦❢ ✐*- ♦1✐❣✐♥✳

✽



❚❤❡♥ ■ ♠❡♥&✐♦♥ )♦♠❡ ♦❢ &❤❡ +❡)✉❧&) ♦❢ &❤❡ )&✉❞✐❡) &❤❛& ✇❡+❡ ❛❧+❡❛❞② ♣❡+❢♦+♠❡❞ ♦♥

&+❛♥)✐&✐♦♥ ♠❡&❛❧ ❞✐❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡) ❛♥❞ ♠♦+❡ )♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥ ✶T ✲❚✐❙❡2 ✉♥❞❡+ ♣+❡))✉+❡

❛♥❞ ✐♥&❡+❝❛❧❛&❡❞ ❜② ❝♦♣♣❡+ ❛&♦♠)✳ ❚❤❡ ❢♦✉+&❤ ❝❤❛♣&❡+ ✐♥&+♦❞✉❝❡) &❤❡ ❧♦❝❛❧ ❍❛❧❧ ♣+♦❜❡

♠❛❣♥❡&♦♠❡&+② &❡❝❤♥✐<✉❡ ❛♥❞ &❤❡ ✐♠♣♦+&❛♥& ❛)♣❡❝&) ♦❢ &❤❡ ❛♥❛❧②)✐) ♦❢ &❤❡ ❞❛&❛ ♦❜✲

&❛✐♥❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧ ❍❛❧❧ ♣+♦❜❡ ♠❡❛)✉+❡♠❡♥&)✳ ❚❤❡ ❧❛)& &✇♦ ❝❤❛♣&❡+) ❛+❡ ♣+❡)❡♥&✐♥❣ ♦✉+

+❡)✉❧&) ♦❜&❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥✈❡)&✐❣❛&✐♥❣ ❈✉x❚✐❙❡2 )✐♥❣❧❡ ❝+②)&❛❧) ♦❢ ❞✐✛❡+❡♥& ❝♦♣♣❡+ ❝♦♥&❡♥&

❛♥❞ ❣❡♦♠❡&+②✳ ■♥ &❤❡ ✜❢&❤ ❝❤❛♣&❡+ ■ ❛♥❛❧②)❡ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ ♣+♦✜❧❡) ♦♥ &❤+❡❡ )❡❧❡❝&❡❞

)❛♠♣❧❡) ❛♥❞ &❤❡ &❡♠♣❡+❛&✉+❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡) ♦❢ ❧♦✇❡+ ❝+✐&✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳ ❆& &❤❡ ❡♥❞ ♦❢ &❤❡

❝❤❛♣&❡+✱ &❤❡+❡ ✐) ❛ ❞✐)❝✉))✐♦♥ ❛❜♦✉& &❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝+✐&✐❝❛❧ ✜❡❧❞)✳ ■♥ &❤❡

)✐①&❤ ❝❤❛♣&❡+✱ ■ ♣+❡)❡♥& &❤❡ +❡)✉❧&) ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❍❛❧❧ ♣+♦❜❡ ♠❛❣♥❡&♦♠❡&+② ♠❡❛)✉+❡♠❡♥&) ✐♥

♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛& ❞✐✛❡+❡♥& ♦+✐❡♥&❛&✐♦♥)✳ ❚❤❡ ❞❛&❛ +❡✈❡❛❧❡❞ &❤❡ ♣+❡)❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡

❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝& ❛♥❞ ✇❡+❡ ✜& ✉)✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❇❧❛&&❡+✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛) ♠♦❞✐✜❡❞ &♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡

&♦ ♦✉+ ❝❛)❡✳ ❚❤❡♥ ■ ♣+❡)❡♥& &❤❡ ❝♦♠♣❛+✐)♦♥ ♦❢ &❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝& ♦♥ &❤+❡❡ )❛♠♣❧❡)

♦❢ ❞✐✛❡+❡♥& ❝♦♣♣❡+ ❝♦♥&❡♥&✳ ■♥ &❤❡ ❡♥❞ ♦❢ &❤❡ ❝❤❛♣&❡+ )✐① ■ ❝♦♥❝❧✉❞❡ &❤❡ +❡)✉❧&) ✇❡

♦❜&❛✐♥❡❞ ✐♥ &❤❡ ❧♦❝❛❧ ❍❛❧❧ ♣+♦❜❡ ♠❛❣♥❡&♦♠❡&+② )&✉❞② ♦❢ )✉♣❡+❝♦♥❞✉❝&✐♥❣ ❈✉x❚✐❙❡2✳

✾



❈❤❛♣$❡& ✶

❙✉♣❡&❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$②

❚❤❡ ❤✐$%♦'② ♦❢ $✉♣❡'❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ❜❡❣❛♥ ✇❤❡♥ ❍✳ ❑✳ ❖♥♥❡$ ✐♥ ✶✾✶✶ ♠❡❛$✉'❡❞ %❤❡ '❡$✐$✲

%❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛%❡'✐❛❧$ ❛% ❧♦✇ %❡♠♣❡'❛%✉'❡$✳ ❍❡ ♦❜$❡'✈❡❞ %❤❛% %❤❡ ❡❧❡❝%'✐❝❛❧ '❡$✐$%✐✈✐%② ✐♥

$%✉❞✐❡❞ ♣✉'❡ ♠❡%❛❧$ ❞'♦♣♣❡❞ %♦ ③❡'♦✱ ✇❤❡♥ %❤❡ %❡♠♣❡'❛%✉'❡ ✇❛$ ❞❡❝'❡❛$❡❞ ❜❡❧♦✇ ❝❡'✲

%❛✐♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❣'♦✉♣ ♦❢ ♠❛%❡'✐❛❧$ ✇❛$ ♥❛♠❡❞ $✉♣❡'❝♦♥❞✉❝%♦'$✱ ❛$ %❤❡② ❛'❡ ❛❜❧❡

%♦ ❝♦♥❞✉❝% ❡❧❡❝%'✐❝❛❧ ❝✉''❡♥% ✇✐%❤♦✉% ❛♥② '❡$✐$%❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ $✉♣❡'❝♦♥❞✉❝%♦' ✐$ ♥♦%

❥✉$% ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝♦♥❞✉❝%♦' ❜✉% ❛% ❝❡'%❛✐♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥$ ✐% ♠❛② ❜❡❤❛✈❡ ❛$ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❞✐❛♠❛❣✲

♥❡%✳ ■♥ %❤✐$ $♦✲❝❛❧❧❡❞ ▼❡✐$$♥❡' $%❛%❡✱ $✉♣❡'❝✉''❡♥%$ ❛'❡ ♣'♦❞✉❝❡❞ ✐♥ %❤❡ $❛♠♣❧❡✱ ❛❝%✐♥❣

❛❣❛✐♥$% %❤❡ ❡①%❡'♥❛❧ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ $❤✐❡❧❞✐♥❣ %❤❡ ✐♥%❡'✐♦' ♦❢ %❤❡ $✉♣❡'❝♦♥❞✉❝%♦'✳

❖♥❡ ♦❢ %❤❡ ❝'✐%✐❝❛❧ ♣❛'❛♠❡%❡'$ ❢♦' $✉♣❡'❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ✐$ %❡♠♣❡'❛%✉'❡ ❜✉% ✐% ❝❛♥

❜❡ ❛❧$♦ $✉♣♣'❡$$❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡'❡ ❛'❡ %✇♦ ♠❛✐♥ %②♣❡$ ♦❢

$✉♣❡'❝♦♥❞✉❝%♦'$✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡✐' '❡$♣♦♥$❡ %♦ ❡①%❡'♥❛❧ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚②♣❡ ■ $✉✲

♣❡'❝♦♥❞✉❝%♦'$ ❛'❡ ✐♥ %❤❡ ▼❡✐$$♥❡' $%❛%❡ ✉♥%✐❧✱ ❛% ❛ ❝❡'%❛✐♥ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞✱ %❤❡ ✇❤♦❧❡

$❛♠♣❧❡ $✇✐%❝❤❡$ %♦ %❤❡ ♥♦'♠❛❧ $%❛%❡ ❛% ♦♥❝❡✳ ❖♥ %❤❡ ♦%❤❡' ❤❛♥❞✱ %②♣❡ ■■ $✉♣❡'❝♦♥❞✉❝✲

%♦'$ ♣❛$$ %♦ %❤❡ ♥♦'♠❛❧ $%❛%❡ ❣'❛❞✉❛❧❧② ❛♥❞ ❧❡% %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ♣❛'%✐❛❧❧② ♣❡♥❡%'❛%❡

✐♥%♦ %❤❡✐' ✐♥%❡'✐♦'✳ ▼♦$% ♦❢ %❤❡ ♣✉'❡ ❛♥❞ ❝❧❡❛♥ $✉♣❡'❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥%$ ❜❡❧♦♥❣ %♦

%❤❡ %②♣❡ ■ ❣'♦✉♣✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦②$ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞$ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤ %❡♠♣❡'❛%✉'❡

$✉♣❡'❝♦♥❞✉❝%♦'$✮ ❜❡❧♦♥❣ %♦ %②♣❡ ■■ ❣'♦✉♣✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ %❤❡ ♣❤❛$❡ ❞✐❛❣'❛♠ ✭♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ H ✈❡'$✉$ %❡♠♣❡'❛%✉'❡ T ✮ ❢♦' ❛

%②♣❡ ■■ $✉♣❡'❝♦♥❞✉❝%♦' ✐$ ❞✐$♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✶✳✶✳ ❲❤✐❧❡ %❤❡ %②♣❡ ■ ♠❛%❡'✐❛❧$ ❛'❡ ❝❤❛'❛❝✲

%❡'✐$%✐❝ ♦♥❧② ❜② ♦♥❡ ❝'✐%✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐♥ %②♣❡ ■■ %❤❡'❡ ❛'❡ %✇♦ ♠❛✐♥ ❝'✐%✐❝❛❧ ✜❡❧❞$✳

❯♣ %♦ %❤❡ ❧♦✇❡' ❝'✐%✐❝❛❧ ✜❡❧❞✱ Hc1✱ %❤❡ $✉♣❡'❝♦♥❞✉❝%♦' '❡♠❛✐♥$ ✐♥ %❤❡ ▼❡✐$$♥❡' $%❛%❡

❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡$ ❛$ ❛ ♣❡'❢❡❝% ❞✐❛♠❛❣♥❡%✳ ❆❜♦✈❡ Hc1✱ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ $%❛'%$ %♦ ♣❡♥❡%'❛%❡

✐♥%♦ %❤❡ $❛♠♣❧❡ ✐♥ %❤❡ ❢♦'♠ ♦❢ ✈♦'%✐❝❡$ ❝♦♥%❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ J✉❛♥%✉♠ ♦❢ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✢✉①✱ φ0✳

❲❤❡♥ %❤❡ ✜❡❧❞ '❡❛❝❤❡$ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✉♣♣❡' ❝'✐%✐❝❛❧ ✜❡❧❞✱ Hc2✱ %❤❡ ✇❤♦❧❡ $❛♠♣❧❡ ✐$ ✐♥

✶✵
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✿ )❤❛,❡ ❞✐❛❣$❛♠ ♦❢ ♠❛❣♥❡2✐❝ ✜❡❧❞ H ❛♥❞ 2❡♠♣❡$❛2✉$❡ T ❢♦$ 2②♣❡ ■■

,✉♣❡$❝♦♥❞✉❝2♦$,✳ Hc1 ✐, 2❤❡ ❧♦✇❡$ ❝$✐2✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ✈♦$2✐❝❡, ,2❛$2 2♦

♣❡♥❡2$❛2❡ ✐♥2♦ 2❤❡ ,✉♣❡$❝♦♥❞✉❝2♦$✳ ❆❜♦✈❡ 2❤❡ ✉♣♣❡$ ❝$✐2✐❝❛❧ ✜❡❧❞✱ Hc2✱ 2❤❡

,✉♣❡$❝♦♥❞✉❝2♦$ ,✇✐2❝❤❡, 2♦ 2❤❡ ♥♦$♠❛❧ ,2❛2❡✳ Tc $❡♣$❡,❡♥2, 2❤❡ ❝$✐2✐❝❛❧ 2❡♠♣❡$❛2✉$❡

♦❢ ,✉♣❡$❝♦♥❞✉❝2♦$ ✐♥ ③❡$♦ ♠❛❣♥❡2✐❝ ✜❡❧❞✳

2❤❡ ♥♦$♠❛❧ ,2❛2❡✳ ❲✐2❤ ✐♥❝$❡❛,✐♥❣ 2❡♠♣❡$❛2✉$❡✱ Hc1 ❛♥❞ Hc2 ❞❡❝$❡❛,❡ ❛, 2❤❡ ,✉♣❡$✲

❝♦♥❞✉❝2✐✈✐2② ✐, ❣$❛❞✉❛❧❧② ,✉♣♣$❡,,❡❞✱ ✉♥2✐❧ ❛2 T = Tc ❜♦2❤ ♦❢ 2❤❡ ❝$✐2✐❝❛❧ ✜❡❧❞, ❣♦ 2♦

③❡$♦✳

✶✳✶ ❚❤❡%♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣%♦♣❡%/✐❡0 ♦❢ 0✉♣❡%❝♦♥❞✉❝/♦%0

◆♦✇ ✇❡ ❛$❡ ❣♦✐♥❣ 2♦ ❞❡$✐✈❡ 2❤❡ ❜❛,✐❝ 2❤❡$♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣$♦♣❡$2✐❡, ❛,,✉♠✐♥❣ 2❤❛2 ✇❡

❤❛✈❡ ❛ 2②♣❡ ■ ,✉♣❡$❝♦♥❞✉❝2♦$✳ ❆2 ✜$,2✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ 2❤❡ ❞❡♥,✐2② ♦❢ ●✐❜❜, ❢$❡❡ ❡♥❡$❣② ♣❡$

✉♥✐2 ♦❢ ✈♦❧✉♠❡✱ g✱ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉, ♠❛❣♥❡2✐❝ ✜❡❧❞ ❛,

g = F (T,B)− BH, ✭✶✳✶✮

✇❤❡$❡ B ✐, 2❤❡ ✐♥❞✉❝2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♠❛❣♥❡2✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ 2❤❡ ,❛♠♣❧❡ ❛♥❞ F (T,B) ✐, 2❤❡

❍❡❧♠♦❧2③ ❢$❡❡ ❡♥❡$❣② ❞❡♥,✐2② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ B ❛♥❞ T ✳ dF ❛❝❝♦✉♥2, ❢♦$ 2❤❡ ✇♦$❦ ♣❡$

✉♥✐2 ♦❢ ✈♦❧✉♠❡HdB ❞♦♥❡ ❜② 2❤❡ ✜❡❧❞ ,♦✉$❝❡ 2♦ ❝$❡❛2❡ 2❤❡ ♠❛❣♥❡2✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡2✐③❡

2❤❡ ❜♦❞② ♦❢ 2❤❡ ,❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ −SdT ✱ ✇❤✐❝❤ ✐, 2❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ 2❤❡ ✐♥2❡$♥❛❧ ❡♥❡$❣② ❞❡♥,✐2②
♦❢ 2❤❡ ❜♦❞②✱ ❣✐✈❡♥ ❛, 2❤❡ ♣$♦❞✉❝2 ♦❢ ❡♥2$♦♣② S ♣❡$ ✉♥✐2 ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ 2❡♠♣❡$❛2✉$❡
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❝❤❛♥❣❡ dT ✳ ❚❤❡♥ ❢♦* dF ✇❡ ❤❛✈❡

dF = HdB − SdT. ✭✶✳✷✮

❋♦* 2❤❡ 2❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣*♦♣❡*2② ❝❤❛*❛❝2❡*✐③✐♥❣ 2❤❡ 92❛2❡ ♦❢ 2❤❡ 9✉♣❡*❝♦♥❞✉❝2♦*✱ ✇❡

❝❛♥ 2❛❦❡ 2❤❡ ●✐❜❜9 ❢*❡❡ ❡♥❡*❣② ❞❡♥9✐2② ♣❡* ✉♥✐2 ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❛99♦❝✐❛2❡❞ 9♦❧❡❧② ✇✐2❤ 2❤❡

❜♦❞②✱ G✱ ❣✐✈❡♥ ❜② G = g − gV ✱ ✇❤❡*❡ gV = −µ0H
2/2 ❞❡9❝*✐❜❡9 2❤❡ ❡♥❡*❣② ❞❡♥9✐2② ♦❢

♠❛❣♥❡2✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ ✈❛❝✉✉♠ ✇✐2❤♦✉2 2❤❡ ♣*❡9❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜♦❞②✳ G ❛♥❞ ✐29 ✐♥✜♥✐2❡9✐♠❛❧❧②

9♠❛❧❧ ✐♥❝*❡❛9❡ ❛2 ❝♦♥92❛♥2 2❡♠♣❡*❛2✉*❡ 2❤❡♥ ❛*❡

G = F − BH +
µ0H

2

2
✭✶✳✸✮

❛♥❞

dG = HdB − BdH −HdB + µ0HdH = −µ0MdH, ✭✶✳✹✮

✇❤❡*❡ M = B/µ0−H ✐9 2❤❡ ♠❛❣♥❡2✐9❛2✐♦♥ ♣❡* ✉♥✐2 ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ 2❤❡ 9✉♣❡*❝♦♥❞✉❝2✐♥❣

9❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❡C✉✐❧✐❜*✐✉♠ 92❛2❡ ♦❢ 2❤❡ 9✉♣❡*❝♦♥❞✉❝2♦* ✐9 ❝❤❛*❛❝2❡*✐9❡❞ ❜② 2❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

✐♥ 2❤❡ ●✐❜❜9 ❢*❡❡ ❡♥❡*❣②✳ ■♥ 2②♣❡ ■ ♠❛2❡*✐❛❧9✱ 2❤❡ 9✉♣❡*❝♦♥❞✉❝2✐✈✐2② ❧❛929 ✉♥2✐❧ 2❤❡

✜❡❧❞ *❡❛❝❤❡9 ❝❡*2❛✐♥ ❝*✐2✐❝❛❧ ✜❡❧❞ Hc✳ ❋♦* H < Hc✱ 2❤❡ ●✐❜❜9 ❡♥❡*❣② ❞❡♥9✐2② ✐♥ 2❤❡

9✉♣❡*❝♦♥❞✉❝2✐♥❣ 92❛2❡ ✐9 ❧♦✇❡* 2❤❛♥ ✐♥ 2❤❡ ♥♦*♠❛❧ 92❛2❡✱ GS < GN ✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡*9❛✱

❢♦* ✜❡❧❞9 ❛❜♦✈❡ Hc✱ GS > GN ✳ ❚❤❡♥ ❛2 H = Hc✱ 2❤❡ ●✐❜❜9 ❡♥❡*❣② ❞❡♥9✐2✐❡9 ♦❢

2❤❡ 9✉♣❡*❝♦♥❞✉❝2✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦*♠❛❧ 92❛2❡ ❤❛✈❡ 2♦ ❜❡ ❡C✉❛❧✱ GS(Hc) = GN(Hc)✳ ❲❤❡♥

✇❡ ❞❡❝*❡❛9❡ 2❤❡ ✜❡❧❞ ❢*♦♠ Hc 2♦ ❝❡*2❛✐♥ H0✱ 2❤❡ ❡♥❡*❣② ♦❢ 2❤❡ 9✉♣❡*❝♦♥❞✉❝2♦* ❛❧9♦

❞❡❝*❡❛9❡9 ❢*♦♠ 2❤❡ ♥♦*♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❜② ∆G ❡C✉❛❧ 2♦

∆G = GN −GS = −µ0

Hc
∫

H0

MdH = µ0

H2
0 −H2

c

2
. ✭✶✳✺✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡*❣② ❣❛✐♥ ✐9 ♦❜2❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞❡❝*❡❛9❡ 2❤❡ ✜❡❧❞ ❢*♦♠ Hc 2♦ ③❡*♦

✜❡❧❞ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡2

GN −GS,0 =
µ0H

2
c

2
. ✭✶✳✻✮

❋*♦♠ 2❤✐9 ❡C✉❛2✐♦♥ ✇❡ 9❡❡ 2❤❛2 Hc ✐9 ❛ ❞✐*❡❝2 ♠❡❛9✉*❡ ♦❢ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐9 2❤❡ 9✉♣❡*❝♦♥✲

❞✉❝2✐♥❣ 92❛2❡ ❡♥❡*❣❡2✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦✉*❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛*❡❞ 2♦ 2❤❡ ♥♦*♠❛❧ 92❛2❡✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡✱ Hc ✐9

❝❛❧❧❡❞ 2❤❡ 2❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝*✐2✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳

❋*♦♠ ●✐❜❜9 ❢*❡❡ ❡♥❡*❣② ❞❡♥9✐2② ✇❡ ❝❛♥ ♦❜2❛✐♥ 2❤❡ ❡♥2*♦♣② ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦*♠❛❧

❛♥❞ 9✉♣❡*❝♦♥❞✉❝2✐♥❣ 92❛2❡ ❛9

∆S = SS − SN = −
(

d∆G

dT

)

H

= µ0Hc

dHc

dT
. ✭✶✳✼✮
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❊①♣❡$✐♠❡♥() )❤♦✇❡❞ (❤❛( Hc(T ) ♠♦♥♦(♦♥♦✉)❧② ❞❡❝$❡❛)❡) ✇✐(❤ ✐♥❝$❡❛)✐♥❣ (❡♠♣❡$❛✲

(✉$❡✱ (❤✉) (dH/dT ) < 0 ❢♦$ T < Tc✳ ❚❤❡♥ ❢$♦♠ ❡9✳✶✳✼ ✐( ❢♦❧❧♦✇) (❤❛( SS < SN ✱

♠❡❛♥✐♥❣ (❤❛( (❤❡ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ )(❛(❡ ✐) ♠♦$❡ ♦$❞❡$❡❞ (❤❛♥ (❤❡ ♥♦$♠❛❧ ♦♥❡✳ ❲❡

❦♥♦✇ (❤❛( ❛( (❤❡ (❡♠♣❡$❛(✉$❡ ♦❢ (❤❡ ♣❤❛)❡ ($❛♥)✐(✐♦♥✱ (❤❡ ❝$✐(✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❣♦❡) (♦ ③❡$♦✱

Hc(Tc) = 0✳ ❚❤❡♥ ❢$♦♠ ❡9✳✶✳✼ ✇❡ ❣❡( SS(Tc) = SN(Tc) ❛♥❞ (❤❡$❡❢♦$❡ (❤❡ ($❛♥)✐(✐♦♥

❢$♦♠ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ (♦ ♥♦$♠❛❧ )(❛(❡ ✐) ❝❧❛))✐✜❡❞ ❛) (❤❡ )❡❝♦♥❞ ♦$❞❡$ ♣❤❛)❡ ($❛♥)✐(✐♦♥

❛( T = Tc✳ ❇❡❧♦✇ Tc (❤❡ ❡♥($♦♣✐❡) SS ❛♥❞ SN ❞✐✛❡$✳ ❲❤❡♥ (❤❡ ($❛♥)✐(✐♦♥ ♦❝❝✉$) ❜②

❛♣♣❧②✐♥❣ (❤❡ ♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞ ❛( ❝♦♥)(❛♥( (❡♠♣❡$❛(✉$❡✱ (❤❡ ($❛♥)✐(✐♦♥ (♦ ♥♦$♠❛❧ )(❛(❡ ✐)

❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❡♥($♦♣② ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐( ✐) ❝❧❛))✐✜❡❞ ❛) (❤❡ ✜$)( ♦$❞❡$ ♣❤❛)❡ ($❛♥)✐(✐♦♥✳

❋$♦♠ ❡♥($♦♣② S ✇❡ ❝❛♥ ♦❜(❛✐♥ (❤❡ ✈♦❧✉♠❡($✐❝ ❤❡❛( ❝❛♣❛❝✐(② C ❛)

C = T

(

dS

dT

)

H

. ✭✶✳✽✮

❚❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ✈♦❧✉♠❡($✐❝ ❤❡❛( ❝❛♣❛❝✐(② ✐♥ (❤❡ ♥♦$♠❛❧ ❛♥❞ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝(✐♥❣

)(❛(❡ ✐) (❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

∆C = CS − CN = T

(

d∆S

dT

)

H

= µ0T

[(

dHc

dT

)2

+Hc

d2Hc

d2T

]

H

. ✭✶✳✾✮

❆( T = Tc (❤✐) ❡①♣$❡))✐♦♥ )✐♠♣❧✐✜❡) ❜❡❝❛✉)❡ Hc(Tc) = 0 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜(❛✐♥ )♦✲❝❛❧❧❡❞

❘♦(❣❡$) ❢♦$♠✉❧❛

∆C(Tc) = µ0Tc

(

dHc

dT

)2

T=Tc

. ✭✶✳✶✵✮

❚❤✐) ❡①♣$❡))✐♦♥ )(❛(❡) (❤❛( (❤❡$❡ ❡①✐)() ❛ ❞✐)❝♦♥(✐♥✉✐(② ✐♥ (❤❡ ❤❡❛( ❝❛♣❛❝✐(② ❛( T = Tc

❛♥❞ ❛❧)♦ ❣✐✈❡) ✐() ❤❡✐❣❤(✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥(❛❧❧② ♠❡❛)✉$❡❞✳

✶✳✷ ❚❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ❡*✉❛-✐♦♥/

❚❤❡ ✜$)( ♠♦❞❡❧ (♦ ❞❡)❝$✐❜❡ (❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉$ ♦❢ ❛ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝(♦$ ✐♥ ♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❛)

(❤❡ (✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ (❤❡ ❜$♦(❤❡$) ❋✳ ❛♥❞ ❍✳ ▲♦♥❞♦♥ ❬✺❪✳ ❲✐(❤✐♥ (❤✐) ♠♦❞❡❧ ❛❧❧ ♦❢

(❤❡ ❢$❡❡ ❡❧❡❝($♦♥) ✐♥ (❤❡ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝(♦$ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥(♦ (✇♦ ❣$♦✉♣)✳ ❚❤❡② ♠❛② ❜❡

❡✐(❤❡$ ✐♥ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ )(❛(❡ ✇✐(❤ (❤❡ ❞❡♥)✐(② nS ♦$ ✐♥ ♥♦$♠❛❧ )(❛(❡ ✇✐(❤ (❤❡ ❞❡♥)✐(②

nN ✳ ❚❤❡ (♦(❛❧ ❡❧❡❝($♦♥ ❞❡♥)✐(② ✐) ❛❧✇❛②) ❝♦♥)❡$✈❡❞✱ n = nS + nN ✳ ❆❜♦✈❡ Tc✱ (❤❡$❡

❛$❡ ♥♦ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ ❡❧❡❝($♦♥) ❛♥❞ (❤❡ (♦(❛❧ ❞❡♥)✐(② ✐) ❡9✉❛❧ (♦ n = nN ✳ ❖♥ (❤❡

♦(❤❡$ ❤❛♥❞✱ ❛( T = 0 ❑ ❛❧❧ ♦❢ (❤❡ ❢$❡❡ ❡❧❡❝($♦♥) ❜❡❝♦♠❡ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ ❛♥❞ n = nS✳

❲✐(❤ ✐♥❝$❡❛)✐♥❣ (❡♠♣❡$❛(✉$❡✱ nS ❣$❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝$❡❛)❡) ❛) )♦♠❡ ♦❢ (❤❡ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝(✐♥❣

❡❧❡❝($♦♥) ❜❡❝♦♠❡ ♥♦$♠❛❧ ❛♥❞ nN ✐♥❝$❡❛)❡)✳ ■♥ (❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐( ✐) ❛))✉♠❡❞ (❤❛(

(❤❡ ❡❧❡❝($✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞ ❛$❡ ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ♥♦( (♦ ❛✛❡❝( (❤❡ ❞❡♥)✐(② ♦❢ )(❛(❡)✳

✶✸



❚❤❡ ✜$%& ♦❢ &❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ❡,✉❛&✐♦♥% ✐% ♦❜&❛✐♥❡❞ ❜② ✇$✐&✐♥❣ &❤❡ %❡❝♦♥❞ ◆❡✇&♦♥% ❧❛✇

❢♦$ %✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&✐♥❣ ❡❧❡❝&$♦♥% ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝&$✐❝ ✜❡❧❞ E

m
dvS

dt
= eE, ✭✶✳✶✶✮

✇❤❡$❡ m ✐% &❤❡ ❡❧❡❝&$♦♥ ♠❛%%✱ vS ✐% &❤❡ %✉♣❡$✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐&② ❛♥❞ e ✐% &❤❡ ❡❧❡❝&$♦♥ ❝❤❛$❣❡✳

■& ✐% ❛%%✉♠❡❞ &❤❛& nN ❛♥❞ nS ❛$❡ ❝♦♥%&❛♥& ✐♥ %♣❛❝❡ ❛♥❞ &✐♠❡✳ ❚❛❦✐♥❣ &❤❡ ❞❡♥%✐&② ♦❢ &❤❡

%✉♣❡$❝✉$$❡♥& &♦ ❜❡ JS = nS e vS✱ ✇❡ ❣❡& ❢$♦♠ &❤❡ ♣$❡✈✐♦✉% ❢♦$♠✉❧❛ &❤❡ ✜$%& ▲♦♥❞♦♥

❡,✉❛&✐♦♥

E =
m

nSe2

dJS

dt
. ✭✶✳✶✷✮

■♥ %&❛&✐♦♥❛$② ❝❛%❡✱ ✇❤❡♥ dJS/dt = 0✱ &❤❡ ❢♦$♠✉❧❛ %&❛&❡% &❤❛& &❤❡$❡ ✐% ♥♦ ❡❧❡❝&$✐❝❛❧ ✜❡❧❞

✐♥%✐❞❡ &❤❡ %✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&♦$✳ ❚❤❡ %❡❝♦♥❞ ▲♦♥❞♦♥ ❡,✉❛&✐♦♥ ❞❡✜♥❡% &❤❡ $❡❧❛&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥

&❤❡ %✉♣❡$❝✉$$❡♥& ❛♥❞ &❤❡ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ %✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&♦$✳ ◆♦✇✱ ✇❡ %✉❜%&✐&✉&❡ &❤❡

▼❛①✇❡❧❧ ❡,✉❛&✐♦♥% ✐♥&♦ ❡,✳✶✳✶✷ ❛♥❞ ✐♥&❡❣$❛&❡ ♦✈❡$ &✐♠❡✳ ❆❢&❡$ %❡&&✐♥❣ &❤❡ ✐♥&❡❣$❛&✐♦♥

❝♦♥%&❛♥& &♦ ③❡$♦✱ ❛% ♣$♦♣♦%❡❞ ✐♥ &❤❡ ▲♦♥❞♦♥ &❤❡♦$②✱ ✇❡ ♦❜&❛✐♥ &❤❡ %❡❝♦♥❞ ▲♦♥❞♦♥

❡,✉❛&✐♦♥

H + λ2 rot rotH = 0, ✭✶✳✶✸✮

✇❤❡$❡ λ ✐% &❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ♣❡♥❡&$❛&✐♦♥ ❞❡♣&❤ ❣✐✈❡♥ ❛%

λ2 =
m

µ0 nS e2
. ✭✶✳✶✹✮

❋$♦♠ &❤❡ %❡❝♦♥❞ ▲♦♥❞♦♥ ❡,✉❛&✐♦♥ ✉%❡❞ ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ❝❛%❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ &❤❛& &❤❡

♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ ♣❡♥❡&$❛&❡% ✐♥&♦ &❤❡ %✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&♦$ ❜✉& ✐&% ❛♠♣❧✐&✉❞❡ ❢❛❧❧% ♦✛ ❡①♣♦✲

♥❡♥&✐❛❧❧② ✇✐&❤ ✐♥❝$❡❛%✐♥❣ ❞✐%&❛♥❝❡ ❢$♦♠ &❤❡ %✉$❢❛❝❡ y ❛% H = H0e
−y/λ

✱ ✇❤❡$❡ H0 ✐%

&❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ ❛& &❤❡ %✉$❢❛❝❡✳ λ ✐% ❛♥ ✐♠♣♦$&❛♥& ♠❛&❡$✐❛❧ ♣$♦♣❡$&② ♦❢ ❛

%✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&✐♥❣ ♠❛&❡$✐❛❧✱ ❞❡✜♥✐♥❣ &❤❡ ❧❡♥❣&❤ %❝❛❧❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ &❤❡ %✉♣❡$❝✉$$❡♥&% %❤✐❡❧❞

&❤❡ ❡①&❡$♥❛❧ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ &♦ 1/e ♦❢ ✐&% ✈❛❧✉❡ ❛& &❤❡ %✉$❢❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ λ ❞❡♣❡♥❞% ♦♥ &❤❡

%✉♣❡$✢✉✐❞ ❞❡♥%✐&②✱ ✐& ✐% ❛❧%♦ &❡♠♣❡$❛&✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥&✳

✶✳✸ ●✐♥③❜✉)❣✲▲❛♥❞❛✉ /❤❡♦)②

❚❤❡ ✜$%& ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ &❤❡♦$② ♦❢ %✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&✐✈✐&② ✇❛% ♣$♦♣♦%❡❞ ❜② ❱✳ ▲✳ ●✐♥③❜✉$❣

❛♥❞ ▲✳ ❉✳ ▲❛♥❞❛✉ ❬✻❪✳ ❖♣♣♦%✐&❡ &♦ &❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐& &❛❦❡% ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥& &❤❛& &❤❡

%✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&✐♥❣ %&❛&❡ ✐% ♠♦$❡ ♦$❞❡$❡❞ &❤❛♥ ♥♦$♠❛❧ ♦♥❡✳ ●✐♥③❜✉$❣✲▲❛♥❞❛✉ &❤❡♦$②

%&✉❞✐❡% &❤❡ %✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&✐✈✐&② ✇✐&❤✐♥ &❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ &❤❡ ♣❤❛%❡ &$❛♥%✐&✐♦♥% ❛♥❞

✶✹



 ❛❦❡$  ❤❡ &✉❛♥ ✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ψ(r) ♦❢  ❤❡ ❡❧❡❝ 1♦♥✐❝ $✉♣❡1✢✉✐❞ ❛$  ❤❡

♦1❞❡1 ♣❛1❛♠❡ ❡1✳

▲❛♥❞❛✉  ❤❡♦1② ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥  ❤❡ ❛$$✉♠♣ ✐♦♥  ❤❛  ❤❡ ●✐❜❜$ ❢1❡❡ ❡♥❡1❣② ❞❡♥$✐ ② ❝❛♥

❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ♦ ♣♦✇❡1$ ♦❢ ψ ❛$

GS = GN + λψ + αψ2 + γψ3 + (β/2)ψ4. ✭✶✳✶✺✮

❚❤✐$ ❛♣♣1♦①✐♠❛ ✐♦♥ ✐$ ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ❢♦1 $♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡$ ♦❢ ψ✱  ❤✉$ ❝❧♦$❡  ♦ Tc✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥ ♦

❛❝❝♦✉♥  ❤❛ ✐♥ ♥♦1♠❛❧ $ ❛ ❡ GS = GN ✱ ♣❛1❛♠❡ ❡1 λ ✐♥  ❤❡ ❡①♣❛♥$✐♦♥ ✐$ $❡  ♦ ③❡1♦

❞✐$♠✐$$✐♥❣  ❤❡ ❧✐♥❡❛1  ❡1♠ ✐♥  ❤❡ ❡&✉❛ ✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧$♦ ❡①❝❧✉❞❡ ♣❛1❛♠❡ ❡1 γ

❜❡❝❛✉$❡ ♦ ❤❡1✇✐$❡ GS ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐ ❤  ❤❡ $✐❣♥ ❛♥❞ ♣❤❛$❡ ♦❢ ψ✳ ❋♦1 $✉♣❡1❝♦♥❞✉❝✲

 ♦1$  ❤✐$ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥  ❤❛  ❤❡ ❡&✉✐❧✐❜1✐✉♠ $ ❛ ❡ ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥  ❤❡ ❞✐1❡❝ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡

❝✉11❡♥ ✱ ✇❤✐❝❤ $❤♦✉❧❞ ♥♦ ❜❡  ❤❡ ❝❛$❡ ✐♥ ♦1❞❡1  ♦ ♣1❡$❡1✈❡  ❤❡ $②♠♠❡ 1② ♦❢ ♣❤❛$❡ ❛♥❞

 ✐♠❡✳ ■♥ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞ ❣✐✈❡♥ ❜② H ❛♥❞ ✈❡❝ ♦1 ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ A✱ ❛❞❞✐ ✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ $ ❛1❡

❛❞❞❡❞  ♦  ❤❡ ●✐❜❜$ ❡♥❡1❣② ✐♥ ❡&✳✶✳✶✺✱ ❛♥❞ $♦  ❤❡ ❦✐♥❡ ✐❝ ❡♥❡1❣② ♦❢  ❤❡ $✉♣❡1❝♦♥❞✉❝ ✲

✐♥❣ ❡❧❡❝ 1♦♥$ ❛♥❞ ❡♥❡1❣② ♦❢  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥$✐❞❡  ❤❡ $✉♣❡1❝♦♥❞✉❝ ♦1✳ ❲❤❡♥ ✇❡

❝♦♥$✐❞❡1  ❤❡ ●✐❜❜$ ❢1❡❡ ❡♥❡1❣② ❞❡♥$✐ ② 1❡❧❛ ❡❞ ♦♥❧②  ♦  ❤❡ ❜♦❞②✱ ✇❡ ❣❡ 

GS,H = FN + α|ψ|2 +
β

2
|ψ|4 +

1

4m
|−ih̄∇ψ − 2eAψ|2 − BH +

B2

2µ0

. ✭✶✳✶✻✮

❚♦ ✜♥❞  ❤❡ ❡&✉✐❧✐❜1✐✉♠ $ ❛ ❡ ✇❡ ✐♥ ❡❣1❛ ❡ GS,H  ❤1♦✉❣❤  ❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢  ❤❡ $✉♣❡1❝♦♥✲

❞✉❝ ♦1 ❛♥❞ ✜♥❞ ✐ $ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇✐ ❤ 1❡$♣❡❝  ♦ ψ(r) ❛♥❞ A(r)✱ $✉♣♣♦$✐♥❣  ❤❛  ❤❡$❡

❛1❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ❢✉♥❝ ✐♦♥$✳ ❆$ $♦❧✉ ✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡  ✇♦ ●✐♥③❜✉1❣✲▲❛♥❞❛✉ ❡&✉❛ ✐♦♥$

ξ2(i∇+
A

φ0

)2ψ − ψ + ψ|ψ|2 = 0 ✭✶✳✶✼✮

❛♥❞

Js =
|ψ|2

λ2

(

φ0

2π
∇ϕ− A

)

, ✭✶✳✶✽✮

✇❤❡1❡

ξ =
h̄

(4m|α|)1/2 ✭✶✳✶✾✮

✐$  ❤❡ ❝♦❤❡1❡♥❝❡ ❧❡♥❣ ❤ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❝❤❛1❛❝ ❡1✐$ ✐❝ $❝❛❧❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤  ❤❡ $♣❛ ✐❛❧ ✈❛1✐❛ ✐♦♥

♦❢ ψ ♦❝❝✉1$✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ❧♦✇  ❡♠♣❡1❛ ✉1❡$ ξ ❞♦❡$ ♥♦ ✈❛1② ♠✉❝❤✱ ❣♦✐♥❣ ❝❧♦$❡1  ♦ Tc✱

ξ ✐♥❝1❡❛$❡$ ✇✐ ❤  ❡♠♣❡1❛ ✉1❡ ❛$ (Tc − T )−1/2
✱ ❞✐✈❡1❣✐♥❣ ❛ Tc  ♦ ✐♥✜♥✐ ②✳ ❋1♦♠ ●▲

 ❤❡♦1② ✐♥ 1♦❞✉❝✐♥❣ ξ✱ ❛♥♦ ❤❡1 ❝❤❛1❛❝ ❡1✐$ ✐❝ ♠❛ ❡1✐❛❧ ♣1♦♣❡1 ② ♦❢ $✉♣❡1❝♦♥❞✉❝ ♦1$✱  ❤❡

 ❤❡1♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝1✐ ✐❝❛❧ ✜❡❧❞ Hc ❝❛♥ ❜❡ ✇1✐  ❡♥ ❛$

Hc =
φ0

µ02π
√
2λξ

. ✭✶✳✷✵✮

✶✺



✶✳✹ ❇❛%❞❡❡♥✲❈♦♦♣❡%✲❙❝❤%✐❡✛❡% 2❤❡♦%②

❚❤❡ #❡$✉❧'$ ♦❢ '❤❡ ●✐♥③❜✉#❣✲▲❛♥❞❛✉ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ '❤❡♦#② ❝❛♥♥♦' ❜❡ ✉$❡❞ ♦♥ '❤❡

♠✐❝#♦$❝♦♣✐❝❛❧ $❝❛❧❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦' ❡①♣❧❛✐♥ '❤❡ ♦#✐❣✐♥ ♦❢ $✉♣❡#❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'②✳ ❉✐$❝♦✈❡#② ♦❢

'❤❡ ✐$♦'♦♣✐❝ ❡✛❡❝' ❬✼❪ ✇❛$ '❤❡ ✜#$' ❝❧✉❡ $✉❣❣❡$'✐♥❣ '❤❛' $✉♣❡#❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② ✐$ #❡❧❛'❡❞

'♦ ❡❧❡❝'#♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ✐♥'❡#❛❝'✐♦♥✳ ■❢ ✇❡ '❛❦❡ ✐$♦'♦♣❡$ ♦❢ '❤❡ $❛♠❡ $✉♣❡#❝♦♥❞✉❝'♦# ✇✐'❤

❞✐✛❡#❡♥' ❛'♦♠✐❝ ♠❛$$❡$✱ ✇❡ ✜♥❞ '❤❛' '❤❡✐# ❝#✐'✐❝❛❧ '❡♠♣❡#❛'✉#❡ Tc ♦❜❡②$ '❤❡ ❧❛✇

TcM
α = const., ✭✶✳✷✶✮

✇❤✐❝❤ ✐$ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❤❛#❛❝'❡#✐$'✐❝ ❢♦# '❤❡ ❡♥❡#❣② ♦❢ ♣❤♦♥♦♥$✳ ❚❤❡ ♦#✐❣✐♥ ♦❢ $✉✲

♣❡#❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② ✇❛$ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦# '❤❡ ✜#$' '✐♠❡ ❜② ❏✳ ❇❛#❞❡❡♥✱ ▲✳ ◆✳ ❈♦♦♣❡# ❛♥❞

❏✳ ❘✳ ❙❝❤#✐❡✛❡# ✭❇❈❙✮ ❬✽❪✳ ❚❤❡② ♣#❡❞✐❝'❡❞ '❤❡ ❡①✐$'❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛''#❛❝'✐✈❡ ❡❧❡❝'#♦♥✲

❡❧❡❝'#♦♥ ✐♥'❡#❛❝'✐♦♥ ♠❡❞✐❛'❡❞ ❜② ♣❤♦♥♦♥$✳ ■❢ '❤✐$ ✐♥'❡#❛❝'✐♦♥ ✐$ #❡'❛#❞❡❞ ❛❣❛✐♥$' '❤❡

❈♦✉❧♦♠❜ #❡♣✉❧$✐♦♥✱ ✐' ♠❛② ❧❡❛❞ '♦ ❡✛❡❝'✐✈❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝'#♦♥$ ❛♥❞ ❜❡ #❡$♣♦♥$✐❜❧❡ ❢♦#

'❤❡ ❡♠❡#❣✐♥❣ $✉♣❡#❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ $'❛'❡✳ ■♠❛❣✐♥❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ $✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝'#♦♥ ✐♥ '❤❡ ♠❛'❡#✐❛❧

❛' T = 0 ❑✱ ✇❤✐❝❤ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥❝#❡❛$❡$ '❤❡ ❞✐$'#✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛'✐✈❡ ❝❤❛#❣❡ ❛$ ✐' ♠♦✈❡$ ✐♥

'❤❡ ✐♦♥ ❧❛''✐❝❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝#❡❛$❡ ♦❢ ♥❡❣❛'✐✈❡ ❝❤❛#❣❡ ❛''#❛❝'$ '❤❡ ♣♦$✐'✐✈❡❧② ❝❤❛#❣❡❞

✐♦♥$ ✐♥ '❤❡ ❧❛''✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ $'❛#' '♦ ♠♦✈❡ '♦✇❛#❞$ ✐'✳ ❉✉❡ '♦ ❤✐❣❤❡# ♠❛$$✱ '❤❡ ✐♦♥$

♠♦✈❡ ♠✉❝❤ $❧♦✇❡# '❤❛♥ '❤❡ ❡❧❡❝'#♦♥$✱ '❤✉$ #❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ '❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥' ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ '❤❡

❡❧❡❝'#♦♥ ❝❛✉$✐♥❣ '❤❡ ✉♥❡✈❡♥ ❝❤❛#❣❡ ❞✐$'#✐❜✉'✐♦♥ ✐$ ❛❧#❡❛❞② ❣♦♥❡✳ ❚❤❡ #❡❞✐$'#✐❜✉'✐♦♥

♦❢ ♣♦$✐'✐✈❡ ✐♦♥$ ✐♥❞✉❝❡$ ❛ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝#❡❛$❡ ♦❢ ♣♦$✐'✐✈❡ ❝❤❛#❣❡ '❤❛' ❛''#❛❝'$ ❛♥♦'❤❡# ❡❧❡❝✲

'#♦♥✳ ❆$ ❛ #❡$✉❧'✱ '❤❡ '✇♦ ❡❧❡❝'#♦♥$ ❛#❡ ❝♦✉♣❧❡❞ '❤#♦✉❣❤ '❤❡✐# ✐♥'❡#❛❝'✐♦♥ ✇✐'❤ '❤❡

❝#②$'❛❧ ❧❛''✐❝❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜♦✉♥❞ $'❛'❡ ♦❢ '✇♦ ❡❧❡❝'#♦♥$ ✐$ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❈♦♦♣❡# ♣❛✐#✳ ❖♥❧② '❤❡

❡❧❡❝'#♦♥$ '❤❛' ❝❛♥ $❤✐❢' ✐♥'♦ ❛ ♥❡✇ $'❛'❡ ♠❛② ♣❛#'✐❝✐♣❛'❡ ✐♥ '❤❡ ✐♥'❡#❛❝'✐♦♥✱ '❤❡#❡❢♦#❡

'❤❡② ❤❛✈❡ '♦ ❝♦♠❡ ❢#♦♠ '❤❡ ❝❧♦$❡ ♣#♦①✐♠✐'② ♦❢ '❤❡ ❋❡#♠✐ $✉#❢❛❝❡✳ ❆$ '❤❡ ❡❧❡❝'#♦♥$ ❛#❡

❝♦✉♣❧❡❞ ❈♦♦♣❡# ♣❛✐#$ ❜② ❛ ❝❡#'❛✐♥ ❡♥❡#❣② 2∆✱ ❛♥ ❡♥❡#❣② ❣❛♣ ♦❢ '❤✐$ $✐③❡ ❛♣♣❡❛#$ ✐♥

'❤❡ ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ $'#✉❝'✉#❡ ❛' '❤❡ ❋❡#♠✐ $✉#❢❛❝❡✳

❆♥ ✐♠♣♦#'❛♥' ♣❛#❛♠❡'❡# ❢♦# $✉♣❡#❝♦♥❞✉❝'♦#$ ✐$ ❛ $♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ #❛'✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐$

'❤❡ #❛'✐♦ ♦❢ ❡♥❡#❣② ❣❛♣ ✈❛❧✉❡ ❛' ✵ ❑✱ ∆0✱ ❝#✐'✐❝❛❧ '❡♠♣❡#❛'✉#❡✱ Tc✱ ❛♥❞ '❤❡ ❇♦❧'③♠❛♥♥

❝♦♥$'❛♥'✱ kB✳ ■'$ ✈❛❧✉❡ #❡$✉❧'✐♥❣ ❢#♦♠ '❤❡ ❇❈❙ '❤❡♦#② ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ❢♦# ❛♥ ✐$♦'#♦♣✐❝

$✉♣❡#❝♦♥❞✉❝'♦# ✇✐'❤ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝'#♦♥$ ✐$

2∆0

kBTc
= 3.52. ✭✶✳✷✷✮

❚❤✐$ ✈❛❧✉❡ ✇❛$ ❡①♣❡#✐♠❡♥'❛❧❧② ❝♦♥✜#♠❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♦❢ '❤❡ ❝❧❛$$✐❝❛❧ ❧♦✇ '❡♠♣❡#❛'✉#❡

$✉♣❡#❝♦♥❞✉❝'♦#$✳

✶✻



❋!♦♠ $❤❡ ❇❈❙ $❤❡♦!②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡$ $❤❡ !❡❧❛$✐♦♥ ❢♦! Hc ❛$ ✵ ❑✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡!❡♥❝❡ ♦❢

❡♥❡!❣② ❞❡♥:✐$✐❡: ♦❢ ♥♦!♠❛❧ ❛♥❞ :✉♣❡!❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ :$❛$❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣!❡::❡❞ ❜② $❤❡ ❞❡♥:✐$②

♦❢ :$❛$❡: ❛$ $❤❡ ❋❡!♠✐ :✉!❢❛❝❡ g(EF ) ❛♥❞ ∆(0) ❛:

ES − EN ∼ −g(EF )∆0

∆0

2
. ✭✶✳✷✸✮

■♥ $❤✐: ❡①♣!❡::✐♦♥ g(EF )∆0 ✐: $❤❡ $♦$❛❧ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ❡❧❡❝$!♦♥: ♣❡! ✉♥✐$ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ $❤❛$

♣❛!$✐❝✐♣❛$❡ ✐♥ :✉♣❡!❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$② ❛♥❞ ∆0/2 ✐: $❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡!❣② ♣❡! ❡❛❝❤ ❡❧❡❝$!♦♥ ✐♥

$❤❡ ❈♦♦♣❡! ♣❛✐!✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛!❡ ✐$ ✇✐$❤ $❤❡ ❝♦♥❞❡♥:❛$✐♦♥ ❡♥❡!❣② ❞❡♥:✐$② ❢!♦♠ ❡F✳✶✳✻✱

✇❡ ❣❡$ $❤❡ ❡①♣!❡::✐♦♥ ❢♦! Hc(0)✿

Hc(0) = ∆0

√

g(EF )/µ0. ✭✶✳✷✹✮

❖♣♣♦:✐$❡ $♦ $❤❡ ●✐♥③❜✉!❣✲▲❛♥❞❛✉ $❤❡♦!②✱ $❤❡ ❇❈❙ $❤❡♦!② ❞❡:❝!✐❜❡: $❤❡ $❤❡!♠♦❞②✲

♥❛♠✐❝ ❝!✐$✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ $❡!♠: ♦❢ $❤❡ ❜❛:✐❝ ♠❛$❡!✐❛❧ :✉♣❡!❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ♣!♦♣❡!$✐❡: !❡♣!❡✲

:❡♥$✐♥❣ ✐$: ❡❧❡❝$!♦♥✐❝ :♣❡❝$!✉♠ ❛♥❞ ❡❧❡❝$!♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ✐♥$❡!❛❝$✐♦♥✳

✶✳✺ ❙✉♣❡'❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ✈♦',✐❝❡0 ✐♥ ,②♣❡ ■■ 0✉♣❡'❝♦♥✲

❞✉❝,♦'0

❚❤❡ !❛$✐♦ ♦❢ $❤❡ $✇♦ ❝❤❛!❛❝$❡!✐:$✐❝ ❧❡♥❣$❤:✱ $❤❡ ♣❡♥❡$!❛$✐♦♥ ❞❡♣$❤ ❛♥❞ $❤❡ ❝♦❤❡!❡♥❝❡

❧❡♥❣$❤ ❣✐✈❡: $❤❡ :♦✲❝❛❧❧❡❞ ●✐♥③❜✉!❣✲▲❛♥❞❛✉ ♣❛!❛♠❡$❡!

κ =
λ

ξ
✭✶✳✷✺✮

❆: λ ❛♥❞ ξ ❞❡$❡!♠✐♥❡ $❤❡ :❝❛❧❡ ♦❢ ✈❛!✐❛$✐♦♥ ♦❢ H ❛♥❞ ψ✱ ♣❛!❛♠❡$❡! κ !❡♣!❡:❡♥$: $❤❡

❡✛❡❝$ ♦❢ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ $❤❡ ♦!❞❡! ♣❛!❛♠❡$❡!✳ ❋♦! $②♣❡ ■ :✉♣❡!❝♦♥❞✉❝$♦!:✱ κ << 1

✭♦! λ << ξ✮✳ ❚❤❡ ❡①$❡!♥❛❧ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ✐: :❤✐❡❧❞❡❞ ✐♥:✐❞❡ $❤❡ :❛♠♣❧❡ ❜② $❤❡ :✉♣❡!✲

❝✉!!❡♥$: ♦♥ $❤❡ ❧❡♥❣$❤ ♠✉❝❤ :♠❛❧❧❡! $❤❛♥ ξ ✭:❡❡ ❋✐❣✳✶✳✷✲Left✮✳ ❚❤❡ ♦!❞❡! ♣❛!❛♠❡$❡!

ψ ✐: ❛✛❡❝$❡❞ ❜② ✜❡❧❞ ♦♥❧② ♦♥ ❛ :♠❛❧❧ ❧❡♥❣$❤ ❛♥❞ $❤❡ :✉♣❡!❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$② ✐: :✉♣♣!❡::❡❞

♦♥❧② ✇❤❡♥ $❤❡ ✜❡❧❞ !❡❛❝❤❡: Hc✳ ❖♥ $❤❡ ♦$❤❡! ❤❛♥❞ ❢♦! $②♣❡ ■■ :✉♣❡!❝♦♥❞✉❝$♦!:✱ ✜❡❧❞

❛✛❡❝$: $❤❡ ♦!❞❡! ♣❛!❛♠❡$❡! ♦♥ ♠✉❝❤ ❧❛!❣❡! :❝❛❧❡ ❛: λ >> ξ✳ ▲❡$ ✉: ♥♦✇ ❛♥❛❧②:❡ $❤❡

❡✛❡❝$ ♦❢ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ $❤❡ ♦!❞❡! ♣❛!❛♠❡$❡! ❜② :$✉❞②✐♥❣ $❤❡ :✉!❢❛❝❡ ❡♥❡!❣② ♦❢ $❤❡

✐♥$❡!❢❛❝❡ ♦❢ ♥♦!♠❛❧ ♠❡$❛❧ ❛♥❞ :✉♣❡!❝♦♥❞✉❝$♦! ✭◆✲❙✮✱ σNS✱ ✇❤✐❝❤ ✐: ❣✐✈❡♥ ❜②

σNS =

∞
∫

−∞

(GS −GN)dx. ✭✶✳✷✻✮

✶✼



λλλλ    

H(x) 

ξξξξ    

N S �Ψ(x)�2 

�

� �

H(x) 

N S 

ξξξξ    

λλλλ    

�Ψ(x)�2 

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✿ ❙♣❛-✐❛❧ ✈❛$✐❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♦$❞❡$ ♣❛$❛♠❡-❡$ ψ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡-✐❝ ✜❡❧❞ H ✐♥

-②♣❡ ■ ✭❧❡❢-✮ ❛♥❞ -②♣❡ ■■ ✭$✐❣❤-✮ <✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-♦$<✳

❇② ✉<✐♥❣ -❤❡ ●✐♥③❜✉$❣✲▲❛♥❞❛✉ ❡C✉❛-✐♦♥ ✭❡C✳✶✳✶✻✮ ❛♥❞ ❛❢-❡$ ❝❡$-❛✐♥ ❡❞✐-✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥

❣❡-

σNS ≈ H2
c

∞
∫

−∞

[

ξ2

(

dψ

dx

)2

+
H(H −Hc)

2H2
c

]

dx. ✭✶✳✷✼✮

❇② ❛<<✉♠✐♥❣ -❤❛- ψ ❝❤❛♥❣❡< ❢$♦♠ ✶ -♦ ✵ ❡①♣♦♥❡♥-✐❛❧❧② ❣♦✐♥❣ ❢$♦♠ <✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-✐♥❣ -♦

♥♦$♠❛❧ <-❛-❡✱ ❛♥❞ -❤❛- -❤❡ ✜❡❧❞ ❛❧<♦ ❞❡❝$❡❛<❡< ❡①♣♦♥❡♥-✐❛❧❧② ❛❝❝♦$❞✐♥❣ -♦ -❤❡ ▲♦♥❞♦♥

-❤❡♦$②✱ σNS ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛-❡❞ ❛< -❤❡ <✉♠ ♦❢ -✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥-<

σ1 ∼
ξH2

c

µ0

❛♥❞ σ2 ∼ −
λH2

c

2µ0

. ✭✶✳✷✽✮

❋♦$ -②♣❡ ■ <✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-♦$ ✇❤❡$❡ λ << ξ✱ -❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♠❡< ❢$♦♠ σ1 ❛♥❞

-❤❡ -♦-❛❧ <✉$❢❛❝❡ ❡♥❡$❣② ✐< ❛❧✇❛②< ♣♦<✐-✐✈❡✳ ❚♦ ❞❡<-$♦② <✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-✐✈✐-②✱ ❛ ✇♦$❦

µ0H
2
c /2 ❤❛< -♦ ❜❡ ❞♦♥❡ -♦ <❤✐❢- -❤❡ ◆✲❙ ❜♦$❞❡$ ❜② -❤❡ ❞✐<-❛♥❝❡ ♦❢ ξ✳ ❚❤✐< ❜❛$$✐❡$ ✐<

♦✈❡$❝♦♠❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ -❤❡ ♠❛❣♥❡-✐❝ ✜❡❧❞ $❡❛❝❤❡< Hc✳ ❚❤✉< -❤❡ -②♣❡ ■ <✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-♦$<

❞♦ ♥♦- ❛❧❧♦✇ ♠❛❣♥❡-✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ -❤❡✐$ ✐♥-❡$✐♦$✳ ■♥ -②♣❡ ■■ <✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-♦$<✱ -❤❡ ♠❛✐♥

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ -❤❡ ✐♥-❡$❢❛❝❡ ❡♥❡$❣② ❤❛< σ2✳ ❆< λ >> ξ✱ -❤❡ ✜❡❧❞ ♣❡♥❡-$❛-❡< ❞❡❡♣ ✐♥-♦

-❤❡ <✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-♦$✱ ❢❛$ ❜❡❤✐♥❞ ξ ✇❤❡$❡ <✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-✐✈✐-② <-✐❧❧ ❡①✐<-<✳ ■♥ -❤✐< $❡❣✐♦♥✱

❡❧❡❝-$♦♥< ❛$❡ <-✐❧❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ -❤❡ ❈♦♦♣❡$ ♣❛✐$< ❛♥❞ ❤❛✈❡ <♠❛❧❧❡$ ❡♥❡$❣② -❤❛♥ -❤❡ ♥♦$♠❛❧

❡❧❡❝-$♦♥<✱ $❡<✉❧-✐♥❣ ✐♥ -❤❡ ♥❡❣❛-✐✈❡ σNS✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ❢♦$ -②♣❡ ■■ <✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-♦$<✱ ✐- ♠❛②

❜❡ ❡♥❡$❣❡-✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦✉$❛❜❧❡ -♦ ❧❡- -❤❡ ♠❛❣♥❡-✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥<✐❞❡ -❤❡✐$ ✐♥-❡$✐♦$✳ ❚❤✐< ❤❛♣♣❡♥<

✐♥ -❤❡ ❢♦$♠ ♦❢ C✉❛♥-✐③❡❞ <✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-✐♥❣ ✈♦$-✐❝❡< ❞❡<♣✐-❡ -❤❛- -❤❡✐$ ❢♦$♠❛-✐♦♥ ❝♦<-<

<♦♠❡ ❡♥❡$❣②✳

❚♦ ✜♥❞ ♦✉- ✇❤② ✐< -❤❡ ♠❛❣♥❡-✐❝ ✢✉① C✉❛♥-✐③❡❞ ✐♥ -❤❡ <✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-♦$<✱ ✇❡ -❛❦❡ ✐♥-♦

❛❝❝♦✉♥- -❤❡ ✇❛✈❡ ❝❤❛$❛❝-❡$ ♦❢ -❤❡ <✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-✐♥❣ ❡❧❡❝-$♦♥< ❛♥❞ ❝♦♥<-$✉❝- -❤❡ C✉❛♥✲

-✉♠ ❣❡♥❡$❛❧✐③❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ <❡❝♦♥❞ ▲♦♥❞♦♥ ❡C✉❛-✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦♦♣❡$
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♣❛✐# ✐♥ %❤❡ (✉♣❡#✢✉✐❞ ❝♦♥❞❡♥(❛%❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇#✐%%❡♥ ❛( ψ(r) = (ns/2)
1/2eiϕ(r)✱ ✇❤❡#❡ ϕ ✐(

%❤❡ ♣❤❛(❡ ♦❢ %❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❛♥❞ ψ ✇❛( ♥♦#♠❛❧✐③❡❞ %♦ ❛❝❝♦✉♥% %❤❛% %❤❡ ❞❡♥(✐%② ♦❢

❡❧❡❝%#♦♥ ♣❛✐#( ✐( ns/2✳ ❋#♦♠ 9✉❛♥%✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝(✱ %❤❡ ♠♦♠❡♥%✉♠ p ♦❢ ❛ ♣❛#%✐❝❧❡ ✇✐%❤

♠❛(( 2m ❛♥❞ ❝❤❛#❣❡ 2e ✐♥ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ✐( ❣✐✈❡♥ ❜②

p = h̄∇ϕ = 2mvS + 2eA, ✭✶✳✷✾✮

✇❤❡#❡ h̄ ✐( %❤❡ A❧❛♥❝❦ ❝♦♥(%❛♥%✱ vS ✐( %❤❡ ♣❛#%✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐%② ❛♥❞ A ✐( %❤❡ ✈❡❝%♦# ♣♦%❡♥%✐❛❧

♦❢ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞✳ ❯(✐♥❣ %❤❡ ❢♦#♠✉❧❛ ✶✳✶✹ ❛♥❞ ✶✳✷✾✱ ✇❡ ❣❡% ❢♦# %❤❡ ❞❡♥(✐%② ♦❢ %❤❡

(✉♣❡#❝✉##❡♥%

Js = nS e vS =
1

µ0λ2

(

φ0

2π
∆ϕ− A

)

, ✭✶✳✸✵✮

✇✐%❤ φ0 = h/(2e)✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❛((✉♠❡ %❤❛% %❤❡#❡ ✐( ❛ ❝②❧✐♥❞#✐❝❛❧ (✉♣❡#❝♦♥❞✉❝%♦# ✇✐%❤ ❛

❤♦❧❡ ✐♥(✐❞❡✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ %❤❡ ♥♦#♠❛❧ (%❛%❡ ❛♥❞ %❤❡♥ ❜❡❣✐♥ %♦ ❞❡❝#❡❛(❡ %❤❡

%❡♠♣❡#❛%✉#❡ ❜❡❧♦✇ Tc✳ ❚❤❡ (❛♠♣❧❡ ❜❡❝♦♠❡( (✉♣❡#❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ ❡①♣❡❧❧✐♥❣ %❤❡ ✜❡❧❞ ❢#♦♠

✐%( ✐♥%❡#✐♦#✱ ❤♦✇❡✈❡# (♦♠❡ ✜❡❧❞ #❡♠❛✐♥( ✐♥ %❤❡ ❤♦❧❡ ✐♥(✐❞❡ %❤❡ ❝②❧✐♥❞❡#✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛%❡ %❤❡

%#❛♣♣❡❞ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✢✉① φ✱ ✇❡ ✐♥%❡❣#❛%❡ %❤❡ ✈❡❝%♦# ♣♦%❡♥%✐❛❧ A ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝❧♦(❡❞ ❝✉#✈❡

❢❛# ❢#♦♠ %❤❡ (✉♣❡#❝♦♥❞✉❝%♦# ❛% ❛ ❞✐(%❛♥❝❡ ❧❛#❣❡# %❤❛♥ λ✱ ✇❤❡#❡ %❤❡ (✉♣❡#❝✉##❡♥%( ❛#❡

③❡#♦✳ ❲✐%❤ %❤❡ ✉(❡ ♦❢ ❡9✉❛%✐♦♥ ✶✳✶✹ ❛♥❞ ✶✳✸✵✱ ✇❡ ❣❡%

φ =

∮

Adl =
φ0

2π

∮

∇ϕdl. ✭✶✳✸✶✮

❆( %❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ (✉♣❡#❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ ❡❧❡❝%#♦♥( ❤❛( %♦ ❜❡ ❝♦♥%✐♥✉♦✉(✱ ✐%( ♣❤❛(❡

♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝✉#✈❡ ♦♥❧② ❜② %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 2π✳ ❚❤❡ #❡(✉❧% ♦❢ %❤❡ ✐♥%❡❣#❛❧ %❤❡♥

✐( 2πn✱ ✇❤❡#❡ n ✐( ❛♥ ✐♥%❡❣❡# ♥✉♠❜❡# ❛♥❞ ❢♦# %❤❡ %♦%❛❧ ✢✉① ✇❡ ❣❡% φ = nφ0✳ ❚❤✐(

♠❡❛♥( %❤❛% %❤❡ %♦%❛❧ ✢✉① ❤❛✈❡ %♦ ❜❡ ✐♥%❡❣❡# ♠✉❧%✐♣❧❡ ♦❢ φ0✱ ✇❤✐❝❤ ✐( %❤❡ 9✉❛♥%✉♠ ♦❢

♠❛❣♥❡%✐❝ ✢✉① ✇✐%❤ %❤❡ ✈❛❧✉❡ φ0 = 2.0678 10−15
❚♠

2
✳

❊❛❝❤ (✉♣❡#❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ ✈♦#%❡① ❤❛( ❛ ❝♦#❡ ✐♥ %❤❡ ♥♦#♠❛❧ (%❛%❡ ♦❢ (✐③❡ ξ✱ ❝❛##②✐♥❣ ♦♥❡

9✉❛♥%✉♠ ♦❢ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✢✉① φ0✳ ▼✉❧%✐♣❧❡ ✢✉① 9✉❛♥%❛ ✐♥ ♦♥❡ ✈♦#%❡① ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❡#❣❡%✐✲

❝❛❧❧② ✉♥❢❛✈♦✉#❛❜❧❡ ❛♥❞ %❤❡② ✇♦✉❧❞ (♣❧✐% (♣♦♥%❛♥❡♦✉(❧② ✐♥%♦ ❝♦❧❧❡❝%✐♦♥( ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧

✈♦#%✐❝❡(✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ✐( (❤✐❡❧❞❡❞ ❢#♦♠ %❤❡ ❝♦#❡ ❜② (✉♣❡#❝✉##❡♥%( ❛♥❞ %❤✐( ❛#❡❛ ❤❛( %❤❡

❝❤❛#❛❝%❡#✐(%✐❝ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ ♦❢ λ ✭(❡❡ (❦❡%❝❤ ✐♥ ❋✐❣✳✶✳✸✮✳

❚❤❡ (✉♣❡#❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ ✈♦#%❡① ✐( ❛♥ ♦❜❥❡❝%✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♠♦✈❡ ✐♥(✐❞❡ %❤❡ (✉♣❡#❝♦♥❞✉❝✲

%♦# ❛♥❞ (✉(%❛✐♥ ❡❧❡❝%#♦✲♠❛❣♥❡%✐❝ ✐♥%❡#❛❝%✐♦♥(✳ ■♥%❡#❛❝%✐♦♥ ♦❢ %✇♦ ✈♦#%✐❝❡( ✐( #❡♣✉❧(✐✈❡

❞✉❡ %♦ %❤❡ ❞✐#❡❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ (✉♣❡#❝✉##❡♥%( ✢♦✇✐♥❣ ❛#♦✉♥❞ %❤❡ ♥♦#♠❛❧ ❝♦#❡(✱ ✇❤✐❝❤ ✐(

❛❧(♦ %❤❡ #❡❛(♦♥ ✇❤② ✈♦#%❡① ✐( #❡♣❡❧❧❡❞ ❢#♦♠ %❤❡ (✉#❢❛❝❡ ♦❢ %❤❡ (✉♣❡#❝♦♥❞✉❝%♦#✱ ✇❤❡#❡
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H(x) 

�Ψ(x)�2 

λλλλ    

ξξξξ    

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✿ ❙❦❡,❝❤ ♦❢ ,❤❡ 1♣❛,✐❛❧ ✈❛$✐❛,✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡,✐❝ ✜❡❧❞ H(r) ❛♥❞ ♦$❞❡$

♣❛$❛♠❡,❡$ ξ(r) ✐♥ ,❤❡ 1✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ✈♦$,❡①✳ ❈♦❤❡$❡♥❝❡ ❧❡♥❣,❤ ξ ❞❡,❡$♠✐♥❡1 ,❤❡

1✐③❡ ♦❢ ,❤❡ ♥♦$♠❛❧ ✈♦$,❡① ❝♦$❡✳ =❡♥❡,$❛,✐♦♥ ❞❡♣,❤ λ ✐1 ,❤❡ ❧❡♥❣,❤ ,♦ ✇❤✐❝❤ ,❤❡ ✜❡❧❞

❢$♦♠ ,❤❡ ❝♦$❡ ♣❡♥❡,$❛,❡1 ✐♥,♦ ,❤❡ 1✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,♦$✳

1✉♣❡$❝✉$$❡♥,1 ✢♦✇ ✭1❡❡ ❋✐❣✳✶✳✹✮✳ ❱♦$,✐❝❡1 ♠❛② ✐♥,❡$❛❝, ❛❧1♦ ✇✐,❤ ❞✐✛❡$❡♥, ,②♣❡ ♦❢ ❞❡✲

❢❡❝,1 ,❤❛, ❛$❡ ♣$❡1❡♥, ✐♥ 1♠❛❧❧❡$ ♦$ ❧❛$❣❡$ ❛♠♦✉♥, ✐♥ ❛♥② $❡❛❧ 1❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐1 ✐♥,❡$❛❝,✐♦♥

✐1 ❛,,$❛❝,✐✈❡✱ ❛1 ✈♦$,❡① ♠❛② 1❛✈❡ ♣❛$, ♦❢ ✐,1 ❝♦$❡ ❡♥❡$❣② ❜② 1❡,,❧✐♥❣ ♦♥ ,❤❡ ❞❡❢❡❝,✱

✇❤❡$❡ ,❤❡ 1✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ♦$❞❡$ ♣❛$❛♠❡,❡$ ✐1 ❞✐1,✉$❜❡❞✳ ❚❤❡ ❛,,$❛❝,✐✈❡ ❢♦$❝❡ ❝❛✉1❡1

,❤❛, ,❤❡ ✈♦$,❡① ❣❡,1 ♣✐♥♥❡❞ ♦$ ,$❛♣♣❡❞ ❛, ,❤❡ 1♣♦,✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝❡♥,$❡✳

I
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F
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S

N S

H

I
S

I
S

F
M

F
M

H H

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✿ ❘❡♣✉❧1✐✈❡ ✐♥,❡$❛❝,✐♦♥ ♦❢ ✈♦$,❡① ✇✐,❤ ,❤❡ 1❛♠♣❧❡ 1✉$❢❛❝❡ ✭Left✮ ❛♥❞ ,✇♦

1✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ✈♦$,✐❝❡1 ✭Right✮✳

✶✳✻ ❉✐✛❡'❡♥) )②♣❡, ♦❢ ,✉♣❡'❝♦♥❞✉❝)✐✈✐)②

❇❈❙ ,❤❡♦$② ❝♦♥1✐❞❡$1 1✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,♦$1✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ 1②♠♠❡,$② ♦❢ ,❤❡✐$ ♦$❞❡$

♣❛$❛♠❡,❡$ ❝❛❧❧❡❞ s−✇❛✈❡ 1✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,♦$1 ❝❤❛$❛❝,❡$✐③❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐1♦,$♦♣✐❝ ❡♥❡$❣② ❣❛♣✳
❇❈❙ ,❤❡♦$② 1❡,1 ,❤❡ ❧♦✇❡$ ❧✐♠✐, ♦❢ ,❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ $❛,✐♦ ❢♦$ ,❤❡ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❈♦♦♣❡$

♣❛✐$1 ✭❡L✳✶✳✷✷✮✱ ❜✉, ♥♦, ,❤❡ ✉♣♣❡$ ❧✐♠✐,✳ ❖♥❡ ♦❢ ,❤❡ ✇❛② ❤♦✇ ,♦ ❞❡,❡$♠✐♥❡ ,❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

$❛,✐♦ ❢♦$ ❛ ❣✐✈❡♥ 1✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,♦$ ✐1 ,♦ ❡①♣❡$✐♠❡♥,❛❧❧② ♦❜,❛✐♥ ,❤❡ ,❡♠♣❡$❛,✉$❡ ❞❡♣❡♥✲

✷✵



❞❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ♣❡♥❡&)❛&✐♦♥ ❧❡♥❣&❤✱ λ(T )✳ ■♥ ❝❛1❡ &❤❛& ✇❡ ♥❡❣❧❡❝& ❛ 1♠❛❧❧ &❡♠♣❡)❛&✉)❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ κ✱ ❢)♦♠ ❇❈❙ &❤❡♦)② ✇❡ ❝❛♥ ♦❜&❛✐♥ &❤❡ &❡♠♣❡)❛&✉)❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡

1✉♣❡)✢✉✐❞ ❞❡♥1✐&② ❞✐)❡❝&❧② )❡❧❛&❡❞ &♦ &❤❡ ♣❡♥❡&)❛&✐♦♥ ❞❡♣&❤ &❤)♦✉❣❤ ❡;✳✶✳✶✹✳ ❋♦) λ(T )

✇❡ ❣❡&

λ−2(T )

λ−2(0)
= 1− 2

∫

∞

∆(T )

∂f

∂E

E
√

E2 −∆2(T )
dE, ✭✶✳✸✷✮

✇❤❡)❡ ∆(T ) ✐1 &❤❡ &❡♠♣❡)❛&✉)❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& 1✉♣❡)❝♦♥❞✉❝&✐♥❣ ❡♥❡)❣② ❣❛♣✱ f ✐1 &❤❡ ❋❡)♠✐

❢✉♥❝&✐♦♥ f = [1 + exp(E/kBT )]
−1

❛♥❞ &❤❡ ✐♥&❡❣)❛&✐♦♥ ✐1 ❞♦♥❡ ♦✈❡) ❡♥❡)❣② ❝♦✉♥&❡❞

❢)♦♠ &❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❬✾❪✳ ❚❤❡ &❡♠♣❡)❛&✉)❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ❡♥❡)❣② ❣❛♣ ❝❛♥

❜❡ ❛♣♣)♦①✐♠❛&❡❞ ❜② ❬✶✵❪

∆(T ) = ∆0 1.76 tanh[1.82 (1.018 [(Tc/T )− 1])0.51]. ✭✶✳✸✸✮

❚❤❡ ♦♥❧② ♣❛)❛♠❡&❡) ✐♥ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐1 &❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ )❛&✐♦ 2∆/kBTc✳ ❋♦)♠✉❧❛ ✶✳✸✷ ✐1

✉1❡❞ ✐♥ &❤❡ ❝❧❡❛♥ ❧✐♠✐& ❝❛1❡1✱ ✇❤❡♥ &❤❡ ❝♦❤❡)❡♥❝❡ ❧❡♥❣&❤ ❞❡✜♥✐♥❣ &❤❡ ❞✐♠❡♥1✐♦♥ ♦❢ &❤❡

❈♦♦♣❡) ♣❛✐) ✐1 1♠❛❧❧❡) &❤❛♥ &❤❡ ♠❡❛♥ ❢)❡❡ ♣❛&❤✱ l✳ ■♥ &❤❡ ♦♣♣♦1✐&❡ ❝❛1❡✱ ✇❤❡♥ ξ >> l✱

&❤❡ 1✉♣❡)❝♦♥❞✉❝&♦) ✐1 ✐♥ &❤❡ ❞✐)&② ❧✐♠✐& ❛♥❞ ❜♦&❤ ξ ❛♥❞ λ ❛)❡ ❛✛❡❝&❡❞ ❜② ❡❧❡❝&)♦♥

1❝❛&&❡)✐♥❣✳ ■♥ &❤❡ ❞✐)&② ❧✐♠✐& ❢♦) λ(T ) ❛❝❝♦)❞✐♥❣ &♦ )❡❢✳❬✾❪ ❢♦❧❧♦✇1

λ(0)

λ(T )
=

∆(T )

∆(0)
tanh

[

∆(T )

2kBT

]

. ✭✶✳✸✹✮

❆ ♠♦❞❡❧ ❝✉)✈❡1 ♦❢ λ(T ) ♥♦)♠❛❧✐③❡❞ &♦ λ ♦❜&❛✐♥❡❞ ❛& ✵ ❑✱ λ(0)✱ ❢♦) 1❡❧❡❝&❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣

)❛&✐♦ ✈❛❧✉❡1 ❛)❡ ❝♦♠♣❛)❡❞ ❢♦) &❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❝❧❡❛♥ ❛♥❞ ❞✐)&② ❧✐♠✐& ✐♥ ❋✐❣✳✶✳✺✳ ■♥ ❣❡♥❡)❛❧

&❤❡ ❝✉)✈❡1 1❛&✉)❛&❡ ✇✐&❤ T → 0 ❑ ❛♥❞ ❢♦) T → Tc &❤❡ &❡♠♣❡)❛&✉)❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ λ

✐1 ❛❧♠♦1& ❧✐♥❡❛)✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ λ(T ) ✐♥ ❝❧❡❛♥ ❛♥❞ ❞✐)&② ❧✐♠✐& ✐1 1✐❣♥✐✜❝❛♥& ❢♦)

1♠❛❧❧❡) ❝♦✉♣❧✐♥❣ )❛&✐♦1 ❜✉& ✐& ✐1 ❛❧♠♦1& ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛❧)❡❛❞② ❢♦) 2∆/(kBTc) = 4.5✳ ❈♦✉✲

♣❧✐♥❣ )❛&✐♦ 1♠❛❧❧❡) &❤❛♥ ✸✳✺✷ ✐♥❞✐❝❛&❡1 &❤❛& &❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐1 ♥♦& ❛ ❝❧❛11✐❝❛❧ s−✇❛✈❡
1✉♣❡)❝♦♥❞✉❝&♦)✳ ▼♦1& ♦❢ &❤❡ ✉♥❝♦♥✈❡♥&✐♦♥❛❧ 1✉♣❡)❝♦♥❞✉❝&♦)1 ❞♦ ♥♦& ❢♦❧❧♦✇ &❤❡ ❇❈❙

♠♦❞❡❧✱ ❛1 ❢♦) ❡①❛♠♣❧❡ &❤❡② ♠❛② ❡①♣❡)✐❡♥❝❡ ❞✐✛❡)❡♥& 1②♠♠❡&)② ♦❢ &❤❡ ♦)❞❡) ♣❛)❛♠❡&❡)

✭❡✳❣✳ d✲✇❛✈❡ ❤✐❣❤ &❡♠♣❡)❛&✉)❡ ❨❇❛❈✉❖ ❬✶✶❪✮ ♦) &❤❡② ♠✐❣❤& ❤❛✈❡ ♠✉❧&✐♣❧❡ 1✉♣❡)❝♦♥✲

❞✉❝&✐♥❣ ❡♥❡)❣② ❣❛♣1 ❛& &❤❡ ❋❡)♠✐ 1✉)❢❛❝❡ ✭❡✳❣✳ ▼❣❇2 ❬✶✷❪✮✳ ❚❤❡ &❡♠♣❡)❛&✉)❡ ❞❡♣❡♥✲

❞❡♥❝❡ λ(T ) ♦❢ ❛ ♠✉❧&✐✲❣❛♣ 1✉♣❡)❝♦♥❞✉❝&♦)1 ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡)✱ ❜❡ ✈❡)② ✇❡❧❧ ❛♣♣)♦①✐♠❛&❡❞

❥✉1& ❜② ❛11✉♠✐♥❣ &❤❛& &❤❡ 1✉♣❡)✢✉✐❞ ❞❡♥1✐&② ✐1 &❤❡ 1✉♠ ♦❢ &✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥& 1✉♣❡)✢✉✐❞

❞❡♥1✐&✐❡1 ❬✶✸❪

nS = w nS1 + (1− w) nS2, ✭✶✳✸✺✮

✇❤❡)❡ w ≤ 1 ✐1 &❤❡ ❋❡)♠✐ 1✉)❢❛❝❡ ✇❡✐❣❤& ♦❢ &❤❡ )❡❞✉❝❡❞ ❣❛♣✳ ❚❤❡)❡❢♦)❡✱ λ(T ) ❢♦) ❛

♠✉❧&✐❣❛♣ 1✉♣❡)❝♦♥❞✉❝&♦) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜&❛✐♥❡❞ ❜② ✇❡✐❣❤&❡❞ 1✉♠ ♦❢ λ1(T ) ❛♥❞ λ2(T )✱ ❡❛❝❤

✷✶
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✺✿ ❈♦♠♣❛$✐/♦♥ ♦❢ 2❤❡ 2❡♠♣❡$❛2✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ 2❤❡ ♣❡♥❡2$❛2✐♦♥ ❞❡♣2❤

λ(T ) ♥♦$♠❛❧✐③❡❞ 2♦ λ(0) ✐♥ ❝❧❡❛♥ ✭♦♣❡♥ ♣♦✐♥2/✮ ❛♥❞ ❞✐$2② ✭2❤✐❝❦ ❧✐♥❡/✮ ❧✐♠✐2✱

❝♦♥/2$✉❝2❡❞ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥2 ❝♦✉♣❧✐♥❣ $❛2✐♦/✳

❢♦$ ❛ ❞✐✛❡$❡♥2 ❝♦✉♣❧✐♥❣ $❛2✐♦ ❝♦$$❡/♣♦♥❞✐♥❣ 2♦ 2❤❡ ❣❛♣ /✐③❡✱ ❣✐✈✐♥❣

λ = w λ1(∆1) + (1− w) λ2(∆2). ✭✶✳✸✻✮

✷✷



❈❤❛♣$❡& ✷

❱♦&$❡① +$&✉❝$✉&❡ ✐♥ ❧❛②❡&❡❞

+✉♣❡&❝♦♥❞✉❝$♦&+

❱❛"✐♦✉& ❣"♦✉♣& ♦❢ &✉♣❡"❝♦♥❞✉❝.♦"& ♦❢ "❡❝❡♥. ✐♥.❡"❡&. ❤❛✈❡ ❛ ❧❛②❡"❡❞ &."✉❝.✉"❡ ✇❤❡"❡

♥♦"♠❛❧ ❛♥❞ &✉♣❡"❝♦♥❞✉❝.✐♥❣ &❤❡❡.& ❛❧.❡"♥❛.❡✳ ❚❤✐& &❛♥❞✇✐❝❤ ❞❡&✐❣♥ ❣✐✈❡& "✐&❡ .♦
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❢♦" ❡①❛♠♣❧❡ "❡&♣♦♥&✐❜❧❡ ❢♦" ♥♦♥✲."✐✈✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉" ♦❢ &✉♣❡"❝♦♥❞✉❝.✐♥❣ &❛♠♣❧❡& ✐♥ ♠❛❣✲
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✻✿ ❙✉♣❡$❝♦♥❞✉❝0✐♥❣ ✈♦$0✐❝❡2 ✐♥ ❧❛②❡$❡❞ ♠❛0❡$✐❛❧2✳ Left ✲ ❈♦❤❡$❡♥❝❡ ❧❡♥❣0❤

✐♥ c ❞✐$❡❝0✐♦♥✱ ξc✱ ✐2 2♠❛❧❧❡$ 0❤❛♥ 0❤❡ ✐♥0❡$❧❛②❡$ ❞✐20❛♥❝❡ s✱ ξc < s✳ Right ✲ ❈❛2❡ ❢♦$

ξc > s✳
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#❤✉& ♠♦#✐♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ♣❧❛♥❡& ✐& ❝❤❛%❛❝#❡%✐③❡❞ ❜② ❛ ♥❛%%♦✇ ❜❛♥❞ ✭❢♦% ❛ &✉♠♠❛%②

&❡❡ ❬✷✶❪✮✳

❚❤❡ ✸❉ ❛♥✐&♦#%♦♣✐❝ ●✐♥③❜✉%❣✲▲❛♥❞❛✉ ✭●▲✮ #❤❡♦%② ❞❡&❝%✐❜❡& ♣%♦♣❡%#✐❡& ♦❢ &✉♣❡%✲

❝♦♥❞✉❝#✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦%♠❛❧ ❡❧❡❝#%♦♥& ❜② ✐♥#%♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥#♦ #❤❡ ❜❛&✐❝ ●▲ ❡J✉❛#✐♦♥& #❤❡ ✐♥✲

✈❡%&❡ ❡✛❡❝#✐✈❡ ♠❛&& #❡♥&♦%✳ ❋♦% ✉♥✐❛①✐❛❧ ❧❛②❡%❡❞ ♠❛#❡%✐❛❧& &♦♠❡ ♦❢ #❤❡ ❞✐%❡❝#✐♦♥& ❛%❡

❡J✉❛❧ ❛♥❞ ✐# ✐& &✉✣❝✐❡♥# #♦ ❝♦♥&✐❞❡% #✇♦ ♠❛✐♥ ❞✐%❡❝#✐♦♥& ✐♥ #❤❡ ❋❡%♠✐ &✉%❢❛❝❡✳ ❚❤❡♥

#❤❡ ♠❛&& #❡♥&♦% ❤❛& ♦♥❧② #✇♦ ❡❧❡♠❡♥#&✿ m ✐♥ #❤❡ ab ♣❧❛♥❡& ❛♥❞ M ❢♦% #❤❡ c ❞✐%❡❝#✐♦♥✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✉♣♣❡% ❝%✐#✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ #❤❡ #✇♦ ❞✐&#✐♥❝# ❞✐%❡❝#✐♦♥& ✐& #❤❡♥ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢%♦♠

❧✐♥❡❛%✐&❡❞ ●▲ ❡J✉❛#✐♦♥& ✇✐#❤ #❤❡ ❡✛❡❝#✐✈❡ ♠❛&& #❡♥&♦%✿

Hc
c2 =

φ0

2πξ2ab
, ✭✷✳✶✮

Hab
c2 =

φ0

2πξabξc
. ✭✷✳✷✮

❆& #❤❡ ❝♦❤❡%❡♥❝❡ ❧❡♥❣#❤ ξi ∝ m
−1/2
i ✭&❡❡ ❝❤❛♣#❡% ✶✱ ❡J✳✶✳✶✾✮✱ ❢%♦♠ #❤❡ ♣%❡✈✐♦✉& ❢♦%♠✉❧❛

✇❡ ❣❡#

ΓHc2
=
Hab

c2

Hc
c2

=
ξc

ξab
=

√

M

m
= Γ ✭✷✳✸✮

✷✳✷ ✸❉ ❛♥✐'♦)*♦♣✐❝ ▲♦♥❞♦♥ ♠♦❞❡❧

◆♦✇ ✇❡ ❛%❡ ❣♦✐♥❣ #♦ ❛♥❛❧②&❡ #❤❡ ✈♦%#❡① &#%✉❝#✉%❡ ♦❢ #❤❡ ❛♥✐&♦#%♦♣✐❝ &✉♣❡%❝♦♥❞✉❝#♦%✳

❆&&✉♠✐♥❣ #❤❛# #❤❡ &♣❛#✐❛❧ ✈❛%✐❛#✐♦♥ ♦❢ ψ ✐♥ ●▲ ❡①♣❛♥&✐♦♥ ✭❡J✳✶✳✶✻✮ ✐& &♠❛❧❧ ❛♥❞ #❤❡

✈♦%#❡① ❝♦%❡ ❝♦♥#%✐❜✉#✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♥❡❣❧❡❝#❡❞✱ ✇❡ ♦❜#❛✐♥ #❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥❛❧ ❢♦% #❤❡

❢%❡❡ ❡♥❡%❣②

F ≈
∫

[H2 + λ2ij(rotH)2]dV, ✭✷✳✹✮

✇❤❡%❡ λij ✐& %❡❧❛#❡❞ #♦ #❤❡ ❡✛❡❝#✐✈❡ ♠❛&& #❡♥&♦% ❛&

λ−2
ij ≈

Ψ2e2

mij

. ✭✷✳✺✮

❚❤✐& ♠♦❞❡❧ ✇❛& #❤♦%♦✉❣❤❧② &#✉❞✐❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉#❤♦%& ❜✉# ✇❡ ♣%❡&❡♥# ❤❡%❡ #❤❡ %❡&✉❧#&

❢♦% #❤❡ ❧♦✇❡% ❝%✐#✐❝❛❧ ✜❡❧❞& ✐♥ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣❛%❛❧❧❡❧ ✇✐#❤ ab ♣❧❛♥❡&✱ Hab
c1 ✱ ❛♥❞ ✐♥ ♠❛❣♥❡#✐❝

✷✺



✜❡❧❞ ♣❛&❛❧❧❡❧ ✇✐)❤ c ❛①✐,✱ Hc
c1✱ ♣&❡,❡♥)❡❞ ❜② ❈❧❡♠ ✐♥ ❤✐, &❡✈✐❡✇ ❬✷✷❪✿

µ0H
c
c1 =

φ0

4πλ2ab
[lnκc + α(κc)], κc =

λab

ξab
, ✭✷✳✻✮

µ0H
ab
c1 =

φ0

4πλabλc
[lnκab + α(κab)], κab =

λc

ξab
, ✭✷✳✼✮

✇❤❡&❡ ♣❛&❛♠❡)❡& α ❞❡♣❡♥❞, ♦♥ )❤❡ ,♠❛❧❧ ❝♦&❡ ❝♦♥)&✐❜✉)✐♦♥✳ ❇&❛♥❞) ✐♥ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❬✷✸❪

♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② ♦❜)❛✐♥❡❞ &❡,✉❧), ❢♦& α(κ) )❤❛) ❛&❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦& ✇✐❞❡ &❛♥❣❡ ♦❢ ●✐♥③❜✉&❣✲▲❛♥❞❛✉

♣❛&❛♠❡)❡&, ❛♥❞ ♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❡❧❞, &❛♥❣✐♥❣ ❢&♦♠ Hc1 )♦ Hc2✿

α(κ) = 0.5 +
1 + ln 2

2κ−
√
2 + 2

✱

✭✷✳✽✮

✇❤❡&❡ λab ❛♥❞ λc ❛&❡ )❤❡ ♣❡♥❡)&❛)✐♦♥ ❞❡♣)❤ ✈❛❧✉❡, ✐♥ )❤❡ ab ♣❧❛♥❡, ❛♥❞ ♣❛&❛❧❧❡❧ ✇✐)❤ )❤❡

c ❞✐&❡❝)✐♦♥✱ &❡,♣❡❝)✐✈❡❧②✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡, ♦❢ α ❛&❡ ❛&♦✉♥❞ ✵✳✶ ❛♥❞ ❢♦& ,✉♣❡&❝♦♥❞✉❝)♦&,

✇✐)❤ ❧❛&❣❡ κ ❞♦ ♥♦) ❛✛❡❝) ,✐❣♥✐✜❝❛♥)❧② )❤❡ &❡,✉❧)✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Hc1 ✐♥ ❡M✳✷✳✻ ❛♥❞ ✷✳✼✳

❘❛)✐♦ ♦❢ λc ❛♥❞ λab ❣✐✈❡, )❤❡ ❛♥✐,♦)&♦♣② Γλ✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ❡M✉❛❧ )♦ ΓHc2
❜✉) ♥♦) ❡M✉❛❧ )♦

)❤❡ &❛)✐♦ ♦❢ ❧♦✇❡& ❝&✐)✐❝❛❧ ✜❡❧❞, ΓHc1
❛,

Γλ =
λc

λab
=
Hc

c1

Hab
c1

lnκc + α(κc)

lnκab + α(κab)
≈
Hc

c1

Hab
c1

= ΓHc1
✭✷✳✾✮

◆❡①)✱ ✇❡ ❛&❡ ❣♦✐♥❣ )♦ ,)✉❞② )❤❡ ✈♦&)❡① ,)&✉❝)✉&❡ ♦❢ ❛♥✐,♦)&♦♣✐❝ ,✉♣❡&❝♦♥❞✉❝)♦& ❢♦&

✈❛&✐♦✉, ✜❡❧❞ ♦&✐❡♥)❛)✐♦♥,✳ ❚❤❡ ❢&❡❡ ❡♥❡&❣② ♦❢ ❛ ✈♦&)❡① ❞❡✢❡❝)❡❞ ❢&♦♠ )❤❡ ab ❞✐&❡❝)✐♦♥

❜② ❛♥❣❧❡ θB ✐, ❣✐✈❡♥ ❜②

F (θB) =

(

φ0

4πλab

)2

ε(θB) ln
κc

|ε(θB)|1/2
✱

✭✷✳✶✵✮

✇❤❡&❡ ε(θB) ❞❡,❝&✐❜❡, )❤❡ ❛♥❣✉❧❛& ,❝❛❧✐♥❣ ❢✉♥❝)✐♦♥ ε(θB) = (Γ−2 cos2 θB + sin2 θB)
1/2

❬✷✹❪✳ ❋♦& ✜❡❧❞, ❝❧♦,❡ )♦ Hc1 ✇❡ ♥❡❣❧❡❝) )❤❡ ✈♦&)❡① ✐♥)❡&❛❝)✐♦♥, ❛♥❞ ❢♦& ❛♥ ❛&❜✐)&❛&②

♦&✐❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❡❧❞ H )✐❧)❡❞ ❜② ❛♥❣❧❡ θH ❢&♦♠ ab ♣❧❛♥❡, ✇❡ ❣❡) )❤❡ ❡①♣&❡,,✐♦♥

❢♦& ●✐❜❜, ❡♥❡&❣②

G(θB) = F (θB)− BH cos (θB − θH) ✳

✭✷✳✶✶✮

❋&♦♠ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ G ✇✐)❤ &❡,♣❡❝) )♦ θB ✇❡ ♦❜)❛✐♥ )❤❡ ♦♣)✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ θ0✳ ❇② ,❡))✐♥❣

G(θ0) = 0✱ ✇❡ ♦❜)❛✐♥ )❤❡ &❡❧❛)✐♦♥, ❢♦& ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hc1 ♦♥ )❤❡ ♦&✐❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡)✐❝

✷✻



✜❡❧❞ ❛% H = Hc1

H2
c1(θH)

(

cos2 θH

Hab
c1

2 +
sin2 θH

Hc
c1

2

)

= 1 ✱

✭✷✳✶✷✮

❛♥❞ ❛% H = Hc1 ✇❡ ❣❡%

Γ2 =
tan θH

tan θB
✭✷✳✶✸✮

❋1♦♠ %❤✐6 ❡7✉❛%✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇6 %❤❛% ✐❢ %❤❡ 6✉♣❡1❝♦♥❞✉❝%♦1 ✐6 ✐6♦%1♦♣✐❝ ✭6❡❡ Γ = 1 ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✼✮✱

✈♦1%✐❝❡6 ❛1❡ ❛❧✇❛②6 ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❢♦1 ❛♥② ♦1✐❡♥%❛%✐♦♥ θB = θH ✳

❖♥ %❤❡ ♦%❤❡1 ❤❛♥❞✱ ❢♦1 ❛♥✐6♦%1♦♣✐❝ 6✉♣❡1❝♦♥❞✉❝%♦1 ✭❡✳❣✳ Γ = 10 ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✼✮✱ ✐% ✐6

❡♥❡1❣❡%✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦✉1❛❜❧❡ ❢♦1 ✈♦1%✐❝❡6 %♦ ❡♥%❡1 %❤❡ 6❛♠♣❧❡ ♦1✐❡♥%❡❞ ❝❧♦6❡ %♦✱ ❜✉% ♥♦%

♣❛1❛❧❧❡❧ ✇✐%❤✱ ab ❞✐1❡❝%✐♦♥ ✇❤❡♥ θH ✐6 ❝❧♦6❡ %♦ %❤❡ ab ♣❧❛♥❡6✳ ❲✐%❤ ✐♥❝1❡❛6✐♥❣ θH

✈♦1%✐❝❡6 6%❛② ♦1✐❡♥%❡❞ ❛❧♠♦6% ♣❛1❛❧❧❡❧ ✇✐%❤ %❤❡ ab ♣❧❛♥❡6 ✉♥%✐❧ θH ❛♣♣1♦❛❝❤❡6 ✾✵

◦
❛♥❞

✈♦1%✐❝❡6 ✜♥❛❧❧② %✐❧% %♦ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦1✐❡♥%❛%✐♦♥✱ θB = θH ✳
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❋✐❣✉1❡ ✷✳✼✿ ❆♥❣✉❧❛1 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦1%❡① ♦1✐❡♥%❛%✐♦♥ ♦♥ %❤❡ ❞✐1❡❝%✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡%✐❝

✜❡❧❞ ❢♦1 ❞✐✛❡1❡♥% ❛♥✐6♦%1♦♣② ✈❛❧✉❡6 ❛% H = Hc1✳ ✵
◦
✐6 %❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐1❡❝%✐♦♥ ❛♥❞ ✾✵

◦

✐6 ♣❛1❛❧❧❡❧ ✇✐%❤ %❤❡ c ❞✐1❡❝%✐♦♥✳

❙✉❞❜♦ et al. ✐♥ 1❡❢✳❬✷✹❪ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ %❤❛% %❤❡ ✸❉ ❛♥✐6♦%1♦♣✐❝ ▲♦♥❞♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❤❛✈❡

%✇♦ 6♦❧✉%✐♦♥6 ❢♦1 ❝❡1%❛✐♥ 1❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞6✱ ●✐♥③❜✉1❣✲▲❛♥❞❛✉ ♣❛1❛♠❡%❡16 κ ❛♥❞

❛♥✐6♦%1♦♣✐❡6 Γ✳ ■♥ ❝❛6❡ ♦❢ ✐6♦%1♦♣✐❝ 6✉♣❡1❝♦♥❞✉❝%♦1✱ %❤❡ ●✐❜❜6 ❢1❡❡ ❡♥❡1❣② ❢✉♥❝%✐♦♥

❤❛6 ❛❧✇❛②6 ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤✐❧❡ ❢♦1 ❛♥✐6♦%1♦♣✐❝ ❝❛6❡ ✐% ❝❛♥ ❤❛✈❡ %✇♦ ❛6 ✐% ✐6 6❤♦✇♥

✐♥ %❤❡ ❋✐❣✳✷✳✽ ❢♦1 κ = 10 ❛♥❞ Γ =
√
200✳ ❚❤✐6 ♠❡❛♥6 %❤❛% %❤❡1❡ ❡①✐6% ✈♦1%✐❝❡6 ✇✐%❤
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�

❋✐❣✉$❡ ✷✳✽✿ ●✐❜❜, ❡♥❡$❣② G ❛, ❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ ✈♦$2❡① ♦$✐❡♥2❛2✐♦♥ ❢♦$ κ = 10 ❛♥❞

❞✐✛❡$❡♥2 ❛♥✐,♦2$♦♣② ✈❛❧✉❡, ❬✷✹❪✳ Γmin ❞❡,❝$✐❜❡, 2❤❡ ❧♦✇❡,2 ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥✐,♦2$♦♣② ❢♦$

✇❤✐❝❤ G ❢✉♥❝2✐♦♥ ❤❛, ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳

2✇♦ ❞✐✛❡$❡♥2 ♦$✐❡♥2❛2✐♦♥, ❢♦$ ❣✐✈❡♥ ✜❡❧❞✳ ❙♦♠❡ ♦❢ 2❤❡ ✈♦$2✐❝❡, ❛$❡ ♦$✐❡♥2❡❞ ❛❧♠♦,2

♣❛$❛❧❧❡❧ ✇✐2❤ 2❤❡ ab ♣❧❛♥❡, ✇❤✐❧❡ 2❤❡ ♦2❤❡$, ❛$❡ 2✐❧2❡❞ ❝❧♦,❡$ 2♦ 2❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐$❡❝2✐♦♥ ❛♥❞

2❤❡✐$ ❝♦♠❜✐♥❛2✐♦♥ $❡,❡♠❜❧❡, ❜② ✐2, ,❤❛♣❡ ❛ ,2❛✐$❝❛,❡ ,2$✉❝2✉$❡✳ ■2 ✐, ✐♠♣♦$2❛♥2 2♦ ♥♦2❡

2❤❛2 2❤❡ ●✐❜❜, ❡♥❡$❣② ❤❛, ♥❡✈❡$ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛2 0◦ ❛♥❞ ✈♦$2✐❝❡, ❛$❡ ♥❡✈❡$ ❛❧✐❣♥❡❞ ❡①❛❝2❧②

♣❛$❛❧❧❡❧ ✇✐2❤ 2❤❡ ab ❞✐$❡❝2✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦❡①✐,2❡♥❝❡ ♦❢ 2✇♦ ❞✐✛❡$❡♥2 ✈♦$2❡① ❧❛22✐❝❡, ✇❛,

♣$♦♣♦,❡❞ ❛, ❛ ♣♦,,✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛2✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛✐♥, ♦❢ ✢✉① ❧✐♥❡, ♦❜,❡$✈❡❞ ❜② ❇✐22❡$ ❞❡❝♦$❛2✐♦♥

2❡❝❤♥✐E✉❡ ✐♥ ❇✐2.2❙$2❈❛0.8❈✉2❖8 ❬✷✺❪✳

✷✳✸ ▲❛✇&❡♥❝❡✲❉♦♥✐❛❝❤ ♠♦❞❡❧

▼❛♥② ♦❢ 2❤❡ ❛♥✐,♦2$♦♣✐❝ ,✉♣❡$❝♦♥❞✉❝2♦$, ❝♦♥,✐,2 ♦❢ ✷❉ ❧❛②❡$, ✇❤❡$❡ 2❤❡ ,✉♣❡$❝♦♥✲

❞✉❝2✐✈✐2② ♣$✐♠❛$✐❧② $❡,✐❞❡,✱ ,2❛❝❦❡❞ ❛❧♦♥❣ 2❤❡ c ❞✐$❡❝2✐♦♥ ❛❧2❡$♥❛2✐♥❣ ✇✐2❤ ,❤❡❡2, ✐♥

♥♦$♠❛❧ ,2❛2❡✳ ❉✉❡ 2♦ 2❤❡ ❤✐❣❤ ❛♥✐,♦2$♦♣②✱ 2❤❡ ❝♦❤❡$❡♥❝❡ ❧❡♥❣2❤ ❛❧♦♥❣ c ❞✐$❡❝2✐♦♥ ✐,

,♠❛❧❧❡$ 2❤❛♥ ✐♥2❡$❧❛②❡$ ❞✐,2❛♥❝❡✳ ❇❡2✇❡❡♥ 2❤❡ ❧❛②❡$,✱ 2❤❡ ♦✈❡$❧❛♣ ♦❢ ,✉♣❡$❝♦♥❞✉❝2✐♥❣

❡❧❡❝2$♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝2✐♦♥ ✐, ,♠❛❧❧ ❛♥❞ 2❤❡ ,✐♥❣✉❧❛$ ,❤❡❡2, ❛$❡ ❜♦✉♥❞❡❞ 2♦❣❡2❤❡$ ♦♥❧② ❜②

✇❡❛❦ ❏♦,❡♣❤,♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❆❝❝♦$❞✐♥❣ 2♦ 2❤❡ ▲❛✇$❡♥❝❡✲❉♦♥✐❛❝❤ ✭▲❉✮ ♠♦❞❡❧ 2$❡❛2✐♥❣

,✉❝❤ ,❛♠♣❧❡,✱ ✈♦$2❡① ❝♦$❡ ✜2, ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ ♣❧❛♥❡, ✇❤❡$❡ 2❤❡ ,✉♣❡$❝♦♥❞✉❝2✐♥❣ ♦$❞❡$

♣❛$❛♠❡2❡$ ✐, ,♠❛❧❧ ❛♥❞ 2❤❡ ♣$❡,❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦$2❡① ❞♦❡, ♥♦2 $❡E✉✐$❡ ❛♥② ❛❞❞✐2✐♦♥❛❧ ,✉♣✲

♣$❡,,✐♦♥ ♦❢ ,✉♣❡$❝♦♥❞✉❝2✐✈✐2②✳ ■♥ ♠❛❣♥❡2✐❝ ✜❡❧❞ ♣❛$❛❧❧❡❧ ✇✐2❤ 2❤❡ ab ♣❧❛♥❡,✱ 2❤❡ ✈♦$2❡①

✐, ❞❡,❝$✐❜❡❞ ❛, 2♦ ❤❛✈❡ ✧❛ ♣❛♥❝❛❦❡✧ ,❤❛♣❡ ✇✐2❤ ♥♦$♠❛❧ ❝♦$❡ ❜❡✐♥❣ ❛❜,❡♥2✱ $❡,❡♠❜❧✐♥❣

❛ ❏♦,❡♣❤,♦♥ ✈♦$2❡① ❬✶✻❪✳ ❚❤❡ ❢$❡❡ ❡♥❡$❣② ♦❢ 2❤✐, ,✐♥❣❧❡ ✈♦$2❡① ✐, ♦❜2❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ▲❉
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❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ♣*❡,✉♠✐♥❣ $❤❛$ ξc << d✳

❱♦*$❡① ,②,$❡♠ ✐♥ ,✉❝❤ ❛ ,✉♣❡*❝♦♥❞✉❝$♦* ✇❛, $❤❡♦*❡$✐❝❛❧❧② ❛♥❛❧②,❡❞ ❜② ❋❡✐♥❜❡*❣ ❬✷✻❪

❛♥❞ ❇✉❧❛❡✈,❦✐✐ ❬✷✼❪ ✉,✐♥❣ $❤❡ ✸❉ ▲♦♥❞♦♥ ❡C✉❛$✐♦♥,✳ ❚❤❡ *❡,✉❧$✐♥❣ ✈♦*$❡① ,$*✉❝$✉*❡

❞❡♣❡♥❞, ♦♥ $❤❡ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✭θH , H✮✱ ,❡❡ ❋✐❣✳✷✳✾ ❢♦* ,❝❤❡♠❛$✐❝

♣❤❛,❡ ❞✐❛❣*❛♠ ♦❢ ✈♦*$❡① ,$*✉❝$✉*❡✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ tan θB > Γ ✐, ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ✈♦*$✐❝❡,

❤❛✈❡ ,$*❛✐❣❤$ ❡✛❡❝$✐✈❡ ❝♦*❡,✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦* tan θB < Γ $❤❡② ❝*❡❛$❡ $❤❡ ,$❛✐*❝❛,❡ ,$*✉❝$✉*❡✱

✇❤✐❝❤ ❝♦♥,✐,$, ♦❢ ❦✐♥❦, ❝♦♠♣♦,❡❞ ♦❢ ❏♦,❡♣❤,♦♥ ✈♦*$✐❝❡, ❛♥❞ ✷❉ ❝♦*❡, ✐♥ $❤❡ ❧❛②❡*,✳

❲❤❡♥ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ❛♣♣*♦❛❝❤❡, $❤❡ ab ♣❧❛♥❡ ♦*✐❡♥$❛$✐♦♥ $❤❡ ❦✐♥❦, ❞✐,❛♣♣❡❛* ❛♥❞

✈♦*$✐❝❡, ❣❡$ ❧♦❝❦❡❞ ♣❛*❛❧❧❡❧ ✇✐$❤ $❤❡ ab ❞✐*❡❝$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡✐* ❝♦*❡, ❝❡♥$*❡❞ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡

♣❧❛♥❡,✳

❚❤✐, ,♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❦✲✐♥ ,$❛$❡ ✐, ❡♥❡*❣❡$✐❝❛❧❧② ♠♦*❡ ❢❛✈♦✉*❛❜❧❡ ✇❤❡♥ $❤❡ ❣❛✐♥ ♦♥

❝♦♥❞❡♥,❛$✐♦♥ ❡♥❡*❣② ✐, ❧❛*❣❡* $❤❛♥ $❤❡ ❧♦,, ❢♦* ♥♦$ ❜❡✐♥❣ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ $❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐*❡❝$✐♦♥✳

❲✐$❤ ✐♥❝*❡❛,✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐$✉❞❡✱ $❤❡ ❡♥❡*❣② ❣❛✐♥ ❞❡❝*❡❛,❡, ❛♥❞ ✇❤❡♥ $❤❡ ✜❡❧❞ *❡❛❝❤❡,

❝*✐$✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ H = HL✱ $❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ,$❛$❡ ❝♦❧❧❛♣,❡,✳ ❋♦* ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♥❣❧❡✱ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❛♠♣❧✐$✉❞❡ ♦❢ HL ✐, ❧✐♠✐$❡❞ ❜② ❧♦✇❡* ❝*✐$✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ $❤❡ c ❞✐*❡❝$✐♦♥✱ ,✉❝❤ $❤❛$

HL sin θH < Hc
c1✳

✭✷✳✶✹✮

❲❤❡♥ $❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ♦❢ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ *❡❛❝❤❡, $❤❡ ❝*✐$✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥ $❤❡ c ❞✐*❡❝$✐♦♥✱

H sin θH = Hc1✱ ✈♦*$✐❝❡, ,$❛*$ $♦ ♣❡♥❡$*❛$❡ ✐♥$♦ $❤❡ ,✉♣❡*❝♦♥❞✉❝$♦* ❛❧,♦ ❛❧♦♥❣ $❤❡ c
�

B = 

Meissne

  state 

B 

Tilted

Hc = H sin θ

Hc1
c 

= 0 

ner  

B � H 

B � ab 

ted lattice 

Staircase 

structure 

Lock-in effect 

θH 

Hab = H 

Hc1(θH) 

 cos θH 

HL (θH) 

❋✐❣✉*❡ ✷✳✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❤❛,❡ ❞✐❛❣*❛♠ ♦❢ ✈♦*$❡① ,$*✉❝$✉*❡ ✐♥ ❛♥✐,♦$*♦♣✐❝

,✉♣❡*❝♦♥❞✉❝$♦*, ✇✐$❤ ▼❡✐,,♥❡* ,$❛$❡✱ ❧♦❝❦✲✐♥ ,$❛$❡✱ ,$❛✐*❝❛,❡ ,$*✉❝$✉*❡ ❛♥❞ $✐❧$❡❞

✈♦*$❡① ❧❛$$✐❝❡✳
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❞✐"❡❝%✐♦♥ ❛♥❞ %❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ -%❛%❡ ❜❡❝♦♠❡- ✉♥-%❛❜❧❡✳ ❋♦" HL ✐% ❢♦❧❧♦✇- %❤❛%

HL = λHc
c1/ sin θH , ✭✷✳✶✺✮

✇❤❡"❡ ♣❛"❛♠❡%❡" λ ❞❡✜♥❡- %❤❡ -%"❡♥❣%❤ ♦❢ %❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝%✱ "❛♥❣✐♥❣ ❢"♦♠ ✵ ❢♦" ♥♦

❡✛❡❝% %♦ ✶ ❢♦" %❤❡ -%"♦♥❣❡-% ♣♦--✐❜❧❡ ♦♥❡✳ λ ❞❡♣❡♥❞- ♦♥ %❤❡ ✐♥%"✐♥-✐❝ ♣✐♥♥✐♥❣ "❡-♣♦♥✲

-✐❜❧❡ ❢♦" %❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ ✈♦"%✐❝❡- ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ♣❧❛♥❡-✳ ■♥ ▲❛✇"❡♥❝❡✲❉♦♥✐❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐%

✐- ❛♣♣"♦①✐♠❛%❡❧② ❡F✉❛❧ %♦ "❛%✐♦ ♦❢ ✐♥%❡"❧❛②❡" ❞✐-%❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦❤❡"❡♥❝❡ ❧❡♥❣%❤ ❛❧♦♥❣ c

❞✐"❡❝%✐♦♥✱ λ ∼ d/ξc ❬✶✻❪✳

❚❤❡ ✐♥%"✐♥-✐❝ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝% ✇❛- ❡①♣❡"✐♠❡♥%❛❧❧② ♦❜-❡"✈❡❞ ❜② ❞✐✛❡"❡♥% %❡❝❤♥✐F✉❡-✳

❚❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ ✈♦"%✐❝❡- ♣❛"❛❧❧❡❧ ✇✐%❤ %❤❡ ♣❧❛♥❡- ❝❛♥ ♠❛♥✐❢❡-% ✐%-❡❧❢ ❛- ❛♥ ✐♥%"✐♥-✐❝

♣✐♥♥✐♥❣ ♦" ❛ ❧❛"❣❡ ❜❛""✐❡" ❢♦" ✈♦"%❡① ♠♦%✐♦♥ ♥♦"♠❛❧ %♦ %❤❡ ❧❛②❡"- ❬✷✽❪✳ ❆- HL ✐-

%❤❡ ❤✐❣❤❡-% ❢♦" ♦"✐❡♥%❛%✐♦♥- ❝❧♦-❡ %♦ %❤❡ ❧❛②❡"-✱ %❤✐- ❜❡❤❛✈✐♦✉" ✐- ✉-✉❛❧❧② ♦❜-❡"✈❡❞ ✐♥

✜❡❧❞ ♦"✐❡♥%❛%✐♦♥- ❝❧♦-❡ %♦ %❤❡ ab ♣❧❛♥❡-✳ ❉❡✈✐❛%✐♦♥- ✐♥ %♦"F✉❡ ♠❡❛-✉"❡♠❡♥%- ♦❜-❡"✈❡❞

♦♥ ❨❇❈❖ ✇❡"❡ ❛❧-♦ ✐♥%❡"♣"❡%❡❞ ❛- ❜❡✐♥❣ ❞✉❡ %♦ %❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝% ❬✷✾✱ ✸✵❪✳ ❆♥❛❧②✲

-✐- ♦❢ %❤✐- ❞❛%❛ -❤♦✇❡❞ %❤❛% ❛% -♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡- ❝❧♦-❡ %♦ ♣❧❛♥❡- ❞✐"❡❝%✐♦♥✱ ❛ %"❛♥-✐%✐♦♥

❢"♦♠ ✸❉ %♦ ✷❉ ❜❡❤❛✈✐♦✉" ♦❝❝✉""❡❞✱ ❛- ▲❛✇"❡♥❝❡✲❉♦♥✐❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✇❛- ❜❡%%❡" %♦ ✜% %❤❡

❞❛%❛ %❤❛♥ %❤❡ ●✐♥③❜✉"❣✲▲❛♥❞❛✉ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ -%"❡♥❣%❤ ♦❢ %❤❡ ✐♥%"✐♥-✐❝ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝%

♦❜%❛✐♥❡❞ ❢"♦♠ %❤❡-❡ %♦"F✉❡ ♠❡❛-✉"❡♠❡♥%- ✇❛- λ ∼ 0.5✳ ❆♥♦%❤❡" ❡①♣❡"✐♠❡♥% ❝♦♥✲

✜"♠✐♥❣ %❤❡ ♣"❡-❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝%✱ ✇❛- ❞♦♥❡ ❜② ▼❛♥-❦② et al. ❬✶✺❪ ❜② ❛❝ ❛♥❞ ❞❝

-✉-❝❡♣%✐❜✐❧✐%② ♠❡❛-✉"❡♠❡♥%-✳ ❚❤❡ -%✉❞✐❡❞ -✉♣❡"❝♦♥❞✉❝%♦" ✇❛- ❛♥ ♦"❣❛♥✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞

✭❇❊❉❚✲❚❚❋✮2❈✉✭❙❈◆✮2 ✇✐%❤ Γ ∼✷✵ ❛♥❞ "❛%✐♦ d/ξc ∼✺✳ ❚❤❡ -❝"❡❡♥✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ❛❝ ✜❡❧❞
✇❛- "❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ✈♦"%✐❝❡- ❜❡❝❛♠❡ ❧♦❝❦❡❞ ♣❛"❛❧❧❡❧ ✇✐%❤ %❤❡ ab ❞✐"❡❝%✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞

♠♦✈❡ ❢"❡❡❧② ✐♥ %❤❡ ♣❧❛♥❡-✳ ❲❤❡♥ %❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ -%❛%❡ ❝♦❧❧❛♣-❡❞✱ %❤❡ ✈♦"%❡① ❧✐♥❡- ♣✐❡"❝❡❞

%❤"♦✉❣❤ %❤❡ ❧❛②❡"- ❛♥❞ %❤❡✐" ♠♦%✐♦♥ "❛♣✐❞❧② ❞❡❝"❡❛-❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛-✉"❡♠❡♥%- ✇❡"❡ ❞♦♥❡

❢♦" ❞✐✛❡"❡♥% %❡♠♣❡"❛%✉"❡- -❤♦✇✐♥❣ %❤❛% %❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ✜❡❧❞ HL ❛♥❞ ❧♦✇❡" ❝"✐%✐❝❛❧ ✜❡❧❞

Hc
c1 ❛"❡ ❞❡❝"❡❛-✐♥❣ ✇✐%❤ ✐♥❝"❡❛-✐♥❣ %❡♠♣❡"❛%✉"❡ ✇✐%❤ %❤❡ -❛♠❡ "❛%❡✳ ❆- %❤❡ "❡-✉❧%✱

%❤❡ -%"❡♥❣%❤ ♦❢ %❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝% ✇❛- ❢♦✉♥❞ %♦ ❜❡ ❝♦♥-%❛♥% ✇✐%❤ %❡♠♣❡"❛%✉"❡✱ ❜❡✐♥❣

❛"♦✉♥❞ λ ∼ 0.47✳

✷✳✹ ❱♦%&❡① &%❛♣♣✐♥❣ ♦♥ &✇✐♥♥✐♥❣ ♣❧❛♥❡0

❱♦"%❡① ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝% ✐- ♥♦% ❧✐♠✐%❡❞ ♦♥❧② %♦ %❤❡ ❧❛②❡"❡❞ -✉♣❡"❝♦♥❞✉❝%♦"- ✇❤❡"❡ ✈♦"%✐❝❡-

❝❛♥ ✜% %❤❡✐" ❝♦"❡- ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❧❛②❡"-✳ ❇❧❛%%❡" et al. ✐♥ "❡❢✳❬✸✶❪ ♣"♦♣♦-❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧

❞❡-❝"✐❜✐♥❣ %❤❡ ✈♦"%❡① %"❛♣♣✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣❡"✐♦❞✐❝ ❛""❛② ♦❢ %✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛"✐❡-✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞

❛❧-♦ "❡-✉❧% ✐♥ %❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝%✳ ■♥ %❤✐- ♠♦❞❡❧✱ %❤❡ ❧❛②❡"❡❞ -%"✉❝%✉"❡ ♦❢ -✉♣❡"❝♦♥❞✉❝%♦"

✸✵



♣❧❛②$ ♥♦ '♦❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣♦$.✉❧❛.❡$ .❤❛. ✐♥ .❤❡ ♠❛.❡'✐❛❧ ❡①✐$.$ ❛ ♣❡'✐♦❞✐❝ ❛''❛②

♦❢ .✇✐♥♥✐♥❣ ♣❧❛♥❡$✱ ✇❤❡'❡ $✉♣❡'❝♦♥❞✉❝.✐✈✐.② ✐$ ❛. ❧❡❛$. ♣❛'.✐❛❧❧② $✉♣♣'❡$$❡❞ ❛♥❞ .❤❡

♣❧❛♥❡$ .❤✉$ $❡'✈❡ ❛$ ❛ ♣✐♥♥✐♥❣ $♣❛❝❡ ❢♦' .❤❡ ✈♦'.✐❝❡$✳ ❙✉❝❤ ❛ ❧❛②❡'❡❞ $.'✉❝.✉'❡ ❛❧❧♦✇$

❛ ✈♦'.❡① ✐♥ .✐❧.❡❞ ♠❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞ .♦ ❞❡❢♦'♠ ✐.$ $❤❛♣❡ ❛♥❞ ❧♦✇❡' ✐.$ ❡♥❡'❣②✳ ❆$ ♣'♦♣♦$❡❞

✐♥ .❤❡ $❦❡.❝❤ ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✶✵✱ .❤❡ ✈♦'.❡① ✇✐❧❧ ❝'❡❛.❡ ❛ $.❛✐'❝❛$❡ $.'✉❝.✉'❡ ✇✐.❤ .❤❡ ❝♦'❡ ♦❢

❧❡♥❣.❤ r ♣❛'.✐❛❧❧② ❧❛②✐♥❣ ✐♥ .❤❡ .✇✐♥♥✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ .❤❡ ✈♦'.❡① $❛✈❡$ ❡♥❡'❣②

❜② ❤❛✈✐♥❣ ♣❛'. ♦❢ .❤❡ ❝♦'❡ ♣✐♥♥❡❞ ✐♥ .❤❡ ♣❧❛♥❡ ❜✉. ❧♦♦$❡ ♦♥ .❤❡ ❡❧❛$.✐❝ ❞❡❢♦'♠❛.✐♦♥✳

❚❤❡ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣'❡$$❡❞ ✐♥ .❡'♠$ ♦❢ '❡❞✉❝❡❞ ✈♦'.❡① ❧✐♥❡ ❡♥❡'❣② ♣❡' ❧❡♥❣.❤✱ εTP ✱ .✐♠❡$

.❤❡ ❧❡♥❣.❤ ♦❢ .❤❡ ❝♦'❡ ❧②✐♥❣ ♦♥ .❤❡ .✇✐♥♥✐♥❣ ♣❧❛♥❡ r✳ ❲✐.❤ εl(θB) ❜❡✐♥❣ .❤❡ '❡❣✉❧❛'

❧✐♥❡ .❡♥$✐♦♥ ♣❡' ✉♥✐. ❧❡♥❣.❤ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ .❤❡ ♦'✐❡♥.❛.✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡.✐❝ ✐♥❞✉❝.✐♦♥ ✐♥ .❤❡

$❛♠♣❧❡✱ θB✱ .❤❡ .♦.❛❧ ❡♥❡'❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢♦'♠❡❞ ✈♦'.❡① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣'❡$$❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

.❤❡ $❦❡.❝❤ ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✶✵ ❛$

E ′(r, θB) = (r + s− t)εl − rεTP ✳

✭✷✳✶✻✮

❇② ✉$✐♥❣ ❛♣♣'♦①✐♠❛.✐♦♥$ ❢♦' $♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡$✱ .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r ❛. ✜①❡❞ ❛♥❣❧❡ θB

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛$

r ≈ (θB) = dTP

[

1

θB
−

1

θt

]

f(θt − θB) ✱

✭✷✳✶✼✮

✇❤❡'❡ dTP ✐$ .❤❡ ❞✐$.❛♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ .✇✐♥♥✐♥❣ ♣❧❛♥❡$✱ f ✐$ ❛ ❝❡'.❛✐♥ ❢✉♥❝.✐♦♥ ❞❡✲

♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ .❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ♦❢ θt ❛♥❞ θB✱ ❛♥❞ θt ✐$ .❤❡ ❝'✐.✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ .❤❡

✈♦'.❡① $.❛'.$ .♦ ❞❡❢♦'♠ .♦ ❛ $.❛✐'❝❛$❡ $.'✉❝.✉'❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛$

θt =

(

2 εTP

εl

)1/2

✳

✭✷✳✶✽✮

❈♦♥$✐❞❡'✐♥❣ $♠❛❧❧ ✈♦'.❡① ❞❡♥$✐.② n✱ .❤❡ ❡♥❡'❣② ❝♦♥.'✐❜✉.✐♦♥ ❞✉❡ .♦ .❤❡ .✇✐♥♥✐♥❣ ♣❧❛♥❡$

r 

θB 

�

B 

t 

dTP 

s 

❋✐❣✉'❡ ✷✳✶✵✿ ❙❦❡.❝❤ ♦❢ .❤❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛.✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦'.❡① ❧✐♥❡ .♦ ❛♥ ❛''❛② ♦❢

.✇✐♥♥✐♥❣ ♣❧❛♥❡$ ❬✸✶❪✳
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♣❡" ✉♥✐& ❧❡♥❣&❤ ✐* ❣✐✈❡♥ ❛*

E(θB) =
n

t
E ′[r(θB), θB] ≈ −

1

2
εl n (θt − θB)

2 f(θt − θB) ✳

✭✷✳✶✾✮

❚❤❡ &♦&❛❧ ❞❡♥*✐&② ♦❢ ●✐❜❜* ❢"❡❡ ❡♥❡"❣② ♦❢ &❤❡ ✈♦"&❡① *②*&❡♠ ✐♥ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ &✐❧&❡❞ ❜②

❛♥❣❧❡ θH ❢"♦♠ &❤❡ ♣❧❛♥❡* ❞✐"❡❝&✐♦♥ &❤✉* ✐*

g =
B2

2µ0

+
φ0Bεl

2(4πλ)2
ln

[

Hc
c2

εlB

]

−
B

φ0

εl

2
(θt − θB)

2 f(θt − θB)

−BH cos (θB − θH) ✳

✭✷✳✷✵✮

❚❤❡ ✜"*& ❡❧❡♠❡♥& ✐♥ g ✐* "❡❧❛&❡❞ &♦ &❤❡ ✐♥❝"❡❛*✐♥❣ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ✈♦"&✐❝❡* ✇✐&❤ ♠❛❣♥❡&✐❝

✜❡❧❞✱ &❤❡ *❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❞❡*❝"✐❜❡* &❤❡ ❡♥❡"❣② ♦❢ *✉♣❡"❝✉""❡♥&*✱ &❤❡ &❤✐"❞ ♦♥❡ ✐* &❤❡ ❢♦"✲

♠✉❧❛ ❝♦♥❝❡"♥✐♥❣ &❤❡ ❡♥❡"❣② ❣❛✐♥ ❢"♦♠ ♣✐♥♥✐♥❣ ♦♥ &❤❡ &✇✐♥♥✐♥❣ ♣❧❛♥❡*✱ ❛♥❞ &❤❡ ❧❛*&

♦♥❡ ❞❡✜♥❡* &❤❡ ❡♥❡"❣② ♦❢ ✈♦"&❡① ✐♥ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ &✐❧&❡❞ ❜② ❛♥❣❧❡ θH ❢"♦♠ &❤❡ ♣❧❛♥❡

❞✐"❡❝&✐♦♥✳ ❆❢&❡" ❛**✉♠✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ❧✐♥❡ &❡♥*✐♦♥ εl ✐* ❝♦♥*&❛♥& ❢♦" &❤❡ ❛♣♣"♦①✐♠❛&✐♦♥

♦❢ *♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡*✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ g ✇✐&❤ "❡*♣❡❝& &♦ θB ❛♥❞ ♦❜&❛✐♥ &❤❡ ✜❡❧❞

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♦"✐❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♥&❡"♥❛❧ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✐♥❞✉❝&✐♦♥ ❢♦" ❛ ❣✐✈❡♥ ♦"✐❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢

❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞✱

θB

θH
≈



















































0 , θH < θL

1−
θL

θH

1−
θL

θt

, θL < θH < θt

1 , θt < θH

✇❤❡"❡ θL ✐* &❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♥❣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

θL =
4πεl

φ0H
θt✳

✭✷✳✷✶✮

■♥ &❤✐* ♠♦❞❡❧✱ &❤❡ *&"❡♥❣&❤ ♦❢ &❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝& ❞❡♣❡♥❞* ♦♥ &❤❡ "❡❧❛&✐✈❡ *✉♣♣"❡**✐♦♥

♦❢ &❤❡ ❝♦"❡ ❡♥❡"❣② ✐♥ &❤❡ &✇✐♥♥✐♥❣ ♣❧❛♥❡ &♦ &❤❡ "❡❣✉❧❛" ❧✐♥❡ &❡♥*✐♦♥✱ λ ∼
√

εTP/εl✳ ❆*

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ✉*✐♥❣ &❤❡ "❡*✉❧&* ♦❢ ❞❡❝♦"❛&✐♦♥ ❡①♣❡"✐♠❡♥&* ♦❢ ❉♦❧❛♥ et al. ♦♥ ❨❇❛❈✉❖

❬✸✷❪✱ ❇❧❛&&❡" ❡✈❛❧✉❛&❡❞ λ ∼ 2 · 10−3
✳
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❈❤❛♣$❡& ✸

❈✉x❚✐❙❡2

✸✳✶ ❈❤❛&❣❡ ❞❡♥+✐-② ✇❛✈❡+

❈❤❛#❣❡ ❞❡♥(✐*② ✇❛✈❡( ✭❈❉❲✮ ❛#❡ ♣❡#✐♦❞✐❝ ❧♦♥❣✐*✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥( ✐♥ *❤❡ ❞❡♥(✐*② ♦❢

❝♦♥❞✉❝*✐♦♥ ❡❧❡❝*#♦♥(✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ *❤❡✐# ♦#✐❣✐♥✱ ❈❉❲ ♠❛② ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② *❤❡

❞✐(*♦#*✐♦♥( ✐♥ ❛*♦♠✐❝ ❧❛**✐❝❡✳ ❚❤✐( ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛( ❞✐(❝♦✈❡#❡❞ ✐♥ =✉❛(✐ ✷❉ ❡❧❡❝*#♦♥✐❝

(②(*❡♠( ♠♦#❡ *❤❛♥ ✹✵ ②❡❛#( ❛❣♦ ❜✉* ❞✉❡ *♦ ✐*( ❝♦♠♣❧❡①✐*② ✐* ✐( (*✐❧❧ ✐♥ *❤❡ ❝❡♥*#❡ ♦❢

#❡❝❡♥* #❡(❡❛#❝❤✳

❚❤❡ ✜#(* ♦♥❡ *♦ ♣#❡❞✐❝* *❤❡ ❡①✐(*❡♥❝❡ ♦❢ ❈❉❲ ✇❛( ❘✳ ❊✳ E❡✐❡#❧(✱ ✇❤❡♥ ❤❡ ❞✐(❝♦✈❡#❡❞

❛♥ ✐♥(*❛❜✐❧✐*② ✐♥ *❤❡ ❡❧❡❝*#♦♥✐❝ ❝♦♥✜❣✉#❛*✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧ ♠❡*❛❧✳ ▲❡* ✉( ❝♦♥(✐❞❡#

*❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ❛ ♠❛*❡#✐❛❧ ✇✐*❤ ❤❛❧❢✲✜❧❧❡❞ ❝♦♥❞✉❝*✐♦♥ ❜❛♥❞ ✭(❡❡ ❋✐❣✳✸✳✶✶✮✳ ❆* E❡✐❡#❧(

*#❛♥(✐*✐♦♥✱ ❝❡#*❛✐♥ ❡♥❡#❣② ✐( (♣❡♥* *♦ ♠♦✈❡ *❤❡ ✐♦♥( ✐♥ *❤❡ ❝#②(*❛❧ ❢#♦♠ *❤❡✐# ❡=✉✐❧✐❜#✐✉♠

♣♦(✐*✐♦♥ ❛♥❞ *❤❡ ❧❛**✐❝❡ ❝♦♥(*❛♥* ❝❤❛♥❣❡( ❢#♦♠ a *♦ 2a✳ ❙✉❜(❡=✉❡♥*❧②✱ *❤❡ ❜♦#❞❡#( ♦❢

*❤❡ ✜#(* ❇#✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ (❤✐❢* ❢#♦♠ k = π/a *♦ k = π/2a ❛♥❞ *❤❡ ❝♦♥❞✉❝*✐♦♥ ❡❧❡❝*#♦♥(

✇✐*❤ ✇❛✈❡ ✈❡❝*♦# k ∼ π/2a (❝❛**❡# ❛* *❤❡ ✜#(* ❇#✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝*#♦♥ (❝❛**❡#✐♥❣

❧❡❛❞( *♦ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ *❤❡ ❡♥❡#❣② ❣❛♣ ❛* *❤❡ ❋❡#♠✐ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ (♦❢*❡♥✐♥❣ ♦❢ *❤❡ ♣❤♦♥♦♥

♠♦❞❡( ❛#♦✉♥❞ q = π/a✳ ❉✉❡ *♦ *❤❡ ❡♥❡#❣② ❣❛♣✱ *❤❡ ❝♦♥❞✉❝*✐♦♥ ❡❧❡❝*#♦♥( (❤✐❢* *♦

❧♦✇❡# ❡♥❡#❣② ❧❡✈❡❧( ❛♥❞ *❤❡✐# *♦*❛❧ ❡♥❡#❣② ❞❡❝#❡❛(❡(✳ ❚❤❡ E❡✐❡#❧( *#❛♥(✐*✐♦♥ ♠❛② ❛❧(♦

♦❝❝✉# ✐♥ *❤❡ ♦*❤❡# ✇❛② ❛#♦✉♥❞✱ ✇❤❡♥ ❛*♦♠( (❤✐❢* *♦ ♥❡✇ ♣♦(✐*✐♦♥( ❞✉❡ *♦ *❤❡ ✐##❡❣✉❧❛#

❞✐(*#✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝*#♦♥ ❝❤❛#❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝#❡❛*❡( ✉♥❡✈❡♥ ❡❧❡❝*#✐❝ ♣♦*❡♥*✐❛❧✳ E❡#✐♦❞✐❝ ❧❛**✐❝❡

❞✐(*♦#*✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛#❣❡ ❞❡♥(✐*② ✇❛✈❡( ❛♣♣❡❛# (✐♠✉❧*❛♥❡♦✉(❧② ❛♥❞ ❞✐✛❡#❡♥* *❤❡♦#✐❡( ♦❢

*❤❡ ♦#✐❣✐♥ ♦❢ ❈❉❲ *#② *♦ ✐❞❡♥*✐❢② ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐( *❤❡ ❝❛✉(❡ ♦❢ *❤❡ ♦*❤❡#✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶✿ *❡✐❡$❧, ✐♥,.❛❜✐❧✐.② ♦❢ ❛ ♠❡.❛❧ ✇✐.❤ ❛ ❤❛❧❢ ✜❧❧❡❞ ❝♦♥❞✉❝.✐♦♥ ❜❛♥❞✱

,❝❤❡♠❛.✐❝ ✈✐❡✇✳ ❛✳✮ ❈❤❛$❣❡ ❞❡♥,✐.② ✇❛✈❡, ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❞✐,.♦$.✐♦♥ ♦❢ ❧❛..✐❝❡ ❛.♦♠,

❢$♦♠ .❤❡✐$ ❡?✉✐❧✐❜$✐✉♠ ♣♦,✐.✐♦♥✳ ❜✳✮ ❚❤❡ ❡❧❡❝.$♦♥ ,♣❡❝.$❛ ♦❢ .❤❡ ♠❡.❛❧ ❜❡❢♦$❡ ✭❞❛,❤❡❞

❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❛❢.❡$ *❡✐❡$❧, .$❛♥,✐.✐♦♥ ✭,♦❧✐❞ $❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❝✳✮ ❉✐,♣❡$,✐♦♥ ♦❢ ❛❝♦✉,.✐❝

♣❤♦♥♦♥, ❜❡❢♦$❡ ✭❞❛,❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❛❢.❡$ ✭,♦❧✐❞ $❡❞ ❧✐♥❡✮ .❤❡ *❡✐❡$❧, .$❛♥,✐.✐♦♥✱

❬✶❪✳

✸✳✷ ❋♦%♠❛(✐♦♥ ♦❢ ❈❉❲

❚❤❡ ❡♥❡$❣② ❛,,♦❝✐❛.❡❞ ✇✐.❤ .❤❡ ❧❛..✐❝❡ ❞✐,.♦$.✐♦♥ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜②

dElattice =
1

2
Mω2

qu
2
q, ✭✸✳✶✮

✇❤❡$❡ M ✐, .❤❡ ✐♦♥✐❝ ♠❛,, ❛♥❞ uq ✐, .❤❡ ,.❛.✐❝ ❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥. ♦❢ .❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ♠♦❞❡ ✇✐.❤

✇❛✈❡ ✈❡❝.♦$ q ❛♥❞ ❢$❡?✉❡♥❝② ωq✳ ❚❤❡ ❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥. ♦❢ ✐♦♥, ✐♥ .❤❡ ❧❛..✐❝❡ ,❡., ✉♣ ❛

♣♦.❡♥.✐❛❧ vq ❞✉❡ .♦ ✇❤✐❝❤ .❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ .♦.❛❧ ❜❛♥❞ ❡♥❡$❣② ♦❢ .❤❡ ❡❧❡❝.$♦♥ ,②,.❡♠ ✐,

dEband = −|vq|χ0(q), ✭✸✳✷✮

✇✐.❤ χ(q) ❜❡✐♥❣ .❤❡ ♥♦♥✲✐♥.❡$❛❝.✐♥❣ ❡❧❡❝.$♦♥✐❝ ,✉,❝❡♣.✐❜✐❧✐.② ❞❡✜♥❡❞ ❛,

χ(q) =
1

L

∑

k

fǫk+q − fǫk

ǫk − ǫk+q

. ✭✸✳✸✮

■♥ .❤✐, ❞❡✜♥✐.✐♦♥✱ f ✐, .❤❡ ❋❡$♠✐ ❢✉♥❝.✐♦♥ ❛♥❞ L ✐, .❤❡ ❧❡♥❣.❤ ♦❢ .❤❡ ❛.♦♠✐❝ ❝❤❛✐♥✳ ❚♦

♠❛✐♥.❛✐♥ .❤✐, ,.❛.❡ ,.❛❜❧❡✱ .❤❡ ❣❛✐♥ ♠✉,. ❛. ❧❡❛,. ❝♦♠♣❡♥,❛.❡ ❢♦$ .❤❡ ❡♥❡$❣② ,♣❡♥. .♦
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♠♦✈❡ ❛%♦♠& ✐♥ %❤❡ ❧❛%%✐❝❡✱ ∂Eband + ∂Elattice < 0 ❢♦. ❛ ❝❡.%❛✐♥ ♣❤♦♥♦♥ ♠♦❞❡✳ ❋.♦♠

❡3✳✸✳✸ ❢♦❧❧♦✇& %❤❛% χ ✐& %❤❡ ❞✐.❡❝% ♠❡❛&✉.❡ ♦❢ %❤❡ ❜❛♥❞ ❡♥❡.❣② ❣❛✐♥ ❞✉❡ %♦ %❤❡ ❧❛%%✐❝❡

❞✐&%♦.%✐♦♥✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❧❛.❣❡ χ ✈❛❧✉❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞& ❛ ❧❛.❣❡ ♥✉♠❡.❛%♦. fk+q − fk✱ ❛ &♠❛❧❧

❞❡♥♦♠✐♥❛%♦. εk − εk+q ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞❡♥&✐%② ♦❢ &%❛%❡& %♦ ❤❛✈❡ ♠❛♥② &✉❝❤ q✲❝♦✉♣❧❡❞ &%❛%❡&✳

❖♥❡ ♦❢ %❤❡ ♣♦&&✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐&♠ ♦❢ ❈❉❲ ❢♦.♠❛%✐♦♥ ✐& %❤✉& &♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥❡&%✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤

♦❝❝✉.& ✐❢ %❤❡.❡ ❡①✐&%& ♣❛.❛❧❧❡❧ ♣❛.%& ♦♥ %❤❡ ❋❡.♠✐ &✉.❢❛❝❡ %❤❛% ❛.❡ &②♠♠❡%.✐❝ ❜② ❛

%.❛♥&❧❛%✐♦♥❛❧ ✈❡❝%♦. ❛♥❞ ♣.♦✈✐❞❡ ❧❛.❣❡ ❝♦♥%.✐❜✉%✐♦♥ %♦ χ ❬✸✸❪✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝%.♦♥& ❢.♦♠

%❤❡ ❋❡.♠✐ &✉.❢❛❝❡ &❝❛%%❡. ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ &②♠♠❡%.✐❝ ♣♦&✐%✐♦♥& ❛♥❞ ❝❤❛.❣❡ ❞❡♥&✐%② ✇❛✈❡&

❛♣♣❡❛.✳ ■♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥✱ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✐& ♣❡.❢❡❝%❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❛& %❤❡ ❋❡.♠✐ &✉.❢❛❝❡ ❝❛♥

❜❡ .❡♣.❡&❡♥%❡❞ ❜② ✐♥✜♥✐%❡❧② ❡①%❡♥❞❡❞ &❤❡❡%& ♥♦.♠❛❧ %♦ ❋❡.♠✐ ✈❡❝%♦.& kF ❛♥❞ −kF ✳
❈♦♥&❡3✉❡♥%❧② χ ❞✐✈❡.❣❡& ❛% q0 = 2kF ❛♥❞ %❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ♠♦❞❡ q0 ✐& ❝♦♠♣❧❡%❡❧② &♦❢%❡♥❡❞

✭ω(q0) → 0✮✳ ■♥ %✇♦✲❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ ❝❛&❡✱ %❤❡ ❋❡.♠✐ &✉.❢❛❝❡ ♦❢ ♥❡❛.❧② ❢.❡❡ ❡❧❡❝%.♦♥&

✐& ❝✐.❝✉❧❛. ❛♥❞ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✐& &❛%✐&✜❡❞ ❢♦. ♦♥❧② ♦♥❡ q ❛% ❛ %✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ ✐❢ %❤❡

❞✐&♣❡.&✐♦♥ ♦❢ 3✉❛&✐✲♣❛.%✐❝❧❡& ❛.♦✉♥❞ %❤❡ ❋❡.♠✐ &✉.❢❛❝❡ ✐& ❛♥✐&♦%.♦♣✐❝✱ %❤❡ ❝✐.❝❧❡ ♠✐❣❤%

❜❡ ❞❡❢♦.♠❡❞ ✇✐%❤ ✢❛% ♣❛.%& ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❢♦. ❧❛.❣❡ χ✳ ❚❤❡ .❡&✉❧%✐♥❣ ❡♥❡.❣②

❣❛✐♥ ❢.♦♠ ♥❡&%✐♥❣ ❛♥❞ ❈❉❲ ❢♦.♠❛%✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ %❤❡ &✐③❡ ❛♥❞ ❝✉.✈❛%✉.❡ ♦❢ %❤❡

♣❛.❛❧❧❡❧ &❡❣♠❡♥%& ♦❢ ❋❡.♠✐ &✉.❢❛❝❡✳ ❆♥♦%❤❡. ♣♦&&✐❜✐❧✐%② ✐& %❤❛% %❤❡.❡ ❡①✐&%& &❛❞❞❧❡

♣♦✐♥%& ♦♥ %❤❡ ❋❡.♠✐ &✉.❢❛❝❡ ✇✐%❤ ✐♥❝.❡❛&❡❞ ❞❡♥&✐%② ♦❢ &%❛%❡& %❤❛% ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝%❡❞ ❜②

❛ ✈❡❝%♦. q✳ ❆ &%.♦♥❣ ❡❧❡❝%.♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ✐♥%❡.❛❝%✐♦♥ ✐& ❛❧&♦ ✐♠♣♦.%❛♥% ❢♦. ❈❉❲ ❢♦.♠❛%✐♦♥✱

&♦ %❤❛% %❤❡ ❡♥❡.❣② ✢♦✇ ❜❡%✇❡❡♥ ❡❧❡❝%.♦♥ ❛♥❞ ❧❛%%✐❝❡ &②&%❡♠ ✐& ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❆♥♦%❤❡. ♠❡❝❤❛♥✐&♠ ♦❢ ❈❉❲ ✐& %❤❡ ❞✐.❡❝% ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡. ❡✛❡❝% ♣.♦♣♦&❡❞ ✐♥ ✶✾✼✼ ❜②

❍✳ P✳ ❍✉❣❤❡& ❬✸✹❪✳ ❚❤✐& ♠♦❞❡❧ ✐& ❜❛&❡❞ ♦♥ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡ ❡♥❡.❣② ♦❢ dz2− ❡❧❡❝%.♦♥&
❝❛♥ ❜❡ ❧♦✇❡.❡❞ ✐❢ %❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❣♦❡& %❤.♦✉❣❤ ❛ &%.✉❝%✉.❛❧ %.❛♥&❢♦.♠❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❏❛❤♥✲

❚❡❧❧❡. ❡✛❡❝% ♦❝❝✉.& ✐❢ %❤❡ ❡♥❡.❣② ❧♦&& ❢.♦♠ &%.✉❝%✉.❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐& ♦✉%♠❛%❝❤❡❞ ❜② ❣❛✐♥

❢.♦♠ ❧♦✇❡.✐♥❣ ❡❧❡❝%.♦♥ ❡♥❡.❣② ❧❡✈❡❧&✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ d✲❡❧❡❝%.♦♥& ✐♥ %❤❡ ❧♦✇❡. &%❛%❡& ❛.❡

❡❧❡❝%.♦&%❛%✐❝❛❧❧② ❧❡&& &%❛❜❧❡✳ ❈♦♠♣♦✉♥❞& ✇✐%❤ ❢✉❧❧ d✲❜❛♥❞ ✭❡✳❣✳ ▼♦❙2✮ ♠❛② ❛❝3✉✐.❡

♠♦.❡ ❡♥❡.❣② ❢.♦♠ %❤❡ &%.✉❝%✉.❛❧ %.❛♥&❢♦.♠❛%✐♦♥ %❤❛♥ %❤❡ ❡❧❡♠❡♥%& ♦❢ ❱✳❇ ❣.♦✉♣ %❤❛%

❤❛✈❡ ✉&✉❛❧❧② ♦♥❧② ♦♥❡ d✲❡❧❡❝%.♦♥ ✐♥ %❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✳ ■❱✳❇ ❣.♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥%& ✇✐%❤ ❡♠♣%②

d✲❜❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦% ❣❛✐♥ ❡♥❡.❣② ❜② &✉❝❤ ❛ &%.✉❝%✉.❛❧ %.❛♥&❢♦.♠❛%✐♦♥ %❤✉& %❤❡ ❏❛❤♥✲

❚❡❧❧❡. ❡✛❡❝% ✐& ♥♦% ♣.♦❜❛❜❧❡ ❢♦. %❤❡♠ ❛% ♥♦.♠❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥&✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ %❤❡ ❡❧❡❝%.♦♥

&%.✉❝%✉.❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❞♦♣✐♥❣ ♦. ✐♥%❡.❝❛❧❛%✐♦♥ ❛♥❞ %❤❡ ❡♠♣%② d✲❜❛♥❞& ♠✐❣❤% ❜❡

✜❧❧❡❞ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝.❡❛&❡ %❤❡ ♣♦&&✐❜✐❧✐%② ❢♦. &%.✉❝%✉.❛❧ %.❛♥&❢♦.♠❛%✐♦♥✳ ❇❡&✐❞❡ ❞✐.❡❝%

❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡. ❡✛❡❝% %❤❡.❡ ❡①✐&%& ❛❧&♦ &♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥❞✐.❡❝% ♦♥❡ ✇❤❡♥ %❤❡ ❧♦✇❡.✐♥❣ ♦❢ ❡♥❡.❣②

❧❡✈❡❧& ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ✐& ♠❡❞✐❛%❡❞ ❜② ❡❧❡❝%.♦♥✲❤♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❬✸✺❪✳ P❡.✐♦❞✐❝

❧❛%%✐❝❡ ❞✐&%♦.%✐♦♥ ❧❡❛❞& %♦ %❤❡ ❞❡❣❡♥❡.❛%✐♦♥ ♦❢ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤

✸✺



 ❤❡♥ ♣✉&❤❡& ❞♦✇♥  ❤❡ ❡♥❡*❣② ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ ❧♦✇❡*&  ❤❡  ♦ ❛❧ ❡♥❡*❣②✳

❆♥♦ ❤❡* ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈❉❲ ♠❡❝❤❛♥✐&♠ ✐&  ❤❡  *❛♥&✐ ✐♦♥ ♦❢ ❛ &❡♠✐❝♦♥❞✉❝ ♦* ✇✐ ❤

✐♥❞✐*❡❝ ❣❛♣  ♦ ❛♥ ❡①❝✐ ♦♥✐❝ ✐♥&✉❧❛ ♦* ❬✸✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉*& ❞✉❡  ♦ ❡❧❡❝ *♦♥✲❡❧❡❝ *♦♥

❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥ ❡*❛❝ ✐♦♥✳ ❚❤❡ &❝❤❡♠❛ ✐❝  *❛♥&❢♦*♠❛ ✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝ *♦♥ &♣❡❝ *❛ ✐& ❞✐&♣❧❛②❡❞

✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✷✳ ❚❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♦❢  ❤❡ &❡♠✐❝♦♥❞✉❝ ♦* ✐& ✜❧❧❡❞ ✇✐ ❤ ❡❧❡❝ *♦♥& ❛♥❞ ❤❛& ❛

♠❛①✐♠✉♠ ❛ k = 0✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝ ✐♦♥ ❜❛♥❞ ✐& ✜❧❧❡❞ ✇✐ ❤ ❤♦❧❡& ❛♥❞ ❤❛& ♠✐♥✐♠✉♠ ❛ 

k = π/a✳ ■♥ &✉❝❤ ❛ &②& ❡♠✱ ❡❧❡❝ *♦♥& ❛♥❞ ❤♦❧❡& ❝❛♥ ❝*❡❛ ❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❛✐*&✱ &♦✲❝❛❧❧❡❞

❡①❝✐ ♦♥& ✇✐ ❤ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡*❣②✱ Eb✳ ❚❤❡  *❛♥&✐ ✐♦♥  ♦ ❡①❝✐ ♦♥✐❝ ✐♥&✉❧❛ ♦* ♦❝❝✉*& ✐❢  ❤❡

❡♥❡*❣② ♦❢  ❤❡ ❣❛♣ ❞❡❝*❡❛&❡& ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡& ❝♦♠♣❛*❛❜❧❡ ✇✐ ❤  ❤❡ ❡①❝✐ ♦♥ ❡♥❡*❣② Eb✳ ❚❤❡

❡❧❡❝ *♦♥✐❝ &②& ❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥& ❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡①❝✐ ♦♥& ✇✐❧❧ ❢♦*♠ &♣♦♥ ❛♥❡♦✉&❧②✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝ *♦♥&

❛♥❞ ❤♦❧❡& ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ G✉❛&✐ ♣❛* ✐❝❧❡&✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞&  ♦ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧❛*❣❡ ❡♥❡*❣②

❣❛♣ ✐♥  ❤❡ &♣❡❝ *❛ ❛♥❞  ❤❡ ♥❡✇ & ❛ ❡ ✐& ❝❛❧❧❡❞ ❡①❝✐ ♦♥✐❝ ✐♥&✉❧❛ ♦*✳ ❙✐♠✐❧❛* ✐&  ❤❡ ❝❛&❡

♦❢ &❡♠✐♠❡ ❛❧ ✇✐ ❤ &♠❛❧❧ ✐♥❞✐*❡❝ ♦✈❡*❧❛♣ ♦❢ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝ ✐♦♥ ❜❛♥❞&✳ ▲♦✇❡*✲

✐♥❣ ♦❢  ❤❡ ♦✈❡*❧❛♣ ❧❡❛❞&  ♦ &♠❛❧❧❡* ❛♠♦✉♥ ♦❢ ❝❤❛*❣❡ ❝❛**✐❡*&✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧&♦ *❡❞✉❝❡

 ❤❡ &❝*❡❡♥✐♥❣ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥ ❡*❛❝ ✐♦♥✳ ❚❤✐& ❡♥❛❜❧❡&  ❤❡ ♦✉ ❜*❡❛❦ ♦❢ ❡①❝✐ ♦♥& ❛♥❞  ❤❡

&❡♠✐♠❡ ❛❧ ❜❡❝♦♠❡& ✐♥&✉❧❛ ✐♥❣✳ ■♥ ❣❡♥❡*❛❧✱  ❤❡ ❢♦*♠❛ ✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❝✐ ♦♥✐❝ ✐♥&✉❧❛ ♦*

✐& ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♠♦❞✐✜❝❛ ✐♦♥& ✐♥  ❤❡ ❜❛♥❞ & *✉❝ ✉*❡✱ ♠✐❣❤ ✭❡✳❣✳ ✐♥ ✶T ✲❚✐❙❡2 ❬✸✼❪✮ ♦*

♠✐❣❤ ♥♦ ✭❡✳❣✳ ❚❛2❙✐◆❡5 ❬✸✽❪✮ ❧❡❛❞  ♦  ❤❡ ❧❛  ✐❝❡ ❞✐& ♦* ✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛*❛♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛*❣❡

❞❡♥&✐ ② ✇❛✈❡&✳

❋✐❣✉*❡ ✸✳✶✷✿ ❊①❝✐ ♦♥✐❝ ✐♥&✉❧❛ ♦* ✐♥& ❛❜✐❧✐ ② ♦❢ ❛ &❡♠✐❝♦♥❞✉❝ ♦* ✇✐ ❤ ❛ &♠❛❧❧ ✐♥❞✐*❡❝ 

❣❛♣✱ &❝❤❡♠❛ ✐❝ ✈✐❡✇✳ ❛✳✮ ❊❧❡❝ *♦♥✐❝ ❜❛♥❞ ❞✐&♣❡*&✐♦♥ ✐♥ ♥♦*♠❛❧ ✭❞❛&❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮

❛♥❞ ❡①❝✐ ♦♥✐❝ & ❛ ❡ ✭&♦❧✐❞ *❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❜✳✮ ❊①❝✐ ♦♥ ❛♥❞ ♣❤♦♥♦♥ ❞✐&♣❡*&✐♦♥& ✐♥ ♥♦*♠❛❧

✭❞❛&❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❡①❝✐ ♦♥✐❝ & ❛ ❡ ✭&♦❧✐❞ *❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❬✶❪

✸✻



✸✳✸ ❚#❛♥&✐(✐♦♥ ♠❡(❛❧ ❞✐❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡&

❈✉x❚✐❙❡2 ✐& ♦❜)❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♣♣❡0 ✐♥)❡0❝❛❧❛)✐♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ❧❛②❡0& ♦❢ ✶T ✲❚✐❙❡2✱ ✇❤✐❝❤

❜❡❧♦♥❣& )♦ )❤❡ ❣0♦✉♣ ♦❢ )0❛♥&✐)✐♦♥ ♠❡)❛❧ ❞✐❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡& ✭❚▼❉✮ ❦♥♦✇♥ ❢♦0 )❤❡✐0 ?✉❛&✐✲

)✇♦✲❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ ❝❤❛0❛❝)❡0✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ )❤❡✐0 ❝♦♠♣♦&✐)✐♦♥✱ )❤❡② ❝❛♥ ❜❡ &❡♠✐❝♦♥❞✉❝✲

)♦0& ✭❡✳❣✳ ▼♦❙2✱ ❲❙2✮✱ &❡♠✐♠❡)❛❧& ✭❡✳❣✳ ❲❚❡2✱ ❚✐❙❡2✮ ♦0 )0✉❡ ♠❡)❛❧& ✭❡✳❣✳ ◆❜❙2✱ ❱❙❡2✮✳

❆) ❧♦✇ )❡♠♣❡0❛)✉0❡& &♦♠❡ ♦❢ )❤❡♠ ❜❡❝♦♠❡ &✉♣❡0❝♦♥❞✉❝)✐♥❣✱ ✇✐)❤ ♣0♦♣❡0)✐❡& &✐♠✐❧❛0

)♦ ♦)❤❡0 ✉♥❝♦♥✈❡♥)✐♦♥❛❧ &✉♣❡0❝♦♥❞✉❝)♦0&✳ ❋♦0 ❡①❛♠♣❧❡✱ &♦♠❡ ♦❢ )❤❡♠ ❛0❡ ♠✉❧)✐♣❧❡

❣❛♣ &✉♣❡0❝♦♥❞✉❝)♦0& ❛& ▼❣❇2 ♦0 ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥❡0❣② ❣❛♣ ✇✐)❤ ♣&❡✉❞♦❣❛♣ ❢❡❛)✉0❡&✱ ✇❤✐❝❤

❛0❡ ♦❢)❡♥ &❡❡♥ ✐♥ ♣♥✐❝)✐❞❡& ♦0 ❝✉♣0❛)❡&✳

❊❛❝❤ ❧❛②❡0 ♦❢ ❜✉❧❦ ❚▼❉ ✐& ❝♦♠♣♦&❡❞ ♦❢ ❛ ♠✐①)✉0❡ ✇❤❡0❡ ♣❡0 ♦♥❡ )0❛♥&✐)✐♦♥ ♠❡)❛❧

❛)♦♠ M ✭❡✳❣✳ ❚✐✱ ❚❛✱ ◆❜✮ )❤❡0❡ ❛0❡ )✇♦ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ❛)♦♠& X2 ✭❙✱ ❙❡✱ ❚❡✮✳ ■♥ ❡❛❝❤

❧❛②❡0✱ M ❛♥❞ X ❛)♦♠& ❛0❡ ❝♦♥♥❡❝)❡❞ ❜② &)0♦♥❣ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦✈❛❧❡♥) ❜♦♥❞& ❝0❡❛)✐♥❣ ❛

❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛))✐❝❡✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ MX2 ❧❛②❡0& ❛0❡ ❝♦✉♣❧❡❞ )♦❣❡)❤❡0 ❜② ✇❡❛❦ ❱❛♥ ❞❡0 ❲❛❛❧&

❢♦0❝❡&✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♠✉)✉❛❧ ♦0✐❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉0✐♥❣ ❧❛②❡0&✱ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡&

&✉00♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡)❛❧ ❛)♦♠ ♠❛② ❝0❡❛)❡ )✇♦ ❞✐&)✐♥❝) ❝♦♦0❞✐♥❛)✐♦♥&✱ ❡✐)❤❡0 ♦❝)❛❤❡❞0❛❧ ♦0

)0✐❣♦♥❛❧ ♣0✐&♠❛)✐❝✳ ❚❤❡&❡ )✇♦ &)0✉❝)✉0❡& ❝❛♥ ❛❧)❡0♥❛)❡ ❛❧♦♥❣ )❤❡ c ❛①✐& ✐♥ ✈❛0✐♦✉&

♦0❞❡0✱ ❝0❡❛)✐♥❣ ✈❛0✐❡)② ♦❢ &)0✉❝)✉0❛❧ ♣♦❧②)②♣❡& ✇✐)❤ ❞✐✈❡0&❡ ❡❧❡❝)0♦♥✐❝ ♣0♦♣❡0)✐❡&✳ ❚✇♦

♠♦&) ❝♦♠♠♦♥ ♣♦❧②)②♣❡& ♦❢ ❚▼❉ ❛0❡ ✶T ❛♥❞ ✷H ✇❤❡0❡ )❤❡ ✜❣✉0❡ 0❡♣0❡&❡♥)& ♥✉♠❜❡0

♦❢ ❧❛②❡0& ✐♥ ♦♥❡ ✉♥✐) ❝❡❧❧ ❛♥❞ )❤❡ ❧❡))❡0 ❞❡&❝0✐❜❡& &②♠♠❡)0② ♦❢ )❤❡ &)0✉❝)✉0❡ ✭❋✐❣✳✸✳✶✸✮✳

■♥ ✶T ♣♦❧②)②♣❡✱ ✐❞❡♥)✐❝❛❧ ♦❝)❛❤❡❞0❛❧ ❧❛②❡0& 0❡♣❡❛) ✇✐)❤ )0✐❣♦♥❛❧ &②♠♠❡)0② ✇❤✐❧❡ ♣♦❧②✲
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 ②♣❡ ✷H ❤❛' ❤❡①❛❣♦♥❛❧ '②♠♠❡ .② ❛♥❞ ❝♦♥'✐' ' ♦❢  ✇♦ ❧❛②❡.' ✐♥  ❤❡  .✐❣♦♥❛❧ ♣.✐'♠❛ ✐❝

❝♦♥✜❣✉.❛ ✐♦♥✳

❊❧❡❝ .♦♥✐❝ ♣.♦♣❡. ✐❡' ♦❢  ❤❡'❡  ✇♦ ♣♦❧② ②♣❡' ❛.❡ ✐♥ ❣❡♥❡.❛❧ ✈❡.② ❞✐✛❡.❡♥ ✳ ■♥ ♣.✐'✲

 ✐♥❡ ✶T ❝♦♠♣♦✉♥❞'✱ '✉♣❡.❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② ❤❛' ♥❡✈❡. ❜❡❡♥ ♦❜'❡.✈❡❞ ❛ ❛♠❜✐❡♥ ♣.❡''✉.❡

❜✉ ❈❉❲ ✇❡.❡ ♦❢ ❡♥ '❡❡♥ ❝❧♦'❡  ♦ .♦♦♠  ❡♠♣❡.❛ ✉.❡✳ ❆' ❈❉❲ ' ❛ ❡ ✐' ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞

❜② ❛♥ ❡♥❡.❣② ❣❛♣ ♦♣❡♥✐♥❣ ✐♥  ❤❡ ❡❧❡❝ .♦♥ '♣❡❝ .❛✱  ❤❡'❡ ♠❛ ❡.✐❛❧' ❛.❡ '❡♠✐♠❡ ❛❧' ♦.

'❡♠✐❝♦♥❞✉❝ ♦.' ❛ ' ❛♥❞❛.❞ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥'✳ ❘❡❣❛.❞✐♥❣  ❤❡ ✷H ♣♦❧② ②♣❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞'✱  ❤❡②

❛.❡ ❦♥♦✇♥  ♦ ❤❛✈❡ ♠♦.❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛ ❡❞ ❋❡.♠✐ '✉.❢❛❝❡ ✇❤❡.❡ ❞✉❛❧ ♦.❞❡.✐♥❣ ✐' ♣♦''✐❜❧❡

❛♥❞ '✉♣❡.❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② ❛♥❞ ❈❉❲ ♠❛② ❝♦❡①✐' ✭'❡❡ ❬✶✱ ✸✾❪ ❢♦. .❡✈✐❡✇✮✳

❆♠♦♥❣ ❛❧❧  ❤❡ ♣.✐' ✐♥❡ ❚▼❉✱ ✷H✲◆❜❙❡2 ❤❛'  ❤❡ ❤✐❣❤❡' ❝.✐ ✐❝❛❧  ❡♠♣❡.❛ ✉.❡ ♦❢

'✉♣❡.❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣  .❛♥'✐ ✐♦♥ ✇✐ ❤ Tc = 7.2 ❑ ❛ ❛♠❜✐❡♥ ♣.❡''✉.❡✳ ■ ✐' ❛ ♠✉❧ ✐✲❣❛♣

'✉♣❡.❝♦♥❞✉❝ ♦. ✇✐ ❤  ✇♦ ❞✐' ✐♥❝ ❣❛♣' ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥  ✇♦ ❞✐✛❡.❡♥ '❤❡❡ ' ♦❢ ❋❡.♠✐ '✉.✲

❢❛❝❡ ❬✹✵✱ ✹✶❪✳ ❇❡❧♦✇ TCDW = 35 ❑✱ ❈❉❲ ' ❛ ❡ ❛♣♣❡❛.' ✇✐ ❤ ❝❤❛.❛❝ ❡.✐' ✐❝ ✇❛✈❡

✈❡❝ ♦. ✐♥❝♦♠♠❡♥'✉.❛ ❡ ✇✐ ❤  ❤❡ ❝.②' ❛❧ ❧❛  ✐❝❡ ❬✹✷❪✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡✲.❡'♦❧✈❡❞ ♣❤♦ ♦❡♠✐'✲

'✐♦♥ '♣❡❝ .♦'❝♦♣② ✭❆❘U❊❙✮ '❤♦✇❡❞  ❤❛  ❤❡ ❈❉❲ ❡♥❡.❣② ❣❛♣ ✐♥ ✷H✲◆❜❙❡2 ❞♦❡' ♥♦ 

❝❧♦'❡ ❛ TCDW ❜✉ ✇❛' ❛❧'♦ ♦❜'❡.✈❡❞ ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡  ❤✐'  ❡♠♣❡.❛ ✉.❡ ✐♥  ❤❡ ♥♦.♠❛❧ ' ❛ ❡

❬✹✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐' ❛ ❢❡❛ ✉.❡ ❝❤❛.❛❝ ❡.✐' ✐❝ ❢♦. ♣'❡✉❞♦❣❛♣✳ ❲❤❡♥ ❤②❞.♦' ❛ ✐❝ ♣.❡''✉.❡ ✐' ❛♣✲

♣❧✐❡❞  ♦ ◆❜❙❡2✱  ❤❡ ❈❉❲ ' ❛ ❡ ✐' '✉♣♣.❡''❡❞ ✭TCDW ❞❡❝.❡❛'❡' ❧✐♥❡❛.❧② ✇✐ ❤ ♣.❡''✉.❡✮

✇❤✐❧❡ '✉♣❡.❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣ Tc ✐' ❡✈❡♥ '❧✐❣❤ ❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✉♣  ♦ ✽ ❑ ❬✹✹❪✳ ❆❝❝♦.❞✐♥❣  ♦ ❬✹✺❪✱ ✐ 

'❡❡♠'  ❤❛  ❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❛❝♦✉' ✐❝ ♠♦❞❡  ❤❛ ❞.✐✈❡' ❈❉❲  .❛♥'✐ ✐♦♥ ✐♥ ✷H✲◆❜❙❡2 ❜❛.❡❧②

❝♦♥ .✐❜✉ ❡'  ♦ '✉♣❡.❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ②  ❤❛ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥  ❤❡ ✐♥'❡♥'✐ ✐✈✐ ② ♦❢ Tc  ♦ '✉♣♣.❡'✲

'✐♦♥ ♦❢ ❈❉❲ ' ❛ ❡✳ ❙❡❡♠✐♥❣❧② '✐♠✐❧❛. '②' ❡♠ ✐' ✷H✲◆❜❙2 ✇✐ ❤ Tc = 5.8 ❑ ❛♥❞  ✇♦

'✉♣❡.❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣ ❡♥❡.❣② ❣❛♣'✱ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛ ❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡.❡♥ '❤❡❡ ♦❢ ❋❡.♠✐ '✉.❢❛❝❡✳ ❘❡❝❡♥ 

♠❡❛'✉.❡♠❡♥ ' ♦♥  ❤✐' ❝♦♠♣♦✉♥❞ '❤♦✇❡❞ ❛ ' .♦♥❣ '♦❢ ❡♥✐♥❣ ♦❢  ❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ♠♦❞❡' ✐♥

'♦♠❡ ❞✐.❡❝ ✐♦♥'✱ ❤♦✇❡✈❡.✱ ♥♦ ❈❉❲ ' ❛ ❡ ❤❛' ❡✈❡. ❜❡❡♥ ♦❜'❡.✈❡❞ ❤❡.❡ ❬✹✻❪✳

▼♦' ♦❢  ❤❡ ❚▼❉ ❞♦ ❡①❤✐❜✐  ❤❡ ♣.❡'❡♥❝❡ ♦❢ ❈❉❲ ❛♥❞ '✉♣❡.❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ②✳ ▲❛②❡.❡❞

' .✉❝ ✉.❡ ❛♥❞  ✇♦✲❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ ❝❤❛.❛❝ ❡. ♠❛❦❡  ❤❡♠ '✉✐ ❛❜❧❡ ❢♦. ✐♥ ❡.❝❛❧❛ ✐♦♥ ♦❢ ❛ ♦♠'

♦. ♦.❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡' ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❧❛②❡.' ♦❢ MX2✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥  ✉♥❡  ❤❡✐. ❡❧❡❝ .♦♥✐❝

♣.♦♣❡. ✐❡' ❛♥❞ '♦  ❤❡ ♣.❡'❡♥❝❡ ♦❢  ❤❡  ✇♦ ♦.❞❡.❡❞ ' ❛ ❡'✳ ❯♣♦♥ ✐♥ ❡.❝❛❧❛ ✐♦♥✱ ❡❧❡❝ .♦♥'

❛.❡  .❛♥'❢❡..❡❞ ❢.♦♠  ❤❡ ✐♥ ❡.❝❛❧❛♥  ♦ ❡❧❡❝ .♦♥ ❜❛♥❞' ♦❢  ❤❡ ❚▼❉✳ ❆' ❛ .❡'✉❧ ✱  ❤❡

❈❉❲ ' ❛ ❡ ✐' '✉♣♣.❡''❡❞ ❛♥❞  ❤❡ ❣❡♥❡.❛ ❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞' ♦❢ ❡♥ '❤♦✇ ❤✐❣❤ ❛♥✐'♦ .♦♣②

✐♥ ❜♦ ❤ '✉♣❡.❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦.♠❛❧ ♣.♦♣❡. ✐❡'✳

❙✉♣❡.❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② ✉'✉❛❧❧② ❝♦❡①✐' ' ✇✐ ❤ ✐♥❝♦♠♠❡♥'✉.❛ ❡ ❈❉❲ ✭■❈❉❲✮ ✇❤❡♥  ❤❡

❝❤❛.❛❝ ❡.✐' ✐❝ ✇❛✈❡ ✈❡❝ ♦. ♦❢ ❈❉❲ ✐' ♥♦ ✐♥ ❡❣❡. ♠✉❧ ✐♣❧❡  ♦  ❤❡ ❝.②' ❛❧ ❧❛  ✐❝❡ ✇❛✈❡

✈❡❝ ♦.✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛.❛♥❝❡ ♦❢ '✉♣❡.❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② ✇✐ ❤ ❝♦♠♠❡♥'✉.❛ ❡ ❈❉❲ ✭❈❈❉❲✮
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❞✉❝(✐✈✐(② ✇❛# ✐♥(&♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣&❡##✉&❡ ❬✹✼❪✳ ■♥❝♦♠♠❡♥#✉&❛(❡ ❈❉❲ #(❛(❡ ✐# ♦❜#❡&✈❡❞
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(♦ ❝♦♠♠❡♥#✉&❛(❡ ♣❤❛#❡✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ (❤❡ ❤②❞&♦#(❛(✐❝ ♣&❡##✉&❡✱ (❤❡ ❈❈❉❲ #(❛(❡ ✐#

❞❡#(❛❜✐❧✐③❡❞ ❛❧&❡❛❞② ❜❡❧♦✇ ✶ ●G❛ ❜✉( ❈❉❲ &❡♠❛✐♥# ♣&❡#❡♥( ✐♥ (❤❡ #②#(❡♠ ✐♥ ✐♥❝♦♠✲

♠❡♥#✉&❛(❡ ♣❤❛#❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐# #✉♣♣&❡##❡❞ ♠♦&❡ #❧♦✇❧② ✇✐(❤ ♣&❡##✉&❡✳ ❆( ❛&♦✉♥❞ ✸ ●G❛✱

#✉♣❡&❝♦♥❞✉❝(✐✈✐(② ❡♠❡&❣❡# ❛♥❞ ❢♦& ❝❡&(❛✐♥ ♣&❡##✉&❡ &❛♥❣❡ ✐( ❝♦❡①✐#(# ✇✐(❤ ■❈❉❲ #(❛(❡✳

❙✉♣❡&❝♦♥❞✉❝(✐✈✐(② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥(&♦❞✉❝❡❞ ✐♥(♦ ✶T ✲❚❛❙2 ❛❧#♦ ❜② &❡♣❧❛❝✐♥❣ #✉❧♣❤✉& ❛(♦♠#

✇✐(❤ #❡❧❡♥✐✉♠ ❬✹✽❪✳ ❋♦& ❞✐✛❡&❡♥( ❙❡ ❝♦♥❝❡♥(&❛(✐♦♥#✱ (❤❡ ❈❉❲ #(❛(❡ ❡①✐#(# ✐♥ ❝♦♠✲

♠❡♥#✉&❛(❡ ♦& ✐♥❝♦♠♠❡♥#✉&❛(❡ ❝♦♥✜❣✉&❛(✐♦♥ ❜✉( (❤❡ #✉♣❡&❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ #(❛(❡ ❛♣♣❡❛&#

✐♥ ✶T ✲❚❛❙2−x❙❡x ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ ✇✐(❤ (❤❡ ■❈❉❲ ♣❤❛#❡✳ ❖♥ (❤❡ ♦(❤❡& ❤❛♥❞✱ ♦♥❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❚▼❉ ✇❤❡&❡ #✉♣❡&❝♦♥❞✉❝(✐✈✐(② ❝♦❡①✐#( ✇✐(❤ ❈❈❉❲ ♣❤❛#❡✱ ✐# ✷H✲❚❛❙❡2

❬✹✾❪✳ ■(# ❝&✐(✐❝❛❧ (❡♠♣❡&❛(✉&❡ ✐# S✉✐(❡ #♠❛❧❧ ✭Tc = 0.2 ❑✮✱ ❤♦✇❡✈❡& ❜② ✐&&❛❞✐❛(✐♥❣ (❤❡

#❛♠♣❧❡ ✐( ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝&❡❛#❡❞ ✉♣ (♦ ✷ ❑ ❬✺✵❪✳ ❚❤❡ ✐&&❛❞✐❛(✐♦♥ ✐♥(&♦❞✉❝❡# ❞✐#♦&❞❡& ✐♥(♦ (❤❡

❈❉❲ #(❛(❡✱ ✇❤✐❝❤ #✉❣❣❡#(# (❤❛( (❤❡ &❡#✉❧(❛♥( ✐♥❝&❡❛#❡ ♦❢ Tc ♠✐❣❤( ❜❡ ❛❧#♦ ❝♦♥♥❡❝(❡❞

✇✐(❤ (❤❡ ✐♥❝♦♠♠❡♥#✉&❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❈❉❲✳

✸✳✹ ❈❉❲ ❛♥❞ )✉♣❡-❝♦♥❞✉❝0✐✈✐0② ✐♥ ✶T ✲❚✐❙❡2

❆( ❛♠❜✐❡♥( ❝♦♥❞✐(✐♦♥#✱ ✶T ✲❚✐❙❡2 ✐# ❛ #❡♠✐❝♦♥❞✉❝(♦& ♦& #❡♠✐♠❡(❛❧ ✇✐(❤ #♠❛❧❧ ✐♥❞✐&❡❝(

❣❛♣✳ ❇❡❧♦✇ T ∼ 200 ❑ ❬✺✶❪✱ ✐( ✉♥❞❡&❣♦❡# #❡❝♦♥❞ ♦&❞❡& ♣❤❛#❡ (&❛♥#✐(✐♦♥ (♦ ❈❉❲

#(❛(❡ (❤❛( ✐# ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❧❛((✐❝❡ ❞✐#(♦&(✐♦♥ ✐♥ ❙❡✲❚✐✲❙❡ ❧❛②❡& ✭❋✐❣✳✸✳✶✹✲Left✮✳ ❚❤❡

❝❤❛&❛❝(❡&✐#(✐❝ ❈❉❲ ✇❛✈❡ ✈❡❝(♦&# ❛&❡ ❝♦♠♠❡♥#✉&❛(❡ ✇✐(❤ (❤❡ ❝&②#(❛❧ ❧❛((✐❝❡✱ ✇✐(❤

✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ 2a×2a×2c✱ ✇❤❡&❡ a ❛♥❞ c ❛&❡ (❤❡ ❧❛((✐❝❡ ❝♦♥#(❛♥(#✳ ❚❤❡ #❝❤❡♠❛(✐❝ ❋❡&♠✐

#✉&❢❛❝❡ ♦❢ ✶T ✲❚✐❙❡2 ✐# ❞✐#♣❧❛②❡❞ ✐♥ (❤❡ ❋✐❣✳✸✳✶✹✲Right✳ ❚❤❡ &❡❧❡✈❛♥( ❡❧❡❝(&♦♥✐❝ #(❛(❡#

❤❡&❡ ❛&❡ (❤❡ ❙❡ ✹p ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ✇✐(❤ (❤❡ ❤✐❣❤❡#( ❡♥❡&❣② ❧♦❝❛(❡❞ ✐♥ (❤❡ ❝❡♥(&❡ ♦❢ (❤❡

❇&✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✭♣♦✐♥( Γ✮ ❛♥❞ (❤❡ ❚✐ ✸d ❝♦♥❞✉❝(✐♦♥ ❜❛♥❞ ✇✐(❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛( (❤❡ ③♦♥❡

❡❞❣❡# ✭♣♦✐♥( L✮✳

❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐#♠ ♦❢ ❈❉❲ ❢♦&♠❛(✐♦♥ ✐♥ (❤✐# #②#(❡♠ ✇❛# (❤♦&♦✉❣❤❧② #(✉❞✐❡❞✳ ◆❡#(✐♥❣

♦♥ (❤❡ ❋❡&♠✐ #✉&❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❞✉❡ (♦ ❞✐✛❡&❡♥( #✐③❡ ❛♥❞ ❛♥✐#♦(&♦♣② ♦❢ ❙❡ ❛♥❞

❚✐ ❋❡&♠✐ #✉&❢❛❝❡ ♣♦❝❦❡(#✳ ❆♥❛❧②#✐# ♦❢ (❤❡ ❆❘G❊❙ ♠❡❛#✉&❡♠❡♥(# #❤♦✇❡❞ (❤❛( (❤❡

p − d ❜❛♥❞ ✐♥(❡&❛❝(✐♦♥ #(❛②# ❜❡❤✐♥❞ (❤❡ ❈❉❲ ❢♦&♠❛(✐♦♥ ✐♥ (❤✐# #②#(❡♠ ❬✶❪✳ ■♥ (❤❡

❝♦♠♠❡♥#✉&❛(❡ ❈❉❲ ♣❤❛#❡✱ Γ ❛♥❞ L ♣♦✐♥(# ♦❢ &❡❝✐♣&♦❝❛❧ ❧❛((✐❝❡ ❜❡❝♦♠❡ ❡S✉✐✈❛❧❡♥(

❛♥❞ #✐♥❝❡ (❤❡ ❣❛♣ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ❜❛♥❞# ✐# #♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ (❤❡ p ❛♥❞ d ❜❛♥❞ #(❛(❡# ✐♥(❡&❛❝(✳

❈♦♥#❡S✉❡♥(❧②✱ ❜❛♥❞ ❤②❜&✐❞✐#❛(✐♦♥ ♦❝❝✉&# ❧♦✇❡&✐♥❣ (❤❡ ❡♥❡&❣② ♦❢ (❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ p #(❛(❡#
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✹✿ ❙❝❤❡♠❛0✐❝ $❡❛❧✲3♣❛❝❡ ✉♥✐0❡ ❝❡❧❧3 ✭Left✮ ❛♥❞ ❇$✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡3 ✭Right✮ ❢♦$

❝♦♠♠❡♥3✉$❛0❡ ❈❉❲ ❧❛00✐❝❡ ♦❢ ✶T ✲❚✐❙❡2✳ ❙♠❛❧❧ ❜❧❛❝❦ ❛$$♦✇3 3❤♦✇ ❛0♦♠✐❝

❞✐30♦$0✐♦♥3 ✭3✐③❡ ♥♦0 0♦ 3❝❛❧❡✮ ❛♥❞ ❧♦♥❣ $❡❞ ❛$$♦✇3 ✐♥❞✐❝❛0❡ ✸ ❝❤❛$❛❝0❡$✐30✐❝ ❈❉❲

✇❛✈❡ ✈❡❝0♦$3 ❬✶❪✳

❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ 0❤❡ ❈❉❲ 30❛0❡ 30❛❜❧❡✳

❍♦✇❡✈❡$✱ ✐0 ✐3 30✐❧❧ ♥♦0 ❝❧❡❛$ ✇❤❛0 ✐3 0❤❡ 0②♣❡ ♦❢ ✐♥0❡$❛❝0✐♦♥ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ❜❛♥❞3✳

J❤♦♥♦♥ ♠❡❞✐❛0❡❞ ✐♥0❡$❛❝0✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❢❛✈♦✉$ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡$ ✐♥30❛❜✐❧✐0② ❛♥❞ 0❤❡ ❞$✐✈✐♥❣

❢♦$❝❡ ♦❢ ❈❉❲ ✇♦✉❧❞ ❜❡ 0❤❡ ❧❛00✐❝❡ ❞✐30♦$0✐♦♥✳ ❖♥ 0❤❡ ♦0❤❡$ ❤❛♥❞✱ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥0❡$❛❝0✐♦♥

❜❡0✇❡❡♥ p ❤♦❧❡3 ❛♥❞ d ❡❧❡❝0$♦♥3 ❧❡❛❞3 0♦ ❛♥ ❡①❝✐0♦♥✐❝ ✐♥3✉❧❛0♦$ 3❝❡♥❛$✐♦✳ ■♥ 0❤❛0

❝❛3❡✱ 0❤❡ ✐♥30❛❜✐❧✐0② ❧❡❛❞✐♥❣ 0♦ ❈❉❲ ❢♦$♠❛0✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣$✐♠❛$✐❧② ❡❧❡❝0$♦♥✐❝ ❛♥❞

0❤❡ ❧❛00✐❝❡ ❞✐30♦$0✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ 0❤❡ ❝♦♥3❡O✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝0$♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣$❡3❡♥0

✐♥ 0❤✐3 3②30❡♠✳ ❇♦0❤ ♠♦❞❡❧3 ❝♦✉❧❞ O✉❛❧✐0❛0✐✈❡❧② ❡①♣❧❛✐♥ 0❤❡ ❈❉❲ ❢♦$♠❛0✐♦♥ ❜✉0

0❤❡ 30$♦♥❣ ❡❧❡❝0$♦♥✲❡❧❡❝0$♦♥ ✐♥0❡$❛❝0✐♦♥ ✐♥ ✶T ✲❚✐❙❡2 ❢❛✈♦✉$3 0❤❡ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡$ ❡✛❡❝0✳

◆❡✈❡$0❤❡❧❡33✱ 0❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥3 ♦❢ ❆❘J❊❙ 3♣❡❝0$❛ ❢$♦♠ 0✐❣❤0✲❜✐♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❬✶❪ 3❤♦✇❡❞

0❤❛0 0❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥0❛❧❧② ♦❜3❡$✈❡❞ ❛♠♣❧✐0✉❞❡ ♦❢ ❛0♦♠ ❞✐3♣❧❛❝❡♠❡♥0 ✐♥ ✶T ✲❚✐❙❡2 ✐3 ♥♦0

❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ 0♦ ❝❛✉3❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ 3✉❝❤ ❛ ❜✐❣ ❡♥❡$❣② ❣❛♣ ❛3 ♦❜3❡$✈❡❞✳ ❋✉$0❤❡$✱ 0❤❡

❧♦✇ ❝❛$$✐❡$ ❞❡♥3✐0✐❡3 ✐♥ 0❤❡ ❜❛♥❞3 $❡3✉❧0 ✐♥ ✇❡❛❦ 3❝$❡❡♥✐♥❣ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥0❡$❛❝0✐♦♥

❜❡0✇❡❡♥ ✹p ❤♦❧❡3 ❛♥❞ ✸d ❡❧❡❝0$♦♥3✱ 3♦ 0❤❛0 0❤❡ ❡❧❡❝0$♦♥✲❤♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛② ❛❧3♦ ♣❧❛②

❛ 3✐❣♥✐✜❝❛♥0 $♦❧❡ ❬✺✷❪✳ ❚❤❡ ❡①❝✐0♦♥✐❝ ❝♦♥0$✐❜✉0✐♦♥3 0❤✉3 ❝❛♥♥♦0 ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❛♥❞ ✐0 ✐3

♣♦33✐❜❧❡ 0❤❛0 ❜♦0❤ ♠❡❝❤❛♥✐3♠3✱ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡$ ✐♥30❛❜✐❧✐0② ❛♥❞ ❡①❝✐0♦♥✐❝ ✐♥3✉❧❛0♦$✱ ❝♦❡①✐30

♦$ ❡✈❡♥ ❝♦♦♣❡$❛0❡ ♦♥ ❈❉❲ ❢♦$♠❛0✐♦♥ ✐♥ ✶T ✲❚✐❙❡2 ❬✺✸❪✳

❙✐♠✐❧❛$❧② 0♦ ♦0❤❡$ ❚▼❉✱ 0❤❡ 3✉♣❡$❝♦♥❞✉❝0✐✈✐0② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥0$♦❞✉❝❡❞ ✐♥0♦ ✶T ✲❚✐❙❡2

❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❤②❞$♦30❛0✐❝ ♣$❡33✉$❡ ❬✺✹❪✳ ❑✉3♠❛$03❡✈❛ et. al.✱ ❜❛3❡❞ ♦♥ 0❤❡✐$ $❡3✐30✐✈✐0②

♠❡❛3✉$❡♠❡♥03 ✐♥ ♣$❡33✉$❡3 ✉♣ 0♦ ✶✵ ●J❛✱ ❝♦♥30$✉❝0❡❞ 0❤❡ ♣❤❛3❡ ❞✐❛❣$❛♠ 3❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳✸✳✶✺✳ ❲✐0❤ ✐♥❝$❡❛3✐♥❣ ♣$❡33✉$❡✱ TCDW ❞❡❝$❡❛3❡3 ❛♥❞ ❛0 ✷ ●J❛ 3✉♣❡$❝♦♥❞✉❝0✐♥❣

30❛0❡ ❛♣♣❡❛$3✳ ■03 ❝$✐0✐❝❛❧ 0❡♠♣❡$❛0✉$❡ Tc $❡❛❝❤❡3 ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✶✳✽ ❑ ❛0 ✸ ●J❛ ❛♥❞

❞❡❝$❡❛3❡3 ✇✐0❤ ❢✉$0❤❡$ ♣$❡33✉$❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ $❡3✉❧0✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞♦♠❡ 3❤❛♣❡ ♦❢ 0❤❡ 3✉♣❡$❝♦♥❞✉❝0✲
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�

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✺✿ +$❡,,✉$❡✲.❡♠♣❡$❛.✉$❡ ♣❤❛,❡ ❞✐❛❣$❛♠ ♦❢ ✶T ✲❚✐❙❡2 ❝♦♥,.$✉❝.❡❞ ❢$♦♠

$❡,✐,.✐✈✐.② ♠❡❛,✉$❡♠❡♥.,✳ ❇❧✉❡ ❛♥❞ ❣$❡❡♥ ♣♦✐♥., ♦❢ ❈❉❲ ❛♥❞ ❙❈ .$❛♥,✐.✐♦♥✱

$❡,♣❡❝.✐✈❡❧②✱ ❛$❡ $❡❧❛.❡ .♦ .❤❡ ❧❡❢. .❡♠♣❡$❛.✉$❡ ❛①✐,✳ ❘✐❣❤. ❛①✐, $❡♣$❡,❡♥. .❤❡ $❡,✐❞✉❛❧

$❡,✐,.✐✈✐.② ✈❛❧✉❡, ✐♥ ❧♦❣❛$✐.❤♠✐❝ ,❝❛❧❡✳ ❬✺✹❪

✐♥❣ ♣❤❛,❡ ✐♥ .❤❡ ❞✐❛❣$❛♠✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❤②❞$♦,.❛.✐❝ ♣$❡,,✉$❡ ✐♥❝$❡❛,❡, .❤❡ ❝♦♥❝❡♥.$❛.✐♦♥ ♦❢

❡❧❡❝.$♦♥, ❛♥❞ ❤♦❧❡, ✐♥ .❤❡ ❜❛♥❞, ❛♥❞ ✐♥❝$❡❛,❡, .❤❡✐$ ♦✈❡$❧❛♣ ✐♥ ❡♥❡$❣②✳ ❚❤✐, $❡❞✉❝❡,

.❤❡ ♣♦,,✐❜✐❧✐.② ♦❢ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡$ ✐♥,.❛❜✐❧✐.② ♦$ ❡①❝✐.♦♥✐❝ ♣❤❛,❡ ❛♥❞ ❝♦♥,❡J✉❡♥.❧② .❤❡ ❈❉❲

,.❛.❡ ✐, ,✉♣♣$❡,,❡❞✳ ❲❤❡.❤❡$ .❤❡ ❛♣♣❡❛$❛♥❝❡ ♦❢ ,✉♣❡$❝♦♥❞✉❝.✐✈✐.② ✐, ❞✐$❡❝.❧② $❡❧❛.❡❞

.♦ ❈❉❲ ,✉♣♣$❡,,✐♦♥ ✐, ♥♦. ❝❧❡❛$✳

✸✳✺ #❤❛&❡ ❞✐❛❣+❛♠ ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2

❇❡,✐❞❡ ❤②❞$♦,.❛.✐❝ ♣$❡,,✉$❡✱ .❤❡ ,✉♣❡$❝♦♥❞✉❝.✐✈✐.② ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡$❛.❡❞ ✐♥ ✶T ✲❚✐❙❡2 ❜②

✐♥.❡$❝❛❧❛.✐♦♥ ♦❢ ❝♦♣♣❡$ ❜❡.✇❡❡♥ ❚✐❙❡2 ❧❛②❡$,✳ ▼♦$♦,❛♥ et al. ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡①

,.✉❞② ♦♥ ♣♦❧②❝$②,.❛❧❧✐♥❡ ,❛♠♣❧❡, ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 ✇✐.❤ ❞✐✛❡$❡♥. ❝♦♣♣❡$ ❝♦♥❝❡♥.$❛.✐♦♥ x

❬✷❪✳ ❋$♦♠ $❡,✐,.✐✈✐.② ❛♥❞ ♠❛❣♥❡.✐❝ ,✉,❝❡♣.✐❜✐❧✐.② ♠❡❛,✉$❡♠❡♥.,✱ .❤❡② ❞❡.❡$♠✐♥❡❞ .❤❡

.$❛♥,✐.✐♦♥ .❡♠♣❡$❛.✉$❡, .♦ ❈❉❲ ❛♥❞ ❙❈ ,.❛.❡ ♦♥ ✈❛$✐♦✉, ,❛♠♣❧❡,✳ ❚❤❡ $❡,✉❧.✐♥❣ T (x)

❡❧❡❝.$♦♥✐❝ ♣❤❛,❡ ❞✐❛❣$❛♠ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✻ $❡,❡♠❜❧❡, .❤❡ ♦♥❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❑✉,♠❛$.,❡✈❛ et

al. ❢♦$ ✶T ✲❚✐❙❡2 ✉♥❞❡$ ♣$❡,,✉$❡ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✺✳ ❲✐.❤ ✐♥❝$❡❛,✐♥❣ ❝♦♣♣❡$ ❝♦♥❝❡♥.$❛.✐♦♥✱

.❤❡ ❈❉❲ ,.❛.❡ ❞✐♠✐♥✐,❤❡, ❛♥❞ ❢$♦♠ x = 0.04 .❤❡ ,✉♣❡$❝♦♥❞✉❝.✐♥❣ ♣❤❛,❡ ❞❡✈❡❧♦♣,✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝$✐.✐❝❛❧ .❡♠♣❡$❛.✉$❡ Tc = 4.15 ❑ ✐, $❡❛❝❤❡❞ ❛. x = 0.08✳ ❆❜♦✈❡ .❤✐,

❝♦♥❝❡♥.$❛.✐♦♥✱ Tc ❞❡❝$❡❛,❡, ❝$❡❛.✐♥❣ ❛ ❞♦♠❡ ✐♥ .❤❡ ♣❤❛,❡ ❞✐❛❣$❛♠✳ ❙♦❧✉❜✐❧✐.② ❧✐♠✐.
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✻✿ ❚❡♠♣❡$❛/✉$❡ ✈1✳ ❝♦♣♣❡$ ❞♦♣✐♥❣ ❡❧❡❝/$♦♥✐❝ ♣❤❛1❡ ❞✐❛❣$❛♠ ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2✳

■♥1❡/✿ ❙❝❤❡♠❛/✐❝ ❝$②1/❛❧ 1/$✉❝/✉$❡ ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2✳ ❬✷❪

❢♦$ ❝♦♣♣❡$ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ✐1 $❡❛❝❤❡❞ ❛/ x = 0.11 ✇❤❡♥ /❤❡ ❡①♣❛♥1✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❡❧❡♠❡♥/❛$②

❝❡❧❧ 1/♦♣1 ❛♥❞ /❤❡ ❧❛//✐❝❡ ❝♦♥1/❛♥/1 ❜❡❝♦♠❡ 1/❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦♣/✐♠❛❧ ❞♦♣✐♥❣ ❢♦$ 1✉♣❡$✲

❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ✐1 /❤✉1 x = 0.08 ✇❤❡♥ 1❛♠♣❧❡1 $❡❛❝❤ /❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝$✐/✐❝❛❧

/❡♠♣❡$❛/✉$❡✳ ❆/ /❤✐1 ❝♦♥❝❡♥/$❛/✐♦♥✱ ▼♦$♦1❛♥ et al. ❞✐❞ ♥♦/ ♦❜1❡$✈❡ /❤❡ ❈❉❲ 1/❛/❡

❛♥②♠♦$❡✱ ✇❤✐❝❤ 1✉❣❣❡1/❡❞ /❤❛/ /❤❡ 1✉♣♣$❡11✐♦♥ ♦❢ ❈❉❲ ♠✐❣❤/ ❜❡ $❡❧❛/❡❞ /♦ /❤❡ ❞❡✲

✈❡❧♦♣♠❡♥/ ♦❢ ❙❈ ♣❤❛1❡✳ ❖♥ /❤❡ ♦/❤❡$ ❤❛♥❞✱ 1♦♠❡ ❝❧❛✐♠ /❤❛/ /❤❡ ❙❈ ❞♦♠❡ ♠✐❣❤/ ❜❡ ❛

❞✐$❡❝/ $❡1✉❧/ ♦❢ /❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❬✺✺❪✳ ❆/ ✜$1/✱ Tc ✐1 ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♣♣❡$ ❞♦♥❛/❡1 ❡❧❡❝/$♦♥1

✐♥/♦ /❤❡ ❝♦♥❞✉❝/✐♦♥ ❜❛♥❞ ❜✉/ ✇❤❡♥ /❤❡ ❝♦♣♣❡$ ❝♦♥❝❡♥/$❛/✐♦♥ ✐1 ❤✐❣❤❡$ /❤❛♥ x > 0.08✱

1❝❛//❡$✐♥❣ ❡✛❡❝/1 ❜❡❝♦♠❡ ♠♦$❡ $❡❧❡✈❛♥/ ❛♥❞ Tc ❞❡❝$❡❛1❡1✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ /❤❡ ❝❧♦1✐♥❣ ♦❢ ❙❈

❞♦♠❡ ♦❜1❡$✈❡❞ ✐♥ ♣$✐1/✐♥❡ ✶T ✲❚✐❙❡2 ✉♥❞❡$ ♣$❡11✉$❡ ❝❛♥♥♦/ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② 1✉❝❤ ❛

❞♦♣✐♥❣✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐1♦$❞❡$ ❬✺✹❪✳

❙♦♠❡ $❡❧❛/❡ /❤❡ ❧♦❝❛/✐♦♥ ♦❢ ❙❈ ❞♦♠❡ ✐♥ /❤❡ ♣❤❛1❡ ❞✐❛❣$❛♠ ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 /♦ /❤❡

♣♦11✐❜❧❡ ♣$❡1❡♥❝❡ ♦❢ O✉❛♥/✉♠ ❝$✐/✐❝❛❧ ♣♦✐♥/ ✭◗❈R✮✱ ✇❤❡$❡ ❛ ♣❤❛1❡ /$❛♥1✐/✐♦♥ ❛/ ✵ ❑

1❤♦✉❧❞ ♦❝❝✉$ ❬✸❪✳ ❚❤❡ ♣❤❛1❡ ❞✐❛❣$❛♠ ♦❢ ❚❛❙3 ✉♥❞❡$ ♣$❡11✉$❡ ✐♥ $❡❢✳❬✺✻❪ ❛❧1♦ 1❤♦✇1 1✐♠✲
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✐❧❛# $✉♣♣#❡$$✐♦♥ ♦❢ ❈❉❲ ♣❤❛$❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛#❛♥❝❡ ♦❢ ❙❈ ❞♦♠❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛5✐♦♥ ♦❢ 6✉❛♥5✉♠

❝#✐5✐❝❛❧ ♣♦✐♥5 ✇❛$ ❞❡5❡#♠✐♥❡❞ ❤❡#❡ ❜② ❡①5#❛♣♦❧❛5✐♦♥ ♦❢ TCDW (p) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ 5♦ ③❡#♦

5❡♠♣❡#❛5✉#❡✳ ❚❤❡ ◗❈= ✇❛$ ❧♦❝❛5❡❞ ✇❤❡#❡ $✉♣❡#❝♦♥❞✉❝5✐✈✐5② #❡❛❝❤❡$ ♠❛①✐♠✉♠ ❝#✐5✲

✐❝❛❧ 5❡♠♣❡#❛5✉#❡✳ ❙✐♠✐❧❛#❧②✱ ❢#♦♠ 5❤❡ ♣❤❛$❡ ❞✐❛❣#❛♠ ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 ✐5 ✐$ 5❡♠♣5✐♥❣ 5♦

❡①♣❡❝5 5❤❛5 5❤❡ TCDW (x) ❣♦❡$ 5♦ ③❡#♦ $♦♠❡✇❤❡#❡ ❛#♦✉♥❞ x = 0.08 ❛♥❞ 5❤❡ ◗❈= ✐$

5❤✉$ ❧♦❝❛5❡❞ ❝❧♦$❡ 5♦ 5❤❡ ♦♣5✐♠❛❧ ❞♦♣✐♥❣ ✐♥ 5❤❡ ❝❡♥5#❡ ♦❢ 5❤❡ ❙❈ ❞♦♠❡✳

❚❤❡ #❡❝❡♥5 ❡①♣❡#✐♠❡♥5$ ♦♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ❜② ❑♦❣❛# et al. ❬✹❪✱ ❤♦✇❡✈❡# ❞✐$♣#♦✈❡❞ 5❤❡

♣#❡$❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ◗❈= ❤❡#❡✳ ❚❤❡ ❣#♦✉♣ $5✉❞✐❡❞ 5❤❡ ❝♦♠♠❡♥$✉#❛5✐♦♥ ♦❢ ❈❉❲ $5❛5❡ ❜②

X✲#❛② ❞✐✛#❛❝5✐♦♥✳ ❋✐❣✉#❡ ✸✳✶✼✲Left ❞✐$♣❧❛②$ 5❤❡ ❞✐✛#❛❝5✐♦♥ ♣❡❛❦$ ❢♦# ❛5♦♠ ❧❛55✐❝❡

✭❇#❛❣❣ ♣❡❛❦$✮ ❛♥❞ ❢♦# ❈❉❲✱ ✐♥ $❛♠♣❧❡$ ✇✐5❤ ❞✐✛❡#❡♥5 ❝♦♣♣❡# ❞♦♣✐♥❣ x✳ ❖♣♣♦$✐5❡

5♦ ✇❤❛5 ✇❛$ ♣#❡✈✐♦✉$❧② ❡①♣❡❝5❡❞✱ 5❤❡② ❢♦✉♥❞ 5❤❛5 5❤❡ ❈❉❲ $5❛5❡ ✐$ ♥♦5 $✉♣♣#❡$$❡❞

❢♦# ❤✐❣❤❡# ❝♦♣♣❡# ❞♦♣✐♥❣ ❜✉5 5❤❡ ❈❉❲ ❞✐✛#❛❝5✐♦♥ ♣❡❛❦$ ✇❡#❡ ♦❜$❡#✈❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ 5❤❡

$❛♠♣❧❡ ✇✐5❤ 5❤❡ ❤✐❣❤❡$5 x✳ ❚❤❡ ❞❛5❛ ❛❧$♦ $❤♦✇ 5❤❛5 ❢#♦♠ x > 0.05✱ ✇❤❡♥ $✉♣❡#✲

❝♦♥❞✉❝5✐✈✐5② ❡♠❡#❣❡$ ✐♥ 5❤❡ $②$5❡♠✱ ❛ $♠❛❧❧ δ $❤✐❢5 ❜❡5✇❡❡♥ ❇#❛❣❣ ❛♥❞ ❈❉❲ ♣❡❛❦$

❛♣♣❡❛#$✱ ✇❤✐❝❤ $✐❣♥✐✜❡$ 5❤❛5 5❤❡ ❈❉❲ $5❛5❡ ❜❡❝♦♠❡$ ✐♥❝♦♠♠❡♥$✉#❛5❡ ✇✐5❤ 5❤❡ ❝#②$✲

5❛❧ ❧❛55✐❝❡✳ ❚❤❡ $✐③❡ ♦❢ 5❤❡ $❤✐❢5 ✐♥ 5❤❡ #❡❝✐♣#♦❝❛❧ $♣❡❝5#❛ ❝♦##❡$♣♦♥❞$ 5♦ ✷✷ ✉♥✐5 ❝❡❧❧$✳

❋#♦♠ 5❤❡ #❡$✉❧5$ ♦❢ 5❤❡ ♠❡❛$✉#❡♠❡♥5$✱ 5❤❡② ❝♦♥$5#✉❝5❡❞ ❛ ♥❡✇ ♣❤❛$❡ ❞✐❛❣#❛♠ ❞✐$✲

♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✼✲Right✳ ❚❤❡ ♣❧♦5 $❤♦✇$ 5❤❡ ✐♥❝♦♠♠❡♥$✉#❛5❡ ❈❉❲ ♣❤❛$❡ ♣#❡$❡♥5

❛❜♦✈❡ 5❤❡ ✇❤♦❧❡ $✉♣❡#❝♦♥❞✉❝5✐♥❣ ❞♦♠❡ ✇✐5❤ ✐5$ ❝#✐5✐❝❛❧ 5❡♠♣❡#❛5✉#❡ TCDW ❜❡✐♥❣ ❛❧✲

�

❋✐❣✉#❡ ✸✳✶✼✿ Left ✲ ❈♦♠♣❛#✐$♦♥ ♦❢ ❇#❛❣❣ ♣❡❛❦$ ❛♥❞ ❈❉❲ $✉♣❡#❧❛55✐❝❡ ♣❡❛❦$ ❢♦#

❈✉x❚✐❙❡2 $❛♠♣❧❡$ ✇✐5❤ ✈❛#✐♦✉$ ❝♦♣♣❡# ❞♦♣✐♥❣✳ Right ✲ ❊❧❡❝5#♦♥✐❝ ♣❤❛$❡ ❞✐❛❣#❛♠ ❢♦#

❈✉x❚✐❙❡2 $❤♦✇✐♥❣ 5❤❡ ❝♦❡①✐$5❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♠❡♥$✉#❛5❡ ❝❤❛#❣❡ ❞❡♥$✐5② ✇❛✈❡$ $5❛5❡

❛♥❞ $✉♣❡#❝♦♥❞✉❝5✐✈✐5②✳ ❬✹❪

✹✸



♠♦"# ❝♦♥"#❛♥# ✇✐#❤ ❝♦♣♣❡, ❞♦♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡①✐"#❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ✐♥❝♦♠♠❡♥"✉,❛#❡ ♣❤❛"❡ ✐♥

❈✉x❚✐❙❡2 ✇❛" ❛##,✐❜✉#❡❞ #♦ #❤❡ ♣,❡"❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡,✐♦❞✐❝ ❈❉❲ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧" ♦, "#❛❝❦✐♥❣

❢❛✉❧#" ❛❧♦♥❣ #❤❡ c ❞✐,❡❝#✐♦♥ ✭♦, L ✈❡❝#♦, ✐♥ ,❡❝✐♣,♦❝❛❧ ❧❛##✐❝❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛,❡ ❛❧,❡❛❞② ❦♥♦✇♥

#♦ ❝❛✉"❡ ❛ "❧✐❣❤# ✐♥❝♦♠♠❡♥"✉,❛❜✐❧✐#② ✐♥ ❈❉❲ ✈❡❝#♦, ✐♥ ✶T ✲❚❛❙2 ❬✺✼❪✳ ■♥ ❈✉x❚✐❙❡2✱

#❤❡ ♣❡,✐♦❞✐❝✐#② ♦❢ #❤❡ "#,✉❝#✉,❡ ✭❣✐✈❡♥ ❜② #❤❡ δ "❤✐❢#✮ ✐♥#❡,❡"#✐♥❣❧② ❝♦,,❡"♣♦♥❞" #♦ #❤❡

❝♦❤❡,❡♥❝❡ ❧❡♥❣#❤ ✐♥ #❤❡ c ❞✐,❡❝#✐♦♥✳ ❚♦❣❡#❤❡, ✇✐#❤ #❤❡ ❢❛❝# #❤❛# #❤❡ "✉♣❡,❝♦♥❞✉❝#✐♥❣

♣❤❛"❡ ❛♣♣❡❛," ❝♦✐♥❝✐❞❡♥#❧② ✇✐#❤ ✐♥❝♦♠♠❡♥"✉,❛#❡ ❈❉❲ ♣❤❛"❡✱ #❤❡"❡ ,❡"✉❧#" ♣♦✐♥# #♦

#❤❡ ,❡❧❛#✐♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ "✉♣❡,❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#② ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♠❡♥"✉,❛#❡ ❈❉❲ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2✳

❚❤❡ ❡✛❡❝# ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ❡❧❡❝#,♦♥✐❝ "#,✉❝#✉,❡ ✐" ❞✐✛❡,❡♥# ❢,♦♠ ✐#" ,❡"♣♦♥"❡ #♦

❤②❞,♦"#❛#✐❝ ♣,❡""✉,❡✱ ❡✈❡♥ #❤♦✉❣❤ #❤❡ ♣❤❛"❡ ❞✐❛❣,❛♠" ♦❢ T (x) ✭❋✐❣✳✸✳✶✻✮ ❛♥❞ T (p)

✭❋✐❣✳✸✳✶✺✮ ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 ❛♥❞ ✶T ✲❚✐❙❡2 ,❡"❡♠❜❧❡ ❡❛❝❤ ♦#❤❡,✳ ❍②❞,♦"#❛#✐❝ ♣,❡""✉,❡ ❛❝#"

❜② "❤✐❢#✐♥❣ #❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡❧❡❝#,♦♥✐❝ ❜❛♥❞" ❛♥❞ ✐♥❝,❡❛"❡" #❤❡✐, ❡♥❡,❣② ♦✈❡,❧❛♣ ✇❤✐❧❡ ❞♦♣✐♥❣

♦♥❧② ♠♦✈❡" #❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦#❡♥#✐❛❧✳ ❚❤❡ ❆❘N❊❙ ❡①♣❡,✐♠❡♥# ♦♥ ♣✉,❡ ✶T ✲❚✐❙❡2 ❬✺✺❪

"❤♦✇❡❞ #❤❛# ❙❡ ✹p ❜❛♥❞ ✐" ♣❛,#✐❛❧❧② ❡♠♣#② ❛♥❞ ❚✐ ✸d ❜❛♥❞ ✐" ♦♥❧② #❤❡,♠❛❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞

❛# ,♦♦♠ #❡♠♣❡,❛#✉,❡"✳ ❯♣♦♥ ❝♦♣♣❡, ❞♦♣✐♥❣✱ ❡❧❡❝#,♦♥" R✉✐❝❦❧② ✜❧❧ #❤❡ ♣❛,#✐❛❧❧② ❡♠♣#②

❙❡ ✹p ❜❛♥❞ ❛♥❞ ♠♦"# ♦❢ #❤❡ ❝❛,,✐❡," ❛,❡ #❤❡♥ ✐♥#,♦❞✉❝❡❞ ✐♥#♦ #❤❡ ❚✐ ✸d ❝♦♥❞✉❝#✐♦♥

❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ✜❧❧❡❞ ❙❡ ✹p ❜❛♥❞ #❤❡♥ ❧❛②" ❜❡❧♦✇ ❋❡,♠✐ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❞♦❡" ♥♦# ❝♦♥#,✐❜✉#❡ #♦

"✉♣❡,❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#② ❬✺✽❪✳ ❚❤✐" "❤✐❢#✐♥❣ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦#❡♥#✐❛❧ ,❡"✉❧#" ✐♥ #❤❡ ❝♦❧❧❛♣"❡ ♦❢

❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡, ✐♥"#❛❜✐❧✐#② ♦, #❤❡ ❡❧❡❝#,♦♥✲❤♦❧❡ ❝♦♥❞❡♥"❛#❡ ❛♥❞ ❞✐",✉♣#" #❤❡ ❈❉❲ ♣❤❛"❡✳

✸✳✻ ❙✉♣❡'❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,② ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2

❉❡"♣✐#❡ ✐#" "✐♠♣❧❡ ❡❧❡❝#,♦♥✐❝ "#,✉❝#✉,❡✱ #❤❡ ♥❛#✉,❡ ♦❢ "✉♣❡,❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#② ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2

,❡♠❛✐♥" ✉♥❝❧❡❛,✳ ❙♦♠❡ ♦❢ #❤❡ "#✉❞✐❡" ❞❡❝❧❛,❡ ✐# #♦ ❜❡ ❛ "✐♥❣❧❡ ❣❛♣ s✲✇❛✈❡ "✉♣❡,❝♦♥✲

❞✉❝#♦, ✇❤✐❧❡ ♦#❤❡," ,❡✈❡❛❧ ✐#" ♥♦♥✲#,✐✈✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉, ✐♥ "✉♣❡,❝♦♥❞✉❝#✐♥❣ "#❛#❡✳ ❚♦ #❤❡

✜,"# ❣,♦✉♣ ❜❡❧♦♥❣ #❤❡ ❤❡❛# ❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#②✱ κ✱ ♠❡❛"✉,❡♠❡♥#" ❜② #❤❡ ❣,♦✉♣ ♦❢ ▲✐ et al.

❬✺✽❪✳ ❚❤❡② ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛ "✐♥❣❧❡ ❝,②"#❛❧ ♦❢ ❈✉0.06❚✐❙❡2 ❢,♦♠ #❤❡ ✉♥❞❡,✲❞♦♣❡❞ ✭✐✳❡✳ ❞♦♣✐♥❣

❧♦✇❡, #❤❛♥ ♦♣#✐♠❛❧✮ ,❡❣✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♣❤❛"❡ ❞✐❛❣,❛♠ ②❡# ♥♦# ❢❛, ❢,♦♠ #❤❡ ♦♣#✐♠❛❧ ❞♦♣✐♥❣✳

❚❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥#" ✇❡,❡ ♣❡,❢♦,♠❡❞ ❛# #❡♠♣❡,❛#✉,❡" ❛" ❧♦✇ ❛" ✺✵ ♠❑ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦, #❤❡

♣,❡❝✐"❡ ❡①#,❛♣♦❧❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❤❡❛# ❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#② κ(T ) #♦ ✵ ❑ ❛♥❞ ❞❡#❡,♠✐♥❛#✐♦♥ ♦❢ ✐#"

,❡"✐❞✉❛❧ ❧✐♥❡❛, #❡,♠✱ κ0✳ ❋,♦♠ #❤❡ ♠❡❛"✉,❡♠❡♥#" ✐♥ ③❡,♦ ♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❡❧❞✱ #❤❡② ♦❜"❡,✈❡❞

#❤❛# #❤❡ ❧✐♥❡❛, #❡,♠ κ0/T ❣♦❡" #♦ ③❡,♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐" ❛ ❝❧❡❛, "✐❣♥ ♦❢ ❝❧❛""✐❝❛❧ s✲✇❛✈❡ "✉♣❡,✲

❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#② ✇✐#❤ ✐"♦#,♦♣✐❝ ❡♥❡,❣② ❣❛♣ ✐♥ ❡✈❡,② ❞✐,❡❝#✐♦♥✳ ■♥ ❝❛"❡ ♦❢ ✉♥❝♦♥✈❡♥#✐♦♥❛❧

"✉♣❡,❝♦♥❞✉❝#♦," ✇✐#❤ ♥♦❞❡" ✐♥ #❤❡ ❣❛♣✱ #❤❡ R✉❛"✐ ♣❛,#✐❝❧❡" ❢,♦♠ #❤❡ ✉♥❣❛♣♣❡❞ ♣❛,#"

♦❢ #❤❡ ❋❡,♠✐ "✉,❢❛❝❡ ❝♦♥#,✐❜✉#❡ #♦ ❤❡❛# ❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#② ❛♥❞ κ0/T ✐" ♥♦♥✲③❡,♦✳ ❋,♦♠ #❤❡
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♠❡❛#✉%❡♠❡♥'# ✐♥ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ✭#❡❡ ❋✐❣✳✸✳✶✽✮✱ '❤❡② ♦❜'❛✐♥❡❞ '❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

♥♦%♠❛❧✐③❡❞ κ0/T ✐♥ ❈✉0.06❚✐❙❡2 ❛♥❞ ❝♦♠♣❛%❡❞ ✐' ✇✐'❤ #✐♠✐❧❛% ❞❛'❛ ❢♦% '❤❡ d✲✇❛✈❡

#✉♣❡%❝♦♥❞✉❝'♦% ❚❧✷✷✵✶✱ '❤❡ ❝❧❡❛♥ s✲✇❛✈❡ #✉♣❡%❝♦♥❞✉❝'♦% ◆❜✱ '❤❡ ❞✐%'② s✲✇❛✈❡ #✉♣❡%✲

❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ❛❧❧♦② ■♥❇✐ ❛♥❞ '❤❡ ♠✉❧'✐❜❛♥❞ s✲✇❛✈❡ #✉♣❡%❝♦♥❞✉❝'♦% ◆❜❙❡2✳ ❋%♦♠ '❤❡

❝♦♠♣❛%✐#♦♥ ♦❢ '❤❡ ♦✈❡%❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉% ♦❢ '❤❡#❡ ❝✉%✈❡# '❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ '❤❛' ❈✉ 0.06❚✐❙❡2

✐# ♠♦#' ❧✐❦❡❧② ❛ ❞✐%'② #✐♥❣❧❡✲❣❛♣ s✲✇❛✈❡ #✉♣❡%❝♦♥❞✉❝'♦% #✉❝❤ ❛# ■♥❇✐ ✇✐'❤ ❡①♣♦♥❡♥'✐❛❧

✐♥❝%❡❛#❡ ♦❢ '❤❡ #✐❣♥❛❧ ❛' ❧♦✇ ✜❡❧❞# ❛♥❞ ❛ %♦✉❣❤❧② ❧✐♥❡❛% ❜❡❤❛✈✐♦✉% ❛' ❤✐❣❤❡% ✜❡❧❞#✳

❚❤❡ ❤❡❛' ❝❛♣❛❝✐'② ♠❡❛#✉%❡♠❡♥'# ❜② ▼♦%♦#❛♥ et. al. ❬✷❪ ♦♥ ❛♥ ♦♣'✐♠❛❧❧② ❞♦♣❡❞

#❛♠♣❧❡ ✇✐'❤ ❤✐❣❤❡#' Tc ❛❧#♦ #♣❡❛❦ ✐♥ ❢❛✈♦✉% ♦❢ ❝♦♥✈❡♥'✐♦♥❛❧ #✉♣❡%❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'②✳ ❋%♦♠

❡①'%❛♣♦❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❡♠♣❡%❛'✉%❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ❤❡❛' ❝❛♣❛❝✐'② '♦ ✵ ❑✱ '❤❡② ♦❜'❛✐♥❡❞

'❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❙♦♠♠❡%❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥' γ = 4.3 ♠❏ ♠♦❧−1
❑

−2
✳ ❙♠❛❧❧ γ ✈❛❧✉❡ '♦❣❡'❤❡%

✇✐'❤ Tc = 4.1 ❑ ♣❧❛❝❡ ❈✉0.08❚✐❙❡2 ❛♠♦♥❣ '❤❡ ❝♦♥✈❡♥'✐♦♥❛❧ #✉♣❡%❝♦♥❞✉❝'♦%# ❬✺✾❪✳

❋%♦♠ '❤❡ ❡♥'%♦♣② ❝♦♥#❡%✈❛'✐♦♥ ❧❛✇✱ '❤❡② ❞❡'❡%♠✐♥❡❞ '❤❡ ❤✐❣❤' ♦❢ '❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥ '❤❡ ❤❡❛'

❝❛♣❛❝✐'② ❛' T = Tc '♦ ❜❡ ∆C/γTc = 1.68✱ ✇❤✐❝❤ ✐# #❧✐❣❤'❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦♠♣❛%❡❞ '♦

✶✳✹✾ ✐♥ '❤❡ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧✐♠✐' ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ✇✐'❤✐♥ '❤❡ ❇❈❙ '❤❡♦%② ❢♦% ❝❧❛##✐❝❛❧ s✲✇❛✈❡

#✉♣❡%❝♦♥❞✉❝'♦%✳

❚❤❡ ❤❡❛' ❝❛♣❛❝✐'② ♠❡❛#✉%❡♠❡♥'# ♦♥ ❈✉x❚✐❙❡2 #❛♠♣❧❡# ✇✐'❤ ❞✐✛❡%❡♥' ❞♦♣✐♥❣ ✇❡%❡

♣❡%❢♦%♠❡❞ ❜② ❑❛↔♠❛%↔V❦ et al. ❬✻✵❪✳ ❚❤❡ #❛♠♣❧❡# ✇❡%❡ ❢%♦♠ ✉♥❞❡%❞♦♣❡❞✱ '❤%♦✉❣❤
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❋✐❣✉%❡ ✸✳✶✽✿ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ♥♦%♠❛❧✐③❡❞ %❡#✐❞✉❛❧ ❧✐♥❡❛% '❡%♠ ♦❢ ❤❡❛'

❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'②✱ κ0/T ✱ ♦❢ ❈✉0.06❚✐❙❡2✳ ❋♦% ❝♦♠♣❛%✐#♦♥ #✐♠✐❧❛% ❞❛'❛ ❛%❡ #❤♦✇♥ ❢♦% ❝❧❡❛♥

s✲✇❛✈❡ #✉♣❡%❝♦♥❞✉❝'♦% ◆❜✱ ❞✐%'② s✲✇❛✈❡ #✉♣❡%❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ❛❧❧♦② ■♥❇✐✱ ♠✉❧'✐❜❛♥❞

s✲✇❛✈❡ #✉♣❡%❝♦♥❞✉❝'♦% ◆❜❙❡2 ❛♥❞ d✲✇❛✈❡ #✉♣❡%❝♦♥❞✉❝'♦% ❚❧✲✷✷✵✶✳ ❬✺✽❪

✹✺



♦♣"✐♠❛❧❧② ❞♦♣❡❞ "♦ *❧✐❣❤"❧② ♦✈❡.❞♦♣❡❞ .❡❣✐♦♥ "❤✉* ❝♦✈❡.✐♥❣ ❛❧❧ ♣❛."* ♦❢ "❤❡ ♣❤❛*❡ ❞✐❛✲

❣.❛♠✳ ❋✐❣✉.❡ ✸✳✶✾ ❞✐*♣❧❛②* "❤❡ "❡♠♣❡.❛"✉.❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡* ♦❢ ❡❧❡❝".♦♥✐❝ ❤❡❛" ❝❛♣❛❝✐"②

∆C/T ✇❤✐❝❤ ✐* "❤❡ ❞✐✛❡.❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❤❡❛" ❝❛♣❛❝✐"② ✐♥ *✉♣❡.❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ Cs ❛♥❞ ♥♦.♠❛❧

*"❛"❡ Cn ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② "❡♠♣❡.❛"✉.❡✱ ∆C/T = Cs/T −Cn/T ✳ ❚❤❡ ♣❧♦" ❞✐*♣❧❛②* "❤❡ ❞❛"❛

❢♦. ❢♦✉. *❛♠♣❧❡* ✇✐"❤ ❞✐✛❡.❡♥" ❝♦♣♣❡. ❝♦♥"❡♥" ✐♥ ❛ "❡♠♣❡.❛"✉.❡ *❝❛❧❡ ♥♦.♠❛❧✐③❡❞ "♦

Tc ♦❢ ❡❛❝❤ *❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞❛"❛ ❛.❡ .❡*❝❛❧❡❞ "♦ ❤❛✈❡ "❤❡ *❛♠❡ ❤✐❣❤" ♦❢ "❤❡ ❥✉♠♣ ❛" "❤❡

".❛♥*✐"✐♦♥ "❡♠♣❡.❛"✉.❡ *♦ "❤❛" ✐" ✐* ♣♦**✐❜❧❡ "♦ ❝♦♠♣❛.❡ "❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉. ♦❢ ∆C/T ❢♦.

❞✐✛❡.❡♥" *❛♠♣❧❡*✳ ❚❤❡ .❡*✉❧" ✐* "❤❛" ❛❧❧ "❤❡ ❝✉.✈❡* ❢♦❧❧♦✇ "❤❡ *❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉. ✇✐"❤♦✉"

❛♥② *✐❣♥✐✜❝❛♥" ❞✐✛❡.❡♥❝❡* ✐♥ "❤❡ ♦✈❡.❛❧❧ "❡♠♣❡.❛"✉.❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐" ✐* ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥" ♦❢ ❝♦♣♣❡. ❞♦♣✐♥❣✳ ❋✉."❤❡.✱ ❢.♦♠ "❤✐* ❞❛"❛ "❤❡② ❡①".❛❝"❡❞ "❤❡ ✐♥❢♦.♠❛"✐♦♥

❛❜♦✉" Ces ✇❤✐❝❤ ✐* "❤❡ ❡❧❡❝".♦♥✐❝ ❤❡❛" ❝❛♣❛❝✐"② ✐♥ *✉♣❡.❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ *"❛"❡✳ ❉✐✈✐❞❡❞ ❜②

"❡♠♣❡.❛"✉.❡ T ❛♥❞ ❙♦♠♠❡.❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥" γn✱ ✐" ✐* ❞✐*♣❧❛②❡❞ ❜② "❤❡ ❜❧✉❡ ♦♣❡♥ ❝✐.❝❧❡*

✐♥ ❋✐❣✳✸✳✷✵ ❢♦. ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ *❛♠♣❧❡*✳ ❚❤❡ "❡♠♣❡.❛"✉.❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Ces/γnT ❝❛♥ ❜❡

❞❡*❝.✐❜❡❞ ❜② ❛ *♦✲❝❛❧❧❡❞ α ♠♦❞❡❧ ❜❛*❡❞ ♦♥ "❤❡ ❇❈❙ "❤❡♦.② ✇✐"❤ "❤❡ ♦♥❧② ✜""✐♥❣ ♣❛✲

.❛♠❡"❡. ❜❡✐♥❣ "❤❡ *✉♣❡.❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ .❛"✐♦ 2∆/kBTc✱ ✇❤❡.❡ ∆ ✐* "❤❡ ❡♥❡.❣②

❣❛♣ ❛" ✵ ❑ ❛♥❞ kB ✐* "❤❡ ❇♦❧"③♠❛♥♥ ❝♦♥*"❛♥"✳ ❚❤✐* ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧*♦ ❛❞❥✉*"❡❞ ❢♦.

"✇♦✲❣❛♣ ♦. ❛♥✐*♦".♦♣✐❝✲❣❛♣ *✉♣❡.❝♦♥❞✉❝"♦.✳ ❚❤❡ ❜❡*" ❛❣.❡❡♠❡♥" ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❞❛"❛

❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛* ❢♦✉♥❞ ❢♦. ❛ *✐♥❣❧❡ ❣❛♣ ✜" ✇✐"❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ .❛"✐♦ 2∆/kBTc = 3.7✱ ✇❤✐❝❤
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✾✿ ❚❡♠♣❡$❛/✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ∆C/T ✭6❡❡ /❡①/ ❢♦$ ❡①♣❧❛♥❛/✐♦♥✮ ♦❢ ❢♦✉$

6❛♠♣❧❡6 ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 ✇✐/❤ ❞✐✛❡$❡♥/ ❝♦♣♣❡$ ❞♦♣✐♥❣ ✐♥ ❛ /❡♠♣❡$❛/✉$❡ 6❝❛❧❡ ♥♦$♠❛❧✐③❡❞

/♦ Tc ♦❢ ❡❛❝❤ 6❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥6❡/ 6❤♦✇6 /❤❡ ♣❤❛6❡ ❞✐❛❣$❛♠ ♦❜/❛✐♥❡❞ ✐♥ $❡❢✳❬✷❪ ✭❧✐♥❡6✮✱

✇✐/❤ ❛❞❞❡❞ ❢♦✉$ 6❛♠♣❧❡6 ♠❡❛6✉$❡❞ ❜② ❑❛↔♠❛$↔H❦ et al. ❬✻✵❪ ✭❢✉❧❧ ❝✐$❝❧❡6✮✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✵✿ ❊❧❡❝.$♦♥✐❝ ❤❡❛. ❝❛♣❛❝✐.② ✐♥ 5✉♣❡$❝♦♥❞✉❝.✐♥❣ 5.❛.❡ ❢♦$ ❈✉0.086❚✐❙❡2 ✭❜❧✉❡

❝✐$❝❧❡5✮ ✇✐.❤ 5✐♥❣❧❡✲❣❛♣ α✲♠♦❞❡❧ ❢♦$ 2∆/kBTc = 3.7 ✭.❤✐❝❦ ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ ❞❛.❛ ❢♦$ ◆❜❙2

✭❜❧❛❝❦ ♣♦✐♥.5✮ ❬✻✶❪ ✇✐.❤ ❝♦$$❡5♣♦♥❞✐♥❣ .✇♦✲❣❛♣ ♠♦❞❡❧ ✭.❤✐♥ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡$ ✐♥5❡.

❢$❛♠❡ 5❤♦✇5 .❤❡ ❛♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Tc ❢♦$ ❈✉0.086❚✐❙❡2 ✭❜❧✉❡ ❝✐$❝❧❡5✮ ❛♥❞ .❤❡

❧♦✇❡$ ✐♥5❡. ✐.5 ❞❡✈✐❛.✐♦♥ ❢✉♥❝.✐♦♥ ❢$♦♠ ●▲ ❛♥✐5♦.$♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦$ s✲✇❛✈❡

5✉♣❡$❝♦♥❞✉❝.♦$ ❝♦♠♣❛$❡❞ .♦ ❞❡✈✐❛.✐♦♥ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❢♦$ ◆❜❙2 ✭❜❧❛❝❦ ♣♦✐♥.5✮✳

❬✻✵❪

✐5 5❧✐❣❤.❧② ❤✐❣❤❡$ .❤❛♥ ✸✳✺✷ ❝❛❧❝✉❧❛.❡❞ ✇✐.❤✐♥ .❤❡ ❇❈❙ .❤❡♦$②✳ ❚❤❡ ✜❣✉$❡ ❛❧5♦ 5❤♦✇5

❢♦$ ❝♦♠♣❛$✐5♦♥ ❞❛.❛ ♦❢ .❤❡ .✇♦✲❣❛♣ 5✉♣❡$❝♦♥❞✉❝.♦$ ◆❜❙2 ✭❜❧❛❝❦ 5♦❧✐❞ 5②♠❜♦❧5✮ ❬✻✶❪✳

❉❡5♣✐.❡ .❤❛. .❤❡ $❡❧❛.✐✈❡ ❤✐❣❤. ♦❢ .❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥ .❤❡ ❤❡❛. ❝❛♣❛❝✐.② ✐5 .❤❡ 5❛♠❡ ❢♦$ .❤❡

.✇♦ ♠❛.❡$✐❛❧5✱ .❤❡② ❞✐✛❡$ ✐♥ .❤❡ ♦✈❡$❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉$✱ ♠♦5. 5✐❣♥✐✜❝❛♥.❧② ❛. .❤❡ ❧♦✇❡5.

.❡♠♣❡$❛.✉$❡5✳ ❋♦$ ◆❜❙2 .❤❡ ❤❡❛. ❝❛♣❛❝✐.② ❜❡❣✐♥5 .♦ ✐♥❝$❡❛5❡ ❛. ❧♦✇❡$ .❡♠♣❡$❛.✉$❡5

❞✉❡ .♦ .❤❡ ♣$❡5❡♥❝❡ ♦❢ 5♠❛❧❧❡$ ❡♥❡$❣② ❣❛♣ ✇❤✐❧❡ ❤✐❣❤❡$ .❤❡$♠❛❧ ❡①❝✐.❛.✐♦♥5 ❛$❡ ♥❡❡❞❡❞

❢♦$ R✉❛5✐♣❛$.✐❝❧❡5 .♦ ♦✈❡$❝♦♠❡ .❤❡ ❡♥❡$❣② ❣❛♣ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2✳

❑❛↔♠❛$↔U❦ et al. ❛❧5♦ ♣❡$❢♦$♠❡❞ .❤❡ ❤❡❛. ❝❛♣❛❝✐.② ♠❡❛5✉$❡♠❡♥.5 ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 ✐♥

✜①❡❞ ♠❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞ H ❛. ❞✐✛❡$❡♥. ✜❡❧❞ ♦$✐❡♥.❛.✐♦♥5✳ ❚❤❡② ❞❡.❡$♠✐♥❡❞ .❤❡ ❛♥❣✉❧❛$

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Tc2(H, θ) ✭♦♣❡♥ ♣♦✐♥.5 ✐♥ .❤❡ ✉♣♣❡$ ✐♥5❡. ♦❢ ❋✐❣✳✸✳✷✵✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛$❡❞

✐. ✇✐.❤ .❤❡ ●▲✲♠♦❞❡❧ ♣$❡❞✐❝.✐♦♥ ❢♦$ ❛♥✐5♦.$♦♣✐❝ 5✐♥❣❧❡ ❣❛♣ s✲✇❛✈❡ 5✉♣❡$❝♦♥❞✉❝.♦$

✭❜❧✉❡ ❝✉$✈❡✮✳ ❚❤❡ ❞❛.❛ ✈❡$② ✇❡❧❧ ❢♦❧❧♦✇ .❤❡ .❤❡♦$❡.✐❝❛❧ ❝✉$✈❡ ❛♥❞ ♦♣♣♦5✐.❡ .♦ .❤❡

❞❛.❛ ❢♦$ ◆❜❙2 5❤♦✇ ♥♦ ❞❡✈✐❛.✐♦♥ ❢$♦♠ .❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❧♦✇❡$ ✐♥5❡. ♦❢ ❋✐❣✳✸✳✷✵✮✳ ❋$♦♠

.❤❡ ♠❡❛5✉$❡♠❡♥.5 ✐♥ ♠❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞✱ .❤❡② ❛❧5♦ ❞❡.❡$♠✐♥❡❞ .❤❡ ❛♥✐5♦.$♦♣② ♦❢ ✉♣♣❡$
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❝!✐#✐❝❛❧ ✜❡❧❞ Hc2 ❛) #❤❡ !❛#✐♦ ♦❢ Hc2 ✐♥ ✜❡❧❞ ♣❛!❛❧❧❡❧ ✇✐#❤ #❤❡ ab ♣❧❛♥❡) ❛♥❞ ✐♥ #❤❡ c

❞✐!❡❝#✐♦♥✱ ΓHc2
= Hab

c2/H
c
c2✳ ❚❤❡ ❛♥✐)♦#!♦♣② ✇❛) ❢♦✉♥❞ #♦ !❛♥❣❡ ❢!♦♠ ✶✳✼ #♦ ✶✳✾ ❢♦!

❞✐✛❡!❡♥# )❛♠♣❧❡) ❛♥❞ #♦ ❜❡ #❡♠♣❡!❛#✉!❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥#✳ ❚❤✐) ✐) ❛ )✐❣♥ ♦❢ )✐♥❣❧❡ ❣❛♣

)✉♣❡!❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#② ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 )✐♥❝❡ #❤❡ ❛♥✐)♦#!♦♣② ✐♥ ❛ ♠✉❧#✐✲❣❛♣ )✉♣❡!❝♦♥❞✉❝#♦! ✐)

#❡♠♣❡!❛#✉!❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥# ✭)✉❝❤ ❛) ✐♥ ▼❣❇2❬✻✷❪✮✳

❍✐❧❧✐❡! et al. ❬✻✸❪ )#✉❞✐❡❞ ❝❧♦)❡ #♦ ♦♣#✐♠❛❧❧② ❞♦♣❡❞ )❛♠♣❧❡ ❈✉0.06❚✐❙❡2 ❜② ♠✉♦♥

)♣✐♥ !♦#❛#✐♦♥ ✭µ❙❘✮ ♣❡!♠✐##✐♥❣ #❤❡ ❞✐!❡❝# ♠❡❛)✉!❡♠❡♥# ♦❢ ♣❡♥❡#!❛#✐♦♥ ❞❡♣#❤ λ✳ ❚❤❡

#❡♠♣❡!❛#✉!❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ λ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡)❝!✐❜❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧ ❡K✉❛#✐♦♥ ❢♦! ❞❡♥)✐#② ♦❢

)#❛#❡) ✶✳✸✷ ✇❤❡!❡ #❤❡ ♦♥❧② ♣❛!❛♠❡#❡! ✐) ❛❣❛✐♥ #❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ !❛#✐♦ 2∆/kBTc✳ ❍✐❧❧✐❡! et

al. ❢♦✉♥❞ #❤❡ ❜❡)# ✜# ✇✐#❤ #❤❡✐! ❞❛#❛ ❢♦! 2∆/kBTc = 2.5✱ ♠✉❝❤ ❧❡)) #❤❛♥ ✸✳✺✷ ✇❤✐❝❤

✐) #❤❡ ❧♦✇❡)# ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❇❈❙ #❤❡♦!② ❢♦! #❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧✐♠✐#✳ ❙✉❝❤ ❛ )♠❛❧❧

❝♦✉♣❧✐♥❣ !❛#✐♦ ✐) ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠✉❧#✐♣❧❡ ❣❛♣) )②)#❡♠) ❛) ▼❣❇2 ♦! ◆❜❙❡2 ❬✶✷✱ ✶✸❪✱ ❤♦✇❡✈❡!

❍✐❧❧✐❡! et al. ❞✐❞ ♥♦# ❝♦♠♠❡♥# ♦♥ #❤❛#✱ ❝❧❛✐♠✐♥❣ #❤❛# ❈✉x❚✐❙❡2 ✐) ❛ )✐♥❣❧❡ ❣❛♣ s✲✇❛✈❡

)✉♣❡!❝♦♥❞✉❝#♦! ✐♥ #❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧✐♠✐#✳

µ❙❘ ♠❡❛)✉!❡♠❡♥#) ♦♥ ❈✉x❚✐❙❡2 )❛♠♣❧❡) ✇✐#❤ ❞✐✛❡!❡♥# ❝♦♣♣❡! ❝♦♥❝❡♥#!❛#✐♦♥ ✇❡!❡

❞♦♥❡ ❛❧)♦ ❜② #❤❡ ❣!♦✉♣ ♦❢ ❩❛❜❡!❝❤✐❦ et. al. ❬✻✹❪✳ ❋♦! #❤!❡❡ )#✉❞✐❡❞ )❛♠♣❧❡) ❢!♦♠ ✉♥✲

❞❡!❞♦♣❡❞ #♦ ♦♣#✐♠❛❧❧② ❞♦♣❡❞ ♣❛!# ♦❢ #❤❡ ♣❤❛)❡ ❞✐❛❣!❛♠ #❤❡② ♦❜)❡!✈❡❞ #❤❛# #❤❡ ♠✉♦♥

!❡❧❛①❛#✐♦♥ )❛#✉!❛#❡❞ ❛# ❧♦✇ #❡♠♣❡!❛#✉!❡)✳ ❚❤✐) ✐♥❞✐❝❛#❡) #❤❛# #❤❡ ❋❡!♠✐ )✉!❢❛❝❡ ✐)

❢✉❧❧② ❣❛♣♣❡❞ !❡❣❛!❞❧❡)) ♦❢ #❤❡ ❝♦♣♣❡! ❞♦♣✐♥❣ ❣✐✈✐♥❣ s✲✇❛✈❡ ❝❤❛!❛❝#❡! ♦❢ )✉♣❡!❝♦♥❞✉❝✲

#✐✈✐#② ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2✳ ❋✉!#❤❡!✱ #❤❡② ❞❡#❡!♠✐♥❡❞ #❤❡ #❡♠♣❡!❛#✉!❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ λ ❛♥❞

❢♦✉♥❞ ✐# )❤♦✇) ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ✇✐#❤ ❝♦♥❝❡♥#!❛#✐♦♥ x✱ )❡❡ ❋✐❣✳✸✳✷✶✳ ❚❤❡ λ(T ) ❢♦! ♦♣#✐♠❛❧❧②

❞♦♣❡❞ )❛♠♣❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡)❝!✐❜❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧ ❝✉!✈❡ ❢♦! ❝❧❛))✐❝❛❧ s✲✇❛✈❡ )✉♣❡!❝♦♥❞✉❝#♦!

✇✐#❤ 2∆/kBTc = 3.52✳ ❖♥ #❤❡ ♦#❤❡! ❤❛♥❞✱ #❤❡ ❞❛#❛ ❢♦! ✉♥❞❡!❞♦♣❡❞ )❛♠♣❧❡) ✜#) ❜❡#✲

#❡! ✇✐#❤ ♠♦❞❡❧ ❝✉!✈❡) ✇✐#❤ )♠❛❧❧❡! ❝♦✉♣❧✐♥❣ !❛#✐♦)✱ 2∆/kBTc = 3 ❛♥❞ ✷✳✽ ❢♦! )❛♠♣❧❡

✇✐#❤ x = 0.057 ❛♥❞ x = 0.044✱ !❡)♣❡❝#✐✈❡❧②✳ ❚❤❡✐! µ❙❘ ♠❡❛)✉!❡♠❡♥#) ❝♦♥✜!♠❡❞ #❤❡

s✲✇❛✈❡ ❝❤❛!❛❝#❡! ♦❢ )✉♣❡!❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#② ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ❜✉# ♣♦✐♥# #♦ ❡✐#❤❡! ♦♥❡ ❛♥✐)♦#!♦♣✐❝

❣❛♣ ♦! ♠✉❧#✐❣❛♣ )✉♣❡!❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#② ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✇✐#❤ ❝♦♣♣❡! ❞♦♣✐♥❣✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✶✿ ❚❡♠♣❡$❛/✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡♥❡/$❛/✐♦♥ ❞❡♣/❤ λ ❢♦$ /❤$❡❡ 6❛♠♣❧❡6 ♦❢

❈✉x❚✐❙❡2 ✇✐/❤ ❞✐✛❡$❡♥/ ❝♦♣♣❡$ ❞♦♣✐♥❣ x✳ ❘❡❞ ❞❛6❤❡❞ ❝✉$✈❡6 $❡♣$❡6❡♥/ /❤❡ ✜/ ❢♦$

❝❧❛66✐❝❛❧ s✲✇❛✈❡ 6✉♣❡$❝♦♥❞✉❝/♦$ ❛♥❞ /❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡6 6❤♦✇ /❤❡ ❜❡6/ ✜/ ✇✐/❤ /❤❡ ❞❛/❛

♦❜/❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❥✉6/✐♥❣ /❤❡ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ ❡♥❡$❣② ❣❛♣6 ✐♥ /❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❬✻✹❪

✹✾



❈❤❛♣$❡& ✹

▲♦❝❛❧ ❍❛❧❧ ♣&♦❜❡ ♠❛❣♥❡$♦♠❡$&②

✹✳✶ ❊①♣❡'✐♠❡♥+

❆! ✇❛! ❛❧%❡❛❞② ♠❡♥+✐♦♥❡❞✱ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞ ❤❛! ❛ !+%♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ !✉♣❡%❝♦♥✲

❞✉❝+✐✈✐+② ❛♥❞ +❤❡ %❡!♣♦♥!❡ ♦❢ ❛ !❛♠♣❧❡ +♦ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞ ♣%♦✈✐❞❡! ❛♥ ✐♠♣♦%+❛♥+ ✐♥✲

❢♦%♠❛+✐♦♥ ❛❜♦✉+ ✐+! ❝❤❛%❛❝+❡%✐!+✐❝ !✉♣❡%❝♦♥❞✉❝+✐♥❣ ♣%♦♣❡%+✐❡!✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞

♣❡♥❡+%❛+❡! ✐♥+♦ +②♣❡ ■■ !✉♣❡%❝♦♥❞✉❝+♦%! ✐♥ ❢♦%♠ ♦❢ ✈♦%+✐❝❡! ✇✐+❤ =✉❛♥+✐③❡❞ ♠❛❣♥❡+✐❝

✢✉①✳ ❚❤❡!❡ ♦❜❥❡❝+! ❝❛♥ ❡①♣❡%✐❡♥❝❡ ✈❛%✐♦✉! ✐♥+❡%❛❝+✐♦♥! ✇✐+❤✐♥ +❤❡ !❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡%❡✲

❢♦%❡ +❤❡✐% ❞✐!+%✐❜✉+✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡%❛❧ ✐! ♥♦+ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉! ❛♥❞ ❥✉!+ +♦ ♠❡❛!✉%❡ +❤❡ ❛✈❡%❛❣❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝+✐♦♥ ✐♥ ❛ !❛♠♣❧❡ ✐! ♥♦+ !✉✣❝✐❡♥+✳ ❇✉❧❦ ♠❛❣♥❡+✐!❛+✐♦♥ ♠❡❛!✉%❡♠❡♥+! ♦♥

!✉♣❡%❝♦♥❞✉❝+♦%! +❤❡%❡❢♦%❡ ❧❡❛❞ +♦ !✐❣♥✐✜❝❛♥+ ✉♥❞❡%✲ ♦% ♦✈❡%❡!+✐♠❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♣❛%❛♠❡✲

+❡%! ❝❤❛%❛❝+❡%✐③✐♥❣ +❤❡✐% ♣%♦♣❡%+✐❡!✳ ▲♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞ ♠❡❛!✉%❡♠❡♥+! ❛%❡ +❤❡%❡❢♦%❡

♥❡❝❡!!❛%② +♦ ❞❡+❡%♠✐♥❡ ❝♦%%❡❝+❧② ♣%♦♣❡%+✐❡! ♦❢ !✉♣❡%❝♦♥❞✉❝+♦% ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞✳

▲♦❝❛❧ ❍❛❧❧ ♣%♦❜❡ ♠❛❣♥❡+♦♠❡+%② ✉!❡! ♠✐♥✐❛+✉%❡ ❍❛❧❧ ♣%♦❜❡! !✐+✉❛+❡❞ ✐♥ ❝❧♦!❡ ♣%♦①✲

✐♠✐+② +♦ +❤❡ !❛♠♣❧❡✳ ■❢ +❤❡%❡ ❡①✐!+! ❛ ♥♦♥✲③❡%♦ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞ ♥♦%♠❛❧ +♦ +❤❡ ♣%♦❜❡

!✉%❢❛❝❡ H✱ +❤❡♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ❝✉%%❡♥+ I✱ ❛ ❍❛❧❧ ✈♦❧+❛❣❡ VHall ✐! ❣❡♥❡%❛+❡❞ ❛❝%♦!!

+❤❡ ♣%♦❜❡ ♣❡%♣❡♥❞✐❝✉❧❛% +♦ I✳ ❚❤❡ !✐③❡ ♦❢ VHall ❞❡♣❡♥❞! ♦♥❧② ♦♥ +❤❡ ❝✉%%❡♥+ ✇❡ ❛♣♣❧②

❛♥❞ +❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆♥ ✐♠♣♦%+❛♥+ ♣❛%❛♠❡+❡% ❝❤❛%❛❝+❡%✐!✐♥❣ ❛ ❍❛❧❧ ♣%♦❜❡ ✐!

✐+! !❡♥!✐+✐✈✐+② s ❞❡✜♥❡❞ ❛! s = ∆VHall/(Iµ0∆H) =❬Ω✴❚❪✱ ✇❤❡%❡ ∆VHall ✐! +❤❡ ❝❤❛♥❣❡

✐♥ +❤❡ ❍❛❧❧ ✈♦❧+❛❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ +❤❡ ♣%♦❜❡ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ +❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞ ∆H✳

❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ +♦ ✉!❡ ❛ ❍❛❧❧ ♣%♦❜❡ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡%✐♠❡♥+✱ ✐+ ✐! ✐♠♣♦%+❛♥+ +❤❛+ +❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ +❤❡ ❍❛❧❧ ✈♦❧+❛❣❡ ♦♥ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞ ✐! ❛ ❧✐♥❡❛% ❢✉♥❝+✐♦♥ ♠❡❛♥✐♥❣ +❤❛+ +❤❡ !❡♥!✐+✐✈✐+②

✐! ✜❡❧❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+✳ ■♥ +❤❛+ ❝❛!❡✱ ✐+ ✐! ♣♦!!✐❜❧❡ +♦ ❞✐%❡❝+❧② %❡❧❛+❡ +❤❡ ♠❡❛!✉%❡❞ ❍❛❧❧

✈♦❧+❛❣❡ +♦ ❧♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✜❡❧❞ +❤%♦✉❣❤ +❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ s✳

❙❡♥!✐+✐✈✐+② ❞❡♣❡♥❞! ♦♥ +❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❝❤❛%❣❡ ❝❛%%✐❡%! ❜✉+ +❤❡✐% ♠♦❜✐❧✐+② ✐! ❛♥ ✐♠✲

✺✵



♣♦"#❛♥# ♣❛"❛♠❡#❡" ❢♦" #❤❡ ❧♦✇ #❡♠♣❡"❛#✉"❡ ♠❡❛-✉"❡♠❡♥#-✳ ❙♠❛❧❧ ❝❛""✐❡" ♠♦❜✐❧✐#②

❝❛✉-❡- ❤✐❣❤ "❡-✐-#❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ♣"♦♣♦"#✐♦♥❛❧ #♦ #❤❡ ♣♦✇❡" ❞✐--✐♣❛#✐♦♥ ❞✉"✐♥❣ #❤❡ ♠❡❛✲

-✉"❡♠❡♥#-✳ ❆- #❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥#- ❛"❡ ♣❡"❢♦"♠❡❞ ❛# ❧♦✇ #❡♠♣❡"❛#✉"❡- ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✱ #❤❡

❝♦♦❧✐♥❣ ♣♦✇❡" ✐- ♥♦# ✈❡"② ❧❛"❣❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛ -♠❛❧❧ ❞✐--✐♣❛#❡❞ ❡♥❡"❣② ❝❛♥ ❝❛✉-❡ ♦✈❡"❤❡❛#✲

✐♥❣✳ ;♦--✐❜❧❡ ❝♦♥-❡<✉❡♥❝❡- ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦""❡❝# ❞❡#❡"♠✐♥❛#✐♦♥ ♦❢ -❛♠♣❧❡ #❡♠♣❡"❛#✉"❡✱

❞❛♠❛❣✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ❞❡❧✐❝❛#❡ ✇✐"✐♥❣ ♦" ♠❛❧❢✉♥❝#✐♦♥✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥#❛❧ -❡#✲✉♣✳ ❚❤❡

♣♦✇❡" ❝❛♥ ❜❡ "❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉-✐♥❣ ♦❢ -♠❛❧❧ ❡❧❡❝#"✐❝❛❧ ❝✉""❡♥# ❢♦" #❤❡ ♠❡❛-✉"❡♠❡♥# ❜✉#

#❤✐- ❧❡❛❞- #♦ #❤❡ ❞❡❝"❡❛-❡ ♦❢ #❤❡ -✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐#✉❞❡✳ ❲❡ ✉-❡❞ ❍❛❧❧ ♣"♦❜❡- ♣❛##❡"♥❡❞ ✐♥#♦

❛♥ ❡♣✐#❛①✐❛❧ ❤❡#❡"♦-#"✉❝#✉"❡ ♦❢ ●❛❆-✴❆❧●❛❆-✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ❛ ✷❉ ❡❧❡❝#"♦♥ ❣❛- ♠❛#❡"✐❛❧

✇✐#❤ ❤✐❣❤ ❡❧❡❝#"♦♥ ♠♦❜✐❧✐#②✳ ❚❤❡ ❍❛❧❧ ♣"♦❜❡- ✇❡"❡ ♠❛♥✉❢❛❝#✉"❡❞ ✐♥ #❤❡ ❣"♦✉♣ ♦❢ ❉"✳

❱❧❛❞✐♠E" ❈❛♠❜❡❧ ❛# #❤❡ ■♥-#✐#✉#❡ ♦❢ ❊❧❡❝#"✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡"✐♥❣✱ ❙❆❙ ✐♥ ❇"❛#✐-❧❛✈❛✳ ❚❤❡✐"

-❡♥-✐#✐✈✐#② ✇❛- ❛"♦✉♥❞ ∼ 1000 Ω✴❚✱ ❝♦♥-#❛♥# ❢♦" #❤❡ "❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❡❧❞- ✇❡ ✉-❡❞

❢♦" ♠❡❛-✉"❡♠❡♥#-✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❧❡-- #❤❛♥ ✷✪ ✉♣ #♦ ✶✵✵✵ ●✳

■♥ #❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥#-✱ ✇❡ ✉-❡❞ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ ✼ ❍❛❧❧ ♣"♦❜❡-✱ ❡❛❝❤ ✇✐#❤ #❤❡ ❛❝#✐✈❡ ❛"❡❛ ♦❢

10 ×10 µ♠2
✭❛ -❝❤❡♠❡ -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✷✷✲Left✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ✉-❡❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ♣"♦❜❡-✱

#❤❡ ❞✐-#❛♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ❝❡♥#"❡- ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉"✐♥❣ ♣"♦❜❡- ✇❛- ❡✐#❤❡" ✷✺ ♦" ✸✺ µ♠✳ ❚❤❡

-❡♥-✐#✐✈✐#② ✇❛- -❧✐❣❤#❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❢"♦♠ ♣"♦❜❡ #♦ ♣"♦❜❡✱ ✇✐#❤ #❡♠♣❡"❛#✉"❡ ❛♥❞ #✐♠❡✱

#❤❡"❡❢♦"❡ ✐# ✇❛- ✐♠♣♦"#❛♥# #♦ ❞❡#❡"♠✐♥❡ s ❢♦" ❡❛❝❤ ♠❡❛-✉"❡♠❡♥#✳ ❚♦ "❡❝♦"❞ ❛ "❡-♣♦♥-❡

♦❢ #❤❡ -#✉❞✐❡❞ -✉♣❡"❝♦♥❞✉❝#♦" #♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❡❧❞✱ #❤❡ -❛♠♣❧❡ ✇❛- ♣❧❛❝❡❞ ♦♥

#♦♣ ♦❢ #❤❡ ❍❛❧❧ ♣"♦❜❡- ❛♥❞ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ ✐♥ ③❡"♦ ♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥

❡①#❡"♥❛❧ ✜❡❧❞ Ha ❛♥❞ "❡❝♦"❞❡❞ #❤❡ ❍❛❧❧ ✈♦❧#❛❣❡ ♦♥ ❡✈❡"② ♣"♦❜❡✳ ❚❤❡ ❡①#❡"♥❛❧ ✜❡❧❞ ✇❛-

❣❡♥❡"❛#❡❞ ❜② ❛ -✉♣❡"❝♦♥❞✉❝#✐♥❣ ❤♦"✐③♦♥#❛❧ ❝♦✐❧ ♠❛❣♥❡#✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇- ✉- #♦ ♣❡"❢♦"♠ #❤❡

♠❡❛-✉"❡♠❡♥#- ❢♦" ❞✐✛❡"❡♥# ♦"✐❡♥#❛#✐♦♥- ♦❢ ♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❡❧❞ -✐♠♣❧② ❜② #✉"♥✐♥❣ #❤❡ ♣"♦❜❡✳

❚❤❡ ♠❡❛-✉"❡❞ -✐❣♥❛❧ VHall(Ha) ✇❛- ❝♦♥✈❡"#❡❞ #♦ ♠❛❣♥❡#✐❝ ✐♥❞✉❝#✐♦♥ B #❤"♦✉❣❤ #❤❡

❋✐❣✉"❡ ✹✳✷✷✿ Left ✲ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ #❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ✶✵ ❍❛❧❧ ♣"♦❜❡- ✭-♠❛❧❧ -<✉❛"❡-✮ ❡✈❡♥❧②

❞✐-#"✐❜✉#❡❞ ❛❧♦♥❣ #❤❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❝♦♥#❛❝#- ✉-❡❞ ❢♦" ♣❛--✐♥❣ ❝✉""❡♥# ❛♥❞ ❢♦" ❍❛❧❧ ✈♦❧#❛❣❡

♠❡❛-✉"❡♠❡♥#✳ Right ✲ ❚❤❡ ❍❛❧❧ ♣"♦❜❡- ✇✐#❤ ❛ -❛♠♣❧❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐- ✐♥-❡"#❡❞ ✐♥#♦

#❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝❤✐♣ ♠❛#"✐① ❜✉✐❧# ✐♥ ❛ ♣"♦❜❡ ✉-❡❞ ❢♦" ❧♦✇ #❡♠♣❡"❛#✉"❡ ♠❡❛-✉"❡♠❡♥#-✳
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♣!♦❜❡ %❡♥%✐(✐✈✐(② ❛♥❞ ❝✉!!❡♥( I ♣❛%%✐♥❣ (❤!♦✉❣❤ (❤❡ ♣!♦❜❡✱ B(Ha) = VHall(Ha)/(Is)✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ %✐❣♥❛❧ ♠❡❛%✉!❡❞ ♦♥ (❤❡ ♣!♦❜❡ ❜❡❧♦✇ (❤❡

%✉♣❡!❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ %❛♠♣❧❡✱ VHall(Ha)✱ ✐% %❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✷✸✳ ❆( ✜!%(✱ (❤❡ ✜❡❧❞ ✇❛% ✐♥✲

❝!❡❛%❡❞ ❢!♦♠ ✵ ● (♦ ∼ 40 ● ❛♥❞ (❤❡ %✐❣♥❛❧ ✇❛% !❡❝♦!❞❡❞✳ ❆( ③❡!♦ ♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞✱ ♦♥❡

✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝( (❤❛( VHall = 0 ❜✉( (❤❡ ❍❛❧❧ ✈♦❧(❛❣❡ ♠❡❛%✉!❡♠❡♥(% ❛!❡ ❛❧✇❛②% ❛❝❝♦♠♣❛✲

♥✐❡❞ ❜② ❛♥ ♦✛%❡( ♦♥ (❤❡ ♦!❞❡! ♦❢ ♠✐❧❧✐✈♦❧(%✳ ❚❤✐% ♥♦♥✲③❡!♦ ♦✛%❡( ♠✐❣❤( ❜❡ ❝❛✉%❡❞ ❜② ❛

%♠❛❧❧ ♠✐%❛❧✐❣♥♠❡♥( ♦❢ (❤❡ ❝♦♥(❛❝(% ♦♥ (❤❡ ♣!♦❜❡ (❤!♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❡❛%✉!❡ (❤❡ ❍❛❧❧

✈♦❧(❛❣❡✳ ❋♦! (❤❡ %♠❛❧❧❡%( ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞%✱ (❤❡ %✉♣❡!❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ %❛♠♣❧❡ ✐% ✐♥ (❤❡ ▼❡✐%%♥❡!

%(❛(❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡(✐❝ ✐♥❞✉❝(✐♦♥ ✐♥ (❤❡ %❛♠♣❧❡ ✐% ③❡!♦ ❜✉( (❤❡ VHall %✐❣♥❛❧ ❛% ♠❡❛%✉!❡❞✱

%❤♦✇% ❛ %♠❛❧❧ ✐♥❝!❡❛%❡ ✇✐(❤ (❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐% ✐% ❝❛✉%❡❞ ❜② (❤❡ ♥♦♥✲③❡!♦ ❞✐%(❛♥❝❡

❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ♣!♦❜❡ ❛♥❞ (❤❡ %❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ❝❡!(❛✐♥ ♣♦!(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✐% ♣✐❝❦❡❞

✉♣ ❜② (❤❡ ❍❛❧❧ ♣!♦❜❡✳ ❚❤❡ %✐❣♥❛❧ ✇❡ ♦❜(❛✐♥ ✐% ♥♦( ❣✐✈❡♥ ❥✉%( ❜② (❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝(✐♦♥ ✐♥

(❤❡ %❛♠♣❧❡ ❜✉( ❞❡♣❡♥❞% ❛❧%♦ ♦♥ (❤❡ !❡❧❛(✐✈❡ ♣♦%✐(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣!♦❜❡ (♦ (❤❡ %❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡

%❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ ♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞ ✐% ♠♦%( ❡✛❡❝(✐✈❡ ♦♥ (❤❡ ❍❛❧❧ ♣!♦❜❡ (❤❛( ✐% ❧♦❝❛(❡❞ ❝❧♦%❡ (♦

❝❡♥(!❡ ♦❢ (❤❡ %❛♠♣❧❡ ✭%❡❡ ♣!♦❜❡ ♦♥ ♣♦%✐(✐♦♥ ✶ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✷✹✮✱ (❤❡!❡❢♦!❡ ❧❛!❣❡ ♣❛!( ♦❢ (❤❡

VHall %✐❣♥❛❧ ❝♦♠❡% ❢!♦♠ (❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝(✐♦♥ ❛♥❞ ❜② !❡♠♦✈✐♥❣ (❤❡ ✜!%( ❧✐♥❡❛! ✐♥❝!❡❛%❡

❢!♦♠ (❤❡ ❞❛(❛✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦( ♥♦( ✐♥(!♦❞✉❝❡ ♥♦(❛❜❧❡ ❡!!♦!✳ ❋♦! ❍❛❧❧ ♣!♦❜❡% ❧♦❝❛(❡❞ ❢✉!(❤❡!

❢!♦♠ (❤❡ ❝❡♥(!❡✱ (❤❡ %❤✐❡❧❞✐♥❣ ❜② (❤❡ %❛♠♣❧❡ ✐% ❧❡%% ❡✛❡❝(✐✈❡ ✭♣♦%✐(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❍❛❧❧ ♣!♦❜❡
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❋✐❣✉!❡ ✹✳✷✸✿ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ VHall ♠❡❛%✉!❡❞ ❛( (❤❡ ❍❛❧❧ ♣!♦❜❡ ❜❡❧♦✇ ❛

%✉♣❡!❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ %❛♠♣❧❡✱ (❤!♦✉❣❤ (❤❡ ❝♦♥(❛❝(% ♣❡!♣❡♥❞✐❝✉❧❛! (♦ ❝✉!!❡♥( I = 50 µ❆

♣❛%%✐♥❣ (❤!♦✉❣❤ (❤❡ ♣!♦❜❡✳ ❚❤❡ %✐❣♥❛❧ %❤♦✇% ❛♥ ♦✛%❡( ❛( Ha = 0 ❛♥❞ ❛ %♠❛❧❧ ❧✐♥❡❛!

✐♥❝!❡❛%❡ ✐♥ (❤❡ %✐❣♥❛❧ ✇❤❡!❡ ✇❡ ❡①♣❡❝( (♦ ♦❜%❡!✈❡ (❤❡ ▼❡✐%%♥❡! %(❛(❡✳

✺✷



✷ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✷✹✮✳ ❘❡♠♦✈✐♥❣ -❤❡ ❧✐♥❡❛1 2❧♦♣❡ ❢1♦♠ -❤❡ ❞❛-❛✱ ♠❡❛♥2 1❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ❧❛1❣❡ ♣❛1-

♦❢ -❤❡ 2✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥-1♦❞✉❝❡2 2✐❣♥✐✜❝❛♥- ❡11♦1✳ ❋♦1 ❛ ;✉❛♥-✐-❛-✐✈❡ ❛♥❛❧②2✐2✱ ✇❡ 2❤♦✉❧❞

-❤❡1❡❢♦1❡ ♦♥❧② ✉2❡ ♣1♦❜❡2 ❧♦❝❛-❡❞ ❝❧♦2❡ -♦ -❤❡ 2❛♠♣❧❡ ❝❡♥-1❡ ✇❤❡1❡ -❤❡ 2❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ -❤❡

❡①-❡1♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐2 2✉❜2-❛♥-✐❛❧✳ ❊✈❡♥ -❤♦✉❣❤ -❤❡ 2❧♦♣❡ 1❡♠♦✈✐♥❣ ❢1♦♠ -❤❡ ❞❛-❛ ♦❜-❛✐♥❡❞

❝❧♦2❡1 -♦ -❤❡ ❡❞❣❡2 ✐♥-1♦❞✉❝❡2 ❡11♦1✱ -❤❡② ❝❛♥ 2-✐❧❧ ❜❡ ✉2❡❞ ❢♦1 ❛ ;✉❛❧✐-❛-✐✈❡ ❛♥❛❧②2✐2✳

������

❋✐❣✉1❡ ✹✳✷✹✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ -❤❡ 2✉♣❡1❝♦♥❞✉❝-♦1 ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡-✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐-❤ -❤❡ ❍❛❧❧ ♣1♦❜❡2

♠❡❛2✉1✐♥❣ -❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ 2❛♠♣❧❡✳

❉❛-❛ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✷✸ ✇❡1❡ ♠❡❛2✉1❡❞ ♦♥ -❤❡ ♣1♦❜❡ ✐♥ -❤❡ ❝❡♥-1❡ ♦❢ -❤❡ 2❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡

♦✛2❡- ✇❛2 ❛❝❝♦✉♥-❡❞ ❢♦1 ❛♥❞ -❤❡ 2✐❣♥❛❧ ✇❛2 1❡❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ -❤1♦✉❣❤ -❤❡ ♣1♦❜❡ 2❡♥2✐-✐✈✐-②

-♦ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝-✐♦♥✳ ❆❢-❡1 -❤❡ 2✉❜-1❛❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❧✐♥❡❛1 2❧♦♣❡✱ ✇❡ ❣❡- -❤❡ B(Ha) ❝✉1✈❡

2❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✷✺✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦✇ ❞✐2♣❧❛②2 ③❡1♦ 2✐❣♥❛❧ ❛- ❧♦✇ ♠❛❣♥❡-✐❝ ✜❡❧❞2✳ ❲❤❡♥ -❤❡

❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ 1❡❛❝❤❡2 -❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❡♥❡-1❛-✐♦♥ ✜❡❧❞ Hp✱ ✜12- ♠❛❣♥❡-✐❝ ✢✉① 2-❛1-2 -♦

❡♥-❡1 ✐♥-♦ -❤❡ 2✉♣❡1❝♦♥❞✉❝-♦1✳ ❚❤❡ ❍❛❧❧ ♣1♦❜❡ ❜❡❧♦✇ -❤❡ 2❛♠♣❧❡ 2❡♥2❡2 -❤❡ ♠❛❣♥❡-✐❝

✜❡❧❞ ❢1♦♠ -❤❡ ✈♦1-✐❝❡2 ❛♥❞ ❛ 2❤❛1♣ ✐♥❝1❡❛2❡ ❛♣♣❡❛12 ✐♥ -❤❡ B(Ha) 2✐❣♥❛❧✳ ❋1♦♠ -❤❡

❛❝-✐✈❡ ❛1❡❛ ♦❢ -❤❡ ♣1♦❜❡ S✱ ✇❡ ❝❛♥ 1❡❝❛❧❝✉❧❛-❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ ♠❛❣♥❡-✐❝ ✢✉① ♣❛22❡2

-❤1♦✉❣❤ -❤❡ ♣1♦❜❡ ✭φ = B · S✮ ❛♥❞ 2✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ✈♦1-❡① ❝♦♥-❛✐♥2 ❡①❛❝-❧② ♦♥❡ ;✉❛♥-✉♠

♦❢ ♠❛❣♥❡-✐❝ ✢✉①✱ φ0 = 2.0678 · 10−15
❚♠

2
✱ B ❝❛♥ ❜❡ ❞✐1❡❝-❧② 1❡❧❛-❡❞ -♦ -❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢

✈♦1-✐❝❡2 1❡❝♦1❞❡❞ ❜② -❤❡ ♣1♦❜❡✱ N = φ/φ0✳ ❚❤❡ ✐♥❝1❡❛2❡ ♦❢ ✶ ● ✐♥ B 2✐❣♥❛❧ ♠❡❛2✉1❡❞

❜② -❤❡ ♣1♦❜❡ ✇✐-❤ S = 100 µ♠2
✐2 ❡;✉✐✈❛❧❡♥- -♦ 5 ✈♦1-✐❝❡2✳ ❲✐-❤ ✐♥❝1❡❛2✐♥❣ ♠❛❣♥❡-✐❝

✜❡❧❞ ♠♦1❡ ❛♥❞ ♠♦1❡ ✈♦1-✐❝❡2 ❡♥-❡1 -❤❡ 2❛♠♣❧❡ ✉♥-✐❧ ❛- -❤❡ ✉♣♣❡1 ❝1✐-✐❝❛❧ ✜❡❧❞ Hc2 -❤❡

2✉♣❡1❝♦♥❞✉❝-♦1 ♣❛22❡2 -♦ -❤❡ ♥♦1♠❛❧ 2-❛-❡✳ ❚❤❡♥ -❤❡ ✐♥❞✉❝-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ 2❛♠♣❧❡ ❡;✉❛❧2

-♦ -❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ❛♥❞ -❤❡ B(Ha) ❝✉1✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✷✺ ✇✐❧❧ ♠❡1❣❡ ✇✐-❤ -❤❡ 2-1❛✐❣❤- ❧✐♥❡

2❤♦✇✐♥❣ B = Ha 2✐❣♥❛❧✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✺✿ ❇❧❛❝❦ ❝✉$✈❡ 1❤♦✇1 5❤❡ ❞❛5❛ ❢$♦♠ ❋✐❣✳✹✳✷✸ ❛❢5❡$ $❡♠♦✈✐♥❣ 5❤❡ ✜$15 ❧✐♥❡❛$

✐♥❝$❡❛1❡✳ ❚❤✐♥ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ $❡♣$❡1❡♥51 5❤❡ 1✐❣♥❛❧ B = µ0Ha✳

✹✳✶✳✶ ❉❡♠❛❣♥❡)✐+❛)✐♦♥ ❡✛❡❝)+

❋♦$ 5❤❡ ♠❡❛1✉$❡♠❡♥51 ✐♥ ❧♦✇ ♠❛❣♥❡5✐❝ ✜❡❧❞1✱ 5❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡5✐1❛5✐♦♥ ❡✛❡❝51 ❤❛✈❡ 5♦ ❜❡

❛❧✇❛②1 5❛❦❡♥ ✐♥5♦ ❛❝❝♦✉♥5✳ ❲❤❡♥ ❛ 1✉♣❡$❝♦♥❞✉❝5♦$ ✐1 ✐♥ 5❤❡ ▼❡✐11♥❡$ 15❛5❡✱ ✐5 $❡♣❡❧1

5❤❡ ♠❛❣♥❡5✐❝ ✜❡❧❞ ❢$♦♠ ✐51 ✐♥5❡$✐♦$ ❛♥❞ 5❤❡ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡1 ❞❡❢♦$♠ ❛$♦✉♥❞ 5❤❡ 1❛♠♣❧❡✳

❚❤✐1 ❞❡❢♦$♠❛5✐♦♥ ❝❛✉1❡1 5❤❛5 5❤❡ ✜❡❧❞ ❛5 5❤❡ 1❛♠♣❧❡ 1✉$❢❛❝❡ ❤❛1 ❤✐❣❤❡$ ✈❛❧✉❡ 5❤❛♥

5❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞✱ H > Ha✳ ❚❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣1♦✐❞ 1❛♠♣❧❡ ✐♥ ♠❛❣♥❡5✐❝ ✜❡❧❞ ✐1

❞✐1♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✷✻✳ ■♥ 5❤✐1 ❝❛1❡✱ 5❤❡ ❞❡❢♦$♠❛5✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡1 ❛$♦✉♥❞ 5❤❡ 1❛♠♣❧❡ ✐1

✉♥✐❢♦$♠ ❛♥❞ 5❤❡ ✜❡❧❞ ❛5 5❤❡ 1✉$❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛5❡❞ ❛1 5❤❡ 1✉♠ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ❛♥❞

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✻✿ ▼❛❣♥❡5✐❝ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡1 ❞❡❢♦$♠ ❛$♦✉♥❞ ❛ 1✉♣❡$❝♦♥❞✉❝5✐♥❣ 1❛♠♣❧❡ ✐♥

▼❡✐11♥❡$ 15❛5❡✳ ❋♦$ ❡❧❧✐♣5✐❝❛❧ ❝$♦11✲1❡❝5✐♦♥ 5❤❡ ❞❡❢♦$♠❛5✐♦♥ ✐1 ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉1 ❛♥❞ 5❤❡

✜❡❧❞ ❛5 5❤❡ 1✉$❢❛❝❡ ❤❛1 5❤❡ 1❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❡✈❡$②✇❤❡$❡ ✭Left✮✳ ❲❤❡♥ ✜❡❧❞ ❛5 5❤❡ 1❛♠♣❧❡

1✉$❢❛❝❡ $❡❛❝❤❡1 ❝$✐5✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ✈♦$5✐❝❡1 15❛$5 5♦ ❡♥5❡$ ✐♥5♦ 5❤❡ 1✉♣❡$❝♦♥❞✉❝5♦$ ✭Right✮✳
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H = Ha +Hd, ✭✹✳✶✮

✇❤❡4❡ Hd = −NM ✱ ✇✐&❤ N ❜❡✐♥❣ &❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡&✐(❛&✐♦♥ ❢❛❝&♦4 4❛♥❣✐♥❣ ❢4♦♠ ✵ &♦

✶ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐♠❡♥(✐♦♥( ♦❢ &❤❡ ❡❧❧✐♣(♦✐❞✱ ❛♥❞ M ✐( &❤❡ ♠❛❣♥❡&✐(❛&✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥

▼❡✐((♥❡4 (&❛&❡ ❡<✉❛❧( &♦ M = −H✳ ❲❤❡♥ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ ❛& &❤❡ (❛♠♣❧❡ (✉4❢❛❝❡

4❡❛❝❤❡( &❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧♦✇❡4 ❝4✐&✐❝❛❧ ✜❡❧❞✱ H = Hc1✱ ✈♦4&✐❝❡( (&❛4& &♦ ❡♥&❡4 ✐♥&♦ &❤❡

(✉♣❡4❝♦♥❞✉❝&♦4 ✭❋✐❣✳✹✳✷✻✲Right✮✳ ❆& &❤✐( ♣♦✐♥&✱ &❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✐( &❛❦❡♥ &♦

❜❡ &❤❡ (♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❡♥❡&4❛&✐♦♥ ✜❡❧❞✱ Hp✱ ❛♥❞ M = −Hc1✳ ❋4♦♠ H = Ha +Hd ✇❡ &❤❡♥

♦❜&❛✐♥ &❤❡ 4❡❧❛&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ♣❡♥❡&4❛&✐♦♥ ✜❡❧❞ Hp ❛♥❞ &❤❡ ❧♦✇❡4 ❝4✐&✐❝❛❧ ✜❡❧❞ Hc1

❜②

Hc1 = Hp +NHc1

Hc1 =
Hp

1−N
. ✭✹✳✷✮

✹✳✶✳✷ ●❡♦♠❡()✐❝❛❧ ❜❛))✐❡)/

❉❡❢♦4♠❛&✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ ❛4♦✉♥❞ &❤❡ (❛♠♣❧❡ ✐( ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉( ♦♥❧② ❢♦4 ❛♥ ❡❧❧✐♣(♦✐❞

♦4 ❛ (♣❤❡4❡✳ ❘❡❛❧ (❛♠♣❧❡( ♥❡✈❡4 ❤❛✈❡ (✉❝❤ ❛♥ ✐❞❡❛❧ (❤❛♣❡ ❜✉& ✐♥ ♠❛♥② ❝❛(❡( ✐& ♠✐❣❤&

❜❡ ✇❡❧❧ ❛♣♣4♦①✐♠❛&❡❞ &♦ &❤❡(❡ &✇♦ ✐❞❡❛❧ &②♣❡(✳ ❍♦✇❡✈❡4✱ &❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ (❛♠♣❧❡( ✇✐&❤

4❡❝&❛♥❣✉❧❛4 ❝4♦((✲(❡❝&✐♦♥ ✇✐&❤ ❝♦4♥❡4( ✐( ♠♦4❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛&❡❞ ❛( &❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡❢♦4♠❛&✐♦♥

❛4♦✉♥❞ &❤❡ (❛♠♣❧❡ ✈❛4✐❡( ❛ ❧♦& ❛& &❤❡ (✉4❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦4♠❛&✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡( ✐( ♠♦(&

(✐❣♥✐✜❝❛♥& ❛& &❤❡ ❝♦4♥❡4( ♦❢ &❤❡ 4❡❝&❛♥❣✉❧❛4 ❝4♦((✲(❡❝&✐♦♥✳ ❍❡4❡ &❤❡ ✜❡❧❞ ❛& &❤❡ (✉4❢❛❝❡

4❡❛❝❤❡( &❤❡ ❝4✐&✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Hc1 ✜4(& ❛♥❞ &✐❧&❡❞ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡( (&❛4& &♦ ❡♥&❡4 ✐♥&♦ &❤❡
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❝♦4♥❡4( ✇❤❡4❡ &❤❡ ❞❡❢♦4♠❛&✐♦♥ ✐( ❤✐❣❤❡(&✳ ❲✐&❤ ✜❡❧❞ ✐♥❝4❡❛(❡❞ &♦ Ha = Hp✱ &❤❡ ❛4❡❛(

❛& &❤❡ ❝♦4♥❡4( ✇❤❡4❡ ✜❡❧❞ ✐( ♣4❡(❡♥& ♠❡4❣❡ ❛♥❞ &❤❡ ✜4(& ✈♦4&❡① ❡♥&❡4( &❤❡ (❛♠♣❧❡
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 ✉♣❡$❝♦♥❞✉❝)♦$ )❤$♦✉❣❤ )❤❡ ❝♦$♥❡$ ✭❋✐❣✳✹✳✷✼✲Left✮✳ ❲✐)❤ ✐♥❝$❡❛ ✐♥❣ ✜❡❧❞✱ )❤❡ )✐❧)❡❞

✈♦$)✐❝❡  ♣$❡❛❞ ❢✉$)❤❡$ ❢$♦♠ )❤❡ ❝♦$♥❡$ )♦ )❤❡  ❛♠♣❧❡ ❝❡♥)$❡ ❛♥❞ ❡=✉❛)♦$✐❛❧ ♣❛$)✳

❲❤❡♥ )❤❡ )♦♣ ❛♥❞ ❜♦))♦♠ $❡❣✐♦♥ ♦❢ )❤❡ )✐❧)❡❞ ✈♦$)✐❝❡ ♠❡❡) ✐♥ )❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ )❤❡

 ❛♠♣❧❡ ❡❞❣❡✱ )❤❡ ✜$ ) ✇❤♦❧❡ ✈♦$)❡① ✜♥❛❧❧② ❡♥)❡$ )❤❡  ❛♠♣❧❡ ✭ ❡❡ ❋✐❣✳✹✳✷✼✲Right✮✳

❚❤✐ ✐ )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤  ❤♦✉❧❞ ❜❡ )❛❦❡♥ ❢♦$ )❤❡ ♣❡♥❡)$❛)✐♦♥ ✜❡❧❞ Hp✳

❚❤❡ ❝♦$♥❡$ ♦❢ )❤❡  ❛♠♣❧❡ )❤✉  ❡$✈❡ ❛ )❤❡ ❣❡♦♠❡)$✐❝❛❧ ❜❛$$✐❡$ ❢♦$ ✈♦$)✐❝❡ )♦ ❡♥)❡$

✐♥)♦ )❤❡  ❛♠♣❧❡✳ ❩❡❧❞♦✈ et al.❬✻✻❪ ❛♥❞ ❇$❛♥❞) ❬✻✺❪  )✉❞✐❡❞ )❤✐  ♣❡❝✐❛❧ ❝❛ ❡ ✐♥ ❞❡)❛✐❧

❛♥❞ ❢♦✉♥❞ )❤❛) Hp ❝❛♥ ❜❡ )❤❡♥ $❡❧❛)❡❞ )♦ Hc1 ❛ 

Hc1 =
Hp

tanh

√

β
d

2w

, ✭✹✳✸✮
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Left✮ ❛♥❞ ♣❛$❛♠❡)❡$ β ✐ $❛♥❣✐♥❣ ❢$♦♠ ✵✳✸✻ ✐❢ )❤❡ )❤✐$❞  ❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥ ✐♦♥ ✐ ♠✉❝❤

❜✐❣❣❡$ )❤❛♥ d ♦$ 2w✱ )♦ β = 0.67 ✐❢ )❤❡  ❛♠♣❧❡  ❤❛♣❡ $❡ ❡♠❜❧❡ ❛ ✢❛) ❞✐ ❦ ❬✻✺❪✳ ❚❤❡

)✇♦ ❝❛ ❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣ ♦✐❞ ❛♥❞  ❛♠♣❧❡ ✇✐)❤ $❡❝)❛♥❣✉❧❛$ ❝$♦  ✲ ❡❝)✐♦♥ ❛$❡ =✉✐)❡ ❞✐✛❡$❡♥)

❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝)✐♥❣ ♦❢ )❤❡ ❣❡♦♠❡)$✐❝❛❧ ❜❛$$✐❡$ ❧❡❛❞ )♦ ❤✐❣❤ ♦✈❡$❡ )✐♠❛)✐♦♥ ♦❢ Hc1 ✇❤❛) ✐ 

♠♦$❡  ✐❣♥✐✜❝❛♥) ❢♦$  ❛♠♣❧❡ ✇✐)❤ d/2w << 1 ✭ ❡❡ ❋✐❣✳✹✳✷✽✮✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✽✿ ❚❤❡ ❝♦$$❡❝)✐♦♥ ♦❢ Hc1/Hp ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ )❤❡ )❤✐❝❦♥❡  )♦ ✇✐❞)❤ ♦❢ )❤❡

❝$♦  ✲ ❡❝)✐♦♥ $❛)✐♦✱ d/2w✱ ❢♦$ ❛♥ ❡❧❧✐♣ ♦✐❞ ✭$❡❞ ♦♣❡♥  =✉❛$❡ ✮✱ ✐♥✜♥✐)❡  ❛♠♣❧❡ ✇✐)❤

$❡❝)❛♥❣✉❧❛$ ❝$♦  ✲ ❡❝)✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛$❡❞ )♦ ❝♦$$❡❝)✐♦♥ ❢♦$ ❣❡♦♠❡)$✐❝❛❧ ❜❛$$✐❡$ ❢♦$ ❛ ❧♦♥❣

 )$✐♣ ✭❜❧❛❝❦ ❝✉$✈❡✮ ❛♥❞ ❛  ❤♦$) ❞✐ ❦ ✭$❡❞ ❝✉$✈❡✮✳
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✹✳✷ ❋✐❡❧❞ ♣)♦✜❧❡,

❚❤❡ ✜①❡❞ ♣♦(✐*✐♦♥ ♦❢ ❍❛❧❧ ♣0♦❜❡( ✐♥ ❧✐♥❡ ❡♥❛❜❧❡( ✉( *♦ (*✉❞② *❤❡ ❞✐(*0✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣✲

♥❡*✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ *❤❡ (✉♣❡0❝♦♥❞✉❝*✐♥❣ (❛♠♣❧❡✳ ❋✐❣✳✹✳✷✾ ❞✐(♣❧❛②( ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡( ♦❢ B(Ha)

(✐❣♥❛❧( ♦❜*❛✐♥❡❞ ❢0♦♠ ❡❛❝❤ ♣0♦❜❡ ✐♥ *❤❡ ❧✐♥❡✱ ♦♥ ♣♦(✐*✐♦♥( ♥✉♠❜❡0❡❞ ❢0♦♠ ✶ *♦ ✼✳

@0♦❜❡( ❧♦❝❛*❡❞ ❜❡❧♦✇ *❤❡ (❛♠♣❧❡ (❤♦✇ (❝0❡❡♥✐♥❣ ♦❢ *❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡*✐❝ ✜❡❧❞ ✭♣♦✲

(✐*✐♦♥( ✸ *♦ ✼✮ ✇❤✐❧❡ ♣0♦❜❡( (✐*✉❛*❡❞ ♦✉*(✐❞❡ *❤❡ (❛♠♣❧❡ ✭♣♦(✐*✐♦♥( ✶ ❛♥❞ ✷✮ ❞✐(♣❧❛②

❤✐❣❤❡0 B (✐❣♥❛❧ *❤❛♥ *❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✭0❡♣0❡(❡♥*❡❞ ❜② *❤❡ ❞❛(❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❝✉0✈❡✮✳ ❚❤✐(

✐( ❝❛✉(❡❞ ❜② *❤❡ ❞❡❢♦0♠❛*✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡( ❛0♦✉♥❞ *❤❡ (✉♣❡0❝♦♥❞✉❝*✐♥❣ (❛♠♣❧❡ ❞✉❡

*♦ ✇❤✐❝❤ *❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ♠♦0❡ ❞❡♥(❡❧② ❞✐(*0✐❜✉*❡❞ ❛♥❞ *❤❡ ✜❡❧❞ ❝❧♦(❡ *♦ *❤❡ (❛♠♣❧❡ ❤❛(

❡✛❡❝*✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡0 ✈❛❧✉❡ *❤❛♥ Ha ✭(❡❡ ♣♦(✐*✐♦♥ ✸ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✷✹✮✳

❋0♦♠ B(Ha) ❝✉0✈❡( *❛❦❡♥ ❛* ❞✐✛❡0❡♥* ♣♦(✐*✐♦♥( ❜❡❧♦✇ *❤❡ (❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥(*0✉❝*

♦♥❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧ ♣0♦✜❧❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡*✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ *❤❡ (❛♠♣❧❡ ❛* ❝❡0*❛✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞✳ ■♥ *❤❡(❡

♠❡❛(✉0❡♠❡♥*(✱ *❤❡ ♣✐*❝❤ ❜❡*✇❡❡♥ *✇♦ ♣0♦❜❡( ✇❛( ✸✺ µ♠✱ *❤✉( *❤❡ ♣0♦❜❡ ♣♦(✐*✐♦♥ ✐♥

*❤❡ ❧✐♥❡✱ X✱ ❣✐✈❡( ✉( *❤❡ 0❡❧❛*✐✈❡ ❧❡♥❣*❤ (❝❛❧❡ ✐♥ *❤❡ ♠✉❧*✐♣❧❡ ♦❢ ✸✺ µ♠✳ ❚♦ ❝♦♥(*0✉❝*

❛ ✜❡❧❞ ♣0♦✜❧❡✱ B(X)✱ ❢♦0 ❝❡0*❛✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞✱ ✇❡ *❛❦❡ *❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ B ❛* *❤❡ ❝❤♦(❡♥
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❋✐❣✉0❡ ✹✳✷✾✿ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡( ♦❢ ✐♥❞✉❝*✐♦♥ B ♠❡❛(✉0❡❞ ❛* ✼ ❍❛❧❧ ♣0♦❜❡( (❡❛*❡❞

♥❡①* *♦ ❡❛❝❤ ♦*❤❡0✳ @0♦❜❡( ♦♥ ♣♦(✐*✐♦♥( ✶ ❛♥❞ ✷ ✇❡0❡ ❧♦❝❛*❡❞ ♦✉*(✐❞❡ *❤❡

(✉♣❡0❝♦♥❞✉❝*✐♥❣ (❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣0♦❜❡( ✸ *♦ ✼ ❧✐❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐*✳
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Ha ❢!♦♠ ♠❡❛&✉!❡♠❡♥) ♦♥ ❡❛❝❤ ❍❛❧❧ ♣!♦❜❡ ✐♥ )❤❡ ❧✐♥❡✳ ❆& ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ )✇♦ ♣!♦✜❧❡&

❛) ❞✐✛❡!❡♥) ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞& ❛!❡ &❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✸✵✳ ❇❧✉❡ ❝♦❧♦✉! ❞❛)❛ ❝♦!!❡&♣♦♥❞ )♦

µ0Ha = 15 ●✱ ✇❤✐❧❡ !❡❞ ♣♦✐♥)& ✇❡!❡ )❛❦❡♥ ❛) µ0Ha = 35 ●✳ ❆) ✶✺ ●✱ )❤❡ &❛♠♣❧❡ ✐&

&)✐❧❧ ✐♥ )❤❡ ▼❡✐&&♥❡! &)❛)❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♣!♦❜❡& ✶ ❛♥❞ ✷ ♦✉)&✐❞❡ )❤❡ &❛♠♣❧❡ &❤♦✇ ♣!❡&❡♥❝❡

♦❢ )❤❡ ♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ &❡❝♦♥❞ ♣!♦✜❧❡ ✇❛& ❝♦♥&)!✉❝)❡❞ ❢♦! ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✸✺ ●✱ ❛ ✜❡❧❞

❤✐❣❤❡! )❤❛♥ Hp✱ ❛♥❞ )❤❡ &✉♣❡!❝♦♥❞✉❝)✐♥❣ ✈♦!)✐❝❡& ❛!❡ ❛❧!❡❛❞② ♣!❡&❡♥) ✐♥ )❤❡ &❛♠♣❧❡

❝❛✉&✐♥❣ ♥♦♥✲③❡!♦ &✐❣♥❛❧& ♦♥ )❤❡ ♣♦&✐)✐♦♥& ✸ )♦ ✼✳ ❚❤✐& ♣!♦✜❧❡ !❡✈❡❛❧& )❤❛) )❤❡ ✈♦!)✐❝❡&

❝♦♥❝❡♥)!❛)❡ ✐♥ )❤❡ ❝❡♥)!❡ ♦❢ )❤❡ &❛♠♣❧❡ ❛& )❤❡ &✐❣♥❛❧ ✐& ✐♥❝!❡❛&✐♥❣ ❣♦✐♥❣ ❢✉!)❤❡! ❢!♦♠

)❤❡ ❡❞❣❡ )♦ ✐)& ❝❡♥)!❡✱ ❢!♦♠ ♣♦&✐)✐♦♥ ✸ ♠♦✈✐♥❣ )♦ ♣♦&✐)✐♦♥& ✻ ❛♥❞ ✼ ❧♦❝❛)❡❞ ❛) )❤❡

❝❡♥)!❡ ♦❢ )❤❡ &❛♠♣❧❡✳
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❋✐❣✉!❡ ✹✳✸✵✿ ❋✐❡❧❞ ♣!♦✜❧❡& ❛) ✶✺ ❛♥❞ ✸✺ ● ❝♦♥&)!✉❝)❡❞ ❢!♦♠ )❤❡ ❞❛)❛ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✷✾✳ X

❞❡✜♥❡& )❤❡ ❍❛❧❧ ♣!♦❜❡ ♣♦&✐)✐♦♥ ✐♥ )❤❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡& ✉& )❤❡ ❧❡♥❣)❤ &❝❛❧❡ ✐♥ )❤❡

♠✉❧)✐♣❧❡ ♦❢ ✸✺ µ♠✳

❙♦♠❡)✐♠❡& )❤❡ ♠❡❛&✉!❡❞ &❛♠♣❧❡ ✐& ❜✐❣❣❡! )❤❛♥ )❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ )❤❡ ❍❛❧❧ ♣!♦❜❡&✱ ❛& ✇❛&

❛❧&♦ )❤✐& ❝❛&❡✳ ❚♦ ♦❜)❛✐♥ ❛ ❢✉❧❧ ♣!♦✜❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ )♦ &❤✐❢) )❤❡ &❛♠♣❧❡ ❛❧♦♥❣ )❤❡ ❧✐♥❡

❛♥❞ !❡❝♦!❞ ♣❛!)✐❛❧ ♣!♦✜❧❡& ❛) ❞✐✛❡!❡♥) &❛♠♣❧❡ ✈❡!&✉& ♣!♦❜❡& ♣♦&✐)✐♦♥&✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡)❡

♣!♦✜❧❡ )❤!♦✉❣❤ )❤❡ ✇❤♦❧❡ &❛♠♣❧❡ ✐& )❤❡♥ ♦❜)❛✐♥❡❞ ❜② &✉♣❡!✐♠♣♦&✐♥❣ ❛❧❧ )❤❡ ♣❛!)✐❛❧

♠❡❛&✉!❡♠❡♥)&✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡)❡ ✜❡❧❞ ♣!♦✜❧❡& )❤!♦✉❣❤ )❤❡ ✇❤♦❧❡ &❛♠♣❧❡ ✐&

&❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✸✶✳ ❆& )❤!❡❡ ♦✈❡!❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛!)✐❛❧ ♣!♦✜❧❡& ✇❡!❡ ✉&❡❞ )♦ ❝♦♥&)!✉❝) ✐)✱

&♦♠❡ ♦❢ )❤❡ ❍❛❧❧ ♣!♦❜❡ ♣♦&✐)✐♦♥& ❛!❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡! ✐♥)❡❣❡! ♥✉♠❜❡!&✳

✺✽



�

��

��

��

��

��

� � � � � �� ��

	

�
�



�
�∗��µ�


����

����

����

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✶✿ ❋✐❡❧❞ ♣$♦✜❧❡0 B(X) ♦❢ ♠❛❣♥❡5✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ 5❤❡ 0❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛$♦✉♥❞ ❢♦$

❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✶✵✱ ✷✽ ❛♥❞ ✹✵ ●✳ ❋✉❧❧ ❞♦50 $❡♣$❡0❡♥5 5❤❡ ♠❡❛0✉$❡❞ ❞❛5❛ ❛♥❞ 5❤✐♥ ❧✐♥❡0

❛$❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡0 5♦ 5❤❡ ❡②❡0✳

✹✳✷✳✶ ❊✛❡❝( ♦❢ ♣✐♥♥✐♥❣ ♦♥ ✜❡❧❞ ♣2♦✜❧❡3

❚❤❡ 0❤❛♣❡ ♦❢ 5❤❡ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡ ❣✐✈❡0 ✉0 ♣$✐♠❛$✐❧② ✐♥❢♦$♠❛5✐♦♥ ❛❜♦✉5 5❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡$❡ 5❤❡

✜$05 ✈♦$5✐❝❡0 ✐♥ 5❤❡ 0❛♠♣❧❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛5❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐0 5❤❡ ❝♦$$❡❝5 ❧♦❝❛5✐♦♥ 5♦ ♠❡❛0✉$❡ 5❤❡

♣❡♥❡5$❛5✐♦♥ ✜❡❧❞ Hp✳ ❚❤❡$❡ ❛$❡ 5✇♦ ♠❛✐♥ ♣♦00✐❜❧❡ 0❤❛♣❡0 ♦❢ 5❤❡ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦❢ 5❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣$❡0❡♥5 ✐♥ 5❤❡ 0❛♠♣❧❡✳ ❆ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝❡♥5$❡ ♠✐❣❤5 ❜❡ ❛♥ ✐♠♣✉$✐5② ♦$ ❛

❞❡❢❡❝5 ✐♥ 5❤❡ 05$✉❝5✉$❡ ✇❤❡$❡ 0✉♣❡$❝♦♥❞✉❝5✐✈✐5② ✐0 ❛5 ❧❡❛05 ♣❛$5✐❛❧❧② 0✉♣♣$❡00❡❞ ❛♥❞

✈♦$5❡① ✐♥5❡$❛❝5✐♦♥0 ✇✐5❤ ✐5 ✐0 ❛55$❛❝5✐✈❡✳ ❱♦$5❡① ❡♥5❡$✐♥❣ 0❛♠♣❧❡ ✐0 $❡♣❡❧❧❡❞ ❢$♦♠ 5❤❡

0✉$❢❛❝❡✱ 5❤❡$❡❢♦$❡ ✐❢ 5❤❡$❡ ❛$❡ ♥♦ ♣✐♥♥✐♥❣ 0✐5❡0 ✐♥ 5❤❡ 0❛♠♣❧❡✱ 5❤❡ ✈♦$5❡① ❥✉♠♣0 5♦

0❛♠♣❧❡ ❝❡♥5$❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈♦$5✐❝❡0 ❛❧0♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛5❡ ✐♥ 5❤❡ ❝❡♥5$❡✱ ✇❤✐❝❤ $❡0✉❧50 ✐♥5♦

5❤❡ ❞♦♠❡ 0❤❛♣❡ ♦❢ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡ ✭❡✳❣✳ ❋✐❣✳✹✳✸✶✮✳ ■❢ ♦♥ 5❤❡ ♦5❤❡$ ❤❛♥❞✱ 5❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥

5❤❡ 0❛♠♣❧❡ ✐0 05$♦♥❣✱ ❛0 0♦♦♥ ❛0 ✈♦$5✐❝❡0 ❡♥5❡$ 5❤❡ 0❛♠♣❧❡ 5❤❡② ❣❡5 ♣✐♥♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤

05♦♣0 5❤❡♠ ❢$♦♠ ❢✉$5❤❡$ ♣$♦♣❛❣❛5✐♦♥✳ ❲✐5❤ ❤✐❣❤❡$ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞✱ ♠♦$❡ ✈♦$5✐❝❡0 ❡♥5❡$

5❤❡ 0❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❣❡5 5$❛♣♣❡❞ ♦♥ ♣✐♥♥✐♥❣ 0✐5❡0✳ ❚❤✐0 ✇❛② ✈♦$5✐❝❡0 ✜♥❛❧❧② $❡❛❝❤ ❛❧0♦ 5❤❡

❝❡♥5$❡ ♦❢ 5❤❡ 0❛♠♣❧❡ ❛♥❞ 5❤❡ $❡0✉❧5✐♥❣ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ 5❤❡ 0❤❛♣❡ ♦❢ 5❤❡ ❧❡55❡$

✧❱✧ ✭❡✳❣✳ ❋✐❣✳✹✳✸✷✮✳ ❚❤✐0 ✇❛② 5❤❡ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡ ❣✐✈❡0 ✉0 K✉❛❧✐5❛5✐✈❡ ✐♥❢♦$♠❛5✐♦♥ ❛❜♦✉5

5❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ 5❤❡ 0❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❤❡❧♣ ✉0 5♦ ❞❡5❡❝5 5❤❡ ✜$05 ✈♦$5✐❝❡0 ✐♥ 5❤❡ 0❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✧❱✧ 5❤❛♣❡❞ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡5 B(X) ❛9 ❞✐✛❡$❡♥9 ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞5

♦❜9❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ♠❡❛5✉$❡♠❡♥95 ♦♥ 5✉♣❡$❝♦♥❞✉❝9✐♥❣ 5❛♠♣❧❡✳ ❍❛❧❧ ♣$♦❜❡5 ♦♥ ♣♦5✐9✐♦♥5

❢$♦♠ X = −3 9♦ X ∼ 8 ❛$❡ ❧♦❝❛9❡❞ ❜❡❧♦✇ 9❤❡ 5❛♠♣❧❡✳

✐5 ✐♥ 9❤❡ ❝❡♥9$❡ ❢♦$ ❧♦✇ ♣✐♥♥✐♥❣ 5❛♠♣❧❡5 ❛♥❞ ❝❧♦5❡ 9♦ 9❤❡ ❡❞❣❡ ❢♦$ 5❛♠♣❧❡5 ✇✐9❤ 9❤❡

✧❱✧ 5❤❛♣❡ ♣$♦✜❧❡ ✇❤❡$❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ✐5 59$♦♥❣❡$✳

✹✳✷✳✷ ●❡♦♠❡'(✐❝❛❧ ✈❡(.✉. ❇❡❛♥✲▲✐✈✐♥❣.'♦♥ ❜❛((✐❡(.

❚❤❡ ✈♦$9❡① ♣❡♥❡9$❛9✐♦♥ ✐♥9♦ 9❤❡ 5❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧5♦ ❛✛❡❝9❡❞ ❜② ✐95 ✐♥9❡$❛❝9✐♦♥ ✇✐9❤

9❤❡ 5✉$❢❛❝❡✳ ❈✳ D✳ ❇❡❛♥ ❛♥❞ ❏✳ ❉✳ ▲✐✈✐♥❣59♦♥ ❞✐5❝♦✈❡$❡❞ 9❤❛9 9❤❡ 5❛♠♣❧❡ 5✉$❢❛❝❡ ✐95❡❧❢

♠❛② ❛❝9 ❛5 ❛ ♣✐♥♥✐♥❣ 5✐9❡ ❛♥❞ ❝$❡❛9❡ ❛ ❜❛$$✐❡$ ♣$❡✈❡♥9✐♥❣ ✈♦$9❡① ❡♥9$❛♥❝❡ ✐♥9♦ 9❤❡

5❛♠♣❧❡ ❬✻✼❪✳ ❚❤❡ 5❝$❡❡♥✐♥❣ 5✉♣❡$✲❝✉$$❡♥9 ❛❧✇❛②5 ✢♦✇5 9❛♥❣❡♥9✐❛❧ 9♦ 9❤❡ 5✉$❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐95

♥♦$♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥9 ❤❛5 9♦ ❜❡ ③❡$♦✳ ❚♦ ❢✉❧✜❧ 9❤✐5 ❝♦♥❞✐9✐♦♥ ❞✉$✐♥❣ 9❤❡ ✈♦$9❡① ❡♥9$②✱ ✇❡

❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ 9❤❛9 ❛ ✈✐$9✉❛❧ ✈♦$9❡① ❛♣♣❡❛$5 ♦✉95✐❞❡ 9❤❡ 5❛♠♣❧❡ ✇✐9❤ ♦♣♣♦5✐9❡ ❝✐$❝✉❧❛9✐♦♥

✭❋✐❣✳✹✳✸✸✮✳ ❆5 ❛ $❡5✉❧9✱ 9❤❡ $❡❛❧ ✈♦$9❡① ✐5 ❛99$❛❝9❡❞ 9♦ ✐95 ♠✐$$♦$ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐5 ♣$❡✈❡♥9❡❞

❢$♦♠ ❡♥9❡$✐♥❣ 9❤❡ 5❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ 5♠♦♦9❤❡$ ✐5 9❤❡ 5✉$❢❛❝❡ ♦❢ 9❤❡ 5❛♠♣❧❡✱ 9❤❡ ❝❧❡❛$❡$ ✐5 9❤❡

♠✐$$♦$ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ 9❤❡ 59$♦♥❣❡$ ✇♦✉❧❞ ❜❡ 9❤✐5 5♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇❡❛♥✲▲✐✈✐♥❣59♦♥ ❜❛$$✐❡$ ✭❇▲❇✮✳

■❢ ❤♦✇❡✈❡$ 9❤❡ $♦✉❣❤♥❡55 ♦❢ 9❤❡ 5✉$❢❛❝❡ ✐5 ❝♦♠♣❛$❛❜❧❡ ✇✐9❤ 9❤❡ ♣❡♥❡9$❛9✐♦♥ ❞❡♣9❤ λ✱

9❤❡♥ 9❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐5 ❜❧✉$$❡❞ ❛♥❞ ❇▲❇ ❜❡❝♦♠❡5 ✐$$❡❧❡✈❛♥9✳ ❇❡❛♥ ❛♥❞ ▲✐✈✐♥❣59♦♥ ❢♦✉♥❞

9❤❛9 9❤❡ ✈♦$9❡① ♦✈❡$❝♦♠❡5 9❤❡ 5✉$❢❛❝❡ ❜❛$$✐❡$ ♦♥❧② ✇❤❡♥ 9❤❡ ♠❛❣♥❡9✐❝ ✜❡❧❞ $❡❛❝❤❡5
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 ❤❡  ❤❡#♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝#✐ ✐❝❛❧ ✜❡❧❞ Hc✳ ❚❤✉1  ❤❡ ♠❡❛1✉#❡❞ ♣❡♥❡ #❛ ✐♦♥ ✜❡❧❞ Hp ✐1 ♥♦ 

#❡❧❛ ❡❞  ♦ Hc1 ❜✉  ♦ Hc✳

IS IS 

Vortex image Real vortex 

Superconductor Exterior 

❋✐❣✉#❡ ✹✳✸✸✿ ❙❝❤❡♠❛ ✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ ❇❡❛♥✲▲✐✈✐♥❣1 ♦♥ ❜❛##✐❡# ❛1 ❛♥ ❛♥ ✐✈♦# ❡① ❛♣♣❡❛#✐♥❣

❛❜♦✈❡  ❤❡ 1❛♠♣❧❡ 1✉#❢❛❝❡ ✇❤❡♥ ❛ #❡❛❧ ✈♦# ❡① ❡♥ ❡#1  ❤❡ 1❛♠♣❧❡✳

■ ✐1  ❤❡#❡❢♦#❡ ♥❡❝❡11❛#②  ♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡ ❤❡#  ❤❡ ❇▲❇ ♣❧❛②1 ❛ 1✐❣♥✐✜❝❛♥ #♦❧❡ ✐♥  ❤❡

✈♦# ❡① ♣❡♥❡ #❛ ✐♦♥ ✐♥ ♦  ❤❡ 1❛♠♣❧❡ ♦#  ❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝ ❡❞✱ ♦ ❤❡#✇✐1❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦ 

❦♥♦✇ ✇❤❡ ❤❡# Hp ❝❛♥ ❜❡ #❡❧❛ ❡❞  ♦ Hc1 ♦#  ♦ Hc✳ ❇#❛♥❞ et al. ✐♥ ❬✻✽❪ ❝♦♥1✐❞❡#❡❞

 ✇♦ ❞✐1 ✐♥❝ ❝❛1❡1✳ ■❢  ❤❡ 1✉#❢❛❝❡ ❇▲❇ ✐1 ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✈♦# ✐❝❡1 ♦✈❡#❝♦♠❡ ✐ ❛❧#❡❛❞② ❛ 

1♠❛❧❧ ✜❡❧❞1 ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✜❡❧❞ ❛  ❤❡ 1✉#❢❛❝❡ #❡❛❝❤❡1 Hc1✱  ❤❡ ♣#♦❝❡11 ✇✐❧❧ ❝♦♥ ✐♥✉❡ ❛1

❡①♣❡❝ ❡❞ ❢♦# ❣❡♦♠❡ #✐❝❛❧ ❜❛##✐❡#1✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞ ♣❡♥❡ #❛ ❡1 ❛ ✜#1  ❤❡ ❝♦#♥❡#1

♦❢  ❤❡ 1❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❧❛ ❡#  ❤❡ ✜#1 ✈♦# ❡① ❥✉♠♣1 ✐♥ ♦ ✐ 1 ❝❡♥ #❡✳ ■❢ ❤♦✇❡✈❡#  ❤❡ ❇▲❇ ✐1

1 #♦♥❣✱ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥♥♦ ❡♥ ❡#  ❤❡ 1❛♠♣❧❡  ❤#♦✉❣❤  ❤❡ ❝♦#♥❡#1 ✉♥ ✐❧ ✐ #❡❛❝❤❡1

 ❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Hc✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡#  ❤❛♥ Hc1✳ ❆ Hc  ❤❡ ❣❡♦♠❡ #✐❝❛❧ ❜❛##✐❡#1 ❛#❡

❛❧#❡❛❞② ♦✈❡#❝♦♠❡ ❛♥❞  ❤❡ ✈♦# ❡① ✇♦✉❧❞ ❞✐#❡❝ ❧② ❥✉♠♣ ✐♥ ♦  ❤❡ ❝❡♥ #❡ ♦❢  ❤❡ 1❛♠♣❧❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡#❡♥❝❡ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡1❡  ✇♦ 1❝❡♥❛#✐♦1  ❤✉1 ✐1✱ ✇❤❡ ❤❡#  ❤❡ ✜❡❧❞ ❛♣♣❡❛#1 ❛ 

 ❤❡ ❝♦#♥❡#1 ❜❡❢♦#❡  ❤❡ ✈♦# ❡① ❥✉♠♣1 ✐♥ ♦  ❤❡ 1❛♠♣❧❡ ❝❡♥ #❡ ♦# ♥♦ ✳ ❚❤❡ ❞❡ ❛✐❧❡❞ ❧♦♦❦

♦♥  ❤❡ ✜❡❧❞ ♣#♦✜❧❡1 ❣✐✈❡ ✉1  ❤❡ ❛♥1✇❡#  ♦  ❤✐1 K✉❡1 ✐♦♥✳

✻✶



❈❤❛♣$❡& ✺

❈&✐$✐❝❛❧ ✜❡❧❞- ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2

■♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣"❡.✱ ■ ♣.❡0❡♥" ❛♥❞ ❞✐0❝✉00 ♦✉. .❡0✉❧"0 ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❍❛❧❧ ♣.♦❜❡ ♠❛❣♥❡✲

"♦♠❡".② ♠❡❛0✉.❡♠❡♥"0 ♦♥ ❞✐✛❡.❡♥" ❈✉x❚✐❙❡2 0❛♠♣❧❡0✳ ❚❤❡ ✜.0" ♣❛." ♦❢ "❤✐0 ❝❤❛♣"❡.

❝♦♥❝❡.♥0 "❤❡ 0"✉❞② ♦❢ ✜❡❧❞ ♣.♦✜❧❡0 ♦❜"❛✐♥❡❞ ♦♥ "❤.❡❡ ❞✐✛❡.❡♥" 0❛♠♣❧❡0✳ ■♥ "❤❡ 0❡❝♦♥❞

♣❛."✱ ■ ❛♥❛❧②0❡ "❤❡ "❡♠♣❡.❛"✉.❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇❡. ❝.✐"✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❧❛0" ♣❛." ♦❢ "❤✐0

❝❤❛♣"❡. ❝♦♥"❛✐♥0 ❛ 0"✉❞② ♦❢ ❡✈♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ ❝.✐"✐❝❛❧ ✜❡❧❞0 ✇✐"❤ "❤❡ ❝.✐"✐❝❛❧ "❡♠♣❡.❛"✉.❡

Tc ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ❛♥❞ ❝♦♥0✐0"❡♥❝② ❝❤❡❝❦0 ♦❢ ❞✐✛❡.❡♥" ❡①♣❡.✐♠❡♥"❛❧ "❡❝❤♥✐A✉❡0✳ ■♥ "❤✐0

❝❤❛♣"❡.✱ ❛❧❧ ♦❢ ♦✉. ♠❡❛0✉.❡♠❡♥"0 ✇❡.❡ ♣❡.❢♦.♠❡❞ ✐♥ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ♦.✐❡♥"❡❞ ♣❛.❛❧❧❡❧

✇✐"❤ "❤❡ c ❞✐.❡❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ 0❛♠♣❧❡0✳

❚❤❡ 0"✉❞✐❡❞ 0❛♠♣❧❡0 ✇❡.❡ 0✐♥❣❧❡ ❝.②0"❛❧0 ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 ✇✐"❤ ❞✐✛❡.❡♥" ❝♦♣♣❡. ❝♦♥"❡♥"✱

x✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛0 ❞❡"❡.♠✐♥❡❞ ❜② ❡♥❡.❣② ❞✐0♣❡.0✐✈❡ X✲.❛② 0♣❡❝".♦0❝♦♣② ✭❊❉❳✮✳ ❚❤❡ ❝.✐"✐❝❛❧

"❡♠♣❡.❛"✉.❡0 ♦❢ 0✉♣❡.❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ".❛♥0✐"✐♦♥✱ Tc✱ ✇❡.❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢.♦♠ "❤❡ ❤❡❛" ❝❛♣❛❝✐"②

♠❡❛0✉.❡♠❡♥"0✳ ❚❤❡ 0♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡0 ♦❢ x ❛♥❞ Tc ❢♦. ❡❛❝❤ 0❛♠♣❧❡ ❛.❡ ❞✐0♣❧❛②❡❞ ✐♥

❋✐❣✳✺✳✸✹ ❬✻✾❪✱ ❝♦♥0".✉❝"❡❞ ♦♥ "❤❡ ❜❛0❡0 ♦❢ "❤❡ ♣❤❛0❡ ❞✐❛❣.❛♠ ❜② ▼♦.♦0❛♥ et al. ❬✷❪✳

❚❤❡ 0"✉❞✐❡❞ 0❛♠♣❧❡0 ✇❡.❡ ❢.♦♠ ✉♥❞❡.❞♦♣❡❞ "♦ ♦✈❡.❞♦♣❡❞ .❡❣✐♦♥ ✭0.04 < x < 0.1✮✱

"❤✉0 ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉0 "♦ 0"✉❞② "❤❡ 0✉♣❡.❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ 0"❛"❡ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ♦✈❡. ❛ ❧❛.❣❡ ♣❛." ♦❢

"❤❡ 0✉♣❡.❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ❞♦♠❡✳ ❚❤❡ 0❛♠♣❧❡0 ✇❡.❡ ♣.❡♣❛.❡❞ ❜② "❤❡ ✐♦❞✐♥❡ ❣❛0 ".❛♥0♣♦."

♠❡"❤♦❞ ❬✼✵❪ ❜② "❤.❡❡ ❞✐✛❡.❡♥" .❡0❡❛.❝❤ ❣.♦✉♣0✳ ❙❛♠♣❧❡0 ❆✱ ❇✱ ❈ ❛♥❞ ❉ ✇❡.❡ ♣.❡♣❛.❡❞

✐♥ "❤❡ ❣.♦✉♣ ♦❢ ❉.✳ ●♦.❛♥ ❑❛.❛♣❡".♦✈ ❢.♦♠ ❉.❡①❡❧ ❯♥✐✈❡.0✐"② ✐♥ X❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ 0❛♠♣❧❡0

❊ ❛♥❞ ❋ ❜② ❉.✳ ❍❡❧♠✉"❤ ❇❡.❣❡. ❢.♦♠ ❊❝♦❧❡ X♦❧②"❡❝❤♥✐A✉❡ ❋Y❞Y.❛❧❡ ✐♥ ▲❛✉0❛♥♥❡✱

❛♥❞ 0❛♠♣❧❡ ❋ ✇❛0 ❣.♦✇♥ ❜② ❉.✳ ❋❧♦.❡♥❝❡ ▲Y✈②✲❇❡.".❛♥❞ ❛♥❞ ❇❛0"✐❡♥ ▼✐❝❤♦♥ ❢.♦♠

■♥0"✐"✉"❡ ◆Y❡❧ ✐♥ ●.❡♥♦❜❧❡✳
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x Label Tc (K) 

0.052 D 2.3 

0.061 C 2.8 

0.064 B 3.2 

0.075 G 4.1 

0.084 A 3.8 

0.086 E 3.5 

0.092 F 3.0 

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✹✿ Left ✲ ,❤❛/❡ ❞✐❛❣$❛♠ ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 /❤♦✇✐♥❣ ❝$✐:✐❝❛❧ :❡♠♣❡$❛:✉$❡/ ♦❢

:$❛♥/✐:✐♦♥ :♦ /✉♣❡$❝♦♥❞✉❝:✐♥❣ /:❛:❡ Tc ❛♥❞ ❝♦♣♣❡$ ❝♦♥:❡♥: x ♦❢ /❛♠♣❧❡/ /:✉❞✐❡❞ ✐♥

:❤✐/ ✇♦$❦ ✭❝♦❧♦✉$❡❞ ❢✉❧❧ ❝✐$❝❧❡/✮ ❬✻✾❪✳ ❚❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡/ $❡♣$❡/❡♥: $❡/✉❧:/ ♦❜:❛✐♥❡❞ ❜②

▼♦$♦/❛♥ et al. ✐♥ ❬✷❪✳ Right ✲ ❚❛❜❧❡ /✉♠♠❛$✐③✐♥❣ :❤❡ ♦❜:❛✐♥❡❞ x ❛♥❞ Tc ✈❛❧✉❡/ ❢♦$

❛❧❧ :❤❡ /❛♠♣❧❡/✳

✺✳✶ ❋✐❡❧❞ ♣)♦✜❧❡,

❆: ✜$/:✱ ■ ♣$❡/❡♥: :❤❡ ♣$♦✜❧❡/ ♦❢ ♠❛❣♥❡:✐❝ ✜❡❧❞ ♦❜:❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ♠❡❛/✉$❡♠❡♥:/ ♦♥ :❤$❡❡

/❡❧❡❝:❡❞ /❛♠♣❧❡/✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡/ ❛$❡ ♥❡❝❡//❛$② ❢♦$ ❝♦$$❡❝: ❞❡:❡$♠✐♥❛:✐♦♥ ♦❢ :❤❡

❧♦✇❡$ ❝$✐:✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡ Hc1 ✭/❡❡ ❛❧/♦ ❝❤❛♣:❡$ ✹✮✳

✺✳✶✳✶ ❙❛♠♣❧❡ ❇ ✲ ♠♦❞❡❧ ❜② ❩❡❧❞♦✈

❙❛♠♣❧❡ ❇ ✐( ♦❢ ❛ ♣❧❛+❡❧❡+✲❧✐❦❡ (❤❛♣❡✱ ✇✐+❤ ❧❡♥❣+❤✱ ✇✐❞+❤ ❛♥❞ ❤✐❣❤+ ♦❢ 250×250×50 µ♠3
✳

❋✐❣✳✺✳✸✺✲Top ❞✐(♣❧❛②( ✐+( (❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝+:♦♥ ♠✐❝:♦(❝♦♣❡ ✭❙❊▼✮ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ +❤❡ :❡❞ ❧✐♥❡

:❡♣:❡(❡♥+( +❤❡ (✐+❡ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜+❛✐♥❡❞ +❤❡ ✜❡❧❞ ♣:♦✜❧❡(✳ ❚❤❡ (❛♠♣❧❡ ❤❛❞ +♦

❜❡ (❤✐❢+❡❞ +❤:❡❡ +✐♠❡( ❛❧♦♥❣ +❤❡ ❍❛❧❧ ♣:♦❜❡ ❧✐♥❡ +♦ ♦❜+❛✐♥ +❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣:♦✜❧❡✳ ❚❤❡

+❡♠♣❡:❛+✉:❡ ❛+ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❡❛(✉:❡❞ ✇❛( ✶✳✻ ❑✱ ✇❤✐❝❤ ✐( ❛❜♦✉+ ✺✵✪ ♦❢ +❤❡ ❝:✐+✐❝❛❧

+❡♠♣❡:❛+✉:❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥(+:✉❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✜❡❧❞ ♣:♦✜❧❡( ✇❛( ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ +❤❡ ♣:❡✈✐♦✉(

❝❤❛♣+❡: ❛♥❞ +❤✐( (❛♠♣❧❡ ✇❛( ✉(❡❞ ❛( ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ◆♦✇ ❧❡+ ✉( ❝♦♥❝❡♥+:❛+❡ ♦♥ +❤❡

(❤❛♣❡ ♦❢ +❤❡ ♣:♦✜❧❡( ❞✐(♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✺✳ ❚❤❡ ❝❡♥+:❡ ♦❢ +❤❡ (❛♠♣❧❡ ✐( ❧♦❝❛+❡❞ ❛+ +❤❡

♣♦(✐+✐♦♥ X = 0 ❛♥❞ ✐+( ❡❞❣❡( ❧✐❡ ❝❧♦(❡ +♦ X = −3 ❛♥❞ X = 3✳ ❚❤❡ ✜:(+ ❧✐♥❡❛: (❧♦♣❡
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✺✿ Top ✲ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ 2❤❡ 4❛♠♣❧❡ ❇ ✇✐2❤ 2❤❡ $❡❞ ❧✐♥❡ 4❤♦✇✐♥❣ 2❤❡ 4✐2❡

❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ 2❤❡ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡4 ✇❡$❡ ♠❡❛4✉$❡❞✳ Bottom ✲ ❋✐❡❧❞ ♣$♦✜❧❡4 B(X) ♦❢

❈✉0.064❚✐❙❡2 ✭4❛♠♣❧❡ ❇✮✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❝✐$❝❧❡4 ❞✐4♣❧❛② ❞❛2❛ ♠❡❛4✉$❡❞ ✐♥ ✐♥❝$❡❛4✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞

♠❛❣♥❡2✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❧❡ 2❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐$❝❧❡4 4❤♦✇ ❞❛2❛ ♦❜2❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ 2❤❡ ✜❡❧❞ ✇❛4

❞❡❝$❡❛4❡❞ ❜❛❝❦ 2♦ ③❡$♦✳ ❚❤✐♥ ❧✐♥❡4 ❝♦♥♥❡❝2✐♥❣ 2❤❡ ♣♦✐♥24 ❛$❡ 4❤♦✇♥ ❥✉42 2♦ ❣✉✐❞❡ 2❤❡

❡②❡✳ ❚❤✐❝❦ ❧✐♥❡4 4❤♦✇ 2❤❡ ❡①♣❡❝2❡❞ ✢✉① ✐♥ 2❤❡ 4❛♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛2❡❞ ❢$♦♠ ♠♦❞❡❧ ❜②

❩❡❧❞♦✈ et. al ❬✻✻❪ ❢♦$ 4❛♠♣❧❡4 ✇✐2❤ ❣❡♦♠❡2$✐❝❛❧ ❜❛$$✐❡$4 ❛♥❞ ♥♦ ♣✐♥♥✐♥❣✳
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✇❛" #❡♠♦✈❡❞ ❢#♦♠ *❤❡ ❞❛*❛ ♠❡❛"✉#❡❞ ❛* ♣♦"✐*✐♦♥" ✲✷ *♦ ✷ ❜✉* ♥♦* ❝❧♦"❡ *♦ *❤❡ "❛♠♣❧❡

❡❞❣❡" ❛* ♣♦"✐*✐♦♥" ✲✸ ❛♥❞ ✸✱ ✇❤❡#❡ ✐* ✇♦✉❧❞ ✐♥*#♦❞✉❝❡ "✐❣♥✐✜❝❛♥* ❡##♦#" ✭"❡❡ ❞✐"❝✉""✐♦♥

✐♥ ❝❤❛♣*❡# ✹✮✳ ❋♦# *❤❡ ❧♦✇❡"* ♠❛❣♥❡*✐❝ ✜❡❧❞"✱ *❤❡ "❛♠♣❧❡ ✇❛" ✐♥ *❤❡ ▼❡✐""♥❡# "*❛*❡ ❛♥❞

*❤❡ ♠❛❣♥❡*✐❝ ✜❡❧❞ ✇❛" "❤✐❡❧❞❡❞ ❢#♦♠ *❤❡ ♣#♦❜❡" ❜❡❧♦✇ *❤❡ "❛♠♣❧❡✳ ❋♦# Ha > 17.5 ●✱

✇❤✐❝❤ ✇❛" Hp ✐♥ *❤✐" ❝❛"❡✱ ✈♦#*✐❝❡" ❝♦♥❝❡♥*#❛*❡ ✐♥ *❤❡ ❝❡♥*#❡ ❛♥❞ *❤❡ ♦✈❡#❛❧❧ "❤❛♣❡

♦❢ *❤❡ ♣#♦✜❧❡" ✐" ❛ ❞♦♠❡ ❣#♦✇✐♥❣ ✇✐*❤ ✐♥❝#❡❛"✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞✳ ❆" ✇❛" ♠❡♥*✐♦♥❡❞ ✐♥

❝❤❛♣*❡# ✹✱ ❞♦♠❡ "❤❛♣❡ ♦❢ *❤❡ ✜❡❧❞ ♣#♦✜❧❡" ✐" ❛ "✐❣♥ *❤❛* *❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ *❤❡ "❛♠♣❧❡ ✐"

"♠❛❧❧✳

❚❤❡ "❛♠♣❧❡ ❇ ❤❛" ❛ #❡❝*❛♥❣✉❧❛# ❝#♦""✲"❡❝*✐♦♥✳ ■♥ "✉❝❤ ❛ ❝❛"❡ *❤❡ ❣❡♦♠❡*#✐❝❛❧

❜❛##✐❡#" ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦#*❛♥* #♦❧❡ ❢♦# ✈♦#*❡① ♣❡♥❡*#❛*✐♦♥ ✐♥*♦ *❤❡ "❛♠♣❧❡ ❛♥❞ *❤❡#❡❢♦#❡✱

✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ *♦ ❞❡"❝#✐❜❡ ✐* ❜② *❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❩❡❧❞♦✈ et. al ❬✻✻❪ ❢♦# "❛♠♣❧❡" ✇✐*❤ ♥♦

♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡*#✐❝❛❧ ❜❛##✐❡#"✳ ❲✐*❤ *❤❡ ✉"❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✱ ❦♥♦✇✐♥❣ *❤❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥"

♦❢ *❤❡ "❛♠♣❧❡ ❛♥❞ *❤❡ ♣❡♥❡*#❛*✐♦♥ ✜❡❧❞ Hp✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡"*✐♠❛*❡ ♠❛❣♥❡*✐❝ ✢✉① ❞❡♥"✐*②

✐♥"✐❞❡ *❤❡ "❛♠♣❧❡ B(X) ❢♦# ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ Ha✿

B(X) = Ha

√

b2 −X2

w2 −X2
,

✇❤❡#❡

b = w

√

√

√

√

1−
(

Hp

Ha

)2

, ✭✺✳✶✮

✇❤❡#❡ w ✐" *❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ *❤❡ "❛♠♣❧❡ ❧❡♥❣*❤ ❛♥❞ X ❣♦❡" ❢#♦♠ −w *♦ w✱ ❜❡✐♥❣ X = 0 ✐♥

*❤❡ "❛♠♣❧❡ ❝❡♥*#❡✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥"*#✉❝*❡❞ *❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝✉#✈❡"✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ *❤❛* *❤❡ ✢✉①

❞❡♥"✐*② ✐♥ *❤❡ ❝❡♥*#❡ ♦❢ *❤❡ ❞♦♠❡ ✐" ❡①♣❡❝*❡❞ *♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡# *❤❛♥ ✇❤❛* ✇❡ ♦❜*❛✐♥❡❞

❢#♦♠ *❤❡ ♠❡❛"✉#❡♠❡♥*"✳ ❆❧"♦ *❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝✉#✈❡" ✇❡#❡ ❝♦♥❝❡♥*#❛*❡❞ ♠♦#❡ ✐♥ *❤❡ ❝❡♥*#❡

✇❤✐❧❡ ✇❡ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❛ ❞♦♠❡ "♣#❡❛❞✐♥❣ ❛❝#♦"" *❤❡ ✇❤♦❧❡ "❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ #❡❛"♦♥ ❢♦#

*❤✐" ❞✐"❝#❡♣❛♥❝② ✐" ❛ ✜♥✐*❡ ❜✉* "♠❛❧❧ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣#❡"❡♥* ✐♥ *❤❡ "❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ♠♦❞❡❧

❛❝❝♦✉♥*" ❢♦# ③❡#♦ ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❆" "♦♠❡ ♦❢ *❤❡ ✈♦#*✐❝❡" ❣❡* ♣✐♥♥❡❞ ✐♥ *❤❡ "❛♠♣❧❡✱ *❤❡②

❝❛♥♥♦* ♣#♦♣❛❣❛*❡ ✐♥*♦ ✐*" ❝❡♥*#❡✱ ✇❤✐❝❤ #❡"✉❧*" ✐♥*♦ "♠❛❧❧❡# ❤❡✐❣❤* ♦❢ *❤❡ ❞♦♠❡ ❛♥❞

✇✐❞❡# ❞♦♠❡ "❤❛♣❡ ✭❢♦# ♣#♦✜❧❡" ❛* ❞✐✛❡#❡♥* ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ❛* "❛♠♣❧❡ ❇ "❡❡ #❡❢✳❬✼✶❪✮✳ ❚❤❡

♥♦♥✲③❡#♦ ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ *❤❡ "❛♠♣❧❡ ✐" ❝♦♥✜#♠❡❞ ❛❧"♦ ❜② *❤❡ ♣#♦✜❧❡ ♦❜*❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ *❤❡

✜❡❧❞ ✇❛" ❞❡❝#❡❛"❡❞ ❜❛❝❦ *♦ ✵ ● ✭♦♣❡♥ ❝✐#❝❧❡" ♣#♦✜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✺✲Bottom✮✳ ■* ❝❧❡❛#❧②

"❤♦✇" *❤❛* "♦♠❡ ♦❢ *❤❡ ✈♦#*✐❝❡" #❡♠❛✐♥❡❞ *#❛♣♣❡❞ ✐♥ *❤❡ "❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ #❡♠❛♥❡♥* ✈❛❧✉❡

♦❢ ❛❜♦✉* ✶✵ ●✱ *❛❦❡♥ ❢#♦♠ *❤❡ ♣#♦❜❡ ✐♥ *❤❡ ❝❡♥*#❡✱ ♦✈❡# ❤❛❧❢ ♦❢ *❤❡ "❛♠♣❧❡ ✇✐❞*❤

125 µ♠✱ ❝♦##❡"♣♦♥❞" *♦ *❤❡ ❝#✐*✐❝❛❧ ❝✉##❡♥* ❞❡♥"✐*② ♦❢ ∼ 650 ❆✴❝♠2
✱ ✇❤✐❝❤ ✐" ❛ ✈❛❧✉❡

"✐♠✐❧❛# *♦ ✇❤❛* ✇❛" ♦❜*❛✐♥❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ U✉❛❧✐*② "✐♥❣❧❡ ❝#②"*❛❧" ♦❢ ▼❣❇2 ❬✼✷❪✳

✻✺



✺✳✶✳✷ ❙❛♠♣❧❡ ❊ ✲ ●❡♦♠❡./✐❝❛❧ ❜❛//✐❡/3 ✈3✳ ❇❡❛♥✲▲✐✈✐♥❣3.♦♥

❜❛//✐❡/

■♥ "❤❡ ♣&❡✈✐♦✉+ ❝❛+❡ ✐" ✇❛+ ❛++✉♠❡❞ "❤❛" ❣❡♦♠❡"&✐❝❛❧ ❜❛&&✐❡&+ ❛&❡ ✐♠♣♦&"❛♥" ❢♦& ✈♦&"❡①

❡♥"&② ❜✉" ✇❡ ❞✐❞ ♥♦" ❡①❝❧✉❞❡ "❤❡ ❇❡❛♥✲▲✐✈✐♥❣+"♦♥ ❜❛&&✐❡&+✳ ❆+ ✇❛+ ❛❧&❡❛❞② ♠❡♥"✐♦♥❡❞

✐♥ "❤❡ ♣&❡✈✐♦✉+ ❝❤❛♣"❡&✱ +❡❝"✐♦♥ ✹✳✷✳✷✱ ❛❝❝♦&❞✐♥❣ "♦ ❇&❛♥❞" et al. ✐♥ ❬✻✽❪ ❢&♦♠ "❤❡ ✜❡❧❞

♣&♦✜❧❡+ ✐" ❝❛♥ ❜❡ ❞❡"❡&♠✐♥❡❞ ✇❤❡"❤❡& "❤❡ ❣❡♦♠❡"&✐❝❛❧ ❜❛&&✐❡&+ ♦& ❇❡❛♥✲▲✐✈✐♥❣+"♦♥

❜❛&&✐❡& ♣❧❛② ♠♦&❡ +✐❣♥✐✜❝❛♥" &♦❧❡ ✐♥ ✈♦&"❡① ♣❡♥❡"&❛"✐♦♥ ✐♥"♦ "❤❡ +❛♠♣❧❡✳ ■❢ ✇❡ ♦❜+❡&✈❡

♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ❛" "❤❡ +❛♠♣❧❡ ❡❞❣❡+ ❜❡❢♦&❡ ❛♣♣❡❛&❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞♦♠❡ ✐♥ "❤❡ ❝❡♥"&❡ "❤❡♥

❣❡♦♠❡"&✐❝❛❧ ❜❛&&✐❡&+ ♣&❡✈❛✐❧ ❛♥❞ Hp ✇❡ ♠❡❛+✉&❡ ✐+ &❡❧❛"❡❞ "♦ Hc1✳ ■♥ "❤❡ ♥❡①" ♣❛&"

♦❢ "❤❡ ❝❤❛♣"❡&✱ ■ ♣&❡+❡♥" "❤❡ ♠❡❛+✉&❡♠❡♥"+ ♦♥ +❛♠♣❧❡ ❊ ✇❤❡&❡ ✇❡ ❛❧+♦ ❛♥❛❧②+❡❞ "❤❡

✈♦&"❡① ❞✐+"&✐❜✉"✐♦♥ ❝❧♦+❡ "♦ "❤❡ +❛♠♣❧❡ ❡❞❣❡+✳

❙❛♠♣❧❡ ❊✱ ✇✐"❤ ✐"+ ❝♦♣♣❡& ❝♦♥❝❡♥"&❛"✐♦♥ ①❂✵✳✵✽✻ ❛♥❞ ❝&✐"✐❝❛❧ "❡♠♣❡&❛"✉&❡ Tc =

3.5 ❑✱ ✐+ ❢&♦♠ "❤❡ ♦✈❡&❞♦♣❡❞ ♣❛&" ♦❢ "❤❡ ♣❤❛+❡ ❞✐❛❣&❛♠✳ ■"+ ❧❡♥❣"❤ ❛♥❞ ✇✐❞"❤ ❛&❡

400× 1000 µ♠2
❜✉" ✐"+ "❤✐❝❦♥❡++ ✐+ ✈❛&②✐♥❣ ❢&♦♠ ≈ 50 µ♠ ❛" "❤❡ ❧❡❢" +✐❞❡ "♦ ≈ 30 µ♠

❛" "❤❡ &✐❣❤" ❡❞❣❡ ♦❢ "❤❡ +❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡"❡ ✜❡❧❞ ♣&♦✜❧❡+ "❤&♦✉❣❤ "❤❡ +❛♠♣❧❡

❊ ✇❡&❡ ❝♦♥+"&✉❝"❡❞ ❢&♦♠ "❤&❡❡ ♣❛&"✐❛❧ ♣&♦✜❧❡+ ❛❝&♦++ "❤❡ +❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✜&+" ❧✐♥❡❛&

+❧♦♣❡ ✇❛+ +✉❜"&❛❝"❡❞ ❢&♦♠ B(Ha) ❞❛"❛ ♠❡❛+✉&❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ♦❢ "❤❡ ❍❛❧❧ ♣&♦❜❡+ ❧♦❝❛"❡❞

❜❡❧♦✇ "❤❡ +❛♠♣❧❡✳ ❆+ ✇❛+ ♠❡♥"✐♦♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ♣&❡✈✐♦✉+ ❝❤❛♣"❡&✱ &❡♠♦✈✐♥❣ ♦❢ "❤❡ +❧♦♣❡

✐♥"&♦❞✉❝❡+ L✉❛♥"✐"❛"✐✈❡ ❡&&♦& ✐♥"♦ "❤❡ ❞❛"❛ ✐❢ ❞♦♥❡ ♦♥ ♣&♦❜❡+ ❧♦❝❛"❡❞ ❢✉&"❤❡& ❢&♦♠

"❤❡ +❛♠♣❧❡ ❝❡♥"&❡✱ ❤♦✇❡✈❡& ✇❡ ❝❛♥ +"✐❧❧ L✉❛❧✐"❛"✐✈❡❧② ❛♥❛❧②+❡ "❤❡ ❞❛"❛ ❛♥❞ +"✉❞② "❤❡

✈♦&"❡① ❞✐+"&✐❜✉"✐♦♥ ❝❧♦+❡ "♦ "❤❡ +❛♠♣❧❡ ❡❞❣❡+✳

❚❤❡ ✜❡❧❞ ♣&♦✜❧❡+ ❛&❡ ❞✐+♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✻✲Top✳ ❋♦& +♠❛❧❧❡+" ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✭❡✳❣✳

+❡❡ "❤❡ ♣&♦✜❧❡ ❢♦& ✶✵ ●✮✱ "❤❡ +❛♠♣❧❡ +❤✐❡❧❞❡❞ "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ❢&♦♠ ✐"+ ✐♥"❡&✐♦& ❛♥❞

❢&♦♠ "❤❡ ❍❛❧❧ ♣&♦❜❡+ ♦♥ "❤❡ ♣♦+✐"✐♦♥+ ✹ "♦ ✶✹ ❜❡❧♦✇ "❤❡ +❛♠♣❧❡✳ ❲❤❡♥ ✜❡❧❞ ❡①❝❡❡❞+

❝❡&"❛✐♥ ❝&✐"✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❛ ❞♦♠❡✱ +✐♠✐❧❛& "♦ "❤❡ ♦♥❡ ♦❜+❡&✈❡❞ ✐♥ +❛♠♣❧❡ ❇✱ ❛♣♣❡❛&+ ✐♥ "❤❡

✜❡❧❞ ❞✐+"&✐❜✉"✐♦♥ B(X)✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✐♥ "❤✐+ +❛♠♣❧❡ "❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ "❤❡ ❞♦♠❡ ✐+ +❧✐❣❤"❧②

+❤✐❢"❡❞ ❢&♦♠ "❤❡ ❝❡♥"&❡ ♦❢ "❤❡ +❛♠♣❧❡ "♦ "❤❡ &✐❣❤" +✐❞❡✱ "♦ ♣♦+✐"✐♦♥ X = 11✳ ❚❤✐+ ✐+

❝❛✉+❡❞ ❜② "❤❡ "❤✐❝❦♥❡++ ✈❛&✐❛"✐♦♥✱ ❛+ "❤❡ &✐❣❤" +✐❞❡ ♦❢ "❤❡ +❛♠♣❧❡ ✐+ +❧✐❣❤"❧② "❤✐♥♥❡&

"❤❛♥ "❤❡ ❧❡❢" +✐❞❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ✐♥ "❤✐❝❦♥❡++ ❧❡❛❞+ "♦ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦&♠ ❞✐+"&✐❜✉"✐♦♥ ♦❢

▼❡✐++♥❡& ❝✉&&❡♥"+ ❛&♦✉♥❞ "❤❡ +❛♠♣❧❡✱ "❤❡&❡❢♦&❡ "❤❡ ❡L✉✐❧✐❜&✐✉♠ ♣♦+✐"✐♦♥ ❢♦& ✈♦&"✐❝❡+

✐♥+✐❞❡ "❤❡ +❛♠♣❧❡ +❤✐❢"+ "♦ "❤❡ &✐❣❤" ♣❛&" ♦❢ "❤❡ +❛♠♣❧❡✳

❚❤❡ ✜❡❧❞ ♣&♦✜❧❡+ ❛❧+♦ +❤♦✇ "❤❛" ❛" "❤❡ +❛♠♣❧❡ ❡❞❣❡+ ✭♣♦+✐"✐♦♥+ ✹✱ ✺ ❛♥❞ ✶✹✮✱ ♥♦♥✲

③❡&♦ B ❛♣♣❡❛&+ ❡✈❡♥ ❜❡❢♦&❡ "❤❡ ❢♦&♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❞♦♠❡ ✐♥ "❤❡ +❛♠♣❧❡✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛&❡

"❤❡ B(Ha) ❞❛"❛ ❢&♦♠ "❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣&♦❜❡+ ❞✐+♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✻✲Bottom✱ ✇❡ +❡❡ "❤❛"

✻✻
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✻✿ Top ✲ ▼❛❣♥❡/✐❝ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡6 ♠❡❛6✉$❡❞ ❛/ T = 0.5 ❑ ✐♥ ❛♥❞ ❛$♦✉♥❞

6❛♠♣❧❡ ❊ ❢♦$ ❛♥ ✐♥❝$❡❛6✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ❘❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❜♦① ♠❛$❦ /❤❡ ❡✈♦❧✉/✐♦♥ ♦❢ B 6✐❣♥❛❧

❝❧♦6❡ /♦ /❤❡ ❡❞❣❡ ✭❍C✹✮ ❛♥❞ ❛/ /❤❡ ❝❡♥/$❡ ♦❢ /❤❡ ❞♦♠❡ ✭❍C✶✶✮✳ Inset ✲ ❙❦❡/❝❤ ♦❢ /❤❡

♣$♦❜❡ ♣♦6✐/✐♦♥ $❡❧❛/✐✈❡ /♦ /❤❡ 6❛♠♣❧❡✳ Bottom ✲ B(Ha) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡6 ♠❡❛6✉$❡❞ ❜②

♣$♦❜❡6 ❛/ ❞✐✛❡$❡♥/ ♣♦6✐/✐♦♥6 ❜❡❧♦✇ /❤❡ 6❛♠♣❧❡ ❛/ T = 0.5 ❑✳ ❘❡❞ /❤✐❝❦ ❧✐♥❡ ✇❛6

♠❡❛6✉$❡❞ ❝❧♦6❡ /♦ /❤❡ 6❛♠♣❧❡ ❡❞❣❡ ❛♥❞ /❤✐❝❦ ❜❧✉❡ ❝✉$✈❡ ✇❛6 ♦❜/❛✐♥❡❞ ♦♥ /❤❡ ♣$♦❜❡

❧♦❝❛/❡❞ ❛/ /❤❡ ❝❡♥/$❡ ♦❢ /❤❡ ❞♦♠❡ ✐♥ /❤❡ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡ ✭6❡❡ /❤❡ $❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❜♦①

♣♦6✐/✐♦♥6 ✐♥ /❤❡ Top ✜❣✉$❡✮✳❬✻✾❪

✻✼



 ❤❡ ✐♥❝&❡❛(❡ ✐♥ B(Ha) (✐❣♥❛❧ ❜❡❣✐♥( ❛ ❍❛❧❧ ♣&♦❜❡ ❝❧♦(❡  ♦  ❤❡ (❛♠♣❧❡ ❡❞❣❡ ✭❍2✹✮

(♦♦♥❡&  ❤❛♥ ♦♥  ❤❡ ♣&♦❜❡ ✇❤❡&❡  ❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢  ❤❡ ❞♦♠❡ ✐( ❧♦❝❛ ❡❞ ✭❍2✶✶✮✳ ❚❤✐( ✐(

 ❤❡ ♣❛& ✐❛❧ ✜❡❧❞ ♣❡♥❡ &❛ ✐♦♥  ❤&♦✉❣❤  ❤❡ ❝♦&♥❡&( ♦❢  ❤❡ (❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣&♦✈❡(  ❤❛  ❤❡

❇❡❛♥✲▲✐✈✐♥❣( ♦♥ ❜❛&&✐❡&( ❛&❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥  ❤❡ (❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱  ❤❡ ✜&( ♣❡♥❡ &❛ ✐♦♥

✜❡❧❞ ✐♥  ❤❡ (❛♠♣❧❡ ❞❡ ❡&♠✐♥❡❞ ❛  ❤❡ ♣&♦❜❡ ❧♦❝❛ ❡❞ ❜❡❧♦✇  ❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢  ❤❡ ❞♦♠❡

❛ ♣♦(✐ ✐♦♥ ✶✶✱ ❝❛♥ ❜❡ &❡❧❛ ❡❞  ❤&♦✉❣❤ ❡B✳✹✳✸  ♦  ❤❡ ❧♦✇❡& ❝&✐ ✐❝❛❧ ✜❡❧❞ Hc1✳

✺✳✶✳✸ ❙❛♠♣❧❡ ❆ ✇✐-❤ /✉1❢❛❝❡ ✐11❡❣✉❧❛1✐-②

❆ ❧❛( ✱ ■ ♣&❡(❡♥ ❤❡&❡  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞ ♣&♦✜❧❡( ♠❡❛(✉&❡❞ ♦♥ (❛♠♣❧❡ ❆ ✇✐ ❤ x = 0.084✳

❆ (❤❛&♣ ( ❡♣✲❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜(❡&✈❡❞ ❛  ❤❡  ♦♣ &✐❣❤ ♣❛& ♦❢  ❤❡ (❛♠♣❧❡ (✉&❢❛❝❡✱ (❡❡

✐ ( ❙❊▼ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✼✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥( ♦❢  ❤❡ (❛♠♣❧❡ ❛&❡ ∼ 500× 500 µ♠2
✇✐ ❤

 ❤❡  ❤✐❝❦♥❡(( ♦♥  ❤❡  ♦♣ ❡❞❣❡ ♦❢  ❤❡ (❛♠♣❧❡ ❜❡✐♥❣ ✸✺ µ♠ ❛♥❞ ✺✵ µ♠ ❛  ❤❡ ❜♦  ♦♠

❡❞❣❡✳ ❆ ✜&( ✱ ✇❡ ❝♦♥( &✉❝ ❡❞  ❤❡ ✜❡❧❞ ♣&♦✜❧❡( ❝&♦((✐♥❣  ❤✐( ( ❡♣ ❛❧♦♥❣  ❤❡ &❡❞ ❧✐♥❡

2✶ ❞✐(♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✼✳ ❉✉❡  ♦  ❤❡ (❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥(✱ ✻ ♣❛& ✐❛❧ ♠❡❛(✉&❡♠❡♥ (

✇❡&❡ ♥❡❡❞❡❞  ♦ ❝♦✈❡&  ❤❡ ✇❤♦❧❡ (❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ &❡(✉❧ ✐♥❣ ♣&♦✜❧❡( ❛&❡ ♥♦ ❛ (✐♥❣❧❡ ❞♦♠❡

(❤❛♣❡❞ ❜✉ &❡(❡♠❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛ ✐♦♥ ♦❢  ✇♦ ❞♦♠❡( ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥ ❤❡✐❣❤ (✳ ❆ ✜&( ✱ ❛ ❞♦♠❡

✐( ❝&❡❛ ❡❞ ✐♥  ❤❡ &✐❣❤ ♣❛& ♦❢  ❤❡ (❛♠♣❧❡ ✭(❡❡ ♣❛❧❡ ❜❧✉❡ ♣&♦✜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✽✮✳ ❲✐ ❤

✐♥❝&❡❛(✐♥❣ ✜❡❧❞✱ ❛♥♦ ❤❡& (♠❛❧❧❡& ❞♦♠❡ ( ❛& (  ♦ (❤❛♣❡ ✐♥  ❤❡ ❧❡❢ ♣❛& ♦❢  ❤❡ (❛♠♣❧❡
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✸✼✿ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ (❛♠♣❧❡ ❆ ✇✐ ❤ ❛ (❤❛&♣ ( ❡♣ ✈✐(✐❜❧❡ ✐♥  ❤❡  ♦♣ &✐❣❤ ♣❛& 

♦❢  ❤❡ (❛♠♣❧❡ (✉&❢❛❝❡✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡( &❡♣&❡(❡♥  ❤❡ ♣♦(✐ ✐♦♥( ♦❢  ✇♦ (❡ ( ♦❢ ✜❡❧❞ ♣&♦✜❧❡(

♠❡❛(✉&❡❞ ♦♥  ❤✐( (❛♠♣❧❡✳

✻✽



�

��

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

�
	

�
�


	
∗��µ��

µ
�
�

�

��	�

��	�

��	�

��	�

��	�

�	�	���	�

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✽✿ ▼❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡5 ♠❡❛5✉$❡❞ ♦♥ 5❛♠♣❧❡ ❆ ❛. T = 1.6 ❑ ✐♥ ❞✐✛❡$❡♥.

✐♥❝$❡❛5✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞5✳

✭5❡❡ ❣$❡❡♥ ♣$♦✜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✽✮✳ ❚❤❡ .✇♦ ❞♦♠❡ 5❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ $❡❧❛.❡❞ .♦ .❤❡ 5❤❛$♣ 5.❡♣

❛. .❤❡ 5❛♠♣❧❡ 5✉$❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝.5 ❛5 ❛ ❜❛$$✐❡$ ♣$❡✈❡♥.✐♥❣ ✈♦$.✐❝❡5 .♦ ♠♦✈❡ ❢✉$.❤❡$ ✐♥.♦

.❤❡ ❝❡♥.$❡✳ ❚❤❡ ✉♥❡✈❡♥ .❤✐❝❦♥❡55 ♦❢ .❤❡ 5❛♠♣❧❡ ❛❧5♦ ❝❛✉5❡5 .❤❛. .❤❡ ✜❡❧❞ ♣❡♥❡.$❛.❡5

✐♥.♦ .♦ 5❛♠♣❧❡ 5♦♦♥❡$ ❛. .❤❡ .❤✐♥♥❡$ $✐❣❤. ♣❛$. ✇❤❡$❡ .❤❡ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡5 ❛$❡ ♠♦$❡ ❞❡❢♦$♠❡❞✳

❱♦$.✐❝❡5 ❡♥.❡$✐♥❣ .❤❡ 5❛♠♣❧❡ ❝❛♥♥♦. ♣❛55 .❤$♦✉❣❤ .❤❡ 5.❡♣ ❜❛$$✐❡$✱ 5♦ .❤❡② ❝$❡❛.❡ ❛

❞♦♠❡ ✐♥ .❤❡ $✐❣❤. ♣❛$. ♦❢ .❤❡ 5❛♠♣❧❡✳ ❲✐.❤ ✐♥❝$❡❛5✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞✱ ✈♦$.✐❝❡5 5.❛$. .♦

♣❡♥❡.$❛.❡ ❛❧5♦ .❤$♦✉❣❤ .❤❡ ❧❡❢. ❡❞❣❡ ♦❢ .❤❡ 5❛♠♣❧❡✱ ❢♦$♠✐♥❣ ❛ ❞♦♠❡ ✐♥ .❤❡ ❧❡❢. ♣❛$. ♦❢

.❤❡ 5❛♠♣❧❡✳

❚♦ ♣$♦✈❡ .❤❛. .❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❞♦♠❡ 5❤❛♣❡ ♦❢ .❤❡ ♣$♦✜❧❡5 ✐5 $❡❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝.❡❞ .♦ .❤❡

5✉$❢❛❝❡ ✐$$❡❣✉❧❛$✐.②✱ ✇❡ ❝♦♥5.$✉❝.❡❞ ❛♥♦.❤❡$ ♣$♦✜❧❡ ♦♥ .❤❡ 5❛♠❡ 5❛♠♣❧❡✱ .❤✐5 .✐♠❡

❛❧♦♥❣ .❤❡ ❧✐♥❡ ❢❛$ ❢$♦♠ .❤❡ ❧♦❝❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ 5.❡♣✱ ✐♥❞✐❝❛.❡❞ ❛5 H✷ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✼✳ ❚❤❡

$❡5✉❧.✐♥❣ ♣$♦✜❧❡5 ❞✐5♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✾ ❤❛✈❡ ❛❣❛✐♥ .❤❡ ❞♦♠❡✲5❤❛♣❡ ♣$♦✈✐♥❣ .❤❛. .❤❡

5✉$❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝. ❛❝.5 ❛5 ❛ ❧❛$❣❡ ❜❛$$✐❡$ ❢♦$ ✈♦$.❡① ♣$♦♣❛❣❛.✐♦♥✳ Hp ✈❛❧✉❡5 ❢♦$ .❤✐5 5❛♠♣❧❡

✇❡$❡ .❤❡♥ ♠❡❛5✉$❡❞ ❛. .❤❡ ❝❡♥.$❡ ♦❢ .❤❡ ❞♦♠❡ ❛. X = 10 ❛. .❤❡ ❧✐♥❡ ♣♦5✐.✐♦♥ H✷✳

❚❤❡ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡5 ✇❡$❡ ❝♦♥5.$✉❝.❡❞ ❢♦$ ❛❧❧ ♦❢ .❤❡ 5.✉❞✐❡❞ 5✐♥❣❧❡ ❝$②5.❛❧5 ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2✳

❲❡ ❢♦✉♥❞ .❤❛. .❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ .❤❡ 5❛♠♣❧❡5 ✐5 5♠❛❧❧ ♣$♦✈✐♥❣ .❤❡✐$ ❤✐❣❤ O✉❛❧✐.② ❛♥❞

❢✉$.❤❡$ ❛♥❛❧②5✐5 ♦❢ .❤❡ ♣$♦✜❧❡5 5❤♦✇❡❞ .❤❛. .❤❡ ✈♦$.❡① ♣❡♥❡.$❛.✐♦♥ ♣$♦❝❡55❡5 ❛$❡ ❞♦♠✲

✐♥❛.❡❞ ❜② .❤❡ ❣❡♦♠❡.$✐❝❛❧ ❜❛$$✐❡$5✳ ❋♦$ ❡❛❝❤ ♦❢ .❤❡ 5.✉❞✐❡❞ 5❛♠♣❧❡5✱ ✇❡ ❞❡.❡$♠✐♥❡❞
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✾✿ ▼❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡5 ✐♥ 5❛♠♣❧❡ ❊✱ ♠❡❛5✉$❡❞ ❛. .❤❡ 5✐.❡ ❣✐✈❡♥ ❜② $❡❞

❧✐♥❡ =✷ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✼ ❛. T = 1.6 ❑✳

.❤❡ ❝♦$$❡❝. ❧♦❝❛.✐♦♥ .♦ ♠❡❛5✉$❡ Hp✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛5 ❛❧✇❛②5 ✐♥ ❝❧♦5❡ ♣$♦①✐♠✐.② ♦❢ .❤❡ 5❛♠♣❧❡

❝❡♥.$❡✳

✺✳✷ ❚❡♠♣❡'❛)✉'❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❆❢.❡$ ✇❡ ❤❛❞ ♣$♦♣❡$❧② ❛♥❛❧②5❡❞ .❤❡ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡5✱ ✇❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ .❤❡ ♠❡❛5✉$❡♠❡♥.5 ❛.

❞✐✛❡$❡♥. .❡♠♣❡$❛.✉$❡5✳ ❇❡❢♦$❡ ❡❛❝❤ ♠❡❛5✉$❡♠❡♥. .❤❡ 5❛♠♣❧❡ ✇❛5 ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ ✐♥ ③❡$♦

♠❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞ .♦ ❛ ❣✐✈❡♥ .❡♠♣❡$❛.✉$❡✳ ❚❤❡♥ .❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞ ✇❛5 ✐♥❝$❡❛5❡❞

.♦ ❝❡$.❛✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❞❡❝$❡❛5❡❞ ❜❛❝❦ .♦ ✵ ●✳ ❋✐❣✉$❡ ✺✳✹✵ ❞✐5♣❧❛②5 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ .❤❡ B(Ha) ❝✉$✈❡5 ♠❡❛5✉$❡❞ ❛. 5❡❧❡❝.❡❞ .❡♠♣❡$❛.✉$❡5 ♦♥ 5❛♠♣❧❡ ❊✳ ❚❤❡ ❞❛.❛ ✇❡$❡

♦❜.❛✐♥❡❞ ♦♥ .❤❡ ❍❛❧❧ ♣$♦❜❡ ♦♥ ♣♦5✐.✐♦♥ ✶✶ ✐♥ .❤❡ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡ ❞✐5♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✻✱

✇❤❡$❡ .❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ .❤❡ ❞♦♠❡ ✇❛5 ❧♦❝❛.❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✐.✐❛❧ ❧✐♥❡❛$ 5❧♦♣❡✱ ❝❛✉5❡❞ ❜② ♥♦♥✲

③❡$♦ ❞✐5.❛♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ 5❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❍❛❧❧ ♣$♦❜❡✱ ✇❛5 $❡♠♦✈❡❞ ❜❡❢♦$❡ ❢✉$.❤❡$ ❛♥❛❧②5✐5 ✭5❡❡

❞✐5❝✉55✐♦♥ ✐♥ 5❡❝.✐♦♥ ✹✳✶✮✳ ❋$♦♠ .❤❡ B(Ha) ❝✉$✈❡5 .❛❦❡♥ ❛. ❞✐✛❡$❡♥. .❡♠♣❡$❛.✉$❡5✱ ✇❡

❞❡.❡$♠✐♥❡❞ .❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❡♥❡.$❛.✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♦❜.❛✐♥❡❞ .❤❡ .❡♠♣❡$❛.✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ Hp(T )✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉$ ♦❢ Hp(T ) ♦♥ 5✐① 5❛♠♣❧❡5 ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 ✇✐.❤ ❞✐✛❡$❡♥. ❝♦♣♣❡$ ❞♦♣✐♥❣

✐5 ❝♦♠♣❛$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✹✶✳ Hp(T ) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡5 ❞✐5♣❧❛②❡❞ ❤❡$❡ ❛$❡ ♥♦$♠❛❧✐③❡❞ .♦ Hp(0)✱
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✹✵✿ ▼❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡4 ♦❢ ✐♥❞✉❝.✐♦♥ B ♠❡❛4✉$❡❞ ♦♥ 4❛♠♣❧❡ ❊ ❛.

.❤❡ ✐♥❞✐❝❛.❡❞ .❡♠♣❡$❛.✉$❡4✳ B(Ha, T ) ✇❡$❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ❍❛❧❧ ♣$♦❜❡ ✇✐.❤ ❧♦❝❛.✐♦♥

X = 11 ✇❤❡$❡ .❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ .❤❡ ❞♦♠❡ ✐♥ .❤❡ ✜❡❧❞ ♣$♦✜❧❡ ✇❛4 ❢♦✉♥❞ ✭4❡❡ ✜❡❧❞

♣$♦✜❧❡4 ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✸✻✮✳ ❬✻✾❪

✇❤✐❝❤ ✐4 .❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❡♥❡.$❛.✐♦♥ ✜❡❧❞ ❡①.$❛♣♦❧❛.❡❞ .♦ ✵ ❑✳ ❚❤❡ .❡♠♣❡$❛.✉$❡ 4❝❛❧❡

♦♥ ❤♦$✐③♦♥.❛❧ ❛①✐4 ✐4 ❛❧4♦ ♥♦$♠❛❧✐③❡❞ .♦ .❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ .❤❡ ❝$✐.✐❝❛❧ .❡♠♣❡$❛.✉$❡✳ ■♥ .❤✐4

4❝❛❧✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛$❡❞ Hp(T )/Hp(0) ❢♦$ ❛❧❧ ♦❢ .❤❡ 4❛♠♣❧❡4 ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ .❤❛. .❤❡② ❢♦❧❧♦✇

.❤❡ 4❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉$ ♦✈❡$ .❤❡ ✇❤♦❧❡ .❡♠♣❡$❛.✉$❡ $❛♥❣❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥. ♦❢ .❤❡ ❝♦♣♣❡$

❞♦♣✐♥❣ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2✳

❉✉❡ .♦ .❤❡ ❣❡♦♠❡.$✐❝❛❧ ❜❛$$✐❡$4✱ Hp ❝❛♥ ❜❡ $❡❝❛❧❝✉❧❛.❡❞ .♦ Hc1 .❤$♦✉❣❤ ❛ ❢❛❝.♦$

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ .❤❡ 4❛♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡.$② ✭4❡❡ ❡O✳✹✳✸✮✱ .❤❡$❡❢♦$❡

Hp(T )

Hp(0)
=
Hc1(T )

Hc1(0)
. ✭✺✳✷✮

❆4 ✇❛4 ♠❡♥.✐♦♥❡❞ ✐♥ 4❡❝.✐♦♥ ✶✳✻✱ Hc1(T ) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡4❝$✐❜❡❞ ❜② .❤❡ .❡♠♣❡$❛.✉$❡ ❞❡♣❡♥✲

❞❡♥❝❡ ♦❢ 4✉♣❡$✢✉✐❞ ❞❡♥4✐.② ✇✐.❤ .❤❡ .❤❡♦$❡.✐❝❛❧ ❝✉$✈❡4✱ ✇❤❡$❡ .❤❡ ♦♥❧② ♣❛$❛♠❡.❡$ ✐4

.❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ $❛.✐♦ 2∆/kBTc✳ ❋$♦♠ ❇❈❙ .❤❡♦$②✱ ❢♦$ ❝❧❛44✐❝❛❧ s✲✇❛✈❡ 4✐♥❣❧❡ ❣❛♣ 4✉♣❡$✲

❝♦♥❞✉❝.♦$✱ .❤❡ $❛.✐♦ ✐4 ✸✳✺✷ ✐♥ .❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧✐♠✐.✳ ❆. ✜$4.✱ ✇❡ ❛44✉♠❡❞ .❤❛. .❤❡

4❛♠♣❧❡4 ❛$❡ ✐♥ .❤❡ ❝❧❡❛♥ ❧✐♠✐.✱ 4✐♥❝❡ .❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ .❤❡ 4❛♠♣❧❡4 ✇❛4 4♠❛❧❧✳ ❲❤❡♥ ✇❡

❝♦♠♣❛$❡❞ .❤❡ ♠❡❛4✉$❡❞ ❞❛.❛ ✇✐.❤ .❤❡ ❇❈❙ ❝✉$✈❡ ✇✐.❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ $❛.✐♦ ✸✳✼✱ ♦❜.❛✐♥❡❞
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✹✶✿ ❚❡♠♣❡$❛/✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡3 ♦❢ Hp(T )/Hp(0) ❢♦$ ✻ 3❛♠♣❧❡3 ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2

✇✐/❤ ❞✐✛❡$❡♥/ ❝♦♣♣❡$ ❞♦♣✐♥❣✳ ❇❧❛❝❦ ❞❛3❤❡❞ ❝✉$✈❡ 3❤♦✇3 /❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝✉$✈❡ ❢♦$

2∆/kBTc = 3.7 ❢$♦♠ ❇❈❙ /❤❡♦$② ✐♥ /❤❡ ❝❧❡❛♥ ❧✐♠✐/✳ ❚❤❡ ❞❛/❛ ✇❡ ♦❜/❛✐♥❡❞✱ ❞♦ ♥♦/

❢♦❧❧♦✇ /❤✐3 ❜❡❤❛✈✐♦✉$ ❜✉/ ❛$❡ ❜❡//❡$ ❞❡3❝$✐❜❡❞ ✇✐/❤ ❛ /✇♦✲❣❛♣ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡$❡

∆1/kBTc ∼ 2.4 ❛♥❞ ∆2/kBTc ∼ 3.7 ✇✐/❤ 3✐♠✐❧❛$ ✇❡✐❣❤/3✳ ❬✻✾❪

✐♥ ❤❡❛/ ❝❛♣❛❝✐/② ♠❡❛3✉$❡♠❡♥/3 ❬✻✵❪ ✭❞❛3❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✹✶✮✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❞✐3❝$❡♣❛♥❝②✱

❛3 /❤❡ /❤❡♦$❡/✐❝❛❧ ❝✉$✈❡ 3❤♦✇❡❞ ❤✐❣❤❡$ ✈❛❧✉❡3 /❤❛♥ ✇❤❛/ ✇❡ ♦❜3❡$✈❡❞✳ ❯3✐♥❣ /❤❡ ❇❈❙

♠♦❞❡❧ ❢♦$ ❛ 3✉♣❡$❝♦♥❞✉❝/♦$ ✐♥ /❤❡ ❞✐$/② ❧✐♠✐/ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❧❡❛❞ /♦ ❤✐❣❤❡$ ❞❡✈✐❛/✐♦♥ ♦❢

/❤❡ ❝✉$✈❡ ❢$♦♠ /❤❡ ♠❡❛3✉$❡❞ ❞❛/❛✳ ▼✉❝❤ ❜❡//❡$ ❛❣$❡❡♠❡♥/ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ /❤❡♦$② ❛♥❞

/❤❡ ❞❛/❛ ✐3 ❢♦✉♥❞ ❢♦$ ❛ /✇♦✲❣❛♣ ✜/ ✇✐/❤ 2∆1/kBTc = 3.7 ❛♥❞ 2∆2/κBTc = 2.4 ✇✐/❤

3✐♠✐❧❛$ ✇❡✐❣❤/3 ✭3❡❡ ❡M✳✶✳✸✻✮✳

❚❤❡ ♣$❡3❡♥❝❡ ♦❢ 3♠❛❧❧ ❡♥❡$❣② ❣❛♣ ✇❛3 ❛❧3♦ ❝♦♥✜$♠❡❞ ❜② /❤❡ /✉♥♥❡❧ ❞✐♦❞❡ ♦3❝✐❧✲

❧❛/♦$ ✭❚❉❖✮ ♠❡❛3✉$❡♠❡♥/3 ❞♦♥❡ ✐♥ /❤❡ ❣$♦✉♣ ♦❢ ❉$✳ Q✳ ❘♦❞✐S$❡ ❢$♦♠ ■♥3/✐/✉/❡ ◆V❡❧

✐♥ ●$❡♥♦❜❧❡ ❬✻✾❪✳ ❚❤❡ ❚❉❖ /❡❝❤♥✐M✉❡ ♠❡❛3✉$❡3 /❤❡ $❡3♦♥❛♥/ ❢$❡M✉❡♥❝② ♦❢ ❛ ❝✐$❝✉✐/

♦❢ ❛ 3✉♣❡$❝♦♥❞✉❝/✐♥❣ 3❛♠♣❧❡ ✐♥/$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦✐❧ ♦❢ ✐♥❞✉❝/❛♥❝❡ L✱ ❜✐❛3❡❞ ❜② ❛ /✉♥✲

♥❡❧ ❞✐♦❞❡ ♦3❝✐❧❧❛/♦$✳ ❚❤❡ ✈❛$✐❛/✐♦♥ ♦❢ ♣❡♥❡/$❛/✐♦♥ ❞❡♣/❤ ✐♥/$♦❞✉❝❡3 ❛ 3❤✐❢/ ✐♥ /❤❡

$❡3♦♥❛♥/ ❢$❡M✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐$❡❝/❧② $❡❧❛/❡❞ /♦ λ /❤$♦✉❣❤ ❝❡$/❛✐♥ ❝❛❧✐❜$❛/✐♦♥

❝♦♥3/❛♥/✳ ❋$♦♠ ♠❡❛3✉$❡♠❡♥/3 ❛/ ❞✐✛❡$❡♥/ /❡♠♣❡$❛/✉$❡3 /❤❡② ♦❜/❛✐♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ λ(T ) ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡3❝$✐❜❡❞ ❜② ❛ 3/❛♥❞❛$❞ ❡①♣♦♥❡♥/✐❛❧ ❧❛✇ ❛//❡3/✐♥❣ ❢♦$

✼✷



 ❤❡ ♣$❡%❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ♦♣❡♥❡❞ %✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣ ❣❛♣✳ ■♥ %❛♠♣❧❡ ❆✱  ❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ $❛✲

 ✐♦ ✇❛% ❢♦✉♥❞  ♦ ❜❡ 2∆/kBTc ∼ 2.4 ❛♥❞ %✐♠✐❧❛$ $❛ ✐♦% ✇❡$❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❢♦$ %❛♠♣❧❡% ❇

✭2∆/kBTc ∼ 2.5✮✱ ❈ ✭2∆/kBTc ∼ 2.8✮ ❛♥❞ ● ✭2∆/kBTc ∼ 2.4✮✳ ❚❤❡%❡ ❚❉❖ ♠❡❛✲

%✉$❡♠❡♥ % ✇❡$❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♦♥❧② ❛ ✈❡$② ❧♦✇  ❡♠♣❡$❛ ✉$❡% ✇❤❡$❡  ❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ %♠❛❧❧

❡♥❡$❣② ❣❛♣ ✐% % $♦♥❣❡$  ❤❛♥ ♦❢  ❤❡ ❧❛$❣❡ ❣❛♣✱  ❤❡$❡❢♦$❡ ✐♥  ❤❡ λ(T ) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡  ❤❡②

❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ✐❞❡♥ ✐❢②  ❤❡ ❡♥❡$❣② ❣❛♣ ✇✐ ❤  ❤❡ %♠❛❧❧❡$ ❝♦✉♣❧✐♥❣ $❛ ✐♦✳

❚♦ %♦♠❡ ❡① ❡♥ ✱  ❤❡%❡ ✜♥❞✐♥❣% ♦❢  ❤❡ %❡❝♦♥❞ %♠❛❧❧❡$ ❡♥❡$❣② ❣❛♣ ❛❣$❡❡% ✇✐ ❤  ❤❡

µ❙❘ ♠❡❛%✉$❡♠❡♥ ♦❢ ❩❛❜❡$❝❤✐❦ et. al ❬✻✹❪✳ ❚❤❡② ❛❧%♦ ♦❜%❡$✈❡❞ ✷ ❡♥❡$❣② ❣❛♣%✱ ❤♦✇❡✈❡$

♦♥❧② ✐♥ %❛♠♣❧❡% ❢$♦♠  ❤❡ ✉♥❞❡$❞♦♣❡❞ $❡❣✐♦♥✳ ■♥ %❛♠♣❧❡% ✇✐ ❤ ❤✐❣❤❡$ ❝♦♣♣❡$ ❞♦♣✐♥❣✱

 ❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ $❛ ✐♦ ✐♥❝$❡❛%❡❞ ❛♥❞  ❤❡  ✇♦ ❡♥❡$❣② %❝❛❧❡% ♠❡$❣❡❞ ❢♦$ ♦♣ ✐♠❛❧ ❞♦♣✐♥❣✳

❈♦♥ $❛$②  ♦  ❤✐%✱ ✇❡ ♦❜%❡$✈❡  ❤❛  ❤❡  ✇♦ ❡♥❡$❣② ❣❛♣% ❛$❡ ♣$❡%❡♥ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢  ❤❡ % ✉❞✐❡❞

%❛♠♣❧❡% ❢♦$♠ ✉♥❞❡$❞♦♣❡❞  ♦ ♦✈❡$❞♦♣❡❞ $❡❣✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡$✱  ❤❡%❡ ♦❜%❡$✈❛ ✐♦♥ ♦❢ %♠❛❧❧ ❣❛♣ ❛$❡ ✐♥ ❝♦♥ $❛% ✇✐ ❤  ❤❡ $❡%✉❧ % ♦❢  ❤❡

❤❡❛ ❝❛♣❛❝✐ ② ♠❡❛%✉$❡♠❡♥ % ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♦♥ ♦✉$ %❛♠♣❧❡% ❜② ❉$✳ ❏✳ ❑❛↔♠❛$↔R❦ et al.

❬✻✵✱ ✼✸✱ ✻✾❪✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞  ❤❛  ❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ $❛ ✐♦ ✈❛❧✉❡ ✇❛% 2∆/kBTc ∼ 3.7✱ ✇❤✐❝❤

✐% ✐♥ ❛ ✈❡$② ♣♦♦$ ❛❣$❡❡♠❡♥ ✇✐ ❤  ❤❡ ❚❉❖ ♠❡❛%✉$❡♠❡♥ % ✭%❡❡ ❋✐❣✳✺✳✹✷✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✹✷✿ ❚❡♠♣❡$❛ ✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢  ❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ♣❡♥❡ $❛ ✐♦♥ ❞❡♣ ❤ ♦❜ ❛✐♥❡❞

❢$♦♠  ❤❡ ❚❉❖ ♠❡❛%✉$❡♠❡♥ % ♦♥ %❛♠♣❧❡ ❆✳ λ(T ) ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡%❝$✐❜❡❞ ❜②  ❤❡

% ❛♥❞❛$❞ ❡①♣♦♥❡♥ ✐❛❧ ❧❛✇ ✇✐ ❤ 2∆/(kBTc) ∼ 2.4✱ ✇❤✐❧❡ ✐ %❤♦✇% ❝❧❡❛$ ❞✐%❝$❡♣❛♥❝②

✇✐ ❤  ❤❡ ❝✉$✈❡ ❢♦$ 2∆/kBTc = 3.7✳ ❬✻✾❪

✼✸



❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ (✇♦ (❡❝❤♥✐,✉❡. ✐. (❤❛( (❤❡ ❚❉❖ ✐. ♣$♦❜✐♥❣ (❤❡ .✉$❢❛❝❡ ♦❢ (❤❡

.❛♠♣❧❡ ✇❤✐❧❡ ❆❈ ❝❛❧♦$✐♠❡($② ♠❡❛.✉$❡. (❤❡ ❤❡❛( ❝❛♣❛❝✐(② ♦❢ ❛ ❜✉❧❦✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ (❤✐.

❝❛♥♥♦( ❡①♣❧❛✐♥ (❤❡ ❞✐.❝$❡♣❛♥❝② .✐♥❝❡ (❤❡ (✇♦ ❡♥❡$❣② ❣❛♣. ✇❡$❡ ❛❧.♦ ♦❜.❡$✈❡❞ ❜② ♦✉$

❍❛❧❧ ♣$♦❜❡ ♠❛❣♥❡(♦♠❡($②✱ ✇❤✐❝❤ ♣$♦❜❡. (❤❡ ❜✉❧❦ ♣$♦♣❡$(✐❡.✳ ❆♥♦(❤❡$ $❡❛.♦♥ ❢♦$ (❤✐.

❞✐.❛❣$❡❡♠❡♥( ♠❛② ❧❛② ✐♥ ❞✐$❡❝(✐♦♥❛❧ .❡♥.✐(✐✈✐(② ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥( (❡❝❤♥✐,✉❡.✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱

(❤❡ ♠❛❣♥❡(✐❝ ♠❡❛.✉$❡♠❡♥(. ✇❡$❡ .❡♥.✐(✐✈❡ (♦ (❤❡ ❣❛♣ .($✉❝(✉$❡ ✐♥ ab ❞✐$❡❝(✐♦♥✱ ❛.

❜② ❍❛❧❧ ♣$♦❜❡ ♠❛❣♥❡(♦♠❡($② ✇❡ .(✉❞✐❡❞ Hc
c1 ∼ 1/λab ❛♥❞ ❚❉❖ ♠❡❛.✉$❡♠❡♥(. ✇❡$❡

❛❧.♦ .❡♥.✐(✐✈❡ (♦ λab✳ ❖♥ (❤❡ ♦(❤❡$✱ (❤❡ ❤❡❛( ❝❛♣❛❝✐(② ✐. ♣$♦❜✐♥❣ ❛❧❧ (❤❡ ❞✐$❡❝(✐♦♥. ✐♥

(❤❡ k✲.♣❛❝❡✳ ❆♥♦(❤❡$ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✐. (❤❛( ❚❉❖ ❛♥❞ ❍❛❧❧ ♣$♦❜❡ ♠❛❣♥❡(♦♠❡($② ❛$❡ ♠♦$❡

.❡♥.✐(✐✈❡ (♦ (❤❡ ❧✐❣❤( ❡❧❡❝($♦♥✐❝ ❜❛♥❞. ✭❛. λ ∼ 1/m∗
✮✱ ✇❤✐❧❡ ❤❡❛( ❝❛♣❛❝✐(② ✐. ♠♦$❡

.❡♥.✐(✐✈❡ (♦ ❤❡❛✈② ❡❧❡❝($♦♥ ❜❛♥❞. ✭γ ∼ m∗
✮✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥.✐.(❡♥❝② ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡.❡

♠❡❛.✉$❡♠❡♥(.✱ (❤❡ ❡✛❡❝(✐✈❡ ♠❛.. .❤♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ .✐❣♥✐✜❝❛♥(❧② ♦✈❡$ (❤❡ ❋❡$♠✐ .✉$❢❛❝❡✳

❍♦✇❡✈❡$✱ (❤❡ .✐♠♣❧❡ ❡❧❡❝($♦♥✐❝ .($✉❝(✉$❡ ❛♥❞ (❤❡ .(✉❞② ♦❢ (❤❡ ❋❡$♠✐ .✉$❢❛❝❡ ❜② ❆❘G❊❙

♠❡❛.✉$❡♠❡♥(. ❞♦ ♥♦( ✈❛❧✐❞❛(❡ (❤❛(✳

❆❧.♦ (❤❡ (❡♠♣❡$❛(✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hp ✐. ✈❡$② .✐♠✐❧❛$ (♦ (❤❡ ♦♥❡ ♣$❡✈✐♦✉.❧② ♦❜✲

.❡$✈❡❞ ✐♥ ♦(❤❡$ 2H ❞✐❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡. ◆❜❙❡2 ♦$ ◆❜❙2✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ (❤❡ ♣$❡.❡♥❝❡ ♦❢ (✇♦ ❣❛♣.

✇❛. $❡❧❛(❡❞ (❤❡$❡ (♦ (❤❡ ♣$❡.❡♥❝❡ ♦❢ (✇♦ ❞✐✛❡$❡♥( .❤❡❡(. ♦♥ (❤❡ ❋❡$♠✐ .✉$❢❛❝❡ ❛♥❞ ✇❛.

❝♦♥✜$♠❡❞ ❜② ❞✐✛❡$❡♥( ❡①♣❡$✐♠❡♥(❛❧ (❡❝❤♥✐,✉❡. .✉❝❤ ❛. (✉♥♥❡❧✐♥❣ .♣❡❝($♦.❝♦♣② ♦$ ❤❡❛(

❝❛♣❛❝✐(② ♠❡❛.✉$❡♠❡♥(.✳ ❚❤✐. ✐. ♥♦( (❤❡ ❝❛.❡ ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2✱ .✐♥❝❡ ✐(. ❋❡$♠✐ .✉$❢❛❝❡ ❞♦❡.

♥♦( ✐♥❞✐❝❛(❡ (❤❡ ♣$❡.❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ .❡❝♦♥❞ ❡♥❡$❣② ❣❛♣✱ ✇❤✐❝❤ .✉❣❣❡.(. (❤❛( ✐( ♠✐❣❤( ♥♦(

❜❡ $❡❧❛(❡❞ (♦ (❤❡ ❡❧❡❝($♦♥✐❝ .($✉❝(✉$❡✳

✺✳✸ ❈$✐&✐❝❛❧ ✜❡❧❞-

❋♦$ ❡❛❝❤ ♦❢ (❤❡ .(✉❞✐❡❞ .❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❞❡(❡$♠✐♥❡❞ Hp(0) ❜② ❡①($❛♣♦❧❛(✐♥❣ (❤❡ (❡♠♣❡$❛(✉$❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hp (♦ ✵ ❑✳ ❚❤❡♥ ✇✐(❤ (❤❡ ❛♣♣$♦♣$✐❛(❡ ❣❡♦♠❡($✐❝❛❧ ❢❛❝(♦$✱ ✇❡ ♦❜(❛✐♥❡❞

Hc1(0) ❛❝❝♦$❞✐♥❣ (♦ (❤❡ ❇$❛♥❞( $❡❧❛(✐♦♥ ✐♥ ❡,✳✹✳✸✳ ❯.❡❞ ❣❡♦♠❡($✐❝❛❧ ❝♦$$❡❝(✐♦♥. ❛♥❞

(❤❡ ✈❛❧✉❡. ♦❢ Hp ❛♥❞ Hc1 ❛$❡ .✉♠♠❛$✐③❡❞ ✐♥ (❛❜✳✺✳✶✳ ■♥ (❤❡ (❛❜❧❡✱ ✇❡ ❛❧.♦ .✉♠♠❛$✐③❡

(❤❡ ✈❛❧✉❡. ♦❢ Hc2(0) ♦❜(❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ (❤❡ ❤❡❛( ❝❛♣❛❝✐(② ♠❡❛.✉$❡♠❡♥(. ♦♥ (❤❡.❡ .❛♠♣❧❡.

$❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❉$✳ ❏✳ ❑❛↔♠❛$↔W❦ et al.✳

❚♦ ♣$♦✈❡ (❤❛( ❢$♦♠ (❤❡ ❍❛❧❧ ♣$♦❜❡ ♠❛❣♥❡(♦♠❡($② ✇❡ ♦❜(❛✐♥ ❝♦$$❡❝( ✈❛❧✉❡. ♦❢ Hc1✱

✇❡ ❛$❡ ❣♦✐♥❣ (♦ ♣❡$❢♦$♠ ❛ (❤❡$♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥.✐.(❡♥❝② ❝❤❡❝❦✳ ❲❡ (❛❦❡ (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Hc2

❡①($❛♣♦❧❛(❡❞ (♦ ✵ ❑ ❛♥❞ ❢$♦♠ ❡,✳✷✳✶ ✇❡ ❣❡( (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦❤❡$❡♥❝❡ ❧❡♥❣(❤ ξ(0)✳ ❋$♦♠

Hc1 ❛( ✵ ❑ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛(❡ (❤$♦✉❣❤ ❡,✳✷✳✻ ❛♥❞ ✷✳✽✱ (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❡♥❡($❛(✐♦♥ ❞❡♣(❤ λ(0)✳

❋$♦♠ λ(0) ❛♥❞ ξ(0)✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛(❡ (❤❡ (❤❡$♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝$✐(✐❝❛❧ ✜❡❧❞ Hc(0) ❛❝❝♦$❞✐♥❣ (♦

✼✹



x Label Tc (K) ααααc µµµµ0Hp
c
 (0)[G] µµµµ0Hc1

c
 (0)[G] µµµµ0Hc2

c 
(0)[kG]    µµµµ0Hc (0)[G] 

0.052 D 2.3 - - - 5.0 - 

0.061 C 2.8 4.3 14 60 5.5 335 

0.064 B 3.2 4.5 18 80 7.0 429 

0.075 G 4.1 2.3 50 115 9.5 631 

0.084 A 3.8 3.8 30 114 7.5 546 

0.086 E 3.5 5 21 105 5.5 457 

0.092 F 3.0 3.1 30 95 4.5 392 

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❚❛❜❧❡ )✉♠♠❛,✐③✐♥❣ 1❤❡ ❞❛1❛ ❢♦, ✼ )❛♠♣❧❡) ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 ✇✐1❤ ❞✐✛❡,❡♥1

❝♦♣♣❡, ❞♦♣✐♥❣ x✳ Tc ✐) 1❤❡ ❝,✐1✐❝❛❧ )✉♣❡,❝♦♥❞✉❝1✐♥❣ 1❡♠♣❡,❛1✉,❡✱ αc ✐) 1❤❡

❣❡♦♠❡1,✐❝❛❧ ❝♦,,❡❝1✐♦♥ ✐♥ 1❤❡ c ❞✐,❡❝1✐♦♥✱ Hc
p(0) ✐) 1❤❡ ♣❡♥❡1,❛1✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛1 ③❡,♦

1❡♠♣❡,❛1✉,❡ ✐♥ c ❞✐,❡❝1✐♦♥ ♦❜1❛✐♥❡❞ ❜② ❍❛❧❧ ♣,♦❜❡ ♠❛❣♥❡1♦♠❡1,②✱ Hc
c1(0) ✐) 1❤❡ ❧♦✇❡,

❝,✐1✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡1✐❝ ✜❡❧❞ ♦❜1❛✐♥❡❞ ❢,♦♠ Hc
p(0) ❜② ✉)✐♥❣ ❡A✳✹✳✸✱ H

c
c2(0) ✐) 1❤❡ ✉♣♣❡,

❝,✐1✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡1✐❝ ✜❡❧❞ ♦❜1❛✐♥❡❞ ❢,♦♠ ❆❈ ❝❛❧♦,✐♠❡1,② ♠❡❛)✉,❡♠❡♥1) ❬✻✵❪ ❛♥❞ Hc(0)

1❤❡ 1❤❡,♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝,✐1✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ♦❜1❛✐♥❡❞ ❢,♦♠ Hc1 ❛♥❞ Hc2✳

❡A✉❛1✐♦♥ ✶✳✷✵✳ ❚❤❡♥ ❢,♦♠ 1❤❡ ❡A✳✶✳✷✹✱ ✇❡ ❝❛♥ ,❡❧❛1❡ Hc(0) 1♦ 1❤❡ ❞❡♥)✐1② ♦❢ )1❛1❡)

❛1 1❤❡ ❋❡,♠✐ ❧❡✈❡❧✱ g(EF )✱ ✇❤✐❝❤ ✐) 1❤❡♥ ✉)❡❞ 1♦ ❝❛❧❝✉❧❛1❡ 1❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❙♦♠♠❡,❢❡❧❞

❝♦❡✣❝✐❡♥1 γ ❛)

γ =
π2k2B g(EF )

3
. ✭✺✳✸✮

❇② 1❤✐) ✇❛② ✇❡ ❞❡❞✉❝❡❞ 1❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❙♦♠♠❡,❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❢♦, )❛♠♣❧❡ ❆ 1♦ ❜❡ γ ∼
6 ± 2 ♠❏ ♠♦❧−1

❑

−2
✳ ❚❤✐) ✈❛❧✉❡ ✐) ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣,❡❡♠❡♥1 ✇✐1❤ 1❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜1❛✐♥❡❞

❞✐,❡❝1❧② ❢,♦♠ 1❤❡ ❤❡❛1 ❝❛♣❛❝✐1② ♠❡❛)✉,❡♠❡♥1) ❜② ▼♦,♦)❛♥ et al. ❢♦, ❛ )❛♠♣❧❡ ✇✐1❤

)✐♠✐❧❛, ❞♦♣✐♥❣✱ ❣✐✈✐♥❣ γ ∼ 4.5 ♠❏ ♠♦❧−1
❑

−2
❬✷❪✳ ❚❤✐) ❝♦♥)✐)1❡♥❝② ♣,♦✈❡) 1❤❛1 1❤❡

♠❡❛)✉,❡♠❡♥1) ❣✐✈❡ ❝♦,,❡❝1 ,❡)✉❧1)✳

◆♦✇ ✇❡ ❛,❡ ❣♦✐♥❣ 1♦ ❛♥❛❧②)❡ 1❤❡ ❡✈♦❧✉1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ❞❡1❡,♠✐♥❡❞ ❝,✐1✐❝❛❧ ✜❡❧❞) ✇✐1❤

Tc ✐♥ ✈❛,✐♦✉) )❛♠♣❧❡) ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2✳ ❆) 1❤❡ ❝♦❤❡,❡♥❝❡ ❧❡♥❣1❤ ✐) ❞✐,❡❝1❧② ,❡❧❛1❡❞ 1♦ Hc2

✭❡A✳✷✳✶✮✱ ✇❡ ❡①♣❡❝1

Hc2 ∝
1

ξ0
2 ∼

∆2

vF 2
∼ T 2

c , ✭✺✳✹✮

✇❤❡,❡ ξ0 ✐) 1❤❡ U✐♣♣❛,❞ ❝♦❤❡,❡♥❝❡ ❧❡♥❣1❤ ✉♥❛✛❡❝1❡❞ ❜② 1❤❡ )❝❛11❡,✐♥❣ ❡✛❡❝1✳ ❚❤✐)

❡A✉❛1✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉)❡❞ ♦♥❧② ✐♥ 1❤❡ ❝❧❡❛♥ ❧✐♠✐1✱ ✇❤❡♥ 1❤❡ ♠❡❛♥ ❢,❡❡ ♣❛1❤✱ l✱ ✐) ❜✐❣❣❡,

1❤❛♥ ❝♦❤❡,❡♥❝❡ ❧❡♥❣1❤✱ l >> ξ✳ ■♥ ❞✐,1② ❧✐♠✐1✱ 1❤❡ ✈❛❧✉❡) ♦❢ λ ❛♥❞ ξ ❛,❡ ❛✛❡❝1❡❞ ❜② l✿

ξ0 =
ξ2

0.731 l
✭✺✳✺✮

✼✺



❛♥❞

λL = λ

√

√

√

√

1.33 l

ξ0
, ✭✺✳✻✮

✇❤❡+❡ λL ✐- .❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ♣❡♥❡.+❛.✐♦♥ ❞❡♣.❤ ✐♥ .❤❡ ❝❧❡❛♥ ❧✐♠✐.✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥.♦ ❛❝❝♦✉♥.

.❤❡-❡ +❡❧❛.✐♦♥-✱ ❢♦+ Hc2(Tc) ✐♥ .❤❡ ❞✐+.② ❧✐♠✐. ✇❡ ❡①♣❡❝.

Hc2 ∝
1

ξ0l
∼

∆

vF l
∼ Tc. ✭✺✳✼✮

❋✐❣✳✺✳✹✸ ❞✐-♣❧❛②- .❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hc2(Tc) ♦❢ .❤❡ -.✉❞✐❡❞ ❈✉x❚✐❙❡2 -✐♥❣❧❡ ❝+②-.❛❧-✳

❋♦+ -❛♠♣❧❡- ❢+♦♠ .❤❡ ✉♥❞❡+❞♦♣❡❞ +❡❣✐♦♥✱ Hc2 -❝❛❧❡- ❛- Tc ✭❞❛-❤❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦+ .❤❡

♦✈❡+❞♦♣❡❞ -❛♠♣❧❡- ✐. ❢♦❧❧♦✇- T 2
c ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡+❡❢♦+❡✱ ❛❝❝♦+❞✐♥❣ .♦ .❤❡ ♣+❡✈✐♦✉-

❡D✉❛.✐♦♥-✱ .❤❡ ✉♥❞❡+❞♦♣❡❞ -❛♠♣❧❡- ❛+❡ ✐♥ .❤❡ ❞✐+.② +❡❣✐♠❡✱ ✇❤✐❧❡ .❤❡ -❛♠♣❧❡- ❢+♦♠

.❤❡ ♦✈❡+❞♦♣❡❞ ♣❛+. ♦❢ .❤❡ -✉♣❡+❝♦♥❞✉❝.✐♥❣ ❞♦♠❡ ❛+❡ ✐♥ .❤❡ ❝❧❡❛♥ ❧✐♠✐.✳
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❋✐❣✉+❡ ✺✳✹✸✿ Tc ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡- ♦❢ .❤❡ ✉♣♣❡+ ❝+✐.✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛. ③❡+♦ .❡♠♣❡+❛.✉+❡ Hc2(0)

♠❡❛-✉+❡❞ ✐♥ .❤❡ ✜❡❧❞ ♦+✐❡♥.❡❞ ♣❛+❛❧❧❡❧ ✇✐.❤ .❤❡ c ❞✐+❡❝.✐♦♥✱ ❢♦+ -❛♠♣❧❡- ❢+♦♠ .❤❡

✉♥❞❡+❞♦♣❡❞ ✭❢✉❧❧ ❜❧❛❝❦ -D✉❛+❡-✮ ❛♥❞ ♦✈❡+❞♦♣❡❞ +❡❣✐♦♥ ✭✇❤✐.❡ -D✉❛+❡-✮✱ ❛♥❞ .❤❡

♦♣.✐♠❛❧❧② ❞♦♣❡❞ -❛♠♣❧❡ ●✳ ❉♦..❡❞ ❧✐♥❡ -❤♦✇- ∼ Tc ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ -♦❧✐❞ ❧✐♥❡ T 2
c ✳

❆- ❛ ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛+❡ .❤❡ λ ❛♥❞ ξ ✈❛❧✉❡- ❡①.+❛♣♦❧❛.❡❞ ❢+♦♠ Hc1 ❛♥❞ Hc2✱ .♦

.❤❡ ✈❛❧✉❡- ♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥❛❧②-✐- ♦❢ ❆❘M❊❙ ♠❡❛-✉+❡♠❡♥.- ❜② ❉+✳ ❉✳ ❊✈.✉-❤✐♥-❦② ❛♥❞

❉+✳ ❙✳ ❇♦+✐-❡♥❦♦ ♦♥ -❛♠♣❧❡ ✇✐.❤ ❝♦♣♣❡+ ❞♦♣✐♥❣ x = 0.07✳ ❋+♦♠ ❆❘M❊❙✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

.❤❡ ✈❛❧✉❡- ♦❢ ▲♦♥❞♦♥ ♣❡♥❡.+❛.✐♦♥ ❞❡♣.❤ ❛♥❞ ❝♦❤❡+❡♥❝❡ ❧❡♥❣.❤✱ ✇❤✐❝❤ ❛+❡ ✉♥❛✛❡❝.❡❞

❜② .❤❡ ♠❡❛♥ ❢+❡❡ ❡❧❡❝.+♦♥ ♣❛.❤✱ λL ❛♥❞ ξ0✳ ❆❝❝♦✉♥.✐♥❣ ❢♦+ .❤❡ ❋❡+♠✐ ✈❡❧♦❝✐.②✱ -❤❛♣❡

♦❢ .❤❡ ❋❡+♠✐ -✉+❢❛❝❡ ❛♥❞ -✉♣❡+❝♦♥❞✉❝.✐♥❣ ❣❛♣✱ ❆❘M❊❙ ♠❡❛-✉+❡♠❡♥.- ❣✐✈❡ λL =

150±50 ♥♠ ❛♥❞ ξ0 = 40±8 ♥♠✱ ❬✼✹❪✳ ❚❤❡ ❍❛❧❧ ♣+♦❜❡ ♠❛❣♥❡.♦♠❡.+② ❛♥❞ ❤❡❛. ❝❛♣❛❝✐.②

✼✻



♠❡❛#✉%❡♠❡♥'# ✇❡%❡ ♥♦' ♣❡%❢♦%♠❡❞ ♦♥ '❤❡ #❛♠♣❧❡ ✇✐'❤ ❝♦♥❝❡♥'%❛'✐♦♥ x = 0.07✱ #♦ ✇❡

✐♥'❡%♣♦❧❛'❡❞ '❤❡ ❞❛'❛ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ #❛♠♣❧❡# ❇ ❛♥❞ ● ✇✐'❤ x #❧✐❣❤'❧② ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇

x = 0.07 '♦ ❡#'✐♠❛'❡ λ ❛♥❞ ξ ❢♦% #✉❝❤ ❛ ❝♦♣♣❡% ❝♦♥❝❡♥'%❛'✐♦♥✳ ❲❡ ❣❡' '❤❡ ✈❛❧✉❡#

♦❢ λ = 220 ♥♠ ❛♥❞ ξ = 20 ♥♠ ❯#✐♥❣ '❤❡ ❢♦%♠✉❧❛# ✺✳✺ ❛♥❞ ✺✳✻✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ '✇♦

✈❛❧✉❡# ❢♦% '❤❡ ♠❡❛♥ ❢%❡❡ ♣❛'❤✳ ❇♦'❤ %❡#✉❧'# ❣✐✈❡ l = 13.5 ♥♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜%♠# '❤❛'

'❤✐# ✉♥❞❡%❞♦♣❡❞ #❛♠♣❧❡ ✐# ✐♥ '❤❡ ❞✐%'② ❧✐♠✐' ✐♥ ❛❣%❡❡♠❡♥' ✇✐'❤ ♦✉% ❛♥❛❧②#✐# ♦❢ Hc2(Tc)

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢♦% ✉♥❞❡%❞♦♣❡❞ #❛♠♣❧❡#✳

❋✐❣✳✺✳✹✹ ❞✐#♣❧❛②# '❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡# ♦❢ Hc1(0) ❛♥❞ Hc(0) ♦♥ '❤❡ ❝%✐'✐❝❛❧ '❡♠♣❡%❛'✉%❡✳

❆# Hc1 ✐# ♣%♦♣♦%'✐♦♥❛❧ '♦ '❤❡ ♣❡♥❡'%❛'✐♦♥ ❞❡♣'❤✱ ✐♥ '❤❡ ❞✐%'② ❧✐♠✐' ✇❡ ❡①♣❡❝' ❢♦% Hc1

Hc1 ∝
1

λ
∼

l

λ2Lξ0
∼ Tc, ✭✺✳✽✮

✇❤✐❧❡ ✐♥ '❤❡ ❝❧❡❛♥ ❧✐♠✐' Hc1 ✐# ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ♦❢ Tc✳ ❆# Hc ∝
√
Hc1Hc2✱ '❤❡♥ ✐♥ ❜♦'❤

��

���

���

µ
�
�

��
��
	



�

�

	



�

�

�
�
���


���

���

����

� ��

�
��
�	




�

�

	

�

�

�
�
���


❋✐❣✉%❡ ✺✳✹✹✿ Tc ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡# ♦❢ ❧♦✇❡% ❝%✐'✐❝❛❧ ✜❡❧❞# Hc1 ✭Top✮ ❛♥❞ '❤❡%♠♦❞②♥❛♠✐❝

❝%✐'✐❝❛❧ ✜❡❧❞# Hc ✭Bottom✮✱ ❢♦% #❛♠♣❧❡# ❢%♦♠ '❤❡ ✉♥❞❡%❞♦♣❡❞ ✭❢✉❧❧ ❜❧❛❝❦ #G✉❛%❡#✮ ❛♥❞

♦✈❡%❞♦♣❡❞ %❡❣✐♦♥ ✭✇❤✐'❡ #G✉❛%❡#✮✱ ❛♥❞ '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧❧② ❞♦♣❡❞ #❛♠♣❧❡ ●✳ ❉♦''❡❞✲❞❛#❤❡❞

❧✐♥❡ ❞✐#♣❧❛②# '❤❡ #'❛♥❞❛%❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛# Tc ❛♥❞ ❞❛#❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦%%❡#♣♦♥❞# '♦ T
1.5
c ✳

✼✼



❝❧❡❛♥ ❛♥❞ ❞✐'(② ❧✐♠✐(

Hc ∼ Tc. ✭✺✳✾✮

❖✉' '❡2✉❧(2 ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✹✹ ❤♦✇❡✈❡' ✐♥❞✐❝❛(❡2 (❤❛( Hc ∼ T 1.5
c ✭❞❛2❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❙✉❝❤ ❛ Tc

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hc ❤❛2 ❜❡❡♥ '❡♣♦'(❡❞ ✐♥ (❤❡ ✐'♦♥ ❜❛2❡❞ ♠❛(❡'✐❛❧2 ❬✼✺❪ ❛♥❞ 2✉❣❣❡2(2

(❤❡ ♣'❡2❡♥❝❡ ♦❢ 2('♦♥❣ ♣❛✐' ❜'❡❛❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐2♠ ♦' (❤❡ ♣'❡2❡♥❝❡ ♦❢ B✉❛♥(✉♠ ❝'✐(✐❝❛❧

♣♦✐♥( ♥❡❛' (❤❡ ❡♥❞ ♦❢ (❤❡ 2✉♣❡'❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ ❞♦♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ (❤❡ ♣❛✐' ❜'❡❛❦✐♥❣ ❡✛❡❝(2

❝❛♥ ❜❡ '✉❧❡❞ ♦✉(✱ 2✐♥❝❡ (❤❡② ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ (♦ ❛ ♣♦✇❡'❧❛✇ ❜❡❤❛✈✐♦✉' ✐♥ (❤❡ (❡♠♣❡'❛(✉'❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡♥❡('❛(✐♦♥ ❞❡♣(❤✱ ✐♥ ❝♦♥('❛2( (♦ ♦✉' ♠❡❛2✉'❡♠❡♥(2✳
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❈❤❛♣$❡& ✻

▲♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝$ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2

■♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣"❡.✱ ■ ❛♠ ❣♦✐♥❣ "♦ ❛♥❛❧②2❡ "❤❡ .❡2✉❧"2 ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢.♦♠ ❧♦❝❛❧ ❍❛❧❧

♣.♦❜❡ ♠❛❣♥❡"♦♠❡".② ♠❡❛2✉.❡♠❡♥"2 ❢♦. ❞✐✛❡.❡♥" ♦.✐❡♥"❛"✐♦♥2 ♦❢ "❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡

2❝❤❡♠❡ ♦❢ "❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥"❛❧ 2❡"✲✉♣ ✇❤❡♥ "❤❡ ❍❛❧❧ ♣.♦❜❡ ✐2 ♣❧❛❝❡❞ ♣❛.❛❧❧❡❧ "♦ "❤❡ 2❛♠♣❧❡

ab✲♣❧❛♥❡2✱ ✐2 ❞✐2♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✹✺✳

▼❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ Ha ✐2 ❛♣♣❧✐❡❞ ❛" "❤❡ ❛♥❣❧❡ θH ❝♦✉♥"❡❞ ❢.♦♠ "❤❡ ab ♣❧❛♥❡2 ♦❢ "❤❡

2❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❍❛❧❧ ♣.♦❜❡ ❛❧✇❛②2 ❞❡"❡❝"2 ♦♥❧② "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ "❤❛" ✐2 ♣❡.♣❡♥❞✐❝✉❧❛.

"♦ ✐"2 2✉.❢❛❝❡✳ ❚❤✉2✱ ✐❢ ✐♥ "❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥" "❤❡ ♦.✐❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣.♦❜❡ ❛♥❞ 2❛♠♣❧❡

✐2 ❛2 2❤♦✇♥ ✐♥ "❤❡ ❋✐❣✳✻✳✹✺✱ "❤❡ ❍❛❧❧ ♣.♦❜❡ ❡✛❡❝"✐✈❡❧② ♠❡❛2✉.❡2 ♦♥❧② "❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥"

♦❢ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✐♥❞✉❝"✐♦♥ B ♣❛.❛❧❧❡❧ ✇✐"❤ "❤❡ c ❞✐.❡❝"✐♦♥ Bc = B sin θB✱ ✇❤❡.❡ θB ✐2 "❤❡

♦.✐❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ B .❡❧❛"✐✈❡ "♦ "❤❡ ab ♣❧❛♥❡2✳

H
a

B

SAMPLE

ab

c

θθθθ
H

θθθθ
B

PROBE

B
c

PROBE

B
c

= B sinθθθθ
B

PROBE

❋✐❣✉.❡ ✻✳✹✺✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ "❤❡ 2❛♠♣❧❡ ✐♥ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ♦.✐❡♥"❡❞ ❜② ❛♥❣❧❡ θH ❝♦✉♥"❡❞

❢.♦♠ "❤❡ 2❛♠♣❧❡ ab ♣❧❛♥❡2✳ ■♥ "❤✐2 2❡"✲✉♣✱ "❤❡ ❍❛❧❧ ♣.♦❜❡ ❜❡❧♦✇ "❤❡ 2❛♠♣❧❡ ❞❡"❡❝"2

"❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥" ♦❢ "❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝"✐♦♥ B ✐♥ "❤❡ c ❞✐.❡❝"✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛2 Bc = B sin θB✳
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❚❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Bc
♠❡❛-✉/❡❞ ❢♦/ ❞✐✛❡/❡♥2 ✜①❡❞ ✜❡❧❞ ♦/✐❡♥2❛2✐♦♥- θH ✐-

-❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✹✻ ♦♥ -❛♠♣❧❡ ❆✱ ❛- ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞❛2❛ ❛/❡ -❝❛❧❡❞ ❜② sin θH ✱ ✇❤✐❝❤

❢♦/ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ♠❛❣♥❡2✐❝ ✜❡❧❞- ✐- ❡>✉❛❧ 2♦ sin θB✳ ❚❤❡♥ B
c/ sin θH = Bc/ sin θB = B

❛♥❞ ❛❧❧ ❝✉/✈❡- ❝♦♥✈❡/❣❡ 2♦ 2❤❡ -❛♠❡ ❝✉/✈❡ ❝♦//❡-♣♦♥❞✐♥❣ 2♦ B = µ0Ha✳

❲❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛/❡ 2❤❡ -✐❣♥❛❧- ❢♦/ ❞✐✛❡/❡♥2 ❛♥❣❧❡- θH ✱ ✇❡ -❡❡ 2❤❛2 ❢♦/ ❧❛/❣❡ θH ✭❡✳❣✳

θH = 57◦ ❞✐-♣❧❛②❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ ❝✉/✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✹✻✮✱ Bc
-❤❛/♣❧② ✐♥❝/❡❛-❡- ✇❤❡♥ ✈♦/2✐❝❡-

❡♥2❡/ 2❤❡ -❛♠♣❧❡ ❛2 Ha = Hp✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ ✇❤❡♥ 2❤❡ ♦/✐❡♥2❛2✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡2✐❝

✜❡❧❞ ❛♣♣/♦❛❝❤❡- 2❤❡ ab ♣❧❛♥❡- ✭θH → 0✮✱ 2❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉/ ♦❢ Bc(Ha) ❝❤❛♥❣❡-✳ ❲❤❡♥

Ha /❡❛❝❤❡- ♣❡♥❡2/❛2✐♦♥ ✜❡❧❞ Hp✱ ✇❡ -❡❡ ♦♥❧② ❛ -♠❛❧❧ ✐♥❝/❡❛-❡ ✐♥ 2❤❡ -✐❣♥❛❧✱ ♦♣♣♦-✐2❡

2♦ ✇❤❛2 ✐- ♦❜-❡/✈❡❞ ❛2 ❤✐❣❤❡/ ❛♥❣❧❡-✳ ❲✐2❤ Ha > Hp✱ 2❤❡ B
c
-✐❣♥❛❧ /❡♠❛✐♥- ❝❧♦-❡ 2♦

③❡/♦ ✉♥2✐❧ 2❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ /❡❛❝❤❡- ❛ -❡❝♦♥❞ ❝❤❛/❛❝2❡/✐-2✐❝ ✜❡❧❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ❤❡/❡ Hk✱ ✇❤❡♥

❛ -❤❛/♣ ❦✐♥❦ ❛♣♣❡❛/- ✐♥ 2❤❡ Bc
-✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ -✐❣♥✐✜❝❛♥2❧② /❡❞✉❝❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Bc

♦❜-❡/✈❡❞

❢♦/ Hp < Ha < Hk -✉❣❣❡-2- 2❤❛2 ✈♦/2✐❝❡- ❡♥2❡/✐♥❣ 2❤❡ -❛♠♣❧❡ ❛/❡ ♦/✐❡♥2❡❞ ❛❧♦♥❣

2❤❡ ab ♣❧❛♥❡- ❛♥❞ /❡♠❛✐♥- ❧♦❝❦❡❞ ✐♥ 2❤✐- ❞✐/❡❝2✐♦♥ ✉♥2✐❧ 2❤❡ ✜❡❧❞ /❡❛❝❤❡- 2❤❡ ✈❛❧✉❡
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❋✐❣✉/❡ ✻✳✹✻✿ ▼❛❣♥❡2✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡- ♦❢ Bc
✱ 2❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥2 ♦❢ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝2✐♦♥ ✐♥

2❤❡ -❛♠♣❧❡ ♣❛/❛❧❧❡❧ ✇✐2❤ 2❤❡ c ❞✐/❡❝2✐♦♥✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② sin θH ✱ ♠❡❛-✉/❡❞ ❛2 ❞✐✛❡/❡♥2

♦/✐❡♥2❛2✐♦♥- ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ θH ✭❝♦✉♥2❡❞ ❢/♦♠ 2❤❡ ab ♣❧❛♥❡-✮ ✐♥ -❛♠♣❧❡ ❆ ❛2

T = 1 ❑✳ Hp ✐- ✐♥❞✐❝❛2❡❞ ❜② 2❤❡ ✜/-2 ✐♥❝/❡❛-❡ ♦❢ 2❤❡ -✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❧❡ ❛2 Hk 2❤❡ -❡❝♦♥❞

-❤❛/♣❡/ ✐♥❝/❡❛-❡ ✐♥ 2❤❡ Bc
-✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜-❡/✈❡❞✳ ❬✼✻❪
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SAMPLE

B
c

= 0

Hab

c

❋✐❣✉$❡ ✻✳✹✼✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ 1❤❡ ✈♦$1✐❝❡3 ❧♦❝❦❡❞ ❛❧♦♥❣ 1❤❡ ab ♣❧❛♥❡3 ✐♥ 1❤❡ 3❛♠♣❧❡✳

♦❢ Hk✳ ❱♦$1✐❝❡3 ♣❛$❛❧❧❡❧ 1♦ 1❤❡ ♣❧❛♥❡3 ❧❡❛✈❡ 1❤❡ 3❛♠♣❧❡ 1❤$♦✉❣❤ 1❤❡ 3✐❞❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦1 ❜❡

❞❡1❡❝1❡❞ ❜② 1❤❡ ❍❛❧❧ ♣$♦❜❡ ❧♦❝❛1❡❞ ❜❡❧♦✇ 1❤❡ 3❛♠♣❧❡ ✭3❡❡ 1❤❡ 3❦❡1❝❤ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✹✼✮✳ ❚❤❡

3♠❛❧❧ ♥♦♥✲③❡$♦ Bc
3✐❣♥❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛✉3❡❞ ❜② 1❤❡ 3♠❛❧❧ ❞✐31❛♥❝❡ ❜❡1✇❡❡♥ 1❤❡ ♣$♦❜❡ ❛♥❞

3❛♠♣❧❡✳ ■1 ✐3 ❛❧3♦ ♣♦33✐❜❧❡ 1❤❛1 ♥♦1 ❛❧❧ ♦❢ 1❤❡ ✈♦$1✐❝❡3 ❣❡1 ❧♦❝❦❡❞ ❛❧♦♥❣ 1❤❡ ♣❧❛♥❡3 ❛♥❞

❛ 3♠❛❧❧ ❢$❛❝1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡♠ $❡♠❛✐♥3 1✐❧1❡❞✳ ❲❤❡♥ 1❤❡ ✜❡❧❞ $❡❛❝❤❡3 Hk✱ ✈♦$1✐❝❡3 ✉♥❧♦❝❦

❢$♦♠ 1❤❡ ♣❛$❛❧❧❡❧ ♦$✐❡♥1❛1✐♦♥ ❛♥❞ 1❤❡ Bc
3✐❣♥❛❧ 31❛$13 1♦ ✐♥❝$❡❛3❡ $❛♣✐❞❧②✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✹✽ ❞✐3♣❧❛②3 1❤❡ 3❛♠❡ ❞❛1❛ ❛3 ❋✐❣✳✻✳✹✻ ❜✉1 ❜♦1❤ 1❤❡ ❤♦$✐③♦♥1❛❧ ❛♥❞ ✈❡$1✐❝❛❧

❛①✐3 ✇❡$❡ ♠✉❧1✐♣❧✐❡❞ ❜② sin θH ✱ 1❤❡$❡❢♦$❡ 1❤❡ ♣❧♦1 ❞✐3♣❧❛②3 B
c
❛3 ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ Ha sin θH ✳
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✹✽✿ ❈✉$✈❡3 ❢$♦♠ ❋✐❣✳✻✳✹✻ 3❝❛❧❡❞ ❜② sin θH 3❤♦✇✐♥❣ 1❤❛1 µ0Hk sin θH ∼ 40 ●✱

✇❤✐❝❤ ✐3 ❝❧♦3❡ 1♦ 1❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ0H
c
p ✐♥ 1❤❡ 3❛♠♣❧❡✳ ❬✼✻❪

✽✶



■♥ "❤✐% &❡♣&❡%❡♥"❛"✐♦♥✱ "❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ "❤❡ %❡❝♦♥❞ ✉♣"✉&♥ Hk %❝❛❧❡% ❜② sin θH ❢♦& ❞✐✛❡&❡♥"

❛♥❣❧❡%✱ %✉❝❤ ❛% ✐% ❡①♣❡❝"❡❞ ❢♦& "❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝" ✭%❡❡ ❝❤❛♣"❡& ✷✮✳ ❋&♦♠ "❤❡ ❞❛"❛✱ ②♦✉

❝❛♥ ❛❧%♦ ♥♦"❡ "❤❛" µ0Hk sin θH ∼ 40 ●✱ ✇❤✐❝❤ ✐% ✈❡&② ❝❧♦%❡ "♦ µ0H
c
p ✈❛❧✉❡ ✐♥ "❤✐% ❝❛%❡✳

❚❤✐% ✐♠♣❧✐❡% "❤❛"✱ ❛❝❝♦&❞✐♥❣ "♦ ❡C✳✷✳✶✺✱ "❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝" ✐% ❡①"&❡♠❡❧② %"&♦♥❣ ✐♥ "❤✐%

%❛♠♣❧❡✳

✻✳✶ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦./❡① ♦.✐❡♥/❛/✐♦♥

❚♦ ❛♥❛❧②%❡ "❤❡ ✈♦&"❡① ♦&✐❡♥"❛"✐♦♥ θB✱ ❜♦"❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥"% ♦❢ B ❛&❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❆% %❤♦✇♥ ✐♥

"❤❡ %❦❡"❝❤ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✹✾✱ Bc
✇❛% ♠❡❛%✉&❡❞ ♦♥ "❤❡ ♣&♦❜❡ ❧♦❝❛"❡❞ ❜❡❧♦✇ "❤❡ %❛♠♣❧❡ ❛♥❞ "❤❡

Bab
❝♦♠♣♦♥❡♥" ✇❛% ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢&♦♠ ❛ ❍❛❧❧ ♣&♦❜❡ ❧♦❝❛"❡❞ ❛" "❤❡ %✐❞❡ ♦❢ "❤❡ %❛♠♣❧❡ ✇✐"❤

✐"% %✉&❢❛❝❡ ♣❛&❛❧❧❡❧ ✇✐"❤ "❤❡ c ❞✐&❡❝"✐♦♥✳ ❋✐❣✉&❡ ✻✳✺✵ ❞✐%♣❧❛②% "❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡%

♦❢ "❤❡ Bc
❛♥❞ Bab

❝♦♠♣♦♥❡♥"% ♦❢ B ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② sin θB ❛♥❞ cos θB✱ &❡%♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

❞❛"❛ ✇❡&❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢&♦♠ ♠❡❛%✉&❡♠❡♥"% ♦♥ %❛♠♣❧❡ ● ❢♦& ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛" "❤❡

♦&✐❡♥"❛"✐♦♥ θH = 25◦✳ ■♥ "❤✐% %❛♠♣❧❡✱ Hp ✇❛% ❛♥❣✉❧❛&❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥" ❛% "❤❡ ❛♥✐%♦"&♦♣②

✇❛% ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ♦✉" ❜② "❤❡ ❣❡♦♠❡"&✐❝❛❧ ❡✛❡❝"% ✭❢✉&"❤❡& ❞❡"❛✐❧% ❛&❡ ♠❡♥"✐♦♥❡❞ ✐♥ %❡❝"✐♦♥

✻✳✸✮✳ ■❢ "❤❡ ✈♦&"✐❝❡% ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞✱ θB = θH ✱ "❤❡♥

H
a

B

SAMPLE

ab

c

θθθθ
H

θθθθ
B

B
ab

B
ab

= B cosθθθθ
B

PROBE

B
c

P
R

O
B

E

PROBE

B
c

= B sinθθθθ
B

PROBE

❋✐❣✉&❡ ✻✳✹✾✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ "❤❡ ❍❛❧❧ ♣&♦❜❡% ✈❡&%✉% %❛♠♣❧❡ ❝♦♥✜❣✉&❛"✐♦♥ "♦ ♠❡❛%✉&❡ ❜♦"❤

❝♦♠♣♦♥❡♥"% ♦❢ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝"✐♦♥ B "♦ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ ✐♥❢♦&♠❛"✐♦♥ ❛❜♦✉" "❤❡ ✈♦&"❡①

♦&✐❡♥"❛"✐♦♥ θB✳
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✺✵✿ ▼❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Bab/ cos θH ❛♥❞ Bc/ sin θH ❝♦♠♣♦♥❡♥.7 ♦❢

✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝.✐♦♥ ✐♥ 7❛♠♣❧❡ ● ♦❜.❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐.❤ ♦$✐❡♥.❛.✐♦♥ θH = 25◦ ❛.

.❡♠♣❡$❛.✉$❡ T = 0.6 ❑✳

✐♥ .❤✐7 $❡♣$❡7❡♥.❛.✐♦♥ .❤❡ .✇♦ ❝✉$✈❡7 ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✺✵ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥.✐❝❛❧ ❛7

Bab

cos θH
=
B cos θB

cos θH
= B =

B sin θB

sin θH
=

Bc

sin θH
. ✭✻✳✶✮

❚❤✐7 ✐7 ♦❜✈✐♦✉7❧② ♥♦. .❤❡ ❝❛7❡✳ ❲❤✐❧❡ Bab/ cos θH ✐♥❝$❡❛7❡7 7❤❛$♣❧② ❛❜♦✈❡ Hp✱ 7✐❣♥❛❧

Bc/ sin θH ♦♥ .❤❡ ❝♦♥.$❛$②✱ $❡♠❛✐♥7 7♠❛❧❧✳ ❚❤✐7 ❝❧❡❛$❧② 7❤♦✇7 .❤❛. .❤❡ ✈♦$.✐❝❡7 .❤❛.

❡♥.❡$ .❤❡ 7❛♠♣❧❡ ❛. Ha > Hp $❡♠❛✐♥ ❧♦❝❦❡❞ ❛❧♦♥❣ .❤❡ ♣❧❛♥❡7 ❛♥❞ ❡①✐. .❤❡ 7❛♠♣❧❡

.❤$♦✉❣❤ .❤❡ 7✐❞❡7✳ ❆7 ❛ $❡7✉❧.✱ ✇❡ ❞❡.❡❝. ❛ 7❤❛$♣ ✐♥❝$❡❛7❡ ♦❢ .❤❡ 7✐❣♥❛❧ ♠❡❛7✉$❡❞ ❜②

.❤❡ ♣$♦❜❡ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ .♦ .❤❡ ♣❧❛♥❡7✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ 7❡❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡$ 7✐❣♥❛❧ ♦♥ .❤❡ ❍❛❧❧

♣$♦❜❡ ❜❡❧♦✇ .❤❡ 7❛♠♣❧❡✳

❇② ❞✐✈✐❞✐♥❣ .❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡7 ♦❢ Bab/ cos θH ❛♥❞ Bc/ sin θH ✱ ✇❡ ♦❜.❛✐♥ .❤❡

✐♥❢♦$♠❛.✐♦♥ ❛❜♦✉. .❤❡ ✈♦$.❡① ♦$✐❡♥.❛.✐♦♥ θB ❛7

Bc/ sin θH

Bab/ cos θH
=
B sin θB

B cos θB
·

1

tan θH
=

tan θB

tan θH
. ✭✻✳✷✮

❋✐❣✉$❡ ✻✳✺✶ ❞✐7♣❧❛②7 .❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡7 ♦❢ tan θB(Ha)/ tan θH ✱ ❢♦$ ❝❡$.❛✐♥ ❛♥❣❧❡7

♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ θH ❛♥❞ .❡♠♣❡$❛.✉$❡7✱ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ♠❡❛7✉$❡♠❡♥.7 ❛. 7❛♠♣❧❡ ●✳ ❚❤❡
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 ♠❛❧❧ Bc
 ✐❣♥❛❧ ❢♦) Ha < Hk ✐♥*)♦❞✉❝❡  ✐❣♥✐✜❝❛♥* ❡))♦) ✐♥*♦ *❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

θB✱ *❤❡)❡❢♦)❡ ✇❡ ♣)❡ ❡♥* ♦♥❧② *❤❡ ❞❛*❛ ❢♦) Ha > Hk✳ ❆* *❤❡ ❧♦✇❡ * ✜❡❧❞ ✱ tan θB/ tan θH

✐  ♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐♥❝)❡❛ ❡ ❛ ✈♦)*✐❝❡ ✉♥❧♦❝❦ ❢)♦♠ *❤❡ ♣❧❛♥❡ ❞✐)❡❝*✐♦♥✳ ❋♦) ❤✐❣❤❡ * ♠❛❣✲

♥❡*✐❝ ✜❡❧❞ tan θB/ tan θH ❛♣♣)♦❛❝❤❡ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥ *❤❛* ✈♦)*✐❝❡ ❣)❛❞✉❛❧❧② ❛❧✐❣♥

✇✐*❤ *❤❡ ♠❛❣♥❡*✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ θB → θH ✳ ❋♦) *❤❡ ❞❛*❛ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❛* 70◦✱ θB ✐ ❛♣♣)♦❛❝❤✲

✐♥❣ θH ✐♥ *❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥ ♣❡❝*❡❞ )❛♥❣❡ ❛♥❞ ❢♦) ❤✐❣❤❡) ❛♥❣❧❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦* ♦❜ ❡)✈❡ *❤❡

❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝* ❛♥② ♠♦)❡✳
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❋✐❣✉)❡ ✻✳✺✶✿ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ θB *❤❡ ♦)✐❡♥*❛*✐♦♥ ♦❢ ✈♦)*✐❝❡ ✐♥ *❤❡  ❛♠♣❧❡✱ ❢♦)

❣✐✈❡♥ *❡♠♣❡)❛*✉)❡ T ❛♥❞ ♦)✐❡♥*❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ θH ✳ ❖♣❡♥ ❜❧❛❝❦ ♣♦✐♥* 

❞✐ ♣❧❛② *❤❡ ❞❛*❛ ♠❡❛ ✉)❡❞ ❛* *❤❡  ❛♠❡ θH = 25◦ ❜✉* ❛* ❞✐✛❡)❡♥* *❡♠♣❡)❛*✉)❡ ✳ ❋✉❧❧

❜❧❛❝❦ ♣♦✐♥* )❡♣)❡ ❡♥* ❞❛*❛ ❛* θH = 70◦✳

✻✳✷ ▼♦❞✐✜❡❞ ❇❧❛,,❡- ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♣)❡ ❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝* ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ✐ ✉♥❡①♣❡❝*❡❞✳ ❆♥ ✐♥*)✐♥ ✐❝ ❧♦❝❦✲✐♥

✐ ✉ ✉❛❧❧② ♦❜ ❡)✈❡❞ ✐♥ ❧❛②❡)❡❞ ♠❛*❡)✐❛❧ ✇❤❡)❡ ♥♦)♠❛❧ ❛♥❞  ✉♣❡)❝♦♥❞✉❝*✐♥❣ ❧❛②❡) 

❛❧*❡)♥❛*❡✳ ❚❤❡ ❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❡①❤✐❜✐* ❤✐❣❤ ❛♥✐ ♦*)♦♣②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉ ❡ *❤❛* *❤❡ ❝♦❤❡)❡♥❝❡

❧❡♥❣*❤ ✐♥ *❤❡ c ❞✐)❡❝*✐♦♥ ✐  ♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛)❡❞ *♦ *❤❡ ✐♥*❡)❧❛②❡) ❞✐ *❛♥❝❡ ❛♥❞ ✈♦)*✐❝❡ ♠❛②

✜* ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❧❛②❡) ✳ ❚❤✐ ✐ ❤♦✇❡✈❡) ♥♦* *❤❡ ❝❛ ❡ ❢♦) ❈✉x❚✐❙❡2✳ ■♥ *❤✐  ② *❡♠✱

*❤❡ ❛♥✐ ♦*)♦♣② ✐  ♠❛❧❧ ❛♥❞ ✇✐*❤ ξc ∼ 12 ♥♠ ❛♥❞ d = 0.6 ♥♠✱ ξc >> d✳ ●✐✈❡♥ *❤❛*
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✐♥ "❤✐$ $②$"❡♠ "❤❡ ✈❛❧✉❡$ ♦❢ κ ❛♥❞ Γ ❞♦ ♥♦" ❢❛❧❧ ✐♥"♦ "❤❡ /❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡$ "❤❛" ✇♦✉❧❞

/❡$✉❧" ✐♥ "❤❡ ♦❜$❡/✈❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ "✇♦ $❡"$ ♦❢ ❝/♦$$✐♥❣ ❧❛""✐❝❡$ ♠❡♥"✐♦♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣"❡/ ✸✱ "❤❡

✐♥"/✐♥$✐❝ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝" ✐$ ♥♦" ♣♦$$✐❜❧❡ ✐♥ "❤✐$ ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ❚❤✐$ ❧❡❛❞$ ✉$ "♦ ❛ ❝♦♥❝❧✉$✐♦♥

"❤❛" "❤❡/❡ ♠✉$" ❡①✐$" ❛♥ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❧❛②❡/❡❞ $"/✉❝"✉/❡ ♣❛/❛❧❧❡❧ ✇✐"❤ ab ♣❧❛♥❡$ ✇❤❡/❡ "❤❡

$✉♣❡/❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛" ❧❡❛$" ♣❛/"✐❛❧❧② $✉♣♣/❡$$❡❞ ❛♥❞ ✈♦/"✐❝❡$ ❝❛♥ ❣❡" ♣✐♥♥❡❞✳

■" ✇❛$ ♣/♦♣♦$❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❜② ❇❧❛""❡/ et al. ✐♥ /❡❢✳ ❬✸✶❪ "❤❛" ✐♥ "❤❡ ♣/❡$❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦//❡❧❛"❡❞

❞❡❢❡❝"$✱ ✈♦/"✐❝❡$ ❝/❡❛"❡ ❛ $"❛✐/❝❛$❡ ✈♦/"❡① $"/✉❝"✉/❡✳ ❚♦ ✉$❡ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦✉/ ❝❛$❡✱ ✐"

❤❛❞ "♦ ❜❡ ❡①"❡♥❞❡❞ $♦ "❤❛" ✐" ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉$❡❞ ❢♦/ ❛♥② ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❛♥✐$♦"/♦♣✐❝ $②$"❡♠$✳

✻✳✷✳✶ ■%♦'(♦♣✐❝ ❝❛%❡ ❢♦( ❛(❜✐'(❛(② ❛♥❣❧❡

❆" ✜/$"✱ ❧❡" ✉$ $"✐❧❧ ❝♦♥$✐❞❡/ "❤❡ ✐$♦"/♦♣✐❝ ❝❛$❡ ❜✉" ✜♥❞ "❤❡ $♦❧✉"✐♦♥ ❢♦/ ❛♥ ❛/❜✐"/❛/②

♦/✐❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞✱ "❤✉$ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ "❤❡ ❛♣♣/♦①✐♠❛"✐♦♥ ♦❢ $♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡$ ✉$❡❞ ❜②

❇❧❛""❡/✳ ■♥ "❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❇❧❛""❡/ ❜❡❣✐♥$ ❜② ✜♥❞✐♥❣ "❤❡ ❡♥❡/❣② ♦❢ ❛ $"❛✐/❝❛$❡ ✈♦/"❡①✱ ✇❤✐❝❤

♦/✐❡♥"$ ♣❛/"$ ♦❢ ✐"$ ❝♦/❡ ♦❢ ❧❡♥❣"❤ r ✐♥ "❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤❡/❡ ✐"$ ❧✐♥❡ "❡♥$✐♦♥ εl ✐$ /❡❞✉❝❡❞ ❜②

"❤❡ ✈❛❧✉❡ εP ✭$❡❡ "❤❡ $❦❡"❝❤ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✺✷✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡/❣② ❣❛✐♥ ❢/♦♠ "❤❡ ✈♦/"❡① $❡❣♠❡♥"

"/❛♣♣❡❞ ♦♥ "❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐$ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② "❤❡ ❡♥❡/❣② ❝♦$" ❞✉❡ "♦ "❤❡ ❡❧❛$"✐❝ ❞❡❢♦/♠❛"✐♦♥ ♦❢

"❤❡ ✈♦/"❡①✳ ❚❤❡ "♦"❛❧ ❡♥❡/❣② ✐$ "❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

E(θB, r) = r(εl − εP ) + sεl − tεl, ✭✻✳✸✮

✇❤❡/❡ s ❛♥❞ t ❛/❡ "❤❡ ❧❡♥❣"❤$ ❝❤❛/❛❝"❡/✐③❡❞ ✐♥ "❤❡ $❝❤❡♠❡ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✺✷✳ ❇② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

"❤❡ ❡♥❡/❣② ❢✉♥❝"✐♦♥ ✇✐"❤ /❡$♣❡❝" "♦ θB ❛♥❞ $❡""✐♥❣ ✐" ❡K✉❛❧ "♦ ③❡/♦✱ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡

❢♦/ r ✐$ ❢♦✉♥❞ ❛$

r =
d

tan θB
−

d

tan θt
, ✭✻✳✹✮

�

�

r 

θB 
θs 

B 

t 

d 

s 

❋✐❣✉/❡ ✻✳✺✷✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ $✐♥❣❧❡ ✈♦/"❡① ❧✐♥❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛"✐♥❣ "♦ "❤❡ ❧❛②❡/❡❞ $"/✉❝"✉/❡

✇❤❡/❡ $✉♣❡/❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ✐$ $✉♣♣/❡$$❡❞✳

✽✺



✇❤❡#❡

tan θt =

√

2εlεP − ε2P

εl − εP
. ✭✻✳✺✮

❇② ✐♥-❡#.✐♥❣ .❤✐- ❡①♣#❡--✐♦♥ ❢♦# r ❜❛❝❦ ✐♥.♦ ✻✳✸✱ .❤❡ #❡-✉❧.✐♥❣ E ❢✉♥❝.✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞

♦♥❧② ♦♥ θB

E(θB) =
d

tan θB
(εl − εP )−

d

sin θB
εl + d tan θt(εl − εP ). ✭✻✳✻✮

❆--✉♠✐♥❣ -♠❛❧❧ ❜✉. ✜♥✐.❡ ❞❡♥-✐.② ♦❢ ✈♦#.✐❝❡- ✐♥ .❤❡ -②-.❡♠ ❡A✉❛❧ .♦ B/(φ0t)✱ ✇❡ ♦❜.❛✐♥

❝♦##❡-♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡#❣② ❞❡♥-✐.② E ′ = EB/(φ0t)✳ ❚❤❡ .♦.❛❧ ❞❡♥-✐.② ♦❢ .❤❡ ●✐❜❜- ❡♥❡#❣②

♦❢ .❤❡ -②-.❡♠ .❤❡♥ ❝♦♠♣#✐-❡- .❤❡ ♠❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥-✐❞❡ .❤❡ ✈♦#.✐❝❡-✱ .❤❡ ❡♥❡#❣② ♦❢ .❤❡

-❤✐❡❧❞✐♥❣ -✉♣❡#❝✉##❡♥.-✱ .❤❡ ❝♦#❡ ❞❡❢♦#♠❛.✐♦♥ ♦♥ .❤❡ ♣❧❛♥❡- ❛♥❞ .❤❡ ❡♥❡#❣② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ .❤❡ ♦#✐❡♥.❛.✐♦♥ ♦❢ B ✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡.✐❝ ✜❡❧❞✿

g =
B2

8π
+

φ0Bεl

2(4πλ)2
ln

[

Hc
c2

εlB

]

+

−
B

φ0

(εl − εP ) sin θB −
B

φ0

εl +
B

φ0

(εl − εP ) sin θB tan θt+

−
BH

4π
cos (θB − θH) ✳

✭✻✳✼✮

❇② ❞❡#✐✈❛.✐♥❣ g ✇✐.❤ #❡-♣❡❝. .♦ θB ❛♥❞ -❡..✐♥❣ ∂g/∂θB = 0✱ ✇❡ ✜♥❞ .❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢

g ❛♥❞ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -♦❧✉.✐♦♥ ❢♦# ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦#.❡① ♦#✐❡♥.❛.✐♦♥ θB✿

tan θB
tan θH

≈



























0 H < HL

1− HL

H

1− HL

H
tan θH
tan θt

HL < H, θH < θt (2)

1 θt < θH

✭✻✳✽✮

✇❤❡#❡ HL ✐- .❤❡ ❝#✐.✐❝❛❧ ❧♦❝❦✲✐♥ ✜❡❧❞ ❣✐✈❡♥ ❛-

HL =
4π

φ0

√

2εlεP − ε2P

sin θH
∼

Hc
c1

sin θH

√

√

√

√

2
εp

εl
−
ε2p

ε2l
✭✻✳✾✮

❚❤✐- -♦❧✉.✐♦♥ -.❛.❡- .❤❛. ❛. ❣✐✈❡♥ ♦#✐❡♥.❛.✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ θH ✱ ✇❡ ♦❜-❡#✈❡ ✈♦#.✐❝❡-

✐♥ .❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ -.❛.❡ ✭θB = 0◦✮ ✉♣ .♦ ❝❡#.❛✐♥ ❝#✐.✐❝❛❧ ❧♦❝❦✲✐♥ ✜❡❧❞ HL✳ ❋♦# ❤✐❣❤❡# ✜❡❧❞-

✈♦#.✐❝❡- ✉♥❧♦❝❦ ❛♥❞ ❝#❡❛.❡ -.❛✐#❝❛-❡ -.#✉❝.✉#❡ ✇❤✐❝❤ ❧❛-.- ✉♥.✐❧ θB #❡❛❝❤❡- ❛ ❝#✐.✐❝❛❧

❛♥❣❧❡ θt✳ ❚❤❡♥ ✈♦#.✐❝❡- ✜♥❛❧❧② ❛❧✐❣♥ ✇✐.❤ .❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ❛♥❞ θB = θH ✳
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✻✳✷✳✷ ❆♥✐&♦()♦♣✐❝ ❝❛&❡

▲❡" ✉$ ♥♦✇ ❝♦♥$✐❞❡+ "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ ❛♥✐$♦"+♦♣② ✐♥ "❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡♥❡+❣② ❣❛✐♥ ♦♥ "❤❡

$"❛✐+❝❛$❡ $"+✉❝"✉+❡ ❝❤❛♥❣❡$ ❢+♦♠ ❡7✳✻✳✸ "♦

E(θB,Γ, r(θs)) = r(θs)(εl(0,Γ)− εP ) + sεl(θs,Γ)− tεl(θB,Γ), ✭✻✳✶✵✮

✇❤❡+❡ ✇❡ ♥❡❡❞ "♦ "❛❦❡ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" "❤❛" "❤❡ ✈♦+"❡① ❧✐♥❡ "❡♥$✐♦♥ εl ✐$ ❛♥❣✉❧❛+❧② ❞❡✲

♣❡♥❞❡♥" εl(θ) = ε0
√
sin2 θ + Γ2 cos2 θ ❛♥❞ ε0 = (φ2

0 lnκ)/(4πµ0λ
2
ab) ❬✷✹❪✳ ❋✐♥❞✐♥❣ "❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✇✐"❤ +❡$♣❡❝" "♦ θB ❛♥❞ "❤❡ ❣❡♥❡+❛❧ $♦❧✉"✐♦♥ ❢♦+ ❛+❜✐"+❛+②

❛♥✐$♦"+♦♣② ✈❛❧✉❡ ✐$ ♥♦" "+✐✈✐❛❧✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ "❤❡ ♥✉♠❡+✐❝❛❧ $♦❧✉"✐♦♥$ ❢♦+ ❝❡+"❛✐♥ ✈❛❧✉❡$

♦❢ ❛♥✐$♦"+♦♣② Γ ❛♥❞ εR = ΓεP/εl✳ ❚❤❡ $♦❧✉"✐♦♥ ❛+❡ ❞✐$♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✺✸✱ "♦❣❡"❤❡+

✇✐"❤ "❤❡ ❛♥❛❧②"✐❝❛❧ $♦❧✉"✐♦♥ ❢♦+ ✐$♦"+♦♣✐❝ ❝❛$❡ ✇✐"❤ Γ = 1 ❛♥❞ εR = 1/2✳ ❆$ $❤♦✇♥✱

❢♦+ ❛❧❧ "❤❡ ✐♥✈❡$"✐❣❛"❡❞ ❝❛$❡$✱ E ❝❛♥ ❜❡ ✈❡+② ✇❡❧❧ ❞❡$❝+✐❜❡❞ ❜② ❛ $✐♠♣❧❡ ♣❛+❛❜♦❧✐❝

❛♣♣+♦①✐♠❛"✐♦♥

E(θB,Γ, εR) ≈ −
1

2
εl(Γ, εR)(θB − θt(Γ, εR))

2, ✭✻✳✶✶✮

✇❤❡+❡ ♣❛+❛♠❡"❡+ εl ❛✛❡❝"$ "❤❡ $❤❛♣❡ ♦❢ "❤❡ ♣❛+❛❜♦❧❛ ❛♥❞ θt ❞❡✜♥❡$ "❤❡ ♣♦$✐"✐♦♥ ♦❢ ✐"$

♠❛①✐♠✉♠✳ ❈❤❛♥❣❡ ♦❢ "❤❡ ♣❛+❛♠❡"❡+$ Γ ❛♥❞ εR ❞♦❡$ ♥♦" $✐❣♥✐✜❝❛♥"❧② ❛✛❡❝" "❤❡ $❤❛♣❡
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❋✐❣✉+❡ ✻✳✺✸✿ ❆♥❣✉❧❛+ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ "♦"❛❧ ❡♥❡+❣② ♦❢ ❛ ✈♦+"❡① ✐♥ ❛ $"❛✐+❝❛$❡

$"+✉❝"✉+❡ E(θB) ❛" ❝♦♥$"❛♥" θH = 25◦ ❢♦+ "❤❡ ✐♥❞✐❝❛"❡❞ Γ ❛♥❞ εR ✈❛❧✉❡$ ✭$❡❡ "❡①" ❢♦+

❞❡"❛✐❧$✮ ✭♣♦✐♥"$✮✳ ❉♦""❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦++❡$♣♦♥❞$ "♦ "❤❡ ❛♥❛❧②"✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢♦+ ✐$♦"+♦♣✐❝

❝❛$❡ ✭❡7✳✻✳✻✮ ❛♥❞ "❤❡ $♦❧✐❞ ❧✐♥❡$ +❡♣+❡$❡♥" "❤❡ ♣❛+❛❜♦❧✐❝ ✜"$ "♦ "❤❡ ❞❛"❛ ✭❡7✳✻✳✶✶✮✳ ❬✼✻❪

✽✼



♦❢ "❤❡ ♣❛'❛❜♦❧❛ ✭❛♥❞ ❝♦♥.❡/✉❡♥"❧② εl✮✱ ♦♥❧② "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θt ✐. .❤✐❢"✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❛'❛❜♦❧✐❝

❛♣♣'♦①✐♠❛"✐♦♥✱ .✐♠✐❧❛' "♦ ♦♥❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❜② ❇❧❛""❡' ✐♥ ❬✸✶❪✱ ✐. "❤✉. ✈❛❧✐❞ ❛❧.♦ "♦ .♦♠❡

❡①"❡♥" ✐♥ "❤❡ ❛♥✐.♦"'♦♣✐❝ ❝❛.❡✳ ❚❤✐. ❛❧❧♦✇. ✉. "♦ "❛❦❡ "❤❡ .❛♠❡ .♦❧✉"✐♦♥ ❢♦' θB(H) ❛.

✐♥ "❤❡ ✐.♦"'♦♣✐❝ ❝❛.❡ ✐♥ ❡/✳✻✳✽✱ ❤♦✇❡✈❡' ✇✐"❤ HL ❣✐✈❡♥ ❛.

HL(Γ, εR) ≈
Hc

c1

sin θH
· F (Γ, εR). ✭✻✳✶✷✮

❚❤❡ ."'❡♥❣"❤ ♦❢ HL ♥♦✇ ❞❡♣❡♥❞. ❛❧.♦ ♦♥ ❛♥✐.♦"'♦♣② "❤'♦✉❣❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝"✐♦♥ F ✳

❍♦✇❡✈❡'✱ ❛. "❤❡ ♥✉♠❡'✐❝❛❧ .♦❧✉"✐♦♥. .❤♦✇❡❞✱ "❤❡ .♠❛❧❧ ❛♥✐.♦"'♦♣② ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ✭Γ =

1.7✮ ✐♥"'♦❞✉❝❡. ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦' .❤✐❢" ✐♥"♦ "❤❡ θt ✈❛❧✉❡. ♦❢ ❛'♦✉♥❞ 1◦ − 2◦✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡ F
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝"❡❞ "♦ ❜❡ '❡❧❛"❡❞ ♠❛✐♥❧② "♦ εR ❣✐✈✐♥❣ "❤❡ ♠❡❛.✉'❡ ♦❢ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐. "❤❡

.✉♣❡'❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② .✉♣♣'❡..❡❞ ✐♥ "❤❡ ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♠❛❣♥❡"✐.❛"✐♦♥ ❡✛❡❝" ✇❛. ❛❧.♦ "❛❦❡♥ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥"✱ .✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧②

❤❛✈❡ "❤❡ ✐♥❢♦'♠❛"✐♦♥ ❛❜♦✉" ✜❡❧❞ ✇❡ ❛♣♣❧②✱ Ha✱ ❛♥❞ "❤❡ ✜❡❧❞ ❛" "❤❡ .❛♠♣❧❡ .✉'❢❛❝❡

✐. ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚♦ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ '❡❛❧ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ❛" "❤❡ .❛♠♣❧❡ .✉'❢❛❝❡✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛"❡❞

"❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡"✐.❛"✐♦♥ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❣❡♦♠❡"'✐❝❛❧ ❢❛❝"♦'. ❛♥❞ ♠❛❣♥❡"✐.❛"✐♦♥ M ❢♦'

θ = 25◦✳ ❋♦' "❤❡ ✜❡❧❞ H ❛" "❤❡ .✉'❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐". ❝♦♠♣♦♥❡♥". ✐♥ c ❛♥❞ ab ❞✐'❡❝"✐♦♥. ✇❡

❣❡"

Hc = αcHa sin θH − (αc − 1)Bc/µ0

Hab = αabHa cos θH − (αab − 1)Bc/µ0

H =
√

H2
ab +H2

c ✭✻✳✶✸✮

✇❤❡'❡ αc
✐. "❤❡ ❣❡♦♠❡"'✐❝❛❧ ❝♦''❡❝"✐♦♥. ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢'♦♠ ❡/✳✹✳✸ ❢♦' ❣❡♦♠❡"'✐❝❛❧ ❜❛''✐❡'.

❛♥❞ αab = αc/(1 + αc)✳ ■♥ "❤✐. ❛♣♣'♦❛❝❤ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝"❡❞ "❤❡ ❛♥❣✉❧❛' ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ α

❛. ❢♦' θH ♥♦" "♦♦ ❢❛' ❢'♦♠ 0◦ "❤❡ ❞❡❢♦'♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡. ❛'♦✉♥❞ "❤❡ .❛♠♣❧❡

❝❤❛♥❣❡. ✈❡'② ❧✐""❧❡ ❢'♦♠ "❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ♣❛'❛❧❧❡❧ ✇✐"❤ "❤❡ c ❞✐'❡❝"✐♦♥✳ ❚❤❡

'❡.✉❧"✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛" "❤❡ .❛♠♣❧❡ ❞♦❡. ♥♦" ✐♥"'♦❞✉❝❡ /✉❛❧✐"❛"✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡. ✐♥"♦ "❤❡ ♠♦❞❡❧

❝✉'✈❡.✱ "❤❡'❡❢♦'❡ "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ ❞❡♠❛❣♥❡"✐.❛"✐♦♥ ✜❡❧❞. ✇❛. ♥❡❣❧❡❝"❡❞✳

❚❤❡ ❞❛"❛ ❢'♦♠ ❋✐❣✳✻✳✺✶ ✇❡'❡ "❤❡♥ ✜""❡❞ ❜② "❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❧❛""❡' ♠♦❞❡❧ ✭❡/✳✻✳✽✮

❛♥❞ "❤❡ ❞❛"❛ ❛♥❞ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝✉'✈❡. ✭'❡❞ ❧✐♥❡.✮ ❛'❡ ❞✐.♣❧❛②❡❞ "♦❣❡"❤❡' ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✺✹✳ ❇②

❝❤❛♥❣✐♥❣ "❤❡ ♣❛'❛♠❡"❡'. HL ❛♥❞ θt✱ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝✉'✈❡. ❝♦✉❧❞ ✈❡'② '❡❛.♦♥❛❜❧② ❞❡.❝'✐❜❡

"❤❡ ❞❛"❛✳

❚❤❡ ♣❛'❛♠❡"❡'. ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢'♦♠ "❤❡ ✜". ❛♥❞ ✈❛❧✉❡. ♦❢ Hk ❛♥❞Hp ❞✐'❡❝"❧② ❞❡"❡'♠✐♥❡❞

❢'♦♠ "❤❡ ♠❡❛.✉'❡❞ ❝✉'✈❡. ✇❡'❡ ✉.❡❞ "♦ ❝♦♥."'✉❝" "❤❡ ♣❤❛.❡ ❞✐❛❣'❛♠ ❞✐.♣❧❛②❡❞ ✐♥

"❤❡ ❋✐❣✳✻✳✺✺✳ ❚❤❡ ♣♦.✐"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣♦✐♥". ✐♥ "❤❡ ❣'❛♣❤ ✐. ❞❡✜♥❡❞ ❜② "❤❡✐' ❛♠♣❧✐"✉❞❡
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✺✺✿ A❤❛3❡ ❞✐❛❣$❛♠ ♦❢ -❤❡ ✈♦$-❡① 3-$✉❝-✉$❡ ❛3 ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞ ♦$✐❡♥-❛-✐♦♥

❛♥❞ ❛♠♣❧✐-✉❞❡ ✐♥ ❈✉0.075❚✐❙❡2 ✭3❛♠♣❧❡ ●✮ ❛- T = 0.6 ❑✳ Hk ❛♥❞ Hp ✈❛❧✉❡3 ✇❡$❡

♦❜-❛✐♥❡❞ ❞✐$❡❝-❧② ❢$♦♠ -❤❡ Bc(θH , Ha) ❝✉$✈❡3✱ HL ❛♥❞ θt ✭$❡❞✮ ❛$❡ ♣❛$❛♠❡-❡$3

♦❜-❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ✜-3 -♦ ❞❛-❛ ✉3✐♥❣ ❡>✳✻✳✽✳ ❬✼✻❪
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❛♥❞ #❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❡❧❞ ❛# ✇❤✐❝❤ #❤❡0❡ ✇❡0❡ ♦❜#❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ 0❡4✉❧#✐♥❣

♣❤❛4❡ ❞✐❛❣0❛♠ ❞✐4♣❧❛②4 ❢♦✉0 ❞✐✛❡0❡♥# ✈♦0#❡① 4#0✉❝#✉0❡4✱ ▼❡✐44♥❡0 4#❛#❡✱ ✈♦0#✐❝❡4 ❜❡✐♥❣

❧♦❝❦❡❞ ✐♥ #❤❡ ♣❧❛♥❡4✱ 4#❛✐0❝❛4❡ 4#0✉❝#✉0❡ ❛♥❞ #✐❧#❡❞ ✈♦0#❡① ❧❛##✐❝❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡4 ♦❢ HL

♦❜#❛✐♥❡❞ ❢0♦♠ #❤❡ ✜#4 ❛0❡ ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣0❡❡♠❡♥# ✇✐#❤ Hk ❞❡#❡0♠✐♥❡❞ ❛4 #❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ #❤❡

4❡❝♦♥❞ ✐♥❝0❡❛4❡ ✐♥ #❤❡ B(Ha, θH) ❝✉0✈❡4✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉0 ♦❢ HL ✐♥ #❤✐4 0❡♣0❡4❡♥#❛#✐♦♥

♠❡❛♥4 #❤❛# HL 4❝❛❧❡4 ❛4 sin θH ❛♥❞ HL/ sin θH ∼ Hc
p✱ 4✐♠✐❧❛0 #♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉0 ♦❢ Hk ✭4❡❡

❋✐❣✳✻✳✹✽✮✳

✻✳✸ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦♥ ,❤(❡❡ ❞✐✛❡(❡♥, *❛♠♣❧❡*

❚❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝# ✇❛4 4#✉❞✐❡❞ ♦♥ #❤0❡❡ 4❛♠♣❧❡4 ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2✱ 4❛♠♣❧❡4 ❆✱ ❊ ❛♥❞ ●

#❤❛# ❤❛✈❡ ❞✐✛❡0❡♥# ❝♦♣♣❡0 ❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡#0②✳ ❋0♦♠ ♠❡❛4✉0❡♠❡♥#4 ❛# ❞✐✛❡0❡♥#

❛♥❣❧❡4✱ ✇❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ #❤❡ ❛♥❣✉❧❛0 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡4 ♦❢ Hp ❛♥❞ Hk✳ ❆4 #❤❡ ❞❛#❛ ❢♦0 ❡❛❝❤ ♦❢

#❤❡ 4❛♠♣❧❡4 ❞✐4♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✺✻ 4❤♦✇✱ Hk(θH) 0❛♣✐❞❧② ✐♥❝0❡❛4❡4 ❢♦0 ✜❡❧❞ ❞✐0❡❝#✐♦♥
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❋✐❣✉0❡ ✻✳✺✻✿ ❆♥❣✉❧❛0 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡4 ♦❢ Hp ❛♥❞ HK ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢♦0 #❤0❡❡ 4✐♥❣❧❡ ❝0②4#❛❧4

♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2✳ ❚♦♣ ♣❛♥❡❧ ✐4 4❤♦✇✐♥❣ ❞❛#❛ ❢♦0 4❛♠♣❧❡ ✶ ❛♥❞ ✸ ✇✐#❤ x =✵✳✵✻ ❛♥❞ ✵✳✵✽✺✱

❛♥❞ ❜♦##♦♠ ♣❛♥❡❧ ❞❛#❛ ❢♦0 4❛♠♣❧❡ ✷ ✇✐#❤ x❂✵✳✵✼✺✳

✾✵



❛♣♣"♦❛❝❤✐♥❣ 0◦✱ ✇❤❡"❡❛, Hp(θH) ✐, ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ❛♥❣✉❧❛"❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥2✳ ■❢ 2❤❡ ,❛♠♣❧❡,

❛"❡ ❝♦♠♣❛"❡❞ 2♦ ❡❛❝❤ ♦2❤❡"✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦2✐❝❡ 2❤❛2 2❤❡ 2❤"❡,❤♦❧❞ ❛♥❣❧❡ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤

Hk ❝❛♥ ♥♦2 ❜❡ ❞✐,2✐♥❣✉✐,❤❡❞ ❢"♦♠ Hp ❛♥②♠♦"❡✱ ✐, ♠✉❝❤ ,♠❛❧❧❡" ❢♦" ,❛♠♣❧❡, ✶ ❛♥❞ ✸

✭∼ 40◦✮ 2❤❛♥ ❢♦" ,❛♠♣❧❡ ✷ ✭∼ 70◦✮✳

❚♦ ❡①❝❧✉❞❡ 2❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ,❛♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡2"② ♦♥ 2❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝2✱ 2❤❡ ♣"♦♣❡"

❣❡♦♠❡2"✐❝❛❧ ❝♦""❡❝2✐♦♥, ❢♦" Hp ❛♥❞ Hk ❤❛❞ 2♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❋"♦♠ 2❤❡ ✜❡❧❞ ♣"♦✜❧❡, ✇❡

❦♥♦✇✱ 2❤❛2 ✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ♣❛"❛❧❧❡❧ ✇✐2❤ 2❤❡ c ❞✐"❡❝2✐♦♥✱ 2❤❡ ✈♦"2❡① ♣❡♥❡2"❛2✐♦♥ ✐,

❛✛❡❝2❡❞ ❜② 2❤❡ ❣❡♦♠❡2"✐❝❛❧ ❜❛""✐❡", ❛♥❞ ❜② ✉,✐♥❣ 2❤❡ ❢♦"♠✉❧❛ ✐♥ ❡E✳✹✳✸ ✇❡ ❢♦✉♥❞

αc ❝♦""❡❝2✐♦♥ ✐♥ Hc
c1 = αcH

c
p✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ 2❤❡ ,❛♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡2"② ✭,❡❡ 2❛❜✳✺✳✶✮✳

❍♦✇❡✈❡"✱ ✐♥ ❞✐✛❡"❡♥2 ✜❡❧❞ ♦"✐❡♥2❛2✐♦♥, 2❤❡ ❞❡❢♦"♠❛2✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡, ❛"♦✉♥❞ 2❤❡ ,❛♠♣❧❡

❝❤❛♥❣❡,✳ ■♥ ♠❛❣♥❡2✐❝ ✜❡❧❞ ♦"✐❡♥2❡❞ ♣❛"❛❧❧❡❧ ✇✐2❤ 2❤❡ ab ♣❧❛♥❡,✱ 2❤❡ ❞❡❢♦"♠❛2✐♦♥ ✐,

,♠❛❧❧ ❛♥❞ ❛❧,♦ 2❤❡ ❣❡♦♠❡2"✐❝❛❧ ❡✛❡❝2, ❧♦♦,❡ 2❤❡✐" ✐♠♣♦"2❛♥❝❡ ❛, ❢♦" 2w/d >> 1 ✐♥

❡E✳✹✳✸✱ Hc1 → Hp✳ ■2 ✐, ♥♦2 ♣♦,,✐❜❧❡ 2♦ ❞❡2❡"♠✐♥❡ 2❤❡ ❣❡♦♠❡2"✐❝❛❧ ❝♦""❡❝2✐♦♥, ❢♦"

❡✈❡"② ❛♥❣❧❡ ♦♥❧② ❢"♦♠ 2❤❡ ,❛♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡2"② ❜✉2 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✼✷❪✱ α ❝❛♥ ❜❡ "❡❛,♦♥❛❜❧②

✇❡❧❧ ❡,2✐♠❛2❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❧✐♣2✐❝❛❧ ❛♣♣"♦①✐♠❛2✐♦♥

α(θH) =

√

√

√

√

(αc sin θH)2 + (
αc

αc − 0.5
cos θH)2. ✭✻✳✶✹✮

❇② ✉,✐♥❣ 2❤✐, α ❝♦""❡❝2✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜2❛✐♥ 2❤❡ ❛♥❣✉❧❛" ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hc1 ❛,

Hc1(θH) = α(θH)Hp(θH). ✭✻✳✶✺✮

❖♥ 2❤❡ ♦2❤❡" ❤❛♥❞✱ 2❤❡ ❝"✐2✐❝❛❧ ❧♦❝❦✲✐♥ ✜❡❧❞ ✐, ❧✐♠✐2❡❞ ♦♥❧② ❜② 2❤❡ Hc
c1 ✈❛❧✉❡ ❬✶✻❪✱

2❤❡"❡❢♦"❡ 2♦ ♦❜2❛✐♥ ❣❡♦♠❡2"② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥2 HL ❢"♦♠ Hk✱ ✇❡ ♥❡❡❞ 2♦ 2❛❦❡ ✐♥2♦ ❛❝❝♦✉♥2

♦♥❧② 2❤❡ ❝♦""❡❝2✐♦♥ ✐♥ 2❤❡ c✲❞✐"❡❝2✐♦♥ ❢♦" 2❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛♥❣✉❧❛" ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ 2❤✉,

HL(θH) = αcHk(θH). ✭✻✳✶✻✮

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ 2❤❡ ❡✛❡❝2 ♦❢ ❣❡♦♠❡2"② ♦♥ 2❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝2✳ ◆♦2❡ 2❤❛2✱

2❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝2 ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜,❡"✈❡❞ ✐❢ Hk(θH) > Hp(θH)✳ ■❢ ✇❡ 2❛❦❡ ✐♥2♦ ❛❝❝♦✉♥2

❡E✉❛2✐♦♥, ✻✳✶✺ ❛♥❞ ✻✳✶✻✱ 2❤❡♥ ❢"♦♠ ❡E✳✷✳✶✹ ❞❡,❝"✐❜✐♥❣ 2❤❡ ,❝❛❧✐♥❣ ♦❢ 2❤❡ ❝"✐2✐❝❛❧ ❧♦❝❦✲✐♥

✜❡❧❞✱ ✇❡ ❣❡2

Hk(θH) = λ
Hc

p

sin θH
. ✭✻✳✶✼✮

■♥,❡"2✐♥❣ 2❤✐, ❢♦"♠✉❧❛ ✐♥2♦ 2❤❡ ✐♥❡E✉❛❧✐2② Hk(θH) > Hp(θH) ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ✉,✐♥❣ ❡E✳✻✳✶✺✱

✇❡ ♦❜2❛✐♥

sin θH < λ
Hc

c1

Hc1(θH)

α(θH)

αc

. ✭✻✳✶✽✮

✾✶



❇② ❛##✉♠✐♥❣ )❤❛) θH ✐# +❡❛#♦♥❛❜❧② ❝❧♦#❡ )♦ )❤❡ ab ♣❧❛♥❡#✱ ❢+♦♠ ❡4✳✻✳✶✹ ✇❡ ❤❛✈❡ α(θH) =

1 ❛♥❞ )❤❡ ❛♥❣✉❧❛+ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hc1 ✐# ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✈❡+② ❧✐))❧❡✱ )❤❡+❡❢♦+❡ Hc1(θH) ≈ Hab
c1 ✳

❯#✐♥❣ )❤❡#❡ ❛♣♣+♦①✐♠❛)✐♦♥# ✐♥ ❡4✳✻✳✶✽✱ ✇❡ ♦❜)❛✐♥

sin θH < λ ΓHc1
/αc, ✭✻✳✶✾✮

✇✐)❤ ΓHc1
= Hc

c1/H
ab
c1 ✳ ■❢ ♦♥❡ )❛❦❡# λ = 1✱ ΓHc1

= 2 ❛♥❞ ❝♦++❡#♣♦♥❞✐♥❣ αc ✈❛❧✉❡#✱ )❤❡

)❤+❡#❤♦❧❞ ❛♥❣❧❡ ❢♦+ ❧♦❝❦✲✐♥ ♦❜#❡+✈❛)✐♦♥ ✐# )❤❡♥ ❡①♣❡❝)❡❞ )♦ ❜❡ ❛+♦✉♥❞ ✷✺

◦
✐♥ #❛♠♣❧❡

✶ ❛♥❞ ✸ ❛♥❞ ∼ 65◦ ✐♥ #❛♠♣❧❡ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ✐♥ ❢❛✐+ ❛❣+❡❡♠❡♥) ✇✐)❤ ♦✉+ ❡①♣❡+✐♠❡♥)❛❧

✈❛❧✉❡# ✭#❡❡ ❋✐❣✳✻✳✺✻✮✳ ❖♥ )❤❡ ❝♦♥)+❛+②✱ ✐❢ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❛##✉♠❡ ❛♥ ✐♥)+✐♥#✐❝ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝)

✐♥ ♦✉+ #❛♠♣❧❡#✱ )❤❡♥ λ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥ )❤❡ ♦+❞❡+ ♦❢ ∼ d/ξ ∼ 0.02 ✭❝♦♠♣❛+❛❜❧❡ ✇✐)❤ )❤❡

λ ∼ 0.03 ❢♦+ )❤❡ )✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛+✐❡# ✐♥ ❨❇❛❈✉❖ ❬✼✼❪✮ ❛♥❞✱ ❛❣❛✐♥ ✐♥)+♦❞✉❝✐♥❣ αc
✈❛❧✉❡#

❛♥❞ Γ ∼ 1.7✱ )❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝) ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜#❡+✈❡❞ ❢♦+ ♦✈❡+ ❧❡## )❤❛♥ 1◦ ❢+♦♠

)❤❡ ab✲♣❧❛♥❡#✱ ✐♥ #)+✐❦✐♥❣ ❝♦♥)+❛#) ✇✐)❤ )❤❡ ❡①♣❡+✐♠❡♥)❛❧ ❞❛)❛✳

❚❛❦✐♥❣ )❤❡ ❛♣♣+♦♣+✐❛)❡ ❣❡♦♠❡)+✐❝❛❧ ❢❛❝)♦+#✱ ✇❡ ♦❜)❛✐♥ ❢+♦♠ Hk(θ) ❛♥❞ Hp(θ) )❤❡

❣❡♦♠❡)+② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥) ❝+✐)✐❝❛❧ ❧♦❝❦✲✐♥ ✜❡❧❞ HL(θH) ❛♥❞ )❤❡ ❧♦✇❡+ ❝+✐)✐❝❛❧ ✜❡❧❞ Hc1(θH)✳

❆❧❧ ♦❢ )❤✐# ❞❛)❛ ❛+❡ ❞✐#♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✺✼ #❝❛❧❡❞ )♦ )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Hc
c1✳ ❉❡#♣✐)❡ ❞✐✛❡+❡♥)

�

�

�

�

�

��

� �� �� �� ��

�
��

�
	

�
��

�
	

�
��

�
	

�
��
��θ

�
�

��

�
�

�

θ
�

��������

�������	

�������


❋✐❣✉+❡ ✻✳✺✼✿ ❆♥❣✉❧❛+ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡# ♦❢ Hc1 ❛♥❞ HL ♦❜)❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧)✐♣❧②✐♥❣ Hp(θ)

❛♥❞ HK(θ) ✇✐)❤ )❤❡ ❛♣♣+♦♣+✐❛)❡ ❣❡♦♠❡)+✐❝❛❧ ❢❛❝)♦+# ✭#❡❡ )❡①)✮✳ ❆❧❧ )❤❡ ❞❛)❛ ❛+❡

#❝❛❧❡❞ )♦ Hc
c1✳ ❚❤❡ )❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐# 1/ sin θ ❧✐♥❡ ❝♦++❡#♣♦♥❞✐♥❣ )❤❡ #)+♦♥❣❡#)

♣♦##✐❜❧❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝)✳

✾✷



❣❡♦♠❡$%② ❛♥❞ ❝♦♣♣❡% ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ $❤❡ $❤%❡❡ /❛♠♣❧❡/✱ Hc1(θH) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡/ ❢♦❧❧♦✇ ❛❧❧ $❤❡

/❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉% ✇✐$❤ $❤❡ ❛♥✐/♦$%♦♣② ♦❢ ❧♦✇❡% ❝%✐$✐❝❛❧ ✜❡❧❞ $♦ ❜❡ ΓHc1
= Hab

c1/H
c
c1 ∼ 2✳

❚❤✐/ ❜❡❤❛✈✐♦✉% ✇❛/ ❡①♣❡❝$❡❞✱ /✐♥❝❡ $❤❡ ❛♥✐/♦$%♦♣② ♦❢ Hc2 ❢%♦♠ $❤❡ ❤❡❛$ ❝❛♣❛❝✐$②

♠❡❛/✉%❡♠❡♥$/ ✇❛/ ❢♦✉♥❞ $♦ ❜❡ ❛❧/♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♦❢ ❝♦♣♣❡% ❞♦♣✐♥❣ ✇✐$❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ΓHc2
=

1.7 ❬✻✵❪✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛% ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡/ ♦❢ HL ❛❧/♦ ❝♦❧❧❛♣/❡ ♦♥$♦ $❤❡ /❛♠❡ ❝✉%✈❡ ❢♦% ❛❧❧ ♦❢

$❤❡ $❤%❡❡ /❛♠♣❧❡/✳ ▼♦%❡♦✈❡%✱ $❤❡② ❢♦❧❧♦✇ ❝✉%✈❡ 1/ sin θH ✭$❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✺✼✮✱

✇❤✐❝❤ ❝♦%%❡/♣♦♥❞/ $♦ $❤❡ /$%♦♥❣❡/$ ♣♦//✐❜❧❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝$ ✇✐$❤ $❤❡ /$%❡♥❣$❤ λ = 1✳

❆$ $❤❡ ❡♥❞ ♦❢ $❤✐/ ❝❤❛♣$❡%✱ ❧❡$ ♠❡ ❝♦♠♠❡♥$ ♦♥ $❤❡ $❡♠♣❡%❛$✉%❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

$❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝$✳ ❋%♦♠ $❤❡ ❞❛$❛ ❞✐/♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✺✹ ❢♦% ✈♦%$❡① ♦%✐❡♥$❛$✐♦♥ ♦❜$❛✐♥❡❞

❛$ ❞✐✛❡%❡♥$ $❡♠♣❡%❛$✉%❡/✱ ✐$ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛//✉♠❡❞ $❤❛$ $❤❡ ❝%✐$✐❝❛❧ ❧♦❝❦✲✐♥ ✜❡❧❞ /❤✐❢$/ $♦

/♠❛❧❧❡% ✈❛❧✉❡/ ✇✐$❤ ✐♥❝%❡❛/✐♥❣ $❡♠♣❡%❛$✉%❡✳ ❚❤✐/ ✐/ %❡❛/♦♥❛❜❧❡✱ ❛/ HL ❛♥❞ Hk ❤❛✈❡

$♦ ❢♦❧❧♦✇ $❤❡ /❛♠❡ $❡♠♣❡%❛$✉%❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛/ Hc
c1 ♦% Hc

p✳ ❋✐❣✉%❡ ✻✳✺✽ /❤♦✇/ $❤❡

✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡/ ♦❢ Bc
❢♦% ✜❡❧❞ ♦%✐❡♥$❛$✐♦♥ θH = 15◦ ❛$ /❛♠♣❧❡ ❊✱ ❛/ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

❆/ /❤♦✇♥✱ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ✭/♠❛❧❧✮ ✐♥❝%❡❛/❡ ♦❢ Bc
❢♦% Hp(15

◦) ≤ Ha ≤ HK(15
◦) ✐/ ♦♥❧②
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❋✐❣✉%❡ ✻✳✺✽✿ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Bc
❛$ θ = 15◦ ♠❡❛/✉%❡❞ ❛$ $❤❡ ✐♥❞✐❝❛$❡❞

$❡♠♣❡%❛$✉%❡/ ✐♥ /❛♠♣❧❡ ❊✳ Hk(15
◦) ❤❛/ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ❛/ $❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦%%❡/♣♦♥❞✐♥❣ $♦

$❤❡ ❢❛/$ ✐♥❝%❡❛/❡ ✐♥ Bc
✭$❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡/✮✳ ❆ /♠❛❧❧ ✜♥✐$❡ Bc

✐♥❝%❡❛/❡ ❢♦% Ha ≥ Hp

✭❞❛/❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡/✮ ✐/ ✈✐/✐❜❧❡ ♦♥❧② ❢♦% $❡♠♣❡%❛$✉%❡/ T ≤ 1.7 ❑✳
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✺✾✿ ❚❡♠♣❡$❛/✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❞ Hc
p ✭❝❧♦6❡❞ ❝✐$❝❧❡6✮✱ Hp(15

◦) ✭♦♣❡♥ 69✉❛$❡6✮

❛♥❞ Hk(15
◦) ✭❝❧♦6❡❞ 69✉❛$❡6✮ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❢♦$ 6❛♠♣❧❡ ❊✳ ❚❤❡ ❞♦//❡❞ ❛♥❞ ❞❛6❤❡❞ ❧✐♥❡

❝♦$$❡6♣♦♥❞ /♦ Hc
p/α(15

◦) ❛♥❞ Hc
p/ sin 15

◦
✱ $❡6♣❡❝/✐✈❡❧②✳

✈✐6✐❜❧❡ ❢♦$ T ≤ 1.7 ❑ ❛♥❞ /❤❡ ♣❡♥❡/$❛/✐♦♥ ✜❡❧❞ Hp(15
◦) ❝♦✉❧❞ ❤❡♥❝❡ ♥♦/ ❜❡ ❞❡/❡❝/❡❞

❛♥②♠♦$❡ ❛❜♦✈❡ /❤✐6 /❡♠♣❡$❛/✉$❡✳ ❋✐❣✉$❡ ✻✳✺✾ ❞✐6♣❧❛②6 /❤❡ /❡♠♣❡$❛/✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡6

♦❢ Hc
p✱ Hp(15

◦) ❛♥❞ Hk(15
◦) ✭❛❣❛✐♥ ❢♦$ 6❛♠♣❧❡ ❊ ❛6 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤❡ ❞♦//❡❞ ❧✐♥❡ ✇❛6

❝♦♥6/$✉❝/❡❞ ❜② ♠✉❧/✐♣❧②✐♥❣ /❤❡ ♠❡❛6✉$❡❞ Hc
p(T ) ❞❛/❛ ❜② α

c/α(15◦) ❝♦♥✜$♠✐♥❣ /❤❛/

Hc
pα

c/α(15◦) = Hc
c1/α(15

◦) ∼ Hp(15
◦) ❛6 ❢♦$ θH = 15◦ /❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Hp(15

◦) ✐6 ❝❧♦6❡

/♦ Hc
p✳ ❖♥ /❤❡ ♦/❤❡$ ❤❛♥❞✱ /❤❡ ❞❛6❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✺✾ ❝♦$$❡6♣♦♥❞6 /♦ H

c
p/ sin(15

◦)✱

❝❧❡❛$❧② 6❤♦✇✐♥❣ /❤❛/ /❤❡ 6/$♦♥❣ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝/ ♣❡$6✐6/6 ❛❧❧ /❤❡ ✇❛② ✉♣ /♦ Tc ✇✐/❤ λ ∼ 1

♦♥ /❤❡ ❡♥/✐$❡ /❡♠♣❡$❛/✉$❡ $❛♥❣❡✳

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❍❛❧❧ ♣$♦❜❡ ♠❛❣♥❡/♦♠❡/$② ♠❡❛6✉$❡♠❡♥/6 ✐♥ ✈❛$✐♦✉6 ♦$✐❡♥/❛/✐♦♥6 ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞

✜❡❧❞ $❡✈❡❛❧❡❞ /❤❡ ♣$❡6❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝/❡❞ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝/ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 6❛♠♣❧❡6 ✇✐/❤

❞✐✛❡$❡♥/ ❝♦♣♣❡$ ❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡/$②✳ ❆6 ✇❛6 ❛❧$❡❛❞② ♠❡♥/✐♦♥❡❞✱ /❤❡ ✐♥/$✐♥6✐❝ ❧♦❝❦✲✐♥

❡✛❡❝/ ✐6 ♥♦/ ♣♦66✐❜❧❡ ✐♥ /❤✐6 6②6/❡♠ ❞✉❡ /♦ 6♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ ❛♥✐6♦/$♦♣② ❛♥❞ ●✐♥③❜✉$❣✲

▲❛♥❞❛✉ ♣❛$❛♠❡/❡$✳ ●♦♦❞ ❛❣$❡❡♠❡♥/ ✇✐/❤ /❤❡ ❞❛/❛ ✇❛6 ❢♦✉♥❞ ✉6✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❇❧❛//❡$✱

❝♦♥6✐❞❡$✐♥❣ /❤❡ ❡✛❡❝/ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐/✐♦♥❛❧ ❧❛②❡$❡❞ 6/$✉❝/✉$❡✱ ✇❤❡$❡ 6✉♣❡$❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② ✐6

6✉♣♣$❡66❡❞✱ ♣$❡6❡♥/ ✐♥ /❤❡ ♠❛/❡$✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛6 ♠♦❞✐✜❡❞ /♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦$ ❛♥

✾✹



❛!❜✐$!❛!② ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❛♥✐+♦$!♦♣✐❝ +✉♣❡!❝♦♥❞✉❝$♦!+✳ ❚❤❡ +$!❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝$

✇❛+ ❢♦✉♥❞ $♦ ❜❡ ❡①$!❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❜② ✐♥✈❡+$✐❣❛$✐♥❣ $❤!❡❡ +❛♠♣❧❡+ ✇✐$❤ ❞✐✛❡!❡♥$

❝♦♣♣❡! ❝♦♥$❡♥$ ✇❡ ❛❧+♦ ❢♦✉♥❞ $❤❛$ ✐$ ✐+ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♦❢ $❤❡ ❝♦♣♣❡! ❝♦♥$❡♥$✳ ❖✉!

!❡+✉❧$+ $❤❡!❡❢♦!❡ +❤♦✇❡❞ $❤❛$ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ❛♥ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ ❧❛②❡!❡❞ +$!✉❝$✉!❡ ❡①✐+$+✱ ✇❤❡!❡

+✉♣❡!❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$② ✐+ +$!♦♥❣❧② +✉♣♣!❡++❡❞✳

❚❤❡ ♦!✐❣✐♥ ♦❢ $❤✐+ +$!✉❝$✉!❡ !❡♠❛✐♥+ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❤♦✇❡✈❡! ✐$ ❝♦✉❧❞ ❜❡ !❡❧❛$❡❞ $♦

$❤❡ !❡❝❡♥$ ✜♥❞✐♥❣+ ♦❢ ❑♦❣❛! et al. ❬✹❪✳ ❇② X✲!❛② ♠❡❛+✉!❡♠❡♥$+✱ $❤❡② ♦❜+❡!✈❡❞ $❤❛$

❝❤❛!❣❡ ❞❡♥+✐$② ✇❛✈❡+ ♣!❡+❡♥$ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝♦♠♠❡♥+✉!❛$❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❝!②+$❛❧

❧❛$$✐❝❡ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❛♣♣❡❛!❛♥❝❡ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧+ ♦! +$❛❝❦✐♥❣ ❢❛✉❧$+ ✐♥ $❤❡ +②+$❡♠✳ ❚❤❡✐!

♣❡!✐♦❞✐❝✐$② ✐♥ c ❞✐!❡❝$✐♦♥ ♦❢ ∼ 22 ❧❛②❡!+ ✐+ ✐♥ !❡♠❛!❦❛❜❧❡ ❛❣!❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❝♦❤❡!❡♥❝❡

❧❡♥❣$❤ ✐♥ c ❞✐!❡❝$✐♦♥✳ ■❢ $❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧+ ❝❛✉+❡❞ +✉♣♣!❡++✐♦♥ ♦❢ $❤❡ +✉♣❡!❝♦♥❞✉❝$✐♥❣

♦!❞❡! ♣❛!❛♠❡$❡!✱ $❤✐+ +$!✉❝$✉!❡ ❝♦✉❧❞ ❝❛✉+❡ $❤❡ ❛♣♣❡❛!❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝$✳ ❙✉❝❤

❛ ✈❛!✐❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♦!❞❡! ♣❛!❛♠❡$❡! ❛❧♦♥❣ $❤❡ c ❞✐!❡❝$✐♦♥✱ ❝♦✉❧❞ ❛❧+♦ ❧❡❛❞ $♦ $❤❡ ♣!❡+❡♥❝❡

♦❢ $✇♦ ❡♥❡!❣② +❝❛❧❡+ ✐♥ $❤❡ +②+$❡♠ ❛♥❞ ♦❜+❡!✈❛$✐♦♥ ♦❢ $✇♦ +✉♣❡!❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ❣❛♣+ ✐♥

$❤❡ ❡♥❡!❣② +♣❡❝$!✉♠ ✭+❡❡ ❈❤❛♣$❡! ✺✮✳ ❑♦❣❛! et al. ♦❜+❡!✈❡❞ $❤❛$ $❤❡ ✐♥❝♦♠♠❡♥+✉!❛$❡

♣❤❛+❡ ❡♠❡!❣❡+ ❛$ $❤❡ +❛♠❡ ❝♦♣♣❡! ❝♦♥❝❡♥$!❛$✐♦♥ ❛+ +✉♣❡!❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$② ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2✱

❛♥❞ ♣❡!+✐+$+ $♦ $❤❡ ❤✐❣❤❡+$ ❝♦♥❝❡♥$!❛$✐♦♥+ ✇✐$❤♦✉$ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐$+ ❝!✐$✐❝❛❧ $❡♠♣❡!❛$✉!❡✳

❈♦✐♥❝✐❞❡♥$❛❧❧②✱ $❤❡ +$!❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝$ ❛♥❞ $❤❡ ♣!❡+❡♥❝❡ ♦❢ $✇♦ ❣❛♣+ ❛!❡ ❛❧+♦

❜♦$❤ ❞♦♣✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ $❤❡ ♦!✐❣✐♥ ♦❢ $❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝$ ❛♥❞ $✇♦ ❡♥❡!❣②

❣❛♣+ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 +$✐❧❧ ❤❛+ $♦ ❜❡ ❝❧❛!✐✜❡❞✳
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❙✉♠♠❛$② ♦❢ (❤❡ $❡+✉❧(+

■♥ "❤✐% ✇♦(❦ ✇❡ %"✉❞✐❡❞ "❤❡ %✉♣❡(❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ %✐♥❣❧❡ ❝(②%"❛❧% ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 ✇✐"❤ ❝♦♣♣❡(

❞♦♣✐♥❣ ❢(♦♠ x = 0.052 "♦ x = 0.092✱ "❤✉% ❝♦✈❡(✐♥❣ ❧❛(❣❡ ♣❛(" ♦❢ "❤❡ %✉♣❡(❝♦♥❞✉❝"✐♥❣

❞♦♠❡ ✐♥ "❤❡ ♣❤❛%❡ ❞✐❛❣(❛♠✳ ▼✐♥✐❛"✉(❡ ❍❛❧❧ ♣(♦❜❡% ✇❡(❡ ✉%❡❞ "♦ ❞❡"❡(♠✐♥❡ ❧♦❝❛❧❧②

♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝"✐♦♥ B ✐♥ "❤❡ %✉♣❡(❝♦♥❞✉❝"♦(✳ ❋(♦♠ "❤❡ %♣❛"✐❛❧ ✈❛(✐❛"✐♦♥ ♦❢ B✱ ✇❡
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✭✷✵✵✹✮✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✶✵✸✴K❤②7❘❡✈❇✳✼✵✳✶✽✵✺✵✹

❬✼✸❪ ❋✳ ▲❡✈②✲❇❡0F0❛♥❞✱ ❇✳ ▼✐❝❤♦♥✱ ❏✳ ▼❛0❝✉7✱ ❈✳ ▼❛0❝❡♥❛F✱ ❏✳❑❛↔♠❛0↔`❦✱ ❚✳ ❑❧❡✐♥✱ ❍✳

❈❡0❝❡❧❧✐❡0✱ K✉③③❧✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦0 7✉0❢❛❝❡ 7✉♣❡0❝♦♥❞✉❝F✐✈✐F② ✐♥ F❤❡ ❧❛②❡0❡❞ ❞✐❝❤❛❧❝♦✲

❣❡♥✐❞❡ ❈✉10%❚✐❙❡2✱ K❤②7✐❝❛ ❈ ✺✷✸✱ ✶✾ ✭✷✵✶✻✮✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳♣❤②7❝✳✷✵✶✻✳✵✷✳✵✵✹

❬✼✹❪ ❉✳ ❱✳ ❊✈F✉7❤✐♥7❦②✱ ❉✳ ❙✳ ■♥♦7♦✈✱ ❱✳ ❇✳ ❩❛❜♦❧♦F♥②②✱ ▼✳ ❙✳ ❱✐❛③♦✈7❦❛✱ ❘✳ ❑❤❛7❛♥♦✈✱

❆✳ ❆♠❛F♦✱ ❍✳✲❍✳ ❑❧❛✉77✱ ❍✳ ▲✉❡F❦❡♥7✱ ❈❤✳ ◆✐❡❞❡0♠❛②❡0✱ ●✳ ▲✳ ❙✉♥✱ ❱✳ ❍✐♥❦♦✈✱

❈✳ ❚✳ ▲✐♥✱ ❆✳ ❱❛0②❦❤❛❧♦✈✱ ❆✳ ❑♦✐F③7❝❤✱ ▼✳ ❑♥✉♣❢❡0✱ ❇✳ ❇i❝❤♥❡0✱ ❆✳ ❆✳ ❑♦✲

0❞②✉❦✱ ❙✳ ❱✳ ❇♦0✐7❡♥❦♦✱ ▼♦♠❡♥F✉♠✲0❡7♦❧✈❡❞ 7✉♣❡0❝♦♥❞✉❝F✐♥❣ ❣❛♣ ✐♥ F❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢

✶✵✺



❇❛1−x❑x❋❡2❆&2 ❢(♦♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❆❘1❊❙ ❛♥❞ µ❙❘ ♠❡❛&✉(❡♠❡♥5&✱ ◆❡✇ ❏♦✉(♥❛❧ ♦❢

1❤②&✐❝& ✶✶✱ ✵✺✺✵✻✾ ✭✷✵✵✾✮✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✵✽✽✴✶✸✻✼✲✷✻✸✵✴✶✶✴✺✴✵✺✺✵✻✾

❬✼✺❪ 1✳ ❘♦❞✐Q(❡✱ ❚✳ ❑❧❡✐♥✱ ▲✳ ▲❡♠❜❡(❣❡(✱ ❑✳ ❍❛&&❡❧❜❛❝❤✱ ❆✳ ❉❡♠✉❡(✱ ❏✳ ❑❛↔♠❛(↔W❦✱

❩✳ ❙✳ ❲❛♥❣✱ ❍✳ ◗✳ ▲✉♦✱ ❳✳ ❨✳ ▲✉✱ ❍✳ ❍✳ ❲❡♥✱ ❋✳ ●✉❝♠❛♥♥✱ ❈✳ ▼❛(❝❡♥❛5✱

❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ 5❤❡ ♣❤②&✐❝❛❧ ♣(♦♣❡(5✐❡& ✐♥ ❇❛✭❋❡✱◆✐✮2❆&2 &✐♥❣❧❡ ❝(②&5❛❧&✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦(

c✉❛♥5✉♠ ✢✉❝5✉❛5✐♦♥&✱ 1❤②&✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇ ✽✺✱ ✷✶✹✺✵✻ ✭✷✵✶✷✮✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✶✵✸✴1❤②&✲

❘❡✈❇✳✽✺✳✷✶✹✺✵✻

❬✼✻❪ ❩✳ ▼❡❞✈❡❝❦f✱ ❚✳ ❑❧❡✐♥✱ ❱✳ ❈❛♠❜❡❧✱ ❏✳ ➆♦❧5i&✱ ●✳ ❑❛(❛♣❡5(♦✈✱ ❋✳ ▲❡✈②✲❇❡(5(❛♥❞✱

❇✳ ▼✐❝❤♦♥✱ ❈✳ ▼❛(❝❡♥❛5✱ ❩✳ 1(✐❜✉❧♦✈f✱ 1✳ ❙❛♠✉❡❧②✱ ❖❜&❡(✈❛5✐♦♥ ♦❢ ❛ 5(❛♥&✈❡(&❡

▼❡✐&&♥❡( ❡✛❡❝5 ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 &✐♥❣❧❡ ❝(②&5❛❧&✱ 1❤②&✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇ ✾✸✱ ✶✵✵✺✵✶✭❘✮

✭✷✵✶✻✮✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✶✵✸✴1❤②&❘❡✈❇✳✾✸✳✶✵✵✺✵✶

❬✼✼❪ ●✳ ❇❧❛55❡(✱ ❏✳ ❘❤②♥❡(✱ ❱✳ ▼✳ ❱✐♥♦❦✉(✱ ❱♦(5❡① ♣✐♥♥✐♥❣ ❜② 5✇✐♥ ❜♦✉♥❞✲

❛(✐❡& ✐♥ ❝♦♣♣❡( ♦①✐❞❡ &✉♣❡(❝♦♥❞✉❝5♦(&✱ 1❤②&✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇ ✹✸✱ ✼✽✷✻ ✭✶✾✾✶✮✳

❉❖■✿ ✶✵✳✶✶✵✸✴1❤②&❘❡✈❇✳✹✸✳✼✽✷✻❀ ❆✳ ❆✳ ❩❤✉❦♦✈✱ ●✳ ❑✳ 1❡(❦✐♥&✱ ❏✳ ❱✳ ❚❤♦♠❛&✱

❆✳ ❉✳ ❈❛♣❧✐♥✱ ❍✳ ❑m♣❢❡(✱ ❚✳ ❲♦❧❢✱ ❉✐(❡❝5 ♦❜&❡(✈❛5✐♦♥ ♦❢ 5✐❧5❡❞ ✈♦(5❡① &5(✉❝5✉(❡&

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② 5✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛(✐❡& ✐♥ ❨❇❛2❈✉3❖y &✐♥❣❧❡ ❝(②&5❛❧&✱ 1❤②&✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇ ✺✻✱

✸✹✽✶ ✭✶✾✾✼✮✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✶✵✸✴1❤②&❘❡✈❇✳✺✻✳✸✹✽✶

✶✵✻



▲✐"# ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛#✐♦♥"

▼❛❣♥❡%✐❝ ❛♥❞ %❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣*♦♣❡*%✐❡/ ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2 /✐♥❣❧❡ ❝*②/%❛❧/✳

❩✳ "#✐❜✉❧♦✈*✱ ❩✳ ▼❡❞✈❡❝❦*✱ ❏✳ ❑❛↔♠❛#↔6❦✱ ❱✳ ❑♦♠❛♥✐❝❦9✱ ❚✳ ❑❧❡✐♥✱ "✳ ❘♦❞✐<#❡✱ ❋✳

▲❡✈②✲❇❡#B#❛♥❞✱ ❇✳ ▼✐❝❤♦♥✱ ❈✳ ▼❛#❝❡♥❛B✱ "✳ ❍✉F❛♥6❦♦✈*✱ ❱✳ ❈❛♠❜❡❧✱ ❏✳ ➆♦❧B9F✱ ●✳

❑❛#❛♣❡B#♦✈✱ ❙✳ ❇♦#✐F❡♥❦♦✱ ❉✳ ❊✈B✉F❤✐♥F❦②✱ ❍✳ ❇❡#❣❡#✱ "✳ ❙❛♠✉❡❧②✱

 ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇ ✾✺✱ ✶✼✹✺✶✷ ✭✷✵✶✼✮✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✶✵✸✴ ❤②#❘❡✈❇✳✾✺✳✶✼✹✺✶✷

❖❜/❡*✈❛%✐♦♥ ♦❢ ❛ %*❛♥/✈❡*/❡ ▼❡✐//♥❡* ❡✛❡❝% ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 /✐♥❣❧❡ ❝*②/%❛❧/✳

❩✳ ▼❡❞✈❡❝❦*✱ ❚✳ ❑❧❡✐♥✱ ❱✳ ❈❛♠❜❡❧✱ ❏✳ ➆♦❧B9F✱ ●✳ ❑❛#❛♣❡B#♦✈✱ ❋✳ ▲❡✈②✲❇❡#B#❛♥❞✱ ❇✳

▼✐❝❤♦♥✱ ❈✳ ▼❛#❝❡♥❛B✱ ❩✳ "#✐❜✉❧♦✈*✱ "✳ ❙❛♠✉❡❧②✱

 ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇ ✾✸✱ ✶✵✵✺✵✶✭❘✮ ✭✷✵✶✻✮✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✶✵✸✴ ❤②#❘❡✈❇✳✾✸✳✶✵✵✺✵✶

▲♦❝❛❧ ▼❛❣♥❡%♦♠❡%*② ♦❢ ❈✉0.064❚✐❙❡2✳

❩✳ "#✐❜✉❧♦✈*✱ ❩✳ ▼❡❞✈❡❝❦*✱ ❏✳ ❑❛↔♠❛#↔6❦✱ ❱✳ ❑♦♠❛♥✐❝❦9✱ ❚✳ ❑❧❡✐♥✱ "✳ ❍✉F❛♥6❦♦✈*✱

❱✳ ❈❛♠❜❡❧✱ ❏✳ ➆♦❧B9F✱ ●✳ ❑❛#❛♣❡B#♦✈✱ "✳ ❙❛♠✉❡❧②✱

❆❝@❛  ❤②#✐❝❛  ♦❧♦♥✐❝❛ ❆ ✶✷✻✱ ✸✼✵ ✭✷✵✶✹✮✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✷✻✾✸✴❆ ❤②# ♦❧❆✳✶✷✻✳✸✼✵

❈♦♠♣❛*✐/♦♥ ♦❢ %❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝% ✐♥ ❞✐✛❡*❡♥% ❈✉x❚✐❙❡2 /✐♥❣❧❡ ❝*②/%❛❧/✳

❩✳ ▼❡❞✈❡❝❦*✱ ❚✳ ❑❧❡✐♥✱ ❱✳ ❈❛♠❜❡❧✱ ❏✳ ➆♦❧B9F✱ ●✳ ❑❛#❛♣❡B#♦✈✱ ❋✳ ▲❡✈②✲❇❡#B#❛♥❞✱ ❇✳

▼✐❝❤♦♥✱ ❩✳ "#✐❜✉❧♦✈*✱ "✳ ❙❛♠✉❡❧②✱

✲ ✉♥❞❡F ❝♦♥#✐❞❡F❛@✐♦♥ ✐♥  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇

✶✵✼



▲✐"# ♦❢ ❝♦♥❢❡)❡♥❝❡" ❛♥❞ ❝♦✉)"❡"

❙❡♣#❡♠❜❡& ✷✻

th
✲ ❖❝#♦❜❡& ✸

rd
✱ ✷✵✶✻

❈!②♦❝♦✉!&❡ ✷✵✶✻✱ ❊!♣♦♦✱ ❋✐♥❧❛♥❞

✲ ❙❝❤♦♦❧ ❛♥❞ ❲♦&❦8❤♦♣ ✐♥ ❈&②♦❣❡♥✐❝8 ❛♥❞ ◗✉❛♥#✉♠ ❊♥❣✐♥❡❡&✐♥❣

✲ ♣❛&#✐❝✐♣❛♥#

❙❡♣#❡♠❜❡& ✸

rd
✲ ✼

th
✱ ✷✵✶✻

◆❛♥♦✲❙❈ ✷✵✶✻✱ ●❛,♠✐!❝❤✲1❛,2❡♥❦✐,❝❤❡♥✱ ●❡,♠❛♥②

✲ ◆❛♥♦ ❝♦♥✜♥❡❞ 8✉♣❡&❝♦♥❞✉❝#♦&8 ❛♥❞ #❤❡✐& ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥

✲ ♣♦8#❡& ♣&❡8❡♥#❛#✐♦♥✿ ❖❜8❡&✈❛#✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝# ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ✈✐❛ ❧♦❝❛❧ ❍❛❧❧ ♣&♦❜❡

♠❛❣♥❡#♦♠❡#&②

❏✉♥❡ ✶✸

th
✲ ✶✼

th
✱ ✷✵✶✻

❈❙▼❆●✬✶✻✱ ❑♦➨✐❝❡✱ ❙❧♦✈❛❦✐❛

✲ ✶✻

th
❈③❡❝❤ ❛♥❞ ❙❧♦✈❛❦ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❣♥❡#✐8♠

✲ ♣♦8#❡& ♣&❡8❡♥#❛#✐♦♥✿ ❈♦♠♣❛&✐8♦♥ ♦❢ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝# ✐♥ ❞✐✛❡&❡♥# ❈✉x❚✐❙❡2 8✐♥❣❧❡ ❝&②8#❛❧8

❆✉❣✉8# ✷✸

rd
✲ ❆✉❣✉8# ✷✽

th
✱ ✷✵✶✺

▼

2
❙ ✷✵✶✺✱ ●❡♥❡✈❛✱ ❙✇✐#③❡&❧❛♥❞

✲ ▼❛#❡&✐❛❧8 ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐8♠8 ✐❢ ❙✉♣❡&❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#②

✲ ♣♦8#❡& ♣&❡8❡♥#❛#✐♦♥✿ ▲♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝# ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 8✐♥❣❧❡ ❝&②8#❛❧8

❙❡♣#❡♠❜❡& ✷✶

st
✲ ✷✻

th
✱ ✷✵✶✸

❱❖❘❚❊❳ ❱■■■

✲ ❊✐❣❤#❤ ✐♥#❡&♥❛#✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡&❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦&#❡① ♠❛##❡& ✐♥ ♥❛♥♦8#&✉❝#✉&❡❞ 8✉♣❡&❝♦♥❞✉❝#♦&8

✲ ♣♦8#❡& ♣&❡8❡♥#❛#✐♦♥✿ ▲♦❝❛❧ ▼❛❣♥❡#♦♠❡#&② ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2

❏✉♥❡ ✶✼

th
✲ ✷✶

st
✱ ✷✵✶✸

❈❙▼❆●✬✶✸✱ ❑♦➨✐❝❡✱ ❙❧♦✈❛❦✐❛

✲ ✶✺

th
❈③❡❝❤ ❛♥❞ ❙❧♦✈❛❦ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❣♥❡#✐8♠

✲ ♣♦8#❡& ♣&❡8❡♥#❛#✐♦♥✿ ▲♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡#♦♠❡#&② ♦❢ ❈✉x❚✐❙❡2

✶✵✽



❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❛♣♣❛r❛ît ❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♦✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s✉♣r❛✲
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❡t ❝❡s ❛✉tr❡s ét❛ts ♦r❞♦♥♥és ❡st ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉
s♦❧✐❞❡ ♠♦❞❡r♥❡✳ ❈✉x❚✐❙❡2 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❞✐❝❤❧♦r♦❣é♥✉r❡s ❞❡ ♠ét❛✉① ❞❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥✱ ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❡t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❤❛r❣❡
✭❈❤❛r❣❡ ❉❡♥s✐t② ❲❛✈❡ ✲ ❈❉❲✮ ❬✶❪✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ é❧❡❝tr♦♥✲
✐q✉❡ ❞❡ ❈✉x❚✐❙❡2 ✭t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✈❡rs✉s ❞♦♣❛❣❡ ❡♥ ❝✉✐✈r❡✮ ❬✷❪✱ ❧❛ ❈❉❲ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s
✶T ✲❚✐❙❡2 ✭❛✉ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ∼ 200 ❑✮ ♠❛✐s s❡♠❜❧❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡
❞♦♣❛❣❡ ❡♥ ❝✉✐✈r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝é❞❛♥t ❧❛ ♣❧❛❝❡ à ✉♥ ❞ô♠❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ ❈❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬ét❛t ❈❉❲ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❡♥ ❝✉✐✈r❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✱
❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❈❉❲ ❬✸❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡
ré❝❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❡ r❛②♦♥s ❳ ❬✹❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ■❧s
♦♥t ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❞❡s ♣❛r♦✐s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t✴♦✉ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t
q✉❡ ❧✬ét❛t ❈❉❲ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡ ♠❛✐s ♣❡rs✐st❡ s♦✉s ❧❡ ❞ô♠❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ ❡t
❝❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ ❝✉✐✈r❡ ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳ ▲❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st
très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✭ξc✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té
❡t ❞❡ ❧✬ét❛t ❈❉❲ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛✛❡❝t❡r ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❞❛♥s
❈✉x❚✐❙❡2✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❥❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡s
à s♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s ♠♦♥♦❝r✐st❛✉① ❞❡ ❈✉x❚✐❙❡2 ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡♥❡✉rs
❡♥ ❝✉✐✈r❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥tré❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ✈♦rt❡① ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❈❡s ♣r♦✜❧s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r✱ Hc1✭❚✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡
❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❝❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❝r✐t✐q✉❡s ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱ λ
❡t ξ✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❥❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s ♦♥t
ré✈é❧é ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡t ❞✐t ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥✱ ❝♦♥❢♦r♠❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛tt❡r✱ q✉✐ ❛ été
♠♦❞✐✜é ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳ ❈❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ♦♥t été ❝♦♠♣❛ré❡s
s✉r tr♦✐s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ t❡♥❡✉r ❡♥ ❝✉✐✈r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
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✶✳ ❈✉x❚✐❙❡2

❈✉x❚✐❙❡2 ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✐♥t❡r❝❛❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ✶T ✲❚✐❙❡2✱ q✉✐
❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❞✐❝❤❧♦r♦❣é♥✉r❡s ❞❡ ♠ét❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼❡t❛❧
❉✐❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡s ✲ ❚▼❉✮✳ ▲❡s ❚▼❉ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ✉♥
❝❛r❛❝tèr❡ q✉❛s✐ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s
s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ▼♦❙2✱ ❲❙2✮✱ s❡♠✐♠ét❛❧❧✐q✉❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❲❚❡2✱ ❚✐❙❡2✮
♦✉ ❞❡ ✧❜♦♥s✧ ♠ét❛✉① ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ◆❜❙2✱ ❱❙❡2✮✳ ➚ ❜❛ss❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s ❞✬❡♥tr❡
❡✉① ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❛✉tr❡s s✉♣r❛✲
❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s ✭✈♦✐r ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✶❪ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡✈✉❡✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡r✲
t❛✐♥s ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s♦♥t ❞❡s s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉rs à ❣❛♣s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✭❝♦♠♠❡ ▼❣❇2✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡s
♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ✧♣s❡✉❞♦❣❛♣✧ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡s ♣♥✐❝t✐❞❡s ♦✉ ❧❡s ❝✉♣r❛t❡s✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❚▼❉ ♣rés❡♥t❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✭❈❉❲✮ ❡t ✉♥❡
♣❤❛s❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝tr✐❝❡ ✭❙❈✮✳ ▲❡s ❈❉❲ s♦♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s✱ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡r ❞✬✉♥❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❛t♦♠✐q✉❡✳
❘✳ ❊✳ P❡✐❡r❧s ❛ été ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ♣ré❞✐r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❈❉❲✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❛ ❞é❝♦✉✈❡rt ✉♥❡
✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡s ♠ét❛✉① ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ à ♠♦✐t✐é r❡♠♣❧✐❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ ❞❡ P❡✐❡r❧s✱ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❡st ❞é♣❡♥sé❡ ♣♦✉r ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡s ✐♦♥s ❞❡ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ rés❡❛✉ ♣❛ss❡ ❞❡ a à 2a✳ ▲❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡
❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ♣❛ss❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ k = π/a à k = π/2a ❡t ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ k ∼ π/2a ✭❞❡♠✐✲r❡♠♣❧✐ss❛❣❡✮ ❞✐✛✉s❡♥t ❛❧♦rs s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥ ❣❛♣ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡r♠✐ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡ r❛♠♦❧❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣❤♦♥♦♥s ♣♦✉r q = π/a✳ ▲❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
s❡ ❞é❝❛❧❡♥t ✈❡rs ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① é♥❡r❣ét✐q✉❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s st❛❜✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡✳
▲❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❝♦❡①✐st❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❈❉❲ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡ ✭■❈❉❲✮
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈❉❲ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡♥t✐❡r
❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❝r✐st❛❧❧✐♥✳ ▲❛ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❛✈❡❝ ✉♥❡
♣❤❛s❡ ❈❉❲ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❈❈❉❲✮ ❡st ❡❧❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r❛r❡✳

▼♦r♦s❛♥ et al. ♦♥t ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ s✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣♦❧②❝r✐st❛❧❧✐♥s ❞❡
❈✉x❚✐❙❡2 ❬✷❪✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ rés✐st✐✈✐té ❡t ❞❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐té ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ✐❧s ♦♥t
❞ét❡r♠✐♥é ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ ❈❉❲ ❡t ❧✬ét❛t s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r s✉r ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ T (x) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ♣rés❡♥té
❡♥ ❋✐❣✳✶✳ ❊♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ ❝✉✐✈r❡✱ ❧✬ét❛t ❈❉❲ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t ♣♦✉r x ≥ 0.04
❧❛ ♣❤❛s❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝tr✐❝❡ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✳ ▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ Tc = 4.15 ❑
❡st ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r x = 0.08✳ ❆✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ Tc ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t ❝ré❡ ✉♥ ❞ô♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ s♦❧✉❜✐❧✐té ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r x = 0.11
❧♦rsq✉❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✬❛rrêt❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡✲
✈✐❡♥♥❡♥t st❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❡st ❞♦♥❝ x = 0.08 ✭t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✮✳ ➚ ❝❡tt❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ▼♦r♦s❛♥ et al. ♥✬♦♥t ♣❧✉s ♦❜s❡r✈é
❧✬ét❛t ❈❉❲✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s✉❣❣éré q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❉❲ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
❧✐é❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❙❈✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛✣r♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❞ô♠❡ ❙❈
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✐r❡❝t ❞✉ ❞♦♣❛❣❡✳ Tc ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝❛r ❧❡
❝✉✐✈r❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s à ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥
❝✉✐✈r❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à x > 0.08✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❡t Tc
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❈✉x❚✐❙❡2 ✭t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
❞♦♣❛❣❡ ❡♥ ❝✉✐✈r❡ x✮✳ ■♥s❡rt✿ ❙tr✉❝t✉r❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝r✐st❛❧✳ ❬✷❪

❞✐♠✐♥✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ✶T ✲❚✐❙❡2
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❬✺❪✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❞ô♠❡ ❙❈ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ✉♥ ❞és♦r❞r❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❞♦♣❛❣❡✳

❉✬❛✉tr❡s r❡❧✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ❞ô♠❡ ❙❈ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡
✭◗❈P✮ ♦ù ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ à ✵ ❑ ✭♣♦✉r ❧❛ ❈❉❲✮ ❞❡✈r❛✐t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❬✸❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✐❧ ❡st t❡♥t❛♥t ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ TCDW (x) ♣♦✉rr❛✐t s✬❛♥♥✉❧❡r q✉❡❧q✉❡ ♣❛rt ❛✉t♦✉r ❞❡ x = 0.08
❡t ❧❡ ◗❈P s❡ tr♦✉✈❡r❛✐t ❛❧♦rs à ♣r♦①✐♠✐té ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❞ô♠❡ ❙❈✳
▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❝❡♥t❡s ❞❡ ❑♦❣❛r et al. ❬✹❪✱ ♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ré❢✉té ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ◗❈P
❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❛ ét✉❞✐é ❧❛ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬ét❛t ❈❉❲ ♣❛r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❞❡ r❛②♦♥s X ❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❛tt❡♥❞✉ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ✐❧s ♦♥t ❝♦♥st❛té q✉❡
❧✬ét❛t ❈❉❲ ♥✬❡st ♣❛s s✉♣♣r✐♠é ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ é❧❡✈é ❡♥ ❝✉✐✈r❡✱ ♠❛✐s q✉❡ ❧❡s ♣✐❝s ❞❡
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❉❲ s❡ ❞é❝❛❧❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣♦✉r x > 0.05 ✭❧♦rsq✉❡ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té
é♠❡r❣❡✮✱ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧✬ét❛t ❈❉❲ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ rés❡❛✉ ❝r✐st❛❧❧✐♥ ✭❝❡
❞é❝❛❧❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ∼ 20 ❝❡❧❧✉❧❡s ✉♥✐tés✮✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ✐❧s ♦♥t ❝♦♥str✉✐t
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✳✷✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❈❉❲ ✐♥✲
❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ t♦✉t ❧❡ ❞ô♠❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❝r✐t✐q✉❡ TCDW ét❛♥t ♣r❡sq✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ❡♥ ❝✉✐✈r❡✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡
✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡ ❞❛♥s ❈✉x❚✐❙❡2 ❛ été ❛ttr✐❜✉é❡ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r♦✐s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ♦✉
à ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ c✱ ❞é❥à ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ♣r♦✈♦q✉❡r ✉♥❡
❧é❣èr❡ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❈❉❲ ❞❛♥s ✶T ✲❚❛❙2 ❬✻❪✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡
♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡
s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝tr✐❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ c✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❈✉x❚✐❙❡2 ✭ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❡♥
❝✉✐✈r❡ x✮ ♠♦♥tr❛♥t ❧❛ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡ ❡t

❞❡ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té✳ ❬✹❪

▼❛❧❣ré s❛ str✉❝t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té
❞❛♥s ❈✉x❚✐❙❡2 r❡st❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ét✉❞❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥
s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r st❛♥❞❛r❞ ✭s✲✇❛✈❡✮ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s s✉❣❣èr❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧ ❞❛♥s ❧✬ét❛t s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡✱ κ ❡✛❡❝t✉é❡s
♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐ et al. ❬✼❪ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ■❧s ♦♥t ♠❡s✉ré ✉♥
❝r✐st❛❧ ❧é❣èr❡♠❡♥t s♦✉s✲❞♦♣é ✭❈✉0.06❚✐❙❡2✮ ❥✉sq✉✬à ❡♥✈✐r♦♥ ✺✵ ♠❑✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♦♥ t❡r♠❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭❧✐♥é❛✐r❡✮ κ0✳ ■❧s ♦♥t ❛❧♦rs ♠♦♥tré ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ rés✐❞✉❡❧✱ ✭κ0/T ∼ 0 ♣♦✉r T → 0✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ s✐❣♥❡ ❝❧❛✐r ❞✬✉♥❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té
❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛♣ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ♥♦♥
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❛♥s ❧❡ ❣❛♣✱ ❧❡s q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♥♦♥
❞étr✉✐t❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡r♠✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t κ0/T ❡st ❛❧♦rs
♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ■❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ κ0/T ❞❛♥s ❈✉0.06❚✐❙❡2
❡t ❧✬♦♥t ❝♦♠♣❛ré à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r d✲✇❛✈❡ ❚❧✷✷✵✶✱ ❞❡s
s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉rs s✲✇❛✈❡ ✭◆❜ ❡t ■♥❇✐✮ ❡t ❧❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ♠✉❧t✐❜❛♥❞❡ s✲✇❛✈❡ ◆❜❙❡2✳
❧■s ❡♥ ♦♥t ❝♦♥❝❧✉ q✉❡ ❈✉0.06❚✐❙❡2 ❡st très ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✭❝♦♠♠❡ ■♥❇✐✮ ✉♥ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r
s✲✇❛✈❡ s❛❧❡✳

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ▼♦r♦s❛♥ et al. ❬✷❪ s✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
à ❞♦♣❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛✐❞❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❉❡ ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ s♦✉s ❝❤❛♠♣ ❢♦rt à ✵ ❑✱ ✐❧s ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ γ = 4.3 ♠❏ ♠♦❧−1❑−2 ❡t ♦♥t ❛❧♦rs ❞ét❡r♠✐♥é ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉
s❛✉t ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ à T = Tc ♣♦✉r ❍❂✵ ✿ ∆C/γTc = 1.68✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t
s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ r❛♣♣♦rt à ✶✳✹✾ ❛tt❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭t❤é♦r✐❡ ❇❈❙✮ ♣♦✉r
✉♥ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡ s✲✇❛✈❡✳
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P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♣❛❣❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
été ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❑❛↔♠❛r↔í❦ et al. ❬✾❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✲Gauche ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡ à Tc✮ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ Cs ❞✉ s✉♣r❛✲
❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❡t ❝❡❧❧❡ Cn ❞❡ ❧✬ét❛t ♥♦r♠❛❧ ✭∆C/T = Cs/T −Cn/T ✮ ♣♦✉r q✉❛tr❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❛✈❡❝ ❞❡s t❡♥❡✉rs ❡♥ ❝✉✐✈r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s s✉✐✈❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ Ces/γnT ✭✜❣✉r❡ ✸✲droite✮ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡
❇❈❙ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❥✉st❛❜❧❡ ✿ 2∆/kBTc✱ ♦ù ∆ ❡st ❧❡ ❣❛♣ à ✵ ❑ ❡t kB ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✳ ▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ été tr♦✉✈é ♣♦✉r ✉♥
❣❛♣ ✉♥✐q✉❡ 2∆/kBTc = 3.7✱ ❧é❣èr❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✸✳✺✷ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡
❇❈❙✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r à ❞❡✉①
❣❛♣s ◆❜❙2 ✭s②♠❜♦❧❡s ♥♦✐rs ♣❧❡✐♥s✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ s❛✉t ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡
s♦✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉①✱❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❛ss❡③ ❞✐✛èr❡♥t✱ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❧❡s ♣❧✉s ❜❛ss❡s ✭♣♦✉r ◆❜❙2✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❝❛❧♦r✐✜q✉❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡
à ❛✉❣♠❡♥t❡r ♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♣❧✉s ❜❛ss❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣❛♣ ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡✮✳

❊♥✜♥✱ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ▼✉♦♥ ❙♣✐♥ ❘♦t❛t✐♦♥ ✭µ❙❘✮ s✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❈✉x❚✐❙❡2
❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❡♥ ❝✉✐✈r❡ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❩❛❜❡r❝❤✐❦ et al.

�

❋✐❣✉r❡ ✸✿ Gauche ✲ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ∆C/T ✭✈♦✐r t❡①t❡✮ ♣♦✉r q✉❛tr❡
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❈✉x❚✐❙❡2 ❛✈❡❝ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❞♦♣❛❣❡s ❡♥ ❝✉✐✈r❡ ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❞❛♥s ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡
❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ à Tc✳ ▲✬❡♥❝❛rt ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s

r❡❢✳❬✷❪ ✭❧✐❣♥❡s✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡s q✉❛tr❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♠❡s✉rés ♣❛r ❑❛↔♠❛r↔í❦ et al. ✭❝❡r❝❧❡s
❝♦♠♣❧❡ts✮✳ Droite ✲ ❈❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ét❛t s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ♣♦✉r
❈✉0.086❚✐❙❡2 ✭❝❡r❝❧❡s ❜❧❡✉s✮ ❡t ❝♦✉r❜❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉❧ ❣❛♣ ✭α✲♠♦❞❡❧ ♣♦✉r
2∆/kBTc = 3.7✱ ❧✐❣♥❡ é♣❛✐ss❡✮ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ◆❜❙2 ✭♣♦✐♥ts ♥♦✐rs✮ ❬✶✵❪ ❛✈❡❝ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡✉① ❣❛♣s ✭❧✐❣♥❡ ♠✐♥❝❡✮✳ ▲✬✐♥s❡rt s✉♣ér✐❡✉r ♠♦♥tr❡ ❧❛

❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ Tc ♣♦✉r ❈✉0.086❚✐❙❡2 ✭❝❡r❝❧❡s ❜❧❡✉s✮ ❡t ❧✬✐♥s❡rt ✐♥❢ér✐❡✉r❡
♠♦♥tr❡ ❧✬é❝❛rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ●▲ ♣♦✉r ✉♥ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r s✲✇❛✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ❝❡t é❝❛rt ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ◆❜❙2 ✭♣♦✐♥ts ♥♦✐rs✮✳ ❬✾❪

✶✶✸



❬✶✶❪✳ P♦✉r ❧❡s tr♦✐s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ét✉❞✐és ✭❞❡ s♦✉s✲❞♦♣és à ❞♦♣❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✮✱ ✐❧s ♦♥t ♦❜s❡r✈é
q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡r♠✐ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❣❛♣♣é❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧s ♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ λ ❡t ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ λ(T ) ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ❞é❝r✐t
♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r s✲✇❛✈❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝ 2∆/kBTc = 3.52
♣♦✉r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛✐s q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦✉s✲❞♦♣és s✬❛❥✉st❡♥t
♠✐❡✉① ❛✉① ❝♦✉r❜❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❧✉s ♣❡t✐ts✱ 2∆/kBTc = 3 ❡t
✷✳✽ ♣♦✉r x = 0.057 ❡t x = 0.044✳

✷✳ ▼❛❣♥ét♦♠étr✐❡ à s♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛❧❧

▲❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r s❡s ♣r♦♣r✐étés
s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝tr✐❝❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣é♥ètr❡ ❞❛♥s ✉♥ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ■■
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈♦rt❡① ❞♦♥t ❧❡ ✢✉① ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡st q✉❛♥t✐✜é✳ ❈❡s ♦❜❥❡ts ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❡r ❞✐✈❡rs❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❧❡✉r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❤♦♠♦❣è♥❡✳
▼❡s✉r❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ✭❣❧♦❜❛❧❡✮ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s s✉✛✲
✐s❛♥t ❡t ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ❡rr❡✉rs s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❧♦❝❛❧❡s❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

▲❛ ♠❛❣♥ét♦♠étr✐❡ à s♦♥❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s s♦♥❞❡s ❞❡ ❍❛❧❧ ♠✐♥✐❛t✉r❡s s✐t✉é❡s à ♣r♦①✲
✐♠✐té ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ B ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❧❛ s♦♥❞❡ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❛❧♦rs ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ✉♥ ❝♦✉r❛♥t I✱ ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ ❍❛❧❧✱ VHall✱ ❡st ❣é♥éré❡ à
tr❛✈❡rs ❧❛ s♦♥❞❡✳ ❯♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥❡ s♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❡st s❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té
s ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s = ∆VHall/(Iµ0∆H) = ❬Ω ✴ ❚❪✱ ♦ù ∆VHall ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥
❞❡ ❍❛❧❧ ✐♥❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦♥❞❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ∆H✳ P♦✉r
♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❛✐sé♠❡♥t ✉♥❡ s♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛❧❧ s♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐✳❡✳ q✉❡
s❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té s♦✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❧✐❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛❧❧ ♠❡s✉ré❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳✹✲Gauche ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✉r ✉♥❡
s♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛❧❧ s✐t✉é❡ s♦✉s ✉♥ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ P♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ▼❡✐ss♥❡r ❡t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞✐❛♠❛❣♥❡t✐q✉❡
♣❛r❢❛✐t ❡①♣✉❧s❛♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ♥✉❧ ♠❛✐s ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❛✉sé❡ ♣❛r ✉♥❡
❞✐st❛♥❝❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❧❛ s♦♥❞❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r r❡t✐ré ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧✬♦✛s❡t ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♥✉❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ B(Ha)✱ ♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✳✹✲Droite✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐q✉é ❛tt❡✐♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ Hp✱ B ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❡♥tr❡r
❞❛♥s ❧❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❡t ❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛❧❧ s✐t✉é❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞ét❡❝t❡ ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs ✈♦rt❡① ✿ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧ B(Ha)✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ S✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ✢✉①
♠❛❣♥ét✐q✉❡ tr❛✈❡rs❛♥t ❧❛ s♦♥❞❡ ✭φ = B · S✮ ❡t ❝♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦rt❡① ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t
✉♥ q✉❛♥t✉♠ ❞❡ ✢✉① ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ φ0 = 2.0678 · 10−15 ❚♠2✱ B ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é
❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦rt❡① ❡♥r❡❣✐strés ♣❛r ❧❛ s♦♥❞❡✱ N = φ/φ0✳ ❯♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✶ ●
❡♥ B éq✉✐✈❛✉t à ✺ ✈♦rt❡① ♣♦✉r S = 100 µ♠2✳ P♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❝r♦✐ss❛♥t✱
❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ✈♦rt❡① ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r

✶✶✹
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ Gauche ✲ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ VHall ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ♣❧❛❝é❡
s♦✉s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ✭I = 50 µ❆✮✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♦✛s❡t à Ha = 0

❡t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✉❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡♥tr❡
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❧❛ s♦♥❞❡✳ Droite ✲ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♥♦✐r❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ ❞❡

Gauche ❛♣rès ❛✈♦✐r s✉♣♣r✐♠é ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧✬♦✛s❡t✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ♥♦✐r❡
✜♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ B = µ0Ha✳

♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ♥♦r♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝r✐t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r Hc2✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✱
❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐q✉é ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ B(Ha) s❡ ❝♦♥❢♦♥❞
❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡ B = µ0Ha✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ✼ s♦♥❞❡s ❞❡ ❍❛❧❧ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉rs
❝❡♥tr❡s sé♣❛rés ❞❡ ✷✺ ♦✉ ✸✺ µ♠✳ ❈❡tt❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡s s♦♥❞❡s ❞❡ ❍❛❧❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡
✈❡rr♦♥s✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r Hc1✳

✸✳ ❘és✉❧t❛ts ■✳

✸✳✶ ▲❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❥✬❛✐ ❡✛❡❝t✉é ❞❡s ♠❡s✉r❡s s✉r ❞❡s ♠♦♥♦❝r✐st❛✉① ❞❡ ❈✉x❚✐❙❡2
♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s t❡♥❡✉rs ❡♥ ❝✉✐✈r❡✱ x ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ❞❡ r❛②♦♥s X
✭❊❉❳✮✳ ▲❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝tr✐❝❡✱ Tc ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ x ❡t Tc ♦♥t été r❡♣♦rté❡s s✉r
❧❛ ❋✐❣✳✺✲Gauche ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ❧❡s ❜❛s❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ▼♦r♦s❛♥ et
al. ❬✷❪✳ ▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ét✉❞✐és ❛❧❧❛✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ s♦✉s✲❞♦♣és à s✉r✲❞♦♣és ✭0.04 < x < 0.1✮✱
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬ét❛t s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r s✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞ô♠❡
s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ ▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♦♥t été ♣ré♣❛rés ♣❛r tr❛♥s♣♦rt ❞✬✐♦❞❡ ❬✶✷❪✱ ♣❛r tr♦✐s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❆✱ ❇✱ ❈ ❡t ❉ ♦♥t été ♣ré♣❛rés ❞❛♥s ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●♦r❛♥ ❑❛r❛♣❡tr♦✈ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❉r❡①❡❧ à P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❡✱ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❊ ❡t
❋ ♣❛r ❍❡❧♠✉t❤ ❇❡r❣❡r ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❋é❞ér❛❧❡ à ▲❛✉s❛♥♥❡✱ ❡t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❋
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x Label Tc (K) 

0.052 D 2.3 

0.061 C 2.8 

0.064 B 3.2 

0.075 G 4.1 

0.084 A 3.8 

0.086 E 3.5 

0.092 F 3.0 

❋✐❣✉r❡ ✺✿ Gauche ✲ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❈✉x❚✐❙❡2 ♠♦♥tr❛♥t ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s
❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❡rs ❧✬ét❛t s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r Tc ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥❡✉r ❡♥ ❝✉✐✈r❡
x ♣♦✉r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✭❝❡r❝❧❡s ❝♦♠♣❧❡ts ❝♦❧♦rés✮ ❬✶✸❪✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡
♥♦✐r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ▼♦r♦s❛♥ et al. ✐♥ ❬✷❪✳ Droite ✲ ❚❛❜❧❡❛✉

rés✉♠❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ x ❡t Tc ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

♣❛r ❋❧♦r❡♥❝❡ ▲é✈②✲❇❡rtr❛♥❞ ❡t ❇❛st✐❡♥ ▼✐❝❤♦♥ ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ◆é❡❧ à ●r❡♥♦❜❧❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✲Gauche ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ✭❙❝❛♥♥✐♥❣

❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ✲ ❙❊▼✮ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❇ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ × ❧❛r❣❡✉r × é♣❛✐ss❡✉r ❂
250 × 250 × 50 µ♠3✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ r♦✉❣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉
❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♣rés❡♥tés ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✲Droite ✭♣♦✉r T = 1.6 ❑✱ s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ ✺✵✪ ❞❡ ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛ été ❞é♣❧❛❝é tr♦✐s ❢♦✐s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ s♦♥❞❡s ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❝♦♠♣❧❡t✮✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st s✐t✉é à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ X = 0
❡t s❡s ❛rêt❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ X = −3 ❡t X = 3✳ P♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s
❜❛s ✭✈♦✐r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ✶✵ ● ❡♥ ❋✐❣✳✻✲Droite✮✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ét❛✐t ❞❛♥s ❧✬ét❛t ▼❡✐ss♥❡r
❡t ❛✉❝✉♥ ❝❤❛♠♣ ♥✬❛ été ❞ét❡❝té ♠❛✐s ♣♦✉r Ha > 17.5 ●✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ✈♦rt❡①
❡♥tr❡♥t ❡t✱ ❡t ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐é❣❡❛❣❡✱ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❡♥
❞ô♠❡ ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝r♦✐t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐q✉é✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦✜❧ ♠❛❣♥ét✐q✉❡
♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ✈♦rt❡① s✬❛❝❝✉♠✉❧❡♥t ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱
❡t ❞♦♥❝ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ Hp✳ ❙✐ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱
❧❡ ♣✐é❣❡❛❣❡ ❛✈❛✐t été ❢♦rt✱ ❧❡s ✈♦rt❡① s❡r❛✐❡♥t r❡stés ♣✐é❣és ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❜♦r❞s ❡t✱ ♣♦✉r ❞❡s
❝❤❛♠♣s ❛♣♣❧✐q✉és ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈és✱ ❧❡s ✈♦rt❡① s❡ s❡r❛✐❡♥t ♣✐é❣és s✉r ❞✬❛✉tr❡s s✐t❡s
❥✉sq✉✬à ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝ré❛♥t ✉♥ ♣r♦✜❧ ❡♥
❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❡ttr❡ ✧❱✧✳ ■❧ ❛✉r❛✐t ❛❧♦rs été ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r Hp ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❜♦r❞s✳

▲❡ ♣r♦✜❧ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞ô♠❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❇ ✐♥❞✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♣✐é❣❡❛❣❡ ❞❛♥s ❝❡t
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t q✉❡ Hp ❞♦✐t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦♥❞❡s ❞❡ ❍❛❧❧ s✐t✉é❡s
♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♦❜t❡♥✉ ❧♦rsq✉❡ H ❛ été
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ Gauche ✲ ■♠❛❣❡ ❙❊▼ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❇✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ r♦✉❣❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♦♥t été ♠❡s✉rés✳ Droite ✲ Pr♦✜❧s ❞❡ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡ B(X) ❞❡ ❈✉0.064❚✐❙❡2 ✭é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❇✮✳ ▲❡s ❝❡r❝❧❡s ♣❧❡✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉①

❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ✈✐❞❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛ été r❛♠❡♥é à ③ér♦ ❬✶✹❪✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ✜♥❡s r❡❧✐❛♥t ❧❡s
♣♦✐♥ts s♦♥t ❞❡s ❣✉✐❞❡s ♣♦✉r ❧❡s ②❡✉①✳ ❡t ❧❡s ❧✐❣♥❡s é♣❛✐ss❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ♣r♦✜❧s ❝❛❧❝✉❧és à
♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❩❡❧❞♦✈ et. al ❬✶✺❪ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛rr✐èr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s

✭s❛♥s ♣✐é❣❡❛❣❡✮✳

r❛♠❡♥é à ✵ ● ✭❝❡r❝❧❡s ✈✐❞❡s ❡♥ ❋✐❣✳✻✲Droite✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ✈♦rt❡① s♦♥t r❡stés ♣✐é❣és
❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t q✉❡ ❧❡ ♣✐é❣❡❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ré♠❛♥❡♥t❡ ❞❡ B ❛✉ ❝❡♥tr❡✱
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵ ●✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❝r✐t✐q✉❡ Jc ∼ H/d ∼ 650 ❆✴❝♠2

✭♦✉ ❞ ❡st ❧❛ ❞❡♠✐✲❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ s♦✐t ✶✷✺ µ♠✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦♥♦❝r✐st❛✉① ❞❡ ❤❛✉t❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ▼❣❇2 ❬✶✻❪ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s Jc ❡st
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞és❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛✉t♦✉r
❞✉ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ P♦✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s
✐❝✐✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ s✉r ❧❡s ❝♦✐♥s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❧♦❝❛❧ à
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ② ❛tt❡✐♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ Hc1 ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t
❞♦♥❝ à ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ♣❛r ❝❡s ❝♦✐♥s✳ P♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❝r♦✐ss❛♥t✱ ❧❡s ✈♦rt❡①
s✬ét❡♥❞❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❡s ❝♦✐♥s ✈❡rs ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡
éq✉❛t♦r✐❛❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❞❡s ✈♦rt❡① s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t à
♠✐✲❤❛✉t❡✉r✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✈♦rt❡① ❡♥t✐❡r ♣é♥étré ❡♥✜♥ ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉
❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐q✉é✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ Hp✳ ▲❡s ❝♦✐♥s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s❡r✈❡♥t
❞❡ ❜❛rr✐èr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈♦rt❡① ❡t ❩❡❧❞♦✈ et al. ❬✶✺❪ ♣✉✐s ❇r❛♥❞t ❬✶✼❪ ♦♥t ét✉❞✐é

✶✶✼



❝❡ ❝❛s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❡t ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ Hp ♣❡✉t êtr❡ ❛❧♦rs ❧✐é à Hc1 s❡❧♦♥ ✿

Hc1 =
Hp

tanh

√

β
d

2w

, ✭✶✮

♦ù d/2w ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt é♣❛✐ss❡✉r s✉r ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ β ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✵✳✸✻✱ s✐ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ d ♦✉ 2w✱ ❡t β = 0.67 s✐ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ✉♥ ❞✐sq✉❡ ♣❧❛t ❬✶✼❪✳ ◆é❣❧✐❣❡r ❝❡s
❜❛rr✐èr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ s✉r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ Hc1✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r
d/2w << 1✳

▲❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦rt❡① ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❡✉r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❈✳ P✳ ❇❡❛♥ ❡t ❏✳ ❉✳ ▲✐✈✐♥❣st♦♥ ♦♥t ♠♦♥tré
q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♣♦✉✈❛✐t ❝ré❡r ✉♥❡ ❜❛rr✐èr❡ ❡♠♣ê❝❤❛♥t ❧✬❡♥tré❡
❞❡s ✈♦rt❡① ❬✶✽❪✳ ▲❡ s✉♣❡r✲❝♦✉r❛♥t ❝✐r❝✉❧❡ t♦✉❥♦✉rs t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t s❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ♥✉❧❧❡✳ P♦✉r r❡♠♣❧✐r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡♥tré❡ ❞✉
✈♦rt❡①✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐♠❛❣✐♥❡r q✉✬✉♥ ✈♦rt❡① ✈✐rt✉❡❧ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♣♣♦sé❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ✈♦rt❡① ré❡❧ ❡st ❛tt✐ré ♣❛r s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♠✐r♦✐r
❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ P❧✉s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❧✐ss❡✱ ♣❧✉s ❧✬✐♠❛❣❡ ♠✐r♦✐r ❡st
✧❝❧❛✐r❡✧✱ ❡t ♣❧✉s ❢♦rt❡ s❡r❛ ❝❡tt❡ ❜❛rr✐èr❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❜❛rr✐èr❡ ❞❡ ❇❡❛♥✲▲✐✈✐♥❣st♦♥ ✭❇▲❇✮✳ ❙✐
t♦✉t❡❢♦✐s ❧❛ r✉❣♦s✐té ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ λ✱ ❛❧♦rs
❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✧✢♦✉❡✧ ❡t ❧❛ ❇▲❇ ❞❡✈✐❡♥t ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳ ❇❡❛♥ ❡t ▲✐✈✐♥❣st♦♥ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡
❧❡ ✈♦rt❡① ♣❛ss❡ ❝❡tt❡ ❜❛rr✐èr❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛tt❡✐♥t
❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝r✐t✐q✉❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ Hc ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ Hp ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s
r❡❧✐é ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s à Hc1 ♠❛✐s à Hc✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s ❇▲❇ ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣é♥é✲
tr❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦rt❡① ♦✉ s✐ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡s✳ ❇r❛♥❞t et al. ❬✶✾❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ s✐ ❧❛
❇▲❇ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❧❡s ✈♦rt❡① ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r r❡♥tr❡r ♣❛r ❧❡s ❝♦✐♥s ❞ès ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ H ✭❝♦♠♠❡ ❞✐s❝✉té ❝✐✲❞❡ss✉s✮ ♠❛✐s q✉❡ s✐ ❝❡s ❇▲❇ s♦♥t ❢♦rt❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❝❡s ❝♦✐♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ H ❛tt❡✐♥t Hc ❡t ❝♦♠♠❡ Hc >> Hc1✱
❧❡s ❜❛rr✐èr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s♦♥t ❛❧♦rs ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡t ❧❡ ✈♦rt❡① ✧s❛✉t❡✧ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉
❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s ❡st ❞♦♥❝ q✉❡✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❜❛rr✐èr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✐♥s ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❡ ✈♦rt❡① ♥❡
♣é♥ètr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡t ✧❡✛❡t ❞❡ ❝♦✐♥✧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♣♦✉r ❧❡s ❇▲❇✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❡s
♣r♦✜❧s ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❊ ✭x = 0.086 ❡t Tc = 3.5 ❑✮ ♥♦✉s ❛ ❞♦♥♥é ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡
q✉❡st✐♦♥✳

❙❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t s❛ ❧❛r❣❡✉r s♦♥t ❞❡ 400×1000 µ♠2✱ ♠❛✐s s♦♥ é♣❛✐ss❡✉r ✈❛r✐❡ ❞❡ ≈ 50 µ♠
❞✉ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ à≈ 30 µ♠ ❛✉ ❜♦r❞ ❞r♦✐t ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♦♥t ❧❛ ❡♥❝♦r❡
été ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ tr♦✐s ♣r♦✜❧s ♣❛rt✐❡❧s ✭❋✐❣✳✼✲Gauche✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞é♣❛ss❡
Hp✱ ✉♥ ❞ô♠❡✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❇✱ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛♠♣ B(X)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉ ❞ô♠❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é
✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭✈❡rs X = 11✮ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞✬é♣❛✐ss❡✉r ✭❧❡ ❝ôté ❞r♦✐t ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ✜♥ q✉❡ ❧❡ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡✮✳ ▲❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ❝♦♥❞✉✐t ❡♥ ❡✛❡t à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ❝♦✉r❛♥ts ❞❡
▼❡✐ss♥❡r ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈♦rt❡① s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡✳ ▲❡s
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ Gauche ✲ Pr♦✜❧s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♠❡s✉rés à T = 0.5 ❑ ❞❛♥s ❡t ❛✉t♦✉r ❞❡
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❊ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❝r♦✐ss❛♥t✳ ▲❛ ❜♦ît❡ r♦✉❣❡ ❡t ❜❧❡✉❡ ♠❛rq✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

s✐❣♥❛❧ B ♣rès ❞✉ ❜♦r❞ ✭❍P✹✮ ❡t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❞ô♠❡ ✭❍P✶✶✮✳ Inser ✲ ❈r♦q✉✐s ❞❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ Droite ✲ B(Ha) ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠❡s✉ré❡s
♣❛r ❞❡s s♦♥❞❡s à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s♦✉s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ à T = 0.5 ❑✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ é♣❛✐ss❡
r♦✉❣❡ ❛ été ♠❡s✉ré❡ ♣rès ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❜❧❡✉❡ é♣❛✐ss❡ ❛ été

♦❜t❡♥✉❡ s✉r ❧❛ s♦♥❞❡ s✐t✉é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❞ô♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✈♦✐r
❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ r♦✉❣❡ ❡t ❜❧❡✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛♥♥❡❛✉ Gauche✮✳ ❬✶✸❪

♣r♦✜❧s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭♣♦s✐t✐♦♥s ✹✱ ✺ ❡t
✶✹✮ ✉♥ ❝❤❛♠♣ B ♥♦♥ ♥✉❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ô♠❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s
❝♦✉r❜❡s B(Ha) ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦♥❞❡s ✭❋✐❣✳✼✲Droite✮✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ B(Ha)
❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ s✐t✉é❡ ♣rès ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭❍P✹✮
❜✐❡♥ ♣❧✉s tôt q✉❡ s✉r ❧❡s s♦♥❞❡s s✐t✉é❡s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ✭♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉ ❞ô♠❡✱ ❍P✶✶
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❈❡tt❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✐♥s ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡s ❜❛rr✐èr❡s
❞❡ ❇❡❛♥✲▲✐✈✐♥❣st♦♥ s♦♥t ❞♦♥❝ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ Hp

✭❞ét❡r♠✐♥é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❍P✶✶✮ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡❧✐é ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r
Hc1 ✈✐❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳ ❉❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♦♥t été ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦♥♦❝r✐st❛✉①
ét✉❞✐és✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧❡ ♣✐é❣❡❛❣❡ ét❛✐t ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t q✉❡
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ét❛✐t ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡s ❜❛rr✐èr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s
t♦✉s ❧❡s ❝❛s✳

✸✳✷ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ Hp

▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ été r❡❢r♦✐❞✐s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♥✉❧ ❥✉sq✉✬à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
✈♦✉❧✉❡✳ ❖♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r ❥✉sq✉✬à ♦❜s❡r✈❡r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡
❞❡ B ♣♦✉r H = Hp(T )✳ ▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ Hp(T ) ♠❡s✉ré❡s s✉r s✐①
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ❡♥ ❝✉✐✈r❡ ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❡♥ ❋✐❣✳✽ ✭❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Hp(T )
♦♥t été ♥♦r♠❛❧✐sé❡s à Hp(0) ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡s à Tc✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ♥♦✉s

✶✶✾
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ Hp(T )/Hp(0) ♣♦✉r ✻ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡
❈✉x❚✐❙❡2 ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❞t❛✉① ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ❡♥ ❝✉✐✈r❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ♥♦✐r❡ ♠♦♥tr❡
❧❛ ❝♦✉r❜❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r 2∆/kBTc = 3.7 ✭❧✐♠✐t❡ ♣r♦♣r❡✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ♥♦s
❞♦♥♥é❡s ♥❡ s✉✐✈❡♥t ♣❛s ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛✐s s♦♥t ♠✐❡✉① ❞é❝r✐t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à

❞❡✉① ❣❛♣s ❛✈❡❝ ∆1/kBTc ∼ 2.4 ❡t ∆2/kBTc ∼ 3.7✳ ❬✶✸❪✳

❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡
❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ❡♥ ❝✉✐✈r❡✳

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛rr✐èr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ Hp ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐ ❡♥ Hc1 ✈✐❛ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭✈♦✐r ❊q✳✶✮✱ ❡t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ Hp ❡t Hc1 s♦♥t ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st très ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ✭Hc1 ∼ 1/λ2 ✮ ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ q✉❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡
❝♦✉♣❧❛❣❡ 2∆/kBTc ❬✷✵❪✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ❡♥ ❋✐❣✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉
♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ 2∆/kBTc ∼ 3.7 ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r✱
✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ♦❜s❡r✈é ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡t ✉♥ ❜✐❡♥
♠❡✐❧❧❡✉r ❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ✉♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t à ❞❡✉① ❣❛♣s✱ ❧✬✉♥
❛✈❡❝ 2∆1/kBTc = 3.7 ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ 2∆2/κBTc = 2.4✳

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ❣❛♣ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té
s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ♣❛r ❚❉❖ ✭❚✉♥♥❡❧ ❉✐♦❞❡ ❖s❝✐❧❧❛t♦r✮✱ ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r P✳ ❘♦❞✐èr❡ ❞❡ ■♥s✐t✉t ◆é❡❧
à ●r❡♥♦❜❧❡ ❬✶✸❪✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❚❉❖ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥
❝✐r❝✉✐t ❡♥t♦✉r❛♥t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦❜✐♥❡ ❞✬✐♥❞✉❝t❛♥❝❡
L✱ ♣♦❧❛r✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r à ❞✐♦❞❡ t✉♥♥❡❧✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥
✐♥❞✉✐t ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡❧✐é à λ
✭✈✐❛ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡✮✳ ■❧s ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ λ(T )✱ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ❜✐❡♥ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❛tt❡st❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣❛♣

✶✷✵



s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt✳ ❉❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❆✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛ été
❡st✐♠é à 2∆/kBTc ∼ 2.4 ❡t ❞❡s r❛♣♣♦rts s✐♠✐❧❛✐r❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❇ ✭2∆/kBTc ∼ 2.5✮✱ ❈ ✭2∆/kBTc ∼ 2.8✮ ❡t ● ✭2∆/kBTc ∼ 2.4✮✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s ❚❉❖ ♦♥t
été ❡✛❡❝t✉é❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s très ❜❛ss❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s s❡✉❧ ❧❡ ♣❡t✐t ❣❛♣
❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ❣❛♣ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝
❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ µ❙❘ ❞❡ ❩❛❜❡r❝❤✐❦ et. al ❬✶✶❪ q✉✐ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉é ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✷
❣❛♣s✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦✉s✲❞♦♣és✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é
q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❣❛♣s s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ét✉❞✐és ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ s♦✉s✲❞♦♣é❡
à ❧❛ ré❣✐♦♥ s✉r✲❞♦♣é❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡t✐ts ❣❛♣s s♦♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ♥♦s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❛r ❏✳ ❑❛↔♠❛r↔í❦ et al.
❬✾❪✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡st q✉❡ ❧❡ ❚❉❖ s♦♥❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❝❛❧♦r✐♠étr✐❡ ❆❈ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❝❛❧♦r✐✜q✉❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈é❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❣❛♣s ♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t été ♦❜s❡r✈és ♣❛r ♥♦s ♠❡s✉r❡s à s♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉
❝❤❛♠♣ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ été ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ❞és❛❝❝♦r❞
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s
♠❛❣♥ét✐q✉❡s s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❣❛♣ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ab ✭♣♦✉r H‖c✮ ❛❧♦rs q✉❡
❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ s♦♥❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t♦✐r❡
❡st q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❚❉❖ ❡t ❍❛❧❧ s♦♥t ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❜❛♥❞❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❧é❣èr❡s
✭❝♦♠♠❡ 1/λ2 ∝ 1/m∗✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❝❛❧♦r✐✜q✉❡ ❡st ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❜❛♥❞❡s
❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❧♦✉r❞s ✭γ ∝ m∗✮✳ P♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡ ❞❡✈r❛✐t ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡r♠✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡
ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡r♠✐ ♣❛r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ♣❤♦t♦é♠✐ss✐♦♥ rés♦❧✉❡ ❡♥ ❛♥✲
❣❧❡ ✭❆♥❣❧❡✲❘❡s♦❧✈❡❞ P❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✲ ❆❘P❊❙✮ ♥❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣❛s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❬✷✶❪✳ ❈✉r✐❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ Hp ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t très s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❝❡❧❧❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞✐❝❤❧♦r♦❣é♥♦❣è♥❡s ◆❜❙❡2 ♦✉ ◆❜❙2✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡s s②stè♠❡s✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛♣s ❛ ❧à été ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r t♦✉t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✭♠❡s✉r❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ t✉♥♥❡❧ ❡t ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡✮ ❡t ❛ été
r❡❧✐é❡ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢❡✉✐❧❧❡ts ❞✐✛ér❡♥ts s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡r♠✐✳

✸✳✸ ❈❤❛♠♣s ❝r✐t✐q✉❡s

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ét✉❞✐és✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é Hp(0) ❡♥ ❡①tr❛♣♦❧❛♥t ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ Hp à ✵ ❑ ❡t ❝♦♥✈❡rt✐ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ Hc1(0) à ♣❛rt✐r ❞✉
❢❛❝t❡✉r ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛♣♣r♦♣r✐é✳ ▲❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Hp ❡t
Hc1 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Hc2(0) ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❏✳ ❑❛↔♠❛r↔í❦ et al. à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❞❡ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ♦♥t été r❡♣♦rté❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳

❈♦♠♠❡
µ0Hc2(0) = φ0/(2πξ(0)

2), ✭✷✮

µ0Hc1(0) =
φ0

4πλ(0)2
[lnκ+ α(κ)], ✭✸✮

α(κ) = 0.5 +
1 + ln 2

2κ−
√
2 + 2

, ✭✹✮
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x Label Tc (K) ααααc µµµµ0Hp
c
 (0)[G] µµµµ0Hc1

c
 (0)[G] µµµµ0Hc2

c 
(0)[kG]    µµµµ0Hc (0)[G] 

0.052 D 2.3 - - - 5.0 - 

0.061 C 2.8 4.3 14 60 5.5 335 

0.064 B 3.2 4.5 18 80 7.0 429 

0.075 G 4.1 2.3 50 115 9.5 631 

0.084 A 3.8 3.8 30 114 7.5 546 

0.086 E 3.5 5 21 105 5.5 457 

0.092 F 3.0 3.1 30 95 4.5 392 

❚❛❜❧❡ ✶

♦ù κ = λ(0)/ξ(0)✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r λ(0) ❡t ξ(0) à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❝r✐t✐q✉❡s✱
♣✉✐s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝r✐t✐q✉❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡

Hc(0) = φ0/(µ02π
√
2λ(0)ξ(0)).

❈♦♠♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ Hc(0) ∼ ∆0

√

g(EF )/µ0✱ ♦ù g(EF ) ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ét❛ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❋❡r♠✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ❞❡ γ = π2k2

B g(EF )/3✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❆ γ ∼ 6 ± 2 ♠❏ ♠♦❧−1❑−2 ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♦❜t❡♥✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ▼♦r♦s❛♥ et al. à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ♣♦✉r
✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ✭γ ∼ 4.5 ♠❏ ♠♦❧−1❑−2 ❬✷❪✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❤❡r♠♦✲
❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦s ♠❡s✉r❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s
❧♦♥❣✉❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡❧✐é❡ à Hc2✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ✿

Hc2 ∝
1

ξ0
2 ∼

∆2

vF 2
∼ T 2

c , ✭✺✮

❡♥ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦♣r❡ ❡t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ ❡t ξ ét❛♥t ❛✛❡❝té❡s ♣❛r l ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❡♥ ❧✐♠✐t❡ s❛❧❡ ✿

ξ0 =
ξ2

0.731 l
✭✻✮

❡t

λL = λ

√

1.33 l

ξ0
, ✭✼✮

✭♦ù λL ❡st ✐❝✐ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞❡ ▲♦♥❞♦♥✮✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ ❝❡tt❡ ❢♦✐s à ❝❡ q✉❡ ✿

Hc2 ∝
1

ξ0l
∼

∆

vF l
∼ Tc. ✭✽✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✾✲Haut ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ Hc2(Tc) ❞❡s ❝r✐st❛✉① ét✉❞✐és✳ P♦✉r ❧❡s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦✉s✲❞♦♣és✱ Hc2 ✈❛r✐❡ ❜✐❡♥ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ Tc ✭❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡✮✱ ❛❧♦rs q✉❡
♣♦✉r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s✉r✲❞♦♣és✱ ✐❧ s✉✐t ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ T 2

c ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s❡❧♦♥

✶✷✷



❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦✉s✲❞♦♣és s❡r❛✐❡♥t ❡♥ ❧✐♠✐t❡ s❛❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s✉r✲❞♦♣és ❞✉ ❞ô♠❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r s❡r❛✐t ♣r♦♣r❡s✳ λL ❡t ξ0 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞✬❆❘P❊❙ ✭❡t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❉✳ ❊✈t✉s❤✐♥s❦② ❡t ❙✳ ❇♦r✐s❡♥❦♦✮✳
P♦✉r x = 0.07 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t λL = 150 ± 50 ♥♠ ❡t ξ0 = 40 ± 8 ♥♠ ❬✷✷❪✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ Tc ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❝r✐t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r Hc2 ✭Haut✮✱ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❝r✐t✐q✉❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ Hc1 ✭Milieu✮ ❡t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❝r✐t✐q✉❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ Hc ✭Bas✮ ✭à T = 0 ❡t
♣♦✉r H‖c✮✱ ♣♦✉r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦✉s✲❞♦♣és ✭❝❛rrés ♥♦✐rs ♣❧❡✐♥s✮ ❡t s✉r✲❞♦♣és ✭❝❛rrés

❜❧❛♥❝s✮ ❡t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ● ❡♥ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛♥♥❡❛✉ Haut
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ à T 2

c ✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛♥♥❡❛✉ Bas✱ ❧❛
❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♠❡ Tc✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à T 1.5
c ❬✶✸❪✳

✶✷✸



❡✛❡❝t✉é ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❛✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣✉ ✐♥t❡r♣♦❧❡r ♥♦s
❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❇ ❡t ● ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r λ = 220 ♥♠ ❡t ξ = 20 ♥♠✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✻ ❡t ✼✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r❝♦✉rs
♠♦②❡♥ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ tr♦✉✈❡ l = 13.5 ♥♠✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
s♦✉s✲❞♦♣é ❡st ❜✐❡♥ s❛❧❡ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ Tc ❞❡ Hc2✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✾✲Milieu ❡t Bas ♠♦♥tr❡♥t ❡❧❧❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ Hc1(0) ❡t Hc(0) ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡✳ ❊♥ ❧✐♠✐t❡ s❛❧❡ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s à tr♦✉✈❡r ✿

Hc1 ∝
1

λ
∼

l

λ2
Lξ0

∼ Tc, ✭✾✮

t❛♥❞✐s q✉✬❡♥ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦♣r❡ Hc1 ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Tc✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ Hc ∝
√
Hc1Hc2✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥tHc ∼ Tc ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ✐♥❞✐q✉❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡Hc ∼ T 1.5
c

✭❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✾✲Bas✮✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ Tc ❞❡ Hc ❛ été r❡♣♦rté❡ ❞❛♥s
❧❡s ♣♥✐❝t✐❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❢❡r ❬✷✸❪ ❡t s✉❣❣èr❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s
♦✉ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①❝❧✉s✱
❝❛r ✐❧s ❝♦♥❞✉✐r❛✐❡♥t à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❚ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡
♣é♥étr❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❝❧❛✐r ❞és❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ♥♦s ♠❡s✉r❡s✳

✹✳ ❘és✉❧t❛ts ■■✳

✹✳✶ ❊✛❡t ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❞❛♥s ❈✉x❚✐❙❡2

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠❛❣♥ét♦♠étr✐❡ à s♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛❧❧
♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ t♦✉r♥é ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ θH ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❧❛♥ ab ❞❡
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❞ét❡❝t❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣❡r♣❡♥✲
❞✐❝✉❧❛✐r❡ à s❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❛ s♦♥❞❡ ❡st s✐t✉é❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t
à ❝❡s ♣❧❛♥s ab✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ B ♣❛r❛❧❧è❧❡
à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ c✱ Bc = B sin θB✱ ♦ù θB ❡st ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ B ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❧❛♥s ab✳
▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡ Bc ♠❡s✉ré❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s θH ❞✉
❝❤❛♠♣ ❍ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❋✐❣✳✶✵✲Gauche ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❆✱ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✳ P♦✉r ❧❡s
❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈és sin θB = sinθH ❡t✱ Bc/ sin θH = Bc/ sin θB = B❀
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛❧♦rs ✈❡rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à B = µ0Ha✳

❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❛♥❣❧❡s θH ✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ θH ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ θH = 57◦✱ ❝♦✉r❜❡ ♥♦✐r❡ ❡♥ ❋✐❣✳✶✵✲
Gauche✮ Bc ❛✉❣♠❡♥t❡ ❜r✉sq✉❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡s ✈♦rt❡① ❡♥tr❡♥t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ à Ha = Hp✳
▼❛✐s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣❧❛♥s ab ✭θH → 0✮✱ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡Bc(Ha) ❝❤❛♥❣❡ r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t✳ ◗✉❛♥❞Ha ❛tt❡✐♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥
Hp✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❡st
♦❜s❡r✈é ❛✉① ❛♥❣❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈és✮✳ P♦✉r Ha > Hp✱ ❧❡ s✐❣♥❡ Bc r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡
❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐q✉é ❛tt❡✐❣♥❡ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♠♣ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é ✐❝✐ Hk✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
✉♥❡ ❢♦rt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Bc ❛♣♣❛r❛ît ❡♥✜♥✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ré❞✉✐t❡ ❞❡ Bc

♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r Hp < Ha < Hk s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❡s ✈♦rt❡① ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ r❡st❡♥t
♦r✐❡♥tés ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ab ❡t r❡st❡♥t ❞♦♥❝ ✧✈❡rr♦✉✐❧❧és✧ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❝❡
q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛tt❡✐❣♥❡ Hk ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ Bc ♣❡✉t êtr❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ Gauche ✲ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡ Bc✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡
❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ c ✭❞✐✈✐sé ✐❝✐ ♣❛r sin θH✮✱ ♠❡s✉ré ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐q✉é θH ✭❝♦♠♣té à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣❧❛♥s ab✱ T = 1 ❑✮✳ Hp ❡st

❞ét❡❝té ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ t❛♥❞✐s q✉✬à Hk✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♥❡tt❡ ❞❡ Bc ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ Droite ✲ ❈♦✉r❜❡s ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉

Guache ♠✐s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❛r sin θH ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ µ0Hk sin θH ∼ 40 ●✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ µ0H

c
p ❞❛♥s ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❬✷✹❪

❝❛✉sé❡ ♣❛r ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❡t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡
t♦✉s ❧❡s ✈♦rt❡① ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ✧✈❡rr♦✉✐❧❧és✧ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣❧❛♥s ❡t q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡
❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s✬✐♥❝❧✐♥❡♥t s❡❧♦♥ H✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛tt❡✐♥t Hk✱ ❧❡s ✈♦rt❡① s❡ ❞é❜❧♦q✉❡♥t ❡t
❧❡ s✐❣♥❛❧ Bc ❛✉❣♠❡♥t❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳

❉✬❛♣rès ❬✷✺❪✱ ♣♦✉r ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞♦♥♥é✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ HL ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ c✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ HL sin θH < Hc

c1

✐✳❡✳
HL = λHc

c1/ sin θH , ✭✶✵✮

♦ù ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ ❧♦❝❦✲✐♥ ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✵ ♣♦✉r ❛✉❝✉♥ ❡✛❡t à ✶ ♣♦✉r ❧✬❡✛❡t
❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt✳ ❉❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❨❇❈❖ ♦♥t ❛✐♥s✐ été ✐♥t❡r♣rété❡s
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞✉❡s ❛✉ ❧♦❝❦✲✐♥ ❬✷✼❪ ❛✈❡❝✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ λ ∼ 0.5✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✲Droite ♠♦♥tr❡
❧❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✲Gauche ♠❛✐s ❧❡s ❛①❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ✈❡rt✐❝❛❧ ♦♥t ✐❝✐ été
♠✉❧t✐♣❧✐és ♣❛r sin θH ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Hk ✈❛r✐❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❡ 1/ sin θH ✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉
♣♦✉r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❬✷✺❪✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r q✉❡ µ0Hk sin θH ∼ 40 ●✱ s♦✐t ✉♥❡
✈❛❧❡✉r très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ µ0H

c
p ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ❢♦rt ❞❛♥s ❝❡t

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭λ ∼ 1✮✳
P♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θB ❞❡s ✈♦rt❡①✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ B s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳✶✶✲Gauche✱ Bc ❛ été ♠❡s✉ré s✉r ✉♥❡ s♦♥❞❡ s✐t✉é❡
s♦✉s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ Bab ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♦♥❞❡ s✐t✉é❡ s✉r ❧❡
❝ôté ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭❛✈❡❝ s❛ s✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ c✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✲Droite♠♦♥tr❡
❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡ Bc ❡t Bab ✭❞✐✈✐sé❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r sin θB ❡t
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ Gauche ✲ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s s♦♥❞❡s ❞❡ ❍❛❧❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
♠❡s✉r❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ B ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦rt❡①✱ θB✳ Droite ✲ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡
Bab/ cos θH ❡t Bc/ sin θH ♣♦✉r θH = 25◦ ✭♣♦✉r T = 0.6 ❑✮✳

cos θB✮ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ● ♣♦✉r θH = 25◦✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ Hp

♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ très ♣❡✉ ❞❡ θH ❝❛r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡ Hc1 s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❡♥sé❡
♣❛r ❧❡s ❡✛❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ❙✐ ❧❡s ✈♦rt❡① ét❛✐❡♥t ❛❧✐❣♥és ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐q✉é✱ θB = θH ✱
❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳✶✶✲Droite s❡r❛✐❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❝❛r ♦♥ ❛✉r❛✐t ✿

Bab

cos θH
=

B cos θB

cos θH
= B =

B sin θB

sin θH
=

Bc

sin θH
, ✭✶✶✮

❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ❆❧♦rs q✉❡ Bab/ cos θH ❛✉❣♠❡♥t❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ Hp✱ Bc/ sin θH r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈♦rt❡① q✉✐ ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣♦✉r Ha > Hp r❡st❡♥t ✈❡rr♦✉✐❧❧és ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ♣❧❛♥s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ q✉♦✐✱
✉♥❡ ❢♦rt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st ♠❡s✉ré ♣❛r ❧❛ s♦♥❞❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ ❛✉① ♣❧❛♥s✱ ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡st❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ s✉r ❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛❧❧ s✐t✉é❡ s♦✉s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ✈♦rt❡① ✿ (Bc/ sin θH)/(B

ab/ cos θH) = tan θB/ tan θH ✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ tan θB(Ha)/ tan θH ✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❛♥❣❧❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐q✉é θH ✭❛✉①
t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✐♥❞✐q✉é❡s✮✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ Bc ♣♦✉r Ha < Hk ✐♥❞✉✐t ❞❡s ❡rr❡✉rs ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ θB ♣♦✉r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Ha ❡t ♥♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s
❞♦♥❝ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r Ha > Hk✳ P♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✱ tan θB/ tan θH
❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈♦rt❡① s❡ ❞é❜❧♦q✉❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s
♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈és✱ ❝❡ r❛♣♣♦rt t❡♥❞ ✈❡rs ✶✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈♦rt❡① s✬❛❧✐❣♥❡♥t
♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r ❡t θB → θH ✳ P♦✉r θH ≥ 70◦✱ θB ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡
θH s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ét✉❞✐é❡✱ s❛♥s s✐❣♥❡ ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦rt❡① ✭θB✮ ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱
♣♦✉r ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s T ✐♥❞✐q✉é❡s ❡t ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐q✉é θH ✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts

♥♦✐rs ♦✉✈❡rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s ❛✉ ♠ê♠❡ θH = 25◦ ♠❛✐s ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥t❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ♣❧❡✐♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s à θH = 70◦✳ ▲❡s

❧✐❣♥❡s r♦✉❣❡s s♦♥t ❞❡s ❛❥✉st❡♠❡♥ts ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ t❡①t❡ ❬✷✹❪✳

✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❇❧❛tt❡r ♠♦❞✐✜é

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❞❛♥s ❈✉x❚✐❙❡2 ❡st ✐♥❛tt❡♥❞✉❡✳ ❈❡t ❡✛❡t ♣❡✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ rés✉❧✲
t❡r ❞✬✉♥ ♣✐é❣❡❛❣❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❬✷✻❪ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❧❛♠❡❧❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s
❞❡ ♣❤❛s❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❡t s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝tr✐❝❡s ❛❧t❡r♥❡♥t✳ ❈❡s ❝♦♠♣♦sés ♣rés❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ é❧❡✈é❡✱ ❝❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ c ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r♣❧❛♥s ❡t ❧❡s ✈♦rt❡① ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣❧❛❝❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝tr✐✲
❝❡s✳ ❈❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❈✉x❚✐❙❡2 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❛✈❡❝
ξc ∼ 12 ♥♠ ❡t d = 0.6 ♥♠✱ ξc >> d✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①❝❧✉r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡ ❞❡✉① rés❡❛✉① ❞❡ ✈♦rt❡① ❝r♦✐sés ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❙✉❞❜♦ et al. ❬✷✽❪✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❝♦♥✲
❝❧✉r❡ q✉✬✐❧ ❞♦✐t ❡①✐st❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣✐é❣❡❛❣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❡①tr✐♥sèq✉❡✱ ♣❛r❛❧❧è❧❡
❛✉① ♣❧❛♥s ab✱ ❡t ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té s❡r❛✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t
❞étr✉✐t❡✳ ❉❡ t❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s ♦♥t été ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛tt❡r et. al.
❬✷✾❪ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♠♣♦sé
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡ ❇❧❛tt❡r ❡t ❛❧✳ ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✐✳❡✳ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡t✐ts ❛♥❣❧❡s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❬✷✾❪✳ ❉❛♥s ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡✱ ❇❧❛tt❡r ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ✈♦rt❡① q✉✐
❛❞♦♣t❡r❛✐t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ s♦♥ ❝÷✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r r
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✭✈♦✐r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳✶✸✮✱ ❝❛r s❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ εl ② ❡st ré❞✉✐t❡ ❞❡ εP ✳
▲❡ ❣❛✐♥ ❡♥ é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ✈♦rt❡① ♣✐é❣é ❡st ❝♦♥tr❡ ❜❛❧❛♥❝é ♣❛r ❧❡ ❝♦ût ❡♥ é♥❡r❣✐❡
❞û à ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡ ❞✉ ✈♦rt❡① ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

E(θB, r) = r(εl − εP ) + sεl − tεl, ✭✶✷✮

♦ù s ❡t t s♦♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳✶✸✳ ❊♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t

✶✷✼
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈♦rt❡① s✬❛❞❛♣t❛♥t à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞étr✉✐t❡✳

❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à θB✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

r =
d

tan θB
−

d

tan θt
, ✭✶✸✮

♦ù

tan θt =

√

2εlεP − ε2P
εl − εP

. ✭✶✹✮

❊t ❡♥ ✐♥sér❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❡q✳✶✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r
E(θB) ✿

E(θB) =
d

tan θB
(εl − εP )−

d

sin θB
εl + d tan θt(εl − εP ). ✭✶✺✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❡♥✜♥ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❢❛✐❜❧❡ ♠❛✐s ✜♥✐❡ ❞❡ ✈♦rt❡① ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ é❣❛❧❡ à B/(φ0t)✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ E ′ = EB/(φ0t)✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té t♦t❛❧❡ ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐❜❜s ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s
✈♦rt❡①✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s s✉♣❡r✲❝♦✉r❛♥ts✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦rt❡① q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é✱ s♦✐t ✿

g =
B2

8π
+

φ0Bεl

2(4πλ)2
ln

[

Hc
c2

εlB

]

+

−
B

φ0

(εl − εP ) sin θB −
B

φ0

εl +
B

φ0

(εl − εP ) sin θB tan θt+

−
BH

4π
cos (θB − θH) ✳

✭✶✻✮
❊♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t g ♣❛r r❛♣♣♦rt à θB✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦rt❡① ✿

tan θB
tan θH

≈



















0 H < HL

1− HL

H

1− HL

H
tan θH
tan θt

HL < H, θH < θt (2)

1 θt < θH

✭✶✼✮

✶✷✽



♦ù HL ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

HL =
4π

φ0

√

2εlεP − ε2P
sin θH

∼
Hc

c1

sin θH

√

2
εp

εl
−

ε2p
ε2l

✭✶✽✮

❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐q✉é θH ✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡
❞❡s ✈♦rt❡① ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ✭θB = 0◦✮ ❥✉sq✉✬à HL✳ P♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s
s✉♣ér✐❡✉rs✱ ❧❡s ✈♦rt❡① s❡ ✧❞é✈❡rr♦✉✐❧❧❡♥t✧ ❡t ❝ré❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r ❥✉sq✉✬à ❝❡
q✉❡ θB ❛tt❡✐❣♥❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ θt ❛✉ ❞❡❧à ❞✉q✉❡❧ ❧❡s ✈♦rt❡① s✬❛❧✐❣♥❡♥t ❛❧♦rs s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣
❛♣♣❧✐q✉é ❡t θB = θH ✳

❊①❛♠✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡♥ é♥❡r❣✐❡ s✉r ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r ❞❡✈✐❡♥t ✿

E(θB,Γ, r(θs)) = r(θs)(εl(0,Γ)− εP ) + sεl(θs,Γ)− tεl(θB,Γ), ✭✶✾✮

♦ù ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡st

εl(θ) = ε0
√

sin2 θ + Γ2 cos2 θ

❡t ε0 = (φ2
0 lnκ)/(4πµ0λ

2
ab) ❬✷✽❪✳ ❚r♦✉✈❡r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à

θB ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s tr✐✈✐❛❧✳ ➚ ♣❛rt✐r
❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ Γ ❡t εR = ΓεP/εl✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ét✉❞✐és✱ E ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ très ❜✐❡♥ ❞é❝r✐t ♣❛r
✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✿

E(θB,Γ, εR) ≈ −
1

2
εl(Γ, εR)(θB − θt(Γ, εR))

2, ✭✷✵✮

♦ù εl ❞é✜♥✐ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛❜♦❧❡ ❡t θt ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✭❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣❡t✐ts ❛♥❣❧❡s ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❇❧❛tt❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✾❪✮✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r θB(H) q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✶✼✮✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝
HL ❞♦♥♥é ❝❡tt❡ ❢♦✐s ♣❛r ✿

HL(Γ, εR) ≈
Hc

c1

sin θH
· F(Γ, εR). ✭✷✶✮

HL ❞é♣❡♥❞ ❞és♦r♠❛✐s ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ✭♥♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✮✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡ ❈✉x❚✐❙❡2 ✭Γ = 1.7✮
♥✬✐♥tr♦❞✉✐t q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ θt ✭❡♥✈✐r♦♥ 1◦−2◦✮ ❡t F ❞é♣❡♥❞
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ εR✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞é❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r
r❡❧✐❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❝❤❛♠♣ H à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ P♦✉r θ = 25◦✱ ♦♥ ❛ ✿

Hc = αcHa sin θH − (αc − 1)Bc/µ0,

Hab = αabHa cos θH − (αab − 1)Bc/µ0,

✶✷✾



H =
√

H2
ab +H2

c , ✭✷✷✮

♦ù αc ❡st ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶ ♣♦✉r ❧❡s ❜❛rr✐èr❡s
❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t αab ∼ αc/(1 + αc) ✭❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ✐❝✐ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ α ♣♦✉r
θH ∼ 0✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✧✜tt❡r✧ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❞✉ ✈♦rt❡① ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✶✷ ✭❧✐❣♥❡s r♦✉❣❡s ❛✈❡❝ HL ❡t θt ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❥✉st❛❜❧❡s✳ ▲❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Hk ❡t Hp ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳✶✹✳ ❈❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ q✉❛tr❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡
✈♦rt❡① ❞✐✛ér❡♥t❡s✿ ❧✬ét❛t ❞❡ ▼❡✐ss♥❡r✱ ❧❡s ✈♦rt❡① ✧✈❡rr♦✉✐❧❧és✧ ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛♥s ✭❧♦❝❦✲✐♥✮✱
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r ❡t ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ✈♦rt❡① ✐♥❝❧✐♥é ✭♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
HL ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛❥✉st❡♠❡♥ts s♦♥t ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s Hk ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❞ét❡r♠✐♥és✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ✈♦rt❡① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❈✉0.075❚✐❙❡2 ✭é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ●✮ à T = 0.6 ❑✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
Hk ❡t Hp ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s Bc(θH , Ha)✱ ❡t HL ❡t θt

✭r♦✉❣❡✮ s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐ss✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✈♦✐r t❡①t❡ ❡t ❬✷✹❪✮✳

✹✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ s✉r tr♦✐s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛ été ét✉❞✐é s✉r tr♦✐s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✿ ❆✱ ❊ ❡t ●✱ ♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✶✱ ✷ ❡t ✸ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❋✐❣✳✶✺✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① Hk(θH) ❛✉❣♠❡♥t❡
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦✉r θ → 0◦✱ ❛❧♦rs q✉❡ Hp(θH) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❡ θ✳ ❖♥ ♣❡✉t
r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ s❡✉✐❧ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉q✉❡❧ Hk ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ Hp✱ ❡st
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✉r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✶ ❡t ✸ ✭∼ 40◦✮ q✉❡ ♣♦✉r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✷ ✭∼ 70◦✮✳

P♦✉r ❡①❝❧✉r❡ t♦✉t❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ s✉r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡
❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r Hp ❡t Hk✳ P♦✉r H‖c✱ Hc

c1 = αcH
c
p✱ ♦ù

αc ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭✈♦✐r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r
❛✉tr❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❛✉t♦✉r ❞❡

✶✸✵
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❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ Hp ❡t HK ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r tr♦✐s ♠♦♥♦❝r✐st❛✉① ❞❡
❈✉x❚✐❙❡2 ♣♦✉r x = 0.06 ✭é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✶✮✱ x = 0.085 ✭é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✸✮ ❡t x = 0.075

✭é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✷✮

❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳ P♦✉r H‖ab✱ ❝❡tt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t Hc1 → Hp✳ ■❧
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♥❣❧❡
♠❛✐s ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ▼❣❇2 ❬✶✻❪✱ q✉❡ α ♣❡✉t êtr❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❡st✐♠é ♣❛r
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✿

α(θH) =

√

(αc sin θH)2 + (
αc

αc − 0.5
cos θH)2. ✭✷✸✮

Hc1(θH) = α(θH)Hp(θH). ✭✷✹✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡st ❧✐♠✐té ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r Hc
c1 ❬✷✺❪ ✿

HL(θH) = αcHk(θH) ❡t ❝♦♠♠❡ ❝❡t ❡✛❡t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é q✉❡ s✐ Hk(θH) > Hp(θH) ✐❧ ♥❡
s❡r❛ ✈✐s✐❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r sin θH < λ ΓHc1

/αc ❛✈❡❝ ΓHc1
= Hc

c1/H
ab
c1 ∼ 2 ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✐❝✐ q✉❡

♣♦✉r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ θ✱ α(θH) ∼ 1 ❡t Hc1(θH) ≈ Hab
c1 ✮✳ ❈♦♠♠❡ λ ∼ 1✱ ♦♥ ♥❡ s✬❛tt❡♥❞

à ❧✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ♣♦✉r θH < 25◦ ❞❛♥s ✶ ❡t ✸✱ ❡t < 65◦ ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✷✱ ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞
❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✭❋✐❣✳✶✺✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❧♦❝❦✲✐♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡
λ ∼ d/ξ s♦✐t ✐❝✐ ∼ 0.02 ❬✷✺❪ ✭❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à λ ∼ 0.03 ♣♦✉r ❧❡s ♠❛❝❧❡s ❞❛♥s ❨❇❛❈✉❖✮ ❡t
❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ♥✬❛✉r❛✐t été ♦❜s❡r✈é q✉❡ s✉r ∼ 1◦✳

❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡rt✐r Hk(θ)
❡t Hp(θ) ❡♥ HL(θH) ❡t Hc1(θH)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❋✐❣✳✶✻ ✭r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
Hc

c1✮ ❧❡s tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t ❡t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ Hc1 ♣❡✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
êtr❡ r❡❧✐é❡ à ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ΓHc1

= Hab
c1/H

c
c1 ∼ 2 ❬✾❪✳ ▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡

❞❡ HL s✉✐t q✉❛♥❞ à ❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ 1/ sin θH ✭❧✐❣♥❡ ♥♦✐r❡ ❡♥ ❋✐❣✳✶✻✮ ❛✈❡❝ λ ∼ 1 ❝✳❛✳❞✳ ❧✬❡✛❡t
❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ♦❜s❡r✈❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ Hc1 ❡t HL ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t Hp(θ) ❡t Hk(θ)
♣❛r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛♣♣r♦♣r✐és ✭✈♦✐r t❡①t❡✮✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ♥♦✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à

1/ sin θ✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♣❡r♠❡tt❡③✲♠♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡
❧♦❝❦✲✐♥✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✼✲Gauche ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ Bc ♣♦✉r θH = 15◦
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❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ Gauche ✲ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ Bc à θ = 15◦ ♠❡s✉ré❡ ❛✉① t❡♠♣ér❛t✉r❡s
✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❊✳ Hk(15

◦) ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛rq✉❛♥t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡
Bc ✭❧✐❣♥❡s ♥♦✐r❡s✮ ❡t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Bc ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r Ha ≥ Hp ✭❧✐❣♥❡s
♣♦✐♥t✐❧❧é❡s✮ ♣♦✉r T ≤ 1.7 ❑✳ Droite ✲ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ Hc

p ✭❝❡r❝❧❡s ♣❧❡✐♥s✮✱
Hp(15

◦) ✭❝❛rrés ✈✐❞❡s✮ ❡t Hk(15
◦) ✭❝❛rrés ♣❧❡✐♥s✮✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s ❡t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à Hc
p/α(15

◦) ❡t Hc
p/ sin 15

◦✳

✶✸✷



✭♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❊ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ♥♦✐r❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s✱
❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ Bc ♣♦✉r Hp(15

◦) ≤ Ha ♥✬❡st ✈✐s✐❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r T ≤
1.7 ❑ ❡t Hp(15

◦) ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❧✉s êtr❡ ♠❡s✉ré ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡tt❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ▲❛
❢♦rt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ B ♣♦✉r H = Hk ❡st q✉❛♥❞ à ❡❧❧❡ ✈✐s✐❜❧❡ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡
t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✼✲Droite ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r
Hc

p✱ Hp(15
◦) ❡t Hk(15

◦)✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ❛ été ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t Hc
p(T ) ♣❛r

αc/α(15◦) ❝♦♥✜r♠❛♥t q✉❡ Hc
pα

c/α(15◦) = Hc
c1/α(15

◦) ∼ Hp(15
◦) ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à Hc
p/ sin(15

◦)✱ ♠♦♥tr❛♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣❡rs✐st❡ ❥✉sq✉✬à Tc

❛✈❡❝ λ ∼ 1 s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳

✶✸✸



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡s ♠♦♥♦❝r✐st❛✉① s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ❞❡ ❈✉x❚✐❙❡2
♣♦✉r ❞❡s ❞♦♣❛❣❡s ❡♥ ❝✉✐✈r❡ x ✈❛r✐❛♥t ❞❡ x = 0.052 à x = 0.092✱ ❝♦✉✈r❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞ô♠❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❉❡s s♦♥❞❡s ❞❡ ❍❛❧❧
♠✐♥✐❛t✉r❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ B ❞❛♥s ❧❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ B✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❝♦♥str✉✐t ❧❡s ♣r♦✜❧s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s
♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❡♥ ❞ô♠❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s
❛ ❝♦♥✜r♠é ❧❛ ❣r❛♥❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ét✉❞✐és ❡t ❧❡✉r ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s
❜❛rr✐èr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t
❞❡s ♠❡s✉r❡s à ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❞❡ Hc1✱ q✉✐ s✬❡st ❛✈éré❡ êtr❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ét✉❞✐és✳ Hc1(T ) ❛ été
❛❥✉sté❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞❡✉① ❣❛♣s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❛✈❡❝ 2∆1/kBTc ∼
2.4 ❡t 2∆2/kBTc ∼ 3.7✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ❣❛♣ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♣r♦✉✈é❡
♣❛r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❚❉❖ ❬✶✸❪✱ ♠❛✐s ❝❡ ♣❡t✐t ❣❛♣ ♥✬❛ ♣❛s été ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛
❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡✳

▲❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣
❛♣♣❧✐q✉é ♦♥t ré✈é❧é ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ✐♥❛tt❡♥❞✉ ❞❛♥s ❈✉x❚✐❙❡2✳ ❯♥ ❜♦♥
❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛ été tr♦✉✈é ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣✐❡❣❡❣❡ ❡♥
❝♦✉❝❤❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✛❛✐❜❧✐❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡
❝❡t ❡✛❡t ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ❢♦rt ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♠❡s✉rés✳ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡
❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ r❡st❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧✐é❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ré❝❡♥t❡ ❞❡ ♣❛r♦✐s
❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❡t✴♦✉ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❬✹❪✳
▲❡✉r ♣ér✐♦❞✐❝✐té ✭‖c✮ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ∼ 20 ❝♦✉❝❤❡s ❡st ❡♥ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✭‖c✮✳ ❯♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
c ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① é❝❤❡❧❧❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡
❡t à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛♣s s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉rs✳ ❑♦❣❛r et al. ♦♥t ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡
✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡ é♠❡r❣❡ à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ ❝✉✐✈r❡ q✉❡ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❡t
♣❡rs✐st❡ ❛✉① ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s s❛♥s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡✳
▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛♣s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♠❛✐s ❧❡ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❝❡s ❡✛❡ts r❡st❡ à êtr❡ ❞é♠♦♥tré✳
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❘és✉♠é ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s

❚❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❈✉x❚✐❙❡2✳ ❙❛♠✲
♣❧❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♣♣❡r ❝♦♥t❡♥t x✱ ❢r♦♠ ✉♥❞❡r❞♦♣❡❞ t♦ ♦✈❡r❞♦♣❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧ ❍❛❧❧ ♣r♦❜❡ ♠❛❣♥❡t♦♠❡tr②✳ ❆t ✜rst✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst ✈♦rt✐❝❡s ♣❡♥❡tr❛t❡
✐♥t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞♦♠❡✲❧✐❦❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t ♣✐♥♥✐♥❣ ✐s
✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈♦rt❡① ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❜❛rr✐❡rs✱
❤❡♥❝❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ✜❡❧❞✱ Hc1✳ ❆ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ Hc1(T ) ❞❛t❛ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ ❡♥❡r❣② ❣❛♣s✱ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2 ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
str✉❝t✉r❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤♦s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r❡✈✐♦✉s❧②
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❡ ♣r❡s✲
❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝t ✐♥ ❈✉x❚✐❙❡2✱ ✇❤❡♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ✈♦rt✐❝❡s ❛r❡ tr❛♣♣❡❞ ❛❧♦♥❣
❛ ❧❛②❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ❡✈❡♥ ❢♦r t✐❧t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ✇❛s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s✲
❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❛t ❧❡❛st ♣❛rt✐❛❧❧②
s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝t ✇❛s ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♣♣❡r ❞♦♣✐♥❣✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s
❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛s❦❡❞ ❜② str♦♥❣ ❞❡♠❛❣♥❡t✐s❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ✈❡r② t❤✐♥ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤
♦❢ t❤✐s ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s str♦♥❣❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ♦♥ ❝❡rt❛✐♥
❧❛②❡r❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ✧❡①tr✐♥s✐❝✧ ♣✐♥♥✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐s st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜✉t
♠✐❣❤t ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧s✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ✐♥❞✉❝❡ str♦♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳
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❬✷✵❪ ▼✳ ❚✐♥❦❤❛♠✱ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ❉♦✈❡r P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱
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