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✺✳✸✳✹ ❘H3✉❧9❛93 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉3✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

■❱ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥ ❡+ ,❡-(♣❡❝+✐✈❡( ✶✸✶

✻ ❈♦♥❝❧✉/✐♦♥ ❡# 7❡$/♣❡❝#✐✈❡/ ✶✸✸

✶✶



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✶✸✺

❆♥♥❡①❡1 ✶✺✺

❆♥♥❡①❡ ✶✺✺

✳✶ ❉✐✛/0❡♥3❡4 ♠/3❤♦❞❡4 ❞❡ ❢✉4✐♦♥ ❞❡ ✈♦3❡4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✳✷ ➱3✉❞❡ ❞❡ ♣❛0❛♠/30❛❣❡ ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✳✷✳✶ ❆✈❡❝ ❧❛ ♠/3❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉4✐♦♥ ❑❡♠❡♥② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✳✷✳✷ ❆✈❡❝ ❧❛ ♠/3❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦3❡ ▼❛❥♦0✐3/ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✶✷



▲✐"#❡ ❞❡" #❛❜❧❡❛✉①

✷✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡* ♣+♦✜❧* ✉/✐❧✐*❛/❡✉+* ❡/ ❞❡* ✐/❡♠* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✶ ◆♦/❛/✐♦♥* ✉/✐❧✐*6❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✷ ▼❡*✉+❡* ❞❡ *✐♠✐❧❛+✐/6 ❞②❛❞✐:✉❡* ❝❡♥/+6❡* ✈♦✐*✐♥❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✸ ◗✉❡❧:✉❡* +6*❡❛✉① +6❡❧* *♦✉✈❡♥/ ✉/✐❧✐*6* ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❇❡♥❝❤♠❛+❦ ♣♦✉+ ❧❡* ❛❧❣♦✲

+✐/❤♠❡* ❞❡ ❞6/❡❝/✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉/6* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✹ ▼❡*✉+❡* /♦♣♦❧♦❣✐:✉❡* ❞✬6✈❛❧✉❛/✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉/6 c ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✺ ◆♦/❛/✐♦♥* ✉/✐❧✐*6❡* ♣♦✉+ ❧❡* +6*❡❛✉① ♠✉❧/✐♣❧❡①❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹✳✶ ❘6*❡❛✉ ❞✬✐♥♥♦✈❛/✐♦♥* ❞❡* ♠6❞❡❝✐♥*✿ ❈❑▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✷ ❘6*❡❛✉ ❞❡* ❝❛❜✐♥❡/* ❞✬❛✈♦❝❛/✿ ▲❛③❡❣❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✸ ❘6*❡❛✉ ❞❡ ❱✐❝❦❡+* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✹ ❘6*❡❛✉ ❉❜❧♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✶ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣+❡**✐♦♥ ❞❡* ❞❡✉① ❣+❛♣❤❡* ✭❝♦♠♣+❡**6 ❡/ ❝♦♥/❡①/✉❡❧✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✺✳✷ ▲❡* ❞♦♥♥6❡* ❞❡ ❇✐❜*♦♥♦♠② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✺✳✸ ▲❡* +6*❡❛✉① ♠✉❧/✐♣❧❡①❡* ❞❡ ❇✐❜*♦♥♦♠② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✺✳✹ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣+❡**✐♦♥ ❞✉ ❣+❛♣❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✶✸



▲■❙❚❊ ❉❊❙ ❚❆❇▲❊❆❯❳

✶✹



❚❛❜❧❡ ❞❡& ✜❣✉*❡&

✶✳✶ ▲❡$ ❝♦♠♣♦$❛♥+❡$ ❞✬✉♥❡ ❢♦❧❦$♦♥♦♠✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✷ ▲❡$ ❞❡✉① +②♣❡$ ❞❡ ❢♦❧❦$♦♥♦♠✐❡$✿ ❧❛8❣❡ ✭❇8♦❛❞✮ ❡+

✁

>+8♦✐+❡ ✭◆❛88♦✇✮ ❬❱❛♥✲

❞❡8 ❲❛❧ ✷✵✵✺❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸ ❚❛❣❣✐♥❣ $✐♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✹ ❚❛❣❣✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦8❛+✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✺ ❉❡❧✐❝✐♦✉$✿ ♥✉❛❣❡ ❞❡ +❛❣$ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✻ ❯♥❡ ❝❛♣+✉8❡ ❞❡ $✐+❡ ❋❧✐❝❦8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✶ ▲❛ ♣8♦❥❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❨ ❡♥ ❞❡✉① ♠❛+8✐❝❡$ ✉+✐❧✐$❛+❡✉8✲8❡$$♦✉8❝❡ ❡+ +❛❣✲✉+✐❧✐$❛+❡✉8✳

$♦✉8❝❡❬▼❛8✐♥❤♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✷ ❘❡♣8>$❡♥+❛+✐♦♥ ❞✉ ❣8❛♣❤❡ +8✐♣❛8+✐+❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦❧❦$♦♥♦♠✐❡ ❡♥ ♠❛+8✐❝❡ ✸❉✳

❙♦✉8❝❡✿ ❬❚$♦✲❙✉++❡8 ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✸ X8♦❝❡$$✉$ ❞❡ ❝✐8❝✉❧❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦8♠❛+✐♦♥ ❞❛♥$ ❆✉+♦❚❛❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❑✲❝♦8❡ ❞❛♥$ ✉♥ ❣8❛♣❤❡ ✲ ❊①❡♠♣❧❡ +✐8> ❞❡ ❬X❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦$ ❡! ❛❧✳

✷✵✶✷❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✷ ■❧❧✉$+8❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣8♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞]❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝$✿ ❡①❡♠♣❧❡ +✐8> ❞❡ ❬❚❛♥❣ ❡+ ▲✐✉

✷✵✶✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛8✐+>✿ Q = (15+6)−(11.25+2.56)
25 = 0.275 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✹ ❘>$❡❛✉ ♠✉❧+✐♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❜❧♣✿ ▲❡$ ❝♦✉❝❤❡$ 8❡♣8>$❡♥+❡♥+ ❧❡$ ❞✐✛>8❡♥+$ +②♣❡$ ❞❡

8❡❧❛+✐♦♥$ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✶✺



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✸✳✺ ❙♦✉1 ❣3❛♣❤❡1 ❞❡♥1❡1 ❞❛♥1 ✉♥ 3:1❡❛✉ ♠✉❧=✐♣❧❡①❡✿ 1♦✉3❝❡ ❬❇❡3❧✐♥❣❡3✐♦ ❡! ❛❧✳

✷✵✶✶❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✻ ▼♦❞J❧❡ ✉♥✐✜: ♣♦✉3 ❧❛ ❞:=❡❝=✐♦♥ ❞❡1 ❝♦♠♠✉♥❛✉=:1 ❬❚❛♥❣ ❡= ▲✐✉ ✷✵✶✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦✐1✐♥❛❣❡ ♠✉❧=✐♣❧❡①❡ ❞✉ ♥N✉❞ ✼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✹✳✷ ➱=✉❞❡ ❞❡1 ♣❛3❛♠J=3❡1 ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ 1✉3 ❧❡ 3:1❡❛✉ ❈❑▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✸ ➱=✉❞❡ ❞❡1 ♣❛3❛♠J=3❡1 ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ 1✉3 ❧❡ 3:1❡❛✉ ❱✐❝❦❡31 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✹✳✹ ➱=✉❞❡ ❞❡1 ♣❛3❛♠J=3❡1 ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ 1✉3 ❧❡ 3:1❡❛✉ ▲❛③❡❣❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✺ ▼❡1✉3❡ ❞❡ 3❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 1✉3 ❧❡ 3:1❡❛✉ ❞❡ ❈❑▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✹✳✻ ▼❡1✉3❡ ❞❡ 3❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 1✉3 ❧❡ 3:1❡❛✉ ▲❛③❡❣❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✹✳✼ ▼❡1✉3❡ ❞❡ 3❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 1✉3 ❧❡ 3:1❡❛✉ ❞❡1 ❱✐❝❦❡31 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✹✳✽ ▼❡1✉3❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛3✐=: 1✉3 ❧❡ 3:1❡❛✉ ❈❑▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✹✳✾ ▼❡1✉3❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛3✐=: 1✉3 ❧❡ 3:1❡❛✉ ▲❛③❡❣❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✶✵ ▼❡1✉3❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛3✐=: 1✉3 ❧❡ 3:1❡❛✉ ❱✐❝❦❡31 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✶✶ ❉❜❧♣✿ ♠❡1✉3❡ ❞❡ 3❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✹✳✶✷ ❉❜❧♣✿ ♠❡1✉3❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛3✐=: ♠✉❧=✐♣❧❡①❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✺✳✶ Y3✐♥❝✐♣❛❧❡1 ❝♦♠♣♦1❛♥=❡1 ❞❡ ♥♦=3❡ ❛♣♣3♦❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✷ ❙❝❤:♠❛ ❞:❝3✐✈❛♥= ❧❡ ♠♦❞J❧❡ ❚▲❚❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✺✳✸ ▲❡1 ❞✐✛:3❡♥=❡1 :=❛♣❡1 ❞❡ 3:❞✉❝=✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦1♦♥♦♠✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✺✳✹ Y3♦❥❡❝=✐♦♥ ❞✉ ❣3❛♣❤❡ =3✐♣❛3=✐=❡ ❡♥ =3♦✐1 ❣3❛♣❤❡1 ❜✐♣❛3=✐=❡1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✺✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣3♦❥❡❝=✐♦♥ ❞❡1 ❣3❛♣❤❡1 ❜✐♣❛3=✐=❡1 ❡♥ ❣3❛♣❤❡1 ✉♥✐♣❛3=✐=❡1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✻ ▲❡ 3:1❡❛✉ ♠✉❧=✐♣❧❡①❡ ❞❡1 =❛❣1✿ ❧❡1 :=❛♣❡1 ❞❡ =3❛♥1❢♦3♠❛=✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣3❡11✐♦♥ ❞❡ ❣3❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦1♦♥♦♠✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✺✳✽ ❇✐❜1♦♥♦♠②✿ :=✉❞❡ 1=❛=✐1=✐^✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ =❛❣1 ♣❛3 3❡11♦✉3❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✺✳✾ ❙=❛=✐1=✐^✉❡1 1✉3 ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞✬:❧:♠❡♥=1 ♣❛3 ❝❧✉1=❡3 ❛✈❡❝ ❆❣3:❣❛=✐♦♥ ❞❡1

❝♦✉❝❤❡1 ✭▲✐❝♦❞✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✶✻



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✺✳✶✵ ❙0❛0✐30✐4✉❡3 3✉7 ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞✬?❧?♠❡♥03 ♣❛7 ❝❧✉30❡7 ❛✈❡❝ ❆❣7?❣❛0✐♦♥ ❞❡3

❝♦✉❝❤❡3 ✭▲♦✉✈❛✐♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✺✳✶✶ ❙0❛0✐30✐4✉❡3 3✉7 ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞✬?❧?♠❡♥03 ♣❛7 ❝❧✉30❡7 ❛✈❡❝ ❊♥3❡♠❜❧❡ ❈❧✉30❡7✐♥❣

✭▲✐❝♦❞✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✺✳✶✷ ❙0❛0✐30✐4✉❡3 3✉7 ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞✬?❧?♠❡♥03 ♣❛7 ❝❧✉30❡7 ❛✈❡❝ ❊♥3❡♠❜❧❡ ❈❧✉30❡7✐♥❣

✭▲♦✉✈❛✐♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✺✳✶✸ ❙0❛0✐30✐4✉❡3 3✉7 ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞✬?❧?♠❡♥03 ♣❛7 ❝❧✉30❡7 ❛✈❡❝ ●❡♥▲♦✉✈❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✶✹ ❙0❛0✐30✐4✉❡3 3✉7 ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞✬?❧?♠❡♥03 ♣❛7 ❝❧✉30❡7 ❛✈❡❝ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✶✺ ➱0✉❞❡ ❝♦♠♣❛7❛0✐✈❡ ❞❡3 ❞✐✛?7❡♥0❡3 ❛♣♣7♦❝❤❡3 ❞❡ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛0✐♦♥ ❞❡ 0❛❣3 ❡♥

0❡7♠❡ ❞❡ ♣7?❝✐3✐♦♥ ❛✈❡❝ kt = 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✺✳✶✻ ➱0✉❞❡ ❝♦♠♣❛7❛0✐✈❡ ❞❡ ❞✐✛?7❡♥0❡3 ❛♣♣7♦❝❤❡3 ❞❡ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛0✐♦♥ ❞❡ 0❛❣3 ❡♥

0❡7♠❡ ❞❡ ♣7?❝✐3✐♦♥ ❛✈❡❝ kt = 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✺✳✶✼ ➱0✉❞❡ ❝♦♠♣❛7❛0✐✈❡ ❞❡ ❞✐✛?7❡♥0❡3 ❛♣♣7♦❝❤❡3 ❞❡ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛0✐♦♥ ❞❡ 0❛❣3 ❡♥

0❡7♠❡ ❞❡ ♣7?❝✐3✐♦♥ ❛✈❡❝ kt = 3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✺✳✶✽ ➱0✉❞❡ ❝♦♠♣❛7❛0✐✈❡ ❞❡ ❞✐✛?7❡♥0❡3 ❛♣♣7♦❝❤❡3 ❞❡ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛0✐♦♥ ❞❡ 0❛❣3 ❡♥

0❡7♠❡ ❞❡ ♣7?❝✐3✐♦♥ ❛✈❡❝ kt = 4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✶ ▼❡3✉7❡ ❞❡ 7❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 3✉7 ❧❡ 7?3❡❛✉ ❞✬✐♥♥♦✈❛0✐♦♥3 ❞❡3 ♠?❞❡❝✐♥3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✷ ▼❡3✉7❡ ❞❡ 7❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 3✉7 ❧❡ 7?3❡❛✉ ❞❡ ❝❛❜✐♥❡0 ❞✬❛✈♦❝❛03 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✸ ▼❡3✉7❡ ❞❡ 7❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 3✉7 ❧❡ 7?3❡❛✉ ❞❡3 ❱✐❝❦❡73 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✹ ▼❡3✉7❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛7✐0? 3✉7 ❧❡ 7?3❡❛✉ ❞✬✐♥♥♦✈❛0✐♦♥3 ❞❡3 ♠?❞❡❝✐♥3✿ ❈❑▼ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✺ ▼❡3✉7❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛7✐0? 3✉7 ❧❡ 7?3❡❛✉ ❞❡ ❝❛❜✐♥❡0 ❞✬❛✈♦❝❛03✿ ▲❛③❡❣❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✻ ▼❡3✉7❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛7✐0? 3✉7 ❧❡ 7?3❡❛✉ ❞❡3 ❱✐❝❦❡73 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✼ ▼❡3✉7❡ ❞❡ 7❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 3✉7 ❧❡ 7?3❡❛✉ ❞✬✐♥♥♦✈❛0✐♦♥3 ❞❡3 ♠?❞❡❝✐♥3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✽ ▼❡3✉7❡ ❞❡ 7❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 3✉7 ❧❡ 7?3❡❛✉ ❞❡ ❝❛❜✐♥❡0 ❞✬❛✈♦❝❛03 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✾ ▼❡3✉7❡ ❞❡ 7❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 3✉7 ❧❡ 7?3❡❛✉ ❞❡3 ❱✐❝❦❡73 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✶✵ ▼❡3✉7❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛7✐0? 3✉7 ❧❡ 7?3❡❛✉ ❞✬✐♥♥♦✈❛0✐♦♥3 ❞❡3 ♠?❞❡❝✐♥3✿ ❈❑▼ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✶✼
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✶✶ ▼❡/✉1❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛1✐89 /✉1 ❧❡ 19/❡❛✉ ❞❡ ❝❛❜✐♥❡8 ❞✬❛✈♦❝❛8/✿ ▲❛③❡❣❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✶✷ ▼❡/✉1❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛1✐89 /✉1 ❧❡ 19/❡❛✉ ❞❡/ ❱✐❝❦❡1/ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✶✽
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▲❡ "❡#♠❡ ❢♦❧❦)♦♥♦♠✐❡ ❛ -"- ❢♦#❣- ♣❛# ❚❤♦♠❛) ❱❛♥❞❡# ❲❛❧ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥" ❧❡) ❞❡✉① "❡#♠❡)

❋♦❧❦ ✭❧❡) ✉)❛❣❡#)✮

✶

❡" "❛①♦♥♦♠✐❡ ✭#<❣❧❡) ❞❡ ❝❧❛))✐✜❝❛"✐♦♥✮✳ ❯♥❡ ❢♦❧❦)♦♥♦♠✐❡ ❡)" ✉♥ )②)"<♠❡

❞❡ ❝❧❛))✐✜❝❛"✐♦♥ ❞❡ #❡))♦✉#❝❡) ♣❡#♠❡""❛♥" ❞✬❛♥♥♦"❡# ❡" ❞❡ ❝❛"-❣♦#✐)❡# ❧❡ ❝♦♥"❡♥✉ ❞❡) ❞♦❝✉✲

♠❡♥") ♥✉♠-#✐C✉❡) ❬E❡"❡#) ✷✵✵✾❪✳ ❯♥ ❞❡) -❧-♠❡♥") ♣#✐♥❝✐♣❛✉① ❞✬✉♥❡ ❢♦❧❦)♦♥♦♠✐❡ ❡)" ❧❡ "❛❣

✭♦✉ -"✐C✉❡""❡✮✳ ❈❡ "❡#♠❡ ❞-)✐❣♥❡ ❞❡) )②♠❜♦❧❡) ♥♦"❛♠♠❡♥" ❞❡) ♠♦") ❝❧-) ♣♦✉✈❛♥" L"#❡ ❛))♦✲

❝✐-) M ❞❡) #❡))♦✉#❝❡) ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ #❡❣#♦✉♣❡# ❡" ❞❡ #❡"#♦✉✈❡# ❞❡) ✐♥❢♦#♠❛"✐♦♥) ❛②❛♥" ❧❡) ♠L♠❡)

"❛❣)✳ ❈✬❡)" ♣♦✉# ❝❡❧❛ C✉❡ ❧❡) "❛❣) )♦♥" ❝❤♦✐)✐) ❡" ❛""#✐❜✉-) ❧✐❜#❡♠❡♥" ♣❛# ❧❡) ✉"✐❧✐)❛"❡✉#) ❡♥

❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉#) ❜❡)♦✐♥)✳

❯♥❡ ❢♦❧❦)♦♥♦♠✐❡ ✭✈♦✐# ✜❣✉#❡ ✶✳✶✮ ❡)" ❝♦♥)"✐"✉-❡ ❞❡ "#♦✐) ❡♥"✐"-) ❢♦♥❞❛♠❡♥"❛❧❡)✿ ❧❡) ✉"✐❧✐✲

)❛"❡✉#)✱ ❧❡) "❛❣) ❡" ❧❡) #❡))♦✉#❝❡)✳ ❈♦♥"#❛✐#❡♠❡♥" ❛✉① "❛①♦♥♦♠✐❡) ♦Q ❧❡) "❛❣) )♦♥" )"#✉❝"✉#-)

❡♥ ❤✐-#❛#❝❤✐❡✱ ❧❡) ❢♦❧❦)♦♥♦♠✐❡) )♦♥" ❝❛#❛❝"-#✐)-❡) ♣❛# ❞❡) "❛❣) ❛②❛♥" ✉♥❡ )"#✉❝"✉#❡ ♣❧❛"❡✳

❯♥❡ ❞-✜♥✐"✐♦♥ ❢♦#♠❡❧❧❡ ❛ -"- ✐♥"#♦❞✉✐"❡ ♣❛# ❬❍♦"❤♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ❝♦♠♠❡ )✉✐"✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶ ❯♥❡ ❢♦❧❦*♦♥♦♠✐❡ ❡*! ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ !✉♣❧❡* F := (U, T,R, Y ) ♦1 U ✱ T ❡!

R *♦♥! ❞❡* ❡♥*❡♠❜❧❡* ✜♥✐* ❞♦♥! ❧❡* 4❧4♠❡♥!* ❞4*✐❣♥❡♥! 6❡*♣❡❝!✐✈❡♠❡♥! ❧❡* ✉!✐❧✐*❛!❡✉6*✱ ❧❡*

!❛❣* ❡! ❧❡* 6❡**♦✉6❝❡*✳ Y ⊆ U × T × R ❡*! ✉♥❡ 6❡❧❛!✐♦♥ !❡6♥❛✐6❡ ♦1 ❝❤❛:✉❡ 4❧4♠❡♥! y ∈❨
♣❡✉! <!6❡ 6❡♣64*❡♥!4 ♣❛6 ✉♥ !6✐♣❧❡!✿ y = {(u, t, r)|u ∈ U, t ∈ T, r ∈ R} ❞4❝6✐✈❛♥! ❧❡ ❢❛✐! :✉✬✉♥

✉!✐❧✐*❛!❡✉6 u ❛ ❛♥♥♦!4 ❧❛ 6❡**♦✉6❝❡ r ❛✈❡❝ ❧❡ !❛❣ t✳

✶✳ ❋♦❧❦&♦♥♦♠②✱ ❱❛♥❞❡/ ❲❛❧ ❚❤♦♠❛& ♦♥❧✐♥❡ ♣♦&5✐♥❣✱ ✷✵✵✼

✷✸



Pu u ∈ U F u

Pu := (Tu, Ru, Iu) Iu := {(t, r) ∈ T ×R|(u, t, r) ∈ Y }
Tu := π1(Iu) Ru := π2(Iu) πi



✶✳✶✳ ❈❖◆❚❊❳❚❊

❧❡* ❧❛,❣❡* ✭❜,♦❛❞✮ ✐❧❧✉*5,6* ❞❛♥* ❧❛ ✜❣✉,❡ ✶✳✷✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷ ✕ ▲❡* ❞❡✉① 5②♣❡* ❞❡ ❢♦❧❦*♦♥♦♠✐❡*✿ ❧❛,❣❡ ✭❇,♦❛❞✮ ❡5

✁

65,♦✐5❡ ✭◆❛,,♦✇✮ ❬❱❛♥✲

❞❡, ❲❛❧ ✷✵✵✺❪

✳

✕ ▲❡" ❢♦❧❦"♦♥♦♠✐❡" *+,♦✐+❡" ✭♥❛,,♦✇✮✿ ❧❡* ,❡**♦✉,❝❡* ❞❛♥* ❝❡ 5②♣❡ ❞❡ ❢♦❧❦*♦♥♦♠✐❡

*♦♥5 ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥5 ❛♥♥♦56❡* ♣❛, ❧✬✉5✐❧✐*❛5❡✉, ❧✬❛②❛♥5 ❛❥♦✉56✳ ❊❧❧❡* *♦♥5 ✉5✐❧✐*6❡* ❞❛♥*

✉♥ ♦❜❥❡❝5✐❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥5,❡ ❧❛ ✜❣✉,❡ ✶✳✸✳ ❋❧✐❝❦,

✷

❡5 ❨♦✉5✉❜❡

✸

*♦♥5 ❞❡✉①

❡①❡♠♣❧❡* ❞❡ ❢♦❧❦*♦♥♦♠✐❡* 65,♦✐5❡✳ ■❧* ❝♦♥*✐*5❡♥5 ,❡*♣❡❝5✐✈❡♠❡♥5 U ♣❛,5❛❣❡, ❞❡* ♣❤♦5♦*

❡5 ❞❡* ✈✐❞6♦* ♦W ❧✬✉5✐❧✐*❛5❡✉, ❡*5 ❧❡ *❡✉❧ ❡♥ ♠❡*✉,❡ ❞✬❛**✐❣♥❡, *❡* 5❛❣* U *❡* ,❡**♦✉,❝❡*✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ❚❛❣❣✐♥❣ *✐♠♣❧❡

✕ ▲❡" ❢♦❧❦"♦♥♦♠✐❡" ❧❛,❣❡" ✭❜,♦❛❞✮✿ ❝❡ 5②♣❡ ❞❡ ❢♦❧❦*♦♥♦♠✐❡ ❢❛✈♦,✐*❡ ❧✬❛*♣❡❝5 ❝♦❧❧❡❝✲

5✐❢ ❡5 ❝♦❧❧❛❜♦,❛5✐❢ ❞✉ ♣❛,5❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦,♠❛5✐♦♥✳ ❉❡ ♥♦♠❜,❡✉*❡* ♣❡,*♦♥♥❡* ❞✐✛6,❡♥5❡*

✷✳ ❤##♣✿✴✴✇✇✇✳✢✐❝❦,✳❝♦♠✴

✸✳ ❤##♣✿✴✴✇✇✇✳②♦✉#✉❜❡✳❝♦♠✴

✷✺
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▲❡ ❢❛✐- .✉❡ ❧❡1 ✉-✐❧✐1❛-❡✉21 1♦✐❡♥- ❧✐❜2❡1 ❞❡ ❣8♥82❡2 ❧❡✉21 ♣2♦♣2❡1 -❛❣1 ❞❛♥1 ❧✬❛♥♥♦-❛-✐♦♥

❞❡1 2❡11♦✉2❝❡1 ❡♥❣❡♥❞2❡ ❞❡1 ❝♦♥❢✉1✐♦♥1 ❡- ❞❡1 ♣♦❧②18♠✐❡1✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❧❡ ♣2♦❜❧@♠❡ ❞❡ ✈♦❝❛✲

❜✉❧❛✐2❡ ✐♥❝♦♥-2C❧8 ❝♦♥❞✉✐- D ✉♥ ❝❡2-❛✐♥ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥1✳ ◆♦-❛♠♠❡♥-✱ ❧❡ ♣2♦❜❧@♠❡

❞✬❛♠❜✐❣✉E-8 ❞❡ -❛❣1 .✉✐ ♣❡✉- F-2❡ ❞8❝2✐- ♣❛2 ❧❡1 ❞❡✉① ❝❛1 1✉✐✈❛♥-1✿

✕ ▲❡1 ✉-✐❧✐1❛-❡✉21 ✉-✐❧✐1❡♥- ❧❡ ♠F♠❡ -❛❣ ♣♦✉2 ❛♥♥♦-❡2 ❞❡1 2❡11♦✉2❝❡1 .✉✐ 1♦♥- 18♠❛♥-✐✲

.✉❡♠❡♥- ❞✐✛82❡♥-❡1✳

✕ ▲❡1 ✉-✐❧✐1❛-❡✉21 ✉-✐❧✐1❡♥- ❞❡1 -❛❣1 ❞✐✛82❡♥-1 ♣♦✉2 ❛♥♥♦-❡2 ❧❛ ♠F♠❡ 2❡11♦✉2❝❡✳

▲❛ ✜❣✉2❡ ✶✳✻ ♠♦♥-2❡ ✉♥❡ ❝❛♣-✉2❡ ❞✉ 1✐-❡ ❋❧✐❝❦2 ♦N ♥♦✉1 ❝♦♥1-❛-♦♥1 ❧❛ ♣281❡♥❝❡ ❞❡

♣❧✉1✐❡✉21 -❛❣1 ♣♦✉2 ❛♥♥♦-❡2 ✉♥❡ 1❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✻ ✕ ❯♥❡ ❝❛♣-✉2❡ ❞❡ 1✐-❡ ❋❧✐❝❦2

➚ -✐-2❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡1 -❛❣1 ✧❯❙✧✱ ✧❯✳❙✧ ❡- ✧❯✳❙✳❆✧ 1♦♥- -♦✉1 ✉-✐❧✐181 ♣♦✉2 ❞81✐❣♥❡2

❧❡1 ➱-❛-1 ❯♥✐1 ✭❯♥✐-❡❞ ❙-❛-❡1 ♦❢ ❆♠❡2✐❝❛✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛2- ❞❡1 1②1-@♠❡1 ❞❡ -❛❣❣✐♥❣ ❛✉-♦2✐1❡♥-

❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡1 ♠♦-1 1✐♠♣❧❡1✳ W❛2 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❉❡❧✐❝✐♦✉1 ♥✬❛✉-♦2✐1❡ ♣❛1 ❧❡1 ❡1♣❛❝❡1 ❞❛♥1 ❧❡1 -❛❣1

❝♦♥-2❛✐2❡♠❡♥- D ❝❡2-❛✐♥1 1②1-@♠❡1 ❝♦♠♠❡ ❋❧✐❝❦2✳ ❉❛♥1 ❝❡2-❛✐♥1 ❝❛1✱ ✉♥ -❛❣ ❡1- ❝♦♠♣♦18 ❞❡

♣❧✉1✐❡✉21 ♠♦-1 1❛♥1 ❡1♣❛❝❡1✳ ◆8❛♥♠♦✐♥1✱ ❧❡1 ✉-✐❧✐1❛-❡✉21 ♣❡✉✈❡♥- ❞8❝2✐2❡ ✉♥❡ ❤✐82❛2❝❤✐❡ ♣❛2

✉♥ 1❡✉❧ -❛❣ ❝♦♠♣♦18 ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❝❛-8❣♦2✐❡ ♣❛2 ♣❧✉1✐❡✉21 -❡2♠❡1 -❡❧1 .✉❡ ❝♦♥❝❡♣-✐♦♥✴▼❡2✐1❡

1✉2 ❉❡❧✐❝✐♦✉1✳

▲❡1 1②1-@♠❡1 ❞❡ 2❡❝♦♠♠❛♥❞❛-✐♦♥ ❞❡ -❛❣1 ✭❙❘❚✮ -❡♥-❡♥- ❞❡ ❢❛✐2❡ ❢❛❝❡ ❛✉ ♣2♦❜❧@♠❡

❞✬❛♠❜✐❣✉E-8 ❞❡ -❛❣1 ❡♥ ❛✐❞❛♥- ❧✬✉-✐❧✐1❛-❡✉2 D 18❧❡❝-✐♦♥♥❡2 ❝❡✉① .✉✐ 1♦♥- ❧❡1 ♣❧✉1 ❛♣♣2♦♣2✐81

♣♦✉2 ❛♥♥♦-❡2 ✉♥❡ 2❡11♦✉2❝❡ ❞♦♥♥8❡✳ W❧✉1✐❡✉21 -2❛✈❛✉① ♦♥- 8-8 ♣2♦♣♦181 ❞❛♥1 ❧❛ ❧✐--82❛-✉2❡

✷✼
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+❝✐❡♥0✐✜2✉❡ ♣♦✉6 6❡♠8❞✐❡6 : ❝❡ ♣6♦❜❧=♠❡ ✭❬❏A+❝❤❦❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✱ ❬❏A+❝❤❦❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✱ ❬▲❡❡

❡0 ❈❤✉♥ ✷✵✵✼❪✱ ❬▲✐♣❝③❛❦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✮✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸ ❯♥ '②'!)♠❡ ❞❡ ,❡❝♦♠♠❛♥❞❛!✐♦♥ ✭❙❘✮ ❡'! ✉♥ '②'!)♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉,♥✐, ❞❡'

,❡❝♦♠♠❛♥❞❛!✐♦♥' ♣❡,'♦♥♥❛❧✐'8❡' ♣❡,♠❡!!❛♥! ❞❡ ❣✉✐❞❡, ❧✬✉!✐❧✐'❛!❡✉, ✈❡,' ❞❡' ,❡''♦✉,❝❡' ✉!✐❧❡'

❛✉ '❡✐♥ ❞✬✉♥ ❡'♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥8❡' ❞❡ !❛✐❧❧❡ ✐♠♣♦,!❛♥!❡ ❬❇✉,❦❡ ✷✵✵✷❪✳ ❯♥❡ ❞8✜♥✐!✐♦♥ ♣❧✉'

❢♦,♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ,❡❝♦♠♠❛♥❞❛!✐♦♥ ❡'! ❞♦♥♥8❡ ♣❛, ❬❆❞♦♠❛✈✐❝✐✉' ❡! ❚✉③❤✐❧✐♥ ✷✵✵✺❪❀ ❙♦✐❡♥!

U = {u1, ....., uM} ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞✬✉!✐❧✐'❛!❡✉,'✱ I = {i1, ...., iN} ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ !♦✉' ❧❡' ✐!❡♠'

J✉✐ ♣❡✉✈❡♥! K!,❡ ,❡❝♦♠♠❛♥❞8' ❡! g : U × I → R ❛✈❡❝ R ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ♦,❞♦♥♥8 ❡! g (um, in)

✉♥❡ ❢♦♥❝!✐♦♥ J✉✐ ♠❡'✉,❡ ❧❡ ❞❡❣,8 ❞✬✐♥!8,K! J✉❡ ♣♦,!❡,❛ ❧✬✉!✐❧✐'❛!❡✉, um L ❧✬✐!❡♠ in✳ ❆❧♦,'✱

♣♦✉, ❝❤❛J✉❡ ✉!✐❧✐'❛!❡✉, u ∈ U ✱ ❧❡ '②'!)♠❡ ❞❡ ,❡❝♦♠♠❛♥❞❛!✐♦♥ '8❧❡❝!✐♦♥♥❡ ❧✬✐!❡♠ imax,u ∈ I

J✉✐ ♠❛①✐♠✐'❡ ❧✬✐♥!8,K! ❞❡ u✿

∀u ∈ U, imax,u = argmax
i∈I

g (u, i) ✭✶✳✶✮

◆♦✉+ ♥♦✉+ ✐♥086❡++♦♥+ ❞❛♥+ ❝❡00❡ 0❤=+❡ ❛✉ ♣6♦❜❧=♠❡ ❞❡ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛0✐♦♥ ❞❡ 0❛❣+✳ ❊♥ ❡✛❡0✱

❡♥ ❝♦♥+✐❞86❛♥0 ✉♥ ✉0✐❧✐+❛0❡✉6 ❞♦♥♥8 u ∈ U ❡0 ✉♥❡ 6❡++♦✉6❝❡ r ∈❘✱ ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ T̂ (u, r)

❞❡ 0❛❣+ ❡+0 6❡0♦✉6♥8 ❝♦♠♠❡ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛0✐♦♥✳ ❙♦✉✈❡♥0✱ T̂ (u, r) 6❡♣68+❡♥0❡ ❧❡+ n ♣6❡♠✐❡6+

0❛❣+ ❝❛❧❝✉❧8+ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝6✐0=6❡ ❞❡ ♣❡60✐♥❡♥❝❡✳ ❯♥ 0❛❣ ♣❡✉0 U06❡ ❥✉❣8 ♣❡60✐♥❡♥0 ♣♦✉6

✐♥❞❡①❡6 ✉♥❡ 6❡++♦✉6❝❡ ❞♦♥♥8❡✱ ❡♥ +✬❛♣♣✉②❛♥0 +♦✐0 +✉6 ❧❡+ ❛✈✐+ ❞❡+ ✉0✐❧✐+❛0❡✉6+ ✈♦✐+✐♥+ ❞❡ ❧❛

♠U♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉08✱ +♦✐0 ❡♥ ♣6❡♥❛♥0 ❡♥ ❝♦♠♣0❡ ❧❡+ ❛✈✐+ ❞❡+ ❡①♣❡60+ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ +♦✐0 +✉6 ❧❛

❜❛+❡ ❞✉ ♣6♦✜❧ ♣❡6+♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬✉0✐❧✐+❛0❡✉6✳

T̂ (u, r) := arg
n

max
t∈T

∑

v∈N k
n

sim(xu, xv)δ(v, t, r) ✭✶✳✷✮

❛✈❡❝ δ(v, t, r) = 1 +✐ ❧✬✉0✐❧✐+❛0❡✉6 v ❛ ❛♥♥♦08 ✉♥❡ 6❡++♦✉6❝❡ r ❛✈❡❝ ❧❡ 0❛❣ t✱ ✵ +✐♥♦♥✳

✶✳✷ ❈♦♥&'✐❜✉&✐♦♥

❈❡ 06❛✈❛✐❧ ❞❡ 0❤=+❡ +✬✐♥+❝6✐0 ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛❞6❡ ❞❡+ ❛♣♣6♦❝❤❡+ 0♦♣♦❧♦❣✐2✉❡+ ❞❡ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛✲

0✐♦♥ ❞❡ 0❛❣+✳ ◆♦✉+ ♣6♦♣♦+♦♥+ ✉♥❡ ❛♣♣6♦❝❤❡ 2✉✐ ♦♣=6❡ : ❞♦✉❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡ ♣6❡♠✐❡6 ♥✐✈❡❛✉

♣❡6♠❡0 ❞❡ 06❛✈❛✐❧❧❡6 +✉6 ❧❛ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛0✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❣8♥86❛❧✳ ❈♦♥❝6=0❡♠❡♥0✱ ❝❡00❡ 80❛♣❡

♣❡6♠❡0 ❞✬✐❞❡♥0✐✜❡6 ❞❡+ ❣6♦✉♣❡+ ❞❡ 0❛❣+✱ +8♠❛♥0✐2✉❡♠❡♥0 ♣6♦❝❤❡+✱ 2✉✐ +♦♥0 ♣♦0❡♥0✐❡❧❧❡♠❡♥0

✷✽
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❧✐-. ❛✈❡❝ ❞❡. ❣5♦✉♣❡. ❞✬✉:✐❧✐.❛:❡✉5.✱ ♣❛5:❛❣❡❛♥: ❧❡. ♠>♠❡. ❝❡♥:5❡. ❞✬✐♥:-5>:✱ ❡: ❞❡. ❣5♦✉♣❡.

❞❡ 5❡..♦✉5❝❡.✱ ♣♦5:❛♥: .✉5 ❧❡. ♠>♠❡. :❤-♠❛:✐@✉❡.✳ ▲❡ ❞❡✉①✐C♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣❡5♠❡: ❞✬❡①♣❧♦✐:❡5

❧❡. 5-.✉❧:❛:. ❞✉ ♣5❡♠✐❡5 ♥✐✈❡❛✉ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐:❡5 ❧❡ ♣-5✐♠C:5❡ ❞❡ 5❡❝♦♠♠❛♥❞❛:✐♦♥ ❞❡ :❛❣.✳

▲❡. ♣5✐♥❝✐♣❛❧❡. ❝♦♥:5✐❜✉:✐♦♥. ❞❡ ❝❡ :5❛✈❛✐❧ ♣❡✉✈❡♥: >:5❡ 5-.✉♠-❡. ❝♦♠♠❡ .✉✐:✿

✶✳ ◆♦✉. ❛✈♦♥. ❞-✈❡❧♦♣♣- ✉♥❡ ❛♣♣5♦❝❤❡ @✉✐ ❝♦♥.✐.:❡ G ❞-:❡5♠✐♥❡5 ❧❡. :❛❣. ♣❡5:✐♥❡♥:. G

5❡❝♦♠♠❛♥❞❡5 G ❧✬✉:✐❧✐.❛:❡✉5 :♦✉: ❡♥ 5❛❥♦✉:❛♥: ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ .✉♣♣❧-♠❡♥:❛✐5❡ ❞❡ ❝♦♥:5❛❝✲

:✐♦♥ ❞✉ ❣5❛♣❤❡ ✐♥✐:✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦.♦♥♦♠✐❡✳ ❈❡::❡ ❝♦✉❝❤❡ ❛..✉5❡ ❧❡ ✜❧:5❛❣❡ ❞❡. :❛❣. ❡♥

-❧✐♠✐♥❛♥: ❞C. ❧❡ ❞-♣❛5: ❧❡. :❛❣. ♥♦♥ ✐♥:-5❡..❛♥:. ♣❛5 5❛♣♣♦5: ❛✉ ❝♦♥:❡①:❡ ❞❡ ❧✬✉:✐✲

❧✐.❛:❡✉5✳ L❛5 ❝♦♥.-@✉❡♥:✱ ♥♦✉. 5-❞✉✐.♦♥. ❝♦♥.✐❞-5❛❜❧❡♠❡♥: ❧❛ @✉❛♥:✐:- ❞❡ ❞♦♥♥-❡.

❞❡ ❞-♣❛5:✳ ❚♦✉: ❞✬❛❜♦5❞✱ ♥♦✉. ❛♣♣❧✐@✉♦♥. ❧✬❛❧❣♦5✐:❤♠❡ ❞❡ 5❡❝♦♠♠❛♥❞❛:✐♦♥ ❋♦❧❦5❛♥❦

❬❍♦:❤♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ .✉5 ❧❡ ❣5❛♣❤❡ 5-❞✉✐: ❛✜♥ ❞❡ .-❧❡❝:✐♦♥♥❡5 ❧❡. ❝❧✉.:❡5. ❞❡ :❛❣. ❧❡.

♣❧✉. ❛♣♣5♦♣5✐-.✳ ❈❡. ❝❧✉.:❡5. .♦♥: ❡♥.✉✐:❡ ✉:✐❧✐.-. ♣♦✉5 ❝♦♥.:5✉✐5❡ ✉♥ ❛✉:5❡ ❣5❛♣❤❡

❝♦♥:❡①:✉❡❧ ❞❡ :❛✐❧❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉. 5-❞✉✐:❡ ❡①:5❛✐: ❞✉ ❣5❛♣❤❡ ✐♥✐:✐❛❧ 5❡♣5-.❡♥:❛♥: ❧❛

❢♦❧❦.♦♥♦♠✐❡✳ ▲❛ ♠-:❤♦❞❡ ❋♦❧❦5❛♥❦ ❡.: G ♥♦✉✈❡❛✉ ❛♣♣❧✐@✉-❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡5 ❧❛ ❧✐.:❡

❞❡ :❛❣. G 5❡❝♦♠♠❛♥❞❡5✳

✷✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣-♥-5❡5 ❧❡ ❣5❛♣❤❡ 5-❞✉✐:✱ ✐❧ -:❛✐: ♥-❝❡..❛✐5❡ ❞❡ ❣-♥-5❛❧✐.❡5 ❧❡. ❝♦♥❝❡♣:. ❡♥

✉:✐❧✐.❛♥: ✉♥ ❛❧❣♦5✐:❤♠❡ ❞❡ ❞-:❡❝:✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:-.✳ ◆♦✉. ♣5♦♣♦.♦♥. ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❛♣♣5♦❝❤❡ ♣♦✉5 ❧❛ ❞-:❡❝:✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:-. ❞❛♥. ❧❡. 5-.❡❛✉① ♠✉❧:✐♣❧❡①❡.✳ ❊♥ ❡✛❡:✱ ❧❛

❝❛5❛❝:-5✐.:✐@✉❡ ♠✉❧:✐❞✐♠❡♥.✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ :②♣❡ ❞❡ 5-.❡❛✉① ♣❡5♠❡: ❞✬❡①♣❧♦✐:❡5 ✉♥ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦5♠❛:✐♦♥.✳ ◆♦:5❡ ❛♣♣5♦❝❤❡ ❡.: ✉♥❡ ❣-♥-5❛❧✐.❛:✐♦♥ ❞✐5❡❝:❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦5✐:❤♠❡

▲✐❝♦❞ ❬❨❛❦♦✉❜✐ ❡: ❑❛♥❛✇❛:✐ ✷✵✶✹❪✱ ♣5♦♣♦.- ✐♥✐:✐❛❧❡♠❡♥: ♣♦✉5 :5❛✐:❡5 ❧❡. ❣5❛♣❤❡. ♠♦✲

♥♦♣❧❡①❡.✱ ❛✉ ❝❛. ❞✬✉♥ ♠✉❧:✐♣❧❡①❡✳ ▲❡ ♣5✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥♦:5❡ ❛♣♣5♦❝❤❡ 5❡♣♦.❡ .✉5 ❧❡ ❢❛✐:

@✉❡ ❧❡. ❝♦♠♠✉♥❛✉:-. .❡ ❢♦5♠❡♥: ❛✉:♦✉5 ❞❡. ♥[✉❞. ❛♣♣❡❧-. ▲❡❛❞❡5.✳ ❈✬❡.: ♣♦✉5 ❝❡❧❛

@✉❡ ♥♦✉. ❝♦♠♠❡♥\♦♥. ♣❛5 ❝❛❧❝✉❧❡5 ❝❡. ❞❡5♥✐❡5. ♣✉✐. ♥♦✉. ❛♣♣❧✐@✉♦♥. ✉♥❡ ♠-:❤♦❞❡

❞✬❡①♣❛♥.✐♦♥ ❛✉:♦✉5 ❞❡ ❝❡. ✈❛❧❡✉5. ❝❛❧❝✉❧-❡. ❞❛♥. ❧❡ ❜✉: ❞✬✐❞❡♥:✐✜❡5 ❧❡. ❝♦♠♠✉♥❛✉:-.

❞❛♥. ❧❡ 5-.❡❛✉✳

✸✳ ◆♦✉. ♣5-.❡♥:♦♥. ❧❡. 5-.✉❧:❛:. ❞❡ ♥♦:5❡ ❝♦♥:5✐❜✉:✐♦♥ .✉5 ❞❡. ❣5❛♣❤❡. 5-❡❧. ❞❡ :❛✐❧❧❡

♠♦②❡♥♥❡ ♦❜:❡♥✉. G ♣❛5:✐5 ❞❡ ❞✐✛-5❡♥:. :②♣❡. ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ❝♦♠♠❡ ❧❡. ❞♦♥♥-❡. ❜✐❜❧✐♦✲

❣5❛♣❤✐@✉❡. ❞❡ ❉❜❧♣ ❡: ❞✉ .②.:C♠❡ ❞❡ ♣❛5:❛❣❡ ❞❡. .✐❣♥❡:. ❇✐❜.♦♥♦♠②✳

✷✾
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✶✳✸ ▲✐%&❡ ❞❡% ♣✉❜❧✐❝❛&✐♦♥%

✕ ❘❡✈✉❡ ✐♥&❡'♥❛&✐♦♥❛❧❡

✶✳ ❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ❑❛♥❛✇❛6✐ ❘✳✱ ❈♦♠♠✉♥✐6② ❞❡6❡❝6✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧6✐♣❧❡① ♥❡6✇♦C❦E✿ ❛

E❡❡❞✲❝❡♥6C✐❝ ❛♣♣C♦❛❝❤✱ ◆❡"✇♦%❦' ❛♥❞ ❍❡"❡%♦❣❡♥❡♦✉' ▼❡❞✐❛✿ ❙♣❡❝✐❛❧ ■''✉❡ ♦♥ ◆❡✇

"%❡♥❞'✱ ♠♦❞❡❧' ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥' ✐♥ ❈♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ▼✉❧"✐♣❧❡① ◆❡"✇♦%❦'✱ ❱♦❧✉♠❡ ✶✵✱

■EE✉❡ ✶✱ ♣♣✼✶✲✽✺✱ ▼❛C❝❤ ✷✵✶✺

✕ ❈❤❛♣✐&'❡ ❞❡ ❧✐✈'❡

✶✳ ❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ❑❛♥❛✇❛6✐ ❘✳✱ ❙②E6P♠❡ ❞❡ C❡❝♦♠♠❛♥❞❛6✐♦♥ ♣❛C ♥✐✈❡❛✉① ♣♦✉C

❧❛ ❝❧❛EE✐✜❝❛6✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝❡66❡E ♣♦✉C ❧❛ C❡❝❤❡C❝❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥6❛✐C❡✳ ❈❤❛♣✐"%❡ ❞❛♥' ❙②'✲

"=♠❡' ❞❡ %❡❝♦♠♠❛♥❞❛"✐♦♥✱ ●❤✐E❧❛✐♥❡ ❈❤❛C6C♦♥✱ ■♠❛❞ ❙❛❧❡❤✱ ●UC❛❧❞ ❑❡♠❜❡❧❧❡❝

✭U❞✐6❡✉CE✮✳ ❍❡C♠PE✱ ✷✵✶✹✳

✷✳ ❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ❑❛♥❛✇❛6✐ ❘✳✱ ❆ ❚✇♦✲❧❡✈❡❧ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛6✐♦♥ ❆♣♣C♦❛❝❤ ❢♦C ❉♦✲

❝✉♠❡♥6 ❙❡❛C❝❤✳ ❈❤❛♣"❡% ✐♥ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡% '②'"❡♠'✱ ●❤✐E❧❛✐♥❡ ❈❤❛C6C♦♥✱ ■♠❛❞

❙❛❧❡❤✱ ●UC❛❧❞ ❑❡♠❜❡❧❧❡❝ ✭❡❞✐6♦CE✮✳ ■❙❚❊ ✷✵✶✹✱ ♣♣✶✶✾✲✶✸✷✳

✕ ❈♦♥❢4'❡♥❝❡6

✶✳ ❋❛❧✐❤ ■✳✱ ❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ❑❛♥❛✇❛6✐ ❘✳✱ ❯♥❡ ❛♣♣C♦❝❤❡ ❝❡♥6CU❡ ❣C❛✐♥❡ ♣♦✉C ❧❛

❞U6❡❝6✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉6UE ❞❛♥E ❧❡E CUE❡❛✉① ♠✉❧6✐♣❧❡①❡E✳ ✶✺=♠❡ ❝♦♥❢B%❡♥❝❡ ✐♥✲

"❡%♥❛"✐♦♥❛❧❡ '✉% ❧✬❡①"%❛❝"✐♦♥ ❡" ❧❛ ❣❡'"✐♦♥ ❞❡' ❝♦♥♥❛✐''❛♥❝❡' ❊●❈✷✵✶✺✱ ✭♣❛♣✐❡C

❝♦✉C6✮✱ ♠❛CE ✶✽✲✷✵ )❛C✐E ✷✵✶✺✳

✷✳ ❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ❑❛♥❛✇❛6✐ ❘✳✱ ❆ E❡❡❞✲❝❡♥6C✐❝ ❛❧❣♦C✐6❤♠ ❢♦C ❝♦♠♠✉♥✐6② ❞❡6❡❝6✐♦♥

✐♥ ♠✉❧6✐♣❧❡① ♥❡6✇♦C❦E✱ ❋✐%'" ❊✉%♦♣❡❛♥ ❙♦❝✐❛❧ ◆❡"✇♦%❦' ❈♦♥❢❡%❡♥❝❡✱ ❏✉❧② ✶✲✹

✷✵✶✹ ❇❛C❝❡❧♦♥❛✳

✸✳ ❆♥❦♦✉❞ ▼✳✱ ❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ➱6✉❞❡ ❞❡ ❧✬U✈❛❧✉❛6✐♦♥ ❞❡E ❊❈▼E✱ ■❙❑❖✲▼❛❣❤%❡❜

✷✵✶✸✱ ✽✲✾ ♥♦✈❡♠❜C❡ ✷✵✶✸✱ ▼❛CC❛❦❡❝❤✲▼❛C♦❝✱ ■❊❊❊ ♣♣✳✶✲✺✳

✹✳ ❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ❑❛♥❛✇❛6✐ ❘✳✱ ❆♥❦♦✉❞ ▼✳✱ ◆♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞P❧❡ ❞❡ C❡❝♦♠♠❛♥❞❛6✐♦♥

♣♦✉C ❧❛ ❝❧❛EE✐✜❝❛6✐♦♥ a ❢❛❝❡66❡E✱ ✶✺=♠❡ B❞✐"✐♦♥ ❞✉ ❈♦❧❧♦M✉❡ ✐♥"❡%♥❛"✐♦♥❛❧ '✉% ❧❡

❉♦❝✉♠❡♥" ➱❧❡❝"%♦♥✐M✉❡ ❈■❉❊ ✶✺ ❚✉♥✐'✱ ✶✲✸ ♥♦✈❡♠❜C❡ ✷✵✶✷ ❚✉♥✐E✐❡✱ ❊✉C♦♣✐❛

♣♣✳✶✹✺✲✶✺✼✳

✸✵



✶✳✹✳ #▲❆◆ ●➱◆➱❘❆▲

✺✳ ❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ❆♥❦♦✉❞ ▼✳✱ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛6✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❢❛❝❡6❡❞ ❝❧❛;;✐✜❝❛6✐♦♥ ❢♦=

❞♦❝✉♠❡♥6❛=② ❝❧❛;;✐✜❝❛6✐♦♥ ■❈❊❊▲■✬✷✵✶✷✱ ✶✲✸ ❥✉✐❧❧❡6 ✷✵✶✷ ❙♦✉;;❡ ❚✉♥✐;✐❛✱ ■❊❊❊

♣♣✳✶✲✺✳

✻✳ ❆♥❦♦✉❞ ▼✳✱ ❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ❯♥ ♠♦❞K❧❡ ❞✬M✈❛❧✉❛6✐♦♥ ❞✬✉♥ ❙❖❈ ❞❛♥; ❧✬❡♥✈✐✲

=♦♥♥❡♠❡♥6 ❞✬❊❈▼ #=♦6♦6②♣❡✿ ❍②♣❡=❚❛❣✐♥❣✱ ■❙❑❖✲▼❛❣❤0❡❜✬✷✵✶✷ ✿ ❈♦♥❝❡♣6; ❡6

❖✉6✐❧; ♣♦✉= ❧❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥6 ❞❡ ❧❛ ❈♦♥♥❛✐;;❛♥❝❡✱ ✸✲✹ ♥♦✈❡♠❜=❡ ✷✵✶✷ ❍❛♠♠❛♠❡6

❚✉♥✐;✐❡✳

✼✳ ❙❛❧③❛♥♦ ●✳✱ ❆♥❦♦✉❞ ▼✳✱❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ❩❛❝❦❧❛❞ ▼✳✱ ●❡;6✐♦♥ ❞❡; M✈♦❧✉6✐♦♥; ❞❛♥;

✉♥ ❙❖❈ ❞✬❡♥6=❡♣=✐;❡✱ ♠✉❧6✐❞✐♠❡♥;✐♦♥♥❡❧ ❡6 ❞✐;6=✐❜✉M ✷✾ 4❞✐7✐♦♥ ❞✬■◆❋❖❘❙■❉ ✱

✷✹✲✷✻ ♠❛✐ ✷✵✶✶ ▲✐❧❧❡✳

✕ ❆(❡❧✐❡+,

✶✳ ❋❛❧✐❤ ■✳✱ ❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ❑❛♥❛✇❛6✐ ❘✳✱ ❈♦♠♠✉♥✐6② ❞❡6❡❝6✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧6✐♣❧❡① ♥❡6✲

✇♦=❦✿ ❛ ❝♦♠♣❛=❛6✐✈❡ ;6✉❞②✳ ❊✉0♦♣❡❛♥ ❝♦♥❢❡0❡♥❝❡ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① E②E7❡♠E ✭❊❈❈❙✬✶✹✮✱

❙❛6❡❧❧✐6❡ ✇♦=❦;❤♦♣ ♦♥ ♠✉❧6✐♣❧❡① ♥❡6✇♦=❦; ✷✹ ;❡♣6❡♠❜❡= ✷✵✶✹ ▲✉❝❝❛✳

✷✳ ❋❛❧✐❤ ■✳✱ ❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ❑❛♥❛✇❛6✐ ❘✳✱ ❉M6❡❝6✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉6M; ❞❛♥; ❧❡; =M✲

;❡❛✉① ♠✉❧6✐♣❧❡①❡;✿ M6✉❞❡ ❝♦♠♣❛=❛6✐✈❡✳ ✺✐K♠❡ ❏♦✉0♥4❡ 7❤4♠❛7✐M✉❡✿ ❋♦✉✐❧❧❡ ❞❡

❣0❛♥❞E ❣0❛♣❤❡E ✭❏❋●●✬✶✹✮✱ ✶✺✲✶✼ ♦❝6♦❜=❡ ✷✵✶✹ #❛=✐;✳

✸✳ ❍♠✐♠✐❞❛ ▼✳✱ ❆♣♣=♦❝❤❡ ❞❡ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛6✐♦♥ ❞❡ 6❛❣; ♣❛= ♥✐✈❡❛✉✱ ✸✐K♠❡ ❥♦✉0♥4❡

❞❡ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❣0❛♥❞E ❣0❛♣❤❡E ❏❋●●✱ ✶✼✲✶✽ ♦❝6♦❜=❡ ✷✵✶✷ ❱✐❧❧❡6❛♥❡✉;❡✳

✶✳✹ #❧❛♥ ❣(♥()❛❧

❖✉6=❡ ❧✬✐♥6=♦❞✉❝6✐♦♥ ❣M♥M=❛❧❡✱ ❝❡ =❛♣♣♦=6 ❡;6 ❝♦♠♣♦;M ❞❡ ❝✐♥` ❝❤❛♣✐6=❡;✳ ❉❛♥; ❧❡ ❝❤❛✲

♣✐6=❡ ✷ ♥♦✉; ♣=M;❡♥6♦♥; ✉♥❡ M6✉❞❡ ❞❡ ❧✬M6❛6 ❞❡ ❧✬❛=6 ❞❡; ;②;6K♠❡; ❞❡ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛6✐♦♥ ❞❡

6❛❣;✳ ◆♦✉; ❡①♣♦;♦♥; ❧❡; `✉❛6=❡ ❝❧❛;;❡; ❞✬❛♣♣=♦❝❤❡; ❞❡ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛6✐♦♥ ❞❡ 6❛❣;✿ ❧❡ ✜❧6=❛❣❡

❝♦❧❧❛❜♦=❛6✐❢✱ ❧❡; ❛♣♣=♦❝❤❡; ❜❛;M❡; ;✉= ❧❡ ❝♦♥6❡♥✉✱ ❧❡; ❛♣♣=♦❝❤❡; ❤②❜=✐❞❡; ❡6 ❧❡; ❛♣♣=♦❝❤❡;

6♦♣♦❧♦❣✐`✉❡;✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐6=❡✱ ♥♦✉; ❝♦♥❝❧✉♦♥; ♣❛= ✉♥❡ ❛♥❛❧②;❡ ❝=✐6✐`✉❡ ❞❡ ❝❡; ❞✐❢✲

❢M=❡♥6❡; ❛♣♣=♦❝❤❡;✳ ❉❛♥; ❧❡ ❝❤❛♣✐6=❡ ✸✱ ♥♦✉; ♣=M;❡♥6♦♥; ✉♥ M6❛6 ❞❡ ❧✬❛=6 ;✉= ❧❡; ❞✐✛M=❡♥6;

6=❛✈❛✉① `✉✐ ❝♦♥❝❡=♥❡♥6 ❧❡; ❛❧❣♦=✐6❤♠❡; ❞❡ ❞M6❡❝6✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉6M; ❞❛♥; ❧❡; =M;❡❛✉① ♠✉❧✲

6✐♣❧❡①❡;✳ ❯♥❡ ❝❧❛;;✐✜❝❛6✐♦♥ ❞❡; ❛♣♣=♦❝❤❡; ❞❡ ❞M6❡❝6✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉6M; ❡♥ ❞❡✉① ❝❛6M❣♦=✐❡;
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❡+, ♣.♦♣♦+0❡✳ ▲❛ ♣.❡♠✐4.❡ ❝❛,0❣♦.✐❡ ❝♦♥❝❡.♥❡ ❧❡+ ❛♣♣.♦❝❤❡+ :✉✐ ✈✐+❡♥, = .❛♠❡♥❡. ❧❡ ♣.♦❜❧4♠❡

❞❡ ❞0,❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉,0+ ❞❛♥+ ✉♥ ❣.❛♣❤❡ ♠✉❧,✐♣❧❡①❡ ❡♥ ✉♥ ❣.❛♣❤❡ +✐♠♣❧❡ ✭♠♦♥♦♣❧❡①❡✮✳

❊♥ .❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❞❡✉①✐4♠❡ ❝❛,0❣♦.✐❡ ❝♦♥❝❡.♥❡ ❧❡+ ❛♣♣.♦❝❤❡+ :✉✐ ✈✐+❡♥, = ❣❛.❞❡. ❧❛ +,.✉❝,✉.❡

♠✉❧,✐♣❧❡①❡ ❞✉ ❣.❛♣❤❡✳ ❈❡+ ❛♣♣.♦❝❤❡+ ❝♦♥+✐+,❡♥, = ❣0♥0.❛❧✐+❡. ✉♥❡ ♠0,❤♦❞❡ ❞❡ ❞0,❡❝,✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠✉♥❛✉,0+ ❞✬✉♥ ❣.❛♣❤❡ +✐♠♣❧❡ ♣♦✉. :✉✬❡❧❧❡ ,.❛✐,❡ +✐♠✉❧,❛♥0♠❡♥, ❧❡+ ❞✐✛0.❡♥,❡+ ❝♦✉❝❤❡+

❞✉ ❣.❛♣❤❡ ♠✉❧,✐♣❧❡①❡✳

❉❛♥+ ❧❡ ❝❤❛♣✐,.❡ ✹✱ ♥♦✉+ ✐♥,.♦❞✉✐+♦♥+ ♥♦,.❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ ❞❡ ❞0,❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉,0+ ❞❛♥+

❧❡+ .0+❡❛✉① ♠✉❧,✐♣❧❡①❡+ ❛♣♣❡❧0❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞✳ ▲❡+ ♥♦✉✈❡❧❧❡+ ♠❡+✉.❡+ ,♦♣♦❧♦❣✐:✉❡+ ✉,✐❧✐+0❡+

+♦♥, 0❣❛❧❡♠❡♥, ❞0✜♥✐❡+ ❡, ♣❡.♠❡,,❡♥, ❛✐♥+✐ ❞❡ ,.❛✈❛✐❧❧❡. +✉. ❧❡+ ❣.❛♣❤❡+ ♠✉❧,✐♣❧❡①❡+ ,❡❧+

:✉❡✿ ❧❛ ♠❡+✉.❡ ❞❡ ✈♦✐+✐♥❛❣❡✱ ❧❡ ♣❧✉+ ❝♦✉., ❝❤❡♠✐♥ ❡, ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞❡❣.0 ❞✬✉♥ ♥K✉❞ ❞❛♥+

❧❡ ❝❛❞.❡ ♠✉❧,✐♣❧❡①❡✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ 0,✉❞❡ ❝♦♠♣❛.❛,✐✈❡ ❡♥,.❡ ♥♦,.❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ ❡, ❧❡+ ,.❛✈❛✉①

❡①✐+,❛♥,+ 0,✉❞✐0+ ❞❛♥+ ❧✬0,❛, ❞❡ ❧✬❛., ❡+, 0,❛❜❧✐❡✳ ❈❡,,❡ 0,✉❞❡ ❡+, ♠❡♥0❡ +✉. ❞✐✛0.❡♥,❡+

❜❛+❡+ ❞❡ ❞♦♥♥0❡+ ❡, .❡♣♦+❡ +✉. ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❛,❡✉.+ ♣.✐♥❝✐♣❛✉①✿ ❧❛ ♠❡+✉.❡ ❞❡ .❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡, ❧❛

♠❡+✉.❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛.✐,0✳ ▲❡+ ❡①♣0.✐♠❡♥,❛,✐♦♥+ ♠♦♥,.❡♥, :✉❡ ♥♦,.❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞

❡+, ♥❡,,❡♠❡♥, +✉♣0.✐❡✉.❡ ❛✉① ❛✉,.❡+ ,.❛✈❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❝❡+ ✐♥❞✐❝❛,❡✉.+ ,♦♣♦❧♦❣✐:✉❡+✳

▲❡ ❝❤❛♣✐,.❡ ✺ ❡+, ❝♦♥+❛❝.0 = ❧❛ ♣.0+❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ♥♦,.❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ ❞❡ .❡❝♦♠♠❛♥❞❛,✐♦♥ ❞❡

,❛❣+ ♣❛. ♥✐✈❡❛✉ ❚▲❚❘

✺

✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡.♠❡, ❞✬❛♠0❧✐♦.❡. ❧❛ :✉❛❧✐,0 ❞❡ ❧❛ .❡❝♦♠♠❛♥❞❛,✐♦♥ ❡♥

.0❞✉✐+❛♥, ❧❡ ❣.❛♣❤❡ ✐♥✐,✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦+♦♥♦♠✐❡✳ ❉✬❛❜♦.❞✱ ♥♦✉+ ♣.0+❡♥,♦♥+ ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❞❡ ♥♦,.❡

+②+,4♠❡✳ ❊♥+✉✐,❡✱ ♥♦✉+ ♠♦♥,.♦♥+ ,♦✉,❡+ ❧❡+ 0,❛♣❡+ ♣❡.♠❡,,❛♥, ❞✬❛++✉.❡. ❧❛ ❝♦♥,.❛❝,✐♦♥ ❞✉

❣.❛♣❤❡✱ ❡♥ ♣❛++❛♥, ♣❛. ❧❡+ ♣.♦❥❡❝,✐♦♥+ ❞❡ ❣.❛♣❤❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜,❡♥✐. ❧❛ +,.✉❝,✉.❡ ✉♥✐♣❛.,✐,❡ ❞❡

❞✐✛0.❡♥,❡+ ❝♦✉❝❤❡+ ❞❡ ♥♦,.❡ .0+❡❛✉ ♠✉❧,✐♣❧❡①❡ ❞0❝.✐✈❛♥, ♥♦,.❡ ❣.❛♣❤❡✳ ▲❡+ ❡①♣0.✐♠❡♥,❛,✐♦♥+

♦♥, 0,0 ♠❡♥0❡+ +✉. ❧❡+ ❞♦♥♥0❡+ ❞❡ ❇✐❜+♦♥♦♠② ❛✜♥ ❞✬0✈❛❧✉❡. ❧❛ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ❞✉ +②+,4♠❡

❚▲❚❘ ❡♥ ,❡.♠❡ ❞❡ ♣.0❝✐+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ .❡❝♦♠♠❛♥❞❛,✐♦♥ ❞❡+ ,❛❣+✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❤❛♣✐,.❡ ✻✱ ♥♦✉+

❝♦♥❝❧✉♦♥+ ❝❡ .❛♣♣♦., ❡, ♥♦✉+ ♣.♦♣♦+♦♥+ ❧❡+ ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡+ ♣❡.+♣❡❝,✐✈❡+✳

✺✳ ❚✇♦ ▲❡✈❡❧ ❚❛❣+ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛1✐♦♥
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❈❤❛♣✐%&❡ ✷

❙②"#$♠❡" ❞❡ (❡❝♦♠♠❛♥❞❛#✐♦♥ ❞❡ #❛❣"

✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▲✬❛❝❝$♦✐''❡♠❡♥+ ❝♦♥'+❛♥+ ❞❡ ❧❛ .✉❛♥+✐+0 ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛+✐♦♥ ❞❛♥' ❧❡' ❢♦❧❦'♦♥♦♠✐❡' ❛✐♥'✐

.✉❡ ❧❛ ❧✐❜❡$+0 ♦✛❡$+❡ 5 ❧✬✉+✐❧✐'❛+❡✉$ ♣♦✉$ ❝$0❡$ '❡' +❛❣' ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡♥+ ❧❛ +:❝❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛+✐♦♥

❞❛♥' ✉♥❡ +❡❧❧❡ '+$✉❝+✉$❡ ♥♦+❛♠♠❡♥+ ♣♦✉$ ❝❤❡$❝❤❡$ ❡+ $❡♣0$❡$ ❧❡' $❡''♦✉$❝❡' ✭✐♠❛❣❡✱ ✈✐❞0♦✱

❛$+✐❝❧❡✱ ❡+❝✮✳ ❈❡++❡ ❞✐✣❝✉❧+0 ❡'+ +$❛❞✉✐+❡ ♣❛$ ❞❡' ♣$♦❜❧C♠❡' ❞✬❛♠❜✐❣✉D+0 ❞❡ +❛❣'✳

❆✉❥♦✉$❞✬❤✉✐✱ ❧❡' ❢♦❧❦'♦♥♦♠✐❡' ✐♥❝♦$♣♦$❡♥+ ❞❡' '②'+C♠❡' ❞❡ $❡❝♦♠♠❛♥❞❛+✐♦♥ ❞❡ +❛❣' ❛✜♥

❞❡ ❧✐♠✐+❡$ ❧✬❡✛❡+ ❞❡ ❝❡' ♣$♦❜❧C♠❡'✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❝❡' '②'+C♠❡' ♣$♦♣♦'❡♥+ 5 ❧✬✉+✐❧✐'❛+❡✉$ ❧❡' +❛❣'

❧❡' ♣❧✉' ♣❡$+✐♥❡♥+' ♣♦✉$ ❛♥♥♦+❡$ '❡' $❡''♦✉$❝❡'✳ ■❧' ♣❡✉✈❡♥+ ✐♥+❡$✈❡♥✐$ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞❡✉①

+:❝❤❡'✿

✕ ▲❛ +:❝❤❡ ❞✬✐♥❞❡①❛+✐♦♥ ❡♥ ❛✐❞❛♥+ ❧✬✉+✐❧✐'❛+❡✉$ 5 '0❧❡❝+✐♦♥♥❡$ ❧❡' +❛❣' ❧❡' ♣❧✉' ❛♣♣$♦♣$✐0'

♣♦✉$ ❛♥♥♦+❡$ '❡' $❡''♦✉$❝❡' ❡+✴♦✉

✕ ▲❛ +:❝❤❡ ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❞❡' ✐♥❢♦$♠❛+✐♦♥' ❛✉ '❡✐♥ ❞❡' $0♣❡$+♦✐$❡' ❡♥ ❢❛✐'❛♥+ ✉♥❡ $❡❝❤❡$❝❤❡

♣❛$ +❛❣'✳

◆♦✉' ✐♥+$♦❞✉✐'♦♥' ❞❡' ❡①❡♠♣❧❡' ❞❡' +$❛✈❛✉① ❞❡ $❡❝♦♠♠❛♥❞❛+✐♦♥ ❞❡ +❛❣' .✉✐ '✉♣♣♦$+❡♥+

❞❡ ❞✐✛0$❡♥+' +②♣❡' ❞❡ ❞♦♥♥0❡'✳ ▲❡' $❡''♦✉$❝❡' ♣❡✉✈❡♥+ ❝♦$$❡'♣♦♥❞$❡ 5 ❞✐✛0$❡♥+' +②♣❡' ❞❡

❞♦♥♥0❡' +❡❧' .✉❡ ❞❡' ✜❧♠' ✭❬❙③♦♠'③♦$ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ❡+ ❬❙❛✐❞ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✮✱ ❞❡ ❧❛ ♠✉'✐.✉❡ ❬❊❝❦

❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✱ ❞❡' ♠❡''❛❣❡' ❞❛♥' ❧❡' ❜❧♦❣' ❬▼✐'❤♥❡ ✷✵✵✻❪✱ ❞❡' ❛$+✐❝❧❡' '❝✐❡♥+✐✜.✉❡' ✭❬❏Y'❝❤❦❡

❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ❡+ ❬❙♦♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❜❪✮ ❡+ ❞❡' ♣❤♦+♦' ✭❬●❛$❣ ❡+ ❲❡❜❡$ ✷✵✵✽❪✱ ❬❙✐❣✉$❜❥]$♥''♦♥

❡+ ❱❛♥ ❩✇♦❧ ✷✵✵✽❪ ❡+ ❬❱✐❛♥❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✮✳ ◆♦✉' $❛♣♣❡❧♦♥' .✉❡ ❧❡ ♣$✐♥❝✐♣❡ ❣0♥0$❛❧ ❞❡'
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✷✳✷✳ ❈▲❆❙❙■❋■❈❆❚■❖◆ ❉✬❆--❘❖❈❍❊❙ ❉❊ ❘❊❈❖▼▼❆◆❉❆❚■❖◆ ❉❊ ❚❆●❙

3②356♠❡3 ❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛5✐♦♥ ❝♦♥3✐35❡ @ ❝❤❡:❝❤❡:✴:❡❝♦♠♠❛♥❞❡: ❧❡3 5❛❣3 ❧❡3 ♣❧✉3 ♣❡:5✐♥❡♥53

♣♦✉: ✉♥❡ :❡33♦✉:❝❡ ❡5 ✉♥ ✉5✐❧✐3❛5❡✉: ❞♦♥♥G3✳

❈❡ ❝❤❛♣✐5:❡ 3✉✐5 ❧❡ ♣❧❛♥ 3✉✐✈❛♥5✿ ♥♦✉3 ❝♦♠♠❡♥J♦♥3 ♣❛: ♣:G3❡♥5❡: ✉♥❡ ❝❧❛33✐✜❝❛5✐♦♥ ❞❡3 ❞✐✛G✲

:❡♥5❡3 ❛♣♣:♦❝❤❡3 ❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛5✐♦♥ ❞❡ 5❛❣3 ❡♥ ♣❛:5✐❝✉❧✐❡: ❧❡3 N✉❛5:❡ ❝❛5G❣♦:✐❡3 3✉✐✈❛♥5❡3✿

❧❡3 ❛♣♣:♦❝❤❡3 ❜❛3G❡3 3✉: ❧❡ ❝♦♥5❡♥✉✱ ❧❡ ✜❧5:❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦:❛5✐❢✱ ❧❡3 ❛♣♣:♦❝❤❡3 5♦♣♦❧♦❣✐N✉❡3 ❡5

❧❡3 ❛♣♣:♦❝❤❡3 ❤②❜:✐❞❡3 ✭❜❛3G❡3 @ ❧❛ ❢♦✐3 3✉: ❧❡ ❝♦♥5❡♥✉ ❡5 3✉: ❧❛ 5♦♣♦❧♦❣✐❡✮✳ ❉❛♥3 ❧❡3 3❡❝5✐♦♥3

N✉✐ 3✉✐✈❡♥5✱ ♥♦✉3 ❞G5❛✐❧❧♦♥3 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡3 ❛♣♣:♦❝❤❡3 ❡5 @ ❧❛ 3❡❝5✐♦♥ ✷✳✸✱ ♥♦✉3 ♣:G3❡♥5♦♥3

✉♥❡ G5✉❞❡ ❝:✐5✐N✉❡ ❞❡ ❝❡3 5:❛✈❛✉①✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐5:❡ 3❡ 5❡:♠✐♥❡ ♣❛: ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉3✐♦♥✳

✷✳✷ ❈❧❛%%✐✜❝❛)✐♦♥ ❞✬❛♣♣/♦❝❤❡% ❞❡ /❡❝♦♠♠❛♥❞❛)✐♦♥ ❞❡ )❛❣%

❍✐35♦:✐N✉❡♠❡♥5✱ ❧❡3 3②356♠❡3 ❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛5✐♦♥ 3♦♥5 ❝❧❛33✐✜G3 ❡♥ ❞❡✉① ❣:❛♥❞❡3 ❢❛✲

♠✐❧❧❡3✿ ❧❡" ❛♣♣%♦❝❤❡" ❜❛"*❡" "✉% ❧❡ ❝♦♥-❡♥✉ ❡5 ❧❡ ✜❧-%❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦%❛-✐❢✳ ❉❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ♦V ❧❡3

❢♦❧❦3♦♥♦♠✐❡3 3♦♥5 :❡♣:G3❡♥5G❡3 3♦✉3 ❢♦:♠❡ ❞❡ ❣:❛♣❤❡✱ ✉♥❡ 5:♦✐3✐6♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣:♦❝❤❡ -♦✲

♣♦❧♦❣✐3✉❡ ♣❡✉5 X5:❡ ❞G✜♥✐❡✳ ❊♥ ♣❧✉3✱ ❧✬✉5✐❧✐3❛5✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥5❡ ❞❡ ✜❧5:❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦:❛5✐❢ ❡5 ❞❡3

❛♣♣:♦❝❤❡3 ❜❛3G❡3 3✉: ❧❡ ❝♦♥5❡♥✉ ❣G♥6:❡ ✉♥ ❛✉5:❡ 5②♣❡ ❞✬❛♣♣:♦❝❤❡ ♥♦♠♠G ❧❡" ❛♣♣%♦❝❤❡"

❤②❜%✐❞❡"✳ ❉❛♥3 ❝❡55❡ 3❡❝5✐♦♥✱ ♥♦✉3 ♣:G3❡♥5♦♥3 N✉❛5:❡ ❝❧❛33❡3 ❞✬❛♣♣:♦❝❤❡3 ❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥✲

❞❛5✐♦♥ ❞❡ 5❛❣3✿ ❧❡ ✜❧5:❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦:❛5✐❢✱ ❧❡3 ❛♣♣:♦❝❤❡3 ❜❛3G❡3 3✉: ❧❡ ❝♦♥5❡♥✉✱ ❧❡3 ❛♣♣:♦❝❤❡3

5♦♣♦❧♦❣✐N✉❡3 ❡5 ❧❡3 ❛♣♣:♦❝❤❡3 ❤②❜:✐❞❡3✳

✕ ▲❡ ✜❧5:❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦:❛5✐❢✿ ✐❧ ❞G♣❡♥❞ ❞❡3 ♦♣✐♥✐♦♥3 ❡5 ❞❡3 G✈❛❧✉❛5✐♦♥3 ❞❡3 ❛✉5:❡3 ❣:♦✉♣❡3

✉5✐❧✐3❛5❡✉:3 ❬▼❛:✐♥❤♦ ❡- ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✱ ❬-❛::❛ ❡5 ❇:✉3✐❧♦✈3❦② ✷✵✵✾❪✳

✕ ▲❡3 3②356♠❡3 ❜❛3G3 3✉: ❧❡ ❝♦♥5❡♥✉✿ ✐❧3 3♦♥5 ❢♦♥❞G3 3❡✉❧❡♠❡♥5 3✉: ❧✬❛♥❛❧②3❡ ❞❡ ❝♦♥5❡♥✉

5❡①5✉❡❧ ❧✐G @ ❧❛ :❡33♦✉:❝❡ ❬❙♦♥❣ ❡- ❛❧✳ ✷✵✵✽❛❪✱ ❬▼✉35♦ ❡- ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳

✕ ▲❡3 ❛♣♣:♦❝❤❡3 5♦♣♦❧♦❣✐N✉❡3✿ ❝❡3 ❛♣♣:♦❝❤❡3 3♦♥5 @ ❜❛3❡ ❞❡ ❣:❛♣❤❡3 ♦V ❧❡3 3②356♠❡3

❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛5✐♦♥ ❡①♣❧♦✐5❡♥5 ❧❡3 :❡❧❛5✐♦♥3 ❡♥5:❡ ❧❡3 ✉5✐❧✐3❛5❡✉:3✱ ❧❡3 :❡33♦✉:❝❡3 ❡5 ❧❡3

5❛❣3 :❡♣:G3❡♥5G3 ❞❛♥3 ❧❡ ❣:❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦3♦♥♦♠✐❡ ♣♦✉: ❣G♥G:❡: ❧❡3 :❡❝♦♠♠❛♥❞❛5✐♦♥3

❬▼❛:✐♥❤♦ ❡- ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳

✕ ▲❡3 ❛♣♣:♦❝❤❡3 ❤②❜:✐❞❡3✿ ❝♦♥3✐35❡♥5 @ ❢✉3✐♦♥♥❡: @ ❧❛ ❢♦✐3 ♣❧✉3✐❡✉:3 5②♣❡3 ❞✬❛♣♣:♦❝❤❡3

❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛5✐♦♥ ❞❡ 5❛❣3 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞✬✉♥❡ ❛♣♣:♦❝❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦:❛5✐✈❡ ❜❛3G❡

3✉: ❧❡ ❝♦♥5❡♥✉ ❬●❡♠♠❡❧❧ ❡- ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳

❉❛♥3 ❧❡3 3❡❝5✐♦♥3 N✉✐ 3✉✐✈❡♥5✱ ♥♦✉3 ❞G❝:✐✈♦♥3 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡3 ❛♣♣:♦❝❤❡3✳
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✷✳✷✳✶ ▲❡ ✜❧'(❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦(❛'✐❢

▲❡ ✜❧67❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦7❛6✐❢ ✭❋❈✮ ❡A6 ❧❛ ❝❛6B❣♦7✐❡ ❧❛ ♣❧✉A ♣♦♣✉❧❛✐7❡ ❞❡A ❛❧❣♦7✐6❤♠❡A ❞❡ 7❡❝♦♠✲

♠❛♥❞❛6✐♦♥✳ ▲❡ ♣7✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡ 6②♣❡ ❞✬❛❧❣♦7✐6❤♠❡ ❡A6 ❞❡ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❡7 K ✉♥ ✉6✐❧✐A❛6❡✉7 ❞♦♥♥B✱

❧❡A ✐6❡♠A B✈❛❧✉BA ♣♦A✐6✐✈❡♠❡♥6 ♣❛7 ❞❡A ✉6✐❧✐A❛6❡✉7A A✐♠✐❧❛✐7❡A ❬❙❤❛7❞❛♥❛♥❞ ❡6 ▼❛❡A ✶✾✾✺❪✳

▲❡ 6❡7♠❡ ❋❈ ❛ B6B ✉6✐❧✐AB ♣♦✉7 ❧❛ ♣7❡♠✐S7❡ ❢♦✐A ❞❛♥A ❬●♦❧❞❜❡7❣ ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✷❪ ♣♦✉7 ❞B❝7✐7❡

❧❡ A②A6S♠❡ ❞❡ ✜❧67❛❣❡ ❚❛♣❡'!(②✳ ■❧ A✬❛❣✐6 ❞✬✉♥ A②A6S♠❡ ❞❡ 7❡❝❤❡7❝❤❡ ❡6 ❞❡ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛6✐♦♥

♣❡7♠❡66❛♥6 ❛✉① ✉6✐❧✐A❛6❡✉7A ❞✬❛❝❝B❞❡7 ❛✉① ❞♦❝✉♠❡♥6A ❡6 ❛✉① ♠❡AA❛❣❡A B❧❡❝67♦♥✐U✉❡A K 67❛✲

✈❡7A ❧❡A 7❡U✉V6❡A ❡6 ❧❡A ❛♣♣7B❝✐❛6✐♦♥A ❞❡A ❛✉67❡A ✉6✐❧✐A❛6❡✉7A A✐♠✐❧❛✐7❡A✳ -❛7♠✐ ❧❡A ♣7❡♠✐❡7A

67❛✈❛✉①✱ ♦♥ 67♦✉✈❡ ❧❡ A②A6S♠❡ ❞❡ ●7♦✉♣▲❡♥A ♣❡7♠❡66❛♥6 ❧❛ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛6✐♦♥ ❞❡A ❛76✐❝❧❡A

❞❡ ♣7❡AA❡ ❬❘❡A♥✐❝❦ ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✹❪ ❡6 ❧❡ A②A6S♠❡ ❘■◆●❖ ♣♦✉7 ❧❛ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛6✐♦♥ ❞❡ ♠✉A✐U✉❡

❬❙❤❛7❞❛♥❛♥❞ ❡6 ▼❛❡A ✶✾✾✺❪✳

❊♥ ❣B♥B7❛❧✱ ✐❧ ❡♥ ❡①✐A6❡ ❞❡✉① 6②♣❡A ❞❡ ♠B6❤♦❞❡A✿ A♦✐6 ❜❛AB❡ A✉7 ❧❡' ✉!✐❧✐'❛!❡✉('✱ A♦✐6

❜❛AB❡ A✉7 ❧❡' ✐!❡♠'✳ ❈❡A ❞❡✉① ♠B6❤♦❞❡A ♣❡✉✈❡♥6 B❣❛❧❡♠❡♥6 V67❡ ❢✉A✐♦♥♥B❡A ✭❬❲❛♥❣ ❡! ❛❧✳

✷✵✵✻❪✱ ❬❚A♦✲❙✉66❡7 ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✮✳

❋✐❧#$❛❣❡ ❜❛)* )✉$ ❧❡) ✉#✐❧✐)❛#❡✉$)✿ ❧✬❛❧❣♦7✐6❤♠❡ ❋❈ ❜❛AB A✉7 ❧✬✐❞❡♥6✐✜❝❛6✐♦♥ ❞❡A ✉6✐❧✐✲

A❛6❡✉7A A✐♠✐❧❛✐7❡A ✭❋❈❯✮ ❝♦♥A✐A6❡ K ♣7B❞✐7❡ ❧❡A ✐♥6B7V6A ❞❡ ❧✬✉6✐❧✐A❛6❡✉7 ♣♦✉7 ✉♥❡ 7❡AA♦✉7❝❡

❞♦♥♥B❡ ❡♥ ❡①♣❧♦✐6❛♥6 ✉♥ ❡♥A❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣7♦✜❧A ✉6✐❧✐A❛6❡✉7A✳ -7❡♥♦♥A ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥

A②A6S♠❡ ❞❡ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛6✐♦♥ U✉✐ ♣7B❞✐6 ❧❡A B✈❛❧✉❛6✐♦♥A A✉7 ❞❡A 7❡AA♦✉7❝❡A ♦✉ A✉❣❣S7❡ ✉♥❡

❧✐A6❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡A 7❡AA♦✉7❝❡A ❧❡A ♣❧✉A ♣❡76✐♥❡♥6❡A ♣♦✉7 ✉♥ ✉6✐❧✐A❛6❡✉7✳ ❚7❛❞✐6✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥6✱

♣♦✉7 m ✉6✐❧✐A❛6❡✉7A ❡6 n 7❡AA♦✉7❝❡A✱ ❧❡A ♣7♦✜❧A ✉6✐❧✐A❛6❡✉7A A♦♥6 7❡♣7BA❡♥6BA ♣❛7 ✉♥❡ ♠❛67✐❝❡

✉6✐❧✐A❛6❡✉7✲7❡AA♦✉7❝❡ X ∈ R
m×n ∪ {.} ❛✈❡❝ {.} ❞BA✐❣♥❡ ❧❡A ✈❛❧❡✉7A ♠❛♥U✉❛♥6❡A✳ ▲❛ ♠❛67✐❝❡

♣❡✉6 V67❡ ❞B❝♦♠♣♦AB❡ ❡♥ ✈❡❝6❡✉7A ❧✐❣♥❡A✿

X := [X1, ..., Xm]T ❛✈❡❝ Xu := [xu,1, ..., xu,n], ♣♦✉7 ❝❤❛U✉❡ u := 1, ...,m. ✭✷✳✶✮

❛✈❡❝ xu,r ✐♥❞✐U✉❡ U✉❡ ❧✬✉6✐❧✐A❛6❡✉7 u ❛ B✈❛❧✉B ❧❛ 7❡AA♦✉7❝❡ r ♣❛7 ❧❛ ♥♦6❡ xu,r ∈ R✳ ❈❤❛U✉❡

✈❡❝6❡✉7 ❧✐❣♥❡ Xu ❝♦77❡A♣♦♥❞ ❛✉ ♣7♦✜❧ ✉6✐❧✐A❛6❡✉7 ❡♥ 7❡♣7BA❡♥6❛♥6 ❧❡A B✈❛❧✉❛6✐♦♥A ❞❡A 7❡A✲

A♦✉7❝❡A ♣❛7 ❧✬✉6✐❧✐A❛6❡✉7 u✳ ❈❡66❡ ❞B❝♦♠♣♦A✐6✐♦♥ ♣❡7♠❡6 ❞❡ ❞B6❡7♠✐♥❡7 ❧❛ ✈❛❧❡✉7 ❞❡ A✐♠✐❧❛7✐6B

✉6✐❧✐A❛6❡✉7✲✉6✐❧✐A❛6❡✉7 ❬❘❡A♥✐❝❦ ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✹❪✳
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❋✐❧#$❛❣❡ ❜❛)* )✉$ ❧❡) ✐#❡♠)✿ ❧✬❛❧❣♦7✐9❤♠❡ ❋❈ ❜❛>? >✉7 ❧❡> ✐9❡♠> ✭❋❈■✮ ❝♦♥>✐>9❡ E ❝❛❧❝✉❧❡7

❧❛ >✐♠✐❧❛7✐9? ❡♥97❡ ❧❡> ✐9❡♠>✳ ▲❡ ❜✉9 ?9❛♥9 ❞❡ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❡7 E ❧✬✉9✐❧✐>❛9❡✉7 ❧❡> ✐9❡♠> ❧❡> ♣❧✉>

>✐♠✐❧❛✐7❡> E >♦♥ ♣7♦✜❧✳ ▲❛ ♠❛97✐❝❡ ❡>9 ❛❧9❡7♥❛9✐✈❡♠❡♥9 7❡♣7?>❡♥9?❡ ♣❛7 ❞❡> ✈❡❝9❡✉7> ❝♦❧♦♥♥❡>✿

X := [X1, ..., Xn] ❛✈❡❝ Xr := [x1,r, ..., xm,r]
T , ♣♦✉7 ❝❤❛K✉❡ r := 1, ..., n. ✭✷✳✷✮

❞❛♥> ❧❡K✉❡❧ ❝❤❛K✉❡ ✈❡❝9❡✉7 ❝♦❧♦♥♥❡ xm,r ❝♦77❡>♣♦♥❞ ❛✉① ♥♦9❡> ❞♦♥♥?❡> ♣❛7 9♦✉> ❧❡> m

✉9✐❧✐>❛9❡✉7> E ✉♥❡ 7❡>>♦✉7❝❡ >♣?❝✐✜K✉❡✳ ❈❡99❡ 7❡♣7?>❡♥9❛9✐♦♥ ❛>>✉7❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ >✐♠✐❧❛7✐9?

✐9❡♠✲✐9❡♠ ❬❉❡>❤♣❛♥❞❡ ❡9 ❑❛7②♣✐> ✷✵✵✹❪✳

➚ ❝❛✉>❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛9✉7❡ ❞❡> 7❡❧❛9✐♦♥> 9❡7♥❛✐7❡> ❞❡> ❢♦❧❦>♦♥♦♠✐❡>✱ ❧❡ ✜❧97❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦7❛9✐❢

❝❧❛>>✐K✉❡ ♥❡ ♣❡✉9 ♣❛> X97❡ ❛♣♣❧✐K✉? ❞✐7❡❝9❡♠❡♥9✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥9✱ ❧❡ ♣7✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛>❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲

♣❧✐❝❛9✐♦♥ ❞❡ ✜❧97❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦7❛9✐❢ ✭❋❈✮ ❞❛♥> ❧❡> ❢♦❧❦>♦♥♦♠✐❡> ♣♦✉7 ❧❛ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥ ❞❡>

9❛❣> ❡>9 97Y> >✐♠✐❧❛✐7❡ E ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✜❧97❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦7❛9✐❢ ❝❧❛>>✐K✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡9✱ ✐❧ ❝♦♥>✐>9❡ E 7❡✲
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❛✈❡❝ (πURY )

✉✱"

= 1 >✬✐❧ ❡①✐>9❡ t ∈ ❚ ❛✈❡❝ (u, t, r) ∈ Y

>✐♥♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉7 >❡7❛ ✵ ❡9 πUTY ∈ {0, 1}|U |×|T |
❛✈❡❝ (πUTY )u,t = 1 >✬✐❧ ❡①✐>9❡ r ∈ ❘ ❛✈❡❝

(u, t, r) ∈ Y >✐♥♦♥ ✵ ✭✈♦✐7 ✜❣✉7❡ ✷✳✶✮✳ ❈❡> ♣7♦❥❡❝9✐♦♥> ❝♦♥>❡7✈❡♥9 ❧❡> ✐♥❢♦7♠❛9✐♦♥> >✉7 ❧❡>
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Nu
k := arg

k
max

v∈U\{u}
sim(Xu, Xv) ✭✷✳✸✮

✸✽



k ∈ N sim

Nu

u Nu

u

Sim (u, v)

Sim(u, v) =

∑

i⊂CRu,v
(rui − ru) (rni − rn)

√

∑

i⊂CRu,v(rui−ru)2

√

∑

i⊂CRu,n(rni−rn)2

u v CRu,v u

v

u

pred(u, i) = r̄u +

∑

n∈Nu

Sim(u, n)× (rni − r̄n)

∑

n∈Nu

Sim(u, n)
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✶✳ ❤##♣✿✴✴✇✇✇✳❝✐#❡✉❧✐❦❡✳♦/❣✴
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ -5♦❝❡99✉9 ❞❡ ❝✐5❝✉❧❛?✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦5♠❛?✐♦♥ ❞❛♥9 ❆✉?♦❚❛❣

?❛❣9 ❧❡9 ♣❧✉9 ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡9 ♣♦✉5 ❛♥♥♦?❡5 9♦♥ ♠❡99❛❣❡✳ ❉❛♥9 ❝❡??❡ ♠G♠❡ ❝❛?H❣♦5✐❡✱ ❧✬❛♣♣5♦❝❤❡

❚❛❣❆99✐9? ❬❙♦♦❞ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ♣5♦♣♦9❡ ✉♥❡ ❡①?❡♥9✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣5♦❝❤❡ ❆✉?♦❚❛❣ ❡♥ 5❛❥♦✉?❛♥?

✉♥❡ H?❛♣❡ ❞❡ ♣5H?5❛✐?❡♠❡♥?9 ❛✜♥ ❞✬❛♠H❧✐♦5❡5 ❧❛ R✉❛❧✐?H ❞❡9 5❡❝♦♠♠❛♥❞❛?✐♦♥9✳ ❊♥ ❡✛❡?✱

❝❡??❡ H?❛♣❡ ❡9? ❝♦♠♣♦9H❡ ❞❡ ❞❡✉① 9♦✉9 H?❛♣❡9 ♣5✐♥❝✐♣❛❧❡9✿ ❧❛ ♣5❡♠✐U5❡ H?❛♣❡✱ ❛♣♣❡❧H❡ ❧❛

♣❤❛9❡ ❞❡ ♥♦5♠❛❧✐9❛?✐♦♥ ❞❡9 ♠♦?9 ❝❧H9✱ ❝♦♥9✐9?❡ V 5H❞✉✐5❡ ❧❛ ❢♦5♠❡ ❞❡ ❝❤❛R✉❡ ♠♦? ❞❛♥9 ❧❡

9②9?U♠❡ V 9❛ ❢♦5♠❡ 5❛❝✐♥❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐U♠❡ H?❛♣❡✱ ❞✐?❡ ❧❛ ♣❤❛9❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛?✐♦♥✱ ✈✐9❡ V ✈❛❧✐❞❡5

❝❤❛R✉❡ ❣5♦✉♣❡ ✐99✉ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛9❡ ❞❡ ♥♦5♠❛❧✐9❛?✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ 9✬❛99✉5❡5 R✉❡ ❧❡ 9②9?U♠❡ ♥✬❛ ♣❛9

5❡❣5♦✉♣H ❞❡9 ?❛❣9 ❛✈❡❝ ❞❡9 9❡♥9 ❞✐✛H5❡♥?9 9♦✉9 ❧❛ ♠G♠❡ 5❛❝✐♥❡ ♥♦5♠❛❧✐9H❡✳ ▲❡ 9②9?U♠❡ ✉?✐✲

❧✐9❡ ✉♥ ❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡9 ♣❛5❛♠U?5❡9 ♣♦✉5 H✈❛❧✉❡5 ❧❛ R✉❛❧✐?H ❞❡ ❧❛ 5❡❝♦♠♠❛♥❞❛?✐♦♥ ❞❡ ?❛❣9✳ ▲❡

❝Y✉5 ❞❡ ❝❡??❡ ❛♣♣5♦❝❤❡ ❡9? ❢♦♥❞H 9✉5 ✉♥ ♠♦?❡✉5 ❞❡ 9✉❣❣❡9?✐♦♥ ❞❡ ?❛❣9 R✉✐ 9✬❛♣♣✉✐❡ 9✉5 ❧❡9

?❛❣9 ❛✈❡❝ ❧❡9R✉❡❧9 ❧❡9 ❛♥❝✐❡♥9 ♠❡99❛❣❡9 9♦♥? ❛♥♥♦?H9 ♣♦✉5 ♣♦✉✈♦✐5 5❡❝♦♠♠❛♥❞❡5 ❞❡9 ?❛❣9

❛♣♣5♦♣5✐H9 ♣♦✉5 ❧❡9 ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥?❡♥✉9✳

✷✳✷✳✷ ▲❡$ ❛♣♣'♦❝❤❡$ ❜❛$,❡$ $✉' ❧❡ ❝♦♥0❡♥✉

❈❡9 ❛❧❣♦5✐?❤♠❡9 ❝♦♥9✐9?❡♥? V ❛♥❛❧②9❡5 ❧❡ ❝♦♥?❡♥✉ ♦✉ ❧❡9 ♠H?❛❞♦♥♥H❡9 ❞❡ ❝❡9 5❡99♦✉5❝❡9

❛✜♥ ❞❡ ❞H?❡5♠✐♥❡5 R✉❡❧9 9♦♥? ❧❡9 ?❛❣9 R✉✐ ♣❡✉✈❡♥? ✐♥?H5❡99❡5 ❧❡9 ✉?✐❧✐9❛?❡✉59✳ ▲❡ ♣5✐♥❝✐♣❡ ❡9?

?5U9 9✐♠✐❧❛✐5❡ ❛✉① ?❡❝❤♥✐R✉❡9 ✉?✐❧✐9H❡9 ❞❛♥9 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ 5❡❝❤❡5❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦5♠❛?✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐✛H✲

5❡♥❝❡ 5H9✐❞❡ ♥♦?❛♠♠❡♥? ❞❛♥9 ❧✬❛❜9❡♥❝❡ ❞❡ 5❡R✉G?❡ ✉?✐❧✐9❛?❡✉5 ❡①♣❧✐❝✐?❡✳ -♦✉5 5❡❝♦♠♠❛♥❞❡5

❞❡9 ?❛❣9✱ ❞❡✉① H❧H♠❡♥?9 ❞♦✐✈❡♥? G?5❡ ❝♦♥9?✐?✉H9✿ ❧❡ ♣5♦✜❧ ❞❡ ❧✬✉?✐❧✐9❛?❡✉5 ❡? ❧❡9 ♣5♦✜❧9 ❞❡9

✐?❡♠9✳ ❈❡9 ❞❡✉① H❧H♠❡♥?9 9♦♥? ♣5H9❡♥?H9 ♣❛5 ❞❡9 ❧✐9?❡9 ❞❡ ?❛❣9 ♣♦♥❞H5H9✳ ▲❛ ♠❛♥✐U5❡ ❧❛

♣❧✉9 9✐♠♣❧❡ ♣♦✉5 ❞H✜♥✐5 ❧❡ ♣5♦✜❧ ✉?✐❧✐9❛?❡✉5 um ❡9? ✉♥ ✈❡❝?❡✉5 um = (um,1, ..., um,l) ❛✈❡❝

um,l = |{(um, tl, i) ∈ A|i ∈ I}| ❡9? ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞❡ ❢♦✐9 R✉❡ ❧✬✉?✐❧✐9❛?❡✉5 ❛ ❛♥♥♦?H ❞❡9 ✐?❡♠9

♣❛5 ❧❡ ?❛❣ tl✳ -❛5❛❧❧U❧❡♠❡♥?✱ ❧❡ ♣5♦✜❧ ❞❡9 ✐?❡♠9 in ❡9? ❞H✜♥✐ ♣❛5 in = (in,1, ..., in,l) ❛✈❡❝

✹✷



✷✳✷✳ ❈▲❆❙❙■❋■❈❆❚■❖◆ ❉✬❆--❘❖❈❍❊❙ ❉❊ ❘❊❈❖▼▼❆◆❉❆❚■❖◆ ❉❊ ❚❆●❙

in,l = |{(u, tl, in) ∈ A|u ∈ U}| 3✉✐ ♣789❡♥<❡ ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞❡9 ✐<❡♠9 ❛♥♥♦<89 ♣❛7 ❧❡ <❛❣ tl✳ ❆✜♥

❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣7❡♥❞7❡ ❝❡9 ❞❡✉① ♣7♦✜❧9✱ ♥♦✉9 ✐♥<7♦❞✉✐9♦♥9 ❞❛♥9 ❧❡ <❛❜❧❡❛✉ ✭✷✳✶✮ ❧❛ ❞8✜♥✐<✐♦♥

❞❡ ❞✐✛87❡♥<9 ♠♦❞L❧❡9 ✉<✐❧✐989 M ❧❛ ❢♦✐9 ♣♦✉7 ❞8✜♥✐7 ❧❡9 ♣7♦✜❧9 ✉<✐❧✐9❛<❡✉79 ❡< ❧❡9 ♣7♦✜❧9 ❞❡9

✐<❡♠9 ✉<✐❧✐989 ❞❛♥9 ❧❡9 9②9<L♠❡9 ❞❡ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛<✐♦♥✳ ❊♥ ❣8♥87❛❧✱ ❧❡9 ✉<✐❧✐9❛<❡✉79 ❛♥♥♦<❡♥<

➱❧8♠❡♥<9 ❉❡9❝7✐♣<✐♦♥

-7♦✜❧ ✉<✐❧✐9❛<❡✉7 ❜❛98 9✉7 ❧❛

❢783✉❡♥❝❡ ❞❡9 <❛❣9

tfum(tl) ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ❢♦✐9 3✉❡

❧✬✉<✐❧✐9❛<❡✉7 um ❛ ❛♥♥♦<8 ❞❡9

✐<❡♠9 ❛✈❡❝ ❧❡ <❛❣ tl
-7♦✜❧ ✐<❡♠ ❜❛98 9✉7 ❧❛ ❢78✲

3✉❡♥❝❡ ❞❡9 <❛❣9

tfin(tl) ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ❢♦✐9 ♦S

❧✬✐<❡♠ in ❛ 8<8 ❛♥♥♦<8 ♣❛7 ❧❡

<❛❣ tl
-7♦✜❧ ✉<✐❧✐9❛<❡✉7 ❜❛98 9✉7 ❧❛

❢783✉❡♥❝❡ ✐♥✈❡79❡ ❞❡9 <❛❣9

iuf(tl) = log M
nu(tl)′

❛✈❡❝ nu(tl) =
|{nu(tl) ∈ U|um,l > 0}|

-7♦✜❧ ✐<❡♠ ❜❛98 9✉7 ❧❛ ❢78✲

3✉❡♥❝❡ ✐♥✈❡79❡ ❞❡ <❛❣9

iif(tl) = log N
ni(tl)′

❛✈❡❝

ni (tl) = |{in ∈ I|in,l > 0}|
❚❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣7♦✜❧ ✉<✐❧✐9❛<❡✉7 |um| =

∑L
l=1 um,l

❚❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣7♦✜❧ ❞❡9 ✐<❡♠9 |in| =
∑L

l=1 in,l

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡9 ♣7♦✜❧9 ✉<✐❧✐9❛<❡✉79 ❡< ❞❡9 ✐<❡♠9

❞❡9 ✐<❡♠9 3✉✐ ❧❡✉7 9❡♠❜❧❡♥< ♣❡7<✐♥❡♥<9✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡9 <❛❣9 ✉<✐❧✐989 ♣♦✉7 ❧✬❛♥♥♦<❛<✐♦♥ ❞8❝7✐✈❡♥<

♠✐❡✉① ❧❡✉79 ✐♥<87U<9✱ ❧❡✉79 ❣♦V<9 ❡< ❧❡✉79 ❜❡9♦✐♥9✳ -❛7 ❛✐❧❧❡✉79✱ ❝❡ <②♣❡ ❞✬❛♣♣7♦❝❤❡ ♣❡✉<

8❣❛❧❡♠❡♥< 9✉♣♣♦9❡7 3✉❡ ♣❧✉9 ✉♥ <❛❣ ❡9< ✉<✐❧✐98 ♣❛7 ✉♥ ✉<✐❧✐9❛<❡✉7✱ ♣❧✉9 ❝❡ <❛❣ ❡9< ❝♦♥9✐✲

❞878 <7L9 ✐♠♣♦7<❛♥< ♣♦✉7 ❧✉✐✳ -❛7 ❛♥❛❧♦❣✐❡✱ ❧❡9 <❛❣9 ❛✛❡❝<89 ❛✉① ✐<❡♠9 ❡①♣7✐♠❡♥< ✉♥ ♣♦✐♥<

❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉<8 ❞❡9 ✉<✐❧✐9❛<❡✉79 3✉✐ ❛♥♥♦<❡♥< ❧❛ 7❡99♦✉7❝❡✳ -❧✉9 ❞❡9 ✉<✐❧✐9❛<❡✉79

❛♥♥♦<❡♥< ✉♥ ✐<❡♠ ♣❛7 ✉♥ <❛❣ ♣❛7<✐❝✉❧✐❡7✱ ♣❧✉9 ❝❡ <❛❣ ❞8❝7✐< ♠✐❡✉① 9♦♥ ❝♦♥<❡♥✉✳ ▲❛ 7❡♣78✲

9❡♥<❛<✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥<❡♥✉ ❡9< ❡♥9✉✐<❡ ❝♦♠♣❛78❡ ❛✉ ♣7♦✜❧ ✉<✐❧✐9❛<❡✉7 ❛✜♥ ❞❡ <7♦✉✈❡7 ❧❡9 ✐<❡♠9 ❧❡9

♣❧✉9 ♣❡7<✐♥❡♥<9 ♣♦✉7 ❝❡< ✉<✐❧✐9❛<❡✉7✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ✜❧<7❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦7❛<✐❢✱ ❧❛ 7❡♣789❡♥<❛<✐♦♥ ❞❡9

♣7♦✜❧9 ✉<✐❧✐9❛<❡✉79 ❡9< ❢♦♥❞8❡ 9✉7 ❞❡9 ♠♦❞L❧❡9 M ❧♦♥❣ <❡7♠❡ ♦S ❧❛ ♠✐9❡ M ❥♦✉7 ❡9< ❡✛❡❝<✉8❡

❛✉<♦♠❛<✐3✉❡♠❡♥< M ❝❤❛3✉❡ ❛♣♣❛7✐<✐♦♥ ❞❡9 ♥♦✉✈❡❧❧❡9 ✐♥❢♦7♠❛<✐♦♥9✳

❙❡❧♦♥ ❬❳✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✱ ❧❡9 ❤②♣♦<❤L9❡9 ♣789❡♥<8❡9 ♣78❝8❞❡♠♠❡♥< ❞♦✐✈❡♥< U<7❡ 9♦✐❣♥❡✉9❡♠❡♥<

♣7✐9❡9 ❡♥ ❝♦♠♣<❡ ♣❛7❝❡ 3✉❡ ❧❡9 <❛❣9 ✉<✐❧✐989 <7L9 9♦✉✈❡♥< ♣❛7 ❧❡9 ✉<✐❧✐9❛<❡✉79 ♣♦✉7 ❛♥♥♦<❡7

❞❡ ♥♦♠❜7❡✉① ✐<❡♠9 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥< ♣❛9 U<7❡ ✉<✐❧❡9 ♣♦✉7 ❞8❝♦✉✈7✐7 ❧❡✉79 ♣78❢87❡♥❝❡9 ❡< ❧❡9 ❝❛✲

7❛❝<87✐9<✐3✉❡9 ❞❡9 ✐<❡♠9✳ ❬❆❞♦♠❛✈✐❝✐✉9 ❡< ❚✉③❤✐❧✐♥ ✷✵✵✺❪ ♦♥< ♣789❡♥<8 ✉♥❡ ❞8✜♥✐<✐♦♥ ♣❧✉9
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❢♦5♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ 5❡❝♦♠♠❛♥❞❛=✐♦♥ ❜❛@A❡ @✉5 ❧❡ ❝♦♥=❡♥✉ ✭✈♦✐5 ❧✬AE✉❛=✐♦♥ ✶✳✶✮ ❛✈❡❝✿

g(um, in) = sim (ProfilUtilisateur(um), Contenu (in)) ∈ R ✭✷✳✻✮

♦J ProfilUtilisateur(um) = (um,1, ....., um,k) ∈ Rk ♣5A@❡♥=❡ ❧❡@ ♣5A❢A5❡♥❝❡@ ❝✬❡@=✲M✲❞✐5❡ ❧❡@

❛♣♣5A❝✐❛=✐♦♥@ ♣♦5=A❡@ @✉5 ❧❡@ ❝♦♥=❡♥✉@ ❞A❥M ❝♦♥@✉❧=A@ ♣❛5 ❧✬✉=✐❧✐@❛=❡✉5 um ❡= Contenu (in) =

in = (in,1, ..., in,k) ∈ Rk ❝♦55❡@♣♦♥❞ M ❧✬❡♥@❡♠❜❧❡ ❞❡@ ❝♦♥=❡♥✉@ E✉✐ ❝❛5❛❝=A5✐@❡ ❧✬✐=❡♠ in✳ ❈❡@

❝❛5❛❝=A5✐@=✐E✉❡@ @♦♥= ❣A♥A5❛❧❡♠❡♥= 5❡♣5A@❡♥=A❡@ ♣❛5 ❞❡@ ✈❡❝=❡✉5@ ❝♦♠♣♦@A@ ❞❡ ♥♦♠❜5❡@ 5A❡❧@

✭♣♦✐❞@✮ ❞❛♥@ ❧❡E✉❡❧@ ❝❤❛E✉❡ ❝♦♠♣♦@❛♥=❡ ♠❡@✉5❡ ✧❧✬✐♠♣♦5=❛♥❝❡✧ ❞❡ ❧✬A❧A♠❡♥= ❝♦55❡@♣♦♥❞❛♥=

❞❛♥@ ❧❡@ 5❡♣5A@❡♥=❛=✐♦♥@ ❞❡ ❧✬✉=✐❧✐@❛=❡✉5 ❡= ❞❡ ❧✬✐=❡♠✳ ▲❛ ❢♦♥❝=✐♦♥  ✐♠ ♠❡@✉5❡ ❧❛ @✐♠✐❧❛5✐=A

❡♥=5❡ ❧❡ ♣5♦✜❧ ✉=✐❧✐@❛=❡✉5 ❡= ❧❡ ♣5♦✜❧ ❞❡@ ✐=❡♠@ ❞❛♥@ ❧✬❡@♣❛❝❡ ❞❡@ ❛==5✐❜✉=@ ❞❡ ❝♦♥=❡♥✉✳

-❛5♠✐ ❧❡@ ♣5❡♠✐❡5@ =5❛✈❛✉① ❞❡ 5❡❝♦♠♠❛♥❞❛=✐♦♥ ❜❛@A@ @✉5 ❧❡ ❝♦♥=❡♥✉✱ ♥♦✉@ ❝✐=♦♥@ ❧✬❛♣♣5♦❝❤❡

♣5A@❡♥=A❡ ❞❛♥@ ❬▲❡❡ ❡= ❈❤✉♥ ✷✵✵✼❪✳ ❈❡ @②@=Z♠❡ 5❡❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡@ =❛❣@ ❡①=5❛✐=@ M ♣❛5=✐5 ❞❡@

❜❧♦❣@ ❡♥ ✉=✐❧✐@❛♥= ✉♥ 5A@❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉5♦♥❡@ ❛5=✐✜❝✐❡❧✳ ❈❡ 5A@❡❛✉ ❡@= ❢♦5♠A ♣❛5 ❞❡@ ❞♦♥♥A❡@

@=❛=✐E✉❡@✱ ❡♥ ♣❛5=✐❝✉❧✐❡5 ❧❛ ❢5AE✉❡♥❝❡ ❞❡@ ♠♦=@ ✭✈♦✐5 ✷✳✼✮ ❞❛♥@ ❧❡@ ❜❧♦❣@✱ ❝♦♥❥♦✐♥=❡♠❡♥= ❛✈❡❝

❞❡@ ✐♥❢♦5♠❛=✐♦♥@ ❧❡①✐❝❛❧❡@ ❝♦♥❝❡5♥❛♥= ❧❛ @A♠❛♥=✐E✉❡ ❞✉ ♠♦= ❡①=5❛✐=❡ ❞❡ ❲♦5❞◆❡=✳

T F/IDF (mot) = TermFreq(mot)× log

( |Corpus|
Docfreq(mot)

)

✭✷✳✼✮

❛✈❡❝✿

✕ T ermFreq(mot) ❞A@✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞✬♦❝❝✉55❡♥❝❡@ ❞❡ ❝❡ ♠♦= ❞❛♥@ ❧❡ ❜❧♦❣✳ ❊❧❧❡ @❡

❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ @✉✐=✿

T ermFreq(mot) =
ni

∑

k nk

✭✷✳✽✮

✕ |Corpus| ✐♥❞✐E✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ =♦=❛❧ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥=@ ♣♦✉5 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡@ ✉=✐❧✐@❛=❡✉5@✳

✕ Docfreq(mot) ✐♥❞✐E✉❡ ❧❛ ❢5AE✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦= ❞❛♥@ ✉♥ ❝♦5♣✉@✳

❬❙♦♥❣ ❡$ ❛❧✳ ✷✵✵✽❛❪ ❝♦♥@✐❞Z5❡♥= ❧❛ =^❝❤❡ ❞❡ 5❡❝♦♠♠❛♥❞❛=✐♦♥ ❞❡ =❛❣@ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣5♦❜❧Z♠❡

❞❡ ❝❧❛@@✐✜❝❛=✐♦♥ ♠✉❧$✐ ❧❛❜❡❧✳ ▲❡ ♠♦❞Z❧❡ ●❛✉@@✐❛♥ ❡@= ✉♥ ♣5♦❝❡@@✉@ @=♦❝❤❛@=✐E✉❡ ❜❛@A @✉5 ✉♥❡

❝♦❧❧❡❝=✐♦♥ ❞❡@ ✈❛5✐❛❜❧❡@ ❛❧A❛=♦✐5❡@ x✱ E✉✐ ❢♦5♠❡ ✉♥❡ ❞✐@=5✐❜✉=✐♦♥ ●❛✉@@✐❛♥ ♠✉❧=✐✈❛5✐A❡ ♣❛5

✉♥❡ ❢♦♥❝=✐♦♥ µ(x) ❡= ✉♥❡ ❢♦♥❝=✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛5✐❛♥❝❡ k(x, x′)✳ ❈❡ ♣5♦❝❡@@✉@ ❡@= ✉=✐❧✐@A ❛✜♥ ❞❡

❝❧❛@@❡5 ❧❡ ❝♦♥=❡♥✉ ❞❡@ 5❡@@♦✉5❝❡@ ✇❡❜ ✭❧❡ =✐=5❡ ❡= ❧❡@ ❞❡@❝5✐♣=✐♦♥@ ❞❡ =❛✐❧❧❡ 5A❞✉✐=❡✮✳ ❈❤❛E✉❡

❝❧❛@@❡ ❝♦55❡@♣♦♥❞ M ✉♥ @✉❥❡=✱ ✐❧ ❡@= 5❡♣5A@❡♥=A @♦✉@ ❧❛ ❢♦5♠❡ ❞✬✉♥ ♣5♦✜❧ ❝♦♠♣♦@A ❞❡ =❛❣@✳ -❛5

❧❛ @✉✐=❡✱ ❧❡@ =❛❣@ ♣5♦✈❡♥❛♥= ❞❡ ❞✐✛A5❡♥=@ ♣5♦✜❧@ @♦♥= ❝♦♠❜✐♥A@ ♣♦✉5 ❝5A❡5 ❧❛ 5❡❝♦♠♠❛♥❞❛=✐♦♥
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✜♥❛❧❡✳ ❈♦♥9:❛✐:❡♠❡♥9 ❛✉① ?②?9A♠❡? ❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥ ❞❡ 9❛❣? ❜❛?F? ?✉: ❧❡? ❣:❛♣❤❡?✱ ❝❡?

♠F9❤♦❞❡? ♥❡ ?♦♥9 ♣❛? ❧✐♠✐9F❡? ✉♥✐J✉❡♠❡♥9 ❛✉① :❡??♦✉:❝❡?✳ ❚♦✉9❡❢♦✐?✱ ❧❡✉: ♣:❛9✐J✉❡ ❡?9 9♦✉✲

❥♦✉:? ❡♥ J✉❡?9✐♦♥ ♣✉✐?J✉✬❡❧❧❡? :❡♣♦?❡♥9 ?✉: ❞❡? ❛❧❣♦:✐9❤♠❡? ❞✬❛♣♣:❡♥9✐??❛❣❡ ❛✉9♦♠❛9✐J✉❡ ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ✐♥9❡♥?✐❢ ✳ ❊♥ ♦✉9:❡✱ ❝❡? ♠F9❤♦❞❡? ♥❡ ?♦♥9 ♣❛? ❡♥ ♠❡?✉:❡ ❞❡ :F✉9✐❧✐?❡: ❧❡? 9❛❣? J✉✐ ?♦♥9

❞F❥N ♣:F?❡♥9? ❞❛♥? ❧❡ ?②?9A♠❡ ❞❡ 9❛❣❣✐♥❣✱ ❞♦♥❝ ❞❡? ♠♦❞A❧❡? ❞❡ ❝❧❛??✐✜❝❛9✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥9 P9:❡

❝♦♥?9:✉✐9? ♣♦✉: :F?♦✉❞:❡ ❝❡ ♣:♦❜❧A♠❡✳ ❉✬❛✉9:❡ ♣❛:9✱ ❧✬❛✈❛♥9❛❣❡ ♣:✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡99❡ ❛♣♣:♦❝❤❡

❡?9 ?❛ ❣F♥F:❛❧✐9F✳ ❊♥ ❡✛❡9✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛:9 ❞❡? ?②?9A♠❡? ❡①9:❛✐❡♥9 ❧✬❡♥?❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦:♠❛9✐♦♥ ?❡✉❧❡✲

♠❡♥9 N ♣❛:9✐: ❞❡ ❝♦♥9❡♥✉ 9❡①9✉❡❧ ❞❡? :❡??♦✉:❝❡?✱ ❛❧♦:? J✉❡ ❝❡? ♠F9❤♦❞❡? ♥❡ ?♦♥9 ♣❛? ❧✐♠✐9F❡?

❡♥ ♣❛:9✐❝✉❧✐❡: N ❝❡ 9②♣❡ ❞❡ ❝♦♥9❡♥✉✳ -❛: ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬❲❡?9♦♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ♦♥9 ♣:♦♣♦?F ✉♥❡

♠F9❤♦❞❡ ❞❡ 9❛❣❣✐♥❣ ❞❡? ✐♠❛❣❡? ❜❛?F❡ ?✉: ❞❡? ❝❛:❛❝9F:✐?9✐J✉❡? ✈✐?✉❡❧❧❡? ❛♣♣❡❧F❡ ❱✐?9❡:♠?✳

-❛:♠✐ ❧❡? 9:❛✈❛✉① J✉✐ ?❡ ❜❛?❡♥9 ?✉: ❧❡? 9❡❝❤♥✐J✉❡? ❞❡ :❡❝❤❡:❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦:♠❛9✐♦♥✱ ♥♦✉? ❝✐9♦♥?

❧✬❛♣♣❧✐❝❛9✐♦♥ ❙❚❆❘ ✭❙♦❝✐❛❧ ❚❛❣ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡:✮ ❬▼✉?9♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ J✉✐ ❡?9 ✉♥ ?②?9A♠❡

❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥ ❞❡ 9❛❣? ♣❡:?♦♥♥❛❧✐?F?✳ ▲❡ ❜✉9 ♣:✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❙❚❆❘ ❡?9 ❞✬❛♠F❧✐♦:❡: ❧❡?

♠♦❞A❧❡? ✐♠♣❧F♠❡♥9F? ❞❛♥? ❆✉9♦❚❛❣? ❬▼✐?❤♥❡ ✷✵✵✻❪ ❡9 ❚❛❣❆??✐?9 ❬❙♦♦❞ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳ ❙❡❧♦♥

❬▼✉?9♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱ ❧✬❛♣♣:♦❝❤❡ ❞❡ ▼✐?❤♥❡ ♣:F?❡♥9❡ ❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈F♥✐❡♥9?✿

✕ ❧❛ ❢♦:♠✉❧❡ ✉9✐❧✐?F❡ ♣♦✉: ♦:❞♦♥♥❛♥❝❡: ❧❡? 9❛❣? ❝♦♥?✐?9❡ N ❛❞❞✐9✐♦♥♥❡: ❧❡? ♦❝❝✉::❡♥❝❡?

❞❡ ❝❤❛J✉❡ 9❛❣ ❞❛♥? 9♦✉9❡ ❧❛ ❢♦❧❦?♦♥♦♠✐❡✱ ?❛♥? ♣:❡♥❞:❡ ❡♥ ❝♦♠♣9❡ ❧❛ ?✐♠✐❧❛:✐9F ❛✈❡❝

❧❛ :❡??♦✉:❝❡ N ❛♥♥♦9❡:✳

✕ ❧❡ ♠♦❞A❧❡ ♣:F?❡♥9F ♥❡ ♣:❡♥❞ ♣❛? ❡♥ ❝♦♥?✐❞F:❛9✐♦♥ ❧❡? ❛♥❝✐❡♥♥❡? ❛❝9✐✈✐9F? ❞❡ 9❛❣❣✐♥❣

❞❡ ❧✬✉9✐❧✐?❛9❡✉:✳ ❊♥ ❡✛❡9✱ ?✐ ❞❡✉① ✉9✐❧✐?❛9❡✉:? ❛♥♥♦9❡♥9 ❧❛ ♠P♠❡ :❡??♦✉:❝❡✱ ✐❧? ✈♦♥9

❛✈♦✐: ❧❛ ♠P♠❡ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥✳

-♦✉: ❢❛✐:❡ ❢❛❝❡ N ❝❡? ❧✐♠✐9❡?✱ ❬▼✉?9♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ♣:♦♣♦?❡♥9 ✉♥❡ ❛♣♣:♦❝❤❡ ❜❛?F❡ ?✉:

❧✬❛♥❛❧②?❡ ❞❡? :❡??♦✉:❝❡? ?✐♠✐❧❛✐:❡? ❝❛♣❛❜❧❡ F❣❛❧❡♠❡♥9 ❞❡ ♣:❡♥❞:❡ ❡♥ ❝♦♠♣9❡ ❧❡? 9❛❣? ❞F❥N

?F❧❡❝9✐♦♥♥F? ♣❛: ❧✬✉9✐❧✐?❛9❡✉: ♣❡♥❞❛♥9 ?♦♥ ❛❝9✐✈✐9F ♣:F❝F❞❡♥9❡ ❞❡ 9❛❣❣✐♥❣✱ ❡♥ ❧❡? ♠❡99❛♥9 ❡♥

9P9❡ ❞❡ ❝❧❛??❡♠❡♥9 ❞❡ 9❛❣?✳ ❙❚❆❘ ❡?9 ❢♦♥❞F ♣:✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥9 ?✉: ❧✬❡①♣❧♦✐9❛9✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞A❧❡

❇▼✷✺

✷

❬❇❛❡③❛✲❨❛9❡? ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✾❪ ❡9 ?❡ :❡♣♦?❡ ?✉: ❞❡✉① ❤②♣♦9❤A?❡?✿

✕ ❙✐ ❞❡✉① ♦✉ ♣❧✉?✐❡✉:? :❡??♦✉:❝❡? ♣❛:9❛❣❡♥9 ❝❡:9❛✐♥❡? ❝❛:❛❝9F:✐?9✐J✉❡? ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ✭♣❛:

❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠P♠❡ ❞❡?❝:✐♣9✐♦♥ 9❡①9✉❡❧❧❡✮✱ ♥♦✉? ♣♦✉✈♦♥? ❡①♣❧♦✐9❡: ❝❡99❡ ✐♥❢♦:♠❛9✐♦♥ ❡♥

✷✳ ❇▼✷✺ ❡&' ✉♥❡ ♠❡&✉+❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❡+'✐♥❡♥❝❡ ✉'✐❧✐&2❡ ♣❛+ ❧❡& ♠♦'❡✉+& ❞❡ +❡❝❤❡+❝❤❡ ♣♦✉+ ❝❧❛&&❡+ ❞❡&

❞♦❝✉♠❡♥'& ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉+ ♣❡+'✐♥❡♥❝❡ ♣❛+ +❛♣♣♦+' 6 ✉♥❡ +❡7✉8'❡ ❞♦♥♥2❡✳

✹✺
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3✉♣♣♦3❛♥9 :✉✬❡❧❧❡3 ♣♦✉==❛✐❡♥9 ?9=❡ ❛♥♥♦9@❡3 ❛✈❡❝ ❞❡3 9❛❣3 3✐♠✐❧❛✐=❡3✳

✕ ➱9❛♥9 ❞♦♥♥@ :✉❡ ❝❤❛:✉❡ ✉9✐❧✐3❛9❡✉= ❛ ✉♥❡ ♠❛♥✐I=❡ 9②♣✐:✉❡ ♣♦✉= ❛♥♥♦9❡= 3❡3 =❡3✲

3♦✉=❝❡3✱ ✉♥ 3②39I♠❡ ❞❡ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥ ❞♦✐9 ❡①♣❧♦✐9❡= ❝❡3 ✐♥❢♦=♠❛9✐♦♥3 ♣♦✉= ♣♦♥❞@✲

=❡= ❧✬✐♠♣♦=9❛♥❝❡ ❞❡3 9❛❣3 ♣❛= =❛♣♣♦=9 O ❧✬✉9✐❧✐3❛9❡✉= ❛②❛♥9 ❞@❥O ✉9✐❧✐3@ ❝❡3 9❛❣3 ♣♦✉=

❛♥♥♦9❡= ❞❡3 =❡33♦✉=❝❡3 3✐♠✐❧❛✐=❡3✳

❬●=❛❤❛♠ ❡9 ❈❛✈❡=❧❡❡ ✷✵✵✽❪ ✉9✐❧✐3❡♥9 ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐3♦♥ ❞❡ ♠♦9❡✉= ❞❡ =❡❝❤❡=❝❤❡ ❞❡ 9❡①9❡ ❛✈❡❝ ❧❡

♠♦❞I❧❡ ❞❡ =@9=♦❛❝9✐♦♥ ✭♦✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮✳ ▲❡3 9❛❣3 ♣=♦✈❡♥❛♥9 ❞❡3 =❡33♦✉=❝❡3 ❧✐@❡3 3♦♥9 ❝♦♠❜✐♥@3

✈✐❛ ❧❡ ♠♦❞I❧❡ ♣♦♥❞@=@ ❞❡ ♣❧✉3 ♣=♦❝❤❡ ✈♦✐3✐♥✳ ▲❡ ♣=♦❝❡33✉3 =@♣@9✐9✐❢ ❞❡ =@9=♦❛❝9✐♦♥ ♣❡=♠❡9 O

❧✬✉9✐❧✐3❛9❡✉= ❞✬❛♠@❧✐♦=❡= ✐9@=❛9✐✈❡♠❡♥9 ❧❛ :✉❛❧✐9@ ❞❡3 9❛❣3 =@❝✉♣@=@3✳ ❊♥ ♦✉9=❡✱ ❝❡3 ♠@9❤♦❞❡3

3♦✉✛=❡♥9 ❞✉ ♠?♠❡ ♣=♦❜❧I♠❡ :✉❡ ❧❛ 3♦✉3 ❝❛9@❣♦=✐❡ ♣=@❝@❞❡♥9❡ ❞❡3 3②39I♠❡3 ❞❡ =❡❝♦♠♠❛♥✲

❞❛9✐♦♥ ❜❛3@3 3✉= ❧❡ ❝♦♥9❡♥✉✿ ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐=❡ ❧✐♠✐9@ ❞❡3 9❛❣3✳ -♦✉= ?9=❡ =❡❝♦♠♠❛♥❞@✱ ❧❡ 9❛❣

❞♦✐9 ❛♣♣❛=❛[9=❡ ❞❛♥3 ✉♥ ❣=❛♥❞ ♥♦♠❜=❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥93 ♣❡=9✐♥❡♥93✳ ❉♦♥❝✱ 3❡✉❧❡♠❡♥9 ❧❡3 9❛❣3

❢=@:✉❡♥93 3♦♥9 3✉3❝❡♣9✐❜❧❡3 ❞✬?9=❡ =❡❝♦♠♠❛♥❞@3✳

❬❈❤✐=✐9❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ♣=♦♣♦3❡♥9 ✉♥ 3②39I♠❡ ❞❡ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥ ❞❡ 9❛❣3 ♣❡=♠❡99❛♥9 ❞✬❡①✲

9=❛✐=❡ ❧❡3 9❛❣3 O ♣❛=9✐= ❞✉ ❝♦♥9❡♥✉ ❞❡3 ♣❛❣❡3 ✇❡❜✳ ➚ ♣❛=9 ❧❡3 3❝♦=❡3 ❞❡ ❜❛3❡ ✉9✐❧✐3@3 ♣♦✉=

❡39✐♠❡= ❧✬✉9✐❧✐9@ ❞❡3 ♠♦93 ❞✬✉♥ 3✐9❡ ❡♥ 9❛♥9 :✉❡ 9❛❣3 ✭❡♥ ✉9✐❧✐3❛♥9 ♣❛= ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢=@:✉❡♥❝❡

❞❡3 9❡=♠❡3 ♣=@3❡♥9@❡ ❞❛♥3 ✷✳✼✮✱ ❧❡ 3②39I♠❡ ❡①♣❧♦✐9❡ ❛✉33✐ ❧❡ ❝♦♥9❡♥✉ ❞✉ 3✐9❡ ❡9 ❧❡3 ♠♦93✲❝❧@3

♣=@3❡♥93 ❞❛♥3 ❧❡ =@♣❡=9♦✐=❡ ♣❡=3♦♥♥❡❧ ❞❡3 ❞♦❝✉♠❡♥93 ❞❡ ❧✬✉9✐❧✐3❛9❡✉=✳ ▲❡3 9❛❣3 =❛❥♦✉9@3 3♦♥9

❡①9=❛✐93 ❞❡3 ❞♦❝✉♠❡♥93 ♣❡=3♦♥♥❡❧3 ❝♦♥♥❡①❡3✳ ❉❡ ❝❡99❡ ❢❛_♦♥✱ ❧❡ 3②39I♠❡ ❡39 ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐=

❛❝❝I3 O ❞❡3 9❛❣3 3✉♣♣❧@♠❡♥9❛✐=❡3 :✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉9 ♣❛3 9=♦✉✈❡= ❞❛♥3 ❧❡ ❝♦♥9❡♥✉ ❞❡ 3✐9❡✳ ❈❡3

9❛❣3 =❡♣=@3❡♥9❡♥9 ❞❡3 ♣❡=3♣❡❝9✐✈❡3 ♣❡=3♦♥♥❡❧❧❡3 ❞✬✉♥ ✉9✐❧✐3❛9❡✉=✳ ❬▼❡❞❡❧②❛♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾❪

♣=@3❡♥9❡♥9 ✉♥ 3②39I♠❡ ❞❡ 9❛❣❣✐♥❣ ▼❛✉✐✱ ♣✉=❡♠❡♥9 ❜❛3@ 3✉= ❞❡3 ♠♦93 ❝❧@3 :✉❡ ❧✬♦♥ =❡9=♦✉✈❡

❞❛♥3 ❧❡ ❝♦♥9❡♥✉ ❞❡3 =❡33♦✉=❝❡3✳ ▼❛✉✐ ❡39 ✉♥❡ ❡①9❡♥3✐♦♥ ❞✉ 3②39I♠❡ ❑❡❛ ❬❋=❛♥❦ ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✾❪✳

▲❡ 3②39I♠❡ ✉9✐❧✐3❡ ✉♥ ❛❧❣♦=✐9❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛33✐✜❝❛9✐♦♥ ❜✐♥❛✐=❡ ♣♦✉= ❝❤❛:✉❡ ♠♦9 ♦✉ ❡①♣=❡33✐♦♥

❞✉ ❝♦♥9❡♥✉ ❞❡ ❧❛ =❡33♦✉=❝❡✳ ▲✬❡♥3❡♠❜❧❡ ❞❡3 ❝❛=❛❝9@=✐39✐:✉❡3 ✐♥❝❧✉9 ❧❛ ❢=@:✉❡♥❝❡ ❞❡3 9❡=♠❡3✱

❧❛ ❞✐39❛♥❝❡ ❞✉ ❞@❜✉9 ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥9✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉= ❞❡3 ♠♦93 ❡♥ ❢♦♥❝9✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡3✉=❡ ❞✬♦❝❝✉=✲

=❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦93 ❞❛♥3 ❧❡ ❝♦=♣✉3 ❞❡ ❲✐❦✐♣@❞✐❛✳ ❊♥ ❣@♥@=❛❧✱ ❧❡3 ♠@9❤♦❞❡3 ❞✬❡①9=❛❝9✐♦♥ ❞❡ ♠♦93

❝❧@3 ♦♥9 ✉♥ ❛❝❝I3 ❞✐=❡❝9 ❛✉ ❝♦♥9❡♥✉ ❞❡ ❧❛ =❡33♦✉=❝❡✳ -❛= ❝♦♥3@:✉❡♥9✱ ❡❧❧❡3 3♦♥9 ♣❧✉3 ❛❞❛♣9@❡3

O ❡①9=❛✐=❡ ❞❡3 9❛❣3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣=❛♥❞❡ ♣=@❝✐3✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉9=❡✱ ✐❧3 ♥❡ =❡♣♦3❡♥9 ♣❛3 3✉= ❞❡3 9❛❣3 :✉✐

♦♥9 @9@ ❢=@:✉❡♠♠❡♥9 ✉9✐❧✐3@3 ❞❛♥3 ❧❡ 3②39I♠❡ ❞❡ 9❛❣❣✐♥❣✳ ❉✬❛✉9=❡ ♣❛=9✱ ✐❧3 3♦♥9 ❧✐♠✐9@3 ♣❛=

✹✻



✷✳✷✳ ❈▲❆❙❙■❋■❈❆❚■❖◆ ❉✬❆--❘❖❈❍❊❙ ❉❊ ❘❊❈❖▼▼❆◆❉❆❚■❖◆ ❉❊ ❚❆●❙

❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐<❡ ❞❡> <❡>>♦✉<❝❡>✱ >✉>❝❡♣A✐❜❧❡ ❞✬BA<❡ ❜✐❛✐>C ♣❛< ❧✬❛✉A❡✉< ❞❡ ❧❛ <❡>>♦✉<❝❡✳

✷✳✷✳✸ ▲❡% ❛♣♣(♦❝❤❡% ,♦♣♦❧♦❣✐0✉❡%

❉❛♥> ❧❛ ❧✐AAC<❛A✉<❡ ❞❡> >②>AF♠❡> ❞❡ <❡❝♦♠♠❛♥❞❛A✐♦♥✱ ✉♥❡ ❢♦❧❦>♦♥♦♠✐❡ ♣❡✉A BA<❡ ✈✉❡

❝♦♠♠❡ ✉♥ ❤②♣❡<❣<❛♣❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡A✱ ❧❡> ❤②♣❡<❣<❛♣❤❡> ♥❡ ❧✐❡♥A ♣❛> >❡✉❧❡♠❡♥A ✉♥ ♦✉ ❞❡✉①

>♦♠♠❡A>✱ ♠❛✐> ✉♥ ♥♦♠❜<❡ N✉❡❧❝♦♥N✉❡ ❞❡ >♦♠♠❡A>✳ ❉❛♥> ♥♦A<❡ ❝♦♥A❡①A❡✱ ❧✬❤②♣❡<❣<❛♣❤❡

❞❡ ♥♦A<❡ ❢♦❧❦>♦♥♦♠✐❡ ❡>A <❡♣<C>❡♥AC ♣❛< ✉♥ ❣<❛♣❤❡ A<✐♣❛<A✐A❡ ❝♦♠♣♦>C ♣❛< ❞❡> ♥O✉❞> N✉✐

❝♦<<❡>♣♦♥❞❡♥A ❛✉① C❧C♠❡♥A> ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦>♦♥♦♠✐❡✿ ❧❡> ✉A✐❧✐>❛A❡✉<>✱ ❧❡> <❡>>♦✉<❝❡> ❡A ❧❡> A❛❣>✳ ▲❡>

❛<BA❡> ❡♥A<❡ ❝❡> A<♦✐> A②♣❡> ❞❡ ♥O✉❞> <❡✢FA❡♥A ❧❡ ❝♦♠♣♦<A❡♠❡♥A ❞❡ A❛❣❣✐♥❣ ❞❡> ❞✐✛C<❡♥A>

✉A✐❧✐>❛A❡✉<> ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦>♦♥♦♠✐❡✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✹ ❘❡♣#$%❡♥'❛'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦❧❦%♦♥♦♠✐❡ ❡♥ ❣#❛♣❤❡ '#✐♣❛#'✐'❡✿ ✉♥❡ ❢♦❧❦%♦♥♦♠✐❡ F =

(U, T,R, Y ) ❡%' ✉♥ ❣#❛♣❤❡ '#✐♣❛#'✐'❡ ✭♥♦♥ ♦#✐❡♥'$✮ ♥♦'$ G := (V,E) ❛✈❡❝✿

✶✳ V := U ∪ T ∪R ❡%' ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♥<✉❞% ❞❡ '❛❣%✱ ❞❡% ✉'✐❧✐%❛'❡✉#% ❡' ❞❡% #❡%%♦✉#❝❡%✳

✷✳ ❚♦✉% ❧❡% ❧✐❡♥% ❡♥'#❡ ❧❡% '❛❣%✱ ❧❡% ✉'✐❧✐%❛'❡✉#% ❡' ❧❡% #❡%%♦✉#❝❡% ❞❡✈✐❡♥♥❡♥'

❞❡% ❛#@'❡% ♥♦♥ ♦#✐❡♥'$❡% ❡' ♥♦♥ ♣♦♥❞$#$❡% ❡♥'#❡ ❧❡% ♥<✉❞% #❡%♣❡❝'✐✈❡♠❡♥'✿

E = {{u, t} , {t, r} , {u, r} | (u, t, r) ∈ Y } ❛✈❡❝ ❝❤❛A✉❡ ❛#@'❡ {u, t} ♣♦♥❞$#$❡ ♣❛#

| {r ∈ R : (u, t, r) ∈ Y } |✱ ❝❤❛A✉❡ ❛#@'❡ {t, r} ♣❛# | {u ∈ U : (u, t, r) ∈ Y } | ❡' ❝❤❛A✉❡
❛#@'❡ {u, r} ♣❛# | {t ∈ T : (u, t, r) ∈ Y } |.

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ >②>AF♠❡> ❞❡ <❡❝♦♠♠❛♥❞❛A✐♦♥ ❞❡ A❛❣> ❛❞♦♣A❡♥A ❝❡AA❡ <❡♣<C>❡♥A❛A✐♦♥✳ ❈✬❡>A

✉♥ ❝❤♦✐① ❥✉>A✐✜C ♣✉✐>N✉❡ ❝❡> ❛♣♣<♦❝❤❡> ♥❡ ❞C♣❡♥❞❡♥A ♥✐ ❞❡ ❝♦♥A❡①A❡ ♥✐ ❞❡ >C♠❛♥A✐N✉❡✱

♠❛✐> ❡❧❧❡> >✬✐♥AC<❡>>❡♥A ♣❧✉AUA ❛✉① ✐♥A❡<❛❝A✐♦♥> ❡♥A<❡ ❧❡> ♥O✉❞> ❞✉ ❣<❛♣❤❡✳ -❛< ❡①❡♠♣❧❡✱

❧❡ >②>AF♠❡ ♣<♦♣♦>C ❞❛♥> ❬❘❛❡ ❡' ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ✉A✐❧✐>❡ ❧❡> ❝♦✲♦❝❝✉<<❡♥❝❡> ❞❡> A❛❣> ♣♦✉< >✉❣❣C✲

<❡< ❛✉① ✉A✐❧✐>❛A❡✉<> ❞❡> A❛❣> ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧CA❡< ❧❡ A❛❣❣✐♥❣ ❞❡> ♣❤♦A♦> ❞❛♥> ❋❧✐❝❦<✳ ❬❏\>❝❤❦❡

❡' ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ♣<♦♣♦>❡♥A ❞❡✉① ❛♣♣<♦❝❤❡> ❞❡ <❡❝♦♠♠❛♥❞❛A✐♦♥ ❞❡ A❛❣> ♣♦✉< ❧❡ ❜♦♦❦♠❛<❦✐♥❣

>♦❝✐❛❧ ❛♣♣❡❧C❡> ❧✬❛❞❛♣'❛'✐♦♥ ❞❡ B❛❣❡#❛♥❦ ❡A ❧❡ ❋♦❧❦#❛♥❦✳ ❈❡> ❛❧❣♦<✐A❤♠❡> >♦♥A ✐♥>♣✐<C> ❞❡

B❛❣❡#❛♥❦ ❬❇<✐♥ ❡A -❛❣❡ ✶✾✾✽❪✳ ❉❛♥> ❝❡AA❡ >❡❝A✐♦♥✱ ♥♦✉> ♣<♦♣♦>♦♥> ✉♥❡ ❝❧❛>>✐✜❝❛A✐♦♥ ❞❡>

❞✐✛C<❡♥A❡> ❛♣♣<♦❝❤❡> A♦♣♦❧♦❣✐N✉❡> ❡♥ A<♦✐> ❝❛AC❣♦<✐❡>✳ ▲❛ ♣<❡♠✐F<❡ ❝❛AC❣♦<✐❡ <❡❣<♦✉♣❡ ❧❡>

❛♣♣<♦❝❤❡> ❜❛>C❡> >✉< ❧❡ A<✐ ❞❡> ♥O✉❞> A❡❧> N✉❡ ❧✬❛❞❛♣A❛A✐♦♥ ❞❡ -❛❣❡<❛♥❦ ❞❛♥> ❧❡> ❢♦❧❦>♦♥♦✲

♠✐❡>✱ ❧✬❛❧❣♦<✐A❤♠❡ ❞❡ ❋♦❧❦<❛♥❦ ❬❍♦A❤♦ ❡' ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ❡A ❋♦❧❦❞✐✛✉>✐♦♥ ❬❩❤❛♥❣ ❡' ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ N✉✐

✹✼
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3❡♣367❡♥9❡ ✉♥❡ ❡①9❡♥7✐♦♥ ❞❡ ❋♦❧❦3❛♥❦✳ ▲❛ ❞❡✉①✐B♠❡ ❝❛96❣♦3✐❡ ❡♥❣❧♦❜❡ ❧❡7 ❛♣♣3♦❝❤❡7 ❞②♥❛✲

♠✐J✉❡7✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ 7②79B♠❡ ▲✐♣9❛3 ❬-✉❥❛3✐ ❡9 ❑❛♥❛✇❛9✐ ✷✵✶✷❪ J✉✐ ❡♠♣❧♦✐❡ ❞❡7 9❡❝❤♥✐J✉❡7

❞❡ ♣36✈✐7✐♦♥ ❞❡7 ❧✐❡♥7 ❞❛♥7 ❧❡7 ❢♦❧❦7♦♥♦♠✐❡7✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡99❡ 7❡❝9✐♦♥✱ ♥♦✉7 ✐♥93♦❞✉✐7♦♥7 ❧❛

93♦✐7✐B♠❡ ❝❛96❣♦3✐❡ ❞❡7 ❛♣♣3♦❝❤❡7 9♦♣♦❧♦❣✐J✉❡7 J✉✐ 7♦♥9 ❜❛76❡7 7✉3 ❧❡ ❝❧✉79❡3✐♥❣✳

❆❞❛♣$❛$✐♦♥ ❞❡ )❛❣❡+❛♥❦✳ -❛❣❡3❛♥❦ ❡79 ✉♥ ❛❧❣♦3✐9❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛77❡♠❡♥9 ❞❡7 ♣❛❣❡7 ✇❡❜✳

▲✬✐❞6❡ ❞❡ ❜❛7❡ ❡79 J✉✬✉♥❡ ♣❛❣❡ ✇❡❜ ❡79 ✐♠♣♦39❛♥9❡ 7✬✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❛❣❡7 ✐♠♣♦39❛♥9❡7

J✉✐ ♣♦✐♥9❡♥9 ✈❡37 ❡❧❧❡✳ ❬❍♦9❤♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ♦♥9 ✉9✐❧✐76 ❧❡ ♠X♠❡ ♣3✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉3 ❧❡ ❝❧❛77❡♠❡♥9

❞❡ ♥Y✉❞7 ❞❛♥7 ✉♥❡ ❢♦❧❦7♦♥♦♠✐❡✳ ❆✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐J✉❡3 ❧✬❛❧❣♦3✐9❤♠❡ -❛❣❡3❛♥❦✱ ✐❧ ❢❛✉9 ❝♦♥✈❡39✐3

❧❛ ❢♦❧❦7♦♥♦♠✐❡ F = (U, T,R, Y ) ❡♥ ✉♥ ❣3❛♣❤❡ 93✐♣❛39✐9❡ ♥♦♥ ♦3✐❡♥96 G = (V,E) ✭♣367❡♥96

❞❛♥7 ❧❛ ❞6✜♥✐9✐♦♥ ✹✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥7 -❛❣❡3❛♥❦✱ ❍♦9❤♦ ✉9✐❧✐7❡ ❧❛ ♠❛3❝❤❡ ❛❧6❛9♦✐3❡ ✭&❛♥❞♦♠

✇❛❧❦✮✳ ■❧ ❡79 ❜❛76 7✉3 ❧✬✐❞6❡ J✉✬✉♥❡ ♠❛3❝❤❡ ❛❧6❛9♦✐3❡ ✐❞6❛❧❡ 7✉✐9 ♥♦3♠❛❧❡♠❡♥9 ❧❡7 ❧✐❡♥7 ✭♣❛3

❡①❡♠♣❧❡✱ ] ♣❛39✐3 ❞✬✉♥❡ ♣❛❣❡ 3❡77♦✉3❝❡ ] ✉♥ 9❛❣ ♦✉ ] ✉♥❡ ♣❛❣❡ ✉9✐❧✐7❛9❡✉3✮✱ ♠❛✐7 7❡ ❞6♣❧❛❝❡

❞❡ 9❡♠♣7 ❡♥ 9❡♠♣7 ✈❡37 ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥Y✉❞ 7❛♥7 7✉✐✈3❡ ❧❡ ❧✐❡♥✳ ▲❡ ❝❧❛77❡♠❡♥9 ❞❡7 ♥Y✉❞7 ❞✉

❣3❛♣❤❡ ❡79 ❝❛❧❝✉❧6 ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥7 ❧❡ -❛❣❡3❛♥❦✮ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥9 ❧❡ ♣♦✐❞7 ❞❡ ♣3♦♣❛❣❛9✐♦♥ 7✉✐✈❛♥9✿

wt+1 ← dATwt + (1− d)~p ✭✷✳✾✮

♦` wt ❡79 ✉♥ ✈❡❝9❡✉3 ❞❡ ♣♦✐❞7 ❛✈❡❝ ✉♥❡ 7❡✉❧❡ ❡♥936❡ ♣♦✉3 ❝❤❛J✉❡ ♥Y✉❞ ❛♣♣❛39❡♥❛♥9 ] V ✱ A

❡79 ❧❛ ♠❛93✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞✉ ❣3❛♣❤❡ G✱ ~p ❡79 ✉♥ ✈❡❝9❡✉3 ✉9✐❧✐76 ♣♦✉3 ❞67✐❣♥❡3 ❧❛ ♣36❢63❡♥❝❡

✉9✐❧✐7❛9❡✉3✳ d ∈ [0, 1] ❡79 ✉♥❡ ❝♦♥79❛♥9❡ J✉✐ ❞69❡3♠✐♥❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❡❝9❡✉3 ♣36❢63❡♥❝❡ p✳

▲❡7 367✉❧9❛97 ❞❡ ❧✬❛❞❛♣9❛9✐♦♥ ❞❡ -❛❣❡3❛♥❦ 7✉3 ❧❡7 ❞♦♥♥6❡7 ❞❡ ❉❡❧✐❝✐♦✉7 ♠♦♥93❡♥9 J✉❡ ❧❡

✈❡❝9❡✉3 ❞❡ ♣36❢63❡♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛7 ✉♥ ♣♦✐❞7 93B7 ✐♠♣♦39❛♥9 ♣♦✉3 7✉3♠♦♥9❡3 ❧❛ 793✉❝9✉3❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❞✉ ❣3❛♣❤❡✳ ❆✜♥ ❞✬✐♥96❣3❡3 ❧❡7 ✐♥963X97 ✉9✐❧✐7❛9❡✉3 ❞6✜♥✐7 ❞❛♥7 ❧❡ ✈❡❝9❡✉3 ♣36❢63❡♥❝❡✱ ❬❍♦9❤♦

❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ♦♥9 ❞6✈❡❧♦♣♣6 ❧✬❛❧❣♦3✐9❤♠❡ ❞❡ ❋♦❧❦3❛♥❦ J✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❞✐✛63❡♥9✐❡❧ ❡♥93❡ ❧❡

367✉❧9❛9 ❞❡ ❝❧❛77❡♠❡♥9 ❛✈❡❝ ❡9 7❛♥7 ❧❡ ✈❡❝9❡✉3 ❞❡ ♣36❢63❡♥❝❡✳

❋♦❧❦+❛♥❦✳ ▲✬✐❞6❡ ❝❧6 ❞❡ ❋♦❧❦3❛♥❦ ❝♦♥7✐79❡ ] ❞✐3❡ J✉✬✉♥❡ 3❡77♦✉3❝❡ ❛♥♥♦96❡ ♣❛3 ❞❡7 9❛❣7

✐♠♣♦39❛♥97 ❡9 ♣❛3 ❞❡7 ✉9✐❧✐7❛9❡✉37 ✐♠♣♦39❛♥97 ❞❡✈✐❡♥9 ❡❧❧❡ ♠X♠❡ ✐♠♣♦39❛♥9❡✳ ■❞❡♠ ♣♦✉3

❧❡7 9❛❣7 ❡9 ❧❡7 ✉9✐❧✐7❛9❡✉37✳ ❊♥ ❡✛❡9✱ ❝❤❛J✉❡ ♥Y✉❞ ❞✉ ❣3❛♣❤❡ ♣3♦♣❛❣❡ 7♦♥ ✐♠♣♦39❛♥❝❡ ]

7❡7 ✈♦✐7✐♥7✳ ❈❡99❡ ❞✐✛✉7✐♦♥ ♣❡3♠❡9 ❞✬♦❜9❡♥✐3 ❝♦♠♠❡ 367✉❧9❛9 ✉♥ ❣3❛♣❤❡ ❝♦♠♣♦76 ♣❛3 ❞❡7

7♦♠♠❡97 J✉✐ 7♦♥9 ♠✉9✉❡❧❧❡♠❡♥9 3❡♥❢♦3❝67✳ ❈❡9 ❛❧❣♦3✐9❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❝❧❛77❡♠❡♥9 ] ✉♥ ❝❡♥93❡
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❞✬✐♥67896 ❜✐❡♥ <♣7❝✐✜@✉❡ ❝♦♠♠❡ <✉✐6✿

✶✳ ❯♥ ✈❡❝6❡✉8 ❞❡ ♣87❢78❡♥❝❡ ~p ❡<6 ✉6✐❧✐<7 ♣♦✉8 ✐♥❞✐@✉❡8 ❧❡< ✐♥67896< ❞❡ ❧✬✉6✐❧✐<❛6❡✉8✳ ●7♥7✲

8❛❧❡♠❡♥6✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉8 ❞❡ ♣♦✐❞< 7❧❡✈7❡ ❡<6 ❛<<♦❝✐7❡ M ✉♥❡ <❡✉❧❡ ♦✉ M ✉♥ ♣❡6✐6 ❡♥<❡♠❜❧❡

❞✬❡♥687 ❡6 ❧❡ 8❡<6❡ ❛ ❧❡ ♠9♠❡ ♣♦✐❞< ✈✉ @✉❡ ❧❛ <68✉❝6✉8❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦<♦♥♦♠✐❡ ❡<6 <②♠7✲

68✐@✉❡✳ ❊♥ ♣❧✉<✱ ✐❧< ♦♥6 ❧❛ ♣♦<<✐❜✐❧✐67 ❞❡ ❞7✜♥✐8 ❧❛ ♣87❢78❡♥❝❡ ✉6✐❧✐<❛6❡✉8 ❡♥ ❛668✐❜✉❛♥6

✉♥ ♣♦✐❞< ♣❧✉< 7❧❡✈7 <♦✐6 M ✉♥ ♦✉ ♣❧✉<✐❡✉8< 6❛❣< ❡6✴♦✉ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉<✐❡✉8< ✉6✐❧✐<❛6❡✉8< ❡6✴♦✉

✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉<✐❡✉8< 8❡<<♦✉8❝❡<✳

✷✳ ❙♦✐6 ~w0 ❧❡ 87<✉❧6❛6 ❞✬❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥ ❞❡ -❛❣❡8❛♥❦ ❛✈❡❝ d = 1 ✭<❛♥< ❧❛ ♣8✐<❡ ❡♥ ❝♦♠♣6❡ ❞✉

✈❡❝6❡✉8 ♣87❢78❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉6✐❧✐<❛6❡✉8✮✳

✸✳ ❙♦✐6 ~w1 ❧❡ 87<✉❧6❛6 ❞✬❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥ ❞❡ -❛❣❡8❛♥❦ ❛✈❡❝ d < 1 ✭❛✈❡❝ ❧❛ ♣8✐<❡ ❡♥ ❝♦♠♣6❡ ❞✉

✈❡❝6❡✉8 ♣87❢78❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉6✐❧✐<❛6❡✉8 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞< d ∈ [0, 1]✮✳

✹✳ ~w = ~w1 − ~w0 ❡<6 ❧❡ ✈❡❝6❡✉8 ❞❡ ♣♦✐❞< ✜♥❛❧✳

❉♦♥❝✱ ✐❧< ❝❛❧❝✉❧❡♥6 ❧❡< ❣❛❣♥❛♥6< ❡6 ❧❡< ♣❡8❞❛♥6< ❞❡ 8❡♥❢♦8❝❡♠❡♥6 ♠✉6✉❡❧ ❞❡< 8❡<<♦✉8❝❡< ❡♥

❝♦♠♣❛8❛♥6 ❧❡< ❞❡✉① ✈❡❝6❡✉8< ❞❛♥< ❧❡ ❝❛< ❞❡ ♣87<❡♥❝❡ ❡6 ❞✬❛❜<❡♥❝❡ ❞❡ ♣87❢78❡♥❝❡ ✉6✐❧✐<❛6❡✉8✳

▲❡ ♣♦✐❞< 87<✉❧6❛♥6 ❞❡ ❝❡ ❞✐✛78❡♥6✐❡❧ ♥♦67 w[x] ❞✬✉♥ 7❧7♠❡♥6 x ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦<♦♥♦♠✐❡ ❡<6 ❛♣♣❡❧7

✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❋♦❧❦8❛♥❦ ❞❡ x✳ ▲✬❛❞❛♣6❛6✐♦♥ ❞❡ -❛❣❡8❛♥❦ ❞❛♥< ❧❡< ❢♦❧❦<♦♥♦♠✐❡< ❢♦✉8♥✐6 ✉♥ <❡✉❧

❝❧❛<<❡♠❡♥6 ❣❧♦❜❛❧✱ ✐♥❞7♣❡♥❞❛♠♠❡♥6 ❞❡ 6♦✉6❡< ❧❡< ♣87❢78❡♥❝❡< ✉6✐❧✐<❛6❡✉8✳ ❚❛♥❞✐< @✉❡ ❋♦❧✲

❦8❛♥❦ ♣8♦❞✉✐6 ✉♥ ❝❧❛<<❡♠❡♥6 <♣7❝✐✜@✉❡ <✉8 ❞❡< <✉❥❡6< ❜✐❡♥ ♣87❝✐< ♣♦✉8 ❝❤❛@✉❡ ✈❡❝6❡✉8 ❞❡

♣87❢78❡♥❝❡✳ ◆♦6♦♥< @✉✬✉♥ <✉❥❡6 ♣❡✉6 968❡ ❞7✜♥✐ ❞❛♥< ❧❡ ✈❡❝6❡✉8 ❞❡ ♣87❢78❡♥❝❡ ♥♦♥ <❡✉❧❡♠❡♥6

❡♥ ❛668✐❜✉❛♥6 ✉♥ ♣♦✐❞< ♣❧✉< 7❧❡✈7 M ❞❡< 6❛❣< <♣7❝✐✜@✉❡<✱ ♠❛✐< ❛✉<<✐ M ❞❡< 8❡<<♦✉8❝❡< ❡6 ❞❡<

✉6✐❧✐<❛6❡✉8< <♣7❝✐✜@✉❡<✳ ❈❡< 68♦✐< ❞✐♠❡♥<✐♦♥< ♣❡✉✈❡♥6 ♠9♠❡ 968❡ ❝♦♠❜✐♥7❡< ❞❛♥< ✉♥ ✈❡❝✲

6❡✉8 ♠✐①6❡✳ ❉❡ ♠9♠❡✱ ❧❡ ❝❧❛<<❡♠❡♥6 ♥✬❡<6 ♣❛< ❧✐♠✐67 M ❞❡< 8❡<<♦✉8❝❡<✱ ✐❧ ♣❡✉6 ❛✉<<✐ ❜✐❡♥ 968❡

❛♣♣❧✐@✉7 ❛✉① 6❛❣< ❡6 ❛✉① ✉6✐❧✐<❛6❡✉8<✳ ▲♦8< ❞❡ ❧✬✉6✐❧✐<❛6✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝6❡✉8 ✉6✐❧✐<❛6❡✉8 ❛✜♥ ❞✬❡①✲

♣8✐♠❡8 <❡< ♣87❢78❡♥❝❡< ✭♣❛8 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥6 ✉♥ ♣♦✐❞< ♣❧✉< 7❧❡✈7 M ✉♥ 6❛❣ ♣❛8 8❛♣♣♦86

❛✉① ❛✉68❡<✮✱ ❧❡< 6❛❣<✱ ❧❡< ✉6✐❧✐<❛6❡✉8< ❡6 ❧❡< 8❡<<♦✉8❝❡< @✉✐ <♦♥6 ❧✐7< M ❝❡66❡ ♣87❢78❡♥❝❡ <♦♥6

❧❡< ♠✐❡✉① ❝❧❛<<7< ❞❛♥< ❧❡ 87<✉❧6❛6✳ ▲❡< ❡①♣78✐♠❡♥6❛6✐♦♥< ❞❡ ❬❍♦6❤♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ♠♦♥68❡♥6

@✉❡ ❧❛ 8❡❝♦♠♠❛♥❞❛6✐♦♥ ❜❛<7❡ <✉8 ❋♦❧❦8❛♥❦ <✉8♣❛<<❡ ❧❡< ❛♣♣8♦❝❤❡< ❜❛<7❡< <✉8 ❧✬❛❞❛♣6❛6✐♦♥

❞❡ ✜❧!&❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦&❛!✐❢ ✭✉!✐❧✐/❛!❡✉&✲!❛❣/ ❡! ✉!✐❧✐/❛!❡✉&✲&❡//♦✉&❝❡/✮ ❡6 <✉8 ❧❡/ !❛❣/ ❧❡/ ♣❧✉/ ♣♦✲

♣✉❧❛✐&❡/ ❜❛/3/ /✉& ❧❡/ &❡//♦✉&❝❡/✳ ▲❡< 6❡<6< ♦♥6 767 ❡✛❡❝6✉7< <✉8 ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡♥<❡ ❞❡ ❉❡❧✐❝✐♦✉<✱

❞❡ <♦86❡ @✉✬✐❧ ♥✬❡<6 ♣♦6❡♥6✐❡❧❧❡♠❡♥6 ♣❛< 68^< 8❡♣87<❡♥6❛6✐❢✳ ❊♥ ♦✉68❡✱ ✐❧< ♥❡ ♣8❡♥♥❡♥6 ♣❛<

✹✾
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❡♥ ❝♦♠♣9❡ ❧❛ ♥❛9✉=❡ ❞②♥❛♠✐A✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦❧❦D♦♥♦♠✐❡✳ ❉✐✛F=❡♥9D 9=❛✈❛✉① 9❡♥9❛✐❡♥9 ❞✬F9❡♥❞=❡

❧✬❛❧❣♦=✐9❤♠❡ ❞❡ ❋♦❧❦=❛♥❦✱ ♣❛= ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛♣♣=♦❝❤❡ ❞❡ ❋♦❧❦❉✐✛✉D✐♦♥ ❬▲✐✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❛ F9F

♣=♦♣♦DF❡ ♣♦✉= F✈✐9❡= ❧❛ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥ ❞❡D 9❛❣D ♥♦♥ ♣❡=9✐♥❡♥9D A✉✐ D♦♥9 ❤♦=D ❝♦♥9❡①9❡

❛✈❡❝ ❧❛ 9❤F♠❛9✐A✉❡ ❞❡ ❧✬✉9✐❧✐D❛9❡✉=✳ ❈❡99❡ ❛♣♣=♦❝❤❡ D✬✐♥D♣✐=❡ ❞✉ ♣❤F♥♦♠P♥❡ ♣❤②D✐A✉❡ ❞❡ ❧❛

❞✐✛✉D✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❝❤❛❧❡✉= ❞❡ ❧❛ ❤❛✉9❡ R ❧❛ ❜❛DD❡ 9❡♠♣F=❛9✉=❡✳ ❚♦✉9 ❞✬❛❜♦=❞✱ ❬▲✐✉ ❡! ❛❧✳

✷✵✶✵❪ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥9 ♣❛= ❧❛ ❣F♥F=❛9✐♦♥ ❞✉ ❣=❛♣❤❡ 9=✐♣❛=9✐9❡ ❝♦♠♣♦DF ♣❛= ❧❡D ✉9✐❧✐D❛9❡✉=D✱ ❧❡D

=❡DD♦✉=❝❡D ❡9 ❧❡D 9❛❣D✳ ❊♥ D❡ ❜❛D❛♥9 D✉= ❧✬✐❞F❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉D✐♦♥✱ ❧✬✉9✐❧✐D❛9❡✉= u ❡9 ❧❛ =❡DD♦✉=❝❡

r ❞❡ ❧❛ =❡A✉T9❡ D♦♥9 ❛99=✐❜✉FD R ❧❛ 9❡♠♣F=❛9✉=❡ ❧❛ ♣❧✉D F❧❡✈F❡✳ ❚❛♥❞✐D A✉❡ 9♦✉D ❧❡D ❛✉9=❡D

✉9✐❧✐D❛9❡✉=D✱ =❡DD♦✉=❝❡D ❡9 9❛❣D =❡U♦✐✈❡♥9 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉= ❞❡ 9❡♠♣F=❛9✉=❡ ♥✉❧❧❡✳ ❆♣=PD✱ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉=

❝♦♠♠❡♥❝❡ R D❡ ❞✐✛✉D❡= R ♣❛=9✐= ❞❡ u ❡9 r ✈❡=D 9♦✉9 ❧❡ ❣=❛♣❤❡ R 9=❛✈❡=D ❧❡D ❛=T9❡D✳ ▲✬❛=T9❡

A✉✐ ❧✐❡ ❞❡✉① ♥V✉❞D ♣❡✉9 T9=❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉✐9❡ ❞✬✉♥ ❝❧✐♠❛9✐D❡✉= ❢❛❝❡ R ❧❛ ❝❤❛❧❡✉= ❡9 ❧❡

♣♦✐❞D ❞❡D ❛=T9❡D ✐♥❞✐A✉❡ ❧❛ ✈✐9❡DD❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉D✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉=✳ ❆♣=PD ♣❧✉D✐❡✉=D ✐9F=❛9✐♦♥D

❞❡ ❞✐✛✉D✐♦♥✱ ❧❡D ✈❛❧❡✉=D ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉= ❞❡D 9❛❣D ✐♥❞✐A✉❡♥9 ❧❡✉=D ❧✐❛✐D♦♥D ❛✈❡❝ ❧✬✉9✐❧✐D❛9❡✉= ❝✐❜❧❡

u ❡9 ❞❡ ❧❛ =❡DD♦✉=❝❡ ❝✐❜❧❡ r ❡9 D♦♥9 ❞♦♥❝ DF❧❡❝9✐♦♥♥FD ♣♦✉= ❧❛ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥✳

▲✐♣#❛%✳ ❉❛♥D ❬-✉❥❛=✐ ❡9 ❑❛♥❛✇❛9✐ ✷✵✶✷❪✱ ❧❡D ❛✉9❡✉=D ♣=♦♣♦D❡♥9 ✉♥❡ ❛♣♣=♦❝❤❡ ❞❡ ♣=F✈✐D✐♦♥

❞❡D ❧✐❡♥D ❞❛♥D ❧❡D ❣=❛♣❤❡D ❜✐♣❛=9✐9❡D ❡♥ ❛♣♣❧✐A✉❛♥9 ✉♥ ❛❧❣♦=✐9❤♠❡ ❞✬❛♣♣=❡♥9✐DD❛❣❡ D✉♣❡=✈✐DF✳

▲❡ ❜✉9 ❞❡ ❝❡ D②D9P♠❡ ❡D9 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡= ✉♥❡ ❧✐D9❡ ❞❡ 9❛❣D ❧❛ ♣❧✉D ❛❞❛♣9F❡ ♣♦✉= ❛♥♥♦9❡= ✉♥❡

=❡DD♦✉=❝❡ ❝✐❜❧❡ rt ♣❛= ✉♥ ✉9✐❧✐D❛9❡✉= ❝✐❜❧❡ ut✳ ▲❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝9✐♦♥♥❡♠❡♥9 ❞❡ ▲✐♣9❛= ❡D9

D9=✉❝9✉=F ❡♥ 9=♦✐D F9❛♣❡D ♣=✐♥❝✐♣❛❧❡D✿

✶✳ -=❡♠✐P=❡♠❡♥9✱ ❧❡ D②D9P♠❡ ❞F9❡=♠✐♥❡ ❧✬❡♥D❡♠❜❧❡ ❞❡ k ✉9✐❧✐D❛9❡✉=D ❧❡D ♣❧✉D D✐♠✐❧❛✐=❡D R

ut✳ -❧✉D✐❡✉=D ♠F9=✐A✉❡D ♣❡✉✈❡♥9 T9=❡ ✉9✐❧✐DF❡D ♣♦✉= ❝❛❧❝✉❧❡= ❝❡99❡ D✐♠✐❧❛=✐9F✳ ❉❛♥D ❝❡

9=❛✈❛✐❧✱ ❧❡D ❛✉9❡✉=D ♦♥9 ✉9✐❧✐DF ❧❛ ♠F9❤♦❞❡ ❞❡ k ♣❧✉D ♣=♦❝❤❡D ✈♦✐D✐♥D ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡D✉=❡

❞❡ D✐♠✐❧❛=✐9F ❞❡ ❧✬✉9✐❧✐D❛9❡✉= u ❜❛DF❡ R ❧❛ ❢♦✐D D✉= ❧❡D =❡DD♦✉=❝❡D ❡9 ❧❡D 9❛❣D✳ ❯♥ ❛✉9=❡

❛D♣❡❝9 ✐♠♣♦=9❛♥9 ❞❛♥D ❝❡ D②D9P♠❡ ❡D9 A✉✬✐❧ ♣=❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥D✐❞F=❛9✐♦♥ ❧❡ 9❡♠♣D ❞✬❛❝9✐✈✐9F

❞❡ ❧✬✉9✐❧✐D❛9❡✉=✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐9✱ ❧❡D k ✉9✐❧✐D❛9❡✉=D 9=♦✉✈FD ♦♥9 ❛✉ ♠♦✐♥D ✉♥ ❛♥ ❞✬❛❝9✐✈✐9F ❡♥

❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❧✬✉9✐❧✐D❛9❡✉= ❝✐❜❧❡ ut✳ ■❝✐✱ ❧❡D ❛✉9❡✉=D ❡①♣❧♦=❡♥9 ❧✬✐❞F❡ A✉❡ ❧❡D ✉9✐❧✐D❛9❡✉=D

❛❝9✐❢D ❛✉ ❝♦✉=D ❞❡ ❝❡99❡ ♣F=✐♦❞❡ ❞❡ 9❡♠♣D ♣❡✉✈❡♥9 ❛✈♦✐= ❞❡D ✐♥9F=T9D ❡9 ❞❡D ❝❤♦✐①

❝♦♠♠✉♥D✳

✷✳ ❈❤❛A✉❡ ✉9✐❧✐D❛9❡✉= u ∈ Us ❡D9 ❛DD♦❝✐F R ✉♥❡ DFA✉❡♥❝❡ 9❡♠♣♦=❡❧❧❡ ❞❡D ❣=❛♣❤❡D ❜✐♣❛=9✐9❡D
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3❡❧✐❛♥9 ❧❡: 3❡::♦✉3❝❡: ❛❥♦✉9?❡: ♣❛3 ❧✬✉9✐❧✐:❛9❡✉3 u ❛✉① 9❛❣: C✉✐ ❧❡: ❛ ✉9✐❧✐:?: ❞❛♥: ❞❡

❞✐✛?3❡♥9: ✐♥9❡3✈❛❧❧❡: ❞❡ 9❡♠♣:✳ ❈❡: ❣3❛♣❤❡: :♦♥9 ❝♦♠❜✐♥?: ♣♦✉3 ❞♦♥♥❡3 ✉♥ :❡✉❧ ❣3❛♣❤❡

❜✐♣❛39✐9❡ 3❡::♦✉3❝❡✲9❛❣ C✉✐ :❡3✈✐3❛ K ❧✬❛♣♣3❡♥9✐::❛❣❡ ✭Glearn✮✳ ❆✉ ❝♦✉3: ❞❡ ❝❡ ♣3♦❝❡::✉:✱

:❡✉❧❡♠❡♥9 ❧❡: ❣3❛♣❤❡: ❞♦♥9 ❧❛ ❞❛9❡ ❡:9 ✐♥❝❧✉:❡ ❞❛♥: ❧❛ ♣?3✐♦❞❡ ❞✬❛♣♣3❡♥9✐::❛❣❡ :❡3♦♥9

✉9✐❧✐:?:✳ ▲❛ ❣?♥?3❛9✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣3❛♣❤❡ ❡:9 93❛❞✉✐9❡ ♣❛3 ❧❛ ❢♦3♠✉❧❡ :✉✐✈❛♥9❡✿

Glearn =
⋃

u∈Us

tlearn
⋃

i=t0

Gi ✭✷✳✶✵✮

✸✳ ❯♥❡ ♦✉ ♣❧✉:✐❡✉3: ❧✐:9❡: ❞❡ ❝❧❛::❡♠❡♥9 ❞❡ 9❛❣: :♦♥9 ♦❜9❡♥✉❡: ♣♦✉3 ❧❛ 3❡::♦✉3❝❡ rt

❡9✴♦✉ ♣♦✉3 ❧❡: 3❡::♦✉3❝❡: :✐♠✐❧❛✐3❡: ❡♥ ✉9✐❧✐:❛♥9 ❞❡: ❞♦♥♥?❡: 3❡❧❛9✐✈❡: K ❞?9❡3♠✐♥❡3 ❧❡:

✉9✐❧✐:❛9❡✉3: :✐♠✐❧❛✐3❡:✳ ❈❡: ❧✐:9❡: ✐♥❝❧✉❡♥9 K ❧❛ ❢♦✐: ❧❡: 9❛❣: ❞?❥K ✉9✐❧✐:?: ❛✐♥:✐ C✉❡ ❧❡:

9❛❣: K 3❡❝♦♠♠❛♥❞❡3✳ -♦✉3 ❧❡: ❢✉:✐♦♥♥❡3✱ ❬-✉❥❛3✐ ❡9 ❑❛♥❛✇❛9✐ ✷✵✶✷❪ ❛♣♣❧✐C✉❡♥9 ✉♥❡

❛♣♣3♦❝❤❡ ❛♣♣3♦♣3✐?❡ ♣♦✉3 ❧✬❛❣3?❣❛9✐♦♥ ❞❡: ❧✐:9❡: ❞❡ ❝❧❛::❡♠❡♥9 ❬❉✇♦3❦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳

❆♣♣"♦❝❤❡' ❜❛'*❡' '✉" ❧❡ ❈❧✉'.❡"✐♥❣✳ ▲❡ ❝❧✉:9❡3✐♥❣ ❞❡: ❞♦♥♥?❡: ❡:9 ✉♥❡ 9❡❝❤♥✐C✉❡

❞✬❛♥❛❧②:❡ ❞❡: ❞♦♥♥?❡:✳ ▲❡ ❝❧✉:9❡3✐♥❣ ❢♦✉3♥✐9 ✉♥ ♣❛39✐9✐♦♥♥❡♠❡♥9 ❞✬✉♥ ❡♥:❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥?❡:

❡♥ :♦✉:✲❡♥:❡♠❜❧❡: ❞✬♦❜❥❡9: :✐♠✐❧❛✐3❡: ♦✉ ❞❡: ❣3♦✉♣❡: ✭❝❧✉:9❡3:✮ ❞❡ ❞♦♥♥?❡: ❡9 C✉✐ :♦♥9

❞✐::✐♠✐❧❛✐3❡: ❛✉① ❛✉93❡: ❡♥ ❢♦♥❝9✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝3✐9\3❡ ❜✐❡♥ ❞?9❡3♠✐♥? ❬❇❡❣❡❧♠❛♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✳

▲❡ ♣3✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❧✉:9❡3✐♥❣ ❝♦♥:✐:9❡ K 3❡❣3♦✉♣❡3 ❞❡✉① ♦✉ ♣❧✉:✐❡✉3: ♦❜❥❡9: ❞❛♥: ❧❡ ♠_♠❡

❣3♦✉♣❡ :✬✐❧: :♦♥9 ♣&♦❝❤❡* :❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐:9❛♥❝❡ ❞♦♥♥?❡✳ ❈❡99❡ ❞✐:9❛♥❝❡ ♣❡✉9 _93❡ ❝❛❧❝✉❧?❡

♣❛3 ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✉9✐❧✐:❛♥9 ❧❛ ❢♦♥❝9✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉: ❝♦✉39 ❝❤❡♠✐♥✳ ❉❛♥: ❧❡ ❝♦♥9❡①9❡ ❞❡ ❝❧✉:9❡3✐♥❣

❞❡ 9❛❣:✱ ✉♥❡ ❞✐:9❛♥❝❡ ❡♥93❡ ❧❡: 9❛❣: ✐::✉❡ ❞✬✉♥ :②:9\♠❡ :♦❝✐❛❧ ❞❡ 9❛❣❣✐♥❣ ❡:9 ❞?✜♥✐❡✳ ❈❡

❝❧✉:9❡3✐♥❣ ♣❡3♠❡9 ❞❡ 3❡❣3♦✉♣❡3 ❧❡: 9❛❣: ❞❡ ♠❛♥✐\3❡ K ❝❡ C✉❡ ❧❡: 9❛❣: ❞✬✉♥❡ ♠_♠❡ ❝❧❛::❡ ♦♥9

?9? 9♦✉❥♦✉3: ✉9✐❧✐:?: ❡♥:❡♠❜❧❡ ♣♦✉3 ❛♥♥♦9❡3 ❞❡: 3❡::♦✉3❝❡:✳ ❊♥ ❡✛❡9✱ ❧❡ ❝❧✉:9❡3✐♥❣ ♣❡3♠❡9

❞✬❛✈♦✐3 ✉♥❡ ♦3❣❛♥✐:❛9✐♦♥ ❞❡: 3✉❜3✐C✉❡: ❞❛♥: ✉♥ :②:9\♠❡ ❞❡ 9❛❣❣✐♥❣ ❛✜♥ ❞✬❛♠?❧✐♦3❡3 ❧❛

♣❤❛:❡ ❞❡ 3❡❝❤❡3❝❤❡ ❞❡: ❞♦♥♥?❡: ❛✉① ✉9✐❧✐:❛9❡✉3: ❬❇3♦♦❦: ❡9 ▼♦♥9❛♥❡③ ✷✵✵✻❪✳ -❛3❡✐❧❧❡♠❡♥9✱

❬❇❡❣❡❧♠❛♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ :✬❛♣❡3b♦✐✈❡♥9 C✉❡ ❧✬✉9✐❧✐:❛9✐♦♥ ❞❡: ✐♥❢♦3♠❛9✐♦♥: ❜3✉9❡: ❞❡: 9❛❣: ❢3❡✐♥❡

❧❛ ❞?❝♦✉✈❡39❡ ❡9 ❧✬❡①♣❧♦3❛9✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥9❡♥✉✳ ❉✬♦c ❧❛ ♥?❝❡::✐9? ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ :✉♣♣❧?♠❡♥9❛✐3❡

❞✬♦3❣❛♥✐:❛9✐♦♥ K 93❛✈❡3: ❧❡ ❝❧✉:9❡3✐♥❣ ❞❡ 9❛❣:✳ ❉❛♥: ❬●❡♠♠❡❧❧ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✱ ❧❡: ❝❧✉:9❡3: ❞❡

9❛❣: :♦♥9 ✈✉: ❝♦♠♠❡ ❞❡: ❧✐❡♥: ❡♥93❡ ❧❡: ✉9✐❧✐:❛9❡✉3: ❡9 ❧❡✉3: ✐♥9?3_9:✳ ▲✬✉9✐❧✐:❛9✐♦♥ ❞❡ ❝❡:

❝❧✉:9❡3: ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 9❛❣: ❝❧❛::✐C✉❡: :❡39 K ❝♦♥:93✉✐3❡ ❧❡ ♣3♦✜❧ ✉9✐❧✐:❛9❡✉3 ❛✜♥ ❞✬❛♠?❧✐♦3❡3 ❧❛
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3❡❝♦♠♠❛♥❞❛;✐♦♥ ❡; ❞❡ 3=❞✉✐3❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐;= ❞✉ ❣3❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦F♦♥♦♠✐❡✳ ■❧F F❡ F♦♥; ❛✈=3=F

❜=♥=✜J✉❡F ♣♦✉3 ❧❡ ❝❧❛FF❡♠❡♥; ❞❡ ❝♦♥;❡♥✉ ♣❡3F♦♥♥❛❧✐F=✳ ❯♥❡ ❛✉;3❡ ❛♣♣3♦❝❤❡ ❞❡ ❝❧✉F;❡3✐♥❣

❞❡ ;❛❣F ❛ =;= ♣3=F❡♥;=❡ ❞❛♥F ❬❆✉ ❨❡✉♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳ ❉❛♥F ❝❡ ;3❛✈❛✐❧✱ ❧❡F ❝❧✉F;❡3F ❞❡ ;❛❣F ♦♥;

=;= ✉;✐❧✐F=F ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉3 ✐❞❡♥;✐✜❡3 ❧❡F ❞✐✛=3❡♥;F ❝♦♥;❡①;❡F ❞✬✉;✐❧✐F❛;✐♦♥ ❞✬✉♥ ;❛❣

❞♦♥♥=✱ ❝✬❡F;✲U✲❞✐3❡ ♣♦✉3 3=F♦✉❞3❡ ❧❡ ♣3♦❜❧V♠❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉W;=✳ ■❧F ♦♥; ♠♦♥;3= J✉❡ ❧✬✐♥;=❣3❛;✐♦♥

❞❡F ❝❧✉F;❡3F ❞❡ ;❛❣F ❛ ❛♠=❧✐♦3= ❧❡F 3=F✉❧;❛;F ♣❛3 3❛♣♣♦3; U ❧✬✉;✐❧✐F❛;✐♦♥ ❞❡ 3❡FF♦✉3❝❡F ❡①;❡3♥❡F

;❡❧❧❡ J✉❡ ❲♦3❞◆❡;✳ ■♥❞=♣❡♥❞❛♠♠❡♥; ❞❡ ❧❛ ♠=;❤♦❞❡ ✉;✐❧✐F=❡ ♣♦✉3 ♠❡F✉3❡3 ❧❛ F✐♠✐❧❛3✐;= ❡♥;3❡

❧❡F ;❛❣F✱ ❧❡F ❝❧✉F;❡3F ❞❡ ;❛❣F ❞♦✐✈❡♥; ❝♦33❡F♣♦♥❞3❡ U ❞❡F ;❤=♠❛;✐J✉❡F ❛②❛♥; ✉♥❡ ❝♦❤=3❡♥❝❡

F=♠❛♥;✐J✉❡✱ ❝❡ J✉✐ ♣❡✉; Y;3❡ ✉;✐❧❡ ❞❛♥F ♣❧✉F✐❡✉3F ❛♣♣❧✐❝❛;✐♦♥F✱ ;❡❧❧❡ J✉❡ ❧✬❡①♣❧♦3❛;✐♦♥ ❞❡F

✐♥❢♦3♠❛;✐♦♥F ❡; ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛;✐♦♥ ✭❬❇❡❣❡❧♠❛♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✱ ❬●3✉❜❡3 ✷✵✵✼❪✮✱ ❧✬❛♥♥♦;❛;✐♦♥

❛✉;♦♠❛;✐J✉❡ ❞❡ ❝♦♥;❡♥✉ ❬❇3♦♦❦F ❡; ▼♦♥;❛♥❡③ ✷✵✵✻❪✱ ❧❛ ❝♦♥F;3✉❝;✐♦♥ ❞❡ ♣3♦✜❧ ✉;✐❧✐F❛;❡✉3

❬●❡♠♠❡❧❧ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✱ ❧❡ ❝❧✉F;❡3✐♥❣ ❞❡ ❝♦♥;❡♥✉ ✭❬●✐❛♥♥❛❦✐❞♦✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✱ ❬❏❛✈❛ ❡! ❛❧✳

✷✵✵✽❪✮ ❡; ❧❛ 3❡❝♦♠♠❛♥❞❛;✐♦♥ ❞❡ ;❛❣F ✭❬❙✐❣✉3❜❥c3♥FF♦♥ ❡; ❱❛♥ ❩✇♦❧ ✷✵✵✽❪✱ ❬▲✐ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✮✳

▲❡F ♠=;❤♦❞❡F ❞❡ ❝❧✉F;❡3✐♥❣ ❞❡ ;❛❣F 3❡❧V✈❡♥; ❡♥ ❣3❛♥❞❡ ♣❛3;✐❡ U ❧✬✉♥❡ ❞❡F ❞❡✉① ❝❛;=❣♦3✐❡F

F✉✐✈❛♥;❡F✿

✕ ❙♦✐; U ;3❛✈❡3F ❧❡F ;❡❝❤♥✐J✉❡F ❞❡ ❝❧✉F;❡3✐♥❣ ❝❧❛FF✐J✉❡F ;❡❧F J✉❡ ❧✬❛❧❣♦3✐;❤♠❡ ❞❡ ❦✲♠❡❛♥F

❬●✐❛♥♥❛❦✐❞♦✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ❡; ❧❡ ❝❧✉F;❡3✐♥❣ ❛F❝❡♥❞❛♥; ❤✐=3❛3❝❤✐J✉❡ ✭❈❆❍✮ ✭❬❇3♦♦❦F ❡;

▼♦♥;❛♥❡③ ✷✵✵✻❪✱ ❬❙❤❡♣✐;F❡♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✮

✕ ❙♦✐; ♣❛3 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛;✐♦♥ ❞❡ ❝❧✉F;❡3✐♥❣ F✉3 ❧❡F ❣3❛♣❤❡F ❝♦♥♥✉ F♦✉F ❧❡ ♥♦♠ ❞❡& ♠(!❤♦❞❡&

❞❡ ❞(!❡❝!✐♦♥ ❞❡& ❝♦♠♠✉♥❛✉!(& J✉❡ ♥♦✉F ❛❧❧♦♥F ❡①♣❧✐J✉❡3 ❡♥ ❞=;❛✐❧ ❞❛♥F ❧❡ ❝❤❛♣✐;3❡

F✉✐✈❛♥; ✷✳✶ ✭❬❇❡❣❡❧♠❛♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✱ ❬❇3♦♦❦F ❡; ▼♦♥;❛♥❡③ ✷✵✵✻❪✱ ❬-❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦F ❡! ❛❧✳

✷✵✵✾❪✮✳

❉❛♥F ❧❛ ♣3❡♠✐V3❡ ❝❛;=❣♦3✐❡ ❞❡F ;❡❝❤♥✐J✉❡F ❞❡ ❝❧✉F;❡3✐♥❣✱ ♥♦✉F ♣3=F❡♥;♦♥F ❧❡ F②F;V♠❡

❞❡ ❬❙❤❡♣✐;F❡♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✳ ▲❡F ❛✉;❡✉3F ♣3♦♣♦F❡♥; ✉♥ ❛❧❣♦3✐;❤♠❡ ❞❡ ♣❡3F♦♥♥❛❧✐F❛;✐♦♥ ♣♦✉3

❧❛ 3❡❝♦♠♠❛♥❞❛;✐♦♥ ❞❡F 3❡FF♦✉3❝❡F ❞❛♥F ❧❡F ❢♦❧❦F♦♥♦♠✐❡F ❡♥ F✬❛♣♣✉②❛♥; F✉3 ❧❡ ❝❧✉F;❡3✐♥❣

❤✐=3❛3❝❤✐J✉❡ ❞❡F ;❛❣F✳ ▲❡ ♣3♦❝❡FF✉F ❞❡ 3❡❝♦♠♠❛♥❞❛;✐♦♥ F❡ ❞=3♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① =;❛♣❡F✳ -3❡✲

♠✐V3❡♠❡♥;✱ =;❛♥; ❞♦♥♥= ✉♥ ❝❧✐❝ ❞✬✉;✐❧✐F❛;❡✉3 F✉3 ✉♥ ;❛❣✱ ❧✬❛❧❣♦3✐;❤♠❡ ❞❡ 3❡❝♦♠♠❛♥❞❛;✐♦♥

F;❛♥❞❛3❞ ♥♦♥ ♣❡3F♦♥♥❛❧✐F= ❡F; ❛♣♣❧✐J✉= ❛✜♥ ❞❡ 3❡;♦✉3♥❡3 ❝♦♠♠❡ 3❡❝♦♠♠❛♥❞❛;✐♦♥ ✉♥ ❡♥✲

F❡♠❜❧❡ ❞❡ 3❡FF♦✉3❝❡F✳ ❈❡; ❡♥F❡♠❜❧❡ ❡F; ❡♥F✉✐;❡ ♣❡3F♦♥♥❛❧✐F= ❣3j❝❡ U ❧❛ ♣3✐F❡ ❡♥ ❝♦♠♣;❡

❞✉ ♣3♦✜❧ ✉;✐❧✐F❛;❡✉3 ❡; ❞✉ ❝❧✉F;❡3✐♥❣ ❞❡ ;❛❣F✳ -❛3 ❝♦♥F=J✉❡♥;✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❧❛FF❡♠❡♥; ❞❡F

✺✷
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345✉❧8❛85 ❡58 3❡8♦✉3♥4 = ❧✬✉8✐❧✐5❛8❡✉3✳ ❊♥ ♣❧✉5✱ ✐❧5 5✉♣♣♦5❡♥8 ❧✬❡①✐58❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡

❝❧✉58❡35 ❞❡ 8❛❣5 ♦❜8❡♥✉ = ❧❛ ♣❤❛5❡ ❞❡ ❝❧✉58❡3✐♥❣ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞4❝♦♥♥❡❝84✳

-❛3 ❛✐❧❧❡✉35✱ ❧❡ ♣3♦❝❡55✉5 ❞❡ 3❡❝♦♠♠❛♥❞❛8✐♦♥ ♣❡35♦♥♥❛❧✐54 ♣❛55❡ ♣❛3 ❧❡5 83♦✐5 48❛♣❡5

5✉✐✈❛♥8❡5✿

✕ ➱!❛♣❡ ✶✿ ❝❛❧❝✉❧❡3 ❧❛ 5✐♠✐❧❛3✐84 ❡♥ ✉8✐❧✐5❛♥8 ❧❛ ♠❡5✉3❡ ❞❡ ❝♦"✐♥✉"✳ ❯♥❡ 3❡❝❤❡3❝❤❡ ❞❡

❜❛5❡ ❡58 ❡✛❡❝8✉4❡ 5✉3 ❧❛ ❜❛5❡ ❞❡ ❧❛ 3❡M✉N8❡ q✱ ❡♥ ✉8✐❧✐5❛♥8 ❧❛ ♠483✐M✉❡ ❞❡ 5✐♠✐❧❛3✐84

❞❛♥5 ❧✬4M✉❛8✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ❯♥❡ 5✐♠✐❧❛3✐84 S(q, r)✱ ❡58 ❝❛❧❝✉❧4❡ ♣♦✉3 ❝❤❛M✉❡ 3❡55♦✉3❝❡ r ∈ R✳

cos(q, r) =
tf(q, r)

√
∑

t∈T tf(t, r)2
✭✷✳✶✶✮

❊♥ 5♦38✐❡✱ ❝❡88❡ 48❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦3✐8❤♠❡ ♣3♦❞✉✐3❛ ✉♥ 5♦✉5✲❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡5 3❡55♦✉3❝❡5 R
′

✱

❛②❛♥8 ✉♥❡ ❝❡38❛✐♥❡ 5✐♠✐❧✐8✉❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ 3❡M✉N8❡ ❞❡ 8❛❣✳

✕ ➱!❛♣❡ ✷✿ ❝❛❧❝✉❧❡3 ❧❛ ♣❡38✐♥❡♥❝❡ ❞❡ 8♦✉8 r ∈ R
′

= u✳ ❉❛♥5 ❝❡88❡ 48❛♣❡✱ ❧❡5 ❝❧✉58❡35

♣345❡♥8❡♥8 ❞❡5 ❧✐❡♥5 ❡♥83❡ ❧❡5 ✉8✐❧✐5❛8❡✉35 ❡8 ❧❡5 3❡55♦✉3❝❡5 ♣❡3♠❡88❛♥8 ❞✬✐❞❡♥8✐✜❡3 ❧❡5

3❡55♦✉3❝❡5 M✉✐ 3❡✢V8❡♥8 ❧❡5 ✐♥843N85 ✉8✐❧✐5❛8❡✉3✳ ▲✬48❛♣❡ ✷ 5❡ ❢❛✐8 ❡♥ 83♦✐5 5♦✉5 48❛♣❡5✿

✕ ❝❛❧❝✉❧❡3 ❧✬✐♥843N8 ❞❡ ❧✬✉8✐❧✐5❛8❡✉3 ❞❛♥5 ❝❤❛M✉❡ ❝❧✉58❡3✳ -♦✉3 ❝❤❛M✉❡ ❝❧✉58❡3 c✱ ❧✬✐♥843N8

❞❡ ❧✬✉8✐❧✐5❛8❡✉3 ❡58 ❝❛❧❝✉❧4 ❝♦♠♠❡ ❧❡ 3❛8✐♦ ❞❡ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ ❢♦✐5 M✉❡ ❧✬✉8✐❧✐5❛8❡✉3 u ❛

❛♥♥♦84 ✉♥❡ 3❡55♦✉3❝❡ ♣❛3 ✉♥ 8❛❣ ❞✉ ❝❧✉58❡3 c 5✉3 ❧❡ ♥♦♠❜3❡ 8♦8❛❧ ❞❡5 ❛♥♥♦8❛8✐♦♥5

❞❡ u✳

✕ ❝❛❧❝✉❧❡3 ❧❡5 ♣❧✉5 ♣3♦❝❤❡5 ❝❧✉58❡35 ❞❡ ❝❤❛M✉❡ 3❡55♦✉3❝❡✳ ▲❛ 3❡❧❛8✐♦♥ ❞✬✉♥❡ 3❡55♦✉3❝❡ r

= ✉♥ ❝❧✉58❡3 c ❡58 ❝❛❧❝✉❧4❡ ♣❛3 ❧❡ 3❛8✐♦ ❞✉ ♥♦♠❜3❡ ❞❡5 3❡55♦✉3❝❡5 M✉✐ ♦♥8 484 ❛♥♥♦84❡5

♣❛3 ✉♥ 8❛❣ ❞❡ ❝❧✉58❡3 c 5✉3 ❧❡ ♥♦♠❜3❡ 8♦8❛❧ ❞❡5 ❛♥♥♦8❛8✐♦♥5 ❞❡ ❧❛ 3❡55♦✉3❝❡ r✳

✕ ❉48❡3♠✐♥❡3 ❧❡5 ✐♥843N85 ✉8✐❧✐5❛8❡✉35 ❞❛♥5 ❝❤❛M✉❡ 3❡55♦✉3❝❡✳ ▲❛ ♣❡38✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

3❡55♦✉3❝❡ r = ✉♥ ✉8✐❧✐5❛8❡✉3 P (u, r) ❡58 ❧❛ 5♦♠♠❡ ❞❡5 ♣3♦❞✉✐85 ❞❡ ❧❡✉35 ♣♦✐❞5 ❞❛♥5

❧✬❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡ 8♦✉5 ❧❡5 ❝❧✉58❡35✳

✕ ➱!❛♣❡ ✸✿ ❝❛❧❝✉❧❡3 ❧❡ ❝❧❛55❡♠❡♥8 ✜♥❛❧ ❞❡5 5❝♦3❡5 ♣❡35♦♥♥❛❧✐545✳ ➚ ❝❡88❡ 48❛♣❡✱ ❧❡5 ❛✉✲

8❡✉35 ❝♦♠❜✐♥❡♥8 ❧❛ ♠❡5✉3❡ ❞❡ 5✐♠✐❧❛3✐84 ❝♦"✐♥✉" 83♦✉✈4❡ = ❧✬48❛♣❡ ✶ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❡38✐♥❡♥❝❡

♠❡5✉34❡ ❞❛♥5 ❧✬48❛♣❡ ✷✳ ▲❛ 5✐♠✐❧✐8✉❞❡ ♣❡35♦♥♥❛❧✐54❡ ❡58 ❝❛❧❝✉❧4❡ ♣♦✉3 ❝❤❛M✉❡ 3❡55♦✉3❝❡

❡♥ ♠✉❧8✐♣❧✐❛♥8 ❧❛ 5✐♠✐❧❛3✐84 ❝♦"✐♥✉" ♣❛3 ❧❛ ♣❡38✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ 3❡55♦✉3❝❡ = ❧✬✉8✐❧✐5❛8❡✉3✳

❈❡88❡ 5✐♠✐❧✐8✉❞❡ ♥♦84❡ S
′

(u, q, r) ❡58 ❞4✜♥✐❡ ♣❛3✿

S
′

(u, q, r) = S(q, r) ∗ P (u, r) ✭✷✳✶✷✮

✺✸
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❯♥❡ ❢♦✐9 :✉❡ S
′

(u, q, r) ❡9< ❝❛❧❝✉❧@ ♣♦✉B ❝❤❛:✉❡ B❡99♦✉B❝❡ ❡< ❛♣BD9 ❛✈♦✐B ❝❧❛99@ ❧❡9

B❡99♦✉B❝❡9✱ ❧❡9 n ♠❡✐❧❧❡✉B❡9 B❡99♦✉B❝❡9 9♦♥< B❡<♦✉B♥@❡9 H ❧✬✉<✐❧✐9❛<❡✉B ❡♥ <❛♥< :✉❡

B@9✉❧<❛< ❞❡ B❡❝♦♠♠❛♥❞❛<✐♦♥✳

❈♦♥❝❡B♥❛♥< ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝❧✉9<❡B✐♥❣✱ ❧❡9 ❛✉<❡✉B9 ✉<✐❧✐9❡♥< ❧✬❛❧❣♦B✐<❤♠❡ ❈❆❍✳ ❈❡< ❛❧❣♦B✐<❤♠❡

♣B❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❡♥<B@❡ ✉♥ ❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡ <❛❣9 T ❡< ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥< ❞❡ ❞✐✈✐9✐♦♥✳ ▲❡9 <❛❣9 9♦♥< B❡♣B@✲

9❡♥<@9 ♣❛B ✉♥ ✈❡❝<❡✉B ❞❡ ♣♦✐❞9 ❞❡ ❧✬❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡9 B❡99♦✉B❝❡9✳ ❈❆❍ 9♦✉✛B❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐<@

<BD9 @❧❡✈@❡ ✭9❡❝♦♥❞ ❞❡❣B@ ♣♦✉B ❧❡ ♥♦♠❜B❡ ❞❡ <❛❣9 H B❡❣B♦✉♣❡B✮ ❡< ❧❛ ♥@❝❡99✐<@ ❞❡ ❞@✜♥✐B ❧❡9

♣❛B❛♠D<B❡9 ❛❞❤♦❝ ✭♣❛B ❡①❡♠♣❧❡✱ <B♦✐9 ♣❛B❛♠D<B❡9 ❞♦✐✈❡♥< S<B❡ ❞@✜♥✐9 ❞❛♥9 ❧❡ 9❝❤@♠❛ ❞❡
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❝❧❛99@9 ❝♦♠♠❡ ❞❡9 ❛♣♣B♦❝❤❡9 ❜❛9@❡9 9✉B ❧❡ ❝♦♥<❡♥✉✳ ▲❡9 ❛♣♣B♦❝❤❡9 <♦♣♦❧♦❣✐:✉❡9 ❡< ❝❡❧❧❡9
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❣<❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦1♦♥♦♠✐❡ ❡2 ♥✬✉2✐❧✐1❡ ♣❛1 ❧❡ ❝♦♥2❡♥✉ ❞❡1 <❡11♦✉<❝❡1✳ ▲❡ 1②12D♠❡ ❡12 ❢♦♥❞@
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❣♦<✐2❤♠❡1 ♣<@1❡♥2@1 ❞❛♥1 ❧❛ 1❡❝2✐♦♥ ✷✳✷✳ ▲❡1 ❛❧❣♦<✐2❤♠❡1 ❞❡ ❋❈ ♦♥2 ♣❧✉1✐❡✉<1 ❛✈❛♥2❛❣❡1

✸✳ ◆❛$✉&❛❧ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ,&♦❝❡//✐♥❣

✺✺



✷✳✸✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❈❘■❚■◗❯❊

❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐7 ❞❡ ♣♦✉✈♦✐< ♣<❡♥❞<❡ ❡♥ ❝♦♠♣7❡ ❧❡> ❛✈✐> ♣♦>✐7✐❢> ♦✉ ♥?❣❛7✐❢> ❞❡> ✉7✐❧✐>❛7❡✉<> >✉<

✉♥ ✐7❡♠ ❛✉ ♠♦♠❡♥7 ❞❡ ❧❛ <❡❝♦♠♠❛♥❞❛7✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛<7✐❝✉❧✐❡< ❞❛♥> ❧❡ ❝❛> ❞❡> ♥♦7❡> ❡①♣❧✐❝✐7❡>

❞❡> ✉7✐❧✐>❛7❡✉<>✳ ❯♥ ❞❡✉①✐C♠❡ ❛✈❛♥7❛❣❡ ❡>7 D✉❡ ❧❡> ❛❧❣♦<✐7❤♠❡> ❞❡ ❋❈ >♦♥7 ♣❛<7✐❝✉❧✐C<❡✲

♠❡♥7 ✉7✐❧❡> ❞❛♥> ❧❡> ❞♦♠❛✐♥❡> ♦H ❧✬❛♥❛❧②>❡ ❞❡ ❝♦♥7❡♥✉ ❡>7 ❞✐✣❝✐❧❡ ♦✉ ❝♦L7❡✉>❡ 7❡❧❧❡ D✉❡

❧❛ <❡❝♦♠♠❛♥❞❛7✐♦♥ ❞❡ ♠✉>✐D✉❡> ❡7 ❞❡ ✜❧♠>✳ ◆♦✉> <❛♣♣❡❧♦♥> D✉❡ ❞❛♥> ❧❛ >❡❝7✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱

♥♦✉> ❛✈♦♥> ✈✉ D✉❡ ♣♦✉< ♣♦✉✈♦✐< ❛♣♣❧✐D✉❡< ❧❡> ❛❧❣♦<✐7❤♠❡> ❞❡ ❋❈ >7❛♥❞❛<❞> >✉< ❧❡> ❢♦❧❦✲

>♦♥♦♠✐❡>✱ ✉♥❡ 7<❛♥>❢♦<♠❛7✐♦♥ ❞❡> ❞♦♥♥?❡> ❞♦✐7 P7<❡ ❡✛❡❝7✉?❡✳ ❉❡ 7❡❧❧❡> 7<❛♥>❢♦<♠❛7✐♦♥>

❝♦♥❞✉✐>❡♥7 S ❧❛ ♣❡<7❡ ❞✬✐♥❢♦<♠❛7✐♦♥>✱ ❝❡ D✉✐ ♣❡✉7 ❞✐♠✐♥✉❡< ❧❛ D✉❛❧✐7? ❞❡ <❡❝♦♠♠❛♥❞❛7✐♦♥✳

❯♥ ❛✉7<❡ ♣<♦❜❧C♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ <❡♥❝♦♥7<? ❛✈❡❝ ❧❡> ♠?7❤♦❞❡> ❞❡ ❋❈ ❡>7 D✉❡ ❧❡> ❣<❛♥❞❡>

♠❛7<✐❝❡> ❞❡ ♣<♦❥❡❝7✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥7 P7<❡ ❣❛<❞?❡> ❡♥ ♠?♠♦✐<❡✱ D✉✐ ♣❡✉7 P7<❡ ✉♥❡ ❝♦♥>♦♠♠❛7✐♦♥

❞❡ 7❡♠♣>✴❡>♣❛❝❡ ❛✐♥>✐ D✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣<♦♠❡77<❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐7? ❞✬❡✛❡❝7✉❡< ❞❡> <❡❝♦♠♠❛♥❞❛7✐♦♥>

❡♥ 7❡♠♣> <?❡❧✳ ❯♥ ❛✉7<❡ ♣<♦❜❧C♠❡ ❡>7 ✐❞❡♥7✐✜? ❞❛♥> ❧❛ ♣❤❛>❡ ❞❡ ❞?♠❛<<❛❣❡ ❞✉ >②>7C♠❡ ❞❡

<❡❝♦♠♠❛♥❞❛7✐♦♥✳ ❈❡ ❝❛> >❡ ♣<♦❞✉✐7 D✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐>7❡ ❞?❥S ❞❡ ♥♦♠❜<❡✉① ✐7❡♠> ❞❛♥> ❧❡ >②>✲

7C♠❡✱ ♠❛✐> ♣❡✉ ❞✬✉7✐❧✐>❛7❡✉<> ❡7 ♣❡✉ ❞✬?✈❛❧✉❛7✐♦♥>✳ ❈❡❝✐ ❡>7 ❝♦♥♥✉ >♦✉> ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ♣#♦❜❧'♠❡

❞❡ ❞*♠❛##❛❣❡ - ❢#♦✐❞✳ W❛< ❝♦♥>?D✉❡♥7✱ ❧❡ >②>7C♠❡ ❞❡ <❡❝♦♠♠❛♥❞❛7✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉7 ♣❛> ❣?♥?<❡<

❞❡> <❡❝♦♠♠❛♥❞❛7✐♦♥> ❬❙❝❤❡✐♥ ❡0 ❛❧✳ ✷✵✵✷❪✳ ▲✬❛✈❛♥7❛❣❡ ❞❡> ❛♣♣<♦❝❤❡> ❜❛>?❡> >✉< ❧❡ ❝♦♥7❡♥✉

✭✈♦✐< >❡❝7✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮ ❡>7 ❞✬P7<❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ <❡❝♦♠♠❛♥❞❡< ❞❡> 7❛❣> ♠P♠❡ ♣♦✉< ❧❡> ♦❜❥❡7> D✉✐

♥✬♦♥7 ♣❛> ?7? ♣<?❛❧❛❜❧❡♠❡♥7 ❛♥♥♦7?> ♣❛< ❧❡> ✉7✐❧✐>❛7❡✉<>✳ ❈❡❝✐ ❡>7 ❝❧❛✐<❡♠❡♥7 ❜?♥?✜D✉❡ ♣♦✉<

❞❡> ❝♦❧❧❡❝7✐♦♥> ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥7> D✉✐ >♦♥7 ❛❝7✉❡❧❧❡♠❡♥7 ♣❡✉ ❛♥♥♦7?❡>✱ 7❡❧ ❡>7 ❧❡ ❝❛> ❞❛♥> ❧❡>

❡♥7<❡♣<✐>❡>✳ ▲✬❛✈❛♥7❛❣❡ ❞❡ <❡❝♦♠♠❛♥❞❛7✐♦♥ ❞❡ 7❛❣> ❜❛>?❡ >✉< ❧❡ ❝♦♥7❡♥✉ ❡>7 D✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡①✐❣❡

♣❛> ❧✬✐♥7❡<✈❡♥7✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ 7♦✉7 ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣<♦❝❡>>✉> ❞❡ 7❛❣❣✐♥❣✳

▲✬❛♣♣❛<✐7✐♦♥ ❞❡> ♥♦✉✈❡❧❧❡> ❛♣♣<♦❝❤❡> 7♦♣♦❧♦❣✐D✉❡> 7❡❧❧❡ D✉❡ ❋♦❧❦<❛♥❦ ❛ ❛♠?❧✐♦<? ❝♦♥>✐✲

❞?<❛❜❧❡♠❡♥7 ❧❛ <❡❝♦♠♠❛♥❞❛7✐♦♥ ❞❡ 7❛❣>✳ ❈❡ 7②♣❡ ❞✬❛♣♣<♦❝❤❡ ♥✬❡①✐❣❡ ♣❛> ❞❡ >❛✈♦✐< ❧❛

>♣?❝✐✜❝✐7? ❞❡> <❡>>♦✉<❝❡> ❡7 ♣❡<♠❡7 ❛✉>>✐ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥7 ❞❡ ♠♦❞❡ ✭<❡❝♦♠♠❛♥❞❛7✐♦♥ ❞❡

<❡>>♦✉<❝❡>✴7❛❣>✮ >❛♥> ♠♦❞✐✜❝❛7✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦<✐7❤♠❡✳ ❊♥ ♣❧✉>✱ 7♦✉7 ❝♦♠♠❡ ❧❡> ❛❧❣♦<✐7❤♠❡>

❜❛>?> >✉< ❧❡ ❋❈✱ ❋♦❧❦<❛♥❦ ❡>7 <♦❜✉>7❡ ❝♦♥7<❡ ❧❡> ♠✐>❡> S ❥♦✉< ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ❝❛< ✐❧ ♥✬❛ ♣❛> ❜❡✲

>♦✐♥ ❞✬P7<❡ ✐♥❢♦<♠? ❝❤❛D✉❡ ❢♦✐> D✉✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ✉7✐❧✐>❛7❡✉<✱ <❡>>♦✉<❝❡ ♦✉ ✉♥ 7❛❣ ❡♥7<❡ ❞❛♥> ❧❡

>②>7C♠❡✳ W♦✉< ❝❡> <❛✐>♦♥>✱ ♥♦✉> ❛❞♦♣7♦♥> ✉♥❡ ❛♣♣<♦❝❤❡ 7♦♣♦❧♦❣✐D✉❡ ❝❛< ❡❧❧❡ ♣❡✉7 >✬❛♣♣❧✐✲

D✉❡< >✉< ♣❧✉>✐❡✉<> 7②♣❡> ❞❡ ❢♦❧❦>♦♥♦♠✐❡>✳ ❊♥ ♣❧✉>✱ ♥♦7<❡ ❛♣♣<♦❝❤❡ ♣❡<♠❡7 ❞❡ ❢❛✐<❡ ❢❛❝❡ S

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐7? ❞❡> ❢♦❧❦>♦♥♦♠✐❡>✱ D✉✐ >♦♥7 ❡♥ 7<❛✐♥ ❞✬❡①♣❧♦>❡< ❡♥ 7❛✐❧❧❡ ❛✉ ❝♦✉<> ❞✉ 7❡♠♣>✱
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*♦✉* ❡♥ ♣0♦♣♦1❛♥* ✉♥❡ ❛♣♣0♦❝❤❡ ❞❡ 06❞✉❝*✐♦♥ 8✉✐ ✉*✐❧✐1❡ ✉♥ ❛❧❣♦0✐*❤♠❡ ❞❡ ❞6*❡❝*✐♦♥ ❞❡1

❝♦♠♠✉♥❛✉*61✳ ◆♦*0❡ ❛♣♣0♦❝❤❡ ❡1* ❜❛16❡ 1✉0 ❞❡✉① 6*❛♣❡1 ❢♦♥❞❛♠❡♥*❛❧❡1✿

✕ ❯♥ 1②1*B♠❡ ❞❡ ❝❧✉1*❡0✐♥❣ ♣❡0♠❡**❛♥* ❞❡ 06❞✉✐0❡ ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❡* ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐*6 ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦✲

1♦♥♦♠✐❡✳

✕ ❯♥❡ ❛♣♣0♦❝❤❡ ❞❡ 0❡❝♦♠♠❛♥❞❛*✐♦♥ ❞❡ *❛❣1 ♣❛0 ♥✐✈❡❛✉ ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡0 ❧✬✉*✐❧✐1❛*❡✉0 H ✐♥✲

❞❡①❡0 1❡1 0❡11♦✉0❝❡1✳

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥1 ❝❡ ❝❤❛♣✐*0❡✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ♣061❡♥*6 ❧❡1 ❞✐✛60❡♥*1 *②♣❡1 ❞❡ ❢♦❧❦1♦♥♦♠✐❡1 ❡* ❧❡1 ♣0♦✲

❜❧B♠❡1 8✉✬❡❧❧❡1 0❡♥❝♦♥*0❡♥*✱ ❡♥ ♣❛0*✐❝✉❧✐❡0✱ ❧❡ ♣0♦❜❧B♠❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉L*6 ❞❡ *❛❣1✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐*✱ ❝❡

❝❤❛♣✐*0❡ ✐♥*0♦❞✉✐* ✉♥ 6*❛* ❞❡ ❧✬❛0* 1✉0 ❧❡1 ❞✐✛60❡♥*1 *0❛✈❛✉① ❞❡ 0❡❝♦♠♠❛♥❞❛*✐♦♥ ❞❡ *❛❣1

8✉✐ *❡♥*❡♥* ❞❡ ❢❛✐0❡ ❢❛❝❡ H ❝❡**❡ ♣0♦❜❧6♠❛*✐8✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧❡1 ❛♣♣0♦❝❤❡1 ❞❡1 1②1*B♠❡1 ❞❡ 0❡✲

❝♦♠♠❛♥❞❛*✐♦♥ ❞❡ *❛❣1 1♦♥* ✈❛0✐6❡1✱ ❡* ♣❡✉✈❡♥* N*0❡ ❝❧❛116❡1 ❞❡ ❞✐✛60❡♥*❡1 ♠❛♥✐B0❡1✳ ❉❛♥1

❧❛ 1❡❝*✐♦♥ ✷✳✷✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ♣0♦♣♦16 ✉♥❡ ❝❧❛11✐✜❝❛*✐♦♥ ❡♥ 8✉❛*0❡ ❝❛*6❣♦0✐❡1 ❞✬❛♣♣0♦❝❤❡1✿ ❧❡

✜❧*0❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦0❛*✐❢✱ ❧❛ 0❡❝♦♠♠❛♥❞❛*✐♦♥ ❜❛16❡ 1✉0 ❧❡ ❝♦♥*❡♥✉✱ ❧❡1 ❛♣♣0♦❝❤❡1 *♦♣♦❧♦❣✐8✉❡1 ❡*

❧❡1 ❛♣♣0♦❝❤❡1 ❤②❜0✐❞❡1✳ ➚ ❧❛ ✜♥✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ❢❛✐* ✉♥❡ 6*✉❞❡ ❝0✐*✐8✉❡ ❞❡1 ❞✐✛60❡♥*1 *0❛✈❛✉①

❡* ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ❡①♣♦16 8✉❡❧8✉❡1 ❡①❡♠♣❧❡1 ❞❡1 1②1*B♠❡1 ❞❡ 0❡❝♦♠♠❛♥❞❛*✐♦♥ ❧❡1 ♣❧✉1 ❝♦♥♥✉1

❝♦♠♠❡ ❧❡1 ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥1 ❞❡ 0❡❝♦♠♠❛♥❞❛*✐♦♥ ✉*✐❧✐16❡1 ❞❛♥1 ❧❡1 1②1*B♠❡1 ❞❡ ❜♦♦❦♠❛0❦✐♥❣

1♦❝✐❛❧✿ ❇✐❜#♦♥♦♠② ❡* ❉❡❧✐❝✐♦✉#✳ ❉❛♥1 ❧❡ ❝❛❞0❡ ❞❡ ❝❡**❡ *❤B1❡✱ ♥♦✉1 ♣0♦♣♦1♦♥1 ✉♥❡ ❛♣♣0♦❝❤❡

*♦♣♦❧♦❣✐8✉❡ ❞❡ 0❡❝♦♠♠❛♥❞❛*✐♦♥ ❞❡ *❛❣1 ❚▲❚❘ ♣061❡♥*6❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❤❛♣✐*0❡ ✺✳ ◆♦*0❡ ❛♣♣0♦❝❤❡

❡1* ❜❛16❡ 1✉0 ❧❡ ❝❧✉1*❡0✐♥❣✳ ❊❧❧❡ ❢❛✐* ❛♣♣❡❧ ❛✉① ❛❧❣♦3✐4❤♠❡# ❞❡ ❞74❡❝4✐♦♥ ❞❡# ❝♦♠♠✉♥❛✉47#

❛✜♥ ❞✬❛♠6❧✐♦0❡0 ❧❛ 0❡❝♦♠♠❛♥❞❛*✐♦♥✳ ❈❡ 8✉✐ ❢❛✐* ❧✬♦❜❥❡* ❞✉ ❝❤❛♣✐*0❡ 1✉✐✈❛♥*✳

✺✼



✷✳✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

✺✽



❈❤❛♣✐%&❡ ✸
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❝♦♠♠✉♥❛✉&,*

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

◆♦✉# ❛✈♦♥# ♣()#❡♥+) ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐+(❡ ♣()❝)❞❡♥+✱ ❧❡# ❞✐✛)(❡♥+❡# ❛♣♣(♦❝❤❡# ❞❡ (❡❝♦♠♠❛♥✲

❞❛+✐♦♥ ❞❛♥# ❧❡ ❝♦♥+❡①+❡ ❞❡# ❢♦❧❦#♦♥♦♠✐❡#✳ ▲❡# ❢♦❧❦#♦♥♦♠✐❡# ♣❡✉✈❡♥+ :+(❡ (❡♣()#❡♥+)❡# ♣❛(

❞❡# ()#❡❛✉① ❤)+)(♦❣<♥❡# ❝♦♠♣♦#)# ❞❡ ♣❧✉#✐❡✉(# +②♣❡# ❞❡ ♥>✉❞# ❡+ ♣❛( ❞❡# ❤②♣❡(❧✐❡♥#✳ ▲✬❛♣✲

♣(♦❝❤❡ ❞❡ (❡❝♦♠♠❛♥❞❛+✐♦♥ ♣(♦♣♦#)❡ @✉❡ ♥♦✉# ❞)+❛✐❧❧♦♥# ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐+(❡ ✺ #✬✐♥#❝(✐+ ❞❛♥# ❧❡

❝❛❞(❡ ❞❡# ❛♣♣(♦❝❤❡# +♦♣♦❧♦❣✐@✉❡# ♦B ❧❡# ❢♦❧❦#♦♥♦♠✐❡# #♦♥+ (❡♣()#❡♥+)❡# ♣❛( ✉♥ ❣(❛♣❤❡ +(✐✲

♣❛(+✐+❡ ❝♦♠♣♦#) ♣❛( ❧❡# +(♦✐# ❝♦♠♣♦#❛♥+❡#✿ ✉+✐❧✐#❛+❡✉(#✱ +❛❣# ❡+ (❡##♦✉(❝❡#✳ ◆♦✉# +(❛✈❛✐❧❧♦♥#

#✉( ❞❡# ❛♣♣(♦❝❤❡# ❞❡ (❡❝♦♠♠❛♥❞❛+✐♦♥ D ❞♦✉❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡ ♣(❡♠✐❡( ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥#✐#+❡ D ()✲

❞✉✐(❡ ❧❡ ❣(❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦#♦♥♦♠✐❡ ❡♥ ❣)♥)(❛♥+ ❞❡# (❡❣(♦✉♣❡♠❡♥+# ❞❡# ❝❧✉#+❡(# ✉+✐❧✐#❛+❡✉(#✱

❞❡# +❛❣# ❡+ ❞❡# (❡##♦✉(❝❡#✳ ▲❛ ❣)♥)(❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❡# ❝❧✉#+❡(# ♥♦✉# ❝♦♥❞✉✐+ ✈❡(# ❧❡ ♣(♦❜❧<♠❡ ❞❡

❞)+❡❝+✐♦♥ ❞❡# ❝♦♠♠✉♥❛✉+)#✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❧❡ ❝♦♥+❡①+❡ +(✐♣❛(+✐+❡ ❢♦✉(♥✐+ ♣♦✉( ❝❤❛@✉❡ ❡♥+✐+) ❞❡✉①

+②♣❡# ❞✬✐♥❢♦(♠❛+✐♦♥# ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡# ❞❡✉① ❛✉+(❡# ❡♥+✐+)#✳ G❛( ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡# (❡❧❛+✐♦♥# ❡♥+(❡ ❧❡#

+❛❣# ♣❡✉✈❡♥+ :+(❡ )+❛❜❧✐❡# #♦✐+ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡# ✉+✐❧✐#❛+❡✉(# ♦B ❧❡# +❛❣# ✉+✐❧✐#)# ♣❛( ❧❡ ♠:♠❡

✉+✐❧✐#❛+❡✉( #♦♥+ ❧✐)# ❡♥#❡♠❜❧❡✱ #♦✐+ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡# (❡##♦✉(❝❡# ♦B ❧❡# +❛❣# ✉+✐❧✐#)# ♣♦✉( ❛♥♥♦✲

+❡( ❧❛ ♠:♠❡ (❡##♦✉(❝❡ #♦♥+ ❧✐)# ❡♥#❡♠❜❧❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠:♠❡ ❢❛I♦♥✱ ♥♦✉# ❞)+❡(♠✐♥♦♥# ❞❡✉① ♣♦✐♥+#

❞❡ ✈✉❡ ❞❡ (❡❧❛+✐♦♥# ♣♦✉( ❧✬❡♥+✐+) ✉+✐❧✐#❛+❡✉( ❡+ ♣♦✉( ❧✬❡♥+✐+) (❡##♦✉(❝❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣(♦✜+❡( ❞❡

❝❡++❡ (✐❝❤❡##❡ ❞✬✐♥❢♦(♠❛+✐♦♥ ❡+ ❞✬❡①♣❧♦✐+❡( #✐♠✉❧+❛♥)♠❡♥+ ❧❡# (❡❧❛+✐♦♥# ✐##✉❡# ❞❡# ❞✐✛)(❡♥+#

♣♦✐♥+# ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ♠♦❞)❧✐#❛+✐♦♥✱ ♥♦✉# ♥♦✉# +♦✉(♥♦♥# ✈❡(# ❧❡# ()#❡❛✉① ♠✉❧+✐♣❧❡①❡#✳ ❊♥ ❡✛❡+✱
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❞❡6 786❡❛✉① ♠✉❧>✐7❡❧❛>✐♦♥♥❡❧6✱ ❞❡6 786❡❛✉① ❞②♥❛♠✐D✉❡6 ♦✉ ♠E♠❡ ❞❡6 786❡❛✉① ❛>>7✐❜✉86✳ ❯♥
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♣❛7 ✉♥ 786❡❛✉ ♠✉❧>✐♣❧❡①❡✳ ❈❤❛D✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ 786❡❛✉ 7❡♣786❡♥>❡ ✉♥ >②♣❡ ❞❡ 7❡❧❛>✐♦♥✳ 2❛7

❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ 786❡❛✉ ♠✉❧>✐♣❧❡①❡ 7❡❧❛>✐❢ M ❧✬❡♥>✐>8 >❛❣6 ❡6> ❝♦♠♣♦68 ❞❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡6✿ ❧❛ ♣7❡✲

♠✐K7❡ ❞86✐❣♥❡ ❧❡6 7❡❧❛>✐♦♥6 ❡♥>7❡ ❧❡6 >❛❣6 ✐66✉❡6 ❞✬✉♥ ♣♦✐♥> ❞❡ ✈✉❡ ✉>✐❧✐6❛>❡✉7✱ ❡> ❧❛ ❞❡✉①✐K♠❡

✐♥❞✐D✉❡ ❧❡6 7❡❧❛>✐♦♥6 ❡♥>7❡ ❧❡6 >❛❣6 ✐66✉❡6 ❞✬✉♥ ♣♦✐♥> ❞❡ ✈✉❡ 7❡66♦✉7❝❡✳ ❉❛♥6 ❝❡ ❝❤❛♣✐>7❡✱
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✸✳✷ ❉$%❡❝%✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉%$/ ❞❛♥/ ❧❡/ ❣2❛♣❤❡/ /✐♠♣❧❡/
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♥[✉❞6 ❞♦♥> ❧❛ ❞❡♥6✐>8 ❞❡6 ❧✐❡♥6 ✐♥>❡7♥❡6 ❡6> ♣❧✉6 ❢♦7>❡ D✉❡ ❧❛ ❞❡♥6✐>8 ❞❡6 ❧✐❡♥6 ❡①>❡7♥❡6✳

❚7♦✐6 8>✉❞❡6 ❞❡ 6②♥>❤K6❡ ✐♥>87❡66❛♥>❡6✱ ♠❛✐6 ♥♦♥ ❡①❤❛✉6>✐✈❡6✱ 6♦♥> ♣786❡♥>8❡6 ❞❛♥6 ❬❚❛♥❣ ❡>

▲✐✉ ✷✵✶✵❪✱ ❬❋♦7>✉♥❛>♦ ✷✵✶✵❪ ❡> ❬2❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦6 ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✳ ■❝✐✱ ♥♦✉6 ♣7♦♣♦6♦♥6 ❞❡ ❝❧❛66✐✜❡7

❧❡6 ❛♣♣7♦❝❤❡6 ❡①✐6>❛♥>❡6 ❞❛♥6 D✉❛>7❡ ❝❧❛66❡6 ♥♦♥ ❡①❝❧✉6✐✈❡6 ❡♥>7❡ ❡❧❧❡6✿

✻✵
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✕ ❆♣♣"♦❝❤❡' ❝❡♥)"*❡' ❣"♦✉♣❡ ♦6 ❞❡9 ♥;✉❞9 9♦♥= >❡❣>♦✉♣A9 ❡♥ ❝♦♠♠✉♥❛✉=A9 ❡♥ ❢♦♥❝=✐♦♥

❞❡9 ♣>♦♣>✐A=A9 =♦♣♦❧♦❣✐H✉❡9 ♣❛>=❛❣A❡9✳

✕ ❆♣♣"♦❝❤❡' ❝❡♥)"*❡' "*'❡❛✉ ♦6 ❧❛ 9=>✉❝=✉>❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ >A9❡❛✉ ❡9= ❡①❛♠✐♥A❡ ♣♦✉> ❧❛

❞A❝♦♠♣♦9✐=✐♦♥ ❞✉ ❣>❛♣❤❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥❛✉=A9✳

✕ ❆♣♣"♦❝❤❡' ❝❡♥)"*❡' ♣"♦♣❛❣❛)✐♦♥ H✉✐ ❛♣♣❧✐H✉❡♥= 9♦✉✈❡♥= ✉♥❡ ♣>♦❝A❞✉>❡ ❞✬A♠❡>❣❡♥❝❡

❞❡ ❧❛ 9=>✉❝=✉>❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=❛✐>❡ ♣❛> A❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❡99❛❣❡9 ❡♥=>❡ ♥;✉❞9 ✈♦✐9✐♥9✳

✕ ❆♣♣"♦❝❤❡' ❝❡♥)"*❡' ❣"❛✐♥❡ ♦6 ❧❛ 9=>✉❝=✉>❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=❛✐>❡ ❡9= ❝♦♥9=>✉✐=❡ ❛✉=♦✉> ❞✬✉♥

❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥;✉❞9 ❝❤♦✐9✐9 ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐N>❡ ✐♥❢♦>♠A❡✳

▲❡ =❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡9 ♣>✐♥❝✐♣❛❧❡9 ♥♦=❛=✐♦♥9 ✉=✐❧✐9A❡9✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ◆♦=❛=✐♦♥9 ✉=✐❧✐9A❡9

◆♦"❛"✐♦♥ ❉❡(❝*✐♣"✐♦♥

G =< V,E > ●✿ ●>❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦>✐❡♥=A✱ V ✿ ❊♥9❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥;✉❞9✱ E✿ ❊♥9❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐❡♥9

n =‖ V ‖ ◆♦♠❜>❡ ❞❡ ♥;✉❞9

m =‖ E ‖ ◆♦♠❜>❡ ❞❡ ❧✐❡♥9

AG ▲❛ ♠❛=>✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞✉ ❣>❛♣❤❡ G
Γ(x) ❊♥9❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐9✐♥9 ❞✐>❡❝=9 ❞✬✉♥ ♥;✉❞

dx =‖ Γ(x) ‖ ❉❡❣>A ❞❡ x
dist(x, y) ❉✐9=❛♥❝❡ ❣A♦❞A9✐H✉❡ ❡♥=>❡ ❧❡9 ♥;✉❞9 x ❡= y

✸✳✷✳✶ ❆♣♣"♦❝❤❡' ❝❡♥)"*❡' ❣"♦✉♣❡

▲❡9 ♥;✉❞9 9♦♥= >❡❣>♦✉♣A9 ❞❛♥9 ✉♥❡ ♠S♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=A ❡♥ ❢♦♥❝=✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉>9 ♣>♦♣>✐A=A9

=♦♣♦❧♦❣✐H✉❡9 ♣❛>=❛❣A❡9✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉9 =>✐✈✐❛❧ ❡9= ❞✬❛99✐♠✐❧❡> ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=A T ✉♥❡

❝❧✐H✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥9 ❧❡ ❣>❛♣❤❡ ♦✉ T ✉♥❡ γ✲❞❡♥9❡ H✉❛9✐ ❝❧✐H✉❡✳ ❯♥❡ ❝❧✐H✉❡ ❡9= ✉♥ 9♦✉9✲

❣>❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡=✳ ❯♥❡ ❝❧✐H✉❡ ❡9= ♠❛①✐♠❛❧❡ 9✐ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉= ❧✬A=❡♥❞>❡ H✉✬❡♥ ❛❥♦✉=❛♥= ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①

♥;✉❞9✳ ❯♥❡ γ✲❞❡♥9❡ H✉❛9✐ ❝❧✐H✉❡ ❡9= ✉♥ 9♦✉9✲❣>❛♣❤❡ ❞♦♥= ❧❛ ❞❡♥9✐=A ❡9= 9✉♣A>✐❡✉>❡ T ✉♥

❝❡>=❛✐♥ 9❡✉✐❧ γ ∈ [0, 1]✳ ❖>✱ ❧❡ ♣>♦❜❧N♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡9 ❝❧✐H✉❡9 ♠❛①✐♠❛❧❡9 ❡9= ✉♥ ♣>♦❜❧N♠❡

◆2✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❝❡ H✉✐ >❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡♥✈✐9❛❣❡> 9♦♥ ✉=✐❧✐9❛=✐♦♥ ❞❛♥9 ❧❡ ❝♦♥=❡①=❡ ❞❡ =>N9 ❣>❛♥❞9

❣>❛♣❤❡9✳ ❯♥ ❛✉=>❡ ❝♦♥❝❡♣= ✉=✐❧❡✱ 9♦✉✈❡♥= ❡♠♣❧♦②A ❞❛♥9 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②9❡ ❞❡9 >A9❡❛✉①

9♦❝✐❛✉①✱ ❡9= ❧❡ ❝♦♥❝❡♣= ❞❡ ❑✲❝♦"❡✳ ❯♥ ❑✲❝♦>❡ ❡9= ✉♥ 9♦✉9✲❣>❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♥9

❧❡H✉❡❧ ❧❡ ❞❡❣>A ❞❡ ❝❤❛H✉❡ ♥;✉❞ ❡9= 9✉♣A>✐❡✉> ♦✉ A❣❛❧ T k✳ ▲❡9 ❣>❛♣❤❡9 ❞❡ =❡>>❛✐♥ 9♦♥=

♣>✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥= ❞❡9 ❣>❛♣❤❡9 =>N9 ♣❛>❝✐♠♦♥✐❡✉①✱ ❞❡ =❡❧❧❡9 9=>✉❝=✉>❡9 9♦♥= 9♦✉✈❡♥= ♠✐♥♦>✐=❛✐>❡9
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❝❧❛77✐✜♦♥7 ❡♥ =>♦✐7 ❝❛=?❣♦>✐❡7✿

▲❡" ♠❡"✉%❡" ❜❛"(❡" "✉% ❧❡ ✈♦✐"✐♥❛❣❡ ❞❡" ♥0✉❞"✿ ❞✐=❡7 ❛✉77✐ ❧❡" ♠❡"✉%❡" ❧♦❝❛❧❡"✳

▲❡ =❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ >?7✉♠❡ ❧❡7 ♣>✐♥❝✐♣❛❧❡7 ♠❡7✉>❡7 ❧♦❝❛❧❡7 ❧❡7 ♣❧✉7 ✉=✐❧✐7?❡7✳

▼❡"✉%❡ ❋♦%♠✉❧❡ ❘,❢,%❡♥❝❡

❱♦✐7✐♥7 ❝♦♠♠✉♥7

✭❱❈✮

simV C(x, y) =‖ Γ(x) ∩
Γ(y) ‖

❬▲K ❡= ❩❤♦✉ ✷✵✶✶❪

❈♦7✐♥❡ ✭♦✉ ✐♥❞✐❝❡

❞❡ ❙❛❧=♦♥✮

simcos(x, y) =
‖Γ(x)∩Γ(y)‖√
‖Γ(x)‖×‖Γ(y)‖

❬❙❛❧=♦♥ ❡= ▼❝●✐❧❧

✶✾✽✸❪

❏❛❝❝❛>❞ simJaccard(x, y) =
‖Γ(x)∩Γ(y)‖
‖Γ(x)∪Γ(y)‖

❬❏❛❝❝❛>❞ ✶✾✵✶❪

❆❞❛♠✐❝✲❆❞❛>

✭❆❆✮

simAA(x, y) =
∑

z∈Γ(x)∩Γ(y)

1
log(‖Γ(z)‖)

❬❆❞❛♠✐❝ ❡= ❆❞❛>

✷✵✵✸❪

❆❧❧♦❝❛=✐♦♥ ❞❡ >❡7✲

7♦✉>❝❡ ✭❘❆✮

simRA(x, y) =
∑

z∈Γ(x)∩Γ(y)

1
‖Γ(z)‖

❬❩❤♦✉ ❡/ ❛❧✳ ✷✵✵✾❪

❆==❛❝❤❡♠❡♥= ♣>?✲

❢?>❡♥=✐❡❧ ✭❆2✮

simAP (x, y) = dx × dy ❬❇❛>❛❜W7✐ ❡= ❆❧✲

❜❡>= ✶✾✾✾❪

❙♦>❡♥7❡♥ ■♥❞❡① simSorensen(x, y) =
2×‖Γ(x)∩Γ(y)‖
‖Γ(x)‖+‖Γ(y)‖

❬❙♦>❡♥7❡♥ ✶✾✹✽❪

❍2■

✶ simHPI(x, y) =
‖Γ(x)∩Γ(y)‖

min(‖Γ(x)‖,‖Γ(y)‖)

❬❘❛✈❛7③ ❡/ ❛❧✳

✷✵✵✷❪

❍❉■

✷ simHPI(x, y) =
‖Γ(x)∩Γ(y)‖

max(‖Γ(x)‖,‖Γ(y)‖)

❬❘❛✈❛7③ ❡/ ❛❧✳

✷✵✵✷❪

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ▼❡7✉>❡7 ❞❡ 7✐♠✐❧❛>✐=? ❞②❛❞✐^✉❡7 ❝❡♥=>?❡7 ✈♦✐7✐♥❛❣❡

▲❡" ♠❡"✉%❡" ❜❛"(❡" "✉% ❧❡" ❝❤❡♠✐♥" ❡♥4%❡ ❧❡" ♥0✉❞"✿ ❞✐=❡7 ❛✉77✐ ❧❡" ♠❡"✉%❡"

❣❧♦❜❛❧❡"✳ 2❛>♠✐ ❧❡7 ♣>✐♥❝✐♣❛❧❡7 ♠❡7✉>❡7 ❜❛7?❡7 7✉> ❧❡7 ❝❤❡♠✐♥7✱ ♥♦✉7 ♣>❡♥♦♥7✿

▲❛ ♣#♦①✐♠✐()✿ simproxi(x, y) = 1
dist(x,y) ✿ 2❧✉7 ❧❛ ❞✐7=❛♥❝❡ ❣?♦❞?7✐^✉❡ ❡♥=>❡ ❞❡✉①

♥`✉❞7 ❡7= ♣❡=✐=❡ ♣❧✉7 ❧❛ ♣>♦①✐♠✐=? ❞❡7 ❞❡✉① ♥`✉❞7 ❡7= ❣>❛♥❞❡✳ ❖>✱ >❛♣♣❡❧♦♥7

^✉✬✉♥❡ ❝❛>❛❝=?>✐7=✐^✉❡ ♣❤❛>❡ ❞❡7 ❣>❛♣❤❡7 ❞❡ =❡>>❛✐♥ ❡7= ❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡❣>? ❞❡ 7?✲

♣❛>❛=✐♦♥✳ ❆✉=>❡♠❡♥= ❞✐=✱ ❧❛ ❞✐7=❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥=>❡ ❝❤❛^✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡7 ♥`✉❞7

❡7= ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡ ^✉✐ >❡♥❞ ✉♥❡ =❡❧❧❡ ♠❡7✉>❡ ♣❡✉ ❞✐7❝>✐♠✐♥❛♥=❡ ❞❛♥7 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡

7✐=✉❛=✐♦♥7✳
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▲❛ ♠❡$✉&❡ ❞❡ ❑❛)③✿ 4♦✐7 σl(x, y) ❧✬❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡4 ❝❤❡♠✐♥4 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉C l C❡❧✐❛♥7 ❞❡✉①

♥F✉❞4 x ❡7 y✳ ▲❛ ♠❡4✉C❡ ❞❡ ❑❛7③ ♣C♦♣♦4J❡ ✐♥✐7✐❛❧❡♠❡♥7 ❞❛♥4 ❑❛7③ ❬✶✾✺✸❪ ❡47

❞J✜♥✐❡ ♣❛C✿

simkatz(x, y) =

∞
∑

l=1

βl× ‖ σl(x, y) ‖ ✭✸✳✶✮

♦T β << 1 ❡47 ✉♥ ❢❛❝7❡✉C ❢❛✈♦C✐4❛♥7 ❧❛ ♣C✐4❡ ❡♥ ❝♦♠♣7❡ ❞❡4 ❝❤❡♠✐♥4 ❝♦✉C74✳ ❋♦✉44

❡! ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ♠♦♥7C❡♥7 Z✉❡ 4✐ β ❡47 ✐♥❢JC✐❡✉C [ ❧❛ ♣❧✉4 ❣C❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉C ♣C♦♣C❡ ❞❡

AG ❛❧♦C4 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡77❡ ♠❡4✉C❡ ♣♦✉C ❝❤❛Z✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♥F✉❞4 ❝♦♥✈❡C❣❡ ♣♦✉C

❧❡4 ✈❛❧❡✉C4 ❝❛❧❝✉❧J❡4 ♣❛C ❧❛ ❢♦C♠✉❧❡ ♠❛7C✐❝✐❡❧❧❡ 4✉✐✈❛♥7❡✿

simKatz = (I − β ×AG)
−1 − I ✭✸✳✷✮

♦T I ❡47 ❧❛ ♠❛7C✐❝❡ ✐❞❡♥7✐7J✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡77❡ ♠❡4✉C❡ ❡47 7C\4 ❝♦]7❡✉① ♣♦✉C ❧❡4

❣C❛♥❞4 ❣C❛♣❤❡4✳

▲❡" ♠❡"✉%❡" "❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡"✿ ✉♥❡ ♠❡4✉C❡ 4❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡ ✈✐4❡ [ CJ❛❧✐4❡C ✉♥ ❝♦♠♣C♦♠✐4

❡♥7C❡ ❧✬❡①♣❧♦C❛7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 47C✉❝7✉C❡ ❞✉ ❣C❛♣❤❡ Z✉✐ ❞J♣❛44❡ ❧❡ 4✐♠♣❧❡ ✈♦✐4✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡

♣❛C7✱ ❡7 ❧✬❡✣❝❛❝✐7J ❝♦♠♣✉7❛7✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬❛✉7C❡ ♣❛C7✳ ❙♦✉✈❡♥7✱ ✉♥❡ ♠❡4✉C❡ 4❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡

❡47 ❞JC✐✈J❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡4✉C❡ ❝❡♥7CJ❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡47 ❧❡ ❝❛4 ♣❛C ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡4✉C❡

7C♦♥Z✉J❡ ❞❡ ❑❛7③ ❞J✜♥✐❡ ♣❛C✿

simt−katz =

lmax
∑

l=1

βlAl
✭✸✳✸✮

❯♥❡ ❛✉7C❡ ♠❡4✉C❡ 4✐♠✐❧❛✐C❡ ❡47 ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧♦❝❛❧ ♣C♦♣♦4J ❞❛♥4 ❬❩❤♦✉ ❡! ❛❧✳

✷✵✵✾❪ ❡7 ❞J✜♥✐❡ ♣❛C✿

simLPI = A2 + ǫA3
✭✸✳✹✮

♦T ǫ ❡47 ✉♥ ♣❛C❛♠\7C❡ [ ✜①❡C ♣♦✉C ♣♦♥❞JC❡C ❧✬❛♣♣♦C7 ❞✉ ♥♦♠❜C❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥4 ❞❡

❧♦♥❣✉❡✉C ✸ [ ❧❛ ✈❛❧❡✉C ❞❡ ❝❡77❡ ♠❡4✉C❡✳ ❙✐ ǫ = 0✱ ❛❧♦C4 ❝❡77❡ ♠❡4✉C❡ C❡✈✐❡♥7 [ ❝❛❧❝✉❧❡C

❧❡ ♥♦♠❜C❡ ❞❡4 ✈♦✐4✐♥4 ❝♦♠♠✉♥4✳

✷✳ ▲❡$ ❛♣♣&♦❝❤❡$ ❢♦♥❞2❡$ $✉& ❧❡$ ♠♦❞4❧❡$ ❞❡$ ❜❧♦❝$✿ ❧❡ ♣C✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡ 7②♣❡ ❞✬❛♣✲

♣C♦❝❤❡4 ❛ J7J ✐♥7C♦❞✉✐7 ❞❛♥4 ❬❚❛♥❣ ❡7 ▲✐✉ ✷✵✶✵❪✳ ▲❡ ❜✉7 ❡47 ❞✬❡47✐♠❡C ❧❛ 47C✉❝7✉C❡

❞✉ ❣C❛♣❤❡ C❡♣CJ4❡♥7J❡ ♣❛C ❧❛ ♠❛7C✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ A ♣❛C ✉♥❡ 47C✉❝7✉C❡ ❞❡ ❜❧♦❝4✳ ▲❛

✻✹



A

A ≈ SΣST

S ∈ {0, 1}n×k k

Σ

min ‖ A− SΣST ‖2F

‖ . ‖2F ‖ A ‖2F=
n
∑

i=1

n
∑

j=1
|Aij |2

S

S

S

SST = Ik S k

A k

Π = {P1,P2, . . . ,P2n}
G n
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❢♦♥❝8✐♦♥ ♦❜❥❡❝8✐✈❡ ❧❛ ♣❧✉B ✉8✐❧✐BC❡ ❡B8 ❧❡ ❝D✐8ED❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛&✐() ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✹❪✳

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐ED❡ ✐♥❢♦D♠❡❧❧❡✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛D✐8C ❞✬✉♥❡ ♣❛D8✐8✐♦♥ ♠❡B✉D❡ ❧❛ ❞✐✛CD❡♥❝❡ ❡♥8D❡

❧❛ ♣D♦♣♦D8✐♦♥ ❞❡B ❧✐❡♥B ✐♥8❡D❝♦♠♠✉♥❛✉8❛✐D❡B ❡8 ❧❛ ♠P♠❡ Q✉❛♥8✐8C ❞❛♥B ✉♥ ♠♦❞E❧❡

❛❧C❛8♦✐D❡ ♦R ❛✉❝✉♥❡ B8D✉❝8✉D❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉8❛✐D❡ ♥✬❡B8 ❛88❡♥❞✉❡✳ ❈❡ ♠♦❞E❧❡ ❛❧C❛8♦✐D❡ ❡B8

✉♥ ❣D❛♣❤❡ ❛②❛♥8 ❧❡B ♠P♠❡B ❝❛D❛❝8CD✐B8✐Q✉❡B Q✉❡ ❧❡ ❣D❛♣❤❡ ✐♥✐8✐❛❧ ❝✬❡B8✲W✲❞✐D❡ ♠P♠❡

♥♦♠❜D❡ ❞❡ ♥X✉❞B✱ ♠P♠❡ ♥♦♠❜D❡ ❞❡ ❧✐❡♥B ❡8 ❧❛ ♠P♠❡ ❞✐B8D✐❜✉8✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣DCB✳ ▲❛ ❞C✲

✜♥✐8✐♦♥ ❢♦D♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛D✐8C ❡B8 ❝♦♠♠❡ B✉✐8✿

➱8❛♥8 ❞♦♥♥C ✉♥❡ ♣❛D8✐8✐♦♥ P = {c1, . . . , ck} ❝♦♠♣♦BC❡ ❞❡ k ❝♦♠♠✉♥❛✉8CB✳ 2♦✉D

✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉8C ci✱ ❧❛ Q✉❛❧✐8C ❡B8 ❞♦♥♥C❡ ♣❛D

∑

i,j∈ci

(Aij − didj
2m )✳ !♦✉$ ✉♥❡ ♣❛$)✐✲

)✐♦♥✱ ❧❛ .✉❛❧✐)/ ❡0) /❣❛❧❡ 2 ❧❛ 0♦♠♠❡ ❞❡0 .✉❛❧✐)/0 ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ 0❡0 ❝♦♠♣♦0❛♥)❡0✿

∑

ci∈π

∑

i,j∈Ci

(Aij − didj
2m )✳

▲❛ ♠♦❞✉❧❛$✐)/ ❞✬✉♥❡ ♣❛$)✐)✐♦♥ P ❡0) ❛❧♦$0 ❞♦♥♥/❡ ♣❛$ ❧❛ ❢♦$♠✉❧❡ 0✉✐✈❛♥)❡✿

Q(P) = 1

2m

∑

c∈P

∑

i,j∈c

(Aij −
didj
2m

) ✭✸✳✼✮

▲❡ )❡$♠❡

1
2m ❡0) ❛❥♦✉)/ ♣♦✉$ ♥♦$♠❛❧✐0❡$ ❧❡0 ✈❛❧❡✉$0 ♣♦00✐❜❧❡0 ❞❡ Q ❞❛♥0 ❧✬✐♥)❡$✈❛❧❧❡

[−1, 1]✳ ▲❛ ♠❛①✐♠✐0❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛$✐)/ ❡0) ✉♥ ♣$♦❜❧C♠❡ ◆!✲❞✐✣❝✐❧❡ ❬❇$❛♥❞❡0 ❡! ❛❧✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛$✐)/✿ Q = (15+6)−(11.25+2.56)
25 = 0.275

✷✵✵✽❪✳ ❉❡0 ♠/)❤♦❞❡0 ❞✬♦♣)✐♠✐0❛)✐♦♥ 0♦♥) ♣$♦♣♦0/❡0 ♣♦✉$ ❝❛❧❝✉❧❡$✱ ❡♥ )❡♠♣0 ❡) ❡♥ ❡0✲

♣❛❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✱ ❞❡0 ♣❛$)✐)✐♦♥0 .✉❡ ❧✬♦♥ ❡0♣C$❡ ♣$♦❝❤❡0 ❞❡ ❧✬♦♣)✐♠✉♠✳ ❉❡0 ♠/)❤♦❞❡0

❞✬♦♣)✐♠✐0❛)✐♦♥ ❞✐$❡❝)❡ ✉)✐❧✐0❛♥) ❧❡0 )❡❝❤♥✐.✉❡0 ❞✬❛❧❣♦$✐)❤♠✐.✉❡ ❣/♥/)✐.✉❡ ✭❬▲✐ ❡) ❙♦♥❣

✷✵✶✸❪✱ ❬!✐③③✉)✐ ✷✵✶✷❪ ❡) ❬❈❛✐ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✮✱ ❞❡ $❡❝✉✐) 0✐♠✉❧/ ✭❬❘❡✐❝❤❛$❞) ❡) ❇♦$♥❤♦❧❞)

✷✵✵✻❪ ❡) ❬●✉✐♠❡$❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✮ ♦✉ ❞❡ ❧✬♦♣)✐♠✐0❛)✐♦♥ ❡①)$/♠❛❧❡ ❬❉✉❝❤ ❡) ❆$❡♥❛0 ✷✵✵✺❪

✻✻
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♦♥6 767 ♣9♦♣♦:7:✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥6✱ ❧❡: ❤❡✉9✐:6✐C✉❡: ❧❡: ♣❧✉: ❛♣♣❧✐C✉7❡: :♦♥6 ❢♦♥❞7❡: :✉9 ❧❡

♣9✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛::✐✜❝❛6✐♦♥ ❤✐79❛9❝❤✐C✉❡✳ ❉❡✉① ❛♣♣9♦❝❤❡: 6♦6❛❧❡♠❡♥6 ❞✐✛79❡♥6❡: :♦♥6

❧❛9❣❡♠❡♥6 ❡①♣79✐♠❡♥67❡:✿

✕ ▲❡: ❛♣♣9♦❝❤❡: ❛❣❣❧♦♠79❛6✐✈❡: ✭♦✉ ❛:❝❡♥❞❛♥6❡:✮ :❡❧♦♥ ❧❡:C✉❡❧❧❡: ♦♥ ♣❛96 ❞❡ ❧❛ ♣❛9✲

6✐6✐♦♥ ❛6♦♠✐C✉❡ ✭❡♥:❡♠❜❧❡ ❞❡: :✐♥❣❧❡6♦♥:✮✱ ❡6 ♦♥ ❢✉:✐♦♥♥❡ ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉67: R

❝❤❛C✉❡ ✐679❛6✐♦♥✳ ▲❡: ❝♦♠♠✉♥❛✉67: R ❢✉:✐♦♥♥❡9 :♦♥6 ❝❡❧❧❡: C✉✐ ♣9♦♠❡66❡♥6 ✉♥❡ ♠♦✲

❞✉❧❛9✐67 ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❉❡: ❡①❡♠♣❧❡: ❞❡ ❝❡: ❛♣♣9♦❝❤❡: :♦♥6 ❞♦♥♥7: ❞❛♥: ❬❇❧♦♥❞❡❧ ❡! ❛❧✳

✷✵✵✽❪✱ ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✹❪✱ ❬❉♦♥❡66✐ ❡6 ▼✉♥♦③ ✷✵✵✹❪✱ ❬2♦♥: ❡6 ▲❛6❛♣② ✷✵✵✺❪✳

✕ ▲❡: ❛♣♣9♦❝❤❡: ❞✐✈✐:✐✈❡: ✭♦✉ ❞❡:❝❡♥❞❛♥6❡:✮ ❞❛♥: ❧❡:C✉❡❧❧❡: ♦♥ ♣❛96 ❞✉ ❣9❛♣❤❡ ❡♥6✐❡9✳

➚ ❝❤❛C✉❡ ✐679❛6✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉67 ❝❤❡9❝❤❡ R :❡ :❝✐♥❞❡9 ❡♥ ❞❡✉① ❞❡ :♦96❡ R ♠❛①✐✲

♠✐:❡9 ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐67✳ ❉❡: ❡①❡♠♣❧❡: ❞❡ ❝❡66❡ ❛♣♣9♦❝❤❡ :♦♥6 ❞♦♥♥7: ❞❛♥: ❬◆❡✇♠❛♥

✷✵✵✹❪✱ ❬▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡66✐ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✳

▲❡: ❞❡✉① 6②♣❡: ❞✬❛♣♣9♦❝❤❡: ♣9♦❞✉✐:❡♥6 ❞❡: ❤✐79❛9❝❤✐❡: ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉67:✳ ❉❛♥: ❬❚❛♥❣

❡6 ▲✐✉ ✷✵✶✵❪✱ ✉♥❡ ❢♦9♠✉❧❛6✐♦♥ ♠❛69✐❝✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣9♦❜❧`♠❡ ❞✬♦♣6✐♠✐:❛6✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐67

❡:6 ♣9♦♣♦:7❡✳ ❖♥ ❞7✜♥✐6 ❧❛ ♠❛69✐❝❡

B = A− ddT

2m ✭✸✳✽✮

▲✬❡①♣9❡::✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐67 ❞✬✉♥❡ ♣❛96✐6✐♦♥ ✭✈♦✐9 ✸✳✼✮ ♣❡✉6 ❛❧♦9: b69❡ ❢♦9♠✉❧7❡

❝♦♠♠❡ :✉✐6✿

Q = 1
2m

∑

C

ST
CBSC = 1

2mTr(STBS) = Tr(StB̃S) ✭✸✳✾✮

♦d SC ∈ {0, 1}n ❡:6 ❧❡ ✈❡❝6❡✉9 ❞✬❛♣♣❛96❡♥❛♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉6❛✐9❡ ❞❡: ♥e✉❞: ❞❛♥: C✱

S ❡:6 ❧❛ ♠❛69✐❝❡ ❞✬✐♥❞✐❝❛6✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛96❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♥e✉❞: R ✉♥❡ ♠b♠❡

❝♦♠♠✉♥❛✉67✱ ❡6

B̃ =
1

2m
B =

A

2m
− ddT

(2m)2
✭✸✳✶✵✮

▲❛ ♠❛①✐♠✐:❛6✐♦♥ ❞❡ Q ♣❡✉6 :❡ 9❛♠❡♥❡9 ❛❧♦9: ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡: k ♣9❡♠✐❡9: ✈❡❝6❡✉9: ♣9♦♣9❡:

❛::♦❝✐7: ❛✉① k ✈❛❧❡✉9: ♣9♦♣9❡: ❧❡: ♣❧✉: ❣9❛♥❞❡: ❞❡ ❧❛ ♠❛69✐❝❡ B̃ :♦✉: ❝♦♥❞✐6✐♦♥ ❞❡

9❡❧❛①❛6✐♦♥ :♣❡❝69❛❧❡ ❞❡ S ✭✐✳❡✳ SST = I✮ ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✻❪✳ ▲❡: ❛♣♣9♦❝❤❡: ❢♦♥❞7❡: :✉9

❧✬♦♣6✐♠✐:❛6✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐67 :❡ ❜❛:❡♥6 :✉9 ❧❡: ❤②♣♦6❤`:❡: :✉✐✈❛♥6❡:✿

✭❛✮ 2♦✉9 ✉♥ 97:❡❛✉ R :69✉❝6✉9❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉6❛✐9❡✱ ❧❡: ♣❛96✐6✐♦♥: C✉✐ ♣♦::`❞❡♥6 ❞❡:

✈❛❧❡✉9: ❞❡ ♠♦❞✉❧❛9✐67 69`: ❣9❛♥❞❡: :♦♥6 :69✉❝6✉9❡❧❧❡♠❡♥6 ✐❞❡♥6✐C✉❡:✳
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✭❜✮ ❖♥ 89♦✉✈❡ ✉♥ ❜♦♥ ♣❛98✐8✐♦♥♥❡♠❡♥8 B✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉9 ❞❡ ♠♦❞✉❧❛9✐8E ❡B8 ♠❛①✐♠❛❧❡✳

✭❝✮ ❈✬❡B8 ♣♦BB✐❜❧❡ ❞❡ ❞E8❡9♠✐♥❡9 ✉♥❡ ♣❛98✐8✐♦♥ ♣♦✉9 ❧❛I✉❡❧❧❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐8E ❡B8 ♠❛①✐✲

♠❛❧❡ ❞❛♥B ❧❡ ❝❛B ♦K ❧❡ 9EB❡❛✉ ♣♦BBL❞❡ ✉♥❡ B89✉❝8✉9❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉8❛✐9❡✳

❖9✱ ❞❡ 9E❝❡♥8❡B E8✉❞❡B ♦♥8 ♠♦♥89E I✉❡ ❧❡B 89♦✐B ❤②♣♦8❤LB❡B E♥✉♠E9E❡B ❝✐✲❞❡BB✉B B♦♥8

8♦✉8❡B ❢❛✉BB❡B✳ ❉❛♥B ❬❋♦98✉♥❛8♦ ❡8 ❇❛98❤❡❧❡♠② ✷✵✵✼❪ ❧❡B ❛✉8❡✉9B ♠♦♥89❡♥8 I✉❡ ❧❡B

❛❧❣♦9✐8❤♠❡B ❢♦♥❞EB B✉9 ❧✬♦♣8✐♠✐B❛8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐8E B♦✉✛9❡♥8 ❞✬✉♥ ♣9♦❜❧L♠❡ ❞❡

❧✐♠✐8❡ ❞❡ 9EB♦❧✉8✐♦♥ ❞❛♥B ❧❡ B❡♥B I✉✬✐❧B ♥❡ ♣❡✉✈❡♥8 ♣❛B ❞✐B8✐♥❣✉❡9 ❞❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉8EB

♣❧✉B ♣❡8✐8❡B ❞✬✉♥❡ ❝❡98❛✐♥❡ 8❛✐❧❧❡ ❧✐♠✐8❡✳ 2♦✉9 ❞❡B ❣9❛♣❤❡B ♥♦♥ ♣♦♥❞E9EB ❧❛ ♠❛①✐♠✐B❛✲

8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐8E ♥❡ ♣❡9♠❡8 ♣❛B ❞❡ ❞✐B8✐♥❣✉❡9 ❞❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉8EB ❛②❛♥8 ✉♥ ♥♦♠❜9❡

❞❡ ❧✐❡♥B ✐♥❢E9✐❡✉9 Y

√

m
2 ✳ ❉❛♥B ✉♥❡ 8❡♥8❛8✐✈❡ ❞❡ 89❛✐8❡♠❡♥8 ❞❡ ❝❡ ♣9♦❜❧L♠❡ ❞❡ ❧✐♠✐8❡

❞❡ ❧❛ 9EB♦❧✉8✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦99❡❝8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐8E ❡B8 ♣9♦♣♦BE❡ ❞❛♥B

❬❘❡✐❝❤❛9❞8 ❡8 ❇♦9♥❤♦❧❞8 ✷✵✵✻❪ ❡♥ ❛❥♦✉8❛♥8 ✉♥ ♣❛9❛♠L89❡ ❞❡ 9EB♦❧✉8✐♦♥ λ ❝♦♠♠❡

B✉✐8✿

Q(P) = 1

2m

∑

c∈P

∑

i,j∈c

(Aij − λ
didj
2m

) ✭✸✳✶✶✮

2❧✉B ❧❛ ✈❛❧❡✉9 ❞❡ λ ❡B8 ❣9❛♥❞❡ ♣❧✉B ❧❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉8EB ❞❡ ♣❡8✐8❡ 8❛✐❧❧❡ B❡9♦♥8 ❢❛✈♦9✐✲

BE❡B ♣❛9 Q ♣✉✐BI✉❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐B❛8✐♦♥ ❞❡ Q ♥E❝❡BB✐8❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐B❛8✐♦♥ ❞✉ 8❡9♠❡ λ
didj
2m ✳

■♥✈❡9B❡♠❡♥8✱ ❧❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉8EB ❞❡ ❣9❛♥❞❡B 8❛✐❧❧❡B B❡9♦♥8 ❢❛✈♦9✐BE❡B ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥8 λ✳

2♦✉9 λ = 1✱ ♥♦✉B ♦❜8❡♥♦♥B ❧❛ ♠^♠❡ ❢♦♥❝8✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛9✐8E ✐♥✐8✐❛❧❡✳ ❙✐ ❝❡88❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❢♦♥❝8✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛9✐8E✱ ❛♣♣❡❧E❡ ♠♦❞✉❧❛&✐() ♠✉(❧✐✲&)+♦❧✉(✐♦♥✱ ♣❡✉8 ^89❡ 9E❣❧E❡ ♣♦✉9

❡①♣❧♦9❡9 ❞❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉8EB Y ❞✐✛E9❡♥8❡B E❝❤❡❧❧❡B✱ ❡❧❧❡ ❛♣♣♦98❡ ♥E❛♥♠♦✐♥B ✉♥❡ 9E♣♦♥B❡

♣❛98✐❡❧❧❡ ❛✉ ♣9♦❜❧L♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐8❡ ❞❡ 9EB♦❧✉8✐♦♥ ♣✉✐BI✉❡ ❧❡B 8❛✐❧❧❡B ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉8EB

❞❛♥B ❧❡B 9EB❡❛✉① 9E❡❧B B♦♥8 89LB ❤E8E9♦❣L♥❡B ❡8 B✉✐✈❡♥8 ❛✉BB✐ ✉♥❡ ❞✐B89✐❜✉8✐♦♥ B❡❧♦♥

✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐BB❛♥❝❡✳ ❉✬❛✉89❡ ♣❛98✱ ❬▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡88✐ ❡8 ❋♦98✉♥❛8♦ ✷✵✶✶❪ ♠♦♥89❡♥8 I✉❡

❧❛ ♠❛①✐♠✐B❛8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐8E ♥✬❛ ♣❛B B❡✉❧❡♠❡♥8 8❡♥❞❛♥❝❡ Y ❢✉B✐♦♥♥❡9 ❧❡B ♣❡✲

8✐8B ❣9♦✉♣❡B✱ ♠❛✐B ❛✉BB✐ Y E❝❧❛8❡9 ❞❡B ❣9❛♥❞❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉8EB✱ ❡8 ✐❧ B❡♠❜❧❡ ✐♠♣♦BB✐❜❧❡

❞✬E✈✐8❡9 B✐♠✉❧8❛♥E♠❡♥8 ❧❡B ❞❡✉① ♣9♦❜❧L♠❡B✳

▲✬E8✉❞❡ 9❡♣♦98E❡ ❞❛♥B ❬●♦♦❞ ❡( ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ♠♦♥89❡ ❧✬❡①✐B8❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣9❛♥❞ ♥♦♠❜9❡ ❞❡

♣❛98✐8✐♦♥B 89LB ❞✐✛E9❡♥8❡B ❡♥89❡ ❡❧❧❡B✱ ♠❛✐B I✉✐ ♦♥8 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉9 ❞❡ ♠♦❞✉❧❛9✐8E ♦♣8✐♠❛❧❡✳
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❈❡ ♣❧❛8❡❛✉ :8❡♥❞✉ ❞❡ ♣❛=8✐8✐♦♥@ ❞✐✛:=❡♥8❡@ ❡♥8=❡ ❡❧❧❡@✱ ♠❛✐@ D✉✐ ♦♥8 ❞❡@ ♠♦❞✉❧❛=✐8:@

♠❛①✐♠❛❧❡@ ❡①♣❧✐D✉❡ ❧❡@ ❞✐✛:=❡♥❝❡@ ❞❛♥@ ❧❡@ =:@✉❧8❛8@ ❞❡@ ❞✐✛:=❡♥8❡@ ❛♣♣=♦❝❤❡@ ❞✬♦♣8✐✲

♠✐@❛8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛=✐8:✳ ❬❆②♥❛✉❞ ❡8 ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ✷✵✶✵❪ ♠♦♥8=❡♥8 D✉❡ ❧❡@ ❛❧❣♦=✐8❤♠❡@

❞❡ ♠❛①✐♠✐@❛8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛=✐8: @♦♥8 8=P@ @❡♥@✐❜❧❡@ R ❞❡@ ♣❡=8✉=❜❛8✐♦♥@ ♠✐♥✐♠❛❧❡@

❛♣♣❧✐D✉:❡@ ❛✉ ❣=❛♣❤❡ :8✉❞✐:✳

✸✳✷✳✸ ❆♣♣"♦❝❤❡' ❝❡♥)"*❡' ♣"♦♣❛❣❛)✐♦♥

❈♦♠♠❡ @♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐D✉❡✱ ❝❡ 8②♣❡ ❞✬❛♣♣=♦❝❤❡ ❛♣♣❧✐D✉❡ @♦✉✈❡♥8 ✉♥ ♣=♦❝❡@@✉@ ❞✬:♠❡=✲

❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ @8=✉❝8✉=❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉8❛✐=❡ ♣❛= ✉♥ :❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❡@@❛❣❡@ ❡♥8=❡ ❧❡@ ♥T✉❞@ ✈♦✐@✐♥@✳

2=✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥8✱ ❧❡@ ❛♣♣=♦❝❤❡@ ❝❡♥8=:❡@ ♣=♦♣❛❣❛8✐♦♥ @❡ ❜❛@❡♥8 @✉= ❧❛ ♣=♦♣=✐:8: ❞❡ ❧❛ ❞❡♥@✐8:

❞❡@ ❧✐❡♥@ ✐♥8=❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉8:@✳ ❉❛♥@ ❧❡ ❝❛@ ♦U ❧❡@ ❧✐❡♥@ ✐♥8❡= ❝♦♠♠✉♥❛✉8:@ @♦♥8 ❢❛✐❜❧❡@ ❡8

R ❝❛✉@❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥@✐8: =❡❧❛8✐✈❡ ❞❡@ ❝♦♠♠✉♥❛✉8:@✱ ♥♦✉@ ❝♦♥@8❛8♦♥@ D✉✬✐❧ ❡@8 ♣❧✉@ ♣=♦❜❛❜❧❡

D✉✬✉♥  ✐❣♥❛❧ :♠✐@ ♣❛= ✉♥ ♥T✉❞ ❡8 =❡❞✐✛✉@: ♣❛= @❡@ ✈♦✐@✐♥@ ❞❡ =❡@8❡= ❞❛♥@ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉8:

❞✉ ♥T✉❞ @♦✉=❝❡ D✉❡ ❞❡ @❡ ♣=♦♣❛❣❡= ✈❡=@ ❧❡@ ❛✉8=❡@ ❝♦♠♠✉♥❛✉8:@✳ ❈❡88❡ ♣=♦♣=✐:8: ❛ :8:

❡①♣❧♦✐8:❡ ❛✉8=❡♠❡♥8 ❞❛♥@ ❞✐✛:=❡♥8@ ❛❧❣♦=✐8❤♠❡@✳ 2❛= ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡@ ❛❧❣♦=✐8❤♠❡@ ❞❡ ♣=♦♣❛❣❛✲

8✐♦♥ ❞❡ ❧❛❜❡❧ ✭▲2❆✮ ♣=:@❡♥8:@ ❞❛♥@ ❧✬❛❧❣♦=✐8❤♠❡ ✶ ❬❘❛❣❤❛✈❛♥ ❡' ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ @♦♥8 ❜❛@:@ @✉=

❧✬✐❞:❡ ❞❡ ♣=♦♣❛❣❛8✐♦♥ ❞❡@ ❧❛❜❡❧@✳ ❈❡ @♦♥8 ❞❡@ ❛❧❣♦=✐8❤♠❡@ ✐8:=❛8✐❢@ ❞♦♥8 R ❝❤❛D✉❡ :8❛♣❡ ✉♥

♥T✉❞ ❝❤♦✐@✐8 ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❧❡ ♣❧✉@ ❢=:D✉❡♥8: ♣❛= @❡@ ✈♦✐@✐♥@ ❞✐=❡❝8@ ❥✉@D✉✬R ❧❛ ❝♦♥✈❡=❣❡♥❝❡ ✈❡=@

✉♥❡ @8=✉❝8✉=❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉8❛✐=❡✳ ▲❛ ♣=♦♣❛❣❛8✐♦♥ ❞❡ ❧❛❜❡❧@ ♣❡✉8 @❡ ❢❛✐=❡ ❡♥ ♠♦❞❡ @②♥❝❤=♦♥❡✱

❛@②♥❝❤=♦♥❡ ♦✉ @❡♠✐✲@②♥❝❤=♦♥❡✳ ▲✬❛✈❛♥8❛❣❡ ❞❡ ❝❡ 8②♣❡ ❞✬❛♣♣=♦❝❤❡ ❡@8 D✉✬❡❧❧❡ ❡@8 =❛♣✐❞❡✱

♠❛✐@ @♦✉✛=❡ ❞❡ ♣=♦❜❧P♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡=❣❡♥❝❡ ✭♣=♦❜❧P♠❡ ❞✬♦@❝✐❧❧❛8✐♦♥✮ ❡8 ❞❡ =♦❜✉@8❡@@❡ ✭♦U ❧❡@

❞✐✛:=❡♥8❡@ ❡①:❝✉8✐♦♥@ ❞♦♥♥❡♥8 ❞❡ ❞✐✛:=❡♥8❡@ @♦❧✉8✐♦♥@ ♣♦✉= ✉♥ ♠[♠❡ =:@❡❛✉✮✳ ■❧ ② ❛ ❡✉ ❞❡@

@♦❧✉8✐♦♥@ ♣♦✉= ♣❛❧❧✐❡= ❧❛ ❝♦♥✈❡=❣❡♥❝❡ ❡♥ ✉8✐❧✐@❛♥8 ❧❡@ ❛♣♣=♦❝❤❡@ @❡♠✐✲@②♥❝❤=♦♥❡ ❬❈♦=❞❛@❝♦

❡8 ●❛=❣❛♥♦ ✷✵✶✷❪ ❛✈❡❝ ❝♦❧♦=✐❛❣❡ ❞❡ ❣=❛♣❤❡✱ ♠❛✐@ ❝❡❧❛ ♥❡ =:@♦✉8 ♣❛@ ❧❡ ♣=♦❜❧P♠❡ ❞✬✐♥@8❛✲

❜✐❧✐8:✳ 2♦✉= ❧❡ =❡♥❞=❡ @8❛❜❧❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞✬❛✉8=❡@ ❛♣♣=♦❝❤❡@ ♣=♦♣♦@:❡@ @♦✐8 ♣❛= ❧❛ ❧✐♠✐8❛8✐♦♥ ❞❡@

❧❛❜❡❧@ ❬▲❡✉♥❣ ❡' ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✱ @♦✐8 ♣❛= ❧❛ ♣=♦♣❛❣❛8✐♦♥ :D✉✐❧✐❜=:❡ ❬➆✉❜❡❧❥ ❡8 ❇❛❥❡❝ ✷✵✶✶❪✱ @♦✐8

❡♥ ✉8✐❧✐@❛♥8 ❧❡@ ❛♣♣=♦❝❤❡@ ❜❛@:❡@ @✉= ❧✬❡♥@❡♠❜❧❡ ❝❧✉@8❡=✐♥❣ ✭❬❙❡✐✜ ✷✵✶✷❪✱ ❬▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡88✐ ❡8

❋♦=8✉♥❛8♦ ✷✵✶✷❪✮✳

Γl(v) : =❡♣=:@❡♥8❡ ❧✬❡♥@❡♠❜❧❡ ❞❡@ ✈♦✐@✐♥@ ❛②❛♥8 ❧❡ ❧❛❜❡❧ l✳ ■❧ ❡①✐@8❡ ❞✬❛✉8=❡@ ❛❧❣♦=✐8❤♠❡@ ❝❡♥✲

8=:@ ♣=♦♣❛❣❛8✐♦♥ ❜❛@:@ @✉= ❧❡@ 8❡❝❤♥✐D✉❡@ ❞❡ ♣=♦♣❛❣❛8✐♦♥ ❞❡ ❧❛❜❡❧@ ❬❈♦=❧❡88❡ ❡8 ❙❤✐♣♠❛♥ ■■■

✻✾
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❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶ ❆❧❣♦7✐9❤♠❡ ❞❡ 27♦♣❛❣❛9✐♦♥ ❞❡ ▲❛❜❡❧

❘❡,✉✐$❡✿ G =< V,E > ✉♥ ❣7❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡❝9D✱

✶✿ ■♥✐9✐❛❧✐F❛9✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛G✉❡ ♥H✉❞ ♣❛7 ✉♥ ❧❛❜❡❧ ✉♥✐G✉❡ lv
✷✿ ✇❤✐❧❡ ❧❛❜❡❧F F♦♥9 ✐♥F9❛❜❧❡F ❞♦

✸✿ ❢♦$ v ∈ V ❞♦
✹✿ lv = argmaxl Γ

l(v) ||
✺✿ ❡♥❞ ❢♦$

✻✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✼✿ $❡&✉$♥ ❝♦♠♠✉♥❛✉9DF I ♣❛79✐7 ❞❡F ❧❛❜❡❧F

✷✵✶✵❪✱ ❬❘❛❣❤❛✈❛♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✱ ❬❳✐❡ ❡9 ❙③②♠❛♥F❦✐ ✷✵✶✶❪✱ ❬➆✉❜❡❧❥ ❡9 ❇❛❥❡❝ ✷✵✶✶❪✱ ❬●7❡❣♦7②

✷✵✶✵❪✳

✸✳✷✳✹ ❆♣♣"♦❝❤❡' ❝❡♥)"*❡' ❣"❛✐♥❡

❈❡F ❛♣♣7♦❝❤❡F F♦♥9 ❢♦♥❞D❡F F✉7 ❞❡✉① D9❛♣❡F ❢♦♥❞❛♠❡♥9❛❧❡F✿

✕ ▲❛ ❞D9❡7♠✐♥❛9✐♦♥ ❞❡F ❣&❛✐♥❡) G✉✐ ❝♦77❡F♣♦♥❞❡♥9 I ✉♥ ❡♥F❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥H✉❞F ♦✉ I ❞❡F

❣7♦✉♣❡F ❞❡ ♥H✉❞F ❞❛♥F ❧❡ ❣7❛♣❤❡✳

✕ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛9✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣7♦❝❡FF✉F ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡F ❝♦♠♠✉♥❛✉9DF ❧♦❝❛❧❡F G✉✐ ❥♦✉❡♥9 ✉♥ 7\❧❡

♣❛79✐❝✉❧✐❡7 ✭❝H✉7F ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9DF✮ ❛✉9♦✉7 ❞❡F ❣7❛✐♥❡F ❛✜♥ ❞❡ ❞D9❡❝9❡7 ❧❡F ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉9DF ❞❛♥F ❧❡ 7DF❡❛✉✳

▲✬❛❧❣♦7✐9❤♠❡ ✷ ♣7DF❡♥9❡ ❧❡F ❣7❛♥❞❡F ❧✐❣♥❡F ❞✬✉♥ ❛❧❣♦7✐9❤♠❡ 9②♣✐G✉❡ ❞❡ ❞D9❡❝9✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉9DF ❝❡♥97D ❣7❛✐♥❡✳ ◆♦✉F ❞✐F9✐♥❣✉♦♥F ❧❡F 97♦✐F ♣7✐♥❝✐♣❛❧❡F D9❛♣❡F F✉✐✈❛♥9❡F✿

✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡F ❣7❛✐♥❡F✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡F ❝♦♠♠✉♥❛✉9DF ❧♦❝❛❧❡F ❞❡F ❣7❛✐♥❡F✳

✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡F ❝♦♠♠✉♥❛✉9DF I ♣❛79✐7 ❞❡ ❧✬❡♥F❡♠❜❧❡ ❞❡F ❝♦♠♠✉♥❛✉9DF ❧♦❝❛❧❡F ❝❛❧❝✉❧D❡F I

❧✬D9❛♣❡ ✷✳

❉✐✛D7❡♥9❡F ♠❡F✉7❡F ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❣7❛✐♥❡ ♦♥9 D9D ♣7♦♣♦FD❡F✳ ❙♦✐9 ❡♥ ✉9✐❧✐F❛♥9 ❧❡F ♠❡F✉7❡F

❝❧❛FF✐G✉❡F ❞❡ ❝❡♥97❛❧✐9D ❬❑❤♦7❛F❣❛♥✐ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱ ❬❙❤❛❤ ❡9 ❩❛♠❛♥ ✷✵✶✵❪ ❞❛♥F ❧❡ ❝❛F ♦d

❧❛ ❣7❛✐♥❡ ❡F9 ❝♦♠♣♦FD❡ ❞✬✉♥ F❡✉❧ ♥H✉❞✳ ❙♦✐9 ❡♥ F❡ ❜❛F❛♥9 F✉7 ❧❛ ❝♦♥♥❡❝9✐✈✐9D ❞❛♥F ❧❡ ❝❛F

♦d ❧❛ ❣7❛✐♥❡ ❡F9 ❝♦♠♣♦FD❡ ❞✬✉♥ ❡♥F❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥H✉❞F ❬2❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦F ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ 2❧✉F✐❡✉7F

9❡❝❤♥✐G✉❡F ❞✬❡①♣❛♥F✐♦♥ ❞❡F ❣7❛✐♥❡F F♦♥9 ♣7♦♣♦FD❡F✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛79 ❞❡F ❛❧❣♦7✐9❤♠❡F ✉9✐❧✐F❡♥9

❧❡F ❤❡✉7✐F9✐G✉❡F ❞D✈❡❧♦♣♣D❡F ♣♦✉7 ❧✬✐❞❡♥9✐✜❝❛9✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9DF ❧♦❝❛❧❡F✳ 2❛7 ❝♦♥97❡✱ ❝❡F

❛♣♣7♦❝❤❡F ♥❡ ♣❡✉✈❡♥9 ♣❛F ❛FF✉7❡7 ❞❛♥F ❧❛ F97✉❝9✉7❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9❛✐7❡ ❝❛❧❝✉❧D❡ ❞❡ ❝♦✉✈7✐7

✼✵
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❆❧❣♦$✐&❤♠ ✷ ❆❧❣♦7✐9❤♠❡ ❣=♥=7❛❧ ❞❡ ❞=9❡❝9✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9=C ❝❡♥97= ❣7❛✐♥❡

❘❡,✉✐$❡✿ G =< V,E > ✉♥ ❣7❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡❝9=✱

✶✿ C ← ∅
✷✿ S ← ❝❛❧❝✉❧❴❣$❛✐♥❡✭●✮

✸✿ ❢♦$ s ∈ S ❞♦
✹✿ Cs ← ❝❛❧❝✉❧❴❧♦❝❛❧❴❝♦♠✭8✱●✮

✺✿ C ← C + Cs

✻✿ ❡♥❞ ❢♦$

✼✿ $❡&✉$♥ ❝❛❧❝✉❧❴❝♦♠♠✉♥❛✉&:✭C✮

❧✬❡♥C❡♠❜❧❡ ❞❡C ♥H✉❞C ❞✬✉♥ ❣7❛♣❤❡✳ ❬❨❛❦♦✉❜✐ ❡9 ❑❛♥❛✇❛9✐ ✷✵✶✹❪ ♦♥9 ♣7♦♣♦C= ✉♥❡ ❛♣♣7♦❝❤❡

♦7✐❣✐♥❛❧❡ ♦R ❛♣7SC ❛✈♦✐7 ✐❞❡♥9✐✜= ❧❡C ❣7❛✐♥❡C✱ ❝❤❛V✉❡ ♥H✉❞ ❞❛♥C ❧❡ ❣7❛♣❤❡ ✭❣7❛✐♥❡ ♦✉ ♣❛C✮

❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ✈❡❝9❡✉7 ❞❡ ♣7=❢=7❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛79❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉9=C ❞❡ ❝❤❛V✉❡ ❣7❛✐♥❡✳ ❊♥

❡✛❡9✱ ❝❡99❡ ❛♣♣❛79❡♥❛♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9❛✐7❡ ❞❡C ♥H✉❞C ❡C9 ❞=9❡7♠✐♥=❡ \ 97❛✈❡7C ✉♥❡ ♣7♦❝=✲

❞✉7❡ ❞❡ ✈♦9❡ ❡♥97❡ ❝❤❛V✉❡ ♥H✉❞ ❡9 C❡C ✈♦✐C✐♥C ❞✐7❡❝9C✳ ❉❛♥C ❬❑❛♥❛✇❛9✐ ✷✵✶✹❪✱ ✉♥❡ =9✉❞❡

❝♦♠♣❛7❛9✐✈❡ ♣❧✉C ❛♣♣7♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡C ❛♣♣7♦❝❤❡C ❝❡♥97=❡C ❣7❛✐♥❡ ❡C9 ♣7=C❡♥9=❡✳ ❉❛♥C ❝❡99❡ C❡❝✲

9✐♦♥✱ ♥♦✉C ❡①♣❧✐V✉♦♥C ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡C ❛❧❣♦7✐9❤♠❡C ❝❡♥97= ❣7❛✐♥❡C ❛♣♣❡❧= ▲✐❝♦❞

✸

♦R ❧❡C

❝♦♠♠✉♥❛✉9=C C❡ ❢♦7♠❡♥9 ❛✉9♦✉7 ❞❡C ♥H✉❞C ❧❡❛❞❡$%✳

❊♥ ❡✛❡9✱ ♥♦97❡ ❛♣♣7♦❝❤❡ ♣7=C❡♥9=❡ ❞❛♥C ❧❡ ❝❤❛♣✐97❡ ✹ C❡ ❜❛C❡ C✉7 ❧✬❛❞❛♣9❛9✐♦♥ ❞❡ ❝❡9

❛❧❣♦7✐9❤♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐7 ❧✬❡①♣❧♦✐9❡7 ❞❛♥C ❧❡ ❝❛❞7❡ ❞❡C ❣7❛♣❤❡C ♠✉❧9✐♣❧❡①❡C✳ ▲✐❝♦❞ ❡C9

❝♦♠♣♦C= ❞❡ 97♦✐C =9❛♣❡C✿

✶✳ ▲❛ ♣7❡♠✐S7❡ =9❛♣❡ ❡C9 ❧✬✐❞❡♥9✐✜❝❛9✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥C❡♠❜❧❡ ❞❡C ▲❡❛❞❡7C L ❡♥ ✉9✐❧✐C❛♥9 ❧❛

♠❡C✉7❡ ❞❡ ❝❡♥97❛❧✐9=✳ ❯♥ ♥H✉❞ ❡C9 ❞=C✐❣♥= ❝♦♠♠❡ ❧❡❛❞❡7 C✐ C❛ ✈❛❧❡✉7 ❞❡ ❝❡♥97❛❧✐9=

❞=♣❛CC❡ ❧❡C ❝❡♥97❛❧✐9=C ❞❡ C❡C ✈♦✐C✐♥C✳ ■❧ ② ❛ ♣❧✉C✐❡✉7C ♠❡C✉7❡C ❞❡ ❝❡♥97❛❧✐9=C V✉✐ ♣❡✉✈❡♥9

`97❡ ❡♠♣❧♦②=❡C 9❡❧❧❡C V✉❡✿ ❧❛ ❝❡♥97❛❧✐9= ❞✬✐♥9❡7♠=❞✐❛7✐9= ✭❜❡9✇❡❡♥♥❡CC✮✱ ❧❛ ❝❡♥97❛❧✐9= ❞❡

❞❡❣7= ✭❞❡❣7❡❡✮ ❡9 ❧❛ ❝❡♥97❛❧✐9= ❞❡ ♣7♦①✐♠✐9= ✭❝❧♦C❡♥❡CC✮✳ 2❛7 ❧❛ C✉✐9❡✱ L ❡C9 7=❞✉✐9 ❡♥

✉♥ ❡♥C❡♠❜❧❡ C ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9=C ❞❡ ❧❡❛❞❡7C✳ ❙✐ ❞❡✉① ❧❡❛❞❡7C ♦♥9 ✉♥ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ✈♦✐C✐♥C

❝♦♠♠✉♥C 97SC =❧❡✈=✱ ❛❧♦7C ❝❡C ❞❡✉① ❧❡❛❞❡7C C♦♥9 7❡❣7♦✉♣=C ❞❛♥C ❧❛ ♠`♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9=✳

✷✳ ❈❤❛V✉❡ x ∈ V ❞=✜♥✐9 ✉♥ ✈❡❝9❡✉7 ❞❡ ♣7=❢=7❡♥❝❡ P 0
x ♦R ❧❡C ❝♦♠♠✉♥❛✉9=C ✐❞❡♥9✐✜=❡C

❞❛♥C C C♦♥9 97✐=❡C ♣❛7 ♦7❞7❡ ❞=❝7♦✐CC❛♥9✳ ▲❛ ✈❡7C✐♦♥ ❛❝9✉❡❧❧❡ ❞=9❡7♠✐♥❡ ❧❡ ❞❡❣7= ❞✬❛♣✲

♣❛79❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥H✉❞ x \ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9= c ∈ C ♣❛7 mincidist(x, ci)ci ∈ c✳

✸✳ ❯♥❡ ♣❤❛C❡ ❞✬✐♥9=❣7❛9✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞SC V✉❡ ❝❤❛V✉❡ ♥H✉❞ ❛ C♦♥ ✈❡❝9❡✉7 ❞❡ ♣7=❢=7❡♥❝❡✳

✸✳ ▲❡❛❞❡-. ■❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ ❢♦- ❈♦♠♠✉♥✐1② ❉❡1❡❝1✐♦♥ ✐♥ ❈♦♠♣❧❡① ◆❡1✇♦-❦.
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❊♥ ❡✛❡7✱ ❧❡ ✈❡❝7❡✉= ❞❡ ♣=@❢@=❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥C✉❞ ❡D7 ❢✉D✐♦♥♥@ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ D❡D ✈♦✐D✐♥D

❞✐=❡❝7D✳ ❈❡ I✉✐ ♣❡=♠❡7 ❞❡ ❢❛✈♦=✐D❡= ❧❛ ♣❧✉D ❞♦♠✐♥❛♥7❡ ❞❛♥D ❧✬❡♥D❡♠❜❧❡ ❞❡D ♥C✉❞D

✈♦✐D✐♥D✳ ▲❛ 7L❝❤❡ ❞❡ ✈♦7❡ ❡D7 ❛DD✉=@❡ ♣❛= ❧❡D ❛❧❣♦=✐7❤♠❡D ✐DD✉D ❞❡ ❧❛ 7❤@♦=✐❡ ❞❡ ❝❤♦✐①

D♦❝✐❛❧ ❬❈❤❡✈❛❧❡②=❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳ ❈❡ ♣=♦❝❡DD✉D ❡D7 =@♣@7@ ❥✉DI✉✬U D7❛❜✐❧✐D❛7✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝7❡✉=

❞✬❛♣♣❛=7❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛I✉❡ ♥C✉❞✳

✹✳ ➚ ❧❛ D7❛❜✐❧✐D❛7✐♦♥✱ ❝❤❛I✉❡ ♥C✉❞ x ❡D7 ❛77=✐❜✉@ ❛✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉7@D ♣❧❛❝@❡D ❡♥ 7X7❡ ❞❡

✈❡❝7❡✉= ❞❡ ♣=@❢@=❡♥❝❡✳

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✸ ▲✬❛❧❣♦=✐7❤♠❡ ▲✐❝♦❞

✶✿ ❉@7❡=♠✐♥❡= ❧✬❡♥D❡♠❜❧❡ ❞❡D ▲❡❛❞❡=D L
✷✿ ❘@♣@7❡= ❥✉DI✉✬U D7❛❜✐❧✐D❛7✐♦♥ ♦✉ ♠❛① ❢♦✐D✿

❈❤❛I✉❡ x ∈ V 7=✐❡ ❧❡D ❝♦♠♠✉♥❛✉7@D c ∈ C ❞❛♥D ✉♥ ♦=❞=❡ ❞@❝=♦✐DD❛♥7 D❡❧♦♥ ❧❡ ❞❡❣=@

❞✬❛♣♣❛=7❡♥❛♥❝❡ P 0
x ✳

2♦✉= ❝❤❛I✉❡ x ∈ V ✱ ❝❛❧❝✉❧❡=

P t
x = FusionV otes(P t−1

y y ∈ X ∪ Γ(x))
❘❡❝❛❧❝✉❧❡= L

✸✿ ❘❡7♦✉=♥❡= ♣♦✉= ❝❤❛I✉❡ ♥C✉❞ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉7@ ♣❧❛❝@❡ ❡♥ 7X7❡ ❞❡ ✈❡❝7❡✉= ❞❡ ♣=@❢@=❡♥❝❡✳

✸✳✷✳✺ ➱✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡/ ❝♦♠♠✉♥❛✉)2/

❉❛♥D ❧❛ ❧✐77@=❛7✉=❡✱ ❧❡D ❛❧❣♦=✐7❤♠❡D ❞❡ ❞@7❡❝7✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉7@D ♣❡✉✈❡♥7 X7=❡ ❝♦♠♣❛=@D

❡♥ ❢♦♥❝7✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉=D ❝♦♠♣❧❡①✐7@D ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞✬❡D♣❛❝❡ ♠@♠♦✐=❡ ❡7 ❛✉DD✐ ❡♥ ♠❡D✉=❛♥7 ❧❛ I✉❛❧✐7@

❞❡D ❝♦♠♠✉♥❛✉7@D✳ ❖=✱ ❧❛ 7L❝❤❡ ❞✬@✈❛❧✉❛7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ I✉❛❧✐7@ ❞❡D ❝♦♠♠✉♥❛✉7@D D♦✉✛=❡ ❡♥❝♦=❡

❞❡D ♣=♦❜❧Z♠❡D ♠❛❧❣=@ ❧✬❛♣♣❛=✐7✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜=❡✉① 7=❛✈❛✉① ❞❛♥D ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡D ♠❡D✉=❡D

❞✬@✈❛❧✉❛7✐♦♥ D♦♥7 ❝❧❛DD@❡D ❡♥ 7=♦✐D ❣=❛♥❞❡D ❢❛♠✐❧❧❡D ❞✬❛♣♣=♦❝❤❡D✿

✕ ▲❡D ✐♥❞✐❝❡D ❞✬@✈❛❧✉❛7✐♦♥ ♣❛= =❛♣♣♦=7 U ✉♥❡ ♣❛=7✐7✐♦♥ ❞❡ =@❢@=❡♥❝❡✳

✕ ▲❡D ✐♥❞✐❝❡D ❞✬@✈❛❧✉❛7✐♦♥ ❞❡D I✉❛❧✐7@D 7♦♣♦❧♦❣✐I✉❡D ❞❡D ❝♦♠♠✉♥❛✉7@D✳

✕ ➱✈❛❧✉❛7✐♦♥ ❣✉✐❞@❡ ♣❛= ✉♥❡ 7L❝❤❡✳

✸✳✷✳✺✳✶ ■♥❞✐❝❡3 ❞✬5✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉&53 ♣❛$ $❛♣♣♦$& : ✉♥❡ ♣❛$&✐&✐♦♥ ❞❡

$5❢5$❡♥❝❡

❯♥❡ ♣❛=7✐7✐♦♥ ❞❡ =@❢@=❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣=❛♣❤❡ G ♣❡✉7 X7=❡ ✐DD✉❡ U ♣❛=7✐= ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡D 7=♦✐D

♣=♦❝❡DD✉D D✉✐✈❛♥7D✿
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▲✬❛♥♥♦%❛%✐♦♥ ♣❛( ✉♥ ❡①♣❡(%✿ ❧❡6 ❣8❛♣❤❡6 ♣♦✉8 ❧❡6>✉❡❧6 ❞❡6 ❡①♣❡8A6 ♦♥A ❞C✜♥✐ ❞❡6 ♣❛8✲

A✐A✐♦♥6 ❞❡ 8C❢C8❡♥❝❡6 6♦♥A 6♦✉✈❡♥A ❞❡6 ❣8❛♣❤❡6 ❞❡ A8J6 ♣❡A✐A❡ A❛✐❧❧❡✳ ▲❡ A❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸ ❞C❝8✐A ❧❡6

❝❛8❛❝AC8✐6A✐>✉❡6 ❞❡6 ♣8✐♥❝✐♣❛✉① 8C6❡❛✉① 8C❡❧6 ❛♥♥♦AC6 ♣❛8 ❞❡6 ❡①♣❡8A6 ❡A >✉✐ 6♦♥A 6♦✉✈❡♥A

✉A✐❧✐6C6 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜❡♥❝❤♠❛8❦ ♣♦✉8 ❧❡6 ❛❧❣♦8✐A❤♠❡6 ❞❡ ❞CA❡❝A✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉AC6

✹

✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ◗✉❡❧>✉❡6 8C6❡❛✉① 8C❡❧6 6♦✉✈❡♥A ✉A✐❧✐6C6 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❇❡♥❝❤♠❛8❦ ♣♦✉8 ❧❡6 ❛❧❣♦✲

8✐A❤♠❡6 ❞❡ ❞CA❡❝A✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉AC6

❘./❡❛✉ n m ★ ❝♦♠♠✉♥❛✉%./

❈❧✉❜ ❞❡ ❑❛8❛AC ❞❡ ❩❛❝❤❛8② ✸✹ ✼✽ ✷

❋♦♦A❜❛❧❧ ✶✶✺ ✻✶✻ ✶✶

❙A8✐❦❡ ✷✹ ✸✽ ✸

▲✐✈8❡6 ♣♦❧✐A✐>✉❡6 ✶✵✵ ✹✹✶ ✸

❉❛✉♣❤✐♥6 ✻✷ ✶✺✾ ✷

▲❡/ ❛♣♣(♦❝❤❡/ ❜❛/.❡/ /✉( ❧✬✐♥❢.(❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉%./✿ ❝❡AA❡ ❛♣♣8♦❝❤❡ ♣8❡♥❞ ❡♥

❝♦♠♣A❡ ❞❛♥6 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡6 ❛6♣❡❝A6 6C♠❛♥A✐>✉❡6 ♥♦A❛♠♠❡♥A ❧❡6 ♥^✉❞6 ❡A✴♦✉ ❧❡6 ❧✐❡♥6 ❞✬✉♥

8C6❡❛✉✳ ❊❧❧❡ ❡6A ✉A✐❧✐6C❡ 8C❝❡♠♠❡♥A ❞❛♥6 ❧❡ A8❛✈❛✐❧ ❞❡ ❬❨❛♥❣ ❡A ▲❡6❦♦✈❡❝ ✷✵✶✷❪✳ ❖8✱ ❝❡8A❛✐♥❡6

8J❣❧❡6 ❛♣♣❧✐>✉C❡6 ♣♦✉8 ❧✬✐♥❢C8❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉AC6 6♦♥A ♣❧✉6 >✉❡ ❞✐6❝✉A❛❜❧❡6✿ ♣❛8 ❡①❡♠♣❧❡✱

❞❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞✉ 8C6❡❛✉ ❞❡6 ♣✉❜❧✐❝❛A✐♦♥6 8❡♣♦8AC❡6 ❞❛♥6 ❧❛ ❢❛♠❡✉6❡ ❜❛6❡ ❉❜❧♣✱ ❧❡6 ❛✉A❡✉86

♣8♦♣♦6❡♥A >✉❡ 6✐ ❞❡✉① ❛✉A❡✉86 ♣✉❜❧✐❡♥A ❞❛♥6 ✉♥❡ ♠e♠❡ ❝♦♥❢C8❡♥❝❡ ❛❧♦86 ✐❧6 ❛♣♣❛8A✐❡♥♥❡♥A f

✉♥❡ ♠e♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉AC✳ ❉❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞✉ 8C6❡❛✉ 6♦❝✐❛❧ ▲✐✈❡ ❏♦✉'♥❛❧✱ ✐❧6 ♣8♦♣♦6❡♥A ❞✬❛66✐♠✐❧❡8

❧❡6 ❣8♦✉♣❡6 ❞❡ ❢❛♥6 ❞✬❛8A✐6A❡6 f ❞❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉AC6✳ ■❧ ❡6A ❜✐❡♥ 6g8 ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞C✜♥✐8 ❞❡6

8J❣❧❡6 ♣❧✉6 ♣8C❝✐6❡6 6❛♥6 ✉♥❡ ❛♥❛❧②6❡ ❛♣♣8♦❢♦♥❞✐❡✱ ♠❛✐6 ❧❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉AC6 ❛✐♥6✐ ❞C✜♥✐❡6 6♦♥A

6♦✉✈❡♥A A8J6 ♥♦♠❜8❡✉6❡6✱ ❞❡ ♣❡A✐A❡ A❛✐❧❧❡ ♣❛8 8❛♣♣♦8A f ❧❛ A❛✐❧❧❡ ❞✉ 8C6❡❛✉ ❡A 6♦♥A ♠♦♥♦

A❤C♠❛A✐>✉❡6✳

●.♥.(❛%✐♦♥ ♣❛( ✉♥ ♠♦❞9❧❡ ❛(%✐✜❝✐❡❧❧❡✿ ❧❡ ❜✉A ❡6A ❞❡ ♣8♦❞✉✐8❡ ❞❡6 ❣8❛♣❤❡6 ❛8A✐✜❝✐❡❧6

❞♦♥A ❧❡6 6A8✉❝A✉8❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉A❛✐8❡6 6♦♥A ♣❛8❛♠CA8❛❜❧❡6✳ ▲❡ ♠♦❞J❧❡ ▲❋❘ ✐♥A8♦❞✉✐A ❞❛♥6

❬▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡AA✐ ❡- ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ❡6A ❧✬✉♥ ❞❡6 ♠♦❞J❧❡6 ❧❡6 ♣❧✉6 8C❝❡♥A6✳ ❊♥ ❡✛❡A✱ ❧❡6 ❣C♥C8❛A❡✉86

6♦♥A ❢♦♥❞C6 6✉8 ❧✬✐❞❡♥A✐✜❝❛A✐♦♥ ❞❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉AC6 ❞❡♥6❡6✳ 2❛8 ❧❛ 6✉✐A❡✱ ♦♥ ❧❡6 8❡❧✐❡ ❡♥A8❡ ❡❧❧❡6

✹✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛'( ❞❡ ❝❡, '-,❡❛✉① ❞❡ ❇❡♥❝❤♠❛'❦ ,♦♥( ❞✐,♣♦♥✐❜❧❡, ,✉' ❧❛ ♣❛❣❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥-❡ ❞❡ 9❛❦❡❦✿

❤((♣✿✴✴✈❧❛❞♦✳❢♠❢✳✉♥✐✲❧❥✳,✐✴♣✉❜✴♥❡(✇♦'❦,✴❞❛(❛✴❡,♥❛✴

✼✸
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❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥;✐=> ♣❛@❛♠>=@❛❜❧❡ ♣♦✉@ ♣♦✉✈♦✐@ ❝♦♥=@E❧❡@ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐=> ❞❡ @❡❝♦♥♥❛✐;;❛♥❝❡ ❞❡

❧❛ ;=@✉❝=✉@❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=❛✐@❡✳ ▲✬❛✈❛♥=❛❣❡ ❞✬❛✈♦✐@ ✉♥❡ ♣❛@=✐=✐♦♥ ❞❡ @>❢>@❡♥❝❡ ❡;= ❞❡ ♣♦✉✈♦✐@

✉=✐❧✐;❡@ ❧❡; ❞✐✛>@❡♥=❡; ♠❡;✉@❡; ❞❡ ❞✐"#❛♥❝❡ ❡♥=@❡ ❧❡; ❝❧✉;=❡@;✳ ❈❡; ♠❡;✉@❡; ♦♥= >=> ❞>✈❡❧♦♣♣>❡;

♣♦✉@ >✈❛❧✉❡@ ❧❡; ❛♣♣@♦❝❤❡; ❞❡ ❝❧❛;;✐✜❝❛=✐♦♥ ♥♦♥ ;✉♣❡@✈✐;>❡ ❛♣♣❡❧>❡; ❛✉;;✐ ❧❡ ❝❧✉"#❡*✐♥❣

❬❆❣❣❛@✇❛❧ ❡= ❘❡❞❞② ✷✵✶✸❪✳ ❙♦✐= ✉♥ ❣@❛♣❤❡ G✱ V ❡;= ❧✬❡♥;❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥T✉❞;✳ ◆♦=♦♥; ✉♥❡

♣❛@=✐=✐♦♥ ❞❡ @>❢>@❡♥❝❡ ❞❡ V ♣❛@ R = {r1, . . . , rn}✳ ❙♦✐= U = {u1, . . . , um} ✉♥❡ ♣❛@=✐=✐♦♥

❝❛❧❝✉❧>❡ U =@❛✈❡@; ✉♥ ❛❧❣♦@✐=❤♠❡ ❞❡ ❞>=❡❝=✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=>;✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡;✉@❡@ ❧❛ ;✐♠✐❧❛@✐=>

❞❡; ❞❡✉① ♣❛@=✐=✐♦♥; R ❡= U ✱ ♥♦✉; ♣♦✉✈♦♥; ❢❛✐@❡ ❛♣♣❡❧ U ❧✬✉♥❡ ❞❡; ♠❡;✉@❡; ;✉✐✈❛♥=❡;✿

▲❛ ♣✉$❡&'✿ ❧❛ ♣✉@❡=> ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=> ui ∈ U ♣❛@ @❛♣♣♦@= ✉♥❡ ♣❛@=✐=✐♦♥ R ❡;=

❞>✜♥✐❡ ♣❛@✿

purity(ui, R) = max
j=1→n

‖ ui ∩ rj ‖
‖ ui ‖

✭✸✳✶✷✮

❈❡==❡ ❢♦♥❝=✐♦♥ ♣❡@♠❡= ❞❡ ❞>=❡@♠✐♥❡@ ❧❡ =❛✉① ❞❡ @❡❝♦✉✈@❡♠❡♥= ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥=@❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉=> ui ❡= ❧❡; ❝♦♠♠✉♥❛✉=>; ❞>✜♥✐❡; ❞❛♥; R✳ 2❛@ ❝♦♥;>Z✉❡♥=✱ ❧❛ ♣✉@❡=> ❞❡ ❧❛ ♣❛@=✐=✐♦♥

U ♣❛@ @❛♣♣♦@= U R ❡;= ❧❛ ;♦♠♠❡ ♣♦♥❞>@>❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉@❡=> ❞❡ ❝❤❛Z✉❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=> ❞❡ U ♣❛@

@❛♣♣♦@= U R✿

purity(U,R) =
m
∑

i=1

wui
× purity(ui, R) ✭✸✳✶✸✮

♦[ wui
= ‖ui‖

m∑

l=1
‖ul‖

❡;= ❧❛ ♣@>✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉=> ui ❞❛♥; U ✳

▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ $❛♥❞✿ ❝❡==❡ ♠❡;✉@❡✱ ✐♥✐=✐❛❧❡♠❡♥= ♣@♦♣♦;>❡ ❞❛♥; ❬❈❛♠♣❡❧❧♦ ✷✵✵✼❪✱ ❡;=

❜❛;>❡ ;✉@ ❧❡ ❝♦♠♣=❛❣❡ ❞❡ ♥♦♠❜@❡ ❞✬❛❝❝♦@❞; ❡♥=@❡ ❞❡✉① ♣❛@=✐=✐♦♥; ;✉@ ❧✬❛♣♣❛@=❡♥❛♥❝❡ ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉=❛✐@❡ ❞❡ ❝❤❛Z✉❡ ♣❛✐@❡ ❞❡; ♥T✉❞;✳ ❙♦✐❡♥=✿

✕ a ❧❡ ♥♦♠❜@❡ ❞❡; ♣❛✐@❡; ♣❧❛❝>❡; ❞❛♥; ✉♥❡ ♠^♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=> ;❡❧♦♥ U ❡= R

✕ b ❧❡ ♥♦♠❜@❡ ❞❡; ♣❛✐@❡; ♣❧❛❝>❡; ❞❛♥; ✉♥❡ ♠^♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=> ;❡❧♦♥ U ❡= ❡♥ ❞✐✛>@❡♥=❡

❝♦♠♠✉♥❛✉=> ;❡❧♦♥ R✳

✕ c ❧❡ ♥♦♠❜@❡ ❞❡; ♣❛✐@❡; ♣❧❛❝>❡; ❞❛♥; ✉♥❡ ♠^♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=> ;❡❧♦♥ R ❡= ❡♥ ❞✐✛>@❡♥=❡

❝♦♠♠✉♥❛✉=> ;❡❧♦♥ U ✳

✕ d ❧❡ ♥♦♠❜@❡ ❞❡; ♣❛✐@❡; ♣❧❛❝>❡; ❡♥ ❞✐✛>@❡♥=❡; ❝♦♠♠✉♥❛✉=>; ;❡❧♦♥ U ❡= ;❡❧♦♥ R✳
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▲❛ 5♦♠♠❡ a+d ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜=❡ ❞✬❛❝❝♦=❞5 ❡♥@=❡ ❧❡5 ❞❡✉① ♣❛=@✐@✐♦♥5✱ @❛♥❞✐5 F✉❡ b+c ❞♦♥♥❡

❧❡ ♥♦♠❜=❡ ❞❡ ❞G5❛❝❝♦=❞5✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ =❛♥❞ ❡5@ 5✐♠♣❧❡♠❡♥@ ❞G✜♥✐ ♣❛=

✺

✿

Rand(U,R) =
a+ d
(

n
2

)
✭✸✳✶✹✮

❯♥❡ ✈❡=5✐♦♥ ❛❥✉5@G❡ ❞❡ ❝❡@ ✐♥❞✐❝❡✱ ❛♣♣❡❧G❡ ❆❘■

✻

❡5@ ♣=♦♣♦5G❡ ❞❛♥5 ❬❍✉❜❡=@ ❡@ ❆=❛❜✐❡ ✶✾✽✺❪

❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐= ✉♥❡ ♠❡5✉=❡ ❞♦♥@ ❧✬❡5♣G=❛♥❝❡ ❡5@ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉= ❞❡5 ♣❛=@✐@✐♦♥5 ❛❧G❛@♦✐=❡5✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡

ARI ❡5@ ❞♦♥♥G ♣❛=✿

ARI(U,R) =

(

n
2

)

(a+ d)− [(a+ b)(a+ c) + (c+ d)(b+ d)]

(

(

n
2

)

)2 − [(a+ b)(a+ c) + (c+ d)(b+ d)]

✭✸✳✶✺✮

▼❡"✉$❡" ❜❛"'❡" "✉$ ❧✬✐♥❢♦$♠❛/✐♦♥ ♠✉/✉❡❧❧❡✿ ❧✬✐♥❢♦=♠❛@✐♦♥ ♠✉@✉❡❧❧❡ ♠❡5✉=❡ ❧❡

❞❡❣=G ❞❡ ❞G♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥@=❡ ❞❡✉① ✈❛=✐❛❜❧❡5 ❛❧G❛@♦✐=❡5 X ❡@ Y ✳ ❊❧❧❡ ❡5@ ❞♦♥♥G❡ ♣❛= ❧❛ ❢♦=♠✉❧❡

❣G♥G=❛❧❡✿

I(X,Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) ✭✸✳✶✻✮

♦X H(X) ❡5@ ❧✬❡♥@=♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛=✐❛❜❧❡ X ❡@ H(X,Y ) ❡5@ ❧✬❡♥@=♦♣✐❡ ❝♦♥❥♦✐♥@❡ ❞❡5

❞❡✉① ✈❛=✐❛❜❧❡5 X ❡@ Y ✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥5 F✉❡ ❧✬❡♥@=♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛=✐❛❜❧❡ X ❡5@ ♠❡5✉=G❡ ♣❛=✿

H(X) = −
nx
∑

i=1

p(xi)log(p(xi))

❡@ ❧✬❡♥@=♦♣✐❡ ❝♦♥❥♦✐♥@❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛=✐❛❜❧❡5 X✱ ❡@ Y ❡5@ ❞♦♥♥G❡ ♣❛=✿

H(X,Y ) = −
nx
∑

i=1

ny
∑

j=1

p(xi, yj)log(p(xi, yj))

♦X {xi} ✭=❡♣5✳ {yj}✮ ❡5@ ❧✬❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡ nx ✭=❡♣5✳ ny✮ ✈❛❧❡✉=5 ♣♦55✐❜❧❡5 ❞❡ X ✭=❡♣5✳ Y ✮✳

p(xi) ❡5@ ❧❛ ♣=♦❜❛❜✐❧✐@G ♣♦✉= X ❞✬❛✈♦✐= ❧❛ ✈❛❧❡✉= xi✳ ❡@ p(xi, yj) ❡5@ ❧❛ ♣=♦❜❛❜✐❧✐@G ♣♦✉= F✉❡

❝♦♥❥♦✐♥@❡♠❡♥@ X ❛✐@ ❧❛ ✈❛❧❡✉= xi ❡@ Y ❛✐@ ❧❛ ✈❛❧❡✉= yj ✳ ❊♥ ❛55✐♠✐❧❛♥@ ✉♥❡ ♣❛=@✐@✐♦♥ U Z ✉♥❡

✈❛=✐❛❜❧❡ ❛❧G❛@♦✐=❡✱ ♦♥ ♣❡✉@ G❝=✐=❡ 5♦♥ ❡♥@=♦♣✐❡ 5♦✉5 ❧❛ ❢♦=♠❡✿

H(U) = −
|U |
∑

i=1

p(ui)log(p(ui))

✺✳ "❛♣♣❡❧✿

(

n

k

)

=
n!

k!(n−k)!

✻✳ ❆❞❥✉-.❡❞ ❘❛♥❞ ■♥❞❡①

✼✺



✸✳✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙ ❉❆◆❙ ▲❊❙ ●❘❆2❍❊❙ ❙■▼2▲❊❙

▲❛ ♣6♦❜❛❜✐❧✐;< ❞✬❛♣♣❛6;❡♥❛♥❝❡ p(ui) ❞✬✉♥ ♥C✉❞ ❞❡ V D ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;< ui ❡F; <❣❛❧❡ D✿
‖ui‖
n

✳

❊♥ F✉❜F;✐;✉❛♥; ❞❛♥F ❧✬❡①♣6❡FF✐♦♥ ✸✳✶✻✱ ♦♥ ♦❜;✐❡♥; ❧✬❡①♣6❡FF✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦6♠❛;✐♦♥ ♠✉;✉❡❧❧❡

❡♥;6❡ ❞❡✉① ♣❛6;✐;✐♦♥F✿

IM(U,R) =
∑

u∈U

∑

r∈R

p(u, r)log(
p(u, r)

p(u)p(r)
) ✭✸✳✶✼✮

❯♥❡ ✈❡6F✐♦♥ ♥♦6♠❛❧✐F<❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦6♠❛;✐♦♥ ♠✉;✉❡❧❧❡ ❡F; ✐♥;6♦❞✉✐;❡ ❞❛♥F ❬❙;6❡❤❧ ❡; ●❤♦F❤

✷✵✵✸❪ ❛✜♥ ❞✬♦❜;❡♥✐6 ✉♥❡ ♠❡F✉6❡ ❡♥;6❡ ✵ ❡; ✶✳ ▲✬✐♥❢♦6♠❛;✐♦♥ ♠✉;✉❡❧❧❡ ♥♦6♠❛❧✐F<❡ ✭◆▼■✮ ❡F;

❞♦♥♥<❡ ♣❛6✿

NMI(U, V ) =
I(U, V )

√

H(U)H(V )
✭✸✳✶✽✮

❯♥❡ ✈❡6F✐♦♥ ❛❥✉F;<❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡F✉6❡ NMI ❡F; 6<❝❡♠♠❡♥; ✐♥;6♦❞✉✐;❡ ❞❛♥F ❬❱✐♥❤ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳

❉❛♥F ❬▼❡✐❧➔ ✷✵✵✸❪✱ ✉♥❡ ♠❡F✉6❡ F✐♠✐❧❛✐6❡ ❡F; ✐♥;6♦❞✉✐;❡✱ ❛♣♣❡❧<❡ ✈❛6✐❛;✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦6♠❛;✐♦♥

✭■❱✮✳ ❊❧❧❡ ❡F; ❞♦♥♥<❡ ♣❛6✿

V I(U, V ) = H(U) +H(V )− 2× IM(U, V )

▲❡F ♠❡F✉6❡F ❞❡ ❝♦♠♣❛6❛✐F♦♥ ❞❡F ♣❛6;✐;✐♦♥F ❜❛F<❡F F✉6 ❧❛ ;❤<♦6✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦6♠❛;✐♦♥ F♦♥; ❛FF❡③

❝♦66<❧<❡F ❡♥;6❡ ❡❧❧❡F✳ ❊♥ ♣6❛;✐]✉❡✱ ❧❛ ♠❡F✉6❡ NMI 6❡F;❡ ❧❛ ♣❧✉F ✉;✐❧✐F<❡ ❞❛♥F ❧❛ ❧✐;;<6❛;✉6❡

F❝✐❡♥;✐✜]✉❡✳

✸✳✷✳✺✳✷ ▼❡&✉(❡& )♦♣♦❧♦❣✐/✉❡& ♣♦✉( ❧✬1✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉)1&

■❝✐✱ ♥♦✉F ❞✐F;✐♥❣✉♦♥F ❞❡✉① ;②♣❡F ❞❡ ♠❡F✉6❡F ;♦♣♦❧♦❣✐]✉❡F✿

✕ ▲❡F ♠❡F✉6❡F ❜❛F<❡F F✉6 ❧❛ ]✉❛❧✐;< ❞❡F ❝♦♠♠✉♥❛✉;<F ✐F♦❧<❡F ❢♦6♠❛♥; ✉♥❡ ♣❛6;✐;✐♦♥✿

❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠❡F✉6❡F ❞❡ ]✉❛❧✐;< ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;< ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ♦♥; <;< ✐♥;6♦❞✉✐;❡F

♣♦✉6 ❢❛✐6❡ ❢❛❝❡ ❛✉ ♣6♦❜❧`♠❡ ❞✬✐❞❡♥;✐✜❝❛;✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;< ❞✬✉♥ ♥C✉❞ ❝♦♥♥✉ ❛✉FF✐

♣❛6 ❧❛ ❞<;❡❝;✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;< ❧♦❝❛❧❡✳ ❉❛♥F ❝❡ ❝❛❞6❡✱ ❧❛ ]✉❛❧✐;< ❞✬✉♥❡ ♣❛6;✐;✐♦♥ ❡F;

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡F ]✉❛❧✐;<F ❞❡ ;♦✉;❡F F❡F ❝♦♠♠✉♥❛✉;<F✳

Q(C) =

∑

i

f(Si)

|C| ✭✸✳✶✾✮

♦a f() ❡F; ✉♥❡ ❢♦♥❝;✐♦♥ ❞❡ ]✉❛❧✐;< ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;<✳ ▲❡ ;❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹ 6<F✉♠❡ ❧✬❡FF❡♥;✐❡❧

❞❡ ❝❡F ❢♦♥❝;✐♦♥F ❞❡ ]✉❛❧✐;<✳ ◆♦✉F ✉;✐❧✐F♦♥F ❧❛ ♥♦;❛;✐♦♥ F✉✐✈❛♥;❡✿

✼✻



✸✳✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙ ❉❆◆❙ ▲❊❙ ●❘❆2❍❊❙ ❙■▼2▲❊❙

✕ nc✿ ❧❡ ♥♦♠❜<❡ ❞❡> ♥?✉❞> ❞❛♥> ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉CD c✳

✕ mc✿ ❧❡ ♥♦♠❜<❡ ❞❡> ❧✐❡♥> ❞❛♥> ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉CD c✳

✕ bc✿ ❧❡ ♥♦♠❜<❡ ❞❡> ❧✐❡♥> >♦<C❛♥C> ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉CD c✳

✕ dm✿ ❧❛ ♠D❞✐❛♥❡ ❞❡> ❞❡❣<D> ❞❡> ♥?✉❞> ❞❛♥> V

▼❡"✉$❡ ❚②♣❡ ❋♦$♠✉❧❡ ❉❡"❝$✐♣/✐♦♥

❉❡♥>✐CD ✐♥C❡<♥❡ ✐♥C✳

2×mc

nc×(nc−1) ❉❡♥>✐CD ❞✉ >♦✉>✲❣<❛♣❤❡

✐♥❞✉✐C ♣❛< ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉CD

❉❡❣<D> ♠♦②❡♥> ✐♥C✳

2×mc

nc
▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡> ❞❡❣<D> ✐♥C❡<♥❡>

❋❖▼❉ ✐♥C✳

|{u:u∈c,|(u,v),v∈c|>dm}|
nc

▲❡ ♣♦✉<❝❡♥C❛❣❡ ❞❡> ♥?✉❞> ✐♥C❡<♥❡> ❛②❛♥C

✉♥ ❞❡❣<D > ❧❛ ♠D❞✐❛♥❡ ❞❡> ❞❡❣<D>

❚2❘ ✐♥C❡<♥❡

|{u∈c}:∃v,w∈c:(u,v),(w,v),(u,w)∈E|
nc

❚❛✉① ❞✬✐♠♣❧✐❝❛C✐♦♥ ❞❛♥> ❞❡> C<✐❛♥❣❧❡>

❊①♣❛♥>✐♦♥ ❊①C✳

bc
nc

◆♦♠❜<❡ ❞❡> ❧✐❡♥> >♦<C❛♥C> ♣❛< ♥?✉❞

❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❊①C✳

bc
nc×(N−nc)

❚❛✉① ❞❡> ❧✐❡♥> >♦<C❛♥C> >✉< ❧❡> ❧✐❡♥>

>♦<C❛♥C> ♣♦>>✐❜❧❡>

❈♦♥❞✉❝C❛♥❝❡ ❍②❜<✐❞❡

bc
2mc+bc

▲❛ ❢<❛❝C✐♦♥ ❞❡> ❧✐❡♥> >♦<C❛♥C>

▼❆❳✲❖❉❋ ❍②❜<✐❞❡ max
u∈c

|{(u,v)∈E,v 6∈c}|
du

▲❡ ♠❛① ❞❡> ❧✐❡♥> >♦<C❛♥C> ♣❛< ♥?✉❞

❆❱●✲❖❉❋ ❍②❜<✐❞❡

1
nc
× ∑

u∈c

|{(u,v)∈E,v 6∈c}|
du

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ▼❡>✉<❡> C♦♣♦❧♦❣✐R✉❡> ❞✬D✈❛❧✉❛C✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉CD c

✕ ▲❡> ♠❡>✉<❡> ❣❧♦❜❛❧❡> ♣❡<♠❡CC❛♥C ❞✬D✈❛❧✉❡< ❧❛ R✉❛❧✐CD ❞✬✉♥❡ ♣❛<C✐C✐♦♥✿ ❧❡ ❝<✐CT<❡ ❧❡ ♣❧✉>

✉C✐❧✐>D ♣♦✉< ❝❛❧❝✉❧❡< ❧❛ R✉❛❧✐CD ✐♥C<✐♥>TR✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛<C✐C✐♦♥ ❡>C ❧❛ ♠♦❞✉❧❛<✐CD✱ ♣<D>❡♥CD❡

❞❛♥> ❧❛ >❡❝C✐♦♥ ✸✳

✼✼



✸✳✸✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙ ❉❆◆❙ ▲❊❙ ●❘❆1❍❊❙ ▼❯▲❚■1▲❊❳❊❙

✸✳✷✳✺✳✸ ➱✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❣✉✐❞/❡ ♣❛2 ✉♥❡ )3❝❤❡

▲✬5✈❛❧✉❛:✐♦♥ ❣✉✐❞5❡ ♣❛B ✉♥❡ :C❝❤❡ F❡♠❜❧❡ I:B❡ ✉♥❡ ❛❧:❡B♥❛:✐✈❡ ✐♥:5B❡FF❛♥:❡✳ ▲❡ ♣B✐♥✲

❝✐♣❡ ❡F: F✐♠♣❧❡✿ F♦✐: T ✉♥❡ :C❝❤❡ ♦L ❧❛ ❞5:❡❝:✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:5F ♣❡✉: I:B❡ ❛♣♣❧✐M✉5❡✳

❙♦✐: per(T,Algoxcom) ✉♥ ✐♥❞✐❝❛:❡✉B ❞❡ ♣❡B❢♦B♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①5❝✉:✐♦♥ ❞❡ ❧❛ :C❝❤❡ T ❡♥ ✉:✐❧✐✲

F❛♥: ❧✬❛❧❣♦B✐:❤♠❡ ❞❡ ❞5:❡❝:✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:5F Algoxcom✳ ◆♦✉F ♣♦✉✈♦♥F ❝♦♠♣❛B❡B ❧❡F ♣❡B✲

❢♦B♠❛♥❝❡F ❞❡F ❞❡✉① ❛❧❣♦B✐:❤♠❡F ❞✐✛5B❡♥:F ❡♥ ❢♦♥❝:✐♦♥ ❞❡F ✐♥❞✐❝❛:❡✉BF per(T,Algoxcom) ❡:

per(T,Algoycom)✳ ❉❛♥F ❬1❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦F ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✱ ❧❡F ❛✉:❡✉BF ♣B♦♣♦F❡♥: ❞✬✉:✐❧✐F❡B ❧❛ :C❝❤❡

❞❡ B❡❝♦♠♠❛♥❞❛:✐♦♥ ❞❡ :❛❣F ❞❛♥F ❧❡F ❢♦❧❦F♦♥♦♠✐❡F✳ ❉❛♥F ❬❨❛❦♦✉❜✐ ❡: ❑❛♥❛✇❛:✐ ✷✵✶✷❪✱

❬❨❛❦♦✉❜✐ ❡: ❑❛♥❛✇❛:✐ ✷✵✶✸❪ ❧❛ :C❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛FF✐✜❝❛:✐♦♥ ♥♦♥ F✉♣❡B✈✐F5❡ ❞❡ ❞♦♥♥5❡F ♥♦♥ '❡❧❛✲

!✐♦♥♥❡❧❧❡* ❡F: ❡♠♣❧♦②5❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝❧❛FF✐✜❡B ❧❡F ❞♦♥♥5❡F✱ ❧✬❛♣♣B♦❝❤❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛B F:B✉❝:✉B❡B

❧❡F ❞♦♥♥5❡F F♦✉F ❢♦B♠❡ ❞❡ ❣B❛♣❤❡ ❞❡ ✈♦✐F✐♥❛❣❡ ❞5✜♥✐ ] ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝:✐♦♥ ❞❡ ❞✐F:❛♥❝❡ ❛♣✲

♣B♦♣B✐5❡ ❬❚♦✉FF❛✐♥: ❡: ❇❤❛::❛❝❤❛B②❛ ✶✾✽✶❪✳ ▲❡F ❛❧❣♦B✐:❤♠❡F ❞❡ ❞5:❡❝:✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:5F

♣❡✉✈❡♥: ❛❧♦BF I:B❡ ❛♣♣❧✐M✉5F F✉B ❝❡ ❣B❛♣❤❡ ♣♦✉B ✐❞❡♥:✐✜❡B ❧❡F ❝❧✉F:❡BF✳ ❉❛♥F ❝❡ :B❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉F

✉:✐❧✐F♦♥F ❧✬5✈❛❧✉❛:✐♦♥ ❣✉✐❞5❡ ♣❛B ✉♥❡ :C❝❤❡ ❛✜♥ ❞✬5✈❛❧✉❡B ♥♦:B❡ ❛♣♣B♦❝❤❡ ❞❡ ❞5:❡❝:✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠✉♥❛✉:5F ❞❛♥F ❧❛ :C❝❤❡ ❞❡ B❡❝♦♠♠❛♥❞❛:✐♦♥ ❞❡ :❛❣F ✭✈♦✐B ❝❤❛♣✐:B❡ ✺✮✳

✸✳✸ ❉#$❡❝$✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉$#. ❞❛♥. ❧❡. ❣1❛♣❤❡. ♠✉❧$✐♣❧❡①❡.

✸✳✸✳✶ ❉$✜♥✐(✐♦♥

❯♥ ❣B❛♣❤❡ ♠✉❧:✐♣❧❡①❡ ❞✐: ❛✉FF✐ ♠✉❧:✐❝♦✉❝❤❡ ❡F: ✉♥ ❣B❛♣❤❡ ❝♦♥F:✐:✉5 ❞❡ ❞✐✛5B❡♥:❡F

❝♦✉❝❤❡F ❞♦♥: ❝❤❛❝✉♥❡ ❡F: ❝♦♠♣♦F5❡ ♣❛B ❧❡F ♠I♠❡F ♥d✉❞F ♥♦:5F ♣❛B V ✱ ♠❛✐F ❝❤❛M✉❡ ❝♦✉❝❤❡

❞❡ :②♣❡ ❞✐✛5B❡♥: ❝♦BB❡F♣♦♥❞ ] ✉♥❡ ❝❛:5❣♦B✐❡ ❞❡ B❡❧❛:✐♦♥F✳ ➚ :✐:B❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉F ♣B❡♥♦♥F

❧❡ B5F❡❛✉ ❜✐❜❧✐♦❣B❛♣❤✐M✉❡ ❞❡ ❉❜❧♣ ✭✈♦✐B ✜❣✉B❡ ✸✳✹✮ ♦L ❬❉❛✈✐F ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ❡: ❬1✉❥❛B✐ ❡: ❑❛✲

♥❛✇❛:✐ ✷✵✶✹❪ ❧❡ ❞5✜♥✐FF❡♥: ♣❛B ✉♥ ❣B❛♣❤❡ ♠✉❧:✐❝♦✉❝❤❡✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ F❡F ❝♦✉❝❤❡F ❝♦BB❡F♣♦♥❞

❛✉① B❡❧❛:✐♦♥F ❞❡ ❝♦✲❝✐:❛:✐♦♥✱ ❝♦✲♣❛B:✐❝✐♣❛:✐♦♥ ] ✉♥❡ ❝♦♥❢5B❡♥❝❡ ❡: ❞❡ ❝♦✲♣✉❜❧✐❝❛:✐♦♥ ❡: ❧❡F

♥d✉❞F F♦♥: ❧❡F ❛✉:❡✉BF ✭✐❝✐ ♥♦✉F ❛✈♦♥F :B♦✐F :②♣❡F ❞❡ B❡❧❛:✐♦♥F ❞♦♥❝ :B♦✐F ❝♦✉❝❤❡F✮✳

▲❛ B❡♣B5F❡♥:❛:✐♦♥ ❢♦B♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ B5F❡❛✉ ♠✉❧:✐♣❧❡①❡ ❝♦♠♣♦F5 ♣❛B α ❝♦✉❝❤❡F ❡F: ❝♦♠♠❡

F✉✐:✿ G =< V,E1, . . . , Eα >✱ ♦L ❝❤❛M✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦BB❡F♣♦♥❞ ] ✉♥❡ ♠❛:B✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ A
[α]
G ✳

▲❡ :❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺ B5F✉♠❡ ❧❡F ♥♦:❛:✐♦♥F M✉❡ ♥♦✉F ✉:✐❧✐F♦♥F ❞❛♥F ❧❛ F✉✐:❡ ❞❡ ❝❡::❡ F❡❝:✐♦♥✳

✼✽



A[k] k

d
[k]
i i k

m[k] k
Ckl
ij k l i j



GM =< V,E1, . . . , Eα > α A[k]

GM

G =< V,E,W > W e ∈ E



✸✳✸✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙ ❉❆◆❙ ▲❊❙ ●❘❆1❍❊❙ ▼❯▲❚■1▲❊❳❊❙

4❡♥4❡ ❞❡ ♠❛✐♥4❡♥✐; ❛✉4❛♥4 =✉❡ ♣♦@@✐❜❧❡ ❧❡@ ✐♥❢♦;♠❛4✐♦♥@ ♣;D@❡♥4D❡@ ❞❛♥@ ❧❡ ❣;❛♣❤❡ ♠✉❧4✐♣❧❡①❡

✐♥✐4✐❛❧✳ 1❧✉@✐❡✉;@ ♠D4;✐=✉❡@ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡@ ♣♦✐❞@ @♦♥4 ♣;♦♣♦@D❡@✳ ◆♦✉@ ♣;D@❡♥4♦♥@ ❧❡@ ♣❧✉@

✉4✐❧✐@D❡@✿

▲❛ ♣♦♥❞&'❛(✐♦♥ ❜✐♥❛✐'❡✿ ❧✬✐❞D❡ ♣;✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡@4 ❞❡ ;❡❧✐❡; ❞❡✉① ♥K✉❞@ i ❡4 j ❞❛♥@ ❧❡ ❣;❛♣❤❡

@✐♠♣❧❡ @✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥4;❡ ❝❡@ ❞❡✉① ♥K✉❞@ ❞❛♥@ ❛✉ ♠♦✐♥@ ❧✬✉♥❡ ❞❡@ α ❝♦✉❝❤❡@ ❬❇❡;❧✐♥❣❡;✐♦

❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✱❬❙✉4❤❡;@ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✳ 1❧✉@ ❢♦;♠❡❧❧❡♠❡♥4✱ ♥♦✉@ ❛✈♦♥@✿

wij =

{

1 @✐ ∃1 ≤ i ≤ α : (i, j) ∈ Ei

0 @✐♥♦♥

✭✸✳✷✵✮

-♦♥❞&'❛(✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢'&1✉❡♥❝❡✿ ✉♥❡ ❛✉4;❡ ♠D4❤♦❞❡ ❛ D4D ♣;♦♣♦@D❡ ♣❛;

❬❚❛♥❣ ❡4 ▲✐✉ ✷✵✶✵❪ =✉✐ ❝♦♥@✐@4❡ W ♣♦♥❞D;❡; ❧❡@ ❧✐❡♥@✱ 4♦✉4 ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥4 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❡✉;@

♣♦✐❞@ ❞❛♥@ 4♦✉4❡@ ❧❡@ ❝♦✉❝❤❡@✳ ❋♦;♠❡❧❧❡♠❡♥4✿

wij =
1

α

α
∑

k=1

A
[k]
ij ✭✸✳✷✶✮

❊♥ ♣❧✉@✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐Y♠❡ ♠❛♥✐Y;❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣♦♥❞D;❛4✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞@ ❡@4 ✐♥4;♦❞✉✐4❡ ❞❛♥@

❬❇❡;❧✐♥❣❡;✐♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ♦Z ❧❡ ♣♦✐❞@ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❝❡44❡ ❢♦✐@✲❝✐ ❝♦;;❡@♣♦♥❞ W @❛ ;❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥@

❧❡@ ❞✐✛D;❡♥4❡@ ❝♦✉❝❤❡@✿

wij =‖ {d : A
[d]
ij 6= 0} ‖ ✭✸✳✷✷✮

-♦♥❞&'❛(✐♦♥ ♣❛' ✉♥❡ ♠❡4✉'❡ ❞❡ 4✐♠✐❧❛'✐(&✿ ✉♥❡ ♠❛♥✐Y;❡ ♣❧✉@ ❣D♥D;❛❧❡ ❡@4 ❞❡ ♣♦♥✲

❞D;❡; ✉♥ ❧✐❡♥ (i, j) ❞❛♥@ ✉♥ ❣;❛♣❤❡ @✐♠♣❧❡ ;❡♣;D@❡♥4❛♥4 ✉♥ ❣;❛♣❤❡ ♠✉❧4✐♣❧❡①❡✱ ♣❛; ✉♥❡

@✐♠✐❧❛;✐4D ♠✉❧4✐♣❧❡①❡✳ ❖♥ ♣❡✉4 ♣;❛4✐=✉❡♠❡♥4 ✉4✐❧✐@❡; ❧❡@ ♠]♠❡@ 4❡❝❤♥✐=✉❡@ ❡♠♣❧♦②D❡@ ♣♦✉;

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡@ ✈❡;@✐♦♥@ 4❡♠♣♦;❡❧❧❡@ ❞❡@ ♠❡@✉;❡@ ❞❡ @✐♠✐❧❛;✐4D ❞②❛❞✐=✉❡@ ❞❛♥@ ✉♥ ❣;❛♣❤❡ ❞②✲

♥❛♠✐=✉❡ ❬1♦4❣✐❡4❡; ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳ ❊♥ ❡✛❡4✱ ❧✬❤✐@4♦;✐=✉❡ ❞❡ ❧✬D✈♦❧✉4✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣;❛♣❤❡ @✉; β ♣❛@

❞❡ 4❡♠♣@ ♣❡✉4 ]4;❡ ❛@@✐♠✐❧D W ✉♥ ❣;❛♣❤❡ ♠✉❧4✐♣❧❡①❡ ❞❡ β ❝♦✉❝❤❡@✳ ▲❛ ❞✐✛D;❡♥❝❡ ❡@4 =✉❡

❧❡ 4❡♠♣@ ✐♥❞✉✐4 ✉♥ ♦;❞;❡ @✉; ❧❡@ ❝♦✉❝❤❡@ ❝♦♥4;❛✐;❡♠❡♥4 W ✉♥ ;D@❡❛✉ ♠✉❧4✐♣❧❡①❡ ♦Z ❛✉❝✉♥

♦;❞;❡ ♥❡ ♣❡✉4 ]4;❡ ❞D✜♥✐ @✉; ❧❡@ ❝♦✉❝❤❡@✳ ❉❛♥@ ❬❇❡;❧✐♥❣❡;✐♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ❧❡@ ❛✉4❡✉;@ ♣;♦✲

♣♦@❡♥4 ❧✬✉4✐❧✐@❛4✐♦♥ ❞✉ ❝K✣❝✐❡♥4 ❞❡ ❝❧✉@4❡;✐♥❣ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ♣♦4❡♥4✐❡❧ (i, j) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡@✉;❡

❞❡ @✐♠✐❧❛;✐4D ♣♦✉; ❧❛ ♣♦♥❞D;❛4✐♦♥ ❞✉ ❣;❛♣❤❡ G✳

✽✶
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❈♦♠❜✐♥❛✐'♦♥ ❧✐♥)❛✐*❡✿ ❬❈❛✐ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ♠❡==❡♥= ❧✬❛❝❝❡♥= B✉D ❧✬✐❞F❡ G✉❡ ❧❡B ❝♦✉❝❤❡B

❞✬✉♥ ♠✉❧=✐♣❧❡①❡ ♣♦BBL❞❡♥= ❞✐✛FD❡♥=B ❛♣♣♦D=B ✈❛D✐❛❜❧❡B P ❧❛ ❣F♥FD❛=✐♦♥ ❞❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉=FB✳

❆✐♥B✐✱ ❧✬✐♥=F❣D❛=✐♦♥ ❞❡B ❝♦✉❝❤❡B ♣❡✉= B❡ ❢❛✐D❡ ❣DT❝❡ P ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐B♦♥ ❧✐♥F❛✐D❡ ❞❡B ♠❛=D✐❝❡B

❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞❡B ❝♦✉❝❤❡B ❝♦♠♠❡ B✉✐=✿

A =
α
∑

k=1

wkA
[k]

✭✸✳✷✸✮

♦Y A ❡B= ❧❛ ♠❛=D✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞✉ ❣D❛♣❤❡ B✐♠♣❧❡ DFB✉❧=❛=✳ ▲❡ ♣♦✐❞B wk ❡B= ❞F=❡D♠✐♥F P

♣❛D=✐D ❞❡B ❡①✐❣❡♥❝❡B ❞❡ ❧✬✉=✐❧✐B❛=❡✉D B✉D ❧✬❛♣♣❛D=❡♥❛♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥B❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥Z✉❞B P

❞❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉=FB ❜✐❡♥ ♣DF❝✐B❡B✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈F♥✐❡♥= ♠❛❥❡✉D ❞❡ ❝❡ =②♣❡ ❞✬❛♣♣D♦❝❤❡ ❡B= ❧❛ ♣❡D=❡

❞✬✐♥❢♦D♠❛=✐♦♥ B✉D ❧❛ ♠✉❧=✐♣❧✐❝✐=F ❞❡B ❧✐❡♥B✳ ❊♥ ♣❧✉B✱ ❧❛ =D❛♥B❢♦D♠❛=✐♦♥ ❞✉ ❣D❛♣❤❡ ♠✉❧=✐♣❧❡①❡

❡♥ ❣D❛♣❤❡ B✐♠♣❧❡ ♥❡ B❡ ❢❛✐= G✉❡ ❞❛♥B ✉♥ B❡✉❧ B❡♥B ❡= ✐❧ ♥✬❡B= ♣❧✉B ♣♦BB✐❜❧❡ ❞❡ D❡=D♦✉✈❡D ❧❡

❣D❛♣❤❡ ✐♥✐=✐❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥=✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉= ♣❛B ♥✐❡D G✉❡ ❝❡B ❛♣♣D♦❝❤❡B ♦♥= ✉♥❡ B✐♠♣❧✐❝✐=F ❞❛♥B ❧❡✉D

♠✐B❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡= ❧❛ ♣♦BB✐❜✐❧✐=F ❞❡ ❝❤♦✐B✐D ♣❛D♠✐ ❧❡B ❛❧❣♦D✐=❤♠❡B ❞❡ ❞F=❡❝=✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=FB

✉=✐❧✐BFB ❞❛♥B ❧❡B DFB❡❛✉① B✐♠♣❧❡B✳

✸✳✸✳✸ ❊♥$❡♠❜❧❡ ❝❧✉$+❡,✐♥❣ ✭❊❈✮

❈❡ =②♣❡ ❞❡ ♠F=❤♦❞❡ ❝♦♥B✐B=❡ P ❧✬❛❣DF❣❛=✐♦♥ ❞❡B ♣❛D=✐=✐♦♥B✳ ▲❡ ♣D✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥B✐B=❡ P ❝❤♦✐B✐D

✉♥ ❛❧❣♦D✐=❤♠❡ ❞❡ ❞F=❡❝=✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=FB ❛✜♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐G✉❡D P ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡B α ❝♦✉❝❤❡B ❞❡

DFB❡❛✉ ♠✉❧=✐♣❧❡①❡ G✉✐ B♦♥= ❝♦♠♣♦BF❡B ♣❛D ❧✬❡♥B❡♠❜❧❡ ❞❡B ♥Z✉❞B V ✳ ➚ ❧✬✐BB✉❡ ❞❡ ❝❡==❡ F=❛♣❡✱

♥♦✉B ♦❜=❡♥♦♥B α ♣❛D=✐=✐♦♥B✳ ❊♥ ❛❣DF❣❡❛♥= ❝❡B ♣❛D=✐=✐♦♥B DFB✉❧=❛♥=❡B ❣DT❝❡ P ❞❡B ♠F=❤♦❞❡B

❞✬❡♥B❡♠❜❧❡ ❝❧✉B=❡D✐♥❣ ❬❚♦♣❝❤② ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺❀ ❙❛♠♠✉= ❡= ❲❡❜❜ ✷✵✶✵❀ ●♦❞❡D ❡= ❋✐❧❦♦✈ ✷✵✵✽❀

❙=D❡❤❧ ❡= ●❤♦B❤ ✷✵✵✸❪✱ ♥♦✉B ♦❜=❡♥♦♥B ✉♥❡ B❡✉❧❡ ♣❛D=✐=✐♦♥✳ ❬❙❡✐✜ ✷✵✶✷❪ ♣D♦♣♦B❡ ✉♥❡ ❛♣♣D♦❝❤❡

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡B ❝Z✉DB ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=FB✳ ❚♦✉= ❞✬❛❜♦D❞✱ ❝❡==❡ ❛♣♣D♦❝❤❡ ❝♦♥B=D✉✐= ✉♥❡ ♠❛=D✐❝❡ F
❞❡ ❞✐♠❡♥B✐♦♥ n×n ♦Y ❝❤❛G✉❡ F❧F♠❡♥= Fij ❞❡ ❧❛ ♠❛=D✐❝❡ D❡✢L=❡ ❧❛ ❢DFG✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛D=❡♥❛♥❝❡

❞❡B ♥Z✉❞B i ❡= j P ✉♥❡ ♠e♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=F ❞❛♥B ❧✬❡♥B❡♠❜❧❡ ❞❡B ♣❛D=✐=✐♦♥B P [k]
✳ ➚ ♣❛D=✐D ❞❡

❧❛ ♠❛=D✐❝❡ F ✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣D❛♣❤❡ Gβ
❡B= ❝DFF ❞♦♥= ❧❡B ♥Z✉❞B B♦♥= ❧✬❡♥B❡♠❜❧❡ V ❡= ✉♥ ❧✐❡♥

❡B= D❛❥♦✉=F ❡♥=D❡ ❞❡✉① ♥Z✉❞B B✐ Fij ≥ β✳ ❬❙❡✐✜ ✷✵✶✷❪ ❞FB✐❣♥❡ ❧❡B ❝♦♠♣♦B❛♥=❡B ❝♦♥♥❡①❡B

❞✉ ❣D❛♣❤❡ Gβ
❝♦♠♠❡ ❝Z✉DB ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=FB ❞✉ ❣D❛♣❤❡ ✐♥✐=✐❛❧ G✳ ▲❡ ❜✉= ♣D✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡

❝❡==❡ ❛♣♣D♦❝❤❡ ❡B= ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡D ❧❡B ❝Z✉DB ❞❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉=FB ❡♥ ✜①❛♥= ❞❡✉① ♣❛D❛♠L=D❡B✿ ✉♥

❛❧❣♦D✐=❤♠❡ ❞❡ ❞F=❡❝=✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=FB ✐♥B=❛❜❧❡ ❡= ✉♥❡ ✈❛D✐❛❜❧❡ N G✉✐ ❞FB✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜D❡
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❞✬❡①8❝✉;✐♦♥? ❞❡ ❧✬❛❧❣♦C✐;❤♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉?✱ ❝❡; ❛❧❣♦C✐;❤♠❡ ♣❡✉; H;C❡ ✉;✐❧✐?8 ❞❛♥? ❧❡ ❝♦♥;❡①;❡

❞✬❛❣C8❣❛;✐♦♥ ❞❡? ♣❛C;✐;✐♦♥? ✐??✉❡? ❞❡? ❞✐✛8C❡♥;❡? ❝♦✉❝❤❡? ❞✬✉♥ C8?❡❛✉ ♠✉❧;✐♣❧❡①❡✳

✸✳✸✳✹ ❊①♣❧♦(❛*✐♦♥ -✐♠✉❧*❛♥0❡ ❞❡- ❝♦✉❝❤❡- ✭❊❙❈✮

1❡✉ ❞❡ ;C❛✈❛✉① ♦♥; ;C❛✐;8 ❧❡ ♣C♦❜❧L♠❡ ❞✬❡①♣❧♦C❛;✐♦♥ ?✐♠✉❧;❛♥8❡ ❞❡ ;♦✉;❡? ❧❡? ❝♦✉❝❤❡?

❞✬✉♥ C8?❡❛✉ ♠✉❧;✐♣❧❡①❡ ♣♦✉C ❧❛ ❞8;❡❝;✐♦♥ ❞❡? ❝♦♠♠✉♥❛✉;8?✳ ❬❚❛♥❣ ❡; ▲✐✉ ✷✵✶✵❪ ❢❛✐; ♣❛C;✐❡

❞❡? ♣C❡♠✐❡C? ;C❛✈❛✉① S✉✐ ♦♥; ❡??❛②8 ❞❡ ;C❛♥?❢♦C♠❡C ❧❡ ♣C♦❜❧L♠❡ ❞❡ ❞8;❡❝;✐♦♥ ❞❡? ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉;8? ❞❛♥? ❧❡? ❣C❛♣❤❡? ?✐♠♣❧❡? ✈❡C? ❧❡? ❣C❛♣❤❡? ♠✉❧;✐♣❧❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡;✱ ❬❚❛♥❣ ❡; ▲✐✉ ✷✵✶✵❪

♣C♦♣♦?❡♥; ✉♥ ♠♦❞L❧❡ ✉♥✐✜8 ✭✈♦✐C ✜❣✉C❡ ✸✳✻✮ ♦Z ❧✬❛❣C8❣❛;✐♦♥ ♣❡✉; ?❡ ❢❛✐C❡ [ ❞❡✉① ❡♥❞C♦✐;?❀

?♦✐; ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡? ♠❛;C✐❝❡? ❞✬✉;✐❧✐;8✱ ?♦✐; ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡? ♠❛;C✐❝❡? ❞✬✐♥❞✐❝❛;✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛C;❡✲

♥❛♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;❛✐C❡✳ ❈❡;;❡ ❛♣♣C♦❝❤❡ ♥✬❡?; ♣❛? ❛❞❛♣;8❡ ❛✉① ❣C❛♣❤❡? ❞❡ ;❛✐❧❧❡ ✐♠♣♦C;❛♥;❡✱

❝❛C ❧✬✉;✐❧✐?❛;✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦C✐;❤♠❡ ❑✲♠❡❛♥? ❡①✐❣❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛^;C❡ ❧❡ ♥♦♠❜C❡ ❞❡? ❝♦♠♠✉♥❛✉;8? [

;C♦✉✈❡C✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ▼♦❞L❧❡ ✉♥✐✜8 ♣♦✉C ❧❛ ❞8;❡❝;✐♦♥ ❞❡? ❝♦♠♠✉♥❛✉;8? ❬❚❛♥❣ ❡; ▲✐✉ ✷✵✶✵❪

▲✬❡✣❝❛❝✐;8 ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛C✐;8 ❡; ❞❡ ?♦♥ ♦♣;✐♠✐?❛;✐♦♥ ❞❛♥? ❧❡? ❛♣♣C♦❝❤❡? ❞❡ ❞8;❡❝;✐♦♥

❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;8? ❞❡? ❣C❛♣❤❡? ?✐♠♣❧❡? ❛ ♠♦;✐✈8 ?♦♥ ❡①;❡♥?✐♦♥ ❞❛♥? ❧❡ ❝❛❞C❡ ❞❡? ❣C❛♣❤❡?

♠✉❧;✐♣❧❡①❡?✳ ❬▼✉❝❤❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ♦♥; ♣C♦♣♦?8 ✉♥❡ ❣8♥8C❛❧✐?❛;✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛C✐;8✳ ▲❛

❢♦C♠✉❧❡ ❡?; ❧❛ ?✉✐✈❛♥;❡✿
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Qmultiplexe(P ) =
1

2µ

∑

c∈P

∑

i,j∈c
k,l:1→α

((

A
[s]
ij − λk

d
[k]
i d

[k]
j

2m[k]

)

δkl + δijC
kl
ij

)

✭✸✳✷✹✮

♦9 µ =
∑

j∈V
k,l:1→α

m[k]+Cjkl ❡;< ❧❡ ❢❛❝<❡✉B ❞❡ ♥♦B♠❛❧✐;❛<✐♦♥✱ ❡< λk ❡;< ❧❡ ❢❛❝<❡✉B ❞❡ BH;♦❧✉<✐♦♥✳

❉❛♥; ❧❡ ❝♦♥<❡①<❡ ❞❡ BH;❡❛✉ ♠✉❧<✐♣❧❡①❡✱ ;❡✉❧❡♠❡♥< ❧❡; ❧✐❡♥; ✐♥<❡B♥❡; ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ;♦♥< ❞❡;

❧✐❡♥; ✐♠♣❧✐❝✐<❡; B❡❧✐❛♥< ✉♥ ♥M✉❞ i N ❧✉✐ ♠O♠❡ ❞❛♥; ❧❡; ❛✉<B❡; ❝♦✉❝❤❡;✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉; ❛✈♦♥;

Ckl
ij = 0 ∀i 6= j✳ 1❛B♠✐ ❧❡; <B❛✈❛✉① Q✉✐ ♦♥< ✉<✐❧✐;H ❧❛ ♠♦❞✉❧❛B✐<H ♠✉❧<✐♣❧❡①❡ ♥♦✉; <B♦✉✈♦♥;

❬❈♦;<❛ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ■❧; ♦♥< ♣B♦♣♦;H ✉♥❡ ✈❡B;✐♦♥ ✐♥;♣✐BH❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦B✐<❤♠❡ ❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥ ❛♣♣❡❧H❡

●❡♥▲♦✉✈❛✐♥✳

 !✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ●❡♥▲♦✉✈❛✐♥✿ ■❧ ❡;< ❜❛;H ;✉B ❧✬❛❧❣♦B✐<❤♠❡ ❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥ ❬❇❧♦♥❞❡❧ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪

❡< ✐❧ ✐♠♣❧H♠❡♥<❡ ✉♥❡ ♠H<❤♦❞❡ ❞✬♦♣<✐♠✐;❛<✐♦♥ ❣❧♦✉<♦♥♥❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛B✐<H✳ ➚ ❧✬H<❛<

✐♥✐<✐❛❧✱ ❝❤❛Q✉❡ ♥M✉❞ ❡;< ❛✛❡❝<H N ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉<H ❞✐✛HB❡♥<❡ ❞❡; ❛✉<B❡;✳ ▲✬❛❧❣♦B✐<❤♠❡

❛♣♣❧✐Q✉❡ ❡♥;✉✐<❡ ✉♥❡ ✐<HB❛<✐♦♥ ❞❡ ;✉❝❝❡;;✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛;❡; ✿

 ❤❛0❡ ❞✬❛✛❡❝3❛3✐♦♥ ❞❡0 ♥4✉❞0✿ ♣♦✉B ❝❤❛Q✉❡ ♥M✉❞ x ♦♥ H✈❛❧✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛B✐<H

♠✉❧<✐♣❧❡①❡ ;✐ ♦♥ ❧❡ ❞H♣❧❛❝❡ ❞❛♥; ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉<H ❞❡ ;❡; ✈♦✐;✐♥; ❞✐B❡❝<;✳ ❖♥ ❞H♣❧❛❝❡ x

❞❛♥; ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉<H ❞✉ ✈♦✐;✐♥ Q✉✐ ♠❛①✐♠✐;❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛B✐<H✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥ ❣❛✐♥

♥✬❡;< <B♦✉✈H✱ ❧❡ ♥M✉❞ B❡;<❡ ❞❛♥; ;❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉<H✳

 ❤❛0❡ ❞❡ ❝♦♠♣!❡00✐♦♥✿ ♦♥ ❝♦♠♣B❡;;❡ ❧❡ ❣B❛♣❤❡ ♦❜<❡♥✉ ❡♥ B❡♠♣❧❛]❛♥< ❝❤❛Q✉❡ ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉<H ♣❛B ✉♥ ;❡✉❧ ♥M✉❞✳ ❉❡✉① ♥M✉❞; cx✱ cy ❞❛♥; ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣B❛♣❤❡ ;♦♥< ❧✐H; ♣❛B ✉♥

❧✐❡♥ ;✬✐❧ ❡①✐;<❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥<B❡ ✉♥ ♥M✉❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉<H B❡♣BH;❡♥<H❡ ♣❛B cx ❡< ✉♥ ♥M✉❞

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉<H B❡♣BH;❡♥<H❡ ♣❛B cy✳ ▲❡ ♣♦✐❞; ❞❡ ❧✐❡♥ ❡♥<B❡ ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉<H; ❡;<

H❣❛❧ N ❧❛ ;♦♠♠❡ ❞❡; ♣♦✐❞; ❞❡; ❧✐❡♥; B❡❧✐❛♥< ❞❡; ♥M✉❞; ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉<H;✳

▲✬❛❧❣♦B✐<❤♠❡ ;✬❛BBO<❡ ;✬✐❧ ♥✬② ❛✈❛✐< ♣❧✉; ❧❛ ♣♦;;✐❜✐❧✐<H ❞❡ BH❛✛❡❝<❛<✐♦♥ ❞❡; ♥M✉❞; ♦✉ ;✐ ✉♥

♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛B✐<H ❡;< ❛<<❡✐♥<✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐<H <❤H♦B✐Q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦B✐<❤♠❡ ♥✬❡;< ♣❛;

H<✉❞✐H❡✱ ♠❛✐; ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐`B❡ ❡①♣HB✐♠❡♥<❛❧❡✱ ❝❡<<❡ ❝♦♠♣❧❡①✐<H ❡;< H✈❛❧✉H❡ N O(nlogn) ❝❡ Q✉✐

❢❛✐< ❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥ ❧❛ ♠H<❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉; B❛♣✐❞❡ ♣♦✉B ❧✬✐❞❡♥<✐✜❝❛<✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉<H;✳

❘H❝❡♠♠❡♥<✱ ❬❇❛<<✐;<♦♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✸❪ ♦♥< ♣B♦♣♦;H ❞✬H<❡♥❞B❡ ❧❡; ♠❡;✉B❡; ❞❛♥; ❧❡; ❣B❛♣❤❡;

;✐♠♣❧❡; ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐B ❧❡; ✉<✐❧✐;❡B ❞❛♥; ❧❡ ❝♦♥<❡①<❡ ❞❡; ❣B❛♣❤❡; ♠✉❧<✐♣❧❡①❡;✳ ❈❡<<❡ ❛♣♣B♦❝❤❡

✽✹



✸✳✸✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙ ❉❆◆❙ ▲❊❙ ●❘❆1❍❊❙ ▼❯▲❚■1▲❊❳❊❙

4❡♣♦8❡ 8✉4 ❧✬✐❞>❡ ?✉✬✉♥ ♥A✉❞ ✭♦✉ ❧✐❡♥✮ ❞♦✐D ED4❡ ✐♠♣❧✐?✉> ❞❛♥8 ♣❧✉8 ?✉✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❛✜♥ ❞❡

♣♦✉✈♦✐4 ED4❡ ♣4✐8 ❡♥ ❝♦♠♣D❡✱ 8✐♥♦♥ 8❛ ✈❛❧❡✉4 ❡8D ♥✉❧❧❡✳ 1❛4 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❞>✜♥✐D✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣4>

❞✬✉♥ ♥A✉❞ ❞❛♥8 ✉♥ 4>8❡❛✉ ♠✉❧D✐♣❧❡①❡ 8❡ ❢❛✐D ❝♦♠♠❡ 8✉✐D✿ ❙♦✐D d
[tot]
i =

α
∑

i=2
d
[i]
i ❧❡ ❞❡❣4> D♦D❛❧

❞✬✉♥ ♥A✉❞ i ❞❛♥8 ❧❡ 4>8❡❛✉ ♠✉❧D✐♣❧❡①❡✳ ▲❡ ❞❡❣4> ♠✉❧D✐♣❧❡①❡ ❞✉ ♥A✉❞ i ❡8D ❞>✜♥✐ ♣❛4 ✿

dmultiplexe
i = −

α
∑

k=1

d
[k]
i

d
[tot]
i

log

(

d
[k]
i

d
[tot]
i

)

✭✸✳✷✺✮

▲❛ ❢♦♥❝D✐♦♥ ❞✬❡♥D4♦♣✐❡ ♣4♦♣♦8>❡ ♣❛4 ❬❇❛DD✐8D♦♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✸❪ ❡①✐❣❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛D✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥A✉❞

❞❛♥8 ♣❧✉8 ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ♠✉❧D✐♣❧❡①❡✳ ▲❡ ❞❡❣4> ♠✉❧D✐♣❧❡①❡ ❞✬✉♥ ♥A✉❞ x ❡8D ♥✉❧❧❡ 8✐ D♦✉8 8❡8

✈♦✐8✐♥8 8♦♥D ❝♦♥❝❡♥D4>8 ❞❛♥8 ✉♥❡ 8❡✉❧❡ ❝♦✉❝❤❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥D✱ ❡❧❧❡ ❛DD❡✐♥D 8❛ ✈❛❧❡✉4 ♠❛①✐♠❛❧❡

8✐ ❧❡ ♥♦♠❜4❡ ❞❡ 8❡8 ✈♦✐8✐♥8 ❡8D ❧❡ ♠E♠❡ ❞❛♥8 D♦✉D❡8 ❧❡8 ❝♦✉❝❤❡8✳

✸✳✸✳✺ ❈$✐&'$❡) ❞✬,✈❛❧✉❛&✐♦♥

❉❛♥8 ❧❛ 8❡❝D✐♦♥ ✸✳✷✳✺✱ ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ❢❛✐D ✉♥ ❛♣❡4Y✉ ❞❡8 ❞✐✛>4❡♥D8 ❝4✐D[4❡8 ❞✬>✈❛❧✉❛D✐♦♥ ❞❡8

❝♦♠♠✉♥❛✉D>8 ❞❛♥8 ❧❡ ❝♦♥D❡①D❡ ❞❡8 ❣4❛♣❤❡8 8✐♠♣❧❡8✳ 1❛4 ❝♦♥D4❡✱ ♣❡✉ ❞❡ D4❛✈❛✉① ♦♥D D4❛✐D>

❝❡DD❡ ♣4♦❜❧>♠❛D✐?✉❡ ❞❛♥8 ❧❡ 4>8❡❛✉ ♠✉❧D✐♣❧❡①❡✳ ❆❝D✉❡❧❧❡♠❡♥D✱ ✐❧ ♥✬❡①✐8D❡ ♣❛8 ❞❡8 ❣4❛♣❤❡8

4>❡❧8 ❞❡ 4>❢>4❡♥❝❡ ♦✉ ♠E♠❡ ❞❡8 ❣4❛♣❤❡8 ❣>♥>4>8 ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐[4❡ ❛4D✐✜❝✐❡❧❧❡ ♣❡4♠❡DD❛♥D ❞❡

♣4♦❞✉✐4❡ ❞❡8 4>8❡❛✉① ♠✉❧D✐♣❧❡①❡8 ❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛4❦✳ 1❛4 ❝♦♥8>?✉❡♥D✱ ❧❛ ♠❡8✉4❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛4✐D>

♠✉❧D✐♣❧❡①❡ ❡8D ❝♦♥8✐❞>4>❡ ❝♦♠♠❡ ♠❡8✉4❡ ❣>♥>4❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡8 ✐♥❞✐❝❛D❡✉48 D♦♣♦❧♦❣✐?✉❡8

8❛♥8 ♦✉❜❧✐❡4 8❡8 ❧✐♠✐D❡8 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ 8♦♥ ♦♣D✐♠✐8❛D✐♦♥✳ ❯♥ ❞❡✉①✐[♠❡ ✐♥❞✐❝❛D❡✉4 D♦♣♦❧♦❣✐?✉❡

❛♣♣❡❧>♠❡&✉(❡ ❞❡ (❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛ >D> ♣4♦♣♦8> ♣❛4 ❬❇❡4❧✐♥❣❡4✐♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ❊♥ ❡✛❡D✱ ✐❧8 ✉D✐❧✐8❡♥D

❧❛ ♠❡8✉4❡ ❞❡ 4❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉4 >✈❛❧✉❡4 8✐ ❧❛ 8D4✉❝D✉4❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉D❛✐4❡ ❡8D ♣❛4D❛❣>❡ ♦✉ ♣❛8 ♣❛4

D♦✉D❡8 ❧❡8 ❝♦✉❝❤❡8 ❞✉ ♠✉❧D✐♣❧❡①❡✳ ▲❛ ♣❡4❢♦4♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡DD❡ D❡❝❤♥✐?✉❡ ❞>♣❡♥❞4❛ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✬✐♠♣♦4D❛♥❝❡ ❞❡8 ❞✐✛>4❡♥D❡8 ❝♦✉❝❤❡8 ♣♦✉4 ❧❛ D]❝❤❡ ❞✬✐❞❡♥D✐✜❝❛D✐♦♥ ❞❡8 ❝♦♠♠✉♥❛✉D>8✳ ▲❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡D ✐♥❞✐❝❛D❡✉4 8❡ ❢❛✐D ❝♦♠♠❡ 8✉✐D✳ ❙♦✐❡♥D✿

✕ P ❧✬❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡8 ❝♦✉♣❧❡8 (u, v) ?✉✐ 8♦♥D ❞✐4❡❝D❡♠❡♥D ❝♦♥♥❡❝D>8 ❞❛♥8 ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❛✉

♠♦✐♥8✳

✕

¯̄P ❧✬❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡8 ❝♦✉♣❧❡8 (u, v) ?✉✐ 8♦♥D ❞✐4❡❝D❡♠❡♥D ❝♦♥♥❡❝D>8 ❞❛♥8 ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡8 ❛✉

♠♦✐♥8✳

✕ Pc ⊂ P ❧✬❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡8 ❧✐❡♥8 ❞❛♥8 ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉D> c✳

✕

¯̄Pc ⊂ ¯̄P ❧❡ 8♦✉8✲❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡

¯̄P ❡D ?✉✐ 8♦♥D ❛✉88✐ ❞❛♥8 c✳

✽✺
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▲❛ +❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉45 c ❡64 ❛❧♦+6 ❞♦♥♥5❡ ♣❛+✿

ρ(c) =
∑

(u,v)∈ ¯̄Pc

‖ {k : ∃A[k]
uv 6= 0} ‖

α× ‖ Pc ‖
✭✸✳✷✻✮

▲❛ >✉❛❧✐45 ❞✬✉♥❡ ♣❛+4✐4✐♦♥ ♠✉❧4✐♣❧❡①❡ ♣❡✉4 A4+❡ ❞♦♥♥5❡ ♣❛+✿

ρ(P) = 1

‖ P ‖
∑

c∈P

ρ(c) ✭✸✳✷✼✮

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥6 ❝❡ ❝❤❛♣✐4+❡✱ ♥♦✉6 ❛✈♦♥6 54✉❞✐5 ❧❡6 ❞✐✛5+❡♥4❡6 ❛♣♣+♦❝❤❡6 ❞❡ ❞54❡❝4✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉456 ❞❛♥6 ❧❡6 +56❡❛✉① ♠✉❧4✐♣❧❡①❡6✳ ❊♥ ❡✛❡4✱ ✐❧ ❡①✐64❡ ♣❧✉6✐❡✉+6 ❝❧❛66❡6 ❞✬❛♣♣+♦❝❤❡6✳

❈❡+4❛✐♥6 4+❛✈❛✉① ❝❧❛66✐>✉❡6 ❢♦♥4 +❡❝♦✉+6 K ❧✬❛❣+5❣❛4✐♦♥ ❞❡6 ❝♦✉❝❤❡6 ❡♥ ❛♠♦♥4 ❞✉ ❝❧✉64❡+✐♥❣

♦✉ K ❧✬❛❣+5❣❛4✐♦♥ ❞❡6 ♣❛+4✐4✐♦♥6 ♦❜4❡♥✉❡6 K ❧✬✐66✉❡ ❞✉ ❝❧✉64❡+✐♥❣✳ ❉✬❛✉4+❡6 ❛♣♣+♦❝❤❡6 4+❛✐4❡♥4

❧❡ +56❡❛✉ ♠✉❧4✐♣❧❡①❡ ❡♥ 4❛♥4 >✉✬❡♥4✐45 ❡♥4✐N+❡ ❡4 ❡66❛✐❡♥4 ❞✬❡①♣❧♦+❡+ 4♦✉4❡6 ❧❡6 ❝♦✉❝❤❡6 6✐♠✉❧✲

4❛♥5♠❡♥4✳ O❛+ ❛✐❧❧❡✉+6✱ ❧❡6 ❛♣♣+♦❝❤❡6 ❜❛65❡6 6✉+ ❧✬♦♣4✐♠✐6❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛+✐45 6♦✉✛+❡♥4

❞❡ ♣❧✉6✐❡✉+6 ♣+♦❜❧N♠❡6 ✭♣+56❡♥456 ❞❛♥6 ❧❛ 6❡❝4✐♦♥ ✸✮ ♥♦4❛♠♠❡♥4 ❧❛ ❧✐♠✐4❡ ❞❡ +56♦❧✉4✐♦♥ ❡4

❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐6❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛+✐45 ❞❛♥6 ❧❡ ❝❛❞+❡ ❞❡6 ❣+❛♣❤❡6 ♥♦♥ ♣♦♥❞5+56✳ ❉❛♥6 ❧❛ ♠A♠❡

❧♦❣✐>✉❡✱ ❧❡6 ❛♣♣+♦❝❤❡6 ❝❡♥4+5❡6 ♣+♦♣❛❣❛4✐♦♥✱ ♥♦4❛♠♠❡♥4 ▲O❆✱ 6♦✉✛+❡♥4 ❞❡6 ♣+♦❜❧N♠❡6 ❞✬✐♥✲

64❛❜✐❧✐45 ❡4 ❞❡ +♦❜✉64❡66❡ ✭✈♦✐+ 6❡❝4✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳ ◆♦✉6 5❝❛+4♦♥6 ❝❡6 ❞❡✉① 4②♣❡6 ❞✬❛♣♣+♦❝❤❡6 ❡4

♥♦✉6 ♥♦✉6 ✐♥45+❡66♦♥6 K ❧✬❡①♣❧♦+❛4✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦+✐4❤♠❡ ❝❡♥4+5 ❣+❛✐♥❡ ❞❛♥6 ✉♥ ❝❛❞+❡ ❞❡ +5✲

6❡❛✉① ♠✉❧4✐♣❧❡①❡6✳ ❉❛♥6 ❧❡ ❝❤❛♣✐4+❡ 6✉✐✈❛♥4✱ ♥♦✉6 ✐♥4+♦❞✉✐6♦♥6 ♥♦4+❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ❞❡ ❞54❡❝4✐♦♥

❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉456 ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ❡♥ ❡①♣❧♦+❛♥4 6✐♠✉❧4❛♥5♠❡♥4 ❧❡6 ❝♦✉❝❤❡6 ❞❡ +56❡❛✉ ♠✉❧4✐♣❧❡①❡✳

❈❡ 4②♣❡ ❞✬❛♣♣+♦❝❤❡ ✈❛ ♥♦✉6 ♣❡+♠❡44+❡ ❞✬❛✈♦✐+ ❡♥ ♣+❡♠✐❡+ 4❡♠♣6 ❞❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉456 ❞❡

♠❡✐❧❧❡✉+❡6 >✉❛❧✐456 ✭❝❤❛♣✐4+❡ ✹✮ ❡4 ❡♥ ❞❡✉①✐N♠❡ 4❡♠♣6 ❞✬❛♠5❧✐♦+❡+ ❧❛ +❡❝♦♠♠❛♥❞❛4✐♦♥ ❞❡

4❛❣6 ✭❝❤❛♣✐4+❡ ✺✮✳ ▲❡ ♠❛❥❡✉+ ✐♥❝♦♥✈5♥✐❡♥4 >✉❡ ♥♦✉6 +❡♥❝♦♥4+♦♥6 ❡64 ❧❡ ♠❛♥>✉❡ ❞✬♦✉4✐❧6

❞✬5✈❛❧✉❛4✐♦♥ ❞❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉456 ♠✉❧4✐♣❧❡①❡6✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✹

▼✉①✲▲✐❝♦❞

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♥♦✉& ❧✬❛✈♦♥& ✈✉ ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♣✐01❡ ✸✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛10 ❞❡& 01❛✈❛✉① ❞❛♥& ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❞✬❛♥❛❧②&❡ ❞❡& 16&❡❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡& &✬✐♥061❡&&❡♥0 7 ❞❡& 16&❡❛✉① &✐♠♣❧❡& ❡0 &0❛0✐8✉❡&✳ ❖1✱ ❞❛♥&

❞❡ ♥♦♠❜1❡✉① ❝♦♥0❡①0❡&✱ ❧❡& 16&❡❛✉① ❞✬✐♥0❡1❛❝0✐♦♥& ♣❡✉✈❡♥0 <01❡✿

✕ ❍!"!#♦❣&♥❡)✿ ✐❧& ❝♦♥0✐❡♥♥❡♥0 ❞✐✛61❡♥0& 0②♣❡& ❞❡ ♥@✉❞& ❡0 ❞❡ ❞✐✛61❡♥0& 0②♣❡& ❞❡ ❧✐❡♥&✳

✕ ❉②♥❛♠✐/✉❡)✿ ♦A ❧❡& ♥@✉❞& ❡0 ❧❡& ❧✐❡♥& ♣❡✉✈❡♥0 ✈❛1✐❡1 ❛✈❡❝ ❧❡ 0❡♠♣&✳

✕ ❆""#✐❜✉!)✿ ♦A ❧❡& ♥@✉❞& ❞✉ 16&❡❛✉ &♦♥0 ❞6❝1✐0& ♣❛1 ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞✬❛001✐❜✉0&✳

❘6❝❡♠♠❡♥0 ❬❇❡1❧✐♥❣❡1✐♦ ❡" ❛❧✳ ✷✵✶✸❪ ♦♥0 ♣1♦♣♦&6 ✉♥ ♠♦❞J❧❡ ♣❡1♠❡00❛♥0 ❞❡ ♣1❡♥❞1❡ ❡♥

❝♦♠♣0❡ ❧❡& ♣1✐♥❝✐♣❛❧❡& ❝❛1❛❝061✐&0✐8✉❡& ❞❡ ❝❡& 16&❡❛✉①✳ ◆♦✉& 1❛♣♣❡❧♦♥& 8✉✬✉♥ 16&❡❛✉ ♠✉❧0✐✲

♣❧❡①❡ ❡&0 ❢♦1♠6 ❞❡ ♣❧✉&✐❡✉1& ❝♦✉❝❤❡& ✐♥0❡1❝♦♥♥❡❝06❡&✳ ❈❤❛8✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦♥0✐❡♥0 ❡①❛❝0❡♠❡♥0

❧❡ ♠<♠❡ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥@✉❞&✱ ♠❛✐& ❧❡ 0②♣❡ ❞❡ ❧✐❡♥& ✈❛1✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ 7 ✉♥❡ ❛✉01❡✳ ❉❛♥& ❝❡

0②♣❡ ❞❡ 16&❡❛✉①✱ ♥♦✉& ✐❞❡♥0✐✜♦♥& ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡& ❞✬❛♣♣1♦❝❤❡& ♣♦✉1 ❛❜♦1❞❡1 ❧❛ ♣1♦❜❧6♠❛0✐8✉❡

❞❡ ❞60❡❝0✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉06& ❞❛♥& ✉♥❡ &01✉❝0✉1❡ ♠✉❧0✐♣❧❡①❡✳ ▲❛ ♣1❡♠✐J1❡ ❝♦♥&✐&0❡ 7 1❛♠❡✲

♥❡1 ❧❡ ♣1♦❜❧J♠❡ ❡♥ ✉♥ ♣1♦❜❧J♠❡ ❞❡ ❞60❡❝0✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉06& ❞❛♥& ✉♥ 16&❡❛✉ ♠♦♥♦♣❧❡①❡

❝♦♠♠❡ ❧✬❛❣16❣❛0✐♦♥ ❞❡& ❝♦✉❝❤❡& ✭❆❈✮ ❬❇❡1❧✐♥❣❡1✐♦ ❡" ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ❡0 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❝❧✉&0❡1✐♥❣

✭❊❈✮ ❬❇1♦✇♥ ✷✵✶✵❪✳ ▲❛ ❞❡✉①✐J♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♥&✐&0❡ 7 ❢❛✐1❡ 6✈♦❧✉❡1 ✉♥ ❛❧❣♦1✐0❤♠❡ ❡①✐&0❛♥0

♣♦✉1 &✬❛❞❛♣0❡1 ❛✉ ❝❛& ❞✉ 16&❡❛✉ ♠✉❧0✐♣❧❡①❡ 0❡❧ ❡&0 ❧❡ ❝❛& ❞❡& ❛♣♣1♦❝❤❡& ❜❛&6❡& &✉1 ❧✬♦♣0✐♠✐✲

&❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛1✐06 ❬▼✉❝❤❛ ❡" ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❞♦♥0 ♥♦✉& ❝♦♥♥❛✐&&♦♥& ❧❡& ❧✐♠✐0❡& ✭✈♦✐1 &❡❝0✐♦♥

✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐01❡ ✸✮✳ ❈✬❡&0 ♣♦✉1 ❝❡& 1❛✐&♦♥& 8✉❡ ♥♦✉& ♥♦✉& &♦♠♠❡& ♦1✐❡♥06& ✈❡1& ❧❡& ❛♣♣1♦❝❤❡&

❧♦❝❛❧❡& ❝❡♥016❡& ❣1❛✐♥❡&✳ ❉❛♥& ❝❡ ❝❤❛♣✐01❡✱ ♥♦✉& ♣1♦♣♦&♦♥& ❞❛♥& ❧❛ &❡❝0✐♦♥ ✹✳✷ ♥♦01❡ ❛❧❣♦✲
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3✐5❤♠❡ ❞❡ ❞:5❡❝5✐♦♥ ❞❡> ❝♦♠♠✉♥❛✉5:> ❝❡♥53: ❣3❛✐♥❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ B✉✐ ❡>5 ✉♥❡ ❡①5❡♥>✐♦♥ ❞❡

▲✐❝♦❞ ❬❨❛❦♦✉❜✐ ❡5 ❑❛♥❛✇❛5✐ ✷✵✶✹❪✳ ▲❛ ❣:♥:3❛❧✐>❛5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣3♦❝❤❡ 3❡B✉✐❡35 ❧❛ 3❡❞:✜♥✐5✐♦♥

❞❡> ♠:53✐B✉❡> ❞❡ ❜❛>❡ ❝♦♠♠❡✿ ❧❡ ❞❡❣3:✱ ❧❡ ✈♦✐>✐♥❛❣❡✱ ❧❛ ❝❡♥53❛❧✐5:✳ ❉❛♥> ❧❛ >❡❝5✐♦♥ ✹✳✸✱ ♥♦✉>

♠❡♥♦♥> ♥♦> ❡①♣:3✐♠❡♥5❛5✐♦♥> >✉3 ❞✐✛:3❡♥5> 5②♣❡> ❞❡ 3:>❡❛✉① ♦V ❧✬:✈❛❧✉❛5✐♦♥ >❡ ❢❛✐5 ❞✬✉♥❡

♠❛♥✐X3❡ ♥♦♥ >✉♣❡3✈✐>:❡✳ ❊♥ ❡✛❡5✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉> ❧✬❛✈♦♥> :✈♦B✉: ❞❛♥> ❧❡ ❝❤❛♣✐53❡ ✸✱ ❧❡ ♠❛❥❡✉3

♣3♦❜❧X♠❡ ❞❡> 3:>❡❛✉① ♠✉❧5✐♣❧❡①❡> ❡>5 ❧✬❛❜>❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛35✐5✐♦♥ ❞❡ 3:❢:3❡♥❝❡✳ ◆♦✉> ❝♦♠♣❛✲

3♦♥> ❞❛♥> ❧❛ >❡❝5✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ ❧✬❛❧❣♦3✐5❤♠❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ❛✈❡❝ ❧❡> ❛✉53❡> ❛♣♣3♦❝❤❡> ❞❡ ❞:5❡❝5✐♦♥

❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5:> ♣3:>❡♥5:❡> ❞❛♥> ❧❡ ❝❤❛♣✐53❡ ✸ :5❛5 ❞❡ ❧✬❛35 ❡♥ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡> ♠❡>✉3❡> ❞❡

♠♦❞✉❧❛3✐5: ♠✉❧5✐♣❧❡①❡ ❡5 ❞❡ 3❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡①♣❧✐B✉:❡> ❞❛♥> ❧❛ >❡❝5✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳✷✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡

❝❤❛♣✐53❡✱ ♥♦✉> ❡①♣♦>♦♥> ❧❡> ❞✐✛:3❡♥5> 3:>✉❧5❛5> ❡5 ♥♦✉> 5❡3♠✐♥♦♥> ♣❛3 ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉>✐♦♥✳

✹✳✷ ▲✬❛❧❣♦)✐+❤♠❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞

✹✳✷✳✶ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ✐♥❢♦(♠❡❧❧❡

❉❛♥> ❝❡ 53❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉> ♣3♦♣♦>♦♥> ❞✬:5❡♥❞3❡ ✉♥❡ ❛♣♣3♦❝❤❡ ❞❡ ❞:5❡❝5✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5:>

❝❡♥53:❡ ❣3❛✐♥❡ ♣♦✉3 ❧❡> 3:>❡❛✉① ♠✉❧5✐♣❧❡①❡>✳ ◆♦✉> 3❛♣♣❡❧♦♥> B✉✬✉♥❡ ❣3❛✐♥❡ ❡>5 ✉♥ ♥\✉❞ ♦✉

✉♥ ❡♥>❡♠❜❧❡ ❞❡> ♥\✉❞> >:❧❡❝5✐♦♥♥:> ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐X3❡ ✐♥❢♦3♠:❡ ❛✉5♦✉3 ❞❡ ❧❛B✉❡❧❧❡ ❧❡> ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉5:> ❧♦❝❛❧❡> ♣❡✉✈❡♥5 ]53❡ ❝❛❧❝✉❧:❡>✳ ➚ ♣❛35✐3 ❞❡ ❝❡> ❝♦♠♠✉♥❛✉5:> ❧♦❝❛❧❡>✱ ♥♦✉> ❝❛❧❝✉❧♦♥>

✉♥❡ >53✉❝5✉3❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5❛✐3❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉> ♠X♥❡ ^ ❞:❝♦♠♣♦>❡3 ❧❡ ♣3♦❜❧X♠❡ ❡♥ 53♦✐>

>♦✉> ♣3♦❜❧X♠❡>✿ ✭✶✮ ❈♦♠♠❡♥5 ✐❞❡♥5✐✜❡3 ❧❡> ❣3❛✐♥❡>❄ ✭✷✮ ❈♦♠♠❡♥5 ❝❛❧❝✉❧❡3 ❧❡✉3> ❝♦♠♠✉♥❛✉✲

5:> ❧♦❝❛❧❡>❄ ❊5 ✭✸✮ ❝♦♠♠❡♥5 ♣❛>>❡3 ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5: ❧♦❝❛❧❡ ^ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5: ❣❧♦❜❛❧❡❄

▲❛ ♣3:>❡♥5❛5✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦3✐5❤♠❡ ✷ 5②♣✐B✉❡ ❝❡♥53: ❣3❛✐♥❡ ❛ :5: ✐♥53♦❞✉✐5❡ ❞❛♥> ❧❛ >❡❝5✐♦♥ ✸✳✷✳✹

❞✉ ❝❤❛♣✐53❡ ✸✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❛♣♣3♦❝❤❡ ❝❡♥53:❡ ❣3❛✐♥❡ ❡>5 ❥✉>5✐✜: ♣❛3 ❧❡ ❢❛✐5 B✉✬❡❧❧❡ ❡>5 ❜❛✲

>:❡ >✉3 ❞❡> ❝❛❧❝✉❧> ❧♦❝❛✉① ❝❡ B✉✐ ♣❡3♠❡5 ❞✬❡♥✈✐>❛❣❡3 >♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥ >✉3 ❞❡ ❣3❛♥❞> ❣3❛♣❤❡>

❬❑❛♥❛✇❛5✐ ✷✵✶✹❪ ❝♦♥53❛✐3❡♠❡♥5 ❛✉① ❛♣♣3♦❝❤❡> ❜❛>:❡> >✉3 ❧❛ ♠♦❞✉❧❛3✐5: ❡5 >✉3 ❧✬✐❞❡♥5✐✜✲

❝❛5✐♦♥ ❞❡> ❝❧✐B✉❡> B✉✐ ♥❡ 53❛✐5❡♥5 ♣❛> ❧❡> ❣3❛♣❤❡> ❞❡ ❣3❛♥❞❡> 5❛✐❧❧❡>✳ ▲❡> ❣3❛♥❞❡> ❧✐❣♥❡> ❞❡

❧✬❛❧❣♦3✐5❤♠❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ >❡ ♣3:>❡♥5❡♥5 ❝♦♠♠❡ >✉✐5✿

✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡' ❣)❛✐♥❡'✿ ❧❡ ❜✉5 ❞❡ ❝❡55❡ :5❛♣❡ ❡>5 ❞✬✐❞❡♥5✐✜❡3 ❧❡> ♥\✉❞> B✉✐ >❡♠❜❧❡♥5

]53❡ ❞❡> ❧❡❛❞❡3>✳ b❧✉>✐❡✉3> ❤❡✉3✐>5✐B✉❡> ♣❡✉✈❡♥5 ]53❡ ✉5✐❧✐>:❡> ♣♦✉3 ❡>5✐♠❡3 ❧❡ 3c❧❡ ❞✬✉♥

♥\✉❞✳ ▲❛ ❞:5❡3♠✐♥❛5✐♦♥ ❞❡> ❣3❛✐♥❡> >❡ ❞✐✈✐>❡ ^ >♦♥ 5♦✉3 ❡♥ ❞❡✉① :5❛♣❡>✿

✕ b3❡♠✐X3❡♠❡♥5✱ 5♦✉> ❧❡> ♥\✉❞> ❛②❛♥5 ✉♥❡ ❝❡♥53❛❧✐5: ♣❧✉> :❧❡✈:❡ B✉❡ ❧❛ ❝❡♥53❛❧✐5: ❞❡
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❧❡✉67 ✈♦✐7✐♥7 ❞✐6❡❝>7 7♦♥> ❝❤♦✐7✐7 ❝♦♠♠❡ ❞❡7 ❝❛♥❞✐❞❛>7 ♣♦✉6 C>6❡ ❞❡7 ❣6❛✐♥❡7✳ ❉❛♥7

❧✬❛❧❣♦6✐>❤♠❡ ✹ ❝❡>>❡ E>❛♣❡ ❡7> 6E❛❧✐7E❡ ♣❛6 ❧❛ ❢♦♥❝>✐♦♥ ✐!▲❡❛❞❡&✭✮ ✭❧✐❣♥❡ ✸✮✳

✕ ❉❡✉①✐L♠❡♠❡♥>✱ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ✐♥>L❣6❡ ✉♥❡ ♣❤❛7❡ ❞❡ 6❡❣6♦✉♣❡♠❡♥> ❞❡7 ❧❡❛❞❡67 ✭❧✐❣♥❡ ✼

❞❛♥7 ❧✬❛❧❣♦6✐>❤♠❡ ✹✮ ❡7>✐♠E7 C>6❡ ❞❛♥7 ❧❛ ♠C♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉>E✳ ❈❡>>❡ E>❛♣❡ ♣❡6♠❡>

❞❡ ❢❛✐6❡ ❢❛❝❡ O ✉♥ E✈❡♥>✉❡❧ ❣6❛♥❞ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡67 ❝❡ Q✉✐ ✈❛ ❛✛❡❝>❡6 ❞✐6❡❝>❡♠❡♥>

❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉>E7 ✜♥❛❧✳

T❛6 ❝♦♥7EQ✉❡♥>✱ ❧❛ Q✉❡7>✐♦♥ Q✉✐ 7❡ ♣♦7❡ ❡7> ❝♦♠♠❡♥> ❞E>❡6♠✐♥❡6 ❧❡ ❞❡❣6E ❞✬✉♥ ♥U✉❞

❛✐♥7✐ Q✉❡ ❧❡7 ❞❡❣6E7 ❞❡ 7❡7 ✈♦✐7✐♥7 ❞❛♥7 ♣❧✉7✐❡✉67 ❝♦✉❝❤❡7 ❞✬✉♥ 6E7❡❛✉ ♠✉❧>✐♣❧❡①❡✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡' ❝♦♠♠✉♥❛✉+,' ❧♦❝❛❧❡' ❞❡' ❣.❛✐♥❡'✿ ❝❡>>❡ E>❛♣❡ 7❡ ❢❛✐> E❣❛❧❡♠❡♥> ❡♥

❞❡✉① >❡♠♣7✿

✕ ❚♦✉> ❞✬❛❜♦6❞✱ ❝❤❛Q✉❡ ♥U✉❞ ❝❛❧❝✉❧❡ 7♦♥ ❞❡❣6E ❞✬❛♣♣❛6>❡♥❛♥❝❡ O ❝❤❛Q✉❡ ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉>E ❞❛♥7 C✳ ❯♥❡ ❧✐7>❡ ♦6❞♦♥♥E❡ ❞❡7 ❝♦♠♠✉♥❛✉>E7 ♣❡✉> ❛❧♦67 C>6❡ ♦❜>❡♥✉❡ ♣♦✉6

❝❤❛Q✉❡ ♥U✉❞✱ ❡> ❞❛♥7 ❧❛Q✉❡❧❧❡ ❧❡7 ❝♦♠♠✉♥❛✉>E7 ❛②❛♥> ❧❡ ♣❧✉7 ❣6❛♥❞ ❞❡❣&* ❞✬❛♣♣❛&✲

.❡♥❛♥❝❡ 7♦♥> ❝❧❛77E❡7 ❡♥ ♣6❡♠✐❡6 ✭❧✐❣♥❡7 ✾✲✶✸ ❞❛♥7 ✹✮✳

✕ ❊♥7✉✐>❡✱ ❝❤❛Q✉❡ ♥U✉❞ ❛❥✉7>❡ 7❛ ❧✐7>❡ ❞❡ ♣6E❢E6❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛6>❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉>E7 ♣❛6 ❧❛ ❢✉7✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✈❡❝ ❧❡7 ❧✐7>❡7 ❞❡ ♣6E❢E6❡♥❝❡7 ❞❡ 7❡7 ✈♦✐7✐♥7 ❞✐6❡❝>7

❞❛♥7 ❧❡ 6E7❡❛✉✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝>✐♦♥ ♣6♦♣♦7E❡ ❞❛♥7 ❬❨❛❦♦✉❜✐ ❡> ❑❛♥❛✇❛>✐ ✷✵✶✹❪ ❡7> ❜❛7E❡

7✉6 ❧❛ ❞✐7>❛♥❝❡✳

➚ ❝❡>>❡ E>❛♣❡✱ ♥♦✉7 ❛✈♦♥7 ❜❡7♦✐♥ ❞❡ ❞E>❡6♠✐♥❡6 ❧❛ ❞✐7>❛♥❝❡ ❡♥>6❡ ❞❡✉① ♥U✉❞7 ❞❛♥7

✉♥ 6E7❡❛✉ ♠✉❧>✐♣❧❡①❡✳

✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡' ❝♦♠♠✉♥❛✉+,'✿ ❡♥✜♥✱ ❝❤❛Q✉❡ ♥U✉❞ ❡7> ❛✛❡❝>E O ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉>E ♣❧❛❝E❡

❡♥ >C>❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐7>❡ ❞❡ ♣6E❢E6❡♥❝❡✳

◆♦✉7 ❛✈♦♥7 6❡♠❛6Q✉E ♣6E❝E❞❡♠♠❡♥> Q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②7❡ ❞❡7 6E7❡❛✉① ♠✉❧>✐♣❧❡①❡7 ♥E❝❡77✐>❡ ❧❛ 6❡✲

❞E✜♥✐>✐♦♥ ❞❡7 ♠E>6✐Q✉❡7 ❞❡ ❜❛7❡ ❤❛❜✐>✉❡❧❧❡♠❡♥> ❛♣♣❧✐Q✉E❡7 ❛✉① 6E7❡❛✉① 7✐♠♣❧❡7 ✭❬❇❛>>✐7>♦♥

❡. ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✱ ❬❇6♦❞❦❛ ❡> ❑❛③✐❡♥❦♦ ✷✵✶✹❪✮✳ ❉❛♥7 ❧❛ 7✉✐>❡✱ ♥♦✉7 ♣6♦♣♦7♦♥7 ❞✬E>✉❞✐❡6 >6♦✐7 ♣6✐♥✲

❝✐♣❛❧❡7 ♠E>6✐Q✉❡7 7✉6 ❧❡7Q✉❡❧❧❡7 ▼✉①✲▲✐❝♦❞ 7❡ ❜❛7❡ ♣❡6♠❡>>❛♥> ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡6 6❡7♣❡❝>✐✈❡♠❡♥>

❧❡ ✈♦✐!✐♥❛❣❡ ✱ ❧❡ ❞❡❣&* ❞✬✉♥ ♥6✉❞✱ ❡> ❧❛ ❞✐!.❛♥❝❡ ❞❛♥7 ❧❡ ❝❛❞6❡ ♠✉❧>✐♣❧❡①❡✳
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❆❧❣♦$✐&❤♠ ✹ ▲✬❛❧❣♦7✐9❤♠❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞

❘❡"✉✐%❡✿ G =< V,E > ✉♥ ❣#❛♣❤❡ ♠✉❧*✐♣❧❡①❡

✶✿ L ← ∅ ④❊♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ❧❡❛❞❡#/⑥
✷✿ ❢♦% v ∈ V ❞♦
✸✿ ✐❢ isLeader(v) *❤❡♥
✹✿ L ← L ∪ {v} ✴✯ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡) ❝❛♥❞✐❞❛,) ❧❡❛❞❡-) ✯✴

✺✿ ❡♥❞ ✐❢

✻✿ ❡♥❞ ❢♦%

✼✿ C ← computeCommunitiesLeader(L) ✴✯ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡) ❧❡❛❞❡-) ✯✴

✽✿ ❢♦% v ∈ V ❞♦
✾✿ ❢♦% c ∈ C ❞♦
✶✵✿ M [v, c]← membership(v, c) ✴✯ ❈❛❧❝✉❧❡- ❧❡ ❞❡❣-/ ❞✬❛♣♣❛-,❡♥❛♥❝❡ ✯✴

✶✶✿ ❡♥❞ ❢♦%

✶✷✿ P [v] ❂ -♦%*❆♥❞❘❛♥❦✭M [v]✮
✶✸✿ ❡♥❞ ❢♦%

✶✹✿ %❡♣❡❛*

✶✺✿ ❢♦% v ∈ V ❞♦
✶✻✿ P ∗[v]← rankAggregatex∈{v}∩ΓG(v)P[x]
✶✼✿ P [v]← P ∗[v]
✶✽✿ ❡♥❞ ❢♦%

✶✾✿ ✉♥*✐❧ ❙*❛❜✐❧✐/❛*✐♦♥ ❞❡ P ∗[v]∀v
✷✵✿ ❢♦% v ∈ V ❞♦
✷✶✿ ✴✯ ❛,,-✐❜✉,✐♦♥ v ❛✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉,/) ✯✴

✷✷✿ ❢♦% c ∈ P [v] ❞♦
✷✸✿ ✐❢ |M [v, c]−M [v, P [0]]| ≤ ǫ *❤❡♥
✷✹✿ COM(c)← COM(c) ∪ {v}
✷✺✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✻✿ ❡♥❞ ❢♦%

✷✼✿ ❡♥❞ ❢♦%

✷✽✿ %❡*✉%♥ C

✾✷
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✹✳✷✳✷ ▼✐%❡ ❡♥ (✉✈+❡

✹✳✷✳✷✳✶ ▲❡ ✈♦✐)✐♥❛❣❡

■❧ ② ❛ ♣❧✉8✐❡✉;8 ♠❛♥✐>;❡8 ♣♦✉; ❞A✜♥✐; ❧❡8 ✈♦✐8✐♥8 ❞✬✉♥ ♥D✉❞✳ E❛;♠✐ ❧❡8 ♠AF❤♦❞❡8 ❧❡8

♣❧✉8 8✐♠♣❧❡8✱ ♥♦✉8 F;♦✉✈♦♥8 ❧❛ ♠❡8✉;❡ ❞✬✉♥✐♦♥✴✐♥F❡;8❡❝F✐♦♥ ❞❡ F♦✉8 ❧❡8 ♥D✉❞8 ✈♦✐8✐♥8 ❞❛♥8

F♦✉F❡8 ❧❡8 ❝♦✉❝❤❡8 ❞✉ ;A8❡❛✉ ♠✉❧F✐♣❧❡①❡✳ ❯♥❡ ♣;❡♠✐>;❡ ♣;♦♣♦8✐F✐♦♥ ❛ AFA ❢❛✐F❡ ♣❛; ❬❇;♦❞❦❛

❡F ❑❛③✐❡♥❦♦ ✷✵✶✹❪✱ ❬❑❛③✐❡♥❦♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ♣♦✉; ❞A✜♥✐; ❧❡ ❝♦♥❝❡♣F ❞❡ ✈♦✐8✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥D✉❞✳

❉❛♥8 ❬❇;♦❞❦❛ ❡F ❑❛③✐❡♥❦♦ ✷✵✶✹❪✱ ❧❡8 ❛✉F❡✉;8 ❞A✜♥✐88❡♥F ❧❡ ✈♦✐8✐♥❛❣❡ ♠✉❧F✐♣❧❡①❡ ❞✬✉♥ ♥D✉❞

♣❛; ❧✬✐♥F;♦❞✉❝F✐♦♥ ❞✬✉♥ 8❡✉✐❧ 8✉; ❧❡ ♥♦♠❜;❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡8 ❞❛♥8 ❧❡8W✉❡❧❧❡8 ❞❡✉① ♥D✉❞8 8♦♥F

❧✐A8✳ ❋♦;♠❡❧❧❡♠❡♥F Γm(v) = {u ∈ V F❡❧ W✉❡ count(k) ≥ m : A
[k]
uv > 0}✳ ◆♦✉8 ♣;♦♣♦8♦♥8 ✐❝✐

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡8✉;❡ ♣♦✉; ❝❛❧❝✉❧❡; ❧❡ ✈♦✐8✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥D✉❞ ❜❛8A❡ 8✉; ❧❛ 8✐♠✐❧❛;✐FA✳ ▲✬✐❞A❡

❡8F ❢♦♥❞A❡ 8✉; ❧❡ ❢❛✐F W✉❡ 8✐ ❞❡✉① ♥D✉❞8 ♣❛;F❛❣❡♥F ♣❧✉8✐❡✉;8 ✈♦✐8✐♥8 ❞❛♥8 F♦✉F❡8 ❧❡8 ❝♦✉❝❤❡8

❝♦♠❜✐♥A❡8✱ ❝❡❧❛ 8✐❣♥✐✜❡ W✉✬✐❧8 8♦♥F AF;♦✐F❡♠❡♥F ❧✐A8 ❡F ❞♦✐✈❡♥F ZF;❡ ♣;✐8 ❡♥ ❝♦♠♣F❡ ❞❛♥8 ❧❛

8F;✉❝F✉;❡ ❞❡ ✈♦✐8✐♥❛❣❡ ♠✉❧F✐♣❧❡①❡✳ ▲❡8 AF❛♣❡8 ❞AF❛✐❧❧A❡8 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❡8✉;❡ ❞❡ ✈♦✐8✐♥❛❣❡

♠✉❧F✐♣❧❡①❡ Γmux(v) ❞✬✉♥ ♥D✉❞ v 8♦♥F✿

✶✳ ◆♦✉8 ❞AF❡;♠✐♥♦♥8 ✉♥ ❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛F8 Γ
[k]
tot(v) F❡❧ W✉❡ Γ

[k]
tot(v) =

⋃

Γ(v)[k]∀k ∈
{1, . . . , α}✱ α AF❛♥F ❧❡ ♥♦♠❜;❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡8✳

✷✳ E♦✉; ❝❤❛❝✉♥ ❞❡8 ❝❛♥❞✐❞❛F8 c ∈ Γ
[k]
tot(v)✱ ♥♦✉8 ❞AF❡;♠✐♥♦♥8 8❡8 ✈♦✐8✐♥8 Γ

[k]
tot(c) ❞❡ ❧❛

♠Z♠❡ ❢❛\♦♥ W✉❡ ❞❛♥8 ❧❛ ♣;❡♠✐>;❡ AF❛♣❡✿ Γ
[k]
tot(c) =

⋃

Γ(c)[k]∀k ∈ {1, . . . , α}✳

✸✳ ➚ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ❜❡8♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠AF;✐W✉❡ ♣❡;♠❡FF❛♥F ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ 8✐♠✐❧❛;✐FA

❡♥F;❡ ❧❡ ♥D✉❞ v ❡F ❝❤❛❝✉♥ ❞❡8 ♥D✉❞8 ❛♣♣❛;F❡♥❛♥F _ ❧✬❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡8 ❝❛♥❞✐❞❛F8 Γ
[k]
tot(v)✳

❉❛♥8 ❧❛ ❧✐FFA;❛F✉;❡✱ ✐❧ ❡①✐8F❡ ♣❧✉8✐❡✉;8 ♠❡8✉;❡8 ❞❡ 8✐♠✐❧❛;✐FA F❡❧❧❡ ❡8F ❧❡ ❝❛8 ❞❡ ❧❛ ♠❡8✉;❡

❞✉ ❝♦8✐♥✉8 ♦✉ ❏❛❝❝❛;❞✳ ❊♥ ✉F✐❧✐8❛♥F ❧❛ ♠❡&✉(❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛(✐!+ ❞❡ ❏❛❝❝❛(❞ ❧❛ ❢♦;♠✉❧❡ ❡8F

❧❛ 8✉✐✈❛♥F❡✿

Jaccard(v, c) =
‖Γ[k]

tot(v) ∩ Γ
[k]
tot(c)‖

‖Γ[k]
tot(v) ∪ Γ

[k]
tot(c)‖

✭✹✳✶✮

✹✳ ❯♥ 8❡✉✐❧ δ ∈ [0, 1] ❡8F ✜①A ♣♦✉; ♣♦✉✈♦✐; ❣❛;❞❡; 8❡✉❧❡♠❡♥F ❧❡8 ❝❛♥❞✐❞❛F8 ❞♦♥F ❧❡8 ✈❛❧❡✉;8

❞❡ 8✐♠✐❧❛;✐FA ❛✈❡❝ ❧❡ ♥D✉❞ v 8♦♥F 8✉♣A;✐❡✉;❡8 ♦✉ A❣❛❧❡8 _ ❝❡ 8❡✉✐❧✳

❊①❡♠♣❧❡✿ ◆♦✉8 ♣;❡♥♦♥8 ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ;A8❡❛✉ ♠✉❧F✐♣❧❡①❡ ❝♦♠♣♦8A ♣❛; ✸ ❝♦✉❝❤❡8 ♣;A8❡♥FA

❞❛♥8 ❧❛ ✜❣✉;❡ ✹✳✶✳

▲❡ ❜✉F ❡8F ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡; ❧❡8 ✈♦✐8✐♥8 ❞✉ ♥D✉❞ ♥✉♠A;♦ ✼ ❛✈❡❝ ❧❡8 ♠AF❤♦❞❡8 8✉✐✈❛♥F❡8✿

✾✸
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦✐A✐♥❛❣❡ ♠✉❧D✐♣❧❡①❡ ❞✉ ♥E✉❞ ✼

✕ Union : Γ
⋃
(7) = {4, 5, 6}

✕ Intersection : Γ
⋂
(7) = {5, 6}

✕ Similaritemux✿ Γ
mux(7) =?

Γmux
tot (7) = {4, 5, 6}

Jaccard(7, 4) = ‖Γtot(7)∩Γtot(4)‖
‖Γtot(7)∪Γtot(4)‖

= ‖{(5,6)∩(3,5,6)}‖
‖{(5,6)∪(3,5,6)}‖ = 2

3

Jaccard(7, 5) = ‖Γtot(7)∩Γtot(5)‖
‖Γtot(7)∪Γtot(5)‖

= ‖{(6,4)∩(4)}‖
‖{(6,4)∪(4)}‖ = 1

2

Jaccard(7, 6) = ‖Γtot(7)∩Γtot(6)‖
‖Γtot(7)∪Γtot(6)‖

= ‖{(5,4)∩(4,3)}
‖{(5,4)∪(4,3)}‖ = 1

3

◆♦✉A ❣❛I❞♦♥A ❝♦♠♠❡ ✈♦✐A✐♥ ❞✉ ♥E✉❞ 7 ♥♦DJ Γmux(7) ✉♥✐K✉❡♠❡♥D ❧❡A ♥E✉❞A ❛②❛♥D

✉♥❡ A✐♠✐❧❛I✐DJ Jaccard(7, ?) ≥ δ✱ ❛✈❡❝ δ ∈ [0, 1]✳

❙✐ δ = 0.6 ❛❧♦IA Γmux(7) = {4}✳
❙✐ δ = 0→ Γ

⋃
(7)✳

❙✐ δ = 1→ Γ
⋂
(7)✳

✹✳✷✳✷✳✷ ▲❡ ❞❡❣'( ❞✬✉♥ ♥,✉❞

▲❡ ❞❡❣IJ ❞✬✉♥ ♥E✉❞ ❡AD ❞J✜♥✐ ❝♦♠♠❡ JD❛♥D ❧❛ ❝❛I❞✐♥❛❧✐DJ ❞❡ ❧✬❡♥A❡♠❜❧❡ ❞❡A ✈♦✐A✐♥A

❞✐I❡❝DA✳ ■❧ ♣❡✉D QDI❡ ❞J✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛I❞✐♥❛❧✐DJ ❞❡ |Γ(v)| ❞❡ ❞✐✛JI❡♥D❡A ♠JD❤♦❞❡A ✉D✐❧✐AJ❡A

♣♦✉I ❝❛❧❝✉❧❡I ❧❡ ✈♦✐A✐♥❛❣❡✳ ❉❛♥A ❬❇I♦❞❦❛ ❡D ❑❛③✐❡♥❦♦ ✷✵✶✹❪✱ ❧❡ ❞❡❣IJ ♠✉❧D✐♣❧❡①❡ ❞✬✉♥ ♥E✉❞

❡AD A✐♠♣❧❡♠❡♥D ❞J✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❣IJ❣❛D✐♦♥ ❞❡A ❞❡❣IJA ❞✉ ♥E✉❞ ❞❛♥A ❝❤❛K✉❡ ❝♦✉❝❤❡✳ [❛I

❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉D QDI❡ A✐♠♣❧❡♠❡♥D ❞J✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉I ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡A ❞❡❣IJA ❞❡A ♥E✉❞A

❞❛♥A ❧❡A ❞✐✛JI❡♥D❡A ❝♦✉❝❤❡A✿

dmultiplex
i =

α
∑

k=1

d
[k]
i

α
✭✹✳✷✮

✾✹
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❚♦✉5❡❢♦✐9✱ ❧✬✉5✐❧✐9❛5✐♦♥ ❞❡9 ❢♦♥❝5✐♦♥9 ❞✬❛❣AB❣❛5✐♦♥ ✭❡①✳ ♠✐♥✱ ♠❛①✱ 9♦♠♠❡✮ ♥❡ ♣❡A♠❡5 ♣❛9 ❞❡

♣A❡♥❞A❡ ❡♥ ❝♦♠♣5❡ ❧❡9 ❞✐✛BA❡♥5❡9 AB♣❛A5✐5✐♦♥9 ❞✉ ❞❡❣AB ❞✉ ♠I♠❡ ♥J✉❞ ❞❛♥9 ❧❡9 ❞✐✛BA❡♥5❡9

❝♦✉❝❤❡9✳ ❯♥❡ ❢❛L♦♥ ♣❡A♠❡55❛♥5 ❞❡ ♣A❡♥❞A❡ ❡♥ ❝♦♠♣5❡ ❧❛ ❞✐95A✐❜✉5✐♦♥ ❞❡9 ❞❡❣AB9 ❞✬✉♥ ♥J✉❞

v ❞❛♥9 ❧❡9 ❞✐✛BA❡♥5❡9 ❝♦✉❝❤❡9✱ ❝♦♥9✐95❡ N ❛♣♣❧✐O✉❡A ✉♥❡ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞✬❡♥5A♦♣✐❡ ❝♦♠♠❡ ♣A♦♣♦9B❡

❞❛♥9 ❬❇❛55✐95♦♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✳ ❈❡55❡ ❡♥5A♦♣✐❡ ❡95 ❜❛9B❡ 9✉A ❧✬✐❞B❡ O✉✬✉♥ ♥J✉❞ ✭♦✉ ❧✐❡♥✮ ❞♦✐5

I5A❡ ✐♠♣❧✐O✉B ❞❛♥9 ♣❧✉9 ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❛✜♥ ❞✬I5A❡ ♣A✐9 ❡♥ ❝♦♠♣5❡✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡95 ♣❛9 ❧❡ ❝❛9✱ 9❛

✈❛❧❡✉A ❡95 ♥✉❧❧❡✳ ❋♦A♠❡❧❧❡♠❡♥5✱ ❧❛ ♠❡9✉A❡ ❞✬❡♥5A♦♣✐❡ ❡95 ❞♦♥♥B❡ ❝♦♠♠❡ 9✉✐5✿

❙♦✐5 d
[tot]
i =

α
∑

i=1
d
[i]
i ❧❡ ❞❡❣AB 5♦5❛❧ ❞✬✉♥ ♥J✉❞ i ❞❛♥9 ❧❡ AB9❡❛✉ ♠✉❧5✐♣❧❡①❡✳ ▲❡ ❞❡❣AB ♠✉❧5✐♣❧❡①❡

❞✬✉♥ ♥J✉❞ i ❡95 ❞B✜♥✐ ♣❛A✿

dmultiplex
i = −

α
∑

k=1

d
[k]
i

d
[tot]
i

log

(

d
[k]
i

d
[tot]
i

)

✭✹✳✸✮

▲❡ ❞❡❣AB ❞✬✉♥ ♥J✉❞ i ❡95 ♥✉❧ 9✐ 5♦✉9 9❡9 ✈♦✐9✐♥9 9♦♥5 ❝♦♥❝❡♥5AB9 ❞❛♥9 ✉♥❡ 9❡✉❧❡ ❝♦✉❝❤❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥5✱ ✐❧ ❛55❡✐♥5 9❛ ✈❛❧❡✉A ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧♦A9O✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜A❡ ❞❡ 9❡9 ✈♦✐9✐♥9 ❡95 ❧❡ ♠I♠❡ ❞❛♥9

5♦✉5❡9 ❧❡9 ❝♦✉❝❤❡9✳ ❊♥ A❡♣A❡♥❛♥5 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥9 ❧❛ ✜❣✉A❡ ✹✳✶✱ ❧❡ ❞❡❣AB ❞✉ ♥J✉❞ 7 ♣❡✉5 I5A❡

❝❛❧❝✉❧B ❞❡ ❞✐✛BA❡♥5❡9 ♠❛♥✐[A❡9✿

✶✳ ❊♥ ✉5✐❧✐9❛♥5 ❧❡9 ♠❡9✉A❡9 ❞❡ ✈♦✐9✐♥❛❣❡✿

✕ dmultiplex
7 =

∣

∣Γ
⋃
(7)
∣

∣ = 3 ❡♥ ✉5✐❧✐9❛♥5 ❧❛ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞✬✉♥✐♦♥✳

✕ dmultiplex
7 =

∣

∣Γ
⋂
(7)
∣

∣ = 2 ❡♥ ✉5✐❧✐9❛♥5 ❧❛ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞✬✐♥5❡A9❡❝5✐♦♥✳

✕ dmultiplex
7 = |Γmux(7)| = 1 9✐ δ = 0.6 ❡♥ ✉5✐❧✐9❛♥5 ❧❛ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❜❛9B❡ 9✉A ❧❛ 9✐♠✐❧❛A✐5B✳

✷✳ ❊♥ ✉5✐❧✐9❛♥5 ❧❛ ♠❡9✉A❡ ❞❡ ❇❛55✐95♦♥✿

✕ dmultiplex
7 = 0.234

✹✳✷✳✷✳✸ ▲❛ ❞✐()❛♥❝❡

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐[A❡ 9❡♠❜❧❛❜❧❡ N ❧❛ ❞B✜♥✐5✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣AB ♠✉❧5✐♣❧❡①❡✱ ❞❡✉① ❛♣♣A♦❝❤❡9 ♣❡✉✈❡♥5

I5A❡ ❛♣♣❧✐O✉B❡9 ♣♦✉A ❞B✜♥✐A ❧❡9 ♠❡9✉A❡9 ❞②❛❞✐O✉❡9 ♠✉❧5✐♣❧❡①❡9 ✭② ❝♦♠♣A✐9 ❧❡ ♣❧✉9 ❝♦✉A5

❝❤❡♠✐♥✮✳ ❙♦✐5 X [k](u, v) ✉♥❡ ♠❡9✉A❡ ❞②❛❞✐O✉❡ 9✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧✐O✉❛♥5 ❧❡9 ♥J✉❞9 u ❡5 v ❞❛♥9 ❧❛

❝♦✉❝❤❡ k✳ ❉❡✉① ✈❡A9✐♦♥9 ❞✐✛BA❡♥5❡9 ❞❡ ❧❛ ♠B5A✐O✉❡ ❞②❛❞✐O✉❡ ♠✉❧5✐♣❧❡①❡ X ♣❡✉✈❡♥5 ❛❧♦A9

I5A❡ ❞B✜♥✐❡9✿

✶✳

Xmultiplex(u, v) = F(X [1](u, v), . . . , X [α](u, v)) ✭✹✳✹✮

✾✺
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♦2 F ❡45 ✉♥❡ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞✬❛❣?@❣❛5✐♦♥ ✭♠♦②❡♥♥❡✱ ♠✐♥✱ ♠❛①✱ . . . ✮✳

✷✳ ❯♥❡ ❛✉5?❡ ❞@✜♥✐5✐♦♥ ❡45 ❜❛4@❡ 4✉? ❧✬❡♥5?♦♣✐❡ ♣♦✉? ❧❡4 ❞❡✉① ♥L✉❞4 ✐♠♣❧✐M✉@4 ❞❛♥4 ❧❡4

❞✐✛@?❡♥5❡4 ❝♦✉❝❤❡4 ❬%✉❥❛?✐ ❡5 ❑❛♥❛✇❛5✐ ✷✵✶✹❪✿

Xmultiplex(u, v) = −
α
∑

k=1

X(u, v)[k]

X [tot]
log(

X(u, v)[k]

X [tot]
) ✭✹✳✺✮

♦2 X [tot](u, v) =
∑α

k=1X(u, v)[α]✳

▲❡ ♣❧✉4 ❝♦✉?5 ❝❤❡♠✐♥ ♣❡✉5 Y5?❡ ❞@✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡4 ❧♦♥❣✉❡✉?4 ❞❡ ♣❧✉4 ❝♦✉?5 ❝❤❡♠✐♥

❞❛♥4 ❝❤❛M✉❡ ❝♦✉❝❤❡✳

SPath(v, x) =
α
∑

k=1

pathk(x, v)

α
✭✹✳✻✮

❛✈❡❝ pathk(x, v) ❧❡ ♥♦♠❜?❡ ❞❡4 ❧✐❡♥4 ❡♥5?❡ ❧❡4 ♥L✉❞4 x ❡5 v ❞❛♥4 α ❝♦✉❝❤❡4✳

✹✳✸ ❊①♣&'✐♠❡♥,❛,✐♦♥/ ❡, '&/✉❧,❛,/

❈❡55❡ 4❡❝5✐♦♥ ❞@❝?✐5 ❧❡ ♣?♦5♦❝♦❧❡ ❡①♣@?✐♠❡♥5❛❧ ✉5✐❧✐4@ ❡5 ❞@❝?✐5 ❧❡4 ?@4✉❧5❛54 ❞❡4 ❞✐✈❡?4❡4

❡①♣@?✐♠❡♥5❛5✐♦♥4 ♠❡♥@❡4 ❛✜♥ ❞❡ ♠❡55?❡ ❡♥ ❡①❡?❣✉❡ ♥♦5?❡ ❝♦♥5?✐❜✉5✐♦♥ ❞❡ ❞@5❡❝5✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠✉♥❛✉5@4 ❞❛♥4 ❧❡4 ?@4❡❛✉① ♠✉❧5✐♣❧❡①❡4 ❛②❛♥5 ♣♦✉? ❜✉5 ❧✬❛♠@❧✐♦?❛5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 5]❝❤❡ ❞❡

?❡❝♦♠♠❛♥❞❛5✐♦♥ ❞❡ 5❛❣4✳ ❈❡55❡ 4❡❝5✐♦♥ ♣?@4❡♥5❡ ❡♥✜♥ ✉♥❡ @5✉❞❡ ❝♦♠♣❛?❛5✐✈❡ ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞

❛✈❡❝ ❧❡4 ❛♣♣?♦❝❤❡4 ❡①✐45❛♥5❡4✳

✹✳✸✳✶ ▲❡& ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥-❡&

❉❛♥4 ✉♥ ♣?❡♠✐❡? 5❡♠♣4✱ ♥♦✉4 ❛❧❧♦♥4 5?❛✈❛✐❧❧❡? 4✉? 5?♦✐4 ?@4❡❛✉① ❞❡ ♣❡5✐5❡4 5❛✐❧❧❡4 ✉5✐✲

❧✐4@4 ❞❛♥4 ❧❛ ❧✐55@?❛5✉?❡ ❞❡4 ?@4❡❛✉① ♠✉❧5✐♣❧❡①❡4✿ ❧❡ ?@4❡❛✉ ❞✬✐♥♥♦✈❛5✐♦♥4 ❞❡4 ♠@❞❡❝✐♥4✱ ❧❡

?@4❡❛✉ ❞❡4 ❝❛❜✐♥❡54 ❞✬❛✈♦❝❛54 ❡5 ❧❡ ?@4❡❛✉ ❞❡ ❱✐❝❦❡?4✳ ❊♥ ❞❡✉①✐b♠❡ 5❡♠♣4✱ ♥♦✉4 ♠❡♥♦♥4 ♥♦4

❡①♣@?✐♠❡♥5❛5✐♦♥4 4✉? ❞❡4 ❞♦♥♥@❡4 ❞❡ ♣❧✉4 ❣?❛♥❞❡ 5❛✐❧❧❡✿ ❧❡ ?@4❡❛✉ ❜✐❜❧✐♦❣?❛♣❤✐M✉❡ ❉❜❧♣✳

✕ ❘!"❡❛✉ ❞✬✐♥♥♦✈❛,✐♦♥" ❞❡" ♠!❞❡❝✐♥" ✭❈❑▼✮ ❬❈♦❧❡♠❛♥ ❡! ❛❧✳ ✶✾✺✼❪✿ ❈♦❧❡♠❛♥✱

❑❛5③ ❡5 ▼❡♥③❡❧ ♦♥5 ?❡❝✉❡✐❧❧✐ ❞❡4 ❞♦♥♥@❡4 4✉? ❧✬✐♥♥♦✈❛5✐♦♥ ♠@❞✐❝❛❧❡✳ ▲❡4 ♥L✉❞4 ?❡✲

♣?@4❡♥5❡♥5 ❞❡4 ♠@❞❡❝✐♥4✳ ❚?♦✐4 ?❡❧❛5✐♦♥4 ❡♥5?❡ ❧❡4 ♠@❞❡❝✐♥4 4♦♥5 ♠♦❞@❧✐4@❡4✿ ?❡❧❛5✐♦♥4

❞✬❛♠✐5✐@✱ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥4❡✐❧4 ❡5 ✉♥❡ 5?♦✐4✐b♠❡ ?❡❧❛5✐♦♥ M✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉? ❝❤❛M✉❡

♠@❞❡❝✐♥ ❧❡4 ❝♦♥❢?b?❡4 ❛✈❡❝ M✉✐ ✐❧ ♣?@❢b?❡ ❞✐4❝✉5❡?✳
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✕ ❘!"❡❛✉ ❞❡ ❝❛❜✐♥❡+" ❞✬❛✈♦❝❛+" ✭▲❛③❡❣❛✮ ❬▲❛③❡❣❛ ✷✵✵✶❪✿ ❝❡ =>?❡❛✉ ♠♦❞>❧✐?❡ ❧❡? =❡✲

❧❛G✐♦♥? ❡♥G=❡ ❧❡? ❛✈♦❝❛G? ❛??♦❝✐>?✳ ❚=♦✐? =❡❧❛G✐♦♥? ?♦♥G ♠✐?❡? ❡♥ ❡①❡=❣✉❡✿ ❝♦❧❧❛❜♦=❛G✐♦♥✱

❝♦♥?❡✐❧ ❡G ❛♠✐G✐>✳

✕ ❘!"❡❛✉ ❞❡ ❱✐❝❦❡6"✿ ❧❡? ❞♦♥♥>❡? ♦♥G >G> ❝♦❧❧❡❝G>❡? ❛✉♣=N? ❞❡ ✷✾ >❧N✈❡? ❞❡ ❧❛ ?❡♣G✐N♠❡

❛♥♥>❡ ♣=✐♠❛✐=❡ ❞❛♥? ✉♥❡ >❝♦❧❡ ❞❡ ❱✐❝G♦=✐❛ ❡♥ ❆✉?G=❛❧✐❡✳ ▲❡? >❧N✈❡? >G❛✐❡♥G ❛♠❡♥>? Q

❞>?✐❣♥❡= ❧❡✉=? ❝❛♠❛=❛❞❡? ❞❡ ❝❧❛??❡ ?✉= ✉♥ ❝❡=G❛✐♥ ♥♦♠❜=❡ ❞❡ =❡❧❛G✐♦♥?✱ ② ❝♦♠♣=✐?✿

✶✳ ❆✈❡❝ S✉✐ ✈♦✉? ❡♥G❡♥❞❡③✲✈♦✉? ❄

✷✳ ◗✉✐ ?♦♥G ✈♦? ♠❡✐❧❧❡✉=? ❛♠✐? ❄

✸✳ ❆✈❡❝ S✉✐ ♣=>❢>=❡③✲✈♦✉? G=❛✈❛✐❧❧❡= ❄

❈❤❛S✉❡ S✉❡?G✐♦♥ =❡♣=>?❡♥G❡ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ♠✉❧G✐♣❧❡①❡✳

●=❛♣❤❡? ★ ◆[✉❞? ★ ❆=\G❡? ❉❡♥?✐G>

❈♦♥?❡✐❧ 246 480 ✵✳✵✶✺✾✷✽✸✷

❉✐?❝✉??✐♦♥ 246 565 ✵✳✵✶✽✼✹✽✾✻

❆♠✐G✐> 246 507 ✵✳✵✶✻✽✷✹✷✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❘>?❡❛✉ ❞✬✐♥♥♦✈❛G✐♦♥? ❞❡? ♠>❞❡❝✐♥?✿ ❈❑▼

●=❛♣❤❡? ★ ◆[✉❞? ★ ❆=\G❡? ❉❡♥?✐G>

❈♦♥?❡✐❧ 71 612 ✵✳✷✹✻✷✼✼✻✼

❈♦❧❧❛❜♦=❡= 71 757 ✵✳✸✵✹✻✷✼✼✼

❆♠✐G✐> 71 855 ✵✳✸✹✹✵✻✹✸✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❘>?❡❛✉ ❞❡? ❝❛❜✐♥❡G? ❞✬❛✈♦❝❛G✿ ▲❛③❡❣❛

●=❛♣❤❡? ★ ◆[✉❞? ★ ❆=\G❡? ❉❡♥?✐G>

▼❡✐❧❧❡✉=✲❛♠✐ 29 181 ✵✳✹✹✺✽✶✷✽✶

❙♦=G✐=✲❛✈❡❝ 29 361 ✵✳✽✽✾✶✻✷✺✻

❚=❛✈❛✐❧❧❡=✲❛✈❡❝ 29 199 ✵✳✹✽✸✺✾✻✻

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ ❘>?❡❛✉ ❞❡ ❱✐❝❦❡=?

✕ ▲❡" 6!"❡❛✉① ❞❡ ❉❜❧♣✿ ❉❜❧♣ ❡?G ✉♥❡ ❜❛?❡ ❜✐❜❧✐♦❣=❛♣❤✐S✉❡ ?❝✐❡♥G✐✜S✉❡ ❝♦♥G❡♥❛♥G

♣=✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥G ❞❡? ❛=G✐❝❧❡? ❧✐>? Q ❧✬✐♥❢♦=♠❛G✐S✉❡ ❡G Q ♣❛=G✐= ❞❡?S✉❡❧? ♥♦✉? ❛✈♦♥? ❝=>>

G=♦✐? ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡?✳ ▲❡? ♥[✉❞? ❞❡ G♦✉? ❧❡? ❣=❛♣❤❡? ❝♦==❡?♣♦♥❞❡♥G ❛✉① ❛✉G❡✉=? ❡G

❧❡? ❧✐❡♥? ❞❛♥? ❝❤❛S✉❡ ❣=❛♣❤❡ ❞>?✐❣♥❡♥G ✉♥ G②♣❡ ❞❡ =❡❧❛G✐♦♥ ❞✐✛>=❡♥G❡✳ ▲✬❡♥?❡♠❜❧❡ ❞❡

❞♦♥♥>❡? ❝♦✉✈=❡ ✉♥❡ ♣>=✐♦❞❡ ❞❡ ❝✐♥S ❛♥? ✭❞❡ ✶✾✽✵ ❥✉?S✉✬Q ✶✾✽✺✮✳
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❛✈❡❝ ❧❡ ♠M♠❡ ❡♥7❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥R✉❞7 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦7❛♥4❡ ❡①49❛✐4❡ ❞✉ ♣9❡♠✐❡9 ❣9❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛

❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❝♦✲❛✉4❡✉97✳ ➚ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ♥♦✉7 ♦❜4❡♥♦♥7 49♦✐7 ❣9❛♣❤❡7 ❝♦♠♣♦7B7 ❞✉ ♠M♠❡

❡♥7❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥R✉❞7 ♠❛✐7 ❛✈❡❝ ❞❡7 9❡❧❛4✐♦♥7 ❞✐✛B9❡♥4❡7 ❡♥49❡ ❧❡7 ❛✉4❡✉97✳

▲❡ 4❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡77♦✉7 ♣9B7❡♥4❡ ❧❡7 ❞♦♥♥B❡7 7✉9 ❧❡7 ❣9❛♣❤✐G✉❡7 ❞❡ ❉❇▲%✳

●!❛♣❤❡& ★ ◆)✉❞& ★ ❆!-.❡& ❉❡♥&✐.2

❝♦✲❛✉4❡✉97 2809 5109 0.001295439
❝♦✲✈❡♥✉❡7 2809 251819 0.000000161
❝♦✲❝✐4❛4✐♦♥7 2809 36187 0.000000780

❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ ❘B7❡❛✉ ❉❜❧♣

✹✳✸✳✷ ➱%✉❞❡ ❞❡) ❡✛❡%) ❞❡) ♣❛-❛♠/%-❡) ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞

▼✉①✲▲✐❝♦❞ ♣♦77Q❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❛9❛♠Q49❡7✳ %♦✉9 ❝❡❧❛✱ ♥♦✉7 ❛✈♦♥7 ❢❛✐4 ✉♥❡ B4✉❞❡

7✉9 ❧❡7 ♠B4❤♦❞❡7 ❞❡ ❢✉7✐♦♥ ❞❡ ✈♦4❡7 ✭❇♦"❞❛ ❬❙❝✉❧❧❡② ✷✵✵✼❪✱ ❑❡♠❡♥② ❬❉✇♦"❦ ❡4 ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✱

▼❛❥♦"✐;<✮ ❡♥ ❛♥❛❧②7❛♥4 ❧❡7 49♦✐7 ♣9✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛9❛♠Q49❡7 ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞✿ ❧❡ ✈♦✐7✐♥❛❣❡✱ ❧❡ ❞❡❣9B

❡4 ❧❛ ❞✐74❛♥❝❡✳ ▲❡7 ♠B4❤♦❞❡7 ❞❡ ❢✉7✐♦♥ 7♦♥4 ❞B4❛✐❧❧B❡7 ❞❛♥7 ❧✬❛♥♥❡①❡ ✻✳ ❚♦✉4 ❞✬❛❜♦9❞✱ ♥♦✉7

✜①♦♥7 ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉9❛4✐♦♥ ❞❡ ❜❛7❡ (voisinage = Γmux(v) ❛✈❡❝ δ ∈ [0, 1]✱ degre = dmultiplex
i

✭BG✉❛4✐♦♥ ✹✳✷✮ ❡4 ❞✐74❛♥❝❡❂

∑α
n=1

pathn(x,v)
n

)✳ %❛9 ❧❛ 7✉✐4❡✱ ♥♦✉7 B4✉❞✐♦♥7 ❧❛ ✈❛9✐❛4✐♦♥ ❞❡ 7❡✉✐❧

δ ❞❡ 0 O 1 ♣❛9 ✉♥ ♣❛7 ❞❡ 0.1✳ ❈❡ G✉✐ ♣❡9♠❡4 ❛✉77✐ ❞✬B4✉❞✐❡9 ❧❡7 ♠♦❞❡7 ❯♥✐♦♥ ✭❛✈❡❝ δ = 0✮

✾✽
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❡2 ■♥2❡45❡❝2✐♦♥ ✭❛✈❡❝ δ = 1✮✳ ❊♥ ✈❛4✐❛♥2 = ❝❤❛?✉❡ ❢♦✐5 ❧❡5 ♣❛4❛♠E24❡5✱ ♥♦✉5 ❞H2❡4♠✐♥♦♥5

?✉❛24❡ ♠♦❞❡5✿

✕ ▼♦❞❡ ✶❂ (voisinage = Γmux(v) ❛✈❡❝ δ ∈ [0, 1]✱ degre = |Γmux(v)|✱ ❞✐52❛♥❝❡❂

∑α
n=1

pathn(x,v)
n

)✳

✕ ▼♦❞❡ ✷❂ (voisinage = Γmux(v) ❛✈❡❝ δ ∈ [0, 1]✱ degre = dmultiplex
i ✱ ❞✐52❛♥❝❡❂

∑α
n=1

pathn(x,v)
n

)✳

✕ ▼♦❞❡ ✸❂ (voisinage = Γmux(v) ❛✈❡❝ δ ∈ [0, 1]✱ degre = |Γmux(v)|✱ ❞✐52❛♥❝❡❂

Xmultiplex(u, v)✳

✕ ▼♦❞❡ ✹❂ (voisinage = Γmux(v) ❛✈❡❝ δ ∈ [0, 1]✱ degre = dmultiplex
i ✱ ❞✐52❛♥❝❡❂

Xmultiplex(u, v) ✭H?✉❛2✐♦♥ ✹✳✹✮✳

◆♦✉5 4❡♣4H5❡♥2♦♥5 ✐❝✐ ❧❡5 4H5✉❧2❛25 24♦✉✈H5 ❛✈❡❝ ❧❛ ♠H2❤♦❞❡ ❇♦"❞❛ ❡♥ 2❡4♠❡5 ❞❡ 4❡❞♦♥✲

❞❛♥❝❡ ❡2 ❞❡ ♠♦❞✉❧❛4✐2H✳ ▲❡5 ❛✉24❡5 ♠H2❤♦❞❡5 ❞❡ ❢✉5✐♦♥ ❞❡5 ❧✐52❡5 ▼❛❥♦"✐() ❡2 ❑❡♠❡♥② 5♦♥2

4❡♣4H5❡♥2H❡5 ❞❛♥5 ❧✬❛♥♥❡①❡ ✻✳

✹✳✸✳✷✳✶ ❙②♥,❤./❡

◆♦✉5 4❡♠❛4?✉♦♥5 ?✉❡ ❧❡5 4H5✉❧2❛25 5♦♥2 24E5 5❡♠❜❧❛❜❧❡5 ❡♥ ✉2✐❧✐5❛♥2 ❧❡5 ❞✐✛H4❡♥2❡5 ♠H✲

2❤♦❞❡5 ❞❡ ❢✉5✐♦♥ ❞❡5 ❧✐52❡5✳ ◆♦✉5 ✉2✐❧✐5♦♥5 ❧❛ ♠H2❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉5✐♦♥ ❇♦"❞❛ ♣♦✉4 ❛✈♦✐4 ❧❡ ❝❧❛55❡✲

♠❡♥2 ✜♥❛❧ ❞❡5 ?✉❛24❡ ♠♦❞❡5 ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ 4❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡2 ❞❡ ♠♦❞✉❧❛4✐2H✳

❈❧❛//❡♠❡♥, ❞❡/ ♠♦❞❡/ ❡♥ ,❡4♠❡ ❞❡ 4❡❞♦♥❞❛♥❝❡✿ ❡♥ ❝♦♠♣❛4❛♥2 ❧❡5 ?✉❛24❡ ♠♦❞❡5✱

♥♦✉5 4❡♠❛4?✉♦♥5 ?✉❡ ❧❡5 ❞❡✉① ♠❡✐❧❧❡✉45 5♦♥2✿ ♠♦❞❡ ✶ ❡2 ♠♦❞❡ ✷ ❡♥ 2❡4♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠✳

▲❡5 4H5✉❧2❛25 ❞❡5 ❞❡✉① ♠♦❞❡5 ✸ ❡2 ✹ ❡♥ ✉2✐❧✐5❛♥2 ❧❛ ❞✐52❛♥❝❡ Xmultiplex(u, v) ✭H?✉❛2✐♦♥ ✹✳✹✮

♥❡ ❞♦♥♥❡♥2 ♣❛5 ❞❡ ❜♦♥5 4H5✉❧2❛25✳

✕ ▲✶❂❬♠♦❞❡✷✱ ♠♦❞❡✶✱ ♠♦❞❡✸✱ ♠♦❞❡✹❪

✕ ▲✷❂❬♠♦❞❡✶✱ ♠♦❞❡✷✱ ♠♦❞❡✹✱ ♠♦❞❡✸❪

✕ ▲✸❂❬♠♦❞❡✷✱ ♠♦❞❡✹✱ ♠♦❞❡✸✱ ♠♦❞❡✶❪

✕ ❘H5✉❧2❛2 ❛✈❡❝ ❜♦4❞❛✿ ♠♦❞❡✶❂✼✱ ♠♦❞❡✷❂✹✱ ♠♦❞❡✸❂✶✵✱ ♠♦❞❡✹❂✾

✕ ❘H5✉❧2❛2 ✜♥❛❧❂❬♠♦❞❡✷✱ ♠♦❞❡✶✱ ♠♦❞❡✸✱ ♠♦❞❡✹❪

✾✾
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ ➱3✉❞❡ ❞❡7 ♣❛:❛♠<3:❡7 ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ 7✉: ❧❡ :C7❡❛✉ ❈❑▼
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ➱2✉❞❡ ❞❡6 ♣❛9❛♠;29❡6 ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ 6✉9 ❧❡ 9B6❡❛✉ ❱✐❝❦❡96
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✕ ➱2✉❞❡ ❞❡6 ♣❛9❛♠;29❡6 ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ 6✉9 ❧❡ 9B6❡❛✉ ▲❛③❡❣❛

✶✵✷
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❈❧❛##❡♠❡♥' ❞❡# ♠♦❞❡# ❡♥ '❡*♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛*✐'-✿ ❧❡3 ♠5♠❡3 673✉❧9❛93 3❡ 6❡♣6♦❞✉✐3❡♥9

❡♥ 9❡6♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛6✐97✱ ♥♦✉3 6❡♠❛6A✉♦♥3 A✉❡ ❧❡3 ♠♦❞❡✶ ❡9 ♠♦❞❡✷ 3♦♥9 ♠❡✐❧❧❡✉63 ❛✈❡❝ ✉♥

seuil = 0.5✳ ❉❛♥3 ❧❛ 3❡❝9✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ ♥♦✉3 ♥♦✉3 ❧✐♠✐9♦♥3 G ❝❡3 ❞❡✉① ♠♦❞❡3 ♣♦✉6 7✈❛❧✉❡6 ❡9

❝♦♠♣❛6❡6 ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ♣❛6 6❛♣♣♦69 ❛✉① ❛✉96❡3 ❛♣♣6♦❝❤❡3 ❡①✐39❛♥9❡3✳

✕ ▲✶❂❬♠♦❞❡✶✱ ♠♦❞❡✷✱ ♠♦❞❡✸✱ ♠♦❞❡✹❪

✕ ▲✷❂❬♠♦❞❡✶✱ ♠♦❞❡✷✱ ♠♦❞❡✹✱ ♠♦❞❡✸❪

✕ ▲✸❂❬♠♦❞❡✷✱ ♠♦❞❡✹✱ ♠♦❞❡✸✱ ♠♦❞❡✶❪

✕ ❘73✉❧9❛9 ❛✈❡❝ ❜♦6❞❛✿ ♠♦❞❡✶❂✻✱ ♠♦❞❡✷❂✺✱ ♠♦❞❡✸❂✶✵✱ ♠♦❞❡✹❂✾

✕ ❘73✉❧9❛9 ✜♥❛❧❂❬♠♦❞❡✷✱ ♠♦❞❡✶✱ ♠♦❞❡✹✱ ♠♦❞❡✸❪

✹✳✸✳✸ ➱$✉❞❡ ❝♦♠♣❛-❛$✐✈❡

❆✜♥ ❞✬❛♥❛❧②3❡6 ❧❡3 ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡3 ❞❡ ♥♦96❡ ❛♣♣6♦❝❤❡✱ ♥♦✉3 ❧❛ ❝♦♠♣❛6♦♥3 ❛✉① ♠79❤♦❞❡3

❡①✐39❛♥9❡3 ❞❡ ❧✬❛❣67❣❛9✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡3✱ ❞✬❡♥3❡♠❜❧❡ ❝❧✉39❡6✐♥❣ ❡9 ❞✬❡①♣❧♦6❛9✐♦♥ 3✐♠✉❧9❛♥7❡ ❞❡3

❝♦✉❝❤❡3 ❛♣♣❡❧7 ●❡♥▲♦✉✈❛✐♥ ❬▼✉❝❤❛ ❡) ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳

✹✳✸✳✸✳✶ ❉❡#❝*✐♣'✐♦♥ ❞❡# ❞✐✛-*❡♥'# ❛❧❣♦*✐'❤♠❡#✿ ♣❛*❛♠-'*❛❣❡

%♦✉6 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡3 ❛❧❣♦6✐9❤♠❡3 A✉❡ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ✉9✐❧✐373 ♣♦✉6 ❧✬79✉❞❡ ❝♦♠♣❛6❛9✐✈❡ ❞❡3

❞✐✛76❡♥9❡3 ♠79❤♦❞❡3✱ ♥♦✉3 ❞7❝6✐✈♦♥3 ❧❡3 ♣❛6❛♠[96❡3 ✉9✐❧✐373 ♣♦✉6 ❧❡3 ❡①7❝✉9❡6✳ ▲❡ ♣67✜①❡

❆❈ ✭6❡♣3✳ ❊❈✱ ❊❙❈✮ ❞73✐❣♥❡ ❧✬❛♣♣6♦❝❤❡ ❞✬❛❣67❣❛9✐♦♥ ❞❡3 ❝♦✉❝❤❡3 ✭6❡♣3✳ ❡♥3❡♠❜❧❡ ❝❧✉39❡6✐♥❣✱

❊①♣❧♦6❛9✐♦♥ 3✐♠✉❧9❛♥7❡ ❞❡3 ❝♦✉❝❤❡3✮✳

✕ ▼✉①✲▲✐❝♦❞✳ ▲✬79✉❞❡ A✉❡ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ❡✛❡❝9✉7❡ 3✉6 ❧❡ ♣❛6❛♠796❛❣❡ ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ❞❛♥3

❧❛ 3❡❝9✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ♠♦♥96❡ A✉❡ ❝❡ ❞❡6♥✐❡6 ❡39 ♣❧✉3 ♣❡6❢♦6♠❛♥9 ❞❛♥3 ❧❡ mode1 ❡9 ❧❡ mode2✳

%♦✉6 ❝❡99❡ 6❛✐3♦♥✱ ♥♦✉3 ♥♦✉3 ❧✐♠✐9♦♥3 ❞❛♥3 ❝❡99❡ ❝♦♠♣❛6❛✐3♦♥ G ❝❡3 ❞❡✉① ♠♦❞❡3✳ ■❝✐

♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ✉9✐❧✐37 ❝♦♠♠❡ ♠79❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉3✐♦♥ ❞❡3 ❧✐39❡3 ❞❡ ✈♦9❡ ❇♦6❞❛ ✐♥96♦❞✉✐9❡ ❞❛♥3

❬❙❝✉❧❧❡② ✷✵✵✼❪✳ %♦✉6 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡3 ✈♦✐3✐♥3 ❞✬✉♥ ♥`✉❞ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ✜①7 ❧❡ 3❡✉✐❧ ❞❡

❏❛❝❝❛6❞✿ αjaccard = 0.5✳

✕ ❊❈✳ ◆♦✉3 ❛✈♦♥3 ✉9✐❧✐37 ❧✬❛❧❣♦6✐9❤♠❡ ❞❡ ❢✉3✐♦♥ ♣6♦♣♦37 ❞❛♥3 ❬❙❡✐✜ ✷✵✶✷❪ ♣♦✉6 ❢✉3✐♦♥♥❡6

❧❡3 ♣❛69✐9✐♦♥3 ✐33✉❡3 ❞❡3 ❞✐✛76❡♥93 ❛❧❣♦6✐9❤♠❡3 A✉❡ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 9❡3973 ✭▲♦✉✈❛✐♥ ❬❇❧♦♥❞❡❧

❡) ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✱ ▲✐❝♦❞ ❝❧❛33✐A✉❡ ❬❨❛❦♦✉❜✐ ❡9 ❑❛♥❛✇❛9✐ ✷✵✶✹❪✱ ❲❛❧❦96❛♣ ❬%♦♥3 ❡9 ▲❛9❛♣②
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✷✵✵✺❪✱ ■♥❢♦♠❛♣ ❬❘♦=✈❛❧❧ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✱ ❊❞❣❡❇❡E✇❡❡♥♥❡== ❬●✐I✈❛♥ ❡E ◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✷❪✮

❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉I ❞❡ =❡✉✐❧ ♣❡I♠❡EE❛♥E ❞❡ ❝♦♥♥❡❝E❡I ❞❡✉① =♦♠♠❡E=✿ α = 0, 8✳

✕ ❆❈✳ ◆♦✉= ✉E✐❧✐=♦♥= ❧❛ ♠PE❤♦❞❡ ❞✬✉♥✐♦♥ ♣♦✉I ❛❣IP❣❡I ❧❡= ❝♦✉❝❤❡= ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐I

❛♣♣❧✐T✉❡I ♣❛I ❧❛ =✉✐E❡ ✉♥ ❛❧❣♦I✐E❤♠❡ ❞❡ ❞PE❡❝E✐♦♥ ❞❡= ❝♦♠♠✉♥❛✉EP= ✭▲♦✉✈❛✐♥✱ ▲✐❝♦❞

❝❧❛==✐T✉❡✱ ❲❛❧❦EI❛♣✱ ■♥❢♦♠❛♣✱ ❊❞❣❡❇❡E✇❡❡♥♥❡==✮✳

✹✳✸✳✸✳✷ ❈%✐'(%❡* ❞✬-✈❛❧✉❛'✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♥♦✉= ❧✬❛✈♦♥= ✈✉ ❞❛♥= ❧❡ ❝❤❛♣✐EI❡ ✸✱ EIY= ♣❡✉ ❞❡ EI❛✈❛✉① ♦♥E ❛❜♦I❞P ❝❡EE❡ P♣✐♥❡✉=❡

T✉❡=E✐♦♥ ❞❛♥= ❧❡ ❝❛= ❞❡= ❣I❛♣❤❡= ♠✉❧E✐♣❧❡①❡=✳ ❆ ♥♦EI❡ ❝♦♥♥❛✐==❛♥❝❡✱ ♥♦✉= ♥✬❛✈♦♥= ♣❛= ❞❡

❣I❛♣❤❡= IP❡❧= ♥✐ ❞❡ ❣P♥PI❛E❡✉I= ❞❡ ❣I❛♣❤❡= ❛IE✐✜❝✐❡❧= T✉✐ ♣❡✉✈❡♥E ♥♦✉= ❞♦♥♥❡I ❞❡= IP=❡❛✉①

♠✉❧E✐♣❧❡①❡= ❞❡ ❇❡♥❝❤♠❛I❦✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡= ✐♥❞✐❝❛E❡✉I= E♦♣♦❧♦❣✐T✉❡=✱ ♥♦✉= ✉E✐❧✐=♦♥= ❞❡✉①

♠❡=✉I❡=✿ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛+✐!- ♠✉❧!✐♣❧❡①❡ ♣❡I♠❡EE❛♥E ❞❡ ♠❡=✉I❡I ❧❛ T✉❛❧✐EP ❞❡ ♥♦= ♣❛IE✐E✐♦♥=✱ ❡E

❧❛ ♠❡0✉+❡ ❞❡ +❡❞♦♥❞❛♥❝❡ T✉✐ ❡=E ✉♥ ✐♥❞✐❝❛E❡✉I ❞❡ T✉❛❧✐EP E♦♣♦❧♦❣✐T✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉EP

❞❛♥= ❧❡ IP=❡❛✉ ♠✉❧E✐♣❧❡①❡ ♣I♦♣♦=P ♣❛I ❬❇❡I❧✐♥❣❡I✐♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳

✶✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛'✐)* ♠✉❧)✐♣❧❡①❡✿ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉= ❧✬❛✈♦♥= ✈✉ ❞❛♥= ❧❛ =❡❝E✐♦♥ ✸✳✸✳✹ ❞❡ ❝❤❛✲

♣✐EI❡ ✸✱ ❝❡EE❡ ♠PEI✐T✉❡ ❡=E ✉E✐❧✐=P❡ ♣♦✉I ♠❡=✉I❡I ❧❛ ♣I♦♣♦IE✐♦♥ ❞❡= ❧✐❡♥= ✐♥E❡I♥❡= ❛✉①

❝♦♠♠✉♥❛✉EP= ❡E ❧❛ ♠]♠❡ T✉❛♥E✐EP ❞❛♥= ✉♥ ♠♦❞Y❧❡ ♥✉❧ ♦^ ❛✉❝✉♥❡ =EI✉❝E✉I❡ ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉E❛✐I❡ ♥✬❡=E ❛EE❡♥❞✉❡✳

✷✳ ▲❛ ♠❡/✉'❡ ❞❡ '❡❞♦♥❞❛♥❝❡✿ ❧❛ I❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ I❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡

❝❤❛T✉❡ ❧✐❡♥ ✐♥EI❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉EP ❞❛♥= E♦✉E❡= ❧❡= ❝♦✉❝❤❡= ❞❡ ♠✉❧E✐♣❧❡①❡=✳ ▲✬✐♥E✉✐E✐♦♥ ❡=E

T✉❡ ❧❡= ❧✐❡♥= ✐♥EI❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉EP= ❞♦✐✈❡♥E ]EI❡ ❞❡= ❧✐❡♥= IP❝✉II❡♥E= ❞❛♥= ❧❡= ❞✐✛PI❡♥E❡=

❝♦✉❝❤❡= ✭✈♦✐I =❡❝E✐♦♥ ✸✳✸✳✹ ❞❡ ❝❤❛♣✐EI❡ ✸✮✳

✹✳✸✳✸✳✸ ❘-*✉❧'❛'*

❘-*✉❧'❛'* *✉% ❧❡* ♣❡'✐'* %-*❡❛✉①✿ ❙✉I ❧❡= EI♦✐= ♣I❡♠✐❡I= IP=❡❛✉①✱ ♥♦✉= ❛✈♦♥= ❝♦♠♣❛IP

▼✉①✲▲✐❝♦❞ ❛✈❡❝ ❧❡= ❞❡✉① E②♣❡= ❞✬❛♣♣I♦❝❤❡= ❞❡ ❜❛=❡ ❞✬❛❣IP❣❛E✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡= ❡E ❞✬❛❣IP❣❛✲

E✐♦♥ ❞❡= ♣❛IE✐E✐♦♥= ❡♥ ✉E✐❧✐=❛♥E ❞✐✛PI❡♥E= ❛❧❣♦I✐E❤♠❡= ❞❡ ❜❛=❡ I❡❝♦♥♥✉= ❞❛♥= ❧✬PE❛E ❞❡ ❧✬❛IE

a =❛✈♦✐I✿ ▲✐❝♦❞ ❝❧❛==✐T✉❡ ❬❨❛❦♦✉❜✐ ❡E ❑❛♥❛✇❛E✐ ✷✵✶✹❪✱ ❊❞❣❡ ❇❡E✇❡❡♥♥❡== ❬●✐I✈❛♥ ❡E ◆❡✇✲

♠❛♥ ✷✵✵✷❪✱ ❲❛❧❦EI❛♣ ❬%♦♥= ❡E ▲❛E❛♣② ✷✵✵✺❪✱ ▲♦✉✈❛✐♥ ❬❇❧♦♥❞❡❧ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ❡E ■♥❢♦♠❛♣
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❬❘♦3✈❛❧❧ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳ ❊♥ ♣❧✉3✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ❝♦♠♣❛AB ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ♣❛A A❛♣♣♦AG H ✉♥❡ ❛♣♣A♦❝❤❡

❛♣♣❛AG❡♥❛♥G H ❧❛ ♠K♠❡ ❝❧❛33❡ ❞✬❡①♣❧♦A❛G✐♦♥ 3✐♠✉❧G❛♥B❡ ❞❡3 ❝♦✉❝❤❡3✿ ●❡♥▲♦✉✈❛✐♥✳

▲❡3 ✜❣✉A❡3 ✹✳✺✱ ✹✳✻ ❡G ✹✳✼ ♠♦♥GA❡♥G ❧❡3 ♣❡A❢♦A♠❛♥❝❡3 ❞❡3 ❞✐✛BA❡♥G❡3 ❛♣♣A♦❝❤❡3 3✉A ❧❡3

GA♦✐3 ♣❡G✐G3 AB3❡❛✉①✱ ❡♥ ♠❛G✐VA❡ ❞❡ A❡❞♦♥❞❛♥❝❡✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✺ ✕ ▼❡3✉A❡ ❞❡ A❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 3✉A ❧❡ AB3❡❛✉ ❞❡ ❈❑▼

❋✐❣✉$❡ ✹✳✻ ✕ ▼❡3✉A❡ ❞❡ A❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 3✉A ❧❡ AB3❡❛✉ ▲❛③❡❣❛

▲❡3 ✜❣✉A❡3 ✹✳✽✱ ✹✳✾ ❡G ✹✳✶✵ ♠♦♥GA❡♥G ❧❡3 ♣❡A❢♦A♠❛♥❝❡3 ❞❡3 ❞✐✛BA❡♥G❡3 ❛♣♣A♦❝❤❡3 3✉A ❧❡3

GA♦✐3 ♣❡G✐G3 AB3❡❛✉①✱ ❡♥ G❡A♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛A✐GB ♠✉❧G✐♣❧❡①❡✳

❊♥ G❡A♠❡ ❞❡ A❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ ❧❡3 ❛♣♣A♦❝❤❡3 ❞✬❡①♣❧♦A❛G✐♦♥ 3✐♠✉❧G❛♥B❡ ❞❡3 ❝♦✉❝❤❡3 ✭❊❙❈

♦✉ ❞✬❡①G❡♥3✐♦♥✮ ❝♦♠♠❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ❡G ●❡♥▲♦✉✈❛✐♥ ♦♥G ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉A❡3 ♣❡A❢♦A♠❛♥❝❡3 _✉❡ ❧❡3

❛✉GA❡3✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛A❛♥G ❧❡3 ❞❡✉① ❛♣♣A♦❝❤❡3 ❞✬❡①G❡♥3✐♦♥ ❡♥GA❡ ❡❧❧❡3✱ ♥♦✉3 A❡♠❛A_✉♦♥3 _✉❡
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ▼❡4✉6❡ ❞❡ 6❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 4✉6 ❧❡ 6=4❡❛✉ ❞❡4 ❱✐❝❦❡64

❋✐❣✉$❡ ✹✳✽ ✕ ▼❡4✉6❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛6✐C= 4✉6 ❧❡ 6=4❡❛✉ ❈❑▼

▼✉①✲▲✐❝♦❞ 4✉6♣❛44❡ ●❡♥▲♦✉✈❛✐♥✱ L✉❡❧L✉❡ 4♦✐C ❧❡ ♠♦❞❡ ✉C✐❧✐4= ✭✶ ♦✉ ✷✮✳

❉❛♥4 ❧❡4 ♣❡C✐C4 6=4❡❛✉①✱ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ❛ 4✉6♣❛44= ❧❡4 ❛✉C6❡4 C②♣❡4 ❞✬❛♣♣6♦❝❤❡4 ❡♥ C❡6♠❡

❞❡ L✉❛❧✐C= ❞❡ ♣❛6C✐C✐♦♥♥❡♠❡♥C✳ ❊♥ ❡✛❡C✱ ❧❡4 ❧✐❡♥4 ✐♥C6❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉C=4 4♦♥C ♣❧✉4 6❡❞♦♥❞❛♥C4

❞❛♥4 ❧❡4 ❞✐✛=6❡♥C❡4 ❝♦✉❝❤❡4 ❞✉ ♠✉❧C✐♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ ♥♦C6❡ ❛♣♣6♦❝❤❡ L✉❡ ❝❡✉① 6❡C6♦✉✈=4 ❛✈❡❝ ❧❡4

❞❡✉① ❛♣♣6♦❝❤❡4 ❞❡ ❜❛4❡✳

❊♥ C❡6♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛6✐C=✱ ♥♦C6❡ ❛♣♣6♦❝❤❡ ❡4C ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥4 ❝♦♠♣=C✐C✐✈❡ L✉❡ ❧✬❛❧❣♦6✐C❤♠❡

❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥ ❬❇❧♦♥❞❡❧ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✱ ❜❛4= 4✉6 ❧✬♦♣C✐♠✐4❛C✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛6✐C=✳ ❊♥ ♣6❡♥❛♥C

❡♥ ❝♦♠♣C❡ ❧❡4 ❞❡✉① ❝6✐C\6❡4 ❞✬=✈❛❧✉❛C✐♦♥✱ ♥♦C6❡ ❛♣♣6♦❝❤❡ 4❡ 4✐C✉❡ ❝❧❛✐6❡♠❡♥C ❞❛♥4 ❧❡ ❢6♦♥C

%❛6❡C♦✳

✶✵✻
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✾ ✕ ▼❡4✉6❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛6✐=> 4✉6 ❧❡ 6>4❡❛✉ ▲❛③❡❣❛

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✵ ✕ ▼❡4✉6❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛6✐=> 4✉6 ❧❡ 6>4❡❛✉ ❱✐❝❦❡64

❘!"✉❧%❛%" "✉' ❧❡" ❣'❛♥❞" '!"❡❛✉① ❉❜❧♣✿ ❆♣6G4 ❛✈♦✐6 ❝♦♠♣❛6> ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ♣❛6 6❛♣✲

♣♦6= ❛✉① ❞✐✛>6❡♥=❡4 ❛♣♣6♦❝❤❡4 ❞❡ ❝❧✉4=❡6✐♥❣ 4✉6 ❧❡4 ♣❡=✐=4 6>4❡❛✉①✱ ♥♦✉4 ❧✬>✈❛❧✉♦♥4 4✉6 ❞❡4

❞♦♥♥>❡4 ❞❡ ❣6❛♥❞❡ =❛✐❧❧❡✿ ❉❜❧♣ ❡♥ ❢♦♥❝=✐♦♥ ❞❡4 ♠❡4✉6❡4 ❞❡ ♠♦❞✉❧❛6✐=> ❡= ❞❡ 6❡❞♦♥❞❛♥❝❡✳

◆♦✉4 6❡♠❛6T✉♦♥4 T✉❡ ❧❡4 6>4✉❧=❛=4 4❡ ❝♦♥✜6♠❡♥= 4✉6 ❧❡4 ❣6❛♥❞4 6>4❡❛✉①✳ ❉❛♥4 ❧❛ ❝❧❛44❡

❞❡4 ❛♣♣6♦❝❤❡4 ❞✬❡①=❡♥4✐♦♥✱ ♦♥ ✈♦✐= T✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❡✛♦♥❞6❡♠❡♥= ❞❡4 6>4✉❧=❛=4 ❞❡ ●❡♥▲♦✉✲

✈❛✐♥✳ ❉❛♥4 ❧❡4 ❣6❛♥❞4 6>4❡❛✉①✱ ♥♦✉4 ❝♦♥4=❛=♦♥4 ❧❛ ♣6>4❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ 6❡❧❛=✐♦♥ ✐♥✈❡64❡ ❡♥=6❡ ❧❛

6❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡= ❧❛ ♠♦❞✉❧❛6✐=>✳ ❈❡❧❛ ♥>❝❡44✐=❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜6♠❛=✐♦♥ 4✉6 ❞✬❛✉=6❡4 ❜❛4❡4✳

✶✵✼
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶ ✕ ❉❜❧♣✿ ♠❡2✉4❡ ❞❡ 4❡❞♦♥❞❛♥❝❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✷ ✕ ❉❜❧♣✿ ♠❡2✉4❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛4✐<= ♠✉❧<✐♣❧❡①❡

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥

❉❛♥2 ❝❡ ❝❤❛♣✐<4❡✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ♣4=2❡♥<= ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣4♦❝❤❡ ❞❡ ❞=<❡❝<✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉<=2 ❝❡♥<4=❡ ❣4❛✐♥❡ ♣4❡♥❛♥< ❡♥ ❝♦♠♣<❡ ❧❡2 ❞✐✛=4❡♥<2 <②♣❡2 ❞❡ 4❡❧❛<✐♦♥2 ❡♥<4❡ ❧❡2 ♥♦❡✉❞2

❞❡ ❞✐✛=4❡♥<❡2 ❝♦✉❝❤❡2 ❞❛♥2 ❧❡ 4=2❡❛✉ ♠✉<✐♣❧❡①❡✳ ▲❡2 ❡①♣=4✐♠❡♥<❛<✐♦♥2 ♠♦♥<4❡♥< F✉❡ ❧✬❛❧✲

❣♦4✐<❤♠❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ♣❡4♠❡< ❞✬❛✈♦✐4 ✉♥ ❜♦♥ ❝❧✉2<❡4✐♥❣ ♣❛4 4❛♣♣♦4< ❛✉① ❛✉<4❡2 ❛♣♣4♦❝❤❡2

❡♥ ❢♦♥❝<✐♦♥ ❞❡2 ♠❡2✉4❡2 <♦♣♦❧♦❣✐F✉❡2✳ ❉❛♥2 ❧❡ ❝❤❛♣✐<4❡ 2✉✐✈❛♥<✱ ♥♦✉2 <❡2<♦♥2 ❧❡2 ❞✐✛=4❡♥<❡2

❛♣♣4♦❝❤❡2 ❞❡ ❝❧✉2<❡4✐♥❣ 2✉4 ❧❛ <J❝❤❡ ❞❡ 4❡❝♦♠♠❛♥❞❛<✐♦♥✳

✶✵✽



❈❤❛♣✐%&❡ ✺

◆♦"#❡ ❛♣♣#♦❝❤❡ ❞❡ #❡❝♦♠♠❛♥❞❛"✐♦♥

❞❡ "❛❣.

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❉✐✛#$❡♥'❡( ❛♣♣$♦❝❤❡( '♦♣♦❧♦❣✐0✉❡( ♣♦✉$ ❧❛ $❡❝♦♠♠❛♥❞❛'✐♦♥ ❞❡ '❛❣( ✭❬❘❛❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱

❬❏=(❝❤❦❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✮ ♦♥' #'# ❛❜♦$❞#❡( ❞❛♥( ❧❡ ❝❤❛♣✐'$❡ ✷✱ ❝❡❧❧❡(✲❝✐ (♦✉✛$❡♥' ❞✬✉♥ ♣$♦❜❧D♠❡

❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡''❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'# ♣$♦✈✐❡♥' ❞✉ ❢❛✐' 0✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ $❡❝♦♠♠❛♥❞❛✲

'✐♦♥ ❞❡( '❛❣( ♣♦✉$ ❧❛ ♣❧✉♣❛$' ❞❡( ❛♣♣$♦❝❤❡( ❡①✐('❛♥'❡( $❡♣♦(❡ (✉$ ❧❡ ❣$❛♣❤❡ ❡♥'✐❡$ $❡♣$#(❡♥✲

'❛♥' ❧❛ ❢♦❧❦(♦♥♦♠✐❡ '♦✉' ❡♥ (✬❛✛$❛♥❝❤✐((❛♥' ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡( ♣$#'$❛✐'❡♠❡♥'( ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡

❧❛ ❝♦♠♣$❡((✐♦♥ ❞❡ '❛✐❧❧❡ ♦✉ ❧✬#❧✐♠✐♥❛'✐♦♥ ❞❡( ❞♦♥♥#❡( ✐♥✉'✐❧❡( ♣♦✉$ ❧❛ $❡❝♦♠♠❛♥❞❛'✐♦♥ ❞❡(

'❛❣(✳ J♦✉$ ♣❛❧❧✐❡$ ❝❡( ♣$♦❜❧D♠❡(✱ ♥♦✉( ♣$♦♣♦(♦♥( ❞❛♥( ❝❡ ❝❤❛♣✐'$❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ❞❡

$❡❝♦♠♠❛♥❞❛'✐♦♥ ❞❡ '❛❣( ♣❡$(♦♥♥❛❧✐(#❡ ❜❛(#❡ (✉$ ❧❛ $#❞✉❝'✐♦♥ ❞❡( ❞♦♥♥#❡(✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❝❡''❡

❛♣♣$♦❝❤❡ ♣❡$♠❡' ❞❡ $#❞✉✐$❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ $#❞✉✐(❛♥' ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡ '♦✉'❡( ❧❡( ❝♦♠✲

♣♦(❛♥'❡( ❞❡ ❣$❛♣❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ 0✉✐ ❧❛ ❝❛$❛❝'#$✐(❡♥' ✭$❡((♦✉$❝❡(✱ '❛❣( ❡' ✉'✐❧✐(❛'❡✉$(✮✳ ▲✬❛♣♣$♦❝❤❡

❡(' ❢♦♥❞#❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥' (✉$ ❞❡✉① #'❛♣❡( ✭✈♦✐$ ✜❣✉$❡ ✺✳✶✮✿

✕ ➱!❛♣❡✶✿ ❘*❞✉❝!✐♦♥ ❞✉ ❣2❛♣❤❡✿ ❝❡''❡ #'❛♣❡ ✈✐(❡ Q $#❞✉✐$❡ ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣$❛♣❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ♣❛$

❧❛ ❣#♥#$❛'✐♦♥ ❞❡( ❝❧✉('❡$( ❡♥ ✉'✐❧✐(❛♥' ❧❛ '❡❝❤♥✐0✉❡ ❞❡ ❞#'❡❝'✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉'#(✳ ❉❡

♣❧✉(✱ ♥♦✉( ♣$♦♣♦(♦♥( ❞✬❛♠#❧✐♦$❡$ ❧❛ 0✉❛❧✐'# ❞❡ ♥♦( ♣❛$'✐'✐♦♥( ❡♥ ❛②❛♥' $❡❝♦✉$( Q ❧❛

'$❛♥(❢♦$♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡$❣$❛♣❤❡ $❡♣$#(❡♥'❛♥' ❧❛ ❢♦❧❦(♦♥♦♠✐❡ ❡♥ ✉♥ $#(❡❛✉ ♠✉❧'✐♣❧❡①❡✳

▲❡ $#(❡❛✉ ♠✉❧'✐♣❧❡①❡ ♣❡$♠❡' ❞❡ ❣❛$❞❡$ ♣❧✉( ❞✬✐♥❢♦$♠❛'✐♦♥( (✉$ ❧❡( ♥S✉❞( ❡' (✉$ ❧❡✉$(

❞✐✛#$❡♥'( '②♣❡( ❞❡ ❧✐❡♥( (♦✉( ❢♦$♠❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡(✳ ❈❡''❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ $❡♣$#(❡♥'❛'✐♦♥ $❡0✉✐❡$'

✶✵✾
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✶ ✕ ,-✐♥❝✐♣❛❧❡5 ❝♦♠♣♦5❛♥8❡5 ❞❡ ♥♦8-❡ ❛♣♣-♦❝❤❡

❧❛ -❡❞;✜♥✐8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛-8 ❞❡5 ❛❧❣♦-✐8❤♠❡5 ❡①✐58❛♥85 ❞;❞✐;5 @ ❧✬❛♥❛❧②5❡ ❞❡ -;5❡❛✉①✳

✕ ➱!❛♣❡✷✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ,❡❝♦♠♠❛♥❞❛!✐♦♥✿ ❞❛♥5 ❧❡ ❝❤❛♣✐8-❡ ✷✳✶✱ ♥♦✉5 ❛✈♦♥5 ✈✉ ❧❡5 ❛❧❣♦✲

-✐8❤♠❡5 8♦♣♦❧♦❣✐G✉❡5 ♣❡-❢♦-♠❛♥85 ❝♦♠♠❡ ❋♦❧❦,❛♥❦✳ ■❝✐✱ ♥♦✉5 ♣-♦♣♦5♦♥5 ✉♥❡ ❛♣♣-♦❝❤❡

❞❡ -❡❝♦♠♠❛♥❞❛8✐♦♥ 8♦♣♦❧♦❣✐G✉❡ ❞✐8❡ ♣❛, ♥✐✈❡❛✉① ❜❛5;❡ 5✉- ❋♦❧❦-❛♥❦ ❡♥ ✐♥8;❣-❛♥8 ✉♥❡

♣❤❛5❡ ❞❡ -;❞✉❝8✐♦♥ ❞❡ ❣-❛♣❤❡ ♣❡-♠❡88❛♥8 ❞❡ -;❞✉✐-❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐8;✳ ❚♦✉8 ❞✬❛❜♦-❞✱ ♥♦✉5

-;❞✉✐5♦♥5 ❧❡ ❣-❛♣❤❡ ✐♥✐8✐❛❧ 5✉- ❧❡G✉❡❧ ♥♦✉5 ❛♣♣❧✐G✉♦♥5 ❋♦❧❦-❛♥❦ ❛✜♥ ❞❡ 5;❧❡❝8✐♦♥♥❡- ❧❡5

❝❧✉58❡-5 ❞❡ 8❛❣5 ❧❡5 ♣❧✉5 ❛♣♣-♦♣-✐;5✳ ❈❡5 ❝❧✉58❡-5 5♦♥8 ❡♥5✉✐8❡ ✉8✐❧✐5;5 ♣♦✉- ❝♦♥58-✉✐-❡

✉♥ ❛✉8-❡ ❣-❛♣❤❡ ❝♦♥8❡①8✉❡❧ ❞❡ 8❛✐❧❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉5 -;❞✉✐8❡ ❡①8-❛✐8 ❞✉ ❣-❛♣❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧

-❡♣-;5❡♥8❛♥8 ❧❛ ❢♦❧❦5♦♥♦♠✐❡✳ ▲❛ ♠;8❤♦❞❡ ❋♦❧❦-❛♥❦ ❡58 @ ♥♦✉✈❡❛✉ ❛♣♣❧✐G✉;❡ ❛✜♥ ❞❡

❝❛❧❝✉❧❡- ❧❛ ❧✐58❡ ❞❡ 8❛❣5 @ -❡❝♦♠♠❛♥❞❡-✳ ▲❛ ♣❤❛5❡ ❞❡ -;❞✉❝8✐♦♥ ❞❡ ❣-❛♣❤❡ ❛55✉-❡ ❧❡

✜❧8-❛❣❡ ❞❡5 8❛❣5 ♣❛- ❧✬;❧✐♠✐♥❛8✐♦♥ ❞M5 ❧❡ ❞;♣❛-8 ❞❡5 8❛❣5 ♥♦♥ ✐♥8;-❡55❛♥85 ♣❛- -❛♣✲

♣♦-8 ❛✉ ❝♦♥8❡①8❡ ❞❡ ❧✬✉8✐❧✐5❛8❡✉-✳ ,❛- ❝♦♥5;G✉❡♥8✱ ❧❛ G✉❛♥8✐8; ❞❡5 ❞♦♥♥;❡5 8-❛✐8;❡ ❡58

♥❡88❡♠❡♥8 ♠♦✐♥5 ✐♠♣♦-8❛♥8❡ G✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡5 ❞♦♥♥;❡5 ❞❡ ❞;♣❛-8✳

❈❡ ❝❤❛♣✐8-❡ 5✉✐8 ❧❡ ♣❧❛♥ 5✉✐✈❛♥8✿ ♥♦8-❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ ❡58 ❞;❝-✐8❡ ❞❛♥5 ❧❛ 5❡❝8✐♦♥ ✺✳✷ ❞♦♥8 ♥♦✉5

✐♥8-♦❞✉✐5♦♥5 ❧❡ ♠♦❞M❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣-♦❝❤❡ ❛✐♥5✐ G✉❡ ❧❡5 ❞✐✛;-❡♥8❡5 ;8❛♣❡5 ❞❡ -❡❝♦♠♠❛♥❞❛8✐♦♥ ❞❡

8❛❣5 ♣❡-♠❡88❛♥8 ❞✬❛55✐58❡- ❧✬✉8✐❧✐5❛8❡✉- @ ❧✬❛♥♥♦8❛8✐♦♥ ❞❡5 ❞✐✛;-❡♥8❡5 -❡55♦✉-❝❡5✳

➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐8-❡✱ ♥♦✉5 ♣-;5❡♥8♦♥5 ❧❡ ♣-♦8♦❝♦❧❡ ❡①♣;-✐♠❡♥8❛❧ ♣♦✉- ❧❛ ✈❛❧✐❞❛8✐♦♥ ❞❡

❧✬❛♣♣-♦❝❤❡ ❛✐♥5✐ G✉❡ ❧❡5 ❞✐✛;-❡♥85 -;5✉❧8❛85 ♦❜8❡♥✉5✳

✶✶✵
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✺✳✷ ❆♣♣%♦❝❤❡ ❞❡ %❡❝♦♠♠❛♥❞❛.✐♦♥ ❞❡ .❛❣1 ♣❛% ♥✐✈❡❛✉①✿ ❚▲❚❘

✺✳✷✳✶ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ✐♥❢♦(♠❡❧❧❡

▲✬❛♣♣9♦❝❤❡ ❞❡ 9❡❝♦♠♠❛♥❞❛A✐♦♥ C❡ ❢❛✐A E ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✳ ▲❡C ❣9❛♥❞❡C ❧✐❣♥❡C ❞❡ ♥♦A9❡

❛♣♣9♦❝❤❡ C♦♥A✿

✶✳ ❘(❞✉❝+✐♦♥ ❞❡- ❣/❛♣❤❡-✿ ❝♦♥C✐CA❡ E ❝♦♠♣9❡CC❡9 ❧❡ ❣9❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦C♦♥♦♠✐❡✳ ❈❡ ♣9♦❝❡C✲

C✉C C❡ ❢❛✐A ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛C❡C✿

✕ $❤❛C❡ ❞❡ ❣N♥N9❛A✐♦♥ ❞❡C ❝❧✉CA❡9C✿ ❧✬✐❞❡♥A✐✜❝❛A✐♦♥ ❞❡C ❝❧✉CA❡9C ❞❡ ❝❤❛P✉❡ A②♣❡ ❞❡

♥R✉❞C ❡CA ❛CC✉9N❡ ♣❛9 ✉♥ ❛❧❣♦9✐A❤♠❡ ❞❡ ❞NA❡❝A✐♦♥ ❞❡C ❝♦♠♠✉♥❛✉ANC ♦S ❧❡C ♥R✉❞C

9❡♣9NC❡♥A❡♥A ❧❡C ❝❧✉CA❡9C ✭❝❧✉CA❡9C ❞❡C ✉A✐❧✐C❛A❡✉9C✱ ❝❧✉CA❡9C ❞❡C A❛❣C ❡A ❝❧✉CA❡9C ❞❡C

9❡CC♦✉9❝❡C✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐9 ❛CC✉9❡9 ❝❡ ❝❧✉CA❡9✐♥❣✱ ✐❧ ❢❛❧❧❛✐A ❛♣♣❧✐P✉❡9 ✉♥ ❡♥C❡♠❜❧❡

❞❡C ♣9NA9❛✐A❡♠❡♥AC ❞❡ ♣9♦❥❡❝A✐♦♥ ❞❡ ❣9❛♣❤❡ A9✐♣❛9A✐A❡ ❡♥ ❣9❛♣❤❡ ✉♥✐♣❛9A✐A❡ ❡♥ ♣❛C✲

C❛♥A ♣❛9 ❧❛ ♣9♦❥❡❝A✐♦♥ ❜✐♣❛9A✐A❡✳

✕ $❤❛C❡ ❞❡ ❣N♥N9❛A✐♦♥ ❞❡ ❣9❛♣❤❡ 9N❞✉✐A✿ ❝❤❛P✉❡ ❝❧✉CA❡9 ♦❜A❡♥✉ ❞❛♥C ❧❛ ♣9❡♠✐Z9❡ NA❛♣❡

❝♦99❡C♣♦♥❞ E ✉♥ ♥R✉❞ ❞❛♥C ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣9❛♣❤❡ 9N❞✉✐A✳ ▲❡C ❧✐❡♥C ❡♥A9❡ ❧❡C ❞✐✛N9❡♥AC

A②♣❡C ❞❡ ♥R✉❞C C❡ ❝♦♥CA9✉✐C❡♥A ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐Z9❡ C✉✐✈❛♥A❡✿ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡CA ❝9NN ❡♥A9❡ ❞❡✉①

❝❧✉CA❡9C C✬✐❧ ② ❛ ❞N❥E ❛✉ ♠♦✐♥C ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥A9❡ ❞❡✉① N❧N♠❡♥AC ❛♣♣❛9A❡♥❛♥A E ❝❡C ❞❡✉①

❝❧✉CA❡9C ❞❛♥C ❧❡ ❣9❛♣❤❡ ✐♥✐A✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦C♦♥♦♠✐❡✳

✷✳ ❚/❛✐+❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ /❡6✉7+❡✿ ❝♦♥C✐CA❡ E A9❛♥C❢♦9♠❡9 ❧❛ 9❡P✉\A❡ ✐♥✐A✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✉A✐❧✐C❛A❡✉9

♣♦✉9 P✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐CC❡ ✐♥A❡99♦❣❡9 ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣9❛♣❤❡ 9N❞✉✐A✳

✸✳ ❙(❧❡❝+✐♦♥ ❞❡- ❝❧✉-+❡/- +❛❣-✿ ❝♦♥C✐CA❡ E CN❧❡❝A✐♦♥♥❡9 ❧❡C Kc ❝❧✉CA❡9C ❞❡ A❛❣C ❧❡C ♣❧✉C ♣❡9✲

A✐♥❡♥AC ♣❛9 9❛♣♣♦9A E ❧❛ 9❡P✉\A❡ ❞❡ ❧✬✉A✐❧✐C❛A❡✉9 ❡♥ ✉A✐❧✐C❛♥A ❧✬❛❧❣♦9✐A❤♠❡ ❞❡ ❋♦❧❦9❛♥❦

❬❏aC❝❤❦❡ ❡+ ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✳

✹✳ ❊①+/❛❝+✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣/❛♣❤❡ ❝♦♥+❡①+✉❡❧✿ ❝♦♥C✐CA❡ E ❡①A9❛✐9❡ ✉♥ C♦✉C✲❣9❛♣❤❡ ♣❡9C♦♥♥❛❧✐CN

✭❝♦♥A❡①A✉❡❧✮ ♣♦✉9 ❝❤❛P✉❡ 9❡P✉\A❡ ❞❡ ❧✬✉A✐❧✐C❛A❡✉9✳ ❈❡ ❣9❛♣❤❡ ❡CA ❝♦♠♣♦CN ♣❛9 ❧❡C

♥R✉❞C ♣9NC❡♥AC ❞❛♥C ❧❡C ❝❧✉CA❡9C ❛❝A✐✈NC ❞❛♥C ❧✬NA❛♣❡ ♣9N❝N❞❡♥A❡✳ ❈❡C ♥R✉❞C C♦♥A

NA❡♥❞✉C ❛✜♥ ❞✬✐♥AN❣9❡9 ❧❡C ✉A✐❧✐C❛A❡✉9C C✐♠✐❧❛✐9❡C✱ ❧❡C 9❡CC♦✉9❝❡C C✐♠✐❧❛✐9❡C ❡A ❞❡C A❛❣C

✐♥AN9❡CC❛♥AC✳ ▲❡ ❣9❛♣❤❡ ❝♦♥A❡①A✉❡❧ ❡CA ❛❧♦9C ✉♥ ❣9❛♣❤❡ 9N❞✉✐A ❞❡ ♣❡A✐A❡ A❛✐❧❧❡✳

✺✳ ❘❡❝♦♠♠❛♥❞❛+✐♦♥ ❞❡ +❛❣-✿ ❝♦♥C✐CA❡ E 9❡❝♦♠♠❛♥❞❡9 ❧❡C Kt ❧❡C ♣❧✉C ♣❡9A✐♥❡♥AC ♣❛9

9❛♣♣♦9A E ❧❛ 9❡P✉\A❡ ✐♥✐A✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✉A✐❧✐C❛A❡✉9 E ♣❛9A✐9 ❞✉ C♦✉C✲❣9❛♣❤❡ ❝♦♥A❡①A✉❡❧✳ ❉❡ ❧❛

✶✶✶
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♠7♠❡ ❢❛;♦♥ >✉❡ ❧✬BC❛♣❡ 3✱ ❝❡CC❡ BC❛♣❡ ❡GC ❛GG✉HB❡ ♣❛H ❧✬❛❧❣♦H✐C❤♠❡ ❋♦❧❦H❛♥❦ ❬❏PG❝❤❦❡

❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✳

▲❡ ♠♦❞U❧❡ ❚▲❚❘ ♣HBG❡♥CB ❞❛♥G ❧❛ ✜❣✉H❡ ✺✳✷ ❡GC ❝♦♠♣♦GB ❞❡ ❞❡✉① ♣H✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞✉❧❡G✿ ✭✶✮

▼♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣H❡GG✐♦♥ ✭❛❧❣♦H✐C❤♠❡ ✻✮ ❡C ✭✷✮ ▼♦❞✉❧❡ ❞❡ H❡❝♦♠♠❛♥❞❛C✐♦♥ ✭❛❧❣♦H✐C❤♠❡ ✺✮✳

▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣H❡GG✐♦♥ ❛ BCB ❞BC❛✐❧❧B ❞❛♥G ❧❡ ❝❤❛♣✐CH❡ ✹✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ H❡❝♦♠♠❛♥❞❛C✐♦♥

❡GC ❢♦♥❞B G✉H ❝✐♥> ♣H✐♥❝✐♣❛❧❡G BC❛♣❡G✳ ◆♦✉G ❞BC❛✐❧❧♦♥G ❝❡G BC❛♣❡G ❞❛♥G ❧❡G G♦✉G✲G❡❝C✐♦♥G

G✉✐✈❛♥C❡G✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷ ✕ ❙❝❤B♠❛ ❞B❝H✐✈❛♥C ❧❡ ♠♦❞U❧❡ ❚▲❚❘

✺✳✷✳✷ ❘$❞✉❝(✐♦♥ ❞❡- ❣/❛♣❤❡-

$♦✉H HB❞✉✐H❡ C♦✉C❡G ❧❡G ❝♦♠♣♦G❛♥C❡G ❞✉ ❣H❛♣❤❡ CH✐♣❛HC✐C❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦G♦♥♦♠✐❡✱ ♥♦✉G ❛✈♦♥G

❜❡G♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝C✐♦♥ ❞❡ G✐♠✐❧❛H✐CB C♦♣♦❧♦❣✐>✉❡ ❛✜♥ ❞❡ H❡❣H♦✉♣❡H ❧❡G B❧B♠❡♥CG ❛♣♣❛HC❡♥❛♥C

❛✉ ♠7♠❡ ❝♦♥C❡①C❡ ❞❛♥G ❧❡ ♠7♠❡ ❝❧✉GC❡H✳ ◆♦✉G ♦❜C❡♥♦♥G ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ♣♦✉H ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡G

✶✶✷



✺✳✷✳ ❆$$❘❖❈❍❊ ❉❊ ❘❊❈❖▼▼❆◆❉❆❚■❖◆ ❉❊ ❚❆●❙ $❆❘ ◆■❱❊❆❯❳✿ ❚▲❚❘

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✺ ❆❧❣♦9✐;❤♠❡ ❚▲❚❘

❘❡,✉✐$❡✿ G =< (U,R, T ), E > ❧❡ ❣9❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦D♦♥♦♠✐❡✱

Gc =< (CU , CR, CT ), Ec >❂ ❈♦♠♣9❡DD✐♦♥✭●✮✱

q = (u, r)✿ 9❡J✉L;❡ ✉;✐❧✐D❛;❡✉9

❊♥1✉$❡✿ Kc✿ ❧❡D ❝❧✉D;❡9D ❞❡ ;❛❣D N DO❧❡❝;✐♦♥♥❡9✱

Kt✿ ❧❡D ;❛❣D N 9❡❝♦♠♠❛♥❞❡9

✶✿ q′ ← Generalize(q) ✴✯ q′ = (Cu, Cr) : u ∈ Cu ❡# r ∈ Cr ✯✴

✷✿ Kc ← Folkrank(Gc, q
′) ✴✯ Gc =< (CU , CR, CT ), Ec >❂ ❈♦♠♣)❡**✐♦♥✭●✮ ✯✴

✸✿ Gs ← Graph − contextual(Us, Rs, Ts) ✴✯ ❛✈❡❝ Us = {u ∈ Cu}✱ Rs = {r ∈ Cr} ❡#

Ts = {t ∈ Kc} ✯✴

✹✿ Kt ← Folkrank(Gs, q)
✺✿ $❡&✉$♥ Kt

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✻ ❆❧❣♦9✐;❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣9❡DD✐♦♥

❘❡,✉✐$❡✿ G =< (U,R, T ), E > ❧❡ ❣9❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦D♦♥♦♠✐❡✳

GT = construct❴multiplex(G, T )
GR = construct−multiplex(G,R)
GU = construct−multiplex(G,U)

✶✿ CT ← community(GT )
✷✿ CR ← community(GR)
✸✿ CU ← community(GU )
✹✿ Gc ← compress(CT , CR, CU )
✺✿ $❡&✉$♥ Gc

❝♦♠♣♦D❛♥;❡D ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦D♦♥♦♠✐❡✿ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣O♥O9✐J✉❡ ❝♦♥D;9✉✐; ♣❛9 ❞❡D ❝❧✉D;❡9D ❡; ❧❡ ♥✐✈❡❛✉

D♣O❝✐✜J✉❡ ❝♦♠♣♦DO ♣❛9 ❧❡D O❧O♠❡♥;D ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦D♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❞O♣❛9;✳ $♦✉9 ❝❡❧❛✱ ♥♦✉D ❢❛✐D♦♥D

❛♣♣❡❧ N ❧❛ ;❡❝❤♥✐J✉❡ ❞❡ ❝❧✉D;❡9✐♥❣✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛;✐♦♥ ❞❡ ❝❧✉D;❡9✐♥❣ ♥❡ D❡ ❢❛✐; J✉❡ D✉9 ❧❡D ❣9❛♣❤❡D

✉♥✐♣❛9;✐;❡D✳ ❖9✱ ❧❡ ❣9❛♣❤❡ ✐♥✐;✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦D♦♥♦♠✐❡ ❡D; ;9✐♣❛9;✐;❡✱ ♥♦✉D ♣❛DD♦♥D ♣❛9 ✉♥

❡♥D❡♠❜❧❡ ❞❡D ♣9O;9❛✐;❡♠❡♥;D ❛✜♥ ❞✬❛DD✉9❡9 ❧❛ ♣9♦❥❡❝;✐♦♥ ❞❡ ❣9❛♣❤❡ ;9✐♣❛9;✐;❡ ❡♥ ❣9❛♣❤❡

✉♥✐♣❛9;✐;❡ ❡♥ ♣❛DD❛♥; ♣❛9 ❧❛ ♣9♦❥❡❝;✐♦♥ ❜✐♣❛9;✐;❡✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡D ♣9O;9❛✐;❡♠❡♥;D✱ ♥♦✉D

♦❜;❡♥♦♥D D✐① ❣9❛♣❤❡D ✉♥✐♣❛9;✐;❡D ♦X ❝❤❛❝✉♥ ❞❡D ❞❡✉① ❣9❛♣❤❡D D♦♥; ❝♦♠♣♦DOD ♣❛9 ❧❡ ♠L♠❡

;②♣❡ ❡; ♥♦♠❜9❡ ❞❡ ♥Z✉❞D ✭❯;✐❧✐D❛;❡✉9D✱ ❚❛❣D✱ ❘❡DD♦✉9❝❡D✮ ❡; ❞♦♥; ❧❡D ❧✐❡♥D 9❡♣9OD❡♥;❡♥;

❞❡✉① ;②♣❡D ❞❡ 9❡❧❛;✐♦♥D ❞✐✛O9❡♥;❡D✳ $❛9 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦D❛♥;❡ ;❛❣ ❡D; ❞O✜♥✐❡ ♣❛9 ❞❡✉①

❣9❛♣❤❡D ✭❝♦✉❝❤❡D✮ ♦X ❧❡D ❧✐❡♥D ❞❡ ♣9❡♠✐❡9 9❡♣9OD❡♥;❡♥; ❧❡D 9❡DD♦✉9❝❡D ✭❞❡✉① ;❛❣D D♦♥; ❧✐OD D✬✐❧D

♦♥; O;O ✉;✐❧✐DOD ♣♦✉9 ❛♥♥♦;❡9 ❧❛ ♠L♠❡ 9❡DD♦✉9❝❡✮✱ ❡; ❧❡D ✉;✐❧✐D❛;❡✉9D ♣♦✉9 ❧❡ ❞❡✉①✐\♠❡ ✭❞❡✉①

;❛❣D D♦♥; ❧✐OD D✬✐❧D ♦♥; O;O ✉;✐❧✐DOD ♣❛9 ❧❡ ♠L♠❡ ✉;✐❧✐D❛;❡✉9✮✳ ❈❡ ❝❧✉D;❡9✐♥❣ ♥♦✉D ♣❡9♠❡;;9❛

❞❡ ❢❛❝✐❧✐;❡9 ❡; ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡9 ❧✬❡D♣❛❝❡ ❞❡ 9❡❝❤❡9❝❤❡ ❞❡D ;❛❣D N 9❡❝♦♠♠❛♥❞❡9✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ✕ ▲❡9 ❞✐✛=>❡♥@❡9 =@❛♣❡9 ❞❡ >=❞✉❝@✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦9♦♥♦♠✐❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉9 ♣♦✉✈♦♥9 ❧❡ ❝♦♥9@❛@❡> ❞❛♥9 ❧❛ ✜❣✉>❡ ✺✳✸✱ ❧❡ >=9✉❧@❛@ ❞❡ ❝❡ ♣>♦❝❡99✉9 ❣=♥N>❡

✉♥ ❣>❛♣❤❡ @>✐♣❛>@✐@❡ ❝♦♠♣>❡99= ❞❡ @❛✐❧❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉9 >=❞✉✐@❡ ❝♦♥9@✐@✉= ♣❛> ❞❡9 ♥Q✉❞9 ♦R

❝❤❛S✉❡ ♥Q✉❞ ❝♦>>❡9♣♦♥❞ T ✉♥ ❝❧✉9@❡>✳ ▲❡9 ❝❧✉9@❡>9 ❝♦>>❡9♣♦♥❞❡♥@ ❛✉① @❛❣9✱ >❡99♦✉>❝❡9 ♦✉

T ❞❡9 ✉@✐❧✐9❛@❡✉>9✳

✺✳✷✳✷✳✶ ▲❡& ♣()*(❛✐*❡♠❡♥*&

/(♦❥❡❝*✐♦♥ ❡♥ ❣(❛♣❤❡& ❜✐♣❛(*✐*❡&✿ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐> ♠❛♥✐♣✉❧❡> ❡@ ❛♣♣❧✐S✉❡> ❧❡9 ❛❧❣♦✲

>✐@❤♠❡9 ❞❡ ❞=@❡❝@✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉@=9 9✉> ❧❡ ❣>❛♣❤❡ @>✐♣❛>@✐@❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦9♦♥♦♠✐❡✱ ✐❧ ❡9@

✐♥❞✐9♣❡♥9❛❜❧❡ ❞❡ @>❛♥9❢♦>♠❡> ❝❡ ❞❡>♥✐❡> ❡♥ ✉♥ ❣>❛♣❤❡ ✉♥✐♣❛>@✐@❡✳ $♦✉> ② ♣❛>✈❡♥✐>✱ ♥♦✉9

♣❛99♦♥9 ♣❛> ❧❛ @>❛♥9❢♦>♠❛@✐♦♥ ❞✉ ❣>❛♣❤❡ ✐♥✐@✐❛❧ ❡♥ ❣>❛♣❤❡ ❜✐♣❛>@✐@❡ ❬▼✐❦❛ ✷✵✵✺❪✳ ❈❡9

❣>❛♣❤❡9 ❜✐♣❛>@✐@❡9 ❝♦♥♥✉9 ❛✉99✐ 9♦✉9 ❧❡ ♥♦♠ ❣!❛♣❤❡& ❞✬❛&&♦❝✐❛,✐♦♥✱ ❡♥@>❡ ❧❡9 ✉@✐❧✐9❛@❡✉>9 ❡@

❧❡9 >❡99♦✉>❝❡9 ✭❯❘✮✱ ❧❡9 ✉@✐❧✐9❛@❡✉>9 ❡@ ❧❡9 @❛❣9 ✭❯❚✮ ❡@ ❧❡9 >❡99♦✉>❝❡9 ❡@ ❧❡9 @❛❣9 ✭❘❚✮ ✈♦✐>

✺✳✹✳ ❯♥❡ >❡♣>=9❡♥@❛@✐♦♥ ❢♦>♠❡❧❧❡ ❞❡9 ❣>❛♣❤❡9 ❜✐♣❛>@✐@❡9 ❡9@ ♣>♦♣♦9=❡ ❝♦♠♠❡ 9✉✐@✿

✕ GRT = {R× T,Ert} , Ert = {(r, t)|∃u ∈ U : (u, r, t) ∈ E}✳
✕ GUT = {U × T,Eut} , Eut = {(u, t)|∃r ∈ R : (u, r, t) ∈ E}✳
✕ GRU = {R× U,Eru} , Eru = {(r, u)|∃t ∈ T : (u, r, t) ∈ E}✳

$❛> ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❣=♥=>❛@✐♦♥ ❞❡9 ❝❧✉9@❡>9 ❞❡ @❛❣9 ♥=❝❡99✐@❡ ❞❡ ♣>♦❞✉✐>❡ ❞❡✉① ❣>❛♣❤❡9 ❜✐♣❛>@✐@❡9

❝♦♥@❡♥❛♥@ ❧❡9 ♥Q✉❞9 @❛❣9 ✐99✉9 ❞❡ ❞❡✉① ❞✐✛=>❡♥@9 ♣♦✐♥@9 ❞❡ ✈✉❡✿ ❧❡ ♣♦✐♥@ ❞❡ ✈✉❡ >❡99♦✉>❝❡

✶✶✹



✺✳✷✳ ❆$$❘❖❈❍❊ ❉❊ ❘❊❈❖▼▼❆◆❉❆❚■❖◆ ❉❊ ❚❆●❙ $❆❘ ◆■❱❊❆❯❳✿ ❚▲❚❘

❋✐❣✉$❡ ✺✳✹ ✕ $8♦❥❡❝=✐♦♥ ❞✉ ❣8❛♣❤❡ =8✐♣❛8=✐=❡ ❡♥ =8♦✐F ❣8❛♣❤❡F ❜✐♣❛8=✐=❡F

❡= ❧❡ ♣♦✐♥= ❞❡ ✈✉❡ =❛❣ ✭GRT ❡= GUT ✮✱ M✉✐ F♦♥= ❡♥❝❛❞8NF ❞❛♥F ❧❛ ✜❣✉8❡ ✺✳✹✳ ❉❡ ♠Q♠❡ ♣♦✉8

❧❡F ❛✉=8❡F ❝❧✉F=❡8F✳

 !♦❥❡❝&✐♦♥ ❡♥ ❣!❛♣❤❡- ✉♥✐♣❛!&✐&❡-✿ ◆♦✉F 8❛♣♣❡❧♦♥F M✉❡ ❧❡ ❜✉= ❡F= ❞❡ ❣N♥N8❡8 ❧❡F ❝❧✉F✲

=❡8F ❞❡ =❛❣F✱ ❞❡F 8❡FF♦✉8❝❡F ❡= ❞❡F ✉=✐❧✐F❛=❡✉8F S ♣❛8=✐8 ❞✉ ❣8❛♣❤❡ ✐♥✐=✐❛❧✳ $♦✉8 ❧❛ ❣N♥N8❛=✐♦♥

❞❡F ❝❧✉F=❡8F ❞❡ =❛❣F ♣❛8 ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉F ❛✈♦♥F ❜❡F♦✐♥ ♣8✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥= ❞❡F ❞❡✉① ❣8❛♣❤❡F ❜✐♣❛8✲

=✐=❡F ❝♦♥=❡♥❛♥= ❧✬❡♥F❡♠❜❧❡ ❞❡F =❛❣F T ✳ $♦✉8 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡F ❞❡✉① ❣8❛♣❤❡F✱ ♥♦✉F ❛♣♣❧✐M✉♦♥F

❧❛ ♣8♦❥❡❝=✐♦♥ F✉✐✈❛♥=❡✿

✕ GR
T = {T,Ett} , Ett = {(ti, tj) ∈ T × T |∃r ∈ R : (r, ti), (r, tj) ∈ Ert} .

✕ GU
T = {T,Ett} , Ett = {(ti, tj) ∈ T × T |∃u ∈ U : (u, ti), (u, tj) ∈ Eut} .

❉❛♥F ❧❛ ✜❣✉8❡ ✺✳✺✱ ♥♦✉F ❝♦♥F=❛=♦♥F M✉❡ ❧♦8FM✉❡ ❞❡✉① =❛❣F F♦♥= ✉=✐❧✐FNF ♣♦✉8 ❛♥♥♦=❡8 ❧❛

♠Q♠❡ 8❡FF♦✉8❝❡✱ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡F= ❝8NN ❡♥=8❡ ❡✉① ❞❛♥F ❧❡ ❣8❛♣❤❡ GR
T ✳ ❚❛♥❞✐F M✉❡✱ ❞❛♥F ❧❡ ❝❛F ❞✉

❣8❛♣❤❡ GU
T ✱ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡F= 8❛❥♦✉=N ❡♥=8❡ ❞❡✉① =❛❣F F✬✐❧F ♦♥= N=N ✉=✐❧✐FNF ♣❛8 ❧❡ ♠Q♠❡ ✉=✐❧✐F❛=❡✉8

♣♦✉8 ❛♥♥♦=❡8 ✉♥❡ 8❡FF♦✉8❝❡ ✭❞❡✉①✐V♠❡ ❣8❛♣❤❡ ❞❛♥F ❧❛ ✜❣✉8❡ ✺✳✺✮✳ ◆♦✉F 8N♣N=♦♥F ❧❡F ♠Q♠❡F

N=❛♣❡F ♣♦✉8 ❣N♥N8❡8 ❧❡F ❣8❛♣❤❡F ✉♥✐♣❛8=✐=❡F ❞❡F ✉=✐❧✐F❛=❡✉8F ❡= ❞❡F 8❡FF♦✉8❝❡F ❡♥ 8❡♠♣❧❛W❛♥=

S ❝❤❛M✉❡ ❢♦✐F ❧❡F =❛❣F✱ 8❡F♣❡❝=✐✈❡♠❡♥= ♣❛8 ❧❡F ✉=✐❧✐F❛=❡✉8F ❡= ♣❛8 ❧❡F 8❡FF♦✉8❝❡F✳ ➚ ❧✬✐FF✉❡ ❞❡

❝❡==❡ N=❛♣❡✱ ♥♦✉F ♦❜=❡♥♦♥F ❛✉ =♦=❛❧ F✐① ❣8❛♣❤❡F ✉♥✐♣❛8=✐=❡F ❞♦♥= ❝❤❛M✉❡ ♣❛✐8❡ 8❡♣8NF❡♥=❡ ✉♥

8NF❡❛✉ ♠✉❧=✐♣❧❡①❡✳ $❛8 ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥F ❧❛ ✜❣✉8❡ ✺✳✻✱ ❧❡ 8NF❡❛✉ ♠✉❧=✐♣❧❡①❡ ❞❡ =❛❣F ❡F= ❝♦♠♣♦FN

❞❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡F M✉✐ ❝♦88❡F♣♦♥❞❡♥= 8❡F♣❡❝=✐✈❡♠❡♥= ❛✉① ❣8❛♣❤❡F GR
T ❡= GU

T ✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣=♦❥❡❝A✐♦♥ ❞❡D ❣=❛♣❤❡D ❜✐♣❛=A✐A❡D ❡♥ ❣=❛♣❤❡D ✉♥✐♣❛=A✐A❡D

❋✐❣✉$❡ ✺✳✻ ✕ ▲❡ =KD❡❛✉ ♠✉❧A✐♣❧❡①❡ ❞❡D A❛❣D✿ ❧❡D KA❛♣❡D ❞❡ A=❛♥D❢♦=♠❛A✐♦♥

❯♥❡ ❢♦✐D M✉❡ ♥♦✉D ❛✈♦♥D ✜♥✐ ❧❛ ♣=♦❥❡❝A✐♦♥ ❞❡D ❣=❛♣❤❡D✱ ♥♦✉D ♦❜A❡♥♦♥D A=♦✐D =KD❡❛✉①

♠✉❧A✐♣❧❡①❡D✳

✺✳✷✳✷✳✷ ❈♦♠♣'❡))✐♦♥ ❞❡ ❣'❛♣❤❡

➚ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧❡ ❜✉A ❡DA ❞❡ =K❞✉✐=❡ ❧❡ ❣=❛♣❤❡ ✐♥✐A✐❛❧ =❡♣=KD❡♥A❛♥A ❧❛ ❢♦❧❦D♦♥♦♠✐❡✳ $♦✉=

❝❡❧❛✱ ♥♦✉D ❛✈♦♥D ❜❡D♦✐♥ ♣=✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥A✿

✶✳ ❯♥ =KD❡❛✉ ♠✉❧A✐♣❧❡①❡✿ ✉♥ ❣=❛♣❤❡ ❞♦♥A ❧❛ DA=✉❝A✉=❡ ❡DA ♠✉❧A✐❝♦✉❝❤❡ M✉❡ ♥♦✉D ♦❜A❡♥♦♥D

T ❧✬✐DD✉❡ ❞❡ ❧✬KA❛♣❡ ❞❡D ♣=KA=❛✐A❡♠❡♥AD ♣=KD❡♥AK❡ ❞❛♥D ❧❛ D❡❝A✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳✶✳

✷✳ ❯♥ ❛❧❣♦=✐A❤♠❡ ❞❡ ❞KA❡❝A✐♦♥ ❞❡D ❝♦♠♠✉♥❛✉AKD✿ ❝❡A ❛❧❣♦=✐A❤♠❡ ♣❡=♠❡A ❞❡ ❞KA❡❝A❡=

❧❡D ❝♦♠♠✉♥❛✉AKD ❞❛♥D ❧❡D ❣=❛♣❤❡D ♠✉❧A✐♣❧❡①❡D✳ ◆♦✉D K✈❛❧✉♦♥D ❞❛♥D ❝❡ A=❛✈❛✐❧ ❧❡D

✶✶✻
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❞✐✛9:❡♥=> ❛❧❣♦:✐=❤♠❡> ♣:9>❡♥=9> ❞❛♥> ❧❛ >❡❝=✐♦♥ ✸✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐=:❡ ✸✳

❆♣:I> ❛✈♦✐: ❛♣♣❧✐K✉9 ✉♥ ❛❧❣♦:✐=❤♠❡ ❞❡ ❞9=❡❝=✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=9> >✉: ❧❡ :9>❡❛✉ ♠✉❧=✐♣❧❡①❡✱

❝❤❛K✉❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉=9 ✭❝❧✉>=❡:✮ ♦❜=❡♥✉❡ ❝♦::❡>♣♦♥❞ Q ✉♥ ♥R✉❞ ❞❛♥> ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣:❛♣❤❡

:9❞✉✐=✳ ▲❡> ❧✐❡♥> ❡♥=:❡ ❧❡> ❞✐✛9:❡♥=> =②♣❡> ❞❡ ♥R✉❞> >❡ ❝♦♥>=:✉✐>❡♥= ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐I:❡ >✉✐✈❛♥=❡✿

✉♥ ❧✐❡♥ ❡>= ❝:99 ❡♥=:❡ ❞❡✉① ❝❧✉>=❡:> >✬✐❧ ② ❛ ❞9❥Q ❛✉ ♠♦✐♥> ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥=:❡ ❞❡✉① 9❧9♠❡♥=>

❛♣♣❛:=❡♥❛♥= Q ❝❡> ❞❡✉① ❝❧✉>=❡:> ❞❛♥> ❧❡ ❣:❛♣❤❡ ✐♥✐=✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦>♦♥♦♠✐❡✳ ◆♦✉> ♣:❡♥♦♥> ✉♥

❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉: ✐❧❧✉>=:❡: ❧❛ ❣9♥9:❛=✐♦♥ ❞❡> ❧✐❡♥> ♥♦♥ ♣♦♥❞9:9> ❞❛♥> ❧❛ ✜❣✉:❡ ✺✳✼✳ ❆♣:I> ❛✈♦✐:

❛♣♣❧✐K✉9 ✉♥ ❛❧❣♦:✐=❤♠❡ ❞❡ ❞9=❡❝=✐♦♥ ❞❡> ❝♦♠♠✉♥❛✉=9>✱ ♥♦✉> ♦❜=❡♥♦♥> ✶ ❝❧✉>=❡: ✉=✐❧✐>❛=❡✉:✱

✷ ❝❧✉>=❡:> :❡>>♦✉:❝❡> ❡= ✶ ❝❧✉>=❡: =❛❣✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣:❡>>✐♦♥ ❞❡ ❣:❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦>♦♥♦♠✐❡

✺✳✷✳✸ ❚%❛✐(❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ %❡.✉0(❡

❆♣:I> ❧❛ ♣❤❛>❡ ❞❡ ❝❧✉>=❡:✐♥❣ ❞✉ ❣:❛♣❤❡ ✐♥✐=✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦>♦♥♦♠✐❡✱ ♥♦✉> ❛✈♦♥> ♦❜=❡♥✉

✉♥ ❣:❛♣❤❡ ❝♦♠♣:❡>>9 ❝♦♠♣♦>9 ♣❛: ❞❡> ❝❧✉>=❡:> ❞❡ =❛❣>✱ ❞❡> ❝❧✉>=❡:> ❞❡> ✉=✐❧✐>❛=❡✉:> ❡= ❞❡>

❝❧✉>=❡:> ❞❡> :❡>>♦✉:❝❡>✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐=✱ ❧❛ ♣:❡♠✐I:❡ 9=❛♣❡ ❝♦♥>✐>=❡ Q =:❛♥>❢♦:♠❡: ❧❛ :❡K✉\=❡ ❞❡

❧✬✉=✐❧✐>❛=❡✉: q = (ux, ry) ♣❛: ❞❡> ❝❧✉>=❡:> ❛✉①K✉❡❧> ❧✬✉=✐❧✐>❛=❡✉: ❡= ❧❛ :❡>>♦✉:❝❡ ❞❡ ❧❛ :❡K✉\=❡

✐♥✐=✐❛❧❡ ❛♣♣❛:=✐❡♥♥❡♥=✳ ❈✬❡>=✲Q✲❞✐:❡ Q ❝❡ >=❛❞❡✱ ♥♦✉> ❛❧❧♦♥> ♥♦✉> ✐♥=9:❡>>❡: ✉♥✐K✉❡♠❡♥= ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❝❧✉>=❡:✳ $❛: ❡①❡♠♣❧❡✱ >✐ ❧✬✉=✐❧✐>❛=❡✉: ux ∈ Cux ❡= ❧❛ :❡>>♦✉:❝❡ ry ∈ Cry ❛❧♦:> ❧❛

♥♦✉✈❡❧❧❡ :❡K✉\=❡ ❞❡✈✐❡♥=✿ q′ = (Cux , Cry)✳ ◆♦✉> ♥♦✉> ❜❛>♦♥> >✉: ❧✬❤②♣♦=❤I>❡ K✉❡ ❧❡> :❡K✉\=❡>

✉=✐❧✐>❛=❡✉: ✭✉=✐❧✐>❛=❡✉:> ❡= :❡>>♦✉:❝❡>✮ ❡①✐>=❡♥= ❞9❥Q ❞❛♥> ❧❡ >②>=I♠❡✳ $❛: ❝♦♥>9K✉❡♥=✱ ♥♦=:❡

✶✶✼



✺✳✷✳ ❆$$❘❖❈❍❊ ❉❊ ❘❊❈❖▼▼❆◆❉❆❚■❖◆ ❉❊ ❚❆●❙ $❆❘ ◆■❱❊❆❯❳✿ ❚▲❚❘

❚▲❚❘ 6♦✉✛:❡ ❞❡ ♣:♦❜❧@♠❡ ❞❡ ❞B♠❛::❛❣❡ E ❢:♦✐❞✳

✺✳✷✳✹ ❙%❧❡❝)✐♦♥ ❞❡. ❝❧✉.)❡0. ❞❡ )❛❣.

▲❡ ❜✉H ❞❡ ❝❡HH❡ BH❛♣❡ ❡6H ❞❡ 6B❧❡❝H✐♦♥♥❡: ❧❡6 Kc ❧❡6 ♣❧✉6 ♣❡:H✐♥❡♥H6 ♣❛: :❛♣♣♦:H E ❧❛

:❡K✉LH❡ H:❛♥6❢♦:♠B❡ q′ ❞❛♥6 ❧❛ ❞❡✉①✐@♠❡ BH❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣:♦❝❤❡✳ ▲❡ Kc ❡6H ✉♥ ♣❛:❛♠@H:❡ ❝❧B

❞❡ ❧✬❛♣♣:♦❝❤❡✱ ❝❛: ✐❧ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝H ❞✐:❡❝H 6✉: ❧❛ H❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣:❛♣❤❡ ❝♦♥H❡①H✉❡❧ :B❞✉✐H ❞♦♥H ♥♦✉6

❢❛✐6♦♥6 ❧✬❡①H:❛❝H✐♦♥✳ ◆♦✉6 6B❧❡❝H✐♦♥♥♦♥6 ❧❡6 top−Kc ♣♦✉: ❡①H:❛✐:❡ ✉♥ ❣:❛♣❤❡✱ ♣❡:6♦♥♥❛❧✐6B

E ❝❤❛K✉❡ :❡K✉LH❡✱ ❛♣♣❡❧B ❣:❛♣❤❡ ❝♦♥H❡①H✉❡❧✳ ❉❛♥6 ❝❡ H:❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉6 ❢❛✐6♦♥6 ✉♥❡ BH✉❞❡ ❞❡

❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡Kc 6✉: ❧❛ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛H✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡6 ❝❧✉6H❡:6 ❡6H ❛66✉:B ♣❛: ❧✬❛❧❣♦:✐H❤♠❡

H♦♣♦❧♦❣✐K✉❡ ❋♦❧❦:❛♥❦ ❬❏W6❝❤❦❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✳

✺✳✷✳✺ ❊①)0❛❝)✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣0❛♣❤❡ ❝♦♥)❡①)✉❡❧

➚ ❝❡HH❡ BH❛♣❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝H✐❢ ❡6H ❞❡ :❡✈❡♥✐: E ❧❛ 6H:✉❝H✉:❡ ✐♥✐H✐❛❧❡ ❞✉ ❣:❛♣❤❡ ♦] ❝❤❛K✉❡

♥^✉❞ :❡♣:B6❡♥H❡ 6♦✐H ✉♥ ✉H✐❧✐6❛H❡✉:✱ 6♦✐H ✉♥❡ :❡66♦✉:❝❡ 6♦✐H ✉♥ H❛❣✳ ▲✬✐❞B❡ ❡6H ❞❡ ♣:♦♣♦6❡:

✉♥ ❣:❛♣❤❡ ❝♦♥H❡①H✉❡❧ ♣♦✉: ❝❤❛K✉❡ :❡K✉LH❡ ❞❛♥6 ❧❡K✉❡❧ ♥♦✉6 :B❞✉✐6♦♥6 ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛

K✉❛♥H✐HB ❞❡6 B❧B♠❡♥H6 ✐♥✉H✐❧❡6✳ ❊♥ ❡✛❡H✱ 6✐ ✉♥ ✉H✐❧✐6❛H❡✉: ❡6H ✐♥HB:❡66B ♣❛: ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛:

❧❡ H❤@♠❡ ✐♥❢♦:♠❛H✐K✉❡ ❝✬❡6H ✐♥✉H✐❧❡ ❞❡ ♣❛:❝♦✉:✐: ❧❡6 B❧B♠❡♥H6 ❞✉ H❤@♠❡ ❛❣:✐❝✉❧H✉:❡✳ ◆♦✉6

✉H✐❧✐6♦♥6 ♣♦✉: ❝❡❧❛ ❧❡ ❣:❛♣❤❡ :B❞✉✐H ♦❜H❡♥✉ ❧♦:6 ❞❡ ❧❛ 6❡❝H✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳

❉♦♥❝✱ E ♣❛:H✐: ❞✉ ❣:❛♣❤❡ ✐♥✐H✐❛❧ G := (U, T,R) ❛✈❡❝✿ U, TetR 6♦♥H ❞❡6 ❡♥6❡♠❜❧❡6 ✜✲

♥✐6 :❡6♣❡❝H✐✈❡♠❡♥H ❞❡6 ✉H✐❧✐6❛H❡✉:6✱ ❞❡6 H❛❣6 ❡H ❞❡6 :❡66♦✉:❝❡6✱ ♥♦✉6 ❛❧❧♦♥6 ❡①H:❛✐:❡ ✉♥

6♦✉6✲❣:❛♣❤❡ ❝♦♥H❡①H✉❡❧ Gs := (Us, Ts, Rs) ♣❛: :❛♣♣♦:H E ❝❤❛K✉❡ :❡K✉LH❡ ✉H✐❧✐6❛H❡✉:✳ ❈❡HH❡

❡①H:❛❝H✐♦♥ ❡6H ❜❛6B❡ 6✉: ❧✬✉H✐❧✐6❛H❡✉: ♣♦6❛♥H ❧❛ :❡K✉LH❡ ❛✐♥6✐ K✉❡ 6✉: ❧❛ :❡66♦✉:❝❡ K✉✬✐❧ ✈❡✉H

❛♥♥♦H❡:✳ ❊♥ ❡✛❡H✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥6✐6H❡ E ❡①H:❛✐:❡ ❧❡6 ❝❧✉6H❡:6 Cux ❡H Cry ❝♦♥H❡♥❛♥H ❧✬✉H✐❧✐6❛H❡✉: ❡H

❧❛ :❡66♦✉:❝❡ ❞❡ ❧❛ :❡K✉LH❡ q✳ ▲❡6 H❛❣6 Ts 6♦♥H ❢♦:♠B6 ♣❛: ❧✬❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡6 H❛❣6 ❛♣♣❛:H❡♥❛♥H

❛✉① ❝❧✉6H❡:6 CTR(q′)✳

✺✳✷✳✻ ❘❡❝♦♠♠❛♥❞❛)✐♦♥ ❞❡ )❛❣.

❈❡HH❡ BH❛♣❡ ❡6H 6✐♠✐❧❛✐:❡ E ❧✬BH❛♣❡ ❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛H✐♦♥ ❞❡6 ❝❧✉6H❡:6 6❛✉❢ K✉❡ ❝❡HH❡ ❢♦✐6✲❝✐

♥♦✉6 ❛♣♣❧✐K✉♦♥6 ❧❛ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛H✐♦♥ 6✉: ❧❡ ❣:❛♣❤❡ ❝♦♥H❡①H✉❡❧ ♣❛: :❛♣♣♦:H E ❧❛ :❡K✉LH❡ q

❛✈❡❝ ❧❡ ♠L♠❡ ❛❧❣♦:✐H❤♠❡ ❋♦❧❦:❛♥❦ ✉H✐❧✐6B ❞❛♥6 ❧❛ 6❡❝H✐♦♥ ✺✳✷✳✹✳ ▲❡ :B6✉❧H❛H ❡6H ❧✬❡♥6❡♠❜❧❡

✶✶✽
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❞❡8 9❛❣8 < =❡❝♦♠♠❛♥❞❡=✳ ◆♦✉8 ❞✐89✐♥❣✉♦♥8 ❞❡✉① ♣♦✐♥98 ❞✬♦=✐❣✐♥❛❧✐9H ❞❛♥8 ♥♦9=❡ ❛♣♣=♦❝❤❡✳

▲❡ ♣=❡♠✐❡= ♣♦✐♥9 8❡ ♠❛♥✐❢❡89❡ ❞❛♥8 ❧❡ ♣=♦❝❡88✉8 ❞❡ ❧❛ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥ K✉✐ 8❡ ❢❛✐9 8✉= ❞❡✉①

♥✐✈❡❛✉①✿ < ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❣H♥H=✐K✉❡ ✭❝❧✉89❡=✮ ❡♥ ♣=❡♠✐❡= 9❡♠♣8 ♣✉✐8 ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ 8♣H❝✐✜K✉❡ ✭9❛❣✮

❡♥ ❞❡✉①✐P♠❡ 9❡♠♣8✳ ▲❡ ❞❡✉①✐P♠❡ ♣♦✐♥9 ❡89 K✉❡ ♥♦✉8 ♣=♦♣♦8♦♥8 ✉♥ ❣=❛♣❤❡ ♣❡=8♦♥♥❛❧✐8H <

❝❤❛K✉❡ =❡K✉Q9❡✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣♦✉= ♦❜❥❡❝9✐❢ ❞✬❛♠H❧✐♦=❡= ❧❛ ♣=H❝✐8✐♦♥ ❞❛♥8 ❧❛ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥✳

✺✳✷✳✼ ➱%✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%1

◆♦✉8 ❝♦♠♣❛=♦♥8 ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9H ❞❡ ♥♦9=❡ ♠H9❤♦❞❡ ❚▲❚❘ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠H9❤♦❞❡ ❞❡ =❡❝♦♠✲

♠❛♥❞❛9✐♦♥ ❞❡ 9❛❣8 ❋♦❧❦=❛♥❦✳ ▲✬❛♣♣=♦❝❤❡ ❚▲❚❘ ❡89 ❢♦♥❞H❡ ♣=✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥9 8✉= ❧❡ ❝❧✉89❡=✐♥❣

❡9 8✉= ❧❛ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥✳ ◆♦✉8 ♣=❡♥♦♥8 ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛♣♣=♦❝❤❡ ❚▲❚❘ ❜❛8H❡ 8✉= ❧❛

♠H9❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧✉89❡=✐♥❣ ▼✉①✲▲✐❝♦❞✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9H ❞❡ ❚▲❚❘ ❡89 ❢♦♥❞H 8✉=✿ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9H ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞✱ ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐9H ❞❡ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥ ❞❡ ❝❧✉89❡=8 ❡9 ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9H ❞❡ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥ ❞❡ 9❛❣8✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9H ❞❡ ❧✬❛❧❣♦=✐9❤♠❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ❞H♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9H ❞❡8 9=♦✐8 H9❛♣❡8

❢♦♥❞❛♠❡♥9❛❧❡8 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡8 ❧❡❛❞❡=8✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞❡❣=H ❞✬❛♣♣❛=9❡♥❛♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9❛✐=❡

❡9 ❧❛ ♠H9❤♦❞❡ ❞✬❛❣=H❣❛9✐♦♥ ❞❡8 ♣=H❢H=❡♥❝❡8 ❛♣♣❧✐K✉H❡8✳ ▲✬✉9✐❧✐8❛9✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥9=❛❧✐9H ❞❡

❞❡❣=H ♣♦✉= ❧✬✐❞❡♥9✐✜❝❛9✐♦♥ ❞❡8 ♥X✉❞8 ❧❡❛❞❡=8 =❡K✉✐❡=9 O(m) H9❛♣❡8 ♦Y m = max
i∈[1,α]

|Ei| ❡89
❧❡ ♥♦♠❜=❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡8 ❛=Q9❡8 ❞❛♥8 ❧❡8 ❝♦✉❝❤❡8 ❞✉ ♠✉❧9✐♣❧❡①❡✳ ▲✬H9❛♣❡ ❧❛ ♣❧✉8 ❝♦Z9❡✉8❡

❡89 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡8 ♣=H❢H=❡♥❝❡8 ❞✬❛♣♣❛=9❡♥❛♥❝❡ ❞❡8 ♥X✉❞8 ❛✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉9H8 ✐❞❡♥9✐✜H❡8 K✉✐

❡89 ❜❛8H 8✉= ❧✬❛❧❣♦=✐9❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦89=❛ ❬❉✐❥❦89=❛ ✶✾✺✾❪ ♣♦✉= ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣❧✉8 ❝♦✉=9 ❝❤❡♠✐♥

❡♥9=❡ ❝❤❛K✉❡ ♥X✉❞ ❡9 ❧❡8 ♥X✉❞8 ❧❡❛❞❡=8 ✐❞❡♥9✐✜H8✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐K✉❛♥9 ❧✬❛❧❣♦=✐9❤♠❡ ♣❧✉8 ❝♦✉=9

❝❤❡♠✐♥✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9H ❡89 O(m + |V |log(|V |)✳ ▲✬H9❛♣❡ ❞❡ ❢✉8✐♦♥ ❞❡8 ♣=H❢H=❡♥❝❡8 ❛✈❡❝

❧✬❛❧❣♦=✐9❤♠❡ ❇♦=❞❛ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐9H O(l × log(l)) ♦Y l = |C| ❡89 ❧❡ ♥♦♠❜=❡ ❞❡8 ❧❡❛❞❡=8

✐❞❡♥9✐✜H8✳ ❆❝9✉❡❧❧❡♠❡♥9✱ ❧❛ ♣=♦❝H❞✉=❡ ❞❡ ❢✉8✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡8 =❛♥❣8 ❡89 8✐♠♣❧❡♠❡♥9 ♠✐8❡ ❡♥

X✉✈=❡ ❡♥ ✉9✐❧✐8❛♥9 ❧✬❛❧❣♦=✐9❤♠❡ ❞❡ 9=✐ =❛♣✐❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞H9❛✐❧❧H ❞❛♥8 ❬❉✇♦=❦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥9✱ ❧❡ ♥♦♠❜=❡ ❞❡8 ❧❡❛❞❡=8 ✐❞❡♥9✐✜H8 ❡89 ❣H♥H=❛❧❡♠❡♥9 9=P8 ❢❛✐❜❧❡ ♣❛= =❛♣♣♦=9 ❛✉

♥♦♠❜=❡ 9♦9❛❧ ❞❡8 ♥X✉❞8✳ ◆♦✉8 8✐❣♥❛❧♦♥8 K✉❡ ❧❡ ❝❧✉89❡=✐♥❣ ❡89 ❡①H❝✉9H ✉♥❡ ❢♦✐8 ❤♦=8 ❧✐❣♥❡✳

❊♥ ❝♦♥8HK✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9H ❞❡ ❧✬❛❧❣♦=✐9❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉89❡=✐♥❣ ❡89 ✐❣♥♦=H❡ ❡9 ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9H ❞❡

❚▲❚❘ 8❡ ❧✐♠✐9❡ < ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9H ❞❡ ❋♦❧❦=❛♥❦ ❡①H❝✉9H 8✉= ❧❡ ❣=❛♣❤❡ =H❞✉✐9 ❡9 8✉= ❧❡ ❣=❛♣❤❡

❝♦♥9❡①9✉❡❧✳ $♦✉= =H8✉♠❡=✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9H ❞❡ ❧❛ 9b❝❤❡ ❞❡ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛9✐♦♥ ❡89 ❧❛ 8♦♠♠❡

✶✶✾
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6❡8♣❡❝;✐✈❡♠❡♥; ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐;E ❞❡ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛;✐♦♥ ❞❡8 ❝❧✉8;❡68 8✉6 ❧❡ ❣6❛♣❤❡ 6E❞✉✐;

O(iter × (|A|+ |U |+ |R|+ |T |) + |T | ×N)clusters ❡; ❧❛ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛;✐♦♥ ❞❡ ;❛❣8 ❡✛❡❝;✉E❡

8✉6 ❧❡ ❣6❛♣❤❡ ❝♦♥;❡①;✉❡❧ O(iter × (|A| + |U | + |R| + |T |) + |T | × N)contextuel✳ ❉♦♥❝✱ ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐;E ❞❡ ❚▲❚❘ ❡8;✿

O(iter× (|A|+ |U |+ |R|+ |T |) + |T | ×N)clusters +O(iter× (|A|+ |U |+ |R|+ |T |) + |T | ×
N)contextuel✳

❬❏M8❝❤❦❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ♦♥; ♣6♦✉✈E R✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐;E ❞✬❡①E❝✉;✐♦♥ ❞❡8 ;♦♣✲◆ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛;✐♦♥8

❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦6✐;❤♠❡ ❋♦❧❦6❛♥❦ ❡8; O(iter × (|A| + |U | + |R| + |T |) + |T | × N) ♦V ✐;❡6 ❡8;

❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞✬✐;E6❛;✐♦♥8✳ |A|✱ |U |✱ |R|✱ |T | 8♦♥; 6❡8♣❡❝;✐✈❡♠❡♥; ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡8 ❛6X;❡8✱ ❞❡8

✉;✐❧✐8❛;❡✉68✱ ❞❡8 6❡88♦✉6❝❡8 ❡; ❞❡8 ;❛❣8✳

▲❡ ;❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ♣6E8❡♥;❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛6❛✐8♦♥ ❞❡8 ❞✐✛E6❡♥;❡8 ;❛✐❧❧❡8 ❞❡ ❣6❛♣❤❡ ✐♥✐;✐❛❧ ❞❡ ❧❛

❢♦❧❦8♦♥♦♠✐❡✱ ❞❡ ❣6❛♣❤❡ 6E❞✉✐; ✭♣❛6 ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ▼✉①✲▲✐❝♦❞✮ ❛✐♥8✐ R✉❡ ❞❡ ❣6❛♣❤❡ ❝♦♥;❡①;✉❡❧✳

$♦✉6 ❡8;✐♠❡6 ❧❛ ;❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣6❛♣❤❡ ❝♦♥;❡①;✉❡❧✱ ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ❝❛❧❝✉❧E ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡8 ❣6❛♣❤❡8

❝♦♥;❡①;✉❡❧8 ♣6♦✈❡♥❛♥; ❞✬❡♥✈✐6♦♥ 509 6❡R✉X;❡8✳ ▲❡ ❣6❛♥❞ ❣6❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦8♦♥♦♠✐❡ ❡8; ✉;✐❧✐8E

❡♥ ❡♥;✐❡6 ♣♦✉6 ❝❛❧❝✉❧❡6 ❧❛ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛;✐♦♥ ❞❛♥8 ❧✬❛♣♣6♦❝❤❡ ❞❡ ❋♦❧❦6❛♥❦ ❝❧❛88✐R✉❡✳ ❚❛♥❞✐8

R✉✬❛✈❡❝ ❚▲❚❘✱ ♥♦✉8 ❝❛❧❝✉❧♦♥8 ❧❛ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛;✐♦♥ ✉♥❡ ❢♦✐8 8✉6 ❧❡ ❣6❛♣❤❡ 6E❞✉✐; ❡; ✉♥❡

❛✉;6❡ ❢♦✐8 8✉6 ❧❡ ❣6❛♣❤❡ ❝♦♥;❡①;✉❡❧ ❞❡ ♣❡;✐;❡ ;❛✐❧❧❡✳ $❧✉8 ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞✬✐;E6❛;✐♦♥8 ❞✬❡①E❝✉;✐♦♥

❞❡ ❋♦❧❦6❛♥❦ ❛✉❣♠❡♥;❡✱ ♣❧✉8 ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐;E ❞❡ ❚▲❚❘ ❡8; ♠♦✐♥8 ✐♠♣♦6;❛♥;❡ R✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡

❋♦❧❦6❛♥❦ ❝❧❛88✐R✉❡✳

●!❛♣❤❡& ★◆)✉❞& ★❆"#$❡& ★❯ ★❚ ★❘

G 889 24297 116 412 361

Gc✭❣"❛♣❤❡ "'❞✉✐+✮ 434 1677 97 154 183
❚❛✉① ❝♦♠♣"❡22✐♦♥ ❡♥ ✪ 51, 18 93, 1 16, 37 62, 62 49, 30

Moyenne(Gs)✭❣"❛♣❤❡ ❝♦♥+❡①+✉❡❧✮ 36 89 9 17 10
❚❛✉① ❝♦♠♣"❡22✐♦♥ ❡♥ ✪ 95, 95 99, 63 92, 24 95, 87 97, 22

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣"❡22✐♦♥ ❞❡2 ❞❡✉① ❣"❛♣❤❡2 ✭❝♦♠♣"❡22' ❡+ ❝♦♥+❡①+✉❡❧✮
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✺✳✸ ❊①♣&'✐♠❡♥,❛,✐♦♥/ ❡, '&/✉❧,❛,/

▲❡2 ❡①♣56✐♠❡♥:❛:✐♦♥2 =✉❡ ♥♦✉2 ♠❡♥♦♥2 ♣652❡♥:❡♥: ✉♥❡ 5:✉❞❡ ❝♦♠♣❛6❛:✐✈❡ ❞❡2 ❞✐✛5✲

6❡♥:❡2 ♠5:❤♦❞❡2 ❞❡ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛:✐♦♥ ❞❡ :❛❣2✳ ◆♦✉2 5✈❛❧✉♦♥2 ♣♦✉6 ❝❡❧❛ ❧❡2 ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡2

❞❡ ♥♦:6❡ 2②2:I♠❡ ♣❛6 ♥✐✈❡❛✉① TLTR ❡♥ ❝♦♠♣❛6❛♥: ❧❡2 ❞✐✛56❡♥:2 ❛❧❣♦6✐:❤♠❡2 ❞❡ ❞5:❡❝:✐♦♥

❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:52 ♣652❡♥:52 ❞❛♥2 ❧❡ ❝❤❛♣✐:6❡ ✸ 2✉6 ❧❡2 ❞♦♥♥5❡2 ❞❡ ❇✐❜2♦♥♦♠② ❡♥ :❡6♠❡ ❞❡

♠❡2✉6❡ ❞❡ ♣!"❝✐%✐♦♥✳

✺✳✸✳✶ ▲❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥+❡,

❇✐❜#♦♥♦♠② ❡2: ✉♥ 2②2:I♠❡ ❞❡ ♣❛6:❛❣❡ ❞❡2 65❢56❡♥❝❡2 ❜✐❜❧✐♦❣6❛♣❤✐=✉❡2 ❬❏N2❝❤❦❡ ❡) ❛❧✳

✷✵✵✽❪✳ ▲❡ :❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ♣652❡♥:❡ ✉♥❡ ❞❡2❝6✐♣:✐♦♥ ❞❡ ❝❡2 ❞♦♥♥5❡2✿ ❆♣6I2 ❛✈♦✐6 ❡✛❡❝:✉5 ❧❡2

★ ❯*✐❧✐#❛*❡✉/# ★ ❚❛❣# ★ ❘❡##♦✉/❝❡# ★ ❆/5*❡#

✶✶✻ 412 361 24297

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ▲❡2 ❞♦♥♥5❡2 ❞❡ ❇✐❜2♦♥♦♠②

♣65:6❛✐:❡♠❡♥:2 2✉6 ❧❡2 ❞♦♥♥5❡2 ❞❡ ❇✐❜2♦♥♦♠② ❞5❝6✐:2 ❞❛♥2 ❧❛ 2❡❝:✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳✶✱ ♥♦✉2 ♦❜:❡♥♦♥2

:6♦✐2 652❡❛✉① ♠✉❧:✐♣❧❡①❡2✳ ▲❛ :❛❜❧❡ ✺✳✸ ❞5❝6✐: ❡♥ ❞5:❛✐❧ ❧❡2 ❞✐✛56❡♥:❡2 ❞♦♥♥5❡2 ❞❡ ❝❤❛❝✉♥

❞❡2 652❡❛✉① ♠✉❧:✐♣❧❡①❡2 ❞❡ ❇✐❜2♦♥♦♠②✳

❘6#❡❛✉ ▼✉❧*✐♣❧❡①❡ ❈♦✉❝❤❡# ◆=✉❞# ❆/5*❡# ❉❡♥#✐*6

❯:✐❧✐2❛:❡✉6 ❯)✐❧✐%❛)❡✉! ❜❛%" ❘❡%%♦✉!❝❡ ✶✶✻ ✾✵✶ ✵✱✶✸✺

❯)✐❧✐%❛)❡✉! ❜❛%" ❚❛❣ ✶✶✻ ✾✽✺ ✵✱✶✹✼

❚❛❣ ❚❛❣ ❜❛%" ❘❡%%♦✉!❝❡ ✹✶✷ ✷✹✾✻ ✵✱✵✷✾✹

❚❛❣ ❜❛%" ❯)✐❧✐%❛)❡✉! ✹✶✷ ✶✾✺✻ ✵✱✵✷✸✶

❘❡22♦✉6❝❡ ❘❡%%♦✉!❝❡ ❜❛%" ❚❛❣ ✸✻✶ ✷✽✶✹ ✵✱✵✹✸✸

❘❡%%♦✉!❝❡ ❜❛%" ❯)✐❧✐%❛)❡✉! ✸✻✶ ✶✻✽✺ ✵✱✵✷✺✾

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ▲❡2 652❡❛✉① ♠✉❧:✐♣❧❡①❡2 ❞❡ ❇✐❜2♦♥♦♠②

◆♦✉2 :❡2:♦♥2 ✐❝✐ ♥♦:6❡ ❛♣♣6♦❝❤❡ ❞❡ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛:✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡2 ❞✐✛56❡♥:❡2 ♠5:❤♦❞❡2 ❞❡

❝❧✉2:❡6✐♥❣✳ ❈♦♠♠❡ ❛❧❣♦6✐:❤♠❡ ❞❡ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛:✐♦♥✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ❝❤♦✐2✐ ❋♦❧❦6❛♥❦ ❬❍♦:❤♦ ❡) ❛❧✳

✷✵✵✻❪✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡2: ❥✉2:✐✜5 ♣❛6 ❧❛ ♣♦♣✉❧❛6✐:5 ❡: ❧✬❡✣❝❛❝✐:5 ❞❡ ❝❡: ❛❧❣♦6✐:❤♠❡✳ ◆♦✉2 ❝♦♠♣❛6♦♥2

♥♦:6❡ 2②2:I♠❡ ❞❡ 6❡❝♦♠♠❛♥❞❛:✐♦♥ ♣❛6 ♥✐✈❡❛✉ ❚▲❚❘ ❡♥ ✉:✐❧✐2❛♥: ❧❡2 ❞✐✛56❡♥:❡2 ❛♣♣6♦❝❤❡2

❞❡ ❝❧✉2:❡6✐♥❣ ♣652❡♥:5❡2 ❞❛♥2 ❧✬5:❛: ❞❡ ❧✬❛6: ❞❡2 ❣6❛♣❤❡2 ♠✉❧:✐♣❧❡①❡2 :❡❧❧❡2 =✉❡✿ ❧❡2 ❛♣♣6♦❝❤❡2
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❞✬❡①♣❧♦8❛:✐♦♥ =✐♠✉❧:❛♥@❡ ❞❡= ❝♦✉❝❤❡=✱ ❧✬❛❣8@❣❛:✐♦♥ ❞❡= ❝♦✉❝❤❡= ❡: ❧✬❡♥=❡♠❜❧❡ ❝❧✉=:❡8✐♥❣ ♣❛8

8❛♣♣♦8: F ❧✬❛❧❣♦8✐:❤♠❡ ❋♦❧❦8❛♥❦ ❝❧❛==✐I✉❡ ❬❍♦:❤♦ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✳

✺✳✸✳✷ ▲❡& ♣❛)❛♠+,)❡& ❞❡ ❧✬❛♣♣)♦❝❤❡ ❡, ♠3,❤♦❞♦❧♦❣✐❡

◆♦✉= ♣8@=❡♥:♦♥= ❞❛♥= ❝❡::❡ =❡❝:✐♦♥ ❧❡= :8♦✐= ♣8✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛8❛♠P:8❡= ❞❡ ❧✬❛♣♣8♦❝❤❡✿

✕ ▲✬❛❧❣♦8✐:❤♠❡ ❞❡ ❞@:❡❝:✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:@✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦8✐:❤♠❡ ❡=: ❛==❡③ ✐♠♣♦8✲

:❛♥: ❞❛♥= ♥♦:8❡ ♠@:❤♦❞♦❧♦❣✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡:✱ ❧✬@:❛♣❡ ❞❡ ❝❧✉=:❡8✐♥❣ ❝♦♥=:✐:✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡= ♣✐❧✐❡8=

❞❡ ♥♦:8❡ ❛♣♣8♦❝❤❡ ✭=❡❝:✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✳ %♦✉8 ❝❡❧❛✱ ♥♦✉= ❛✈♦♥= @:✉❞✐@ ❧❡= ❞✐✛@8❡♥:❡= ❛♣✲

♣8♦❝❤❡= ❞❡ ❝❧✉=:❡8✐♥❣ ❞❛♥= ❧❡= 8@=❡❛✉① ♠✉❧:✐♣❧❡①❡=✿ ❆❈✱ ❊❈ ❡: ❊❙❈ ✭❞@:❛✐❧❧@❡= ❞❛♥=

❧❡ ❝❤❛♣✐:8❡ ✸✮✳

✕ ▲❡ ♥♦♠❜8❡ ❞❡= ❝❧✉=:❡8= F =@❧❡❝:✐♦♥♥❡8 Kc✿ ❝❡ ♣❛8❛♠P:8❡ ❞@:❡8♠✐♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜8❡ ❞❡

❝❧✉=:❡8= F =@❧❡❝:✐♦♥♥❡8 ♣♦✉8 ❧✬❡①:8❛❝:✐♦♥ ❞✉ ❣8❛♣❤❡ ❝♦♥:❡①:✉❡❧✳ ◆♦✉= ♥❡ ✜①♦♥= ♣❛= ❧❡

♣❛8❛♠P:8❡ Kc ♠❛✐= ❛✉ ❝♦♥:8❛✐8❡ ♥♦✉= @:✉❞✐♦♥= ❧✬✐♥:@❣8❛❧✐:@ ❞❡= ✈❛❧❡✉8= ♣♦==✐❜❧❡=✳

✕ ▲❡ ♥♦♠❜8❡ ❞❡ :❛❣= F 8❡❝♦♠♠❛♥❞❡8 Kt✿ ❛✜♥ ❞❡ ❞@:❡8♠✐♥❡8 ❧❡ ♥♦♠❜8❡ ❞❡ :❛❣= F 8❡❝♦♠✲

♠❛♥❞❡8 F ❧✬✉:✐❧✐=❛:❡✉8✱ ♥♦✉= ❛✈♦♥= ❢❛✐: ✉♥❡ ❛♥❛❧②=❡ ❞❡= ❞♦♥♥@❡= ❞❡ ❇✐❜=♦♥♦♠② ♣♦✉8

❧✐♠✐:❡8 ❧✬✐♥:❡8✈❛❧❧❡ ❞✬@:✉❞❡ ❞✉ ♥♦♠❜8❡ ❞❡ :❛❣= F 8❡❝♦♠♠❛♥❞❡8✳ ▲✬❤✐=:♦❣8❛♠♠❡ ✺✳✽

♠♦♥:8❡ I✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛8: ❞❡= 8❡==♦✉8❝❡= =♦♥: ❛♥♥♦:@❡= ♣❛8 ❞❡= :❛❣= ❞♦♥: ❧❡ ♥♦♠❜8❡ ❡=:

❡♥:8❡ ✶ ❡: ✹ :❛❣=✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐:✱ ♥♦✉= ♠❡♥♦♥= ♥♦= ❡①♣@8✐♠❡♥:❛:✐♦♥= ❞❡ 8❡❝♦♠♠❛♥❞❛:✐♦♥

❞❡ :❛❣= ✭=❡❝:✐♦♥ ✺✳✸✳✹✮ ❞❛♥= ❝❡: ✐♥:❡8✈❛❧❧❡✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✽ ✕ ❇✐❜=♦♥♦♠②✿ @:✉❞❡ =:❛:✐=:✐I✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜8❡ ❞❡ :❛❣= ♣❛8 8❡==♦✉8❝❡

◆♦:8❡ ♦❜❥❡❝:✐❢ ❡=: ❞✬@✈❛❧✉❡8 ❧✬✐♠♣❛❝: ❞❡ ❝❡= :8♦✐= ♣❛8❛♠P:8❡= =✉8 ❧❛ ♣❡8❢♦8♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛

8❡❝♦♠♠❛♥❞❛:✐♦♥✳ %❛8 ❛✐❧❧❡✉8=✱ ♥♦✉= ✜①♦♥= ❧❡= ♣❛8❛♠P:8❡= ❞❡ ❧✬❛❧❣♦8✐:❤♠❡ ❋♦❧❦8❛♥❦✳ ❈❡

❞❡8♥✐❡8 ✉:✐❧✐=❡ ❧✬@I✉❛:✐♦♥ ✷✳✾ I✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡: ♣8♦♣❛❣❡ ❧❡= ♣♦✐❞= ❞❡= ♥d✉❞=✳ ◆♦✉= ✉:✐❧✐=♦♥= ❧❛
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♠❡✐❧❧❡✉6❡ ❝♦♥✜❣✉6❛=✐♦♥ =6♦✉✈?❡ ❞❛♥A ❬❏DA❝❤❦❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ♦K ❧❡ ♣❛6❛♠M=6❡ d = 0, 7 ❡= ❧❡

♥♦♠❜6❡ ❞✬✐=?6❛=✐♦♥A ❡A= ?❣❛❧ P 10✳ ■♥✐=✐❛❧❡♠❡♥=✱ ❝❤❛R✉❡ ?❧?♠❡♥= ❞✉ ✈❡❝=❡✉6 ♣6?❢?6❡♥❝❡ ❞❡

❧✬✉=✐❧✐A❛=❡✉6

~P ❛ ✉♥ ♣♦✐❞A ?❣❛❧ P 1✳ ❊♥ 6❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬✉=✐❧✐A❛=❡✉6 ❡= ❧❛ 6❡AA♦✉6❝❡ ❞❡ ❧❛ 6❡R✉T=❡

A♦♥= ❢❛✈♦6✐A?A ❡♥ ❧❡✉6 ❛AA♦❝✐❛♥= 6❡A♣❡❝=✐✈❡♠❡♥= ❧❡A ♣♦✐❞A 1 + |U | ❡= 1 + |R|✳

✺✳✸✳✸ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣-❡..✐♦♥ ❞❡ ❇✐❜.♦♥♦♠②

❈♦♠♠❡ ♥♦✉A ❧✬❛✈♦♥A ✈✉ ❞❛♥A ❧❛ A❡❝=✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ ❧❡A ❞♦♥♥?❡A ❞❡ ❇✐❜A♦♥♦♠② ♦♥= ?=? 6?❞✉✐=❡A

❡♥ ✉=✐❧✐A❛♥= ❧❡A ❞✐✛?6❡♥=A ❛❧❣♦6✐=❤♠❡A ❞❡ ❝❧✉A=❡6✐♥❣✳ ❉❛♥A ❝❡==❡ A❡❝=✐♦♥✱ ♥♦✉A ♣6?A❡♥=♦♥A ❧❡

=❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣6❡AA✐♦♥ ❞❡ ❣6❛♣❤❡ ✐♥✐=✐❛❧ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡A ♠?=❤♦❞❡A✳

●!❛♣❤❡& ★◆)✉❞& ★❆!-.❡& ★❯ ★❚ ★❘

G 889 24297 116 412 361

Gc ✭▼✉①✲▲✐❝♦❞✮ 434 1677 97 154 183
❚❛✉① ❝♦♠♣6❡AA✐♦♥ ❡♥ ✪ 51, 18 93, 1 16, 37 62, 62 49, 30

Gc ✭●❡♥▲♦✉✈❛✐♥✮ 16 79 4 6 6
❚❛✉① ❝♦♠♣6❡AA✐♦♥ ❡♥ ✪ 98, 2 99, 67 96, 55 98, 54 98, 33

Gc ✭❆❈ ✭▲✐❝♦❞✮✮ 91 46 13 40 38
❚❛✉① ❝♦♠♣6❡AA✐♦♥ ❡♥ ✪ 89, 76 99, 81 88, 79 90, 29 89, 47

Gc ✭❆❈ ✭▲♦✉✈❛✐♥✮✮ 9 27 3 3 3
❚❛✉① ❝♦♠♣6❡AA✐♦♥ ❡♥ ✪ 98, 98 99, 88 97, 41 99, 27 99, 16

Gc ✭❊❈ ✭▲✐❝♦❞✮✮ 151 993 3 89 59
❚❛✉① ❝♦♠♣6❡AA✐♦♥ ❡♥ ✪ 83, 08 95, 91 97, 41 78, 39 83, 65

Gc ✭❊❈ ✭▲♦✉✈❛✐♥✮✮ 25 187 8 11 6
❚❛✉① ❝♦♠♣6❡AA✐♦♥ ❡♥ ✪ 97, 18 78, 96 93, 10 97, 33 98, 33

❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣6❡AA✐♦♥ ❞✉ ❣6❛♣❤❡ ✐♥✐=✐❛❧

◆♦✉A ❝♦♥A=❛=♦♥A R✉❡ ❞❛♥A ❧❡ ❝❛A ♦K ♥♦✉A ♦❜=❡♥♦♥A ✉♥ ♥♦♠❜6❡ 6?❞✉✐= ❞❡ ❝❧✉A=❡6A ✐❧ ② ❛ ✉♥

6✐AR✉❡ R✉❡ ❧❛ =❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡A ❝❧✉A=❡6A A♦✐= ❣6❛♥❞❡✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❛❝=❡ ❞✐6❡❝=❡♠❡♥= ❧❡ ❣6❛♣❤❡ ❝♦♥=❡①=✉❡❧

R✉✐ ♣❡✉= ❛✈♦✐6 ✉♥❡ =❛✐❧❧❡ ❝♦♥A?R✉❡♥=❡✳ ❉❛♥A ❧❛ ♠T♠❡ ❧♦❣✐R✉❡✱ ✉♥ ♥♦♠❜6❡ ✐♠♣♦6=❛♥= ❞❡

❝❧✉A=❡6A ♣❡✉= ❛✈♦✐6 ✉♥ ❡✛❡= ✐♥✈❡6A❡ ❡= ♥♦✉A ♦❜=❡♥♦♥A ❞❡A ❝❧✉A=❡6A ❞❡ ♣❡=✐=❡A =❛✐❧❧❡A ❝❡ R✉✐

♣❡6♠❡= ❞✬❛✈♦✐6 ✉♥ ❣6❛♣❤❡ ❝♦♥=❡①=✉❡❧ ❞❡ =❛✐❧❧❡ =6MA 6?❞✉✐=❡✳ ❉❛♥A ❧❛ A✉✐=❡✱ ♥♦✉A ♣6?A❡♥=♦♥A ❧❡A

A=❛=✐A=✐R✉❡A A✉6 ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ =❛❣A✴6❡AA♦✉6❝❡A✴✉=✐❧✐A❛=❡✉6A ♣❛6 ❝❧✉A=❡6 ♣♦✉6 ❝❤❛R✉❡ ♠?=❤♦❞❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✾ ✕ ❙3❛3✐63✐7✉❡6 6✉: ❧❡ ♥♦♠❜:❡ ❞✬B❧B♠❡♥36 ♣❛: ❝❧✉63❡: ❛✈❡❝ ❆❣:B❣❛3✐♦♥ ❞❡6 ❝♦✉❝❤❡6

✭▲✐❝♦❞✮

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✵ ✕ ❙3❛3✐63✐7✉❡6 6✉: ❧❡ ♥♦♠❜:❡ ❞✬B❧B♠❡♥36 ♣❛: ❝❧✉63❡: ❛✈❡❝ ❆❣:B❣❛3✐♦♥ ❞❡6

❝♦✉❝❤❡6 ✭▲♦✉✈❛✐♥✮

✺✳✸✳✹ ❘%&✉❧)❛)&

❆✜♥ ❞✬B✈❛❧✉❡: ♥♦3:❡ 6②63N♠❡ ❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛3✐♦♥✱ ♥♦✉6 ❝❤♦✐6✐66♦♥6 ❛❧B❛3♦✐:❡♠❡♥3 ❧❛

:❡66♦✉:❝❡ r ♣❛:♠✐ ❧❡6 ❛♥♥♦3❛3✐♦♥6 ♣:B❝B❞❡♠♠❡♥3 ❡✛❡❝3✉B❡6 ♣❛: ❧✬✉3✐❧✐6❛3❡✉: u✳ ◆♦3♦♥6 ♣❛:
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✶ ✕ ❙3❛3✐63✐7✉❡6 6✉: ❧❡ ♥♦♠❜:❡ ❞✬B❧B♠❡♥36 ♣❛: ❝❧✉63❡: ❛✈❡❝ ❊♥6❡♠❜❧❡ ❈❧✉63❡:✐♥❣

✭▲✐❝♦❞✮

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✷ ✕ ❙3❛3✐63✐7✉❡6 6✉: ❧❡ ♥♦♠❜:❡ ❞✬B❧B♠❡♥36 ♣❛: ❝❧✉63❡: ❛✈❡❝ ❊♥6❡♠❜❧❡ ❈❧✉63❡:✐♥❣

✭▲♦✉✈❛✐♥✮

Kt ❧✬❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡6 3❛❣6 :❡❝♦♠♠❛♥❞B6✳ %♦✉: B✈❛❧✉❡: ❧❡6 ♣❡:❢♦:♠❛♥❝❡6✱ ♥♦✉6 ✉3✐❧✐6♦♥6 ❧❛

♠❡6✉:❡ ❞❡ ♣:B❝✐6✐♦♥ 7✉✐ ❡63 ✉♥❡ ♥♦:♠❡ 63❛♥❞❛:❞ ♣♦✉: B✈❛❧✉❡: ❧❡6 6②63N♠❡6 ❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥✲

❞❛3✐♦♥ ❬❍❡:❧♦❝❦❡: ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳ ▲❛ ♣:B❝✐6✐♦♥ ❡63 ❞B✜♥✐❡ ♣❛:✿
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✸ ✕ ❙3❛3✐63✐7✉❡6 6✉: ❧❡ ♥♦♠❜:❡ ❞✬B❧B♠❡♥36 ♣❛: ❝❧✉63❡: ❛✈❡❝ ●❡♥▲♦✉✈❛✐♥

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✹ ✕ ❙3❛3✐63✐7✉❡6 6✉: ❧❡ ♥♦♠❜:❡ ❞✬B❧B♠❡♥36 ♣❛: ❝❧✉63❡: ❛✈❡❝ ▼✉①✲▲✐❝♦❞

%:B❝✐6✐♦♥(Kt(u, r)) =
∑

u∈U
|T (u,r)∩Kt(u,r)|

|Kt(u,r)|
.

❉❛♥6 ❝❡33❡ 6❡❝3✐♦♥✱ ♥♦✉6 ❝♦♠♣❛:♦♥6 ❧❡6 :B6✉❧3❛36 ❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛3✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣:♦❝❤❡

❞❡ ❋♦❧❦:❛♥❦ ❝❧❛66✐7✉❡ ♣❛: :❛♣♣♦:3 O ❧✬❛♣♣:♦❝❤❡ ❚▲❚❘ ❜❛6B❡ 6✉:✿ ❊❙❈ ✭▼✉①✲▲✐❝♦❞✱ ●❡♥✲
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▲♦✉✈❛✐♥✮✱ ❊❈ ✭▲✐❝♦❞✱ ▲♦✉✈❛✐♥✮✱ ❆❈ ✭▲✐❝♦❞✱ ▲♦✉✈❛✐♥✮✳ ◆♦✉= ❛♣♣❧✐@✉♦♥= ✉♥❡ ♣B♦❝C❞✉B❡ ❞❡

✺✲✈❛❧✐❞❛E✐♦♥ ❝B♦✐=C❡ ♣♦✉B C✈❛❧✉❡B ♥♦EB❡ =②=EG♠❡ ❡♥ ❞✐✈✐=❛♥E ❧❡= ❞♦♥♥C❡= ❡♥ ❝✐♥@ ❜❧♦❝=✳ ◆♦✉=

✉E✐❧✐=♦♥= @✉❛EB❡ ❜❧♦❝= ♣♦✉B ❧✬❛♣♣B❡♥E✐==❛❣❡ ❡E ✉♥ ❜❧♦❝ ♣♦✉B ❧❡ E❡=E✳ ▲❡= ❡①♣CB✐♠❡♥E❛E✐♦♥=

❝✐✲❞❡==♦✉= ♣BC=❡♥E❡♥E ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡= ❝✐♥@ ❡①♣CB✐♠❡♥E❛E✐♦♥= ❞❡ B❡❝♦♠♠❛♥❞❛E✐♦♥ ❞❡ E❛❣=

❛❧❧❛♥E ❞❡ 1 ❥✉=@✉✬N 4 E❛❣= ❡♥ ✈❛B✐❛♥E N ❝❤❛@✉❡ ❢♦✐= ❧❡ ♥♦♠❜B❡ ❞❡ ❝❧✉=E❡B=✳

◆♦✉= B❛♣♣❡❧♦♥= @✉❡ ♥♦EB❡ ♦❜❥❡❝E✐❢ ✐♥✐E✐❛❧ CE❛✐E ❞❡ ❝♦♠♣❛B❡B ❧✬❛♣♣B♦❝❤❡ ❞❡ B❡❝♦♠♠❛♥❞❛E✐♦♥

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✺ ✕ ➱E✉❞❡ ❝♦♠♣❛B❛E✐✈❡ ❞❡= ❞✐✛CB❡♥E❡= ❛♣♣B♦❝❤❡= ❞❡ B❡❝♦♠♠❛♥❞❛E✐♦♥ ❞❡ E❛❣=

❡♥ E❡B♠❡ ❞❡ ♣BC❝✐=✐♦♥ ❛✈❡❝ kt = 1

❚▲❚❘ N ❧✬❛♣♣B♦❝❤❡ ❞❡ B❡❝♦♠♠❛♥❞❛E✐♦♥ ❝❧❛==✐@✉❡ ❋♦❧❦B❛♥❦✳ ▲❛ ♠CE❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛❞♦♣EC❡ ❡=E

❞✬CE✉❞✐❡B ❧✬✐♠♣❛❝E ❞❡= EB♦✐= ♣❛B❛♠GEB❡= ❞❡ ❧✬❛♣♣B♦❝❤❡ =✉B ❧❛ ♣BC❝✐=✐♦♥ ❡E ❞❡ ❝♦♥❢B♦♥E❡B ❧❡=

BC=✉❧E❛E= ♦❜E❡♥✉= ❛✈❡❝ ❧❛ ♣BC❝✐=✐♦♥ ❞❡ ❋♦❧❦B❛♥❦✳ ❚▲❚❘ ❡=E C✈❛❧✉C❡ ❡♥ ✉E✐❧✐=❛♥E ❞✐✛CB❡♥E=

❛❧❣♦B✐E❤♠❡=✿ ❊❈✱ ❆❈✱ ❊❙❈ ✭●❡♥❧♦✉✈❛✐♥✱ ▼✉①✲▲✐❝♦❞✮✳ ▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉B❡ ✈❡B=✐♦♥ ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞

EB♦✉✈C❡ ❞❛♥= ❧❛ EX❝❤❡ ❞❡ B❡❝♦♠♠❛♥❞❛E✐♦♥ ❡=E ❝❡❧❧❡ ❞✉ mode1✳ %♦✉B B❛♣♣❡❧✱ ❧❡ mode1 ❡=E

❡①♣❧✐@✉C ❞❛♥= ❧❛ =❡❝E✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ♦[ ♥♦✉= ❛✈♦♥= ❡✛❡❝E✉C ❧✬CE✉❞❡ ❞❡ ♣❛B❛♠CEB❛❣❡ ❞❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞✳

◆♦✉= ❧❛♥\♦♥= ✉♥❡ =CB✐❡ ❞✬❡①♣CB✐♠❡♥E❛E✐♦♥= ❛✜♥ ❞❡ ❞CE❡B♠✐♥❡B✱ ♣♦✉B ❝❤❛@✉❡ ❝♦♥✜❣✉B❛E✐♦♥

❡♥ ✈❛B✐❛♥E ❧❡ ♥♦♠❜B❡ ❞❡= E❛❣= ❡♥EB❡ 1 ❡E 4 ❡E ❧❡ ♥♦♠❜B❡ ❞❡ ❝❧✉=E❡B= ❡♥EB❡ 1 N 5✱ ❧❛ ❝♦♥✜✲

❣✉B❛E✐♦♥ ♦♣E✐♠❛❧❡ ❞❡ ❚▲❚❘✱ ❡♥ E❡B♠❡= ❞✬❛❧❣♦B✐E❤♠❡ ❞❡ ❞CE❡❝E✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉EC= ❝❤♦✐=✐

❡E ❞❡ ♥♦♠❜B❡ ❞❡ ❝❧✉=E❡B= N =C❧❡❝E✐♦♥♥❡B✳ ◆♦✉= ❝♦♥=E❛E♦♥= @✉❡ ♥♦EB❡ ❛♣♣B♦❝❤❡ ❛ ♦❜E❡♥✉ ❞❡

♠❡✐❧❧❡✉B= BC=✉❧E❛E= ❞❛♥= E♦✉E❡= ❧❡= ❡①♣CB✐♠❡♥E❛E✐♦♥= ✭✈♦✐B ❧❡= ✜❣✉B❡= ✺✳✶✺✱ ✺✳✶✻✱ ✺✳✶✼✱ ❡E

✶✷✼



✺✳✸✳ ❊❳%➱❘■▼❊◆❚❆❚■❖◆❙ ❊❚ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✻ ✕ ➱4✉❞❡ ❝♦♠♣❛=❛4✐✈❡ ❞❡ ❞✐✛A=❡♥4❡C ❛♣♣=♦❝❤❡C ❞❡ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛4✐♦♥ ❞❡ 4❛❣C ❡♥

4❡=♠❡ ❞❡ ♣=A❝✐C✐♦♥ ❛✈❡❝ kt = 2

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✼ ✕ ➱4✉❞❡ ❝♦♠♣❛=❛4✐✈❡ ❞❡ ❞✐✛A=❡♥4❡C ❛♣♣=♦❝❤❡C ❞❡ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛4✐♦♥ ❞❡ 4❛❣C ❡♥

4❡=♠❡ ❞❡ ♣=A❝✐C✐♦♥ ❛✈❡❝ kt = 3

✺✳✶✽✮✳ ❊♥ ❡✛❡4✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉=❡ ♣=A❝✐C✐♦♥ ♦❜4❡♥✉❡ ♣❛= ❚▲❚❘ ❡C4 0.65 ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣=♦❝❤❡ ❞❡ =❡✲

❝♦♠♠❛♥❞❛4✐♦♥ ❊♥C❡♠❜❧❡ ❈❧✉C4❡=✐♥❣ ▲✐❝♦❞ ♦O Kt = 1 ❛✈❡❝ Kc = 3 ✭✈♦✐= ❧❛ ✜❣✉=❡ ✺✳✶✺✮✳ ▲❡

=AC✉❧4❛4 ♦❜4❡♥✉ ❞A♣❛CC❡ ❋♦❧❦=❛♥❦ T✉✐ ❛ ♦❜4❡♥✉ ✉♥❡ ♣=A❝✐C✐♦♥ A❣❛❧❡ U 0.64✳ ◆♦✉C ♥♦✉C ❢♦❝❛✲

❧✐C♦♥C C✉= ❧✬❡①♣A=✐♠❡♥4❛4✐♦♥ T✉✐ A✈❛❧✉❡ ❧❛ =❡❝♦♠♠❛♥❞❛4✐♦♥ ❛✈❡❝ Kt = 3✳ ❊♥ ❡✛❡4✱ ❝♦♠♠❡

✶✷✽
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✽ ✕ ➱.✉❞❡ ❝♦♠♣❛7❛.✐✈❡ ❞❡ ❞✐✛;7❡♥.❡= ❛♣♣7♦❝❤❡= ❞❡ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛.✐♦♥ ❞❡ .❛❣= ❡♥

.❡7♠❡ ❞❡ ♣7;❝✐=✐♦♥ ❛✈❡❝ kt = 4

♥♦✉= ❧✬❛✈♦♥= ✈✉ ❞❛♥= ❧❛ ✜❣✉7❡ ✺✳✽✱ ❧✬;.✉❞❡ =.❛.✐=.✐D✉❡ =✉7 ❧❡= ❞♦♥♥;❡= ❞❡ ❇✐❜=♦♥♦♠② ❛

♠♦♥.7; D✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛7. ❞❡= 7;❢;7❡♥❝❡= ❜✐❜❧✐♦❣7❛♣❤✐D✉❡= ♦♥. ;.; ❛♥♥♦.;❡= ♣❛7 .7♦✐= .❛❣=✳ ▲❡=

7;=✉❧.❛.= ❞❡ ❧❛ ✜❣✉7❡ ✺✳✶✼ ♠♦♥.7❡♥. D✉✬❡♥ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛♥. .7♦✐= .❛❣=✱ ❧❡= ❝♦✉7❜❡= ❞❡ ♣7;❝✐=✐♦♥

❞❡ ❚▲❚❘✱ D✉❡❧D✉❡ =♦✐. ❧✬❛❧❣♦7✐.❤♠❡ ❞❡ ❞;.❡❝.✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉.;= ✉.✐❧✐=;✱ ♦♥. ❞;♣❛==; ❧❛

❝♦✉7❜❡ ❞❡ ♣7;❝✐=✐♦♥ ❞❡ ❋♦❧❦7❛♥❦✳ ◆♦✉= ❝♦♥=.❛.♦♥= D✉❡ ❧❡= 7;=✉❧.❛.= ♦❜.❡♥✉= ❛✈❡❝ ❚▲❚❘

=♦♥. ♣7♦♠❡..❡✉7= ♣❡7♠❡..❛♥. ❞✬❛✉❣♠❡♥.❡7 ❧❛ ♣7;❝✐=✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛.✐♦♥ ❞❡ .❛❣=✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥= ❝❡ ❝❤❛♣✐.7❡✱ ♥♦✉= ❛✈♦♥= ♣7♦♣♦=; ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣7♦❝❤❡ .♦♣♦❧♦❣✐D✉❡ ❞❡ 7❡❝♦♠✲

♠❛♥❞❛.✐♦♥ ❞❡ .❛❣= ❜❛=;❡ =✉7 ❧❡ ❝❧✉=.❡7✐♥❣ ❞❡= ❞✐✛;7❡♥.❡= ❝♦♠♣♦=❛♥.❡= ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦=♦♥♦♠✐❡

✭❯.✐❧✐=❛.❡✉7=✱ ❚❛❣= ❡. ❘❡==♦✉7❝❡=✮✳ ❈❡ D✉✐ ♣❡7♠❡. ❞✬❛✈♦✐7 ✉♥ ❣7❛♣❤❡ ❞❡ .❛✐❧❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉=

7;❞✉✐.❡ ❡. ❞✬❛✈♦✐7 ❧❛ =.7✉❝.✉7❡ R ❞♦✉❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉❀ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣;♥;7✐D✉❡ ❝♦♠♣♦=; ✉♥✐D✉❡♠❡♥.

♣❛7 ❞❡= ❝❧✉=.❡7= ❡. ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ =♣;❝✐✜D✉❡ ♣7;=❡♥.; ♣❛7 ❧❡= ❞✐✛;7❡♥.❡= ❝♦♠♣♦=❛♥.❡= ❞✉ ❣7❛♣❤❡

✐♥✐.✐❛❧✳ ▲❡= 7;=✉❧.❛.= ❞❡= ❡①♣;7✐♠❡♥.❛.✐♦♥= =✉7 ❧❡= ❞♦♥♥;❡= ❞❡ ❇✐❜=♦♥♦♠② ♦♥. ♠♦♥.7; D✉❡

❧✬❛♣♣7♦❝❤❡ ❞❡ 7❡❝♦♠♠❛♥❞❛.✐♦♥ ♣❛7 ♥✐✈❡❛✉①✱ D✉❡❧D✉❡ =♦✐. ❧❛ ♠;.❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧✉=.❡7✐♥❣ ✉.✐❧✐=;❡

✭❊❈✱ ❆❈✱ ▼✉①✲▲✐❝♦❞✱ ●❡♥▲♦✉✈❛✐♥✮✱ ❡=. ♣❧✉= ♣❡7❢♦7♠❛♥.❡ ❡♥ .❡7♠❡ ❞❡ ♣7;❝✐=✐♦♥ D✉❡ ❝❡❧❧❡

✶✷✾
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❞❡ ❧✬❛♣♣0♦❝❤❡ ❝❧❛44✐6✉❡ ❞❡ ❋♦❧❦0❛♥❦✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✻

❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❡) *❡+&♣❡❝)✐✈❡&

◆♦✉# ❛✈♦♥# ❛❜♦(❞* ❞❛♥# ❝❡--❡ -❤/#❡ ❞❡✉① ♣(♦❜❧*♠❛-✐5✉❡#✿ ❧❛ (❡❝♦♠♠❛♥❞❛-✐♦♥ ❞❡ -❛❣#

❞❛♥# ❧❡# ❢♦❧❦#♦♥♦♠✐❡# ❡- ❧❛ ❞*-❡❝-✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉-*# ❞❛♥# ❧❡# (*#❡❛✉① ♠✉❧-✐♣❧❡①❡#✳

◆♦✉# ❛✈♦♥# ♣(♦♣♦#* ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ -♦♣♦❧♦❣✐5✉❡ ❞❡ (❡❝♦♠♠❛♥❞❛-✐♦♥ ❞❡ -❛❣# ❞✐-❡

♣❛" ♥✐✈❡❛✉✿ ✉♥❡ (❡❝♦♠♠❛♥❞❛-✐♦♥ ; ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❣*♥*(❛❧ ❛✉ #❡(✈✐❝❡ ❞✬✉♥❡ (❡❝♦♠♠❛♥❞❛-✐♦♥ ;

✉♥ ♥✐✈❡❛✉ #♣*❝✐✜5✉❡✳

❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐5✉❡ #♦♥ ♥♦♠✱ ❧❛ (❡❝♦♠♠❛♥❞❛-✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❣*♥*(❛❧ ❣*♥*(❛❧✐#❡ ❧❡# ❝♦♥❝❡♣-#

♣♦✉( ❞♦♥♥❡( ✉♥❡ ✈✐#✐♦♥ ♠❛❝(♦ #✉( ❧❡# (❡❧❛-✐♦♥# ♣♦##✐❜❧❡# ❡♥-(❡ ❧❡# ❞✐✛*(❡♥-❡# ❡♥-✐-*#✳ ▲✬✉♥❡

❞❡# ♣(♦❜❧*♠❛-✐5✉❡# -(❛✐-*❡# ❞❛♥# ❝❡--❡ -❤/#❡ ❡#- ❝♦♠♠❡♥- ❞*✜♥✐( ❝❡# ❡♥-✐-*#✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥#

❞♦♥❝ ❡✉ (❡❝♦✉(# ❛✉ ❝❧✉#-❡(✐♥❣ ❡- ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣(♦♣♦#* ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣(♦❝❤❡✳

◆♦-(❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ❡#- ✉♥❡ ❣*♥*(❛❧✐#❛-✐♦♥ ❞✐(❡❝-❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐-❤♠❡ ▲✐❝♦❞

❬❨❛❦♦✉❜✐ ❡- ❑❛♥❛✇❛-✐ ✷✵✶✹❪✱ ♣(♦♣♦#* ✐♥✐-✐❛❧❡♠❡♥- ♣♦✉( -(❛✐-❡( ❞❡# ❣(❛♣❤❡# ♠♦♥♦♣❧❡①❡#✱ ❛✉

❝❛# ❞✬✉♥ ♠✉❧-✐♣❧❡①❡✳ ❙♦♥ ♣(✐♥❝✐♣❡ ❡#- 5✉❡ ❧❡# ❝♦♠♠✉♥❛✉-*# #❡ ❢♦(♠❡♥- ❛✉-♦✉( ❞❡# ♥N✉❞#

❛♣♣❡❧*# ♥N✉❞#✲❧❡❛❞❡(#✳ ■❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ♣(❡♠✐❡( -❡♠♣# ❧❡# ❧❡❛❞❡(# ♣✉✐# ✐❧ ❛♣♣❧✐5✉❡ ❛✉-♦✉( ❞❡

❝❡# ❧❡❛❞❡(# ✉♥ ♣(♦❝❡##✉# ❞✬❡①♣❛♥#✐♦♥ ♣♦✉( ✐❞❡♥-✐✜❡( ❧❡# ❝♦♠♠✉♥❛✉-*# ❞❛♥# ❧❡ (*#❡❛✉✳

▲✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♠*-(✐5✉❡# ❝❧❛##✐5✉❡# ❞❛♥# ❧❡# (*#❡❛✉① #✐♠♣❧❡# ❡#- ; (❡❞*✜♥✐( ♣♦✉( ❧❡ ❝❛# ❞❡

(*#❡❛✉① ♠✉❧-✐♣❧❡①❡#✳ ◆♦✉# (❡❞*✜♥✐##♦♥# -(♦✐# ♠*-(✐5✉❡#✿ ❧❡ ♣❧✉# ❝♦✉(- ❝❤❡♠✐♥✱ ❧❡ ✈♦✐#✐♥❛❣❡

❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❡- ❧❡ ❞❡❣(* ❞✬✉♥ ♥N✉❞✳

◆♦✉# ❛✈♦♥# *-✉❞✐* ❧❡# ❞✐✛*(❡♥-# -②♣❡# ❞✬❛♣♣(♦❝❤❡# ❞❡ ❞*-❡❝-✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉-*# ❞❛♥# ❧❡

❝♦♥-❡①-❡ ♠✉❧-✐♣❧❡①❡✳

✶✸✸



◆♦"#❡ ❛♣♣#♦❝❤❡✱ *✉✐ ❡①♣❧♦#❡ /✐♠✉❧"❛♥2♠❡♥" ❧❡/ ❝♦✉❝❤❡/ ❞✬✉♥ ♠✉❧"✐♣❧❡①❡✱ ♣#2/❡♥"❡ ❞❡/

♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡/ ✐♥"2#❡//❛♥"❡/ ❝♦♠♣❛#2❡/ ❛✉① ❛♣♣#♦❝❤❡/ ❝❧❛//✐*✉❡/ ❜❛/2❡/ /✉# ❧✬❛❣#2❣❛"✐♦♥

❞❡ ❝♦✉❝❤❡/ ♦✉ ❧✬❛❣#2❣❛"✐♦♥ ❞❡/ ♣❛#"✐"✐♦♥/ ♦✉ ♠8♠❡ ♣❛# #❛♣♣♦#" 9 ❧✬❛❧❣♦#✐"❤♠❡ ❣2♥2#✐*✉❡

●❡♥▲♦✉✈❛✐♥ ❬▼✉❝❤❛ ❡) ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳

▲❡/ #2/✉❧"❛"/ ♦♥" ♠♦♥"#2✱ ❡♥ ✉"✐❧✐/❛♥" ❧❡/ ✐♥❞✐❝❛"❡✉#/ "♦♣♦❧♦❣✐*✉❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛#✐"2 ❡" ❞❡

#❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ *✉❡ ♥♦"#❡ ❛❧❣♦#✐"❤♠❡ ▼✉①✲▲✐❝♦❞ ❡/" ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥" ♠❡✐❧❧❡✉# *✉❡ ❧❡/ ❛✉"#❡/

❛♣♣#♦❝❤❡/ ❞❡ ❧✬2"❛" ❞❡ ❧✬❛#"✳ ▲❡/ "❡/"/ ♦♥" 2"2 ❡✛❡❝"✉2/ /✉# ❞❡/ ❞♦♥♥2❡/ ❞❡ "❛✐❧❧❡ ❞✐✛2#❡♥"❡✳

◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ♣#♦♣♦/2 ❛✉//✐ ❧✬❛♣♣#♦❝❤❡ ❚▲❚❘ *✉✐ ❝♦♥/✐/"❡ 9 ❛//✉#❡# ✉♥❡ #❡❝♦♠♠❛♥❞❛"✐♦♥

♣❡#/♦♥♥❛❧✐/2❡ ❞❡ "❛❣/ 9 ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✳

❉❡ ♣❧✉/✱ ♥♦✉/ ❡①♣❧♦✐"♦♥/ ❧❛ ♣#2/❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝❧✉/"❡#/ ♣♦✉# ❛❥♦✉"❡# ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

✜❧"#❛❣❡✱ ♣❛# ❧✬2❧✐♠✐♥❛"✐♦♥ ❞H/ ❧❡ ❞2♣❛#" ❧❡/ ❝❧✉/"❡#/ ❞❡ "❛❣/ ♥♦♥ ✐♥"2#❡//❛♥"/ ♣❛# #❛♣♣♦#" ❛✉

❝♦♥"❡①"❡ ❞❡ ❧✬✉"✐❧✐/❛"❡✉#✳

I❛# ❝♦♥/2*✉❡♥"✱ ❧❛ *✉❛♥"✐"2 ❞❡ ❞♦♥♥2❡/ "#❛✐"2❡/ ❡/" ♥❡""❡♠❡♥" ♠♦✐♥/ ✐♠♣♦#"❛♥"❡ *✉❡ ❝❡❧❧❡

❞❡ ❞♦♥♥2❡/ ❞❡ ❞2♣❛#"✳

▲❡/ #2/✉❧"❛"/ ❞❡/ ❡①♣2#✐♠❡♥"❛"✐♦♥/ ♠♦♥"#❡♥" *✉❡ ❧❛ #❡❝♦♠♠❛♥❞❛"✐♦♥ ❞❡ "❛❣/ /✉# ❧❡/

❞♦♥♥2❡/ ❞❡ ❇✐❜/♦♥♦♠② ♣❛# ♥✐✈❡❛✉✱ *✉❡❧*✉❡ /♦✐" ❧❡ "②♣❡ ❞✬❛♣♣#♦❝❤❡ ❞❡ ❞2"❡❝"✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉"2/ ✉"✐❧✐/2❡ ✭▼✉①✲▲✐❝♦❞✱ ❊♥/❡♠❜❧❡ ❈❧✉/"❡#✐♥❣✱ ❆❣#2❣❛"✐♦♥ ❞❡/ ❝♦✉❝❤❡/✱ ●❡♥▲♦✉✈❛✐♥✮✱

♦✛#❡ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉# ❝♦♠♣#♦♠✐/ ❡♥ ♠❛"✐H#❡ ❞❡ "❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣#❡//✐♦♥ ❞❡ ❣#❛♣❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ ❡" ❞❡

♣#2❝✐/✐♦♥ *✉❡ ❧✬❛♣♣#♦❝❤❡ ❝❧❛//✐*✉❡ ❞❡ #❡❝♦♠♠❛♥❞❛"✐♦♥ ❞❡ "❛❣/ /❛♥/ ♥✐✈❡❛✉✳

▲❡/ ♣❡#/♣❡❝"✐✈❡/ /♦♥" ♥♦♠❜#❡✉/❡/ /✉# ❝❤❛❝✉♥ ❞❡/ ❛①❡/ ♣#2/❡♥"2/ ❝✐✲❞❡//✉/✳ ◆♦✉/ ❡♥

♣#2/❡♥"♦♥/ ✉♥ ❝❡#"❛✐♥ ♥♦♠❜#❡✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥" ❞❡ ✈✉❡ ♠2"❤♦❞♦❧♦❣✐*✉❡✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ✉"✐❧✐/2 ♣♦✉# ❛//✉#❡# ❧❛ ♣❤❛/❡ ❞❡ ❝♦♠♣#❡//✐♦♥

✉♥❡ ❛♣♣#♦❝❤❡ ❝❡♥"#2❡ ❣#❛✐♥❡ ❜❛/2❡ /✉# ❞❡/ ❝❛❧❝✉❧/ ❧♦❝❛✉①✳ I#♦❝❤❛✐♥❡♠❡♥"✱ ♥♦✉/ ❡♥✈✐/❛❣❡♦♥/

"❡/"❡# ❞✬❛✉"#❡/ ❛♣♣#♦❝❤❡/ ❧♦❝❛❧❡/ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣#♦♣❛❣❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛❜❡❧ ✭▲I❆✮ ❬❘❛❣❤❛✈❛♥ ❡) ❛❧✳

✷✵✵✼❪✳ ◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ✈✉ *✉❡ ❧❛ ♣❤❛/❡ ❞❡ ❝❧✉/"❡#✐♥❣ /❡ ❢❛✐" ❤♦#/ ❧✐❣♥❡✳ ❉♦♥❝✱ ❧❛ ✈❡#/✐♦♥ ❛❝"✉❡❧❧❡

♥♦✉/ ♦❜❧✐❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡# ❧❡/ ❝❧✉/"❡#/ #2❣✉❧✐H#❡♠❡♥" 9 ❝❤❛*✉❡ 2✈♦❧✉"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦❧❦/♦♥♦♠✐❡ ❡♥

#❡♣#♦❞✉✐/❛♥" ❧❛ ❝♦♠♣#❡//✐♦♥ ❞✉ ❣#❛♣❤❡ ✐♥✐"✐❛❧✳

I♦✉# ❛❝❝2❧2#❡# ❧❡/ ♣#2"#❛✐"❡♠❡♥"/ ❡" ♠✐♥✐♠✐/❡# ❧❡/ ❝♦U"/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉/ ♣#♦♣♦/♦♥/

❞✬✐♠♣❧2♠❡♥"❡# ✉♥❡ ✈❡#/✐♦♥ ✐♥❝#2♠❡♥"❛❧❡ ❞❡/ ❝♦♠♠✉♥❛✉"2/ ♣❡#♠❡""❛♥" ❞❡ ❢❛✐#❡ ❧❛ ♠✐/❡ 9

❥♦✉# "♦✉"❡ ❡♥ 2✈♦❧✉❛♥" ❧❛ /"#✉❝"✉#❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉"❛✐#❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐H#❡ ✐♥❝#2♠❡♥"❛❧❡ 2✈✐"❛♥" ❧❡
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♣❛""❛❣❡ ♣❛% ❧❡" ♣%'(%❛✐(❡♠❡♥(" ❞❡ ♣%♦❥❡❝(✐♦♥✳ 1♦✉% ❧❡ (%❛✐(❡♠❡♥( ❞❡" (%3" ❣%❛♥❞" ❣%❛♣❤❡"✱

♥♦✉" ✈✐"♦♥" ❛✉""✐ ♣❛""❡% ♣❛% ✉♥❡ ✐♠♣❧'♠❡♥(❛(✐♦♥ ♣❛%❛❧❧3❧❡ ❛✜♥ ❞✬♦♣(✐♠✐"❡% ❧❡ (❡♠♣" ❞❡

❝❛❧❝✉❧✳

▲❡ ♠❛❥❡✉% ♣%♦❜❧3♠❡ ;✉❡ ♥♦✉" %❡♥❝♦♥(%♦♥" ❡"( ❧✬✐♥❞✐"♣♦♥✐❜✐❧✐(' ❞❡" ❞♦♥♥'❡" ❛❝❝❡""✐❜❧❡" ❡♥

❧✐❣♥❡ ❛②❛♥( ❧❛ "(%✉❝(✉%❡ ♠✉❧(✐♣❧❡①❡ ♦> ❧❡" ❝♦✉❝❤❡" "♦♥( ❝♦♠♣♦"'❡" ♣❛% ❧❡ ♠?♠❡ ❡♥"❡♠❜❧❡

❞❡" ♥@✉❞" ♣♦✉% ♣♦✉✈♦✐% ♠✐❡✉① '✈❛❧✉❡% ♥♦(%❡ ❛♣♣%♦❝❤❡✳

❊♥ ♣❧✉"✱ ❧❡ ♣%♦❜❧3♠❡ ❞✬'✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉('" %❡"(❡ ✉♥ ♣%♦❜❧3♠❡ ♦✉✈❡%(✱ ♠?♠❡ ♣♦✉%

❧❡" %'"❡❛✉① ♠♦♥♦♣❧❡①❡"✳ ❉❡" ❛♣♣%♦❝❤❡" ♦%✐❡♥('❡" (C❝❤❡"✱ D ❧✬✐♥"(❛% ❞✉ (%❛✈❛✐❧ ♣%'"❡♥('

❞❛♥" ❬❨❛❦♦✉❜✐ ❡( ❑❛♥❛✇❛(✐ ✷✵✶✹❪✱ "♦♥( ❛✉""✐ D ❧✬'(✉❞❡✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" ❡✛❡❝(✉' ✉♥❡ ♣%❡♠✐3%❡

❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❞❡" ❝♦♠♠✉♥❛✉('" ❞❛♥" ❧❛ (C❝❤❡ ❞❡ %❡❝♦♠♠❛♥❞❛(✐♦♥ ❞❡ (❛❣"✳

❈♦♥❝❡%♥❛♥( ❧❡" ❛"♣❡❝(" ❧✐'" D ❧❛ %❡❝♦♠♠❛♥❞❛(✐♦♥✱ ❧❛ ♣❡%"♣❡❝(✐✈❡ ♠❛❥❡✉%❡ ❡"( ❞✬✐♥('❣%❡%

❞✬❛✉(%❡" ✐♥❢♦%♠❛(✐♦♥" "✉% ❧❡" ✉(✐❧✐"❛(❡✉%" D (%❛✈❡%" ❧❡✉%" ✐♥(❡%❛❝(✐♦♥" ❞❛♥" ❞✬❛✉(%❡" %'"❡❛✉①✳

1❛% ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐♥❝❧✉%❡ ❧❡" ✐♥❢♦%♠❛(✐♦♥" "✉% ❧❡" ✉(✐❧✐"❛(❡✉%" ✐""✉❡" ❞❡ ❞❡✉① %'"❡❛✉① ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡"

❡♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦♠♠❡ ❚✇✐((❡% ❡( ■♥"(❛❣%❛♠✳ ❙✉% ❧❡ ♣❧❛♥ ❡①♣'%✐♠❡♥(❛❧✱ ♥♦✉" ✈✐"♦♥" '✈❛❧✉❡% ❧❛

%❡❝♦♠♠❛♥❞❛(✐♦♥ ❞❡ ❚▲❚❘ "✉% ❞✬❛✉(%❡" ❜❛"❡" ❞♦♥♥'❡" ❞❡ (❛✐❧❧❡ ♣❧✉" ✐♠♣♦%(❛♥(❡ ❛✐♥"✐ ;✉❡

❞✬✉(✐❧✐"❡% ❞✬❛✉(%❡" ❛❧❣♦%✐(❤♠❡" ❞❡ %❡❝♦♠♠❛♥❞❛(✐♦♥ ❞❡ (❛❣"✳
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❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❆❞❛♠✐❝✱ ▲✳ ❆✳ ❡% ❆❞❛&✱ ❊✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❋-✐❡♥❞1 ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦-1 ♦♥ %❤❡ ✇❡❜✳ ❙♦❝✐❛❧ ♥❡(✇♦*❦,✱

✷✺✭✸✮✿✷✶✶✕✷✸✵✳ ✻✸

❆❞♦♠❛✈✐❝✐✉*✱ ●✳ ❡% ❚✉③❤✐❧✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚♦✇❛-❞ %❤❡ ♥❡①% ❣❡♥❡-❛%✐♦♥ ♦❢ -❡❝♦♠♠❡♥❞❡-

1②1%❡♠1✿ ❆ 1✉-✈❡② ♦❢ %❤❡ 1%❛%❡✲♦❢✲%❤❡✲❛-% ❛♥❞ ♣♦11✐❜❧❡ ❡①%❡♥1✐♦♥1✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❉❛(❛

❊♥❣✐♥❡❡*✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚*❛♥,❛❝(✐♦♥, ♦♥✱ ✶✼✭✻✮✿✼✸✹✕✼✹✾✳ ✷✽✱ ✹✸

❆❣❣❛&✇❛❧✱ ❈✳ ❈✳ ❡% ❘❡❞❞②✱ ❈✳ ❑✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❉❛(❛ ❈❧✉,(❡*✐♥❣✿ ❆❧❣♦*✐(❤♠, ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥,✳

❈❘❈ P-❡11✳ ✻✷✱ ✼✹

❆*✉❡&♦✱ ❆✳✱ ❙❛②❛❣♦✱ ❆✳ ❡% ●♦♥③❛❧❡③✱ ❆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❝♦--❡❧❛%✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥%✿ ❆♥ ♦✈❡-✲

✈✐❡✇✳ ❈*✐(✐❝❛❧ *❡✈✐❡✇, ✐♥ ❛♥❛❧②(✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐,(*②✱ ✸✻✭✶✮✿✹✶✕✺✾✳ ✸✾

❆✉ ❨❡✉♥❣✱ ❈✳✲♠✳✱ ●✐❜❜✐♥*✱ ◆✳ ❡% ❙❤❛❞❜♦❧9✱ ◆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❈♦♥%❡①%✉❛❧✐1✐♥❣ %❛❣1 ✐♥ ❝♦❧❧❛✲

❜♦-❛%✐✈❡ %❛❣❣✐♥❣ 1②1%❡♠1✳ ■♥ >*♦❝❡❡❞✐♥❣, ♦❢ (❤❡ ✷✵(❤ ❆❈▼ ❝♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥ ❍②♣❡*(❡①( ❛♥❞

❤②♣❡*♠❡❞✐❛✱ ♣❛❣❡1 ✷✺✶✕✷✻✵✳ ❆❈▼✳ ✺✷

❆②♥❛✉❞✱ ❚✳ ❡% ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❏✳✲▲✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❙%❛%✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐%② ❞❡%❡❝%✐♦♥ ❛❧❣♦-✐%❤♠1 ❢♦- ❡✈♦❧✲

✈✐♥❣ ♥❡%✇♦-❦1✳ ■♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❖♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ ✐♥ ▼♦❜✐❧❡✱ ❆❞ ❍♦❝ ❛♥❞ ❲✐*❡❧❡,, ◆❡(✇♦*❦,

✭❲✐❖♣(✮✱ ✷✵✶✵ >*♦❝❡❡❞✐♥❣, ♦❢ (❤❡ ✽(❤ ■♥(❡*♥❛(✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦,✐✉♠ ♦♥✱ ♣❛❣❡1 ✺✶✸✕✺✶✾✳ ■❊❊❊✳

✻✾

❇❛❡③❛✲❨❛9❡*✱ ❘✳✱ ❘✐❜❡✐&♦✲◆❡9♦✱ ❇✳ ❡( ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ▼♦❞❡*♥ ✐♥❢♦*♠❛(✐♦♥ *❡(*✐❡✈❛❧✱ ✈♦❧✉♠❡

✹✻✸✳ ❆❈▼ ♣-❡11 ◆❡✇ ❨♦-❦✳ ✹✺

❇❛&❛❜=*✐✱ ❆✳✲▲✳ ❡% ❆❧❜❡&9✱ ❘✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❊♠❡-❣❡♥❝❡ ♦❢ 1❝❛❧✐♥❣ ✐♥ -❛♥❞♦♠ ♥❡%✇♦-❦1✳ ,❝✐❡♥❝❡✱

✷✽✻✭✺✹✸✾✮✿✺✵✾✕✺✶✷✳ ✻✸

✶✸✼



❇■❇▲■❖●❘❆'❍■❊

❇❛""✐$"♦♥✱ ❋✳✱ ◆✐❝♦$✐❛✱ ❱✳ ❡/ ▲❛"♦*❛✱ ❱✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▼❡/7✐❝: ❢♦7 /❤❡ ❛♥❛❧②:✐: ♦❢ ♠✉❧/✐♣❧❡①

♥❡/✇♦7❦:✳ ❛!❳✐✈ ♣!❡♣!✐♥( ❛!❳✐✈✿✶✸✵✽✳✸✶✽✷✳ ✽✹✱ ✽✺✱ ✾✶✱ ✾✺

❇❡❣❡❧♠❛♥✱ ●✳✱ ❑❡❧❧❡*✱ '✳✱ ❙♠❛❞❥❛✱ ❋✳ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆✉/♦♠❛/❡❞ /❛❣ ❝❧✉:/❡7✐♥❣✿ ■♠♣7♦✲

✈✐♥❣ :❡❛7❝❤ ❛♥❞ ❡①♣❧♦7❛/✐♦♥ ✐♥ /❤❡ /❛❣ :♣❛❝❡✳ ■♥ ❈♦❧❧❛❜♦!❛(✐✈❡ ❲❡❜ ❚❛❣❣✐♥❣ ❲♦!❦9❤♦♣

❛( ❲❲❲✷✵✵✻✱ ❊❞✐♥❜✉!❣❤✱ ❙❝♦(❧❛♥❞✱ ♣❛❣❡: ✶✺✕✸✸✳ ✺✶✱ ✺✷

❇❡*❧✐♥❣❡*✐♦✱ ▼✳✱ ❈♦$❝✐❛✱ ▼✳ ❡/ ●✐❛♥♥♦""✐✱ ❋✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛7❛❝/❡7✐③✐♥❣

❝♦♠♠✉♥✐/✐❡: ✐♥ ♠✉❧/✐❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧ ♥❡/✇♦7❦:✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡9 ✐♥ ❙♦❝✐❛❧ ◆❡(✇♦!❦9 ❆♥❛❧②9✐9

❛♥❞ ▼✐♥✐♥❣ ✭❆❙❖◆❆▼✮✱ ✷✵✶✶ ■♥(❡!♥❛(✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡: ✹✾✵✕✹✾✹✳ ■❊❊❊✳ ✶✻✱

✽✵✱ ✽✶✱ ✽✺✱ ✽✾✱ ✶✵✹

❇❡*❧✐♥❣❡*✐♦✱ ▼✳✱ ❈♦$❝✐❛✱ ▼✳✱●✐❛♥♥♦""✐✱ ❋✳✱▼♦♥*❡❛❧❡✱ ❆✳ ❡/ 6❡❞*❡$❝❤✐✱ ❉✳ ✭✷✵✶✸✮✳

❊✈♦❧✈✐♥❣ ♥❡/✇♦7❦:✿ ❊7❛: ❛♥❞ /✉7♥✐♥❣ ♣♦✐♥/:✳ ■♥(❡❧❧✳ ❉❛(❛ ❆♥❛❧✳✱ ✶✼✭✶✮✿✷✼✕✹✽✳ ✽✾

❇❧♦♥❞❡❧✱ ❱✳ ❉✳✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❏✳✲❧✳ ❡/ ▲❡❢❡❜✈*❡✱ ❊✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❋❛:/ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠✲

♠✉♥✐/✐❡: ✐♥ ❧❛7❣❡ ♥❡/✇♦7❦:✳ ❏♦✉!♥❛❧ ♦❢ ❙(❛(✐9(✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝9✿ ❚❤❡♦!② ❛♥❞ ❊①♣❡!✐♠❡♥(✱

✷✵✵✽✿'✶✵✵✵✽✳ ✻✼✱ ✽✹✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹✱ ✶✵✻

❇♦❣❡*$✱ ❚✳ ❡/ ❱❛♥ ❞❡♥ ❇♦$❝❤✱ ❆✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ :❝✐❡♥/✐✜❝ ❛7/✐❝❧❡: ✉:✐♥❣ ❝✐/❡✉❧✐❦❡✳

■♥ O!♦❝❡❡❞✐♥❣9 ♦❢ (❤❡ ✷✵✵✽ ❆❈▼ ❝♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡! 9②9(❡♠9✱ ♣❛❣❡: ✷✽✼✕✷✾✵✳

❆❈▼✳ ✹✵

❇*❛♥❞❡$✱ ❯✳✱ ❉❡❧❧✐♥❣✱ ❉✳✱ ●❛❡*"❧❡*✱ ▼✳✱ ●♦*❦❡✱ ❘✳✱ ❍♦❡❢❡*✱ ▼✳✱ ◆✐❦♦❧♦$❦✐✱ ❩✳ ❡/

❲❛❣♥❡*✱ ❉✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❖♥ ♠♦❞✉❧❛7✐/② ❝❧✉:/❡7✐♥❣✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❉❛(❛ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣✱ ■❊❊❊

❚!❛♥9❛❝(✐♦♥9 ♦♥✱ ✷✵✭✷✮✿✶✼✷✕✶✽✽✳ ✻✻

❇*✐♥✱ ❙✳ ❡/ 6❛❣❡✱ ▲✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ❛♥❛/♦♠② ♦❢ ❛ ❧❛7❣❡✲:❝❛❧❡ ❤②♣❡7/❡①/✉❛❧ ✇❡❜ :❡❛7❝❤ ❡♥❣✐♥❡✳

❈♦♠♣✉(✳ ◆❡(✇✳ ■❙❉◆ ❙②9(✳✱ ✸✵✭✶✲✼✮✿✶✵✼✕✶✶✼✳ ✹✼

❇*♦❞❦❛✱ '✳ ❡/ ❑❛③✐❡♥❦♦✱ '✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ :♦❝✐❛❧ ♥❡/✇♦7❦ ❛♥❛❧②:✐: ❛♥❞ ♠✐♥✐♥❣✱

❝❤✳ ♠✉❧/✐✲❧❛②❡7❡❞ :♦❝✐❛❧ ♥❡/✇♦7❦:✳ ❙♣!✐♥❣❡!✳ ✾✶✱ ✾✸✱ ✾✹

❇*♦♦❦$✱ ❈✳ ❍✳ ❡/ ▼♦♥"❛♥❡③✱ ◆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ■♠♣7♦✈❡❞ ❛♥♥♦/❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❜❧♦❣♦:♣❤❡7❡ ✈✐❛

❛✉/♦/❛❣❣✐♥❣ ❛♥❞ ❤✐❡7❛7❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉:/❡7✐♥❣✳ ■♥ O!♦❝❡❡❞✐♥❣9 ♦❢ (❤❡ ✶✺(❤ ■♥(❡!♥❛(✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡✲

✶✸✽



❇■❇▲■❖●❘❆'❍■❊

 ❡♥❝❡ ♦♥ ❲♦ ❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜✱ ❲❲❲ ✬✵✻✱ ♣❛❣❡3 ✻✷✺✕✻✸✷✱ ◆❡✇ ❨♦<❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳ ✺✶✱

✺✷

❇!♦✇♥✱ ●✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❊♥3❡♠❜❧❡ ❧❡❛<♥✐♥❣✳ ■♥ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛ ♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡3 ✸✶✷✕

✸✷✵✳ ❙♣<✐♥❣❡<✳ ✽✾

❇✉!❦❡✱ ❘✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❍②❜<✐❞ <❡❝♦♠♠❡♥❞❡< 3②3P❡♠3✿ ❙✉<✈❡② ❛♥❞ ❡①♣❡<✐♠❡♥P3✳ ❯5❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❛♥❞ ✉5❡ ✲❛❞❛♣9❡❞ ✐♥9❡ ❛❝9✐♦♥✱ ✶✷✭✹✮✿✸✸✶✕✸✼✵✳ ✷✽

❈❛✐✱ ❉✳✱ ❙❤❛♦✱ ❩✳✱ ❍❡✱ ❳✳✱ ❨❛♥✱ ❳✳ ❡P ❍❛♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ▼✐♥✐♥❣ ❤✐❞❞❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐P② ✐♥

❤❡P❡<♦❣❡♥❡♦✉3 3♦❝✐❛❧ ♥❡P✇♦<❦3✳ ■♥ : ♦❝❡❡❞✐♥❣5 ♦❢ 9❤❡ ✸ ❞ ✐♥9❡ ♥❛9✐♦♥❛❧ ✇♦ ❦5❤♦♣ ♦♥ ▲✐♥❦

❞✐5❝♦✈❡ ②✱ ♣❛❣❡3 ✺✽✕✻✺✳ ❆❈▼✳ ✽✷

❈❛✐✱ ❨✳✱ ❙❤✐✱ ❈✳✱ ❉♦♥❣✱ ❨✳✱ ❑❡✱ ◗✳ ❡P ❲✉✱ ❇✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ❣❡♥❡P✐❝ ❛❧❣♦<✐P❤♠ ❢♦<

♦✈❡<❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐P② ❞❡P❡❝P✐♦♥✳ ■♥ : ♦❝❡❡❞✐♥❣5 ♦❢ 9❤❡ ✼9❤ ■♥9❡ ♥❛9✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡ ❡♥❝❡

♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❉❛9❛ ▼✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛9✐♦♥5 ✲ ❱♦❧✉♠❡ :❛ 9 ■✱ ❆❉▼❆✬✶✶✱ ♣❛❣❡3 ✾✼✕✶✵✽✱

❇❡<❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡<❣✳ ❙♣<✐♥❣❡<✲❱❡<❧❛❣✳ ✻✻

❈❛♠♣❡❧❧♦✱ ❘✳ ❏✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆ ❢✉③③② ❡①P❡♥3✐♦♥ ♦❢ P❤❡ <❛♥❞ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ♦P❤❡< <❡❧❛P❡❞ ✐♥❞❡①❡3

❢♦< ❝❧✉3P❡<✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛33✐✜❝❛P✐♦♥ ❛33❡33♠❡♥P✳ :❛99❡ ♥ ❘❡❝♦❣♥✐9✐♦♥ ▲❡99❡ 5✱ ✷✽✭✼✮✿✽✸✸✕✽✹✶✳

✼✹

❈❤❡✈❛❧❡②!❡✱ ❨✳✱ ❊♥❞!✐::✱ ❯✳✱ ▲❛♥❣✱ ❏✳ ❡P ▼❛✉❞❡=✱ ◆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆ 3❤♦<P ✐♥P<♦❞✉❝P✐♦♥ P♦

❝♦♠♣✉P❛P✐♦♥❛❧ 3♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥✱ ❏✳✱ ■=❛❧✐❛♥♦✱ ●✳ ❋✳✱ ✈❛♥ ❞❡< ❍♦❡❦✱ ❲✳✱

▼❡✐♥❡❧✱ ❈✳✱ ❙❛❝❦✱ ❍✳ ❡P @❧❛:✐❧✱ ❋✳✱ c❞✐P❡✉<3 ✿ ❙❖❋❙❊▼ ✭✶✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✸✻✷ ❞❡ ▲❡❝9✉ ❡

◆♦9❡5 ✐♥ ❈♦♠♣✉9❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡3 ✺✶✕✻✾✳ ❙♣<✐♥❣❡<✳ ✼✷✱ ✶✺✺

❈❤✐!✐=❛✱ '✳✲❆✳✱ ❈♦:=❛❝❤❡✱ ❙✳✱ ◆❡❥❞❧✱ ❲✳ ❡P ❍❛♥❞:❝❤✉❤✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮✳ '✲P❛❣✿ ❧❛<❣❡ 3❝❛❧❡

❛✉P♦♠❛P✐❝ ❣❡♥❡<❛P✐♦♥ ♦❢ ♣❡<3♦♥❛❧✐③❡❞ ❛♥♥♦P❛P✐♦♥ P❛❣3 ❢♦< P❤❡ ✇❡❜✳ ■♥ : ♦❝❡❡❞✐♥❣5 ♦❢ 9❤❡

✶✻9❤ ✐♥9❡ ♥❛9✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡ ❡♥❝❡ ♦♥ ❲♦ ❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜✱ ♣❛❣❡3 ✽✹✺✕✽✺✹✳ ❆❈▼✳ ✹✻

❈♦❧❡♠❛♥✱ ❏✳✱ ❑❛=③✱ ❊✳ ❡P ▼❡♥③❡❧✱ ❍✳ ✭✶✾✺✼✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉3✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥♥♦✈❛P✐♦♥ ❛♠♦♥❣

♣❤②3✐❝✐❛♥3✳ ❙♦❝✐♦♠❡9 ②✱ ✷✵✭✹✮✿✷✺✸✕✷✼✵✳ ✾✻

❈♦!❞❛:❝♦✱ ●✳ ❡P ●❛!❣❛♥♦✱ ▲✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ▲❛❜❡❧ ♣<♦♣❛❣❛P✐♦♥ ❛❧❣♦<✐P❤♠✿ ❛ 3❡♠✐✲3②♥❝❤<♦♥♦✉3

❛♣♣<♦❛❝❤✳ ■♥9❡ ♥❛9✐♦♥❛❧ ❏♦✉ ♥❛❧ ♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ◆❡9✇♦ ❦ ▼✐♥✐♥❣✱ ✶✭✶✮✿✸✕✷✻✳ ✻✾

✶✸✾
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❈♦"❧❡%%❡✱ ❉✳ ❡. ❙❤✐♣♠❛♥ ■■■✱ ❋✳ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▲✐♥❦ ♣:❡❞✐❝.✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ .♦ ❛♥ ♦♣❡♥ ❧❛:❣❡✲

B❝❛❧❡ ♦♥❧✐♥❡ B♦❝✐❛❧ ♥❡.✇♦:❦✳ ■♥ "#♦❝❡❡❞✐♥❣* ♦❢ ,❤❡ ✷✶*, ❆❈▼ ❝♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❍②♣❡#,❡①, ❛♥❞

❤②♣❡#♠❡❞✐❛✱ ♣❛❣❡B ✶✸✺✕✶✹✵✳ ❆❈▼✳ ✻✾

❈♦.%❛✱ ▲✳ ❞✳ ❋✳✱ ❊✈✉.❦♦❢❢✱ ❆✳✱▼❛♥❣✐♦♥✐✱ ●✳ ❡.▼❡♥❡③❡.✱ ❘✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❈♦♠♣❧❡① ◆❡,✇♦#❦*✿

❙❡❝♦♥❞ ■♥,❡#♥❛,✐♦♥❛❧ ❲♦#❦*❤♦♣✱ ❈♦♠♣❧❡◆❡, ✷✵✶✵✱ ❘✐♦ ❞❡ ❏❛♥❡✐#♦✱ ❇#❛③✐❧✱ ❖❝,♦❜❡# ✶✸✲✶✺✱

✷✵✶✵✱ ❘❡✈✐*❡❞ ❙❡❧❡❝,❡❞ "❛♣❡#*✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✶✻✳ ❙♣:✐♥❣❡:✳ ✽✹

❉❛✈✐.✱ ❉✳✱ ▲✐❝❤%❡♥✇❛❧%❡"✱ ❘✳ ❡. ❈❤❛✇❧❛✱ ◆✳ ❱✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼✉❧.✐✲:❡❧❛.✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦ ♣:❡❞✐❝.✐♦♥

✐♥ ❤❡.❡:♦❣❡♥❡♦✉B ✐♥❢♦:♠❛.✐♦♥ ♥❡.✇♦:❦B✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡* ✐♥ ❙♦❝✐❛❧ ◆❡,✇♦#❦* ❆♥❛❧②*✐* ❛♥❞

▼✐♥✐♥❣ ✭❆❙❖◆❆▼✮✱ ✷✵✶✶ ■♥,❡#♥❛,✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡B ✷✽✶✕✷✽✽✳ ■❊❊❊✳ ✼✽

❉❡.❤♣❛♥❞❡✱ ▼✳ ❡. ❑❛"②♣✐.✱ ●✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ■.❡♠✲❜❛B❡❞ .♦♣✲♥ :❡❝♦♠♠❡♥❞❛.✐♦♥ ❛❧❣♦:✐.❤♠B✳

❆❈▼ ❚#❛♥*✳ ■♥❢✳ ❙②*,✳✱ ✷✷✭✶✮✿✶✹✸✕✶✼✼✳ ✸✽

❉✐❥❦.%"❛✱ ❊✳ ❲✳ ✭✶✾✺✾✮✳ ❆ ♥♦.❡ ♦♥ .✇♦ ♣:♦❜❧❡♠B ✐♥ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✇✐.❤ ❣:❛♣❤B✳ ◆✉♠❡#✐*❝❤❡

♠❛,❤❡♠❛,✐❦✱ ✶✭✶✮✿✷✻✾✕✷✼✶✳ ✶✶✾

❉♦♥❡%%✐✱ ▲✳ ❡. ▼✉♥♦③✱ ▼✳ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❉❡.❡❝.✐♥❣ ♥❡.✇♦:❦ ❝♦♠♠✉♥✐.✐❡B✿ ❛ ♥❡✇ B②B.❡♠❛✲

.✐❝ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥. ❛❧❣♦:✐.❤♠✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❙,❛,✐*,✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝*✿ ❚❤❡♦#② ❛♥❞ ❊①♣❡#✐♠❡♥,✱

✷✵✵✹✭✶✵✮✿'✶✵✵✶✷✳ ✻✼

❉✉❝❤✱ ❏✳ ❡. ❆"❡♥❛.✱ ❆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈♦♠♠✉♥✐.② ❞❡.❡❝.✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡.✇♦:❦B ✉B✐♥❣ ❡①.:❡♠❛❧

♦♣.✐♠✐③❛.✐♦♥✳ "❤②*✐❝❛❧ #❡✈✐❡✇ ❊✱ ✼✷✭✷✮✿✵✷✼✶✵✹✳ ✻✻

❉✇♦"❦✱ ❈✳✱ ❑✉♠❛"✱ ❘✳✱ ◆❛♦"✱ ▼✳ ❡. ❙✐✈❛❦✉♠❛"✱ ❉✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❘❛♥❦ ❛❣❣:❡❣❛.✐♦♥ ♠❡.❤♦❞B

❢♦: .❤❡ ✇❡❜✳ ■♥ "#♦❝❡❡❞✐♥❣* ♦❢ ,❤❡ ✶✵,❤ ■♥,❡#♥❛,✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❲♦#❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜✱

❲❲❲ ✬✵✶✱ ♣❛❣❡B ✻✶✸✕✻✷✷✳ ❆❈▼✳ ✺✶✱ ✾✽✱ ✶✶✾✱ ✶✺✺

❊❝❦✱ ❉✳✱ ▲❛♠❡"❡✱ '✳✱ ❇❡"%✐♥✲▼❛❤✐❡✉①✱ ❚✳ ❡. ●"❡❡♥✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆✉.♦♠❛.✐❝ ❣❡♥❡:❛.✐♦♥

♦❢ B♦❝✐❛❧ .❛❣B ❢♦: ♠✉B✐❝ :❡❝♦♠♠❡♥❞❛.✐♦♥✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡* ✐♥ ♥❡✉#❛❧ ✐♥❢♦#♠❛,✐♦♥ ♣#♦❝❡**✐♥❣

*②*,❡♠*✱ ♣❛❣❡B ✸✽✺✕✸✾✷✳ ✸✺

❋♦"%✉♥❛%♦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦♠♠✉♥✐.② ❞❡.❡❝.✐♦♥ ✐♥ ❣:❛♣❤B✳ "❤②*✐❝* ❘❡♣♦#,*✱ ✹✽✻✭✸✮✿✼✺✕✶✼✹✳

✻✵

✶✹✵
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❋♦"#✉♥❛#♦✱ ❙✳ ❡. ❇❛"#❤❡❧❡♠②✱ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❘❡5♦❧✉.✐♦♥ ❧✐♠✐. ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐.② ❞❡.❡❝.✐♦♥✳

 !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ◆❛+✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡)✱ ✶✵✹✭✶✮✿✸✻✕✹✶✳ ✻✽

❋♦✉--✱ ❋✳✱ .✐"♦##❡✱ ❆✳✱ ❘❡♥❞❡"-✱ ❏✳✲▼✳ ❡. ❙❛❡"❡♥-✱ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❘❛♥❞♦♠✲✇❛❧❦ ❝♦♠♣✉✲

.❛.✐♦♥ ♦❢ 5✐♠✐❧❛N✐.✐❡5 ❜❡.✇❡❡♥ ♥♦❞❡5 ♦❢ ❛ ❣N❛♣❤ ✇✐.❤ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ .♦ ❝♦❧❧❛❜♦N❛.✐✈❡ N❡❝♦♠✲

♠❡♥❞❛.✐♦♥✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❉❛+❛ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚!❛♥)❛❝+✐♦♥) ♦♥✱ ✶✾✭✸✮✿✸✺✺✕✸✻✾✳

✻✹

❋"❛♥❦✱ ❊✳✱ .❛②♥#❡"✱ ●✳ ❲✳✱ ❲✐##❡♥✱ ■✳ ❍✳✱ ●✉#✇✐♥✱ ❈✳ ❡. ◆❡✈✐❧❧✲▼❛♥♥✐♥❣✱ ❈✳ ●✳

✭✶✾✾✾✮✳ ❉♦♠❛✐♥✲5♣❡❝✐✜❝ ❦❡②♣❤N❛5❡ ❡①.N❛❝.✐♦♥✳ ✹✻

●❛"❣✱ ◆✳ ❡.❲❡❜❡"✱ ■✳ ✭✷✵✵✽✮✳ '❡N5♦♥❛❧✐③❡❞✱ ✐♥.❡N❛❝.✐✈❡ .❛❣ N❡❝♦♠♠❡♥❞❛.✐♦♥ ❢♦N ✢✐❝❦N✳ ■♥

 !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ✷✵✵✽ ❆❈▼ ❝♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡! )②)+❡♠)✱ ♣❛❣❡5 ✻✼✕✼✹✳ ❆❈▼✳

✸✺

●❡♠♠❡❧❧✱ ❏✳✱ ❙❝❤✐♠♦❧❡"✱ ❚✳✱ ▼♦❜❛-❤❡"✱ ❇✳ ❡. ❇✉"❦❡✱ ❘✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❍②❜N✐❞ .❛❣ N❡❝♦♠✲

♠❡♥❞❛.✐♦♥ ❢♦N 5♦❝✐❛❧ ❛♥♥♦.❛.✐♦♥ 5②5.❡♠5✳ ■♥  !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ✶✾+❤ ❆❈▼ ✐♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧

❝♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ■♥❢♦!♠❛+✐♦♥ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥+✱ ♣❛❣❡5 ✽✷✾✕✽✸✽✳ ❆❈▼✳ ✸✻✱ ✺✺

●❡♠♠❡❧❧✱ ❏✳✱ ❙❤❡♣✐#-❡♥✱ ❆✳✱ ▼♦❜❛-❤❡"✱ ❇✳ ❡. ❇✉"❦❡✱ ❘✳ ✭✷✵✵✽✮✳ '❡N5♦♥❛❧✐③✐♥❣ ♥❛✲

✈✐❣❛.✐♦♥ ✐♥ ❢♦❧❦5♦♥♦♠✐❡5 ✉5✐♥❣ ❤✐❡N❛N❝❤✐❝❛❧ .❛❣ ❝❧✉5.❡N✐♥❣✳ ■♥ ❉❛+❛ ❲❛!❡❤♦✉)✐♥❣ ❛♥❞

❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐)❝♦✈❡!②✱ ♣❛❣❡5 ✶✾✻✕✷✵✺✳ ❙♣N✐♥❣❡N✳ ✺✶✱ ✺✷✱ ✺✹

●✐❛♥♥❛❦✐❞♦✉✱ ❊✳✱ ❑♦✉#-♦♥✐❦♦❧❛✱ ❱✳✱ ❱❛❦❛❧✐✱ ❆✳ ❡. ❑♦♠♣❛#-✐❛"✐-✱ ■✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈♦✲

❝❧✉5.❡N✐♥❣ .❛❣5 ❛♥❞ 5♦❝✐❛❧ ❞❛.❛ 5♦✉N❝❡5✳ ■♥ ❲❡❜✲❆❣❡ ■♥❢♦!♠❛+✐♦♥ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥+✱ ✷✵✵✽✳

❲❆■▼✬✵✽✳ ❚❤❡ ◆✐♥+❤ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡5 ✸✶✼✕✸✷✹✳ ■❊❊❊✳ ✺✷

●✐"✈❛♥✱ ▼✳ ❡. ◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ❏✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❈♦♠♠✉♥✐.② 5.N✉❝.✉N❡ ✐♥ 5♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧

♥❡.✇♦N❦5✳  ◆❆❙✱ ✾✾✭✶✷✮✿✼✽✷✶✕✼✽✷✻✳ ✶✵✹

●♦❞❡"✱ ❆✳ ❡. ❋✐❧❦♦✈✱ ❱✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈♦♥5❡♥5✉5 ❝❧✉5.❡N✐♥❣ ❛❧❣♦N✐.❤♠5✿ ❈♦♠♣❛N✐5♦♥ ❛♥❞ N❡✜✲

♥❡♠❡♥.✳ ■♥ ❆▲❊◆❊❳✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽✱ ♣❛❣❡5 ✶✵✾✕✶✶✼✳ ❙■❆▼✳ ✽✷

●♦❧❞❜❡"❣✱ ❉✳✱◆✐❝❤♦❧-✱ ❉✳✱❖❦✐✱ ❇✳ ▼✳ ❡.❚❡""②✱ ❉✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❯5✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦N❛.✐✈❡ ✜❧.❡N✐♥❣

.♦ ✇❡❛✈❡ ❛♥ ✐♥❢♦N♠❛.✐♦♥ .❛♣❡5.N②✳ ❈♦♠♠✉♥✳ ❆❈▼✱ ✸✺✭✶✷✮✿✻✶✕✼✵✳ ✸✼

✶✹✶
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●♦♦❞✱ ❇✳ ❍✳✱ ❞❡ ▼♦♥%❥♦②❡✱ ❨✳✲❆✳ ❡0 ❈❧❛✉-❡%✱ ❆✳ ✭✷✵✶✵✮✳ '❡6❢♦6♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛6✐0②

♠❛①✐♠✐③❛0✐♦♥ ✐♥ ♣6❛❝0✐❝❛❧ ❝♦♥0❡①0D✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✽✶✭✹✮✿✵✹✻✶✵✻✳ ✻✽

●.❛❤❛♠✱ ❘✳ ❡0 ❈❛✈❡.❧❡❡✱ ❏✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❊①♣❧♦6✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠♦❞❡❧D ✐♥ ✐♥0❡6❛❝0✐✈❡ 0❛❣❣✐♥❣✳ ■♥

❲❡❜ ■♥1❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ■♥1❡❧❧✐❣❡♥1 ❆❣❡♥1 ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✵✽✳ ❲■✲■❆❚✬✵✽✳ ■❊❊❊✴❲■❈✴❆❈▼

■♥1❡A♥❛1✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡A❡♥❝❡ ♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡D ✶✹✶✕✶✹✼✳ ■❊❊❊✳ ✹✻

●.❡❣♦.②✱ ❙✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ♦✈❡6❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐0✐❡D ✐♥ ♥❡0✇♦6❦D ❜② ❧❛❜❡❧ ♣6♦♣❛❣❛0✐♦♥✳

◆❡✇ ❏♦✉A♥❛❧ ♦❢  ❤②#✐❝#✱ ✶✷✭✶✵✮✿✶✵✸✕✶✶✽✳ ✼✵

●.✉❜❡.✱ ❚✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❖♥0♦❧♦❣② ♦❢ ❢♦❧❦D♦♥♦♠②✿ ❆ ♠❛D❤✲✉♣ ♦❢ ❛♣♣❧❡D ❛♥❞ ♦6❛♥❣❡D✳ ■♥1❡A♥❛✲

1✐♦♥❛❧ ❏♦✉A♥❛❧ ♦♥ ❙❡♠❛♥1✐❝ ❲❡❜ ❛♥❞ ■♥❢♦A♠❛1✐♦♥ ❙②#1❡♠# ✭■❏❙❲■❙✮✱ ✸✭✶✮✿✶✕✶✶✳ ✺✷

●✉✐♠❡.❛✱ ❘✳✱ ❙❛❧❡-✲7❛.❞♦✱ ▼✳ ❡0 ❆♠❛.❛❧✱ ▲✳ ❆✳ ◆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▼♦❞✉❧❛6✐0② ❢6♦♠ ✢✉❝✲

0✉❛0✐♦♥D ✐♥ 6❛♥❞♦♠ ❣6❛♣❤D ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡0✇♦6❦D✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✼✵✭✷✮✿✵✷✺✶✵✶✳

✻✻

❍❡.❧♦❝❦❡.✱ ❏✳ ▲✳✱ ❑♦♥-%❛♥✱ ❏✳ ❆✳✱ ❚❡.✈❡❡♥✱ ▲✳ ●✳ ❡0 ❘✐❡❞❧✱ ❏✳ ❚✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❊✈❛❧✉❛0✐♥❣

❝♦❧❧❛❜♦6❛0✐✈❡ ✜❧0❡6✐♥❣ 6❡❝♦♠♠❡♥❞❡6 D②D0❡♠D✳ ❆❈▼ ❚A❛♥#❛❝1✐♦♥# ♦♥ ■♥❢♦A♠❛1✐♦♥ ❙②#1❡♠#

✭❚❖■❙✮✱ ✷✷✭✶✮✿✺✕✺✸✳ ✶✷✺

❍♦%❤♦✱ ❆✳✱ ❏@-❝❤❦❡✱ ❘✳✱ ❙❝❤♠✐%③✱ ❈✳ ❡0 ❙%✉♠♠❡✱ ●✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ■♥❢♦6♠❛0✐♦♥ 6❡06✐❡✈❛❧ ✐♥

❢♦❧❦D♦♥♦♠✐❡D✿ ❙❡❛6❝❤ ❛♥❞ 6❛♥❦✐♥❣✳ ■♥ ❚❤❡ #❡♠❛♥1✐❝ ✇❡❜✿ A❡#❡❛A❝❤ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥#✱ ♣❛❣❡D

✹✶✶✕✹✷✻✳ ❙♣6✐♥❣❡6✳ ✷✸✱ ✷✾✱ ✹✼✱ ✹✽✱ ✹✾✱ ✶✷✶✱ ✶✷✷

❍✉❜❡.%✱ ▲✳ ❡0 ❆.❛❜✐❡✱ '✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❈♦♠♣❛6✐♥❣ ♣❛60✐0✐♦♥D✳ ❏♦✉A♥❛❧ ♦❢ ❝❧❛##✐✜❝❛1✐♦♥✱ ✷✭✶✮✿

✶✾✸✕✷✶✽✳ ✼✺

❏❛❝❝❛.❞✱ '✳ ✭✶✾✵✶✮✳ ❊1✉❞❡ ❝♦♠♣❛A❛1✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐#1A✐❜✉1✐♦♥ ✢♦A❛❧❡ ❞❛♥# ✉♥❡ ♣♦A1✐♦♥ ❞❡#

❆❧♣❡# ❡1 ❞✉ ❏✉A❛✳ ■♠♣6✳ ❈♦6❜❛③✳ ✻✸

❏@-❝❤❦❡✱ ❘✳✱ ▼❛.✐♥❤♦✱ ▲✳✱ ❍♦%❤♦✱ ❆✳✱ ❙❝❤♠✐❞%✲❚❤✐❡♠❡✱ ▲✳ ❡0 ❙%✉♠♠❡✱ ●✳ ✭✷✵✵✼✮✳

❚❛❣ 6❡❝♦♠♠❡♥❞❛0✐♦♥D ✐♥ ❢♦❧❦D♦♥♦♠✐❡D✳ ■♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐#❝♦✈❡A② ✐♥ ❉❛1❛❜❛#❡#✿  ❑❉❉

✷✵✵✼✱ ♣❛❣❡D ✺✵✻✕✺✶✹✳ ❙♣6✐♥❣❡6✳ ✷✽✱ ✸✺

✶✹✷
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❏!"❝❤❦❡✱ ❘✳✱ ▼❛)✐♥❤♦✱ ▲✳✱ ❍♦.❤♦✱ ❆✳✱ ❙❝❤♠✐❞.✲❚❤✐❡♠❡✱ ▲✳ ❡- ❙.✉♠♠❡✱ ●✳ ✭✷✵✵✽✮✳

❚❛❣ 6❡❝♦♠♠❡♥❞❛-✐♦♥= ✐♥ =♦❝✐❛❧ ❜♦♦❦♠❛6❦✐♥❣ =②=-❡♠=✳ ❆✐ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♦♥*✱ ✷✶✭✹✮✿✷✸✶✕

✷✹✼✳ ✷✽✱ ✹✼✱ ✶✵✾✱ ✶✶✶✱ ✶✶✷✱ ✶✶✽✱ ✶✷✵✱ ✶✷✶✱ ✶✷✸

❏❛✈❛✱ ❆✳✱ ❏♦"❤✐✱ ❆✳ ❡- ❋✐♥✐♥✱ ❚✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❉❡-❡❝-✐♥❣ ❝♦♠♠♠✉♥✐-✐❡= ✈✐❛ =✐♠✉❧-❛♥❡♦✉= ❝❧✉=✲

-❡6✐♥❣ ♦❢ ❣6❛♣❤= ❛♥❞ ❢♦❧❦=♦♥♦♠✐❡=✳ ■♥ ,-♦❝❡❡❞✐♥❣* ♦❢ ❲❡❜❑❉❉✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✵✵✽✳ ✺✷

❏✉✱ ❙✳ ❡- ❍✇❛♥❣✱ ❑✳✲❇✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ ✇❡✐❣❤-✐♥❣ =❝❤❡♠❡ ❢♦6 -❛❣ 6❡❝♦♠♠❡♥❞❛-✐♦♥ ✐♥ =♦❝✐❛❧

❜♦♦❦♠❛6❦✐♥❣ =②=-❡♠=✳ ■♥ ,-♦❝✳ )❤❡ ❊❈▼▲✴,❑❉❉ ✷✵✵✾ ❉✐*❝♦✈❡-② ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ❲♦-❦*❤♦♣✱

♣❛❣❡= ✶✵✾✕✶✶✽✳ ✺✺

❑❛♥❛✇❛.✐✱ ❘✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❙❡❡❞✲❝❡♥-6✐❝ ❛♣♣6♦❛❝❤❡= ❢♦6 ❝♦♠♠✉♥✐-② ❞❡-❡❝-✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡-✲

✇♦6❦=✳ ■♥ ❙♦❝✐❛❧ ❈♦♠♣✉)✐♥❣ ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧ ▼❡❞✐❛✱ ♣❛❣❡= ✶✾✼✕✷✵✽✳ ❙♣6✐♥❣❡6✳ ✼✶✱ ✾✵

❑❛.③✱ ▲✳ ✭✶✾✺✸✮✳ ❆ ♥❡✇ =-❛-✉= ✐♥❞❡① ❞❡6✐✈❡❞ ❢6♦♠ =♦❝✐♦♠❡-6✐❝ ❛♥❛❧②=✐=✳ ,*②❝❤♦♠❡)-✐❦❛✱

✶✽✭✶✮✿✸✾✕✹✸✳ ✻✹

❑❛③✐❡♥❦♦✱ '✳✱ ❇)♦❞❦❛✱ '✳ ❡- ▼✉"✐❛❧✱ ❑✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉6❤♦♦❞ ❡①♣❧♦6❛-✐♦♥

✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧-✐✲❧❛②❡6❡❞ =♦❝✐❛❧ ♥❡-✇♦6❦✳ ■♥ ❲❡❜ ■♥)❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ■♥)❡❧❧✐❣❡♥) ❆❣❡♥) ❚❡❝❤✲

♥♦❧♦❣② ✭❲■✲■❆❚✮✱ ✷✵✶✵ ■❊❊❊✴❲■❈✴❆❈▼ ■♥)❡-♥❛)✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡-❡♥❝❡ ♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✱ ♣❛❣❡=

✺✕✽✳ ■❊❊❊✳ ✾✸

❑❤♦)❛"❣❛♥✐✱ ❘✳ ❘✳✱ ❈❤❡♥✱ ❏✳ ❡- ❩❛?❛♥❡✱ ❖✳ ❘✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚♦♣ ❧❡❛❞❡6= ❝♦♠♠✉♥✐-② ❞❡-❡❝-✐♦♥

❛♣♣6♦❛❝❤ ✐♥ ✐♥❢♦6♠❛-✐♦♥ ♥❡-✇♦6❦=✳ ■♥ ✹)❤ ❙◆❆✲❑❉❉❲♦-❦*❤♦♣ ♦♥ ❙♦❝✐❛❧ ◆❡)✇♦-❦ ▼✐♥✐♥❣

❛♥❞ ❆♥❛❧②*✐*✱ ❲❛*❤✐♥❣)♦♥ ❉❈✳ ✼✵

▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡..✐✱ ❆✳ ❡- ❋♦).✉♥❛.♦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▲✐♠✐-= ♦❢ ♠♦❞✉❧❛6✐-② ♠❛①✐♠✐③❛-✐♦♥ ✐♥

❝♦♠♠✉♥✐-② ❞❡-❡❝-✐♦♥✳ ,❤②*✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✽✹✭✻✮✿✵✻✻✶✷✷✳ ✻✽

▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡..✐✱ ❆✳ ❡- ❋♦).✉♥❛.♦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦♥=❡♥=✉= ❝❧✉=-❡6✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡-✇♦6❦=✳

❙❝✐❡♥)✐✜❝ -❡♣♦-)*✱ ✷✳ ✻✾

▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡..✐✱ ❆✳✱ ❋♦).✉♥❛.♦✱ ❙✳ ❡- ❘❛❞✐❝❝❤✐✱ ❋✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❇❡♥❝❤♠❛6❦ ❣6❛♣❤= ❢♦6

-❡=-✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐-② ❞❡-❡❝-✐♦♥ ❛❧❣♦6✐-❤♠=✳ ,❤②*✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✼✽✭✹✮✿✵✹✻✶✶✵✳ ✻✼

▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡..✐✱ ❆✳✱ ❘❛❞✐❝❝❤✐✱ ❋✳✱ ❘❛♠❛"❝♦✱ ❏✳ ❏✳ ❡- ❋♦).✉♥❛.♦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣

=-❛-✐=-✐❝❛❧❧② =✐❣♥✐✜❝❛♥- ❝♦♠♠✉♥✐-✐❡= ✐♥ ♥❡-✇♦6❦=✳ ,❧♦❙ ♦♥❡✱ ✻✭✹✮✿❡✶✽✾✻✶✳ ✼✸

✶✹✸
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▲❛③❡❣❛✱ ❊✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❣✐❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✿ -❤❡ .♦❝✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐.♠. ♦❢ ❝♦♦♣❡0❛-✐♦♥

❛♠♦♥❣ ♣❡❡0. ✐♥ ❛ ❝♦0♣♦0❛-❡ ❧❛✇ ♣❛0-♥❡0.❤✐♣✳ ❖①❢♦4❞ ✉♥✐✈❡4;✐<② ♣4❡;;✱ ❖①❢♦4❞✳ ✾✼

▲❡❡✱ ❙✳ ❖✳ ❑✳ ❡< ❈❤✉♥✱ ❆✳ ❍✳ ❲✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆✉<♦♠❛<✐❝ <❛❣ 4❡❝♦♠♠❡♥❞❛<✐♦♥ ❢♦4 <❤❡ ✇❡❜ ✷✳✵

❜❧♦❣♦;♣❤❡4❡ ✉;✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦4❛<✐✈❡ <❛❣❣✐♥❣ ❛♥❞ ❤②❜4✐❞ ❛♥♥ ;❡♠❛♥<✐❝ ;<4✉❝<✉4❡;✳ ■♥ 30♦❝❡❡✲

❞✐♥❣. ♦❢ -❤❡ ✻-❤ ❈♦♥❢❡0❡♥❝❡ ♦♥ ❲❙❊❆❙ ■♥-❡0♥❛-✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡0❡♥❝❡ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❈♦♠♣✉-❡0

❙❝✐❡♥❝❡ ✲ ❱♦❧✉♠❡ ✻✱ ❆❈❖❙✬✵✼✱ ♣❛❣❡; ✽✽✕✾✸✱ ❙<❡✈❡♥; '♦✐♥<✱ ❲✐;❝♦♥;✐♥✱ ❯❙❆✳ ❲♦4❧❞ ❙❝✐❡♥✲

<✐✜❝ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡4✐♥❣ ❆❝❛❞❡♠② ❛♥❞ ❙♦❝✐❡<② ✭❲❙❊❆❙✮✳ ✷✽✱ ✹✹

▲❡✉♥❣✱ ■✳ ❳✳✱ ❍✉✐✱ '✳✱ ▲✐♦✱ '✳ ❡< ❈,♦✇❝,♦❢0✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚♦✇❛4❞; 4❡❛❧✲<✐♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐<②

❞❡<❡❝<✐♦♥ ✐♥ ❧❛4❣❡ ♥❡<✇♦4❦;✳ 3❤②.✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✼✾✭✻✮✿✵✻✻✶✵✼✳ ✻✾

▲✐✱ ❏✳ ❡< ❙♦♥❣✱ ❨✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❈♦♠♠✉♥✐<② ❞❡<❡❝<✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡<✇♦4❦; ✉;✐♥❣ ❡①<❡♥❞❡❞

❝♦♠♣❛❝< ❣❡♥❡<✐❝ ❛❧❣♦4✐<❤♠✳ ❙♦❢- ❈♦♠♣✉-✐♥❣✱ ✶✼✭✻✮✿✾✷✺✕✾✸✼✳ ✻✻

▲✐✱ ❳✳✱ ❙♥♦❡❦✱ ❈✳ ●✳ ❡< ❲♦,,✐♥❣✱ ▼✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ▲❡❛4♥✐♥❣ ;♦❝✐❛❧ <❛❣ 4❡❧❡✈❛♥❝❡ ❜② ♥❡✐❣❤❜♦4

✈♦<✐♥❣✳ ▼✉❧-✐♠❡❞✐❛✱ ■❊❊❊ ❚0❛♥.❛❝-✐♦♥. ♦♥✱ ✶✶✭✼✮✿✶✸✶✵✕✶✸✷✷✳ ✺✷

▲✐♣❝③❛❦✱ ▼✳✱ ❍✉✱ ❨✳✱ ❑♦❧❧❡0✱ ❨✳ ❡< ▼✐❧✐♦8✱ ❊✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❛❣ ;♦✉4❝❡; ❢♦4 4❡❝♦♠♠❡♥❞❛<✐♦♥

✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦4❛<✐✈❡ <❛❣❣✐♥❣ ;②;<❡♠;✳ ❊❈▼▲ 3❑❉❉ ❞✐.❝♦✈❡0② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ♣❛❣❡; ✶✺✼✕✶✼✷✳ ✷✽

▲✐✉✱ ❩✳✱ ❙❤✐✱ ❈✳ ❡< ❙✉♥✱ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❋♦❧❦❞✐✛✉;✐♦♥✿ ❆ ❣4❛♣❤✲❜❛;❡❞ <❛❣ ;✉❣❣❡;<✐♦♥ ♠❡<❤♦❞

❢♦4 ❢♦❧❦;♦♥♦♠✐❡;✳ ■♥ ■♥❢♦0♠❛-✐♦♥ ❘❡-0✐❡✈❛❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♣❛❣❡; ✷✸✶✕✷✹✵✳ ❙♣4✐♥❣❡4✳ ✺✵

▲9✱ ▲✳ ❡< ❩❤♦✉✱ ❚✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▲✐♥❦ ♣4❡❞✐❝<✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡<✇♦4❦;✿ ❆ ;✉4✈❡②✳ 3❤②.✐❝❛ ❆✿

❙-❛-✐.-✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝. ❛♥❞ ✐-. ❆♣♣❧✐❝❛-✐♦♥.✱ ✸✾✵✭✻✮✿✶✶✺✵✕✶✶✼✵✳ ✻✸

▼❛,✐♥❤♦✱ ▲✳ ❇✳✱ ◆❛♥♦♣♦✉❧♦8✱ ❆✳✱ ❙❝❤♠✐❞0✲❚❤✐❡♠❡✱ ▲✳✱ ❏A8❝❤❦❡✱ ❘✳✱ ❍♦0❤♦✱ ❆✳✱

❙0✉♠♠❡✱ ●✳ ❡< ❙②♠❡♦♥✐❞✐8✱ '✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙♦❝✐❛❧ <❛❣❣✐♥❣ 4❡❝♦♠♠❡♥❞❡4 ;②;<❡♠;✳ ■♥ ❘❡✲

❝♦♠♠❡♥❞❡0 .②.-❡♠. ❤❛♥❞❜♦♦❦✱ ♣❛❣❡; ✻✶✺✕✻✹✹✳ ❙♣4✐♥❣❡4✳ ✶✺✱ ✸✻✱ ✸✽✱ ✸✾

▼❡❞❡❧②❛♥✱ ❖✳✱ ❋,❛♥❦✱ ❊✳ ❡< ❲✐00❡♥✱ ■✳ ❍✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❍✉♠❛♥✲❝♦♠♣❡<✐<✐✈❡ <❛❣❣✐♥❣ ✉;✐♥❣

❛✉<♦♠❛<✐❝ ❦❡②♣❤4❛;❡ ❡①<4❛❝<✐♦♥✳ ■♥ 30♦❝❡❡❞✐♥❣. ♦❢ -❤❡ ✷✵✵✾ ❈♦♥❢❡0❡♥❝❡ ♦♥ ❊♠♣✐0✐❝❛❧ ▼❡✲

-❤♦❞. ✐♥ ◆❛-✉0❛❧ ▲❛♥❣✉❛❣❡ 30♦❝❡..✐♥❣✿ ❱♦❧✉♠❡ ✸✲❱♦❧✉♠❡ ✸✱ ♣❛❣❡; ✶✸✶✽✕✶✸✷✼✳ ❆;;♦❝✐❛<✐♦♥

❢♦4 ❈♦♠♣✉<❛<✐♦♥❛❧ ▲✐♥❣✉✐;<✐❝;✳ ✹✻

✶✹✹
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▼❡✐❧➔✱ ▼✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❈♦♠♣❛7✐♥❣ ❝❧✉>?❡7✐♥❣> ❜② ?❤❡ ✈❛7✐❛?✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦7♠❛?✐♦♥✳ ■♥ ▲❡❛%♥✐♥❣

(❤❡♦%② ❛♥❞ ❦❡%♥❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡1✱ ♣❛❣❡> ✶✼✸✕✶✽✼✳ ❙♣7✐♥❣❡7✳ ✼✻

▼✐❦❛✱ '✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❖♥?♦❧♦❣✐❡> ❛7❡ ✉>✿ ❆ ✉♥✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ >♦❝✐❛❧ ♥❡?✇♦7❦> ❛♥❞ >❡♠❛♥?✐❝>✳ ■♥

❚❤❡ ❙❡♠❛♥(✐❝ ❲❡❜✲■❙❲❈ ✷✵✵✺✱ ♣❛❣❡> ✺✷✷✕✺✸✻✳ ❙♣7✐♥❣❡7✳ ✶✶✹

▼✐'❤♥❡✱ ●✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆✉?♦?❛❣✿ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦7❛?✐✈❡ ❛♣♣7♦❛❝❤ ?♦ ❛✉?♦♠❛?❡❞ ?❛❣ ❛>>✐❣♥♠❡♥? ❢♦7

✇❡❜❧♦❣ ♣♦>?>✳ ■♥ ;%♦❝❡❡❞✐♥❣1 ♦❢ (❤❡ ✶✺(❤ ✐♥(❡%♥❛(✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡%❡♥❝❡ ♦♥ ❲♦%❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜✱

♣❛❣❡> ✾✺✸✕✾✺✹✳ ❆❈▼✳ ✸✺✱ ✹✵✱ ✹✺

▼✉❝❤❛✱ '✳ ❏✳✱ ❘✐❝❤❛-❞'♦♥✱ ❚✳✱ ▼❛❝♦♥✱ ❑✳✱ 0♦-1❡-✱ ▼✳ ❆✳ ❡? ❖♥♥❡❧❛✱ ❏✳✲'✳ ✭✷✵✶✵✮✳

❈♦♠♠✉♥✐?② >?7✉❝?✉7❡ ✐♥ ?✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥?✱ ♠✉❧?✐>❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ♠✉❧?✐♣❧❡① ♥❡?✇♦7❦>✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱

✸✷✽✭✺✾✽✵✮✿✽✼✻✕✽✼✽✳ ✽✸✱ ✽✾✱ ✶✵✸✱ ✶✸✹

▼✉'1♦✱ ❈✳✱ ◆❛-❞✉❝❝✐✱ ❋✳✱ ❞❡ ●❡♠♠✐'✱ ▼✳✱ ▲♦♣'✱ '✳ ❡? ❙❡♠❡-❛-♦✱ ●✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙?❛7✿ ❛ >♦✲

❝✐❛❧ ?❛❣ 7❡❝♦♠♠❡♥❞❡7 >②>?❡♠✳ ■♥ ;%♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ ❊❈▼▲✴;❑❉❉ ✷✵✵✾ ❉✐1❝♦✈❡%② ❈❤❛❧❧❡♥❣❡

❲♦%❦1❤♦♣✱ ♣❛❣❡> ✷✶✺✕✷✷✼✳ ❈✐?❡>❡❡7✳ ✺✺

▼✉'1♦✱ ❈✳✱ ◆❛-❞✉❝❝✐✱ ❋✳✱ ❉❡ ●❡♠♠✐'✱ ▼✳✱ ▲♦♣'✱ '✳ ❡? ❙❡♠❡-❛-♦✱ ●✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆♥

✧✐7✧✲❜❛>❡❞ ❛♣♣7♦❛❝❤ ❢♦7 ?❛❣ 7❡❝♦♠♠❡♥❞❛?✐♦♥✳ ■♥ ■■❘✱ ♣❛❣❡> ✻✺✕✻✾✳ ❈✐?❡>❡❡7✳ ✸✻✱ ✹✺

◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❈♦❛✉?❤♦7>❤✐♣ ♥❡?✇♦7❦> ❛♥❞ ♣❛??❡7♥> ♦❢ >❝✐❡♥?✐✜❝ ❝♦❧❧❛❜♦7❛?✐♦♥✳

;%♦❝❡❡❞✐♥❣1 ♦❢ (❤❡ ◆❛(✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡1✱ ✶✵✶✭>✉♣♣❧ ✶✮✿✺✷✵✵✕✺✷✵✺✳ ✻✻✱ ✻✼

◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐?② >?7✉❝?✉7❡ ✐♥ ♥❡?✇♦7❦> ✉>✐♥❣ ?❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝?♦7>

♦❢ ♠❛?7✐❝❡>✳ ;❤②1✐❝❛❧ %❡✈✐❡✇ ❊✱ ✼✹✭✸✮✿✵✸✻✶✵✹✳ ✻✼

◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ❡? ●✐-✈❛♥✱ ▼✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛?✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐?② >?7✉❝?✉7❡ ✐♥

♥❡?✇♦7❦>✳ ;❤②1✐❝❛❧ %❡✈✐❡✇ ❊✱ ✻✾✭✷✮✿✵✷✻✶✶✸✳ ✺✹

0❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦'✱ ❙✳✱ ❑♦♠♣❛1'✐❛-✐'✱ ❨✳ ❡? ❱❛❦❛❧✐✱ ❆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ▲❡✈❡7❛❣✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝?✐✈❡ ✐♥?❡❧✲

❧✐❣❡♥❝❡ ?❤7♦✉❣❤ ❝♦♠♠✉♥✐?② ❞❡?❡❝?✐♦♥ ✐♥ ?❛❣ ♥❡?✇♦7❦>✳ ❈❑❈❛❘✱ ❙❡♣(❡♠❜❡%✳ ✺✷

0❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦'✱ ❙✳✱ ❑♦♠♣❛1'✐❛-✐'✱ ❨✳✱ ❱❛❦❛❧✐✱ ❆✳ ❡? ❙♣②-✐❞♦♥♦'✱ '✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦♠♠✉✲

♥✐?② ❞❡?❡❝?✐♦♥ ✐♥ >♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛✳ ❉❛(❛ ▼✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐1❝♦✈❡%②✱ ✷✹✭✸✮✿✺✶✺✕✺✺✹✳

✶✺✱ ✻✵✱ ✻✷✱ ✼✽

✶✹✺



❇■❇▲■❖●❘❆'❍■❊

 ❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦'✱ ❙✳✱ ❱❛❦❛❧✐✱ ❆✳ ❡. ❑♦♠♣❛-'✐❛.✐'✱ ❨✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❈♦♠♠✉♥✐.② ❞❡.❡❝.✐♦♥ ✐♥

❝♦❧❧❛❜♦A❛.✐✈❡ .❛❣❣✐♥❣ D②D.❡♠D✳ ■♥ ❈♦♠♠✉♥✐'②✲❇✉✐❧' ❉❛'❛❜❛/❡/✱ ♣❛❣❡D ✶✵✼✕✶✸✶✳ ❙♣A✐♥❣❡A✳

✻✵✱ ✼✵

 ❛..❛✱ ❉✳ ❡.❇.✉'✐❧♦✈'❦②✱ '✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❈♦❧❧❛❜♦A❛.✐✈❡ ✜❧.❡A✐♥❣ ❢♦A D♦❝✐❛❧ .❛❣❣✐♥❣ D②D.❡♠D✿ ❛♥

❡①♣❡A✐♠❡♥. ✇✐.❤ ❝✐.❡✉❧✐❦❡✳ ■♥ 12♦❝❡❡❞✐♥❣/ ♦❢ '❤❡ '❤✐2❞ ❆❈▼ ❝♦♥❢❡2❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡2

/②/'❡♠/✱ ♣❛❣❡D ✷✸✼✕✷✹✵✳ ❆❈▼✳ ✸✻✱ ✸✾

 ❡-❡.'✱ ■✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❋♦❧❦/♦♥♦♠✐❡/✿ ■♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡'2✐❡✈❛❧ ✐♥ '❤❡ ❲❡❜ ✷✳✵✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✳ ❲❛❧.❡A

❞❡ ●A✉②.❡A✳ ✷✸

 ✐③③✉-✐✱ ❈✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❇♦♦D.✐♥❣ .❤❡ ❞❡.❡❝.✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛A ❝♦♠♠✉♥✐.② D.A✉❝.✉A❡ ✇✐.❤ ❣❡♥❡.✐❝

❛❧❣♦A✐.❤♠D ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ D❡❛A❝❤✳ ■♥ 12♦❝❡❡❞✐♥❣/ ♦❢ '❤❡ ✷✼'❤ ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦/✐✉♠ ♦♥

❆♣♣❧✐❡❞ ❈♦♠♣✉'✐♥❣✱ ♣❛❣❡D ✷✷✻✕✷✸✶✳ ❆❈▼✳ ✻✻

 ♦♥'✱ '✳ ❡. ▲❛-❛♣②✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈♦♠♣✉.✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐.✐❡D ✐♥ ❧❛A❣❡ ♥❡.✇♦A❦D ✉D✐♥❣ A❛♥❞♦♠

✇❛❧❦D✳ ■♥ ❈♦♠♣✉'❡2 ❛♥❞ ■♥❢♦2♠❛'✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡/✲■❙❈■❙ ✷✵✵✺✱ ♣❛❣❡D ✷✽✹✕✷✾✸✳ ❙♣A✐♥❣❡A✳ ✻✼✱

✶✵✸✱ ✶✵✹

 ♦-❣✐❡-❡.✱ ❆✳✱ ❆♣.✐❧✱ ❑✳ ❆✳✱ ❈♦♦❦❡✱ ❘✳ ❏✳ ❡. ❖'✉♥♠❛❦✐♥❞❡✱ ■✳ ❖✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❡♠♣♦✲

A❛❧✐.② ✐♥ ❧✐♥❦ ♣A❡❞✐❝.✐♦♥✿ ❯♥❞❡AD.❛♥❞✐♥❣ D♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐.②✳ ❊♠❡2❣❡♥❝❡✿ ❈♦♠♣❧❡①✐'② ✫

❖2❣❛♥✐③❛'✐♦♥✱ ✶✶✭✶✮✳ ✽✶

 ✉❥❛.✐✱ ▼✳ ❡. ❑❛♥❛✇❛-✐✱ ❘✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❛❣ A❡❝♦♠♠❡♥❞❛.✐♦♥ ❜② ❧✐♥❦ ♣A❡❞✐❝.✐♦♥ ❜❛D❡❞ ♦♥

D✉♣❡A✈✐D❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛A♥✐♥❣✳ ■♥ ■❈❲❙▼✳ ✹✽✱ ✺✵✱ ✺✶

 ✉❥❛.✐✱ ▼✳ ❡. ❑❛♥❛✇❛-✐✱ ❘✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ▲✐♥❦ ♣A❡❞✐❝.✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧.✐♣❧❡① ♥❡.✇♦A❦D✳ ◆❡'✇♦2❦/ ❛♥❞

❍❡'❡2♦❣❡♥❡♦✉/ ▼❡❞✐❛✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ■DD✉❡ ♦♥ ◆❡✇ .A❡♥❞D✱ ♠♦❞❡❧D ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥D ✐♥ ❈♦♠♣❧❡①

❛♥❞ ▼✉❧.✐♣❧❡① ◆❡.✇♦A❦D✳ ✼✽✱ ✾✻

❘❛❡✱ ❆✳✱ ❙✐❣✉.❜❥?.♥''♦♥✱ ❇✳ ❡. ✈❛♥ ❩✇♦❧✱ ❘✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ■♠♣A♦✈✐♥❣ .❛❣ A❡❝♦♠♠❡♥❞❛.✐♦♥

✉D✐♥❣ D♦❝✐❛❧ ♥❡.✇♦A❦D✳ ■♥ ❆❞❛♣'✐✈✐'②✱ 1❡2/♦♥❛❧✐③❛'✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉/✐♦♥ ♦❢ ❍❡'❡2♦❣❡♥❡♦✉/ ■♥✲

❢♦2♠❛'✐♦♥✱ ❘■❆❖ ✬✶✵✱ ♣❛❣❡D ✾✷✕✾✾✱ '❛A✐D✱ ❋A❛♥❝❡✱ ❋A❛♥❝❡✳ ▲❊ ❈❊◆❚❘❊ ❉❊ ❍❆❯❚❊❙

❊❚❯❉❊❙ ■◆❚❊❘◆❆❚■❖◆❆▲❊❙ ❉✬■◆❋❖❘▼❆❚■◗❯❊ ❉❖❈❯▼❊◆❚❆■❘❊✳ ✹✼✱ ✶✵✾

✶✹✻
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❘❛❣❤❛✈❛♥✱ ❯✳ ◆✳✱ ❆❧❜❡*+✱ ❘✳ ❡/ ❑✉♠❛*❛✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ◆❡❛7 ❧✐♥❡❛7 /✐♠❡ ❛❧❣♦7✐/❤♠ /♦

❞❡/❡❝/ ❝♦♠♠✉♥✐/② C/7✉❝/✉7❡C ✐♥ ❧❛7❣❡✲C❝❛❧❡ ♥❡/✇♦7❦C✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✼✻✭✸✮✿✵✸✻✕✶✵✻✳

✻✾✱ ✼✵✱ ✶✸✹

❘❛✈❛/③✱ ❊✳✱ ❙♦♠❡*❛✱ ❆✳ ▲✳✱ ▼♦♥❣*✉✱ ❉✳ ❆✳✱ ❖❧+✈❛✐✱ ❩✳ ◆✳ ❡/ ❇❛*❛❜7/✐✱ ❆✳✲▲✳ ✭✷✵✵✷✮✳

❍✐❡7❛7❝❤✐❝❛❧ ♦7❣❛♥✐③❛/✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛7✐/② ✐♥ ♠❡/❛❜♦❧✐❝ ♥❡/✇♦7❦C✳ #❝✐❡♥❝❡✱ ✷✾✼✭✺✺✽✻✮✿✶✺✺✶✕

✶✺✺✺✳ ✻✸

❘❡✐❝❤❛*❞+✱ ❏✳ ❡/ ❇♦*♥❤♦❧❞+✱ ❙✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❙/❛/✐C/✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝C ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐/② ❞❡/❡❝/✐♦♥✳

 ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✼✹✭✶✮✿✵✶✻✶✶✵✳ ✻✻✱ ✻✽

❘❡/♥✐❝❦✱ '✳✱ ■❛❝♦✈♦✉✱ ◆✳✱ ❙✉❝❤❛❦✱ ▼✳✱ ❇❡*❣/+*♦♠✱ '✳ ❡/ ❘✐❡❞❧✱ ❏✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ●7♦✉♣❧❡♥C✿

❆♥ ♦♣❡♥ ❛7❝❤✐/❡❝/✉7❡ ❢♦7 ❝♦❧❧❛❜♦7❛/✐✈❡ ✜❧/❡7✐♥❣ ♦❢ ♥❡/♥❡✇C✳ ■♥  /♦❝❡❡❞✐♥❣# ♦❢ 4❤❡ ✶✾✾✹

❆❈▼ ❈♦♥❢❡/❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉4❡/ ❙✉♣♣♦/4❡❞ ❈♦♦♣❡/❛4✐✈❡ ❲♦/❦✱ ❈❙❈❲ ✬✾✹✱ ♣❛❣❡C ✶✼✺✕✶✽✻✱

◆❡✇ ❨♦7❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳ ✸✼

❘♦/✈❛❧❧✱ ▼✳✱ ❆①❡❧//♦♥✱ ❉✳ ❡/ ❇❡*❣/+*♦♠✱ ❈✳ ❚✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ❡_✉❛/✐♦♥✳ ❊✉/✳  ❤②#✳

❏✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❚♦♣✐❝#✱ ✶✸✿✶✼✽✳ ✶✵✹✱ ✶✵✺

❙❛✐❞✱ ❆✳✱ ❇❡*❦♦✈/❦②✱ ❙✳ ❡/ ❉❡ ▲✉❝❛✱ ❊✳ ❲✳ ✭✷✵✶✵✮✳ '✉//✐♥❣ /❤✐♥❣C ✐♥ ❝♦♥/❡①/✿ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡

♦♥ ❝♦♥/❡①/✲❛✇❛7❡ ♠♦✈✐❡ 7❡❝♦♠♠❡♥❞❛/✐♦♥✳ ■♥  /♦❝❡❡❞✐♥❣# ♦❢ 4❤❡ ❲♦/❦#❤♦♣ ♦♥ ❈♦♥4❡①4✲

❆✇❛/❡ ▼♦✈✐❡ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛4✐♦♥✱ ♣❛❣❡C ✷✕✻✳ ❆❈▼✳ ✸✺

❙❛❧+♦♥✱ ●✳ ❡/ ▼❝●✐❧❧✱ ▼✳ ❏✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ■♥/7♦❞✉❝/✐♦♥ /♦ ♠♦❞❡7♥ ✐♥❢♦7♠❛/✐♦♥ 7❡/7✐❡✈❛❧✳ ✻✸

❙❛♠♠✉+✱ ❈✳ ❡/ ❲❡❜❜✱ ●✳ ■✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛/♥✐♥❣✳ ❙♣7✐♥❣❡7✳ ✽✷

❙❛*✇❛*✱ ❇✳✱ ❑❛*②♣✐/✱ ●✳✱ ❑♦♥/+❛♥✱ ❏✳ ❡/ ❘✐❡❞❧✱ ❏✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ■/❡♠✲❜❛C❡❞ ❝♦❧❧❛❜♦7❛/✐✈❡

✜❧/❡7✐♥❣ 7❡❝♦♠♠❡♥❞❛/✐♦♥ ❛❧❣♦7✐/❤♠C✳ ■♥  /♦❝❡❡❞✐♥❣# ♦❢ 4❤❡ ✶✵4❤ ✐♥4❡/♥❛4✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡/❡♥❝❡

♦♥ ❲♦/❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜✱ ♣❛❣❡C ✷✽✺✕✷✾✺✳ ❆❈▼✳ ✸✽
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❡! ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳

▼!"❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❥♦)✐"!✿ ❡$+ ❧❛ ♠8+❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉$✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉$ $✐♠♣❧❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ $❡ ❢♦♥❞❡ $✉. ❧❛

♣♦$✐+✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡$ ❝❛♥❞✐❞❛+$ ✭❝♦♠♠✉♥❛✉+8$✮ ❞❛♥$ +♦✉$ ❧❡$ ✈♦+❡$✳ G♦✉. ❝❤❛3✉❡

.❛♥❣ r ∈ [1, 2, ..., k]✱ ♦♥ .❡+✐❡♥+ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛+ 3✉✐ ❛ 8+8 ❧❡ ♣❧✉$ ❝❧❛$$8 ❞❛♥$ ❝❡ .❛♥❣✳

▼!"❤♦❞❡ ❞❡ ❇♦)❞❛✿ ❡$+ ✉♥❡ ♠8+❤♦❞❡ ❢♦♥❞8❡ $✉. ❧❡ ♣♦$✐+✐♦♥♥❡♠❡♥+ ❛❜$♦❧✉ ❞❡$ ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉+8$ ❝❧❛$$8❡$ ♣❧✉+S+ 3✉❡ ❧❡✉. ❝❧❛$$❡♠❡♥+ .❡$♣❡❝+✐❢✳ ❯♥ $❝♦.❡ ❞❡ ❇♦.❞❛ ❡$+ ❝❛❧❝✉❧8

♣♦✉. ❝❤❛3✉❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉+8 c ❞❛♥$ ❧❡$ ✈❡❝+❡✉.$ ❛❣.8❣8$✳ G♦✉. ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ✈❡❝+❡✉.$

❞✬❛♣♣❛.+❡♥❛♥❝❡ L✱ ❧❡ $❝♦.❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉+8 c ♣♦✉. ✉♥ ✈❡❝+❡✉. Li ❡$+ ❞♦♥♥8 ♣❛.✿

BLi
(c) =

{

count(c′)|Li(c) > Li(c
′), c′ ∈ Li

}

✭✶✮

▲❡ $❝♦.❡ ❞❡ ❇♦.❞❛ +♦+❛❧ ❞❡ c ❡$+ ❞♦♥♥8 ♣❛.✿

B(c) =
n
∑

t=1

BLi
(c) ✭✷✮

▼!"❤♦❞❡ ❞❡ ❑❡♠❡♥②✿ ❡$+ ❢♦♥❞8❡ $✉. ❧✬♦.❞.❡ ❡♥+.❡ ❧❡ .❛♥❣ ❞❡$ ❝♦♠♠✉♥❛✉+8$✳ ❊❧❧❡ ❣❛.❛♥✲

+✐+ 3✉❡ ❧❡ .8$✉❧+❛+ ❞❡ ❧❛ ❢✉$✐♦♥ $❛+✐$❢❛✐+ ❧❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❈♦♥❞♦.❝❡+ ❬❨♦✉♥❣ ❡+ ▲❡✈❡♥❣❧✐❝❦

✶✾✼✽❪✳ ▲❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❡$+ ❝♦♠♠❡ $✉✐+✿ $✬✐❧ ❡①✐$+❡ ✉♥❡ ♣❛.+✐+✐♦♥ D ❞❡ ❧❛ ❧✐$+❡ +♦+❛❧❡ ❞❡$
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❞❡ y✳
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❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ 1♦♣♦❧♦❣✐4✉❡ ♣♦✉.

❧❛ .❡❝♦♠♠❛♥❞❛1✐♦♥ ❞❡ 1❛❣7

❞❛♥7 ❧❡7 ❢♦❧❦7♦♥♦♠✐❡7

❘!"✉♠!✿

◆♦✉# ♥♦✉# ✐♥&'(❡##♦♥# ❞❛♥# ❝❡&&❡ &❤.#❡ / ❧❛ ♣(♦❜❧'♠❛&✐4✉❡ ❞❡ (❡❝♦♠♠❛♥❞❛&✐♦♥ ❞❡ &❛❣# ❞❛♥# ❧❡# #②#&.♠❡# ❞❡

♣❛(&❛❣❡ ❡& ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛&✐♦♥ #♦❝✐❛❧❡ ❞❡# (❡##♦✉(❝❡#✱ ❞✐&# ❢♦❧❦$♦♥♦♠✐❡$✳ ▲❡# ✉&✐❧✐#❛&❡✉(# ❛♥♥♦&❡♥& ❧❡# (❡##♦✉(❝❡#

/ ♣❛(&❛❣❡( ♣❛( ❞❡# )❛❣$ ❧✐❜(❡♠❡♥& ❝❤♦✐#✐#✳ ❖(✱ ❧❛ ❧✐❜❡(&' ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ &❛❣# ❧❡# (❡♥❞ ❛♠❜✐❣✉$✳ ◆♦✉# ♣(♦♣♦#♦♥#

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ )♦♣♦❧♦❣✐/✉❡ ♥♦♠♠'❡ ❚▲❚❘ ✭❚✇♦ ▲❡✈❡❧ ❚❛❣ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛&✐♦♥✮♣♦✉( ❧❛ (❡❝♦♠♠❛♥✲

❞❛&✐♦♥ ❞❡ &❛❣#✳ ❚▲❚❘ ❡#& ❜❛#'❡ #✉( ✉♥❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ♦(✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣(❡##✐♦♥ ❞❡# ❣(❛♣❤❡#✳ ▲❡ ❣(❛♣❤❡ ❞✬✉♥❡

❢♦❧❦#♦♥♦♠✐❡ ❡#& ❝♦♠♣(❡##' ❡♥ ❛♣♣❧✐4✉❛♥& ✉♥❡ ♠'&❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧✉#&❡(✐♥❣ #✉( ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡# &(♦✐# ❝♦♠♣♦#❛♥&❡#

❞✬✉♥❡ ❢♦❧❦#♦♥♦♠✐❡✱ / #❛✈♦✐(✿ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ✉&✐❧✐#❛&❡✉(#✱ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# (❡##♦✉(❝❡# ❡& ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# &❛❣#✳

◆♦✉# ♣(♦♣♦#♦♥# '❣❛❧❡♠❡♥& ✉♥❡ ♠'&❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧✉#&❡(✐♥❣ &♦♣♦❧♦❣✐4✉❡ ❜❛#'❡ #✉( ✉♥❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❝❡♥&('❡ ❣(❛✐♥❡

♣♦✉( ❧❛ ❞'&❡❝&✐♦♥ ❞❡# ❝♦♠♠✉♥❛✉&'# ❞❛♥# ❧❡# ❣(❛♣❤❡# ♠✉❧&✐♣❧❡①❡#✳ ❯♥❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ &♦♣♦❧♦❣✐4✉❡ ❝❧❛##✐4✉❡✱

❡♥ ❧✬♦❝❝✉((❡♥❝❡ ❧❛ ♠'&❤♦❞❡ ❋♦❧❦1❛♥❦✱ ❡#& ❛♣♣❧✐4✉'❡ #✉( ❧❡ ❣(❛♣❤❡ ('❞✉✐& ❛✜♥ ❞❡ #'❧❡❝&✐♦♥♥❡( ❧❡# ❝❧✉#&❡(#

❞❡ &❛❣# ❧❡# ♣❧✉# ❛♣♣(♦♣(✐'#✳ ❈❡# ❝❧✉#&❡(# #♦♥& ❡♥#✉✐&❡ ✉&✐❧✐#'# ♣♦✉( ❝♦♥#&(✉✐(❡ ✉♥ ❛✉&(❡ ❣(❛♣❤❡ ❝♦♥&❡①&✉❡❧

❡①&(❛✐& ❞✉ ❣(❛♣❤❡ ♦(✐❣✐♥❛❧ (❡♣('#❡♥&❛♥& ❧❛ ❢♦❧❦#♦♥♦♠✐❡✳ ▲❛ ♠'&❤♦❞❡ ❋♦❧❦1❛♥❦ ❡#& / ♥♦✉✈❡❛✉ ❛♣♣❧✐4✉'❡ ❛✜♥

❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡( ❧❛ ❧✐#&❡ ❞❡ &❛❣# / (❡❝♦♠♠❛♥❞❡(✳ ❉❡# ❡①♣'(✐♠❡♥&❛&✐♦♥# #✉( ❞❡ ❣(❛♥❞❡# ❢♦❧❦#♦♥♦♠✐❡#✱ ♥♦&❛♠♠❡♥&✱

❞❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥'❡# ❡①&(❛✐&# ❞✉ #②#&.♠❡ ❞❡ ♣❛(&❛❣❡ ❞❡# ('❢'(❡♥❝❡# ❜✐❜❧✐♦❣(❛♣❤✐4✉❡# ❇✐❜$♦♥♦♠② ♠♦♥&(❡♥&

❧❛ ♣❡(&✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦&(❡ ❛♣♣(♦❝❤❡✳

▼♦(" ❝❧!"✿
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