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✶✳✹ ❙②stè♠❡ ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t ❛✈❡❝ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✺ ❙②stè♠❡ ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t ❛✈❡❝ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✶✳✻ ❙②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ▼❉P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ▼❉P ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ P❖▼❉P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✸✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✸✳✸ P❖▼❉P ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ▼❉P s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✸✳✹ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉ ❡t ❝♦♥✈❡①❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✺ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V z ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✻ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✹✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❉❡❝✲P❖▼❉P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ P❖▼❉P ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t i ❞♦♥♥é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✹✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✹✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✺ P♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ❧❛r❣❡✉r ❜♦r♥é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✹✳✻ ❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ z ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✹✳✼ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡t ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✼✳✶ P♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ❧❛r❣❡✉r ❜♦r♥é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✼✳✷ ❈r✐tèr❡ ♠♦②❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✼✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✼✳✹ ■♥térêt ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✼✳✺ ❈❤♦✐① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♦✉ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✼✳✻ ❈r✐tèr❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✼✳✼ ❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ zi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✼✳✽ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡t ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✽✳✶ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✈✐✐



✈✐✐✐ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✻✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ t✐❣r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✻✳✷ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❇♦① P✉s❤✐♥❣✱ T = 20 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✼✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♠♣❛ré❡ ❞❡ P❇■P ❡t P❙▼❇❉P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✼✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ t✐❣r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✼✳✸ ▼❡❡t✐♥❣ ♦♥ ❛ ●r✐❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✼✳✹ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❇♦① P✉s❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✼✳✺ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✼✳✻ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs ♠♦❞✐✜é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✐①



① ▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①



▲✐st❡ ❞❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s

✸✳✶ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ s❛♥s é❧❛❣❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✸✳✷ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❛✈❡❝ é❧❛❣❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✸ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✸✳✹ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✸✳✺ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❛✈❡❝ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✭♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✻ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ té♠♦✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✸✳✼ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ✭❲✐t♥❡ss✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✹✳✶ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✹✳✷ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣❛r ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✹✳✸ ➱❧❛❣❛❣❡ ❡①❛❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✹✳✹ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣❛r ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡t é❧❛❣❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✹✳✺ ➱❧❛❣❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭P❇❉P✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
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◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲
❛❣❡♥ts✳ ❈❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥t✐tés r♦❜♦t✐q✉❡s ♦✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s✳ ■❧s s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ✐♥t❡r❛❣✐r ✿ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❛ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♦✉
✐♠♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ♣❡✉t ❛❣✐r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡r s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❛ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧ q✉❡ ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❞❛♥s
✉♥ rés❡❛✉✱ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❞❡ r♦❜♦ts✱ ❧❡
❝♦♥trô❧❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱ ❡t❝✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡t ❧❛
❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥t✱ ✉♥❡ ❡♥t✐té ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❣✐r
❛✈❡❝ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ t❤ès❡ ❡♥ é✈♦q✉❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
t❤ès❡✳
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▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧
❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❞♦♥t ✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡st ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t
❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s s②stè♠❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳

❯♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ s✬❡st ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥tér❡ssé❡ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬❡♥t✐tés ❝❛✲
♣❛❜❧❡s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❡t
❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ✭❜r❛✐♥ ✐♥ ❛ ❜♦①✱ ❬❇r♦♦❦s ❡t ❙t❡✐♥✱ ✶✾✾✹❪✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❝♦♥❞✉✐t ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❡①♣❡rts à ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡✱ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ t❤é♦rè♠❡s✱
❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣❛r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✱ ❡t❝✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❞✐t❡
s✐t✉é❡✱ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ❝ré❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ s❛♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❡♥s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡✳ ▲✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ✓ ❝❡r✈❡❛✉① ✐♥❝❛r♥és ✔ ✭❜r❛✐♥✲
❢♦r✲❛✲❜♦❞②✱ ❬❇r♦♦❦s ❡t ❙t❡✐♥✱ ✶✾✾✹❪✮ ❡st ♣❧✉s ❧✐é❡ à ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s à ✈✐s ❞❡
❧❡✉r ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❡✉rs ❛❝t✐♦♥s q✉✬à ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s
❛♠è♥❡ à ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥t✱ ✉♥❡ ❡♥t✐té s✐t✉é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t q✉✐ ✐♥t❡r❛❣✐t
❛✈❡❝ ❡❧❧❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬❛❝t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s✳

✶✳✷ ❆❣❡♥t

❯♥ ❛❣❡♥t ❡st ✉♥❡ ❡♥t✐té✱ ♣❤②s✐q✉❡ ♦✉ ✈✐rt✉❡❧❧❡✱ q✉✐ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ s❡♥s♦r✐✲♠♦tr✐❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✮ ✿ s❡s ❛❝t✐♦♥s ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❀ s❡s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❧✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❡♥ rétr♦❛❝t✐♦♥ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡s✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡
♠❛❝❤✐♥❡✱ ✉♥ r♦❜♦t✱ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡✱ ✉♥ ❛♥✐♠❛❧✱ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♠♦r❛❧❡✱ ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ❡t❝✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞✬❛❣❡♥t ❡st ✉♥ r♦❜♦t ❞♦té ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs q✉✐ ❧✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮ s✉r s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡✛❡❝t❡✉rs q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❣✐r s✉r ❝❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

❆❣❡♥t

❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❆❝t✐♦♥s

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❙②stè♠❡ ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t

❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❞❡s
♣♦♠♣✐❡rs ❞♦✐✈❡♥t ❧✉tt❡r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❝❡♥❞✐❡✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs ❬❖❧✐❡❤♦❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✶✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣♦♠♣✐❡r ✭❤✉♠❛✐♥ ♦✉ r♦❜♦t✐q✉❡✮ ❞❡✈❛♥t ❧✉tt❡r
❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❝❡♥❞✐❡ ❞❛♥s ✉♥❡ r❛♥❣é❡ ❞❡ ♠❛✐s♦♥s✳ ▲✬✐♥❝❡♥❞✐❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❡♥tr❡



✶✳✷✳ ❆❣❡♥t ✸

♠❛✐s♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s ❡t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠❛✐s♦♥✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ♣♦♠♣✐❡r ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛✐s♦♥
❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ♣❡✉t t❡♥t❡r ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬❛♠♣❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠❛✐s♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣♦♠♣✐❡r
♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛✐s♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ▲❡ ♣♦♠♣✐❡r s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❡ ♠❛✐s♦♥ ❡♥ ♠❛✐s♦♥ ♣♦✉r
❧✐♠✐t❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ❡t✱ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧✬ét❡✐♥❞r❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡s ❞é❣âts ❝❛✉sés✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦♠♣✐❡r ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝✐❞❡r à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❛✐s♦♥ s♦♥ ❛❝t✐♦♥ ❛✉r❛
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ✭❡s♣éré❡✮ s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✉❧tér✐❡✉r❡✱ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡✳

✶✳✷✳✶ Pr✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡

▲❛ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t ❡♥tr❡✲
♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❜✉t ❞♦♥♥é✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❛❝t✐♦♥s s♦♥t ♥♦♥ ❞é✲
t❡r♠✐♥✐st❡s ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡s✳ ❙♦♥ ét✉❞❡ ❛ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❧✬ét❤♦✲
❧♦❣✐❡ ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥✐♠❛✉① ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✮✱ ❧❛ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ s♦❝✐♦❧♦❣✐❡
✭✐❞❡♠ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡s ❤✉♠❛✐♥s✮✱ ❡t❝✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛❣❡♥t é✈♦❧✉❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥✳

▲✬❛❣❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥❢r♦♥té ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬é❧❛❜♦r❡r
❞❡s ♣❧❛♥s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ❡✛❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❛✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✿ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ét❛t à ❛tt❡✐♥❞r❡✱ ✉♥ ét❛t à é✈✐t❡r✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✱
❡t❝✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ét❛t st ❞♦♥♥é ✭✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ▲✬❛❣❡♥t ❞♦✐t ❛❧♦rs
❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ at+1 ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r✳ ▲❡ s②stè♠❡ ré❛❣✐t ❛❧♦rs
❡♥ ♣❛ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t st+1✳

❆❣❡♥t ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

at+1

st+1st

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❙②stè♠❡ ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t ❛✈❡❝ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s
à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❡r ✉♥ ✓ ❝❤❡♠✐♥ ✔✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✱ ✈❡rs
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ➚ ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✱ ❧✬❛❣❡♥t ❡st ❝♦♥❢r♦♥té ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ✐♥✢✉❡ s✉r
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞♦♥❝ s✉r ❧❡s ❝❤♦✐① ✉❧tér✐❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ✿ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é s♦♥
❛❝t✐♦♥✱ ❧✬❛❣❡♥t s❡ tr♦✉✈❡ ❞❡✈❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤♦✐①✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡
à ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r
❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ tâ❝❤❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❞é✈♦❧✉❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❝❡s ❝❤♦✐① ♥❡ s♦♥t ♣❛s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s t❡❧ q✉❡ ❧❡s t♦✉rs ❞❡ ❍❛♥♦ï ♦✉ ❧❡ ❘✉❜✐❝✬s
❝✉❜❡✱ ❧✬❛❣❡♥t ❞♦✐t ❞✬❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐ ♠♦❞✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡ ✭❧✬ét❛t✮ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥❞✉✐r❡ ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ à ✉♥ ❧✬ét❛t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s rés♦✉❞r❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❛✈❡❝
❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ✿ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ▲✬❛❣❡♥t ♥❡



✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♣ré❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t
❧❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡s t♦✉rs ❞❡ ❍❛♥♦ï ❡t ❧❡ ❘✉❜✐❝✬s ❝✉❜❡✳ ■❧ ❞♦✐t ♣ré✈♦✐r ❞❡s ♣❧❛♥s
❞✬❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ ❛❣✐t
s✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧✬ét❛t
❝♦✉r❛♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♦✉ ❜r✉✐té❡s ✿ ❧✬❛❣❡♥t ❞♦✐t ❞♦♥❝
❡st✐♠❡r ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s
q✉✬✐❧ ❛ ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧❡ ♣❛ssé ❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❛ r❡ç✉✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥❢r♦♥tés à ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✿
♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❧✬♦♣t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ s♦♥
é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜❧❡✳

✶✳✷✳✷ ❖❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

✶✳✷✳✷✳✶ ❈r✐tèr❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♦✉ ❞❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳
❈❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ t❡♠♣s ♣r✐s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ét❛t ❜✉t ✜①é✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡
✉♥ ét❛t✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té à ♦♣t✐♠✐s❡r✱ ❡t❝✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✷✿ ❘❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣♦♠♣✐❡r✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜✲
❥❡❝t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣és✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣♦♠♣✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r
q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❞é❣âts ❝❛✉sés ♣❛r ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡✳ ▲❡ ♣♦♠♣✐❡r ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é❣âts✳ ❉✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s ♣❧✉s é✈♦❧✉és ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
❝❤❡r❝❤❡r à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡s ❞é❣âts s♦✐❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✳

✶✳✷✳✷✳✷ ❘é❝♦♠♣❡♥s❡s

▲❡s t❤é♦r✐❡s ♣s②❝❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥
à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
♦♣ér❛♥t s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬♦r❣❛♥✐s♠❡s ✭❛♥✐♠❛✉①✱
❤✉♠❛✐♥❡s✮ ✐♥✢✉❡♥t s✉r ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ✿ ❧❡s r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥ts r❡♥❞❡♥t ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t
❧❡s ♣✉♥✐t✐♦♥s ❧❡s r❡♥❞❡♥t ♠♦✐♥s ♣r♦❜❛❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛❣❡♥t t❡♥❞✱ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ à ❛❞♦♣t❡r ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡s r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥ts ❡t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ♣✉♥✐t✐♦♥s✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧
❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ à ❧✬❛❣❡♥t s✉r ❧✬✐♥térêt ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❛ ❝❤♦✐s✐
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✈✐s ❛ ✈✐s ❞❡ ❧❛ t❛❝❤❡ à ❡✛❡❝t✉❡r✳

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❬❙✉tt♦♥ ❡t ❇❛rt♦✱ ✶✾✾✽✱ ❇❡rts❡❦❛s ❡t ❚s✐ts✐❦❧✐s✱ ✷✵✵✻✱
❲❛t❦✐♥s✱ ✶✾✽✾✱ ❘✉♠♠❡r② ❡t ◆✐r❛♥❥❛♥✱ ✶✾✾✹❪ ❝❤❡r❝❤❡ à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s
❛❣❡♥ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✸✮ ✿ ❧✬❛❣❡♥t r❡ç♦✐t ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ rt+1 q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ s❡s ❛❝t✐♦♥s at+1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ✈♦♥t ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧❡s ré❝♦♠✲
♣❡♥s❡s ✉❧tér✐❡✉r❡s✳ ❘és♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ r❡✈✐❡♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬❛❝t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡ q✉❡
✈❛ r❡✈♦✐r ❧✬❛❣❡♥t t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥✳



✶✳✷✳ ❆❣❡♥t ✺

❆❣❡♥t ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

at+1

st+1st

rt+1rt

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❙②stè♠❡ ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t ❛✈❡❝ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡ ❡t ré❝♦♠♣❡♥s❡s

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✉♥
❛❣❡♥t ✿ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ✈❛ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s r❡ç✉❡s ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t✳ ❈❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❛✉ss✐
❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✸✿ ❘❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦♠♣✐❡r ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
ré❝♦♠♣❡♥s❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧❡ ♣♦♠♣✐❡r r❡ç♦✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ✭✉♥❡
♣é♥❛❧✐té✮ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐s♦♥✳

✶✳✷✳✸ Pr♦❜❧è♠❡

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✱
q✉✐ ❞é✜♥✐t s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r
❞❡✉① ❝❛s ✿

✕ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝✐s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❀

✕ s✐ ♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞✬✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬❛❣❡♥t ✈❛ ❞❡✈♦✐r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✉ ❢✉r
❡t à ♠❡s✉r❡ q✉✬✐❧ ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞é❥à ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✳

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡t ❞❡
❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ✿ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❜♦♥♥❡
q✉❡ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
✭❝❛s ❡①❛❝t❡✮ ♦✉ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧ ✭❝❛s ❛♣♣r♦❝❤é✮✳

✶✳✷✳✹ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s

✶✳✷✳✹✳✶ ❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡

❈❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t à ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡ ✿ ❧✬❛❣❡♥t ❝♦♥♥❛ît ❛✈❡❝ ❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t
❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t à ❧✬❛❣❡♥t ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❢✉t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t
❝♦♥st✐t✉❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♠❛r❦♦✈✐❡♥✳ ❙✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉✱ ❧✬❛❣❡♥t ♣❡✉t



✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❢♦♥❞❡r s❛ ❞é❝✐s✐♦♥ s✉r ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ s②stè♠❡✳
❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❡t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s

q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s r❡♣❛s ♣♦✉r ❧❡s ❛✈✐♦♥s ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❬●♦t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s
✢✉① ❞❡ ❣❛③ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐❞ér✉r❣✐q✉❡ ❬●❡✐st✱ ✷✵✵✾❪✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❚❡tr✐s ❬❉✉t❡❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱
●♦r❞♦♥✱ ✶✾✾✾❪✱ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ ❞❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❛✈✐♦♥s
❬❈❛r❧✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❬❘❡♠♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ❡t❝✳ ❈❡ ❝❛❞r❡ ❡st
❞✬❛✐❧❧❡✉rs très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ❞❡✉①
t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❬❚♦❞♦r♦✈✱ ✷✵✵✻❪✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✹✿ ◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦♠♣✐❡r ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐✲
❧✐té t♦t❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡✱ ❧❡ ♣♦♠♣✐❡r ♣❡✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t
❧✬ét❛t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡✳ ■❧ s❛✐t q✉❡❧❧❡s ♠❛✐s♦♥s s♦♥t ❡♥ ❢❡✉ ❡t q✉❡❧❧❡ ❡st ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♥✲
❝❡♥❞✐❡ ❞❛♥s ❝❡s ♠❛✐s♦♥s✳ ❙♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✿ ✓ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞❡
❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡✱ ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❛✐s♦♥ ❞♦✐s✲❥❡ ♠❡ r❡♥❞r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✉tt❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❝❡♥✈✐❡ ❄ ✔

✶✳✷✳✹✳✷ ❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❛✈❡❝ ❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉
s②stè♠❡✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ r♦❜♦t ❞❡✈❛♥t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡✱ s❡s ❝❛♣t❡✉rs ✭❝❛♠ér❛✱ ❝❛♣t❡✉rs ❞❡
❞✐st❛♥❝❡✱ ●P❙✱ ❡t❝✳✮ ♥❡ ❧✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉✬✉♥❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❧✐♠✐té❡ ❡t ❜r✉✐té❡ ❞❡ s♦♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡✳

▲✬❛❣❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ♠❛✐s ♣❡✉t✱ ❛✉ ♠✐❡✉①✱ é♠❡ttr❡
❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ot ✭✜❣✉r❡ ✶✳✹✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✬✐❧ ❞✐s♣♦s❡
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞❡ s❡s ❝❛♣t❡✉rs✱ ✐❧ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ✿ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥
à ❡✛❡❝t✉❡r ❬❙♠❛❧❧✇♦♦❞ ❡t ❙♦♥❞✐❦✱ ✶✾✼✸❪✳

❆❣❡♥t ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

at+1

ot+1ot

rt+1rt

st+1

st

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❙②stè♠❡ ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t ❛✈❡❝ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡

❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr♦✉✈❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❈❛ss❛♥❞r❛✱ ✷✵✵✽❪ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥❝❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s✱ ❧✬✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✭r♦✉t❡s✱ ♣♦♥ts✱ ❡t❝✮
♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡✉r ❞étér✐♦r❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛s❝❡♥s❡✉rs✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ r♦❜♦ts ❛✉t♦♥♦♠❡s✱ ❡t❝✳



✶✳✷✳ ❆❣❡♥t ✼

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✺✿ ◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦♠♣✐❡r ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té
♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❙♦s✉ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ❧❡ ♣♦♠♣✐❡r ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t
❧✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ s❛ tâ❝❤❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣♦♠♣✐❡r ♣❡✉t ♥❡ ♣❡r❝❡✈♦✐r
q✉❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ ✭♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✮ ✿ ✐❧ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r ❧✬ét❛t
❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❛✐s♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛ssé❡s✳ ❙❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t ❞❡ ♣❧✉s êtr❡ ❜r✉✐té❡s ❡t ❧✬❛❣❡♥t ❞♦✐t ❛❧♦rs ❛✉ss✐ ❡st✐♠❡r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♠❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
✐❧ s❡ tr♦✉✈❡✳

✶✳✷✳✺ ➱t❛t ✐♥t❡r♥❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡rç♦✐t ♣❛s à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t
t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ✐❧ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥
ét❛t ✐♥t❡r♥❡ zt q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ s✉r ❧❡ ♣❛ssé ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ◗✉❛♥❞ ❧✬❛❣❡♥t r❡ç♦✐t ✉♥❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ot ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✱ ✐❧ ♠❡t à ❥♦✉r ❝❡t ét❛t ✐♥t❡r♥❡ zt ❡t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥
❞❡s ❛❝t✐♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ✭at+1✱ ✳ ✳ ✳✮✳

❆❣❡♥t ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

at+1

ot+1ot

rt+1rt

st+1

stzt+1

zt

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❙②stè♠❡ ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t ❛✈❡❝ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦t❛❧❡s✱ ❧✬❛❣❡♥t ♥✬❛ ♣❛s
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥ ét❛t ✐♥t❡r♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ❧✬❛❣❡♥t ♣❡✉t
♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❡♥ r❡t❡♥❛♥t ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t
❛❝t✐♦♥ ♣❛ssé❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❣❡♥t ♣❡✉t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
s✉r ❧❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ s❛ ❝r♦②❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ét❛ts q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s
q✉✬✐❧ ❛ ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡ ♣❛ssé ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❛ ♣❡rç✉✳ ❈❡tt❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r q✉❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡
❝♦♠♣❧❡t✳

❉✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t
♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ét❛t ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ à ét❛ts ✜♥✐s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé q✉❛♥❞
♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ♣❛r♠✐ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞♦♥♥é❡ ♦✉ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t s✉r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♦ù✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ♣♦s❡
♣r♦❜❧è♠❡✳



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✷✳✻ ❉é❝✐s✐♦♥ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s s♦♥t ❞é❝❡♥tr❛❧✐sés ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥trô❧és ♣❛r ✉♥❡ ❡♥t✐té ✉♥✐q✉❡ ❛②❛♥t
✉♥❡ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛✐s ♣❛r ✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❞✬❡♥t✐tés ✭❛❣❡♥ts✮ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛②❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡
✉♥❡ ✈✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❛❣❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ♠❛✐s ❝♦♦♣èr❡♥t ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✳

❈❡s s②stè♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sés ♣❛r ♥❛t✉r❡ ✿ ❞❡s ❡♥t✐tés ❧♦❝❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡r
s✉r s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❝❡♥tr❛❧✐sé q✉✐ ré❝♦❧t❡r❛✐t
t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❝t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✻✿ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞✬❛❝❝ès ❬❖♦✐ ❡t ❲♦r♥❡❧❧✱ ✶✾✾✻❪✳ P❧✉s✐❡✉rs ♦r❞✐♥❛t❡✉rs s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r
✉♥ ❝â❜❧❡ à ❛❝❝ès ♣❛rt❛❣é ✿ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s✉r ❝❡ ❧✐❡♥✱ ✉♥ s❡✉❧ ♦r❞✐✲
♥❛t❡✉r ❞♦✐t ♣❛r❧❡r ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❀ s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❡♥✈♦✐❡♥t ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
s✉r ❧❡ ❧✐❡♥✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❡♥t ❡♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ r❡ç✉s✳ ❈❤❛q✉❡ ♦r❞✐✲
♥❛t❡✉r r❡ç♦✐t ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ t❡♠♣s ❞❡s ♣❛q✉❡ts à tr❛♥s♠❡tt❡ s✉r ❧❡ ❧✐❡♥ q✉✬✐❧ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❜✉✛❡r✳
▲❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ s❡ ❝♦♦r❞♦♥♥❡r ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❞é❜✐t ✭♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥✈♦②és ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❞♦♥♥é✮ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❣ér❡r ❧❡ ❧✐❡♥ q✉✐ ❧❡s r❡❧✐❡✳ ▲❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡✳

■❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sés ♣❛r ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❛✐s♦♥s ✿ ❧✬❛❝❤❡✲
♠✐♥❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❀
✉♥ s②stè♠❡ s❛♥s ❞é❝✐s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ❛✉① ♣❛♥♥❡s ❀ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠✲
♣♦s❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣és ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❡t êtr❡ ❛❥♦✉tés ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ s②s✲
tè♠❡ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts ❧♦❣✐❝✐❡❧s q✉✐ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉✮ ❬P♦s❧❛❞ ❡t ❛❧✳✱ ✱
❇❡❧❧✐❢❡♠✐♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳

❈❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t r❡ç♦✐t s❡s ♣r♦♣r❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
q✉✐ ❧✉✐ ❡st ♣r♦♣r❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞✬❛❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✻✮✳ ❯♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❡st ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts q✉✐
rés✉❧t❡ ❞✉ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛rt❛❣é❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ✿ ❝❤❛q✉❡
❛❣❡♥t ❛ s❛ ♣r♦♣r❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❜❛sé❡ s✉r s❡s ♣r♦♣r❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥
♣❡✉t êtr❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❀ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ s②stè♠❡
❡t ❞❡ ♣ré✈♦✐r s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❢✉t✉r✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ❛✉r❛✐t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡s
❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❡st✐♠❡r ❡t ♣ré✈♦✐r ❧❡✉rs ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✼✿ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦♠♣✐❡rs ❝♦♦♣èr❡♥t ♣♦✉r ❧✉tt❡r ❝♦♥tr❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡✳ ■❧s ❞♦✐✈❡♥t
ré✉ss✐r à ❝♦♦r❞♦♥♥❡r ❧❡✉rs ❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♠✐tés✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t ❡ss❛②❡r
❞✬❛❧❧❡r ❞❛♥s ❞❡s ♠❛✐s♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ♦✉ s❡ ré✉♥✐r ♣♦✉r ✉♥
✐♥❝❡♥❞✐❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ét❡✐♥❞r❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧s ♥❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❝❤❛q✉❡ ♣♦♠♣✐❡r
❛ s❛ ♣r♦♣r❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ✿ ✉♥ ♣♦♠♣✐❡r ❞♦♥♥é ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t
❞✉ s②stè♠❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧✬ét❛t ❞❡ s❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡✉rs ❛❝t✐♦♥s à ✈❡♥✐r✳



✶✳✷✳ ❆❣❡♥t ✾

❆❣❡♥t

❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❆✉tr❡ ❛❣❡♥t
❆❝t✐♦♥s

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❆❝t✐♦♥s

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❙②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t

▲❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡
❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ✐♥❝❧✉t ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t
❝♦♥s✐❞éré✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐✲
❛❣❡♥t ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❛r ✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ ✐♥✜♥✐ ❞❡ t②♣❡ ✓ ❥❡ ❝r♦✐s q✉❡ ♠♦♥
❝♦❧❧è❣✉❡ ❝r♦✐t q✉❡ ❥❡ ❝r♦✐s q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✔✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡s ❝❛r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❡tt❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✶✳✷✳✼ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t

✶✳✷✳✼✳✶ ❆❣❡♥t ❝♦❣♥✐t✐❢

❯♥ ❛❣❡♥t ❝♦❣♥✐t✐❢ ❡st ✉♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞é❧✐❜ér❛t✐❢✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r s❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❇❉■ ✭❇❡❧✐❡❢✱ ❉❡s✐r❡✱ ■♥t❡♥t✐♦♥ ✲ ❈r♦②❛♥❝❡✱ ❉és✐r✱ ■♥t❡♥t✐♦♥✮
❬❘❛♦ ❡t ●❡♦r❣❡✛✱ ✶✾✾✶❪ ♦ù ❧✬❛❣❡♥t r❛✐s♦♥♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t s✉r s❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❡rr♦♥é❡✱ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✮✱ s❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✭❞és✐rs✮ ❡t s♦♥ ♣❧❛♥ ❞✬❛❝t✐♦♥s ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ✭✐♥t❡♥t✐♦♥s✮✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ét❛✉① ♠❡♥t❛✉① s♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥tés
s♦✉s ❢♦r♠❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❡t ♠❛♥✐♣✉❧és ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❝❡ q✉❡ ❝r♦✐❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱
s✉r ❧❡✉rs ❜✉ts ❡t ❧❡✉rs ♣❧❛♥s r❡s♣❡❝t✐❢s ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❛✉ ♠♦②❡♥
❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❛ss♦❝✐és✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❜❛sés
s✉r ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❋■P❆ ✭❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t P❤②s✐❝❛❧
❆❣❡♥ts ✕ ❋♦♥❞❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❛❣❡♥ts ♣❤②s✐q✉❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts✮ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❬P♦s❧❛❞ ❡t ❛❧✳✱ ✱ ❇❡❧❧✐❢❡♠✐♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳

✶✳✷✳✼✳✷ ❆❣❡♥t ré❛❝t✐❢

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬♦♣♣♦s❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❝♦❣♥✐t✐❢✳ ❈❡tt❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ✓ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ s❛♥s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✔ ❬❇r♦♦❦s✱ ✶✾✾✶❪ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❣❡♥ts ré❛❝t✐❢s ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ st✐♠✉❧✉s✲ré❛❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ q✉✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡✱ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡t s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿ ❧✬❛❣❡♥t ♥✬❛ ♣❛s
❜❡s♦✐♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ♠❛✐s ♣❡✉t ✓ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❝♦♠♠❡ s♦♥



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣r♦♣r❡ ♠♦❞è❧❡ ✔ ❬❇r♦♦❦s✱ ✶✾✾✶❪✳ ❆✐♥s✐ ❇r♦♦❦s ♣r♦♣♦s❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s
❛❣❡♥ts ♣❛r ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡t ❛♥✐♠❛❧❡
❛ été ❝♦♥str✉✐t❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s✐♠♣❧❡s✳

▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ s②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❡✉✈❡♥t é♠❡r❣❡r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ✉♥
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥t✐tés ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳ ❖♥ ✈♦✐t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐❢ ❝♦♠♣❧❡①❡
é♠❡r❣❡r ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s s✐♠♣❧❡s ♦ù ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✓ ❡♥ ❡ss❛✐♠ ✔ ♥✬❡st ♣❛s s✐t✉é❡
❞❛♥s ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♠❛✐s rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❛♠è♥❡
à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ré❛❝t✐❢s ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✽✿ ▲❡s ❝♦❧♦♥✐❡s ❞❡ ❢♦✉r♠✐s t❡♥❞❡♥t à ❡♠♣r✉♥t❡r ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♥♦✉rr✐t✉r❡ ❡t ❧❛ ❢♦✉r♠✐❧✐èr❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é
♣❛r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❢♦✉r♠✐s✱ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥str✉✐s❡♥t
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❢♦✉r♠✐s s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ◗✉❛♥❞ ❡❧❧❡s tr♦✉✈❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦✉rr✐t✉r❡✱ ❡❧❧❡s r❡t♦✉r♥❡♥t à ❧❛ ❢♦✉r♠✐❧✐èr❡ ✶

❡♥ ❞é♣♦s❛♥t s✉r ❧❡✉r ❝❤❡♠✐♥ ✉♥❡ ♣❤ér♦♠♦♥❡✱ ❢♦r♠❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ s❡♥t✐❡r✳ ◗✉❛♥❞ ❞✬❛✉tr❡s ❢♦✉r♠✐s
r❡♥❝♦♥tr❡♥t ❝❡ s❡♥t✐❡r ❞❡ ♣❤ér♦♠♦♥❡s✱ ❡❧❧❡s ✈♦♥t ❛✈♦✐r t❡♥❞❛♥❝❡ à ❧✬❡♠♣r✉♥t❡r ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❡t ❛✐♥s✐ r❡♥❢♦r❝❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ r❡✈❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✉r♠✐❧✐èr❡✳ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ✈❡rs ✉♥❡
s♦✉r❝❡ ❞❡ ♥♦✉rr✐t✉r❡ ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣❤ér♦♠♦♥❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s
s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉s ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛ ✐♥s♣✐ré ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❛r ❝♦❧♦♥✐❡
❞❡ ❢♦✉r♠✐s ❬❈♦❧♦r♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶✱ ❉♦r✐❣♦ ❡t ❈❛r♦✱ ✶✾✾✾❪ ✿ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ q✉✐ s✐♠✉❧❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥✐❡ ❞❡
❢♦✉r♠✐s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❜✉ts✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ♣❧✉tôt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ré❛❝t✐❢ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t
❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ q✉❛♥❞ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t très r❡str❡✐♥t❡s✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡s ❛✉tr❡s
❛❣❡♥ts✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝ré❡r ❞❡s ❛❣❡♥ts s✐♠♣❧❡s q✉✐ ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❚♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛ ❧✐❡✉ à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❛ ♣r✐♦r✐
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❣❡♥ts✳

✶✳✸ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥✲
❝❡rt❛✐♥ ❛✈❡❝ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sés ❝❛r ✐❧s ♣♦ssè❞❡♥t
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❉❡❝✲P❖▼❉P
❬❇❡r♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳

◆♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t
♠❛✐s ❛✉ ❝❛s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ✿ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛❣❡♥ts
s✐♠♣❧❡s r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r à ét❛ts ✜♥✐s ♦✉ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s à ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ♣❛r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♠❛✐s ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ s❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s❡ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❡st ❛✉ ♠✐❡✉①
◆❊❳P✲❝♦♠♣❧❡t ❬❇❡r♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ✭❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❡st P❙P❆❈❊✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t

✶✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣❤ér♦♠♦♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉r♠✐❧✐èr❡✳



✶✳✸✳ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✶✶

❬▼✉♥❞❤❡♥❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✮ ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s ❞♦♥❝ s✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
❞❡♠❛♥❞♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ r❡♣rés❡♥té❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛♣♣r♦✲
❝❤é❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ▼❇❉P ✭▼❡♠♦r② ❇♦✉♥❞❡❞ ❉②♥❛✲
♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

✶✳✸✳✶ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ s❡ ❝♦♥s❛❝r❡ à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t
♣❛r ❧❡s ❝❛s ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t ❛✈❡❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦t❛❧❡s ❡t ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡s✱ ❛✈❛♥t ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✭♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s
♥♦tr❡ ét✉❞❡ s✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❡❧é❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t ❛✈❡❝ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦✲
t❛❧❡✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿

✕ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✱ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❀

✕ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦✐♥s ❝♦♥♥✉❡✱ P❙❉P ✭P♦❧✐❝② ❙❡❛r❝❤ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✮
❬❇❛❣♥❡❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡✮ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡rt ❞❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s ♦ù ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① q✉✐
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à ❡ss❛②❡r ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ P❙❉P ♣♦✉r
❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t ❛✈❡❝ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡
❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡①♣❧♦✐tés ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡
♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❀ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡s str✉❝t✉r❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t
❞❡ ❧✬❛rt q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦tr❡
ét✉❞❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♦✉ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡ s♦♥t ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❛♣♣r♦❝❤és ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ❬❙❡✉❦❡♥ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✼❜❪ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿ ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r
❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✮ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✉
❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛♣♣♦rté ♣❛r ❧❛ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s♦♥t ♣❧✉s



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❣r♦ss✐èr❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❡♥tr❛❧✐sé✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✱ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❡♥tr❛❧✐sé ❬❉✐❜❛♥❣♦②❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s à ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✳

✶✳✸✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ♣rés❡♥t❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡
❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ❡t ♥♦✉s
❡①♣❧♦r♦♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦♣♣♦sé❡s q✉✐ ré♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ❧✐♠✐t❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬é✈♦q✉❡r ✿

✕ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♠❛✐s ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ✭❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦ût❡✉s❡ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✮ ❀

✕ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ♠❛✐s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❧❡♥t❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳ ❝♦♥s✐st❡
à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✿ ♥♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t ❞✬✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✾ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤✱ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ✐téré ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✱ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✭✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s✮ ♣❡✉t êtr❡
✉t✐❧✐sé❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à P❙❉P✱ ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ P❙▼❇❉P✱ ❡st ❛✐♥s✐ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳



◆♦t❛t✐♦♥s

◆♦✉s r❛♣♣❡❧❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦r♠✉❧❡s
✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳

◆♦t❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

Pr♦❜❛❜✐❧✐tés

X ❱❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭♠❛❥✉s❝✉❧❡s✮
x ❱❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭♠✐♥✉s❝✉❧❡s✮
X ∼ X (Y ) X s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ X ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Y
(X|Y = y) ∼ X (y) X s❛❝❤❛♥t Y = y s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ X (y)
X (x|y) Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ X ✱ Pr(X = x|Y = y)
X = X (Y ) X ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ X ✭❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮ ❞❡ Y
∆Z ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Z

❊♥s❡♠❜❧❡s

X × Y = {(x, y)|x ∈ X , y ∈ Y} ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s
|X × Y| = |X | × |Y| ♣♦✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s

YX = {f : X 7→ Y} ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ X ❞❛♥s Y
|YX | = |Y||X | ♣♦✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s

Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✭❉❡❝✲P❖▼P❉✮✳ ▲❡ ❝❛s
P❖▼❉P ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣♦s❛♥t |I| = 1✳ ▲❡ ❝❛s ▼❉P ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❧❡s t❡r♠❡s
❞❡ ❣❛✉❝❤❡s ♣❛r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿ Ot = St✱ Bt = St✱ Ω = S✱ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ▼❉P ✿

O(o|s, a, s′) =

{

1 s✐ s′ = o

0 s✐♥♦♥

O(o|s, a = T (o|s, a)

J (s′, o|s, a) =

{

T (s′|s, a) s✐ s′ = o

0 s✐♥♦♥

✶✸



✶✹ ◆♦t❛t✐♦♥s

❊♥s❡♠❜❧❡s

I ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts
S ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts
Ai ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i
A ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s✱ A =

∏

i∈I Ai
A−i ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❝♦♥❥♦✐♥t❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✱ A−i =

∏

j 6=iAj
Ωi ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i
Ω ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s✱ Ω =

∏

i∈I Ωi
Ω−i ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥❥♦✐♥t❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ Zt =

∏

j 6=iZ
j
t

❱❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

St ∈ S ➱t❛t ❞✉ s②stè♠❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t
Ait ∈ Ai ❆❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i à ❧✬✐♥st❛♥t t
At ∈ A ❆❝t✐♦♥ ❥♦✐♥t✮ à ❧✬✐♥st❛♥t t
A−i
t ∈ A−i ❆❝t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i à ❧✬✐♥st❛♥t t

A−i
t = (Ajt )j 6=i✱ At = 〈A

i
t, A

−i
t 〉

Oit ∈ Ω ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i à ❧✬✐♥st❛♥t t
Ot ∈ Ω ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t
O−i
t ∈ Ω−i ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥ts i à ❧✬✐♥st❛♥t t

O−i
t = (Ojt )j 6=i✱ Ot = 〈O

i
t, O

−i
t 〉

Rt ∈ R ❘é❝♦♠♣❡♥s❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t
Ht = (B0, A1, O2, . . . , At, Ot) ❍✐st♦r✐q✉❡ ✭❥♦✐♥t✮ à ❧✬✐♥st❛♥t t
H i
t = (B0, Z

−i
0 , Ai1, O

i
2, . . . , A

i
t, O

i
t) ❍✐st♦r✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i à ❧✬✐♥st❛♥t t

Zit ➱t❛t ✐♥t❡r♥❡ ✭❧♦❝❛❧✮ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i à ❧✬✐♥st❛♥t t
Zt ➱t❛t ✐♥t❡r♥❡ ✭❥♦✐♥t✮ à ❧✬✐♥st❛♥t t
Z−i
t ➱t❛t ✐♥t❡r♥❡ ❝♦♥❥♦✐♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i à ❧✬✐♥st❛♥t t

Z−i
t = (Zjt )j 6=i✱ Zt = 〈Z

i
t , Z

−i
t 〉

Bt ∈ ∆S ❈r♦②❛♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t
Bt(s) = Pr(St = s|Ht)

Sit = (St, Z
−i
t ) ➱t❛t s✉❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i

Bi
t ∈ ∆(S × Z−i

t ) ❈r♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i à ❧✬✐♥st❛♥t t
Bi
t(s, z−i) = Pr(Sit = (s, z−i)|Ht) = Pr(St = s, Z−i

t = z−i|Ht)



✶✺

Pr♦❜❧è♠❡

T ▲♦✐ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ St+1 ∼ T (St, At+1)
T (s′|s, a) = Pr(St+1 = s′|St = s,At+1 = a)
T (s′|b, a) = Pr(St+1 = s′|Otb, At+1 = a) =

∑

s∈S b(s)T (s
′|s, a)

O ▲♦✐ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ Ot+1 ∼ O(St, Ot+1 = o,At+1 = a)
O(o|s, a, s′) = Pr(Ot+1 = o|St = s,At+1 = a, St+1 = s′)
O(o|s, a) = Pr(Ot+1 = o|St = s,At+1 = a) =

∑

s′∈S O(o|s, a, s
′)

O(o|b, a) =
∑

s∈S b(s)O(o|s, a)
R ▲♦✐ ✭❡s♣ér❛♥❝❡✮ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s✱ Rt ∼ R(St, At+1)
R(s, a) = E[Rt+1|St = s,Rt+1 = a]
R(b, a) = E[Rt+1|Bt = b, Rt+1 = a] =

∑

s∈S b(s)R(s, a)
J ▲♦✐ ❥♦✐♥t❡ ✭t❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮✱ (St+1, Ot+1) ∼ J (St, At+1)
J (s′, o|s, a) = Pr(St+1 = s′, Ot+1 = o|St = s,At+1 = a) = T (s′|s, a)O(o|s, a, s′)
J (s′, o|b, a) = Pr(St+1 = s′, Ot+1 = o|Bt = b, At+1 = a) =

∑

s∈S b(s)J (s
′, o|s, a)

τ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✱ Bt+1 = τ(Bt, At+1, Ot+1)
[τ(b, a, o)] (s) = λJ (s′, o|b, a) s♦✐t τ(b, a, o) ∝ Jo|ab

τi ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✱ Bi
t+1 = τi(B

i
t, A

i
t+1, O

i
t+1)

▲♦✐s ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡

ν ▲♦✐ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧❡✱ Z0 ∼ ν(B0)
ν(z|b0) = Pr(Z0 = z0|B0 = b0)

ϕi ▲♦✐ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✱ Ait+1 ∼ ϕi(Z
i
t)

ϕi(ai|zi) = Pr(Ait+1 = ai|Z
i
t = zi)

ψi ▲♦✐ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✱ Zit+1 ∼ ψi(Z
i
t , A

i
t+1, O

i
t+1)

ψi(z
′
i|zi, ai, oi) = Pr(Zit+1 = z′i|Z

i
t = zi, A

i
t+1 = ai, O

i
t+1 = oi)

ϕ ▲♦✐ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s✱ At+1 ∼ ϕ(Zt)
ϕ(a|z) = Pr(At+1 = a|Zt = z)
ϕ(a|z) =

∏

i∈I ϕi(ai|zi) ✭❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥✮
ψ ▲♦✐ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✐♥t✱ Zt+1 ∼ ψ(Zt, At+1, Ot+1)

ψ(z′|z, a, o) = Pr(Zt+1 = z′|Zt = z,At+1 = a,Ot+1 = o)
ψ(z′|z, a, o) =

∏

i∈I ψi(z
′
i|zi, ai, oi) ✭❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥✮

ϕ−i ▲♦✐ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❝♦❥♦✐♥t❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✱ A−i
t+1 ∼ ϕ−i(Z

−i
t )

ϕ−i(a−i|z−i) = Pr(A−i
t+1 = a−i|Z

−i
t = z−i) =

∏

j 6=i ϕj(aj |zj)

ψ−i ▲♦✐ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❝♦❥♦✐♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✱ Z−i
t+1 ∼ ψ−i(Z

−i
t , A−i

t+1, O
−i
t+1)

ψ−i(z
′
−i|z−i, a−i, o−i) = Pr(Z−i

t+1 = z′i|Z
−i
t = z−i, A

−i
t+1 = ai, O

−i
t+1 = oi)

ψ−i(z
′
−i|z−i, a−i, o−i) =

∏

j 6=i ψj(z
′
j |zj , aj , oj)

❆r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

ϕi(zi) ❆❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❧♦❝❛❧ z
ψi(zi, oi) ❙♦✉s✲❛r❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o ❞❡ ❧✬❛❜r❡ ❧♦❝❛❧ zi
ϕ(z) ❆❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❥♦✐♥t z

ϕ(z) = (ϕ1(z1), . . . , ϕn(zn)) ✭❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥✮
ψ(z, o) ❙♦✉s✲❛r❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❥♦✐♥t zi

ψ(z, o) = (ψ1(z1, o1), . . . , ψn(zn, on)) ✭❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥✮
ϕ−i(z−i) ❆❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦♥❥♦✐♥t z−i
ψ−i(z−i, o−i) ❙♦✉s✲❛r❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o ❞❡ ❧✬❛❜r❡ ❝♦♥❥♦✐♥t z−i



✶✻ ◆♦t❛t✐♦♥s

❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

πt ❘è❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t t
πt(a|h) = Pr(At+1 = a|Ht = h) ♦✉ πt(a|b) = Pr(At+1 = a|Bt = b) ✭st♦❝❤❛st✐q✉❡✮
At+1 = πt(Ht) ♦✉ At+1 = πt(Bt) ✭❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮

π ❘é❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ♣♦✉r t♦✉t t✱ π = (πt)∀t
π ❘è❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ∀(t, t′), πt = πt′

π(a|h) = Pr(At+1 = a|Ht = h) ♦✉ π(a|b) = Pr(At+1 = a|Bt = b) ✭st♦❝❤❛st✐q✉❡✮
At+1 = π(Ht) ♦✉ At+1 = π(Bt) ✭❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮

❱❛❧❡✉r

T ❍♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
γ ❋❛❝t❡✉r ❞❡ ❞é❝♦♠♣t❡
V ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ V (s)
Q ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛❝t✐♦♥✱ Q(s, a)
V π
t (b) ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ♣♦✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ b à ❧✬✐♥st❛♥t t

V π
t (b) = E

[
∑T

t′=t+1 γ
t′−t−1Rt′ |St ∼ b, Bt = b, π

]

V π(b) ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ♣♦✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✭❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✮
Hπt ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ πt ❀ V π

t+1 = HπtV
π
t ❡t V π = H∞

π 0
V ⋆
t (b) ❱❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ b à ❧✬✐♥st❛♥t t
V ⋆(b) ❱❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✭❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✮
H ❖♣ér❛t❡✉r ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❀ V ⋆

t+1 = HV ⋆
t ❡t V ⋆ = H∞0

❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r P❲▲❈ ❡t ✈❡❝t❡✉rs α

αz ∈ RS ❱❡❝t❡✉r α
Γ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V P❲▲❈

V (b) = maxα∈Γ α · b =
∑

s∈S b(s)α(s)
H♠à❥ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡
V z(b) ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❥♦✐♥t z ❞❛♥s ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ b
α ∈ RS ❱❡❝t❡✉r α q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r V z ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t

V z(s) = αz(s) ❀ V z(b) = b · αz =
∑

s∈S b(s)α
z(s)

Ra ❱❡❝t❡✉r α r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ a✱ Ra(s) = R(s, a)
J̄o|aα

′ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r α′ à ❧✬✐♥st❛♥t t+ 1 à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r α à ❧✬✐♥st❛♥t t
[
J̄o|aα

′
]
(s) =

∑

s′∈S J (s
′, o|s, a)α′(s′)

αz = Rϕ(z) + γ
∑

o∈Ω J̄o|ϕ(z)α
ψ(z,o) ✭❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮

αz =
∑

a∈A ϕ(a|z)
[

Ra + γ
∑

o∈Ω

∑

z′ ψ(z
′|z, a, o)J̄o|aα

z′
]

✭st♦❝❤❛st✐q✉❡✮

⊥ ➱t❛t ✐♥t❡r♥❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✱ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✈✐❞❡
α⊥ = 0

❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s

pt ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡s ét❛ts
pt(s) = Pr(St = s|B0 = b0, π̃)

µt ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s
µt(b) = Pr(Bt = b|B0 = b0, π̃)

µ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s
µ = (µ0, . . . , µT )
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❙♦♠♠❛✐r❡
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✷✳✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
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✷✳✶✳✹ P♦❧✐t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✷✳✷✳✶ P♦❧✐t✐q✉❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✷✳✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✷✳✷✳✸ ❱❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✷✳✷✳✹ ❱❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✷✳✺ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✸ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✸✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✸✳✷ P❙❉P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❡r✲
t❛✐♥ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❧❡s ❝❛s ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲✬❛❣❡♥t ♣❡✉t ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ s❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✿ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❛♣rès ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥
♥❡ ❢❛✐t q✉✬✐♥✢✉❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬ét❛t rés✉❧t❛♥t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡
❧✬❛❣❡♥t ♣❡✉t à t♦✉t ✐♥st❛♥t ♦❜s❡r✈❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✵✳✶✿ ❘❡✈❡♥♦♥s s✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❯♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à t❡♥t❡r ❞✬ét❡✐♥❞r❡
❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛✐s♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧❡ ♣♦♠♣✐❡r ❝♦♥♥❛ît ❧✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡
❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛✐s♦♥s ✭♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡✮ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❛♥s
q✉❡❧❧❡ ♠❛✐s♦♥ ✐❧ ❞♦✐t ❛❣✐r✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ✐♥✢✉❡ s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡✳ ▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✉ ♣♦♠♣✐❡r✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r
❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ▼❉P ✭▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡ s♦♥

✶✾



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❉P

❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✉❧tér✐❡✉rs ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ✭♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t
❛❣❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✮ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ✿
✕ ♦♥ ♣❡✉t r❡str❡✐♥❞r❡ ♥♦tr❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❀
✕ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡s
♣r♦❝❤❛✐♥s ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡
❞ér✐✈❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳

▲✬❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ P❙❉P ✭P♦❧✐❝② ❙❡❛r❝❤ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✕ Pr♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✮✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ✉t✐❧✐s❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ r❡♣rés❡♥té❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳

✷✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡

▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s Pr♦❝❡ss✉s ❉é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭▼❉P✱ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss✮
❬P✉t❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✹✱ ❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✼❪ ❡st ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ♣♦✉r ♠♦✲
❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ à ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡s
❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡ à ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭♠♦❞è❧❡ P❖▼❉P ❬❙♦♥❞✐❦✱ ✶✾✼✶❪✮
❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sés ✭♠♦❞è❧❡ ❉❡❝✲P❖▼❉P ❬❇❡r♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✮✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❡t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡t ♥♦✉s ❛❜♦✉t✐ss♦♥s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧
❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

✷✳✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈
(St)t∈N ❞♦♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s rés✉❧t❡♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s At ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t ∈ N✱
❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ♥♦té St ∈ S✱ ❡t ❧✬❛❣❡♥t ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ At+1 ∈ A ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡
✷✳✶✮✳ ❈❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ At+1 ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t St+1✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❬❙✉tt♦♥ ❡t ❇❛rt♦✱ ✶✾✾✽❪ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t St+1 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ét❛ts ♣❛ssés
♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ♣ré❝é❞❡♥t St ❡t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ At+1✱

Pr(St+1 = s′|S0, A1, S1, . . . , St = s,At+1 = a) = Pr(St+1 = s′|St = s,At+1 = a) = T (s′|s, a)
✭✷✳✶✮

❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❝♦♥♥❛ît à
❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t ❧✬ét❛t St ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st s✐t✉é✳ ❙❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❛❝t✐♦♥ At+1 ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ét❛ts St′ ❡t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s At′ ♣❛ssés ✭♣♦✉r t′ ≤ t✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❤✐st♦r✐q✉❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❧❡ t✉♣❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ Ht = (S0, A1, S1, . . . At, St)✳

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❆✜♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t très ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬❛❣❡♥t ❛
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zt ✿ ❝❡t ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ Ht ♦✉ ✉♥❡ ❛✉tr❡



✷✳✶✳ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ✷✶

❞♦♥♥é❡ q✉✐ ✓ rés✉♠❡ ✔ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zt+1 ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉① ❞é♣❡♥❞r❡ q✉❡
❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ♣ré❝é❞❡♥t Zt✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ At+1 ❡t ❞✉ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ St+1 ✿

Pr(Zt+1 = z′|Zt = z,At+1 = a, St+1 = s) = ψ(z′|z, a, s) ✭✷✳✷✮

▲✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zt ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ At+1 à ❡✛❡❝t✉❡r ✿

Pr(At+1 = a|Zt = z) = ϕ(a|z) ✭✷✳✸✮

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ✿ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡
à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❧✬❛❣❡♥t ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡t❡♥✐r t♦✉t ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ Ht ♥✐ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥
ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zt ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ At+1 ♦♣t✐♠❛❧❡ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t
St✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡ ❧✐♠✐t❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ▼❉P✱
❛✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡s ❛❣❡♥ts s❛♥s ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❝❛r ❧✬❛❣❡♥t ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ét❛t
✐♥t❡r♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❛✈❡❝ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t ❛❣❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

❘é❝♦♠♣❡♥s❡ ❆✜♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ✐♥tr♦✲
❞✉✐t ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✳ ❆♣rès ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ At ❧✬❛❣❡♥t r❡ç♦✐t ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡
Rt ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ré❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭ré❝♦♠♣❡♥s❡✱ r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ ❣❛✐♥✮ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡ ✭❝♦ût✱
♣é♥❛❧✐té✱ ♣❡rt❡✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s
♦❜t❡♥✉❡s ✿ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é✲
♥ér❛❧❡✱ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ Rt+1 ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s ét❛ts St ❡t St+1 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ At+1✳ ▲❡s
❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡
♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥s At+1 = a ❞❛♥s ✉♥ ét❛t St = s ✿

E [Rt+1|St = s,At+1 = a] = R(s, a) ✭✷✳✹✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ rés✉♠❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❉❇◆ ✭rés❡❛✉ ❜❛②és✐❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✕ ❉②♥❛♠✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦✮ ❬▼✉r♣❤②✱ ✷✵✵✷❪✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ✿ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣❛s ❢♦r♠✉❧é❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♣♦✉r ✉♥ ▼❉P✮✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡
♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹ ❡t ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①
ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✉❧tér✐❡✉rs ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳

✷✳✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❉❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s s♦♥t
✜①é❡s ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ T ❡t ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s
R ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭▼❉P✮ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ t✉♣❧❡
〈S,A, T ,R〉 ♦ù ✿

✕ S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ∀t, St ∈ S ❀



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❉P

❖❜❥❡❝t✐❢

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t

S0 S1 S2

Z0 Z1 Z2

A1 A2

R1 R2 Rt+1 ∼ R(St, At+1, St+1)

St+1 ∼ T (St, At+1)

At+1 ∼ ϕ(Zt)

Z0 ∼ ν(S0)✱ Zt+1 ∼ ψ(Zt, At+1, St+1)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ▼♦❞è❧❡ ▼❉P

✕ A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✱ ∀t, At ∈ A ❀
✕ T ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés T (s′|s, a) ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t St = s
à ❧✬ét❛t St+1 = s′ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ At+1 = a

T (s′|s, a) = Pr(St+1 = s′|St = s,At+1 = a) = Pr(St+1 = s′|S0, A1, S1, . . . , St = s,At+1 = a)
✭✷✳✺✮

✕ R ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ R(s, a) ❞❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ Rt+1

♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ At+1 = a ❞❛♥s ❧✬ét❛t St = s

R(s, a) = E [Rt+1|St = s,At+1 = a] ✭✷✳✻✮

P♦✉r ✉♥ ▼❉P✱ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣és ✿

✕ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ❧♦✐s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭T ❡t R✮ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ❡t ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r
à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❀

✕ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦ù ❧❡s ❧♦✐s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭T ❡t R✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s✱ ❡t ♦ù ❧✬❛❣❡♥t ♣❡rç♦✐t
❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s Rt ❡t ♣❡✉t ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛r ❡ss❛✐s ❡t
❡rr❡✉rs✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✶✿ ❋♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦♠♣✐❡r✳ ❈❤❛q✉❡ ♠❛✐s♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
x ∈ X = {1, . . . ,maxHouses}✳ ➚ ✉♥ ✐♥st❛♥t t✱ ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐s♦♥ x ❡st ❞❛♥s ✉♥ ét❛t Sxt ∈ L =
{0, 1, . . . ,maxFire} q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠❛✐s♦♥ ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 0 ✐♥❞✐q✉❡
q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❜rû❧❡ ♣❛s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✿ ∀t, ∀x /∈ X , Sxt = 0✳ ▲✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬ét❛t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐s♦♥ ✿

St = (S1
t , . . . , S

maxHouses
t ) ∈ S = LX ✭✷✳✼✮

➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧✬❛❣❡♥t ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞❡ s❡ r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛✐s♦♥ ✿ At ∈ A = X ✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ❧✬ét❛t St+1 ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬ét❛t St ❡t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ At✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡



✷✳✶✳ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ✷✸

♠❛✐s♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✿

T (s′|s, a) = Pr(St+1 = s′|St = s,At+1 = a) ✭✷✳✽✮

=
∏

x∈X

Pr(Sxt+1 = s′x|S
x−1
t = sx−1, S

x
t = sx, S

x+1
t = sx+1, P

x
t+1 = δx(a)) ✭✷✳✾✮

=
∏

x∈X

Tx(s
′
x|sx−1, sx, sx+1, δx(a)) ✭✷✳✶✵✮

♦ù P xt = δx(At) ✭✵ ♦✉ ✶✮ ✐♥❞✐q✉❡ s✐ ❧✬❛❣❡♥t s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✐s♦♥ x ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✐s♦♥ x à ❧✬✐♥st❛♥t
t ❛✈❡❝ δx ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ x ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

δx(a) =

{

1 s✐ a = x

0 s✐♥♦♥
✭✷✳✶✶✮

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s Tx s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ s❛♥s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣♦♠♣✐❡r
❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬❖❧✐❡❤♦❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♣❛r ✿

Tx(sx + 1|sx−1, sx, sx+1, 0) = 0.8 s✐ sx 6= 0, sx−1 + xx+1 6= 0 ✭✷✳✶✷✮

Tx(sx|sx−1, sx, sx+1, 0) = 0.2 s✐ sx 6= 0, sx−1 + xx+1 6= 0 ✭✷✳✶✸✮

Tx(sx + 1|sx−1, sx, sx+1, 0) = 0.4 s✐ sx 6= 0, sx−1 + xx+1 = 0 ✭✷✳✶✹✮

Tx(sx|sx−1, sx, sx+1, 0) = 0.6 s✐ sx 6= 0, sx−1 + xx+1 = 0 ✭✷✳✶✺✮

Tx(1|sx−1, 0, sx+1, 0) = 0.8 s✐ sx−1 + xx+1 6= 0 ✭✷✳✶✻✮

Tx(0|sx−1, 0, sx+1, 0) = 0.2 s✐ sx−1 + xx+1 6= 0 ✭✷✳✶✼✮

Tx(0|0, 0, 0, px) = 1.0 ✭✷✳✶✽✮

▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣♦♠♣✐❡r ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Tx(0|sx−1, 0, sx+1, 1) = 1.0 ✭✷✳✶✾✮

Tx(sx − 1|0, sx, 0, 1) = 1.0 s✐ sx 6= 0 ✭✷✳✷✵✮

Tx(sx − 1|sx−1, sx, sx+1, 1) = 0.6 s✐ sx 6= 0, sx−1 + xx+1 6= 0 ✭✷✳✷✶✮

Tx(sx|sx−1, sx, sx+1, 1) = 0.4 s✐ sx 6= 0, sx−1 + xx+1 6= 0 ✭✷✳✷✷✮

▲❡ ♣♦♠♣✐❡r ❝❤❡r❝❤❡ à ét❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❝❡♥❞✐❡s ♦✉ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡✉r ✐♥t❡♥s✐té✳ ▲❛
ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐s♦♥ ✿

Rt = −
∑

x∈X

Sxt ✭✷✳✷✸✮

❘❡♠❛rq✉❡✿ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s A ❞✬❛❝t✐♦♥s ❡t S ❞✬ét❛ts s♦♥t ✜♥✐s✳ ▲❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦✉r êtr❡ ❡✛❡❝t✉és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✐❧s s✉♣♣♦s❡♥t ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❡①❤❛✉st✐❢ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s S ❡t A✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s
s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✜♥✐s ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡s ♣❛r ❞❡s
✐♥té❣r❛❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ s✉r ❧❡s P❖▼❉P ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t
s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ▼❉P ❛✈❡❝ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❝♦♥t✐♥✉s✳
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✷✳✶✳✸ ❈r✐tèr❡

■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ T ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✭❧✬❤♦r✐③♦♥✮ ❡st ✜♥✐ ❡st
❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s

E

[
T∑

t=1

Rt|S0, π

]

=

T∑

t=1

E [Rt|S0, π] ✭✷✳✷✹✮

❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❞✐t❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♥♦té❡ π⋆✱ s✐ ❡❧❧❡ ♠❛①✐♠✐s❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ S0✳
❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐✈❡r❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝r✐✲

tèr❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❛❝t✉❛❧✐sé❡s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥
γ ∈]0, 1[ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✿

E

[
∞∑

t=1

γt−1Rt|S0, π

]

✭✷✳✷✺✮

❈❡ ❢❛❝t❡✉r tr❛❞✉✐t ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡s
ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❞✐✛éré❡s✳ P❧✉s γ ❡st ♣❡t✐t✱ ♣❧✉s ❧✬❛❣❡♥t ♣ré❢èr❡ ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡s ❛✉①
ré❝♦♠♣❡♥s❡s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❀ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ♣❧✉s γ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✱ ♣❧✉s ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡
s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ♦ù ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r
❞❡✉① ✢✉① ✜♥❛♥❝✐❡rs ♥♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❝❛r s✐t✉és à ❞❡s ❞❛t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ■❧ tr❛❞✉✐t ✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡
♣♦✉r ✓ ❧❛ ❥♦✉✐ss❛♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ✔✳ ❈❡ ❢❛❝t❡✉r ❡st ❧✐é ❛✉ t❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ τ ❞é✜♥✐ ♣❛r γ = 1

1+τ ✳
▲❡ t❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✜①é ❛✉ t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✓ sûr ✔ ♦✉ ❛✉
t❛✉① ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥✳

P♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✿

V π(s) = E

[
T∑

t=1

γt−1Rt|S0 = s, π

]

✭✷✳✷✻✮

❛✈❡❝ γ ∈]0, 1] ❡t T ∈ N ∪ {∞}✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ❧♦✐s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ s♦✐t ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ S0 = s ❞♦♥♥é✱ s♦✐t ♣♦✉r t♦✉t ét❛t ✐♥✐t✐❛❧
S0 = s✳

✷✳✶✳✹ P♦❧✐t✐q✉❡

➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r s♦♥ ❛❝t✐♦♥ At+1 q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❝♦♥♥❛ît
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ét❛ts ❡t ❛❝t✐♦♥s ♣❛ssés ✿ Ht = (S0, A1, S1, . . . , At, St)✳ ❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ♥♦té❡ π✱
❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s At+1 ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ Ht à
❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t
❛✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❧♦✐s πt ❞❡s ❛❝t✐♦♥s At+1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s
❤✐st♦r✐q✉❡s Ht ✿

πt(a|h) = Pr(At+1 = a|Ht = h) ✭✷✳✷✼✮



✷✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts ✷✺

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
Zt✱ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮ ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Z✳ ▲✬❛❣❡♥t
♣r❡♥❞ s❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡t ét❛t ✐♥t❡r♥❡✳ ▲✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡st ❛ss♦❝✐é à ✿

✕ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬❛❝t✐♦♥✱ ♥♦té❡s ϕ

ϕ(a|z) = Pr(At+1 = a|Zt = z) ✭✷✳✷✽✮

✕ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡✱ ♥♦té❡s ψ

ψ(z′|z, a, s) = Pr(Zt+1 = z′|Zt = z,At+1 = a, St+1 = s) ✭✷✳✷✾✮

✕ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ♥♦té❡s ν

ν(z|s) = Pr(Z0 = z|S0 = s) ✭✷✳✸✵✮

❘❡♠❛rq✉❡✿ ■❧ s✬❛❣✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ tr♦♣ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳
❆✉ss✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ▼❉P✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❡st ❞é✜♥✐ ♣❧✉s ❜❛s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ❡t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ▼❉P ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮ q✉✐
❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ t②♣❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ s✉✣s❛♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣rés❡♥t❡r
❧❡ t②♣❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①
q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❡t q✉✐ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❞❡✈✐❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s ❝❡s ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♦ù ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳

✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P ✿
✕ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ At+1 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t St ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥
ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❀

✕ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❀
✕ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳

✷✳✷✳✶ P♦❧✐t✐q✉❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦t❛❧❡s✱ ❧✬❛❣❡♥t ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡t❡♥✐r t♦✉t ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ Ht

♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r At+1✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t St ❡st ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ s✉✣s❛♥t❡
♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ✭t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬❛❣❡♥t s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ♦ù ❧✬❛❝t✐♦♥ At+1 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t St ✿ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✷✳✷✳✶
❥✉st✐✜❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣és✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛
❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ♣rés❡♥t❡
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❉❇◆ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ▼❉P ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s q✉✐ ❡st ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ▼❉P ✭❝♦♠♣❛r❡r à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❉P

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ π ❡st ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ At ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐✲
q✉❡♠❡♥t ❞❡ St ❡t ❞❡ t ✿

πt(a|s) = Pr(At+1 = a|Ht = (. . . , s)) = Pr(At+1 = a|St = s) ✭✷✳✸✶✮

❖❜❥❡❝t✐❢

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

P♦❧✐t✐q✉❡

S0 S1 S2

A1 A2

R1 R2 Rt+1 ∼ R(St, At+1, St+1)

St+1 ∼ T (St, At+1)

At+1 ∼ πt(St)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ ▼❉P ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡✮

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✳ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ▼❉P✮ ❙♦✐t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π✱ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t
✐♥✐t✐❛❧ s ∈ S✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ π′ t❡❧❧❡ q✉❡ V π(s) = V π′

(s) ❬●❛r❝✐❛✱ ✷✵✵✽❪✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✈♦✐r ❬●❛r❝✐❛✱ ✷✵✵✽❪

✷✳✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬ét❛t St = s à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t✳ ▲✬❛❣❡♥t ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥st❛♥t t ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡
❞é❝✐s✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s q✉✐ ♥❡
❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s
❞❡ t ✿

π(a|s) = Pr(At+1 = a|Ht = (. . . , s)) = Pr(At+1 = a|St = s) ✭✷✳✸✷✮

✷✳✷✳✸ ❱❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
V π
t ✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π à ❧✬✐♥st❛♥t t ❞❛♥s ❧✬ét❛t s ❡st ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s à ✈❡♥✐r

q✉❛♥❞ ♦♥ s✉✐t ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ St = s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ V π
τ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❛❧❡✉r ❞❡

❧❛ s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡ πτ :T ❡①é❝✉té❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t τ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t t❡r♠✐♥❛❧ T ✿ V π
τ = V πτ :T ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ π à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡st ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à t♦✉t ét❛t St = s ∈ S ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✿

V π
t (s) = E

[
T∑

t′=t+1

γt
′−t−1Rt′ |St = s, π

]

✭✷✳✸✸✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✸❪✳
▲✬✐❞é❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V π ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t
❞❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❧✐é❡ à π0 ❡t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡ π′ =



✷✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts ✷✼

π|1:T−1 ✉t✐❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ t = 1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ V ⋆
t ❡♥ ❞❡✉①

s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❧❡ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ⋆
t+1 ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡

πt+1:T−1 ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ⋆
t ❞❡ πt:T à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ⋆

t+1 ❞❡
❧❛ s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✷ ✭➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ♣❡✉t êtr❡
❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ ✿

V π
t (s) =

∑

a∈A

πt(a|s)

[

R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)V π
t+1(s

′)

]

✭✷✳✸✹✮

s♦✐t✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱

V π
t (s) = R(s, πt(s)) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, πt(s))V
π
t+1(s

′) ✭✷✳✸✺✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❬●❛r❝✐❛✱ ✷✵✵✽❪

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ Hπt ✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❞❡ πt✱ q✉✐ à t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ✈❛❧❡✉r V ∈ RS ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r HπtV ∈ RS ✿

[HπtV ] (s) =
∑

a∈A

πt(a|s)

[

R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)V (s′)

]

✭✷✳✸✻✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

V π
t = HπtV

π
t+1 ✭✷✳✸✼✮

✷✳✷✳✹ ❱❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡

▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♠❛✐s ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉
▼❉P✳ ❚♦✉t❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π⋆ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♥♦té❡ V ⋆

t ✿
V ⋆
t = V π⋆

t ✭✷✳✸✽✮

❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✳
■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❞✐t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π⋆ ❡♥

❤♦r✐③♦♥ T ✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡s π⋆t:T ♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛♥t t à T s♦♥t ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞✉
s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝❡s ✐♥st❛♥ts✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ rétr♦❣r❛❞❡ ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✿

✶✳ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π⋆1:T−1 ✭s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡✮ ❀

✷✳ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π⋆ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π⋆1:T−1✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✸ ✭❖♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ⋆
t ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

V ⋆
t (s) = max

a∈A

[

R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)V ⋆
t+1(s

′)

]

✭✷✳✸✾✮

❡t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡st ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ♣♦✉r V ⋆
t+1 ✿

At+1 = π⋆t (St) ∈ argmax
a∈A

[

R(St, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|St, a)V
⋆
t+1(s

′)

]

✭✷✳✹✵✮



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❉P

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❬●❛r❝✐❛✱ ✷✵✵✽❪

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ H✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♦♣ér❛t❡✉r ✭❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✮ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✱ q✉✐ à t♦✉t❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ∈ RS ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r HV ∈ RS ✿

[HV ] (s) = max
a∈A

[

R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)V (s′)

]

✭✷✳✹✶✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣❡✉t s❡ ♥♦t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❝♦♥❝✐s❡ ♣❛r ✿

V ⋆
t = HVt+1 ✭✷✳✹✷✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

At+1 = π⋆t (St) ∈ argmax
a∈A

[HaVt+1] (St) ✭✷✳✹✸✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ Ha ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

[HaV ] (s) = R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)V (s′) ✭✷✳✹✹✮

●râ❝❡ à ✭✷✳✹✵✮✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s π⋆t ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ⋆

t ✿ s✐ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s ❧♦✐s R ❡t T ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ At à ❧✬✐♥st❛♥t t
♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ⋆

t ❞❡ ❧❛
s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❤❡r❝❤❡♥t ❞♦♥❝ à ❞ét❡r♠✐♥❡r
♦✉ ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s V ⋆

t ✿ ❝❡❝✐ ♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ✭❝❡❝✐ ❡st ❡①♣❧✐q✉é
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳

✷✳✷✳✺ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡

❙✐ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✈❛❧❡✉r V ⋆
t ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✷✳✹✵✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡str❡✐♥❞r❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❛✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s
♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

✕ At+1 = πt(St) ♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s ❀
✕ At+1 = π(St) ♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ ❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡st ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦ù ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ At+1 ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✿

∀t < T, ∀h ∈ (A× Ω)t, ∃a ∈ A, π(a|h) = 1 ✭✷✳✹✺✮

✷✳✸ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦t❛❧❡s✳ ❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ♣❛r ❤♦r✐③♦♥ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✭❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥✮ ❡t
❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s
❝♦♥str✉✐s❡♥t ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❜♦tt♦♠✲✉♣ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s t♦♣✲❞♦✇♥ q✉✐ r❛✐s♦♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✳



✷✳✸✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✷✾

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ✐téré❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉rH ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦t❛❧❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ▼❇❉P ✭▼❡♠♦r② ❇♦✉♥❞❡❞ ❉②✲
♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✮✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sés✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

▲✬❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ P❙❉P ✭P♦❧✐❝② ❙❡❛r❝❤ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✮✱ ❝♦♥str✉✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ πt ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞♦♥♥é✳ ❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✳

✷✳✸✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡t ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s✱ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✐♥❞✉❝t✐♦♥ rétr♦❣r❛❞❡✱ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐✱
❡t ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r✱ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐ ❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✼❪✳

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

V π
t = HπtHπt−1

. . . HπT−1
0 ✭✷✳✹✻✮

V ⋆
t = HT−t0 ✭✷✳✹✼✮

❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿

V π
T = 0 V π

t−1 = Hπt−1
V π
t ✭✷✳✹✽✮

V ⋆
T = 0 V ⋆

t−1 = HV ⋆
t ✭✷✳✹✾✮

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s ❡t s♦♥t
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ✿

V π = HπV
π ✭✷✳✺✵✮

V ⋆ = HV ⋆ ✭✷✳✺✶✮

❈♦♠♠❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Hπ ❡t H s♦♥t ❞❡s γ✲❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❬❇❡rts❡❦❛s✱ ✶✾✽✼❪✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t
✜①❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ✿

V π = H∞
π V ∀V ∈ RS ✭✷✳✺✷✮

V ⋆ = H∞V ∀V ∈ RS ✭✷✳✺✸✮

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐téré❡
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✿

V̂ π ← HπV̂
π ✭✷✳✺✹✮

V̂ ⋆ ← HV̂ ⋆ ✭✷✳✺✺✮

❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❡♥tr❛❧✐sés à



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❉P

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✿ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t ② êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sés ❡st ♠♦✐♥s ✐♠♠é❞✐❛t ❝❛r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳

❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s
✐❝✐✳ ▲✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉✐
tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡♥ ❛❧t❡r♥❛♥t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡t ✉♥❡
♣❤❛s❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❬▲✐tt♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❤❡r❝❤❡r ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❬▲✐tt♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳

✷✳✸✳✷ P❙❉P

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❉P ❬❇❛❣♥❡❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ✭P♦❧✐❝② ❙❡❛r❝❤ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✕ Pr♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✮ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐✳ ■❧ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ πt ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞♦♥♥é Ξ̂ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ξ = AS ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ét❛ts ❞❛♥s
❧❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛r❛♠étré❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳ ❈❡❧❛ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✉t✐❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✿ ❞❛♥s ❝❡s ❝❛s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣r✐♦r✐ ❤❡✉r✐st✐q✉❡s µt s✉r ❧❡s ét❛ts St s♦♥t ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡❧s ét❛ts s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✱
♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✈✐s✐tés q✉❛♥❞ ❧✬❛❣❡♥t s✉✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ét❛ts ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡①♣❡rt❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❬❑❛❦❛❞❡✱ ✷✵✵✸❪✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ Π̂ = Ξ̂T ⊂ Π = ΞT ❞❡ π = (π0, . . . , πT−1) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π⋆ ❞❡ Π✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ Π̂ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐
❜♦♥♥❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ét❛ts s ∈ S✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
♣♦✉r ✉♥ ét❛t s0 ∈ S ❞♦♥♥é ✿

π̂⋆ ∈ argmax
π∈Π̂

V π(s0)

P❙❉P ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s rè❣❧❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ πt+1 ❥✉sq✉✬à πT−1✱ ✐❧ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ rè❣❧❡ πt✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t✱ ✐❧ ♥✬②
❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ (πt, . . . , πT−1) q✉✐ s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❜♦♥♥❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s
(π′t, . . . , πT−1) ❡t ♦♥ ♥❡ s❛✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r πt✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ P❙❉P
✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐ µt ∈ ∆S ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t St✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r
✉♥ ♦r❞r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts πt ✿

πt ≤ π
′
t ⇔ E

s∼µt
V (πt,...,πT−1)(s) ≤ E

s∼µt
V (π′

t,...,πT−1)(s) ✭✷✳✺✻✮

P❙❉P ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r πt ét❛♥t ❞♦♥♥é ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ St ✿

πt ∈ argmax
ξ∈Ξ

E
s∼µt

[

V ξ,πt+1,...πT−1(s)
]

✭✷✳✺✼✮

❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ǫ✲❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✿

E
s∼µt

[

V (πt,...,πT−1)(s)
]

≥ max
ξ∈Ξ

E
s∼µt

[

V (ξ,...,πT−1)(s)
]

− ǫ ✭✷✳✺✽✮



✷✳✸✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✸✶

❯♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ µ ✉t✐❧✐sé❡
❡st ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ ✶ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ⋆ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π̂⋆ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ Π ♣♦✉r s0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

π̂⋆ ∈ argmax
π∈Π̂

V π(s0) ✭✷✳✺✾✮

❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ tr♦✉✈é❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ π̂⋆✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✳ ❙✐ π ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r P❙❉P ǫ✲❛♣♣r♦❝❤é❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π′ ∈ Π̂✱

V π(s0) ≥ V
π′
(s0)− T (Rmax −Rmin)d(µ, µ

′)− Tǫ ✭✷✳✻✵✮

♦ù µ′ ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t π′ ❞❡♣✉✐s s0 ✿

µ′t(s
′) = Pr(St = s′|S0 = s0, π

′) ✭✷✳✻✶✮

❡♥ ♥♦t❛♥t d ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ ✶✱

d(µ, µ′) = ‖µ− µ′‖1 =
T−1∑

t=0

‖µt − µ
′
t‖1 =

T−1∑

t=0

∑

s∈S

|(µt − µ
′
t)(s)|1 ✭✷✳✻✷✮

❡t ❛✈❡❝

Rmin = inf
(s,a)∈S×A

R(s, a) ✭✷✳✻✸✮

Rmax = sup
(s,a)∈S×A

R(s, a) ✭✷✳✻✹✮

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱

V π(µ′0) ≥ V
π′
(µ′0)− T (Rmax −Rmin)d(µ, µ

′)− Tǫ ✭✷✳✻✺✮

❛✈❡❝

µ′t(s
′) = Pr(St = s′|S0 ∼ µ

′
0, π

′) ✭✷✳✻✻✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❬❇❛❣♥❡❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪

❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r π′ = π̂⋆✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π̂⋆ ✿

V π(s0) ≥ V
π̂⋆

(s0)− T (Rmax −Rmin)d(µ, µ
⋆)− Tǫ ✭✷✳✻✼✮

P❙❉P ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡s ét❛ts ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳ ❈❡❝✐
❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❞❡
❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞♦♥♥é✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡ q✉❡ ❢❛✐t P❙❉P ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❡♥tr❛❧✐sé ❛✈❡❝ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té
t♦t❛❧❡✳



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❉P

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❉P ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
❧✬❛❣❡♥t ❝♦♥♥❛ît à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
✐♥❞✐q✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❡✛❡❝t✉❡r à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ▼❉P✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡ ✉❧tér✐❡✉rs s❡ ❢♦♥❞❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❡t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t✳ P❙❉P ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞♦♥♥é✳ P♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r
❧❡s ét❛ts ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ✐♥❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡
♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

P❖▼❉P
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▲❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❉P ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢♦rt❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡ ✿ ❧✬❛❣❡♥t ❝♦♥♥❛ît à ❝❤❛q✉❡
✐♥st❛♥t ❡t ❛✈❡❝ ❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡t ❧✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❝✐t♦♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r♦❜♦t✐q✉❡s ♦ù ❧✬❛❣❡♥t ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡
s♦♥ ❡♥t♦✉r❛❣❡ ✐♠♠é❞✐❛t✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❜r✉✐té❡✱ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❞✉
s②stè♠❡ ❞❛♥s s❛ t♦t❛❧✐té✳ ❆✜♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛♠❡♥és
à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t♦t♦❛❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té
♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ▲✬❛❣❡♥t ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❧✉s ❢♦r❝é♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t ❧✬ét❛t St ❞✉ s②stè♠❡ ♠❛✐s r❡ç♦✐t
✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Ot q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❜r✉✐té❡✱ ❡t❝✳

✸✸



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❖▼❉P

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✵✳✶✿ ❘❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦♠♣✐❡r✳ ■❧ ♥❡ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬ét❛t
❞❡ ❧❛ ♠❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣ré❝✐s❡ ♦✉ ❜r✉✐té❡✳
▲❡ ♣♦♠♣✐❡r ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ❞♦♥❝ ♣❛s ❛✈❡❝ ❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❧✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❝✐❡ ♠❛✐s ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞❡
❧✬✐♥❢ér❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡✱ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ❛
r❡ç✉❡s s✉r ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r
❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ P❖▼❉P✳ ▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♠❛✐s s♦♥t ❞é✜♥✐s s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
✈❛❧❡✉r ♣♦ssè❞❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❡r ❡♥
♠é♠♦✐r❡ ❛✐♥s✐ q✉✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❞✐✈❡rs ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ✿ ❝✬❡st ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛
♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ✭✈♦✐r ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡✲
♠❡♥t ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✳ ❈❡❝✐ ❧✐♠✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡①❛❝t✳ ❉❡s ✈❡rs✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r s♦♥t ❞♦♥❝ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❡s
♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
✈❛❧❡✉r ❡t ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❜♦♥♥❡s ♣♦✉r ❝❡s ♣♦✐♥ts✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t
❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ❝❛s
♠♦♥♦✲❛❣❡♥t✳

✸✳✶ Pr♦❜❧è♠❡

✸✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ P❖▼❉P ✭P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❉é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡
▼❛r❦♦✈ P❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❖❜s❡r✈❛❜❧❡✮ ❬❙♦♥❞✐❦✱ ✶✾✼✶❪ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❉P ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
à ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❉❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s Ot s♦♥t ❞♦♥❝ ❛❥♦✉té❡s✳ ❈❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♣❡r♠❡tt❡♥t à ❧✬❛❣❡♥t ❞✬✐♥❢ér❡r ❧✬ét❛t St ré❡❧ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Ot ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡
❧✬❛♥❝✐❡♥ ét❛t St−1✱ ❞✉ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t St ❡t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ At ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✮ ✿

Pr(Ot+1 = o|St = s,At+1 = a, St+1 = s′) = O(o|s, a, s′) ✭✸✳✶✮

■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❣❡♥t ❛ ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0 s✉r ❧❡s ét❛ts S0 ✿

B0(s) = Pr(S0 = s) ✭✸✳✷✮

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ At+1 ♥❡ ♣❡✉① ❞é♣❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❛❝✲
t✐♦♥s ❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s A1, O1, . . . At, Ot✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❤✐st♦r✐q✉❡ Ht = (B0, A1, O1, . . . , At, Ot) ❧❡
t✉♣❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ P❖▼❉P s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❉❇◆
✭❝♦♠♣❛r❡r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❉P✱ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❯♥ P❖▼❉P ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ t✉♣❧❡M = 〈S,A, T ,R,Ω,O〉 ♦ù ✿
✕ S✱ A✱ T ✱ R s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ▼❉P ❀
✕ Ω ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s q✉❡ ♣❡✉t r❡❝❡✈♦✐r ❧✬❛❣❡♥t✱ ∀t, Ot ∈ Ω ❀
✕ O ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r o ❧♦rs ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ s à s′ ❛✈❡❝ ❧✬❛❝t✐♦♥ a ✿

O(o|s, a, s′) = Pr(Ot+1 = o|St = s,At+1 = a, St+1 = s′) ✭✸✳✸✮



✸✳✶✳ Pr♦❜❧è♠❡ ✸✺

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶ ✭▼❉P s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s P❖▼❉P✮✳ ❯♥ ▼❉PM = 〈S,A, T ,R〉 ❡st ✉♥ P❖▼❉P
M′ = 〈S,A, T ,R,Ω,O〉 ♦ù ❧✬❛❣❡♥t ♦❜s❡r✈❡ t♦✉❥♦✉rs ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ✿

Ω = S ✭✸✳✹✮

Ot = St ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ O(o|s, a, s
′) =

{

1 s✐ s′ = o

0 s✐♥♦♥
✭✸✳✺✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ▼♦❞è❧❡ P❖▼❉P

❖❜❥❡❝t✐❢

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t

S0 S1 S2

Z0
B0

Z1
B1

Z2
B2

O1 O2A1 A2

R1 R2

B0

Rt+1 ∼ R(St, At+1, St+1)

S0 ∼ B0✱ St+1 ∼ T (St, At+1)

Ot+1 ∼ O(St, At+1, St+1)

At+1 ∼ ϕ(Zt)

Z0 ∼ ν(B0)✱ Zt+1 ∼ ψ(Zt, At+1, Ot+1)

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶✿ ❘❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣♦s❡r ✿
Ot = St(At)✱ Ω = L✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ❞✉ ❜r✉✐t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦♥é❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ❧✬❛❣❡♥t ♥✬❛ ♣❛s ❛❝❝ès à ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ♠❛✐s ♣❡✉t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❡r❝❡✈♦✐r s✐ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ✐♥❝❡♥❞✐❡ ✭Ot = 1✮ ♦✉ ♥♦♥ ✭Ot = 0✮✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✭t✐ré❡s ❞❡ ❬❖❧✐❡❤♦❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮ ✿

Pr(Ot+1 = 1|S
At+1

t+1 = 0) = 0.2 Pr(Ot+1 = 0|S
At+1

t+1 = 0) = 0.8 ✭✸✳✻✮

Pr(Ot+1 = 1|S
At+1

t+1 = 1) = 0.5 Pr(Ot+1 = 0|S
At+1

t+1 = 1) = 0.5 ✭✸✳✼✮

Pr(Ot+1 = 1|S
At+1

t+1 > 1) = 1 Pr(Ot+1 = 0|S
At+1

t+1 > 1) = 0 ✭✸✳✽✮

P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❛✉ss✐ O ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Ot+1 s❛❝❤❛♥t St ❡t At+1 ✿

O(o|s, a) = Pr(Ot+1 = o|St = s,At+1 = a) =
∑

s′∈S

O(o|s, a, s′) ✭✸✳✾✮

◆♦✉s ♥♦t♦♥s J ❧❛ ❧♦✐ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ (St+1, Ot+1) s❛❝❤❛♥t (St, At+1) ✿

J (s′, o|s, a) = Pr(St+1 = s′, Ot+1 = o|St = s,At+1 = a) = T (s′|s, a)O(o|s, a, s′) ✭✸✳✶✵✮

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦t❛❧❡s✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♣❡rç♦✐t ✭❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮
♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ♣❛s ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♠❛r❦♦✈✐❡♥✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✿ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ét❛ts ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡
❝❛r ❧✬❛❣❡♥t ♥✬❛ ♣❛s ❛❝❝ès ❛✉① ét❛ts ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❖▼❉P

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐st❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❡t ♦♥ ♣❡r❞r❛✐t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❬❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s P❖▼❉P ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♠❛r✲
❦♦✈✐❡♥ ❡t à ❧✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳

✸✳✶✳✷ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❡✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✿

♠❛①✐♠✐s❡r E

[
T∑

t=1

γt−1Rt|B0 = b0, π

]

✭✸✳✶✶✮

▲❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ T ✱ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s O ❡t ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s R✱ s♦✐t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ B0 = b0 ✐♥✐t✐❛❧❡
❞♦♥♥é❡✱ s♦✐t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0 = b0✳

✸✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡s

✸✳✷✳✶ ➱t❛t ✐♥t❡r♥❡

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛ssé❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ❛❝t✐♦♥s At+1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s Ht ✿

πt(a|h) = Pr(At+1 = a|Ht = h) ✭✸✳✶✷✮

❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zt ❛ss♦❝✐é à ✿
✕ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬❛❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ϕ

ϕ(a|z) = Pr(At+1 = a|Zt = z) ✭✸✳✶✸✮

✕ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ q✉❡ ❧✬♦♥
♥♦t❡r❛ ψ

ψ(z′|z, a, o) = Pr(Zt+1 = z′|Zt = z,At+1 = a,Ot+1 = o) ✭✸✳✶✹✮

✕ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛
ν

ν(z|b) = Pr(Z0 = z|B0 = b) ✭✸✳✶✺✮

▲✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ♥❛t✉r❡s✳ ■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t Ht ♠❛✐s ❛✉ss✐✱
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✱
❡t❝✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s It s♦♥t ❞❡s ét❛ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ (It)t ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬❍❛✉s❦r❡❝❤t✱ ✶✾✾✼✱ ❉✉t❝❤ ❡t ❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✵✽❪ ✿

Pr(It+1|I0, I1, . . . , It, Ot+1, At+1) = Pr(It+1|It, Ot+1, At+1) ✭✸✳✶✻✮

❯♥ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zt ❡st ✉♥ ét❛t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥✳



✸✳✷✳ P♦❧✐t✐q✉❡s ✸✼

✸✳✷✳✷ ❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ T ✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡
Zt ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r T ✿ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ z ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡
❛❝t✐♦♥ ❡t ❛ ✉♥ ❛r❝ s♦rt❛♥t ♣❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o ∈ Ω✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ t❡❧ ❛r❜r❡✱ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❬▲✐tt♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✷✮✳ ➚ ❧✬✐♥st❛♥t t = 0✱ ❧✬ét❛t Z0 ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡
❧✬❛r❜r❡✳ ➚ ✉♥ ✐♥st❛♥t t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧✬ét❛t Zt ✐♥t❡r♥❡ ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s✐t✉é à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
t✳ ➚ ❧✬✐♥st❛♥t t+1✱ ❧✬❛❣❡♥t ❡✛❡❝t✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ At+1 ❛ss♦❝✐é à s♦♥ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zt ❡t ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t
Zt+1 ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Ot+1 r❡ç✉❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❛✈❡❝ ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞♦♥t ✐❧ ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡✳

a

a′ a

a′ a′′ a′ a

o o′

o o′ o o′

t = 0

t = 1

t = 2

1

2 3

4 5 6 7

T = 3✱ Ω = {o, o′}✱ A = {a, a′, a′′}✱ T = 3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶✿ ❆✈❡❝ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✱ ❧✬❛❣❡♥t ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧✬ét❛t Z0 = 1 ❡t é♠❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ A1 = a✳ ❙✬✐❧ r❡ç♦✐t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ O1 = o✱ s♦♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ✐♥t❡r♥❡
❡st Z1 = 2 ❡t ✐❧ ❡①é❝✉t❡ ❛❧♦rs ❧✬❛❝t✐♦♥ A2 = a′ ❀ s✬✐❧ r❡ç♦✐t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ O1 = o′✱ s♦♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t
✐♥t❡r♥❡ ❡st Z1 = 3 ❡t ✐❧ ❡①é❝✉t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ A2 = a✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ✭ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Z1 = 2✮✱
s✬✐❧ r❡ç♦✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ O2 = o✱ s♦♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❡st Z2 = 4 ❡t ✐❧ ❡①é❝✉t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥
A3 = a′ ❀ s✬✐❧ r❡ç♦✐t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ O2 = o′✱ s♦♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❡st Z2 = 5 ❡t ✐❧ ❡①é❝✉t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥
A3 = a′′✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ✭ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Z1 = 3✮✱ s✬✐❧ r❡ç♦✐t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ O2 = o✱ s♦♥ ♥♦✉✈❡❧
ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❡st Z2 = 6 ❡t ✐❧ ❡①é❝✉t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ A3 = a′ ❀ s✬✐❧ r❡ç♦✐t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ O2 = o′✱ s♦♥ ♥♦✉✈❡❧
ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❡st Z2 = 7 ❡t ✐❧ ❡①é❝✉t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ A3 = a✳

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ϕ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ψ
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ν ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡s ❧♦✐s s♦♥t
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ❡❧❧❡ s❡r♦♥t ♥♦té❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

✕ ❧❛ ❧♦✐ ϕ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ ❛r❜r❡ Zt✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ At+1 ❞❡ s♦♥ ♥÷✉❞ r❛❝✐♥❡

At+1 = ϕ(Zt) ✭✸✳✶✼✮

✕ ❧❛ ❧♦✐ ψ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ ❛r❜r❡ Zt ❡t à ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Ot+1✱ ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ Zt+1

❛ss♦❝✐é à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Ot+1 ✿
At+1 = ψ(Zt, Ot) ✭✸✳✶✽✮
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✕ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉✐✱ à ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0✱ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ✐♥✐t✐❛❧
Z0 ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Z0 ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r T ✿

Z0 = ν(B0) ✭✸✳✶✾✮

✸✳✷✳✸ ❇❡❧✐❡❢✲▼❉P

▲✬❛❣❡♥t ❞✐s♣♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ B0 s✉r ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ S0✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ❧✬❛❣❡♥t
❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛ssé❡s✳ ▲❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t
à ❧✬✐♥st❛♥t t s✉r ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t St ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ St ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ Ht ✿

Bt(s) = Pr(St = s|Ht) ✭✸✳✷✵✮

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt+1 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ Bt✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛❝t✐♦♥ At+1 ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛❝t✐♦♥ Ot+1✳ ❖♥ ♥♦t❡ τ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✿

Bt+1 = τ(Bt, At+1, Ot+1) ✭✸✳✷✶✮

▲✬❛❣❡♥t ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡t❡♥✐r ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t Ht ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♠❛✐s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ✿ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt rés✉♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✉ ♣❛ssé✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ✭▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✮✳ ▲❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt+1 = b′ à ❧✬✐♥st❛♥t t+1 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡
❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt = b à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛❝t✐♦♥ At+1 = a ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
Ot+1 = o ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

b′(s′) = [τ(b, a, o)] (s′) = λ
∑

s∈S

b(s)J (s′, o|s, a) ✭✸✳✷✷✮

s♦✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✱ b′ = τ(b, a, o) = λJo|ab✱ ♦ù λ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t τ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

b′(s′) = Pr(St+1 = s′|B0, A1, O1, . . . , At+1 = a,Ot+1 = o) ✭✸✳✷✸✮

=
Pr(St+1 = s′, Ot+1 = o|BO, A1, O1, . . . , At+1 = a)

Pr(Ot+1 = o|B0, A1, O1, . . . , At+1 = a)
✭✸✳✷✹✮

=
Pr(St+1 = s′, Ot+1 = o|B0, A1, O1, . . . , At+1 = a)

∑

s′∈S Pr(St+1 = s′, Ot+1 = o|B0, A1, O1, . . . , At+1 = a)
✭✸✳✷✺✮

=
b̄′(s′)

∑

s̄′∈S b̄
′(s̄′)

= λb̄′(s′) ❛✈❡❝ λ =
1

∑

s′∈S b̄
′(s′)

✭✸✳✷✻✮

♦ù b̄′ ❡st ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐sé❡

b̄′(s′) = Pr(St+1 = s′, Ot+1 = o|B0, A1, O1, . . . , At+1 = a) ✭✸✳✷✼✮

=
∑

s∈S

Pr(St+1 = s′, Ot+1 = o|St−1 = s,At+1 = a) Pr(St = s|B0, A1, O1, . . . , At, Ot) ✭✸✳✷✽✮

=
∑

s∈S

J (s′, o|s, a)b(s) ✭✸✳✷✾✮
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❘❡♠❛rq✉❡✿ ▲❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s A1, O1, . . . , At, Ot✳ ❊❧❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳

P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♦♥ ét❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ✿

T (s′|b, a) = Pr(St+1 = s′|St ∼ b, At+1 = a) =
∑

s∈S

T (s′|s, a)b(s) ✭✸✳✸✵✮

O(o|b, a) = Pr(Ot+1 = o|St ∼ b, At+1 = a) =
∑

s∈S

O(o|s, a)b(s) ✭✸✳✸✶✮

J (s′, o|b, a) = Pr(St+1 = s′, Ot+1 = o|St ∼ b, At+1 = a) =
∑

s∈S

J (s′, o|s, a)b(s) ✭✸✳✸✷✮

R(b, a) = E[Rt+1|St ∼ b, At+1 = a] =
∑

s∈S

R(s, a)b(s) ✭✸✳✸✸✮

▲❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt ❡st ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ♣❛ssé ❝♦♠♣❧❡t
❬❙♠❛❧❧✇♦♦❞ ❡t ❙♦♥❞✐❦✱ ✶✾✼✸❪✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t s✉❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥ts ❞❡
✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ét❛t ❝❛r ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳
❯♥ P❖▼❉P ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ▼❉P ❞♦♥t ❧❡s ét❛ts S′

t s♦♥t ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s Bt ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t
✭✜❣✉r❡ ✸✳✸✮ ✿ ❝❡ ▼❉P ❡st ❛♣♣❡❧é ❇❡❧✐❡❢✲▼❉P✳ ▲❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡st ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡t
♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π⋆ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡
❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ At+1 à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt ✿

At+1 = π⋆t (Bt) ✭✸✳✸✹✮

❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✿ Zt = Bt✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✷ ✭➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼❉P✮✳ ❯♥ P❖▼❉P M = 〈S,A, T ,R,Ω,O〉 ♣❡✉t êtr❡
r❡❢♦r♠✉❧é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ▼❉P M′ = 〈S ′,A′, T ′,R′〉 ❞♦♥t ❧❡s ét❛ts s♦♥t ❧❡s
❝r♦②❛♥❝❡s Bt ❞❡M ✿

S ′ = ∆S ✭✸✳✸✺✮

A′ = A ✭✸✳✸✻✮

T ′(b′|b, a) =
∑

o∈Ω t✳q✳ b′=τ(b,a,o)

O(o|b, a) ∀(b, b′) ∈ (∆S)2, ∀a ∈ A ✭✸✳✸✼✮

R′(b, a) = E
s∼b

[R(s, a)] =
∑

s∈S

R(s, a)b(s) ∀a ∈ A, ∀b ∈ ∆S ✭✸✳✸✽✮

S′
t = Bt ∀t ✭✸✳✸✾✮

A′
t = At ∀t ✭✸✳✹✵✮

O′
t = Ot ∀t ✭✸✳✹✶✮

R′
t = Rt ∀t ✭✸✳✹✷✮

♦ù ∆S ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r S✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ▼❉P ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s P❖▼❉P ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ▼❉P ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s
♦✉ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
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❖❜❥❡❝t✐❢

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

P♦❧✐t✐q✉❡

B0 B1 B2

A1 A2

R1 R2
Rt+1 ∼ R

′(Bt, At+1, Bt+1)

Bt+1 ∼ T
′(Bt, At+1)

At+1 ∼ πt(Bt)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ P❖▼❉P ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ▼❉P s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s

♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ s♦♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ P❖▼❉P✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ❞✉ ▼❉P ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡st✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦✉ ❞❡s
♣♦❧✐t✐q✉❡s✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r P❖▼❉P ♣♦ssè❞❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡✳ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ▲✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zt+1 ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡t ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt+1 ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✿ ✐❧s
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛❝t✐♦♥ At+1 ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Ot+1 ❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❛♥❝✐❡♥ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zt ♦✉ ❞❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt ❡st ♣r✐s❡
❝♦♠♠❡ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zt✳ ❆✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡
♥÷✉❞✳

✸✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

✸✳✸✳✶ ❱❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s P❖▼❉P✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✷✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ✉♥ P❖▼❉P s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V π
t à ❧✬✐♥st❛♥t t ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ❞é✜♥✐❡ s✉r

❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✿

V π
t (b) = E

[
T∑

t′=t+1

γt
′−t−1Rt′ |St ∼ b, Bt = b, π

]

✭✸✳✹✸✮

▲❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ▼❉P s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❛✉① P❖▼❉P ✭éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✱ ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✱ ♦♣t✐♠❛❧✐té✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡s
❛❝t✐♦♥s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✿

V π
t (b) = [HπtV

π
t (b)] (b) =

∑

a∈A

πt(a|b)

[

R(b, a) + γ
∑

b′∈∆S

T ′(b′|b, a)V π
t+1(b

′)

]

V π
t (b) ✭✸✳✹✹✮



✸✳✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✹✶

❉✬❛♣rès ✭✸✳✸✼✮✱ ♦♥ ♣❡✉t s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

V π
t (b) = [HπtVt+1] (b) =

∑

a∈A

πt(a|b)

[

R(b, a) + γ
∑

o∈Ω

O(o|b, a)V π
t+1(τ(b, a, o))

]

✭✸✳✹✺✮

s♦✐t✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱

V π
t (b) = [HπtVt+1] (b) = R(b, πt(b)) + γ

∑

o∈Ω

O(o|b, πt(b))V
π
t+1(τ(b, πt(b), o)) ✭✸✳✹✻✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳ ■❧
♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t❛❜✉❧❛✐r❡✳

✸✳✸✳✷ ❱❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ V ⋆

t ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① P❖▼❉P ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

V ⋆
t (b) =

[
HV ⋆

t+1

]
(b) = max

a∈A

[

R(b, a) + γ
∑

b′∈∆S

T ′(b′|b, a)V ⋆
t+1(b

′)

]

✭✸✳✹✼✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✸✼✮✱ ♦♥ ❛ ♣❡✉t s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

V ⋆
t (b) = max

a∈A

[

R(b, a) + γ
∑

o∈Ω

O(o|b, a)V ⋆
t+1(τ(b, a, o))

]

✭✸✳✹✽✮

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ At+1 ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡
Bt ✿

At+1 = π⋆t (Bt) ∈ argmax
a∈A

[
HaV

⋆
t+1

]
(Bt) ✭✸✳✹✾✮

∈ argmax
a∈A

[

R(Bt, a) + γ
∑

o∈Ω

O(o|Bt, a)V
⋆
t+1(τ(Bt, a, o))

]

✭✸✳✺✵✮

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ▼❉P✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ V ⋆ ♣❛r ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐téré❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ H✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ V ⋆

t ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
t❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳

✸✳✸✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❝♦♥✈❡①❡s

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ❝♦♥✈❡①❡s ✭P❲▲❈ ✲ P✐❡❝❡✇✐s❡ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞
❈♦♥✈❡①✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ✜♥✐ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α à |S| ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✭✜❣✉r❡
✸✳✸✳✸✮ ❬❙♦♥❞✐❦✱ ✶✾✼✶❪✱

∃Γ ⊂ RS , |Γ| ∈ N t✳q✳ V (b) = max
α∈Γ

α · b ✭✸✳✺✶✮

❯♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t st❛❜❧❡s
♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✿ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ à ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ P❲▲❈ r❡st❡ P❲▲❈✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡s V ⋆

t ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ s♦♥t ❞♦♥❝ P❲▲❈



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❖▼❉P

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ V ⋆ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ❞❡ t❛✐❧❧❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ rétr♦❣r❛❞❡ ❡t ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮
❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ❝♦♥✈❡①❡s s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r
H✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t V ′ P❲▲❈ ✿ V ′(b) = maxα∈Γ′ α · b✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V = HV ′ ♣r❡♥❞ ❧❛
❢♦r♠❡ ✿

V (b) = max
a∈A

[

R(b, a) + γ
∑

o∈Ω

O(o|b, a)V ′(τ(b, a, o))

]

= αb · b ✭✸✳✺✷✮

❡♥ ♣♦s❛♥t

αb(s) = R(s, a) + γ
∑

s′,o

J (s′, o|s, a)

([

argmax
α′∈Γ′

[
α′ · τ(b, a, o)

]
)

(s′)

]

✭✸✳✺✸✮

a = argmax
a∈A

[

R(b, a) + γ
∑

o∈Ω

O(o|b, a)V ′(τ(b, a, o))

]

✭✸✳✺✹✮

s♦✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✱

αb = Ra + γ
∑

o∈Ω

J̄o|a argmax
α′∈Γ′

[
α′ · τ(b, a, o)

]
✭✸✳✺✺✮

♦ù Ra ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❝♦♠♣♦sé ❞❡s R(s, a) ✿

Ra(s) = R(s, a) ✭✸✳✺✻✮

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ J̄o|a ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r α′
o ❞✉ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

o ✿
[J̄o|aα

′](s) =
∑

s′∈S

J (s′, o|s, a)α′(s′) ✭✸✳✺✼✮

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
V (b) = [HV ′](b) = max

α∈Γ
b · α ✭✸✳✺✽✮

❛✈❡❝

Γ =

{

Ra + γ
∑

o∈Ω

J̄o|aα
′
o|a ∈ A, ∀o ∈ Ω, α′

o ∈ Γ′

}

✭✸✳✺✾✮

|Γ| ❡st ✜♥✐ ❡t V ❡st ❞♦♥❝ P❲▲❈✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳✸✱ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ✿ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❞❡✉① ét❛ts s1 ❡t s2✳ ▲✬❛①❡ ❞❡s ❛❜❝✐ss❡s r❡♣rés❡♥t❡ b(s1) ✿ ❝♦♠♠❡ b(s2) = 1−b(s1)✱ ✉♥
♣♦✐♥t b ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜❝✐ss❡s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ét❛ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
b(s1) = 0 ❡t b(s2) = 1 à ❧✬❡①tré♠✐té ❣❛✉❝❤❡ ❀ b(s1) = 1 ❡t b(s2) = 0 à ❧✬❡①tré♠✐té ❞r♦✐t❡✳ ▲✬❛①❡ ❞❡s
♦r❞♦♥♥é❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r V (b)✳ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r α r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❡st ❞♦♥❝
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝♦✉r❜❡s✳



✸✳✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✹✸

b(s1)s2 s1b

b(s1) = 0 b(s1) = 1

b(s2) = 1 b(s2) = 0

V (b)

α4

α3

α1

α2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉ ❡t ❝♦♥✈❡①❡

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✷✳ ❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t s♦♥t
P❲▲❈ ✿

∃Γ⋆t ⊂ RS , |Γ⋆t | ∈ N t✳q✳ ∀b ∈ ∆S, V ⋆
t (b) = max

α∈Γ⋆
t

α · b ✭✸✳✻✵✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Pr❡✉✈❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✸✳ ❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ V ⋆ ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱

∃Γ⋆ ⊂ RS , t✳q✳ ∀b ∈ ∆S, V ⋆(b) = max
α∈Γ⋆

α · b ✭✸✳✻✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❜♦r♥é❡s ❝♦♥✈❡①❡s ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤
❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ V ⋆ = HV ⋆ = H∞V ✭♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ❝♦♥✈❡①❡✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
❝♦♥✈❡①❡✳

✸✳✸✳✹ ▼❉P s♦✉s✲❥❛❝❡♥t

❆✜♥ ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ P❖▼❉P✱ ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ✉t✐❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞✬❛❜♦r❞
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❉P ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✿ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à
rés♦✉❞r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐
❜♦♥♥❡ q✉✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❬▲♦✈❡❥♦②✱ ✶✾✾✶❪✳ ▲❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✉ ▼❉P
s♦✉s✲❥❛❝❡♥t s❡r✈❡♥t ❞✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❡t ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ▲❡ ▼❉P s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❞✬✉♥ P❖▼❉P M = 〈S,A, T ,R,Ω,O〉 ❡st ❧❡ ▼❉P
M = 〈S,A, T ,R〉 ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛❣❡♥t ♦❜s❡r✈❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬ét❛t St ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❖▼❉P

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✹✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡s ✭♥♦té❡s V ⋆
▼❉P✱ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ❡t V ⋆

▼❉P,t✱
❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐✮ ❞✉ ▼❉P s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❞✬✉♥ P❖▼❉P s♦♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞✉ P❖▼❉P ✿

V ⋆
▼❉P ≥ V

⋆ s♦✐t V ⋆
▼❉P(s) ≥ V

⋆(s) ∀s ∈ S ✭✸✳✻✷✮

V ⋆
▼❉P,t ≥ V

⋆
t s♦✐t V ⋆

▼❉P,t(s) ≥ V
⋆
t (s) ∀s ∈ S ✭✸✳✻✸✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s P❖▼❉P ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ✭st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡s✮ ▼❉P✳

✸✳✹ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❞✉ ❝❛s ▼❉P ❛✉ ❝❛s P❖▼❉P ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s
❝r♦②❛♥❝❡s ✿ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
✐♥st❛♥t t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s V ⋆

t ✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞❡
❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✳

✸✳✹✳✶ ▼✐s❡ à ❥♦✉r

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✭✸✳✺✾✮✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ V = HV ′ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ′ P❲▲❈ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Γ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❝♦♠♠❡ ♦♣ér❛t❡✉r H ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r H♠à❥ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✶✮ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Γ = H♠à❥Γ
′ =

{

Ra + γ
∑

o∈Ω

J̄o|aα
′
o

∣
∣
∣
∣
∣
a ∈ A, ∀o ∈ Ω, α′

o ∈ Γ′

}

✭✸✳✻✹✮

♦ù ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s Ra ❡t J̄o|a s♦♥t ❡①♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✭✸✳✺✾✮✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
♠✐s❡ à ❥♦✉r ❝♦♥str✉✐t |A||Γ′||Ω| ✈❡❝t❡✉rs α✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✶ ✿ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ s❛♥s é❧❛❣❛❣❡

❉♦♥♥é❡s ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ′ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ′

❘és✉❧t❛t ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V = HV ′ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ
Γ←

{
Ra + γ

∑

o J̄o|aα
′
o|a ∈ A, ∀o ∈ Ω, α′

o ∈ Γ′
}

✴✴ ▼✐s❡ à ❥♦✉r✶

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

V ⋆
t = HT−t0 ✭✸✳✻✺✮

❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ rétr♦✲
❣r❛❞❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ✿

Γ⋆T = 0 ✭✸✳✻✻✮

Γ⋆t−1 = HΓ⋆t ✭✸✳✻✼✮

❛✈❡❝ H = H♠à❥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ⋆0 ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs α ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r V ⋆
0 ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡

❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✿

|Γ⋆0| = |A|
|Ω|T−1

|Ω|−1 ✭✸✳✻✽✮
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❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ▼❉P✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ⋆ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ H q✉❛♥❞ γ < 1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐ ✿ V ⋆ = H∞V ♣♦✉r t♦✉t V ∈ R∆S ✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛rt ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r P❲▲❈ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ à
❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P❲▲❈ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ✿

Γ̂⋆ ← HΓ̂⋆ ✭✸✳✻✾✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ V ⋆ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t s❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♣❡✉t ♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α ✿ s✬✐❧ ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α ♥é❝❡ss❛✐r❡s
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ǫ > 0 ❞♦♥♥é❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
❣r❛♥❞✳

✸✳✹✳✷ ➱❧❛❣❛❣❡

❈❡rt❛✐♥s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs α ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Γ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r P❲▲❈ V ♣❡✉✈❡♥t
♥❡ ❥❛♠❛✐s ❝♦♥tr✐❜✉❡r ❛✉ max ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡
✸✳✸✳✸✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r α2 ♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ❥❛♠❛✐s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ é❧✐♠✐♥é✳

❆♣rès ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ✐♥✉t✐❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
é❧✐♠✐♥és ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Γ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
✈❛❧❡✉r V ❬❙♦♥❞✐❦✱ ✶✾✼✶✱ ❩❤❛♥❣ ❡t ▲✐✉✱ ✶✾✾✻✱ ❈❛ss❛♥❞r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✱ ❋❡♥❣ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✹✱
❱❛r❛❦❛♥t❤❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✿ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é✱ ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ✳ ❈❡❝✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α à ❝♦♥str✉✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α à ❝♦♥s❡r✈❡r r❡st❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳

❯♥ ✈❡❝t❡✉r α ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ✱ s✐✱ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t b ∈ ∆S✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛✉tr❡
✈❡❝t❡✉r ᾱ ∈ Γ t❡❧ q✉❡ ᾱ · b ≥ α · b✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ ✿

♠❛①✐♠✐s❡r ǫ ✭✸✳✼✵✮

s✉❥❡t à b · (α− ᾱ) ≥ ǫ ∀ᾱ ∈ Γ

b ∈ ∆S

ǫ > 0

❙✐ ❛✉❝✉♥ t❡❧ b ♥✬❡①✐st❡✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r α ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ❞❡✉① ♣❤r❛s❡s ✿
✕ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❝♦♥str✉✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs α ♣♦ss✐❜❧❡s ❀
✕ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs α ✐♥✉t✐❧❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✷ ❬❙♦♥❞✐❦✱ ✶✾✼✶❪ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ s✉r t♦✉s ❧❡s α ∈ Γ✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✷ ✿ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❛✈❡❝ é❧❛❣❛❣❡

❉♦♥♥é❡s ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ′ à ❧✬✐♥st❛♥t t+ 1 r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ′

❘és✉❧t❛t ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V = HV ′ à ❧✬✐♥st❛♥t t r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ
Γ←

{
Ra + γ

∑

o J̄o|aα
′
o|a ∈ A, ∀o ∈ Ω, α′

o ∈ Γ′
}

✴✴ ▼✐s❡ à ❥♦✉r✶

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ α ∈ Γ ❢❛✐r❡✷

❙✐ α ❞♦♠✐♥é✱ Γ← Γ \ {α} ✴✴ ➱❧❛❣❛❣❡✸
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✸✳✹✳✸ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞

❯♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡t é❧❛❣❛❣❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥str✉✐s❡♥t
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs α ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ′ ❛✈❛♥t ❞❡
❢❛✐r❡ ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ Γ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥✉t✐❧❡✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡
❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ♠✐♥✐♠❛❧ s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r
✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡✳

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❬▲✐tt♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs α ❝♦♥str✉✐ts
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ′ q✉✐ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❞♦♥♥é❡ ✿

α = Ra + γ
∑

o∈Ω

J̄o|aα
′
o ✭✸✳✼✶✮

♦ù ❧✬❛❝t✐♦♥ a ❡t ❧❡s s♦✉s✲✈❡❝t❡✉rs α′
o s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✿

max
a∈A

α′∈(Γ′)Ω

[

R(b, a) + γ
∑

o∈Ω

O(o|b, a)(α′
o · τ(b, a, o))

]

✭✸✳✼✷✮

❈❡ ✈❡❝t❡✉r α ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ s❛♥s ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s α ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♦✉
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A× (Γ′)Ω ❬▲✐tt♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✸✮ ✿

max
a∈A

[

R(b, a) + γ
∑

o∈Ω

O(o|b, a) max
α′
o∈Γ

′
(α′

o · τ(b, a, o))

]

✭✸✳✼✸✮

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ✈❡❝t❡✉r αo à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o
❞♦♥♥é❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs αo′ à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s o′✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
a ∈ A✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ (Γ′)Ω ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ′ ❡st ♣❛r❝♦✉r✉ Ω ❢♦✐s ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✸ ✿ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞

❉♦♥♥é❡s ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ′ à ❧✬✐♥st❛♥t t+ 1 r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ′ ❀
❈r♦②❛♥❝❡ b à ❧✬✐♥st❛♥t t

❘és✉❧t❛t ✿ ▼❡✐❧❧❡✉r α à ❧✬✐♥st❛♥t t ♣♦✉r b
α← argmaxα∈{❧♦♦❦❛❤❡❛❞(Γ′,b,a)|a∈A} α · b✱ ❞é♣❛rt❛❣❡r ❧❡s é❣❛❧✐tés ❛✈❡❝ ≺✶

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹ ✿ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡

❉♦♥♥é❡s ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ′ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ′ ❀
❈r♦②❛♥❝❡ b ❀
❆❝t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ a

❘és✉❧t❛t ✿ ▼❡✐❧❧❡✉r α ♣♦✉r b ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ a
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ o ∈ Ω ❢❛✐r❡✶

α′
o ← argmaxα′∈Γ′ α′ · τ(b, a, o)✱ ❞é♣❛rt❛❣❡r ❧❡s é❣❛❧✐tés ❛✈❡❝ ≺✷

α← Ra + γ
∑

o J̄o|aα
′
b,a,o✸

❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ Γ ✿

Γ = {❧♦♦❦❛❤❡❛❞(Γ′, b)|b ∈ ∆S} ✭✸✳✼✹✮



✸✳✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✹✼

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs Γ ❡st ✜♥✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡
❡st ✜♥✐✳ ❚♦✉t❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❬❙♦♥❞✐❦✱ ✶✾✼✶✱ ❈❤❡♥❣✱ ✶✾✽✽✱ ▲✐tt♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s
❝r♦②❛♥❝❡s b q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✈❡❝t❡✉rs α ♣❛r ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳ ■❧s ❝♦♥str✉✐s❡♥t
✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ❡♥ ré♣ét❛♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡✉① ét❛♣❡s ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✸✳✺✮ ✿

✶✳ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ α ✉t✐❧❡ ❀

✷✳ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ✈❡❝t❡✉r α ♣♦✉r b ❡t ❛❥♦✉t ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ à Γ s✐ ✐❧ ❡st
♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦✉r b✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ❯♥ ❝❤♦✐① ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✭t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♠ê♠❡✮ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡s α ❡♥ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ≺ ❡♥tr❡ ✈❡❝t❡✉rs α✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛✲
♣❤✐q✉❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✺ ✿ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❛✈❡❝ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✭♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧✮

❉♦♥♥é❡s ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r P❲▲❈ V ′ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r Γ′

❘és✉❧t❛t ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r P❲▲❈ V = HV ′ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r Γ
Γ← ∅✶

❈❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✷

t❛♥t q✉❡ b 6= null ❢❛✐r❡✸

α← ❧♦♦❦❛❤❡❛❞(b,Γ′)✹

s✐ α · b > maxᾱ∈Γ ᾱ · b ❛❧♦rs Γ← Γ ∪ {α}✺

❈❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✻

❖✉tr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❡st ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s s❡
❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❬❉✐❜❛♥❣♦②❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ✿
✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s α′

o ♥✬❡st ♣❧✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ ❢❛✐t ❞✉
❝♦♥trô❧❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❇■P✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✮✳

✸✳✹✳✹ ❲✐t♥❡ss

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡❲✐t♥❡ss ✭té♠♦✐♥✮ ❬▲✐tt♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❜❛s❡ ❞❡
❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳ ◆♦✉s ❧❡ ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❡♥tr❛❧✐sé ♠❛✐s ❛✉ss✐✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉❡ ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡
♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✳

▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r V = HV ′ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r sé♣❛ré❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥
a ∈ A✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛❝t✐♦♥ ❬❙✉tt♦♥ ❡t ❇❛rt♦✱ ✶✾✾✽❪ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ✿

Qa(b) =
[
HaV

′
]
(b) ✭✸✳✼✺✮

= R(b, a) + γ
∑

o∈Ω

O(o|b, a)V ′(τ(b, a, o)) ✭✸✳✼✻✮

= R(b, a) + γ
∑

o∈Ω

O(o|b, a) max
α′∈Γ′

[
α′ · τ(b, a, o)

]
✭✸✳✼✼✮
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s♦✐t Qa = HaV
′ ♦ù Ha ❡st ❛♣♣❡❧é ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ a✳ ❙✐ V ′ ❡st P❲▲❈✱ ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s Qa s♦♥t ❛✉ss✐ P❲▲❈ ❡t s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Γa ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α ✿

∃Γa ⊂ RS , |Γa| ∈ N t✳q✳ Qa(b) = max
α∈Γa

α · Γ ✭✸✳✼✽✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Qa ♣❛r ✿

V (b) = max
a∈A

Qa(b) = max
a∈A

max
α∈Γa

α · b = max
α∈

⋃
a∈A Γa

α · b ✭✸✳✼✾✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥ Γ✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t é❧❛❣✉é❡✱ ❞❡s Γa ✿

Γ = é❧❛❣✉❡r

(
⋃

a∈A

Γa

)

✭✸✳✽✵✮

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡❲✐t♥❡ss ❬▲✐tt♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Γa q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
Qa ♣❛r ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Qa sé♣❛ré♠❡♥t ❡st q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Γa ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Qa ♥✬❡st
♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✿ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ té♠♦✐♥ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❝❛r ✐❧ té♠♦✐❣♥❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Γa ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❲✐t♥❡ss ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r
tr♦✉✈❡r ✉♥ té♠♦✐♥ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t✉♣❧❡ ❢♦r♠é ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r α ∈ Γ ❞é❥à ❝♦♥str✉✐t✱ ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
o ∈ Ω ❡t ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r α′ ∈ Γ′ ❞✉ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ té♠♦✐♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r α′ ∈ Γ ❞✉ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ α′

o ∈ Γ′ q✉✐ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉é à α ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o✳ ❈❡tt❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b
♣❡✉t êtr❡ ❝❤❡r❝❤é ♣❛r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

♠❛①✐♠✐s❡ c = J̄o|a
(
α′ − α′

o

)
· b ✭✸✳✽✶✮

❛✈❡❝ b · α ≥ b · ᾱ ∀ᾱ ∈ Γa

b ∈ ∆S

▲❛ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❡st ✉♥ té♠♦✐♥ s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡❲✐t♥❡ss ✸✳✼ ❝♦♥str✉✐t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γa ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛❧t❡r♥❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ té♠♦✐♥ b ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❧♦♦❦❛❤❡❛❞
❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ✈❡❝t❡✉r α à ❛❥♦✉t❡r à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γa✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✶✳ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❲✐t♥❡ss✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Qa ❞é✜♥✐❡ ♣❛r Qa = HaV
′ ❞✐✛èr❡ ❞❡ s♦♥

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Q̂a ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ✐♥❝♦♠♣❧❡t

Q̂a(b) = max
α∈Γa

α · b ✭✸✳✽✷✮

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r α ∈ Γa✱ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o ∈ Ω✱ ❡t ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ∈ ∆S✱ ❡t ✉♥
✈❡❝t❡✉r α′ ∈ Γ′ t❡❧ q✉❡

J̄o|aα
′ · b > J̄o|aα

′
o · b ✭✸✳✽✸✮

♦ù αo ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ Γ′ q✉✐ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ α ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o ✿

α = Ra + γ
∑

o∈Ω

J̄o|aα
′
o ✭✸✳✽✹✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❬▲✐tt♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪



✸✳✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✹✾

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✻ ✿ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ té♠♦✐♥

❉♦♥♥é❡s ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ V ′ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r Γ′ ❀ ❛❝t✐♦♥ a ❀ ❋♦♥❝t✐♦♥ Qa = HaV
′ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡

r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r Γa
❘és✉❧t❛t ✿ ❚é♠♦✐♥ b
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ (α, o, α′) ∈ Γa × Ω× Γ′ ❢❛✐r❡✶

❘és♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✸✳✽✶✮✷

s✐ b 6= null ❡t c > 0 ❛❧♦rs r❡t♦✉r♥❡r b✸

r❡t♦✉r♥❡r null✹

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✼ ✿ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ✭❲✐t♥❡ss✮

❉♦♥♥é❡s ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r P❲▲❈ V ′ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r Γ′ ❀ a ❛❝t✐♦♥
❘és✉❧t❛t ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r P❲▲❈ Qa r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r Γa
Γa ← ∅✶

❈❤♦✐s✐r ✉♥ b q✉❡❧❝♦♥q✉❡✷

t❛♥t q✉❡ b 6= null ❢❛✐r❡✸

αb ← ♠❡✐❧❧❡✉r❆❧♣❤❛(b, a,Γ′)✹

Γa ← Γa ∪ {αb}✺

b← r❡❝❤❡r❝❤❡❚é♠♦✐♥(Γ′, a,Γa)✻

✸✳✹✳✺ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❲✐t♥❡ss ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣✲
t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts b ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤é❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❬▲♦✈❡❥♦②✱ ✶✾✾✶✱ P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ P♦♦♥✱ ✷✵✵✶✱ ❙♣❛❛♥ ❡t ❱❧❛ss✐s✱ ✷✵✵✺✱
❱✐r✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ❙♠✐t❤ ❡t ❙✐♠♠♦♥s✱ ✷✵✵✹✱ ❙❤❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳
❊❧❧❡s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠✐s❡s à
❥♦✉r ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α ❞❛♥s ❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s Γ✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❡st ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r V = HV ′ ❡t ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ✈❡❝t❡✉rs
α ♦♣t✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ✭♦✉ ♣♦✐♥ts✮ b ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ B ✜♥✐ ✜①é ✿

Γ =
{
❧♦♦❦❛❤❡❛❞(b,Γ′)|b ∈ B

}
✭✸✳✽✺✮

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✿ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✜①❡ ❡♥ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ❬▲♦✈❡❥♦②✱ ✶✾✾✶❪✳

▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ B✱ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ é✈❡♥t✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s b ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡
✐♥✐t✐❛❧❡ b0 ❞♦♥♥é❡ ❬P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ P♦♦♥✱ ✷✵✵✶✱ ❙♣❛❛♥ ❡t ❱❧❛ss✐s✱ ✷✵✵✺✱ ❱✐r✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱
❙♠✐t❤ ❡t ❙✐♠♠♦♥s✱ ✷✵✵✹✱ ❙❤❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ P❇❱■ ✭P♦✐♥t ❇❛s❡❞ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥✮
❬P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❢❛✐t ❝r♦îtr❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❛t✲
t❡✐❣♥❛❜❧❡s ❡♥ ✉♥ ♣❛s ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡ B✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡
✐♥✐t✐❛❧❡ b0 ♣♦✉r ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ V ⋆(b)
♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ s✉r ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s b q✉✐ ♦♥t ❞❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡s✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s é✈✐t❡♥t ❛✐♥s✐
❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❡r ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s q✉✐ s♦♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❡t ♥❡ ❝♦♥tr✐✲
❜✉❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡✳



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❖▼❉P

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥str✉✐t❡
s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡♥ ❝♦♥s❛❝r❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α ♣♦✉r
❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮✳

✸✳✺ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥
✜♥✐ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs α ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❝❡s ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ✿ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s
❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
♦♣t✐♠❛❧❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s s♦♥t
❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐t❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳

✸✳✺✳✶ ❱❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡
❝♦✉r❛♥t❡ Bt ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ At+1 à ❡✛❡❝t✉❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ q✉❛♥t✐✜❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ t❡❧ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✳
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r αz ∈ RS à |S|
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♣♣❡❧é ✈❡❝t❡✉r α✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s V z(s) = αz(s) ✭✜❣✉r❡ ✸✳✺✳✶✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
V z ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s
✭t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✷✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r T − t ❛ss♦❝✐❡
à t♦✉t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té b✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s✱ q✉❛♥❞
St ❡st ❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥ b ❡t Zt = z ✿

V z(b) = E
T∑

t′=t+1

[Rt′ |St ∼ b, Zt = z] ✭✸✳✽✻✮

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V z ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

V z(b) = E[V z(s)|s ∼ b] =
∑

s∈S

V z(s)b(s) = αz · b ✭✸✳✽✼✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

V z(b) = E

[
T∑

t′=t+1

γt
′−t−1Rt′ |St ∼ b, Zt = z

]

✭✸✳✽✽✮

=
∑

s∈S

E

[
T∑

t′=t+1

γt
′−t−1Rt′ |St = s, Zt = z

]

b(s) ✭✸✳✽✾✮

=
∑

s∈S

V z(s)b(s) ✭✸✳✾✵✮



✸✳✺✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✺✶

s2 s1b

Pr(s1) = 0 Pr(s1) = 1

Pr(s2) = 1 Pr(s2) = 0

V z(b)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V z

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✷✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V z ✈ér✐✜❡

V z(s) =
∑

a∈A

ϕ(a|z)




R(s, a) + γ

∑

s′∈S
o∈Ω

J (s′, o|s, a)
∑

z′

ψ(z′|z, a, o)V z′(s′)




 ✭✸✳✾✶✮

s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿

V z(s) = R(s, ϕ(z)) + γ
∑

s′∈S
o∈Ω

J (s′, o|s, ϕ(z))V ψ(z,o)(s′) ✭✸✳✾✷✮

✸✳✺✳✷ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Zt ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r T − t✳ ▲❡s ❛r❜r❡s à ❧✬✐♥st❛♥t T − 1 s♦♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s t❡r♠✐♥❛❧❡s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✹✮✱
✜❣✉r❡ ✸✳✻✮✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z à ❧✬✐♥st❛♥t t− 1 ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡
ϕ(z) = a ∈ A ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o ∈ Ω✱ ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ψ(z, o) = z′ ∈ Zt ❛ss♦❝✐é à ❧❛
❜r❛♥❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✻✮✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Zt ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ✿

ZT = {⊥} ✭❛r❜r❡ ✈✐❞❡✮ ✭✸✳✾✸✮

ZT−1 = {z|ϕ(z) ∈ A, ∀o ∈ Ω, ψ(z, o) =⊥} = A× {⊥}Ω = A ✭✸✳✾✹✮

. . .

Zt−1 = {z|ϕ(z) ∈ A, ∀o ∈ Ω, ψ(z, o) ∈ Zt+1} = A× (Zt)
Ω ✭✸✳✾✺✮



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❖▼❉P

▲❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ✿

α(s)⊥ = 0 ∀s ∈ S

✭✸✳✾✻✮

αq(s) = R(s, a) + γ
∑

o∈Ω

O(o|b, a) [0 · τ(b, a, o)] = R(s, a) ∀q ∈ ZT−1, ∀s ∈ S

✭✸✳✾✼✮

✳ ✳ ✳

αq(s) = R(s, a) + γ
∑

o∈Ω

O(o|b, a)
[

αf(o) · τ(b, a, o)
]

∀q ∈ ZT−t+1, ∀f ∈ (ZT−t)
Ω, ∀s ∈ S

✭✸✳✾✽✮

❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛ss✐❣♥❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r b0 ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡
✐♥✐t✐❛❧❡ B0 ✉♥ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❛r❜r❡s z ♣♦✉r b0 ✿

Zo = ν(B0) ∈ argmax
z∈Z0

αz ·B0 ✭✸✳✾✾✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✿

V ⋆
t (b) = max

z∈Zt

V z(b) = max
z∈Zt

αz · b ✭✸✳✶✵✵✮

= max
α∈Γt

α · b ❛✈❡❝ Γt = {α
z|z ∈ Zt} ✭✸✳✶✵✶✮

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs α ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ rétr♦❣r❛❞❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
✈❛❧❡✉r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ a ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r V ⋆

t+1 ♣♦✉r ✉♥ b ❞♦♥♥é❡ ❡st
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z ♦♣t✐♠❛❧❡ ✿

argmax
a∈A

[

R(b, a) + γ
∑

o

O(o|b, a) max
α′∈Γt+1

α′ · τ(b, a, o)

]

= ϕ

(

argmax
z∈Zt

V z(b)

)

✭✸✳✶✵✷✮

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ rétr♦❣r❛❞❡ ❝♦♥str✉✐t ❞♦♥❝ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡s ✉t✐❧❡s ✿ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs α ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s♦♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
❚♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡ ♦♣ér❛♥t s✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs α✱ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❇❡❧❧♠❛♥✱ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✱ é❧❛❣❛❣❡✱ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✱ ❡t❝ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉és s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α ❢❛✐t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Zt−1 ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r H − t + 1 à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Zt ❞❡s
❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r H − t✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛
♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t à ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❝❛r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✉t✐❧✐s❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à
♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ ét❛t ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t s✉r ❧✬ét❛t ré❡❧ ❞✉ s②stè♠❡✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❝❡ q✉✐



✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✺✸

a a′

❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬❤♦r✐③♦♥ 1

a

a a

o o′

a

a a′

o o′

a

a′ a

o o′

a

a′ a′

o o′

a′

a a

o o′

a′

a a′

o o′

a′

a′ a

o o′

a′

a′ a′

o o′

❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬❤♦r✐③♦♥ 2

a

a a

a′ a a′ a

o o′

o o′ o o′

❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ❞✬❤♦r✐③♦♥ 3

A = {a, a′}✱ Ω = {o, o′}✱ |ZT−3| = |A||ZT−2|
|Ω| = 128

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
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♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ rétr♦❣r❛❞❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ❝♦♥✈❡①❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s✮ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥
✜♥✐ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✮ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡s✮ ♣❛r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t à
❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t ❡①♣❧♦s❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳
❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ P❖▼❉P ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✿

✕ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥s✐❞éré❡ ❀

✕ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡t s♦♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉t✐❧✐s❡♥t
❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✱ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✱ ❞✬é❧❛❣❛❣❡✱ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✱ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à
♣❧✉s✐❡✉rs ❛❣❡♥ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❞❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ■❧s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❧♦❝❛❧❡s ❡♥ ❝❡s ♣♦✐♥ts ✿ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts
✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧s s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s✉r
❞❡s ♣❛rt✐❡s ✉t✐❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❡st ❡①♣❧♦✐té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♣❛r
❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳
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▲❡s ♠♦❞è❧❡s ▼❉P ❡t P❖▼❉P ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐① séq✉❡♥t✐❡❧
❞❛♥s ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ✉♥✐q✉❡ ❢❛❝❡ à ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡t ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❣❡♥ts✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝♦✲
♦♣ér❛t✐❢s ♦ù ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❜✉t ✭❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ R ❡st ♣❛rt❛❣é❡ ♣❛r

✺✺



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉❡❝✲P❖▼❉P

t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts✮ ✿ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t r❡ç♦✐t s❡s ♣r♦♣r❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✮ ❡t ❝❤♦✐s✐t
s❡s ♣r♦♣r❡s ❛❝t✐♦♥s ✭❛❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✮ ❀ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❛ ❞♦♥❝ s❛ ♣r♦♣r❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡
❧✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❡ t❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❝❧✉❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉✐♣❡
❞❡ r♦❜♦ts ❛✉t♦♥♦♠❡s ❬❆♠❛t♦ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✾❪✱ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥
rés❡❛✉ ❬❇❡r♥st❡✐♥✱ ✷✵✵✺❪✱ ❡t❝✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✵✳✶✿ ❖♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦♠♣✐❡r ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ✿ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦♠♣✐❡rs
s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥ts✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦♠♣✐❡r ❝❤♦✐s✐t ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❛✐s♦♥ ❛❧❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡ ❡t r❡ç♦✐t ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧✉✐ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✐s♦♥
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ✐♥t❡r❛❣✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♠❛✐s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✈✐❛ ❝❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ❛❣❡♥ts ❞✬♦❜s❡r✈❡r s✐
✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛✐s♦♥ ❡t❝✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲
❛❣❡♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ❉❡❝✲P❖▼❉P ❡♥ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ▼❇❉P ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡
❜♦r♥é❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s
♣♦✐♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡ ❡t ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❝r♦②❛♥❝❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r P❇■P✱ s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ② ♣r♦♣♦s♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠❛✐s ♣❡r♠❡t
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳
❈❡❝✐ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❝♦♥str✉✐t❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳

✹✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡

✹✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❉❡❝✲P❖▼❉P ✭❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss ✕ Pr♦✲
❝❡ss✉s ❉é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ P❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐sé✮ ❬❇❡r♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❣é✲
♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ P❖▼❉P ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❝♦♦♣ér❛t✐❢s✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts
♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0 q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ s✉r ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ S0 ✿

∀s ∈ S, b0(s) = Pr(S0 = s|B0 = b0) ✭✹✳✶✮

➚ ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ❝❤♦✐s✐t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s Ait+1 ❡t r❡ç♦✐t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s
Oit+1 ✿ ✐❧ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♠❡tt❡ à ❥♦✉r ✉♥ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❧♦❝❛❧ Zit ✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡
❧✬❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ Ait+1 à ❡✛❡❝t✉❡r ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t i ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡t ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zit ✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ r❡♣rés❡♥t❡
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶✳✶✿ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣♦♠♣✐❡r✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❝❤♦✐s✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ s❡
r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛✐s♦♥ ✿ Ait+1 ∈ Ai = X✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t Sxt ❞✬✉♥❡ ♠❛✐s♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬ét❛t



✹✳✶✳ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ✺✼

❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ P xt =
∑

x∈X δx(At) ❞❡ ♣♦♠♣✐❡rs ♣rés❡♥ts ✿ Tx(s′x|sx−1, sx, sx+1, px)✳
❈❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i r❡ç♦✐t ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Oit+1 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts
s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ✿

Pr(Oit+1 = oi|S
Ai

t+1

t+1 = s′x) = Oi(oi|s
′
x) ✭✹✳✷✮

❞✬♦ù
Pr(Ot+1 = o|St+1 = s′) =

∏

i∈I

Pr(Oit+1 = oi|S
Ai

t+1

t+1 = s′ai) ✭✹✳✸✮

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❛❝t✐♦♥s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ét❛t ✐♥t❡r♥❡✮ ❥♦✐♥t❡s ❧❡s t✉♣❧❡s ❞✬❛❝✲
t✐♦♥s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❞✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡✮ ❧♦❝❛❧❡s ✿ At = (A1

t , A
2
t . . .) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

Ot = (O1
t , O

2
t . . .) ❡t Zt = (Z1

t , Z
2
t . . .)✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❛✉ss✐ A−i

t ✱ O−i
t ✱ Z−i

t ❧❡s t✉♣❧❡s ❝♦♠♣♦sés
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s Ajt ✱ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s Ojt ✱ ❞❡s ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s Zjt ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t j
❞✐✛ér❡♥t ❞❡ i✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❯♥ ❉❡❝✲P❖▼❉P ❡st ✉♥ t✉♣❧❡M = 〈I,S, (Ai)i∈I , T ,R, (Ωi)i∈I ,O〉 ♦ù ✿
✕ I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✜♥✐✮ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❀
✕ S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ∀t, St ∈ S ❀
✕ Ai ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✱ ∀i ∈ I, ∀t, Ait ∈ A ❀
✕ A =

∏

i∈I Ai ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s✱ ∀t, At = (A1
t , A

2
t , . . .) ∈ A ❀

✕ T ❞é✜♥✐t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ét❛ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s✱

T (s′|s, a) = Pr(St+1 = s′|S0, A1, S1, . . . , St = s,At+1 = a) = Pr(St+1 = s′|St = s,At+1 = a)
✭✹✳✹✮

✕ Ωi ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✱ ∀i ∈ I, ∀t, Oit ∈ Ω ❀
✕ Ω =

∏

i∈I Ωi ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s✱ ∀t, Ot = (O1
t , O

2
t , . . .) ∈ Ω ❀

✕ O ❞é✜♥✐t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s

O(o|s, a, s′) = Pr(Ot+1 = o|St = s,At+1 = a, St+1 = s′) ✭✹✳✺✮

✕ R ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ R(s, a) ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ At+1 =
a ❞❛♥s ❧✬ét❛t St = s

R(s, a) = E [Rt+1|St = a,At+1 = a] ✭✹✳✻✮

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶ ✭P❖▼❉P s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s ❉❡❝✲P❖▼❉P✮✳ ❯♥ P❖▼❉PM = 〈S,A, T ,R,Ω,O〉
❡st ✉♥ ❉❡❝✲P❖▼❉PM′ = 〈I, (S)i∈I , (Ai)i∈I , T ,R,Ω,O〉 ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ❛❣❡♥t ✿ I = {i}✱ Ai = A
❡t Ωi = Ω✳

✹✳✶✳✷ ❈r✐tèr❡

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s P❖▼❉P ✿

♠❛①✐♠✐s❡r E

[
T∑

t=1

γt−1Rt|B0 = b0, π

]

✭✹✳✼✮

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❉❡❝✲P❖▼❉P ❡st ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❝❧❛ss❡s P❖▼❉P ❡t ▼❉P✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛✲
♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❉❡❝✲P❖▼❉P ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ❡st ◆❊❳P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥s
▼❉P ❡t P❖▼❉P s♦♥t P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❡t P❙P❆❈❊✲❞✐✣❝✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❬❇❡r♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉❡❝✲P❖▼❉P

❖❜❥❡❝t✐❢

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i

i ∈ I

S0 S1 S2

Zi0
Bi

0

Zi1
Bi

1

Zi2
Bi

2

O1
Oi1

O2
Oi2

A1
Ai1

A2
Ai2

R1 R2

B0

Z0

Rt+1 ∼ R(St, At+1, St+1)

S0 ∼ B0✱ St+1 ∼ T (St, At+1)

Ot+1 ∼ O(St, At+1, St+1)

Ait+1 ∼ ϕi(Z
i
t)

Z0 ∼ π(B0)
Zit+1 ∼ ψi(Z

i
t , A

i
t+1, O

i
t+1)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❉❡❝✲P❖▼❉P

✹✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡

✹✳✷✳✶ P♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❞♦♥♥é ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r s♦♥ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zit ❛ss♦❝✐é à
✕ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝t✐♦♥s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ϕi

ϕi(ai|zi) = Pr(Ait+1 = ai|Z
i
t = zi) ✭✹✳✽✮

✕ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ψi

ψi(z
′
i|zi, ai, oi) = Pr(Zit+1 = z′i|Z

i
t = zi, A

i
t+1 = ai, O

i
t+1 = oi) ✭✹✳✾✮

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t π ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧
❥♦✐♥t✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ν ✿

ν(z|b) = Pr(Z0 = z|B0 = b) ✭✹✳✶✵✮

♦ù B0 ❡st ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡✱ ❝♦♠♠✉♥❡ à t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts✱ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ S0 ✿

∀s ∈ S, B0(s) = Pr(S0 = s) ✭✹✳✶✶✮

✹✳✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡

▲✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✐♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts ❡st ❧❡ t✉♣❧❡ ❞❡s ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts Zt = (Z1
t , Z

2
t , . . .) ❡t

♦♥ ♥♦t❡ ✿
✕ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ϕ ❞✬❛❝t✐♦♥✱

ϕ(a|z) = Pr(At+1 = a|Zt = z) =
∏

i∈I

ϕi(ai|zi) ✭✹✳✶✷✮

✕ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ψ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✐♥t✱

ψ(z′|z, a, o) = Pr(Zt+1 = z|Zt = z,At+1 = a,Ot+1 = o) =
∏

i∈I

ψi(z
′
i|zi, ai, oi) ✭✹✳✶✸✮

✕ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧

ν(z|b) = Pr(Z0 = z|B0 = b) ✭✹✳✶✹✮



✹✳✷✳ P♦❧✐t✐q✉❡ ✺✾

❈♦♠♣❛ré ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ P❖▼❉P ❡t ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❉❡❝✲P❖▼❉P rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts✱ ❡①♣r✐♠é❡s
♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✷✮ ❡t ✭✹✳✶✸✮✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥
❬❉✐❜❛♥❣♦②❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❉❡❝✲P❖▼❉P ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣r❡té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛✲
t✐♦♥ P❖▼❉P ♦ù ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❝❤❡r❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✹✳✷✳✸ ❍✐st♦r✐q✉❡s

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ H i
t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i à ❧✬✐♥st❛♥t t ❝♦♠♠❡ ❧❡ t✉♣❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❧❛

❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s ♣❛ssé❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ✿

H i
t = (B0, Z

−i
t , Ai1, O

i
1, . . . A

i
t, O

i
t) ✭✹✳✶✺✮

❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞é✜♥✐t ❞❡s ❧♦✐s πit ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬❛❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s
❧♦❝❛✉① ✿

πit(ai|hi) = Pr(Ait = ai|H
i
t = hi) ✭✹✳✶✻✮

✹✳✷✳✹ ❈r♦②❛♥❝❡s

P♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t i✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ ❧❡ ❉❡❝✲P❖▼❉P ♣❡✉t êtr❡
tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥ P❖▼❉P ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧✬ét❛t Z−i

t ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❬❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✷✮ ✿ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t Sit = (St, Z

−i
t ) ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ P❖▼❉P

♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮✳ ▲❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bi
t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t

i à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡st ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ P❖▼❉P ✿ ❧✬❛❣❡♥t i ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ Bi
t q✉✐

❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡t ét❛t s✉❜❥❡❝t✐❢ Sit ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡
❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t St ❡t ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts Z

−i
t ❬❙③❡r ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✵✻❛❪✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳
■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝r♦②❛♥❝❡ s❛♥s ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉❡❝✲P❖▼❉P

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ▲❡ P❖▼❉P s✉❜❥❡❝t✐❢Mi = 〈Si,Ai, T i,Ri,Ωi,Oi〉 ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Si = S × Z−i
t ✭✹✳✶✼✮

Ai = Ai ✭✹✳✶✽✮

Ωi = Ωi ✭✹✳✶✾✮

J i((s′, z′−i), oi|(s, z−i), ai) =
∑

a−i∈A−i

a=〈ai,a−i〉

ϕ−i(a−i|z−i)
∑

s′∈S

T (s′|s, a)

∑

o−i∈Ω−i







∑

oi∈Ωi

o=〈oi,o−i〉

O(o|s, a, s′)







ψ−i(z
′
−i|z

′
−i, a−i, o−i) ✭✹✳✷✵✮

T i((s′, z′−i)|(s, z−i), ai) =
∑

oi∈Ωi

J i((s′, z′−i), oi|(s, z−i), ai) ✭✹✳✷✶✮

Oi(oi|(s, z−i), ai, (s
′, z′−i)) =

J i((s′, z′−i), oi|(s, z−i), ai)

T i((s′, z′−i)|(s, z−i), ai)
✭✹✳✷✷✮

Ri((s, z−i), ai) =
∑

a−i∈A−i

a=〈ai,a−i〉

ϕ−i(a−i|z−i)R(s, a) ✭✹✳✷✸✮

❛✈❡❝
✕ Zj ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ✐♥t❡r♥❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t j 6= i ❀
✕ Z−i =

∏

j 6=iZ
j ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s ❝♦♥❥♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❀

✕ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ ♥♦té❡ ψ−i✱

ψ−i(z
′
−i|z−i, a−i, o−i) =

∏

j 6=i

ψj(zj |zj , aj , oj) ✭✹✳✷✹✮

✕ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ ♥♦té❡ ϕ−i✱

ϕ−i(a−i|z−i) =
∏

j 6=i

ϕj(aj |zj) ✭✹✳✷✺✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ▲❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bi
t ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬ét❛t St ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬ét❛t Z−i
t ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡

❧♦❝❛❧ H i
t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0✱ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts Zi0 ❡t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s

❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ♣❛ssé❡s ✿

Bi
t(s, z−i) = Pr(St = s, Z−i

t = z−i|B0, Z
−i
0 , Ai1, O

i
1, . . . A

i
t, O

i
t) ✭✹✳✷✻✮

= Pr(St = s, Z−i
t = z−i|H

i
t) ✭✹✳✷✼✮

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶ ✭▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t✮✳ ▲❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bi
t+1 = b′i ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i à

❧✬✐♥st❛♥t t + 1 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ s❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bi
t = bi à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

Ait+1 = ai ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ Oit+1 = oi ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

b′i(s
′, z′−i) = [τi(bi, ai, oi)] (s

′, z′−i) = λJ i((s′, z′−i), oi|(s, z−i), ai) ✭✹✳✷✽✮



✹✳✷✳ P♦❧✐t✐q✉❡ ✻✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ P❖▼❉P ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t i ❞♦♥♥é

❖❜❥❡❝t✐❢

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t

Si0 Si1 Si2

Zi0
Bi

0

Zi1
Bi

1

Zi2
Bi

2

Oi1 Oi2Ai1 Ai2

R1 R2

Bi
0

Rt+1 ∼ R
i(Sit , A

i
t+1, S

i
t+1)

Si0 ∼ B
i
0✱ S

i
t+1 ∼ T

i(St[i], At+1[i])

Oit+1 ∼ O
i(Sit , A

i
t+1, S

i
t+1)

Ait+1 ∼ ϕi(Zt)

Zi0 ∼ νi(B
i
0)✱ Z

i
t+1 ∼ ψi(Z

i
t , A

i
t+1, O

i
t+1)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s P❖▼❉P ✭t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✮
❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ P❖▼❉P ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s ét❛ts Sit ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳

❖♥ ♥♦t❡ τi ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t i ✿

b′i = τi(bi, ai, oi) ✭✹✳✷✾✮

✹✳✷✳✺ ❆r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ T ✱ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ Zit ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r T − t ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s
à ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ ϕi(zi) ❧✬❛❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ zi
❡t ψi(zi, oi) ❧❡s s♦✉s ❛r❜r❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s oi ✿

Ait+1 = ϕi(Z
i
t) ✭✹✳✸✵✮

Zit+1 = ψi(Z
i
t , O

i
t+1) ✭✹✳✸✶✮

▲✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✐♥t ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ t✉♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ✭✉♥ ♣❛r
❛❣❡♥t✮ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣❛r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✮ ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t
❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ❡t ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s à ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ✿ ❝❡t ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮ ❡t ✭✹✳✶✸✮✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ϕ(z)
❡t ψ(z, o) q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ❡t ❧❡s ❛r❜r❡s P❖▼❉P ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s
s♦✉s✲❛r❜r❡s ✿

At+1 = ϕ(Zt) ✭✹✳✸✷✮

Zt+1 = ψ(Zt, Ot+1) ✭✹✳✸✸✮

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮ ❡t ✭✹✳✶✸✮ ♣r❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✮ ✿

ϕ(z) = (ϕ1(z1), . . . ϕn(zn)) ✭✹✳✸✹✮

ψ(z, o) = (ψ1(z1, o1), . . . ψn(zn, on)) ✭✹✳✸✺✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛❜❧❡ ✿ ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
♥❡ ♣❡✉① ♣❛s êtr❡ ❡①é❝✉té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❝❛r ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭a′1 ❡t a1✮
s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ o1 ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t 1✳
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a1

a′1 a1

a′1 a′′1 a′1 a1

o1 o′1

o1 o′1 o1 o′1

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t 1

a2

a2 a′′2

a2 a′2 a′′2 a2

o2 o′2

o2 o′2 o2 o′2

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t 2

(a1, a2)

(a′1, a2) (a′1, a
′′
2) (a1, a2) (a1, a

′′
2)

(o1, o2)

(o1, o
′
2) (o′1, o2)

(o′1, o
′
2)

(a′1, a
′′
2) (a′1, a2) (a′′1, a

′′
2) (a′′1, a2)

(o1, o2)

(o1, o
′
2) (o′1, o2)

(o′1, o
′
2)

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t rés✉❧t❛♥t

T = 3✱ I = {1, 2}✱ Ωi = {oi, o′i}✱ Ai = {ai, a
′
i, a

′′
i }✱ I = {1, 2}

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐



✹✳✷✳ P♦❧✐t✐q✉❡ ✻✸

(a1, a2)

(a′1, a2) (a1, a
′′
2) (a1, a2) (a1, a

′′
2)

(o1, o2)

(o1, o
′
2) (o′1, o2)

(o′1, o
′
2)

❆r❜r❡ ❥♦✐♥t ♥♦♥ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛❜❧❡

a1

? a1

o1 o′1

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t 1

a1 ♦✉ a′1 ❄

a2

a2 a′′2

o2 o′2

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t 2

T = 3✱ I = {1, 2}✱ Ωi = {oi, o′i}✱ Ai = {ai, a
′
i, a

′′
i }✱ I = {1, 2}

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛❜❧❡
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✹✳✸ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ▼❉P ❡t P❖▼❉P✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡
s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ✷✳ P♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t i ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ bi ∈ ∆(S×Z−i

t )
❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V i

t (bi)✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡
V ⋆,i
t ✱ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ bi ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ✿

✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❀ ❝❡ t②♣❡ ❞❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s❡ ♠♦r❞ ❧❛ q✉❡✉❡✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❉❡❝✲P❖▼❉P tr❛✈❛✐❧❧❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❬❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳
■❧s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z it ✭❡①é❝✉tés ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t t à ❧✬✐♥st❛♥t T − 1✮ ❞✬❛r❜r❡s
❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ♣❛r✲
t✐r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ Z it+1 ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✭❡①é❝✉tés ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t t + 1 à T − 1✮✳ ❈❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s P❖▼❉P ❛✉ ❝❛s
♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡✉①✲❝✐✱ ✐❧s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦✉s✲❛r❜r❡s✱ ❡t é❧❛❣❛❣❡
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ✿ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❘és✉❧t❛t ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i,Z i0 ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡ Z iT ← {⊥} ✭❛r❜r❡ ✈✐❞❡✮✶

♣♦✉r t = T à 1 ❢❛✐r❡ (Z it−1)i∈I ← ❜❡❧❧♠❛♥((Z it)i∈I)✷

✹✳✸✳✶ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s P❖▼❉P✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✐♥t z
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à t♦✉t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té b s✉r ❧❡s ét❛ts ❛ss♦❝✐❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✿

V b
t (b) = E

T∑

t′=t

[

γt
′−t−1Rt′ |St ∼ b, Zt = z

]

=
∑

s∈S

V b
t (s)b(s) = αzt · b ✭✹✳✸✻✮

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s P❖▼❉P êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ét❛ts✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✈❡❝t❡✉r α✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
z ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ s❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s αψ(z,o) ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s P❖▼❉P ✿

αz = Rϕ(z) + γ
∑

o∈Ω

J̄o|ϕ(z)α
ψ(z,o) ✭✹✳✸✼✮

✷✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❥♦✐♥ts ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s
♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬❖❧✐❡❤♦❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❥♦✐♥t❡s ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝
❧❡ t❡♠♣s t ❡t ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ♠❛❥♦r❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳



✹✳✸✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✻✺

✹✳✸✳✷ ▼✐s❡ à ❥♦✉r

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❥♦✐♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ❬❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✷✮ ❝♦♥str✉✐t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❛❣❡♥t i ∈ I✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s Z it ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞✬❤♦r✐③♦♥ T−t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❝♦♥str✉✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s Z it+1 ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞✬❤♦r✐③♦♥
T − t−1 ✭❧✐❣♥❡ ✶✮✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ❛r❜r❡s zi ❞♦♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ϕi(zi) ❞❡ Ai ❡t ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡
s♦✉s✲❛r❜r❡ ψi(zi, oi) ❡st ❞❛♥s Z it+1 ✿

Z iT = {⊥} ✭❛r❜r❡ ✈✐❞❡✮ ∀i ∈ I ✭✹✳✸✽✮

Z iT−1 = {zi|ϕi(zi) ∈ Ai, ∀oi ∈ Ωi, ψi(zi, oi) =⊥} = Ai × {⊥}
Ωi = Ai ∀i ∈ I ✭✹✳✸✾✮

. . .

Z it−1 =
{
zi|ϕi(zi) ∈ Ai, ∀oi ∈ Ωi, ψi(zi, oi) ∈ Z

i
t+1

}
= Ai × (Z it)

Ωi ∀i ∈ I ✭✹✳✹✵✮

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs αz s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ✭❧✐❣♥❡ ✷✮✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts✱ ∀z ∈
∏

i∈I ,Z
i
t ✱ ❛✈❡❝

❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✸✼✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✷ ✿ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣❛r ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡

❉♦♥♥é❡s ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i,Z it+1 ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮
❘és✉❧t❛t ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i,Z it ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡ Z it ← Ai × (Z it+1)

Ωi✶

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ z ∈
∏

i∈I Z̄
i
t ❢❛✐r❡ αz ← Ra + γJo|ϕ(z)α

ψ(z,o)
✷

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ❞✬❤♦r✐③♦♥ T ✳ P♦✉r ✉♥ B0 = b0 ❞♦♥♥é✱ ✉♥ ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é
♣❛r ✿

Z0 = argmax
q∈

∏
iI Zi

0

αi · b0 ✭✹✳✹✶✮

✹✳✸✳✸ ➱❧❛❣❛❣❡

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s Ω ❬❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡ ✭✶✵✮ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ✐♥✉t✐❧❡s
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z it ❬❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞♦♠✐♥és✱ q✉✐ ♥❡ s❡r♦♥t ❥❛♠❛✐s
sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ✭✹✳✹✶✮✱ s♦♥t é❧❛❣✉és✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❡st ✐téré❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t
❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ é❧❛❣✉é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ zi ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❡st ❞♦♠✐♥é s✐ ✿

∀bi ∈ ∆(S × Z−i), ∃z′i ∈ Z
i
t \ {zi}, V

z′i(bi) ≥ V
zi(bi) ✭✹✳✹✷✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ zi ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❡st ǫ✲❞♦♠✐♥é s✐ ✿

∀bi ∈ ∆(S × Z−i), ∃z′i ∈ Z
i
t \ {zi}, V

z′i(bi) ≥ V
zi(bi) + ǫ ✭✹✳✹✸✮



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉❡❝✲P❖▼❉P

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ✭❚❡st ❞❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥✮✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬ε✲❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ zi ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ❡♥
rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

♠❛①✐♠✐s❡r σ ✭✹✳✹✹✮

s✉❥❡t à ∀z′i 6= zi, V
z′i(bi) + σ ≤ V zi(bi)

❛✈❡❝
∑

i

∑

z−i∈Z−i

bi(s, z−i) = 1

bi(s, z−i) ≥ 0 ∀s ∈ S, ∀z−i ∈ Z
−i

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ zi ❡st ǫ✲❞♦♠✐♥é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ σ < ǫ✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✸ ✿ ➱❧❛❣❛❣❡ ❡①❛❝t

❉♦♥♥é❡s ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i,Z it ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮
❘és✉❧t❛t ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i,Z it é❧❛❣✉és ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮
flag ← true✶

t❛♥t q✉❡ flag ❢❛✐r❡✷

flag ← false✸

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I, zi ∈ Z it ❢❛✐r❡✹

s✐ qi ❡st ❞♦♠✐♥é ❛❧♦rs✺

Z it ← Z
t
i \ {zi}✻

flag ← true✼

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s
✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✹✮ ✿ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ✭❧✐❣♥❡ ✶✮ ❡t é❧❛❣❛❣❡ ✭❧✐❣♥❡ ✷✮ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s P❖▼❉P✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡
s❛♥s é❧❛❣❛❣❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✹ ✿ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣❛r ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡t é❧❛❣❛❣❡

❉♦♥♥é❡s ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i,Z it+1 ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮
❘és✉❧t❛t ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i,Z it ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮
(Z̄ it)i∈I ← ♠✐s❡➚❏♦✉r((Z it+1)i∈I)✶

(Z it)i∈I ← é❧❛❣❛❣❡((Z̄ it)i∈I)✷

✹✳✸✳✹ ■P●

▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✭■P●✱ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ P♦❧✐❝② ●❡♥❡r❛✲
t✐♦♥✮ ❬❆♠❛t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣❡✉t✲êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❡①❛❝ts✱ P❇❉P ❬❙③❡r ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✵✻❛❪✱ ▼❇❉P ❬❙❡✉❦❡♥ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✼❜❪✱
■▼❇❉P ❬❙❡✉❦❡♥ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✼❛❪✱ ▼❇❉P✲❖❈ ❬❈❛r❧✐♥ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✽❛❪✱ P❇■P
❬❉✐❜❛♥❣♦②❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮ ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té à ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
é❧❛❣✉❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① ♦✉ ♣♦✉r r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ❙✐ ✉♥ ❛❣❡♥t ❛ ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ai ♣✉✐s ♦❜s❡r✈é ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ oi✱ ✐❧



✹✳✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✻✼

♣❡✉t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts s′ ∈ Si(ai, oi) ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ✿

Si(ai, oi) = {s
′ ∈ S|∃(s, a−i, o−i) ∈ S ×A−i × Ω−i,J (s

′, 〈oi, o−i〉|s, 〈ai, a−i〉) 6= 0} ✭✹✳✹✺✮

❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❛r ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❯♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ z′i ♥✬❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞✬♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ oi ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ zi ❞✬❛❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ai q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
b′i ∈ ∆(S(ai, oi)×Z

−i
t+1) s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s r❡str❡✐♥t t❡❧❧❡ q✉❡

V z′i(b′i) ≥ max
z̄′i∈Z

i
t+1

\{z′i}
V z̄′i(b′i) ✭✹✳✹✻✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Z it+1(ai, oi) ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ai ❡t ❧❛
❜r❛♥❝❤❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ oi ❝♦♠♠❡ ✿

Z it+1(ai, oi) =

{

z′i ∈ Z
i
t+1|∃b

′
i ∈ ∆(Si(ai, oi)×Z

i
t+1), V

z′i(bi) ≥ max
z̄′i∈Z

i
t+1

\{z′i}
V z̄′i(bi)

}

✭✹✳✹✼✮

❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ é❧❛❣❛❣❡ ❡①❛❝t ❞❡ Z it+1 ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✮ ❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t
❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s s✉r Si(ai, oi)✳

❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t ♣❡✉t
êtr❡ r❡str❡✐♥t à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ St(St, ai, oi)✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡str❡✐♥❞r❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❧❡s ét❛ts ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s
ç ❧✬✐♥st❛♥t t+ 1 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z it+1(ai, oi) ✿

Si(St, ai, oi) =
{
s′ ∈ S|∃(s, a−i, o−i) ∈ St ×A−i × Ω−i,J (s

′, 〈oi, o−i〉|s, 〈ai, a−i〉) 6= 0
}

✭✹✳✹✽✮

Z it+1(ai, oi) =

{

z′i ∈ Z
i
t+1|∃b

′
i ∈ ∆(Si(St, ai, oi)×Z

i
t+1), V

z′i(bi) ≥ max
z̄′i∈Z

i
t+1

\{z′i}
V z̄′i(bi)

}

✭✹✳✹✾✮

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s St ❞❡s ét❛ts ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ t♦♣✲❞♦✇♥ ✿

S0 = {s ∈ S|b0(s) 6= 0} ✭✹✳✺✵✮

St+1 =
{
s′ ∈ S|∃(s, a) ∈ St ×A, T (s

′|s, a) 6= 0
}

✭✹✳✺✶✮

✹✳✹ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r α à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s
❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡①♣❧♦s❡ très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ très ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s très ❢❛✐❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
P❖▼❉P✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣r♦❝❤é❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ✭▼❇❉P✱ ■▼❇❉P✱ ▼❇❉P✲❖❈✱ P❇■P✱ P❇■P✲■P●✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱
❡❧❧❡s ❜♦r♥❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛✉① ❝♦♥s❡r✈és ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s
❧♦❝❛✉①✱ |Z it | ≤ maxTrees, ∀i, ∀t✱ ❡t ❧❡s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
♠❛✐s ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❇❉P ❡t P❇■P s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ■▼❇❉P✱ ▼❇❉P✲❖❈✱ P❇■P✲■P● ❡t ❉❡❝❘❙P■ ♣❡✉t êtr❡ s❛✉té❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
❧❡❝t✉r❡✳



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉❡❝✲P❖▼❉P

✹✳✹✳✶ P❇❉P

P❇❉P ✭P♦✐♥t ❇❛s❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✕ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡
♣♦✐♥ts✮ ❬❙③❡r ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✵✻❛✱ ❙③❡r ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✵✻❜❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té
❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬é❧❛❣❛❣❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❝♦♥s❡r✈és
❡♥ ❡①❝❧✉❛♥t ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳

▲♦rs ❞❡ ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z̄ it ✱ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s t❡♠♣s t+ 1 à T s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❉é✲
t❡r♠✐♥❡r ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s Bi

t à ❧✬✐♥st❛♥t t ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡
❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ✭❞❡ 0 à T ✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✿ ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s
❧♦❝❛❧❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❢♦♥t ❛✈❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s
à ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❤❛✉st✐❢ P❇❉P ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ✉♥ ❛❣❡♥t i ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❥♦✐♥t❡s z0 ♣♦ss✐❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s zti à ❧✬✐♥st❛♥t
t s♦♥t ❞❛♥s Z̄ it ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✺✮✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❝♦♥s❡r✈és s♦♥t ❧❡s ❛r❜r❡s q✉✐ s♦♥t ♦♣t✐♠❛✉① ♣♦✉r ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✿ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s
❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❥♦✐♥t❡s ❝❡ q✉✐ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❡
❢❛✐r❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✺ ✿ ➱❧❛❣❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭P❇❉P✮

❉♦♥♥é❡s ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i ∈ I, Z̄ it à é❧❛❣✉❡r
❘és✉❧t❛t ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i ∈ I,Z it é❧❛❣✉és
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ∈ I ❢❛✐r❡✶

Z it ← ∅✷

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z ❥♦✐♥ts ❞✬❤♦r✐③♦♥ T t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ Z it✸

❢❛✐r❡
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ hti ❢❛✐r❡✹

❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ bi✺

Z it ← Z
t
i ∪ {argmaxzi∈Z̄i

t
V zi(bi)}✻

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❡❧ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ✿
❧❡s ❞❡✉① ❜♦✉❝❧❡s ✏♣♦✉r t♦✉s✑ ✭❧✐❣♥❡s ✸ ❡t ✹✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ✐♥✉t✐❧❡ ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❀ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬é♥✉✲
♠ér❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣r❛t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❜♦✉❝❧❡s ✿

✕ ✐❧ ♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ q✉✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❀
✕ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❤❡✉r✐s✲

t✐q✉❡s ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s à ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z it ✳

✹✳✹✳✷ ▼❇❉P

▼❇❉P ✭▼❡♠♦r② ❇♦✉♥❞❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✲ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ♠é♠♦✐r❡
❜♦r♥é❡✮ ❬❙❡✉❦❡♥ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✼❜❪ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ❉❡❝✲P❖▼❉P❙ ❛✈❡❝ ❞❡s
❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✻✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ s❡✉❧ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❜♦r♥é ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s
♣❛r ❛❣❡♥t ❡st ❝♦♥s❡r✈é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▼❇❉P r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡
❡①❛❝t ♣❛r ✉♥ é❧❛❣❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts q✉✐ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❜♦r♥é maxTrees ❞✬❛r❜r❡s ❞❡



✹✳✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✻✾

♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣❛r ❛❣❡♥ts ✿

|Z it | ≤ maxTrees ∀t, ∀i ∈ I ✭✹✳✺✷✮

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r maxTrees ✭✜❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜♦r♥❡r
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s q✉❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✿ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❧✐♥é❛✐r❡
❛✈❡❝ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❙é❧❡❝t✐♦♥ P♦✉r ❝❡❧❛✱ maxTrees ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✉r ❧❡s
ét❛ts✮ s♦♥t ❣é♥érés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✱
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡✱ z = (z1, . . . , zn)✱ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ✭❧✐❣♥❡ ✸✮ ❡t ❧❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t zi s♦♥t ❞é♣❧❛❝és ❞❡ Z̄ti ✈❡rs Z

t
i ✭❧✐❣♥❡s ✺ ❡t ✻✮✳ ❆❧♦rs q✉❡ P❇❉P ❣é♥èr❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s

♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t bi ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ❛r❜r❡s zi ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✱ ▼❇❉P ❣é♥èr❡ ❞❡s ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés b s✉r ❧❡s ét❛ts✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛ss✐♠✐❧❡r à ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s✱
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts z✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts maxTrees ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ ♦♥ ✈❡✉t é✈✐t❡r
✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❜r❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♣♦✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b
❞✐✛ér❡♥ts✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① sé❧❡❝t✐♦♥♥és s♦♥t s✉♣♣r✐♠és ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Z̄ti ✳ ❈❡❝✐
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ maxTrees t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ▼❇❉P
❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ❯♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❛✉❝✉♥
❛r❜r❡ ❥♦✐♥t z ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r b ♥❡ s♦✐t sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳ ❈❡❝✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t
s✐ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts ♦♣t✐♠❛✉① z ♣♦✉r b ♦♥t ❝❡rt❛✐♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① zi sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❡t
❝❡rt❛✐♥s ♥♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥és ✿

∀z ∈ argmaxV z(b), ∃K ( I,K 6= ∅ t✳q✳

{

∀i ∈ K, zi ∈ Z
t
i

∀i ∈ I \K, zi ∈ Z̄
t
i

✭✹✳✺✸✮

❍❡✉r✐st✐q✉❡s P♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts b ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞érés✱ ▼❇❉P ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r
❧❡s ét❛ts ét❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s π̃ ✿ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ▼❉P✱ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱
❡t❝✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s pt ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ét❛ts St ✿

pt(s) = Pr(St = s|B0 = b0, π̃) ∀s ∈ S ✭✹✳✺✹✮

P❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ pt ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳
❙✐ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❞✬❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b à ❧✬✐♥st❛♥t t s♦♥t ❞❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡s pt ✿

b =
1

M

M∑

k=0

δxk ❛✈❡❝ ∀k, xk ∼ pt ✭✹✳✺✺✮

❈♦♠♣❧❡①✐té ❈❤❛q✉❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❣é♥èr❡ ❛✉ ♣❧✉s |Ai|maxTrees |Ωi| ❛r❜r❡s ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ❡t ❛✉ ♣❧✉s |A|maxTrees

∑
i |Ωi| ❛r❜r❡s ❥♦✐♥t❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡

❥♦✐♥t z✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r αz ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r αz ❡st ❡♥ |S|2|Ω|✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✱ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ❡st ❡♥ |S||A|maxTrees

∑
i |Ωi|✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❡♥ T |S|2|A||Ω|maxTrees |I|ω ❛✈❡❝ ω = maxi|Ωi|✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st
❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ r❡st❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉❡❝✲P❖▼❉P

t = 0

t = 1

t = 2

t = 3

t = 4

t = 5− T

ai

ai a′i

ai a′i a′i a′i

a′i ai ai a′i ai ai a′i a′i

✳ ✳ ✳

P♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t❡

ai

ai a′i

ai a′i a′i

ai ai a′

ai a′i

P♦❧✐t✐q✉❡ à ❧❛r❣❡✉r ❜♦r♥é❡ ✭maxTrees = 3✮

H = 5✱ Ai = {ai, a′i}✱ Ωi = {oi, o
′
i}

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ P♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ❧❛r❣❡✉r ❜♦r♥é❡



✹✳✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✼✶

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✻ ✿ ➱❧❛❣❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭▼❇❉P✮

❉♦♥♥é❡s ✿ P♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt ❛✈❡❝ |Bt| = maxTrees ❀
❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i, Z̄ it à é❧❛❣✉❡r ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮

❘és✉❧t❛t ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i,Z it é❧❛❣✉és ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮ ❛✈❡❝
|Z it | ≤ maxTrees

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡ Z it ← ∅✶

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ b ∈ Bt ❢❛✐r❡✷

✴✯ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ✯✴
(qi)i∈I ← argmaxq∈

∏
i Z̄

i
t
Vq(b)✸

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡✹

✴✯ ❆❥♦✉t❡r zi à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ✯✴
Zti ← Z

t
i ∪ {qi}✺

Z̄ it ← Z̄
i
t \ {qi}✻

❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✿ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r
♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭■▼❇❉P ❡t ▼❇❉P✲❖❈✮✱ s♦✐t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ✭P❇■P✮✳

▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ▼❇❉P ❡st q✉✬❡♥ ❜♦r♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣❛r ❛❣❡♥t✱
♦♥ ❜♦r♥❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ maxTrees ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝❛r
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝r♦ît très ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡st ❡♥
|Ai|maxTrees |Ωi|✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sés ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ maxTrees ❡t
❡st ❞♦♥❝ très ♣❡t✐t ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ♠❛❧ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛t ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ |S|−1✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ♣❛ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛❞ ❤♦❝ ✿ ❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❡st✐♠❛t✐♦♥s
b ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pt ❤❡✉r✐st✐q✉❡ à ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬ét❛t St✳ ❉❛♥s ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥ts ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐ ❞❡ ❧✬ét❛t St ét❛♥t ❞♦♥♥é ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❥♦✐♥t Ht

b(s) = Pr(St = s|Ht) ∀s ∈ S ✭✹✳✺✻✮

◆♦tr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✭♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✮
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té✳

✹✳✹✳✸ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❧✐♠✐t❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐é❡ à ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡♥ ♥❡
❣é♥ér❛♥t q✉✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛r❜r❡s Z it ❛✜♥ ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿

Z it−1 ⊂ Ai × (Z it)
Ωi ✭✹✳✺✼✮

✹✳✹✳✸✳✶ ■▼❇❉P

■▼❇❉P ✭■♠♣r♦✈❡❞ ▼❡♠♦r② ❇♦✉♥❞❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✕ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
à ♠é♠♦✐r❡ ❜♦r♥é❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✮ ❬❙❡✉❦❡♥ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✼❛❪ ❡st ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❇❉P q✉✐



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉❡❝✲P❖▼❉P

r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✹✳✼✮ ✿ ❡❧❧❡ ❢❛✐t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ Ω̄i ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ωi ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳

❊♥s❡♠❜❧❡ r❡str❡✐♥t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Ω̄i ❞❡ maxObs

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ♣r♦❜❛❜❧❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t ✿ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❣é♥èr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❤❡✉r✐st✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ P❇❉P ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ♣r❡s❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
π̃✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω̄i ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s maxObs ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s
s❡❧♦♥

Pr(Oit = oi|St−1 ∼ b, At = a) ✭✹✳✺✽✮

▼✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❣é♥ér❡r t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ❛ss✐❣♥❛♥t
à ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s maxObs

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ Ω̄i✳ ▲❡s |Ai|maxTreesmaxObs ❛r❜r❡s ❛✐♥s✐ ❣é♥érés s♦♥t ❝♦♠♣❧étés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s oi ∈ Ωi \ Ω̄i✳ P♦✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s oi ∈ Ωi \ Ω̄i✱
❧❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♦♣t✐♠✐sés ♣❛r ❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣ ♣♦✉r b✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✼ ✿ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭■▼❇❉P✮

❉♦♥♥é❡s ✿ ❊♥s♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i ∈ I,Z it+1 ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮ ❀
P♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❡t ❛❝t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ a ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ π̃

❘és✉❧t❛t ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i ∈ I, Z̄ it ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮
●é♥ér❡r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b s❡❧♦♥ π̃ ❡t a ❧✬❛❝t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡✶

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡✷

✴✯ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t i s✉r ❧✬❡♥s❡♠❧❡ Ω̄i ✯✴
Ω̄i ← maxObs ♠❡✐❧❧❡✉rs é❧é♠❡♥ts ❞❡ Ωi s❡❧♦♥ Pr(oi|b, a)✸

Z̄ it ← {zi|ϕi(zi) ∈ Ai; ∀oi ∈ Ω̄i, ψi(zi, oi) ∈ Z
i
t+1; ∀oi /∈ Ω̄i, ψi(zi, oi) =✹

❛❧é❛t♦✐r❡(Z it+1)}

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ♣❛r ❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣ ♣♦✉r b✺

■▼❇❉P ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ❛ss❡③ ❛❞ ❤♦❝ ❡t ♥❡ s❡ ❜❛s❡ q✉❡ s✉r ✉♥
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

✹✳✹✳✸✳✷ ▼❇❉P✲❖❈

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ■▼❇❉P ✉t✐❧✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ✐❣♥♦r❡
❧❡✉r ✈❛❧❡✉r✳ ▼❇❉P✲❖❈ ✭▼❡♠♦r② ❇♦✉♥❞❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❈♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ✕ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ♠é♠♦✐r❡ ❜♦r♥é❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮
❬❈❛r❧✐♥ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✽❜❪ ♠♦❞✐✜❡ ■▼❇❉P ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ✿ ▼❇❉P✲❖❈ t❡♥t❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❡s à ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r
♣❛rt✐❡❧❧❡✳

▼✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❝❡rt❛✐♥❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ōi✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❣é♥érés ♦♥t
❧❡ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s oi ∈ ōi ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✽✮ ✿

Z it(ai) =
{
zi|ϕi(zi) = ai; ∀ōi ∈ Ω̄i(ai), ∃z

′
i ∈ Z

i
t+1, ∀oi ∈ ōi, ψi(zi, oi) = z′i

}
✭✹✳✺✾✮

❈❡❝✐ ❡st ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ai ∈ A ✿

Z it =
⋃

ai∈Ai

Z it(ai) ✭✹✳✻✵✮



✹✳✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✼✸

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✽ ✿ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭▼❇❉P✲❖❈✮

❉♦♥♥é❡s ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i ∈ I,Z it ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮ ❀ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡ π̃

❘és✉❧t❛t ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i ∈ I, Z̄ti ✭❡t ❧❡✉r ✈❡❝t❡✉rs α✮
●é♥ér❡r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b s❡❧♦♥ π̃✶

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡✷

✴✯ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t i ✯✴
Z it ← ∅✸

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ai ∈ Ai ❢❛✐r❡✹

✴✯ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ai ✯✴
Ω̄i ← ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s(i, b, ai, (Z it+1)i∈I)✺

Z it ← Z
t
i ∪ {zi|ϕi(zi) = ai, ∀ōi ∈ Ω̄i, ∃z

′
i ∈ Z

i
t+1, ∀oi ∈ ōi, ψi(zi, oi) = z′i}✻

❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❣é♥èr❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ Ω̄i ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ωi ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❆✉ ❞é♣❛rt ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
ōi ∈ Ω̄i ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s✱ Ω̄i = {{oi}|oi ∈ Ωi}✳ ❈❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ Ω̄i ❡st ❛ss♦❝✐é
à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ǫ(Ω̄i)✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
ǫ(Ω̄i ∪ Ω̄′

i) ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✾✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✾ ✿ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❉♦♥♥é❡s ✿ ❆❣❡♥t i ❀

❈r♦②❛♥❝❡ b ❀
❆❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ai ❀
❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀j,Zjt ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s

❘és✉❧t❛t ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ Ω̄i ❞✬❛✉ ♣❧✉s maxObs ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✴✯ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❣r♦✉♣❡ ✯✴
Ω̄i ← {{oi}|oi ∈ Ωi}✶

t❛♥t q✉❡ |Ω̄i| > maxObs ❢❛✐r❡✷

✴✯ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ōi ❡t ō′i à ❢✉s✐♦♥♥❡r ✯✴
(ōi, ō

′
i)← argmin{ōi,ō”i}⊂Ω̄i

ǫ(ōi ∪ ō
′
i)✸

✴✯ ❋✉s✐♦♥♥❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ōi ❡t ō′i ✯✴
Ω̄i ← Ω̄i \ {ōi, ō

′
i}✹

Ω̄i ← Ω̄i ∪ {ōi ∪ ō
′
i}✺

❊rr❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ▲✬❡rr❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

ǫ(ōi) = min
zi∈Zi

t

∑

oi∈ōi

max
a−i∈A−i

a=〈ai,a−i〉

∑

o−i∈Ω−i

o=〈oi,o−i〉

Pr(o|b, a) max
z−i∈Z

−i
t

z=〈zi,z−i〉

[

max
z̄i∈Z

i
t

z̄=〈z̄i,z−i〉

V z̄(b, a, o)− V z(b, a, o)

︸ ︷︷ ︸

Li(zi|b,a,o,z−i)

]

✭✹✳✻✶✮
♦ù Li(zi|b, a, o, z−i) ❡st ❧❛ ♣❡rt❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❢❛✐t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r zi ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❧♦❝❛❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é a ❡t r❡ç✉ o ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ b s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts
❢♦♥t z−i✳



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉❡❝✲P❖▼❉P

✹✳✹✳✹ P❇■P

P❇■P ✭P♦✐♥t ❇❛s❡❞ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ Pr✉♥✐♥❣ ✕ ➱❧❛❣❛❣❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✮
❬❉✐❜❛♥❣♦②❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ à
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❆❧♦rs q✉❡ ■▼❇❉P
❡t ▼❇❉P✲❖❈ r❡♠♣❧❛❝❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ P❇■P é✈✐t❡ ❧❛
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❥♦✐♥t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲
❜♦✉♥❞ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡t é❧❛❣❛❣❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶✵✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶✵ ✿ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✭P❇■P✮

❉♦♥♥é❡s ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ Bt ❞❡s maxTrees ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❀
❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜❡s ❧♦❝❛✉① ∀i,Z it+1 ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮

❘és✉❧t❛t ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i,Z it ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮✱ ❛✈❡❝ |Z
i
t | ≤ maxTrees

blacklist ← ∅✶

❙♦✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ K =
∏

iAi × (Z it+1)
Ωi✷

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡ Z it ← ∅✸

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ b ∈ Bt ❢❛✐r❡✹

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❞❡ z = (zi)i∈I = argmaxz∈K\blacklist V
z(b)✺

blacklist ← blacklist ∪ {z}✻

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡ ∀i ∈ I,Z it ← Z
t
i ∪ {zi}✼

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s P❖▼❉P✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ b ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ♣❛r ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❧❡
♠❡✐❧❧❡✉r α ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z s❛♥s é♥✉♠ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✮ ✿ ❝❡❝✐ ét❛✐t ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ♣♦✉r ✉♥❡
❛❝t✐♦♥ a ❞♦♥♥é❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ✈❡❝t❡✉r α′ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ z ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮
à ❛ss♦❝✐❡r ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s o ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o ❀ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
ré❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r❝♦✉r✉ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ t❛✐❧❧❡ |A||Ω|maxTrees ♣❧✉tôt q✉❡ |A|maxTrees |Ω|✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❉❡❝✲P❖▼❉P✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✸✮ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡ ❥♦✐♥ts
ψ(z, o) ♥✬❡st ♣❧✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ψ(z, o) ♣♦✉r ✉♥ o ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❡
❝❤♦✐① ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ψ(z, o′) ♣♦✉r t♦✉t o′ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t oi ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ o ✿
∃i ∈ I, oi = o′i✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t
z ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❇❉P ✉t✐❧✐s❡ ✉❥♥❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥
❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❀ ❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ P❇■P ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

✹✳✹✳✹✳✶ ❖♣ér❛t✐♦♥ ❜r❛♥❝❤

❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ q ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
✕ s♦♥ ❛❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ϕ(z) ∈ A ❀
✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ o✱ ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ψ(z, o) ∈ Zt+1✳

❯♥ ♥÷✉❞ z̃ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ■❧ ♣❡✉t
êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♠♣❧❡t ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳

❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ✜❧s z̃′ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♥ ♥÷✉❞ ♣❛r❡♥t z̃ ♦❜t❡♥✉
❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t z ✭✜❣✉r❡ ✹✳✻✮ ✿

✕ s♦✐t ❡♥ ✜①❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ r❛❝✐♥❡ ϕ(z) = a ∈ A ✿ z̃′ = {z ∈ z̃|ϕ(z) = a} ❀



✹✳✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✼✺

✕ s♦✐t ❡♥ ✜①❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t ψ(z, o) = z′ ∈ Zt+1 ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❥♦✐♥t❡ o ∈ Ω ❞♦♥♥é❡ ✿ z̃′ = {z ∈ z̃|ψ(z, o) = z′}✳

▲❡s ♥÷✉❞s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❥♦✐♥ts ✿ ❞❡s❝❡♥❞r❡
❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ r❡✈✐❡♥t à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❥♦✐♥t ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ❢❡✉✐❧❧❡ ✈❛❧✐❞❡ ✭q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ q✉✬à ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✮ ♦✉
✐♥✈❛❧✐❞❡ ✭q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛r❝♦✉r✐r ❝❡t ❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ♥÷✉❞ ❢❡✉✐❧❧❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❞❡✉① t②♣❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞✬❛r❜r❡s q✉✬✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s
❝♦♥❢♦♥❞r❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✼✮ ✿

✕ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s z ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❀
✕ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s z̃ s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡

❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❥♦✐♥t❡s ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣❛rt✐❡❧s
✭❞é✜♥✐s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡
t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳

❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✭❝♦♥t✐❡♥t✮ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t✳

❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r z

ϕ(z) = a1 a2 ✳ ✳ ✳ ∀k, ak ∈ A

✳ ✳ ✳

ψ(z, ω1) = z1 z2 ✳ ✳ ✳ ∀k, zk ∈ Zt+1

✳ ✳ ✳

ψ(z, ω2) = z1 z2 ✳ ✳ ✳ ∀k, zk ∈ Zt+1

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

{o, o′, o′′} ∈ Ω̄

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ z

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✹✳✶✿ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭♠✐s ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✮ ❡st ♠✐s ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❛rt✐❡❧ q✉✬✐❧ r❡♣rés❡♥t❡
✭♣❛rt✐❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✮ ❀ ❝❡t ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❛rt✐❡❧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❡♥ ❝♦♠♣❧ét❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥♦♥ ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❡ ♥÷✉❞ r❛❝✐♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦♥ s♣é❝✐✜é ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ Z̄t✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♥÷✉❞ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉❡❝✲P❖▼❉P

❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ z ❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z ♣❛rt✐❡❧

Z̄t =
{
z ∈ Z̄t

}

❄

❄ ❄ ❄

o
o′

o′′

❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ z

ϕ(z) = a1 a2 ✳ ✳ ✳ ∈ A

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z ♣❛rt✐❡❧

{
z ∈ Z̄t|ϕ(z)=a1

}

a1

❄ ❄ ❄

o
o′

o′′

❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ z

ϕ(z) = a1 a2 ✳ ✳ ✳ ∈ A
✳ ✳ ✳

ψ(z, o) = z1 z2 ✳ ✳ ✳ ∈ Zt+1

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z ♣❛rt✐❡❧

{

z ∈ Z̄t|
ϕ(z)=a1

ψ(z,o)=z1

}

a1

z1 ❄ ❄

o
o′

o′′

❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ z

ϕ(z) = a1 a2 ✳ ✳ ✳ ∈ A
✳ ✳ ✳

ψ(z, o) = z1 z2 ✳ ✳ ✳ ∈ Zt+1

✳ ✳ ✳

ψ(z, o′) = z1 z2 ✳ ✳ ✳ ∈ Zt+1

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z ♣❛rt✐❡❧

{

z ∈ Z̄t|
ϕ(z)=a1

ψ(z,o)=z1

ψ(z,o′)=z2

}

a1

z1 z2 ❄

o
o′

o′′

❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ z

ϕ(z) = a1 a2 ✳ ✳ ✳ ∈ A
✳ ✳ ✳

ψ(z, o) = z1 z2 ✳ ✳ ✳ ∈ Zt+1

✳ ✳ ✳

ψ(z, o′) = z1 z2 ✳ ✳ ✳ ∈ Zt+1

✳ ✳ ✳

ψ(z, o′′) = z1 z2 ✳ ✳ ✳ ∈ Zt+1

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z ♣❛rt✐❡❧






z ∈ Z̄t|

ϕ(z)=a1

ψ(z,o)=z1

ψ(z,o′)=z2

ψ(z,o′′)=z2







a1

z1 z2 z2

o
o′

o′′

{o, o′, o′′} ∈ Ω̄

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡t ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡



✹✳✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✼✼

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❥♦✉t❡ ϕ(z) = a1 à ❧✬❛r❜r❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

{
z ∈ Z̄t|ϕ(z) = a1

}
✭✹✳✻✷✮

▲❡s ♣r❡♠✐❡r ♥÷✉❞ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ❛❥♦✉t❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ψ(z, o) = z′ à ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♥ ♥÷✉❞ ♣❛r❡♥t ✿

{
z ∈ Z̄t|ϕ(z) = a1, ψ(z, o) = z′1

}
✭✹✳✻✸✮

➚ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦✉❝❤❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦♥♥é ❡t ❞é✜♥✐ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡t
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ ▲❡ ♥÷✉❞ ❝♦❧♦ré r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

{
z|ϕ(z) = a1, ψ(z, o) = z′1, ψ(z, o

′) = z′2, ψ(z, o
′′) = z′2

}
✭✹✳✻✹✮

✹✳✹✳✹✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥

▲✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t z ❞♦✐t êtr❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❞✐✈✐s❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t ❡♥ |I| ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① zi q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✹✳✸✸✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✹✳✷✿ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ψ(z, (o1, o2)) ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r
❧✬❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ψ(z, (o1, o′2)) ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❧♦❝❛❧ ψ1(z1, o1) ❡st ✜①é ✿

ψ(z, (o1, o2)) = (ψ1(z1, o1), ψ2(z2, o2))

ψ(z, (o1, o
′
2)) = (ψ1(z1, o1), ψ2(z

′
2, o2))

}

❞✬♦ù ψ(z, (o1, o2))1 = ψ(z, (o1, o
′
2))1 ✭✹✳✻✺✮

❆✐♥s✐✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❤♦✐s✐ ψ(z, (o1, o2)) ❡t ψ(z, (o′1, o
′
2)) ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ψ1(z1, o1)✱ ψ1(z1, o

′
1)✱

ψ2(z2, o2)✱ ψ2(z2, o
′
2) s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡t q✉❛tr❡ s♦✉s✲❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ✿

✕ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ψ(z, (o1, o2)) ❞é✜♥✐t ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ψ1(z1, o1) ❡t ψ2(z2, o2) ❀
✕ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ψ(z, (o′1, o

′
2)) ❞é✜♥✐t ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ψ1(z1, o

′
1) ❡t ψ2(z2, o

′
2) ❀

✕ ψ(z, (o′1, o2)) = (ψ1(z1, o
′
1), ψ2(z2, o2)) ❀

✕ ψ(z, (o1, o
′
2)) = (ψ1(z1, o1), ψ2(z2, o

′
2))✳

P♦✉r ✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦♥♥é z̃ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ♣❡✉t
êtr❡ ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✿

✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω1 ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s o ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ψ(z, o) ❡st ❞é❥à
✜①é ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❀

✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω2 ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ψ(z, o) ♥✬❡st ♣❛s
❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✜①é ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✸✳

❈❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿ Ω = Ω1∪Ω2✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❛ss✐❣♥é
✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❥♦✐♥t à ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ o✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✈❛❧✐❞❡ ✿
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✸✮✳

■❧ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛ss✐❣♥❡r ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t ♣♦✉r maxi |Ωi| ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡

✸✳ ❈❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ z ❥♦✐♥t ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞é❥à êtr❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t②♣❡
ψi(zi, oi) = z′i ❛✈❡❝ i ∈ I✱ oi ∈ Ωi✱ z

′
i ∈ Zi

t ✳



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉❡❝✲P❖▼❉P

❞é✜♥✐r ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡st❛♥t❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ séq✉❡♥❝❡ Ω̄ = (ω1, . . . , ωmaxi|Ωi|)
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❜❛s❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝
1 +maxi |Ωi| ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 1 + |Ω|✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❡♥ ✜①❛♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s q✉✐ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✿ ❝❡❝✐ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s mini|Ωi| ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s Ω̄✳

❊♥ rés✉♠é✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✉t✐❧✐s❡ 1 + |Ω̄| ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿

ϕ(z) ∈ A ✭✹✳✻✻✮

ψ(z, o) ∈ Zt+1 ∀o ∈ Ω̄ ✭✹✳✻✼✮

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✸✮ ❧✐❡ ❧❡s ψ(z, o) ♣♦✉r ❧❡s maxi |Ωi| − mini |Ωi| ❞❡r♥✐èr❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ Ω̄ ✈✐❛ ❧❡s ψi(zi, oi)✳

✹✳✹✳✹✳✸ ❖♣ér❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞

P♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❤❡✉r✐st✐q✉❡ f(z̃) = V z̃(b) ❞❡ t♦✉t
♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ✿ ✐❧ ❞♦✐t s✬❛❣✐r ❞✬✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r V z(b) ❞✉
♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ z ∈ z̃ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s z̃ ✿ f(z̃) ≥ maxz∈z̃ V

z(b)✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st r❡❧â❝❤é ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ❞❡ Ω2✳ P♦✉r ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ k(a, o, z′) ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦✉s✲❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ✿

f(˜̃z) = R(b, a) + γ
∑

o∈Ω1

O(o|b, a)
[
αψ(z̃,o) · τ(b, a, o)

]
+ γ

∑

o∈Ω2

O(o|b, a) max
z′∈Zt+1

[αz′ · τ(b, a, o)]

✭✹✳✻✽✮

= R(b, a) + γ
∑

o∈Ω1

k(a, o, ψ(z̃, o)) + γ
∑

o∈Ω2

max
z′∈Zt+1

k(a, o, z′) ✭✹✳✻✾✮

= g(z̃) + h(z̃) ✭✹✳✼✵✮

♦ù O(o|b, a) = Pr(Ot+1 = o|Bt = b, At = a)✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❆✯ ❝♦♠♣♦sé❡
❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❡①❛❝t❡ g(z̃) ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ h(z̃)✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦ q✉❛♥❞ ❝❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t tr♦✉✈é ❥✉sq✉✬❛❧♦rs✳

▲❡s k(a, o, z′) s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ♣♦✉r b ✿

k(a, o, z′) = αz
′
· τ(b, a, o) ✭✹✳✼✶✮

❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶✶✮ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❡s
k(a, o) = maxz′∈Zt+1

k(a, o, z′)✳

✹✳✹✳✹✳✹ ❉ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐❣♥♦rés ❡♥
♣r❡♠✐èr❡ ❧❡❝t✉r❡✳

❉♦✉❜❧♦♥s ❈♦♠♠❡ ▼❇❉P✱ P❇■P é✈✐t❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❜r❡s ✭✈♦✐r
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ P❇■P ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ blacklist ❞❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts ❞é❥à sé❧❡❝t✐♦♥♥és ✿
❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❡①❝❧✉ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ z /∈ blacklist ❡st ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s
❧❡s ♥÷✉❞s t❡r♠✐♥❛✉① ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡ts✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r



✹✳✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✼✾

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶✶ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❉♦♥♥é❡s ✿ ❈r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ b ❀

❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥ts Zt+1 ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮ ❀
❘és✉❧t❛t ✿ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s k(a, o, z′) ❡t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s k(a, o)
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ a ∈ A✱ o ∈ Ω ❢❛✐r❡✶

b′ ← τ(b, a, o)✷

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ z′ ∈ Zt+1 ❢❛✐r❡✸

k(a, o, z′)← αz
′
· b′✹

k(a, o)← maxz′∈Zt+1
k(a, o, z′)✺

▼❇❉P✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ maxTrees t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ é✈✐t❡ ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ▼❇❉P ✿ ❞❛♥s ▼❇❉P✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❛✉❝✉♥
❛r❜r❡ ❥♦✐♥t z ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ♥❡ s♦✐t sé❧❡❝t✐♦♥♥é ✭s✐ ✭✹✳✺✸✮ ❡st ✈ér✐✜é✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ♠♦✐♥s q✉❡ maxTrees ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s
❛❣❡♥ts✳

❙tr❛té❣✐❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥s
❛s♣❡❝ts ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ ✿ ❧❡s ❡♥❢❛♥ts ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦♥♥é ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és
❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é✈✐té ♣❛r
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❛❜♦r❞✳

❙tr❛té❣✐❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❉✬❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐✲
s❛❣é❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✈r❛✐t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
✐♥❢ér✐❡✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ ✿ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ P❇■P✴❇❡❋❙ ✭♣♦✉r ❇❡st ❋✐rst ❙❡❛r❝❤✮✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s t❡sté ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✿ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ r❡st❡
❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉rs ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳

✹✳✹✳✹✳✺ ❆♥❛❧②s❡

P♦✉r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡s |A||Ω|maxTrees |I| ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ✭♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
t✉♣❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✮ ✿ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ |S|2✳ P✉✐s ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❢❛✐t❡ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❢❡✉✐❧❧❡s
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st |A|maxTrees |I|ω ❛✈❡❝ ω = |Ω̄| = maxi|Ωi|✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ❞✬✉♥
♥÷✉❞ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❡♥ |Ω|✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❉P ❡st ❡♥ ✿

maxTrees|A||Ω|
[

maxTrees |I||S|2 +maxTrees |I|ω
]

✭✹✳✼✷✮

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ■▼❇❉P ❡t ▼❇❉P✲❖❈✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❤é♦r✐q✉❡ r❡st❡ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ maxi |Ωi| ♠❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st é❧❛❣✉é❡✳ ❉❛♥s
❧❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ P❇■P rés♦✉t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s q✉❡ ▼❇❉P
❡t tr♦✉✈❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡
❬❉✐❜❛♥❣♦②❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ❡❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡
❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s P❖▼❉P✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡①❛❝t❡ ♦✉ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉❡❝✲P❖▼❉P

♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ rés♦❧✉ ❛✈❡❝ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦♥❞éré❡s ❬❑✉♠❛r ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✶✵❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝❤❡r✲
❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
❞❡ ◆❛s❤✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❛r ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡
♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❛r❜r❡s zi ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲
❜♦✉♥❞✳

✹✳✹✳✺ P❇■P✲■P●

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ■P● ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✮ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ❬❆♠❛t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ❙✐ ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts St ♥❡ s♦♥t
♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❝♦♥s✐❞éré✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ♣❡✉t✲êtr❡
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ét❛ts St+1 ∈ Si(b, ai, oi) ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ oi
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ zi ❞✬❛❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ai ✿

Si(b, ai, oi) =
{
s′ ∈ S|∃(s, a−i, o−i) ∈ S ×A−i × Ω−i,J (s

′, 〈oi, o−i〉|s, 〈ai, a−i〉)b(s) 6= 0
}

✭✹✳✼✸✮

Zt+1
i (ai, oi) =

{

z′i ∈ Z
t+1
i |∃b′i ∈ ∆(Si(b, ai, oi)×Z

t+1
i ), V z′i(bi) ≥ max

z̄′i∈Z
t+1
i \{z′i}

V z̄′i(bi)

}
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❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❇■P✲■P● ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t P❇■P✳ ▲❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ o ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ a ❡st r❡❝❤❡r❝❤é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

Zt+1(b, a, o) =
∏

i∈I

Zt+1
i (b, ai, oi) ✭✹✳✼✺✮

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❡♥ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à
❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✜①❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✭maxTrees✮ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦✲
❝❛❧❡s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❞♦✐t ❝♦♥s❡r✈❡r à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥♥❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉r ❧❡s ét❛ts ❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é✱
❝❤❡r❝❤❡♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t z✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✭✹✳✶✸✮ r❡♥❞ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t z ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t ✿
✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❇■P ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ■❧ rés♦✉t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❬❉✐❜❛♥❣♦②❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❝❡ q✉✐ ♦✉✈r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ à ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s ♦✉ ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❬❑✉♠❛r ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✶✵❪ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❝❡s ❧✐♠✐t❡s ❡t ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r
❧❡s ❧❡✈❡r ✿

✕ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ✭✺✳✹✮ ❀
✕ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① à ✉♥ ✐♥st❛♥t t ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐✲

♠✐s❛t✐♦♥ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❀



✹✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✽✶

✕ ❡♥ ❧❡✈❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞érés q✉✐ ♣❡✉① êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐✲
r❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ maxTrees s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉①
❝♦✉✈r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ✉t✐❧❡s✳



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉❡❝✲P❖▼❉P



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

✽✸





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙♦♠♠❛✐r❡
✺✳✶ ▲✐♠✐t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✶✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✶✳✷ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✷ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✷✳✶ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✷✳✷ ◆♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡
❧✬❛rt✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z it ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z it+1 ❞❡ s♦✉s✲❛r❜r❡s✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ✭▼❇❉P✱ ■▼❇❉P✱ ▼❇❉P✲❖❈ ❡t P❇■P✮ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ✭❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳✶✮✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Bt ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b à ❧✬✐♥st❛♥t t ✜①é✱ ✐❧s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i✱ ❛✉ ♣❧✉s maxTrees ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① zi ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts z ♦♣t✐♠❛✉①
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✳ ▲❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐✛èr❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✿

✕ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t z ✭♦✉ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✮ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
❝r♦②❛♥❝❡ b ❞♦♥♥é ❡st r❡❝❤❡r❝❤é ✭♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✱ ❧✐❣♥❡ ✹✮ ❀

✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ blacklist ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❝❧✉❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❝♦♥str✉✐t à ❧❛ ❧✐❣♥❡
✺✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳✶ ✿ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❣é♥ér✐q✉❡
❉♦♥♥é❡s ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ Bt ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❀

❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i,Z it+1 ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮
❘és✉❧t❛t ✿ ∀i,Z it ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮
blacklist ← ∅✶

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡ Z it ← ∅✷

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ b ∈ Bt ❢❛✐r❡✸

z = (zi)i∈I ← ❧♦♦❦❛❤❡❛❞(b, (Z it+1)i∈I , blacklist)✹

blacklist ← blacklist ∪ ❢✐❧tr❡(z)✺

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡ Z it ← Z
t
i ∪ {zi}✻

❘❡♠❛rq✉❡✿ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ blacklist ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❝❧✉❡s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✲

✽✺



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ✿ ❧✬✐❞é❡
❡st q✉✬✐❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❛r❜r❡s s♦✉s✲♦♣t✐♠❛✉① q✉✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡✳ P♦✉r ▼❇❉P✱ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s zi ❧♦❝❛✉① ❞é❥à sé❧❡❝t✐♦♥♥és s♦♥t ❡①❝❧✉s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✹

blacklist ← blacklist ∪
{
〈zi, z

′
−i〉
∣
∣i ∈ I, z′−i ∈ Ai × (Z it+1)

Ωi
}

✭✺✳✶✮

P♦✉r P❇■P✱ s❡✉❧s ❧❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts z ❞é❥à sé❧❡❝t✐♦♥♥és s♦♥t ❡①❝❧✉s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡

blacklist ← blacklist ∪ {z} ✭✺✳✷✮

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞ét❛✐❧ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ✭✈♦✐r
s❡❝t✐♦♥s ✹✳✹✳✷ ❡t ✹✳✹✳✹✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✮✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r P❇P●✱
♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ✐♥❢ér✐❡✉r à maxTrees ❝♦♥s✐st❡
à ❣é♥ér❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❬❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛❪✳

✺✳✶ ▲✐♠✐t❡s

✺✳✶✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳ ▲❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❡①❛❝t
♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs α ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts z ∈ Zt =

∏

i∈I Z
i
t

sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts ✿ |Zt| ≤ maxTrees |I|✳
❈❡s ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♠✐t❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ maxTrees ✳

✺✳✶✳✷ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥

❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥és
❡t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✺✳

▲❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ▼❇❉P ❡t s❡s ❞ér✐✈és ❛✐♥s✐ q✉❡ ❉❡❝❘❙P■ s♦♥t ❞❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ pt ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬ét❛t St ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ✈✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬✐♥st❛♥t t = 0 q✉❛♥❞ ❧❡s ❛❣❡♥ts s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ π̃ ❞♦♥♥é❡ ✿

b(s) ≈ pt(s) = Pr(St = s|π̃, B0 = b0) ✭✺✳✸✮

❙✬✐❧ s✬❛❣✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ St✱ ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ré❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡s ✭♥✐ ❞❡ ❧❡✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✮ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬ét❛t St ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ q✉❛♥❞ ❧✬❛❣❡♥t s✉✐✈r❛✐t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✈✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬✐♥st❛♥t t ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❥♦✐♥t Ht ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts P❖▼❉P ✿

b(s) = Bt(s) = Pr(St = s|B0 = b0, π̃, Ht) ✭✺✳✹✮

❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ pt ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ π̃
❞♦♥♥é❡✱ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ pt s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

✹✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts z✱ ❞♦♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❧♦❝❛❧ zi ❛ ❞é❥à été sé❧❡❝t✐♦♥♥é s♦♥t ❡①❝❧✉s ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

✺✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❞✐s❝✉tés ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳



✺✳✷✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✽✼

❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❞✐✛ér❡♥ts ✿

b =
1

M

M∑

k=1

δxk ❛✈❡❝ ∀k, xk ∼ pt ✭✺✳✺✮

♦ù δx ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡♥ x✱ ❞é✜♥✐❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ✻ ♣❛r ✿

δx(x
′) =

{

+∞✱ s✐ x = x′

0✱ s✐♥♦♥

❛✈❡❝
∫ +∞

−∞
δx(x

′) dx′ = 1

❈❡s ♣♦✐♥ts b ❡st✐♠❡♥t ❜✐❡♥ pt ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛ss❡③ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ✿ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ pt
❡t ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t q✉❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝
❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té ❀ q✉❛♥❞ N ❡st ❣r❛♥❞ ❧❡s ♣♦✐♥ts b ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs pt ♣r❡sq✉❡
sûr❡♠❡♥t✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣❛r ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✿
✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❝♦♥s✐❞érés✱ é❣❛❧ à maxTrees ✱ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡
❡t ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦✉✈r❡♥t ♠❛❧ ❧✬❡s♣❛❝❡ ∆S ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉r ❧❡s ét❛ts ❀

✕ ❧❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té
❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛r❜r❡s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡✳

❈❡s ♣♦✐♥ts s❡r♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ♦ù ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡s rés♦✉❞r❡ s❡r❛ ♣r♦♣♦sé❡✳

✺✳✷ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦♣♣♦sé❡s ♣♦✉r ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P q✉✐
s✬❛tt❛q✉❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ❧✐♠✐t❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬é✈♦q✉❡r✳

✺✳✷✳✶ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❡r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♠❛✐s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❡♥ tr♦✉✈❛♥t ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ q✉✐ ❛ ❣é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t été rés♦❧✉ ♣❛r é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❇■P ✹✳✹✳✹ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❬❑✉♠❛r ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✶✵❪✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐✲
❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t
❛✐♥s✐ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡ ♣r♦♣♦s ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞✬✉♥ éq✉✐✲
❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ à P❇P● ❬❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛❪ ❡t ❉❡❝❘❙P■
❬❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜❪✳

✻✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ δx(φ) = φ(x), ∀φ✳



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✺✳✷✳✷ ◆♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s
❡ss❛②♦♥s ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
s✉♣ér✐❡✉r ❡♥ ♥♦✉s ❛tt❛q✉❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐é à ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❡t à ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ♣❡r♠❡t
❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❡✉t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é

❙♦♠♠❛✐r❡
✻✳✶ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✻✳✷ ➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✻✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✻✳✷✳✷ ▼❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✻✳✷✳✸ ❱❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✻✳✷✳✸✳✶ ➱♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✻✳✷✳✸✳✷ P❇P● ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✻✳✷✳✸✳✸ ❉❡❝❘❙P■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✷✳✸✳✹ ❙②♥t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✻✳✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✷✳✹✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ t✐❣r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✷✳✹✳✷ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❇♦① P✉s❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✷✳✹✳✸ ❘és✉♠é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻✳✷✳✺ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

▲❡ ❝÷✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ q✉✐
❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t z ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t b ❞♦♥♥é ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✮✳ ❈❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t été rés♦❧✉ ♣❛r é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❬❙❡✉❦❡♥ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✼❜❪✳
❉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞
❬❉✐❜❛♥❣♦②❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ♦♥t été ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s✳ P♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st tr♦♣
✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❛❝t❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✿
❧✬❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ❡st r❡❝❤❡r❝❤é ❝♦♠♠❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤✳

✽✾



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é

✻✳✶ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❝❤❡r❝❤❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡
♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z it+1 ✿

argmax
z∈Z̄i

t\blacklist

V z(b) ❛✈❡❝ Z̄ it =
∏

i∈I

Ai × (Z it+1)
Ωi ✭✻✳✶✮

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ maxTrees ✐♥✢✉❡ ❡♥ ❞❡✉① ❡♥❞r♦✐ts s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✿
✕ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✶✮✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡
∏

i∈I |A| ×maxTrees |Ωi| ❀
✕ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s maxTrees |I| ✈❡❝t❡✉rs α✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ maxTrees ❡t ❛ ❧✬✐♠♣❛❝t ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t
s✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ▼❇❉P✱ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬é♥✉✲
♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❬❙❡✉❦❡♥ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✼❜❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝
✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❉❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✱ ■▼❇❉P ❡t ▼❇❉P✲❖❈✱ ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ♣r♦♣♦✲
sé❡s✱ q✉✐ r❡str❡✐❣♥❛✐❡♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ r❡str❡✐♥t s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r
✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s✳

❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r✱ ❉✐❜❛♥❣♦②❡ ❛ r❡❝♦♥♥✉
❡♥ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❬❉✐❜❛♥❣♦②❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❡t ❛ ♣r♦♣♦sé
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té r❡st❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ♠ê♠❡
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
maxTrees ❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❥✉s✲
t✐✜♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡ très s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✱
♠❛✐s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s é✈♦❧✉é❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥té❡s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳

✻✳✷ ➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧✬❛r❜r❡
❥♦✐♥t z ❝♦♠♠❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❉❡❝❘❙P■ ❡t P❇P●✳

✻✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✭✻✳✶✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❞♦♥♥é❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❥❡✉
❝♦♦♣ér❛t✐❢✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ❡st ✉♥ ❥♦✉❡✉r q✉✐ ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❛r❜r❡ ❧♦❝❛❧✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t
❡✛❡❝t✉❡r ❧❡✉r ❝❤♦✐① ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s à
✈❡♥✐r ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts✳

P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❥❡✉ ❝♦♦♣ér❛t✐❢
❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ 〈I, (Āi)i∈I , (ui)i∈I〉 ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✾ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✮ ✿

✕ ❧❡s ❥♦✉❡✉rs s♦♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts i ∈ I ❀



✻✳✷✳ ➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✾✶

✕ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i s♦♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s

z̄i ∈ Āi = Ai × (Z it+1)
Ωi ✭✻✳✷✮

❞♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s s♦♥t ❞❛♥s Z it+1 ❀
✕ ❧✬✉t✐❧✐té u(q) ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ q ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ♣♦✉r ❧❛
❝r♦②❛♥❝❡ b ❞♦♥♥é❡✱

u(z) = V z(b) ✭✻✳✸✮

❯♥ ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❡st ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❝❡ ❥❡✉ ❜❛②és✐❡♥✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ✿ ❝❡❝✐

s✐♠♣❧✐✜❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❯♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ❡st r❡❝❤❡r❝❤é ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✻✳✶✱ ✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✾✮✳ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ✭❧✐❣♥❡ ✶✸✮ ❞✬✉♥
❛❣❡♥t i ❞♦♥♥é ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ré♣été❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡M ❞❡ ❢♦✐s ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥ts ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts ✐♥✐t✐❛✉① ❛❧é❛t♦✐r❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ blacklist ❡st r❡t❡♥✉❡ ✭❧✐❣♥❡ ✶✾✮✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
▼❇❉P✴◆❊ ✭♣♦✉r ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✕ ➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✶ ✿ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ✭▼❇❉P✴◆❊✮
❉♦♥♥é❡s ✿ P♦✐♥t b ❀

❊♥s❡♠❜❧❡s ∀i,Z it+1 ❞❡ s♦✉s✲❛r❜r❡s ❀
❊♥s❡♠❜❧❡ blacklist ❞❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts ❡①❝❧✉s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❀
◆♦♠❜r❡ M ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❀
◆♦♠❜r❡ K ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣❛ss❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳

❘és✉❧t❛t ✿ z ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤
(z, v)← (null,−∞)✶

♣♦✉r k = 1 à M ❢❛✐r❡✷

✴✯ ●é♥ér❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ z′ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✯✴
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡✸

ϕ(z′i)← ❛❧é❛t♦✐r❡(Ai)✹

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ oi ∈ Ωi ❢❛✐r❡✺

ψ(z′i, oi)← ❛❧é❛t♦✐r❡(Z it+1)✻

v′ ← V z′(b)✼

✴✯ ❈❤❡r❝❤❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✯✴
flag ← true✽

k ← 0✾

t❛♥t q✉❡ flag ❡t k < K ❢❛✐r❡✶✵

flag ← false✶✶

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡✶✷

(z′′i , v
′′)← ♠❡✐❧❧❡✉r❡❘é♣♦♥s❡(i, z′−i, b,Z

i
t+1)✶✸

s✐ v′′ > v′ ❛❧♦rs✶✹

flag ← true✶✺

z′i ← z′′i✶✻

v′ ← v′′✶✼

k ← k + 1✶✽

s✐ z′ 6= null ❡t z′ /∈ blacklist ❡t v′ > v ❛❧♦rs (z, v)← (z′, v′)✶✾



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é

❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❛✉ss✐ été ♣r♦♣♦sé❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❑✉♠❛r ❡t ❛❧✳
❬❑✉♠❛r ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✶✵❪ ❡t ❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜✱ ❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛❪✳

✻✳✷✳✷ ▼❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡

▲❡ ❝÷✉r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ zi ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ét❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❡t ❧❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts z−i ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ✿

max
zi∈Ai×(Γi

t+1)
Ωi

a=ϕ(〈zi,z−i〉)

[

R(b, a) + γ
∑

o∈Ω

O(o|b, a)V ψ(z,o)(τ(b, a, o))

]

✭✻✳✹✮

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s P❖▼❉P✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ai × (Γit+1)
Ωi ♣♦✉r

tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r zi ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ai ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ψ(zi, oi) ❡st
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ oi ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❡✣❝❛❝❡✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❡t ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❝♦♥❥♦✐♥t z−i✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥té❣r❡r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦♥❥♦✐♥t z−i ❞❛♥s ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ b ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ bi ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

bi(s, z̄−i) =

{

b(s) s✐ z−i = z̄−i

0 s✐♥♦♥
✭✻✳✺✮

❚r♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❧♦❝❛❧ zi ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣♦✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ bi ❞❡
❧✬❛❣❡♥t i ❞❛♥s ❧❡s P❖▼❉P s✉❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✸✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✸✮ ✿

max
ai∈Ai

a=〈ai,ϕ−i(z−i)〉

[

R(b, a) + γ
∑

oi∈Ωi

max
z′i∈Z

i
t+1

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥i(b,a,oi,z
′
i)

︷ ︸︸ ︷
∑

o−i∈Ω−i

o=〈oi,o−i〉
z′−i=ψ−i(z−i,o−i)

z′=〈z′i,z
′
−i〉

∑

s′∈S

J (s′, o|b, a)αz
′
(s)
]

✭✻✳✻✮

❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ |Ai||Ω||Z it+1||S|
2 s♦✐t |Ai||Ω|maxTrees|S|2 ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à

❧❛r❣❡✉r ❜♦r♥é❡ ♣❛r maxTrees ✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✷ ✿ ▼❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ✭▼❇❉P✴◆❊✮
❉♦♥♥é❡s ✿ ❆❣❡♥t i ❀

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝♦♥❥♦✐♥t z
i
❀

P♦✐♥t b ❀
❊♥s❡♠❜❧❡s ∀i,Z it+1 ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛✉①

❘és✉❧t❛t ✿ ▼❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ zi ❀
❱❛❧❡✉r v = V z(b) ❛ss♦❝✐é❡

(zi, v)← (null,−∞)✶

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ai ∈ A ❢❛✐r❡✷

(z̄i, v̄)← ♠❡✐❧❧❡✉r❡❘é♣♦♥s❡P♦✉r❯♥❡❆❝t✐♦♥(i, z−i, b,Z it+1, ai)✸

s✐ v > v̄ ❛❧♦rs (zi, v)← (z̄i, v̄)✹



✻✳✷✳ ➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✾✸

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✸ ✿ ▼❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ✭▼❇❉P✴◆❊✮
❉♦♥♥é❡s ✿ ❆❣❡♥t i ❀

❆r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝♦♥❥♦✐♥t z
i
❀

P♦✐♥t b ❀
❊♥s❡♠❜❧❡s ∀i,Z it+1 ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❀ ❆❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ai

❘és✉❧t❛t ✿ ▼❡✐❧❧❡✉r ré♣♦♥s❡ zi ❛✈❡❝ ϕi(zi = ai) ❀
❱❛❧❡✉r v = V z(b) ❛ss♦❝✐é❡

ϕi(zi)← ai✶

v ← R(b, 〈ai, ϕ−i(z−i)〉)✷

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ oi ∈ Ωi ❢❛✐r❡✸

✴✯ ❈❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦✉s✲❛r❜r❡ ♣♦✉r oi ✯✴
c← −∞✹

ψi(zi, oi)← null✺

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ z′i ∈ Z
i
t+1 ❢❛✐r❡✻

c′ ← ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥i(b, a, oi, z′i)✼

s✐ c′ > c ❛❧♦rs✽

c← c′✾

ψi(zi, oi)← z′i✶✵

✴✯ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ♣♦✉r ψi(zi, oi) ✯✴
v ← v + γc✶✶

✻✳✷✳✸ ❱❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤
♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠✲
♠❡♥t✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛✐s ♣❛r❝♦✉rt ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s✳ P❇P● ✭P♦✐♥t ❇❛s❡❞ P♦❧✐❝② ●❡♥❡r❛t✐♦♥✮ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s
❡t ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❬❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛❪✳ ❉❡❝❘❙P■ ❬❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜❪ s❡
❜❛s❡ s✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s
❧♦✐s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛t✐❢ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✻✳✷✳✸✳✶ ➱♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s

❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ♣❛r❝♦✉rt ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s P❇P●✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❬❑✉♠❛r ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✶✵❪ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✹✮✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ a ∈ A✱ ❡❧❧❡ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡s δi ∈ (Ai)

Ωi ♣❛r
éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤✳ ▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ❡st r❡t❡♥✉❡✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ❢♦rt❡♠❡♥t à P❇P● ♠❛✐s tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞ét❡r✲
♠✐♥✐st❡s ✿ ❝♦♠♣❛ré à ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❡❧❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧❡ ❥❡✉ ❡♥ |A| s♦✉s ❥❡✉① ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥
❥♦✐♥t❡ a ∈ A✳ ❈❡❝✐ ré❞✉✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ♠❛✐s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥❡✉①
à rés♦✉❞r❡✳

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❤❛♥❣❡r ❞✬❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ai ❧♦rs
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✹ ✿ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ✭❑✉♠❛r✷✵✶✵✮
❉♦♥♥é❡s ✿ P♦✐♥t b ❀

❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦✉s✲❛r❜r❡s ∀i,Z it+1 ❀
◆♦♠❜r❡ M ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❀
❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts ❡①❝❧✉s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ blacklist ✳

❘és✉❧t❛t ✿ ❆r❜r❡ ❥♦✐♥t z ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤
(z, v)← (null,−∞)✶

♣♦✉r k = 1 à M ❢❛✐r❡✷

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ a′ ∈ A ❢❛✐r❡✸

✴✯ ●é♥ér❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ δ′ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✯✴
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡✹

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ oi ∈ Ωi ❢❛✐r❡✺

δ′(oi)← ❛❧é❛t♦✐r❡(Z it+1)✻

v′ ← V (a′,δ′)(b)✼

✴✯ ❈❤❡r❝❤❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✯✴
flag ← true✽

t❛♥t q✉❡ flag ❢❛✐r❡✾

flag ← false✶✵

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡✶✶

(z′′i , v
′′)← ♠❡✐❧❧❡✉r❡❘é♣♦♥s❡(i, a′, z′−i, b,Z

i
t+1)✶✷

s✐ v′′ > v′ ❛❧♦rs✶✸

flag ← true✶✹

δ′i ← δ′′i✶✺

v′ ← v′′✶✻

z′ ← (a′, δ′)✶✼

s✐ z′ 6= null ❡t z′ /∈ blacklist ❡t v′ > v ❛❧♦rs (z, v)← (z′, v′)✶✽

♥❡ ♣❛s êtr❡ ✈✐s✐té❡s✳

✻✳✷✳✸✳✷ P❇P●

❉❛♥s P❇P● ❬❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛❪✱ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❝❤❡r❝❤é❡s s♦♥t à ❧❛r❣❡✉r ❜♦r♥é❡
maxTrees ♠❛✐s s♦♥t st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✿ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ❧✬ét❛t Zit ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ Z it ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ maxTrees ✱ Zit ∈ Z

i
t ❛✈❡❝ |Z

t
i | ≤ maxTrees ✳ ❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ zi ∈ Z it

❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ai = ϕi(zi) ❡t à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡ ♥÷✉❞
s✉❝❝❡ss❡✉r ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ψi(a′i|zi, oi) ✿

Ait+1 = ϕ(Zit) ✭✻✳✼✮

Zit+1 ∼ ψi(Z
i
t , O

i
t+1) ✭✻✳✽✮

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ét❛t ❥♦✐♥t z ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ a ❡t r❡t✐❡♥t ❧❡
♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s✳ P♦✉r ✉♥ a ❞♦♥♥é✱ z ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✬ét❛t
✐♥t❡r♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ xi ✿

xi(z
′
i|oi) = ψi(a

′
i|zi, oi) ✭✻✳✾✮



✻✳✷✳ ➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✾✺

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✺ ✿ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ✭P❇P●✮
❉♦♥♥é❡s ✿ P♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❀

❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ét❛ts Z it+1 à ❧✬✐♥st❛♥t t+ 1 ❀
➱t❛t ❧♦❝❛✉① ∀i, zi à ❧✬✐♥st❛♥t t ♣♦✉r b

❘és✉❧t❛t ✿ ➱t❛ts ❧♦❝❛✉① ∀i, zi✳
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ a ∈ A ❢❛✐r❡✶

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❡r x ❝♦♠♠❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ♣♦✉r a ✯✴
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡ xi ← ❛❧é❛t♦✐r❡((∆Z it+1)

Ωi)✷

ré♣ét❡r✸

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡✹

❈❛❧❝✉❧❡r xi à ♣❛rt✐r ❞❡ x−i ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✻✳✶✵✮✺

❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✻

✴✯ ❈♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛r❜r❡ ❥♦✐♥t za ✯✴
za ← (a, x)✼

va ← V z(b)✽

✴✯ ❈♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✯✴
a← argmaxa∈A va✾

z ← za✶✵

▲✬ét❛t ❥♦✐♥t z ♣♦✉r ✉♥❡ ❥♦✐♥t❡ ❛❝t✐♦♥ a ❞♦♥♥é❡ ❡st ❝❤❡r❝❤é ❝♦♠♠❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤✳ ▲❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ xi ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ét❛♥t ❞♦♥♥é x−i ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

♠❛①✐♠✐s❡r ǫ ✭✻✳✶✵✮

s✳t✳ V π
t (b) + ǫ ≤

∑

s′∈S,o∈Ω

J (s′, o|b, a)
∑

z

xi(z
′
i|oi)x−i(z

′
−i|o−i)V

z′

t+1(s
′)

xi ∈ (∆Z it+1)
Ωi ∀i ∈ I

✻✳✷✳✸✳✸ ❉❡❝❘❙P■

❉❡❝❘❙P■ ✭❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❘♦❧❧♦✉t ❙❛♠♣❧✐♥❣ P♦❧✐❝② ■t❡r❛t✐♦♥✮ ❬❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜❪ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ q✉❡ P❇P● ♠❛✐s ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞✉ s②stè♠❡
♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à s✐♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡
q✉❛♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✉
s②stè♠❡✳

▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✐♥t z = (z1, . . . , zn) ❝♦♠♠❡
✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ s✉r t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①✱ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✸✮✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
P❇P●✱ ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❥♦✐♥t❡ a ∈ A✳

P♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ▼❇P❉ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✬ét❛ts b s♦♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ St ♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ π̃ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✻✳✼✮ ✿

b(s) ≈ Pr(St = s|B0 = b0, π̃) ✭✻✳✶✶✮

❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ (sk)1≤k≤N ❞✬ét❛ts ✿

b =
1

N

N∑

n=1

δsk ✭✻✳✶✷✮



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✻ ✿ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✭❉❡❝❘❙P■✮
❉♦♥♥é❡s ✿ P♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❀

❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉① ∀i,Z it+1 à ❧✬✐♥st❛♥t t+ 1
❘és✉❧t❛t ✿ ➱t❛ts ❧♦❝❛✉① z à ❧✬✐♥st❛♥t t
✴✯ ❈❤♦✐s✐r z ❛❧é❛t♦✐r❡♠♠❡♥t ✯✴
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡ zi ← ❛❧é❛t♦✐r❡(Ai × (∆Z it+1)

Ωi)✶

✴✯ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✯✴
ré♣ét❡r✷

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡✸

zi ← ♠❡✐❧❧❡✉r❘é♣♦♥s❡(b, i, z,Z it+1)✹

❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✺

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✼ ✿ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❉❡❝❘❙P■✮
❉♦♥♥é❡s ✿ ❈r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ b0 ❀

P❛r❛♠ètr❡s maxTrees ❀
P♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ π̃ = (ν, ψ, ϕ)

❘és✉❧t❛t ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ∀t, Bt ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
♣♦✉r t = 1 à T ❢❛✐r❡ Bt ← ∅✶

♣♦✉r k = 1 à maxTrees ❢❛✐r❡✷

♣♦✉r t = 1 à T ❢❛✐r❡ bt ← 0✸

✴✯ ●é♥ér❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t ✯✴
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ n = 0 à N ❢❛✐r❡✹

✴✯ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✯✴
➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r s s❡❧♦♥ b0✺

z ← ν(b0)✻

✴✯ ❙✐♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✯✴
♣♦✉r t = 1 à T ❢❛✐r❡✼

✴✯ ❯♥❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✯✴
a← ϕ(z)✽

➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r (′s, o) ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s (s, a)✾

❚✐r❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ z s❡❧♦♥ ψ(·|z, o)✶✵

s← s′✶✶

✴✯ ❆❥♦✉t❡r ❧✬ét❛t s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ bt ✯✴
bt ← bt +

1
N
δs✶✷

✴✯ ❆❥♦✉t❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❣é♥érés ✯✴
♣♦✉r t = 1 à T ❢❛✐r❡ Bt ← Bt ∪ {bt}✶✸

▼❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i
ét❛♥t ❞♦♥♥é ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ai ∈ Ai ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ rè❣❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲♥÷✉❞s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ∀z′i, oi, xi(z

′
i|oi) = π(z′i|zi, oi) ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡



✻✳✷✳ ➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✾✼

✻✳✽✮ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

♠❛①✐♠✐s❡
∑

oi∈Ωi

∑

z′i∈Z
i
t+1

Φi(oi, z
′
i)xi(z

′
i|oi) ✭✻✳✶✸✮

s✉❥❡t à xi ∈ (∆Z it+1)
Ωi ✭✻✳✶✹✮

♦ù Φ(oi, z
′
i) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❧♦❝❛❧ z′i ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i à ❧❛ ✈❛❧❡✉r V z(b) s✐

z′i ❡st ✉t✐❧✐sé ❛♣rès ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ oi

Φi(oi, z
′
i) =

∑

s′∈S

∑

o−i∈Ω−i

o=〈oi,o−i〉

∑

z′−i∈Z
−i
t+1

J (s′, o|b, a)ψ−i(z
′
−i|z−i, o−i)V

〈z′i,z
′
−i〉(s′) ✭✻✳✶✺✮

V z(s) =
∑

oi∈Ω

∑

z′i∈Z
i
t+1

ψi(z
′
i|zi, oi)Φi(oi, z

′
i) ✭✻✳✶✻✮

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✽ ✿ ▼❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ✭❉❡❝❘❙P■✮
❉♦♥♥é❡s ✿ ❈r♦②❛♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ b ❀

❆❣❡♥t i ❀
➱t❛t ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✐♥t z ❀
❊♥s❡♠❜❧❡s Z it+1 ❞❡s ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s ❧♦❝❛✉① ❧✬❛❣❡♥t i à ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳

❘és✉❧t❛t ✿ zi ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i
Z̄ it ← ∅✶

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ai ∈ Ai ❢❛✐r❡✷

Φ̂i ← ❡st✐♠❛t✐♦♥(b, ai, z−i)✸

xi ← rés♦✉❞r❡▲P ✭✻✳✶✸✮✹

Z̄ it ← Z̄
t
i ∪ {(ai, xi)}✺

zi ← argmaxzi∈Z̄i
t
Rollout(b, 〈zi, z−i〉)✻

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Φ(oi, z′i) s♦♥t
❡st✐♠és ♣❛s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✾✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r V z(b) ❡st ❡st✐♠é❡ ♣❛r é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❬❉♦✉❝❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘♦❧❧♦✉t✮✳

❖✉tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❉❡❝❘❙P■ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ P❇P●
❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥t ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✉ ♠♦✐♥s
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts ✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡
▼❇❉P ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ✉♥
✈❡❝t❡✉r α ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ❡t ♣❛r❝♦✉r❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉❡❝❘❙P■ ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✼ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ♥♦♠❜r❡ |I| ❞✬❛❣❡♥ts✳ ❈❡❝✐ rés✉❧t❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

✕ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts z ∈ Z it ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z it ❞✬❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❝♦♥s✐❞érés ❡t ♣❛s é✈❛❧✉és ❀

✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s a ∈ A ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❝♦✉r✉ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à P❇P● ❀
✕ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs α ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧és ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s o ∈ Ω ♥✬❡st ❞♦♥❝
♣❛s ♣❛r❝♦✉r✉✳

✼✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ❡♥
ré❛❧✐té q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✾ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Φ ✭❉❡❝❘❙P■✮
❉♦♥♥é❡s ✿ P♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❀

❆❣❡♥t i ❀
❆❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ai ❀
➱t❛t ❝♦♥❥♦✐♥t z−i

❘és✉❧t❛t ✿ Φ̂i ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Φi
a−i ← ϕ−i(z

′
−i)✶

❚✐r❡r N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ (s′, o) s❛❝❤❛♥t (s, a)✷

❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ P ❞❡ Pr(s′, o−i|oi), ∀oi✸

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ (oi, z
′
i) ∈ Ωi ×Z

i
t+1 ❢❛✐r❡✹

Φ̂i(oi, z
′
i)← 0✺

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ n = 1 à N ❢❛✐r❡✻

❚✐r❡r (s′, o−i) s❡❧♦♥ P(s′, o−i|oi)✼

❚✐r❡r z−i s❡❧♦♥ ψ−i(z−i|zi, oi)✽

Φ̂i(oi, z
′
i)← Φ̂i(oi, z

′
i) + Rollout(s′, z′)✾

Φ̂i(oi, z
′
i)←

1
N
Φ̂i(oi, z

′
i)✶✵

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✶✵ ✿ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✐♥t ✭❘♦❧❧♦✉t✮

❉♦♥♥é❡s ✿ ➱t❛t s à é✈❛❧✉❡r ❀
■♥st❛♥t t ❀
➱t❛t ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✐♥t z

❘és✉❧t❛t ✿ ❱❛❧❡✉r ❡st✐♠é❡ v
v ← 0✶

♣♦✉r k = 1 à N ❢❛✐r❡✷

❙✐♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡♣✉✐s (s, z) ✿ s♦✐t v′ ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❝✉♠✉❧é❡s✸

v ← v + v′✹

v ← 1
N
v✺

❈❡s tr♦✐s ❡♥s❡♠❜❧❡s Zt✱ A ❡t Ω s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♣❧✉tôt q✉❡

❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ▼❇❉P✮ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ét❛t ✐♥t❡r♥❡s
❥♦✐♥ts z✳

✻✳✷✳✸✳✹ ❙②♥t❤ès❡

❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳
P❛r r❛♣♣♦rt à ❉❡❝❘❙P■ ❡t P❇P●✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛✲

❝❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞♦♥♥é
♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t✐♦♥ très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ P❖▼❉P ❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très
❡✣❝❛❝❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❉❡❝❘❙P■ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts ❡st
q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❝❡❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts
❞❡ Zt =

∏

i∈I Z
i
t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① Z

i
t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞érés✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡



✻✳✷✳ ➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✾✾

♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡
❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♠❛✐s q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❬❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜❪✳ ❉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✺✮✳

✻✳✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts

▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ✻✳✶ ❡t ✻✳✷ ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ P❇■P✴❇❡❋❙ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ P❇■P ❛✈❡❝ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥
♠❡✐❧❧❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✳ ▼❇❉P✴◆❊ ❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s s❛♥s ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✺✳

▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❱❊▼ ✭❱❛❧❡✉r ❊s♣éré❡s ▼♦②❡♥♥❡✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡s♣éré❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ σ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❡s♣éré❡✳

✻✳✷✳✹✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ t✐❣r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé

▲❛ t❛❜❧❡ ✻✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ t✐❣r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ❬◆❛✐r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❡♥ ❤♦r✐✲
③♦♥ 100 ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P❖▼❉P ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ t✐❣r❡ ❬❑❛❡❧❜❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳
▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s s✉r ✺✵ ❡①é❝✉t✐♦♥s✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é
❡st ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à P❇■P✴❇❡❋s✳ ▲❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ❞♦♥♥❡
❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✉ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❡①❛❝t ♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ✐♥❢ér✐❡✉rs ❛✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❞❡ t②♣❡ P❇■P✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s
❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s ❞❡ ◆❛s❤ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
q✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❡①❛❝t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ maxTrees M ❱❊▼ σ ❚❡♠♣s ✭s✮
P❇■P ✷✵ ✲ ✶✸✾✳✻✻ ✹✳✾✾ ✶✻✳✺✾
P❇■P✴❇❡❋s ✷✵ ✲ ✶✸✽✳✾✾ ✷✳✶✼ ✽✳✾✵
▼❇❉P✴◆❊ ✷✵ ✶✵ ✶✶✹✳✸✻ ✽✳✾✹ ✶✳✷✽

✷✵ ✸✵ ✶✹✼✳✸✻ ✹✳✼✽ ✸✳✻✻
✷✵ ✺✵ ✶✺✷✳✾✻ ✸✳✻✼ ✼✳✹✽

❑✉♠❛r✷✵✶✵ ✷✵ ✶ ✶✺✹✳✸✽ ✾✳✹✸ ✵✳✺✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ t✐❣r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé

P♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❇❉P✴◆❊✷ tr♦✉✈❡ ❞❡ très ❜♦♥ rés✉❧t❛ts ❛✈❝ M = 1✳ P♦✉r
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡✱ ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ♣❧✉s ❡①❤❛✉st✐❢ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛❣❡♥ts ❡st é❧❡✈é✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s s♦✐t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡
❝❛r ❡❧❧❡ é✈✐t❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s✳

✻✳✷✳✹✳✷ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❇♦① P✉s❤✐♥❣

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❇♦① P✉s❤✐♥❣ ❬❙❡✉❦❡♥ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✼❛❪ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❝♦♠♠❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣♦✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❝♦♥ç✉s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭■▼❇❉P✮ ✿ |I| = 2✱ |Ai| = 4✱ |Ωi| = 5✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✻✳✷ s♦♥t ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s s✉r ✶✵ ❡①é❝✉t✐♦♥s✳ P♦✉r



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é

maxTrees = 7✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✿
∣
∣
∣
∣
∣

∏

i∈I

Ai × (Z it+1)
Ωi

∣
∣
∣
∣
∣
= (4× 207)2 ≈ 4.52× 109

▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✈❡❝ P❇■P✴❇❡❋s✳ P♦✉r maxTrees = 20✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✬✉♥ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✿

∣
∣
∣
∣
∣

∏

i∈I

Ai × (Z it+1)
Ωi

∣
∣
∣
∣
∣
= (4× 205)2 ≈ 1.64× 1014

P❇■P✴❇❡❋❙ ♥❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✐♠♣❛rt✐ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
❞❡ ◆❛s❤ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ maxTrees M ❆❊❱ σ ❚❡♠♣s ✭s✮
P❇■P✴❇❡❋❙ ✼ ✲ ✹✷✸✳✹ ✶✹✳✵ ✶✵✶
▼❇❉P✴◆❊ ✼ ✶✵ ✹✵✺✳✸ ✶✷✳✵ ✺✻
▼❇❉P✴◆❊ ✼ ✸✵ ✹✷✸✳✵ ✾✳✻ ✽✸
❑✉♠❛r✷✵✶✵ ✼ ✶ ✹✷✵✳✺ ✺✳✺ ✻✷
P❇■P✴❇❡❋❙ ✷✵ ✲ ❄ ❄ ❃✷✹❤
▼❇❉P✴◆❊ ✷✵ ✶✵ ✹✸✶✳✽ ✽✳✶ ✹✾✽
▼❇❉P✴◆❊ ✷✵ ✸✵ ✹✹✺✳✷ ✼✳✷ ✽✷✷
❑✉♠❛r✷✵✶✵ ✷✵ ✶ ✹✹✶✳✼ ✼✳✹ ✺✻✺

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✕ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❇♦① P✉s❤✐♥❣✱ T = 20

✻✳✷✳✹✳✸ ❘és✉♠é

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉✬❛✈❡❝
❧❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❡①❛❝t✳ ▲❡ ❣❛✐♥ s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ q✉❛♥❞ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t ✿ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡maxTrees

♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é ♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ tr♦✉✈é❡
❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡stés✳

✻✳✷✳✺ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▼❇❉P✴◆❊ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ P❇P● ❡t ❉❡❝❘❙P■ ♠❛✐s tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡
♣❛s ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛✐s ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡
❛✉ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ P❖▼❉P✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❉❡❝❘❙P■ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ r❡♥❞❡♥t
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s
♣♦✐♥ts q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts ❡t ❝♦♠♠❡♥t ♦♥
♣❡✉t ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❉❡❝❘❙P■ ♣♦✉r ♣❛ss❡r à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛❣❡♥ts✳

❚r♦✐s ♣♦✐♥ts r❡♥❞❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ▼❇❉P✴◆❊ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛❣❡♥ts ✿

✕ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts ❀



✻✳✷✳ ➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✶✵✶

✕ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs αz ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts z ❞❡ Zt =
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✕ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s o ∈ Ω ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r α ✭éq✉❛t✐♦♥
✹✳✸✼✮ ♦✉ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥❥♦✐♥t❡s o−i ∈ Ω−i ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ z′i ♣♦✉r ✉♥❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ oi ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✻✮✳

▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ♠❛✐s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s
♣♦✉rr❛✐❡♥t ♣❛r❝♦✉r✐r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡
❞❡ ◆❛s❤✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✜①❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ K ❞❡ ♣❛ss❡s ♠❛①✐♠❛❧ ✭❧✐❣♥❡ ✷ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✶✮ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤
♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s
❥♦✐♥ts ❝♦♥s✐❞érés✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♥❡ ♣r♦❞✉✐s❡ ♣❛s ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡
❞❡ ◆❛s❤✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ❈❡ ♣♦✐♥t ♥✬❡st ♣❛s ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❉❡❝❘❙P■✳

➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r❡ss❡✉s❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs α ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s❡✉❧ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs α s♦♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sés ❝❛r s❡✉❧ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥t z′ s♦♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
❧❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts z✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✈r❛✐ s✐ ♦♥ ❜♦r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛ss❡s K ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ◆✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs α q✉❡ q✉❛♥❞ ✐❧s s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣❡r♠❡t
❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ❉❛♥s ❉❡❝❘❙P■✱ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❡♥ s✐♠✉❧❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t t✳ ❯♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ▼é♠♦r✐s❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
α ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳

➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t✱ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❉❡❝❘❙P■ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs α ✭éq✉❛t✐♦♥
✭✹✳✸✼✮✮ ♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿

α̂z(s) = Rϕ(z)(s) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, ϕ(z))
1

N

N∑

k=1

αψ(z,os,s′,k)(s′) ✭✻✳✶✼✮

♦ù ❧❡s os,s′,k s♦♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s s❡❧♦♥ O(o|s, a, s′)✳
❈♦♥s❡r✈❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s αz ❞❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ♣❧✉tôt q✉❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❉❡❝❘❙P■✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✻✮✱ ❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛♥t (s′, o) s❡❧♦♥ ❧❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés J (s′, o|b, a)✳

❙✐ ❝❡s tr♦✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♥✬❛ ♣❧✉s ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❡❧❧❡ ♠❛✐s q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts✳



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é

✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
❛❝❝é❧ér❡r ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P s❛♥s ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ tr♦✉✈é❡ ❡st ♠ê♠❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té
q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❡①❛❝t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥❝❡♥tré ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✱ ✐❝✐ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤✱ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♠❛✐s ❞❡s
♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ t❡sté❡s ✿ ❡♥tr♦♣✐❡ ❝r♦✐sé❡ ❬❉❡ ❇♦❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱
❡t❝✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♣♣♦sé❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥
❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❡t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s✳
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✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❙▼❇❉P

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ✉t✐❧✐s❡♥t maxTrees ❧♦♦❦❛❤❡❛❞s ❡♥ maxTrees ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡
b ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z it ❞✬❛✉ ♣❧✉s maxTrees ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① à ❝❤❛q✉❡
✐♥st❛♥t t✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t ✽✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ maxTrees ❞✬❛r❜r❡s à r❡t❡♥✐r ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t
✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ✜①é à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ z ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t ♥✬❡st
sé❧❡❝t✐♦♥♥é q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✳ ▲❡s ❛r❜r❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣♦✉r êtr❡
❜♦♥s ❡♥ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡
b ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐♠✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s✳

◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ▼❇❉P ❡t s❡s
❞ér✐✈és ✭♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❉❡❝✲P❖▼❉P✮ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t P❙❉P ✭♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ▼❉P✮
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r✱ ♥♦✉s ❧❡s ♣rés❡♥t♦♥s s♦✉s ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ P❖▼❉P✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❡t ❝✬❡st ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❛♠é❧✐♦r❡r ✿ ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛rmaxTrees

❝❤♦✐① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✬❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts ✭♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✮ ❡♥ maxTrees ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❝r♦②❛♥❝❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡✛❡❝t✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ❝❤♦✐① r❡♣♦s❛♥t
s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣❧♦❜❛❧ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦✐①
❧♦❝❛✉① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ P❙▼❇❉P ✭P♦✲
❧✐❝② ❙❡❛r❝❤ ▼❡♠♦r② ❇♦✉♥❞❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✮✱ ❬❈♦r♦♥❛ ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✵✾✱
❈♦r♦♥❛ ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✶✵❜❪ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t q✉❛❧✐✜❡r ❞✬❤②❜r✐❞❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ▼❇❉P✱ ❡❧❧❡ ❜♦r♥❡ à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ maxTrees ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❛r ❛❣❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✜♥
❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r maxTrees ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉①
♣❛r ❛❣❡♥t✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞✉
P❖▼❉P s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ✿ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡
q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s maxTrees ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ♣❛r ❛❣❡♥t✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s maxTrees ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① ♣❛r
❛❣❡♥t i ∈ I ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞♦♥❝ ✉♥
❝r✐tèr❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ sér✐❡
❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ t✐r❡r ❛✉
♠✐❡✉① ♣r♦✜t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞✬❛r❜r❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r êtr❡ rés♦❧✉ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✳

❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
P❖▼❉P ❛✈❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉ ❝❛s ❉❡❝✲P❖▼❉P q✉✐ ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t✳

✽✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✱
❞✬❛r❜r❡s z✱ ♦✉ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α ✉t✐❧✐sés✳



✼✳✶✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✶✵✺

✼✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ✐❝✐ s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ▼❇❉P ♣♦✉r ❧❡s ❉❡❝✲
P❖▼❉P ❡t P❙❉P ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ P❖▼❉P✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥
P❖▼❉P ét❛♥t ✉♥ ▼❉P s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡t ✉♥ P❖▼❉P ét❛♥t ✉♥ ❉❡❝✲P❖▼❉P à ✉♥ s❡✉❧ ❛❣❡♥t✱
♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ P❖▼❉P✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡✉rs
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❛✜♥ ❞❡ ♠♦t✐✈❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

✼✳✶✳✶ ▼❇❉P

❆♣♣❧✐q✉és à ✉♥ s❡✉❧ ❛❣❡♥t✱ ▼❇❉P ❡t s❡s ❞ér✐✈és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ maxTrees ❡st ❛❧♦rs
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α à ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Γt✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s maxTrees

❝r♦②❛♥❝❡s b à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ✈❡❝t❡✉r αb ❡st ❛❥♦✉té à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γt✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦✲
❛❣❡♥t✱ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s❛♥s ❢❛✐r❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❝♦♠♠❡
❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r Vt+1 ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ πt à
❧✬✐♥st❛♥t t ✿

At+1 = πt(Bt) = argmax
a∈A

[

R(Bt, a) + γ
∑

o∈Ω

Pr(o|Bt, a)Vt+1(τ(Bt, a, o))

]

✭✼✳✶✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ P❖▼❉P✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ✈❡❝t❡✉r α ♣♦✉r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❞♦♥♥é❡ ❛
✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈❡❝t❡✉rs α ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮ ❝❛r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ✿ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❉P ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ maxTrees ❡t ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❉❡❝✲P❖▼❉P✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t z ♣♦✉r ✉♥ b ❞♦♥♥é ♥é❝❡ss✐t❡
✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

∏

i∈I Ai × (Z it+1)
Ωi ❞❡ t❛✐❧❧❡ |A|maxTrees

∑
i∈I |Ωi|✳ ❈❡❝✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ maxTrees q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡✱ ❝♦♠♠❡
❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ maxTrees ❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s
❛r❜r❡s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❛r❜r❡s ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ très ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s b ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ∆S ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s |S| − 1✳
❙✐ ♦♥ ✜①❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0 = b0✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s b ré❡❧❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ✉♥
✐♥st❛♥t t ❡st ✜♥✐ ✾ ✿

✕ ❛✉ ♣❧✉s (|A||Ω|)t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❀
✕ ❛✉ ♣❧✉s |Ω|t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞♦♥♥é❡✳

▲❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à êtr❡ ❜♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s P❖▼❉P✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❉❡❝✲P❖▼❉P✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣ré❢ér❛❜❧❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s maxTrees ❛r❜r❡s
q✉✐ s♦♥t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s ❧✐♠✐tés✳

✾✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❞✬❛❝t✐♦♥s ✜♥✐s✳



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❙▼❇❉P

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡r❝❤❡ à rés♦✉❞r❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ◆♦✉s ❢♦r♠✉❧♦♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛
♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡s maxTrees ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ♣❛r ❛❣❡♥t ét❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s✳ ❆✐♥s✐ ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ❧♦❝❛❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♥✬❡st ♣❧✉s ❝❤♦✐s✐ ✉♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ♠❛✐s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts N ❡st ❞é❝♦rré❧é ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ maxTrees ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s N s♦♥t ✈✉s ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ▲❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ N t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s✳

✼✳✶✳✷ P❙❉P

P❙❉P ✭P♦❧✐❝② ❙❡❛r❝❤ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✕ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡✮ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ▼❉P ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ ❞♦♥♥é ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ ❬❇❛❣♥❡❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ✉♥ P❖▼❉P
❡st ▼❉P ❞♦♥t ❧❡s ét❛ts s♦♥t ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❛✉① P❖▼❉P ✶✵✳

❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ π ❡st ❝❤❡r❝❤é❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ Π̂ = Ξ̂T ♦ù ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
πt ∈ Ξ̂ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ✈❡rs ❧❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s µt s♦♥t ❞❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡t ❧❡s πt s♦♥t ❝❤❡r❝❤és ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣
❡①❛❝t❡✱

πt ∈ argmax
ξ∈Ξ

E
b∼µt

V ξ,πt+1,...,πT−1(b) ✭✼✳✷✮

♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ǫ✲❛♣♣r♦❝❤é❡✱

E
b∼µt

[V πt,...,πT−1(b)] ≥ max
ξ∈Ξ

E
b∼µt

[

V ξ,...,πT−1(b)
]

− ǫ ✭✼✳✸✮

❘❡♠❛rq✉❡✿ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π
♦❜t❡♥✉❡ ❡t t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π′ ∈ Π̂✱

E
b0∼µ0

V π(b0) ≥ E
b0∼µ0

V π′
(b0)− T (Rmax −Rmin)d(µ, µ

′)− Tǫ ✭✼✳✹✮

❛✈❡❝

µ′t(b) = Pr(Bt = b|B0 = b0, π
′) ✭✼✳✺✮

d(µ, µ′) = ‖µ− µ′‖1 =
T−1∑

t=0

E
b∼µ
|(µt − µ

′
t)(b)| ✭✼✳✻✮

❈❡tt❡ ❣❛r❛♥t✐❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♥✬❡st ♣❛s très ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s P❖▼❉P✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ✜♥✐ ❡t q✉❡ µ0 ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ s✉♣♣♦rt ✜♥✐✱ ❧❡s µt s♦♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✜♥✐❡s ♠❛✐s ❧❡✉r s✉♣♣♦rt ❡st ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ t ✭❡♥ |Ω|t✮ ❝❡ q✉✐
❡♠♣ê❝❤❡ ❧❡✉r é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r

✶✵✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❉P ❛✉ ❝❛❞r❡ P❖▼❉P ♣♦s❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❡ss❛②♦♥s ♣❛s✱ ✐❝✐ ❞❡
rés♦✉❞r❡✳



✼✳✷✳ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ✶✵✼

ǫ ❞♦♥♥é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s s✉♣♣♦rts ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s µt ❡t µ′t ♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s d(µt, µ′t) s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ 1 ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ✭✷✳✻✵✮✳

✼✳✶✳✸ ❆♥❛❧②s❡

❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ P❙❉P ❡t ▼❇❉P✱ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❯♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ t♦♣✲❞♦✇♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ πt✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❝❤❡r❝❤é❡
❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ r❡str❡✐♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✕ ❞❛♥s P❙❉P✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡str❡✐♥t Ξ̂ ❡st ✜①é ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❀
✕ ❞❛♥s ▼❇❉P✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ maxTrees ❝♦♥tr❛✐♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs Vt+1✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ πt✱ ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣✳ ❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
♣♦❧✐t✐q✉❡✳

❉❛♥s ▼❇❉P ❡t s❡s ❞ér✐✈és✱ ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡
❝r♦②❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s maxTrees ❛r❜r❡s ♥❡ r❡♣♦s❡ ♣❛s s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ∆S ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛✐s rés✉❧t❡ ❞❡ maxTrees ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ss ❧♦❝❛❧❡s
❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡♥ maxTrees ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ∈ ∆S ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❝♦♥s✐❞érés✳

❉❛♥s P❙❉P✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ πt ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à êtr❡ ❜♦♥♥❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡♥
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s maxTrees ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ♦♥ ♣❡✉t s❡
❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡s ♣❛r ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ✿
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛r❜r❡s maxTrees ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t✱ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
♦♣t✐♠❛✉① ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s à ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ ❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✭❞❡
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✮ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✿ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣❧♦❜❛❧ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❡st
✐❧❧✉stré❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❛♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ✭❡①❡♠♣❧❡s ✼✳✸✳✶ ❡t ✼✳✸✳✷✮✳

✼✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧

✼✳✷✳✶ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡ ✿ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❝❤❡r❝❤é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❜♦r♥é❡ ♣❛r maxTrees ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✮✳

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0 = b0
❞♦♥♥é❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡



✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❙▼❇❉P

t = 0

t = 1

t = 2

t = 3

t = 4

t = 5− T

ai

ai a′i

ai a′i a′i a′i

a′i ai ai a′i ai ai a′i a′i

✳ ✳ ✳

P♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t❡

ai

ai a′i

ai a′i a′i

ai ai a′

ai a′i

P♦❧✐t✐q✉❡ à ❧❛r❣❡✉r ❜♦r♥é❡ ✭maxTrees = 3✮

H = 5✱ Ai = {ai, a′i}✱ Ωi = {oi, o
′
i}

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✕ P♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ❧❛r❣❡✉r ❜♦r♥é❡



✼✳✸✳ ❈❛s P❖▼❉P ✶✵✾

❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ✿

♠❛①✐♠✐s❡ V z0(b0) ✭✼✳✼✮

♣♦✉r ϕi(zi) ∈ Ai ∀i ∈ I, ∀t ∈ {0, . . . , T − 1}, ∀zi ∈ Z
i
t

ψi(zi, oi) ∈ Z
i
t+1 ∀i ∈ I, ∀t ∈ {0, . . . , T − 2}, ∀zi ∈ Z

i
t

❛✈❡❝ |Z it | = maxTrees ∀i ∈ I, ∀t ∈ {1, . . . , T − 1}

Z i0 =
{
z0i
}

∀i ∈ I

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❡st ✿
∏

i∈I

|Ai|
maxTrees(T−1)+1maxTrees |Ωi|maxTrees(T−1) ✭✼✳✽✮

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❤♦r✐③♦♥ T ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❜♦r♥é ✶✶ ♠❛✐s ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❤♦r✐③♦♥✳

✼✳✷✳✷ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❈♦♠♠❡ ▼❇❉P ❡t s❡s ❞ér✐✈és✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❜♦tt♦♠✲✉♣ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❤♦r✐③♦♥ T ✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Z it ❞✬❛✉ ♣❧✉s maxTrees ❛r❜r❡s
❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ∈ I à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Z it+1 ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ✿

Z iT = {⊥} ✭ét❛t t❡r♠✐♥❛❧✮ ∀i ∈ I ✭✼✳✾✮

Z it−1 ∈
{

X ⊆ Ai ×
(
Z it
)Ωi

∣
∣
∣1 ≤ |X| ≤ maxTrees

}

∀i ∈ I ✭✼✳✶✵✮

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ▼❇❉P rés♦❧✈❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t maxTrees ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts
z ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ b ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z it−1 ❞❡s maxTrees ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s à ❧✬✐♥st❛♥t
t− 1 ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣❧♦❜❛❧ ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t♦✐r❡ ✭✼✳✼✮ ❡st ❛❧♦rs rés♦❧✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣❧✉s ♣❡t✐ts✳

✼✳✸ ❈❛s P❖▼❉P

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦♥♦✲❛❣❡♥t ❞❡ P❙▼❇❉P✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❉❡❝✲P❖▼❉P✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ P❖▼❉P✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭✼✳✼✮ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

♠❛①✐♠✐s❡ V z(b0) ✭✼✳✶✶✮

♣♦✉r ϕ(z) ∈ A ∀t ∈ {0, . . . , T − 1}, ∀z ∈ Zt

ψ(z, o) ∈ Zt+1 ∀t ∈ {0, . . . , T − 2}, ∀z ∈ Zt

❛✈❡❝ |Zt| = maxTrees ∀t 6= 0

|Z0| = 1

✶✶✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❡st ❡♥ |Ωi|
T ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s

❡st ❞♦♥❝ ❡♥ |Ai|
|Ωi|

T

✳
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➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t ❞♦♥♥é✱ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ❞❛♥s maxTrees ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝❤❡r❝❤é❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ♠é♠♦✐r❡

❜♦r♥é❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Zt−1 ❞✬❛✉ ♣❧✉s maxTrees ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t − 1
❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Zt ❞❡s maxTrees s♦✉s✲❛r❜r❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t ✿

ZT = {⊥} ✭ét❛t t❡r♠✐♥❛❧✮ ✭✼✳✶✷✮

Zt−1 ∈
{

X ⊆ A× (Zt)
Ω
∣
∣
∣1 ≤ |X| ≤ maxTrees

}

✭✼✳✶✸✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ t❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ Zt−1 q✉✐ ❡st ❛❧♦rs ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ▼❇❉P ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ sé✲
r✐❡ ❞❡ maxTrees ❝❤♦✐① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ maxTrees ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❡♥ maxTrees ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✳

✼✳✸✳✶ ❈r✐tèr❡ ♠♦②❡♥

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❝♦♥s✐st❡ à
♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ V t(b) ✭✜❣✉r❡ ✼✳✷✮ ✿

♠❛①✐♠✐s❡
∫

Vt(b) db ✭✼✳✶✹✮

❛✈❡❝ Vt(b) = argmax
z∈Zt

V z(b)

s✉❥❡t à Zt ⊆ Z̄t = A× (Zt+1)
Ω

1 ≤ |Zt| ≤ maxTrees

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❜♦r♥émaxTrees ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Zt ❞✬❛✉ ♣❧✉smaxTrees ❛r❜r❡s
♣❛r♠✐ ❧❡s |A|maxTrees |Ω| ❛r❜r❡s ❞❡ Z̄t ❣é♥érés ♣❛r ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

✼✳✸✳✷ ❈r✐tèr❡ ❡s♣éré

▲✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣❛r✲
t✐❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❬❙③❡r ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✵✻❛❪✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱
❝❡rt❛✐♥❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt à ❧✬✐♥st❛♥t t ❞❛♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✸✮ ✿

♠❛①✐♠✐s❡
∫

Vt(b)µt(b) db = E
b∼µt

[Vt(b)] ✭✼✳✶✺✮

❛✈❡❝ Vt(b) = argmax
z∈Zt

V z(b)

s✉❥❡t à Zt ⊆ Z̄t = A× (Zt+1)
Ω

1 ≤ |Zt ≤ maxTrees
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❘❡♠❛rq✉❡✿ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Bt ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ Ht✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ Bt ∈ ∆S ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬ét❛t St ❡t
µt ∈ ∆(∆S) ❡st ✉♥❡ ✓ ♠ét❛✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✔ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ét❛ts✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ Bt ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ µt ✿
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π̃
♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✿ ❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✉ ▼❉P ♦✉ ❞✉ P❖▼❉P s♦✉s✲❥❛❝❡♥t
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♦✉ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à rés♦✉❞r❡✱ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❉❡❝✲P❖▼❉P ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♠♠❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s µt ❧❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡ Bt ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ π̃ ❞❡♣✉✐s
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ µ0 ✿

µt(b) = Pr(Bt = b|B0 ∼ µ0, π̃) ≈ Pr(Bt = b|B0 ∼ µ0, π) ✭✼✳✶✻✮

●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0 = b0 ❝♦♥♥✉❡✱ µ0(b0) = Pr(B0 = b0) = 1✱
❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ µt ❡st ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ Bt ❞❡♣✉✐s ❧✬✐♥st❛♥t 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡ π̃ ❞♦♥♥é❡✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❞é❥à é✈♦q✉é❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s
maxTrees ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s q✉❡ ❧✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ maxTrees ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✶✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr♦✐s ✈❡❝t❡✉rs α1, α2, α3 ❞♦♥♥és ❞❛♥s ✼✳✹ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡ µt✳ ❙✐ maxTrees = 1✱ ✉t✐❧✐s❡r ▼❇❉P ❝♦♥❞✉✐t à ❣é♥ér❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝r♦②❛♥❝❡ s❡❧♦♥ µt ❡t
❞♦♥❝ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r s♦✐t α1 s♦✐t α2 ✿ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s s✐ ❧✬ét❛t s✉✐t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t µt ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

(
0.5, 0.5

)T
· α1 =

(
0.5, 0.5

)T
· α2 = −60✳ ❯t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥❞✉✐t à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r α3 q✉✐ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s
❞❡ µt ✿

(
0.5, 0.5

)T
· α3 = 2✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✷✿ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐é ❛✉ ❝❤♦✐① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ P♦✉r maxTrees = 2✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
t❡❧ q✉❡ P❇■P ❛ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ s✉r ✷ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à α1 ❡t α2 ✭❝♦♠♠❡
r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✮ ♦✉ α3 ❡t α4 ✿ ❝❡❝✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t s✐ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥és
s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡∆S✳ ❆❥♦✉t❡r α2 à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❛❧♦rs q✉❡ α1 ❛ ❞é❥à
été sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♦✉ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s très ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ✐❧ ♥✬❛♣♣♦rt❡ q✉✬✉♥ ❣❛✐♥
❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à α1✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❛❥♦✉t❡r α4 ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ❧❡ ❣❛✐♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
α1 ❡st✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❜✐❡♥ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ P❖▼❉P✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣❛❧❧✐é



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❙▼❇❉P

s2 s1b

V

α vecteurs conservés

α vecteurs non conservés

Regret moyen à minimiser

Valeur moyenne à maximiser

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✕ ❈r✐tèr❡ ♠♦②❡♥

s2 s1b

V

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
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♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ maxTrees ❞✬❛r❜r❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐✲
❛❣❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❝♦♥❞✉✐t à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs α q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ α1 ❡t α4 ♠❛✐s q✉✐✱ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t✱ ❢♦r♠❡♥t
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳

✼✳✸✳✸ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0 = b0✱ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µt ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✜♥✐❡ ✿

E
b∼µt

[
V t(b)

]
=
∑

b

Pr(Bt = b|B0, π)V
t(b) ✭✼✳✶✼✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❡st ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
❛✈❡❝ ❧✬✐♥st❛♥t t ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ✭❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥✜♥✐❡s✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ0 ✐♥✜♥✐❡✮✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❡st ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✐♥✜♥✐✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ✉t✐✲
❧✐s❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ µ0 s✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0 ∼ µ0 ♦✉ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♥✬❡st ♣❛s ❞✐s❝r❡t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞✐s❝r❡t✳

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦❬❉♦✉❝❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ Bt ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✻✮✱

E
b∼µt

[
V t(b)

]
≈

1

N

N∑

k=1

V t(bk) ✭✼✳✶✽✮

♦ù ❧❡s bk s♦♥t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ µt ❡t N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳
❙✐ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s µt ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s Bt

s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ π̃✱ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s✐♠✉❧❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ π̃ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t t ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳✶✮✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ▲❡s ❧♦✐s ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s s♦♥t ét❡♥❞✉❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡s ▼❉P✱ P❖▼❉P ❡t ❉❡❝✲P❖▼❉P ✿

ν(z|s, b) = Pr(Z0 = z|S0 = s,B0 = b) ✭✼✳✶✾✮

ψ(z′|z, a, s′, o) = Pr(Zt+1 = z′|Zt = z,At+1 = a,Ot+1 = o, St+1 = s′) ✭✼✳✷✵✮

✼✳✹ P❛ss❛❣❡ ❛✉① ❉❡❝✲P❖▼❉P

✼✳✹✳✶ ❈r✐tèr❡ ❡①❛❝t

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✉ ❝❛s ❉❡❝✲P❖▼❉P✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❛ ♣r✐♦r✐ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ µt ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s Bt✱ P❙▼❇❉P ❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ Z it ❞✬❛✉ ♣❧✉s maxTrees ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s |Ai|maxTrees |Ωi| ❣é♥érés ♣❛r ♠✐s❡
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s2 s1b

10

2

α1 α2

α3

µt

α1 =
(
−70 10

)T
✱ α2 =

(
10 −70

)T
✱ α3 =

(
2 2

)T

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✕ ■♥térêt ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡

s2 s1b

α1

α2 α3

α4

µt

b1 b2

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✕ ❈❤♦✐① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♦✉ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛r❜r❡s



✼✳✹✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① ❉❡❝✲P❖▼❉P ✶✶✺

s2 s1b

V

α vecteurs conservés

α vecteurs non conservés

Regret moyen à minimiser

Valeur moyenne à maximiser

Heuristique

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ✕ ❈r✐tèr❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳✶ ✿ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s

❉♦♥♥é❡s ✿ P♦❧✐t✐q✉❡ ✭❉❡❝✲P❖▼❉P✱ P❖▼❉P ♦✉ ▼❉P✮ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ π̃ = (ν̃, ϕ̃, ψ̃) ❀
❉✐str✐❜✉t✐♦♥ µ0 ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0

❘és✉❧t❛t ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ µt ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❞❡ Pr(Bt|B0 ∼ µ0, π̃) ✉t✐❧✐s❛♥t N
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s bt,k ♣♦✉r t♦✉t t

♣♦✉r k = 1 à N ❢❛✐r❡✶

✴✯ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✯✴
➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ b0,k s❡❧♦♥ µ0✷

➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s s❡❧♦♥ b0,k✸

➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ z ❞❡♣✉✐s ν̃(s, b0,k)✹

✴✯ ❙✐♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✯✴
♣♦✉r t = 1 à H ❢❛✐r❡✺

✴✯ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✯✴
➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ a s❡❧♦♥ ϕ(z)✻

➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ét❛t s′ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ o s❡❧♦♥ J (s, a)✼

➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✐♥t z′ s❡❧♦♥ ψ(z, a, s′, o)✽

▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ✿ bt,k ← τ(bt−1,k, a, o)✾

s← s′✶✵

z′ ← z✶✶
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à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✿

♠❛①✐♠✐s❡ E
b∼µt

[Vt(b)] ✭✼✳✷✶✮

❛✈❡❝ Vt(b) = max
z∈

∏
i∈I Zi

t

V z(b)

s✉❥❡t à Zti ⊆ Z̄
t
i = Ai × (Zt+1

i )Ωi ∀i ∈ I

1 ≤ |Zti | ≤ maxTrees ∀i ∈ I

❘❡♠❛rq✉❡✿ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s P❖▼❉P✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ♥✬♦♥t ♣❛s ❛❝❝ès à ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡
Bt à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✳ ❖♥ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts s❡r♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡s
❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ❞❡ Zt à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ s✬❛ss✉r❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❜♦♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡
♠✐s❡ à ❥♦✉r✱ q✉✐✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Zt−1 à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Zt✱
❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❜♦♥s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts à ❧✬✐♥st❛♥t t✳

✼✳✹✳✷ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❡st é✈❛❧✉é ♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✉r µt✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ✭✼✳✶✽✮ ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé
❛✉ ❝❛s ❉❡❝✲P❖▼❉P ✿

♠❛①✐♠✐s❡
N∑

k=1

V t(btk) ✭✼✳✷✷✮

❛✈❡❝ Vt(b) = max
z∈

∏
i∈I Zt

i

V z(b)

s✉❥❡t à Z it ⊆ Z̄
i
t = Ai × (Z it+1)

Ωi ∀i ∈ I

1 ≤ |Z it | ≤ maxTrees ∀i ∈ I

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s µt ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡ π̃ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❉❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s✐♠✉❧❛♥t ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ π̃ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t t ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳✶✮✳

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π̃ P❖▼❉P ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ▼❉P V ⋆,▼❉P

t ✿

At+1 = π̃t(Bt) = argmax
a∈A

[

HaV
⋆,▼❉P
t

]

(Bt) ✭✼✳✷✸✮

▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s✐♠✉❧❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳✶✮✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ▼❉P ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝❛r
❡❧❧❡ ❡st très s✐♠♣❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✜①❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s
µt ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠♣❧✐st❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✿ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡
❛❧♦rs ❛✉ ❝❛s ❞✉ ❝r✐tèr❡ ♠♦②❡♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❛✐t ♣❛s ❞❡
rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥✈✐s❛❣és✳ ❉✬❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s
✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧❡✮ ♠❛✐s s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❛ ♣❛s été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳



✼✳✺✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ✶✶✼

✼✳✹✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ▼❇❉P

❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ▼❇❉P ❡st q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ❝❤❛q✉❡
❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡♥ ♥❡ s❡ ❜❛s❛♥t q✉❡ s✉r ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✳
❉❛♥s P❙▼❇❉P✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és t♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µt ❛✈❡❝ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭✼✳✷✶✮✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té
❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛r❜r❡s ✭✈♦✐r ❡①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✷✮✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡t ❧❡
♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ maxTrees ✳ ❈❡❝✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦✉✈r✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s q✉✐ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s |S| − 1✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡maxTrees ✱
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ r❡✈✐❡♥t à ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ❧♦❝❛❧
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❣é♥éré✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ P❙▼❇❉P r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ à ❜❛s❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❝♦♠♠❡ ▼❇❉P ❡t P❇■P✳

✼✳✺ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭✼✳✷✷✮ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r êtr❡ rés♦❧✉
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
Z it ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① zi✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s
❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① zi à ❛❥♦✉t❡r à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r
❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✼✳✺✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

❆✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✉♥❡ ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐✲
sé❡ ✿ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z it ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛✉① s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❡♥
❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ zi à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Z it ♣♦✉r ✉♥ i ❞♦♥♥é ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ maxTrees

✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳✷✮✳
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ▲✬❛r❜r❡ ❥♦✐♥t z q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ✭❧✐❣♥❡ ✷✮✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣♦✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡

b̄ =
1

N

N∑

k=1

bt,k ≈ E
b∼µt

[b] ✭✼✳✷✹✮

❖♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❞❡ P❇■P ♦✉ P❇■P✲■P● ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹
❡t ✹✳✹✳✺✮ ♦✉ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ▼❇❉P✴◆❊
✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① zi tr♦✉✈és s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z it ✳

❆❥♦✉t ❞✬❛r❜r❡ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❛❣❡♥t i ❡t ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❧♦❝❛❧
✭❧✐❣♥❡ ✶✶✮ à ❛❥♦✉t❡r ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ zi✮ ✿

♠❛①✐♠✐s❡
N∑

k=1

Vt(bt,k) ✭✼✳✷✺✮

❛✈❡❝ Vt(b) = max
z′∈X

V z′(b)

♦ù X =
{

(z′j)j∈I

∣
∣
∣z′i ∈ Z

i
t ∪ {zi}, ∀j 6= i, z′j ∈ Z

j
t

}

s✉❥❡t à zi ∈ Z̄
i
t = Ai × (Zt+1

i )Ωi



✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❙▼❇❉P

❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ré♣été❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ maxTrees ❞✬❛r❜r❡s s♦✐t ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ♦✉ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❧✉s êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
❛r❜r❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭✼✳✷✷✮ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ✭✼✳✷✺✮ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ♣❛r é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①✲
❤❛✉st✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r
❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳✷✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré✲
s♦❧✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲
❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳

✼✳✺✳✷ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞

▲✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♥❡ ♣❛ss❡ ♣❛s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭✼✳✷✺✮ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❧✬é♥✉✲
♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❤❛s❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❣❧♦❜❛❧❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣♦✉r é♥✉♠ér❡r ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❬❈♦r♦♥❛ ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✶✵❛❪✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳✷ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té s❛♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❡t é♥✉♠ér❡r
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Z̄ it = Ai × (Zt+1

i )Ωi ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡
à ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s P❇■P ❬❉✐❜❛♥❣♦②❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

✼✳✺✳✷✳✶ ❇r❛♥❝❤

❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ zi ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t i à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

✕ s♦♥ ❛❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ❧♦❝❛❧❡ ϕi(zi) ∈ Ai✱
✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ oi✱ ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ ψi(zi, oi) ∈ Z it+1✳

❯♥ ♥÷✉❞ z̃i ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s
❧♦❝❛❧❡s zi ♣♦ss✐❜❧❡s ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❧♦❝❛❧❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞é✜♥✐❡s✳

❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ✜❧s z̃′i ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♥ ♥÷✉❞ ♣❛r❡♥t z̃i ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ zi ✭✜❣✉r❡ ✼✳✼✮ ✿

✕ s♦✐t ❡♥ ✜①❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ϕi(zi) ∈ Ai ✿ z̃′i = {zi ∈ z̃i|ϕi(zi) = a} ❀
✕ s♦✐t ❡♥ ✜①❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ ψi(zi, oi) ∈ Z it+1 ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
oi ❞♦♥♥é❡ ✿ z̃′i = {zi ∈ z̃i|ψi(zi, oi) = z′i}✳

❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ P❇■P ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t i ❞♦♥♥é ♣❧✉tôt
q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ✿ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s
❧♦❝❛❧❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❥♦✐♥t❡s✳ ❈❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t✱
|Ai|maxTrees |Ωi| ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ |A|(maxTrees |I|)maxi∈I |Ωi| ♣♦✉r P❇■P ❡t ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❛❣❡♥t i✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❛t✐♦♥ à ✈ér✐✜❡r✳



✼✳✺✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ✶✶✾

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳✷ ✿ ➱❧❛❣❛❣❡ ❛✈❡❝ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡
❉♦♥♥é❡s ✿ N ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ bt,k ❀

❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i, Z̄ it à é❧❛❣✉❡r ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮
❘és✉❧t❛t ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ∀i,Z it é❧❛❣✉é❡ ✭❡t ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs α✮
❙♦✐t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ∀Z, I(Z) =

∑N
k=1maxz∈Z Vz(bt,k)✶

✴✯ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ✐♥✐t✐❛❧ ✭r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❛❝t❡ ♦✉ ❛♣♣r♦❝❤é❡✮ ✯✴
(zi)i∈I ← ❧♦♦❦❛❤❡❛❞( 1

N

∑
bt,k, (Z

i
t+1)i∈I)✷

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡✸

Z it ← {zi}✹

Z̄ it ← Z̄i
t \ {zi}✺

✴✯ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ✯✴
flag ← true✻

t❛♥t q✉❡ ∃i, |Z it | 6= maxTrees ∧ flag ❢❛✐r❡✼

flag ← false✽

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡ s✐ |Z it | 6= maxTrees ❛❧♦rs✾

✴✯ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❧♦❝❛❧ zi ✯✴
▲❡t ∀zi,K(zi) =

(
Z it ∪ {zi}

)
×
∏

j 6=iZ
t
j✶✵

zi ← argmaxz̄i∈Z̄i
t
I(K(z̄i))✶✶

s✐ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ I(Zt) s✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ zi ❛❧♦rs ✴✴ ❆❥♦✉t❡r zi✶✷

Z it ← Z
t
i ∪ {zi}✶✸

Z̄ it ← Z̄
t
i \ {zi}✶✹

flag ← true✶✺

❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r zi

ϕi(zi) = a1i a2i
✳ ✳ ✳ ∀k, aki ∈ Ai

✳ ✳ ✳

ψi(zi, oi) = z1i z2i
✳ ✳ ✳ ∀k, zki ∈ Zi

t+1

✳ ✳ ✳

ψi(zi, o
′
i) = z2i z2i

✳ ✳ ✳ ∀k, zki ∈ Zi
t+1

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ zi



✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❙▼❇❉P

❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ zi ❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ zi ♣❛rt✐❡❧

Z̄ it =
{
zi ∈ Z̄

i
t

}

❄

❄ ❄ ❄

oi
o′i

o′′i

❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ zi

ϕi(zi) = a1i a2i
✳ ✳ ✳ ∈ Ai

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ zi ♣❛rt✐❡❧

{
zi ∈ Z̄

i
t |ϕi(zi)=a

1
i

}

a1i

❄ ❄ ❄

oi
o′i

o′′i

❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ zi

ϕi(zi) = a1i a2i
✳ ✳ ✳ ∈ Ai

✳ ✳ ✳

ψi(zi, oi) = z1i z2i
✳ ✳ ✳ ∈ Z it+1

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ zi ♣❛rt✐❡❧

{

zi ∈ Z̄
i
t |

ϕi(zi)=a
1
i

ψi(zi,oi)=z
1
i

}

a1i

z1i ❄ ❄

oi
o′i

o′′i

❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ zi

ϕi(zi) = a1i a2i
✳ ✳ ✳ ∈ Ai

✳ ✳ ✳

ψi(zi, oi) = z1i z2i
✳ ✳ ✳ ∈ Z it+1

✳ ✳ ✳

ψi(zi, o
′
i) = z1i z2i

✳ ✳ ✳ ∈ Z it+1

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ zi ♣❛rt✐❡❧

{

zi ∈ Z̄
i
t |

ϕi(zi)=a
1
i

ψi(zi,oi)=z
1
i

ψi(zi,o
′
i)=z

2
i

}

a1i

z1i z2i ❄

oi
o′i

o′′i

❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ zi

ϕi(zi) = a1i a2i
✳ ✳ ✳ ∈ Ai

✳ ✳ ✳

ψi(zi, oi) = z1i z2i
✳ ✳ ✳ ∈ Z it+1

✳ ✳ ✳

ψi(zi, o
′
i) = z1i z2i

✳ ✳ ✳ ∈ Z it+1

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

ψi(zi, o
′′
i ) = z1i z2i

✳ ✳ ✳ ∈ Z it+1

❆r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ zi ♣❛rt✐❡❧






zi ∈ Z̄

i
t |

ϕi(zi)=a
1
i

ψi(zi,oi)=z
1
i

ψi(zi,o
′
i)=z

2
i

ψi(zi,o
′′
i )=z

2
i







a1i

z1i z2i z2i

oi
o′i

o′′i

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽ ✕ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡t ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡



✼✳✺✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ✶✷✶

✼✳✺✳✷✳✷ ❇♦✉♥❞

❖♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ f(z̃i) ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❝❤❛q✉❡ Vt(b) ❞❛♥s ✭✼✳✷✺✮ ♣❛r
✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t✳ ❖♥ sé♣❛r❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ✿

Vt(b) = max(k(b), V ′(b)) ✭✼✳✷✻✮

k(b) = max
z∈Zt

V z(b) ✭✼✳✷✼✮

V ′(b) = max
z−i∈Zt

−i

V 〈zi,z−i〉(b) ✭✼✳✷✽✮

▲❡ t❡r♠❡ k(b) ❡st ❝♦♥♥✉ ❡t ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t
f(z̃) ❞❡ f(z) ❡♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❧❡s V 〈zi,z−i〉 ✿

∀z̃, ∀b, V z̃(b) ≥ max
z∈z̃

V z(b)⇒ f(z̃i) ≥ max
zi∈z̃i

f(zi) ✭✼✳✷✾✮

❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛❥♦r❛♥t

f(z̃i) =

N∑

k=1

max
[

k(bt,k), max
z−i∈Z

−i
t

V 〈z̃i,z−i〉(bt,k)
]

✭✼✳✸✵✮

❘❡♠❛rq✉❡✿ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r z̃ = 〈z̃i, z−i〉 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❥♦✐♥t❡s z = 〈zi, z−i〉 ❢♦r♠é❡s ❞❡
zi ❡t ❞❡ z−i✱

z̃ = 〈z̃i, z−i〉 = {〈zi, z−i〉|zi ∈ z̃i} ✭✼✳✸✶✮

♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❢♦r♠é ❞❡ z−i ❡t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❧♦❝❛❧ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ z̃i✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t V 〈z̃i,z−i〉(b) ❞❡ V z(b) ✿

V 〈z̃i,z−i〉(b) = max
z∈〈̃z̃i,z−i〉

V z(b) ✭✼✳✸✷✮

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐✲
t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ zi = ψi(zi, oi) ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ oi ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✳ ❯♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡❧â❝❤❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ zi = ψi(zi, oi) ❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✳ ❖♥ ❞✐✈✐s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s Ωi ❡♥ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω1

i ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
zi ❡st ❞é✜♥✐ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω2

i ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s zi ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡✳ ❖♥
♣♦s❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s Ω1 ❡t Ω2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ✿

Ω1 =
{
〈oi, o−i〉|oi ∈ Ω1

i , o−i ∈ Ω−i

}
✭✼✳✸✸✮

Ω2 =
{
〈oi, o−i〉|oi ∈ Ω2

i , o−i ∈ Ω−i

}
✭✼✳✸✹✮

▲❡ ♠❛❥♦r❛♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦✉s✲❛r❜r❡ zi = ψi(zi, oi) ♣♦✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ b



✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❙▼❇❉P

❝♦✉r❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ oi ∈ Ω2
i ✿

V z̃(b) = R(b, a) ✭✼✳✸✺✮

+
∑

o∈Ω1

z′=ψ(z̃,o)

O(o|b, a)
[

αz
′
· τ(b, a, o)

]

✭✼✳✸✻✮

+
∑

oi∈Ω
2
i

max
z′i∈Z

i
t+1

∑

o−i∈Ω−i

o=〈oi,o−i〉
z′−i=ψ−i(z−i,o−i)

z′=〈z′i,z
′
−i〉

O(o|b, a)
[

αz
′
· τ(b, a, o)

]

✭✼✳✸✼✮

❛✈❡❝ a = ϕ(z̃)✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ❉❛♥s ✉♥ ♣ré❝é❞❡♥t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r ♦ù ✉♥ s♦✉s✲
❛r❜r❡ ❞✐✛ér❡♥t ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ o ∈ Ω2 ♣❧✉tôt q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ oi ∈ Ω2

i ✿

V z̃(b) = R(b, a) ✭✼✳✸✽✮

+
∑

o∈Ω1

z′=ψ(z̃,o)

O(o|b, a)
[

αz
′
· τ(b, a, o)

]

✭✼✳✸✾✮

+
∑

o∈Ω2

z′−i=ψ−i(z−i,o−i)

O(o|b, a) max
z′i∈Z

i
t+1

z′=〈z′i,z
′
−i〉

[

αz
′
· τ(b, a, o)

]

✭✼✳✹✵✮

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ s✉r ❧❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✉t✐❧✐sés✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥st❛t❡ ♣❛s ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♣❧✉s ❜❛s ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
❛♣♣r♦❝❤❡✳

✼✳✺✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐té

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶ rés✉♠❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❉P ❞❡ P❇■P ❡t P❙▼❇❉P✳
◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ∀(i, j) ∈ I2✱ |Ai| = |Aj |✱ |Ωi| = |Ωj |✳

P♦✉r P❇■P✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❉P ❡✛❡❝t✉❡ maxTrees r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ♣♦✉r maxTrees ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ b✱ ❧❡s |A||Ω||Zt+1| ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s k(a, o, z′) s♦♥t ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s ✭❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✹✳✶✶✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥

|S|2 +maxTrees |I||S| ✭✼✳✹✶✮

▲✬❛r❜r❡ ❝❤❡r❝❤é ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ϕ(z) ∈ A ❡t ω = |Ω̄| = maxi∈I |Ωi| ❝❤♦✐① ❞❡ ψ(z, o) ∈
Zt+1 ♣♦✉r o ∈ Ω̄ ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ t❛✐❧❧❡

|A|maxTrees |I|ω ✭✼✳✹✷✮

❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ s✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ P❇■P ❡st ✿

maxTrees
[

|A|Ω|
(

S|2 +maxTrees |I||S|
)

+ |A|maxTrees |I|ω|Ω|
]

≈

|Ω||S|2|A|maxTrees |I|ω
✭✼✳✹✸✮



✼✳✻✳ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✶✷✸

❛✈❡❝ ω = maxi∈I |Ωi|✳
P♦✉r P❙▼❇❉P✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❞❡ P❇■P✱ ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞✬❛r❜r❡s ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛✉①✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡st ❡♥ (maxTrees − 1)|I|2 ✭s✐
❝❤❛q✉❡ ♣❛ss❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ♥✬❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❛r❜r❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉❧ ❛❣❡♥t✮ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱
✐❧ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ maxTrees|I|✳

▲✬❛r❜r❡ ❝❤❡r❝❤é ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ϕi(zi) ∈ Ai ❡t |Ωi| ❝❤♦✐① ❞❡ ψi(zi, oi) ∈ Z it+1 ♣♦✉r
oi ∈ Ωi ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ t❛✐❧❧❡ |Ai|maxTrees |Ωi|✳ ❈❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ❛
✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥

NmaxTrees |I|−1|Ω|
(
|S|2 +maxTrees|I||S|

)
✭✼✳✹✹✮

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡st ❡♥

(maxTrees − 1)|I|2|Ai|maxTrees |Ωi|NmaxTrees |I|−1|Ω|
(
|S|2 +maxTrees|S|

)
+K ≈

|Ω||S|2|Ai|maxTrees |I|+ω|I|2 +K
✭✼✳✹✺✮

♦ù K ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✐♥✐t✐❛❧✳
■❧ ❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs α q✉✐ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡s ✿
maxTrees |I||S|2|Ω| ✭✼✳✹✻✮

◗✉❛♥❞ P❙▼❇❉P ❡st ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ P❇■P✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ ❞♦♥❝
✉♥ ✐♠♣❛❝t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✿ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ A× (Z ′)Ω̄ ❞❡ P❙▼❇❉P ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ Ai × (Z ′

i)
Ωi ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ é❧❡✈é❡ à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts ✿

|A × (Z ′)Ω̄| ≈ |Ai|
|I||Z ′

i|
|I||Ωi|| = (|Ai||Z

′
i|
|Ωi||)|I| = |Ai × (Z ′

i)
Ωi ||I| ✭✼✳✹✼✮

❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧✬❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♠♠❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ❞❡ ▼❇❉P✴◆❊✳

✼✳✻ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

✼✳✻✳✶ ▼ét❤♦❞❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ❡t ❧❡s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛rés ❛✈❡❝ ▼❇❉P ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s
s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜r♦❛❞❝❛st ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ t✐❣r❡ ❞é❝❡♥tr❛✲
❧✐sé❡ ❬◆❛✐r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ✭t❛❜❧❡ ✼✳✷✮✱ ▼❡❡t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ❬❇❡r♥st❡✐♥✱ ✷✵✵✺❪ ✭t❛❜❧❡ ✼✳✸✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs ❬❖❧✐❡❤♦❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ✭t❛❜❧❡ ✼✳✺✮✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs
✭t❛❜❧❡ ✼✳✻✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❜♦① P✉s❤✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠ ✭t❛❜❧❡ ✼✳✹✮✳ ▲❡s t❛❜❧❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❡s♣éré❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❱❊▼✮✱ s❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ✭σ✮ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✳

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ▼❉P s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ✿ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❉❡❝✲P❖▼❉P✳

✼✳✻✳✶✳✶ ▼❇❉P ❡t ❞ér✐✈és

P❇■P✴❇❡❋❙ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ P❇■P q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞✬❛❜♦r❞✳
▼❇❉P✴◆❊ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ▼❇❉P à ❜❛s❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮ ❡t ▼❇❉P✴◆❊✷

❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ q✉✐ ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❥♦✐♥t❡s ❬❑✉♠❛r ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✶✵❪ ✿



✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❙▼❇❉P

❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ✐♠♣❧é♠❡♥tés s❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✐s❝✉té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✺ ✭❝❛❧❝✉❧
♣❛r❡ss❡✉① ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs α ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs α✮✳

▼❇❉P ❡t s❡s ❞ér✐✈és ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ét❛ts ✿
❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ s♦♥t t✐rés ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ▼❉P ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♠♦✐t✐é ❡st t✐ré❡ ❞❡
❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❬❙❡✉❦❡♥ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✼❜❪✳

✼✳✻✳✶✳✷ P❙▼❇❉P

◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P❙▼❇❉P ❛✈❡❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✮
❛✈❡❝ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✶✮ ❡t ❛✈❡❝ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉①
✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✷✮✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r P❙▼❇❉P ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉①✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ ❡t ♠❡✐❧❧❡✉r ❞✬❛❜♦r❞✳ ❉❛♥s ❧❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✉t✐❧✐sés✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
❞✬❛❜♦r❞ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉rs✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r
P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙ ✭♣♦✉r ❇❡st ❋✐rst ❙❡❛r❝❤✮✳

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❞❡ P❇■P ✭♣♦✉r P❙▼❇❉P✮ ♦✉
P❇■P✴❇❡❋❙ ✭♣♦✉r P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙✮✳

✼✳✻✳✷ ❘és✉❧t❛ts

✼✳✻✳✷✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ t✐❣r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé

▲❛ t❛❜❧❡ ✼✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ t✐❣r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ❬◆❛✐r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ♣♦✉r
T = 100✱ ❛✈❡❝ ✺✵ ❡①é❝✉t✐♦♥s ❡t✱ ♣♦✉r P❙▼❇❉P✱ N = 100✳

P♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s ♣❛r P❙▼❇❉P s♦♥t ❞✬✉♥❡ q✉❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ▼❇❉P
✭♣♦✉r maxTrees = 20✮ ♠❛✐s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡ ▼❇❉P ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❝r♦②❛♥❝❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ maxTrees

♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ s❡✉❧ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✺✮ ❞✬❛r❜r❡s
❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t r❡t❡♥✉s ♣❛r P❙▼❇❉P ❝❛r ❛❥♦✉t❡r ❞✬❛✉tr❡s
❛r❜r❡s ♥✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣❛s ❧❡ ❝r✐tèr❡✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t ❞❡s
❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s s♦✉s✲♦♣t✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞érés✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t P❙▼❇❉P ❝❛r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬❛r❜r❡s ❡t ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs α ❣é♥érés ♣❛r
❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡①❤❛✉st✐✈❡ s♦♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞✐q✉és ♣♦✉r P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙ ✿ ✐❧s s♦♥t ♣❧✉s ❧❡♥ts q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r
❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ très ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✱ |Ai| = 3 ❡t |Ωi| = 2✳
▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3 × 72 = 147 ❡t 3 × 202 = 1200 ♣♦✉r maxTrees = 7 ❡t
maxTrees = 20 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

✼✳✻✳✷✳✷ ▼❡❡t✐♥❣ ♦♥ ❛ ●r✐❞

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❡❡t✐♥❣ ♦♥ ❛ ●r✐❞ ❬❇❡r♥st❡✐♥✱ ✷✵✵✺❪✱ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥❡
❣r✐❧❧❡ 2× 2 ❡t ❞♦✐✈❡♥t ♣❛ss❡r ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✼✳✸ ♠♦♥tr❡
❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r T = 100✱ maxTrees = 7✱ 100 ❡①é❝✉t✐♦♥s ❡t✱ ♣♦✉r P❙▼❇❉P✱ N = 100✳ P♦✉r ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙ ❡t P❇■P✳



✼✳✻✳ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✶✷✺

❚❛❜❧❡ ✼✳✶ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♠♣❛ré❡ ❞❡ P❇■P ❡t P❙▼❇❉P
P❇■P P▼❙❇❉P

◆♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s maxTrees (maxTrees − 1)|I|2 †

❈♦♠♣❧✳ ♣ré❝❛❧❝✉❧s |A|Ω|
[

|S|2 +maxTrees |I||S|
]

✵

❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ |A|maxTrees |I|ω |Ai|maxTrees |Ωi|

❈♦♠♣❧✳ ❜♦✉♥❞ |Ω| NmaxTrees |I|−1|Ω|
(
|S|2 +maxTrees|I||S|

)

† ✿ ❛✉①q✉❡❧❧❡s s✬❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✭r❡❝❤❡r❝❤❡ P❇■P✱ P❇■P✲
■P●✱ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✳ ✳ ✳✮

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❊▼ σ ❚❡♠♣s ✭s✮

maxTrees = 7
▼❇❉P ✾✶✳✺✾ ✶✵✳✵✸ ✺✳✾✷
P❇■P ✽✽✳✸✸ ✶✵✳✷✼ ✵✳✷✼
P❙▼❇❉P ✾✶✳✷✵ ✸✳✷✸ ✵✳✻✸
P❙▼❇❉P † ✶✻✻✳✷✼ ✼✳✵✻ ✶✳✻✼

maxTrees = 20
▼❇❉P ✶✸✽✳✸✼ ✸✳✷✶ ✺✹✵✳✻✷
P❇■P ✶✸✾✳✻✽ ✹✳✺✾ ✶✹✳✽✹
P❙▼❇❉P ▼ê♠❡ rés✉❧t❛ts q✉❡ maxTrees = 7

† ✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ▼❇❉P

❚❛❜❧❡ ✼✳✷ ✕ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ t✐❣r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❱❊▼ σ ❚❡♠♣s ✭s✮

▼❇❉P ✼✻✳✺✻ ✸✳✸✵ ✼✷✺✳✽✷
P❇■P ✼✻✳✺✻ ✷✳✽✽ ✷✳✶✵
P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙ ✼✸✳✷✺ ✸✳✽✼ ✸✳✺✼

❚❛❜❧❡ ✼✳✸ ✕ ▼❡❡t✐♥❣ ♦♥ ❛ ●r✐❞



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❙▼❇❉P

✼✳✻✳✷✳✸ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❇♦① P✉s❤✐♥❣

▲❛ t❛❜❧❡ ✼✳✹ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❇♦① P✉s❤✐♥❣
❬❙❡✉❦❡♥ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✼❛❪✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭|I| = 2✱
|Ωi| = 5✮ ❡t ❛ été ♣r♦♣♦sé ❝♦♠♠❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣♦✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s s✉r ✷✺ ❡①é❝✉t✐♦♥s✳

P♦✉r T = 20✱ P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙ tr♦✉✈❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ P❇■P ♣♦✉r ✉♥
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à P❇■P✴❇❡❋❙✳ P♦✉r T = 50✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
♠❛✐s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r P▼❙❇❉P✴❇❡❋❙ q✉✐ tr♦✉✈❡ ♣❛r❢♦✐s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜✐❡♥
♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ P❇■P ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣rés❡♥ts ♣♦✉r H = 50 ❝❛r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t très
✐♠♣♦rt❛♥ts ✭T > 20, 000s✮✳

✼✳✻✳✷✳✹ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs

▲❛ t❛❜❧❡ ✼✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs ❬❖❧✐❡❤♦❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❛✈❡❝ ✷
❛❣❡♥ts✱ ✹ ♠❛✐s♦♥s ❡t ✸ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❢❡✉ ♣♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ 100 ❡t maxTrees = 7✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s s✉r ✷✺ ❡①é❝✉t✐♦♥s✳ P♦✉r P❙▼❇❉P✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts N ❡st ✜①é à 100✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ P❙▼❇❉P
tr♦✉✈❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ❝♦♠♠❡ P❇■P✳

✼✳✻✳✷✳✺ Pr♦❜❧è♠❡ ♠♦❞✐✜é ❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs

❆✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ♦❜s❡r✈❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉
❢❡✉ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✐s♦♥ ♦ù ✐❧ s✬❡st r❡♥❞✉ ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t ❝❛r
❧✬❛❣❡♥t ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠❛✐s ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡♠❛♥❞❡
✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉♣ér✐❡✉r✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✼✳✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦❞✐✜é ❛✈❡❝ |I| = 2✱ ✹ ♠❛✐s♦♥s✱ ❧❡ ❢❡✉
❛❧❧❛♥t ❞❡ ✵ à ✸✱ T = 100✱ maxTrees = 3 ❡t✱ ♣♦✉r P❙▼❇❉P✱ N = 100✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞❡s
♠♦②❡♥♥❡s s✉r 25 ❡①é❝✉t✐♦♥s✳

P❇■P ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s à ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t tr♦✉✈❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡
♠ê♠❡ q✉❛❧✐té q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ P❙▼❇❉P✴❇❡❋s tr♦✉✈❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s
♣♦❧✐t✐q✉❡s q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳

✼✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts q✉✐ ❢♦r♠✉❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉
❝❤♦✐① ❞❡ maxTrees ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ♣❛r ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡
▼❇❉P ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡N ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡maxTrees ✿
✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦✉✈r✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✉t✐❧✐sé ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛
r❡ss♦✉r❝❡ ❧✐♠✐té❡ q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❡♥tr❡
❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡✉r sé❧❡❝t✐♦♥✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡st ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡
t❛✐❧❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥✳



✼✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✼

❆❧❣♦r✐t❤♠ W ❱❊▼ σ ❚❡♠♣s ✭s✮

H = 20
❖♣t✐♠❛❧ ▼❉P ✲ ✺✶✶ ✲ ✲
P❇■P ✼ ✹✷✾ ✶✶✳✹ ✶✶ ✸✸✻
P❇■P✴❇❡❋❙ ✼ ✹✷✶ ✶✵✳✸ ✻✼

✾ ✹✸✷ ✶✵✳✷ ✶✽✶
P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙ ✼ ✹✹✶ ✶✶✳✷ ✶✻✵

✾ ✹✹✹ ✶✷✳✻ ✶✽✾

H = 50
❖♣t✐♠❛❧ ▼❉P ✲ ✶ ✸✵✻ ✲ ✲
P❇■P ✼ ❄ ❄ ❃✷✵ ✵✵✵
P❇■P✴❇❡❋❙ ✼ ✶ ✵✻✸ ✶✻✳✷ ✶✼✽

✾ ✶ ✵✼✽ ✶✸✳✶ ✹✼✶
P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙ ✼ ✶ ✵✼✻ ✻✾✳✼ ✹✽✸

✾ ✶ ✵✽✽ ✸✶✳✼ ✺✾✵

❚❛❜❧❡ ✼✳✹ ✕ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❇♦① P✉s❤✐♥❣

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❱❊▼ σ ❚❡♠♣s ✭s✮

❖♣t✐♠❛❧ ▼❉P ✲✸✺✳✽✶ ✲ ✲

maxTrees = 3
P❇■P ✲✷✷✻✳✾✹ ✷✸✳✻✽ ✹✵
P❇■P ‡ ✲✶✶✶✳✽✻ ✵✳✵✵ ✶✾✺
P❇■P✴❇❡❋❙ ✲✷✶✺✳✾✺ ✷✵✳✷✶ ✻✺
P❇■P✴❇❡❋❙ ‡ ✲✶✶✶✳✽✻ ✵✳✵✵ ✼✾
P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙ ✲✽✾✳✵✽ ✵✳✵✵ ✷✼✽

maxTrees = 7
P❇■P ✲✶✻✵✳✷✺ ✷✵✳✽✹ ✶✼✶
P❇■P ‡ ✲✶✶✶✳✽✺ ✵✳✵✵ ✷✸✹
P❇■P✴❇❡❋❙ ✲✶✽✹✳✵✽ ✷✸✳✹✵ ✸✻✹
P❇■P✴❇❡❋❙ ‡ ✲✶✶✶✳✽✻ ✵✳✵✵ ✶✷✻
P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙ ✲✽✾✳✵✽ ✵✳✵✵ ✷✼✹
‡ ✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ P❙▼❇❉P

❚❛❜❧❡ ✼✳✺ ✕ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs



✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❙▼❇❉P

❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❞❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❞❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠❜❧❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉❛♥❞ ❧✬❡s♣❛❝❡s ❞❡s ét❛ts✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s✱
❡st ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs✮✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P
t♦✉t ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ✿ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡s♣éré❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
❞♦♥♥é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s s❡ ❜❛s❛✐❡♥t s✉r
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ P❖▼❉P ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ t❡st❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❝❡s ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡s ✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ P❖▼❉P✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❡t❝✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞
♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✳



✼✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✾

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❱❊▼ σ ❚❡♠♣s ✭s✮

❖♣t✐♠❛❧ ▼❉P ✲✸✺✳✽✶ ✲ ✲

maxTrees = 3
P❇■P ✲✷✼✵✳✼✼ ✷✹✳✼✺ ✶✸✼
P❇■P ‡ ✲✶✶✶✳✽✹ ✵✳✵✵ ✻✵
P❇■P✴❇❡❋❙ ✲✷✶✹✳✵✹ ✸✵✳✻✺ ✷✹✾
P❇■P✴❇❡❋❙ ‡ ✲✶✶✶✳✽✹ ✵✳✵✵ ✶✵✼
P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙ ✲✼✽✳✹✸ ✵✳✵✵ ✻✽✵

maxTrees = 7
P❇■P ✲✷✶✻✳✻✹ ✸✺✳✾✷ ✻✶✷
P❇■P ‡ ✲✶✶✶✳✽✺ ✵✳✵✵ ✶✺✻
P❇■P✴❇❡❋❙ ✲✷✺✺✳✾✶ ✶✾✳✷✸ ✶✶✾✶
P❇■P✴❇❡❋❙ ‡ ✲✶✶✶✳✽✺ ✵✳✵✵ ✹✸✽
P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙ ✲✼✽✳✹✸ ✵✳✵✵ ✼✸✺
‡ ✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ P❙▼❇❉P

❚❛❜❧❡ ✼✳✻ ✕ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣♦♠♣✐❡rs ♠♦❞✐✜é



✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❙▼❇❉P



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❙♦♠♠❛✐r❡
✽✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✽✳✶✳✶ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✽✳✶✳✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✽✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✽✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✽✳✸✳✶ ▼ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✽✳✸✳✷ ❍❡✉r✐st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✽✳✸✳✸ ❆✉tr❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✽✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✽✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

▲❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❢♦r♠❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❉❡❝✲P❖▼❉P
❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ◆❊❳P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❬❇❡r♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ré❝❡♥ts
❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❉❡❝✲P❖▼❉P s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ❝❛❧❝✉❧✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r P❖▼❉P✱ ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r
❢♦❝❛❧✐s❡r ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ maxTrees ❧✐♠✐té ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✭❝r♦②❛♥❝❡s✮ ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛♠è♥❡ à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝r♦②❛♥❝❡✳

✽✳✶✳✶ ▲♦♦❦❛❤❡❛❞ ❛♣♣r♦❝❤é

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❝r♦ît
❢♦rt❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡s maxTrees ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡
r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❛❝t❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t z ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ b ❞♦♥♥é ♣❛r
✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❤❡r❝❤❡r ❧✬❛r❜r❡ ❥♦✐♥t z ❝♦♠♠❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤
♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥ts ♣❛r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❧♦❝❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ♠❛✐s ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts✳

✶✸✶



✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✽✳✶✳✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡

❯♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ❡st q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧❡ ♥♦♠❜r❡
maxTrees ❞❡ s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡s ❝♦♥s❡r✈é❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t
✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ maxTrees ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✭q✉✐ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡s ❝♦♥s❡r✈é❡s✮ ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❡st ♣❡✉ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡s
s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✭❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡ r❡t❡♥✉❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❡♥ ♥❡ s❡ ❜❛s❛♥t q✉❡ s✉r ✉♥❡
s❡✉❧❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❬❈♦r♦♥❛ ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✵✾✱ ❈♦r♦♥❛ ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✶✵❜✱ ❈♦r♦♥❛ ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✶✵❛❪✳ ◆♦✉s
r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
❝♦♥s✐❞éré✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s maxTrees s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡st ❢♦r♠✉❧é ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ét❛♥t ❞♦♥♥é
❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳ ▲❡s maxTrees ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡
s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és
♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s maxTrees ❛✈❡❝ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❡✉t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ maxTrees ❞❡ s♦✉s✲♣♦❧✐t✐q✉❡s à ❝♦♥str✉✐r❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡
t②♣❡ ▼❇❉P s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡s maxTrees ❡st
é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥és✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ♣r♦♣♦sé ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦✉✈r✐r ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r êtr❡
rés♦❧✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ q✉✐ ♣❛rt ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❥♦✐♥t✱
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t tr♦✉✈é ♣❛r ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✱ ❡t ❝♦♥str✉✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t
❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① zi✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ❝❤❡r❝❤és ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛r❜r❡s
❧♦❝❛✉① ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❥♦✐♥ts✳

❉❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
q✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P✳

✽✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡
✐♥✐t✐❛❧❡ B0 ❞♦♥♥é❡ ✭♣r♦❜❧è♠❡ P1 ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✮✳ ▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P ❡♥ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❤♦r✐③♦♥ ✿ ❝❤❛q✉❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s
✉t✐❧❡s à ✉♥ ✐♥st❛♥t t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ✉t✐❧❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t + 1 ✭♣r♦❜❧è♠❡
M✮✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ P❇❉P ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r M ♣❛r ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ M ′ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❜♦r♥é❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡t❡♥✐r ❛✉ ♣❧✉s maxTrees ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❧♦❝❛❧❡ ♣❛r ❛❣❡♥t✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❜♦r♥é❡ M ′ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ P ′ q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ P ✿
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ P ′ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r
maxTrees ♣♦✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ B0✳

■❞é❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❜♦r♥é❡ M ′ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥
❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ P ′✳



✽✳✸✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸✸

❖♥ ♥❡ s❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡tt❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❝❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ▼❇❉P ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❜♦r♥é❡
M ′ ❡♥ maxTrees ❧♦♦❦❛❤❡❛❞s ♣♦✉r maxTrees ❝r♦②❛♥❝❡s Bt à ❧✬✐♥st❛♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✭♣r♦❜❧è♠❡ L✮ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠❛♥✐èr❡s ✿
é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✭▼❇❉P✮✱ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✭■▼❇❉P✱ ▼❇❉P✲
❖❈✮✱ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ✭P❇■P✱ P❇■P✴❇❡❋❙✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉t❡♥✉
❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ L ❞❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭▼❇❉P✴◆❊✮ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡
◆❛s❤✮✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉t❡♥✉ ❧✬✐❞é❡ q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❜♦r♥é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
✉♥ ❝r✐tèr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ à ♦♣t✐♠✐s❡r ✭♣r♦❜❧è♠❡ M ′′✮ ✿ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té µt ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ Bt à ❧✬✐♥st❛♥t t ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❉❡
♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ µt ❡st tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❡st
❞♦♥❝ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✭♣r♦❜❧è♠❡M ′′′✮✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r êtr❡ rés♦❧✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡♠♣❧♦②é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡
s✐♠♣❧❡ q✉✐ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t ❞♦♥♥é à ❛❥♦✉t❡r à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ✭♣r♦❜❧è♠❡ I✮✳ ❈❡ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡
rés♦❧✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✭P❙▼❇❉P✮ ♦✉ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ✭P❙▼❇❉P✴❇❡❋s✱
P❙▼❇❉P✴❉❋❙✮✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡r❝❤❡ à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té
q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r
❜♦r♥é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

✽✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✽✳✸✳✶ ▼ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s

▲❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ▼❇❉P ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❛♣♣r♦❝❤❡
P❙▼❇❉P ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✿

✕ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❥♦✐♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡
t②♣❡ ▼❇❉P ❀

✕ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❧♦❝❛✉① ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ P❙▼❇❉P✳

❚r♦✐s t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✿
✕ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭▼❇❉P✱ ■▼❇❉P✮ ❀
✕ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ✭P❇■P✱ P❙▼❇❉P ❣❧♦✉t♦♥ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡✮ ❀

✕ ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✿
✕ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ✭P❙▼❇❉P ❣❧♦✉t♦♥✮ ❀
✕ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣❛r éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✭▼❇❉P✴◆❊✮✳

❉✬❛✉tr❡s ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❡ss❛②é❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✜♥ ❞❡
❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s q✉❛♥❞ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡✈✐❡♥t tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♦✉ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡



✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡st tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥ é❧❛❣❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
à ❜❛s❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❝r♦✐sé❡ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡
♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♣❡✉t✲êtr❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡
q✉❛❧✐té✳

✽✳✸✳✷ ❍❡✉r✐st✐q✉❡

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ P❙▼❇❉P ❞é♣❡♥❞❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②é❡✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
❞♦♥❝ ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡①♣❡rt❡ s✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❡s ❢♦r♠❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❡♠♣❧♦②é❡s
à ❝❡t ❡✛❡t ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧❡✮ ❡t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ✜①❡r ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✜①é❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳

✽✳✸✳✸ ❆✉tr❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s r❡♣rés❡♥té❡s
♣❛r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ P❙▼❇❉P à ❞✬❛✉tr❡s
❢♦r♠❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐ ❡t ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣❛r❛♠étré❡s✳

✽✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ q✉✐ ❝❤♦✐s✐t à
❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣❛r ❛❣❡♥t✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt q✉✐ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ✭❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥t✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ✉♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ◆♦✉s ❛✈❛♥ç♦♥s q✉❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t
❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✭♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts✮ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ❡❧❧❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ❉❛♥s
❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à
❜❛s❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❜♦r♥é ❞✬❛r❜r❡s ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❡♠♣❧♦②é
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❛❧✐té✱ à ré❞✉✐r❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉
à tr❛ît❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳



✽✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✺

P M

P ′ M ′ L

❊①❤❛✉st✐❢ ✭▼❇❉P✮
❊①❤❛✉st✐❢ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭■▼❇❉P✱ ▼❇❉P✲❖❈✮
❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ✭P❇■P✱ P❇■P✴❇❡❋❙✮
➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✭P❇❉P✴◆❊✱ P❇❉P✴◆❊✷✮
▼ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❄

M ′′

M ′′′

▼ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❄

I

❊①❤❛✉st✐❢ ✭P❙▼❇❉P✮
❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ✭P❙▼❇❉P✴❇❡❋❙✱ P❙▼❇❉P✴❉❋❙✮
▼ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❄

❉P

❉P

tr❡✐❧❧✐s tr❡✐❧❧✐s

❧♦♦❦❛❤❡❛❞
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡

▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
❣❧♦✉t♦♥

A B A rés♦❧✉ ♣❛r B

A B A ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r B

A B A ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s B

A B A ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s B

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ✕ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡



✶✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆♠❛t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❆♠❛t♦✱ ❈✳✱ ❉✐❜❛♥❣♦②❡✱ ❏✳ ❙✳ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ❙✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧
P♦❧✐❝② ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❋✐♥✐t❡✲❍♦r✐③♦♥ ❉❡❝✲P❖▼❉Ps✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t❡❞ P❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✷✕✾✳

❬❆♠❛t♦ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✾❪ ❆♠❛t♦✱ ❈✳ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ❙✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆❝❤✐❡✈✐♥❣ ❣♦❛❧s ✐♥ ❞❡❝❡♥tr❛✲
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❬❙♣❛❛♥ ❡t ❱❧❛ss✐s✱ ✷✵✵✺❪ ❙♣❛❛♥✱ ▼✳ ❚✳ ❏✳ ❡t ❱❧❛ss✐s✱ ◆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ P❡rs❡✉s ✿ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣♦✐♥t✲
❜❛s❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r P❖▼❉Ps✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✹✿✶✾✺✕✷✷✵✳

❬❙✉tt♦♥ ❡t ❇❛rt♦✱ ✶✾✾✽❪ ❙✉tt♦♥✱ ❘✳ ❙✳ ❡t ❇❛rt♦✱ ❆✳ ●✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ✿ ❆♥
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❆❞❛♣t✐✈❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ▼■❚ Pr❡ss✳

❬❙③❡r ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✵✻❛❪ ❙③❡r✱ ❉✳ ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ❋✳ ✭✷✵✵✻❛✮✳ P♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ❢♦r ❉❊❈✲P❖▼❉Ps✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚✇❡♥t②✲❋✐rst ❆❆❆■ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳



✶✹✶

❬❙③❡r ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ✷✵✵✻❜❪ ❙③❡r✱ ❉✳ ❡t ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✱ ❋✳ ✭✷✵✵✻❜✮✳ P♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r ❉❊❈✲P❖▼❉Ps✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✶st ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧
■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳

❬❚♦❞♦r♦✈✱ ✷✵✵✻❪ ❚♦❞♦r♦✈✱ ❊✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❛t ❛❧✱ ❉✳ ❑✳✱ é❞✐t❡✉r ✿ ❇❛②❡s✐❛♥
❇r❛✐♥ ✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ◆❡✉r❛❧ ❈♦❞✐♥❣✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✷✱ ♣❛❣❡s ✷✻✾✕✷✾✽✳ ▼■❚ Pr❡ss✳

❬❱❛r❛❦❛♥t❤❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❱❛r❛❦❛♥t❤❛♠✱ P✳✱ ▼❛❤❡s✇❛r❛♥✱ ❘✳ ❡t ❚❛♠❜❡✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❊①✲
♣❧♦✐t✐♥❣ ❇❡❧✐❡❢ ❇♦✉♥❞s ✿ Pr❛❝t✐❝❛❧ P❖▼❉Ps ❢♦r P❡rs♦♥❛❧ ❆ss✐st❛♥t ❆❣❡♥ts✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❣
t❤❡ ✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts ❛♥❞ ▼✉❧t✐❛❣❡♥t ❙②st❡♠s✳

❬❱✐r✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❱✐r✐♥✱ ❨✳✱ ❙❤❛♥✐✱ ●✳✱ ❙❤✐♠♦♥②✱ ❙✳ ❊✳ ❡t ❘♦♥❡♥✱ ❇✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❙❝❛❧✐♥❣ ✉♣ ✿
❙♦❧✈✐♥❣ P❖▼❉Ps t❤r♦✉❣❤ ❱❛❧✉❡ ❇❛s❡❞ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚✇❡♥t②✲❙❡❝♦♥❞
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✾✶✵✕✶✾✶✶✳

❬❲❛t❦✐♥s✱ ✶✾✽✾❪ ❲❛t❦✐♥s✱ ❈✳ ❏✳ ❈✳ ❍✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❉❡❧❛②❡❞ ❘❡✇❛r❞s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦✲
r❛t✱ ❑✐♥❣✬s ❈♦❧❧❡❣❡ ♦❢ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❯❑✳

❬❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛❪ ❲✉✱ ❋✳✱ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ❙✳ ❡t ❈❤❡♥✱ ❳✳ ✭✷✵✶✵❛✮✳ P♦✐♥t✲❇❛s❡❞ P♦❧✐❝② ●❡♥❡r❛✲
t✐♦♥ ❢♦r ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ P❖▼❉Ps✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆✐♥t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts ❛♥❞ ▼✉❧t✐❛❣❡♥t ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✸✵✼✕✶✸✶✹✱ ❚♦r♦♥t♦✱ ❈❛♥❛❞❛✳

❬❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜❪ ❲✉✱ ❋✳✱ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ❙✳ ❡t ❈❤❡♥✱ ❳✳ ✭✷✵✶✵❜✮✳ ❘♦❧❧♦✉t ❙❛♠♣❧✐♥❣ P♦❧✐❝②
■t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ P❖▼❉Ps✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚✇❡♥t②✲❙✐①t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❯♥✲
❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳

❬❩❤❛♥❣ ❡t ▲✐✉✱ ✶✾✾✻❪ ❩❤❛♥❣✱ ◆✳ ▲✳ ❡t ▲✐✉✱ ❲✳ ✭✶✾✾✻✮✳ P❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❉♦♠❛✐♥s ✿ Pr♦❜❧❡♠
❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭❱❡rs✐♦♥ ■■✮✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡✳
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❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆♥♥❡①❡s
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❙♦♠♠❛✐r❡
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✾✳✷ ❙tr❛té❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✾✳✸ ➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✾✳✹ ➱q✉✐❧✐❜r❡ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✾✳✺ ❏❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✾✳✶ ❏❡✉ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡

❯♥ ❥❡✉ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ str❛té❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛❣❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡r ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ❝❤❡r❝❤❡
✉♥❡ str❛té❣✐❡ πi ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ui(π) q✉✐ ❧✉✐ ❡st ♣r♦♣r❡ ♦ù π = (π1, . . . πn) ❡st ❧❛
str❛té❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ q✉❛♥❞ ❧✬❛❣❡♥t i ❝❤♦✐s✐t s❛ str❛té❣✐❡ πi✱ ✐❧ ❞♦✐t ♣ré✈♦✐r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ❛✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❝r✐tèr❡ ui✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✶✳ ❯♥ ❥❡✉ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st ✉♥ t✉♣❧❡ 〈I, (Ai)i∈I , (ui)i∈I〉 ♦ù ✿
✕ I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❥♦✉❡✉rs ✭❛❣❡♥ts✮ i ❀
✕ Ai ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❀
✕ ui ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ a ∈ A =

∏

i∈I Ai ❛ss♦❝✐❡ ❧✬✉t✐❧✐té ui(a) ♣♦✉r
❧✬❛❣❡♥t i✳

✾✳✷ ❙tr❛té❣✐❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❧♦❝❛❧❡ πi ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t i ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r
s❡s ❛❝t✐♦♥s Ai ✿

πi(ai) = Pr(ai) ✭✾✳✶✮

❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❥♦✐♥t❡ π ❡st ✉♥ t✉♣❧❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❥♦✐♥t❡s✱ ❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ❛❝t✐♦♥s
❥♦✐♥t❡s ✿

π(a1, . . . an) = Pr(a1, . . . an) =
∏

i∈A

πi(ai) ✭✾✳✷✮

❯♥❡ str❛té❣✐❡ ✭❧♦❝❛❧❡ ♦✉ ❥♦✐♥t❡✮ ❡st ♣✉r❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♥tré❡ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛❝t✐♦♥ ✿ ∃ai ∈ Ai, πi(ai) = 1
♦✉ ∃a ∈ A, π(a) = 1✳

✶✹✺



✶✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✳ ▲✬✉t✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ui ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❥♦✐♥t❡ π ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t i ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ✿

ui(π) = E
a∼π

ui(a) ✭✾✳✸✮

✾✳✸ ➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝❤❡r❝❤❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ✿ ✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ π = (π1, . . . , πn) ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✐ ❛✉❝✉♥ ❛❣❡♥t i ♥✬❛ ✐♥térêt à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ π′i✳ ❈❡❝✐ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✸✳✶✳ ❯♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❥♦✐♥t❡ π = (π1, . . . , πn) q✉✐ ❡st ✉♥
♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ✿

∀i ∈ I, ∀π′i, ui(π) ≥ ui(π1, . . . , π
′
i, . . . , πn) ✭✾✳✹✮

❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❥♦✐♥t❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡♥ r❡♠✲
♣❧❛ç❛♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ πi ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ♣❛r ❧❛ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡t ❛❣❡♥t ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s
str❛té❣✐❡s π−i ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❧♦❝❛❧ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✶✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✶ ✿ ❈❤❡r❝❤❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ❞❛♥s ✉♥ ❥❡✉ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❉♦♥♥é❡s ✿ πi str❛té❣✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ∈ I
❘és✉❧t❛t ✿ πi str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ∈ I✱ ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤
ré♣ét❡r✶

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡✷

πi ← argmaxπ′
i∈Πi

ui(〈π
′
i, π−i〉)✸

❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✹

✾✳✹ ➱q✉✐❧✐❜r❡ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧

❈❡rt❛✐♥s éq✉✐❧✐❜r❡s ❞❡ ◆❛s❤ s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❡t ❞❡✈r❛✐❡♥t
❞♦♥❝ êtr❡ ♣r✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛✉①✳ ❚♦✉t ❥❡✉ ✜♥✐✱
❝♦♠♣♦rt❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✳ ■❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ♣❧✉s✐❡✉rs éq✉✐❧✐❜r❡s
P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛✉① ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ q✉✐ s♦✐t
❛✉ss✐ ❜♦♥ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✹✳✶✳ ❯♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ❡st P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡
◆❛s❤ π′ t❡❧ q✉❡ ✿

∀i ∈ I, ui(π
′) ≥ ui(π) ✭✾✳✺✮

∃i ∈ I, ui(π
′) > ui(π) ✭✾✳✻✮

✾✳✺ ❏❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s✱ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✉t✐❧✐té q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s
u ♣❛r ❝♦♠♠♦❞✐té ✿

∀(i, j) ∈ I2, ui = uj = u ✭✾✳✼✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s✱ ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛✉① s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳
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