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Introduction

La diffraction multiple décrit le phénomene d’interaction entre une onde et un milieu
de propagation contenant plusieurs obstacles, par opposition a la diffraction simple ou seul
un diffuseur est présent (voir la monographie de P. Martin [84] pour une liste exhaustive
de références sur le sujet). Cette problématique, qui se pose dans nombre d’applications en
acoustique, en électromagnétisme, en élasticité ou en hydrodynamique, pose d’importantes
difficultés mathématiques et numériques. Pour le dire d’'un mot, le champ diffracté en pré-
sence de plusieurs objets n’est pas la simple superposition des champs diffractés par chacun
des objets lorsqu’il est éclairé par ’onde incidente. Ceci vient du fait que le champ diffracté
par un obstacle agit lui-méme comme un champ incident sur les autres objets, ce qui génére
un effet de couplage entre les obstacles. L’analyse mathématique et la simulation numérique
de ce couplage est a 'origine de cette these, qui s’articule autour de deux thémes. Le premier
théme, traité dans les trois premiers chapitres, concerne les problémes inverses de détection
et de localisation d’obstacles ou de sources par retournement temporel. La deuxieme par-
tie, constituée des chapitres 4] et |5 est consacrée a la résolution numérique par équations
intégrales du probleme de diffraction multiple en acoustique.

La premieére partie peut également étre séparée en deux sous-thémes. Le premier concerne
la détection et la focalisation sélective d’ondes sur des petits obstacles par la méthode DORT.
Cette technique expérimentale fait intervenir des miroirs a retournement temporel (MRT),
appareils capables de mesurer et de rétro-propager des ondes dans leur milieu d’origine. La
méthode DORT repose principalement sur I’analyse spectrale de 'opérateur de retournement
temporel dont le nombre de valeurs propres significatives est égal au nombre d’obstacles dans
le milieu, et dont les fonctions propres permettent de générer des ondes focalisant sélective-
ment sur les obstacles. Toutefois, ces propriétés spectrales sont satisfaites uniquement dans
le régime particulier de petits obstacles tres éloignés, ce qui correspond au régime ou les
effets de couplage de la diffraction multiple, c’est-a-dire les interactions entre les diffuseurs,
sont négligés. Dans le premier chapitre, nous proposons une étude numérique de la méthode
DORT dans le cadre de ’acoustique en champ lointain étudié du point de vue théorique dans
[72]. Nous comparons l'influence des parametres, tels que le nombre d’émetteurs/récepteurs
du miroir a retournement temporel, sur la qualité de la focalisation sélective. Puis, dans le
chapitre [2] nous nous plagons dans le cadre de la diffraction électromagnétique et donnons
une justification mathématique de la méthode DORT. Ces résultats, qui ont fait I’objet d’un
article publié dans SIAM Journal on Applied Mathematics, généralisent ceux obtenus dans
le cadre de 'acoustique dans [72]. Le chapitre |3, qui clot la premieére partie, a pour objet la
détection d’une source acoustique ponctuelle a ’aide d’un miroir & retournement temporel.
On s’intéresse plus particulierement au phénomene de super-résolution qui peut étre décrit
de la fagon suivante. Le MRT rétro-propage dans le milieu le signal émis initialement par
le point source. L’onde ainsi émise focalise alors sur le point source avec une précision qui
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14 INTRODUCTION

dépend notamment de la taille du miroir a retournement temporel. Dans un milieu hétéro-
gene, il apparait qu’en moyenne la qualité de la focalisation est améliorée par rapport au
milieu homogene : c’est le phénomene de super-résolution. Ce résultat est rendu possible
grace aux réflexions multiples qui ont lieu dans le milieu hétérogéne et qui permettent au
MRT d’obtenir plus d’information sur le signal. Notre étude de la super-résolution est effec-
tuée dans un cadre déterministe. En effet, nous modélisons ’hétérogénéité du milieu par de
nombreux petits diffuseurs entre la source et le miroir a retournement temporel et résolvons
numériquement ’équation de Helmholtz. A 'aide de nombreuses simulations numériques,
nous mettons en évidence 'amélioration (en moyenne) de la qualité de la focalisation.

La deuxieme partie du mémoire, constituée de deux chapitres, est consacrée a 1’étude
de certaines propriétés des équations intégrales usuelles lorsque le milieu comporte plusieurs
obstacles. Dans le chapitre [d] nous rappelons les équations intégrales usuelles et nous plagons
dans le cas particulier d’obstacles circulaires. Pour cette configuration, nous calculons expli-
citement les coefficients des quatre opérateurs intégraux de frontiére usuels (traces et traces
normales des potentiels de simple et de double couche) dans les bases de Fourier de dimension
finie. Nous obtenons ainsi les systémes linéaires approchant les équations intégrales usuelles.
Apres avoir présenté une stratégie de stockage creux des matrices, nous proposons également
un préconditionneur qui diminue le nombre d’itérations du solveur itératif. Ce précondition-
nement, relativement naturel, prend en compte les effets de la diffraction simple de chaque
obstacle. A travers un exemple numérique, nous montrons que cette stratégie de résolution
du probleme de diffraction multiple par des disques est robuste et efficace. Par ailleurs,
nous montrons que les équations intégrales de la diffraction multiple préconditionnées par
les opérateurs intégraux de la diffraction simple conduisent a la méme équation intégrale,
a un opérateur inversible de passage pres. Nous démontrons ce résultat, qui est le point
central de ce chapitre, tout d’abord en dimension deux pour des obstacles circulaires, avant
de I’étendre a des géométries régulieres quelconques, en dimensions deux et trois. Lorsque
les obstacles sont des disques, nous avons calculé explicitement les coefficients de Fourier
de l'opérateur intégral frontiére de simple couche L dans le chapitre @l Ceci nous a permis
d’étudier numériquement, dans le dernier chapitre, les valeurs propres et le conditionnement
de cet opérateur lorsque le milieu comporte plusieurs disques (diffraction multiple). Notre
étude est effectuée dans le régime de la basse fréquence, les régimes de moyenne et de haute
fréquence étant actuellement hors de portée. Nous considérons tout d’abord un milieu ne
comportant qu’'un seul disque, pour lequel nous obtenons des estimations du conditionne-
ment de la matrice tronquée I de l'opérateur intégral de frontiere de simple couche. Ces
résultats sont ensuite étendus de maniere formelle & un obstacle ellipsoidal ou rectangulaire.
Puis, nous étudions deux régimes de diffraction multiple particuliers : un milieu dilué ou les
obstacles sont éloignés et un milieu dense ou les diffuseurs sont proches les uns des autres.
Pour ces deux milieux, nous proposons des développements asymptotiques pour obtenir une
matrice limite LY, dont les valeurs propres sont de bonnes approximations de celles de la
matrice L. Apres avoir estimé les valeurs propres de plus petit et de plus grand module de
la matrice limite L, nous en déduisons des estimations du conditionnement de la matrice L.
Ces estimations sont ensuite validées numériquement sur des exemples. De plus et comme en
diffraction simple, nous proposons une extension formelle de ces résultats pour des obstacles
ellipsoidaux et rectangulaires.
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Chapitre 1

Etude numérique de la méthode
DORT en acoustique champ
lointain
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1.1 Introduction

Le principe du retournement temporel est de tirer parti de la réversibilité de 1’équation
des ondes en milieu non dissipatif pour rétro-propager un signal dans ce milieu, en vue
d’obtenir des informations sur le milieu de propagation. Sans aller jusqu’a une caractéri-
sation compléte du milieu, il s’agit le plus souvent de localiser des défauts ou des cibles
enfouies dans le milieu. Un autre objectif apparaissant dans nombre d’applications est de
parvenir a générer une onde focalisant sur une cible —émettrice ou non— de position incon-
nue (destruction de calculs rénaux par lithotritie, focalisation d’ondes électromagnétiques
sur un émetteur en télécommunications,...). Des telles expériences sont physiquement pos-
sibles depuis la conception par M. Fink des miroirs a retournement temporel (MRT). Ces
appareils sont constitués de transducteurs pouvant jouer alternativement le réle d’émetteur
ou de récepteur. Les applications utilisant ces MRT sont dorénavant multiples dans des do-
maines aussi divers que la médecine [101} [85], le contrdle non destructif [95] ou encore les
télécommunications sous-marines [82].
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La méthode DORT, acronyme de “Diagonalisation de I’Opérateur de Retournement Tem-
porel”, est une technique expérimentale mise au point par M. Fink et C. Prada [60] qui
permet de focaliser sélectivement des ondes sur des petits obstacles a ’aide d’'un MRT (voir
aussi [87, 88, 89, [94], [96]). La méthode DORT est basée sur l'itération de deux cycles, chaque
cycle étant composé de trois étapes. Tout d’abord, le miroir a retournement temporel émet
une onde incidente en direction des obstacles qui est réfléchie par les diffuseurs. Le miroir
mesure alors le champ diffracté, le retourne temporellement et le rétro-propage. Par défi-
nition, l'opérateur de retournement temporel T' correspond a deux itérations de ce cycle
“émission-réception-retournement temporel”. Lorsque les obstacles sont suffisamment petits
et éloignés (ou découplés), il s’avere que le nombre de valeurs propres significatives de T
est exactement égal au nombre de petits obstacles dans le milieu. De plus, les fonctions
propres de T" permettent de focaliser sélectivement des ondes sur les obstacles. Du point de
vue pratique, les ondes acoustiques émises sont des signaux transitoires mais la méthode
DORT est menée dans le domaine fréquentiel, le retournement temporel se ramenant alors
a une conjugaison de phase. Concernant le lien entre le retournement temporel en domaine
temporel et en harmonique, nous renvoyons le lecteur & Hazard et Ben Amar [71]. Enfin,
soulignons que la méthode DORT a été étendue ces dernieres années aux ondes élastiques
[19, B5] et électromagnétiques [15] [73], [811 [86], 50} T02].

La premiére justification mathématique de la méthode DORT en acoustique a été obte-
nue par Hazard et Ramdani en régime harmonique dans le cadre d’'un MRT continu, placé
a 'infini et non intrusif. En particulier, les auteurs démontrent que la méthode DORT s’ap-
plique dans le régime des petits obstacles éloignés. Le cas du miroir intrusif placé en champ
proche est étudié mathématiquement et numériquement dans la these de Ben Amar [22] ainsi
que dans Ben Amar et al. [23]. Enfin, Pingon et Ramdani ont proposé une justification et une
étude numérique de la méthode DORT dans un guide d’ondes bidimensionnel dans [92]. La
méthode DORT est a rapprocher de I'algorithme MUSIC (“MUltiple-SIgnal-Classification”,
voir [4} [7, 16, B39, 54, [74]) permettant de déterminer la position d’obstacles ponctuels a partir
de la matrice de réponses multi-statique. Dans les deux cas, les valeurs propres et vecteurs
propres de 'opérateur de champ lointain (ou ses valeurs singuliéres et ses vecteurs singuliers)
sont utilisés pour localiser les cibles contenues dans un milieu. Toutefois, dans ’algorithme
MUSIC, on utilise une fonctionnelle faisant intervenir les plus petites valeurs propres (c’est
le “noise space”), alors que dans le DORT on utilise les valeurs propres les plus significa-
tives. Soulignons également que MUSIC ne fait intervenir que des émetteurs et des capteurs
ponctuels, ce qui n’est pas le cas pour la méthode DORT.

Dans ce chapitre, nous proposons une étude numérique détaillée des résultats théoriques
démontrés dans [72], que nous résumons brievement dans la section Nous nous plagons
en régime harmonique, dans le cadre de I'acoustique champ lointain, le MRT étant supposé
placé a l'infini et n’interférant pas avec les ondes. Nous commencons par décrire succinc-
tement, dans le paragraphe la méthode de résolution numérique employée. L’étude de
la méthode DORT débute dans la section par I'analyse du comportement des valeurs
propres de la matrice de retournement temporel T. Dans le régime asymptotique ou la
taille caractéristique des obstacles est négligeable devant la longueur d’onde, cette derniere
étant supposée tres petite devant la distance inter-obstacles, nous verrons que la matrice de
retournement temporel T possede exactement autant de valeurs propres significatives que
d’obstacles. Nous nous intéresserons ensuite dans la section a la propriété de focalisation
sélective des vecteurs propres de T. Pour cela, nous comparerons les résultats obtenus entre
un MRT comportant de nombreux émetteurs/récepteurs et un miroir maillé plus grossiere-
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ment. Nous verrons clairement que la qualité de la focalisation dépend fortement du nombre
de transducteurs. Ensuite, dans le paragraphe nous proposons d’appliquer la méthode
DORT pour une bande de fréquences plutét qu’en régime monochromatique. Ce balayage
fréquentiel permet au miroir a retournement temporel de recevoir plus d’information sur les
obstacles. Les simulations physiques souffrent en général de bruit sur les mesures, ¢’est pour-
quoi nous testerons la robustesse de la méthode DORT vis-a-vis du bruit numérique. Nous
verrons que les propriétés de focalisation de la matrice de retournement temporel s’averent
robustes vis-a-vis du bruit. Nous conclurons cette étude par un exemple de détection de deux
petits obstacles a l’aide d'un MRT ouvert (i.e. n’entourant pas complétement les obstacles).

1.2 Justification mathématique

Considérons un milieu homogene non dissipatif contenant M petits obstacles non péné-
trables disjoints Q; 5o »=1,..., M. Plus précisément, nous supposons que Q; 5 est I'image
d’un obstacle de référence (2, obtenue par un changement d’échelle et une translation de
vecteur s, € R3 :

_ X—8 _
Q, :{XER3,£: 5 ”GQM}.

Notons {25 = Uéw:l Q; s le domaine occupé par les obstacles et n sa normale unitaire sortante.
Nous supposons le régime harmonique établi de nombre d’onde k = w/c, ot w est la pulsation
temporelle des ondes et ¢ la célérité du son dans le milieu. Tout au long de cette section, la
dépendance temporelle est implicite et de la forme e,

Le miroir a retournement temporel est supposé continu, entourant complétement les
obstacles et placé a I'infini. Grace a cette hypotheése, nous pouvons supposer que le MRT
n’interagit pas avec les ondes.

Durant la premiere étape de la méthode DORT, le miroir émet une onde incidente wuy
en direction des obstacles, modélisée par une superposition d’ondes planes uf(x) = gikxa
a € 5%, pondérée par une densité f € L2(S?) :

ur(x) = . fla)uf(x) da, vx € R3. (1.1)

De telles ondes sont appelées ondes de Herglotz. L’ensemble S? est la sphére unité de R? et
la quantité x - o désigne ici le produit scalaire euclidien sur R3 : x - o = Z?:l X;j.0.
L’illumination de Q5 par uf génere un champ diffracté u%), solution du probleéme de diffrac-
tion extérieur de type Dirichlet

ufy = —uf (695) (1.2)
uf) sortant.

7

La condition “u% sortant” renvoie a la condition de radiation de Sommerfeld. Dans la di-
rection B € S2, il est bien connu que u$) possede le comportement asymptotique suivant
[44]

etklx|l

1
utp(B]x) = - Ale 8) + 0 <qu) . quand [[x]| = oo,

L’amplitude de diffraction A(-,-) est analytique sur S? x S? et vérifie la propriété de réci-
procité [44, p.52-53]
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» &1

B
> >
—B

——> ¢ Direction de mesure
B Direction d’émission

FiGURE 1.1 — Illustration de la propriété de réciprocité

Proposition 1.1 (Réciprocité). Pour toutes les directions c et B de S, nous avons

Remarque 1.2. La réciprocité traduit simplement le fait que, dans un milieu non dissipatif,
mesurer dans une direction B le champ lointain diffracté d’une onde plane de direction «,
est équivalent a mesurer dans la direction —a le champ lointain diffracté d’une onde plane

de direction —f (voir figure .

Afin de ne pas surcharger les notations, I'indice § sera omis lorsqu’il n’est pas nécessaire.
Par linéarité, I'illumination de {15 par une onde de Herglotz u; de densité f 1) génere une
onde diffractée up définie par

vx € R3, up(x) = . fla)uB(x) da.

De plus, dans la direction 8 € S?, le champ up vérifie
ik||x||
x|

ot F: L?(S?%) — L?(S?) est l'opérateur de champ lointain défini par

up(BlIxl) = £

Ff(B)+0 <HX1||2) , quand ||x|| — +o0,

Ve LS VBe S FI(B)= [ Al B)f(e)da

Dans la suite, le produit scalaire sur L?(S?) considéré est le produit scalaire usuel :

Vf,g € LQ(SQ), (f,g)Lz(Sz) = / f(a)m dex.

‘5‘2

Les principales propriétés de l'opérateur de champ lointain sont alors résumées dans la
proposition suivante [44].
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Proposition 1.3. L’opérateur de champ lointain F est compact et normal. De plus, son
adjoint F* est l'opérateur défini par

Fr: L*S% — L2(S?)

(1.4)

ou R est 'opérateur de symétrie :
Vf € L*(S?),Va € S, Rf(a) = f(—a).

Nous sommes maintenant en mesure de définir 'opérateur de retournement temporel
T. Par définition, il correspond & deux cycles Emission-Réception-Retournement temporel.
Durant le premier cycle, le miroir émet une onde de Herglotz u; de densité f en direction
des obstacles. Cette onde se diffracte et génere un champ up, dont le champ lointain F'f
est mesuré puis retourné temporellement (i.e. conjugué) par le MRT pour obtenir RF'f.
L’opérateur de symétrie R rend compte du fait que le miroir mesure dans une direction « et
réémet dans la direction opposée —a. Ce cycle est répété avec comme densité initiale, non
plus f, mais RF f. Ces deux cycles sont schématisés ainsi :

Emission — Réception — Retournement temporel
1¢" cycle f Ff RFf
2¢me cycle  RFf FRFf RFRFf

Ainsi, Uopérateur de retournement temporel 1" est défini par :

T: L%S?) — L2(S?)
f +— Tf=RFREFJ,

de sorte que, compte tenu de la Proposition [T.3]:

Proposition 1.4. L’opérateur de retournement temporel T : L?(S?) — L?(S?) est défini
par
T = F*F = FF*, (1.6)

Ainsi, d’aprés les Propositions [I.3] et [T.4] 'opérateur de retournement temporel 7' est
autoadjoint, positif et compact. Outre p = 0, son spectre est constitué d’une famille au plus
dénombrable de valeurs propres dont le seul point d’accumulation est 0 (voir par exemple
[31]). De plus, rappelons la proposition suivante.

Proposition 1.5. Soit N un opérateur compact et normal sur un espace de Hilbert H. Si
A1, Ao, ... est une suite de valeurs propres non nulles de N classées par ordre décroissant en
module (|A1] > |Xa] > ...) et si (¢p)pen est une suite de fonctions propres associées, alors
IA1|2 > |X2|? > ... est la suite de valeurs propres non nulles de l'opérateur N*N = NN* et
(¢p)pen une suite de fonctions propres associées.

Notre étude spectrale de l'opérateur de retournement temporel 7' = F*F = FF* se
ramene ainsi a celle de 'opérateur de champ lointain F. Quand la taille caractéristique des
obstacles ¢ tend vers 0, 'amplitude de diffraction A(-,-) a le comportement asymptotique
suivant [72, Proposition 4.2].



22 CHAPITRE 1. DORT ACOUSTIQUE

Proposition 1.6. [l existe M constantes positives C1,Ca,...,Cy, appelées capacités des
obstacles, ne dépendant que de la géométrie des obstacles telles que

M
Ale, ) = 64°%a,B) + 0 (8?),  avec  A@,B) = % 3 Couf(s)ul (sp),  (1.7)
p=1

ot la décroissance O (52) est uniforme pour tout o et tout B de S>.

A partir de maintenant, nous restreignons I’étude spectrale de F' & celle de I'opérateur
de champ lointain limite F° : L?(S?) — L?(S?) défini par

vie IS YpE S, FO(B) = [ Aapf(a) da
S
L’amplitude de diffraction limite A°(-,-) se réécrit

M
Va,ﬁ € 527 Ao(a7IB) = - Zcpep(a)ep(lﬁ)7
p=1

ou les M fonctions (ep)p=1,... ps sont définies par

He) ug(s)

21 271

Les fonctions (ep)p=1,....m sont normalisées pour le produit scalaire usuel de L?(S?). L'intérét
majeur de ces fonctions vient que, en utilisant 'identité suivante (voir par exemple [44])

Vpe{l,...,M},Va e S?  e)a)= (1.8)

By R [ g = gD
’ ’ 52 kllx =yl
I'onde de Herglotz v} de densité e, s’écrit alors
1 Teon (3 sin(k||x — spl|)
Vx € R, upX:/e )uf(x) da = —— [ ekex=sp) qo = 2, /z—— 2 "PlU
I( ) 52 p( ) I( ) 2ﬁ 52 f k”X_SpH

Ainsi, Ponde uff est focalisée sur obstacle Q; 5 dans le sens ot son amplitude décroit comme

()

Apres calculs, la quantité FOf se réécrit
M
VfGLZ(SQ), Fof: _Zcp (f»ep)L2(52) €p;
p=1

et nous avons finalement la proposition 4.3 de [72] :

Proposition 1.7. L’opérateur de champ lointain limite F* est un opérateur négatif, autoad-
joint, de rang fini M et dont le rayon spectral ne peut étre inférieur da la plus grande capacité
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C), des obstacles. Dans le cas ot la longueur d’onde A = 27 /k est petite en comparaison avec
la plus petite distance entre les obstacles
d= i Sp — S
Lopmin (s =sql),

alors la famille de fonctions (ep)p=1,...m fournit une base de fonctions propres approchées
associées aux valeurs propres approchées {—Cp,p=1,..., M} de FO, qu sens ou

Fle, = —Cpe, + O (2) .

Ainsi, si les obstacles sont suffisamment petits (6 < A et § < d) et éloignés (A < d),
alors I'opérateur de champ lointain limite F© posseéde M valeurs propres. Dans ce cas, le
nombre de valeurs propres significatives de F' (resp. de T') est donc bien égal au nombre
d’obstacles. De plus, les fonctions (ep)p=1,..m forment alors une base de fonctions propres
approchées de F' (resp. de T') dont 'onde de Herglotz associée est focalisée sur l'obstacle
Q}; s5- Par conséquent, la focalisation sélective peut étre obtenue.

Remarque 1.8. Dans [72], ces résultats de focalisation sélective ont été étendus au cas d’un
MRT ouwvert, dans le sens ot le MRT n’émet (resp. ne mesure) des ondes planes que sur une
partie S (resp. —S) de S?.

1.3 Résolution numérique

Nous avons validé numériquement la méthode DORT en acoustique champ lointain en
dimension deux. Les directions d’émission @ et de mesure 3 s’écrivent alors

o = (cos(a),sin(a)), B = (cos(f),sin(f)),

ol (a, B) € R? sont des angles respectivement d’émission et de réception. Nous présentons
tout d’abord des résultats pour un miroir a retournement temporel fermé (les angles d’émis-
sion/réception couvrent tout l'intervalle [0, 27]). Nous discrétisons uniformément le segment

T
[0,27] avec un pas uniforme h = N Les N angles d’émission (;)i=1,.. v et de réception
(Bj)j=1,...n sont alors donnés par

a; = (i — 1)h, pouri=1,..., N,

1.9
Bi=G—1h+m pourj=1,...,N. (1.9)

Un déphasage de 7 entre les angles d’émission et de réception apparait car le transducteur
du MRT émettant des ondes planes dans la direction @ mesure le champ lointain dans la
direction opposée —a. Notons d’autre part que nous avons a3 = 0 et ay = 27 — h # 2,
ceci afin de ne pas compter en deux fois la direction (1,0).

Nous pouvons maintenant introduire la matrice de champ lointain F = (IF; j)1<; j<n, de
taille N x N, définie par

Vi,j:L...,N Fz’,j :hA(aZ,BJ)
La matrice de retournement temporel T est obtenue directement par la relation

T = F*F,
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ou F* est la matrice adjointe de [F. Notons (,up)pzl,‘_,, n les valeurs propres de T, classées par
ordre décroissant

M1 > p2 = ... 2 UN,

et f, = (fg)jzl,..., N un vecteur propre normalisé associ¢ a la valeur propre p,. L’onde de
Herglotz discrétisée u, est alors calculée par la relation

N
up($17 1’2) —h Z fgeik(xl cos(aj)+x2 sin(aj))_ (1.10)
j=1

Notons que dans 'annexe de l'article [16], les auteurs ont montré que I’approximation du
spectre de 'opérateur F' par celui de la matrice F était raisonnable. D’autre part, calculer
numériquement la matrice IF nécessite entres autres la résolution de N problemes de diffrac-
tion multiple du méme type que (un par angle d’incidence). Nous ne considérons que
des obstacles circulaires car, dans ce cas, nous disposons de formules semi-analytiques basées
sur une formulation intégrale associée a une projection dans la base de Fourier. Ces formules
sont détaillées dans le chapitre[d. Les simulations présentées ici sont effectuées avec le logiciel
Matlab. De plus, les valeurs propres ainsi que les vecteurs propres de T sont obtenus par la
fonction “eig” de Matlab.

1.4 Etude du nombre de valeurs propres significatives de T

Nous commencons par étudier I’évolution des valeurs propres de la matrice de retour-
nement temporel T en fonction de la longueur d’onde A. En particulier, nous cherchons
I’existence d’une plage de fréquences dans laquelle le nombre de valeurs propres significa-
tives de T est égal au nombre d’obstacles présents dans le milieu.

Dans cette simulation, le MRT est fermé et les directions d’émission et de réception sont
discrétisées par N = 720 angles. Cette discrétisation est tres fine afin de se rapprocher du
cas du miroir continu étudié dans la théorie. Plus loin, nous considérons un petit nombre
d’angles IV et verrons que les mémes conclusions peuvent étre extraites, en ce qui concernent
les valeurs propres de la matrice T.

Nous disposons M = 5 petits obstacles circulaires, comme illustré par la figure Les
rayons des disques sont 0.005, 0.009, 0.011, 0.0140 et 0.02 et ont pour centre respectivement
(—10,—20), (0,20), (20,20), (10,—10) et (—20,0). Par conséquent, la plus petite distance
entre les obstacles est de 20 et la plus grande vaut 50. Avec les notations introduites dans la
section précédente, nous avons

0=0.02 < d=20.

Nous faisons maintenant varier la longueur d’onde A entre 0.01 (= §/2) et 200 (= 104d).
L’évolution des 10 plus grandes valeurs propres de T en fonction de A est présentée sur
la figure [.3] Pour certaines valeurs de \, nous représentons, sur la figure les valeurs
propres de T, classées par ordre croissant. Afin de la repérer plus facilement, pyy, la M™e
plus grande valeur propre, est affichée en rouge (ici, la cinquiéme). Pour compléter cette
derniere figure, le tableau présente le rapport entre les valeurs propres p, et p,11, pour
p=1,...,5.

Nous en déduisons alors les résultats suivants :
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Obstacles

FIGURE 1.2 — Les 5 Obstacles

0.02 0.1 0.5 1 10 100
A (=6 (=55 | (=256 | (=508 | (=5000 | (= 50008
= d/1000) | = d/200) | = d/40) | = d/20) | =d/2) | = 5d)
w1/ e 1.59 1.59 1.75 1.39 1.64 2.89
o/ 13 1.17 1.31 1.12 1.75 1.67 3.47
Iy 1.29 1.86 4.65 1.28 1.53 16.54
/s 1.12 1.58 1.48 1.85 2.93 2.25
s/ 16 1.18 1.34 30.1 568.49 | 1.1.10° | 3.5.10'0

TABLE 1.1 — Rapport entre les plus grandes valeurs propres de la matrice T

e Pour des longueurs d’onde A égales a 0.5, 1 et 10 (figures respectivement [1.6(c)} [L.6(d)]
et|1.6(e)), la matrice de retournement temporel T dispose de 5 valeurs propres signifi-

catives, soit autant que le nombre d’obstacles présents. De plus, le tableau montre
que, pour ces valeurs de A, le rapport fu,/ftp41 est de l'ordre de 1 pour p=1,...,4. En
revanche, le rapport us/pug est lui de 'ordre de 30, pour A = 0.5 et de I'ordre de 10°
pour A = 10. Un décalage entre les 5 premiéres valeurs propres et la 6™ est notable.
Remarquons que pour ces valeurs de A, nous avons la relation d’ordre suivante

KA d, (1.11)

qui correspond a ’hypothése suffisante, introduite dans la théorie, pour que la focalisa-
tion sélective ait lieu. Cette relation force la taille  des obstacles a étre trés petite (vis
a vis de la longueur d’onde \), ce qui rend également le nombre d’onde sans dimension
ko tres petit. Ainsi, le régime peut étre considéré comme basse fréquence et chaque obs-
tacle est associé a un unique mode. De plus, 'inégalité \ < d signifie que les obstacles
sont treés éloignés les uns des autres (par rapport & A) et sont, par conséquent, presque
découplés (ou idéalement résolus). Ainsi, les effets de la diffraction multiple sont quasi
inexistants, nous pouvons alors parler de diffraction “simple” et nous observons bien
une unique valeur propre par obstacle.

e Plus A est proche de 9, plus le nombre de valeurs propres significatives de T augmente.
Par exemple, a A = 0.1, soit A = §/2, la matrice T possede clairement plus de 5 valeurs
propres significatives (voir la figure . De plus, d’apres le tableau le rapport
entre les valeurs propres fi,/fip+1 reste constamment de I'ordre de I'unité, pour tout
p=1,...,5:il n'y a pas de saut entre les 5°¢ et 6°™¢ valeurs propres.
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Ici, la taille des disques tend & étre de I'ordre de celle de la longueur d’onde. Ainsi,
nous quittons le régime basse fréquence pour entrer dans un régime de type moyenne
fréquence. Nous observons alors une excitation des modes supérieurs qui entraine ’ap-
parition de nouvelles valeurs propres : plusieurs valeurs propres peuvent alors étre
associées a un méme obstacle. Les obstacles sont peut étre toujours idéalement ré-
solus, cependant, chaque obstacle est maintenant représenté par plusieurs modes et
plusieurs valeurs propres peuvent représenter un méme obstacle.
Par ailleurs, la courbemontre que les valeurs propres ug a p1o décroissent lorsque
A augmente. En particulier nous pouvons considérer que, dans ce cas, lorsque A > 0.5,
la matrice de retournement temporel T possede bien 5 valeurs propres significatives.
e Inversement, si la longueur d’onde A devient trop grande, alors la matrice T possede
moins que 5 valeurs propres significatives. Par exemple, pour A = 100(> d), nous
n’observons que trois valeurs propres significatives sur la figure En particulier,
le tableau montre que le rapport entre les valeurs propres 3 et 4 est de 'ordre
de 10, et non de 1. Un “saut” entre ces deux valeurs propres est apparu. Le miroir a
retournement temporel ne détecte a priori que trois obstacles. Nous ne disposons pas
de la résolution nécessaire pour distinguer les 5 obstacles.
Sur les figures et surtout [1.3(c), nous observons que 'amplitude de la premiere
valeur propre augmente en permanence avec A, tandis que les 4 suivantes voient leur
amplitude décroitre a partir d’une certaine valeur de A. Si la longueur d’onde A tend
vers l'infini, alors le MRT n’est pas assez précis et tend a ne détecter qu'un seul obstacle.
Ces simulations montrent ’existence d’une plage de longueurs d’onde A, dans laquelle
la matrice T possede bien 5 valeurs propres significatives, comme le nombre d’obstacles
présents dans le milieu. Cette plage semble de plus correspondre & la condition introduite
par la théorie, soit
0 <\ d.

Si A est petit ou trop proche de §, alors le nombre de valeurs propres significatives devient plus
grand que le nombre d’obstacles : la fréquence est trop élevée et le couplage entre les obstacles
est trop important pour permettre au MRT de distinguer les obstacles. En revanche, lorsque
A est tres grand devant d alors le nombre de valeurs propres significatives de T sous-estime
le nombre d’obstacles présents : la fréquence est trop basse et les informations recueillies par
le MRT sont insuffisantes.

Ces simulations ont été reproduites avec N = 30 angles de discrétisation uniquement
et sont présentées sur les figures [1.5] et Nous constatons que les courbes obtenues, bien
que tres oscillantes, sont similaires a celles obtenues pour une discrétisation fine de N = 720
points. Par conséquent, les mémes conclusions peuvent alors en étre tirées. En revanche, pour
un nombre N = 8 tres faible d’angles d’émission et de réception, les résultats obtenus sont
relativement différents de ceux obtenus pour N = 30 et N = 720. Commencons par étudier,
sur les figures I’évolution des 8 valeurs propres de T en fonction de la longueur d’onde,
pour 0.01 = 6/2 < A <200 = 10d. Globalement, 1’allure de la courbe de la figure est
similaire & celle de la courbe obtenue pour N = 720 (voir figure et, en particulier, il
reste possible, grace au balayage en fréquences, de conclure que le milieu contient a priori
5 obstacles. Toutefois, pour des longueurs d’onde A telles que 0 < A < 20 environ, de tres
fortes oscillations apparaissent. Or, cela correspond a peu pres a la bande de fréquences telles
que le nombre de valeurs propres significatives de T est égal au nombre d’obstacles. Nous
proposons donc d’étudier plus en détail cette zone, tout d’abord pour de petites longueurs
d’onde 0 < A < 0.9. Le résultat est présenté sur la figure et en échelle logarithmique
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sur la figure Les oscillations sont effectivement beaucoup plus importantes que pour
N = 30 (voir figures [1.3(d)| et [L.5(d)]). En particulier, il est ici délicat de relier le nombre
d’obstacles au nombre de valeurs propres significatives de T pour de telle longueurs d’onde.
Nous continuons notre étude pour des longueurs d’onde A plus importantes, comprises entre
1006(= 2) et d/2(= 10) et affichons le résultat sur la figure|1.7(e)| et en échelle logarithmique
sur la figure Il apparait ici que la 5™ plus grande valeur propre oscille fortement. Par
conséquent, pour une fréquence donnée, le spectre de la matrice de retournement temporel T
peut ne pas comporter exactement 5 valeurs propres significatives. Par exemple, nous avons
bien 5 valeurs propres significatives pour A = 4.3, comme le montre la figure tandis
que nous avons plutdt 4 valeurs propres significatives avec A = 4.7 (figure . Ainsi, avec
trés peu d’émetteurs/récepteurs, 'utilisation d’une bande de fréquences permet de conclure
de maniére plus stire sur le nombre d’obstacles présents dans le milieu, alors qu’a fréquence
fixe, un risque d’erreur important apparait. Remarquons par ailleurs que, pour un nombre
N si petit d’angles d’émission et de réception, la position des capteurs joue alors un role
important. Pour mettre en évidence ce phénomene, nous proposons d’ajouter un déphasage
¢ a tous les angles d’émission (o;)i=1,.. N et de réception (5;)j=1,. N :

a;=(i—1)h+ o, pouri=1,..., N,
Bi=G(—-1)h+m+¢, pourj=1,...,N.

En fixant la longueur d’onde A & 5 et le déphasage ¢ a 0.06rad, nous obtenons la figure ,
qui montre que la matrice T possede bien 5 valeurs propres significatives. En revanche, pour
la méme fréquence mais avec un déphasage ¢ = 0.33rad, nous perdons complétement cette
propriété, comme le montre la figure Soulignons que pour N = 30 ou N = 720 angles
d’émission et de réception, la position de ces émetteurs/récepteurs a trés peu d’influence
sur le nombre de valeurs propres significatives de T. Ceci est du au fait que le MRT recoit
alors plus d’information et le nombre de “zones d’ombre” est diminué. Ainsi, la diminution
du nombre d’angles d’émission et de réception de N = 720 a N = 30 semble n’influencer
que faiblement le nombre de valeurs propres significatives de la matrice de retournement
temporel T. En revanche, ’emploi d’'un nombre N = 8 tres réduit d’émetteurs/récepteurs
entraine d’importantes modifications du spectre de T. En particulier, pour une fréquence
donnée, le spectre de la matrice T peut ne pas comporter autant de valeurs propres signi-
ficatives que d’obstacles. Toutefois, un balayage en fréquence permet de suivre I’évolution
des valeurs propres de la matrice de retournement temporel T et ainsi de conclure sur le
nombre d’obstacles présents dans le milieu. Dans la suite, nous verrons que la qualité de la
focalisation est treés dégradée méme en prenant N = 30 émetteurs/récepteurs.
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F1GURE 1.3 — Amplitude des 10 plus grandes valeurs propres de T en fonction de A, avec 5
obstacles, § = 0.02 et d = 20(= 103§). Le nombre d’angles d’émission/réception N est fixé a
720. La longueur d’onde A varie entre 0.01(= §/2) et 200(= 10d). Les figures (c) et (d) sont
les représentations en échelle logarithmique respectivement des figures (a) et (b).
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FI1GURE 1.4 — Quarante plus grandes valeurs propres de la matrice de retournement temporel
T pour différentes valeurs de A (échelle logarithmique). Le milieu contient 5 obstacles circu-
laires dont le plus gros a pour rayon § = 0.02. La plus petite distance entre les obstacles est
d = 20(= 1035). De plus le MRT est fermé et N = 720 angles de discrétisation sont utilisés
(les parametres géométriques sont identiques & ceux utilisés pour obtenir la figure .
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points de discrétisation seulement. Les figures (c) et (d) sont les représentations en échelle
logarithmique respectivement des figures (a) et (b).
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MRT sur le spectre de T, lorsque N = 8. La longueur d’onde est ici fixée a A = 5.
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1.5 Focalisation sélective

1.5.1 Une simulation de référence avec une discrétisation trés fine

Nous testons maintenant la deuxieme propriété de la méthode DORT, a savoir la possi-
bilité de focaliser sélectivement des ondes de Herglotz sur les obstacles a 1’aide des vecteurs
propres de la matrice de retournement temporel T. Rappelons que d’aprés la proposition
I'onde de Herglotz de densité un vecteur propre (normalisé) f, de T, associé a la pme
plus grande valeur propre 1, est focalisée sur le p®™€ obstacle le plus rayonnant.

Pour simplifier, nous appelons p®¢ valeur propre et p°™¢ vecteur propre de T respective-
ment la p®¢ plus grande valeur propre tp de T et un vecteur propre normalisé f, associé a
cette valeur propre. Dans ce paragraphe, nous prenons un MRT fermé disposant de N = 720
directions d’émission/réception. Le cas d’un miroir a retournement temporel contenant moins
d’émetteurs/récepteurs est étudié plus loin. Nous plagons M = 3 petits obstacles comme
illustré par la figure Le plus grand dispose d’un rayon de 0.02 et est positionné en
(0,20). L’obstacle le plus petit est centré en (—10, —20) avec un rayon de 0.005. Le dernier,
de rayon 0.01, a pour coordonnées (10, —10). Avec une telle géométrie la distance minimale
entre deux obstacles est de d = 22 et le plus grand des rayons vaut 6 = 0.02. Cette confi-
guration sera utilisée pour de nombreuses simulations de cette section. Nous posons A =1
afin que I'hypothese (= 0.02) < A < d(= 22) soit satisfaite. Conformément & la théorie, la
matrice de retournement temporel T possede trois valeurs propres significatives, comme le
montre la figure

Obstacles Amplitude des valeurs propres de T en échelle logarithmique
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FI1GURE 1.10 — Contexte dans lequel la focalisation est vérifiée

Les ondes de Herglotz associées aux vecteurs propres 1 a 4 sont ensuite calculées numé-
riquement par la relation . Nous représentons leur module dans la figure Nous
constatons que chaque vecteur propre permet de focaliser une onde sur un obstacle différent.
Plus précisément, nous avons :

e L’onde de Herglotz associée au premier vecteur propre est focalisée sur 1’obstacle le

plus gros, donc le plus rayonnant, positionné en (0,20) (figure |1.11(a))).
e L’onde de Herglotz associée au deuxiéme vecteur propre est focalisée sur le deuxieme
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plus gros obstacle, localisé en (10, —10) (figure [1.11(b))).

e [’onde de Herglotz associée au troisieme vecteur propre est focalisée sur le plus petit
des trois obstacles positionné en (—10,—20) (figure [1.11(c)).
Cette simulation illustre la propriété de focalisation sélective de la méthode DORT comme
décrite dans la théorie. En particulier, pour que cette focalisation ait lieu, il est suffisant que
les parametres d, A et d vérifient
0K A d.

Par ailleurs, ’'onde de Herglotz associée au quatrieéme vecteur propre est focalisée de nouveau
sur l'obstacle le plus diffractant, comme le montre la figure De plus la focalisation
a un comportement de type dipole plutét que monopodle. L’onde de Herglotz, de densité le
cinquieme vecteur propre, est elle aussi focalisée sur le disque de plus grand rayon, et éga-
lement sous la forme d’un dipéle (voir figure . Ainsi, deux nouvelles valeurs propres
(non significatives) représentent 1’obstacle le plus rayonnant. Plus généralement, en calcu-
lant les modules des ondes de Herglotz associées aux vecteurs propres 4 a 9, nous obtenons
les figures Nous constatons que, pour un obstacle donné, deux ondes de Herglotz sont
focalisées dessus, sous la forme d’un dipdle. Ainsi, deux valeurs propres non significatives de
la matrice de retournement temporel T représentent un méme obstacle. Sur la figure ,
représentant le spectre de la matrice T, il apparait en fait que les valeurs propres g4 & po
semblent étre associées deux a deux, avec un saut relativement important entre les valeurs
propres ug et uig. Les valeurs propres non significatives suivantes pig a w15 semblent étre
elles aussi classées deux a deux. Nous présentons le module des ondes de Herglotz de densité
les vecteurs propres numéro 10 a 15 sur les figures A chaque fois, deux ondes de Her-
glotz sont focalisées sur un méme obstacle, et, de plus, la focalisation prend cette fois-ci la
forme d’un quadripdle. Nous n’avons pas étudié plus en détail les raisons de la répétition de
ce cycle. Toutefois, ces vecteurs propres ne sont guére utiles en pratique et sont de plus as-
sociés a des valeurs propres de tres faible valeur. Nous verrons plus loin que ’ajout de bruit,
méme faible, modifie ces valeurs propres et annule ainsi cette propriété de focalisation. Les
premiers vecteurs propres ont, en revanche, présenté une forte robustesse vis-a-vis du bruit
numérique dans nos simulations.
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Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 1 Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 2

©)

(a) Module de ’'onde de Herglotz associée au premier (b) Module de l'onde de Herglotz associée au
vecteur propre de T deuxiéme vecteur propre de T

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 3

(¢) Module de l'onde de Herglotz associée au troi-
siéme vecteur propre de T

FIGURE 1.11 — Module des ondes de Herglotz associées aux quatre premiers vecteurs propres
de la matrice de retournement temporel T, dans le cas de trois petits obstacles, pour A =1
et N = 720 angles d’émission/réception. Les obstacles sont situés, par ordre décroissant de
taille, en (0,20), (10, —10) et en (—10, —20).
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Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 4 Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 5

\\\\“‘“\\ )

(a) Module de l'onde de Herglotz associée au qua- (b) Module de 1'onde de Herglotz associée au cin-
trieme vecteur propre de T quieme vecteur propre de T

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 6 Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 7

()

(¢) Module de I'onde de Herglotz associée au sixieme (d) Module de 'onde de Herglotz associée au sep-
vecteur propre de T tieme vecteur propre de T

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 8 Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 9

(e) Module de I'onde de Herglotz associée au huitieme (f) Module de 'onde de Herglotz associée au neu-
vecteur propre de T vieme vecteur propre de T

FIGURE 1.12 — Module des ondes de Herglotz associées aux vecteurs propres 4 a 9 de la
matrice de retournement temporel T, dans le cas de trois petits obstacles, pour A = 1 et
N = 720 angles d’émission/réception. Les obstacles sont situés, par ordre décroissant de
taille, en (0, 20), (10, —10) et en (—10, —20). La focalisation sélective a de nouveau lieu mais
sous forme d’un dipdle.
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Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 10 Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 11

(a) Module de 'onde de Herglotz associée au dixieme (b) Module de I'onde de Herglotz associée au onziéme
vecteur propre de T vecteur propre de T

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 12 Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 13

(¢) Module de l'onde de Herglotz associée au dou- (d) Module de 'onde de Herglotz associée au trei-
zieme vecteur propre de T zieme vecteur propre de T

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 14 Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 15

{7
@y

(e) Module de I'onde de Herglotz associée au quator- (f) Module de 'onde de Herglotz associée au quin-
ziéme vecteur propre de T ziéme vecteur propre de T

FIGURE 1.13 — Module des ondes de Herglotz associées aux vecteurs propres 10 a 15 de
la matrice de retournement temporel T, dans le cas de trois petits obstacles, pour A = 1
et N = 720 angles d’émission/réception. Les obstacles sont situés, par ordre décroissant
de taille, en (0,20), (10,—10) et en (—10,—20). Le cycle se répéte encore une fois mais la
focalisation prend la forme d’un quadripole.
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1.5.2 Cas de deux obstacles identiques

Lorsque deux obstacles ont méme rayon, la méthode DORT appliquée comme précédem-
ment, ne devrait pas permettre de les détecter sélectivement. Pour illustrer ce phénomene,
égalisons par exemple les rayons du plus petit et du deuxiéme obstacle de la configuration
précédente. Les trois obstacles sont alors toujours placés en (0,20), (10, —10) et (—10,—20)
mais avec des rayons respectivement égaux a 0.02, 0.01 et 0.01. Les modules des ondes de
Herglotz associées aux trois premiers vecteurs propres ainsi que les valeurs propres de T sont
présentées sur la figure [I.14] Nous constatons que la matrice de retournement temporel T
possede toujours 3 valeurs propres significatives (figure et que 'onde de Herglotz
associée avec le premier vecteur propre est toujours focalisée le plus gros obstacle (figure
. Cependant, les ondes de Herglotz associées aux vecteurs propres 2 et 3 sont foca-
lisées sur les deux obstacles identiques a la fois, et non sélectivement (voir figures [1.14(c)| et
LI)).

Dans [96], les auteurs proposent de choisir une combinaison linéaire des vecteurs propres
de T afin de pouvoir détecter sélectivement les obstacles identiques. Introduisons alors f,
(respectivement f3) un vecteur propre unitaire associé & la deuxiéme (respectivement la
troisieme) plus grande valeur propre de T. Nous représentons sur la figure les modules
des ondes de Herglotz dont les densités sont les combinaisons linéaires simples (fo +f3) (figure

1.15(a)) et (f2 —f3) (figure|l.15(b))). Ce choix permet ici de focaliser chaque onde de Herglotz

sur un des deux obstacles identiques.
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Amplitude des valeurs propres de T en échelle logarithmique Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 1
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(a) Quarante plus grandes valeurs propres de T (b) Module de 'onde de Herglotz associée au premier
(échelle logarithmique) vecteur propre de T

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 2 Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 3

(¢) Module de l'onde de Herglotz associée au (d) Module de 'onde de Herglotz associée au troi-
deuxiéme vecteur propre de T siéme vecteur propre de T

FIGURE 1.14 — Mise en échec de la focalisation sélective lorsque deux obstacles ont méme
rayon en utilisant directement les vecteurs propres de T. Les obstacles situés en (10, —10) et
en (—10, —20) sont identiques, tandis que le plus gros obstacle est situé en (0, 20). La matrice
de retournement temporel possede bien 3 valeurs propres significatives, mais la focalisation
sélective n’a pas lieu sur les deux obstacles de méme rayon.
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Onde de Herglotz de densité la combinaison linéaire des vecteurs propres f2 - f3 Onde de Herglotz de densité la combinaison linéaire des vecteurs propres f2 + f3

(a) Module de 'onde de Herglotz de densité fo + f3  (b) Module de 'onde de Herglotz de densité fo — f3

FIGURE 1.15 — Focalisation sélective sur les deux obstacles identiques, situés en (10, —10) et
en (—10,—20). Les ondes de Herglotz ont pour densité f;+f3 (figure (a)) et fa —f3 (figure (b)),
ou fy et f3 sont deux vecteurs propres associés respectivement a la deuxieme et la troisiéme
plus grande valeur propre de T.
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1.5.3 Focalisation sélective avec peu d’émetteurs/récepteurs

Afin de se rapprocher de configurations plus réalistes, nous utilisons uniquement N = 30
angles de discrétisation. Nous avons constaté précédemment que, dans ce cas, le nombre de
valeurs propres significatives de la matrice T restait égal au nombre d’obstacles. En revanche,
nous verrons que la propriété de focalisation sélective des vecteurs propres de T est sensible a
la discrétisation mais aussi a la disposition des émetteurs/récepteurs ainsi qu’a la fréquence.

Reprenons la configuration géométrique des trois petits obstacles utilisée précédemment.
Rappelons que les trois disques sont disposés en (0,20), (10,—10) et (—10,—20) avec un
rayon respectivement de 0.02, 0.01 et 0.005, comme indiqué par la figure Comme
précédemment, nous fixons la longueur d’onde A égale a 1, mais ne prenons que N = 30
angles d’émission/réception, obtenus par la relation . Nous montrons sur la figure m
les valeurs propres de T ainsi que les ondes de Herglotz, en module, associées aux trois
premiers vecteurs propres de T. Nous constatons tout d’abord sur la figure que la
matrice de retournement temporel T possede bien 3 valeurs propres significatives. D’autre
part, le premier vecteur propre permet toujours de focaliser une onde sur le plus gros obs-
tacle situé en (0,20) (voir figure , la précision de la focalisation étant naturellement
moindre qu’avec un grand nombre d’émetteurs/récepteurs (figure . Enfin, les ondes
de Herglotz de densité le 2°¢ et le 3°™¢ vecteur propre sont focalisées respectivement le
deuxiéme et le troisieme obstacle, mais de maniére floue (voir figures|1.16(c) et [1.16(d)]). Sur
cet exemple nous constatons que la diminution du nombre d’émetteurs/récepteurs n’influe
pas sur le nombre de valeurs propres significatives de la matrice de retournement temporel,
mais dégrade notablement la focalisation des ondes de Herglotz. Ceci s’explique simplement
par le fait que, d’'une part le MRT regoit moins d’information, et d’autre part, émet un
nombre moins important d’ondes planes.

Afin d’améliorer la qualité de la focalisation, nous proposons de déplacer les capteurs en
ajoutant un déphasage ¢ a tous les angles d’émission («;);=1,... N et de réception (53;);=1,.. n.
Plus précisément, nous avons alors

a;=(i—1)h+ e, pour i =1,...,N, (1.12)
Bi={—-1h+7m+¢, pourj=1,...,N.

Apres plusieurs simulations, il apparait que le choix ¢ = 0.031rad fournit de bons résultats
visuels pour cette configuration géométrique. En effet, avec un tel déphasage, la focalisation
sélective est nettement plus précise que précédemment, comme le montre la figure I.17} Le
nombre de valeurs propres significatives de la matrice T est toujours égal & 3 mais les ondes
de Herglotz associées aux trois premiers vecteurs propres sont focalisées plus nettement sur
chacun des obstacles. Ainsi, la position des émetteurs/récepteurs influe sur la qualité de
focalisation des ondes de Herglotz émises par le MRT.

Modifions maintenant la longueur d’onde en prenant A = 0.9 plutot que A = 1. Comme
précédemment, nous calculons les valeurs propres de T ainsi que les trois ondes de Herglotz
associées aux trois premiers vecteurs propres de T. Le résultat est présenté sur la figure [I.18]
Nous constatons que la matrice de retournement temporel possede toujours 3 valeurs propres
significatives et 'onde de Herglotz de densité le premier vecteur propre est focalisée sur le
plus gros obstacle (voir figures respectivement [1.18(a)| et [1.18(b))). En revanche, les figures
[1.18(c)| et [L.18(d)| montrent que les ondes de Herglotz associées aux deuxieéme et troisieme
vecteur propre ne sons plus focalisées.

Ainsi, la diminution de récepteurs/émetteurs du MRT entraine une dégradation globale
de la qualité de la focalisation des ondes de Herglotz émises par le miroir a ’aide des vecteurs
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propres de T. De plus, la précision de la focalisation dépend grandement & la fois de la position
des capteurs et de la longueur d’onde. Notons que ces phénomeénes ne sont pas perceptibles
des lors que le nombre de directions d’émission/réception N est suffisamment grand. En
effet, nous avons reproduit ces simulations avec N = 360, et la focalisation sélective a eu
lieu dans tous les cas.

Amplitude des valeurs propres de T en échelle logarithmique Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 1
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(a) Valeurs propres de T (échelle logarithmique)  (b) Module de 'onde de Herglotz associée au premier
vecteur propre de T

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 2 Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 3

ACT e B

(¢) Module de l'onde de Herglotz associée au (d) Module de 'onde de Herglotz associée au troi-
deuxiéme vecteur propre de T sieme vecteur propre de T

FIGURE 1.16 — Valeurs propres et ondes de Herglotz associées aux vecteurs propres de la
matrice de retournement temporel T dans le cas d’un MRT fermé avec seulement N = 30
angles d’émission/réception. Cette simulation est a comparer avec celle présentée par la
figure La matrice T posseéde bien 3 valeurs propres mais la focalisation sélective est tres
peu précise, notamment pour les 2°™¢ et 3°™€ vecteurs propres.
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Amplitude des valeurs propres de T en échelle logarithmique
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Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 1

-20 -10 [¢] 10 20

(b) Module de 'onde de Herglotz associée au premier
vecteur propre de T

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 3

au (d) Module de l'onde de Herglotz associée au troi-
siéme vecteur propre de T

FIGURE 1.17 — Simulation identique & celle présentée sur la figure [[.16] avec un déphasage de
¢ = 0.031rad sur les angles d’émission/réception (voir relation ((1.12))). La matrice T dispose
bien de 3 valeurs propres significatives et la focalisation sélective est plus précise que lorsque

¢ =0 (voir figure [L.17]).
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Amplitude des valeurs propres de T en échelle logarithmique
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Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 1

-20 -10 0 10 20

(b) Module de l'onde de Herglotz associée au premier
vecteur propre de T

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 3

au (d) Module de 'onde de Herglotz associée au troi-

sieme vecteur propre de T

FIGURE 1.18 — La simulation est la méme que celle présentée par la figure mais avec
une longueur d’onde A égale a 0.9. Nous observons que la focalisation sélective est alors tres
imprécise voire inexistante, notamment pour les vecteurs propres 2 et 3, alors que la matrice
de retournement temporel possede 3 valeurs propres significatives.
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1.6 Bande de fréquences

Miroir a retournement temporel continu. Nous avons étudié la méthode DORT en
régime monochromatique. Pour améliorer la qualité de la focalisation, nous proposons d’uti-
liser une bande de fréquences [kmin, kmaz). Pour chaque nombre d’onde k € [kmin, kmaz),
notons T% Popérateur de retournement temporel associé dont les valeurs propres (,u];)pzl
sont classées par ordre décroissant

k k k
P> > >k >

Pour tout &k € [kmin, kmaz] €t p =1, ..., M, nous introduisons 1’onde de Herglotz v;f,f, définie
de la méme maniere que (|1.1)), par

k k ikou
Up(x) = . Iy ()™ de,
ou f;f est une fonction propre de T* associée & la valeur propre u'pf. Enfin, introduisons
maintenant I'onde v, superposition de toutes ces ondes de Herglotz

kmaz kmaz .
vp(x) = / v;f(x) dk = / fg(a)elka'x da dk.
k k 52

min min

Supposons que la bande de fréquence soit telle que, pour tout & € [kmin, kmaz], la relation
§ <€ X\ < d soit vérifiée. Chaque onde de Herglotz U]If introduite ci-dessus est alors focalisée
sur le p®™¢ obstacle le plus rayonnant. Ainsi, nous conjecturons que leur superposition vy est
également focalisée sur le p*™¢ obstacle, et, de plus, avec davantage de précision.

Cependant, bien qu’unitaire, chaque fonction propre fg est définie a une constante com-
plexe multiplicative unitaire pres. Ainsi, au niveau de l'obstacle {2 par exemple et si les
fonctions propres f£ ne sont pas choisies avec précaution, un phénomene de compensation
peut apparaitre et rien ne nous garantit que la somme v, des ondes de Herglotz est focalisée
sur le p®™€ obstacle. Numériquement, nous avons observé que I'onde vp (discrete) peut ne
pas étre focalisée sur 'obstacle p, ni, d’ailleurs, sur aucun autre obstacle. Pour s’affranchir
de ce probleme, nous préférons étudier 1'énergie Ev, de 'onde v, :

kmax

dk.

k 2
’Up (Xl, XQ)‘

2
Evp(xl,XQ):/ ‘v}]’f(xl,)@)‘ dk:/
R k

min

Miroir a retournement temporel discret. Numériquement, nous discrétisons le seg-

k — ki
ment [Kmin, kmaz] €n Nx nombres d’onde avec un pas uniforme hy = % Notons
. —

ke = kmin + (€ — 1)hy, pour tout £ =1,..., Ny,

les nombres d’onde discrétisés. Pour tout ¢ = 1,..., i, nous calculons la matrice de retour-
nement temporel T associée ainsi que ses valeurs propres (uf,)pzlym N, classées par ordre
décroissant

Pz s > >y

Pour tout p = 1,...,N et £ = 1,..., Ny, notons ff; = (fﬁ’j)jzl,“_7]\/ un vecteur propre nor-
malisé associé a la valeur propre uf; de la matrice T¢ et vf, I’onde de Herglotz discrétisée,
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calculée par la relation ([1.10]), soit

N
/ _ 0,7 ik i)+x2 si i
Vp(xl,l'g) _ hprjez ¢(x1 cos(ay)+w2 sm(aj))'
i=1

La superposition v;,, de ces ondes de Herglotz discrétisées est alors obtenue par la relation
suivante

Ny, N, N
vp(z1,22) = hy va)(m, T9) = hkhz Zfﬁ’]ezkf(“ms(o‘f”m? sin(e;))
(=1 /=1j=1

L’énergie Ev, de 'onde v, est ainsi donnée par

Ng

Evy(x1,x2) = hy, Z
/=1

(1.13)

) 2
Vp(Xl, Xg)‘

Exemple de résultat numérique. Nous proposons un exemple de simulation numérique,
reprenant la méme configuration des trois petits obstacles disposés dans le plan, comme pré-
senté sur la figure Les trois disques sont centrés sur (0,20), (10, —10) et (—10, —20)
avec un rayon respectivement de 0.02, 0.01 et 0.005. Ainsi, avec les notations précédentes,
le plus grand des rayons des obstacles vaut § = 0.02 et la plus petite distance d entre
les obstacles est de 22. La plage de fréquence choisie est comprise entre k,,;, = 5.236 et
kmaz = 7.554, de ce fait, la longueur d’onde A est comprise entre 0.8 et 1.2. Ainsi, pour
toutes les fréquences testées, la relation suivante est toujours satisfaite

VA€ [08,1.2], 6=002<\<d=22.

Nous présentons sur les figures I’énergie de la somme des ondes de Herglotz. Comme
nous pouvions nous y attendre, I’énergie est bien focalisée sur les obstacles.
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Module au carre des ondes de Herglotz associee au vecteur propre numéro 1 Module au carre des ondes de Herglotz associee au vecteur propre numéro 2
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(a) Module de 'onde de Herglotz associée au premier (b) Module de londe de Herglotz associée au
vecteur propre de T deuxiéme vecteur propre de T

[N

Module au carre des ondes de Herglotz associee au vecteur propre numéro 3

(¢c) Module de l'onde de Herglotz associée au troi-
siéme vecteur propre de T

FIGURE 1.19 — Représentation de ’énergie, donnée par ([1.13)), pour une bande de fréquences
telle que la longueur d’onde A est comprise entre 0.8 et 1.2. La configuration géométrique des
trois petits obstacles est exactement la méme que présentée que la ﬁgur Le nombre
d’angles d’émission/réception utilisé est de N = 30 (sans déphasage).
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1.7 Influence du bruit

Nous étudions maintenant la robustesse de la méthode DORT par rapport au bruit. Pour
ce faire, nous ajoutons a chaque coefficient de la matrice F un nombre complexe aléatoire,
mais tel que la matrice de champ lointain bruitée F vérifie

IF = Fllz = v[[Fl]2,

ot ||-||2 est la norme euclidienne induite sur I’espace des matrices complexes et 7 le parameétre
régissant ’amplitude du bruit. La matrice de retournement temporel bruitée T est ensuite
obtenue par la relation

T = F*F.

Notons (fip)p=1,...,.n les valeurs propres de T, classées par ordre décroissant :

Prenons encore une fois la méme configuration géométrique. C’est a dire trois petits
disques de rayon 0.02, 0.01 et 0.005 localisés respectivement en (0, 20), (10, —10) et (—10, —20).
La longueur d’onde A est égale a 1, le nombre d’angles d’émission/réception est fixé a N = 30
avec un déphasage de ¢ = 0.031rad. Ces parametres sont les mémes que ceux employés lors
de la simulation présentée sur la figure Nous comparons sur la figure les valeurs
propres des matrices de retournement temporel non bruitée T et bruitée T, pour un bruit
faible d’amplitude v = 0.06. Il apparait que les valeurs propres non significatives ont une
amplitude plus élevée qu’en absence de bruit. Toutefois, le spectre de la matrice bruitée T
comporte toujours bien trois valeurs propres significatives, comme le montre le tableau des
rapports entre les valeurs propres suivant

p 1 | 2 3 4
[ip/tpr1 | 1.55 | 1.54 | 1018.74 | 1.20
lip/Fip1 | 155 | 1.52 ] 101.82 | 1.09

Nous comparons maintenant, sur les figures et les ondes de Herglotz associées aux
quatre premiers vecteurs propres des matrices T et T. Nous remarquons alors que ’ajout de
bruit n’a pas, ou tres peu, perturbé les ondes de Herglotz associées aux trois premiers vecteurs
propres de T. En particulier, la focalisation sélective a toujours lieu (voir les figures ,
[1.21(b)[ et [L.21(d)|). Cependant, le quatriéme vecteur propre ne permet plus de focaliser de
nouveau une onde sur l'obstacle le plus diffractant. Ceci est du fait que la quatriéme valeur
propre de T est tres modifiée par I’ajout de bruit, comme nous ’avons expliqué plus haut.
Continuons notre étude avec un bruit plus élevé d’amplitude v = 0.37. Sur les figures [.22]
et m nous comparons les valeurs propres des matrices T et T ainsi que les ondes de
Herglotz construites & partir des vecteurs propres de T et de T. Encore une fois, la matrice T
possede trois valeurs propres significatives, cependant, les autres valeurs propres voient leur
amplitude augmenter. Le saut entre la troisieme et la quatriéme valeur propre est beaucoup
moins important qu’en absence de bruit, comme le montre le tableau suivant

D 1 [ 2 3 1
fip/tpr1 | 1.55 | 1.54 | 1018.74 | 1.20
lip/fpr1 | 144143 4.05 |1.26
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Par ailleurs, les ondes de Herglotz basées sur les trois premiers vecteurs propres de T sont
légerement perturbées mais sont toujours focalisées sur les obstacles, comme le montrent les
figures [1.22(c)} [1.23(b)| et [1.23(d)} Quant au quatriéme vecteur propre, il ne permet plus de
focaliser de nouveau une onde sur ’obstacle le plus rayonnant, comme nous pouvions nous
y attendre. Augmentons maintenant I’amplitude du bruit en prenant une valeur importante
v = 0.59. La figure compare les valeurs propres de la matrice T avec celles de la
matrice bruitée T. Nous constatons alors que la matrice de retournement temporel bruitée
T possede plus que 3 valeurs propres significatives et, de plus, le rapport entre les valeurs
propres fi,/fip+1 est presque constant et de l'ordre de 1 :

P I [ 2 3 1
Lip/tpr1 | 155 | 1.54 | 1018.74 | 1.2
lip/Fipr1 | 146 | 1.39| 1.99 | 1.16

Nous étudions tout de méme les ondes de Herglotz associées aux vecteurs propres de ﬁ‘,
dont le résultat est présenté sur les figures et Nous constatons que la focalisation
sélective a lieu malgré tout. Toutefois, elle est trés dégradée, notamment pour les ondes de
Herglotz associées aux deuxiéme et troisieme vecteurs propres (voir figure|(1.24(e)|et [L.25(b)]).

Ainsi, bien que la propriété de focalisation sélective soit sensible & la fois & la position
des émetteurs/récepteurs et a la fréquence, elle semble relativement robuste vis a vis du
bruit numérique. Dans la derniére simulation numérique, le bruit était de I’ordre de 50% sur
la matrice de champ lointain, et pourtant, le MRT était toujours capable de focaliser (au
moins) une onde sur le plus gros obstacle.
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Valeurs propres de T en échelle logarithmique

*  Valeurs propres de T
0F®a g O Valeurs propres de T bruitée
s

iOOOOOOOOOOOoOOOO
ol * oooOOOO
- * % ©
3 o
2 L * %
% 6 o
4
o
S -8r
5
5 * %
3 -10F
K * x
-12
—14f *x
*
-16F * %
Kok ok ok g 4
* ok x
. . *

. .
5 10 15 20 25 30
Indice des valeurs propres

(a) Valeurs propres de T et de T (échelle logarith-
mique)

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 1 - simulation non bruitée Onde de Herglotz associée au vecteur propre huméro 1 - simulation bruitée

(b) Module de 'onde de Herglotz associée au premier (c¢) Simulation bruitée - Module de 'onde de Herglotz
vecteur propre de T associée au premier vecteur propre de T

FIGURE 1.20 — Comparaison des propriétés de focalisation sélective entre les matrices de
retournement temporel non bruitée T et bruitée T avec une amplitude de bruit v égale a
0.06. Les parametres sont identiques a ceux de la figure : A =1 et trois petits obstacles
de rayon 0.02, 0.01 et 0.005 centrés respectivement en (0,20), (10, —10) et (—10,—20). Le
MRT est fermé et discrétisé par N = 30 angles avec un déphasage de ¢ = 0.031rad. Sur
cette figure, le bruit affecte peu la focalisation sélective mais 'amplitude des valeurs propres
non significatives de T est plus importante qu’en absence de bruit.
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Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 2 - simulation non bruitée Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 2 - simulation bruitée

(a) Module de l'onde de Herglotz associée au (b) Simulation bruitée - Module de 'onde de Herglotz
deuxiéme vecteur propre de T associée au deuxiéme vecteur propre de T

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 3 - simulation non bruitée

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 3 - simulation bruitée

(c) Module de l'onde de Herglotz associée au troi- (d) Simulation bruitée - Module de ’onde de Herglotz

si¢me vecteur propre de T associée au troisieme vecteur propre de T
Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 4 - simulation non bruitée Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 4 - simulation bruitée
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(e) Module de l'onde de Herglotz au quatrieme vec- (f) Simulation bruitée - Module de ’onde de Herglotz
teur propre de T au quatriéme vecteur propre de T

FIGURE 1.21 — Suite de la figure[I.20]: modules des ondes de Herglotz associées aux deuxiéme,
troisieme et quatrieme vecteurs propres.
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Amplitude des valeurs propres de T en échelle logarithmique
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mique)

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 1 - simulation non bruitée

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 1 - simulation bruitée
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(b) Module de 'onde de Herglotz associée au premier (¢) Simulation bruitée - Module de I'onde de Herglotz

vecteur propre de T

associée au premier vecteur propre de T

FIGURE 1.22 — Comparaison des propriétés de focalisation sélective entre les matrices de
retournement temporel non bruitée T et bruitée T. L’amplitude de bruit v est égale a 0.37,
plus importante que dans les figures [T.20] et [I.21] Les paramétres sont identiques & ceux
utilisés de la figure L’augmentation du bruit n’a pas modifié de maniere importante la

qualité de la focalisation.
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Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 2 - simulation non bruitée Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 2 - simulation bruitée

(a) Module de l'onde de Herglotz associée au (b) Simulation bruitée - Module de 'onde de Herglotz
deuxieme vecteur propre de T associée au deuxiéme vecteur propre de T

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 3 - simulation non bruitée Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 3 - simulation bruitée
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(c) Module de l'onde de Herglotz associée au troi- (d) Simulation bruitée - Module de ’onde de Herglotz
sieme vecteur propre de T associée au troisieme vecteur propre de T

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 4 - simulation non bruitée
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(e) Module de l'onde de Herglotz au quatriéme vec- (f) Simulation bruitée - Module de I'onde de Herglotz
teur propre de T au quatriéme vecteur propre de T

FIGURE 1.23 — Suite de la figure[I.22]: modules des ondes de Herglotz associées aux deuxiéme,
troisieme et quatrieme vecteurs propres.
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FiGurE 1.24 — Comparaison des propriétés de focalisation sélective entre la matrice de
retournement temporel T et la matrice de retournement temporel bruitée T. L’amplitude du
bruit opéré sur la matrice de champ lointain est plus important que sur les figures [1.22] et
1.23] puisqu’il est égal a v = 0.59. Cette fois, les ondes de Herglotz sont trés bruitées. La
configuration géométrique et fréquentielle ainsi que les parametres de discrétisation sont les
mémes que ceux utilisés pour la simulation présentée par la figure [[.22]
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Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 3 - simulation non bruitée Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 3 - simulation bruitée

(a) Module de l'onde de Herglotz associée au troi- (b) Simulation bruitée - Module de ’onde de Herglotz
sieme vecteur propre de T associée au troisieme vecteur propre de T
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(c) Module de I'onde de Herglotz au quatriéme vec- (d) Simulation bruitée - Module de ’'onde de Herglotz
teur propre de T au quatriéme vecteur propre de T

FIGURE 1.25 — Suite de la figure[[.24]: modules des ondes de Herglotz associées aux troisieme
et quatrieme vecteurs propres.
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1.8 Miroir ouvert

Pour cette derniere simulation en dimension deux, nous prenons un MRT ouvert, dans le
sens ot il ne mesure le champ lointain (resp. émet des ondes planes) uniquement dans la plage
d’angles [—m/4, 7 /4] (resp. [37/4, 57 /4]). Rappelons que le déphasage de 7 apparaissant entre
les angles d’émission et de réception provient du fait que le transducteur du MRT émettant
des ondes planes dans la direction @ mesure le champ lointain dans la direction opposée —cx.
Nous discrétisons uniformément le segment [—7 /4, 7/4] avec un pas h = % Les N angles
d’émission (;)i=1,.. N et de réception (53;) =1, n discrétisés sont alors donnés par

aiz—g—i—(i—l)h, pouri=1,...,N
T , )
Bj:_z+(]_1)h+7r, pour j=1,..., N.

Nous proposons de placer deux obstacles circulaires comme illustré par la figure [I.26] Le
plus petit des disques est de rayon 0.005 et est situé sur l'origine en (0, 0). L’autre obstacle
est de rayon 0.02 et positionné sur ’axe des abscisses en (d,0), o d > 0 est un parametre
que nous ferons varier. Nous verrons que si cette distance d est trop petite, alors le MRT ne
distingue qu’un seul obstacle.

T2
Rayon : 0.005 Rayon : 0.02
t al
Obstacles
<>

MRT (& l'infini)
FIGURE 1.26 — Représentation de la simulation avec un MRT ouvert placé a I'infini

Afin de se rapprocher d’un cas réel, prenons uniquement N = 15 angles de discrétisation.
Nous fixons de plus A = 1(= 506). Commengons avec une distance d = 1 égale a la longueur
d’onde A. Nous avons alors, avec les notations précédentes,

5(=0.02) < A = d(= 1).

Comme pour un MRT fermé, nous calculons les valeurs propres de la matrice T ainsi que les
ondes de Herglotz construites a l'aide des deux premiers vecteurs propres de T. Le résultat
est présenté sur la figure Sur la figure nous constatons que la matrice de
retournement temporel T ne possede qu’une seule valeur propre significative. Ceci est illustré
par le rapport entre la premiére et la deuxiéme valeur propre

K1
12

L’écart entre pg et po est ainsi important. Le MRT ne semble donc détecter qu'un seul
obstacle. Ce résultat est confirmé par les tests de focalisation sélective. En effet, les figures

= 30.
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[1.27(b)| et [1.27(c)| montrent que seule I'onde de Herglotz associée au premier vecteur propre
est focalisée sur le plus gros obstacle. L’onde de Herglotz construite avec le deuxiéme vec-
teur propre n’est pas focalisée. Ceci est a priori dii & 'ouverture du miroir a retournement
temporel. Pour le vérifier, nous effectuons une simulation avec les mémes parametres mais
avec un MRT fermé (toujours avec N = 15). Nous obtenons alors la figure qui montre
que, d’une part la matrice T a 2 valeurs propres significatives, et d’autre part, que les ondes
de Herglotz construites a l'aide des vecteurs propres de T sont focalisées sélectivement sur
les deux obstacles. Déplagons maintenant le plus gros obstacle en prenant d = 5 et reprenons
un miroir & retournement temporel ouvert, comme précédemment. Nous avons alors

5(=0.02) < A(= 1) < d(= 5).

Les valeurs propres de T ainsi que les ondes de Herglotz émises par le MRT pour cette
configuration sont présentées sur la figure De plus, le tableau ci-dessous donne le rapport
entre les quatre plus grandes valeurs propres de T :

p/ e | pa/ps | 13/
2 5945 | 272

Ce tableau, ainsi que la figure montrent clairement que T possede bien deux valeurs
propres significatives. D’autre part, les ondes de Herglotz construites a 1’aide des premier et
deuxieme vecteurs propres de T sont focalisées sélectivement sur les deux obstacles, comme
le montrent les figures [1.29(b)| et [1.29(c)l Ainsi, malgré le caractére ouvert du miroir a
retournement temporel, la méthode DORT donne les résultats attendus. Il est alors possible
a la fois de déterminer le nombre d’obstacles présents et de constuire des ondes qui sont
focalisées sélectivement sur les obstacles.
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Amplitude des valeurs propres de T en échelle logarithmique
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(a) Valeurs propres de T (échelle logarithmique)

Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 1 Onde de Herglotz associée au vecteur propre numéro 2

(b) Module de 'onde de Herglotz associée au premier (¢) Module de l'onde de Herglotz associée au
vecteur propre de T deuxiéme vecteur propre de T

FIGURE 1.27 — Focalisation sélective uniquement sur le plus gros obstacle avec un miroir a
retournement temporel ouvert mesurant le champ lointain (resp. émettant des ondes planes)
dans la plage d’angles [—m /4, 7 /4] (resp. [37/4, 57 /4]). Deux obstacles sont disposés, le plus
petit en (0,0) pour un rayon de 0.005 et le plus gros en (1,0), de rayon 0.02. La longueur
d’onde X est fixée a 1 et le nombre d’angles de discrétisation N a 15.
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Amplitude des valeurs propres de T en échelle logarithmique
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(b) Module de l'onde de Herglotz associée au premier (c) Module de l'onde de Herglotz associée au
vecteur propre de T deuxiéme vecteur propre de T

FIGURE 1.28 — Configuration géométrique identique & la figure [I.27], mais avec 1'utilisation
d’un MRT fermé (N = 15). La focalisation sélective est alors possible.
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Amplitude des valeurs propres de T en échelle logarithmique
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(b) Module de 'onde de Herglotz associée au premier (¢) Module de l'onde de Herglotz associée au
vecteur propre de T deuxiéme vecteur propre de T

FIGURE 1.29 — Focalisation sélective sur les deux obstacles avec un miroir a retournement
temporel ouvert. Le MRT mesure le champ lointain (resp. émet des ondes planes) dans la
plage d’angles [—7/4,7/4] (resp. [37/4,5m/4]). Les deux petits obstacles circulaires sont
disposés en (0,0) (de rayon 0.005) et en (5,0) (de rayon 0.02). La longueur d’onde X est fixée
a 1 et le nombre d’angles de discrétisation N a 15.
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1.9 Conclusion

Apreés un premier paragraphe résumant les principaux résultats obtenus dans [72] par
C. Hazard et K. Ramdani sur la méthode DORT en acoustique champ lointain, nous avons
proposé une étude numérique de cette méthode. Nous avons tout d’abord étudié le cas d’'un
miroir a retournement temporel “idéal”, c’est-a-dire maillé finement et entourant comple-
tement les obstacles. Pour un tel MRT, nous avons constaté numériquement que, lorsque
la taille caractéristique 0 des objets est trés petite devant la longueur d’onde A, elle-méme
supposée négligeable devant la distance d entre deux objets, alors la matrice de retourne-
ment temporel T possede autant de valeurs propres significatives que d’obstacles contenus
dans le milieu. De plus, les vecteurs propres de T permettent de focaliser sélectivement des
ondes de Herglotz sur les diffuseurs. En pratique dans nos simulations numériques, nous
avons constaté ces résultats typiquement pour A = 106 et A = d/10. Lorsque la longueur
d’onde est de l'ordre de la taille des objets, alors le nombre de valeurs propres significatives
devient important, tandis que si A est de 'ordre de la distance entre deux diffuseurs, alors
la résolution du MRT n’est pas suffisamment précise pour détecter tous les obstacles.

Afin de se rapprocher de configurations plus réalistes, nous avons ensuite considéré un
MRT ne comportant que N = 30 émetteurs/récepteurs. Nous avons alors constaté les résul-
tats suivants.

e Le nombre de valeurs propres significatives de la matrice de retournement temporel

T...
— est peu influencé par le nombre d’émetteurs/récepteurs et par leur placement
— est peu influencé par des petites variations de la fréquence
— est tres perturbé par le bruit numérique
e La propriété de focalisation sélective sur les obstacles. ..
— dépend du nombre d’émetteurs/récepteurs ainsi que de leur placement
— dépend de la fréquence (méme pour de petites variations)
— est peu sensible au bruit numérique

Par ailleurs, nous avons testé 1'utilisation d’une bande de fréquences (signal polychro-
matique) afin d’améliorer la qualité de la focalisation sélective. Toutefois, la normalisation
“cohérente” (au sens ou elle correspond & un suivi continu des fonctions propres vis a vis
de la fréquence) des vecteurs propres de la matrice de retournement temporel est alors déli-
cate. Pour lever cette difficulté, nous avons alors considéré uniquement 1’énergie de 'onde de
Herglotz. Nous avons conclu ce chapitre par un exemple de miroir a retournement temporel
ouvert, dans le sens ou il n’entoure pas completement les objets. Cet exemple a permis de
valider numériquement les résultats obtenus dans [72] concernant un MRT ouvert.

Dans ce mémoire, nous nous sommes restreint & une condition aux limites de Dirichlet
sur le bord des obstacles. D’autres conditions aux limites mériteraient d’étre étudiées comme
une condition de Neumann (obstacles durs) ou des objets pénétrables. Nous n’avons pas non
plus étudié la qualité de la focalisation des ondes de Herglotz, qui pourrait sans doute étre
améliorée en considérant par exemple un milieu faiblement hétérogéne, comme nous le ferons
dans le chapitre 3| pour la reconstruction d’une source acoustique ponctuelle.

Une étude de la méthode DORT avec un miroir a retournement temporel de taille finie et
a distance finie des obstacles est actuellement en cours. Nous pensons que la démonstration,
proposée en champ lointain dans [72], doit pouvoir s’adapter au champ proche. Toutefois,
par manque de temps, ces résultats ne figurent pas dans ce mémoire.
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La méthode DORT en
électromagnétisme champ lointain
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2.1 Résumé des résultats obtenus

Dans ce chapitre, nous étendons au cas de 1’électromagnétisme les résultats théoriques
concernant la méthode DORT en acoustique présentés dans le chapitre[ll Ce travail, effectué
avec X. Antoine, K. Ramdani et B. Pingon, a donné lieu & un article publié dans STAM
Journal on Applied Mathematics. Nous avons choisi d’intégrer directement I'article dans le
mémoire sans le traduire, en donnant ci-dessous un rapide résumé des résultats obtenus.

Nous nous plagons en régime harmonique et nous considérons des petits obstacles par-
faitement conducteurs disposés dans un milieu homogene non dissipatif. Nous plagons “a
I'infini” un MRT non intrusif et fermé (i.e. entourant complétement les objets). Nous sup-
posons que le MRT émet une superposition d’ondes planes électromagnétiques (ondes de
Herglotz) et qu’il mesure le champ lointain associé.

Comme pour l'acoustique, nous montrons que I'opérateur de retournement temporel est
défini par T = F*F = FF* ou F désigne 'opérateur de champ lointain. En particulier,
I'opérateur T est hermitien et positif, et I’étude du spectre de T peut se ramener a celle du
spectre de F'.

Concernant les résultats de focalisation sélective, ceux-ci sont sensiblement les mémes
que dans le cadre de ’acoustique. La différence principale réside dans le fait que 'opérateur
de retournement temporel possede, dans le régime de petits obstacles découplés, au plus 6
valeurs propres significatives par objet et non une seule. Ceci est dii au caractere vectoriel des

63
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ondes électriques (trois valeurs propres) et magnétiques (trois valeurs propres). La preuve
de ces résultats repose essentiellement sur ’analyse asymptotique du probleme de diffraction
multiple par des conducteurs parfaits de petite taille. Nous montrons que celle-ci peut étre
obtenue a partir des résultats de I’analyse asymptotique basse fréquence. Nous montrons
alors que si la taille caractéristique d des obstacles est suffisamment petite par rapport a la
longueur d’onde A\ = 27 /k et par rapport a la distance minimale d entre les obstacles, alors
'opérateur de champ lointain limite F© posséde au plus 6M valeurs propres non nulles (M
étant le nombre d’obstacles). Si de plus A < d et si les tenseurs de polarisation des obstacles
sont diagonaux (hypothese satisfaite pour des obstacles & symétrie axiale), alors les fonctions
propres de T = FO®*FO permettent de focaliser sélectivement des ondes de Herglotz sur les
obstacles. Terminons en soulignant que le cas du miroir a retournement temporel ouvert,
c’est-a-dire n’entourant pas complétement les obstacles, reste un probleme ouvert. En effet,
dans ce cas, 'opérateur de champ lointain F perd le caractere normal et ’étude du spectre
de T ne peut plus se ramener a celle de F.
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Far field modelling of electromagnetic time-reversal and
application to selective focusing on small scatterers

X. ANTOINE! 2 B. PINCON! 2 K. RAMDANI? ! B. THIERRY! 2

Abstract. A time harmonic far field model for closed electromagnetic time reversal mirrors
is proposed. Then, a limit model corresponding to small perfectly conducting scatterers is
derived. This asymptotic model is used to prove the selective focusing properties of the time
reversal operator. In particular, a mathematical justification of the DORT method (Decom-
position of the Time Reversal Operator method) is given for axially symmetric scatterers.

Key words. electromagnetic scattering, time reversal, far field, small obstacles
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2.2 Introduction

In the last decade, acoustic time reversal has definitely demonstrated its efficiency in
target characterization by wave focusing in complex media (see the review papers [58, [61]).
In particular, it has been shown that selective focusing can be achieved using the eigenvec-
tors (resp. eigenfunctions) of the so-called time reversal matrix (resp. operator). Known as
the DORT method (French acronym for Diagonalization of the Time Reversal Operator, see
[60, 96, 89, 05, 62, [88, [66]), this technique involves three steps. First, an incident wave is
emitted in the medium containing the scatterers by the time reversal mirror (TRM). The
scattered field is then measured by the mirror and time-reversed (or phase-conjugated in
the time harmonic case). Finally, the obtained signal is then re-emitted in the medium.
By definition, the time reversal operator T is the operator describing two successive cycles
Emission/Reception/Time-Reversal. If the propagation medium is non dissipative, the ope-
rator T is hermitian, since T = F*F, where F denotes the far field operator. The DORT
method can thus be seen as a singular value decomposition of F. Moreover, in a particular
range of frequencies (for which the scatterers can be considered as point-like scatterers), T
has as many significant eigenvalues as there are scatterers in the medium, and the correspon-
ding eigenfunctions generate incident waves that selectively focus on the scatterers. From
the mathematical point of view, a detailed analysis of this problem has been proposed for
the acoustic scattering problem by small scatterers in the free space in [72] and in a two-
dimensional straight waveguide in [92]. Let us emphasize that time reversal has also been
intensively studied in the context of random media (see [64] and the references therein).

Recently, electromagnetic focusing using time reversal has been demonstrated experi-
mentally [81] and used for imaging applications [83]. One of the first works dealing with
mathematical and numerical aspects of electromagnetic time reversal is the paper [102]. The
authors analyze therein the DORT method in the case of a homogeneous medium containing
perfectly conducting or dielectric objects of particular shapes (circular rods and spheres).
Their method is based on a low frequency approximation of a multipole expansion of the

1. Institut Elie Cartan Nancy (Nancy-Université, CNRS, INRIA), Université Henri Poincaré, BP 239,
54506, Vandceuvre-les-Nancy, France
2. INRIA (Corida Team), 615 rue du Jardin Botanique, 54600 Villers-lés-Nancy, France
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scattered field (i.e. a Fourier-Bessel series involving Hankel functions for circular rods and
vector spherical functions for spheres). In [40], the authors proposed an iterative process ba-
sed on time reversal to determine optimal electromagnetic measurements (i.e. to determine
the incident waves maximizing the scattered field). More recently, the DORT method has
been used for targets localization, especially in the context of imaging [35] [36, [4]. The ana-
lysis followed in these works is based on the singular value decomposition of the multistatic
response matrix, which corresponds to the case where the mirror is described by a discrete
array of transducers (emitters and receivers). In this paper, we propose a time harmonic
far field model of electromagnetic time reversal in the case of a continuous distribution of
transducers. Only closed mirrors (i.e. completely surrounding the scatterers) are considered
in this work and the limited aperture case is not studied. Except this difference, the present
work can be seen as the extension of the results obtained for acoustic time reversal in the free
space [72] and in straight waveguides [92]. We pay a very careful attention to the derivation
of the limit scattering model for small perfectly conducting scatterers. The functional fra-
mework used hereafter for the far field and the time reversal operators is the one commonly
used in inverse electromagnetic scattering theory [44] [33] [75].

We start the paper with a short description in Section of the mathematical model of
time reversal. In particular, we define the incident field emitted by the TRM (electromagnetic
Herglotz waves), the measured fields (the far field pattern) and the time reversal operator.
In Section we restrict our analysis to the case of small scatterers (of typical size §). We
show that the small scatterers asymptotics can be deduced from the classical low frequency
scattering asymptotics (the Rayleigh approximation) involving the polarization tensors of
the scatterers. More precisely, our analysis corresponds to the case where k0 and d/d tend
simultaneously to 0, where k denotes the wavenumber and d the minimum separation distance
between the scatterers. Finally, we study in Section [2.5|the spectral focusing properties of the
eigenfunctions of the limit far field operator obtained in Section [2.4 We show that each small
scatterer gives rise to at most 6 distinct eigenvalues (recovering the results obtained in [36] 4]
for the case of a discrete TRM). Furthermore, if the polarizability tensors of the scatterers
are diagonal (e.g. for axially symmetric scatterers) and under the additional assumption
that kd — oo, we prove that each associated eigenfunction generates an incident wave that
selectively focuses on the corresponding scatterer.

2.3 A far field model for electromagnetic time-reversal

In order to obtain an expression of the time reversal operator, we begin this paper by
recalling the far field model of electromagnetic scattering. Consider the scattering problem of
an incident electromagnetic plane wave by a perfectly conducting bounded obstacle contai-
ned in an homogeneous medium. Without loss of generality, we assume that the electric
permittivity € and the magnetic permeability u are both equal to 1. Let O be a bounded
open subset of R? with smooth boundary I', and outward unit normal v and let = R3\ O
be the propagation domain. Let L?(S?) be the space of tangential vector fields of the unit
sphere S? :

L2(S%) = {f e (12(5%)" |va € 8%, f(a) - = 0}
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and consider the incident plane wave (EST, H®®) of direction a € $2 and electric polariza-
tion f € L2(S?) :

H7 ' (x) = (a x f(a)) e, ‘
Throughout the paper, the time dependence is assumed to be of the form e™™* and will

always be implicit. Introducing the wave number k = w,/ep = w, the scattered field
(E~f, H*) solves the following exterior boundary value problem :

curl E&f = ik Hof (Q)
curl H*f = —jk E~f (Q)
Exf xv=—E¥ xv ()
Hf .y = —HO 0w (T)
E>f H*f are outgoing.

(2.2)

Classically, the outgoing behavior of the scattered field is imposed by one of the two Silver-
Miiller radiation conditions :

lim (Ea’f(x) X X + x| Ha’f(x)) =0

lim (Ha’f(x) X X — |x| Ea’f(x)) =0

uniformly in every direction x/|x| € S2, where | .| is the euclidian norm in R3.
We are now in position to introduce the far field pattern of the electromagnetic field
(E~f, H*). Tts main properties are collected in the next proposition (see [44] for the proofs).

Property 2.1. The scattered field (E®f, H®) has the asymptotic behavior in the direction
B € S? as|x| — oo :

ik|x|
B4 (Blx) = o Alec Bif(@) + 0 (7).
ik|x|
H (B)x]) = o (8% Al Bit(@)) + 0 (15 )

The scattering amplitude A(c, B;f()) is given for all a, B € S? and all f € L?(S?) by the
formula

2
A, Bif(a)) = —%ﬁ x /F v(y) x HY (y)] x Be *#vdy (2.3)

where H‘%’f = H?’f-f—Ha’f is the total magnetic field. Moreover, A(-,-;-) satisfies the following
reciprocity relation

g(B) - Ale, B f(a)) = f(a) - A(=B, —; g(B)) (2.4)
for all o, B € S% and all f,g € L3(S?).

Assume now that the TRM emits a Herglotz wave, i.e. a superposition of plane waves of
the form (2.1)). More precisely, denote by (Ef, HE) the incident Herglotz wave of polarization
f € L2(S?), defined by

Ef(x) = /52 EYf(x)da = /52 f(a)e*** da

HE (x) = /S CH(x)dar = /S (o x £) (@) day

(2.5)
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By linearity, Proposition 2.] yields the following result.

Corollary 2.2. When illuminated by the Herglotz wave (Ef,HY), the scattering obstacle
generates the diffracted field (Ef, HY) which admits in the direction B € S? the far field
asymptotics

ik|x|
B (Blx)) = SrFR(B8) + 0 ).
¢ ik|x| 1
HY(Blx)) = 7B x FE(8) + 0 (5 ).
where Ff(B) is given by
Ff(8) = /S Ala, B;f(a)) dav. (2.6)

Using the expression (2.3) of the scattering amplitude, one can show that the far field
operator F : f — Ff defined by (2.6) is continuous from L?(S?) onto itself. Moreover, using
the reciprocity relation ([2.4)), one can show the following result (see [43] for the proof).

Property 2.3. The far field operator F : L?(S?) — L?(S?) defined by @ is a compact
and normal operator. As in the acoustic case, its adjoint is the operator F* : L?(S?) — L?(S?)
defined by

vf € L}(S?*),  F*f = RFRf (2.7)

where R, is the symmetry operator defined by Rf(a) = f(—a) for alla € S? and f € L?(S?).

We are now able to define the time reversal operator T. During the time-reversal process,
the TRM first emits an incident electromagnetic Herglotz wave (Ef—, H?) of polarization f.
Then the scattering obstacle generates a scattered field (Ef, Hf). The TRM measures and
conjugates the corresponding electric far field Ff. The resulting field is then used as a
polarization g of a new incident Herglotz wave. Therefore, we have

g = RFf, (2.8)

where the presence of the symmetry operator is due to the fact that the far field measured
in a direction @ is re-emitted in the opposite direction —3. The time reversal operator T is
then obtained by iterating this cycle twice :

Tf — RFg — RFRFT. (2.9)
Thanks to Proposition we have shown the following result.

Property 2.4. The time reversal operator T is the compact, selfadjoint and positive operator
given by
T: L3(S%) — L3(S?)
f — Tf = FF*f = F*Ff.

The nonzero eigenvalues of T are exactly the positive numbers
A]? > [Agf> >+ >0,

where the sequence (A,)p>1 denotes the nonzero complex eigenvalues of the normal compact
far field operator F. Moreover, the corresponding eigenfunctions (f,)p,>1 of F are exactly the
etgenfunctions of T.
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2.4 Scattering by perfectly conducting small scatterers

In this Section, we show that the asymptotics of the electromagnetic scattering problem
by small scatterers is closely connected to the classical low frequency scattering (the Ray-
leigh approximation [76, 48]). In particular, this asymptotics involves the electromagnetic
polarizability tensors of the scatterers [93] B [6]. The fact that the two limit models are
similar is straightforward when the scattering obstacle has only one connected component.
As it is shown in Subsection this follows from a scaling argument. The proof is less
obvious when the obstacle is multiply connected (one cannot anymore use a unique change
of variables to work in a reference domain of fixed size). We study this question using an
integral equation approach in Subsection [2.4.2]

2.4.1 The case of one scatterer

Let us assume that the perfectly conducting scatterer is of small size § and that it is
obtained from a reference obstacle after a dilation. More precisely, let us set :

O ={x=s+0; £EcO}.

Its boundary is denoted by I’ and its exterior by €9 := R3 \@ Given an incident plane
wave (E?’f, H?’f), let (E%,H’) be the solution of the scattering problem by the perfectly
conducting obstacle (for the sake of clarity, we drop here the reference to the angle of
incidence and to the polarization in the scattered field) :

curl B = ikH’ (Q9)
curl H® = —ikE° (Q9)
divE’ =0 (Q°%)
divH’ =0 (Q9) (2.10)
E'xv=-EYf xv (T'%)
H'.v=-HY v (T%)
E°, H’ outgoing,.
Introducing the scaled fields
e’ (¢) = E°(s + 0¢), 3\ 7
{h5(<£)>=H5(<s+6s>, §ERERAO
we obtain that
curle’ =i (kd) h’ (Q)
curlh’ = —i (ké) €’ (Q)
dive’ =0 Q)
divh’ =0 Q) (2.11)
e xv=—erf xv ()
h'. v = —h?’f v ()
e’, h® outgoing,

where I' = 92 and

e?f (&) = BV (s + 6¢) = BV (s) + O(k9),
h'(€) = HY (s + ¢) = HP M (s) + O(k9).



70 CHAPITRE 2. DORT EN ELECTROMAGNETISME CHAMP LOINTAIN

When 6 — 0, problem appears as a low frequency electromagnetic scattering problem
(kd — 0) associated with an incident wave that behaves like the constant field (E?’f(s), H?f(s))
asymptotically. The electromagnetic scattering problem for small frequencies has been stu-
died for a long time (see [104} 105, [77, 91]) and the asymptotic behavior of its solution is by
now well known (see the reference book [48] for a detailed presentation and [§] for conver-
gence results of higher order terms). In particular, the first order approximation (e°, h") of
(e?,h%) (the so-called Rayleigh approximation) is given by the next result, which follows
from [48, Chap. 5]).

Theorem 2.5. Let ® = (P, Py, P3) and ¥ = (U, Uy, U3) be the vector potentials defined

by
AP =0, (Q)
P =x+ c,1 () (2.12)
®=0 () |x| — o0
|x[?
and
AW =0, Q)
ow
w0 X () (2.13)
0o®

0.

where the constant vector ¢ € R3 is chosen such that e
r Oov
Then, as 6 — 0, we have

e — e = -Vef(a)

h’ — h':= - V¥ (ax f(a))

locally in Heur(£2).

Using the above result, one can easily obtain the asymptotics of the far field associated
to EJ.

Corollary 2.6. Let (E°,H’) be the solution of the scattering problem (2.10)). Let P and
M be respectively the electric polarizability and magnetic polarizability tensors defined by (I
denotes the identity)

o®\7 T

P:\(’)\I—/x 92V g M:\(’)\I—/u\ll dr
r \ov r

where the vector potentials ® and ¥ are respectively defined by (2.12)) and (2.13)).

Then, the far field A%(cv, B;f(x)) of E?, defined by

5 - 5 ' eik|x‘ 1
E(Blx)) = A”(x, B: £(e0) G+ O (M) ,

admits as § — 0 the following asymptotics :

(ikd)?

A, (@) =

B x |B x (Pf(a)) — M(a x f(a))| @D+ O@").  (2.14)
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Démonstration. Following [48], we have

Ad(a, B;f(a)) = erﬂ X {,B X /1“5 [ux X (H‘;(X) —i—H?’f(x))} e kX d’yx} (2.15)

The change of variables £ = (x — s)/¢d in the above integral shows that

A'(a, B f(a)) = (Uﬁ)?ﬂ x {B x /F [ve x (b°(€) + hy(8))] dfyg}> o—ikBs

+0(6%). (2.16)

Comparing with the term between parenthesis in the above expression, we see that
this term is nothing but the electric far field associated to the solution (e, h%) of the low
frequency scattering problem . Consequently, this term can be expressed using the
polarizability tensors (see equation (5.158) in [48]) :

(]1(;)2 B % {ﬂ X /F {I/g X (h5(£) + h?’f(g))} dfyg} =
(ii‘i)?’ﬁ x [B % (Pi(e) — M(a x f(e))] e + 0 (5).

where we have used the fact that the incident electromagnetic field (er,hy) converges to
the constants (E(s), H?‘f(s)) = (f(a),a x f(a)) e* S as § tends to 0. Plugging the last
relation in (2.16) yields (2.14)). O
2.4.2 Multiply connected scatterer

We consider now the case where the scatterer has M connected components :
M
1 0
0" = U O,
p=1

where each component (’)g is obtained from a reference domain O, by a dilation and a
translation :

O)={x=s,+0¢; £€O,}.
o M
Finally we denote once again by Q% = R3\ O the exterior domain and by = U Fg its
p=1

boundary.
In order to study the asymptotics § — 0, we seek an integral representation of the solution

(E2, H%) of (2.10) in the form

E°(y) = é curl curl /1“6 Gr(x,y) J°(x) dyx,

H'(y) =~ (ik) curl [ Gi(x.y)3°(x) dos.
r

y €, (2.17)

where J is the (unknown) electric surface current and

eik|x7y|

Gr(x,y) = Inx—y]
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denotes the Green function of —A — k? in R3.

Using the identity curlcurl = Vdiv — A and the fact that for x # y, we have
AGy(x,y) = —k? Gi(x,y), one can show that the electric field can also be written in the
form [45], p. 64] :

E‘S(y) =9 (k2 /1“5 Gr(x,y) J‘s(x) dvx +V /1“5 Gr(x,y) divys J‘s(x) d’yx) , (2.18)

where divps denotes the surface divergence operator on I,
The unknown current J° = J ‘{, SN | ?\J) is uniquely determined by writing the perfectly
conducting boundary condition on each scatterer :

(B’ x v)ry = —(BF x v) g Vp=1,...,M. (2.19)

It is well known (see for instance [90, Theorem 5.5.1]) that the trace of a potential of the

form ([2.18) is given by

M
(B x vy = >0 (K285 + 1) 30,
q=1
where the integral operators Sk : TH*(I'y) — TH*™(I',) and X0 : TH*(Tg) — TH*1(T'y),
(TH*(I';) denotes the Sobolev space of tangent vector fields [90]) are defined for y € I'), by

(s w = | Geloey) (T3) x ) o

(Téfqﬁ Jg) (y) = (Vy /F6 Gi(x,y) divFng(x) d’yx> 5 X Vy.
q |Fp

For q¢ # p, the kernels of the above integral operators are infinitely differentiable. The
operator Sgp is the classical single layer potential, and has a singular but integrable kernel.

The operator T;fp can also be written using a formula involving only integrable kernels (see
[90, p.242]) :

(757 33) () = /F (TG y) ¢ vy = i) divegTh(x)

p

— Gi(x,y) curlpgdivFng(x)} dyx.

In the above relation, divpg and curlrg denote respectively the surface divergence operator
and tangential rotational operator on I' g. Then, the integral equation (2.19) reads

M
>0 (K2SkD + Th?) 35 = —(B™ x v) s Vp=1,.., M. (2.20)
q=1

In order to work in a functional framework independent of d, we introduce the new variables

X — 8¢

n:y5 peopa

€0,
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and the scaled fields s 5
Jg(§) = Jy(x),

Gy (€.m) = Gi(x.y).
With the above notation, we have
(S5 38) ) = 0% (85 35) () = 0% | G €m) (3306) x v) e
q

and

(V" / G’ (€,m) divr,j5(€) d%) X vy for q # p,
b Ir)

T 33) (y) =

( pq p) / [(Vng]’,fﬁ(gn) X (Vg — ug)) divrqjg(g)

q

~Ghd (€, m) curlp, divr, j3(€)]dve, forg=p

o k,§ 20
Consequently, equation (2.20) can be written
k,d k.5 s ,f
BE0id+> B X V), Vp=1,...,M, (2.21)
q#p

with
ko __ k.o k,0
B (k‘d) 5Spq + 4 7;q (2.22)

and
a,f a,f
e; (n) =E; (y)

Let us consider first the diagonal terms in ([2.21)), by investigating the behavior of the kernels
involved in the expression of B;fi,‘s as 0 — 0. Since

GEI(€.1) = ~Cra(€.1).

5
1
VG (6:1) = 5VnGrs(€,m),

we see that
k.0 okd Tké . 1Rké
B (k‘d) Spp + 7;,p = Bpp
where

(8i230) 9= [ Gusl&m) (l©) x v) e,

(7o da) () = /F [ (VnGia(&,m)(&m) x (v = ve)) divr, jy(€)

—~Gis(&,m)(€,m) curlr, divr, j,(€)] dve

The crucial point here is that ggg is exactly the operator involved in the integral equation
formulation of the simple scattering problem associated with the reference scatterer O, at
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. .. . Rké _ 1k, .
low frequency kd — 0. Moreover, since the zero frequency limit exists, By} = B’ admits a
limit B,

Let us consider now the off diagonal terms B’;C’I‘S, q # p. Denote by

d= mi _ 2.23
1§ﬁ1;1§N|sp Sq| (2.23)

the minimal distance between the centers of the obstacles. Using the relation

sp—sq-+ 06— ml = s, — sl (140 (5)).

one can easily check that

Gpil (&:m) = Gi(3q,5p) {1 TOkY)+0 <g>]

k.6 5 Yq # p.
Vi Gpq (€:1m) = Gi(sq,5p) {O(k‘fs) + 0 (d)] 5
Inserting the above asymptotics in shows that
0 5
ko __
By =0 (d) [O(k:&) +0 <d>] for g £ p.

Summing up, the behavior of the solution (E®, H?) of ([2.10) for small scatterers (namely
for k§ — 0 and §/d — 0) is given by the low frequency limit of the simple scattering problem.
Therefore, the multiple scattering effects can be neglected when k6 — 0 and §/d — 0, and the

electric far field can be obtained simply by superposition of the far fields given in Corollary
We have thus proved the following result.

Theorem 2.7. Assume that the scatterer has M connected components
M
o __ 19
0’ =U o,
p=1

where each component Of, is obtained from a reference scatterer O, (centered at the origin)
of smooth boundary T'y, by a dilation of ratio § centered at a given point s, € R3 :
O)={x=s,+6¢; £€Op}.

Forallp=1,...,M, let ®, and ¥, be the vector potentials defined by

A®, =0, (R*\ Op)
®,=0 <|X2) |x| — o0
and .
AW, =0, (R*\ Op)
ov,
5y U 1 ) (2.25)
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9% _
r, ov
Let Py, and M, be respectively the electric polarizability and magnetic polarizability tensors
of the reference scatterer O, (I denotes the identity) :

P T
Py=lo) - [ x(G2)
r, \0

144

where the constant vector ¢, € R? is chosen such that

(2.26)
Mp:\opu—/ v O dyy.
Tp

Finally, let (E®,H®) be the solution of the scattering problem (2.10) and A‘S(a, B;f(a)) the
far field of E° :

E° — AS o)) () '
(Blx) = A%(a B £(0) G + 0
Then, as 6 — 0, we have
4

s A (e Bif(e) — A%(e, Bif(a)) (2.27)
where
M .
Ao(aaﬁ;f(a)) = Z B8 x [/j’ x (Ppf(a)) — M,(a x f(a))} oik (a=B)-sp. (2.28)
p=1

The convergence (2.27)) holds uniformly for all a, 3 € S? and for all wavenumber k and
minimal distance d (defined by (2.23))) satisfying k6 — 0 and 6/d — 0.

2.5 Selective focusing using time-reversal

From now on, we assume that k6 — 0 and §/d — 0. According to Theorem the
eigenfunctions of the far field operator F® can be approximated by those of the operator
FO: L2(S?) — L?(S?) defined by

(Ff)(B) = i A, B;f(a)) da V£ e L(S?). (2.29)
S
Substituting the expression (2.28) of A%(a, B;f(a)) in (2.29)), we obtain that

F5)(8) =3 8 x 8 x (PuEi(sy)) = MyH](s,)|e 5, (2:30)
p=1

where (E?, H?) denote the electromagnetic Herglotz wave associated to f defined by (2.5)).
Finally, let us notice that

M
(FF)(8) = = > [A(B)P,El(s,) + B x (M,H](s,))| e *F, (2:31)
p=1
sin @ cos ¢
where we have set for every a = |sinfsing| € S? :
cos 6

Ala) =1-aa’. (2.32)
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Remark 2.8. Note that formula shows that, the electric far field radiated by the
scatterers as their size tends to 0 corresponds to the superposition of M (uncoupled) electric
and magnetic dipoles located at the points s, and associated with the electric and magnetic
moments p, = P, Ef(sy) and m, = M, Hi(s,).

Remark 2.9. Formula ([2.31)) shows that F° has at most 6M nonzero eigenvalues, since its
range satisfies Ran FY C @ {(A(ﬂ) RanP,) & (B x RanMp)}.

1<p<M

The aim of this section is twofold : first, to compute approximate eigenfunctions of FY,
and then to prove that these eigenfunctions selectively focus on the scatterers. As we will
see, this can be achieved provided the two following assumptions are satisfied :

1. The polarizability tensors P, and M, are diagonal (in the same basis). This is in
particular true for axially symmetric scatterers (see [48, p.167]).

2. The scatterers are distant enough (well separated scatterers). More precisely, we as-

sume that kd — oo, where d = min s, —s,| is the minimal distance between the
1<p<g<N

obstacles.

From now on, we will assume that these two conditions are satisfied.

Theorem 2.10. Forp € {1,..., M}, let (ep1,€p2,€p3) be an orthonormal basis of R3 such
that the polarizability tensors P,, M, of the reference scatterer O, are diagonal :

M1 00 'y 000
P,=10 X2 O My=]0 X, 0 (2.33)
0 0 )\p73 0 0 )\/p’g

Given £ € {1,2,3}, define the following elements of L?(S?) (recall that A(cx) is defined by
©232)) :

—ik a-sp

f

pf(a) =aX (Oé X ep,g) e —ikoosp’

= —A(a)e, e
ac S (2.34)

gpe(@) = (a x eyy) e h s,
Then, the family of functions {f,¢, gpe; 1 <€ < 3,1 < p < M} is linearly independent
in L?(S?). Moreover, the functions £,y and g, constitute approzimate eigenfunctions of the

limit far field operator FO defined by (2.28)-(2.29) as kd — oo :

8T -
Ffy 0 =~ At e + O ((k)™),
for all N € N. (2.35)

8 _

Fgp = — 5 Ape 8o + O ((k)7Y),

Démonstration. To see that the functions f,, and g, for £ =1,2,3 and p=1,..., M, are
linearly independent, it suffices to note that these functions are exactly the far field patterns

of electric and magnetic dipoles located at the points s, and associated with electric or
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magnetic dipole moment e, ;. Consequently, by uniqueness of the far field pattern (which
follows from Rellich’s lemma, see [44]), the condition

M 3
Z Z(zpvff o+ z;j gpt) =0 2p.0s 21’075 e C,
p=1/4=1

implies that z,, = Z;,),z =0forallp=1,...,M and £ =1,2,3.
Fix now q € {1,..., M} and ¢ € {1,2,3} and let us compute F°f, ;. We have

E?q,é (sp) = — < o Ala) ek e (sp=sa) da) €q,0 = Dpgeqye
H(s,) = [ e fax (o x o)) o= da = Dy e,

A straightforward computation shows that

8T
Dy =— Ala)da = ——1
qaq ¢ (o) dex 3

while by symmetry
ng:/San [a x (axey)]da=0.

On the other hand, let us note that the elements of the 3 x 3 matrices D,,, and D;,q for p #£ ¢

are oscillatory integrals of the form / (o) etk (sp=sq) dey, where 1 is a smooth function.
S2

It follows then from the stationary phase theorem (see for instance [I00, Chap. VIII]) that
qu:D;q:O((kd)’N) Vp£q, VN €N.
Consequently, formula ([2.31]) simplifies into

81 ik Bs _
(F,0(8) = —5 ABYPoegs e 7%+ 0 ((ka) ™),
& —ik B- _
= =S AlBege ¢ M I% 0 (ki)Y
which proves the first relation of (2.35)). The second relation of (2.35|) follows using the same

arguments, since
8q, fq,
{ B (sp) = —H;"(sy) = ~Djeqs
H7"(sp) = Ef"(sp) = Dpgeqy

and the proof is thus complete. O

Remark 2.11. In the special case of scattering by small triazial ellipsoids (see [48, Chap. 8]),
with semi-axes a,1 > ap2 > ap3, the electric and magnetic polarizability tensors admit in
the basis constituted by the azis of each ellipsoid the diagonal form ([2.33)), with

4
P £=1,2
! = Am - apiap2ap3 2,3,
p7 -

3 1—aprapapslye
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with
P e dx
3 Jo (z+ a?),e)\/ar:2 + ag’l\/xQ + ag’z\/xZ + a2

In the special case of spheres of radii a,, we have P, = 2M, = 477&?7 1.

I =

The next result provides the expected selective focusing properties of the eigenfunctions
of the far field operator F° (and thus of time reversal operator T? = (F?)*F?).

Theorem 2.12. Forp € {1,..., M}, the approzimate eigenfunctions (£, ¢, 8p ¢)1<e<s defined
by (2.34) generate electromagnetic Herglotz waves that focus selectively on the scatterer p.

Démonstration. Plugging the expression (2.34) of f, ; and g, in (2.5, we obtain that

EP (x) = HS (x) = /S o x (@ x e)) HOT) dar
H (x) = —ES'(x) = — | (a xepy) e ) da.

SZ

The conclusion follows once again from the stationary phase theorem, since for x # s, the

above integrals behave like O ((kz]w —sp)) 7N ) for all N € N, and are independent of % for
X = Sp. O
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2.6 Conclusion

A Taide d’une analyse asymptotique pour de petits obstacles, nous avons donné une
justification mathématique de la méthode DORT en électromagnétisme champ lointain. Les
résultats ainsi démontrés sont généralisent ceux obtenus dans le cadre de ’acoustique champ
lointain dans [72]. Principalement, nous avons montré que, dans le régime particulier de
petits obstacles éloignés, 'opérateur de retournement temporel T possede (au plus) 6 valeurs
propres significatives par objet et que de plus, les fonctions propres associées a ces valeurs
propres permettent de construire des ondes focalisant sélectivement sur les diffuseurs.

Toutefois, pour démontrer la propriété de focalisation sélective des fonctions propres
de T, nous nous sommes restreint a des obstacles particuliers (a symétrie tri-axiale). Nous
cherchons actuellement a lever cette hypothese restrictive. De plus, lorsque le miroir a retour-
nement temporel est ouvert, c’est-a-dire lorsqu’il n’entoure pas completement les obstacles,
I’'opérateur de champ lointain F perd son caractere normal et nous n’avons pas réussi a trai-
ter ce cas. Ce probleme ouvert mériterait également d’étre étudié. Enfin, soulignons qu’une
étude numérique de la méthode DORT en électromagnétisme (similaire a celle proposée
en acoustique dans le chapitre [1|) serait intéressante, afin de tester et valider les résultats
obtenus.
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Chapitre 3

Phénomene de super-résolution en
milieu multi-diffusif
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la reconstruction d’une source acoustique ponctuelle
a 'aide d’un miroir & retournement temporel (MRT). Le MRT M est ici placé dans un
milieu non dissipatif et & distance finie de la source s. L’expérience que nous considérons,
illustrée par la figure 3.1} est la suivante. La source émet une onde acoustique que le MRT
mesure, retourne temporellement et rétro-propage. Le champ ainsi émis par le miroir est
alors focalisé sur le point source avec une précision qui dépend notamment de la taille du
miroir a retournement temporel.

Lorsque le milieu comporte des hétérogénéités, des expériences physiques [53) 52 59, [51]
ont mis en évidence une meilleure qualité de focalisation comparativement au milieu ho-
mogene. La raison avancée est I'apparition, en raison de la diffraction multiple, de chemins
multiples (multi-pathing) entre la source et le MRT : ce dernier regoit alors plus d’informa-
tion et agit comme si sa taille était plus importante. La limite de la diffraction peut étre alors

81
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ne

gt {

- M - M - M
Emission S Réception et S Rétro-propagation
retournement temporel

FIGURE 3.1 — Les trois étapes de ’expérience de retournement temporel

battue et nous parlons de super-résolution. Ce phénomene a également été observé numéri-
quement dans des milieux aléatoires acoustiques [17, [I8, 28, 29] et élastiques [103] ou encore
dans des milieux stratifiés [63] [65]. Toutefois, ce gain en précision est un gain en moyenne.
En effet, en régime harmonique, il apparait que, pour une réalisation de milieu aléatoire
donneé, le champ rétro-propagé par le MRT peut focaliser ou pas sur le point source. L uti-
lisation du régime transitoire plutét qu’harmonique permet alors d’effectuer une sorte de
moyenne sur les fréquences. Cette “auto-moyennisation” (self-averaging) rend le phénomene
de super-résolution stable vis-a-vis du milieu [28] [53].

Nous étudions ici numériquement le phénomene de super-résolution dans un cadre déter-
ministe : nous nous plagons en régime harmonique et modélisons ’hétérogénéité du milieu par
de nombreux petits diffuseurs pénétrables situés aléatoirement (mais fixes!) entre la source
et le MRT. L’équation gouvernant la propagation acoustique est bien évidemment I’équation
de Helmholtz. Pour simplifier, nous supposons de plus que le miroir & retournement temporel
est continu et non intrusif.

Nous commencons notre étude en détaillant le modele mathématique employé pour dé-
crire cette expérience de retournement temporel. Dans un milieu homogene, 1’expression
explicite de la fonction de Green est connue ce qui nous permet de démontrer, dans la sec-
tion 3.2 que le champ rétro-propagé par le MRT est focalisé sur le point source. En revanche,
dans un milieu hétérogene, cette étude mathématique ne peut plus étre effectuée. Nous ap-
prochons alors numériquement le champ rétro-propagé par la méthode des éléments finis
couplée a une couche absorbante parfaitement adaptée (voir paragraphe . Les résultats
numériques obtenus commencent dans la section [3.3.4] en considérant tout d’abord une fré-
quence et une réalisation de milieu. Comme la précision de la focalisation varie grandement
d’un milieu & un autre, nous étudions la précision de la focalisation en moyenne via deux
approches. Tout d’abord, dans la section nous effectuons une moyenne sur les configu-
rations & fréquence fixe, en considérant un grand nombre de réalisations de milieux différents.
Puis, dans le paragraphe la source acoustique est polychromatique, ce qui nous permet
d’effectuer, pour un milieu donné, une moyenne sur les fréquences. Pour ces deux approches,
nous montrons que la focalisation gagne en précision par la présence d’hétérogénéités.
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3.2 Modele mathématique et justification dans un milieu ho-
mogene

3.2.1 Modele mathématique

Milieu homogeéne

M

FIGURE 3.2 — Représentation du miroir a retournement temporel M et du point source s

Considérons un milieu dans lequel la célérité du son est homogene et de valeur ¢. Dans
la premiere étape, la source ponctuelle, placée en s, émet une onde acoustique harmonique
up de pulsation temporelle w. La dépendance temporelle est, tout au long de ce chapitre,
implicite et de la forme e~**. Le champ ug est alors 'unique solution du probléme

A+ E)up = -6 (R?

up sortant,

ou ds est la distribution de Dirac centrée sur s et d = 2 ou d = 3 est la dimension du probléme.
Nous dirons qu’une onde u est sortante lorsqu’elle satisfait la condition de radiation de
Sommerfeld :
X
lim  [x| (@172 (Vu C— — zku) =0,

lIx[| = +o0 x|l

d
ou ||x|| = (Z )(]2-)1/2 est la norme euclidienne de R% d’un point x = (x1,...,%4). L’onde ug,
=1
solution du systéme (3.1]), n’est autre que la fonction de Green Gi(-,s) centrée sur le point
source s :

i

JH (klx—s])  sid=2,

vx € RY\ {s}, ug(x) = Gi(x,s) = (3.2)

etkllx—s||

B — id=3
4r||x — s|| ot ’

—C . N R ,
ou H(g ) est la fonction de Hankel de premiere espece d’ordre zéro.
Le miroir & retournement temporel mesure ce champ, soit ug|ar, puis le retourne tem-
porellement. Du fait du régime harmonique, cette derniere opération revient a effectuer une



84 CHAPITRE 3. PHENOMENE DE SUPER-RESOLUTION

conjugaison de phase : ug|r. Le MRT rétro-propage ensuite cette onde. Nous modélisons
cette derniere étape par un champ ugg, unique solution de

(A =+ kQ)URE = _ﬁb\/l = —mb\/l (Rd) (3 3)
uRp sortant . .

L’expression du champ rétro-propagé urg est obtenue par un produit de convolution des
fonctions de Green :

Vy € R? \ M, upp(y) = /M Gr(x,y)Gr(x,s) dx. (3.4)

A Taide de la méthode de la phase stationnaire, nous montrons plus loin que, lorsque le
nombre d’onde k£ tend vers l'infini, 'onde ugrg est focalisée sur le point source s. Nous
décrivons maintenant le modele employé lorsque le milieu comporte de nombreux petits
diffuseurs.

Milieu multi-diffusif

Nous considérons maintenant un grand nombre de petits diffuseurs pénétrables disposés
aléatoirement entre la source s et le miroir M comme illustré par la figure [3.2.1] La présence
de ces petits obstacles diffractants peut améliorer la précision de la focalisation du champ
rétro-propagé par le miroir a retournement temporel.

00 ©0,0,0000n%000

@) O Qo o
0o §~00 SINeNe oo O 0 0

Ficure 3.3 — Milieu multi-diffusif présentant de nombreux obstacles entre le miroir et la
source

Notons Q7,95 ,...,8;, les M petits diffuseurs, situés entre la source et le MRT, et
O~ = Uyzl 1, le domaine occupé par les obstacles. Introduisons de plus la fonction contraste

n définie par
1 sixeRI\ Q™
n(x) = PxeRTA (35)
n, sixel,, pourp=1,..., M,
ou chaque n, est une constante réelle positive, pour p = 1,..., M. Par ailleurs, nous notons
up et urp les champs émis et réémis dans le cadre de l'espace libre et par vg et vgp ceux

en présence de diffuseurs.
Durant la phase d’émission, la source s émet une onde ponctuelle vg, solution d’un

probleme de type (3.1)) avec un nombre d’onde variable

(A + k2n?)vp = —6s  (RY)
Vg sortant.

(3.6)
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Le MRT mesure ensuite vg|q, le retourne temporellement pour obtenir vg| ¢, puis le réémet.

Nous modélisons cette derniere étape par une onde vrg, unique solution du probléme suivant

(A + k2n2)vRE = _@’M (Rd) (3 7)
vRrEg sortant.

Nous cherchons alors a vérifier tout d’abord que vrg est focalisée sur le point source s et
le cas échéant, si cette focalisation est plus précise ou non que celle obtenue sans obstacle.
Contrairement & 1’espace libre, nous ne disposons pas de I'expression explicite de vgg, ni de
vg. Une approximation numérique de ces champs sera alors nécessaire.

3.2.2 Justification mathématique pour un milieu homogéne et un miroir
d’épaisseur nulle

Nous proposons une étude mathématique dans un milieu homogene, en dimension d = 2
et pour un miroir a retournement temporel continu sous forme d’un segment, c’est a dire
d’épaisseur nulle. Notons que ce cas a également été étudié en parallele par M. Cassier [34],
qui a de plus étendu ces résultats au cas tridimensionnel avec un MRT plan.

Dans les simulations numériques que nous proposons plus loin, nous avons fait le choix de
prendre un MRT possédant une faible épaisseur. Pour un tel miroir, les résultats présentés ici
restent en général valables et la démonstration est similaire a celle présentée ici. Cependant,
afin de ne pas surcharger ce chapitre, la preuve est placée en annexe [A]

Dans ce paragraphe, nous montrons que le champ rétro-propagé urp(-, k) est focalisé
sur le point s lorsque k£ tend vers 'infini, mais également le point S, symétrique de s par
rapport au MRT. Etant donné que nous étudions un comportement asymptotique par rapport
au nombre d’onde k, nous faisons apparaitre explicitement la dépendance en k dans la
notation du champ rétro-propagé ugg(-, k). Notons Qrp = R?\ M(= R?\ M) le domaine
de propagation extérieur au MRT, I'’ensemble M étant fermé et défini par

M:{X:(Xl,X2)€R2;a§X1 <bet XQIO} (= M), (3.8)

ou a et b sont deux réels tels que a < b. Par ailleurs, nous supposons que le point source
s = (s1,82) n’est pas sur 'axe Ox; (soit sy # 0) car dans ce cas, le MRT ne peut le détecter.
Quitte a effectuer une rotation du repeére, nous supposons que la deuxieme coordonnée de s
vérifie sy > 0. La figure illustre la configuration.

I
A

+b

T2 —

ne

Ma

FI1GURE 3.4 — Hlustration du MRT sous forme de segment en dimension 2.
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En dimension deux, la fonction de Green G (x,y) s’écrit

l

THSY (k] = ).

Vk > 0,Vx,y e R, x £y, Gr(x,y) =

ou H[gl) est la fonction de Hankel de premiere espece d’ordre zéro. Ainsi, I’expression 1)
du champ rétro-propagé urg(-, k) s’écrit, en dimension deux,

1
Yk > 0.5y € Qpe. uns(y k) = g [ HV(klx—yDH (Hx—s]) b (39)

Afin de faire apparaitre une intégrale oscillante, nous effectuons une premiere asymptotique
sur les fonctions de Hankel. Rappelons a ce propos que, lorsque k tend vers l'infini, la
fonction Hél) a le comportement asymptotique suivant [I, (9.2.7)], pour deux points x € M
ety e QF,

5, eklxyl
HP (k|[x — y)) = \/;e—wme_ 1+o(k ], k— +oo (3.10)

Ainsi, lorsque k tend vers 'infini, nous avons

| ity I~ sl
kS 8wlx — y |2 x — s |2

Vy € Qrp, urp(y, k) dx+ O (k‘2) , k —s +oo.

(3.11)
Le terme urg(y, k) est ainsi obtenu par la somme d’une intégrale oscillante en fonction de k et
d’un terme décroissant comme O (k~2). Pour tout point y € Qgg, notons Jy, :]0, +00[— C
la fonction définie par

vk 0 Ik etklllx=yll—lx—s|] 4
> b - 9
o0 = [, Sy s

de sorte que

1
Vy € QgrE, ure(y, k) = %Jy(k) +0 (k_Q) , lorsque k — +o0. (3.12)

Le comportement asymptotique de urg(y, k) lorsque k tend vers l'infini dépend princi-
palement de celui de Jy (k). Ainsi, nous étudions uniquement le comportement asymptotique
de Jy(k), lorsque k tend vers I'infini, & I’aide de la méthode de la phase stationnaire. Comme

e
le MRT est situé sur ’axe Ox1, nous avons la relation suivante
X1 € [a,b] <= x = (x1,0) € M, (3.13)

qui nous permettra d’écrire le terme Jy (k) comme une intégrale selon la variable réelle x;
uniquement. Introduisons pour tout point y € Qrg les deux fonctions ¢y : [a,b] — R et
Uy : [a,b] — R, définies par

by (x1) = 1% — ¥l| — Ix — 51l
Vx = (x1,0) € M, . (3.14)
) = e Tl s
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Ainsi, a I'aide de ces fonctions ¢y et 1y et de la relation (3.13), I'intégrale Jy (k) s’écrit

b .
Vk>0,  Jy(k) = / ety () (1) dxy. (3.15)

Remarquons que la fonction ¢y est identiquement nulle et la fonction Jg est alors donnée par

b
Vk > 0, Js(k):/ (1) dx1.

En particulier, la fonction Jg est constante par rapport au nombre d’onde k. Montrons
maintenant que les seuls points y tels que la fonction ¢y soit identiquement nulle sont les
points s et s, symétrique de s par rapport au MRT.

Lemme 3.1. Soity € Qrg. La fonction ¢y est identiquement nulle si et seulement siy = s

o~ Y . =~
ouy =S8, ous = (s1,—s2) est le symétrique de s par rapport a l'axe Oxy.
Démonstration. Nous avons vu que la fonction ¢g est nulle. De plus, nous avons,
Vx € M, [x —s||?>=(x —8)] +53 = (x —8)2 + (—s9)® = ||x — 5%, (3.16)

ce qui implique que les fonctions ¢7 et ¢s sont égales et donc identiquement nulles. Il nous
reste & montrer I'implication inverse. Supposons que la fonction ¢y soit identiquement nulle
pour un point y € Qrp donné. Nous avons alors, d’apres (3.14]),

vxeM, [x-yl*=x—s|*

En particulier, aux points x = (a,0) et x = (b,0), nous aboutissons au systeme d’équations
suivant

{(a—y1)2+y% = (a—s1)” +53 (3.17)

(b—y1)* +y3 = (b—s1)*+53
Nous effectuons la différence entre les deux équations ci-dessus pour obtenir
(a=y1)* = (b—y1)* = (a—s1)" = (b—s1)%,
soit, apres développement et simplifications
2y1(a —b) = 2s1(a — b).

Comme nous avons supposé b > a, les coordonées y; et s; sont alors égales. En reportant
I’égalité y; = s; dans une des équations du systeme ([3.17]), nous obtenons

{Y1 =81
y2 = %89

soit encore y =s ouy = S. O

Remarque 3.2. Pour un MRT sous forme de segment, le champ rétro-propagé urg(-,k)
est symétrique par rapport au MRT. En effet, la relation peut étre démontrée pour
tout point'y = (y1,y2) € Qrg, puisque, en notant y = (y1, —y2) son symétrique par rapport
a O—xi, nous avons

xeM, [x—=yll=I[x-yl
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En reportant cette égalité dans [’expression (@) du, champ rétro-propagé, nous obtenons
Vk>0,Vy € Qrp,  urp(y,k) =urs(y,k).

Par conséquent, si l'onde est focalisée sur le point s, alors elle ’est aussi sur son symétrique
s = (s1,—s2). Notons que nous avons aussi les relations

vy € QRE? ¢y = d)g;a Q;Z)y = ;»

et ainsi
Vy € QRE; Jy = J;
Lorsque y n’est confondu ni avec s ni avec s, I'intégrale Jy (k), donnée par , est une
intégrale a une variable et oscillante en fonction de k. Pour ces points y, nous appliquons la
méthode de la phase stationnaire pour obtenir une décroissance en fonction de k& du terme
Jy (k). Nous rappelons dans le théoreme ci-dessous plusieurs résultats pour ce type d’intégrale
(voir les propositions 1 et 3, pages 331 et 334, de [100], ainsi que le chapitre 4, section 14,
pages 29 a 34, de [46])

Théoréme 3.3. Soient deux réels a et b tels que a < b et deux fonctions ¢ et de classe C*
sur [a,b] a valeurs dans R. Pour tout k > 0, introduisons la fonction I : Rt — C, définie
par

b
VE>0,  I(k)= / e*@ap () da.

Nous avons alors les résultats suivants.
i) Supposons que, pour tout z de [a,b], la fonction ¢ ne posséde aucun point critique,
c’est a dire que sa dérivée vérifie

voelat),  ¢(z)£0.
Alors la fonction I a le comportement asymptotique suivant
I(k)=0(k"),  k—s+oo.

1) Supposons que la fonction ¢ admet un unique point critique zg € |a,b| (i.e : ¢'(xg) =
) Supp q que p q ;
0). Si, de plus, nous avons

¢"(x0) # 0,

alors, Uintégrale I(k) a le comportement asymptotique suivant
Iy =0 (k") k— +oc.

Ce théoreme montre que le comportement asymptotique de l'intégrale Jy (k) dépend
principalement des points critiques (appelés aussi points stationnaires) de la fonction ¢y. Le
lemme suivant est une premiére caractérisation de ces points.

Lemme 3.4. Pour tout point y € Qrg. Le réel x1 € [a,b] est un point critique de ¢y si et
seulement si le point x = (x1,0) € M satisfait

(x—y) _ (x—sh
=yl ~ x—sl’

(3.18)

avec, pour j = 1,2,
(x —¥)j =% —¥j-
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Démonstration. Calculons la dérivée premicre de la fonction ¢y, dont I'expression au point
x est donnée par la relation (3.14). Pour tout x = (x1,0) € M ety = (y1,y2) € Qre\{s,s},
la norme du vecteur (x —y) s’écrit

Ix =yl = \/(x1 = y1)? + (x2 — y2)2,

et pour j = 1,2, sa dérivée partielle par rapport & x; a pour expression

9 (x—y);
Folx =yl =—2 (3.19)
Iz Ix =yl
Nous en déduisons ainsi la dérivée premiere de ¢y,
(x—y)1  (x—sh
Vx1 € [a,b], ¢ (x1) = — , (3.20)
Y Ix =yl llx—s|
ce qui permet de conclure. O

Pour tout point x € M, introduisons les demi-droites ouvertes Dy et D, 3 respectivement
d’origine x (exclue) passant par s et d’origine x (exclue) passant par S :

Dys = {ye QgrE tel que xXTy _ X7° }, (3.21)
lx—yl  llx—s|
et ~
X—y X—8
D = {y € Qrp tel que = — } . (3.22)
e lx=yl  [x—s

Nous verrons plus loin que la fonction ¢y possede un point critique si et seulement si y est
un point d’'une demi-droite Dxs ou D,;. Commencgons par énoncer deux relations sur les
intersections de ces demi-droites.

Lemme 3.5. Soient deuz points x et x' de M. Nous avons alors d’une part
st ﬂ Dxlg = (2)7
et d’autre part, si x # x/,
Dys[ | DPxis = {s}-

Démonstration. Soient x = (x1,0) et x’ = (x],0) deux points de M. Prenons un point y de
Dxs. D’apres la définition (3.21)) de la demi-droite Dys, nous avons

Y2 _ 52
lx =yl [x—vl

Comme s > 0, nous avons alors yo > 0. Ainsi, la demi-droite Dyxs est entiérement inclue
dans le demi-plan x > 0. De méme, la demi-droite D, < I'est dans le demi-plan x < 0. Par
conséquent, I'intersection entre Dxs et D, 7 est vide.

Supposons maintenant que x # x’ et de plus que les demi-droites Dyxs et Dysg sont
confondues. Ainsi, les trois points x, x’ et s appartiennent & la méme demi-droite. Les
vecteurs (x — x’) et (x — s) sont alors linéairement dépendants et il existe un réel 7 tel que

x —s=7(x'—s).
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En prenant la deuxiéme coordonnée de I’égalité ci-dessus, comme xo = 0 et x5 = 0, il vient
que
S9 = 7S2,

soit v = 1. Les points x et x’ sont alors confondus, ce qui est contraire & I’hypothése énoncée
plus haut. Par conséquent, les demi-droites Dys et Dy/s ne sont pas confondues. Elles ne
peuvent alors qu’étre sécantes en un point ou étre paralleles. Or, d’apres leurs définitions
et , s est un point d’intersection de ces deux demi-droites. Nous avons alors,
pour tout point x et x' de M tels que x # x’ :

Dys[ | DPxis = {s}-
O

A T'aide des demi-droites Dys et D 3 définies plus haut, caractérisons plus précisément
les points y tels que la fonction ¢, possede un point critique.

Lemme 3.6. Soity € Qrp tel quey # s ety #5. Le réel x1 € [a,b] est un point critique de
la fonction ¢y si et seulement si'y appartient soit a la demi-droite Dxs soit a la demi-droite
D.;, avec x = (x1,0). De plus, si la fonction ¢y posséde un point critique, alors celui-ci est
UNIQUE.

Démonstration. Prenons un point y € Qgrp, avec y # s et y # S et montrons ce lemme
par double implication. Supposons que la fonction ¢y possede un point critique x; € [a, b]
et notons x = (x1,0) le point de M associé. D’apres le lemme I’égalité suivante est
satisfaite

(x—y)h _ (x—sh

x—yll ~ Ix—s’

En prenant le carré de cette expression, il vient que

(x-y)i _ (x—s)i

Ix—yl?  [x—s|?
soit encore ) ) , )
[x =yl (x-y)i _ [x—s|*  (x—s)I
=yl Tx—yl? ~ Ix—s2 " IIx—s|?

Comme ||x —y||?> = (x —y) +y3 et [|x —s||? = (x —s)? + 53, I’égalité ci-dessus implique que

2 2
Y2 53

e =yl lx—s]*

Nous allons maintenant distinguer deux cas, selon le signe de yo (remarquons tout d’abord
que yo # 0 puisque sy # 0). Supposons que la deuxiéme coordonnée de y vérifie yo > 0.

Nous avons alors
Y2 52

=yl [x—sl’

et par conséquent 1’égalité vectorielle suivante

X—y X—S

=yl llx—sl’
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En d’autres termes, le point y appartient a la demi-droite Dys. De la méme maniere, en
supposant que yo < 0, il vient que

Y2 52
=yl = lx sl
Comme s = (s1, —s2) et [|x — s|| = ||x — §]|, I’égalité suivante est alors satisfaite
X—y  X-—8
=yl llx =5’

et le point y est un élément de la demi-droite D_.

Montrons maintenant la deuxieéme implication. Supposons tout d’abord qu’il existe un
point x = (x1,0) € M tel que le point y soit sur la demi-droite Dys. D’apres la définition
de 'ensemble Dyg, le point y satisfait ’égalité

(x—y)i _ (x—sh
=yl ~ Tx—sl’

et le lemme implique alors que x; est un point critique de ¢y. De la méme maniere,
supposons qu’il existe un point x tel que y appartienne a D_3. Nous avons alors, d’apres la

définition (3.22) de D,

X—y _ X-—S8
=yl lx—=sl
Comme S = (s1, —s2) et ||x —s|| = |[[x — §J|, alors en prenant la premiere coordonnée de

I’égalité ci-dessus, il vient que

(x—yh _ (x=8h _(x=sh

=yl [x—sll  lx—s]

Le lemme permet alors d’affirmer que le point x; est un point critique de ¢y.

Il nous reste a démontrer 'unicité du point stationnaire. Prenons y € C et un point
critique x1 € [a,b] de ¢y (nous venons de montrer son existence). D’apres ce qui précede,
le point y appartient alors soit a la demi-droite Dy, soit a la demi-droite D3, avec x =
(x1,0) € M. Supposons que la fonction ¢y posséde un autre point critique x} € [a,b]. Le
point y est alors aussi un élément soit de Dy, soit de D, 3, avec x’ = (x],0). Le point y
vérifie donc

y € (DxsNDws) U (Prs N Poz) U (Piz N Ps) U (Poz N D) -
Le lemme [3.5] permet de simplifier cette relation
y € {stHJOUJOU{E} = {s.5}.

Or, y est différent de s et de s. Les points x et x’ sont donc confondus et le point critique
de la fonction ¢y, lorsqu’il existe, est unique. O

Introduisons maintenant I’ensemble C, union de toutes les demi-droites Dys et D3, privé

des points s et s :
C= ( U st) U ( U ng> \ {s,s}. (3.23)

xeM xeM
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C =[0IV M M

FicURE 3.5 — Illustration du domaine C dans le cadre d’un miroir sous forme de segment.

L’ensemble C est I'union de deux cones de base M et de sommet respectif s et s. Une
illustration de ’ensemble C est proposée sur la figure Clairement, d’apres le lemme
précédent, la fonction ¢y possede un point critique si et seulement si y € C.

Pour appliquer complétement le théoréme [3.3] il nous reste a évaluer les dérivées succes-
sives de ¢y au point critique.

Lemme 3.7. Soienty € C et x; € [a,b] le point critique de la fonction ¢y. Alors la dérivée
seconde de ¢y en x1 n’est pas nulle :

y(x1) # 0.

Démonstration. Soienty € C et x; le point critique de la fonction ¢y. Soit de plus x = (x1,0)
le point de M associé a x;. Nous utilisons la relation (3.19) ainsi que l’expression (3.20) de
la dérivée premiere de ¢, pour obtenir sa dérivée seconde au point xj :

o) e

Ix =yl

¢// (Xl ) —

Ix=yll?]  lx—sl % —s]l?

La relation (3.18)) satisfaite par le point critique x; implique alors que

o) = [ ! Hl—("‘ﬂ,

=yl [x—s| I —s||?

soit encore, comme |[|x —s||? = (x — )} + (x — )3 = (x — 8)? + 53,

) = [ : ]uxiH'

Ix—sllllx—vl
D’apres le lemme [3.6] le point y appartient soit a la demi-droite Dy, soit & la demi-droite
D;. Siy est un élément de Dy et comme y # s, il vient alors que [|x — y| # ||x —s||. De
méme, si y appartient a D_z, nous avons ||x — y|| # [|x —§||. Comme ||x —s|| = ||x — 5|, il
vient finalement que

[x =yl # llx —sll

Comme sg est de plus supposé non nul, nous en déduisons alors que ¢”(x;) # 0. O

Nous disposons maintenant de tous les ingrédients pour obtenir le comportement asymp-
totique de 'intégrale Jy (k) lorsque k tend vers 'infini, et, par conséquent, de urg(y, k).
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Proposition 3.8. Dans le cadre de la dimension deux avec un miroir a retournement tem-
porel M sous forme de segment, défini par (@, le champ rétro-propagé urg(-,k), donné
par (@, est focalisée sur les points s et S lorsque k tend vers l'infini, dans le sens ot

e Siy=souy=s, alors, pour tout nombre d’onde k > 0,

- 1 1 2 11 1 _
wnp(s,k) = upp (8, k) = 1 /M HE (kllx = )| dx = £ /M g 6+0 (k2).

e Siy €C, ou l’ensemble C est défini par , alors

lurs(y, k)| = 0 (K%2),  k — +oo.
o Siy¢C(C,y#sety#s, alors
lure(y, k)| = O (k:_Z) , k — +o0.
Démonstration. Rappelons que, d’aprés ,
Vy € QgrE, upp(y, k) = %Jy(k) +0 (;2) ) lorsque k — +00.

Aux points y = s et y = 8, alors la fonction ¢y est identiquement nulle, d’apres le lemme
L’intégrale Jy (k) s’écrit alors, pour tout nombre d’onde k

b 1 dx
k) = dx; = — _—
Jy (k) /a Yy(x1) dxa 877//\/( x —s|?’

et le terme urp(y, k) a pour expression, d’apres (3.9) et (3.12)),

1 2 11 1 _

De plus, comme souligné dans la remarque londe urg(-, k) est symétrique par rapport
au MRT. Nous avons alors urg(s, k) = urg(s,k) et I'égalité ci-dessus est vraie aussi au
point y = S. Supposons maintenant que y € C. D’apres les lemmes et la fonction ¢y
possede un unique point critique x;. De plus, ce point vérifie

y(x1) # 0.
Par conséquent, le théoréeme [3.3] permet d’affirmer que
Jy(k) =0 (k;—l/?) .k — +oo,

et de conclure que
ure(y, k)| =0 (k%) k— +oo.

Enfin, supposons que y ¢ (CJ{s,s}). La fonction ¢, ne possede alors aucun point critique
et le théoreme [3.3| permet de conclure directement que

Jy(k) =0 (k:_1> .k — too,
soit, grace a la relation (3.12), que

lure(y, k)| =0 (7(2) , k — +oo.
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Cette proposition montre que le champ rétro-propagé urp(-, k) par le MRT est focalisé
sur le point source s lorsque le nombre d’onde k£ tend vers 'infini. Cependant, il montre que
urge(-, k) est également focalisé sur le point s, symétrique de s par rapport au miroir. Ceci
est naturellement di au fait que le MRT M est d’épaisseur nulle. Un schéma illustrant les
zones de décroissance est proposé sur la figure [3.2.2

FIGURE 3.6 — Schéma récapitulatif des différentes zones de décroissance du module de ugrg

Pour les points y de C, la décroissance de |urg(y, k)| est plus lente que pour les points
y n’appartenant pas a C. Physiquement, ceci traduit le fait que y se situe ou non dans
la trajectoire du MRT, I’ensemble C pouvant alors étre interprété comme étant le cone
d’émission du miroir.

3.3 Résultats numériques

3.3.1 Approximation numérique

Pour effectuer des simulations de retournement temporel dans ’espace libre, nous de-
vons résoudre les problémes d’émission (3.1) et de rétro-propagation (3.3)) dans un milieu
homogene. Nous les rappelons ci-dessous :

(A + kQ)UE = —0s (RQ), (A + k2)uRE = —Ug|m (]RQ),
ug sortant, uRg sortant. (3.24)
Emission Rétro-propagation

Afin de ne pas surcharger les notations, la dépendance des ondes par rapport a k est a
présent implicite. Nous avons vu précédemment que chacun de ces deux problemes peut étre
résolu analytiquement. En effet, 'onde ug du probléme d’émission est la fonction de Green
Gi(-,s) de I'"équation de Helmholtz pour un milieu homogene, centrée sur le point source s.
Son expression est donnée par la relation . D’autre part, le champ rétro-propagé urg
par le miroir a retournement temporel s’obtient par 'intégrale sur le MRT d’un produit de
fonctions de Green (voir équation (3.4)). Ainsi, aucune méthode de résolution numérique
d’équation aux dérivées partielles n’est nécessaire pour obtenir les champs émis ug et rétro-
propagé urp, dans l'espace libre.

Dans un milieu multi-diffusif, les deux problemes modélisant une expérience de retour-
nement temporel sont les problemes d’émission et de rétro-propagation , rappelés
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ci-dessous
(A + k2n?)vp = —6s  (R?), (A + k2n?)vrp = —TEIMm  (R?),
vE sortant, vRE sortant. (3.25)
Emission Rétro-propagation

Les obstacles sont supposés placés aléatoirement et en grand nombre. Les deux problemes
ne peuvent étre résolus analytiquement. Une approximation numérique est alors néces-
saire pour calculer d’une part I’onde émise vg par le point source s, et d’autre part le champs
rétro-propagé vrg par le miroir a retournement temporel. Notre choix d’'une méthode de ré-
solution s’est porté sur la méthode des éléments finis, couplée a une couche absorbante de
type PML. Cette technique présente I'avantage de fournir directement la valeur de ’approxi-
mation de la solution sur un domaine d’étude contrairement a, par exemple, une résolution
par formulation intégrale ol un post-traitement est nécessaire.

3.3.2 Mise en ceuvre de la méthode des éléments finis

Bien que nous disposons des solutions exactes des problemes posés dans le milieu
homogene, nous sommes amenés a calculer numériquement une approximation de ces solu-
tions par la méthode des éléments finis. En effet, pour comparer les propriétés de focalisation
des milieux homogene et hétérogene, il est préférable d’employer la méme méthode de résolu-
tion numérique. Cependant, les problemes peuvent étre vus comme un cas particulier
des problemes , avec un contraste n constant égal a 1. De plus, les deux systemes
composants sont également similaires, seuls les termes sources (membre de droite de
I’équation de Helmholtz) différent. C’est pourquoi, dans cette section, nous nous concen-
trons uniquement sur la résolution numérique du probleme , et, plus généralement, au
probléme générique suivant

(3.26)

u sortant,

{(A + k202 u=—f (R?)

ou f est le second membre, représentant ds, Ug|rq ou encore Ug| .

Logiciels et dimension

Nous utilisons le logiciel libre GmShH [68] pour le maillage du domaine, la visualisation
et le traitement de la solution. La résolution numérique est effectuée a l’aide du solveur
éléments finis associé GetDPE| [56], logiciel libre aussi. Nous traitons, a posteriori, certains
résultats sous Matlab. Enfin, le systeme linéaire construit par la méthode des éléments finis
est résolu par une méthode directe (la taille du systéme le permettant pour nos machines de
calcul), le solveur utilisé étant UMFPaCkE| [49] ou, préférentiellement, MUMPSE [2] (solveur
direct parallele). Les simulations numériques présentées sont effectuées en dimension deux.
Soulignons que le passage a la dimension trois ne pose de probléme qu’au niveau du matériel
disponible : les cofits de calcul et surtout la place mémoire nécessaires sont trop importants.
Du point de vue de I'implémentation, le code construit sous GetDP est effectué pour la

1. http://www.geuz.org/gmsh/

2. http://www.geuz.org/getdp/

3. http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/umfpack/
4. http://graal.ens-lyon.fr/MUMPS/
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dimension trois et la géométrie considérée est relativement simple pour étre adaptée a la
dimension trois.

Un miroir a retournement temporel avec une faible épaisseur

Afin d’éviter des effets de singularités induits par un MRT d’épaisseur nulle comme dans
I’étude théorique, le miroir a retournement temporel prendra ici la forme d’un rectangle
de hauteur H et d’épaisseur dp¢. En pratique, cette épaisseur est de l'ordre de H/75, tres
petit devant 'ouverture H, représentant quelques mailles éléments finis. Une illustration du
domaine de calcul est présentée sur la figure Soulignons par ailleurs que les résultats
théoriques de focalisation du champ rétro-propagé sur le point source s, décrits dans le
paragraphe restent valables pour un MRT légérement épais. La preuve étant proche
de celle présentée pour un MRT d’épaisseur nulle, nous I’avons placée dans 'annexe [A]

Approximation de la distribution de Dirac

Pour résoudre le probleme (3.25) par la méthode des éléments finis, nous devons ap-
procher la distribution de Dirac dg centrée sur s. Pour ce faire, nous choisissons la fonction
“chapeau” ng, définie par

3 _
) - 2(1—’XSH> si x € B,
vx € R, ns(x) = { mes €s

0 sinon,

ou B, est le disque de centre s et de rayon &g :
B., = {X € R? tel que ||x —s|| < ES}.

La fonction 7s est de plus d’intégrale totale sur R? égale & 1 et est centrée sur s. On peut
montrer facilement que, lorsque le rayon e tend vers 0, la suite de fonctions (7)., converge
vers la distribution de Dirac Jg, au sens des distributions. En pratique, nous fixons le rayon &g
a une tres petite valeur, de 'ordre de A/1000, ou A est la longueur d’onde. La discrétisation
du disque est elle aussi fixée a e5 : quelques éléments seulement sont utilisés pour mailler le
disque B, . D’autre part, pour ne pas mailler globalement le domaine de calcul avec cette
discrétisation tres fine, nous introduisons un deuxiéme cercle, de méme centre s et de rayon
100es = A/10. Nous imposons sur ce cercle une densité de points de discrétisation beaucoup
plus faible (de l'ordre, par exemple, de A/15). Un exemple de maillage de ces deux cercles est
représenté sur la figure obtenu avec les parametres géométriques décrits précédemment.
Dans la suite, pour simplifier, nous confondons souvent le point source s avec le disque Bx..

Troncature du domaine par une PML

Les problemes d’émission et de rétro-propagation de sont tous deux posés dans
R2. Afin de les résoudre numériquement, nous devons nous ramener & un probléme posé en
domaine borné, en évitant toute réflexion parasite sur les bords artificiels ainsi introduits.
Plusieurs techniques ont été élaborées dans ce but, comme l’'introduction d’une frontiere
artificielle avec des conditions aux limites exactes sur le bord [80], des conditions transpa-
rentes ou absorbantes [20), 57], ou encore la construction d’une couche volumique absorbante
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(a) Les deux cercles concentriques (b) Maillage du domaine présenté
centrés sur s. Le disque B., étant si- sur la figure (a).
tué en bas a gauche.

(¢) Agrandissement au niveau du
point source s. En bleu turquoise le
maillage du disque B., supportant

Ts-

FIGURE 3.7 — Exemple de maillage obtenu au niveau du support de la fonction ns (au
voisinage du point source s). La figure (a) représente uniquement les deux cercles avant
discrétisation, le maillage obtenu est présenté sur la figure (b). Enfin, un agrandissement au
niveau du point source s est proposé sur la troisieme figure. Pour une meilleure visibilité, les
deux cercles concentriques centrés sur s sont également représentés sur les figures (en bleu
foncé).

comme la PML (pour “Perfectly Matched Layer”) [25]. Une revue des différentes méthodes
de troncature est proposée par exemple dans [I4]. Notre avons fait le choix d’introduire
une PML autour du domaine d’étude, qui dissipe les ondes la pénétrant et réduit fortement
les réflexions parasites. Cette technique a été introduite par Bérenger en 1994 [25] dans le
cadre de I'électromagnétisme en régime transitoire. Une démonstration mathématique de
son efficacité a été donnée par Collino et Monk en 1998 dans [42], dans le cadre de 1’électro-
magnétisme en régime harmonique, pour une PML infinie (non tronquée), en coordonnées
cylindriques. De nombreux travaux ont permis d’améliorer ou d’adapter cette méthode a
d’autres équations aux dérivées partielles, comme & 1’équation de Helmholtz scalaire par
exemple dans [69], ou encore a la propagation d’ondes acoustiques et hydrodynamiques dans
un écoulement de fluide [2I]. Nous décrivons dans ce paragraphe la mise en ceuvre de cette
méthode pour résoudre numériquement le probleme générique introduit en début de
section.

En premier lieu, construisons le domaine d’étude ., sur lequel nous calculons une ap-
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proximation de la solution. Cet ensemble est choisi rectangulaire :

Qe =Jay, f1[x]ag, B,

avec o, by, ag et B2 quatre constantes réelles telles que a; < 8 pour j = 1, 2. Naturellement,
cet ensemble est suffisamment large pour contenir le miroir a retournement temporel M, le
point source s (le disque B, le représentant) et les éventuels obstacles 7. Autour du
rectangle )., nous introduisons la couche absorbante Qpyr, définie par

Qoais = ( Jou — 67 By + 07 ag — 65, gy + 0P )\ T

ott T ME et SEML sont les épaisseurs respectivement dans la direction (%? et @72 Notons
Yint la frontiere de Q., commune & Qpyr,. Enfin, introduisons Q7 = Q. U Qpur, le domaine
total de calcul et Xpypp, sa frontiere (commune avec Qpyr,). Un schéma récapitulant les dif-
férents domaines et leurs frontieres est proposé sur la figure [3.8] En pratique, les épaisseurs
SPML et sPML correspondent & une dizaine de mailles éléments finis. Ces longueurs dépendent
naturellement de D'efficacité de la PML : plus celle-ci dissipe efficacement les ondes, plus les
épaisseurs peuvent étre réduites. L’approximation upyg, de u dans €., obtenue par l'intro-

Z2
A Qe QpMmL
PML
(/62 + 52 ) \\ \‘
/82 (e}e} OOOOOOOOOOOOOO
90 8%0 00 RBoo 9 0.0

o %o o 0300
000 o 0000
OO%OOO ooooO 0o oooooo 0
.O()OO%%OOOQOOOQO o L N

000 9 5 Q00
S Ogoogoogogoo 008, s oooo
05 O %0 o o .
P %0 o C0n0 g 0500 int
0 o

o
0P 0 %0Qg

8 o
o o
Q o O
(@) [0)
005 o® ®o ©5°000 o Cop \
(5]

)y
(g — 65ME) PML
> 11
(e75] 61
(o1 —oMb) (Br +o1™M)

FI1GURE 3.8 — Représentation du domaine 7, composé des sous-domaines €2, et Qpyg, ainsi
que de leurs frontieres Y;,; et Xpyr. Le domaine ). est le domaine d’étude sur lequel une
approximation de la solution est calculée. Il contient notamment le miroir a retournement
temporel M, les obstacles {27 et la source s. L’épaisseur de la PML dans la direction z; est
SPML et 65ML dans la direction xs.

duction d’'une PML, est solution d’une équation aux dérivées partielles dans Qp et satisfait
également une condition aux limites sur le bord Ypy,. A lintérieur de Qpy,, le champ
upmr, est dissipé au fur et a mesure de sa progression. Cette dissipation est obtenue par une
modification de ’équation de Helmholtz. Commencons cependant par expliciter la condition
aux limites que nous avons choisie. Si la PML est suffisamment épaisse et efficace alors 'onde
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est presque nulle au voisinage de Ypyr,. La condition aux limites sur ce bord peut alors ne
pas jouer de rdle significatif, comme ce fut le cas dans nos simulations numériques. C’est
pourquoi nous avons décidé d’appliquer une condition de Dirichlet homogene. Toutefois, il
est possible de placer une condition aux limites absorbantes pour augmenter la précision
et/ou diminuer I'épaisseur de la PML. Notons par ailleurs que la condition d’onde sortante
est prise en compte par cette dissipation de la couche absorbante.

Concentrons-nous maintenant sur le point majeur des PML. Comme expliqué brieévement
plus haut, la dissipation dans la couche absorbante Qpyr, est obtenue par une modification
de I’équation de Helmholtz a l'intérieur de Qpyr,. Plus précisément, le probleme satisfait par
upML, approximation de u par I'introduction de la PML, est le suivant

Sa S
8z1 (28331UPML> + 83:2 <18$QUPML) + k2S331S£B2uPML = f (QT)

Sy S, (3.27)
upmt, = 0 (ZPML)
avec

Oz (X

. Sll (X) = 1= ;g{:l)v

Vx = (x1,x2) € Qp, oo (x2)
x 2

Sep(x) =1— Z;k .

Les fonctions o, et 0, sont appelées fonction de dissipation. Lorsque que o, et o4, sont
nulles, 1’équation se ramene a l’équation de Helmholtz classique, c’est pourquoi en
général ces fonctions s’annulent sur le domaine d’étude €).. En revanche, lorsque ces fonctions
sont positives, cela revient a rajouter un terme de dissipation dans I’équation. Remarquons
qu’en introduisant la matrice

S’I2
5. 0
A= :
0 =

1

le probleme (|3.27]) peut se réécrire sous la forme suivante

diV(AV’LLpML) + anQUPML =f (QT>
(3.28)

upmr, = 0 (XpmL)

Le choix des fonctions o, et 0, a naturellement une influence sur le pouvoir dissipatif de la
PML. Pour nos simulations, nous avons fait le choix simple de fonctions linéaires et, de plus,
continues sur 7, afin de limiter toute réflexion parasite. Etant constamment nulles dans
Q., ces fonctions restent de valeur nulle a I'interface X;,;. Sur la frontiere Xpyr,, nous fixons
leur valeur de maniere empirique a 100. Ce choix est purement déterminé par I’expérience
afin de dissiper suffisamment les ondes. En résumé, les deux fonctions de dissipation o, et
0z, sont définies par :

0 si o < x5 < B,

100 |Xj _/Bj‘ . PML
Vi =1,2,¥x = (x1,x2) € Qr, 04, (X) = W si B < x5 < B +0;77,

100]x; — oy

. <PML , ,
SN si o (5]- <x; < aj.
J
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Sur la figure @ nous présentons l'allure de la fonction o,; en fonction de x;, a x; fixé, avec
a; — 6FME <x; < B + 0PME pour 4,5 = 1,2 avec i # j. A Pintérieur de €2, les fonctions de
dissipation sont nulles, tandis que dans la couche absorbante Qppr,, au moins une fonction
de dissipation ne l’est pas. Notons que dans les “coins” de Qpyy, les deux fonctions oy, et
0z, sont non nulles.

Terminons en remarquant que le choix des fonctions de dissipation peut étre amélioré. En
effet, des fonctions a croissance quadratique peuvent étre employées, voire méme des fonctions
a intégrale non bornée dans la PML telles que les fonctions proposées par Bermudez et. al
[26], permettant notamment de réduire I’épaisseur de la PML.

(aj =
FIGURE 3.9 — Représentation de la fonction Oy, en fonction de x;. La coordonnée x; est fixée
entre oy — 6FMY et B; 4+ 6PME | pour 4, j = 1,2 avec i # j. Dans le segment [aj, B5], la fonction
0y, est nulle. En particulier, les deux fonctions de dissipation sont nulles dans (2., mais ne
sont pas nulles simultanément dans Qpr,.

Formulation faible des problémes avec PML

Nous donnons maintenant les formulations faibles des deux problémes de ([3.25). Com-
mencons par le premier probléme, que nous rappelons

(A + E2n?)vgp = —6s  (R?),
vE sortant.

Notons vg 'approximation de vg sur €., calculée avec la PML. En appliquant la démarche
décrite ci-dessus, la fonction vg est la solution du probléme suivant

{div(AV@) + k2n%S,, Spvm = —ns  (Qr),
v =0 (XpML),
dont la formulation formulation faible s’écrit

Trouver vg € Hy (Qr) tel que, pour tout v de Hy (Qr),

AVog - Vo dQr — 14271253515352 vpv dQr — / ns v dx = 0.

Qr Qr ||X||<€s

De la méme maniere, la solution vgr du deuxiéme probleme de (3.25)), rappelé ci-dessous

(A+k*n*)vpp = —vEIM  (R?),
VRrE sortant,
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est approchée par la solution vrg de la formulation faible suivante

Trouver vgg € Hy (Qr) tel que, pour tout v de Hy (Qr),

AVirE - Vo dQr — [ k2nS,, S 055 v dQp — / om0 dM = 0.
Qr Qr M

Rappelons que, pour les simulation dans I’espace libre, les formulations faibles associées sont
obtenues en prenant un contraste n égal a 1 dans 2.

Raffinement de maillage et géométrie : généralités

Dans toutes nos simulations, les fonctions de bases de la méthode des éléments finis sont
des fonctions affines par morceaux (éléments finis P1).

Nous donnons un exemple de raffinement de maillage utilisé lors de nos simulations. Celui-
ci doit naturellement prendre en compte les nombres d’onde k et kn (apparaissant a I'intérieur
des obstacles). C’est pourquoi nous introduisons un nombre d’onde fictif kg;s, de longueur
d’onde fictive associée A\gis = 27 /kgis. Ces deux parametres prennent en compte 'indice de
contraste a U'intérieur des obstacles (par exemple : kg;s = max(k, nk)). Généralement, nous
avons utilisé la densité de discrétisation suivante :

Miroir M : Agis/15.

Disque B, : €5 = Agis/1000.

Cercle empéchant la propagation de la discrétisation fine de Be, : Aqis/15.

Frontiere ;¢ de Q. : Agis/10.

Troncature Xpyr, du domaine : Agjs/10.

Obstacles : Agis/15.

D’autre part, les parametres de la géométrie (ouverture du miroir, distance entre le MRT et la
source, ... ) dépendent aussi du nombre d’onde k. Afin de pouvoir modifier le nombre d’onde
sans changer la géométrie, nous introduisons un nombre d’onde fictif kgeo, et sa longueur
d’onde associée Ageo = 27 / kgeo. Ces valeurs sont utilisées comme nombre d’onde et longueur
d’onde de référence lors de la construction du domaine.

Nous présentons un exemple de domaine obtenu avec Gmsh (avant maillage) sur la figure
Pour cette géométrie, nous avons placés 400 obstacles circulaires de rayon Ageo/5. La
distance D entre la source et le MRT est de 20Ageo, la hauteur H du miroir est fixée a
15)ge0 €t son épaisseur a Ageo/5. L'épaisseur de la PML est de 'ordre de Ageo, dans les
deux directions. Par ailleurs le rayon e du disque B;, est fixé & Age0/1000, et le deuxieme
cercle concentrique a Ageo/10. Enfin, le domaine €2 (le rectangle “interne”) est de longueur
environ 44\ge, et de hauteur 21\ge,. Soulignons que le domaine d’étude €2, est ici étendu
afin de visualiser la solution approchée sur un grand domaine, et non a cause d’éventuelles
réflexions parasites dues a la PML. En prenant un nombre d’onde égal & 1.8k, a l'intérieur
des obstacles et avec les parametres de discrétisation exposés ci-dessus, le maillage obtenu
contient un peu plus d’un million de triangles pour environ 550 000 degrés de liberté.

Remarque sur le crime inverse

La résolution numérique des problémes d’émission et de rétro-propagation est basée sur
le méme maillage. Afin de prendre en compte le phénomene purement numérique de “crime
inverse”, deux maillages distincts auraient pu étre utilisés (un par probleme). Cependant,
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Y

lz_x

FIGURE 3.10 — Exemple de géométrie obtenue avec Gmsh pour 400 obstacles de rayon Ageo/5
placés entre la source s et le miroir a retournement temporel M. Le domaine d’étude possede
une largeur d’environ 44\g, pour une hauteur de 21\ze,. La PML possede une épaisseur
d’environ Ageo. Avec un indice de contraste de 1.8 a l'intérieur des obstacles, le maillage
associé a cette géométrie comporte environ 1 million d’éléments pour 550 000 points.

dans ’espace libre, nous disposons des expressions explicites des solutions modélisant 1’émis-
sion et la rétro-propagation. Nous disposons alors de deux méthodes pour calculer le champ
rétro-propagé : une méthode directe et la méthode par éléments finis. Nous avons comparé
les solutions obtenues dans le deux cas et les résultats obtenus étaient tres similaires. Le
“crime inverse” ne semble donc pas jouer de role dans nos simulations.

3.3.3 Milieu homogeéne
Focalisation : généralités

Rappelons que dans un milieu homogene nous disposons de 'expression analytique (3.4))
du champ rétro-propagé urg :

e RNM,  unp(y) = [ Guxy)Gilxs) dx

De plus, pour un MRT M sous forme de segment, la proposition montre que, lorsque k
tend vers l'infini,

O (1) siy=souy=s,
klure(y)| = {0 (k112) siyec,
O (k) siygZC,y#sety#s5,

ou C est le cone de lumiere du MRT (voir figure et s le symétrique de s par rapport au
MRT. En particulier, la décroissance de |urg(y)| par rapport au nombre d’onde k est plus
rapide en dehors du cone C qu’a U'intérieur.

Dans ce paragraphe, nous fixons le nombre d’onde “géométrique” kgeo & 10 et plagons
le MRT symétriquement par rapport au point source, a une distance D = 20Age, de s.
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La hauteur du miroir a retournement temporel est fixée & H = 15\, et son épaisseur a
IM = Ageo/5. Une représentation de la géométrie est présentée sur la figure

Pour commencer, nous prenons k = Kkgeo(= 10) et calculons le champ rétro-propagé
uREg, a I'aide de la méthode des éléments finis présentée dans le paragraphe précédent. Nous
représentons le module de 'onde (en dehors de la PML) sur la figure Nous constatons
tout d’abord que 'amplitude maximale du champ se situe autour du point source s dans > une
zone (appelée “tache focale”) prenant la forme d’une ellipse allongée dans la direction Ox.
De plus, lorsque le nombre d’onde augmente, cette tache focale se resserre, comme on peut s’y
attendre, autour de s comme le montrent les figures [3.11(c)| et [3.11(d)| pour respectivement
k = 1.5kge, et k = 2kgeo. En d’autres termes, la focalisation est de plus en plus précise lorsque
la fréquence augmente. Nous détaillons plus loin comment nous comparons la qualité de la
focalisation. L’amplitude de 1’onde rétro-propagée semble diminuer avec l’accroissement de
la fréquence, notamment autour de la source. Ceci n’est, en fait, aucunement un probléme.
En effet, le probleme , dont est solution le champ ugrg, est linéaire, le MRT peut alors
amplifier le signal sans altérer la focalisation. Par ailleurs, sur les trois figures[3.11(b)} [3.11(c)|
et [3.11(d)} nous observons bien que le module du champ rétro-propagé est plus important
a l'intérieur du céne C qu’a 'extérieur de celui-ci. De plus, nous pouvons remarquer une
certaine symétrie du module de I'onde par rapport au MRT. Nous avons vu dans la remarque
B-2| que le champ rétro-propagé est symétrique par rapport au miroir a retournement temporel
lorsque celui-ci est d’épaisseur nul. Cette propriété disparait des lors que le MRT est épais.
Dans notre cas, I’épaisseur d ¢ n’est pas nulle mais est tres petite. Ainsi, le champ obtenu
conserve une certaine symétrie par rapport au MRT, tout en étant de module plus important
dans le demi-plan contenant le point source que dans ’autre demi-plan.

Mesure de la qualité de focalisation par la largeur a mi-hauteur

Comme le miroir a retournement temporel est d’ouverture finie, il re¢oit moins d’informa-
tion, ce qui dégrade la qualité de la focalisation. Pour évaluer la précision de la focalisation,
nous effectuons une coupe au niveau de la source dans la direction Oxs (parallélement au
MRT) du module du champ rétro-propagé, comme illustrée par la figure Nous norma-
lisons ensuite le résultat obtenu par sa valeur maximale. Enfin, nous mesurons la largeur a
mi-hauteur du pic central (largeur pour une ordonnée de 0.5). Cette valeur permet de quan-
tifier la qualité de focalisation de I'onde émise par le MRT. Dans la suite, nous la noterons
ApU™ lorsque le milieu est homogene et Afi™ pour un milieu multi-diffusant.

Nous reportons sur la figure les modules (normalisés) des champs rétro-propagés
de la figure autour du point source. Comme toute la géométrie dépend de Ageo, nOUS
rapportons en abscisse la coordonnée x3 a la longueur d’onde Ageo. Nous calculons de plus

les largeurs a mi-hauteur associées :

k| kgoo(= 10) | L.5kgeo(= 15) | 2kgeo(= 20)
num [ 072 0.725 0.551

hom

Nous constatons sur la figure que le pic central se rétrécit avec I'augmentation
de la longueur d’onde k. Il en va naturellement de méme pour les largeurs a mi-hauteur.
Autrement dit, la qualité de la focalisation est meilleure lorsque le nombre d’onde augmente.
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H
D
h
Z2
v S MRT 2 . Mcdu\educhumpro'nl‘r.:-‘[fr.’opagb(k=1D)(0/'1“iW)u
PML ] -S— — ]
(a) Géométrie du domaine avec D = 20Age0 et H = (b) k = kgeo(= 10)

15Ageo. L7épaisseur dp1 = Ageo/5 du MRT n’apparait
pas sur le schéma.

S RT

Module du champ rétro-propagé (k=15) (0/1) Module du champ rétro-propagé (k=20) (0/1)
I I

(c) k= 1.5kgeo = 15 (d) k = 2kgeo = 20

FIGURE 3.11 — Géométrie du domaine (fig. (a)) et module du champ rétro-propagé dans le
milieu homogene pour k = kgeo(= 10), k = 1.5kge0(= 15) et k = 2kgeo(= 20). Les parametres
géométriques sont les suivants : D = 20Ageo, H = 15Ageo €t I = Ageo/D (non indiqué sur
les figures).

coupe + normalisation

Module normalisé du champ rétro-propagé, pris au niveau de la source
1
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Module du champ rétro-propagé (normalisé)
o
o

14

Module du champ rétro-propagé (k=10) (0/1)
0 0.000182 0000364 -6 -4 -2 I 0 dlond 2}\ 4 6
-_— B x X, (en longueurs d'onde . _ )

FIGURE 3.12 — Coupe au niveau de la source du module du champ rétro-propagé (figure
de gauche). Apres normalisation, nous calculons la largeur & mi-hauteur correspondant a la
largeur du pic central (figure de droite).

Ceci rejoint, en quelque sorte, les résultats de la proposition [A.7|sur la focalisation du champ
rétro-propagé urg.
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Modules normalisés des champs rétro—propagés au niveau de la source
1

k=k _(=10)
— geo
0.9r __ _k=15k_ (=15)
geo
08l k=2k  (=20)

Module du champ rétro—propagé (normalisé)

AVAPR .
-6 -4 -2 o 2
x, (en longueurs d'onde »__)
2 geo’

FIGURE 3.13 — Modules normalisés des champs rétro-propagés calculés au niveau de la source
pour k = kgeo(= 10), k = 1.5kgeo(= 15) et k = 2kgeo(= 20). En abscisse est indiqué la
coordonnée xz en longueurs d’onde Ageo. Le lobe central se resserre avec I’augmentation de
la longueur d’onde k.

Limite de diffraction et ouverture apparente

Nous avons reporté, sur la ﬁgure I’évolution de la largeur a mi-hauteur en fonction
de H, pour un milieu homogene, en dimension deux Nous observons alors que la focalisa-
tion s’améliore avec 'ouverture du miroir a retournement temporel. Ceci est normal : plus
I'ouverture du MRT est grande, plus celui-ci recoit d’information.

Dans un milieu faiblement hétérogene, nous avons réussi a obtenir une meilleure qualité
de focalisation par rapport au milieu homogene. Un ordre de grandeur du gain s’obtient par le
calcul de 'ouverture Hg, “apparente” (ou “équivalente”) de MRT. Cette valeur correspondant
a la taille du miroir nécessaire pour obtenir une résolution similaire dans un milieu homogene.
En pratique, nous estimons cette valeur numériquement, a ’aide de la courbe Par
ailleurs, lorsque H tend vers l'infini, la largeur & mi-hauteur tend vers une limite Agpeo,
appelée limite de diffraction. Cette valeur dépend de la dimension d du probléeme et nous
I’estimons par :

%é;o sid=2,
Atheo = \ i (3'29)
5 sid= 3,

ou & est la premiere racine (positive) de la fonction de Bessel Jy d’ordre 0 (£ =~ 2.4048).
Nous avons reporté sur les figures [3.14(a)| et [3.14(b)| la valeur de Agpeo, €n trait pointillé,
selon la dimension considérée. Ces courbes montrent que la largeur a mi-hauteur semble bien
tendre vers Aneo lorsque la hauteur du MRT tend vers I'infini, en dimension deux ou trois.
Notons que la dimension du probleme intervient dans ’expression de la fonction de
Green et par conséquent dans les expressions et respectivement des champs ug
et URE-

Remarque 3.9. Les courbes de la figure [3.14] n’ont pas été obtenues par la méthode des
éléments finis. En effet, il est plus commode ici d’utiliser directement [’expression analytique
du champ rétro-propagé urg, rappelée en début de paragraphe. Le MRT est alors d’une
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épaisseur nulle et l'intégrale (a une variable) sur le segment M est approchée par la méthode
des rectangles.

Comparaison entre les largeurs a mi-hauteur en fonction de H pour d = 2 Comparaison entre les largeurs & mi-hauteur en fonction de H pourd = 3
3r 3r

Largeur & mi-hauteur
o

Largeur & mi-hauteur
o

L , 0
120 140 0

0 . . . . .
0 20 40 60 80 100 .
Ouverture H du MRT (en longueurs d’onde I»geo)

(a) Avec d =2 et Agheo = (A0)/(27). (b) Avec d = 3 et Agneo = A/2.

FIGURE 3.14 — Evolution de la largeur & mi-hauteur AP en fonction de I'ouverture H
du miroir & retournement temporel et comparaison avec la valeur limite Agpeo, donnée par
(3-29). La dimension du probléme est d = 2 sur la figure (a) et d = 3 sur la figure (b). Dans
les deux cas, nous avons k = Kkgeo, A = Ageo €6 D = 20\ geo.

3.3.4 Milieu multi-diffusif (fréquence fixe)
Placement des obstacles

Nous considérons maintenant un milieu hétérogene, composé de nombreux obstacles cir-
culaires pénétrables placés aléatoirement entre la source et le MRT. Nous parlerons d’une
réalisation ou d’'une configuration pour décrire un placement possible des diffuseurs. Dans
toute cette section, le nombre d’onde k et la longueur d’onde A sont fixes et égaux respecti-
vement au nombre d’onde “géométrique” kge, et a la longueur d’onde associée Ageo

k= kgeo et A = Ageo-
Nous disposons M = 400 petits disques de rayon a = \/5 dans la boite
[Sl + ds,mina s1+D — d./\/l,min] X [52 - H/Q, S2 + H/2] 5

située entre la source s, a une distance ds min, et le MRT, a une distance d pf,min. Ce domaine
rectangulaire est par ailleurs de méme hauteur H que le MRT. Nous avons fait le choix de
prendre des distances dsmin €t dafmin égales a /5, petites devant la longueur d’onde. Par
ailleurs, la distance entre deux disques est au minimum de dyi, = A/5 également, soit un
écart inter-centres au minimum de 3\ /5. Ainsi, les obstacles sont placés de maniere dense et
proche de la source et du MRT. Un exemple de configuration est présenté sur la figure [3.10
tandis qu’un schéma récapitulant les différentes distances lest sur la figure [3.15] En outre,
nous choisissons de prendre le méme indice a l'intérieur de chaque obstacle. En notant n
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Boite contenant les obstacles 2~ I Mm
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FIGURE 3.15 — Schéma récapitulant les différentes distances intervenant dans la géométrie
du domaine. En pratique, les distances dsmin, A, min €t dmin sont égales & A/5, tres petites
devant D et H. De plus, les obstacles sont petits, de rayon a = A/5 et en grand nombre
(M = 400). Un exemple d’une réalisation de milieu est proposée sur la figure

cette constante, nous avons alors :

1 si Q-
Vx € Qr, n(x) = { six ¢

n sinon.

Comme nous ’avons souligné précédemment, la densité de points de discrétisation du maillage
doit prendre en compte le contraste n, notamment lorsque le nombre d’onde kn a l'intérieur
des obstacles est plus grand que le nombre d’onde k du milieu homogene entourant les dif-
fuseurs. Sauf mention contraire, la discrétisation des maillages est basée sur un contraste
n = 1.8. La longueur d’onde de discrétisation Agjs est alors associée au nombre d’onde

kais = 1.8k = 1.8kgeo, soit
A Ageo
Adis = 775 ( 1.8 ) '

Terminons en remarquant que le nombre d’onde adimensionné ka est égal a 27 /5, ot a
est le rayon des obstacles. Le régime de diffraction peut alors étre considéré comme plutot
basse fréquence. Par conséquent, une discrétisation de l'ordre de Agis/15 est suffisante pour
nos simulations. En outre, les parametres de discrétisation sont les mémes que ceux décrits en
fin de paragraphe Afin de comparer précisément les résultats, les simulations effectuées
dans un milieu homogene sont obtenues, dans cette section, par la méthode des éléments
finis avec un contraste constant n(x) = 1 dans Q.

Simulations numériques pour une réalisation et une fréquence

Nous prenons une configuration d’obstacles et calculons numériquement, pour différentes
valeurs de n, le champ rétro-propagé, que nous notons vgg(-;n) dans ce paragraphe. Nous
commencons par un contraste n = 1.1 faible et représentons sur la figure le module
de vgp(-;n = 1.1) dans le domaine d’étude €2.. Comme nous pouvions nous y attendre,
I’'onde est modifiée par la présence des diffuseurs. Toutefois, la valeur du contraste étant
faible, I’allure générale de 'onde est proche de celle obtenue dans un milieu homogene (voir
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figure . En particulier, le module du champ reste maximal autour de la source et les
contours du céne C sont encore visibles.

Comme pour un milieu homogene, nous évaluons la qualité de la focalisation en effectuant
une coupe du module du champ au niveau la source. Ensuite, nous normalisons le résultat
par rapport a son maximum et calculons, si cela est possible, la largeur a mi-hauteur du
pic central. Pour ’exemple de la figure nous obtenons la courbe (en trait plein) de
la figure que nous comparons avec le milieu homogene (en trait pointillé). Comme
la courbe présente un pic au niveau de 'origine, donc au niveau du point source s, nous
pouvons calculer la largeur & mi-hauteur :

it (n=1.1) = 0.877,
qui est a comparée a celle obtenue en milieu homogene

hat = 1.058.

hom

La présence des diffuseurs améliore ici la qualité de la focalisation. D’autre part, dans un
milieu homogene, pour obtenir une précision similaire, I'ouverture Hg, du MRT serait environ
de

Hgy >~ 18geo = 1.2H.

Cette valeur est obtenue numériquement grace a la courbe de la figure Nous avons
reproduit cette simulation pour cent configurations différentes et avons observé, dans la
grande majorité des cas, une amélioration de la qualité de la focalisation. Pour certaines
réalisations, la précision était dégradée, mais seulement faiblement.

Continuons notre étude en prenant un contraste n = 1.3 plus élevé. Le module du champ
rétro-propagé vrp(-;n = 1.3) dans le domaine ), est présenté sur la figure Les effets
de la diffraction multiple sont maintenant plus importants et plus visibles. En particulier,
nous constatons que le maximum n’est pas atteint autour du point source, mais a l'intérieur
du domaine contenant les obstacles et, de plus, le cone C ne se devine plus. Toutefois, une
légere tache focale apparait pres du point s et le module normalisé du champ, affiché sur la
figure présente un pic centré sur s. Le calcul de la largeur & mi-hauteur donne alors :

mun(ny =1.3) = 0429,  soit  Hey ~ 49\geo ~ 3.267H.

L’ouverture équivalente du MRT dans un milieu homogene est ici de 49)\ge,, soit plus de
trois fois I'ouverture réelle du MRT (15Age,). Comme pour un contraste de n = 1.1, cette
simulation a été reproduite pour une centaine de configurations d’obstacles différentes. Nous
avons alors observé dans certains cas l'apparition de pics secondaires, rendant délicat le
calcul de la largeur a mi-hauteur. Nous en montrons un exemple sur la figure

Terminons par un contraste n = 1.8 élevé. Comme le montre la figure I'onde est
fortement perturbée et semble presque totalement réfléchie par les obstacles. Au niveau de la
source, nous constatons, sur la figure que I'amplitude maximale n’est pas située sur
l’origine, c’est a dire sur s. Autrement dit, il n’y a pas focalisation de 1’onde rétro-propagée
sur le point source. Toutefois, ce résultat dépend de la configuration considérée. En effet,
sur la figure nous représentons un exemple de focalisation tres précise obtenue avec
n = 1.8. Dans cet exemple, la largeur a mi-hauteur est alors donnée par

23
Gif'(n=18) = 0312, soit  Hey =~ 115\ge ~ o H ~ T.667H.
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(a) n = 1.1 : module du champ rétro-propagé dans le
domaine d’étude ..

T2
Module du champ rétro-propagé (n=1.3) (0/1)
0 0.000182 0.000363
— x1

(¢) n = 1.3 : module du champ rétro-propagé dans le
domaine d’étude €.

|
S D MRT
T2
Module du champ rétro-propagé (n=1.8) (0/1)
0 0.000134 0.000267
I €T 1

(¢) n = 1.8 : module du champ rétro-propagé dans le
domaine d’étude ..

109

Module normalisé du champ rétro—propagé au niveau de la source pour n =1.1
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(b) n = 1.1 : module normalisé du champ
rétro-propagé au niveau de la source.
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(d) n = 1.3 : module normalisé du champ
rétro-propagé au niveau de la source.

Module normalisé du champ rétro—propagé au niveau de la source pour n =1.8
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n=18
| — — — milieu homogéne
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(f) n = 1.8 : module normalisé du champ
rétro-propagé au niveau de la source.

FIGURE 3.16 — Module du champ rétro-propagé dans le domaine €., sur la colonne de gauche,
et au niveau de la source (normalisé), sur la colonne de droite, en présence d’hétérogénéités.
Le contraste prend pour valeur n = 1.1 (figures (a) et (b)), n = 1.3 (figures (c) et (d)) et

n = 1.8 (figures (e) et (f)).
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Ici Pouverture apparente du MRT est égale a plus de 7 fois 'ouverture réelle du miroir a
retournement temporel. Toutefois, ce résultat a été obtenu pour une réalisation d’obstacles
particuliére.

Nous avons effectué les mémes simulations numériques pour des valeurs de contraste
0 < n < 1. Les résultats que nous avons obtenus sont tres similaires a ceux présentés pour
n > 1, c’est pourquoi nous ne les détaillons pas. Lorsque le contraste augmente, la qualité
de la focalisation semble étre meilleure en présence d’obstacles légerement diffuseurs. Pour
un contraste plus élevé, la précision peut alors étre tres fine, mais la focalisation peut étre
dégradée voire méme ne plus avoir lieu. C’est pourquoi nous étudions, dans les paragraphes
suivants, des résultats de focalisation en moyenne, soit sur les configurations d’obstacles,
soit sur les fréquences.

Module normalisé du champ rétro-propagé au niveau de la source pour n =1.3 Module normalisé du champ rétro—propagé au niveau de la source pour n =1.8
1r 1r

\
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X, (en longueurs d’onde &)
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(a) n = 1.3 : présence de pics secondaires. (b) n = 1.8 : focalisation trés précise sur le point
source s.

FI1GURE 3.17 — Module du champ rétro-propagé au niveau de la source, normalisé par rapport
a son maximum. Sur la figure (a), obtenue avec n = 1.3, des pics secondaires d’amplitude
importante apparaissent. En revanche, sur la figure (b), la focalisation est tres précise, malgré
le contraste élevé n = 1.8.

3.3.5 Moyenne et écart-type sur les réalisations

Nous évaluons maintenant la qualité de la focalisation en moyenne sur les réalisations
du milieu. Nous générons pour cela 100 milieux diffusants différents ainsi que leur maillage,
en utilisant les mémes parametres géométriques introduits dans le paragraphe Pour
chaque valeur du contraste n, nous calculons numériquement les cent champs rétro-propagés
dans le milieu €).. Dans un premier temps, nous évaluons la moyenne des largeurs a mi-
hauteur, lorsque n varie, puis, dans un deuxieme temps, nous effectuons une moyenne sur
tous les champs rétro-propagés.

Moyenne des largeurs a mi-hauteur pour un milieu faiblement diffusant

Nous venons de voir que, pour un contraste relativement élevé, le champ peut étre dif-
fracté de maniére importante et la focalisation sur le point source peut ne pas avoir lieu (voir
par exemple la figure [3.16(f))). Nous nous sommes alors restreint, pour cette premiére étude,
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a des contrastes n tels que
0.75 <n < 1.275.

Ces bornes ont été déterminées empiriquement selon les résultats obtenus. Autrement dit,
cet intervalle correspond aux cas ou chaque champ rétro-propagé est focalisé. En dehors de
ces bornes, il nous est apparu délicat de calculer précisément la largeur a mi-hauteur.

Pour une valeur de contraste n, nous calculons numériquement les cent champs rétro-
propagés ainsi que les cent largeurs a mi-hauteur associées. Nous déduisons ensuite la
moyenne j(n) ainsi que 'écart-type o(n) de cet échantillon. En faisant varier n entre 0.75
et 1.275 avec un pas variant entre 0.05 et 0.025, nous obtenons les courbes de la figure [3.18]
La figure [3.18(a)| montre que, plus le contraste n s’écarte de 1, c’est a dire plus |1 — n| est

Moyenne des largeurs a mi—hauteur en fonction de n Ecart-type des largeurs a mi-hauteur en fonction de n

Moyenne des largeurs a mi-hauteur
Ecart-type des largeurs a mi—hauteur

o
o
L

075 08 08 09 095 1 105 11 115 12 125 075 08 08 09 095 1 105 11 115 12 125
Contraste n Contraste n

(a) Moyenne p(n) des largeurs & mi-hauteur. (b) Ecart-type o(n) des largeurs & mi-hauteur.

Ecart-type relatif des largeurs a mi-hauteur en fonction de n

Ecart-type relatif des largeurs a mi-hauteur
o o o o o o o
5 o5 ©o © % o oo
2 8 8 3 8 ® 5 »

=4
9
N

075 08 08 09 095 1 105 11 115 12 125
Contraste n

o(n)

(c) Ecart-type relatif —— des largeurs a mi-
f1(n)

hauteur.

FIGURE 3.18 — Moyenne pu, écart-type o et écart-type relatif o/u des largeurs a mi-hauteur
pour 100 configurations d’obstacles en fonction du contraste n.

grand, plus la moyenne des largeurs a mi-hauteur diminue. Autrement dit, en moyenne, la
focalisation devient plus précise. D’autre part, d’apres la figure [3.18(b)l nous constatons que
I’écart-type ne suit pas de comportement monotone. Nous avons alors préféré étudier ’écart

o(n)

relatif (—), dont la courbe est celle de la figure [3.18(c)l Globalement, nous constatons que
w(n
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) est croissant en fonction de |1 — n|. Autrement dit, plus le contraste est important et
w(n
plus la largeur & mi-hauteur, calculée pour une réalisation donnée, peut étre éloignée de la

largeur moyenne du milieu. Ceci est dii aux effets de la diffraction qui sont plus importants
au fur et a mesure que |1 — n| croit.

Champs moyens

Nous avons vu qu’il n’est pas toujours possible d’obtenir la largeur a mi-hauteur du
champ rétro-propagé pour tous les contrastes. Toutefois, nous pouvons toujours calculer un
champ moyen sur le domaine d’étude. Numérotons les cent configurations d’obstacles de 1
a 100 par l'indice j = 1,...,100 et notons de plus vgg(-;n,j) 'onde rétro-propagée par le
MRT pour un contraste n dans le milieu numéro j. Le champ moyen Urg(-;n) s’obtient alors

par
100

Vx € Q, Urp(x;n) 1OOZUREX n,7j).

Commengons par un contraste faible de n = 1.1. Le module du champ moyen vgg(-;n =
1.1) est présenté sur la figure Cette figure est tres proche de celle obtenue pour un
milieu homogene (figure 3.19(a)|). En particulier, le module du champ est quasi-symétrique
par rapport a 'axe Ox; et la tache focale ainsi que le cone C sont clairement visibles.

En augmentant le contraste pour n = 1.3, nous obtenons la figure Comme précé-
demment, le module de I'onde rétro-propagée est symétrique par rapport a Oz;. De plus, la
tache focale ressort de maniére importante, contrairement au céne C. Ainsi, autour du point
source, les interférences entre les ondes semblent étre constructives alors qu’a 'extérieur de
la tache focale, ces interférences semblent étre destructrices. Ceci est sans doute di au pla-
cement aléatoire des obstacles. Par ailleurs, la tache focale est nettement resserrée autour de
s par rapport aux casn=1et n = 1.1.

Continuons avec un indice important n = 1.8 dans les obstacles 27, dont le résultat est
montré sur la figure Cette fois-ci le module de I'onde rétro-propagée est principale-
ment concentré sur la tache focale, qui s’est encore resserrée. Remarquons de plus que, sur
cette figure, le cone C n’est plus visible, cependant, nous pouvons deviner les bords de la
boite contenant les obstacles. Nous pouvons également observer que ’amplitude du champ
est tres faible a l'intérieur de la tache focale, comparé aux contrastes plus faibles. Ceci ne
pose en fait pas de probleme. En effet, rappelons qu’étant donné que les problemes
sont linéaires, nous pouvons amplifier le signal émis par le MRT.

Ainsi, pour chaque champ moyen, nous constatons la présence d’une tache focale. Celle-
ci semble de plus se resserrer lorsque le contraste devient plus important. Nous vérifions
ce fait en reportant sur les figures [3.20(a)| et [3.20(b)| les modules (normalisés) des champs
rétro-propagés moyens, au niveau de la source, pourn =1, n=1.1,n = 1.3 et n = 1.8. Nous
constatons d’une part que chaque courbe est presque symétrique par rapport a 'origine (s)
et d’autre part que le pic central se rétrécit lorsque n augmente. La focalisation devient plus
précise lorsque le contraste est important. Par ailleurs, nous reportons sur la figure
les largeurs & mi-hauteurs des pics centraux en fonction du contraste n. Nous constatons
encore une fois la décroissance monotone de la largeur a mi-hauteur du champ moyen en
fonction de |1 —n|. Autrement dit, les effets de la diffraction influent positivement sur la
précision de la focalisation mais en moyenne. Enfin, notons qu’a partir de n = 1.3 environ,
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x
Module du champ rétro-propagé (k=10) (0A) 2 Module du champ moyen (n=1.1) (0/1)
0 0.000182 0.000364 0 0.00016 0.000321
(a) n =1 (milieu homogene). (b) n=1.1.

S S H
S RT
€2
Module du champ moyen (n=1.3) (0/1) Module du champ moyen (n=1.8) (0/1)
0 9.23e-05 0.0001; 0 321e-05 643e-05
I - [ -
T <—| X1 J

(¢) n=1.3. (d) n=1.38.

FIGURE 3.19 — Module du champ moyen pour différents indices n, obtenu pour cent réalisa-
tions de milieux multi-diffusants.

la décroissance de la largeur a mi-hauteur est beaucoup moins importante, pour devenir
quasi-constante vers n = 1.7. Nous ne pouvons toutefois pas deviner le comportement pour
des contrastes plus élevés. Par ailleurs, des résultats et des conclusions similaires peuvent
s’obtenir pour un contraste n plus petit que 1, comme en attestent les figures et

3-20(d);

Pour conclure, nous comparons sur la figure les largeurs a mi-hauteurs des champs
moyens avec les moyennes des largeurs a mi-hauteurs calculées précédemment (voir figure
. Nous remarquons que, globalement, les deux courbes sont treés proches et ont méme
allure. Pour un contraste n trés proche de 1, nous avons presque 1’égalité entre la moyenne
des largeurs a mi-hauteur des champs rétro-propagés et les largeurs a mi-hauteur des champs
moyens, ce qui, a priori, n’est pas nécessairement vrai.

3.3.6 Moyenne sur les fréquences
Position du probléeme
En régime harmonique, nous résolvons numériquement les problémes (3.25) pour une

fréquence k = w/c, ol w est la pulsation de l'onde et ¢ la célérité du son dans le milieu
homogene entourant les éventuels obstacles. Nous réécrivons ces problemes en indicant les
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Modules normalisés des champs moyens au niveau de la source

Modules normalisés des champs moyens au niveau de la source
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(a) Modules normalisés des champs rétro-
propagés pris au niveau de la source pour
n=1,n=11,n=13etn=18

Modules normalisés des champs moyens au niveau de la source
1 )

A Bnguodt dondS
X, (en longueurs d'onde gso)

(b) Agrandissement de la figure (a).
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(d) Agrandissement de la figure (c).

FIGURE 3.20 — Modules (normalisés) des champs moyens pour différents contrastes n, pris
au niveau de la source. Sur les figures (a) et (b) la valeur de n est plus grande que 1, tandis
que sur les figures (c) et (d), cette valeur est plus petite que 1. Les résultats obtenus dans
les deux cas sont tres similaires.

solutions par le nombre d’onde % :

(A + K2n2)u (-, k) = 0,
vg(-, k) sortant,

(RQ)a (A + anQ)URE(' ) k) = _UE(' ) k)|./\/l

vre(-, k) sortant.

(R?),

(3.30)

Les ondes (complexes) associées Vg1, et Vgg:k, dépendant périodiquement du temps, sont
obtenues pour temps ¢ € R par

Ve (1) = vp(-, k)e * et Veek(+t) = vre(-, ke "

Dans cette section, nous proposons de travailler sur une bande de fréquences k € [kg —

di, ko + di) avec dy, < ko plutdt qu’a fréquence fixe. Ainsi, pour chaque nombre d’onde k

de cette bande, nous résolvons les problémes (3.30)) pour obtenir deux familles de champs

(ve(-, k))kofdkgkgk(ﬂrdk et (vre(-, k))kofdk§k§k0+dk' Les ondes ¥g émises par le point source

et YrE rétro-propagée par le MRT sont ensuite obtenues comme la superposition des ondes
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Largeurs a mi-hauteur des champs moyens en fonction de n Moyennes des largeurs a mi-hauteur et largeurs des champs moyens
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FIGURE 3.21 — Largeurs a mi-hauteur des champs moyens (figure (a)) et comparaison avec
les moyennes des largeurs & mi-hauteur des champs rétro-propagés (figure (b)).

périodiques en temps associées & ces deux familles :

ko+dy, )
Ve(x,t) = / vp(x, k)e e dk, vt € R,vx € R?\ {s},
ko—d
0 koidk ' B (3.31)
Yre(x,t) = / vRE(X, ke et dk, Vt e R,Vx € R2 \ M.
ko—dy,

Ainsi, le champ ¥grp correspond a la rétro-propagation par le MRT d’une onde non périodique
Vg, émise par le point source s.

Approximation numérique

Pour approcher numériquement les intégrales de (3.31)), nous discrétisons le segment
[ko — di, ko + di] en Ny, fréquences ki, ko, ..., kn,, réparties uniformément avec un pas hy.
Nous estimons ensuite les ondes ¥g et Yrg par une formule des rectangles :

N
Ve(x,t) ~ hy Z?}RE(X, kj)e_ikjd, Vt € R,Vx € R?\ {s},
=1
j . |
’WRE(X,t) ~ hy ZURE(X, k‘j)efmjd, Vi € R,Vx € R? \ﬂ
j=1

Numériquement, nous approchons chaque onde harmonique vgg(x, k;j) par la méthode des
éléments finis, comme expliqué précédemment. En pratique, nous devons donc résoudre nu-
mériquement les probléemes pour les N différents nombres d’onde. Soulignons que
le maillage utilisé doit, d’'une part, prendre en compte l'indice a I'intérieur des obstacles et,
d’autre part, se baser sur le plus grand nombre d’onde de la bande de fréquences, soit kg—+dy.

Milieu homogeéne : étude mathématique

Afin de continuer a utiliser les notations des paragraphes précédents, nous notons ug(-, k)
et urg(-,k) les solutions des problémes (3.30) dans un milieu homogene (c’est a dire pour
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n = 1). De plus, les ondes temporelles associées sont notées respectivement Zg et Zrp

ko+dy, )
Up(x,t) = / up(x, k)e ket dk, vt € R,vx € R?\ {s},
o | - (3.32)
Urg(y,t) = / ugp(y, ket dk, Vit e R,Vy € R?\ M.
ko —dp,

Dans un milieu homogene, nous disposons de 'expression analytique des champs ug(-, k)
et urp(-, k). Il nous est alors possible de calculer également les ondes Zg(-,t) et Zrp(-,t).
Cependant, les calculs sont plus simples en dimension trois qu’en dimension deux, ou la
fonction de Green fait intervenir la fonction de Hankel. C’est pourquoi, dans cette sous-
section, nous proposons un calcul analytique des ondes Zg(-,t) et Zrp(-,t), en dimension
trois. La forme du MRT reste inchangée, seule la fonction de Green est modifiée.

Onde émise par le point source %z : Nous avons déja vu que ug(-, k) est la fonction
de Green Gg(-,s) centrée sur s, donnée par (3.2)). En dimension trois, nous avons alors

ctkllx—s||

Ainsi, 'onde % a pour expression

ko-+dp, eika—sH e thet

)

Vt € R,Vx € R3\ {s}, %E(x,t):/

ko—dp,  A7|x — 8|
ce qui peut se réécrire, en sortant de l'intégrale les termes ne dépendant pas de k,

1 ko+dj,

VieRVx e R\ {s},  Up(x,t)= ekllx=sll=ct) g (3.33)

Arllx = sl Jro—ay
A Taide d’un changement de variable “k = ko + k", 'intégrale sur la variable k devient
keo+d d
/ O ik(lx=sl—ct) qp — giko(llx—s|—ct) / " gik(lx=sl—ct) qp.
ko—dy, —dj,
L’intégration par rapport a k ne pose alors aucun probleme et conduit a
ko+d
/ U gk (leesli=et) g — odysine [dy, (|[x — s — ct)] eFollx—sll=et)
ko—d

ou sinc(z) = sin(x)/x est le sinus cardinal. Par conséquent, en remplagant cette expression
dans celle (3.33|) de 'onde %, nous obtenons

disine [dy (x — s|| — et)] ekollx—sl—ct)
Vt € R,¥x € R\ {s}, U (x,1) = ksine [dy, ([|x —s[| —ct)] e

2r||x — s||

Remarquons tout d’abord que, du fait du terme e**o(lx=sl=ct) ' Ponde %5 se propage, au

cours du temps, radialement par rapport a s. Le module de Zg(x,t) dépend notamment du
terme en sinus cardinal, puisque :

dgsinc [d, (||x — s|| — ¢t)]
27||x — s||

Vt € R,Vx € R\ {s}, | e (x,t)] =
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En particulier, nous pouvons constater que, pour un point x trés proche de s, le module
de g (x,t) est atteint & t = 0, lorsque le sinus cardinal a pour valeur 1. Ceci montre en
particulier la présence d’une impulsion a ¢ = 0 au niveau de la source. Par ailleurs, sur un
point x situé a la distance D du point source, le module de Zg(x,t) est donné par

dkSinC [dk (D — Ct)}

Or, ce terme est maximal lorsque t = —D/c. Autrement dit, la perturbation créée a I'instant
t = 0 au niveau de la source atteint la distance D, donc le MRT, a l'instant ¢t = D/c.

Onde rétro-propagée %rr par le MRT : Rappelons 'expression (3.4)) du champ rétro-
propagé urp(-, k) de fréquence k, en régime harmonique,

Vk € ko — A ko + Ayl Yy € RI\M,  ugp(y,k /caxsmand

qui s’écrit, en dimension d = 3,

etkllx=yll—[x—sl]

Vk € [ko — Ak, ko + Ag],Vy € R3\ M, u ,kz/
(ko = Agsko + Ayl vy € RY\ re(R) = [ G =yl = sl

En utilisant cette égalité dans I'expression (3.32)) de 'onde ZgrE, nous obtenons

5 ko+dy, etklllx—yll—llx—s]] ket
vVt € R, Vy € R”\ M, Urg(y,t) / / — ——dxe dk.
ko— (47)21x — ylllIx — s

Nous permutons les deux intégrales posées sur un domaine borné pour obtenir, pour tout

tcRetycR3\ M,

ko+dy . ) 1
Unp(y.t) = / / ¢ibllx=yl—lx=sl]] =iket g b
re(y:t) = | [ — (4m)2[lx — yllIx = s|l

L’intégrale portant sur la variable k a déja été calculée lors de notre étude du champ %z, ce
qui nous permet d’obtenir directement, pour tout y de R3\ M et tout ¢ de R,

_ sinc [dy ([|[x — vl — ||Jx — s[|] — ct)] e’olllx=yI=lx=sll =)
Urp(y,t) = 2dy /M T dx. (3.34)

Nous pouvons alors remarquer que, au point y = s, le terme en sinus cardinal se simplifie et
nous avons

o d
M dx = 2djsinc (dyct) / ﬁ
M -

%RE S,t = Qdk/
&0 =20 oy e —sP?

Il apparait alors que, au point y = s, le module de Zrg(s,t) est maximal a l'instant ¢t = 0.
Par ailleurs, sur un point y € R?\ M, a l'instant ¢ = 0, I'égalité (3.34) devient

s1nc dk (Hx y|| — Hx — SH)] etko([lIx=yl—llx—s[]—ct)

[x = sllllx =yl

Vy € RS\H, %RE(y,t = 0 = 2dy, /
Au point y = s, le terme Zrge(y,t = 0) ne dépend plus de k et a pour valeur

dx
Unp(s,t=0) =2, [ o
nee =0 =20 ] T

dx.
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Pour tous les autres points y (aux symétriques de s par rapport au MRT pres), nous pouvons
appliquer le théoréme de la phase stationnaire, comme dans le paragraphe [3.:2.2] pour obtenir
une décroissance de |Zgg(y,t = 0)| en fonction de k. Cette décroissance est de plus accélérée
par la présence du sinus cardinal. Par conséquent, & l'instant ¢ = 0, 'onde Zrg est bien
focalisée sur le point source s.

Terminons en remarquant que, a l'instant ¢ = 0, expression (3.32) générale de ZrE,

devient
ko+dg,

vy e R\ M,  Upp(y,t=0)= /k | uns(y. k) d.
0~ 0k
En d’autres termes, 'onde Zgrg au point y et a 'instant ¢ = 0 est obtenue par la somme de
tous les champs ugrg(-, k), pour k € [ko — di, ko + di]. Le terme Zrgr(y,t = 0) peut alors
étre vu comme une moyenne sur les fréquences k des différents champs ugg(-, k).

Milieu homogene : simulations numériques

Les simulations numériques sont effectuées en dimension deux. Nous posons kg = kgeo =
10, et prenons, comme précédemment, un miroir a retournement temporel d’ouverture H =
15X, placé a une distance D = 20)\y du point source s. La bande de fréquences choisie est
telle que dy = ko/5 = 2 (soit k € [8,12]), discrétisée par N = 64 nombres d’onde. Par
ailleurs, la célérité du son c est choisie égale a 1.

Nous commencons tout d’abord par étudier 'onde %% (-, t) émise par le point source avec
une telle bande de fréquences. Nous représentons sur la figure I’évolution au cours du
temps du module de 'onde Zg(x,t) au point x = (s; + &,s2) trés proche de s = (sg,s2),
avec ¢ = 10™® (nous ne pouvons calculer numériquement la valeur de ’onde au point source
du fait de la singularité de la fonction de Green en ce point). Nous constatons d’une part la
présence d’un pic a t = 0 et d’autre part l’allure en (valeur absolue du) sinus cardinal. Nous
montrons par ailleurs sur les figures le module de 'onde %z (-,t) a différents instants
et dans le domaine de calcul €2.. Nous observons a l'instant ¢ = 0, sur la figure une
impulsion au niveau du point source s. Ce pic se propage ensuite radialement par rapport a
s lorsque le temps s’écoule. Enfin, 'onde atteint effectivement le MRT a ¢t = D = 20).

Module de I'onde émise par le point source au cours du temps

1000 -
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Module de UE(s,l)
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100

.
-6 -4 -2 0 2 4 6
temps t (en longueurs d’onde xo)

FIGURE 3.22 — Module de 'onde % émise par le point source en milieu homogéne pour
ko = 10 et dy = ko /5. La mesure du signal est effectuée sur un point trés proche de s, & une
distance de 1078.
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©

Module de I'onde émise par le point source a t = 0 (n=1) (5/9) Module de l'onde émise par le point source a t = +5 lambda (n=1) (6/9)
0 0.44 0.88 0 0.018 0.036

_ ] _ .
a t = (b) t =5\
Module de Icnde émise par le point source & t = +10 lambda (n=1) (7/9) Module de fonde émise par le point source a t = +15 lambda (n=1) (8/9)
0.0127 0.0254 0 0.0104 0.0207
— . _ -
(C) t =10\ (d) t =15\

Module de f'onde émise par le point source & t = +20 lambda (n=1) (9/9)
0 0.00899 0.018
[ B |

(e) t =200 : Ponde atteint le MRT.

FI1GURE 3.23 — Module de 'onde g émise par le point source sur le domaine de calcul €,
a différents instants ¢ et dans un milieu homogene (n = 1). La bande de fréquences utilisée
étant (ko — ko/5, ko + ko/5]. Pour une meilleure lisibilité, I’échelle est adaptée a chaque pas
de temps.

Etudions maintenant ’onde rétro-propagée %rg par le MRT. Nous commengons par
représenter, sur la figure le module de 'onde sur le domaine de calcul €, pour des
temps ¢ négatifs. A t = —D = —20)\ (figure , le MRT a déja commencé a émettre
londe %R, qui se propage ensuite en direction de s. Nous pouvons remarquer que le module
de 'onde prend la forme d’un arc de cercle de centre s, et, de plus, suit le cone de lumiere
C (introduit dans le paragraphe et illustré en régime harmonique sur, par exemple, la
figure . A Tinstant ¢t = 0, nous observons, sur la figure une tache focale centrée
sur s : la focalisation a lieu a la fois en espace et en temps. Comme en régime harmonique,
nous effectuons alors une coupe au niveau de s, puis normalisons le résultat ainsi obtenu
par son maximum, afin de mesurer la précision de la focalisation. La courbe obtenue est
présentée, en trait plein, sur la figure et la largeur a mi-hauteur du pic central a pour
valeur

homl = 1.08.

hom
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Sur la figure nous avons également reporté, en trait pointillé, le résultat obtenu
en régime harmonique a la fréquence k = ko. Nous constatons que les deux courbes sont
presque confondues au niveau du pic central. La largeur a mi-hauteur du pic obtenu en
régime harmonique a pour valeur 1.058, légerement différent de celle obtenue avec une bande
de fréquences. Cette différence provient justement de 'utilisation d’une bande de fréquences.
En effet, nous avons vu précédemment, par exemple sur la figure que la focalisation est
plus précise lorsque le nombre d’onde est grand. Or, la bande de de fréquences contient des
nombres d’onde k plus petits que kg. Ainsi, la qualité de la focalisation est dégradée par ces
fréquences k < kg.

Nous continuons de laisser le temps s’écouler et représentons le module de Zg(-,t) sur
les figures pour des temps ¢t > 0. Nous observons que ’onde continue de se propager, et
son module, d’une part, suit de nouveau le cone C et, d’autre part, prend la forme d’un arc
de cercle centré sur s.

Nous avons donc observé, dans un milieu homogene, une focalisation a la fois en espace
et en temps (& t = 0) sur le point source s. La qualité de la focalisation est sensiblement la
méme qu’en régime harmonique, une légere dégradation est observée du fait de 'utilisation
de nombres d’onde plus faibles que le nombre d’onde central kq.

Remarque 3.10. Pour les simulations dans un milieuw multi-diffusant que nous présentons
dans le paragraphe suivant, nous calculerons, comme précédemment, la largeur a mi-hauteur
du pic central, ainsi que l'ouverture Hg, “apparente” du MRT. Cette valeur correspond a la
taille que le miroir devrait posséder pour obtenir, dans un milieu homogéne, une résolution
similaire a celle obtenue en milieu complere. En régime harmonique, nous disposions de
la courbe représentant la largeur & mi-hauteur en fonction de la hauteur H dans
un miliew homogéne. Pour une bande de fréquences, nous ne disposons pas d’une courbe
équivalente a celle-ci. Toutefois, en milieu homogéne, nous avons vu que la largeur d mi-
hauteur est trés peu altérée par lutilisation d’une bande de fréquences. C’est pourquoi nous
continuerons de calculer Hey a l'aide de la courbe de la ﬁgure comme précédemment,
en prenant k = kq.
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Module de 'onde rétro-propagée  t = -20 lambda (n=1) (0/8) ¥ Module de 'onde rétro-propagée a t = -15 lambda (n=1) (2/8) Y
168010 0.000183 0000366 lz x 1 ¢80 0000182 0000256 [z x
L - L -
(a) t= —20)\0 (b) t= —15>\0

Module de 'onde rétro-propagée & t=-10 lambda (n=1) (3/9)
16310 0000183 0000266

Module de 'onde rétro-propagée & t = -5 lambda (n=1) (4/9) Y
1.80e-10 000015 0000266 [z x
L —

-

(C) t= —10)\0 (d) t= —5)\0
FIGURE 3.24 — Module du champ rétro-propagé sur le domaine de calcul €2, & différents

instants ¢ < 0 pour un milieu homogene (n = 1), avec utilisation de la bande de fréquences
[ko — ko/5, ko + ko/5].

Module normalisé du champ rétro-propagé a t = 0 pour un milieu homogene
i

Bande de fréquences
— — — Régime harmonique

Module de 'onde rétro-propagée at =0 (n=1) (5/9) v

4 6 8 10

1899_'10 0000183 _r 0% lx B X, {én longueurs Gonda Mo = Ageg)
(a) t =0Xo (b) Au niveau de la source

FIGURE 3.25 — Suite de la figure [3.24] & l'instant ¢ = 0 de la focalisation dans le domaine de
calcul Q, sur la figure (a), et au niveau de la source, apreés normalisation, sur la figure (b).



122 CHAPITRE 3. PHENOMENE DE SUPER-RESOLUTION

Module de 'onde rétro-propagée & t = +6 lambda (n=1) (6/9) v Module de Fonde rétro-propagée &t = +10 lambda (n=1) (7/9)
1.59-10 000073 0000365 [ 18%-10 0000183 0000356
L - L -

(a) t= 5A0 (b) t= 10)\0

[

Module de Fonde rétro-propagée & t = +15 lambda (n=1) (8/9)

v Module de Fonde rétro-propagée & t = +20 lambda (n=1) (9/9)
159-10 000073 0000365 [z x 18%-10 0000183 0000356
- T— —  T—

[

(C) t= 15)\0 (d) t= 20)\0

FIGURE 3.26 — Suite des figures et pour des temps ¢ > 0 (apres la focalisation).
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Milieu hétérogene : simulations numériques

Nous proposons maintenant des simulations de retournement temporel dans un milieu
multi-diffusant avec 1’utilisation d’une bande de fréquences. Nous considérons dans cette
section une seule réalisation d’obstacles. Les parameétres géométriques sont les mémes que
dans les sections précédentes : nous plagons M = 400 petits disques de rayon Ag/5, dans une
boite située a une distance dsmin = Ao/5 de la source et a une distance dagmin = Ao/5 du
MRT. Entre deux disques, une distance maximale de \y/5 est possible (voir le schéma de la
ﬁgure. Le nombre d’onde central kg est de plus fixé a 10(= kgeo), comme précédemment.
Nous prenons par ailleurs la méme bande de fréquences que pour les simulations numériques
effectuées dans un milieu homogene, c’est a dire

k € [ko — ko/5, ko + ko/5](= [8,12]),

discrétisé numériquement en N, = 64 nombres d’onde.

Nous prenons tout d’abord un contraste faible n = 1.1 et observons le module du champ
rétro-propagé ¥rp, tout d’abord pour des temps négatifs, sur la figure [3.27 Comme nous
pouvions nous y attendre, ’allure de l'onde est trés similaire a celle obtenue en milieu
homogene (voir figure . En particulier, le champ se propage clairement en direction du
point source s et son module semble suivre le cone de lumiere C, tout en étant légerement
perturbée par les petits diffuseurs. A l'instant ¢ = 0, correspondant & la figure [3.28(a)|, nous
constatons la présence d’une tache focale au niveau du point source. La coupe au niveau de
s, apres normalisation, est proposée sur la figure sur laquelle nous avons reporté, en
trait pointillé, le résultat obtenu précédemment en milieu homogene. Le pic central semble
étre légerement plus rétréci pour le milieu multi-diffusant, ce qui est confirmé par le calcul
de la largeur a mi-hauteur :

Ti'(n=1.1)=0.83 < Apy™ = 1.08.

hom

Par ailleurs, 'ouverture apparente Hg, est alors environ de
Héq ~ 19.5)\0 = 1.3H.

La focalisation est donc améliorée par rapport au milieu homogene. Le miroir a retournement
temporel agit comme si son ouverture était 1.3 fois plus grande. En laissant le temps s’écouler,
nous obtenons les figures [3.29] qui montrent que l'onde continue de se propager et que son
module suit & la fois le cone C et reprend la forme d’un arc de cercle centré sur s.

Continuons les simulations numériques en prenant un contraste plus élevé n = 1.3. Nous
représentons le module champ rétro-propagé ¥rr sur les figures [3.27] pour des temps t
négatifs. Avec ce contraste, I'onde est tres perturbée et ’allure de son module n’est plus du
tout la méme que pour n = 1.1 ou n = 1 (milieu homogene). Toutefois, & ¢ = 0 et comme le
montre la figure une tache focale trés resserrée apparait distinctement au niveau du
point source s. Nous effectuons comme toujours une coupe au niveau de la source et affichons
le module normalisé sur la figure Le calcul de la largeur a mi-hauteur du pic central
donne alors

(= 1.3) = 0.44 < AP = 1.08.

hom
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Module de 'onde rétro-propagée & t = -20 lambda (n=1.1) (0/9) ¥ Module de 'onde rétro-propagée & t = -15 lambda (n=1.1) (2/9) ¥
357010 o oo o ss700 Somirn s oo0ssz e x
N -
(a) t= —2())\0 (b) t= —15>\0

Module de F'onde rétro-propagée &t = -10 lambda (n=1.1) (3/9) v Module de F'onde rétro-propagée & t = -5 lambda (n=1.1) (4/9) v
7 0000342

357010 0000171 0000347 2 x 357e10

(C) t= —1())\0 (d) t= —5)\0

FIGURE 3.27 — Module du champ rétro-propagé sur le domaine de calcul €2, a différents
instants ¢ < 0 pour un milieu hétérogene de contraste n = 1.1, avec utilisation de la bande
de fréquences [ko — ko/5, ko + ko/5].

Module normalisé du champ rétro—propagé at =0 pourn =1.1
1

Bande de fréquences

Milieu homogene et

,| = ~ ~fréquence fixe k=kU

Module du champ rétro—propagé

Module de 'onde rétro-propagée at= 0 (n=1.1) (5/9) v =
o oooent 000047 e~ s X, (_eAn Ion_gzueursod'ondg o =4 ) e
ge0
(a) t =0Xo (b) Au niveau de la source

FIGURE 3.28 — Suite de la figure a l'instant ¢ = 0 de la focalisation pour n = 1.1. La
figure (a) présente le module de I'onde rétro-propagée dans le domaine de calcul €2, tandis
que la figure (b) le présente au niveau de la source et aprés normalisation.
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Module de Fonde rétro-propagée a t = +5 lambda (n=1.1) (6/9) Module de 'onde rétro-propagés a t = +10 lambda (n=1.1) (7/9)
35710 71 0000342 X 357610 0000174 0.000222

(a) = 5A() (b) t= 10)\0

<
’j"

Module de 'onde rétro-propagée & t = +15 lambda {n=1.1) (8/9)
0.000171 0.000

Module de Fonde rétro-propagés & t = +20 lambda (n=1.1) (9/9)
1 0

257610 000017 000242 lzx

-

35710

(C) t= 15)\0 (d) t= 20)\0

FIGURE 3.29 — Module de I'onde rétro-propagée Zrp pour des temps ¢ > 0 (apres la focali-
sation) avec n = 1.1. Ces figures font suite aux figures et

Cette fois encore, la qualité de focalisation est meilleure en milieu hétérogene que homogene.
En outre, la hauteur apparente H¢, du MRT vaut environ

He, ~ 48\ = 3.2H.

Ensuite, nous laissons le temps s’écouler et obtenons les figures Nous constatons que
I’'onde se disperse tres rapidement une fois le point source dépassé, cependant, une partie
de I'onde semble étre encore contenue a l'intérieur des obstacles. Cette simulation a été
reproduite pour quelques réalisations de milieux hétérogene. Dans tous les cas, nous avons
réussi a obtenir une tache focale sur le point source qui est, de plus, de taille inférieure a celle
obtenue en milieu homogene. En régime harmonique, rappelons que ce ne fut pas toujours
le cas, notamment avec Iapparition de pics secondaires (voir figure . Ici, le spectre
de 'onde émise par le point source comporte plusieurs fréquences et le champ rétro-propagé
par le MRT effectue en quelque sorte une moyenne sur ces fréquences. Nous parlons alors
d’“auto-moyenne” en fréquences [28]. Ainsi, le retournement temporel en milieu hétérogene
semble plus stable pour une bande de fréquences plutét qu’a fréquence fixe.

Pour illustrer plus fortement ce phénomeéne, prenons un contraste plus fort n = 1.8.
Lors de nos simulations en régime harmonique et pour une unique réalisations de milieu,
la focalisation de ’onde sur le point source pouvait ne pas avoir lieu, comme en atteste
I’exemple de la figure . Sur les figures nous représentons le module de 'onde
rétro-propagée pour des temps négatifs, en commengant par t = —D = —20)\. L’onde est
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cette fois-ci tres perturbée, cependant, nous pouvons observer que ’amplitude maximal du
module semble se déplacer en direction du point source s. A l'instant ¢ = 0 et comme le
montre la figure la focalisation a bien lieu au niveau de la source et, de plus, la tache
focale est de petite taille. La coupe au niveau de la source, présentée sur la figure ,
montre clairement un pic central tres fin, de largeur a mi-hauteur

hom

diff ' (n = 1.8) = 0.38 < AfgH = 1.08,

bien plus petite qu’en milieu homogene. Par ailleurs, la valeur de I'ouverture équivalente Hg,
du MRT est d’environ
Héq >~ 645)\0 =4.3H.

Nous avons reproduit cette simulation pour différentes réalisations. Dans la majorité des cas,
la focalisation avait lieu et, de plus, était de meilleure qualité que dans un milieu homogene.
L’utilisation d’une bande de fréquences semble effectivement jouer un réle de moyenne sur les
fréquences, rendant la focalisation plus stable. Par ailleurs, dans les simulations présentées
ici, nous avons bien observé une focalisation a la fois en espace (sur s) et en temps (& I'instant
t =0).

Module de F'onde rétro-propagée & t = -20 lambda (n=1.3) (0/) Module de 'onde rétro-propagée & t = -15 lambda (n=1.3) (2/9)
9 760-05 675006

’T<

206010 0000196 2 x 266010 0000106

(a) t= —20)\0 (b) t= —15)\0

Module de Ionde rétro-propagée at =-10 lambda (n=1.3) (3/9)
Q78005

Module de Fonde rétro-propagée & t = -5 lambda (1=1.3) (4/9) Y
978005 0

v
206010 0000198 2 x 266610
[ e —

(C) t= —10)\0 (d) t= —5)\0

FiGURE 3.30 —
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Module normalisé du champ rétro-propagé a t =0 pour n = 1.3
1

Bande de fréquences

i Milieu homogeéne et
(11| = = ~fréquence fixe k=kD

071

031

Module du champ rétro-propagé
°
o

LNV ~ L 4 L L L o
Module de 'onde rétro-propagée at= 0 (n=1.3) (5/8) Y
296610 9 750.05 0000196 [z x o8 6 %, (eAn Ionézueurscd'onds I :A?»QED) &8
(a) t =0Xo (b) Au niveau de la source

FI1GURE 3.31 — Module de 'onde rétro-propagée a l'instant t = 0 de la focalisation, dans le
domaine de calcul Q, (figure (a)) et au niveau de la source, aprés normalisation (figure (b)).
L’indice & l'intérieur des obstacles est de n = 1.3. Ces deux images font suite a la figure [3.30]

Module do Tonde étr-propagés a1 = +5 famba (v=1.9) 61) Modul do Tonderétr-propagée = +10 lambd (v=1.3) 79 v

(a) t= 5A0 (b) t= 10)\0

Module de I'onde rétro-propagée a t = +15 lambda {n=1.3) (8/9) v Module de I'onde rétro-propagée at = +20 lambda (n=1.3) {9/9) Y
205010 o Tee 05 oo I« o o 7e0 05 s oot lx
L - L
(C) t= 15)\0 (d) t= 20)\0

FI1GURE 3.32 — Module du champ rétro-propagé Zrg par le MRT pour des temps ¢t > 0,
c’est-a-dire apres la focalisation. Le contraste n est égal a 1.3. Pour des temps t < 0, le

module est affiché sur les figures et
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Module de 'onde rétro-propagée &t = -20 lambda (n=1.8) (0/9) Y Module de 'onde rétro-propagée & t = -15 lambda (n=1.8) (219) ¥
182000 265005 501005 lz_x 182600 265005 sate s [z«
L - L
(a) t= —20)\0 (b) t= —15)\0

Module de Ionde rétro-propagée at =-10 lambda (n=1.8) (3/9)
296005 5

Module de Fonde rétro-propagée & t = -5 lambda (n=1.8) (4/9) Y
— T— — L T—

(C) t= *10)\0 (d) t= *5)\0
F1GURE 3.33 — Module du champ rétro-propagé rg sur le domaine de calcul €. & différents

instants ¢t < 0 pour un milieu hétérogene de contraste n = 1.8, avec utilisation de la bande
de fréquences [ko — ko/5, ko + ko/5].

Module normalisé du champ rétro-propagé at=0 pourn=1.8
1

Bande de fréquences

i Milieu homogeéne et
|| = T ~fréquence fixe k:kD

0.1 A
.
\ iy LU, !
Module de I'onde rétro-propagée at= 0 (n=1.8) (5/9) v
182009 295605 591205 \L* oo -8 ® X, (_eAn Ion_gzueursod'ondg )‘o :4), ) ® 8 °
L 'geo’
(a) t =0Xo (b) Au niveau de la source

FIGURE 3.34 — Suite de la figure[3.33]a instant ¢ = 0 de la focalisation. Le module du champ
rétro-propagé est représenté dans le domaine de calcul €2, sur la figure (a) et au niveau de
la source (aprés normalisation) sur la figure (b).
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Module de Fonde rétro-propagée at = +5 lambda (n=1.8) (618) v Module de Fonde rétro-propagée at= +10 lambda (n=1.8) (7/9) v
182609 255605 55105 l2 x 1526-06 29505 551605 lz x
I S e S
(a) t= 5)\0 (b) t= 10)\0

Module de 'onde rétro-propagée & t = +15 lambda (n=1.8) (8/9) v Module de 'onde rétro-propagée a t = +20 lambda (n=1.8) (9/9) v
9 295605 5 56-0 5

152609

(C) t= 15)\0 (d) t= 20)\0

FI1GURE 3.35 — Module de 'onde rétro-propagée par le MRT dans un milieu construit avec
un contraste n = 1.8. Les instants t sont ici positifs et correspondent a la propagation de
I’'onde apres la focalisation sur le point source, présentée sur la figure [3.34
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3.4 Conclusion

Nous avons proposé un modele déterministe pour la reconstruction de sources acoustiques
a l'aide d’un miroir a retournement temporel en milieu hétérogene. En milieu homogene, nous
avons donné une preuve de la focalisation du champ rétro-propagé sur le point source en
dimension deux et ces résultats ont été validés numériquement.

Nos résultats numériques ont mis en évidence qu’en régime harmonique, la qualité de la
focalisation est meilleure en milieu faiblement hétérogene qu’en milieu homogene. Toutefois,
pour des valeurs plus importantes de contraste, la focalisation varie grandement d’un milieu a
un autre et le calcul de la précision de la focalisation devient délicat. Deux types de moyenne
ont alors été abordés. Dans un premier temps, nous avons effectué une moyenne des champs
rétro-propagés sur une centaine de réalisations du milieu. Puis, dans un deuxiéme temps,
nous avons considéré une seule réalisation du milieu mais avec une source polychromatique.
Cette derniere approche revient a utiliser une bande de fréquences et, en quelque sorte, a
effectuer une moyenne sur les fréquences. Ces deux types de moyennes ont permis de mettre
en évidence le phénomeéne de super-résolution.

En revanche, nous n’avons pas étudié la stabilité du retournement temporel en régime
transitoire. En effet, “l’auto-moyennisation” effectuée par 'utilisation d’une bande de fré-
quences rend le phénomeéne de retournement temporel stable vis-a-vis des réalisations de
milieux. Pour mettre en évidence numériquement cette propriété, nous devrions effectuer
des simulations numériques avec une source polychromatique et pour un grand nombre de
réalisations de milieux différentes. De telles simulations numériques permettraient de plus
de comparer plus précisément les régimes harmonique (une seule fréquence) et transitoire
(bande de fréquences). Toutefois, par manque de temps, ces simulations numériques n’ont
pu étre menées.

Terminons en soulignant que nous n’avons pas non plus eu le temps d’étudier 'influence
des autres parametres. En effet, nous nous sommes principalement intéressés a 'impact de la
réalisation du milieu aléatoire sur la précision de la focalisation. Nous pensons toutefois qu’il
serait intéressant d’analyser, dans le domaine fréquentiel ou transitoire, I'incidence sur la
focalisation de la distance entre la source et la boite contenant les obstacles, de I’espacement
entre deux diffuseurs, la taille des objets ou encore de la nature des objets (autres conditions
aux limites, obstacles dissipatifs, ... ).
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4.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la résolution par équations intégrales de pro-
blemes de diffraction multiple. Dans la section [£.2] nous présentons une approche générale et
unifiée qui permet d’obtenir les équations intégrales usuelles directes (EFIE, MFIE, CFIE)
et indirecte (Brakhage-Werner). Ceci nous ameéne également a préciser certaines propriétés
relatives a ces équations et notamment le probléme de 'existence de fréquences de résonance
et du rayonnement des solutions parasites associées. De plus, nous insistons sur le fait que
certaines équations intégrales sont de premiere ou de seconde espece. Ceci est un point a
priori important lorsqu’une résolution numérique itérative du systéme intégral par un solveur
de Krylov est envisagée (apres approximation de la solution par éléments de frontiere).

Ensuite, dans la section [£.3] nous démontrons, comment exprimer analytiquement les
opérateurs intégraux dans le cas ou les obstacles sont circulaires. Ceci permet d’obtenir,
pour chacune des équations intégrales, explicitement, le systéme linéaire a résoudre apres
projection en dimension finie. Dans ce cas particulier de configuration, la base d’approxima-
tion est obtenue par série de Fourier, la solution étant donc approchée spectralement et les
quantités usuelles liées au post-traitement (section efficace radar, traces des champs) éva-
luées directement. Nous discutons ensuite de la résolution du systéme linéaire en séparant le
cas de la basse et moyenne/haute fréquence. Dans le cas de la basse fréquence, le systéme est
donné par une matrice par blocs, complexe et pleine. Pour un nombre modéré M d’obstacles
et pour un parametre de troncature N de 'approximation relativement bas, nous montrons
qu’une solution brutale par un solveur direct peut étre envisagée. Celle-ci devient néanmoins
moins performante qu’un solveur itératif de Krylov quand M devient suffisamment grand.
Lorsque 1'on passe au régime de moyenne/haute fréquence, la stratégie proposée précédem-
ment trouve ses limitations a la fois en termes de stockage et de cotlits de calculs. Nous
développons alors une approche alternative. En remarquant que la matrice est composée de
blocs diagonaux (interactions d’un objet avec lui-méme) et Toeplitz (interaction entre deux
objets distincts), nous réduisons les cotits de stockage de fagon drastique. D’autre part, la
matrice étant alors donnée sous une forme compressée, une solution par un solveur direct
est impossible puisque nous n’avons pas acceés a la matrice explicitement. Par conséquent,
la seule solution envisageable est itérative. Nous réduisons les cotits des produits matrice-
vecteur a chaque itération par le biais de la FFT en se ramenant & une matrice circulante. Si
I’on considere ensuite une formulation intégrale de type EFIE ou MFIE, la convergence est
trés mauvaise alors qu’en passant a une représentation de type CFIE ou Brakhage-Werner, la
convergence est améliorée. La question du préconditionnement se pose alors. Cette question
est non triviale dans notre situation essentiellement pour deux raisons :

e Le systeme est hautement non défini positif et donc faire converger une méthode ité-

rative est connu pour étre difficile notamment en haute fréquence

e Nous ne possédons pas la matrice et par conséquent nous ne pouvons pas avoir recours

a des préconditionneurs algébriques.
Nous proposons alors de préconditionner par la matrice diagonale, ce qui signifie du point
de vue de la physique que 'on préconditionne par la matrice de la diffraction simple. Nous
montrons alors que la convergence est améliorée. De plus, il s’avere que toutes les équations
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intégrales classiques (EFIE, MFIE, CFIE) préconditionnées sont alors identiques. Ce résultat
reste vrai pour I’équation intégrale de Brakhage-Werner, a une matrice de passage pres. Ce
résultat nous a paru surprenant a premiere vue et nous avons alors pensé que cela était di
au cas particulier de la géométrie circulaire. En fait, il n’en est rien : le résultat est général
et totalement indépendant de la géométrie !

Nous proposons alors dans la section une démonstration de ce résultat qui ne nous
semble pas connu. L’idée du préconditionnement par la diffraction simple en diffraction
multiple est naturelle, les auteurs prenant soin du choix de la représentation intégrale sous-
jacente (cf. par exemple [67] en haute fréquence). La démonstration du résultat utilise la
présentation générale des équations intégrales de la section Ainsi, les équations inté-
grales préconditionnées étant identiques (éventuellement & un opérateur de passage pres), la
convergence d’un solveur de Krylov pour leur résolution est identique. Nous terminons cette
section par des validations numériques de cette propriété en utilisant une discrétisation par
éléments de frontiere des équations intégrales dans le cas d’une collection d’objets de forme
non circulaire en dimension deux.

4.2 Obtention des équations intégrales usuelles pour ’acous-
tique

Nous présentons une méthode permettant d’obtenir les équations intégrales directes clas-
siques. Cette partie est largement inspirée de Bendali et Fares [24] et de la these de Darbas
[47.

4.2.1 Le probléme de diffraction

Considérons un milieu homogene, isotrope et non dissipatif remplissant I'espace R?
(d = 2,3) contenant un ouvert borné ~, non nécessairement connexe mais dont chaque
composante est simplement connexe. Nous notons I' sa frontiére et n la normale unitaire
pointant vers extérieur de Q~. Notons de plus QF = R%\ Q= le domaine connexe de propa-
gation. Nous étudions la diffraction par Q= d’une onde incidente u"¢ en régime harmonique
(nous supposons la dépendance temporelle de la forme e~ et k, le nombre d’onde, réel po-
sitif). Autrement dit, nous cherchons a déterminer I'onde diffractée u solution du probléme

Au+ k2u=0 dans QF
' sur [ (4.1)

u = —yine

u sortant.

Dans la suite, la condition “u sortant” signifie que ’onde u vérifie la condition de radiation
de Sommerfeld

X
lim ||| @1/ <vu N zku) 0,

Ixl|—o0 x|
ou ||x| = (Z;l:l x]z)l/ 2 désigne la norme euclidienne de RY. Nous nous concentrons ici sur
une condition de Dirichlet sur le bord I'. Pour une condition de Neumann, les résultats
obtenus ici s’adaptent parfaitement et nous en donnons un résumé plus loin. Comme u*"*¢ est
solution de I’équation de Helmholtz dans R, alors l'onde totale up = u + u™™® est solution
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du probleme suivant
Aur + k*upr =0 dans QT
ur =0 sur I’ (4.2)

(ur — u'™) sortant.
Rappelons en outre que ces deux problémes sont bien posés [45].

Théoréme 4.1. Les problemes et admettent une unique solution.

4.2.2 Opérateurs intégraux volumiques et de frontiere

Nous effectuons quelques rappels sur les solutions de I’équation de Helmholtz. Nous in-
troduisons en particulier les potentiels de simple et de double couche ainsi que les opérateurs
intégraux volumiques et de frontiere. Nous commengons par définir la fonction de Green G,
solution élémentaire de 1’équation de Helmholtz,

i

1 .
JH (Rl —y])  sid=2,
vx,y eRLx#y,  Gy) =1 iklxyl (4.3)
_ sid=3.
Ar[x -yl
Les équations intégrales sont essentiellement basées sur le théoreme de représentation inté-
grale de Helmholtz que nous rappelons [45, Théorémes 3.1 et 3.3].

Théoréme 4.2. Si v est une solution de [’équation de Helmholtz dans le domaine connexe
non borné QF et vérifie la condition de radiation de Sommerfeld, alors nous avons

v(x) sixeQT,

/F —G(x,y)0nv(y) + On, G(x,y)v(y) dl(y) = { (4.4)

0 stnon.
St v~ est solution de ’équation de Helmholtz dans le domaine borné Q1™ alors il vient que

0 six € QF,

—v7(x)  sinon.

/F*G(X,Y)anv‘(y) + On, G(x,y)v™ (y) dI'(y) = { (4.5)

Remarque 4.3. Les intégrales sur I' doivent ici étre vues comme des produits de dualité
entre Uespace de Sobolev HY*(T') et son dual H='/?(T). Toutefois, dés que l’onde incidente
u™ et la courbe T sont suffisamment réguliéres, le champ diffracté devient lui méme régulier
et nous pouvons identifier le produit de dualité au produit scalaire (non hermitien sur) L*(T') :

<f79>H—1/2,H1/2 :/ng‘

Dans ce chapitre, nous commettrons systématiquement l’abus consistant a moter le produit
de dualité entre H'/?(T') et H=Y/2(') par une intégrale.

Introduisons maintenant les opérateurs intégraux volumiques de simple couche .Z et de
double couche .# définis par

2 HVAT) — HL(RI\T)
b Zp, vx e RI\L, Zp(x) = | Gx,y)ol(y) dL(y).
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et
A HPT) — HL(ROT)
N, VxERd\F,///)\(X):—/anyG(x,y))\(y)dI‘(y).
N

Nous pouvons alors écrire les champs v (4.4)) et v~ (4.5)) a I’aide de ces opérateurs comme
v(x) = =L (0nvlr)(x) — A (v|r)(x),  Vx€QF,
v (x) = L (Onv|0)(x) + A (v |1)(x), VxeEN.

En outre, les potentiels de simple couche et de double couche présentent ’avantage d’étre
des solutions sortantes de I’équation de Helmholtz [44].

Proposition 4.4. Pour toute densité p € H-Y/2(') et A\ € H'/(T"), les potentiels de simple
couche L p et de double couche M\ sont des solutions sortantes de l’équation de Helmholtz
dans R\ T.

Nous rappelons maintenant les relations de trace et de trace normale des opérateurs
intégraux volumiques, appelées aussi relations de saut [44, Théoréme 3.1].

Proposition 4.5. Pour tout x de I', la trace et la trace normale des opérateurs £ et M
sont données par les relations suivantes (les signes indiquent que z tend vers x de l'extérieur
ou de lintérieur de T')

lim A\ (z) = (zpll 4 M) A),
z€Qt —x 2 1 (46)
im0, Zp(a) = (731 + V) pl),

lim  On, #\z) = D\(x),
zeQE—

ou I est l'opérateur identité et les quatre opérateurs intégraux de frontiere sont définis par

L: HY2I) — HYXD),
M: HY*T) — HYXD), e
N: HY21) — H VD), (4.7)
D: HY2T) — HV¥D),
avec, pour x € I,
Lp(x) = [ Glx.y)p(y)dr)
MAG) = = [ 00, Gl y AT (),
r (4.8)

Nox) = [ 0n,Glx.y)p(y)dT(y) = =M p(x).
DAGX) = 0y [ O, GOx, YAY)AL(Y).

Les opérateurs intégraux de frontiére seront toujours notés avec une lettre romane (ex :
L) tandis que les opérateurs intégraux volumiques le seront avec une lettre calligraphique

(ex : .Z).
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Remarque 4.6. L’opérateur M* = —N est l'opérateur adjoint de M, au sens ou

<gaMf>H—1/27H1/2 = <_Ng7 f)H—l/Q,Hl/Qa v(f?Q) € H1/2(F) X H71/2(F)'

Nous avons la propriété suivante de compacité des opérateurs M et N [90, Théoréme
4.4.1] (ils sont en fait régularisants d’ordre 1, i.e. continus de H*(T") dans H*T1(T)).

Proposition 4.7. Si la frontiére T est de classe €% alors l'opérateur M (respectivement
Vopérateur N) est compact de HY*(I') dans HY?(T') (respectivement de H=/%(T) dans
H-'V2(T)).

Concernant l'inversibilité des opérateurs L et D, on a le résultat suivant, issu des théo-
remes 3.4.1 et 3.4.2 de [90].

Théoréme 4.8. Soit Fp(Q™) (resp. Fn(27)) l'ensemble dénombrable des nombres d’onde
k positifs s’accumulant a linfini tels que le probléme homogéne de Dirichlet intérieur (resp.
de Neumann intérieur)

—Av = kv dans Q~
(4.9)

v=0(resp. Opv =0) surl

admette des solutions non nulles. Alors, l'opérateur L (resp. D) réalise un isomorphisme de
H=Y2(T) dans HY*(') (resp. de HY*(T') dans H=Y/*(T")) si et seulement si k ¢ Fp(Q™)
(resp. k & Fn(Q27)).

Les fréquences irrégulieres k de Fp(27) (resp. de Fn(€27)) sont exactement les racines
carrées des valeurs propres de l'opérateur (—A) pour le probléeme homogene de Dirichlet
intérieur (resp. de Neumann intérieur). Dans le cas de la diffraction multiple, on notera que
les fréquences irrégulieres de I’ensemble des obstacles sont a chercher parmi les fréquences
irrégulieres de chaque obstacle. Autrement dit, il n’y a pas de couplage entre les fréquences
irrégulieres.

Proposition 4.9. Nous supposons que 1~ est l'union de M ouverts connexes 2, d’inter-

section vide et tels que R4\ Q~ est connexe. Nous avons alors les égalités suivantes
M M
Fp(Q7) = Fp(%,), Fn(©Q) = Fn(9,).
p=1

Démonstration. Nous ne démontrons cette proposition que pour les fréquences irrégulieres
pour le probléme interne de Dirichlet (le cas de Neumann étant similaire). De plus, afin de
simplifier la preuve, nous supposons que {2~ ne posséde que deux composantes connexes {1
et 0, d’intersection vide. Nous démontrons la propriété par double inclusion.

Supposons que k € Fp(§27), alors il existe une fonction w définie dans Q~, non identi-
quement nulle, solution du probleme interne homogene de Dirichlet

{_Aw = K*w dans Q" = Q7 UQy (4.10)

w =20 SUI‘F:F1UF2.

Notons wi = w|,- et wy = w|,- les restrictions de w a respectivement 7 et ;. Comme la
1 2

fonction w n’est pas identiquement nulle dans €27, alors une des deux fonctions w), n’est pas
identiquement nulle sur son domaine de définition {2, pour p = 1,2. Quitte a renuméroter,
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nous pouvons supposer w; # 0 dans ;. Autrement dit, la fonction w; est une solution non
nulle au probleme interne de Dirichlet dans 2] suivant

—Av =Fk?v dans Q]

{ ! (4.11)

v=20 sur I'y.

Par conséquent, nous avons k € Fp(2) et, par suite, k € Uf):l Fp(€, ). Montrons main-
tenant que tout élément k de Fp(Q ) U Fp(5) appartient également & Fp(27). Quitte
a changer la numérotation, prenons un nombre d’onde k de Fp(€2;). Ainsi, il existe une
solution non nulle w; au probleme interne de Dirichlet posé dans €27 . Ceci implique
que la fonction w définie sur 2~ par

w[Q; = wi, w[Q; =0,

est une solution non nulle au probléme interne (4.10)) de Dirichlet posé dans ~. Ainsi, la
fréquence k est une fréquence irréguliere de 7, donc k est un élément de Fp(Q27). O

4.2.3 Equations intégrales directes et indirectes
Généralités

Nous présentons ici une approche systématique de construction des équations intégrales
directes usuelles EFIE, MFIE et CFIE ainsi que de I’équation intégrale indirecte de Brakhage-
Werner [30]. Les acronymes EFIE, MFIE et CFIE signifient respectivement FElectric Field
Integral Equation, Magnetic Field Integral Equation et Combined Field Integral Equation.
Dans ce paragraphe, nous donnons un apercu des différentes équations intégrales considérées.
Les sections suivantes donnent une étude plus approfondie de chaque équation intégrale.

De maniére générale, le principe des équations intégrales est de chercher le champ diffracté
u au probléeme sous la forme d’une combinaison d’un potentiel de simple couche et de
double couche

u=Lp+ MM\,

ot (A, p) sont les deux nouvelles inconnues du probleme. Ainsi, le champ total up s’écrit
ur(x) = Lp(x) + ANx) + u'™(x), vx € QF. (4.12)

Remarquons qu'une telle expression nous assure que ur est solution de ’équation de Helm-
holtz dans QF et que (ur — u™) est sortant (proposition .

Nous parlons d’équation intégrale directe lorsque les densités (), p) ont un sens physique
[24]. En fait, pour ces équations intégrales, les densités valent exactement les données de
Cauchy (—urp|r, —Onur|r). Toutefois, ceci n’est pas un choix mais une conséquence de la
construction des équations intégrales, dont nous donnons ici les grandes lignes. Pour une
équation intégrale indirecte, les densités n’ont pas de sens physique.

Initialement nous disposons d’une seule équation portant sur (\, p), donnée par la condi-
tion de Dirichlet sur le bord I'. Pour compléter le probléme, nous introduisons une onde
interne u,. (fictive) définie dans Q~ par

up(x) = Lp(x) + AN(x) +u"(x), Vx e Q. (4.13)
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Remarquons que d’apres la proposition up est solution de ’équation de Helmholtz dans
Q™. D’autre part, du fait des relations de traces (4.6) des opérateurs intégraux . et ., les
inconnues (A, p) vérifient les relations de saut

A= ugle —urle (4.14)
p= anUTh" - 6nuT‘I‘-

L’onde ug, étant fictive, elle ne joue aucun role sur la solution u7 au probléme de diffraction.
Par conséquent, nous pouvons lui imposer une condition quelconque sur le bord I', représentée
par un opérateur A~

{Au} + kQU; =0 dans Q™ (4.15)

A up =0 sur I'.
Pour construire les équations intégrales directes, la condition au bord est choisie de telle
sorte que u; soit nul dans 2~ (nous parlons alors aussi de “méthode du champ nul”). Suppo-

sons que nous disposons d’une telle condition. Le champ interne u,. est alors identiquement
nul et, en particulier, nous avons sur le bord I',

{—UE!F =0
—anu%‘r =0.

Par conséquent, les relations de saut (4.14]) deviennent

A= —uT\p
p = —Onurlr.
Nous retrouvons ici I’égalité entre les densités et les données de Cauchy. Par ailleurs, la

condition de Dirichlet up|p = 0 du probleme (4.2) rend I'inconnue A nulle. Ainsi, le champ
fictif uz, donné par (4.13)), s’écrit sous la forme d’un simple couche uniquement

up(x) = Lp(x) + u™(x), Vx e Q.
La densité p est ensuite obtenue par résolution de I’équation intégrale
A up = A" (ZLp+u™) = 0. (4.16)

Finalement, la solution up au probléme de diffraction extérieur (4.9) est construite sous la
forme d’un potentiel de simple couche de densité p, solution de ’équation (4.16)),

ur(x) = Lp(x) +u"¢(x), vx € Q.

L’expression et la nature de I’équation intégrale dépend de la condition aux limites
sur u;, représentée ici par 'opérateur A~. Nous donnons ci-dessous un résumé des équations
intégrales que nous étudions dans ce document ainsi que leurs principales propriétés. Une
étude plus complete pour chaque équation intégrale est présentée plus loin.
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EFIE (Electric Field Integral Equation)

Si nous appliquons une condition aux limites de Dirichlet dans le probléme interne (4.15])

et en utilisant la continuité de 'opérateur de simple couche sur le bord I', nous obtenons
alors 'EFTE
up|r = Lp+u™|p =0,

qui est une équation intégrale de premiere espece. Elle est bien posée et équivalente au
probleme de diffraction extérieur pour tout nombre d’onde k hormis pour les fréquences
irrégulieres de Dirichlet (pour lesquelles u;, n’est plus forcément nul dans 7). D’autre part,
si k € Fp(Q™) alors 'opérateur L n’est plus injectif (théoréme . Notons toutefois que
lopérateur L reste surjectif puisque —dnur|p est toujours solution de 'EFIE. Pour ces
fréquences de résonance, toute solution p de 'EFIE s’écrit alors p = p* 4+ p, ou p* est un
élément du noyau de L et p = —Onup|r est la solution physique. L’onde up reconstruite a
partir de p est parasitée par le terme £ p*

ur = Lp+u" =up + Lp*. (4.17)

Cependant, comme nous le montrons plus loin, le terme parasite Zp* est en fait nul dans
Q7T il ne “rayonne pas” dans le domaine Q7.

MFIE (Magnetic Field Integral Equation)

En prenant une condition de Neumann dans le probléme interne (4.15]) et en utilisant les
formules de traces (4.6)), nous obtenons la MFIE

1 .
ﬁnuﬂp = (21 + N) p+ 8n'u/lnc|r = 0,

qui est une équation intégrale de Fredholm de deuxieéme espéce. Elle est bien posée et équiva-
lente au probleme de diffraction extérieur (4.2) tant que k n’est pas une fréquence irréguliére
de Neumann. Comme pour I'EFIE, il n’est plus garanti que 'onde u;, soit nulle. L’opérateur

(%I + N ) de la MFIE n’est alors plus injectif mais reste surjectif, puisque —Onur|r est en-
core solution de la MFIE. Nous verrons plus loin que si k € Fy(€27), alors les solutions de
la MFIE s’écrivent p = p* + p, ol p* est un élément du noyau de 1'opérateur (%I + N ) de
la MFIE et p = —0Onur|r est la “bonne” solution. Cependant, lorsque nous reconstruisons
londe up associée a p , le terme parasite £ p* ne disparait pas dans Q7 : on dit qu’il
“rayonne” dans le domaine Q.

CFIE (Combined Field Integral Equation)

Pour éviter les fréquences irrégulieres, Burton et Miller [32] ont proposé de prendre une
combinaison linéaire de I'EFIE et de la MFIE en choisissant une condition aux limites mixte

A up = (1 — a)Onup|r + anup|r = 0.

Cette condition nous assure que 'onde interne u, est nulle dans 2~ dés que les parameétres
« et n vérifient

0<a<l, S(n) #0,
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ou ¥(n) est la partie imaginaire de 7. Avec une telle condition, nous obtenons la CFIE
(dénomination d’Harrington et Mautz [70] en électromagnétisme) ou équation de Burton-
Miller

[(1 —a) <;I + N> + omL} p=— [(1 — )0 u'™p + anumc|p} .

Cette équation intégrale possede le double avantage d’étre de deuxiéme espéce et d’étre bien
posée pour tout nombre d’onde k.

L’équation intégrale indirecte de Brakhage-Werner

Le principe est de lier linéairement les inconnues A et p par un parametre complexe 1 de
partie imaginaire non nulle

p=-A=-"L
U

Ainsi 'onde ur est a rechercher sous la forme d’une combinaison linéaire d’un simple et d’un

double couche ‘
up = —(nL + A )p + u'"c.

L’équation intégrale est alors obtenue par simple passage a la trace, soit grace aux relations
de traces des opérateurs intégraux volumiques (|4.6]),

1 ,
—nL — M + 5] = —u"p.

Cette équation intégrale de deuxiéme espece, dite de Brakhage-Werner [30], est bien posée
pour tout nombre d’onde k et est équivalente au probleme de diffraction. En revanche,
I’inconnue 1 n’a pas de sens physique.

4.2.4 Etude de 'EFIE

Nous cherchons 'onde diffractée u sous la forme d’une combinaison d’un potentiel de
simple couche et d’un potentiel de double couche

uw(x) = Lp(x) + ANx), vx € Q.

Ainsi, les ondes totale up = u + u™"¢ et interne up sous de la forme () et 1' Les
densités A\ et p doivent vérifier les relations de saut (4.14]) et, de plus, nous imposons une
condition de Dirichlet sur I" au champ fictif u,

up =0 sur I'.

Le champ non physique u;. est alors solution du probleéme interne de Dirichlet

{AuT + kQu} =0 dans Q~ (4.18)

up =0 sur I'.

En supposant que k ¢ Fp(€27), le champ uy. est alors identiquement nul dans Q~, d’apres
le théoreme Dans ce cas, les relations de saut (4.14) se rameénent a

A= _UT’F =0
p = —Onurlr.
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La densité p est ensuite obtenue par résolution de 'équation intégrale uy|r = 0. A P'aide
de ’expression lb de up et des relations de traces des opérateurs intégraux volumiques
(proposition [4.5)), cette condition s’écrit

Lp = —u™"p. (4.19)

Cette équation, appelée EFIE (Electric Field Integral Equation) pour le probléeme de Diri-
chlet, est une équation intégrale de premiére espéce. D’apres le théoreme [4.8] nous remar-
quons que ’EFIE admet une unique solution si et seulement si k ¢ Fp(27). Plus
précisément, nous disposons de la proposition suivante.

Proposition 4.10. Pour p € H-Y2(I'), définissons vy = Lp + u™® dans le domaine de
propagation Q. Supposons de plus que k ne soit pas une fréquence de résonance de Fp(27).
Alors, p est la solution de ’EFIE st et seulement si vy est la solution du probléme de

diffraction extérieur .

Démonstration. Par construction, on sait que si vp = Zp + v est solution du probleme
, alors p est solution de 'EFIE . Montrons I'implication inverse. Supposons que
p est la solution de 'EFIE (4.19)) et introduisons le potentiel de simple couche associé vy =
Zp + u'™. Nous avons alors, sur le bord T,

inc

UT|1" = Lp + Umch" =0.

De plus, d’apres la Proposition [4.4] le potentiel vr est la solution de I’équation de Helmholtz
dans Q7 et (vp — u'™) satisfait la condition de radiation de Sommerfeld. Par conséquent, le
potentiel de simple couche v est la solution du probléme de diffraction (4.2)). ]

La condition k ¢ Fp(£27) assure l'unicité de la solution de 'EFIE, en vertu du théoréme
Lorsque k est une fréquence de Fp(27), 'opérateur L n’est plus injectif et 'EFIE
devient mal posée. Dans ce cas, toute solution p de 'EFIE (4.19) s’écrit

p=p"+p,

ol p = —0Onhur|r est la “bonne” solution et p* un élément non forcément nul du noyau de L.
La reconstruction de 'onde ur avec la densité p, nous donne

ur = Lp+u" = Lp+u + Lpt =up + Lp*.

La solution calculée ur est ainsi polluée par le terme Zp*. Toutefois, comme le montre
la proposition suivante, ce terme est nul et 'onde up est alors la solution du probléme de
diffraction (4.2)). En terme d’ingénieur, on dit que les modes parasites “ne rayonnent pas”.

Proposition 4.11. Nous avons la relation suivante entre les éléments du noyau de l’opéra-
teur L et leur potentiel de simple couche associé

Vp* € Ker(L), ZLp* =0 dans Q.

Démonstration. Soit p* un élément du noyau de L et v = Zp* le potentiel de simple couche
associé défini dans Q. Comme p* € Ker(L), nous avons alors v|r = Lp* = 0. De plus, v est
une solution sortante de I’équation de Helmholtz dans Q. ce qui implique que v est solution
du probleme de diffraction extérieur avec un second membre nul. L’unicité pour ce
probléeme, donnée par le théoreme |4.1 implique que le champ v est identiquement nul dans
Qr. O
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Remarque 4.12. La démonstration de la proposition suggérait déja ce résultat. En
effet, la fonction up = up + £Lp* est solution de ’équation de Helmholtz dans le domaine
QOF et (ur — u'™) est sortant (proposition . De plus, sa trace sur le bord I" donne

ur|r = ur|r + Lp® = ur|r = 0.
Donc ur est la solution du probléme de diffraction et on a bien : ur = uy.

Remarque 4.13. Méme si £ p* ne pollue pas la solution dans QT , la résolution numérique
de 'EFIE au voisinage d’une fréquence de résonance k € Fp(£27) est problématique, compte
tenu de la présence d’instabilités numériques.

4.2.5 Etude de la MFIE

La méthode pour construire la MFIE est sensiblement la méme que pour 'EFIE sauf que
la condition a appliquer a u; sur le bord I' est une condition de Neumann. L’onde diffractée
est toujours cherchée sous la forme suivante

u(x) = ZLp(x) + A N(x), vx € QF,

oll A et p sont deux densités inconnues. En introduisant les champs total up = u + u'™¢ et
intérieur u;,, donnés respectivement par 1} et 1) les densités A et p doivent vérifier
les relations de saut 1) Pour obtenir la MFIE, nous imposons de plus que u, vérifie

Onup =0 sur I'.

Le champ fictif u; est alors solution du probléme interne de Neumann

{Au} + k2u} =0 dans Q™ (4.20)

Onup =0 sur I'.

En supposant que k ¢ Fy(£27), I'onde u;. est alors identiquement nulle dans Q~, d’apres le
Théoréme et, dans ce cas, les relations de saut (4.14)) deviennent

A= —UT|F =0
p = —Onur|r.

La densité p est ensuite obtenue par résolution de I'’équation intégrale dnur|r = 0. En
utilisant 'expression de up 1' ainsi que les relations de traces de opérateurs intégraux
volumiques (voir proposition [4.5)), cette égalité dpus|r = 0 s’écrit

1 .
(21 + N) p = —Opui™|r. (4.21)

Cette équation, appelée MFIE (Magnetic Field Integral Equation) pour le probléme de Diri-
chlet, est une équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce dans H —1/2 (T") (Popérateur
N étant compact d’apres la Proposition . Par ailleurs, cette équation est bien posée tant
que k n’est pas une fréquence irréguliere pour le probléme interne de Neumann homogene.

Proposition 4.14. La MFIE admet une unique solution dans H—'/?(T) si et seule-
ment si k & Fn(Q7).
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Pour prouver cette proposition, nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 4.15. Pour toute densité p € H_l/Q(F), le potentiel de simple couche ZLp est
identiquement nul dans 1~ si et seulement si la densité p est nulle.

Démonstration. Soit p € H'/?(T') une densité et v~ = Zp le potentiel de simple couche
associé défini dans €2~ . Il suffit de montrer que I'annulation du potentiel v~ dans 2~ implique

que la densité p est nulle. Supposons donc que v~ = 0. Nous avons en particulier
v | =0=Lp,
ainsi que
1
Onv P =0= <2I + N> p- (4.22)

Nous introduisons maintenant le potentiel de simple couche v = Zp défini dans le domaine
extérieur Q. D’apres la Proposition nous avons sur le bord I,

vHr=Lp=v"|r=0.

Comme v™T est solution sortante de I’équation de Helmholtz dans QF vérifiant la condition
de Dirichlet homogene, alors par unicité du probléme de diffraction (Théoreme , I'onde
v est identiquement nulle dans Q1. Ceci implique en particulier que sa trace normale sur
I' est nulle, soit

OnvT|p = (—;I + N) p=0. (4.23)

I1 ne nous reste plus qu’a effectuer la différence entre les égalités (4.22)) et (4.23)) pour obtenir
que p = 0. O

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition [£.14]

Preuve de la Proposition[].1]] Comme l'opérateur de la MFIE est un opérateur de Fredholm
de seconde espéce (N : H-V/2(T') —s H~/2(T) est compact), montrer 'existence et I'unicité
de la solution de la MFIE revient a montrer que 'opérateur (%I + N ) est injectif (voir par
exemple [31]). Pour cela, nous montrons la contraposée de la propriété, c’est a dire que
(%I + N) n’est pas injectif si et seulement si k € Fy(Q7) .

Supposons que k € Fy(27), alors le probleme interne de Neumann admet (au

moins) une solution non nulle notée w, définie dans 2. Par la représentation intégrale des
solutions de I’équation de Helmholtz introduite dans le théoréme [£.2] nous avons

w = Z(Onw|r) + A (w|r) = A (w|r)-

Comme w # 0, alors 'expression ci-dessus implique que w|p # 0. En prenant la trace sur T’
de w, il vient que

1
w‘r = (21+ M) w|p.

Ainsi, w|p est un élément du noyau de l'opérateur (%I - M ) Or, d’apres la relation 1’
nous avons M = —N*, ce qui nous permet d’écrire les égalités successives suivantes

1 1 . 1 +
wlr € Ker §I—M = Ker §I—|—N =Im §I—|—N ,
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ott B+ est I’espace orthogonal de E. Ainsi, comme w|r n’est pas identiquement nul, il vient
que lopérateur de la MFIE (%I + N ) n’est pas surjectif et, par suite, n’est pas injectif non
plus.

Supposons maintenant que (%I + N ) n’est pas injectif et notons alors p* un élément non

nul du noyau de l’opérateur(%] + N ) Le potentiel de simple couche w = Zp* défini dans

2~ est solution du probléme interne de Neumann (4.20)) et n’est pas identiquement nul dans
Q™ (d’apres le lemme [4.15)). Le nombre d’onde k est donc une fréquence irréguliere pour le
probléme interne de Neumann. O

Proposition 4.16. Soit vp = Zp + "¢ défini dans le domaine de propagation Qt et
k& Fn(Q7). Alors, p est la solution de la MFIE si et seulement si vy est la solution
du probléme de diffraction extérieur .

Démonstration. Par construction, nous avons vu que si vy est solution de (4.2]) et que k ¢
Fn(Q7), alors p est solution de la MFIE (4.21)). Inversement, si p est solution de (4.21),
alors, le potentiel de simple couche

vr (%) = Lp(x) + u'™(x) Vx e N,

est solution du probléme intérieur homogeéne de Neumann (4.20)) et est donc nul dans 2,
car k ¢ Fn(Q27). En particulier, nous avons sur le bord '

vzle = 0= Lp = vrlp.

Donc, v est solution de I’équation de Helmholtz dans Q7 (UT—umc) est sortant et vp|pr = 0.

Par conséquent, vr est la solution du probleme de diffraction (4.2)). O

La condition k ¢ Fn(€27) garantit 'unicité de la solution de la MFIE. Si k est une fré-
quence irréguliere pour le probléme interne de Neumann (i.e. k € Fy(Q27)), alors Popérateur

de la MFIE (%I + N) n’est pas injectif (proposition [4.14)) et toutes les solutions p de la
MFIE sont de la forme

p=p"+p,
ol p = —0nur|r est la “bonne” solution et p* est un élément non forcément nul du noyau
de (%I + N ) Dans ce cas, 'onde up construite avec la densité p a pour expression

ur = Lp +u" = up + Lp*.
Ainsi, le champ up est parasité par le terme Zp*. Or, comme le montre la proposition
suivante, ce terme n’est pas nul si p* # 0. On dit que “les modes rayonnent” dans le domaine
Q1 : la solution calculée avec la MFIE est polluée dés que nous sommes sur une fréquence
irréguliere.

1
Proposition 4.17. Soit p* € Ker (2.7 + N), alors

ZLp* =0 dans Q" <= p* = 0.
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Démonstration. Soit p un élément du noyau de l'opérateur (%I + N ) et supposons que

Zp* =0 dans Q7. Introduisons le potentiel de simple couche
v(x) = Lp*(x) =0, vx € QF.

L’onde v étant identiquement nulle dans 27, sa trace normale sur I' I'est aussi
1 >k
anv|1":0: —§I+N P .
Cette derniere égalité implique que p* vérifie
* } *
P = 2] + N | p™.

Or, la densité p* appartient au noyau de l'opérateur (%I + N ) Ainsi, nous avons bien
p*=0. O

4.2.6 FEtude de la CFIE

Pour pallier le probleme des fréquences irrégulieres tout en conservant une équation
intégrale de deuxieme espeéce, une solution, introduite par Burton et Miller [32] (et Harrington
et Mautz [70]), est de choisir une condition au bord mixte. L’onde totale ur et I’onde interne
up sont toujours cherchées sous la forme d’une combinaison d’un potentiel de simple couche

et d'un potentiel de double couche (voir les relations et ) Les densités A et
p doivent vérifier les relations de saut ainsi que la condition de Fourier-Robin (ou
d’impédance) suivante

(1 — a)Onurp + anuy =0 sur I, (4.24)

avec « une constante réelle et 7 un nombre complexe tels que

0<ac<l, S(n) # 0, (4.25)

ot (n) est la partie imaginaire de 7). Le champ u; est alors solution du probleme intérieur
avec une condition mixte

{Au; + kQU; =0 dans Q~ (4.26)

(1 —a)Onup + anuyp =0 surT.
Nous avons alors la proposition suivante

Proposition 4.18. Si a et n vérifient , alors la solution nulle est l'unique solution
du probléeme intérieur .

Démonstration. Soit v une solution du probleme (4.26)). Nous avons alors
/ IVol2 d0- :/ Vo Vo,
Q- Q-
En appliquant la formule de Green, il vient que

/ Vo2 d = —/ TAv 0 + / T0pv dT.
Q- Q- T
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Or, v est solution de 1’équation de Helmholtz dans Q. Nous avons Av = —k%v dans Q™ et
par conséquent

/ Vo2 — B2 u]? dQ~ = / 0y dr.
Q- r

Ensuite, la condition aux limites (4.24)) sur le bord I conduit a

/ Vo2 — K2|of2 O = 1_70‘17/ ]2 dT.
Q- — T

Le membre de gauche de I'égalité ci-dessus est réel. Ainsi, en prenant la partie imaginaire
de cette égalité, et comme (1) # 0, il vient que

/ [v|* dT" = 0.
r

Par conséquent, nous avons v|r = 0. Nous utilisons & nouveau la condition mixte (4.24))
pour obtenir que dpv|r = 0. Finalement, la représentation intégrale de v par le théoréme
permet de conclure que le champ v est identiquement nul dans Q7. ]

La condition mixte l) choisie nous assure que u, est nul dans €27. Les relations de
saut (4.14]) se ramenent donc a

A= _UT’F =0
p = —Onur|r.

La densité p est ensuite obtenue par résolution de I’équation intégrale (4.24]), qui s’écrit,
grace & la proposition

[(1 —a) (;1 + N) + omL} p=—[(1 = )0nu™r + anu™|r] . (4.27)

Cette équation, appelée CFIE (Combined Field Integral Equation), est une équation intégrale
de deuxieme espece et présente I'avantage d’étre bien posée pour tout nombre d’onde k,
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 4.19. Soit vp = Lp + u™ défini dans Q. Pour tout k > 0, la densité p est
la solution de la CFIE si et seulement si le champ vt est la solution du probléme de

diffraction extérieur .

Démonstration. Précédemment, nous avons démontré par construction que si vy est solution
du probleme de diffraction , alors la densité p est solution de la CFIE . Maintenant
supposons que p est la solution de la CFIE (4.27)). Dans ce cas, le potentiel de simple couche

~ = Zp+u™° défini dans Q est solution du probléme intérieur avec une condition mixte

v
1) La proposition implique alors que v = 0 et, par conséquent, nous avons sur le
bord T,

Uj_w ‘F = Lp =0.

Ainsi, la fonction vy = Zp + v définie dans QT est solution de ’équation de Helmholtz
dans QF, vy — u™° est sortante et, de plus

UT’I‘ = Lp + umch‘ = U7|F = 0.

Donc, vr est la solution du probleme de diffraction (4.2]). O
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Remarque 4.20. Dans le cas de la diffraction par M obstacles, c’est da dire si )~ = U;,‘ilﬂ;,
ot les (2, sont des ouverts connexes d’intersection vide, nous pouvons choisir des parameétres
ap et ny différents pour chaque obstacle Q. Toutefois, pour p=1,..., M, les parametres ay,
et n, doivent étre tels que 0 < oy < 1 et les parties imaginaires des parameétres m, doivent
étre de méme signe.

4.2.7 L’équation intégrale indirecte de Brakhage-Werner

Le probleme de diffraction admet une unique solution, pour toute fréquence k >
0. Les fréquences irrégulieres qui apparaissent dans 'EFIE et la MFIE ne sont donc pas
intrinseques au probléme de diffraction, mais sont dues & la méthode de résolution. Afin
d’obtenir une équation intégrale de deuxieme espece bien posée pour tout nombre d’onde k,
une autre solution que la CFIE consiste a lier linéairement les deux densités A et p par un
parametre de couplage 7, avec (1) # 0. Le probléme se rameéne alors & une inconnue et il
n’est plus nécessaire de définir une onde interne fictive, évitant tout probleme de fréquence
irréguliere. Ce procédé a été introduit par Brakhage et Werner [30)].

On introduit la densité ¢ suivante

p=-r=-1,
n
et on cherche 'onde totale ur sous la forme
ur = (—nL — M) P +u™.

Pour que ’équation intégrale soit bien posée, le parametre de couplage n doit vérifier I (n) #
0. Ensuite, par simple passage a la trace, nous obtenons 1’équation intégrale de deuxieme
espece de Brakhage Werner

1 .
<ﬂw—M+2Q¢:ﬂﬁ%. (4.28)

Nous donnons le résultat d’existence et d’unicité de la solution de 1’équation intégrale de
Brakhage-Werner sans fournir de démonstration.

Proposition 4.21. Soit vy = (—n.L — M) +u™, alors, pour tout nombre d’onde k > 0,
la densité 1 est la solution de I’équation intégrale de Brakhage- Werner st et seulement
st vp est la solution du probléme de diffraction .

Remarque 4.22. Une étude numérique concernant le choix optimal du paramétre n est
proposée dans [79]. Dans le cadre de la diffraction simple et pour une condition de Dirichlet,
le choiz n = i/2max(1,k) conduit a un conditionnement raisonnable de la matrice du sys-
teme linéaire associé a l’équation intégrale de Brakhage-Werner. Des généralisations de ces
équations, lorsque n est un opérateur sont disponibles dans [12, [15].

4.2.8 Cas d’une condition de Neumann

Nous considérons maintenant le probléme de diffraction pour une condition de Neumann
sur le bord T’
Au+Kku=0 dans QF

Ot = —0pu'™  sur I’

u sortant.



150 CHAPITRE 4. EQUATIONS INTEGRALES ET DIFFRACTION MULTIPLE

Le principe des équations intégrales présenté pour une condition de Dirichlet reste le méme,
seules les équations changent. L’onde diffractée u est cherchée sous la forme d’une combinai-
son linéaire entre un potentiel de simple couche et un potentiel de double couche

u(x) = Lp(x) + AN(x), x €Nt

Pour les équations intégrales directes, on introduit une onde interne fictive u;, = Zp +
AN+ u'¢ définie dans 7. On impose alors une condition aux limites sur I' au champ u,
de maniere a le rendre nul dans ™. Dans ce cas, les relations de saut (4.14)) deviennent

{)\ = —uT|p
p = —Oqur|r = 0.

Ainsi, du fait de la condition de Neumann, c’est la densité p qui s’annule. Les ondes interne
up et externe ur sont a chercher sous la forme d'un potentiel de double couche

up(x) = ANX) + u"(x) Vx e,

ur = AMNX) + u'"(x) vx € Q.

Comme précédemment, la condition aux limites appliquée a u;, fournit I’équation intégrale
a résoudre. Nous listons les quatre équations intégrales obtenues ainsi que leurs principales
propriétés, sans fournir les démonstrations qui sont similaires a celles pour une condition de
Dirichlet.

e EFIE : on applique une condition de Neumann a ’onde u,
Onup|r =0, (4.29)
et on obtient 'EFIE pour une condition de Neumann,
DX = —0pu'™|p.

Cette équation intégrale de premiére espece est bien posée et est équivalente au pro-
bleme de diffraction tant que k n’est pas une fréquence de résonance pour le probléme
interne de Neumann. Cependant, si k € Fxn(£27), alors, apres reconstruction, la so-
lution obtenue par I'EFIE reste la solution du probleme de diffraction (les modes ne
“rayonnent” pas).

e MFIE : on applique une condition de Dirichlet a 'onde up,

u;|p = 0,

et on obtient la MFIE pour une condition de Neumann
1 A
(21 + M) A = —uimelp. (4.30)

Cette équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce (M est compact) est bien
posée et est équivalente au probleme de diffraction tant que k n’est pas une fréquence
irréguliere pour le probléme interne de Dirichlet. Dans ce cas, la solution obtenue par
la MFIE est parasitée (les modes “rayonnent” dans le domaine de propagation).
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e CFIE : on applique la méme condition mixte 1’ a l'onde up, soit
(1 — @)Onur|r + anup|r = 0,

avec
0<ax<l et S(n) # 0.

Nous obtenons ainsi la CFIE pour une condition de Neumann
1 . A
(1-a)D +an (21 + Mﬂ A=— [(1 — a)Opu"|r + anumchﬂ} . (4.31)

Cette équation intégrale de deuxieme espéce est bien posée pour tout nombre d’onde
k et est équivalente au probleme de diffraction.
e Brackhage-Werner : nous cherchons l'onde ur sous la forme

avec () # 0, et nous passons a la trace normale sur I" pour obtenir
1 A
(—nD +3I- N) W = —pui™|r. (4.32)

Cette équation intégrale de deuxieme espéce est bien posée pour tout nombre d’onde

k.

4.2.9 Récapitulation

Nous avons regroupé les principales propriétés des différentes équations intégrales dans
un tableau pour une condition au bord de Dirichlet (respectivement de Neumann) :

Condition de Dirichlet (resp. Neumann)

Eq. Int. ‘ Nature ‘ Bien posée pour ... ‘ Modes parasites ...
EFIE 1¢7¢ espece k¢ Fp(Q2~) (resp. Fn(Q27)) ne rayonnent pas
MFIE | Fredholm 2°"¢ espece | k & Fn(227) (resp. Fp(27)) rayonnent
CFIE 2°M€ espece k>0 aucun mode parasite
B-W 2°M€ espece k>0 aucun mode parasite

Soulignons pour finir que la nature (premiére ou seconde espéce) d’une équation intégrale
dépend bien évidemment du cadre fonctionnel choisi pour son étude. Implicitement, nous
avons retenu le cadre naturellement associé a la définition (4.7) des opérateurs frontiere.

4.3 Simulation numérique de la diffraction multiple par des
disques

4.3.1 Introduction

Nous nous placons ici dans le cas particulier ou tous les obstacles sont circulaires. Dans ce
cas, nous pouvons obtenir une expression analytique des coefficients des opérateurs intégraux
de frontiere dans les bases de Fourier associées a chaque obstacle. Nous proposons ensuite
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une stratégie de résolution permettant de résoudre le probleme de diffraction multiple & basse
et haute fréquences pour des problémes ou le nombre d’obstacles M est grand.

Apres quelques notations, nous introduisons la base spectrale de Fourier pour ’approxi-
mation de la solution. Nous explicitons analytiquement ensuite les approximations des quatre
opérateurs intégraux de frontiere dans les bases de Fourier tronquées. Puis, nous montrons
quelques résultats numériques a basse fréquence et proposons une stratégie de résolution
pour le probléme & haute fréquence et/ou avec beaucoup d’obstacles. Notre approche algo-
rithmique utilise les mémes méthodes que dans [I1] mais adaptées aux équations intégrales.

4.3.2 Notations et bases de Fourier

Nous nous plagons maintenant en dimension deux dans un repére orthonormal (O, O—avl> , O—ac2> ).
Nous supposons que l'obstacle diffractant €~ est l'union de M disques (), , pour p =
1,...,M,derayon a, et de centre O,. Nous notons I';, le bord de I'obstacle Q; et I' = Up—1.. . mIy
la frontiére de 27. La normale unitaire n & €2~ est sortante. Une illustration des notations
qui suivent est présentée sur la figure Pour tout p = 1,..., M, nous notons b, le vecteur
entre le centre O, et I'origine

——
b, = 00,, by = ||bpl|, a, = Angle(Oz1, by) (4.33)
et, pour ¢ = 1,..., M, avec q # p, by, le vecteur entre les centres O, et O,
—
byg = 040y, bpg = byl apg = Angle(Oz1,bpg). (4.34)

Par ailleurs, tout point x du plan est décrit par ses coordonnées polaires globales

e
r(x) = Ox, r(x) = [lr(x)[, 0(x) = Angle(Oz1,1(x)),
ou par ses coordonnées polaires dans le repere orthonormal li¢ & 'obstacle €, avec p =
1,...,.M
-
rp(x) = Opx, rp(x) = [[rp(x)]l, Op(x) = Angle(Opz1,1Tp(x)).  (4.35)

Dans ce paragraphe, le but est d’obtenir une base de L?(I') pour pouvoir y projeter les
opérateurs intégraux. Pour cela, nous construisons tout d’abord, pour p = 1,..., M, une
base de L%(T,), associée au disque 2, . Sile cercle I', était un cercle de rayon 1 et centré sur
l'origine, alors une base adaptée de L?(I',) serait la base spectrale de Fourier des fonctions
(e¢"™?). Nous adaptons cette base au cas général ol ap # 1 en introduisant d’une part les
fonctions (¢ )mez définies sur R? par

Vm € Z,Vx € R?, om(x) = i)
et d’autre part les fonctions (@8, )i1<p<ns, mez définies par

- Om(rp(x)) emfp(x)

o) = ELES .
Tay, V2may,

Vp=1,...,M,Ym € Z,Vx € T, (4.36)
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FIGURE 4.1 — [llustration des notations pour deux disques €2, et € et un point x de ar.

Ainsi, pour p =1,..., M, la famille (¢?)) forme une base orthonormée de L?(I',) pour

le produit scalaire hermitien

MEZ

Vg€ AT, (L), = [ FOISRIATX).

Afin de constituer une base de L?(T"), nous introduisons les fonctions ®2, de L?(T"), réunissant
ces M familles

0 sig#p,

. (4.37)
ph, siq=p.

Vp,q=1,...,M,Vm € Z, @%]pq:{

La famille Z = {®? ' m € Z,p =1,..., M}, appelée dans la suite base de Fourier ou base
spectrale, forme bien une base orthonormée de L?(T') pour le produit scalaire hermitien
usuel, c’est & dire, pour f et g de L?(I)

(F- 9wy = [ S0,

Remarquons par ailleurs que les fonctions ¢, vérifient les relations suivantes, pour tout m
de Z et pour tout point x de R?,

p-m(X) = Pm(x), pm(=x) = (=1)"om(x). (4.38)

4.3.3 Formulation faible des équations intégrales
Exemple de PEFIE pour une condition de Dirichlet

Prenons 'EFIE pour le probleme de Dirichlet : I'onde diffractée u est cherchée sous la
forme d’un potentiel de simple couche

u=2p,
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ol la densité p de H~1/2(T') est solution de I'EFIE (4.19)
Lp = —u"™|p.

Nous supposons que k ¢ Fp(£27) pour que cette équation intégrale soit bien posée. Par
ailleurs, dans le cas d’obstacles circulaires, nous connaissons explicitement les fréquences de
résonance, et nous avons

Fp(Q27) ={k >0 tel qu'il existe p =1,..., M et m € N tels que Jp,(ka,) =0}, (4.39)

ou la fonction J,, est la fonction de Bessel d’ordre m.

Afin de résoudre 'EFIE numériquement, il peut étre plus commode de considérer sa
formulation faible. Comme Lp est dans H'/ 2(T"), nous pouvons écrire cette formulation dans
L?(T) et plus particuliérement dans la base de Fourier %

Trouver p € H*1/2(F) tel que, pour tout p=1,..., M, et m € Z,
(Lo, @5) 2y = — (u™lr, @5, papy -

Comme u™ est supposée trés réguliere (typiquement de classe €°°) et que I' est de classe
€, alors l'onde diffractée est aussi de classe €>°(Q1) et la densité p est (au moins) dans
H'/2(T"). Nous pouvons alors la décomposer dans la base 2

p= ZZP‘“P"

q=1nez
La formulation faible de 'EFIE dans la base & devient alors

Trouver les coefficients pd € C, pour g =1,..., M et n € Z, tel que,

Vp=1,...,M, Vm € Z, §:§:¢m (L®YL, D @):-Q/mhyég)

q=1neZ L2(r)

En vue d’une implémentation numérique, nous pouvons réécrire cette formulation sous
la forme matricielle suivante

Lp=TU,
ou la matrice infinie L = (D’q)lgpﬂg]\/] et les vecteurs infinis p = (pP)r1<p<ys et U =
(UP)1<p<m sont définis par blocs de la facon suivante

[l 2 [LM 5 Ul

_ L2 122 . L2M B P’ _ U2

L= . o . : p=| . |, U=/| _ |, (440
M1 [M2 MM ;,M oM

avec, pour tout p,q=1,...,M et m,n € Z,

Lot = (L8 B ) oy, Dh=rh et U= (—u™n0h) , .
Remarquons que, pourp =1,..., M, Lp» représente le bloc intégral lié a la diffraction simple
ou l'interaction de I'obstacle €2 avec lui méme, tandis que le bloc extra-diagonal LP, pour
q=1,...,M avec q¢ # p, représente I'action de I'obstacle €2, sur I'obstacle 0 (diie aux
effets de couplage de la diffraction multiple).
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Généralisation aux autres équations intégrales et opérateurs intégraux

Pour une condition de Dirichlet ou de Neumann, les quatre équations intégrales EFIE,
MFIE, CFIE et de Brakhage-Werner font intervenir une combinaison linéaire des opérateurs
intégraux de frontiere L, M, N et D. Ainsi, afin de pouvoir implémenter chaque équation
intégrale, nous introduisons les matrices infinies M = (Mﬂq)lgp,qSM, N = (NP9) <, 4<nr et
D = (]f)p’q)lgp,qg M, de méme structure par blocs que la matrice infinie L (voir équation
(4.40))). Pour p,q = 1,..., M, les coefficients des sous-matrices infinies Mp’q, NP4 et DP4

sont définis pour tout indice m et n de Z par
Mzryrfn = (M(I)?L’ (I)gz)LQ(F) ) N%L?n = (N<I>%7 (I)gz)LQ(F) ) D%z?n = (D(I);Iw (I)g’)n)LQ(F) .

D’autre part, les équations intégrales font intervenir la trace simple ou normale sur I' de
Ponde incidente. Nous avons déja introduit le vecteur infini U des coefficients de u|p
dans la base de Fourier. Nous définissons alors de la méme maniére le vecteur infini dU =
(dﬁp)lgpg s des coefficients de la trace normale dpu'™¢|p, défini par

Vp=1,...,M,YmeZ, (AU, = (anumcyp, @gl)m(r) .
Enfin, la densité change selon 1’équation intégrale et notamment selon la condition aux li-
mites. Pour garder les mémes notations que dans la section précédente, nous introduisons les

densités A et 1) (utilisées dans I’équation intégrale de Brakhage-Werner). Nous les décompo-
sons dans la base de Fourier pour obtenir

M M
A=Y A ob et Y=> > Yhor.

p=1meZ p=1meZ

Puis, nous introduisons les vecteurs infinis X = (Xp)lgpg Mmoet U= (\f'p)lgpg M, dont chaque
bloc X” = (X! )mez et WP = (UP,),.cz est défini par

VmeZ, o~ AL =X, et TP =yP.

Remarque 4.23. Certaines équations intégrales, comme par exemple la MFIE pour le pro-
bleme de Dirichlet (4.21]), sont posées dans H‘1/2(F). Toutefois, comme l'onde incidente
et le bord T' sont trés réguliers, la densité inconnue (p ou \) est alors elle aussi trés régu-
liere. Par conséquent, nous pouvons écrire la formulation faible dans L*(T). Ce raisonnement
s’applique naturellement pour toutes les équations intégrales présentées dans ce document.

Remarque 4.24. Dans le cas ot tous les obstacles sont des disques, les fréquences de ré-
sonance pour le probléme intérieur homogéne de Dirichlet sont explicites et données par la
relation , tandis que celles pour le probleme intérieur homogéne de Neumann sont
données par

Fn(Q7) ={k >0 tel qu’il existep=1,...,M et m €N tels que J),(ka,) =0} .

4.3.4 Expressions des opérateurs intégraux dans la base de Fourier
Les sous-matrices infinies situées sur la diagonale

Dans le cadre de la diffraction simple par un seul disque, les quatre opérateurs intégraux
de frontiere usuels sont diagonalisables dans la base de Fourier. Ce résultat a été prouvé
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par Kress dans [78] lors de 'étude du conditionnement de la CFIE pour des obstacles cir-
culaires. Le théoréme suivant [3, Théoréme 8] donne I’expression analytique des coefficients
des opérateurs intégraux.

Théoréme 4.25. Pour p = 1,..., M, les sous-matrices infinies IEp’p, Mp’p, NPP et DPP
issues des matrices infinies respectives I, M, N et D, sont toutes les quatre diagonales et,
de plus, pour m € Z, nous avons

1may

o TP =(Lh Bh)aqry = o Ty HSD (k)

o B = (MG, B0) o= 5 — o (k) HEY (hay) = 3 — T2 11, (hay) HED (kay),
o RO (OB, =g+ o T (g HEY (hay) =3+ o () HED (k)
o B =(DO, 8oy = T 1 (k) HEY (k).

2
(4.41)

Les fonctions Jp, et HT(T}) sont respectivement les fonctions de Bessel d’ordre m et les fonctions
de Hankel de premiére espéce et d’ordre m.

Les sous-matrices infinies extra-diagonales

Concentrons nous maintenant sur les blocs extra-diagonaux ]I:p’q, Mp’q, NP4 et ﬁp’q, pour
p,qg = 1,...,M avec ¢ # p. Les coefficients de la matrice L7 ont été obtenus par Row
en 1955 [98]. Nous donnons l’expression des coefficients de chaque sous-matrice infinie P4,
Mp’q, NP4 et ]13)1’"1, dont on peut trouver une preuve dans [98] mais que nous rappelons ici pour
étre complet. Avant d’énoncer la proposition, nous rappelons le théoreme de développement
en deux centres [84] Théoreme 2.14]. Celui-ci permet de développer la fonction de Hankel
Hél)(k:HX —y||) dans les bases de Fourier (¢P,))mez et (¢4, )mez associées respectivement aux
obstacles €2 et .

Théoréme 4.26 (Développement en deux centres). Soient p et q deux entiers distincts

compris entre 1 et M. Alors, pour tout x de I'), et pour tout'’y de I'y, nous avons

+oo +oo
Hy (kllx = y1) = 2my/apig D 3 Jukan)Sum(Bpo) Tulkag) gh(y)eh(x).  (4.42)

nN=—00 M=—00

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition ci-dessous, donnant les coefficients de
Fourier de chaque sous-matrice infinie P4, MP4, NP4 et DP9,

Proposition 4.27. Pour tout p,q=1,...,M et m,n € Z, tel que p # q, nous avons

o L2%, = (LOLO0,) o) =~V T (k) Sum(Bpg) Tu (kay),

2 m

— kT /
o N, = (MO, @) paqp) = 5 T (kay) Suun (bpo) I (Ka).
(4.43)

- k. /
o NI, = (NOLOh) o) = 5 ) (Kay) Som (Do) Jn (K

~ k2
o DU, = (DOLOh) o) = — 3T (0) S (0pa) T (),
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ot le terme Spm(bpq) est donné par
Snm(bpg) = Hr(zlf)mkbpq)ei(nim)apq-

Démonstration. Nous commencons par les coefficients L2:9 de 'opérateur intégral de simple
couche L. Grace a la définition (4.8]) de 'opérateur L, nous avons

]Efrfn = (L(I);Im(bgn)LQ(F)

7 () P (x) dT'(x)
I

= [ [ 66 y)@13) ) dr(v)r(x),

Nous remplagons la fonction de Green G(x,y) par son expression (4.3)), pour obtenir

Lt = [ [ SHO 0~ y )3P0 dr(y)ar )

Nous utilisons maintenant la définition (4.37) des fonctions ®2, pour ramener la double
intégrale sur I' a une double intégrale sur I', et I'; uniquement

Lo :/F /F EHSI)(k||X—Y||)90%(Y)S0£z(x) ATy (y)dI'y (x). (4.44)

Comme x est un point de I', et y de I'y, nous pouvons appliquer le théoréme de

développement en deux centres. Ainsi, nous remplacons la quantité H(()l)(k:Hx — vyl par la

relation (4.42)) dans 1’égalité (4.44) pour obtenir

—+00 —+00

~ 127, /a,a
L, = = [N 3T (k) S (b s (g e () 8s ()

94 n1=—001MmMm;=—00

- o3 (y)pm(x) ATy (y)dTp(x).

Puis, en permutant sommation et intégration, il vient que

~ iTapag X I
Dty = TV ST S by S, (o) s ay) [ s (PRI AT (00

nyi=—0o0 Mmi1=—00 P

[ ey Ty ).

q
Enfin, 'orthonormalité des fonctions (¢P,) et (%) founit I'expression de ]Ijﬁ:ffn cherchée

= a 1T, /GpQq
Lok = ij(kap)snm(bpq)t]n(kaq)'
Pour obtenir les expressions 1) des autres coeflicients Mﬁ’,’l‘fn, N{’ﬁ?n et ﬁ)ﬁ’,’z‘fn, nous
procédons de la méme maniére. Toutefois, les opérateurs intégraux M, N et D font intervenir
les dérivées normales de la fonction de Green et donc de la fonction de Hankel Hél). Nous

avons alors besoin de développer les dérivées normales du terme Hél)(k:Hx —yl|) dans les
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bases de Fourier associées a deux obstacles Q2 et 2", pour p,g = 1,..., M et p # q. Ce point
étant le seul qui difféere de la démonstration ci-dessus, nous donnons ici les développements
en deux centres des dérivées normales de la fonction de Hankel, obtenus par dérivation de
I’égalité . Nous avons alors, pour tout p et g tels que 1 < p # q¢ < M, et pour tout
point x de I', et y de T'y,

—+o0

6an(()1)(k||X—YH) = 2mk\/apaq Z Z Iin (kap) Snm(bpq)Jn(kaq)SO%(Y)<sz(X)a
+ J—

On H (kx —yl)  =2nkyapag S > Jum(kay)Sum(bpg)Jh(kag)h(y)eh, (x),

nN=—00 M=—00

—+o0
8nx8nyH (kllx = yl) = 2nk* Japag Y Z I} (kap) Spm (bpg) Jh (kag) 0% ()b, ().

nN=—o0 m=—0oo

g

Ecriture matricielle des blocs infinis

En vue d'une future implémentation numérique, nous réécrivons sous une forme matri-
cielle les blocs LP4 Mp 4 NP4 e, DP des matrices infinies L, M Net D, pourp,g=1,..., M.
Pour cela, nous mtrodulsons les matrices infinies diagonales J?, (dJ)?, HP et (dH)?, dont le
terme général est donné par, pour m € Z,

o I8, = Jn(kay) o (dD)2,, = J! (kay)
- ) N L (4.45)
o Hr,, = HY (kay) o (dH),, = HY (kay).

Nous introduisons de plus la matrice infinie identité Jig et, pour ¢ # p, la matrice infinie de
séparation SP7 entre les obstacles 2, et €)', définie par

SP9 = (B9 Vmezmen €6 SBL = Spn(byg) = HO, (kbpg)e ™%, (4.46)
Avec ces notations, nous réécrivons les blocs ]ip,q’ Mp’q, NP¢ et DP4 des matrices infinies ]E,
M, N et D sous la forme matricielle suivante, pour tout p,q =1,..., M,

%jpﬁp’ sip=gq,
o IP9=1{ 2
1T\ [ Qg ~ ~ -
%Jp(gp,q)TJq’ sip#q,
1~ kap~ , -~ 1~ k
Lo T e — L - T (qFpRe, sip =g,
So.g 2 2 2
o MPY = 1
Tk [QpGg ~ ]
5 () () sip#q,
1~ Tk, ~ .~ 1~ k
T+ 2Tl = -1 + ihap (dD)PHP,  sip=q,
N 2 2
o NPY—

tkm Vg (dj)p(gp,q)qu7

5 sip#q,
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2'7Tk:2ap ~ ~ .
(dJ)P(dH)®, sip=gq,

.kQ _ _ _
— =Y @) (),

o DM —

sip#q,

ot (SP9)T est la transposée de la matrice de séparation SP4.

4.3.5 Post-traitement : champs proche et lointain
Evaluation des potentiels de simple et de double couche en un point x

Nous donnons ici les relations permettant d’évaluer en un point x le potentiel de simple
couche .Zp(x) de densité p € H~'/2(I') ainsi que le potentiel de double couche .Z\(x) de
densité A € HY/2(T'). Nous commencons par introduire les fonctions (®2,), pour p = 1,..., M
et m € Z, définies a I'extérieur de 'obstacle €2 par

B ) _ Enlmpl) _ em

V27may, a V27ma,’

ol nous rappelons que 6,(x) est I’angle polaire du point x dans le repere local lié a I’obstacle

vx € R\ Oy, (4.47)

Q, (voir égalité (4.35))). Les fonctions (Ef)fn)mez sont en quelque sorte un prolongement des
fonctions (@1, );mez a lextérieur de l'obstacle §2;. Nous rappelons maintenant le théoréme
de Graf (ou d’addition des fonctions de Hankel) [84] p.39, Théoréme 2.12], qui nous permet
de développer la fonction H(()l)(ka —yll) dans le repére local d'un obstacle €, pour p =
1,..., M. Comme ce théoreme nous sera utile a de multiples reprises, nous le présentons sous

une forme générale.

Théoréme 4.28 (Addition des fonctions Hy(n)(k:r) ime) Soient deuz points Oy et Oy du
plan. Nous introduisons le vecteur b12 entre les centres 01 et 02, défini par

b1y = 0,0, et b1y = ||b12||7

ainsi que, pour tout point x du plan et pour j = 1,2, le vecteur ¥j(x) donné par

T(x)=0;x et T(x) =[F).

Pour tout indice m de Z, nous avons alors d’une part

H (ki) pm(ra) = > HY  (kb12)m—n (b12) Ju (K71 ) on (F1), siT1 <biz,  (4.48)
nez

et d’autre part

(1)(/€T2)(pm I‘Q Z Jm n kbm)gom n(blg)H(l)(le)gon(I‘l) St ?1 > 512. (4.49)
nez

Soulignons que le théoreme de développement en deux centres est une conséquence
de ce théoréme : la fonction de Hankel est développée une premiere fois dans le repere lié a
un obstacle {2, puis I'expression obtenue est de nouveau développée dans le repere associé a
un autre obstacle ;. A l'aide du théoreme d’addition des fonctions de Graf, nous pouvons
calculer I’expression des potentiels de simple et de double couche en un point x situé dans
le domaine de propagation Q7.
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Proposition 4.29. Soient p € L*(T') et p € H'/?(T) deux densités admettant les décompo-
sitions dans la base de Fourier % suivantes

M M
p= Z Z ph, ob, et A= Z AD @P
p=1meZ p=1meZ

Alors, pour tout point x du domaine de propagation Q, on a pour le potentiel de simple
couche,

M M .
L) = 30 2 AL 00 = X 3 o5 by H k() B ), (4.50)
p=1meZ p=1meZ

et d’autre part pour le potentiel de double couche,

M M .
ANx) =3 N Nk (x) = -3 ) Aﬁl@ma»ﬂw<krp<x>>éf>fn<x>. (4.51)
p=1meZ p=1meZ

Démonstration. Nous ne donnons que la preuve de la relation (4.50) pour le potentiel de
simple couche, la démonstration de la relation (4.51) du potentiel de double couche étant
similaire. Utilisons la décomposition dans la base de Fourier de la densité p pour obtenir

Z > ph L ( (4.52)

p=1meZ
Pour p=1,...,M, m € Z et x € Q", nous avons
200,00 = [ H (klhe = ¥, ()40 3)

En injectant cette relation dans l'expression (4.52)) de £ p(x), nous obtenons

=50 5 [ ke DO ) (4.53)

p=1meZ

Nous développons maintenant le terme H[gl)(k:Hx —y||) par rapport au centre O,, grace au
théoreme [4.28| d’addition des fonctions de Hankel. Pour reprendre les notations du théoréme

.28, nous notons

Yy = 62, Op == 01.
Ainsi, nous avons, d’une part,
b1y = 0,0, = —1,(y), 512 = rp(y) = ap,

et, d’autre part,
T1(x) = rp(x) et ro(x) =x—y.

De cette maniere, il vient que

b1y = 1p(y) = ap < 71(x) = 7p(X).



4.3. DIFFRACTION MULTIPLE PAR DES DISQUES 161

Par conséquent, nous pouvons utiliser la deuxiéme égalité (4.49) du théoréme et ainsi
disposer d’un premier développement de la fonction de Hankel

Dkl = 1) = 2 Ton(krp(3))-n(—p(y) HL (b () 1 (rp (%)),

neL

Nous utilisons ensuite la relation (4.38) ainsi que 1’égalité suivante [1, éq. (9.1.5)]

Jon(krp(y)) = (=1)"Jn(kry(y)),

pour obtenir que

Dl = y1) = 3 Jnkrp () @n (e ) HD (rp (%) (v ()

neL

Notons maintenant que, comme y est un point de I'p, nous avons alors r,(y) = a,. Par
ailleurs, en utilisant les définitions (4.37) et (4.47) respectivement des fonctions ®F, et des
fonctions ®P | nous aboutissons au développement cherché de la fonction de Hankel

HP (k|[x = y|)) = 27a, 3 Jo(kay) @ (y) HL (ke (%)) @F, ().
nez

Nous remplagons maintenant ce développement de Hél)(ka —y||) dans Pexpression (4.53))
du potentiel de simple couche. Il vient alors que

M
=33 m”“” 7 T (kay) B (y) HY (krp(x)) B8, ()8 (y)dT (y)-

p=1meZ Ip neZ
Nous permutons la sommation et 'intégration pour obtenir
M
iTa ~ -
=30 BT S dulkan) HE (hry (x)85,(x) | D)L (1)L, ()
p=1meZ neZ Iy

Enfin, nous utilisons l'orthogonalité des fonctions (P2,),,cz pour égaliser les indices m et n
et ainsi aboutir a 1’égalité cherchée

ZZ ”“-”J (kap) HD (kry(x)) B2, (x).

p=1meZ
]

Nous pouvons ici faire le lien entre cette approche par représentation intégrale et ’ap-
proche par séries de Mie, comme utilisée dans [II]. Cette derniére approche repose sur la
recherche de I'onde diffractée u sous la forme

vx € 0T, Z > b HO (kry(x)) 9%, (x),
p=1meZ

ol les cP, sont des coeflicients complexes inconnus. Pour les équations intégrales usuelles que
nous avons présentées, le champ diffracté u est la somme d’un potentiel de simple couche et



162 CHAPITRE 4. EQUATIONS INTEGRALES ET DIFFRACTION MULTIPLE

d’un potentiel de double couche. La proposition implique alors que pour tout point x
de QT

M .
u(x) = ZLo(x) + AN = 3 3 T [l T (y) + N T (k)] HED (5 (30) 80, ().
p=1meZ

Ainsi, nous disposons d’une relation simple entre les coeflicients c&, et les coefficients p?, et
AP
m

Vp=1,....M,VmeZ, &, = ”2% [P, I (kay) + NE,J! (kay)] -

Par conséquent, les approches par série de Mie et par équation intégrale projetée dans la
base de Fourier sont similaires. L’approche par équation intégrale que nous présentons permet
toutefois de s’adapter facilement & d’autres cas (obstacles pénétrables, ... ), pour peu que
I’on dispose d’'une équation intégrale. De plus, nous verrons dans le chapitre suivant, qu’a
I’aide de cette représentation matricielle des opérateurs intégraux, nous pouvons étudier leur
spectre dans le cadre de la diffraction multiple par des disques.

Champ lointain et section efficace radar (SER)

Nous proposons maintenant de calculer le champ lointain des potentiels de simple et
de double couche. Rappelons que, quel que soit I’équation intégrale, le champ w a pour
représentation intégrale

u=Lp+ MM\,

ou p et A sont les deux densités inconnues. En coordonnées polaires (r,60) et en effectuant
un développement asymptotique de u quand r — 400, nous avons la relation suivante [45],
ikr

T la() + 0]+ 0 (55).

ou ay et a y sont les champs lointains respectivement du potentiel de simple couche et du
potentiel de double couche, définies pour tout angle 6 de [0, 27| par

ay(0) = 42\/\/1%

a(0) = eim/4 / _ g yem k0¥ ) (y)dT(y),
2 (0) Vs e Y (y)dl'(y)

le vecteur @ étant égal a (cos(0), sin(#)). Par ailleurs, nous rappelons I'expression de la section
efficace radar (SER, mesurée en dB), que nous définissons pour tout angle 6 € [0, 27] par

Vo e 0,2x],  u(r,6) =

e~/ /F e R0 p(y)dI (y),

7(0) = 101ogyq (27 |ax(0) + a.v (0)) . (4.54)

Lorsque les obstacles sont des disques, nous disposons d’une formule analytique des champs
lointains des potentiels de simple et double couche dans la base de Fourier Z. Par conséquent,
il en va de méme de la SER.

Proposition 4.30. Soient p € L*(T') et p € H'/?(T) deux densités admettant les décompo-
sitions suivantes dans la base de Fourier A :

M M
p:ZZpﬁlqﬂT’n et )\:ZZ)\%@%.

p=1meZ p=1meZ
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Alors, pour tout 6 € [0,2x], les champs lointains ay et a4 respectivement associés aux
potentiel de simple couche ZLp et de double couche A\ sont donnés par

—z7r/4 M

ag(e) _ 12\/> Z [\/»6 ibpk cos(6—ayp) (Z ppJ k:ap) im(6— ))], (455)

meZ

et

Z.e_iﬂ-/4\/E < —ibpk cos(0—ap) p 7/ im(0—%)
ay(0) = —— Z Vape Z AL I (kay)e 2 . (4.56)

p=1 meZL

Démonstration. Nous ne démontrons que la premiere relation , la preuve pour la
deuxiéme égalité étant similaire. Soit v = Zp, avec p € L?(T'), un potentiel de simple
couche. En décomposant p dans la base % et d’apres la proposition [4.29] nous avons, pour
tout x de QT

Sy 0 (k) D Chry () 5, (). (4.57)

p=1meZ

Nous passons en coordonnées polaires : x = r(cos(f),sin(6)), et effectuons un développement
asymptotique quand r tend vers Uinfini. Pour p = 1,..., M et m € Z, le développement
asymptotique de la fonction de Hankel [II, (9.2.3)] donne

etkr (x)
HWY (krp(x)) ’ \/ ’( m/2=m/4) —i—O( ) r — 400. (4.58)

Par ailleurs, nous avons la relation

rp(x) =1 —bycos(6 — ap) + O <71ﬂ) ,

ainsi que les égalités

cos(6p,) = cos(f) + O <i> , sin(6,) = sin(f) + O (i) .

Nous utilisons maintenant ces deux dernieres relations dans le développement asymptotique
(4.58) de la fonction de Hankel, que nous injectons ensuite dans 'expression de v (4.57)).
Nous obtenons 'expression suivante

ikr jo—im/4 M

_ € ¢ —ibpk cos(0—ayp im(0—Z
)= o Z[f ( >(Z Ty ™ 2>)

meZ

5

Remarque 4.31. Pour obtenir l’expression ci-dessus, nous avons négligé une difficulté
puisque nous avons écarté la quantité en O (1/r) de la somme (infinie). Nous supposons
ici que cette é€tape est possible. Notons qu’en pratique, cette expression n’est utilisée qu’en
dimension finie, c’est-a-dire pour un nombre fini de coefficients de Fourier. Dans ce cas, la
somme est finie et lutilisation des asymptotiques est beaucoup moins délicate. Par ailleurs,
cette formule a également été validée numériquement.
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Remarque 4.32. Afin d’optimiser le calcul numérique du champ lointain, les relations
et peuvent s’écrire sous la forme d’un produit scalaire entre deux vecteurs
(infinis). Plus précisément, introduisons les vecteurs infinis a¢ = ((ag)?)1<p<m €t @y =
((az)?)1<p<m dont les sous-vecteurs infinis (ay)? et (a )P sont donnés par, pour p =
1,...,M,

—im/4
~ ~ ~ e V a —1 cos(0—a im(0—m
(ag)’ = ((af)fn)meza (@g)h, = We bpk cos(® p)Jm(kap)e (6=m/2)

I

;—im /4 /L ) )
(5//1)1) — ((aff):fn>mez’ e 5 ap e—szk cos(@—ap)J;n(k,ap)ezmw—w/Q)‘

Alors, les égalités et peuvent s’écrire
{ ag(0) = (32)"p,

a.4(0) = @..)"X.

C

4.3.6 Projection des ondes incidentes sur la base de Fourier

Afin de projeter complétement les quatre équations intégrales EFIE, MFIE, CFIE et
Brakhage-Werner, nous donnons les coefficients dans la base de Fourier des traces et traces
normales de deux types d’ondes incidentes : une onde plane et une onde émise par une source
ponctuelle (fonction de Green).

Onde incidente plane
Pour une onde incidente plane, nous avons la proposition suivante [11].

Proposition 4.33. Supposons que u'™ soit une onde incidente plane de direction B, avec

B = (cos(B),sin(B)) et B € [0,2n], c’est-a-dire que,
vx € R?, U (x) = ekPx,

Nous avons alors les égalités suivantes

77 inc D _gp IT\? _— inc D . 7/

U, = (u \p,@m)Lz(F)—dem(kap), (A0);, = (Onu ’F,‘bm)Lz(F)—kdem(kap),
(4.59)

avec

db, = /2ma,e’*P P eim(/2=) (4.60)

Onde incidente émise par une source ponctuelle

Prenons maintenant le cas d’une onde incidente émise par une source ponctuelle située
ens € Q. Autrement dit, 'onde u" est la fonction de Green centrée sur s. Les coefficients
dans la base de Fourier des traces simple et normale sur I' de cette onde u™¢ sont alors
donnés par la proposition suivante.

C

Proposition 4.34. Soit s € QF et supposons que U'onde incidente u'™® soit la fonction de

Green centrée sur s

xR\ {s),  u™(x) = Glx,s) = LH (k] - y]).
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Les coefficients dans la base de Fourier % des traces simple et normale de l'onde incidente
sur I' sont alors donnés par

U inc ima -
g, = (e, 98) ) = 25 by HED (ory(5)) B (5), (461)
et '
7\ — inc D L map 4 (1) =5
(AOYp, = (B™ (0. B,) |, = k5 T (b HED (ki (5) @ (s).

Démonstration. Prenons un point s tel que décrit dans la proposition ainsi qu'un point x
du bord I'y de l'obstacle 2, pour p=1,..., M. Comme s ¢ ), , nous avons alors

rp(X) = ap < 1p(s).

Nous utilisons maintenant le théoreme d’addition de Graf afin de développer la fonction
de Hankel dans les bases de Fourier. En reprenant les notations du théoréme .28 nous
posons

02 =8, 61 = Op.
Nous avons alors N o _
by = 0201 = —1,(y), big = rp(y) = ayp,
et
T1(x) = rp(x) et ro(x) =x—y.
Avec ces notations, il vient que
g12 =1p(y) = ap < 71(x) = 7p(%).
Nous utilisons alors la premiere égalité (4.48) du théoréme m pour obtenir
1
Cloxs) = S (kle—s) = & 3 HO, (bry ()0 (1 () Tl (x)) o (). (4:62)
mGZ
Nous utilisons maintenant la relation (9.1.6) de [I]
VmeZvVeeR,  HD(@) = (-1)"HY (),

ainsi que les relations (4.38]) sur les fonctions ¢,,, pour remplacer les indices —m en m dans

Pexpression (4.62))

G(x,s) Z H) (kry(s))@h (v (8)) T (K () 0, ().
meZ

Par ailleurs, le pomt X est sur le bord I',. Nous avons alors 7,(x) = ap. De plus, d’apres les
deﬁnltlons et (| respectlvement des fonctions ®2 et des fonctions @2 , il vient que

ima =
Gx,8) = 3 —5 " Jm(kay) Hi) (krp(s)) @l (), (x), (4.63)
meEZ
ce qui montre directement que, pour tout me Zet p=1,..., M,
1Tay

UL = (GO 9)les @) oy = —5 7 Jm (kap) HY) (krp(8)) @ (s).
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Nous calculons maintenant les coefficients (dﬁ)fn. La fonction de Green est de classe ¢
sur le bord I',, nous pouvons donc dériver I'expression (4.63|) par rapport a la normale ny.
La dérivée radiale ne porte que sur la fonction de Bessel, ce qui implique que

O G(x,8) = k Y “TL T (kay) HYD (ke () @ ()98, (),
meZ

et par conséquent, nous avons bien

1Tayp

2

(dU)5, = (BuG (- 8)[r, ®h) oy = k= P T (kap) HY) (krp(s)) @ ().

4.3.7 Approximation en dimension finie

Nous disposons a présent de tous les ingrédients pour résoudre numériquement les quatre
équations intégrales EFIE, MFIE, CFIE et ’équation intégrale de Brakhage-Werner, pour
une condition de Dirichlet ou de Neumann, lorsque les obstacles sont des disques. Nous
n’avons pas la prétention de fournir une étude numérique approfondie des différentes équa-
tions intégrales. Dans ce domaine, la littérature est abondante. Notre but ici est d’illustrer,
au travers de quelques exemples, une méthode intégro-spectrale permettant de résoudre le
probleme de diffraction par des disques, a basse fréquence ainsi qu’en moyenne et haute
fréquences. De plus, nous verrons que les calculs peuvent étre effectués sur un ordinateur
personnel, méme a haute fréquence.

Troncature du systéme infini : le cas de ’EFIE

Nous reprenons ’exemple de 'EFIE pour le probléeme de Dirichlet et nous détaillons
I’approximation retenue de I’équation intégrale. Nous généraliserons ensuite ce procédé a
toutes les autres équations intégrales et a tous les autres opérateurs intégraux. Rappelons
que 'EFIE pour une condition de Dirichlet s’écrit sous la forme matricielle suivante (voir
Péquation (4.40))

Lp=-U.
En vue d’une résolution numérique de ce systeme linéaire infini, nous devons naturellement
le tronquer. Pour chaque série de Fourier associée a la base (®,)nez de I'obstacle €2, nous
choisissons de garder 2N, + 1 modes, de telle sorte que les indices m de la série tronquée
vérifient

Vp=1,...,M, —N, <m < N,,.
Nous proposons plus loin différentes possibilités pour 'indice de troncature NV, dépendant
du nombre d’onde adimensionné ka,. Pour I'instant, nous étudions uniquement le systeme
linéaire ainsi tronqué, lequel s’écrit
]L’p - _U7
ol nous avons introduit la matrice par blocs L = (LP9);<, ;< ainsi que les vecteurs p =
(pp)lgng et U= (Up)lgpSM définis par

Ll’l LLQ . LLM pl Ul
L2’1 L2’2 o LQ,M p2 U2
LM,I LM’2 . ]LM’M pM UM
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avec, pour p,q=1,..., M,
e La matrice 77 est de taille (2N, 4 1) x (2N, + 1) et ses coefficients LD, sont définis
par,
Vm=—Np,...,Np,¥n=—Ng,...,N,,  LES =T1F4

Nous pouvons remarquer que, comme la matrice infinie LPP est diagonale, il en va de
meéme de la matrice LPP.

e Le vecteur pP = (ph,)_n,<m<n, de taille 2N, + 1 contient 'approximation des coeffi-
cients pP de I'inconnue p. Par souci de clarté, nous continuons de noter,

Vm = —Np,...,Np, pb =pb =pb.
e Le vecteur UP = (U? )_n,<m<n,, de taille 2N, 4 1, est composé des coefficients de
Fourier de la trace sur I de 'onde incidente. Autrement dit,

Vm=-N,,...,N,, Ul =UP = (uincyp,%)p(r) .

Ainsi, en notant N, le nombre total de modes considérés

M
Ntot - Z(2Np + 1))
p=1

la taille de la matrice carrée L est alors de Nyt X Nyot.

Généralisation aux autres équations intégrales

Nous généralisons maintenant ce procédé pour les trois autres opérateurs intégraux M,
N et D. Pour ce faire, nous introduisons trois matrices carrées Ml = (MP?)1<p, <, N =
(NP)1<pg<rs €t D = (DP9)1<p o< de méme taille que L, soit Ny X Nyot, €t de méme
structure par blocs que L . De plus, pour chaque indice d’obstacle p,q =1,..., M,

e Les sous-matrices MP9, NP4 et DP¢ sont de tailles (2N, + 1) x (2N, + 1),

e Pour tous les indices m et n tels que —N, <m < N, et =N, <n < Ny, les coefficients

ME,, NP et DPY | respectivement des matrices MP, NP9 et DP9, sont donnés par

D4 _ NP g _ NP4 D4 _ )P4
Mrr’z,n - Mrr’z,n’ Nm,n - Nm,n et ]Dm,n - ]Dm,n'

Nous définissons de plus le vecteur dU = (dU?),—; s contenant les coefficients dans la
base de Fourier &£ de la trace normale sur I' de 'onde incidente. Plus précisément, pour
p=1,..., M, chaque bloc dU? = (dU?},) _n,<m<n, est défini par

Vm=-N,,...,N,,  dUP, = (anui”0|p,¢g)L2(F) :

Terminons en introduisant les vecteurs A = (AP)1<p<pr et ¥ = (UP)1<,<ps contenant I'ap-
proximation des coefficients des densités respectives A et @ dans la base de Fourier. Pour
p=1,..., M, chaque bloc A’ = (AD ) _n, <m<n, et WP = (VP ) N <m<n, est défini par

Vm = —Np,..., Np,, AP =\ et WP =P

Pour simplifier, nous continuons de noter AP, = AP (respectivement W2, = /P ) bien que AP,
(respectivement WP ) soit une approximation de AP, (respectivement de ¥P,).
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Ecriture matricielle

Comme en dimension infinie, pour =1,..., M, nous pouvons écrire chaque bloc ILP4
’ ) ) ) ) )
M ’q, NP4 et DP9 sous une forme matricielle :

% e, sip=gq,
o [P1=( 2
1T, /ApQyq Jp(Sp,q)TJq si p 7& q
2 b )
1 ' 1 ;
1P — 7Z7Tkap,]]p(dH)p =_IP — M(dﬂ)pHp, sip=gq,
o MPY = 2 2
—WJ”(SP"])T(dJ)q, sip#q,
. . (4.65)
1 1
i @J”(dH)p N %(dj)pH”, sip=gq,
N gk 2 9
IRT, /QpQ,
—y P2 (dTyr(sr)T e, sip#q,
T (@gyr(dmy, sip=q,
o DPY = 22
1
N g (@), sip A

Les matrices JP, (dJ)?, HP et (dH)? sont diagonales, de taille (2N, + 1) x (2N, + 1), et leurs
coefficients diagonaux sont donnés pour tout —N, < m < N, par

o I = Jum(kay) o ()P, = i (kay)
o WP, = HY(kay) o (dH)E,, = HY (kay).

D’autre part, la matrice IP est la matrice identité de taille (2N, + 1) x (2N, + 1) et, pour
q # p, la matrice de séparation SP? entre les obstacles (2 et €2~ est définie par

SP = (SB) N <Ny Ny<n<Ngs  SEb = Son(bpg) = H (kbpg)elm % (= §pa ).

Approximation des équations intégrales

Maintenant que nous disposons des matrices approchant les quatre opérateurs intégraux
de frontiere L, M, N et D, nous pouvons écrire le systeme linéaire approchant les quatre
équations intégrales considérées : EFIE, MFIE, CFIE et Brakhage-Werner. Nous proposons
ici d’écrire, sous forme matricielle, chaque équation intégrale pour une condition de Dirichlet
et pour une condition de Neumann. Nous commencons par une condition de Dirichlet sur le
bord I’

e EFIE

Lp=-U. (4.66)

e MFIE
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e CFIE (avec 0 < oo <1 et (1) #0)
{anL +(1-a) <g + N)} p=—-anU — (1 — a)dU,
e Brakhage-Werner (avec (n) # 0)
(—T]]L — M+ ;H) v =-U,

Pour une condition de Neumann, nous avons
e EFIE
DA = —dU.

(31+1) 2

e CFIE (avec 0 < v <1 et (1) #0)

[(1 - a)ID>+on7<

e Brakhage-Werner (avec (7)) # 0)

e MFIE

v

] —(1 — )dU — anU,

1
(—nID) ~N+ 211) ¥ = —qU.

Notons que la matrice du systéeme linéaire obtenue apres discrétisation est toujours une
combinaison linéaire des quatre matrices I, M, N, D ainsi que de la matrice identité I. Par
conséquent, pour une équation intégrale donnée, la matrice obtenue est de taille Nyt X Nyt €t,
surtout, possede la méme structure par bloc que, par exemple, la matrice I (voir ’équation
(4.64)).

Post-traitement : champ proche, champ lointain et SER

Nous donnons maintenant les approximations en dimension finie des potentiels de simple
et de double couche en un point x. Nous supposons que nous disposons des vecteurs p et A
dont les composantes sont des approximations des coeflicients des densités respectives p et
A. Nous reprenons alors la proposition et 'adaptons a la dimension finie en tronquant
la somme infinie. Ainsi, pour tout point x de 27, nous avons d’une part

M M
~y Z oL, (x) ~ 3 Z ”“”J (kap) HD (kry (%)) B2, (),

p=1m=—N, p=1m=—N,

et d’autre part

Z Z NP (x Z Z AP, ”Tk“p,]’ ! (kay) HY (krp(x))DP, (x).

p=1m=—N, p=1lm=—

De la méme maniére, nous pouvons obtenir une appr0x1mation des champs lointains des
potentiels de simple et de double couche. En effet, grace a la proposition nous avons,
pour tout 6 € [0, 27], pour le potentiel de simple couche

Zef'iﬂ/ll M

. NP
az(0) == 72 [@e‘%’“"sw‘%)( > p%%(kap)eimw—@)],
p=1

m=—Np
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et pour le potentiel de double couche

—im/4 A M . Np ‘ )
a.y(0) ~ _7162\/> Z \/@eflbpk‘cos(efap) Z )\fnc};n(kap)ezm(07§
p=1 m=—Np

Enfin, la section efficace radar o(6), donnée par , est alors obtenue en remplacant a ¢ et
a.y par leur approximation respective. Notons que chacune des quatre expressions ci-dessus
peut étre mises sous la forme d’un produit scalaire entre deux vecteurs afin de faciliter ou
d’accélérer leur calcul (voir remarque [£.32).

4.3.8 Résolution numérique a basse fréquence

Pour commencer, nous nous plagons a basse fréquence, c’est-a-dire lorsque le nombre
adimensionné ka,, vérifie ka, < 1, pour p = 1,..., M. Nous proposons d’étudier I'influence
du parametre de troncature IV, sur la précision de la solution calculée. A basse fréquence,
nous pouvons raisonnablement penser qu’a priori un faible nombre de modes suffit & garantir
une bonne précision sur le champ diffracté.

Nous proposons de prendre 'exemple de la configuration suivante. Nous plagons aléatoi-
rement M = 200 obstacles circulaires dans la boite [0, 50] x [0,50]. Pour tout p =1,..., M,
nous prenons a, = a = 1 et, de plus, pour ¢ = 1,..., M avec ¢ # p, nous imposons a la dis-
tance by, entre les centres Oy et Oy des deux obstacles 2, et 2~ de vérifier by, > 2.5a = 2.5.
Le nombre d’onde k est fixé a 0.1 et, par conséquent, nous avons

Vp=1,..., M, ka, = ka =0.1 < 1.

Le régime considéré est donc celui de la basse fréquence. Comme tous les disques sont
identiques, nous proposons de conserver le méme nombre de modes

Vp=1,...,M, N,=N.

Enfin, nous prenons une onde incidente plane de direction 8 = (cos(w/2),sin(r/2)). La
configuration testée est présentée sur la figure Avec ces parametres, nous construisons
le systeme linéaire (4.66|) associé a la EFIE pour une condition de Dirichlet. Soulignons que
les résultats numériques que nous obtenons restent valables pour une condition aux limites de
Neumann. Nous posons N,y = 20 un indice de troncature suffisamment grand pour obtenir
une tres bonne précision sur la solution. Pour N = N,.; et pour 720 angles d’observation,
nous calculons numériquement la section efficace radar, donnée par la relation , que
nous notons oy, La fonction oy, Py représentée sur la figure est considérée comme
la section efficace radar de référence dans la suite. Nous faisons maintenant varier la valeur
de N entre 1 et N,.r. Pour chaque valeur de NV, nous calculons numériquement la section
efficace radar oy du champ diffracté ainsi que ’erreur relative relative entre oy et la section
efficace radar de référence oy, _,

ON — ON,.s

err(N) = = max

(4.67)

JNref UNTef (9)

ONpey (0) - UN(G) ’

Nous présentons sur la figure [4.2(c)|la courbe de l'erreur relative err(N) en fonction de N
(“Résolution directe”). Nous constatons que, trés rapidement, l'erreur relative est faible. Par
exemple, pour N = 2, nous obtenons une erreur relative de 1074, Comme nous pouvions
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nous y attendre, & basse fréquence, un petit nombre de modes est suffisant pour décrire le
champ diffracté avec une bonne précision. Avec N = 2, la taille de la matrice du systéme
linéaire est alors de 5M x 5M . Ainsi, méme avec un grand nombre d’obstacles (typiquement
M = 2000), la matrice du systéme linéaire peut étre stockée pleinement en mémoire et une
résolution directe peut étre utilisée. Nous proposons toutefois de comparer, lorsque le nombre
d’obstacles augmente, le temps CPU nécessaire a la résolution de I’EFIE entre une résolution
directe et une résolution a l'aide du solveur itératif GMRES [99], avec une réinitialisation
de 50 et une tolérance de 10~% (noté GMRES(50,107%)). Les disques sont ici unitaires et
répartis aléatoirement dans la boite [0, 130] x [0, 130]. Nous reportons sur la figure les
courbes de temps cpu pour une méthode directe et pour le GMRES(50,10~%), avec N = 0, 1
et 2. Notons qu'une tolérance de 10~ est suffisante si 1'on considére N < 2 (voir figure
. Nous constatons que, pour N = 2 et M > 1000, I'utilisation du GMRES(50,10~%)
devient beaucoup plus intéressante qu’une résolution directe, avec, par exemple, un gain
d’environ 50% de temps CPU lorsque le milieu contient M = 2500 obstacles.

Limite de ’approche par résolution directe

Montrons qu’a haute fréquence, la méthode directe proposée a basse fréquence n’est
plus envisageable. Pour simplifier, supposons que pour p = 1,..., M, nous ayons a, ~ a et
N, = N. Lorsque le nombre d’onde augmente, nous devons conserver au moins N = ka modes
pour conserver une bonne précision sur le champ diffracté. La matrice (tronquée) du systéme
linéaire approchant ’équation intégrale possede M?2(2N + 1)? coefficients. Avec les simpli-
fications introduites ci-dessus, le nombre de coefficients est de I'ordre de O (M?[ka]?). De
plus, la résolution du systéme linéaire par une méthode directe est effectuée en O ([ka]>M?)
opérations. Ainsi, lorsque le nombre ka est important et le nombre d’obstacles M grand, le
cott de stockage mémoire ainsi que le colit CPU sont trés importants et rendent la réso-
lution directe impossible. Pour donner un exemple, si a = 1, k = 200 et M = 53, alors le
stockage de la matrice nécessite 8Go de mémoire, ce qui est la taille mémoire actuelle des
ordinateurs portables haut de gamme. Toutefois, la structure des matrices des opérateurs
intégraux est particuliere. Nous proposons alors une stratégie pour diminuer grandement les
colits de stockage puis les cotits CPU. Cette méthode est basée sur celle proposée dans [11].

4.3.9 Résolution numérique en moyenne/haute fréquence
Un parametre de troncature adapté a la taille de chaque disque

Nous nous placons maintenant dans le cadre de la moyenne et haute fréquence. Autrement
dit, on suppose que ka, > 1, pour p = 1,..., M. Pour conserver une précision satisfaisante
sur le champ diffracté, un nombre de modes plus conséquent doit étre pris en compte. Dans
[11] (voir équation (21)), les auteurs proposent de prendre, pour p=1,..., M,

2
) 2
N, = |ka, + ( ln(2\/§7rkap6_1)> Y (kap) 3+ 1], (4.68)

2V2

ou ¢ est l'erreur tolérée sur les coefficients de Fourier. Cette erreur sera également, plus loin,
la tolérance du solveur itératif. Remarquons que ce choix est adapté au nombre adimensionné
ka, associé a chaque obstacle €.
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FIGURE 4.2 — Influence du parametre de troncature N a basse fréquence sur une configu-
ration. Le milieu, présenté sur la figure (a), comporte M = 200 disques unitaires placés
aléatoirement dans le carré [0, 50] x [0, 50] pour un nombre d’onde k égal a 0.1. La figure (b)
donne la section efficace radar oy, ., calculée a I'aide de 'EFIE et avec N,y = 20 et la figure
(c) présente lerreur relative sur oy, , en fonction de N. Enfin, sur la figure (d), nous
comparons les temps CPU nécessaires a la résolution de ’'EFIE avec une méthode directe et
avec le GMRES(50,107%), pour N = 0,1 et 2 et en fonction du nombre d’obstacles M.

Diminution du nombre de coefficients stockés

Les quatre matrices L, M, N et D ont toutes la méme structure. Pour simplifier la
présentation, nous décrivons la stratégie de résolution uniquement pour la matrice L, donnée
par (4.65)). Cette matrice est globalement pleine, cependant, les blocs LPP, situés sur la

diagonale de L, sont diagonaux. Par conséquent, pour p =1, ..., M, le nombre de coefficients
a stocker de la matrice LPP peut étre réduit de (2N, + 1)? & 2N, + 1.
Concentrons nous maintenant sur les blocs extra-diagonaux L”¢, pour p,q = 1,..., M

avec p # q. Rappelons que ces sous-matrices s’écrivent sous la forme suivante (4.65)),

i fapaq
2
Les deux matrices JP et J¢ sont diagonales et respectivement de taille (2N, + 1) x (2N, + 1)

LPY — Jp(gp,q)TJq_
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et (2Ny+1) X (2N, +1). Ainsi, elles peuvent étre représentées uniquement par leur vecteur
diagonal contenant 2N, + 1 coefficients pour J? et 2V, + 1 coefficients pour J¢. En revanche,
la matrice SP est pleine mais présente une structure Toeplitz [38]. En effet, ses coefficients
SP?%, ne dépendent que de la différence n —m

551, = H oo,

Ainsi, le vecteur contenant la premiére colonne et la premiére ligne (par exemple) de la
matrice Toeplitz SP¢ contient tous les coefficients de S”9. Plus précisément, ce vecteur 7,4
est de taille 2N, + 2N, + 1 et est donné par

g = SN, vy SUN vy SN vy S vy S )
Au final, la matrice L7 nécessite en fait le stockage 4NV, + 4N, + 3 coefficients.

Nous pouvons maintenant calculer le colit de stockage total de la matrice I dans sa
version compressée. Pour simplifier, nous supposons que N, = N, pour tout p = 1,..., M.
Chaque bloc diagonal PP nécessite le stockage de 2NN + 1 coeflicients, tandis que chaque
matrice extra-diagonale ILP*? est représentée par 8N + 3 coefficients. Etant donné que la
matrice L dispose de M blocs diagonaux et M (M — 1) blocs extra-diagonaux, le nombre de
coefficients a stocker est finalement de M (2N 4+ 1+ 8N (M — 1)+ 3(M —1)). Autrement dit,
le nombre de coefficients & stocker est de ordre de O (NM 2) ce qui est a comparer avec un
ordre O (N?M?) pour le stockage plein de la matrice.

Pour illustrer ces ordres de grandeur en terme de coiit réel de stockage mémoire, nous
représentons, sur les figures [4.3] le nombre de coefficients & stocker pour la version pleine et
pour la version compressée de la matrice IL. Pour simplifier, tous les disques sont unitaires.
Sur la figure 4.3(a)l nous fixons le nombre d’obstacles & M = 200 et nous faisons varier
le nombre d’onde k, tandis que pour la figure le nombre d’onde k est égal a 200
et le nombre de disques augmente progressivement. Nous indiquons de plus les points tels
que le stockage cotite 1Go ou 8Go, lorsque chaque variable occupe 16Ko d’espace mémoire.
Nous pouvons alors remarquer que la méthode de stockage compressée offre un gain tres
important par rapport a la version pleine, notamment a haute fréquence en présence de
nombreux obstacles.

Utilisation d’un solveur itératif et réduction des coiits

Sous sa forme compressée, nous ne disposons plus de la matrice mais d’un vecteur. En
plus d’étre trop cotiteuse, une résolution directe devient alors impossible. Nous devons donc
employer un solveur itératif pour résoudre numériquement le systeme linéaire. Nous avons
fait le choix d’utiliser le GMRES et ne testons pas d’autres solveurs. En effet, notre but ici
n’est pas de fournir une étude approfondie de la résolution & haute fréquence du probleme de
diffraction par des disques, mais d’illustrer que notre stratégie fonctionne. Une étude plus dé-
taillée est proposée par exemple dans [11]. Dans la suite, nous noterons GMRES(restart, tol)
pour préciser que le GMRES est employé avec une réinitialisation de restart et une tolérance
de tol. En général, la tolérance tol et l'erreur € sur les coefficients de Fourier (voir (4.68)))
seront, égales.

Nous proposons maintenant d’accélérer la résolution numérique du systéme linéaire. Pour
cela, nous pouvons agir principalement sur deux points
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FI1GURE 4.3 — Comparaisons entre les méthodes pleine et compressée du nombre de coeffi-
cients stockés. Dans chaque figure, le rayon des disques est unitaire. Pour la premiére courbe
(a), le nombre d’onde k est fixé a 200 et le nombre d’obstacles M varie entre 2 et 500, tandis
que pour la figure (b), nous fixons M = 100 et faisons varier k entre 1 et 2000. Les points
8Go et 1Go sont obtenus en supposant que chaque coefficient occupe 16Ko de place mémoire.

e La réduction du coit CPU d’une itération du GMRES en introduisant un produit
matrice-vecteur rapide,

e La diminution du nombre d’itérations nécessaires pour faire converger le solveur en
proposant un préconditionneur.

Réduction du coiit CPU d’un produit matrice-vecteur

La majeure partie du cotit CPU d’une itération du GMRES est diie & un produit matrice-
vecteur. En suivant le procédé proposé dans [I1], il est possible de tirer profit encore une
fois de la structure Toeplitz par blocs des matrices I, M, N et ID. Nous donnons les grandes
lignes de la méthode proposée uniquement pour la matrice L, impliquée dans 'EFIE pour
une condition de Dirichlet.Prenons un vecteur X = (X?);<,<ps dont chaque bloc X? est de
taille 2N, + 1 et notons Y = (Y?)1<p<nr le vecteur résultant du produit entre L et X

Y = LX.
En décomposant ce produit par bloc, nous avons,

Vp=1,..., M, YP :vaPXP_FZ]Lp,qu'
q#p

Nous réécrivons cette relation en utilisant I’expression (4.65) de LP?

Vp=1,..., M, YP =LPPXP 4+

{m’ apQq
q#p

Jpgp,qjqxq} )

2

Etudions maintenant chaque terme du membre de droite. La matrice LPP est diagonale donc
I’évaluation du terme LPPXP nécessite environ 2NN, + 1 opérations. Il en va de méme des
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produits impliquant les matrices diagonales J? et J?. En revanche, la matrice SP*9 est pleine
et le cotit CPU pour calculer le vecteur Y est principalement dii au produit matrice-vecteur
entre les matrices SP'? et les vecteurs J9X9. Or, les matrices SP? sont Toeplitz, et un produit
matrice-vecteur avec une matrice Toeplitz peut étre vu comme un produit de convolution
discret. Donc, en se servant de la transformée de Fourier rapide [38], nous pouvons ramener
le cotiit d’'un produit matrice-vecteur de type SP4(J?X?) & un ordre de O (Nt In(Nyot))
opérations. Au final, une itération compléte du GMRES implique un nombre d’opérations
de Tordre de O (Nyot In(Nyor)), ot Nyop est la dimension de la matrice L.

Préconditionneur par la diffraction simple

Nous ne disposons pas de la matrice du systéme mais d’une version compressée (un
vecteur). Ainsi, un préconditionneur algébrique ne peut étre utilisé. Nous proposons donc un
préconditionnement par la diffraction simple en ne prenant en compte que les interactions des
obstacles avec eux-mémes. Nous détaillons ce préconditionnement sur I'exemple de 'EFIE
pour une condition de Dirichlet, la méthode étant exactement la méme pour les autres
équations intégrales (et en fait conduisant a la méme équation). Rappelons I'expression du
systeéme linéaire tronqué associé a 'EFIE

Lp=-U.

Nous introduisons la matrice L = (LP9)1<;, <y ne contenant que les blocs situés sur la
diagonale de L. Plus précisément, nous avons

LY 0 0o ... 0
0o 122 o ... 0

L= 0 0 L3 ... 0 _ (4.69)
o ... 0 0 LMM

Nous pouvons remarquer que la matrice L est en fait diagonale puisque chaque sous-matrice
PP qui la compose est diagonale, pour p = 1,..., M. De plus, la matrice L représente la
matrice de diffraction simple car nous avons vu que les matrices LPP représentent ’action de
'obstacle €2, avec lui-méme. Notons par ailleurs que LL est inversible en dehors des fréquences
de résonance de Fp(€27) et, dans ce cas, sa matrice inverse est donnée par

(LhhH-t 0 0 0

0 (L22)~t 0 0

(L)' = 0 0 L33)-t .. 0
0 e 0 0 (LMAM)-1

Nous multiplions alors L’EFIE & gauche par la matrice (]I:)_1 pour obtenir 'EFIE précon-
ditionnée
(L)'Lp = —()"'U.

Cette opération peut naturellement étre effectuée pour toutes les équations intégrales et,
dans la suite, nous parlerons de préconditionnement par la diffraction simple ou simplement
de préconditionnement pour mentionner ce préconditionneur. De plus, I’équation ainsi obte-
nue sera appelée équation intégrale préconditionnée par la diffraction simple ou simplement
équation intégrale préconditionnée.
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Exemple de résolution numérique a haute fréquence : le cas de ’EFIE

Nous testons lefficacité de la stratégie présentée plus haut sur le cas de 'EFIE pour
une condition de Dirichlet. Nous présentons sur les figures le temps CPUE| nécessaire
pour construire la matrice et résoudre le systéme linéaire pour les différentes stratégies.
Sur la figure nous fixons ka = 200 et augmentons progressivement le nombre de
disques unitaires M. Ceux-ci sont placés aléatoirement dans la boite [0,50]%. Sur la figure
nous disposons aléatoirement M = 50 disques unité dans la boite [0,30]? et faisons
varier le nombre d’onde k entre 1 et 100. Dans les deux cas, la distance minimale entre les
centres est a/2 = 0.5 et le solveur itératif utilisé dans la stratégie de stockage compressé
est GMRES(50,10~%. Lorsque le nombre de disques dans le milieu est fixe et que le nombre
d’onde k augmente, la stratégie couplant le préconditionnement et le stockage compressé
donne de tres bon résultats en terme de temps CPU, comparativement a la méthode directe
ou sans préconditionneur (voir figure . A haute fréquence (ka = 200), lorsque le
nombre d’obstacles augmente, la méthode directe est tres vite limitée, comme le montre la
figure De plus, la méthode de stockage compressée sans préconditionnement conduit a
une divergence du GMRES méme avec un petit nombre d’obstacles, c’est pourquoi sa courbe
n’est pas représentée sur la figure Ainsi, le préconditionnement permet non seulement
un gain tres important en temps CPU mais devient également obligatoire a haute fréquence
pour que le solveur itératif converge. Ce résultat est toutefois a remettre dans le contexte
de PEFIE. En effet, cette équation intégrale est de premiére espéce et, en général, ce type
d’équation intégrale souffre d’un mauvais conditionnement ce qui dégrade la convergence des
solveurs itératifs comme le GMRES. Néanmoins, le probleme existe également avec la MFIE
qui est pourtant de seconde espece. Comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, le
préconditionnement que nous proposons fournit un gain important pour les quatre équations
intégrales considérées (qui deviennent alors identiques).

Comparaison de la vitesse de convergence entre les équations intégrales

Nous montrons maintenant un exemple de résolution du probléme de diffraction multiple
par des disques en haute fréquence avec la stratégie présentée précédemment. Nous consi-
dérons une onde incidente plane de direction 8 = (cos(m/2),sin(7w/2)) et nous disposons
aléatoirement M = 50 disques unitaires dans la boite [0,45] x [0,45] tels que la distance
bpg entre les centres de deux disques €, et 2 soit plus grande que 3(= 3a). Nous nous
plagons en haute fréquence en prenant un nombre d’onde k égal a 100. Ainsi nous avons
ka, = 100 > 1. La configuration obtenue est présentée sur la figure Nous ne considé-
rons ici que le cas d’une condition de Dirichlet. Nous construisons les systémes linéaires (finis)
associés a 'EFIE, MFIE, CFIE et a I’équation intégrale de Brakhage-Werner. Précisons que
nous prenons les parametres suivants pour la CFIE

—i —1i
=0.5 =—|=—
a=me e ( 100) ’
et pour ’équation intégrale de Brakhage-Werner

ik
= —(=507).
n= - (=500
1. Calculs réalisés avec le logiciel Matlab (64 bit) sur un Macbook Pro possédant 8Go de mémoire et un
processeur Intel Core 2 Duo cadencé a 2.8GHz.
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FIGURE 4.4 — Temps CPU nécessaire a la construction du systeme et a sa résolution pour
I'EFIE avec une condition de Dirichlet. Pour la figure (a), le milieu comporte M = 50 obs-
tacles circulaires de rayon 1 et la fréquence k varie entre 1 et 100, tandis que sur la figure (b),
le nombre d’onde k est fixé a 200 et le nombre de disques unitaires augmentent progressive-
ment. A chaque fois, nous comparons les trois stratégies : stockage plein, stockage creux (ou
compressé) avec ou sans préconditionneur. Sur la figure (a), nous ne représentons pas le sto-
ckage creux sans préconditionneur, étant donné que, trés rapidement, le GMRES(50,10~%)
ne converge pas.

Nous résolvons ensuite les systémes linéaires & 'aide de GMRES(50,107%). Le nombre d’itéra-
tions maximal est fixé & 500. Nous représentons sur la figure les courbes de convergence
du GMRES pour les huit systémes linéaires (les quatre équations intégrales et leurs versions
préconditionnées). Chaque courbe représente le résidu normalisé (r;/ro) du GMRES, ou 7y
est le résidu apres la k°™€ itération et rg le résidu initial. Intéressons nous d’abord aux équa-
tions intégrales non préconditionnées. Dans le cas de 'EFIE, qui est une équation intégrale
de premiere espece, les 500 itérations sont insuffisantes pour faire converger le GMRES vers
la tolérance voulue. La méme conclusion peut étre tirée pour la MFIE, bien qu’étant une
équation intégrale de seconde espece. Nous constatons ici que le GMRES converge unique-
ment pour la CFIE et pour ’équation intégrale de Brakhage-Werner (notée “BW” dans les
figures). Etudions maintenant l'influence du préconditionnement sur la convergence du sol-
veur itératif. Il apparalt que le solveur itératif converge pour les quatre équations intégrales
préconditionnées par la diffraction simple et ce, avec le minimum d’itérations. Nous pou-
vons noter de plus que les quatre courbes sont confondues (voir agrandissement de la figure
. Nous terminons I’étude de cet exemple en représentant, sur la ﬁgure la section
efficace radar pour 500 angles d’observation et obtenue avec la CFIE ou Brakhage-Werner,
préconditionnées ou non. Entre ces quatre courbes, ’erreur relative maximale obtenue est de
10~3. Nous avons effectué de nombreuses autres simulations numériques similaires qui ont
permis de valider notre méthode de résolution. Pour chaque test, nous avons observé que le
préconditionnement par la diffraction simple diminue le nombre d’itérations du GMRES.
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Obstacles Historique de convergence du GMRES(50,1e-06) pour k = 100
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FIGURE 4.5 — La figure (a) présente les M = 50 disques unitaires placés aléatoirement dans
la boite [0, 45]2, tels que la plus petite distance bpq entre les centres de deux obstacles (2
et Q_ vérifie by, > 3(= 3a). Sur la figure (c), nous représentons la section efficace radar
obtenue pour k& = 100 avec la CFIE (préconditionnée ou non) et ’équation intégrale de
Brakhage-Werner préconditionnée par la diffraction simple. Enfin, les figures (b) et (d) pré-
sentent I’historique de convergence du GMRES(50,107%) pour les quatre équations intégrales
considérées et leurs versions préconditionnées par la diffraction simple (symbolisées par “+
Precond”).
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Préconditionnement par la diffraction simple

Lors de nos simulations numériques, nous avons observé que les quatre courbes de conver-
gence du GMRES, associées aux équations intégrales préconditionnées EFIE, MFIE, CFIE
et Brakhage-Werner sont confondues, comme sur I’exemple de la figure Nous allons
montrer que, dans le cas d’obstacles circulaires, les opérateurs des trois équations intégrales
directes préconditionnées par la diffraction simple sont identiques et sont également sem-
blables & l'opérateur de I’équation intégrale de Brakhage-Werner préconditionnée par la
diffraction simple. Pour énoncer ce résultat, nous introduisons les matrices infinies AEFIE,

Amrig, Acpig et Apw de respectivement lEFIE - la MFIE (4.21), la CFIE (4.27) et
de ’équation intégrale de Brakhage-Werner (4.28)), définies par

- - 1~ ~
Apre =L, Amrie = 5T+ N,

- ~ 1~ ~ - 1.
ACFIE = Oﬂﬂ[" + (1 - O[) <2H + N)a ABW = —’I?IL — M+ 5]13

ou 0 < a<1et(n)#0. Nous introduisons ensuite les matrices (infinies) de la diffraction
simple fAEFIE, AMFIE, ACFIE et ABW associées respectivement aux matrices infinies AEFIEy
AMFIE, Acrig et &BW (comme pour la matrice L (voir relation (4.69)))). Notons que les quatre
matrices infinies AEFIE, AMFIE, ACFIE et ABW sont diagonales et inversibles. Pour exemple la
matrice infinie de 'EFIE préconditionnée par la diffraction simple s’écrit alors AEFIEAEFIE
Nous avons alors la proposition suivante dont la démonstration, purement calculatoire, n’est
pas mise dans ce document.

Proposition 4.35. On suppose que k ¢ Fp(Q2~) U Fn(27). Soit la matrice infinie A=
(AP9) 1 <p o< telle que, pour p,q=1,..., M, chaque bloc AP est donné par

TP sip=q,

AP — - - ~
‘/%(Hp)*l(gp’q)TJq sinon,
ap

ot la matrice infinie IP est la matrice identité, les matrices infinies diagonales HP et J]q sont

données par et la matrice Toeplitz infinie SPa est définie par la relation . Nous
avons alors les résultats suivants.

i) Les matrices infinies des trois équations intégrales préconditionnées sont identiques et
égales a la matrice infinie A

A = AgtipAere = Ay pAvre = AghpAcrE. (4.70)

it) Pour tout paramétre n, avec I(n) # 0, la matrice infinie &g\l,v&gw de ’équation
intégrale de Brakhage- Werner préconditionnée par la diffraction simple est semblable a
la matrice infinie A, dans le sens ou

(Apw) 'Apw = [—nﬁJr kj*l(dj)} i {—anr kj’l(dj)} ,

ou la matrice infinie T est la matrice identité et les matrices infinies diagonales J=
(IP ) 1<pq<mr et (dI) = ((dI)P9)1<pg<mr sont composées des sous-matrices (infinies)
JP et HP

@y sip=q,
0 sinon.

I sip=q,

Vpg=1,..., M, ﬁ”:{ (ﬂ?ﬂ:{ (4.71)

0 sinon,
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Cette proposition peut s’écrire de la méme maniere dans le cadre de la dimension finie, les
calculs étant exactement les mémes. Ce résultat explique pourquoi les courbes de convergence
du GMRES, associées aux quatre équations intégrales préconditionnées par la diffraction
simple, sont toujours confondues, comme sur la figure

Nous pouvons également comparer les équations intégrales avec I’approche par séries de
Mie. Dans cette approche, 'onde diffractée u est cherchée sous la forme suivante

vx € QF, Z S b HY (kry(x)) P, (x).

p=1meZ

ou les coefficients (c2)) sont les inconnues. En passant a la trace sur I', la condition de
Dirichlet nous donne le systéme linéaire infini suivant [11]

AvieC = T, (4.72)

ol
e Pour 1 < p,q < M, chaque sous-matrice infinie A . de la matrice infinie Amie =

(AMiehSILQSM? est donnée par

2ma,HP sip=ygq,
APa _
Mie —

21a, JP(SP)T sinon,

les matrices diagonales infinies HP , JP et la matrice infinie Toeplitz SP4 étant définies
par les relations respectivement (4.45)) et (4.46).
e Le vecteur infini C = (CP)i<p<ps contient les coefficients ¢?,. Autrement dit, pour
p=1,..., M, nous avons
C? = (Ch,)mez, Cph, =cb

m m:*

Nous définissions la matrice de diffraction simple JA&MIB par le méme procédé comme nous
'avons fait pour les opérateurs intégraux. Autrement dit, la matrice Anie 1€ contient que
les blocs dlagonaux Ap ’p de la matrice AMle Nous precondltlonnons maintenant le systeme
linéaire infini par la matrice de la diffraction simple Anie pour obtenir

AMleAMle C - _AMleU

La matrice infinie AﬂﬁeAMie est alors semblable & la matrice infinie A. La démonstration,
purement calculatoire, est placée en annexe.

Proposition 4.36. Lorsque k ¢ Fp(Q27), les matrices infinies A&ﬁe&me et A (cf. (&770))
sont semblables : o L
ApgieAtie = J'AT,

ot la matrice diagonale infinie T est définie par .

Lorsque les obstacles sont des disques et apres préconditionnement par la diffraction
simple et sous réserve que k ne soit pas une fréquence de résonance, les trois équations
intégrales directes

e sont identiques,
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e sont semblables a 1’équation intégrale de Brakhage-Werner,

e sont semblables au systéme obtenu par une approche par séries de Mie.
Autrement dit, le choix de la méthode de résolution (séries de Mie, équations intégrales de
premiére ou de seconde espece) n’a aucune influence sur le systéme linéaire infini, une fois
le préconditionnement par la diffraction simple effectué. On pourrait penser que ce résultat
surprenant est 1ié & la forme particuliere des obstacles (disques). En réalité, et comme nous
le montrons dans le paragraphe suivant, il est indépendant de la géométrie!

4.4 Etude du préconditionnement par la diffraction simple
pour des géométries quelconques

Dans ce paragraphe, nous étudions 'effet du préconditionnement des opérateurs inté-
graux par l'opérateur de la diffraction simple dans le cas de géométries quelconques. Nous
montrons en particulier que le préconditionnement par la diffraction simple d’une des trois
équations intégrales directes EFIE, MFIE, CFIE conduit exactement a la méme équation,
indépendamment de la forme des obstacles! Concernant ’équation intégrale indirecte de
Brakhage-Werner, nous prouvons que 1’équation obtenue est semblable a une des équations
intégrales directes préconditionnées. Les résultats que nous présentons sont obtenus pour une
condition de Dirichlet mais ils s’étendent assez directement a une condition de Neumann.

Nous revenons au cas général en dimension d, pour d = 2 ou 3. Nous supposons que {2~
est constitué de M composantes connexes €2,, p=1,..., M, d’intersections vides et tel que
Ot = R?\ O~ soit connexe. Pour p = 1,..., M, nous continuons de noter I', le bord de
Vouvert €0, et I' = Uyzlf‘p leur union. Le vecteur unitaire n est sortant a .

4.4.1 Equations intégrales directes

Nous commencons par montrer qu’'une fois préconditionnées par la diffraction simple, les
opérateurs apparaissant dans les trois équations intégrales directes sont identiques. Pour cela,
nous introduisons une équation intégrale directe “générique”, représentant indifféremment
IEFIE, la MFIE ou la CFIE, appelée équation intégrale associée a A.

Equation intégrale associée a A

Pour les trois équations intégrales directes EFIE, MFIE et CFIE, le champ total ur
s’écrit sous forme d’un potentiel de simple couche de densité p € H~1/2(I)

vx € Q. ur(x) = u"(x) + Lp(x) = u"(x) + /F G(x,y)p(y) dy.

A Tlintérieur de 27, on introduit un champ fictif v donné par
Vx e Q7 up(x) = u(x) + Lp(x). (4.73)

L’équation intégrale directe est alors précisément la condition aux limites sur I' imposée a
ug. Selon la condition, nous obtenons 'EFIE (condition de Dirichlet), la MFIE (condition
de Neumann) ou la CFIE (condition mixte ou de Fourier-Robin). Afin de rester dans un
cadre général, nous notons A 'opérateur de trace interne utilisé sur le bord I'. Cet opérateur
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A est la trace simple (v, ), la trace normale (y; ) ou une combinaison linéaire des deux
(anyy + (1 —a)y;, avec 0 < a <1 et I(n) #0). Alors, la condition imposée sur uy s’écrit

Aup =0 sur I'. (4.74)

En remplagant u;. par son expression (4.73) dans la condition aux limites (4.74)), nous obte-
nons I’équation intégrale directe associée & 'opérateur A

A(ZLp) = —Au™e, (4.75)
Nous introduisons finalement opérateur intégral de frontiére L4 défini sur H~/2(T) par
Vpe HV2),  Lap=A%Lp,
de sorte que ’équation intégrale (4.75) s’écrit
Lap = —Au™, (4.76)

Par exemple, si A représente la trace simple interne 7, alors 'opérateur L 4 est 'opérateur
intégral de simple couche de frontiere L et ’équation est 'EFIE.

Nous supposons que ’équation intégrale directe est bien posée. Pour les fréquences
de Fp(Q27) (respectivement de Fxn(27)), V'EFIE (respectivement la MFIE) est mal posée.
Dans la suite de ce chapitre, nous ferons donc toujours I’hypothese que

k ¢ FDN(Qi) = FD(Qi)UFN(Qi)

Nous avons ainsi la proposition suivante qui découle directement des propositions
et respectivement pour ’EFIE, la MFIE et la CFIE.

Proposition 4.37. Le potentiel de simple couche vy = Lp + u'™ est solution du probléme

de diffraction st et seulement si la densité p est solution de l’équation intégrale
associée a A.

De plus, en notant ur la solution du probleme de diffraction , la densité p est alors
donnée par

p = —Onur|r.

Ecriture matricielle de 1’équation intégrale associée a A en diffraction multiple

Comme 7 est composé de M parties connexes disjointes (2, pour p = 1,..., M,
nous pouvons décomposer l'opérateur de simple couche £ en M opérateurs %, pour
qg=1,..., M, définis par

Ly H_l/g(rq) —  HJ(RI\T)

4.77
Pq — Zypgs VXGRd\an jqpq(x):/r G(x,¥)pq(y) dy. ( )
q

Ainsi, en notant p, = p|r, pour p € H='2(T") et ¢ =1,..., M, nous avons par construction

M
Voe HTVAI),  Zp=3 Zyp,

q=1
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De méme, pour tout p = 1,..., M, introduisons l'opérateur de trace A,, restriction de
lopérateur A sur I')y :

Apg = (A9)Ir,,

pour toute fonction g suffisamment réguliére.
Avec ces notations, ’équation intégrale (4.76) portant sur p peut s’écrire de maniére

équivalente ‘
Vp=1,..., M, ApLp = —Au'c,

ou encore, en utilisant la décomposition

M
Vp=1,..., M, ZApfqpq = —Ayu'™, (4.78)
q=1

Pour finir, nous introduisons les opérateurs L7?, définis sur H -1/ 2(I‘q) pour tout p,q =
1,..., M, par
Vpq € H_I/Q(Fq)v L%pq = Ap(Zypq)- (4.79)

Finalement, a I’aide de ces notations, nous récrivons 1’équation intégrale (4.78)) sous la forme
matricielle suivante

1,1 1,2 1,M .
Ly Ly ... Ly p2 | Aqune

M,1 M,2 M,M inc
Ly Ly* ... Ly pM Amu

Dans la suite, nous identifierons l'opérateur L4 avec sa matrice associée (L)<, o<

Opérateur de diffraction simple et équation intégrale préconditionnée associée a

A

Introduisons maintenant [’opérateur de diffraction simple L 4, défini matriciellement par

Ly o ... 0
- o L% ... 0
Ly= : 4 :

o 0 .. LM

Chaque opérateur L5? composant 1'opérateur La représente l'interaction de l'obstacle {2

avec lui méme. Par ailleurs, nous avons supposé que k n’était pas une fréquence de Fpn (7).
La proposition [£.9] implique que, pour tout p =1,..., M, le nombre d’onde k n’est pas non
plus un élément de Fpy (Qg ). Ainsi, les opérateurs associés a la diffraction simple L%” sont
inversibles (voir le théoréme et, par conséquent, I’opérateur de la diffraction simple L
est également inversible et d’inverse

(LhhH-1 0 0

. 0 L)1 0
L;llz ' ( A') .
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Nous pouvons maintenant composer a gauche I’équation intégrale associée & A par L;ll pour
obtenir [’équation intégrale préconditionnée associée a A

L Lap = —L3 Au™, (4.80)
ou 'opérateur EZIL A s’écrit sous la forme matricielle suivante

) - ’ 9 — M
221 y @ih- o (L;;) 1L;M
(L3 I o (L)L

L' La= (4.81)

MM\ —1 ;M1 MMn—1 7 M2 . '
LML @R

Equation intégrale associée a B

De la méme fagon que nous avons introduit ’équation intégrale préconditionnée associée
a A, nous définissons une deuxieme équation intégrale directe préconditionnée associée a B :

L' Lgp = —Lz' Bu™. (4.82)

Notons que, pour k ¢ Fpn(£27), le potentiel de simple couche .Zp est solution du pro-
bleme de diffraction extérieur (4.1) si et seulement si p est solution de 1’équation intégrale
(4.76|) associée a A ou & B. Autrement dit, les équations intégrales A et B sont équivalentes.

4.4.2 Egalité des équations intégrales préconditionnées

Nous montrons maintenant que 1’équation intégrale préconditionnée associée a A (4.80))
est exactement la méme que ’équation intégrale precondltlonnee associée a B (4.82)). Pour
cela, il nous suffit de montrer que les opérateurs L 2 L4 et L !Lp sont identiques. D’apres

leur écriture matricielle, il suffit de montrer que pour tout p,q =1, ..., M, nous avons
). _1 K 9. _1 b
(LB?) 1LY = (L) L. (1.8
Or, pour p=1,..., M, les opérateurs situés sur la diagonale sont égaux :

(LR?) LB = (L) L = 1.

Il nous reste & montrer ’égalité (4.83)) uniquement pour p # ¢g. Avant cela, nous commengons
par établir un résultat intermédiaire.

Lemme 4.38. En supposant que k ¢ Fpn(27), nous avons l’égalité suivante, pour tout
p=1,...,M,

(L57) 4y = (L)' B,
Démonstration. Soit p=1,..., M et soit g un élément de H? (R?). On introduit le probléme
de diffraction simple posé sur 'obstacle €2

(A+k)v=0 (RY\Q)
v=—g (I'p) (4.84)

v sortant.
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L’unique solution de ce probleme est donné par le potentiel de simple couche .Z,p, sur I'p,
oup,c H —1/2 (I'p) est indifféremment obtenue en résolvant I’équation intégrale associée a A

PP, _

LA Pp = —4ApY,
ou celle associée a B :

PP, _

L'g"pp = —DBypg.

Ces deux équations étant bien posées (puisque k ¢ Fpn(£27)), on a donc :
py—1 Py —1
(LGP) " Apg = (L") By,

et comme g est arbitraire, la preuve est achevée. ]

Nous pouvons maintenant démontrer que les deux opérateurs des équations intégrales
préconditionnées sont identiques.

Proposition 4.39. Si k ¢ Fpn(27), alors les opérateurs EZILA et ZAL;LB sont égaut.
Autrement dit, I’opérateur L;llLA ne dépend pas du choix de l'opérateur de trace A.

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, il suffit de démontrer que, pour tout
p,g=1,..., M, avec p # g,

(LY LI = (L)L
Rappelons que lopérateur L7 est donné par L7 = A,.%,. Ainsi
9. _1 b ). _1 9. _1
(Lip) qu = (Lip) Apy = (L%p) By4,
ou la derniere relation vient du lemme [4.38] Par conséquent,
(L7 LRt = (L)~ L, Vpg=1,....M, p+#q,
et le résultat en découle. O

Pour conclure, remarquons que comme les opérateurs intervenant dans les deux équations
intégrales préconditionnées sont identiques et que ces deux équations ont la méme solution,
les seconds membres sont aussi égaux :

_Lzluinc — _Lgluinc‘
Ainsi, ’équation intégrale A préconditionnée
E—lL _ E—l nc
A Lap=—Lygu —,
et I’équation intégrale B préconditionnée
E—lL _ E—l inc
B LBp=—Lgu -,

sont exactement les mémes. Par conséquent, le préconditionnement de n’importe quelle équa-
tion directe, EFIE, MFIE ou CFIE, par son opérateur de la diffraction simple, conduit
exactement a la méme équation.

Soulignons enfin que, comme la CFIE est bien posée pour tout nombre d’onde k£ > 0,
alors la CFIE préconditionnée 'est également pour tout nombre d’onde k > 0.
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4.4.3 Comparaison avec les équations intégrales indirectes

Nous montrons maintenant qu’apres préconditionnement par la diffraction simple, I’équa-
tion intégrale de Brakhage-Werner ne conduit pas exactement a la méme équation que les
équations intégrales directes mais est semblable a 'EFIE. L’écriture du champ diffracté
différe entre les équations intégrales directes (potentiel de simple couche) et de Brakhage-
Werner (combinaison linéaire de potentiels de simple et de double couche). Toutefois, le point
commun entre ’EFIE et ’équation intégrale de Brakhage-Werner réside dans I’obtention par
passage direct a la trace sur I' du champ diffracté.

L’équation intégrale indirecte de Brakhage-Werner

Nous commencons par introduire certaines notations et effectuer quelques rappels sur
I’équation de Brakhage-Werner . Le champ total up s’écrit sous la forme d’une combi-
naison linéaire d’un potentiel de simple couche et d’un potentiel de double couche de densité
v e H'*(T)

VR, ur(x) = W)+ (0L — Al
we) + [ (0G0, ) + 0, G, ) 0(3) dT(),

dont le parametre complexe 7 est de partie imaginaire non nulle : J(n) # 0. L’équation

intégrale est ensuite obtenue par application de la trace simple (extérieur) 78’ sur I'. La
condition de Dirichlet ur|r = 0 nous donne alors I’équation intégrale portant sur 1

1 .
(—nL - M+ 2[) = —u"|p.
Pour alléger les notations, nous introduisons les opérateurs suivants
1
Fow = (-0l — M) et Lpw— <—17L _ M+ 21) ,

de sorte que le champ diffracté u s’écrit

U= ngwv
et I’équation intégrale de Brakhage-Werner devient

Lpw = —u'™|p. (4.85)

De la méme maniere que précédemment, nous introduisons les M opérateurs intégraux de
volume £}, pour ¢ =1,..., M, définis pour toute densité ¢ € HI/Q(Fq) par

VxR, Lyt = [ (00, Glxy) —1Gx¥))4(y) AL ().

Ainsi, le potentiel Zpw 1) s’écrit

M
VQ/J € Hl/z(rq)’ XBVW/J = Zggw¢qa avec ,qu = Q,Z)h"q.

q=1
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Pour p,q =1,..., M, nous introduisons finalement 1'opérateur L], défini par
Vg € H2(Ty), Ll = (Lhwto)lp, - (4.86)

Nous pouvons maintenant écrire I’équation intégrale de Brakhage-Werner (4.85]) sous la
forme matricielle suivante

1,1 1,2 1,M 1 ine
L2B¥V LQB¥V LQB% V1 Vguz-n
b k] B mc
Lgw Lgw --- Liw V2 Tou
= — . , (4.87)
M,l M,Q M,M . M‘ inc
Lpw L - Ly Y Yo u

et nous définissons l'opérateur de la diffraction simple EBW de I'équation intégrale de
Brakhage-Werner par

Liw 0 ... 0
. 0 Ly, ... 0
Lpw = : R :

0 0 ... Ly

Chaque opérateur L%}, est inversible comme le montre le lemme suivant.
Lemme 4.40. Pour p=1,..., M, l'opérateur L%W est inversible.
Démonstration. Considérons le probleme de diffraction simple ne comportant que I'obstacle
Q, o

(A+E)vf =0 (RN )

vp =0 (Ip)

(v, — u'™) sortant.
La proposition implique que le potentiel (ZLpwé, + u'™) est solution du probleme
de diffraction simple ci-dessus si et seulement si £, est solution de I’équation intégrale de
Brakhage-Werner

LBP & = —u'™|r,.

Ainsi, 'opérateur L By est inversible. ]

Ce lemme implique alors que 'opérateur Lpy, est inversible et son opérateur inverse
Lg%/v est donné par

(Lpu) " 0 0
2,2 \_
/\_1 0 (LBW) 1 .. O
Ly = . . . :
M, M~ _
0 0 o (L

Nous pouvons malntenant composer a gauche ’équation intégrale de Brakhage-Werner (4
par 'opérateur = BW pour obtenir I’équation intégrale de Brakhage-Werner precondltlonnee

Ly Lewt = —Lpipu™|r. (4.88)
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EFIE

Nous prenons maintenant 'EFIE (4.19)) pour le probléeme de Dirichlet. Cette équation
force le champ total up a s’écrire sous la forme d’un potentiel de simple couche de densité
pe HVA(T)

ur = u'" + L.

Nous pouvons obtenir 'EFIE de deux manieres. La premiere est celle que nous avons pré-
senté précédemment : introduire un champ fictif uy = Zp + u™¢ dans Q~ et lui appliquer
une condition de Dirichlet homogene sur le bord I'. L’autre méthode consiste a appliquer
directement la condition de Dirichlet ur|r = 0 au potentiel de simple couche u™¢ + Zp,
pour obtenir directement I’équation intégrale en champ électrique portant sur la densité p

Lp = —u™|p. (4.89)

Ainsi, 'EFIE et ’équation intégrale de Brakhage-Werner s’obtiennent toutes deux par pas-
sage a la trace (extérieure) sur I' du champ total uz. C’est ce point commun qui nous permet
ici de démontrer que, apres préconditionnement par la diffraction simple, 'EFIE et ’équation
intégrale de Brakhage-Werner sont semblables.

Dans la suite, nous supposons que k n’est pas une fréquence de résonance de Fp(27),
de sorte que 'opérateur L est inversible. Nous décomposons maintenant ’opérateur intégral
volumique de simple couche £ en M opérateurs (£;)1<q<m, comme précédemment (voir
relation (4.77))). Nous introduisons ensuite les opérateurs (LP?);<, q<ns définis par

Vpq € H_l/z(rq)a LPip, = (fqpq)’rp ) (4.90)

de sorte que I’équation intégrale en champ électrique s’écrit sous la forme matricielle suivante

L= L= ... L* 02 Youe
[ I . (4.91)
LM,l LM’2 . LM7M pM ,Y(])\/[uinc

Nous terminons les notations sur 'EFIE en introduisons 'opérateur de la diffraction simple
L de 'EFIE défini par

L0 ... 0
. 0o L*% ... 0
L:

0 0o ... ILMM

Le théoréeme et la proposition impliquent que l'opérateur L est inversible. Nous
composons alors & gauche 'EFIE par L~! pour obtenir 'EFIE préconditionnée

L' Ly = —L™'™p, (4.92)
avec
(Ll,l)—l 0 0
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Relation entre ’EFIE préconditionnée et I’équation intégrale de Brakhage-Werner
préconditionnée

Nous étudions maintenant la relation entre les opérateurs L~'L de 'EFIE précondi-
tionnée 1' et Lg%,VL Bw de 'équation de Brakhage-Werner préconditionnée l) Nous

commencgons par un premier lemme.
Lemme 4.41. Lorsque k & Fp(Q2™), nous avons [’égalité suivante, pour tout p=1,..., M,
-1 _ P \—1
B = L (L)

Démonstration. Prenons un obstacle ,,, pour p = 1,..., M, ainsi qu'une fonction f, de
H'/? (I'p). Considérons le probleme de diffraction simple suivant

(A+k)v=0 (RI\ Q)
v=—f (Ty) (4.93)
v sortant.

Introduisons maintenant les potentiels w et wgy définis par

{ w =2 [(LP?)71f,],

wpw = Lo [(L5w) " fol -

En tant que combinaison linéaire de potentiels de simple et double couche, ces deux fonctions
sont des solutions sortantes de ’équation de Helmholtz sur (R?\ €, ). De plus, en prenant
leur trace simple sur le bord I',, nous avons

wlr, = = (G )|, = ~LPP(LP?) =~y
wrwlr, = = (L ()™ o)l = ~Li (L) o = — 1o

Ainsi, les ondes w et wpy sont toutes deux solutions du probléme de diffraction (4.93). Or,
d’apres le théoreme ce probleme admet une unique solution. Par conséquent, il vient que

Vhp € HYATY), (D) fy = Lhy (L) fy
U

Nous pouvons maintenant démontrer un deuxiéme lemme généralisant le lemme précé-
dant.

Lemme 4.42. Pour k & Fp(2™), nous avons l’égalité suivante
inl = LBWEE,%/V

Démonstration. Grace a leurs écritures matricielles (4.87)) et (4.91]), nous montrons plutot
que
Vp,g=1,...,M,  LYP(LPP)~t = LGP (L%h,)~ (4.94)

Pour tous les indices p compris entre 1 et M, nous avons que

(LL™'Y"? = (Lpw Ly )P* (= I).
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Il nous reste donc a montrer I’égalité (4.94) pour p # q. A cette fin, nous utilisons le lemme
qui implique que
Lp(LPP)t = LB (LR )L

Nous passons a la trace sur le bord I'y pour obtenir que, d’apres les relations (4.90)) et (4.86]),

L) = L (L)

La relation (4.94)) est donc démontrée et, par conséquent, la preuve est achevée. O

A présent, nous notons p = —dpur|r la solution de 'EFIE (4.89) et 1 la solution de
I’équation intégrale de Brakhage-Werner (4.85)). Ainsi, nous avons
Lp = —umc‘r et LBI/Vw = —umc‘p.

Par conséquent, nous avons la relation suivante entre les densités p et 1
p=L""Lpw.

L’opérateur inversible L™' Ly est I'opérateur de passage entre 'EFIE préconditionnée et
I’équation intégrale de Brakhage-Werner préconditionnée, comme le montre la proposition
suivante.

Proposition 4.43. Pour tout k ¢ Fp(Q27), les opérateurs L~'L de I’EFIE préconditionnée
et Lg%,VLBW de Uéquation intégrale de Brakhage-Werner préconditionnée sont semblables,

dans le sens ou .

(L7'Lpw) L7'L(L'Lew) = LgiyLow.
Démonstration. Nous partons de I’égalité donnée par le lemme [4.42]
LL ' = LBWIA;;V

Par conséquent, nous avons

-1 . ~
(L7'Lpw) L7' =g
En composant le membre de gauche par l'identité I = LL~!, il vient que
-1 - ~
(L7'Lpw)  L7ULL7 =L,
Enfin, il nous reste a composer cette égalité par 'opérateur Lpy, pour obtenir la relation

cherchée .

(L—lLBW) L (L‘1L3W> = L5h Lew.

4.4.4 Validation numérique sur d’autres géométries

Pour conclure ce chapitre et illustrer les résultats précédents, nous proposons un exemple
numérique utilisant le préconditionnement par la diffraction simple. Nous avons déja étudié
le cas d’obstacles circulaires, sur ’exemple de la figure Nous proposons ici de prendre des
objets ellipsoidaux, rectangulaires ou en forme de “cerfs-volants” (voir figure . Toutefois,
la résolution des équations intégrales pour de telles géométries ne peut plus étre effectuée
avec la méthode spectrale présentée dans le paragraphe [£.3] Nous proposons alors d’utiliser
une approximation par éléments finis de frontieres, que nous décrivons brievement dans le
cas de 'EFIE uniquement. Nous terminons ce chapitre par un exemple numérique illustrant
les résultats présentés plus haut sur le préconditionnement par la diffraction simple.
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Exemple d’obstacle "cerf-volant"

1.8
161
141
121
SqL
0.8
0.6
0.4+

0.2

0‘,5 “l 1.‘5 é 2‘,5
FIGURE 4.6 — Exemple d’obstacle en forme d’un “cerf-volant”.

Approximation par éléments finis de frontiéres : exemple de ’EFIE
Rappelons que 'EFIE pour le probleme de Dirichlet s’écrit
L p=— uinc‘r'

Introduisons maintenant une approximation polygonale I'y du bord I' comportant Ny, seg-
ments. Notons h la plus grande longueur des segments de cette discrétisation. Nous choisis-
sons comme sous-espace d’approximation éléments finis ’espace V}, de L?(I') des fonctions
continues sur I'j, et linéaires par morceaux (éléments finis P;)

Wy, = {Ph € CO(Fh)/ph’Kj elP,1<5< Nh}.
La formulation faible approchée de 'EFIE s’écrit alors

trouver pp, € Vj, tel que
VOn € Vi, (Lnpn, ®n)r2r,) = — (@0, ®n) p2r, ) -

Apres avoir approché les doubles intégrales liées au potentiel de simple couche a 'aide de
formules de quadrature, la formulation faible ci-dessus s’écrit sous la forme matricielle sui-
vante

[Ln] p, = —[Mp]Ju™,

ou [Ly] € Mn, n,(C) est la matrice du potentiel de simple couche et [M}] € My, n, (C)
la matrice de masse pour les éléments finis linéaires, p, € CV» le vecteur nodal densité et
u"® € CNr le vecteur nodal incident. Nous calculons ensuite la matrice de la diffraction
simple [Ly], composé uniquement des blocs situés sur la diagonale de la matrice [Ly], ainsi
que son inverse [ﬁh]_l. Le systéme approchant 'EFIE préconditionnée est alors donné par

{ trouver p;, € CMr tel que

trouver p, € CV tel que
7 1—1 # 1—1 in
[Ln] " [Lal pp = —[Ln]  [Mp]u™.

Concernant les autres équations intégrales, la méthode est exactement la méme et a été dé-
crite dans d’autres cas précédemment. Etant donné que nous ne proposons ici qu’'un exemple
numérique et non une étude des matrices éléments finis, nous ne généralisons pas les notations
aux autres équations intégrales.
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Exemple numérique

Nous montrons un exemple de résolution du probléeme de diffraction multiple pour des
obstacles de formes diverses. Nous considérons des ellipses, des rectangles et des objets
sous la forme d'un “cerf-volant”. Nous plagons aléatoirement M = 30 obstacles dans la
boite [0,60] x [0,60], constitués de 10 objets de chacune des trois formes différentes. La
taille caractéristique de chaque objet est également aléatoire mais reste de 'ordre de 1.
L’onde incidente est une onde plane de direction 8 = (cos(w/2),sin(r/2)) et le nombre
d’onde k est fixé a 20. La densité de discrétisation est de 'ordre de 15 degrés de liberté par
longueur d’onde. Ainsi, chaque obstacle est décrit par environ 300 segments. Nous présentons
la configuration obtenue sur la figure Nous résolvons numériquement chaque systeme
linéaire en utilisant le GMRES avec une réinitialisation de 50 et une tolérance de 1075.
L’historique de convergence est présenté sur la figure avec un agrandissement au
niveau des courbes associées aux systémes préconditionnés sur la figure Remarquons
que pour 'EFIE et la MFIE, le GMRES ne converge pas en 500 itérations, contrairement a
la CFIE et a I’équation intégrale de Brakhage-Werner. D’autre part, les quatre courbes de
convergence associées aux quatre systemes préconditionnés par la diffraction simple sont bien
confondues (voir figure , comme prédit par la théorie. Pour terminer, nous présentons
sur la figure la section efficace radar. Comme nous pouvions nous y attendre, les
systemes linéaires, pour lesquel le GMRES a convergé, fournissent tous un résultat similaire.
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Résidu (échelle logarithmique)

(c) Historique de convergence du GMRES(50,107°)
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(a) Configuration

Historique de convergence du GMRES(50,1e-06) pour k = 20
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(b) Surface Efficace Radar (SER)

Historique de convergence du GMRES(50,1e-06) pour k = 20
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(d) Agrandissement de la figure (b)

FIGURE 4.7 — La figure (a) présente les M = 30 obstacles des trois formes proposées : ellipses,
rectangles et cerfs-volants. Les objets sont disposés aléatoirement dans la boite [0, 60]2, tels
que la plus petite distance by, entre les centres de deux obstacles (2 et Q_ vérifie by, > 3.
Sur la figure (b), nous représentons la section efficace radar obtenue pour k = 20 avec la
CFIE et I’équation de Brakhage-Werner (préconditionnées et non préconditionnées). Enfin,
les figures (c) et (d) présentent I’historique de convergence du GMRES(50,107%) pour les
quatre équations intégrales considérées et leurs versions préconditionnées par la diffraction
simple (symbolisées par “+ Precond”).
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4.5 Conclusion

Aprese avoir présenté sous forme unifiée les équations intégrales usuelles, nous avons
proposé une stratégie efficace de résolution des systémes pour une collection d’obstacles
circulaires selon le cas de basse ou moyenne/haute fréquence. En particulier, nous avons
montré qu’il est nécessaire de préconditionner les équations intégrales par celles liées a la
diffraction simple. Un résultat est qu’alors, tous les systémes intégraux sont les mémes.
Ce résultat, que 'on pourrait penser lié a la géométrie particuliere choisie, ne 'est en fait
pas. En effet, nous prouvons que, dans le cas d’objets de formes arbitraires, les équations
intégrales EFIE, MFIE, CFIE préconditionnées par la diffraction simple sont identiques et
semblables a I’équation de Brakhage-Werner. Sous réserve que k ne soit pas une fréquence
de résonance, nous pouvons résumer les résultats obtenus sous le diagramme suivant, apres
préconditionnement par la diffraction simple

CFIE = MFIE = EFIE +=2Pble s . pokhage-Werner.

En particulier, les matrices des systemes linéaires approchant ces équations intégrales ont
toutes le méme spectre. Par conséquent, le comportement d’'un solveur itératif tel que le
GMRES est alors exactement le méme, comme nous ’avons vu dans le cas d’obstacles cir-
culaires.
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5.1 Introduction

Nous proposons dans cette partie une étude des propriétés spectrales et du conditionne-
ment de I'opérateur intégral de simple couche dans le cadre de la diffraction multiple a basse
fréquence. Plusieurs études ont déja été menées afin de mieux cerner le spectre des opéra-
teurs intégraux dans le cadre de la diffraction simple en haute fréquence. A titre d’exemples,
mentionnons le cas du disque [78] [79, 12, [13], le cas de différentes géométries convexes et
non convexes [27, [37] ou encore le cas de surfaces ouvertes et de guidage [9, 10} 41].

La diffraction multiple pose de nouvelles difficultés dues & la présence d’interactions
multiples entre obstacles. Mathématiquement, ceci se traduit par les parametres de distance
entre obstacles. Etudier le cas de la moyenne et haute fréquence est actuellement hors de
portée et nécessite & notre avis une meilleure compréhension du cas de la basse fréquence,
ce que nous nous proposons de faire ici. L’opérateur potentiel de simple couche (associé a
I’EFIE, section est considéré ici a titre d’exemple, mais les autres opérateurs classiques,
soit la trace du double couche et les traces normales du simple et double couche pourraient
également étre considérées. Néanmoins, nous verrons que ’étude du simple couche est déja
non triviale et fastidieuse. En particulier, plusieurs régimes doivent étre analysés en détail.
Nous examinons ici plus particulierement le cas d’un milieu dilué (distances entre obstacles
grandes par rapport a la longueur d’onde (obstacles éloignés)) puis dense (distances entre
obstacles petites par rapport a la longueur d’onde, obstacles proches). Le cas intermédiaire
ou les distances entre objets sont de I'ordre de la longueur d’onde n’est pas étudié ici et
s’avere plus délicat.

Notre approche s’appuie dans un premier temps sur une étude détaillée du spectre et
conditionnement de l'opérateur de simple couche pour la diffraction simple en régime de
basse fréquence (section . Nous proposons de regarder le cas explicite de la diffraction
par un disque ou l'opérateur est alors diagonalisable dans la base de Fourier. Cela nous
permet d’obtenir des expressions asymptotiques des valeurs propres de I'opérateur qui sont
ensuite étendues au cas de 'approximation par éléments de frontiere de maniere formelle
et a d’autres formes d’objets (ellipse et rectangle). Dans la section nous donnons
I’expression analytique de 'opérateur de simple couche dans le cas de la diffraction multiple.
La section [5.4] est dédiée & des estimations spectrales de I'opérateur de simple couche dans
le cas d’obstacles éloignés. Une premiere approche qui s’avere donner peu d’informations
est basée sur le théoréme de Gershgorin-Hadamard combiné a des asymptotiques. Nous
proposons une approche alternative plus précise utilisant une asymptotique du simple couche
et I'application de la méthode de la puissance itérée. Nous obtenons alors des estimations tout
a fait satisfaisantes qui sont ensuite étendues et validées pour ’approximation par éléments
de frontiere et des géométries ellipsoidales et rectangulaires. La section [5.5]s’attaque a 1’étude
spectrale de 'opérateur de simple couche dans le cas d’obstacles proches. Bien que s’appuyant
sur une approche par matrice limite comme précédemment, ’analyse et les résultats obtenus
ici sont tres différents du cas des obstacles éloignés. Nous étendons et validons ces résultats
pour le passage aux éléments frontiere et a d’autres obstacles.
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5.2 L’équation intégrale en champ électrique (EFIE) et opé-
rateur de simple couche

5.2.1 Formulation faible de ’EFIE

Comme nous 'avons vu dans le chapitre précédent, une équation intégrale pour résoudre
le probléme

Au+k*u=0, dans QF,

u = —uin® sur I, (5.1)
lim  [x|'/? (Vu~ o zku) =0,

Il —-+oo x|

est 'Equation Intégrale en Champ Electrique (Electric Field Integral Equation ou EFIE
également), d’inconnue p € H~/2(T'), et donnée par

Lp=—u"p, dans HY?(T). (5.2)
Ici, nous avons
u=Lp, avecpe HY*I). (5.3)

Rappelons que, si k ¢ Fp(Q27), alors le potentiel de simple couche .Zp est solution du
probleme de diffraction si et seulement si p est solution de 'EFIE (5.2).

Pour des raisons liées a 'approximation numérique de ’équation intégrale, il est classique
de considérer sa version variationnelle qui s’écrit dans L*(T)

trouver p € H~1/2(T") tel que (5.4)
Vo € L2(F)7 (Lpa q’)LQ(F) = - (u'mc|r7 @)LQ(F) . ’
Le produit scalaire (-,-);2 () est défini par
V(fi9) € LAD) x LAD),  (f.9)paey = [ fo . (5.5)
Dans le cas de la diffraction multiple, nous avons L?(I") = L?(I'1) x ... x L?(T'p;) et
M
(f, g)LQ(F) = Z/F Jpdp ATp, (5.6)
p=1"""P

avec f = (f1,..., fur) et g = (g1, ..., gnr) des fonctions de L?(T"). Nous faisons I'hypothese ici
que u™|r et le bord T' sont suffisamment réguliers pour que la densité p soit dans L?(T).
On peut alors réécrire la formulation (5.4) sous la forme

{ trouver p € L%(T) tel que (5.7)

Ve € L*(T), (Lp, D)2y = — (T ‘I))L2(r) :
5.2.2 Expression de 'opérateur de simple couche dans la base de Fourier

pour la diffraction multiple par M disques

Nous supposons que l'obstacle 2 est 'union de M disques 2, p = 1,..., M, strictement
disjoints deux a deux. La frontiere circulaire I', de I'obstacle (2 est un cercle de centre O, et
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de rayon ay, la frontiere de €2~ étant toujours notée I'. L’expression analytique de 'EFIE dans
le cas de disques a été obtenue dans le chapitre précédent dont nous reprenons les notations.
Rappelons que, pour p = 1,..., M, tout point x de R? est repéré par ses coordonnées polaires
liées a l'obstacle 2,

—
ry(x) = Opx, rp(x) = [|rp(x)]], 0p(x) = Angle(Ox1, Opx).

Le centre O, du disque 2, est repéré par rapport a l'origine O

ey
b, = 00, by = byl ap = Angle(Ozq,by),
et par rapport a Oy, pour ¢ =1,..., M, p #q,
—
bpg = 0,0, bpg = ||bpglls apg = Angle(Ox1, byg).
Pour chaque disque €2, p = 1,..., M, nous introduisons la base de Fourier des fonctions

(P Ymez définies par
o ITp — C

cimOp(x)

V2ma,
Chaque famille (¢P,)mez forme une base orthonormée de L?(I'y) pour le produit scalaire
usuel. Nous prolongeons les fonctions ¢P sur I' par les fonctions ®7, telles que

D r
pp = ) Pm S p (5.8)
0 sur I'y, Yq # p.

X +—

Ainsi, la famille Z = (®?,)p=1.... m,mez forme une base orthonormée de L?(T"). Dans cette
base, la formulation variationnelle (5.7) de 'EFIE s’écrit, par projection sur les fonctions de
base,
D _ mnc D _
(Lp, ®5,) 2y = — (u \p,@m)L2(F) . Wp=1,....M,VYmeZ. (5.9)

En décomposant p dans la base Z : p = Zé\il Y ez PE®I et en injectant cette expression
dans la formulation variationnelle ([5.9)), il vient que

qzlqupn (I)q CI)p Lr) = — (ulnC‘pa(I)%)LQ(r), Vp € {1,...,M},Vm c 7.

Ces équations s’écrivent aussi sous la forme matricielle

Lp=-0, (5.10)
avec _ _ _ _
Ll’l Ll,? o Ll’M ﬁl Ul
21 [22  [a2M 5 U2
M1 [M2 [ MM 5}\4 oM

ou chaque bloc infini ip’q, 1 <p,q <M de la matrice La pour coefficients

L5, = (L®L, 5) 2y, ¥m,n € Z. (5.11)
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Les coefficients (5.11)) de l'opérateur intégral de simple couche, pour deux objets p et g,

avec p,q =1,...,M, pour deux modes de Fourier m,n € Z, sont donnés par les expressions
suivantes ]
iTa .
- 2 me(kap)Hn%)(k‘ap)émn S1p =g,
LPa = o (5.12)
’ X ONLT)
%Jm(kap)snm(bpq){]n(kaq) sinon.

Le symbole 6,,,, est le symbole de Kronecker, égale a 1 si m = n et a 0 autrement, et la quan-
tité Spm (bpg) est donnée par : Sy, (bpg) = Hflljm(kbpq)ei("*m)apa pour p,q=1,...,M,p #q
et m,n € Z. 1l est plus commode d’introduire une notation par bloc

IMAy~, ~

T P sip=gq,

Lpa ={ 2
AT\ SOy~ ~ e
—V P p(sP)TT9 sinon,

ot les matrices infinies J? et HP sont diagonales et de terme général respectif J,,(ka,) et

Hﬁ)(kap), et la matrice infinie (SP9)7 est la transposée de la matrice (SP4), de coefficients
S%,In = Smn(bPQ)'

Maintenant, nous considérons une projection en dimension finie. Pour cela, nous tron-
quons le systéme ([5.10) en gardant, pour chaque série de Fourier (®2 ),,cz, p = 1,..., M,
2N, + 1 modes tels que : —N,, < m < N,. Le systéme tronqué résultant est noté Lp = —U,
avec

Ll,l L1’2 o Ll’M Pl Ul
]L2,1 L2’2 o ]L2,1 p2 U2

]L - . . . . . = - . )
LM,l LM’2 . LM’M pM UM

ot chaque bloc LP4, de taille (2N, + 1) x (2Ng + 1), pour p,q = 1,..., M, de la matrice L a
pour coeflicients |D Lo, =15, pour —N, <m < N, et =N, < ¢ < N;. Chaque bloc

peut étre écrit matriciellement, pour p,q =1,..., M,
ma
JJPHP sip=gq,
vaq — 2
1T /Ap g

5 JP(SP)T]9  sinon,
ou les matrices diagonales JP et HP de taille (2N, + 1) x (2N, + 1) ont pour terme général
respectif Jy,(kap) et Hf,ml)(kap), et la matrice (SP9)7 de taille (2N, + 1) x (2N, + 1) est la
transposée de la matrice (SP?), de coefficients SP%, = Sy (byg)-

5.3 Informations spectrales sur le potentiel de simple couche
pour la diffraction simple a basse fréquence

Dans la suite, nous supposons que k € Fp(Q2~) pour que EFIE soit bien posée. Le but
de cette section consiste & obtenir des informations spectrales (valeurs propres, conditionne-
ment) sur 'opérateur de simple couche pour la diffraction multiple. Avant de nous attaquer
a cette situation, commencons par étudier plus en détail le cas de la diffraction simple. Pour
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cela, nous nous plagons dans le cadre de la basse fréquence en choisissant d’étudier le cas du
disque. En effet, pour de tels obstacles, la formulation variationnelle peut étre appro-
chée par un systeme linéaire de dimension finie dont tous les coefficients sont explicites. Par
un développement asymptotique, nous obtenons ensuite des estimations des valeurs propres
de 'opérateur de simple couche pour des obstacles circulaires. Nous concluons cette premiere
étude en proposant des regles formelles d’extension a d’autres objets, pour I'approximation
par éléments finis de frontiére. Cette étude en basse fréquence peut étre vue comme un pre-
mier pas lorsque 'on veut ensuite essayer de monter en fréquence, la situation étant alors
encore plus complexe.

5.3.1 Le cas du disque
Diagonalisation dans la base de Fourier

Nous supposons ici que le domaine £~ est un unique disque de frontiere I', de rayon a
et centré a 'origine O. Dans ce cas, la matrice infinie L est diagonale. De plus, d’apres la
relation lb ses coefficients, notés LL,,,, sont donnés par

~ ima

Vm,n€Z,  Lpn= 5mn7Jm(ka)H,(;>(ka). (5.13)
En dimension finie, nous conservons 2N + 1 modes tels que les indices m vérifient — N <
m < N. Nous notons L = (L) - N<m,n<n la matrice diagonale de taille (2N +1) x (2N +1)
approchant 'opérateur de simple couche, telle que

~ ima
V-N<mn<N, Lpp=DLu,= 5mn7Jm(ka)HnP(kza).

Remarque 5.1. Dans le cas particulier de la diffraction par un disque, l'opérateur de simple
couche est diagonal d’éléments diagonaux : pm = Lpm. De plus, opérateur L est non
inversible dés qu’une des valeurs propres p,, est nulle, soit, J,(ka) = 0, pour une certaine

valeur de m pour ka fixé (rappelons que H},%)(a:) # 0 pour tout x > 0). Ceci est exclu ici
puisque nous avons supposé que k ¢ Fp(Q~) = {k/3Im € N/J,,(ka) = 0}.

Etude spectrale et conditionnement a basse fréquence

La matrice I étant diagonale, ses valeurs propres, notées p,, m = —N,..., N, sont
directement obtenues par les termes diagonaux
ma
fim = Lpm = 7Jm(lm)fjr,gp(lm), m=—N,...,N. (5.14)
Autrement dit, nous disposons de I’expression explicite de chaque valeur propre de I'opérateur
de simple couche L. Nous proposons maintenant une étude détaillée du spectre de ’opérateur
L lorsque ka tend vers 0, c’est-a-dire a basse fréquence. Commencons par remarquer que,
d’apres [II, (9.1.5)], nous avons

VmeZ Ve £0, HY ()= (1)"HO (@),  Jop(@) = (—)™Jn(z).  (5.15)
Ces propriétés impliquent que les valeurs propres p,, de IL sont doubles

Hm = H—m, m:_Na"'aNu m#ou
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la valeur propre g étant simple.

Les valeurs propres sont connues explicitement. Toutefois, elles sont données en termes
de fonctions spéciales, ce qui ne rend pas aisée I'explicitation de la dépendance en termes de
nombre d’onde adimensionné ka et parametre de troncature N. Afin d’obtenir des expressions
plus simples a interpréter, nous allons considérer des développements des valeurs propres a
basse fréquence. Remarquons que I’analyse a moyenne et haute fréquence est possible [12] [13].
Toutefois, son extension au cas de la diffraction multiple haute fréquence est plus compliquée.
Pour cette raison, nous avons choisi de nous restreindre ici a la basse fréquence. Considérons
donc que ka — 0. Dans ce cas particulier, les développements asymptotiques des fonctions
Jm et HSY donnent (voir relations (9.1.12) et (9.1.13) de [I])

—a {ln <k2a> + 7] + i%a +0 ((k:a)2 ln(k:a)) pour m = 0,

TSR
2
2l +0 ((k‘a) ) pour m # 0,

(5.16)

ol v = 0.577215665... est la constante d’Euler. Afin d’illustrer et valider ce choix d’ap-
proximation, nous représentons sur la figure les parties réelles et imaginaires des valeurs
propres exactes et approchées en tronquant I'approximation a N = 20, pour un
nombre d’onde adimensionné ka = 0.2 (a = 1 ici). Nous voyons que, effectivement, I’approxi-
mation donne des valeurs tres proches de celles souhaitées. De plus, on remarque que seule la
premiere valeur propre pour le mode m = 0 possede une partie imaginaire non nulle. Cela se
traduit physiquement par le fait que le mode d’ordre zéro est le seul mode propagatif a basse
fréquence. Ceci bien sir devient faux pour des valeurs de ka suffisamment grandes. D’autre
part, lorsque ka augmente, les approximations considérées introduisent des erreurs assez im-
portantes. Par ailleurs, nous constatons que les valeurs propres de la matrice I tendent vers
zéro lorsque m devient grand. Ces valeurs propres, qui correspondent a des modes évanes-
cents, ont comme limite zéro car 'opérateur L est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre
—1, donnant lieu alors a des valeurs propres tendant vers zéro pour des fréquences spatiales
grandes.

O Valeurs propres exactes O Valeurs propres exactes
16 1.4
*  Valeurs propres approchées *  Valeurs propres approchées
14 12
12 o 1
° 5
@ 1F L 0.8F
2 £
t o8 o 06F
£ 5
06f & o4t
o}
0.4F 0.2f
®
0.21 of Pe e & @@ @ @@ @ & @ @ & @ @ ® & & O
0 e g e,
. . i @9 e 900000 o

o

. . . . . . . . . . )
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Mode : m Mode : m

[S)

(a) Parties réelles (b) Parties imaginaires

FIGURE 5.1 — Comparaison entre les valeurs propres exactes (5.14)) et approchées ([5.16) de
L, pour ka = 0.2 et N = 20 modes (positifs).
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Intéressons nous maintenant au conditionnement cond (L) de la matrice L défini par

cond(L) = ||L [IL7"],

pour une norme matricielle || - || associée & une norme vectorielle || - || sur C2N 1| c’est-a-dire
LX
L= sp XL
xecan+y o [1X]|
Nous proposons ici d’analyser le conditionnement en norme euclidienne || - ||2, soit
N
IXll2 = | D [Xml?,
m=—N
pour tout vecteur X = (X_n,..., Xny)T de C2V*!. Dans ce cas, nous avons

condz(L) = L2/~ 2.
Comme la matrice L est diagonale, elle est normale, d’ou

condy (L) = M,

Hmin
OU fmay = MAX0<m<N |fm| € fmin = Ming<m<n [fm|. Au vu de Panalyse asymptotique
basse fréquence précédente , la valeur propre de module maximal est donnée pour
m = 0 (mode propagatif) et celle de module minimal correspond & m = N (mode évanescent).
Finalement, une approximation basse fréquence (ka < 1) du conditionnement est donnée

par
conda(L) ~ {a2 {ln <k:2a) + ”yr + (7;(1)2}1/2 %, (5.17)

dans le cas de la diffraction simple par un disque de rayon a pour une troncature a (2N + 1)
modes de Fourier.

5.3.2 Liens avec ’approximation par éléments finis de frontiere et exten-
sions formelles a d’autres objets

Approximation par éléments finis de frontiére

Introduisons maintenant ’approximation par éléments finis de frontiere du probléeme
variationnel . Rappelons que nous supposons le bord I' et I'onde incidence u™¢ suffisam-
ment réguliers pour que la densité p soit une fonction de L?(T"). Soit I', une approximation
polygonale de la courbe I' a l'aide de N}, segments K;, 1 < j < Nj. Nous avons alors :
ry, = U;V:}LIK j. Nous désignons par h; la longueur du segment K; et par h le maximum de
ces longueurs : h = maxi<j<n, hj. Nous choisissons comme sous-espace d’approximation
éléments finis I’espace Vj, de L?(I',) des fonctions continues sur I'j, affines par morceaux

Vivi={pn € C°(T) /pnli, € P1,1 < j < Ny} (5.18)
Dans ce cadre, la formulation variationnelle exacte (5.7]) est approchée par celle discrete

{ trouver py, € Vj, tel que (5.19)

Ve € Vi, (Lapn, ®n)r2(r,) = — (u™p,, q)h)Lz(ph) .



5.3. INFORMATIONS SPECTRALES POUR LA DIFFRACTION SIMPLE 203

Apres approximation des doubles intégrales liées au potentiel de simple couche par des
formules de quadrature semi-numérique, nous sommes amené a résoudre le systeme linéaire

Np,
{ trouver p;, € C* tel que (5.20)

[Ln] p, = —[Mp]Ju™,

ou [Lp] € My, n, (C) est la matrice du potentiel de simple couche et [My] € My, w,(C) la
matrice de masse pour les éléments finis linéaires, p, € CM* est le vecteur nodal densité et
u'"® est le vecteur nodal incident.

Le disque

Nous relions maintenant la méthode spectrale décrite plus haut avec la méthode d’élé-
ments finis de frontiere. Supposons que le maillage du disque soit uniforme, de pas h. Le
nombre de degrés de liberté Ng utilisés en éléments finis de frontiere est alors

2ma
En comparaison, la méthode spectrale nécessite 2NV + 1 modes. Notons u/ . et u” .. respec-
tivement les valeurs propres de plus petit et de plus grand module de la matrice [M, h]_l [Lp].
En remplacant formellement N par mah™! — 1 /2 dans estimation de fmin €t fmaz, nOUS
avons

a
min )h = a_ 1.1 40
Hmin (0, h) 2rah=1 —1
(5.21)
ka 2 ma\?
:U’ma:c(kva) =4/a? |In( — v {5
2 2
Nous obtenons ensuite I'estimation du conditionnement spectral (5.17)) suivante
cond(k, a,Tp,) := conds([My] " [L4]) ~ condapp(k, a, h), (5.22)
avec -
2 2 -1
2 -1
condgpp(k, a, h) = {a2 {ln (?) +7] + <7r2a> } L, (5.23)
a

lorsque ka tend vers zéro.

Afin de valider I'approximation , nous considérons la suite de tests numériques
suivante. Soit un disque de rayon a = 1. Nous comparons (Figures [5.2(a)| et [5.2(b)|) les
conditionnements numériques cond(k, a,I'y) du potentiel de simple couche et son estimation
condg(k, a, h) pour un maillage uniforme. Dans le premier cas, nous faisons varier ka (petit)
pour un nombre de points égal a N, = 100. Dans le second cas, c’est le nombre de points Ny,
qui varie pour ka = 0.1. Dans les deux situations, nous voyons que notre estimation donne
une approximation tres précise de la valeur cherchée. De plus, il est clair que lorsque ka
devient suffisamment grand, I’estimation devient incorrecte puisque 'approximation basse
fréquence n’est plus valide. Nous considérons maintenant un maillage non uniforme sur les
Figures [5.2(c)| et |5.2(d)l Pour cela, nous générons une suite de segments K; = [x;_1,X;],
1 <5 < Ny, avec

xj—1 = a(cos(#j—1),sin(0;_1)),

9 10e:_ (5.24)
i (j—l—l— = 1),

0. =
1= N, N,
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oll €j_1 est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0;1] et xy, = x¢. Le calcul de
cond(k, a,T'y) est encore effectué de maniére numérique puis approchée via la formule ([5.23)).
Dans ce dernier cas, le choix du parametre h est plus délicat. En effet, si 'on considere la
dépendance du conditionnement cond(k, a,I') du simple couche vis-a-vis de la géométrie I'y,
cette dépendance est a priori globale et affecte fimin(a, h). Dans le cas d’une discrétisation
non uniforme, il est possible de considérer une estimation de pmin(a,-) qui n’est que locale
en prenant condgpy(k, @, Amin) ou condapy(k, @, Amaz), avec Rpmin = mini<j<n, hj et hpmae =

maxi<j<n, hj, ou alors globale en prenant condgp,(k,a, heqy), avec heqy = N; ! Z;V:’ll h;.
Ce dernier choix correspond & un calcul du conditionnement estimé pour une discrétisation
équivalente uniforme basée sur un pas moyen heqy. Dans le cas d’une discrétisation uniforme,
les définitions coincident. On voit finalement que le choix de heqy conduit & I'estimation la
plus précise.
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FIGURE 5.2 — Validation des formules d’approximation du conditionnement de l'opérateur
de simple couche dans le cas du disque (maillages uniformes et non uniformes).
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Estimations pour d’autres géométries

Nous considérons maintenant le cas de deux autres géométries
a) une ellipse de demi grand axe a,, le long de l'axe O—xl> et de demi petit axe ay, le
long de I'axe Oxo,

b) un rectangle de longueur de cotés 2ay, et 2a,, le long des axes (4)‘;1 et Oxs.
Les deux objets sont centrés a l'origine.

Considérons le premier cas. Rappelons que, dans le cas du disque et pour la méthode
d’éléments finis Py, les plus petite et plus grande valeurs propres en module sont estimées
respectivement par

2 2,2
. - a a2 ly (k:a) ] m2q

Deux questions se posent alors : comment prendre en compte un rayon équivalent, noté aeqv,
pour une ellipse, et, puisque le maillage n’est pas uniforme, quel pas h équivalent choisir.
Dans le cas de l'ellipse, nous proposons pour l'approximation de la plus grande valeur propre,
trois approximations

gl = Qa1 T Gap T Gay
eqv 2 ’
W2 204, a4,
eqv Ay, + Ay ’ (525)
/2 2
3 axl + amg
as,., = ———.

eqv \/Q

La premiére approximation consiste a prendre un disque de rayon moyen en fonction des deux
rayons ay, et as, et la seconde le disque de courbure moyenne en fonction des courbures 1/ay,
et 1/ag,. Le troisitme choix propose de prendre le point (as,,a.,)/v/2 de Iellipse, puis de
choisir le rayon du disque centré a 'origine et passant par ce point. Par ailleurs, concernant
la discrétisation, nous proposons les trois possibilités liées a Amin, Amaz €t heqv, ceci pour
chacune des valeurs agqv, j = 1,2,3. Fixons la situation suivante : a;, = 1, az, = 0.25 et
Np, = 60. Nous représentons sur les Figures [5.3(a)l [5.3(b)| et [5.3(c)| respectivement les plus
grandes et plus petites valeurs propres ainsi que le conditionnement en fonction du nombre
d’onde k. Nous voyons que ’approximation de la plus grande valeur propre est correctement
réalisée grace a la troisiéme approximation donnée par agqv. Par ailleurs, la plus petite valeur
propre est tres peu sensible a ce choix comme on pouvait s’y attendre. Il s’avere par contre
que le choix du pas équivalent est prépondérant, avec notamment une meilleure approxima-
tion basée sur h,,;,. Ceci est confirmé en pratique sur tous les cas traités. Nous voyons que
ces estimations donnent alors une approximation satisfaisante du conditionnement. Nous
proposons également, sur la figure une comparaison des différentes estimations en fonc-
tion du rapport entre les demi-axes de I’ellipse. Plus précisément, fixons N, a 60, le nombre
d’onde k a 0.2 ainsi que le demi-axe a;, a 1. Nous faisons ensuite varier le demi-axe a,, entre
0.05 et 1. Nous constatons encore une fois que l'utilisation du rayon équivalent ag’qv conduit
a la meilleure estimation de la valeur propre de plus grand module. De méme, ’estimation la
plus précise de ,ufnm s’obtient avec le pas équivalent h,,;,. Il apparait qu’en présence d’une

unique ellipse, le rayon équivalent ag’qv associé au pas équivalent h,,;, conduit a une estima-
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FI1GURE 5.3 — Validation des formules d’approximation du conditionnement du potentiel de
simple couche dans le cas de l'ellipse (maillage non uniforme).

tion relativement précise des valeurs propres de plus petit et de plus grand modules, ainsi
que, par conséquent, du conditionnement de la matrice [Mj]~[Ly].
Dans le cas du rectangle de demi longueurs de cotés ay, et a,,, nous considérons l'ap-

proximation suivante
4 (1+ﬁ) \/ a?n +a42v2 (5 26)

aqu = 2 \/5
Pour obtenir cette approximation, nous considérons ’ellipse de demi-axes ay, et a,, et celle de
demi-axes v/2az, et v/2a,, le long des abscisses et ordonnées respectivement. En particulier,
les coins du rectangle appartiennent a cette derniere ellipse alors que les milieux des cotés
sont sur la premiere. Puis, nous prenons l’ellipse dont les demi-axes sont les moyennes de
ces deux ellipses, soit (1 4+ v/2)as, /2 et (1 + v/2)az,/2. Enfin, le disque de rayon équivalent

donné par agqv mais pour lellipse équivalente précédente est considéré. Cela conduit alors
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FIGURE 5.4 — Validation des formules d’approximation du conditionnement du potentiel de
simple couche dans le cas de 'ellipse (maillage non uniforme). Un nombre Nj, = 60 points
est utilisé pour discrétiser ’ellipse. Sur les trois figures, le nombre d’onde k est égal a 0.2, le
demi-axe a,, est fixé a 1 tandis que le deuxieme demi-axe a,, varie entre 0.05 et 1.

a la formule (5.26). Nous testons sur les figures [5.5(a)| a [5.5(c)| 'approximation des plus
grandes et petites valeurs propres approchées ainsi que le conditionnement correspondant.
Le cas étudié est celui du rectangle centré a l'origine avec a,, = 1 et a,, = 0.25. Nous
discrétisons chacun des quatre cotés avec 50 points, ce qui fait un total de N;, = 200 points.
Comme on peut le voir, 'approximation basée sur aéqv est tres satisfaisante et le choix du
parametre minimal de pas donne une courbe exacte.

En conclusion, cette premiére étude permet d’obtenir des estimations analytiques des
valeurs propres minimales et maximales ainsi que du conditionnement de 'opérateur de
simple couche a basse fréquence dans le cas de trois objets : le disque, I'ellipse et le rectangle.
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FIGURE 5.5 — Validation des formules d’approximation des valeurs propres ,uﬁun et ,u,ﬁmx et
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5.4 Estimation du conditionnement du potentiel de simple
couche a basse fréquence pour des obstacles éloignés

Contrairement au cas de la diffraction simple, nous n’avons pas acces ici directement aux
valeurs propres de la matrice IL, et notamment a son conditionnement, puisque celle-ci n’est
plus diagonale. Nous nous plagons toujours en régime de basse fréquence, soit ka — 0, avec

RS AV

le plus grand rayon des M obstacles circulaires. La diffraction multiple fait apparaitre des
parametres supplémentaires par rapport a la diffraction simple, essentiellement kb, ot byq
est la distance entre les centres des obstacles 2, et €. Nous proposons d’analyser 'effet
de ce parametre sur le spectre de la matrice intégrale en fonction de son asymptotique.
Nous obtiendrons des résultats partiels pour certains régimes, le cas général demeurant
trop complexe. Dans notre étude, nous distinguons essentiellement deux situations : le cas
d’obstacles éloignés (section et le cas d’obstacles proches (section [5.5]). La situation
intermédiaire, plus complexe d’apres nos premieres études, n’est pas traitée ici.

5.4.1 Localisation par le théoréme de Gershgorin-Hadamard et asympto-
tiques

Dans cette section, nous supposons les obstacles éloignés, c’est a dire kb — 400, ou

b= p,q=1?-1~1711%4,p¢q bra

est la plus petite distance inter-centres du groupe d’obstacles. Dans ce régime particulier, on
peut espérer que les effets de la diffraction multiple soient faibles et que le systéme couplé se
comporte comme celui de la diffraction simple. Pour localiser le spectre de L, nous utilisons
une approche par les disques de Gershgorin directement sur la matrice tronquée de 1’opé-
rateur. Nous commengons par rappeler le premier théoréeme de Gershgorin-Hadamard [97]
appliqué a la matrice L. Par ailleurs, pour alléger les notations, nous introduisons ’ensemble
I de tous les couples d’indices (p, m) :

I={(p,m)eNXZ, telsquel <p< M et —N,<m< Ny}

Théoréme 5.2 (Théoréme des disques de Gershgorin). Pour (p,m) € I, nous introduisons
les disques de Gershgorin lignes

g ={zeC:|s—107, | <RL}, (5.27)

et les disques colonnes

¢n={:eC:lz-10r,|<CB}, (5.28)

ou les rayons RE, et CP, sont donnés par

Ny Ny
Ro= Yl o= XY Ll (529

1<qg<M n=—Nq4 1<qg<M n=—Nq4
q#p q#p
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Alors, le spectre (L) de L vérifie

U(L) C (yRﬂyc),

Py U an o go— | U

p=1lm=— p=1m=—N,
sont l'union des disques lignes et colonnes.

Un second théoreme permet de raffiner la localisation des valeurs propres [97].

Théoréme 5.3. Soient Iy un sous-ensemble de I et Iy = I\ Iy son complémentaire. Soient
de plus S1 et Sy l'union des disques de Gershgorin associés a ces ensembles

Sl == U %rp;u SQ - U ‘@fn

(pm)el (pm)€l2

Si S1NS2 = 0, alors Sy contient exactement card(Iy) valeurs propres de L, chacune étant
comptée avec sa multiplicité algébrique, les autres valeurs propres étant dans Ss.

Commencons par établir les principales propriétés des disques de Gershgorin de la matrice
L a travers la proposition suivante.

Proposition 5.4. Pour (p,m) € I, les disques de Gershgorin de la matrice L vérifient
i) Les rayons des disques lignes et colonnes sont égauz

xh = 6P .
1) Pour m # 0, les disques sont doubles

R, = R

—m>

¢ =P,

Démonstration. Pour (p,m) € I et (g,n) € I avec p # ¢, le module du coefficient L}, s’écrit

= T (k)| Ho )| ()

mn’

Rappelons la relation vérifiée par les fonctions de Bessel et de Hankel [I], 9.1.5 et 9.1.6], pour
tout veNetzx eR:

T_y(x) = (~1)"J, (), HY)(2) = (-1)"H (). (5.30)

Nous obtenons alors la relation

Leg,| = W\/W [ (kap) | [ (Y

m,n

kbpq)‘ ‘J|n\(lmq) )

[n—m|

et en particulier, 'invariance par les opérations (p,q,m,n) — (q,p,n,m) et (m,n) —
(—’I?’L, —TL)
|~ 025, L8 = 2] o

—m,—n —n,—m
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De méme, pour les coefficients diagonaux LPP ~ (5.12)), qui sont les centres des disques de
9
Gershgorin, nous avons ’égalité suivante

Lor, =L, (5.32)

—m,—m-*

En utilisant (5.31)), il vient que

Nq
> wal= > Z ez, | = ce,
1<¢<M n=—N, 1<q¢<M n=—N,
q#p q#p

ce qui démontre le premier point 7). Ensuite, d'une part les disques %%, et Z*,,, ont le méme
centre d’apres ([5.32)), et d’autre part, en utilisant (5.31)), nous montrons qu’ils ont méme
rayon

> z = 3 z Jeat| =

1<qg<M n=— 1<qg<M n=—
q#p q#p

ce qui acheve la preuve. O

La proposition montre en particulier que nous pouvons restreindre notre étude aux
disques de Gershgorin lignes. Afin d’étre plus explicite dans I'analyse du spectre, nous al-
lons nous placer dans le régime basse fréquence et dans le cas d’obstacles éloignés pour
effectuer une analyse asymptotique des disques de Gershgorin. Cela passe par une analyse
asymptotique des coefficients de la matrice L lorsque ka, — 0,1 <p < M, et kb — 4o00.

Lemme 5.5. Soient deux couples d’indices (p,m) et (q,n) de I tels que p # q. Si
ka — 0 et kb — +o0,

alors le coefficient LI, de la matrice I posséde le comportement asymptotique suivant

k
—ay {ln (;p) + 7} + i%ap +0 ((kap)2 ln(kap)) pour m = 0,

LPP =
7 ((k:ap)Q) pour m # 0.

(5.33)

P
2|m|

Par ailleurs, le coefficient LD\, vérifie

qu = Tapq < >|m|+|n| (k P)|m|(kaq)‘n‘ ei(kbpq—7r/4—(n—m)7r/2+(n—m)apq)
W g Fbpg

aml (kg nl+2 A M2 (g Il a Ml (kg Il
+o<(k p) /E;]Z,,;) >+o<(k p) kb}f a) >+o<(k p)kbﬁf a) ) (5.3)

et son module

pg | [Tapaqg |m|+|n| (k’ap)‘m‘(k:aq)'"'
0 ((kap)ml(kaq)|n|+2> Lo ((kap)|ml+2(k:aq)|”|> Lo <(]€ap)|m|(kaq)|n> )

3

bpq k bpq k bpq
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Démonstration. L’asymptotique sur les coefficients diagonaux ([5.33) provient directement
de la relation dans le cadre de la diffraction simple. Soient maintenant deux couples
d’indices (p,m) € I et (¢,n) € I tels que p # q. Rappelons le comportement asymptotique
de la fonction de Hankel (voir équations (9.2.7), (9.2.9) et (9.2.10) dans [I])

H 2 i(kbpg—(n—m)m/2—7/4) 1
o (kbyg) = T 10 o) (5.36)

lorsque kb,; — +00, et celui de la fonction de Bessel
L (kap\I™ Im|+2
Iulkay) = < > + 0 ((kay)™+2) (5.37)

lorsque ka, — 0. L’approximation (5.34]) est alors obtenue en appliquant (5.36) et (5.37))
dans l'expression de 0%, (5.12), et la relation (5.35)) est dérivée en prenant le module de

(.34). O

Etant donné la complexité du probléme et par souci de clarté, nous supposons & partir
de maintenant que tous les obstacles sont de méme rayon a

Vp=1,..., M, ap = a, (5.38)
et que les indices de troncatures N, sont choisis égaux a un indice N € N
Vp=1,..., M, N, = N.

Cette hypotheése permet de simplifier les notations et les preuves. L’ensemble I est alors
défini par
(pm)el <= 1<p<Met —N<m<N.

Commencons par étudier 'asymptotique des rayons des disques de Gershgorin.

Lemme 5.6. Soient (p,m) € I et b= 1miI]%4 # bpg- Si ka — 0 et kb — 400, alors le
p7q: PARRS ] ?p q
rayon R du disque de Gershgorin %5, posséde le comportement asymptotique suivant

ka\!™ 4 M (ka)lmi+1 a)lml
= (%) {Z | T +Zo< by of Ry
m ! /

2 ! a=tarp V2RO | g, Fbnq q=1,q#p kbpq

(5.39)
En particulier, nous avons

p _ (M —1) (ka Im| (ka)Iml+1 (ka)lm!
Rmﬁm“<2) M)—FO(\/%)—{—O( 5 ) (5.40)

Démonstration. Soient (p,m) et (g,n) deux couples d’indices de I. D’apres le lemme
pour ka suffisamment petit et kb suffisamment grand, nous avons

ml a)lml+2 )l
=5 (5) " e o (S ) o ().

et pour n # 0,
ka)lml+1
’]L%qn‘ -0 (ka) '
’ kbp,
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En injectant ces deux expressions dans celle de RP, (5.29)) et en sommant sur n et g, nous
obtenons la relation (5.39). L’inégalité (5.40) provient simplement du fait que b < b4, pour

tout p,gq=1,..., M, p #q. O
Remarquons que, sous 'hypothese (5.38), pour m = 0,..., N, les disques de Gershgorin
P, ont méme centre, pour tout p =1,..., M, puisque
1<p,g<M,—N <m<N\, P, =L o, =L, =127 .

Nous notons L, ce centre
Ym=20,...,N, Lm:Lﬁfm.

D’autre part, d’apres le lemme les centres IL,,, ont le comportement asymptotique suivant
lorsque ka tend vers 0

- Lo + O ((ka)®In(ka)) sim =0 (5.41)
" L + O ((ka)?) sinon, .
ol
ka Ta
_ —a{ln()—i—'y}—i—z sim=20
L =14 4 2 2 (5.42)
o sinon.
2m

Nous montrons maintenant, que lorsque ka — 0 et kb — +00, alors nous pouvons
regrouper les disques de Gershgorin en N disques %Zp,, m = 0,..., N d’intersection vide.
Ceci nous permettra d’appliquer le Théoréme [5.3] afin de localiser explicitement les valeurs
propres de L.

Proposition 5.7. Pour 0 < m < N, introduisons les disques %, de centre L,,, définis
par , et de rayons R, définis par : R,, = max,—1,. n RP,. Alors, les deux assertions
sutvantes sont vraies

i) Pour toutp=1,...,M etm=0,...,N,

R C R et R, C R

i1) 1l eziste deux constantes K, > 0 et Ky > 0 telles que, si ka < K, et kb > Ky, alors
pour tout m,n tels que 0 < m,n < N, nous avons

m%n(z)%’mﬂ%’n:@.

Démonstration. Le point ¢) est évident : pour tout p = 1,...,M et m = 0,..., N, d'une
part les disques %, et ZP, ont méme centre L,,, et d’autre part, par définition, le rayon R,,
du disque Z,,, est plus grand que celui de #7,.

Concentrons nous sur le point #i). Introduisons le parametre € > 0 défini par

€= min ‘]L —L
1<m#n<N | n
~ a
et remarquons que, comme L, = o pour m =1,..., N, nous avons
m

g = ‘]LN,1 — LN‘ .
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Notons que ¢ est indépendant de ka mais dépendant de a. D’apres ([5.42), il existe une
constante K/, > 0 telle que, si ka < K/, alors, pour tout m tel que 1 < m < N, nous ayons

)Em — ]I:()) > E.
Ainsi, pour tout m et n tels que 0 < m,n < N, nous avons
‘]ﬂm — Iﬁn‘ >e, pour m # n.

Soient maintenant m et n tels que 0 < m,n < N. L’expression (5.41]) implique qu’il existe
une constante K, > 0 telle que, si ka < Ky pn, alors

~ € -~ €
‘Lm—Lm’ <p et ‘]Ln—]Ln‘ <7
Ceci implique que, puisque

)

Lo = Lo = [Lon = Lo + Lon = L + Ly = Lp| > || B — Lo = [ L = B = L — L

alors, pour ka < min (K|, K, ), Dous avons

L, — Ly >6—Z—§:§, pour m # n. (5.43)

D’autre part, d’apres I'inégalité (5.40]) du Lemmeet pour ka < min (K}, K4 m.n), o0 peut
trouver une constante Kj ,, , > 0 telle que, si kb > Ky, 5, nOUS ayons

et R, <

IR

Ainsi, il vient que
€
Ry + R, < 3 < |L, —L,|.

Introduisons maintenant

K, = min (Ké“ min Ka,m,n)a Ky= max Kppn.

0<m,n<N 1<m,n<N

Nous avons alors le résultat suivant : si ka < K, et kb > Kj, alors, pour tout m et n tels
que 0 <m,n <N

Ry, + R, < |L,, — L,|.

Ce qui signifie exactement que %, (%, = 0, qui est le point i7). O

Regardons maintenant sur quelques exemples l'interprétation visuelle de la proposition
Considérons le régime basse fréquence ka = 0.1, pour cinq disques de rayon unitaire
(répartis aléatoirement). L’indice de troncature N est fixé a 4. Nous représentons les disques
de Gershgorin et leurs centres (cf. Théoreme sur les figures pour deux valeurs de
kb : kb = 0.5 sur les figures [5.6(a)i5.6(b)| et kb = 7.8 sur les figures |5.6(c)15.6(d)} Nous
remarquons que, dans le premier cas, soit kb = 0.5, nous ne sommes pas dans le régime des
obstacles éloignés de la proposition [5.7] puisque les disques s’intersectent. Ceci est corrigé dans
la seconde situation pour kb = 7.8, ou les disques ne s’intersectent pas. Dans ce dernier cas,
on voit que I'on s’approche en quelque sorte d’un régime ou le couplage issu de la diffraction
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02f /
4l /
2 o1
. [
2r of | |@
Q2 0.1
o \
© sl .
-0.3f y
ol ~—
—0.4f
-4k, . . T . . 05t . . .
-4 -2 0 2 4 6 8

. . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Partie imaginaire
Partie imaginaire

Partie réelle Partie réelle
(a) kb=10.5 (b) kb= 0.5 (agrandissement prées de origine)
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(c) kb=17.8 (d) kb= 7.8 (agrandissement pres de l'origine)

FIGURE 5.6 — Disques de Gershgorin de la matrice L, avec 5 obstacles de rayon unitaire et
pour ka = 0.1 et N = 4 placés aléatoirement dans la boite [1,20] x [1,20] pour les figures
(a) et (b) et [1,200] x [1,200] pour les figures (c) et (d).

multiple n’est pas trop important, au moins pour les modes m # 0. Ainsi, les valeurs propres
de la diffraction simple (centres des disques) peuvent étre considérées comme de bonnes
approximations des valeurs propres de la diffraction multiple. Pour le mode propagatif m = 0,
nous voyons que les cinq disques de Gershgorin ont un rayon encore relativement grand
et donc que les valeurs propres associées a la diffraction multiple et simple peuvent étre
relativement différentes.

Supposons que ka soit suffisamment petit et kb suffisamment grand, alors d’apres le point
i) de la Proposition le disque %, contient exactement les M disques #§ de Gershgorin
de la matrice L. Chaque disque %, 1 < m < N, contient les 2M disques ZF, et %7 ...
De plus, ces disques (%Zm)m=o,..N ne s'intersectent pas d’apres le point ). Le Théoreme
implique alors que la matrice I possede M valeurs propres localisées dans le disque %,
que nous noterons (uf)p=1,..Mm, et 2M autres valeurs propres dans chaque disque %, pour
m # 0, qui seront désignées par (u2,)p=1,...ar et (u2,,)p=1.... m. Dans la suite, nous supposons
un tel régime atteint et nous nous attachons a estimer les valeurs propres de L de plus petit
et plus grand modules.
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Remarque 5.8. Le régime décrit ici correspond d celui de la méthode DORT, présentée
dans le chapitre . En effet, les obstacles sont trés petits (basse fréquence) et éloignés les uns
des autres (découplés). Nous constatons de plus que, dans ce cas, la matrice . de l’opérateur
de simple couche posséde M wvaleurs propres significatives, celles comprises dans le disque de
Gershgorin Z.

5.4.2 Précision sur la localisation des valeurs propres de plus petit et de
plus grand module

A partir de maintenant, notons (an)(p,m)e 1 les valeurs propres de L, ainsi que pn, et
lmaz Tespectivement la plus petite et la plus grande valeur propre (en module) de L, soit

) — 3 p t = p .
| thmin | (pr,gzl)%l b, et imacl (%ﬁz |1, |

D’apres ce qui précede, pimi (respectivement fiyqg,) se situe dans le disque %, le “plus
proche” (respectivement “le plus €éloigné”) de l’origine. Or, nous avons, d’une part, le com-
portement asymptotique des centres des disques %,

L = L + O ((ka)? In(ka)) ,
et, d’autre part, la relation d’ordre (pour ka suffisamment petit) sur les centres approchés
des disques (d’apres ((5.42))
0<IEN<IEN,1 <... <f[:1 <§R(f[:0)

Ainsi, fmin est localisée dans le disque Zn et fimar dans % si ka est suffisamment petit.
Comme fimin est un élément de Zp, nous avons 'inégalité suivante

Ly — RN < |[pmin| <Ly + Rn.
Comparons maintenant les ordres de grandeur des différents parametres intervenant dans

cet encadrement. Nous savons que

Ly = % +0 ((ka)?),

et, d’apres (5.39)), le rayon Ry se comporte comme

B (k:a)N
RN‘O< J%>

ce qui entraine clairement (si N > 2) que

| ttmin| = % +0 ((ka)?) . (5.44)

Nous remarquons alors que la distance b entre les obtacles n’intervient pas dans cette esti-
mation de |fmin|. De plus, cette estimation correspond exactement a la plus petite valeur
propre obtenue dans le cadre de la diffraction simple . D’autre part, rappelons que les
2M valeurs propres pf, et p” \, pour p = 1,..., M, de la matrice L sont localisées dans
le disque Zy. Elles vérifient aussi I’égalité et donc 5% en est une bonne estimation.
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Ainsi, 53 peut étre considérée comme une valeur propre de multiplicité 2M, de module mi-

nimal, approchant les 2M valeurs propres (1R)p=1,..m et (4” x)p=1,...m. Remarquons que,

bien que I’étude vient d’étre menée pour m = NN, nous pouvons aussi conclure que les valeurs

propres (p8))p=1,..m €t (u,)p=1,..m, pour m = 1,...N et m # 0, peuvent étre approchées
a

par la valeur propre ] AVeC une multiplicité 2M (chacune).

Comme fiyqq est un élément de %y, nous avons l'inégalité suivante
|]L0’ —Rp < ’Hmax’ < |IL’0‘ + Rp. (5.45)

éci . ¢ . Vi
Précisons cet encadrement. D’une part, d’apres (5.33)), nous avons

A -~ k
Lo=Lo+ O ((k:a)2 ln(k:a)) , avec  Lop=—a {111 (;) + ,y] + i%,

et, d’autre part, d’apres ([5.40)),

~ ka 1 ~ 2
< _ =a(M -1 . 4
Ro < Ry+ O <\/E> + O (k‘b) , avec Ry CL( ) W(k}b) (5 6)

Au final, (5.45)) s’écrit

~ ~ ka 1
2
Lo = Ro + O ((ka)*In(ka)) + O (\/ﬁ) +0 (kb) < |ftmas]
ka 1

< ‘IEO‘ TRy +0 ((k:a)2 ln(k:a)) +0 (\/%) +0 (kb) . (5.47)

Le terme Ry est proportionnel au nombre d’obstacles M. En particulier, en présence de
nombreux obstacles, Ry devient trés grand, rendant 1’inégalité 1' imprécise. En reprenant
I'exemple de la figure Iencadrement obtenu est

1.04 < |ptmaz| < 4.69,

sachant que |fmaz| = 3.54. Cet encadrement peut étre satisfaisant avec un petit nombre
d’obstacles, cependant, dés que M augmente, il devient tres imprécis.

L’approche par les disques de Gershgorin est donc limitée : elle ne permet pas d’estimer
précisément |fmq.|. Elle permet d’approcher la plus petite valeur propre |fimin|. Cependant,
cette derniere estimation est valable uniquement dans le régime particulier ou les disques de
Gershgorin sont séparés. Or, cette hypothese est tres restrictive. En effet, lorsque le nombre
d’obstacles est grand, le rayon Rf), pour p = 1,..., M, donné par , prend également une
grande valeur et le disque ) peut alors s’intersecter avec d’autres disques 24, pour n # 0 et
q=1,...,M. Nous proposons une méthode alternative, basée sur I’étude asymptotique des
coefficients de la matrice L., obtenus dans le lemme Avec cette méthode, nous montrons
que lestimation de |, | reste valable méme lorsque les obstacles sont nombreux et que les
disques de Gershgorin s’intersectent, comme sur ’exemple de la figure [5.6(a)|

5.4.3 Une approche alternative par passage a la limite sur la matrice LL

Nous proposons ici une approche alternative a la précédente, basée sur le lemme qui
donne une analyse asymptotique de tous les coefficients de la matrice .. Nous en déduisons
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alors une approximation limite de la matrice IL & travers celles de chaque sous-bloc IL?9, pour
p,g=1,..., M.

Nous commengons notre étude par le bloc diagonal PP pour p = 1,..., M. Rappelons
que cette matrice est diagonale. De plus, lorsque ka — 0, ses coefficients LDF, pour —N <
m < N vérifient (voir lemme

a 2 P
by IEO + O ((ka)?In(ka)) sim =0 (5.48)
’ Ly, + O ((ka)?) sinon,
avec
ka iTta .
. —a{ln()—i—'y}—l— sim=20
L=< 4 2 2 (5.49)

—_— sinon.

2|ml|
Nous construisons alors la sous-matrice diagonale (L°)P ne contenant que les termes pré-
pondérants du développement asymptotique obtenu dans (5.48). Plus précisément, (ILY)P-P
est de méme taille que LPP, soit (2N + 1) x (2N + 1), et est définie par

Ly 0 0 0
0 .o 0

@Wyr=1 : - §, - i |- (5.50)
0 L0
0 0 0 Ly

La relation (5.48|) implique que, lorsque ka — 0, la relation suivante est vérifiée, pour
p=1,....M

PP = (L7 4 O ((ka)? In(ka) ) . (5.51)
Autrement dit, chaque sous-matrice (L°)P? constitue une approximation du bloc diagonal
PP de la matrice L. Notons de plus que, d’aprés la relation ((5.50)), les coefficients de (IL°)P-P

ne dépendent pas de l'indice p (car a, = a, pour tout p = 1,..., M), ce qui implique que,
pour 1 < p,q < M, nous avons 'égalité

(LOP = @y

Nous procédons maintenant de la méme maniere pour le bloc extra-diagonal ILP, avec
1 <p,q <M et p#q. Lorsque ka — 0 et kby; — +00, les coefficients L)%, du bloc IL”? ont
le comportement asymptotique suivant (lemme [5.5])

i(kbpg—m/4) 1 (]C )2 >
Te a
oy m=——=——+0|—]+0 si (m,n) = (0,0),
Lpd = 2 kbpq (kbpq> (\/ kbpq (5.52)

O <(ka)|k\/%qnl) sinon.

Autrement dit, lorsque ka — 0 et kbyy — +00, tous les coefficients L1:%, de 1LP? décroissent
(au moins) comme

o ()
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sauf le terme d’indice (m,n) = (0,0), qui décroit comme

()

Soit la sous-matrice ()P4 de taille (2N + 1) x (2N + 1) et définie par

0 O 0 0
0\p,q 0 . X . O o\pg _ ;o T ¢! kbpa—m/4)
LYY =1 : -, (LOBE . avec (L )00 = ia EW. (5.53)
0 0
0 ... 0 0 O

Ainsi, grace a (5.52)), lorsque ka — 0 et kb — +o00, la relation suivante est vérifiée, pour
pg=1,....Metp#q

ka 1
LPY — (LO)p,q + 0 <> + 0 ( ) . (554)
e Fbpg

Autrement dit, chaque sous-matrice (L°)P constitue une approximation du bloc extra-
diagonal L4 de la matrice L. Introduisons la matrice par blocs L? contenant chaque sous-
matrice (L9)P4, soit

(LO)LI (]LO)L (LO)I,M

(LO)Q,I (L0)2 2 (LO)Q,M
L° = ,

(]Lo;M,l (LO;M’Q (LO)'M,M

Résumons ces derniers résultats dans le lemme suivant.

Lemme 5.9. Lorsque ka — 0 et kb — 400, nous avons

ka 1
L=L° ka)? In(k ( ) () : :
+0 ((ka)*n(ka)) + O 75) 0% (5.55)
A présent, nous notons ((po)fn)(p,m)e ; les valeurs propres de LY. Pour p = 1,..., M et
m = —N,..., N, nous supposons que

i = (1),

ce qui est assez légitime au vu de (5.55)). Pour motiver notre approche et mieux visualiser
les valeurs propres de L2, nous montrons sur la figure une comparaison entre les valeurs
propres de la matrice L et celles de la matrice L°, pour une configuration de 50 disques
unitaires placés aléatoirement dans le domaine [0,1000]? avec ka = 0.1, kb = 10 et I'indice
de troncature N égal a 4. Ces valeurs propres ont été calculées numériquement par la fonction
“eig” de Matlab. Globalement, ’approximation des valeurs propres (M%)(p,m)e 7 de L par les
valeurs propres ((1°)8,)p.myer de L est satisfaisante.

Commencons 1’étude spectrale de .Y en remarquant que cette matrice est presque diago-
nale puisque tous ses coefficients extra-diagonaux sont nuls sauf ceux d’indice (m,n) = (0,0)
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FIGURE 5.7 — Valeurs propres des matrices L et LY, pour M = 50 disques unitaires, pour
N =4, ka=0.1et kb= 10.

(voir (5.50) et (5.53)). Ceci implique que chaque coefficient (L°)%% = de la diagonale de L
d’indice m # 0 est une valeur propre de L. De plus, pour p,q = 1,...,M et m # 0, nous
avons les égalités suivantes

0\ 0\p,p  _ (TONGT  _ (T ONG, _T
(L2 —m = L) = @OV = (L)L, = L.
Ainsi, L., est une valeur propre de LO de multiplicité 20, pour m = 1,..., N. Nous fixons

le choix de numérotation suivant, pour p=1,...,. M, m#0et —N <m < N

(WO, = Ly = W (5.56)
Nous connaissons alors explicitement 2N M valeurs propres de L2, Ainsi, le calcul des M
dernieres valeurs propres ((uo)g)pzl,‘_” M peut étre effectué a partir de la sous matrice qui
correspond aux modes d’ordre zéro, ce que nous faisons plus loin.

Revenons sur ’exemple précédent. L’approximation des valeurs propres de L par celles
de IL° est raisonnable pour les valeurs propres liées aux modes d’ordre m = 0 (figure [5.7(a))
ainsi que pour les modes d’indices plus élevés, |m| > 2 (figure . En particulier, nous
remarquons que l’approximation des valeurs propres () )p=1,...,M associées aux modes d’ordre
un sont moins précises. Ceci est certainement du au couplage entre les modes propagatifs
m = 0 et les modes d’ordre m = 1. Si les obstacles étaient plus éloignés, alors ce couplage
serait plus faible et I’approximation meilleure.

Nous cherchons maintenant & localiser les valeurs propres de L? de plus petit et de plus
grand modules. Pour commencer, nous disposons de la relation d’ordre suivante, d’apres
(15.48))

0<Ly<Ly_g<...<Ly<L. (5.57)

Comme }IA,,m, pour m = 1,..., N, est une valeur propre de multiplicité 2M de LL°, nous avons

el = min (L, in 1G5

— Ly
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Or, la figure nous suggere que les M valeurs propres ((u°)f),=1,.. s vérifient 'inégalité

|(1)h] > L. (5.58)

Lorsque kb,; — +o00, cette relation peut étre démontrée mathématiquement par I'intermé-
diaire des disques de Gershgorin de la matrice LY, comme dans la section précédente. En
effet, les coefficients extra-diagonaux (Lo)g:g tendent vers 0 quand kby, — +oo (voir )
En pratique, cette relation semble étre vérifiée méme lorsque kb,, n’est pas suffisamment
grand pour pouvoir appliquer l’approche basee sur les disques de Gershgorin. Nous suppo-
sons donc dans la suite que la relation est vérifiée. Nous estimons alors p . par ]LN,
soit o
Or, Ly est une valeur propre de multiplicité 2M, ce qui implique que u . est aussi. Cette
conclusion est conforme a notre étude basée sur les disques de Gershgorin réalisée dans la
section

Concentrons nous maintenant sur la plus grande valeur propre en module de LL°, notée
pl, ... La figure suggere que p2,  est une des valeurs propres liées aux modes propagatifs
et que son module est plus grand que celui obtenu par la diffraction simple. Pour montrer ces
résultats et étudier plus facilement les M valeurs propres ((,uo)g)p:l,m, M, hous construisons
la sous-matrice L' des modes d’ordre 0 de L°. Plus précisément, L' = (Lzl;,q)lép,qﬁ M est de
taille M x M et pour tout 1 < p,q < M

~ ka Ta .
Loy=—a|lln{— ) +vy|+it— sip=yg,
]Ll — (Lo)p’q — 2 2
P 0.0 VT i(kbyg—r/4)

N

Les valeurs propres de L' sont alors exactement les ((uo)f)’)pzlw,,]\/[, comme le montre le
lemme suivant.

(5.59)

sinon.

Lemme 5.10. Les M valeurs propres de L' sont exactement les M valeurs propres (,uo)g,
pour p=1,..., M, de la matrice L°.

Démonstration. Ce lemme peut se démontrer grace a la structure particuliére de la matrice
L0, définie par les relations (5.50]) et (5.53). En effet, nous pouvons aisément construire deux
matrices de permutation P et Q (que nous n’explicitons pas) telles que

L' 0
]P]LOQ:< 0 L2 ) (5.60)

ot la sous-matrice L! est définie par (5.59) et la sous-matrice L? := ((IL?)P%)1<p 4<m, de
taille 2N M x 2N M, contient la diagonale de la matrice 1O privée des modes d’ordre 0.
Plus précisément, pour p = 1,..., M, chaque bloc diagonal (IL?)P? a pour coefficient, pour
m=—-N,...,N,m#0,

(L5 = L0V = L = (1) (5.61)

m?

oll nous avons utilisé I’égalité (5.56)). Remarquons maintenant que, comme la matrice L2 est
diagonale, ses valeurs propres sont aussi ses coefficients diagonaux, soient, d’apres (5.61)), les
(u®)P., pour (p,m) € I avec m # 0. Ceci implique que les valeurs propres de L! ne peuvent
étre que les (u°)h, pour p=1,..., M. O
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Nous avons ensuite les deux résultats suivants.

Lemme 5.11. L’inégalité suivante est vérifiée

0P > L. 62
p_ﬂfaXMl(u Jol > Lol (5.62)

Démonstration. La trace tr(IL') de la matrice L! s’écrit
M A~ A~
=> Lo = ML.
p=1

De plus elle est aussi égale & la somme des valeurs propres de L', ce qui permet d’obtenir
I’égalité suivante

M
MLy = (1%)p-
p=1
En utilisant 'inégalité suivante
R M
|MLo| =[S (%) < 2 W] <M max |4,

= =1,.,M

nous obtenons finalement

]L‘< 0y,
\ 0 q{anl(u Jol

Ce lemme permet en particulier de démontrer la proposition suivante.

Proposition 5.12. La plus grande valeur propre en module j1l,,, deL® est une valeur propre
liée aux modes propagatifs m = 0

Hinaw € { (Vo0 =1,..., M} (5.63)

De plus, p2,... vérifie l'inégalité R
|Hmaal = |Lol. (5.64)

Démonstration. Comme |z| > |J(z)| pour tout nombre complexe z, alors, d’aprés ([5.48]),
I'inégalité suivante est vérifiée
Lol = 5
ol = 5
D’autre part, comme L,, = a/(2m) pour m = 1,..., N, nous avons alors
ILo| > [Ly| > |Lo| > ... > [Ly—1| > |Ly|.
Compte tenu de ([5.56)), cette relation implique que

Lol > max [(u)2,].
(p,m)el

Ensuite, il nous reste a appliquer le lemme [5.11] pour obtenir

0\p T 0
ma > |Lg| > ma p
p:l,...),‘M‘(“ Jol = Lol > max [(4")7],

ce qui prouve directement les relations et (| - O
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Cette proposition montre deux résultats. Le premier, donné par , est que pl, . est
a chercher parmi les Valeurs propres de L liées aux modes propagatifs m = 0. Le deuxieme,
qui est donné par , est que le module de la plus grande valeur propre de la diffraction
multlple |10 | est plus grand que le module de la plus grande valeur propre de la diffraction

simple ILO Remarquons que, d’apres la proposition |5.12} le terme ‘ILO’ peut étre utilisé pour

(sous-)estimer | u?,m|. Cependant, nous proposons une méthode fournissant une meilleure
estimation de |1y, |-

Nous ne disposons pas des expressions explicites des M valeurs propres de L. Reprenons
I’exemple décrit par la figure Cette figure présente les termes (]i,m)ogmg N (représentés
par les croix) ainsi que les valeurs propres de L, calculées numériquement. Le milieu comporte
50 disques unitaires répartis aléatoirement dans la boite [0,1000] x [0,1000], de telle sorte
que kb = 100 et ka = 0.1. L’indice de troncature N est fixé a 4. Nous constatons alors que les
M = 50 valeurs propres (('u’o)g)p:L“.,M de L' sont concentrées autours de Lo(~ 2.4 + 1.67).

Ceci provient du fait que les termes extra-diagonaux
¢ilkbpg—m/4)
2 /by,

de L' sont hautement oscillants et tendent vers 0 lorsque kbpqy — +00. Les valeurs propres

1a

agissent alors comme des perturbations complexes de Lo (avec rotation autour de Iﬁo).

351
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FIGURE 5.8 — Valeurs propres de la matrice . pour M = 50 disques unitaires répartis
aléatoirement daES la boite [0, 1000] x [0, 1000], pour ka = 0.1, kb = 10 et N = 4. Les cercles
représentent les L,,, pour m = 0,..., N et les étoiles les valeurs propres de L.

L’approche que nous proposons consiste a appliquer & la matrice L' une seule itération
de la méthode de la puissance itérée pour obtenir une estimation de |ud,,,|- Introduisons
pour cela la norme infinie || - ||co

VX eCM X[l = max |X,|.
p:17"'7M
La premiére itération de la méthode de la puissance itérée revient a choisir un vecteur
X normalisé puis & effectuer le produit matrice-vecteur Y = L!X. La norme du vecteur
Y est alors une estimation de |uQ,,.|. Naturellement, effectuer une seule itération n’est
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généralement pas suffisant pour obtenir une estimation précise. Cependant, dans notre cas,
I’estimation obtenue est relativement satisfaisante. Notre choix pour X est le vecteur de
coefficients tous égaux a 1

1
1
X=1.
1
Nous avons alors
Yy
) Ya
Y=LX= ) ,
Yu
avec pour p=1,..., M :
. jay/me=in/A ikbpq
Vpo=Lo+ ——r— Y —r—. (5.65)
V2 1<g#p<M V kbpq
La norme infinie de Y est alors une estimation de |ud,,. | :
‘,umax ~ p:r{l,(ii..),(M 1Yyl - (5.66)

Reprenons une situation similaire a celle présentée figure soit 50 disques unitaires aléa-
toirement répartis dans la boite [0, 1000] x [0, 1000], avec ka = 0.1, kb = 10 et N = 4. Nous
présentons sur la figure les coefficients de Y comparés aux valeurs propres de L!. Nous
remarquons que les coefficients Y), se “regroupent” autours de IEO, comme les valeurs propres
de L'. Remarquons de plus que les coefficients du vecteur Y ont une interprétation physique.
En effet, Lo représente la trace sur le bord I’y de la fonction de Green %H((]l)() centrée sur
O,, (& une constante multiplicative pres). De méme, chaque terme

_etboa g fmein/A
(3
Vo V2

représente la trace sur le bord I', du champ lointain de la fonction de Green centrée sur O,
(& une constante multiplicative pres).
L’estimation 1’ de ] M?nax| permet d’estimer la plus grande valeur propre |fyq,| de L

En remplacant Lg et Y}, par leurs valeurs respectives dans 1) nous obtenons

ka ikbpg
maz| = 1 - N . 5.67
s | = @ max, |- [n(z)ﬂ}“z“\/g NG (5.67)

1<q#p<M

Remarquons que si nous majorons |fimqz| par la somme des modules, soit

)T

1<q#p<M

qu

k:bpq

‘Nmax‘ <a

alors nous retrouvons l’estimation obtenue avec le théoreme de Gershgorin qui n’est pas
satisfaisante comme le montre par exemple la figure Par conséquent, nous gardons
(15.67)).
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La figure compare |fmqz| aux estimations obtenues par la méthode de la puissance
itérée (une itération), par 'approximation de la plus grande valeur propre de la diffraction
simple Lo et par la méthode des disques de Gershgorin. La valeur propre |fmaqz| est calculée
‘eig” de Matlab. Le test est réalisé pour 100 configurations de
50 disques unitaires placés aléatoirement dans la boite [0,1000] x [0, 1000]. Ici, nous prenons
N =4, ka = 0.1 et kb > 10. Nous constatons que l’estimation par la puissance itérée est,
dans cet exemple, une sur-estimation de |pmqz| €t qu’elle fournit une meilleure estimation
que la valeur propre maximale de la diffraction simple UIAAO\. Par ailleurs, I'estimation basée
sur I'approche par le théoreme de Gershgorin n’est clairement pas satisfaisante.

numériquement par la fonction ¢

451
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Estimations par la puissance itérée
L
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N
:

FIGURE 5.9 — Comparaison entre la méthode de la puissance itérée (une seule itération) et
les valeurs propres de la matrice L' pour M = 50 disques unitaires, pour N =4, k = 0.1 et

b = 100.

25 3
Partie réelle

max
_ _ Estimation de I“maxl par la puissance itérée

Estimation de I“maxl par les disques de Gershgorin

N
50

Module des valeurs propres

4t

3t

A
P

\/\/\w&w

i i A |
. . oo . Lo
,\/\'n“ i ’\\'\v i LY,
N
\H»“! (AR W AR
i
PN ,Avﬁ\y,\ \ Y

A/ //AVMM/V\M \J\/\ﬁ/\fV\/V\/\,A/ \

A
PN It
\\/ MV

FIGURE 5.10 — Comparaison entre |gmqz|, la méthode de la puissance itérée (une seule
itération), Lo et 'estimation obtenue par les disques de Gershgorin, pour 100 configurations
différentes de M = 50 disques unitaires placés aléatoirement dans la boite [0, 1000] x [0, 1000],

avec N =4, k=0.1 et b > 100.

Nous effectuons maintenant ’hypothése que la matrice est presque normale, et nous
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utilisons la quantité ’Mmax“ pour estimer le conditionnement conds(IL) de la matrice L. Nous
Hmin
injectons les approximations de |fmin| (5.44) et de |fmaz| (5.67) dans le rapport |’umw‘| pour
Hmin

obtenir le conditionnement approché condgp,(LL) de la matrice L :

ka T T . etkbpg
condgpp(L) = 2N max |— [ln <> +7] +iz +i\/76”/4 Z —|. (5.68)
p=1,..M 2 2 2 \<adp<M /Kby,
Un exemple de conditionnement obtenu est montré sur la figure [5.11(a)l pour 100 configura-
tions différentes de 50 disques unitaires placés aléatoirement dans la boite [0, 1000] x [0, 1000],
avec N = 4, ka = 0.1 et kb > 10. L’estimation obtenue souffre d’une erreur relative, en
moyenne, de 6.6%, ce qui est satisfaisant au vu de la complexité du probleme.

Erreur relative sur le conditionnement
52 25
CondZ(L)

L)

50

! I
I f | _ _ _cond
ap

I P
481 ey

| 20+
,
Lo
1
bt |
I [N N I I ]
§ S Co pih "
L L |
44 M\” TR ‘\“ YT ! /x"‘ o
! T L S A TR R I TR L I |
' I BN

n
a6k b

o
T

A AT ,\‘\‘\\“‘ I

<
=
=y
=

Conditionnement
ey
N

Erreur relative (%)

L
W Harh i
PV i
! WA

\ N
WV \ il L
' /ﬂu [T (I (I BN Vi ! ‘l‘ ! ! 10
TR T ! Cohy L
38f I ! y! ju
P | | nl I
36+ L | ! i 5
1 ‘\ I
34 ‘ I
32 . . . . ) 0 . . . . )
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Numeéro de la configuration Numéro de la configuration
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FicURE 5.11 — Comparaison entre le conditionnement exact et approché de L, pour 100
configurations différentes de M = 50 disques unitaires placés aléatoirement dans la boite
[0,1000] x [0,1000], avec k = 0.1 et b > 100.

5.4.4 Lien avec ’approximation par éléments finis de frontiere
Approximation par éléments finis de frontiére

Comme dans le cadre de la diffraction simple, nous introduisons ’approximation par
éléments finis de frontiere du probléme variationnel (5.7)) associé & 'EFIE. Pour tout p =
1,..., M, notons I'y 5, une approximation polygonale de la courbe I',, a I'aide de N, ;, seg-
ments K, j, pour 1 < j < N, ;. Nous avons alors

Np,h
Ppn =U; 2 Kpj.

Nous désignons de plus par h,; la longueur du segment K, ; et par h la plus grande de
toutes ces longueurs

h = max max hy ;| .
1<p<M \1<j<N,, 7
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Nous choisissons comme sous-espace d’approximation éléments finis I’espace V;, de L?(T';)
des fonctions continues sur I';, affines par morceaux

V= {ph € %O(Fh) tel que ph]Km. eEP,avec 1 <p<Metl1<j< Np’h}.
Rappelons que nous supposons le bord I' et 1'onde incidence 1" suffisamment réguliers

pour que la densité p soit une fonction de L?(I"). Dans ce cadre, la formulation variationnelle
exacte (5.7)) est approchée par celle discrete

trouver pp € Vj, tel que '
V@, € Vp, (thh, (I)h)LZ(Fh) - - (umc|Fh, (I)h)Lz(F) .

Apres approximation des doubles intégrales liées au potentiel de simple couche par des
formules de quadrature semi-numérique, nous sommes amené a résoudre le systeme linéaire

trouver p;, € CNewothr tel que
[Lh] pp = —[Mp]a™,

ol Niotp, = Zéw:l Ny, est le nombre total de segments, [Lp] € My, , Ny, (C) est la
matrice du potentiel de simple couche et [M}] € My, , N, (C) la matrice de masse pour
les éléments finis linéaires, p, € CNeoth est le vecteur nodal densité et u™® est le vecteur
nodal incident. Dans la suite, nous notons Nﬁnm et u,},‘,wx respectivement les valeurs propres

de plus petit et plus grand module de la matrice [M;] ™" [Ly].

Le disque

Nous relions maintenant la méthode spectrale a I'approximation par éléments finis de
frontiere. Nous commencons par prendre des obstacles circulaires de méme rayon a. Nous
maillons uniformément chaque cercle I', par un pas h a l'aide de Nj, = N, ;, segments, pour
p=1,..., M. Le nombre de degrés de liberté Ng utilisés en éléments finis de frontiére pour
discrétiser 'obstacle {1, est alors

2ma

En comparaison, la méthode spectrale nécessite 2N + 1 modes. En remplacant formellement

N par mah™! —1/2 dans les estimations ((5.44)) et (5.67)) respectivement de fimin et de |tmaz|,
nous avons, lorsque ka tend vers zéro et kb tend vers l'infini,

h
Pmin = M%ﬁz(av h)v
h
il | = 1122, (a, B,
avec
app _ a
Himin (0 ) = 2rah~t — 1’

(5.69)

ka T T _, etkbpa
app 7]{ — — 11 s i \/7 —im/4 _
ol = max = [ () £ + G +igf5e S oo

1<q#p<M
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Nous obtenons ensuite I'estimation du conditionnement spectral (5.68|) suivante, lorsque ka
tend vers zéro et kb tend vers l'infini,

cond(k, a,T) := condy([Mp] " [L4]) =~ condap,(k, a, h),

avec
apb (a, h)

condgyy(k,a, h) = | —aa >~
ro( 1) Mi’;(a,k)‘

(5.70)

ka ™ - etkbpg
= @rah - 1) max |- [in () 0] +iT 4\ [Fem ¥ |
et ? 2 V2 1<qpent V F0p

Validons numériquement l'approximation sur un exemple. Reprenons les mémes
parametres géométriques que précédemment, c’est-a-dire M = 50 disques unitaires placés
aléatoirement dans la boite [0,1000] x [0,1000], avec kb > 10 et ka = 0.1. Nous utilisons
Np, = 100 segments pour mailler chaque obstacle. Pour cent configurations différentes, nous
calculons les valeurs propres de plus petit et de plus grand module de la matrice [Mh]fl [Lp]
ainsi que son conditionnement. Nous comparons ensuite ces valeurs avec leurs estimations
respectives. Les courbes ainsi obtenues sont représentées sur la figure 5.12] Commengons
par étudier les estimations de la valeur propre p” . et du module de la valeur propre ..
D’apres les figures [5.12(a)| et [5.12(b)} 'erreur relative moyenne sur p” . est de 2.5%, ce qui
est satisfaisant. Concernant I’estimation de |u”,,.|, la figure montre que ’estima-
tion de |u .| est du méme ordre de grandeur que |ul,.|. L'erreur relative sur le module
est cependant plus importante et vaut, en moyenne, 19%. Toutefois, 'estimation obtenue
sur le conditionnement est relativement précise, avec une erreur relative moyenne de 7%,
comme 'attestent les figures [5.12(e)| et [5.12(f)l Ainsi, 'adaptation de la méthode spectrale
a Papproximation par éléments finis de frontieres conduit a des estimations satisfaisantes.

Adaptation a d’autres géométries

Dans le cadre de la diffraction simple (paragraphe, nous avons adapté formellement
les estimations des valeurs propres a des ellipses et des rectangles. Pour ce faire, nous avons
remplagé formellement le rayon a et le pas h par respectivement un rayon équivalent aeqy et
un pas équivalent heqy dans les approximations des valeurs propres de plus petit et plus grand
module. Nous proposons de tester cette méthode dans le cadre de la diffraction multiple pour
des obstacles éloignés.

Nous commencons par considérer des obstacles ellipsoidaux de demi-grand axe a,, dans
la direction z; et ag, dans la direction x2. En présence d’une seule ellipse, nous avions
proposé trois rayons équivalents , que nous rappelons

ol — Qzy + Qg
eqv 2 )
o2 2a4, a4,
eqv ~ )
q gz + Ay
2 2
3 \/ axl + a’mg
as,, = 4——

eqv \/§
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FIGURE 5.12 — Comparaison des estimations et - ) du module des plus petites
et grandes valeurs propres ainsi que du Conditlonnement de la matrice [Mh]
obstacles sont des disques unitaires discrétisés a ’aide de Np = 50 segments. Pour chacune
des 100 configurations différentes, nous placons M = 50 disques aléatoirement dans la boite

[0,1000] x

[0,1000], avec k = 0.1 et b > 100.

[Lp]. Les
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Concernant le pas équivalent heqyv, nous avions constaté que le plus petit pas de discrétisation
utilisé conduisait & la meilleure estimation de " ; . Nous posons donc

hegy = min min  hy, ;.
<M 1<EN,, Y

Ainsi, pour obtenir une estimation de la valeur propre ,ufm-n et du module de la valeur propre
uﬁnax, nous remplacons formellement a par un des rayons équivalents agqv, pour j =1,2 ou
3, et le pas h par heqv, dans les expressions de ¥ (a,h) et p2P (a,k). Cette sub-
stitution formelle est ensuite effectuée également dans 'expression (5.70|) de condgyp(a, h, k)
afin d’obtenir une estimation du conditionnement de la matrice [Mj]™ " [Lp]. Nous validons
et comparons ces estimations pour les différents rayons équivalents sur un exemple numé-
rique. Nous considérons pour cela M = 50 ellipses de demi-grand axes a;, =1 et ag, = 0.25
placées aléatoirement dans la boite [0,1000] x [0,1000]. Nous posons, de plus, k = 0.1 et
b > 100, ou b représente la plus petite distance entre les centres de deux ellipses. Pour cent
placements différents d’obstacles, nous comparons numériquement les valeurs propres de la
matrice [Mj,] ™! [Ly] avec leurs estimations, ainsi que son conditionnement et son estimation.
Les résultats sont présentés sur la figure [5.13] Les simulations numériques ont montré que le
rayon équivalent agqv donnait lieu & une trés mauvaise estimation de |pmq.| €t par suite, du
conditionnement. Afin d’alléger les figures, seuls les résultats obtenus avec les rayons équi-
valents aéqv et a;’qu sont représentés. Commencons par étudier I'estimation de p’ . | sur les
figures[5.14(a) et |5.13(b)l Bien que du méme ordre, I’estimation souffre d’une erreur relative
en moyenne de 19%, pour les deux rayons équivalents aéqv et ag’qv. Cette erreur est beaucoup
plus importante que dans le cas d’obstacles circulaires. Ceci s’explique par le fait que la valeur
propre de plus petit module dépend grandement du pas de discrétisation minimum utilisé.
Or, dans le cadre de lellipse et surtout si elle est relativement “aplatie”, le pas de discrétisa-
tion peut étre trés petit notamment dans les zones de fortes courbures. L’estimation de ;.
devient alors plus délicate. Concernant 'estimation du module de ..., nous constatons sur
les figures [5.14(c)| et [5.13(d)| que le rayon al,, conduit ici & une meilleure estimation que le

eqv
rayon a

eqvs contrairement a ce que nous avions obtenu dans le cadre de la diffraction simple.

Plus précisément, I'erreur relative sur |u” .| est d’environ 9% en moyenne pour le rayon
équivalent aéqv, ce qui est du méme ordre que dans le cas d’obstacles circulaires, et de 22%
pour le rayon équivalent aiqu. Enfin, les deux derniéres figures [5.13(e)| et |5.13(f)| comparent
le conditionnement de la matrice [M}]~![Ly] avec son estimation. Nous ne conservons que le
rayon équivalent aéqv, étant donné que celui-ci fournit la meilleure estimation de |imqz|. De
cette maniere, nous obtenons une erreur relative sur le conditionnement de 11% en moyenne,

ce qui est plutot satisfaisant.

Pour finir, nous adaptons les estimations précédentes a des rectangles. Pour un unique
obstacle rectangulaire de demi-longueurs a,, et a,,, nous avions proposé de prendre le rayon

équivalent a‘elqv 1} donné par

4 (1+\/§) \/agﬁl_’_a%z

aeqv - 9 \/i

Le pas équivalent heqy est toujours choisi comme le plus petit pas de discrétisation utilisé

hegy = min min A, ;.
<M 1<<N,, Y
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FI1GURE 5.13 — Comparaison des estimations du module des plus petites et grandes valeurs
propres ainsi que du conditionnement de la matrice [Mh]f1 [Lp] pour des ellipses de demi-
grands axes a;, = 1 et az, = 0.25. Chaque ellipse est discrétisée par N, = 50 segments.
Pour chacune des 100 configurations différentes, nous plagcons M = 50 ellipses aléatoirement
dans la boite [0, 1000] x [0,1000], avec k = 0.1 et b > 100.
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Nous donnons un exemple numérique reprenant les mémes parametres que précédemment :
nous considérons M = 50 rectangles de demi-longueurs a,, = 1 et a,, = 0.25 placés aléa-
toirement dans la boite [0,1000] x [0,1000]. Le nombre d’onde k est fixé a 0.1 et la plus
petite distance b autorisée entre deux centres de rectangles est égale a 100. Ensuite, nous
calculons numériquement le conditionnement de la matrice [Mj,] ™" [Lp] ainsi que son esti-
mation pour cent placements différents d’obstacles. Enfin, chaque rectangle est maillé
a l'aide de N = 48 segments (12 segments par coté). Nous présentons les courbes obtenues
sur la figure Comme le montrent les figures [5.14(a)|et |5.14(b)| I'estimation de la valeur
propre de plus petit module est tres précise, puisque I'erreur relative moyenne est d’environ
2%. Ceci est probablement du au fait que la courbure du rectangle, sur chaque coté est
nulle et ainsi, bien que le maillage soit globalement non uniforme, le pas de discrétisation
est constant sur chaque c6té. Par ailleurs, I'estimation du module de la valeur propre de
plus grand module ,uﬁmx conduit & une erreur relative moyenne de 27%, d’apres les figures
Ib.14(c)|et [5.14(d)l Cette erreur est plus importante que celle obtenue avec des ellipses ou des
disques. Toutefois, ’estimation du conditionnement est trés précise, avec une erreur relative
moyenne de 7% (figures [5.14(e)| et [5.14(f)]). Ainsi, notre extension formelle aux ellipses et
aux rectangles semble conduire a des estimations satisfaisantes du conditionnement de la
matrice [Mp])~1[Ly] obtenue par une approximation par éléments finis de frontiere, dans le
cadre de la diffraction multiple a basse fréquence et en présence d’obstacles tres éloignés.




5.4. OBSTACLES ELOIGNES ET BASSE FREQUENCE

6.841

2

<3

N
T

n
min

o
©
T

WPk a* h )

— == "min*"" Teqv’ "eqv’

)

N

@
i

Module des valeurs propres
o o
N N
S D
: -

)

N

N
:

o
N
:

668 =—===~= _— = === === P )
0 20 40 60 80 100
Numero de la configuration

(a) Comparaison entre le module de la plus petite va-
leur propre (en module) et son estimation

55r |
! i " Rj Al
Loy [ |
[T Ny
51! H 1y ”M |
| (| H”“'”H
" H» [RITRTIRA
‘U‘\ﬁ“‘ [T “r‘w

"
H[\‘UH ‘HH [
N RTE e 0!
"\ \ ‘\\ \“ “) [ 1l
| | 1l
Sy
L \ | i
4 ‘\\

n A

!N\M\ /\/\’V"\“\"/\/\/\,‘H\/‘A\
| / Y

35 . . .
0 20 40 60 80 100
Numéro de la configuration

Module des valeurs propres
»
[
T

(¢) Comparaison entre le module de la plus grande
valeur propre (en module) et son estimation

900 cond,(M,T”'L, )

~ _cond_ (ka' ,h )
850 app eqv’ ' eqv

Conditionnement

20 40 60 80 100
Numero de la configuration

(e) Comparaison entre le conditionnement exact et ap-
proché

Erreur relative (%)

Erreur relative sur uh .
min
21502
2.1502+
2.1502
2.1502
2.1502
21502 - - y y .
0 20 40 60 80 100
Numéro de la configuration
(b) Erreur relative sur wh
Erreur relative sur Iuh |
max
601
50
9 401
(]
2
kS
° 301
5
e
@ 20f
101
0 . . . . )
0 20 40 60 80 100
Numéro de la configuration
(d) Erreur relative sur | .|
Erreur relative sur le conditionnement
251
201
<
o 15
2
k<]
[
3 101
i
5L
0 . . . )
0 20 40 60 80 100

Numéro de la configuration

(f) Erreur relative sur le conditionnement

FIGURE 5.14 — Comparaison des estimations du module des plus petites et grandes valeurs
propres ainsi que du conditionnement de la matrice [M;] ™ [Ls] pour des obstacles rectan-
gulaires de demi-c6té a;, = 1 et ay, = 0.25. Un nombre N;, = 48 segments est utilisé
pour mailler chaque rectangle. Pour chacune des 100 configurations différentes, nous plagons
M = 50 rectangles aléatoirement dans la boite [0, 1000] x [0, 1000], avec k = 0.1 et b > 100.
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5.5 Estimation du conditionnement de ’opérateur de simple
couche a basse fréquence pour des obstacles proches

Dans cette section, nous nous intéressons au régime particulier ou ka et kb tendent vers
0 “a la méme vitesse”. En d’autres termes, nous supposons que les obstacles sont petits et
rapprochés. Pour modéliser ce régime, nous disposons entre autres de deux méthodes. La
premiere consiste a choisir un nombre d’onde k fixe puis d’effectuer une homothétie sur
la configuration géométrique. Plus précisément, nous considérons une configuration géomé-
trique de référence composée de M obstacles circulaires (Nlp, pour p=1,..., M, de centre 6p
et de rayon a,. La distance entre les centres 6p et 6q est notée gpq. Nous effectuons ensuite
une homothétie de rapport ¢ sur ’ensemble de la configuration de référence. Autrement dit,
les centres (Op)p=1,....m des nouveaux obstacles Q; sont obtenus par la relation

00, = 600,,

ot O est l'origine. Ceci implique que la distance b,, entre les centres O, et O, est propor-
tionnelle a byq
bpg = 0bpyg.

De méme, les rayons (ap)p=1,.. v vérifient
ap = 0ay.

Ainsi, nous avons

ka, = 0ka,, et kbpy = 6kbp,.

Puis, nous laissons ¢ tendre vers 0 de sorte que (kap) et (kbyg) tendent vers 0 a la “méme
vitesse”. La seconde méthode consiste a fixer la géométrie et a faire tendre uniquement le
nombre d’onde k vers 0. C’est cette méthode que nous utilisons. De ce fait, les rayons a,, les
centres des obstacles O, et les distances entre les centres b,, sont supposés constants dans
toute cette section.

Dans ce paragraphe et a 'aide d’une approche par la matrice limite, nous réussissons
a obtenir une estimation des valeurs propres fmin €t [mar respectivement de plus petit et
de plus grand module de la matrice L lorsque k£ tend vers 0. Nous montrons en particulier
que nous pouvons toujours estimer fi,,;, par la plus petite valeur propre (en module) de la
diffraction simple. Ces approximations nous permettent ensuite d’estimer le conditionnement
de la matrice. Enfin, nous terminons ce paragraphe en adaptant formellement ces estimations
au cas d’obstacles ellipsoidaux ou rectangulaires.

5.5.1 Approche par la matrice limite

Notre approche est similaire a celle développée dans le cas d’obstacles éloignés, dans
le paragraphe En effet, nous effectuons une analyse asymptotique des coefficients de
la matrice IL lorsque le nombre d’onde k tend vers 0. Puis, a partir de ces comportements
asymptotiques, nous construisons une matrice limite L et obtenons la relation suivante liant
L et LO

L=1"+0 (kn(k)).

Nous approcherons alors le spectre de IL par celui de L0,
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Nous commencons par étudier chaque bloc diagonal LPP, pour p = 1,..., M. Rappe-
lons que ces matrices sont diagonales et que ses coefficients L7:P~s’écrivent, pour m =
—Np, ..., Np .

ira
Lpaﬁ],gm = me(kap)H,g)(kap).

Le lemme donne l'asymptotique de ces coefficients lorsque ka, — 0, asymptotiques
qui restent valables lorsque seul le nombre d’onde k£ tend vers 0. Nous résumons sans les
démontrer ces résultats dans le lemme suivant. Rappelons par ailleurs que ’ensemble I est
I’ensemble des couples d’indices (p, m), défini par

I={(pm)€Ztelsquel <p<Met —N,<m<N,}.

Lemme 5.13. Soit un couple d’indices (p,m) de I. Lorsque k — 0, nous avons le résultat
sutvant

(L35 +0 (k) In(k))  sim =0,

Lo, = (5.71)
(Lo)ﬁfm +0 ((k:)Q) sinon,
avec L
—ay [ln (;p> + ’y} + i% sim =0,
L =1 (5.72)
P Stnon.
2[ml|
Comme dans la section [5.4.3] pour tout p =1,..., M, nous construisons la sous matrice
diagonale (L°)P?, de taille (2N, + 1) x (2N, + 1), définie par
(LO)%’VW N, O 0 . 0
0 0
Oypp — : . . .
(L7)PF = : (LR : : (5.73)
0 0
0 o 0 0 (LY N,

ol les coeflicients (LO)%’m sont donnés par la relation (5.72). La relation (5.71) entre les
coefficients de LPP et ceux de (IL°)P* implique que, lorsque k& — 0, nous avons

LPP = (LO)PP + O (k2 ln(k)) ’

pour p = 1,..., M. Remarquons que la matrice limite (L°)P® est la méme que lorsque les
obstacles étaient éloignés. Ceci est tout a fait naturel puisque la différence essentielle avec
la section précédente apparait dans I’asymptotique par le biais du terme kb,, représentant
la distance entre les obstacles €2, et € . Ces termes n’interviennent pas dans les blocs
diagonaux PP mais uniquement dans les blocs extra-diagonaux L, pour p # q.

Le comportement asymptotique des coefficients L:%, de ces blocs extra-diagonaux differe
selon le couple d’indices m et n. En fonction de ces indices, nous divisons chaque bloc P4,
pour p # ¢, en 5 zones, numérotées de 0 & 4, comme indiqué sur la figure[5.15] Nous effectuons
ensuite une analyse asymptotique des coefficients L.))%, lorsque k — 0 selon chacune des zones.
Les résultats obtenus sont résumés dans le lemme suivant.
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FI1GURE 5.15 — Répartition par “zones” du bloc LLP? pour p # q.

Lemme 5.14. Soient deux couples d’indices (p,m) et (q,n) de I tels que p # q. Lorsque k
tend vers 0, les coefficients LD, de la matrice L. ont le comportement asymptotique suivant
e Zone 0 : (m=n=0)

LES = —v/apaq [In <k> N ”] FIEE 0 (R In(k))

e Zonel : (mn <0 et (m,n) # (0,0))

ml ,  \Inl p . B
Lp,q :Z(—l)m apaq (‘m| + |n| - 1)' @ ﬂ ei(nfm)apq_F O k hl(k)) 81 |m’+’n’_1v
- 2 [m/[!n|! bpq bpq O k:Q) sinon.

eZone?2 : (n=m,m#0 et n#0)
Lhg, = O (K™ n(k)) .
e Zone 3 : ((0>m>n) ou (0 <m<n))
Lhg, = O (K2m) .
eZone4 : (0>n>m) ou (0 <n<m))
L, =0 (k2.

Démonstration. Prouvons les comportements asymptotiques zone par zone.
e Zone 0, m =n = 0 : les coeflicients L2)?  de cette zone s’écrivent

T/ ApQ
L = i =57 o (kay) H5 (kbyg) Jo(kay)- (5.74)

Rappelons le comportement asymptotique de la fonction de Hankel de premiére espece
d’ordre 0 lorsque k£ — 0 (voir les relations (9.1.8) et (9.1.13) dans [1])

HO (kby,) = 1 + z% [m (kl;pq) + 7} +0 (K (k). (5.75)
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et de la fonction de Bessel d’ordre m € N (équation (9.1.10) dans [I])

T(ka) = % (k;‘p)m +0 (k). (5.76)

En injectant et (5.75)) dans (5.74)), nous obtenons
pa _ VY 2 2 % 2 2
L =iV (140 (k)] |14 1n (F20) 9] + 0 (R ()| [1+ 0 ()],

soit, apres développement

k
LEG = —/apaq [m <”q> + 7] + iﬂ\/;piaq +0 (k2 1n(k)) ;

qui est la relation désirée.

e Zone 1 (mn <0 et (m,n) # (0,0)). Introduisons la fonction signe sgn telle que pour tout
n € Z,sgn(n) =1sin>0etsgn(n) =—1sin<0. Grace a (5.30), écrivons les coefficients
L%, sous la forme suivante

Lo, = (sen(m)™ (san(n))" (san(n — m))" ™"

m\/;szq e g (kap) HY o (Kbpg) T (Fag).

Notons que les indices des fonctions de Bessel et de Hankel sont positifs. Pour les coefficients
de la zone 1, les indices m et n vérifient mn < 0. Nous avons alors, d’une part,

(5.77)

[n —m| = [n| +[ml,
et, d’autre part, sgn(m) = —sgn(n) et sgn(n —m) = sgn(n), ce qui implique que
(sgn(m))™ (sgn(n))" (sgn(n — m))" ™" = (—sgn(n))" (sgn(n))" (sgn(n))" ™" = (=1)".

Les coefficients .09, de cette zone s’écrivent, d’apres (5.77)),

Lfﬁ?n — (_1)miﬂ-7\’glwlqei(n7m)&pq Jlml (kap)H|(rt)|+\n|(kbp’J)J‘m(kaq) (578)

Rappelons le comportement asymptotique des fonctions de Hankel de premiere espece et
d’ordre m > 0 lorsque k — 0 (voir relation (9.1.9) et (9.1.11) dans [1])

a8 ) = (K)o 0 (), (579)

ou les fonctions f,, sont définies par
fi(k) = kln(k) et fm(k) = E*~™ pour m > 2. (5.80)

Ensuite, nous exploitons les comportements asymptotiques des fonctions de Bessel (5.76)) et
de Hankel (5.79) dans P'expression (5.78)) des coefficients I.1:9, pour obtenir

LEg, = i(—1)™ m\/plq i(n=m)ayg ll (k;ap>|m L0 (k|m|+2)]

2 |m|! \ 2

)T o) () o)
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Notons que nous pouvons utiliser la relation asymptotique des fonctions de Hankel
d’ordre |m|+ |n|. En effet, pour les coefficients de cette zone, le couple d’indice (m,n) vérifie
mn < 0et (m,n) # (0,0), ce qui implique notamment que |m|+|n| # 0. L’ordre des fonctions
de Hankel étudiées est ainsi non nul. Nous développons ensuite la relation précédente pour
obtenir

m n [ml+In]
LP4 — i(—l)mMei(n_m)an (|m| + ‘n| - 1)' (kap>| | <kﬂq> | 2
m’" 2 iml|n]! 2 2 kbpg

+ O (knimir2=lmi=lnl) o (gl g L))

Apres simplifications, il vient que

m| I
]]-"Ir)ﬂ(,]n — ’L(—l)m Aplq (|m| + |’I’L| — 1)' (%) (baq> ei(nfm)apq +0 (k’2)

2 [m|![n|! bpg 'pg

+ O (Kl oy (B)) . (5.81)

Or, d’apres la définition des fonctions f|,, 4|, nous avons

K*In(k) si|m|+ |n| =1,

k2 sinon.

Ky (B) = {

En injectant cette relation dans (5.81)), il vient la relation souhaitée.
e Zone 2, (n =m,m # 0 et n # 0). Pour démontrer les relations des zones 2, 3 et 4, nous
avons besoin d’étudier uniquement le module du coefficient ILP:? | soit, dans le cas général

L8| = Y| k)| [y ()| [y (). (5.82)

Dans le cas particulier de la zone 2, nous avons [n —m/| = 0, avec m # 0 et n # 0. Le module
d’un des coeflicients 229 de cette zone s’écrit alors
K

m,n

‘Lp’q ‘ = @ ‘J|m|(kap)‘ )Hél)(kbpq)’ ‘JInI(kGQ)"

Nous utilisons ensuite les asymptotiques des fonctions de Bessel ([5.76)) et de Hankel d’ordre
0 (5.75) pour obtenir

‘Lfﬁ?n’ — T/l l(k%,)'m' +0 (k|m|+2)

{1 + z% {m <’“Zm> + 7] +0 (K ln(k:))}

(5)" o]

2 2

Ceci implique directement la relation cherchée
Lhg, = O (k2™ n(k))

e Zone 3. Comme (0 > m > n) ou (0 < m < n), nous avons [n—m/| = |n|—|m|. L’expression
(5-82) du module du coefficient 119, devient

L2, | = @ [Ty Crag)| | HE )y (Rbpg) | [T (kag)|

mn In|—=|m]|
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Nous utilisons les asymptotiques des fonctions de Bessel (5.76]) et de Hankel (5.79) pour
obtenir

P | —
L4t

T\/Aply 1 ka, m| m
T [ ()" o)

[<n| Il () fml_lm,(k))] M (fa)" 0 (km)] | .

Ainsi, il vient directement que

Lhs, =0 (K2m) .

e Zone 4 : cette zone correspond & (0 > n > m) ou (0 < n < m). Remarquons qu’en
inversant le réle de m et n, nous retrouvons la zone 3. Par conséquent, la démonstration
précédente peut étre adaptée pour obtenir directement le résultat cherché :

Lhg, =0 (k")
0

Comme précédemment, nous introduisons, pour tout 1 < p # ¢ < M, la matrice limite
(L%)P4 de méme taille que P4, dont les coefficients sont les premiers termes du développe-
ment asymptotique fournit par le lemme Plus précisément, les coefficients (Lo)ﬁfn de
(IL)P4 vérifient, pour —Np, <m < Npet —N;, <n <N

—V/Aplg [ln (kl;pq) + '7:| + iT( gpaq si (m7 n) = (07 O)a
—1)! .
(LO)IT’;L?” _ (_1) 1\/QpQq (\m| + |TL| 1)- <Gp> (aq ) ez(n—m)ozpq si (m’n) - (07 0)

2 [mltn] bpq et mn <0

0 sinon.

(5.83)
De plus, grace au lemme nous disposons de la relation suivante entre le bloc LP? et la
matrice (ILY)P+4

L = (L%)P + O <k2 ln(k:)) , pour p # q. (5.84)

Introduisons maintenant la matrice par blocs L° contenant chaque sous-matrice (IL%)P4, soit
LOLT (Lo ... (LO)LM
LO _ (L0)2’1 (LO)z,Q . (LO)2’1
(L(];M,l (ILO;M’Q . (L0>:M,M

Grace aux égalités (5.73)) et (5.84)), nous avons la proposition suivante.

Proposition 5.15. Lorsque k tend vers 0, la matrice tronquée 1L de lopérateur de simple
couche L satisfait la relation

L=1"+0 (k). (5.85)



240 CHAPITRE 5. ETUDE DU SPECTRE DU POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE

FIGURE 5.16 — Répartition des coefficients de la matrice L? pour une configuration de deux
obstacles. En gris, les zones pourvues de coefficients non nuls.

Afin de mieux visualiser la structure relativement creuse de LY, nous représentons fi-
gure en gris les emplacements de ses coefficients non nuls (squelette de L.°) pour une
configuration de deux obstacles circulaires.

A partir de maintenant, notons respectivement (42,)(,myer et ((1)5,)p.myer les valeurs
propres de L et IO (par souci de clarté, les notations sont les mémes que dans la section
précédente). Pour (p,m) € I, nous supposons de plus que

b = (1), (5.86)

ce qui est assez légitime au vue de . Pour motiver notre approche et mieux visualiser
les valeurs propres de L, nous montrons sur les figures [5.17(b)[ 4 |5.17(d)| une comparaison
entre les valeurs propres des matrices L et L., pour une configuration de 30 disques de rayon
0.1 placés aléatoirement dans la boite [0,4] x [0,4] (voir 'exemple de la figure [5.17(a)). Le
nombre d’onde est fixé a k = 0.1. Pour p,q = 1,..., M, avec p # ¢, l'indice de troncature
Np est égal a 5 et la distance by, entre les centres des obstacles €2, et Q est comprise
entre 0.33 et 4.59. Les valeurs propres ont été calculées numériquement par la fonction
“eig” de Matlab. Nous observons que 'approximation des valeurs propres (ui’n)(nm)e rde L
par les valeurs propres ((1%)F,) . myer de L est satisfaisante. Notons comme précédemment
Pmaz €t Q.. les valeurs propres de plus grand module respectivement de L et L°. Sur
la figure nous observons que celles-ci sont tres proches. Ce résultat est confirmé
numériquement puisque nous obtenons : fiymee =~ 5.393 + 4.623i et pl, .~ 5.494 + 4.6954,
soit en module : |fmaz| =~ 7.103 et [u0,,,| ~ 7.227. D’autre part, les valeurs propres de plus
petit module de L et L?, notées respectivement /iy, et #9m‘n (comme précédemment), sont
elles aussi trés proches comme le montre la figure Les valeurs numériques confirment
ce résultat

fmin =2 0.01+107 %%, p0,; ~0.01+ 1073,
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(c) Agrandissement de la figure (b) au niveau de l'ori- (d) Agrandissement au niveau des valeurs propres de
gine plus petit module fimin et p2,:,

FIGURE 5.17 — Comparaison des valeurs propres de L et de L pour une configuration de 30
disques de rayon a = 0.1 disposés aléatoirement dans la boite [0,4] x [0, 4], avec un indice
de troncature IV, = 5 pour chaque obstacle. Le nombre d’onde k est fixé a 0.1 et la distance
bpq entre les centres de deux obstacles {2 et §, est comprise entre 0.33 et 4.59.

Sur cet exemple, nous constatons que notre approche semble raisonnable. Ces tests ont été
réalisés plusieurs fois et, & chaque fois, les valeurs propres de L0 étaient trés proches de celles
de la matrice L. Pour simplifier le probleme et les calculs, nous supposons, comme dans la
section précédente, que les obstacles ont tous méme rayon a et que 'indice de troncature N,
est le méme pour tous les obstacles. Autrement dit, pour tout p = 1,..., M, nous supposons
que : ap = a et N, = N. Rappelons que, sous cette hypothese, pour p = 1,..., M, les
blocs diagonaux (IL°)P? de LY ne dépendent plus de I'indice p. De plus, nous avons, pour
—N<m<Netpgqg=1,...,M

(L0 = (O, = (L) m-

b = (L)% -
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Comme précédemment, nous notons L, ces termes

ka
~ [ln( )4—7]4—@ , sim=0
Vm=0,...,N,  Lpn=L"" =1, 2 2

%, Slm#o

5.5.2 Estimation de la plus petite valeur propre

Cherchons maintenant a estimer la plus petite valeur propre ugu-n de L°. Comme dans
le cas des obstacles éloignés, nous avons essayé une approche basée sur les théorémes des
disques de Gershgorin-Hadamard (théorémes [5.2] ? 5.3). Cependant, lorsque k tend vers

L)% 0 » P

0, le module des coefficients extra-diagonaux |( our p # ¢, tend vers l'infini. Par
conséquent, le rayon du disque de Gershgorin associé a ces coefficients, tend aussi vers I'infini.
L’origine est alors incluse dans ce disque. Selon le théoreme de Gershgorin, la plus petite
valeur propre possible est 0, or zéro n’est pas une valeur propre de L. Aucune conclusion
ne peut ainsi étre donnée concernant la plus petite valeur propre en module de LL° (ni de
LL). Par ailleurs, concernant la plus grande valeur propre en module de LY, I'approximation
obtenue par les disques de Gershgorin n’est pas précise, notamment en présence d’un grand
nombre d’obstacles.

Comme dans le cas d’obstacles éloignés, nous montrons que lorsque les disques sont
proches, la plus petite valeur propre (en module) de L, puis de L, peut généralement étre
estimée par lapproximation de la plus petite valeur propre (en module) de la diffraction
simple, soit Ly = a/(2N), de multiplicité 2M . Pour prouver ce résultat, nous construisons
un vecteur propre approché de LY avec pour valeur propre approchée Ly, des que |m| est

suffisamment grand. Introduisons le vecteur X®™) pour (p,m) € I, donné par
o

p?m
X (pm) Xy

x

Chaque bloc Xgp’m) = (X,gf)ﬁm))n:_N,,_.7N, pour ¢ = 1,..., M, est de taille 2N + 1 et ses
composantes sont définies par les relations suivantes

1 sin=
X = { T pourg=p, (5.87)
' 0 sinon,
et
X(gf?ﬁm) =0, pour q # p. (5.88)

Autrement dit, les blocs X(gp’m) sont nuls pour g # p, et le bloc XI(,p’m) = (Xz(,%’ﬁm))n:,N7,,,,N ne
dispose que d’une seule composante non nulle localisée en n = m (et valant 1). Remarquons
que XM est alors normalisé pour la norme infinie et la norme euclidienne usuelle. Notons
maintenant Y®™) le vecteur obtenu par le produit matrice-vecteur entre L0 et X ®m)

ngvm) (L0>1,pXI()pzm)
ng,m) (L0)2,pXi§)P7m)

ym) — 10x@m) — —

YS\I}m) (]L’O)M,sz()p,m)
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Concentrons nous tout d’abord sur le bloc vectoriel Yl(;p ) Du fait de la définition 1) de
la sous-matrice (L°)P, les coefficients du sous-vecteur Yép ™ = (}/})(Jljm))n:f N,..,N Vérifient

ypm) _ {(LO> =Ly sin=m,

N .
P 0 sinon.

Autrement dit, cela signifie que, d’apres la relation (5.87]), nous avons

YT = Ly X,

Etudions maintenant les blocs vectoriels Y( ) (LO q’pXZ(; ), pourgq=1,..., M et g # p.
Du fait de la structure particuliere de X (voir ) les coefficients Yq( ™ du sous-
(p,m)

vecteur Y4 satisfont ’égalité suivante, pour —N <n

Y = (L),

q7n

En notant || - [|2 la norme euclidienne usuelle, nous avons alors I’égalité suivante

[Loxem — L, x H Z Z @ops,| (5.89)

q=1 n—=—
qF#p

Notre but est de montrer que X ™) est un vecteur propre approché de L0, de valeur propre
approchée Ly, pour |m| suffisamment grand. Pour cela, nous cherchons & majorer le terme

HLOX@”’”) Ly X(’”’“’Hi .

En effet, ce terme mesure l'erreur issue de I'approximation d’un vecteur propre de LY par
X (™) ayvec pour valeur propre approchée L. Nous commengons par majorer la somme
des carrés par le carré de la somme

2

[Lox @am) —E‘m‘X(WH Z Z o | - (5.90)

q=1 n=—N
q#p

Soit maintenant le lemme suivant.

Lemme 5.16. Soient (p,m) € I et ¢ = 1,..., M tels que p # q et m # 0. L’inégalité
sutvante est vérifiée

N . a a Im|
Z ’(L Jwhal < 5= (bpq—a> . (5.91)

n=—N 2|T)’L|

Démonstration. Prenons trois entiers p,g =1,...,M et m = —N,..., N tels que p # q et
m # 0. D’apres la définition 1) des coeﬂ"lments (]Lo)p 4 ous avons

m,n?

N Im| N B . In|
> |woe, :;<a> Zoqmun\ 1) () |

n=N bpq Im/!n|! bpq
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Nous utilisons le fait que |m|! = |m|(|m — 1|!) pour réécrire la somme comme
N oy a (o N (Im|+1nl -1 [ a \"™
Yol =g (-] X sV I

ne_ N 2lm| \ bpq n—0 (Im| = 1)Yn]! bpq

Cette écriture nous permet de faire apparaitre les coefficients bindmiaux

N a a Im| N ml 4l — 1 ; In|
ngN’(LO)% = 2lm (bpq> n;)(' ||;"_‘1 )(,}pq) : (5.92)

ol nous avons noté

(\ml +In| - 1) _ (jm| +n| - 1)!

Im| =1 (Im] = Dlnt

Comme a < by, la série sur les indices n apparaissant dans le membre de droite de 1'égalité
(5.92) est convergente lorsque N tend vers U'infini. Plus précisément, nous avons

In| —|ml| |ml|
limi mi+Inf=1) (a7 _(; @ _( _bea
N—oo =0 |m| -1 bpq bpq bpq —a '

De plus, comme chaque terme de la série est positif, I'inégalité suivante est vérifiée pour tout

N eN
n Im|
g: Im| +[n| —1 a < bpq ‘
n—0 Im| —1 bpg ~ \bpg—a

En utilisant cette majoration dans I’égalité (5.92)), nous obtenons l'inégalité cherchée

N . a a |m|
LO)2P | < — .
> @il < o (bpq_a>

n=—N

Ce lemme nous permet de majorer la norme euclidienne

HLOXmm) _ Ht‘lle(p’m)HQ

plus finement et de montrer que le vecteur X peut étre utilisé comme approximation
d’un vecteur propre de L°. Nous résumons cela dans la proposition suivante.

Proposition 5 17. Soit (p,m) € I avec m # 0. Le vecteur X®m) défini par les relations
et est un vecteur propre approché de L0 de valeur propre approchée IL|m| a

sens ot Uerreur relative entre LOX®™) et L|m|X(p7 m) wérifie la majoration suivante

H]pr(p,m) = G H M . \™
- 2<) ( ) . (5.93)




5.5. OBSTACLES PROCHES ET BASSE FREQUENCE 245

Démonstration. Prenons I'inégalité (5.90)) portant sur le terme HLOX(p’m) — ]Ij‘m‘X(p7m)H2 et
appliquons le lemme pour obtenir

HLOX@,m)_Hj X(p’m)H2< JXW:L _a "
Im| 2~ 2im| \ byg —a

q=1 B
a#p

Comme tous les termes de la somme sur 'indice ¢ sont positifs, nous pouvons appliquer la
fonction racine carrée a I'inégalité pour obtenir

o jm|
HLOX(Z’”“) - L\m\X(p’m)Hz = 2]C:n| ; <bpj—a> '
qa7#p

Enfin, nous utilisons la relation Ly, = pour faire apparaitre la majoration cherchée,

_a
soit 2l
HLO)((p,m) — Ly X @) H

M a |m|
- 2 < )
Ljpm| > (bpq - a)

#

QR
RSl

O]

D’apres cette proposition, pour tout couple (p,m) de I avec m # 0, dés que |m| est
suffisamment grand alors le vecteur X (™) egt un vecteur propre approché de L avec pour
valeur propre approchée Iﬁ|m|. De plus, les 2M vecteurs (X(p’m))pzl,wM et (X(p’_m))pzly,“’M
sont tous des vecteurs propres approchés associés a la méme valeur propre approchée ]Ij‘m‘.
Ainsi, pour |m| suffisamment grand, le terme Iﬁ|m| est une valeur propre approchée de L0
de multiplicité 2M. Par ailleurs, la suite (im)m21 = (5 )m>1 est décroissante et tend vers
0 lorsque m tend vers l'infini. Le terme Ly est alors la plus petite des valeurs propres
approchées (f[:m)mZL De plus, Ly tend vers 0 lorsque indice de troncature N tend vers
infini. C’est la raison pour laquelle il parait naturel d’estimer pQ . | puis fimin, par Ly avec
un ordre de multiplicité égal a 2M, soit

fmin =~ 10 ~ L. (5.94)

Remarquons que L N est aussi ’approximation de la plus petite valeur propre dans le cadre
de la diffraction simple ainsi que dans le cadre de la diffraction multiple lorsque les obstacles
sont éloignés. Cette estimation est d’autant plus précise que l'indice de troncature N est
élevé et que le couplage entre les obstacles est faible, autrement dit, lorsque les obstacles
ne sont pas trop proches. En effet, plus les distances b,, entre les centres des obstacles sont
grandes, plus petit est le second membre de 'inégalité . De méme, plus N est grand,
plus le majorant de I'inégalité (pris avec |m| = N) est petit.

Reprenons 'exemple présenté sur la figure La configuration était la suivante : 30
disques de rayon 0.1 disposés aléatoirement dans la boite [0,4] x [0,4], N =5 et k = 0.1. La
distance bpg entre les obstacles €2, et 2" est comprise entre 0.33 et 4.59. Le calcul numérique
des plus petites valeurs propres (en module) de L et de L? donne jiyi, ~ 0.01 + 10713 et
pQ i =~ 0.01+107134. Notre estimation vaut Ly = 0.01, avec une erreur relative sur la valeur

propre fmin égale a
’,U/min — Ly

100 ‘ ~ 0.08%.
|Mmm’
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Notre estimation est donc tres satisfaisante. Comme dans le cas d’obstacles éloignés, notre
estimation porte sur la valeur propre tmi, €t pas seulement sur son module.

5.5.3 Estimation de la plus grande valeur propre (en module)

Contrairement au paragraphe précédent, nous ne sommes pas en mesure de construire de
vecteur propre approché de L? pour obtenir une estimation de la plus grande valeur propre
p0 . de L% En étudiant I'expression des coefficients de la matrice limite L°, nous
constatons qu’aucun de ses coefficients ne dépend de k mis & part ceux associés aux indices
m = n = 0 qui ont une croissance logarithmique selon k (zone 0 dans le lemme . Lorsque
le nombre d’onde k est suffisamment petit, 'information sur la plus grande valeur propre est
a priori contenue dans ces coeflicients.

Comme dans la section précédente, nous proposons d’extraire la sous matrice L' de LY
des modes d’ordre 0. D’apres la relation , cette matrice L', de taille M x M, est définie,
pour p,q=1,..., M, par

k
—a {ln <2a>—|—’y] —|—i%a, sip=aq,
(LYY = L5 = (5.95)

’ kb
—a {ln <2m> —1—7} + i%a, sinon.

Notons 19, et pl . la plus grande valeur propre en module respectivement de L0 et L!.
Nous estimons alors la plus grande valeur propre de L? par celle de LL!, soit

0o 1
Mmax - Mmax'

Par suite, d’apres , nous estimons également fi,,q, par ), ... Nous avons comparé trois
méthodes pour estimer . . Deux approches consistaient & majorer le rayon spectral de la
matrice L', donc le module de p} ., soit en calculant la norme de Frobenius de la matrice
L', soit en appliquant le théoreme des disques de Gershgorin & la matrice IL!. Dans les deux
cas, le résultat obtenu était moins bon que pour la troisieme approche. De plus, ’expression
de 'estimation obtenue dans cette derniere méthode est beaucoup plus simple, c’est pourquoi
nous ne présentons que celle-ci.

Le principe de notre approche est d’obtenir une distance “moyenne” d a toutes les autres
distances inter-centres bp,. Introduisons la matrice Léq\, de taille M x M définie par

m () o) 4T
I n p—
a 5 )t tig, sip=q,

Vp,q=1,..., M, (L. )P? =
kd .Ta .
—a |In > + —l—z?, sinon,

ot d > 0 est une distance “équivalente” aux distances by, (les coefficients (Léqv)p’q sont ob-
tenus en remplagant by, par d dans (5.95))). Nous supposons que d vérifie I'inégalité naturelle
suivante

> i . .
d> i bpq (5.96)
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Notons que la matrice Léqv n’est définie qu’a partir de deux parametres sous la forme

o I &L ... L

Lol Lo ... 0
Li,=|u u b . b

PR PR P

avec f
- 1 0’0 o a ,7Ta/
lo = (Legy)™ = —a {ln <2> + 7} + i
y (5.97)
1 \1,1 _ .Ta
ll = (]Leqv) = —Qa |:1n <2> + ")/:| —+ ’L?.

L’intérét de cette matrice est que 'on connait explicitement toutes ses valeurs propres,
notamment celle de plus grand module, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 5.18. Les valeurs propres de ]Liqv sont

e pi=lp+(M—1)l;=—a [ln <k‘2a> +(M—-1)In (lzd)]—aM’y—}-i

Mma

, de multiplicité

: d
e pb=1lp—Il;=aln (a)’ de multiplicité (M — 1).

De plus, pour kd < 1, nous avons l’inégalité suivante
ut] > |3 (5.98)

Démonstration. Calculons le polynome caractéristique de Ll , ¢’est a dire P(X) = det(ILl,,—
XT), ou I est la matrice identité de taille M x M

lop—X Il I e 1
Il lp— X I I
det(Ll,, — XT) = det hh L b—-X ... L
ll ces ll ll lo - X
Nous soustrayons aux lignes 2,3, ..., M la premiere ligne pour obtenir
lO - X ll ll e ll
Lh—lo+X lh—X—-1 0
det(]Léqv—X]I):det i —lo+X 0 lo—X-01 ... 0
Lh—lp+X 0 0 lhy—X-104L

Puis nous ajoutons a la premiere colonne les M — 1 autres colonnes

lo—X—i—(M—l)h l1 l1 l1
0 lo—X -1 0 0
det (g, — XT) = det 0 0 lbh—X -1 ... 0

0 0 0 lo—X—-1U
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Ainsi on obtient aisément ’expression du polyndéme caractéristique

det(Liy, — XI) = (~1)M [X — (Io + (M — 1)I)] [X — (lo — 1)) .

eqv
Ceci permet de déduire que les valeurs propres de Léqv sont

k kd M
=1y + (M- 1)l = —a [m (;) +(M—1)In (2>] —aMy+i 2”“,

de multiplicité 1, et

M%:lo—h:am(d),
a

de multiplicité M — 1.

Démontrons maintenant ’inégalité . Remarquons tout d’abord que la valeur propre
s est réelle. D’apres la relation et comme d > a, alors u3 est de plus positive. Il nous
suffit alors de montrer que la partie réelle de ui est plus grande que u} pour démontrer
I'inégalité . Commencons par remarquer que, comme la valeur propre i3 est réelle, elle
s’écrit

pz = R(lo) — R(h)-

Nous comparons ensuite la partie réelle de ui avec
R(u1) — pp = (M = 2)R(Ly). (5.99)

Comme M — 2 > 0 (nous étudions la diffraction multiple, ce qui suppose la présence d’au
moins deux obstacles), le signe de R(ul) — pd est le méme que le signe de R(l1). Nous
cherchons donc a montrer que $(l;) est positif. Donnons 'expression de la partie réelle de I3

R(ly) = —a [m (’“j) _ 'y] |

Rappelons maintenant 'inégalité suivante
—1n(0.5) ~ 0.69 > v ~ 0.58.

Supposons que nous ayons 'inégalité kd < 1. Comme la fonction In est croissante, il vient

que
kd
—In <2) > Y > O,

R(ly) =a [— In <k;l> - ’y] > 0.

soit encore

Ceci implique, d’apres la relation ([5.99)), que
R(ui) — py > 0,
puis, par suite, I'inégalité cherchée sur les modules

] > |3
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Remarquons que, comme le nombre d’onde k tend vers 0, nous pouvons supposer que
kd < 1. Ce lemme montre que la valeur propre de plus grand module p:¢4" de Léqv est de
multiplicité 1 et a pour expression

k kd M
phew — o+ (M — 1)l = —a [m (;) +(M—1)In (2)] —aMy+i—2 . (5.100)
Nous estimons maintenant fi;,q, par u5e%, soit
k kd M
tmaz =~ —a {ln (;>+(M—1)ln (QH —aM~ +i 27m'

Il nous reste maintenant a déterminer une valeur pour d. Nous proposons de choisir d ainsi

bmin + bma:p
72 .

d=

Les termes b,,;p, €t b, représentent respectivement la plus petite et la plus grande distance
possibles b,, entre les centres de deux obstacles. Lorsque les obstacles sont contenus dans
une boite rectangulaire de largeur ¢ et de longueur L, nous fixons b,,i, €t byqe ainsi

bmin = 2a, bmazr = V 02+ L2 —2q.

Dans ce cas, by, représente la plus petite distance possible entre les centres de deux obstacles
et byqe la plus grande. Au final, d est défini comme étant la demi-somme de by, €t de bimaz

bimin + bma;r v 2 + L2

d= 2 -2

(5.101)

Notons que d peut également étre vu comme la demi-diagonale de la boite de largeur £ et
de longueur L. Reprenons encore une fois I’exemple présenté sur la figure [5.17} Rappelons
que nous considérions alors 30 disques de rayon 0.1 disposés aléatoirement dans la boite
[0,4] x [0,4], avec k = 0.1 et N = 5. La distance by, entre les obstacles 2 et {2 est comprise
entre 0.33 et 4.59. Le calcul numérique de la plus grande valeur propre (en module) fi,q, de
L donnait

tmaz = 5.39 4+ 4.624, |tbmaz| ~ 7.1.

En utilisant la relation ((5.101)) pour le choix de d, nous obtenons d = 2v/2. Notre formule
(5.100|) obtenue par homogénisation donne alors
Leav ~ 447 4 4.714, |pleav| ~ 6.5.

:umam max

l,eqv

modY est alors de

L’erreur relative en estimant f,q, par p

1l,eqv

100W = 13.04%, (5.102)
et en module de .
_ ,eqVv
100““”"‘“TL |“’m‘“f I _ 549, (5.103)

Notre approche est donc raisonnable.De plus, notons que contrairement au cas d’obstacles
éloignés, nous proposons ici une estimation de la valeur propre pimqe, €t pas uniquement de
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différentes de M = 30 disques de rayon a = 0.1 placés aléatoirement dans la boite [0, 4] x

avec

k=0.1, N="5cetb>0.3(=3a).

max

re-

pour 100 configurations

[0,4],
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son module. Nous avons lancé 100 tests respectant les méme parametres que l'exemple ci-
dessus (soit k£ = 0.1, N =5 et 30 disques de rayon 0.1 disposés aléatoirement dans la boite
[0,4]%). Le résultat est affiché sur la figure Nous constatons alors, sur les figures
et que lerreur affecte principalement la partie réelle de pimqz, ’estimation sur la
partie imaginaire étant raisonnable. En moyenne, sur ces 100 simulations, nous obtenons
une erreur relative sur fi,q, d’environ 15.6% et sur son module d’environ 10%.

5.5.4 Estimation du conditionnement

Nous disposons & présent d’une estimation de la plus petite valeur propre (en module)
tmin de L, donnée par , et de la plus grande valeur propre (en module) fimae, par la
relation . Comme dans le cas d’obstacles éloignés, nous estimons le conditionnement
Hmaz
Hmin
approché condgy,(LL) de la matrice L en utilisant les estimations (5.94) et (5.100) respecti-
vement de fmin €t de fmag -

conds(LL) de la matrice L par la quantité . Nous obtenons alors le conditionnement

k kd M
condy (L) ~ condgy, (L) = 2N ‘— [m (;) +1n <2)] — M~y + 22”‘ . (5.104)

Reprenons une derniere fois ’exemple présenté par la figure[5.17]ott sont considérés 30 disques
de rayon 0.1 disposés aléatoirement dans la boite [0,4] x [0, 4], le nombre d’onde k est égal a
0.1, I'indice de troncature N a 5 et 0.33 < bpy < 4.59. Nous obtenons pour le conditionnement
de la matrice L

condg (L) ~ 713.

L’estimation du conditionnement, donné par la formule (5.104)), a pour valeur
condpp (L) ~ 650,

soit une erreur relative de

|conda (L) — cond gy (IL)|

100
|conda (L)

~ 9%. (5.105)

Remarquons que cette erreur provient presque entierement de l’erreur issue de ’estimation
de la plus grande valeur propre. Nous avons effectué 100 tests avec les mémes parametres.
Nous obtenons alors les courbes de la figure[5.19] En moyenne, nous aboutissons & une erreur
relative de 11%, ce qui est tres satisfaisant.

5.5.5 Lien avec ’approximation par éléments finis de frontiere

Nous approchons la formulation faible (5.7) de 'EFIE par une méthode d’éléments finis
de frontiere. Nous approche est ici exactement la méme que celle présentée dans la section

pour des obstacles éloignés.
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Erreur relative sur le conditionnement
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(a) Comparaison entre le conditionnement exact et ap- (b) Erreur relative sur le conditionnement en pourcen-

proché tage (voir relation ([5.105))

F1GURE 5.19 — Comparaison entre le conditionnement exact de L et approché, pour 100
configurations différentes de M = 30 disques de rayon a = 0.1 disposés aléatoirement dans
la boite [0,4] x [0,4], avec k = 0.1, N =5 et b > 0.3(= 3a).

Le disque

Nous effectuons maintenant le lien entre notre analyse spectrale et 'approximation par
éléments finis de frontiere. Comme précédemment, nous commencons par des disques, puis
nous étendons formellement la méthode a des ellipses puis des rectangles. Nous considérons
M disques 2, de méme rayon a et nous maillons chaque cercle I';, uniformément pour un
méme pas h. La méthode que nous décrivons est, encore une fois, la méme que celle présentée
pour des obstacles éloignés, dans la section Autrement dit, nous substituons formelle-
ment le nombre N par Trah~! —1/2 dans les estimations et respectivement de
Lmin €t de pimae. Nous obtenons alors, lorsque k tend vers 0,

Hmin = i (@, ),

~Y a
Pomaz = Py (@5 k),
avec

a

app (. By —
(a, h) 2wah~t — 1’

Fonin
5.106

K M
pitt k) = a fin (52 & = m (51)] - anry 4 27

Rappelons que d représente une “distance équivalente” entre les obstacles. Lorsque les obs-
tacles sont contenus dans le domaine rectangulaire [0,¢] x [0, L], nous utilisons la valeur

(5.101)) introduite précédemment
V2 + L2

2

Par ailleurs, le conditionnement spectral de la matrice [Mh]f1 [Lp] est approché, lorsque k
tend vers zéro, par

d:

condy([My] " [Ln]) =~ condapp(k, a, h),
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avec

condgyy(k, a, h) = a(2rah™ — 1) ’— In (g“) — (M -1)In (?) — My + z]\g”‘ . (5.107)
Nous proposons de valider numériquement les approximations précédentes sur un exemple re-
prenant les mémes parametres géométriques que précédemment. Nous plagons aléatoirement
M = 30 petits disques de rayon a = 0.1 dans la boite [0,4] x [0,4]. La plus petite distance b
entre les centres de deux disques est 0.3(= 3a) et le nombre d’onde k est fixé & 0.1. De plus,
chaque obstacle est maillé a 1’aide de N = 50 segments. Nous calculons numériquement,
pour cent placements différents d’obstacles, les valeurs propres, le conditionnement de la
matrice [Mh]_1 [Ly], ainsi que les estimations précédentes. Commengons par comparer les
valeurs propres de plus petit et de plus grand module Mf’nm et ,ufnaz avec leurs estimations.
Les courbes obtenues avec les parametres précédents sont représentées sur les figures [5.20] et
La premiére figure [5.20] montre que lerreur relative sur la valeur propre de plus petit
module M?nin est, en moyenne, de 2.4%, ce qui est trés satisfaisant et, par ailleurs, est la
méme valeur que dans le cas d’obstacles éloignés. Concernant la valeur propre de plus grand
module et d’apres la figure 'erreur relative sur u . est en moyenne de 15%, I'erreur
étant surtout sur la partie réelle de p”, ... En outre, I'erreur relative sur le module de u .
est en moyenne de 10%. En comparaison, nous avons obtenu des erreurs relatives moyennes
du méme ordre avec la méthode spectrale. Nous comparons maintenant, sur la figure
Pévolution du conditionnement de la matrice [Mj] " [Ly] avec son estimation (5.107). Nous
constatons qu’en moyenne erreur relative est de 13%. Ceci est sensiblement du méme ordre
que ce que nous avons obtenu avec la méthode spectrale (11%).

X107 Erreur relative sur u:‘mn
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leur propre (en module) et son estimation (5.106)

FI1GURE 5.20 — Comparaison entre la valeur propre de plus petit module me‘n de la matrice
[Mp] ! [Lp] et son estimation . Les obstacles sont des petits disques de rayon a = 0.1
discrétisés a I'aide de Nj, = 50 segments. Pour chacune des 100 configurations différentes,
nous plagons M = 30 petits disques aléatoirement dans la boite [0,4] x [0,4], avec k = 0.1
et b > 0.3(= 3a).
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F1GURE 5.21 — Comparaison entre la valeur propre de plus grand module ,ufnax de la matrice
de la matrice [M,] ™! [Ly] et son estimation . Les obstacles sont des petits disques de
rayon a = 0.1 discrétisés a I'aide de Nj, = 50 segments. Pour chacune des 100 configurations
différentes, nous placons M = 30 petits disques aléatoirement dans la boite [0,4] x [0,4],
avec k = 0.1 et b > 0.3(= 3a).
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FIGURE 5.22 — Comparaison entre le conditionnement, de la matrice [My] ™! [Ly] et son esti-
mation . Les obstacles sont des petits disques de rayon a = 0.1 discrétisés a ’aide de
Np, = 50 segments. Pour chacune des 100 configurations différentes, nous plagons M = 30
disques aléatoirement dans la boite [0,4] x [0, 4], avec k = 0.1 et b > 0.3(= 3a).

Adaptation a d’autres géométries

Nous adaptons maintenant formellement les estimations (5.106)) des valeurs propres u” .
et pl .. a des ellipses, le cas des rectangles est traité dans le paragraphe suivant. Nous pro-
cédons comme dans le paragraphe lorsque les obstacles sont éloignés : nous susbtituons
formellement le rayon a et le pas h dans les estimations ((5.106)) des valeurs propres /ﬂ,;m et
ph  par respectivement un rayon équivalent Geqv €t un pas équivalent heqy. Pour une ellipse
de demi-grands axes a;, dans la direction z; et a,, dans la direction x3, nous avions proposé
de choisir le pas équivalent heqy comme étant égal au plus petit pas de discrétisation du
maillage. De plus, les trois rayons équivalents suivants étaient proposés (voir relation ([5.25))

/a2 2
3 a(I?l + a$2

et ag... =

eqv \/5

Nous proposons de valider ces approximations pour des petites ellipses de demi-grand axes
az, = 0.1 et ay, = 0.025. Nous conservons les mémes parametres que précédemment : 30
obstacles placés aléatoirement dans la boite [0,4] x [0,4], avec k = 0.1 et b > 0.3(= 3ay,),
ou b représente la plus petite distance entre les centres de deux ellipses. Nous calculons
numériquement les valeurs propres de plus petit et de plus grand module de la matrice
[My) "' [Ly], ainsi que son conditionnement pour 100 placements différents d’ellipses. Les
figures et comparent les valeurs propres pl' . et ul, = avec leurs estimations tandis
que la figure [5.25] compare le conditionnement de la matrice avec son estimation. Notons que
les simulations numériques ont montré encore une fois que le rayon agqv donne lieu a une
mauvaise approximation des valeurs propres. Afin d’alléger les figures, nous ne présentons les
résultats obtenus que pour les deux autres rayons équivalents aéqv et ag’qv. Nous comparons
tout d’abord les estimations des valeurs propres pu?, et ul. . a I'aide des figures et

Comme nous ’avons constaté en diffraction simple, le choix du rayon équivalent joue un

al — Qg +aw2 a2 — 2a$1al’2
v 2 ’ N ay, + ag,
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faible role dans I’estimation de p!* . . Par ailleurs, nous obtenons une erreur relative sur u” .
de l'ordre de 18% pour chacun des deux rayons. Cette erreur importante peut s’expliquer par
le fait que ,ufm-n dépend fortement du maillage, notamment du plus petit pas de discrétisation
utilisé (cas de fortes courbures). Ainsi, ’estimation de la valeur propre de plus petit module
peut étre tres dégradée. Concernant la valeur propre de plus grand module, le choix du
rayon équivalent joue un rdle sur I'estimation de p” .. En effet, la figure montre que
ag’qv conduit a une meilleure estimation de pimqz que a;qv. Plus précisément, ’erreur relative
sur ! est, en moyenne, de 14% pour le choix du rayon équivalent ag’qv et de 22% pour le
rayon aéqv. D’autre part, 'estimation sur le module de piy,q, est plus précise et nous avons
en moyenne 5.4% pour ag’qv contre 19% pour aéqv Lorsque les obstacles sont éloignés, nous
avions constaté le résultat opposé. Enfin, nous comparons le conditionnement de la matrice
[My] ™! [Ly] avec son estimation, sur la figure Nous avons décidé de garder uniquement
le rayon équivalent agqv, étant donné que celui-ci fournit une meilleure estimation de ..

L’erreur relative sur le conditionnement est alors en moyenne de 9%, ce qui est satisfaisant.
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FIGURE 5.23 — Comparaison entre la plus petite valeur propre (en module) p”. de la
matrice [Mp,] ™ [Lp] et ses estimations . Les obstacles sont des petites ellipses de
demi-grand axes az, = 0.01 et a;, = 0.025, obtenus par une discrétisation de Nj = 50
segments. Pour chacune des 100 configurations différentes, nous plagons M = 30 petites
ellipses aléatoirement dans la boite [0,4] x [0,4], avec k = 0.1 et b > 0.3(= 3ay, ).

Nous terminons cette étude numérique en considérant des obstacles rectangulaires de
demi-longueurs a,, et ag,. Nous prenons le rayon équivalent agqv donné par l}

. (L+V2) ez, tTag,

aeqv - 2 \/5

De plus, le pas heqyv équivalent est toujours choisi égal au plus petit pas de discrétisation du
maillage

hegy = min min A, ;.
<M 1<<N,, Y
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Nous montrons un exemple numérique reprenant les parametres précédents. Nous plagons
M = 30 petits rectangles de demi-longueurs a,, = 0.1 et a;, = 0.025 aléatoirement dans la
boite [0,4] x [0, 4]. De plus, nous fixons le nombre d’onde k & 0.1 et la plus petite distance
autorisée b entre deux centres de rectangles a 0.3(= 3ag, ). Numériquement, nous calculons
les valeurs propres de la matrice [Mj,] ™" [Ly], son conditionnement ainsi que les estimations
respectives, pour cent placements différents d’obstacles. Commencons par comparer les esti-
mations des valeurs propres de plus petit module ,ufm-n et de plus grand module p” . sur la
figure En moyenne, nous obtenons une erreur relative sur p! . de 2%, contre 18% dans
le cas des ellipses. Ceci peut s’expliquer par le fait que, dans le cas du rectangle, le maillage
n’est pas uniforme mais le pas de discrétisation reste cependant contant sur chaque arréte
du rectangle (contrairement au cas de l'ellipse). Concernant la valeur propre de plus grand
module p”,,.., lerreur relative est en moyenne de 13% et de 2.4% sur son module, ce qui est
trés précis. L’estimation du conditionnement est satisfaisante puisque, d’apres la figure [5.28]
Perreur relative est en moyenne de 14%, comme dans le cas de disques.

Nous avons ainsi proposé une extension formelle des estimations des valeurs propres de
plus petit et de plus grand module de la matrice [Mj]~![Ly] pour des obstacles proches
sous forme d’ellipses ou de rectangles. Sur les exemples numériques que nous avons traité,
les estimations obtenues sont aussi précises que dans le cas de disques avec cependant une
précision moindre sur la valeur propre de plus petit module uﬁm dans le cas d’ellipses.
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FIGURE 5.24 — Comparaison entre la plus grande valeur propre (en module) u? . de la
matrice [Mh]_1 [Lp] et ses estimations pour des petites ellipses de demi-grand axes

, = 0.01 et a;, = 0.025. Chaque obstacle est obtenu par une discrétisation de Nj = 50
segments. Pour chacune des 100 configurations différentes, nous plagons M = 30 petites
ellipses aléatoirement dans la boite [0,4] x [0,4], avec k = 0.1 et b > 0.3(= 3ay, ).
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FIGURE 5.25 — Comparaison entre le conditionnement, de la matrice [My] ™! [Ly] et son esti-
mation avec le rayon équivalent ag’qv. Les obstacles sont des petites ellipses de demi-grands
axes az, = 0.1 et az, = 0.025, discrétisées a 'aide de N = 50 segments. Pour chacune
des 100 configurations différentes, nous plagons M = 30 ellipses aléatoirement dans la boite
[0,4] x [0,4], avec k = 0.1 et b > 0.3(= 3ay, ).
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FIGURE 5.26 — Comparaison entre la valeur propre de plus petit module ,ufnm de la matrice
[My] ™ [Lp] et son estimation pour des petits rectangles de demi-cotés a,, = 0.1 et
agz, = 0.025. Chaque rectangle est discrétisé a I'aide de Nj = 48 segments (12 par arréte).
Pour chacune des 100 configurations différentes, nous plagons M = 30 petits rectangles
aléatoirement dans la boite [0,4] x [0,4], avec k = 0.1 et b > 0.3(= 3ay, ).
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FIGURE 5.27 — Comparaison entre la valeur propre de plus grand module ,uﬁmm de la matrice

[M})]

-1 [Ly] et son estimation (5.106)) pour des petits rectangles de demi-cotés a,, = 0.1 et

az, = 0.025. Chaque rectangle est discrétisé a laide de N}, = 48 segments (12 par arréte).
Pour chacune des 100 configurations différentes, nous plagons M = 30 petits rectangles

aléatoirement dans la boite [0,4] x

[0,4], avec k = 0.1 et b > 0.3(=

3ag, ).
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FIGURE 5.28 — Comparaison entre le conditionnement de la matrice [Mj] " [Ly] et son es-
timation. Les obstacles sont des petits rectangles de demi-cotés a,, = 0.1 et az, = 0.025,
chacun étant discrétisé a 'aide de N = 48 segments (12 par arréte). Pour chacune des
100 configurations différentes, nous placons M = 30 rectangles aléatoirement dans la boite
[0,4] x [0,4], avec k = 0.1 et b > 0.3(= 3ay, ).

5.6 Conclusion

Dans cette chapitre, nous avons développé des estimations spectrales et du condition-
nement de 'opérateur de simple couche en basse fréquence, dans le cadre de la diffraction
multiple. Ceci a permis de mettre en évidence le comportement des valeurs propres et du
conditionnement de 'opérateur simple couche dans le cas ou les obstacles sont éloignés ou
proches (en fonction de la longueur d’onde). De plus, des extensions formelles aux obstacles
ellipsoidaux ou rectangulaires ont été obtenues.

Quelques questions restent toutefois a étudier. Une étude plus complete pour les opé-
rateurs de double couche et les traces normales des potentiels de simple et double couches
devrait étre envisagée. Il est probable (mais cela reste & vérifier) que notre stratégie puisse
s’étendre. Nous ne I'avons pas fait faute de temps, car cela nécessitait de nouveaux dévelop-
pements. L’intérét de cette étude permettrait de considérer 'analyse des opérateurs de type
CFIE ou Brakhage-Werner pour la résolution de problémes de diffraction multiple.

Ensuite, le cas ou la distance entre objets est de ’ordre de la taille caractéristique n’a pas
été abordé. Nous avons commencé a regarder cette configuration mais n’avons pas encore été
capable d’obtenir des estimations pertinentes. Ce commentaire vaut également pour 1’étude
des régimes de moyenne et haute fréquences. Nous avons prospecté cette situation, sans
étre a méme d’obtenir de résultats clairs. En effet, ’existence de nombreux modes spatiaux
couplés rend l'analyse extrémement délicate. Il est probable qu'une étude sur la diffraction
par deux disques permettrait de préciser la situation. Enfin, le cas tridimensionnel mériterait
d’étre abordé.
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Annexe A

Focalisation du champ
rétro-propagé en dimension 2 pour
un MRT épais

Nous proposons ici une étude en dimension deux du champ rétro-propagé urg lorsque le
miroir a retournement temporel M est épais. Bien que physiquement peu réaliste, ce type de
miroir nous a été utile en pratique lors de nos simulations numériques dans le chapitre 3| En
reprenant les notations introduites au chapitre |3, nous montrons que 1’onde rétro-propagée
urp par ce type de miroir est focalisée uniquement sur le point source s (voir proposition
. En particulier, le champ urp n’est pas focalisé sur un autre point s contrairement
au cas du miroir d’épaisseur nulle (voir chapitre 3] paragraphe . Dans cette partie, le
miroir M est défini par

M= {x = (x1,x2) ER? tels que a <x; < bet —h <xp < 0} (= M), (A1)

ol a, b et h sont trois réels tels que b > a et h > 0. Nous notons toujours Qg = Q7 \ M le
domaine de propagation extérieur au miroir a retournement temporel. Nous supposons que
les coordonnées du point source s = (s1,82) vérifient

S > h, S1# a et s1 # b. (A.2)

La premiére condition impose au point s d’étre relativement éloigné du MRT, ce qui n’est a
priori pas tres contraignant, étant donné que 1’épaisseur h du MRT est supposée tres petite
devant sa hauteur b—a. Les deux hypotheéses sur la coordonnées s; sont purement techniques
et permettent de simplifier les preuves. Une illustration de la configuration est proposée sur

la figure

Rappelons que le champ rétro-propagé urp par le MRT a pour expression,

Vk > 0, Vy € Qgrg, urp(y, k) = / G(x,8)G(x,y) dx. (A.3)
M
Nous avons vu dans le paragraphe qu’en dimension deux et lorsque le nombre d’onde
k tend vers l'infini, le champ rétro-propagé urp a le comportement asymptotique suivant
1 etklllx=yll—llx—sl]

"k v 8alx — y[[2]x — 8|12

dx + O (k*2) .k — too.
(A.4)

Vy € QrE, ure(y, k)

265
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1
A
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]
S |
|
I
o al | m
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s2(> h) 0 —h

FiGUuRE A.1 — MRT rectangle en dimension 2.

Pour tout point y de {2rg, nous introduisons les fonctions &y, : M — Ret ¥y, : M — R,
définies par
Py (x) =[x =yl =[x —s,
Vx e M, Wy (x) 1 (A.5)
X) = ,
Y 8mllx — y[|'/?[x — s||*/2

ainsi que, pour tout k£ > 0 et tout point y € Qrg, 'intégrale Jy(k), définie par

0 b
Ty (k) = / / Ry LX) () x0) dixidca. (A.6)
—h Ja
Avec ces notations, la relation (A.4) s’écrit
¥y € Qrp,  urp(y, k) =Jy(k) + O (k7?),  k— too. (A.7)

Le comportement asymptotique de Jy (k) nous donnera alors celui du champ upg. Comme
précédemment, nous commencons par rechercher les points y de Qpp = R? \ M tels que
la fonction @y, donnée par (A.5)), est nulle. Le résultat suivant montre que seul le point s
possede cette propriété.

Lemme A.1. Pour tout point y € Qrg, la fonction ®, est identiquement nulle si et seule-
ment STy =S.

Démonstration. Nous avons montré que si y = s alors la fonction ®, est nulle. Supposons
maintenant que ®, soit identiquement nulle pour y = (y1,y2) € Qrg. Nous avons alors,
d’apres la définition (A.5) de la fonction Py,

vxeM,  [x—yl*=x—s|*
En particulier, aux points (a,0), (b,0) et (a,—h), il vient que

(a—y1)* +y3 = (a—s1)% +53
(b—y1)*+y3 = (b—s1)* +s3
(a—y1)?+ (—h —y2)* = (a —s1)? + (—h — s2)*
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En effectuant la différence entre les lignes 1 et 2, ainsi qu’entre les lignes 1 et 3, nous obtenons
que

{yl(a —b)=s1(a—0)
hys = hso

Nous concluons que y = s puisque b # a et h # 0, par hypothese. O

Ainsi, aux points y € Qgp tels que y # s, la quantité Jy (k) est une intégrale oscillante &
deux variables. Pour de telles intégrales, nous disposons du résultat suivant (phase station-
naire en dimension deux), issu de la proposition 6 du chapitre VIII de [100] et de la relation
(2.9) du chapitre VIII de [106][7]

Théoréme A.2. Soit un rectangle D = [a,b] x [c,d](= D) de R%. Introduisons la fonction
I :]0,+oo[— C définie par

d b
vk > 0, I(k) :/ / 61k¢(xl’x2)¢(X1,X2) dxdxo,

ot les fonctions ¢ : D — R et v : D — C sont de classe €°° sur leur domaine. Nous
avons alors les résultats suivants
o Sile gradient de la fonction ¢ ne s’annule jamais sur D, alors le module de l’intégrale
|[I(k)| a le comportement asymptotique suivant

I®)] =0 (k),  k—> +oo.

e Supposons qu’il existe un point (x1,x2) situé dans lintérieur de D tel que Vo (x1,X2) =
0 et supposons de plus que la matrice symétrique, de taille 2 x 2,

[ 0% (x1, XQ)] (A.8)

L;0X 5
Oz:0z; 1<4,5<n

soit inversible. Alors, si la fonction 1 est contenue sur un support suffisamment petit
autour de xqg, l'intégrale oscillante I(k) a le comportement asymptotique suivant

Ik =0 (k1),  k—> o0,

Les points (x1,x2) € D tels que Vo(x1,x2) = 0 sont appelés points stationnaires de la
fonction ¢. Ils sont de plus appelés points stationnaires non dégénérés si la matrice
est inversible.

Notre étude porte maintenant sur les points y de Qg tels que y # s. Recherchons les
points stationnaires de la fonction ®,. Commencons par un premier résultat de caractérisa-
tion de ces points.

Lemme A.3. Soit un point y € Qrpg tel que'y # s. La fonction ®y admet un point station-
naire X € M si et seulement si

(X - Y) (X — S) (AQ)

=yl lx—sl

1. Merci & M. Cassier pour la référence.
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Démonstration. Pour y € Qgpg, en utilisant la relation (3.20) obtenue dans le cadre d’un
MRT d’épaisseur nulle, les dérivées premieres de ®, s’écrivent, pour j = 1,2

0d -Yy); —s);
Vx € M, Yix) = XY (x=s); (A.10)

Oz lx=yll [x=s]
ce qui permet de conclure directement. ]
Pour tout point x € M, introduisons la demi-droite Dxs = [x,8)(Qrr d’origine x

exclue, passant par s et privée des (éventuels) points de M. Cet ensemble est exactement
I’ensemble des points y de Qrg tels que le point x est un point stationnaire de la fonction
P, :

y

DXS:{yEQREtelque (x~y) = (X_S)}.
[x=yll  lIx—sl|

Nous introduisons alors le cone C, union de toutes ces demi-droites privé du point s :

C = < U st> \ {s}. (A.11)

xeM

Ainsi, d’apres le lemme précédent, la fonction ®, admet au moins un point stationnaire si
et seulement si y € C. Une illustration de ’ensemble C est donnée sur la figure

¢ = ([Tl M

FIGURE A.2 — Illustration du céne de lumiere dans le cadre d’'un MRT épais

Montrons maintenant que (malheureusement) ces points stationnaires sont dégénérés.
Lemme A.4. Pour tout'y € C, chaque point stationnaire de ®, est dégénéré.

Démonstration. Soient y € C et x un point stationnaire de ®,. Notons d le déterminant de
la matrice Hessienne de ®, évaluée au point x :

2
d = det l Oy (X)] .
0ri0j | i jeo

Commencons par calculer les dérivées secondes de ®, au point x. Notons 4,5 = 1,2 avec
i # j. De la relation (A.10)) nous en déduisons I’expression des dérivées partielles secondes
832,%, @y, tout d’abord pour pour les dérivées secondes croisées :

Py o o Vxy) sk —s);
Oridr; fx - yTP x5
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Si (x1,x2) est un point stationnaire de ®y, alors la relation (A.9) implique
P, 1 1 1
—2 (x1,X2) =
axiaxj( %) [ ] Ix — ||

Concernant la dérivée partielle seconde de @, par rapport a x;, nous obtenons

[(x —s)i(x —s);]. (A.12)

lx—=sll lx -yl

02, 1 (x—y)3 1 (x —s)
76 2 (Xl,Xg) = — — — 3 — — 1-— _ 5| -
5 [x -yl |x — vl [x — s [[x — s

Lorsque (x1,x2) est le point stationnaire de @y, cette expression se réduit a

aZ(I)y 1 1 (X — S)2
— 5 (x1,%X2) = [ - ] 51/,
Oz Ix=sl [x=yll|lx-s|?
soit encore, comme ||x —s||* = (x — )5 + (x —8)7 et i # j,
0*®y, 1 1 1 5
) = | - } (x—s)?]. (A.13)
Ox? Ix—=sll lIx =yl lIx—s|? | !

Gréace aux expressions (A.12)) et (A.13) des dérivées partielles d’ordre deux de la fonction
®y, le déterminant d s’écrit alors

1 SO L T
[
[x—=sl [x=yll lx—s]
ot le terme d est donné par
. —(x-s8);  (x—shi(x—s)
d = det
(x—s)i(x—s)2  —(x—s)]

En développant nous obtenons directement que
d=0.
Par conséquent, le déterminant d est nul et le point stationnaire x de ®, est dégénéré. L[]

Ainsi, quand y € C, les points critiques de la fonction ®, sont dégénérés. Par conséquent,
nous ne pouvons pas appliquer le théoreme et obtenir le comportement asymptotique
de Jy (k). Remarquons alors que, pour tout point y de C, I’ensemble des points stationnaires
de la fonction @, est exactement .# () Dys, ol Dys est la droite passant par y et s. Ainsi,
soit il existe un unique point stationnaire, qui est alors situé dans un coin de M, soit les
points stationnaires décrivent un segment de longueur non nulle. Notons Cy le sous-ensemble
de C tel que, pour tout y € Cy, la fonction ®, admette un segment de longueur non nulle de
points stationnaires :

Co = {y € C tel qu'il existe deux points x,x’ € M tels que x # x’ et

Vay(x) = Vay (x) = 0} (A.14)

Introduisons de plus C; = C \ Cp I'ensemble tel que, pour tout y € Cp, la fonction Py
admette un unique point critique. Nous pouvons remarquer que C1 ne contient en réalité que
deux droites. Une illustration est présentée sur la figure Lorsque la fonction de phase
admet une courbe de points stationnaires dégénérés, comme c’est le cas lorsque y € Cy, nous
disposons du résultat suivant (voir théoreme 1 du chapitre VIII, section 9, de [106]).
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le segment de points critiques

A “ y//// \
y _ -1 E\//* Unique
.\

_ o~ ~ point
-7 s -7 s~ critique
~
. |
M T EIM
Exemple de point y dans Cy Deux exemples de points y dans Cy

F1GURE A.3 — Les deux cas possibles de point stationnaires possibles

Théoréme A.5. Soient D un domaine fermé borné de R? et f et g deuz fonctions de classe
€ sur D da valeurs dans R. On considére la fonction I définie par :

Vk>0,  I(k)= / ¢H1) g (x) dx.
D

Nous supposons que les cing conditions suivantes sont satisfaites :
i) Le domaine D contient une courbe vy de classe € telle que Vf =0 sur~y et Vf #0

sur D'\ 7.
it) La courbe 7y est simple (i.e : n’est pas une boucle).
, . O O
i) Sur la courbe vy, la fonction f vérifie ——5 + 5 # 0.
Oxy  Oxs

i) La courbe ~y coupe le bord de D en deux uniques points A et B tels que A # B.
v) Les courbes v et la frontiére de D ne sont pas tangentes aux points A et B.
Dans ce cas, lorsque k tend vers linfini, la quantité I(k) a le comportement asymptotique

suivant =0 (\}E) |

Pour y € Cy, le segment v = M [ Dy est exactement 1’ensemble des points stationnaires
de ®y. De plus, cette courbe est simple, de classe € et coupe le bord de M en deux points
distincts. Ainsi, il nous reste uniquement & démontrer les points iii) et v) pour pouvoir
appliquer le théoreme Or, nous avons le résultat suivant.

Lemme A.6. Soient un point'y de Cy et v la courbe de points stationnaires de ®y. Nous
avons les cing résultats suivants :
i) La courbe 7y de classe €°°.

it) La courbe ~y est simple.

9*®, 9P
S+ —— #0.

Oxy Oxs

i) La courbe v coupe le bord de M en deux uniques points A et B tels que A # B.

v) Les courbes v et la frontiére de M ne sont pas tangentes auzx points A et B.

iii) Sur la courbe v, la fonction Oy vérifie

Démonstration. Nous avons vu que les points i), i) et iv) sont vrais. Il nous reste uniquement
a démontrer les points iii) et v). Commencons par le point 7i7). Prenons un point y de Cy et
notons x un point stationnaire de la fonction ®,. Nous avons alors d’apreés les expressions
des dérivées secondes de ®, au point stationnaire x,

D, D*®y 1 1 ] 1
X — (X)) = —
oz )t g = ksl eyl

[ [(x —s) 4 (x — s)%} .



271

Les trois points x, y et s appartiennent a la demi-droite Dys et sont tels que xo > yo et

X > sp. De plus, nous avons y # s. Par conséquent il vient que ||x —y| # ||x — s||. Enfin,

comme X # s, alors nous avons clairement (x —s)? + (x —s)3 # 0. Ainsi, la relation suivante

est satisfaite 26 26
Y (x) + - (x) #0,
0z? 0z3

et le point 7i) est démontré. Intéressons nous maintenant au point v). Notons 9 M la frontiere
de M et A et B les deux (uniques) points d’intersection de v et M. Nous démontrons
le point v) par l’absurde en supposant que la courbe v est tangente & dM au point A.
Notons A = [Aj, As] les coordonnées du point A. Rappelons que la courbe « est un segment
appartenant a la droite Dga passant par s et A, ce qui implique que la droite Dga est
tangente a O M au point A. Si on introduit les quatre points M, N, P, Q situés aux coins de
M :

M = [0, b], N = [-h, 1], P =[-h,d], Q=10,al, (A.15)

alors, nécessairement, comme OM est un rectangle, la droite Dga contient un des quatre
cOtés de OM. Autrement dit, nous avons

Dsa = (MN) | J(NP) | J(PQ) | (QM).

Remarquons que les droites (NP) et (QM) sont paralleles entre elles ainsi qu’a I'axe O—a:1>
Le vecteur directeur sA de la droite Dsa a pour coordonnées [A; — s1, A9 — sg| or, d’apres
la définition de M et I'hypothese sur s, nous avons As — sg # 0. Autrement dit,
la droite Dsa n’est paralléle ni & (NP) ni a (QM) et nous avons par conséquent

Ainsi, d’apres les définitions (A.15)) des points M, N, P et Q, il vient que

Dsa = {(21,2’2) € R? tel que z; = a ou z; = b}-

Comme le point s appartient a la droite Dgp, alors s; = a ou s; = b. Or, nous avons supposé
que s1 # a et 81 # b. Ainsi, la droite Dga est vide. La courbe v n’est alors pas tangente
au bord OM au point d’intersection A. Cette démonstration peut étre réutilisée pour le
point B. Le point v) et le lemme sont donc démontrés. O

Ce lemme nous permet d’appliquer le théoréme [A5] pour les points y de Cy et ainsi
obtenir le comportement asymptotique de Jy (k) lorsque k tend vers I'infini. Lorsque y € Cy,
le point stationnaire (qui est dégénéré) de ®, est situé sur un coin de M. Dans ce cas
14, nous n’avons pas obtenu le comportement asymptotique de I'intégrale oscillante Jy (k).
Nous pensons toutefois que la décroissance est du méme ordre qu’en présence de points
stationnaires. Nous pouvons maintenant donner le résultat de focalisation de ’onde ugrg sur
le point source s, lorsque k tend vers 'infini.

Proposition A.7. Considérons en dimension deux un miroir da retournement temporel M
d’épaisseur non nulle décrit par la relation et un point source s = (s1,s2) tels que

Sg > h, si#Za et sp#b.

Dans ce cas, le champ rétro-propagé urg par le MRT, donné par focalise sur le point
source s lorsque le nombre d’onde k tend vers l'infini, dans le sens ou
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e siy =s, alors,

upp(k,s) = %8% /M Hx_lsHQ dx+0(k?)=0(k"), k- +oo.

o siy € Co, alors nous avons
|URE(k7Y)\=:C7(k44/2|uRE(kvsﬂ> ZZC)(kAB/Z)y k — +o0.
o siy#s ety ¢C, alors nous avons

lure(k,y)| = O (k7" lurp(k,s))) = 0 (k72),  k — +oo.

Les ensembles C et Cy étant définis par les relations respectives (A.11)) et (A.14).

Démonstration. Rappelons que, lorsque k tend vers 'infini, nous avons, d’apres la relation

(A.4),
vy € Qpp,  urp(ky) =k LK)+ 0 (K72), k> +oc.

Au point y = s, le résultat est évident. Prenons maintenant un point y ¢ C. Dans ce cas,

la fonction ®, ne possede aucun point stationnaire et le théoréme permet d’affirmer

que Jy (k) = O (k:_l). Par conséquent, nous avons |urg(y)| = O (k_;@: O (k‘_l |uRE(s)\).

Terminons en prenant un point y du cone Cy. Dans ce cas, la fonction ®y admet une courbe

~ de points stationnaires dégénérés. Toutefois, d’apres le lemme cette courbe vérifie
k

—1/2

les hypotheses du théoreme |A.5| et nous avons alors Jy (k) = O ) Ce qui implique

directement que |urp(y)| = O (k*3/2) =0 (/4:*1/2 |uRE(s)\). O

Comme pour le miroir d’épaisseur nulle, nous schématisons les différentes zones de dé-
croissance dans la figure [A4]

FIGURE A.4 — Récapitulatif des différentes zones de décroissance de |ugrpg|
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Analyse et Simulations Numériques du Retournement Temporel et de la
Diffraction Multiple

Cette these comporte deux parties.

La premiere est consacrée a 1’étude de quelques problemes inverses de détection et de
localisation d’obstacles ou de sources a l’aide d’un miroir a retournement temporel (MRT),
appareil pouvant rétro-propager des ondes sur la source qui les a émises. Nous commengons
par la méthode DORT qui permet de focaliser sélectivement des ondes sur des petits obs-
tacles. Nous étudions numériquement en acoustique les résultats mathématiques obtenus par
C. Hazard et K. Ramdani et étendons mathématiquement ces résultats au cas de 1’électroma-
gnétisme. Puis, nous nous intéressons a la reconstruction d’une source acoustique ponctuelle
avec un MRT. Dans un contexte déterministe, nous proposons des simulations numériques
attestant du phénomeéne de super-résolution, c’est-a-dire I’amélioration en moyenne de la
qualité de la focalisation dans un milieu hétérogene plutdét qu'homogene.

La deuxiéme partie a pour objet la résolution numérique par équations intégrales du pro-
bleme de diffraction multiple en acoustique, c’est-a-dire en présence de nombreux obstacles.
D’une part, nous montrons que le préconditionneur prenant en compte les effets de la dif-
fraction simple (interaction d’un objet avec lui-méme) a la propriété intéressante de rendre
toutes les équations intégrales semblables. D’autre part, pour des obstacles circulaires, nous
calculons explicitement les coefficients de Fourier des quatre opérateurs intégraux usuels.
Ceci nous permet de proposer une méthode de résolution numérique robuste et efficace et,
de plus, d’étudier numériquement le spectre de 'opérateur intégral de simple couche en
régime basse fréquence dans un milieu dilué et dans un milieu dense.

Analysis and Numerical Simulations of Time Reversal and Multiple Scattering

This thesis is divided into two parts.

The first one deals with some inverse problems related to the detection and localization
of targets using a Time Reversal Mirror (TRM), which can back-propagate a signal on the
source that emitted it. We first study the DORT method, a technique used to focus waves
selectively on small scatterers. In the context of acoustic scattering, a numerical investigation
of the mathematical results obtained by C. Hazard and K. Ramdani is proposed. These
results are then mathematically extended to the electromagnetic case. To conclude this
part, we investigate numerically the reconstruction of an acoustic point source with a TRM.
By using a deterministic model, we provide numerical examples that illustrate the super-
resolution phenomena, that is, the enhancement in average of the quality of focusing in an
heterogeneous medium compared to an homogeneous one.

The second part is devoted to the numerical solution of acoustic multiple scattering
problems using integral equations. Multiple scattering means that the medium contains at
least two scatterers. We first study the preconditioner which takes into account the single
scattering (self-interaction) effects. Then, we show that all the so-preconditioned integral
equations are identical, up to an invertible operator. Afterwards, for circular scatterers, we
analytically compute the Fourier coefficients of the four classical boundary integral operators.
Thus, we propose on the one hand an efficient and robust numerical method and on the other
hand a numerical investigation of the spectrum of the single-layer boundary integral operator
in the low frequency regime for a dense medium and a dilute one.

Mots clés : retournement temporel (acoustique), équation d’Helmholz, diffraction des ondes,
simulation numérique, opérateurs intégraux.
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