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Préambule

L’holonomie est un invariant sur les variétés munies d’une connexion affine, introduit
pour la premiére fois explicitement par Elie Cartan au début du vingtiéme siecle. Il a
essentiellement été étudié, cependant, depuis la seconde moitié du siécle et surtout, mais pas
exclusivement, dans le cas riemannien. Citons notamment quatre théorémes essentiels: celui
de Borel-Lichnérowicz (1952), celui de de Rham (1952) et celui d’Ambrose-Singer (1953),
ainsi que la classification par Berger des holonomies possibles dans le cas irréductible (1955).
On pourra consulter par exemple le chapitre 10 de 'ouvrage d’Arthur Besse sur les variétés
d’Einstein [Bes87] et, pour les développements plus récents, I’article de Bryant dans les
Actes de la Table Ronde de géométrie différentielle en ’honneur de Marcel Berger [Bes96].

Si I’holonomie des variétés riemanniennes est aujourd’hui assez bien connue et s’est
révélée un outil fécond, celle des variétés pseudo-riemanniennes représente encore un vaste
champ de recherche ouvert. Cet état de fait, ainsi que I’attrait du monde pseudo-riemannien,
si semblable en apparence au riemannien et au comportement pourtant parfois tres différent,
son possible intérét en physique également, incitent & s’intéresser au cas pseudo-riemannien.

% % X

C’est & quelques aspects de cette étude que se consacre cette these. Il s’agira déja partout
d’holonomie restreinte, c’est-a-dire de I'holonomie engendrée par le transport paralléle le
long de lacets homotopes a I'identité uniquement. Ainsi, tous les résultats présentés ici sont
locaux, voire purement algébriques, c’est-a-dire ponctuels; d’éventuels problemes globaux
a aborder ne seront le cas échéant que suggérés par les résultats locaux obtenus.

Les trois chapitres constituent en fait trois parties largement indépendantes ainsi que de
style et de propos assez différents. Un objet les réunit cependant, typique du monde pseudo-
riemannien : les sous-espaces totalement isotropes d’un espace vectoriel (F,g) pseudo-eucli-
dien, stables sous I'action d’un certain sous-groupe de O(E,g).

* %k Xk

Le premier chapitre dégage une classification locale des variétés pseudo-riemanniennes
dont la courbure de Ricci est parallele. Pour ce faire, il utilise comme outils certains sous-
espaces totalement isotropes comme décrits ci-dessus. Plus précisément, il utilise les pro-
priétés de ’holonomie locale vis-a-vis de certains sous-espaces totalement isotropes qu’elle
laisse stables. Il propose en outre, comme corollaire, un résultat du méme type sur les
variétés symplectiques munies d’une connexion affine compatible.

Le deuxiéme chapitre est I’étude d’un probléme d’algebre linéaire en dimension finie:
cette étude a été suggérée par le premier chapitre qui en utilise un des résultats. Il s’agit du
probléme suivant : si a et b sont deux formes bilinéaires symétriques sur un K-espace vectoriel
E, quelle est la structure de la représentation dans E de O(a)NO(b)? La encore, le probléeme

11



«riemannien», c¢’est-a-dire ici euclidien, est connu: si K est le corps R et a définie positive,
b est diagonalisable dans une base a-orthonormée, ce qui permet de répondre facilement
a la question. Wilhelm Klingenberg avait déja étudié le cas général au début des années
cinquante (voir [Kli54] et fourni une famille de «bases privilégiées» généralisant les bases
codiagonalisantes. C’est en dégageant ici certains espaces [O(a) N O(b)]-stables, a-isotropes,
canoniques, formant un double drapeau, qu’on décomposera 'action de O(a) NO(b) sur E.
On effectue en outre le méme travail quand a et/ou b est antisymétrique, mais toujours en
supposant non dégénérée une des deux formes.

La situation est malheureusement tres touffue; le fruit le plus utilisable de ce chapitre
est sans doute les tables dressées en annexe, récapitulant les formes matricielles relatives de
a et b dans les différents cas possibles.

Le troisieme chapitre enfin, beaucoup plus analytique que les deux autres, s’intéresse
directement aux sous-espaces totalement isotropes stables par holonomie et aux feuilletages
et fibrés locaux associés. Ces sous-espaces sont en effet une des nouveautés du cas pseudo-
riemannien par rapport au monde riemannien, et une nouveauté encore tres mal connue.
Pour dire les choses trés brievement, les variétés riemanniennes voient leurs espaces tangents
se décomposer en somme directe orthogonale sous ’action de I'holonomie, par exemple:

Lo

D’aprés le théoréme d’Ambrose-Singer, il correspond alors a cette décomposition, une dé-
composition de la variété en produit riemannien:

MZMlxMII.

L’holonomie d’une variété pseudo-riemannienne pourra, elle, stabiliser par exemple seule-
ment un drapeau dans les espaces tangents :

{0} € E; C Ef C T,,M, ot E; est totalement isotrope.

A quelle structure géométrique correspond alors cette décomposition du fibré tangent? Ce
n’est plus un produit riemannien.

De plus en général, c’est un treillis possiblement trés compliqué de sous-espaces tous
dégénérés de T, M que stabilise 'holonomie restreinte d’une variété pseudo-riemannienne
qui ne se décompose pas en produit riemannien.

C’est par la construction de coordonnées locales «privilégiéess que nous tentons ici
d’apporter une réponse a cette question.

Si, a notre connaissance, ce probleme de géométrie analytique locale n’a pas encore été
traité, il existe déja quelques résultats algébriques ponctuels sur les candidats-groupes d’ho-
lonomie possibles, stabilisant un drapeau comme indiqué plus haut. Ainsi, Aziz Ikemakhen
et Lionel Bérard Bergery ont-ils [BBI93] démontré que les groupes d’holonomie agissant de
fagon indécomposable mais réductible se répartissent en quatre types possibles, dans le cas
des variétés lorentziennes, c’est-a-dire pseudo-riemanniennes de signature (1,d — 1). C’est
aussi avec le projet de proposer une compréhension locale de ces variétés que nous avons
entrepris cette construction de coordonnées. De fait, ces dernieres permettent de vérifier
que les quatre types d’holonomies possibles se réalisent effectivement comme holonomie de
variétés lorentziennes ; elles permettent en outre alors de les classifier.

12



Ce dernier chapitre constitue essentiellement une premiere approche, locale, des variétés
pseudo-riemanniennes «réductibles, indécomposables». En apportant quelques réponses, il
ouvre essentiellement plutot quantité de questions. Pour cette raison, la rédaction, le systeme
de notations introduit, la présentation des choses ne sont siirement pas optimaux; nous
espérons surtout proposer ici un premier débroussaillage de la situation. Nous espérons
également qu’une présentation plus synthétique et dégageant mieux I’essentiel en viendra,
quand elle sera mieux comprise. Nous prions donc le lecteur d’excuser le caractere parfois
pénible des constructions effectuées.

13
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Chapitre 1

Les variétés pseudo-riemanniennes
et symplectiques connectées dont
la courbure de Ricci est parallele
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Introduction

Ce chapitre classifie les différents types possibles de variétés pseudo-riemanniennes et de
variétés symplectiques munies d’une connexion symplectique, dont la courbure de Ricci est
parallele. Le cas pseudo-riemannien est traité dans un article soumis & une revue et joint
en annexe page 3; les motivations, le résulat et quelques commentaires sont repris ici. Le
cas symplectique connecté apparait comme corollaire du premier cas et n’est, lui, traité que
dans la these.

Les variétés riemanniennes Ricci-paralléles ont une courbure de Ricci diagonalisable et
sont par conséquent isométriques & un produit de variétés d’Einstein, au moins localement.
Ce n’est plus vrai pour les variétés pseudo-riemanniennes ou pour les variétés symplectiques
connectées. Cependant, en exploitant les propriétés de leur holonomie et notamment de leurs
éventuels sous-espaces totalement isotropes stables par holonomie, on aboutit & un résultat
proche. Il permet alors une classification locale de ces variétés ; a coté des produits (locaux)
de variétés d’Einstein, quelques autres types apparaissent.

La démonstration repose sur deux théorémes: d’une part un résultat d’algebre portant
sur les paires de formes bilinéaires et di & W.Klingenberg [K1i54], d’autre part un résultat
classique de de Rham et Wu sur ’holonomie (voir [Wu67]).

Les deux premieres sections reprennent la teneur de ’article porté en annexe ; la premiere
rappelle les motivations de la démarche et la deuxiéme traite le cas pseudo-riemannien. La
troisieme section propose, comme corollaire du théoréme pseudo-riemannien, un théoreme
correspondant sur les variétés symplectiques connectées.

Rappel sur les variétés symplectiques. Une connection symplectique sur une variété
symplectique (M,w) est une connexion D pour laquelle la forme symplectique est parallele,
c'est-a-dire telle qu'en tout point p de (M,w) et pour tous champs de vecteurs A et B
au voisinage de p: VV € TyM, Lyw(A,B) = w(Dy A,B) + w(A,Dy B). Contrairement aux
connections riemannienne ou pseudo-riemannienne, elle n’est pas déterminée de facon unique
sur M par cette condition.

Notations. Dans tout le chapitre, on notera (M,g) une variété riemannienne ou pseudo-
riemannienne, en notant parfois < -,- > la métrique g; (M,w) désignera une variété sym-
plectique. La forme (u,v) — tr R(u, - )v est une forme bilinéaire symétrique sur les variétés
connectées ; c’est leur courbure de Ricci, notée ric. On notera Ric I'endomorphisme res-
pectivement g-autoadjoint ou w-antiautoadjoint associé & ric: ric(-,-) = g¢(Ric -,-) ou
ric(-,-) = w(Ric -,-). On notera H le groupe d’holonomie restreint de M et les algebres
de Lie par des minuscules gothiques: b, so ...

1 Motivation: quelques mots sur le cas riemannien

Comme dit plus haut, une base de ce travail est un théoréeme de de Rham sur I’holono-
mie riemannienne, généralisé au cas pseudo-riemannien par Wu. Citons-en 1’essentiel.

Théoréme (de Rham, Wu) Soit (M,g) une variété riemannienne ou pseudo-riemannien-

ne compleéte, simplement connexe et m € M. Si I'espace tangent en m a M admet une
décomposition orthogonale stable par holonomie :

1L
TmM = El @ E2a

17



alors il existe un unique couple ((Mi,9/nm,),(Ma,gja,)) de sous-variétés de M contenant
m et une unique isométrie f tels que:

e T, yMi = E; et TyaMo = Ey,
[} f : M1 X MQ — M,
® firixim) = lday et flagxqmy = Tda,.

ou Mj X My désigne le produit riemannien de My et Ms.

Pour une variété riemannienne ou pseudo-riemannienne quelconque, le méme résultat
est vérifié seulement avec une isométrie locale.

Le théoreme complet précise de plus dans quelle mesure le triplet ((M1,9r4,)(M2,9|11,);
f) est unique, une fois supprimées les conditions T, M1 = E1, TmnMa = Ea, fiaq, x(m) =
Id/\/ll et f\MQX{m} = IdM2.

Les sous-espaces FE; et Fo de T), M sont stables par holonomie; ils se prolongent donc
dans TM en distributions paralleles. Les sous-variétés M et My sont en fait les feuilles
intégrales issues de m de ces distributions.

Le résultat annoncé en introduction sur les variétés riemanniennes Ricci-paralleles est
une conséquence immédiate de ce théoréme.

Corollaire riemannien Soit (M,g) une variété riemannienne compléte, simplement con-
nexe, dont la courbure de Ricci est paralléle. Elle est alors canoniquement isométrique a
un produit riemannien de variétés d’Einstein. Plus précisément, il existe une unique suite
(Xi)j—, de réels, une unique suite de variétés d’Einstein ((M;)7_,,g), telles que ric; = A;g;sur
chaque M;, et une isométrie f de M sur le produit riemannien [[; M;. L’isométrie f est
unique a composition prés avec un produit d’isométries de chaque facteur M;. Si M n’est
pas compléte et simplement connexe, f n’est en général qu’une isométrie locale.

Démonstration. Elle est classique, et rappelée dans ’article en annexe. Donnons ici sa sub-
stance. [L’endomorphisme Ric est autoadjoint pour la forme g, bilinéaire symétrique définie
positive. 11 est donc diagonalisable et en tout point p, T, M est somme directe orthogonale
de ses sous-espaces propres, on note (\;)"_; ses valeurs propres. Comme de plus Ric est
supposé parallele, ces sous-espaces propres sont stables par holonomie; le théoréme de de
Rham fait le reste.

Remarque. Ce corollaire n’est pas vrai pour une variété pseudo-riemannienne (M.g) ou
symplectique connectée (M,w,D), car, respectivement, g n’est pas définie ou w n’est pas
symétrique. L’endomorphisme Ric n’a donc plus de raison d’étre diagonalisable et M, plus
de raison d’étre produit de variétés d’Einstein. Cependant, dans le cas pseudo-rieman-
nien, certaines propriétés de ’holonomie et le travail de Klingenberg [K1i54] permettent de
montrer que Ric, bien que non nécessairement diagonalisable, ne peut étre «trop compliqué» :
son polynome minimal, bien que non nécessairement scindé sur R, n’a que peu d’autres
formes possibles. A son tour, ce résultat pseudo-riemannien permet de montrer un résultat
du méme genre pour les variétés symplectiques connectées. Des remarques préliminaires
plus fournies sont données dans la section 1 de I'article.
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2 Le cas pseudo-riemannien

2.1 Le théoréme et le principe de sa démonstration

Théoréme 1 Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne dont la courbure de Ricci est
paralléle et soit v le polynéme minimal de Ric. Alors :

(i) p=1I, P ou:
e Vi, P; est irréductible ou P; = X?2.

(ii) 1l existe une unique famille (M;); de variétés pseudo-riemanniennes telles que le po-
lynéme minimal de Ric; = Ricaq, sur chaque M; est P; et une isométrie locale du produit
riemannien [[; M; sur M. Cette isométrie f est unique a composition prés avec un pro-
duit d’isométries de chaque facteur M;. Si M est compléte et simplement conneze et Ric
globalement paralléle sur M, f est une isométrie globale.

Localement, la variété M se décompose donc canoniquement en un produit riemannien,
dont les facteurs M; sont d’un des quatre types suivants:

e soit P, = X — a;, a; # 0 i.e. Ric; = ;9 et M; est d’Einstein, non Ricci-plate,
e soit P = XF ke {1,2}:
* si k =1, M; est Ricci-plate, donc en particulier est d’Einstein,

* si k = 2, Ric est nilpotent d’indice 2; cette possibilité est nouvelle par rapport au
cas riemannien,

e soit P est un polynome irréductible de degré deux: Ric est alors semi-simple mais non
diagonalisable sur R. On montre alors que M; est une variété complexe, d’Einstein pour
cette structure. Cette possibilité est également nouvelle par rapport au cas riemannien.

Démonstration. Elle comporte deux grandes étapes. Notons = []; P;" la décomposition
du polynéme minimal de Ric en produit de puissances de polynomes irréductibles premiers
entre eux: V(i,5),% # j = P; A P; = 1. Résumons brievement ces étapes.

Déja, on montre que les sous-espaces caractéristiques de Ric dans I'espace tangent T, M
4 M en un point m, c’est-a-dire les noyaux des P (Ric), sont orthogonaux. Leur somme
directe forme T, M par définition du polynéme minimal et d’autre part ils sont stables par
holonomie car Ric est supposé parallele. Il correspond donc & cette décomposition de T, M,
par le théoréme de de Rham-Wu, une décomposition de M en produit riemannien local au
voisinage de m. A chaque P" correspond une des variétés en facteur dans le produit rie-
mannien ; sur chacune de ces variétés, le polynéme minimal de Ric est alors ce facteur P".
C’est le point (ii) du théoreme. On restreint désormais I’étude & chaque facteur, c’est-a-dire
aux variétés pseudo-riemanniennes Ricci-paralléles dont le polynéme minimal de Ric est
une puissance d’un irréductible. Reste & montrer le (i), c’est-a-dire dresser la liste de ces
polynomes minimaux possibles.

Remarque. Dans le cas riemannien, les sous-espaces caractéristiques sont de plus des
sous-espaces propres: sur chaque variété facteur, Ric est donc proportionnel & la métrique.
Chacune de ces variétés est d’Einstein; on retrouve le corollaire riemannien.

Techniquement, la deuxieme étape procede elle-méme par étapes. On note P" le po-
lynéme minimal de Ric, ot P est irréductible. Il est successivement montré que n > 1 =
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P=X, que P=X = n <3etenfinque P= X = n # 3. La démonstration du premier
point repose sur deux faits.

e D’une part, un résultat formel sur un espace (E,< -, >) muni d’un tenseur R vérifiant
les propriétés algébriques d’un tenseur de courbure riemannien, notamment la premiére
identité de Bianchi. Si un tel espace admet un sous-espace D totalement isotrope stable par
tous les R(x,y), alors la valeur de ric(d, ), pour d € D, s’exprime en partie comme la trace
de R(-.d).

e D’autre part, le sous-espace D = Im(P"~!(Ric)) de T,,M est totalement isotrope
pour g, stable par holonomie car Ric est parallele, donc stable par tous les R(z,y). 1l est
également muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée canonique, construite a
partir de g et P(Ric). En particulier, tous les R(z,y)p pour z,y € T, M sont antiautoad-
joints pour cette forme, donc de trace nulle.

Ces deux éléments combinés donnent que D C ker Ric. Sin > 1, D # {0} et donc ker Ric #
{0}. Le polynéme minimal de Ric étant une puissance d’un irréductible, ce dernier ne peut
donc étre que X.

Le deuxieme point est tres semblable. Le troisieme en revanche, s’il repose encore sur le
méme principe, est un peu plus compliqué et utilise le résultat algébrique de Klingenberg
[K1i54]. Celui-ci donne l'existence d’une certaine famille de bases «adaptées», en un sens
qu’il définit, & la donnée de deux formes bilinéaires symétriques a et b non dégénérées sur
un espace vectoriel de dimension finie. Il revient & mieux comprendre la structure du groupe
de Lie O(a) N O(b). On 'applique aux deux formes ¢ et ric sur T,, M.

Remarque importante. Cette démonstration prouve un peu plus que I’énoncé donné plus
haut, car elle n’utilise que les propriétés algébriques ponctuelles en m des tenseurs R et ric.
On a en fait prouvé que:

e si (E,g.R) est un espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire symétrique g non
dégénérée et d'un (3,1)-tenseur R vérifiant les propriétés algébriques ponctuelles d’un ten-
seur de courbure riemannien, i.e. 'identité de Bianchi et: Vz,y € E, R(z,y) = —R(y,z) et
encore: g(R(zy) - ,-) = —g(-.R(zy) ),

e si les sous-espaces caractéristiques du tenseur de Ricci formellement associé & R (i.e.
de la 2-forme (z,y — tr(R(z,-)y)) sont stables par les R(z,y),

alors le polynéme minimal de Ric peut s’écrire pp =[], P; ou:
o Vi#j,PAP; =1,
e Vi, P; est irréductible ou P; = X2,
Cette remarque est essentielle pour aborder le cas symplectique connecté.

2.2 Commentaires et compléments du résultat pseudo-riemannien

On renvoie ici & I’article en annexe. Contentons-nous de lister les résultats complémen-
taires apportés.

e Le cas ol le polynome minimal P de Ric est irréductible de degré deux ressemble en

un sens au cas riemannien. Comme annoncé plus haut, on montre qu’alors la variété M

admet une structure riemannienne complexe, i.e. un champ parallele d’endomorphismes .J

t.q. J?> = —1d, et une forme bilinéaire symétrique complexe h dont D est la connexion de

Levi-Civita. La métrique réelle g est en outre la partie réelle de cette forme h. La variété
1

compleze (M,h) est alors d’Einstein, de facteur 5c ol v est une racine complexe de P. 11y

a proportionnalité complexe non réelle entre h et ricc.
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e En dimension inférieure ou égale a trois, ric détermine toute la courbure. Les variétés
Ricci-paralléles (complexe ou réelles) d’une telle dimension sont donc & courbure constante,
si ric est non dégénéré.

e [l convient de distinguer la décomposition, canonique, de M en produit riemannien
construite ici quand ric est parallele, de la décomposition maximale, plus fine et non unique
en général, donnée par le théoréme de de Rham-Wu.

e Enfin, le cas dégénéré : Ric? = 0 est & distinguer des autres. Si Ric n’est pas dégénéré,
seule une famille & un parametre de métriques — les Aric, A € R, dans le cas Einstein —,
ou a deux parametres — les Aric+vg, dans le cas «Einstein complexe non réel» cité plus
haut —, admettent sur M Ricci-paralléle indécomposable la méme connexion de Levi-Civita
D. Ce n’est plus le cas si Ric est nul ou nilpotent d’indice 2. L’article fournit des exemples
symétriques classiques de telles variétés, notamment & courbure de Ricci nilpotente d’indice
deux: il en existe donc. Les variétés de ce dernier type sont, elles, loin d’étre comprises
et classifiées. Au moins sait-on que l'indice de nilpotence de Ricci ne peut excéder deux.
Un outil possible pour les étudier pourrait étre les coordonnées locales du type proposé au
chapitre trois, par exemple en les adaptant au drapeau {0} C (ker RicNImRic) C ker Ric C
T M.

3 Le cas symplectique connecté

Un résultat similaire, bien que plus faible, portant sur les variétés symplectiques munies
d’une connexion symplectique, découle du théoréme pseudo-riemannien 1 page 19 et de
la «remarque importante» page 20. Deux propriétés du cas riemannien font ici cette fois
défaut :

e Ric n’est pas nécessairement diagonalisable.

e Le théoreme de de Rham-Wu ne s’applique plus; a une décomposition de T,, M en
somme directe w-orthogonale stable par holonomie ne correspond pas nécessairement de
décomposition locale de M en produit «riemannien», i.e. ici en produit pour w doublé d’un
produit affine pour D.

Le théoréme obtenu est le suivant.

Théoréme 2 Soit (M,w,D) une variété symplectique munie d’une connection symplectique
D dont la courbure de Ricci est paralléle et soit u le polynéme minimal de Ric. Alors

p=1I,P ou:
o Vi, P; est irréductible ou P; = X? ou P = X3.
Remarque. Quitte & renuméroter les facteurs de p qui apparaissent dans ’énoncé, notons

Py T'éventuel facteur XP de p et P; avec ¢ > 1 les autres, prenons m un point de M et
notons M; = ker P;(Ric),,) C T, M. La décomposition:

1
TmM = @& M;
est stable par holonomie, il lui correspond donc une famille de distributions paralleles de

TM. On note alors, pour tout ¢, F; le feuilletage intégral de la distribution M; et M;
la feuille de F; issue de m. Les feuilletages F; sont supplémentaires, il existe donc un
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difféomorphisme local canonique au voisinage de m

© M—>HM1

(p provient d’une carte au voisinage de m d’un atlas de fibré de M, vue comme fibré en
les F;.) La forme symplectique w est paralléle car D est une connexion symplectique. Par
conséquent, ¢ envoie w sur la forme symplectique produit ®;w; de [];(Mi,wjag,)

v (Mw) — H(Mi,&)‘Mi).

Cependant, 'isomorphisme avec la variété produit s’arréte 13 ; le théoreme de de Rham-Wu
ne s’applique pas et, en général :

¢ (Mw,D) A H(MZ,W\MNDML)

En effet, la connexion Dz, n’est pas nécessairement parallele le long des feuilles des F;
pour j # i. Ce parallélisme est vérifié par w r mais, contrairement aux formes rieman-
niennes ou pseuso-riemanniennes, cette forme symplectique ne détermine pas une unique
connexion symplectique D), Ainsi, tout en restant une connection symplectique pour W F;
la connexion Dz, peut varier d’une feuille de F; a une autre, c’est-a-dire ne pas étre le pro-
longement par transport paralleéle de la connexion D)y, de la sous-variété M.

Toutefois, dans le cas précis étudié ici d’une variété Ricci-parallele, le théoreme de de
Rham-Wu s’applique partiellement. En effet, la forme de Ricci de la variété quotient M /F
est parallele, non dégénérée, elle en constitue donc une métrique pseudo-riemannienne, dont
Day/ 7, est la connexion de Levi-Civita. Notons 7 la projection canonique M — M/ F,
alors, par le théoreme de de Rham-Wu, 7(M,ric) est isomorphe au produit riemannien
[I;51 (M, ric;). Dans M, ceci revient & dire les Dz, pour i # 0 sont paralleles le long des
feuilles de F; pour j # 4. Seule la restriction D5, de D peut ne pas étre parallele le long
des feuilles des F;, i # 0.

Démonstration du théoréme. En quotientant par kerric, on se raméne en un sens au
cas pseudo-riemannien. On utilisera le résultat préliminaire suivant :

Affirmation 1. Le tenseur:
R = [(a,b) = R(Rica,Rich)] € (®*(TM/ ker Ric)) @ (TM/ ker Ric)*

est bien défini et a en tout point les propriétés algébriques ponctuelles d’un tenseur de cour-
bure. De plus, la 2-forme ric passe au quotient sur TM/ ker ric en une forme non-dégénérée,
parallele, qu'on notera g. Les R(a,b) sont g-antiautoadjoints. Le triplet (TM/ ker ric,g,R)
a donc, en chaque point p de M, les propriétés algébriques ponctuelles d’un triplet (T, M,
métrique, courbure).

Vérifions les propriétés annoncées de R.

e Comme ker Ric est stable par holonomie, pour tous a,b: R(a,b), passe au quotient en
un endomorphisme de End(T, M/ ker Ric). Il en est donc ainsi pour les R(Rica,Ricb) et R
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est donc bien défini.

e R est antisymétrique en a et b.

e pour tous a et b, R(Rica, Rich) est ric-antiautoadjoint donc R(a,b) est g-antiautoad-
joint.

e Vérifions que R satisfait I'identité de Bianchi: Ya,b,c, R(a,b)c+ R(b,c)a+ R(c,a)b = 0.
Comme R est défini dans (®3(T_.M/ker Ric)) ® (TM/ ker Ric)*, il suffit de vérifier que:
Va,b,c,d, ric(R(a,b)c + R(b,c)a + R(c,a)b,d) = 0; soient donc a,b,c,d quatre vecteurs quel-
conques de T, M. Rappelons que Ric, parallele, commute avec 1’algebre d’holonomie donc
en particulier avec tous les R(z.y).

ric(R(a,b)c + R(b,c)a + R(c,a)b,d)
= w(Ric(R(Rica,Ricb)c + R(Ricb, Ricc)a + R(Rice, Rica)b),d)
= w(Ric(R(Rica, Ricb) Ricc + R(Ricbh, Ricc) Rica + R(Ricc, Rica) Ricb),d)
=0 par l'identité de Bianchi sur R.

(R
(R

D’ott le résultat préliminaire. Ajoutons une remarque:

Affirmation 2. Le tenseur de Ricci formel ric(a,b) = tr R(a, - ) b associé au tenseur R vérifie
alors: ric(-, ) = g(—Ric?-,-), oi1 Ric est ici vu comme endomorphisme de T, M/ ker Ric.

Vérifions-le. Soient a,b dans T, M et (ei)‘;“:1 une base g-pseudo-orthonormée de T, M/ ker ric:
g(ei,ej) = €id; j, avec g; = 1 ; soient (éi)f:1 des relevés des e; dans T, M.

E(aab) = tI'Tp./\/l/ ker ric(R(RiC a, Ric- )b)

(ici R(Rica,Ric-)b est vu comme un endomorphisme de T M/ ker ric )

= Z ;9(R(Rica, Rice;)b,e;)
= zzzgi ric(R(Ric a, Ric é;)b,é;)
= ifi ric(R(b,é;) Rica, Ric é&;)
= —ZZ g;ric(Ric R(b,é;) Ric a,é;) car Ric est ric-antiautoadjoint
- Z eiTic(R(b.é;) Ric% a,é;)
- — [ tr[R(b, ) Ric” a] — tr[(R(b, ) Ric” @) ker ric]
Or, (R(b, - ) Ric? a)\kerRic = 0. Soit en effet ¢ € kerRic, d € T,M:

w(R(b,c) Ric? a,d)

w(Ric? R(b.c)a,d)
= —w(RicR(b,c)a,Ricd)
car Ric est w — antiautoadjoint
= —ric(R(b,c)a,Ricd)
= —ric(R(a,Ricd)b,c)

= 0 carce€kerric.
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Par conséquent, ric(a,b) = — tr(R(b,-) Ric? a) = —ric(b, Ric? a) par définition de ric. Enfin
—ric(b, Ric?a) = — ric(Ric? b,a) car Ric est ric-antiautoadjoint. La remarque annoncée suit.

Soit maintenant p = [], P la décomposition de p en produit de puissances de po-
lynoémes irréductibles, deux & deux premiers entre eux. Quitte & permuter les indices, on
suppose que Py = X, avec éventuellement ny = 0. Soit F; = ker P;(Ric), c’est une distri-
bution parallele, car Ric est supposé parallele, on considere alors pour chaque i, M; une
feuille intégrale de cette distribution. Les M; sont des sous-variétés totalement géodésiques
de M. En particulier, leur tenseur de Ricci propre Ric; est la restriction de tenseur Ric de
M & TM;, de méme pour R;, restriction de R & (®%(TM,)) ® (T*M,).

Par conséquent, pour tout 7 > 1, ric; est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée ;
R; est donc défini comme R; sur (®%(TpM;)) ® (TjM;). Vis-a vis de la métrique g;, il
satisfait les propriétés algébriques ponctuelles d’un tenseur de courbure sur M; et pour
tous a et b, R(a,b) est dans I'algébre d’holonomie. Cela suffit pour appliquer le théoréme 1
page 19 au triplet (T,M;,g;,R;). Comme ric;(-,) = gi(+, — Ric?-) et comme Ric? est non
dégénéré, on obtient : Ric? est semi-simple. Ric; l’est donc aussi, i.e. n; = 1.

Traitons le cas ¢ = 0. On applique cette fois le théoreme 1 & (T, M,/ ker ricy .90-Ro).
qui vérifie de méme les hypothéses nécessaires. Comme rico(-,-) = go(-, — Ric3-) et que
Ric2 est nilpotent, on obtient: (Ric3)? = 0, i.e. Ricj = 0 ot Rico est compris comme
endomorphisme de T, M,/ ker ric, c’est-a-dire en fait, dans T, M, : Ricg = 0.

On peut cependant obtenir un peu mieux. Montrons que ricy = 0, donc que Ric% = 0,
vu comme élément de End(T,M,g/kerric). L’endomorphisme Ric de Tp,M vérifie alors:
Ric% = (0, ce qui est le résultat annoncé.

T, M/ kerric est muni de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée gy et de 'endo-
morphisme go-autoadjoint Ric?. Nécessairement (Ric?)? = 0, supposons que: Ric? # 0; le
travail de Klingenberg [K1i54] ou le chapitre 2 de cette these (voir le théoréme 2 page 62 ou
bien la table récapitulative en fin de chapitre, cas a et b symétriques) donne alors I'existence
d’une base 8 simultanément :

e de Jordan pour Ric?, i.e.: Matg(Ric) =

e«canonique» pour g, en ce sens: Matg(g) = 0 ‘ 0 I, s,

avec n; = dim F; = dimIm Ric?,
ng = dim By = dim [ker Ric? /(ker Ric? N Tm Ric?)] et :

I 0 , . o
Iy, = < é’ -1, ), les r; et s; étant des entiers satisfaisant: r; + s; = n;.
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Notons 8 = ((e2)?2,,(Ric?(e})),,(e}),). Alors, pour tout i € [1,n1]:

+1 = (Rlc e}) = ric(e} e})

271 2971
ni

= Zj:g Z,] Z,] Zj:g l,g I Ric%e )-I—Z:l:g(ﬁ( ,Ric%e )Zl,]l)J
A,',]' B; j =t Ciﬁj

Comme dans la démonstration du théoreme 1, il apparait que tous les termes sont nuls.

® Ai,j = g(R(ell,eg)ell,eg)

= g(R(Rice}, Rice? )e e?)
= g(R(e}, J)RICB Rice? )
= g(Ric R(e}, ]) .Rice? )
= —g(R(e} j)eiaRlc j)
(R( e5)e; 0) =0

Cij = g(R(Riceil,Ric(Ricge;))ezl,e;)

9(R(e;j .€j) Rice], Ric® e}))

g(Ric R(e} ,ej) ,Ric® e ))

= _g(R( €is ])6 Ric' e ))
= 0

D’otr contradiction. Par conséquent, Ric?> = 0 dans End(T, M,/ kerricy) i.e. Ric?=0. O

Remarque. Une démonstration directe, n'utilisant pas le résultat pseudo-riemannien qui
précede, est sans doute possible. Nous n’en avons cependant pas trouvé. Elle ne peut no-
tamment pas résulter d’un simple aménagement de la preuve pseudo-riemannienne, celle-ci
reposant profondément sur une propriété du tenseur R qui n’a pas d’équivalent symplec-
tique:

Va,b,c,d, g(R(a,b).c,d) = g(R(c,d).a,b).
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Annexe: ’article sur les variétés

pseudo-riemanniennes Ricci-paralleles
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On the pseudo-Riemannian manifolds
whose Ricci tensor is parallel
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Abstract: Ricci-parallel Riemannian manifolds have a diagonal Ricci endomorphism
Ric and are therefore, at least locally, a product of Einstein manifolds. This fails in the
pseudo-Riemannian case. Using, on the one side, a general result in linear algebra due to
Klingenberg (see [Kli54]) and on the other side, a theorem on the holonomy of pseudo-
Riemannian manifolds (see [Wu67]), this work classifies the different types of pseudo-
Riemannian manifolds whose Ricci tensor is parallel.

Mathematics Subject classification (1991): 53 B 30, 53 C 50.
Keywords: pseudo-Riemannian manifolds, Ricci curvature, holonomy group.

Foreword: The first section discusses de Rham — Wu’s theorem, its consequences in
our problem, and the reasons why the pseudo-Riemannian case allows specific phenomena.
The main theorem, that classifies these phenomena, is stated in section 2 and is proven in
sections 3 and 4. Section 5 considers the complex case, i.e. complex manifolds with a complex
Riemannian structure, which appears as a special case of the main theorem. Finally, section
6 gives some details on certain low-dimensional cases, on the holonomy decomposition as
compared with the Ricci-decomposition, on the number of (linearly independant) metrics
with the same connection (hence the same Ricci curvature), together with some symmetric
examples.

The authors want to thank the referees for their (very) careful reading of the manuscript
and helpful suggestions to improve it.

Notations: If (M,g) is a Riemannian or pseudo-Riemannian manifold, R is its (3,1)-
curvature tensor and ric its Ricci tensor, i.e. ric is a bilinear symmetric form on each tangent
space defined by ric : u,v — tr R(u,.)v. We will also denote by < .,. > the metric g, and
by Ric the g-selfadjoint endomorphism induced by ric, i.e. the endomorphism such that
ric(.,.) =< Ric.,. >. We denote by H the restricted holonomy group of M, simply called
“holonomy group” here, and classical Lie algebras by old german letters: o, so.

1 Motivation: a look at the Riemannian case

The main tool of this work is a theorem by Wu, linking decomposition of the holonomy
and Riemannian products (see [Wu67]). This is a generalization to pseudo-Riemannian geo-
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metry of a well-known theorem due to de Rham. We give in this section only a part of the
result (existence theorem), and postpone to section 6.2 all questions about uniqueness.

Theorem (de Rham — Wu) Let (M,g) be a complete, simply connected pseudo-

Riemannian manifold and x € M. Suppose that T, M = E, ela E5 is a holonomy stable
decomposition of Ty M. Then there is a unique couple ((Mi,g|rr,),(M2,9|r,)) of submani-
folds of M containing x and a unique isometry f such that:

- TIMl = E1 and TIMQ = EQ,

- My x My L,

= fisnxqey = 1dmy and fiayson = Idas.
Remarks: 1) Here “ M; x My ” stands for the Riemannian product of M; and M.
2) By hypothesis, F; and Fy are holonomy-stable, mutually orthogonal. So there exist ¥;
and s two mutually orthogonal parallel distributions equal to F; and E, at x, respecti-
vely. M; and M5 are the maximal integral manifolds of ¥; and Y5, containing z. They are
g-non-degenerate. The other maximal integral manifolds of ¥; and 39 are isometric to M;
and Mo, so My and M, do not depend of the choice of z, up to isometry.
3) Without requiring the completeness and the simple connectedness, the same result holds
with a local isometry.

Corollary If (M.g) is a complete, simply connected Riemannian manifold with a parallel
Ricci tensor ric, then M splits canonically into a Riemannian product of Einstein manifolds.
That is to say, there is a unique sequence of reals (\;)I, a unique sequence of Riemannian
Einstein manifolds (M;)7_,, [such that ric = \;g on each M;], and an isometry f mapping
the Riemannian product []_; M; onto M. That isometry f is unique up to composition
with a product of isometries of each factor M;.

In particular, simply connected Riemannian symmetric spaces are all a canonical pro-
duct of Einstein factors. Once again, without completeness and simple connectedness, these
results hold locally.

The above corollary is a classical and immediate consequence of de Rham — Wu’s theo-
rem. Nevertheless, in view of future comparison, we recall the

Proof of the corollary: Ric is g-selfadjoint and g is positive definite, so Ric is diagonali-
zable. Let us denote by E;, = ker(Ric —);1d) the eigenspaces of Ric at a point z, then we
have an orthogonal product:

€L
i

By assumption now, ric is parallel, g too, and thus Ric and the F;, are parallel. The de-
composition of each T, M is thus holonomy-stable. As it is also orthogonal, de Rham — Wu
theorem gives an isometry f : M — [], M;, where the M; are maximal integral subma-
nifolds of the parallel distributions generated by the E;,. Ric|yy, has the only eigenvalue
Ai, and is diagonalizable, thus ricy;, = A.g|py;, i-e. the M; are Einstein. The decomposition
Ty M = ®F,; , is canonical, so the corresponding values of \; and the associated M; too (up
to isometry).

The uniqueness of f is not a deep result here but requires a few technical lines. Let us
suppose f and h are two isometries mapping [[, M; onto M; let us denote by a the n-uple
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(a;)™, = f~(x) and by b the n-uple (b;)"_, = h~' (). By definition, T, ([T, M;) = T, M;

is the decomposition of Tj, (] [; M;) into the eigenspaces of its Ricci operator. And similarly

with h and b. So, necessarily: Vi, df (T,; M;) = E; , and Vi, dh(Ty, M;) = E; 5. Now, for each

i

o {a1} x ... x{aj—1} x M; x {aj41} x ... x {an} is by definition the maximal integral
submanifold of the parallel distributions generated by T,, M;,

e M; is by definition the maximal integral manifold of the parallel distribution generated
by Ei,m-

Since f is an isometry, necessarily, f({a1} x ... x {aj—1} x M; x {aiz1} x ... x{an}) = M;,

and similarly with h: h({b1} x ... x {bj—1} x M; x {bjy1} x ... x {by}) = M;. So, in restric-

tion to the factor M;, h~' o f is an isometry ¢; of this factor (mapping b; on a;). Finally,

f=ho(d1,... bn)- O

Notice that the above corollary is not true in the pseudo-Riemannian case.

Indeed, Ric is still a g-selfadjoint operator, but ¢ is no longer positive definite, so Ric
is no longer necessarily diagonalizable. In particular, it may have pairs of non-real complex
conjugate eigenvalues and it may have a non-trivial nilpotent part. Now [Kli54], [this thesis,
next chapter] or [BBB] gives a complete description of what may be an endomorphism S of
a vector space [on any field], when S is selfadjoint with respect to a non-degenerate bilinear
form h. It gives a normal form for such an S, which is a particular Jordan form. When
the field is R, the signature of A and the nilpotence index of the nilpotent part of S are
linked, but both obstructions for S to be diagonalizable may occur: non-real eigenvalues
and a non-trivial nilpotent part. So a Ricci-parallel pseudo-Riemannian manifold is a prior:
quite different from a product of Einstein manifolds. For example, there exists some pseudo-
Riemannian symmetric spaces with a Ricci endomorphism satisfying Ric # 0, Ric? = 0.

However, some properties of the holonomy group and some consequences of [K1i54]
prevent Ric from being too complicated. A good part of the Riemannian result holds again:
Einstein factors appear in the Riemannian product, and two other new types of factors.
The main theorem below explains it in terms of (conditions on) the minimal polynomial of
the operator Ric. We recall that the minimal polynomial is the unique unitary polynomial
generating the ideal of all polynomials which annihilates the operator Ric. Notice that
in the Riemannian case, Ric is diagonalizable, so in these terms, the corollary above is
the geometric counterpart of the fact that the minimal polynomial of Ric is a product of
mutually prime polynomials which are irreducible of degree one. In the pseudo-Riemannian
case, the minimal polynomial of Ric may have irreducible factors of degree two and also
there may be one irreducible factor to the power two. After the proof of the theorem, we
will give in section 5 a few more explanations of one of the new factor types and make a
few remarks on the low-dimensional cases in section 6.

2 The main result in the pseudo-Riemannian case

The Main Theorem Let (M.g) be a pseudo-Riemannian manifold with a parallel Ricci
tensor ric, and let u be the minimal polynomial of Ric. Then:

(i) p =TI, P where:
o Vi#j,P;\P;=1, [ie. P; and P; are mutually prime],
e Vi, P; is irreducible or P; = X?2.
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(ii) There is a canonical family (M;); of pseudo-Riemannian manifolds such that the mini-
mal polynomial of Ric; = Ricyy, on each M; is P;, and a local isometry f mapping the
Riemannian product [, M; onto M. f is unique up to composition with a product of
isometries of each factor M;. If M is complete and simply connected, f is an isometry.

That is to say, M splits canonically into a Riemannian product, with factors M; of one
of the four following types — we denote by P; the minimal polynomial of Ric;, the Ricci
endomorphism of M;—:

o if P, = (X — ;) (o #0), then k = 1, i.e. M; is Einstein,
o if P, = X* then k < 2, so
* either k =1, i.e. M; is Ricci-flat, [which is a particular case of Einstein],
% or Ric; is nilpotent of index 2,
o if P, = (X% +p;X + ¢;)* (power of an irreducible), then k = 1, so Ric; has no nilpotent

part but is not diagonalizable on R. We will see in section 5 that M; is then a complex
Riemannian manifold, which is Einstein for this structure.

The last two types do not appear in the Riemannian case.

Warning: the obtained decomposition is not the holonomy decomposition (see section 6.2).

3 Two algebraic lemmas

Lemma 1 Let E be a real or complex vector space endowed with a non-degenerate bilinear
form g =< ... >. Let D be a totally isotropic subspace of E. Let R be a (3,1)-tensor with
the algebraic properties of a curvature tensor, i.e. :

- R(fl?,y) = _R(yaI)

- R(z,y).2 + R(y,2).x + R(z,x).y = 0 (“Bianchi identity”),

- < R(z,y).z,t >=< R(z,t).z,y > (which follows from the first two relations).
By definition, ric(u,v) = tr(x — R(u,z).v), and Ric is the g-selfadjoint associated endomor-
phism, i.e. the endomorphism such that < Ric.,. >=ric(.,.).

We assume that, for each couple (z,y) in E?, the endomorphism R(z,y) preserves D.
Then we have:

(i) Vz € D,Vy € D+, R(z,y) =0
(this is true in particular for x and y in D because D C D),
(ii) Ric preserves D (i.e. ric(D,D+) = {0}),
iii) If B = (e;)?_, is a basis of D and (})'_, a family such that: Vi,j, < e;e’, >= 0;; and
i=1 1/1=1 7 2]
<ej,e; >=0),
then ric(e;,e;) = tr(R(e},.ei)p)-

Proof: (i) Let us take z € D, y € D' and z,t € E. Then < R(z,y).2,t >=< R(z,t).z,y >.
By assumption, R(z,t).z € D, thus both terms are zero and (i) follows.

(ii) Let us take (e;)?_; a basis of D and (e})?_; a “dual” family of (e;)?_; as defined in (iii).
Let D’ be the vector space generated by the e; and the €}, and (f;)’_; a pseudo-orthonormal
basis of D'", i.e. such that Vi,j, < fisfj >= €id;;, with e; = £1. Then, for 7,5 € {1,..,p},
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point (i) of the Lemma implies:

q P
< Rleiser)-ej.e, >+ Y _er < Rleifr).ej.fr >+ Y < Reiel).ej.e >
1 k=1 k=1
q p
< O.ej,e;C > -I—Zsk < 0.ej,fr > -I—Z < Ii’(t'sj,ek).ei,e;€ >
k=1 k=1

M=

ric(e;,e;) =

=~
Il

[
NE

=
Il
—

< 0.6, > = 0

I

o

+
NE

k=1

and for 7 € {1,...p} and j € {1,...q}:

p q p
ric(e;.fj) = Y < Rleier).fiseh >+ Y ex < Rleinfr)-firfr > + > < Rleiet) fi.ex >
k=1

k=1 k=1

q p
<O0.fjeh >+ > en <O.fjfu >+ Y < R(fj.en)-eier >
k=1 k=1

[
M=

=
Il
—

I
o
+
M=

<0.e,ep >= 0
k=1

For (iii), we will show a little more.
Claim: Vi,j.k,l € {1,...p}, < R(e},ej).e}.e1 >=< R(e}.e;).€;,e; >.

Using again (i), this implies:

q p

P
ric(e;,€j) = Z R(ej,er).€)e), > —l—ZEk < R(ei, fr)-€;.fr > +Z < R(ej.e,).€)ep >
k=1 k=1 k=1

Mﬁ

!/
€k,€z jaek >

P

= —Z <R e],eZ Ehep > = Z < R( eJ,eZ) Cky€) >
k=1
= trR(ej,ei)‘D

The initial claim follows from Bianchi identity:

< R(ej,ej).ep.e1 > = — < R(ej,e},).€i.ep > — < Rley,e;).ej.e; >
= < R(e}.ej).€j,e1 > — < Rlej,e;).€),e; >
=< R(eﬂc,ej) eiep > — < 0.e),e; >
= < R(e}.ej).eje1 > .

a

Lemma 2 Let (E,g) be a vector space endowed with a non-degenerate symmetric bilinear
form g = < ... >, let h be another symmetric bilinear form and let S be the g-selfadjoint
endomorphism induced by h: i.e. h(.,.) = < S.,. >.
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Let P be the minimal polynomial of S and [[; P" its decomposition into a product of powers
of prime polynomials P; and let E; = ker P;"'(S) be the characteristic subspaces of S.
Then the E; are both g- and h-orthogonal.

Proof: Let us take z € E;, y € Ej (i # j), U and V in R[X] such that: UP" + VP;” = 1.

Then: g(z,y) = g(UP" + VP;”)(S).:(:,y) |
= g(U(S)P"(S).2,y) + g(x,V(S)P;" (S).4)
=9(0y) + g(z,0) = 0,
and: h(z,y) = g(UP" + VP;”)(S).S:B,y) |
= g(SU(S)P]"(S).x,y) + g(x,5V (S) P} (5).4)
=g(0,y) + g(z,0) = 0. 0

4 Proof of the theorem
4.1 First part

We will first prove the following
Claim: Let ¢ = [], P/ be the decomposition of y into a product of powers of mutually
prime irreducible polynomials. Then M is locally isometric to a canonical Riemannian pro-
duct []; M;, where the minimal polynomial of each Ricyy; is P;"*. This isometry is global if
M is moreover complete, simply connected.

Let us apply Lemma 2 to the tangent space (T,,M,g) at each point = of M, with h = ric.
1
It splits T;;M into a g-orthogonal sum of canonical subspaces: T, M = ®FE, ;, where the

13
E,; = ker P/ are now the characteristic subspaces of Ric at the point 2. By assumption, ric
is moreover parallel, and therefore Ric and the E,; too. Thus the obtained decomposition
of T, M is holonomy-stable. By de Rham — Wu theorem, M is locally isometric to the
Riemannian product [[; M;, where the M; are submanifolds such that: Yo € M;, T, M; =
E, ; (the M; are integral submanifolds of the parallel distributions E; ;).

By definition of the E, ;, Ric; = Ric|y, = Ric|g, has a minimal polynomial of the form
P, P; prime. The uniqueness of the local isometry M =~ [], M; follows from that of the
decomposition of T,M = ®;FE;; and from the explanations detailed in the proof of the
corollary of section 1. So the first part is proved.

In the following, we will deal with one of the (M;,g|5,) and forget the index i. That is
to say, we deal with a manifold (M,g), the Ricci endomorphism Ric of which has a minimal
polynomial of the form P", where P is irreducible.

4.2 Second part

We will prove here that n = 1, except possibly if P = X, in which case n < 2. Points
(i) and (ii) of the theorem follow. Let us begin with a few notations.
e IfdegP =1, i.e. P(X) = (X — «), let E be the tangent space T, M of M at a certain
point x, and T'= P(Ric). Remark: T is a nilpotent endomorphism.
e If degP = 2, i.e. P(X) = (X —a)(X —@), a € C\ R let F be the complexified
space of T, M. Let us denote again by g, R, ric, and Ric the complexified tensors. We take
E = ker(Ric —aldp)" C F and T = Ric —aldg on E. T is nilpotent.
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Notice that by Lemma 2, E+ = ker(Ric —ald)™.

First Claim: if n > 1, then a = 0. [In particular, if n > 1, deg P = 1.]

Let us suppose n > 1. Let D = Im7T™~'. D is totally isotropic: let z = T"'u € D,
y=T""'v € D, we have < z,y >=< T" 1, T" v >=< T? 2y,v >=< 0,0 >= 0. Indeed,
n > 1, s0 2n — 2 > n = nilpotence index of T. Let d = dim D, (e;)%_, a basis of D, (e})%_,
a dual family of (e;)%_; [in the sense of lemma 1 (iii)]. Applying Lemma 1, (iii) with F, D
and R:

ric(e;,e;) = tr(R(e},e)p)

But D is endowed with a non-degenerate bilinear form: let g; : (z,y) —< T" lzy >;
ker gy = ker T"~!, so g; is well defined, non-degenerate on the quotient space E/ker T"~!.
Now, T" ' : E/kerT" ' — D = ImT" ! is an isomorphism, and so the following formula:

g’l(Tnil . 7Tn71 ) = gl('a')

defines a non-degenerate symmetric bilinear form g} on D. Now ¢; is holonomy stable, and
ric is parallel by hypothesis. As a consequence, all the R(z,y) are g1- and ric-antiselfadjoint,
whether we are dealing with the complexified version of R or not. And so the same statement
holds for gy on D. Therefore Vz,y € E,R(z,y)p € o(g}). But as g is non-degenerate, the
elements of 0(g)) are trace free. So, Vx,y € E, tr(R(z,y)p) = 0.

Now, from lemma 1,(ii), it follows that: Vo € D,Vy € D+, ric(z,y) = 0. Summing up the
results,

o Vi€ {l,.d},Vy € D+, ric(e;y) =0
o Vi€ {l,.,d},Vj € {1,.d}, ric(eie}) =0

But codim D+ = dim D = d, so we have reached: Vi € {1,..,d},Vz € E, ric(e;,z) = 0. That
is to say, {0} & D C ker(ric). So ric is degenerate, and o = 0.

Second Claim: If a = 0, that is if P = X", then n < 2.

Here T' = Ric. We cut again the proof into two steps: n < 3, and then n # 3.

n < 3: Let us suppose n > 4, and take D = ImRic” 2. We use exactly the same
arguments. D is totally isotropic: let z = Ric" 2w € D,y = Ric" 2 v € D, we have:

2n—4

<zy>=<Ric" %y,Ric" %2v > = < Ric u,w > = < 0,0 >=0.

Indeed, n > 4, so 2n — 4 > n = nilpotence index of T'. Let us define go by the formula:
g2(zy) = < Ric" 2z, >. Then gy is well defined, non-degenerate on E/ker Ric"~2. As
above, Ric" 2 : F/ker Ric® 2 — D = ImRic" 2 is an isomorphism, and so the following
formula:

gIQ(RiCn72 s Ric"? - ) =92(-,")

defines a non-degenerate symmetric bilinear form ¢, on D. By the same way: Vz,y €
E,R(z,y)p € 0(gy), g5 is non-degenerate on D, and so the R(z,y) are tracefree.

By lemma one and the same remarks, this implies that D is Ricci-flat, 4.e. that Im Ric”~! =
Ric(D) = {0}. But the nilpotence index of Ric is n, so it is impossible. So n < 3.
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n # 3: Let us now suppose n = 3. ImRic” 2 is no longer totally isotropic. Let us now
take D = Im RicNker Ric, which is totally isotropic.

Now is involved the purely algebraic result which was told about at the beginning. In
our case, [Kli54], [this thesis, next chapter] or [BBB] give the existence of some canonical
basis 8 which is both:

(1) Jordan for Ric, i.e.:

Es Ric(Es) Es Ric?(E1) Ric(E1) o
N —— AN —— —
0 0 0 0 0 0
0 0 I, 0 0 0
Matg(Ric) = 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 Tn, 0
0 0 0 0 0 I,
0 0 0 0 0 0
where n; = dim E; = dim [ker Ric N Tm Ric?],
ng = dim Ey = dim [(ker RicNImRic)/(ker Ric NIm Ric?)] and
n3 = dim F3 = dim [ker Ric /(ker RicNIm Ric)].
(2) “canonical” for g, in the following sense:
I, s, 0 0 0 0 0
0 0 Ine| 0 0 0
0 |I 0 0 0 0
Mat = 1252
ats(9) 0] 0 00 0 I,
0 0 0 0 I, s 0
0 0 0 | L 0 0

I 0 . .
where I, , = < é’ I > and the r; and s; are some integers satisfying r; + s; = n;.
—1q

We do not need more here, but to be more precise, the three couples (r;,n;) characte-
rize the couple (g,ric) of bilinear forms on E, up to pull back by a isomorphism U of E:
g~ ¢g(U.,U.), ric~ ric(U.,U.).

Remark: To avoid a misunderstanding, it is important to note that the subspaces F;, Fo
and FE3 are not canonical — but however, are not any Jordan subspaces.

Let us denote by (e f)l:’fl the vectors of # which generate each Fyx, k = 1,2 or 3. So
/6: (( )z 1,(R1C€ )z 1’( 22)1 1 (RIC )_1,(R1C€ )’L 17(6 ) ) Then:
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+1 = < Ric%el,el > = ric(Ricel,e}) = tr(v — R(Rice!,v).e}) =

1771

ni ni
Y+ < R(Rice],Ric’e}).ef.ej >+ +< R(Rice/,Ricej).e},Ricej >

i=1
ni ng
+ E + < R(Ric e},e;).e}, Ric? ejl >+ E + < R(Rice;, Ric e?).e},e? >
j=1 ~~ j=1 ~
Ci; Di;

177]
~~ j=1 ~~

E

n n
+ i + < R(Ricej.e5).ej, Rice; >+ i + < R(Ric e .€5).e0 €5 >
= irj Fi;
But all terms are zero. Indeed:
e From Lemma 1, (i):

~ Vi,j <ny, Ric’ej € D and Rice} € D+, so R(Rice},Ric* e}) =0,

- Vi < ny,Vj < ng, Rice? € D and Rice! € D+, so R(Rice}, Ric e?) =0

- Vi<n,Vj< ng,R(Rice},eg?) =0,

thus all the A; ;, D; ; and E; ; are zero.

e Using Bianchi identity:

C;j =< R(Rice}el).e}, Ric? ejl- >

11%]
= — < R(ej.¢j). Rice;, Ric® ej > — < R(e], Rice;).ej, Ric” e >
= — < R(Rice}, Ric? 6]1-) .e},e} > + < R(e},Rice}). Ric? e;,ejl- >

=0 by lemma 1, (i)
=< R(e},Rice}). Ric? e;,e; >

As ric is parallel we have: Vz,y, ric(R(z.y).,.) = —ric(.,R(z,y).), and thus its g-
selfadjoint associated endomorphism Ric commutes with all the R(z,y). So:

Cij =< R(e},Rice;). Ric? e;,ejl- >
=< Ric? R(e}, Ric e}).e;,e; >
=< R(e},Ric e}).e}, Ric? ejl- >
=-< e;,R(e},Rice}).Ric2 ejl- >
=—Cy,

and V'L',j,Ci’j =0

e With the previous remark on the commutation of Ric:

F; ; =< R(Ric e%,e?).e},e? >

=< R(e} ,e?). Rice] ,e? >

=< Ric(R(e},e?).eil),e? >

=< R(e},e?).e}, Ric e? >

=< R(e},e?).e},o > = 0.
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e With the same remark, and commuting this time the role of ¢ and j:

Bi; =< R(Ricej,Ricej).ej, Ricej >
=< R(e},Rice! ) Rice, Rlce >
=< R(e},Rice! ) Ric?e! ,ej >
=0y =

Thus the case n = 3 is impossible, which completes the proof. O

5 The case where Ric has two complex conjugate eigenvalues

This part is devoted to the fourth case announced in section 2: the case where the mi-
nimal polynomial P of Ric is irreducible of degree 2. So, Ric has no nilpotent part but is
not diagonalizable on R.

Proposition 1 Let (M,g) be a pseudo-Riemannian manifold whose Ricci tensor is parallel
and such that the minimal polynomial of Ric is of the form: [(X — a)(X —@)]*, a € C\ R.
Let us denote by D the Levi-Civita connection of M. Then k = 1, and M, endowed with
the same connection D, admits a compler Riemannian structure, the real part of which is
the original metric. That is to say, M admits:

e For each x € M, an endomorphism J € End(T, M), such that J> = —1d, integrable,

e h a complex non-degenerate bilinear symmetric form (warning: not a hermitian product)
such that D is its Levi-Civita connection (i.e. Dh =0), and such that g = Rh.
Moreover, (Mc,h) is Einstein with factor § (or %, it depends on the choice of h), i.e.
ricc = Sh. Finally, R(ah) = ricr, so M is Einstein for this —real— metric R(ah), that

admits the same connection D, so the same R and the same ric, as g.

Remark: With such a minimal polynomial for Ric, M is of even dimension 2n and any

real metric giving this ric has signature (n,n).

Proof: Let \,u € R be such that « = A+ ipu. « € R, so u # 0. Let J = —(Ric —A1d). Then:

1
m

J? = ((RIC —aId) + ipId)((Ric —aId) — ipId)

w2
1
= —((Ric —ald)(Ric —a@1d) + ipald —ipald +p? 1d)
v
1
?(0+2§R(wa) Id +p* 1d)
1
P( p?1d)
=—1Id.

Since Ric is parallel and J is a polynomial in Ric, J is parallel. By Newlander and Nirenberg
theorem [NN57], the almost-complex structure induced by J is thus complex.

Let now x be a point in M, let us define on T, M the following complex bilinear form:
h :uw — h(uw) = g(uw) —ig(u,Jv). J is g-selfadjoint, so h(u,w) = h(v,u). One easily
verifies that: Vy,0 € R h((y + id)u,v) = vh(u,v) + idh(u,w). g is non-degenerate, thus so is
h; J being parallel, Dh = 0, so D is the Levi-Civita connection of h. By definition, g = Rh.
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Useful remark: If A € Endr(T; M) commutes with J, i.e. is in Endc (T, M) too, then:
1 .
trc A = E(trR A —itrr(J.A)).

As a consequence, ricc(u,w) = tre R(u,.)v = $[trg R(u,.)v — i trr (J.R(u,.)v)]. J is parallel,
so commutes with all the R(a,b), and so trr(J.R(u,.)v) = trr(R(u,.)Jv). Finally,

1
rice(u,v) = E(ricR(u,v) —iricg(u,J.v)).

JFrom the main theorem one knows that £ = 1 so Ric is semi-simple and one may find
a real basis 8 = (e1,€},... ,en,el,) of T, M such that:

A 0 O Ky, 0 0
Matg(Ric) = | o *-. ¢ |, Matg(g) = 0 0
0 0 A 0 0 Ky
A0 0
and thus Matg(ric) = | ¢ . o |.
0o o A
_(01 _ (X —n i A
Wherng—<10>,A—<'u A)andA—<>\ u )
J 0 0 )
Remark: with that basis, Matg(J)=| ¢ . o |, where J; = < (1) _0 )
0 0 J

Let 3 = %((61 +¢€),...,(en +€,)). That 3 is a basis of T,M as C-vectorspace and,
using the formula linking ricc and ricg: Matg(ric(c) = 51d. As Matg(h) = Id, it follows:
ricc = $h. Thus, (Mc,h) is Einstein.

Now, if we let ¢’ = R(ah), ricg = 2Rricc = 2R(5h) = ¢', so (M.,g') is Einstein. Indeed,
¢’ induces the same connection D as g, so the same Ricci tensor. O

6 Further remarks

6.1 A few words about low dimensions
In low dimensions, we have more precise results.

Proposition 2 Let (M,g) be an indecomposable pseudo-Riemannian manifold of dimension
n whose Ricci tensor is parallel.

e Ifn <3, then M has constant curvature.

e Ifn <6, and if the minimal polynomial of Ric is a power of an irreducible polynomial
of degree 2, then M is complezx, locally symmetric. As complex manifold, it has constant
curvature.

Proof: This result is only a technical remark, short to explain with the following tools,
which are classical and can be found in for example in [Bes87], pp.47 and 49:
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Definition If a and b are two symmetric bilinear forms, their Kulkarni-Nomizu product is
the following 4-tensor:

(a@ b)(z,y,z,t) = a(x,2)b(y,t) + a(y,t)b(z,z) — a(z,t)b(y,2) — a(y,z)b(x,t).

Lemma 3 Let (M.,g) be a Riemannian, pseudo-Riemannian or complex Riemannian ma-
nifold with dimension n. Let us denote by s = tr Ric its scalar curvature. As in [Bes87], let
us denote (in this lemma) by R the (4,0) tensor associated to the curvature.

Ifn=2, then R= 3g® g and ric = 3g.

If n=23, then R= {59® g+ (ric—39) ® g.

The first point of the proposition follows directly from the lemma: if n < 3, M is Ricci-
parallel & Dric =0 = DR = 0 < M is locally symmetric. M is irreducible, it has then
moreover constant curvature. In the case of the third point, proposition 1 and the previous
point imply that M is a complex manifold of dimension p = 2 or p = 3 (n = 2p), with a
complex Riemannian structure h. Applying again lemma 3, we conclude that M is locally
symmetric and that, as complex manifold, it has constant curvature. By proposition 1, the
real manifold M is moreover Einstein for a well-chosen metric. O

Examples All Ricci-parallel pseudo-Riemannian manifolds of dimension 6 or less, such
that Ric is non-degenerate and non-diagonalizable over R, are complex symmetric spaces.
So Berger’s classification of the irreducible symmetric spaces (see [Ber57]) give them; they
are:

SLs(C), of complex dimension 3,

SLy(C)/C*, of complex dimension 2.

As complex manifolds, they are Einstein for their “natural” metric, respectively h and h.
Here h is given by the complex Killing form of sly(C) [up to some scaling] and h is deduced
from h on the quotient SL;(C)/C*. As real manifolds, they are Einstein for the real metrics
g = Rh and § = Rh respectively, and not Einstein for the g, = R(ah) and g, = R(ah)
respectively, when o € C\ R.

6.2 Ricci decomposition and holonomy decomposition

The (local or global) product decomposition in Main Theorem is unique, but it may
be pursued. More precisely, each factor may be a (local or global) Riemannian product of
pseudo-Riemannian manifolds, and decomposing in that way, we get at the end only inde-
composable factors. This final decomposition is the holonomy decomposition, and it is not
unique in general, as indicated in Wu’s paper (see [Wu67], theorem 5 in Appendix I, p.390).

On each factor on which Ric is non-degenerate, the decomposition is unique up to or-
dering of the factors (one may switch isometric factors).

Now, the factor M° on which Ric? = 0 may have a further holonomy decomposition
too: M° = MY x [Licr M x HjeJ M]O, with a flat M), irreducible M and indecomposable-
reducible MJO. Then, if MY is non-trivial and if J is not empty, the way in which the factor
M(? may be inbedded in M? is not unique. On the other hand, if M(? is only a point or if J is
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empty (i.e. there is no indecomposable reducible factor), then the holonomy decomposition
is unique up to ordering.

6.3 Families of metrics with the same connection

Proposition 3 Let M be an indecomposable pseudo-Riemannian manifold with a parallel,
non-degenerate Ricci tensor, and D its covariant derivative. Then, the metrics over M
associated to the same D are:

— either {\ric /X € R*},
— or {Aric+ug/(\u) € R2\(0,0)}, where g is a metric such that the minimal polynomial

of Ricy is irreducible of degree 2 (and then M admits a unique complex structure,
corresponding to this family of real metrics).

Proof: By hypothesis, g and ric are D-parallel, and D is torsion-free, so D is the Levi-Civita
connection of any non-degenerate pseudo-Riemannian metric Aric +pug.

Conversely, let g be a metric on (M,g) inducing the same covariant derivative D.

M is irreducible and Ricci is non-degenerate, so, either Ric = AId and ¢ is type 1 or
(Ric—ald)(Ric —ald) =0, « € C\ R and ¢ is type 2. Then:

e If all such metrics are of type 1, we are in the first case of the proposition. Then, M
does not admit a parallel J with J? = —1d, else h : u,w — g(u,) — ig(u,J.v) is a
complex Riemannian structure of M and all the gz = R(Bh) for § € C\ R are real
metrics of type 2.

e If there exists two metrics g and ¢’ of type 2 (with corresponding a, Ric, J, o/, Ric’
and J'), they both belong to the family {Aric +ug} and J = J'. Indeed, g and ¢’ give
as in Proposition 1 complex Riemannian metrics h and h'. But R(ah) = R(a/h") = ric,
so ah = o'h' and ¢' = R(5h) = R((p + Aa)h) for some real numbers X and y, what
gives the result. Furthermore, Yu,v, h(u,J.v) = ih(u,v) = i%h'(u,v) = %h’(u,J’.v) =
h(u,J' .v), so J = J'. If M admits another J”, it induces other metrics of type 2, which
are then in the family below, and J"” = J. O

Remark: The assumption “Ric is non-degenerate” shall not be omitted. Indeed, there exist
indecomposable Ricci-parallel manifolds M that admit any number of linear independant
metrics associated to the same connection. For those cases, Ric is nilpotent. Such M may
even be choosen symmetric.

6.4 Some examples

A family of symmetric spaces due to Cahen and Wallach (¢f. [CW70]) may be used here
as example.

As explained in [CP70], a simply connected pseudo-Riemannian symmetric space is
associated to each pseudo-Riemannian symmetric triple (G,o, < , >). Such a triple consists
of a finite dimensional Lie algebra G, a non-degenerate symmetric bilinear form < , > on G,
invariant by G, and an involutive automorphism o of G, orthogonal for < , >, satisfying the
following property: [Q,Q9] = H, where H = ker(o —Id) and Q = ker(o +1Id). The associated
symmetric space M is a submanifold of the simply connected Lie group G associated to G.
Its tangent space at the point 0 is ToM = Q and its holonomy algebra is H, acting by Ad
on Q.

41



The announced examples are provided by a family of pseudo-Riemannian symmetric
triples characterized as follows: dimG = 2n + 2, dim’H = n and dim @ = n + 2 = dimension
of the obtained symmetric space M. There is a basis (U;);—, of H, and a basis (Y*,(X;)I_,.Y)
of Q such that, if the basis (Y*,(U;),,(X;)?_,,Y) is denoted by g:

=1

— Y™ is central,

0] 0o ... 0o ]o ... 0]o0
0 ¥ 0
. . .
0 A | 0

- Matg(AdY) = | — 5 |: Qi € R
: g 0 ;
0 A 0
0/ 0 ... 0 [0 ... 0]0

(remark: turning some X; into —X;, one may then require: (X;)j, € R}"),
V(i,j) € {1.... .n},[U;,X;] =< Y.U;],X > Y™,

— vect{U;} and vect{X;} are abelian subalgebras,

- H L Qfor <, >,

- <Y Y*>=1,<Y)Y >=<Y*"Y* >=0,

V(l,]) S {1, - ,n}, < UZ',U]' >=< Xi,Xj >= (51"]' and < X;,Y >=< X;,Y* >=0.

It is easy to check that:

- VW e G, o([V.W]) = [o(V),0(W)]

— 0 is < , >-orthogonal and: VV € G, AdV is < , >-skew symmetric,

- [Q,9] = H.
Therefore, (G,0, < , >) is a pseudo-Riemannian (here Lorentzian) symmetric triple. Let
(M, <,>) be its associated pseudo-Riemannian symmetric space. H is the holonomy algebra

of M, acting on Q ~ ToM by Ad. Therefore, by this representation, H is identified with the
(abelian) subalgebra of so(Q, < , >) consisting of the matrices of the form:

0 X 0
0 0 !X where X = (z1,...,2,) is some element of R",
0 0 0

in the basis (Y*,(X;)"_,Y). Here M is indecomposable, non-irreducible, the only eigenvalue
of Ric is 0, and Ric is nilpotent of order 2. More precisely, Vi € {1,... ,n}, we have Ric(X;) =
Ric(Y*) = 0 and Ric(Y) = (3 A2)Y*.

Now, (AdY)? is diagonalizable in a < , >-pseudo-orthonormal basis, with the eigenva-
lues {0,— A%, ...,—A2}. Each eigenspace E, associated to one of the )\22 is of even dimension
2dy where: dy = #{i/X\i = A}). Ex = (ExNH) @ (ExN Q), each term being of dimension d.
Then, on each E), < , > may be replaced by every scalar product < , >':

— preserving the relation H 1 O,

— such that AdY remains skew-symmetric, i.e. such that: Vi,j € {1,... ,n},

< U;,Uj >l=< X, X; >/
and (G,0, < , >') remains a pseudo-Riemannian symmetric triple, with the same brackets.
Actually, one reaches here all the scalar products satisfying this property. In the basis of
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E) built with the U; and the X;, the matrix of < , >’ is:

< g g, > , where S is some symmetric matric of My, (R).

So, each E) may be equipped of w linearly independant metrics, letting the brakets

unchanged, and thus the covariant derivative of the associated manifold M.

Notes: 1) These examples may be adapted to provide similar pseudo-Riemannian manifolds
of every signature (p + 1,¢ + 1). One take n = p + ¢, < X;,X; >= 6;; if i < p, else

< X, Xj >= =65 [Y.Ui] = =\ X, if @ <p, else [Y,U;] = \;X;. The other data are the
same. (AdY)? is diagonalizable, with the eigenvalues {0, — A2, ..., — )\IQ,,)\;H, ..., 221 On

the B = ker[(AdY)? 4+ A21d] (for one of the };, i < p), the phenomenon is the same;
whereas on the E} = ker[(AdY)? — A?1d] (for one of the other );), the matrix of the other
possible < , > are:

( ‘g —OS ) , where S is some symmetric matric of My, (R).

2) This provides a family of symmetric spaces such that Ric # 0 and Ric? = 0. Another
such family is constructed in [CP70], pp.40 sq. See [CP80] too.
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Chapitre 2

Réduction simultanée de deux
formes bilinéaires, symétriques ou
antisymétriques, dont I’une est non
dégénérée
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Introduction

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie d, et a et b deux formes bilinéaires
symétriques sur F, a étant définie positive. Il existe des bases § a-orthonormées, diago-
nalisant la forme b, i.e. telles que: Matg(a) = I3, Matg(b) est diagonale. On en déduit la
structure de Q = O(a) N O(b) C GL(E). Soit en effet B ’endomorphisme a-autoadjoint tel
que: b(-,-) =a(-,B-) et (E))xer ses sous-espaces propres, alors:

{ E = @) F) et les E) sont mutuellement a- et b-orthogonaux
Q =11, 0(ag,) = [I) OdimE, (R)

En particulier, les (E)) e et leurs sommes sont les seuls sous-espaces stables par €2, ce sont
donc les seuls sous-espaces intrinséquement associés a {a,b}. D’autre part,  agit simple-
ment transitivement sur ’ensemble des bases du type de (.

Qu’en est-il sur un corps plus général et avec a et b symétriques ou antisymétriques
quelconques? Y a-t-il des bases privilégiées, et lesquelles? Quelles sont la structure de €2
et les objets intrinsequement associés a {a,b}? Une motivation géométrique est ici a I'ori-
gine de cette question: le probléme traité par le premier chapitre, qui étudie des variétés
connectées admettant deux formes bilinéaires paralleles — en 'occurence une métrique
pseudo-riemannienne ou une forme symplectique, et la courbure de Ricci.

Un article de Wilhelm Klingenberg de 1954 [Kli54] résoud partiellement ce probléme
algébrique, notamment exhibe des bases privilégiées. Il ne semble pas cependant exister
d’exposé systématique de référence sur le sujet, dans I'esprit des questions énumérées plus
haut. Aussi, dépassant la motivation de départ, essayons-nous ici d’en proposer un, en
reprenant et prolongeant, avec un autre point de vue, les idées de Klingenberg. L’exposé
se restreint cependant au cas ol a ou b est non dégénérée, i.e. ou il existe une forme non
dégénérée dans le faisceau engendré par {a,b}.

Voila pourquoi ce chapitre, sur cette question d’algebre linéaire élémentaire. L’exposé
est long, parfois fastidieux. Deux raisons a cela: la situation, touffue, se décompose en un
grand nombre de cas et par ailleurs nous avons voulu un exposé systématique, consultable
et le plus pédagogique possible. On y trouvera aussi quelques invariants inattendus, comme
certaines familles de signatures secondaires. Enfin, nous tenterons surtout tout au long de
ce travail de dégager les invariants géométriques des situations envisagées, la signification
géométrique des objets introduits.

* %k Xk

Soient donc F un espace vectoriel de dimension finie d sur un corps commutatif K
de caractéristique différente de 2, et a et b deux formes réflexives, c’est-a-dire bilinéaires
symétriques, bilinéaires antisymétriques ou sesquilinéaires. L’objet du chapitre est en effet
les couples de formes (anti)-symétriques, mais on aura besoin pour cela de 1’étude des paires
de formes sesquilinéaires. Les formes réflexives sont exactement les 2-formes pour lesquelles
la notion d’orthogonal est bien définie, par coincidence des notions d’orthogonal & droite et
a gauche. Une forme sesquilinéaire est une forme a telle qu’il existe un automorphisme de
corps involutif A — X\ de K tel que:

x Vr,y € E,a(z,y) = a(y,x) et:
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% a est linaire en x, semilinéaire en y: Vz,y,y' € E,VA € K a(z,\y + ') = a(z,y) +
a(z,y').
On supposera toujours une des deux formes non dégénérée. Parfois a sera notée < -, >.
Soit B 'endomorphisme a-(anti)autoadjoint associé a b, i.e. tel que: b(-, ) =a(-,B-).
Matriciellement :
Mat(B) = Mat(a) ' Mat(b).

Si a et b sont de méme nature, B est a-autoadjoint :
{(Mat(B))Mat(a) = Mat(a)Mat(B), !(Mat(B)) = Mat(a)Mat(B)Mat(a)"".
Si a et b sont, 'une symétrique, I'autre antisymétrique, B est a antiautoadjoint :
{(Mat(B))Mat(a) = —Mat(a)Mat(B), (Mat(B)) = —Mat(a)Mat(B)Mat(a) .

On note pu = HlePi”i le polynéme minimal de B (P; irréductibles, premiers entre eux deux
a deux).

On note enfin = Stab(a) N Stab(b) V'intersection des sous-groupes de Lie de GL(FE)
préservant respectivement a et b, c’est-a-dire des groupes orthogonaux, symplectiques ou
unitaires selon le cas, associés a a et b. On note w son algebre de Lie.

% k%

La partie I pose les bases de I'étude. Tout d’abord, dans le cas o a et b sont toutes deux
symétriques ou toutes deux antisymétriques, Wilhelm Klingenberg propose un ensemble de
bases :

e ou Mat(a) et Mat(b) ont une forme canonique,

e sur lequel €2 agit simplement transitivement.

Nous le présentons brievement dans une premiere section. Les deux suivantes ouvrent notre
travail proprement dit: elles introduisent les principaux objets attachés & une forme réflex-
ive et a un sous-espace, ou a une paire de formes réflexives; ces objets sont & la base de
toute la suite.

La partie IT, comme Klingenberg, traite le cas oll a et b sont de méme nature et la partie
IIT celui, assez différent, ou I'une est symétrique, I’autre antisymétrique.
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I Préliminaires

I.1 Reprise d’un travail de Klingenberg

— Attention, ici a et b sont de méme nature —

Ici sont présentés, sans démonstration — sauf pour le premier lemme, qu’on utilisera
par la suite —, les résultats de Klingenberg. Sont ajoutées également des remarques sur le
cas réel.

[.1.1 Un lemme préliminaire

On rappelle que p = HlePi”i désigne le polynéme minimal de B (P; irréductibles, pre-
miers entre eux deux a deux). Un premier lemme scinde E en une somme directe canonique :

Proposition 1 Les sous-espaces caractéristiques F; de B sont a- et b-orthogonauz

Démonstration: Il suffit de le vérifier. Prenons z dans ker P;"'(B), y dans ker P;j (B)
(i # 7), U et V dans K[X] t.q.: UP" + VPjnj = 1. a et b sont de méme nature, donc B est
a-autoadjoint. Alors:

— o(UP(B).2,) + a(z.V P (B).y)
= a(0,y) + a(z,0)
=0 et:

b(z,y) = b((UP" + VP}")(B).Bx,y) 4
= b(B(UP"(B).z),y) + a(z,B(V P;" (B).4))
a(0,y) + a(z.0)
=0 O

Comme de plus ces E; sont stables par 2, on déduit facilement que Q est isomorphe
au produit direct des Stab(ag,) N Stab(bg;). De la méme facon, une «bonne base» sera la
somme de «bonnes bases» de chacun de ces F;.

Désormatis, on se restreint donc a un tel sous-espace canonique, noté simplement F ; on
a alors y = P"' = P™. Posons T = P(B), endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence
n.

I[.1.2 Cas ou a et b sont symétriques

L’ensemble des «bonnes bases» de F au sens de Klingenberg est I’ensemble, non vide (et
assez naturel), des bases:

e de Jordan pour T

e dont les «blocs de Jordan» sont a-orthogonaux,
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e et telles que sur chaque bloc, A est de la forme AK,, ou) # 0, otr:

1

Ky = ' € MP(K)a

et ou A peut étre choisi & multiplication prés par un carré. Dans R, on peut se ramener a
A = +1, dans un corps algébriquement clos comme C, & A = 1. Si K = R, dans une telle
base :

K, 0 0 N, 0 0
Mat(a) = 0 n 0 et: Mat(T) = 0 . 0
0 0 +K, 0 0 N,

ou k est un certain entier et ou les p; sont des entiers décroissants avec p; = n, indice de
nilpotence de T'. Les Np, sont les blocs de Jordan de T', matrice nilpotente, c’est-a-dire:

0 1 0 O
0 . 0

Nj: ) EM]'(R).
. o1

Si K = C, la situation est la méme, avec des K, au lieu des £K,.

Remarque: Si K = R et si a est définie, tous les entiers p; sont nécessairement égaux a 1
(il n’y a pas de vecteur isotrope). De plus P est nécessairement de degré 1 (P = X — «),
sinon apparaissent des vecteurs isotropes. Les «bonnes bases» obtenues sont donc les bases
codiagonalisantes habituelles, avec une seule valeur propre & cause de la décomposition
préalablement effectuée par la proposition 1: Mat(a) = I;, T =0, B = aldg i.e. b = aa.
= O4(R) agit simplement transitivement sur elles.

Un cas particulier: Si P est de degré 1 (P = X —«), la base de Jordan pour T 'est aussi
pour B, et b est alors de la forme:

000
B, 0 0 - ?

Mat(b) = 0 0 ou B, = 0 .o | € M, (R),
0 0 =£B) a1 0 0

les BI’,, étant affectées du méme signe que Kp,.
1 12

Le cas réel: Si K = R, P est de degré un ou deux. Le premier cas est traité par la remarque
ci-dessus; si P est de degré deux, P se scinde sur C. La remarque et quelques manipulations
fournissent une base de Jordan réelle de B, ot Mat(a) se décompose en blocs «type Kp(I2)» :
des blocs Ir remplagent les scalaires A du bloc AK),.
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Lien avec la suite. Obtenues et ordonnées différemment, ces mémes bases et les matrices
de a et B dans ces bases, sont présentées dans le cas réel, pages 64 (degP = 1) et 65
(deg P = 2). Ces matrices se trouvent aussi dans la table récapitulative, en annexe page 96,
cas «a et b symétriques, deg P = 1». La structure de {2 est donnée par le théoréme 2 page
62.

I[.1.3 Cas ou a et b sont antisymétriques

L’ensemble des «bonnes basess de E au sens de Klingenberg est cette fois I’ensemble
non vide des bases:

e de Jordan pour T

e dont les «blocs de Jordan» sont a-totalement isotropes et s’apparient par paires F&® F”,
paires mutuellement a-orthogonales,

e et telles que sur chaque paire F @ F’, A est de la forme:

0 K
K = < K 0 ) € My, (K).

Autrement dit, dans une telle base:

K. 0 0 N0
p p1 ~ N 0
Mat(a) = 0 . 0 et: Mat(T) = 0 . 0 , ot N, = < Op I >’
0 0 Kllik 0 0 ﬁpk P

ol k est un certain entier et ol les p; sont des entiers décroissants avec p; = n, indice de nil-
potence de T'. Les N,, sont les blocs de Jordan de T' comme définis au paragraphe précédent.

Un cas particulier : Encore une fois, si P est de degré 1 (P = X — «), la base de Jordan
pour T I'est aussi pour B, et b est alors de la forme:

By, 0 0 , o
Mat(b) = 0o - 0 oun B" = 0 B, avec B; définie
' P —B;, 0 ’ au paragraphe précédent.
0 0 Bz’)’k

Le cas réel: Si K = R que P est de degré deux, P se scinde sur C; la remarque précédente
et quelques manipulations fournissent alors encore une base de Jordan réelle de B, dans la-
quelle a a la forme annoncée en début de paragraphe, des blocs Is remplacant les scalaires 1.

Lien avec la suite. Obtenues et ordonnées différemment, ces mémes bases et les matrices de
a et B dans ces bases, sont présentées pages 66 et suivantes (corps quelconque et deg P = 1,
puis K = R). Ces matrices se trouvent aussi dans la table récapitulative, en annexe page
96, cas «a et b antisymétriques, deg P = 1». La structure de ) est donnée par le théoréme
3 page 66.
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I.2 Préliminaire : objets associés a une forme réflexive et a un
endomorphisme nilpotent autoadjoint ou antiautoadjoint

Dans la suite, on raménera toujours I'étude de l'espace E muni d’un couple (a,b) de
formes réflexives :

e soit au cas ou B, 'endomorphisme a-autoadjoint ou a-antiautoadjoint tel que b( -,-) =
a(-,B-), est nilpotent — on le note alors T' —,

e soit & I'étude d’un espace F seulement muni d’'un endomorphisme T nilpotent.

L’énoncé des théoremes nécessitera alors I'introduction de quelques objets canonique-

ment associés & un tel couple (a,T") ou & un tel endomorphisme T'. C’est I'objet de cette
section.

On considére donc ici, soit un endomorphisme nilpotent T, soit une forme réflexive non
dégénérée < -,- > et un endomorphisme nilpotent 7', autoadjoint ou antiautoadjoint par
rapport a < -,- >, i.e. tel que: < T - ,- >= + < -,T- >. Sous ces hypotheses, la notion
d’orthogonalité pour les formes du type < TF. |- > ou < -,T*. >, k € N, est bien définie
car les orthogonalités a droite et a gauche coincident.

On introduit alors quelques objets associés & T' ou (< -,- >,T) et notamment, dans le
deuxieme cas, une famille de sous-espaces de F stables par tout endomorphisme de E com-
mutant avec T et laissant < -,- > invariante, c’est-a-dire stables par tout endomorphisme
de © = Stab(< -, >) N Stab(< -, T >). Cette famille est en fait remarquable: elle en-
gendre, par somme, tous les sous-espaces stables par € ; cela apparaitra comme corollaire
des théoremes principaux de ce chapitre.

Introduisons les objets annoncés.

I.2.1 TUne famille de drapeaux

Les Im T™~P N ker T'? sont une famille canonique de sous-espaces associés & T, on les
notera Ey, 4. Ils vérifient entre eux plusieurs relations:

*q2p=Eyy=Epy

bien siir, Vk, E, x = ker T* et: Vk, By = ImT" %
p<petqg<q = Eyg,CEyy

T(Ep,q) =Ep 141

Les E, 4 s’ordonnent donc par inclusion dans le tableau:

Ey; =ImT"!

N
E2,1 C EQ’Q =Im7T" 2
N N
E3; C Ezys C Ezy =ImT"3
N N
N N
En,l C En,2 c e C En,n =Im7T°=E
| | |
ker T ker T2 ker T
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De plus, dans le cas oit T est < -, >-autoadjoint ou antiautoadjoint :
Vp.q, EzJJ:q =ImT9+kerT" P = Ep_qn—q+ Enn—p-

En effet, si v = T9%w € ImT? et u € kerTY, alors: < v,u >=< T9w,u >=+ < w,T% >=0
donc Im 77 C (ker T9)*. Par égalité des dimensions: Im 7% = (ker T)* et donc:
Epl’q = (ker TINImT"P)+ = (ker T?)* + (ImT"P)t = Im T9 + ker T" P comme annoncé.

Les sous-espaces du type: +, qec By oit: € C {(p,q) € [1,n]? /p > q} forment donc une
famille stable par T et par passage a I'orthogonal. Comme annoncé, ce sont les seuls espaces
«intrinseques» de la situation, au sens suivant :

Proposition 2 Soit F' un sous-espace de E. Sont équivalents :

1. F est intrinséquement associé a (T,< -, >) i.e. est stable par tout endomorphisme
de Stab(< -,- >) commutant avec T,

2. F est intrinséquement associé a T i.e. est stable par le centralisateur de T,

3. F est de la forme: F =+, ceEpq ou: € C{(p,q) € [L,n]?/p > q}.

Cette proposition est un corollaire des théorémes principaux, 1 et 5 pages 56 et 80. Sa
démonstration vient en fin de section II1.2.

I[.2.2 Des formes bilinéaires sur FE et sur certains quotients
Dans la situation (E,< -, >,T'), on définit :

e Les formes by, =< .,. >r=< .,T*. >. Par définition, by = < -,- > = a est non
dégénérée ; toutes les autres sont dégénérées. Il faut noter que, loin de se ressembler, ces
formes sont linéairement indépendantes.

e La forme non dégénérée b¥, sur chaque E/ker Tk: b* est définie par passage au
quotient de by. Comme ker T* = ker by, chaque forme b* est bien définie, non dégénérée.

o les (Ek,l;k):;é, famille de quotients, munis chacun d’une forme non dégénérée. Les
Ejsontles By i1/ (Engp+En_154+1) €t b* provient de b* : b¥ est définie sur E/ker T* donc en
particulier sur F, ./ ker Tk. De plus: ker (b‘lcEn,k+1/keer) = Ep_1 41/ (ker TkmEnkaH)_
k

En conséquence, b « passe au quotient en une forme non dégénérée sur:
‘En,k:-#—l/ ker T

Ep g1/ ker Tk} /[En—l,k-i—l/(ker T+ n En—l,k+1)} ~ Ep i1/ (Eng + Ep_1k41) noté Ej.
La situation est récapitulée dans le diagramme 1 page suivante.

1.2.3 Les décompositions de E «adaptées» a T ou a (< +,- >,T)

Introduisons un type particulier de décompositions de E:

Définition 1 Soit (E,T) un espace muni d’un endomorphisme nilpotent T ou (E,< -, - >.T)

un espace muni d’une forme bilinéaire < -,- > et d’un endomorphisme T, comme décrits
n o p

en début de section. Une décomposition D de E de la forme: E = @& (& Dp,) est
p=1 ¢=1

93



B [En k1]

N [Enk + En—1 k1]
Er1 C Eop
N N
E
N

Evpir C Epgpips

N N

N N N N
En,l C En,2 c -+ C En,k C En,k—i—l c - C En,n

!

Ey

DIAGRAMME 1 — les quotients Ej,

dite adaptée a T si elle vérifie les deux premiéres des propriétés suivantes et adaptée
a (< -,->T) si elle vérifie les trois (on utilise les notations déja introduites) :

o clle respecte les inclusions des E, 4, i.e. chaque D, 4 est un relevé de E, ,/(Ep_1,4 +
Epq-1) dans Ep g,

e Vp <n,Vq <p, Dp,q = Tn_p(Dn,q—I—(n—p))’

L L L
o F — ©® ( Dp,q ) Dn-l—l—q,n—l—l—p ) ey D Dp,n—l—l—p
pHe<n . o N————— p<lin/2 S—m —

tot. isotrope tot. isotrope non dégénéré

On notera D l’ensemble des décompositions adaptées de E.

Dans le cas (E,< -, >,T), on a le diagramme 2 suivant :

D11
©®
Dy1 @  Dap
@® @®
D31 & D3zp & D33
@ @ S5}
©® ©® ©®
Dyp21 @ Dpr @ ® -+ @ Dp_opno
©® ©® ©®
Dp_1p @ ® Dp1z & -+ @ Dpip2 & Dp_1p
©® ©® ©® ©® )
Dnl S2) Dn,2 S2) Dn,3 e - & Dn,n—2 2] Dn,n—l 2] Dn,n:E

DIAGRAMME 2 — une «décomposition adaptée» (Dpg)1<q<p<n
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ou, écrit autrement :

Tn—l(Dn’n)
S3)
Tn_Q(Dn,nfl) @ Tn_Q(Dn,ﬂ)
<) S3)
T 3(Dpp—2) ® T 3(Dpp-1) ®T" 3(Dnp)
® ® ®
® ® S
TQ(Dn,?)) D T2(Dn,4) ©® TQ(Dn,5) ®---& TQ(D"’")
® ® D
T(Dn,g) D T(Dn’3) st T(Dn,4) ®---D T(Dn,n—l) S5 T(Dn,n)
® @ st ¥ ¥

Dnl @ Dn2 @ Dn3 ® - Dn,n—2 S2) Dn,n—l @Dn,n =F

DIAGRAMME 3 — une «décomposition adaptée» (Dp q)1<q<p<n, autre présentation

e chaque terme de la grande diagonale — les termes encadrés — est non-dégénéré,
orthogonal a tout autre terme,

e tous les autres termes sont totalement isotropes,

e chaque somme de deux termes en position symétrique par rapport a la grande dia-
gonale — par exemple D39 @ Dy_1 9 = T" 3(Dypp_1) @& T(Dpp—1) — est non
dégénérée, orthogonale & tout autre terme.

Le troisieme point de la définition peut également étre formulé ainsi: pour tout (q1,q2) €
[1,n]? et tout (k) € [0,n — 1]%, T*(Dy,q,) et TH(Dy q,) sont de somme non dégénérée si
g1 = q2 =1+ k41, et orthogonaux sinon. L’existence de telles décompositions découle de
la proposition 3 donnée page 57 en section I1.2. .

Remarque Les décompositions de E adaptées & T nilpotent existent: c’est le théoréeme
de Jordan. Les décompositions adaptés a (a,T) existent également, on le montre dans la

proposition 3 page 57.

On peut & présent énoncer le théoréme 1.
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I Cas a et b de méme nature

II.1 Structure et action de {2 quand a et b sont de méme
nature

Ici a et b sont deux formes réflexives de méme nature et a est non dégénérée. On pose
B Pendomorphisme a-autoadjoint tel que b(-,-) = a(-, B-). D’aprés la proposition 1 page
49, on peut supposer B de polynéme minimal P", P irréductible. On note S la partie
semi-simple de B et T sa partie nilpotente: B =T + S, TS = ST. On note n I'indice de
nilpotence de T'. Comme polynoémes en B, S et T sont également a-autoadjoints.

Attention, il ne s’agit pas ici tout & fait de 'endomorphisme nilpotent 7' = P(B) in-
troduit par Klingenberg et présenté dans la section 1.1, bien que ce qui suit soit également
vérifié avec T' = P(B).

Remarque: une telle décomposition B = T + S n’existe que si P a toutes ses racines
séparables. C’est le cas pour tout endomorphisme de E ssi K est parfait ( en particulier
donc si K est de caractéristique nulle).

En pratique cependant, le probleme ne se pose pas: la suite ne considére que le cas ol
P est de degré un — c’est-a-dire notamment le cas ou K est algébriquement clos —, sauf
si K = R ou tous les cas sont traités. Cela suffit en un sens: si deg P > 1 et K quelconque,
on considére B comme endomorphisme de F ®x K avec K la cloture algébrique de K; le
théoreme explicite alors action de Q sur espace E ®x K.

Dans le cas des corps parfaits, un théoreme explicitant 'action de € sur E lui-méme,
quel que soit le degré de P, serait donc possible sur le méme modele.

I1.1.1 Le théoréme

Théoréme 1 Sideg P = 1, Q agit simplement transitivement sur D x Hz;é Stab(Ey,by),
ot D est l'ensemble des décompositions de E adaptées a (a,T). Plus précisément, Q est
isomorphe a un produit semi-direct N x R, ou :
~ N = {y € Q / Plaction induite par y sur chaque Ej est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de , nilpotent d’indice < 2n—1, qui agit simplement transitivement
sur D,
- R = Q/N agit simplement transitivement sur Hz;é Stab(Ey,by) — en particulier
R =~ T[}—; Stab(Ey,by). R est réductif.

Ce théoréme est décliné dans les trois cas possibles — symétrique, antisymétrique, ses-
quilinéaire — au cours des sections 11.3 page 62, I11.4 page 66 et 1.5 page 68.

I1.1.2 Une construction de 2 par récurrence

On peut dans une certaine mesure dégager, par récurrence et a titre de corollaire, la
structure de €). Cela nécessite cependant l'introduction d’objets supplémentaires & ceux
définis en section 1.2 et nettement moins essentiels. On les introduit ici, par une notation
et une définition.

Notation : on note E¥ = E/ker T*. En particulier, E° = E, E" = {0}. Pour tous p,q < n,
on note E]];’q I'image de E,, par la projection canonique ok E — E*. On rappelle
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que chaque EF est muni de la forme réflexive non dégénérée b* et d’un endomorphisme
b*-(anti)autoadjoint obtenu par l'action quotient de T', et qu’on note encore T'. Les Eg’q
s’ordonnent par inclusion comme les E, ; :

El]:+1,k+1 = 7Tk(Im Tn_(k+1))

N
k k _ ok —(k+2
Eiiogrn  C Epiop=m"(ImT" (k+2))
N N
k k k
Byaprr  C© By C© Brigpgs
N N ’
k k ko ok
En,k—l—l - En,k+2 - e - En,n =FE
| |
7k (ker TF+T) 7* (ker T*+2)

Définition 2 Pour tout k < n, ker T* est stable sous Uaction de Q; Q agit donc sur les
quotients E*. Soit Q8 C GL(E*) le sous-groupe de GL(E*) correspondant a cette action :

QF = {(v* € GL(E*) /3y € Q : Yz € E,v*(7*(z)) = 7*(y(2))}.

En particulier, Q° = Q et Q" = GL(E™) = GL({0}) = {Id}. Rappelons que b* est
définie sur E*, donc que Stab(b*) C GL(E*). On peut alors énoncer le résultat suivant :

Corollaire 1 (du théoréme 1 et de la proposition 3, énoncée en section suivante) Les
groupes QF vérifient :

VE < n, QF = Stab(b*) N Stab(b*(-, T"))
= {y € Stab(t") / ¥(Ep 1) C Epjosa

et action de y sur E¥! ~ EF/EF  est dans QFF! }.
Ce corollaire construit chaque QF & partir de QFt!. Par récurrence, il permet donc de
dégager la structure de Q = Q°. Dans le cas a et b symétriques, K = R et deg P = 1, on
exploite en ce sens ce corollaire en section I1.7 page 72.

I1.2 Démonstrations

Pour alléger les notations, on note:

e dans chaque E¥, F¥ = Eﬁ,k—i—l = ¥ (ker TF+1).

e 7" la projection canonique: E*~1 — E*,

I1.2.1 Les décompositions adaptées

Montrons I'existence des décompositions adaptées & (F,< -, - >,T') au sens de la définition
1 page 53. Il est méme intéressant de montrer un peu plus, en effet :

Remarque: Si D = (Dyq)rt+1<q<p<n €st une décomposition adaptée de (E* b*.T), on

vérifie alors que D' = (71D, 4))k12<q<p<n, <projeté de D sur EF*! par 1, est une

décomposition adaptée de (EF+!pE+! T). Réciproquement :
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Proposition 3 Si DF = (D}’,f’q)kﬂgqugn est une décomposition adaptée de (E*,bFT),
alors il existe une décomposition adaptée DF~1 = (D;f’;l)kgqugn de (E*=1.0F=1.T), qui «se
projette par T sur D¥» :V(p,q).k+1<q¢<p<n= D}’;’q = _k(D}’;’;l).

Corollaire 2 D # 0.

({0}) est une décomposition adaptée de E™ ~ {0}. D’apres la proposition 3 page 57, et par
récurrence descendante sur k, il existe alors une décomposition adaptée de chaque (E*,b*.T)
et en particulier de (E,< -,- >T), i.e. D # {). O

Démonstration de la proposition:
e Construction d’une famille de sous-espaces de E¥~', se projetant sur D*.

Notons A* = ®k+1§q§nDﬁ’q C EF et AF-1 = (7F)~1(AF) ¢ EF~1. Vérifions que A¥~! est
bkfl

-non dégénéré. On choisit un supplémentaire b*~!-totalement isotrope H de F*~! +
(F¥=1)t dans E*~! (¢f. remarque informative apres cette démonstration). Alors H N F+~!
noté G et H+ N (F¥ 1)L noté G’ sont chacun non-dégénérés et :

1 1
Ekfl — [(kal N (kal)J_) D H] &G GI.

Dans un diagramme calqué sur celui des Eg’gl (voir page 56):

S T IO ) \—‘

@ @
(o e[ w ]-p
Ez,—klz}?k—l

k—1
Enfl

ot (¥) = FF=1n (FF1L Or: A1 @ G' = EF~!, en effet: supposons z € A*~' N G’,
alors: 7 (z) € A¥ et 7 (z) e T ((FF1)1) = ﬁk(Eﬁj’n_l) = Eﬁq,nq donc 7 (x) = 0 i.e.
z € FF=1. Mais F¥"' NG’ = {0} donc z = 0 et: A*"' NG’ = E¥~! = {0}. D’autre part
fk(Ak_1 +G) = Ak + Eﬁ_l’n_l = EF et FF=1 c A*=1 donc: A* '@ G’ = EF~!. Comme
G' est b*~l-non dégénéré, A*~! I'est aussi.

Dans A*~!, on choisit alors un supplémentaire totalement isotrope B*~! de (F’“_1 + (Fk_l)l) N
Akl = k-l = Eﬁ;l (c¢f. & nouveau la remarque en fin de démonstration). Alors, par

définition, 7* induit I'isomorphisme :

Bl T 4k,
Notons alors Dﬁqu = (ﬁka_l)*l(Dfl’q) pour tout ¢ € [k + 1,n]. On pose enfin, dans A¥~!:
Dﬁ_kl = (B¥1)L; comme A*~! est non dégénéré et F¥~! totalement isotrope, Dﬁ_kl N
FF=1 = {0} et Dfljkl est donc un supplémentaire de (FF~1)+ = Eﬁj’k dans FF=1 = Eg;j
Soit D1 la famille définie par: D1 = (DE 1), cocpcn = (TP P(DE L) k<q<p<n:
Alors, D* est «I'image par @» de D*~': par définition: Vq € [k + 1,n]],fk(Dfl;11) = Dﬁ,q-
Comme l'action de T commute avec 7 : Vp € [k + 1,n],Vq € [k + l,p]],ﬁk(D}’;’;l) =

I P(DE L)) = T @ (Dh gk oy) = T (D) gy y) = D,
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o Vérification : il s’agit d’une décomposition adaptée de EF~1.

Il faut vérifier que D*~! satisfait le premier et le troisieme point de la définition 1 page 53.

— Chaque Dﬁ’_ql est un relevé de Eﬁ;ll (Eﬁ;£1 + Eﬁj’q) dans Eﬁ;llz si g =k, on
Pa déja remarqué plus haut et si ¢ > k+1, Di ! = (ﬁka_l)*l(Dfl’q) et Df  vérifie la
méme propriété. Par transport par les puissances de T': chaque D,’;;l est un relevé de

EFY/(EY L + EEL ) dans EF L
— D¥ est une décomposition adaptée a (E*.b*,T), donc: TZ(Dﬁ’ql) et Tm(Dﬁm) sont
de somme non dégénérée si g1 = g2 =1+ m + k + 1, et sont orthogonaux sinon.
Soient v € DE ! et w € DE L Soient I et m dans [0,n — k] t.q. [ +m > 1 — on
suppose par exemple que m > 1 et on choisit w' € T~'(w) —, alors: bF~1 (T, T™w) =
£b L (0, T w) = ¥ (70, T (TFw')). Par conséquent, b5~ sur TH(DE L) +T™(DE 1)

est comme b* sur Tl(D,’i’_q}) + Tm_l(Dﬁ;];). Ainsi, Tl(D,’i’_q}) et Tm(Dﬁ;I;) sont de somme
non dégénérée si gy = qo =+ (m—1)+k+1 =1+m+k, et sont orthogonaux sinon. D¥~1

vérifie le troisieme point de la définition 1 page 53 et est donc adaptée & (E*~1,p*=1 T). O

Remarque : Les choix arbitraires effectués dans cette démonstration sont ceux de supplé-
mentaires totalement isotropes quelconques de certains sous-espaces dans certains quotients.
La construction effectuée repose donc, par récurrence, sur de tels choix successifs. On pourra,
a titre informatif, consulter la section I1.6 page 69 qui détaille cette situation élémentaire
et notamment les groupes mis alors en jeu.

1I1.2.2 Démonstration du théoréme

Le vrai travail réside dans la proposition démontrée ci-dessus. Le théoréme en est la
suite facile et un peu fastidieuse a vérifier. On suppose P de degré un, on le note X — .
En particulier, S = A1d.

o O agit sur D et sur [, Stab(Ey,b*)
Cela est facile & voir. Soit v un élément de Q et D = (D, 4)q<p<n une décomposition adaptée
de E. Alors (y(Dy q))q<p<n est aussi une décomposition adaptée de E. En effet :
% 7y préserve < -, >et <., T- > donc: <~y - T(y-)>=<-,T- >=
<7 - y(T-) >, et donc v commute avec T'. En conséquence: 7 préserve les E, , et
donc la décomposition (y(Dy q))q<p<n respecte les inclusions des Ej, 4, premier point
de la définition 1 page 53. Y(Dpq) = Y(T" P (Dpg+-(n—p)) = T" " P(Y(Dp g4 (n—p))) ; les
¥(Dp,q) satisfont donc la deuxiéme condition de la définition 1.

x d’autre part, la propriété :

L 1 1

E=| @& ( Dpg ®Dnyi—gnt1i—p )| @ ® Dpnti—p
p+qg<n N~~~ —— P<1I4n/2 S——
tot. isotrope tot. isotrope non dégénéré

vérifiée par les Dj , 'est aussi par les y(D, ,) parce que vy est < -,- >-orthogonal.

D’autre part, v laisse stables tous les les Fj, 4, donc l'action de v passe au quotient sur les
E}. y préserve aussi < -,- > et commute avec T, donc préserve toutes les formes b* et
agit donc sur [], Stab(Ey,b").

e N et R agissent simplement transitivement, respectivement sur D et sur Hz;é Stab(Ey,by).
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Pour tout k& < n, soit 3 une base quelconque de Ej. Soient D = (Dpg)g<p<n €t A =
(Ap.q)g<p<n deux décompositions adaptées de E. Pour tout k < n, D, j ~ Anikiz Ejp_q de
fagon canonique. Ces isomorphismes fournissent donc , pour tout k, une base ﬁ,?_l de D,,
et une base ﬁkA  de Ay . T"P étant bijectif de Dy, g4 (n—p) sur Dy q et de Ay o4 (n—p) sur
A, g, T P(BE == 1) et TP( ﬁ_n_p_l) sont des bases, respectivement de D, , et de A, ,.
On les notera ﬁp’q et ﬂpA’q.

On définit alors 7y linéaire par: Vg <p < mn,~vy : ﬁ;,?q — ﬁpA’q. On vérifie alors sur les vec-
teurs des bases 8" et 5 que y préserve < -,- > =aet <., T- >=<-,(B—S§)- >=b— Aa,
donc préserve a et b et est dans Q. Par construction, v agit trivialement sur les Ej,, donc
de plus: v € N. Enfin, si 4/ € N et /(D) = A, alors nécessairement, Vp,q, ' ( £q) = ﬁpA’q
et donc v/ = 7. N agit simplement transitivement sur D.

Soit de plus (hk)z_é € [l Stab(Ek,bk) une famille de transformations orthogonales,
symplecthues ou unitaires des Ej. On pose: B". = hi(By). Les isomorphismes canoniques
Dn k ~ FEj_; permettent & nouveau de définir, & partir des 3 et des B, des bases B2 et

D:q
ﬁ D de chaque Dy, ,.

On définit alors «y linéaire par: Vg < p < n,~v : ﬁ;,?q — ﬁ,}},’qD. On vérifie encore sur les
vecteurs des bases 87 et 5P que v préserve < -,- > =aet < -, T- >=<-,(B—8)- >=b—
Aa, donc préserve a et b et est dans €. Par construction, 'action de -y sur chaque Ej, est celle
de hy. Ainsi, © agit transitivement sur [ [, Stab(E},b*), par translation & gauche. Soit 7/ € Q
agissant pareillement sur ces quotients; alors y~! o' agit trivialement sur eux et est donc
dans N. ' = v [N] et donc R = Q/N agit simplement transitivement sur Hz;é Stab(Ey,b*).

e N est nilpotent d’indice < 2n — 1.
Soit n 'algebre de Lie de N. N agit trivialement sur les Ej, = Epjt1/(Bno1 g1+ Eng) et
commute avec l'action de T'. Les différentes puissances de T envoient les Ey, j1/(Ep—1 541+
E, 1) sur tous les E, ,/(Ep—1,4+ Ep g—1), donc N agit encore trivialement sur chacun d’eux.
Or, pour tout (p,q), N(Epq) C Epq, donc: Vg <p <n,n(E,,) C Ey_14+ E, 4 1. Donc, si
ven, Imv?" 1 C Eyy + By = {0}, cest le résultat voulu.

e O~ NXR.
Q2 est extension de R par N, on a la suite exacte: {0} - N — Q@ — R — {0}. Pour
montrer que: = N x R, il faut et il suffit d’exhiber une section s de la surjection

Q — R, dont I'image est un sous-groupe de ). 1l suffit pour cela, par exemple, de choi-
sir une décomposition adaptée D de E et de choisir dans chaque classe 7 € R 1’elément
(unique) s(7) stabilisant D. On le construit par le procédé de construction de +y au para-
graphe précédent. On pose alors, Gp = {s(¥) / ¥ € R} = {y € @ / v(D) = D}, c’est un
sous-groupe de 2. Il n’y a pas de section dont I'image soit un sous-groupe distingué car le
produit n’est pas direct, on le verra dans la section I1.7 page 72. O

I1.2.3 Démonstration du corollaire 1

La premiére égalité. Tout v de Q laisse invariant chaque by, donc en particulier: QF C
Stab(b*) N Stab(b*(-,T)). Reste & montrer le sens [D] Faisons-le par récurrence sur k;
supposons:

QF 5 Stab(b*) N Stab(b*(-, T-)).
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Soit k! E QFt1. Par le théoréme 1 page 56, QFF! agit simplement transitivement sur
DFHIXTT,. | Stab(E,b') ott DF+! est I'ensemble des décompositions adaptées de (E’“"‘1 vl T).

k41 k41, k41 k1 _ k1 k41

On ch01s1t DFtl g DTl AR+l gt caracterlse par D'F1 = Ak+1 (D) ef par (b)), €

= k+1 Stab(E;,b') son action sur ]_[l ftl E,. Par la proposition 3 page 57, il existe D¥ et
D'* dans D* se projetant par T+ sur DR et D51 respectivement. Par le théoréme 1,
il existe un (et un seul) v* € Stab(bk) N Stab(b*(-,T-)) envoyant D* sur D'* et dont I'ac-
tion sur [}, E; est: (Idg, ,(h)i= k+1) € [T/, Stab(E;,0!). Alors v* laisse stable Eﬁ’kﬂ =
7% (ker TF*1) et par construction :

e l'action quotient de v* sur E¥*! envoie D**+! sur D'*+1,

e son action sur H?:_klﬂ Ejest: (b)) PRE

k+1 k+1

ce qui caractérise YA, q.e.: AR o ThHL = ThtL o o
Or par hypotheése de récurrence, QF O Stab(b¥) N Stab(b*(-,T-)) donc v* € QF i.e. il
existe un v de Q t.q.: ¥* o = 7% o 4. Avec ce y: APt o gkt = ARHL o FhAL o 2k =
Tl o gk o gk = 7T+l o 7k o y = 7k +1 0 4 et donc y*t! € QFFL. La récurrence se propage.
Enfin, ’hypotheése de récurrence est vraie par définition de Q pour k = 0: QY = Q =
Stab(b?) N Stab(b!).

La deuziéme égalité. Encore une fois, il suffit de vérifier . Montrons donc:

VEk € [[0 n — 1], Stab(b*) N Stab(b*(-, T-))
S {v € Stab(b*) / ( nk+1) C EF k41 et Paction de v sur E’H'1 ~ E*/EF k1 ost dans Q1

Soit k € [0,n — 1] et v* € Stab(b*), stabilisant Eﬁ,k—i—l et tel qu'il existe yFT! € QF+H!

vérifiant : 7! o 4k = Ak +1 o TEFL Montrons que: v* € Stab(b¥(-,T)). Soit (z,y) € (E*)2.

B (1 T (0ty)) = B (74 (o) 744 (o)
_bk-l-l(,yk-l-l(ﬂ_k-l— ( )),’}/k+ (7rk+1(y)))
— bk+1(fk+1(x) (y ) car ’)’k+1 c QF+1 - Stab(bkﬂ).
Donc: b¥(vFz,T(v*y)) = b*(2,T(y)) et v € Stab(b*(-,T ). O

I1.2.4 Démonstration de la proposition 2

2 = 1 est immédiat. Si u € End(E) et si u commute avec T', u préserve les ker T? et
Im T, donc tous les E, ; et toutes leurs sommes, d’'ou 3 = 2. Montrons 1 = 3. Soit un
sous-espace F' ne pouvant s’écrire sous la forme: +, ;c¢ Ep 4. On trouve alors un couple (p,q)
tel que:

e E,,ZF,

* FF' g (Ep1q+ Epg).

(S’il n’existe aucun tel couple (p,q), on s’apercoit que vect({E,,/E,, C F}) = F donc F
est de la forme +, sccEp 4.) Notons alors 7 la projection:

T Epg— Epg/(Ep14+ Epg1),

val (Ep-14+ Epg-1) et G=FNE,,.

Par le deuxi¢me point, Fﬂ[qu\( —1,g + Epq-1)] # 0 donc n(G) # {0}. D’autre part
m(G) # B ,; en effet, si Ep o\ (Ep-14+Epqg-1) CF, Ep g = vect(Ep g\ (Ep-1,4+Epg-1)) C
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F' ce qui contredit le premier point. Enfin, TP établit une bijection de qu+n,p,1 =
En’q+nv,p/(En’q+n,p,1 + Ep 1,44n-p) Sur E;,’q. On notera H l'image reéiproque de 7(Q)
dans E,,_p,_1 par cette bijection.

Or, le théoreme 1 page 56, dans le cas ou T est < -, - >-autoadjoint, ou le théoréme 5 page
80 dans le cas ou T est < -, >-antiautoadjoint, implique que Q = Stab(< -,- >) N Stab(<
-, T'- >) agit transitivement sur chaque Ej, donc notamment sur E’q+n_p_1. On trouve
donc un u dans €, i.e. stabilisant < -, > et commutant avec T, tel que u(H) # H, car
{0} € H C Egyn—p—1 (on note ici encore u l'action de u € End(F) sur Fyyp—p_1). Alors
u(n(G)) = u(T"PH) =T" P(u(H)) # T"P(H) = 7(G), donc nécessairement, u(G) # G
et donc: u(F) # F. F n’est pas intrinséquemenet associé a (< -,- >.T).

Note: On peut aussi montrer directement, sans utiliser les théoréemes 1 et 5, 'implication
2 = 3. On reprend la démonstration précédente jusqu’ é la construction de 7r(G) On choisit
alors z € ©(G) et y € 7(G). On choisit ' € T~ P (z~z}) et 3 € TPz~ {y}),
'espace A = vect((T*z ’)k+70’ P (Tky ’)k+70’ P=1) est alors stable par T, par construction. De
plus, la famille ((T*z")727 P~ (T*y" 727 "P~1) peut étre complétée en une base de Jordan;
on choisit une telle base et on notera B 1’espace engendré par les vecteurs ainsi ajoutés. On
définit alors u € End(E) par:

b U‘B = IdBa
N N
e u 4 commute avec Tjy, u(z') = y' et u(y’) = 2",
Comme B est stable par T', u commute avec T'. Mais par construction, u(n(G)) # n(G) —
on note encore u 'action quotient de u sur E, , —, donc u(G) # G et enfin u(F) # F'.

Une autre version de cette derniére note, pour un endomorphisme quelconque et sur un
corps quelconque, non nécessairement parfait, peut étre trouvée dans [Q94]. Nous remercions
Pierre Marchand de nous I’avoir signalé, ainsi que pour une discussion fructueuse a ce sujet.

I1.3 Cas a et b symétriques: ’action de (2, les bonnes bases

Sur le K-espace vctoriel F, a et b sont ici deux formes bilinéaires symétriques, a est
non dégénérée. Toutes les notations sont identiques a celles de la section précédente. Ici,
Q = 0(a) NO(b); les by, b* et b* introduites dans la section 1.2 sont symétriques. L’indice
de nilpotence de T est toujours noté n.

Théoreme 2 Sideg P =1, alors Q agit simplement transitivement sur DXHZ;é O(Ey.by),
o, D est ’ensemble des décompositions de E adaptées a (a,T). Plus précisément, Q est
isomorphe a un produit semi-direct N X R, ou :

~ N = {y € Q / Taction induite par vy sur chaque Ej est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de , nilpotent d’indice < 2n—1, qui agit simplement transitivement
sur D,

- R = Q/N agit simplement transitivement sur Hk_o O(Ey.by). En particulier, R ~
[Tiz ! O(Ek,bk) R est réductif. SiK est algébriguement clos et si on note dj, = dim E},
[TiZo O(Bx.bi) = 132 Oay (K).

Les invariants de la situation, c’est-a-dire du couple (a,b), sont donc n lindice de nil-
potence de T, et les (dy,)}_7 ; ce sont les invariants de Jordan de T.

Si K =R, deuz cas sont possibles :
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e Sideg P =1, comme dans I’énoncé général ci-dessus, ) est isomorphe a un produit
semi-direct N x R ot N agit simplement transitivement sur D et R sur []}Z O(Ek,bk)
Cette fois: O(Ey,bF) ~ O,, s, (R), ot (ry,sg) est la signature de b* définie sur Ey. Les
invariants de la situations sont donc n lindice de nilpotence de T, et les ((rk,sk))}—g,
vérifiant ry, + sy = dy, (les ¥ sont non-dégénérées sur les Ey,).

e SidegP = 2,ie. P = (X —))(X —)X), A € C\R, Q agit sur ’espace T-stable
E' = ker(S® — Mdgc) C EC, ou EC est le complezifié de E et: Q ~ N x R, oti N agit
simplement transitivement sur l’ensemble D' des décompositions de E' adaptées a (a,T(C) et
ot R agit simplement transitivement sur [[}_y O(E},b¥). En particulier, R ~ [[}_y Oq, (C)
ot d = dim E’l,’C Les invariants de la situation sont encore n et les (dk)z;é, invariants de
Jordan de T sur E'.

Remarque : Dans ce dernier cas mentionné, on peut aussi construire directement les espaces

quotients réels (Ej,bF). En notant E” = ker(SC—XIdgc) € EC, ona: (Ej,bF) ~ %((E,’C,Ek)é
(EJ,b*)), et dim Ej, = 2dy,. La signature de b* est alors (dy,dy,).

D’autre part on vérifie que, si D' = (D, )q<p<n est une décomposition adaptée de
(E',a, ‘E,) alors D = (Dpg)q<p<n 00 Dpg = Dj, @& DI . est une décomposition de E,
adaptée simultanément & (a,T) et & (a(-,S-),T). Soit D 'ensemble, par conséquent non
vide, de ces décompositions deux fois adaptées. Il permet une description de ’action de €2
sur 'espace réel E ; on vérifie en effet que:

e N agit simplement transitivement sur D,
e R agit simplement transitivement sur Hz;é O(Ey 0" N OBy 04 (-,5)).

Démonstration. Quel que soit le corps de base, si deg P = 1, on applique directement
le théoréme 1 page 56. Si K est algébriquement clos, Stab(Ek,bk) = O(bF) ~ 04,(K) ; si
K = R, Stab(Ey,b*) = O(b*) ~ O, 5, ott (r,s1) est la signature de b*. Comme b* est non
dégénérée, 1 + s = dp. Ces signatures apparaissent donc comme des invariants supplé-
mentaires. On vérifie bien qu’elles peuvent étre quelconques: & partir du choix arbitraire
des dj,, qui détermine le réseau de drapeaux (Ej ¢)q<p<n & isomorphisme pres, et du choix
arbitraire d’entiers (rg,sy) vérifiant ry + s, = dj, on construit une forme < -,- > et un en-
domorphisme nilpotent < -, - >-autoadjoint T, défini par la valeurs des formes < -, T*. >
sur les quotients Ej.

SidegP =2, ie P=(X—))(X—-X),€C\R, on considére ) comme agissant sur

EC le complexifié de E. EC = ker(S® — A1dyc) é ker(S© — X1dgc) = E' é E", et Q agit
simultanément de la méme facon sur chacun de ces sous-espaces: z € ker(SC — Adgc) &
Z € ker(S® — X1dgc) et: Vy € Q,v.Z = 7.z. Notamment, chaque facteur est stable par T
La structure et I'action de €2 sont donc entierement données par son action sur I'un des
facteurs, par exemple ker(S(C — Adgc) = E'. On applique alors le théoréme 1 & cet espace;
Q est donc isomorphe & un produit semi-direct N x R, N agit simplement transitivement
sur D', 'ensemble des décompositions de E’, adaptées & (a,T‘%,) et R agit simplement tran-

sitivement sur [[}_y O(E},b*), d’ot le résultat. 0

En formalisant une construction effectuée dans la démonstration du théoreme 2, on
définit des bases «adaptées» au couple de formes bilinéaires (a.,b). Introduites autrement, ce
sont les bases de Klingenberg.
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Définition 3 Soit E un espace vectoriel muni de deuz formes bilinéaires symétriques a et
b, telles que a est non dégénérée et que b= a(-,T-) avec T nilpotent a-autoadjoint.

A une décomposition D = (Di,j)jgign de E, adaptée a (a,T), et a un n-uplet (ﬁk)z;é de
bases (pseudo-)orthonormées des Ey, on associe canoniquement une base 3 de E, obtenue
en relevant les B en bases des Dy, 41 et en les propageant par T en bases de tous les Dy .

On note B l’ensemble de ces bases, dites adaptées au triplet (E,a,T) ou au triplet (F,a,b).

Remarque : Par construction, et si | > k, les bases adaptées de (E* b*,T) se «projettent
modulo ker B!/ ker E¥ = Eﬁ’l sur des bases adaptées de (E'b!,T)». Plus exactement, si
G* est adaptée & (EFbF.T) alors 7#+1(8*F) = ((0,...,0),551"), ott BFT! est adaptée a
(Ek+1,bk+l,T).

Remarque : Par construction encore, B est en bijection avec D’ x Hz;é Stah(Ey,b*) et Q
agit donc simplement transitivement sur les bases adaptées.

Lien avec la présentation de Klingenberg. Les bases de B ainsi construites sont donc
formées de vecteurs e des D, 4,q € {1,..n} et de toutes leurs images successives par les g —1
premieres puissances de T'. Il s’agit donc de bases de Jordan. D’autre part, 'examen des
orthogonalités et isotropies dans la relation du troisieme point de la définition 1 page 53
montre que:
~ les «sous-espaces de Jordan», engendrés par les familles du type (e,T.e,T2.e,...,. T9" '),
sont mutuellement orthogonaux,
— sur ces espaces, munis de ces matrices de Jordan, la matrice de a a la forme annoncée
dans la section I.1.

Les bases adaptées sont donc les bases de Klingenberg, présentées dans la section I.1. O

On le vérifie également en exhibant les matrices de a et B = T 4+ A1d dans une base
adaptée. On choisit ici un ordre sur les vecteurs de la base, un peu différent de l'ordre
habituel d’une base de Jordan. Il est en un sens plus adapté aux espaces canoniques F, ; et
les matrices y sont un peu plus simples.

Les matrices de a et B, cas réel et P de degré un. Si P = X — X est de degré un, on
est dans la situation de la définition 3 page 63 avec T'= B — X1d. Soit D = (Dpq4)g<p<n
une décomposition adaptée et 3 une des bases adaptées associées & cette décomposition,

k=1
on pose Dy, = ,@OTZ(Dn,k)- On note 3, la sous-famille de 3 qui est une base de Dy, ;. ; les
1=

T%(Bn k) sont des bases des T%(D,, ;). Alors:
e chaque (3, = (kal(ﬁn’k), oo \T(Bn.k):Bn k) est une base de Dy,

1
e K= & D etles Dy sont stables par T.
1<k<n

11 suffit donc de donner les matrices de a et B dans les 3. Rappelons que dj, = dim Ej, =
dim Dy, 1 et que (rk,s;) est la signature de b* sur Ey; ri + s = di. Dans Bkt

ITk,Sk >\Idkz Idk

Ay
Matﬂk+1(a\Dk+1) = : ) Matﬁk+1(B\Dk+1) = k

I

TkySk

Ay,
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avec k + 1 blocs I, ou My, .

k>Sk
Les matrices de a et de B, cas réel et P de degré deux. Fournissons des bases
adaptées & (a,b) dans le cas ou P est de degré deux.

Définition 4 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R, muni de deux formes bi-
linéaires symétriques non dégénérées a et b telles que b = a(-,S") ou S est un automorphisme
semi-simple de valeurs propres complezes non réelles X et X, a-autoadjoint. E est alors
nécessairement de dimension paire, on notera k = 2d. Une base B de E est dite adaptée a

(a,S) si:

5 = ()3 )0)) avee Vg = 5((1 = i)z + L= 025) ef g5 = (1 +i)z + (LF )55)

ot (%‘)?:1 est une base a-orthonormée compleze de E' = ker(S® — A1dyc) C EC.

Id 0 I/Id ,uId
My, (R), ol i et v sont les parties respectivement réelle et imaginaires de A\; u € R, v € R*.

Dans une telle base: Mat(a) = J;, = < 0 la ) et Mat(B) = Ay = < ula —vlq ) €

Définition 5 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni de deuzx formes bi-
linéaires symétriques non dégénérées a et b telles que b = a(-,B-) ou B est un automorphisme
a-autoadjoint de polynéme minimal P = (X — A\)(X —X), A € C\ R, de partie nilpotente T
d’indice n. Soit D = (D q)q<p<n une décomposition de E adaptée d (a,T) et a (a(-,S-),T)
et (ﬁk)z;é un n-uplet de bases des Ey, adaptées a (b*,S) au sens de la définition 4 page 65.

On leur associe canoniquement une base B de E, obtenue en relevant les B* en bases
des Dy, 41 et en les propageant par T en bases de tous les D, ,. On note B 'ensemble de
ces bases, dites adaptées au triplet (E,a,B) ou au triplet (E,a,b).

Remarque : une telle base est aussi une base 3 telle que:

. 1 . _— 1 . _—
B = ((z;)4-1.(y;)=)) avec Vj,z; = (L =d)zj + (1 —d)z) et y; = 5 (1 +10)z; + (1 +14)2)
ol (Zj);l:l est une base de E' = ker(S® — A1dgc) C EC, adaptée & (a,T‘%,).

Soit 8 une base adaptée a (a,B); on reprend les notations Dy, et (B introduites dans

1
le cas deg P = 1: E = ®; Dy, B(Dy) C Dy et (B est une base de Dj. On note cette fois
dy = dim E}, = 1 dim B} = 1 dim D, ;1. Dans g**!:

+
Ja, Ag,  Iaq,

Aq,

Matﬂk+1(a\Dk+1) = . et :Matng(B‘DkH) = ,
. 2dy,
J;; Ag,
NI _ /‘L‘Z—dk _VIdk
ou: Adk = < I/Idk MIdk € M2dk (R)

On vérifie au passage que sign(b¥) = (dy,.dy).
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I1.4 Cas a et b antisymétriques: ’action de 2, les bonnes
bases

a et b sont deux formes bilinéaires antisymétriques, avec a non dégénérée ; on reprend les
mémes notations que dans la section IT.1. Ici, Q = Sp(a) N Sp(b) ; les by, b* et b* introduites
dans la section 1.2 sont antisymétriques. On note toujours n l'indice de nilpotence de T'.

Théoreme 3 Si deg P = 1, Q agit simplement transitivement sur D X Hz;é Sp(Ey.by),
o, D est ’ensemble des décompositions de E adaptées a (a,T). Plus précisément, Q est
isomorphe a un produit semi-direct N X R, ou :
~ N = {y € Q / action induite par v sur chaque Ej est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de 2, nilpotent d’indice < 2n —1, qui agit simplement transitivement

sur D,
~ R = Q/N agit simplement transitivement sur [[}—y Sp(Ep.br) ~ TI}=y Spa, (K) ot
les d = dim E}, sont des entiers pairs; en effet les b* sont antisymétriques, non

dégénérées sur les Ey,. En particulier R ~ Hz;é Spa, (K). R est semi-simple.
Les invariants de la situation, c’est-a-dire du couple (a,b), sont donc n l'indice de nil-
potence de T, et les (dk)z;é ; ce sont en fait les invariants de Jordan de T.

Si K =R, deuz cas sont possibles :

e SidegP = 1, comme dans le cas général ci-dessus, Q0 est isomorphe a un produit
semi-direct N X R ot N agit simplement transitivement sur D et R sur Hz;é Sp(Ek,Ek) ~
Hz;é Spa, (K), les d, = dim(Ey) étant encore pairs. Les invariants de la situation sont
encore n l’indice de nilpotence de T, et les (dk)z;é, invariants de Jordan de T.

e SidegP = 2,ie. P = (X —X)(X —X), A € C\R, Q agit sur l’espace T-stable
E' =ker(S€ — A1dgc) C EC, ot EC est le complezifié de E et: Q ~ N x R, ot N agit sim-
plement transitivement sur ’ensemble D' des décompositions de E' adaptées a (a,T) et ou
R agit simplement transitivement sur Hz;é Sp(E’,’C,IV)k). En particulier, R ~ Hz;é Spa, (C)
ot dy, = dim E}. Les invariants de la situation sont encore n et les (dk)z;é, invariants de
Jordan de T sur E'.

Démonstration : on applique le théoréme 1 page 56 de la méme facon que pour la démonstration
du théoreme 2 page 62.

Remarque : Dans le dernier cas du théoreme, et comme dans le cas symétrique, on vérifie
que l'action de € sur 'espace réel E est la suivante:

e N agit simplement transitivement sur D, I'ensemble non vide des décompositions
simultanément adaptées a (a,T) et & (a(-,S-),T),

e R agit simplement transitivement sur Hz;é Sp(Ey,b*) N Sp(Ey,b*(-,S)).

Les matrices de a et de B, cas o1 P = X — )\ est de degré un.
C’est notamment toujours le cas si K est algébriquement clos.

Définition 6 Soit E un espace vectoriel muni de deux formes bilinéaires antisymétriques
a et b, telles que a est non dégénérée et que b= a(-,T ) avec T nilpotent a-autoadjoint.

A une décomposition D = (Dij)j<i<n de E, adaptée a (a,T), et a un n-uplet (ﬁk)z;é
de bases symplectiques des Ey, on associe canoniquement une base B de E, de la méme
maniére que dans le cas symétrique (cf. def.3 page 63). On note encore B I’ensemble de ces
bases, dites adaptées au triplet (E,a,T) ou au triplet (E,a,b).
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Les mémes remarques peuvent étre faites que dans le cas symétrique. B est I’ensemble
des bases de Klingenberg associées a (a,b), 2 agit simplement transitivement sur lui.

En reprenant les mémes objets Dy et §x et en notant que dy = dim Ey, = dim Dy est
pair:

Ta /2
Mats, . (ap,,,) = - Lon Jy = (_?d {j ) € Mog(K) et
T2
My Iy,
Mats, ., (Bip,,,) = Ma, I
A

Les matrices de a et de B, cas réel et P = (X — \)(X — ) de degré deux. On
introduit les mémes notions de bases adaptées qu’en fin de section I1.3 page 62.

Définition 7 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni de deuzx formes bi-
linéaires antisymétriques non dégénérées a et b telles que b = a(-,S-) ou S est un automor-
phisme semi-simple de valeurs propres imaginaires pures non nulles \ et \, a-autoadjoint.
E est alors nécessairement de dimension multiple de quatre, on notera k = 2d, d pair. Une
base 3 de E est dite adaptée a (a,S) si:

B = ()72 () 2 ()32 ()52 avee

j=1 j=10\"5/)i=1:\Jj)j=1

. 1 _ 1 _ 1 — 1
Vi zj = ﬁ(zj +75), yj = m(—zj +7), 2 = ﬁ(z; +25) et y; = m(% —z).

/2 (Z,)d/Q

ot ((2j);5, ) est une base a-symplectique compleze de E' = ker(S® — Mdye) C EC.

Jj/j=1
- 0 I Agjp 0 > -
Dans une telle base: Mat(a) = J, , = et : Mat(B) — | o, si on
(@) = Jaa <_Id 0 > ) 0 Agyp
e ) = iv vty = ([ T ) @ ek - (3 7 )
P P —vlp Hlp

Mg, (R).

Définition 8 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni de deuz formes bi-
linéaires symétriques non dégénérées a et b telles que b = a(-,B-) ou B est un automorphisme
a-autoadjoint de polynéme minimal P = (X — A)(X —X), A € C\ R, de partie nilpotente T
d’indice n. Soit D = (D q)q<p<n une décomposition de E adaptée d (a,T) et a (a(-,S-),T)
et (ﬁk)z;é un n-uplet de bases des Ey, adaptées a (b*,S) au sens de la définition 4 page 65.

On leur associe canoniquement une base  de E, obtenue en relevant les BF en bases
des Dy, 41 et en les propageant par T en bases de tous les D, ,. On note B 'ensemble de
ces bases, dites adaptées au triplet (E,a,B) ou au triplet (E,a,b).

Remarque : Une telle base est aussi une base
N N N N
B = ((xj)jzla(yj)jzla(I;')jzla(y;‘)jzl) avec
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. 1 o 1 o _ 1 e
ou ((z])évzl,(z;)jvzl) est une base complexe de E’, adaptée & (a,T‘%,) au sens de la définition
6 page 66.

On considere D' = (D), ,)g<p<n une décomposition adaptée de (E’,a,T‘%,), D la décom-
position (R(D}, , ® D}, ,))q<p<n de E et § une base adaptée a (E,a,B) construite & partir
de D. On reprend alors les objets Dy, et (5 introduits en fin de section 11.3; dj, = dim E! =

1
dimD;l’k_i_1 est pair. E = @Dy, ; Vk, B(Dy) = Dy. Alors, dans [ :

Ja, Ly, 2 Ioa,
. L
Matg, ., (aip,,,) = : et Matg, ,,(Bp,,,) = K2 )
' 2y,
i Ldk/2

avec Ly = < %d KO > € Myy(R).
d

La dimension de E est dans ce cas multiple de quatre.

I1.5 Cas a et b sesquilinéaires : I’action de €2, les bonnes bases

a et b sont deux formes sesquilinéaires, avec a non dégénérée ; on reprend les mémes
notations que dans la section I1.1. Ici, Q = U(a) NU(b) ; les by, b* et b* introduites dans la
section 1.2 sont sesquilinéaires. On suppose de plus K algébriquement clos. On note toujours
n l'indice de nilpotence de T.

Théoreme 4 Sideg P =1, alors Q agit simplement transitivement sur DXHZ;é U(Ey,by),
ot D est ’ensemble des décompositions de E adaptées a (a,T). Plus précisément, Q est
isomorphe da un produit semi-direct N X R, ou :

~ N = {y € Q / Paction induite par v sur chaque Ej est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de 2, nilpotent d’indice < 2n —1, qui agit simplement transitivement
sur D,

- R = Q/N agit simplement transitivement sur Hz;é U(Ey,b). En particulier R ~
[TiZo U (Bw.br).

Si K = C, alors: Vk < n,U(E},b) ~ Up, s, (K), ot (g,sk) est la signature de b définie
sur E,. R ~ HZ;& Uy, s, (K) est réductif. Les invariants de la situations sont donc n Uindice
de nilpotence de T et les ((rk,sk))z;é, vérifiant vy + s, = dy, (les ¥ sont non-dégénérées
sur les Ey).

Démonstration : encore par application immédiate du théoréeme 1 page 56.

Les matrices de a et B quand K = C. Les bases adaptées se construisent de la méme
fagon que dans le cas réel symétrique; les matrices obtenues ont alors la méme forme.
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I1.6 Une situation plus simple : les isomorphismes préservant
une forme réflexive et un sous-espace

La lecture de cette partie n’est pas nécessaire a la compréhension du chapitre et ne traite
pas directement de son sujet, i.e. de la situation créée, sur un espace vectoriel, par une
paire de formes réflexives. Cependant celle-ci repose, par récurrence, sur un «empilement»
de situations plus simples: des espaces V munis d’un sous-groupe de GL(V') préservant une
forme réflexive et un certain sous-espace. Cette partie est consacrée a ce type de groupes.
Ceux-ci mettent en jeu, dans un cas plus simple, les mémes raisonnements.

Seule toutefois la section I1.7, constituant une sorte d’annexe de la partie II, utilisera
effectivement le résultat des présentes sections 11.6.2 et I11.6.3.

I1.6.1 La décomposition

Soit V' un espace vectoriel muni de < .,. > forme réflexive, non dégénérée, F' un sous-
espace vectoriel de V' et I' le sous-groupe de Stab(< ... >) laissant F' stable. On a alors la
situation suivante:

— F

{O}f—>FmFi{ o Pl }f—>F+FL;>V,

qu’on peut aussi écrire:
(FNFY) c F*
N N
F c V.

Définition 9 On appelle décomposition de V adaptée a (< -, >,F) une décomposition de
V' en somme directe de la forme :

V:(( FNFt)e H )éGéG’,

~—
totalement totalement
isotrope isotrope

G est un relevé de F/(F N F*) dans F,ie.: (FNFY)®G =F,
telle que: , ) N n 1 - 1 ) 1
G’ est un relevé de F~/(FNF~) dans F, ie.: (FNF-)® G = F-.

Ainsi, sur un diagramme calqué sur celui des inclusions, au-dessus de la définition:

FNnFt o &
@ & »=V.
G ® H

Remarque : Choisir une telle décomposition revient en fait a choisir H : les décompositions
adaptées & (< -, >,F) sont en bijection naturelle avec les supplémentaires H totalement
isotropes de F' + F+ dans V. En effet :

e Si (FNFY),HG,G" est (< -, >,F)-adaptée alors nécessairement: G = H- N F et
G'=H'nF*',

e Si H est un supplémentaire totalement isotrope de F + F* dans V. on pose G =
H'NFetG =H'"NF'; (FNF'Y)HGG" est alors une décomposition (< -, >,F)-
adaptée.
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1I1.6.2 L’action de I"

On notera ici F; = F/(F N F1). Le noyau de < -, - > poest F'N F+, donc cette forme
passe au quotient sur F; en une forme non dégénérée, notée < -,- >;. De la méme fagon on
note Fy = F+/(F+ N F1); <.,. > passe au quotient sur Fy en < -,- >,, non dégénérée.
On note enfin Fy = FNF*L.

Remarque: A la donnée:
— d’une base quelconque Gy de Fy,

N

— d’une base 5; de F; adaptée a < -,- >, i.e. pseudo-orthonormée, symplectique ou
unitaire, selon la nature de < -, >,

— d’une base (3 de F> adaptée & < -, >,

— d’une décomposition adaptée (Fy,H,G,G') de V,
on associe naturellement une base 5 de V: (G,< -,- >‘G) est canoniquement isomorphe &
(Fy,< -, >4), on y transporte 31 ; de méme avec 3 sur G'. Par < -,- >, H s’identifie au
dual de Fp, on le munit de ;. la famille 8 = (8y,01,02,5;) est alors une base de V.

Si par exemple < -, - > est symétrique, sa matrice dans une base de ce type est:

Fo G el H
AN~
0 0 0 I
I
Matg(< -, >) = 8 e Ir352 8 :
1, 0 0 0
ou I, = I(; _OI >, ou (r;,s;) est la signature de < -,->; pour i € {1,2} et ou
S

d =dim Fy = dim H.

Si < -,- > est antisymétrique, sa matrice est alors:

Fy G G H
N~
0 0 0 I
0 J 0 0
Mgl = g e 0]
2
-1 0 0 0

—I; O
oud=dimFy =dimH.

N 0 I N . . , . . .
ou J = ( k >, ou d; est la dimension, nécessairement paire, de F; pour i € {1,2} et

Proposition 4 Si T' = Stab(F) N Stab(V,< -, >), alors T ~ N x R o :

e N est le sous groupe de T qui agit trivialement sur Fy = FNF+, F| = F/(F N Ft)
et Fy = F-/(FNF'Y). N agit simplement transitivement sur les supplémentaires H
totalement isotropes de F'N FL, donc sur les décompositions adaptées a (F,< -,- >);
N est nilpotent et distingué dans ',

e R =T/N, R agit simplement transitivement sur GL(Fy) x Stab(Fy, < .,. >1) X
Stab(FQ, < .. >2) — donc R ~ GL(FO) X Stab(Fl, < .. >1) X Stab(FQ, < .. >2). R
est réductif.
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Démonstration : Par définition de I', tout élément de I' envoie une décomposition adaptée
sur une décomposition adaptée, agit sur Fy et sur les quotients F; et Fh, en préservant
<-,->; et <-,->; sur ces deux derniers. Si on note D l’ensemble des décompositions
adaptées de V', I agit donc sur D x GL(Fy) x Stab(Fy,< -, >;) x Stab(Fy,< -, >5).

Soient D et D' deux décompositions adaptées de V. On choisit 3y une base de Fy, et
B;i une base de F; adaptée & < -,- >, pour i € {1,2}; on note § la base de V associée a
(B:)3_, et & D et B la base associée & (5;)5_; et & D', au sens de la remarque de la page 70.
Siy € GL(V) est défini par y(8) = 3, v préserve < -,- > et F donc est dans I'. De plus,
v agit trivialement sur les Fj, 7 € [1,3], donc: v € N. Si d’autre part un élément y de N
fixe une décomposition adaptée quelconque D", il fixe la base 3 associée & (3;)3_; et & D"
donc est trivial. N agit donc simplement transitivement sur D. Il découle de la définition
de N que celui-ci est distingué.

Examinons l'action de R. On reprend les mémes bases [3;. Soient hy € GL(Fp) et
h; € Stab(F;,<-,->;) pour i € {1,2}; on note 8} = h;(f;) pour i € [1,3]. On choisit
D une décomposition adaptée de V, on note 3 et 3 les bases de V associées & D et aux
Bi ou [ respectivement. Si v € GL(V) est défini par y(8) = (', il agit sur chaque F;
comme h;. Soit ¥ € T': si 4 agit sur les F; comme v, 4.y~ ! agit trivialement sur eux et
donc est dans N. Ainsi, I'/N agit simplement transitivement (par translation & gauche) sur
GL(F()) X Stab(F1,< Sy >1) X Stab(F2,< sy >2).

N est nilpotent: si v € n l'algebre de Lie de N, on constate que ses itérés vérifient :
V% (F4+FY % (FnFY) -5 {o).

Enfin, I" est produit est semi-direct: si D est une décomposition adaptée de V, on
constate que Rp = {y € I' / 7(D) = D} est un sous-groupe de I', isomorphe & R. Alors,
comme N est distingué: I' =N x Rp ~ N x R. O

I1.6.3 L’algebre de Lie g de I' — cas ou < -, > est symétrique

On retrouve les résultats qui préceédent en calculant Palgeébre de Lie g de I'. A titre
d’exemple, on traite ici le cas symétrique. Dans une base § comme construite dans la
remarque de la page 70:

ty X, Xo H
0 H, 0 X,
0 0 Hy X,
0o 0 0 Y

v € g & Matg(y) =

ou: —Y, Xq et Xy sont des matrices quelconques,
- Xy ='X 11, 5, et Xo ='Xo1,, s,
- He 5o(d), H, € 50(’/‘1,81) et Hy € 50(’/‘2,82).

[Note annexe : On aura besoin en partie I1.7 de la matrice d’un tel élément de g, exprimée
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dans une base 3’ légérement différente, telle que:

0 0 0 I,
Matg (< -, >) = 8 Irb’sl ITSSQ 8 , avec r et s des entiers t.q.: r + s = d.
I, 0 0 0

3

Dans ce cas, la matrice de v a la méme forme, mais avec:
- H € so(r,s),
— 'Y remplacé par Y = Ir,stYIr’s,
- Xy = Ir,stXlIrl,sl et Xo = Ir,stX2Ir2,52-]

Reprenons avec la base B: vy € N <Y =0, Hy =0, Hy =0, d’ou, si n est 'algebre de
Lie de N:

0 X, Xo H
0 0 0 X

< Mat =
yEn atp(y) 0 0 0 X
0 0 0 0

ou X1, Xo, )?1, )2'2 et H sont comme plus haut. N est donc un groupe de Lie nilpotent
d’indice 2, plus précisément : N est extension centrale de B par A ou:

e A={y€Tl /ypspr =1dpp1}, groupe abélien central dans N,
e B = N/A, groupe également abélien.
{0} = A—- N — B — {0}.

On vérifie également que N est distingué dans T'.

I1.7 Annexe: structure de ’algébre de Lie so(a) Nso(b)

A titre d’annexe, cette section utilise le corollaire 1 page 57 pour dégager, par récurrence,
des éléments de la structure de I'agébre de Lie w de €. Elle ne traite, a titre d’exemple, que le
cas a et b symétriques, K = R, deg P = 1: dans ce cas donc, w s’écrit so(a)Nso(b). Les autres
cas se traitent sur le méme modele et sont peu différents dans le principe. L’exemple choisi
ici comporte en fait une complication supplémentaire, provenant des groupes orthogonaux
secondaires O(ry,s), de signature quelconque: ces signatures compliquent 1’algebre de Lie
w. On reprend la définition et les notations de la section II.1 pages 56 et suivante.

I1.7.1 Quelques cas particuliers

Pour comprendre la suite récurrente des QF, arrétons-nous déja sur les trois rangs les
plus simples: k=n—1,k=n—-2etk=n—-3 (sik=mn, Q" =GL({0} = {Id}). Cette
section n’a qu’'un but illustratif. Le résultat général est énoncé dans la section suivante.

Notation : On rappelle que pour tout k de [0,n—1] : dj, = dim E}, et (r},s;) est la signature
de bF sur Ei; ri + sp = di.

. Soit 3 une base adaptée de E" ! = E/ker T" !. 3 est simplement une base
b"~!-pseudo-orthonormée de E,_; = E"~'. Dans 3:

Matg(b" ) = I

Tn—1,5Sn—1
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et d’autre part :
W' =s0(b"") ~ s0(rp 1,50 1).

. Soit 3 une base adaptée de E" 2 = E/ker T" 2. On note D = (Dp—1n—1,Dnpn—1,Dn n)
la décomposition adaptée associée & 3. Le calcul montre que:

n,n—1
0 0 In—l,n—l
Matg(bn_Q) = 0 Inf2,n72 0 3
In—l,n—l 0 0
Dn—l,n—l Dn,n—l Dn n
et que: B
H,, X H'
h € w"? & Matg(h) = 0 H,y X :
0 0 H,

avec: e Hy, 1 et H' dans so(ry 1,8, 1) =~ s0(E, 1,0"7"),
o H, 5 dans so(r,_ 2.5, 2) ~ s0(E,_2,0"?),

¢ X une matrice quelconque de My, _, 4., (R) et X = L, ysn ' X

"n—2,8n—2"

On vérifie alors la deuxieme égalité du corollaire 1 page 57 au rang k = n — 2. En effet,
d’apres elle:

9 yp 2 —2
he w2 ssi e h€so(E" 20" 2) et h(EZ’n_l) C Eﬁ’n_l
e l’action de h sur E"~ ! ~ E"_Q/Eﬁ;il est dans w"~ 1.

( ~ ~

Y X H'
e Matg(h)=| 0 H,_, X avec H' € so(rp—1,8n-1),
0 0 Y

i.e. 881: X H, -5 ¢€ 50(7'71—27371—2)7 Y e Mdn_1(R)a X € Mdn—Q,dn—l(R)7

Y="I, 5o YL, s, et X=1, ¢ 'XI

Tn—2,Sn—2"

(voir section I1.6.3, la note de la page 71.)

L e Y € w" ! ~s0(rp_1,5n_1) ~ s0(E,_,b" ).
c’est-a-dire ssi Matg(h) est de la forme annoncée.

Enfin, comme annoncé dans le théoréme 2 page 62, on vérifie également que w” 2 est
isomorphe & un produit semi-direct t x n ot n est I'algébre de Lie de N = {y € Q"2 / v
agit trivialement sur E, | et E, o} et ol t = w""%/n:

X H N
v € n & Matg(y) = 0 X avec X, X et H' comme plus haut.
0 0

o O O

On note enfin que N est extension centrale de B par A, avec A = {y € Q"2 / VEr=2, =
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IdEﬁf_l} et B = N/A. A et B sont abéliens, N est nilpotent d’ordre 2 si d,, 1 # 0, abélien

sinon (N = A dans ce cas). On remarque également que R n’est pas facteur direct de Q" 2.

. Soit B une base adaptée de E"~3 = E/ker T"~3. On note D = (Dpg)n—2<q<p<n
la décomposition adaptée associée a 8. Rappelons les deux diagrammes:

E g,n 2 Dn72,n72
N S)

E in QCEZ f’n 1 «relevé» en: Dy_15,-90® Dp_1n—1 = E"73,
N N S) &5

Enn 5 C Enn 1 CEn;l?’:En73, Dn,n72 2] Dn,nfl @Dn,n

Le calcul montre que:

Byals
T 0 0 0 0  Inons O
0 0 0 0 D S
_ 0 0 Iy _3n_3 0 0 0
Matz(0" %) = neen ,
s (") 0 0 0 It 0 0
In—9n—2 0 0 0 0 0
0 Ininei 0 0 0 0
Dn 1,n—2 Dn 2,n—2 Dn:—Q Dn Tn 1 Dn:—l D:L(,n
et que:
H, 0 X" X H//
X H,, X H'
n !
h€w" o Matg(h) = 0 0 Huy 0 X X ,
0 0 0 H,_ X H
0 0 0 0 H,», X
0 0 0 0 0 H,

avec: o H,_ 1 et H' dans so(r,_1,5,— 1)~50( 1,0 1),
o H, 5 dans so(r, 2.5, 2) ~ s0(E,_2,0"?) et H,_ 3 dans so(r,_3,5,_3) ~ s0(E,_3,b"3),
e X une matrice quelconque de Mg, , 4, ,(R), X" de My, ,4, ,(R) et X" de My, ;4. ,(R),
o« X =1 tXT X' =1 tXT ot X" = I s QtXIrn_3’sn_3.

Tn—1,Sn—1 Tn—2,Sn—27 Tn—1,Sn—1 "m—3,5n—3

o H" € My, 14, (R), vérifiant H" = —T'H"T on I = (Ir" 2n-2 0 )
0 Irn 155n—1

(H" est «I-antisymétrique» ).

On reconnait dans le bloc encadré la matrice générique d’un élément de w” 2. C’est en
effet 1a deuxieme égalité du corollaire 1 page 57 au rang k = n — 3, qui est vérifiée:

o h€so(E" 36" 3) et h(E" 2 ) C E"?

n,n—1 n,n—2

hew? ssi:
e l'action de h sur E" 2 ~ E"~ 3/Enn , est dans w™ 2.
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?’ X, X, H//
0
0

e Matg(h) = Hn-3| O X1 avec Hy,_; € 50(rp—;,Sn—i),
0 |Hp1| Xo
0o oY
st X) =11, . ., Xi=I1%XI, . ., Y=I%I

et H" comme plus haut. (voir section I1.6.3, note page 71.)

e le bloc inférieur droit ( n-t 2 ) est la matrice d’un élément de w™ 2
0 Y

L (voir la forme d’une telle matrice au point précédent).

i.e. ssi Matg(h) est de la forme annoncée.

Enfin, on vérifie également que w” % est isomorphe & un produit semi-direct t x n ot n
est Dalgebre de Lie de N = {y € Q"3 / v agit trivialement sur E,_; E,_o et E,_3}. Le
produit n’est pas direct. D’autre part, on le voit & la forme des matrices, le facteur nilpotent
de w¥ devient vite compliqué quand %k décroit.

I1.7.2 Le cas général: une formule de récurrence
Soit D une décomposition adaptée de (F,a,b) et pour tout j € [0,n — 1], (éf)?il
une base de Ej;. On associe canoniquement a ces objets une base adaptée de E: g =

(((Tl(eg))fil)?:j)?:_&, ot chaque (e{);jil est le relevé naturel de (é{);jil en base de Dy, j 1.
Notons el"? = T”*pe?—l'q_p et également dp ; = dp_pyg—1 = dim En_p+q_1 = dim Dy, ;. pour

tout k € [0,n — 1], on tire de B une base adaptée B de EF:
k k( p,qydp, —1 ,q\n,
BY = (7" (€)= 1) g 1:((€;7)i 21 )g=k+1) , dans cet ordre.
Ainsi, 8 et (°, par exemple, sont des bases adaptées de (F,a,b) composées des mémes

vacteurs, mais ordonnées différemment.

Sur un diagramme des 7*(D,, ;) = Dk

».q comme posé en section 1.2, cela revient a ordon-
b

ner les D;f’q de la fagon suivante:

Bi i 4| (12) (1b)

| (2a) || (2b) |
f——

E’Vli,k-l—l
— déja ceux de Eﬁ_l’n_l, notés (1), de bas en haut et de gauche & droite,
k

— puis ceux de ©g_y 1Dy, ,, notés (2), de gauche a droite.

Cet ordre ne se projette de g* sur g¥*!. On distingue ici (1a) et (1b) d’une part, (2a)
et (2b) d’autre part, pour les besoins de la suite. (1a) désigne les vecteurs de base de
Eﬁq,kﬂa (1b) ceux qui les completent dans Eﬁ_l’n_l, (2a) ceux de Dﬁ’kﬂ et (2b) ceux
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de @Z:HQDﬁyq. Alors, en gardant ces notations, 8 étant une base adaptée ainsi ordonnée
et BF*1 étant la base — adaptée — de E**1 obtenue par projection de 5 :

1) (2

—~
Proposition 5 hewl o Mat g (h) = Wi 2 ot :
0 Y
(2a) (2b) (2a) (2b) (1a) (1b)
H, X > < X;: Hk > (1a) < k* "y >
Y, = R , Wy = 1 Zktl )
F < 0 Y g 0 Zigy1 ) }(b) g 0 Wi

avec:

Wittt Zps

— k+1
0 Vi ) = Matgir1(h*7") avec

o Vi1, Wiyt et Ziy1 matrices telles que: <
hEHY un élément de Wkt
o Hj, une matrice quelconque de so,, , s (R) =~ so(Ey,by),

e X, une matrice quelcongue de Mdk,Jk(R) et X; = ECthIrn—kysnfk7

e H} une matrice de M5 ; (R) t.q.: Hy = EgtH,’CINk,

dy,dg,
° Yk*—l—l =1 tYk+1Ik,
_ Tt F
® Z]:+1 = Ij Zk-l—l-[k)
ou Iy, et I, sont des matrices diagonales par blocs : I, = Diag(Irk+1,5k+17I7"k+2,5k+27 RN ST

et Iy, = Diag(Ijs1.Jkt2, - . n-2)et ot dp = diy + djpyn + ... + dpp1.

Il est & noter que n’importe quel ordre sur les vecteurs de 8*, respectant I’inclusion des
Eg’q — le vecteur v € E]f,’q, classé avant w € Eg’q si ng,q/ C Eg’q —, donne a la matrice de
h € w* une forme triangulaire supérieure par blocs correspondant aux D;f’q : les E;,f’q sont en
effet stables pas w”. L’ordre choisi ici ne respecte pas cette inclusion, et la matrice obtenue
de h € w¥ n’est pas triangulaire supérieure par blocs correspondant aux D;f’q. Par exemple,
Y," est triangulaire inférieure par blocs. Cependant, c’est seulement avec un tel ordre sur
les vecteurs de 5% que la matrice générique de h € w* devient lisible.

Démonstration: C’est lourd mais pas profond. Montrons la proposition par récurrence
descendante sur k. Au rang k = n, elle est vide, donc vraie. Supposons le résultat vrai au
rang k + 1. Soit 4* une base adaptée «bien ordonnée» de (E¥b¥.bF(-.T-)) et g+ la base
adaptée «bien ordonnée» de (EFT1pF+1 pk+1(. T .)) déduite de B¥ par projection. Alors:

hew

h v*) et h(EF EF
e { € 50(b") et h(Bppi1) C By gy d’aprés le corollaire 1.

si h € gl(E**1) est 'action de h sur EFt! A € wk+!
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( (1a) (1b) (2a) (2b)

AN AN AN AN
Y* X* XI* GII
0 G 0 X
0 0 G'" X'
0 0 0 Y
= G”ZECtG”Tk, y* :EctY*Tka X :T'ktXTk et X'* ZTktX’IT
(cf. note annexe de la section I1.6.3 page 71.)

ou G =I,'Gl;,, G' =1, , 'GI,

TksSk TksSk?

[ ] Matﬁk (h) =
ksSk*

G X . Wi Z N
° < 0 Y > = Matﬁk+1(h) — < 0"‘1 Yk:: > , ou Wk+1, Zk+1 et Yk+1

| vérifient les propriétés de la proposition. (C’est I'hypothese de récurrence.)

&  Matgr(h) est comme annoncé dans la proposition.

Le résultat est vrai au rang k. La récurrence est propagée. O

On peut alors dégager, par récurrence, la structure des w”. Introduisons & cette fin, pour
tout & de [0,n — 1], trois groupes de Lie G*, A* et B¥:

e G¥ = {y € OF | v agit trivialement sur E,’f_l’n_l et, par action quotient, sur Fj},
c’est un sous-groupe de Lie distingué de QF,

o AF = {y € QF / 4 agit trivialement sur Eﬁq,nq +Eﬁ’k+1}, sous-groupe de G*,
distingué dans QF,
° Bk — Gk/Ak :

on notera g¥, a* et b* leurs algebres de Lie respectives. Remarque: au rang n —1: G*~! =
A"=! = {0}. alors:

Proposition 6 Les objets introduits vérifient, pour tout k de [O,n — 1] :

— af et b* sont des algébres de Lie abéliennes de dimension respective CZ% et dk.czk,
— G* est extension centrale de B* par A* :

{0}y = AF 5 G = B¥ = {0} et AF est central dans G,
— QF est extension d’un produit semi-direct (¥t x O(E}, b)) x B par AF :
{0} = AF = QF = [(QF x O(E},by)) x B¥| = {0}.
De plus, sous les notations de la proposition 5 page 76 :
heghr eW,=0s (Yip1 =0, Wyy1 =0, Zpy1=0); hea o (Wy=0et X, =0).
Les crochets de Lie décrivant les extensions données plus haut se lisent sur la matrice

générique de h de la proposition 5: en confondant les algébres de Lie une de leurs sections
pour les fléches, les crochets [bF,bF], [b% wF T x s0(Ey.by)] et [aF, ((w*T! x so(Ey,by)) x bF)].

Démonstration : cette proposition se lit sur la matrice générique de la proposition 5. O
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On sait enfin que, pour tout k, QF est isomorphe & un produit semi-direct N¥ x
H?:_kl O(ri,s;). On peut, de la méme facon, dégager la structure de N* seul.

1) (2

—~
Z
Proposition 7 h € n*f < Matgr(h) = < ng Yk > ot Yy, Wy et Zy vérifient les
k
mémes relations qu’a la proposition 5 page 76, sauf:
(2a) (2b)
AN

W Z L
- ( k1 Skt > = Matgi+1 (R* 1) avec K51 un certain élément de n**!.

Pour tout k, N* est extension d’un produit semi-direct (N*+1 x BF) par A* :

{0} —» AF - N*F [Nk“ X Bk} — {0}.
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III Cas a et b symétrique et
antisymétrique

Ce dernier cas n’a pas été abordé par W.Klingenberg. Il faut tout d’abord reprendre la
proposition 1 page 49, qui doit étre modifiée.

II1.1 Le lemme préliminaire revisité

Proposition 8 Soient a et b deuzx formes bilinéaires, 'une symétrique, l'autre antisy-
métrique, a étant non dégénérée. On rappelle que B est ’endomorphisme cette fois a-
antiautoadjoint tel que: b(-,-) = a(-,B-). Soit E = K ®g E la complétion de E comme
espace vectoriel sur K, la cléture algébrigue de K.

B est a-antiautoadjoint, donc B et —B sont conjugués et le polynome minimal v de
B peut s’écrire dans K[X]: pu = X™ H;C:l P, avec: P = ((X — XN)(X + X)), et avec:
i £g=>NF EN et:Vi>1,\ #0. Alors:

e Les sous-espaces caractéristiques ker(B —\; 1d)"™, 1 > 1, associés a des valeurs propres
non nulles, sont a- et b-totalement isotropes.

e En notant E; = ker P"/(B) C Esii>1 et Ey=ker B™ C E, alors :

1
E= o Eia
0<i<k

la somme étant a- et b-orthogonale, et les espaces E; a-non dégénérés.

Démonstration: S et T, les parties respectivement semi-simple et nilpotente de B, considéré
comme endomorphisme de E’, sont, comme B, ag-antiautoadjoints. En effet, —S et —T sont
les parties semi-simple et nilpotente de —B: —B = —=S—T, (—=S)(-T) = (-T)(—S), —S est
semi-simple et —7 nilpotent. Or il existe Pr et Ps dans K[X] t.q. T = Pr(B) et S = Ps(B).
Comme B et —B sont conjugués, les mémes polynoémes Pr et Ps appliqués & —B donnent
ses parties nilpotente et semi-simple, c¢’est-a-dire: —T = Pp(—B) et —S = Pg(—B). Alors:
Vz,y,a(r,Sy) = a(z,Ps(B)y) = a(Ps(—B)z,y) = a(—Sz,y) et de méme avec T', c’est le
résultat annoncé.
Prenons alors ¢ > 1 et z et y dans ker(B — \; 1d)™ = ker(S — A;1d). Alors:

aw9) = yalaAy) = 1-a(e.Sy) = J-a(=Sa.y) = —-a(\iay) = ~a(s)
donc a(z,y) = 0. L’espace ker(B — \; Id)™ est donc a-totalement isotrope. De plus, b(-,-) =
a(-,B-) et S et T commutent avec B, donc ker(B — \;Id)™ est également b-totalement
isotrope.
D’autre part, posons Py = X € K[X], prenons 0 < i < k et = dans ker P"(B), 0 <
j <k, j #iety dans kerP;j(B), U et V dans K[X] t.q.: UP" + VP;” = 1. B est
a-antiautoadjoint ; comme X?|P;, Pj(B) est a-autoadjoint et :
a(z,y) =a((UP" + VP;”)(B).x,y)
= a(UP/"(B).z,y) + a(z,V P;" (B).y)
=a(0,y) +a(z,0) =0 ainsi que:
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b(z,y) = b((UP" + VP;")(B).Bxy) |
b(B(UP" (B).x),y) + a(z,B(V ;" (B).y))
a(0,y) + a(z,0)

0

d’ou le deuxiéme point. O

Remarque: D’autre part, si a et b sont de nature différente, T' est a-antiautoadjoint ; par
conséquent, les formes by, =< -, T*. >, bF et b*¥ introduites dans la section 1.2 page 52 sont
de nature variable suivant la parité de k. En effet, Si a est symétrique et b antisymétrique,
les by, b* et bF sont :

e symétriques si k est pair,
e antisymétriques sinon;

la situation est inversée si les natures de a et b sont permutées.

III.2 Quand K est algébriquement clos

On se restreint dans cette section a un sous espace canonique E; noté simplement E,
on a alors p = P = P", avec P = X ou P = (X = A)(X + X). S et T sont les parties
semi-simple et nilpotente de B, n 'indice de nilpotence de T .

I11.2.1 Structure et action de 2

Le théoreme ne traite que le cas ou 'une au moins des deux formes n’est pas dégénérée.

Théoréeme 5 Si K est algébriquement clos, trois cas apparaissent :
e La forme symétrique est non dégénérée, I'autre est dégénérée.

On note alors a la forme symétrique, b 'antisymétrique, b est dégénérée, donc B a
la valeur propre zéro et on est dans le cas P = X, B = T. Alors: Q agit simplement
transitivement sur D X HZ;& Stab(Ek,bg), ot D est 'ensemble des décompositions de E
adaptées a (a,T). Plus précisément, Q est isomorphe a un produit semi-direct N X R, ot :

~ N = {y € Q / Paction induite par y sur chaque Ej est triviale }. C’est un sous-

groupe distingué de , nilpotent d’indice < 2n—1, qui agit simplement transitivement
sur D,
- R = Q/N agit simplement transitivement sur Hz;é Stab(Ey,by) ~ <H2<k<n Oa, (K))
pair
(H0<k<n,k impair Spdk(K)) ot d = dim E),. Les dj, avec k impair sont des entiers

pairs ; en effet les b* sont antisymétriques, non dégénérées sur les Ey. En particulier
R~ <H0§k<n,k pair Odk (K)> X <H0§k<n,k impair Spdk (K)) - R est rédUCtif'

Les invariants de la situation, c’est-a-dire du couple (a,b), sont donc n lindice de nil-
potence de T, et les (dk)z;é ; ce sont les invariants de Jordan de T.

e La forme antisymétrique est non dégénérée, l'autre est dégénérée.
On note alors a la forme antisymétrique, b la symétrique, b est dégénérée, donc a nou-
veau P = X, B =T et le méme résultat est vérifié : Q) agit simplement transitivement sur
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D x ";1 Stab(Ey,bg), ot D est l'ensemble des décompositions de E adaptées a (a,T). Plus
k=0
précisément, Q est isomorphe a un produit semi-direct N X R, ot :

-~ N = {y € Q / Taction induite par v sur chaque Ej est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de 2, nilpotent d’indice < 2n —1, qui agit simplement transitivement
sur D,

- R =Q/N agit simplement transitivement sur Hz;é Stab(Ey,by) ~ <H2Sk<n Spd, (]K)) X

pair
(H0<k<n’k impair Ody, (K)) ot d, = dimEy. Les dj avec k pair sont des entiers

pairs ; en effet les b* sont antisymétriques, non dégénérées sur les Ej. En particu-
lier R ~ <H0§k<n,k pair Spdk(K)) X (H0§k<n,k impair Ody (K)) . R est réductif.

o Les deuz formes sont non dégénérées.

On choisit ici de prendre pour a la forme symétrique, pour b Uantisymétrique. b est non
dégénérée, donc P est du type (X —N)(X + ), X # 0. Q agit sur ET = ker(B—\1d)", cette
restriction p lenvoie sur QY = p(Q) C GL(E™). Alors: p est un isomorphisme de Q sur
QF et QF est Z(Tig+) le commutant de T, i.e.: QY = {y € GL(E") /| yT = Tv}. Donc:
Q~Z(Tip+)-

Remarque : Sur le méme principe que dans les deux premiers cas, on peut, dans ce dernier
cas, décomposer I'action de Q. Soit DT I’ensemble des décompositions de E+ adaptées a
T+, i-e. des décompositions de E* en somme directe E* = ®g<p<n D, ,, relevant le réseau

de drapeaux (E,,)q<p<n associé & Tig+ (voir définition 1 page 53). Alors, et c’est encore le

théoreme de Jordan: QF = Z(Tjg+) est isomorphe & un produit semi-direct N* x G* otr:
e Nt ={y € Qt /laction induite par v sur chaque E;" est triviale }. N* est un sous-
groupe distingué de QT, nilpotent d’indice < 2n — 1, et agit simplement transitivement sur
D,
o Gt = Q" /N7 agit simplement transitivement sur [[}_j GL(E,"). Donc G+ ~
[Tizo GL(E) ~T1}—s GL4, (K) ou dy, = dim E;f
Cette remarque décompose 'action de 2 sur un sous espace de E. On peut en déduire
la facon dont  agit sur E.

Corollaire 3 L’ensemble D des décompositions de E adaptées simultanément a (a,T) et
a (a(-,S-),T) n'est pas vide. Il est canoniquement en bijection avec D*. De plus, Q est
isomorphe a un produit semi-direct N X G, ot :

e N = {vy € Q / Taction induite par v sur chaque Fj, est triviale }. La restriction p est
bijective de N sur NT. N est un sous-groupe distingué de 0, nilpotent d’indice < 2n — 1,
et agit simplement transitivement sur D.

o G =Q/N agit simplement transitivement sur [[}—, (Stab(Ej,.b*) N Stab(Eg,b*(-.S ) =
"o (Stab(Eg,bF) N Z(S)) ~ | o GL(E;"). Ici, l'action de S passant au quotient sur les
E), on note encore S les automorphismes des Ej, obtenus. Done G ~ G+ ~ Hz;é G L, (K).

Les invariants de la situation sont donc les di, invariants de Jordan de T|p+.
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I11.2.2 Démonstrations

Démonstration du théoréme

e Les deux premiers cas

Dans les deux premiers cas, = ker B" est le sous-espace caractéristique de B associé
a la valeur propre zéro; par la proposition 8 page 79, il est a-non dégénéré . Sur F, a est
donc réflexive non dégénérée, B = T est un endomorphisme de F, a-antiautoadjoint. On
peut effectuer la méme démonstration que pour le théoreme 1page 56.

e Le troisieme cas

La restriction p & E*, de l'action de ©, est un isomorphisme de Q sur Z(Tjz+) C
GL(EY). Tl suffit de montrer que p est bijective de Q sur Z(Tjg+). Soit v € @ C GL(E) et
vt = p(7) = vp+ € GL(E™) sa restriction & ET. y est <-,- >- et < -, T- >-orthogonal,
donc commute avec T, donc, y™T = Ty" et p(Q) C Z(T\g+).

Soit v € Z(Tig+) C GL(E"); v* admet alors un unique prolongement ¥ €  C
GL(E). En effet, a est non dégénérée sur E, donc fournit un isomorphisme de E sur E*:

b b
E — E*. Notamment, E™ et E~ étant totalement isotropes: E~ 7 E**,
f #

A tout v* € GL(E™) est canoniquement associé un élément vy~ de GL(E™) donné par:

On note ¥ = (y",y) € GL(ET) x GL(E~) C GL(E). Cest I'unique prolongement re-
cherché, en effet :

e 5 commute avec B. Comme 7 stabilise E* = ker(S F A1d), il suffit de vérifier qu’il
commute avec T, donc que: [y~,T|g-] = 0. T est antiautoadjoint, donc: Vz € E, IT(2") =
—(T(2))". Soit alors y € E~ :

donc v~ .7 =T.y et le résultat.

e yest < -, >-orthogonal. Comme E* et E~ sont chacun totalement isotrope, il suffit
de le vérifier avec z et y dans E* et E~ respectivement.

<AyAz > =< (""" @)yt () >
=y W) (@)
=<y,(y") (v (2) >
=<y,r>.

Ainsi, ¥ € Q et p(§) =47 .

e 7 est le seul antécédent de y. Siy = (y",0) € GL(E™) x GL(E ) est dans €2, alors:
Vy € E7,(3(y)) € (ET)" et:

1

0) = 7)) =<Tly),- >=<y7F '+ >=<yn" >='(") ")

donc nécessairement, § = . O
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Remarque: Les bases adaptées de I'espace E* sont ici les bases de Jordan de T\g+, ob-
tenues A partir d'une décomposition DT adaptée & T quelconque et de bases quelconques
des Ek+, relevées en bases des D:’kﬂ et propagées par les T" en bases de tous les D;{’q. Qt,
donc €2, agit simplement transitivement sur ces bases.

Reste & démontrer le corollaire. Commencons par démontrer que D est non-vide.

Proposition 9 D n'est pas vide ; plus précisément, si DT = (D )g<p<n € D' # 0 est une
décomposition adaptée a Tig+, alors:

(D) = ((DF);,0)

(Dt = ((D+);§qu)q§p§n est une décomposition de E~ ~ (E+*)t,

e D” = (D, )q<p<n = ((D+):zﬁ—|—1—q,n+1—p)4§17§n est une décomposition adaptée a (E~,a,T|p-),

_|_
P,q)

g<p<n, la décomposition duale, est une décomposition de E**,

e D= (ﬁp,q)qugn définie par Vp,q,ﬁp,q = D;q ® D, , est une décomposition de E
adaptée a (a,T) et a (a(-,S-),T), i.e. un élément de D.

Démonstration : Montrons déja que D~ est une décomposition de £~ adaptée & T.

e Les (D, ,)
* Vq<p<n,D,,CE,, Soitydans D, alors y € (D)5t qni1ps B-€: y‘bDlJrl est nulle

q<p<n sont des relevés des drapeaux FE, ; relatifs a T' sur £, en effet :

p.q°

J
si(i,7) # (n+1—g¢,n+1—p). En particulier, ¢’ est nulle sur ker T+ =)=1 = ker 777,
ie. y € (ket T"P)+ = ImT"P. Donc D,, C ImT"P. D’autre part, y’ est nulle
sur Im 77~ (H1-0)+1 = ImT9, je. y € (ImT?) = ker T9. Donc D,, C kerTY et
D;, C By NE™ =E;,.
* YVg<p<n,Dy, NkerT9"' = D, NImT" P! = {0}. Soit y € D, , NkerT" P!, y €
ker 7971, donc 0 = (T9 '(y))’ = £'T9'(3*), donc 3’ est nulle sur Im7T9 ! =

ET = &> D .. D’autre part, vy € D, donc ¢’ est nulle sur les D
n—q+1,n—q+1 j<i<n—g+1 %,] p v Y p,q’ Y 12y

avec i >n —q+ 1 et donc 4’ = 0 et la premidre égalité est vérifiée.
Soit y € D, , NImT" P+l y = TP PHl(z) pour un certain z de E~ et: Y =

TP+ (2)’ = £+ () donc 4/’ est nulle sur ker 77~ P+! = A ® Df;.
’ j<min{in—pt1}

_ + : )
Comme y € D, ,, 3’ est nulle sur les Di’j avec j > n+ 1 — p, donc g’ est nulle sur les

q

D;rj avec j <i < n, i.e. sur ET et la deuxiéme égalité est vérifiée.
. _ _ _ — — _ . . +
Par ces deux points, D, , C E, jet D, N (E,_; ,+ E, ) = {0}. Pour tous i et j, D;"; et
(D"')Zuj sont de méme dimension car isomorphes, d1m D:’j = dim Dr—i——l—l—j,n—l—l—i car ils sont
envoyés bijectivement 1'un sur I'autre par T1"+1-(+3)l donc:
. — _ . +
dmD, = dimD;, ..,

= dim D,
dim[E, /(E;Lq + E;“’qfl)]

= dimEp_’q/[(Epqu + Epiqfl)]

et D, , est un relevé de Eg;q/(Ep_—l,q + Ep_’q_l) dans E, .
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e Les D, , vérifient: V¢ <p <n,T(D,,) =D, ,, ;. Siy€ E™:

RS DI;Q A (V(Z:j) 7é (n+ 1—¢qgn+1 —p)’y‘bDf — 0)
i

Soit y € Dy, et (ij) # (n+2—qgn+2-p). T(y)’ = —'T(y’), donc T(y)’,. =0«

|D},
2]

yTT(Df):0<:>y‘bD_+ll 1:0. Or (i—l,j—l)75(n+1—q,n+1—p),doncy‘bD_+1‘ 1:0.
2,7 t—L,7= t=1,0=

Par conséquent, T'(y) € D, ; , ; et D~ est adaptée a T

La décomposition D releve donc les drapeaux (E, q)q<p<n et vérifie: Vp,q,T(ﬁp,q) =
lN)p,Lq,l. Elle est (E,a,T)-adaptée : il reste a vérifier le troisitme point de la définition 1
page 53: pour tout (qi,q2) € [1,n]? et tout (k,l) € [0,n — 1]?, Tk(ﬁn,ql) et Tl(ﬁnm) sont
de somme non dégénérée si g1 = g = [ + k + 1, et orthogonaux sinon. Cela découle du
systeme :

k(D — pt - —pt ++f
T (Dﬂylh) - ank,thfk ® Dﬂ*k,th*k - ank,qlfk ® anq1+k+1,k+1

LD — nt - — Dt +x4
T (Dn,q2) =D l ®D - Dn*l,qul ® Dnﬂp+l+1,l+1

Df, & D;*qu, est non dégénéré ssi (p,q) = (p',q'), tot. isotrope sinon.

D est donc adaptée & (E,a,T'). Par construction, les lN)p’q sont stables par S, D est donc
également adaptée & (E,a(-,S-),T) i.e. D € D. O

Remarque : On vérifie en outre que:

— L’application D* D de DT dans D construite plus haut est bijective et commute
avec l’action de N de Dt dans D,

— Toutes les décompositions de D sont stables par S, d’ou la partie directe de I’équivalence :
«(F,a,T)- et (E.a(-,S-),T)-adaptée < (E,a,T)-adaptée et S-stable».

Démonstration du corollaire. Par définition, {2 agit sur les décompositions adaptées

a (a,T) et sur celles adaptées & (a(-,S:),T), donc, agit sur D # ) les décompositions

adaptées aux deux triplets. Sur les Ej, Q préserve b* et bF(.,S-). D’ol1, Q agit sur D x
"5 (Stab(Ey,b%) N Stab(Ey,b*(-,S ).

On note N = {y € Q / P’action induite par y sur chaque Ej est triviale }. Le raisonne-
ment est alors le méme que dans la démonstration du théoreme 1 page 56. En choisissant
deux décompositions D et A de D, des bases (i des Ej, en relevant ces bases sur D et A
pour obtenir des bases de E, on montre que les actions de N sur D et de G = Q/N sur

Z;é (Stab(Ek,i)k) N Stab(Ey.0%(-,S 1)) sont simples et transitives.

Enfin, p~'(N*t) = N et p est bijective de N sur N*. Soit y € Q. Si v agit trivialement
sur By, vt = v g+ agit aussi trivialement sur E donc p(N) € N*. Si~* agit trivialement
sur Eka“, tyt)—t agit de méme sur (Ev,j)*, canoniquement isomorphe & E,:, donc vy~ agit
trivialement sur F/,” et v € N. Ainsi, p étant injective, N % N+, O

I11.2.3 Les bonnes bases

Enfin, exhibons les «bases adaptées», sur lesquelles {2 agit simplement transitivement.

Les matrices de a et B, cas ou la forme symétrique est non dégénérée et pas
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’autre.

Définition 10 Soit E un espace vectoriel muni de deux formes bilinéaires a et b, telles que
a est symétrique non dégénérée et que b= a(-,T ) avec T nilpotent a-antiautoadjoint.

A une décomposition D = (D, j);<i<n de B, adaptée a (a,T), et a un n-uplet (6%)1=,
de bases des Ey,

o bE-symplectiques pour les k impairs,

o bE-orthonormées pour les k pairs,

on associe canoniquement une base B de E, de la méme maniére que dans le cas ou a
et b sont symétriques (cf. def.3 page 63). On note encore B ’ensemble de ces bases, dites
adaptées au triplet (E,a,T) ou au triplet (E,a,b).

On considere D = (Dy, q)¢g<p<n une décomposition adaptée de (F,a,T) et [ une base
adaptée & (E,a,T') construite & partir de D. On reprend alors les objets Dy et [y introduits
page 64 en fin de section IL.3 ; dj, = dim Ej, = dim D,, ;,1, si k est pair, b* est antisymétrique

1
et dy est pair. E = @Dy, Vk, B(Dy) = Dy. Alors, dans S 1, la matrice Matg, ., (ap,,,) est
une matrice-blocs de taille £ + 1. Si k est pair:

+1,
Matﬂk_H (a‘Dk+1) = . ,
+14,
—1Iy,
+1g,
a2
si k est impair, dj est pair et: Matg, ,, (a)p,,,) = . ,
) +Jdk/2
T dy /2
+Jdk/2
Dans tous les cas, B =T et:
0 I,
0
Matﬂk+1 (B\Dk+1) =
Iy,
0

On vérifie dans les deux cas que la matrice de a est symétrique, celle de a(-,B-) anti-
symétrique.

Les matrices de a et B, cas ou la forme antisymétrique est non dégénérée et
pas D’autre. Les bases adaptées se construisent de la méme facon. La matrice de a est la
méme, a ceci pres que les blocs &1, apparaissent quand k est impair et les blocs :i:Jd_k/2
quand k est pair. La matrice de B = T est inchangée. Cette fois, la matrice de a est donc
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antisymétrique, celle de a(-,B ) symétrique.
Les matrices de a et B, cas ou1 les deux formes sont non dégénérées.

Définition 11 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur K muni d’une forme bi-
linéaire non dégénérée, symétrique ou antisymétrique et d’un automorphisme semi-simple
S de wvaleurs propres non nulles X et —\, a-antiautoadjoint. Par la proposition 8 page 79,
k = 2d, ker(S — \1d) et ker(S + A1d) sont totalement isotropes de dimension [ ; on appelle
alors base adaptée a (E,a,S) une base quelconque de ker(S — \1d), complétée par une base
de ker(S + A1d) qui lui est:

- duale si a est symétrique,

- antiduale si a est antisymétrique.

Dans une telle base:

0 1 Al 0
Mat(a) = J& (Hd g),Mat(S)z( Od _Md>,

avec Jy affecté d’un signe + si a est symétrique, — sinon. Par projection, ces bases sont en
bijection avec les bases quelconques de ker S — A1d.

Définition 12 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni de deuz formes
bilinéaires non dégénérées a et b telles que a est symétrique et b = a(-,B-) ot B est un
automorphisme a-antiautoadjoint de polynéme minimal P = (X — X\)(X —X), A € C\ R,
de partie nilpotente T d’indice n. Soit D = (Dp 4)q<p<n une décomposition de E adaptée a
(a,T) et a (a(-,B-),T) et (B¥)}_5 un n-uplet de bases des Ej, adaptées a (b¥,S) au sens de
la définition 11 page 86.

On leur associe canoniquement une base B de E, obtenue en relevant les B* en bases
des Dy 41 et en les propageant par T' en bases de tous les D, ,. On note B I'ensemble de
ces bases, dites adaptées au triplet (E,a,B) ou au triplet (E,a,b).

Remarque : une telle base est aussi, & I'ordre prés des vecteurs, une base 8 = (87,87 ),
ou:
e (1 est une base de Jordan de T g+, ot E* = ker(B — A1d),

e 3~ est une base de E~ = ker(B + A1d), duale de 3% si a est symétrique, antiduale si
a est antisymétrique.

Enfin, et comme dans le cas ol a et b sont de méme nature, si D = (Dp4)q<p<n est
une décomposition adaptée a (a,T) et a (a(-,S-),T) et 5 une base adaptée construite a

k—1__.
partir de cette décomposition, on pose Dy = @ T*(D,y). On note B, la sous-famille
i=0

de B qui est une base de D, ; les Ti(ﬁn’k) sont bases des T"(Dn’k) et on note B, =
(T*"(Bu)s - - ST (Bnk)sBn k). Alors:
e chaque B = (T*~'(Buk), .- ;T (Bnk):Bnk) est une base de Dy,
1
e K= & Dy etles Di sont stables par B.
1<k<n

11 suffit donc de donner les matrices de a et B dans les §;. Rappelons que d; = dim E,j =
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dim D}, .| = $dim Dy, 4 41. Dans B4 :

n,

inik

' \ 0 I
Matﬁk+1 (a‘Dk+1) = :I: : 70u Jj: = < :I:Id 0 > 6 MQd(K)7
—l—Jdk
_JT
L
—|—ng1C

avec des J7T si k est pair, des J~ sinon. Les blocs in sont affectés de signes alternativement
+ et —; en effet, le bloc inférieur gauche est la matrice des a(z,y) avec z € Dy, 41 et
y € Dp_g.1, donc des a(z,T%(2)) pour z,z € Dy, 1. Ce bloc est donc la matrice Mat g (bF) =
J‘i. Le bloc suivant est la matrice des a(x,y) avec © € Dy_1, et y € Dy_jy1,2, donc des
a(T(z),T* 1(2)) = —a(z,T*(2)) pour z,z € Dy, 11. Il apparait donc un bloc —Jdi. De cette
facon, le signe des blocs est alterné. On vérifie en outre que a est symétrique:

e Si k est pair, on a affaire & des blocs :l:JdJ;. La matrice de a comporte par ailleurs
un nombre impair de ces blocs (un seul si & = 0) donc, deux blocs j:J;; échangés par
transposition dans cette matrice sont affectés du méme signe. Il faut donc vérifier: tJ;; =
J;;. C’est le cas, J;; est la matrices de by, symétrique.

e Inversement, si k est impair, on a affaire & des blocs :l:Jd; ; la matrice de a comporte
un nombre pair de ces blocs donc deux blocs +J c—ll; échangés par transposition sont affectés
d’un signe opposé. Il faut donc vérifier: tJ;; = —JdJ;. C’est le cas car by, est antisymétrique.

Pour finir:
>‘Idk sdj IQdk

)\Id .d T
Matﬁk+1(B\Dk+1) = kG

I>g,
AIdkydk

II1.3 Quand K =R

I11.3.1 Préliminaire

Sur quel espace effectuer I'étude? E est un espace vectoriel sur R, soit EC son complexifié.

D’apres la proposition 8 page 79:
1 1
E°= o Ef= @ E°({\-)}
0<i<k {A—A}CS

ou la premiére expression reprend les notations de la proposition 1 page 49, ou S est le
spectre de B, ot EC({\, — A}) = EF = ker(S® — X\ Idge)(S© + \iIdge) si A # 0 et
A=A} = {Mi, — A} et ot E€({0}) = ES = ker SC. La somme est a- et b-orthogonale.
Cette décomposition est la plus fine possible avec cette propriété. La décomposition la plus
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fine de E espace réel est donc:

B=B({0}) & (

2]
{A\,=A}CS et AeR*

i 1 —
E({\ — A})) ® ( ® E({A,A}))

{AX}CS et AciR*

& ( B B — AN, —X}))
{N=XA,=A}CS et AZRUIR
ou:
—sid e R, E({\ —\}) = ker(S — AId)(S + A1d),
~ 8 A € iR, E({A}) = Rker(S® — Mdge)(S© — XN1dge)],
— siA € RUIR, E({\, = A, —A}) = Rlker(SC — A1dge)(SC+ M dge) (S — X 1dge ) (ST +
Adje)].

On se restreint donc dans la suite a l'un de ces sous-espaces E(E), ot € C S il sera
noté E. p le polynome minimal de B est donc du type X, (X —A)(X +A) avec A € R* UiR*
ou (X = A)(X +XN)(X = N)(X + ) avec A ¢ R UiR*,

IT1.3.2 Structure et action de 2

Théoreme 6 Cing cas apparaissent :
e La forme symétrique est non dégénérée, l’autre est dégénérée

On note alors a la forme symétrique, b antisyméitrique, b est dégénérée, donc B a
la valeur propre zéro et on est dans le cas P = X, B = T. Alors: Q agit simplement
transitivement sur D X HZ;& Stab(Ey,bg), ot D est l'ensemble des décompositions de E
adaptées a (a,T). Plus précisément, Q est isomorphe a un produit semi-direct N X R, ot :

~ N = {y € Q / Taction induite par vy sur chaque Ej est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de 2, nilpotent d’indice < 2n —1, qui agit simplement transitivement
sur D,

~ R =Q/N agit simplement transitivement sur [[}—y Stab(Ej,by) ~ <H0§k<n Ork,sk(K)> X

k pair
(H0<k<n,k impair Spdk(K)> ot dp = dim Ey, et ot (ry,55), avec k pair, est la signature
de bF bilinéaire symétrique sur Ek . Les di, avec k impair sont des entiers pairs. En
particulier R ~ <H0§k<n Ork,sk(K)> X <H0§k<n Spdk(]K)>. R est réductif.
k pair k impair
Les invariants de la situation, c’est-a-dire du couple (a,b), sont donc n Uindice de nil-
potence de T, les (Tk,Sk)Z;é’ k pair €1 l€S (dk)z;é’ k impair-
e La forme antisymétrique est non dégénérée, 'autre est dégénérée
On note alors a la forme antisymétrique, b la symétrique, b est dégénérée, donc a nou-
veau P = X, B =T et le méme résultat est vérifié : Q) agit simplement transitivement sur
D x Hz;é Stab(FE}y,bi), ot D est ’ensemble des décompositions de E adaptées a (a,T). Plus
précisément, Q est isomorphe a un produit semi-direct N X R, ot :

~ N = {y € Q / Paction induite par y sur chaque Ej est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de 2, nilpotent d’indice < 2n—1, qui agit simplement transitivement
sur D,

~ R =Q/N agit simplement transitivement sur [[}_, Stab(Ej,by,) =~ <H0<k<n Spa, (K)) X

k pair
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<H0§k<n Ork’sk(K)> ot dy, = dim Ey, et ot (rg,s), avec k pair, est la signature de
B k impair .
bk bilinéaire symétrique sur Ej . Les dj avec k impair sont des entiers pairs. En
particulier R ~ <H0§k<n Spd, (K)) X (H0§k<n Ork,sk(K)>. R est réductif.

k pair k impair

Les invariants de la sz’tuation c’est-a-dire du couple (a,b), sont donc n lindice de nil-
potence de T, les (rk,sk)k 0. k impair € les (dk)k 0, k pair-

e Les deuz formes sont non dégénérées
On choisit alors de prendre pour a la forme symétrique, pour b Uantisymélrique. b est
non dégénérée, donc E peut étre de trois types.

a) E=E({\ —A}), \eR

P est du type (X — ) (X + ), XA € R*. La situation est exactement la méme que dans le
cas algébriquement clos, R remplacant K. Q agit fidélement sur ET = ker(B — X\1d)", cette
restriction p est donc un isomorphisme de Q sur Q@ = p(Q) C GL(E*). QF = Z(T\+)
est le commutant de T, i.e.: Qt = {y € GL(E') /| vT = T~}. Donc, Q est isomorphe au
commutant d’un endomorphisme nilpotent de E7T.

b) E = E({\,\}), X € iR*

Q agit sur E' = ker(S® — A1dyc), espace TC-stable muni de la forme sesquilinéaire non
dégénérée a : z1,29 — a(z1,z3). En notant D' l’ensemble des decompositions de E' adaptées
a (a,T), Q agit simplement transitivement sur D' x [[;Z éU(E' by) ot by est une forme
sesqmlmeam‘e non dégénérée sur Ek, canoniquement associée a by, bilinéaire non dégénérée
sur Ej,. Plus précisément, Q@ ~ N x R, ot :

- N = {y € Q / laction induite par v sur chaque E}, est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de , nilpotent d’indice < 2n—1, qui agit simplement transitivement
sur D',

- R=Q/N agit simplement transitivement sur ]_["71 U(E"by,) =~ [1iZo Urp.s, 0 (rk,sk)
est la signature de ék sur E' : rp + s = dj, = dim E' En particulier R H Urp.s.-
R est réductif.

c) E=E{X\ -2\ —A}), AgR UiR*

P est du type (X — A)(X +A)(X —X)(X +X), A € R*. La situation est similaire a celle
du cas algébriquement clos. Comme en a), Q agit fidélement sur B+ = ker(B® — Md ),
cette restriction p est un isomorphisme de Q sur Q* = p(Q) C GL(E™). Or, QF = Z(T|g+)
est le commutant de T, i.e.: QY = {y € GL(E") /| ¥T = Tv}. Donc Q est isomorphe au
commutant d’un endomorphisme nilpotent de E7T.

Remarque: Dans les cas a) et c), on peut détailler I'action de Q ~ Z(T|g+) sur ET.
Notons DT 'ensemble des décompositions adaptées de (E+,ﬂE+). Alors € est isomorphe a
un produit semi-direct N x G, ou:

e N = {y € Q / laction induite par y sur chaque E; est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de €2, nilpotent d’indice < 2n — 1, qui agit simplement transitivement sur
DT,

e G = Q/N agit simplement transitivement sur Hz;é GL(E]). Ennotant dj, = dim E :

— dans le cas a), G agit simplement transitivement sur Hz;é GLg, (R),
~ dans le cas ¢), G agit simplement transitivement sur Hz;é GLg, (C).
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Les invariants de la situation sont donc dans les deux cas les dj, invariants de Jordan de T'
sur ET.

Démonstration:
e Les trois premiers cas, ou la ou les valeurs propres de B sont réelles

La situation est la méme que dans le cas algébriquement clos, et la démonstration
identique a celle du théoréme 5 page 80. Seuls les deux premiers cas different 1égérement :
les groupes orthogonaux qui apparaissent sont désormais affectés d’une signature (ry,sg).
Quand la forme dégénérée est la forme antisymétrique, c’est le cas pour les O(Ey,by), k
pair, et quand la forme dégénérée est la forme symétrique, pour les O(Ey,b;), k impair.

e Le cas oi1 les valeurs propres sont imaginaires pures # 0: E du type E({\,A}), A € iR*

Ici, B’ = ker(SC — M\dgc) = ker(S® — X1dgc) = ker(S© + M 1dgc) done, par la proposi-
tion 8 page79: E est a-non dégénéré et: EC = E' @ E’, chaque facteur de la somme étant
a-totalement isotrope. La forme sesquilinéaire a : 21,29 — a(z1,23) est donc non dégénérée
sur E'. Q stabilise E' et son action y commute avec TC ; elle commute aussi avec la conju-
gaison complexe, donc preserve a. Réciproquement, si v € U(E',a) commute avec TC et
avec la conjugaison complexe — c’est-a-dire stabilise RE' —, il agit alors sur £ = E' @ F,
commute avec TC et préserve a, donc est dans Q (Q a une action diagonale sur E' @ E').
La représentation de Q dans U(E',a) est donc fidele et Q ~ U(E'.a)NU(E',a(- ,T‘%, -)). On

obtient alors le résultat par application du théoreme 4 page 68 a (E’,Q,T‘%,).

e Le cas oi1 les valeurs propres sont ailleurs: F du type E({\, — \,\, — A}), A € R* UiR*

Notons E* = ker(SCFAIdge) ; alors EE = ker(SCFAIdgc) et E= ETOE-®ETOE
car A € R* U{R*. Par la proposition 8 page 79, a est non dégénérée sur E* @ E~ et Q agit
sur cet espace. Comme ’action de 2 commute avec la conjugaison complexe, sa restriction
A ET @ E~ est fidele . Notons f et b les deux isomorphismes réciproques induits par a entre
(ET)* et E~. On montre alors, comme on I’a fait pour le théoréme 5 page 80, que: v € Q
ssiy = (yt,y7) ol

e v© € GL(E™") commute avec T&H

e v =1{o t(nyr)*l obe GL(E™).

De nouveau donc, la restriction de l'action de Q & ET est fidéle et Q agit comme le centra-
lisateur de T} p+ O

Dans les trois derniers cas, on a décomposé 'action de €2 sur un sous espace de F ou de
EC. On peut en déduire la facon dont Q agit sur E.

Corollaire 4

Si E est du type E({\, — A\}), A € R*, la situation est la méme que dans le cas algébri-
quement clos. L’ensemble D des décompositions de E adaptées simultanément a (a,T) et a
(a(-,S),T) est aussi ’ensemble des décompositions adaptées a (a,T') et stables par S. Il est
canoniquement en bijection avec DV : si D = (Dp4)g<p<n € D, DT = (Dp N E)q<p<n €

D*. L’application réciproque est: D™+ D, ot D = (Dp q)g<p<n = (D;:q@pp—’q)qugn avec
(Dpg)a<p<n = ((DJ’)Zﬂlfq,anp)qugn- De plus :

e L’action de N sur DT commute avec cette bijection. Donc: N = {y € Q / laction
induite par y sur chaque Ey est triviale } et N agit simplement transitivement sur D.
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o G = Q/N agit simplement transitivement sur [[}—g (Stab(Ey,b*) N Stab(Ey,b*(-,S -)))
5 (Stab(Er,bF) N Z(S)) ~ [1}=y GLa, (R).

Si E est du type E({)\,X}), A €iR*, ’ensemble D des décompositions de l’espace réel E
adaptées simultanément d (a,T) et a (a(-,S-),T) est aussi l’ensemble des décompositions de
E adaptées a (a,T) et stables par S. D est canoniquement en bijection avec D' : Si D € D,
si D est sa complezifi¢e, D' = (E' N D), 4)q<p<n est une décomposition de E' adaptée

a (a,T). L’application réciproque est: D' — D = (Dpq)q<p<n = (R(D},, © D} ))g<p<n-
Alors:
o L’action de N sur 1?"’ commute avec cette bijection. Donc: N = {y € Q / laction
induite par vy sur chaque Ey est triviale } et N agit simplement transitivement sur D.
e R agit simplement transitivement sur Hz;é (Stab(Ek,i)k) ﬂStab(Ek,i)k(-,S-))) =
ko (Stab(E.b*) N Z(S)) ~ [Ti=g U(Ey by) ~ TTig Ur,.s, (O

Si E est du type E({\, — A\, — A}), A € R* UiR*, ’ensemble D des décompositions de
Uespace réel E adaptées simultanément a (a,T) et a (a(-,S-),T) est aussi I’'ensemble des
décompositions adaptées a (a,T) et stables par S. Il est canoniquement en bijection avec
Dt :si D= (Dpyg)e<p<n € D, DT = (Dg{q NET)g<p<n € DT. L'application réciproque est :
Dt — D, 0t D = (Dyg)g<p<n = (%(D;—,q ®D,,® Dq @ Dy.q))g<p<n avec (Dy g)g<p<n =
((D+);kzalfq,n+lfp)lI§P§”' De plus :

e N agit simplement transitivement sur D,

e G agit simplement transitivement sur Hz;é (Stab(Ej,bF) N Stab(E,b*(-,5-))) =

-1 5 -1 = -1

i—o (Stab(Eg,b*) N Z(S)) ~ 11y GL(E}) ~ T13Zy GLq, (C).

Dans le premier et le dernier cas, les invariants de la situation sont les dy, invariants de
Jordan de Tip+. Le deuziéme cas est plus compleze, les invariants sont les (ri,Sk), signatures

des b sur les Ek

Démonstration : Le premier cas est identique au cas algébriquement clos, les deux autres
tres similaires: on reproduit dans tous les cas le raisonnement du corollaire 3 page 81.

I11.3.3 Les bonnes bases

On peut a présent définir les bases adaptées a chaque situation, bases sur lesquelles, par
construction, € agit simplement transitivement.

Les matrices de a et B, cas ou la forme symétrique est non dégénérée et pas
P’autre.

Définition 13 Soit E un R-espace vectoriel muni de deuz formes bilinéaires a et b,telles
que a est symétrique non dégénérée et que b = a(-,T -) avec T nilpotent a-antiautoadjoint.
On définit les bases adaptées a (E,a,T), ou (E,a,b) de la méme facon que dans le cas
compleze (cf. def. 10 page 85). Cette fois cependant, les bases B* des Ey, k impair, sont
b* -pseudo-orthonormées, de signature (ry,sy).

1
On reprend les objets et notations de la section III.1. E = @Dy, T(Dy) C Dy. La
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matrice de a|p, , dans B4 est une matrices-blocs de taille k + 1. Si k est pair:

+Irkask
Matﬁk-}—l (a‘D]H_l) = : s
+Irk75k
_Irkysk
+Irkask
a2
si k est impair, dj est pair et: Matg, ,, (a)p,,,) = y . ,
T4,
k/2
_Jdk/2
+Ja,/2

et on vérifie encore que la matrice de a est symétrique. Dans tous les cas, B =T et:

0 I,

0
Matﬂk+1 (B\Dk+1) =
I,

0

Les matrices de a et B, cas ou la forme antisymétrique est non dégénérée et
pas D’autre. Les bases adaptées se construisent de la méme facon. La matrice de a est la
méme, a ceci pres que les blocs 1, 5, apparaissent quand k est impair et les blocs :tJd_k/2
quand k est pair. Cette fois, la matrice de a est donc antisymétrique. La matrices de B =T

est inchanggée.

Les matrices de a et B, cas ou E est du type E({\, — A}), A € R*.

Les bases adaptées se définissent comme dans le cas algébriquement clos et les matrices
sont les mémes.

Les matrices de a et B, cas ol E est du type E({\,A}), X € iR*.

Définition 14 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni d’une forme bilinéaire
non dégénérée a, symétrique ou antisymétrique et d’un automorphisme semi-simple S de
valeurs propres imaginaires pures non nulles X et X, a-antiautoadjoint. Par la proposition
8page 79, k est pair, on notera k = 2d. Une base 3 de E sera dite adaptée a (a,S) si:

1 1
— \d \d e — (4 T 4y — 45
B = ((x])jzlﬂ(y])jzl)a Vj x5 = \/i(ZJ + %), y; = Z\/E( zj + Zj),
ot (Zj)gl:l est une base compleze de ker(S© — N1dgc) C EC, pseudo-orthonormée pour la
forme sesquilinéaire non dégénérée a, définie par: a = a(-,~) si a est symétrique et par:

a = —ia(-,~) sinon. On note (r,s) la signature de a; v+ s = d.
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Dans la base ((z]')?zl,(z_j);l:l) de EC:

e si a est symétrique: Mat(a) = < ISS IO ) , Mat(a) = < IO ISS >,
Ty r,8

e si a est antisymétrique: Mat(a) = < 16’5 5.) > ,Mat(a) = < “(.) 116,5 >,
—Iy;s —Uly s

3

e dans tous les cas: Mat(S) = < Aéd X[} ) .
d

Dans une base adaptée 8 de E :

Mat(a) = < IB’S I?s > si a est symétrique, Mat(a) = < _%S Ia’s ) sinon et :

3

0 —UId

Mat(S) = Ad = ( I/Id 0

),oil)\ziu,UE]R*.

Définition 15 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni de deuz formes
bilinéaires non dégénérées a et b telles que a est symétrique et b = a(-,B-) ot B est un
automorphisme a-antiautoadjoint de polynéme minimal P = (X — \)(X — X), X € iR, de
partie nilpotente T d’indice n. Soit D = (Dpg)q<p<n une décomposition de E adaptée a
(a,T) et a (a(-,B-),T) et (B¥)]_5 un n-uplet de bases des Ej, adaptées a (b¥,S) au sens de
la définition 1/ page 92.

On leur associe canoniquement une base  de E, obtenue en relevant les BF en bases
des Dy, ;41 et en les propageant par T en bases de tous les D, ,. On note B 'ensemble de
ces bases, dites adaptées au triplet (E,a,B) ou au triplet (E,a,b).

Soit D = (Dp,q)q<p<n une décomposition de E adaptée a (a,T) et a (a(-,B-),T); on

considere alors la décomposition habituellede F: F = éka. Les D;, sont stables par B. On
choisit 3 une base adaptée & (F.a,b), elle fournit par restriction une base fj de chaque Dy.
Rappel: ici d = dim E’,;" = %dim Dy.y1. Dans (i1, la matrice de a est une matrice-blocs
de taille k£ + 1. Si k est pair:

+I’f’k,5k,’f’k,8k

N I 0
Matﬂkﬂ (a\Dk+1) = : ,ou Ir,s,r,s = < 85 I,
+IT'k,Sk,T‘k,Sk !

-1

TksSksTksSk

€ M2(r+s)(K)'
+Irksskarkssk
Si k est impair:
—J-

TksSk

' - 0 I
Matﬂk+1(a\Dk+1) = : ; Ou Jr,s = < -7 85 >
+J- Ty

TksSk

_JrkaSk

TkySk
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Les blocs J;li sont affectés de signes alternativement + et —; voir le raisonnement effectué
page 87 en fin de section II1.2. On vérifie de méme que a est dans les deux cas symétrique.
Enfin, quelle que soit la parité de k:

Ay, Iog,

A . ' ‘ - . . E3

Matﬂk+1 (B‘D]H_l) = @i . Oil Adk - < I/Id 0 > avec )\ =V € IR* .
. IQdk k

Ag

k

Les matrices de a et B, cas oi1 E est du type E({\, — \,A, — A}), A € R* U iR*.

Définition 16 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni d’une forme bilinéaire
non dégénérée a, symétrique ou antisymétrique et d’un isomorphisme semi-simple S de
valeurs propres ni réelles ni imaginaires pures £ et X, a-antiautoadjoint. Nécessairement,
k est multiple de 4, on notera k = 4d. Une base B de E sera dite adaptée a (a,S) si:

1 S 1 S
d d —\d “\d .4 + , TF + + , F
B = ((:E;r)izla(y;r)izla(Ii i1 (Y; )iz1)s Vi mg = —=(2; + 2 ),y; = —=(—2 +2;),

V2 iv/2

ot (z7)4_, est une base de ker(S© — M1dgc) C EC et ou (2;)4, = ((z+)y~‘ﬂ);~i:1. (2 )4 est

i

une base de ker(SC + A1dgc).

Dans la base ((zj)le,(z;r)le,(z[)le,(;);jzl) de E©: Mat(a) = J5 si a est symétrique,

Mat(a) = J,, si a est antisymétrique et :

My
Mat(S) = Ala L

—X,
Dans une base adaptée G de E:

0 Id,d
Iiqg O

0 Id,d

_ 7t _
Mat(a)—Jd’d—< T4 0

) si a est symétrique, Mat(a) = J <

Mat(S) = ( A _‘j\d ) .

Définition 17 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni de deuz formes
bilinéaires non dégénérées a et b telles que a est symétrique et b = a(-,B-) ot B est un
automorphisme a-antiautoadjoint de polynéme minimal P = (X —X\)(X —X)(X +A) (X + ),
A € C\ (RUiR), de partie nilpotente T d’indice n. Soit D = (Dp 4)q<p<n une décomposition
de E adaptée a (a,T) et a (a(-,B-),T) et (ﬂk)z;é un n-uplet de bases des By, adaptées d
(b%.S) au sens de la définition 16 page 94.

On leur associe canoniquement une base  de E, obtenue en relevant les BF en bases
des Dy, ;41 et en les propageant par T en bases de tous les D, ,. On note B 'ensemble de
ces bases, dites adaptées au triplet (E,a,B) ou au triplet (E,a,b).

> sinon et :

Dans une telle base, et encore avec les mémes notations, Matg, ., (a\Dk+1) est une matrice-
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blocs de taille £ + 1. Dans By :

+
:l:Jdk sd,

Matﬁk+1 (a\Dk+1) = "
+Jdkadk
_J*

di,dg
+
+Jdk,dk

avec des Jt}:,dk si k est pair, Jd—k,dk sinon. Quelle que soit la parité de k:

!

L, - . Ay 0

Matg, ,, (B|p,,,) = de ,ouL':< d
Lyg,
)

La dimension de E est dans ce cas multiple de quatre.
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Annexe: table des notations, table
récapitulative des résultats

On récapitule ici la forme des matrices de a et de B dans les bases adaptées de chaque
cas. On a placé ici aussi le rappel des notations utilisées pour certaines matrices apparaissant
fréquemment. Commencons par une remarque.

Corollaire 5 (de la proposition 2 page 53 et des propositions 1 et 8 pages 49 et 79) Soit
V' un K-espace vectoriel muni de deux formes réflexives a et b, a étant non-dégénérée.
On note B ’endomorphisme tel que: b = a(-,B-) et on suppose que B admet une unique
décomposition B = S+ N avec S semi-simple, N nilpotent, SN = NS. On note p =[], P
le polynome minimal de B, les P; étant irréductibles, premiers entre euzr deux a deur,
et @ = O(a) N O(b). Alors, les seuls sous-espaces non dégénérés de E, stables et non
décomposables en somme directe a-orthogonale stable, sous ’action de €2, sont:

(i) Sia et b sont de méme nature : les sous-espaces caractéristiques ker P, (B) de B.

(ii) Sia et b sont de nature opposée : les sous-espaces ker(P" (B).P"'(—B)). On rappelle
que dans ce cas, P(X)|u = P(—X)|p.

La somme directe, a- et b-orthogonale, de ces sous-espaces, est égale a 'V .

Remarque: Pour que tout endomorphisme B de End(F) admette une décomposition
B = § + N comme requis dans le lemme, il suffit que K soit parfait; voir la remarque
de la page 56. Si ce n’est pas le cas, le présent résultat s’applique & K et F Qg K, ol K est
la cléture algébrique de K.

Démonstration : par les propositions 1 et 8, pour chacun des deux cas successivement
énoncés, les espaces ker P/ (B) ou ker(P/" (B).P;"(—B)) sont non dégénérés, stables. Par
la proposition 2, leurs sous-espaces €)-stables sont les E, , = ImT" P NkerTY, qui sont
dégénérés s’ils sont sous-espaces stricts, d’ou le résultat. O

Remarque: Dans le cas (ii), ot a et b sont de nature opposée, et pour les indices i tels
que P;(X) # Pi(—X) (i.e. les racines de P ne sont pas dans iR; ce sont les dernier et
avant-avant-dernier cas de la table 2), alors ker(P;" (B)P;" (—B)) est décomposable (d’une
unique fagon) sous 'action de Q:

ker(P" (B)P]" (—B)) = [ker P"'(B)] & [ker P"'(—B)].

Cette somme n’est cependant pas a-orthogonale ; au contraire, chacun des deux sous-espaces
stables est a-totalement isotrope.

Soit donc {a,b} une paire de formes réflexives sur un R-espace vectoriel
V, avec a non dégénérée, et E C V un sous-espace non dégénéré, stable
et indécomposable sous 'action de @ = O(a) N O(b). Le polynéme minimal
de B est noté P", avec P premier (cas (i) du corollaire et cas (ii) quand
P;(X) = P;(—X)), ou P = Q(X)Q(—X) et Q premier (cas (ii) du corollaire
quand P;(X) # P;(—X): on note Q = P;). Enfin, on considére 3 une base de E
adaptée a {a,b}.
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Alors, dans 3:

e Mat(a) et Mat(B) sont diagonales par blocs, respectivement (Ak)z;é et
(Bk)’,;’;é, blocs correspondant aux mémes vecteurs de base de (.

e Les matrices A, et Bjp sont elles-mémes des matrices carrées de taille
(k + 1)dg, ot les d; sont des entiers, dans certains cas nécessairement pairs ou
multiples de 4, et éventuellement nuls sauf si kK = n — 1. Plus précisément, les
Ay et Bj sont des matrices formées de (k + 1) X (k + 1) blocs de taille .
La forme de ces A et B est récapitulée, en utilisant cette décomposition en
sous-blocs, et selon les différents cas possibles sur la paire {a,b}, dans la table 2.

Remarque: Les (516)2;8 sont les dimensions des quotients (E’k)z;é définis page 53. Des
dimensions d; ont été introduites dans l'exposé; selon les cas, d = dimE, = 0y, d =
dimEj, = 1dimEy = 16, dy = dimE} = dimE;, = dimE; = 16, ou enfin d; =

. . ~+ ~ — .
dim B} =dim B;, = dimE;, = dimE}, = §dim E}, = {4;.

Enfin, la table 1 rappelle les notations employées pour les matrices usuelles
du chapitre.

e I, € My(K) est la matrice identité de taille p,

I, 0
o Ir,s=< OT—I >€MT+S(K)7
s

I 0
o Ir,s,t,u = < 85 I, > € Mr—l—s—l—t—l—u(K)a
U

0 I
+ d
e Ji= <ifd 0 >€M2d(K),

0 I
¢ J%s = (j:[r,s d > € MQ(T—I—S)(K)a

e sid=pu+iveC (uv) €R? onnote A, = < wly —viy

v, ul, ) € Mgy (R). Ay est
de méme la matrice associée & A = p — iv.
e si A, est comme ci-dessus: * L, = ( %p KO ) € My, (R)
P

A 0
Iy = ( Op —A, > & Mip (1)

TABLE 1 — Notation des matrices usuelles
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ITk,Sk )\I(Sk I(Sk
aetb :
Al
symétriques, A = . B = O
degP =1 . Iy,
IT‘]C,S]C )\I(Sk:
avec 1, + s = 0 et avec A € R la racine de P.
+
J5k/2 A(Sk/Q I5k
aetb ‘ A
symétriques, A = . B, = 0 /2
deg P =2 . I,
J(SJ,:/Q Ay /2
avec pour tout k, d; pair et
As, /2 une matrice correspondant & A € C\ R une des racines de P (voir table 1).
J5_k/2 s, Iy,
aetb
I
antisymétriques, A = . B = ALy
degP =1 . o Iy,
J5_k/2 A,
avec pour tout k, d; pair et avec A € R la racine de P.
Tocs2 Ls 1 Iy,
aetb : I
antisymétriques, A = : B = 0 /4
deg P =2 . I,
T /2 Lo ja
avec pour tout k, §p =0 [4] et
Ls, /4 une matrice correspondant & A € C\ R une des racines de P (voir table 1).
+Irk’sk
a symétrique '
non dégénérée,
b antisymétrique Pour k pair: A = . , pour k impair:
.dégénérée +1, s,
(i.e. P=X) .
+ITk,Sk

(Se poursuit page suivante)

TABLE 2 — Forme des matrices de a et B dans les bases adaptées, cas réel — récapitulatif.
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5.2

Ay =
+J5, 13
—J

51./2
+T5 1y

et pour tout k: By =

avec pour tout k impair, d; pair et pour tout k pair, ry + s = .

a antisymétrique
non dégénérée,
b symétrique
dégénérée
(i.e. P=X)

a symétrique
b antisymétrique

A=
P =Q(X)Q(-X) | ¥ L
Q=X-)\, \eR* H 0 /2
;Jék/Q
+J5k/2

avec pour tout k, d; pair et avec A € R*

a symétrique
b antisymétrique
P premier,
donc ici type
P=(X+\)(X-)N),

Pour k pair: A, =

+

By =

la racine de Q).

Mémes matrices Ay et By que dans le cas précédent,
les formes pour k pair et k impair étant interverties, et donc avec:
pour tout k pair, §; pair et pour tout k& impair, 7y + s = 0.

>‘I5k/2,5k/2 Is,

>\I5k/2,5k/2..'
I,
>‘I5k/2,5k/2

—I_Irk’skyrk’sk

+Irk’skyrk’sk

, pour k impair:

AEIR* —Lrsprisi
+Irk75ksrk95k
_J;mSk
Asr2 Iy,
A = . et pour tout k: By = Mgy 2
+ 7, s Is,
~Jrpsi Agy /2
+Jr s

avec pour tout k, §; pair, pour k pair, ri + s = 05 /2
et avec As, )9 une matrice correspondant & A € {R* une des racines de P (voir table 1)
(ici, si P est premier, ses racines sont nécessairement imaginaires pures).

(Se poursuit page suivante)

TABLE 2 — Forme des matrices de a et B dans les bases adaptées, cas réel — récapitulatif.
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+
:t']5k/2=5k/2

a symétrique
b antisymétrique

P = QUO)Q(-X) Ay = .
C(Qi premie;, N +J5k/2’5k/2
Q= _J5k/2,5k/2
+J5k/2,5k/2
L:Sk/4 Ty,
ro
Bk - Lék/4 )
. I,
'
Ly, 14

avec, dans le bloc A, des J;;/2,5k/2 pour k pair et des Jf5_1</2,6k/2 pour k impair,

avec pour tout k, §p =0 [4] et

Lgk/4 une matrice correspondant & A € C\ (R U iR) une des racines de ) (voir table 1)
(ici, nécessairement, @ = (X — A)(X + X) avec A € C\ (RUR)).

TABLE 2 — Forme des matrices de a et B dans les bases adaptées, cas réel — récapitulatif.
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Chapitre 3

Des coordonnées locales sur les
variétés pseudo-riemanniennes
irréductibles, indécomposables
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Introduction

L’objet de ce chapitre est de munir les variétés pseudo-riemanniennes de systémes lo-
caux de coordonnées les plus adaptés possible aux éventuelles propriétés de réductibilité de
I’holonomie restreinte. Expliquons-nous.

Les liens entre I’holonomie restreinte et la géométrie locale des variétés riemanniennes
sont bien compris:

e D’une part, la représentation de ’holonomie restreinte H dans I’espace tangent T,, M
& une variété riemannienne M en un point m, est semi-simple. Le théoréme de de Rham
précise alors qu’en fait, cette représentation est une représentation produit, correspondant a
une décomposition de H en produit direct. Localement, la variété M se décompose de plus
en produit riemannien. Ainsi, si m est un point de M et si T,, M = M, é <1<é< MZ> est

<N

une décomposition de T;, M en M son facteur plat et (M;)7_; un n-uplet de composantes
irréductibles, alors:

* Cette décomposition est unique & ’ordre pres des facteurs.

« H ~ [["_, H; ot chaque H; est le sous-groupe de H qui agit trivialement sur les M;
pour j # i. Par hypothése alors, chaque H; agit irréductiblement sur M;.

* Par transport parallele, chaque M; se prolonge en une distribution paralléle sur un
voisinage de m dans TM ; cette distribution s’intégre, on note M; la feuille intégrale
passant par m. Il existe alors une isométrie locale ¢ de M dans le produit riemannien
[Ti=) M, vérifiant : Vi € [1,n], dppm, (M;) = Tyn)y M.

e D’autre part, dans chaque facteur irréductible, les propriétés de I’holonomie restreinte
correspondent & des propriétés géométriques de la variété. Tout un dictionnaire bien connu
est établi; citons seulement ici deux exemples simples:

* d =dim M est pair et H C Uy ssi M est kahlerienne,

% d =dim M est pair et H C SUy/p ssi M est kdhlerienne, Ricci-plate.
Tout un travail consiste a déterminer les holonomies irréductibles effectivement possibles
et & trouver, s’ils existent, des exemples de variétés irréductibles pour chaque holonomie,
exemples si possibles complets ou compacts ... Ce travail est aujourd’hui achevé

Toute cette théorie s’applique semblablement aux variétés pseudo-riemanniennes, du
moins & celles qui sont totalement décomposables, c’est-a-dire dont la représentation de H
dans l'espace tangent en un point se décompose en somme directe orthogonale de sous-
espaces semi-simples.

1 1
e La décomposition T,, M = M, & < @ Ml> est unique et il lui correspond une
1<i<n

décomposition de H en produit direct et de M en produit riemannien.

e Un dictionnaire traduit les propriétés de chaque holonomie irréductible en propriétés
géométriques de la variété correspondante. La méme investigation que dans le cas rieman-
nien est a mener.

Remarquons également qu’un autre type de représentation semi-simple est encore possible.
L’espace tangent peut se décomposer en somme directe de deux sous-espace totalement
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isotropes stables: T,, M = I & J. Nous ne traiterons pas ce cas ici. Il a été abordé par
A .Tkemakhen et L.Bérard Bergery (voir [BBI97]).

Un phénomeéne nouveau peut cependant apparaitre avec le cas pseudo-riemannien. La
représentation de 1’holonomie restreinte H sur I'espace tangent T, M en un point m de
M peut ne pas étre semi-simple. Si en effet un sous-espace isotrope de T,, M est stable
par holonomie, il n’admet pas nécessairement de supplémentaire stable. Dans ce cas, 1’es-
pace tangent est alors réductible sous ’action de H, mais pas décomposable: il n’admet pas
comme plus haut de décomposition en somme directe de sous-espaces stables, irréductibles
ou plats. Dans ce cas nouveau, la structure stable sur T,, M est un drapeau — ou plutot,
généralement, plusieurs drapeaux — et non plus une somme directe.

Ce dernier cas n’a, lui, été que tres peu exploré. On peut pourtant se poser les deux
mémes types de questions que quand T,, M est totalement décomposable:

e Dans ce dernier cas, la décomposition de T,, M correspondait & une décomposition
de M en produit riemannien local. A quelle structure géométrique locale, s’il y en a une
identifiable, correspond le réseau de drapeaux dans le cas indécomposable? Des fibrations,
des produits tordus, autre chose?

e Si, outre la stabilisation de différents drapeaux, ’holonomie vérifie d’autres propriétés,
& quelles propriétés supplémentaires de ces structures correspondent-elles, s’il est possible
de I'éclaircir?
Notamment, dans le cas lorentzien, A.lkemakhen et L.Bérard Bergery ont exhibé dans
[BBI93] les différentes holonomies indécomposables possibles. On peut alors se demander
si elles apparaissent effectivement comme holonomie de certaines variétés lorentziennes et
essayer de classifier exactement ces dernieres. C’est une des motivations des deux questions
listées plus haut.

Paradoxalement donc, alors que le cas totalement décomposable, étudié depuis long-
temps, n’offre plus que peu de problémes ouverts — mais alors les plus ardus — le cas
indécomposable est presque vierge. Ainsi, le travail qui suit part de presque zéro: diffi-
culté et chance. Aucune «artillerie lourde» n’est disponible et tout est & inventer; le lecteur
sera, d’ailleurs amené & se familiariser avec tout un bestiaire d’objets canoniques intro-
duits au long de I'exposé. Mais d’autre part les seuls prérequis sont les théoréemes de de
Rham-Wu et de Ambrose-Singer sur I’holonomie et, pour un corollaire, le résultat cité plus
haut de A.Tkemakhen et L.Bérard Bergery. Le raisonnement, lui, ne repose que sur des
résultats et techniques du patrimoine commun des mathématiques: essentiellement la suite
de Jordan-Hélder d’une représentation et le théoreme de Cauchy-Lipschitz sur les équations
différentielles ordinaires.

A quelles structures ou propriétés géométriques locales correspondent donc les propriétés
de réductibilité de 1'holonomie restreinte, lorsque celle-ci agit de facon indécomposable?
Dans Iinconnu de départ, on a choisi d’aborder cette question par 'outil le plus modeste et
le moins abstrait, mais aussi le plus «tout-terrain» : des coordonnées locales. Elles semblent
adaptées a un premier titonnement ; si elles mettent en évidence des propriétés plus abstrai-
tement caractérisables de la géométrie locale, il sera toujours temps ensuite de les mettre
en évidence pour elles-mémes. Inversement, la structure de produit riemannien local qui
apparait dans le cas totalement décomposable a une traduction en termes de coordonnées:
il existe sur M au voisinage de m un systéme de coordonnées produit, i.e. un systéme de
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coordonnées (y*)", = ((y;);“zl)?zl dans lequel la métrique ¢g prend la forme:

9'(y")
Mat(g) =
9" (")
ou le iéme bloc correspond aux coordonnées (?J;)?;p et n’est fonction que desdites co-
ordonnées. On se propose donc dans ce chapitre de construire sur une variété pseudo-
riemannienne (et notamment lorentzienne, avec en vue dans ce cas la question notée plus
haut) indécomposable, des coordonnées qui rendent au mieux lisibles les propriétés de
réductibilité de I’holonomie locale. «Au mieux»: on verra en effet qu’il n’existe pas de
systeme canoniquement préférable & tout autre, comme le systeme de coordonnées produit
peut étre canonique dans le cas totalement décomposable.

A dire vrai, pareille entreprise a déja été menée. Il y a cinquante ans en effet, A.G.Walker
a proposé des coordonnées locales particulieres sur les variétés M indécomposables admet-
tant une distribution totalement isotrope parallele (voir [W49] et [W50a]). Si X C T,,M
est totalement isotrope, stable par holonomie alors T,, M admet le drapeau stable:

{}c X cXxtcT.M.

Walker construit alors des coordonnées que nous noterons ((xi)fl;l,(yi)fil,(zi)gél), ou les dy

premieres coordonnées parametrent les feuilles intégrales de la distribution X et les d; + do
premiéres les feuilles intégrales de la distribution X+. Dans ces coordonnées, la métrique g
prend la forme:

0 0 I
Mat(g)=| 0 A H |,
I, 'H B

ol les sous-matrices A et B sont symétriques et ot A et H ne dépendent pas des coordonnées
(xi)ztl. Semblablement (voir [W50b]), il propose des coordonnées du méme type dans le
cas, plus général, ou T,, M admet un sous-espace partiellement isotrope stable Y. Le noyau
Y NYL de Y est alors totalement isotrope stable et T,, M admet le réseau stable :

Y
{O}CYHYJ‘C{ vl

} CY+Y*CT,M.
Les coordonnées proposées par Walker parametrent alors les feuilles intégrales des diverses
distributions paralléles de ce réseau.

Cependant, ces coordonnées présentent deux insuffisances:

e Elles sont trés loin d’étre uniques. Il existe par exemple une infinité de systémes de
coordonnées de ce type, qui coincident sur une feuille intégrale de X . Techniquement, ils
sont construits comme une solution, arbitrairement choisie, d’un systéme différentiel qui
en admet plusieurs. Beaucoup d’éventuelles propriétés géométriques locales de la variété
risquent alors de passer inaperyes pour de telles coordonnées: notamment, les propriétés
de I'holonomie locale ne sont pas lisibles sur la matrice de la métrique dans de telles coor-
données.

e Elles ne sont «adaptées» qu’a un seul drapeau {0} C X C XLt c T,yM a la fois
— deux dans la généralisation citée plus haut.
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On tentera donc ici de rechercher des coordonnées les plus uniques possible, en un sens que
nous proposerons et, en s’appuyant sur une réflexion algébrique préliminaire, adaptées a la
structure algébrique générale de T,,,M, et non au un choix arbitraire d’un sous-espace
isotrope stable. Le résultats proposé ici, nous en sommes trés conscients, n’est qu’une
petite étape vers un éventuel systeme général de coordonnées applicable a toute variété
pseudo-riemannienne. Nous avons en effet restreint I’étude aux variétés satisfaisant deux
propriétés techniques tout a fait arbitraires. Cependant, il constitue une premieére explora-
tion et prouve 'existence de systémes de coordonnées batis selon une certaine philosophie.
Reste maintenant, avant de poursuivre, a vérifier si ces systémes peuvent avoir une utilité.
Une des motivations initiales de ce travail fournit déja une application de ces coordonnées :
elles permettent de déterminer quelles variétés lorentziennes ont, localement, les différentes
candidats holonomies possibles listés par A.lkemakhen et L.Bérard Bergery. Ils sont tous
réalisables comme holonomies de variétés lorentziennes. Y a-t-il d’autres applications de ces
coordonnées? Le travail est & poursuivre.

Un lemme algébrique et un lemme analytique constituent le I et le IT de ce chapitre. Ils

permettent alors la construction des coordonnées au III. A titre de corollaire, le I'V classifie
alors localement les variétés lorentziennes suivant leur holonomie.
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I Un lemme algébrique

I.1 Introduction

Le but de ce chapitre, comme I’expose I'introduction générale, est de proposer un systeme
de coordonnées locales sur les variétés pseudo-riemanniennes indécomposables réductibles,
«adaptées» au mieux aux propriétés de I’holonomie dans ce cas: des coordonnées qui rendent
de quelque maniére «lisibles» ces propriétés. Cette entreprise suppose déja la compréhension,
ou au moins une certaine compréhension, de I'action du groupe d’holonomie restreint H sur
I’espace tangent T,, M & la variété M en un point m.

C’est 'objet de cette premiére section, purement algébrique. Oubliant momentanément
les motivations géométriques résumées ci-dessus, elle est consacrée &

I’étude d’un triplet (E,< -, >,T")
ou FE est un R-espace vectoriel de dimension finie
muni d’une forme bilinéaire non dégénérée < -, >
et I' un sous-groupe de SO(E,< -, >).

On effectuera I'étude sans hypothese supplémentaire, notamment sans supposer a priori
FE indécomposable.

Notons que le cas ou ’action de I' est semi-simple est entierement connu, par application
des résultats classiques de la théorie des groupes de Lie. Il ne semble pas en revanche
exister d’étude poussée d’une telle situation algébrique dans son cas général. Notons aussi
au passage qu'une telle étude est bien requise par le caractere pseudo-riemannien de la
variété M. En effet, si la forme < -, - > est définie, I'action de I" est alors semi-simple et la
situation est la suivante:

Proposition 1 Si < -, > est définie, alors Uaction de I' est semi-simple et E se décompose
de facon unique en ses composantes isotypiques :

1<i<N
chaque E;, comme représentation de I, étant de la forme :
(Eia< R >\Ez) = (Gia< N >z') ® (Rﬂia< KR >can)
ou la représentation de I' est simple dans G; et triviale dans R .

Ce résultat se retrouvera comme cas particulier des conclusions de cette partie.

Précisons enfin 'ambition, modeste, de cette partie. Elle ne prétend pas constituer une
étude complete de la situation examinée : loin de 14! Celle-ci est en effet véritablement tres
touffue et nécessiterait pour étre traitée a fond d’autres moyens que les petits raisonnements
«manuels» qui vont suivre. Le présent exposé est une premiere exploration du probléme,
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prenant comme point de départ une idée relativement naturelle. Schématiquement, il vise
4 comprendre 'interaction entre

e d’une part, des objets classiques de la théorie des représentations, comme la plus
grande sous-représentation semi-simple de F,

e d’autre part, des objets typiques du cas pseudo-riemannien qui nous occupe, les sous-
espaces totalement isotropes I'-stables de F.

Le principe de I'étude est plus précisément développé dans la section suivante 1.2, la section
1.3 page 110 précisant, avec les premiers résultats, le sous-probleme auquel on s’attachera
particulierement. Celui-ci est traité dans la section 1.4 page 116 et le point de la situation,
en vue de la construction des coordonnées qui nous motive, est effectué dans la section 1.5
page 124.

1.2 L’idée directrice

Comme toute représentation, 2 admet les deux sous-espaces canoniques I'-stables que
sont le «plus grand sous-espace semi-simple» et le «plus petit sous-espace de quotient semi-
simple», explicités plus bas. En un sens, ce sont les sous-espaces les plus immédiatement
remarquables d’une représentation quelconque (voir par ex. [Bour]).

D’autre part, la représentation de I' dans E préserve la forme < -, >. On vérifie facile-
ment que, si £ n’admet pas de sous-espace totalement isotrope I'-stable, cette représentation
est semi-simple: la situation est comme dans le cas ou < -,- > est définie, décrit dans la
proposition 1 page 107. De tels espaces apparaissent en revanche dés que l'action de I" est
indécomposable, réductible. C’est le cas nouveau, inexistant si I' est une holonomie rieman-
nienne, qui nous intéresse. Voir a ce sujet le sous-lemme 6 page 111. On introduira donc deux
sous-espaces canoniques ['-stables de E, notés X et W, liés & I’existence de sous-espaces
totalement isotropes stables.

Le travail qu’on se propose alors est de comprendre les liens entre ces deux types d’es-
paces, espérant par la un premier éclairage sur la structure de la représentation de I' dans
(E,< -,->). Introduisons-les tout d’abord, c’est 'objet de cette section.

I[.2.1 Des sous-espaces liés a des repésentations semi-simples induites

Sous-lemme 1 Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et p une représentation
de T groupe de Lie dans GL(E). Alors la somme de toutes les sous-représentations semi-
simples (F,p|p) de p est une sous-représentation (S,p|s) de E, semi-simple.

Définition 1 On appellera cette sous-représentation la plus grande sous-représentation
semi-simple de p, ou S le plus grand sous-espace semi-simple de E.

Remarque: Au sens de Bourbaki ([Bour], page 40.), S est la somme, directe, des compo-
santes isotypiques de E.

Démonstration du sous-lemme. Il suffit de montrer que, si (F1,0r,) et (Fa,pp,) avec
Fy et Fy deux sous-espaces de F, sont deux sous-représentations semi-simples, leur somme
(F1+ Fa.p|p, + 1) Vest aussi. Vérifions-le. Chaque Fj, i € {1,2} est semi-simple, donc F; N Fy

n . .
I’est aussi donc se décompose en Fy N Fy = @ EJ, ou les E’ sont simples. Comme chaque
j=1

n; .
F; est semi-simple, on peut encore écrire, pour i € {1,2}: F; = (Fi N Fy) & (@ E!) ou
i=1
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les E/ sont simples. Ainsi: Fy + Fy = ( & El) & ( B E) o ( s EJ), F1 4+ F, est somme de
j=1 j =1

sous-représentations simples, donc est simple. O

Sous-lemme 2 Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et p une représentation
de T' groupe de Lie dans GL(E). Alors lintersection de tous les sous-espaces stables F
de E, tels que la représentation induite de T' sur le quotient E/F est semi-simple, est un
sous-espace R qui a la méme propriété i.e. :

st R= kaF ou § = {F sous-espace de E t.q. F' est stable et (E/F') est semi-simple},
€3

alors R est stable et (E/R) est semi-simple.
Cet espace R est le plus petit sous-espace stable tel que E/R est semi-simple.

Définition 2 On appellera la sous-représentation (R,p‘R) la plus petite sous-représentation
de quotient semi-simple de p, ou R le plus petit sous-espace de quotient semi-simple de E.

Démonstration du sous-lemme. Il suffit comme précédemment de montrer que si Fj
et Fy sont dans §, F1 N F5 Pest aussi. Quitte a remplacer E, F| et Fy respectivement par
E/(F1 N FQ), Fl/(Fl N FQ) et FQ/(Fl N Fg), on peut supposer que F1 N FQ = {0} Mon-
trons alors que E est semi-simple. Soit m; : E — E/F;, i € {1,2}. Par hypothése, my(E)
est semi-simple et F est stable, donc mo(F}) est une représentation, semi-simple. Comme
Fy N Fy, = {0}, les représentations Fy et mo(Fy) sont équivalentes, donc Fj est semi-simple;
symétriquement F l'est aussi. Si Fy + F» = E, E est donc semi-simple. Sinon, 7 (F5) est
stable dans 71 (E), on peut donc écrire: m (E) = ( O E;)®m (Fy) oun > 1etoules E; sont
i=1
simples, ce qui donne, comme n > 1: E = ( ¥ E!)® F,, ol pour tout i, E! = n; '(E;) D Fy.
i=1
Alors: my(E) = ® mo(E}) ou Vi, m(E!) ~ E! car E! N Fy = {0}; comme 75(FE) est semi-
i=1

simple, chaque mo(E}) Pest aussi et donc, chaque E.. Or pour tout i, F} est stable, inclus
dans E!, donc on peut écrire: Vi, E} = E!' @ F; ou E! est stable, semi-simple. Enfin donc:

n
E=(®E'Y®F, @&F, on Fy, F, et les E! sont des sous-représentations semi-simples. E
i=1

est semi-simple. O

Remarque. Ce deuxieme sous-lemme découle également de ’application du premier au
dual de E.

Sous-lemme 3 Si E,< -,- > est un R-espace vectoriel de dimension finie muni de < -, >
forme bilinéaire symétrique non dégénérée, si p est une représentation de I' groupe de Lie
dans O(E,< -,- >), alors S le plus grand sous-espace semi-simple de E et R le plus petit
sous-espace de quotient semi-simple vérifient :

R=S".

Démonstration. La représentation contragédiente de pg sur S* et la représentation quo-
tient induite par p sur /S sont isomorphes, car I'isomorphisme canonique f : S* — F/S+
commute avec I'action de p(I') C O(E,< -, >). Or la premiére est, comme p|g, semi-simple,
donc E/S* l'est également et donc, par définition de R:

Rc St
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Réciproquement, F/R est semi-simple donc de la méme facon (R)* lest aussi, donc
également R et donc par définition de S':

Rt c S.
D’ou le résultat. O

I.2.2 Des sous-espaces liés a ’existence de sous-espaces totalement iso-
tropes stables

Comme exposé dans l'introduction, le but est ici une premiere approche des triplets
(E.<-,->T). Or, on a vu page 108 au début de cette section 1.2 que l'existence de sous-
espaces totalement isotropes I'-stables est caractéristique des phénomeénes nouveaux qui
peuvent apparaitre (représentation non semi-simple ... ) quand < -,- > n’est pas définie.
Le sous-espace de E le plus naturel & faire intervenir dans I’étude est donc le sous-espace
engendré par les sous-espaces totalement isotropes stables. On le notera W ; il est I'-stable,
et nul ssi il n’y a pas de sous-espace totalement isotrope stable non trivial. Plus exactement
on s’intéressera au réseau, canonique et I'-stable:

cw

o cwawh{ <,

}C(W-I-WL)CE,

qui est trivial ({0} = W C W' = E) ssi {0} est le seul sous-espace totalement isotrope
stable.

On verra dans le sous-lemme 5 page 111 que W N W+ = X ol X est Pintersection
des sous-espaces totalement isotropes stables, maximaux pour cette propriété, simplement
notés ici sous-espaces totalement isotropes stables maximaux. Il est lui-méme totalement
isotrope, stable. Etudier le réseau introduit plus haut revient & étudier le drapeau, lui aussi
canonique et I'-stable:

{0}c X cX*tCE,

en s’appuyant pour cela sur les espaces W et W+,

Etudions donc, comme annoncé, les relations entre S et R = S1, d’une part, et le
drapeau {0} C X C X+ C E, d’autre part.

1.3 Premiers résultats

I.3.1 Remarques préliminaires

Remarque sur la notion d’irréductiblité. Dans tout 'exposé, on appellera irréductible
un espace F' sur lequel agit un groupe, ou simple la repésentation de ce groupe dans cet
espace F' | si les seuls sous-espaces stables de F' sous l’action du groupe sont triviauz : {0}
et F'. En particulier, la représentation triviale de dimension un d’un groupe est ici classée
comme simple.

Donnons déja un nom a une notion auxiliaire utilisée régulierement dans la suite.

Définition 3 Si F' est un sous-espace de E, on appellera quotient non-dégénéré de F le
quotient: F/(FNF') = F/(ker < -, >\p)-
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Trois petits résultats précisent les premiéres propriétés des sous-espaces totalement iso-
tropes stables, de W et de X.

Sous-lemme 4 Les sous-espaces totalement isotropes de E, stables sous [’action de T,
mazimauz pour cette propriété, sont tous de méme dimension.

Démonstration : Soient I et J deux sous-espaces totalement isotropes stables maximaux
et K le noyau de < -,- > sur I 4+ J, alors: K = I NJ. En effet, K est totalement isotrope,
stable et K | I, donc K + I est encore totalement isotrope, stable. Par maximalité de I,
K+ 1=1ie K CI. Symétriquement K C J, donc K C I N J. D’autre part, comme [ et
J sont totalement isotropes, (INJ) L (I +J)donc INJ D K.

Notons I et .J les projetés de I et .J dans (I +.J)/K. Par définition de K, T+ .J est non
dégénéré, mais d’autre part I et J sont chacun totalement isotropes, donc en particulier
J* = I* et par conséquent, dim.J = dim I, donc enfin dim I = dim .J. O

Sous-lemme 5 X = W NW . En particulier, W/X et WL/X sont non dégénérés.

Démonstration: Soit (I,)a.cu la collection des sous-espaces totalement isotropes stables
maximaux de E'; W est la somme des sous-espaces totalement isotropes stables, en particu-
lier donc la somme des sous-espaces totalement isotropes stables maximaux: W = +,col,,
mais: X = Ngeala donc: X C W. D’autre part X = Npeala C Nacals = (tacala)t =
WL donc X ¢ WL. Enfin W N W+ est totalement isotrope, stable, et par définition de
W:Va e, (WnW) L I,. Par conséquent, pour tout o, I + (W NW) est totalement
isotrope, stable. Alors par maximalité de I,, (W NW) C I,. Cette inclusion est vraie pour
tout a, donc: (W NW) C X. O

Sous-lemme 6 ¢ Si E n’admet pas de sous-espace totalement isotrope stable non trivial
alors tout sous-espace stable de E est non dégénéré et la représentation de I' dans E est
semi-simple,

e [a représentation de T dans WJ-/X est semi-simple, WJ-/X est somme de sous-espaces
irréductibles non dégénérés,

e si [ est un sous-espace totalement isotrope stable mazimal, la représentation de T' dans
I')1 est semi-simple, I'-/1 est somme de sous-espaces irréductibles non dégénérés,

o si E n‘admet pas de sous-espace dont le quotient non dégénéré est mon trivial, ir-
réductible, alors il est de dimension paire et ses sous-espaces totalement isotropes stables
mazimauz sont de dimension moitié.

Démonstration: Vérifions le premier point. Supposons que {0} est le seul sous-espace
totalement isotrope stable et soit F' un sous-espace stable de E. Li’espace F' est non dégénéré
car FNF" est totalement isotrope stable, donc réduit & {0} ; F est alors un supplémentaire
stable de F' et E est donc semi-simple.

Les points deux et trois découlent alors de la remarque suivante: par définition de W+
et par maximalité de I, respectivement, les espaces Wl/X et Il/I n’admettent pas de
sous-espace totalement isotrope stable.

Montrons le dernier point. On suppose que E n’admet pas de sous-espace dont le quotient
non dégénéré est non trivial, irréductible. Soit I un sous-espace totalement isotrope stable
maximal de E. Si I C I' alors I'/I est non trivial, somme de sous-espaces irréductibles
non dégénérés par le point précédent. Soit F' un sous-espace irréductible non dégénéré non
trivial de I'*/I et F son image réciproque dans I'-. Alors F' ~ F/(F N F) et donc le
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quotient non dégénéré de F est irréductible non trivial. C’est impossible, donc I = I'" et le
résultat suit. O

1.3.2 Une restriction de I’étude

La suite est exclusivement consacrée & 1’examen de la représentation de T' dans X+ /X.
En effet :

e Lareprésentation de I' dans X, sous-espace totalement isotrope, peut étre quelconque,
i.e. tout sous-groupe de GL(X) peut étre obtenu comme {7y /v € I'} pour un certain
'COE<-,->).

e Il en est de méme pour la représentation de I' dans F/X ', contragédiente de la
précédente car E/X+ ~ X*.

e Enfin dans le drapeau {0} C X C X C E, on ne s’intéressera ici qu’aux représenta-
tions sur les quotients successifs. L’étude du probléme général n’est en effet pas directement
exploitable par le procédé de construction de coordonnées locales qui suit et qui motive ce
préliminaire algébrique ; en revanche, elle ressort typiquement des questions qui nécessitent
des moyens plus lourds d’investigation que ceux, élémentaires, utilisés ici.

La suite est donc exclusivement consacrée au quotient X*/X. En fait, on étudiera
toujours l'espace F lui-méme, mais en supposant que X = {0}. Cela revient au méme et
allege les notations. Donc:

dans toute la suite, on suppose nulle I’intersection des sous-espaces
totalement isotropes stables maximaux de E, i.e. on suppose que X = {0}.

Remarquons qu’alors, par le sous-lemme 5 page 111:
E=WaoW'.

Par le deuxiéme point du sous-lemme 6 page 111, W+ est somme directe de sous-espaces
irréductibles non dégénérés ; il se comporte comme si < -, - >t était définie, i.e. comme
dans la proposition 1 page 107. Reste & examiner W.

Notation. On notera désormais dw la dimension de W, dyw. celle de W et dy celle,
commune par le sous-lemme 4 page 111, des sous-espaces totalement isotropes stables maxi-
mMaux.

1.3.3 Le cas ou dw = 2d;

Un sous-cas particulier. Remarquons que si dw = 2dj et que de plus deux sous-
espaces totalement isotropes stables maximaux I et J suffisent & engendrer W, alors ils
sont nécessairement en somme directe: W = I @ J. La représentation de I' dans I peut
étre quelconque et celle de T' dans J ~ I* lui est contragédiente. Par conséquent: {vy €
SOW,<-,->) [ y(I) =1et y(J) =J} ~GL(I) ~ GL4 (R).

Si strictement plus de deux sous-espaces totalement isotropes stables maximaux sont
nécessaires pour engendrer W —ce qui est possible—, la situation se complique, mais en
gardant une parenté avec le cas ci-dessus. C’est le lemme 1 qui suit.
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D’autre part, notons également que le cas dw = 2di est remarquable car c’est un cas
extrémal :

— la dimension des sous-espaces totalement isotropes stables est la plus grande possible
dans leur somme W,

— ces sous-espaces vérifient alors: [ = I+
— et bien str ils engendrent toujours W.

Les sections suivantes montreront de plus qu’en fait on peut toujours, dans le cas général,
décomposer W, de facon non nécessairement unique, en somme directe orthogonale d’un
sous-espace de ce type —vérifiant encore une propriété supplémentaire— et d’un sous-espace
totalement réductible.

Cette section exhibe une propriété caractéristique du cas dw = 2di, donnant une idée
de la structure de la représentation de I' dans ce cas. Elle montre également ainsi en quoi
ce cas, effectivement particulier, peut étre intéressant a mettre en exergue. Encore une fois
cependant, elle est loin d’épuiser la question ; dans I'état actuel du procédé de construction
de coordonnées locales qui suit, les présents résultats suffisent amplement aux besoins.

Notations: On note (Ij);\’:1 une base de sous-espaces totalement isotropes stables maxi-
maux, c’est-a-dire une famille de tels sous-espaces, engendrant W, minimale pour cette
propriété (nécessairement N > 2). Ces bases ne sont pas a priori toutes de méme cardinal ;
on peut de plus en choisir une de cardinal minimal. Si £ est une partie de [1,N], on notera
I¢ = Njesl; et, comme c’est 'habitude, € le complémentaire de £ dans [1,N].

Lemme 1 Soit (W,< -,- >.T') la représentation naturelle de T C SO(E,< -,->) dans W.
Rappelons que W est engendré par ses sous-espaces totalement isotropes stables maximauz
et que ceux-ci sont d’intersection nulle (i.e. X = {0}), par hypothése générale. On suppose
également que W admet une base de sous-espaces totalement isotropes mazrimauz (Ij)j-vzl
de cardinal N.

Alors, W est de dimension paire et ses sous-espaces totalement isotropes stables mazi-
mauz sont de dimension %dimW ssi W admet une suite de composition de la forme :

(Xp)E o (X)), de:{0}=XoCXiC...CX,CX; C...CX{" C X5 =W,

e L < N —2 (donc la suite est de longueur inférieure 4 2L +1 = 2N — 3)

. Xf/XL est somme de deux sous-espaces totalement isotropes stables supplémentaires
— mais peut étre éventuellement trivial.

Remarquons qu’alors, nécessairement, pour tout k de [1,L], Xy est totalement isotrope et:
b k
X/ Xp—1 — (Xlill/Xlg_) :

Démonstration. On pose:

X =Y Al Xi ]r%(+ I;)

= = Ty ors: = .

! EC[1,N] ¢ j=1 U} S Y ’
f€=N-1

Si N = 2, I’énoncé du lemme est immédiatement vérifié avec L = 0. Sinon, alors Xy est
totalement isotrope et donc X; C Xi'. En effet alors: V{j,k} C [1,N],3l € {5,k}. Pour de
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tels indices: Im C I et Im C Ij, donc Im 1 Im et X7 est donc totalement isotrope. on
suppose désormais que N > 3.

Affirmation : Xi- est engendré par les (I ﬁXll);.V:l. I1 'est méme, pour tout k de [1,N],
par les (I; N Xi) jep, N\ k-

Pour tout j de [L,N], m # j = IjN(+nzmln) = Ij, donc: NXi{ = LN(NN_1 (+nremln)) =

m=1
NN _i (I; 0 (+nrmIn)) = IjN (+nz;1y). Pour montrer Paffirmation, il suffit donc de monter,
pour tout k de [1,N], I'inclusion:

N

n <+ In> C + (Ijm(+ In)>.

i=1 \n#j ik n#j
Soit donc z dans Xi- = ﬂ;vzl(-l—n#j I,,), en particulier  est dans 4, I, donc peut s’écrire
x = +jzrx; avec: Vj € [L,N] \ {k},z; € I;. Alors, pour tout j de [L,N] \ {k}: z; =
T — (—i-j,emxj/) ;x € Xi- donc z € +n2j In et pour tout j' de {j,k}, zj0 € Ijy C 4,25 In.
Par conséquent, z; € +,.; I,,. D’autre part z; € I;, donc z; € I; N (+,4;I,). Comme
T =425 %5, & € +j25 (I; N (4425 In)), c’est le résultat annoncé.

Notons a présent m; la projection canonique: W — W/Xy. Par I'affirmation, Xf-, donc
également 7r1(X1L), est engendré par ses sous-espaces totalement isotropes stables du type
(I; ﬂXf‘)ij:l —respectivement du type (m (I} ﬂXll))jvzl pour 71 (Xi). Ces derniers sont de
plus de dimension moiti¢ dans 7;(Xj ). En particulier ils sont donc maximaux. Prouvons
cette relation sur les dimensions. I’isomorphisme musical b induit 1'isomorphisme: X, LN

(W/Xi-)*. Par cet isomorphisme, pour tout j de [1,N]:
(10 x0) = [/ X/t 0 X)) = [wrxi) /g xiy]

donc: dim(I;NX1) = dim(W/Xi) —dim(I;/(I; N X{)) = dim(X1) —dim I; +dim(I; N Xi).
On obtient alors:

dim(m; (I; 0 X{)) = dim(I; N Xi") — dim(I; N X;)
= dim I; — dim X;
1
=3 dim W — dim X,

(dim W — 2dim X)

— DN | =

= - (climxll - dimX1>

= 5 (dim(m (x7))).

— N

Par conséquent, m; (Xll) est de dimension paire, engendré par ses sous-espaces totalement

isotropes stables maximaux (7 (I; N Xll))jvzl, qui sont de dimension moitié. On peut alors
extraire de (m(I; N Xll))j\’:1 une sous-famille génératrice minimale (71 (1; N Xi"));ce. Elle

sera nécessairement de cardinal < N — 1, par la deuxieéme partie de I’affirmation liminaire.
On construit alors par récurrence la famille (Xj)%_, annoncée dans le lemme en itérant le
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raisonnement sur Xi /X, = m (X{):

Vng,jj:Wl(IjﬂXlJ'), XQZ }_—l—g Iv}' et XQZWII(X-Q)...
C
§F=6—1

Plus précisément, le raisonnement est itéré jusqu’a obtention d’un Xy, soit tel que XLl/XL
est trivial, soit tel que la base de sous-espaces totalement isotropes stables maximaux qu’on
en obtient est de cardinal 2. Comme le cardinal de la nouvelle base de sous-espaces tota-
lement isotropes maximaux décroit d’au moins un a chaque étape, on a comme annonceé :
L < N — 2 et la partie directe est prouvée.

Pour la partie réciproque, il suffit de remarquer que, si I est un sous-espace totalement
isotrope stable de X7 /X et si on note 7y, la projection canonique W — W/Xp, alors
7T£1(I) est dans W totalement isotrope, stable, de dimension %dim wW. O

Matriciellement. Notons pour tout & de [1,L], dy = dim Xj,/Xj,_1 et drqq = $dim X, /X141 €
N; notons g l'algebre de Lie de I'. On peut trouver une base de W, respectant la suite de
composition ((Xx)E_,,(X;5)9_;) dans laquelle:

Iy,
0
Mat(< -, >) = 7 Lag.ys et:
dr41
0
Iy,
Al * *
0 * *
A
g € g = Mat(g) = .L+1 0
—tAL+1 *
) *
0 0 —'A

Remarque: On peut étre plus précis dans I'exploitation du raisonnement effectué pour
démontrer le lemme. Notamment, les espaces X; et W/ X ll sont somme directe de facteurs
stables: X = @év:lfm par construction et (W/Xi) = eaévzlﬁl(fj) ou 7y désigne la pro-
jection canonique W — E/Xi". Il en est de méme, pour tout indice k, avec Xj/Xy_; et
Xkl_l/Xk. A ces sous-décompositions correspond une suite de composition de W, plus fine

que ((Xx)fo-(Xi)R=r)-
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Il est d’autre part & noter que tous les Xy, et tous les espaces de la suite de composition
plus fine mise en évidence ci-dessus, s’expriment comme sommes et intersections des sous-
espaces stables (Ij)j-vzl. La matrice générique d’un élément de I'algebre de Lie de I', exprimée
dans une base respectant cette suite de composition plus fine, posséde alors un jeu complexe
de blocs nuls dans sa partie triangulaire bloc-supérieure stricte. La encore, la poursuite de
I'investigation n’est pas en rapport avec les moyens et le temps dont nous disposons, et
surtout avec 'exploitation, trés sommaire, qui est faite de ces résultats dans la construction
de coordonnées locales qui suit.

I.4 Le résultat principal

Introduisons un résultat préliminaire jouant un role essentiel dans la démonstration du
lemme principal, et intéressant a exposer pour lui-méme.

Sous-lemme 7 Soit F' un sous-espace stable de W, dont le quotient non dégénéré est ir-
réductible, et minimal pour cette propriété, i.e. tel que:

x ' agit irréductiblement sur F/K, ou K = ker < -, - >p=FnN Ft,
x tout sous-espace strict stable de F est inclus dans K.

Alors il existe deux sous-espaces totalement isotropes stables I et J de W tels que: F C I+J,
FNIt c K et FNJ+ C K. De plus, siJ est une famille de sous-espaces totalement isotropes
engendrant W, I peut étre choisi parmi les éléments de J.

Un petit commentaire : Introduisons une situation simple o1 apparaissent dans W des
sous-espaces dont le quotient non dégénéré est irréductible. Soient I et J deux sous-espaces
totalement isotropes stables de W. On peut alors trouver une base 8 = ((fi)i1,(€:)" 1, (f)i)

de I+ J telle que I = vect((fi)j—,(ei)iz) et J = vect((e;)iZ,,,,(fi)i=1) avec mi et my

2
deux certains entiers de [1,m] t.q. my > mg — 1, et ou la forme < -, > a pour matrice:

0 0
Matg(<-,->)=| 0 0
I, 0

n

o o 5

Dans cette base g, la matrice d'un élément g de g 'algebre de Lie de I' est du type:

A, 00
Mat(g) = | Cy By Dy
0 0 —'4,

Si alors de plus {4y / g € g} est une sous-algebre de so,, (R) dont la représentation naturelle
dans R" est simple, on vérifie que I'espace F' = vect((f; + f)i_.(ei)i,) est stable, de
quotient non dégénéré F/K irréductible (K = vect((e;)i",)), de signature (n,0). Notons au
passage que si K = {0}, i.e. si m = 0, F est simplement non dégénéré, irréductible. Dans
la base ' = (%(fz + fi*)?:u(ei)?ll)a%(fi = fi)i=1):

I, 0 0 A, 00
Matg(<-,->)=| 0 0 0 et Matg(g)=| C; By Dy
0 0 I, 0 0 -4
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Le méme raisonnement peut s’effectuer avec une base 3 dans laquelle:

0 0 I,
Matg(<-,->)=[ 0 0 0 |,
L, 0 0

avec p et ¢ deux entiers t.q. p + ¢ = n. La matrice générique d’un élément g de g est alors:
Ay

0
Mai(g) = | Cy By, D,
0 0 —Ip’quIp,q

0

Si alors {4, / g € g} est une sous-algebre de so,, ,(R) dont la représentation naturelle dans
R™ est simple, on vérifie que l'espace F' = vect((f; + f7)I_,.(ei)") est stable, de quotient
non dégénéré F/K irréductible (K = vect((e;)~,)). Ce quotient est cette fois de signature
(p.q)-

Du sous-lemme 7 découle en fait que tous les sous-espaces stables de W dont le quo-
tient non dégénéré est irréductible s’obtiennent de cette facon. En effet, si I et J sont deux
sous-espaces totalement isotropes stables, on vérifie manuellement que I + J admet des
sous-espaces de quotient non dégénéré irréductible ssi il existe une certaine base 8 de I+ J,
dans laquelle se produit le phénomeéne décrit ci-dessus. (Ou plutot, 8 est une certaine base
de I'+ J', ou I' et J' sont deux certains sous-espaces stables de I et J respectivement.) On
vérifie alors que tous les sous-espaces de I'+.J' dont le quotient non-dégénéré est irréductible
peuvent s’obtenir comme les espaces F' construits plus haut, pour une base 8 bien choisie.

Démonstration. Affirmation : Si I est un sous-espace totalement isotrope stable et si F'
est un sous-espace de E comme dans 1’énoncé, alors:

(I+FH)NF=Ketalors I C F-
ou
FcI+F*

Montrons cette affirmation. Soit I un sous-espace totalement isotrope stable. Alors I + F-
est stable donc par hypothése sur F: F C I+ F'ou (I + F')NF C K. Si on est dans ce
dernier cas, K + (I + FY) = F. En effet, (I + F-) N F C K donc les orthogonaux vérifient
Iinclusion inverse: F+ + F = K+ Cc F' + (I N F). Soit 7 la projection canonique de E
dans E/K, alors: n(F+) @ n(F) C n(F+) ® n(I* N F); comme n(I* N F) C n(F), par
projection sur 7(F) parallelement & 7(F1): 7(F) =n(I'NF),ie. F+ K = (I"NF)+ K
i.e. F = (I N F)+ K. L’inclusion réciproque est immédiate. Or, I+ N F est stable, inclus
dans F, donc I'* NF C K oul* N F = F. Par conséquent, [" N F = F i.e. F C I'" i.e.
I ¢ F'. L’affirmation est démontrée.

Si tous les sous-espaces totalement isotropes stables de E sont dans le premier cas de
I'alternative présentée par Paffirmation, alors W C F- par définition de W. Ce n’est pas
le cas, donc on trouve un sous-espace totalement isotrope stable I tel que: F C I + F*.
Enfin si J est une famille de sous-espaces totalement isotropes stables engendrant W, en
effectuant ce raisonnement pour les éléments de J, on peut supposer que I € J. Dans la
suite de la démonstration, on supposera de plus I inclus dans F + F-, quitte & remplacer
I par I N (F + F1). La conclusion, valable avec I N (F + F1), le sera aussi avec I.
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Pour la suite, on note G = F + F et on surmonte d’un tchetch les objets quotient
mudulo K = FNFL': G =Fa@F' = (F+F")/(FNF'"), muni de la forme bilinéaire
induite toujours notée < -, - >, est non dégénéré. Notons également dans G, 71 la projection
sur F' parallélement & F-, w5 la projection sur F'- parallélement & F et F' = my(I). Comme
F et F+ sont stables par H, m et my commutent avec I'action de H. Comme I N F = {0},
(7r2)uv est inversible, soit alors ¢ la composée :

(m2) 7

)T
o 5 T F

La deuxiéme fleche est surjective car F' C T 4+ F+. Remarquons que:

I={f+¢(f)/ feF'}

En effet, si f € F', notons i = (ﬂg)‘_jl(f) € I, alors i = m (i) + me(i) = (m o (7‘(2)‘_11)('][) +

f = ¢(f) + f donc ¢(f) + f € I. Réciproquement, si i € I, en notant f = my(i) € F’,
i =mi(i) + me(i) = (m o (71'2)‘_11)(]0) + f = ¢(f) + f. Introduisons 'espace

T={f-o(f)/ feF'Y,

J est totalement isotrope, soit en effet f; et fo dans F':

< @(f1) = fr,6(f2) = fo > =< fr.fo >+ < d(f1),0(f2) > =< _f1 ,d(f2) >—< fa ,o(f1) >
NGB N

——
et ¢F eFL+  ¢F

~

=0 =0
=< fi.fa >+ < ¢(f1),0(f2) > + < f1.0(f2) > + < fa,0(f1) >
=<¢(f1) + 1, ¢(f2) + f2 >=0

~~ ~~

el el

D’autre part, J est stable sousI’action de H, car I’ l'est et car ¢ commute avec 'action de
H. Enfin, par construction, ¢ étant surjective de F' sur F, F+F' =T+.J,donc F C I +.J
ot I et J sont les images réciproques,encore totalement isotropes, stables, de I et J dans
G. Par construction enfin, F C FX 4+ 1, donc F + F+ c F+ 4+ I, d’ot 'inclusion inverse sur
les orthogonaux: F NI+ C K. Le méme raisonnement s’effectue pour .J. O

On peut & présent énoncer le résultat principal de cette partie. On rappelle qu’on suppose
X réduit 4 {0} ; dans ce cas, E=W @& W.

Lemme 2 Notons S le plus grand sous-espace semi-simple de F et R sont plus petit sous-
espace de quotient semi-simple. Comme S est semi-simple, S N R admet au moins un sup-
plémentaire S’ stable dans S. Soit S’ l'un quelconque de ces supplémentaires ; on note W' =

S, Alors :
1
o S' est non dégénéré, donc E = S'@W', et RC W' Cc W ie. Wt Cc & C S.
Autrement dit, tout supplémentaire stable ' de SN S+ dans S contient W+.

e R et W' sont chacun engendrés par leurs propres sous-espaces totalement isotropes
stables.

e R n’admet pas de sous-espace stable F' dont le quotient non dégénéré est irréductible,
i.e. tel que F/(F N FY) est irréductible.
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o W' est de dimension paire 2dy, ot dy est la dimension de ses sous-espaces totalement
isotropes stables mazimauz.

Démonstration. Le premier point.

L
Par le sous-lemme 3 page 109, SN R = SN S+ donc S’ est non dégénéré et E = S'@W'.
D’autre part, R = S+ C 8"t = W'. 1l reste & montrer que W’ C W. Montrons en fait que
wtcs.

Par le sous-lemme 6 page 111, T' agit de facon semi-simple sur W' donc W+ C S, de
plus W+ est non dégénéré, donc W+N(SNS+) = {0}. 1l existe un supplémentaire stable S}
de SN St dans S, contenant W : soit T un supplémentaire stable de W' + (SN S*) dans
S semi-simple, il suffit de poser S§ = W+ @ T'. Soit 7 la projection canonique S — (SN S+)
et ¢ définie sur S par: dgngr = Idgngr et: g5 = (m )t om. Comme SN S+, Sf et S
sont stables sous l'action de I' et que m commute avec cette action, il en est de méme pour
&,

D’autre part, S N S) = (S'*NS)NSH = (St NS)NS, = {0}, donc §'* + S = E
et on peut introduire py la projection de FE, sur S'* parallelement 4 Sj). On prolonge ¢ &
E par: ¢ g = (WO)‘S(I)J_ (ceci redéfinit, de fagon cohérente, ¢ gngr = Idgngt). Comme St
et S sont stables sous l'action de I', myp commute avec cette action et il en est de méme
de ¢; ¢ est de plus orthogonale par construction, donc ¢ envoie les sous-espaces totale-
ment isotropes stables les uns sur les autres, et donc ¢(W) = W. Or ¢(S;) = S’, donc
Wt =¢(W) C ¢(Sh) =S, cest le résultat rechercché.

Le deuxiéeme point, pour l’espace R.

Montrons que R est engendré par ses propres sous-espaces totalement isotropes stables.

Affirmation. Soit T un supplémentaire de R dans W' et T le plus petit sous-espace I-stable
contenant T', alors: R C T. Par conséquent, si G sous-espace de W' vérifie n(G) = n(W'),
alors G = W',

Montrons I'affirmation par I'absurde; posons R = T N R (R’ est alors un sous-espace
stable de F) et supposons que R’ C R. Soit 7 la projection canonique W' — W'/R' et
z € n(T) Nw(R). On prend alors ¢ dans T tel que 7(t) = = et r dans R tel que 7(r) = z;
alors t = r [R'], donct € R+ R = R, donct € RNT = R et donc enfin z = 0.

Comme d’autre part T+ R = W', on a: «n(T) @ n(R) = «(W'). Mais «n(T) C =(T) et
7(T) + 7(R) = n(W'), donc enfin n(T) = «(T).

D’autre part m commute avec 'action de T', donc m(T) = 7(T') ou (T est le plus petit
sous-espace I'-stable de m(W') contenant 7(T). Par conséquent, w(T) = w(T) i.e. ©(T) est
[-stable dans m(W'); m(T) est de plus semi-simple car équivalent & T': 7 est bijective de T
sur w(T) car TN R' = {0}.

Soit alors {0} C Ry C Ry € ... C R,y € R, = n(R) (k < 1 car R" C R) une
suite de Jordan-Holder pour l'action de T' sur 7(R) = R/R’' et «' la projection canonique
(W'/R') = 7(W') = n(W')/Ry_,. Par le méme raisonnement que plus haut, appliqué a
7', on a encore: 7' (w(T)) & 7' (w(R)) = «'(x(W')). Le premier terme 7'(7(T')) est stable,
comme 7(T), il est équivalent & 7(T) donc semi-simple car n’ est invective sur 7(T). Le
deuxiéme terme est 7' (m(R)) = 7(R)/Ry_1, simple par définition de Rj,_;. Par conséquent,
' (xr(W')) = W'/(7') "' (Rg_1) est semi-simple; or E = S’ @ W' ot S’ est semi-simple donc

119



E/(n") Y (Rp—1) = 8" @& (W'/(x")~""(Ry_1)) est également semi-simple. Par définition de R
alors: R C (n')~"(Rg_1). C’est absurde, donc R = R, c’est la premiére partie de I'affirma-
tion. La conséqunce mentionnée ensuite est immédiate.

On note désormais 7 la projection canonique E — E/(R+S). Comme W' C W, il existe
une famille (qu’'on peut prendre finie) (I’) |, de sous-espaces totalement isotropes stables
telle que W' C (—l—gle]’-); ces I verlﬁent 7r(+q 1I;) = n(W') = n(E), en effet, comme
W'+ (R+S)=E, n(W') = n(E), donc m(+j_ I’) n(E) = n#(W') C 7T(+3-:1[;). On
définit alors par récurrence la famille de sous—espaces totalement isotropes stables (Ij)?zl
de la fagon suivante:

[ ] Il = I’

e Supposons le k-uplet (I )J 1 défini. L’action de I' sur E/(R + S) est semi-simple par
définition de R, on prend alors un supplémentaire stable T;,; de 7r(—|—j: I;)Nr(I;, ) dans
m(I},,) et on pose Iy = ' (Ip41) NI, ; C’est un sous-espace stable de Iy, totalement
isotrope, donc un sous-espace totalement isotrope stable.

Les (I')J_1 vérifient :

VEk < q,W(‘i‘?:le) N7(lky1) = {0}

— les (7r(1'j));1:1 sont donc en somme directe — et :

m(+h 1) = m(+h, 1)),

donc en particulier:
@iy m(1y) = n(+]_ 1) = n(E) = n(W').

Soient alors:

e p; la projection de E sur W', parallelement & S,

e py la projection de E sur S’, parallelement & W'.
Ces deux projections commutent avec l'action de I', elles définissent donc une équivalence
de représentations, pour tout j de [1,q]], respectivement entre I;/(S’ N I;) et pi(I;) et entre
I;/(W'N1I;) et pa(I;). Sont donc encore équivalentes les représentations p1( )/ (W'N1I;) et
I /[(S’ﬁI) (W’ﬂI )] d’une part et po(Z;)/(S"' N I;) et I;/[(W' N I;) & (S’ﬁI )] dautre
part donc enfin:

pi(L;)/ (W'D 1) ~ pa(1;) /(S NI

i)
Or pa(I;) C S" donc pa(I;) est semi-simple, de méme donc pa(I;)/(S'NI;) et enfin py (I;)/(W'N
I;). Notons enfin, pour tout j, m; la projection canonique pl(I]) - pi(L;)/(W'N I, )

On peut alors choisir pour tout j de [1,¢] un supplémentaire stable F; de m;(p1(Z;) N
R) dans m;(p1(/;)); on note G; = 7rj_1(F) I'image réciproque de F} dans pi1(1;), et R,
I'intersection R N Gj. Ces objets vérifient deux propriétés:

e Pour tout j de [1,¢] et par construction de G, G; + (pg( j)NR) = pg( ;), donc:
(G;) = n(G; + (p2(I;) N R)) = 7(p2(I;)) = w(I;) et donc 69] 17T(G]) = 69] 17r(I]) =
n(E) = m(W'). Alors, par I'affirmation énoncée en début de démonstration, et 69 G

étant un sous-espace de W': @ j:lGJ = W', ou 69 G est le plus petit sous-espace I'-
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stable contenant @?ZlGj. Les G étant I'-stables on obtient :
q _ /
@jzlGj — W .

e Par construction, pour tout j de [1,¢]: 7;(G;) ® 7;(pi1(I;) N R) = mj(p1(I;)), donc:
R;=G;NR=[G;N(RNm(I;))] SN {0}, donc R; C I; N W'. Par conséquent :

Rj C G]ﬁGJl

En effet, soient r € R; et g € G;; il suffit de vérifier: R; C Gj-. Comme G C pi(I;), on
trouve i € Ij et s € §' tels que g =i +s. Alors: <rg>=<ri>+<rs>;s€S LR
donc < r,s >= 0; enfin » € R; C I; et I; est totalement isotrope, d’ott < r,i >= 0 et le
résultat cheché.

On peut maintenant montrer que R est engendré par ses propres sous-espaces totalement
isotropes stables. Choisissons pour tout j un supplémentaire qualconque S; de R; dans G :
Gj =R;® Sj. Alors:

(+7-155) N R = {0}.
Soit en effet z € (-I—?-:lSj) N R; on peut écrire z = Z?‘:l zj avec Vj,z; € S;. Comme
z € R, m(x) = 0; mais par construction des I}, @;ZIW(I]’) = m(W') et pour tout j, S; C I,
donc: Vj,m(z;) = 0 i.e. Vj,z; € R+ S. Comme Vj,z; € S; C G; C W', on a enfin:
Vj,z; € (R+S)NW'= R. D’autre part: Vj, RNS; = RjNS; = {0}, donc Vj, z; =0, c’est
le résultat recherché.

Rassemblons les résultats.

W'=+1_,G; = (+]_Rj) + (+]_,S;) avec: +]_; R; C Ret: (+]_,S;) N R = {0}.

Par conséquent, —I—;l-:le = R i.e. R est engendré par ses sous-espaces stables R;. Pour

terminer, comme Vj € [1,¢],R; C G; N Gjl, les R; sont totalement isotropes. L’espace R
est engendré par ses sous-espaces totalement isotropes I'-stables.

Le deuziéme point, pour 'espace W.

Montrons que 'espace W' est engendré par ses propres sous-espaces totalement isotropes
stables.

On utilise ici les résultats et notations du point précédent. Comme montré au début de
celui-ci, pour tout j de [1,¢], la représentation de I' dans 7;(p1(1;)) = p1(Z;)/(I; " W') est
semi-simple. Il en est donc de méme pour celle dans 7;(G;) ~ G,/(I; N W' N G;), donc
encore pour celle dans G;/R; car R; = G; N R C I; N W' N G;. Par conséquent, S; N Sj-
admet dans S; un supplémentaire 5’; stable modulo R;. On notera:

G; =R;® S;, alors: G; N G;J‘ = R;.

Remarquons également que pour tout j, S;l N (R N S) est I-stable. Soit en effet
s € S;.J- N(RNS), s € SjetyeTl: < y(s),s' >=< s,y '(s") > On choisit &' € 5
et 7 € R tels que v 1(s') =5 +r, alors: < y(s),s' >=< 8,5 +r >=< 5,3 >+ < s,y >=0.
Le premier terme est nul car s € S;l, le deuxieme car s € S =R Letr € R C R. On a
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montré: I'.s C S;l. Comme R et S sont stables, I'.s C (RN S), donc enfin S;-L N(RNS)
est I'-stable.

D’autre part, par définition de S, l'action de I' sur R N S est semi-simple; on peut
alors choisir, pour tout j de [l,¢], un supplémentaire stable K; de S; N (RN S) dans
R N S. L’isomorphisme musical b : v +—< wv,- > fournit alors un morphisme cano-
nique de Kj; sur S7*. Ce morphisme est injectif car K; N S;.J- = {0}; il est surjectif car
Kj+Si"=RnSet Sin(RNS)' =8iN(R+S) =S5;n(G;N(R+S)) C S;NR; ={0}.
Les représentations de I' dans K et S;.L sont donc contragédientes. D’autre part, S;.L et
[(S% + R;)/R;]* sont canoniquement isomorphes car R; 1 S7. Les représentations de I' dans
Kj et [(S} + R;)/R;]* sont donc contragédientes, celles dans K et (S} + R;)/R; sont donc
équivalentes, i.e. il existe ¢ orthogonal dans L(Kj,(S} + R;)/R;), commutant avec I'action
de T'. En composant ¢ avec l'isomorphisme canonique S; — (S} + R;)/R;), on obtient
o € L(Kj,S;), orthogonal, commutant modulo R avec l’action de I'. Par construction:
Vo,w € Kj, <v,¢ (w) >=<¢'(v),¢'(w) >. En effet, si on note ¢; le premier isomorphisme
Kj — [(S} + Rj)/Rj] et 1 celui [(S} + R;)/R;] — [(S} + Rj)/R;]*, la propriété est vérifiée
par ¢: < vp(w) >= [p1(v)](p(w)) =< [p1(v)]"p(w) >=< p(v).p(w) >. On a donc le
méme résultat avec .

Le graphe {v — 2¢'(v) / v € K,y € T} de 2¢’ est alors stable modulo R sous I'action
de I'. De plus, J; est totalement isotrope; soit en effet v € J; et v € I', alors:
<v=20'(0)w—2¢'(v) >=  <wu>  —4<P(v)w >+ <P (v).¢'(v) >
———

=0 car Kj est tot. isotrope.

= 4 <), (v) >+4 < P ()¢ (v) >
=0

Ce méme espace J; est orthogonal & R; car K; C (RN S) C R C le et S; C le.
Finalement :

Jj + R; est totalemet isotrope, stable et: J; + R; C (K; + S7) + R; C W',
D’autre part introduisons, pour tout j de [1,q], J]’v = GjﬂGj-. C’est un espace totalement
isotrope, I'-stable et :

7T(J9'<) +n(J;) =m(G; N Ggl) +7({v—2¢'(v) /veEKj,y€T})
=7(R; ® (S;NS})) + {n(v) —2n(¢'(v)) /v € Kj,7y €T}
~—~ ~——

=0 scrit S
décrit S]
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Par conséquent :
+j(w(Jj) + 7 (J}) = +m(L;) = =(W').

De nouveau par I'affirmation posée en début de démonstration, ceci implique: —|—j(J]’. +J;) =
W'. L’espace W' est engendré par ses propres sous-espaces totalement isotropes stables.

Le troisiéme point.

Préliminaire. L’espace R est engendré par ses sous-espaces totalement isotropes stables
(Rj)g:1 introduits plus haut. On peut en fait, en conservant cette propriété, remplacer les

(Rj)g:1 par des espaces (ﬁj)?zl plus petits; cette substitution sera utile dans la suite.

On a introduit, pour tout j, le sous-espace G; de W' et la décomposition: G; = R; ® S
ou R; = G; N R. Notons alors G le plus petit sous-espace I'-stable contenant Sj;; c’est
un sous-espace totalement isotrope stable, inclus dans Gj. On constate facilement que les
(Gj)g:1 vérifient, comme les (Gj)g:1 cm(+;G4) = m(W'). Il~suit, par le méme raisonnement
que celui effectué sur les G, que R est engendré par les (G; N R)q . On pose donc pour
tout 7, R G N R C R;; ce sont des sous-espaces isotropes stables de I, engendrant R.
De plus 1ls verlﬁent :

Gj=R;®S;; (Hstableet HC G;)= H=G;ouHCR;.

Preuve du deuziéme point, par l’absurde.

Avertissement : on travaille ici dans R. Notamment, si A C R, A" désigne I'orthogonal
de A dans R.

Soit F un sous-espace de R tel que F/(F N F* est irréductible; prenons F’ un supplé-
mentaire quelconque de K = F'N F+ dans F. D’apres le sous-lemme 7 page 116, on trouve
I et J deux sous-espaces totalement isotropes stables tels que F* C I +J et K C I NJ.
On peut de plus choisir I dans une famille de sous-espaces totalement isotropes stables,
génératrice, quelconque; on peut donc supposer que I est I'un des ﬁj, 7 € [1,q]. Quitte &
permuter les indices, on supposera que I = 1:';31 Toujours d’aprés le sous-lemme 7, I = 1:';31
vérifie: FNR: = FNI+ C K, _par conséquent : F' N R} = {0} et donc: F'* + R, = R.
Enfin, comme Ry CG: (F’L N Gl) +R; =Gy.On peut donc choisir un sous-espace Sy de
F'L, supplémentaire de R; dans G;. On a alors, comme avec le triplet (Gl,Rl,Sl)

e Gi=R @85,

e par conséquent, él est le plus petit sous-espace stable contenant §1,

[ ﬁl C él N éll

Supposons que F' n’est pas réduit & {0}. Alors Ry =1} F donc Gy £ F'; comme
d’autre part 61 est le plus petit sous-espace stable contenant gl, on trouve v dans I', s dans
Si et f dans F' tels que: < .s,f ># 0. Alors: < s,y.f ># 0 or on peut écrire v.f = f'+k
ou f' € F' et k € K, donc, avec ces vecteurs: < s,f' > + < s,k ># 0. Mais < s,f' >=0
car $; L F' et < s,k >=0car K C I = Ry L S;. Clest absurde, donc F' = {0}, i.e.
F =FnNF*', ie F est totalement isotrope. Cest le résultat recherché.

Le quatriéme point.

Soit I un sous-espace totalement isotrope stable maximal de R et I son image dans
R/(RNS). Comme RNS = RNR™ est stable et que I est maximal, I contient nécessairement
RN S. On note ici d = dim I. Comme R n’a pas de sous-espace F tel que F/(F N F') est
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irréductible non trivial, et par le sous-lemme 6 page 111:
dim[R/(RN S)] = 2dim [ = 2d — 2dim(RN S).
Par conséquent, dim R = 2d — dim(R N S) et enfin:
2d = dim R + dim(RN S) = dim R + dim(W'/R) = dim W'.

D’autre part, I est un sous-espace totalement isotrope stable de dimension d de R, donc
de W'. Comme W' est non dégénéré, ses sous-espaces totalement isotropes sont de dimen-
sion au plus moitié, i.e. au plus d. L’espace I est donc nécessairement totalement isotrope
stable, mazimal. La dimension, commune par le sous-lemme 4 page 111, des sous-espaces
totalement isotropes stables maximaux de W' est donc d = %dim W', c’est le quatriéme
point. O

I.5 Récapitulation: une décomposition de FE

Combiné avec un rappel de résultats classiques sur les représentations réelles semi-
simples de groupes de Lie, le lemme 2 fournit une décomposition remarquable de £ — dans
le cas X = {0} —, donc de X+/X dans le cas général. C’est sur elle que se fondera la
construction de coordonnées locales des parties suivantes.

I.5.1 Rappel de résultats classiques

On rassemble ici sous forme d’une proposition-fleuve des résultats classiques de la théorie
des groupes de Lie. Cette proposition classifie les composantes isotypiques de la représenta-
tion naturelle dans E d’un sous-groupe X de SO(E,< -, >), ou E est un espace vectoriel
réel muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée < -,- >, quand cette représen-
tation naturelle est semi-simple. Attention, il s’agit encore d’un exposé ad hoc; d’une part
il n’est que largement partiel, d’autre part il effectue des regroupements arbitraires, utiles
seulement pour ’exploitation qu’on veut en faire et sans justification intrinseque.

La proposition est présentée sans démonstration. Elle repose sur la classification des
actions semi-simples d’un groupe de Lie sur un espace vectoriel complexe, intégralement
effectuée par J.Tits: ¢f [T67]. Sur la base de cette classification, il «suffit> de complexifier
et d’utiliser le fait qu'une forme non dégénérée < -,- > est préservée pour obtenir la présente
classification. Celle-ci peut également s’obtenir de maniere directe, par des raisonnements
élémentaires mais un peu longs.

Proposition 2 Soit (E,< -,- >.%) un R-espace vectoriel E de dimension finie muni d’une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée < -,- > et d’un sous-groupe ¥ de SO(E.< -, >)
dont la représentation naturelle dans E est semi-simple. Soit G une composante isotypique
de E et W le sous-espace de E engendré par les sous-espaces totalement isotropes stables,
alors :

e GG est non dégénéré ou G est totalement isotrope,

e GCWouGCWH,
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e G est de l'un des cing types suivants :

1
types la et lb‘ G= & G, avec les propriétés suivantes :

1<i<N
* les G sont chacun stables, irréductibles, non dégénérés, de signature (p,q) ou (q.p)
avec (p,q) la signature de G4

* il existe un N-uplet (g;)N., € Hfil L(G1,G;) de morphismes orthogonaur — ou

antiorthogonaux, selon la signature de chaque G; —, qui commutent avec ’action
de X3,
% enfin Uaction de X sur Gy stabilise < -, >q,, et éventuellement d’autres formes

bilinéaires réflexives, i.e. symétriques ou alternées, non dégénérées.

La composante sera dite du |type la| si laction de % sur Gy ne stabilise que les

formes proportionnelles a < -, > q,.

P
Dans ce cas : Il existe alors un unique couple (P,Q) d’entiers tels que: G = < @ Gi> @
i=1

P+Q
< @ Gi> ou: 1 € [1,P] & y; est orthogonal (et donc G; est de signature (p,q)) et
i=P+1

i € [P+ 1,P+ Q] < ¢; est antiorthogonal (et donc G; est de signature (q,p)). Comme
représentation de X :

(G7< Tyt >) = (G17< Tyt >\G1) ® (RN’< Tyt >P,Q)a

oty (RN < .,- >pg) est la représentation triviale de ¥ dans RN muni de la forme

quadratique < -,- >p o = Zf;l dz? — Zf;}%l dz?. La paire {P,Q} est la signature,

définie a Uordre prés de P et QQ, du facteur tensoriel trivial de la composante isotypique
G.

En particulier : G contient des sous-espaces totalement isotropes stables ssi {P,Q} #
{N.,0}; dans ce cas, G est engendré par eu.

La composante sera dite du type | type 1b| si l'action de 3 sur G stabilise des formes
réflexives mon proportionnelles a < -,- >q,- Dans ce cas, la signature de G1 est

nécessairement (p,p) et Uaction de ¥ sur Gy commute alors avec une ou plusieurs
structures supplémentaires.

Par exemple, elle stabilise, outre < -,- >|qys une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée indépendante de < -,- >, ssi elle commute avec une structure compleze
J:J, € L(G1,Gy), J* = —1d, telle qu’il existe une base 3 de Gy ou: Matg(< -, >) =

10 1 0

plus haut, dans le chapitre 2 de cette thése, le théoréme 2 page 62 et la définition 4
page 65.]

Si elle stabilise, outre < -, - >|qy, une forme alternée non dégénérée w, alors elle com-
mute, selon les cas, avec une certaine structure compleze J ou paracompleze J*. [voir
encore a ce sujet, au chapitre 2, le théoréme 6 page 88 et les définitions 11 page 86,
1} page 92 et 16 page 94.]

Dans ce cas : Pour tout couple (P,Q) tel que P+ Q = N, comme représentation de o :

< 01 >, Matg(J) = < 0 -1 ) [voir a ce sujet, outre la référence de J. Tits donnée

(G7< R >) = (G17< R >\G1) ® (RN’< N >P,Q)‘

En effet, chaque morphisme @; peut étre changé en ; o J? ou @; o Jt selon les cas

125



et changer de nature vis-da-vis de < -,- >. Le facteur tensoriel trivial peut donc étre
choisi de signature quelconque.
En particulier : G est engendré par ses sous-espaces totalement isotropes stables.

1
types 2a et 2b| G= & (G, ®G,), avec les propriétés suivantes :
1<i<N

* les G; et G sont de méme dimension, chacun stables, irréductibles, totalement
isotropes, de somme G; ® G non dégénérée,
* il existe un N-uplet (p;)N, € Hl]\il L(G1,G;) de morphismes orthogonauzr — ou

antiorthogonauzx, selon la signature de chaque G; —, qui commutent avec [’action
de X,
* enfin 'action de X sur Gy préserve une ou plusieurs — au plus alors trois li-

néairement indépendantes — formes alternées non dégénérées et aucune forme
bilin€aire indépendante de celles-ci.
Notons alors w la, ou une des, formes alternées non dégénérées stables sur G.
. b . ! ’ .
Dans ce cas : L’isomorphisme 1 de G| dans G défini par

e . .
b GV G G

commute avec l'action de 3 ; Gy et G} sont donc deuz représentations équivalentes (et
contragédientes a la fois). Il en est de méme, pour tout i, par composition avec les p;
de G; et Gi,. Comme représentation de X :

(G7< Tyt >) = ((Glaw) 02 (RQNawcan)aw 02 wcan) 3

oti (R2N wean) désigne la représentation triviale de ¥ dans R?N muni de sa forme
alternée canonique weay). Notons qu’alors la forme produit tensoriel w ® wean est
symétrique.

En particulier : G est engendré par ses sous-espace totalement isotropes stables.

Notons enfin qu’on peut distinguer le |type 2a| ou une seule forme alternée non

dégénérée, a proportionnalité prés, est préservée sur Gy et le |type 2b| ou il y en
a plusieurs —des structures particuliéres commutent alors avec [’action de X.

type 3| G est totalement isotrope et: G = @& G;, avec les propriétés suivantes :
1<i<N

* les G; sont tous de méme dimension et sont chacun stables, irréductibles

* il existe un N-uplet (p;)¥, € Hf\;l L(G1,G;) d’isomorphismes qui commutent avec
Paction de X,

* enfin l'action de ¥ sur G1 ne préserve aucune forme bilinéaire réflexive.

Remarque : Dans ce cas, nécessairement, E contient une composante isotypique G'
vérifiant :

dim G’ = dim G, G’ est totalement isotrope et G © G' est non dégénéré.

Alors lisomorphisme b : G — G commute avec l'action de ¥ et donc la représenta-
tion de X sur G' est la contragédiente de celle sur G. Ces deuz représentations ne sont
pas équivalentes car l’action de 33 sur G ne préserve aucune forme bilinéaire réflexive.
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Donnons un apercu matriciel des composantes isotypique des différents types. Cet apercu
ne prétend pas restituer toute la substance de la proposition. On note ici s l'algebre de Lie
de 3.

On peut trouver dans une composante de type 1 une base dans laquelle:

L1, s
’ 0 0
Mat(< -, >) = et s€s= Mat(s) = 0 ,

0
*I,, S

olt la représentation naturelle de {S(s) / s € s} C 50, 4(R) dans RPT? est simple.

On peut trouver dans une composante de type 2 une base dans laquelle:

Mat(< -,->) = et

s € s = Mat(s) = —7g ,
0

0 0

_tg

ol n = 2n/ est pair et on la représentation naturelle de {S(s) / s € 6} C sp(R? wean) dans
R?"" est simple et ne préserve aucune forme bilinéaire symétrique de R?"'.

Les composantes de type 3, totalement isotropes, s’associent par paires «duales». On peut
trouver une base d’une telle paire, constituée d’une base de chacune des deux composantes
isotypiques, dans laquelle les matrices de < -,- > et de s € s ont la méme forme que ci-
dessus. Cette fois cependant, la décomposition de I'espace en deux sous-espaces totalement
isotropes est canonique (ce sont les deux composantes isotypiques) , n est quelconque et la
représentation naturelle de {S(s) / s € s} C gl(R",wcan) dans R est simple et ne préserve
aucune forme bilinéaire symétrique ou alternée de R".

I.5.2 La décomposition annoncée

On exploite les données de la précédente proposition-fleuve par I'intermédiaire d’un
dernier résultat auxiliaire. On reprend les objets usuels (E,< -,- >.T'), X, W, R, S et on
suppose toujours X = {0}. Ce résultat est essentiellement une suite de remarques simples;
il est donné sans démonstration.

Sous-lemme 8 Soit S = @§:1Fj la décomposition de S en composantes isotypiques. Alors :
SNR= @;1‘:1(Fj N R). Par conséquent, S' est un supplémentaire stable de S N R dans S

127



ssi §' = @gle]'- ot pour tout j, F]’ est un supplémentaire stable de F; N R dans F;.

Par conséquent, si F; est une composante isotypique, soit F; C RN S, soit F;/(F; N R)
est non trivial ; ce quotient est alors d’un des cing types possibles donnés par la proposition
2 qui précede.

Enfin, pour tout j, F; CW ou F; C W, plus précisément :

o I} C W ssi F; est non dégénérée, de type la, avec un facteur tensoriel trivial de
signature {N,0},

e F; C W dans tous les autres cas.

‘ Récapitulation.

Rappel: On suppose toujours X = {0}. Dans un espace E ou ce n’est pas le cas, I'exposé
s’applique donc au quotient Xl/X. Cette récapitulation est en outre un xposé ad hoc, en
vue de la construction des coordonnées. Elle n’est pas nécessairement I'exposé algébrique le
plus canonique sur la situation.

Récapitulons la plupart des résultats dans un dernier lemme. Dans ces derniéres pages,
les sous-espaces canoniques sont désignés par les capitales simple, les sous-espaces non
nécessairement canoniques sont accentués : repérés par «prime» ou «seconde».

Lemme 3 L’espace E sur lequel agit T' est muni des sous-espaces canoniques W, W+, S
et R =8+, et S de sa décomposition canonique S = @§:1Fj en composantes iSotypiques.
On choisit alors un supplémentaire stable quelconque S’ = @?ZlF; de SN R dans S, ou
pour tout j, F]' est un supplémentaire stable quelconque de F; N (SN R) dans Fj. S’ est non
dégénéré. On note W' = S'*. Alors E admet la décomposition, non nécessairement unique,
I'-stable :

ol A
E=SoW

avec :
. wWtcs cs
RcW cw

o W' est de dimension paire, il est engendré par ses sous-espaces totalement isotropes
stables, qui sont de dimension moitié,

e le plus grand sous-espace semi-simple de W' est RN S, totalement isotrope,

o S’ est semi-simple, non dégénéré et sa structure est donc décrite par la proposition 2
page 124.

Matriciellement. Notons g I'algebre de Lie de I' et dgnr la dimension de S N R. 1l existe
par exemple une base de E dans laquelle:
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N w’

—~N ~
Mg 0 0
0 0 0 Ligon
Mat(< -, >) = 0 0 My 0 et:
Lig n 0 0
—_——
S%,_/
R
Gg 0 0
S
1 0
0 0 < * *
g € g = Mat(g) = E
0 G .
0 _1g
! 0
0 0 0 . t
1S,

Les matrices Mg et Gg sont diagonales par blocs, avec des blocs correspondant a une
décomposition de S’ en composantes irréductibles. La forme de ces blocs est alors donnée
en fin de section 1.5.1 page 127. Le quotient R/(R N S) est engendré par ses sous-espaces
totalement isotropes stables maximaux et ceux-ci y sont de dimension moitié. La base de
E peut donc étre telle que les matrices My et Gy soient de la forme donnée en fin de
section 1.3.3 page 115. (On aurait pu aussi proposer directement de telles matrices sur W'
entier.) Enfin, la représentation naturelle des algébres de matrices {S;(g) / g € g} dans R%
(d; = taille des matrices) est semi-simple pour tout .

Naturellement, si E est un espace out X n’est pas réduit a {0}, il existe une base de E
dans laquelle:

Xl
—
X
A~
0 0 Ty | x| x
Mat(< -, >) = 0 | M| O et:g€(g)=Mat(g)=| 0|G|x |,
Ty 0 0 0] 0=

ou M et G sont respectivement les matrices de < -, - > et de g sur XJ-/X; elles sont du
type donné plus haut.

Précisions. On peut également expliquer, avec les objets introduits, comment s’expriment
W et W. Introduisons deux notations suplémentaires.

o Y' = vect{F'j / F} de type la ou 1b selon les notations de la proposition 2 page
124} C &'
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o W" = vect{F'j |/ Fj est de type 2a, 2b ou 3 selon les notations de la proposition 2
page 124.} C S
Alors E¥ admet la décomposition, non nécessairement canonique, en sous-espace stables :

! L n L !
E=WeoeW Y,
avec :
Y=Y'nW)® (Y'NW) (Cette décomposition de Y est, elle, canonique.)

1 1
W=weW'es (Y NW)
wlt=vy'nwt

Précisons la premiere égalité :

Y'NW+ = vect{F'j / Fj est non dégénérée et F} est de type la, avec un facteur
tensoriel trivial de signature {NV,0} selon les notations de la proposition 2 page 124.}

Y'NW = vect{F'j / Fj est dans tout autre cas.}

De plus:
e W est semi-simple, non dégénéré, somme de composantes isotypiques de deux types:

* Des composantes de type 2 selon les notation de la proposition 2. Ces composantes
sont non dégénérées et admettent une décomposition, non unique, en somme de
deux sous-espaces totalement isotropes stables.

* Des composantes de type 2 selon les notation de la proposition 2. Ces composantes
sont totalement isotropes. Elles s’associent par paires de deux représentations
contragédientes ; la somme des deux composantes d’une telle paire est alors non
dégénérée, orthogonale a toutes les autres composantes.

C’est espace admet une décomposition W” = I" @ J" en deux sous-espaces totalement iso-
tropes stables semi-simples, les composantes isotypiques totalement isotropes étant conte-
nues dans I"” ou J”, celles non dégénérées étant «a cheval» sur les deux.

L
e Y’/ est semi-simple, somme de composantes isotypiques non dégénérées, du type ®;G;,
les G; stables, irréductibles, non dégénérés.

1
N.B. Cette décomposition, partiellement artificielle, de S’ en W"” @ Y’ est essentiellement
donnée en vue de la suite; on le verra par exemple en début de partie II.

I.5.3 Pour reprendre cette étude ...

Comme répété plusieurs fois, le lemme algébrique proposé ici n’est qu’un premier éclairage,
partiel d’une part et en partie arbitraire d’autre part, du probleme qu’il aborde. Nous ajou-
tons ici quelques remarques en vue d’un éventuel traitement plus canonique de la situation.

e Un exposé définitif devrait considérer tout 'espace E et pas seulement le quotient
X1 /X, autrement dit, ne pas se restreindre au cas X = {0}. Est-il souhaitable ou pas dans
cette perspective de traiter d’abord le quotient XJ-/X, puis tout l'espace? Ce n’est pas
évident.

e Dans le cas ol on choisirait de garder le présent exposé comme étape, une étape
suivante naturelle est d’introduire le plus petit sous-espace I'-stable X’ de X' tel que
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m(X') = 7(X1). On obtient alors le nouveau réseau :

XI

! 1L
{0} CcX'nX {XcX’L

} CX'+X*+CE
qui possede quelques propriétés intéressantes, permettant de poursuivre ’étude.

De fagon générale dans I’étude d’actions de groupes stabilisant des drapeaux, les espaces
du type de X' sont intéressants & exhiber. Si I’étude fait alors apparaitre de nouveaux
drapeaux stables, on peut méme alors itérer le raisonnement (exhiber & nouveau un espace
du type de X'), pour espérer dégager par récurrence la structure de la représentation.

e Un intérét du drapeau {0} C X C X+ C E est lié au fait que X+ = W + W+, Les
vecteurs hors de X ne sont donc, ni engendrés par les espaces totalement isotropes stables,
ni orthogonaux a tous ces derniers. Ceci fournit des informations sur I’action de I" hors des
quotients successifs X/{0}, X*+/X et E/X*. Par exemple, on obtient qu’'en un sens, dans
le cas o X # {0}, la diagonale du bloc supérieur droit de la matrice générique de g (voir
page 129) est «pleine».

e L. Bérard Bergery m’a tout récemment proposé une autre maniere de traiter le
probleme depuis le départ. on peut considérer S et R respectivement le plus grand sous-
espace semi-simple et le plus petit sous-espace de quotient semi-simple de [’espace FE, puis re-
commencer ce travail dans le quotient, non dégénéré, R/S. On itere le procédé par récurence,
un nombre fini de fois car la dimension de E est finie; il se dégage un drapeau canonique
{0} C X C X1 c E. 1l est remarquable alors de constater que: X C X. Quoi qu'il en soit
la réflexion sur ce point est en chantier et nous ne la traiterons pas plus avant ici.

e Sur un principe semblable, la bonne maniere, s’il y en a une, de traiter W’ serait
sans doute d’effectuer sur lui le raisonnement qui a été tenu ici pour E. On obtient alors
une décomposition canonique de W' qui permet d’itérer le raisonnement. Par récurrence,
on dégage ainsi la structure de la représentation de I’ sur W’. Le lemme 1 (¢f. page 113) est
en effet particulierement insatisfaisant du point de vue de la théorie des représentations.
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II Un lemme analytique

II.1 Introduction, notations, rappel sur le travail de Walker
et mise a profit du lemme algébrique

Comme exposé dans l'introduction générale, cette partie et la suivante sont directement
consacrées a la construction des coordonnées annoncées. La présente introduction reprend
les résultats fournis par le lemme algébrique qui précéde; elle les applique a la situation
géométrique qui nous occupe: les variétés pseudo-riemanniennes localement réductibles,
indécomposables. Elle introduit notamment ainsi plusieurs familles de feuilletages de M
qui seront au cceur de la problématique du reste du chapitre.

Cette partie est ensuite consacrée a un résultat intermédiaire qui jouera un réle-clé dans
la construction des coordonnées. Ce résultat a, formellement, une relative autonomie par
rapport au théoreme sur les coordonnées lui-méme. Aussi en avons-nous fait, sous forme de
lemme, I'objet d’une partie propre.

Commencons par introduire le systéme de notations qui sera celui du reste du chapitre.

I1.1.1 Quelques conventions générales
De fagon générale, sur une variété M, on désignera:

e par des minuscules latines, les point de M : m, p...
e par des CAPITALES MAIGRES les vecteurs ou les champs de vecteurs: X,Y,Z,A, V...
e par des minuscules latines, éventuellement indexées, des fonctions coordonnées: z,y;,z2...

e dans le cas ol on dispose d’un systéme complet de coordonnées, par les CAPITALES
MAIGRES CORRESPONDANTES les vecteurs-coordonnées: 0/0x = X, /0y =Y ...

e par des CAPITALES GRASSES les distributions de sous-espaces dans le fibré
tangent ou les sous-espaces d’un espace tangent en un point: X, Y ; dans le cas des distri-

butions, la méme lettre, indexée par un point m, désigne la fibre en m de cette distribution:
Xn CTpiM, Y, C Ty M,

e dans le cas ou une distribution A est intégrable, par la CAPZTALE CURSIVE cor-
respondante, le feuilletage intégral, ici A ; la méme lettre, indexée par un point m, désignant
la feuille de ce feuilletage passant par le point m: A,,.

e par des CAPITALES BOTHIQUES, diverses familles d’objets de méme nature: S,
R, ET...

e par des minuscules gothiques, les algebres de Lie des groupes de Lie notés par les
capitales maigres correspondantes: so, h ...

On désignera également :

e si A est un vecteur ou un champ de vecteurs sur M, par le symbole L4 f la dérivée
de Lie dans la direction A d'une fonction f définie sur M: (Laf), = (df);m-4,

e si M est munie d’'une métrique g, par D sa dérivée covariante et par R son tenseur
de courbure, habituellement considéré ici comme un (1,3)-tenseur.

132



I1.1.2 Une construction des coordonnées de Walker

Comme il est rappelé dans l'introduction de ce chapitre, le physicien anglais A. G.
Walker avait déja proposé un systéme particulier de coordonnées sur des variétés pseudo-
riemanniennes dont I’holonomie restreinte stabilise un sous-espace totalement isotrope. Nous
proposons ici une construction de ces coordonnées — par un procédé différent de celui de
Walker —, elle permettra une familiarisation avec les objets manipulés tout au long du
chapitre et fera aussi mieux comprendre la spécificité des coordonnées de cette these.

Nous n’abordons que le plus simple des deux cas traités par Walker: M est une variété
pseudo-riemannienne, m un de ses points, on suppose que T, M admet un sous-espace X,,
totalement isotrope, stable par holonomie restreinte; les coordonnées construites veulent
alors tenir compte du drapeau stable:

{0} c X CXECcTyM.
On notera d la dimension de M, dy celle de X,,, et dsy celle de X#l/Xm, d = 2dy + do.
Toujours comme rappelé en introduction, Walker propose dans cette situation des coor-
données, qu’on notera ici ((:vﬁfél,(yj);-lil,(zk)zlzl) telles que:

e les coordonnées (xi);il parametrent les feuilles de X, le feuilletage intégral de la
distribution parallele X,

e les coordonnées ((xi)?él,(yj);lil) parametrent les feuilles de X1, le feuilletage intégral
de la distribution parallele X,

e dans la matrice des vecteurs-coordonnées, la métrique prend la forme:

0 0 I,
Mat(g)=| 0 A H |,
I, 'H B

ou les sous-matrices A et B sont symétriques et o A et H ne dépendent pas des coor-
données (xl)f;I

Notons 7 la projection canonique M — M /X et surmontons d’'un tchetch les objets
quotient : M = (M), Xy, = w(Xy,) ... Les coordonnées de Walker admettent la construc-
tion suivante, illustrée dans le cas dy = do = 1 par la figure 1 page 134:

e On choisit au voisinage de 7 sur M des coordonnées ((g)j)?il,(ék)zlzl) induites par

une carte quelconque de M vue comme un feuilleté en X*. Les coordonnées (g]j)?il pa-
rameétrent les feuilles de X+, les coordonnées (Zk)zlzl les completent en un systéeme complet
de coordonnées.

e On choisit une section o de m, envoyant m sur m, quelconque. Le reste de la construc-
tion est alors déterminé par les deux choix effectués.

e Les coordonnées ((gjj);lil,(ék)zlzl) se relevent alors par o en des coordonnées ((yj);b:l,
(zk)glzl) de I'image S de o, au voisinage de m.

e En tout point p de S, notons (Xi);gl la base de X,,, duale de (Zk)gl:1 i.e. telle que:
V(i,k) € [1,d1]?,9(X;,Zk) = 6i . Une telle base est parallele le long des feuilles de X+ N S.

Or on vérifie que, le long de chaque feuille du feuilletage X', la distribution X est point par
point paralléle (c’est une des affirmations du sous-lemme9 page 137). Ceci permet, le long
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base (XJ?;] de X,

feuille X
duale de (Zk)zl:1 "

feuille A,

autres feuilles
du feuilletage X

autre feuille
du feuilletage X'+

coordonnées
d: d
((?/i)iilda(zi)i;d)
= W*((@)Z; (27)1;‘1) T
sur I'image S de o

~

M

image S de o
o

' section

i
i
i
I
i
}
i quelconque
|
i
I
I
i
i
i
I

feuille 2\?7#

'de7r

coordonnées de
feuilleté

“yd2  (5\d
((yl)7i1’(z’b)7;1)a
quelconques

autre feuille i
du feuilletage X'+

FIGURE 1 — Construction des coordonnées de Walker

de chaque feuille de X, de prolonger la base (Xl)fl;1 par transport paralléle; elle est ainsi
définie sur tout un voisinage de m dans M et les flots des champs X; commutent. Ces flots
permettent alors de propager les coordonnées ((yj);lil,(zk)gl:l) a tout un voisinage de m

dans M ; les coordonnées (xi)fél, posées nulles le long de S, se déduisent des champs (Xi)fél.

Par construction , les champs (Xﬁg;l sont tangents aux feuilles de X' et donc les coor-

donnnées (:zzi)g;1 parametrent les feuilles de X'. Par construction également, les coordonnées
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(gjj);lil paramétrent les feuilles de X+ de M : les coordonnées (yj);lil parametrent donc les
feuilles de X+ NS dans S. Elles sont propagées par les flots des champs X;, donc enfin les
coordonnées ((:zzz)fél,(yj);lil) parameétrent les feuilles de X', La métrique est donc de la
forme:

0o 0 C
Mat(g)=| 0 A H
‘C 'H B

La base (Xi)f;I a été choisie duale de (Zk)il:1 le long de S, donc le long de S: C = I,.
On vérifie alors que le parallélisme des X; le long des feuilles de X implique que A, H et C
sont indépendantes des coordonnées (xi)g,l:l. Le résultat attendu en découle.

=1

M et d’une section quelconque o de 7, correspond de facon bi-univoque un systéme de
coordonnées «de Walker» de M au voisinage de m. Le principe du travail effectué ici sera
d’exhiber un choix particulier de coordonnées de M et un choix particulier de section o,
induisant des propriétés plus contraignantes sur les coordonnées correspondantes. Il est a
noter que ces deux choix seront alors, dans le cas général (précisément quand l'action de
I’holonomie sur X n’est pas triviale), indissolublement liés : on ne pourrait, pour obtenir les
coordonnées recherchées, les effectuer indépendamment 1’'un de I'autre. C’est malhaureuse-
ment une des raisons de la complication des raisonnements.

Remarque. A chaque choix de coordonnées de feuilleté quelconques ((g]j);lil,(ék)zl ) de

I1.1.3 La situation sur ’espace tangent en m: application du lemme al-
gébrique et introduction des objets de base

Dans cette partie, (M,g) est une variété pseudo-riemannienne localement réductible, in-
décomposable et H son groupe d’holonomie restreint. Soit m un point de M. L’application
du lemme algébrique & (T, M,g|,,,,H) va permettre de dégager divers feuilletages dont M
est naturellement munie et sur lesquels s’appuiront les coordonnées construites en partie ITI.
En reprenant les notations du lemme algébrique, on note X,,, I'intersection des sous-espaces
totalement isotropes de T, M stables sous 'action de H, maximaux.

notation: Partout, on notera 7, indifféremment la projection canonique : X,f@ — X#I/Xm,
la projection intégrale: X- — X /X ou encore la projection: U — U/X, ot U est un ou-
vert de carte de M, ou encore toute restriction de ces projections. On surmontera d’un
tchetch «”» les objets quotient modulo 7, les classes modulo © d’objets de TM ou de M,
par exemple: m(X.L) = XL 7(&L) = X etc ...

La partie I fournit une décomposition H-stable, non nécessairement canonique, de
Xk /X,
1 x7! LG " 1o /
Xon/Xm = Wi, @ Wi, @ Y,
ol le sens des différents termes est donné dans le lemme 3 page 128.

Pour des raisons techniques détaillées & la fin du chapitre (voir page 214), nous suppo-
serons successivement que M vérifie la premiére des deux propriétés suivantes, puis les deux :

W/ admet une décomposition en deux sous-espaces

. . . P1
totalement isotropes stables supplémentaires. (P1)

dimX,, = 1 (P2)
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Dans le cas ott M satisfait (P1), on peut alors écrire: W’ = UL @ V.., ot U, et

\v/';h sont totalement isotropes, stables par holonomie. L’isomorphisme musical b fournit
alors un isomorphisme canonique de V', dans le dual de U, :V’. N U’ ; l'action de

I’holonomie H commute avec cet isomorphisme. On peut alors choisir une décomposition —
non unique en général — de U/, en somme directe de sous-espaces stables indécomposables :
T FTIT : , s T/ % VAR Vi Vais
U, = @, Uyj,. 11 lui correspond une décomposition duale de U, donc de Vi, 3 Vi, @, Vi
W/, se décompose donc en la somme directe orthogonale stable suivante:

. L. . . .
W, =&,W ou: vr,W =UL &V,

avec IVJ;% et V;l,; totalement isotropes, stables, indécomposables —mais non irréductibles
car, par construction, le plus grand sous-espace semi-simple de W/ est totalement isotrope.

D’autre part, par définition, I'action de H sur VVV;?’1 est semi-simple et cet espace peut
s’écrire :
“N_L Xrir s, X7ir _ i 7T
W, =&W, ou:Vr, W, =U_ &V,

avec IVJ;% et \V/';i,"l totalement isotropes, stables, irréductibles. (Une telle décomposition résulte
de deux successives :

e une premiere, canonique, en composantes isotypiques,

e une deuxieme, arbitraire, de chaque composante isotypique en somme directe de sous-
espaces irréductibles.)

En renumérotant, on peut alors écrire:

« “ €L “ .« . .
W. o Wi = 1<§9<NWrm ou: Vr,W, =U, &V},
avec fI,Tﬁ et \7;}1 totalement isotropes, stables, indécomposables (irréductibles ou non: dans
la construction de coordonnées locales qui va suivre, ils seront traités de la méme maniére).
On notera d, la dimension, commune, de U}, et de V7,

Enfin, chaque espace U}, admet, relativement a I’action de I'holonomie H, des suites de
Jordan-Holder. On note n, la longueur de ces suites, qui est aussi celle des suites de V7, ,
ou H agit de fagon contragédiente. Si on choisit une quelconque (U;’lk)Z’:U
Jordan-Holder de U}, :

des suites de

les fJ’:;lk sont stables par holonomie,
{0} =0 UL C...Cc U =T, et: VE, UZF /U est irréductible.

A 3 1 1,k . — r —
On notera également d¥ la dimension de chaque U": 0 = d¥ < d! < ... < dP = d,. Pour

. . ok -1k
tout k&, on introduit alors: V2" = VI N (U}

o)L alors:

les \v/';;k sont stables par holonomie,
{0} = VI Vil VRO = VT et: Yk, VIR VTR st irréductible.

i.e. (V;’f)%znr est une suite de Jordan-Holder de V7, ; c’est la suite duale de (IVJ'g’lk)g:”T.
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D’autre part, on notera désormais Y';; simplement Y,;,, la raison de son accentuation
dans la partie précédente n’ayant plus lieu ici. Par définition, Y,; est semi-simple et peut
s’écrire :

ou pour tout s > 1, th est non dégénéré, stable et irréductible par holonomie et ou
Y = ker b\Ym est le noyau, éventuellement réduit a {0}, de I'action de ’algebre d’holonomie
sur Y,;,. On notera d’. la dimension de chaque th. (De nouveau, une telle décomposition
résulte de deux successives:

e une premiére, canonique, de Y,; en composantes isotypiques,

e une deuxiéme, arbitraire, de chaque composante isotypique, sauf celle correspondant
& I'action triviale, en somme directe de sous-espaces irréductibles. L’éventuelle composante
isotypique Y% de Paction triviale est ici singularisée; elle fait en effet 'objet d’un traite-
ment particulier dans la construction des coordonnées qui suit.)

Enfin, on notera § I'ensemble des feuilletages {U™*, V"F, Y* / (r,s) € [1,N]x[0,N'] et k <
n, }. Ce sont les feuilletages intégraux, a feuilles totalement géodésiques, engendrés par les
distributions U™*, V¥ et Y* introduites plus haut.

I1.1.4 Le but visé dans cette partie

Le but de cette partie est de construire une forme différentielle auxiliaire sur la feuille
X;-, qui jouera un role central en partie 1T dans la construction des coordonnées locales
au voisinage de m. Plus exactement, & tout couple (Z,T') de champs de vecteurs de TM le
long de X;-, on associera un forme différentielle pz,T sur XL,

e dont certaines dérivées donnent des éléments du tenseur < R(Z, )T, >

e vérifiant certaines propriétés supplémentaires qui la rendent «la plus unique» possible.

I1.2 Trois résultats préliminaires

On aura besoin pour montrer ’existence d une telle forme pz r de trois premiers résultats.
Le premier rassemble les remarques effectuables de premier abors au sujet des divers feuille-
tages introduits plus haut. Le deuxiéme introduit un systéme particulier de coordonnées
locales de an] au voisinage de m ; ces coordonnées simplifieront la démonstration du lemme
4 et seront ensuite reprises dans la démontration du théoreme III lui-méme. Le troisieme
rappelle enfin un résultat classique de calcul différentiel.

Sous-lemme 9 Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne localement réductible, indé-
composable vérifiant la propriété (P1). On reprend les notations introduites plus haut.

1l correspond a la décomposition de Tm(z\vfé) une décomposition locale de la variété )Eﬁ; en
produit riemannien : )E,# est canoniquement isométrique, une fois choisie la décomposition
Xt = (EJBTVVV;"n) Eﬁ (EESY%]), au produit riemannien ([], W5) x ([1,V%). De plus, une
fois choisie la décomposition X = (,U7%) @ (&, VE) ® (®sYS,), X est canoniquement
difféomorphe a ([1,U%) x ([1, V%) x (I1, V%) Quelques remarques enfin :

1. En un pointp € X1 si A e A, et B € B, avec A, et B, deuz sous-espaces de Xzf

m’

stables par holonomie, alors: A, 1 B, = R(A,B) = 0. De plus : R(X;-,Yg) = {0}.
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2. Si A et B sont deuz distributions parmi les distributions X, U", r € [1,N], V",
r € [L,N] et Y%, s € [0,N'] alors, si (A # B ou A 1L B ou A =Y?"), la distribution
A est point par point paralléle le long des feuilles de B. En particulier X et plus
généralement Y° sont des distributions paralléles le long de Xn%.

Démonstration : 11 suffit de montrer les deux remarques.

1. Soient A et B comme dans I’énoncé et C'et D deux vecteurs quelconques de T, M. Par
le théoréme d’Ambrose-Singer, R(C,D) € b ou h est I'algébre d’holonomie restreinte de M.
Par conséquent, R(C,D).A € A, et donc < R(C,D).A,B >= 0. Mais < R(C.D).A,B >=<
A,B).C,D > et les vecteurs C' et D sont quelconques donc : R(A,B) = 0. Avec les mémes C
et Det (Y,YY) € Xf; ng, comme I’holonomie agit trivialement modulo X, sur Yg et encore
par le théoréme d’Ambrose-Singer: < R(C,D).Y?, X >= 0. Le résultat suit semblablement,.

2. Prenons p un point de X;-. Supposons déja A 1 B et prenons A un vecteur de A, et
By et By deux vecteurs de B,,. Par la deuxiéme identité de Bianchi, < R(B;,B3).A = — <
R(B9,A).B1— < R(A,B1).By = 0 par le point précédent. C’est le résultat voulu: le vecteur
A peut étre prolongé par transport paralléle le long des feuilles de B, le feuilletage intégral
de B. Supposons maintenant A / B et A # B. Nécessairement alors pour un certain indice
r: A =TU" et B = V" ou vice-versa. Alors B 1 B et par le premier point: V(By,B2) €
(B,)?, R(B1,B3) = 0 donc tout vecteur peut étre prolongé par transport parallele le long
des efuilles de B. Supposons enfin que A = Y? et prenons A dans A et B; et By dans B,.
Toujours par l'identité de Bianchi: < R(B;,B3).A = — < R(B9,A).Bi— < R(A,B1).By =0
par le point précédent. Le vecteur A peut étre prolongé par transport parallele le long des
feuilles de B. O

Construisons a présent des coordonnées particuliéres sur anz. On reprend toujours les
mémes notations.
Précision : Attention, la décomposition de X,. /X,, dont il est question n’est pas obte-
nue sous l'action de 1’holonomie H' de la variété pseudo-riemannienne X, /X, mais bien
par l'action de H le groupe d’holonomie restreint de M, action qui passe au quotient. En
particulier par exemple, 'éventuel facteur YO est certes plat pour '’holonomie de X,# /X,
donc inclus dans le facteur plat de Tj;, (X, /X), mais I'inclusion peut étre stricte. D’autre
part, en général, Paction de H sur Tj; (X, /X) n’est pas 'action d’une des holonomies
pseudo-riemanniennes possibles de la variété X#{ /X. En particulier par exemple, elle ne se
décompose pas en action produit des qu’elle préserve un sous-espace non dégénéré.

Sous-lemme 10 On se donne :

e une section o], de chaque fibré Uy, — Uy, /X, une section o3, de chaque fibré V}, —
Vi /X et une section o3, de chaque fibré Yy, — Yy, /X, les sections o7, o3, (r € [1,N]) et
ag, des fibrés plats respectifs U7, VI et YO étant choisies affines,

e en i, pour tout r € [1,N], {0} = IVJ;;O C ﬁrn’f C ﬁrn’f C...C UL = UL, une suite
de Jordan-Hélder de U, pour Uaction de H et (\v/';’zk)gznr = ((IVJ;;k)L N \V/':h)gznr la suite
de Jordan-Holder associée de V7, .

Alors il existe un systéme local de coordonnées ((xi)fi‘l,((uf);j;l,(vf)g;l)ﬁvzl,((yf)gl;l)f,vzlo) de

XL autour de m, nul en m, de classe CE=2 si M est de classe C® et tel que, en notant

((Xi);igl,((U{)f;l,(V[)f;l),{\’:l,((1@5)?';1)7{\20) les vecteurs-coordonnées correspondants :

(a) Les coordonnées (xl)fi‘l paramétrent les feuilles de X ; pour chaque r de [1,N] et

k
pour tout k de [1,n,], les coordonnées ((xi)f;‘l,(u;.)fgl) paramétrent les feuilles de UTF et
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dy

ol dk+1) celles de V'™ ; pour chaque s de [0,N'], les coordonnées

les coordonnées ((:zzz)gxl,(v )

((mz)fxl,(yz)l/ 1) celles de Y*. Autrement dit, en tout point p :

* (Xi)fi‘l est une base de X,.

* Pour tout r de [1,N], tout k de [1,n,], ((Xl);i;(l,(UZT)fil) est une base de U;’k et
(X X (V)& gk 1) une base de A5

x Pour tout s de [O,N'], ((X; )Z 1,(Ys)zdsl) est une base de Y.

(b) En tout point p, si A est un vecteur-coordonnée appartenant a A, l'un des espaces
de € ={U},V,, Y, /r € [1,N] et s € [0,N']}, alors: VB, € &, (B, ;éA ou A, =Y)) =
Dg,A = {0}. De plus, pour tout r € [1,N], les champs (U{)iz1 sont paralléles le long de
Uy, ie.: Vp € Uy, Vi € [1,d,], Dy, U; = {0}.

(c) En m, pour tout r, (Vr)fl’l est une base de V', duale de la base (U’")g;l de U ;

7 2

pour tout s, (Ys) >, est une base pseudo-orthonormée de Ys

Remarque: en particulier, on tire de (b) que, pour tout vecteur coordonnée A: Vi €
dl
[1,dx].Vj € [1.dy], DaX; = Dx,A = DAY0 DyjoA = 0. Les champs (Xi)flfl et (Y}O)j‘):1

sont paralleles, et toutes les coordonnées sont paralléles le long des feuilles de )°.

Démonstration: On construit déja des coordonnées au voisinage de rh sur le quotient
Y IV Y ’ . . s . . . N X
Xj.. La variété Xz étant canoniquement isométrique au produit riemannien (Hr:l W};l) X

(Hfi 0 377’;1>, il suffit de construire des cordonnées sur chaque W, pour r € [1,N] et sur

chaque Y%, pour r € [0,N']. Sur chacun de ces derniers, et pour r # 0, on choisit des coor-

. . . . . s ey d)
données (g7 );",, nulles en 7 et telles que, en 1, les vecteurs coordonnées associés (Y;").",

constituent une base pseudo-orthonormée de Y,Th: gm (m) =), 5§(dyf)2 avec €] = *£1.
Pour le reste, le choix est arbitraire. On choisit sur 3779”, plat, des coordonnées affines plates
pseudo-orthonormées.

Chaque Wj;l est canoniquement difféfomorphe 4 L?,Tn X %, il suffit donc enfin de construire
des coordonnées sur les Uy, et les V},. Soit r € [1,N] et {0} = U;;U C Urﬁ’f C Urﬁf C...C

IVJ':;{“ = U’, la décomposition de Jordan-Holder choisie de U, et (UZT );.1;1 une base de
. - - k
r, adaptée & cette décomposition, i.e. t.q.: 3(d¥)}r, : Vk € [[1,n,n]],Urﬁ’1k = vect((U[)?;l).

La feuille L?,Tn étant plate, cette base fournit sur elle, par transport parallele, un systéme
d

de coornonnées (#]);”,; on notera encore (UT) 1 les vecteurs-coordonnées associés. On
note alors (V’")d’" = ((UT)*H)d’" la base de V7., duale de (U’")di1 I1 1ui est associé de la
méme facon un systeme (0 )f 1 de coordonnées de la feuille, plate, V’" Le difféomorphisme
canonique W& ~ U% x V% cité plus haut permet alors de prolonger les (i )d | et les (v )fl’ 1
4 W entier.

Remarque: en 17, si on note Vi =Vr N (UT )L, alors {0} = Vit evitTle e
VT0 = V7 est une suite de Jordan Hélder de V7, et en m: Vj < nr, vect((Vr)

dJ +1)
v "/ La base (V)& est adaptée & la suite (V ’])0 . D’autre part, les suites de Jordan-

j=ny
Holder (U ) Ty et (Vi )2 n, 6tant paralléles, les bases (U] )& et (V)L respectivement,
leur sont en tout point adaptées.
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Notons alors respectivement U/, V," et Y;" les vecteurs dan’", définis pour chaque r sur
I'image de o7,, doV}", définis pour chaque s sur I'image de o7, et doY;"définis pour chaque r
sur I'image de 03, ; par transport paralléle le long des feuilles de X, chaque famille (Ui’")f;l,

(Vi’")g;l et (Yi’")sl’;1 se polonge respectivement, a toute la sous-variété U, V) ou ), . Par
transport parallele le long des autres feuilles de ce type, ils se prolongent & X;- tout entiere.

Remarquons au passage qu’alors en tout point : Vr,i, dn(U]) = U/, dn(V;") = V" et dn(Y]) =
Yi’" car 7 est parallele. Enfin, on choisit une base quelconque (Xl)fi‘l de X, ; propagée par
transport parallele, elle fournit une base de chaque X, pour p € XL

Tous les champs obtenus commutent. En effet, désignons dans la suite par A et B deux
feuilletages différents parmi les 47, V" et Y. En un point de X, si A est un vecteur-
coordonnée de A — i.e. un X;, un U], un V;” ou un Y — et B un vecteur-coordonnée de
B, alors: DsB = DA = 0 par construction, donc [A4,B] = 0. D’autre part :

e notons oy la section (o7, o3, ou oy, selon qui est A), définie de A dans A,,. Soient
Ay et Ay deux vecteurs-coordonnées tangents en un point a o4(A), alors: [A1,A)] =
[doa(Ay),dos(As)] = doa([A1,45]) = dog(0) =0,

e enfin si, en un point, Ay et Ay sont tangents & une feuille de A et B & une feuille de B
alors : [B,Al] = —DAlB € B et donc: DB[Al,AQ] = DB(DAlAg — DA2A1) = R(Al,B)AQ —
R(A3,B)A; — Dip,a,1A2 + DB a,)A1 + Dy, (DpAjy) — Da,(DpAi) = 0. Les quatre derniers
termes sont en effet nuls par construction; pour les deux premiers:

* soit A L B; dans ce cas, par le sous-lemme 9, R(A1,B)As = R(Ay,B)A; =0,

* soit A =U" et B=V", ou vice-versa, pour un certain r. Dans ce cas, par la premiére

identité de Bianchi, puis le sous-lemme 9: R(A;,B)As—R(A2,B)A; = R(A2,A1)B =0.
Ainsi, partout, [Al,AQ] = [A17A2]\TUA(Am) = 0.

11 suffit alors de poser par convention que toutes les coordonnées du point m sont nulles
pour obtenir des coordonnées ((xi)?i‘l,((uf)f;l,(vf)f;l)ﬁvzl,(yf)gil)ﬁv:lo) dont les vecteurs co-
ordonnées associés sont les (Xi)fi‘l, les U/, les V" et les Y;" respectivement. Par construction,
comme pour tout vecteur-coordonnée A: dm(A) = A, on obtient, pour chaque coordonnée,
ici notée a: a = aom. Vu la construction des coordonnées (((ﬂg)g;l,(6{)?;1)7{\’:1,(g]{)?il),{\’:’o),
cela fournit le point (a) et le point (¢) annoncés. De plus si M est de classe CF, les différents
champs de vecteurs-coordonnées sont construits par prolongation par transport paralléle,
avec une condition initiale qu’on peut prendre de régularité maximale, i.e. C%~1. Ces champs

sont donc au moins Cf~2 et il en est de méme des coordonnées.

Par construction enfin, si A et B sont deux vecteurs-coordonnée tangents en un point,
respectivement 4 A et B deux feuilletages différents comme donnés plus haut: D4B =

DpA = 0. Les vecteurs (Yio)?il vérifient de surcroit: Vi € [[].,d;]]],DxLY}O = {0}. En effet,
les Yio sont choisis paralléles sur 3779” et la section og, est affine; les Yf sont donc paralléles
le long de )Y TIs sont ensuite propagés par tansport paralléle le long des feuilles de W’
et V5, s # 0. Ils sont donc paralléles sur anz. Enfin, les Lv{[ sont choisis paralléles sur L?,’;l

et la section o7, est affine ; les U] sont donc paralléles le long de U};,. Le point (b) est vérifié.O

Rappelons également un résultat de calcul différentiel.

Sous-lemme 11 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et B un champ de
formes bilinéaire sur E. Alors B est le hessien — i.e. ici la dérivée seconde — d’une fonction
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f+ E—Rssi:
e B est un champ de formes bilinéaire symétriques
e B est de différentielle nulle, i.e. :

dB = (V,V' V") = (DyvB)(V' V") — (Dyv'B)(V,V")) = 0

Démonstration: On notera (V;)!_; un champ parallele de bases de E. Supposons que
B = Hess f ; B est symétrique par le lemme de Schwarz. Pour tout (i,j,k) de [1,n]?:

0B(V;,Vi) 9B(ViVi)  8f o3 f

v V. aviovav  av,aviovy

D’ou la partie directe. On suppose maintenent que B vérifie les prorpiétés exposées. Soit V
un champ de vecteurs parallele sur E. Par la deuxiéme propriété, le forme ¢y = B(-,V)
est fermée, donc on trouve une fonction gy nulle en 0 et t.q.: ¥y = dgy. La fonction ¢:
V +— gy est alors une forme linéaire sur £. Comme B est symétrique, elle est fermée :

. 09(V; op(V;
i) € [l 2550 = Boy.0) = Blowa) = 250
On trouve donc une fonction f telle que df = ¢; par construction, Hess f = B. O

I1.3 Le lemme analytique

Notation. Introduisons encore deux sous-variétés de ani qui interviennent dans le lemme
et dans la suite. Si p est un point de M, on notera U, et V, les sous-variétés de M définies,
au moins au voisinage de p, par:

_ N 3 N’ 3
Up=n" ((H ) < (] J’S))
r=1 s=0
et :
_ N 5 N’ 3
Vy=n" (( 5 < ([] 3’5))
r=1 s=0

Lemme 4 Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne de classe C® avec R > 4, loca-
lement réductible, indécomposable, vérifiant la propriété (P1). On reprend les notations
introduites plus haut.

Soient Z et T deuz champs de vecteurs de classe CE~1 le long de anz ;
soit R = (((ﬁr’k);“:l)ﬁv:l,((Vr’k)zgl)f,vzl) une famille de relevés des drapeaux (X,(U,Tﬁk);;’":o)

et (X,(Vz;’lk)g:m), r € [1,N], i.e. une famille de décompositions

==k -7k
U =X,®( @ UHeaV =X,,®( & V")
1<k<n, 1<k<n,

telle que:

Vr € [LN]. ko € [0, ], UTF =X @ (@ T et Vil =X, o( & V™).
1<k<kg ny>k>ko
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Alors :
(a) si p est un point de M et si (A,B) € Ay, x By, avec A et B dans § et (A L B ou
A=B=7FY), si Z, et Zy sont dans Ty,M, R(A,Z1,B,Z) = R(B,Z1,A,Z)

(b) il existe sur X5 au voisinage de m une forme linéaire Pz T.mm de classe CR=2, nulle
en m et telle que:
Vp€e Xt VABEF, (ALBou A=B=F) =
V(A,B) € Ap X Bp,R(Z,A,T,B) = (DPZ,T,m,Eﬁ)(A:B) = (DPZ,T,m,Eﬁ)(BaA)'

*

* en tout point de Ll U Vm, Pz T.mm est de dzﬁerentzelle nulle. En particulier, pz .mn
induit par restriction une forme fermée sur Um et sur V

(Dpz1mm)m(U,V) =0

=k ~57,! ==,k 7l
* VELO" YV =2vueU ", vweV",
a { (Dpzrmm)m(V,U) =0

(c) Une telle forme pz 1 mm est définie modulo m* (H?L ZI(T*)Z‘%)), i.e. modulo l’image

réciproque par © d’une forme produit fermée de Xp ~ (I1, WE) x (I, V2, nulle sur le
facteur (T], WE,) x V3.

(d) De plus,
* Si [’holonomie agit trivialement sur X, PZ,T,m, ER est alors image réciproque par ™ d’une
forme linéaire pz 1 m de la variété quotient X

Pz mm =T (pz1m)-

* bien sir,pzrmm dépend de (Z,T) de facon bilinéaire symétrique.

Quelques matrices. Pour faciliter la compréhension de I'objet SR, donnons quelques ma-
trices oul cet objet intervient: pour un r quelconque, la matrice de < -,- > et la matrice
générale de I’holonomie, en restriction & W’ . On suppose que n, = 3, alors d> = d,. Une
base de U’ formée d'une base de UJ;' complétée en base de Uj; puis de U}y, peut étre
complétée par sa base duale dans V,,, pour former une base de W7,,. Notons ((u] )fT 1 (vf )Zd’ 1)
une telle base. Elle définit un n-uplet R comme dans 1’énoncé par:

Vk € [1,3],U j——" (( )dkd,C 1+1) et V' = vect (( )dfdk 1+1>

. . - —rk ==l .
(Attention ce relevé est particulier car: Vk € [1,3],VI > E, V'™ 1 U"™.) Les matrices de
la métrique et de ’holonomie dans cette base sont présentées dans le diagramme 4 page
suivante.

I1.4 Démonstration du lemme

Prenons (A,B) dans A, x B,, avec A et B dans § et (A L Bou A =B = )%; on
choisit d’autre part Z; et Z3 dans T, M. Alors:

R(A,Z1,B,Zs) = —R(Z,,B,A,Zs) — R(B,A,Z1,%) (identité de Bianchi)
= R(B7Z17A7Z2)+ < R(ZlaZQ)AaB >

L’espace A, est stable par holonomie donc R(Z;,Z2)A € Ap. Donc, si A L B, R(Z1,Z2)A €
A, L B.SiA=B=)° R(Z1,Z3)A € X+ L B. Dans tous les cas, < R(Z1,Z2)A,B >= 0,
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7,3 r,0__
ui=ur, vil=vr

U2 g v h
—— ——
Ur,l Vr,?
— —
I 0 0
0 0 Ipa O
0 0 Ip p
Mat(< -, >) = == et
In 0 0
0 Ipag O 0
0 0 Ip g
Y—— Y N Y — Y — ——
U’r,l ﬁr,2 Ur,3 v’r,l vr,? vr,3
11 Alp Ajg
0 A5, A5 0
0 0 53
h € h= Mat(hw:r ) = -
b ( \Wm) _tA,ln’l 0 0
t t
—Ajy —Ayy Ay,

DIAGRAMME 4 — Espace W], cas n, = 3 : matrices de la métrique et de I’holonomie

d’ou le premier point du lemme.

Construction de coordonnées auziliaires. Pour montrer le deuxiéme point, on utilise des
coordonnées de M au voisinage de m, respectant les feuilletages de §. Construisons un tel

systeme.
oo 1sis = d . . .. -
Soit déja (%;); X, un systeme quelconque de coordonnées d’un voisinage O de la classe de
m dans la variété quotient M /X L. Pour poursuivre, on a besoin du sous-lemme suivant :

Sous-lemme 12 Si une variété M de classe C® est munie d’une famille de feuilletages
(AN, de classe CE, telle qu’en tout point p, .,41 - .A2 . C .AN*I - AN = M, alors il
dr ) _, de M telles que, pout tout r, les ensembles du type

{VE > r,af = cte} sont les feuilles de A”. De plus, les (a}~ 1)5"11 sont alors un systéme de

coordonnees de AN/A” L qu’on peut choisir quelconque.

existe des coordonnées C® ((a?){"

Démonstration du sous-lemme. On le montre par récurrence sur N. Il est trivial pour
N = 1. Supposons le vrai jusqu’au rang N — 1. On trouve donc des coordonnées ((a );i ON
de M = M/ A" vérifiant la propriété annoncée, avec (a~ 1)21211 = (a}~ 1)? [ ou (@~ 1)?;11
est un systeme de coordonnées arbitraire de .AN JA™~1. On choisit alors un feuilletage B de
classe C® transverse & A', m un point de M et des coordonnées C* quelconques (a}) de
AL Sipe M, on note ((a{)f;l)fy:l ses coordonnées, ot :

o (a?)f;l sont les coordonnées, dans A}, de 1'unique point de B, N A! (Ce point est
une fonction C* du point p, par transversalité de B et A;.),

e Vr>1,(a )Z | = (af )“l’"1 ou les (af )‘Jl’1 sont les coordonnées de p dans M.
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Alors, si r > 1, les ensembles du type {Vr,a¥ = cte} sont les ensembles 7! ({Vk > r,a} =
cte}) ott m : M — M, donc, par hypotheése de récurrence, les feuilles de 7= (A"), c’est-a-

dire enfin les feuilles A" car A' C A". D’autre part, par construction, les ensembles type

{Vk > 1,a¥ = cte} sont les feuilles de A!. Enfin, les coordonnées (a?il);jgl restent in-

d . .
changées, égales a (a; 1)1"11 Comme 7 est C®, les coordonnées obtenues le sont aussi. La
récurrence est propagée au rang V. C.Q.F.D.

On choisit alors une section oy de 7 : M = (M/X) — (M/X1), telle que oy (71 (1)) =
mh. Remarquons alors que chaque feuille X OJ'I (v) de M = M/ X est canoniquement difféomorphe
au produit (], Z;l;l(p)) x (I1, f)gl(p)) x (I, 37;1@)). Construisons des coordonnées de M. On

note :

o S = Upe5a§1( ) C M = M/X (Dans chaque feuille )Eall(p) de M, S}, N )Eall(p) =

P
Uy ()
e S, =U 5VT()CM:M/X.
° 8§ = Upeoyf,l CM=M/X.
Pour chaque r, la variété S;; admet les feuilletages emboités : urtcu? c...cum ¢ S}

Par le sous-lemme, on trouve donc des coordonnées ((fﬁr)zd 1,(~) 1) de ST telles que les

« k
pour tout k de [1,n,], les coordonnées (ﬂr)fl | paramétrent les feuilles de U™, et avec:
Vi < dx,z; = m 0 %;. On construit des coordonnées semblables ((v T)f 1,(zl)f D) §ur les Sy,
qui admettent les feuilletages emboités: lfr’l CVREC ... QY C ST et ((yi)igl,(Ei)g;‘l)
sur les 8%, qui admettent le feuilletage: Y*! C S5

La ’famille de difféomorphismes: A?all(p) ~ (T, Z/Vlgl(p’)) x (1, f)z;l(p)) X (T, )7;1(]0)) re-
marquée plus haut permet de prolonger les coordonnées construites ci-dessus en coor-
données (((1; )f’"l,('ﬁr)f l)ﬁv 1,((@f)fs l)ﬁvlo,('zvz)l X,) d’un voisinage de m dans M, respectant

les feuilletages Uk prk s et X1, et ot: Vi < dx, z, Zi =T 0%

Enfin, on choisit une section locale ¢ en m de 7 : M — M = M/X et un champ
de bases ()Z' )fxl de X le long de 'image de o. Les feuilles du feuilletage X étant plates,
ces bases fournissent un systéme local de coordonnées affines (xz)l 1 des &), pour p voisin
de m sur 1’1mage de 0. Ces coordonnées ont sur M méme régularité que le champ de
bases (X‘)_1 Enfin, en posant Vr € [1,N],Vi € [[ld]]u — mowy et W = o,
Vs € [0,N'],Vi € [1,d,],y5 =7 o ;. et:Vie [1,dx].% = 7o 2, le systéme:

(@) (@)% G DN (@) )N 0, )

est un systéme local de coordonnées de M au voisinage de m, de classe C¥, respectant les
feuilletages X, U™F, Yk Y5 et X1, i.e. tel que, au voisinage de m dans M :

e les coordonnées (Ez)fjl parametrent les feuilles de X.

k
e Pour tout r de [1,N] et tout k de [1,n,], les coordonnées (ﬂg)g;l parametrent les

k
feuilles de U"* et les coordonnées (5{)?;1 celles de V™.

e Pour tout s de [0,N'], les coordonnées (gjf)flil parametrent les feuilles de Y*.

e Les coordonnées ((xl)flxl((u ) L@ 1),{\’:1,((375)?';1)9;’0 parametrent les feuilles de

Xt
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On notera O l'ouvert autour de m ou ces coordonnées sont définies.

Il suffit maintenant de montrer le résultat annoncé pour deux champs Zkl et Zk2 de
vecteurs-coordonnées le long de X;-. On les notera Z et T pour alléger.

Affirmation 1. La forme a = (DZT)TXL définie dans O le long de X} est de classe CF~2 et
vérifie alors, pour tous A et B de §:

(ALBouA=B=F=Vpec X, (%)

V(A,B) € Ay, x B, (Daa)(B) = (Dpa)(A) = R(Z,AT.B) °
Les champs de vecteurs-coordonnées ont un ordre de régularité de moins que les coor-
données et sont donc de classe C®~!. Le champ D;T et par 1 la forme « est sont donc de
classe CF~2. L’expression est tensorielle en A et B ; d’autre part, les coordonnées construites
plus haut fournissent en tout point p une base de vecteurs-coordonnées de chaque espace A,

pour A € §. 1l suffit donc de vérifier la propriété pour A et B de tels vecteurs-coordonnées
en p. On suppose donc A et B de tels vecteurs, alors:

R(Z,A,T.B) =< DsD;T,B > — < DzDAT,B > .

car les champs de vecteurs manipulés sont associés & des coordonnées, donc commutent ; ils
commutent aussi avec les champs T et Z, d’ou: DAT = DrA. Or le champ A est dans la
distribution parallele A, il en est donc de méme pour DA, et de nouveau pour Dz DpA. Si
Al B, BeB, Ll A, donc le second terme du membre de droite est nul. Si A =B = FO,
et par construction des coordonnées, D7 A € X,. X, est stable par holonomie, donc de
nouveau Dz D1 A € X, et B L Dz D7 A. Dans tous les cas le second terme du membre de
droite est nul. D’autre part:

(Daa)(B) = La(a(B)) — a(DaB)
=L)< Dz;T,.B>—<DzT,DsB >
=< DsD;T,B >

Dot: (Dac)(B) = R(Z,A,T,B). Par le premier point du lemme enfin, R(Z,A,T,B) =
R(Z,B,T,A), d’otu la premiére affirmation.

Affirmation 2. Tl existe alors au voisinage de m sur X une forme différentielle 3 de
classe Cf=2 qui vérifie:

e au point m, B, = o,
e pour tout A et tout B de §:

(ALBouAd=B=7F%=Vpe X, Y(A,B) € A, x By, (DaB)(B) = (DpP)(A4) =0 (x0)
e en tout point de ﬁm U 17m, dg = da i.e.:

Vp € Up UV, VA,B € X1, dB(A,B) = da(A,B). (%)

Pour construire cette forme auxiliaire, on choisit déja, pour chaque r € [1,N], une sec-
tion o], de chaque fibré U], — U], /X et une section o7, de chaque fibré V;, — V], /X, et
pour chaque s € [0,N'], une section o3, de chaque fibré Y}, — Y, /X. On choisit affines les
sections o7, o7, (r € [1,N]) et ag, des fibrés plats respectifs U, V! et Y9 . On choisit de plus
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les 07, et les o7, telles que les relevés (((ﬁr’k);“:l)ﬁv:l,((Vr’k)zgl)ﬁvzl) introduits dans 1’énoncé

r.k —rk

soient dans leur image, i.e. telles que: Vr € [1,N],Vk € [1,n,], (da{,)‘m(ﬁ )=U" et

—~rk

(do})im(V ) = V™" Toutes les sections sont enfin choisies appliquant m sur 7i. On notera
pour tout r de [1,N], S}, = af,(U%,) et S, = o3,(Vh), et pour tout s de [0,N'], S5 = ai,(j)%)

Le sous-lemme 10 fournit alors des coordonnées ((mi)g;‘l,((u?)f;l,(vf)fgl),{vzl ,(yf)?il),{vzlo)
de classe C de X, au voisinage de m :

e Adaptées aux feuilletages X, U™, V"F et Y%, i.e. t.q. les coordonnées (:zzz)flfl pa-

k

rametrent les feuilles de X, les coordonnées ((xz)fi‘l (uf)f;l) celles de U"™* et les coordonnées
((xz)f;‘l (vf)f;dkﬂ) celles de V", pour tout r de [1,N] et tout k de [1,n,] et les coordonnées
((:I:Z)f;‘l (yf)zdil) celles de Y*, pour tout s de [0,N'].

e Telles que: Vr € [1,N],{p/Vi,z; =0} NU;, =S}, Vr € [1,N],{p/Vi,z; =0} NV;, =
S}, et Vs € [O,N'], {p/Vi,zi = 0} N Y;, = S3.

e Vérifiant toutes les autres propriétés annnoncées dans le lemme.

On notera alors enfin § = {Vi,z; = 0} et, pour tout r, Sj,, = SN W),. Alors, en parti-
culier: Vr,Uy, NS = &, Vr,V;, NS = 8], et Vs, ), NS = Sy,

On construit alors §:

(I) On pose, pour chaque feuilletage A parmi les W" et les Y*: (Dg)(AL,A) = {0} i.e.
Bia parallele le long de AL Cest possible car la distribution A est parallele le long des
feuilles de A", cf. sous-lemme 9. 11 suffit alors de définir Bja sur I'image d’une section de
A — A ce sont les points (IT) et (III).

(II) On pose: Bx,, = ax,, et (DB)(X+,X) = {0}, i.e. Bix parallele le long de X, Clest
possible car la distribution X est parallele le long de /\fé Il reste alors & définir la restriction
de 3 au fibré tangent d’une section de chaque A — A.

(ITI) Pour chaque r, on définit la restriction 5" de Bwr a TSy, et pour chaque s, la res-
tiction 4 de fBjys & TS3,.

Remarque: 3 est alors de classe C®~2 ssi chaque 8" et chaque '° 'est. On le vérifiera
simplement.

Sur la feuille plate ;)779”, on pose 5\121 = r,,89 et DB =0, i.e. " est une forme paralléle

de la sous-variété, plate, SY, égale & a,,s9 en m. Comme a, 0 est donc CF~2,

Sur chaque 8%, s € [1,N'], on pose 5 = 183, i-e. pour tout Y de TSS, 8%(Y) = a(Y).
De la méme facon,
B'% est CE=2,

Sur chaque §J),, on définit 3" par les trois points suivants:

(i) les restrictions B\TUTQTS{,V et ﬁ(vaS{N sont paralleles, respectivement le long des
feuilles de U" N &y, et de V" N S}y, d.e.: Vp € Sy, VU € Uy N T,,S{}V,DUB""U;;QTPS% =0
et V. € VN TPSICV’DV/B\TV;JQTPS{N = 0. C’est possible car en tout point p: R(U,,U}) =
R(V},Vy) = {0},
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(ii) on définit 5" et DS" en m,

(iii) on définit, le long respectivement de S, et SJ,,la dérivée seconde de B‘T\,mTS% et de
ﬂrUTﬂTS{jv'
Ces trois points définissent sur Sy, d’une part B(UTQTS%, d’autre part ﬁ""VmTS%, donc
définissent §" sur §y,,. La forme 3" est alors CF=2 ssila dérivée seconde de B‘T\,mTS% et de

\TUTOTST dont il est question au point (iii) est C~%. On le vérifiera. Précisons les étapes
w

(if) et (iii).

e L’étape (ii). On pose:
* Bl = A8y,
o Vk € [1n,], (D7) i (U5 0TSy (U ) N TinSyy) = (DB (Vi N TSy (Vi) 110
T.»Syy,) = {0}. En particulier:
* (Dﬁr)\m(UTmmeS)CVa(UTm)LmeS)Cv) = (D,BT)‘m(anﬂTmS{/’V,(Vrm)J‘ﬂTmS{}V) =
{0} (le point (ii) est donc compatible avec le point (i)) et:
% Vk € [Ln,], (DB)m (U DTSy, (Vi )NTinSy) = (D7) (Vi 0TSy, (Usid )N
T.,Sy,) = {0}
r Tk il =,k <>,
° Vk c [[1,nr]],Vl S k, { (D/B )‘m(Er,k’Xr,l) - (Da)‘m(Er,k’Xr,l)
(Dﬁr)\m(v U ) = (Da)\m(v U )7
c’est-a-dire:

(DB")im (UV) = (D) (U,V)

—nr.k —r.l —r.k —r.l
VELT " y V' s vu e T vy e V7,
£ { (DB (ViU) = (D) (V.U

Comme le point qui précede définit les (Dﬁr)‘m(ﬁr’k,vr’l) et les (Dﬁr)‘m(vr’k,ﬁr’l)
pour ﬁr’k 1L Vr’l, on a donc défini:

= ,k X7 ,l X7 7k TT Sl
(Dﬁr)\m('i'r,kUr 3 +r,k VT ) et (Dﬁr)\m(+r,kvr 3 +r,k UT )7
c’est-a-dire, par définition des sections o7, et o7, :

(DB")1m (TS, TinSy) et (DB") i (TimSy), TinSpy)-

e L’étape (iii). La forme " est définie en m ; par le point (i), /3\TUTOTST = ﬁ‘TTST est donc
w Z
définie le long de la variété Sj;. Par le point (I), c’est donc fjy- qui est définie le long de Sj;.
Définissons la dérivée seconde de ﬁ\erT g le long de & 1l suffit la définir sur les champs
w

? ~
le vecteur-coordonnée V;" est un champ de vecteurs parallele le long de U, (cf. lemme 10,

(b)). On pose alors:

de coordonnées (W)f;l, qui en tout point forment une base de V" N'TSy,,. Soit ¢ € [1,d,];

Vp € 8§, Vjk € [Ld:], Loy Luy (8 (V7)) = Lur daUR, V7)) + BR(UTVY).UF).

Cela définit la dérivée seconde de 3" (V") le long de §j;. En effet, d'une part R(UJ,V;").U} €
Uj, donc B(R(U,V).U’') est bien définie, d’autre part, par le sous-lemme 11, une forme
bilinéaire B sur un espace plat est le hessien d’une fonction ssi:

* B est symétrique,
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x dB = (U,U,U") — (DyB)(U",U") — (DyB)(U,U")) =0,
et on vérifie qu’effectivement :

* Lyr da(U, V") et B(R(UF,V]").Uy) sont symétriques en U] et U,

% Pour tout I de [1d,], Ly Lo da(UL,V?) = Lyr Luy da(ULVY) et Loy (B(R(UTVY).UF)) =
LU;(ﬁ(R(UlTaV;T)'UI:))'

(Partout, on profite du fait que les U]’-" , Up, Ul et V" commutent et sont paralleles le long

de &/, plat pour remlacer les dérivées covariantes D par des dérivées de Lie L. Cela allege
les calculs qui suivent.)

Vérifions donc les propriétés annoncées.

e R(U.V).U' est symétrique en U et U’ par le premier point du lemme.
e Viérifions la symétrie en j et k de LU],r da(UL, V).

Lyy da(U;,Vy') = Ly; (Lyra(Vy') — Ly a(Uy))
= Ly; Lyra(Vy') — Ly; Lyy o(Uy)
= LUiTLUjTO((VkT) - LVI:((DU[O‘)(U]T)) + LVkT (a(DU,T U]r))

= Ly; Lyra(Vy') — Ly (D do.vr @)(do.U})) + Lyy (e(Dy; U5))

Le premier terme est symétrique en ¢ et j par le lemme de Schwartz (U] et U; sont
des vecteurs-coordonnées), le deuxiéme par l'affirmation 1 et le troisieme encore parce
que U] et Uj sont des vecteurs-coordonnées: Dy;Uj — Dy:Uf = [U,Uj] = 0. Pour
tout I de [1,d,], LUITLU]T da(UL, V") = LU]TLU[ da(U;, V") et LUlr(ﬁ(R(U]’.",V;T).Ug)) =
Loy (B(R(ULV).UL)).

e Pour tout [ de [1,d,], LU[LU]T da(ULV]) = LU]TLUI’" da(U;,V]"): c’est le lemme de
Schwartz.

e Pour tout I de [1.d,], Lyy (B(R(U},V]).Uy)) = Ly; (BR(U},V").UL)). Cela découle
de la deuxiéme identité de Bianchi.
Ly; (B(R(U;,Vi").UR)) = (Duy B)(R(UF,V{").U) + B((Duy R) (U5, V{").Uy)
+ B(R(Dyy U5 ,V]").Uy) + B(R(U; Dy Vi").Uy)
+ B(R(US,V).(Du; UR))
= B((Du; R)(U}.V").U).
En effet, par le point (i) de la construction de 3, Dg(U",U") = {0}, or U € U" et

R(U]’-" JV').U; € U", donc le premier terme est nul. D’autre part, les coordonnées utilisées,
fournies par le sous-lemme 10, sont telles que, le long de &}, DyyU; = Dyy Uy = Dyy V" =0,
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d’oti la nullité des derniers termes. Alors, par la deuxieéme identité de Bianchi:
Ly (B(R(US,Vi").Up)) = B((Du; R)(UF,Vi").Uy)
= —B((Dvy R)(U],U}).Ug) = B((Dur R)(V;",U]').Uy,)
—B(Lyy (R(U] UF) .U}) — R(DyyUFUT).Uf — R(UT Dy U).Uj
—_——

=0 sur X%
— R(U/\Uj).(Dyy Up)) + B((Dur R)(U]V).Uy)
= B((Du; R)(U]Vi").Uy)
= Ly; (B(R(U},V}").Up)) par le méme raisonnement,

en sens contraire.

Enfin, la forme o est C~2 donc Ly da(UL,V]) est de classe Cf~* le long de .
La restriction ﬂ\rUmTS{N est définie par les points (ii) et (ii) comme le prolongement par
transport parallele de YU, T, Sy, le long de &, elle est donc de classe CH=2. Comme le
tenseur R est également CF~2, I'expression B(R(UT,V]").UL) est encore C%~=2. Finalement
donc Ly Ly; (B7(V;")) est de classe C~% le long de S}, et donc ﬁ""vaS% est de classe G4

le long de Sj,.

La forme auxiliaire 3 est donc construite au voisinage de m dans X-. Vérifions & présent
qu’elle satisfait (*0):

VABEF,(ALBouAd=B=F"=

Vp € XL V(AB) € Ay x By, (Daf)(B) = (DpB)(A) = 0 (+0)

Par le point (I) de la construction de § et en reprenant les notations ci-dessus, si A et B
sont deux distincts des feuilletages (W")N_,,(V*)N,), DB(A,,B,) = DB(B,,A,) =0, c’est
le résultat voulu. Reste donc & prouver la propriété :

e pour A = B = Y°. Par construction, Biyo est parallele le long de )721 donc en tout
point de Sg,: (DyoB)(Y?) = (DyoB)(Y?) = 0. L’égalité est alors vraie le long de X, tout
entier car par (I), Bjyo est paralléle le long des feuilles de (VoL

e pour A= B =U",r € [I,N]. fur étant paralléle le long des feuilles de (W")* (point
(I)), il suffit encore de vérifier la propriété sur TSy,,. Sur cette variété, elle est alors vraie
par le point (i) de la construction de 3.

e pour A =U"* et B=V"* rc[1,N],k € [L,n,]. Il suffit comme au point précédent
de vérifier la propriété pour 3" sur TSJ,,.

* Elle est vraie au point m par le point (ii) de la construction de 5".

* Elle est vraie le long &/;. Vu le point précédent, il suffit de le vérifier sur les dérivées
de (DB)(U™* NTS},,, V* NTSI,) ; on le fait avec les vecteurs-coordonnées (U, et
(V7). Soient i € [1,d,], 5 € [1,d*] et I € [dF + 1,d,] (i.e. i quelconque, j tel que

)
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Uj € U™k et | tel que V" € V™). Alors, par le point (iii) de la construction de 3:

Ly ((Du 87)(Vi")) = Loy Ly (6" (V")) = Loy (8"( Dy Vi™ )
——

=0 par le lemme 10, (b)
= Lyr (de(U;,V)")) + B(R(U; . V")UY).
Mais da(U}",VlT) = (Da)(U;,VlT)—(Da)(VlT,U;) = 0 par laffirmation 1 et R(U;,V/")UZT =
0 par le sous-lemme 9.

* Elle est vraie enfin sur TSj,,. Il suffit de montrer que pour tout p de Sj,, et pour
tout i de [1,d¥] (i.e. i t.q. U € U™F): (DU[B’")‘V;,;CQTPS% =0.Or, si j € [l,d,] et

I € [dF +1,d,] (i.e. j quelconque et [ t.q. V" € VR
Lys (Do 87)(VP)) = Ly Lu (BO7)) = L (8 (D V7))
——

= Lyr Lyr (8" (V"))

= Ly (DvrB")(V]")) + Lur (8" (Dvr V"))

= (Du; ") (Dvy Vi") + B(Duy Dy V')

= (Dur8")(Dvr V") + B(Dur Dy Vy')

= (Du:B")(Dv: V') + (. RV UT)  Vj)+ B (Dvy DurVy)
—_— ——

=0 par le ss-lemme 9. =0

= (Du; ") (Dy; V7).

Notons ¥; = ((Vlr);l;dkﬂ — (Dyr Vlr)zi;dﬁl) € L(V"*NTSy,), alors le (d, — dg)-uplet
(Dur ﬂr)((Vlr);l; dy 1) satisfait le systéme différentiel linéaire (non autonome) d’ordre
un suivant :

Ly (Do B)((V))i4, 41)) = (Do B (W5 (Vi 4 1)
= ("T(Dur BN (Vi)

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, la solution nulle est 'unique solution pour

une condition initiale nulle. Or enfin, sur S}, (DU[B’")((VlT)f;dkH) = 0 par le point
précédent. On montre alors par récurrence sur g que (DUZﬂT)((VlT)ld;dkﬂ) = 0 sur
Dy (Pyoi(... (P1(UE)))), ot ®;(E) désigne I'orbite d’un sous-ensemble ensemble £ de

Sy sous le flot du champ V. Pour ¢ = d;, @4, (Pg,-1(. .. (21(5})))) = S}y, donc:
(Do B (Vi g, 11) = 0024, 115 i-e. (Duz ") jyox =0, le long de Sy,
La forme [ satisfait donc la propriété visée, et [ satisfait donc (*0).
Vérifions enfin que [ satisfait (#*). Comme la propriété (x*) est tensorielle en A et B et
que X+ = (+,W7)+(+,Y*), il suffit de la vérifier pour les vecteurs de ces distributions, i.e.

pour les couples (A,B) de vecteurs tangents respectivements & A et B deux des feuilletages
(OWV"),(¥?)s). Comme 3 satisfait (¥0) et a (), alors si A L Bou A=B=)°:

dB(A,B) = (DaP)(B) — (Dpf)(A) = 0 = (Dac)(B) = (Dpa)(A) = da(4,B).
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Il reste donc & vérifier (%) pour (A,B) € A, x B, avec A et B parmi ((W"),,(Y*)s), tels
que A f Bet V' & {AB} i.e avec A= B # ).

Ajoutons quelques remarques pour restreindre encore ’étude. A et B étant toujours
deux des feuilletages (W"),,(V?)s) :

A#B=VYpe X, VA€ A, (Dada)(B,,B,) = {0}. (1)
D’autre part, par I'affirmation 1:
Vp € X1, X, C ker da,. (2)

En effet, si X € X, et V € X5: da(X)Y) = (Dxa)(Y) — (Dya)(X) = 0. Vérifions
4 présent (1). Soit p € X, A et B deux distincts des feuilletages cités, A € A, et
(B,B') € By. On peut choisir sans préjudice A, B et B’ parmi les vecteurs-coordonnées

(((U[)fl;l,(V[)g;l)i\’:l,((Yis)?’il)ivzlo), dont on peut en tout point extraire une base de A, et

de B,. Alors en particulier, Do4B =0 et D4B’ = 0. De plus, A L B.
(Dade)(B,B") = La((Da)(B,B")) — Da(D4B,B") — Da(B,D 4B')

— L4(Da)(B.B))
= La(Lpa(B') — a(DpB"))
= LpLaa(B') — La(a(DgB'))
= Lg(Da(A,B")) + Lg(a(DaB")) — La(a(DpB"))
= Lp(Da(B',A)) + Lg(a(DaB")) — La(a(DpB")) par affirmation 1
= LpLpa(A) — Lp(a(DaB')) + Lp(a(DsB")) — La(a(DpB'))
= LpLpa(A) — Ls(a(DpB'))

qui est une expression symétrique en B et B’. Par conséquent :
(D da)(B,B") = (Da(Da))(B,B'") — (Ds(Da))(B',B) = 0.

C’est le résultat (1) recherché.

Enfin, il découle respectivement du point (II) et du point (I) de la construction de 3,
appliqués a la différentielle de 3:

Vp € X, X, C ker dp)p. (2%)

A#B=Vpe X: VA€ A, (DsdB)(B,,B,) = {0}. (1)

Par (1) et (1°), la forme d(a — () est en particulier parallele le long des feuilles de X';
il suffit donc de vérifier (#%) le long d’une section de 7 : X;: — X1 /X, par exemple le
long de S (S = {p € Xk / (zi(p))?™X, = 0}, ¢f. p.146). Par (2) et (2'), il suffit de vérifier
(*=) modulo X donc, par exemple, sur les seuls vecteurs de TS, i.e. de vérifier, pour chaque
feuilletage A parmi (W")r,(Y*)s):

¥p € (U UVin) NS, YAB € AyN'T,S, d6(4,B) = da(4,B).
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Enfin par (1) et (1’) & nouveau, il suffit, pour chaque feuilletage A, de vérifier 1’égalité
ci-dessus le long de la feuille A N S. Elle se propage a an] entier par transport paralléle le
long de A+, par (1) et (1°).

Vérifions donc:
o Vs e [1,N'],Vp € 85,VA,B € T,83, dB(A,B) = da(A,B).
C’est immédiat : par définition de ﬁ! VS S HlaN’Haﬂ\TS;YY = a‘TSjyy.

o Vr € [1,N],Vp € S}, US},VA,B € T,S5,, d3(A,B) = da(A,B).

T

Soit donc r € [1,N]. Utilisons le systeme de coordonnées ((uf);,(u});)) de la feuille Sj,,.

Rappelons qu’entre autres, les vecteurs-coordonnées vérifient en tout point: Vi,j, Dyr er =
0, et en tout point de &;: Vi,j, Dyr U;j = 0. Pour tous ¢ et j et en tout point de Syt

i

ds(UU}) = (Du; B)(U}) — (Du:B)(U]) = 0 = (Dyya)(Uj) — (Dyre)(U]) = de(U7U}),
par (x0) et (*) et car U” L U". On obtient symétriquement le méme résultat pour V;" et
V]. Reste donc a vérifier: Vp € S, USY,, d(8 — @), (U, N T,,Sy,,, V, N T,,Syy,) = {0}. Clest
vrai en m par le point (ii) de la construction de 3; soient alors (i,5,k) € [1,d,]?, en tout
point de S/, on a, avec le point (iii) de la construction de §:

Ly (dB(U;,VY)) = Loy (Lur (B(VY)) — Ly (B(U})))
= Ly; (de(U}, V) + BR(UYVi)UJ) — Lyy Luy (B(UY))
= Lyy (da(U},V{)) + (B(Dy; Dy U}) = B(Dyr Dy, UY))
— (B(Dv; Dy; U5) + (Dv; B)(Dur Uy)) 7
=0

= Ly (de(U5,VY)).

Ainsi, pour tous j et k, dﬁ(U;,Vkr) = da(U]T",VkT) sur &, et donc, sur §;: d(8 — «)(U™ N
TSy, V,NTSyy) = {0}, c’est le résultat cherché. On I'obtient symétriquement le long de (R

Conclusion. Posons alors pz 7mm = o — (. Il reste a rassembler les résultats. Au point
m, ﬁ"m = m — Bjm

e sur X,, par le point (II),

e sur chaque T,,S}, et chaque T,,S%, donc sur T,,S par le point (III),

donc pz 1 mm est nulle en m.
D’autre part, « vérifie (x) et [ vérifie (¥0) donc:

*VPEanwVAaBES,(.AJ_Bou A:B:]:O) =
V(AaB) 6 Ap X BP’R(Z;AaTaB) = (DIOZ’T’m’m)(A’B) e (DPZ,T,m,i)R)(B,A)

Ensuite, 8 vérifie (x%), donc dpz 1, n est nulle le long de ﬁm U 17m
Enfin, le point(ii) de la construction de 8 donne directement :

(Dpz1m»)m(U,V) =0

—rk =, =k -l
vk, U’ V =VYVWUeU "' VYWeV ",
s { (Dpz1mm)m(V.U) =0

Comme « et 3 sont de classe CF~2, pz1.mm lest aussi et le deuxieme point du lemme
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est démontré.

La classe de pz1.mm. Vu ses propriétés, pz 1, m est définie & une 1-forme § pres telle
que:

(i) Vp € XL VABEF (ALBou A=B=75" =
Y W(A,B) € A, x B,, (D)(A,B) = (D8)(B,A) = 0.

En particulier donc: Dxd = {0} et dx = 0; d est donc I'image réciproque par m d’une
forme sur X :

5 = (9).
Si ensuite A et B sont deux distincts, donc orthogonaux, parmi les feuilletages ((W’"),ﬂ,(j) )s):
B € By = DA = {0}, donc 6‘A est parallele le long des feuilles de B, i.e. & est égale

& une forme produit ([, 0") x ([],9") out pour tout r, " € T(T*W?E) et pour tout s,
8" € T(T*Y%,). Toujours par la méme propriété avec A =B =) ¢ est parallele le long

de la feuille (plate) Y% et pour chaque r, 5‘U est parallele le long de la feuille (plate) U7, et

5‘7"V le long de la feuille (plate) V% . Enfin, pour chaque r, par la propriété avec A = B = U"

ou d=B=YV", S\Ur est parallele le long de Z/vlg1 et 5‘(” le long de ])7’;1 De plus en 1:
Vk € [1,n,], DS(ULE VEF) = DS(VEFURF) = {0},

.. =—=rk <57l ==,k 570 (Dd)\m(Uav) =0
(ii) Vr,VEL, U™ YV =NVYUeU " YVWeV ", { (D&)n(V.U) = 0
i ~rk 1l . ~rk . —~,l (DS) = (U V) = {0}
Par conséquent : Vr,Vk,l, U V =VYWeU VWEeV | M En
“ . { D&),(V.0) = {0}

combinant avec la derniere remarque du point précédent, on obtient :

Vr € [1,N], (D8) (U5, V) = (D8) (Vi U5){0} et donc: Vr € [1,N], (D875 = 0.

(iii) 0 est nulle en .
Notamment donc, comme 00 est parallele, elle est nulle. Semblablement, pour tout r de
[1,N], 5\U’" est nulle sur U, et 5\\77" sur V). .

(iv) Vp € Up UV, VYY" € T, M, d6(Y,Y') = 0.
Par conséquent, les formes ¢'°,s € [1,N'] sont fermées. Par conséquent également, pour
tout r, pour tout (4,5,k) de [1,n,], le long de VJ, :

Ly L (37 (TF)) = L Ly (37 (V)
= Ly L, (57(V)
= L[V]]:((D\V/[ (5r)(V )—i—ST(DVir V]r))
H'_/
=0 sur W:‘n
= (D 0")( Dy V') = 8" (Dygy Dy V)
=0 sur Y):}n

= —(0"(R(V],U}).V]) + 8" (Dyr Dy V')
——
=0 sur W:h

= 0" (R(V\U}).V))
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Mais R(V[,U,:).f/f € V7 et par le point précédent, S\TV’" est nulle le long de V7, donc, le long

de Vi, : Ly Ly (67(UF)) = —ST(R(‘V/[,U,:).IV/]T) = 0. Or en 1, D§" = 0, en particulier, pour
12 J . o o o .
tous j et k, Ly (6"(U}));m = 0. Par conséquent, pour tout k, le long de Vi, : 6" (U]) = 0
J

i.e. S\TfV = (. Comme par ailleurs sur W2, D" (U”,U") = 0, S\TW est nulle le long de W,

Symétriquement, 4",

v I’est aussi, et donc: 0" = 0.

La forme pzr1mm est donc définie & une forme 0 pres qui vérifie nécessairement :
6 = 7 ((TT, 0") x (T1,9")) ol pour tout r, 0" est la fome nulle sur W5, ot 0" est la
fome nulle sur 3721 et ol pour tout s < 1, §'* est une forme fermée sur 37;; Réciproquement,
si § satisfait ces propriétés, on vérifie immédiatement que pz 1, 9% + 6 a comme pz 1, ,
les propriétés requises par le lemme. C’est le troisieme point du lemme.

Le cas on X,;, C ker h. Enfin, si I'holonomie de la variété M agit trivialement sur X, alors
le long de X, Dxpzrmm = {0} et D((pzrmm)x = 0. Soit en effet p € Xt X e X,
et Y € Xy : (Dxpzrmm)(Y) = (Dypzrmm)(X) = R(ZX,TY) = 0. Comme de plus
pz,1,m» est nulle en m, alors sur XL, (pz,r,mm)x = 0. Alors, quelle que soit la section o
de 7 XTJ,Z‘ — /‘Eﬁ# PZTmMR = m* (KV)Z,T,m) ou ﬁZ,T,m =o* (pZ,T,m,Eﬁ) € T*.)E'n% O

I1.5 Remarques, commentaires et compléments

Quelques remarques et corollaires sont nécessaires pour permettre I'exploitation du
lemme dans la partie suivante.

Remarque: on n’obtient qu'une régularité de classe C®~2 pour Pz T,mMm, et pas ChR-1,
comme pourrait le faire attendre la relation

VpEX#bVAaBGS,(AJ_Bou AZBZfO)i
V(AaB) 6 Ap X BP’R(Z;AaTaB) == (D,OZ,T,m,ER)(A,B) = (DPZ,T,m,i)R)(B,A)

Cependant, de cette relation découle par exemple que la restriction (pz7.mn) A de pzrmmn
est de classe C~! le long des feuilles de A", si A est un feunilletage de 3.

Remarque : On aurait pu introduire les classes plus larges de formes pz 1, — en suppri-
mant la condition relative aux relevés R — ou pz 7 — en supprimant de plus la contrainte
de nullité en m. Ces classes introduisent moins d’objets arbitraires: la famille 2R ou le point
m, et sont donc plus naturelles. Cependant, il s’agit dans tous les cas d’espaces affines,
et leur espace vectoriel directeur ne s’exprime pas de fagon aussi simple que pour la classe
pz.1,mm- On a donc préféré ajouter les deux conditions en m. Dans tous les cas, la propriété
intéressante pour la suite est la suivante:

Corollaire 1 Soit & = (o's)évzll un N'-uplet de sections des Y3, — Y5, dont on notera
(8’5)?’:’1 les images. Alors il existe sur X5 au voisinage de m une et une seule forme du
type pz T.mm telle que:

Vs € [LN'], (pz,rmm)Tss =0

On la notera: pzrmm,a. Si de plus K est un voisinage compact de m dans Xml, soit :

o ' cr-1(TM) Uespace des sections CE=1 de TM le long de K, muni de la norme
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sup de la topologie CE=1 sur le compact K : ||Z|| = gﬁﬁHDiZHw,
1=0
) FK’CR—Q(T*X#L) est lespace des sections CT=2 de T*X;. le long de K, muni de la
norme sup de la topologie CR= sur le compact K : ||p|| = gﬁpQHDipHoo,
1=0
FK’CR—l(TM)Q FK’CR—Q(T*X%)

Y
(Z,T) —  PLTmAG
Alors, W est de classe C*2,

e U [a fonction :

Autrement dit, si © est comme dans I’énoncé du corollaire, si R est une famille de relevés
des drapeaux (X, (U:,;k)z;o) et (X, ((V;’lk)gznr) comme dans I'’énoncé du lemme, alors il
existe sur X,# au voisinage de m une et une seule forme du type pz 1, notée pz 1., % s, telle

que:

* (pz1)im =0,

(D:OZ,T)\m(UaV) =0

=k ~57,! ==k 57l
e VLU YV = vu e T v e V",
. { (Dp21)m(V-U) = 0

o Vs€ [[LN’]L (pZ,T)\TS’S = 07 i.e. Vs € [[LN’]]aV? € Tj}%apZ,T,m,m( dUIS'Y) = 0.
Cette forme est une fonction C~2 des champs Z et T, au sens donné plus haut.

» . . , ’
Démonstration: Soit p; 1,  une forme donnée par le lemme, et (0"*)N., un N'-uplet
de sections des )V, — J;;,. Par le dernier point du lemme 4, pz 1, » est comme exigé dans

'énoncé du corollaire ssi pz7mm = Py 7, — 0, 0L 0 est une 1-forme de T*X. telle que:

o 5= (IT,5°)

o Vs € [L,N'],VY € TY;,,0(do".Y) = ply 1 w(do’.Y).
Or § vérifie ces propriétés ssi: Vs € [1,N'],YY € TY:. (V) = p’Z’T’m’m(do’s.Y’), ce qui
définit une et une seule forme 4. La forme pz 7, » & existe donc et est unique.

Nous ne démontrerons pas ici & proprement parler la régularité de p en fonction de Z et
T. Elle se vérifie, a chaque étape de la construction, par des arguments relativement simples
mais lourds & détailler de fagon rigoureuse, dans les topologies assez complexes des espaces
qui entrent en jeu. Nous sommes convaincus que ’enjeu des démonstrations n’est pas la et
avons manqué de temps pour proposer une rédaction propre de cet aspect ; il est donc traité
rapidement.

Donnons cependant les deux points essentiels du raisonnement et détaillons, a titre
d’exemple, la démonstration lors d’une des étapes de la construction de p.

La forme p est construite comme une différence: p = a — (. 1l faut et il suffit donc de
montrer que « et (3 sont fonctions de classe Cf=2 de (Z,T). La forme 3 est construite &
partir de «; on montrera en fait qu’elle est fonction de classe C2 de a.

La_forme o. a = (DzT)’. Les fonctions (Z,T) — DzT et V + V’ sont CF donc o est
fonction CF de (Z,T).

La forme B. La forme ( est définie par construction de différentes de ses restrictions
B et B'°. Ces restrictions sont construites par égalité avec « sur certaines sous-variétés,
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par transport parallele de cette précédente valeur le long de certains feuilletages ot c’est
possible et enfin, pour ﬂ‘rw le long de &/, par une équation différentielle un peu plus lourde
(cf. page 147).

La ou B est égale a «, cette restriction de [ est évidemment fonction C* de «. La ou
elle est définie par transport parallele, on vérifie qu’elle est fonction CF~2 de sa condition
initiale (cette condition initiale est une restriction le long d’une certaine sous-variété), donc
fonction Cf~2 de «. Enfin, page 147, B""Vr est définie le long de la sous-variété plate S, par:

Biv: = avy, [en fait, pas tout a fait...] et (Dur ") v = (Dur, @)vr,

Vp € 8§, Vik € [Ldy], Lur Luy (Bly.) = Lur da(Uy, ) + @(R(U], - ).U})
ol @ est une forme égale & ajyr en m et prolongée par transport parallele le long de .
Elle est donc fonction C#~2 de a. D’autre part da est fonction linéaire C* de a.
Ainsi, la dérivée seconde de ﬁ‘rvr est fonction C®~2 de . A condition initiale fixée, ﬁ‘rvr

est fonction C>® de sa dérivée seconde; elle est fonction C%~2 de sa dérivée seconde et de
son 1-jet en m. Comme ce 1-jet est fonction C* de «, ﬁ‘rw est finalement fonction CF2
de a. O

Corollaire 2 Soit s dans [1,N'] et ¢ € Xg ; Vi est une feuille de Y* dans Xg;. Alors il
existe au voisinage de q une seule et une seule forme pSZ’T’q de (Y*1)*, nulle en q et telle
que:

Vp € Yy V(V.A) € Y, x Y31, R(ZY.T,A) = (Dp 1,,) (V.A).

Cette forme est la forme induite sur Y par l'une quelconque des formes du type PZTm-
Au méme sens topologique que dans le corollaire précédent, p‘“‘Z’T’q est fonction CF2 de
(Z,T.q).

Démonstration : ce résultat découle d’une remarque et du troisieme point du lemme:
e par construction, la restriction a T(7r_1(]_[ivzl0 V%)) d'une forme du type pz1mxm ne
dépend pas du choix de la famille de relevés R choisie,

e les formes pz 1, m sont définies modulo 7* (H?L ZI(T*JVJE)>, or, pour tout sg de

[1,N'],sid € rn* (Hi\il ZI(T*JVJT%)), la restriction de § & ([, Y*) X (I, W") est nulle le
long de Y;°.
Pour les raisons données plus haut, on admet complétement ici la régularité de pSZ’T’ , comme

fonction de (Z,T.q). La forme p7 ;. = est une intégrale de fonctionnelles CF de (Z,T) avec
une condition initiale nulle en ¢; le résultat s’obtient par un raisonnement semblable a celui
exposé pour B‘TVT dans la démonstration du corollaire 1. O
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IIT Les coordonnées

On étudie toujours une variété (M,g) une pseudo-riemannienne de classe C* localement
réductible, indécomposable; H est son groupe d’holonomie restreint et m un de ses points.

Le but de cette partie est de proposer un systeme de coordonnées locales le plus naturel
et «le plus unique» possible de M au voisinage de m. On s’appuiera pour cela successivement
sur le lemme algébrique et sur le lemme analytique qui précedent, c’est-a-dire respectivement
sur le lemme 3 page 128 et sur le lemme 4 page 141.

II1.1 Rappels et introduction

On reprend ici intégralement les notations introduites en début de partie précédente et
Papplication du lemme algébrique a [’espace tangent Ty, M qui y est faite: voir pour cela
les sections I1.1.1 page 132 et 11.1.8 page 135. On rappellera cependant ici pour faciliter la
lecture les principaux objets introduits sur T,,, M dans cette derniére section. On présentera
également, toujours pour faciliter la compréhenion du théoréme qui va suivre, une vue
matricielle de la situation.

ITI.1.1 Rappels: La situation sur I’espace tangent en m

L’espace T,, M est muni du drapeau canonique introduit dans la partie I, page 110:
{0} c X CXECcTpM.

Rappel de notation: Comme en partie II, partout, on notera alors 7, indifféfremment la
projection canonique: X — Xt /X,,, la projection intégrale: X — X1 /X ou encore la
projection: U — U/X, ou U est un ouvert de carte de M, ou encore toute restriction de
ces projections. On surmontera d’un tchetch «”» les objets quotient modulo 7, les classes
modulo 7 d’objets de TM ou de M, par exemple: n(X.) = XL, 7(X})) = X etc ...

La partie I fournit une décomposition H-stable, non nécessairement canonique, de
XL /X,
1 o e T I
(cf lemme 3 page 128.)

Si en outre M vérifie les deux propriétés (P1) et (P2) introduites en début de partie
11, page 135, et que 1'on rappelle ici:

W/ admet une décomposition en deux sous-espaces

: ) . P1
totalement isotropes stables supplémentaires. (P1)

dimX,, = 1, (P2)

on peut alors écrire, comme expliqué en début de partie II:



o Vr, VVV:n = IVJ;"h @th avec IVJ;"h et \v/;"ﬁ totalement isotropes, stables, indécomposables,

e pour tout s de [0,N'], Yf:h est stable par holonomie, non dégénéré ; si s > 1, Yf:h est
irréductible et 'action de I’holonomie sur Y%, éventuellement réduit & {0}, est triviale.

On note d, la dimension, commune, de U, et de V7, et d. la dimension de chaque Y}, .

Chaque espace fjrm admet, relativement & l'action de I’holonomie H, des suites de
Jordan-Holder. On note n, la longueur de ces suites, qui est aussi celle des suites de V7., ot
H agit de facon contragédiente. On peut alors choisir une quelconque (ﬁrﬁ;k)zrzo des suites

de Jordan-Hélder de U7, :

les ﬁ;’f sont stables par holonomie,

{0} =0 c UL C...C UL = U, et: Yk, UZF /UL est irréductible.

On notera également d* la dimension de chaque ﬂ;’f :0=d’ <d! <...<d¥ =d,. Pour
tout k, on introduit : V;’lk =Vrn (IVJ:;’lk)J— ; alors:

les \v/';;k sont stables par holonomie,
{0} = VI vl c VRO =V et: VE, VIR VTR st irréductible.

i.e. (V;’lk)gznr est une suite de Jordan-Holder de V7, ; cest la suite duale de (UF)E=nr,

I11.1.2 Forme matricielle de I’holonomie de M

Pour fixer les idées, on donne ici 'aspect de la représentation matricielle des éléments de
I’algebre d’holonomie. On se restreint toutefois au cas N = N’ = 1, ny = 3 (alors d; = d3)

et dfy # 0. Le cas général se congoit facilement & partir de lui. Soit une base g = (X, (U})f;l,
dl
(V)1 (Y)iZ)i=0: Z) de TrmM telle que:

k
e X est une base de X,,; pour tout k de [1,3], (X,(Ul)?;l) est une base de Uy et

)

k U U
(X,(Vil);lél) une base de Vi ; (X,(YO)?il) une base de YO et (X,(Yl);lél) une base de

) 1

Y
0{0...0/0...0/0...0(0...0]1
0

: 0 Iy, 0 0
0 0
0 0

Iy, 0 0 0
° Matg(g) = 8 8

0 0 IPO,QO 0
0 0
0 0
0 0 0 Iy, .
0
110...0({0...0({0...0(0...0]0




Alors, dans (3, et en notant § 1'algebre d’holonomie de H :

hC { h € L(T,nM) | Matg(h) =

a(h)| al(h) ... al ()| al(h) ay, (h) |ad(R)...al (W)]al(h)...a} () 0
0 |Aj(h) Afo(h) Af(h) —ay(h)
: 0 Aj,(h) Ay (h) 0 0 0 :
0] 0 0 A —ig, ()
0 —TAL ()0 0 —ai(h)
: 0 —tA} 5(h) =tA55(h) 0 0 0 :
0 —'Aj3(h) —"A35(h) —"A35(h) —dg (h)
0 —e9a9(h)
0 0 0 0 :
_Eghagh(h)
—eyaq(h)
0 0 0 A (h) :
Eé,l aé,l (h)
0 0 0 0 0...0 0...0 —a(h)

et A''(h) € s0p, 4, (R) }

ou Vs € {0,1},Vi € [1d}],ef =1 & i < psetef = —1 & i > p, et ol la représenta-
tion de {A} ,(h) / h € b} dans Rt —di ™! (pour tout k de [1,3]) et la représentation de
{A"(h) / h € b} dans R sont simples.

I11.2 Le théoreme

I11.2.1 Préliminaires et notations

Notation: Si a et b sont deux formes linéaires sur un R-espace vectoriel F, on note ab leur

S
produit tensoriel symétrisé: ab=a®b=1(a®@b+b®a).

Les hypothéses. Vu les résultats algébriques ci-dessus résumés, on s’attache a la situation
suivante. On suppose que l’espace tangent en m & M admet un sous-espace totalement
isotrope X, stable par holonomie de dimension 1 et que X,;, = X;-/X,, admet la décom-
position stable par holonomie:

xt=( & wr)a( & v
- = g ) avec:
m 1<r<N " 0<s<N' "

Vr € [1,N], W = U%, @ V’. avec U’, et V', totalement isotropes, stables,

(IVJTT;’ZC)Z’:1 une suite de Jordan-Holder de U, sous l'action de H,

(Vi)

m Jk=n,—

e Paction de I’holonomie sur Y, (de dimension éventuellement nulle) est triviale.

Ces sous-espaces induisent des fenilletages paralleles (X ,(U"™*)7m )L, (V7F)0_
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Rappels de notation: On note d, = dimjjrm, d¥ = dim IVJT,;,’lk et d. = dimY%,. D’autre
part, si p est un point de M, on note U, et V, les sous-variétés de M définies, au moins au
voisinage de p, par:

r=1 s=0
et :
_ N 3 N’v
Vy=n"! <(H 2 < ([] y,f))
r=1 s=0

Définition 4 On dira qu’un systéme de coordonnées (z,(u” w")N_,,(y*)No,2) = (z, ((uf)f;l,

(D ()70, 2) est adapté aua feuilletages (X, (U™)izg)ly, (V)] )
(V5)N,)) (stables ou non par holonomie) si :

e [a coordonnée x parametre les feuilles de X,

e les coordonnées (:E,(u;);iil) celles de U™ et les coordonnées (I’(Uir)g;dfﬂ) celles de
VrkE pour tout v de [1,N] et tout k de [1,n,],
e les coordonnées (a:,(yf)gil) celles de Y*, pour tout s de [0O,N'],

e les coordonnées (a:,((uf)fl;l,(vf)f;l)ﬁvzl,((yl)Z 0)N0) celles de X+
Remarque/notation. Dans un tel systéme, s’il en existe, vu les diverses relations d’ortho-

gonalité des distributions (X,((U™F)}r )N, ((VF)S )N_L(Y$)N ), la métrique prend la
forme:

k=n,

N N
g= (Z gr) + (Z g'S) + 2vdz
r=1 5=0
ou 7y est une 1-forme et ou:
e pour tout s de [O,N'], ¢'* = Zflj 1 9i% dyi dys,

dy dy
e pour tout r de [1,N], ¢" =23, A 201 9; 5 dug dvj.

Proposition 3 On note (X,((U™*)72 )N, (VPF)9_ nr)r YN Y les distributions tan-

gentes auzx feuilletages (X ((Urk)k o) (VRO ) LHN ). Ces distributions sont
stables par transport paralléle ssi la métrique g, dans des coordonnées adaptées auz feuille-
tages, vérifie la propriété suivante :

!

Pour tout couple (A,B) de feuilletages parmi (X,(U™F )5 )2, (V%) 0, )09,

r=1»
tout couple (A,B) de vecteurs-coordonnées de A x B et tout vecteur-coordonnée C :

A LB = Lpg(AC) = Lag(B,0). (P)

Par le calcul, on vérifie que (P) admet la formulation matricielle suivante :

* pour tout s de [0,N'], la matrice (g”)l; | ne dépend que de y* et z; pour tout r de
. dy
[1,N], la matrice g" = (g; ;);’;—

dr d r df T dr
imak+1j=1 €st indépendante des (u}),”, et des (vj)j:dHl'

| ne dépend que de u", v" et z. En outre, pour tout (k,l) de

[1,n.]?, la matrice (97);
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* Vr € [LN]Vi,j.k € [1d;], Og] ;/Ou}, = Og} ./ 0uj et Og} ;/ v, = Ogy, /O] .
% la 1-forme v satisfait: VA.B € §, A L B= dy(A,B) ={0}.

Démonstration de la proposition.

Le sens [=] On suppose les feuilletages stables par transport parallele. Soient A et B
deux feuilletages orthogonaux de § et (A,B) un couple de vecteurs-coordonnées dans A x B,
soit C un vecteur-coordonnée quelconque. Alors:

Lp < A,C >=<DgA,C >+ < B,DsC >=< DA,C >+ < B,DcA > .

Le champ A est dans A, distribution parallele, donc DcA € A 1L Bet donc < B,DgA >= 0.
Comme DA = DB, L < A,C > est donc une expression symétrique en A et B, c’est le
résultat.

Le sens [<]. Soit A un des feuilletages; on veut donc montrer que, pour tout vecteur-
coordonnée A tangent au feuilletage A :

Vp e M,VC € TyM.DcA € A.

Pour le montrer, prenons B un vecteur-coordonnée tangent a AL, quelconque; il suffit de
montrer que pour tout vecteur-coordonnée C': < DcA,B >=10. Or:

1
< DcA,B >= 5 (Lc < AAB>+4+Ls<B,C>—-Lg<AC>).

Le vecteur-coordonnée B est supposé orthogonal & A donc Lo < A,B >= Lc0 = 0. D’autre
part, par (P), Lo < B,C >= L < A,C >. Le résultat suit. O

Remarque. Le but visé est la construction de coordonnées adaptées aux divers feuilletages
paralleles en présence et «suffisamment uniques» pour qu’il soit possible d’y lire les propriétés
de I’holonomie locale. Cette unicité sera obtenue en ajoutant des contraintes supplémentaires
portant essentiellement sur la forme 7.

La propriété (P) satisfaite par tout systéme de coordonnées adaptées & des feuilletages
stables par holonomie incite & rechercher une forme y fermée. Ce n’est en général pas to-
talement possible; on peut cependant s’en approcher au maximum ; c’est ce que fait, entre
autres, le théoréme qui suit. Introduisons enfin une derniére notation.

Notation. Si M est muni de coordonnées, si p € M et si A, B et C sont trois vecteurs-
coordonnées de T, M, on notera I‘g g le coefficient de Christoffel relatif & A, B et C; les

FS’B sont définis par:
DaB=DgA= > T45C

Cvecteur-
coordonnée

I11.2.2 L’énoncé et un résultat connexe important
On peut a présent introduire les coordonnées proposées.
Théoreme 1 Sous les hypothéses et avec les notations introduites dans la section précédente :

(a) Il existe, au voisinage de m, un systéme de coordonnées (x,(ur,vr)f,vzl,(ys)Nlo,z) =

s=
d. / .
(z, (W), (D) )N () 52) Mg, 2) de classe C, centré en m et :
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!

(I)  adapté aus feuilletages (X, (U™ )32o) oy (V) hsn, )it (V) 0),
(IT)  wérifiant de plus les propriétés suivantes :
(i) en tout point,
o 90 = Y0, el(ay)? ou Vi € [Ldgl, e = +1,
* 7(2)=0;
(ii) Pour tout r de [1,N], la matrice g" vérifie :

dr
Vp € Xy, (097/02), =0 et: VpelUy, UV, " =2 duj dof ;
=1
En notant m, le point de coordonnées (0,...,0,z), la forme v vérifie :

e en tout point de X,#, v = dz,

e le long de la courbe (m,),, v = dz et:

vr € ILNLVE € [ ] ¥i) € LT (o) (v(vjﬂ):(af) (7)) = 0
(3 m; \m~

r
J

e pour tout z et en tout point p de U, (ﬁm U 17%), d’)’\x; =0,
e en introduisant S; = {p € Y}, [ z(p) = 0} : Vs € [LLN'],Yp € 8}, y7,s: = 0;

(iii) g(m) = (221, S, duf dof) + (SN S, £3(dy))?) +2dwdz oi ef = 1.

(b) Si deuz tels systémes de coordonnées coincident sur leurs sous-variétés S§ pour

. ., dy )
s € [1,N'] et ont leurs vecteurs-coordonnées associés (X, (Y,°):2,, ((U[)g;l)ivzl) égauz en
m, alors ils coincident sur 'intersection de leurs domaines de définition. C’est donc en

particulier le cas s’ils coincident sur X

(¢) Les coordonnées sont adaptées aux feuilletages en présence, la métrique vérifie alors
naturellement la propriété (P) énoncée page 160. En outre, la forme v est déterminée par
les conditions du (IT), (ii) et par les deuz relations différentielles suivantes :

e Pour tous A et B de §, tout point p de M et tout couple (A,B) de vecteurs-coordonnées
de Ap x By :

[(ALB)ou(A=)"] = Lalzy(B)=<R(ZA)ZB>+ > TG Lsv(0).
Clvecteur-
coordonnée

e Pour tout r de [1,N], pour tout z,

sur U, : Vi,jk € [Ld,], Lu, Ly, Lzy(Ve) = Ly, [< R(ZUDZU; > + Y F&-,UJLZ’Y(C)]
Cuecteur-
coordonnée

sur Vi, : Vi,jk € [Ldy], v, Ly, Lzyv(Ux) = Lup[< R(ZVDZV; >+ Y T 1 Lzy(C)]
Cuecteur-
coordonnée

\

Remarque. Le résultat obtenu en (c¢) est décevant. Certes, les conditions imposées en (a)
(IT) & la forme «y la rendent déterminée, pour le reste, par la géométrie de la variété. Cette
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détermination, détaillée par le (c), reste cependant compliquée et difficilement utilisable.
On n’a hélas pas trouvé, dans cette optique, de meilleurs choix de contraintes sur .
Toutefois, le point (¢) admet pour une part une expression plus simple, donnée par
la proposition qui suit; le premier point de celle-ci permettra notamment en partie IV de
classifier localement les variétés lorentziennes a holonomie réductible-indécomposable.

Proposition 4 Le point (c) du théoréme implique :
e pour tous A et B de §, tout point p de M et tout couple (A,B) de vecteurs-coordonnées
de A, x By :

[(.AJ_B et ANB=X) ou (Azyﬂ)] =
Y(X).Lz (Lay(B)y(X)™") =< R(Z,A).Z,B > .

e pour tout r de [1,N] et en tout point p de X} :
V’l,j € ﬂl,drH,LUiLz’y(Uj) =< R(Z,Ul)Z,U] >= R(Z,UJ)Z,Ul > .

Enfin, il est important de noter que la «réciproque» du théoréme 1 est vérifiée: si un
ouvert de R est muni d’une métrique du type donné par ce théoréeme, 'espace T,, M
admet alors des sous-espaces stables par holonomie comme dans la situation décrite page
159 en début de section I11.2.2. C’est la conséquence immédiate de la proposition 3 page 160.

La démonstration du théoreme et de la proposition 4 sont regroupées en fin de partie,
section ITI.5 page 174.

I11.2.3 La forme matricielle de la métrique

Donnons un aper¢u matriciel de la situation, pour permettre la mise en rapport avec
la matrice générique de ’holonomie donnée page 159. On suppose de méme N = N’ =1,
ny = 3 (alors dy = d3) et d) # 0. Dans les coordonnées données par le théoréme, la métrique
est alors de matrice:
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1 1 1 1 1 1 1 1,1 1,1 11,0 0,1 1
ﬂv‘ul“‘ud}‘ud}ﬂ"'udfudfﬂ"'ud?‘vl"'vd}‘vd{-q-l"'Udfvdfﬂ"'vdf‘yl"'yd{)yl"'yd’l z
010, 010, e 010..... 010..... 0{vo
0 0 i

0 ~ 0 0 :

7d?

0 ~1( 1,1 ) PA)III
g u 7’0 7Z

0 0 0

0 0 1

’Yd?

0 o0

0 0 IPO:qO 0 ;

0 726

0 oh

0 0 0 ') :

0 ’yéq

Yo [HE e f“yall% A '7;? 7?...7367%...75,1 0

oi1 g' est la matrice (gi’j)d

1 . .
ij=1° représentee par

Tﬂg car: Vk € [1,2],V(i.5) € [df + 1,d3] x [1,d%], g;; = 0.
0

tgl

0
coordonnées ((uil)gél,(vil)g;l,z) et est donc notée g'(u',v',z). De la méme facon, ¢'' dépend

La matrice de la forme g' du théoréme est donc: < 7 ) La matrice g* dépend des

de ((y})il,z) et est donc notée g''(y',2). Les coefficients de vy dépendent potentiellement
de toutes les coordonnées.

I11.2.4 Remarques supplémentaires et commentaire

Remarque: La métrique g est une 2-forme en tout point non dégénérée donc, dans la
situation et sous les notations du théoreme, en tout point:

e Les matrices g", pour tout r de [1,N] et les matrices g, pour tout s de [1,N'], sont
inversibles. Plus précisément pour les premieres: pour tout r de [1,N] et tout k£ de [1,n,],

k
la matrice (gi’j)d est inversible.

r
ij=d" 141

e y(X) #0.
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Une autre présentation de la forme . On peut également présenter la forme y comme
elle apparait dans la matrice exposée plus haut, i.e. comme une forme du type:

N d, N’ d
’Y:<ZZ%dU;+%‘rde)+ Zvadyf + v dz.

r=1i=1 s=0 =1

avec :
e le long de X et de (m,),, Vr € [I,N],Vi € [1,d,],5F =47 =0, Vs € [0,N'],Vi €

[1,d.],7v =0, v =1 et, le long de (m;),:

0y _ 9% _

our vl

7

vr € [1,N],Vk € [1,n,],V(i,j) € [1,d¥]?,

e en tout point p de U, (Z/NIm~ U 17%) et pour tous les indices r,r',s,s" de [1,N]?x [0,N']?:

o p!
O _ oy O _ 9

fE—

or ~— Ou’ 3u77/ - Bu;
J

ol N i
oy 04 _ 9V oy _ 9

04T
ox — Oul gu]r,’ — Ov] gv]r’  Ov]
v AT s
0% _ 9y 9 _ 9% o _ 9% oy _ 9y
dx Oy  Oul T Oyf vy T OyF ays — Oyf
J

7

o Vs € [LN'], Vi € [Ld.],VzVp € 85,7 (p) = 0.
Le deuxiéme point du (c¢) devient :

_1 08" i _1 OAT ’
Vr # ', v (% 1#) =< R(ZU}).ZU} >, ni (% 133,:,> =< R(ZV]).ZV] >
J J
—_1 047 _1 04T ’ ’
et Yogz |70 5 | =104 (% 1%) =< R(ZU}).Z2V]' >=< R(ZV]).Z2U!' >,
J J

vr € [1,N],Vk € [1,n,],¥(i.5) € [1,dF] x [df + 1,d,],
—19%; - 9] T T r r
w2 (15 55) =02 (10 5%) =< R(ZU}).ZV] >=< R(ZV]).ZU] >,

ov” ou”
J i
o 107
Vs, o2 (7()_13»;}) =2 (1 18};) =< R(Z,U]).ZY} >=< R(Z,Y}).Z,U] > et

_1 04T _107%
15 (7 1333) =2 (10 5%) =< RZV]).2Y} >=< R(ZY}).ZV] >,

V(s,s,') € [O,N']?,s #5 ous=5"=0= ’)’0% <’yo_1§;5,> =< R(Z,Yis).Z,Y;S' > .
J

Un commentaire. Exiger seulement d’un systéme local de coordonnées de M au voisinage
de m qu’il paramétre, par certains de ses sous-systeémes, les feuilles de X, des U™*, des
Vrk des Y* et de X1 est une contrainte relativement «molle». Plus précisément, aucune
«condition initiale» sur les coordonnées, fixée sur certaines des feuilles de ces feuilletages,
ne peut déterminer un tel systéme de fagon unique.

Ce n’est pas la situation dans un produit riemannien. Soit en effet (M,g) une variété
pseudo-riemannienne localement isométrique a un produit riemannien Hivzl(.%lr,g’") et dési-
gnons encore par (.A’")fy:l les feuilletages de M, transverses et supplémentaires, déterminés
par les submersions M — M/A"). Alors, un systéme de coordonnées ((af)?;l)ivzl dont les
sous-systemes (af)f;l parametrent les feuilles des A", c’est-a-dire un systéme de coordonnées

produit, est déterminé de facon unique par la valeur de chaque (af)f;l sur chaque A] , ou
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m est un point quelconque de M. Autrement dit, une condition suffisante d’égalité de deux
systemes de coordonnées produit, est leur égalité sur les sous-variétés facteurs.

Dans le cas qui nous occupe, la non-unicité plus affirmée des coordonnées adaptées aux
feuilletages vient bien sir du fait que la «somme» de ces feuilletages n’est pas la variété M :

Vp e M, ( -I— UT) ( -I— VT) ( -I— YS) C TpM. Cependant, chercher une famille particuliere

de coordonnees locales de M mume d’une conditions suffisante d’égalité qui soit la plus
faible possible (ici le (b) du théoréme) est potentiellement intéressant. On peut en espérer
en effet :

e une certaine compréhension de la géométrie locale de M, dans la mesure ou certains
invariants peuvent se dégager,

e trouver quelles familles de variétés M satisfont telle ou telle propriété supplémentaire,
portant par exemple sur 'holonomie, et se donner une idée de la «taille» de ces familles;
prouver éventuellement que certaines propriétés ne peuvent pas étre vérifiées par des variétés
complétes (dans les divers sens que cette notion peut revétir dans le cadre pseudo-riemannien)
car les coefficients de la métrique divergent alors en temps fini (encore en un sens a préciser).

[Ces points sont du moins ici & I’état d’espoir et nous ont motivé dans la recherche de ces
coordonnées. Reste a voir ce qu'’il en est effectivement...] Aussi a-t-on ajouté aux conditions
naturelles (a), (I), les diverses conditions, plus arbitraires, du (a), (II) et du (a), (III).
On précisera au cours des sections suivantes dans quelles mesure elles sont partiellement
naturelles, et aussi quelle part d’arbitraire elles contiennent. Mentionnons notamment la
condition supplémentaire de base qui a guidé la démarche:

exiger que < Z,7Z >= 0, ou Z est le vecteur-coordonnés transverse a Xt

C’est la premiere nouveauté par rapport aux coordonnées de Walker ([W50a], [W50b]).

Remarquons enfin une différence qui subsiste avec un produit riemannien. Dans ce der-
nier cas, la propriété d’unicité d’un systéme de coordonnées fixé sur les facteurs, existe
aussi pour la variété : deux produits riemanniens locaux, localement isométriques sur leurs
sous-variétés-facteurs, sont localement isométriques. Ce n’est pas le cas dans la situation
du présent théoreme. Si M est donnée et que deux systémes de coordonnées du type du
théoréme coincident sur X, ils sont égaux. Mais il existe une infinité de variétés M loca-
lement isomorphes sur une de leurs feuilles X, ( c’est-a-dire, (M,g) et (M',g') sont deux
telles variétés, si: Im € M,3Im' € M, Jp: XF — XL - go*g"TX,L’ = giraL et QP*D\’TX’% =

m m

Dipx1 ot D et D' sont les connexions respectives de M et M').

II1.3 Quatre cas particuliers

Le théoreme aborde une situation d’une certaine généralité; c’est une des raisons de
la complication de son énoncé. Dans certains cas particuliers, le résultat s’exprime plus
simplement. On en considére quatre ici. Le premier indique comment se traduit dans les
coordonnées une certaine propriété supplémentaire de 'holonomie. Les deux suivants sup-
posent particuliére la situation algébrique sur X#T Les deux derniers sont des sous-cas du
deuxiéme.

Le théoréme affirme 'existence de coordonnéres vérifiant des propriétés plus ou moins
naturelles. I’examen du troisieme cas particulier éclaire le choix de certaines de ces pro-
priétés. On s’attardera donc & quelques commentaires & son sujet (111.3.4)
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(IT)

I11.3.1 Quand I’holonomie agit-elle trivialement sur X,,?
Proposition 5 Dans la situation et sous les notations du théoréme, I’holonomie restreinte
H agit trivialement sur Xy, ssi y est de la forme:

v = dz +7*3 ot ¥ est une 1-forme sur M.

La métrique g est alors de la forme:

N N/
g= (Z g’") + (g’o + Zg“) +2(n*%) dz + 2dz d.
r=1

s=1

Le premier point du (a) (II) (ii) devient: 7Y 151 = 0 et le deuziéme point du (c) :
[(ALBetANB=2X) ou (A=)")] = LzLsy(B) =< R(Z,A).Z.B > .
Démonstration. Découle du point (¢) du lemme 4 page 141. 0

Remarque: La démonstration du théoreme dans ce cas particulier est notoirement plus
simple. On n’a en un sens pas & construire au préalable la famille de sections (&,), (voir
page 182 et suivantes).

Remarque: Dans ce cas, pour tout s de [1,N'], le long de U,Y;;, , pour tout i de [1,d{],
Y(YF) =0 ice. < Z,Y7 >=0,

IT1.3.2 Le cas ou N = 0: pas de facteur de type «Up ® V> dans la
décomposition de X+

Si la variété M est lorentzienne, on est notamment nécessairement dans ce cas; T, M
n’admet en effet pas de sous-espace totalement isotrope de dimension supérieure ou égale a
deux. Pour cette raison, citons la forme que prend I’énoncé dans ce cas.

Théoréme 1 (Cas ou N = 0) Dans la situation présentée en III.1:

(a) I eziste, au voisinage de m, un systéme de coordonnées (z,(y*).q.2) = (, ((yf)f/il)évzlo,
z) de classe C*, centré en m et:

adapté auz feuilletages (X,(yS)?’:/U), (cf. def. 4 p. 160)

vérifiant de plus les propriétés suivantes :

(i) en tout point,
o g0 =S 0(dy)? ou Vi € [Ld)], 0 = £1,
* v(Z)=0;

(ii) en notant m, le point de coordonnées (0,...,0,z), la forme v vérifie :
e en tout point de X-, v = dz,
e le long de la courbe (m,),, v = dz,
e pour tout z, YTk, est fermée,
e en introduisant S; = {p € ¥y, [ x(p) =0} : Vs € [LLN'],Vp € 8], 1,85 =0

(iii) gm) = (SN X0y 5(dyp)?) +2dwdz od ef = 1.
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(b) Si deuz tels systémes de coordonnées coincident sur leurs sous-variétés S§ pour

p .. dy . .
s € [1,N'] et ont leurs vecteurs-coordonnées associés (X, (Y?);2,) égauz en m, alors ils
coincident sur l'intersection de leurs domaines de définition. C’est donc en particulier le

cas s’ils coincident sur X

(c) Alors, de plus :

e Pour tout s de [1,N'], la matrice (g;’sj)dls

ij=1 Me dépend que de y° et z.
e la forme vy est déterminée par les conditions du (II), (ii) et par la relation suivante :
Pour tous A et B parmi (X, (yS)g\;’O), tout point p de M et tout couple (A,B) de

vecteurs-coordonnées de A, x By :
[(ALB)ou(A=)"]=~(X).Lz (Lay(B)y(X) ') =< R(Z,A).Z,B > .

Remarque. Les deux points du (c¢) impliquent dans ce cas que g vérifie la propriété (P)
introduite page 160.

I11.3.3 Le cas oi1 la représentation de H dans X est irréductible (et non
triviale de dimension 1) et celle dans X,,, triviale

C’est le cas le plus simple. Les seuls feuilletages stricts de M, stables par holonomie,
sont X et X1 = Y% et il existe un vecteur X non nul de X, globalement paralléle.

Dans une telle situation, la premiere propriété recherchée de la part d’'un systeme de
coordonnées «adaptées» est qu'il respecte les feuilletages canoniques X et X, i.e. qu’il soit
de la forme (z, (y;),, ) ou:

e la coordonnée x parametre les feuilles de X,

e les coordonnées (z, (y;)%,) paramétrent celles de X
Dans la base de vecteurs-coordonnées associée a un tel systéeme, la métrique est alors de la
forme:

g=¢ +2ydz

ol v est une 1-forme quelconque et o1 ¢’ n’a pas de terme facteur de dz ou de dz. Matri-
ciellement :

010...01| %
0 %
Matix vye @) = 1| ¢ |
0 %

La forme la plus simple & laquelle on puisse souhaiter ramener 7 est alors: y = dx.
En effet Z est nécessairement non orthogonal & X, on souhaite donc < Z,X >= 1; cela
invite & rechercher Z isotrope et tel que: Vi € [1,d'], < Z,Y; >= 0. Si un tel systéeme de
coordonnées existe:

010...0|1
0 0
Matx vpye (@) =| 1| ¢ |
0 0
170...010
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(I)
(IT)

avec ¢' = ¢'((yi)%_,,2) (la dépendance en z est alors effective, sinon la distribution vect(z)
serait parallele, ce qui est supposé ne pas étre le cas). Or, un tel souhait est réalisable. C’est
précisément ’existence d’un tel systeme qu’affirme le théoréeme.

Théoréme 1 (Cas o la représentation de H dans X#l est irréductible et ou celle
de H dans X,,, triviale.) Dans la situation présentée en III.1:

(a) Il existe, au voisinage de m, un systéme de coordonnées (z,y,z) = (z, (yi)glil,z) de

classe C*°, centré en m et:
adapté auz feuilletages X et X+, (cf. def. 4 p. 160)

ot g s’écrit alors g = g' +2dx dz avec:
. d’ ’
o en tout point, g’ = 37, g; ; dy; dy;, (gg’j);j’j:l € My (R) ;

e enm, (g;’j)f”jzl = (8151"]')?:]':1 ot g; = 1.

(b) Si deuz tels systémes de coordonnées coincident sur leur sous-variété Sy = {p €
XL ) 2(p) = 0} et ont leurs vecteurs-coordonnées associés X égauz enm, alors ils coincident
sur l'intersection de leurs domaines de définition.

C’est donc en particulier le cas s’ils coincident sur X

(c) Alors, de plus, la matrice (g;’j)zd"jzl ne dépend pas de x.

Remarque: Nécessairement, un tel systeme de coordonnées possede de plus la propriété
remarquable suivante :
en tout point, Dz Z = 0.

Il existe donc une démonstration de ce cas particulier, beaucoup plus simple que celle
de I’énoncé général. 11 suffit:

(i) de construire les coordonnées et le vecteur Z le long de X-, c’est-A-dire::

* de choisir des coordonnées, issues d’une base pseudo-orthonormée, quelconques, de Xﬁ%,

% de choisir une section passant par m quelconque de X.. — )Enl] et de relever sur elle
les coordonnées du point précédent,

* de choisir un vecteur X non nul de X,, et de le propager par transport parallele le
long de X,.: le flot de X propage alors les coordonnées du point précédent 2 la feuille
XL entiere,

% de définir le long de X+ le vecteur Z par: < Z,X >=1, Vi € [1,d'], < Z,Y; >= 0 et
< Z,7Z >=0;

(ii) de propager ces coordonnées par le flot géodésique issu de Z, c’est-a-dire :
* de propager le champ Z & un voisinage de m par le flot géodésique (D Z = 0),

% enfin, de propager les coordonnées (z,(y;)%,) de X;; par le flot de Z.

On vérifie alors — ce n’est pas totalement immédiat! — que le flot &, de Z au temps z
envoie, pour tout p, X sur Xy, (), XL sur chi(m) et qu’en tout point,< Z,X >= 0 et

Vi € [1,d"], < Z)Y; >= 0. C’est le résultat cherché.
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I11.3.4 Un éclairage des motivations de 1’énoncé général

L’entreprise qu'on s’était ici proposée est donc un succes et les systémes obtenus,
vérifiant Dz Z = 0, sont relativement canoniques: leur valeur sur an] les détermine.

Ceci invite & tenter de batir des systemes de coordonnées selon la méme philosophie,
dans des cas plus généraux. On est alors contraint de compliquer . Le choix, arbitraire, qui
a été effectué ici, est de chercher en priorité a:

e conserver la propriété: < Z,7 >= 0, i.e. y(Z) =0,
e conserver «autant que possible» la propriété: < Z)Y >= 0, i.e. y(Y) = 0, ou on
désigne ici par Y les vecteurs-coordonnées distincts de X et Z.

D’autre part, on veut imposer assez de contrainte pour que le systéme de coordonnées soit
dans tous les cas déterminé par sa valeur le long de X%

Si N=0,dy =0, N =1 mais que la représentation de H dans X,, n’est pas triviale.
On parvient dans ce cas & un systeme (z; ((yf)fil)évzll, z) ou:
e 7(2)=0

e le long de X;> et le long de x=1(0): Vi € [1,d'],y(Y;) = 0.

Remarque : pour tout z, 'holonomie de la feuille an% agit trivialement sur X, ; on peut
donc propager le vecteur X au point m,, par transport paralléle, sur la feuille Xéz. Ce champ
n’est pas le champ de vecteur-coordonnée X. En effet, avec les choix effectués, Dy, X # 0
en général — sauf le long des hypersurfaces X, et z='(0). Il existe d’autres systemes de
coordonnées, vérifiant cette fois les contraintes :

e y(X)=1

e Vie [1,d],y(Y;)=0.

e le long de X, et de 271(0): y(Z) = 0.

Dans de tels systémes, le vecteur-coordonnée X est parallele le long de chaque feuille an%.
En revanche, on n’a plus, comme avec les choix précédents: Dz X = 0.

Une fois construites les coordonnées (x,(yi)zdlzl) sur X+, les deux types de propagation
sont en fait trés proches. Ils fournissent des systémes qui coincident le long de z='(0); en
effet dans les deux cas, le long de cette hypersurface, DzZ = 0. Seule la propagation des
coordonnées dans la direction du feuilletage X différe ensuite. 11 est également & noter que,
dans les deux cas, ¢’ = (g(Y},Y}-))ﬁlj:l ne dépend pas de la coordonnée z. Comme les deux

systémes coincident le long de z='(0), leur fonction g¢'((y;)%_,,2) est la méme.

Par conséquent : Une fois imposée la contrainte :
le long de z7'(0), v(Z) = 0 et y(X) =1,
aucun des deux types de choix:
[7(Z) = 0 et y(X) variable] ou [y(X) =1 et y(Z)variable],

n’est plus naturel que I'autre. Seules sont vraiment naturelles, aprés le choiz arbitraire de
la surface 271 (0) N X, (i.e. d’une section de X, — X):
e la surface z(0) et les coordonnées ((y;)%_,,2) sur elle,

e la fonction g'((yi)flzl,z)-
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Dans les deux cas, le long de 71(0), DzZ = 0 et Vi,y(Z) = v(Y;) = 0 (i.e. g n’a pas de
terme en dz? et en dy; dz).

C’est arbitrairement qu’on a ici choisi de privilégier, hors de z~!(0), la contrainte :
< Z,7Z >= 0. Ce choix n’est peut-étre pas le meilleur mais dans le cas, ici abordé, ou
dimX = 1, il préte peu a conséquence et est difficile & évaluer. Le point (¢) du théoréme
(dépendance de 7 par rapport & la courbure) semble seulement plus simple avec le choix
«< 4,7 >= 0». Dans le cas général sur dim X, un choix de méme nature serait a effectuer.
C’est sans doute alors en dimension dim X > 1 qu’'un des deux choix se révélera, peut-étre,
plus naturel et significatif que I'autre.

Retenons qu’en tout état de cause, c’est la contrainte sur les coordonnées le long de
z~1(0), c’est-A-dire le long d’une section de M — M, qui force leur unicité & condition
initiale donnée sur X .

Si N =0, dy =0 et si la représentation de H dans X, est triviale mais que N’ > 1.

On parvient dans ce cas (voir proposition 5 page 167) & un systeme (z, ((yf)flil);\il, z) ou:
*v(2)=0
e pour tout s, le long de U, Yy, : Vi € [1.d,],v(Y;?) = 0.

Autrement dit, le long de chaque U,);, . la métrique & la méme forme que dans le cas
N=1:

0/0...0]1

0 0

! s = . ] .

vs 6 [[]'7N :[I?VZ’vp E ymz’Mat(X,(Yf);ilil,Z)(g‘p) - . g’ .
0 0

1(0...0(0

Puisqu’une telle contrainte est réalisable, elle semble la maniére la plus naturelle de com-
pliquer . D’apres le théoreme, elle est alors suffisante pour fixer partout la valeur de ~.

Remarque: mise en évidence d’un invariant? On peut construire facilement des
variétés dont I’holonomie vérifie (P2) et dont P'action sur X, ne stabilise aucun sous-
espace totalement isotrope non inclus dans ker § (1.e. avec les notation ambiantes: N = 0).
Il suffit de munir un ouvert de R¢ d’une métrique qui, dans les coordonnées naturelles,
notées (z,(y*)N,,z) prend la forme:

0|0 0 0 1
0/¢T| 0] 0 |0
Mat(g)(x’(ys)é\fz’lyz) = 0] 0 . 0 0 ;
olo]o]¢gN]o
110 0 0 0

ou les g’* sont fonction de (y*,z). Ceci revient, localement, & construire la variété M comme
une fibration riemannienne: )
N 5 I8
[Ti=1 (M?®,g"(2))

!
B
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ou la base B est la sous variété issue de m et paramétrée par (z,z) et ou les variétés
(M?,g'*(2)) sont isométriques aux (Y3, Jjys ). B est une variété de signature (1,1), et
les variétés M® sont de métrique variable, cette variation dépendant uniquement de la
coordonnée z de la base.

Néammoins, d’apres le théoréme, toutes les variétés ne sont pas localement de ce type.
Pour obtenir tous les types locaux de telles variétés, il faut remplacer les zéros en gras par
des coefficients variables, les dérivées de (y— dz). Ces coefficients sont liés, si les coordonnées
sont du type donné par le théoréme, aux < R(Y;S,Z)Y}Sl,Z >. La 1-forme (y — dz) ex-
prime donc le «défaut» de M a étre une fibration riemannienne comme décrit
plus haut. Ceci reste vrai dans le cas général du théoréme 1. Notons cependant que (y— dz)
est une intégrale seconde selon la coordonnée z du défaut introduit ci-dessus; elle dépend
aussi de choix arbitraires d’ordre zéro et un effectués sur X,

Si N =0, dj =0, que la représentation de H dans X,,, est quelconque et que N’ > 1.
Ce cas est 'addition des deux précédents. Pour chaque s, les propriétés:

° 7(X) =1,

o Vi€ [Ld],~(Y?) =0,
ne sont conservées que le long de (uzy;z) Uz 1(0) = U,S%. Encore d’apres le théoréme,
cette contrainte suffit & déterminer ~.

Le cas général.
Les commentaires ici seront plus brefs. Les choix effectués concernant les dérivées de v dans

la directions des feuilletages U"™* et V¥ proviennent des propriétés, relativement naturelles,
des mémes dérivées de la forme pz 7, : ¢ donnée par le lemme 4 page 141. Ces propriétés
de pz.z.mme le long des feuilles de U™F et VF sont notablement différentes de celles sur
les feuilles des Y®. En conséquence, pour tout r, sur U, WV, , la décomposition en une
propagation des coordonnées :

e naturelle le long de ’hypersurface =~ (0),
e plus arbitraire le long des feuilles de X,

n’a plus lieu d’étre. Proposons cependant deux remarques.

Remarque. La technique de construction des coordonnées dans le cas particulier «la re-
présentation de H dans X#l est irréductible et celle de H dans X, est triviale» repose sur
la propagation géodésique du champ Z: D;Z = 0 (voir page 169). Par le méme moyen,
dans le cas ou on suppose seulement la représentation de H dans X,, triviale, on obtient
facilement des coordonnées du méme type, i.e. ou la métrique est de la forme:

g=g¢ +2dzdz.

ou ¢’ n’a pas de terme facteur de dz ou de dz. Dans le cas vraiment général (action
quelconque de H sur X,,), cette propriété peut étre maintenue le long de z~1(0).

Cependant, ces coordonnées semblent présenter peu d’intérét car elles ne préservent pas
(du tout!) les feuilletages U™*, V' et Y.

Remarque. Comme rappelé ci-dessus, dans le cas particulier ou la représentation de H
dans X} est irréductible et celle de H dans X, est triviale, les coordonnées se construisent
par propagation géodésique de Z. Il s’agit donc de l'intégration d’une équation différentielle
ordinaire d’ordre deux dans M : Dz Z = 0. Grosso modo, dans les divers cas, plus généraux,
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ou N est toujours supposé nul et I'action de H sur X,, triviale, les coordonnées peuvent
également se construire par intégration d’un systéeme différentiel d’ordre deux dans M. Il
suffit en un sens d’altérer la propagation géodésique.

Cependant, la démonstration du cas général (voir celle-ci) utilise un systéme différentiel,
d’ordre deux, A variable dans ’ensemble des paramétrages des feuilles de X. La variété
support est donc de dimension infinie. Ceci engendre quelques complications, mais indique
aussi que quelque chose de nouveau apparait avec les fibrés U"* et V"*F et avec I’action non
triviale de H sur X,,. La valeur de Dz 7 en un point p de X,#Z dépend alors effectivement
de la valeur des coordonnées le long de toute cette méme feuille, et pas seulement de leur
1-jet ou 2-jet en p. Voir notamment & ce sujet la construction de 5" dans la démonstration
du lemme 4, page 147. La forme " sert directement a définir pz 7, i e. Une forme du type
de pz 7 mme est ensuite utilisée, dans la démonstration du théoreme, pour construire +:
elle est une intégrale de . Or, cette forme 5" est définie le long d’une feuille ], par son
1-jet en m et par une équation différentielle dépendant d’éléments de la courbure de M le
long de U],.

I11.3.5 Le cas ou la représentation de H dans X#L est triviale

Disons quelques mots de ce cas, essentiellement pour remarquer que, contrairement &
Iapparence, il n’est pas traité foncierement différemment du cas 111.3.3 ou cette représenta-
tion est irréductible. Ici donc, Y0 = X' et dans les coordonnées (x,(yi);i':l,z) du théoréme,
la métrique g est de la forme:

dl

gzZsi(dyi)2+2fydz, g, = =+1
i=1

ou v(Z) = 0. Les lignes de champ de Z ne sont pas géodésiques, contrairement au cas
II1.3.3 (voir page 169). La matrice ¢’ = g(Y;,Yj);i"j:l est constante et toute I'information est
contenue dans 7.

On aurait pu interpréter Xf;l comme somme directe de d’ composantes simples sous
I’action de H, car triviales de dimension 1: X,ﬁ = @g;lﬁ?fh, puis appliquer le théoreme
avec N' = d' et dj = 0. On remarque cependant alors facilement que les coordonnées
obtenues sont les mémes que par application du théoréme avec N' =0, dj = d'.

I11.4 Le cas lorentzien est donc totalement traité

Convention: une variété lorentzienne de dimension n est ici de signature (n — 1,1).

Il s’agit ici d’une remarque simple : toutes les variétés lorentziennes admettent un systeme
privilégié de coordonnées locales.

Soit en effet M une variété lorentzienne, localement irréductible, indécomposable, ne
vérifiant pas nécessairement les propriétés (P1) et (P2). On choisit m un point de M, et
on note comme toujours X,, I'intersection des sous-espaces totalement isotropes H-stables
maximaux de T,, M. La variété M est lorentzienne, T,,, M n’admet donc pas de sous-espace
totalement isotrope de dimension > 2 et donc:

e soit X,, = {0}, i.e. 'intersection des sous-espaces totalement isotropes H-stables
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maximaux de T,, M est nulle;
e soit dimX,, = 1 (donc M vérifie (P2)) et sous les notations du théoréme, N = 0 et
les ¢'%, s € [1,N'] sont définies positives (M vérifie alors (P1), devenue vide car N = 0).

Le premier cas est constitué des variétés lorentziennes de dimension 2. En effet, M est
réductible, indécomposable, donc T,, M admet au moins un sous-espace totalement isotrope
stable non trivial. Mais X = {0}, T,,, M en admet donc plusieurs; prenons-en deux distincts
I, et J,,. Comme M est lorentzienne, ils sont nécessairement de dimension un, et I, ® J,,
est nécessairement non dégénéré. Mais M est indécomposable et donc I, & J,,, stable
non dégénéré, est égal & T,, M ; ainsi dim M = 2. Réciproquement, si dimM = 2, T,, M
se décompose canoniquement en somme de ses deux droites isotropes: T,,M =1,, & J,,
et chacune est nécessairement H-stable: H préserve la métrique et est connexe (H est
I'holonomie locale) donc est inclus dans SO(T,,, M,g). Par conséquent, X,, = I,,NJ,,, = {0}.

Dans ce cas, M admet des coordonnées (z,z) dans lesquelles la métrique g est de la
forme g = 2ydz dz. M est plate ssi H = {0} ssiy est de la forme ~y;(z)vy2(2) ; alors il existe
des coordonnées pour lesquelles 7y est constant. M n’est pas plate ssi H = SO(T,, M,g).

Le deuxiéme cas est donc constitué des autres variétés lorentziennes. Elles vérifient (P1)
et (P2), donc admettent des coordonnées locales données par le théoréme.

IT1.5 Démonstrations

I11.5.1 Démonstration du théoréme

1) Construction de coordonnées sur X;-.

Dans la feuille X, on se donne une section o, de chaque fibré U7, — U! /X, une
section o7, de chaque fibré V;, — V], /X et une section of, de chaque fibré YV, — V), /&,
les sections o7, o7, (r € [1,N]) et Jg, des fibrés plats respectifs U”,, VI et Y9, étant choi-
sies affines. On a également choisi, dans les rappels qui précedent le théoréme, une suite
de Jordan-Hélder {0} = U’ c U} ¢ UZ? c ... ¢ U™ = U’ du H-module U,
pour chaque 7 de [1,N]. Une suite de Jordan-Holder (V;’lk)gznr = (UM n Vi),
du H-module \V/'f;n lui est associée. Le sous-lemme 10 page 138 fournit alors un systéme

’ r\d rydr \N syds \N' .. n
de coordonnées locales (z, ((u]);=,(v] )i )r=1, ((¥7);21)s, —o) au voisinage de m dans Ay,
centré en m, paramétrant les feuilletages de § et vérifiant quelques autres propriétés. De
fagon immédiate, on constate que ce systéme vérifie, en restriction a anz, les propriétés des
systemes de coordonnées dont le théoréme annonce l'existence. Il est en outre, comme M

de classe C*. Reste donc & construire la coordonnée z et a prolonger les coordonnées (z,

((u?)f;l,(vg)ggl)ﬁvzl, ((yf)glil)évzlo) a un voisinage de m dans M. Cela revient & construire

au voisinage de m le champ de vecteur-coordonnée Z.

Remarque. On verra dans la suite que tous les choix arbitraires ont été effectués dans
cette étape 1) : le reste de la construction des coordonnées est déterminé par une équation
différentielle et ne dépend d’aucun autre choix.

On vient de choisir (voir le sous-lemme 10 page 138) une base de Jordan (U7)%, de

chaque U’ (la base de Jordan (Iv/[)g;l de chaque V7, est choisie duale), une base pseudo-
orthonormée (Y;U);iil de Y, des sections doj, de dmyr , dof, de dmy, et dag, de dmyo ;

! ~
des coordonnées (y; )?;1 de chaque Yy, et une section o3, de chaque mys , pour s > 1; enfin
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feuille -

feuille A,

autres feuilles
du feuilletage X

autre feuille
du feuilletage X'+

base X N[ [/ ____-f-
quelconque B
de X,,

coordonnées
() =F = 7 (W) §=7)
sur I'image S de o

~

M

section
quelconque
de 7T‘ X,,Jﬁ

feuille X%

coordonnées (7;)

d—2
i:VIL
quelconques de X

autre feuille §
du feuilletage X'+

FIGURE 2 - Construction des coordonnées : choix des «conditions initiales»

une base X de X,,.

La figure 2 page 175 illustre, dans le cas Xf;l/Xm irréductible .e. N =0, N' =1, dj, = 0,
ces choix arbitraires: les coordonnées (gji)g;f, la section a%, de mx1 notée o, le vecteur X.

Elle permet une comparaison avec la construction des coordonnées de Walker illustrée page
134.
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2) Construction du vecteur-coordonnée Z le long de X#;.

Définissons déja Z le long de X;- par:

— Z €[ (+0iU0) + (++:V]) + (+5:Y7) ] (cet espace est un 2-plan de signature (1,1)),

— Z est isotrope et < Z,X >=1.
Ces conditions définissent un champ de vecteurs C*°, paralléle le long des feuilles de X:
si A est un vecteur-coordonnée de X#{, < DxZ,A >= Lx < Z,A > — < Z,DxA >=
Ly < Z,A >= 0 et: < DxZ,Z >= $Lx < Z,Z >= 0. Par conséquent: DxZ = 0.
Il vérifie également, si A et B sont deux vecteurs-coordonnées tangents respectivement
A deux feuilletages A et B de § avec A # Bou A = B = Y°: DyZ 1L B. En effet:
< DpZ,B>=Ls<Z,B>—-<Z,DsB>=Ls0=0.

3) Prolongement des coordonnées & un voisinage de m dans M: plan du
raisonnement.

Considération préliminaire.

Un systéme local de coordonnées (z, ((u})® ,(v7)& )N, ((yf)flil)?lo, z), respectant les

feuilletages de §, définit, pour chaque z pour lequel il est défini:

e un point m, de coordonnées (0,... ,0,z),

e un N'-uplet (ai,)é\’:ll de sections locales des fibrés (), — )7,571)?21, dont les images
sont les hypersurfaces {p € );,,. / z(p) = 0} de )}, . Localement, les (ai)s{\il sont définies
par:

Vs € [LN'].0%(V5.) = {p € V. / =(p) = 0}.

Pour chaque z, on notera &,= (oi,)évzll cette famille de sections.

e une famille (((ﬁ:ﬁ’ﬁ)Z;l)iv:u((VZ’ff)Z;l)ivzl) de relevés des drapeaux (U%)Z’:U et

(V;’fz)gznr, r € [1,N]. On pose en effet, dans chaque Ty, M :
—rk ¥ 7k rydf
Vr € [1,N],Vk € [1,n,], U, = vect((U; )i:d’,?’lJrl) et 'V, = vect((V; )i:df’lJrl)'

Pour chaque z, on notera R, cette famille de sous-espaces de T,,, M.

On va & présent :
e Prouver l'existence et I'unicité locales au voisinage de m d’un systéme de coordonnées
(z, ((ug)g;l,(v;")f;l)f,vzl, ((yf)f;l)?f:lo, z) satisfaisant les deux propriétés :
(F) % Il respecte les feuilletages ((U™*)ir )N, (V"B )N, et (V)N de 3, d.e. il
vérifie le point (a), (I) du théoréme ;
* les coordonnées sont égales sur X,# 4 un systéeme du type construit en 1), avec
z=0.
(Z) Le champ de vecteur-coordonnée Z satisfait

* le systéme différentiel (E):

DzZ = ply 40 .. X (B)
< D327 >=0

* avec pour condition initiale le long de X,# le champ Z construit en 2).
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On rappelle que pz 7, :, o, est la forme sur Xnﬁz définie de maniére unique par le corollaire
1 page 154 et que pﬁZ Z.m. Mo, €st le champ de vecteurs tel que: VY € TX,#Z Pz 2m. %6, (Y)
= <, e,Y > Ilest défini modulo (X1) = X, i.e. défini dans TM/X.

e Vérifier qu’'un systeme de coordonnées de M au voisinage de m satisfait les pro-
priétés énumérées dans le (a) du théoréme ssi il satisfait les propriétés (F) et (Z) du point
précédent. Ceci prouvera le (a) et le (b) du théoréme.

e Vérifier alors le point (c).

(Voir page 180 la figure 3 qui illustre le principe de construction de fagon trés simplifiée.)

Une reformulation du probléme.

Donnons un sens rigoureux au systéme différentiel (E) introduit ci-dessus. Soit R un
entier supérieur ou égal a 2. La suite prouvera alors ’existence d’un systéme de coordonnées
de classe CR~! vérifiant les propriétés du théoréme. Le raisonnement peut étre effectué
pour tout R; I'unicité de la solution des équations différentielles ordinaires de condition
initiale fixée donne alors 1’égalité des systémes de coordonnées construits pour les différentes
valeurs de R. Le systéme construit est donc de classe C*>°. Construisons donc un systéme
de coordonnées de classe C#1.

Soit C = (c,).cr une courbe transverse au feuilletage X'+, passant par m en z = 0. Pour
tout § > 0, introduisons I'espace

Fs= U{f €CRBoXl) / 10) = .}

ot Bj est la boule fermée de rayon 6 de R¥~! (on rappelle que d = dim M), muni d’une
norme || || quelconque choisie une fois pour toutes (les normes sont toutes équivalentes sur
R?~!, de dimension finie). Quitte & remplacer «z € R» par «z €] — e,¢[» avec € > 0 assez
petit, Fs est une variété banachique. En effet, soit ¢ une carte locale de fibré de M, vue
comme fibré en X*. L’application ¢ est une carte C® d’un voisinage ouvert @ de m dans
un voisinage de 0 € R? qui envoie les feuilles de X' sur les hyperplans R4~! x {z,;} de R?.
Notons p; et ps les projections respectives sur chaque facteur de R = R~! x R. On peut
en outre choisir 'application ¢ telle que: pjopoc =0 et poowoc = Idr. Alors, 'application

@: f—=(proyof,proypof)

est une carte locale de Fs, donnant a Fjs la structure de variété:

Fo £ {f € CRYBRYY) / £(0) = 0) xR

espace de Banach pour la norme sup || || r-1 induite par || || sur le compact Bs :

R—-1
HfHCR—lziu%Hdkaoo-

Les éléments de Fy5 qui sont des paramétrages de leur image (dans une des feuilles de
X1), forment un ouvert G5 de Fj.

Soit en effet f € F5; on notera f = py o po f et z(f) la valeur, constante, de pyo po f.
L’application f est alors un paramétrage de son image dans XCJ-M) 881 f est injective et de

différentielle df de rang maximal, i.e. bijective, en tout point de Bs. Supposons f dans ce
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cas. Notons D l'ensemble des applications dégénérées de L(R?~!) et e; = inf dist(( df)‘p, )
pEB;s

ot dist désigne ici la distance induite par la norme || || sur L(R?~!"). Comme By est com-

pacte et dist((df)‘p,D) toujours non nulle, €1 > 0.

) —F (@)l

p=all montrons

Soit par ailleurs Ay = {(p,p) € F?}; introduisons e; = inf
R o (p7Q)EB6\A5 .
que €2 > 0. La fonction f est inversible et f(Bj) est compact donc g3 = SUD,,c ;) de‘;lH €
Rt. D’autre part si v € R*"!, en tout point de By:

ull = l|df~"dful] < [|df Y] |[dful| done [|df.ul] >

a7 1HH H_—H -

. —2
Soit alors (p,q) € By et pg = %_

fv) = f(a) = f(0) = f(po) — (f(a) = f(po))

= df(po).(p — po) + o(p — po) — (df (po)-(a — po) + 0(q — po))
= df(po)-(p — q) + o(p — po) + o(q — po)
= df(o)(r— @) +olp—a) car po =2

et donc, si (p,q) € F? \ As:

1f () = F@I |l df(po)-lp — q) + olp — )|

lp—qll ) lp — 4|
S 11df(po)-(p =)l _ [lolp — 9]l
B llp —4ql| llp—qll
1
ZE—HO(l)H

ou le terme ||o(1)|| tend vers zéro quand ||p — ¢|| tend vers zéro, c’est-a-dire au voisinage de

la diagonale As de Bjs. Par compacité Az, on trouve alors un ouvert Us de Eﬁ, contenant

A et tel que: A A
— 1
V(p.q) EU(;\A(;,M>_>O
p — ql| 25
Alors:

gg =  inf [ p) = f(@)l
(p.q)EB3\As llp—ql|

= min inf M , inf M
waeBavs P —dll " pocvsnas [l —qll

=4 —~

v. ) =2 >0 comme vu ci-dessus.
>0 par compacité de B3\Us

> 0.

: ;. . ; R-1 : .
Soit alors g € Fs t.q. ||f — gl/cr-1 < min(ey,e2). Rappel: ||f||cr-1 = sup||d*f||s ol
k=0
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«0o» désigne le sup sur le compact Bs. La différentielle dg de § est partout de rang maximal,
en effet :

inf dist((dg),,D) > inf dist((df),,D) — supdist((df),.(dg),)

pEB; pEBs pEBs
> inf dist((df),,,D) — |If — gl
PEBs
> inf dlst((df)‘pa )= IIf = dllcr
PEBs

€
> e — min(sl,—Q) > 0.

2

L’application § est injective; soient en effet p et ¢ dans Bs\ As:

l9(p) — 31l = I (p) — F(@Il = 1I(f = ) (@) = (f = 3) (@)l
> esllp —all = 11§ — fllctllp — gl
> (&2 - HQ—JEHCR—QHP—QH
>0

>0

Donc g est un paramétrage de son image dans Xé(g) et Gs est ouvert dans Fj.

Derniére remarque: si (z,((ul)®,(v] )frl),{vzl,((yf)glio)?’:'l,z) est un systéme de coor-
données comme on le recherche, alors la courbe (m.),cj—c.[ = (0,... ,0,2),¢)—c [ €st une

portion de géodésique. En effet le long de (m.),c)—c [

e D;7 = pﬁZ,Z,mz,mz,csz =0 [X] car (pz,zm.»..8.)jm. = 0 et < DzZ,Z >= 0, donc:
DyZ =0,

e par sa définition, Z est tangent a la courbe (m.),¢)—. o[-

On prend alors pour courbe (c; ). o[ la géodésique notée (m.),c)_. .| issue de (m,Z(m)),
ot Z(m) est le vecteur construit en 2) (c’est une géodésique nulle). Si (f); est une courbe
dans Gs, son vecteur dérivé (df;/ dt);,—, s’identifie & un champ de vecteurs Z(f)|,, de TM
le long de Xﬁo(ﬂ)‘ La dérivée seconde (Ddf/ dtg)‘t:to, — dépendante de la connexion D de

M — s’identifie au champ (D(Z(f))t(Z(f))t)‘tO de TM le long de Xﬁo(o).

Si f € Gs, la réciproque de f est un systéme de coordonnées locales au voisinage de
f(0) dans Xfl(o) ; on associe donc & f une famille R(f) de relevés des drapeaux (Uy, k) et

(Virk )p—n, et une famille &(f) de sections locales des fibrés Y5 — Vi (voir la consz’demtzon
préliminaire page 176). Trouver un systéme de coordonnées comme décrit au début dans
cette considération préliminaire équivaut alors & trouver une courbe (f;); de classe C* dans
I'ouvert G5 du Banach Fg, vérifiant I'équation différentielle ordinaire d’ordre deux:

{ (D2 (2D, = Plaieizimesom s X (E)
<D t(Z( )(()) >=0

avec la condition initialeen ¢t =0

fo est le paramétrage de X.: donné par le systeme de coordonnées construit en 1),
(dfi/dt)u=o = (Z(f))o est le champ Z construit en 2) le long de X
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fo(p)

feuille X~

paramétrage f, de XT#Z

o

géodésique (m.) | .|

«D?f,/02* = (f.,Df.]0z)>

FIGURE 3 - Les coordonnées construites sur X;:
sont propagées par une équation différentielle a un voisinage de m.

Remarque. Le fait que la courbe (f;); soit de classe CF garantit que cette courbe est bien
définie comme courbe dans Gs. En effet, le champ Z identifié & la dérivée df;/dt de (fi);
est alors de classe CT et assure par théoreme de sensibilité aux conditions initiales que
pour tout ¢, f; est un paramétrage C®~! de X ﬁ(o)' Notamment, une équation différentielle

d’ordre deux Ddf;/dt? = +(f;,df;/ dt) n’est bien définie dans G5 que si ¢ est CF~2 au
moins. Dans le cas contraire, il faudrait s’assurer par d’autres moyens que 1) définit bien
une dérivée seconde dans Gs.

Les deuz étapes de la résolution du systéme différentiel (E).

Techniquement, il est plus simple de procéder en deux temps pour résoudre (E). Soit
(ft): une solution de (E). Une remarque déja: la carte de fibré ¢ de M permet d’indexer
les feuilles de X par leur coordonnée ps o ¢; on notera le = an% ; la fonction py o ¢
constitue la coordonnée z recherchée ; f, parametre la feuille Xj‘, la coordonnée z est égale
au parametre ¢ de la famille (f;);. On montre alors que, si (f;); est solution de (E), la famille
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de relevés R(f,) est nécessairement égale & un certaine famille de relevés 2R, des drapeaux
(U%)Z;O et (V%)gzm. La famille de sections &(f,) est également nécessairement égale a
un certaine famille de sections &, des fibrés ), — Vi, - On peut déterminer ces familles
(R.), et (6;,), sans résoudre (E). On va donc successivement :

e montrer affirmation ci-dessus et déterminer (R,), et (&;).,,
e résoudre (E’):
f
{ (D(Z(f))t (Z(f))t)‘t p(Z(f))t, Z(f))t,mt,mt,gt [X] (E’)
t

< Dz (Z(f)e(Z(f)e >=0

avec, bien str, la méme condition initiale que pour (E). Enfin on prouvera que la solu-
tion de (E’) vérifie (E).

4) La premieére étape: réduction de (E) a (E’).

. d' '
On suppose donc (f), solution de (E) et on note (z,((u})% |, (o1) = N (95)520) Ny ,2)
le systeme de coordonnées défini par (f,),. Pour alléger les notations, on notera désormais

Z le champ Z(f);.

Détermination de (R,)..

Soit U! un vecteur-coordonnée appartenant & U™* \ U™*~1 pour un r de [1,N] et un &
de [1,n,] (ie. dj_y <i < dt, ie U € ﬁr’k, cf. page 176). Alors, le long de la géodésique
(my),:

e si V/ est un vecteur-coordonnée appartenant a V©kE = vrAUnkEL (ie. j > dF), alors:

< DzDzU; V] > =< R(U/,Z).Z,V;' >+ < DyrDzZ,V] >
=< R(U;,2).Z,V;" > +(Durpz,z,m. :(5.).6()) (V})
=< R(U!,2).ZV]" > — < R(U!',2).Z,V > car U™k | vk
= 0.

e de la méme fagon, si Y est un vecteur coordonnée n’appartenant pas a V' :

< DzDzU,ir,Y >=0.

e si V] est un vecteur-coordonnée de V", n’appartenant pas a V©k (ie. j < d¥), alors

Vi€ v pour un certain [ de [1,k] et:

< DzDzU; V] > =< R(U;,Z).Z,V;" > +(Durpz,z.m. :(s.).6(5.)) (V})
—< R(U!,Z).Z.V] > +0

car U] € T et Vi€ V' avec | € [1,k], et par définition de py 7 m. :%(1.),8(s.)-
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e le champ U] commute avec Z et Z est un champ totalement isotrope donc:

< DzDzUir,Z > =< DZDUZ?"Z,Z >
=Lz <DyrZ,Z >—<DyrZ, DzpZ >
1 1 (N /

=0 car (m.). est une géodésique.

1
= ELZLU: < Z,7 >=0.

Par conséquent, le long de (m;),, le champ U/ vérifie le systeme diférentiel d’ordre deux:

pour tout vect.-coordonnée Y ¢ V', < DzDzU!)Y >=0
Vi>dp, <DzDzU] V] >=0

Vi<di, <DzDzU] V] >=< R(U!,Z).Z V] >

< DzDzUiT,Z >=10

. =k
i.e., pour tout U/ de (U

DzD,U =0 [(U™F)4]
DyD,Ur = R(UT,2).Z [(élv”)i] (Egr)
< DzDZU!Z >=0
Symétriquement, un systéme semblable (Evr,k) est vérifié par les V" de V' Ce systeme
(Egr.) est linéaire en U] donc, dans la grassmannienne Gdlﬁ_d]:—l(Tsz), il définit la
dérivée seconde Ddﬁr’k/ dz? de ﬁr’k, indépendamment de la base (U[)dk—1<i§d2. Le systeme

complet (((Eﬁr,k),(Evr,k))Z;l)rl.vzl est alors un systéme du type:

DAR(f,)/ dz% = Y(R([2)).

avec 1 de classe C®~2 (le tenseur R est en effet de classe C®~2). Enfin, R(fy) est déterminé
par fo connu et (d9R(f,)/dz),—o est déterminé par le choix du champ Z le long de X
effectué en 2). En effet en m = my, pour tout r, tout i € [1,d,], il découle des propriétés du
champ Z défini en 2) et de la nullité de [Z,U]] que: DU = 0. Semblablement: D,V;" = 0.
On note alors 2R, la solution, qui existe et est unique, du systéme (((Eﬁr,k),(Evr,k))Zrzl)r]Y:l
avec ces conditions initiales.

Détermination de (S,),.

Rappelons qu’on note S*(f.) = {p € V;,. / z(p) = 0} > m, = f.(0). Par définition des

coordonnées induites par (f,),, le long de de T *le champ Z est tangent & cette surface.
D’autre part, par hypothese sur (f,),:

_
DzZ = 0y 4 1. 000872 X
<« DyZ.7 520

=k N , . N .
Le long de U ™", ce systéme est équivalent & un autre qu’on notera (E®). C’est ce dernier
systeme qu’on résoudra. Montrons tout d’abord I’équivalence annoncée.

Nécessairement déja, en tout point, < Z,Z >= 0. En effet, Z est isotrope par construc-
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tion en tout point de X,. (cf. 2)) et ensuite: Ly < Z,Z >=2 < DzZ,7Z >=0.
Soit i € [1,N']. Le long de U.S*(f.): < DzZY >,= pz 7 1.(0)0(s),6(f,) (Y:’) = 0 car
Y est tangent & S*(f,). Par conséquent :

1
Lz <ZY?>=< Dz7Z Y’>+<ZDzY >=<Z,Dys7Z >= §Lyis < Z,7>=0
=0 le lg. de (m.).

et donc pour tout 2, < Z,Y;® >,= 0, car c’est le cas en z = 0. Ainsi, TS*(f,) =Y*NZt et
donc (TS*(f.))* = Y*+ + vect(Z).
D’autre part :

D22 =0y .y eir) XK1 D2Z = 01 o) [Y'] et D2Z =0 [(TS* ()]

ol la forme p?, , £.(0) 4 variable dans le fibré Y*, est définie le long de chaque S*(f,) par
le corollaire 2 page 156, en fin de partie précédente. Donc, le long de U,S*(f,), le systéeme
différentiel satisfait par (f,), est équivalent a:

DzZ = p} ;. [Y°]

DzZ =0 [(TS*(f.))" = Y*' + vect(Z)] (E)
< DzZ,7 >=0
En notant Bj la boule fermée de rayon § de R% pour une norme quelconque || ||, une

solution de ce systeme est une courbe (f,), dans Fj = U {f € CR-2(Bs,XL) | £(0) =
m, et f(Bj) est transverse au feuilletage X'} vérifiant une équation du type:

Ddfz/dz2 =1p(f.,df./ dz)

avec ¢ de classe Cf=2 comme (Z P, 7.m. (voir le corollaire 2 page 156). Mais ¢(f>, df./ dz)
n’est définie que si f, est & valeurs dans )y, . feuille le long de laquelle est définie p7, ;. .
Donc:

e s’il y a une solution, elle est unique une fois fixé (fo,(df./dz) o),

e reste & prouver 'existence d’une telle solution.

Il reste donc & prouver l'existence d'une famille (03), de sections des Yy, — 37512 dont
le champ de vecteur dérivé vérifie (E®). Pour ce faire, on utilise une section auxiliaire C*
locale 7° de M — M/Y® au voisinage de m telle que, si on note [V, ] la classe de Yy,
dans M/Y*, 7°([Y;,.]) = m.. On définit alors au voisinage de m un champ de vecteurs T
de classe C=2 dans TM/Y?® par:

le long de chaque yj:s(p) pour p € M/Y? T = pSZH’Z’TS(p).

Si (f.), est une courbe dans G5, on note toujours Z son champ de vecteurs dérivé. Le
systeme différentiel ordinaire

Dz7Z =XT*% [Y®] avec A€R
D77 =0 [vect(Z) + Y54
dz(Z) =1

<DzZ,Z >=0

est du type Ddf/dt? = ¢*(f,,(df/dz),) avec 9" de classe Cf~2 par le corollaire 2 page
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156. Il admet alors une et une seule solution (f,), dans G; telle que fy est donnée par les
coordonnées du 1) et Z,_q est le champ construit en 2). De plus alors:

(i) Comme dz(Z) =1, f, paramétre (un ouvert de) la feuille A;".

(ii) Le facteur de proportionnalité A vaut 1 pour tout z. Notons
(iii) Le flot de Z stabilise la distribution Y*.

(on le vérifie plus loin). Pour tout s de [1,N'], le champ Z est de plus tangent a U,y le
long de cette sous-variété donc, le long de U, Yy, :

D;7 = pSZﬁ’Z’mZ [Y*] car T° = pSZH’Z’mZ sur U, Yy, ,
DzZ =0 [vect(Z) + Y*!]
< Dy 7.7 >=0.

En notant 2 la coordonnée définie au 1) sur X}, puis propagée par le flot de Z sur U V. s
on définit pour tout z: S; = {p € V;,. / z(p) = 0}. (Si @, est le flot de Z au temps z,
S; = ©,(57).)

Cette surface est alors I'image de la section locale recherchée o3 de V5, — yfm En effet,
le long de U,S?, le champ Z est par définition tangent & cette surface, et par construction
vérifie (E%). On a donc construit (&), = ((65)N))..

Remarque : par unicité de la famille (S,),, la construction effectuée ne dépend pas de
la section 7° de M — M/Y? choisie.

Restent & montrer les points (ii) et (iii) annoncés plus haut.

(ii) Le facteur de proportionnalité A vaut 1 pour tout z. Notons (X, (UF)%,, (V/){ )N,
((Yis)gio)é\ll) les images par le flot de Z des vecteurs-cordonnées construits sur TAg et
notons X et ?5 les vecteurs-coordonnées définis sur X-, prolongés par transport parallele
le long des lignes de champ de Z: DZX =0, DZYS = 0. Comme X et les Y" sont des
distributions paralleles, en tout point: X € X et: Vi < ng, YS € Y?. Montrons que A = 1.

Soit Y un vecteur coordonnée distinct des Y;*, quelconque (il en existe, par exemple Y = X).
Pour tout z, par construction, le flot de Z = df,/ dz respecte le feuilletage X donc partout,
Y € X1 Ainsi:
0=1Ly;<D;V,X >=<DyD;Y,X > +0

=< D,DyZX >

=< R(Y,Z).ZX >+ < DyDzZX >

=< R(Y,Z). ZX > +>\(DYPSZHZTs( ))(?) pour un certain p

=< R(Y,Z).Z,X >4+A< R(Z,Y).Z,X > car Y est distinct des Y}*
=0

et donc A =1 (dés qu’il y a un Y tel que < R(Y,Z).Z,? > 0. Sinon, alors T° = 0 et on
peut de toute facon considérer que A = 1).

(iii) Le flot de Z stabilise la distribution Y*. N.B.: On pourrait s’attendre ici a une
vérification essentiellement formelle. Il s’agit en fait d’un point déterminant du raisonne-
ment. Montrons déja I’

184



Affirmation préliminaire : Vi < d, D;TZ €Y’

Si A est un vecteur de T, M, on notera [A] sa classe dans T, M /Y. Ezceptionnellement

Jusqu’a la fin de ce 4) et pour alléger l’écriture, on notera ?8 le vecteur X ; ainsi (?f)fl;o
est une base de Y. Pour tout vecteur coordonnée Y distinct des (Y;S)Z?‘;O :

Lz <D= ZY > = <DzD=ZY >+ < D;¥;. DY >
i i S~—~—
=0

= R(YV}.ZZY)+ < Dg,DyZY > — < Dp_ ,2.Y >

= R(YV;.ZZY)+ <D, T°Y > - < Dp_ z2Y >

= R(Y}.Z,ZY)+ (Ds,0% 7 15) (V)= < Dp., 22.Y >
= R(Y}.ZZY)+ R(ZY.ZY)- < Dp_ 72 >

= —<Dp_z2ZY >

D’autre part, notons en tout point Y I’espace vectoriel engendré par les vecteurs Y tels
que sur X3, Y est un vecteur-coordonnée distinct des (Yf);lio. La projection canonique
7™ : Y® — X1/Y* est alors un isomorphisme. On écrire:: D=7 = Y o<k<a, ai Y’ +
(%5)_1([D?SZ]) ol les a;j sont des coefficients qui dépendent de la métrique au point

1.2 . , . '
considéré et, linéairement, de D?SZ. On peut alors écrire, dans (X /Y#)ds+1 .
7

Ly ([D=,Z ! D VA o
Z([ Yi ])i:O B _<[ Di@Z ]>i_0

- - (Z aki[ Dy, Z])
- :

Al . . . e o
notamment, ([Ds, Z])ZQBr vérifie comme fonction de z une équation différentielle linéaire
i

ds+1 d,+1
- ([D(fs)—l([D= zZ]> ;

S .
Y3 =0

1=0

— & coefficients non constants. Or, par construction (cf. 2)), sur X", pour tout i € [0,d.],
Dy:7Z € Y*;ie,en z = 0, ([D@Z])gio est le vecteur nul. Ainsi, pour tout z et tout

1 <i<d;: [Dg,Z] =0, c’est 'affirmation préliminaire.

On en déduit que le flot de Z stabilise la distribution Y?*. Notons encore Y,* les images,
par la différentielle d®; du flot de Z, des vecteurs Y;* définis sur ;- Tl suffit de prouver que:
V1 <i<d,,DzY? € Y* Comme vu plus haut, Y;* est tangent aux feuilles de X+, pour tout
z. De la méme fagon qu’au-dessus, on peut donc écrire: Y;® = Zo<k<d’s bi Y+ (@) L(Y])
D’ou:

Dz[Y?] = [DzY}]
= [DysZ] — par construction, Z et Y;° commutent —
= ) bialDg 21+ ()7 (IYY)).
0<k<d. k
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Par le paragraphe précédent, pour tout k, [D;S Z] = 0. Chaque [Y;*] vérifie donc comme
k

)

fonction de z une équation différentielle linéaire; étant nul par définition sur X l, c’est-a-
dire en z = 0, il est partout nul. C’est le résultat voulu: le flot de Z préserve la distribution
Y? et donc aussi le feuilletage Y*: ®3(V5,) = ;.

5) Deuxiéme étape: intégration de (E’) et retour a (E).

Le systeme:
Dy7Z = Apuz,z,mz,mz,ez [X] avec A € R
dZ(Z) =1 3
< DzZ,Z >=0

est du type
Ddfz/dz2 = Q/)(fzadfz/dz)a

avec 1 de classe C®~2 d’apres le corollaire 1 page 154. Par la remarque de la page 180, 1)
définit bien une dérivée seconde dans Gs. Par le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, ce systéme
admet donc une seule solution (f,), avec la condition initiale (fo,(df./dz))) fixée par les
points 1) et 2). De la méme fagon qu’au point 4), on vérifie qu’alors nécessairement \ est
constant égal & 1, i.e. que (f,), est la solution, unique, de (E’). Reste & vérifier que (f,),
satisfait (E), i.e. que:

e pour tout z, la famille d’espaces R,, définie au 4), et la famille R(f,) déduite, comme
indiqué page au 3) 176, des vecteurs-coordonnées ((U’")ZdTl,(V’") DN le long de (m.).,
coincident,

e pour tout s de [1,N'] et tout z, les sous-variétés S, définies au 4), et S*(f,) ={p €
Vi, | ©(p) = 0} coincident.

C’est une simple vérification. Pour le premier point, en notant pour tout r de [1,N],
((U{)?;p(W)f;l) la famille de vecteurs propagée le long de (m,), au point 4), on vérifie
que: ((UN)E (V7)) = (U, (V)4 ). Les deux familles satisfont en effet le méme
systeme différentiel (avec les mémes conditions initiales & l'ordre 2 en z = (). Pour les

(U’") 7, et les (UT)Zkl, respectivement :
DzDzU! ~ 0 [(U™F)4]
N N dk
DzDzU! ~ R(U!,Z).Z [( & " (Egr+)
< DyD,U!,Z >=0

et:
DzDzU! ~0 [(U™k) 1]

k
DyzD;U] = R(U;.Z).Z [(EE )]
< DzDzU Z >=10

Pour le deuxiéme point, notons ( fz) la courbe de G5 construite au point 4) pour un s
de [1,N'], et (g%), la restriction de f$ & (f§)~'(S%,). Notons également (g.), la restriction
de (£.). & f5'(S5,). Alors (g3), vérifie le systeme différentiel :
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DZSZS = pSZHS,ZS,mZ [YS]
Dy Z° =0 [(TS*(g2))+ = Y5+ + vect(Z*)] (E*)
< DygsZ5,7° >=0

ou le champ Z* est le champ identifié & la dérivée dg®/dz. Or ce systeme, on I’a vu, est
équivalent a:

vérifié par (f,)., donc par (g.),. Comme (g5), et (g,). satisfont les mémes conditions
initiales & l'ordre un en z =0, (¢5), = (g9,), et donc Vz, S} = S*(f).

6) Les coordonnées vérifient les propriétés voulues ssi elles sont induites par
(fz)~ vérifiant (E).

Le sens | (f,), induit les coordonnées voulues } = [ (f.), vérifie (E) | est une vé-

rification un peu longue mais facile. Prouvons l'autre sens. On note encore (X, ((U{)f;l,

(V;’")f;l)f,vzl, ((}Qs)glio)ﬁvzll, Z) les vecteurs-coordonnées induits par (f,),. Le champ Z est
le champ dérivé df,/dz, les autres sont les images, par (la différentielle du) flot de Z,
des champs de vecteurs-coordonnées construits sur TX;- en 1). On note d’autre part (?,
((ﬁ;?)f;l, (ﬁg)f;l)ﬁvzl, ((?f)fio)é\il) les prolongements par transport parallele le long des
lignes de champ de Z de ces mémes vecteurs coordonnées de TXUL. De la méme facon qu’au

point 4),
e on montre que: Vr € [I,N],Vk € [1,n,],Vi € ﬂl,dlﬁﬂ,Dﬁr € Uk et Vi € [dF +
1.d,], D, € V5k et que Vs € [1,N'],Vi € [1,d.], Dz, € Y*,

e on en déduit que le flot de Z stabilise les distributions U™, V¥ et Y* et donc que
les coordonnées vérifient le point (a), (I) du théoréeme ; la métrique est donc de la forme:

N N
g= (Z gZ) + (Z gff) +2ydz,
r=1 s=0

les g" et ¢'* étant comme décrites page 160 et g vérifiant la propriété (P) introduite dans
la proposition 3 page 160.

La deuxiéme relation du systéme (E) implique de plus que Z est en tout point isotrope.
La métrique ¢ n’a donc, dans la base des vecteurs-coordonnées, pas de terme en dz” et le
deuxiéme point du (a), (II), (i): y(Z) = 0, est satisfait. Le (a), (II), (iii), les propriétés
des ¢" et la premiere propriété de v du point (a), (II), (ii) découlent de la condition initiale
sur (fo,(df/dz),—¢)) donnée aux points 1) et 2) de la démonstration. C’est immédiat pour
v, vérifions: Vr € [1,N],Vp € X, (09" /0z), =0 et: Vp € Uy, UV}, g" = 22?;1 duf do] .

Par construction, en tout point de X:: Vi,j € [1,d.], Dur Vi=0 (voir le (b) du sous-
lemme 10 page 138 et le 1) de cette démonstration). Par conséquent, pour tous i,j de
[1,d,]:

<DzU;\Vi>=<DyrZVj> = Lys<Z,Vj> - <Z,Dy; Vj > = Ly;0 — <Z,0> =0
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et symétriquement < DzV/,U; >= 0. Enfin donc:
(09" /02)(U],V]') = Lz < U ,V] >=<DzU; V] > + <U/,DzV] >=0.

D’autre part, en m, ¢" = 22;.1;1 duf dv] et le long de U,,, par construction: Vi,j €
[1,d;], Duz U] = 0 (voir encore le (b) du sous-lemme 10 page 138). D’oir:

LUng;’k = LUIT < U;,Vkr >=< DUz‘r U;,Vkr >+ < U;,DUZV]: >=0
et la deuxieme égalité cherchée.

Restent & montrer le premier point du (a), (II), (i) et les trois derniers points du (a),
(I1), (ii).

Le premier point du (a), (II), (i). La forme ¢'° est partout égale a Z;jil ed(dyd)?.
C’est vrai sur X, par construction des coordonnées en 1) sur cette feuille. 11 suffit donc de

montrer que les vecteurs-coordonnées (Yio)sli1 sont paralleles le long des lignes de champ de
7. En effet alors:

Vi,j € [[17d6]]3LZ < Y'iOaY}O >=< DZ)/;O:)/}O >+ < YviOaDZY}O >=0,
ce qui donne le résultat voulu. Montrons donc: Vi € [[1,d6]],DZYiO = 0. Cela revient a
montrer que le champ 7? commute avec Z. En effet si [Vg,Z] = (0 alors 7? = Yi0 et donc
DzYi=DzY?=0. Or:
DyDg,Z = R(Y},2)Z+ DgyDyZ— Dp_ 1%

= R(?,?,Z)Z + D??Pz - DD%')ZZ

= R(Y}.2)Z+R(ZY))Z ~ Dp_, 77
= —Dp_zZ

Le vecteur D, 7 vérifie donc I'équation différentielle linéaire en I'inconnue A: DzA =

—D4Z. D’autre part, il est nul, par construction des coordonnées de X,:, en z = 0. Il est

donc partout nul, donc D?QZ =0= DZ?? et ?? commute avec 7.
Les trois derniers points du (a), (II), (ii). Remarquons que pour tout z, v = Z’. Les

propriétés de ypy1 découlent immédiatement de celles de fo et (df./ dz)|;—¢ déterminées
en 1) et 2). D’autre part, si Y et Y’ sont deux vecteurs-coordonnées différents de Z, alors:
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Lyy(Y)=Lz<ZY >
e
=<0z zm. w6y >t <ZDyZ>

1

= pz,2m. R(.).6(f)(Y) + §LY <%L>
1

= pz,2.m. R(.).6(£)(Y) + §LY0

= 07,2,m. 2(/.),6(s.)(Y)

et donc:

Lz(dy(Y.Y')) = LyLy~y(Y') — LyLyy(Y)
= LyLzy(Y') = Ly Lzv(Y)
:LY[pZZmL,ER(fk) ()Y = Ly'lpz, z.m. s3(5.).6(5.) (V)]
= dpzzmz, R(f.),6 ( ) I)

* Yyt = dzjpy d’apres la construction de Z en 2) le long de X

* Pour tout z, 7),,, = dz. En effet, le long de (m.)., si on note ¥ un vecteur coordonnée
différent de Z, quelconque:

1
Ly < Z)Y >=<DzZY >+ < Z,DzY >=0+ §LZ < 4,7 >= 0,
la ligne de champ m, de Z issue de m étant une géodésique. Or en m = mg: (<

ZY >=0) & (Y # X) et: < ZX >=1, donc le long de (m.)., yx. = dzx. .
Comme de plus y(Z) =0, v = dz.

Toujours le long de (m,)., par définition de R(f,) et de pyz zm. m(r.).6(%)
Vr € [1,N],Yk € [1,n,],Vi,j € [1,d¥],

8 r 8 T
2 m; J ‘mz

Comme 7x 1 vérifie cette méme propriété (cela découle immédiatement de la construc-
tion de Z au 2)) et comme, pour tout vect.-coordonnée Y différent de Z, Lzy(Y) =
02, 2m. (f.),6(f.) (), alors «y vérifie cette propriété pour tout z.

Par le premier point, dypy1 = 0 en tout point de X;- ; en particulier donc en tout
point de L~lm U ﬁm Soit @, le flot de Z au temps z, alors:

par le (a), (I) du théoréme. Le long d’une courbe intégrale du champ Z incluse dans

U, ﬁm u ﬂmk , et avec Y et Y/ deux champs de vecteurs-coordonnées différents de
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Z, quelconques:

d
—(dy(Y,Y")) =dps z.m. (. Y,Y') comme vu plus haut
P Zim. R(J).8(1-)

=0 par définition de pz 7 . n(1.),6(1.)

Donc, en tout point de U, (Z/~lm U ﬁm), dyppr = 0.

% Par construction du vecteur Z en 2), pour tout s de [1,N'], (7)rss(s) = 0, on
S§={p ey, /| xz(p) =0} Or Vz,8,(S;) = S; par le (a), (I) du théoréme, donc
Vz, d®,(TS§) = TS:. Pour tout i de [1,d], le long de S§, Y € TS; donc, le long
d’une courbe intégrale de Z incluse dans U, S, :

d

a(fy(Ys)) = PZ,Z,mz,m(fz),G(fz)(Y;s) comme vu plus haut

7

=0 par définition de pz 7 . n(1.),6(1.)

Donc: Vz,y1ss = 0.

Le point (a) du théoréme est donc prouvé. Le point (b) découle aussi de la démarche
adoptée. En effet, deux systemes de coordonnées sont comme dans le théoréme ssi ils pro-
viennent de deux courbes (f,), et (f,), de Gy vérifiant (E) et vérifiant une condition initiale
du type donné aux points 1) et 2).

Par unicité des solution de (E), ils sont égaux des que (fo,(df./dz).=0) = (f5,(df;/d2)|.=0)-
Comme le vecteur Z construit en 2) et identifié & (df./dz)|,—o), est totalement déterminé
par le choix de fy effectué en 1), (f,), = (f}). dés que fo = f;.

Or, le systéme de coordonnées construit en 1) est donné par le sous-lemme 10 page 138, &

partir du choix d’une base (X, ((U{)?;l, (1@’")?;1),{\7:1, ((Y;s)?io)?’:’l) de XL, des sous-variétés
{p € Y5, | z(p) = 0} et des coordonnées (x,(yf)?;l sur ces sous-variétés. (On traduit ici
dans le langage des coordonnées les diverses sections arbitraire & partir desquelles le sous-
lemme fournit les coordonnées.) Enfin, la famille ((V[)?;l)i\’:l est choisie, en m, duale de

((U?")g;l)N (point (a), (II), (iii)). Celle-ci détermine donc celle-la. C’est le point (b)

2 r=1
recherché.

7) Le point (¢) du théoréme.

Montrons les deux relations déterminant . Soient A et B dans § tels que A L B ou
A =YY soit (A,B) un couple de vecteurs-coordonnées de A x B. Alors:

LaLzy(B)=Lo<Dz;ZB>+Ls < ZD;B >
—_———
=1iLp<2,72>=0

=< DuDzZ.B >+ <DzZ,DsB >
=(Dap)(B)+ > Tip<Dz2C>

C'vecteur-
coordonnée

Or, pour tout champ de vecteurs C,

1
<DzZC>=Lz < Z,C>—-<Z,D;C>=Lz<Z,C > —§LC < Z,7Z >= Lzv(C),
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d’ou la premiére relation.

Soit z réel, r dans [1,N] et i, j et k dans [1,d,]. Alors, le long de U], :
LU[LU[Lz’y(VkT) == LVk’"LZLUZ?"’)’(U;) car d’}/ =0le long de u;l

La deuxiéme relation suit car 4" L U". d

I11.5.2 Démonstration de la proposition 4

Soient A et B deux feuilletages de § tels que (A L Bet ANB = X) ou (A=)") et et
p un point de M. Soient alors Y et Y’ deux champs de vecteurs-coordonnées de A x B.

Par construction des coordonnées, Dy'Y' € A NB. Par hypothese, soit AN B = X, soit
A =Y?": dans ce dernier cas, par construction des coordonnées, pour tout vecteur A et en
tout point: Vi € [1,dy], DAY € X. Par conséquent: DyY’' = Dy:Y € X et donc, d’apres
la formule du (¢) du théoreme :

LyLy < Z,Y'>

= LzLy~(Y")

=< R(ZY)ZY' >+ < DyY' Z>< X,Z > Lzy(X)

=<RZY)ZY'>+<DyY' Z><ZX>'L,<ZX>

=<RZY)ZY' >4+ <DyY' Z><ZX>'<D;ZX> car< Z,Dy;,X >=0.

Alors:

O o)y ]

- LZ[ (Ly<Z,Y'>)<Z,X>"} }
— <ZX>"1 [ LyLy<ZY'> — <ZX> 'Ly <ZY'>L,<Z.X> }
— <Z,X>" [ <R(ZY)ZY'> + <DyY' . Z><Z,X>"'<D,Z.X>

—<ZX>Y <DyZY'> +<ZDyY'S)(<ZDsX> +<DyZ,X>) }
S——— N———
=0 car ALB ou A=Y" = Lx<z,2>=0

=<ZX>"! [ <R(ZY)ZY'>.

C’est le résultat. O
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IV  Une classification locale des variétés
lorentziennes, selon leur holonomie

IV.1 Introduction

Cette section IV constitue une application du théoréme 1: utilisant les coordonnées
locales proposées par ce théoreme d’une part, et un théoreme algébrique d’Tkemakhen-
Bérard Bergery d’autre part (voir [BBI93]), elle classifie localement les variétés lorent-
ziennes réductibles mais indécomposables, selon leur holonomie. Ce faisant, elle accomplit
une des motivations initiales de la recherche de coordonnées locales privilégiées sur les
variétés pseudo-riemanniennes réductibles indécomposables.

D’autre part, cette section constitue également une tentative pour dégager des invariants
relatifs aux fibrés du type )V, — )v/; = (¥, /&), qui apparaissent dans les variétés pseudo-
riemanniennes réductibles indécomposables, et dont ’étude est importante pour comprendre
la courbure et I’holonomie de ces variétés.

Ces deux questions se sont révélées liées ; nous les traitons donc ici ensemble. La section
IV.2 est consacrée aux fibrés V) — 5}; ; la suivante IV.3 expose le théoreme d’Tkemakhen-
Bérard Bergery et les deux dermieres IV.4 et IV.5 énoncent et démontrent la classification
annonceée.

IV.2 Le défaut des fibrés y; — 57; a étre des produits affines

IV.2.1 Position du probleme

Si p est un point de M et s € [0,N'], le fibré local au voisinage de p: Y, — )75 est un
fibré de fibres les feuilles de X, totalement isotropes, sur une base )v/; non dégénérée. On
sait de plus que la connexion D sur ) est telle que Dg = 0 et que tout vecteur X de X,
peut étre prolongé a }J; par transport parallele en un champ dans la distribution X.

Une famille remarquable de fibrés de ce type est constituée des produits affines d’une
variété riemannienne ) par une variété affine connectée X de dimension un:

(yagYaDY) X (X’DX) £> (yagYaDY)

avec pi la projection sur le premier facteur du produit et Dy la connexion de Levi-Civita
de ). La métrique produit est gy ® 0, dégénérée. Il existe pour tout z de X une section
privilégiée o, :p — (p,z) de p;. La connexion produit est alors telle que ces sections sont
d’image totalement géodésique: pour tout p de ) et tout champ Y de vecteurs de ) au
voisinage de p:

YV e pr, Ddaz(V) de(Y) S dU(pr).

Les images de ces sections constituent un feuilletage de (),gv,Dy) x (X,Dx), stable par
holonomie, supplémentaire de X.

Un tel feuilletage stable supplémentaire — ou, c’est équivalent, une section o de m, dont
I'image est totalement géodésique —, n’existe cependant pas nécessairement dans le cas
général (voir figure 4 page 193). La métrique produit étant dégénérée, d’autres connexions
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que la connexion produit sont compatibles avec elle. Les fibrés du type V; — 375 présentent
donc en général un «défaut» a étre un produit affine, par exemple celui de ;)75 par &,. On
tente dans cette section de caractériser ce défaut et de le lire dans les coefficients de la
métrique exprimée dans les coordonnées fournies par le théoréme 1.

\\J // I

A

feuilles du feuilletage X

L

—

i
: / une feuille Y du feuilletage )*
|

~1_ |

0, section de 7,
- d’image totalement géodésique?

,ﬁ fenille V3

FIGURE 4 - J); — 37; est-il un produit affine :
existe-t-il une section o d’image totalement géodésique?

I
i
i
I
I
i
T i
i
I
i
i
I

IV.2.2 Deux outils

Soit donc un fibré ) — )7; On choisit de plus un champ X non nul dans X, parallele
le long de Y ; un tel choix revient au choix d’un vecteur non nul de X, et deux tels champs
sont nécessairement proportionnels.

Remarque: structure de fibré affine. Le choix d’un tel champ X définit une action de
(C*(Y;,R),+) dans I'espace I'(Y,; — V3) des sections de Y, — J;. Soit en effet ®; le flot
de X au temps . Si f € C*( vg,R) et o €T(Y, — 375), on pose:

Y Vp
fo: g — @p(a(q).

On vérifie que cette action est simple et transitive; on la notera additivement: f.oc = o+ f.

Notation. Si o est une section de V; — )75, elle définit en tout point ¢ de ) une connexion
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du fibré affine J; — )75, i.e. un supplémentaire de X,. Pour tout g tel que ¢ = o(g):
T,V; =X, @ do(Y}).

Cette décomposition se propage alors par transport parallele le long de & & tous les points
de &, et fournit donc en tout point le supplémentaire annoncé. Remarque : deux connexions
o et o’ ont méme connexion associée ssi ' = o + f ou f est une fonction constante.

On note alors V7 € T*); @ T); la projection verticale associée a cette connexion,
c’est-a-dire la projection, dans chaque espace tangent T, sur le premier facteur de la
décomposition, parallelement au deuxiéme.

S
p?

Proposons une premiére mesure du défaut de Y, — )75 a étre produit affine. Attention,
la connexion associée a ¢ introduite ci-dessus est par définition intégrable d’intégrale o,
donc de courbure nulle. Les objets introduits plus bas ne sont pas relatifs & cette courbure.

Proposition 6 Soient Y et Y' deuz champs de vecteurs de )7; L’opérateur :
H :(Y.Y) = V”(Ddg(g/) do(Y"))

est alors tensoriel et symétrique en' Y et Y' et le fibré Y, — 37; est un produit affine ssi:
JoeT(Vs—Vs) : H =0.
De plus :
Vf € C®(V5R), HH = HY + Hess f

et le fibré Y, — )75 est un produit affine ssi: Vo € I'(Y; — )V)g),flf € COO()V?;g,R) : HY =
Hess f.

L’opérateur o — H? traduit alors le défaut de J; — )7; & étre un produit affine. Ce
fibré est produit ssi pour toute (ou pour une quelconque) section o, H? est dans 'image de
Hess.

Démonstration. La premiere affirmation n’est que la traduction du fait que la distribution
Im(do) est par construction intégrable. Si on prolonge Y et Y’ en des champs qui com-
mutent, do(Y) et do(Y') commutent alors également et donc H? (YY) est symétrique. Il
est de plus par construction tensoriel en sa premiere variable, il est donc tensoriel en ses
deux variables.

Reste & montrer que: Vf € C( VS,R),Hf’*f = H° + Hess f. Soit f € C>( vg,R). Si
Y est un champ de vecteurs de V,, V'+/ (V) = V7 (V) — df (V). C'est évidemment vrai si
Y = X. Il suffit donc de le vérifier pour Y = do(Y). Pour un tel Y :

VOY)=0=V"(d(o+ f)(V)) =V H (Y + (df.Y)).X =V (V) + df.Y.

d’ott le résultat. Soient alors Y et Y’ deux champs de )7; qui commutent. Notons Y et Y’
les prolongements par tranport parallele le long des feuilles de X des champs do(Y) et
do(Y'); Y et Y’ sont deux champs définis dans un voisinage de p dans Y?, ils commutent.
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Alors:

HOH(YY') = Vg+f(Dda+f d(o + £)(Y"))
(DY+ () x (Y +(dfY').X))

—W+f(DY+DY(de) X))
=V (DyY') + Ly (df.Y')
= V"(DYY) Ly (df.Y') — df.(z(DyY"))
= H°(Y.Y') + Ly (df.Y') - df(DyY"))
= H(Y.Y') + (Dy df)(Y"))
= H(Y,Y") 4+ Hess f(Y.,Y")

C’est le résultat. O

Remarque: des sections privilégiées. Tout fibré du type J; — J; admet donc des
sections locales o privilégiées, «<harmoniques», au sens suivant :

tr H? = 0.

Si o est une section quelconque, on définit f dans C>°( vg,R) par sa différentielle en p et

par la relation Af = —tr H?. (Rappelons qu’on note ici Af = tr Hess f.) La section o + f
est alors «harmonique». L.’ensemble de ces sections est I'orbite de 'une d’elles sous I'action
des fonctions harmoniques de C*°( p,R)

Cette remarque peut étre insérée dans le théoreme 1. On peut en effet exiger que les
sections d’image z~(0) N V¢, des Vs, — V5, pour s € [1,N'], soient «harmoniques».

Le point (b) du théoréme devient plus précis: deux systémes de coordonnées vérifiant
cette condition supplémentaire sont égaux ssi leur 1-jets en m sont égaux.

Un autre point de vue, plus précis, sur le défaut de V; — Jv/; a étre produit affine peut
encore étre proposé.

Notation. On notera repectivement D et R la connexion de Levi-Civita de § sur 37; et son
tenseur de courbure.

Proposition 7 Soito € I'(Y; — )75), q€ Y, et (YY'Y") €T, Lopérateur (Y,Y'Y")
VI (R(Y,Y').Y") est invariant par transport paralléle le long de X, et sa valeur ne dépend
que des classes Y, Y' et Y" de Y, Y' et Y" modulo X. On définit donc :
R : YY'Y' =V (RYY'.Y")
o0 Y, Y et Y" sont des relevés quelconques de Y, Y' et Y". De plus :
Vf € CX(V3.R), R7H = R + df(R(-,-)).

Enfin, le fibré Y, — 37; est un produit affine

ssi: 3o e T(Y5—V5) + R =0

ssi: Vo € T(V5 — V3),3f € C®(V3.R) : R” = df(R(-,-)").
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Pour mener le travail au bout, il resterait & caractériser les 3-formes de ); qui se fac-

torisent en la composée d’une 1-forme fermée et de R, i.e. de la forme a(R(-,-)-) avec
da = 0.
Pour expliciter le lien entre H? et R, introduisons:

Définition 5 Soit B un champ de formes bilinéaires symétriques sur (M,D) une variété
munie d’une connexion affine. La différentielle dpB de B est la 3-forme définie par :

dpB(V,V' V") = DyB(V' V") — Dy»B(V,V").
Alors:
Proposition 8 Vo € T(Y; — V3),R” = —dpH".

Démonstration. Soient o € T'(); — 375), Y. Y’ et Y trois champs de vecteurs sur 37;
et Y, Y' et Y" les champs do(Y), do(Y'), do(Y"), prolongés & un voisinage de p dans
Y, par transport parallele le long des feuilles de X. Remarquons que, par définition de V”
et parce que la connexion D de ) se projette sur la connexion D de 375: do(DY,Y’) =
DyY' — V7(DyY'), et de méme pour tout couple de vecteurs parmi Y, Y’ et Y. Les
opérateurs H? et R étant tensoriels, on peut supposer de plus sans préjudice que les
champs Y, Y’ et Y" commutent : DY’ = DY/,Y ... Alors:

H)(Y.Y")

DyY'Y") - HO(Y'.DyY")
H?(Ds Y ,Y") — HU(YaD?y")]

=DY(VJ(DY’Y”)) VU(DdaD g Y") = V7 (Dyr do(DyY"))

— [Dy: (V7 (DyY")) = V(D 4oy, 71 Y") = V7 (Dy do (D5 Y"))]
= Dy (V7(Dy:Y")) = V?(Dy(DyY" = V7 (DyY")))
— [Dy (V7 (DyY")) = V°(Dy (Dy'Y" = V7 (DyY")))]
) (
)
(

dpHO (Y. Y'Y") = (DyH) (YY"

— Dy(H (Y’Y’)

= Dy (V°(Dy'Y")) — V*(Dy' Dy Y") — Dy+(V" (Dy Y")))

— [Dy (V7 (DyY")) = V?(Dy (Dy'Y")) = Dy (V° (Dy:Y"))]
= —V?(Dy'DyY") + V° (Dy Dy Y")
— —RO(YV YY"

par définition de R’ et encore parce que les champs Y et Y’, donc également les champs YV
et Y/, commutent. O

IV.2.3 Lien avec la métrique dans les coordonnées du théoréme 1

Quand Uholonomie agit trivialement sur XL . Sous les notations du théoréme 1, N =
N’ = 0. Le fibré¢ Y, — Y9 est plat, donc produit affine de Y9 plat par X,.

Quand Uholonomie agit irréductiblement sur XL et trivialement sur X,,. Sous les no-
tations du théoréme 1, N = djy = 0, N' = 1. Notons (z,(y;)%,,2) les coordonnées du
théoréme ; la métrique se met sous la forme g = ¢’ + 2dz dz ol ¢’ n’a pas de terme facteur
de dz ou dz et ne dépend pas de la coordonnée x.
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Une métrique variable sur X#;. La famille & un parametre de métriques dégénérées
(g" 11 ). d’'unouvert des (X,- ), passe au quotient en une famille de métriques non dégénérées
my “

(g"/ﬁ%“ ), d’un ouvert des (A?éh)z Cette famille peut étre traitée, par image réciproque par

le flot @ZZ de Z au temps z, comme une famille & un paramétre de métriques d’un ouvert
de X7. On notera:

. 7z .

g = ((I)z )*(9";@;‘)-
De fagon équivalente, on aurait pu prendre I'image réciproque de g" 4o bar le systeme de
coordonnées (yi)flzl et obtenir g, = ((yi)z?‘llzl)*(g"{,\’,vl ) une métrique variable sur un ouvert

de R? . Notons alors:

la dérivée en z de la forme variable g,.

Le défaut de X — )Eﬁ;z A étre produit affine se lit alors sur A,.

Proposition 9 Notons o, la section de X1 — X3  d’image 7 1(0) N X1 et D* la
connexion de Levi-Civita associée a G, sur X,#ﬁ On identifie les vecteurs de TY;, et leur

image dans T;)v),ﬁ1 par <I>ZZ. Alors :
o 1 o 1 1
H =—§hz.X et: R =§dl§2hz.X.

Démonstration. Il suffit de montrer la premiere égalité, la seconde découlant alors de la
proposition 8 page 196. Le vecteur-coordonnée Z vérifie: Vi € [1,d'], < Z,Y; >= 0 et:
< Z,X >=0, donc:

Vp € X, VY € X, V7 (V) =< ZY >.X.
Soient i et j dans [1,d']:
H(Y;.Y;) = V" (DyY))
=< Dy,Y;,Z >.X
= l(Lyi <Y, Z>+Ly, <Y, Z >—-Lz <Y;,Y; >).X

2
=0 =0

olt on note encore Y; et Yj les vecteurs d®Z,(Y;) et d®Z (Y;)

1d ..
=-—0.(Y..Y;).X
2dzg( )

j .
1. o -
ZEhZ(Y;,Yj).X

d’ou le résultat car H?= et lvzz sont tensoriels. O

La dérivée h, de §, se décompose canoniquement en deux composantes. Introduisons
déja deux opérateurs classiques. Nous reprenons ici le systéme de notations introduit dans
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[Bes87] au chapitre 1.

Définition 6 Si A est un (p,q)-tenseur symétrique sur (M,g) une variété riemannienne
ou pseudo-riemannienne, on note 6*A le symétrisé de DA, c’est-a-dire :

A
(Xla"' 7Xp+1) — G} DXlA(XQa'-' 7Xp+1)'
X1y s Xpt1

L’opérateur 0* admet un adjoint formel noté § et nommé divergence. Sip > 1:

0A *
(Xl, B aXp—l) — —tI‘g[(Y,Z) =0 A(Y,Z,Xl, R ,Xp_l)].

On notera ici respectivement d7 et d, ces deux opérateurs, relatifs a la métrique g,, de
N \)S
parametre z, sur V.

Rappelons également un résultat classique sur ’espace des métriques d’une variété.

Proposition 10 Soit (M,g) une variété riemannienne ou pseudo-riemannienne. Une classe
particuli¢re de métriques de M est 'orbite (¢* g) pepigm) de g sous laction des difféomorphismes
de M. Soit (g¢)¢ = (¢;g)r une courbe issue de g (i.e. go = g) dans cette orbite et v le champ

de vecteurs (%tpt)‘t:(], alors :
d ) ‘b
—0 =0
( dt™ /=

L’espace S?(T* M) des déformations infinitésimales de g, i.e. des formes bilinéaires sur M,

se décompose alors :
S?(T*M) = Im 6* & ker 6.

Par conséquent, pour toute courbe (g;); issue de g dans l'espace des métriques sur M,
il existe une famille de difféfomorphismes (¢;); de M telle que:

d
=g et: d —3 =0.
gt = PGt € ((dtgt>t:0>

Autrement dit, on trouve un champ de vecteurs v = (%(p)‘tzg tel que:

() =7+ (o)
— gt = — 0t :
dt™/ =0 dt™/ =0

de divergence nulle.

La famille (¢;); est unique & composition pres par une famille d’isométries. Le champ v est
donc unique & composition prés par une isométrie infinitésimale, nécessairement nulle par
exemple si g n’admet pas d’isométries.

Démonstration de la proposition. Montrons le premier point. Soit p € M et XY €
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T, M.

d ) d
Go) eex) = (i) o)
(dt =0 ™) 2
(d (d X, dg,Y)
=\ 5 glapt A, dpy
dt/ =0
(4 j1=0 A X, dpoY) + g(o X, d(L) =0 dprY)

=9( )+
9(Dx ((§)11=09(p).Y) + 9(X. Dy () ji=00(p)))
= g(Dxv,Y) + g(X,Dyw)
= Lxg(v.Y) —g(v.DxY) + Lyg(v,X) — g(v,Dy X)
avec des prolongements quelconques de X et Y
= Ly’ (Y) =0’ (DxY) + Lyv"(X) — v’ (Dy X)
= Dxv’(Y) + Dyv’(X)
= 50" (X)Y).
La deuxieme affirmation est la version infinitésimale du «Slice theorem» de D.Ebin (voir

Besse [Bes87], chapitre 4 pp. 117 et 118 ainsi que le paragraphe 32 de I'appendice, ou [E68]).
O

Pour chaque valeur du parametre z, on note alors v, un champ de vecteurs de /\?é tel
que: . .
hy =650 + h, et: 8,(h,) =0,
ot b, est I'isomorphisme musical induit par §,. Le champ v, est défini & addition pres d’une
§.-isométrie infinitésimale.

Rappelons enfin un opérateur classique sur les champs de vecteurs.

Définition 7 Soit v un champ de vecteur sur (M.,g) variété riemannienne ou pseudo-
riemannienne. Le rotationnel de v est la 2-forme alternée définie par:

rotv = do’.

Remarque. En dimension 3, le rotationnel de v désigne aussi le champ de vecteur dual de
cette 2-forme et en dimension deux, le scalaire dual de cette 2-forme.

On peut maintenant énoncer :

Proposition 11 Soit (M,g) une variété riemannienne ou pseudo riemannienne, v un champ
de vecteurs sur M et h la forme bilinéaire symétrique 6*v°. Alors :

dph = D(rotv) + 20" o R.

Par conséquent, pour tout z, en identifiant les vecteurs de 2\?#1 et leurs tranportés sur
par la différentielle du flot de Z et en notant rot, 'opérateur rotationnel sur X'+ associé
métrique g, :

v L
1

2R = dp.h. = D*(rot, v.) + 207 o R, + dpy.ha.
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Remarque. Si v est une isométrie infinitésimale, §*v = 0. On vérifie donc bien que la quan-

tité : Dz(rotz v,) + 2sz o R, et donc aussi: dp- h, ne dépendent pas du choix du vecteur v,,
défini & addition prés d’une isométrie infinitésimale. Elles sont intrinséquement associées a

By

Démonstration de la proposition. Soient p un point de M et Y, Y’ et Y” trois vec-
teurs de T, M. Tous les opérateurs manipulés sont tensoriels; on peut donc prolonger sans
préjudice Y, Y’ et Y en des champs de vecteurs quelconques. Pour alléger le calcul, on
les prolonge comme les vecteurs-coordonnées de coordonnées normales de centre p, ainsi:
(DyY'), = (Dy'Y), = 0 et de méme pour toute paire de vecteurs parmi Y, Y' et Y.
Alors:

Ip

dph(Y,Y'Y") = (dpé*o")(Y,Y',Y")

= (Dy 6 ") (Y'Y") — (Dy:6*0") (Y, Y")

= Ly (5"0")(Y'Y")) = Ly/(5"0") (Y,Y"))
car DyY' = DYY" = Dy'Y =Dy Y" =0enp

= Ly (9(Dy,Y" + g(Y',Dynv)) — Ly (9(Dyv,Y") + g(Y,Dynv))

= g(Dy Dyv,Y") + g(Y',Dy Dynv) — (9(Dy'Dyv,Y") — g(Y,Dy: Dynv)
par le méme argument

= —g(R(Y,Y")v,Y") + g(Dy Dynv,Y")) — g(Dy' Dynv,Y).

Or:
V(RY,Y)Y") = —g(R(Y,Y)u,Y")

et:

(Dyu rot U)(Y,YI) = Ly//(rot U(Y,Y’)) car DynY = DynY =0enp
= Lyn(Lyg(v,Y') = Lyrg(v,Y))
= LyLyng(v,Y') — Ly Lyng(v,Y)
= Ly(g(DyH’U,YI) + g(’l),DYNYI)) — Ly~ (g(Dyu’U,Y) + g(’l),DYNY))
= ¢g(DyD H’U,Y’ + g(D H’U,D Y)+qg(D ’U,D nY') + Q),D DynY!
9(Dy Dy ) +9(Dy Y')Q(Yng(YY)

=0enp =0enp
— D /D N’U,Y — D //’U,D ! — D /’U,D " — ’U,D /D IIY
9(Dy' Dy ) — 9(Dy v'Y) — g(Dy y"Y) = g(v,Dy1DynY')
=0enp =0enp

= g(DyDyu’U,YI)) - g(DY’DY”vay) + g(’l),DyDY/Y”) - g(vaDY’DYY”)
car Y, Y’ d’une part et Y d’autre part, commutent

= g(Dy Dynv,Y")) — g(Dy' Dynv,Y) — o’ (R(Y,Y')Y")

d’ou le résultat. O

Dans le cas général. 11 est alors remarquable que pour tout s € [1,N'], la métrique g%

. Ny , N .
des feuilles V5, est indépendante des coordonnées z et ((y) );Z;)s s Les raisonnements
effectués dans ce qui précéde pour le cas o N’ = 1 s’effectuent de la méme facon pour
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chaque s, dans le cas général, le long de la sous-variété U,)y;, . En effet, le long de cette
variété, Vi € [1,d,], Z L Y. Les mémes résultats s’obtiennent alors, et restent vrais en tout
p de M par I'indépendance citée plus haut. Pour tout s, le long de toute feuille YV :

s 1 s 1 . . .
H?: = —-h}.X, R’ =_-dp.h;.X et: dp.h; = D*(rotv}) +2(v8)’52 o RS

2 2
IV.3 Les candidats-holonomies lorentziens: le théoréme
d’Tkemakhen — Bérard Bergery
Introduisons déja une définition trés utile ici.

Définition 8 On dira ici qu’une représentation d’une algébre de Lie € dans un espace vecto-

riel E «vérifie la propriété de Borel-Lichnérowicz» si ¥ admet une décomposition ¢ = @ ¥
1<i<n
en idéaux ¥; commutant deuz a deuzx et si EE admet une décomposition E = & FE; telle
0<i<n

que pour tout i, la représentation de & dans E; est simple et, pour j # i, la représentation
de ¥; dans Ej; est triviale.

Proposition 12 (A.Ikemakhen, L.Bérard Bergery) Soit (M.g) une variété lorent-
zienne et m € M, on note b lalgébre d’holonomie restreinte de M. Alors la représentation
de b dans X3+ satisfait la propriété de Borel-Lichnérowicz.

Rappel de la démonstration, disponible dans [BBI93]. La décomposition de Xﬁl en com-

posantes irréductibles est @ Yf;v@ (la proposition prouve alors qu’une telle décomposition
0<s<N'

était unique, car les composantes isotypiques de X,f@ sont alors simples). Il suffit de mon-
trer que, pour tout h dans b, si h agit effectivement sur Yf:h, h agit trivialement sur les
Yf,; pour s’ # s. D’aprés le théoréme d’Ambrose-Singer, b est engendré par les images des
R(TyM,TyM) par transport parallele 7. le long des chemins ¢ de m aux autres points
p de M. Comme la distribution X+ est de codimension 1, les TC*R(T;,,M,X;) suffisent
a engendrer h, donc encore les TC*R(TPM,YZ) pour tous les s. Or, parmi eux, seuls les
7. R(TyM,Y ;) peuvent agir effectivement sur Y%,. Mais I’action de 7o R(TyM,Y ;) sur Y
pour s’ # s est triviale (c¢f le sous-lemme 9 page 137). C’est le résultat. O

Remarque. Cette démonstration repose sur le fait que X+ est de codimension un et que
X#l n’admet pas de sous-espace totalement isotrope stable, donc utilise profondément le
fait que M est lorentzienne. Le résultat reste vrai, sous les notations du théoréme 1 page
161, dés que dimX =1 et N = 0, mais n’est pas vrai en général pour une variété pseudo-
riemannienne non lorentzienne.

. LA o .
Remarque. La décomposition X5, = @S{V:Oth de X+, en composantes triviale et irréductibles
qui apparait dans le théoreme 1 page 167 est donc aussi sa décomposition en composantes
isotypiques. En particulier elle est unique.

Enoncons enfin les principaux résultats de [BBI93], ici rassemblés en un seul énoncé.

Théoréme 2 (A.Tkemakhen, L.Bérard Bergery) Soit (M,g) une variété lorentzienne
de dimension d, localement réductible, indécomposable, b son algébre d’holonomie restreinte
et m € M. La variété est indécomposable, réductible, donc nécessairement dimX,, = 1 et
Xm C X#l. Soit B une base de T\, M constituée d’un vecteur non nul de X,,, complété en
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base de X\ par des vecteurs orthonormés, puis en base de T, M par un vecteur dual du
premier, orthogonal auz suivants et isotrope. Dans une telle base :

0 O 1
Matﬂ(g) = 0 Iy5 O
1 0 O

L’holonomie restreinte b peut alors étre de quatre types.

a L O
hehssi Matg(h) = | 0 K L | aveca € R, L € Mg_91(R) et K € € ot
0 0 —a

t est une sous-algébre de s04 o(R) dont la représentation naturelle vérifie la propriété de
Borel-Lichnérowicz.

0L 0
h € b ssi Matg(h) = | 0 K L | avec L € My 51(R) et K € ¢ ot ¢ est
00 0

une sous-algébre de soq_o(R) dont la représentation naturelle vérifie la propriété de Borel-
Lichnérowicz.
P(A) L 0
h € b ssi Matg(h) = 0 A+S L avec L € My_9,(R), A € a,
0 0 —y(4)

S € s ou a ets sont deuzr sous-algébres de so4 o(R) qui commutent, a étant abélienne et
s semi-simple, leur somme € vérifiant la propriété de Borel-Lichnérowicz ; v est une forme
linéaire non nulle de a dans R.

type 4| h € § ssi il existe une base du type de ( telle que:

0 G(4) L 0
0 0 0 (A

Mats(h) =14 o 445 i/jf(L)
0 0 0 0

avec L € My 4ui(R), A € a, S € 5 ou a et s sont deur sous-algébres de 50411 (R) qui
commutent, a étant abélienne et s semi-simple, leur somme € vérifiant la propriété de Borel-
Lichnérowicz; 1 est une application linéaire surjective de a dans € My 4 (R) et dl +d" =
d—2.

IV.4 Deux lemmes

Lemme 5 Soit £ une sous-algébre de so,(R) dont la représentation naturelle dans (R™,< -, - >
vérifie la propriété de Borel-Lichnérowicz. L’algébre € C s0,(R) est réductive donc ¢ =ads
ot a, centre de 8, et 5 sont des idéaux respectivement abélien et semi-simple de €, qui com-
mutent.

can)

Alors R™ admet la décomposition canonique
n 1 1 1
(R",< -, >ean) = Eo ® E1 ® E2 ® E3
L . L 1 2
ou Eg® E3 sont les points fizes de a et Eqg® Eq ceux de s. Les idéauz a et s admettent alors
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des décompositions :
= a & m
5 = 59 @ s3

o :
e i #j=q; ets; agissent trivialement sur Ej,

1 . . .
o By = & Ei, les E] étant de dimension 2, et: a1 = [[,c;cp,, $0(E]) = 502(R)"™,

1<i<ny
. . J_ y .
e Iy admet la décomposition t-stable By = @& Ej, et Ey est muni d’une structure
1<i<ns )
compleze J € s0(Ey) t.q. J2 = —1d, commutant avec l’action de ¥ (chaque E} est donc de

dimension paire). On définit alors le produit hermitien < -,- >0 =< -,->—1 < -,.J. >
et: a2 = [[1<i<p, vectr(i IdEé) =~ R ~ 505(R)"?, 859 = [[1<;<p, 85 0t chaque s est'une
sous-algébre semi-simple de su(ES,< -,- >¢), dont la représentation naturelle dans E} est
simple,

€L . . .
o E3 admet la décomposition t-stable E3 = @ Ej et 53 = [[;c;<p, 83 0u chaque s}
1<i<ns - =

est une algébre semi-simple de 50(E§), dont la représentation naturelle dans Eg est simple.

Démonstration. Le lemme repose sur les faits suivants:

e Si ¢ est une sous-algebre abélienne de so,(R), ¥ = [[;s0(E;,< -, >.n) ou les E;
sont des 2-plans deux & deux orthogonaux de RP.
e Si ¢ est une sous-algebre de s0,(IR) dont la partie centrale o’ et la partie semi-simple

s’ agissent chacune sans noyau sur RP, alors p est pair, € préserve une structure complexe
J sur RP et :
L /
R = &E; et: ' C [Ju(E:.J).
i

La partie centrale a’ est alors incluse dans le produit des parties centrales et la partie semi-
simple a' dans le produit des parties semi-simples [[; su(E;,J). O

Reprenons ici les notations du théoreme 2 page 201. L’application linéaire 1) qui apparait
dans I’énoncé des types 3 et 4 d’holonomie, est la lecture dans la base 8 d’une application
linéaire, qu’on notera encore 1, de la nature suivante :

e Dans le type 3, 1 est une application linéaire d’une certaine sous-algebre abélienne
a de s0(X55,d),) dans L(Xp,),

¢ Dans le type 4, X#l se décompose en deux sous-espaces de dimensions respectives

. . 1 .
dl et d'T : Xt = YL @ YL ¢ est une application linéaire d’une certaine sous-algebre
abélienne de so(Y 2 §) dans L(YL ,X,,).

Ainsi considérée, I'application linéaire 1) vérifie le lemme suivant.
Lemme 6 e (ette application linéaire v — donc en particulier ses ensembles de départ

et d’arrivée — est stable par holonomie restreinte; elle se prolonge par transport paralléle
a un voisinage de m dans M ; on note toujours 1p ce prolongement.

e une variété lorentzienne indécomposable (M,g) est du type 3 ssi
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- Utmage de Uholonomie restreinte by dans 50(5(#1,9%) est la somme de deux algébres a
et s comme dans l’énoncé du théoréme 2,

— en tout point p de M, pour tous A et B dans T,M, R(A,B)‘Xp = T/)[(R(AaB)‘X;-)a]
ot (R(A,B)‘Xé)a désigne le projeté de R(A,B)‘Xg sur la composante a de l'action de
I’holonomie sur X;.

e une variété lorentzienne indécomposable (M,g) est du type 4 ssi

— ’holonomie agit trivialement sur X,

- X#z = YV',In GLBYV',InI et 'tmage de U’holonomie restreinte by dans 50(5(#1,9%) est la somme
de deuz sous-algébres a et s de 50(?{7{,9‘3?{#) comme dans l’énoncé du théoréme 2,

~ en tout point p de M, pour tous A et B dans TpM, R(A,B)‘Y{) = d;[(R(A,B)W]Ijz)a]
ot (R(A,B)szjz)a désigne le projeté de R(A,B)‘Yé] sur la composante a de l'action de

I’holonomie sur Y{;I.

Démonstration. L’application linéaire 1) est stable par holonomie, i.e. I’holonomie agit
trivialement sur ses ensembles de départ et d’arrivée. Ces espaces sont eux-mémes des
espaces d’applications linéaires du type L C L(A,B); cela revient donc & dire que A et B
sont stables par holonomie et que ’holonomie commute avec L. C’est justement le cas:

e si M est de type 3, X, et X#l sont stables par holonomie, donc I’action de I’holonomie
dur Xfﬁ est bien définie. Comme dim X = 1, L(X,,) est abélien. D’autre part, par définition,
1) est & variables dans a C 50(X%,§‘cm) qui commute avec a @ s 'action de § sur X#T

e si M est de type 4, par définition, X,,, Y! et Y!! sont stables par holonomie,
laction de ’holonomie sur Y. et Y est donc aussi bien définie. Comme I’holonomie
agit trivialement sur Y., sa représentation dans L(Y],Y!) est en fait dans L(Y/,,X,,)
et est abélienne. D’autre part, de la méme fagon que plus haut, 1 est & variables dans

a C 50(YL.§0m) qui commute avec a @ s 'action de § sur Y.

Les deux autres points résultent alors directement du théoréeme d’Ambrose-Singer : 'ho-
lonomie restreinte est engendrée par les transportés paralleles le long de tous les chemins
de m & tout point p de M, des R(A,B) pour tous A et B de T, M. O

Un choix plus précis de coordonnées pour les variétés de type 4. Si (M,g) est de
type 4, Xﬁ;—l se décompose canoniquement en deux sous-espaces Y,{h et Yfﬁl . Le premier est
nécessairement inclus dans Y3,. On notera alors, dans ce cas:

YOI —¥L op: YOIT — (1)L A Y0 — Y1 A Y0

Les coordonnées (y?)?’il du théoreme 1 page 161 peuvent alors étre choisies telles que les
d! premiéres coordonnées parametrent, avec z, les feuilles intégrales y,? T de 1a distribution
YOI, Les dj) — d' dernieres paramétrent alors nécessairement les feuilles intégrales y},””,
orthogonales, de la distribution Y%/,

IV.5 Classification locale des variétés lorentziennes suivant
leur holonomie

Théoréme 3 Soit (M,g) un ouvert d’une variété lorentzienne localement réductible et
indécomposable, sur lequel sont définies des coordonmnées du type donné par le théoréme
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1 page 161. Alors:
(a) (M,g) est de type 1 ou 3 ssi (y — dx) n’est pas image réciproque par © d’une forme
différentielle ¥ de M.

(b) (M,g) est de type 2 ou 4 ssi (y — dz) est image réciproque par m d’une forme
différentielle ¥ de M.

(c) (M.g) est de type 3 ssi elle est de type 1 ou 8 et que les composantes isotypiques
(irréductibles sauf Y3, par la proposition 12) sont de trois types :

ol oo L Lo\ L 1 -
< N|+1<s<N'
avec N{ >1 et:

o YO est la composante triviale de Uaction de b sur Xk,

e pour s € [1,N7{], pour tout point p de M, les feuilles 375 sont kahleriennes Ricci-plates
de dimension réelle paire d et laction induite de l’holonomie restreinte de M sur
Y7, est vect(J®) @ sy ou J° désigne la structure compleze de Yy, et ou s est une
sous-algeébre de 5u(th,§W€ ,J®) dont la représentation dans Y5, est simple.

e il existe un N uplet de réels non nuls ()\S)i\gl tel que en tt point p :

v € ILNILVE € 1Ll (0 (47 (- 0 ) ) = Al (g2 32

et telle que pour chaque s de [1,N7{], cette expression n’est pas identiquement nulle
comme fonction de p.

NnX) _y . X

) / . !
e Vs € [[Nl +1,N ]],Vl € [[Lds]]? ayzs or

=0.

(d) (M.,g) est de type 4 ssi elle est de type 2 ou 4 et que les composantes isotypiques
(irréductibles sauf YL, par la proposition 12) sont de trois types :

oL o €L €L s 1 1 s
1<s<N} NI +1<s< N

avec les mémes propriétés qu’au point (c) et, en reprenant le choix de la page 20/ :

e il existe un N uplet (As)i\gl d’éléments non nuls de (YO1)* tel qu’en tt point p :

(Y

Vs € [1,N],Vi € [1,d.], VI € [1,d"], ror = N [trg, (dp.hi(-,J° - Y))]
)

et Uapplication a variable dans Yg’l :
62 YO
Y'l[] — < ’YLE l ))
Oy; 0z 1<s< N} 1<i<d),
est de noyau X,

YU
e Vs [N+ 1,N],Vi € [Ld.],¥i € [1,d'], %y;) _ 0 et
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o (Y))
dy)
(e) De plus, la~ quantité trgz(dbzﬁz( I8 Y5) s’exprime de fagon plus précise en fonc-

)
TS
tion de vi et de h, :

Vi € [df 4+ 1,dy], Vi € [1,d"], =0.

S

2):

Cas particulier. Le dernier point du théoréme s’exprime de facon particuliere pour les
indices s de [1,N]] tels que d;, = dimY*® = 2, §’il y en a. En effet, dans ce cas:

>

trg. (dp:h3(+,J° - V%)) = Ly (trg(rot vz (-, J° -))) — Lyys (trg

e Pour tout p de M, la variété 375, Ricci-plate de dimension deux, est plate.

e En particulier, toutes les feuilles )7512 sont plates et la déformation de g; est purement
le produit de I'action d’un difféomorphisme:

. o . 0 -
p2)z = g2 =2gos sivz=o-gs, hy=05v, h, =0
Donc en tout point p:
ps s 7§ 1 s
trf];(dbzhz( 7J . ;Y;‘ )) = §LYZS (I‘Ot ’Uz),

ou rot v est le coefficient de proportionnalité entre rot v(-,-) et la forme volume de 375 .
En effet, si Y est un vecteur g-normé de Yg, (Y,J.Y) est une base g-orthonormée de Yg et :

try(rot vi(-,J* ) = rot vi(Y,J°Y) + rot v (J5.Y,(J5)?Y)
= rot v, (Y,J?Y) —rotv; (J*.Y,Y)
= rot v} (Y,J?Y) + rot v; (Y, J°.Y)
= 2rotv;(Y,J°.Y) = 2rot vj.

La quantité rot v] s’appelle également vorticité de I’écoulement ¢, au temps z.

Remarque. Une variété lorentzienne (M,g) munie de coordonnées du type du théoréme 1
est donc de type 3 ou 4 ssi il existe un certain lien entre sa forme v d’une part, donc son
défaut & étre une fibration riemannienne en Hi\rzg((y;%z)ag‘j;s_ ) sur une base de signature

(1,1), et le défaut de certains fibrés Y, — 375 a étre produit. En effet, d’apres la proposition
9 page 197:

] 7S 1 T2 ] Yot
trg. (dp:he (-7 Y77). X = 5ty (R7((-,J7-)Y7)).

Le point (e) du théoréeme découle du lemme suivant :

Lemme 7 Soit (M.g,J) une variété kahlerienne munie de g sa métrique réelle et de J sa
structure compleze et soit h une forme bilinéaire symétrique sur M. On pose v un champ
de vecteurs tel que:

h=6v+h et: 6h=0.
Alors, en tout point p de M et pour tout A € T,M:

trg(dph(-,J -+ ,A)) = La(trg(rotv(-,J-))) — 2tr(R(Aw) o J) — Lya(try(h)).
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Démonstration.

Remarque 1. Nous n’utiliserons pas ici toute la richesse du calcul kahlerien ; introdui-
sons seulement la remarque élémentaire suivante, qui suffit ici. Si (E,g,J) est un R-espace
vectoriel de dimension 2d muni de g forme bilinéaire symétrique définie positive et de J
structure complexe (i.e. J est g-antiautoadjoint et J? = Id) et si a est une forme bilinéaire
antisymétrique sur F alors, pour toute base (Yi);i:1 orthonormée de E vu comme espace
complexe hermitien :

trg(a(-,J a(Y;,Y;).

HM&

Soit en effet (Y;)%_, une telle base, alors notamment (Y;,J.Y;)%_, est une base réelle de E,
g-orthonormée et donc trg(a(-,J)) = Zi:l a(Y;,J.Y;) + a(J.Y;,J2Y;) = Zi:l a(Y;, J.Y;) —
a(J.Y;,Y;). D’autre part, a se décompose canoniquement en deux formes antisymétriques:
a=a"+a", telles que J est a™-autoadjoint et a~-antiautoadjoint. Alors a™(-,J-) est anti-
symétrique: a*(A,J.B) = a*(J.A,B) = —a*(B,J.A) et de méme a (-,J) est symétrique.
Alors:

d d
2) a(Vi, JYi) =2 at (Vi JYi) +a” (V;,].Y;)

=1 i=1 -0

&

d
a (Y, JY;) = > a (JY.Y})
=1 i=1

= trg(a”(-,J-)) = trg(a(-,J-))

car a™ est antisymétrique, donc de trace nulle.

Remarque 2. Soit (M,g) une variété riemannienne, m un point de M, (¥;)%_, une base
orthonormée de (T, M,g|,,) et h € S?(T*M). Alors:

d
1
VA€ TimM, (6h(A))) = —3 (Z 2(Dy; h)(Y;,A) + La(trg h)) :
i=1
C’est une simple vérification.
(6h(A4))m = — tr,(B.C = §"h(B,C,A))

= —tr, <B,C — % (Dph(C,A) + Dch(A,B) + DAh(B,C))>

d

1
i=1

D’ou le résultat annoncé par symétrie de h.

Montrons donc le lemme. Soit 2d la dimension réelle de M, (Y; )d ; une base orthonormée
de T, M vu comme espace hermitien. La 2-forme dph(-,J - ,A) est antisymétrique donc
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par la remarque 1:

d
trg(dph(-,J - ,A4)) =2 dph(¥;,J.Y;,A).

=1
Puis, par la proposition 11 page 199:
d d N
23 dph(Y;,J.Y;,A) =23 (Darotv)(Y;,J.Y;) + 29(R(Y;,J.Y;). Aw) + dph(Y;,J.Y;,A).
=1 =1

d
Alors, encore par la remarque 1: 2 Z(DA rot v)(Y;,J.Y;) = La(trg(rotv(-,J-))) et:
i=1

d
> 4g(R(Y;,Y;). Aw) —429 R(A).J.Y}Y;)
i=1
= —2trg[g(R(A,v) oJ )] (Remarque 1)
= —2tr(R(Av) o J).

Reste & examiner le dernier terme. La forme bilinéaire symétrique h se décompose canoni-
quement en deux formes bilinéaires symétriques, sa partie hermitienne hy et antihermitienne
ha: o N N .

h = hy + ha ou J est hy-antiautoadjoint et ha-autoadjoint.
D’autre part, par construction, dh = 0. D’ apres le lemme 12.94 de [Bes87], on a alors
également : 6hy = 6hp = 0. La famille (Y )] L = (Y;,J.Y;)L | est une base g-orthonormée
réelle de Ty M et :

dph(Y;,J.Y;,A)

M=

1

.
Il

dphy(Yi,J.Y;,A) + dpha(Y;,J.Yi, A)

M-

1

.
Il

(Dy, hn)(J.Y;,A) — (Dy.hiy) (Yi,A) + (Dy: ha) (J.Y;,A) — (Dyy.ha) (Yi, A)

M-

1

-.
Il

—(Dy;hn) (Y3, J.A) = (Dyy;hn) (J.Y;,J.A) + (Dy;ha) (Yi, J.A) + (D 1y, hia) (J.Y;,J. A)

.

i=1

2d ~ ~

j=1

3 1 3 1

5((5hH)(JA) - ELA(trg hy) — —(6hA)(J A) + 2LA(trg ha) par la Remarque 2

1 1
= — §LA(tr9 hH) + iLA(trg hA) car (5hH = 5hA = 0.
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Enfin:
trg ha = Z hA(Yj,Yj)
7=1

= ha(Yi,Yd) + ha(J.Y;, 1Y)
d ~ ~
= ha(Vi,Y:) = ha(Yi,Y:) =0,
donc tr, h = trg, iLH et le résultat suit. O

Démonstration du théoréme.

Les points (a) et (b) sont Pexpression directe de la proposition 5 page 167. Le point
(e) provient du lemme 7. En effet, chaque variété Y3 pour s € [1,N]] est kéhlerienne, Ricci
plate; son holonomie est donc dans su(Y}) et est donc de trace complexe nulle:

tr(R, (Y 03) 0 J*) =0

L’application du lemme 7 donne alors la relation (e). Les points (¢) et (d) découlent de
quelques remarques et du lemme 6 page 203.

Supposons (M,g) de type 1 ou 3. Soit £ C 50(5(,4;‘1,9‘,:,1) la représentation de I’holonomie
restreinte h dans Xf;l Cette derniére vérifie, par la proposition 12 page 201, la propriété de
. L . oy
Borel-Lichnérowicz. Alors: X4 = @© Y3 et:t= @ € ou l'action de £ sur Y2, est
0<s<N' 1<s<N'
irréductible ssi s’ = s, triviale sinon. On note pour tout s £ = a® @ s° la décomposition de
£° en son centre a® et sa partie semi-simple s°.

Par le lemme 6 page 203, I'action de I’holonomie par conjugaison sur ®a® et L(X,,)
est triviale et (M,g) est de type 3 ssi il existe une application linéaire linéaire non nulle
1 de @,0° dans L(X,,) telle que, en tout point p de M, pour tous A et B dans T, M,
R(A,B)x, = @b[(R(A,B)‘Xé)a] ol (R(AaB)\x$)a désigne le projeté de R(A,B)‘Xé sur la

! . . b,
composante a = @Y a® de 'action de I’holonomie sur Xé.

Si une telle application linéaire 1) existe, on renumérote les indices s de [1,N'] de sorte
qu’il existe Ni € [1,N'] t.q.: a® C ker¢p & s > Ni. Comme 1) # 0, Nj est effectivement
non nul. Nécessairement alors par le lemme 5 page 202, pour tout s de [1,N{], Y, possede

une structure complexe J° stable par holonomie, € C u(Yf:h,gfm,JS), a® = vect(J) et s*

est une sous-algebre de 5u(Y;§l,g‘sm,J5) dont la représentation dans th est semi-simple. On

choisit alors en tout point $ de M une base orthonormée (7?);1;/12 de Yg vu comme espace
hermitien. Alors pour tout s de [1,N{] et tous A et B de T,M :

d, /2
(R(A.B)ys)as) = > G(R(AB)YE,JYE) | .J°.
i=1

s . s dh /2
indépendant du choix de (Y7 )i=1
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Alors:
(M,g) est de type 3

ssi il existe ¢ linéaire non nulle t.q. pour tout p de M et tous A et B de TM,
R(A,B)x, = $[(R(A,B)x1)a] et pour tout s de [LN{], (R(-,-)/ys)a est surjectif sur
p P
as
ssi il existe N| dans [1,N'] et ()\s)s L € (R*)Mi t.q pour tout p de M et tous A et B de

Ty M:
/ dl /2
g(R(A,B)X,Z) = ZAS > G(R(A,B)Y;,1YS)
=1
et que la condition de surjectivité énoncée plus haut est vérifiée.
Remarquons alors que:
e Si(A,B) € (XJ-)2 9(R(A,B)X,Z) = 0, (voir sous-lemme 9 page 137)
o Si A€ @y Y3, alors: VC € TyM, Vi € [1,d./2], §(R(A,C)Y$,J.Y$) =0 (idem).
Par conséquent :
(M,g) est de type 3
ssi il existe N{ dans [1,N'] et (A¥)
[1,N{]:

N:11 € (R*)N{ t.q pour tout p de M et tout s de

S

(

VA,B € Y*, %2 9(R(A,B)Y,JY?) = Lg(R(A,B)X,Z)

0
Vs' > N{,VA € YS g(R(A,2)X,Z) = Zsél A |2 G(RAZ)YS,JYS)| = NLo=0

s dy DA 7\VS TVS
VA € Y3, 9(R(A,2)X.Z) = Y012 §(R(A,2)V3,JY3)

(R(-,-)ys)as est surjectif sur a®
P
\

Or enfin, par la proposition 4 163, qui suit le théoreme 1:
VA € TyM, g(R(A,2)X,Z) = ¥(X).Lz (Lay(X)4(X)™")

et d’autre part par la proposition 9 page 197 puis par la remarque 1 effectuée page 207 dans
la démonstration du lemme 7 :

d./2 a/2
> G(R(YV;IY)AZ) = Z dph® (V5,0Y5,A)
i=1
AS . .
= 7 trg(dph*) (-, - A),

Par conséquent enfin, (M,g) est de type 3 ssi il existe N| dans [1,N'] et ()\5)?21 e (R*)M
t.q pour tout p de M et tout s de [1,N{]:
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Paction de I’holonomie de 37; sur YS est dans 5u(Y§,g‘sﬁ,JS),
i.e. 5}5 est kahlerienne, Ricci-plate,

Vs' > N{,VA €Y}, v(X).Lz (Lay(X)y(X)™") =0
VAe Y y(X).Lz (Lay(X) (X)) = 2 trga (dph®)(+,J* - ,A) # cte. nulle

\

Le long de X;:, v = dz donc la deuxiéme condition est équivalente &: L4 (Iny(X)) = 0.
Le résultat suit, quitte & remplacer les A® par 4)\%. Le cas «type 4» est semblable. O

A. Tkemakhen a également proposé dans [196] des exemples de métriques lorentziennes
locales engendrant une holonomie de type 3 ou 4. Les coordonnées du théoreme 1 et le
résultat du théoreme 3 permettent de décrire exactement toutes ces métriques.

Corollaire 3 FEn toute dimension d ou cela a un sens, des métriques lorentziennes locales
existent sur R?, engendrant des holonomies des quatre types annoncés par le théoréme 2.
Plus précisément, si une métrique de la forme qui apparait dans le théoréme 1 admet au

moins un indice s > 1 pour lequel ’action de I’holonomie sur Yf;l est dans u(Yf;vl,gfm,Js)

et en contient le centre vect(J®), et pour lequel de plus toutes les feuilles du feuilletage s
sont kahleriennes Ricci-plates, alors il existe pour chaque N{-uplet de réels non nuls un et
un seul choiz de fonction y(X) tel que la variété obtenue soit de type 3.

Un résultat d’existence semblable est réalisé pour des variétés de type 4 ; il faut cette
fois de plus que dj = dim YO ne soit pas nul et que N > d! pour permettre la surjectivité

de 1.

Démonstration. Il suffit de prouver que la condition différentielle sur y(X) s’intégre, c’est-
a-dire que pour tout s de [1,N{]:

A trg;(dbzhz(‘ aJS : aA))

est une forme différentielle fermée. C’est le cas par la deuxieme identité de Bianchi. Soient
A et B deux vecteurs de Y3, prolongés en champs locaux dans la distribution Y*.

L [trg. (dp-hS(-\J* - B))] = L [trg, (dp-h3(-,J* - ,A))]
=g Laltng, (B (- - B))) = 2 L liny, (R(-.J° - A))]
=5 Daltng, (9 (R(-.J* )B.2))] £ L ling, (0 (R(- .J* ) A.2)]
ces expressions ont un sens: voir la def. de R ds la prop. 7 page 195.
=S Lalir(R(Z.B) 0 )] ~ £ L [ir((R(Z.4) o J*)]
=S LA r(R(Z,B) 0 1°)] + 3 L [ir(R(A.Z) 0 1))

:%LZ [tr((R(A,B) o J*))].

Mais pour tout z, R(A,B) est dans 1’algebre d’holonomie de la feuille )7512 qui est Ricci-plate,
donc en tout point ¢ voisin de p, R(A,B) € su(Yg,g‘q,JS) et donc tr((R(A,B) o J*)) = 0.0
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Remarque. On a par conséquent démontré que nécessairement, pour tout s de [1,N{], la

TS
1-forme A — Ly a(try, h,) est fermée.

Remarque. Il est de plus remarquable que, dans le théoreme 3 de la page 204, ce sont
des conditions sur les dérivées d’ordre trois de la métrique qui entrainent les propriétés par-
ticulieres de I’holonomie. Ce phénomeéne, nouveau par rapport au cas riemannien, semble
caractéristique de I’holonomie pseudo-riemannienne quand celle-ci stabilise des sous-espaces
totalement isotropes. Les démonstration du lemme 4 et du théoreme 1 semblent aussi
nécessiter des raisonnements sur les dérivées du tenseur R, c’est-a-dire sur les dérivées
troisiemes de la métrique, dés qu’entre en jeu une propagation dans une direction isotrope.
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Conclusion du chapitre 3

Comme annoncé dans le préambule, la construction de coordonnées proposée dans ce
chapitre pose sans doute plus de questions qu’elle n’apporte de réponses. Cette conclusion
n’en est donc pas une, mais recense plutot rapidement quelques-unes de ces questions.

Tout d’abord, il reste & vérifier la pertinence et I'utilité des coordonnées proposées. Le
corollaire obtenu en IV en constitue un fruit concret, mais c’est pour l'instant le seul.

* %k Xk

D’autre part, les techniques de démonstration utilisées pour le lemme analytique et le
théoréme 1 lui-méme, tres «manuelles», se révelent relativement pénibles, bien que l'idée
de base — une équation différentielle ordinaire d’ordre 2, relativement naturelle dans son
principe — soit simple. Peut-étre existe-t-il un point de vue ou des outils plus adaptés ; ils
seraient en tout cas les bienvenus dans 'optique d’une généralisation des coordonnées aux
variétés ne vérifiant pas (P1) ou (P3).

% % X

Ensuite, et on rejoint le premier souci mentionné, on peut tenter d’examiner plusieurs
questions sur ’holonomie pseudo-riemannienne & ’aide des coordonnées du théoreme 1. Par
manque de temps, nous ne 'avons pas fait ici. Citons quelques études possibles:

e Que deviennent les coordonnées du théoréeme 1 sur des espaces symétriques? Quelles
propriétés différentielles supplémentaires vérifient-elles et peut-on y lire certains invariants
de I'espace considéré?

e Dans le méme ordre d’idées, comment se lit la courbure de Ricci dans ces coordonnées
et notamment, en lien avec le chapitre 1, comment se traduit I'éventuel parallélisme de ric?
Peut-étre peut-on alors construire des exemples de métriques locales pseudo-riemanniennes
Ricci-paralleles, non symétriques, du type «Ric nilpotent d’indice 2» qui apparait dans le
théoréeme 1 du chapitre 1.

e La représentation de I'holonomie h dans ’espace tangent en un point m & une variété
pseudo-riemannienne ne peut étre n’importe quelle sous-algebre de 50(Tm./\/l,g‘m). Mais
quelles sont les algebres possibles? La méme question se pose pour la représentation de b
dans 50(Xf:;l,§‘m). La proposition 12 fixe déja une obstruction a cela dans le cas lorentzien.
Est-ce la seule et sinon quelles sont les autres? Mieux comprendre le lien entre les coeffi-
cients de la métrique dans les coordonnées du théoréeme 1 et ’holonomie, peut contribuer a
répondre & cette question.

Par exemple, la proposition 2 page 124 indique les diverses formes que peuvent prendre
les composantes isotypiques de 'action sur E d’un sous-groupe de GL(E), lorsque celle-ci
est semi-simple et préserve une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée. Parmi elles, les-
quelles se réalisent comme représentation de I’holonomie h d’une variété (M.,g) sur 'espace
S!. C X+ introduit & la fin de la section 17 A quelle condition différentielle sur les coeffi-
cients de la métrique dans les coordonnées cela correspond-il alors? Dans le cas lorentzien,
cette question revient a se demander si les algebres € qui apparaissent dans 1’énoncé du
théoreme 2 page 201 peuvent étre n’importe quelles sous-algebres de s04_o(R), et & quelle
condition différentielle chaque algebre & possible correspond.
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e Une métrique pseudo-riemannienne locale de la forme qui apparait dans le théoreme 1
ne produit pas nécessairement une variété indécomposable : elle peut admettre une distribu-
tion parallele de sous-espaces non dégénérés, et donc se décomposer en produit riemannien
local. A quelle condition la variété produite est-elle donc effectivement indécomposable?

e On a proposé ici une classification locale des variétés lorentziennes, suivant leur holo-
nomie. L’unicité des coordonnées, une fois effectué un choix arbitraire sur une hypersurface,
permet peut-étre de rechercher dans quelle mesure ces variétés peuvent étre «prolongées»
en variétés compactes ou completes de méme holonomie, ou s’il y a au contraire des obs-
tructions a cela.

Cette liste n’est bien entendu aucunement limitative.
k %k ok

Une autre recherche demande a étre poursuivie et généralisée: la compréhension du
«défaut» des fibrés V) — 5}5 a étre des produits affines, introduit page 192 et suivantes. Ce
défaut reste & mieux comprendre, ainsi que ses liens avec ’holonomie de la variété. On a
de plus supposé partout ici que dim X = 1, en particulier donc aussi pour I'étude de cet
objet. Cependant, le formalisme proposé dans la section I'V.2 pages 192 et suivantes devrait
s’adapter a toute dimension sur X ; reste a effectuer cette généralisation. Enfin, une étude
semblable serait & entreprendre pour les fibrés W — Wg, qui semblent sur ce point se
comporter assez différemment.

D’autre part, la forme (y — dz) est liée, on I’a vu en remarque page 171, au «défaut»
de la variété M a étre localement une fibration riemannienne sur une base paramétrée par
(z,2) et dont la métrique des fibres est fonction de z. Ce «défaut» aussi mérite comme le
premier d’étre mieux compris.

En outre, les holonomies particulieres traitées dans le IV apparaissent lorsque, dans
les coordonnées données par le théoréeme 1, un certain lien différentiel existe entre la
forme 7 et certaines matrices g* (voir le théoreme 3 page 204). Indépendamment des coor-
données et donc plus intrinsequement, il s’agit en fait d’un lien différentiel entre les deux
«défauts» mentionnés ci-dessus. Bien isoler ces derniers permettrait alors, sans 'aide des
coordonnées, d’avancer vers une classification globale des variétés lorentziennes réductibles-
indécomposables.

Plus généralement, on I'a vu dans la remarque de la page 162, les diverses dérivées
des coefficients de la métrique sont liées a la courbure d’une fagon remarquable, mais qui
reste encore trés compliquée, sans doute trop. Les coordonnées sont en cela décevantes,
notamment dans la perspective d’une généralisation au cas dim X quelconque. Peut-étre la
compréhension directe de ces deux «défauts» est-elle potentiellement plus fructueuse?

* k%

Enfin, les coordonnées proposées elles-mémes demandent & étre généralisées, si du moins
elles se révelent intéressantes. Les deux hypothéses techniques (P1) et (P2) lont été en
un sens pour la méme raison: le procédé de construction des coordonnées employé est
la propagation, par une équation différentielle ordinaire, du paramétrage de la feuille X,#
a toutes les feuilles Xéz. Quand la codimension de ce feuilletage est supérieure ou égale a
deux, c’est plusieurs équations différentielles successives qu’il faudrait alors utiliser. Rédigée
avec le méme formalisme, une telle démonstration est devient tres lourde. Il faut alors de
plus prendre en considération la représentation de b dans T,, M /X#], qui n’est plus en
général une algebre de Lie de dimension 1, et adapter sans doute les coordonnées aux sous-
espaces invariants de cette représentation: un autre travail en perspective ... Pour ces
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deux raisons, on a donc ici supposé dimX = 1, c’est (P3). De la méme facon, une variété
(M,g) qui ne vérifie pas (P1) requiert en général, pour la construction de coordonnées déja
sur z\?ﬁ#, I'intégration de plusieurs équations différentielles ordinaires sur le méme principe
qu’exposé plus haut. Ainsi nous avons également supposé (P1). Il semble que la forme pz 7
construite dans le lemme analytique puisse 1’étre dans le cas général, i.e. sans supposer
(P1). Cependant, ceci améne des complications sans représenter d’utilité directe, d’ou le
choix de supposer (P1) dés le II.

Notons cependant que les deux grands types de sous-espaces stables de X%, les IVJ;"h
et Vrm d’une part et les Yf:h d’autre part, donnent lieu a deux types de propagation as-
sez différents pour les coordonnées: la forme pz 7 du lemme analytique se construit de
maniére tres différente le long des U, et le long des V;,. La restriction aportée par (Py)
permet donc toujours d’aborder deux types essentiels de sous-espaces stables possibles de
X#l — non dégénérés ou totalement isotropes — et donc d’aborder le type de propagation
de coordonnées qui leur correspond.

Dans une perspective de généralisation des coordonnées, la premiere tache est peut-
étre cependant de progresser déja dans la compréhension algébrique de 50(TmM,g‘m). Le
lemme algébrique de la section I est sans doute en effet le point le plus inachevé de ce travail.

Pour finir, un autre type possible de prolongement de ce travail est de s’intéresser globale-
ment a la variété M. Les coordonnées du théoréeme 1 ne semblent pas exister sur n’importe
quel ouvert rétractile autour de m. Ont-elles une «frontiére naturelle», pourquoi et que
représente-t-elle si elle existe? Comment deux ouverts de coordonnées qui s’intersectent se
recollent-ils? Que deviennent globalement les différents feuilletages introduits, ainsi que les
deux «défauts» cités plus haut? Ces questions, sans doute tres compliquées, sont globales
et donc d’essence différente de tous les problemes locaux traités ici.

% % X
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