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Doctorat de l’Université Henri Poincaré-Nancy 1
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yIntrodu
tion généraleCe do
ument présente les travaux de re
her
he e�e
tués dans le 
adre d'une thèseCIFRE issue d'un partenariat entre le Centre Commun de Re
her
he EADS-Suresneset l'INRIA-Lorraine au sein de l'université Henri Poin
aré Nan
y 1. Ces travauxtraitent de problèmes de propagation a
oustique en présen
e d'é
oulement et pro-posent une analyse mathématique et numérique du rayonnement a
oustique desturboréa
teurs.Devant la ré
ente explosion du tra�
 aérien, les industriels se sont vus imposerdes normes internationales de 
erti�
ation quant au bruit o

asionné par les avionsau dé
ollage, dans le but de protéger les populations avoisinantes aux aéroports. Cesnormes sont stri
tes et dé�nies au dé
ibel près : une atténuation de quelques dé
i-bels peut se révéler primordiale. La gêne a
oustique et sa minimisation sont don
maintenant une priorité.Les prin
ipales nuisan
es sonores d'un avion au dé
ollage sont dues aux turboréa
-teurs. Le bruit d'origine aérodynamique et le bruit de jet à l'arrière de la na
ellesont alors négligeables par rapport au bruit 
réé par le moteur, puis rayonné par les
onduits d'entrée et d'éje
tion d'air. La sour
e a
oustique "moteur" se 
ara
térisepar la présen
e de raies émergeant de plus de 20 dB du spe
tre à large bande, auxharmoniques de la fréquen
e de rotation des pales. Ce bruit est quali�é de tonal oude raies.

Spe
tre en dé
ibels du bruit de la sou�ante en régime subsoniquePour minimiser 
e bruit, les 
onstru
teurs d'avion peuvent jouer sur plusieurs para-mètres du réa
teur :
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S
héma d'une na
elle de turboréa
teur� Les motoristes peuvent, par une meilleure 
ompréhension de la génération dubruit par les di�érents 
onstituants du moteur, réagen
er, traiter et minimiserla produ
tion du bruit à sa sour
e.� La présen
e de matériaux de type nid d'abeilles sur les parois des 
onduits de lana
elle est destinée à absorber le bruit tonal du moteur lors de sa propagationdans les 
onduits de la na
elle.� Même si 
es travaux d'atténuation ont porté leurs fruits, les normes internatio-nales de 
erti�
ation devenant de plus en plus sévères, il faut toujours trouverde nouvelles solutions pour réduire le bruit :les na
ellistes peuvent apporter des améliorations de type géométrique 
ommel'optimisation de la forme de la lèvre de l'entrée d'air ou en
ore de la dispositiondes traitements dans les 
onduits...Tester l'in�uen
e d'une nouvelle forme de na
elle ou d'un réagen
ement des par-ties traitées est onéreux et les mesures déli
ates : l'intérêt du développement d'un
ode de 
al
ul informatique pour prévoir et optimiser avant de 
onstruire est évident.A
tuellement, dans l'optique de traiter numériquement l'avion tout entier, il fautle dé
omposer en domaines de 
omplexité physique 
roissante, optimisant ainsi larésolution numérique globale en pro�tant des simpli�
ations inhérentes à 
haquephysique.Les phénomènes physiques mis en jeu par le rayonnement a
oustique tonal du mo-teur au dé
ollage sont simples par rapport à 
eux mis en jeu par la 
réation du bruitaérodynamique et le bruit de jet, qui né
essitent un traitement numérique extrême-ment 
oûteux.Le rayonnement a
oustique tonal à l'avant de la na
elle (via le 
onduit d'entréed'air) s'ins
rit dans une zone physique bien 
iblée dé�nissant un domaine pré
isdans la dé
omposition de domaine globale : la propagation linéaire d'une perturba-
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ytion a
oustique sur un é
oulement porteur.Le rayonnement a
oustique tonal à l'arrière de la na
elle (via les 
onduits d'eje
tiond'air) n'est pas traité dans 
e do
ument : la présen
e d'une dis
ontinuité de jet àl'arrière de la na
elle relève d'une physique plus 
ompliquée.Ce manus
rit détaille l'avènement du modèle mathématique dé
oulant du 
adrephysique pré
is et 
iblé de la propagation a
oustique linéaire tonale à l'avant de lana
elle.L'existen
e et l'uni
ité de la solution globale �uide-a
oustique sont démontrées.Une dis
rétisation numérique du problème 
ontinu par éléments �nis est proposée.La 
omplexité des di�érents é
oulements porteurs envisageables rami�e le problèmede la propagation a
oustique linéaire en une suite de problèmes de 
omplexité 
rois-sante et il dé
oule naturellement le plan du do
ument (plan expli
ité pré
isémentdans le 
hapitre 1 "Enjeux et problèmes").La validation du 
ode se fait naturellement à partir de solutions analytiques et de
odes préexistants.L'originalité des nouveaux résultats est �nalement détaillée.



Chapitre 1
Enjeux et problèmes
Ce 
hapitre détaille dans un premier temps la physique de la distin
tion en zonespropres d'un é
oulement autour d'une na
elle.Fort de 
ette dé
omposition, le domaine pré
is d'étude du manus
rit est expli
ité.Les 
onditions de bord fermant le domaine d'étude et les hypothèses inhérentes à laréalisation d'un 
ode 
iblé sur une zone propre pré
ise sont exposées.Les équations globales et linéarisées du problème sont détaillées.Le plan du do
ument est �nalement exposé dans ses détails, de la démonstrationmathématique de l'existen
e et l'uni
ité à la des
ription des résultats de la dis
réti-sation numérique proposée.
1.1 Classi�
ation en zones propresDe ré
ents progrès dans l'étude de la génération et de la propagation du son parun é
oulement quel
onque (les ouvrages de référen
e de M.S. Howe [35℄ et de D.G.Crighton [24℄, par exemple, dressent un bilan des prin
ipales avan
ées 
onsé
utivesaux travaux pionniers de N. Curle [25℄, de M.J. Lighthill [41℄ et de J.E. Ffow
sWilliams et D.L. Hawkings [63℄, ainsi que des nouvelles appli
ations physiques ré-sultantes) ont 
onduit à une 
lassi�
ation nouvelle d'un é
oulement quel
onque enzones "géographiques" de 
omplexité a
oustique 
roissante.Ce paragraphe expli
ite su

in
tement la physique et la géométrie propres de 
haquezone de 
ette 
lassi�
ation dans le 
adre de l'é
oulement à l'avant de la na
elle d'unturboréa
teur. 9
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y1.1.1 Géométrie des zones propres

1 : zone de 
réation du bruit aérodynamique2 : zone de linéarisation3 : zone de propagation linéaire sur un é
oulement uniformeLe repère 
ylindrique (r, θ, z) est le repère du référentiel de l'avion, qui vole à vitesse
onstante. Ωi désigne la na
elle 
onsidérée 
omme un objet a
oustiquement rigide àsymétrie de révolution d'axe z. La surfa
e ΓR désigne la surfa
e rigide de la na
elle.La surfa
e ΓM est une surfa
e �
tive située assez loin du moteur pour se trouverdans la zone 2 (elle se trouve à l'origine z = 0 du référentiel �xe à l'avion). Le zoompointe sur le phénomène de 
ou
he limite.1.1.2 Distin
tion des zones propres
• La zone 1 
orrespond à la zone de 
réation du bruit aérodynamique. Cette zone
omprend l'intérieur du moteur, le jet à l'arrière de la na
elle et les 
ou
hes limites.Cette zone est la plus 
omplexe. Elle né
essite l'équation 
omplète de Navier-Stokes(terme non linéaire+terme visqueux) et une équation énergétique 
omplète relianttempérature et entropie. Les nombres de Ma
h au niveau des pales sont transsoniqueset des ondes de 
ho
 peuvent apparaître. L'a
oustique est non-linéaire. L'analogie deLighthill suggère de 
onsidérer les perturbations tourbillonaires et les non linéarités
omme des sour
es a
oustiques quadripolaires. Il y a intera
tion entre é
oulementet a
oustique : on parle d'aéroa
oustique. Les appro
hes numériques de 
ette zonesont très 
outeuses et en
ore in
apables de traiter l'avion tout entier.
• La zone 2 
orrespond à l'a
oustique linéaire. Les nombres de Ma
h sont supposéssu�samment faibles pour que l'a
oustique puisse être 
onsidérée 
omme une pertur-bation linéaire petite devant l'é
oulement porteur. L'a
oustique est un phénomènelinéaire dé
ouplé de l'é
oulement qui devient simple porteur. Cette zone ex
lut les
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teurs 11perturbations aérodynamiques et les 
ou
hes limites : la vis
osité de l'équation deNavier-Stokes est négligée (équation d'Euler) et l'équation thermodynamique se ré-duit à une 
ondition isentropique pour le �uide que l'on suppose parfait.Pour toute grandeur physique totale de l'é
oulement global (porteur+a
oustique), savaleur moyenne dans le temps est introduite : 
es valeurs moyennes temporelles sontstationnaires, 
ar le régime permanent est établi et l'avion vole à vitesse 
onstante.Ces valeurs sont 
elles de l'é
oulement �uide porteur, où se propagent les ondesa
oustiques. Les variables a
oustiques (resp. les variables de l'é
oulement porteur)sont obtenues en linéarisant l'équation d'Euler et l'équation énergétique d'isentro-pie à l'ordre 1 (resp. à l'ordre 0). La linéarisation introduit deux é
helles physiquesdistin
tes : une pour l'é
oulement et une pour l'a
oustique. Les variables physiques
orrespondantes sont indi
ées par a (resp. 0) pour les variables a
oustiques (resp.pour les variables de l'é
oulement porteur).Une hypothèse est ajoutée au modèle. L'équation d'Euler propage les perturbationstourbillonaires 
réées par la vis
osité et l'é
oulement porteur est a priori rotationnel(ainsi que la perturbation a
oustique). L'in�uen
e des rotationnalités de l'é
oule-ment porteur sur la propagation de la perturbation a
oustique du moteur est i
inégligée par rapport à la simple propagation potentielle (sur la partie de l'é
oule-ment dérivant d'un gradient dans la dé
omposition de Hodge) : l'é
oulement porteurest supposé potentiel et irrotationnel. La perturbation a
oustique est aussi supposéepotentielle.
• La séparation entre la zone 2 et la zone 3 
on
erne uniquement la 
omplexitéde l'é
oulement porteur : la zone 2 
orrespond à un é
oulement potentiel quel-
onque véri�ant l'ordre 0 stationnaire des équations d'Euler et d'isentropie pour uné
oulement potentiel. La zone 3 
orrespond à l'é
oulement potentiel le plus simplepossible : l'é
oulement uniforme. L'uniformité de l'é
oulement permet d'exhiber lafon
tion de Green de l'équation aux dérivées partielles de la zone 3, puisque 
elle-
iest à 
oe�
ients 
onstants. L'équation volumique est équivalente à une équationsurfa
ique sur le bord du domaine.1.1.3 Zones d'étudeLa distin
tion physique des di�érentes zones expli
itée, le 
adre de travail peut êtremaintenant dé�ni : seul le traitement des zones 2 et 3 est envisagé dans 
e do
u-ment.La zone 1 né
essite l'utilisation de 
odes de mé
anique des �uides 
omplexes. Lesrésultats issus de 
al
uls d'un logi
iel de mé
anique des �uides ou de mesures phy-siques dans la zone 1 sont i
i des données du problème : 
es données a
oustiquesprovenant de la zone 1 sont exprimées sur la surfa
e �
tive ΓM , permettant ainside borner le domaine d'étude intéressant 
e do
ument et formé uniquement deszones 2 et 3 (ΓM est supposée assez loin du moteur pour être située dans la zone 2,
ette hypothèse est né
essaire pour l'expression des sour
es a
oustiques provenantdu moteur).
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y1.2 Distin
tion entre domaines de 
al
ul et zones propresCe paragraphe détaille le lien entre les domaines géographiques e�e
tifs de 
al
ul etles zones propres physiques réelles qui ne sont en fait pas les mêmes pour des raisonsd'implémentation numérique.1.2.1 Dé�nition géométrique des domaines de 
al
ul

Domaines de dé�nition des équations
Ωi désigne toujours la na
elle rigide, à laquelle on a ajouté l'intérieur du moteur(zone 1 et une partie de la zone 2 jusqu'à la surfa
e �
tive ΓM).
Ω est le domaine pro
he de la na
elle, où l'a
oustique est supposée linéaire et oùl'é
oulement porteur potentiel est supposé variable : les équations de Ω 
orres-pondent à la physique propre de la zone 2.
Ωe est le domaine, où l'é
oulement potentiel porteur est partout uniforme (égal àl'opposé de la vitesse de l'avion) : les équations de Ωe 
orrespondent à la physiquepropre de la zone 3.Le domaine de dé�nition Ω des équations linéarisées 
oïn
ide ave
 le domaine réelde la zone propre 2 seulement à l'avant de la na
elle.Le domaine de dé�nition Ωe de propagation a
oustique sur un é
oulement 
onstant
oin
ide totalement ave
 la zone propre 3.Par abus de notation, les domaines tridimensionnels 
artésiens (resp. surfa
es debord bidimensionnelles 
artésiennes) obtenus par révolution des domaines trans-verses : Ωi, Ω et Ωe ⊂ R2 (resp. des surfa
es de bord monodimensionnelles trans-verses 
orrespondantes ΓM , ΓM ′ , ΓR et Γ∞) sont désignés de la même façon que
eux-
i (resp. 
elles-
i).Dans 
ertains paragraphes, où des distin
tions sont né
essaires, de nouvelles 
onven-tions d'é
riture sont ajoutées : la géométrie de la situation est expli
itée au débutde 
haque nouveau paragraphe.
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oustique des turboréa
teurs 131.2.2 Hypothèses inhérentes au modèleL'implémentation d'un 
ode numérique global évitant la zone 1 (et don
 l'arrièrede la na
elle à 
ause de la dis
ontinuité de jet) né
essite d'imposer à l'arrière de lana
elle une fausse zone propre 2, d'où la dé�nition du domaine de 
al
ul e�e
tif Ωde la zone 2. En e�et, la résolution de l'é
oulement porteur potentiel dé
oulant d'unproblème de Neumann sans se
ond membre (un �ux 
onstant est imposé sur ΓMet Γ∞ de telle sorte que l'é
oulement soit uniforme à leur niveau), il est né
essaired'introduire la surfa
e ΓM ′ et de prolonger Ω à l'arrière de la na
elle pour avoir unproblème de Neumann bien posé, dont le �ux global est nul.Cet é
oulement porteur potentiel à l'arrière est irréaliste. Néanmoins, seule la pro-pagation a
oustique à l'intérieur du 
onduit avant prin
ipal (la sou�ante et pasles 
onduits se
ondaires) et son rayonnement à l'avant nous intéressent : l'e�et del'é
oulement irréaliste à l'arrière de la na
elle est négligé dans le 
adre de la propa-gation a
oustique du bruit tonal du moteur à l'avant de la na
elle.L'implémentation d'un 
ode numérique global évitant la zone 1 né
essite égalementd'o

ulter les phénomènes 
omplexes de 
ou
he limite. Les 
ou
hes limites sont rem-pla
ées par des 
onditions de bord simpli�ées : on impose une 
ondition glissante de�ux nul pour l'é
oulement porteur et une 
ondition de ré�exion totale pour l'a
ous-tique.1.3 Equations généralesCe paragraphe présente les équations de l'é
oulement total dans Ω (physique dela zone 2) et leur linéarisation. Une démar
he identique peut être trouvée dansle manuel théorique du logi
iel ACTRAN [21℄ développé par la so
iété Free FieldTe
hnologies, qui résout exa
tement le même problème physique 
iblé sur la zone 2ave
 également l'hypothèse supplémentaire de potentialité pour l'é
oulement porteuret la perturbation a
oustique.1.3.1 Equations de l'é
oulement totalDans le domaine 
artésien Ωtot =
(
Ω ∪ Ωe

)
\ (ΓR ∪ ΓM ∪ ΓM ′) ⊂ R3, le �uide est del'air, que l'on assimile à un gaz parfait 
ara
térisé par le rapport des 
haleurs spé
i-�ques γ = 1, 4. On suppose l'é
oulement isentropique et isenthalpique : la vis
ositéest négligée et le �uide est supposé ne pas 
onduire la 
haleur. L'é
oulement est sup-posé potentiel : sa vitesse dérive d'un potentiel et l'é
oulement est irrotationnel. Ondésigne respe
tivement par −→v , p, ρ et φ : la vitesse, la pression, la densité volumique,le potentiel des vitesses de la parti
ule de �uide se trouvant en −→x à l'instant t. adésigne la vitesse du son à l'intérieur de l'é
oulement. De 
es hypothèses physiquesdé
oulent les quatre équations suivantes :

• L'équation d'Euler des �uides non visqueux :
d

dt
−→v (−→x , t) +

−→∇p (−→x , t)
ρ (−→x , t) = 0, ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0, (1.1)
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yoù d

dt
désigne la dérivée parti
ulaire (vision eulérienne).

• L'équation de 
onservation de la masse :
∂

∂t
ρ (−→x , t) + div (ρ (−→x , t)−→v (−→x , t)) = 0, ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0 (1.2)

• La 
onservation de l'entropie et la loi des gaz parfaits :
p (−→x , t)
ρ (−→x , t)γ = cte = K, ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0 (1.3)

• L'irrotationnalité de l'é
oulement et le potentiel des vitesses dé
oulant :
−→v (−→x , t) =

−→∇φ (−→x , t) , ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0 (1.4)
• La dé�nition thermodynamique de la vitesse du son :

a (−→x , t)2
=

(
∂p

∂ρ

)

s �xée = Kγρ(−→x , t)γ−1, ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0 (1.5)Etablissons maintenant la relation de Bernoulli. L'équation de 
onservation de lamasse se réé
rit en fon
tion de φ et ρ :
∂ρ

∂t
+ ρ∆φ+

−→∇φ.−→∇ρ = 0, ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0L'équation d'Euler se réé
rit en fon
tion de φ et ρ :
−→∇(

∂φ

∂t
+

|−→∇φ|2
2

) +

−→∇p

ρ
= 0, ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0L'isentropie et la loi des gaz parfaits donnent :

−→∇p

ρ
=

−→∇a2

γ − 1
, ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0En substituant l'équation pré
édente dans l'équation d'Euler, on obtient la relationde Bernoulli.Le potentiel des vitesses de l'é
oulement véri�e dans l'espa
e et dans le temps, où

F (t) est une fon
tion uniforme en espa
e :
∂φ

∂t
+

|−→∇φ|2
2

+
a2

γ − 1
= F (t), ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0 (1.6)1.3.2 Equations linéariséesEquations de l'é
oulement porteurL'é
oulement �uide porteur est stationnaire (l'avion vole à vitesse 
onstante). Leséquations de l'é
oulement porteur dans le domaine 
artésien Ω ⊂ R3 s'obtiennent



Etude mathématique et numérique de l'a
oustique des turboréa
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oulement global(1.1), (1.2), (1.3), (1.4), (1.5) :
• L'irrotationnalité de l'é
oulement porteur et le potentiel des vitesses dé
oulant :

−→v0 (−→x ) =
−→∇φ0 (−→x ) , ∀−→x ∈ Ω (1.7)

• La 
onservation de l'entropie et la loi des gaz parfaits :
p0 (−→x )

ρ0(
−→x )γ

= cte, ∀−→x ∈ Ω (1.8)
• L'équation d'Euler pour les �uides non visqueux stationnaires :

−→∇ (|−→v0 (−→x ) |2)
2

+
−→
rot (−→v0 (−→x )) ∧ −→v0 (−→x ) +

−→∇ (p0 (−→x ))

ρ0 (−→x )
= 0, ∀−→x ∈ Ω, (1.9)où le terme rotationnel disparaît du fait de la potentialité.

• La dé�nition thermodynamique de la vitesse du son :
a0 (−→x )

2
=

(
∂p0

∂ρ0

)

s �xée (−→x ) = cste γρ0 (−→x )
γ−1

=
γp0 (−→x )

ρ0 (−→x )
, ∀−→x ∈ Ω (1.10)

• L'équation de 
onservation de la masse :
div
(
ρ0 (−→x )

−→∇φ0 (−→x )
)

= 0, ∀−→x ∈ Ω (1.11)Equations de l'a
oustiqueDans le domaine 
artésien Ωtot, l'é
oulement total est la somme de l'é
oulementpotentiel stationnaire porteur et d'une perturbation a
oustique, dont les grandeursa
oustiques 
orrespondantes sont indexées par a. Le bruit du moteur est supposémonofréquentiel et la perturbation a
oustique est supposée harmonique de pulsation
ω (
onvention e−iωt) :





u (−→x , t) = −→v0 (−→x ) + −→va (−→x ) e−iωt, ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0
ρ (−→x , t) = ρ0 (−→x ) + ρa (−→x ) e−iωt, ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0
p (−→x , t) = p0 (−→x ) + pa (−→x ) e−iωt, ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0

(1.12)La perturbation a
oustique harmonique se propageant sur l'é
oulement porteur po-tentiel est déterminée par l'ordre 1 des équations de l'é
oulement total (1.1), (1.2),(1.3), (1.4), (1.5) :
• La perturbation a
oustique est irrotationnelle :

−→va (−→x ) e−iωt =
−→∇φa (−→x ) e−iωt, ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0 (1.13)

• La linéarisation de la loi de 
onservation de l'entropie :
pa (−→x ) e−iωt = a0 (−→x )

2
ρa (−→x ) e−iωt, ∀−→x ∈ Ωtot, ∀t ≥ 0 (1.14)
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y
• La linéarisation de la loi de 
onservation de la masse :

−iωρa (−→x ) + div
(
ρ0 (−→x )

−→∇φa (−→x )
)

+ div (ρa (−→x )−→v0 (−→x )) = 0 (1.15)
• La linéarisation du théorème de Bernoulli (1.6) :

ρa (−→x ) = −ρ0

a2
0

(−iωφa (−→x ) + −→v0 (−→x ) .
−→∇φa (−→x )) (1.16)Remarque 1.3.1.

• Dans la relation de Bernoulli (1.6) pour le 
hamp total, la fon
tion F (t) est uni-forme en espa
e et ne dépend que du temps. On se pla
e en régime harmoniqueétabli et 
ette fon
tion F est une 
onstante 
omplète qui disparaît ave
 l'ordre 0.
• Le bruit du moteur est monofréquentiel (pulsation ω de rotation des pales) et on
her
he le potentiel a
oustique en régime harmonique établi sous la forme :

φa (x, t) = a (x) cos (ωt− ψ (x)) = ℜe
(
φa (x) e−iωt

)
, (1.17)où φa (x) = a (x) eiψ(x) est maintenant une fon
tion à valeurs 
omplexes (a (x) (resp.

ψ (x)) est une fon
tion à valeurs dans R+ (resp. R)). Si la sour
e f(x)cos(ωt) est àvaleurs réelles, par linéarité, ℜe(φa(x)e−iωt) dé�nit la solution réelle asso
iée. Toutevariable physique dépendant linéairement du potentiel a
oustique s'obtient par lapartie réelle de sa valeur 
omplexe asso
iée.1.4 Plan du do
umentCe paragraphe détaille le plan 
omplet de 
e manus
rit.Le 
hapitre 2 de 
e manus
rit détaille la modélisation de la sour
e de bruit to-nal du moteur et la 
ondition de bord a
oustique à imposer sur ΓM pour prendreen 
ompte les données a
oustiques sour
es provenant de la zone 1 et ainsi fermer ledomaine géométrique d'étude. Les hypothèses physiques de linéarisation de la zone2 et le pla
ement de la surfa
e �
tive ΓM permettent l'expression de la perturbationa
oustique tonale du moteur sous la forme de modes a
oustiques de 
onduit guidésen é
oulement uniforme. La 
ondition de bord a
oustique s'exprime à l'aide d'unopérateur Diri
hlet-Neumann en présen
e d'é
oulement.Le 
hapitre 3 traite de l'é
oulement potentiel le plus simple, globalement uniforme(même s'il viole les 
onditions aux limites) : la zone 2 est inexistante et seule la zone3 à l'extérieur de la na
elle est 
onsidérée. L'é
oulement est alors ramené à zéro parune transformation algébrique de Lorentz. Le problème est équivalent à la questionde la di�ra
tion d'une onde a
oustique en domaine homogène non borné. La trans-formatée de Lorentz de la 
ondition de bord a
oustique au moteur en é
oulementpermet de retrouver la 
ondition habituelle d'un guide d'ondes sans é
oulementvia le 
lassique opérateur Diri
hlet-Neumann. L'existen
e et l'uni
ité de la solu-tion transformée soumise à une 
ondition de Sommerfeld ne sont pas abordées i
i :



Etude mathématique et numérique de l'a
oustique des turboréa
teurs 17elles dé
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as plus général traité dans les 
hapitres suivants.L'équation volumique en domaine non borné est ramenée à une équation intégralesur la surfa
e �nie de la na
elle à l'aide du 
lassique noyau de Green de l'équationde Helmholtz. L'appro
he numérique dans le 
as d'une géométrie axisymétrique estdétaillée.Le 
hapitre 4 aborde le 
adre général d'un é
oulement potentiel variable lo
ale-ment et uniforme à l'in�ni.Le problème 
lassique de la di�ra
tion d'une onde a
oustique par un objet durentouré d'une anisotropie lo
ale est traité dans un premier temps. L'équation volu-mique en domaine non borné est ramenée à une équation volumique lo
ale autour del'hétérogénéité via le 
ouplage ave
 une équation intégrale. Cette équation intégraleest posée sur une surfa
e �
tive entourant l'hétérogénéité. Elle s'exprime à l'aide du
lassique noyau de Green de l'équation de Helmholtz. La dis
rétisation numériquedans le 
as d'une géométrie axisymétrique est détaillée.L'existen
e et l'uni
ité du problème 
ontinu global �uide-a
oustique sont ensuiteprouvées en appliquant la transformation de Lorentz dans l'espa
e entier. La trans-formée de Lorentz annule l'é
oulement à l'in�ni, là où 
elui-
i est uniforme et modi-�e l'équation aux dérivées partielles là où l'é
oulement est variable. La 
ondition deSommerfeld 
lassique appliquée au potentiel a
oustique transformé fournit l'uni
itédu problème. L'existen
e dé
oule alors de l'uni
ité d'après l'alternative de Fred-holm.La méthodologie du 
as simple de la di�ra
tion d'une onde a
oustique en milieuhomogène non borné par une anisotropie lo
ale, 
ombinée à 
elle du traitementpar la transformée de Lorentz de l'é
oulement partout uniforme, est exploitée pourdéterminer le 
ouplage en é
oulement permettant de traiter le 
as général de la per-turbation potentielle lo
ale.Le 
hapitre 5 présente les résultats numériques du nouveau 
ode produit et nomméPA2R. La méthodologie de validation du nouveau 
ode est présentée dans un pre-mier temps.Une première validation analytique des di�érents modules est réalisée : l'é
oulementporteur, la 
ondition modale en présen
e d'é
oulement et la 
ondition intégrale enprésen
e d'é
oulement sont validés à l'aide de 
as-tests analytiques, dont la solutionest 
onnue.Une validation �nale est e�e
tuée ave
 la 
omparaison au logi
iel ACTI3S développéà EADS-CCR. Cette validation s'e�e
tue uniquement pour un é
oulement 
onstant(seul 
as traité par ACTI3S) et 
on
erne le 
ode a
oustique global : 
ondition mo-dale en é
oulement + propagation a
oustique volumique + 
ondition intégrale ené
oulement.Les résultats originaux en présen
e d'un é
oulement potentiel variable sont ensuite
ommentés. La 
omparaison des diagrammes de rayonnement en 
hamp lointainpour des é
oulements potentiels variables (l'a

élération au moteur est su

essive-ment augmentée) permet de 
on
lure à la né
essité de prendre en 
ompte l'é
oule-ment porteur non-linéaire et ses e�ets, qui peuvent se traduire par des di�éren
es
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ysupérieures à 5 dB pour 
ertaines dire
tivités du diagramme de rayonnement en
hamp lointain.



Chapitre 2Moteur : un modèle de guide d'ondes
2.1 Problématique

Le moteur ΩM : un guide d'ondes 
ylindrique in�niLes domaines sont 
onsidérés i
i transverses et bidimensionnels.La surfa
e �
tive ΓM est située su�samment loin du moteur pour se trouver dansla zone 2. L'é
oulement potentiel est supposé 
onstant au niveau de ΓM .La portion de 
onduit d'entrée d'air à l'intérieur du moteur entre ΓM et la zone 1 de
réation du bruit est supposée su�samment longue pour que l'on puisse 
onsidérerque les ondes a
oustiques émises et ré�é
hies dans le moteur se propagent sousla forme de modes guidés en 
onduit 
ylindrique in�ni en présen
e d'é
oulementuniforme.Le moteur est assimilé à un guide d'ondes 
ylindrique in�ni dans le sens des z < 0et noté ΩM (géométrie a priori impossible).La sour
e a
oustique "moteur" est modélisée sous la forme de modes a
oustiques de
onduit 
ylindrique in
idents en présen
e d'é
oulement uniforme.Les 
oe�
ients de 
es modes sour
es sont supposés 
onnus (soit provenant d'un
ode de mé
anique des �uides, soit mesurés par les motoristes). Ils représentent lesdonnées du problème. 19
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y2.2 Dé
omposition modaleLes résultats exposés 
i-dessous présentent les modes a
oustiques d'un guide d'ondes
ylindrique en présen
e d'un é
oulement uniforme.Ces résultats sont 
lassiques et on peut les trouver dans la thèse de G. Legendre [38℄par exemple, où ils sont présentés dans le 
adre de l'équation légèrement di�érentede Galbrun linéarisée (équation du dépla
ement lagrangien). Néanmoins, la métho-dologie est stri
tement identique.L'é
oulement porteur dans le guide d'ondes 
ylindrique in�ni ΩM × [0, 2π] est sup-posé uniforme selon z :



ρ0

a0

M0r

M0θ

M0z




=




ρM
aM
0
0

−MM




= 
onstante, (2.1)
où −→

M0 =
−→v0

a0
désigne le nombre de Ma
h ve
toriel dans Ω × [0, 2π] et 0 < MM =

|vM |
aM

< 1 est le nombre de Ma
h non signé au moteur. Les variables de l'é
ou-lement porteur sont dorénavant indi
ées par M 
ar 
e sont des 
onstantes �xéespar le nombre de Ma
h au moteur. L'équation aux dérivées partielles du potentiela
oustique en é
oulement 
onstant en régime harmonique est obtenue en 
ombinantles équations (1.13), (1.14), (1.15), (1.16). L'équation obtenue est une équation deHelmholtz 
onve
tée :
AM (φa) = ∆φa −M2

M

∂2φa
∂z2

− 2ikMMM
∂φa
∂z

+ k2
Mφa = 0 dans ΩM × [0, 2π] , (2.2)où kM = ω

aM
est le nombre d'ondes modulé au moteur. Le guide d'ondes est supposérigide :

∂φa
∂n

= 0, ∀x ∈
(
ΓR ∩ ΩM

)
× [0, 2π] (2.3)Toute fon
tion φa ∈ H1

loc (ΩM × [0, 2π]), 
her
hée à variables séparées :
φa = φa,2d (r, θ)φa,z (z) (2.4)et solution de (2.2) et (2.3) dans le guide 
ylindrique se dé
ompose sur la base(

Ξ±
mn(r, θ, z)

)
m ∈ Z, n ∈ N

:
Ξ±
mn(r, θ, z) = Jm(krmnr)e

imθeiβ
±
mnz = Ξrmn (r, θ) eiβ

±
mnz, (2.5)ave
 Jm la fon
tion de Bessel de première espè
e d'ordre entier |m| et krmn =

zmn
R

,où zmn désigne le n-ième zéro de la dérivée de Jm et R le rayon de la na
elle. A
haque mode azimutal m ∈ Z 
orrespondent deux 
onstantes 
omplexes axiales
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β±
mn qui sont les deux ra
ines d'une équation polyn�miale. Les modes de 
onduit seregroupent en deux familles ± d'après leurs nombres axiaux :

β±
mn =

kMMM ±
√
k2
M − k2

rmn(1 −M2
M )

1 −M2
M

, (2.6)où la détermination pour la ra
ine 
arrée 
omplexe est 
hoisie de la manière sui-vante : √z =
√
|z|e

i
arg (z)

2 , 0 ≤ arg (z) < 2π, ∀z ∈ C. On distingue également lesmodes propagatifs des modes évanes
ents :
• Les modes propagatifs (in
idents et ré�é
his) : krmn ≤

[
kM√

1 −M2
M

]Où [ ] désigne la partie entière et la fréquen
e asso
iée au nombre d'ondes [ kM√
1 −M2

M

]est appelée fréquen
e de 
oupure. Leurs 
onstantes propagatives ± sont réelles.L'amplitude de 
es modes est 
onstante : ils se propagent et ne s'atténuent pas.Ils sont en nombre �ni à fréquen
e �xée. Leur nombre est une fon
tion 
roissante(resp. dé
roissante) de la fréquen
e (resp. du nombre d'ondes moteur). Les vitessesde groupe des modes β+
mn (resp. β−

mn)) sont réelles positives (resp. réelles négatives) :
∂ω

∂β+
mn

=
1 −M2

M

MM +
kM√

k2
M − k2

rmn(1 −M2
M )

,
∂ω

∂β−
mn

=
1 −M2

M

MM − kM√
k2
M − k2

rmn(1 −M2
M)(2.7)La vitesse de groupe est la vitesse de l'énergie : les modes β+

mn (resp. β−
mn) sont lesmodes in
idents (resp. ré�é
his). L'étude des vitesses de groupe prouve que l'é
ou-lement ralentit les modes amonts et a

élère les modes avals, 
e que l'on peut égale-ment 
onstater ave
 les nombres d'onde : β+ (resp. β−) est augmenté (les ondes sonttassées par l'é
oulement) (resp. diminué (les ondes sont emportées)) pour les modesamonts de l'é
oulement (resp. modes avals). Un e�et bien 
onnu de la présen
e d'uné
oulement uniforme est la présen
e de modes β−

mn, dits 'inverse upstream modes'(modes emportés par l'é
oulement), qui ont une vitesse de phase positive et unevitesse de groupe négative pour :
√

1 −M2
Mkrmn < kM < krmn (2.8)

• Les modes évanes
ents (in
idents et ré�é
his) : krmn > [ kM√
1 −M2

M

]Ces modes dé
roissent exponentiellement à l'in�ni dans une dire
tion étant donnéque ℑm (β±
mn

)
6= 0 et 
roissent exponentiellement dans l'autre dire
tion. Un prin
iped'absorption limite permet de leur donner une 
ausalité et de séle
tionner les modesphysiquement a

eptables (in
ident ou ré�é
hi). La vitesse de groupe n'est plusdé�nie 
ar stri
tement 
omplexe : le 
al
ul de leur �ux d'énergie montre que 
esmodes ne véhi
ulent au
une d'énergie.
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y2.3 Normalisation2.3.1 Flux d'énergieLes modes transverses de 
onduit forment une base orthogonale de L2 (ΓM × [0, 2π])de la surfa
e modale. Un mode transverse (m,n) quel
onque est une simple fon
tionde base physiquement adimensionnée. La valeur physique du potentiel a
oustiqueest 
ontenue dans les 
oe�
ients modaux.Une normalisation des modes par leur �ux d'énergie permet un dimensionnementpertinent des fon
tions de base donnant un sens parlant aux valeurs physiques des
oe�
ients modaux.Le 
al
ul du �ux d'énergie d'un mode a
oustique de 
onduit en présen
e d'é
oule-ment pour la pression a
oustique est 
lassique et peut être trouvé par exemple dansle manuel fondamental de l'a
oustique de M. Bruneau [16℄.L'originalité de 
e paragraphe réside dans l'appro
he potentielle de l'a
oustique :
'est le potentiel a
oustique qui est dé
omposé en modes a
oustiques de 
onduit etle �ux d'énergie est 
al
ulé en fon
tion de la norme L2 du potentiel a
oustique.Les équations de l'a
oustique (1.13), (1.14), (1.15), (1.16) pour un é
oulement por-teur 
onstant dans ΩM × [0, 2π] se 
ombinent sous forme 
onservative :
∂

∂t

(
1

2
ρM

−→va2 +
p2
a

2ρMa2
M

)
+ div

[(
1

2
ρM

−→va2 +
p2
a

2ρMa2
M

)
−→vM + pa

−→va
]

= 0 (2.9)L'énergie a
oustique Wa se dé�nit :
Wa =

1

2
ρM

−→va2 +
p2
a

2ρMa2
M

(2.10)Le ve
teur Intensité −→
I se dé�nit :

−→
I = Wa

−→vM + pa
−→va (2.11)Le ve
teur Intensité est la somme de deux 
omposantes, l'une représentant la densitéd'énergie 
onve
tée par l'é
oulement, l'autre représentant le �ux de l'énergie del'onde. En régime harmonique, le �ux d'énergie du ve
teur Intensité (2.11), que l'onnote I, se dé�nit 
omme la moyenne temporelle sur une période d'os
illations etspatiale sur une se
tion transverse du 
onduit du �ux du ve
teur Intensité :

I =
1

T

T∫

0

dt
1

|S|

∫

S

dS
(−→
I .−→n

)
, (2.12)où T désigne la période asso
iée à la pulsation harmonique ωT = 2π et S désigne lasurfa
e de ΓM × [0, 2π]. L'énergie se 
onserve le long d'un tube de rayons. La valeurdu �ux du ve
teur Intensité ne dépend pas de l'abs
isse de la se
tion transverse
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hoisie. Il ne dépend que du mode 
onsidéré. On dé�nit le �ux d'énergie du ve
teurIntensité pour 
haque mode de 
onduit pondéré par le 
oe�
ient modal asso
ié a±mn :
I±mn =

1

T

T∫

0

<
−→
I ±
mn.

−→n >, (2.13)où −→
I ±
mn =

−→
I (a±mnΞ

±
mn(r, θ, z)), Ξ±

mn(r, θ, z) = Ξrmn (r, θ) eiβ
±
mnz et <> désigne lamoyenne spatiale sur une se
tion transverse S.Proposition 1.Le �ux du ve
teur Intensité s'exprime, en distinguant modes évanes
ents et modespropagatifs :1. Les modes propagatifs in
idents (resp. ré�é
his) ont un �ux d'énergie positif(resp. négatif) à travers la surfa
e transverse au 
onduit orienté dans le sensdes z 
roissants :

∀ (m,n) ∈ Z × N tels que krmn ≤
[

kM√
1 −M2

M

]





I±mn = ζ±mn
||Ξrmn||2L2(ΓM×[0,2π])

S (ΓM × [0, 2π])
|a±mn|2signe (ζ±mn) = signe( ∂ω

∂β±
mn

) , (2.14)où ζ±mn =
ρMaM

2

(
kMβ

±
mn −MMk

2
rmn

) pour simpli�
ation.2. Les modes évanes
ents in
idents et ré�é
his ont un �ux d'énergie nul à traverstoute surfa
e transverse du 
onduit.
∀ (m,n) ∈ Z × N, krmn >

[
kM√

1 −M2
M

]
, I±mn = 0 (2.15)Les modes de 
onduit propagatifs sont don
 renormalisés pour obtenir un �ux d'éner-gie unitaire :

Ξrenorm ±
mn (r, θ, z) =

Ξ±
mn(r, θ, z)√

|ζ±mn|
||Ξrmn||2L2(ΓM×[0,2π])

S (ΓM × [0, 2π])

, (2.16)que l'on note en
ore :
Ξrenorm ±
mn (r, θ, z) = Ξrenorm ±

rmn (r, θ) eiβ
±
mnz (2.17)On 
hoisit par simpli
ité de renormer les modes évanes
ents de la même manière.Toutes les informations sur le �ux d'énergie des modes propagatifs renormalisés sontportées par le module du 
oe�
ient modal et le signe de la vitesse de phase :

1

T

T∫

0

<
−→
I
(
a±mnΞ

renorm ±
mn (r, θ, z)

)
.−→n >= ±|a±mn|2 (2.18)
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yRemarque 2.3.1.
• Le potentiel a
oustique harmonique est 
her
hé sous la forme ℜe

(
φa (x) e−iωt

).Si la sour
e f(x)cos(ωt) est à valeurs réelles, par linéarité, ℜe(φa(x)e−iωt) dé�nit lasolution réelle asso
iée. Toute variable physique dépendant linéairement du potentiela
oustique s'obtient par la partie réelle de sa valeur 
omplexe asso
iée.Néanmoins, 
ette démar
he ne se généralise pas aux variables physiques obtenuesnon linéairement 
omme le ve
teur Intensité : sa valeur physique n'est pas la partieréelle du produit des variables 
omplexes asso
iées, mais le produit des parties réellesdes variables physiques asso
iées.
• Le signe du �ux du ve
teur Intensité 
onve
té et la dire
tion de la vitesse de groupede l'énergie sont 
ohérents. La surfa
e étant orientée dans le sens des z dé
roissants,les modes propagatifs in
idents (resp. ré�é
his) ont un �ux d'énergie de −1 (resp.
1). Les modes évanes
ents ne véhi
ulent au
une énergie.
• Les fon
tions de base sont maintenant dimensionnées. Elles sont homogènes à unpotentiel multiplié par l'inverse de la ra
ine 
arrée d'un �ux d'énergie. Les 
oe�
ientsmodaux sont homogènes à la ra
ine 
arrée d'un �ux d'énergie.
• Par abus de notation, les modes renormalisés seront notés par la suite 
omme lesan
iens modes : le renorm est oublié.Preuve :L'é
oulement étant 
onstant, on peut linéariser l'équation d'Euler sans l'hypothèsede potentialité. 




[
∂

∂t
+ −→vM .

−→∇
]
ρa + ρMdiv (−→va) = 0

ρM

[
∂

∂t
+ −→vM .

−→∇
]
−→va +

−→∇pa = 0

pa = a2
Mρa

(2.19)L'équation (2.9) est une simple 
ombinaison de 
es équations. pa s'exprime en fon
-tion de φa dans le guide d'ondes :
{
pa = −ρM(−iωφa + −→vM .

−→∇φa)
pa = ρMaM i(kM +MMkz)φa

(2.20)Le �ux du premier terme du ve
teur Intensité donne :
1

T

T∫

0

< Re(pa)Re(
−→va .−→n ) >=

1

4
(< pavaz > + < pavaz >)

=
i

4

(
kz < paφa > −kz < paφa >

)

=
i

4

(
−ρMaM i(kM +MMkz)kz < φaφa > −ρMaM i(kM +MMkz)kz < φaφa >

)

=
ρMaM

2

(
kMRe (kz) +MM |kz|2

)
< |φa|2 > (2.21)



Etude mathématique et numérique de l'a
oustique des turboréa
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oustique par se
tion de 
onduitet par période :
1

T

T∫

0

< W >=

ρM
2

1

T

T∫

0

(
< Re

(
va(rθ)

)2
> + < Re (vaz)

2 >
)

+
1

2ρMa
2
M

1

T

T∫

0

< Re (pa)
2 >En moyennant temporellement les parties réelles de nos signaux :

1

T

T∫

0

< W >=
ρM
4

(
< |va(rθ)|2 > + < |vaz|2 >

)
+

1

4ρMa2
M

< |pa|2 >

1

T

T∫

0

< W >=
ρM
4

(
< |va(rθ)|2 > +|kz|2 < |φa|2 >

)
+
ρM |kM +MMkz|2

4
< |φa|2 >On exprime le premier terme par une intégration par parties :

< v2
a(r,θ) >=<

−→∇r,θφa.
−→∇r,θφa >=< divr,θ(φa

−→∇r,θφa) > − < φa∆r,θφa >Le premier terme intégré par parties est nul d'après la 
ondition de ré�exion totaleau niveau de la paroi. Il vient :
< |va(r,θ)|2 >= k2

r < |φa|2 >= [(kM +MMkz)
2 − k2

z ] < |φa|2 >D'où l'expression �nale de l'énergie a
oustique moyennée :
1

T

T∫

0

< W >=
ρM (k2

r + |kz|2 + |kM +MMkz|2)
4

< |φa|2 > (2.22)La moyenne spatiale et temporelle du �ux du ve
teur Intensité s'obtient en sommantles deux équations (2.22) et (2.21) :
1

T

T∫

0

<
−→
I .−→n >=

1

T

T∫

0

< pa
−→va .−→n > +

1

T

T∫

0

< W > −→vM .−→n

1

T

T∫

0

<
−→
I .−→n >=

ρMaM
2

(
kMRe(kz) +MM |kz|2)

)
< |φa|2 >

−ρMaMMM (k2
r + |kz|2 + |kM +MMkz|2)

4
< |φa|2 >

(2.23)
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yLa relation de dispersion k2
r + k2

z = (kM +MMkz)
2 permet de simpli�er l'expressionen distinguant modes propagatifs et modes évanes
ents. Il vient (2.14). La renorma-lisation (2.16) donne un �ux d'énergie unitaire pour les modes propagatifs :

1

T

T∫

0

<
−→
I (a±mnΞ

renorm ±
mn (r, θ, z)).−→n >=

ρMaM
2

(
β±
mnkM −MMk

2
rmn

)
< | a±mnΞ

±
mn(r, θ, z)√

|ρMaM
2

(
β±
mnkM −MMk

2
rmn

)
< |Ξ±

mn(r, θ)|2 > |
|2 >

1

T

T∫

0

<
−→
I (a±mnΞ

renorm ±
mn (r, θ, z)).−→n >= signe

(
β±
mnkM −MMk

2
rmn

)
|a±mn|2

1

T

T∫

0

<
−→
I (a±mnΞ

renorm ±
mn (r, θ, z)).−→n >= ±|a±mn|2 (2.24)2.3.2 Adimensionnement et 
oe�
ients modauxPar 
ommodité de 
al
ul, les valeurs physiques sont toutes adimensionnées par lavaleur 
anonique homogène 
orrespondante, formée à partir des valeurs de référen
ede l'é
oulement porteur à l'in�ni et du rayon 
ara
téristique de la na
elle : ρ∞, a∞et R.Les paragraphes (4.2.1) et (4.2.2) de la partie (4) reviennent plus pré
isément surl'adimensionnement des variables physiques �uides (de l'é
oulement porteur) eta
oustiques.I
i pour le potentiel a
oustique et les 
oe�
ients modaux renormés :

a±∗
mn =

a±mn√
ρ∞a

3
∞

, φ∗
a =

φa
Ra∞

(2.25)Le problème étant linéaire, il su�t de propager une unique fois 
haque mode ave
une intensité arbitraire. Toute solution du problème a
oustique globale pourra êtrere
onstruite par linéarité. Le 
oe�
ient modal adimensionné est 
hoisi par simpli
itéégal à l'unité a±∗
mn = 1 : 
e 
hoix 
orrespond à une intensité adimensionnée unitaire(après renormalisation). Il est important d'expli
iter la démar
he de retour à unevaleur physique Mètre-Kilo-Se
onde-Ampère exploitable. L'intensité en dé
ibel sedé�nit :

IdB = 10log10

(
I±mn
Iref

)
, (2.26)où Iref 
orrespond à l'intensité d'une onde plane de pression de référen
e pref =

2.10−5Pa, de densité volumique de référen
e ρref = 1.2kg.m−3, et de vitesse du son
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e aref = 340m.s−1 :
Iref =

p2
ref

ρrefaref
(2.27)Expli
itons la 
onversion des résultats adimensionnés aux résulats dimensionnésMKSA 
orrespondant à un 
oe�
ient modal physique d'une intensité de 100 dB :

IdB = 10log10

(
I±mn
Iref

) (2.28)L'intensité I±mn du mode mn est dire
tement relié au 
oe�
ient modal :
√
I±mn = |a±mn| =

√
p2
r

ρrefaref
exp

(
IdB
10

log(10)

) (2.29)Le taux de 
onversion s'exprime :




φa (IdB = 100) =
R√
ρ∞a∞

√
p2
r

ρrefaref
exp

(
IdB
10

log(10)

)
φ∗
a (a∗mn = 1)

pa (IdB = 100) =
√
ρ∞a∞

√
p2
r

ρrefaref
exp

(
IdB
10

log(10)

)
p∗a (a∗mn = 1)

(2.30)Remarque 2.3.2.Le retour aux valeurs physiques MKSA non invariantes par 
hangement d'é
hellen'est possible que lorsque les paramètres à l'in�ni ρ∞ et a∞ sont 
onnus (
es 
o-e�
ients dépendent de la vitesse de l'avion, de l'altitude, de la température, ...).Dans le 
as d'un é
oulement nul, ρ∞ = ρref = 1.2kg.m−3 est la densité volumiquede référen
e pour l'air et a∞ = aref = 340m.s−1 est la vitesse du son de référen
edans l'air. Le rapport de proportionnalité entre la pression a
oustique physique 
or-respondant à un mode de 100 dé
ibels et la pression a
oustique adimensionnée estalors de √p2
refexp

(
IdB
10

log(10)

)
= 2.
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Chapitre 3E
oulement 
onstantCe 
hapitre 
onsidère l'é
oulement potentiel le plus simple, globalement uniforme :la zone 2 est inexistante et seule la zone 3 à l'extérieur de la na
elle est 
onsidérée. Ildétaille l'e�et de la transformation algébrique de Lorentz sur les équations de Eulerlinéarisées autour d'un é
oulement uniforme 
onstant, ainsi que sur les 
onditionsde bord fermant le problème 
ontinu.Ce 
hapitre s'inspire du manuel théorique du logi
iel A3DF [43℄ développé à EADS-CCR.Les domaines sont i
i 
artésiens et tridimensionnels.

Transformée de Lorentz et géométrie29
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y3.1 Théorie du problème 
ontinu3.1.1 Transformée de LorentzCe paragraphe détaille la transformation de Lorentz sur les équations d'Euler linéa-risées autour d'un é
oulement 
onstant en régime temporel et harmonique.L'é
oulement est supposé uniforme partout : Ω = ∅ et Ωe ∪ ΩM\ΓR = R3\Ωi.Transformée de Lorentz temporelleDans Ωe ⊂ R3, l'é
oulement est uniforme et indi
é par ∞ :



ρ0

a0

M0x

M0y

M0z




=




ρ∞
a∞
0
0

−M∞



, (3.1)

où 0 < M∞ =
|v∞|
a∞

< 1 est le nombre de Ma
h à l'in�ni non signé. L'équationaux dérivées partielles du potentiel a
oustique en é
oulement 
onstant et en ré-gime transitoire est obtenue en 
ombinant les équations (1.13), (1.14), (1.15), (1.16).L'équation obtenue est l'équation des ondes 
onve
tées :
1

a∞

∂2φa
∂t2

− ∆φa + 2
M∞
a∞

∂2φa
∂t∂z

+M2
∞
∂2φa
∂z2

= 0 (3.2)La transformation de Lorentz est un 
hangement d'espa
e-temps algébrique :




x′ = x
y′ = y

z′ =
1√

1 −M2
∞
z

t′ = t+
M∞

a∞(1 −M2
∞)
z

(3.3)
Le potentiel a
oustique transformé φ̃a(r′, θ′, z′, t′) = φa(r, θ, z, t) est solution del'équation des ondes dans l'espa
e transformé de Lorentz Ω′

e :
1

a∞
√

1 −M2
∞

∂2φ̃a
∂t′2

− ∆′φ̃a = 0, (3.4)où la nouvelle vitesse des ondes a∞√1 −M2
∞ a subi un déphasage Doppler.
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teurs 31Transformée de Lorentz fréquentielleL'é
oulement est uniforme dans Ωe ⊂ R3 : (3.1). Le moteur est une sour
e debruit tonal (monofréquentiel) : le potentiel a
oustique est 
her
hé sous la formeharmonique, et l'équation suivante dite de Helmholtz 
onve
tée dans Ωe est obtenueen substituant (1.17) dans (3.4) :
∂2φa

∂x2 +
∂2φa

∂y2 + (1 −M2
∞)
∂2φa

∂z2 − 2ik∞M∞
∂φa
∂z

+ k2
∞φa = 0, ∀(x, y, z) ∈ Ωe ,(3.5)où k∞ =

ω

a∞
désigne le nombre d'ondes modulé à l'in�ni. La transformation deLorentz se dé
ompose en deux étapes :

• Une dilatation algébrique d'espa
e :




x′ = x
y′ = y

z′ =
z√

1 −M2
∞

(3.6)L'équation (3.5) transporté par le C1-di�éomorphisme (3.6) s'é
rit dans le nouvelespa
e Ω′
e :

∂2φ̃a
∂x′2

+
∂2φ̃a
∂y′2

+
∂2φ̃a(x

′, y′, z′)

∂z′2
− 2ik∞M∞√

1 −M2
∞

∂φ̃a(x
′, y′, z′)

∂z′
+ k2

∞φ̃a(x
′, y′, z′) = 0,où φ̃a(r′, θ′, z′) = φa(r, θ, z).

• Un 
hangement de fon
tion in
onnue :
φ̃a

′
(x′, y′, z′) = φ̃a(x

′, y′, z′)e

−ik∞M∞√
1 −M2

∞
z′ (3.7)Le potentiel a
oustique transformé véri�e dans l'espa
e de Lorentz Ω′

e l'équation deHelmholtz :
∆φ̃a

′
(x′, y′, z′) + k′2∞φ̃a

′
(x′, y′, z′) = 0, (3.8)où k′∞ =

k∞√
1 −M2

∞
est le nouveau nombre d'ondes ayant subi un e�et Doppler.3.1.2 Equations intégralesCe paragraphe détaille la manière de ramener le problème a
oustique en domainenon borné et en présen
e d'un é
oulement partout uniforme à une équation intégrale(à l'aide du noyau de Green 
lassique de l'équation de Helmholtz et de ses dérivées)sur la na
elle transformée Γ′

M ∪ Γ′
R dans l'espa
e de Lorentz.
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yProblématiqueLa situation géométrique est 
elle du paragraphe (3.1.1) de la partie (3) : les do-maines sont tridimensionnels 
artésiens et l'é
oulement est partout 
onstant : Ω = ∅et Ωe ∪ ΩM\ΓR = R3\Ωi.On applique la transformée de Lorentz (3.6), (3.7) dans Ωe ∪ ΩM\ΓR. L'introdu
tiond'une variable ve
torielle −→va permet de dé
omposer l'équation aux dérivées partielles(3.8) en un système di�érentiel d'ordre un :
{
ik′∞

−→va =
−̃→∇ φ̃a

′
, ∀x′ ∈ Ω′

e ∪ Ω′
M\Γ′

R

ik′∞φ̃a
′
= div(−→va ) , ∀x′ ∈ Ω′

e ∪ Ω′
M\Γ′

R

(3.9)Remarque 3.1.1.Attention : la transformée de Lorentz de la vitesse a
oustique n'est pas la vitessea
oustique dérivant de la transformée de Lorentz du potentiel a
oustique.Par sou
i de généralité, on 
hoisit d'utiliser les notations suivantes pour 
e para-graphe :
φ̃a

′
= p, −→va = −→v , k = k′∞

Ωe = Ω′
e, Ωi = Ω′

i ∪ Ω′
M\ (Γ′

M ∪ Γ′
R) , ΩM = Ω′

M

Γ = Γ′
∞ = Γ′

R ∪ Γ′
M

(3.10)

Géométrie et notationsLe domaine Ωi 
ontient maintenant le domaine modal transformé Ω′
M : l'équationintégrale sera posée sur la surfa
e transformée de la na
elle Γ′

R∪Γ′
M (interfa
e entreles nouveaux domaines Ωi et Ωe dé�nis dans (3.10)).Le système di�érentiel d'ordre un (3.9) se réé
rit :

{
ik−→v =

−→∇p , ∀x ∈ Ωe

ikp = div(−→v ) , ∀x ∈ Ωe

(3.11)
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oustique des turboréa
teurs 33La 
ombinaison de 
es deux équations 
onduit soit à l'équation de Helmholtz pourla pression a
oustique p, soit à l'équation de Helmholtz ve
torielle pour la vitessea
oustique −→v :
{

∆p+ k2p = 0, ∀x ∈ Ωe−→∇(div(−→v )) + k2−→v = 0, ∀x ∈ Ωe

(3.12)
Proje
teurs de CalderónDes résultats 
lassiques à propos de l'équation de Helmholtz en domaine non bornésont expli
ités i
i : le problème 
ontinu en domaine non borné homogène Ωe estramené à une équation intégrale sur la surfa
e Γ.Ces résultats peuvent être trouvés dans le 
ours de DEA de J.C. Nédéle
 [47℄.Toute solution de l'équation de Helmholtz dans Ωi ∪ Ωe admet une représentationintégrale.La solution p ∈ C2(Ωi) ∩ C2(Ωe) du problème de Helmholtz suivant :





∆p + k2p = 0 , ∀x ∈ Ωi

∆p + k2p = 0 , ∀x ∈ Ωe

lim
r→+∞

r

(
∂p

∂r
− ikp

)
= 0

(3.13)se représente 
omme somme d'un potentiel de simple et de double 
ou
he :
p(x) =

1

4π

∫

Γ

eik|x−y|

|x− y|

[
∂p(y)

∂n

]

|Γ
dγy −

1

4π

∫

Γ

∂

∂ny

(
eik|x−y|

|x− y|

)
[p(y)]|Γ dγy, (3.14)

∀x ∈ Ωi ∪ Ωe,où l'on notera dorénavant G (x, y) =
eik|x−y|

4π|x− y| . Notons i
i que la normale est prisesortante à "l'objet di�ra
tant" (le domaine intérieur Ωi), 
e qui sera dorénavanttoujours le 
as sauf lorsque spé
i�é. Les termes entre 
ro
hets représentent les sautsde p et ∂p
∂n

au niveau de la surfa
e Γ :




[p]|Γ = p|x∈Ωi→Γ − p|x∈Ωe→Γ

[
∂p

∂n

]

|Γ
=
∂p

∂n |x∈Ωi→Γ
− ∂p

∂n |x∈Ωe→Γ

(3.15)
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S (p) (x) =

∫

Γ

G(x, y)p(y)dy est l'opérateur de simple 
ou
he.
D (p) (x) =

∫

Γ

∂G(x, y)

∂ny
p(y)dy est l'opérateur de double 
ou
he.

D∗ (p) (x) =

∫

Γ

∂G(x, y)

∂nx
p(y)dy est l'opérateur adjoint du double 
ou
he.

N(p)(x) =

∫

Γ

∂2G(x, y)

∂nx∂ny
p(y)dy est l'opérateur singulier dérivé du double 
ou
he.(3.16)Le résultat suivant expli
ite le 
omportement de 
es opérateurs sur Γ :Le potentiel de simple 
ou
he p(x) =

∫

Γ

G(x, y)q(y)dy est solution du problème :




∆p+ k2p = 0 , ∀x ∈ Ωi

∆p+ k2p = 0 , ∀x ∈ Ωe

[p]|Γ = 0 , ∀x ∈ Γ[
∂p

∂n

]

|Γ
= q , ∀x ∈ Γ

(3.17)Le potentiel de simple 
ou
he est 
ontinu à la traversée de Γ, par 
ontre sa dérivéenormale est dis
ontinue :
∂p

∂n |x∈Ωi→Γ
=
q(x)

2
+

∫

Γ

∂G(x, y)

∂nx
q(y)dy

∂p

∂n |x∈Ωe→Γ
= −q(x)

2
+

∫

Γ

∂G(x, y)

∂nx
q(y)dy

(3.18)Le potentiel de double 
ou
he p(x) =

∫

Γ

∂G(x, y)

∂ny
Φ(y)dy est solution du problème :





∆p+ k2p = 0 , ∀x ∈ Ωi

∆p+ k2p = 0 , ∀x ∈ Ωe

[p]|Γ = −Φ , ∀x ∈ Γ[
∂p

∂n

]

|Γ
= 0 , ∀x ∈ Γ

(3.19)La dérivée normale du potentiel de double 
ou
he est 
ontinue à la traversée de Γ,par 
ontre l'opérateur double 
ou
he est dis
ontinu :
p|x∈Ωi→Γ = −Φ(x)

2
+

∫

Γ

∂G(x, y)

∂ny
Φ(y)dy

p|x∈Ωe→Γ =
Φ(x)

2
+

∫

Γ

∂G(x, y)

∂ny
Φ(y)dy

(3.20)
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teurs 35La formule de représentation (3.14) et les formules de saut (3.20) et (3.18) permettentd'établir les relations suivantes sur la surfa
e Γ :




−N (Φ) +

(
I

2
+D∗

)
(q) =

∂p

∂n |x∈Ωi→Γ
, ∀x ∈ Γ

(
I

2
−D

)
(Φ) + S (q) = p|x∈Ωi→Γ , ∀x ∈ Γ

, (3.21)ou en
ore sous forme matri
ielle :
( −N I

2
+D∗

I

2
−D S

)(
Φ
q

)
=




∂p

∂n |x∈Ωi→Γ

p|x∈Ωi→Γ


 (3.22)Formulation variationnelle de l'opérateur singulierCe paragraphe donne une propriété fondamentale de l'opérateur N .Ce résultat est en
ore tiré du 
ours de DEA de J.C. Nédéle
 [47℄.L'opérateur N de dérivée normale de l'opérateur de double 
ou
he est un opérateurà noyau singulier, non intégrable, à 
onsidérer au sens des distributions 
omme unevaleur prin
ipale de Cau
hy.Cet opérateur N est un isomorphisme de H 1

2 (Γ) sur H− 1
2 (Γ) lorsque −k2 n'est pasune valeur propre du problème intérieur de Neumann pour le Lapla
ien. Et l'équationintégrale :Etant donnée f ∈ H− 1

2 (Γ), trouver p ∈ H
1
2 (Γ) tel que −N (p) = fse formule variationnellement :





Etant donnée f ∈ H− 1
2 (Γ),Trouver p ∈ H

1
2 (Γ) tel que :∫

Γx

∫

Γy

G(x, y)
−→
rotΓyp(y).

−→
rotΓxp

t(x)dΓxdΓy

−k2

∫

Γx

∫

Γy

G(x, y)−→nx.−→nyp(y)pt(x)dΓxdΓy

=

∫

Γx

f(x)pt(x)dΓx, ∀pt ∈ H
1
2 (Γ)

(3.23)
Conditions de bord transforméesLes notations p et −→v des variables physiques (3.10) sont oubliées : on revient auvrai problème physique dans l'espa
e transformé et l'on note simplement par abusde notation les variables physiques transformées 
omme les an
iennes : φ̃a′ = φa,
k′∞ = k, ...
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yLes domaines sont toujours 
artésiens et tridimensionnels et les notations (3.10)pour les domaines géométriques sont toujours valables.L'e�et de la transformation de Lorentz sur les 
onditions de bord est expli
ité pré-
isément ave
 les équations à la se
tion (4.2.4) dans le 
as général d'un é
oulementpotentiel ave
 un nombre de Ma
h moteur di�érent du nombre de Ma
h à l'in�ni.Ce paragraphe s'inspire du manuel théorique du logi
iel ACTI3S [28℄ développé àEADS-CCR.Ci-dessous sont énumérées les 
onditions de bord du nouveau problème :
• La 
ondition de ré�exion totale se traduit également par la nullité de la dérivéenormale dans l'espa
e de Lorentz.
• La transformée de Lorentz annule partout l'an
ien é
oulement 
onstant. La 
ondi-tion de Sommerfeld 
lassique permet de séle
tionner l'onde sortante à l'in�ni :

lim
R→+∞

∫

SR

|∂φa
∂n

− ikφa|2dγ = 0, (3.24)
où SR (resp. BR) désigne la sphère (resp. la boule) de rayon R et d'origine nulle ave

R.
• Le domaine modalΩM est borné via l'introdu
tion de l'opérateur Diri
hlet-Neumann
lassique pour un guide d'ondes sans é
oulement :L'absen
e d'é
oulement pour les modes de 
onduit 
hange uniquement les 
onstantesde propagations de Ξ±

mn(r, θ, z) = Jm(
zmn
R
r)eimθeiβ

±
mnz, où :





∀krmn ≤ [k] ,

{
β+
mn = +

√
k2 − k2

rmn

β−
mn = −

√
k2 − k2

rmn

∀krmn > [k] ,

{
β+
mn = +i

√
k2
rmn − k2

β−
mn = −i

√
k2
rmn − k2

(3.25)
Le problème posé en domaine modal non borné pour le potentiel a
oustique total :




Trouver φa ∈ H1
loc

(
Ωe ∪ ΩM\ΓR

) tel que :
∆φa + k2φa = 0, ∀−→x ∈ Ωe ∪ ΩM\ΓR
∂φa
∂n

= 0, ∀−→x ∈ ΓR

φa − φa,inc est ré�é
hi dans le guide d'ondes
lim

R→+∞

∫

SR

|∂φa
∂n

− ik∞φa|2dγ = 0

, (3.26)
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teurs 37est équivalent au problème en domaine modal borné :




Trouver φa ∈ H1
loc (Ωe) tel que :

∆φa + k2φa = 0 = 0, ∀−→x Ωe

∂φa
∂n

= 0, ∀−→x ∈ ΓR

∂ (φa − φa,inc)

∂n
= TM (φa − φa,inc) , ∀−→x ∈ ΓM

lim
R→+∞

∫

SR

|∂φa
∂n

− ik∞φa|2dγ = 0

, (3.27)
où TM est l'opérateur Diri
hlet-Neumann modal en l'absen
e d'é
oulement :

{
TM : H

1
2 (ΓM) → H− 1

2 (ΓM)
φa →

∑
(m,n)∈Z×N µ−

mn (φa,Ξrmn(r, θ))L2(ΓM ) Ξrmn(r, θ)
, (3.28)où µ±

mn = −iβ±
mn.La sour
e a
oustique du moteur est une somme de modes in
idents :

φa,inc in
ident ⇔ φa,inc =
∑

(m,n)∈Z×N〈φa,inc,Ξrmn〉L2(ΓM )Ξrmn (r, θ) eiβ
+
mnz (3.29)Les 
oe�
ients modaux in
idents a+

mn = 〈φa,inc,Ξrmn〉L2(ΓM ) sont les données duproblème.Formulation variationnelle globale

GéométrieLes domaines sont toujours 
artésiens et tridimensionnels. On utilise toujours les no-tations (3.10) pour les domaines géométriques : Ωe = Ω′
e, Ωi = Ω′

i ∪ Ω′
M\ (Γ′

M ∪ Γ′
R),
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ΩM = Ω′

M et Γ = Γ′
∞ = Γ′

R ∪ Γ′
M , auxquelles on ajoute la notation né
essaire

ΓM = Γ′
M pour faire apparaître l'opérateur Diri
hlet-Neumann dans la formulationvariationnelle globale.Ce paragraphe s'inspire du manuel théorique du logi
iel ACTI3S [28℄ développé àEADS-CCR.La normale est 
hoisie, pour 
e paragraphe uniquement, rentrante à la na
elle Ωi(le domaine de 
al
ul étant le domaine extérieur, la normale est 
hoisie sortante audomaine de 
al
ul Ωe).On 
onsidère le vrai problème physique dans Ωe et on pose arbitrairement un pro-blème nul dans Ωi.Le problème global se formule variationnellement :





Etant donné (a+
mn

)
m∈Z,n∈N ∈ C

Z×NTrouver (φa, λ, (a−mn)m∈Z,n∈N) ∈ H
1
2 (Γ) ×H− 1

2 (Γ) × C
Z×N, tel que :

λ = λinc + TM (φa − φa,inc) sur ΓM , φa − φa,inc =
∑

(m,n)∈Z×Na−mnΞrmn sur ΓM

λ = 0 sur ΓR∫

Γx

∫

Γy

G(x, y)
(
k2−→nx.−→nyφa(y)φta(x) −

−→
rotΓyφa(y).

−→
rotΓxφ

t
a(x)

)
dΓxdΓy

+

∫

Γx

∫

ΓMy

∂G(x, y)

∂−→nx
[TM (φa − φa,inc)] (y)φta(x)dΓxdΓy

−1

2

∫

ΓMx

TM (φa − φa,inc) (x)φta(x)dΓx

= −
∫

Γx

∫

ΓMy

∂G(x, y)

∂−→nx
λinc(y)φta(x)dΓxdΓy +

1

2

∫

ΓMx

λinc(x)φta(x)dΓxet∫
ΓMx

∫

Γy

∂G(x, y)

∂−→ny
φa(y)λt(x)dΓxdΓy +

1

2

∫

ΓMx

φa(x)λt(x)dΓx

−
∫

ΓMx

∫

ΓMy

G(x, y) [TM (φa − φa,inc)] (y)λt(x)dΓxdΓy

= +

∫

ΓMx

∫

ΓMy

G(x, y)λinc(y)λt(x)dΓxdΓy

∀
(
φta, λ

t
)
∈ H

1
2 (Γ) ×H− 1

2 (Γ) , tel que λt = 0 sur ΓR (3.30)Remarque 3.1.2.
• L'in
onnue λ est la dérivée normale du potentiel a
oustique ∂φa

∂n
et λinc =

∂φa,inc
∂nave
 φa,inc =

∑

(m,n)∈Z×Na+
mnΞrmn.
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• Les surfa
es sur lesquelles les intégrales sont dé�nies sont indi
ées par la variablequi les par
ourt. Γx (resp. Γy) signi�e que la na
elle entière est par
ourue par x(resp. y). ΓMx (resp. ΓMy) signi�e que seule la surfa
e modale est par
ourue par x(resp. y).
• L'expression de la 
ondition Diri
hlet-Neumann modal s'exprime numériquementpar un simple produit matri
e-ve
teur, où la matri
e (resp. le ve
teur) 
orrespondà la dis
rétisation des opérateurs intégraux (resp. les valeurs modales au niveau desdegrés de liberté modaux) : seule la dis
rétisation des opérateurs intégraux est àexpli
iter.
• Les 
oe�
ients modaux sont en in�nité dénombrable, mais pratiquement, seuls lesmodes propagatifs sont 
onsidérés.
3.2 Du 
ontinu au dis
retCe paragraphe présente la dis
rétisation numérique des opérateurs intégraux dé�nispar (3.16) pour une géométrie axisymétrique. Ces résultats s'inspirent du manuelthéorique du logi
iel ELFI2R [61℄ développé à EADS-CCR.
3.2.1 Dis
rétisation axisymétriqueGéométrie axisymétrique

Na
elle axisymétrique
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yL'axisymétrie de la na
elle permet la dé
omposition des in
onnues et des fon
tions-tests sur les modes de Fourier de la variable angulaire :




λ(y) = λ(r′, z′, θ′) =
∑

m∈Zλm(r′, z′)eimθ
′

, p(y) = p(r′, z′, θ′) =
∑

m∈Zpm(r′, z′)eimθ
′

λt(x) = λt(r, z, θ) =
∑

m∈Zλtm(r, z)eimθ, pt(x) = p(r, z, θ) =
∑

m∈Zptm(r, z)eimθ(3.31)La notation Γx (resp. Γy) 
orrespond à la surfa
e tridimensionnelle de la na
ellelorsque 
elle-
i est par
ourue par la variable x (resp. y). Nous notons maintenant
Γ (resp. Γ′) la se
tion axisymétrique de Γx (resp. Γy) 
orrespondant à l'angle θ(resp. θ′). Soit σ ∈ I → (r(σ), z(σ)) ∈ Γ (resp. σ′ ∈ I → (r′(σ′), z′(σ′)) ∈ Γ′) unparamétrage normal de la surfa
e Γ (resp. Γ′). σ et σ′ sont des abs
isses 
urvilignes.Le paramétrage est supposé orienté de bas en haut (par rapport à l'orientationpositive de l'axe z), de telle sorte que la normale sortante au domaine de 
al
ulsoit obtenue par une rotation dire
te de +

π

2
dans le plan (r, z) orienté par −→eθ . Leparamétrage étant normal et orienté, il vient en notant −→τ le ve
teur tangent unitairerésultant et −→n la normale sortante au domaine de 
al
ul :





−→τ = τr
−→e r + τz

−→e z,
−→
τ ′ = τ ′r′

−→e r′ + τz′
−→e z′

dr

dσ
= τr,

dz

dσ
= τz,

dr′

dσ′ = τ ′r′ ,
dz′

dσ′ = τ ′z′

−→n = −→e θ ∧−→τ = τz
−→e r − τr

−→e z,
−→
n′ = −→e θ′ ∧

−→
τ ′ = τ ′z′

−→e r′ − τ ′′r
−→e z′

dp

dσ
=
∂p

∂r
τr +

∂p

∂z
τz ,

dp′

dσ′ =
∂p′

∂r′
τ ′r′ +

∂p′

∂z′
τ ′z′Par dé�nition de l'opérateur di�érentiel rotationnel surfa
ique, il vient :

−→
rotΓp

t(r(σ), z(σ)) = −→n ∧−→∇pt

=
∑

m∈Z(−dptmdσ (r(σ), z(σ))−→eθ +
im

r
ptm

−→n ∧−→eθ
)
eimθ

(3.32)Dis
rétisationSoit T une dis
rétisation régulière de Γ en poutres. On note T 0 (resp. T 1) l'ensembledes sommets (resp. arêtes) de 
ette dis
rétisation.Soit T ′ une dis
rétisation régulière de Γ′ en poutres. On note T ′0 (resp. T ′1) l'en-semble des sommets (resp. arêtes) de 
ette dis
rétisation.La fon
tion pm ∈ H
1
2 (Γ′) est appro
hée par des éléments �nis 
ontinus,H1-
onformeset P 1 par élément poutre. La fon
tion de base dis
rète du degré de liberté s′j ∈ T ′0est notée ps′j . La fon
tion-test dis
rète 
orrespondante du degré de liberté sj ∈ T 0est notée ptsj

.La fon
tion λm ∈ H− 1
2 (Γ′) est appro
hée par des éléments �nis 
onstants par élé-ment poutre L2-
onformes. La fon
tion de base dis
rète du degré de liberté a′j ∈ T ′1est notée λa′j . La fon
tion-test dis
rète 
orrespondante du degré de liberté aj ∈ T 1
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.On note K une arête de T ′0. Les deux degrés de liberté P 1 de pm sur K sont no-tés K1 et K2. Ils 
orrespondent aux sommets 1 de 
oordonnées (r′1K , z

′
1K) et 2de 
oordonnées (r′2K , z

′
2K), notés de telle façon que la numérotation 
roisse ave
l'abs
isse 
urviligne σ′. On note dK la longueur de la poutre. Les fon
tions de base
orrespondantes se notent pK1 et pK2. Le degré de liberté P 0 de λm sur K est notéabusivement K. La fon
tion de base 
orrespondante est notée λK .On note L une arête de T 0. Les deux degrés de liberté P 1 de ptm sur L sont notés

L1 et L2. Ils 
orrespondent aux sommets 1 de 
oordonnées (r1L, z1L) et 2 de 
oor-données (r2L, z2L), notés de telle façon que la numérotation 
roisse ave
 l'abs
isse
urviligne σ. On note dL la longueur de la poutre. Les fon
tions-tests 
orrespon-dantes se notent ptL1 et ptL2. Le degré de liberté P 0 de λtm sur L est noté abusivement
L. La fon
tion de base 
orrespondante est notée λtL.Les opérateurs intégraux sont assemblés sur le pro�l dis
rétisé de Γ. Expli
itons lesfon
tions de base en fon
tion de l'abs
isse 
urviligne, restreintes à l'élément, desdegrés de liberté des éléments K et L.




pK1(σ
′) = 1 − σ′

dK

pK2(σ
′) =

σ′

dK

,





ptL1(σ) = 1 − σ

dL
ptL2(σ) =

σ

dL

, λK(σ′) = 1|K , λtL(σ) = 1|L(3.33)Les variables r, z de la géométrie du pro�l dis
rétisé de Γ s'expriment simplementen fon
tion des abs
isses 
urvilignes σ et σ′ au niveau de 
haque élément K et L :
{
r′(σ′)|K = r1K + σ′τKr, r(σ)|L = r1L + στLr
z′(σ′)|K = z1K + σ′τKz, z(σ)|L = z1L + στLz

(3.34)3.2.2 Opérateur simple 
ou
heDé
ouplage modalLe problème à trois dimensions est dé
omposé en une su

ession dénombrable deproblèmes à deux dimensions (r, z) en 
hoisissant des fon
tions tests uniquement surle mode m : 



λ(y) = λ(r′, z′, θ′) =
∑

n∈Zλn(r′, z′)einθ′
λt(x) = λt(r, z, θ) = λtm(r, z)eimθ

(3.35)Développons l'intégrale S = 〈S(λ), λt〉 en 
oordonnées 
ylindriques :
S =

2π∮

0

dθ

∫

Γ

r(σ)dσ

2π∮

0

dθ′
∫

Γ′

r′(σ′)dσ′ e
ikR

4πR

∑

n∈Zλn(r′, z′)einθ′λtm(r, z)e−imθ (3.36)
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yL'expression de Rmontre que 
elui-
i ne dépend que de la di�éren
e des deux angles :
{
R2 = r′2 + r2 + (z′ − z)2 − 2rr′cos(θ′ − θ)
R = R(r, r′, z, z′, θ − θ′)

(3.37)Un 
hangement de variable immédiat donne l'orthogonalité des modes de Fourier :
S = 2π

2π∮

0

dθ

∫

Γ

r(σ)dσ

∫

Γ′

r′(σ′)dσ′
(

eikR(r,r′,z,z′,θ)

4πR(r, r′, z, z′, θ)
eimθλm(r′, z′)λtm(r, z)

)(3.38)
S =

∫

Γ

∫

Γ′

rr′Gm(r, r′, z, z′)λmλtm,où l'on a noté :
Gm = 2π

2π∮

0

dθ
eikR(r,r′,z,z′,θ)

4πR(r, r′, z, z′, θ)
eimθ =

π∮

0

dθ
eikR(r,r′,z,z′,θ)

R(r, r′, z, z′, θ)
cos(mθ) (3.39)Intera
tion élémentaireL'intera
tion élémentaire entre les deux degrés de liberté P 0 : L de l'élément ligne Let K de l'élément 
olonne K (quantité assemblée dans la matri
e globale lors d'unedouble bou
le sur les éléments ligne et 
olonne) est donnée par SL,K = 〈S (1K) , 1L〉,assemblé sur le pro�l dis
rétisé de Γ et Γ′ :

SL,K =
∫
Γ

∫
Γ′ (rr

′Gm(r, r′, z, z′)1L1K)
SL,K = r1Kr1LG

11
m,1 + r1KτLrG

21
m,1 + r1LτKrG

12
m,1 + τKrτLrG

22
m,1

, (3.40)où les intégrales élémentaires à 
al
uler numériquement s'é
rivent :
Gij
m,p =

∫

L

dσ

∫

K

dσ′
π∮

0

σi−1σ′j−1 eikR(r(σ),r′(σ′),z(σ),z′(σ′),cosθ)

Rp(r(σ), r′(σ′), z(σ), z′(σ′), cos(θ))
cos(mθ)dθ(3.41)3.2.3 Opérateur singulierDé
ouplage modalLes fon
tions tests sont entièrement portées par le mode m :





p(y) = p(r′, z′, θ′) =
∑

n∈Zpn(r′, z′)einθ′
pt(x) = p(r, z, θ) = ptm(r, z)eimθ

(3.42)
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teurs 43La formulation variationnelle (3.23) et l'expression 
ylindrique du rotationnel sur-fa
ique (3.32) permettent d'é
rire −N = 〈−N(p), pt〉 en 
oordonnées 
ylindriques :
−N =

2π∮

0

dθ

∫

Γ

r(σ)dσ

2π∮

0

dθ′
∫

Γ′

r′(σ′)dσ′ e
ikR

4πR

[k2−→n .−→n ′

(
∑

n∈Zpn(r′, z′)einθ′) ptn(r, z)e−imθ
− <

(
∑

n∈Z(−dpndσ′ (r
′(σ′), z′(σ′))−→eθ′ +

in

r′
pn(r

′, z′)
−→
n′ ∧−→eθ′)einθ

′

)

.

(
(−dp

t
m

dσ
(r(σ), z(σ))−→eθ −

im

r
ptm(r, z)−→n ∧ −→eθ )e−imθ

)
>]

(3.43)
L'é
riture des variables géométriques de (3.43) en 
oordonnées 
ylindriques prouvele dé
ouplage des modes (dépendan
e angulaire en θ′ − θ uniquement) :
−→τ =





τrcosθ
τrsinθ
τz

, −→τ ′ =





τ ′r′cosθ′

τ ′r′sinθ
′

τ ′z′

, −→e θ =





−sinθ
cosθ

0
, −→e ′

θ′ =





−sinθ′

cosθ′

0
, (3.44)

−→n = −→e θ ∧ −→τ =





τzcosθ
τzsinθ
−τr

, −→n ′ = −→e ′
θ ∧ −→τ ′ =





τ ′z′cosθ′

τ ′z′sinθ
′

−τ ′r′
, (3.45)





−→n .−→n ′ = τrτ
′
r′ + τzτ

′
z′cos(θ − θ′)

−→τ .−→τ ′ = τrτ
′
r′cos(θ − θ′) + τzτ

′
z′−→τ ′.−→e θ = −τ ′r′sin(θ − θ′)

−→τ .−→e ′
θ′ = τrsin(θ − θ′)

(3.46)
−N =

∫

Γ

dσ

∫

Γ′

dσ′

[pn(r
′, z′)ptn(r, z)(Gm(k2τrτ

′
r′rr

′ −m2τzτ
′
z′) + Sm(k2τzτ

′
z′rr

′ −m2τrτ
′
r′))

+pn(r
′, z′)

dptn(r(σ), z(σ))

dσ
(−mrτ ′r′Dm) + ptn(r, z)

dpn(r
′(σ′), z′(σ′))

dσ′ (−mr′τrDm)

−dp
t
n(r(σ), z(σ))

dσ

dpn(r
′(σ′), z′(σ′))

dσ′ rr′Sm]

,

(3.47)où l'on a posé :




Sm =
Gm+1 +Gm−1

2
= 2π

2π∮

0

dθ
eikR(r,r′,z,z′,θ)

4πR(r, r′, z, z′, θ)
eimθcos(θ)

−Dm

i
=
Gm+1 −Gm−1

2i
= 2π

2π∮

0

dθ
eikR(r,r′,z,z′,θ)

4πR(r, r′, z, z′, θ)
eimθsin(θ)

(3.48)
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yIntera
tion élémentaireL'intera
tion élémentaire entre les deux degrés de liberté P 1 K1 de K et L1 de L,restreinte aux éléments 
olonne K et ligne L (quantité assemblée dans la matri
eglobale lors d'une double bou
le sur les éléments ligne et 
olonne), est donnée par
−NL1,K1 = 〈−N(pK11K), ptL11L〉, assemblé sur le pro�l dis
rétisé de Γ et Γ′ :

−NL1,K1 = (1 − σ

d|L
)(1 − σ′

d|K
)[Gm(k2τrτ

′
r′(r1K + t′τKr)(r1L + στKl) −m2τzτ

′
z′)]

+(1 − σ

d|L
)(1 − σ′

d|K
)[Sm(k2τzτ

′
z′(r1K + σ′τKr)(r1L + στKl) −m2τrτ

′
r′))]

+(1 − σ′

d|K
)(− 1

d|L
)(−(r1L + στKl)mτ

′
r′Dm) + (1 − σ

d|L
)(− 1

d|K
)(−(r1K + σ′τKr)mτrDm)

− 1

d|L

1

d|K
Sm(r1K + σ′τKr)(r1L + στKl)

,

(3.49)où les intégrales élémentaires à estimer numériquement s'expli
itent à partir des
Gij
m,p (3.57) (Sijm,p =

Gij
m+1,p +Gij

m−1,p

2
et Dij

m,p =
−Gij

m+1,p +Gij
m−1,p

2
).3.2.4 Opérateur adjoint du double 
ou
heDé
ouplage modalLes fon
tions tests sont axisymétriques et ne dépendent que du mode m :





λ(y) = λ(r′, z′, θ′) =
∑

n∈Zλn(r′, z′)einθ′
pt(x) = pt(r, z, θ) = ptm(r, z)eimθ

(3.50)
D∗ = 〈D∗(λ), pt〉 s'é
rit en 
oordonnées 
ylindriques :
D∗ =

2π∮

0

dθ

∫

Γ

rdσ

2π∮

0

dθ′
∫

Γ

r′dσ′−→nX .(ik −
1

R
)
eikR

4πR

−−→
Y X

R

∑

n∈Zλn(r′, z′)einθ′ptm(r, z)e−imθ(3.51)L'é
riture des variables géométriques de (3.51) en 
oordonnées 
ylindriques prouvele dé
ouplage des modes (dépendan
e angulaire en θ′ − θ uniquement) :
−→n = −→e θ ∧ −→τ =





τzcosθ
τzsinθ
−τr

,
−−→
Y X =





rcosθ − r′cos(θ′)
rsinθ − r′sin(θ′)

z − z′
(3.52)

−→n .−−→Y X = −τr(z − z′) + τzr − τzr
′cos(θ′ − θ) (3.53)
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D∗ =

∫

Γ

dσ

∫

Γ′

dσ′rr′λm(r′, z′)ptm(r, z) (Hm(−τr(z − z′) + τzr) − Tmτzr
′) , (3.54)où l'on a noté :





Hm = 2π

2π∮

0

eikR(r,r′,z,z′,θ)

4πR(r, r′, z, z′, θ)
(
ik

R
− 1

R2
)eimθ =

π∮

0

eikR(r,r′,z,z′,θ)

R(r, r′, z, z′, θ)
(
ik

R
− 1

R2
)cos(mθ)

Tm =
Hm+1 +Hm−1

2
= 2π

2π∮

0

eikR(r,r′,z,z′,θ)

4πR(r, r′, z, z′, θ)
(ik − 1

R
)
1

R
eimθcos(θ) (3.55)Intera
tion élémentaireL'intera
tion élémentaire entre le degré de liberté P 1 L1 de l'élément ligne L etle degré de liberté P 0 K de l'élément 
olonne K, restreinte aux éléments K et L(quantité assemblée dans la matri
e globale lors d'une double bou
le sur les élémentsligne et 
olonne), est donnée par D∗

L1,K = 〈D∗(1K), ptL11L〉, assemblé sur le pro�ldis
rétisé de Γ et Γ′ :
D∗
L1,K = (1 − t

dL
)(r1K + t′τKr)(r1L + tτLr)

(−Hm(τLr(z1L + tτLz − z1K − t′τKz) − τLz(r1L + tτLr)) − TmτLz(r1k + t′τKr))(3.56)où les intégrales élémentaires à estimer numériquement s'expli
itent à partir des
Gij
m,p (3.57) (H ij

m,1 = ikGij
m,2 −Gij

m,3 et T ijm,p =
H ij
m+1,p +H ij

m−1,p

2
).L'opérateur dis
ret double 
ou
he est simplement le transposé matri
iel de 
et opé-rateur.3.2.5 Partie régulièreLes intégrales élémentaires que l'on est amenées à estimer numériquement lors del'intera
tion entre les degrés de liberté de l'élément ligne L et de l'élément 
olonne

K s'expli
itent toutes en fon
tion de la quantité suivante :
Gij
m,p =

∫

Γ

dσ

∫

Γ′

dσ′
π∮

0

dθ σi−1σ′j−1 eikR(r(σ),r′(σ′),z(σ),z′(σ′),cosθ)

Rp(r(σ), r′(σ′), z(σ), z′(σ′), cos(θ))
cos(mθ)(3.57)Ces intégrales ne sont pas toujours dé�nies : elles sont singulières dans le 
as del'autoréa
tion, où l'élément L et l'élément K 
oïn
ident. Lorsque les deux éléments

K et L sont éloignés (à un seuil de toléran
e que l'on a �xé), 
es intégrales ne sontplus singulières et peuvent être approximées numériquement par une méthode dequadrature.
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yQuadratureToute intégrale du type I =
∫ b
a
f(x)dx est ramenée par un 
hangement de variablea�ne sur l'intervalle ℄-1,1[ :

I =

b∫

a

f(x)dx =
b− a

2

1∫

−1

f(
b− a

2
u+

b+ a

2
)du =

b− a

2

1∫

−1

φ(u)duUne formule de quadrature sur ℄-1,1[ est la donnée de n points ui de ℄-1,1[ et de npoids wi, permettant d'approximer l'intégrale sur ℄-1,1[ :
1∫

−1

φ(u)du =
n∑

i=1

wiφ(xi)Les intégrales sur un intervalle ℄a,b[ quel
onque se déduisent de 
ette quadrature sur℄-1,1[ :
I =

b− a

2

n∑

i=1

wiφ(ui) =
b− a

2

n∑

i=1

wif(
b− a

2
ui +

b+ a

2
)On 
hoisit i
i une quadrature de Gauss. Les points d'interpolation sont les zérosdes polyn�mes de Legendre (4.107), tous réels et stri
tement 
ontenus dans ]− 1, 1[.Ces zéros se répartissent symétriquement par rapport à l'origine (le polyn�me deLegendre a même parité que l'entier n et pour un nombre n de points impairs, lemilieu de l'intervalle appartient à la quadrature) et les extrémités de l'intervallen'appartiennent pas aux points d'interpolation. Pour n points d'interpolation, 
etteformule est exa
te pour les polyn�mes de degré 2n− 1.Méthodologie Numérique

Trois bou
les su

essives
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teurs 47Première étapePour 
haque point de Gauss pGK de l'élément 
olonne K de Γ de 
oordonnées
(r′pGK

, z′pGK
) et pour 
haque point de Gauss angulaire pGθ d'angle θpGθ

, on 
al
ulel'intégration sur l'élément ligne L :
gL(p, i, pGK , θpGθ

) =
∑

pGL

wL(pGL)(tpGL
)i−1 e

ikR

Rp

dL
2
, (3.58)où tpGL

(resp. wL(pGL)) représente l'abs
isse 
urviligne (resp. le poids de Gauss) dupoint de Gauss pGL de l'élément ligne L et R2 = (zpGL
− z′pGK

)2 + r2
pGL

+ r′2pGK
−

2rpGL
r′pGK

cos(θpGθ
) désigne la distan
e entre le point de Gauss pGK en 
ours pourune surfa
e Γ′ tournée de θpGθ

au le point de Gauss pGL.Deuxième étapeOn intégre sur le se
teur angulaire :
gK(i,m, p) =

∑

pGθ

wθ(pGθ)cos(mθ)gL(p, i, pGK , θpGθ
)
π

2
(3.59)Troisième étapeOn intégre sur l'élément 
olonne K :

Gij
m,p =

∑

pGK

(t′pGK
)j−1wK(pGK)gK(i,m, p)

dK
2

(3.60)En rassemblant les trois sommations su

essives :
Gij
m,p =

∑

pGK

wK(pGK)(t′pGK
)j−1

∑

pGθ

wθ(pGθ)cos(mθ)
∑

pGL

(tpGL
)i−1wL(pGL)

eikR

Rp

dLdKπ

8(3.61)3.2.6 Intégrales singulièresLorsque les élémentsK et L sont pro
hes à un seuil ǫ �xé, la singularité de la fon
tionde Green ne permet pas une intégration pré
ise par une formule de quadrature.Il faut extraire la partie singulière non os
illante de l'intégrale, que l'on intègremaintenant analytiquement. La partie régulière est toujours évaluée à l'aide d'uneformule de quadrature. Les parties singulières et régulières s'expli
itent pour lesquatres opérateurs intégraux :Le développement limité eikR
R

=
1

R
+ ik + oR→0(1) du noyau de Green donne lapartie régulière eikR

R
− 1

R
pour les opérateurs S et N .Le développement limité (ik − 1

R

)
eikR

R2
= − 1

R3
− k2

2R
− ik3

3
+ oR→0(1) donne la
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ypartie régulière (ik − 1

R

)
eikR

R2
+

1

R3
+
k2

2R
pour les opérateurs D et D∗.Les intégrales suivantes des parties singulières :

S2L∫

S1L

(σ)i−1 1

R
dσ,

S2L∫

S1L

(σ)i−1 1

R2
dσ et S2L∫

S1L

(σ)i−1 1

R3
dσ, pour i ∈ {1, 2, 3},sont estimées analytiquement.



Chapitre 4E
oulement potentielCe 
hapitre traite le problème général d'un é
oulement potentiel lo
alement variable.Le 
as simpli�é de la di�ra
tion d'une onde a
oustique par un objet dur entouréd'une anisotropie lo
ale est 
onsidéré dans un premier temps.Le problème 
ontinu général �uide-a
oustique est étudié ensuite mathématiquement.Une dis
rétisation naturelle en éléments �nis du problème global est �nalementproposée.4.1 Un premier problème simpli�é4.1.1 Problématique

GéométrieOn expose dans 
e paragraphe un 
as 
lassique de traitement numérique de la dif-fra
tion en domaine non borné d'une onde a
oustique in
idente par un objet a
ous-tiquement dur entouré d'une anisotropie lo
ale.49
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yPlusieurs formulations numériques possibles sont proposées.La démar
he suivie s'inspire de 
elle d'un problème ele
tromagnétique similaire ex-posé dans la thèse de V. Levillain [39℄ (ou en
ore l'arti
le [13℄).Les domaines sont i
i 
artésiens et tridimensionnels. Ωi est l'objet a
oustiquementdur et le domaine borné Ω est le siège de la perturbation lo
ale anisotrope du milieu.On 
onsidère le problème suivant en notant Ωtot =
(
Ω ∪ Ωe

)
\∂Ωi :





Trouver (p,−→v ) ∈ H1
loc (Ωtot) ×Hdiv

loc (Ωtot) tel que :
ik−→v (x) = A(x)

−→∇p(x) , ∀x ∈ Ωtot

ikp(x) = div(−→v (x)) , ∀x ∈ Ωtot

lim
R→+∞

∫

SR

|∂p
∂n

− ikp|2dγ = 0

, (4.1)où A(x) ∈ L∞ (Ωtot,L (C3)) est un tenseur d'anisotropie lo
alement variable dans
Ω, égal à l'identité dans Ωe et elliptique dans Ωtot (∃c > 0, A ≥ cI dans Ωtot). Γest une surfa
e �
tive pla
ée à la limite de l'hétérogénéité. Le problème (4.1) estéquivalent au problème dé
omposé :




(1)





Trouver (p1,
−→v 1) ∈ H1 (Ω) ×Hdiv (Ω) tel que :

ik−→v 1(x) = A(x)
−→∇p1(x) , ∀x ∈ Ω

ikp1(x) = div(−→v 1(x)) , ∀x ∈ Ω
p1(x) = p2(x), ∀x ∈ Γ
−→v 1(x).

−→n (x) = −→v 2(x).
−→n (x), ∀x ∈ Γ

(2)





Trouver (p2,
−→v 2) ∈ H1

loc (Ωe) ×Hdiv
loc (Ωe) tel que :

ik−→v 2(x) =
−→∇p2(x) , ∀x ∈ Ωe

ikp2(x) = div(−→v 2(x)) , ∀x ∈ Ωe

lim
R→+∞

∫

SR

|∂p
∂n

− ikp|2dγ = 0

(4.2)
Le proje
teur de Calderón intérieur pour un problème intérieur arbitraire nul appli-qué au problème (2) de (4.2) donne :





−N (p2) +

(
I

2
+D∗

)(
∂p2

∂n

)
= 0 , ∀x ∈ Γ

(
I

2
−D

)
(p2) + S

(
∂p2

∂n

)
= 0 , ∀x ∈ Γ

(4.3)Le problème (4.1) se réé
rit �nalement :




Trouver (p1,
−→v 1) ∈ H1 (Ω) ×Hdiv (Ω) tel que :

ik(x)−→v 1(x) = A(x)
−→∇p1(x) , ∀x ∈ Ω

ik(x)p1(x) = div(−→v 1(x)) , ∀x ∈ Ω

−N (p1) +

(
I

2
+D∗

)(
∂p1

∂n

)
= 0 , ∀x ∈ Γ

(
I

2
−D

)
(p1) + S

(
∂p1

∂n

)
= 0 , ∀x ∈ Γ

(4.4)
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oustique des turboréa
teurs 51Le problème 
omplet est ramené au domaine borné Ω et à sa frontière Γ. L'indi
e 1est oublié.4.1.2 Formulation énergétiqueLes équations de Helmholtz, s
alaire pour la pression et ve
torielle pour la vitesse,s'é
rivent dans le domaine 
artésien Ω :
{

div
(
A
−→∇p
)

+ k2p = 0 dans Ω
−→∇div (−→v ) + k2A−1−→v = 0 dans Ω

(4.5)Elles se formulent variationnellement dans le domaine borné Ω :




Trouver (p,−→v ) ∈ H1(Ω) ×Hdiv(Ω) tel que :∫

Ω

[
A
−→∇p.

−→∇pt − k2 p pt
]

=

∫

Γ

∂p

∂n
pt = ik

∫

Γ

−→v .−→n pt

∫

Ω

[
div(−→v )div(

−→
vt ) − k2A−1−→v .

−→
vt
]

=

∫

Γ

div(−→v )
−→
vt .−→n = ik

∫

Γ

p
−→
vt .−→n

∀
(
pt,−→v t

)
∈ H1(Ω) ×Hdiv(Ω)

(4.6)
Les équations intégrales sur Γ de (4.4) sont exprimées variationnellement en prenant
omme in
onnue auxiliaire φ = −→v .−→n :





Trouver (p, φ) ∈ H
1
2 (Γ) ×H− 1

2 (Γ) tel que :∫

Γ

D (p) φt − 1

2

∫

Γ

p φt − ik

∫

Γ

S (φ) φt = 0, ∀φt ∈ H− 1
2 (Γ)

1

2

∫

Γ

φ pt +

∫

Γ

D∗ (φ) pt − 1

ik

∫

Γ

N (p) pt = 0, ∀pt ∈ H
1
2 (Γ)

(4.7)
La 
ombinaison de (4.6) et (4.7) donne la formulation (C) :




Trouver (p,−→v ) ∈ H1(Ω) ×Hdiv(Ω) tel que :
1

2

∫

Ω

[
A
−→∇p.

−→∇pt − k2 ppt
]

= −ik
∫

Γ

D∗ (−→v .−→n ) pt +

∫

Γ

N (−→v .−→n ) pt

1

2

∫

Ω

[
div(−→v )div(

−→
vt ) − k2A−1−→v .

−→
vt
]

= ik

∫

Γ

D (p)
−→
vt .−→n − k2

∫

Γ

S (−→v .−→n )
−→
vt .−→n

∀
(
pt,−→v t

)
∈ H1(Ω) ×Hdiv(Ω)

,(4.8)A partir des propriétés des opérateurs volumiques non homogènes asso
iés à lapression et à la vitesse a
oustiques en domaine borné, ainsi que 
elles des opérateursintégraux surfa
iques, [39℄ montre l'existen
e et l'uni
ité de la solution de 
etteformulation. Elle n'est 
ependant pas propi
e à la résolution numérique 
ar ellené
essite deux in
onnues volumiques dont une ve
torielle.
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y4.1.3 Formulation symétriqueUne formulation alternative ave
 une seule in
onnue volumique s
alaire est possible.On utilise l'arti�
e suivant dans la première équation de (4.6) :
ik

∫

Γ

φ pt =
ik

2

∫

Γ

φ pt

︸ ︷︷ ︸
I

+
ik

2

∫

Γ

φ pt

La formulation (S)-s
alaire s'é
rit :
(S)





Trouver (p, φ) ∈ H1(Ω) ×H−1/2(Γ) tel que∫

Ω

[
A
−→∇p.

−→∇pt − k2ppt
]

=
ik

2

∫

Γ

φpt − ik

∫

Γ

D∗ (φ) pt +

∫

Γ

N (p) pt

1

2

∫

Γ

pφt −
∫

Γ

D (p)φt + ik

∫

Γ

S (φ)φt = 0

∀(pt, φt) ∈ H1(Ω) ×H−1/2(Γ)

, (4.9)
Cette formulation est symétrique et ne possède qu'une in
onnue volumique s
alaire :elle se prête à une résolution numérique. Elle 
ouple la pression volumique intérieur
p ∈ H1(Ω), P 1 par éléments volumiques (éléments �nis 
lassiques 
ontinus H1-
onformes), à la vitesse normale surfa
ique extérieure φ ∈ H−1/2(Γ), P 0 par éléments�nis surfa
iques (éléments �nis 
lassiques L2-
onformes).
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teurs 534.1.4 Formulation axisymétriqueGénéralités

GéométrieUn traitement parti
ulier est possible lors d'une 
on�guration à géométrie axisymé-trique.Ce problème se présente lorsque l'on étudie la di�ra
tion d'une onde a
oustique parun objet axisymétrique entouré d'une hétérogénéité également axisymétrique.Les domaines sont i
i bidimensionnels. Ce sont les domaines transverses de 
oupe del'objet, de l'hétérogénéité et du domaine extérieur, qui sont notés par abus de nota-tion 
omme les an
iens domaines tridimensionnels (Ωi, Ω, Ωe, Ωtot =
(
Ω ∪ Ωe

)
\∂Ωi ⊂

R2).Il faut i
i 
onserver une notation du domaine 
artésien extérieur à l'objet, que l'onnotera Ωtot,xyz .Les opérateurs di�érentiels d'ordre 1 s'é
rivent en 
oordonnées 
ylindriques :




−→∇p(r, z, θ) =
∂p

∂r
(r, z, θ)−→er +

1

r

∂p

∂θ
(r, z, θ)−→eθ +

∂p

∂z
(r, z, θ)−→ez

div(−→v )(r, z, θ) =
∂vr
∂r

(r, z, θ) +
1

r

∂vθ
∂θ

(r, z, θ) +
∂vz
∂z

(r, z, θ)
(4.10)L'équation de Helmholtz s
alaire anisotrope en 
oordonnées 
ylindriques s'é
rit :

1

r

∂

∂r

(
ra (r, z)

∂p

∂r

)
+
a (r, z)

r2

∂2p

∂θ2
+

∂

∂z

(
a (r, z)

∂p

∂z

)
+ k2p = 0, (4.11)où A(x) = a(r, z)I par simpli
ité, variant lo
alement dans Ω (a(r, z) = 1 dans

Ωe). Le problème physique de la di�ra
tion d'une onde par l'objet et l'hétérogénéités'é
rit :




1

r

∂

∂r

(
ra (r, z)

∂p

∂r

)
+
a (r, z)

r2

∂2p

∂θ2
+

∂

∂z

(
a (r, z)

∂p

∂z

)
+ k2p = 0, dans Ωtot × [0, 2π]

∂p

∂n
= ginc, ∀(r, z, θ) ∈ ∂Ωi × [0, 2π]

lim
|x|→∞

|x|( ∂p
∂|x| − ikp) = 0 (4.12)
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yLe problème est posé en terme de 
hamp di�ra
té. Le terme ginc provient de l'ondein
idente et de la 
ondition a
oustiquement dure à la surfa
e de l'objet. La 
onditionde Sommerfeld à l'in�ni permet de séle
tionner l'onde sortante du problème et deretrouver la 
ausalité temporelle perdue lors du passage en fréquentiel.Espa
es de Sobolev axisymétriquesA toute fon
tion 
artésienne ũ dé�nie à l'extérieur de l'objet dans Ωtot,xyz, on asso-
ie la fon
tion u dé�nie sur Ωtot × [0, 2π] par le 
hangement de variables suivant :
u(r, z, θ) = ũ(x, y, z) = ũ(rcosθ, rsinθ, z). Si ũ est 
ontinue, alors u est 
ontinue et
2π-périodique. Le théorème d'intégration des fon
tions 
omposées donne pour toutefon
tion L2 (Ωtot,xyz) du domaine extérieur à l'objet :

∫
|ũ(x, y, z)|2 dxdydz =

∫

Ωtot×[0,2π]

|u(r, θ, z)|2 rdrdθdzOn déduit de 
ette formule les images des espa
es L2 (Ωtot,xyz) et H1 (Ωtot,xyz) dudomaine extérieur à l'objet et leurs normes respe
tives :
L2
a (Ωtot × [0, 2π]) = {u mesurable et tel que : √

ru ∈ L2 (Ωtot,xyz)},
||u||2L2

a(Ωtot×[0,2π]) =

∫

(Ωtot×[0,2π])×[0,2π]

|u(r, θ, z)|2 rdrdzdθ (4.13)
H1
a (Ωtot × [0, 2π]) = {u ∈ L2

a (Ωtot × [0, 2π]) ,
∂u

∂r
,

1

r

∂u

∂θ
,
∂u

∂z
∈ L2

a (Ωtot × [0, 2π])},

||u||2H1
a(Ωtot×[0,2π]) =

∫

(Ωtot×[0,2π])×[0,2π]

[
|u|2 + |∂u

∂r
|2 + |1

r

∂u

∂θ
|2 + |∂u

∂z
|2
]
rdrdzdθ(4.14)Dé
omposition de Fourier et espa
es de Sobolev à poids transversesLa dé
omposition spe
trale des opérateurs auto-adjoints 
ompa
ts permet de dé-
omposer toute fon
tion de L2

a (Ωtot × [0, 2π]) en série de Fourier angulaire en θ :
u(r, θ, z) =

1√
2π

∑

m∈Z
um(r, z)eimθ (4.15)Les 
oe�
ients de Fourier sont donnés par le produit s
alaire :

um(r, z) = 〈u, 1√
2π
eimθ〉L2(0,2π) =

1√
2π

2π∫

0

u(r, θ, z)e−imθdθ (4.16)La vitesse a
oustique ve
torielle se dé
ompose sur les modes de Fourier angulaires :
−→v =

∑

m∈Z−→v m(r, z)eimθ
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teurs 55La 
ontinuité sur l'axe implique la nullité de 
ertaines 
omposantes ve
torielles pour
ertains modes :




−→v z
m(0, z) = 0, ∀m 6= 0

−→v r
m(0, z) = 0, ∀m 6= ±1

−→v θ
m(0, z) = 0, ∀m± 1

(4.17)L'espa
e à poids transverse équivalent L2 est noté par abus de notation 
ommel'espa
e à poids ave
 la variable supplémentaire (5.4) :
L2
a (Ωtot) = {u(r, z) mesurable et tel que : √

ru ∈ L2 (Ωtot)}
||u||2L2

a(Ωtot) =

∫

Ωtot

|u(r, z)|2 rdrdz (4.18)La dé
omposition de Fourier en modes azimutaux oblige à distinguer les espa
esfon
tionnels à poids pour 
haque mode azimutal :
H1
am (Ωtot) = {u(r, z) ∈ L2

a (Ωtot) tel que ∂u

∂r
, m

u

r
,
∂u

∂z
∈ L2

a (Ωtot)},

||u||2H1
am(Ωtot)

=

∫

Ωtot

[
|u|2 + |∂u

∂r
|2 +m2|u

r
|2 + |∂u

∂z
|2
]
rdrdz

(4.19)
Formulation variationnelle volumique et dé
ouplage modalL'axisymétrie permet la dé
omposition du problème initial en une série dénombrablede problèmes :




∑

m∈Z[1

r

∂

∂r

(
ra(r, z)

∂pm(r, z)

∂r

)
+

∂

∂z

(
a(r, z)

∂pm(r, z)

∂z

)
+ (k2 − m2

r2
)pm(r, z)

]
eimθ = 0

∀(r, z, θ) ∈ Ωtot × [0, 2π]
∑

m∈Z[ ∂m∂mn] (pm(r, z)) eimθ = ginc, ∀(r, z, θ) ∈ ∂Ωi × [0, 2π]

lim
|x|→∞

|x|(∂pm
∂|x| − ik∞pm) = 0 (4.20)La formulation variationnelle du problème (4.20) est établie en prenant des fon
tionstests axisymétriques portées uniquement par le mode m : pt = ptm(r, z)eimθ (resp.

φt = φtm(r, z)eimθ). Le dé
ouplage des modes de Fourier volumiques est immédiat.Le dé
ouplage des opérateurs intégraux s'obtient par la même démar
he que leparagraphe (3.2). La formulation (S)-s
alaire (4.9) s'é
rit pour le mode azimutal
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m ∈ Z :

(S)





Trouver (pm, φm) ∈ H1
am (Ω) ×H−1/2(Γ) tel que :∫

Ω

a(r, z)
∂pm
∂r

∂ptm
∂r

rdrdz +

∫

Ω

a(r, z)
∂pm
∂z

∂ptm
∂z

rdrdz

−
∫

Ω

k2 pmptm rdrdz +m2

∫

Ω

a(r, z)
pmptm
r

drdz

− ik

4π

∫

Γ

φm ptm +
ik

2π

∫

Γ

D∗
m(φm) ptm − 1

2π

∫

Γ

Nm(pm) ptm

=

∫

∂Ωi

〈ginc, eimθ〉ptm rdrdz

1

2

∫

Γ

pm φtm −
∫

Γ

Dm(pm). φtm + ik

∫

Γ

Sm(φm).φtm = 0

∀(ptm, φ
t
m) ∈ H1

am (Ω) ×H−1/2(Γ)

, (4.21)
où les opérateurs intégraux azimutaux sont détaillés au paragraphe (3.2). La formematri
ielle numérique s'é
rit :

pmP 1.vol pmP 1.sur φmP 0.sur

ptmP 1.vol

ptmP 1.sur

φtmP 0.sur




Am Am 0
Am Am − 1

2π
Nm

ik
2π

(− I
2

+D∗
m)

0 ik
2π

(− I
2

+Dm) k2

2π
Sm


 , (4.22)où pmP 1.vol (resp. pmP 1.sur) désigne les degrés de liberté de la pression volumique P 1par élément triangulaire (resp. les degrés de liberté de la pression surfa
ique P 1 parélément poutre ) et où φmP 0.sur désigne les degrés de liberté de la vitesse normalesurfa
ique 
onstante par élément poutre.4.2 Théorie du problème 
ontinu4.2.1 E
oulement porteurEquations aux dérivées partielles du potentielLes domaines 
onsidérés i
i sont tridimensionnels et 
artésiens.La potentialité de l'é
oulement porteur annule le terme rotationnel de l'équationd'Euler (1.9).Une version stationnaire de la relation de Bernoulli (1.6) pour l'é
oulement porteurdé
oule :

|−→v0 (−→x ) |2
2

+
a2

0 (−→x )

γ − 1
= 
onstante, (4.23)
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teurs 57où l'énergie totale du �uide porteur est une 
onstante absolue de l'espa
e et dutemps. Cette 
onstante est déterminée par les paramètres 
onstants de l'é
oulementà l'in�ni. Les équations (1.8), (1.10) impliquent que la densité volumique est uni-quement fon
tion de la vitesse au 
arré et des paramètres à l'in�ni :
ρ0 =

(
ργ∞
γp∞

) 1
γ−1

a
2

γ−1

0 = F∞

(
|−→∇φ0 (−→x ) |2

)
, ∀−→x ∈ Ω , (4.24)où F∞ (x) =

(
ργ∞
γp∞

) 1
γ−1
(
a2
∞ +

γ − 1

2

(
v2
∞ − x

)) 1
γ−1 . La loi de 
onservation de lamasse donne l'équation aux dérivées partielles véri�ée par le potentiel porteur :

div(F∞

(
|−→∇φ0 (−→x ) |2

)−→∇φ0(
−→x )) = 0, ∀−→x ∈ Ω (4.25)L'équation (4.25) est non linéaire et 
hange de nature selon le régime 
onsidéré :elliptique en régime subsonique et hyperbolique en régime supersonique. Le régimetranssonique est 
omplexe ave
 la présen
e d'ondes de 
ho
. Au niveau de l'avantde la na
elle, les nombres de Ma
h sont largement subsoniques. Le modèle 
hoisi estsubsonique.Conditions aux bords

• L'é
oulement �uide est supposé uniforme au-delà de Γ∞. Sa vitesse est l'opposée de
elle de l'avion. On impose sur Γ∞ une 
ondition de �ux égale à la masse 
onve
téepar l'é
oulement uniforme à l'in�ni :
ρ0 (−→x )−→v0 (−→x ) .−→n (−→x ) = ρ∞

−→v∞.−→n (−→x ) , ∀−→x ∈ Γ∞ (4.26)
• L'é
oulement �uide glisse sur les parois de la na
elle :

ρ0 (−→x )−→v0 (−→x ) .−→n (−→x ) = 0, ∀−→x ∈ ΓR (4.27)
• On impose un �ux de masse sortant (du domaine de 
al
ul) à l'entrée de la na
elle :

ρ0 (−→x )−→v0 (−→x ) .−→n (−→x ) = qM (−→x ) , ∀−→x ∈ ΓM (4.28)
• On impose un �ux de masse rentrant (du domaine de 
al
ul) à la sortie de lana
elle :

ρ0 (−→x )−→v0 (−→x ) .−→n (−→x ) = qM ′ (−→x ) , ∀−→x ∈ ΓM ′ (4.29)Remarque 4.2.1.
• La normale−→n est sortante au domaine de 
al
ul. Le �ux sortant qM (resp. rentrant
qM ′) est don
 positif (resp. négatif).
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• Le �ux total sur ∂Ω doit être nul, pour que le problème de Neumann soit bienposé. Le �ux global à travers Γ∞ étant nul, les deux débits à la na
elle doivent se
ompenser : ∫

ΓM

qM (−→x ) +

∫

ΓM′

qM ′ (−→x ) = 0 (4.30)
• L'é
oulement réel à l'arrière de la na
elle est 
omplexe : il est la 
ombinaison dedeux jets de vitesses di�érentes. Le phénomène aérodynamique de jet est très 
om-plexe à modéliser. Néanmoins, la dis
onstinuité tangentielle de vitesse d'é
oulementest modélisable tout en 
onservant un é
oulement potentiel, 
omme le propose W.Eversmann dans l'arti
le [29℄.
• Les débits �xés en entrée et en sortie de la na
elle n'ont d'autres né
essités quede globalement s'annuler. La géométrie axisymétrique de la na
elle suggère d'im-poser des �ux entrants et sortants axisymétriques. Ces débits n'ont a priori au
uneraison d'être 
onstants radialement. On peut donner deux raisons à �xer des débits
onstants :� Pour les �uides parfaits eulériens, la 
ir
ulation du ve
teur rotationnel le longd'une 
ourbe fermée se 
onserve. Le long de toute ligne de 
ourant provenantde l'in�ni, l'é
oulement est don
 bien irrotationnel, 
elui-
i étant irrotationnelà l'in�ni : l'hypothèse de base de potentialité du modèle est bien véri�ée. L'im-position de débits plus forts au 
entre de ΓM provoquerait l'existen
e de lignesde 
ourant ne pouvant être reliées à l'in�ni et le modèle potentiel ne serait plusvalide.� L'expression du bruit provenant du moteur est fournie sous la forme de 
o-e�
ients de modes a
oustiques 
ylindriques de 
onduit se propageant sur uné
oulement uniforme. Cet é
oulement uniforme est obtenu en �xant des débits
onstants.
• Le pla
ement arbitraire des surfa
es ΓM et Γ∞, où des �ux 
onstants sont im-posés, peut "
omprimer" l'é
oulement. Il faut jouer sur la position des surfa
es ets'assurer qu'elles sont su�samment loin pour que l'é
oulement soit naturellement
onstant à leur niveau. En e�et, l'imposition de �ux pour l'é
oulement est l'analogued'une 
ondition de Robin pour l'équation de Helmholtz et la solution re
her
hée est
orre
te si les surfa
es d'imposition sont situés su�samment loin (à l'in�ni théo-riquement) de l'objet. L'arti
le [8℄ de H. Berger, W. Warne
ke et W.L. Wendlandpropose des 
onditions intégrales à la pla
e des 
onditions de �ux imposés, de tellesorte que l'é
oulement 
al
ulé soit automatiquement relaxé à l'in�ni (exa
tementla même démar
he que pour l'équation de Helmholtz présentée dans le paragraphe4.1).AdimensionnementChaque variable physique du problème est adimensionnée par la valeur homogèneobtenue à partir des trois valeurs fondamentales : R la grandeur 
ara
téristique dela na
elle, a∞ la vitesse du son à l'in�ni et ρ∞ la densité volumique de l'é
oulement
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



−→x ∗ =
−→x
R
, ρ∗0 =

ρ0

ρ∞
, a∗0 =

a0

a∞
, φ∗

0 =
Rφ0

a∞
p∗0 =

p0

ρ∞a2
∞
, v∗0 =

v0

a∞
, q∗ =

q

ρ∞a∞
, M∗ = M

(4.31)Le seul invariant d'é
helle est le nombre de Ma
h :M∗ = M . Les 
onditions de bordsont des fon
tions dire
tes du nombre de Ma
h. Par abus de notation, l'indi
iation
∗ est oubliée. Les équations de l'é
oulement porteur (1.7), (1.8), (1.9) et (1.10) seréé
rivent :




a2
0 (−→x ) = γ

p0 (−→x )

ρ0 (−→x )
, ∀−→x ∈ Ω

p0 (−→x ) =
ρ0 (−→x )

γ

γ
, ∀−→x ∈ Ω

ρ0 (−→x ) =
(
a2

0 (−→x )
) 1

γ−1 , ∀−→x ∈ Ω

a2
0 (−→x ) = 1 +

γ − 1

2
(M2

∞ − |−→v0 (−→x ) |2) , ∀−→x ∈ Ω

ρ0 (−→x ) = (1 +
γ − 1

2
(M2

∞ − |−→v0 (−→x ) |2)) 1
γ−1 = F∞(|−→∇φ0|2) , ∀−→x ∈ Ω

(4.32)
L'équation aux dérivées partielles véri�ées par le potentiel �uide dans Ω :





div(F∞(|−→∇φ0|2)
−→∇φ0) = 0 dans Ω

F∞(|−→∇φ0|2)
∂φ0

∂n
= q dans ∂Ω , (4.33)où l'on note q(−→x ) =

−−→
M∞.

−→n (−→x ), si −→x ∈ Γ∞ ; 0, si −→x ∈ ΓR ; qM (−→x ), si −→x ∈ ΓM ;
qM ′ (−→x ), si −→x ∈ ΓM ′.Nombre de Ma
h et débitLe débit est fon
tion dire
te du module de la vitesse :

q0 = ρ0|v0| = G (|v0|) , (4.34)où G (x) =
(
1 + γ−1

2
(M2

∞ − x2)
) 1

γ−1 x, x ≥ 0. Une étude de 
ette fon
tion montreque le débit 
roît ave
 la vitesse pour atteindre son apogée à une vitesse qui 
orres-pond à un nombre de Ma
h transsonique, puis dé
roit. Une valeur de q0 donnée dansl'image de la fon
tion G 
orrespond à deux valeurs de vitesse, une subsonique et unesupersonique. Le 
hoix d'un modèle subsonique implique une bije
tion entre débitet nombre de Ma
h. Les paramètres physiques né
essaires à l'é
oulement porteur serestreignent don
 aux nombres de Ma
h à la na
elle et à l'in�ni.
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Bije
tion débit-vitesseRésultats théoriques d'existen
e et d'uni
itéLa démar
he suivie i
i est une adaptation de l'arti
le [14℄ de M.O. Bristeau, R. Glo-winski, J. Periaux, P. Perrier, O. Pironneau et G. Poirier dans le 
as du problème deNeumann pur (4.33) (les arti
les [18℄, [52℄ traitent également du même problème). Ceparagraphe prouve l'existen
e et l'uni
ité de (4.33) pour des �ux imposés 
onservantle régime subsonique.Appro
he variationnelleLe régime subsonique est dé�ni par une borne pour la norme in�nie de la vitesse :
||−→∇φ0||∞ <

√
2

γ + 1

(
1 +

γ − 1

2
M2

∞

)
= c∗ (4.35)Une solution faible de l'équation (4.33) est 
her
hée variationnellement :





Trouver φ0 ∈ H1(Ω)/R tel que :∫

Ω

F∞(|−→∇φ0|2)
−→∇φ0

−→∇ψ dx =

∫

∂Ω

qψ dγ, ∀ψ ∈ H1(Ω)/R (4.36)Le problème de Neumann (4.33) dé�nit le potentiel à une 
onstante près et l'espa
efon
tionnel où l'on 
her
he la solution est quotienté par les 
onstantes.Problème subsonique
Kδ =

{
v ∈W 1,∞ (Ω) /R, ||−→∇v||∞ ≤ δ < c∗

} est un 
onvexe fermé non vide de l'es-pa
e H1(Ω)/R. Ω est un domaine borné à frontière régulière. Le théorème d'As
oli(que l'on peut trouver dans le livre d'analyse fon
tionnelle d'H. Brézis [15℄ ou en
ore[36℄) prouve la fermeture. Les fon
tions de Kδ sont uniformément 
ontinues. Nousallons montrer que le problème (4.36) restreint à 
e 
onvexe admet toujours uneunique solution.
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tionnelle asso
iée

Fon
tions F∞ et FLa fon
tion F : x→ −2

γ

(
1 +

γ − 1

2
(M2

∞ − x2)

) γ
γ−1

= −
c2max∫

x2

F∞(s) ds est 
onvexe,si x ∈ [0, c∗] ; 
on
ave, si x ∈ [c∗, xmax] ; stri
tement 
onvexe, si x ∈ [0, c∗[ et où l'ona noté cmax la vitesse à partir de laquelle la densité volumique n'est plus dé�nie. Ilvient F ′ (|v0|) = 2|v0|F∞ (|v0|). La fon
tionnelle J est dé�nie sur Kδ à l'aide de F :
J(φ0) =

1

2

∫

Ω

F (|−→∇φ0|) dx (4.37)Dé�nissons la fon
tionnelle K par :
K (φ0) = J (φ0) −

∫

∂Ω

qφ0 dγ (4.38)Un résultat 
lassique de minimisation 
onvexe permet d'a�rmer que le problème deminimisation de la fon
tionnelle stri
tement 
onvexe K sur le 
onvexe fermé nonvide Kδ admet une unique solution φ0. Cette solution est l'unique fon
tion véri�antl'inégalité variationnelle suivante (asso
iée à l'an
ienne 
ondition d'Euler (4.36)) :




Trouver φ0 ∈ Kδ tel que :∫

Ω

F∞(|−→∇φ0|2)
−→∇φ0

−→∇(ψ − φ0) dx ≥
∫

∂Ω

q (ψ − φ0) dγ, ∀ψ ∈ Kδ
(4.39)Existen
e et uni
itéLe théorème suivant est une adaptation d'un théorème tiré de l'arti
le [14℄.Le problème initial (4.33) et le problème 
onvexi�é (4.39) sont équivalents en régimesubsonique :
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yThéorème 4.2.2. Supposons que le problème initial (4.33) admette une uniquesolution φ0 ∈ H1(Ω)/R, telle qu'il existe δ0 < c∗ et ||−→∇φ0||∞ ≤ δ0 < c∗. Alors φ0 estune solution du problème 
onvexi�é (4.39), pour tout δ ∈ [δ0, c∗[. Ré
iproquement,si φ0 est une solution du problème 
onvexi�é (4.39) pour un 
ertain δ < c∗, telleque l'on peut trouver δ0 < δ et ||−→∇φ0||∞ ≤ δ0 (la 
ontrainte de 
onvexité n'est passaturée). Alors φ0 est une solution du problème initial (4.33).Preuve du théorème 4.2.2 :La première impli
ation est triviale. Montrons la deuxième impli
ation. Ω est undomaine régulier et l'ensemble C∞ (Ω
) des restri
tions à Ω des fon
tions régulières àsupport 
ompa
t dans Rn est dense dans H1 (Ω) /R. On suppose qu'il existe δ0 < δtel que l'unique solution φ0 ∈ Kδ du problème 
onvexi�é (4.39) pour 
e δ véri�e

||φ0||∞ ≤ δ0. Pour tout v ∈ C∞ (Ω
), on peut trouver un réel t > 0 su�sammentpetit tel que φ0+tv ∈ Kδ. En remplaçant ψ par φ0+tv dans l'inégalité variationnelle :∫

Ω

F∞(|−→∇φ0|2)
−→∇φ0

−→∇(ψ − φ0) dx ≥
∫

∂Ω

q (ψ − φ0) dγ, ∀ψ ∈ Kδ,il vient en divisant par t :
∫

Ω

F∞(|−→∇φ0|2)
−→∇φ0

−→∇v dx ≥
∫

∂Ω

qv dγ, ∀v ∈ C∞ (Ω
)En raisonnant similairement ave
 −t :

∫

Ω

F∞(|−→∇φ0|2)
−→∇φ0

−→∇v dx =

∫

∂Ω

qv dγ, ∀v ∈ C∞ (Ω
)On 
on
lut par l'argument de la densité de C∞ (Ω

) dans H1 (Ω) /R. Le problèmesubsonique admet toujours une unique solution et 
ette solution est 
elle du problèmegénéral si la 
ontrainte de 
onvexité n'est pas saturée. Le problème est que l'on nepeut 
onnaître le régime a priori. Pratiquement on 
hoisit δ le plus pro
he possiblede c∗ et l'on joue sur les �ux imposés pour ne pas saturer la 
ontrainte de 
onvexité.Ellipti
ité de la fon
tionnelleNous prouvons i
i un résultat d'ellipti
ité de la fon
tionnelle K plus fort que sastri
te 
onvexité et né
essaire au paragraphe suivant pour démontrer la 
onvergen
edu point �xe.Proposition 2.La fon
tionnelle K est elliptique sur Kδ :
∃α > 0, ∀φ0 ∈ Kδ, ∀ψ ∈ Kδ,

−→∇2K(φ0)(ψ, ψ) ≥ α||ψ||2
H1 (Ω) /R

, (4.40)
e qui équivaut en
ore à :
∃α > 0, ∀φ ∈ Kδ, ∀ψ ∈ Kδ, 〈

−→∇K(φ) −−→∇K(ψ), φ− ψ)〉 ≥ α||φ− ψ||2
H1 (Ω) /R(4.41)
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teurs 63Preuve :
J est une fon
tionnelle deux fois 
ontinûment dérivable sur Kδ :

−→∇J(φ0)(ψ) =

∫

Ω

F∞(|−→∇φ0|2)
−→∇φ0

−→∇ψ dx

−→∇2J(φ0)(ψ, ξ) =

∫

Ω

2F ′
∞

(
|−→∇φ0|2

)−→∇φ0.
−→∇ψ

−→∇φ0.
−→∇ξ dx+

∫

Ω

F∞(|−→∇φ0|2)
−→∇ψ−→∇ξ dx(4.42)

J est stri
tement 
onvexe sur Kδ. L'inégalité de Cau
hy-S
hwartz implique :
−→∇2J(φ0)(ψ, ψ) ≥

∫

Ω

(F∞

(
|−→∇φ0|2

)
− 2δ2|F ′

∞

(
|−→∇φ0|2

)
|)|−→∇ψ|2dx, (4.43)où F∞

(
|−→∇φ0|2

)
− 2δ2|F ′

∞

(
|−→∇φ0|2

)
| = ρ0

(
1 −

(
δ

a0

)2
)
> 0 sur Kδ, où δ < c∗ave
 c∗ la valeur du module de la vitesse 
orrespond à un Ma
h transsonique égal àl'unité ( δa0

< 1). La fon
tionnelle J est elliptique :
∃α > 0,

−→∇2J(φ0)(ψ, ψ) ≥ α||ψ||2
H1 (Ω) /R

(4.44)La fon
tionnelle K est deux fois 
ontinûment dérivable, stri
tement 
onvexe et el-liptique sur Kδ :
−→∇K (φ0) (ψ) =

−→∇J(φ0)(ψ) −
∫

∂Ω

qψ dγ (4.45)
−→∇2K(φ0)(ψ, ψ) =

−→∇2J(φ0)(ψ, ψ) ≥ α||ψ||2
H1 (Ω) /R

(4.46)Convergen
e du point �xeCe paragraphe propose une alternative à la résolution numérique par une méthodedes moindres 
arrés proposée par l'arti
le [14℄ en suivant un théorème de J. Nečastiré de [49℄ prouvant la 
onvergen
e d'un point �xe théorique vers la solution duproblème 
onvexi�é.On note B(φ0;ψ, ξ) =
∫
Ω
F∞(|−→∇φ0|2)

−→∇ψ−→∇ξ. Ré
apitulons les propriétés de B :
∃C1 > 0, ∀φ0 ∈ Kδ, ∀(ψ, ξ) ∈ [H1(Ω)/R]2, B(φ0;ψ, ξ) ≤ C1||ψ||H1(Ω)/R||ξ||H1(Ω)/R(4.47)

∃C2 > 0, ∀φ0 ∈ Kδ, ∀ψ ∈ H1(Ω)/R, B(φ0;ψ, ψ) ≥ C2||ψ||2H1(Ω)/R (4.48)
J : Kδ → R est la fon
tionnelle dé�nie par (4.37). J est Gâteaux-di�érentiable sur
Kδ et sa di�érentielle est un élément du dual [H1(Ω)/R]∗ donnée par :

∀φ0 ∈ Kδ,
−→∇J(φ0) (ψ) = B(φ0;φ0, ψ), ∀ψ ∈ H1(Ω)/R,
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yLa 
onvexité de la fon
tionnelle J équivaut à :
J(ψ)−J(φ0) ≥

−→∇J (φ0) (ψ−φ0) = B(φ0;φ0, ψ)−B(φ0;φ0, φ0), ∀φ0, ψ ∈ Kδ (4.49)L'ellipti
ité de la fon
tionnelle J équivaut à :
∃C3 > 0, ∀ψ ∈ H1(Ω)/R, φ0+ψ ∈ Kδ,

−→∇J(φ0+ψ)(ψ)−−→∇J(φ0)(ψ) ≥ C3||ψ||2H1(Ω)/R(4.50)Ayant prouvé toutes les propriétés (4.47) et (4.48) pour B(.; ., .) et les propriétés(4.49) et (4.50) pour J , on peut appliquer le théorème général tiré de [49℄ :Théorème 4.2.3 (Nečas). Pour tout φ0 ∈ Kδ, la 
oer
ivité (4.48) de B(φ0; ., .)implique l'existen
e et l'uni
ité de la solution de :
∀φ0 ∈ Kδ, ∃ ! ζ = ζ (φ0) ∈ Kδ tel que : ∀ψ ∈ Kδ, B(φ0; ζ, ψ − ζ) ≥< q, ψ − ζ >(4.51)La suite dé�nie par φ0 ∈ H1(Ω)/R et φn+1

0 = ζ(φn0) 
onverge vers l'unique solutionde (4.39).Preuve du théorème 4.2.3 :Prouvons la propriété :
B(φ0; ζ(φ0), ζ(φ0)) − B(φ0;φ0, φ0) + 2J(φ0) − 2J(ζ(φ0)) ≥ 0 (4.52)L'unique solution ζ ∈ Kδ de (4.51) minimise la fon
tionnelle 1

2
B(φ0; ., .) − 〈q, .〉 sur

Kδ :
1

2
B(φ0; ζ(φ0), ζ(φ0)) − 〈q, ζ(φ0)〉 ≤ B(φ0;φ0, φ0) − 〈q, ζ(φ0)〉 (4.53)L'unique solution φ0 ∈ Kδ minimise la fon
tionnelle J(.) − 〈q, .〉 sur Kδ :

J(φ0) − 〈q, φ0〉 ≤ J(ζ(φ0)) − 〈q, ζ(φ0)〉 (4.54)La sommation de (4.53) et (4.54) implique (4.52). L désigne la fon
tionnelle suivante :
L(φ0) = J(φ0) − J(ζ(φ0))− < q, φ0 − ζ(φ0) >= K(φ0) −K(ζ(φ0)) (4.55)Prouvons la propriété :

L(φ0) ≥
C2

2
||φ0 − ζ(φ0)||2H1(Ω)/R (4.56)Par bilinéarité de B(φ0; ., .), il vient :

B(φ0; ζ − φ0, ζ − φ0) = B(φ0; ζ, ζ)− 2B(φ0; ζ, φ0) +B(φ0;φ0, φ0)

B(φ0; ζ − φ0, ζ − φ0) ≥ 2 (J(ζ) − J(φ0) +B(φ0; ζ − φ0, ζ − φ0) +B(φ0;φ0 − ζ, ζ))

B(φ0; ζ − φ0, ζ − φ0) ≥ 2 (J(ζ) − J(φ0) +B(φ0; ζ − φ0, ζ − φ0) + 〈q, φ0 − ζ〉)
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B(φ0; ζ − φ0, ζ − φ0) ≥ 2 (−L(φ0) +B(φ0; ζ − φ0, ζ − φ0))

2L(φ0) ≥ B(φ0; ζ − φ0, ζ − φ0) ≥ C2||φ0 − ζ(φ0)||2H1(Ω)/RPar dé�nition de la suite (φn0 ) :
J(φn0) − J(φn+1

0 )− < q, φn0 − φn+1
0 >= L(φn0 ) ≥ C2

2
||φn0 − φn+1

0 ||2H1(Ω)/R ≥ 0 (4.57)La suite (K(φn0 ))n∈N est don
 dé
roissante. Elle est minorée sur le 
onvexe Kδ. Elleest don
 
onvergente et :
L(φn0 ) = K(φn0 ) −K(φn+1

0 ) → 0Il suit d'après (4.57) :
||φn0 − φn+1

0 ||H1(Ω)/R → 0 (4.58)Montrons la propriété :
J(φn0 ) − J(φ0) ≥

−→∇J(φ0)(φ
n
0 − φ0) +

C3

2
||φn0 − φ0||2H1(Ω)/R (4.59)

J(φn0 ) − J(φ0) =

1∫

0

−→∇J(φ0 + t(φn0 − φ0))(φ
n
0 − φ0) dt

J(φn0 )−J(φ0) =
−→∇J(φ0)(φ

n
0 −φ0)+

1∫

0

−→∇[J(φ0 + t(φn0 −φ0))−
−→∇J(φ0)](φ

n
0 −φ0) dtEn utilisant la propriété (4.50) :

J(φn0) − J(φ0) ≥
−→∇J(φ0)(φ

n
0 − φ0) +

1∫

0

C3t||φn0 − φ0||2H1(Ω)/RIl vient (4.59). En utilisant les propriétés de B, il vient :
C3||φn0 − φ0||2 ≤

−→∇J(φn0 )(φn0 − φ0) −
−→∇J(φ0)(φ

n
0 − φ0)

= B(φn0 ;φn0 , φ
n
0 − φ0) −

−→∇J(φ0)(φ
n
0 − φ0)

≤ B(φn0 ;φn0 , φ
n
0 − φ0)− < q, φn0 − φ0 >

= B(φn0 ;φn0 − φn+1
0 , φn0 − φ0) +B(φn0 , φ

n+1
0 , φn0 − φ0)− < q, φn0 − φ0 >

= B(φn0 , φ
n
0 − φn+1

0 , φn0 − φ0) +B(φn0 , φ
n+1
0 , φn+1

0 − φ0)

+B(φn0 , φ
n+1
0 , φn0 − φn+1

0 )− < q, φn+1
0 − φ0 > + < q, φn+1

0 − φn0 >Finalement, par la dé�nition (4.51) de la suite φn+1
0 = ζ(φn0), il vient :

C3||φ0−φn0 ||2H1(Ω)/R ≤ B(φn0 ;φn0−φn+1
0 , φn0−φ0)+B(φn0 , φ

n+1
0 , φn0−φn+1

0 )+ < q, φn+1
0 −φn0 >,
e qui prouve la 
onvergen
e forte de la suite.
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yFormulation axisymétriqueLes domaines 
onsidérés sont maintenant bidimensionnels : 
e sont les domaines de
oupe transverses, qui sont notés par abus de notation 
omme les pré
édents do-maines tridimensionnels.Les 
onditions de �ux de bord sont supposées indépendantes de θ : l'é
oulement
her
hé est à symétrie axiale.Le potentiel φ0 de l'é
oulement porteur est solution de l'équation aux dérivées par-tielles en 
oordonnées 
ylindriques dans le plan transverse :




|−→∇φ0(x, y, z)|2 = |∂φ0

∂r
|2 + |∂φ0

∂z
|2 , ∀(r, z) ∈ Ω

1

r

∂

∂r

(
rF∞(|−→∇φ0|2)

∂φ0

∂r

)
+

∂

∂z

(
F∞(|−→∇φ0|2)

∂φ0

∂z

)
= 0 , ∀(r, z) ∈ Ω

ρ0
∂φ0

∂n
= q , ∀(r, z) ∈ ∂Ω(4.60)La formulation variationnelle axisymétrique du point �xe théorique s'é
rit :





φ0
0 = 0Trouver φn+1

0 ∈ Kδ tel que :∫

Ω

F∞(|−→∇φn0 |2)
−→∇φn+1

0

−→∇ψ rdrdz =

∫

∂Ω

qψ rdγ, ∀ψ ∈ Kδ

, (4.61)
où −→∇ =

(
∂

∂r

∂

∂z

) désigne le gradient 
artésien en (r, z). Les espa
es de Sobolev
lassiques H1 (Ω) /R de K(δ) sont rempla
és par les espa
es de Sobolev à poidsaxisymétriques transverses pour le mode azimutal m = 0 : H1
a0 (Ω) /R (4.19).Détails de l'implémentation numériqueLe problème 
onvexi�é (4.39) admet toujours une unique solution obtenue 
ommelimite de la suite (φn0 )n∈N. Le potentiel φn0 de l'é
oulement porteur est appro
hé pardes éléments �nis 
lassiques H1-
onformes, 
ontinus et P 1 par élément. La densitéest 
onstante par élément et sa valeur à l'étape k+1 est obtenue à partir des valeursdu potentiel à l'étape k.

φ0
0 est 
hoisi nul : le potentiel est initialisé à zéro. Le potentiel 
onvergé est obtenuà la limite d'un point �xe numérique, lorsque la variation entre deux itérations su
-
essives de la norme in�nie du potentiel est inférieur à un seuil ǫ �xé.La saturation de la 
ontrainte de 
onvexité se traduit par l'atteinte ou le dépasse-ment de c∗ par le module de la vitesse au niveau d'un élément et d'une itération.Il su�t de tester la norme de la vitesse sur 
haque élément à 
haque itération etd'arrêter le 
al
ul dès qu'il y a saturation. On 
hoisit alors des �ux entrants plusfaibles a�n de garantir le régime subsonique non saturé.L'implémentation du 
ode de 
al
ul est parallélisée via l'utilisation d'un logi
iel
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teurs 67d'algèbre linéaire parallèle MPF développé à EADS-CCR. Une nouvelle matri
e estassemblée à 
haque itération. Ces matri
es sont 
reuses et symétriques et la réso-lution du système linéaire utilise le serveur 
reux parallèle MUMPS du CERFACS.Seules les données du potentiel à tous les sommets à l'étape pré
édente sont 
om-munes à tous les pro
esseurs pour palier au 
as d'un élément dont les degrés deliberté se trouvent dans deux blo
s disjoints.Cas-Test

Cas-TestOn propose le 
as-test axisymétrique suivant :




div
(
F∞

(
|−→∇φ0|2

)−→∇φ0

)
= 0 ∀x ∈ Ω

∂φ0

∂n
= 0 ∀x ∈ ΓR

∂φ0

∂n
= −q ∀x ∈ ΓM

∂φ0

∂n
= +q ∀x ∈ ΓM ′

(4.62)
La vitesse théorique à l'étape k + 1 s'obtient par ré
urren
e :

{
v0 = 0

vk+1 =
q

F∞(vk)
, ∀k ∈ N

(4.63)
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Débit et 
onvergen
e du point �xeComme le montrent les s
hémas pré
édents, la suite théorique (4.63) 
onverge pourdes débits q tels que la fon
tion dé�nie par vk+1 = fq(vk) admette un point �xe,
e qui 
orrespond exa
tement au régime subsonique. Ces s
hémas ont pour mérited'expli
iter la façon dont 
onverge l'algorithme de point �xe. La 
onvergen
e dus
héma de point �xe est d'autant plus rapide que les débits imposés sont petits etinversement. Le s
héma diverge dès que l'on atteint un débit 
orrespondant à unrégime transsonique.4.2.2 A
oustique potentielleEquation aux dérivées partielles du potentiel a
oustiqueLes domaines 
onsidérés i
i sont tridimensionnels et 
artésiens.L'équation aux dérivées partielles d'ordre 2 à 
oe�
ients variables du potentiela
oustique dé
oule immédiatement des équations (1.13), (1.14), (1.15) et (1.16) :
div
(
ρ0

(
I −−→

M0.
t−→M0

)−→∇φa
)

+ ρ0k
2
0φa + ik0ρ0

−→
M0.

−→∇φa + div
(
ik0ρ0φa

−→
M0

)
= 0,(4.64)où k0 =

ω

a0
est le nombre d'ondes modulé par l'é
oulement et −→M0 =

−→u0

a0
est le nombrede Ma
h ve
toriel. L'équation aux dérivées partielles (4.64) est elliptique en régimesubsonique. On note A0 l'opérateur di�érentiel elliptique asso
ié :

A0 (φa) = 0, (4.65)et l'on note ∂φa
∂nA0

= ρ0
∂φa
∂n

−
(
−ik0φa +

−→
M0.

−→∇φa

)
ρ0
−→
M0.

−→n la dérivée 
onormale debord asso
ié à l'opérateur A0.
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teurs 69Conditions de bords
• Sur les parois non traitées, les ondes a
oustiques se ré�é
hissent totalement :

∂φa
∂nA0

= 0, ∀x ∈ ΓR (4.66)
• Au niveau de la surfa
e �
tive ΓM du moteur, l'é
oulement est uniforme. Lemoteur est assimilé à un 
onduit uniforme in�ni, d'où provient la sour
e sonoreà di�ra
ter sous forme de modes in
idents. La démar
he est identique à la partiesans é
oulement (3.1.2) et détaillée pré
isément dans le paragraphe (4.2.3) (une
ondition d'onde sortante au potentiel a
oustique di�ra
té φa − φa,inc sous la formed'une 
ondition de Sommerfeld ou d'un opérateur Diri
hlet-Neumann est imposée) :

φa − φa,inc est ré�é
hi dans le guide d'ondes (4.67)
• A l'in�ni, l'é
oulement porteur est uniforme. Il faut imposer une 
ondition detype Sommerfeld séle
tionnant les ondes sortantes pour le potentiel a
oustique totalà l'in�ni. L'obtention de 
ette 
ondition est détaillée dans la sous-se
tion (4.2.4)(elle est obtenue à partir de la 
lassique 
ondition de Sommerfeld pour l'équationde Helmholtz (3.24) que l'on a appliquée au potentiel a
oustique transformé parLorentz (3.6), (3.7)) et ramenée à l'espa
e physique). Cette 
ondition est toujoursdésignée par abus de notation 
omme la 
ondition de Sommerfeld.AdimensionnementChaque variable physique a
oustique est adimensionnée par la valeur homogène
orrespondante obtenue à partir des trois valeurs fondamentales : R la grandeur
ara
téristique de la na
elle, a∞ la vitesse du son à l'in�ni et ρ∞ la densité volumiquede l'é
oulement porteur à l'in�ni :

ω∗ =
R

a∞
ω, t∗ =

a∞
R
t, −→x ∗ =

−→x
R
, φ∗

a =
φa
Ra∞

, ρ∗a =
ρa
ρ∞

, p∗a =
Rpa

ρ∞a
2
∞

(4.68)Par abus de notation, l'indi
e * des paramètres adimensionnés est oublié. L'uniqueinvariant d'é
helle est le nombre de Ma
h.Problème a
oustique 
ompletLe problème a
oustique 
omplet s'é
rit dans le domaine 
artésien R3\Ωi :




Trouver φa ∈ H1
loc

(
R3\Ωi

)

A0 (φa) = 0, ∀−→x ∈ R3\Ωi

∂φa
∂nA0

= 0, ∀−→x ∈ ΓR

φa − φa,inc est ré�é
hi dans le guide d'ondes
φa véri�e la 
ondition de Sommerfeld à l'in�ni , (4.69)
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yFormulation axisymétriqueLes domaines 
onsidérés sont maintenant bidimensionnels : 
e sont les domaines de
oupe transverses, qui sont notés par abus de notation 
omme les pré
édents do-maines tridimensionnels.L'axisymétrie de la na
elle permet de dé
omposer φa en modes azimutaux de Fou-rier :
φa(r, z, θ) =

∑

m∈Zφam(r, z)eimθ, ∀(r, z, θ) ∈ R
2\Ωi × [0, 2π] (4.70)Le mode azimutal m du potentiel a
oustique est solution de l'équation aux dérivéespartielles suivante dans le domaine transverse bidimensionnelle R2\Ωi :





1

r

∂

∂r

(
rρ0

∂φam
∂r

)
− m2ρ0

r2
φam +

∂

∂z

(
ρ0
∂φam
∂z

)
+ k2

0ρ0φam

+ik0ρ0

(
M0r.

∂φam
∂r

+M0z .
∂φam
∂z

)

−1

r

(
ρ0M0r(−ik0φam +M0r.

∂φam
∂r

+M0z .
∂φam
∂z

)

)

− ∂

∂r

(
ρ0M0r(−ik0φam +M0r.

∂φam
∂r

+M0z .
∂φam
∂z

)

)

− ∂

∂z

(
ρ0M0z(−ik0φam +M0r.

∂φam
∂r

+M0z .
∂φam
∂z

)

)
= 0, ∀(r, z) ∈ R2\Ωi

∂φam
∂nA0m

= 0, ∀(r, z) ∈ ΓR

φam − φam,inc est ré�é
hi dans le guide d'ondes
φam véri�e la 
ondition de Sommerfeld à l'in�ni

,

(4.71)que l'on note à l'aide de l'opérateur volumique elliptique : A0m (φam) = 0.Remarque 4.2.4.
• Les modes a
oustiques azimutaux sont dé
ouplés. Le problème tridimensionnel sedé
ompose en un nombre dénombrable de problèmes axisymétriques.
• L'é
oulement porteur stationnaire est axisymétrique et le nombre de Ma
h ve
to-riel n'a pas de 
omposante angulaire : −→M0 = M0r

−→er +M0z
−→ez .

• L'équation (4.71) en présen
e d'un é
oulement potentiel quel
onque non axisy-métrique (ave
 une 
omposante angulaire) possède des termes supplémentaires. Deplus, les modes a
oustiques azimutaux de Fourier sont 
ouplés par la non-axisymétriede l'é
oulement porteur.4.2.3 Couplage modes-volumeOpérateur Diri
hlet-NeumannLes domaines 
onsidérés i
i sont des domaines transverses bidimensionnels.Le problème 
onsidéré est le problème a
oustique véri�é par le mode azimutal m du
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teurs 71potentiel a
oustique.Ce paragraphe détaille l'obtention de l'opérateur Diri
hlet-Neumann pour un guided'ondes 
ylindrique en é
oulement, qui permet de formuler un problème a
oustiqueéquivalent en domaine modal borné dans l'optique d'une formulation variationnelleet d'un traitement numérique.La démonstration de 
es résultats est 
onnue et peut être trouvée dans la thèse de L.Dahi [27℄ (ou en
ore l'arti
le [12℄). Ces référen
es étudient la perturbation des modesde 
onduit en é
oulement uniforme par la présen
e d'une plaque et de son sillage devorti
ité. Le traitement numérique du problème né
essite l'introdu
tion d'un pro-blème équivalent en domaine borné à l'aide d'un opérateur Diri
hlet-Neumann ené
oulement.Le moteur est modélisé 
omme un guide d'ondes 
ylindrique in�ni. La sour
e a
ous-tique du moteur est une somme a priori in�nie dénombrable de modes in
identsportés par le mode azimutal m :
φam,inc in
ident ⇔ φam,inc =

∑

n∈N〈φam,inc,Ξrmn〉L2(ΓM )Ξrmn (r) eiβ
+
mnz (4.72)Les 
oe�
ients modaux in
idents a+

mn = 〈φam,inc,Ξrmn〉L2(ΓM ) sont les données duproblème. L'opérateur Diri
hlet-Neumannmodal TMm se dé�nit à l'aide des 
onstantes
µ±
mn :




∀krmn ≤
[

kM√
1 −M2

M

]
,





µ+
mn = −ρM i

√
k2
M − (1 −M2

M) k2
rmn

µ−
mn = +ρM i

√
k2
M − (1 −M2

M) k2
rmn

∀krmn >
[

kM√
1 −M2

M

]
,





µ+
mn = +ρM

√
(1 −M2

M) k2
rmn − k2

M

µ−
mn = −ρM

√
(1 −M2

M ) k2
rmn − k2

M

, (4.73)
que l'on peut dé�nir sous la forme synthétique µ±

mn = ρM(M2
M−1)iβ±

mn+ρM ikMMMà l'aide des 
onstantes propagatives axiales β±
mn dé�nies en (2.6). L'opérateur Diri
hlet-Neumann modal TMm s'é
rit :

{
TMm : H

1
2 (ΓM) → H− 1

2 (ΓM)
φam →

∑
n∈N µ−

mn〈φam,Ξrmn(r)〉L2(ΓM )Ξrmn(r)
(4.74)Le problème véri�é par le potentiel a
oustique total au mode azimutal m φam =

φam,inc + φam,diff :




Trouver φam ∈ H1
am,loc

(
R2\Ωi

)

A0m (φam) = 0, dans R2\Ωi

∂φam
∂nAOm

= 0, sur ΓR

φam − φam,inc est ré�é
hi dans le guide d'ondes
φam véri�e la 
ondition de Sommerfeld à l'in�ni (4.75)
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yest équivalent au problème en domaine modal borné :




Trouver φam ∈ H1
am,loc

((
Ω ∪ Ωe

)
\ (ΓR ∪ ΓM)

)

A0m (φam) = 0, dans (Ω ∪ Ωe

)
\ (ΓR ∪ ΓM)

∂φam
∂nAOm

= 0, sur ΓR

∂ (φam − φam,inc)

∂nAOm

= TMm (φam − φam,inc) , sur ΓM

φam véri�e la 
ondition de Sommerfeld à l'in�ni ,(4.76)où ∂

∂nAOm

est la dérivée 
onormale asso
iée à l'opérateur elliptique A0m et H1
am,locdésigne l'espa
e de Sobolev à poids dé�ni par (4.19).Formulation variationnelle au moteurLe problème azimutal pour le potentiel a
oustique (4.76) se formule variationnelle-ment. Nous supposons i
i le domaine borné : Ωe = ∅ par 
ommodité pour ne pas
ompliquer inutilement le problème ave
 les termes de bord à l'in�ni qui ne 
or-respondent pas à 
e paragraphe et seront expli
ités dans le paragraphe (4.3.2). Lesespa
es fon
tionnels se dé�nissent à l'aide des espa
es de Sobolev à poids (4.18) et(4.19) :

H1
am−mod (Ω) =

{φam ∈ H1
am (Ω) , tel que [φam]|ΓM

=
∑

n∈N a+
mnΞrmn(r, z) +

∑

n∈N a−mnΞrmn(r, z)}(4.77)On note H1
am−ΓM

(Ω) l'espa
e fon
tionnel H1
am (Ω), dont les éléments ont une tra
enulle sur la surfa
e modale ΓM . La formulation variationnelle du problème 
ontinu(4.76) s'é
rit à l'aide d'un relèvement de la 
ondition de Diri
hlet modale (
e relève-ment s'interprète numériquement en une fon
tion nulle sur tous les degrés de libertéintérieurs du domaine et égale à∑n∈N a+

mnΞrmn(r, θ)+
∑

n∈N a−mnΞrmn(r, θ) sur les de-grés de liberté modaux). Ce relèvement est noté abusivement∑n∈N a+
mnΞrmn(r, θ)+∑

n∈N a−mnΞrmn(r, θ). Le problème (4.76) se formule variationnellement :




Etant donné (a+
mn

)
n∈N ∈ C

N,Trouver φam ∈ H1
am−ΓM

(Ω) et (a−mn)n∈N ∈ C
N tel que :

a0m (φam, ψm) +
∑

n∈N a−mna0m (Ξrmn, ψm) −
∑

n∈N a−mnµ−
mn

∫

ΓM

Ξrmnψm

= −
∑

n∈N a+
mna0m (Ξrmn, ψm) +

∑

n∈N a+
mnµ

+
mn

∫

ΓM

Ξrmnψm

∀ψm ∈ H1
am−mod(Ω)

, (4.78)
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teurs 73où a0m ( . , . ) désigne la forme hermitienne asso
iée à l'opérateur volumique A0mdé�nie en (4.71) :
a0m (φam, ψm) =∫

Ω

ρ0
−→∇φam

−→∇ψm rdrdz +m2

∫

Ω

ρ0
1

r
φamψm drdz

−
∫

Ω

ρ0k
2
0φamψm rdrdz −

∫

Ω

ρ0
−→
M 0.

−→∇φam
−→
M 0.

−→∇ψm rdrdz

+

∫

Ω

ρ0ik0

(−→
M 0.

−→∇ψm φam −−→
M 0.

−→∇φam ψm

)
rdrdz

(4.79)
Les a−mn sont les in
onnues modales du système et sont pla
ées dans le membre degau
he. Les a+

mn sont les sour
es 
onnues du système et sont pla
ées dans le membrede droite.4.2.4 Existen
e et uni
itéProblématique

Transformée de Lorentz et géométrieLes domaines 
onsidérés sont les domaines tridimensionnels et 
artésiens (x, y, z).Néanmoins, les démonstrations d'existen
e et d'uni
ité du problème a
oustique 
om-
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yplet sont rédigées dans un espa
e 
artésien bidimensionnel (l'axe x 
orrespond à l'axede propagation z et l'axe y 
orrespond aux axes (r, θ)) par sou
i de simpli
ité étantdonnée la taille des équations à trois dimensions. Les démonstrations sont totalementsimilaires dans un espa
e tridimensionnel et les prin
ipaux résultats du paragraphesuivant sont expli
ités ultérieurement dans le paragraphe (4.2.4) en 
oordonnées 
y-lindriques.La transformée de Lorentz est appliquée à tout l'espa
e R3 = Ωi ∪ ΩM ∪ Ω ∪ Ωe.Par abus de notation, les nouvelles variables physiques et les nouveaux domainestransformés sont notés 
omme les an
iennes variables et an
iens domaines.Ce paragraphe prouve l'existen
e et l'uni
ité de la solution du problème a
oustique
omplet.Uni
ité et 
ondition de rayonnementOn note AL (φa) l'opérateur volumique dé�ni par l'équation aux dérivées partiellessuivante dans (Ω ∪ Ωe

)
\ (ΓR ∪ ΓM) :





1

1 −M2
∞

∂

∂x

(
ρ0
∂φa
∂x

)
+

∂

∂y

(
ρ0
∂φa
∂y

)

− 1

1 −M2
∞

∂

∂x

(
ρ0M

2
0x

∂φa
∂x

)
− 1√

1 −M2
∞

∂

∂x

(
ρ0M0xM0y

∂φa
∂y

)

− 1√
1 −M2

∞

∂

∂y

(
ρ0M0xM0y

∂φa
∂x

)
− ∂

∂y

(
ρ0M

2
0y

∂φa
∂y

)

+ρ0

(
ik∞M∞

(1 −M2
∞)

3
2

(
1 −M2

0x

)
+

ik0M0x√
1 −M2

∞

)
∂φa
∂x

+ρ0

(
ik0M0y −

ik∞M∞M0xM0y

(1 −M2
∞)

)
∂φa
∂y

+
ik∞M∞

(1 −M2
∞)

3
2

∂

∂x
(ρ0φa)

+
1√

1 −M2
∞

∂

∂x
(ρ0ik0M0xφa) −

ik∞M∞

(1 −M2
∞)

3
2

∂

∂x

(
ρ0M

2
0xφa

)

+
∂

∂y
(ρ0ik0M0yφa) −

ik∞M∞
1 −M2

∞

∂

∂y
(ρ0M0xM0yφa)

+ρ0

( −k2
∞M

2
∞

(1 −M2
∞)2

(
1 −M2

0x

)
+ k2

0 −
2k0k∞M0xM∞

(1 −M2
∞)

)
φa = 0,

(4.80)

La dérivée 
onormale de l'opérateur elliptique AL est notée ∂

∂nAL

.
TLM désigne l'opérateur Diri
hlet-Neumann transformé dans l'espa
e de Lorentz,qui s'obtient en appliquant la transformation de Lorentz à l'opérateur Diri
hlet-Neumann (4.74) permettant de borner le domaine modal du problème 
ontinu nontransformé (4.76) :

{
TLM : H

1
2 (ΓM) → H− 1

2 (ΓM)
φa →

∑
(m,n)∈Z×N µ−

mn〈φa,Ξrmn〉L2(ΓM )Ξrmn
(4.81)
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oustique des turboréa
teurs 75Le 
ara
tère in
ident ou ré�é
hi d'un mode dans l'espa
e de Lorentz dépend du
ara
tère de son image par la transformée de Lorentz inverse :




φa,inc =
∑

(m,n)∈Z×N〈φa,inc,Ξrmn〉L2(ΓM )e
iγ+

mnxΞrmn(y) , ∀(x, y) ∈ ΓM

φa − φa,inc =
∑

(m,n)∈Z×N〈φa − φa,inc,Ξrmn〉L2(ΓM )e
iγ−mnxΞrmn(y) , ∀(x, y) ∈ ΓM

,(4.82)où l'on a noté :
{
γ±mn = −k′∞M∞ +

√
1 −M2

∞β
±
mn, les 
onstantes propagatives axiales

µ±
mn = iρM

(
kMMM −

(
1 −M2

M

)
β±
mn

)
, les 
oe�
ients de l'opérateur TLM ,(4.83)ave
 k′∞ =

k∞√
1 −M2

∞
.Si le Ma
h moteur égale le Ma
h in�ni, la transformation de Lorentz annule sim-plement l'é
oulement et l'on retombe sur le 
lassique opérateur Diri
hlet-Neumannd'un guide d'ondes.L'opérateur Diri
hlet-Neumann est é
rit pour un guide d'ondes à trois dimensionspar abus de notation : son expression bidimensionnelle est 
on
eptuellement iden-tique (seules les fon
tions de Bessel radiales sont rempla
ées par la 
lassique basede Fourier L2 en 
osinus d'un segment. Les 
onstantes propagatives axiales et les
oe�
ients de l'opérateur TLM restent 
on
eptuellement identiques.Théorème 4.2.5.

• Le potentiel a
oustique transformé dans l'espa
e de Lorentz 
artésien bidimension-nel (Ω ∪ Ωe

)
\ (ΓR ∪ ΓM) véri�e l'équation aux dérivées partielles elliptique AL (φa) =

0.
• Les 
onditions aux limites du potentiel transformé et de l'é
oulement transformés'é
rivent :1. 




1√
1 −M2

∞
M0x

−→n .−→ex +M0y
−→n .−→ey = 0, ∀x ∈ ΓR

∂φa
∂nAL

= 0, ∀x ∈ ΓR

(4.84)2.
∂ (φa − φa,inc)

∂nAL

= TLM (φa − φa,inc) , ∀x ∈ ΓM , (4.85)
• L'équation aux dérivées partielles (4.80) est équivalente à l'équation de Helmholtz,là où l'é
oulement est uniforme.

∂2φa
∂x2

+
∂2φa
∂y2

+ (k′∞)
2
φa = 0, (4.86)

• Le potentiel transformé véri�ant lim
R→+∞

∫

SR

|∂φa
∂n

− ik′∞φa|2dγ = 0 est unique. Cette
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y
ondition est la 
ondition 
lassique de Sommerfeld appliquée au potentiel a
oustiquetransformé, où SR (resp. BR) désigne la sphère (resp. la boule) de rayon R et d'ori-gine nulle ave
 R 
hoisi de telle sorte que Γ∞ ⊂ BR.
Preuve du théorème 4.2.5 :Le di�éomorphisme C∞ de la transformée de Lorentz ave
 les paramètres de l'é
ou-lement 
onstant à l'in�ni (3.6) est appliqué dans tout le domaine extérieur R

3 =
Ωi ∪ ΩM ∪ Ω ∪ Ωe à l'équation aux dérivées partielles 
artésienne bidimensionnelledu potentiel a
oustique (4.64). Le 
hangement d'in
onnue 
onduit à l'équation auxdérivées partielles (4.80) pour le nouveau potentiel a
oustique. Les nouvelles 
ondi-tions de bord s'obtiennent de la même façon. La nullité de la dérivée 
onormale dansl'espa
e physique est 
onservée par la transformation de Lorentz : (4.84). La trans-formée de Lorentz appliquée à l'opérateur di�érentiel de bord modal (4.74) donnel'équation (4.85).L'ellipti
ité de l'opérateur AL s'obtient en é
rivant la partie prin
ipale de l'opérateur
AL sous forme 
onservative :

div (A (x, y)∇φa (x, y)) ave
 A (x, y) = ρ0




1 −M2
0x

1 −M2
∞

M0xM0y

1 −M2
∞

M0xM0y

1 −M2
∞

1 −M2
0y


 (4.87)

< A(x, y)X,X >= ρ0

(
X1√

1 −M2
∞

X2

)(
I −t −→M 0

−→
M 0

)



X1√
1 −M2

∞
X2




〈A(x, y)X,X〉 ≥ ρ0

(
1 − |−→M 0|2

)
|
(

X1√
1−M2

∞

X2

)
|2 > C(ρ0,M0,Ω)|

(
X1

X2

)
|2L'inégalité d'ellipti
ité de l'équation aux dérivées partielles (4.80) s'é
rit :

∀ (x, y) ∈ Ω, ∀X =

(
X1

X2

)
∈ R

2, < A(−→x )X,X >≥ C(ρ0,M0,Ω)|
(
X1

X2

)
|2(4.88)La preuve de (4.86) s'obtient en remplaçant l'é
oulement variable ρ0, k0 et −→M0 parses valeurs à l'in�ni.
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teurs 77On note aL( . , . ) la forme sesquilinéaire volumique suivante :




aL(φa, ψ) =

∫

Ω

ρ0

(
1 −M2

0x

(1 −M∞)2

)
∂φa
∂x

∂ψ

∂x
+

∫

Ω

ρ0

(
1 −M2

0y

) ∂φa
∂y

∂ψ

∂y

− 1√
1 −M2

∞

∫

Ω

ρ0M0xM0y
∂φa
∂y

∂ψ

∂x
− 1√

1 −M2
∞

∫

Ω

ρ0M0xM0y
∂φa
∂x

∂ψ

∂y

−
∫

Ω

ρ0(
ik∞M∞

(1 −M2
∞)

3
2

(1 −M2
0x) +

ik0M0x√
1 −M2

∞
)
∂φa
∂x

ψ

−
∫

Ω

ρ0(ik0M0y −
ik∞M∞M0xM0y

1 −M2
∞

)
∂φa
∂y

ψ

+

∫

Ω

ρ0

(
ik∞M∞(1 −M2

0x)

(1 −M2
∞)

3
2

+
ik0M0x√
1 −M2

∞

)
φa
∂ψ

∂x

+

∫

Ω

ρ0

(
ik0M0y −

ik∞M∞M0xM0y

1 −M2
∞

)
φa
∂ψ

∂y

−
∫

Ω

ρ0(
−k2

∞M
2
∞

(1 −M2
∞)2

(1 −M2
0x) + k2

0 −
2k0k∞M0xM∞

1 −M2
∞

)φaψ

(4.89)
On note bL( . , . ) la forme sesquilinéaire de bord suivante :




bL(φa, ψ) =

∫

∂Ω

ρ0(
1 −M2

0x

1 −M2
∞

)
∂φa
∂x

ψ−→n .−→ex −
∫

∂Ω

ρ0
M0xM0y√
1 −M2

∞

∂φa
∂y

ψ−→n .−→ex

+

∫

∂Ω

ρ0(1 −M2
0y)
∂φa
∂y

ψ−→n .−→ey −
∫

∂Ω

ρ0
M0xM0y√
1 −M2

∞

∂φa
∂x

ψ−→n .−→ey

+

∫

∂Ω

ρ0(
ik∞M∞

(1 −M2
∞)

3
2

+
ik0M0x√
1 −M2

∞
− ik∞M∞M

2
0x

(1 −M2
∞)

3
2

)φaψ
−→n .−→ex

+

∫

∂Ω

ρ0(ik0M0y −
ik∞M∞M0xM0y

1 −M2
∞

)φaψ
−→n .−→ey

(4.90)
Par linéarité, montrer l'uni
ité du problème équivaut à montrer que pour une sour
esonore in
idente nulle, la 
ondition de Sommerfeld implique une unique solutionnulle.Lemme 4.2.6. On suppose don
 la sour
e sonore in
idente nulle : φa,inc = 0. Leproblème transformé (4.80), (4.84) et (4.85) se formule variationnellement dans Ω :





Trouver φa ∈ H1(Ω) tel que :
aL(φa, ψ) = 〈TLM (φa) , ψ〉L2(ΓM ) +

∫

Γ∞

−→∇φa.−→n ψ

∀ψ ∈ H1(Ω)

, (4.91)
• La solution du problème transformé soumise à la 
ondition de Sommerfelfd véri�e
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yle bilan d'énergie :
limR→+∞ k′∞||φa||L2(SR)

+∑

(m,n)∈Z×N∑± ℑm
(
µ±
mn

)
|〈φa,Ξrmn〉L2(ΓM )|2||Ξrmn||2L2(ΓM )

= 0

, (4.92)où la somme modale 
i-dessus ne se fait que sur les modes propagatifs.
• En l'absen
e de modes in
idents propagatifs à l'entrée de la na
elle (φa,inc = 0) :�

lim
R→+∞

||φa||L2(SR) = 0 (4.93)�
lim

R→+∞
||∂φa
∂n

||L2(SR) = 0 (4.94)Preuve du lemme 4.2.6 :La formulation variationnelle (4.91) s'obtient à partir de l'équation aux dérivéespartielles elliptique (4.80) que l'on a multipliée par une fon
tion test et intégrée parparties. L'expression des 
onditions aux limites (4.84) et (4.85) dans l'intégrale debord (4.90) donne le se
ond membre. aL( . , . ) est la forme sesquilinéaire volumiqueasso
iée à l'opérateur AL et bL(φa, ψ) = 〈TLM (φa) , ψ〉L2(ΓM ) +

∫

Γ∞

−→∇φa.−→n ψ est laforme sesquilinéaire de bord asso
iée à la dérivée 
onormale ∂

∂nAL

.La forme sesquilinéaire volumique (4.89) s'é
rit sous la forme synthétique :
aL (φa, φa) =

∫

Ω

f1(x, y)|φa|2 +

∫

Ω

〈A(x, y)∇φa,∇φa〉

+

∫

Ω

if2(x, y)
∂φa
∂x

φa +

∫

Ω

if2(x, y)
∂φa
∂x

φa

+

∫

Ω

if3(x, y)
∂φa
∂y

φa +

∫

Ω

if3(x, y)
∂φa
∂y

φa

, (4.95)
où f1, f2 et f3 sont trois fon
tions W 1, ∞ (Ω) à valeurs réelles. La matri
e A(x, y)dé�nie par (4.87) étant réelle, symétrique, dé�nie et positive, la forme sesquilinéairevolumique véri�e :

ℑm (aL (φa, φa)) = 0, ∀φa ∈ H1 (Ω) (4.96)L'appli
ation de φa 
omme fon
tion-test dans la formulation variationnelle (4.91)donne l'égalité :
aL(φa, φa) =

∫

Γ∞

∂φa
∂n

φa + 〈TLM (φa) , φa〉L2(ΓM )
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aL(φa, φa) =

∫

Γ∞

(
∂φa
∂n

− ik′∞φa)φa + ik′∞

∫

Γ∞

φaφa + 〈TLM (φa) , φa〉L2(ΓM ) (4.97)En utilisant la dé
omposition de φa sur les modes de 
onduit et l'orthogonalité de
eux-
i :
〈TLM (φa) , φa〉L2(ΓM ) =

∑

(m,n)∈Z×N∑± µ±
mn|〈φa,Ξrmn〉L2(ΓM )|2||Ξrmn||2L2(ΓM )En identi�ant partie réelle et imaginaire dans l'égalité (5.26) :

k′∞||φa||2L2(Γ∞) +
∑

(m,n)∈Z×N∑± ℑm
(
µ±
mn

)
|〈φa,Ξrmn〉L2(ΓM )|2||Ξrmn||2L2(ΓM )

= −ℑm



∫

Γ∞

(
∂φa
∂n

− ik′∞φa)φa


 ≤ ||φa||L2(Γ∞)||

∂φa
∂n

− ik′∞φa||L2(Γ∞)La somme modale ne se fait que sur les modes propagatifs :
ℑm

(
µ±
mn

)
= 0 ⇐⇒ le mode est évanes
ent (4.98)

ℑm
(
µ±
mn

)
< 0 ⇐⇒ le mode est propagatif in
ident (4.99)La 
ondition de Sommerfeld 
on
lut (4.92). En l'absen
e de modes propagatifs in-
idents, on a une somme de deux termes positifs nulle, il dé
oule (4.93) et la nullitédes 
oe�
ients des modes propagatifs ré�é
his :

|a−mn| = 0, ∀n ∈ N tel que Ξ−
mn soit un mode propagatif (4.100)La 
ondition de Sommerfeld et (4.93) implique (4.94) :

||∂φa
∂n

||L2(Γ∞) ≤ k′∞||φa||L2(Γ∞) + ||∂φa
∂n

− ik′∞φa||L2(Γ∞)Le théorème de Relli
h [56℄ et le prin
ipe de 
ontinuation unique pour une équationaux dérivées partielles elliptique (la régularité W 1, ∞ (Ω) des 
oe�
ients variablesprovenant de l'é
oulement porteur est su�sante) 
on
luent la nullité de φa partoutet don
 la nullité de tous les 
oe�
ients ré�é
his (pas seulement les propagatifs).Citons le théorème de Relli
h [56℄ :Théorème 4.2.7 (Relli
h). Soit φa une fon
tion de 
lasse C2 pour |x| assez grand,et véri�ant l'équation de Helmholtz : ∆φa + λφa = 0 pour |x| ≥ r0 (ave
 λ > 0).Alors seuls deux 
as de �gures sont possibles :�
φa(x) = 0 pour |x| > r0 (4.101)�

∀R0 > r0, ∃C > 0 tel que ∫

R0<|x|<R

|φa(x)|2dx ≥ CR, pour R assez grand(4.102)
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yLe théorème de Relli
h et (4.93) entraînent (4.101). Etant donné ǫ > 0, il existed'après (4.93) un réel Rǫ > 0 tel que ||φa||2L2(Sr) ≤ ǫ, ∀r ≥ Rǫ.
∀R > Rǫ,

∫

Rǫ<|x|<R

|φa|2 dx =

∫

Rǫ<r<R

dr

∫

Sr

|φa|2rdθ ≤ ǫ (R− Rǫ)Le 
as (4.102) du théorème de Relli
h n'est pas possible : φa = 0 pour |x| > r0.Le prin
ipe de prolongement unique d'une équation aux dérivées partielles stri
te-ment elliptique à 
oe�
ients variables de régularité W 1, ∞ (Ω) (qui est la régula-rité de l'é
oulement porteur dont on peut extraire une sous-suite 
onvergente pour
W 1, ∞ (Ω) d'après le théorème d'As
oli) implique la nullité de φa partout dans
ΩM ∪ Ω ∪ Ωe\ΓR. Par uni
ité de la dé
omposition modale dans le guide d'ondes,les 
oe�
ients ré�é
his évanes
ents sont nuls. Par linéarité, la solution du problèmetransformé est unique.Existen
eLes domaines 
onsidérés i
i sont les domaines 
artésiens tridimensionnels 
orres-pondant à 
eux du paragraphe (4.2.4) (l'axe de propagation z 
orrespond à l'axepré
édemment nommé x et les axes transverses (r, θ) 
orrespondent à l'axe pré
e-demment nommé y). Le 
as tridimensionnel est de nouveau 
onsidéré, 
ar à l'exté-rieur les équations ne sont pas 
ompliquées par la transformée de Lorentz. On gagnede plus en généralité en exprimant l'opérateur Diri
hlet-Neumann tridimensionnelà l'in�ni.Les variables physiques transformées sont toujours notées 
omme les an
iennes.L'existen
e du problème a
oustique transformé (4.80), (4.84) et (4.85) est démontrédans 
e paragraphe. Il su�t de prouver que l'on est dans le 
adre de l'alternativede Fredholm pour obtenir l'existen
e, sa
hant que l'on a démontré l'uni
ité dans leparagraphe pré
édent.Le problème posé dans le domaine Ω ∪ Ωe\ (ΓR ∪ ΓM) est ramené au domaine borné
Ω par un opérateur Diri
hlet-Neumann à l'in�ni. L'équivalen
e des deux problèmesest prouvée. Le domaine Ω est borné et régulier : on utilise l'inje
tion 
ompa
te de
H1 (Ω) dans L2 (Ω) pour prouver la 
ompa
ité de l'opérateur di�érentiel volumique.Les propriétés des opérateurs Diri
hlet-Neumann "modaux et in�ni" ramenant ledomaine global ΩM ∪ Ω ∪ Ωe\ΓR à Ω prouve alors que le problème relève de l'alter-native de Fredholm.La démar
he est 
lassique et s'inspire de la thèse de T. Abboud [1℄ (ou en
ore l'arti
le[2℄), qui prouve l'existen
e et l'uni
ité du problème similaire pré
édement présenté(4.1).Rédu
tion à un domaine borné :Le Lapla
ien en 
oordonnées sphériques s'é
rit :

∆φa =
1

r2

∂

∂r

(
r2∂φa
∂r

)
+

1

r2
∆LBφa, (4.103)
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teurs 81où ∆LB est l'opérateur de Lapla
e-Beltrami agissant sur les fon
tions dé�nies sur lasphère unité S :
∆LBφa =

1

sin2θ

∂2φa
∂φ2

+
1

sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂φa
∂θ

) (4.104)
∆LB est inversible et d'inverse 
ompa
t sur H1 (S) /R. Les harmoniques sphériques
Yl,m (θ, φ) forment la base propre dénombrable de ∆LB. A l �xé, les (Yl,m)−l≤m≤lforment un espa
e propre de dimension 2l + 1 asso
ié à la valeur propre l(l + 1) de
−∆LB :

−∆LBYl,m = l(l + 1)Yl,m (4.105)Les harmoniques sphériques se dé�nissent analytiquement :
Yl,m (θ, φ) = (−1)m il

[
l + 1/2

2π

(l −m)!

(l +m)!

] 1
2

eimφPm
l (cosθ) , (4.106)où Pm

l sont les polyn�mes de Legendre asso
iés, dont l'expression analytique s'ob-tient par ré
urren
e :




Pm
l (x = cosθ) =

(−1)l

2ll!
(sinθ)m

(
d

dx

)l+m (
1 − x2

)l
, ∀0 ≤ m ≤ l

Pm
l (x = cosθ) =

(−1)l+m

2ll!

(l +m)!

(l −m)!
(sinθ)−m

(
d

dx

)l−m (
1 − x2

)l
, ∀ − l ≤ m ≤ 0(4.107)(

∇Yl,m,
−→
rotYl,m

) forment une base orthogonale de TL2 (S), l'ensemble des 
hampsve
toriels tangents de 
arré intégrable dé�nis sur la sphère unité S. On 
her
he unesolution à variables séparées de l'équation de Helmholtz à l'extérieur de la boule BRde rayon R (SR désigne la sphère asso
iée), où le rayon R est 
hoisi assez grand pourque Γ∞ ⊂ BR (le potentiel transformé véri�e alors l'équation de Helmholtz pour lenombre d'ondes k′∞) :
φa (r, θ, φ) =

+∞∑

l=0

m=+l∑

m=−l
hl,m (k′∞r)Yl,m (θ, φ) (4.108)La partie radiale de 
haque 
oe�
ient de la dé
omposition de la solution véri�el'équation di�érentielle :

1

r2

d

dr

(
r2 d

dr
hl,m

)
+

(
1 − l(l + 1)

r2

)
hl,m = 0 (4.109)Les solutions de 
ette équation sont les fon
tions de Hankel (ou en
ore Bessel sphé-riques), qui se répartissent en deux 
lasses de solutions. Leur expression analytiquese déduit par ré
urren
e :





h
(1)
l (r) = (−r)l

(
1

r

d

dr

)l(
eir

r

)

h
(2)
l (r) = (−r)l

(
1

r

d

dr

)l(
e−ir

r

) (4.110)
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ySeule la famille (1) véri�e la 
ondition de Sommerfeld : lim
R→∞

∫

SR

|∂φa
∂n

− ik′∞φa|2 → 0. La solution du probème de Helmholtz extérieur ave
 une 
ondition de Diri
hlet :




∆φa + (k′∞)2φa = 0, ∀x ∈ R3\BR

φa =
+∞∑

l=0

m=+l∑

m=−l
φl,mYl,m (θ, φ) , ∀x ∈ SR

lim
R→∞

∫

SR

|∂φa
∂n

− ik′∞φa|2 → 0

(4.111)existe et est unique. Son expression analytique s'é
rit :
φa =

+∞∑

l=0

m=+l∑

m=−l
φl,m

h
(1)
l (k′∞r)

h
(1)
l (k′∞R)

(r)Yl,m (θ, φ) (4.112)On dé�nit l'opérateur Diri
hlet-Neumann TR, qui à une fon
tion φa ∈ H
1
2 (SR)asso
ie la tra
e sur SR de la dérivée normale de l'unique solution du problème(4.111) pour 
ette fon
tion 
omme 
ondition de Diri
hlet. L'opérateur TR, qui, àtoute fon
tion régulière φa (R, θ, φ) =

∞∑

l=0

m=l∑

m=−l
φl,mYl,m (θ, φ) sur SR, asso
ie :

TR (φa) =
∑

l,m

k′∞

d

dr
h

(1)
l (k′∞R)

h
(1)
l (k′∞R)

φl,mYl,m (θ, φ) (4.113)se prolonge de manière unique en un opérateur 
ontinu de H 1
2 (SR) dans H− 1

2 (SR).L'opérateur TR a les propriétés suivantes :
•

−ℜe
(
〈TR (φa) , φa〉L2(SR)

)
≥ 1

R
||φa||L2(SR), ∀φa ∈ H

1
2 (SR) (4.114)

• Pour toute fon
tion φa ∈ H1
loc

(
Ω ∪ Ωe\BR

) satisfaisant l'équation de Helmholtzdans Ω ∪ Ωe\BR ave
 se
ond membre nul et véri�ant la 
ondition de Sommerfeld,sa tra
e sur SR véri�e :
∂φa
∂n

= TR (φa) , sur SR (4.115)Le problème suivant :



Trouver φa ∈ H1
loc

(
Ω ∪ Ωe\ (ΓR ∪ ΓM)

) tel que :
AL(φa) = 0, dans Ω ∪ Ωe\ (ΓR ∪ ΓM)
∂ (φa − φa,inc)

∂nL
= TLM (φa − φa,inc) , sur ΓM

∂φa
∂nL

= 0, sur ΓR

lim
R→∞

∫

SR

|∂φa
∂n

− ik′∞φa|2dγ = 0 (4.116)
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teurs 83est équivalent au problème dans le domaine borné et régulier Ω :




Trouver φa ∈ H1 (Ω) tel que :
AL(φa) = 0, dans Ω
∂ (φa − φa,inc)

∂nL
= TLM (φa − φa,inc) , sur ΓM

∂φa
∂nL

= 0, sur ΓR

∂φa
∂n

= TR (φa) , sur SR (4.117)
Alternative de Fredholm :Le problème posé dans le domaine borné Ω (4.117) se formule variationnellement :





Trouver φa ∈ H1 (Ω) tel que :
aL(φa, ψ) − 〈TLM (φa) , ψ〉L2(ΓM ) − 〈TR (φa) , ψ〉L2(SR) = Linc (ψ)
∀ψ ∈ H1 (Ω)

(4.118)Les paramètres �uides ρ0, k0 et −→
M0 sont de régularité : W 1,∞ (Ω). L'équation auxdérivées partielles volumique (4.80) s'expli
ite sous la forme synthétique :

AL (φa) = div
(
A(x, y, z)

−→∇φa
)

+ g1(x, y, z)
∂φa
∂x

+ g2(x, y, z)
∂φa
∂y

+ g3(x, y, z)φa,(4.119)où les fon
tions gi(x, y, z) sont à valeurs 
omplexes et bornées dans Ω : L∞ (Ω).Le problème (4.118) relève de l'alternative de Fredholm. La forme hermitienne dumembre de gau
he de (4.118) se dé
ompose en deux formes hermitiennes : une
oer
ive b (φa, ψ) et une 
ompa
te c (φa, ψ).
b (φa, ψ) =

∫

Ω

A(x, y, z)
−→∇φa.

−→∇ψ +

∫

Ω

φaψ − 〈TLM (φa) , ψ〉L2(ΓM ) − 〈TR (φa) , ψ〉L2(SR)

c (φa, ψ) =

∫

Ω

g1(x, y, z)
∂φa
∂x

ψ +

∫

Ω

g2(x, y, z)
∂φa
∂y

ψ +

∫

Ω

(g3(x, y, z) − 1)φaψ(4.120)L'opérateur asso
ié à la forme sesquilinéaire b(. , .) est 
oer
if. L'opérateur asso
iéà la forme sesquilinéaire c(. , .) est 
ompa
t. Le problème a
oustique relève del'alternative de Fredholm et l'existen
e dé
oule de l'uni
ité prouvée pré
édement.Preuve de la 
oer
ivité de b :Analysons la partie réelle de b(φa, φa).L'inégalité (4.114) pour la partie réelle de l'opérateur Diri
hlet-Neumann à l'in�nis'é
rit :
−ℜe

(
〈TR (φa) , φa〉L2(SR)

)
≥ 1

R
||φa||L2(SR), ∀φa ∈ H

1
2 (SR)L'inégalité 
orrespondante pour la partie réelle de l'opérateur Diri
hlet-Neumannmodal de Lorentz s'obtient en exprimant :

−ℜe
(
〈TLM (φa) , φa〉L2(ΓM )

)
= −ℜe


 ∑

(m,n)∈Z×Nµ−
mn|〈φa,Ξrmn〉L2(ΓM )|2



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yet en utilisant les propriétés (4.83) des 
onstantes µ−
mn de l'opérateur Diri
hlet-Neumann TLM :

−ℜe
(
〈TLM (φa) , φa〉L2(ΓM )

)
=

∑

(m,n) ∈ E

ρM

√
(1 −M2

M )k2
rmn − k2

M |〈φa,Ξrmn〉|2 ,où E =

{
(m,n) ∈ Z × N\

{
(m′, n′) \krm′n′ >

[
kM√
1−M2

M

]}} désigne l'ensemble desindi
es dis
rets 
orrespondant à des modes propagatifs. Et don
 :
−ℜe

(
〈TLM (φa) , φa〉L2(ΓM )

)
≥ 0, (4.121)La matri
e A étant symétrique et dé�nie-positive dans tout le domaine Ω, les inéga-lités (4.114) et (4.121) donnent la 
oer
ivité de b :

|b (φa, φa) | ≥ ℜe (b (φa, φa)) ≥ C
(
Ω, ρ0,

−→
M0

)
||φa||2H1(Ω), ∀φa ∈ H1 (Ω) (4.122)Preuve de la 
ompa
ité de c :Montrons la 
ompa
ité de c terme par terme. L'opérateur C1 est dé�ni par la pre-mière intégrale de c et le théorème de représentation de Riesz :

C1 :

{
H1 (Ω) → H1 (Ω)
φa → C1(φa)

tel que : (4.123)
∀ψ ∈ Ω, 〈C1(φa), ψ〉H1(Ω) =

∫

Ω

g1(x, y, z)
∂φa
∂x

ψCet opérateur est 
ontinu de H1 (Ω) dans H1 (Ω) :
||C1(φa)||2H1(Ω) = 〈g1(x, y, z)

∂φa
∂x

, C1(φa)〉L2(Ω)

||C1(φa)||2H1(Ω) ≤ sup
Ω

{|g1(x, y, z)|} ||φa||H1(Ω)||C1(φa)||L2(Ω)

||C1(φa)||2H1(Ω) ≤ ||g1||L∞(Ω)||φa||H1(Ω)||C1(φa)||L2(Ω) (4.124)La 
ontinuité de C1 dans H1 (Ω) est immédiate à partir de (4.124).Soit (φan)n∈N une suite bornée de H1 (Ω). Par 
ontinuité de C1, la suite (C1(φan))n∈Nest bornée dans H1 (Ω). Ω étant borné et régulier, on peut en extraire une sous-suite
(C1(φank

))nk∈N qui 
onverge fortement dans L2 (Ω). On é
rit en utilisant (4.124) :
||C1(φank

)−C1(φamk
)||2H1(Ω) ≤ ||g1||L∞(Ω)||φank

−φamk
||H1(Ω)||C1(φank

)−C1(φamk
)||L2(Ω)

(C1(φank
))nk∈N est don
 de Cau
hy dans H1 (Ω) et 
onverge fortement dans l'espa
e
omplet H1 (Ω) : l'opérateur C1 est un opérateur 
ompa
t dans H1 (Ω).Les deux dernières intégrales de c se traitent de la même manière. L'opérateur asso
iéà la forme sesquilinéaire c est 
ompa
t.



Etude mathématique et numérique de l'a
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teurs 85Formulation axisymétriqueNous énonçons 
i-dessous l'analogue axisymétrique du paragraphe pré
édent (4.2.4).Les domaines 
onsidérés sont maintenant les domaines de 
oupe transverses bidimen-sionnels, que l'on note par abus de notation 
omme les domaines tridimensionnels
artésiens.Les domaines et les variables physiques transformés sont toujours notés par abus denotation 
omme les an
iens.
• Le mode azimutal m du potentiel a
oustique total transformé φam dans l'espa
ede Lorentz 
ylindrique véri�e l'équation aux dérivées partielles volumique :




1

r

∂

∂r

(
rρ0

∂φam
∂r

)
+

1

1 −M2
∞

∂

∂z

(
ρ0
∂φam
∂z

)

− 1√
1 −M2

∞

∂

∂r

(
ρ0M0rM0z

∂φam
∂z

)
− 1√

1 −M2
∞

∂

∂z

(
ρ0M0zM0r

∂φam
∂r

)

− 1

1 −M2
∞

∂

∂z

(
ρ0M

2
0z

∂φam
∂z

)
− ∂

∂r

(
ρ0M

2
0r

∂φam
∂r

)

+ρ0

(
ik∞M∞

(1 −M∞)
3
2

(
1 −M2

0z

)
+

ik0M0z√
1 −M2

∞
− M0rM0z

r
√

1 −M2
∞

)
∂φam
∂z

+ρ0

(
−M

2
0r

r
+ ik0M0r −

ik∞M∞M0rM0z

1 −M2
∞

)
∂φam
∂r

+
∂

∂r
(ik0ρ0M0rφam) +

ik∞M∞

(1 −M2
∞)

3
2

∂ (ρ0φam)

∂z
− ik∞M∞

1 −M2
∞

∂

∂r
(ρ0M0rM0zφam)

+
1√

1 −M2
∞

∂

∂z
(ρ0ik0M0zφam) − ik∞M∞

(1 −M2
∞)

3
2

∂

∂z

(
ρ0M

2
0zφam

)

+ρ0

(
−m

2

r2
− k2

∞M
2
∞

(1 −M2
∞)2

(
1 −M2

0z

)
+
ik0M0r

r

)
φam

+ρ0

(
−ik∞

M0rM0zM∞
r (1 −M2

∞)
+ k2

0 −
2k∞M∞k0M0z

(1 −M2
∞)

)
φam = 0

,

(4.125)que l'on note par l'opérateur volumique ALm (φa) = 0.
• L'équation aux dérivées partielles (4.125) est elliptique.
• Les 
onditions aux limites du potentiel transformé s'é
rivent :1. 




1√
1 −M2

∞
M0z

−→n .−→ez +M0r
−→n .−→er = 0 , ∀x ∈ ΓR

∂φam
∂nALm

= 0 , ∀x ∈ ΓR

(4.126)2.
∂ (φam − φam,inc)

∂nALm

= TLMm (φam − φam,inc) , ∀x ∈ ΓM , (4.127)où TLMm désigne l'opérateur Diri
hlet-Neumann dans l'espa
e de Lorentz et s'obtienten appliquant la transformation de Lorentz à l'opérateur Diri
hlet-Neumann (4.74)
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ypermettant de borner le domaine modal du problème 
ontinu non transformé (4.76) :
{

TLMm : H
1
2 (ΓM) → H− 1

2 (ΓM)
φam →

∑
n∈N µ−

mn (φa,Ξrmn)L2(ΓM ) Ξrmn
, (4.128)où l'on a noté :

{
γ±mn = −k′∞M∞ +

√
1 −M2

∞β
±
mn : les 
onstantes de propagation axiales

µ±
mn = iρM

(
kMMM −

(
1 −M2

M

)
β±
mn

) : les 
oe�
ients de l'opérateur TLMm(4.129)
• L'équation (4.125) équivaut à la 
lassique équation de Helmholtz ave
 un simpledéphasage Doppler en dehors du domaine perturbé :

1

r

∂

∂r

(
r
∂φam
∂r

)
− m2

r2
φam +

∂2φam
∂z2

+
k2
∞

1 −M2
∞
φam = 0 (4.130)

• Le théorème de Relli
h implique l'uni
ité du potentiel transformé véri�ant la 
ondi-tion de Sommerfeld :
lim

R→+∞

∫

SR

|∂φam
∂n

− i
k∞√

1 −M2
∞
φam|2dγ = 0, (4.131)où SR (resp. BR) désigne la sphère (resp. la boule) de rayon R et d'origine nulle ave


R 
hoisi de telle sorte que Γ∞ ⊂ BR.
• Le problème a
oustique global transformé relève de l'alternative de Fredholm etl'existen
e du potentiel a
oustique transformé dé
oule de l'uni
ité impliquée par la
ondition de Sommerfeld.4.3 Du 
ontinu au dis
ret4.3.1 Couplage numérique modes-volume

Relèvement modal dis
ret



Etude mathématique et numérique de l'a
oustique des turboréa
teurs 87Les domaines 
onsidérés sont les domaines de 
oupe transverses bidimensionnels.Soit T une triangulation régulière de Ω. On note T 0 (resp. T 1, T 2) l'ensemble dessommets de 
ette triangulation (resp. arêtes, triangles). Les sommets se situant surla surfa
e modale ΓM sont notés : T 0
M . Les sommets non modaux sont notés : T 0

M
.La formulation variationnelle (4.78) est dis
rétisée ave
 des éléments �nis 
lassiques
ontinus, H1-
onformes et P 1 par élément triangulaire. La fon
tion de base du de-gré de liberté (resp. les 
oordonnées) 
orrespondant au sommet j ∈ T 0 est notée φj(resp. sj). Le degré de liberté 
orrespondant au sommet j est noté abusivement j. Lasolution dis
rète du problème 
ontinu (4.78) a pour in
onnues les degrés de liberténon modaux et les 
oe�
ients modaux ré�é
his φa =

∑
j∈T 0

M

ujφj +
∑

n∈N a−mnΞrmn,où uj = φa(sj) est la valeur de la fon
tion dis
rète au degré de liberté j. L'espa
edes fon
tions-tests se 
omposent des fon
tions de base éléments �nis pour les degrésde liberté non modaux ψi, i ∈ T 0
M

et des fon
tions de base Ξrmn′ pour la surfa
emodale ΓM (
hangement de base dis
ret).Les termes numériques provenant de la formulation variationnelle (4.78) sont exa-minés un par un :Fon
tions-tests intérieures éléments FinisExhibons les termes matri
iels provenant des fon
tions-tests éléments �nis intérieurs
ψi : 




a0m (φj, ψi)∑

n∈N a−mna0m (Ξrmn, ψi)

∑

n∈N a+
mna0m (Ξrmn, ψi)

(4.132)
Fon
tions-tests modalesExhibons les termes matri
iels provenant des fon
tions-tests modales Ξrmn′ :





a0m (φj ,Ξrmn′)∑

n∈N a−mna0m (Ξrmn,Ξrmn′)

∑

n∈N a+
mna0m (Ξrmn,Ξrmn′)

∑

n∈N a−mnµ−
mn

∫

ΓM

ΞrmnΞrmn′

∑

n∈N a+
mnµ

+
mn

∫

ΓM

ΞrmnΞrmn′

(4.133)
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yEquation matri
ielle dis
rèteLes modes relevés dis
rets sont dé
omposés sur les fon
tions de base des degrés deliberté de la triangulation T :
Ξrmn =

∑
j∈T 0

M
Ξrmn(sj)φj (4.134)A 
haque mode azimutal �xé m, il faut prendre en 
ompte une in�nité dénombrablede modes ré�é
his. On ne peut traiter numériquement qu'un nombre �ni de modesré�é
his : on se restreint aux modes propagatifs, qui sont en nombre �ni et qui seulsvéhi
ulent l'énergie. De-même la sour
e in
idente ne peut se dé
omposer numéri-quement que sur un nombre �ni de modes : on se limite uniquement aux modespropagatifs et l'on résout un problème pour 
haque mode propagatif in
ident (lesmodes évanes
ents, rapidement atténués, ne sont pas pertinents dans l'étude durayonnement extérieur). La linéarité du problème permet de re
omposer la solutionpour toute sour
e in
idente propagative par 
ombinaison. On désigne par Xmn (resp.

Xmn′) les matri
es, dont les 
olonnes représentent les ve
teurs des valeurs nodalesdes modes transverses sur lesquels la partie di�ra
tée de la solution est 
her
hée(resp. des fon
tions-tests mode transverse) pour 
haque n ∈ N propagatif (resp.
haque n′ ∈ N propagatif) du mode azimutal m en 
ours. On désigne par Ξrm.T 0
M
lesdegrés de liberté modaux des éléments �nis H1-
onformes :

tXmn =

Ξrm.T 0
M

n1

n2...
nk




Ξrmn1

Ξrmn2...
Ξrmnk




, tXmn′ =

Ξrm.T 0
M

n′
1

n′
2...
n′
k




Ξrmn′
1

Ξrmn′
2...

Ξrmn′
k




(4.135)
L'implémentation des matri
es de 
ouplage se traduit par un produit matri
e-ve
teur :




∑
n∈N a−mna0m

(
Ξrmn,Ξrmn′

1

)
∑

n∈N a−mna0m

(
Ξrmn,Ξrmn′

2

)...∑
n∈N a−mna0m

(
Ξrmn,Ξrmn′

k

)


 =

Ξrm.T 0
M

n′
1

n′
2...
n′
k




Ξrmn′
1

Ξrmn′
2...

Ξrmn′
k




. [a0m (φj, ψi)] .
n1 n2 . . . nk(

Ξrmn1 Ξrmn2 . . . Ξrmnk

)




a−mn1

a−mn2...
a−mnk



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oustique des turboréa
teurs 89L'obtention des termes de 
ouplage de la formulation variationnelle (4.78) se ré
a-pitule :




(
∑

n∈N a−mna0m (Ξrmn, ψi)

)

(i)

= [a0m (φj, ψi)](i,j) .Xmn ×
(
a−mn

)
(n)

(
∑

n∈N a+
mn′a0m (Ξrmn′, ψi)

)

(i)

= [a0m (φj , ψi)](i,j) .Xmn ×
(
a+
mn

)
(n)

(
∑

n∈N a−mna0m

(
Ξrmn,Ξrmn′

1

)
)

(n′)

= X t
mn′. [a0m (φj, ψi)](i,j) .Xmn ×

(
a−mn

)
(n)

(
∑

n∈N a+
mna0m

(
Ξrmn,Ξrmn′

1

)
)

(n′)

= X t
mn′. [a0m (φj, ψi)](i,j) .Xmn ×

(
a+
mn

)
(n)

(a0m (φj,Ξrmn′))(n′) = X t
mn′ . [a0m (φj, ψi)](i,j) (4.136)Les termes de 
ouplage provenant des matri
es de bord sont 
al
ulés analytique-ment. Les modes transverses de 
onduit Ξrmn sont orthogonaux (Ξrmn et Ξrmn′ sontorthogonales dès que (m,n) 6= (m′, n′)) et la renormalisation des modes (2.16) donnel'expression analytique de ||Ξrmn||L2(ΓM ) :


∑

n∈N a−mnµ−
mn

∫

ΓM

ΞrmnΞrmn′




(n′)

=
S (ΓM)

2π

[
µ−
mn

|ζ−mn|
δnn′

]

(n′n)
×
(
a−mn

)
(n)


∑

n∈N a+
mnµ

+
mn

∫

ΓM

ΞrmnΞrmn′




(n′)

=
S (ΓM)

2π

[
µ+
mn

|ζ+
mn|

δnn′

]

(n′n)
×
(
a+
mn

)
(n)

(4.137)
On note les matri
es de bord modales :

[
µ−
m

]
(n′n)

=
S (ΓM)

2π

n1 . . . nk

n′
1...
n′
k




µ−
mn1

|ζ−mn1
| 0 0

0
µ−
mn.

|ζ−mn.
| 0

0 0
µ−
mnk

|ζ−mnk
|




(4.138)
La formulation variationnelle (4.78) du problème 
ontinu (4.76) restreint aux espa
esfon
tionnels dis
rets H1-
onformes admet la formulation matri
ielle suivante ( oùl'on utilise les notations (4.136) et (4.138)) :

(
A0m A0m.Xmn

X t
mn′ .A0m X t

mn′ .A0m.Xmn − [µ−
m]

)(
uj
a−mn

) (4.139)
=

(
[A0m] .Xmn (a+

mn)(
X t
mn′ .[−A0m].Xmn + [µ+

m]
)

(a+
mn)

)
,
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yoù A0m = (a0m (φj, ψi))ij est la matri
e volumique obtenue à partir de la formehermitienne (4.79). La matri
e issue de la dis
rétisation du problème 
ontinu n'aplus de degrés de liberté modaux type éléments �nis. Ils sont rempla
és par les
oe�
ients de ré�exion a−mn.4.3.2 Equations intégrales ave
 é
oulementLes domaines 
onsidérés i
i sont les domaines transverses bidimensionnels. On sepla
e i
i dans l'espa
e physique et les variables physiques désignent les variables
lassiques.L'appli
ation de la transformée de Lorentz dans Ω 
omplique l'équation aux déri-vées partielles volumique (4.125), tandis qu'elle simpli�e les opérateurs intégraux(4.130) en annulant l'é
oulement dans Ωe (noyau de Green 
lassique de l'équationde Helmholtz).On dé
rit i
i une méthodologie permettant de garder le problème volumique physiqueinitial simple, tout en 
ouplant le problème à l'in�ni ave
 les 
lassiques opérateursintégraux de l'équation de Helmholtz.Transformation de la dérivée 
onormale de bord du potentielSoit σ ∈ I → (r (σ) , z (σ)) ∈ Γ∞ un paramétrage normal orienté 
omme 
eluidu paragraphe (3.2.1). La variable σ désigne une abs
isse 
urviligne et le ve
-teur tangent normalisé −→τ =

(
dr(σ)

dσ
,
dz(σ)

dσ

) est tel que −→n = −→e θ ∧ −→τ soit sor-tant à Ω (paramétrage orienté de bas en haut par rapport à l'orientation posi-tive des z). La 
omposition de 
e paramétrage par la transformée de Lorentz :
σ ∈ I →

(
r (σ) ,

z (σ)√
1 −M2

∞

)
∈ Γ′

∞ donne un paramétrage de la surfa
e géomé-triquement dilatée par Lorentz. Mais 
e paramétrage n'est plus normal. Il garde lamême orientation, mais le ve
teur tangent doit être renormé. La nouvelle normale à
Γ′
∞ s'exprime en fon
tion de l'an
ienne normale :

−→
τ ′ =

(
τ ′r′
τ ′z′

)
=

1√
1 −M2

∞τ
2
r

( √
1 −M2

∞τr
τz

)

−→
n′ =

(
n′
r′

n′
z′

)
=

1√
1 −M2

∞n
2
z

(
nr

nz

√
1 −M2

∞

) (4.140)Appliquons maintenant la transformation de Lorentz à l'intégrale de bord apparais-sant sur Γ∞, là où l'é
oulement est uniforme. Les deux étapes de la transformationde Lorentz (3.6) et (3.7) s'é
rivent :
I =

∫

Γ∞

[
∂φa
∂n

(r, z) −
(
−ik∞φa (r, z) +

−−→
M∞.[

−→∇φa] (r, z)
)−−→
M∞.

−→n
]
ψ (r, z) rdrdz
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hangement de variable appliqué à la dilatation géométrique de latransformation de Lorentz L : Γ∞ → L (Γ∞) = Γ′
∞ donne :

I =

∫

Γ′
∞

[
∂φa
∂n

(
r′,
√

1 −M2
∞z

′
)
−
(
−ik∞φa

(
r′,
√

1 −M2
∞z

′
)

+
−−→
M∞.[

−→∇φa]
(
r′,
√

1 −M2
∞z

′
))−−→

M∞.
−→n
)
]ψ
(
r′,
√

1 −M2
∞z

′
)
r′|Jac

(
L−1

)
(r′, z′) |dr′dz′Il vient :

I√
1 −M2

∞
=

∫

Γ′
∞

[−→∇ (φa) oL
−1.−→n oL−1 −

(
−ik∞φ̃a +

−−→
M∞.

[−→∇φa

]
oL−1

)−−→
M∞.

−→n oL−1
]
ψ̃r′dr′dz′,où l'on a posé φ̃a = φaoL

−1. La dérivation des fon
tions 
omposées donne les égali-tés : 



< [
−→∇φa]oL

−1,−→n oL−1 >=<
−̃→∇φ̃a,




nroL
−1

nzoL
−1

√
1 −M2

∞


 >

<
−−→
M∞, [

−→∇φa]oL
−1 >=<

−̃→∇φ̃a,
(

0
− M∞√

1−M2
∞

)
>

<
−−→
M∞,

−→n oL−1 >=

(
0

−M∞nzoL
−1

)Finalement, la dérivée 
onormale de bord s'é
rit dans l'espa
e de Lorentz :
∂̃φ̃a

∂̃r′
.nroL

−1 +

(
1√

1 −M2
∞

∂̃φ̃a

∂̃z′
− [ik∞φ̃a +

M∞√
1 −M2

∞

∂̃φ̃

∂̃z′
]M∞

)
nzoL

−1

=

[
∂̃φ̃a

′

∂̃r′
.nroL

−1 +
√

1 −M2
∞nzoL

−1 ∂̃φ̃a
′

∂̃z′

]
e

ik∞M∞z′√
1−M2

∞ ,où φ̃a′ = φ̃ae

−ik∞M∞√
1−M2

∞

z′ est le potentiel a
oustique transformé (3.7) dans l'espa
e deLorentz.
I =

√
1 −M2

∞

∫

Γ′
∞

[
∂̃φ̃a

′

∂̃r′
.nroL

−1 +
√

1 −M2
∞nzoL

−1 ∂̃φ̃a
′

∂̃z′

]
ψ̃′r′dr′dz′L'expression de la normale dans l'espa
e dilaté (4.140) donne l'intégrale de borddans l'espa
e de Lorentz :

∫

Γ∞

[
∂φa
∂n

−
(
−ik∞φa +

−−→
M∞.

−→∇φa

)−−→
M∞.

−→n
]
ψ rdrdz

=
√

1 −M2
∞

∫

Γ′
∞

√
1 −M2

∞ñ
2
z

−̃→∇φ̃a
′
.
−→
n′ ψ̃′ dγ

, (4.141)
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yoù φ̃a
′, le potentiel a
oustique transformé, véri�e l'équation de Helmholtz au-delàde Γ′

∞.Couplage intégral ave
 é
oulementEn absen
e d'é
oulement, la formulation symétrique (4.9) 
ouple la pression volu-mique intérieure (P 1 par élément volumique intérieur) à la vitesse normale surfa
iqueextérieure (P 0 par élément surfa
ique extérieur) :
(S)





Trouver (p, φ =′ v.n′) ∈ H1(Ω) ×H−1/2(Γ) tel que∫

Ω

[−→∇p.−→∇pt − k2 ppt
]

=
ik

2

∫

Γ

φ pt − ik

∫

Γ

D∗φ pt +

∫

Γ

Np pt

1

2

∫

Γ

p φt −
∫

Γ

Dp. φt + ik

∫

Γ

Sφ.φt = 0

∀(pt, φt) ∈ H1(Ω) ×H1/2(Γ)

,

La transformation de Lorentz transforme les quantités physiques suivantes :




∂φa
∂nA0

=
∂φa
∂n

−
(
−ik∞φa +

−−→
M∞.∇φa

)−−→
M∞.

−→n Lorentz−−−−→ ∇̃φ̃a
′
.n′

φa
Lorentz−−−−→ φ̃a

′
,où le potentiel a
oustique transformé φ̃a′ véri�e l'équation de Helmholtz dans ledomaine Ω′

e pour le nombre d'ondes déphasé Doppler k′∞. On 
ouple le potentiela
oustique volumique intérieur φa (P 1 par élément intérieur) à la dérivée normaleelliptique surfa
ique extérieure ∂φa
∂nA0

(P 0 par élément extérieur) de telle sorte que,
φ̃a

′ et ∇̃φ̃a
′
.n′ soient 
ouplés via la formulation symétrique S dans l'espa
e de Lo-
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



Trouver (φa, λ̃′) ∈ H1 (Ω) ×H− 1
2 (Γ′

∞) tel que :∫

Ω

ρ0
−→∇φa

−→∇ψ −
∫

Ω

ρ0k
2
0φaψ + i

∫

Ω

ρ0k0

(−→
M0.

−→∇ψ φa −
−→
M0.

−→∇φa ψ
)

−
∫

Ω

ρ0
−→
M0.

−→∇φa
−→
M0.

−→∇ψ −
√

1 −M2
∞

2

∫

Γ′
∞

√
1 −M2

∞ñ
2
zλ̃

′ψ̃′ dγ

−
√

1 −M2
∞


−

∫

Γ′
∞

√
1 −M2

∞ñ
2
zD̃

∗
(
λ̃′
)
ψ̃′ +

∫

Γ′
∞

√
1 −M2

∞ñ
2
zÑ
(
φ̃′
a

)
ψ̃′


 = 0

√
1 −M2

∞

∫

Γ′
∞

√
1 −M2

∞ñ
2
zD̃
(
φ̃′
a

)
λ̃′t −

√
1 −M2

∞
2

∫

Γ′
∞

√
1 −M2

∞ñ
2
zφ̃

′
a λ̃

′t

−
√

1 −M2
∞

∫

Γ′
∞

√
1 −M2

∞ñ
2
zS̃
(
λ̃′
)
λ̃′t = 0

∀
(
ψ, λ̃′t

)
∈ H1 (Ω) ×H− 1

2 (Γ′
∞)

,

(4.142)où les opérateurs intégraux S, D, D∗ et N sont dé�nis au paragraphe (3.1.2) par(3.16). Ils sont indexés par un tilda 
ar ils vivent dans l'espa
e transformé pour unnombre d'ondes déphasé Doppler. Les valeurs dans l'espa
e de Lorentz des variablestransformées aux degrés de liberté des fon
tions de base pour le sommet s̃ et l'arête
ã s'expriment en fon
tion des degrés de liberté des vraies variables physiques :





[
φ̃a

′]es = e−ik
′
∞M∞z′ [φa]s = Θ̃es [φa]s

[
∇̃φ̃a

′
.n′
]ea =

∫ea e−ik′∞M∞z′

|ã|

[
∂φa
∂nA0

]

a

= Θ̃ea [ ∂φa
∂nA0

]

a

,

Il suit la formulation variationnelle dis
rète globale du problème a
oustique dansl'espa
e physique :



A0m − tΘ̃esÑΘ̃es A0mXmn
tΘ̃es(− eI

2
+ D̃∗)Θ̃ea

X t
mn′A0m X t

mn′A0mXmn − [µ−
mn] 0

tΘ̃ea(− eI
2

+ D̃)Θ̃es 0 −tΘ̃eaS̃Θ̃ea 
 (4.143)
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×




φa(s)
a−mn
∂φa

∂nA0m

(a)


 =




A0mXmn′ (a+
mn)(

−X t
mn′A0mXmn′ + [µ+

m]
)

(a+
mn)

0


 ,où l'on a noté :

φa(s) : Potentiel A
oustique par Sommet du Maillage
a−mn : Coe�
ients Modaux Ré�é
his
∂φa
∂nA0m

(a) : Dérivée Elliptique par Arête4.3.3 Détails de l'implémentation numériqueCe paragraphe détaille la méthodologie pratique d'implémentation du logi
iel PA2R,dont la théorie et la dis
rétisation ont été exposées aux paragraphes pré
édents.Cha
une des matri
es de la formulation (4.143) est assemblée séparément. Ce
i estréalisé par une séparation du maillage volumique global (obtenu par le logi
iel 
om-mer
ial IDEAS) ayant servi au 
al
ul de l'é
oulement en trois maillages séparésdistin
ts : le maillage modal, le maillage volumique et le maillage intégral. Chaquemaillage a ses degrés de liberté propre et sa propre numérotation.La 
ondition de Diri
hlet nulle sur l'axe est réalisée en annulant les lignes et les
olonnes des degrés de liberté 
orrespondants.L'inversion de la matri
e totale (4.143) est réalisée par un 
omplément de S
hur.La première étape du 
omplément de S
hur 
onsiste en l'inversion de la matri
estri
tement volumique 
reuse A0m (
e qui permet l'utilisation du solveur 
reux pa-rallèle MUMPS développé au CERFACS). Cette première étape 
orrespond en termed'équations aux dérivées partielles à un problème de Diri
hlet pur (les degrés de li-berté modaux et intégraux sont mis à zéro) pour l'opérateur volumique 
ompa
t.Ce problème est bien posé sauf pour un nombre dénombrable de fréquen
e sanspoints d'a

umulation. L'interprétation des étapes ultérieures en terme d'équationsaux dérivées partielles n'a pas en
ore été mise à jour. Le 
ara
tère bien posé duproblème est un sujet ouvert.L'assemblage de 
haque matri
e est parallèlisé via le logi
iel d'algèbre linéaire paral-lèle MPF développé à EADS-CCR. Les données de l'é
oulement porteur provenantdu solveur �uide sont vues par tous les pro
esseurs. Le post-traitement des donnéesa
oustiques (obtention de la pression a
oustique, de l'intensité en dé
ibels sur lemaillage et des diagrammes de rayonnement) se fait après rapatriement des donnéesa
oustiques via l'utilisation d'exé
utables annexes.



Chapitre 5Résultats numériques
Ce 
hapitre présente les résultats numériques issus du 
ode développé PA2R.Les deux premiers paragraphes proposent des alternatives théoriques et numériquesà la méthodologie a
tuelle du 
ode PA2R :� Un élément �ni naturel 
onforme dans les espa
es de Sobolev axisymétriquesà poids propose une alternative aux éléments �nis 
lassiques utilisés pour lapropagation a
oustique volumique.� Une 
ondition rayonnante appro
hée de type Robin est proposée 
omme unealternative aux 
onditions intégrales 
omplexes.Les paragraphes suivants présentent la démar
he de validation et étudient les résul-tats produits :� Les 
as-tests analytiques de validation des di�érents modules du 
ode PA2Rsont détaillés.� Le 
ode PA2R est ensuite validé 
omparativement au 
ode ACTI3S sur unemême géométrie.� Les résultats originaux sont �nalement 
ommentés.5.1 Singularité axiale5.1.1 ProblématiqueLes domaines 
onsidérés i
i sont les domaines transverses bidimensionnels.La formulation variationnelle (4.21) est établie dans des espa
es de Sobolev axi-symétriques transverses à poids (4.19). L'utilisation d'éléments �nis 
lassiques H1-
onformes 
ontinus est a priori impossible pour les modes azimutaux m non nuls à
ause du terme singulier sur l'axe m2

∫

Ω

pmptm
r

drdz.
95
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Plusieurs alternatives se présentent pour évin
er 
ette singularité :� Pour le 
as de l'équation de Helmholtz homogène, une première méthode 
onsisteà utiliser une formulation analogue à la formulation (C) (4.8), mais n'utilisantque des opérateurs di�érentiels d'ordre 1.Les intégrales axisymétriques volumiques ne sont alors plus singulières :





ik

2


−

∫

Ω

−→−→∇p−→v t +

∫

Ω

pdiv−→v t


− k2

∫

Ω

−→v −→v t

= −ik
∫

Γ

D∗(−→v .−→n )pt +

∫

Γ

Np.pt,

ik

2


−

∫

Ω

div−→v pt +
∫

Ω

−→v
−→−→∇pt


−

∫

Ω

k2−→v .
−→
vt

= ik

∫

Γ

Dp
−→
vt .−→n −

∫

Γ

k2S(−→v .−→n )
−→
vt .−→n ,

∀(pt,
−→
vt ) ∈ H1(Ω) ×Hdiv(Ω)

(5.1)
Cette méthode est impossible à réaliser en présen
e d'un é
oulement variablesans faire apparaître des dérivées de l'é
oulement porteur.Elle fait, de plus, apparaître une in
onnue ve
torielle volumique non naturelle :elle est numériquement 
outeuse.� Une deuxième appro
he 
onsiste en l'utilisation d'éléments �nis 
lassiques 
onti-nus H1-
onformes, P 1 par éléments, auxquels une 
ondition de Diri
hlet numé-rique nulle sur l'axe est imposée.La 
onnaissan
e a posteriori du 
omportement de la solution au niveau de l'axepour les modes azimutaux non nuls est i
i détournée en une 
ondition de bord"numérique".Cette appro
he est détaillée dans le paragraphe suivant. Le 
ode a
tuel utilisepour l'instant uniquement 
es éléments �nis 
lassiques.� On propose dans 
e paragraphe l'alternative d'un élément �ni axisymétriquenaturel dans les espa
es de Sobolev à poids (4.19), où le problème est naturel-lement bien posé.L'implémentation de 
e nouvel élément �ni axisymétrique dans le 
ode globaln'est pas �nalisée : un travail supplémentaire au niveau des 
onditions intégralesest né
essaire.Les résultats présentés sont obtenus à l'aide d'un 
ode prototype développé enSCILAB.Le problème simpli�é du Lapla
ien axisymétrique est traité pour simpli�er ladémar
he en éliminant les termes volumiques inutiles.
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GéométrieLes domaines 
onsidérés i
i sont des domaines transverses bidimensionnels.Nous 
onsidérons le problème modèle de Diri
hlet-Neumann pour le Lapla
ien endomaine axisymétrique Ω × [0, 2π]. L'ouvert Ω ⊂ ]0,+∞[×R (
onstitué des points
(r, z) tel que r > 0, z ∈ R) est 
onnexe, borné et de frontière ∂Ω de 
lasse C1par mor
eaux, se dé
omposant en trois parties Γ0, ΓN et ΓD, d'intérieurs disjoints :
∂Ω = Γ0∪ΓN∪ΓD, où Γ0 = ∂Ω∩{r = 0}. Le problème modèle posé dans Ω×[0, 2π] :




−1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
− ∂2u

∂z2
− 1

r2

∂2u

∂θ2
= f (r, z) eiθ, ∀ (r, z, θ) ∈ Ω × [0, 2π]

∂u

∂n
= g (r, z) eiθ, ∀ (r, z, θ) ∈ ΓN × [0, 2π]

u = 0, ∀ (r, z, θ) ∈ ΓD × [0, 2π]

, (5.2)est équivalent au problème posé dans le domaine transverse Ω :




−1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
− ∂2u

∂z2
+
u

r2
= f (r, z) , ∀ (r, z) ∈ Ω

∂u

∂n
= g (r, z) , ∀ (r, z) ∈ ΓN

u = 0, ∀ (r, z) ∈ ΓD

(5.3)
Problème 
ontinu
• Dans la suite, on note ||u||L2(Ω) =

√√√√
∫

Ω

|u|2dx la norme L2 d'une fon
tion ude 
arré intégrable. Pour toute fon
tion mesurable, dé�nie sur ]0,+∞[×R par u :

(r, z) 7→ u (r, z), on note u√ la fon
tion u√ (r, z) ≡ u (r, z)√
r

et u√ la fon
tion
u
√

(r, z) ≡
√
ru (r, z). On 
onsidère les espa
es de Sobolev à poids suivants :
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L2
a (Ω) =

{
u : Ω → R, tel que u√ ∈ L2 (Ω)

}
. (5.4)

H1
a (Ω) = {u ∈ L2

a (Ω) , tel que u√ ∈ L2 (Ω) ,
−→∇u ∈ L2

a (Ω)}. (5.5)On pose ||u||L2
a(Ω) = ||u√ ||L2(Ω), ||u||H1

a(Ω) =
√

||u||2L2
a(Ω) + ||−→∇u||2L2

a(Ω) + ||u√ ||2L2(Ω)
omme normes respe
tives. Ave
 les notations pré
édentes, pour Γ ⊂ ∂Ω, on note
L2
a (Γ, ∂Ω) l'ensemble des fon
tions u : ∂Ω → R mesurables, nulles hors de Γ et tellesque u√ ∈ L2 (Γ).

• On note C∞
a

(
Ω
) l'ensemble des restri
tions à Ω des fon
tions indé�niment déri-vables et à support 
ompa
t sur ]0,+∞[×R. Suivant B. Mer
ier et G. Raugel [31℄,
et ensemble est dense dans H1

a (Ω). De plus, l'appli
ation tra
e notée γ0, qui à
v ∈ C∞

a

(
Ω
) asso
ie ses valeurs au bord γ0v : ∂Ω → R, se prolonge de manièreunique en une appli
ation linéaire 
ontinue de H1

a (Ω) dans L2
a (∂Ω, ∂Ω). Toute fon
-tion u ∈ H1

a (Ω) véri�e γ0u = 0 sur l'axe. On note H1
0,a (Ω) l'espa
e de Hilbert telque γ0u = 0 sur ΓD. Grâ
e à la 
ompa
ité de H1

a (Ω) dans L2
a (Ω), il est fa
ile demontrer que la semi-norme | |H1

a(Ω) dé�nie par :
|u|H1

a(Ω) =
√

||−→∇u||2L2
a(Ω) + ||u√ ||2L2(Ω), u ∈ H1

0,a (Ω) . (5.6)est une norme sur H1
0,a (Ω), si la mesure de Γ0 est non nulle. On se donne f ∈ L2

a (Ω)et g ∈ L2
a (ΓN , ∂Ω). On introduit la forme bilinéaire a(u, v), dé�nie sur H1

0,a (Ω) par
a (u, v) =

∫

Ω

−→∇u−→∇v rdrdz +

∫

Ω

uv
drdz

r
et la forme linéaire ℓ (v) =

∫

Ω

fv rdrdz +

∫

ΓN

gv rdγ. Le problème (5.3) se formule variationnellement :Trouver u ∈ H1
0,a (Ω) , tel que : a (u, v) = ℓ (v) , ∀v ∈ H1

0,a (Ω) . (5.7)La forme bilinéaire a (., .) est 
oer
ive et le problème (5.7) admet une unique solutiondans H1
0,a (Ω).Dis
rétisation 
onforme

• Soit T une triangulation régulière de Ω ave
 les 
onditions 
lassiques de 
om-patibilité d'interse
tion exposées par exemple dans Ciarlet [17℄. On note T 0 (resp.
T 1, T 2) l'ensemble des sommets de 
ette triangulation (resp. arêtes, triangles). Ondésigne par P 1 l'espa
e des polyn�mes de degré total inférieur ou égal à un. Dansl'arti
le de B. Mer
ier et G. Raugel, la solution u est appro
hée dans un espa
e HTd'éléments �nis 
lassiques P 1 
ontinus ave
 une 
ondition de Diri
hlet nulle sur l'axeet sur ΓD :

HT =
{
u ∈ C0

(
Ω
) , u|K ∈ P 1, ∀K ∈ T 2, u|Γ0 = 0, u|ΓD

= 0
}
. (5.8)La 
onformité HT ⊂ H1

0,a (Ω) impose une 
ondition de Diri
hlet dis
r��te sur l'axe.L'espa
e 
ontinu H1
0,a (Ω) est alors rempla
é par l'espa
e dis
ret HT dans la formu-lation (5.7) et nous 
her
hons uT ∈ HT tel que :
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a (uT , v) = ℓ (v) , ∀v ∈ HT . (5.9)Dans le même travail, 
es auteurs montrent que ||u − uT ||H1

a(Ω) tend vers zéro àl'ordre un relativement à la mesure hT de la plus grande arête du maillage.
• Nous proposons i
i un espa
e "naturel" de dis
rétisation, en référen
e à l'espa
efon
tionnel H1

a (Ω) où le problème (5.7) est bien posé. Nous 
onsidérons l'espa
edis
ret suivant :
XT =

{
u ∈ C0

(
Ω
) , u√ |K ∈ P 1, ∀K ∈ T 2, u|ΓD

= 0
}
. (5.10)Une fon
tion ũT ∈ XT est de la forme :

ũT (r, z) = α̃
√
r + β̃r

√
r + γ̃

√
rz, ∀K ∈ T 2, (5.11)où (α̃, β̃, γ̃) ∈ R3, alors qu'une fon
tion uT ∈ HT est de la forme uT (r, z) = α +

βr + γz. Cet espa
e dis
ret XT est naturellement in
lus dans l'espa
e fon
tionnelde référen
e : XT ⊂ H1
0,a (Ω). Pour la formulation dis
rète de (5.7), l'espa
e 
ontinu

H1
0,a (Ω) est rempla
é par l'espa
e dis
ret XT et nous 
her
hons ũT ∈ XT tel que :

a (ũT , v) = ℓ (v) , ∀v ∈ XT . (5.12)Par rapport au 
hoix antérieur de Mer
ier-Raugel, nous disposons don
 de plusde degrés de liberté : pour 
haque sommet S de l'axe T 0 ∩ Γ0, la fon
tion de base
orrespondante φS ∈ XT induit un degré de liberté sur l'axe (
'est le 
oe�
ient α̃ de√
r dans (5.11)), même si la valeur 
orrespondante de la fon
tion est nulle. Citons i
ile travail de N. Gmati [33℄, qui introduit une fon
tion auxiliaire non singulière surl'axe, reformule le lapla
ien axisymétrique en prenant 
ette fon
tion 
omme in
onnueet résout le problème dis
ret ainsi obtenu ave
 des éléments �nis 
lassiques. Depuis,l'analyse numérique dans l'espa
e de Sobolev à poids H1

a d'une appro
he spe
tralefondée sur une approximation polynomiale de haut degré a été développée par C.Bernardi, M. Dauge et Y. Maday [10℄.Cas-test analytique
• On suppose dans 
ette partie que Ω =]0, 1[2 et ΓD = ∅. On introduit deuxparamètres réels α > 0, β > 0, un se
ond membre f donné par :

f (r, z) ≡ rα
[(
α2 − 1

) zβ
r2

+ β(β − 1)zβ−2

]
. (5.13)et une donnée de Neumann g telle que g(r, z) = α si r = 1, −βrαzβ−1 si z = 0, βrαsi z = 1. La solution du problème (5.7) s'exprime simplement : u (r, z) ≡ rαzβ .

• Nous présentons à la �gure 1 les 
ourbes d'isovaleurs (et leur zoom au niveaude l'axe) des solutions appro
hées du problème (5.7) pour u (r, z) ≡ r1/4zβ par laméthode de Mer
ier-Raugel et l'appro
he proposée dans 
ette Note pour trois va-leurs entières : β = 0, β = 1 et β = 2 et pour un maillage triangulaire régulier à
31× 31 degrés de liberté. Les numéros sur les axes présentent les indi
es dis
rets demaille. La 
olonne de droite est un agrandissement de la partie en
adrée et permet
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yune visualisation plus pré
ise des isovaleurs au niveau de l'axe. La 
ondition de Diri-
hlet imposée pour le s
héma Mer
ier-Raugel introduit des e�ets d'axe bien 
onnusdes prati
iens. En revan
he, notre appro
he est déjà pré
ise ave
 
e maillage assezgrossier : les degrés de liberté naturels sur l'axe suppriment les e�ets d'axe et l'er-reur est su�samment petite pour que notre solution appro
hée soit graphiquement
onfondue ave
 la solution analytique.

Fig. 1. Isovaleurs et zoom au niveau de l'axe u (r, z) ≡ r
1
4 zβ ; nous 
omparons lesrésultats de Mer
ier-Raugel (MR) et notre appro
he (DD).



Etude mathématique et numérique de l'a
oustique des turboréa
teurs 101

Fig. 2. Convergen
e en maillage des isovaleurs u (r, z) ≡ r1/4 ; nous 
omparonsles résultats de Mer
ier-Raugel (MR) et notre appro
he (DD).

Fig. 3. Courbes de 
onvergen
e pour diverses normes u (r, z) ≡ rαzβ ; nous
omparons les résultats de Mer
ier-Raugel (MR) et notre appro
he (DD).
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• Nous présentons à la �gure 2 les isovaleurs des solutions appro
hées du problème(5.7) pour u (r, z) ≡ r1/4 par notre méthode et 
elle de Mer
ier-Raugel pour deuxmaillages triangulaires réguliers à 31 × 31 et 71 × 71 sommets. La �gure de gau
he
orrespond au maillage triangulaire 31 × 31 et 
elle de droite au maillage 71 × 71.Les défauts d'axe s'ammenuisent par ra�nement du maillage. Nous observons quenotre appro
he est déjà très pré
ise ave
 le maillage le plus grossier et l'erreur estsu�samment petite pour que notre solution appro
hée soit graphiquement 
onfon-due ave
 la solution analytique.
• Nous présentons à la �gure 3 les 
ourbes de 
onvergen
e de l'erreur pour diversesnormes en fon
tion du pas de maillage pour α = 1/4, α = 1/3, α = 2/3 et β = 0,
β = 1, β = 2. Les �gures de gau
he (resp. du milieu, de droite) 
orrespondent à lanorme L2 (resp. semi-norme H1 donnée par (5.6), norme ℓ∞). La présentation desrésultats par une é
helle logarithmique permet la le
ture des ordres de 
onvergen
evia la pente des droites. Par exemple, notre s
héma pour β = 0 et α = 2/3 
onvergeen norme L2 (première �gure) ave
 un ordre pro
he de 3. On 
onstate expérimenta-lement que, de façon générale, la méthode que nous proposons i
i a le même ordre de
onvergen
e que la méthode de Mer
ier-Raugel. Par 
ontre à maillage donné, l'erreurave
 notre méthode est beau
oup plus petite que 
elle obtenue ave
 le savoir-faireantérieur.5.2 Condition de Robin5.2.1 ProblématiqueCe paragraphe présente une 
ondition rayonnante appro
hée : la 
ondition de Robin.Ce traitement alternatif aux équations intégrales 
omplexes est implémenté dans le
ode PA2R et tous les résultats présentés ultérieurement ont également été réalisésave
 
ette 
ondition.5.2.2 Intégrale de bord dans l'espa
e de LorentzDans l'espa
e transformé de Lorentz, le potentiel a
oustique transformé véri�e l'équa-tion des ondes. On impose au potentiel a
oustique transformé une 
ondition sortanteappro
hée de Robin :

∂̃φ̃′
a

∂̃n′
= ik′∞φ̃

′
a, ∀x ∈ Γ′

∞ (5.14)Cette 
ondition de Robin s'exprime dans l'espa
e physique de référen
e :
∂φa
∂nL

= ik∞

√
1 −M2

∞n
2
z√

1 −M2
∞

φa, ∀x ∈ Γ∞ (5.15)L'intégrale de bord se réé
rit :∫

Γ∞

∂φa
∂nL

ψ rdrdz =
ik∞√

1 −M2
∞

∫

Γ∞

√
1 −M2

∞n
2
zφaψ rdrdz (5.16)
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as-tests analytiques, qui permettent de validerséparément la 
ondition intégrale de rayonnement à l'in�ni et les 
onditions modalesà l'entrée de la na
elle. Ces 
as-tests valident également la propagation a
oustiquesur un é
oulement uniforme.5.3.1 Validation des 
onditions intégralesProblématique

GéométrieLes notations de 
e paragraphe ont déjà été introduites au paragraphe (4.2.4) du
hapitre (4).On propose i
i un problème physique, élaboré de telle sorte, que le problème trans-formé asso
ié soit un problème de Helmholtz ave
 une 
ondition de Neumann surla sphère unité. L'expression analytique de la solution transformée est ainsi 
onnue.On se propose de résoudre numériquement 
e problème via un traitement volumiquepar éléments �nis et un 
ouplage ave
 l'in�ni par les équations intégrales validantainsi le 
ouplage volumique-intégral en présen
e d'é
oulement. La surfa
e �
tive Γ,où les équations intégrales sont posées, est pla
ée à z = 4
√

1 −M2.Expression analytiqueCas général :Le problème suivant dans l'espa
e physique de référen
e Ω :




Trouver φa ∈ H1 (Ω) tel que
∆φa −M2 ∂

2φa
∂z2

− 2ikM
∂φa
∂z

+ k2φa = 0, ∀x ∈ Ω

∂φa
∂nA0

=

√
1 − M2

2

+∞∑

l=0

m=+l∑

m=−l
φl,mYl,m

(
arctan

(√
1 −M2tan (θ)

)
, φ
)
, ∀x ∈ ∂Ω

,(5.17)
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yoù (r, θ, φ) désignent les 
oordonnées sphériques de x. Le domaine Ω est 
hoisi detelle sorte qu'il devienne le domaine Ω′ = R
3\B dans l'espa
e de Lorentz (B désignela boule unité et ∂Ω′ = S ave
 S désignant la sphère unité). Le nouveau problèmedans l'espa
e transformé s'expli
ite :





∆φ̃′
a + k′2φ̃′

a = 0, ∀x′ ∈ Ω′

∂φ̃′
a

∂n′ =
+∞∑

l=0

m=+l∑

m=−l
φl,mYl,m (θ′, φ′) , ∀x′ ∈ ∂Ω′ , (5.18)où k′ =

k√
1 −M2

et (r′, θ′, φ′) désignent les 
oordonnées polaires de x′ dans l'espa
ede Lorentz. La solution de 
e problème auquel on a ajouté la 
ondition de Sommerfeld
lim
R→∞

∫

SR

|∂φ̃
′
a

∂n′ −ik
′φ̃′
a|2 → 0 existe et est unique. Son expression analytique est 
onnue :
φ̃′
a =

+∞∑

l=0

m=+l∑

m=−l
φl,m

h
(1)
l (k′r′)

k′
[
d
dr′
h

(1)
l

]
(k′)

(r′)Yl,m (θ′, φ′) , (5.19)On en déduit l'expression analytique du potentiel a
oustique dans l'espa
e physiquede référen
e :
φa =

+∞∑

l=0

m=+l∑

m=−l
φl,m

h
(1)
l (k′r′)

k′
[
d
dr′
h

(1)
l

]
(k′)

(r′) Yl,m

(
arctan

(√
1 −M2tan (θ)

)
, φ
)
e

ik′Mz√
1−M2 ,(5.20)ave
 r′ =

√

x2 + y2 +
z2

1 −M2Premier 
as-Test :Le problème suivant :




∆φa −M2∂
2φa
∂z2

− 2ikM
∂φa
∂z

+ k2φa = 0, ∀x ∈ Ω

∂φa
∂nA0

=

√
1 − M2

2
Y0,0

(
arctan

(√
1 −M2tan (θ)

)
, φ
)

φ̃′
a véri�e la 
ondition de Sommerfeld (5.21)a pour solution :

φa = −h
(1)
0 (k′r′)

k′h
(1)′(k′)
0

Y0,0

(
arctan

(√
1 −M2tan (θ)

)
, φ
)
e

ik′Mz√
1−M2

φa =
eik

′(r′−1)

r′
[1 + ik′]

√
1

4π

1

1 + k′2
e

ik′Mz√
1−M2

(5.22)
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as-Test :Le problème suivant :




∆φa −M2∂
2φa
∂z2

− 2ikM
∂φa
∂z

+ k2φa = 0, ∀x ∈ Ω

∂φa
∂nA0

=

√
1 − M2

2
Y1,1

(
arctan

(√
1 −M2tan (θ)

)
, φ
)

φ̃′
a véri�e la 
ondition de Sommerfeld (5.23)a pour solution :

φa = −h
(1)
1 (k′r′)

k′h
(1)′(k′)
1

Y1,1 (θ′, φ′) e
ik′Mz√
1−M2

φa =

√
3

8π
eiφsinθ′eik(r

′−1)

(
i

r′2
+
k′

r′

)
[(2 − k′2) + 2ik′]

[(2 − k′2)2 + 4k′2]
e

ik′Mz√
1−M2

, (5.24)
Résultats numériques sans é
oulement

Les résultats de 
ette �gure ont été obtenus sur un maillage non stru
turé de dia-mètre inférieur à 15 
m (la sphère de Neumann du problème transformée a undiamètre unitaire).Le 
as-test est e�e
tué ave
 un nombre de Ma
h nul et ave
 un nombre d'ondes
kR = 2.La première ligne 
on
erne le premier 
as-test détaillé 
i-dessus ave
 l'harmoniquesphérique Y0,0 
omme 
ondition de Neumann. Cette 
on�guration ne possède pas leterme volumique singulier du lapla
ien axisymétrique.La deuxième ligne 
on
erne le deuxième 
as-test détaillé 
i-dessus ave
 l'harmonique
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ysphérique Y1,1 
omme 
ondition de Neumann. Cette 
on�guration possède le termevolumique singulier du lapla
ien axisymétrique.La première 
olonne présente la partie réelle du potentiel a
oustique 
al
ulé nu-mériquement. Les solutions sont renormalisées par leur maximum pour présenterdes résultats unitaires (attention les 
ouleurs 
hangent de valeurs pour 
haque gra-phique).La dernière 
olonne représente la di�éren
e relative de la solution renormée ave
 lasolution analytique renormée 
orrespondante.Résultats numériques en présen
e d'é
oulement

Le même 
as-test que pré
édemment est réalisé ave
 un nombre de Ma
h 
onstantde 0.3.Résultats numériques en présen
e d'é
oulement ave
 un kR élevé
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 un maillage plus ra�né de mailles dediamètre inférieur à 3 
m. On 
onstate la 
onvergen
e en maillage vers la solutionanalytique. Les résultats exhibés 
orrespondent à kR = 15.5.3.2 Validation des 
onditions modales

Bou
hon d'aspirine ave
 é
oulementLes domaines 
onsidérés i
i sont bidimensionnels transverses.On propose i
i le 
as-test d'un tube d'aspirine in�ni dans le sens des z < 0, dediamètre unitaire, et bou
hé en z = L (
ondition de ré�exion pour les ondes). Lasurfa
e �
tive modale ΓM est pla
ée à l'origine. Nous introduisons un é
oulementuniforme (qu'importe son orientation). Tout se passe 
omme si le fond du bou
hond'aspirine était transparent pour l'é
oulement, alors que les ondes a
oustiques y sontré�é
hies.Ce 
as-test physiquement absurde, mais possédant une solution analytique, va nouspermettre de tester la 
ondition modale en présen
e d'é
oulement sur ΓM .Opérateur Diri
hlet-Neumann et bilan d'énergieOn 
onsidère le problème suivant :




Trouver φa ∈ H1 (Ω) tel que
∆φa −M2∂

2φa
∂z2

− 2ikM
∂φa
∂z

+ k2φa = 0, ∀x ∈ Ω

∂ (φa − φa,inc)

∂nA0

= TM (φa − φa,inc) , ∀x ∈ ΓM

∂φa
∂nA0

= 0, ∀x ∈ ΓR

, (5.25)
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yoù TM est l'opérateur Diri
hlet-Neumann modal ave
 é
oulement (4.74). Les 
oe�-
ients modaux ré�é
his et in
idents véri�ent l'égalité d'énergie suivante :




∑

krmn≤[k]

|a+
mn,Φ|2 =

∑

krmn≤[k]

|a−mn,Φ|2 −
∑

krmn>[k]

2ℑm
(
a+
mn,Φa

−
mn,Φ

)et∫

Ω

|∇φa|2 − k2

∫

Ω

|φa|2 −M2

∫

Ω

|∂φa
∂z

|2 − 2kM

∫

Ω

ℑm
(
∂φa
∂z

φa

)
=

2S (ΓM)

k


 ∑

krmn>[k]

(
|a+
mn,Φ|2 − |a−mn,Φ|2

)
+ 2ℑm


 ∑

krmn≤[k]

a+
mn,Φa

−
mn,Φ






,

(5.26)où a±mn,Φ =
|µ±
mn|

|ζ±mn|
a±mn est la quantité physique liée au 
oe�
ient modal renormalisépour le bilan d'énergie. Ce bilan d'énergie théorique est un premier moyen de validerles résultats numériques obtenus en véri�ant leur 
on
ordan
e.Preuve de (5.26) :

∫

Ω

|∇φa|2 − k2

∫

Ω

|φa|2 −M2

∫

Ω

|∂φa
∂z

|2 − 2kM

∫

Ω

ℑm
(
∂φa
∂z

φa

)
=

∫

ΓM

∂φa
∂nA0

φa

∫

ΓM

∂φa
∂nA0

φa =

∫

∂Ω

∑

(m,n)∈Z×N (a+
mnµ

+
mnΞrmn + a−mnµ

−
mnΞrmn

)
(a+
mnΞrmn + a−mnΞrmn)

=
∑

(m,n)

(
µ+
mn|a+

mn|2 + µ−
mn|a−mn|2 + µ+

mna
+
mna

−
mn + µ−

mna
−
mna

+
mn

)
||Ξm,n||2L2(Ω)

=
2S (ΓM)

k


−i

∑

krmn≤[k]

(
|a+
mn,Φ|2 − |a−mn,Φ|2

)
+

∑

krmn>[k]

(
|a+
mn,Φ|2 − |a−mn,Φ|2

)

−i
∑

krmn≤[k]

(
a+
mn,Φa

−
mn,Φ − a−mn,Φa

+
mn,Φ

)
+

∑

krmn>[k]

(
a+
mn,Φa

−
mn,Φ − a−mn,Φa

+
mn,Φ

)



= −i 2S (ΓM)

k


 ∑

krmn≤[k]

(
|a+
mn,Φ|2 − |a−mn,Φ|2

)
+ i

∑

krmn>[k]

(
|a+
mn,Φ|2 − |a−mn,Φ|2

)

+
∑

krmn≤[k]

2iℑm
(
a+
mn,Φa

−
mn,Φ

)
−

∑

krmn>[k]

2ℑm
(
a+
mn,Φa

−
mn,Φ

)

En distinguant partie réelle et partie imaginaire, l'égalité 
i-dessus donne l'égalitéd'énergie (5.26).
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teurs 109Expression analytiqueMode propagatif :On se �xe un mode via deux entiers naturels m′, n′.




a+
mn = 0 ∀ (m,n) ∈ Z × N\ {(m′, n′)}
a+
m′n′ = 1

k =
2π

λ
est supposé assez grand pour que le mode m'n' soit propagatif ,(5.27)La solution est 
her
hée sous la forme de l'onde in
idente plus une onde ré�é
hie.On 
her
he β ∈ C, tel que :

φa = φ+
m′n′ + βφ−

m′n′ (5.28)
φ+
m′n′ =

Jm′ (krm′n′r)√√√√|ζ+
m′n′ |

||Jm′ (krm′n′r) ||2
L2 (ΓM)

S (ΓM)

e
i

kM+
√

k2−(1−M2)k2
rm′n′

1−M2 z

φ−
m′n′ =

Jm′ (krm′n′r)√√√√|ζ−m′n′ |
||Jm′ (krm′n′r) ||2

L2 (ΓM)

S (ΓM)

e
i

kM−

√
k2−(1−M2)k2

rm′n′

1−M2 z

(5.29)
La 
ondition de ré�exion rigide permet d'identi�er β :

∂φa
∂nA0 |L

= 0 =⇒ β = e
2i

√
k2−(1−M2)k2

rm′n′

1−M2 L (5.30)Dans le 
as d'un Ma
h nul pour le mode plan (m′, n′) = (0, 0) et une longueurd'ondes dont la dimension de la 
avité en est un multiple L = n × λ, alors β = 1.
|β| = 1 est toujours vrai. La solution du problème (5.27) est analytique et donnéepar (5.28). Donnons l'expression analytique de la solution pour le mode 00, qui esttoujours propagatif à Ma
h nul pour L = λ :

ℜe (φa) =

√
2

π

1

kR
2cos (kz) (5.31)Mode évanes
ent :On se �xe un mode via deux entiers naturels m′, n′.





a+
mn = 0 ∀ (m,n) ∈ Z × N\ {(m′, n′)}
a+
m′n′ = 1

k =
2π

λ
est supposé assez petit pour que le mode m'n' soit évanes
ent (5.32)
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ondition de ré�exion implique un 
oe�
ient de ré�exion nul :
∂φa
∂n |L = 0 =⇒ β = e

−2

√
(1 −M2)k2

rm′n′ − k2

1 −M2
L
<< 1 (5.33)La solution du problème (5.32) est analytique et s'obtient en négligeant l'onde ré-�é
hie.Résultats numériques

Les résultats 
i-dessus sont présentés pour un maillage stru
turé de diamètre infé-rieur à 1 
m.Chaque graphique représente la partie réelle du potentiel a
oustique dans le 
onduitmodal.Les résultats sont présentés pour un mode azimutalm = 5, n = 5 et pour un nombred'onde kR = 6π.Les modes présentés sont renormalisés 
omme expli
ité au 
hapitre 2 (attention les
ouleurs 
hangent de valeurs à 
haque graphique).Résultats numériques sans é
oulement :Nous présentons 
i-dessous le 
oe�
ient modal du retour du mode plan sur lui-mêmepour un maillage stru
turé de diamètre 4 
m (le 
onduit fait 2 m) en l'absen
ed'é
oulement : 



λ = L
k = π

f =
a

2

⇒ β = 1. (5.34)
THEORIE F (1, 1) = 1.
PA2R F (1, 1) = 9.99966 × 10−1 −i 8.23800 × 10−3

ACTI3S F (1, 1) = 1.00056 × 100 −i 1.63131 × 10−3
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



λ = 8L

k =
π

8
f =

a

16

⇒ β = i (5.35)
THEORIE F (1, 1) = i
PA2R F (1, 1) = 2.66247 × 10−5 +i 9.99999 × 10−1

ACTI3S F (1, 1) = −3.40934 × 10−4 +i 1.00049 × 100





λ = 16L

k =
π

16
f =

a

32

⇒ β = e
iπ
4 (5.36)

THEORIE F (1, 1) = 7.07106× 10−1 + i 7.07106 × 10−1

PA2R F (1, 1) = 7.07110× 10−1 + i 7.07102 × 10−1

ACTI3S F (1, 1) = 7.07520× 10−1 + i 7.07899 × 10−1Les résultats sont exa
ts à 10−4 près jusqu'au plus grand nombre d'ondes k = π.Résultats numériques ave
 é
oulement :Nous présentons 
i-dessous le 
oe�
ient modal du retour du mode plan sur lui-mêmepour un maillage stru
turé de diamètre 4 
m en présen
e d'é
oulement :




λ = 8L

k =
π

8
f =

a

16
M = 0.1

⇒ β = e
i π

2(1−M2) (5.37)
THEORIE F (1, 1) = −1.58659 × 10−2 + i 9.99874× 10−1

PA2R F (1, 1) = −1.58658 × 10−2 + i 9.99874× 10−1





λ = 16L

k =
π

16
f =

a

32
M = 0.1

⇒ β = e
i π

4(1−M2) (5.38)
THEORIE F (1, 1) = 7.01474× 10−1 + i 7.12694 × 10−1

PA2R F (1, 1) = 7.01479× 10−1 + i 7.12689 × 10−1La 
onvergen
e en maillage est également 
onstatée.
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omparative5.4.1 Problématique

Problème généralCe paragraphe détaille la validation du 
ode numérique 
omplet (
ondition modale+ partie volumique + 
ondition intégrale). Le maillage représenté 
i-dessus possède6085 sommets. Les 
as de 
al
ul de validation sont e�e
tués pour un kR = 2, pourlequel 
e maillage a un ra�nement supérieur à λ
10
.Cette validation se base sur les référen
es produites par le 
ode ACTI3S développéà EADS-CCR, dont la méthodologie théorique est détaillée aux paragraphes (3.1.2)et (3.1.2) de la partie (3). Ce logi
iel permet le 
al
ul du rayonnement a
oustiqued'une sour
e modale se propageant sur un é
oulement au plus uniforme.Les premières validations sont faites en l'absen
e d'é
oulement.Les 
oe�
ients modaux de ré�exion sont 
omparés, ainsi que les 
hamps a
oustiquesà l'extérieur de la na
elle. La 
onvergen
e en maillage est prouvée pour les deux
odes.Les validations suivantes sont faites pour un é
oulement 
onstant M = 0, 1. Lamême démar
he que pour le 
as sans é
oulement est suivie.5.4.2 E
oulement porteur nulUn mode non singulier : le mode planCi-dessous est présenté le 
oe�
ient de retour du mode m = 0, n = 0 sur lui-mêmeen l'absen
e d'é
oulement pour le 
ode PA2R (l'é
oulement porteur ne provientplus du solveur �uide, mais est "rentré en dur"). La première ligne 
orrespond à unmaillage à 6085 ddls et les deux dernières lignes 
orrespondent à 
e même maillageque l'on a su

essivement ra�né en dé
omposant 
haque triangle en 4 sous-triangles.PA2R, m=0, n=0 6085 ddls −2.00150 × 10−1 − i 9.09183 × 10−2

23123 ddls −1.99342 × 10−1 − i 9.24564 × 10−2

86752 ddls −1.99844 × 10−1 − i 9.36297 × 10−2

312318 ddls −1.99837 × 10−1 − i 9.36476 × 10−2
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teurs 113Ci-dessous est présenté le 
oe�
ient de retour du mode m = 0, n = 0 sur lui-mêmeen l'absen
e d'é
oulement pour le 
ode ACTI3S. La première ligne 
orrespond aumaillage dont la tra
e sur la surfa
e transverse de la na
elle 
orrespond au premiermaillage 
i-dessus et les deux dernières lignes 
orrespondent à 
e même maillage quel'on a su

essivement ra�né en dé
omposant 
haque triangle en 4 sous-triangles.ACTI3S, m=0, n=0 17137 ddls −1.99854 × 10−1 − i 9.35946 × 10−2

62455 ddls −1.99837 × 10−1 − i 9.36477 × 10−2

226747 ddls −1.99837 × 10−1 − i 9.36477 × 10−2La 
onvergen
e en maillage des 
oe�
ients de ré�exion est 
onstatée pour les deux
odes. Sur les maillages les plus ra�nés, les 
oe�
ients de ré�exion 
oïn
ident à
10−6 près. PA2R gagne environ un 
hi�re à 
haque ra�nement, alors qu'ACTI3Ssemble 
onverger plus rapidement (5 
hi�res �xés dès la deuxième itération).Un mode singulier : le mode m = 1, n = 0La même démar
he est suivie pour le mode singulier m = 1, n = 0 en absen
ed'é
oulement :PA2R, m=1, n=0 6085 ddls 6.35537 × 10−1 − i 4.76084 × 10−1

23123 ddls 6.57412 × 10−1 − i 4.73512 × 10−1

86752 ddls 6.64245 × 10−1 − i 4.76292 × 10−1

312318 ddls 6.65853 × 10−1 − i 4.76164 × 10−1ACTI3S, m=1, n=0 17137 ddls 6.29812 × 10−1 − i 4.76084 × 10−1

62455 ddls 6.64129 × 10−1 − i 4.76151 × 10−1

226747 ddls 6.65324 × 10−1 − i 4.76121 × 10−1La 
onvergen
e en maillage des 
oe�
ients de ré�exion est 
onstatée pour les deux
odes. Ils sont pro
hes à 10−3 près sur les maillages les plus ra�nés. La 
onvergen
esemble moins rapide que pour le mode plan et 
e pour les deux 
odes (1 
hi�regagné environ à 
haque ra�nement pour ACTI3S pour 0,5 
hi�re gagné environ parPA2R. PA2R 
onverge toujours plus lentement que ACTI3S).5.4.3 E
oulement 
onstant M = 0, 1Un mode non singulier : le mode planCi-dessous est présenté le 
oe�
ient de retour du mode m = 0, n = 0 sur lui-mêmeen présen
e d'un é
oulement 
onstant M = 0, 1 pour le 
ode PA2R (l'é
oulementporteur ne provient plus du solveur �uide, mais est "rentré en dur"). La premièreligne 
orrespond à un maillage à 6085 degrés de liberté et les deux dernières lignes
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orrespondent à 
e même maillage que l'on a su

essivement ra�né en dé
omposant
haque triangle en 4 sous-triangles.PA2R, m=0, n=0 6085 ddls −1.92695 × 10−1 − i 1.01288 × 10−1

23123 ddls −1.92537 × 10−1 − i 1.02264 × 10−1

86752 ddls −1.92143 × 10−1 − i 1.02926 × 10−1

312318 ddls −1.92118 × 10−1 − i 1.02966 × 10−1Ci-dessous sont présentés les 
oe�
ients de retour du mode m = 0, n = 0 sur lui-même en présen
e d'un é
oulement 
onstant pour le 
ode ACTI3S (le 
ode résoutle problème dans l'espa
e transformé de Lorentz, et les résultats sont ramenés dansl'espa
e physique via un post-traitement). La première ligne 
orrespond au maillagedont la tra
e sur la surfa
e transverse de la na
elle 
orrespond au premier maillage
i-dessus. La deuxième ligne 
orrespond à 
e même maillage que l'on a ra�né endé
omposant 
haque triangle en 4 sous-triangles.ACTI3S, m=0, n=0 17137 ddls −1.92133 × 10−1 − i 1.02915 × 10−1

62455 ddls −1.92111 × 10−1 − i 1.02967 × 10−1

226747 ddls −1.92111 × 10−1 − i 1.02967 × 10−1Des remarques similaires au 
as du mode plan en absen
e d'é
oulement (5.4.2)peuvent être faites : la 
onvergen
e en maillage des 
oe�
ients de ré�exion est
onstatée pour les deux 
odes. Sur le maillage le plus ra�né, les 
oe�
ients deré�exion 
oïn
ident à 10−5 près. PA2R gagne environ un 
hi�re à 
haque ra�ne-ment, alors qu'ACTI3S semble 
onverger plus rapidement (5 
hi�res �xés dès ladeuxième itération).Un mode singulier : le mode m = 1, n = 0La même démar
he est suivie pour le mode non singulier m = 1, n = 0 en présen
ed'é
oulement :PA2R, m=1, n=0 6085 ddls 6.67034 × 10−1 − i 4.08839 × 10−1

23123 ddls 6.89210 × 10−1 − i 4.08321 × 10−1

86752 ddls 6.92364 × 10−1 − i 4.09236 × 10−1

312318 ddls 6.93765 × 10−1 − i 4.09455 × 10−1ACTI3S, m=1, n=0 17137 ddls 6.62946× 10−1 − i 4.05877 × 10−1

62455 ddls 6.96835× 10−1 − i 4.09237 × 10−1

226747 ddls 6.93515× 10−1 − i 4.09432 × 10−1Des remarques similaires au 
as du mode plan en absen
e d'é
oulement (5.4.2)peuvent être faites : la 
onvergen
e en maillage des 
oe�
ients de ré�exion est
onstatée pour les deux 
odes. Ils sont pro
hes à 10−4 près sur le maillage le plusra�né. La 
onvergen
e semble moins rapide que pour le mode plan pour les deux
odes (1 
hi�re gagné environ à 
haque ra�nement pour ACTI3S pour 0,5 
hi�regagné environ par PA2R. PA2R 
onverge toujours plus lentement que ACTI3S.
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teurs 1155.5 Propagation potentielle et in�uen
e de l'é
oulementCe paragraphe présente des résultats numériques globaux é
oulement-a
oustique surune géométrie réaliste.Di�érents é
oulements potentiels sont exhibés. Ces é
oulements di�èrent par unea

élération 
roissante à la na
elle et un nombre de Ma
h à l'in�ni nul ou 
onstantégal à 0, 1 (le turboréa
teur est en ban
 statique ou l'avion vole à vitesse 
onstanteMa
h 0, 1).Les variables a
oustiques dans le 
adre parti
ulier d'un é
oulement potentiel nona

éléré à la na
elle à vitesse 
onstante M = 0, 1 sont détaillées.Les résultats de 
omparaison entre un é
oulement 
onstant et un é
oulement nulmontrent ensuite le phénomène d'e�et Doppler.L'e�et de l'é
oulement (de l'a

élération à la na
elle) est ensuite dis
uté. L'intensitéa
oustique en dé
ibels et les diagrammes de 
hamp lointain sont 
omparés pour desé
oulements potentiels dont l'a

élération à la na
elle augmente.5.5.1 E
oulement porteur numérique

Nombres de Ma
h
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h de l'é
oulement porteur sont présentés 
i-dessuspour deux valeurs du Ma
h à l'in�ni : M∞ = 0 et M∞ = 0, 1 et pour trois valeursdes nombres de Ma
h au moteur : MM = 0, 1, MM = 0, 2 et MM = 0, 3.Les nombres de Ma
h les plus élevés se trouvent au niveau de la lèvre de la na
elle,là où les e�ets Ventury d'a

élération sont les plus présents. Ils sont d'autant plusélevés que le Ma
h in�ni est grand (l'avion vole vite) et que l'a

élération au moteurest forte.Le 
hoix d'un Ma
h in�ni nul 
orrespond à un avion au repos ou plut�t à un turbo-réa
teur en ban
 statique d'essai. Ce 
hoix s'explique par sa possibilité d'établir ungrand di�érentiel entre le Ma
h moteur et le Ma
h in�ni sans faire saturer le régimesubsonique au niveau de la lèvre avant de la na
elle : on verra que 
e sont en faitles grands di�érentiels de Ma
h entre le moteur et l'in�ni qui 
ausent les grandesdi�éren
es a
oustiques dans les diagrammes de rayonnement en dB.Des phénomènes de saturation apparaissent à l'arrière de la na
elle du fait des hautsdébits du 
onduit d'éje
tion : l'é
oulement à l'arrière n'est pas physique et l'in�uen
ede 
et é
oulement "non physique" sur le diagramme de rayonnement à l'avant estnégligée.5.5.2 A
oustique numériqueProblématiqueNous présentons 
i-dessous les 
hamps des variables a
oustiques se propageant surun é
oulement potentiel MM = 0, 1 et M∞ = 0, 1. Les 
al
uls sont e�e
tués pour
kR = 2 sur le maillage à 6085 ddls et les 
hamps a
oustiques sont présentés dans le
as du mode non singulier m = 0, n = 0 et du mode singulier m = 1, n = 0.Résultats

Résultats a
oustiques 1.
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teurs 117La �gure 
i-dessus présente la partie réelle et imaginaire de la pression a
oustiqueadimensionnée (ℜe (p∗a) et ℑm (p∗a)). La pression a
oustique 
omplexe s'obtient àpartir du potentiel a
oustique 
omplexe : pa = −ρ0(−i ωφa + −→v0 .
−→∇φa).La dernière �gure présente |−→I∗ |, où −→

I∗ désigne le ve
teur réel :
1

2

(
1

2
ρ0|−→va |2 +

|pa|2
2ρ0a2

0

)

)
−→v0 +

1

4

(
pa
−→va + pa

−→va
) (5.39)Cette notation est un abus par rapport à (2.11), qui référait à des valeurs a
oustiquesréelles. Ce ve
teur obtenu à partir des valeurs a
oustiques 
omplexes est justementdéterminé de telle sorte que la valeur moyenne spatiale et temporelle de son �ux àtravers une surfa
e égale à la valeur moyenne spatiale et temporelle du �ux à traversla même surfa
e du ve
teur Intensité (2.11) formé à partir des valeurs a
oustiquesréelles.

Résultats a
oustiques 2.La �gure 
i-dessus présente les parties réelles et imaginaires des vitesses a
oustiquesradiales et axiales (ℜe (v∗az), ℑm (v∗az), ℜe (v∗ar) et ℑm (v∗ar)).5.5.3 E�et Doppler et e�et d'adve
tionCe paragraphe détaille la 
omparaison de la propagation a
oustique sur un é
oule-ment porteur nul et la propagation a
oustique sur un é
oulement porteur 
onstantde même Ma
h moteur et in�ni égal à 0, 1.
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Comparaison Ma
h 
onstant 0 - Ma
h potentiel MM = M∞ = 0, 1La ligne supérieure 
orrespond aux résultats pour le mode plan non singulierm = 0,
n = 0. La ligne inférieure 
orrespond aux résultats du mode singulier m = 1, n = 0.La �gure de gau
he présente la di�éren
e absolue des parties réelles des potentielsa
oustiques : |ℜe (φ∗

a,M=0

)
−ℜe

(
φ∗
a,M=0,1

)
|, où l'indexationM = 0 (resp. M = 0, 1)
orrespond à un é
oulement porteur nul (resp. un é
oulement porteur 
onstant demême Ma
h moteur et in�ni égal à 0, 1).La �gure du milieu présente la di�éren
e absolue des modules du ve
teur Intensité(5.39) adimensionnée (valeur physique non pertinente) : ||−→I∗M=0| − |−→I∗M=0,1||.La �gure du droite présente la di�éren
e absolue des intensités en dé
ibels (valeurphysique pertinente) : |I∗dBM=0 − I∗dBM=0,1|, où I∗dB = 20log

(
|−→I∗|
).Dans le 
as de la 
omparaison pour un même Ma
h à l'in�ni (
e qui n'est pasle 
as i
i), les paramètres d'adimensionnement étant les mêmes, les propriétés dulogarithme font disparaître 
es 
onstantes (ainsi que l'intensité de référen
e de ladé�nition (2.26)) et 
ette di�éren
e absolue se lit en dé
ibels physiques. Dans 
e
as, les 
omparaisons se faisant entre un Ma
h in�ni nul et un Ma
h in�ni de 0, 1,
ette di�éren
e absolue représente une variation de dé
ibels physiques dé�nie à une
onstante près.CommentairesLa �gure de gau
he expli
ite l'e�et Doppler : les ondes en présen
e d'é
oulementsont 
ompressées par 
elui-
i, lorsqu'elles se dépla
ent à 
ontre-
ourant (le nombred'ondes est augmenté) et allongées lorsqu'elles sont emportés par 
elui-
i (le nombred'ondes est diminué).La �gure du milieu et la �gure de droite démontre des di�éren
es dans la propagationde l'intensité a
oustique adimensionnée et en dé
ibels. Attention, les résultats endé
ibels sont i
i dé�nis à une 
onstante près.



Etude mathématique et numérique de l'a
oustique des turboréa
teurs 1195.5.4 Comparaison à Ma
h moteur augmentantCe paragraphe détaille les e�ets de l'é
oulement potentiel et son a

élération à lana
elle sur la propagation de l'intensité du bruit. Ces 
omparaisons s'e�e
tuent pourun Ma
h à l'in�ni au repos et pour un Ma
h à l'in�ni 
onstant. L'intensité physiqueadimensionnée est 
omparée dans un premier temps, puis les résultats sont trans
ritsen dé
ibels (quantité physique pertinente pour l'être humain).Ma
h Nul à l'In�ni : M∞ = 0

Comparaison des intensités M∞ = 0 ; MM = 0, 1-MM = 0, 2-MM = 0, 3

Comparaison en dé
ibels M∞ = 0 ; MM = 0, 1-MM = 0, 2-MM = 0, 3



120 Stefan Duprey, EADS CCR-Suresnes, Institut Elie Cartan-Nan
yLa première �gure 
i-dessus présente les di�éren
es absolues du module du ve
-teur Intensité (5.39) de la progation a
oustique du mode m = 0, n = 0 (resp.
m = 1, n = 0) pour la première ligne (resp. la deuxième ligne) sur un é
oulementpotentiel de Ma
h in�ni nul M∞ = 0 et de Ma
h moteur de gau
he à droite res-pe
tivement MM = 0, 1, MM = 0, 2 et MM = 0, 3 par rapport à la propagationa
oustique du même mode sur un é
oulement de référen
e nul.La deuxième �gure 
i-dessus présente les di�éren
es absolues de l'intensité en dé
i-bels de la progation a
oustique du mode m = 0, n = 0 (resp. m = 1, n = 0) pourla première ligne (resp. la deuxième ligne) sur un é
oulement potentiel de Ma
hin�ni nulM∞ = 0 et de Ma
h moteur de gau
he à droite respe
tivement MM = 0, 1,
MM = 0, 2 etMM = 0, 3 par rapport à la propagation a
oustique du même mode surun é
oulement de référen
e nul (
ette di�éren
e absolue se lit en dé
ibels physiques
ar le nombre de Ma
h à l'in�ni est toujours le même : M∞ = 0, faisant disparaîtreainsi les 
onstantes d'adimensionnement dans les logarithmes).Ma
h non Nul à l'In�ni : M∞ = 0, 1

Comparaison des intensités M∞ = 0, 1 ; MM = 0, 1-MM = 0, 2-MM = 0, 3La première �gure 
i-dessus présente les di�éren
es absolues du module du ve
teurIntensité (5.39) de la progation a
oustique du modem = 0, n = 0 (resp. m = 1, n =
0) pour la première ligne (resp. la deuxième ligne) sur un é
oulement potentielde Ma
h in�ni M∞ = 0, 1 et de Ma
h moteur de gau
he à droite respe
tivement
MM = 0, 1, MM = 0, 2 et MM = 0, 3 par rapport à la propagation a
oustique dumême mode sur un é
oulement de référen
e 
onstant à M∞ = 0, 1.
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Comparaison en dé
ibels M∞ = 0, 1 ; MM = 0, 1-MM = 0, 2-MM = 0, 3La deuxième �gure 
i-dessus présente les di�éren
es absolues de l'intensité en dé
i-bels de la progation a
oustique du mode m = 0, n = 0 (resp. m = 1, n = 0) pourla première ligne (resp. la deuxième ligne) sur un é
oulement potentiel de Ma
hin�ni M∞ = 0, 1 et de Ma
h moteur de gau
he à droite respe
tivement MM = 0, 1,
MM = 0, 2 etMM = 0, 3 par rapport à la propagation a
oustique du même mode surun é
oulement de référen
e 
onstant à M∞ = 0, 1 (
ette di�éren
e absolue se lit endé
ibels physiques 
ar le nombre de Ma
h à l'in�ni est toujours le mêmeM∞ = 0, 1).CommentairesLes 
hamps de 
omparaison en dé
ibels entre un é
oulement 
onstant et un é
oule-ment potentiel variable prouvent la né
essité de prendre en 
ompte 
e dernier : desdi�éren
es d'environ 10 dé
ibels sont présentes au niveau de la na
elle et 
e quelquessoient le mode 
onsidéré et le Ma
h au moteur.Ces di�éren
es sont relativement élevées vis à vis des normes internationales de 
er-ti�
ation. Néanmoins, 
es normes 
on
ernent le rayonnement de l'avion à longuedistan
e :Une étude des diagrammes de 
hamp lointain permet �nalement d'étudier la propa-gation de 
es di�éren
es élevées au niveau des normes à une longue distan
e de lana
elle en étudiant les diagrammes de 
hamp lointain.On remarque déjà que plus le di�érentiel entre le nombre de Ma
h à l'in�ni et lenombre de Ma
h au moteur est grand, plus les di�éren
es d'intensité a
oustique parrapport à un é
oulement 
onstant sont élevées.
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y5.5.5 Diagrammes de rayonnementLes diagrammes de rayonnement en 
hamp lointain sont �nalement 
ommentés.Ces diagrammes détaillent l'e�et de l'é
oulement potentiel sur la dire
tivité du sonà une longue distan
e de l'avion.Les diagrammes de rayonnement sont présentés dans le référentiel galiléen de l'avion.Le rayonnement de l'avion dans un référentiel �xe se déduit via une transformationalgébrique de Galilée (e�et Doppler).Les résultats sont présentés sous forme de 
ourbe polaire du module |A (θ) | enfon
tion de θ.On ne présente pas la 
lassique SER du fait de l'adimensionnement des variablesphysiques : seul la di�éren
e du logarithme des 
ourbes présentées pour un mêmeMa
h in�ni peut s'interpréter en vrais dé
ibels physiques.
ThéorieUne estimation asymptotique de la formule de représentation (3.14) pour le potentiela
oustique dans l'espa
e transformé de Lorentz s'é
rit :
φ̃a

′
(y′) ≈

eik
′
∞r

′

4πr′


−

∫

Γ′
∞

e
−ik′∞x′.

y′

|y′| ∇̃φ̃a
′
.
−→
n′dx′ +

∫

Γ′
∞

∂̃

∂̃n′


e

−ik′∞x′.
y′

|y′|


 φ̃a

′
dx′




φ̃a
′
(y′ = r′, θ′) ≈

eik
′
∞r

′

4πr′
Ã′ (θ′)

,(5.40)où θ′ désigne l'angle entre les ve
teurs −→er et −→ez′ .Le potentiel a
oustique dans l'espa
e physique véri�e alors :
φa(y = r, θ) ≈

e
i

k∞√
1 −M2

∞
r

4πr
A (θ)

, (5.41)où A (θ) est donné par :
A (θ)

=

e

ik∞M∞√
1 −M2

∞
cos
(
arctan

(√
1 −M2

∞tanθ
))

Ã′
(
arctan

(√
1 −M2

∞tanθ
))

(5.42)
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h nul à l'in�ni : M∞ = 0

Champs lointains M∞ = 0 ; MM = 0, 1-MM = 0, 2-MM = 0, 3

Ma
h non nul à l'in�ni : M∞ = 0, 1

Champs lointains M∞ = 0, 1 ; MM = 0, 1-MM = 0, 2-MM = 0, 3
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yCommentairesLes diagrammes de rayonnement laissent apparaître des di�éren
es supérieures à 5dé
ibels selon 
ertaines dire
tivités en fon
tion de l'a

élération au moteur.Ce
i prouve que l'in�uen
e de l'é
oulement potentiel n'est pas négligeable quant àla dire
tivité du son : des di�éren
es supérieures à 5 dé
ibels en 
hamp lointain sontsan
tionnées par les normes de l'aviation 
ivile internationales.Les diagrammes de rayonnement 
on�rment 
e que nous apprenaient les 
hampsextérieurs d'intensité a
oustique : le diagramme de 
hamp lointain est d'autant plusdéformé que l'a

élération au moteur est grande.Néanmoins, on 
onstate que les di�éren
es très fortes 
onstatées au niveau de lalèvre de la na
elle sont atténuées dans les diagrammes en 
hamp lointain.5.6 Propagation a
oustique potentielle à haute fréquen
eCe paragraphe présente des résultats a
oustiques pour des nombres d'ondes élevés
kR = 60 sur un maillage ra�né à hauteur de λ

10
pour un é
oulement potentiel nona

éléré à M = 0, 1.5.6.1 E
oulement porteur numérique

E
oulement potentiel M∞ = 0, 1 et MM = 0, 1La �gure 
i-dessus présente les isopotentielles et les nombres de Ma
h d'un é
oule-ment potentiel de même Ma
h moteur et in�ni égal à 0, 1.La position de la surfa
e Γ∞ a été optimisée pour ne pas 
ompresser l'é
oulementet être la plus pro
he possible de la na
elle pour limiter le domaine de 
al
ul. Lemaillage est de plus très ra�né à l'avant vers la lèvre de la na
elle (122 412 degrésde liberté en tout) pour 
apturer au mieux le point d'arrêt hydrodynamique.L'arrière de la na
elle est toujours le siège de phénomènes de saturation : l'é
oule-ment potentiel n'y est pas réaliste.
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oustique numérique

Re (φ∗
a), M∞ = 0, 1 et MM = 0, 1, kR = 60, m = 1 ,n = 0, 1, 2, 3, 4, 5La �gure 
i-dessus présente les 
hamp a
oustiques de la partie réelle du potentielse propageant sur l'é
oulement pré
édent MM = M∞ = 0, 1 pour les modes m = 1,

n = 0, 1, 2, 3, 4, 5 et pour un nombre d'ondes kR = 60.La haute fréquen
e se traduit par une dire
tionnalité 'quasi-droite' dans les dia-grammes de rayonnement (
omme un jet d'eau sort droit d'un tuyau). Cet e�et estprépondérant sur la présen
e d'un é
oulement potentiel et les diagrammes de rayon-nement pour des Ma
hs moteurs légèrement augmentés 0, 2 et 0, 3 sont identiques à
eux obtenus à Ma
h 
onstant.
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yCon
lusion et Perspe
tivesLes travaux présentés dans 
e do
ument sont originaux par leur pro-position de nouvelles méthodologies numériques. Ainsi la résolution del'é
oulement porteur non-linéaire par un point �xe numérique est unealternative à des méthodes de type moindre 
arré plus 
omplexes pou-vant s'adapter au régime transsonique. La mise à jour d'un élémentaxisymétrique 
onforme dans les espa
es de Sobolev à poids est en
oreune alternative à l'utilisation d'éléments �nis 
lassiques auxquels on arajouté une 
ondition de Diri
hlet numérique sur l'axe. De-même le 
ou-plage à l'in�ni pour faire rayonner le problème a
oustique en é
oulementest une nouvelle alternative à plusieurs méthodes déjà existantes. Dé-taillons i
i leurs avantages et leurs in
onvénients respe
tifs :L'originalité prin
ipale de 
e manus
rit repose dans l'avènement d'un
ouplage numérique FEM-BEM en é
oulement uniforme.Ce 
ouplage est réalisé à l'aide d'opérateurs intégraux de 
onvolution etla matri
e résultante est pleine. Néanmoins, la surfa
e �
tive n'a d'autresné
essiter que de se trouver là, où l'é
oulement est 
onstant : elle peutentourer l'hétérogénéité générée par l'é
oulement de façon optimale. Laméthode multip�le rapide [57℄ est également adaptable à 
e 
ouplage etsus
eptible de l'a

élérer.Ce 
ouplage est original dans son implémentation. Ces prin
ipaux 
on
ur-rents relèvent de te
hniques numériques di�érentes :Citons les éléments surfa
iques in�nis développés dans l'arti
le de W.Eversman [51℄. [21℄, [22℄ et [23℄ utilisent également 
ette te
hnique, quis'appuie sur un 
ouplage ave
 un développement en série d'harmoniquessphériques. La matri
e surfa
ique résultante est 
reuse. Néanmoins, lasurfa
e �
tive rayonnante est né
essairement une sphère (forme impo-sée) et il en résulte dans 
ertains 
as une surfa
e de 
ouplage autour del'é
oulement porteur beau
oup plus grande que né
essaire, ainsi qu'undomaine de 
al
ul beau
oup plus grand que né
essaire pour la propaga-tion a
oustique volumique.Une deuxième alternative est l'utilisation de "perfe
tly mat
hed layers",
omme le proposent [6℄, [7℄, [9℄, [43℄ et [59℄. Cette méthode 
onsiste enl'imposition d'une 
ou
he limite où les ondes sont tuées sans ré�exionparasite. Elle a déjà prouvé sa 
ompéten
e numérique dans les problèmesoù la propagation a
oustique volumique est né
essaire (à 
ause de la pré-sen
e d'hétérogénéité). Cependant elle ne fait pas naturellement rayon-ner le problème a
oustique et la surfa
e fermant le domaine de 
al
ulest né
essairement une boite re
tangulaire (forme imposée) et il en ré-sulte dans 
ertains 
as un domaine de 
al
ul beau
oup plus grand quené
essaire pour la propagation a
oustique volumique.



Etude mathématique et numérique de l'a
oustique des turboréa
teurs 127Le 
ouplage intégral se distingue don
 par la �exibilité du positionne-ment de la surfa
e rayonnante de forme quel
onque. Dans le 
adre dutraitement de l'avion tout entier, on imagine 
lairement le gain numé-rique apporté par un 
ernage optimum des hétérogénéités d'é
oulementet 
e d'autant plus que la fréquen
e est grande.La potentialité de l'é
oulement et de la perturbation a
oustique est unehypothèse prin
ipale de notre modèle. Cette hypothèse simpli�e la pro-pagation a
oustique volumique. Cette hypothèse est néanmoins rédu
-tri
e puisqu'elle ne permet pas de propager une perturbation a
oustiquesur un tourbillon. D'autres méthodes numériques pour le traitement vo-lumique de la propagation a
oustique sont i
i envisageables. On peuti
i 
iter les méthodes de type Galerkin dis
ontinu [9℄ ou en
ore de di�é-ren
es �nies [58℄ et [60℄ pour résoudre les équations d'Euler linéarisées
omplètes.Ces appro
hes plus générales sont né
essaires pour traiter des problèmesphysiques plus 
omplexes 
omme le bruit de jet. Néanmoins, une grandepartie de la propagation a
oustique autour d'un avion est potentielleet la naissan
e d'un 
ode informatique global optimisé traitant l'aviontout entier par dé
omposition de domaines né
essite les simpli�
ationsnumériques de 
ette propagation potentielle.L'appro
he potentielle, par sa simpli
ité et le 
ouplage intégral, par sa�exibilité, sont don
 des briques né
essaires dans un 
ode global de dé-
omposition de domaine. L'é
riture de 
onditions de ra

ord entre lesméthodes numériques plus 
omplexes ([9℄, [58℄ et [60℄) et l'appro
hepotentielle sont les développements futurs né
essaires à un 
ode infor-matique 
omplet de 
al
ul du rayonnement a
oustique d'un avion.
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Résumé : Cette thèse traite du problème industriel de la modélisation et de
la simulation numérique du rayonnement acoustique à l’entrée d’air des na-
celles d’Airbus. Les hypothèses physiques subséquentes au contexte industriel
précis conduisent à un modèle simplifié de propagation acoustique linéaire sur
un écoulement porteur potentiel et non-linéaire. La modélisation de la source
modale de bruit du moteur se traduit par une condition de bord exprimée par
un opérateur Dirichlet-Neumann. L’existence et l’unicité du problème mathé-
matique général (auquel on a rajouté une condition de Sommerfeld convectée)
de la perturbation potentielle et locale autour d’un écoulement uniforme sont
démontrées. Un couplage discret alliant le potentiel acoustique (éléments finis
de volume) et sa dérivée conormale de bord (éléments finis de frontière) par une
équation intégrale est proposé. Le code informatique est validé analytiquement
et comparativement. Les résultats originaux prouvent la nécessité de la prise en
compte des non-linéarités de l’écoulement par des différences de plus de 5 déci-
bels en champ lointain. Le positionnement optimal de la surface rayonnante et
la possibilité d’adaptation de la méthode multipôle rapide rendent ce couplage
incontournable. Le modèle simplifié potentiel-linéaire, même si il n’est a priori
apte qu’à traiter l’entrée d’air, trouve toute sa justification en tant que brique
d’un code global basé sur la décomposition de domaine. Finalement, soulignons
l’avènement d’un élément fini axisymétrique naturel et d’une alternative origi-
nale de calcul de l’écoulement non-linéaire par une méthode de point fixe.
Mots clés : Aéroacoustique, potentialité, couplage éléments finis de volume-
éléments finis de bord, équation intégrale, dérivée elliptique conormale.

Abstract : This thesis deals with the industrial problem of modelisation and
numerical simulation of the acoustic radiation from fan duct air entry. The phy-
sical hypothesis subsequent to the industrial framework give way to a simplified
model of linear acoustic propagation upon a non linear potential flow. Engine
modal noise source modelisation requires acoustic boundary conditions through
a Dirichlet-Neumann operator. Existence and uniqueness of the global mathe-
matical problem (a convected Sommerfeld condition is added) of the potential
and local perturbation from a uniform flow are prooved. A discrete coupling
between the volumic acoustic potential (finite volumic elements) and its ellip-
tic normal derivate (boundary finite element) through an integral equation is
exhibed. Computing code is validated analytically and comparatively. Original
results are described and prove the necessity to consider the nonlinearity of the
flow by differences greater than 5 dBs in the far field acoustic diagrams. Optimal
positionning of the radiating surface and the plugability of the fast multipole
method make this coupling unmissable. Simplified potential-linear model, even
if its range of validity is restricted to the fan duct air entry, gets his whole inter-
est as a brick in a global domain decomposition code. By the way, let’s mention
the achievement of a natural axisymetric finite element and an alternative me-
thod to the calculus of the non linear flow by a fixed point method.
Key Words : Aeroacoustic, potiential, coupling finite volume elements-boundary
elements, integral equation, boundary elliptic derivate.
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