N
N

N

HAL

open science

Etude mathématique et numérique de la propagation
acoustique d’un turboréacteur

Stefan Duprey

» To cite this version:

Stefan Duprey. Etude mathématique et numérique de la propagation acoustique d’un turboréacteur.
Mathématiques [math|. Université Henri Poincaré - Nancy 1, 2006. Francais. NNT: 2006NAN10185 .

tel-01746556v2

HAL Id: tel-01746556
https://theses.hal.science/tel-01746556v2
Submitted on 9 May 2007

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01746556v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

?
UFR S.T.M.I.A.
Ecole Doctorale IAEM

Université Henri Poincaré - Nancy I
D.F.D. Mathématiques

NANCY 1

) “nive,
S,
/
’

Etude mathématique et numérique
de la propagation acoustique
d’un turboréacteur

THESE

en vue d’obtenir le diplome

Doctorat de I’Université Henri Poincaré-Nancy 1

Spécialité : Mathématiques Appliquées.

par

Stefan Duprey

Composition du jury :

Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia CR1 CNRS HDR, INRIA-ENSTA Paris
Christophe Bailly Professeur, ECL Lyon

Ingénieure de recherche, EADS-CCR, Paris
Professeur, CNAM Paris

CR1 INRIA, TECN Nancy

Professeur, EMN-INPL Nancy

Rapporteurs

Examinateurs Isabelle Terrasse
Francois Dubois
Karim Ramdani
Directeur Antoine Henrot

Institut Elie Cartan Nancy



Analyse Mathématique et Numérique du Rayonnement Acoustique des
Turboréacteurs

Stefan Duprey”*

*EADS-CCR Suresnes, Département Modélisation Mathématique et Numérique ; Insti-
tut Elie Cartan-INRIA Lorraine-Université Poincaré Nancy 1



Remerciements

Je tiens tout d’abord & exprimer ma gratitude a Eric Duceau et Isabelle Terrasse
pour m’avoir accueilli & EADS au sein du département Modélisation Mathématique
du CCR-Suresnes pour la réalisation de cette thése CIFRE. Je leur suis gré de leur
confiance.

Je remercie Antoine Henrot d’avoir accepté de diriger cette thése, pour sa disponi-
bilité malgré son emploi du temps chargé.

Je tiens également & remercier Christophe Bailly et Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia
qui ont accepté de rapporter ce mémoire.

Je remercie Francois Dubois et Karim Ramdani d’avoir accepté de faire partie du
jury, confirmant ainsi 'intérét qu’il porte & mon travail.

Je salue également tous les thésards et stagiaires de EADS, anciens comme nou-
veaux, qui ont toujours su faire régner une ambiance joviale.



Table des matiéres

1 Enjeux et problémes 9
1.1 Classification en zones propres . . . . . . . . . . . . ... ... 9
1.1.1  Géométrie des zones propres . . . . . . . . . ..o 10

1.1.2 Distinction des zones propres . . . . . . . . . ... ... ... 10

1.1.3 Zonesd’étude . . . . . . ... 11

1.2 Distinction entre domaines de calcul et zones propres . . . . .. . .. 12
1.2.1 Définition géométrique des domaines de calcul . . . . . . . .. 12

1.2.2  Hypothéses inhérentes au modéele . . . . . ... ... ... .. 13

1.3 Equations générales . . . . . . . ... .. L 13
1.3.1 Equations de I’écoulement total . . . . . .. ... .. .. ... 13

1.3.2 Equations linéarisées . . . . . . . . .. ..o 14

1.4 Plan du document . . . . ... ... oL oL 16

2 Moteur : un modéle de guide d’ondes 19
2.1 Problématique . . . . . .. .. 19
2.2 Décomposition modale . . . . . . ... oo Lo 20
2.3 Normalisation . . . . . . . . .. .. L 22
2.3.1 Fluxdénergie . . . . . . . . ... 22

2.3.2 Adimensionnement et coefficients modaux . . . ... .. ... 26

3 Ecoulement constant 29
3.1 Théorie du probléme continu . . . . . .. .. .. ... ... .. .... 30
3.1.1 Transformée de Lorentz . . . . . ... ... ... ... .... 30

3.1.2 Equations intégrales . . . . . .. ... ... 0L 31

3.2 Du continu au discret . . . . .. ..o 39



4

Stefan Duprey, EADS CCR-Suresnes, Institut Elie Cartan-Nancy

3.2.1 Discrétisation axisymétrique . . . . . . . . .. ...
3.2.2 Opérateur simple couche . . . . . .. ... ... ... .....
3.2.3 Opérateur singulier . . . . . . ... ...
3.2.4 Opérateur adjoint du double couche . . . . . . .. .. ... ..
3.2.5 Partie réguliere . . . . . . ... oo

3.2.6 Intégrales singuliéres . . . . . .. .. ... ... L.

4 Ecoulement potentiel

4.1 Un premier probléme simplifié . . . . . .. ... ... ... ......

4.1.1 Problématique. . . . . . . ... Lo
4.1.2 Formulation énergétique . . . . . . . . ... ... ... ...
4.1.3 Formulation symétrique . . . .. .. ... ... ... ...

4.1.4 Formulation axisymétrique . . . . . . . .. . ...

4.2 Théorie du probléme continu . . . . . . . .. .. ... ... ... ...

4.2.1 Ecoulement porteur . . . . . . . ... ... ... ...
4.2.2 Acoustique potentielle . . . . .. ...
4.2.3 Couplage modes-volume . . . . . ... ... ...

4.2.4 Existence et unicité . . . . . . . . . ...

4.3 Du continu au discret . . . . . .. ...

4.3.1 Couplage numérique modes-volume . . . . . . ... ... ...
4.3.2 Equations intégrales avec écoulement . . . . . . . .. ... ..

4.3.3 Détails de 'implémentation numérique . . . . . . . . .. ...

Résultats numériques

5.1 Singularité axiale . . . . . . ... Lo Lo

5.1.1 Problématique . . . . . . . ... ...

5.1.2  Elément fini axisymétrique . . . . . . . . ... ...

5.2 Condition de Robin . . . . . . . .. ... 102
5.2.1 Problématique . . . . . . . .. ... 102
5.2.2 Intégrale de bord dans I’espace de Lorentz . . . . .. ... .. 102

5.3 Cas-tests analytiques . . . . . . . . ... oL 103
5.3.1 Validation des conditions intégrales . . . . . . . ... ... .. 103

5.3.2 Validation des conditions modales . . . . . . . . . . . .. ... 107



Etude mathématique et numérique de I’acoustique des turboréacteurs 5

5.4 Validation comparative . . . . . . . .. ..o Lo 112
5.4.1 Problématique . . . . . . .. ..o 112
5.4.2 Ecoulement porteur nul . . . .. .. ... 0000 112
5.4.3 Ecoulement constant M =0,1 .. ... ... ... .. ..... 113

5.5 Propagation potentielle et influence de I’écoulement . . . . . . . . .. 115
5.5.1 Ecoulement porteur numérique . . . .. . ... ... ... .. 115
5.5.2 Acoustique numérique . . . .. ... ... ... 116
5.5.3 Effet Doppler et effet d’advection . . . . . . .. ... .. ... 117
5.5.4 Comparaison & Mach moteur augmentant . . . . . . . .. . .. 119
5.5.5 Diagrammes de rayonnement . . . . .. .. .. .. ... ... 122

5.6 Propagation acoustique potentielle & haute fréquence . . . . .. . .. 124
5.6.1 Ecoulement porteur numérique . . . ... ... ... ... .. 124

5.6.2 Acoustique numérique . . . . ... ... ... 125



6  Stefan Duprey, EADS CCR-Suresnes, Institut Elie Cartan-Nancy
Introduction générale

Ce document présente les travaux de recherche effectués dans le cadre d’une thése
CIFRE issue d’un partenariat entre le Centre Commun de Recherche EADS-Suresnes
et 'INRIA-Lorraine au sein de l'université Henri Poincaré Nancy 1. Ces travaux
traitent de problémes de propagation acoustique en présence d’écoulement et pro-
posent une analyse mathématique et numérique du rayonnement acoustique des
turboréacteurs.

Devant la récente explosion du trafic aérien, les industriels se sont vus imposer
des normes internationales de certification quant au bruit occasionné par les avions
au décollage, dans le but de protéger les populations avoisinantes aux aéroports. Ces
normes sont strictes et définies au décibel prés : une atténuation de quelques déci-
bels peut se révéler primordiale. La géne acoustique et sa minimisation sont donc
maintenant une priorité.

Les principales nuisances sonores d’un avion au décollage sont dues aux turboréac-
teurs. Le bruit d’origine aérodynamique et le bruit de jet a ’arriére de la nacelle
sont alors négligeables par rapport au bruit créé par le moteur, puis rayonné par les
conduits d’entrée et d’éjection d’air. La source acoustique "moteur" se caractérise
par la présence de raies émergeant de plus de 20 dB du spectre a large bande, aux
harmoniques de la fréquence de rotation des pales. Ce bruit est qualifié de tonal ou
de raies.

SP(dB)
__—7~. Bruit de raies
f ____———"_-_-_ \ H‘*-\__H
4 f - II | 25 —
| i | 1 S
£ ¥ | A .
S A | | -
1 ™ IM"“—u"r "rll- -J I| f 1 .'l ||_
5dB A W o A f i
7 s -q\__,-"uu-’_\_l Y kJI.‘L“':r'l\_rl;_l“-\-" R K -
Bruit a large bande
1 1 |

| 2
Spectre en décibels du bruit de la soufflante en régime subsonique

a
L2}

Pour minimiser ce bruit, les constructeurs d’avion peuvent jouer sur plusieurs para-
meétres du réacteur :
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secondaire
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Schéma d’une nacelle de turboréacteur

Stator

— Les motoristes peuvent, par une meilleure compréhension de la génération du
bruit par les différents constituants du moteur, réagencer, traiter et minimiser
la production du bruit a sa source.

— La présence de matériaux de type nid d’abeilles sur les parois des conduits de la
nacelle est destinée a absorber le bruit tonal du moteur lors de sa propagation
dans les conduits de la nacelle.

— Meéme si ces travaux d’atténuation ont porté leurs fruits, les normes internatio-
nales de certification devenant de plus en plus sévéres, il faut toujours trouver
de nouvelles solutions pour réduire le bruit :
les nacellistes peuvent apporter des améliorations de type géométrique comme
I'optimisation de la forme de la lévre de I’entrée d’air ou encore de la disposition
des traitements dans les conduits...

Tester I'influence d’une nouvelle forme de nacelle ou d’un réagencement des par-
ties traitées est onéreux et les mesures délicates : I'intérét du développement d’un
code de calcul informatique pour prévoir et optimiser avant de construire est évident.

Actuellement, dans 'optique de traiter numériquement l’avion tout entier, il faut
le décomposer en domaines de complexité physique croissante, optimisant ainsi la
résolution numeérique globale en profitant des simplifications inhérentes a chaque
physique.

Les phénoménes physiques mis en jeu par le rayonnement acoustique tonal du mo-
teur au décollage sont simples par rapport a ceux mis en jeu par la création du bruit
aérodynamique et le bruit de jet, qui nécessitent un traitement numérique extréme-
ment coliteux.

Le rayonnement acoustique tonal & P'avant de la nacelle (via le conduit d’entrée
d’air) s’inscrit dans une zone physique bien ciblée définissant un domaine précis
dans la décomposition de domaine globale : la propagation linéaire d’une perturba-
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tion acoustique sur un écoulement porteur.

Le rayonnement acoustique tonal a 'arriére de la nacelle (via les conduits d’ejection
d’air) n’est pas traité dans ce document : la présence d’une discontinuité de jet a
I’arriére de la nacelle reléve d’une physique plus compliquée.

Ce manuscrit détaille 'avénement du modéle mathématique découlant du cadre
physique précis et ciblé de la propagation acoustique linéaire tonale & 'avant de la
nacelle.

L’existence et I'unicité de la solution globale fluide-acoustique sont démontrées.
Une discrétisation numérique du probléme continu par éléments finis est proposée.
La complexité des différents écoulements porteurs envisageables ramifie le probléme
de la propagation acoustique linéaire en une suite de problémes de complexité crois-
sante et il découle naturellement le plan du document (plan explicité précisément
dans le chapitre 1 "Enjeux et problémes").

La validation du code se fait naturellement a partir de solutions analytiques et de
codes préexistants.

L’originalité des nouveaux résultats est finalement détaillée.



Chapitre 1

Enjeux et problémes

Ce chapitre détaille dans un premier temps la physique de la distinction en zones
propres d’un écoulement autour d’'une nacelle.

Fort de cette décomposition, le domaine précis d’étude du manuscrit est explicité.
Les conditions de bord fermant le domaine d’étude et les hypothéses inhérentes a la
réalisation d'un code ciblé sur une zone propre précise sont exposées.

Les équations globales et linéarisées du probléme sont détaillées.

Le plan du document est finalement exposé dans ses détails, de la démonstration
mathématique de I'existence et 1'unicité a la description des résultats de la discréti-
sation numérique proposée.

1.1 Classification en zones propres

De récents progres dans 'étude de la génération et de la propagation du son par
un écoulement quelconque (les ouvrages de référence de M.S. Howe [35] et de D.G.
Crighton [24], par exemple, dressent un bilan des principales avancées consécutives
aux travaux pionniers de N. Curle [25|, de M.J. Lighthill [41] et de J.E. Ffowcs
Williams et D.L. Hawkings [63], ainsi que des nouvelles applications physiques ré-
sultantes) ont conduit & une classification nouvelle d’un écoulement quelconque en
zones "géographiques" de complexité acoustique croissante.

Ce paragraphe explicite succinctement la physique et la géométrie propres de chaque
zone de cette classification dans le cadre de I’écoulement & ’avant de la nacelle d'un
turboréacteur.



10  Stefan Duprey, EADS CCR-Suresnes, Institut Elie Cartan-Nancy

1.1.1 Geéomeétrie des zones propres

/6 Z

1: zone de création du bruit aérodynamique
2: zone de linéarisation
3 : zone de propagation linéaire sur un écoulement uniforme

Le repére cylindrique (r, 0, z) est le repére du référentiel de I’avion, qui vole & vitesse
constante. €); désigne la nacelle considérée comme un objet acoustiquement rigide a
symétrie de révolution d’axe z. La surface I'p désigne la surface rigide de la nacelle.
La surface I'y; est une surface fictive située assez loin du moteur pour se trouver
dans la zone 2 (elle se trouve a l'origine z = 0 du référentiel fixe a 'avion). Le zoom
pointe sur le phénoméne de couche limite.

1.1.2 Distinction des zones propres

e La zone 1 correspond a la zone de création du bruit aérodynamique. Cette zone
comprend l'intérieur du moteur, le jet & 'arriére de la nacelle et les couches limites.
Cette zone est la plus complexe. Elle nécessite 1’équation compléte de Navier-Stokes
(terme non linéaire+terme visqueux) et une équation énergétique compléte reliant
température et entropie. Les nombres de Mach au niveau des pales sont transsoniques
et des ondes de choc peuvent apparaitre. L’acoustique est non-linéaire. L’analogie de
Lighthill suggére de considérer les perturbations tourbillonaires et les non linéarités
comme des sources acoustiques quadripolaires. Il y a interaction entre écoulement
et acoustique : on parle d’aéroacoustique. Les approches numériques de cette zone
sont trés couteuses et encore incapables de traiter I’avion tout entier.

e La zone 2 correspond a l'acoustique linéaire. Les nombres de Mach sont supposés
suffisamment faibles pour que 'acoustique puisse étre considérée comme une pertur-
bation linéaire petite devant I’écoulement porteur. L’acoustique est un phénomeéne
linéaire découplé de I’écoulement qui devient simple porteur. Cette zone exclut les
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perturbations aérodynamiques et les couches limites : la viscosité de 'équation de
Navier-Stokes est négligée (équation d’Euler) et ’équation thermodynamique se ré-
duit & une condition isentropique pour le fluide que ’on suppose parfait.

Pour toute grandeur physique totale de I’écoulement global (porteur-+acoustique), sa
valeur moyenne dans le temps est introduite : ces valeurs moyennes temporelles sont
stationnaires, car le régime permanent est établi et 'avion vole a vitesse constante.
Ces valeurs sont celles de 1’écoulement fluide porteur, ot se propagent les ondes
acoustiques. Les variables acoustiques (resp. les variables de I’écoulement porteur)
sont obtenues en linéarisant I’équation d’Euler et I’équation énergétique d’isentro-
pie & l'ordre 1 (resp. a l'ordre 0). La linéarisation introduit deux échelles physiques
distinctes : une pour I’écoulement et une pour l'acoustique. Les variables physiques
correspondantes sont indicées par a (resp. 0) pour les variables acoustiques (resp.
pour les variables de 1’écoulement porteur).

Une hypothése est ajoutée au modéle. L’équation d’Euler propage les perturbations
tourbillonaires créées par la viscosité et I’écoulement porteur est a prior: rotationnel
(ainsi que la perturbation acoustique). L’influence des rotationnalités de 1’écoule-
ment, porteur sur la propagation de la perturbation acoustique du moteur est ici
négligée par rapport a la simple propagation potentielle (sur la partie de I’écoule-
ment dérivant d’un gradient dans la décomposition de Hodge) : I’écoulement porteur
est supposé potentiel et irrotationnel. La perturbation acoustique est aussi supposée
potentielle.

e La séparation entre la zone 2 et la zone 3 concerne uniquement la complexité
de I’écoulement porteur : la zone 2 correspond & un écoulement potentiel quel-
conque vérifiant ’ordre 0 stationnaire des équations d’Euler et d’isentropie pour un
écoulement potentiel. La zone 3 correspond a I’écoulement potentiel le plus simple
possible : I’écoulement uniforme. L’uniformité de I’écoulement permet d’exhiber la
fonction de Green de I’équation aux dérivées partielles de la zone 3, puisque celle-ci
est a coefficients constants. L’équation volumique est équivalente a une équation
surfacique sur le bord du domaine.

1.1.3 Zones d’étude

La distinction physique des différentes zones explicitée, le cadre de travail peut étre
maintenant défini : seul le traitement des zones 2 et 3 est envisagé dans ce docu-
ment.

La zone 1 nécessite 1'utilisation de codes de mécanique des fluides complexes. Les
résultats issus de calculs d’un logiciel de mécanique des fluides ou de mesures phy-
siques dans la zone 1 sont ici des données du probléme : ces données acoustiques
provenant de la zone 1 sont exprimées sur la surface fictive I'y;, permettant ainsi
de borner le domaine d’étude intéressant ce document et formé uniquement des
zones 2 et 3 (I'y; est supposée assez loin du moteur pour étre située dans la zone 2,
cette hypothése est nécessaire pour ’expression des sources acoustiques provenant
du moteur).
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1.2 Distinction entre domaines de calcul et zones propres

Ce paragraphe détaille le lien entre les domaines géographiques effectifs de calcul et
les zones propres physiques réelles qui ne sont en fait pas les mémes pour des raisons
d’implémentation numérique.

1.2.1 Définition géométrique des domaines de calcul

Q. L

0

Domaines de définition des équations

Q); désigne toujours la nacelle rigide, a laquelle on a ajouté l'intérieur du moteur
(zone 1 et une partie de la zone 2 jusqu’a la surface fictive T'y).

() est le domaine proche de la nacelle, ot l'acoustique est supposée linéaire et ou
I’écoulement porteur potentiel est supposé variable : les équations de {2 corres-
pondent a la physique propre de la zone 2.

Q. est le domaine, ot ’écoulement potentiel porteur est partout uniforme (égal a
I'opposé de la vitesse de I'avion) : les équations de €2, correspondent a la physique
propre de la zone 3.

Le domaine de définition () des équations linéarisées coincide avec le domaine réel
de la zone propre 2 seulement a I’avant de la nacelle.

Le domaine de définition ). de propagation acoustique sur un écoulement constant
coincide totalement avec la zone propre 3.

Par abus de notation, les domaines tridimensionnels cartésiens (resp. surfaces de
bord bidimensionnelles cartésiennes) obtenus par révolution des domaines trans-
verses : €);, 2 et Q. C R? (resp. des surfaces de bord monodimensionnelles trans-
verses correspondantes 'y, I'yp, g et T's) sont désignés de la méme fagon que
ceux-ci (resp. celles-ci).

Dans certains paragraphes, ot des distinctions sont nécessaires, de nouvelles conven-
tions d’écriture sont ajoutées : la géométrie de la situation est explicitée au début
de chaque nouveau paragraphe.
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1.2.2 Hypothéses inhérentes au modéle

[’implémentation d’un code numérique global évitant la zone 1 (et donc D'arriére
de la nacelle a cause de la discontinuité de jet) nécessite d’imposer a I'arriére de la
nacelle une fausse zone propre 2, d’ou la définition du domaine de calcul effectif 2
de la zone 2. En effet, la résolution de I’écoulement porteur potentiel découlant d’un
probléme de Neumann sans second membre (un flux constant est imposé sur 'y,
et ', de telle sorte que I’écoulement soit uniforme a leur niveau), il est nécessaire
d’introduire la surface 'y et de prolonger §2 & Iarriére de la nacelle pour avoir un
probléme de Neumann bien posé, dont le flux global est nul.

Cet écoulement porteur potentiel a ’arriére est irréaliste. Néanmoins, seule la pro-
pagation acoustique a lintérieur du conduit avant principal (la soufflante et pas
les conduits secondaires) et son rayonnement a I’avant nous intéressent : l'effet de
I’écoulement irréaliste a ’arriére de la nacelle est négligé dans le cadre de la propa-
gation acoustique du bruit tonal du moteur a I’avant de la nacelle.
L’implémentation d’un code numérique global évitant la zone 1 nécessite également
d’occulter les phénomeénes complexes de couche limite. Les couches limites sont rem-
placées par des conditions de bord simplifiées : on impose une condition glissante de
flux nul pour I’écoulement porteur et une condition de réflexion totale pour ’acous-
tique.

1.3 Equations générales

Ce paragraphe présente les équations de 1’écoulement total dans € (physique de
la zone 2) et leur linéarisation. Une démarche identique peut étre trouvée dans
le manuel théorique du logiciel ACTRAN [21] développé par la société Free Field
Technologies, qui résout exactement le méme probléme physique ciblé sur la zone 2
avec également ’hypothése supplémentaire de potentialité pour I’écoulement porteur
et la perturbation acoustique.

1.3.1 Equations de I’écoulement total

Dans le domaine cartésien y,; = (ﬁ U Qe) \(TrUT UT ) C R3, le fluide est de
I’air, que ’on assimile & un gaz parfait caractérisé par le rapport des chaleurs spéci-
fiques v = 1,4. On suppose ’écoulement isentropique et isenthalpique : la viscosité
est négligée et le fluide est supposé ne pas conduire la chaleur. L’écoulement est sup-
posé potentiel : sa vitesse dérive d’un potentiel et ’écoulement est irrotationnel. On
désigne respectivement par v, p, p et ¢ : la vitesse, la pression, la densité volumique,
le potentiel des vitesses de la particule de fluide se trouvant en z & linstant t. a
désigne la vitesse du son a l'intérieur de 1’écoulement. De ces hypothéses physiques
découlent les quatre équations suivantes :

e L’équation d’Euler des fluides non visqueux :

d_, Vp(T,1)

ﬁ
— t
at "’ (&6 + p (7, t)

== O, V? € Qtota Vt Z O, (11)
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ou — désigne la dérivée particulaire (vision eulérienne).

e [’équation de conservation de la masse :

Ep(?,t) +div(p(Z,t) vV (7,t) =0, VT € Quy, V£ >0 (1.2)
e La conservation de I’entropie et la loi des gaz parfaits :
——GF =ce=K, V2 € Qy, Vt>0 (1.3)
p (1)

e L’irrotationnalité de ’écoulement et le potentiel des vitesses découlant :
ﬁ
V(T t)=Veo(T,t), VI € Uy, V>0 (1.4)

e La définition thermodynamique de la vitesse du son :

— 0 —
a(T,t)° = (a—];) = Kyp(Z,t)", VT € Qy, V>0 (1.5)
s fixée

Etablissons maintenant la relation de Bernoulli. L’équation de conservation de la
masse se réécrit en fonction de ¢ et p :

0
a—f FpAG+ VO p=0, VT € s, V>0
L’équation d’Euler se réécrit en fonction de ¢ et p :
96 |Vol*, . Vp
= —
- — = Q t >
V(at+ 9 )+ P 0, Vo e tot s \V/_O

L’isentropie et la loi des gaz parfaits donnent :

— = o
Vp_ Va
p =1
En substituant I’équation précédente dans I’équation d’Euler, on obtient la relation
de Bernoulli.

Le potentiel des vitesses de I’écoulement vérifie dans I'espace et dans le temps, ol
F(t) est une fonction uniforme en espace :

. VT € D, VE>0

—
0¢ |C§b|2 a’? —

-7 = F Q > 1.
TR v (), VT € Qpt, VL >0 (1.6)

1.3.2 Equations linéarisées
Equations de ’écoulement porteur

Lécoulement fluide porteur est stationnaire (’avion vole a vitesse constante). Les
équations de 1’écoulement porteur dans le domaine cartésien 0 C R? s’obtiennent
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a partir de la linéarisation au premier ordre des équations de 1’écoulement global
(1.1), (1.2), (1.3), (1.4), (1.5) :
e L’irrotationnalité de 1’écoulement porteur et le potentiel des vitesses découlant :

W (T) =V (T), VT €Q (1.7)

e La conservation de I'entropie et la loi des gaz parfaits :

Po (z)) =cte, VT €9 (1.8)
po(@')7
e L’équation d’Euler pour les fluides non visqueux stationnaires :
= /1= = (2 = —
MjLﬁ(v—g(?))/\v—g(?)jLw:o, VT e q, (1.9)
Polx

ol le terme rotationnel disparait du fait de la potentialité.
e La définition thermodynamique de la vitesse du son :

) - (@)
—\2 Po — —\v—1 _ 7Po —
ag () = | =— r) = cste x =——==, V2 e 1.10
V@ = (F2) @) =t (7 = B (1.10)
e [’équation de conservation de la masse :

div (,00 () Vo (?)) —0, VZ €Q (1.11)

Equations de I’acoustique

Dans le domaine cartésien €, ’écoulement total est la somme de I’écoulement
potentiel stationnaire porteur et d'une perturbation acoustique, dont les grandeurs
acoustiques correspondantes sont indexées par a. Le bruit du moteur est supposé
monofréquentiel et la perturbation acoustique est supposée harmonique de pulsation
w (convention e~ ™) :

u(T,t) =0 (T) +0a (T)e™, VI €y, VE=0
T)e ™ VT €y, Y0 (1.12)
?) €7zwt, V? € Qtoty Vit Z 0

La perturbation acoustique harmonique se propageant sur ’écoulement porteur po-
tentiel est déterminée par 'ordre 1 des équations de 1’écoulement total (1.1), (1.2),
(1.3), (1.4), (1.5) :

e La perturbation acoustique est irrotationnelle :

T (T) e =V, (T)e ™, VT € Uy, V>0 (1.13)
e La linéarisation de la loi de conservation de I’entropie :

pa (T)e™™ = ag (T) pa (T) e ™, VT € Ny, VE>0 (1.14)
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e La linéarisation de la loi de conservation de la masse :
—iwpa (T) +div (po (7) Vo (7)) +div (pa (7) T (7)) =0 (1.15)

e La linéarisation du théoréme de Bernoulli (1.6) :

pa (T) = =25 (=6, (T) + T () V6 (7)) (1.16)
0

Remarque 1.3.1.
e Dans la relation de Bernoulli (1.6) pour le champ total, la fonction F'(¢) est uni-
forme en espace et ne dépend que du temps. On se place en régime harmonique
établi et cette fonction F' est une constante compléte qui disparait avec 1’ordre 0.
e Le bruit du moteur est monofréquentiel (pulsation w de rotation des pales) et on
cherche le potentiel acoustique en régime harmonique établi sous la forme :

¢ (z,t) = a(x) cos (wt — ¥ (z)) = Re (¢q (z) e™™) (1.17)

0l ¢ (7) = a (z) €@ est maintenant une fonction a valeurs complexes (a (z) (resp.
Y (z)) est une fonction & valeurs dans Ry (resp. R)). Si la source f(z)cos(wt) est a
valeurs réelles, par linéarité, Re(¢,(z)e™™") définit la solution réelle associée. Toute
variable physique dépendant linéairement du potentiel acoustique s’obtient par la
partie réelle de sa valeur complexe associée.

1.4 Plan du document

Ce paragraphe détaille le plan complet de ce manuscrit.

Le chapitre 2 de ce manuscrit détaille la modélisation de la source de bruit to-
nal du moteur et la condition de bord acoustique a imposer sur I'j; pour prendre
en compte les données acoustiques sources provenant de la zone 1 et ainsi fermer le
domaine géométrique d’étude. Les hypothéses physiques de linéarisation de la zone
2 et le placement de la surface fictive I'); permettent ’expression de la perturbation
acoustique tonale du moteur sous la forme de modes acoustiques de conduit guidés
en écoulement uniforme. La condition de bord acoustique s’exprime a l’aide d’un
opérateur Dirichlet-Neumann en présence d’écoulement.

Le chapitre 3 traite de I’écoulement potentiel le plus simple, globalement uniforme
(méme §'il viole les conditions aux limites) : la zone 2 est inexistante et seule la zone
3 a 'extérieur de la nacelle est considérée. L’écoulement est alors ramené & zéro par
une transformation algébrique de Lorentz. Le probléme est équivalent a la question
de la diffraction d’une onde acoustique en domaine homogéne non borné. La trans-
formatée de Lorentz de la condition de bord acoustique au moteur en écoulement
permet de retrouver la condition habituelle d’un guide d’ondes sans écoulement
via le classique opérateur Dirichlet-Neumann. L’existence et 'unicité de la solu-
tion transformée soumise a une condition de Sommerfeld ne sont pas abordées ici :
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elles découlent naturellement du cas plus général traité dans les chapitres suivants.
L’équation volumique en domaine non borné est ramenée a une équation intégrale
sur la surface finie de la nacelle a I'aide du classique noyau de Green de I’équation
de Helmholtz. L’approche numérique dans le cas d’une géométrie axisymétrique est
détaillée.

Le chapitre 4 aborde le cadre général d’'un écoulement potentiel variable locale-
ment et uniforme & l'infini.

Le probléme classique de la diffraction d’une onde acoustique par un objet dur
entouré d’une anisotropie locale est traité dans un premier temps. L’équation volu-
mique en domaine non borné est ramenée a une équation volumique locale autour de
I’hétérogénéité via le couplage avec une équation intégrale. Cette équation intégrale
est posée sur une surface fictive entourant ’hétérogénéité. Elle s’exprime a 1’aide du
classique noyau de Green de I’équation de Helmholtz. La discrétisation numérique
dans le cas d’une géométrie axisymétrique est détaillée.

[’existence et 1'unicité du probléme continu global fluide-acoustique sont ensuite
prouvées en appliquant la transformation de Lorentz dans ’espace entier. La trans-
formée de Lorentz annule I’écoulement & l'infini, 1a ot celui-ci est uniforme et modi-
fie I’équation aux dérivées partielles l1a o ’écoulement est variable. La condition de
Sommerfeld classique appliquée au potentiel acoustique transformé fournit 1'unicité
du probléme. L’existence découle alors de 1'unicité d’aprés ’alternative de Fred-
holm.

La méthodologie du cas simple de la diffraction d’'une onde acoustique en milieu
homogéne non borné par une anisotropie locale, combinée & celle du traitement
par la transformée de Lorentz de I’écoulement partout uniforme, est exploitée pour
déterminer le couplage en écoulement permettant de traiter le cas général de la per-
turbation potentielle locale.

Le chapitre 5 présente les résultats numériques du nouveau code produit et nommé
PA2R. La méthodologie de validation du nouveau code est présentée dans un pre-
mier temps.

Une premiére validation analytique des différents modules est réalisée : I’écoulement
porteur, la condition modale en présence d’écoulement et la condition intégrale en
présence d’écoulement sont validés a ’aide de cas-tests analytiques, dont la solution
est connue.

Une validation finale est effectuée avec la comparaison au logiciel ACTI3S développé
a EADS-CCR. Cette validation s’effectue uniquement pour un écoulement constant
(seul cas traité par ACTI3S) et concerne le code acoustique global : condition mo-
dale en écoulement + propagation acoustique volumique + condition intégrale en
écoulement.

Les résultats originaux en présence d’un écoulement potentiel variable sont ensuite
commentés. La comparaison des diagrammes de rayonnement en champ lointain
pour des écoulements potentiels variables (’accélération au moteur est successive-
ment augmentée) permet de conclure a la nécessité de prendre en compte 1’écoule-
ment porteur non-linéaire et ses effets, qui peuvent se traduire par des différences
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supérieures & 5 dB pour certaines directivités du diagramme de rayonnement en
champ lointain.



Chapitre 2

Moteur : un modéle de guide d’ondes

2.1 Problématique

Q.

Z
Le moteur €2, : un guide d’ondes cylindrique infini

Les domaines sont considérés ici transverses et bidimensionnels.

La surface fictive I'); est située suffisamment loin du moteur pour se trouver dans
la zone 2. L’écoulement potentiel est supposé constant au niveau de I',.

La portion de conduit d’entrée d’air a I'intérieur du moteur entre I'); et la zone 1 de
création du bruit est supposée suffisamment longue pour que ’on puisse considérer
que les ondes acoustiques émises et réfléchies dans le moteur se propagent sous
la forme de modes guidés en conduit cylindrique infini en présence d’écoulement
uniforme.

Le moteur est assimilé a un guide d’ondes cylindrique infini dans le sens des z < 0
et noté Qy (géométrie a priori impossible).

La source acoustique "moteur" est modélisée sous la forme de modes acoustiques de
conduit cylindrique incidents en présence d’écoulement uniforme.

Les coefficients de ces modes sources sont supposés connus (soit provenant d’un
code de mécanique des fluides, soit mesurés par les motoristes). Ils représentent les
données du probléme.

19
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2.2 Décomposition modale

Les résultats exposés ci-dessous présentent les modes acoustiques d’'un guide d’ondes
cylindrique en présence d’un écoulement uniforme.

Ces résultats sont classiques et on peut les trouver dans la thése de G. Legendre [38|
par exemple, o ils sont présentés dans le cadre de I’équation 1égérement différente
de Galbrun linéarisée (équation du déplacement lagrangien). Néanmoins, la métho-
dologie est strictement identique.

[’écoulement porteur dans le guide d’ondes cylindrique infini 2y, x [0, 27] est sup-
posé uniforme selon z :

Po PMm
Qo an
My, | = 0 = constante, (2.1)
Mg 0
MOZ _MM
—
ot My = — désigne le nombre de Mach vectoriel dans Q x [0,27] et 0 < My, =
Qg
M < 1 est le nombre de Mach non signé au moteur. Les variables de 1’écou-
Qpr

lement porteur sont dorénavant indicées par M car ce sont des constantes fixées
par le nombre de Mach au moteur. L’équation aux dérivées partielles du potentiel
acoustique en écoulement constant en régime harmonique est obtenue en combinant
les équations (1.13), (1.14), (1.15), (1.16). L’équation obtenue est une équation de
Helmholtz convectée :

99

2
An (¢90) = Ay — M@%ﬁ“ — 2¢k:MMMa—“ + k3 ¢q = 0 dans Qyy x [0,27], (2.2)
z z

ou ky = % est le nombre d’ondes modulé au moteur. Le guide d’ondes est supposé
rigide :

0, —
c“;i =0, Vz € (CrN Q) x [0, 27] (2.3)
Toute fonction ¢, € H,., (s x [0,27]), cherchée & variables séparées :
¢a = ¢a,2d (Ta ‘9) gba,z (2) (24)

et solution de (2.2) et (2.3) dans le guide cylindrique se décompose sur la base
— .
(‘:mn(r7972))m - Z)n cN -

SE (1,0, 2) = Jo(kpmnr) ™ Pt = 2, (7, §) €iPmn? (2.5)

mn

. .o N . Zmn
avec J,,, la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre entier |m| et Ky = —,

ol Z,,, désigne le n-iéme zéro de la dérivée de J,, et R le rayon de la nacelle. A
chaque mode azimutal m € 7Z correspondent deux constantes complexes axiales
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+ qui sont les deux racines d’une équation polynomiale. Les modes de conduit se
regroupent en deux familles + d’apreés leurs nombres axiaux :

kMMM + \/k2 rmn(l - M]%/[)

+
ou la détermination pour la racine carrée complexe est choisie de la maniére sui-
arg (z)
7
vante : vz =+/|zle 2 | 0<arg(z) < 2w, Vz e C. On distingue également les
modes propagatifs des modes évanescents :
e Les modes propagatifs (incidents et réfléchis) : k.., < M
1— Mz,
X " : . , y , K
Ou [ ] désigne la partie entiére et la fréquence associée au nombre d’ondes iR
— My

est appelée fréquence de coupure. Leurs constantes propagatives + sont réelles.
[’amplitude de ces modes est constante : ils se propagent et ne s’atténuent pas.
Ils sont en nombre fini & fréquence fixée. Leur nombre est une fonction croissante
(resp. décroissante) de la fréquence (resp. du nombre d’ondes moteur). Les vitesses
de groupe des modes 3} (resp. (3, )) sont réelles positives (resp. réelles négatives) :

ow 1— M3, ow 1— M3,
+ ) — =
ost kv aB., My — Far

(2.7)
La vitesse de groupe est la vitesse de 1’énergie : les modes 3 (resp. ;. ) sont les
modes incidents (resp. réfléchis). L’étude des vitesses de groupe prouve que 1’écou-
lement ralentit les modes amonts et accélére les modes avals, ce que I'on peut égale-
ment constater avec les nombres d’onde : 3% (resp. 37) est augmenté (les ondes sont
tassées par I’écoulement) (resp. diminué (les ondes sont emportées)) pour les modes
amonts de I’écoulement (resp. modes avals). Un effet bien connu de la présence d’un
écoulement uniforme est la présence de modes f3,,,,, dits ’inverse upstream modes’

(modes emportés par 1’écoulement), qui ont une vitesse de phase positive et une
vitesse de groupe négative pour :

/1= M2 ke < kar < Kpmn (2.8)

e Les modes évanescents (incidents et réfléchis) : k., > kiM]
1—- Mz

Ces modes décroissent exponentiellement & l'infini dans une direction étant donné
que Im ( ffm) # ( et croissent exponentiellement dans I'autre direction. Un principe
d’absorption limite permet de leur donner une causalité et de sélectionner les modes
physiquement, acceptables (incident ou réfléchi). La vitesse de groupe n’est plus
définie car strictement complexe : le calcul de leur flux d’énergie montre que ces
modes ne véhiculent aucune d’énergie.
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2.3 Normalisation

2.3.1 Flux d’énergie

Les modes transverses de conduit forment une base orthogonale de L* (T'y; x [0, 27])
de la surface modale. Un mode transverse (m,n) quelconque est une simple fonction
de base physiquement adimensionnée. La valeur physique du potentiel acoustique
est contenue dans les coefficients modaux.

Une normalisation des modes par leur flux d’énergie permet un dimensionnement
pertinent des fonctions de base donnant un sens parlant aux valeurs physiques des
coefficients modaux.

Le calcul du flux d’énergie d’'un mode acoustique de conduit en présence d’écoule-
ment pour la pression acoustique est classique et peut étre trouvé par exemple dans
le manuel fondamental de 1’acoustique de M. Bruneau [16].

L’originalité de ce paragraphe réside dans ’approche potentielle de 'acoustique :
c’est le potentiel acoustique qui est décomposé en modes acoustiques de conduit et
le flux d’énergie est calculé en fonction de la norme L? du potentiel acoustique.
Les équations de P’acoustique (1.13), (1.14), (1.15), (1.16) pour un écoulement por-
teur constant dans Qy; x [0, 27] se combinent sous forme conservative :

O e P Y pai (Lo o P Now s pit] =0 (29)
815 2pM a QPMG%W QPM a QPMG%W M aVa .

[’énergie acoustique W, se définit :

W, = Lon i+ P (2.10)
2 2pMa3,
ﬁ
Le vecteur Intensité I se définit :
7) = WQ,ITM) + pav_a) (211)

Le vecteur Intensité est la somme de deux composantes, I'une représentant la densité
d’énergie convectée par 1’écoulement, ’autre représentant le flux de I’énergie de
I'onde. En régime harmonique, le flux d’énergie du vecteur Intensité (2.11), que 'on
note I, se définit comme la moyenne temporelle sur une période d’oscillations et
spatiale sur une section transverse du conduit du flux du vecteur Intensité :

T

1 1 —
I_T/dtm dS(I.n), (2.12)
0 S

ou T désigne la période associée a la pulsation harmonique w71 = 27 et S désigne la
surface de T'y; x [0, 27]. L'énergie se conserve le long d’un tube de rayons. La valeur
du flux du vecteur Intensité ne dépend pas de 'abscisse de la section transverse



Etude mathématique et numérique de I’acoustique des turboréacteurs 23

choisie. Il ne dépend que du mode considéré. On définit le flux d’énergie du vecteur

Intensité pour chaque mode de conduit pondéré par le coefficient modal associé a,, :

T

1
= = f/ <T: 7>, (2.13)
0

ol 7%" = 7(@i == (r,0,2), Z5 (r,0,2) = Sy (1, 0) eBin® ot <> désigne la

mn=—mn » —'mn

moyenne spatiale sur une section transverse .S.

Proposition 1.

Le flur du vecteur Intensité s’exprime, en distinguant modes évanescents et modes

propagatifs :

1. Les modes propagatifs incidents (resp. réfléchis) ont un flux d’énergie positif
(resp. négatif) a travers la surface transverse au conduit orienté dans le sens
des z croissants :

V(m,n) € Z x N tels que kyppyp < _ kw
1— M3,

|| rmn||L2(FMx[0 27|

" S (T x [0,27])
0

signe (erfm) = signe aﬁi

)
|@7n]”

, (2.14)

_ PmAnm
ot ¢, =
2
2. Les modes évanescents incidents et réfléchis ont un fluz d’énergie nul a travers

toute surface transverse du conduit.

(k‘MB;—Lm My k?,,,) pour simplification.

k
V(m,n) € ZXN, kyp> | ——xn|, I* =0 (2.15)
1— Mz
Les modes de conduit propagatifs sont donc renormalisés pour obtenir un flux d’éner-
gie unitaire :

= (r,0,2)

Zrenorm £ (. 2) , (2.16)
\/‘<$n| M?FLHL? Iy %[0,27])
v % [0, 27])
que I’on note encore :
=™ (1, 0,2) = S * (1, 0) €0 (217

On choisit par simplicité de renormer les modes évanescents de la méme maniére.
Toutes les informations sur le flux d’énergie des modes propagatifs renormalisés sont
portées par le module du coefficient modal et le signe de la vitesse de phase :

(2.18)

| 2
mn—mn mn

l/ < T(ai Erenorm £(r,0,2)) 0 >= *|a,
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Remarque 2.3.1.

e Le potentiel acoustique harmonique est cherché sous la forme Re (gba () e_w).
Si la source f(x)cos(wt) est a valeurs réelles, par linéarité, Re(¢,(z)e ") définit la
solution réelle associée. Toute variable physique dépendant linéairement du potentiel
acoustique s’obtient par la partie réelle de sa valeur complexe associée.

Néanmoins, cette démarche ne se généralise pas aux variables physiques obtenues
non linéairement comme le vecteur Intensité : sa valeur physique n’est pas la partie
réelle du produit des variables complexes associées, mais le produit des parties réelles
des variables physiques associées.

e Le signe du flux du vecteur Intensité convecté et la direction de la vitesse de groupe
de I’énergie sont cohérents. La surface étant orientée dans le sens des z décroissants,
les modes propagatifs incidents (resp. réfléchis) ont un flux d’énergie de —1 (resp.
1). Les modes évanescents ne véhiculent aucune énergie.

e Les fonctions de base sont maintenant dimensionnées. Elles sont homogénes a un
potentiel multiplié par 'inverse de la racine carrée d’un flux d’énergie. Les coefficients
modaux sont homogeénes a la racine carrée d'un flux d’énergie.

e Par abus de notation, les modes renormalisés seront notés par la suite comme les
anciens modes : le """ est oublié.

Preuve :
L’écoulement étant constant, on peut linéariser I’équation d’Euler sans ’hypothése
de potentialité.

0
L’?t + Uas. V] Pa + pardiv (va) =0

(2.19)
ot

0
Pm [_+W€] U_L;_'_?pa =0
Pa = a?\/lpa

[’équation (2.9) est une simple combinaison de ces équations. p, s’exprime en fonc-

tion de ¢, dans le guide d’ondes :

. s =
{ Pa = _pM(_ZWQba + UM~v¢a) (220)
Pa = prani(kar + Marks) b,

Le flux du premier terme du vecteur Intensité donne :

(< PaVaz > + < Dalaz >)

q>|+~

T
! /<Repa JRe(v,. 1) >=
0
= Z(k’z < Patba > —k: < pada >)
(—paranri(kar + Markz)k. < ¢ada > —paransi(kar + Mack2)kz < Gada >)
_ pM;M (kaRe (k.) + My |k.[?) < |¢al? >

ma\n

(2.21)
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Exprimons maintenant la densité moyenne d’énergie acoustique par section de conduit
et par période :

T
1
— [ <W >=
T/
0
T T
Py 1 2 1 1/ 2
—_—— <R ar S 1 <R az>) — | <Rel(p,)” >
0 0

En moyennant temporellement les parties réelles de nos signaux :

T
1 Pm 2 2 2
= [ <W >=— (< Wa@rg)|” > + < |Vaz|” > < |pa|” >
-/ L (< > + < [0l >) + o <o
k s + Mgk |?
1 + Mk,
7 [ W= B (< o >l < fouf? >) + DI g

0

On exprime le premier terme par une intégration par parties :

< /UZ(T',@) >=< €r,9¢a-€r,9¢a >=< divrﬂ(%ﬁrﬂ(ba) > =< %Arﬂ(ba >

Le premier terme intégré par parties est nul d’aprés la condition de réflexion totale
au niveau de la paroi. Il vient :

< vatro)|? >= k2 < |@al® >= [(kns + Myrk.)® — k2] < |da|* >

D’ou I'expression finale de 1’énergie acoustique moyennée :

1 k2 + |k.|? + |k My k. |?
_/<W>:pM(r+| |—Z|M+ M |)<|¢a|2> (222)

La moyenne spatiale et temporelle du flux du vecteur Intensité s’obtient en sommant
les deux équations (2.22) et (2.21) :

N =

S — T T—

T T
1 1
<7.W>: /<paa >+T/<W>U
0 0

(2.23)

< T >= P2 (ko Re(k.) + Ml k=[?)) < |dal> >

N[ =

paan My (B2 + k] + lkar + Magk.|?)

2
< |al® >
- 6a
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La relation de dispersion k? + k2 = (ky + Mk, )? permet de simplifier I'expression
en distinguant modes propagatifs et modes évanescents. Il vient (2.14). La renorma-
lisation (2.16) donne un flux d’énergie unitaire pour les modes propagatifs :

T
1
?/ < T(ainErmezo’"m (r,0,2)). 0 >=
0
+ =+ 0
IOMOJM( + kM MMkzmn) <| A= mn(r Z) |2

2

I (5 s = MurkS) < 25, 0)F > |

2
mn'=—mn rmn)‘ mn|

N =

T
/< T(ai Zrenorm = (r,0, ). 0 >= signe (B, kv — Mk,
0

| 2
mn —mn mn

T

1
/< 7) + Zrenorm i(r,@, z)) n o>= i|a
0

(2.24)

2.3.2 Adimensionnement et coefficients modaux

Par commodité de calcul, les valeurs physiques sont toutes adimensionnées par la
valeur canonique homogéne correspondante, formée a partir des valeurs de référence
de I’écoulement porteur a l'infini et du rayon caractéristique de la nacelle : p., a0
et R.

Les paragraphes (4.2.1) et (4.2.2) de la partie (4) reviennent plus précisément sur
I'adimensionnement des variables physiques fluides (de I’écoulement porteur) et
acoustiques.

Ici pour le potentiel acoustique et les coefficients modaux renormés :

+
g = _Gmn e (2.25)

mn 3 ? a Raoo
Pooli

Le probléme étant linéaire, il suffit de propager une unique fois chaque mode avec
une intensité arbitraire. Toute solution du probléme acoustique globale pourra étre
reconstruite par linéarité. Le coefficient modal adimensionné est choisi par simplicité
égal & l'unité a=* = 1 : ce choix correspond & une intensité adimensionnée unitaire
(aprés renormahsamon). Il est important d’expliciter la démarche de retour a une
valeur physique Métre-Kilo-Seconde-Ampére exploitable. L’intensité en décibel se
définit :

Lo

ou I,.s correspond a l'intensité d’une onde plane de pression de référence p,.; =
2.107°Pa, de densité volumique de référence Pref = 1.2kg.m™3, et de vitesse du son
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de référence a,.f = 340m.s ' :

(2.27)

Explicitons la conversion des résultats adimensionnés aux résulats dimensionnés
MKSA correspondant & un coefficient modal physique d’une intensité de 100 dB :

]:I:
ref

L’intensité I= du mode mn est directement reli¢ au coefficient modal :

PrefQref

2 I
VIE, = aE,| = \/Lexp (%log(l())) (2.29)

Le taux de conversion s’exprime :

2 1,
6 (T = 100) = P —oxp ( H210(10) ) (05, =

R
V Pooloo \/prefaref
B _ P} lap coe
Pa (Igp = 100) = \/Pooloo exp 1—Olog(10) pa(ar, =1)

PrefQref

(2.30)

Remarque 2.3.2.

Le retour aux valeurs physiques MKSA non invariantes par changement d’échelle
n’est possible que lorsque les paramétres a I'infini py, et ay sont connus (ces co-
efficients dépendent de la vitesse de 'avion, de ’altitude, de la température, ...).
Dans le cas d’un écoulement nul, poc = pref = 1.2kg.m™> est la densité volumique
de référence pour 'air et o = aper = 340m.s ! est la vitesse du son de référence
dans 'air. Le rapport de proportionnalité entre la pression acoustique physique cor-
respondant a un mode de 100 décibels et la pression acoustique adimensionnée est

Iap
lors d 2 —log(1 = 2.
alors de \/prefexp ( 10 og( O))
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Chapitre 3

Ecoulement constant

Ce chapitre considére I’écoulement potentiel le plus simple, globalement uniforme :
la zone 2 est inexistante et seule la zone 3 a 'extérieur de la nacelle est considérée. Il
détaille I'effet de la transformation algébrique de Lorentz sur les équations de Euler
linéarisées autour d’un écoulement uniforme constant, ainsi que sur les conditions
de bord fermant le probléme continu.

Ce chapitre s’inspire du manuel théorique du logiciel A3DF [43] développé & EADS-
CCR.

Les domaines sont ici cartésiens et tridimensionnels.

Qe

espace  physiquie

[%=[rUIM

Z
-~ Lorentz i Lorems

espace de Lorentz

Transformée de Lorentz et géométrie

29
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3.1 Théorie du probléme continu

3.1.1 Transformée de Lorentz

Ce paragraphe détaille la transformation de Lorentz sur les équations d’Euler linéa-
risées autour d’un écoulement constant en régime temporel et harmonique.
L’écoulement est supposé uniforme partout : Q = @ et Q, U Qy\['r = R3\Q;.

Transformée de Lorentz temporelle

Dans €, C R?, I’écoulement est uniforme et indicé par oo :

Lo Poo
Qo [078%)
Mo, | = 0 , (3.1)
My, 0
MOz _Moo
o 0 < My = M < 1 est le nombre de Mach a l'infini non signé. L’équation

aOO
aux dérivées partielles du potentiel acoustique en écoulement constant et en ré-

gime transitoire est obtenue en combinant les équations (1.13), (1.14), (1.15), (1.16).
L’équation obtenue est ’équation des ondes convectées :

1 P,

oo O

My, 9%, 5 %P4
TRt 2 o T M

=0 (3.2)

La transformation de Lorentz est un changement d’espace-temps algébrique :

( /

¥ = x
y =y
J = L. (3.3)
= M2 ‘
t = t+ Moo z
\ a aOO(l - Mozo)
Le potentiel acoustique transformé gga(r’,e’,z’,t’) = ¢q(r,0,2,t) est solution de

I'équation des ondes dans l'espace transformé de Lorentz (2. :

1 P,
Uoor/1 — M2, Ot

ot la nouvelle vitesse des ondes a.1/1 — M2 a subi un déphasage Doppler.

— AN, =0, (3.4)
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Transformée de Lorentz fréquentielle

L’écoulement est uniforme dans Q. C R3 : (3.1). Le moteur est une source de
bruit tonal (monofréquentiel) : le potentiel acoustique est cherché sous la forme
harmonique, et I’équation suivante dite de Helmholtz convectée dans €2, est obtenue
en substituant (1.17) dans (3.4) :

Poa | 00 0%¢ 9o
Fp (1 - M2 b= 2iko Mo + k20 =0, Y(z,y,2) € Qe ,
812 ayQ ( oo) 622 az oo¢ ( Yy )
(3.5)
ol ko = Sl désigne le nombre d’ondes modulé & l'infini. La transformation de
aOO
Lorentz se décompose en deux étapes :
e Une dilatation algébrique d’espace :
¥ =ux
I
Vv=v (3.6)
z =

J1- MZ

L’équation (3.5) transporté par le C'-diffeomorphisme (3.6) s’écrit dans le nouvel
espace (), :

27 27 2 o o 2%k M Tl "
a¢a a¢a+a¢a(x7y7z)_ ZkOO oo a¢a(x7y7z>+k:c2>o¢a(xl’yl’zl):()’

92" | By 927 N A

ol QZL(T’,H’, 2') = ¢a(r,0, 2).

e Un changement de fonction inconnue :

koM
——A
Gu (2,4 ) = Gl sy, e VI~ Mg (3.7)

Le potentiel acoustique transformé vérifie dans I'espace de Lorentz €2, I’équation de
Helmholtz :

Aq%l(x’, Y, 2+ kéi(;i/(x’, y',2') =0, (3.8)

/1— M2

ou ki, = est le nouveau nombre d’ondes ayant subi un effet Doppler.

3.1.2 Equations intégrales

Ce paragraphe détaille la maniére de ramener le probléme acoustique en domaine
non borné et en présence d’un écoulement partout uniforme a une équation intégrale
(a l’aide du noyau de Green classique de I’équation de Helmholtz et de ses dérivées)
sur la nacelle transformée 1", U I"; dans I'espace de Lorentz.
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Problématique

La situation géométrique est celle du paragraphe (3.1.1) de la partie (3) : les do-
maines sont tridimensionnels cartésiens et I’écoulement est partout constant : ) = @
et Qe U QM\FR = RB\QZ

On applique la transformée de Lorentz (3.6), (3.7) dans €2, U Q,,\I'g. L’introduction
d’une variable vectorielle v, permet de décomposer 1’équation aux dérivées partielles
(3.8) en un systéme différentiel d’ordre un :

= g F OO\ T
Zkoova = v¢a ,\V/IL‘ € Qe U QM\FR (39)
ik oda = div(T;) V' € L U\

Remarque 3.1.1.
Attention : la transformée de Lorentz de la vitesse acoustique n’est pas la vitesse
acoustique dérivant de la transformée de Lorentz du potentiel acoustique.

Par souci de généralité, on choisit d’utiliser les notations suivantes pour ce para-
graphe :
~/
¢a =D, U_a>:77 k:k;o
Q. =9, Q=2U,\TyUly), Q=) (3.10)
r=r_=T,ul’,

Ap +k*p =0

Géomeétrie et notations

Le domaine €); contient maintenant le domaine modal transformé ), : ’équation
intégrale sera posée sur la surface transformée de la nacelle I, UT, (interface entre
les nouveaux domaines €; et . définis dans (3.10)).

Le systéme différentiel d’ordre un (3.9) se réécrit :

.—>__)
{ ikv =Vp ,YzxeQ. (3.11)

ikp = div(?’) ,Vr € Q.
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La combinaison de ces deux équations conduit soit a I’équation de Helmholtz pour
la pression acoustique p, soit a ’équation de Helmholtz vectorielle pour la vitesse
acoustique v :

Ap+k*p =0 Vo € Q,
{ prrp=0 v (3.12)

YV (div(7)) + k2T =0, Ve,

Projecteurs de Calder6on

Des résultats classiques a propos de I’équation de Helmholtz en domaine non borné
sont explicités ici : le probléme continu en domaine non borné homogéne €2, est
ramené a une équation intégrale sur la surface I'.

Ces résultats peuvent étre trouvés dans le cours de DEA de J.C. Nédélec [47].
Toute solution de I’équation de Helmholtz dans €2; U {2, admet une représentation
intégrale.

La solution p € C%(Q;) N C%*(Q.) du probléme de Helmholtz suivant :

Ap+k*p=0 Vo e

2,
Ap+k pa; 0 Vo € Q, (3.13)
TEgrnoor (87“ zk:p) =0

se représente comme somme d’un potentiel de simple et de double couche :

o= - [ [ 2] / o (S bl (319

|z —y| |z — y|

Vo € QZ‘UQe,

etklz—yl

ou 'on notera dorénavant G (z,y) = . Notons ici que la normale est prise

Ar|z — y|
sortante a "l’objet diffractant" (le domaine intérieur €2;), ce qui sera dorénavant
toujours le cas sauf lorsque spécifié. Les termes entre crochets représentent les sauts

de p et 8_p au niveau de la surface I" :
n

[p]\p = PlzeQ;—T — PlzeQ.—T

F?} » o (3.15)
Ia

on On |zeQ;—T ~on |z€Qe—T
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S(p)(z) = /G(x, y)p(y)dy est I'opérateur de simple couche.

T
D (p) (z) = Wp(y)dy est 'opérateur de double couche.
Ty
D* (p) (z) = / wmy)dy est 'opérateur adjoint du double couche.
Ty

T
2
N(p)(x) = / %p(y)dy est I'opérateur singulier dérivé du double couche.
z Oy

' (3.16)

Le résultat suivant explicite le comportement de ces opérateurs sur I :
Le potentiel de simple couche p(z) = /G(x, y)q(y)dy est solution du probléme :
r

Ap+k*p=0 Vze
Ap+k*p=0 Vo e,

plr =0 Ve el (3.17)
{@] =q ,Vzerl
on r

Le potentiel de simple couche est continu a la traversée de I', par contre sa dérivée
normale est discontinue :

9p q(z) 0G(z,y)
i 4 — d
r 3.18
DA [, o
On jzeQe—T 2 on,
T
Le potentiel de double couche p(z) = wq)(y)dy est solution du probléme :
Ny

Ap+k*p=0 Vze
Ap+kp=0 ,VzeQ.
plp=-® VxeT (3.19)

{@] =0 Ve el
on r

La dérivée normale du potentiel de double couche est continue a la traversée de I',
par contre I'opérateur double couche est discontinu :

phenr =~ [ XD g,

on,

o (x) /Faau,y) (3:20)
_'_

PlzeQe—T = 9 any
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La formule de représentation (3.14) et les formules de saut (3.20) et (3.18) permettent
d’établir les relations suivantes sur la surface I :

I 0
_N(@)+ (z+D") (g =L Wz el
2 On|zeQ;—T
I , (3.21)
(5 - D) (@) + 5 (q) = Peea,—r Veel
ou encore sous forme matricielle :
~N L4+ D o o
I D g ( . ) = | Onjzeq.—r (3.22)
2 p‘xeﬂiﬂr

Formulation variationnelle de opérateur singulier

Ce paragraphe donne une propriété fondamentale de 'opérateur N.

Ce résultat est encore tiré du cours de DEA de J.C. Nédélec [47].

[’opérateur N de dérivée normale de I'opérateur de double couche est un opérateur
a noyau singulier, non intégrable, a considérer au sens des distributions comme une
valeur principale de Cauchy.

Cet opérateur N est un isomorphisme de Hz (') sur H~2(T') lorsque —k? n'est pas
une valeur propre du probléme intérieur de Neumann pour le Laplacien. Et I’équation
intégrale :

Etant donnée f € H_%(F), trouver p € H%(F) tel que — N (p) = f
se formule variationnellement :

Etant donnée f € H_%(F),
Trouver p € H%(F) tel que :

| G0t ply) fote, LT,

I, T
Y - (3.23)
—K? G(x,y)ng.nyp(y)pt(z)dl,dT,
/]
:/f(x)pt(x)dfx, thEH%(F)
\ Iy

Conditions de bord transformeées

Les notations p et v des variables physiques (3.10) sont oubli¢es : on revient au
vrai probléme physique dans ’espace transformé et I’on note simplement par abus
~/

de notation les variables physiques transformées comme les anciennes : ¢, = @,
[
kKl =k, ..
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Les domaines sont toujours cartésiens et tridimensionnels et les notations (3.10)
pour les domaines géométriques sont toujours valables.

L’effet de la transformation de Lorentz sur les conditions de bord est explicité pré-
cisément avec les équations a la section (4.2.4) dans le cas général d’'un écoulement
potentiel avec un nombre de Mach moteur différent du nombre de Mach a I'infini.
Ce paragraphe s’inspire du manuel théorique du logiciel ACTI3S [28] développé a
EADS-CCR.

Ci-dessous sont énumérées les conditions de bord du nouveau probléme :

e La condition de réflexion totale se traduit également par la nullité de la dérivée
normale dans I'espace de Lorentz.

e La transformée de Lorentz annule partout I’ancien écoulement constant. La condi-
tion de Sommerfeld classique permet de sélectionner I'onde sortante a l'infini :

R—+o00 on

lim /\‘%“ — ika|?dy = 0, (3.24)
SR

ou Sg (resp. Bg) désigne la sphére (resp. la boule) de rayon R et d’origine nulle avec
R.

e Le domaine modal €2, est borné via l'introduction de 'opérateur Dirichlet-Neumann
classique pour un guide d’ondes sans écoulement :

L’absence d’écoulement pour les modes de conduit change uniquement les constantes
. —_ zZ, . At .
de propagations de ZE (1,0, 2) = J,(Z=2r)e™ePmn® o :

+ /12 _ .2
Vk < [k], mn =+ k krmn

rmn > — 12 )2
rJrrm . i rmn2 (325)
Vkrmn > [k:] ’ mn + krmn —k

T;n = —1 V k%mn — k2

Le probléme posé en domaine modal non borné pour le potentiel acoustique total :

Trouver ¢, € Hj., (2% U \I'g) tel que :
Ad, + kz(ba =0, VT € Q. U QM\FR
Iq

gb =0, \V/? el'y

on _ ‘ . (3.26)
®a — Ga,inc est réfléchi dans le guide d’ondes

lim /|a¢“ — ikoothe|*dy =0
SR

R—+o00 on
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est équivalent au probléme en domaine modal borné :

Trouver ¢, € Hp. () tel que :

Apy + Kk, =0=0, VT,

a¢a -

o= 0, Va el'g

’ (¢a 57’L¢a7mc> = TM ((ba - ¢a,inc> s V? € FM ’ (327)

R—+o00

0,
lim /\ ¢ — koo ta|*dy = 0
on
\ Sr

ou Ty est 'opérateur Dirichlet-Neumann modal en I"absence d’écoulement :

{ To : Hz (D) — Hz (D)
Pa

g . _ , 3.28
- Z(m,n)eZ <N Mmn (¢a> :rmn(T7 9))L2(FM) :rmn(r, 0) ( )

ok ot
ou oy = _Zﬁmn'
La source acoustique du moteur est une somme de modes incidents :

¢a,inc incident = gba,inc - Z <¢a,inc> Ermn>L2(FM)E7‘mn (T, 9) eiﬁj;mz (329)
(m,n)eZ xN

Les coefficients modaux incidents af, = (@ainc, Emn)p(pm sont les données du

probléme.

Formulation variationnelle globale

[=TxULy

Géomeétrie

Les domaines sont toujours cartésiens et tridimensionnels. On utilise toujours les no-
tations (3.10) pour les domaines géométriques : 2, = QL, Q; = QL U Q) \ (I, UTS),
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Qu = et I' =T = I, UTY,, auxquelles on ajoute la notation nécessaire
'y = Iy, pour faire apparaitre I'opérateur Dirichlet-Neumann dans la formulation
variationnelle globale.
Ce paragraphe s’inspire du manuel théorique du logiciel ACTI3S [28] développé a
EADS-CCR.
La normale est choisie, pour ce paragraphe uniquement, rentrante a la nacelle €2;
(le domaine de calcul étant le domaine extérieur, la normale est choisie sortante au
domaine de calcul €,).
On considére le vrai probléme physique dans €2, et on pose arbitrairement un pro-
bléme nul dans ();.
Le probléme global se formule variationnellement :
( ‘. + 7 xN
Etant donné (amn)mEZ,nEN eC
1 _1
Trowver (G, A () ez 0e0) € H (D) x H 3 (T

A= )\inc + TM((ba - (ba,inc) sur FMa (ba - (ba,inc = Z

) x CPN tel que :
)EZ XN

oy Zrmn SUT Ty
(m7

A=0sur I'p

// z,Y) anx Ty ba(y) oL () — rotF ba(y). rotrxm> dr,dr,

/ / ey [Tar (b0 — Gaine)] (y) @ (x)dL,dT,
r,

Ty

5 | T (6u = b @A

FMJ:
0G(z, 1
:_/ / a(%w Nine(y )(bt( )dr',dr, 2 / Aine() @t (2)dT,
Ly Ty .

//agiy% N(z)dr,dr, + /¢a N(2)

/ / (@) [Tar (b0 — Buine)] <yw<x>dmdry

Pore Uy
—+ [ [ Gl Naarar,
Pore Uy
| V(¢8,\) € H? (T) x H™2 (T), tel que X' = 0 sur I'g
(3.30)
Remarque 3.1.2.
e L’inconnue A est la dérivée normale du potentiel acoustique 8na et Aipe = aqg;m

— E + =
avec (ba,inc - Qo =rmn -

(m,n)e€Z xN
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e Les surfaces sur lesquelles les intégrales sont définies sont indicées par la variable
qui les parcourt. I', (resp. I'y) signifie que la nacelle entiére est parcourue par z
(resp. y). Iy (resp. T'ayy) signifie que seule la surface modale est parcourue par
(resp. y).

e [’expression de la condition Dirichlet-Neumann modal s’exprime numériquement
par un simple produit matrice-vecteur, ou la matrice (resp. le vecteur) correspond
a la discrétisation des opérateurs intégraux (resp. les valeurs modales au niveau des
degrés de liberté modaux) : seule la discrétisation des opérateurs intégraux est a
expliciter.

e Les coefficients modaux sont en infinité dénombrable, mais pratiquement, seuls les
modes propagatifs sont considérés.

3.2 Du continu au discret

Ce paragraphe présente la discrétisation numérique des opérateurs intégraux définis
par (3.16) pour une géométrie axisymétrique. Ces résultats s’inspirent du manuel
théorique du logiciel ELFI2R [61] développé a EADS-CCR.

3.2.1 Discrétisation axisymétrique

Géométrie axisymétrique

0

Nacelle axisymétrique
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[’axisymétrie de la nacelle permet la décomposition des inconnues et des fonctions-
tests sur les modes de Fourier de la variable angulaire :

AMy) = A", 2, 0) Z)\ (', 2™ | p(y) = p(r', 2,0 mer Z)eim?

mEZ mez
MN(z) = N(r, 2,0) Z A (r,2)e™ pl(x) = p(r, 2,0) me (r, z)e™?
meZ meZ

(3.31)
La notation I'; (resp. I'y) correspond & la surface tridimensionnelle de la nacelle
lorsque celle-ci est parcourue par la variable x (resp. y). Nous notons maintenant
I' (resp. I") la section axisymétrique de I', (resp. T'y) correspondant a l'angle 6
(resp. 6'). Soit o € I — (r(0),2(0)) € T (resp. o’ € I — (r'(0”),2'(¢")) € T') un
paramétrage normal de la surface T' (resp. I). o et o’ sont des abscisses curvilignes.
Le paramétrage est supposé orienté de bas en haut (par rapport a l'orientation
positive de l'axe z), de telle sorte que la normale sortante au domaine de calcul

s
soit, obtenue par une rotation directe de +§ dans le plan (r,z) orienté par ey. Le

, , . ;e . — . .
paramétrage étant normal et orienté, il vient en notant 7 le vecteur tangent unitaire
A — .
résultant et n la normale sortante au domaine de calcul :

( —
— — — / d —
T =T, €, +T, €, T =7/,€m+ Ty €y
dr dz dr’ , d ,
_:7—7" _:TZ —:7—, _:7—/
do " do ’ dg’ " de! z
— — — — — / — / /] — I d
N =€egNT =T, €, —Tp €, N = €EgNT =Ty € —"T,E€
dp _9p _— Op _ & _ o, n op'
- ~ ! ~ !
( do or " 92" do’ or " T oz

Par définition de I'opérateur différentiel rotationnel surfacique, il vient :

fﬁrpt(r(o), 2(0)) =T A VP!
- (—L?wa) o)) + T ) e (3:32)

Discrétisation

Soit 7 une discrétisation réguliére de I' en poutres. On note 7° (resp. 7') I'ensemble
des sommets (resp. arétes) de cette discrétisation.

Soit 7' une discrétisation réguliére de I en poutres. On note 7" (resp. 7'') I'en-
semble des sommets (resp. arétes) de cette discrétisation.

La fonction p,, € H 2 (I') est approchée par des éléments finis continus, H'-conformes
et P! par élément poutre. La fonction de base discréte du degré de liberté s;- e7”
est notée Ps- La fonction-test discréte correspondante du degré de liberté s; € 7 0
est notée p’;j.

La fonction A, € 2 (T') est approchée par des éléments finis constants par élé-
ment poutre L?-conformes. La fonction de base discréte du degré de liberté a} eT"
est notée )\a;_. La fonction-test discréte correspondante du degré de liberté a; € Tt
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est notée )\Zj.

On note K une aréte de 7°°. Les deux degrés de liberté P de p,, sur K sont no-
tés K1 et K2. Ils correspondent aux sommets 1 de coordonnées (rj,, zix) et 2
de coordonnées (14, 25 ), notés de telle fagon que la numérotation croisse avec
I'abscisse curviligne ¢’. On note dx la longueur de la poutre. Les fonctions de base
correspondantes se notent pxi et pxo. Le degré de liberté P° de M\, sur K est noté
abusivement K. La fonction de base correspondante est notée \g.

On note L une aréte de 7. Les deux degrés de liberté P! de p! sur L sont notés
L1 et L2. Ils correspondent aux sommets 1 de coordonnées (11, z11) et 2 de coor-
données (rar, zo1), notés de telle fagon que la numérotation croisse avec I’abscisse
curviligne o. On note dy la longueur de la poutre. Les fonctions-tests correspon-
dantes se notent p’, et p},. Le degré de liberté P de \!_ sur L est noté abusivement
L. La fonction de base correspondante est notée A’ .

Les opérateurs intégraux sont assemblés sur le profil discrétisé de I'. Explicitons les
fonctions de base en fonction de I’abscisse curviligne, restreintes a 1’élément, des
degrés de liberté des éléments K et L.

' o’ ¢ g
pKl(U):l—d— Pm(ff):l—d— / .
O,/ K 3 ¢ g L ) AI((O-) - 1‘K 3 )\L(O-) == 1|L
pra2(0’) = — Pralo) = a1
di L

(3.33)
Les variables r, z de la géométrie du profil discrétisé de I' s’expriment simplement
en fonction des abscisses curvilignes o et ¢’ au niveau de chaque élément K et L :

(o) ik =ik + 0Ty, 7T(0))L =110+ 0T, (3.34)
Z(0")\xk = 21k + 0'Tkz, 2(0))L = 210 + 0T .

3.2.2 Opérateur simple couche

Découplage modal

Le probléme & trois dimensions est décomposé en une succession dénombrable de
problémes a deux dimensions (, z) en choisissant des fonctions tests uniquement sur
le mode m :

AMy) = A", 2, 0) Z)\rz ind’
nez ] (335)
MN(x) = N(r, 2,0) = X (r, 2)e™™°

Développons l'intégrale S = (S()), A') en coordonnées cylindriques :

fde/ daj{dé)’/ 47TRZ/\ 2N (1 2)e” ™ (3.36)
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[’expression de R montre que celui-ci ne dépend que de la différence des deux angles :

{ R* =747+ (2 — 2)® — 2rr'cos(0 — 0)

R=R(r,7" 22,0 -6 (3.37)

Un changement de variable immédiat donne 'orthogonalité des modes de Fourier :

2 eikR(r,r’,z,z’,G) ) .
S = ZWfdQ/T(U)dO'/T/(U/)dU/ (47TR(T’, o 272,70)61m6/\m(7“,, 2 )AL (r, 2))
0 T I

(3.38)
://rr'Gm(r,r',z, VAL,
r I
2

eikR(r,r’,z,z/,G) - A eikR(r,r/,z,z/,G)
Gy =2 do me— @ de 0 3.39
Wf ArR(r,r!, z, 2/, 0)6 f R(r, 1", z, 2, Q)Cos(m ) ( )

ou 'on a noté :

Interaction élémentaire

L’interaction élémentaire entre les deux degrés de liberté P° : L de I’élément ligne L
et K de I’élément colonne K (quantité assemblée dans la matrice globale lors d’une
double boucle sur les éléments ligne et colonne) est donnée par Sy, x = (S (1x),1.),
assemblé sur le profil discrétisé de I" et T :

/ / /
Spx = fr fF, (rr'Gp(ry 1, 2, 211 k)

11 21 12 22
SLkx = rlKTILGmJ + TlKTLerl + rlLTKer,l + TKrTLerJ

, (3.40)

ou les intégrales élémentaires a calculer numériquement s’écrivent :

- o 7 1 gy EFROEOEH0) ) cost) s
o= [0 [0 § o e e T o)
L K 0

(3.41)

3.2.3 Opérateur singulier

Découplage modal

Les fonctions tests sont entiérement portées par le mode m :

p(y) =p(r, 2,0 anr Z)ein?
nez (342)

pl(x) = p(r, 2,0) = ph, (1, 2)e™”
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La formulation variationnelle (3.23) et ’expression cylindrique du rotationnel sur-
facique (3.32) permettent d’écrire —N = (—N(p), p") en coordonnées cylindriques :

—N = fd&/ daj{dﬁ’/ 477R

[/{2%}.?/ an(r/’ Z/)eme’ p%(?", Z)efime
(3.43)

neL

dpy, ' — o
- < | X300, 2 (0)E + e’ 2 A

d /
net
dpt — UM s i
. ((—%(T(U),Z(U))@ — ()T A 9) >]

[écriture des variables géométriques de (3.43) en coordonnées cylindriques prouve
le découplage des modes (dépendance angulaire en ¢’ — 6 uniquement) :

7,cosf 7/,cost) —sinf —sinf’
— —
T =% 7sinf |, 7 =< 7Lsinf | €y = cost |, €y = cost , (3.44)
T, ! 0 0

T,cost 7.,cos6’

- = . — —

n=T—egNT =< 7sinf , W' ="€,ANT = ;sme’ , (3.45)

-7 -7/,

— —
w.n' =17, 4+ 1,7,c08(0 — ¢)
- _/> / !
7.7 =1.71.,co8(6 — ) + 1.7, (3.46)
- = ! o / :
7' ¢y =—7.sin(d — 0)
— —
T. €y =T,sin(0 —0')

N = /do/da

[P (7, 2 (7, 2) (G (K2 T7lrr’ — m TZTZ/) + Sy (kK 7lrr’ — m2r,7l))
t PN s
N GGEG) b))

+pn(r', ) 7 (—mr7!, D) + ph(r, 2) pr
P 1t 1t
A 00) #0) (). #0)
do do’
(3.47)
ou l’'on a posé :
( o kR(r,r 2,2 ,0)
Gm+1 + G etk R(rr 2,2, -
Sp=—"-——"—=2 do bk 0
2 ng ArR(r,r!, z,z’,Q)e cos(9)
9 (3.48)

D,, Gm+1 — Gt eikR(r,r’,z,z’,G) .
— = = dé i 0
. Wf TR, z,z’,&)e sin(6)
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Interaction élémentaire

L’interaction élémentaire entre les deux degrés de liberté P! K1 de K et L1 de L,
restreinte aux éléments colonne K et ligne L (quantité assemblée dans la matrice
globale lors d’une double boucle sur les éléments ligne et colonne), est donnée par
—Nrpix1 = (—N(pxilk),p%,11), assemblé sur le profil discrétisé de T et T :

OJ

_NLl,Kl (]_ — —)(]_ — —)[Gm(k’QTrT;/(TlK + t/TKT)(TlL + UTK[) — m2TZT;/)]
djr d|x
+(1 — —)(1 — —)[Sm(kQTZT;/ (11 + 0'Tiey ) (11 + o7R1) — m27,70)]
/ Cf\L dx
g o )
+(1 = =) (== )(=(ri + o7x))m7, D) + (1 = —=)(=5—)(=(r1ix + 0'7c;)m 7, Dy
d ik dr, L d dix
———Sn(rik + 0'TK,) (1L + 0TK))
dir, dig
(3.49)
ou les intégrales élémentaires a estimer numeériquement s’explicitent a partir des
ij ij G;JH-I D GZ"ZL 1,p Z] _G%—l—l P GZ"ZL 1,p
Gmp (3.57) (vap = 5 et DY = 5 ).

3.2.4 Opérateur adjoint du double couche

Découplage modal

Les fonctions tests sont axisymétriques et ne dépendent que du mode m :

Ay) = A", 2, 0) A (1, 2 )™
; (3.50)

p'(x) = p'(r,2,0) = pl,(r, )™

D* = (D*(\), p) s’écrit en coordonnées cylindriques :

2m 2m
1 ey X -
:fd@/rda%d@’/r’da’ﬁ;.(zk— E)ZLWR Z)\ ', 2 e pt (1, z)e” ™
o T 0 T

(3.51)
[écriture des variables géométriques de (3.51) en coordonnées cylindriques prouve
le découplage des modes (dépendance angulaire en ' — 6 uniquement) :

T.cos0 rcost — r'cos(0')
N ="_€ygANT ={ Tsinf , YX =< rsinf —r'sin(¢) (3.52)
-7 z—2

—

NYX =—7.(2 —2') + 7.0 — m.1'cos(0 — 0) (3.53)
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D* = /da/da’rr’)\m(r’, b (r,2) (Hp (=70 (2 — 2') + 7or) = Toumar’), (3.54)
P

ou 'on a noté :

( 27
eikR(r,r’,z,z’ﬁ)

gRRnr 220 1 ik 1
Hm =2 v\ imb _ w1 9
W% drR(r, 1, 2,2/, 9)(R Rz)e ]{ Rlrr 2,2, 9)(R RQ)cos(m )
‘ 0

27
Hm+1 +H,, ]{ eik}R(T,r”z,z’ﬁ) ' 1 1 . )
T, = it T Hmol k— —)—e™cos(6
2 m AT R(r, 1!, 2,2, 0) (i R)Re cos(9)
\ 0

(3.55)

Interaction élémentaire

L’interaction élémentaire entre le degré de liberté P! L1 de ’élément ligne L et
le degré de liberté P° K de ’élément colonne K, restreinte aux éléments K et L
(quantité assemblée dans la matrice globale lors d’une double boucle sur les éléments
ligne et colonne), est donnée par D, , = (D*(1k),pp,1z), assemblé sur le profil
discrétisé de I' et I :

" t
DLl,K =(1- d—)(ﬁK + '), ) (1 + tTy)
L

(—Hp(tre(21n + t71. — 210 — U 7Tk2) — Tro(rin + t710)) — Tt (rig + U'7ry))

(3.56)
ou les intégrales élémentaires & estimer numériquement s’explicitent a partir des
3 g g g g HY  +HY_
GiJ  (3.57) (HY, = ikGl , — Gl 5 et T =~k TMolb),

[’opérateur discret double couche est simplement le transposé matriciel de cet opé-
rateur.

3.2.5 Partie réguliére

Les intégrales élémentaires que l'on est amenées a estimer numériquement lors de
I'interaction entre les degrés de liberté de 1’élément ligne L et de 1’élément colonne
K s’explicitent toutes en fonction de la quantité suivante :

ij / i R GIRR(r(0)r (0"),2(0),%' (") ,cos0)
Gh,= /da/da ]{de o' o e cos(m#)
I T 0

(0),7(0"), 2(0), ("), cos(0))

(3.57)
Ces intégrales ne sont pas toujours définies : elles sont singuliéres dans le cas de
I'autoréaction, ou 1’élément L et 1’élément K coincident. Lorsque les deux éléments
K et L sont éloignés (& un seuil de tolérance que I'on a fixé), ces intégrales ne sont
plus singuliéres et peuvent étre approximées numériquement par une méthode de
quadrature.
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Quadrature

Toute intégrale du type I = fab f(x)dz est ramenée par un changement de variable
affine sur l'intervalle |-1,1] :

b 1 1
I:/f(x)dx:b;a/f(b;au+b—ga)du:b;a/qﬁ(u)du

Une formule de quadrature sur |-1,1] est la donnée de n points u; de |-1,1] et de n
poids w;, permettant d’approximer U'intégrale sur |-1,1] :

/1 () = Z wio(,)

Les intégrales sur un intervalle |a,b| quelconque se déduisent de cette quadrature sur
]'171[ :

b—a — b—a — b—a b+ a
I = Zwi¢(uz’): 2 szf( 5 Uit )

i=1 i=1

On choisit ici une quadrature de Gauss. Les points d’interpolation sont les zéros
des polyndomes de Legendre (4.107), tous réels et strictement contenus dans | — 1, 1].
Ces zéros se répartissent symétriquement par rapport a l'origine (le polynome de
Legendre a méme parité que ’entier n et pour un nombre n de points impairs, le
milieu de Uintervalle appartient a la quadrature) et les extrémités de l'intervalle
n’appartiennent pas aux points d’interpolation. Pour n points d’interpolation, cette
formule est exacte pour les polynomes de degré 2n — 1.

Méthodologie Numérique

r !

Trois boucles successives
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Premiére étape
Pour chaque point de Gauss pGx de 1’élément colonne K de I' de coordonnées

(Thays Zpay) €6 pour chaque point de Gauss angulaire pGy d’angle 6,¢,, on calcule

I'intégration sur I’élément ligne L :

i ez‘kR dL
! TR (3.58)

gL(pa iapGKa epGQ) = Z wL(pGL>(tPGL>

pGL

ou tyq, (resp. wr(pGyr)) représente I'abscisse curviligne (resp. le poids de Gauss) du
point de Gauss pGy, de 'élément ligne L et R* = (zp6, — 2pa, ) + Tog, + Tt —
216, T, COS(0p,) désigne la distance entre le point de Gauss pGx en cours pour

une surface I' tournée de 6,, au le point de Gauss pGy,.

Deuxiéme étape
On intégre sur le secteur angulaire :

. . m
gk (i,m,p) =Y wy(pGo)cos(mb)gr(p, i, pGi, Ohce) 5 (3.59)
pGy

Troisiéme étape
On intégre sur 1’élément colonne K :
~ o dg
G o= > (the ) wk(pGi) g iy m,p)~- (3.60)
PGk

En rassemblant les trois sommations successives :

. R . eF R drdgem

Gty =D wi0Gi) )™ D wo(pGo)eos(mb) Y (tya, )™ wi(pGr) =2
pGk pGo pGr,

(3.61)

3.2.6 Intégrales singuliéres

Lorsque les éléments K et L sont proches a un seuil € fixé, la singularité de la fonction
de Green ne permet pas une intégration précise par une formule de quadrature.
Il faut extraire la partie singuliére non oscillante de l'intégrale, que 1’on intégre
maintenant analytiquement. La partie réguliére est toujours évaluée a 1’aide d’une
formule de quadrature. Les parties singuliéres et réguliéres s’explicitent pour les
quatres opérateurs intégraux :

ikR
Le développement limité eR =% + ik + or_o(1) du noyau de Green donne la
eikR 1
partie réguliére 7R pour les opérateurs S et N.
1Y e*f 1 K* ik?
Le dével t limité ( ik — — = —— — — — — —o(1) d 1
e développement limité (z R) IE % T 5R 3 + or_o(1) donne la
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1 esz 1 2
artie réguliére | ¢tk — — + — + —= pour les opérateurs D et D*.

P 8 ( R> R TR oRr?P P

Les intégrales suivantes des parties singuliéres :

Sor, 1 Sar, 1 Sar,
/(a)‘lﬁda, /(J)Zlﬁda et /(a)llﬁda, pour i € {1,2,3},
S1iL SiL SiL

sont estimées analytiquement.



Chapitre 4

Ecoulement potentiel

Ce chapitre traite le probléme général d'un écoulement potentiel localement variable.
Le cas simplifié de la diffraction d’une onde acoustique par un objet dur entouré
d’une anisotropie locale est considéré dans un premier temps.

Le probléme continu général fluide-acoustique est étudié ensuite mathématiquement.
Une discrétisation naturelle en éléments finis du probléme global est finalement
proposée.

4.1 Un premier probléme simplifié

4.1.1 Problématique

[

Ap +k2p =(

div(A(xﬁp)wp: 0
Géométrie

On expose dans ce paragraphe un cas classique de traitement numérique de la dif-

fraction en domaine non borné d’une onde acoustique incidente par un objet acous-

tiquement dur entouré d’une anisotropie locale.

49
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Plusieurs formulations numériques possibles sont proposées.

La démarche suivie s’inspire de celle d’un probléme electromagnétique similaire ex-

posé dans la thése de V. Levillain [39] (ou encore Particle [13]).

Les domaines sont ici cartésiens et tridimensionnels. (); est I’objet acoustiquement
dur et le domaine borné () est le siége de la perturbation locale anisotrope du milieu.

On considére le probléme suivant en notant 2, = (ﬁ U Qe) \OS; -

( Trouver (p, V) € H., (Quot) X H (Qur) tel que :
ﬁ
ik () = Alx )V (x) Vo € Qo
ikp(x) = div(v (7)) VT € ot
Ip
li —— —ikp|*dy =0

Rirfoo/‘an ikp|dy

\ SR

(4.1)

ou A(z) € L™ (Quot, L (C?)) est un tenseur d’anisotropie localement variable dans
2, égal a l'identité dans Q. et elliptique dans Q4 (3¢ > 0, A > ¢l dans Q). T
est une surface fictive placée a la limite de I’hétérogénéité. Le probléme (4.1) est

équivalent au probléme décomposé :

( Trouver (p;, ¥ 1) € H' (Q) x H™ (Q) tel que :

(1) ik (z) = A(x ) p1(x) Ve e Q
ikp(z) = div(7'1(z)) Vo e )
pi(z) = pa2(z), Veel
Vi(x). 7 (2) = Volx). W (2), Ve el

( Trouver (py, ') € HL.(Q) x H™ (Q.) tel que :
kT a(z) = Vpa(z) Yz € Q,

(2) ikpa(z) :giv(72(x)) Vo € Q.

Rgr—lr—loo/ \% —ikp|*dy =0

\ \ Sr

(4.2)

Le projecteur de Calderon intérieur pour un probléme intérieur arbitraire nul appli-

qué au probléme (2) de (4.2) donne :

I * 6p2 o

I Opa .

Le probléme (4.1) se réécrit finalement :

Trouver (pi, v'1) € H* () x H* (Q) tel que :
—_

(
ik(z)0 1 (z) = A(z) Vi () Vo € Q)
o) = (7)) Ve
—N (p1) (§+D*) (—nl) =0 Yz el

* p)
I
(——D)(pl)—I—S(%):O Vr el

(4.3)
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Le probléme complet est ramené au domaine borné 2 et a sa frontiére I'. L’indice 1
est oublié.

4.1.2 Formulation énergétique

Les équations de Helmholtz, scalaire pour la pression et vectorielle pour la vitesse,
s’écrivent dans le domaine cartésien ) :

div <A€p> +k*p=0 dans 2
bV — — (4.5)
Vdiv(v) + kA7 =0 dans Q
Elles se formulent variationnellement dans le domaine borné €2 :
( Trouver (p, ¥') € H'(Q) x H¥(Q) tel que :
[|4%0% -] = [Ei - [v77
n
QO - r (4.6)

e
t

=
— . i —
v.n:zk/pv.n

/ [div(ﬁ)m—mﬂﬁﬂ _ / div(7)

|V (0,7 € 1 (@) x B(Q)

Les équations intégrales sur I' de ( .4) sont exprimées variationnellement en prenant

%
comme inconnue auxiliaire ¢ = v. 7 :

Trouver (p,¢) € Hz(T') x H™2(T') tel que :

/D E% pF—ik [ () F=0, W&t e HH(T)

/s
/¢p+/D* E—ikr/ P =0, Vp e HH (D)

La combinaison de (4.6) et (4.7) donne la formulation (C) :

(4.7)

Trouver (p, v') € H'(Q) x HY(Q) tel que :

1 — _
5/ [A?p.?pt— k? ppt] = —zk/D* ) pt+/N(? n
9) T
%
t

1 — 1— = — — = 7 —
5/[div('u)div(v)—k2A ’U.’U:| :ik/D(p)vt.n —kQ/S('U.n)vt.n
QO T T

| V (', 7)) € H'(Q) x HY(Q)

(4.8)
A partir des propriétés des opérateurs volumiques non homogeénes associés a la
pression et a la vitesse acoustiques en domaine borné, ainsi que celles des opérateurs
intégraux surfaciques, [39] montre l'existence et l'unicité de la solution de cette
formulation. Elle n’est cependant pas propice a la résolution numérique car elle
nécessite deux inconnues volumiques dont une vectorielle.
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4.1.3 Formulation symétrique

Une formulation alternative avec une seule inconnue volumique scalaire est possible.
On utilise P'artifice suivant dans la premiére équation de (4.6) :

ik ik _
i [0 =75 [om+ [op
2 2
Tr r r
——

1

La formulation (S)-scalaire s’écrit :

Trouver (p, ¢) € H'(Q) X H™Y4(D) tel que

/{A?p.?—pt—k?pﬁ} /(bp—zk/D* p+/N
) /past /D ¢t+zk/ (@) F =0 |

V(p', ¢') € H'(Q) x H'/*(T)

Cette formulation est symétrique et ne posséde qu'une inconnue volumique scalaire :
elle se préte & une résolution numérique. Elle couple la pression volumique intérieur
p € HY(Q), P! par éléments volumiques (éléments finis classiques continus H!-
conformes), 4 la vitesse normale surfacique extérieure ¢ € H~/2(I"), P par éléments
finis surfaciques (éléments finis classiques L?-conformes).

v.n vitesse normale (PO par élément poutre)
p pression (P1 par élément triangle)

[

ppt pp1 Opo
Pr [ 4 A 0
Pl 4 A-N i-1+D)
dm\ 0 ik(-1+D) kS
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4.1.4 Formulation axisymétrique

Généralités

Géomeétrie

Un traitement particulier est possible lors d’une configuration & géométrie axisymé-
trique.

Ce probléme se présente lorsque I'on étudie la diffraction d’une onde acoustique par
un objet axisymétrique entouré d’une hétérogénéité également axisymétrique.

Les domaines sont ici bidimensionnels. Ce sont les domaines transverses de coupe de
I’objet, de I’hétérogénéité et du domaine extérieur, qui sont notés par abus de nota-
tion comme les anciens domaines tridimensionnels (£2;, €, Q., Q;p = (ﬁ U Qe) \OQY,; C
R?).

Il faut ici conserver une notation du domaine cartésien extérieur a ’objet, que I'on
notera ot gy -

Les opérateurs différentiels d’ordre 1 s’écrivent en coordonnées cylindriques :

1
Tp(r,2,0) = L0208 + 2L (12008 + Lir, 2,002
or Ov " 8198@ 9 v (4.10)
(T _ 7 ~7%0 e
le( v )(7", 2, ‘9) - or (7", Z, ‘9) + r 00 (7", Z, ‘9) + Oz (7", 2, ‘9)
L’équation de Helmholtz scalaire anisotrope en coordonnées cylindriques s’écrit :
10 Op a(r,z)0*p 0 dp )
i - —— 4 — E*p =0 4.11
ror (Ta(r’z)ﬁr)—'- r2 892+8z a(r,z)az TP =0, (4.11)
ou A(x) = a(r,z)I par simplicité, variant localement dans Q (a(r,z) = 1 dans

2.). Le probléme physique de la diffraction d’une onde par I’objet et I’hétérogénéité
s’écrit :

(10 0 a(r,z) 0? 0 0
e (m (r,2) 8—1:) + (7’2 )8—9]; + g (a (r,2) a—]z)) + k*p =0, dans Q. x [0, 27]
g—i = Gine, V(r,z,0) € 0Q; x [0,27]
lim |z|(=— —ikp) =0

\ |wl%o| |(8| | D)

(4.12)
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Le probléme est posé en terme de champ diffracté. Le terme g;,. provient de I'onde
incidente et de la condition acoustiquement dure a la surface de ’objet. La condition
de Sommerfeld & I'infini permet de sélectionner I’onde sortante du probléme et de
retrouver la causalité temporelle perdue lors du passage en fréquentiel.

Espaces de Sobolev axisymétriques

A toute fonction cartésienne u définie a l'extérieur de I'objet dans ¢ 4., On asso-
cie la fonction u définie sur Q;,; X [0, 27] par le changement de variables suivant :
u(r, z,0) = u(z,y,z) = u(rcosd, rsind, z). Si u est continue, alors u est continue et
2m-périodique. Le théoréme d’intégration des fonctions composées donne pour toute
fonction L? (Qypt,4y-) du domaine extérieur a l'objet :

/\ﬁ(x,y,z)\Q dzdydz = / lu(r, 0, 2)|* rdrdfdz

QtOtX [0,271'}

On déduit de cette formule les images des espaces L? (Qor1y2) €t H' (Qtorzy-) du
domaine extérieur a 1’objet et leurs normes respectives :

L2 (4o x [0,27]) = {u mesurable et tel que : /ru € L (ot ey2) }
||U||%g(ﬂmx[o,2ﬂ) = / lu(r, 0, 2)|* rdrdzdd (4.13)

(Qtot X [0,271’}) X [0,271’}

ou 10u Ou
H; (QtOt X [07271']) = {U (- LCQL (QtOt X [0, 277']), 8—57 ;a_el,a % - gg (QtOt X [0, 277'])},
2 _ 2 U9 U9 U9
|l (010 x(0,.20)) = / {|u| + |E| +\;%| +\%| rdrdzdd

(ot X[0,27]) X [0,27]
(4.14)

Décomposition de Fourier et espaces de Sobolev a poids transverses

La décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts permet de dé-
composer toute fonction de L2 (Qy,; x [0,27]) en série de Fourier angulaire en 6 :

1
u(r, 0, z) = Ner Z Upy (1, 2) ™™ (4.15)
mez

Les coefficients de Fourier sont donnés par le produit scalaire :

2w
1, 1 / o
U (T, 2) = (u, e o =—— [ u(r,0,z)e"""dd 4.16
( ) < \/% >L2(0,2 ) \/% ( ) ( )
0

La vitesse acoustique vectorielle se décompose sur les modes de Fourier angulaires :

v = Z V (1, 2)e™

meZ
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La continuité sur ’axe implique la nullité de certaines composantes vectorielles pour
certains modes :

U7 (0,2) =0,Ym #0
T (0,2) =0,Ym # +1 (4.17)
29(0,2) =0,Ym+1

[espace a poids transverse équivalent L? est noté par abus de notation comme
I'espace a poids avec la variable supplémentaire (5.4) :

L2 (1) = {u(r, z) mesurable et tel que : /7ru € L* (Qer)}
||U||ig(gm) = / lu(r, 2)|* rdrdz (4.18)

Qtot

La décomposition de Fourier en modes azimutaux oblige a distinguer les espaces
fonctionnels & poids pour chaque mode azimutal :

H' (Do) = {u(r, 2) € L2 (Qur) tel que g—"?f, m%, % € L2 (o),
ou U ou
||U||§{,;m(nm) = / {|U|2 + \5\2 + m2\;|2 + \%\2 rdrdz

tot

Formulation variationnelle volumique et découplage modal

L’axisymétrie permet la décomposition du probléme initial en une série dénombrable
de problémes :

( (10 Opm (1, 2) 0 Opm (1, 2) s m? imo
2 o (rotr 25520 ) 5 (ot 5522 ) 4 0 Tt [ 0 <o
V(T, 2 0) € Qyor X [Ov 27T]

Z %} (P (7, 2)) e’ = Gine, ¥(r,z,0) € 082 x [0, 27]
mez L7
Opm .
\ m%J Ka\«ﬂ o)

(4.20)
La formulation variationnelle du probléme (4.20) est établie en prenant des fonctions
tests axisymeétriques portées uniquement par le mode m : p' = p’ (r, z)eime (resp.
¢t = ¢! (r,2)e'™?). Le découplage des modes de Fourier volumiques est immédiat.
Le découplage des opérateurs intégraux s’obtient par la méme démarche que le
paragraphe (3.2). La formulation (S)-scalaire (4.9) s’écrit pour le mode azimutal
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meZL:
Trouver (pm, ém) € HL (Q) x HV*(T) tel que :
Opm Oy, Opm O,
/a(r )a By ddz+/a(r >8z 5 rdrdz
Q 0 o
o Pmp;
—/k2 PmDL, Tdrdz+m2/a(r, z)—" drdz
r
? 1
/¢m ¢n+—/D;;<¢m> Voo [ Nalon) B
(S) r : (4.21)
= / (Gine, €™V p! rdrdz
09
1 _ . -
3 [ on G [ Dutow). Bt e [ Sulonm) 37, =0
T T r
(Dl On) € Hap (Q) x H™Y(T)

ou les opérateurs intégraux azimutaux sont détaillés au paragraphe (3.2). La forme
matricielle numérique s’écrit :

PmPlvol PmPl.sur (meO.sur

t A A 0
PPt ol m m 199
p:npl.sur Am Am — %Nm %(—g + D* ) ’ ( . )
(bfnPO,suT 0 %(_% + Dm) ];nsm

Ol Pruptvor (T€SD. Prpt.sur) désigne les degrés de liberté de la pression volumique P!
par élément triangulaire (resp. les degrés de liberté de la pression surfacique P! par
élément poutre ) et ol ¢, po s, désigne les degrés de liberté de la vitesse normale
surfacique constante par élément poutre.

4.2 Théorie du probléme continu

4.2.1 Ecoulement porteur
Equations aux dérivées partielles du potentiel

Les domaines considérés ici sont tridimensionnels et cartésiens.

La potentialité de 1’écoulement porteur annule le terme rotationnel de I’équation
d’Euler (1.9).
Une version stationnaire de la relation de Bernoulli (1.6) pour ’écoulement porteur

découle : NN, Y
% ()P, b (F)

2 v—1

= constante, (4.23)
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ou l'énergie totale du fluide porteur est une constante absolue de l'espace et du
temps. Cette constante est déterminée par les paramétres constants de I’écoulement
a l'infini. Les équations (1.8), (1.10) impliquent que la densité volumique est uni-
quement fonction de la vitesse au carré et des paramétres a l'infini :

2

PN e
po = ( P ) ai = Fa (IV60 (@) ), ¥7 €0 (4.24)
VPoo

L\ s , V=1, = : :

oun F(x) = [ —= as, + 5 (vZ — ) . La loi de conservation de la
TPoo

masse donne I’équation aux dérivées partielles vérifiée par le potentiel porteur :

div(Fy, (W}be (@) |2) Voo(T)) =0, VT € (4.25)

[’équation (4.25) est non linéaire et change de nature selon le régime considéré :
elliptique en régime subsonique et hyperbolique en régime supersonique. Le régime
transsonique est complexe avec la présence d’ondes de choc. Au niveau de 'avant
de la nacelle, les nombres de Mach sont largement subsoniques. Le modéle choisi est
subsonique.

Conditions aux bords

e [’écoulement fluide est supposé uniforme au-dela de I',. Sa vitesse est 'opposée de
celle de I'avion. On impose sur ['y, une condition de flux égale a la masse convectée
par ’écoulement uniforme a l'infini :

0 ()T (7). 70 (T) = pooie. @ (T), VT €T (4.26)

e [’écoulement fluide glisse sur les parois de la nacelle :

po () vy (Z). 7 (7F)=0, VI €Ty (4.27)

e On impose un flux de masse sortant (du domaine de calcul) a I’entrée de la nacelle :

po ()0 (7). 70 (T) = qu (T), VT €Ty (4.28)

e On impose un flux de masse rentrant (du domaine de calcul) & la sortie de la
nacelle :

Remarque 4.2.1.
e La normale 70’ est sortante au domaine de calcul. Le flux sortant gy, (resp. rentrant
qunr) est donc positif (resp. négatif).
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e Le flux total sur 002 doit étre nul, pour que le probléme de Neumann soit bien
posé. Le flux global a travers I'y, étant nul, les deux débits a la nacelle doivent se
compenser :

Jau@+ [aw@ =0 (4.30)

1IN Ty

e [’écoulement réel a I'arriére de la nacelle est complexe : il est la combinaison de
deux jets de vitesses différentes. Le phénoméne aérodynamique de jet est trés com-
plexe & modéliser. Néanmoins, la disconstinuité tangentielle de vitesse d’écoulement
est modélisable tout en conservant un écoulement potentiel, comme le propose W.
Eversmann dans ’article [29].

e Les débits fixés en entrée et en sortie de la nacelle n’ont d’autres nécessités que
de globalement s’annuler. La géométrie axisymétrique de la nacelle suggére d’im-
poser des flux entrants et sortants axisymétriques. Ces débits n’ont a priori aucune
raison d’étre constants radialement. On peut donner deux raisons a fixer des débits
constants :

— Pour les fluides parfaits eulériens, la circulation du vecteur rotationnel le long
d’une courbe fermée se conserve. Le long de toute ligne de courant provenant
de l'infini, ’écoulement est donc bien irrotationnel, celui-ci étant irrotationnel
a l'infini : 'hypothése de base de potentialité du modéle est bien vérifiée. L’im-
position de débits plus forts au centre de I'j; provoquerait 1’existence de lignes
de courant ne pouvant étre reliées a ’infini et le modéle potentiel ne serait plus
valide.

— L’expression du bruit provenant du moteur est fournie sous la forme de co-
efficients de modes acoustiques cylindriques de conduit se propageant sur un
écoulement uniforme. Cet écoulement uniforme est obtenu en fixant des débits
constants.

e Le placement arbitraire des surfaces I'y; et ', ot des flux constants sont im-
posés, peut "comprimer" I’écoulement. Il faut jouer sur la position des surfaces et
s’assurer qu’elles sont suffisamment loin pour que I’écoulement soit naturellement
constant a leur niveau. En effet, I'imposition de flux pour I’écoulement est I’analogue
d’une condition de Robin pour I’équation de Helmholtz et la solution recherchée est
correcte si les surfaces d’'imposition sont situés suffisamment loin (& l'infini théo-
riquement) de 'objet. L’article [8] de H. Berger, W. Warnecke et W.L. Wendland
propose des conditions intégrales a la place des conditions de flux imposés, de telle
sorte que ’écoulement calculé soit automatiquement relaxé a l'infini (exactement
la méme démarche que pour I’équation de Helmholtz présentée dans le paragraphe
4.1).

Adimensionnement

Chaque variable physique du probléme est adimensionnée par la valeur homogéne
obtenue a partir des trois valeurs fondamentales : R la grandeur caractéristique de
la nacelle, as, la vitesse du son a 'infini et p., la densité volumique de ’écoulement
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porteur a l'infini :

—rx T « _ Po « _ o * Roo
X _E’ Po = —) 0= 7 ¢O——
Prc o oc (4.31)
« Do « _ Yo * 4q *
p(] 9 UO — - ) M - M
Poolis, Qoo Pooloo

Le seul invariant d’échelle est le nombre de Mach : M* = M. Les conditions de bord
sont des fonctions directes du nombre de Mach. Par abus de notation, I'indiciation
* est oubliée. Les équations de I’écoulement porteur (1.7), (1.8), (1.9) et (1.10) se
réécrivent :

_ _
a%(x)ZVpOLE;) Vo e
o () = 2217 VEen
Y
o (7) = (6 (7)) wvFea
B(@)=1+ 1200 - |7 () P) VT €0
| (@)= (14 T2 (00— [ () P)7 = FulFnl) VT €0

L’équation aux dérivées partielles vérifiées par le potentiel fluide dans €2 :

div(Foo(|V 602) Vo) =0 dans Q

0 4.33

F([Foo) 22 = ¢ dans 99 (433
on

N —\ T == e . R . — e .

ot l'on note q(@') = Moo.m (@), si @ € ;0,81 @ € Tg; qu (), si @ € Ty

qu (?), si T e M’

Nombre de Mach et débit

Le débit est fonction directe du module de la vitesse :
CJOZP0|U0| :G(|Uo|)a (4-34)

ot G(z) = (1+ 54 (M2 — xQ))”_11 z, > 0. Une étude de cette fonction montre
que le débit croit avec la vitesse pour atteindre son apogée a une vitesse qui corres-
pond a un nombre de Mach transsonique, puis décroit. Une valeur de ¢y donnée dans
I'image de la fonction G correspond a deux valeurs de vitesse, une subsonique et une
supersonique. Le choix d’'un modéle subsonique implique une bijection entre débit
et nombre de Mach. Les paramétres physiques nécessaires a I’écoulement porteur se
restreignent donc aux nombres de Mach a la nacelle et a 'infini.
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¢ = polve] = G (|vol)
s

B Gy

04

I}

=

. Uyt

05 1 152 "UU‘

Bijection débit-vitesse

Résultats théoriques d’existence et d’unicité

La démarche suivie ici est une adaptation de Particle [14] de M.O. Bristeau, R. Glo-
winski, J. Periaux, P. Perrier, O. Pironneau et GG. Poirier dans le cas du probléme de
Neumann pur (4.33) (les articles [18], [52] traitent également du méme probléme). Ce
paragraphe prouve I'existence et 'unicité de (4.33) pour des flux imposés conservant
le régime subsonique.

Approche variationnelle
Le régime subsonique est défini par une borne pour la norme infinie de la vitesse :

2 —1
||€¢0||oo < \/— (1 + %Mgo) = Cy (4.35)

v+1

Une solution faible de I’équation (4.33) est cherchée variationnellement :

Trouver ¢y € H*(2)/R tel que :

/&(W%Pﬁqﬁﬁw dr = /qw dv, Vo € H'(Q)/R (4.36)
Q o0

Le probléme de Neumann (4.33) définit le potentiel & une constante prés et I’espace
fonctionnel ot I’'on cherche la solution est quotienté par les constantes.

Probléme subsonique
%
Ks = {’U e Wh>(Q) /R, || V]| <6 < c*} est un convexe fermé non vide de ’es-

pace H'(Q)/R. Q est un domaine borné a frontiére réguliére. Le théoréme d’Ascoli
(que I’on peut trouver dans le livre d’analyse fonctionnelle d’'H. Brézis [15] ou encore
[36]) prouve la fermeture. Les fonctions de K sont uniformément continues. Nous
allons montrer que le probléme (4.36) restreint & ce convexe admet toujours une
unique solution.
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Fonctionnelle associée

Fonctions F, et F

2

La fonction F' : 2 — —— | 1 + ?(MOO — ) =— F..(s) ds est convexe,
gl
x2

si x € [0, ¢.]; concave, si x € [cy, Timaz] ; Strictement convexe, si x € [0, ¢,[ et on I'on
a noté ¢,,q. la vitesse a partir de laquelle la densité volumique n’est plus définie. Il
vient F (|vg|) = 2|vo|Fs (Jvo]). La fonctionnelle J est définie sur K; a 'aide de F :

1 —
Io0) =5 [ F(Fen) o (437
Q
Définissons la fonctionnelle K par :
K (60) = 7 (én) = [ aon (4.39)

oN

Un résultat classique de minimisation convexe permet d’affirmer que le probléme de
minimisation de la fonctionnelle strictement convexe K sur le convexe fermé non
vide K5 admet une unique solution ¢q. Cette solution est 'unique fonction vérifiant
'inégalité variationnelle suivante (associée a ’ancienne condition d’Euler (4.36)) :

Trouver ¢g € K; tel que :
[Pl TaT - dr> [aw-o) @ weks (039

Q o0N

Existence et unicité

Le théoréme suivant est une adaptation d’un théoréme tiré de article [14].

Le probléme initial (4.33) et le probléme convexifié (4.39) sont équivalents en régime
subsonique :
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Théoréme 4.2.2. Supposons que le probleme initial (4.33) admette une unique
solution ¢o € HY(Q)/R, telle qu’il existe &y < c. et ||€¢0HOO < 0 < ¢i. Alors ¢ est
une solution du probléeme convezifié (4.39), pour tout 6 € [0, c.[. Réciproquement,
si o est une solution du probléme convexifié (4.39) pour un certain § < c,, telle
que ’on peut trouver 6y < § et ||€gb0||oo < 8o (la contrainte de convezité n’est pas
saturée). Alors ¢o est une solution du probleme initial (4.33).

Preuve du théoréme 4.2.2 :

La premiére implication est triviale. Montrons la deuxiéme implication. {2 est un
domaine régulier et I’ensemble C'* (ﬁ) des restrictions a {2 des fonctions réguliéres a
support compact dans R" est dense dans H' () /R. On suppose qu'il existe §y < §
tel que 'unique solution ¢y € K du probléme convexifié (4.39) pour ce § vérifie
||@o]]os < do. Pour tout v € C* (£2), on peut trouver un réel ¢ > 0 suffisamment
petit tel que ¢pp+tv € Ks. En remplacant ) par ¢p+tv dans I'inégalité variationnelle :

/ Fo(| T 02T 60¥ (1 — do) da > / a6 — do) dy, Vo€ K,
Q o0

il vient en divisant par t :

=, e, = —
/FOO(\V¢0| YV Vo de > /q’u dy, Yv e C™ (Q)
0 o9

En raisonnant similairement avec —t :

=, e, = —
/Foo(\v¢0| YV Vo de = /qv dy, YveC™(Q)

Q oN

On conclut par Pargument de la densité de C> () dans H' (Q) /R. Le probléme
subsonique admet toujours une unique solution et cette solution est celle du probléme
général si la contrainte de convexité n’est pas saturée. Le probléme est que I’'on ne
peut connaitre le régime a priori. Pratiquement on choisit o le plus proche possible
de ¢, et I’on joue sur les flux imposés pour ne pas saturer la contrainte de convexité.

Ellipticité de la fonctionnelle

Nous prouvons ici un résultat d’ellipticité de la fonctionnelle K plus fort que sa
stricte convexité et nécessaire au paragraphe suivant pour démontrer la convergence
du point fixe.

Proposition 2.
La fonctionnelle K est elliptique sur Ks :

ce qui équivaut encore a :
Ja> 0, V9 € K5, Y € K5, (VE(8) = VE@),6 =) > allo =031 )

(4.41)
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Preuve :
J est une fonctionnelle deux fois contintiment dérivable sur Kj :

—

VI (0) (4) = / Fu([F 602V 6oV da
Q

9 , =, 2\, 9=, = =, e =
J(00)w.6) = [ 28, (1900*) Yoo VoV 0.V de + [ Ful| T ) VoV da
Q Q
(4.42)
J est strictement convexe sur Kjy. L'inégalité de Cauchy-Schwartz implique :

a0 2 [ (Fu (Vanl) - 28 F (|Faof) DTwPde, (443)

Q

0
avec ¢, la valeur du module de la vitesse correspond a un Mach transsonique égal a

I'unité (i < 1). La fonctionnelle J est elliptique :

6 2
ou Fy, (|€¢0|2) — 28%|F, <|€¢0|2> | = po (1 - (a_> ) > 0 sur Kg, ou § < ¢,

G > 0, V37 (00)(.9) > allvlfy ) g (4.44)

La fonctionnelle K est deux fois contintiment dérivable, strictement convexe et el-
liptique sur Ky :

K (60) () = VI00)(0) — [ av (4.45)
oN
P (60) () = V2T (60) (,0) 2 oll¥ll ) g (4.46)

Convergence du point fixe

Ce paragraphe propose une alternative a la résolution numérique par une méthode
des moindres carrés proposée par I'article [14] en suivant un théoréme de J. Necas
tiré de [49] prouvant la convergence d’un point fixe théorique vers la solution du
probléme convexifié.

On note B(¢o; 1, &) = [ Fo |ng50 )?@/}?5 Récapitulons les propriétés de B :

3C, > 0, Voo € Ks, V(1,€) € [H(Q)/R]?, B(do;¥,€) < Cl||1N\Hl(ﬂ)/RHfHHl((Q)/R)
4.47

3Cy > 0, Yoo € K5, Vo € H (Q)/R, B(go;1h,9) > Col|9] |31y m (4.48)

J : K5 — R est la fonctionnelle définie par (4.37). J est Gateaux-différentiable sur
K et sa différentielle est un élément du dual [H'(Q)/R]* donnée par :

Voo € Ky, VJ(¢0) () = Bldo: b, 1), Vo € H'(Q)/R,
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La convexité de la fonctionnelle J équivaut a :

T(1h) = T(¢0) > VJ (¢o) (1 — o) = B(do; bo, 1) — Blbo; b0, do), Voo, v € K (4.49)

L’ellipticité de la fonctionnelle J équivaut a :

— —

305 > 0, Vo € H'(Q)/R, ¢o+1p € Ks, VJ(go+1)(¥)—V J(¢o)(¥) > C3Hw||%{1(9)/R
(4.50)

Ayant prouvé toutes les propriétés (4.47) et (4.48) pour B(.;.,.) et les propriétés

(4.49) et (4.50) pour J, on peut appliquer le théoréme général tiré de [49] :

Théoréme 4.2.3 (Necas). Pour tout ¢y € Ks, la coercivité (4.48) de B(¢o; ., )
implique existence et 'unicité de la solution de :

Voo € K5, 31 ¢ = (60) € Ky tel que : Vi € Ky, B(doiC, =) ><q, §—C >

(4.51)
La suite définie par ¢o € H*(Q)/R et ¢§™ = (o) converge vers l'unique solution
de (1.39).

Preuve du théoréme 4.2.3 :
Prouvons la propriété :

B(¢o; ((¢0), C(¢0)) — B(do; do, ¢o) + 2J(¢0) — 2J(((¢0)) > 0 (4.52)

L’unique solution ¢ € K de (4.51) minimise la fonctionnelle £ B(¢y; .,.) — (g, .) sur
K(; .

5 Bl00: C(60).C(60)) — (0. C(60)) < Blow: b0,00) — la.C60))  (4.53)
L’unique solution ¢y € K5 minimise la fonctionnelle J(.) — (g, .) sur Kj :

J(do) — (q, d0) < J(C(¢0)) — (g, ¢(¢0)) (4.54)

La sommation de (4.53) et (4.54) implique (4.52). L désigne la fonctionnelle suivante :

L(¢o) = J(¢o) — J(C(¢0))— < q,¢0 — C(Po) >= K(¢o) — K(C(¢0)) (4.55)

Prouvons la propriété :

L(¢o) > %

160 — C(¢0) () /m (4.56)
Par bilinéarité de B(¢y; ., .), il vient :
B(¢0; ¢ — ¢0,¢ — ¢0) = B(¢0; ¢, ¢) — 2B(o; ¢, ¢o) + B(o; do, $o)

B(¢o; ¢ — ¢0,¢ — ¢0) = 2(J(C) — J(do) + B(do; ¢ — ¢0, ¢ — ¢0) + B(¢o; po — ¢, ())
B(0; ¢ — 0, ¢ — d0) = 2(J(C) — J(o) + Blo; ¢ — ¢, ¢ — o) + (a, b0 — C))
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B(¢0; ¢ — ¢0,¢ — do) = 2(—L(¢o) + B(¢o; ¢ — ¢o,( — ¢0))

2L(¢0) = B(¢o; ¢ — ¢0, ¢ — ¢0) = Calldo — (901 ()
Par définition de la suite (¢f) :

J(95) = J(95 ™) = < q,¢p — o5 >= L(¢p) > _||¢0 ¢8+1||H1 omr =0 (4.57)

La suite (K(¢y))nen est donc décroissante. Elle est minorée sur le convexe K. Elle
est donc convergente et :

L(¢p) = K(¢5) — K(¢p") — 0

Il suit d’aprés (4.57) :
o6 — o5 ) — 0 (4.58)

Montrons la propriété :

J(68) = J(60) > VT () (6 — o) + |I¢” Soll2r () z (4.59)

J(60) - <z>o=/ J(Jo+ H(dh, — d0)) (6L — o) dt

0

J(¢g) — (o) = €J(¢o — ¢o) +/ J(¢o+t(dg — o)) — €J(¢o)](¢g —¢p) dt

En utilisant la propriété (4.50) :

1
J(68) — J(60) > VT (60)(60 — o) + / Cstl[62 — bl
0

Il vient (4.59). En utilisant les propriétés de B, il vient :

Cs)|0% — doll> < VI (@) (65 — do) — ¥ T (o) (& — o)

- B(¢8; 95, 9% — do) = VJ(00)(65 — )
B(¢g; 96, 66 — do)— < ¢, d5 — do >
= B(¢h; 05 — do ' 5 — do) + By, 65 b5 — do)— < ¢, 5 — do >
= B(dg, ¢ — n+1’ ¢ — o) + B(5, n+1, 8“ — ¢o)
+B(¢g, 5,06 — o5 )= < ¢, 95— do >+ <q, 5 —f >
Finalement, par la définition (4.51) de la suite ¢§ ™ = ((42), il vient :

Cslldo—5 in (e < B(¢s 05 —0p " 66 —d0)+B(¢5, 05, g5 —d5 )+ < 4,657 —df >,

ce qui prouve la convergence forte de la suite.



66  Stefan Duprey, EADS CCR-Suresnes, Institut Elie Cartan-Nancy

Formulation axisymétrique

Les domaines considérés sont maintenant bidimensionnels : ce sont les domaines de
coupe transverses, qui sont notés par abus de notation comme les précédents do-
maines tridimensionnels.

Les conditions de flux de bord sont supposées indépendantes de 6 : 1’écoulement
cherché est a symétrie axiale.

Le potentiel ¢g de I’écoulement porteur est solution de I’équation aux dérivées par-
tielles en coordonnées cylindriques dans le plan transverse :

( 90, 0%

V0w, y,2)2 = | 522 + |22 v(r,z) € 0
Lo Do\ ¢ -
— —
2 ,rF 2\ 770 | F 2770 ) 0
L (rEeF a5 ) + o (PTGt ) =0 v €
\ po% =q ) V(Ta 2) € 00
(4.60)
La formulation variationnelle axisymétrique du point fixe théorique s’écrit :
¢ =0
Trouver ¢! € K; tel que :
: (4.61)

Fo(IVorP)Vert' Vi rdrdz = dy, ¥
oo 0 0 - qw rdv, w € KJ

Q o0N

ol V = ( 82 g ) désigne le gradient cartésien en (r, z). Les espaces de Sobolev
r 0z

classiques H' (Q) /R de K(§) sont remplacés par les espaces de Sobolev & poids
axisymétriques transverses pour le mode azimutal m = 0 : H}, (Q) /R (4.19).

Détails de ’implémentation numérique

Le probléme convexifié (4.39) admet toujours une unique solution obtenue comme
limite de la suite (¢f), oy Le potentiel ¢f de I’écoulement porteur est approché par
des éléments finis classiques H!-conformes, continus et P! par élément. La densité
est constante par élément et sa valeur a ’étape k+ 1 est obtenue a partir des valeurs
du potentiel a I'étape k.

#) est choisi nul : le potentiel est initialisé & zéro. Le potentiel convergé est obtenu
a la limite d’un point fixe numérique, lorsque la variation entre deux itérations suc-
cessives de la norme infinie du potentiel est inférieur a un seuil € fixé.

La saturation de la contrainte de convexité se traduit par ’atteinte ou le dépasse-
ment de c, par le module de la vitesse au niveau d’un élément et d’une itération.
Il suffit de tester la norme de la vitesse sur chaque élément a chaque itération et
d’arréter le calcul dés qu’il y a saturation. On choisit alors des flux entrants plus
faibles afin de garantir le régime subsonique non saturé.

L’implémentation du code de calcul est parallélisée via 1'utilisation d’un logiciel
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d’algébre linéaire parallele MPF développé a EADS-CCR. Une nouvelle matrice est
assemblée a chaque itération. Ces matrices sont creuses et symétriques et la réso-
lution du systéme linéaire utilise le serveur creux parallele MUMPS du CERFACS.
Seules les données du potentiel & tous les sommets & 1’étape précédente sont com-
munes a tous les processeurs pour palier au cas d'un élément dont les degrés de
liberté se trouvent dans deux blocs disjoints.

Cas-Test

dpg ~0 P
I on
M T — w2 Ty
e
on div (Fw (|_V)¢U|2) _V)cﬁg) —0 On
8(}5{) ~0 z
2 =0 on Ik z=1L
Cas-Test,

On propose le cas-test axisymétrique suivant :

div <FOO (ﬁqﬁoﬁ) %so) —0 YzeQ
% = Vx € FR
(4.62)
ﬂ =—q Ve e 'y
5
RAAU +q Vo € I'yp
\ On

La vitesse théorique a I’étape k + 1 s’obtient par récurrence :

{ v9=0
q (4.63)
=1 v
Vk+1 7 (’Uk)’ eN
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vitesse(n,q) ¢ vitezse(n,q) ¢
/ 2 i
i
2 I ;ff
q = 07 / 1.5
LG ¢ 48
- ]
1 _.n* g 1
T
0.5 e 0.5
R -FE LS T S S  EE  ELR S M I S SRS L I S S SR "-- L 1 1 L 1 1 1
0 G4 06 D& 1 LI 14 bz 04 06 0B 1 Lk 1d

Débit et convergence du point fixe

Comme le montrent les schémas précédents, la suite théorique (4.63) converge pour
des débits q tels que la fonction définie par viy1 = f,(vr) admette un point fixe,
ce qui correspond exactement au régime subsonique. Ces schémas ont pour mérite
d’expliciter la fagon dont converge l'algorithme de point fixe. La convergence du
schéma de point fixe est d’autant plus rapide que les débits imposés sont petits et
inversement. Le schéma diverge dés que 1’on atteint un débit correspondant a un
régime transsonique.

4.2.2 Acoustique potentielle
Equation aux dérivées partielles du potentiel acoustique

Les domaines considérés ici sont tridimensionnels et cartésiens.
L’équation aux dérivées partielles d’ordre 2 a coefficients variables du potentiel
acoustique découle immédiatement des équations (1.13), (1.14), (1.15) et (1.16) :

. — 2\ = 9 . — = . . —>
div (o (1= M. Do) V) + pokida + ikopoMo. ¥ 6 + div (#kopodaly) =0,
(4.64)
N w . . 7 Yo
ou ky = — est le nombre d’ondes modulé par I’écoulement et My = — est le nombre
ag Qo
de Mach vectoriel. L’équation aux dérivées partielles (4.64) est elliptique en régime
subsonique. On note A, l'opérateur différentiel elliptique associé :

Ao (¢a) =0, (4.65)

0P, 09, , i
et 'on note ba _ 1 4 — (—zk(](ba + ]\70.€¢a> p0]\7>0.ﬁ> la dérivée conormale de

871,40 - 871

bord associé a 'opérateur Ay.
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Conditions de bords

e Sur les parois non traitées, les ondes acoustiques se réfléchissent totalement :

9¢a

c?n Ao

=0, VzeTx (4.66)

e Au niveau de la surface fictive I'); du moteur, 1’écoulement est uniforme. Le
moteur est assimilé & un conduit uniforme infini, d’ou provient la source sonore
a diffracter sous forme de modes incidents. La démarche est identique a la partie
sans écoulement (3.1.2) et détaillée précisément dans le paragraphe (4.2.3) (une
condition d’onde sortante au potentiel acoustique diffracté ¢, — @4 inc sous la forme
d’une condition de Sommerfeld ou d'un opérateur Dirichlet-Neumann est imposée) :

Ga — Ga,inc est réfléchi dans le guide d’ondes (4.67)

e A Dinfini, I’écoulement porteur est uniforme. Il faut imposer une condition de
type Sommerfeld sélectionnant les ondes sortantes pour le potentiel acoustique total
a l'infini. L’obtention de cette condition est détaillée dans la sous-section (4.2.4)
(elle est obtenue & partir de la classique condition de Sommerfeld pour ’équation
de Helmholtz (3.24) que I'on a appliquée au potentiel acoustique transformé par
Lorentz (3.6), (3.7)) et ramenée a l’espace physique). Cette condition est toujours
désignée par abus de notation comme la condition de Sommerfeld.

Adimensionnement

Chaque variable physique acoustique est adimensionnée par la valeur homogéne
correspondante obtenue a partir des trois valeurs fondamentales : R la grandeur
caractéristique de la nacelle, a, la vitesse du son a 'infini et p., la densité volumique
de I’écoulement porteur a l'infini :

R oo, —, T a Pa Rp,

W'=—w, t'=—1t, ¥FT=—, ¢. = , P = —, pr = 4.68

o R R % Ran P Pz (A6Y)
Par abus de notation, 'indice * des paramétres adimensionnés est oublié. L’unique
invariant d’échelle est le nombre de Mach.

Probléme acoustique complet

Le probléme acoustique complet s’écrit dans le domaine cartésien R3\(; :

Trouver ¢, € Hj,, (R*\)

fg)qs((ba) = 07 V? I~ R?’\E
@ _ - 4.
o =0 Vi elr (4.69)

®a — Ga,inc est réfléchi dans le guide d’ondes
| ¢, vérifie la condition de Sommerfeld a I'infini
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Formulation axisymétrique

Les domaines considérés sont maintenant bidimensionnels : ce sont les domaines de
coupe transverses, qui sont notés par abus de notation comme les précédents do-
maines tridimensionnels.
L’axisymétrie de la nacelle permet de décomposer ¢, en modes azimutaux de Fou-
rier :

Ga(r,2,0) = Y Gam(r, 2)e™, V(r, z,0) € R*\Q; x [0, 27] (4.70)

meEZ

Le mode azimutal m du potentiel acoustique est solution de I’équation aux dérivées
partielles suivante dans le domaine transverse bidimensionnelle R?\Q; :

(10 Obam m?po 0 O am )
ror (7“00 ar ) T Pam + 9 Po G + k5 poPam
a am a am
+ikopo M0r-¢— + M02'¢—
or 0z

1 . a(bam a¢am
—— Mo, (—itkobam + Mor.—— + M,,.

r(ﬂo or (—iko@am + Mo 8r+ 0 82)

a . a am a am
_E pOMOT(_ZkO¢am + MOT"% + MOZ%)) )

0 . 0¢ 0¢ _
- Moy, (— My, —2 + M,,.—2Y) | = R2\Q;

az Po Oz( Zko(bam + Or 87" + 0z 82 )> 07 V(T, Z) € \ 7
0Pam

=0 v r

anAOm ) (Ta 2) S R
Gam — Pam,inc est réfléchi dans le guide d’ondes
Oum Vérifie la condition de Sommerfeld & I'infini

\

(4.71)
que 'on note a I'aide de 'opérateur volumique elliptique : Ag, (¢am) = 0.

Remarque 4.2.4.

e Les modes acoustiques azimutaux sont découplés. Le probléme tridimensionnel se
décompose en un nombre dénombrable de problémes axisymétriques.

e [’écoulement porteur stationnaire est axisymétrique et le nombre de Mach vecto-
riel n’a pas de composante angulaire : ]\70 = My, e, + My, e,.

e L’équation (4.71) en présence d’un écoulement potentiel quelconque non axisy-
métrique (avec une composante angulaire) posséde des termes supplémentaires. De
plus, les modes acoustiques azimutaux de Fourier sont couplés par la non-axisymétrie
de I’écoulement porteur.

4.2.3 Couplage modes-volume
Opérateur Dirichlet-Neumann

Les domaines considérés ici sont des domaines transverses bidimensionnels.
Le probléme considéré est le probléme acoustique vérifié par le mode azimutal m du
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potentiel acoustique.

Ce paragraphe détaille I’'obtention de I'opérateur Dirichlet-Neumann pour un guide
d’ondes cylindrique en écoulement, qui permet de formuler un probléme acoustique
équivalent en domaine modal borné dans I'optique d’une formulation variationnelle
et d’un traitement numérique.

La démonstration de ces résultats est connue et peut étre trouvée dans la thése de L.
Dahi [27] (ou encore article [12]). Ces références étudient la perturbation des modes
de conduit en écoulement uniforme par la présence d’une plaque et de son sillage de
vorticité. Le traitement numérique du probléme nécessite 'introduction d’'un pro-
bléme équivalent en domaine borné a l'aide d’un opérateur Dirichlet-Neumann en
écoulement.

Le moteur est modélisé comme un guide d’ondes cylindrique infini. La source acous-
tique du moteur est une somme a priori infinie dénombrable de modes incidents
portés par le mode azimutal m :

. . —_— —_ . +
¢am,inc incident < ¢am,inc = Z(gbam,inca :rmn>L2(FM):*rmn (T) eZﬁng (472)
neN

Les coefficients modaux incidents a:m = (Pam.incs Zrmn) 12(ry) sont les données du
probléme. L’opérateur Dirichlet-Neumann modal T}, se définit & I’aide des constantes

+ .
:umn'

( i T + '\/k‘Q—l—MQ k2
ijrmn < ]_kM]\42 ’ Hmn Pm M ( M) rmn
- M, = Foriy /Ky — (1= M) 2.,
- - prriy Ky = (1 = My) . (4.73)

que I'on peut définir sous la forme synthétique p, = par (M3, —1)iE, + parikar Mg
al'aide des constantes propagatives axiales 3= définies en (2.6). L opérateur Dirichlet-
Neumann modal T}, s’écrit :

{ Toim s H2 (Ty) — H™2 (Ty) (4.74)
(bam - ZnEN ,u;zn<¢ama Ermn (T>>L2(FM)Ermn (T)

Le probléeme vérifié par le potentiel acoustique total au mode azimutal m ¢, =
¢am,inc + ¢am,diff :

Trouver ¢g,, € H;mloc (Rz\ﬁz)

14({5)7)1 ((bam) = 07 dans R2\ﬁz
P _ 0, sur ['p (4.75)
a,',LAAO'm

Gam — Pam,inc est réfléchi dans le guide d’ondes
| @am vérifie la condition de Sommerfeld & 'infini
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est équivalent au probléme en domaine modal borné :

[ Trouver ¢am € Hyppoo (QUQ)\ (TRUTY))
Ao (¢am) = 0, dans (QUQ)\ (TrUT)
Obam
=0, sur I'p
a/n/AOm, )
a am — ¥am,inc
((b (b : ) = TMm ((bam - ¢am,inc) , Sur FM
8nAOm
| ®am vérifie la condition de Sommerfeld a I'infini
(4.76)
ou est la dérivée conormale associée a 'opérateur elliptique Ag,, et HL
nAOm ’

désigne Pespace de Sobolev a poids défini par (4.19).

Formulation variationnelle au moteur

Le probléme azimutal pour le potentiel acoustique (4.76) se formule variationnelle-
ment. Nous supposons ici le domaine borné : ), = @ par commodité pour ne pas
compliquer inutilement le probléme avec les termes de bord a l’infini qui ne cor-
respondent pas a ce paragraphe et seront explicités dans le paragraphe (4.3.2). Les
espaces fonctionnels se définissent a 1'aide des espaces de Sobolev & poids (4.18) et
(4.19) :

H;mfmod (Q> =
{Gam € Hyp (), tel que [Qbam]\rM = Z pty Zrmn (75 2) + Z gy Ermn (T 2) }

neN neN

(4.77)
On note H,,, . () l'espace fonctionnel H,, (€2), dont les éléments ont une trace
nulle sur la surface modale I');. La formulation variationnelle du probléme continu
(4.76) s’écrit a I’aide d’un relévement de la condition de Dirichlet modale (ce reléve-
ment s’interpréte numériquement en une fonction nulle sur tous les degrés de liberté
intérieurs du domaine et égale a Y~ )t Zrpn (7, 0)+D 2, oy Gy Ermn (1, 0) sur les de-
grés de liberté modaux). Ce relévement est noté abusivement  _a;\ Zrpmn(r, 0) +
Y nen GmnZrmn (7, 0). Le probléeme (4.76) se formule variationnellement :

( Etant donné (a;),), . € C",
Trouver ¢un € Hy,,_p, (Q) et (a;m)neN € C" tel que :
Aom (¢ama wm> + Z a;,maOm (Ermna 7wbm) - Z a;,m,u;@n / Ermnw—m
neN neN s , (4.78)

= - Z a:;mGOm (ErmTH wm) + Z a;n,u:;m / Ermnw—m

neN neN

\ vwm € H;m—mod(Q)

1N,
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ol agm (., . ) désigne la forme hermitienne associée a I'opérateur volumique Ao,
définie en (4.71) :

Aom (¢am7 ¢m) -

— — 1 N
/ PO G ¥ T rilrdz + m? / 0L Gt dlrd
T
Q Q

—/pokg%m?ﬁ—m rdrdz — /pOJ\_/io.?(bam M0.€% rdrdz (4.79)
Q Q
. e e - = —_—
+/p02k0 <M0V¢m (bam - MO-V(bam wm) rdrdz
Q

Les a,,, sont les inconnues modales du systéme et sont placées dans le membre de
gauche. Les a; = sont les sources connues du systéme et sont placées dans le membre
de droite.

4.2.4 Existence et unicité

Problématique

espace  physique

=]

Lorentz
Loreniz

espace de Lorentz

0

Transformée de Lorentz et géométrie

Les domaines considérés sont les domaines tridimensionnels et cartésiens (x,y, z).
Néanmoins, les démonstrations d’existence et d’unicité du probléme acoustique com-
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plet sont rédigées dans un espace cartésien bidimensionnel (’axe x correspond a I’axe
de propagation z et ’axe y correspond aux axes (r,#)) par souci de simplicité étant
donnée la taille des équations a trois dimensions. Les démonstrations sont totalement
similaires dans un espace tridimensionnel et les principaux résultats du paragraphe
suivant sont explicités ultérieurement dans le paragraphe (4.2.4) en coordonnées cy-
lindriques.

La transformée de Lorentz est appliquée a tout I'espace R? = Q; U Qy UQ U Q..
Par abus de notation, les nouvelles variables physiques et les nouveaux domaines
transformés sont notés comme les anciennes variables et anciens domaines.

Ce paragraphe prouve l'existence et ['unicité de la solution du probléme acoustique
complet.

Unicité et condition de rayonnement

On note Ay, (¢,) 'opérateur volumique défini par I’équation aux dérivées partielles
suivante dans (QU Q) \ (TrUTy) :

(L9 ( 90\, 0 ( 00,
1— M2 Ox O O 8y po dy
10 5 Oy 1 0 ¢
1 — Mgo ox (pOMOa: ax) /71 — 2 a (POMOzMOy a )
1 a a¢a a 2 a¢a
- — Mo, My,— | — — M5 ——
T2 M2 By (/00 oz Moy &c) By (Po Oy By )
Zkoojw’oo ikOMOI a(ba

tpo | ———5 (1-Mg,) +
(1—M2)? V1= MZ ) Ox (4.80)

_ 1koo Moo Moy Mo, \ OPa tkooMy O
koMo, — Y a
oot (1—MZ) )331 (1— M2)3 155 (Po%)
1koo M.
koMo, dg) — M M2 u
\/1—78 pOZ 0 0 ¢ ) (1 ) 8:[ (pO O:L'(b )
tkoo My, O
+8y (potkoMoyda) = 73 M2 By (Po Moz Moy®a)
—k% M? 2kokoo M,
oot oo 1 — M2 k2 . 0 Oa: 00 .=
\ +p°(<1—Mso>2( KA T A
La dérivée conormale de 'opérateur elliptique Ay, est notée
NA;L

Tra désigne 'opérateur Dirichlet-Neumann transformé dans 1’espace de Lorentz,
qui s’obtient en appliquant la transformation de Lorentz & l'opérateur Dirichlet-
Neumann (4.74) permettant de borner le domaine modal du probléme continu non
transformé (4.76) :

{ e B i (481)
(ba - Z(m,n)eZ xN :ur_rm<¢a7 Ermn)LQ(FM)Ermn
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Le caractére incident ou réfléchi d’'un mode dans I'espace de Lorentz dépend du
caractére de son image par la transformée de Lorentz inverse :

—_ vt p—
(ba,inc = Z <¢a,inca :rmn>L2 (FM)e T Srmn (y) ,V(l’, y) € FM
(m,n)€Z xN
gba - ¢a,inc = Z <¢a - gba,incy Ermn>L2(FM)ewmnmE7"mn(y) ,\V/(ZL‘, y) S 11M
(m,n)€Z xN
(4.82)
ou l'on a noté :
fyfm = —kl_ M.+ 1— Mgoﬁf_fm, les constantes propagatives axiales
Hin = 1PNy (k:MMM — (1 — MJ%J) ffm) ., les coefficients de 'opérateur Try,
(4.83)
Koo
avec k. =

\/1— M?

Si le Mach moteur zogale le Mach infini, la transformation de Lorentz annule sim-
plement 1’écoulement et ’on retombe sur le classique opérateur Dirichlet-Neumann
d’un guide d’ondes.

L’opérateur Dirichlet-Neumann est écrit pour un guide d’ondes a trois dimensions
par abus de notation : son expression bidimensionnelle est conceptuellement iden-
tique (seules les fonctions de Bessel radiales sont remplacées par la classique base
de Fourier L? en cosinus d’un segment. Les constantes propagatives axiales et les
coefficients de 'opérateur 17, restent conceptuellement identiques.

Théoréme 4.2.5.

e Le potentiel acoustique transformé dans l’espace de Lorentz cartésien bidimension-
nel (Q U Qe) \ (T'r UTy) vérifie l’équation aux dérivées partielles elliptique Ay, (¢q) =
0.

e Les conditions aux limites du potentiel transformé et de l’écoulement transformé
s’écrivent :

1.
1
7]\4_2]\407;%)6_; + M()yﬁ.e_y) = O, \V/ZL' - FR
Va; - M (4.84)
an: = 0, Vx € FR
L
2.

a ((ba - (ba,inc)

9 = TLM ((ba - (ba,inc) 5 Vr € FM ; (485)
nA,

o [’équation auzx dérivées partielles (4.80) est équivalente a I’équation de Helmholtz,
la ou ’écoulement est uniforme.
Pda P da

0x? * Oy?

+ ()" ¢a =0, (4.86)

0
e Le potentiel transformé vérifiant lim /| ba _ ikl ¢o|*dy = 0 est unique. Cette
R—+o00 on
SR
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condition est la condition classique de Sommerfeld appliquée au potentiel acoustique
transformé, o Sg (resp. Br) désigne la spheére (resp. la boule) de rayon R et d’ori-
gine nulle avec R choisi de telle sorte que ', C Bpg.

Preuve du théoréeme 4.2.5 :

Le difféeomorphisme C'* de la transformée de Lorentz avec les paramétres de 1’écou-
lement constant a 'infini (3.6) est appliqué dans tout le domaine extérieur R3 =
QU UQUCQ, al’équation aux dérivées partielles cartésienne bidimensionnelle
du potentiel acoustique (4.64). Le changement d’inconnue conduit a I’équation aux
dérivées partielles (4.80) pour le nouveau potentiel acoustique. Les nouvelles condi-
tions de bord s’obtiennent de la méme fagon. La nullité de la dérivée conormale dans
'espace physique est conservée par la transformation de Lorentz : (4.84). La trans-
formée de Lorentz appliquée a 'opérateur différentiel de bord modal (4.74) donne
I'équation (4.85).

L’ellipticité de I'opérateur Ay s’obtient en écrivant la partie principale de I'opérateur
Aj sous forme conservative :

1— M3, Moy My,

— M2 — M2
div (A (z,y) Vo, (z,y)) avec A(x,y) = po ]1\4%%82 1 Mc;O (4.87)
1— M2 L= Moy
Xy
Xl P Al —_—
< Ale, )X, X >=po [ = Xo (I - M0M0> - M2
1— M2 v,
2
— —X X
(Ale.)X. X) = gy (1= [Tof?) | ( Vi )P > o, b0, ) (52 )
2

L’inégalité d’ellipticité de I’équation aux dérivées partielles (4.80) s’écrit, :

Xy

V(z,y) € VX = ( X,

) GRQ, <A(?)X,X >> C(po,Mg,Q)| ( ;; ) |2

(4.88)
La preuve de (4.86) s’obtient en remplagant 1’écoulement variable pg, ko et ]\70 par
ses valeurs a l'infini.
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On note ar( ., . ) la forme sesquilinéaire volumique suivante :
( B 1— M2, \ 0, 81& o\ Opg 0P
aL(gba)w) - /100 ((1 — MOO)Q) or a + Po (]- MOy) ay ay
Q Q
1 da DY 0o OV
S Moo Moy —22
1_M§O/P0 0z Moy dy N /71_ /Po Moy —— O 83/

’lkoMOx 3%

V1 ) oz
Z'k:OOMOOMOJ:MOy)aQbaE
1—MZ oy (4.89)

/
/
+/p0 (z’k:ooM (1 — Mgz)+ iko Mo, >¢a o0
Q
/
[

— 5 (1= Mg,) + W

(1—M2)3 JI—MZ

[ (oo, — R ) 0 5
—kZ M2, Qhkiohoo Mog Moo ., —
— X770 1 _M2 k2 0otz Voo .
On note by ( ., . ) la forme sesquilinéaire de bord suivante :
' 1— Mg 8¢ Mou Mo, 96
b a — 0x a —> —> oz Moy a N
(6 ) 8//)0(1 )2 T
0o Mo, M L)
1 M2 a T —> —) k4 Yy a —) —)
+/p0( )ayz/}n mﬁxw
0
/ (oM oMy koMo Mgm)d) SR (4.90)
- M ey,
S EV S R (R
. 1k oo M 5o Mo, M _
+/p0(2k0MOy — . ]\4(’)2 Oy)(ba’l/}%) 6_)
\ 0N >

Par linéarité, montrer 1'unicité du probléme équivaut & montrer que pour une source
sonore incidente nulle, la condition de Sommerfeld implique une unique solution
nulle.

Lemme 4.2.6. On suppose donc la source sonore incidente nulle : ¢qinc = 0. Le
probléme transformé (4.80), (4.84) et (4.85) se formule variationnellement dans Q) :

Trouver ¢, € H' () tel que :
ar(@a, V) = (Toa (Ba) s ) L2(ry) + / V6T D (4.91)

)
Foo

Vi € HY(Q)

e La solution du probléeme transformé soumise a la condition de Sommerfelfd vérifie
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le bilan d’énergie :

lim g oo Ko || dal l2(55)
+
Z Z Im (:U’in) |<¢aa Ermn>L2(FM) |2| IErmn| I%Q(FM) ’ (492)
(m,;n)eZxN +
=0

ot la somme modale ci-dessus ne se fait que sur les modes propagatifs.
o En l'absence de modes incidents propagatifs a l’entrée de la nacelle (¢gin. =0) :

[ @allzasq) =0 (4.93)

* 09,
li — |2 =0 4.94
L el TZTC (4.94)

Preuve du lemme 4.2.6 :

La formulation variationnelle (4.91) s’obtient a partir de ’équation aux dérivées
partielles elliptique (4.80) que 'on a multipliée par une fonction test et intégrée par
parties. L'expression des conditions aux limites (4.84) et (4.85) dans l'intégrale de

bord (4.90) donne le second membre. ay( ., . ) est la forme sesquilinéaire volumique
associée a l'opérateur Ay et by (¢a, V) = (Tom (0a), V) r2ry,) + /?(ba.ﬁ@ est la
| P

forme sesquilinéaire de bord associée a la dérivée conormale 3 )
NA;L

La forme sesquilinéaire volumique (4.89) s’écrit sous la forme synthétique :

ar, (gbaagba) :/fl(xvy)|¢a|2+/<A(x7y)v¢aav—¢a>

Q

Oy — . Opa—
+/if2(:p,y)a%¢a+/Zf2($ay)a%¢a , (4.95)

0 0
Oq 0po—

+/if3(x,y)a—y%+/if:z(%y)a—yéba

Q Q

ou fi, fo et f3 sont trois fonctions W > (Q) a valeurs réelles. La matrice A(z,y)
définie par (4.87) étant réelle, symétrique, définie et positive, la forme sesquilinéaire
volumique vérifie :

Sm (az (Ga ¢a) = 0, Voo € H (Q) (4.96)

[application de ¢, comme fonction-test dans la formulation variationnelle (4.91)
donne ’égalité :

0pg—
01(60:00) = [ DG+ (Tun (62) 621200

Il
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fon 71 - g1 -
aL(¢aa ¢a) = /( a(i - ka¢a)¢d + Zkoo / ¢a¢a + <TLM (gba) ) ¢G>L2(FJVI) (4'97)
|SS

[e']

En utilisant la décomposition de ¢, sur les modes de conduit et I’orthogonalité de
ceux-ci :

<TLM (¢a) 7¢a>L2(FM) = Z Zﬂin‘@ﬁaaErmn>L2(FM)|2HErmnH%2(FM)

(m,n)EZxN =+

En identifiant partie réelle et imaginaire dans I’égalité (5.26) :

FollallZewny + D D Sm (tm) Koo Evmn) 120an || Ermal F2(r,)
(m,n)eEZxN =+

a a 7/ o a a -1/
= _—Qm /( agi — ik ®a)Pa | < || Pallz2@anll agz; — ik PallL2(ro0)

oo

La somme modale ne se fait que sur les modes propagatifs :
Sm (pg,) =0 <= le mode est évanescent (4.98)

Sm (pg,) < 0 <= le mode est propagatif incident (4.99)

La condition de Sommerfeld conclut (4.92). En I’absence de modes propagatifs in-
cidents, on a une somme de deux termes positifs nulle, il découle (4.93) et la nullité
des coefficients des modes propagatifs réfléchis :

la,.,| =0, V¥n €N tel que = = soit un mode propagatif (4.100)
La condition de Sommerfeld et (4.93) implique (4.94) :

agba a¢a .
I n 20 < FlollPallz2re) + I o ikl @allL2(re)

Le théoréme de Rellich [56] et le principe de continuation unique pour une équation
aux dérivées partielles elliptique (la régularité W' > (Q) des coefficients variables
provenant de I’écoulement porteur est suffisante) concluent la nullité de ¢, partout
et donc la nullité de tous les coefficients réfléchis (pas seulement les propagatifs).
Citons le théoréme de Rellich [56] :

Théoréme 4.2.7 (Rellich). Soit ¢, une fonction de classe C? pour |z| assez grand,
et vérifiant I’équation de Helmholtz : A¢, + Ao, = 0 pour |x| > ro (avec X > 0).
Alors seuls deuz cas de figures sont possibles :

¢a(x) =0 pour |z| > ry (4.101)

VRy > 1y, 3C > 0 tel que / |pa(z)]*dx > CR, pour R assez grand

Ro<|z|<R

(4.102)
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Le théoréme de Rellich et (4.93) entrainent (4.101). Etant donné e > 0, il existe
d’aprés (4.93) un réel R, > 0 tel que ||¢“||i2(5r) <€ Vr > R..

VR > R, / |al? da = / dr/\¢a|2rd9§e(R—R6)

Re<|z|<R Re<r<R Sr

Le cas (4.102) du théoréme de Rellich n’est pas possible : ¢, = 0 pour |z| > 7.
Le principe de prolongement unique d’une équation aux dérivées partielles stricte-
ment elliptique & coefficients variables de régularite W °° (Q) (qui est la régula-
rité de I’écoulement porteur dont on peut extraire une sous-suite convergente pour
W < (Q) d’aprés le théoreme d’Ascoli) implique la nullité de ¢, partout dans
Q UQUQN\Tg. Par unicité de la décomposition modale dans le guide d’ondes,
les coefficients réfléchis évanescents sont nuls. Par linéarité, la solution du probléme
transformé est unique.

Existence

Les domaines considérés ici sont les domaines cartésiens tridimensionnels corres-
pondant & ceux du paragraphe (4.2.4) (I’axe de propagation z correspond a l'axe
précédemment nommé x et les axes transverses (r, ) correspondent a I’axe préce-
demment nommé y). Le cas tridimensionnel est de nouveau considéré, car a l'exté-
rieur les équations ne sont pas compliquées par la transformée de Lorentz. On gagne
de plus en généralité en exprimant ’opérateur Dirichlet-Neumann tridimensionnel
a linfini.

Les variables physiques transformées sont toujours notées comme les anciennes.
L’existence du probléme acoustique transformé (4.80), (4.84) et (4.85) est démontré
dans ce paragraphe. Il suffit de prouver que 'on est dans le cadre de l'alternative
de Fredholm pour obtenir I'existence, sachant que I’on a démontré I'unicité dans le
paragraphe précédent.

Le probléme posé dans le domaine Q U €.\ (I'r U ")) est ramené au domaine borné
() par un opérateur Dirichlet-Neumann & ’'infini. L.’équivalence des deux problémes
est prouvée. Le domaine €2 est borné et régulier : on utilise I'injection compacte de
H' (Q) dans L? () pour prouver la compacité de 'opérateur différentiel volumique.
Les propriétés des opérateurs Dirichlet-Neumann "modaux et infini" ramenant le
domaine global Q3 UQ U Qg a Q prouve alors que le probléme reléve de I’alter-
native de Fredholm.

La démarche est classique et s’inspire de la thése de T. Abboud [1] (ou encore article
[2]), qui prouve l'existence et 1'unicité du probléme similaire précédement présenté
(4.1).

Réduction a un domaine borné :
Le Laplacien en coordonnées sphériques s’écrit :

ig (7,2 a(ba

A¢a =

1
r2 or or ) * T_QALB%’ (4.103)
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ou Ay p est 'opérateur de Laplace-Beltrami agissant sur les fonctions définies sur la

sphére unité S :
1 0%¢, 1 0 (. 09,
—5 5 —— — ( sinf
sin“f 0¢ sinf 00 00
App est inversible et d’inverse compact sur H! (S) /R. Les harmoniques sphériques
Yim (0, ¢) forment la base propre dénombrable de App. A [ fixé, les (YEM)—zgmgz

forment un espace propre de dimension 2/ + 1 associé a la valeur propre [({ + 1) de
_ALB .

Arpda = (4.104)

—ArgYim =11+ 1Y (4.105)
Les harmoniques sphériques se définissent analytiquement :
1
J0+1/2(0—m)l 2 .
_(_1\m I im¢o pm
Vi (0.0) = (1" [ L2 e s, (4.106)

ou P sont les polynomes de Legendre associés, dont ’expression analytique s’ob-
tient par récurrence :

1 (ZL‘ COS ) 21“ (SlIl ) _1' ( — X ) s \Y m
m ( 1)l (l m>' : —m d . 2\!
= = [ — V—-[ < <
Pl (.%' COS@) 2”' (l m)' (sm€) T (1 Xz ) y l m 0
(4.107)

(VY},m,T—(ﬂE}Y},m forment une base orthogonale de T'L? (S), I’ensemble des champs
vectoriels tangents de carré intégrable définis sur la sphére unité S. On cherche une
solution & variables séparées de I’équation de Helmholtz a 'extérieur de la boule By
de rayon R (Sg désigne la sphére associée), ou le rayon R est choisi assez grand pour
que I', C Bg (le potentiel transformé vérifie alors I’équation de Helmholtz pour le
nombre d’ondes £ ) :

+o00 m=+1I

Ga (1,0,0) = > g (Koor) Yim (0,) (4.108)

=0 m=—1

La partie radiale de chaque coefficient de la décomposition de la solution vérifie
I’équation différentielle :

1d d I(1+1
(ﬂ—hl,m) + (1 X :; )) him =0 (4.109)

r2dr dr

Les solutions de cette équation sont les fonctions de Hankel (ou encore Bessel sphé-
riques), qui se répartissent en deux classes de solutions. Leur expression analytique

se déduit par récurrence :
1d\' /e
h(l) — ([ 2 i
D= (o) (S

) = - (L) (20)

(4.110)
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0p, .
Seule la famille (1) vérifie la condition de Sommerfeld : I%im | Po _ ikl pa)* — 0
— 00 mn
SR
. La solution du probéme de Helmholtz extérieur avec une condition de Dirichlet :
( A¢y + (K. )¢, =0, Vz € R3\Bpg
+oo m=+I1
=3 bnYim (0,0), Vr€ Sk
0 (4.111)
. a . 2
éﬂ&/' g~ el =0
\
existe et est unique. Son expression analytique s’écrit :
400 m=+1 )
=Y gt V) 1) (r) Yim (6,9) (4.112)
=0 m=-—I R)

On définit Vopérateur Dirichlet-Neumann Tg, qui a une fonction ¢, € He (Sgr)
associe la trace sur Sk de la dérivée normale de 1'unique solution du probléme
(4.111) pour cette fonction comme condition de Dirichlet. L’opérateur Tx, qui, a

oo m=l
toute fonction réguliére ¢, (R, 0, ¢) = Z Z G1mYim (0, ¢) sur Sg, associe :
=0 m=-1
d
5 —n" (K. R)
Tr(¢a) = ) ko™ OrmYim (0, 0) (4.113)

b (K. R)

Im

se prolonge de maniére unique en un opérateur continu de H> (Sgr) dans H2 (Sg).
[’opérateur Tk a les propriétés suivantes :
[ ]

—Re ((TR (¢a) 7¢Q>L2(SR)) = ||§ba||L2 SRr)s Vo, € H2 (SR) (4.114)

e Pour toute fonction ¢, € H}, (QU Q. \Bg) satisfaisant I'équation de Helmholtz
dans QU Q.\Bg avec second membre nul et vérifiant la condition de Sommerfeld,
sa trace sur Sp vérifie :

Oba

on

= TR (gba) , sur SR (4115)

Le probléme suivant :

Trouver ¢, € Hy,, (QUQ\ (CrUT)) tel que :
AL(gba) :0, dans QUQG\ (PRUFM)
a a — Wa,nc
% =Tim (G0 — aine) sur I'y,
0o, ¥
=0, sur I'p
8nL
lim | % — ikl _¢a|*dy =0
R e

(4.116)
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est équivalent au probléme dans le domaine borné et régulier 2 :

Trouver ¢, € H' () tel que :
Ar(da) =0, dans )
9 a — Pa,inc
% =Ty (¢a — Pajine),  sur I
o (4.117)
Opa
=0 sur I'p
3
L 8na =Tr (), sur Sg

Alternative de Fredholm :
Le probléme posé dans le domaine borné Q (4.117) se formule variationnellement :
Trouver ¢, € H' () tel que :

ar(¢a, V) = (Troar (9a) s V) r2ry) — (TR (Da) , V) L2(5R) = Line (V) (4.118)
Vi € H' (Q2)

—
Les paramétres fluides py, ko et M, sont de régularité : W1 (Q). L’équation aux
dérivées partielles volumique (4.80) s’explicite sous la forme synthétique :

o 0o, 0¢,
AL (gba) = div <A(ZL‘,y, Z)v¢a) + gl(xvya 2)% + 92(1', Y, Z)i + 93(1" Y, 2)¢aa

0 oy
(4.119)
ou les fonctions g;(z,y,z) sont & valeurs complexes et bornées dans  : L (Q).
Le probléme (4.118) reléve de l'alternative de Fredholm. La forme hermitienne du
membre de gauche de (4.118) se décompose en deux formes hermitiennes : une
coercive b (¢4, 1) et une compacte ¢ (¢, ).

b(6ar ) = [ Alz,0. 20V 00F0+ [ 000~ (Tuar (60) )20 — (T (60) D
Q
O s
gl(xayvz) aq;w+/QQ(xayuz)a;Zw+/(g3(x7yaz) - ]') gbaqu)

Q Q

c(¢a V) =

D\D

(4.120)
[opérateur associé a la forme sesquilinéaire b(. , .) est coercif. L’opérateur associé
a la forme sesquilinéaire ¢(. , .) est compact. Le probléme acoustique reléve de
I’alternative de Fredholm et I’existence découle de 'unicité prouvée précédement.
Preuve de la coercivité de b :
Analysons la partie réelle de b(¢g, ¢q)-
[’inégalité (4.114) pour la partie réelle de 'opérateur Dirichlet-Neumann a 'infini
s’'écrit : )

—Re ((Tr (@a)  Ga)12(5)) 2 FlSallrz(sn), Voo € H? (Sp)

L’inégalité correspondante pour la partie réelle de 'opérateur Dirichlet-Neumann
modal de Lorentz s’obtient en exprimant :

—Re (<TLM (¢a) 7¢a>L2(FM)) = —Re Z /‘L;m <¢aa E7’mn>L2(FM)|2

(m,n)€Z xN
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et en utilisant les propriétés (4.83) des constantes . . de 'opérateur Dirichlet-
Neumann 17,y :

—Re (Tiar (90), Bdrersn) = 30 oy (1= MEKZ,, = Kl Zrona)
(m,n) € E

?

ou E = {(m, n) € Z x N\ {(m’, ) \K e > {\/fiMT?J }} désigne ’ensemble des

indices discrets correspondant & des modes propagatifs. Et donc :

—Re ((Toar (9a) , Pa) r2ran)) = 0, (4.121)

La matrice A étant symétrique et définie-positive dans tout le domaine 2, les inéga-
lités (4.114) et (4.121) donnent la coercivité de b :

1b(¢a; @a) | = Re (b(¢a; $a)) = C (Q,po, 1\75) 16al |}y, Yo € H' (Q)  (4.122)

Preuve de la compacité de c :
Montrons la compacité de ¢ terme par terme. L’opérateur C' est défini par la pre-
miére intégrale de c et le théoréme de représentation de Riesz :

Clz{Hl(Q) — H'(Q

) .
60— Ci(dn) tel que : (4.123)

Vw S Qa <Cl(¢a)7w>H1(Q) = /gl(xaya Z) O E
0
Cet opérateur est continu de H' () dans H' (Q) :

Opa
||Cl(¢a)||§11(g) = (q1(z, v, Z)a;iycl(%)ﬁ?(ﬂ)

1C1(0a)llin @) < sup{lg1(x, 9, 2} lIallirs @ [1C1(00) 220

1C1 (Pl Fr1 0y < Nl @l |allmr (@) ||CL(da) | 220 (4.124)

La continuité de C; dans H' (Q) est immeédiate a partir de (4.124).

Soit (@an),cy une suite bornée de H' (). Par continuité de C1, la suite (C1(dan)),,cn
est bornée dans H! (€2). Q étant borné et régulier, on peut en extraire une sous-suite
(C1(Pany) ), en qui converge fortement dans L? (Q2). On écrit en utilisant (4.124) :

Cy (Gany ) —Cr(bam ) Ny < N1l ooyl Pan, — Pamy |1 11 (@) [1C1 (Pan, ) = Cr (amy, )| 2()

(C1(Pany. ), e st donce de Cauchy dans H' (Q) et converge fortement dans I’espace
complet H' () : 'opérateur C} est un opérateur compact dans H' (Q).

Les deux derniéres intégrales de ¢ se traitent de la méme maniére. L’opérateur associé
a la forme sesquilinéaire ¢ est compact.
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Formulation axisymétrique

Nous énongons ci-dessous ’analogue axisymétrique du paragraphe précédent (4.2.4).
Les domaines considérés sont maintenant les domaines de coupe transverses bidimen-
sionnels, que I’on note par abus de notation comme les domaines tridimensionnels
cartésiens.

Les domaines et les variables physiques transformés sont toujours notés par abus de
notation comme les anciens.

e Le mode azimutal m du potentiel acoustique total transformé ¢,,, dans ’espace
de Lorentz cylindrique vérifie ’équation aux dérivées partielles volumique :

( lg a(bam _'_ 1 g a(bam
ror \'" oy 1—M2 0z SaPE

9, ODam 1 0 OPam
- /71 — Mgoa (pOMOTMOz Oz - /71 — Mgo& (pOMOzMOT or )

1 0 0p 0 0
_ 92 am\ 9 [ 2 OPam
1—M2 0z (,00 % 9z ) or (,00 o or )
Zk?ooMoo ikOMOz MOT’MOZ a¢am
oo | s (- M) + -
po (1_Moo)2( 0-) V1—MZ 7“\/1—]\/[30> 0z
2

M ZkOOMOOM T'M z a am
+po (— Tor+z'k0]\/[0r— Or 70 ¢

1— M2 or
o . koo Moo O (podam)  ikeoMoo O
a k Mr am 3 - a MT‘M zWam
+8r(20p0 or® )+(1—M2)2 By 1—M308r<p0 or Moz Pam)
1 5, 5 koM O

= T pika M __hooPeo 9
+ =02 0 (poikoMo:Pam) - Mgo)% 9

m? k2 M2 iko Mo,
+p0 (___M(]_—Mgz)—k 00 )¢am

r? (1—-M2) r
. MOTMOZMOO 2 2koo*]\4001{301\402
— kooi ky — am 0
f’“( he a2y TR Ty )¢

(4.125)
que l’on note par l'opérateur volumique Ay, (¢,) = 0.
e L’équation aux dérivées partielles (4.125) est elliptique.
e Les conditions aux limites du potentiel transformé s’écrivent :

1.
1
ﬁMOZW.e_; + My n.e, =0 ,Vxelg
Va(; — M (4.126)
= = 0 ,Vl’ S FR
8nALm
2.

a ((bam - (bam,inc)

8nALm

= TLMm ((bam - ¢am,inc) ,Vx € FM , (4127)

ol T prm désigne 'opérateur Dirichlet-Neumann dans ’espace de Lorentz et s’obtient
en appliquant la transformation de Lorentz a I'opérateur Dirichlet-Neumann (4.74)
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permettant de borner le domaine modal du probléme continu non transformé (4.76) :

Tyatm : H2 (Tyy) — H2 (Ty)
¢am - ZREN Homn (Qba, :rmn)LQ (Tar) Zrmn
ou l'on a noté :
7:7_2” = —ki Moo + mﬁfm : les constantes de propagation axiales
/’Lin = 1pm (kMMM - (1 - M]@) ,jfm) . les coefficients de opérateur 17y
(4.129)

e [’équation (4.125) équivaut a la classique équation de Helmholtz avec un simple
déphasage Doppler en dehors du domaine perturbé :

Oam \ _ m° P K
7’87“ ( or ) B ngam T 022 + 1— Mgogbam =0 (4130)

e Le théoréme de Rellich implique 'unicité du potentiel transformé vérifiant la condi-
tion de Sommerfeld :

. aQbam . k 2 _
RLHJIrloo/| - 1 —M ¢am| d’)/ O (4131)

ou Sg (resp. Bg) désigne la sphére (resp. la boule) de rayon R et d’origine nulle avec
R choisi de telle sorte que I'y, C Bp.

e Le probléme acoustique global transformé reléve de I’alternative de Fredholm et
I’existence du potentiel acoustique transformé découle de 1'unicité impliquée par la
condition de Sommerfeld.

4.3 Du continu au discret

4.3.1 Couplage numérique modes-volume

" OlPam—amine)_ Honn{Pam—Bamine, Ermn) Ermn

0
anAOm neN L2(Tw)
0 z

P, i,
6¢ —ikne My ;

Ag—M3, + Rt =0 pm

Relévement modal discret
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Les domaines considérés sont les domaines de coupe transverses bidimensionnels.
Soit 7 une triangulation réguliére de Q. On note 7° (resp. 7!, 72) I'ensemble des
sommets de cette triangulation (resp. arétes, triangles). Les sommets se situant sur
la surface modale I'y; sont notés : 7). Les sommets non modaux sont notés : 7%.
La formulation variationnelle (4.78) est discrétisée avec des éléments finis classiques
continus, H'-conformes et P! par élément triangulaire. La fonction de base du de-
gré de liberté (resp. les coordonnées) correspondant au sommet j € 79 est notée ¢;
(resp. s;). Le degré de liberté correspondant au sommet j est noté abusivement j. La
solution discréte du probléme continu (4.78) a pour inconnues les degrés de liberté
non modaux et les coefficients modaux réfléchis ¢, = ZET% iP5+ Y nen CmnZrmns

oll u; = ¢u(s;) est la valeur de la fonction discréte au degré de liberté j. L’espace
des fonctions-tests se composent des fonctions de base éléments finis pour les degrés
de liberté non modaux ;, i € 7% et des fonctions de base Z,,,,» pour la surface
modale I'j; (changement de base discret).

Les termes numeériques provenant de la formulation variationnelle (4.78) sont exa-
minés un par un :

Fonctions-tests intérieures éléments Finis

Exhibons les termes matriciels provenant des fonctions-tests éléments finis intérieurs
(I
Aom (P, Vi)

Z a';nnGOm (Ermn7 wz)
(4.132)

Z a':rnnGOm (Ermn7 wz)

neN

Fonctions-tests modales

Exhibons les termes matriciels provenant des fonctions-tests modales =,,,, :

Aom (¢ja Ermn’)

Z a;znGOm (ErmTu Ermn/)

neN
Z ay—;nGOm (ErmTu Ermn/)

nen (4.133)
> Gt

neN

—_ —_
— — ,
—rmn-=—rmn

—

1N

+ ,,+ = =
Qo b SrmnSrmn/
mnimn

L neN Ty
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Equation matricielle discréte

Les modes relevés discrets sont décomposés sur les fonctions de base des degrés de
liberté de la triangulation 7 :

Ermn = ZJ'GTJ% Ermn(5j>¢j (4134)

A chaque mode azimutal fixé m, il faut prendre en compte une infinité dénombrable
de modes réfléchis. On ne peut traiter numériquement qu'un nombre fini de modes
réfléchis : on se restreint aux modes propagatifs, qui sont en nombre fini et qui seuls
véhiculent I'énergie. De-méme la source incidente ne peut se décomposer numéri-
quement que sur un nombre fini de modes : on se limite uniquement aux modes
propagatifs et I'on résout un probléme pour chaque mode propagatif incident (les
modes évanescents, rapidement atténués, ne sont pas pertinents dans I’étude du
rayonnement extérieur). La linéarité du probléme permet de recomposer la solution
pour toute source incidente propagative par combinaison. On désigne par X,,, (resp.
X)) les matrices, dont les colonnes représentent les vecteurs des valeurs nodales
des modes transverses sur lesquels la partie diffractée de la solution est cherchée
(resp. des fonctions-tests mode transverse) pour chaque n € N propagatif (resp.
chaque n’ € N propagatif) du mode azimutal m en cours. On désigne par Erm.70, les
degrés de liberté modaux des éléments finis H'-conformes :

—_ —_

:‘rm.T]& :‘rm.T]&
= / =
ny —rmni nq —rmn]
= _— / =
tan = N2 Srmng , tan/ = TNy Srmnl, (4135)
ng e ny Srmn),

L’implémentation des matrices de couplage se traduit par un produit matrice-vecteur :

ZnEN oy, QO (:rmna :*rmn’l)

ZTLEN a;zna’om (:‘T‘mna :‘7’7717’/2

ZnEN a;@naOm (:rmna :‘rmn;)

:‘rm.Tjej _
n/ = , a’mnl
/1 —Trmn; n n N a._
= 1 2 ... mng
n2 Hrmné N [aOm ((b]? wz)] . o o _ .
. . —rmni —rmnz - —=rmng
amnk

—
= /
rmnj,
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[’obtention des termes de couplage de la formulation variationnelle (4.78) se réca-
pitule :

(

neN

Z a;rmG/Om (Ermna %)) [aOm ((b]? wzﬂ (4,4) mn X (a;nn) (n)
(@)

Z amn,aOm Zrmn! ,1/&)) aOm ((b]? 1/&)](” an X (a;rm)(n)

neN (4)

E a'mnGOm Hrmna_*rmn

)™
),

a'Om (¢]a ¢Z)] Xinn X (agln)(n)

Z a'mnGOm Zrmn _‘rmn - ann’ Aom (¢]a ¢z)] mn X (a;;n)(n)
neN
\ (GOm ((b]a —rmn ))( ) aOm %ﬂ/&)] (4,5)
(4.136)

Les termes de couplage provenant des matrices de bord sont calculés analytique-
ment. Les modes transverses de conduit =,,,, sont orthogonaux (Z,,.,, et =, sont
orthogonales dés que (m,n) # (m’,n’)) et la renormalisation des modes (2.16) donne
I'expression analytique de ||Z,n|[r2(r,,) :

r -
S [ Emt | =20 i G,
neN 27 |€mn| | (n/n)
T'm (n') (4137)
S (FM) /‘Lmn ] +
amn:umn / SrmnSrmn’ = 5”” X O,
neZN 2m LGl 1(n'n) () (n)
T )

On note les matrices de bord modales :

ny ... Ng
o 00
- STu) ™ i -
['um] (n'n) o 0 Iurlm. 0 (4.138)
3 _
0 T
[e=

La formulation variationnelle (4.78) du probléme continu (4.76) restreint aux espaces
fonctionnels discrets H'-conformes admet la formulation matricielle suivante ( ou
'on utilise les notations (4.136) et (4.138)) :

AOm Aomen U]
( Xt Aom XL Ao X — (18] ) ( a= (4.139)

mn

— - [Aom] - Xonn (af))
_ ( (X;n/.[—AOW].an+ MJ) (a*) ) ,
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olt Ao = (aom (@5, %:));; est la matrice volumique obtenue a partir de la forme
hermitienne (4.79). La matrice issue de la discrétisation du probléme continu n’a
plus de degrés de liberté modaux type éléments finis. Ils sont remplacés par les
coefficients de réflexion a,,,,.

4.3.2 Equations intégrales avec écoulement

Les domaines considérés ici sont les domaines transverses bidimensionnels. On se
place ici dans l’espace physique et les variables physiques désignent les variables
classiques.

L’application de la transformée de Lorentz dans ) complique I’équation aux déri-
vées partielles volumique (4.125), tandis qu’elle simplifie les opérateurs intégraux
(4.130) en annulant 1’écoulement dans €2, (noyau de Green classique de 1’équation
de Helmholtz).

On décrit ici une méthodologie permettant de garder le probléme volumique physique
initial simple, tout en couplant le probléme & l'infini avec les classiques opérateurs
intégraux de ’équation de Helmholtz.

Transformation de la dérivée conormale de bord du potentiel

Soit 0 € I — (r(0),z(0)) € ', un paramétrage normal orienté comme celui
du paragraphe (3.2.1). La variable o désigne une abscisse curviligne et le vec-

) dr(o) dz(o
teur tangent normalisé 7 = ( ( ), (o)
do o
tant a Q (paramétrage orienté de bas en haut par rapport a l'orientation posi-
tive des z). La composition de ce paramétrage par la transformée de Lorentz :

z (o)

1— M2
triquement dilatée par Lorentz. Mais ce paramétrage n’est plus normal. Il garde la
méme orientation, mais le vecteur tangent doit étre renormé. La nouvelle normale a

I s’exprime en fonction de I’ancienne normale :

7:(7',>: 1 \/1—M27,
T \/1— M2 72 Tz

. / ) ", (4.140)
n/ = ( n}n/ ) = 9
oY 1 — M2 n2 na\/1— M,

Appliquons maintenant la transformation de Lorentz a 'intégrale de bord apparais-
sant sur ['y, 14 o ’écoulement est uniforme. Les deux étapes de la transformation
de Lorentz (3.6) et (3.7) s’écrivent :

) est tel que W = €9 A T soit sor-

cel — |r(o), ) € I donne un paramétrage de la surface géomeé-

N N3~

[= / {%‘i“ (r,2) — (—z’koo% (r,2) + Moo [V 4] (T,z)) m.ﬁ}@(r,z) rdrdz

Il
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Le théoréme de changement de variable appliqué a la dilatation géométrique de la
transformation de Lorentz L : ', — L (') = [, donne :

= / [aai (v VT D) — (—ikctss (', /T~ DIZZ)
nga ( \/1 M&z’)) MOOW>]¢< /1 — M2z ) r'|Jac (L7Y) (r,2') |dr'd2’

11 vient :

] p—
1— M2

5 oot o~ (o T [Fo o) T ot |
A
ol Uon a posé ¢, = ¢,0L~". La dérivation des fonctions composées donne les égali-
tés :
(. ~ nyoL !
< [VodoL ™, oL ™ >=< Vg, | oL | >

[ M2
— = =_ 0
< Moo, [V@oloL™" >=< Vo, | __ M >
/1-MZ

—ﬁ O
< My, Mol ™! >= _
L * ( —M n,oL™!
Finalement, la dérivée conormale de bord s’écrit dans I'espace de Lorentz :

8¢ (%;a o 5 M aﬁb ~1

o 1
n.oL 7+
or' (x/l— 2 0y V1 82
~~/ zkooMooz’
[ ¢a noL ™+ /1 — M2n, oL 09 ] Mg

or! 02

. —ikoo Moo 1
0l pg = e V"M% est le potentiel acoustique transformé (3.7) dans Pespace de

Lorentz.

il

~~ ~—
a;‘j nyoL ™t + /1 — MgonzoL_l%] Yr'dr'dy
r 2

[’expression de la normale dans l'espace dilaté (4.140) donne lintégrale de bord
dans 'espace de Lorentz :

/ {a;;“ . <—z'k:oo¢a + M;V%) M;W} ¥ rdrdz

s

, (4.141)

_ — :~/—/>T
\/1—MO20/ 1 —M2n2 Vo, .n'y" dy

I"/

oo
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~
ou ¢, , le potentiel acoustique transformé, vérifie I’équation de Helmholtz au-dela
de I',.

Couplage intégral avec écoulement

En absence d’écoulement, la formulation symétrique (4.9) couple la pression volu-
mique intérieure (P* par élément volumique intérieur) & la vitesse normale surfacique
extérieure (P° par élément surfacique extérieur) :

Trouver (p, ¢ =" v.n') € HY(Q) x H V(") tel que
= =, ., — ik — ., = —
[Vp'th—k ppt} =3 ¢pt—ik | D¢ p'+ | Npp
T T T

) i/pa—/Dp.EHk/sqs.E:o ’
QF T T

| V(. ¢") € H'(Q) x H*(T)

v.n vitesse normale (PO par élément poutre)

La transformation de Lorentz transforme les quantités physiques suivantes :

Opa 094
Ony,  On

- (—ikoogba + M;.Vqsa) Mo Leentz G

>
Lorentz ~!
Ga —

~
ou le potentiel acoustique transformé ¢, vérifie ’équation de Helmholtz dans le
domaine €, pour le nombre d’ondes déphasé Doppler k. . On couple le potentiel
acoustique volumique intérieur ¢, (P' par élément intérieur) a la dérivée normale

elliptique surfacique extérieure (P° par élément extérieur) de telle sorte que,

TLAO
~ 1 ~ ~/
dq et Vo, .n' soient couplés via la formulation symétrique S dans I’espace de Lo-
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rentz :
( / 1 /
Trouver (qﬁa, )\) € H ( (Foo) tel que :
/p0€¢a ¢ /pOk gbaw + Z/pOkO <1\70)€E ¢a - ]\70-6)% @)
Q Q

— = \/1 —
—/,OOMO.VQSG My.V¢ — /\/1—M§On§>\’¢' dy

Q

VIS | - [ VIS AERD (X) 0+ / “MEEN (3) 7 | =0 .
;

oo N B _ — 2
J1-MZ / V11— MZa2D (qs;) o Vi M W / V1= MZi2g. at
1—‘/

V1 M2 /\/1—M§oﬁg§(X') Nt =0
o

v (w,’x't) € HY (Q) x H™3 (I")

(4.142)
ou les opérateurs intégraux S, D, D* et N sont définis au paragraphe (3.1.2) par
(3.16). IIs sont indexés par un tilda car ils vivent dans l'espace transformé pour un
nombre d’ondes déphasé Doppler. Les valeurs dans ’espace de Lorentz des variables
transformées aux degrés de liberté des fonctions de base pour le sommet s et 'aréte
a s’expriment en fonction des degrés de liberté des vraies variables physiques :

[éﬁval} = e MM ] = O (¢,
il = 2 o] &[],

|al Ona, Ona,

0. dérivée normale elliptique (PO par €élément poutre)
Onao ¢. potentiel acoustique (P1 par élément triangle)

Il suit la formulation variationnelle discréte globale du probléme acoustique dans
I’espace physique :

Aom — @Né& AOmen t@g(—g + D*)@E
'04(~% + D)0 0 —10;56;
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Pals) Ao Xnn (o)
| am | = | (K Ao X + 3)) (a) |
f&(a) 0
nAOm
ou l'on a noté :
®a($) : Potentiel Acoustique par Sommet du Maillage
a. . : Coefficients Modaux Réfléchis
94 : _
¢ (a) : Dérivée Elliptique par Aréte
8nAOm

4.3.3 Détails de I'implémentation numérique

Ce paragraphe détaille la méthodologie pratique d’implémentation du logiciel PA2R,
dont la théorie et la discrétisation ont été exposées aux paragraphes précédents.
Chacune des matrices de la formulation (4.143) est assemblée séparément. Ceci est
réalisé par une séparation du maillage volumique global (obtenu par le logiciel com-
mercial IDEAS) ayant servi au calcul de ’écoulement en trois maillages séparés
distincts : le maillage modal, le maillage volumique et le maillage intégral. Chaque
maillage a ses degrés de liberté propre et sa propre numérotation.

La condition de Dirichlet nulle sur ’axe est réalisée en annulant les lignes et les
colonnes des degrés de liberté correspondants.

L’inversion de la matrice totale (4.143) est réalisée par un complément de Schur.
La premiére étape du complément de Schur consiste en l'inversion de la matrice
strictement volumique creuse Ag,, (ce qui permet I'utilisation du solveur creux pa-
rallele MUMPS développé au CERFACS). Cette premiére étape correspond en terme
d’équations aux dérivées partielles & un probléme de Dirichlet pur (les degrés de li-
berté modaux et intégraux sont mis & zéro) pour l'opérateur volumique compact.
Ce probléme est bien posé sauf pour un nombre dénombrable de fréquence sans
points d’accumulation. L'interprétation des étapes ultérieures en terme d’équations
aux dérivées partielles n’a pas encore été mise a jour. Le caractére bien posé du
probléme est un sujet ouvert.

L’assemblage de chaque matrice est parallélisé via le logiciel d’algébre linéaire paral-
lele MPFE développé a EADS-CCR. Les données de I’écoulement porteur provenant
du solveur fluide sont vues par tous les processeurs. Le post-traitement des données
acoustiques (obtention de la pression acoustique, de l'intensité en décibels sur le
maillage et des diagrammes de rayonnement) se fait aprés rapatriement des données
acoustiques wia 'utilisation d’exécutables annexes.



Chapitre 5

Résultats numériques

Ce chapitre présente les résultats numériques issus du code développé PA2R.
Les deux premiers paragraphes proposent des alternatives théoriques et numériques
a la méthodologie actuelle du code PA2R :
— Un élément fini naturel conforme dans les espaces de Sobolev axisymétriques
a poids propose une alternative aux éléments finis classiques utilisés pour la
propagation acoustique volumique.
— Une condition rayonnante approchée de type Robin est proposée comme une
alternative aux conditions intégrales complexes.
Les paragraphes suivants présentent la démarche de validation et étudient les résul-
tats produits :
— Les cas-tests analytiques de validation des différents modules du code PA2R
sont détaillés.
— Le code PA2R est ensuite validé comparativement au code ACTI3S sur une
méme géomeétrie.
— Les résultats originaux sont finalement commentés.

5.1 Singularité axiale

5.1.1 Problématique

Les domaines considérés ici sont les domaines transverses bidimensionnels.

La formulation variationnelle (4.21) est établie dans des espaces de Sobolev axi-
symétriques transverses a poids (4.19). L’utilisation d’éléments finis classiques H'-
conformes continus est a priori impossible pour les modes azimutaux m non nuls a

i
. . PmP
cause du terme singulier sur axe m? / T drdz.
r
Q

95
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Plusieurs alternatives se présentent pour évincer cette singularité :

— Pour le cas de I’équation de Helmholtz homogeéne, une premiére méthode consiste

a utiliser une formulation analogue a la formulation (C') (4.8), mais n’utilisant
que des opérateurs différentiels d’ordre 1.
Les intégrales axisymétriques volumiques ne sont alors plus singuliéres :

= __ . .
VT4 / pdiv ot | — k2 / T

(5.1)
ik = 9—s
5} —/le t—i—/ Vp! /k: 2t
Q Q
H
]i] t

[ V(' 0") € HY(Q) x Hd”(Q)

Cette méthode est impossible a réaliser en présence d’un écoulement variable
sans faire apparaitre des dérivées de I’écoulement porteur.

Elle fait, de plus, apparaitre une inconnue vectorielle volumique non naturelle :
elle est numériquement couteuse.

Une deuxiéme approche consiste en I'utilisation d’éléments finis classiques conti-
nus H'-conformes, P! par éléments, auxquels une condition de Dirichlet numé-
rique nulle sur 'axe est imposée.

La connaissance a posteriori du comportement de la solution au niveau de 'axe
pour les modes azimutaux non nuls est ici détournée en une condition de bord
"numérique".

Cette approche est détaillée dans le paragraphe suivant. Le code actuel utilise
pour l'instant uniquement ces éléments finis classiques.

On propose dans ce paragraphe 'alternative d’'un élément fini axisymétrique
naturel dans les espaces de Sobolev a poids (4.19), ou le probléme est naturel-
lement bien posé.

L’implémentation de ce nouvel élément fini axisymétrique dans le code global
n’est pas finalisée : un travail supplémentaire au niveau des conditions intégrales
est nécessaire.

Les résultats présentés sont obtenus a I’aide d'un code prototype développé en
SCILAB.

Le probléme simplifié du Laplacien axisymétrique est traité pour simplifier la
démarche en éliminant les termes volumiques inutiles.
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5.1.2 Elément fini axisymétrique

Problématique

I'p

0 T,

Géomeétrie

Les domaines considérés ici sont des domaines transverses bidimensionnels.

Nous considérons le probléme modéle de Dirichlet-Neumann pour le Laplacien en
domaine axisymétrique 2 x [0, 27]. L’ouvert 2 C ]0,+00[XR (constitué des points
(r,z) tel que r > 0, z € R) est connexe, borné et de fronticre Q de classe C*
par morceaux, se décomposant en trois parties I'g, 'y et I'p, d’intérieurs disjoints :
0 =ToUl'yUl'p, ou Ty = 9QN{r = 0}. Le probléme modéle posé dans Q2 x [0, 27] :

— = === f(r2)e? V(rz0) €Qx]0,27]

ror \_ Or 022 r? 062
A 5.2
8—u:g(r,z)e“9, V(r,z,0) € Ty x [0,27] (5:2)
n
u =0, V(r,z,0) € I'p x [0,27]
est équivalent au probléme posé dans le domaine transverse ) :
10 ou Pu
_ 2y 22 0
ror (rﬁr) 822+T2 fr2), ¥irz) e
0 5.3
= g(r). ¥(r,2) € Ty )
u=0, V(r,z) €T'p
Probléme continu
e Dans la suite, on note ||u||r2q) = /|u|2dx la norme L? d’une fonction u
Q
de carré intégrable. Pour toute fonction mesurable, définie sur |0, +00[xR par u :

u(r, 2)

NG

uV (r,z) = v/ru(r,2). On considére les espaces de Sobolev & poids suivants :

(r,z) — u(r,z), on note u - la fonction u ,(r,z) = et uv" la fonction
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L2(Q)={u:Q— R, tel que uv € L*(Q)}. (5.4)
H(Q) = {ue L2(Q), tel queu - € L*(Q), Vu € L2 (Q)}. (5.5)

—
On pose [ullzey = [l NIz, lullmya = /Il Bz + 1V ulBaq + lluylBagey
comme normes respectives. Avec les notations précédentes, pour I' C 02, on note
L? (T, 09Q) 'ensemble des fonctions u : 9 — R mesurables, nulles hors de T et telles
que uv" € L*(T).

e On note C2° (Q) I'ensemble des restrictions a € des fonctions indéfiniment déri-
vables et a support compact sur |0, +00[xR. Suivant B. Mercier et G. Raugel [31],
cet ensemble est dense dans H! (). De plus, I'application trace notée 7o, qui a
v e Cr (ﬁ) associe ses valeurs au bord ygv : 9 — R, se prolonge de maniére
unique en une application linéaire continue de H! () dans L2 (952, 092). Toute fonc-
tion u € H, (Q) vérifie you = 0 sur 'axe. On note Hg , (2) I'espace de Hilbert tel
que you = 0 sur I'p. Grace a la compacité de H} () dans L2 (Q), il est facile de
montrer que la semi-norme | |g1 (o) définie par :

ﬁ
iy = VIV ullZ0y + llu A2y v € Hi, (). (5.6)

est une norme sur Hg , (€2), si la mesure de I'g est non nulle. On se donne f € L ()
et g € L2 (T'y,00). On introduit la forme bilinéaire a(u,v), définie sur Hy , () par

drd
a(u,v) = /?u?’u rdrdz + /u’u "% et 1a forme linéaire ¢ (v) = /fv rdrdz +
Q

r
Q Q

/ gv rd~y. Le probléme (5.3) se formule variationnellement :

r
" Trouver u € Hj, (), tel que : a(u,v) =€ (v), Vv e Hg,(Q). (5.7)

La forme bilinéaire a (., .) est coercive et le probléme (5.7) admet une unique solution
dans Hg , (Q).

Discrétisation conforme

e Soit 7 une triangulation réguliére de €2 avec les conditions classiques de com-
patibilité d’intersection exposées par exemple dans Ciarlet [17]. On note 7° (resp.
T', T?) l’ensemble des sommets de cette triangulation (resp. arétes, triangles). On
désigne par P! I'espace des polynomes de degré total inférieur ou égal & un. Dans
I’article de B. Mercier et G. Raugel, la solution u est approchée dans un espace Hr
d’éléments finis classiques P! continus avec une condition de Dirichlet nulle sur ’axe
et sur I'p :

Hy — {u e C” (@), uy € P', VK € T ur, =0, upr,, = o} . (5.8)

La conformité Hy C Hg, (€2) impose une condition de Dirichlet discrA “te sur I’axe.
L’espace continu Holya () est alors remplacé par ’espace discret Hy dans la formu-
lation (5.7) et nous cherchons ur € Hr tel que :
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a(ur,v)="L(v), Yv e Hr. (5.9)

Dans le méme travail, ces auteurs montrent que ||u — ur||y1 o) tend vers zéro a
I’ordre un relativement a la mesure A7 de la plus grande aréte du maillage.

e Nous proposons ici un espace "naturel" de discrétisation, en référence a I’espace
fonctionnel H! () ou le probléme (5.7) est bien posé. Nous considérons 'espace
discret suivant :

XT:{UECO(Q),U\/—|KEP1, VKETQ, U|FDIO}. (510)
Une fonction uyr € X7 est de la forme :
ur(r,z) = ay/r + Bryr + 3z, VK € T2, (5.11)

ou (a, 5, 5) € R3, alors qu'une fonction uyr € Hr est de la forme ur(r,z) = a +
Br + vz. Cet espace discret X7 est naturellement inclus dans I’espace fonctionnel
de référence : X7 C Hj, (Q2). Pour la formulation discréte de (5.7), I'espace continu
Hj, () est remplacé par 'espace discret X7 et nous cherchons @iy € X7 tel que :

a(ur,v)=10(), Yve Xr. (5.12)

Par rapport au choix antérieur de Mercier-Raugel, nous disposons donc de plus
de degrés de liberté : pour chaque sommet S de 'axe 7° N T, la fonction de base
correspondante ¢g € X7 induit un degré de liberté sur I’axe (c’est le coefficient a de
/r dans (5.11)), méme si la valeur correspondante de la fonction est nulle. Citons ici
le travail de N. Gmati [33|, qui introduit une fonction auxiliaire non singuliére sur
I’axe, reformule le laplacien axisymétrique en prenant cette fonction comme inconnue
et résout le probléme discret ainsi obtenu avec des éléments finis classiques. Depuis,
I'analyse numérique dans I'espace de Sobolev a poids H! d’une approche spectrale
fondée sur une approximation polynomiale de haut degré a été développée par C.
Bernardi, M. Dauge et Y. Maday [10].

Cas-test analytique
e On suppose dans cette partie que Q =]0,1[> et I'p = &. On introduit deux
paramétres réels o > 0, 3 > 0, un second membre f donné par :

f(r,z)=r® (a2 — 1) i—f +B(8—1)2772] . (5.13)

et une donnée de Neumann g telle que g(r,2) = asir =1, —=fr*z%~1 si z = 0, gre
si z = 1. La solution du probléme (5.7) s’exprime simplement : u (r, z) = r®z”.

e Nous présentons a la figure 1 les courbes d’isovaleurs (et leur zoom au niveau
de I'axe) des solutions approchées du probléme (5.7) pour u (r,z) = r/*2° par la
méthode de Mercier-Raugel et 'approche proposée dans cette Note pour trois va-
leurs entiéres : 3 =0, =1 et § = 2 et pour un maillage triangulaire régulier a
31 x 31 degrés de liberté. Les numéros sur les axes présentent les indices discrets de
maille. La colonne de droite est un agrandissement de la partie encadrée et permet
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une visualisation plus précise des isovaleurs au niveau de ’axe. La condition de Diri-
chlet imposée pour le schéma Mercier-Raugel introduit des effets d’axe bien connus
des praticiens. En revanche, notre approche est déja précise avec ce maillage assez
grossier : les degrés de liberté naturels sur I’axe suppriment les effets d’axe et 1’er-
reur est suffisamment petite pour que notre solution approchée soit graphiquement
confondue avec la solution analytique.

CIR R -

PEYS (RN O A SO O S -

1] ] 10 14 20 25 30 35 1 2 3 4 [ 5 7 a 9 10

Fig. 1. Isovaleurs et zoom au niveau de 'axe u (r,2) = r%zﬁ; nous comparons les
résultats de Mercier-Raugel (M R) et notre approche (DD).
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S | —
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Fig. 2. Convergence en maillage des isovaleurs u (1, z) = r1/%: nous comparons

les résultats de Mercier-Raugel (M R) et notre approche (DD).

logy (HU — up| \Lg(sz)) log, (\ [u = up| H{g(m) logy (\ Ju— UhH/JDG(Q))

RV TR }\EJ\EHH 5 s
O DD.a=1/4 i~ L\\q\k\f

ES ca=Ls . g
<A MR,a=1/3 \H\EJ 7 1 0
o0 DD, a=1/3 ;
a=2/3 2

> MR,
O DD a=2/3

logy (V) log, (V) logs (N)

Fig. 3. Courbes de convergence pour diverses normes u (r, z) = r®z”: nous
comparons les résultats de Mercier-Raugel (M R) et notre approche (DD).
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e Nous présentons a la figure 2 les isovaleurs des solutions approchées du probléme
(5.7) pour u (r,z) = r'/* par notre méthode et celle de Mercier-Raugel pour deux
maillages triangulaires réguliers & 31 x 31 et 71 x 71 sommets. La figure de gauche
correspond au maillage triangulaire 31 x 31 et celle de droite au maillage 71 x 71.
Les défauts d’axe s’ammenuisent par raffinement du maillage. Nous observons que
notre approche est déja tres précise avec le maillage le plus grossier et I'erreur est
suffisamment petite pour que notre solution approchée soit graphiquement confon-
due avec la solution analytique.

e Nous présentons a la figure 3 les courbes de convergence de I'erreur pour diverses
normes en fonction du pas de maillage pour a« = 1/4, « = 1/3, « = 2/3 et =0,
B =1, p = 2. Les figures de gauche (resp. du milieu, de droite) correspondent a la
norme L? (resp. semi-norme H' donnée par (5.6), norme £*°). La présentation des
résultats par une échelle logarithmique permet la lecture des ordres de convergence
via la pente des droites. Par exemple, notre schéma pour § = 0 et a = 2/3 converge
en norme L? (premiére figure) avec un ordre proche de 3. On constate expérimenta-
lement que, de fagon générale, la méthode que nous proposons ici a le méme ordre de
convergence que la méthode de Mercier-Raugel. Par contre a maillage donné, I'erreur
avec notre méthode est beaucoup plus petite que celle obtenue avec le savoir-faire
antérieur.

5.2 Condition de Robin

5.2.1 Problématique

Ce paragraphe présente une condition rayonnante approchée : la condition de Robin.
Ce traitement alternatif aux équations intégrales complexes est implémenté dans le
code PA2R et tous les résultats présentés ultérieurement ont également été réalisés
avec cette condition.

5.2.2 Intégrale de bord dans ’espace de Lorentz

Dans ’espace transformé de Lorentz, le potentiel acoustique transformé vérifie I’équa-
tion des ondes. On impose au potentiel acoustique transformé une condition sortante
approchée de Robin : .

0P ~

5‘27 k3 Ve e, (5.14)
Cette condition de Robin s’exprime dans I’espace physique de référence :

N T
0ba _ s VI ZMoms o e (5.15)

8nL_ > 1—M§O

L’intégrale de bord se réécrit :

9¢q

_ 1k _
—2 rdrdz = —=—— [ /1 — M2n2¢,¢ rdrdz 5.16

oo
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5.3 Cas-tests analytiques

Ce paragraphe présente les différents cas-tests analytiques, qui permettent de valider
séparément la condition intégrale de rayonnement a l’infini et les conditions modales
a l'entrée de la nacelle. Ces cas-tests valident également la propagation acoustique
sur un écoulement uniforme.

5.3.1 Validation des conditions intégrales
Problématique

Equations Irr_ltégr ales  Lorentz  Equations In;r,(:gr ales
¥

. Lorentz™ AL+ K%, =0

' . z'
oy V[T Fem et =INI-M2 z=4V1-M oo m=+1 2—1 z=1
c?nc) /11— ; Z Z o, mYzm arctan (\/1 — M?tan ((9)) ) E)m Z Z BrmYim (0,0
A (=0 m= =0 m—.
Géométrie

Les notations de ce paragraphe ont déja été introduites au paragraphe (4.2.4) du
chapitre (4).

On propose ici un probléme physique, élaboré de telle sorte, que le probléme trans-
formé associé soit un probléme de Helmholtz avec une condition de Neumann sur
la sphére unité. L’expression analytique de la solution transformée est ainsi connue.
On se propose de résoudre numériquement ce probléme via un traitement volumique
par éléments finis et un couplage avec l'infini par les équations intégrales validant
ainsi le couplage volumique-intégral en présence d’écoulement. La surface fictive I,
ot les équations intégrales sont posées, est placée a z = 4v/1 — M2,

Expression analytique

Cas général :
Le probléme suivant dans ’espace physique de référence €2 :

Trouver ¢, € H* () tel que

5 0%, 09,
A¢y — M aﬁ —sz¢+k2¢a—0 Vo € Q

- PSS o o (T 0). ) e

(5.17)
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ou (r,0,¢) désignent les coordonnées sphériques de x. Le domaine € est choisi de
telle sorte qu’il devienne le domaine ' = R*\ B dans I’espace de Lorentz (B désigne
la boule unité et 9Q' = S avec S désignant la sphére unité). Le nouveau probléme
dans 'espace transformé s’explicite :

AP, + K23 =0, Vo' € O
09, =" 5.18
¢ Zz¢lm lm /’ /)’ V! € Q) ) ( )
=0 m=—1
N / k / / / 2 2 2 : / Y
ou k' = Wimnnvi et (r',0',¢") désignent les coordonnées polaires de z’ dans I'espace

de Lorentz. La solution de ce probléme auquel on a ajouté la condition de Sommerfeld

—ik'¢l|* — 0 existe et est unique. Son expression analytique est connue :

R—o00

5= S My ) (5.19)
- m r m ) ) .
Rt ' K [%hl(l)] (k) l

On en déduit 'expression analytique du potentiel acoustique dans I’espace physique
de référence :

Jrfm_zﬂgblm [h 7}“ )Ylm<arctan <\/1—7tan( )) )e\}ﬁMTzQ
(5.20)

/ 2 2 i
avec ' ={/x° +y +1—M2

Premier cas-Test :
Le probléme suivant :

2
Ap, — M? %:;“ — 2¢kM%¢“ + k%0, =0, Yo € Q

gj :0 = @%,0 <arctan (mtan (9)) ,¢> (5.21)

¢!, vérifie la condition de Sommerfeld

a pour solution :

h(l) (/{7/7”) s
g = —%Yo,o (arctan <\/1 — M?2tan (0)) ,gb) eVi-m2
k'hy
(5.22)

zk’(r —1) 1 1 ik’ Mz
o = 1 k — V1i-Mm2
¢ i BRI e
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Deuxiéme cas-Test :
Le probléme suivant :

2
A, — M%jj - QikMa;:“ k2, =0, Yo € Q

Qaj :0 = @K; (arctan (mtan (9)> ,¢> (5.23)

¢!, vérifie la condition de Sommerfeld

a pour solution :

b= W )
kéh K (2 — k) 4 2ik] (5.24)
Pa = \/;e’ sin@' e "= (% + F) D 4k’2]6m
Résultats numériques sans écoulement
E <¢CL> ﬁba Numerlque ¢a Analytique

B

-1.00  -0732 -0465 -0.197 0.0705 0.338 0606 0.873| 0000128 8280005 .373.005  8.140-006  5366.005 9910005 ﬂnoaus 0.000190

0503 -0.607  -0410  -0213 -0.0163 0.180 0.377 anaaui 0000147  -4730-005  521e-005 0000152 0000251 nnmlsﬂ 0000450
\

Les résultats de cette figure ont été obtenus sur un maillage non structuré de dia-
métre inférieur a4 15 cm (la sphére de Neumann du probléme transformée a un
diamétre unitaire).

Le cas-test est effectué avec un nombre de Mach nul et avec un nombre d’ondes
kR = 2.

La premiére ligne concerne le premier cas-test détaillé ci-dessus avec I’harmonique
sphérique Y{ ¢ comme condition de Neumann. Cette configuration ne posséde pas le
terme volumique singulier du laplacien axisymétrique.

La deuxieme ligne concerne le deuxiéme cas-test détaillé ci-dessus avec I’harmonique
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sphérique Y; ; comme condition de Neumann. Cette configuration posséde le terme

volumique singulier du laplacien axisymétrique.

La premiére colonne présente la partie réelle du potentiel acoustique calculé nu-
mériquement. Les solutions sont renormalisées par leur maximum pour présenter
des résultats unitaires (attention les couleurs changent de valeurs pour chaque gra-

phique).

La derniére colonne représente la différence relative de la solution renormeée avec la

solution analytique renormée correspondante.

Résultats numériques en présence d’écoulement

Stefan Duprey, EADS CCR-Suresnes, Institut Elie Cartan-Nancy

Re (%)

ﬁba Numerlque

-0.826 -0.565 -0.304 00435 0217

0478 0.739

1.00

(ba Analytique

|-0.000169 -0.000107 -4.41e-005 1.85e-005 8.10e-005

-1.00  -0.797 -0.595 -0.392

-0.190 0.0129 0216 0418

amr -0.000167 ~3.05e-005 9.96e-005 0.000230

0.000744 ﬂmﬂd 0.000269|

Le méme cas-test que précédemment est réalisé avec un nombre de Mach constant

de 0.3.

Résultats numériques en présence d’écoulement avec un kR élevé

Relgq
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Les mémes résultats ont été obtenus avec un maillage plus raffiné de mailles de
diamétre inférieur & 3 cm. On constate la convergence en maillage vers la solution
analytique. Les résultats exhibés correspondent a kR = 15.

5.3.2 Validation des conditions modales

r FR
[
I‘M! — Tx
0 (ﬁba - @a,z‘nc) T (¢ o ) M Q
T A 9. _,

v a =1 Dipe
[P — 2
i m— Ag, — M?a Pa _ ZikMa% + k¢, =0
© 22 2 P

z2=0 z=1L

Bouchon d’aspirine avec écoulement

Les domaines considérés ici sont bidimensionnels transverses.

On propose ici le cas-test d’un tube d’aspirine infini dans le sens des z < 0, de
diamétre unitaire, et bouché en z = L (condition de réflexion pour les ondes). La
surface fictive modale I"; est placée a 1'origine. Nous introduisons un écoulement
uniforme (qu’importe son orientation). Tout se passe comme si le fond du bouchon
d’aspirine était transparent pour I’écoulement, alors que les ondes acoustiques y sont
réfléchies.

Ce cas-test physiquement absurde, mais possédant une solution analytique, va nous
permettre de tester la condition modale en présence d’écoulement sur I'y;.

Opérateur Dirichlet-Neumann et bilan d’énergie

On considére le probléme suivant :

( Trouver ¢, € H' (Q) tel que
0 Pa doa

Apy — M? a(bz — 2ikM a(i F R, =0, YreQ

9 a = Pa,inc 5

(gba—m = TM ((ba - (ba,inc) ) Yo c FM ) (5 5)

a6,

6y .

\ aTLAO
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ou Ty est opérateur Dirichlet-Neumann modal avec écoulement (4.74). Les coeffi-
cients modaux réfléchis et incidents vérifient I’égalité d’énergie suivante :

( _ —_—
Z |a:)_1n,<b‘2 = Z ‘amn,‘1>|2 - Z 23m (ar—;n,@amn,@>
et
Dba 9Pa
/|v¢a|2—kQ/\¢a|2—M2/|i|2_2kM/sm bay ) =
0z 0z ’
Q Q Q Q
25 () —
T Z (‘a:;m,‘1>|2 - ‘amn @‘ ) +23m Z a;n,@amn,é
\ k“fmn>[k“} krmng[k]
(5.26)
+ - : . : :
ol a = —a, est la quantité physique liée au coefficient modal renormalisé

mn,® | 4+ |
mn
pour le bilan d’énergie. Ce bilan d’énergie théorique est un premier moyen de valider

les résultats numériques obtenus en vérifiant leur concordance.
Preuve de (5.26) :

/|v¢a|2 zf/w M2/|a¢“ —2kM/ n(520) - [ 22

1N,

0pq — - - = =
/ . (ba = / Z (ar—;nu;”—nn:wmn + a’mn:umn‘zrmn) (aﬁzn:‘Tmn + a;nn:rmn>

8nA
Ty 0 o0 (m,n)EZ xN

= Z lumn|amn|2+lumn|amn|2+umn mnz—}_umn mn?) ||‘—‘mn||L2(Q

(m,n)
25 (M) | . :
= T —1 Z (|a;n,q>‘2 - |amn,<13‘2) + Z (‘a:;m,‘i’|2 - ‘amn,<1>|2)
krmng[kf} krmn>[k]
—1 Z <a:7_1n,<1>ar_nn,<1> - a;zn,<l>a7—”—nn,<1>) + Z (a;”—nn,@a;n,@ - ar_nn,@ar—;n,@)
krmng[kf} krmn>[k]
25 (Tw) _ . _
=1 T Z (|a7—-’—nn,<1>|2 - |a’mn,<1>|2) + Z (|a:7_1n,<1>|2 - |amn,<1>|2)
krmng[k] krmn>[kf}
QS + - x + -
+ Z 21Sm (amn@amn@) - Z 23m <amn,c1>amn,<b>
Ermn<[k] krmn> (k]

En distinguant partie réelle et partie imaginaire, I’égalité ci-dessus donne l'égalité
d’énergie (5.26).
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Expression analytique

Mode propagatif :
On se fixe un mode via deux entiers naturels m’, n’.

at =0 VY(m,n)eZxN\{(m' n)}

mn
CL+ /:]_

m'n ,

2 i . .
k= Y est supposé assez grand pour que le mode m’n’ soit propagatif
(5.27)
La solution est cherchée sous la forme de 'onde incidente plus une onde réfléchie.
On cherche § € C, tel que :

¢a = ¢:—n’n’ + ng;’n’ (528)
T—";L/n/ — Jm/ (k’r‘m/n/T) ezkjw+ F 17(1”[;\4 )kT‘m n’
2
G ot G2
m/n/ IS (FM>
Jow (o) AT (5:29)
gb;z’n’ = L e’ 1—-M? Z
2
K* | ||Jm’ (krm’n’r) ||L2 (FM>
\ m/n’ S (FM>
La condition de réflexion rigide permet d’identifier 3 :
o “ n /k2—(1—A42)kEm/n/
(b =)= /3 = 62 1-M?2 L (530)

Dans le cas d’'un Mach nul pour le mode plan (m/,n’) = (0,0) et une longueur
d’ondes dont la dimension de la cavité en est un multiple L = n x A, alors g = 1.
|| = 1 est toujours vrai. La solution du probléme (5.27) est analytique et donnée
par (5.28). Donnons 'expression analytique de la solution pour le mode 00, qui est
toujours propagatif & Mach nul pour L = X\ :

Re (¢q) = \/%%2005 (kz) (5.31)

Mode évanescent :
On se fixe un mode via deux entiers naturels m’, n’.

a:tm =0 V(m,n) e ZxN\{(m',n)}
a’m’n’ ; 1 (532)
k= Y est supposé assez petit pour que le mode m’n’ soit évanescent
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La condition de réflexion implique un coefficient de réflexion nul :

\/(]‘ B MQ)krm’n k?

d¢ - L
2 = = 1—M? 1 5.33
on L 0= (=e << (5.33)

La solution du probléme (5.32) est analytique et s’obtient en négligeant I'onde ré-
fléchie.

Résultats numériques

-0.748 -0.535 -0322 -0.109 0.104 0317 0530 0.743

-0.229 -0.164  -00984 -0.0328 00327 00983 0.164 0.229

Les résultats ci-dessus sont présentés pour un maillage structuré de diamétre infé-
rieur a 1 cm.

Chaque graphique représente la partie réelle du potentiel acoustique dans le conduit
modal.

Les résultats sont présentés pour un mode azimutal m = 5, n = 5 et pour un nombre
d’onde kR = 6.

Les modes présentés sont renormalisés comme explicité au chapitre 2 (attention les
couleurs changent de valeurs & chaque graphique).

Résultats numériques sans écoulement :

Nous présentons ci-dessous le coefficient modal du retour du mode plan sur lui-méme
pour un maillage structuré de diamétre 4 cm (le conduit fait 2 m) en 'absence
d’écoulement :

= =1 (5.34)

~ T >
I
IR~

THEORIE F(1,1)
PA2R F(1,1)
ACTI3S — F(1,1)

1.
9.99966 x 107! —i 8.23800 x 103
1.00056 x 10°  —i 1.63131 x 1073
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A=38L
m

k=2 =p8=i (5.35)
a

=1

THEORIE F(1,1) =i
PA2R F(1,1) = 2.66247 x 1075 +i 9.99999 x 10~
ACTI3S — F(1,1) = —3.40934 x 10~* i 1.00049 x 10°

A= 16L

m (s
k:@ = fB=ci (5.36)
f=3

THEORIE F(1,1)
PA2R F(1,1)
ACTI3S — F(1,1)

7.07106 x 107! +4 7.07106 x 10~*
7.07110 x 1071 44 7.07102 x 107!
7.07520 x 1071 44 7.07899 x 107!

Les résultats sont exacts & 107* prés jusqu’au plus grand nombre d’ondes k = 7.

Résultats numériques avec écoulement :
Nous présentons ci-dessous le coefficient modal du retour du mode plan sur lui-méme
pour un maillage structuré de diamétre 4 cm en présence d’écoulement, :

A=8L
k = E i s
8a = /8 = e 2(1_1\42) (5-37)
=1
M =0.1

THEORIE F(1,1) = —1.58659 x 1072 +4 9.99874 x 107!
1,1

PA2R F(1,1) = —1.58658 x 1072 414 9.99874 x 107!
A= 16L
k=L .
. 1 = p= T (5.38)
32
M=0.1

THEORIE F(1,1)=7.01474 x 107" +i 7.12694 x 107!
PA2R F(1,1) = 7.01479 x 107! 44 7.12689 x 10~}

La convergence en maillage est également constatée.
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5.4 Validation comparative

5.4.1 Problématique

P

r

Condition
Intégrale

EDP
Volumique

Probléme général

Ce paragraphe détaille la validation du code numérique complet (condition modale
+ partie volumique + condition intégrale). Le maillage représenté ci-dessus posséde
6085 sommets. Les cas de calcul de validation sont effectués pour un kR = 2, pour
lequel ce maillage a un raffinement supérieur a %.

Cette validation se base sur les références produites par le code ACTI3S développé
a EADS-CCR, dont la méthodologie théorique est détaillée aux paragraphes (3.1.2)
et (3.1.2) de la partie (3). Ce logiciel permet le calcul du rayonnement acoustique
d’une source modale se propageant sur un écoulement au plus uniforme.

Les premiéres validations sont faites en l’absence d’écoulement.

Les coefficients modaux de réflexion sont comparés, ainsi que les champs acoustiques
a 'extérieur de la nacelle. La convergence en maillage est prouvée pour les deux
codes.

Les validations suivantes sont faites pour un écoulement constant M = 0,1. La

méme démarche que pour le cas sans écoulement est suivie.

5.4.2 Ecoulement porteur nul
Un mode non singulier : le mode plan

Ci-dessous est présenté le coefficient de retour du mode m = 0, n = 0 sur lui-méme
en l'absence d’écoulement pour le code PA2R (I’écoulement porteur ne provient
plus du solveur fluide, mais est "rentré en dur"). La premiére ligne correspond a un
maillage a 6085 ddls et les deux derniéres lignes correspondent a ce méme maillage
que I'on a successivement raffiné en décomposant chaque triangle en 4 sous-triangles.

6085 ddls —2.00150 x 107t — 4 9.09183 x 1072
23123 ddls —1.99342 x 107 — ¢ 9.24564 x 102
86752 ddls —1.99844 x 107! — 4 9.36297 x 1072
312318 ddls —1.99837 x 107! — i 9.36476 x 102

PA2R, m=0, n—0
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Ci-dessous est présenté le coefficient de retour du mode m = 0, n = 0 sur lui-méme
en ’absence d’écoulement pour le code ACTI3S. La premiére ligne correspond au
maillage dont la trace sur la surface transverse de la nacelle correspond au premier
maillage ci-dessus et les deux derniéres lignes correspondent a ce méme maillage que
I’on a successivement raffiné en décomposant chaque triangle en 4 sous-triangles.

17137  ddls —1.99854 x 107! — i 9.35946 x 102
ACTI3S, m=0, n=0{ 62455 ddls —1.99837 x 10~! — i 9.36477 x 1072
226747 ddls —1.99837 x 107! — i 9.36477 x 1072

La convergence en maillage des coefficients de réflexion est constatée pour les deux
codes. Sur les maillages les plus raffinés, les coefficients de réflexion coincident a
107% prés. PA2R gagne environ un chiffre & chaque raffinement, alors qu’ACTI3S
semble converger plus rapidement (5 chiffres fixés dés la deuxiéme itération).

Un mode singulier : le mode m =1, n =0

La méme démarche est suivie pour le mode singulier m = 1, n = 0 en absence
d’écoulement :

6085 ddls 6.35537 x 107! — 4 4.76084 x 107!
23123  ddls 6.57412 x 1071 — 7 4.73512 x 107!
86752 ddls 6.64245 x 1071 — 7 4.76292 x 107!
312318 ddls 6.65853 x 1071 — 7 4.76164 x 107!

PA2R, m=1, n—=0

17137  ddls 6.29812 x 107! — ¢ 4.76084 x 10~*
ACTI3S, m=1, n=0¢ 62455 ddls 6.64129 x 107! —4 4.76151 x 107!
226747 ddls 6.65324 x 1071 — 4 4.76121 x 107!

La convergence en maillage des coefficients de réflexion est constatée pour les deux
codes. IIs sont proches & 1072 prés sur les maillages les plus raffinés. La convergence
semble moins rapide que pour le mode plan et ce pour les deux codes (1 chiffre
gagné environ a chaque raffinement pour ACTI3S pour 0,5 chiffre gagné environ par
PA2R. PA2R converge toujours plus lentement que ACTI3S).

5.4.3 Ecoulement constant M = 0,1

Un mode non singulier : le mode plan

Ci-dessous est, présenté le coefficient de retour du mode m = 0, n = 0 sur lui-méme
en présence d’un écoulement constant M = 0,1 pour le code PA2R (I’écoulement
porteur ne provient plus du solveur fluide, mais est "rentré en dur"). La premiére
ligne correspond & un maillage a 6085 degrés de liberté et les deux derniéres lignes
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correspondent & ce méme maillage que I’on a successivement raffiné en décomposant
chaque triangle en 4 sous-triangles.

6085  ddls —1.92695 x 10! —4 1.01288 x 107!
23123 ddls —1.92537 x 10! — 4 1.02264 x 10!
86752 ddls —1.92143 x 10~ — 4 1.02926 x 107!
312318 ddls —1.92118 x 10! — 4 1.02966 x 10!

PA2R, m=0, n=0

Ci-dessous sont présentés les coefficients de retour du mode m = 0, n = 0 sur lui-
méme en présence d’un écoulement constant pour le code ACTI3S (le code résout
le probléme dans 'espace transformé de Lorentz, et les résultats sont ramenés dans
'espace physique via un post-traitement). La premiére ligne correspond au maillage
dont la trace sur la surface transverse de la nacelle correspond au premier maillage
ci-dessus. La deuxiéme ligne correspond & ce méme maillage que 'on a raffiné en
décomposant chaque triangle en 4 sous-triangles.

17137  ddls —1.92133 x 107! — 4 1.02915 x 10!
ACTI3S, m=0, n=0{ 62455 ddls —1.92111 x 10~' — ¢ 1.02967 x 10"
226747 ddls —1.92111 x 10~ —4 1.02967 x 107!

Des remarques similaires au cas du mode plan en absence d’écoulement (5.4.2)
peuvent étre faites : la convergence en maillage des coefficients de réflexion est
constatée pour les deux codes. Sur le maillage le plus raffiné, les coefficients de
réflexion coincident a 107 prés. PA2R gagne environ un chiffre a chaque raffine-
ment, alors qu’ACTI3S semble converger plus rapidement (5 chiffres fixés des la
deuxiéme itération).

Un mode singulier : le mode m=1,n =10

La méme démarche est suivie pour le mode non singulier m = 1, n = 0 en présence
d’écoulement :

6085 ddls 6.67034 x 107! — 4 4.08839 x 107!
23123  ddls 6.89210 x 10! — 4 4.08321 x 107!
86752 ddls 6.92364 x 10! — 4 4.09236 x 107!
312318 ddls 6.93765 x 107! — 4 4.09455 x 1071

PA2R, m—=1, n—=0

17137  ddls 6.62946 x 107! — 4 4.05877 x 10~}
ACTI3S, m=1, n=0{ 62455 ddls 6.96835 x 107! — 4 4.09237 x 107!
226747 ddls 6.93515 x 1071 — 7 4.09432 x 107!

Des remarques similaires au cas du mode plan en absence d’écoulement (5.4.2)
peuvent étre faites : la convergence en maillage des coefficients de réflexion est
constatée pour les deux codes. Ils sont proches a 10~ prés sur le maillage le plus
raffiné. La convergence semble moins rapide que pour le mode plan pour les deux
codes (1 chiffre gagné environ a chaque raffinement pour ACTI3S pour 0,5 chiffre
gagné environ par PA2R. PA2R converge toujours plus lentement que ACTI3S.
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5.5 Propagation potentielle et influence de I’écoulement

Ce paragraphe présente des résultats numériques globaux écoulement-acoustique sur
une géométrie réaliste.

Différents écoulements potentiels sont exhibés. Ces écoulements différent par une
accélération croissante a la nacelle et un nombre de Mach a I'infini nul ou constant
égal 4 0,1 (le turboréacteur est en banc statique ou I’avion vole a vitesse constante
Mach 0, 1).

Les variables acoustiques dans le cadre particulier d'un écoulement potentiel non
accéléré a la nacelle a vitesse constante M = 0,1 sont détaillées.

Les résultats de comparaison entre un écoulement constant et un écoulement nul
montrent ensuite le phénoméne d’effet Doppler.

L’effet de I’écoulement (de ’accélération a la nacelle) est ensuite discuté. L’intensité
acoustique en décibels et les diagrammes de champ lointain sont comparés pour des
écoulements potentiels dont ’accélération a la nacelle augmente.

5.5.1 Ecoulement porteur numérique

My, =0

&

My =01 Meo=0

00407 00857 0127 0170 0213

My =01 My =01

026 0299

0342

My =02 My=0
ooss om0 oz o ose ooy

oots7 0.1z

My =02 Mg =0,

i

)"\,[M = 0,3 pLy

0000389 0.143 0286 0.429 0572 o714

000509 0.147

My =03

My =0,1

0289 0431 0574 0716 0858

1.00

Nombres de Mach
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Les résultats des nombres de Mach de ’écoulement porteur sont présentés ci-dessus
pour deux valeurs du Mach a linfini : M, = 0 et M, = 0,1 et pour trois valeurs
des nombres de Mach au moteur : My; = 0,1, My; =0,2 et My, =0, 3.

Les nombres de Mach les plus élevés se trouvent au niveau de la lévre de la nacelle,
l1a ou les effets Ventury d’accélération sont les plus présents. Ils sont d’autant plus
élevés que le Mach infini est grand (’avion vole vite) et que 'accélération au moteur
est forte.

Le choix d’'un Mach infini nul correspond a un avion au repos ou plutot a un turbo-
réacteur en banc statique d’essai. Ce choix s’explique par sa possibilité d’établir un
grand différentiel entre le Mach moteur et le Mach infini sans faire saturer le régime
subsonique au niveau de la lévre avant de la nacelle : on verra que ce sont en fait
les grands différentiels de Mach entre le moteur et I'infini qui causent les grandes
différences acoustiques dans les diagrammes de rayonnement en dB.

Des phénomeénes de saturation apparaissent a ’arriére de la nacelle du fait des hauts
débits du conduit d’éjection : I’écoulement & I’arriére n’est pas physique et I'influence
de cet écoulement "non physique" sur le diagramme de rayonnement a l'avant est
négligée.

5.5.2 Acoustique numérique

Problématique

Nous présentons ci-dessous les champs des variables acoustiques se propageant sur
un écoulement potentiel My, = 0,1 et M, = 0,1. Les calculs sont effectués pour
kR = 2 sur le maillage a 6085 ddls et les champs acoustiques sont présentés dans le
cas du mode non singulier m = 0, n = 0 et du mode singulier m =1, n = 0.

Résultats

ols —IIS <olls ollS

o
-
I‘W

070!

Résultats acoustiques 1.



Etude mathématique et numérique de I’acoustique des turboréacteurs 117

La figure ci-dessus présente la partie réelle et imaginaire de la pression acoustique
adimensionnée (Re (p}) et Im (p))). La pression acoustique complexe s’obtient a

e
partir du potentiel acoustique complexe : p, = —po(—i WPa + V5.V ¢a).
— —
La derniére figure présente |I*|, ou I* désigne le vecteur réel :

Lt + L)) % X () (5.39)
2\2 2poad 4

Cette notation est un abus par rapport a (2.11), qui référait a des valeurs acoustiques
réelles. Ce vecteur obtenu a partir des valeurs acoustiques complexes est justement
déterminé de telle sorte que la valeur moyenne spatiale et temporelle de son flux a
travers une surface égale a la valeur moyenne spatiale et temporelle du flux & travers
la méme surface du vecteur Intensité (2.11) formé a partir des valeurs acoustiques

réelles.
3 ( . )
S Uaz

-
.
0049 a
|

- X

£ & &

H gl

£ § &

ols —IIS <ol <llS

&

Résultats acoustiques 2.

La figure ci-dessus présente les parties réelles et imaginaires des vitesses acoustiques
radiales et axiales (Re (v},), Sm (vE,), Re (vE,) et Sm (vE,)).

5.5.3 Effet Doppler et effet d’advection

Ce paragraphe détaille la comparaison de la propagation acoustique sur un écoule-
ment, porteur nul et la propagation acoustique sur un écoulement porteur constant
de méme Mach moteur et infini égal & 0, 1.
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IRe (6% prmo) = Re (B remon)l [ Trarmol = [Farcon \[*dByy—o — I*dBy—o,|

ollz IS <ls <llF

La ligne supérieure correspond aux résultats pour le mode plan non singulier m = 0,
n = 0. La ligne inférieure correspond aux résultats du mode singulier m =1, n = 0.
La figure de gauche présente la différence absolue des parties réelles des potentiels
acoustiques : [Re () 1—o) — Re (5 17—0.1) |, ot Vindexation M = 0 (resp. M = 0,1)
correspond & un écoulement porteur nul (resp. un écoulement porteur constant de
méme Mach moteur et infini égal a 0, 1).

La figure du milieu présente la différence absolue des modules du vecteur Intensité
(5.39) adimensionnée (valeur physique non pertinente) : ||F‘)M:0| - |F‘)M:0,1||.

La figure du droite présente la différence absolue des intensités en décibels (valeur
physique pertinente) : [I*dBy—o — [*dBy—o 1|, ou I*dB = 20log (|F|)

Dans le cas de la comparaison pour un méme Mach & linfini (ce qui n’est pas
le cas ici), les paramétres d’adimensionnement étant les mémes, les propriétés du
logarithme font disparaitre ces constantes (ainsi que l'intensité de référence de la
définition (2.26)) et cette différence absolue se lit en décibels physiques. Dans ce
cas, les comparaisons se faisant entre un Mach infini nul et un Mach infini de 0,1,
cette différence absolue représente une variation de décibels physiques définie & une
constante pres.

Commentaires
La figure de gauche explicite I’effet Doppler : les ondes en présence d’écoulement

sont compressées par celui-ci, lorsqu’elles se déplacent a contre-courant (le nombre
d’ondes est augmenté) et allongées lorsqu’elles sont emportés par celui-ci (le nombre
d’ondes est diminué).

La figure du milieu et la figure de droite démontre des différences dans la propagation
de lintensité acoustique adimensionnée et en décibels. Attention, les résultats en
décibels sont ici définis & une constante prés.
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5.5.4 Comparaison & Mach moteur augmentant

Ce paragraphe détaille les effets de I’écoulement potentiel et son accélération a la
nacelle sur la propagation de I'intensité du bruit. Ces comparaisons s’effectuent pour
un Mach a I’infini au repos et pour un Mach a l'infini constant. L’intensité physique
adimensionnée est comparée dans un premier temps, puis les résultats sont transcrits
en décibels (quantité physique pertinente pour 1’étre humain).

Mach Nul a 'Infini : M, =0

4 =4 = —z
||?MM=0,1;MOQ:0\ - |FM=0H HI MM:UJ;MDC:0| - |] M:OH HI MM:0,3;M00:0| - |] M:OH

[

ol <ol

S|z IS

Comparaison des intensités Mo, = 0; My, = 0,1-My; = 0,2-My; = 0,3

[ dBugy=0,1;M0=0 — 1dBy=| [TdBsyr=02:00=0 — TdBar=o| [[dBngy=03:M,=0 — 1dBy—|
.5.41 .13.5

11

9.65|

olls <ol

Comparaison en décibels M, = 0; My; = 0,1-My; = 0,2-My; = 0,3
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La premiére figure ci-dessus présente les différences absolues du module du vec-
teur Intensité (5.39) de la progation acoustique du mode m = 0, n = 0 (resp.
m = 1, n = 0) pour la premiére ligne (resp. la deuxiéme ligne) sur un écoulement
potentiel de Mach infini nul M, = 0 et de Mach moteur de gauche a droite res-
pectivement My, = 0,1, My, = 0,2 et My, = 0,3 par rapport a la propagation
acoustique du méme mode sur un écoulement de référence nul.

La deuxiéme figure ci-dessus présente les différences absolues de l'intensité en déci-
bels de la progation acoustique du mode m =0, n = 0 (resp. m = 1, n = 0) pour
la premiére ligne (resp. la deuxiéme ligne) sur un écoulement potentiel de Mach
infini nul M, = 0 et de Mach moteur de gauche a droite respectivement M,; = 0,1,
My = 0,2 et My, = 0,3 par rapport a la propagation acoustique du méme mode sur
un écoulement de référence nul (cette différence absolue se lit en décibels physiques
car le nombre de Mach a I’infini est toujours le méme : M., = 0, faisant disparaitre
ainsi les constantes d’adimensionnement dans les logarithmes).

Mach non Nul a ’Infini : M =0,1

T stconmtacon] = Parcoall | 1P scozntconl — P aconll | 11T atymosittocon] = [ Toarcoul]
-ua&m -0.565 .09617

0.0432 g 0.823

00360 . 0.686

00288 0.549)

00216 0.412)

00144 . 0.274

in.aan b Y ) i 0.137
0.000 X 0.000

Slls <2llS

= 00231

00198
00165

00132

olls IS

Comparaison des intensités M., = 0,1; My, = 0,1-My; = 0,2-My; = 0,3

La premiére figure ci-dessus présente les différences absolues du module du vecteur
Intensité (5.39) de la progation acoustique du mode m =0, n =0 (resp. m =1, n =
0) pour la premiére ligne (resp. la deuxiéme ligne) sur un écoulement potentiel
de Mach infini M, = 0,1 et de Mach moteur de gauche & droite respectivement
My = 0,1, My, = 0,2 et My, = 0,3 par rapport a la propagation acoustique du
méme mode sur un écoulement de référence constant a M., = 0, 1.
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[[dBhy=01:m0=01 — 1dBrr=o1| | dBusy=02:mu=01 — IdBrr=o1| = HdByy—03;m0=01 — 1dBrr=o,1]
T W B

231 2.54| 8.34

2.12| 6.95

olls <ol

Comparaison en décibels M, = 0,1; My; = 0,1-My; = 0,2-My; = 0,3

La deuxiéme figure ci-dessus présente les différences absolues de I'intensité en déci-
bels de la progation acoustique du mode m =0, n =0 (resp. m = 1, n = 0) pour
la premiére ligne (resp. la deuxiéme ligne) sur un écoulement potentiel de Mach
infini My, = 0,1 et de Mach moteur de gauche & droite respectivement M, = 0,1,
My = 0,2 et My, = 0,3 par rapport a la propagation acoustique du méme mode sur
un écoulement de référence constant a M., = 0,1 (cette différence absolue se lit en
décibels physiques car le nombre de Mach a I'infini est toujours le méme M., = 0, 1).

Commentaires

Les champs de comparaison en décibels entre un écoulement constant et un écoule-
ment, potentiel variable prouvent la nécessité de prendre en compte ce dernier : des
différences d’environ 10 décibels sont présentes au niveau de la nacelle et ce quelques
soient le mode considéré et le Mach au moteur.

Ces différences sont relativement élevées vis a vis des normes internationales de cer-
tification. Néanmoins, ces normes concernent le rayonnement de l’avion a longue
distance :

Une étude des diagrammes de champ lointain permet finalement d’étudier la propa-
gation de ces différences élevées au niveau des normes a une longue distance de la
nacelle en étudiant les diagrammes de champ lointain.

On remarque déja que plus le différentiel entre le nombre de Mach a l'infini et le
nombre de Mach au moteur est grand, plus les différences d’intensité acoustique par
rapport a un écoulement constant sont élevées.
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5.5.5 Diagrammes de rayonnement

Les diagrammes de rayonnement en champ lointain sont finalement commentés.
Ces diagrammes détaillent l'effet de ’écoulement potentiel sur la directivité du son
a une longue distance de I'avion.

Les diagrammes de rayonnement sont présentés dans le référentiel galiléen de I’avion.
Le rayonnement de I’avion dans un référentiel fixe se déduit via une transformation
algébrique de Galilée (effet Doppler).

Les résultats sont présentés sous forme de courbe polaire du module |A(6) ]| en
fonction de 6.

On ne présente pas la classique SER du fait de 'adimensionnement des variables
physiques : seul la différence du logarithme des courbes présentées pour un méme
Mach infini peut s’interpréter en vrais décibels physiques.

Théorie

Une estimation asymptotique de la formule de représentation (3.14) pour le potentiel
acoustique dans I’espace transformé de Lorentz s’écrit :

; Y ~ , Y
- kLT —ikl x |y e b —zkgox’.m .
ba () = | e Vo, .n'dz" + % e ¢, dx
o oo
) kLT
/_ 8 Al 0/
G =1 0) = A )
(5.40)
ot # désigne I'angle entre les vecteurs e, et e..
Le potentiel acoustique dans I’espace physique vérifie alors :
R
I——r
e V1—MZ , (5.41)
y=rf) = — A (0
Guly = 1,0) % A (0)
o A () est donné par :
A (9)
(5.42)

koo Mo ————cos (arctan <\/1—7tan9>>

eV1— M Al <arctan (mtam?))
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Mach nul a ’infini : M =0

Champs lointains My, = 0; My, = 0,1-My; = 0,2-My; = 0,3

Mach non nul a Pinfini : M, =0,1

-----------

— My =01
' — My =01
270 My = 0.2 2

Myr=0.3

Champs lointains My, = 0,1; My, = 0,1-My; = 0,2-My; = 0,3
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Commentaires

Les diagrammes de rayonnement laissent apparaitre des différences supérieures a 5
décibels selon certaines directivités en fonction de ’accélération au moteur.

Ceci prouve que l'influence de ’écoulement potentiel n’est pas négligeable quant a
la directivité du son : des différences supérieures a 5 décibels en champ lointain sont
sanctionnées par les normes de 'aviation civile internationales.

Les diagrammes de rayonnement confirment ce que nous apprenaient les champs
extérieurs d’intensité acoustique : le diagramme de champ lointain est d’autant plus
déformé que l'accélération au moteur est grande.

Néanmoins, on constate que les différences trés fortes constatées au niveau de la
lévre de la nacelle sont atténuées dans les diagrammes en champ lointain.

5.6 Propagation acoustique potentielle & haute fréquence

Ce paragraphe présente des résultats acoustiques pour des nombres d’ondes élevés

kR = 60 sur un maillage raffiné a hauteur de 0 pour un écoulement potentiel non

accéléré a M =0, 1.

5.6.1 Ecoulement porteur numérique

‘_ .Mm||||HHHIIIIHHHHHHH”H.

My, =0,1; My; =01

My, =01 My =0,1

Isopotentielles Nombre de Mac

0000 0.143 0286 0429 0571 0714 0857 100

~04dé -0.387 028 007 -0.0887  0.000717 0002 0.180

Ecoulement potentiel M, = 0,1 et My, =0,1

La figure ci-dessus présente les isopotentielles et les nombres de Mach d’un écoule-
ment potentiel de méme Mach moteur et infini égal & 0, 1.

La position de la surface I'y, a été optimisée pour ne pas compresser I’écoulement
et étre la plus proche possible de la nacelle pour limiter le domaine de calcul. Le
maillage est de plus trés raffiné a avant vers la lévre de la nacelle (122 412 degrés
de liberté en tout) pour capturer au mieux le point d’arrét hydrodynamique.
L’arriére de la nacelle est toujours le siége de phénomeénes de saturation : 1’écoule-
ment potentiel n’y est pas réaliste.
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5.6.2 Acoustique numérique
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La figure ci-dessus présente les champ acoustiques de la partie réelle du potentiel
se propageant sur ’écoulement précédent M; = M., = 0,1 pour les modes m = 1,
n=20,1,2,3,4,5 et pour un nombre d’ondes kR = 60.

La haute fréquence se traduit par une directionnalité ’quasi-droite’ dans les dia-
grammes de rayonnement, (comme un jet d’eau sort droit d'un tuyau). Cet effet est
prépondérant sur la présence d’un écoulement potentiel et les diagrammes de rayon-
nement pour des Machs moteurs légérement augmentés 0, 2 et 0, 3 sont identiques a
ceux obtenus a Mach constant.
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Conclusion et Perspectives

Les travaux présentés dans ce document sont originaux par leur pro-
position de nouvelles méthodologies numériques. Ainsi la résolution de
I’écoulement porteur non-linéaire par un point fixe numérique est une
alternative & des méthodes de type moindre carré plus complexes pou-
vant s’adapter au régime transsonique. La mise a jour d’un élément
axisymétrique conforme dans les espaces de Sobolev a poids est encore
une alternative a l'utilisation d’éléments finis classiques auxquels on a
rajouté une condition de Dirichlet numérique sur ’axe. De-méme le cou-
plage a 'infini pour faire rayonner le probléme acoustique en écoulement
est une nouvelle alternative a plusieurs méthodes déja existantes. Dé-
taillons ici leurs avantages et leurs inconvénients respectifs :

L’originalité principale de ce manuscrit repose dans l'avénement d’un
couplage numérique FEM-BEM en écoulement uniforme.

Ce couplage est réalisé a 1’aide d’opérateurs intégraux de convolution et
la matrice résultante est pleine. Néanmoins, la surface fictive n’a d’autres
nécessiter que de se trouver la, ol I’écoulement est constant : elle peut
entourer ’hétérogénéité générée par I’écoulement de fagon optimale. La
méthode multipole rapide [57] est également adaptable & ce couplage et
susceptible de I'accélérer.

Ce couplage est original dans son implémentation. Ces principaux concur-
rents relévent de techniques numériques différentes :

Citons les éléments surfaciques infinis développés dans I'article de W.
Eversman [51]. [21], [22] et 23] utilisent également cette technique, qui
s’appuie sur un couplage avec un développement en série d’harmoniques
sphériques. La matrice surfacique résultante est creuse. Néanmoins, la
surface fictive rayonnante est nécessairement une sphére (forme impo-
sée) et il en résulte dans certains cas une surface de couplage autour de
I’écoulement porteur beaucoup plus grande que nécessaire, ainsi qu’un
domaine de calcul beaucoup plus grand que nécessaire pour la propaga-
tion acoustique volumique.

Une deuxiéme alternative est 1'utilisation de "perfectly matched layers",
comme le proposent [6], [7], [9], [43] et [59]. Cette méthode consiste en
I'imposition d'une couche limite ot les ondes sont tuées sans réflexion
parasite. Elle a déja prouvé sa compétence numérique dans les problémes
ol la propagation acoustique volumique est nécessaire (a cause de la pré-
sence d’hétérogénéité). Cependant elle ne fait pas naturellement rayon-
ner le probléme acoustique et la surface fermant le domaine de calcul
est nécessairement une boite rectangulaire (forme imposée) et il en ré-
sulte dans certains cas un domaine de calcul beaucoup plus grand que
nécessaire pour la propagation acoustique volumique.
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Le couplage intégral se distingue donc par la flexibilité du positionne-
ment de la surface rayonnante de forme quelconque. Dans le cadre du
traitement de 1’avion tout entier, on imagine clairement le gain numé-
rique apporté par un cernage optimum des hétérogénéités d’écoulement
et ce d’autant plus que la fréquence est grande.

La potentialité de ’écoulement et de la perturbation acoustique est une
hypothese principale de notre modele. Cette hypothese simplifie la pro-
pagation acoustique volumique. Cette hypothése est néanmoins réduc-
trice puisqu’elle ne permet pas de propager une perturbation acoustique
sur un tourbillon. D’autres méthodes numerlques pour le traitement vo-
lumique de la propagation acoustique sont ici envisageables. On peut
ici citer les méthodes de type Galerkin discontinu [9] ou encore de diffé-
rences finies [58| et [60] pour résoudre les équations d’Euler linéarisées
complétes.

Ces approches plus générales sont nécessaires pour traiter des problémes
physiques plus complexes comme le bruit de jet. Néanmoins, une grande
partie de la propagation acoustique autour d'un avion est potentielle
et la naissance d’un code informatique global optimisé traitant ’avion
tout entier par décomposition de domaines nécessite les simplifications
numériques de cette propagation potentielle.

L’approche potentielle, par sa simplicité et le couplage intégral, par sa
flexibilité, sont donc des briques nécessaires dans un code global de dé-
composition de domaine. L’écriture de conditions de raccord entre les
méthodes numériques plus complexes ([9], [58] et [60]) et approche
potentielle sont les développements futurs nécessaires & un code infor-
matique complet de calcul du rayonnement acoustique d’un avion.
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Résumé: Cette thése traite du probléme industriel de la modélisation et de
la simulation numérique du rayonnement acoustique a l’entrée d’air des na-
celles d’Airbus. Les hypothéses physiques subséquentes au contexte industriel
précis conduisent a un modéle simplifié de propagation acoustique linéaire sur
un écoulement porteur potentiel et non-linéaire. La modélisation de la source
modale de bruit du moteur se traduit par une condition de bord exprimée par
un opérateur Dirichlet-Neumann. L’existence et I'unicité du probléme mathé-
matique général (auquel on a rajouté une condition de Sommerfeld convectée)
de la perturbation potentielle et locale autour d’un écoulement uniforme sont
démontrées. Un couplage discret alliant le potentiel acoustique (éléments finis
de volume) et sa dérivée conormale de bord (éléments finis de frontiére) par une
équation intégrale est proposé. Le code informatique est validé analytiquement
et comparativement. Les résultats originaux prouvent la nécessité de la prise en
compte des non-linéarités de I’écoulement par des différences de plus de 5 déci-
bels en champ lointain. Le positionnement optimal de la surface rayonnante et
la possibilité d’adaptation de la méthode multipéle rapide rendent ce couplage
incontournable. Le modéle simplifié potentiel-linéaire, méme si il n’est a priori
apte qu’a traiter ’entrée d’air, trouve toute sa justification en tant que brique
d’un code global basé sur la décomposition de domaine. Finalement, soulignons
I’avénement d’un élément fini axisymétrique naturel et d’une alternative origi-
nale de calcul de I’écoulement non-linéaire par une méthode de point fixe.
Mots clés: Aéroacoustique, potentialité, couplage éléments finis de volume-
éléments finis de bord, équation intégrale, dérivée elliptique conormale.

Abstract : This thesis deals with the industrial problem of modelisation and
numerical simulation of the acoustic radiation from fan duct air entry. The phy-
sical hypothesis subsequent to the industrial framework give way to a simplified
model of linear acoustic propagation upon a non linear potential flow. Engine
modal noise source modelisation requires acoustic boundary conditions through
a Dirichlet-Neumann operator. Existence and uniqueness of the global mathe-
matical problem (a convected Sommerfeld condition is added) of the potential
and local perturbation from a uniform flow are prooved. A discrete coupling
between the volumic acoustic potential (finite volumic elements) and its ellip-
tic normal derivate (boundary finite element) through an integral equation is
exhibed. Computing code is validated analytically and comparatively. Original
results are described and prove the necessity to consider the nonlinearity of the
flow by differences greater than 5 dBs in the far field acoustic diagrams. Optimal
positionning of the radiating surface and the plugability of the fast multipole
method make this coupling unmissable. Simplified potential-linear model, even
if its range of validity is restricted to the fan duct air entry, gets his whole inter-
est as a brick in a global domain decomposition code. By the way, let’s mention
the achievement of a natural axisymetric finite element and an alternative me-
thod to the calculus of the non linear flow by a fixed point method.

Key Words : Aeroacoustic, potiential, coupling finite volume elements-boundary
elements, integral equation, boundary elliptic derivate.
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