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Introduction

La principale motivation des travaux de cette these est de mieux comprendre le role
du tenseur d’impulsion-énergie spinoriel, qui est un 2-tenseur symétrique défini de fagon
tres simple & partir d’'un champ de spineurs sur une variété riemannienne spinorielle (0),
et qui se manifeste de maniere encore incomprise dans deux problemes apparemment
sans liens. Il est surprenant de voir que la géométrie spinorielle extrinseque, qui est un ou-
til performant pour 1’étude des propriétés géométriques des sous-variétés riemanniennes,
semble déboucher sur une interprétation naturelle de ce tenseur. Plus précisément, le
voir comme la seconde forme fondamentale d'une hypersurface va clarifier quelque peu
son role.

L’opérateur de Dirac fondamental d’une variété riemannienne spinorielle est un opé-
rateur différentiel linéaire du premier ordre, agissant sur les sections du fibré des spineurs
de cette variété. On interprete souvent les champs de spineurs comme les “racines car-
rées” des formes différentielles, mais la différence fondamentale entre ces deux types
d’objets est que le fibré des spineurs dépend de la métrique considérée (méme si le fait,
pour une variété riemannienne, d’étre spinorielle n’est qu’une propriété topologique).

L’opérateur de Dirac est elliptique, et si de plus la variété sur laquelle on le définit
est compacte, il est essentiellement auto-adjoint. L’étude de son spectre, alors discret, a
fait et continue a faire 'objet de recherches intensives. Une conséquence de la formule
de Schrodinger-Lichnerowicz est que si la courbure scalaire de la variété est strictement
positive, alors le noyau de 'opérateur de Dirac est trivial [27].

Aussi, des informations géométriques bien plus subtiles ont été obtenues en cherchant
a estimer la premiere valeur propre non nulle de 'opérateur de Dirac. Th. Friedrich I'a
minorée par un nombre proportionnel & I'infimum de la courbure scalaire [10], puis, grace
a la propriété de covariance conforme de l'opérateur de Dirac, O. Hijazi a remplacé cet
infimum par la premiere valeur propre de I'opérateur de Yamabe [18], i.e., le laplacien
scalaire conforme.

Le cas d’égalité dans 'estimation de Th. Friedrich est caractérisé par ’existence sur la
variété d’une section spéciale du fibré des spineurs. La dérivée covariante de cette section
est égale a 'action des champs de vecteurs sur cette méme section par multiplication de
Clifford, & un coefficient de proportionnalité pres (appelé nombre de Killing). Une telle
section est appelée spineur de Killing, et son existence implique de séveres restrictions
sur la géométrie et la topologie de la variété.

La construction d’un cone riemannien sur une variété admettant un spineur de Killing
avec un nombre de Killing réel a permis a C. Béar de caractériser de telles variétés en
fonction de 1’holonomie de ce cone [4], dont la géométrie a été précisée par S. Gallot
dans [15]. En fait, on peut donner une correspondance bijective entre les spineurs de
Killing sur la variété et les spineurs paralleles sur le cone, permettant alors d’exploiter
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10 INTRODUCTION

les résultats déja connus sur les variétés admettant des spineurs paralleles [24], [39] et
[34].
Dans un premier temps, on s’intéressera a la question suivante :

Existe-t-il des estimations analogues a celles citées plus haut
pour un opérateur de Dirac naturellement défini sur les sous-
variétés riemanniennes spinorielles 7

La définition de l'opérateur de Dirac des sous-variétés est a rapprocher de celle de
I'opérateur que E. Witten a introduit dans sa preuve spinorielle du théoreme de la
masse positive [40] : il est défini comme la composée de la dérivée covariante spinorielle
ambiante et de la multiplication de Clifford restreinte aux vecteurs tangents a la sous-
variété. Pour rendre cet opérateur formellement auto-adjoint, il faut en plus inclure dans
sa définition la multiplication de Clifford par I’élément de volume du fibré normal a la
sous-variété considérée.

On peut alors se demander comment étendre les minorations classiques pour 'opé-
rateur de Dirac intrinseque a cet opérateur de Dirac défini de maniere extrinseque. Les
résultats de X. Zhang dans [41] et [42] constituent un premier pas dans cette direc-
tion et dans le cas d'une hypersurface. On constate alors que la courbure moyenne de
I'immersion isométrique de I’hypersurface vient modifier la borne inférieure classique.

On peut citer aussi les résultats récents d’O. Hijazi, S. Montiel et X. Zhang [22],[23] :
ces derniers donnent des estimations pour le spectre de l'opérateur de Dirac d’un do-
maine ou de son bord ayant pour corollaire un théoreme classique d’Alexandrov [2].

L’étude des variations du spectre de I'opérateur de Dirac en fonction de la métrique,
et Pestimation des valeurs propres de cet opérateur donnée par O. Hijazi dans [19]
(voir (1) ci-apres) sont deux problemes tout a fait différents ou apparait le tenseur
d’impulsion-énergie spinoriel. Il est surprenant de voir que la géométrie extrinseque (en
particulier celle des hypersurfaces) semble étre un cadre naturel pour étudier cet objet.

Une solution géométrique du probleme des variations du spectre de l'opérateur de
Dirac en fonction de la métrique est donnée par J.-P. Bourguignon et P. Gauduchon
dans [8]. On peut alors énoncer une conséquence de leurs résultats de la fagon simplifiée
suivante :

On considere un 2-tenseur symétrique k, et I'on fait varier la métrique g d’une
variété riemannienne spinorielle compacte (M, g) dans la direction de k, c’est-a-dire, on
considere les métriques g, = g + tk, pour ¢ un parametre suffisamment proche de 0. On
peut alors comparer entre eux les fibrés des spineurs pour chacune des métriques g;, et
considérer la famille D; d’opérateurs de Dirac associés. Si v est un spineur propre pour
I'opérateur de Dirac initial D et \ sa valeur propre associée, on s’intéresse a la branche
A du spectre de la famille D, vérifiant A\g = A. Alors

dX; 1
=t — 2 (kT
dt |t:0 2/]\4( ) TJJ)UQ

ou Ty, est le 2-tenseur symétrique défini pour tous vecteurs tangents X et Y par

Ty(X,Y) = %%(X Vyp +Y - Vxt,0) (0)
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ou R(.,.) désigne la partie réelle du produit scalaire hermitien naturellement défini sur
le fibré des spineurs, et pour lequel la multiplication de Clifford par un vecteur tangent
est antisymétrique.

Le nom de tenseur d’impulsion-énergie est justifié par le résultat de E.C. Kim et
Th. Friedrich [13], qui montre, en s’appuyant sur [8], que les équations d’Einstein-Dirac

Dy =X,

Ric — § Scalg = 1T, 7
(ou Ric désigne le tenseur de Ricci d’une variété riemannienne spinorielle (M, g) et Scal
sa courbure scalaire), sont les équations d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle

Wigw) = [ (Scal 4wl = (Dv. ),

Cette approche variationnelle est effectivement celle qui permet aux physiciens de
définir et de calculer en relativité générale le tenseur d’impulsion-énergie associé a une
distribution de matiere donnée ([17]).

On peut déja remarquer la simplicité de I’expression du tenseur Ty, c’est le 2-tenseur
symétrique le plus simple construit a I’aide de la dérivée covariante et de la multiplication
de Clifford. Plus surprenant, il apparait indépendamment dans la minoration du spectre
démontrée par O. Hijazi dans [19] :

2o 1. $2
A Zl—llﬂrbf(Scal—i-W %), (1)
pour toute valeur propre \ associée au spineur propre 1, avec Q¥ = Ty/|0)?. Cette
inégalité améliore celle de Th. Friedrich. Elle peut donner une borne inférieure non
triviale si la courbure scalaire est négative, mais elle est moins exploitable du fait que
la borne elle-méme dépend d’un spineur propre.

La remarque suivante est fondamentale dans le résultat d’O. Hijazi : supposons que
la dérivée covariante d’'un champ de spineur non trivial v satisfait pour tout vecteur
tangent X

Vx¢ = E(X)-v, (2)

ou E est un 2-tenseur symétrique donné. Tout d’abord il est facile de remarquer que la
norme de ce spineur est constante. Ensuite, en choisissant un repere local orthonormé
du fibré tangent (ey, ..., e, ), et si on désigne par E;; les coeflicients de E' dans ce repere,
on voit que I’équation ci-dessus implique

Riei- Ve, 0,9) = EijR(e; - e -, 1) .

Les propriétés de la multiplication de Clifford impliquent alors que £ = —Q¥. 1l est
intéressant de remarquer que I’on peut définir de maniere naturelle un champ de vecteurs
associé a un champ de spineurs 1 vérifiant ’équation (2) et que ce champ de vecteurs
est de Killing si Q¥ est parallele (voir la proposition II1.6).

Cette remarque est essentielle pour la suite : on va pouvoir démontrer que la restric-
tion d’un spineur paralléle & une hypersurface vérifie I’équation (2). On se pose donc la
question
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Le cadre des hypersurfaces est-il mieux adapté que le cadre in-
trinseque pour comprendre le role du tenseur d’énergie-impul-
sion en géométrie spinorielle ?

Présentation des résultats

Dans le premier chapitre, on s’intéresse tout d’abord au cas des hypersurfaces. Apres
avoir identifié la restriction a une hypersurface du fibré des spineurs ambiant avec le
fibré des spineurs intrinseque de cette méme hypersurface, on définit 'opérateur de
Dirac des hypersurfaces Dy de facon analogue a 'opérateur introduit par Witten. On
continue alors dans la direction prise par X. Zhang dans [41] et [42] en commengant tout
d’abord par préciser les cas d’égalité dans ses estimations pour le spectre de Dy. On met
alors en évidence dans ce contexte I'existence de spineurs de Killing sur ’hypersurface
considérée, comme pour le cas de 1’égalité intrinseque correspondante (& savoir ici, celle
de Th. Friedrich).

On donne ensuite une minoration extrinseque faisant intervenir le tenseur d’impul-
sion-énergie, correspondante a celle d’O. Hijazi. Le cas limite est analogue au cas in-
trinseque, mettant en ceuvre une section spéciale du fibré des spineurs qui généralise
la notion de spineur de Killing. On remarque d’ailleurs que si 'hypersurface est mini-
male, 'opérateur Dy correspond exactement a l'opérateur de Dirac fondamental D de
I’hypersurface, et que ces minorations sont celles déja connues.

La remarque principale de ce premier chapitre est la suivante : la seule donnée
extrinseque de ces estimations est la courbure moyenne H de 'hypersurface. Il est en fait
possible d’obtenir des estimations de maniere tout a fait analogue pour des opérateurs
de “Dirac-Schrodinger” Dy définis intrinsequement par Dy = D — éId, f étant une
fonction réelle lisse donnée, jouant alors le role de la courbure moyenne H.

Le deuxieme chapitre est la généralisation du premier aux sous-variétés. Ce travail,
prolongeant aussi un article d’O. Hijazi et X. Zhang [21], a été effectué en collaboration
avec Nicolas Ginoux.

Le cas de la codimension au moins égale a deux est évidemment moins facile. Un
premier effort algébrique est a fournir pour identifier le fibré des spineurs ambiant avec
le produit tensoriel du fibré des spineurs de la sous-variété et de celui du fibré normal.
Cet effort est simplifié grace a I'identification de C. Bér dans [6]. Ensuite, il faut trouver
une définition de 'opérateur de Dirac des sous-variétés qui correspond a Dy dans le cas
des hypersurfaces. En particulier, cet opérateur (toujours noté Dy ) doit étre elliptique,
formellement auto-adjoint, et doit étre relié de facon naturelle a I'opérateur de Dirac
intrinseque “tordu” par le fibré normal.

Apres avoir répondu a ces questions, on démontre en particulier le théoreme suivant :

Théoréme. Soit M™ C M™™ une sous-variété riemannienne spinorielle compacte
d’une variété riemannienne spinorielle (M, g). On munit le fibré normal de la structure
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spinorielle induite. Supposons que
m(Scal + k1) > (m — 1)||H||?
ot Scal désigne la courbure scalaire de (M™, g), k1 la premiére valeur propre d’un

opérateur de courbure normal (cf. (11.17)) et H la courbure moyenne de M dans M.
Alors toute valeur propre A de Dy satisfait

2
1 m
2>_' - —
A _41nf<\/ _1(Scal+/f1) HHH) .

De plus, en cas d’égalité dans cette minoration, la courbure moyenne H est de norme
constante, et il existe un réel p et un champ de spineurs 1 sur M, vérifiant pour tout
champ de vecteurs X tangent a M

Vxth ==X -,

ou 1\./1” désigne la multiplication de Clifford sur le produit tensoriel du fibré des spineurs

de la sous-variété M avec celui du fibré normal.

Cette derniere équation définit donc une notion de spineur de Killing “tordu”. C’est
bien celle d'un spineur de Killing réel dans le cas d’une hypersurface orientée puisque
dans ce cas, le fibré normal est trivial.

On donnera aussi des estimations analogues faisant intervenir le tenseur d’impulsion-
énergie et un changement de métrique adapté.

Ici encore, on peut faire la remarque que de telles estimations peuvent étre obtenues
pour des opérateurs de Dirac définis de maniere intrinseque sur le fibré des spineurs
d’une variété riemannienne spinorielle, tordus par un fibré vectoriel auxiliaire donné.

La question du tenseur d’impulsion-énergie est abordée dans le troisieme chapitre
qui débute par la proposition suivante :

Proposition. Soit M" — (N"*1 g) une hypersurface compacte, orientée, isomé-
triquement immergée dans une variété riemannienne spinorielle (N"*1 g), ayant pour
courbure moyenne une constante H et pour seconde forme fondamentale le 2-tenseur sy-
métrique h. Si (N" . g) admet un champ de spineurs paralléle, alors M satisfait le cas
d’égalité dans (1), c’est a dire, il existe un champ de spineurs ¢ le long de M, vérifiant

D = M et tel que
A\ = %lSCal +1Q¥)?.
De plus, le tenseur d’impulsion-énergie associé a 1 vérifie
2Q0¥ = h

(Dans la suite, on désignera toujours Q¥ comme le tenseur d’impulsion-énergie asso-
cié a 1. On considérera d’ailleurs souvent des champs de spineurs 1) de norme constante,
justifiant cet abus de langage.)

Cette proposition est une conséquence du fait que la restriction d’un spineur pa-
rallele & une hypersurface est une section spéciale du fibré des spineurs, qui lorsque la
courbure moyenne est constante, correspond a la généralisation d'un spineur de Killing.
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On nommera une telle section un “I’-spineur de Killing” comme dans [14]. Ces sections
réalisent le cas d’égalité dans (1).

On se demande alors dans quelle mesure ’argument de C. Bar peut étre adapté pour
caractériser les variétés riemanniennes spinorielles qui admettent de telles sections. On
rappelle quun spineur de Killing est un 7T-spineur de Killing dont le tenseur d’impulsion-
énergie est proportionnel a la métrique. Son existence correspond bien via la construction
du cone a l'existence d’une immersion isométrique (et méme d’'un plongement) de la
variété comme une hypersurface totalement ombilique dans une variété riemannienne
spinorielle admettant un spineur parallele.

On donne alors la construction d’un produit tordu généralisé en vue de relier les “T-
spineurs de Killing” a des spineurs paralleles sur la variété ainsi construite. En particu-
lier, on démontrera 1’équivalent des formules d’O’Neill pour la connexion de Levi-Civita
de ce produit tordu (voir la Proposition III.8).

La difficulté vient du fait que dans la proposition précédente, pour avoir le méme
résultat, il suffit d’imposer seulement sur la variété ambiante ’existence d’un spineur
dont la dérivée covariante ne s’annule le long de M que pour les champs de vecteurs
tangents a M. Cette construction ne donne donc une géométrie intéressante que dans
des cas particuliers, et par la suite nous considérons uniquement le cas ou le tenseur
d’impulsion-énergie est parallele (ce qui est naturel puisque c’est le cas pour les spineurs
de Killing), et méme un projecteur.

Enfin, le quatrieme et dernier chapitre illustre bien l'idée principale du chapitre
IIT qui est d’interpréter le tenseur d’énergie impulsion associé a un champ de spineurs
comme la seconde forme fondamentale d'une immersion isométrique.

Dans [12], Th. Friedrich donne une formulation spinorielle élégante de la théorie des
surfaces dans I'espace euclidien de dimension 3 (voir aussi [1]). En dimension 2, il est
en effet possible de montrer que la donnée d’un spineur ) de norme constante, vérifiant
D1 = f1 pour une fonction réelle lisse f, est équivalente a la donnée d’une immersion
isométrique de la surface dans R? avec f pour courbure moyenne . Ceci est permis par
le fait que ces deux données sont encore équivalentes a ’existence sur la surface d’une
section spéciale du fibré des spineurs, dont le tenseur d’impulsion-énergie associé vérifie
automatiquement les équations de Gaufl et de Codazzi-Mainardi.

On montre alors que I'argument persiste pour le cas des surfaces dans la spheére S®
ou l'espace hyperbolique H?, tous deux munis de leur métrique standard. On démontre
par exemple, en étudiant la restriction a une surface d’un spineur de Killing imaginaire,

Théoréme. Soit (M?,g) une surface riemannienne orientée et H : M — R une
fonction différentiable. Alors, les données suivantes sont équivalentes :

(1) Une immersion isométrique (M?,g) — H?* du revétement universel M? de M
dans lespace hyperbolique a trois dimensions H?, ayant pour courbure moyenne
la fonction H.

(2) Une solution ¢ de l’équation de Dirac
Do =Hp+9,
ne s’annulant nulle part sur M et satisfaisant
X = —R(X-3,0), VX e I'(TM).

(¢ désigne ici l'image de ¢ par l'action de la forme volume complexe).
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(3) Un champ de spineurs @, non-trivial, et un champ d’endomorphismes symé-
triques T tels que tr(T) = H et
1
ng0+T(X)-g0+§X-¢:0, VX eI(TM).
Pour des raisons algébriques, ce résultat ne s’étend pas aux variétés de dimension

plus grande ou égale a 3. Cependant, un résultat analogue persiste dans les cas des
hypersurfaces paralleles de I'espace euclidien de dimension 4.






CHAPITRE 1

Estimations de valeurs propres pour les opérateurs de
Dirac-Schrodinger

Ce chapitre est la traduction d’un article publié en anglais dans la revue
“Journal of Geometry and Physics”.
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ESTIMATIONS DE VALEURS PROPRES POUR LES OPERATEURS DE
DIRAC-SCHRODINGER, [29]

RESUME. On donne de nouvelles estimations pour les valeurs propres de I’opérateur
de Dirac d’une hypersurface en fonction du tenseur d’impulsion-énergie associé a un
spineur propre, de la courbure moyenne et de la courbure scalaire de cette hypersurface.
On décrit ensuite les cas limites de ces estimations et de celles obtenues par X. Zhang et
O. Hijazi dans [42] and [20]. On compare alors ces cas limites avec ceux correspondant

aux inégalités de Friedrich et d’Hijazi. On conclut en comparant ces résultats a des

estimations intrinseques pour des opérateurs de Dirac-Schrodinger Dy = D — %

1. Introduction

Dans cet article, on commence par comparer le fibré des spineurs restreints S d'une
hypersurface M au fibré des spineurs fondamental M de M. Le fibré des spineurs
restreints S est obtenu par restriction du fibré des spineurs fondamental de ’espace
ambiant N a M. Si ¢ € I'(S) est une section de ce fibré, le tenseur d’impulsion-énergie
Q¥ associé a ¢ est défini sur le complément de I’ensemble de ses zéros, par

1
:j = 5(62 C 7 V]SO_F ej V- vlgp7 SO/‘SO|2>7

ou v est un champ de vecteurs normal unitaire défini globalement sur M, e;, e; sont les
vecteurs d’un repere local orthonormé de M, et ou V;p désigne la dérivée covariante
du champ de spineurs ¢ dans la direction de e; . Alors, la formule de Schrodinger-
Lichnerowicz pour l'opérateur de Dirac classique D sur M meéne au résultat suivant (a
comparer avec [42]) :

THEOREME L.1. Soit M™ C (N"1.q) une hypersurface compacte orientée d’une
variété riemannienne spinorielle N. Soit A une valeur propre de l'opérateur de Dirac
d’hypersurface Dy = D—%, associée au spineur propre p. En supposant Scal +4|Q%|? >
H? >0, on a alors

1 2
N2> g inf (\/Scal TAQP - yH|) , (L1)

ou Scal et H sont respectivement la courbure scalaire et la courbure moyenne de M, et
QY le tenseur d’impulsion-énergie associé a .

En fait, on voit que si M est une hypersurface minimale, ’opérateur de Dirac d’hyper-
surface correspond a 'opérateur de Dirac classique. Donc, dans ce cas, cette estimation
est exactement celle donnée par O. Hijazi dans [19].

On discute alors des cas limites de l'estimation (I.1) et de celle donnée par X. Zhang
dans [41].

Comme dans [18] et [20], on prouve le

19
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THEOREME 1.2. Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 1.1, en supposant
Scal €?" +4|Q¥|*> > H?> > 0, ot Scal est la courbure scalaire de M pour une métrique
conforme g = e* g donnée, avec du(v)y =0, on a

A2 > ! inf (\/Scal et 4+ 4|Q¢|? — |H|)2 (1.2)

La description des cas limites de cette inégalité et de celle prouvée dans [20] est
similaire & celle de (I.1). En conclusion, on observe que ces inégalités correspondent a
la généralisation des estimations classiques aux opérateurs de type Dirac-Schrodinger
Dy=D — g, pour une fonction a valeurs réelles f sur M.

L’auteur aimerait remercier Oussama Hijazi pour I’avoir mené a ce probleme, ainsi
que Nicolas Ginoux et Xiao Zhang.

2. Préliminaires

2.1. Restriction des champs de spineurs a une hypersurface. Dans cet ar-
ticle, on considere une hypersurface compacte orientée (M™,g) d'une variété rieman-
nienne spinorielle (N"*! 7), munie d’une structure spinorielle SpinN. La métrique g est
la métrique induite sur M par g. La possibilité de définir globalement un champ de
vecteurs normal unitaire v sur M permet d’induire de Spin/N une structure spinorielle
sur M, notée SpinM. Pour y parvenir, on associe a chaque repéere orthonormé orienté
(e1,...,e,) de M le repere orthonormé orienté (eq, ..., e,,v) de N de sorte que le SO(n)-
fibré principal SO,,M des reperes orthonormés orientés sur M soit identifié a un sous
fibré de SO,,41N)ys. Cette application sera notée .

Soit Cl, P'algebre de Clifford complexe en dimension n et CI® sa partie paire. On
rappelle qu’il existe un isomorphisme

a: Cl, —CI, (L.3)

e, +—— eV
Ici, v joue le role du dernier vecteur de la base canonique de R"+1.
En particulier, « induit le diagramme commutatif suivant :
Spin(n) —>— Spin(n + 1)
Ad Ad

SO(n) ——— SO(n + 1)

ou l'inclusion de SO(n) dans SO(n + 1) est celle qui fixe le dernier vecteur de base sous
I'action de SO(n + 1) sur R"™' et Ad est la représentation adjointe de Spin(n) sur
SO(n), donnée par

Ady(z) =n-z-n"

pour tout 1 € Spin(n) et pour tout = € R™.

Ceci permet de considérer I'image réciproque par ® du fibré SpinNjy, sur SOM
comme une structure spinorielle sur M, notée SpinM. La projection de SpinM sur SOM
est notée 7, tout comme la projection de SpinN sur SON. Ainsi, on a le diagramme
commutatif suivant :
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SpinM _r SpinN

SOM ? SON s

c
Soit XN le fibré des spineurs complexes sur N, i.e.,

XN = SpinN X, . Y41,

ol pn11 est la restriction a Spin(n + 1) d’une représentation complexe irréductible de
Cl,41 sur lespace des spineurs ¥,,1, de dimension 21" ([.] désigne la partie enticre).
On rappelle que si n+ 1 est impair, cette représentation est choisie de sorte que la forme
volume complexe agisse sur X, par 'identité.

Localement, par définition de XN, si U est un ouvert de N et ¢ € I'y(XN) une
section locale du fibré des spineurs, on peut écrire

Y= [gﬂ U]

ouo:U — X, ets:U — SpinN sont des applications différentiables, et [s, o] est la
classe d’équivalence pour la relation

5,0] ~ [39, pns1(g™ o], Vg € Spin(n+1).

De plus, on peut toujours supposer que m(s) est une section locale de SON ayant v pour
dernier vecteur de base. On a alors

¢\M = [(§|U0M7 U|UmM)]
ou la classe d’équivalence est réduite aux éléments de Spin(n).
Il suit que 'on peut réaliser la restriction a M du fibré des spineurs X N comme
S = XNy = SpinM X, oq Xnii-

Remarque. L’inclusion de Spin(n) dans Spin(n + 1) donnée par « est triviale.
Cependant, cette notation souligne le fait que la multiplication de Clifford d’un champ
de spineurs ¢ € I'(S) par un vecteur X tangent a M est donnée par

(X,8) = X -v- 6. (14)
Cette remarque est cruciale pour l'identification qui suit (voir aussi [5],[9]).

2.2. Identification de S avec XM . On compare maintenant S avec le fibré des
spineurs intrinseque sur M,
XM = SpinM x,, ¥,.
Pour cela, on doit différencier les cas ot n est pair ou impair. Supposons pour commencer
que n = 2m est pair. De (1.3) et

Cly,, = C(2™), (1.5)
il suit que la représentation de Cly,, donnée par ps,,1 0« est simplement la restriction de
pam+1 & CI3,, ;. Mais cette représentation est irréductible (voir [26]). La représentation
Poma1 © « est donc une représentation irréductible de Cly,, de dimension dim¥,,,,; =
2l#5] = 2™m comme py,. Or, (I.5) implique que cette représentation est unique, a
isomorphisme pres. Ainsi po,, = poma1 © @ et on conclut que

S YM. (L6)
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Soit wa,, = i™ey - -+ - - €9y, la forme volume complexe en dimension paire. Un calcul
facile montre que a(w) = w. La décompostion de XM en parties positive et négative est
inchangée par 'isomorphisme (1.6) et on a

S=858tp S~
ol
SE={ypeS|iv-y=+p} 2XTM*

En fait, puisque l'on a choisi py,,+1 comme la représentation irréductible de Cly,, 11

pour laquelle la forme volume complexe won,i1 = ™ ey - ... - eqy - v agit par l'identité

sur Yo,,.1, On a, pour Y € S :

iy.w:iy.wszrl-w:imiZV'el'...'€2m'V‘w:w2m'w'

On suppose maintenant que n = 2m + 1 est impair. On rappelle I'isomorphisme
suivant :

Clams1 = C(2™) @ C(2™). (1.7)
Comme mentionné plus haut, ps,,+1 correspond a la représentation irréductible de

Clyn41 pour laquelle I'action de la forme volume complexe wo,,11 est 'identité. Puisque
n+1=2m + 2 est pair, XN se décompose en parties positive et négative,

+ - +
YN* = SpinN Xk Yoo

Si ey est un vecteur de base tangent a M, alors

_ m—+1
aleg) - womeo = 1" ep V€1 ... Copyl Y

= ()P (1) e g Vg U
= W2 a(eg).
Ainsi pg,40 0 a0 préserve la décomposition de XN, et
S=8tT®S"
avec
S* = SpinM Xt oa I
et ol Wom4o agit comme +Id sur S*.

De plus,

Oz(w2m+1) = im+1(€1 . l/) ot (62m+1 . l/) = Z.m+161 et Comtl V= Wom+-2,

et donc poymi1 et p3,.o 0 @ sont deux représentations irréductibles de Cla,41 de mémes
dimensions, telles que poyi1(wWami1) €t Pg,.s © @(wam1) sont respectivement 'identité
sur Yom4q et 3, 5. Puisqu’une telle représentation est unique & isomorphisme prés, on
déduit que poyi1 = pa,,0 0 @ et
ST ~¥M. (L)
On a donc démontré la proposition suivante :

PROPOSITION 1.3. Si n est pair (resp. impair), il ezxiste un isomorphisme entre le
fibré des spineurs restreints S (resp. ST) et le fibré des spineurs XM qui envoie tout
spineur @ € S (resp. ST) sur le spineur noté ¢* € XM . De plus, sous cette identification,
la multiplication de Clifford par un champ de vecteurs X tangent a M est donnée par

X' =X v-9)
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2.3. La formule de Gauss spinorielle et 'opérateur de Dirac d’hypersur-
face. Soit V la connexion de Levi-Civita de (N"*! g), et V celle de (M",g). Soit
(e1,...,€n, €41 = V) un repere local orienté orthonormé de T'M, alors la formule de
Gauss donne pour 1 <i,5 <mn,

61'63' = Viej + hijV s (19)
ou h;; sont les coefficients de la seconde forme fondamentale de I’hypersurface M dans
la base (eq,...,en, eyx1). On peut de la méme fagon relier les connexions associées sur
les fibrés des spineurs correspondants. Pour cela, on considere ¢ € I'(XN) et ¢ = ¢ €
['(S) sa restriction a M. On rappelle que localement, pour X € ['(T'M),

- 1 -
Vx¢ = X(¢) + 3 Z 9(Vxei ej)ei-ej- ¢ (1.10)
1<i<j<n+1
et
1
Vxe = X(p)+ 3 Z g(Vxesej)e;-v-ej-v-@
1<i<j<n
1
= X((P)+§ Z g<vX6i7€j>6i-6j <.
1<i<j<n

Ainsi, en restreignant chaque membre de I’équation (I.10) & M, et en utilisant le fait
que X (@) = X(¢m) pour X tangent a M, la formule de GauB (1.9) implique, pour
1<k <n,

(Vid)r = en(@)+5 D> G(Viei+ hpiviej)e;-ej- ¢

1<i<j<n

1 -
+-= Z g(Viei + hpv,v)e, - v- @

Y 9(Vieiej)ei-ej-p

1<i<j<n

+% Z hiiei - v - @

1<i<n

1
= Vk<P+§ Z hyiei - v -

1<i<n

Ici, grace a I'équation (I1.10), écrire (6X¢)|M = %Xgo quand X est tangent a M a
bien un sens, et on a donc prouvé la formule de Gauf} spinorielle :

=~ 1
Vo eI'(S), VX e I'(TM), VX¢:VX¢+§h(X)~u-<p. (I.11)
(Ici h est vue comme un endomorphisme du fibré tangent.)
Il est bien connu (voir [26]) quil existe une métrique hermitienne définie positive
< .,.>sur XN telle que, si 7 est une k-forme sur N,

k(k+1)

<T- o >=(=1)"2 <o, 7> , Vo, € (EN). (I.12)
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Si on note (.,.) sa partie réelle, on a

On restreint simplement (., .) & M pour obtenir un produit scalaire défini globalement

sur S. Maintenant, puisque V est compatible avec (.,.), i.e.

X(p. ) = (Vxe,¥) + (9. Vxt)) , V,0 € T(S), VX € T(TM),

la formule (I.11) implique que V est aussi compatible avec ce produit scalaire. On re-
marque que I’équation (I.11) implique que par rapport a 'identification de la proposition
[.3, on a

(Vo) =Ver. (L.14)

Ceci permet donc de définir un produit scalaire (.,.)sy sur le fibré des spineurs in-
trinseque, avec les mémes propriétés que (.,.), rendant les deux fibrés correspondants
isométriques.

Puique la multiplication de Clifford d’'un champ de spineurs par un champ de vec-
teurs tangent a M est donnée par (I1.4), si n est impair, ST est laissé stable par V par
multiplication de Clifford. Ainsi, 'opérateur de Dirac classique est simplement défini sur
S pour n pair (resp. ST pour n impair) par

D:ielyvz
i=1

On définit maintenant 'opérateur de Dirac d’hypersurface sur I'(S) par

n

DH:Z&,V%Z

=1

Cette définition est motivée par le fait suivant. Soit

Ezznjei'ﬁi
=1

l'opérateur de Dirac sur une hypersurface défini par E. Witten (voir [40], [36]) dans

sa preuve du théoreme de la masse positive en relativité générale. Alors D n’est pas
formellement auto-adjoint par rapport a la métrique (.,.). Aussi, il est démontré dans
[20] que

ot D* est l’adjoint formel de D par rapport a (.,.).
De la formule (I.11), on déduit que pour n pair (resp. impair), on a les relations
suivantes sur I'(S) (resp. I'(S™)) :
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h(e;
DH = szezyvl_i_zz:ely%y
hij
i,J
2]

hij
= D- Z 0
%

et donc, si H =), h;; est la courbure moyenne de I'hypersurface, on a

Dy =D — g (I.15)
Dans la suite, on ne distinguera pas les cas ol n est pair ou impair. En fait, si n est
impair, Dy ne change pas la décomposition de S en spineurs positifs et négatifs, tout
comme la multiplication de Clifford (cf. (I.4)), V et V. Ainsi, si ¢ € I'(S) est un spineur
propre pour Dy, associé a la valeur propre A, il en est de méme pour ¢, sa partie
positive. On considere alors seulement les spineurs positifs. Avec cette convention, les
notations deviennent moins lourdes.

Maintenant, il est facile de voir par ’équation (I.15) que Dy est formellement auto-
adjoint par rapport a la métrique (.,.) (voir [20]). Finalement, on rappelle la formule de
Schrédinger-Lichnerowicz sur I'(XM) qui, par Iidentification précédente, est aussi vraie
sur I'(S) :

Scal
1 (1.16)

Scal étant la courbure scalaire de M et V* 'adjoint formel de V pour la métrique (.,.).

D? =V*V +

3. Preuve du théoreme 1.1

On donne maintenant une estimation des valeurs propres de Dy faisant intervenir
le tenseur d’impulsion-énergie associé a un spineur propre (see [19]). Pour tout champ
de spineurs ¢ € I'(S), on définit le tenseur d’impulsion-énergie associé Q¥ sur le com-
plément de I’ensemble de ses zéros, comme le 2-tenseur symétrique défini par

1
5= 5lev-Vipt e v Vi, oflol). (L17)

REMARQUE L.4. Cette définition correspond a celle donnée dans [19] si l'on remarque
que sous l'identification de S avec XM de la proposition 1.3,

1 * * * *
Zf = §<€ZV]Q0 +€; Vi, @ /|90 |2)2M'

Si ¢ est un spineur propre pour Dy, Q¥ est bien défini au sens des distributions.
Pour toutes fonctions a valeurs réelles p et ¢, on considere la dérivée covariante modifiée
définie sur S par

V?:Vi—i-(p§+q)\>ei~u-+ZQ;§ej-u~. (L.18)
J



26 I. OPERATEURS DE DIRAC-SCHRODINGER

REMARQUE L.5. Cette connexion est bien définie sur S si n est impair.

En utilisant (1.13), on a
H 2
IVO* = Vel +n (p - +4a A) lol?
+ Z Qz] sz V- ()07 ek) V- QO)

1,7,k

+2 <p§+q)\) Z(Vz‘% e V- )

7

"’22@5 (Vig, ej-v- )
1]

H
—|—2(p—+q)\) ZQZ-? (ei-v-pe-v-p).
.3

2
Donc
Q 12 2 H 2 2 0|2 2
V92 = Vel +n (p 5 +ar) el +1Q°F ¢l
H
2 (p 5 +a2) (Dp, 9) —20Q°P [P
H
+2(p 5+ ) Tr(Q%) Il
or
Tr(Q%) lol* = (Dg, ) ,
d’ou
Q .2 2 H 2 2 02 2
V22 = [Vl +n (p o +a ) ol — Q7 Il (1.19)

Puisque Dy = D — 4 la formule de Schrodinger-Lichnerowicz (I.16) sur I'(S) im-

plique
Scal
[wets, = [ (1DeR - 2102,
M M

_ /M((wrg)? Scal)y<p|2vg (1.20)

Ainsi, (1.19) et (1.20) menent a
Scal
/ Vo, = [ (1 ng = 25— 1QF)lel,

2

H
+f (<1+np2>7+<1+npq>HA)|so|%g. (1.21)
M
Si I'on suppose que la fonction ¢ ne s’annule pas, on peut choisir p = —%}. Alors,
(I.21) devient
1 7 Scal —|—4\Q‘P]2 H?
Q2 1+ ng?) X - 5 =)l 1.22
[ 9%k = [ @)@ - (S )|l a22)
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Si Scal +4|Q¢|*> > H? > 0, on peut poser
. ]
VSl TAg A

ng (1.23)

Ainsi I’équation (1.22) devient

| w0t = [ @)= (VEal TAQP - 1) JiePu, (120

Puisque le membre de droite de cette équation est positif et puique A est une
constante, on a

1 2
N2> 7 inf <\/Sca1 T QR — |H|> . (1.25)

REMARQUE 1.6. Si M est minimale, i.e. H = 0, on peut choisir ¢ = 0 dans (I1.18) et
(I.25) donne l'inégalité du théoreme A dans [19].

REMARQUE 1.7. La définition du tenseur d’impulsion-énergie ()¢ coincide bien avec
celle de [19]. La définition utilisée dans [41] et [20] donne un facteur —*; devant le

terme Scal +4|Q%#|? dans I'inégalité (1.25) mais dans ce cas, Q¥ n’a pas d’interprétation
intrinseque.

4. Les cas limites

On commence par rappeler 'inégalité démontrée par X. Zhang :

THEOREME 1.8 ([41],[42]). Soit M"™ C N™' une hypersurface compacte orientée
d’une variété riemannienne spinorielle (N,q). On supposen > 2 etn Scal > (n—1)H? >
0. Alors, si A est une valeur propre de l'opérateur de Dirac d’hypersurface Dy, on a

2
1
N> it (« /nﬁ - Scal - |H|) . (1.26)

Comme pour la preuve du théoreme 1.1, la démonstration du théoreme 1.8 est basée
sur I'utilisation d'une dérivée covariante modifiée

V;\:Vi—i-(pg%—q)\)ei-u-. (1.27)

Ici, les fonctions p et ¢ sont reliées par

I—gq

= 1.2
A (1.28)
et
1 (n—1)|H|
=—|1-— 1.29
0= MFscal—uﬂ) (1.29)
ou, en d’autres termes,
—1|H
(1—ng)* = (n— DI (1.30)

/=25 Scal — |H|'
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Le cas d’égalité est atteint dans (I.26) pour un spineur propre ¢ de Dy de valeur propre
A si et seulement si /-7 Scal — |H| est une constante et V¢ = 0. Or, en tenant

compte de I'identification de la proposition 1.3, et par (1.14), VX o = 0 est équivalent &

H
Vi=1,...,n, Vﬁp*z—(p;—l—q)\)ei-gp* (1.31)

I1 est bien connu (voir [18]) que si une telle section existe sur XM, alors p % H 4 g\ doit
étre une constante (notee par exemple) et que dans ce cas, la variété M est d’Einstein
et Scal = 4"7_1)\%. Ainsi ¢ est un spineur de Killing réel et on est dans le cas limite
de I'inégalité de Friedrich [12]. De plus, puisque ,/-"5 Scal — [H| est une constante, la
courbure moyenne H doit étre constante.

Aussi, puisque Dy = A\jp et A\; = SIgn «/ " Scal, I'équation suivante doit étre
satisfaite (on rappelle que Dy = D — Z 5)

_ SlgIl )\1 Ca Slgn2(A1> ln ﬁ 1 Scal _ Slgn(H)@ (I?)Q)

Or le cas d’ egahte donne

A= Siggw (, - a - Seal — |Hy> . (1.33)

Donc (1.32) et (1.33) impliquent

sign(A) = sign(A;) = sign(H) (1.34)
D’autre part, un simple calcul mene a
H sign(\) n
= - 1
P +qA ™ m— Sca.
(sign(H) — sign(A)) ( n
1 —1 1 —|H )
+ o + 4/ (n—1)( n_lsca |H|)
_ sign(A) " Qeal
2n n—1

et I’on retrouve la relation déja connue p % +qgA= %

En fait, (I.34) peut étre observé de maniere simple puisque dans le cas d’égalité,
Scal et H sont des constantes. On peut alors voir le spectre de Dy comme le spectre
de D décalé par la valeur —Z. La condition nScal > (n — 1)H?* > 0 dans le théoréme
.8 implique simplement que la plus petite valeur propre de Dy (en valeur absolue) doit
avoir le signe de H. En particulier, si n est pair, cela montre comment la symétrie du
spectre est perdue en passant de D & Dy (au contraire du cas H = 0).

On discute maintenant du cas d’égalité dans le théoreme I.1. Le cas limite de I'in-
égalité (I.1) a lieu pour un spineur propre ¢ de Dy ayant pour valeur propre A si et
seulement si V¥p = 0. On remarque d’abord que ceci implique que |¢| est une constante.
Alors, en tenant compte de Iidentification de la proposition 1.3, et par (1.14), V@p =
est équivalent a

* H * *
Vi =—<p5+q>\)emo > Qf e (1.35)
J
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Soit f =p % + g A, alors I’équation (1.35) peut étre écrite sous la forme
J
Si l'on pose T;; = i‘? + f0i;, en prenant la multiplication de Clifford par le vecteur
ex sur chaque membre de 1'égalité (1.36), on déduit

e Vip" = —Zszek'@j'S@*,
J

puis

(ex - Vig™, " )sm = — ZTij(ek et 0 s -
J
Puisque (ey - €; - ¢*, " )sym = 0 si j # k et puisque T}; est symétrique, on a montré
1

(ei - Vo™ +ex - Vi, 80*/‘90*’2)2M = Tig.

2
Donc
Ty = Qy
et on conclut que f = 0. L’équation (1.35) devient
Vip* = — Z Qfej-¢" (1.37)
J

De telles équations de champs ont été étudiées, ainsi que leurs conditions d’intégrabilité,
par T. Friedrich et E. C. Kim dans [13]. Elles permettent une formulation élégante de
la théorie des surfaces immergées dans l'espace euclidien de dimension 3 (voir [12]).
On appellera un EM-spineur un champ de spineur non trivial satisfaisant (1.37). S’il
s’agit d’un spineur propre pour l'opérateur de Dirac, ce qui est équivalent au fait que
tr Q¥ est une constante, ce spineur est appelé T-Killing spineur (voir [14]). En fait, un
T-Killing spineur est exactement un champ de spineurs satisfaisant le cas d’égalité dans
I'estimation d’Hijazi [19].
On a de plus (voir [19] ou le lemme 4.1(iii) de [13])
Scal

(rQ¥) = 255 +1Q7P (1.33)

Donc (1.37) implique

Dy = Fy
olt F? = 54l 4109 ¢|2 Bien que le cas d’égalité dans (1.1) implique que \/ Scal + 4]Q #|2—
| H| est une constante, on ne peut pas conclure qu’a la fois %HQ #|? et H sont constants
comme dans le cas de I'estimation de X. Zhang. Néanmoins, on a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.9. §i la courbure moyenne H est constante, alors le cas d’égalité dans
(I.1) a lieu si et seulement si ¢ est un T-Killing spineur.

Par hypothese, H est de signe constant et on peut déduire que A a le méme signe.
On rappelle que les fonctions p et ¢ sont définies par
1

Pp=—-——
ng
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et
> |H|

- \/Scal +4|Q¢|? — ]H]

ng

En fait, un simple calcul donne

0=f= (pg + qA) _ (Sign(A>2?/%ign(H )

VIHI(/Scal +41Q7] — |H]).  (1.39)

Donc
sign(\) = sign(H).

REMARQUE L.10. Le cas d’égalité dans (I1.26) est inclus dans celui de (I.1) : si on

suppose que ¢ est un spineur de Killing, alors nécessairement Q;Jp- = %52-]- et ainsi
(tr@¥)? = AT = 12 Scal . L’équation (I.38) implique donc
n
4Q°)? = Scal — Scal
n—1
et on a
- 2
2 = ( Scal—|H|) .
n—1

REMARQUE I.11. La remarque précédente montre que le théoreme 1.1 améliore le
théoreme 1.8. En particulier, il n’impose pas a la courbure scalaire Scal d’étre positive,
et le cas d’égalité n’implique pas que H doit étre constante.

5. Preuve du théoréme 11.2

On considére maintenant un changement conforme de la métrique g = e?“g, avec u
une fonction différentiable a valeurs réelles définie sur N. Pour simplifier les notations,
posons N = (N, 7). L’isométrie naturelle entre SON et SON induite par ce changement
conforme de métrique se releve en une isométrie entre le Spin(n + 1)-fibré principal
SpinN et SpinN, et donc en une isométrie entre les deux fibrés des spineurs restreints
correspondants S et S. Si ¢ € I'(S), on note p € I'(S) son image par cette isométrie.
Soit (., .)z la métrique sur S naturellement définie comme décrit dans la section 2. Alors,
si @, ¥ sont deux sections de S, on a

(p9) = (@W)g et X-v=X-9

On continuera & noter g = e*“|57g la restriction de g & M. Par covariance conforme
de Popérateur de Dirac, on a, pour ¢ € I'(S), (voir [20])

E( e_(";l)u 7 > = e_(ngl)“ Do, (1.40)
ot D désigne l'opérateur de Dirac par rapport a la métrique g. D’autre part
H=e¢m" <H +n du(u)) . (L.41)

Ainsi, si D3 désigne I'opérateur de Dirac d’hypersurface par rapport & la métrique g,
les équations (1.40) et (I.41) impliquent

Dy ( . @) = ( Dyy — g du(v) @ > (L.42)




6. DES CAS LIMITES PLUS GENERAUX 31

REMARQUE 1.12. On voit que si du(v)jy = 0, Dy est covariant conforme. Dans ce
cas, les techniques utilisées dans ([18]) peuvent étre appliquées pour estimer les valeurs
propres de Dy. En fait, un tel changement conforme peut étre vu comme un changement
conforme intrinseque pour la métrique sur M, en oubliant I'espace ambiant N (voir la
section 7).

Désormais, on considere uniquement des changements de métrique conformes g =
e?"g tels que du(v) = 0 sur M. On les appellera changements de métrique conformes
réguliers comme dans [20].

Pour ¢ € T'(S) un spineur propre pour Dy de valeur propre A, on pose 9 := et Q.
Alors, la relation (1.42) donne
D= e 1. (1.43)
On rappelle que
— 1 1
Vig = Vip — 5 € du- ¢ — 5@(“) 2 (1.44)
et g = e “e;. Maintenant, comme dans [18], il est immédiat d’obtenir
-9 1 [ — = = =
i T 3 (67, vV Ve ¥ + -V -Vg ¢, @WW%),
1 = _
= ;¢ (el vV, 4+ 7V, 7, w/lw!%)
1
= e (v VgtV ofloP)
Donc,
_E —ou
Q71" =e7|Q) (I.46)

L’équation (1.22), qui est vraie aussi sur N, une fois appliquée a 1) mene a

—o—n . 1/Scal +4[0°) H'\1-
/M|V w|2vg/M(1+nq2)[)\ze 2 _Z( T ng?) —n—q2)}\w12vg (1.47)

qui, grace a (1.41) et (1.46) donne

=Q —9 o [vo 1/ Scale®™ +4|Q%)°  H*\1 _oy—o
= - 2 (L4
| 900k = [ e[ G (B a5 ek (L

En posant
2 H|

\/Scale2“ +4|Q%]?2 — |H|

on termine alors la preuve du théoreme [.2.

nq

6. Des cas limites plus généraux

On investit maintenant le cas d’égalité dans 'estimation (1.2). Cette égalité a lieu si
et seulement si ﬁ? 1 =0 pour 1 < i <n, ce qui peut encore s’écrire

0= Vi + (pg + qe’“/\)a‘ﬁ@ + Z@f € T
J
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Puisque ¢ := e~ "z “, (1.44) et (1.46) impliquent

n—1 1
0 = e 2% ™ [Vz'SO T 56 du- ¢ — gei(u) 2
H _
+(p5+q)\>€i"/'s0+ ZQi?ej‘V'SO]' (1.49)
J

En tenant compte de l'identification de la proposition 1.3, et par (I.14), cette derniere
assertion est équivalente a

* 1 * n * * *
Vip :gez"du‘@ +§du(€z’)90 —fei¢" - ZQz'?@j’SO' (1.50)
J

ou [ := p% + g A. Comme dans la section 4, on pose Tj; = Z»f + fd;;. 11 est alors
immédiat de montrer que Tj; = Q.7 et donc f = 0.
En prenant de part et d’autre le produit scalaire avec ¢* dans (1.50), il suit que

%ei(MZ) = (Vig", ¢")sm
= %( e -du- ", " )xar + gdu(ei)|g0|2
= O Duge)lor
Ainsi, dlof?
du= e (1.51)

On a donc prouvé que I'égalité a lieu dans (1.2) si et seulement si le spineur propre
p satisfait

Vip* = % e -du- "+ gdu(€i> o ZQZ? ej- ¢ (1.52)
j

avec u vérifiant (I.51). De telles équations de champs ont été étudiées, ainsi que leurs
conditions d’intégrabilité, par T. Friedrich et E.C. Kim dans [13]. On appellera un
spineur vérifiant I'équation (1.52) un WEM-spineur. S’il satisfait de plus les équations
d’Einstein-Dirac, on 'appelle WK-spineur. L’existence d'un WEM-spineur qui est de
plus un spineur propre pour 'opérateur de Dirac classique correspond exactement au cas
limite dans I'inégalité d’Hijazi qui fait intervenir un changement de métrique conforme

et le tenseur d’impulsion-énergie [19].
Dans la situation présente, les WEM-spineurs considérés sont propres pour D. En

conséquence, méme si dans le cas limite \/ Scal e?v + 4|Q¥|?> — |H| est une constante, on

ne peut conclure que \/ Scal e?* + 4|Q¥|? et H en sont.
Néanmoins, comme dans la section précédente, un simple calcul mene a

O fo e <sign<x>2—f:gn<m> \/| H|(y/Seal e + 41Qf? — |))

D’ou
sign(\) = sign(H).

On rappelle maintenant l'estimation démontrée par O. Hijazi et X. Zhang :
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THEOREME 1.13 ([20]). Soit M™ C N" ™! une hypersurface compacte orientée d’une
variété riemannienne spinorielle (N,§). On supposen > 2 etn Scal e2* > (n—1)H? > 0
pour un changement de métrique conforme régqulier g = e*'g. Alors si \ est une valeur
propre de lopérateur de Dirac d’hypersurface Dy, on a

2
1 -
22> 1 inf (\/% Scal e2v — yH|) : (1.53)

Comme pour la preuve du théoreme 1.2, on obtient le théoreme 1.13 en utilisant la
connexion modifiée définie en (1.27), sur la variété (N,g = e?'g).

Comme au début de cette section, il est facile de voir que le cas d’égalité a lieu dans
(I.53) si et seulement si

ne 1 H
0=e¢ "7 % *|Vip— 56 du - ¢ — gei(u) D+ (p; + q)\)ei U go]. (I.54)
En tenant compte de l'identification de la proposition 1.3, et par (I.14), cette derniere

assertion est équivalente a
1 n
Vip* = 56 du - " + §du(ei)cp* —fe - (L.55)

ou f := p% + ¢ A. Comme dans la section 4, on pose T;; = f9;;. Il est alors immédiat
de montrer que 7T;; = Z-f et que les champs de spineurs satisfaisant le cas d’égalité
dans le théoreme 1.13 sont des WEM-spineurs particuliers. Maintenant, (1.38) et (1.45),
impliquent que nécessairement

1 —
f= iﬁ\/nT—L . Scal e?. (1.56)

Ainsi, les solutions de (I1.55) correspondent exactement aux sections satisfaisant le cas
limite dans 'inégalité (5.1) de [18].
On rappelle qu’ici, les fonctions p et ¢ sont données par

l—gq
= .57
A (1.57)
et
—1)|H

(1—ng)? = (- DIA] (1.58)

\/ 725 Scal e? — |H|
Ainsi, on peut montrer que sign(\) = sign(H) en calculant explicitement pZ + g\

comme précédemment. En fait, tout comme dans la remarque 1.10, une conséquence de
I'équation (1.38) est que le théoreme 1.2 est une amélioration du théoréme 1.13.

7. Remarque finale

On conclut cet article en remarquant que tous les calculs effectués dans ce qui précede
pourraient étre menés de maniere tout a fait intrinseque, en considérant un opérateur
de Dirac modifié Dy = D — g, et les connexions sur XM suivantes :

V}=Vi+ (pg +q)\)ei-
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et

VP =V+ (ngrq)\)e@"JrQi? €

avec un choix approprié des fonctions p et ¢ (il suffit simplement de remplacer H par f
dans (1.28) et (1.30)).

L’identification des fibrés des spineurs donnée dans la section 2 permet alors de
mener les mémes raisonnements que dans les sections précédentes, mais dans un cadre
plus général. On a donc démontré

PROPOSITION 1.14. Soit(M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte. On
suppose n > 2 et nScal > (n—1)f* >0, avec f : M — R une fonction différentiable.
Alors, s1 \ est une valeur propre de l'opérateur de type Dirac-Schrodinger Dy = D — %,
on a

A2 Z% iﬁf( " Seal - |f|>
L’égalité a lieu si et seulement si M admet un spineur de Killing (auquel cas (M", g)
est d’Finstein), f est une constante, et

sign(A) = sign(f).

2

De méme, on a

PROPOSITION 1.15. Soit (M™,g) une variété riemannienne spinorielle compacte.
Soit A une valeur propre de l'opérateur de Dirac-Schrodinger Dy = D — %, associée au
spineur propre p. On suppose Scal + 4|Q%|* > f2 > 0. Alors

1 2
N> o inf <\/Scal T Qe - |f|> .

ou Q¥ est le tenseur d’énergie impulsion associé a .
Dans le cas d’égalité, M admet un EM-spineur, et de plus,

sign(\) = sign(f).

En utilisant un changement conforme de la métrique g, (voir la remarque 1.12), on
montre aussi

PROPOSITION 1.16. Soit (M™,g) une variété riemannienne spinorielle compacte.
Soit A une valeur propre de l'opérateur de Dirac-Schrédinger Dy = D — %, associée au
spineur propre .

On suppose Scal e + 4|Q%¥|> > f2 > 0, ot Scal est la courbure scalaire de M pour la
métrique conforme g = e**g. Alors

1 — 2
N> it (\/Scal e2u 4 4]Q 2 |f|) .

Dans le cas d’égalité, M admet un WEM-spineur, et la fonction u est définie a une
constante pres par

De plus,
sign(\) = sign(f).



CHAPITRE II

Estimations de valeurs propres pour opérateur de Dirac des
sous-variétés

Ce chapitre est la traduction d’un article publié en anglais dans la revue
“International Journal of Mathematics”.
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ESTIMATIONS DES VALEURS PROPRES DE L’OPERATEUR DE DIRAC DES
SOUS-VARIETES, [16]

RESUME. On donne des minorations pour les valeurs propres de 'opérateur de
Dirac des sous-variétés en fonction de termes de courbure intrinseques et extrinseques.
On montre aussi que les cas limites caractérisent ’existence de champs de spineurs
spéciaux généralisant la notion de spineur de Killing. On conclut en traduisant ces
résultats dans le cadre plus général des opérateurs de Dirac tordus.

1. Introduction

Il est bien connu que les cas limites dans les estimations classiques pour les valeurs
propres de 'opérateur de Dirac fondamental sur une variété compacte sans bord donne
lieu & des géométries particulieres ([10],[18]). En effet, ces cas limites sont caractéri-
sés par l'existence de champs de spineurs spéciaux, tels que les spineurs de Killing dont
'existence impose des conditions tres restrictives sur ’holonomie ([4]). Dans le cadre des
hypersurfaces bordant un domaine, 'opérateur de Dirac d’hypersurface a été introduit
par E. Witten pour prouver le théoréeme de la masse positive [40]. Les outils spino-
riels développés pour étendre les estimations classiques aux cas des hypersurfaces sont
devenus tres efficaces pour résoudre des problemes sur les variétés a bord en géométrie
extrinseque (voir par exemple [23],[22]). Dans cette approche, 'opérateur de Dirac d’hy-
persurface apparait naturellement comme un terme de bord. Dans [29], cet opérateur
est interprété de maniére intrinseque, comme un opérateur de type Dirac-Schrédinger,
dont le potentiel est donné par la courbure moyenne.

Dans la méme optique que [41] et [42], le spectre de 'opérateur de Dirac des sous-
variétés a été étudié dans [21], ol certaines estimations sont obtenues dans le cas des
codimensions impaires. Dans cet article, on donne de nouvelles minorations pour les
valeurs propres de l'opérateur de Dirac des sous-variétés (théoremes I1.6 et 11.7) et on
investit leurs cas limites.

On commence par restreindre le fibré des spineurs d’une variété riemannienne spino-
rielle & une sous-variété spinorielle munie de la métrique induite. On relie alors ce fibré
au fibré des spineurs tordu de la sous-variété. Pour pouvoir étudier plus en détail les cas
limites des estimations, on adapte I'identification algébrique des espaces des spineurs et
des multiplications de Clifford donnée [6].

On définit ensuite des opérateurs de Dirac naturels et on les relie avec 'aide de la
formule de Gaufl spinorielle. L’opérateur de Dirac des sous-variétés Dy apparait alors
comme la généralisation naturelle de 'opérateur de Dirac des hypersurfaces (voir par
exemple [41],[29]). On obtient alors des minorations pour les valeurs propres de Dy en
fonction de la norme du champ de vecteur de courbure moyenne, du tenseur d’énergie
impulsion associé a un spineur propre, et d’'un changement de métrique conforme adapté.

Les minorants font aussi intervenir la courbure scalaire de la sous-variété ainsi qu’un
terme de courbure normal qui n’apparait que lorsque la codimension de la sous-variété
est strictement plus grande que 1.
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Comme conséquences des définitions, les estimations établies sont vraies en toute
codimension (a comparer avec [21]).

Les identifications des fibrés des spineurs et des multiplications de Clifford per-
mettent de caractériser les cas limites en termes de sections spéciales du fibré des spi-
neurs tordu. Ces sections particulieres généralisent la notion de spineur de Killing sur
le fibré des spineurs de la sous-variété tordu par le fibré des spineurs normal.

Le point crucial de cet article est que de telles estimations (voir aussi [41],[42],[21])
peuvent toujours étre vues de maniere intrinseque, en considérant un fibré vectoriel
auxiliaire sur une variété plutot que le fibré normal d’une sous-variété (voir les théoréemes
I1.10, I1.11, 11.12 et I1.13).

Les auteurs aimeraient remercier Oussama Hijazi pour son soutien pendant la pré-
paration de cet article.

2. Opérateurs de Dirac sur les sous-variétés

2.1. Préliminaires algébriques. Dans cette section, on adapte le matériel algé-
brique développé par C. Bér dans [6]. Les faits basiques concernant les représentations
spinorielles peuvent étre trouvés dans les livres classiques (voir [11],[26],[7] or [9]).

Soient m et n deux entiers. On commence par construire une représentation complexe
irréductible de I'algebre de Clifford complexe Cl,, ., a partir de représentations irréduc-
tibles p,, et p,, de Cl,, et Cl,, respectivement. Soit ¥, I’espace des spineurs complexes
pour la représentation p, . On rappelle que si p est pair, p, est unique a un isomorphisme
pres, et que si p est impair, il existe deux représentations irréductibles, inéquivalentes
de Cl, ; dans ce cas, (p},%7), j = 0,1, désigne la représentation qui envoie la forme
volume complexe sur (—1)7 Idg;. On a donc a considérer quatre cas en fonction de la
parité de m et n.

Premier cas : On suppose que n et m sont pairs. On définit

v R"®R" — Endc(2, ® X,)
(v, w) — pm(v) @ (Idgy — Idy-) + Idx,, @ pu(w),
ot ¥F est I'espace propre pour la valeur propre +1 pour I'action de la forme volume
complexe w,, de Cl,. On rappelle que w,, = i[nTH]el ... €p,0u (e,...,e,) désigne une
base orthonormée, orientée positivement de R™ et ou ‘-’ désigne la multiplication de

Clifford dans Cl,,. Alors, pour ¢ € X, # € ¥, pour tous vecteurs v € R™ et w € R,
on a :

Yo+w)(e®0) = pu(v)o@ (07 —07)+ 0@ pa(w)d
Ywtw)o®0) = pn(v) o (9+ +07) + p(0)0 @ (pa(w)0 — pu(w)0)
+pm( )o@ (pn(w )9+ = pa(w)07) + 0 @ pa(w)*0
= —(P +wf)o®
Donc, puisque (v + w)? = —|v + w|? Id, 'application v induit une représentation com-

plexe non triviale de Cl,,,,, de dimension 25" et ainsi v est équivalente a py,1p.
Etant donnée les inclusions de Cl,, et Cl,, dans Cl,,,, correspondant aux inclusions

R" — R™"=R"®R" et R' — R™"=R"@R"

v — (v,0) w — (0,w),
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on peut écrire

[m4n+1
Wi = 02 ep - - emyn (IL.1)
.[m+1] .[LH]
= 1t 2 Nt 2 61'...‘6m'em+1'...‘€m+n
= Wpmy Wy .

D’autre part, si o € 3, et 6 € X,,, alors pour tout v € R™,

V(wn)(o @ 0)
(0 ® y(wn)0)
(c® (0" —07))
= pm(V)o®0. (I1.2)

w0 ®0) = )

2
TN TN TN
e
\_/\_/\_/

D’ou, puisque m est pair,

Y(Wimin) (0 ®0) = pm(wm)o @ (7 —607)
Pr(Wn)0 ® pr(wn)0
et donc
DIRTRED I DI D Ml

Y =S Q% @Y, Q.
On peut alors définir
2:=X,0%, =% 8%, .
Deuxiéme cas : On suppose que m est impair et n est pair. Pour j = 0,1, on pose
7 R™@R" — Ende (X @ %,,)
(v, w) — ﬂm(v) ® (Idzz - Idz;) + Idzg'n ® pn(w),

Comme plus haut, pour o € ¥, et 0 € X,,, et pour tous vecteurs v € R™ et w € R", on
a:

V4w (el = m(v)a@( 07) 4+ 0 ® pp(w)d

Y(wtrwPlo®d) = p,(v)} 0 (9+ +07) + (1) @ (pa(w)0™ — po(w)d7T)
01, ()0 @ (pa(W)0T — pp(w)07) + 0 @ pp(w)*0

= —(vfP+|wPo®b.

Ainsi, I'application 7/ induit une représentation complexe non triviale de Cl,,, de
dimension 2["3"]. Puisque wyyn = wy, - w, comme dans (I1.1), on a

 @in)(0 @ 0) = pl(wm)o @ 0 = (—1) 14,
et donc les représentations 4/ et pfn +n Sont équivalentes. On remarque que

Y (v-wy) =pl (vV)@Idy, , YveR™. (IL.3)
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Troisieme cas : On suppose que m est pair et n est impair. Pour 7 = 0,1, on pose

7 R™@R" — Ende(Z,, ® ¥7)

(v,0) —> i (pmo(v) _p’g(“)> ®1dy,;

0p— (1% 0 )@

ou les matrices sont écrites selon la décomposition %, = £F @ 3. Une fois encore, si
o € X, et e, alors pour tous vecteurs v € R™ et w € R", on a

Y+ w)o®0) = ipn(v)(oT —0T) @0+ (0" —07) @ pl(w)d
Y(+wo®0) = puv)’c @0+ ipy(v)o @ pl(w)
—ipn(v)o @ pl ()0 + o @ pl (w)*0
= —(joP + [wP)o 0.

Donc 47 est une représentation complexe irréductible de Cl,,.,,. Comme dans le cas
précédent, wy,1n = Wy, - Wy, €t on voit que

N (i) (0 @ 6) = (pm(o‘”m) _pmo(wm)) 0 ® (170 = (—1)i0 0.

On a donc montré que 47 est équivalente & p?, +n €t que
Y(-wp) = (1) ipm(v)®Idg; , YoeR™. (I11.4)

Quatrieme cas : On suppose que m et n sont impairs. On définit

»t =2 @%?,
¥ =X enl,
Y o=NTen,

et

v :R™ R — Ende (D)

(v.0) Hl( 0 Po(v) ®T‘1)

_pm<v> T 0
0 —Idso ® 77 0 p) (w)
(0.w) = <Id20m @70 p(w) 0 |

ol 7 est I'isomorphisme de X0 dans X! satisfaisant

Topl(w)or ' = —pl(w), VYweR™
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Maintenant, si ¢ € ¥, et 8 € X,,, alors pour tous vecteurs v € R™ et w € R”, on a

0 ()2
2 pm(v) ®Id22 0
7(7) —+ w) — ( 0 P?n(U)Q ® IdE}L
L () © ) 0
0 P (V) ® py (w)

Li(Pe)@T  op(w)oT 0

' 0 (V) @ T 0 ph(w) o7
L (Tdsg, ® ph(w)? 0

0 Idso @ py(w)?

=— (Jv]* + |w]*)Idy .

On peut montrer que
Id 0
V(Wiin) = < OZJF —Idz)

car dans le cas ou m et n sont impairs, on a
Winan = —t W * Wy -

On conclut donc que 7 est équivalente & p,, 1, et que X, = N+,
De plus, on a la relation

(P2 (v) ®1d 0 m
7(U.wn):z(p ( >0 =9 —p?n(v)®1dz;>’ Vv e R™. (IL.5)

2.2. Restriction des champs de spineurs a une sous-variété. Soit (]\A/f min )
une variété riemannienne spinorielle et soit M™ une sous-variété orientée immergée dans
M munie de la structure riemannienne induite. On suppose que (M™, gjar) est spinorielle.
Si NM désigne le fibré normal a M dans M , lors, il existe une structure spinorielle sur
N M, notée SpinN. Soit SpinM X ,; Spin/N 'image réciproque du fibré vectoriel produit
SpinM x Spin/N sur M x M par I'application diagonale. Il existe un morphisme de fibrés
principaux ® : SpinM X ,; SpinN — SpinM M, avec

O((sar, sn)(a, a’)) = D((snr, sw))(a - ') (I1.6)

pour tout (sps, sy) dans SpinM x p; SpinNV et pour tout (a,a’) dans Spin(m) x Spin(n),
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

SpinM X s Spin N 2. Spin]/\Z'M

N

M

e

SOM x 3 SON ——— SOM,y

ou la fleche horizontale inférieure désigne simplement la juxtaposition des bases (voir

[28]).
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Maintenant, soit S := ZM M, Ol SIM est le fibré des spineurs de M et

XM QYN si n ou m est pair,
XM Q@XN P XM ® XN  sinon.

On rappelle qu’il existe un produit hermitien défini positif sur S, noté < .,. >, tel
que la multiplication de Clifford par un vecteur de 7'My, est antisymétrique. Dans la
suite, on note (.,.) = Re(< .,. >) sa partie réelle.

2.3. Identification du fibré des spineurs restreints. De part les considérations
précédentes, il est maintenant possible d’identifier S avec Y. Par exemple, si m et n sont
pairs, on a l'isomorphisme suivant :

XM®YXN — S
([SMvO]v[San]) — [(I)(SM>SN)7U®77]

ou la derniere classe d’équivalence est donnée, pour tout (a,a’) € Spin(m) x Spin(n),
par

(@((sarssw)(@,0)), 0 @) ~ (@(sar, s, 7(a- Yo © 1))

a l'aide de (I1.6). Désormais, I'inverse de cet isomorphisme est noté par
Y el(S) —yv* e (D). (I1.7)

Cet isomorphisme est unitaire par rapport au produit hermitien induit naturellement
sur Y. C’est pourquoi on notera ces deux produits scalaires par le méme symbole < ., . >
lorsque I’on utilisera cette identification.

On pose w| = w, si n est pair, et w; = —iw, si n est impair. On rappelle que dans
les deux cas w? = (—1)" (& comparer avec la définition de w,; dans [21] : on remarque
qu'’il garde les mémes propriétés ). De (I1.2), (I1.3), (IL.4) et (I1.5), il est facile de voir
que, par rapport a la représentation v définie dans la section 2.1, la multiplication de

Clifford par un champ de vecteurs X tangent a M satisfait

Vi eT'(S), X M@/J* = (X -w,-Y). (I1.8)

2.4. La formule de Gaul} et opérateur de Dirac des sous-variétés. On fixe

un point p dans M et on désigne par (eq, ..., €n, V1, ..., V,) une base locale orthonormée
orientée de T'Mys telle que (eq, ..., ey) (resp. (v1,...,1,)) soit base locale orthonormée

orientée de TM (resp. NM). Si V est la connexion de Levi-Civita de (M, g), alors pour
tout X € I'(TM), pour tout Y € T'(NM) et pour i = 1,...,m, la formule de Gau83
s’écrit

ViX +Y)=Vi(X +Y) + hle;, X) — h*(e;, V), (11.9)
ot Vi(X +Y) = VMX + VY, et h*(e;, .) est la transposée de la seconde forme
fondamentale h vue comme application linéaire de T'M dans NM. Ici, V; signifie V.,.

On désigne aussi par V et V les dérivées covariantes spinorielles induites sur I'(S).
Ainsi, sur T'(S), V = V¥ @ Id + Id ® V*V excepté pour n et m impairs auquel cas
V=(WVeId+Ide V) e (V* @ Id + Id @ V*N). Pour ¢ € I['(S), la dérivée
covariante Vi est comprise au sens de (V))* = V™.
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Comme dans [6], on déduit de (I1.9) la formule de Gaufl spinorielle :
~ ] —
Y ET(S), V=V +; > i hij . (11.10)
j=1

On définit maintenant les opérateurs de Dirac suivants :
" m . m
D:Zei-vi, D:ZGZvl,
i=1 =1
et, H=7", h(e; e;) étant le champs de vecteur courbure moyenne,

~ 1
Dy :=(-1)"w,-D = (—1)”wL-D+§H-wL-¢ (IL.11)

puisque H -w,- = (—1)"'w, - H- et D =D — LH- par (IL.10).

REMARQUE II.1. On peut définir un autre opérateur de Dirac en utilisant la mul-
tiplication de Clifford intrinseque et en tordant I'opérateur de Dirac fondamental de la
suos-variété par le fibr'e des spineurs normal. Cette définition est donnée par C. Bér
dans [6] de la fagon suivante :

DN . T(®) — T(%)
> i€ y Vip si m ou n est pair,

QD’—>

> i€ Ny Vie®—=> e y Vie sim et n sont impairs.
En fait, a I'aide de (I1.8) et (I1.11), on peut donner une relation entre Dy et D3/ :
1
(D) = ((~1)wr DY+ SH o w - w)
m 1 )
= Zel wi - Vah)* 2(H-wL-¢)

=1

1

S(H-w-9), W el(s). (IL.12)

Il est connu que_ Dy est formellement auto—adjoint et que D% = 13*15, ot D* est
I'adjoint formel de D par rapport & S (s vy (voir [21]).

3. Estimations des valeurs propres de 'opérateur de Dirac des sous-variétés

3.1. Estimations basiques. Tout d’abord, pour tout champ de spineurs ¢ € I'(S),
on définit la fonction

RY =2 (ei-¢;- @R v, ¢/|¢]) (I1.13)
ij=1
sur My = {x € M : i(x) # 0}, ou RY ., désigne le tenseur de courbure normale

spinorielle. On commence par donner la preuve du résultat suivant (voir [21]) :
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THEOREME I1.2 (Hijazi-Zhang). Soit M™ C M™+ une sous-variété spinorielle com-

pacte d’une variété riemannienne spinorielle (M, g). On considére un champ de spineurs
non trivial ¢ € T'(S) tel que Dytp = \p. On suppose m > 2 et

m(Scal + R}) > (m —1)|[H||* >0

sur My, ot Scal est la courbure scalaire de (M™, gar) et prv est donné par (11.13).
Alors on a

2
1
N> inf (\/%(Scal +RY) - ||H||> . (IL.14)

DEMONSTRATION. Pour toute fonction réelle ¢, nulle part égale a %, on définit la
connexion modifiée

l1—q
2(1 —mq)

En utilisant la formule de Lichnerowicz-Schrédinger (voir [26]) on a
. 1
(D%6,4) = (V'Y ) + 1 (Seal + RY)[uf*

et on calcule facilement que

/A4|V)\w|2vg_
L Scal +RY  (m—1)[|H|P
[ S

Alors, en supposant m(Scal + RJ) > (m — 1)|[H|[> > 0 sur My, on peut choisir ¢
tel que

V?:VZ—l— ei-H-—l—q)\ei-wL-.

(m —V)[|H]|
V7 (Seal + RY) — ||H]|

En insérant 1'équation (I1.16) dans (II.15), et puisque le complément de M, dans M
est de mesure nulle, on conclut en remarquant que le membre de gauche de (I1.15) est
positif. O

(1—mq)* =

sur My. (I1.16)

Soit 1 la plus petite valeur propre de 'opérateur auto-adjoint R” défini par
RY . T(S) — T(S)

p > 2> e-e IdORY, 0. (I1.17)
ij=1
L’hypothese m(Scal + R))) > (m — 1)||H||* > 0 du théoréme I.2 peut étre renforcée
pour donner :

COROLLAIRE I1.3. Sous les mémes hypotheses que dans le théoréme I1.2, on suppose
que m > 2 et
m(Scal + k1) > (m — 1)||H|> >0
sur M. Alors

1 2
N> i (\/%(Scal F ) — ||H||> . (IL18)
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On rappelle que dans le cas des hypersurfaces, les cas limites sont caractérisés par
I’existence d'un spineur de Killing réel sur M et par le fait que la courbure moyenne H
est constante (voir [41] et [29]). Une section non triviale ¢ de S satisfaisant

H *
_Zx .
m M ¢

VX € D(TM), Vyip* =

pour une constant réelle p donnée sera appelée un spineur de Killing (réel) tordu.

PROPOSITION I1.4. Si l’égalité a lieu dans (11.18), alors (M™, gar) admet un spineur
de Killing tordu et ||H|| est une constante.

DEMONSTRATION. On suppose que le cas d’égalité a lieu dans (I1.18), alors I'infimum
dans le membre de droite doit étre une constante sur M, et

1
A= (2 (Seal + k1) — ||H|)2, VMM =0, on M. (IL.19)
4 Vm-—1
On remarque qu’il y a aussi égalité dans (I1.14), ce qui implique Rff = K1 . Donc ¢

est un spineur propre pour opérateur R”, de valeur propre x;. En utilisant (I1.19), on
peut montrer que || est constant sur M (et donc, My = M) et on calcule

Dy = —Zlei.(z(l;qei~H~w+qui-ww)

1 —mq)
m(1 —q)
—H- Awy -
2(1 = mq) Y +mgrw -1
Alors, par (I1.11) et le fait que H -w,- = (—1)""w, - H-,
H m(1l—q)

0 = Mo+ - H-v —mghw, -

2(1—maq)

0 = (l—mq)QAwL-z/)—(m—l)g-@/).

Puisque dans le cas d’égalité, \/%( Scal + k1) — ||H|| = 2|\, on en déduit la relation :

H
WL'?ﬁ:Sgn()\)m' .

[ S

En tenant compte de l'isomorphisme , on peut écrire 1'équation (I1.19) de

maniere intrinseque sur I'(X) :

VX € D(TM), Vyy* = —%XMW

A
avec = sgnQ( )\/ ml(Scal—Hﬁ).
m_

On remarque que s’il existe deux fonctions a valeurs réelles f et x sur M et une section
non triviale 1) de S satisfaisant pour tout champ de vecteurs X sur M

f

Vxt* = ==X - ¢* and RNy =k,
m M
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Alors, en calculant ’action du tenseur de courbure sur ¥*, on voit que nécessairement

m

1 1 1
SRic(X) - 0" =Y (e @R, v = —EdfMXMw*—df(X)w*+2%f2XM¢* ,

i=1
ce qui implique

f2=

ﬁ( Scal + k) = constant .

De plus, toujours dans le cas d’égalité, le fait que f est une constante implique que ||H||

est une constante. [l

REMARQUE IL.5. Si le tenseur de courbure normal est identiquement nul, alors u
doit étre constant et la variété M doit étre d’Einstein, avec un champ de vecteurs
courbure moyenne de norme constante. En fait, le cas d’égalité correspond alors a celui

de I'inégalité de Friedrich. Donc pu est la premiere valeur propre de 'opérateur de Dirac
DEN.

3.2. Estimation en fonction du tenseur d’impulsion-énergie. Si ¢ € I'(S)
est un champ de spineurs, on définit le tenseur d’impulsion-énergie Q¥ associé & 1) sur
M., par

1
QZ? = 5(61' cwy Vit e wi - Vah, v/ [9]?).
On remarque que
P 1 * * * *|2
Qi = §(€i]\'4vj?/f te Vi v /1*]7).-
Ainsi, Q¥ est le tenseur d’impulsion-énergie intrinseque associé a 1*. On observe qu’il
s’agit du tenseur d’impulsion-énergie qui apparait dans les équations d’Einstein-Dirac

(voir [13]). On démontre le théoreme suivant (a comparer avec [29])

THEOREME IL.6. Soit M™ C M™™ une sous-variété spinorielle compacte d’une

varieté riemannienne spinorielle (M, g). On considére un champ de spineurs non trivial
Y e I'(S) tel que Dy = Mp. On suppose que

Scal + k1 +4|QY> > ||H|* >0

sur M,y. Alors on a

1 2
N> 2 inf (\/Scal R+ AQUP - HHH) . (I1.20)
»
DEMONSTRATION. Pour toute fonction & valeurs réelles ¢ ne s’annulant jamais, on
considere la dérivée covariante modifiée définie sur T'(S) par
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Comme dans la preuve du théoreme I1.2, on calcule

/Mva¢|2Ug =

1/ Scal + R} +4]Q%]* ||H|?
2 2 - ¥ o 2
Jaemd -3 et )it

- /M<1+mq2>[m<uﬂu2— g >]w (1L.21)

Pour finir la démonstration du théoréme I1.6, si Scal + k; +4|Q¥]? > ||H||?> > 0, on
pose

[ H]]
m(y/Scal + 1 +4]Q7]2 — ||HI|)

et on observe que par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

= m“"j LE ) (11.22)

q:

14" -

On suppose maintenant que le cas d’égalité a lieu dans (11.20). Alors

1
Ve =0 ., =3 (\/Scal+m1+4|Q¢|2—||H||) et RV = 1) .

De plus,
< H- 1/}7 Wy ¢ >2
| H|[* ~ 7 =0,
||
de sorte que, par le cas d’égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
wi Y= fH -1,
pour une certaine fonction a valeurs réelles f sur M. Comme dans la section précédente,
en tenant compte de 'identification (I1.7), on déduit que f = bgn H) et que la section 1)
vérifie

ZQU o (I1.23)

Dongc, on peut dire que la section ¢ est une sorte de EM-spineur (voir [29]). On appellera
une telle section un EM-spineur tordu. On peut donner une condition d’intégrabilité
pour I’équation des EM-spineurs tordus, en calculant I’action du tenseur de courbure
sur cette section :

(tr(Q¥))? = (Scal + RY +4]Q"P).

Ceci implique, avec I’équation (I1.23), que la section ¢* est “propre” pour D}{¥ pour la
fonction propre associée j:%\/ Scal + k1 +4|Q¥|?. On remarque que cette fonction est
constante si et seulement si ||H|| est constante.
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3.3. Estimation en fonction d’un changement conforme de la métrique.
On consideére un changement conforme de la métrique g = e*¢g pour une fonction &

valeurs réelles u donnée sur M. Soit
S —S§ (11.24)
o=
'isométrie induite entre les deux fibrés des spineurs correspondants. On rappelle que si
v, sont deux sections de S, et Z un champ de vecteurs sur M, on a

(SO’@Z)):(@’E)? et E_E:Z¢7
olt Z = e *Z. On désignera aussi par § = (e*g)m la restriction de g a M.
On remarque que cet isomorphisme commute avec l'isomorphisme “ * 7 donné en

(IL.7). Par la propriété de covariance conforme de 'opérateur de Dirac, pour ¢ € T'(S),
on a,

J— (m—-1) — (m+1)  ———
D(e ™5 p ) =™ Dy, (11.25)
ot D désigne I'opérateur de Dirac par rapport & la métrique g. D’autre part, le champ
de vecteurs courbure moyenne correspondant est donné par

H=¢2 (H —m grad” u> (I1.26)

On suppose maintenant que grad” u = 0. Si Dy désigne 'opérateur de Dirac des sous-
variétés par rapport a la métrique g, les équations (I1.25) et (I1.26) impliquent que Dy
est un opérateur covariant conforme. En effet, on a alors

— (m—1)  — (m+1) -

Du (e—T w) e (DH¢>. (I1.27)
pour toute section v de S.

Désormais, on considérera seulement des changement s de métrique conformes régu-

liers, c’est-a-dire, les métriques s’écrivant § = e2g avec grad™u = 0, sur M.

THEOREME IL.7. Soit M™ Cfv]\N/[er” une sous-variété spinorielle compacte d’une
variété riemannienne spinorielle (M, g). On considére un champ de spineurs non trivial
W € T(S) tel que Dy = Mp. On suppose que pour un changement de métrique conforme

régulier g = e*“g sur M, on a
Scale®™ + ky +4|QY* > ||H||* > 0
sur My, Alors

) — 2
A2 > 1 inf (\/Scale2“ + k1 +4|QY)? — |]H|]> : (I1.28)

My

DEMONSTRATION. Pour ¢ € I'(S) un spineur propre de Dy associé a la valeur
n—1

propre A, on pose @ := e~z “4b. Alors (11.27) donne Dy @ = A e . On rappelle que

— 1 1
Viy =Vih — 5 € du-y — 5@(“) v,
et ; = e "e¢;. Il est maintenant immédiat de montrer que @% = e*“Q;f- . Donc,

Q7] = e 2|Q¥P. (11.29)
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L’équation (I1.21), qui est aussi vérifiée sur (M g), appliquée a @ implique

J 7
Teal o STy A0 %)2 77112
) wyp L Scal + Scal, +4|Q 7 _||H||§ 2
/M<1+mq>[<xe e (G )it

1 2 ~ <H_¢,WL_¢>
— [ (T me®) | (|2 - %)) 72 vy

Puisque H = e "“H, et Scalg = efzuRg, on a

Q_
M 80|2U§:
M
/ (1+mg?)e 2u|:)\2 (Scale Rg+4|QT/’|2 B ||H||2>]|_|2v
M 4 (1 +mq?) mq? !
1/ N 2 s <H-vYw -Y>271_,
—— 14+ mqg“)e “[— HI|| — }gpvf.
1] @ 1] ) gt
Comme dans la preuve du théoreme I1.6, on choisit finalement
_ IH]]
4= —
mi(y/Scale 1wy 4 41QVP — || H]])
et on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz (11.22). O

Si I’hypothese dans le théoreme I1.7 est satisfaite par une fonction propre u; associée
a la premiere valeur propre p; de l'opérateur de Yamabe, on a alors :

COROLLAIRE I1.8. Sous les mémes conditions que dans le théoréme I1.7, on suppose
m >3 et uy + k1 + 4|QY 1> > ||H||*> > 0 on M. Alors

1, 2
N> 2 inf (Vi -+ A1QOF — 1)
P

COROLLAIRE I1.9. Sous les mémes condz’tz’ons que dans le théoreme I1.7, si M est
une surface compacte de genre zéro et si 1— ( Krea(ir) T 1 +4]Q¥1? > ||H||* > 0 on My, alors

2
1 8m
)\2>é_l inf (\/Are Wi )+ﬁ1+4|Qw|2_||H||) .

On suppose maintenant que le cas d’égalité a lieu dans (11.28). Alors

=Q@— H
V90:07 WL'¢:E %U
|[H|

1 ——
IA| = 3 (\/Sca162“ + k1 +4|Q V)% — HHH) et RV = K11 .
En utilisant (I1.24) et (I1.29), il suit que € = sgn(A) et

* 1 * m * P *
Vit =S du -t du(en)y” — Z Qiej - ¥ (I1.30)
J

oue e {£1},
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avec du = w. Des champs de spineurs non triviaux satisfaisant 1’équation (I11.30)

seront appelés naturellement WEM-spineurs tordus (& comparer avec [29]).

4. Remarque finale

Dans cette section, on montre que le fibré normal de la sous-variété peut étre rem-
placé par un fibré vectoriel auxiliaire arbitraire sur la sous-variété. Ainsi, tous les précé-
dents calculs peuvent étre menés de maniere intrinseque afin d’obtenir des estimations
pour un opérateur de Dirac tordu sur cette variété.

Soit (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte. Soit N — M un fibré
vectoriel riemannien de rang n sur M. On suppose que N est muni d'une connexion
métrique V¥ et d’une structure spinorielle. Soit ¥ M (resp. X N) le fibré des spineurs de
M (resp. N). Soit

Y :=YXM®XN.

On rappelle que la multiplication de Clifford sur I'(X) par un champ de vecteurs tangents
X est donnée par :

Vipe(E), X - =(pu(X)@Iden) ().
On définit la connexion produit tensoriel V sur I'(X) par
V=V""Y®ldey + Idsy @ V7V,

ot VEM et VEN sont les dérivées covariantes spinorielles induites sur T'(X M) et ['(XN)
respectivement. Soit DY/ 'opérateur de Dirac tordu défini par

m
XN E
DM = €; - Vz
i=1

Pour toute fonction a valeurs réelles f sur M, on définit I'opérateur de Dirac tordu
modifié par

D; = D3 — g
Pour A € R, on considere les dérivées covariantes modifiées suivantes :
& 1—q)f
v \VW/ (— ;- Fqhe; -
; +2(1_mq)e +qAe
—Q o f n+1 P
VZ- = Vz — % €; " +(—1> q)\ei -+ 2]: Qij ej-

oll Q¥ est maintenant le tenseur d’impulsion-énergie intrinséque associé a 1.

On remarque que ces dérivées peuvent étre obtenues a partir de celles définies dans
la section 3, en supposant que

H-¢=fw -9

En fait, c’est de cette maniere que I’on donne un sens intrinseque aux connexions utilisées
dans les sections précédentes. Les meémes calculs que dans les preuves des théoremes I1.2,
I1.6 et II.7, meénent alors aux propositions suivantes :

Soit (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte avec N — M un fibré
vectoriel auxiliaire orienté, riemannien et spinoriel de rang n. Soit ¢ € ['(X) un spineur
propre pour l'opérateur de Dirac tordu modifié Dy, associé a la valeur propre A.
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PROPOSITION I1.10. On suppose m > 2 et m(Scal + k1) > (m —1)f% > 0 sur M.

On a alors )
A2 > - 1nf <\/ (Scal + ky) — \f\)
m —

En cas d’égalité, (M™, g) admet un spineur de Killing tordu.

En reprenant la preuve du théoreme I1.7, on peut affiner cette proposition en effec-
tuant un changement de métrique conforme sur M. Pour le cas limite, on remarque que

QY = Ltr(Q¥)g.

PROPOSITION II.11. On suppose m > 2 et m(Scale® + k1) > (m — 1)f2 > 0 sur
My pour un changement de métrique conforme g = e**g sur M. On a alors

A2 > - mf <\/ (Scal et + ;) — |f]>
m —

En cas d’égalité, (M™,q) admet un WEM-spineur tordu, avec Q¥ = Lg, ou

1
p? = Z%(Scale + K1) .

PROPOSITION I1.12. On suppose Scal + k1 + 4|Q¥|?> > 2> 0 sur My. On a alors

1 2
N> nf (\/Scal 1 4OV — |f|)

En cas d’égalité, (M™,g) admet un EM-spineur tordu.

PROPOSITION I1.13. On suppose Scale® + k1 + 4|QY|> > f2 > 0 sur My pour un
changement de métrique conforme g = e?g sur M. On a alors

2
A2 > é_l inf (\/Scal€2“ + k1 +4|QY|? — |f|)

En cas d’égalité, (M™, g) admet un WEM-spineur tordu.

REMARQUE I1.14. En supposant que le tenseur de courbure du fibré auxiliaire est nul
et f constante, alors les conditions nécessaires pour les cas d’égalité dans les théoremes
I1.10, IT.11, II.12 et I1.13 deviennent suffisantes. De plus, si m est impair, 'opérateur
de Dirac considéré doit étre éventuellement défini avec la multiplication de Clifford de
signe opposé, en fonction du signe de f.

REMARQUE II.15. Les auteurs aimeraient remercier Christian Bar pour la suggestion
suivante : les inégalités apparaissant dans les hypotheses des théoremes et proposition de
cet article peuvent étre prises au sens large. On peut voir ceci en choisissant un fonction
adaptée ¢. dépendant continuement d’un parametre ¢ > 0 a la place de la fonction ¢
définie dans chaque preuve des théoremes. On obtient les inégalités larges en faisant
tendre € vers 0.
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LE TENSEUR D’IMPULSION-ENERGIE COMME SECONDE FORME FONDAMENTALE, [30]

RESUME. On considere le tenseur d’impulsion-énergie associé & un champ de spi-
neurs comme la seconde forme fondamentale d’une immersion isométrique. En particu-
lier, on donne une généralisation du produit tordu riemannien dans le but de caractéri-
ser les variétés admettant des T-spineurs de Killing. Ces sections spéciales du fibré des
spineurs apparaissent dans le cas d’égalité de 'estimation d’O. Hijazi pour les valeurs
propres de I'opérateur de Dirac donnée en fonction du tenseur d’impulsion-énergie.

1. Introduction

Dans ce chapitre, on montre qu’il y a une certaine analogie entre le role du tenseur
d’impulsion-énergie associé a un champ de spineurs propre pour l'opérateur de Dirac
sur une variété et le role de la seconde forme fondamentale pour une hypersurface (voir
aussi le chapitre IV ou [12]).

L’estimation des valeurs propres de l'opérateur de Dirac (II1.3), donnée dans [19]
par O. Hijazi, et faisant intervenir le tenseur d’impulsion-énergie associé a un champ
de spineurs peut donner une information non triviale sur le spectre de 'opérateur de
Dirac dans le cas ou la courbure scalaire de M est négative. Si le minorant donné
dépend d’un champ de spineurs propre associé a la valeur propre estimée, on peut
cependant lui donner un sens géométriquement précis lorsque 1'on se place dans le cadre
des hypersurfaces.

On commence donc par rappeler les outils de la géométrie spinorielle des hypersur-
faces, tels que l'identification de la restriction du fibré des spineurs d’un espace ambiant
avec le fibré des spineurs d'une hypersurface, et la formule de Gaufl spinorielle.

On démontre ensuite que la borne extrinseque pour les valeurs propres de 'opéra-
teur de Dirac sur une hypersurface compacte bordant un domaine, donnée dans [22]
(Théoreme 6), est reliée a 'estimation intrinseque (I11.3).

Les cas d’égalités dans ces estimations intrinseques et extrinseques sont caractérisés
par l'existence d'un T-spineur de Killing, qui généralise la notion de spineur de Killing
(voir [14]).

Dans [4], C. Béar caractérise toutes les variétés riemanniennes spinorielles simple-
ment connexes admettant un spineur de Killing réel. Pour cela, une correspondance
bijective est donnée entre les spineurs de Killing réels et les spineurs paralleles sur le
cone construit au dessus de la variété considérée. La géométrie de ce cone ayant été
étudiée par S. Gallot dans [15], il suffit alors d’appliquer la classification déja connue
des variétés riemanniennes spinorielles simplement connexes irréductibles admettant des
spineurs paralleles [24],[39].

Dans le but de généraliser cet argument aux variétés riemanniennes spinorielles ad-
mettant un T-spineur de Killing, on construit une généralisation du produit tordu sur
une variété riemannienne, en déformant la métrique initiale dans la direction du tenseur
d’impulsion-énergie associé a un T-spineur de Killing.

55
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2. Le principe de restriction et les 7T-spineurs de Killing

2.1. Restriction des champs de spineurs a une hypersurface. Soit (N1, g)
une variété riemannienne spinorielle orientée de dimension n + 1, munie d’une struc-
ture spinorielle fixée. On désigne par XN le fibré des spineurs associé a cette structure
spinorielle. Si M™ est une hypersurface orientée immergée isométriquement dans N, on
désigne par v le champ de vecteur normal unitaire global, définissant ’orientation de M.
Alors M est munie d’une structure spinorielle, induite canoniquement par celle de N.
On note XM le fibré des spineurs correspondant. On rappelle que le fibré des spineurs
>N se décompose en

IN=X"N®X N

oll X*N est 'espace propre pour la valeur propre +1 sous I’action, par multiplication
de Clifford, de la forme volume complexe w, 1 = " w. La proposition suivante est
essentielle pour la suite (voir par exemple [5], [9], [29], [38]) :

PROPOSITION III.1. Il existe une identification de XNy (resp. Xt Njy) si n est

pair (resp. impair) avec S M, qui aprés restriction a M, envoit tout champ de spineurs
Y € T'(XN) sur le champ de spineurs noté ¢* € T'(XM). De plus, si “]-V” (resp. “-7)

désigne la multiplication de Clifford sur XN (resp. ¥M ), on a alors
(X];[u];[w) =X ", (I1L.1)
pour tout champ de vecteur X tangent a M.

Une autre formule importante est la formule de Gauf spinorielle : si V¥ et V sont
les dérivées covariantes respectives de I'(XN) et T'(X M), alors, pour tous X € TM et
1 € I'(XN)

(VY)" = Vb + Zh(X) -0, (T1.2)

ou h est la seconde forme fondamentale de 'immersion M — N vue comme un endo-
morphisme symétrique du fibré tangent de M.

On rappelle que le fibré des spineurs ambiant XN peut étre muni d’un produit
scalaire hermitien ( , )y pour lequel la multiplication de Clifford par un vecteur tangent
a N est antisymétrique. Ce produit en induit un autre sur XM, noté ( ,) faisant de
'identification de la proposition III.1 une isométrie. Aussi, la relation (III.1) montre
que la multiplication de Clifford par un vecteur tangent a M est antisymétrique par
rapport a ().

2.2. Sur l’inégalité d’Hijazi en fonction du tenseur d’impulsion-énergie.
On examine maintenant le role du tenseur d’impulsion-énergie associé a une section
spéciale du fibré des spineurs lorsqu’il apparait dans une borne inférieure pour le spectre
de l'opérateur de Dirac. On rappelle 'estimation suivante

THEOREME I11.2 (Hijazi, [19]). Sur une variété compacte spinorielle (M™, g), toute
valeur propre A de l'opérateur de Dirac associée a un spineur propre 1, satisfait

1
2 sl T p|2
A > 1nf(4 Scal + |Q%]%), (I11.3)
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ot Scal est la courbure scalaire de (M™,g), et Q¥ le champ d’endomorphismes symé-
triques défini sur le complément de ’ensemble des zéros de w par

W)

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on vérifie simplement que ce minorant améliore
celui de Th. Friedrich [10]

QY(X,)Y) = ;ﬁR(X Vy +Y - Vx,

n .
m 111{1/1f Scal

et en particulier, il peut donner une information non triviale dans le cas ou inf,; Scal
est négatif alors que 'estimation de Friedrich n’est utile que si la courbure scalaire Scal
est une fonction strictement positive.

En cas d’égalité dans (I11.3), ¢ a sa norme constante,

tr(Q¥)? = Scal + QY |* = constant (I11.4)

et
div(Q¥) = 0. (I11.5)
En interprétant le tenseur d’impulsion-énergie associé a un champ de spineurs comme
la seconde forme fondamentale d’une immersion isométrique (voir aussi [14]) mene a la
proposition et aux remarques suivantes :

PROPOSITION II1.3. Soit M™ — (N™*1 g) une hypersurface compacte orientée im-
mergée isométriquement dans une variété riemannienne spinorielle orientée (N™*1, g),
de courbure moyenne constante H et de seconde forme fondamentale h. On suppose que
(N1 g) admet un champ de spineurs paralléle, alors M satisfait le cas d’égalité dans
(I111.3).

De plus le tenseur dimpulsion-énergie associé au champ de spineurs v dans le théo-
reme II1.2 satisfait

2Q% = h

DEMONSTRATION. Soit ® un champ de spineurs parallele sur N. Alors la proposition
I11.1 et la formule de Gauf3 (II1.2) impliquent

Vit + %h(X) =0, (IIL6)

avec ¢ = ®*. Soit (ey,...,e,) une base locale orthonormée orientée positivement de
[(TM). Alors pour j =1,...,non a

"1
Ver - — Z §h‘]kek . ¢ .
k=1

En faisant agir e; par multiplication de Clifford et en prenant le produit scalaire avec ¥
des deux cotés de 'égalité précédente, on a

Re; - Ve,1b,00) = Zh]m cep -, )

Puisque R(e; - ey - 1, 1) = —dx|1|?, il suit que, par symétrie de h
R(ei - Ve,p+ej- Vb, 1) = hij| Y] .
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Ainsi, 2QY = h. De plus, la variété N doit étre Ricci plate, et I'équation de Gaufl donne
tr(2Q%)* = n*H? = Scal + |2Q¥|* = constante .
En tracant 1’équation (II1.6), on termine la démonstration. O

REMARQUE III.4. Puisque 'équation de Gaufl pour les hypersurfaces implique

n? o, 1 )2
ZH =1 Scal + |Q¥|* = constante ,

on remarque que 'on est exactement dans le cas d’égalité de 'estimation extrinseque
donnée dans [22] (Théoréme 6), comme attendu.

REMARQUE IIL.5. Réciproquement, on ne peut conclure que si (M, g), dim M > 3,
satisfait le cas d’égalité dans (IIL.3), il existe une immersion isométrique de M comme
une hypersurface de courbure moyenne constante dans une variété riemannienne spino-
rielle ayant un champ de spineurs parallele. Cependant, ceci est vrai si dim M = 2 (voir
12)).

2.3. Sur les T-spineurs de Killing. On donne mainteant les propriétés de base
des T-spineurs de Killing, qui satisfont le cas d’égalité dans (I11.3). Ce sont des généra-
lisations des spineurs de Killing, et ont été étudiés par Th. Friedrich et E.C. Kim dans
[14].

Soit (M™, g) une variété riemannienne spinorielle de dimension n. Un T-spineur de
Killing ¢ € I'(XM) est un champ de spineurs qui satisfait

Vit =-QYX)-¢, VXeTM
et
tr(Q¥) = constant,

ol Q¥ est le tenseur d’impulsion-énergie associé au spineur 1, comme défini dans le
théoreme II1.2. Il est facile de voir qu’un tel champ de spineur est propre pour 'opérateur
de Dirac et puisqu’il satisfait le cas d’égalité dans (I11.3), il vérifie aussi les équations
(II1.4) et (II1.5). De plus, ¢ est de norme constante.

En fait, en calculant 'action du tenseur de courbure spinorielle R sur le champ de
spineurs v, on voit que nécessairement, pour tous champs de vecteurs X,Y € I'(T' M),

R(X, Y)Y = VxVyy—VyVxt — Vixy¢
= (M- Q') - QU(X)- Q" (Y)) v (1IL7)
+((7v Q1)) = (VxQ*) (1)) v

et

Ric(X) -4 = 2261 (e, X

= 4r(QV)QV(X) - v — ATE(X —222& (Ve,QV)(X) - (IIL8)

A chaque champ de spineurs v ne s’annulant pas, on peut associer le champ de vecteurs
réel V,, défini par

9(Ve, X) = i($,Q*(X) ), VX eD(TM).
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PROPOSITION 111.6. Soit v un T-spineur de Killing. Si Q¥ est paralléle, alors le
champ de vecteurs Vy, est un champ de Killing.

DEMONSTRATION. Pour tous X,Y € T M, on calcule
9(VxVy,Y) = Xg(Vy,Y) = g(Vy, VxY)
= i(Vx¥,Q°(Y) - ) +i(4, Vx(Q¥(Y)) - )
+i(Y, QU(Y) - Vx9) —i(4, Q¥ (VxY) - )

et puisque la multiplication de Clifford par un champ de vecteurs est antisymétrique
par rapport a (.,.), on a

9(VxVy, V) =i(QV(Y) -QV(X)- ¢, ¢) — i(Q"(X) - Q*(Y) - ,¥) +i(v, Vx(Q")(Y) - )

qui est clairement antisymétrique si Q¥ est parallele. |

3. Une généralisation du produit tordu sur une variété riemannienne

On rappelle que si m: M — N est une application différentiable entre deux variétés,
deux champs de vecteurs X € T'(TM) et Y € T(TN) sont dits m-reliés (X < Y)
si dm(X,) = Y@ en tout point p de M. Deux champs de vecteurs X € I'(T'M) et
Y € I'(T'N) sont m-reliés si et seulement si X(f o) = Y(f) om pour toute fonction
différentiable f définie sur N. De plus, c’est un fait classique que X; ~ Xy et V7 ~ Y,
impliquent [X;,Y;] ~ [Xo, Ya].

Soit maintenant (M", g) une variété riemannienne spinorielle compacte. On désigne
par V la connexion de Levi-Civita sur M. Si h € S?(M) est un 2-tenseur symétrique,
soit f: I — R une fonction différentiable, avec f(1) =0 et I =|]1 —¢e,1 + ¢[C R, telle
que la métrique

g =g+ f(t)h (I11.9)
est bien définie sur M pour tout ¢t € I. On munit M x [ de la métrique
g = my(g0) @ 7w (d*t), (111.10)

ou 7y et 7y sont respectivement la premiere et la seconde projection canonique de
M x I sur M et I. On note M = (M x I,g) le produit tordu riemannien généralisé
ainsi construit.

On remarque que pour f(t) = t> — 1 et h = g, cette construction est celle du cone
usuel sur M, la métrique g; étant définie par g; = t%g @ d*t (voir [15]). Dans la suite,
on appelle M un cone généralisé si par définition f(t) =t*> — 1

Le relevé d'un champ de vecteurs X € T'(T'M) a M est appelé un champ de vec-
teurs horizontal. Par définition, c’est I'unique champ de vecteurs, X e (TM), tel
que dmy(X) = X et dr;(X) = 0. L'ensemble des champs de vecteurs horizontaux est
noté H(M). Dans la suite, 0; désigne le champ de vecteurs unitaire engendrant I'(T']),
mais aussi son relevé a I'(T'M). On a alors le résultat classique suivant (voir [35] par
exemple) :

ProposiTiON IIL1.7. Si )?,37 € H(M) sont deux champs de vecteurs horizontauz,
alors

(X,Y]=[X,Y], et [X,0]=0.
Siq : I — R est une fonction différentiable, alors le gradient de ¢ = qomwy : M — R
est le relevé du gradient de q.
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Pour tout X € I'(T'M) et t € I on désigne par Hy(X) le champ de vecteurs défini
par

g(H(X),Y)=h(X)Y), VY el(TM).
ProrosiTiON II1.8. Si 'V est la connexion de Levi-Civita du produit tordu rieman-

nien généralisé M, et si V' est la connexion de Levi-Ciwita de (M, g;), alors pour tous
X,Y €e (TM), on a les formules d’O’Neill généralisée suivantes :

Vatat - 0

vi=v, & = i)

VY = VLY - () h(X,Y)d,

DEMONSTRATION. La  premiere égalité est triviale. Donc, on remarque que puisque
g(X,0,) =0, on a g(Vy,X,0) = 0. D’autre part, g(d;,d,) = 1 implique g(V30,0,) =
0. Par la formule de Koszul, on obtient

26(Vo X,Y) = 26(V30,Y)=0(8(X.Y)) = 0(9:(X,Y)
= O(9(X,Y)) + a(fOh(X,Y)) = f(H)A(X,Y)
= [(t)g(H(X),Y)=f (ﬂg(Ht(X)’?)a
ce qui prouve la deuxieme égalité. Encore par la formule de Koszul,
28(ViY.0) = —0(8(X.Y)) = -(a(X,Y))
= —0(g(X,Y)) = o(f(NX,Y)) = = [ ()R(X.Y)
et
2(VY.Z) = XV, 2)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y)
(X, [V, Z]) + g (Y, [ 2, X]) + 9:(Z, [ X, Y])
= 20,(ViY.Z) = 2g(ViY, 7).

PropOSITION I11.9. Pour tous X,Y,Z € I'(TM), on a
ViV5,0,=V5Vs50 = 0

VoVl =V VyX = fl;t)HxX) WH@&))
ViV =V:V:0, = flz(t) XHt(Y)—(flgf))zh(X,Ht(Y))at
Vo ViV = flz(t) t(X,Y)—f/ét>Ht(V§(Y)—fﬁz(t)h(X,Y)&t

ViVeZ = ViLVLZ - 1 h(X, VY 2),

/'@
2

e~

flé )Xh(Y 2)0, — W}L(Y} Z)Hy(X)
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ot Ay(X,Y) est le champ de vecteurs défini sur M par
G(A(X.Y).Z) = Xh(Y.Z)+Yh(Z.X)— Zh(X.Y)

DEMONSTRATION. La premiere assertion est triviale. Puisque g(V 30;,9;) = 0, on

g(VatV;(at, 8t) =0
De plus,
g(Vo V0,Y) = 0g(Vz0,Y)— g(vxat,vatw
= o (L0, 7)) - L g 775, 7
= 8t<f,§t gt Ht ) (4t (X) Ht(Y))

= PO vy - VO g x)),v)

G SEEE AT

ce qui prouve la deuxieme égalité. D’autre part,
g(VeVaY,Z2) = Xg(VaY,Z)—g(VaY,ViZ)
/ t .
= IO (Ram). 2) - 01.0). V4 2))

= MOgwiv). ).

et
g(ViVaY,0) = Xg(VaY,0) —g(VaY,V50)

= - (f’it)) 9:(H(Y), Hi (X))

- —<flgf))2h(Ht(X),Y) .

Ainsi, la troisieme assertion est vraie. Pour la derniere, on montre que

g(VaViY,0) = 0g(ViV,8)—g(ViY,V50)

= ol Pnxy)

- —f//Q()h(X,Y)

et
g(Vo VY, Z) = 0g(ViY,Z)-g(ViV,Vy2)

flét)g(vft;i/ﬂ H,(2))

_ WX 7) - %(t)g(Ht(V&Y), Z),
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On a donc
g(ViVyZ.0) = Xg(VyZ,0;) —g(VyZ,V50,)
_ f/2( ) (Xh(y Z) + g(VyZ Ht(X)))
_ S '2(” <Xh(Y, Z)+h(V5 2, X ))
et

g(ViVeZ, V) = Xg(VeZ,V)—g(VeZ,ViV)

= Xz v) - 0y z94) - LDy )

= vy zv) - YOy 2y, 1060, )

—~—

— vy v 2.7) - Ly 2,03, 1)
O

PRroOPOSITION II1.10. S7 R et R' désignent respectivement les tenseurs de courbure
de Riemann de M et (M, g:), on a les relations suivantes :

R(@t,ﬁt)at = R(@t,at))?

R(X,0)0, — —fT(”ﬁb?) VOF (i)
r&.a)7 = T (Vi) + BV - AXY))
—l—f”() hX,Y)0, — —(flif))zh(X, Hy(Y))o,

R(X. V)0, = %@[v&mw—wmw]

R(X,Y)7 = Rt(/)'(f?)z+f/§t) ((VyR)(X,2) = (Vxh)(Y. 2))0)

!/ t 2 P
OE (i, 2)H,(¥) = wiy. 2)H (X))
DEMONSTRATION. Immédiat d’apres la proposition précédente. O

REMARQUE III.11. Soit ¢ une fonction différentiable strictement positive sur I. On
définit f =¢* —1 et h=g. Alors g; = ¢*(t)g et M est le produit tordu usuel construit
sur M. On a f' = 2qq et f" = 2(qq" + (¢')?), et puisque

¢*()g(H(X),Y) = g:(Hi(X),Y) = h(X,Y) = g(X,Y),

on obtient

H(X)=—-X

)=

Ainsi, il est immédiat de voir que les propositions II1.8, II1.9 et II1.10 correspondent
précisément aux formules d’O’Neill ([35] p. 206 et 210).
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Dans la suite, on pose f(t) = t* — 1. Si XY, Z, W € T(T(M x; I);y) sont des
champs de vecteurs tangents a M et J; le champ de vecteurs unitaire normal a M, alors,
la proposition III1.10 implique

a(R(X,Y)0,7) = (Vxh)(Y,Z) — (Vyh)(X, 2)
g(R(X,Y)Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)+h(X, Z)h(Y, W) - h(Y, Z)h(X, V)

Comme attendu, la construction de M permet 'interprétation de A comme la seconde
forme fondamentale de I'hypersurface M x {1} C M.

4. T-spineurs de Killing avec un tenseur d’impulsion-énergie parallele

On suppose que (M™, g) admet un T-spineur de Killing non trivial ¢ dont le tenseur
d’impulsion-énergie Q¥ est parallele. On considere le cone généralisé M construit sur
M, avec h = 2QY.

En revenant sur la construction de M, étant donnés X,Y € T M, il est immédiat de
voir que,

VLY =VxY + (#* —1)BY(X,Y)
ou le 2-tenseur symétrique & valeurs vectorielles B est défini par
Ainsi, les propositions II1.8 I11.10 et la formule (II1.8) ménent a

ProposITION II1.12. On suppose que (M™,g) admet un T-spineur de Killing non
trivial 1 dont le tenseur d’impulsion-énergie QY est paralléele. Alors la connexion de

Levi-Civita et le tenseur de courbure de Riemann du cone généralisé M construit sur
M, avec h = 2QY satisfont
Vatat - O

V0, =VaX = tH/(X)
VY = VxY —th(X,Y)9,

et
R(0;,0,)0, = (at,at) (X V)8, =0
R(X,0,)0, = —Ht(X)+th(Ht(X))
R(X,0,)Y = h(X, )8t—t2 (X, Hi(Y))0,
)

R(X,Y)Z = RX,Y)Z 4+ (n(x. Z)H,(Y) — h(Y, Z)E(??))

De plus, le tenseur de Ricci (M™,g), vu comme un champ d’endomorphismes symé-
triques, satisfait pour tout X € T'(T M)

Ric(X) = tr(H)H(X) — H*(X)

ou H désigne Hy avec les notations expliquées précédemment.
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Avec I'aide de cette proposition, on peut donner une relation explicite entre le tenseur
de Ricci du cone généralisé M et le tenseur de Ricci de M. Pour ce faire, on doit définir
une base locale orthonormée orientée canonique de 7M. A un point ¢ € I fixé, on définit
I’endomorphisme symétrique positif G; de T'M par

a(X,Y) =g(Gy(X),Y), VX, YeTM.

Maintenant, étant donné une base locale orthonormée orientée (ey, ..., e,) de TM, on
obtient la base locale orthonormée orientée (Ey, ..., E,, ;) de TM en définissant, en
chaque point (z,t) € M, le vecteur E;(x,t) comme le relevé du vecteur

el(z) = Gt_%(ei(:c)) e T.M

(ou pour tout endomorphisme symétrique positif B, B3 désigne sa racine carrée posi-
tive).
Puisque g; = g + (t* — 1)h, il est facile de voir que G; = Id + (¢t* — 1)H pour tout
t € I. Donc, en un point fixé t € I, G; est parallele puisque 1'on suppose H parallele.
On a alors le corollaire suivant :

COROLLAIRE III.13. Sout Ric le tenseur de Ricci de M, alors pour tous champs de
vecteurs horizontaur X,Y € H(M), en un point fizé (z,t) € M, on a

Ric(X,8;) = 0

R%(@,@) = tQZh el,Ht Zh €5 z
Ric(X)Y) = te(H)h(X,Y)—h(H —t2Zh el eNh(X,Y) + 2h(Hy(X),Y) .

DEMONSTRATION. Immédiat d’apres la proposition I11.12. On remarque que puisque
G, est parallele, on a

gt(R<€§, X)(EE? Y) = g<R(ei> X)€i7 Y) :
O
REMARQUE II1.14. Comme dans la remarque III.11, en supposant h = g, alors
g, = t2g et M est le cone usuel sur M. On obtient

1 1
Ht(X) = t_2X et 61? = ;61‘ .

Puisque 2Q¥ = h, le champ de spineurs 1 € I'(XM) est en réalité un champ de spineurs
de Killing de nombre de Killing % et on a retrouvé le résultat de C. Bar qui énonce que
M doit étre Ricci plat ([4]).

5. Le cas d’un projecteur

Si M admet une distribution différentiable IC, parallele de dimension k, on peut
définir sur M un champ d’endomorphismes symétriques parallele H satisfaisant H? = H
comme la projection orthogonale sur K+. On peut aussi considérer le cone généralisé M
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sur M construit avec H. Alors, si (e, ..., e,) est une base orthonormée orientée de T'M
telle que les vecteurs ey, ..., e, engendrent IC, on obtient

0 siX e
Hy(X) =
{0 {t%X si X € Kt
et
. {ei sil<i<k

%ei sik+1<1<n.

Ainsi, le corollaire III1.13 implique la proposition suivante :

PRrROPOSITION II1.15. Soient (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte
admettant une distribution différentiable paralléle IC et ¢ un T-spineur de Killing non
trivial dont le tenseur d’impulsion-énergie Q¥ correspond a la projection orthogonale sur
K+t. Alors le cone généralisé M est Ricci plat.

L’argument de C. Bér dans [4] pourrait donc étre repris dans cette situation. D’ou
la question suivante, toujours dans le cas ou (M™, g) est une variété riemannienne spi-
norielle compacte admettant une distribution différentiable parallele :

Peut-on trouver des minorations pour la premiere valeur propre de l'opérateur de Dirac
sur (M™,g), telles que les cas limites soient caractérisés par l'ezistence de T-spineurs
de Killing dont le tenseur d’impulsion-énergie est un projecteur ?

Une telle estimation sur une variété riemannienne spinorielle compacte admettant
une 1-forme parallele est donnée dans [3]. On remarque alors que le probleme posé ci-
dessus est un cas particulier du probleme de I’étude du spectre de I'opérateur de Dirac
sur une variété admettant une k-forme parallele.






CHAPITRE IV

Le cas des petites dimensions

Ce chapitre est la traduction d’une prépublication en anglais.
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LES SURFACES DE S? ET H® VIA LES SPINEURS, [31]

RESUME. On généralise la caractérisation spinorielle des immersions isométriques
des surfaces dans R® donnée dans [12] par Th. Friedrich aux surfaces dans S et H?.
Pour ce faire, les équations des restrictions des spineurs de Killing réels et imaginaires
a une surface sont étudiées. Il apparalt qu’'une caractérisation des immersions iso-
métriques en terme d’une section spéciale du fibré des spineurs existe aussi pour les
hypersurfaces paralleles de ’espace euclidien de dimension 4.

1. Introduction

Il est bien connu qu’une description d’une immersion conforme d’une surface arbi-
traire M? — R? par un champ de spineurs ¢ sur M? satisfaisant 1’équation de Dirac
non homogene

Dy = Ho, (IV.1)

ou H désigne la courbure moyenne de la surface, est possible. Récemment, beaucoup
d’articles investissent une telle description (voir par exemple [25],[37])

En fait, il est clair que toute surface orientée immergée M? — R? hérite de R? une
solution de I'équation (IV.1), la surface M étant munie de la métrique et de la structure
spinorielle induites. De plus, cette solution est de norme constante. Cette solution est
obtenue par restriction & la surface d'un champ de spineurs parallele de R3. Dans [12],
Th. Friedrich clarifie la représentation des surfaces dans R® mentionnée plus haut d’une
maniere géométriquement invariante, en démontrant le théoreme suivant :

THEOREME IV.1 (Friedrich [12]). Soit (M?, g) une surface orientée et H : M — R
une fonction différentiable. Alors les données suivantes sont équivalentes :

(1) Une immersion isométrique (MQ,g) — R® du revétement universel M? dans
lespace euclidien R? de courbure moyenne H.

(2) Une solution ¢ de l’équation de Dirac
Dy =Hep,
de norme constante || = 1.

(3) Une paire (p,T) consistant en un endomorphisme symétrique T’ du fibré tangent
TM tel que tr(T) = H et un champ de spineurs ¢ vérifiant, pour tout X €
[(TM), l’équation

VXgD—f-T(X) - =0.
Dans cet article, on démontre les caractérisations analogues pour les surfaces dans
S* et H? (théoremes IV.9 et IV.10). Elles sont obtenues en étudiant les équations des

restrictions a une surface des champs de spineurs de Killing réels et imaginaires (a
comparer avec [12]).
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2. Restriction des champs de spineurs de Killing a une surface

Soit N3 une variété riemannienne orientée de dimension 3, munie d’une structure
spinorielle fixée. On note XN le fibré des spineurs associé a cette structure spinorielle. Si
M? est une surface orientée immergée isométriquement dans N3, on note v le champ de
vecteurs unitaire normal global, qui définit son orientation. Alors M? est munie d'une
structure spinorielle, canoniquement induite par celle de N3. On note XM le fibré des
spineurs correspondant.

On suppose que N3 admet un champ de spineurs de Killing non trivial avec pour
constante de Killing n € C, c’est-a-dire, un champ de spineurs ® € I'(X V) satisfaisant

Vi =nY @ (IV.2)

pour tout champ de vecteurs Y sur N. On rappelle que 7 est réel ou imaginaire pure et
que ® ne s’annule pas sur N, puisqu’on peut le voir comme une section parallele non
triviale pour une dérivée covariante modifiée (voir [7],[9]). Dans la suite, on considere les
espaces modeles, munis de leurs métriques standards, R? avec n = 0, S® avec n = 1/2, et
H? avec n = i/2 qui sont caractérisés par le fait qu’ils admettent un nombre maximum
de champs de spineurs de Killing linéairement indépendants de constante 7.

Soit (eq, e2) une base locale orthonormée, positivement orientée de I'(T'M) telle que
(€1, e2,7) est une base locale orthonormée, positivement orientée de I'(T'N)j5s. On note

W3 = —€1 - €9 - UV
N N

la forme volume complexe, élément du fibré de Clifford complexe CIN, et w = ey - e
la forme volume réelle sur CIM. On rappelle que w3 agit par multiplication de Clifford
comme l'identité sur XN. Ainsi, en posant ¢ := ®*, la formule (III.1) implique

(61];/@)*:(_61];/61];/62];71/1;[(1))*:62.80:_61‘(4‘}‘%0

(62];[(1))*:(—€2N€1N€2NVN‘I’)*:—61'80:—62'00'90
et

(VNQ))*:(—V'Gl'G D) =w- .

NN
Alors, ces derniéres relations et les équations (I11.2) et (IV.2) montrent que

1
VX eTM, nga+§h(X)-go+77X-w-g0:0 (IV.3)
On rappelle que le fibré des spineurs XM se décompose en
SM=YTMeX M

oll Z*M est I'espace propre pour la valeur propre +1 sous I’action de la forme volume
complexe ws = iw. Sous cette décomposition, on note ¢ = ™ + =, et on définit
P =" — . Alnsi, I'équation (IV.3) est équivalente &

1
ng0+§h(X)-<p—2'77X-¢:O.

On rappelle que le fibré des spineurs ambiant XN peut étre muni d’'un produit
scalaire hermitien ( , )y pour lequel la multiplication de Clifford par un vecteur tangent
a N est antisymétrique. Ce produit induit un autre produit scalaire hermitien sur XM,
noté ( ,) faisant alors de I'identification de la proposition III.1 une isométrie. Maintenant,
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la relation (III.1) montre que la multiplication de Clifford par un vecteur tangent a M
est antisymétrique par rapport a ( ).

ProprosiTiON IV.2. Sin € R, alors ¢ est de norme constante. Si n € iR*, alors
pour tout vecteur X tangent a M,

Xp]? =2R(inX -5, ¢) .

DEMONSTRATION. Puisque la multiplication de Clifford par un vecteur tangent &
M est antisymétrique par rapport a (,), on a R(Y - ¢, ¢) = 0 pour tout Y € TM. En
tenant compte de ce fait et en calculant

Xlpl* = 2R(Vxe, ¢)
avec 'aide de la formule (IV.3), on termine la démonstration. O
En rappelant que 'opérateur de Dirac D est défini sur I'(X M) par
D=e -V, +e-V,,
on calcule directement que
Dp=Hp+2nw-p=Hp—2inp
ou H est la courbure moyenne de 'immersion M <— N. Il est bien connu que 'opérateur
de Dirac satisfait (Dyp)* = Deo¥ (voir [26],[9]). On remarque donc que
D(¢*) = (H % 2in)p™T . (IV.4)
Comme dans [12], on a la proposition suivante :

PROPOSITION IV.3. Soit M? une surface minimale dans N3. Alors la restriction
d’un champ de spineurs de Killing ® de constante de Killing n sur N3 donne un spineur
©* sur la surface M vérifiant

D" = 2n¢*
De plus, si n est réel, ¢* est de norme constante.

DEMONSTRATION. Puisque H =0, on a
D(p%) = £2inpT .
11 suffit alors de définir p* = p* + ip™. O

3. Solutions de I’équation des spineurs de Killing restreints

Soit (M?,g) une surface riemannienne orientée munie d’une structure spinorielle.
On munit le fibré des spineurs M d’un produit scalaire hermitien ( ,) pour lequel la
multiplication de Clifford par un vecteur tangent a M est antisymétrique.

On étudie maintenant les propriétés d’une solution ¢ € I'(XM) de I’équation sui-
vante :

Vxp+T(X) - p—inX -5=0, (IV.5)
ou, de fagon équivalente
Vxp+T(X)-p+nX -w-p=0, (IV.6)

ou 71" désigne un endomorphisme symétrique du fibré tangent de M, et n € R U iR.
D’apres la section précédente, et pour des raisons qui apparaitront dans la suite,
on appelle cette équation 1’équation des spineurs de Killing restreints. La proposition
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suivante montre le role des solutions de 1’ équation des spineurs de Killing restreints dans
la théorie des surfaces dans R3, S? et H3. En fait, on voit que les conditions d’intégrabilité
pour cette équation sont exactement les équations de Gaufl et de Codazzi-Mainardi.

Dans la suite, (e, e2) désigne une base locale orthonormée, positivement orientée de
[(TM).

PROPOSITION IV.4. On suppose que (M?,g) admet une solution non triviale de
léquation (IV.5). On pose S = 2T, alors
(VxS)(Y) = (VyS)(X) (équation de Codazzi-Mainardi),
et
Rig1p — det(S) = 4n° (équation de Gaufs),

ot Ri912 = g(R(e1,ez) e9,€1), et R est le tenseur de Riemann de M.

DEMONSTRATION. Soit ¢ une solution non triviale de 1’équation (IV.5). On calcule
I’action du tenseur de courbure spinoriel R sur ¢, défini pour tous X,Y € T'M par

R(X,Y)p=VxVyp—VyVxeo—Vixye.

Puisque ce dernier est antisymétrique et que dim M = 2, avec 1'aide de la formule (IV.6),
il suffit de calculer

Ve, Ve, = vel(_T(e2) P —Mnex W 90)

Ve (=T(e2) - ¢ — ey - )

= —VT(ez) ¢ —T(e2) Ve, o =nVeser- @ —mer- Ve,

= =V, T(ez) - o+ T(ez) -T(er) ¢ —nT(ez) ea-
—nVee1-p+mner-Tler) - o —nep-ey-

et aussi
Ve,Veap = =V, T(er) o+T(er) Tlea) - o+nT(e1) €1
4NV, - o —ney - T(ea) - o +ner-ex- .

Dongc, en tenant compte du fait que [e, es] = V2 — Ve, eq, un calcul immédiat donne
Rlenea)e = ((VaT)(er) = (VaT)(e)) ¢

~(T(er) - Tlex) = T(ex) - Tlen)) -
D’autre part, il est bien connu que le tenseur de courbure spinoriel correspond au tenseur

de Riemann R de M via la relation

1
R(@l, 62)@ == —53121281 €. (IV8)

Maintenant, il est facile de voir que
T(ey)-T(ea) —T(es) - T(e1) =2det(T)e; - ey
et donc, en posant S = 27T et en définissant la fonction

G := R1212 — det(S) — 47’]2
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et le champ de vecteurs
C = (Ve 9)(e2) — (Ve,5)(e1),

les équations (IV.7) et (IV.8) menent a

C-p=Gey-ey-p.
On remarque que e; - €3 - ¢ = —ip, donc

C - ot = +iGyT .
En appliquant deux fois cette relation, il suffit de voir que

101 = ~G2¢*,
et donc que C' =0et G = 0. O

Quitte a multiplier la métrique par une constante positive, on peut supposer n = 0,
1/2, ou i/2. Le cas n = 0 est traité dans [12] et est le point de départ de la preuve du
théoreme IV.1. On examine les cas n = 1/2 et n = i/2 séparément. On commence par
démontrer le lemme suivant :

LEMME IV.5. Soit ¢ une solution non triviale de I’ équation des spineurs de Killing
restreints (IV.5). Alors
— Sin =1/2, le champ de spineurs ¢ est de norme constante, et l’endomorphisme
symétrique T', vue comme 2-tenseur symétrique covariant, est donné par

1
~ sin=1/2, le champ de spineurs p satisfait X|p|> = —R(X - P, ) et on a
T(X.Y)|g* = SR(X -V Y.V Lo P = 1o ) gxy
(XYl = gRX - Vv + Y- Vxp, ) + S (1071 = @77 )g(X,Y)

DEMONSTRATION. La premicre assertion de chaque cas vient de la proposition IV.2.
Soit
Tje = 9(T(e;), ex) -
Alors, pour j = 1,2,
2
Veo=—Y Tier-p+ine 7.
k=1

En prenant de part et d’autre la multiplication de Clifford par ¢; et le produit scalaire
avec @, on obtient

2
Rler Voo, 0) = = > TRl ex - 0,0) + Rliner - ¢; - B, ¢) .
k=1

Puisque R(e; - ex - @, ) = —i|p|?, il suit, par symétrie de T
R(er Ve, + €5+ Ve, ) = 2Tylof* — 2R(in, )3y -
Ceci complete la preuve en prenant n = 1/2 ou n = i/2. O
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Maintenant, on montre que les conditions nécessaires pour un champ de spineurs
1 € T'(XM) obtenues dans la section précédente (c’est a dire la proposition IV.2 et
I’équation (IV.4)) sont suffisantes pour que ¥ soit solution de I’équation des champs de
spineurs de Killing restreints.

Le cas § = 1/2 : On considére un champ de spineurs non trivial ¢, de norme constante,
satisfaisant Dy* = (H 4 4)yT. On définit les 2-tenseurs suivants sur (M?, g)

THX,Y) = R(Vxy=, Y -9¥) .
On remarque d’abord que
(T = —R(DY, F) = —R((H + )07, 6F) = —H[yF[2 (1v.9)
On a aussi les relations suivantes :
Ti(el, e2) = %(qui, eg - PT) = Rey - Veﬂﬂi, er-ey-T)
= %(D¢i7 er- ez T) — Rez Veﬂbi, er-ey-PT)
= R((H )T, e1-ea-0T) + R(Ve,oo™, €1 - 7)
= [T+ T (ez,e1) . (IV.10)
LEMME IV.6. Les 2-tenseurs T+ sont liés par ’équation suivante :
WP =T PT

DEMONSTRATION. La relation est triviale en tout point p € M ou [ T|* ou [~ |?
est nul. On peut donc supposer dans la suite que les deux champs de spineurs ¢* et ¢~
sont non nuls dans un voisinage d’un point de M.

Par rapport au produit scalaire R(, ), les champs de spineurs

e w_: et €y - ¢_:
ol [
forment une base orthonormée locale de T'(X*M). On peut alors écrire dans cette base
Y- Y- Y- Y-
VxyT = R(VxyT, e - Jer- = +R(VxpFes ——)ea ——
Lo N (o M G
TH(X _
BRI
I

ol le champ de vecteurs TF(X) est défini par
g(TH(X),Y)=T"(X,Y), VY e TM.
De la méme facon, on peut montrer que
T (X)
Cank
Puisque 9 est de norme constante, pour tout vecteur X tangent a M, on a
0 = X[¢=X("F + [0~
= 2%(VX17D+7 w+) + 28%<va77 ?ﬁf)
= 2RW(X) -, v) (Iv.11)

Vxp~ = RUR
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avec
_I(X) T (X)

Lo N g &
Pour conclure, il suffit de remarquer que les équations (IV.9) et (IV.10) impliquent que

W est symétrique et de trace nulle, et que 1'équation (IV.11) implique que W est de
rang au plus égal a 1. On en déduit évidemment que W = 0. 0

W(X)

PROPOSITION IV.7. On suppose que (M?,g) admet une solution non triviale ¢ de
I’équation Dy = Hp — i, de norme constante. Alors une telle solution satisfait I’équa-
tion des champs de spineurs de Killing restreints avec n = 1/2.

DEMONSTRATION. On définit F' := T + T~. Le lemme IV.6, et en particulier le
début de sa preuve, implique

F T+ T~

N N
Donc F'/||? est bien défini sur toute la surface M, et
F(X
Vxt=Vxyp" +Vxy~ = |1(D|2) 0 (IV.12)

ou le champ de vecteurs F(X) est défini par g(F(X),Y) = F(X,Y), VY € TM. On
remarque que par I'équation (IV.10), le 2-tenseur F' n’est pas symétrique. On définit
alors le 2-tenseur symétrique

1
202

On remarque que T est bien défini comme dans le lemme IV.5. Il est immédiat de
montrer que

T(X,Y) = (F(X,Y)+ F(Y, X)) .

T(e1,e1) = —F(ex,ex)/|Y)* , Tl(ez,e2) = —F(ea,ea)/ |0,

T(ey,e3) = —F(e1,es)/1]? —1—% et T(eg,e1) = —Fl(ey,e1)/h]* — % ’

une fois de plus par I’équation (IV.10). En tenant compte de ces dernieres relations dans
I'équation (IV.12), on conclut que

V= ~T(X) b~ 1 X we .

Lecasn=1/2:

PROPOSITION IV.8. On suppose que (M?,g) admet une solution non triviale v, ne
s’annulant jamais, de ’équation Dy = H + . Alors, si cette solution vérifie

X2 = —R(X-T0),  ¥X € D(TM),

elle est solution de I’équation des champs de spineurs de Killing restreints avec n = 1/2.



76 IV. LE CAS DES PETITES DIMENSIONS

DEMONSTRATION. On définit les 2-tenseurs 7+ comme dans le cas précédent. On
obtient alors
trTs = —(H 7 1)|[¢7?, (IV.13)
et
T*(e1, e2) = T*(ez,€1) (IV.14)

On remarque que
—R(X ) = =RX YT 97) + RX 97, 97) = 2R(X -7, 97)
Donc, en reprenant la preuve du lemme IV.6, on obtient
RX -7, 97) = R(W(X) -y, ¢7) (IV.15)

avec X ey
win = 5 -
Y| |t
Comme dans le cas précédent, les équations (IV.13), (IV.14) et (IV.15) impliquent que
W — Idrys est symétrique, de trace nulle, et de rang pas plus grand que 1. Donc W =

Id7ys et on a la relation

[WPTT — [T = [Pl PPy
Ainsi, en définissant le 2-tenseur symétrique F' =T + T~ + 2 (| T2 — [~ |*)g, on a sur
toute la surface M

F T T4 (PP T 1 T 1
[P [P+ 1o i 27 T P 2
D’autre part, on obtient aussi
TH(X T-(X
Vit =Vxip" +Vxy~ = (,2> YT+ 52) T
¥ |t ]
Ces deux dernieres équations impliquent
F(X _ 1 _ 1

ce qui est équivalent a

VX@b:—T(X).w—%X.E.

Naturellement, on pose T' = —ﬁ et on remarque que 1" est bien défini comme dans le

lemme IV.5. O

4. Surfaces dans S® ou H?

On peut maintenant généraliser le théoréme IV.1 aux surfaces dans S* ou H?. Dans
la section 2, on a vu qu'une surface orientée immergée M? — S? (resp. H?) hérite de la
métrique induite g, d'une structure spinorielle induite, et d’une solution ¢ de

Dyp=Hyp—ip (resp. Dp=Hp+ )

de norme constante (resp. vérifiant X|p|> = —R(X - 3, ) pour tout vecteur X tangent
a M). Ce champ de spineurs ¢ sur M? est la restriction d’'un champ de spineurs de
Killing réel (resp. imaginaire) de S* (resp. H?). La section 3 montre que la réciproque
est vraie au moins localement. On suppose qu’il existe une solution non triviale des
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équations mentionnées plus haut sur une surface riemannienne orientée (M?, g), munie
d’une structure spinorielle, pour une fonction donnée H : M — R. Alors cette solution
vérifie I’équation des champs de spineurs de Killing restreints avec un endomorphisme
bien défini T : TM — TM satisfaisant trl" = H. De plus, il existe une immersion
isométrique (M2, g) — S? (resp. H?) ayant pour seconde forme fondamentale S = 2T

THEOREME IV.9. Soit (M?,g) une surface riemannienne orientée et H : M — R,
une fonction différentiable. Alors les données suivantes sont équivalentes :

(1) Une immersion isométrique (M2, g) — S? du revétement universel M? dans la
sphére ronde S de dimension 3 de courbure moyenne H.

(2) Une solution ¢ de I’équation de Dirac
Dy = Hp —ip
de norme constante.
(3) Une paire (¢, T) constituée d’un endomorphisme symétrique T tel que tr(T) =
H, et d'un champ de spineurs ¢ vérifiant l’équation
1
THEOREME IV.10. Soit (M2, g) une surface riemannienne orientée et H : M — R
une fonction différentiable. Alors les données suivantes sont équivalentes :

(1) Une immersion isométrique (M?,g) — H® du revétement universel M? dans
Iespace hyperbolique H? de dimension 3 de courbure moyenne H.

(2) Une solution ¢, ne s’annulant jamais, de l’équation de Dirac
Dy=Hp+o
et vérifiant
Xlpl* = —R(X-3,0) VX c(TM).
(3) Une paire (v, T) constituée d’un endomorphisme symétrique T tel que tr(T) =

H, et d’un champ de spineurs ¢ vérifiant l’équation

1
VX¢+T(X)-¢+§X-¢:O VX eI'(TM).
REMARQUE IV.11. Il a été signalé a I'auteur que le cas des surfaces dans S? a déja
été traité par Leonard Voss (Diplomarbeit, Humboldt- Universitit zu Berlin, non publié).

5. Hypersurfaces paralléles dans R*

On conclut cet article en donnant une caractérisation des hypersurfaces paralleles de
I’espace euclidien de dimension 4 en terme d’une section spéciale du fibré des spineurs
intrinseque de I'hypersurface, de fagon analogue au théoreme IV.1. Sa démonstration
est tres simple compte tenu des paragraphes précédents.

THEOREME IV.12. Soit (M3, g) une variété riemannienne orientée de dimension 3.
Alors les données suivantes sont équivalentes :

(1) Une immersion isométrique (M:S,g) — R* du revétement universel M3 dans
Uespace euclidien R*, de seconde forme fondamentale paralléle h.
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(2) Une paire (p,T) constituée d’un endomorphisme symétrique paralléle T' du fibré
tangent TM tel que 2T = h et d’un champ de spineurs non trivial ¢ vérifiant,
pour tout X € I'(T'M), l’équation

Vxp+T(X) ¢=0.

DEMONSTRATION. Soit (M3, g) une hypersurface orientée immergée isométrique-
ment dans R*, avec une seconde forme fondamentale h paralléle. Alors par la proposition
II1.1, la formule (II1.2), et la preuve de la proposition II1.3, qu’en restreignant un champ
de spineurs parallele sur R* & M, et en considérant T' = %h on obtient la paire (p,T')
recherchée.

Réciproquement, si (M3, g) est une variété riemannienne orientée de dimension 3,
qui admet une telle paire (p,T'), alors I’équation de Codazzi-Mainardi est vérifiée de
fagon évidente par h = 2T et la formule (II1.7) implique

Z (Rz‘jkl + 4T3 Ty, — 4Tz‘ijz)€k e =20
kAl
qui montre qu’en dimension 3 chaque composante

Rijrr + 4T3 T, — 4T3 Ty
est nulle, puisque pour 1 <k <l <3et 1 <k <l <3,
Rier-er- g, ew ey - @) = Eodw|o)” .
Donc h = 2T vérifie aussi ’équation de Gauf. U
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La principale motivation des travaux de cette these est de mieux comprendre le role du
tenseur d’impulsion-énergie en géométrie spinorielle. On s’intéresse dans un premier temps a
la géométrie spinorielle extrinseque. On relie les restrictions a une sous-variété riemannienne
d’objets spinoriels aux objets définis de maniere intrinseque. En particulier, on donne des
estimations pour la premiere valeur propre d’un opérateur de Dirac défini sur les sous-variétés
riemanniennes spinorielles compactes. Il apparait alors que le cadre des hypersurfaces est un
cadre naturel pour ’étude du tenseur d’impulsion-énergie associé a un champ de spineurs. On
construit un produit tordu généralisé permettant de voir ce dernier comme la seconde forme
fondamentale d’une immersion isométrique. On caractérise enfin les surfaces de S* et H? en
terme de sections spéciales du fibré des spineurs, ainsi que les hypersurfaces paralleles de R*.

Energy-Momentum Tensor and Extrinsic Spin Geometry :

The results of this thesis are motivated by a better understanding of the energy-momentum
tensor in spin geometry. We first investigate extrinsic spin geometry. We give relations between
restrictions to a Riemannian submanifold of spinorial objects and objects defined in an intrinsic
way. We then prove estimates for the first eigenvalue of a Dirac operator which is defined on
compact spin Riemannian submanifolds. It turns out that the study of hypersurfaces gives
a natural setup for the study of the energy-momentum tensor associated with a spinor field.
We construct a generalized warped product which allows to consider this tensor as the second
fundamental form of an isommetric immersion. Finally, we characterize surfaces in S* and H3
in terms of special sections of the spin bundle, as well as parallel hypersurfaces in R.
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