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en Mathématiques

par

Bertrand MOREL

Tenseur d’impulsion-énergie
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J’ai eu la possibilité de travailler quelques heures avec Sylvestre Gallot. Sa gentillesse,
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J’ai beaucoup apprécié les nombreux échanges et surtout la bonne ambiance au
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Introduction

La principale motivation des travaux de cette thèse est de mieux comprendre le rôle
du tenseur d’impulsion-énergie spinoriel, qui est un 2-tenseur symétrique défini de façon
très simple à partir d’un champ de spineurs sur une variété riemannienne spinorielle (0),
et qui se manifeste de manière encore incomprise dans deux problèmes apparemment
sans liens. Il est surprenant de voir que la géométrie spinorielle extrinsèque, qui est un ou-
til performant pour l’étude des propriétés géométriques des sous-variétés riemanniennes,
semble déboucher sur une interprétation naturelle de ce tenseur. Plus précisément, le
voir comme la seconde forme fondamentale d’une hypersurface va clarifier quelque peu
son rôle.

L’opérateur de Dirac fondamental d’une variété riemannienne spinorielle est un opé-
rateur différentiel linéaire du premier ordre, agissant sur les sections du fibré des spineurs
de cette variété. On interprète souvent les champs de spineurs comme les “racines car-
rées” des formes différentielles, mais la différence fondamentale entre ces deux types
d’objets est que le fibré des spineurs dépend de la métrique considérée (même si le fait,
pour une variété riemannienne, d’être spinorielle n’est qu’une propriété topologique).

L’opérateur de Dirac est elliptique, et si de plus la variété sur laquelle on le définit
est compacte, il est essentiellement auto-adjoint. L’étude de son spectre, alors discret, a
fait et continue à faire l’objet de recherches intensives. Une conséquence de la formule
de Schrödinger-Lichnerowicz est que si la courbure scalaire de la variété est strictement
positive, alors le noyau de l’opérateur de Dirac est trivial [27].

Aussi, des informations géométriques bien plus subtiles ont été obtenues en cherchant
à estimer la première valeur propre non nulle de l’opérateur de Dirac. Th. Friedrich l’a
minorée par un nombre proportionnel à l’infimum de la courbure scalaire [10], puis, grâce
à la propriété de covariance conforme de l’opérateur de Dirac, O. Hijazi a remplacé cet
infimum par la première valeur propre de l’opérateur de Yamabe [18], i.e., le laplacien
scalaire conforme.

Le cas d’égalité dans l’estimation de Th. Friedrich est caractérisé par l’existence sur la
variété d’une section spéciale du fibré des spineurs. La dérivée covariante de cette section
est égale à l’action des champs de vecteurs sur cette même section par multiplication de
Clifford, à un coefficient de proportionnalité près (appelé nombre de Killing). Une telle
section est appelée spineur de Killing, et son existence implique de sévères restrictions
sur la géométrie et la topologie de la variété.

La construction d’un cône riemannien sur une variété admettant un spineur de Killing
avec un nombre de Killing réel a permis à C. Bär de caractériser de telles variétés en
fonction de l’holonomie de ce cône [4], dont la géométrie a été précisée par S. Gallot
dans [15]. En fait, on peut donner une correspondance bijective entre les spineurs de
Killing sur la variété et les spineurs parallèles sur le cône, permettant alors d’exploiter
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10 INTRODUCTION

les résultats déja connus sur les variétés admettant des spineurs parallèles [24], [39] et
[34].

Dans un premier temps, on s’intéressera à la question suivante :

Existe - t -il des estimations analogues à celles citées plus haut
pour un opérateur de Dirac naturellement défini sur les sous-
variétés riemanniennes spinorielles ?

La définition de l’opérateur de Dirac des sous-variétés est à rapprocher de celle de
l’opérateur que E. Witten a introduit dans sa preuve spinorielle du théorème de la
masse positive [40] : il est défini comme la composée de la dérivée covariante spinorielle
ambiante et de la multiplication de Clifford restreinte aux vecteurs tangents à la sous-
variété. Pour rendre cet opérateur formellement auto-adjoint, il faut en plus inclure dans
sa définition la multiplication de Clifford par l’élément de volume du fibré normal à la
sous-variété considérée.

On peut alors se demander comment étendre les minorations classiques pour l’opé-
rateur de Dirac intrinsèque à cet opérateur de Dirac défini de manière extrinsèque. Les
résultats de X. Zhang dans [41] et [42] constituent un premier pas dans cette direc-
tion et dans le cas d’une hypersurface. On constate alors que la courbure moyenne de
l’immersion isométrique de l’hypersurface vient modifier la borne inférieure classique.

On peut citer aussi les résultats récents d’O. Hijazi, S. Montiel et X. Zhang [22],[23] :
ces derniers donnent des estimations pour le spectre de l’opérateur de Dirac d’un do-
maine ou de son bord ayant pour corollaire un théorème classique d’Alexandrov [2].

L’étude des variations du spectre de l’opérateur de Dirac en fonction de la métrique,
et l’estimation des valeurs propres de cet opérateur donnée par O. Hijazi dans [19]
(voir (1) ci-après) sont deux problèmes tout à fait différents où apparâıt le tenseur
d’impulsion-énergie spinoriel. Il est surprenant de voir que la géométrie extrinsèque (en
particulier celle des hypersurfaces) semble être un cadre naturel pour étudier cet objet.

Une solution géométrique du problème des variations du spectre de l’opérateur de
Dirac en fonction de la métrique est donnée par J.-P. Bourguignon et P. Gauduchon
dans [8]. On peut alors énoncer une conséquence de leurs résultats de la façon simplifiée
suivante :

On considère un 2-tenseur symétrique k, et l’on fait varier la métrique g d’une
variété riemannienne spinorielle compacte (M, g) dans la direction de k, c’est-à-dire, on
considère les métriques gt = g + tk, pour t un paramètre suffisamment proche de 0. On
peut alors comparer entre eux les fibrés des spineurs pour chacune des métriques gt, et
considérer la famille Dt d’opérateurs de Dirac associés. Si ψ est un spineur propre pour
l’opérateur de Dirac initial D et λ sa valeur propre associée, on s’intéresse à la branche
λt du spectre de la famille Dt vérifiant λ0 = λ. Alors

dλt
dt |t=0

= −1

2

∫
M

(k, Tψ)vg

où Tψ est le 2-tenseur symétrique défini pour tous vecteurs tangents X et Y par

Tψ(X, Y ) =
1

2
<(X · ∇Y ψ + Y · ∇Xψ, ψ) , (0)
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où <(. , .) désigne la partie réelle du produit scalaire hermitien naturellement défini sur
le fibré des spineurs, et pour lequel la multiplication de Clifford par un vecteur tangent
est antisymétrique.

Le nom de tenseur d’impulsion-énergie est justifié par le résultat de E.C. Kim et
Th. Friedrich [13], qui montre, en s’appuyant sur [8], que les équations d’Einstein-Dirac{

Dψ = λψ ,

Ric− 1
2
Scal g = 1

2
Tψ

,

(où Ric désigne le tenseur de Ricci d’une variété riemannienne spinorielle (M, g) et Scal
sa courbure scalaire), sont les équations d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle

W (g, ψ) =

∫
M

(
Scal + λ|ψ|2 − (Dψ,ψ)

)
vg .

Cette approche variationnelle est effectivement celle qui permet aux physiciens de
définir et de calculer en relativité générale le tenseur d’impulsion-énergie associé à une
distribution de matière donnée ([17]).

On peut déjà remarquer la simplicité de l’expression du tenseur Tψ, c’est le 2-tenseur
symétrique le plus simple construit à l’aide de la dérivée covariante et de la multiplication
de Clifford. Plus surprenant, il apparâıt indépendamment dans la minoration du spectre
démontrée par O. Hijazi dans [19] :

λ2 ≥ 1

4
inf
M

( Scal + |Qψ|2) , (1)

pour toute valeur propre λ associée au spineur propre ψ, avec Qψ = Tψ/|ψ|2. Cette
inégalité améliore celle de Th. Friedrich. Elle peut donner une borne inférieure non
triviale si la courbure scalaire est négative, mais elle est moins exploitable du fait que
la borne elle-même dépend d’un spineur propre.

La remarque suivante est fondamentale dans le résultat d’O. Hijazi : supposons que
la dérivée covariante d’un champ de spineur non trivial ψ satisfait pour tout vecteur
tangent X

∇Xψ = E(X) · ψ , (2)

où E est un 2-tenseur symétrique donné. Tout d’abord il est facile de remarquer que la
norme de ce spineur est constante. Ensuite, en choisissant un repère local orthonormé
du fibré tangent (e1, . . . , en), et si on désigne par Eij les coefficients de E dans ce repère,
on voit que l’équation ci-dessus implique

<(ei · ∇ejψ, ψ) = Eij<(ei · ej · ψ, ψ) .

Les propriétés de la multiplication de Clifford impliquent alors que E = −Qψ. Il est
intéressant de remarquer que l’on peut définir de manière naturelle un champ de vecteurs
associé à un champ de spineurs ψ vérifiant l’équation (2) et que ce champ de vecteurs
est de Killing si Qψ est parallèle (voir la proposition III.6).

Cette remarque est essentielle pour la suite : on va pouvoir démontrer que la restric-
tion d’un spineur parallèle à une hypersurface vérifie l’équation (2). On se pose donc la
question
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Le cadre des hypersurfaces est-il mieux adapté que le cadre in-
trinsèque pour comprendre le rôle du tenseur d’énergie-impul-
sion en géométrie spinorielle ?

Présentation des résultats

Dans le premier chapitre, on s’intéresse tout d’abord au cas des hypersurfaces. Après
avoir identifié la restriction à une hypersurface du fibré des spineurs ambiant avec le
fibré des spineurs intrinsèque de cette même hypersurface, on définit l’opérateur de
Dirac des hypersurfaces DH de façon analogue à l’opérateur introduit par Witten. On
continue alors dans la direction prise par X. Zhang dans [41] et [42] en commençant tout
d’abord par préciser les cas d’égalité dans ses estimations pour le spectre de DH . On met
alors en évidence dans ce contexte l’existence de spineurs de Killing sur l’hypersurface
considérée, comme pour le cas de l’égalité intrinsèque correspondante (à savoir ici, celle
de Th. Friedrich).

On donne ensuite une minoration extrinsèque faisant intervenir le tenseur d’impul-
sion-énergie, correspondante à celle d’O. Hijazi. Le cas limite est analogue au cas in-
trinsèque, mettant en œuvre une section spéciale du fibré des spineurs qui généralise
la notion de spineur de Killing. On remarque d’ailleurs que si l’hypersurface est mini-
male, l’opérateur DH correspond exactement à l’opérateur de Dirac fondamental D de
l’hypersurface, et que ces minorations sont celles déjà connues.

La remarque principale de ce premier chapitre est la suivante : la seule donnée
extrinsèque de ces estimations est la courbure moyenne H de l’hypersurface. Il est en fait
possible d’obtenir des estimations de manière tout à fait analogue pour des opérateurs
de “Dirac-Schrödinger” Df définis intrinsèquement par Df = D − f

2
Id, f étant une

fonction réelle lisse donnée, jouant alors le rôle de la courbure moyenne H.

Le deuxième chapitre est la généralisation du premier aux sous-variétés. Ce travail,
prolongeant aussi un article d’O. Hijazi et X. Zhang [21], a été effectué en collaboration
avec Nicolas Ginoux.

Le cas de la codimension au moins égale à deux est évidemment moins facile. Un
premier effort algébrique est à fournir pour identifier le fibré des spineurs ambiant avec
le produit tensoriel du fibré des spineurs de la sous-variété et de celui du fibré normal.
Cet effort est simplifié grâce à l’identification de C. Bär dans [6]. Ensuite, il faut trouver
une définition de l’opérateur de Dirac des sous-variétés qui correspond à DH dans le cas
des hypersurfaces. En particulier, cet opérateur (toujours noté DH) doit être elliptique,
formellement auto-adjoint, et doit être relié de façon naturelle à l’opérateur de Dirac
intrinsèque “tordu” par le fibré normal.

Après avoir répondu à ces questions, on démontre en particulier le théorème suivant :

Théorème. Soit Mm ⊂ M̃m+n une sous-variété riemannienne spinorielle compacte

d’une variété riemannienne spinorielle (M̃, g). On munit le fibré normal de la structure
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spinorielle induite. Supposons que

m( Scal + κ1) ≥ (m− 1)||H||2

où Scal désigne la courbure scalaire de (Mm, g|M), κ1 la première valeur propre d’un

opérateur de courbure normal (cf. (II.17)) et H la courbure moyenne de M dans M̃ .
Alors toute valeur propre λ de DH satisfait

λ2 ≥ 1

4
inf
M

(√
m

m− 1
( Scal + κ1)− ||H||

)2

.

De plus, en cas d’égalité dans cette minoration, la courbure moyenne H est de norme
constante, et il existe un réel µ et un champ de spineurs ψ sur M , vérifiant pour tout
champ de vecteurs X tangent à M

∇Xψ = −µX ·
M
ψ ,

où “ ·
M

” désigne la multiplication de Clifford sur le produit tensoriel du fibré des spineurs

de la sous-variété M avec celui du fibré normal.

Cette dernière équation définit donc une notion de spineur de Killing “tordu”. C’est
bien celle d’un spineur de Killing réel dans le cas d’une hypersurface orientée puisque
dans ce cas, le fibré normal est trivial.

On donnera aussi des estimations analogues faisant intervenir le tenseur d’impulsion-
énergie et un changement de métrique adapté.

Ici encore, on peut faire la remarque que de telles estimations peuvent être obtenues
pour des opérateurs de Dirac définis de manière intrinsèque sur le fibré des spineurs
d’une variété riemannienne spinorielle, tordus par un fibré vectoriel auxiliaire donné.

La question du tenseur d’impulsion-énergie est abordée dans le troisième chapitre
qui débute par la proposition suivante :

Proposition. Soit Mn ↪→ (Nn+1, g) une hypersurface compacte, orientée, isomé-
triquement immergée dans une variété riemannienne spinorielle (Nn+1, g), ayant pour
courbure moyenne une constante H et pour seconde forme fondamentale le 2-tenseur sy-
métrique h. Si (Nn+1, g) admet un champ de spineurs parallèle, alors M satisfait le cas
d’égalité dans (1), c’est à dire, il existe un champ de spineurs ψ le long de M , vérifiant
Dψ = λψ et tel que

λ2 =
1

4
Scal + |Qψ|2 .

De plus, le tenseur d’impulsion-énergie associé à ψ vérifie

2Qψ = h

(Dans la suite, on désignera toujours Qψ comme le tenseur d’impulsion-énergie asso-
cié à ψ. On considérera d’ailleurs souvent des champs de spineurs ψ de norme constante,
justifiant cet abus de langage.)

Cette proposition est une conséquence du fait que la restriction d’un spineur pa-
rallèle à une hypersurface est une section spéciale du fibré des spineurs, qui lorsque la
courbure moyenne est constante, correspond à la généralisation d’un spineur de Killing.
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On nommera une telle section un “T -spineur de Killing” comme dans [14]. Ces sections
réalisent le cas d’égalité dans (1).

On se demande alors dans quelle mesure l’argument de C. Bär peut être adapté pour
caractériser les variétés riemanniennes spinorielles qui admettent de telles sections. On
rappelle qu’un spineur de Killing est un T -spineur de Killing dont le tenseur d’impulsion-
énergie est proportionnel à la métrique. Son existence correspond bien via la construction
du cône à l’existence d’une immersion isométrique (et même d’un plongement) de la
variété comme une hypersurface totalement ombilique dans une variété riemannienne
spinorielle admettant un spineur parallèle.

On donne alors la construction d’un produit tordu généralisé en vue de relier les “T -
spineurs de Killing” à des spineurs parallèles sur la variété ainsi construite. En particu-
lier, on démontrera l’équivalent des formules d’O’Neill pour la connexion de Levi-Civita
de ce produit tordu (voir la Proposition III.8).

La difficulté vient du fait que dans la proposition précédente, pour avoir le même
résultat, il suffit d’imposer seulement sur la variété ambiante l’existence d’un spineur
dont la dérivée covariante ne s’annule le long de M que pour les champs de vecteurs
tangents à M . Cette construction ne donne donc une géométrie intéressante que dans
des cas particuliers, et par la suite nous considérons uniquement le cas où le tenseur
d’impulsion-énergie est parallèle (ce qui est naturel puisque c’est le cas pour les spineurs
de Killing), et même un projecteur.

Enfin, le quatrième et dernier chapitre illustre bien l’idée principale du chapitre
III qui est d’interpréter le tenseur d’énergie impulsion associé à un champ de spineurs
comme la seconde forme fondamentale d’une immersion isométrique.

Dans [12], Th. Friedrich donne une formulation spinorielle élégante de la théorie des
surfaces dans l’espace euclidien de dimension 3 (voir aussi [1]). En dimension 2, il est
en effet possible de montrer que la donnée d’un spineur ψ de norme constante, vérifiant
Dψ = fψ pour une fonction réelle lisse f , est équivalente à la donnée d’une immersion
isométrique de la surface dans R3 avec f pour courbure moyenne . Ceci est permis par
le fait que ces deux données sont encore équivalentes à l’existence sur la surface d’une
section spéciale du fibré des spineurs, dont le tenseur d’impulsion-énergie associé vérifie
automatiquement les équations de Gauß et de Codazzi-Mainardi.

On montre alors que l’argument persiste pour le cas des surfaces dans la sphère S3

ou l’espace hyperbolique H3, tous deux munis de leur métrique standard. On démontre
par exemple, en étudiant la restriction à une surface d’un spineur de Killing imaginaire,

Théorème. Soit (M2, g) une surface riemannienne orientée et H : M → R une
fonction différentiable. Alors, les données suivantes sont équivalentes :

(1) Une immersion isométrique (M̃2, g) → H3 du revêtement universel M̃2 de M
dans l’espace hyperbolique à trois dimensions H3, ayant pour courbure moyenne
la fonction H.

(2) Une solution ϕ de l’équation de Dirac

Dϕ = Hϕ+ ϕ ,

ne s’annulant nulle part sur M et satisfaisant

X|ϕ|2 = −<(X · ϕ, ϕ) , ∀X ∈ Γ(TM).

(ϕ désigne ici l’image de ϕ par l’action de la forme volume complexe).
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(3) Un champ de spineurs ϕ, non-trivial, et un champ d’endomorphismes symé-
triques T tels que tr(T ) = H et

∇Xϕ+ T (X) · ϕ+
1

2
X · ϕ = 0 , ∀X ∈ Γ(TM) .

Pour des raisons algébriques, ce résultat ne s’étend pas aux variétés de dimension
plus grande ou égale à 3. Cependant, un résultat analogue persiste dans les cas des
hypersurfaces parallèles de l’espace euclidien de dimension 4.





CHAPITRE I

Estimations de valeurs propres pour les opérateurs de
Dirac-Schrödinger

Ce chapitre est la traduction d’un article publié en anglais dans la revue
“Journal of Geometry and Physics”.
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Estimations de valeurs propres pour les opérateurs de
Dirac-Schrödinger, [29]

Résumé. On donne de nouvelles estimations pour les valeurs propres de l’opérateur
de Dirac d’une hypersurface en fonction du tenseur d’impulsion-énergie associé à un
spineur propre, de la courbure moyenne et de la courbure scalaire de cette hypersurface.
On décrit ensuite les cas limites de ces estimations et de celles obtenues par X. Zhang et
O. Hijazi dans [42] and [20]. On compare alors ces cas limites avec ceux correspondant
aux inégalités de Friedrich et d’Hijazi. On conclut en comparant ces résultats à des
estimations intrinsèques pour des opérateurs de Dirac-Schrödinger Df = D − f

2 .

1. Introduction

Dans cet article, on commence par comparer le fibré des spineurs restreints S d’une
hypersurface M au fibré des spineurs fondamental ΣM de M . Le fibré des spineurs
restreints S est obtenu par restriction du fibré des spineurs fondamental de l’espace
ambiant N à M . Si ϕ ∈ Γ(S) est une section de ce fibré, le tenseur d’impulsion-énergie
Qϕ associé à ϕ est défini sur le complément de l’ensemble de ses zéros, par

Qϕ
ij =

1

2
(ei · ν · ∇jϕ+ ej · ν · ∇iϕ, ϕ/|ϕ|2),

où ν est un champ de vecteurs normal unitaire défini globalement sur M , ei, ej sont les
vecteurs d’un repère local orthonormé de M , et où ∇iϕ désigne la dérivée covariante
du champ de spineurs ϕ dans la direction de ei . Alors, la formule de Schrödinger-
Lichnerowicz pour l’opérateur de Dirac classique D sur M mène au résultat suivant (à
comparer avec [42]) :

Théorème I.1. Soit Mn ⊂ (Nn+1, g̃ ) une hypersurface compacte orientée d’une
variété riemannienne spinorielle N . Soit λ une valeur propre de l’opérateur de Dirac
d’hypersurface DH = D−H

2
, associée au spineur propre ϕ. En supposant Scal +4|Qϕ|2 >

H2 > 0, on a alors

λ2 ≥ 1

4
inf
M

(√
Scal + 4|Qϕ|2 − |H|

)2

, (I.1)

où Scal et H sont respectivement la courbure scalaire et la courbure moyenne de M , et
Qϕ le tenseur d’impulsion-énergie associé à ϕ.

En fait, on voit que siM est une hypersurface minimale, l’opérateur de Dirac d’hyper-
surface correspond à l’opérateur de Dirac classique. Donc, dans ce cas, cette estimation
est exactement celle donnée par O. Hijazi dans [19].

On discute alors des cas limites de l’estimation (I.1) et de celle donnée par X. Zhang
dans [41].

Comme dans [18] et [20], on prouve le
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20 I. OPÉRATEURS DE DIRAC-SCHRÖDINGER

Théorème I.2. Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème I.1, en supposant
Scal e2u + 4|Qϕ|2 > H2 > 0, où Scal est la courbure scalaire de M pour une métrique
conforme g = e2u g̃ donnée, avec du(ν)|M ≡ 0, on a

λ2 ≥ 1

4
inf
M

(√
Scal e2u + 4|Qϕ|2 − |H|

)2

. (I.2)

La description des cas limites de cette inégalité et de celle prouvée dans [20] est
similaire à celle de (I.1). En conclusion, on observe que ces inégalités correspondent à
la généralisation des estimations classiques aux opérateurs de type Dirac-Schrödinger
Df = D − f

2
, pour une fonction à valeurs réelles f sur M .

L’auteur aimerait remercier Oussama Hijazi pour l’avoir mené à ce problème, ainsi
que Nicolas Ginoux et Xiao Zhang.

2. Préliminaires

2.1. Restriction des champs de spineurs à une hypersurface. Dans cet ar-
ticle, on considère une hypersurface compacte orientée (Mn, g) d’une variété rieman-
nienne spinorielle (Nn+1, g̃), munie d’une structure spinorielle SpinN . La métrique g est
la métrique induite sur M par g̃. La possibilité de définir globalement un champ de
vecteurs normal unitaire ν sur M permet d’induire de SpinN une structure spinorielle
sur M , notée SpinM . Pour y parvenir, on associe à chaque repère orthonormé orienté
(e1, . . . , en) de M le repère orthonormé orienté (e1, . . . , en, ν) de N de sorte que le SO(n)-
fibré principal SOnM des repères orthonormés orientés sur M soit identifié à un sous
fibré de SOn+1N|M . Cette application sera notée Φ.

Soit Cln l’algèbre de Clifford complexe en dimension n et Cl0n sa partie paire. On
rappelle qu’il existe un isomorphisme

α : Cln −→ Cl0n+1 (I.3)

ei 7−→ ei · ν.

Ici, ν joue le rôle du dernier vecteur de la base canonique de Rn+1.
En particulier, α induit le diagramme commutatif suivant :

Spin(n) Spin(n+ 1)

SO(n) SO(n+ 1)

-α

?
Ad

?
Ad

-⊂

où l’inclusion de SO(n) dans SO(n+ 1) est celle qui fixe le dernier vecteur de base sous
l’action de SO(n + 1) sur Rn+1, et Ad est la représentation adjointe de Spin(n) sur
SO(n), donnée par

Adη(x) = η · x · η−1

pour tout η ∈ Spin(n) et pour tout x ∈ Rn.
Ceci permet de considérer l’image réciproque par Φ du fibré SpinN|M sur SOM

comme une structure spinorielle sur M , notée SpinM . La projection de SpinM sur SOM
est notée π, tout comme la projection de SpinN sur SON . Ainsi, on a le diagramme
commutatif suivant :
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SpinM SpinN|M

SOM SON|M

-Φ∗

?
π

?
π

-Φ

⊂

Soit ΣN le fibré des spineurs complexes sur N , i.e.,

ΣN = SpinN ×ρn+1 Σn+1,

où ρn+1 est la restriction à Spin(n + 1) d’une représentation complexe irréductible de

Cln+1 sur l’espace des spineurs Σn+1, de dimension 2[n+1
2

] ([ . ] désigne la partie entière).
On rappelle que si n+1 est impair, cette représentation est choisie de sorte que la forme
volume complexe agisse sur Σn+1 par l’identité.

Localement, par définition de ΣN , si U est un ouvert de N et ψ ∈ ΓU(ΣN) une
section locale du fibré des spineurs, on peut écrire

ψ = [s̃, σ]

où σ : U → Σn+1 et s̃ : U → SpinN sont des applications différentiables, et [s̃, σ] est la
classe d’équivalence pour la relation

[s̃, σ] ∼ [s̃g, ρn+1(g
−1)σ], ∀g ∈ Spin(n+ 1).

De plus, on peut toujours supposer que π(s̃) est une section locale de SON ayant ν pour
dernier vecteur de base. On a alors

ψ|M = [(s̃|U∩M , σ|U∩M)]

où la classe d’équivalence est réduite aux éléments de Spin(n).
Il suit que l’on peut réaliser la restriction à M du fibré des spineurs ΣN comme

S := ΣN|M = SpinM ×ρn+1◦α Σn+1.

Remarque. L’inclusion de Spin(n) dans Spin(n + 1) donnée par α est triviale.
Cependant, cette notation souligne le fait que la multiplication de Clifford d’un champ
de spineurs φ ∈ Γ(S) par un vecteur X tangent à M est donnée par

(X,φ) 7→ X · ν · φ. (I.4)

Cette remarque est cruciale pour l’identification qui suit (voir aussi [5],[9]).

2.2. Identification de S avec ΣM . On compare maintenant S avec le fibré des
spineurs intrinsèque sur M ,

ΣM = SpinM ×ρn Σn.

Pour cela, on doit différencier les cas où n est pair ou impair. Supposons pour commencer
que n = 2m est pair. De (I.3) et

Cl2m ∼= C(2m), (I.5)

il suit que la représentation de Cl2m donnée par ρ2m+1◦α est simplement la restriction de
ρ2m+1 à Cl02m+1. Mais cette représentation est irréductible (voir [26]). La représentation
ρ2m+1 ◦ α est donc une représentation irréductible de Cl2m de dimension dimΣ2m+1 =

2[ 2m+1
2

] = 2m, comme ρ2m. Or, (I.5) implique que cette représentation est unique, à
isomorphisme près. Ainsi ρ2m

∼= ρ2m+1 ◦ α et on conclut que

S ∼= ΣM. (I.6)
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Soit ω2m = ime1 · · · · · e2m la forme volume complexe en dimension paire. Un calcul
facile montre que α(ω) = ω. La décompostion de ΣM en parties positive et négative est
inchangée par l’isomorphisme (I.6) et on a

S = S+ ⊕ S−

où
S± = {ψ ∈ S | iν · ψ = ±ψ} ∼= ΣM±.

En fait, puisque l’on a choisi ρ2m+1 comme la représentation irréductible de Cl2m+1

pour laquelle la forme volume complexe ω2m+1 = im+1e1 · . . . · e2m · ν agit par l’identité
sur Σ2m+1, on a, pour ψ ∈ S :

iν · ψ = iν · ω2m+1 · ψ = imi2ν · e1 · . . . · e2m · ν · ψ = ω2m · ψ.
On suppose maintenant que n = 2m + 1 est impair. On rappelle l’isomorphisme

suivant :
Cl2m+1 = C(2m)⊕ C(2m). (I.7)

Comme mentionné plus haut, ρ2m+1 correspond à la représentation irréductible de
Cl2m+1 pour laquelle l’action de la forme volume complexe ω2m+1 est l’identité. Puisque
n+ 1 = 2m+ 2 est pair, ΣN se décompose en parties positive et négative,

ΣN± = SpinN ×ρ±2m+2
Σ±

2m+2.

Si ek est un vecteur de base tangent à M , alors

α(ek) · ω2m+2 = im+1ek · ν · e1 · . . . · e2m+1 · ν
= im+1(−1)2m+2(−1)2m+2e1 · . . . · e2m+1 · ν · ek · ν
= ω2m+2 α(ek).

Ainsi ρ2m+2 ◦ α préserve la décomposition de ΣN , et

S = S+ ⊕ S−

avec
S± = SpinM ×ρ±2m+2◦α

Σ±
2m+2,

et où ω2m+2 agit comme ±Id sur S±.
De plus,

α(ω2m+1) = im+1(e1 · ν) · . . . · (e2m+1 · ν) = im+1e1 · . . . · e2m+1 · ν = ω2m+2,

et donc ρ2m+1 et ρ+
2m+2 ◦ α sont deux représentations irréductibles de Cl2m+1 de mêmes

dimensions, telles que ρ2m+1(ω2m+1) et ρ+
2m+2 ◦ α(ω2m+1) sont respectivement l’identité

sur Σ2m+1 et Σ+
2m+2. Puisqu’une telle représentation est unique à isomorphisme près, on

déduit que ρ2m+1
∼= ρ+

2m+2 ◦ α et

S+ ∼= ΣM. (I.8)

On a donc démontré la proposition suivante :

Proposition I.3. Si n est pair (resp. impair), il existe un isomorphisme entre le
fibré des spineurs restreints S (resp. S+) et le fibré des spineurs ΣM qui envoie tout
spineur ϕ ∈ S (resp. S+) sur le spineur noté ϕ∗ ∈ ΣM . De plus, sous cette identification,
la multiplication de Clifford par un champ de vecteurs X tangent à M est donnée par

X · ϕ∗ = (X · ν · ϕ)∗.
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2.3. La formule de Gauss spinorielle et l’opérateur de Dirac d’hypersur-

face. Soit ∇̃ la connexion de Levi-Civita de (Nn+1, g̃), et ∇ celle de (Mn, g). Soit
(e1, . . . , en, en+1 = ν) un repère local orienté orthonormé de TM , alors la formule de
Gauss donne pour 1 ≤ i, j ≤ n,

∇̃iej = ∇iej + hijν , (I.9)

où hij sont les coefficients de la seconde forme fondamentale de l’hypersurface M dans
la base (e1, . . . , en, en+1). On peut de la même façon relier les connexions associées sur
les fibrés des spineurs correspondants. Pour cela, on considère φ ∈ Γ(ΣN) et ϕ = φ|M ∈
Γ(S) sa restriction à M . On rappelle que localement, pour X ∈ Γ(TM),

∇̃Xφ = X(φ) +
1

2

∑
1≤i<j≤n+1

g̃(∇̃Xei, ej)ei · ej · φ (I.10)

et

∇Xϕ = X(ϕ) +
1

2

∑
1≤i<j≤n

g(∇Xei, ej)ei · ν · ej · ν · ϕ

= X(ϕ) +
1

2

∑
1≤i<j≤n

g(∇Xei, ej)ei · ej · ϕ.

Ainsi, en restreignant chaque membre de l’équation (I.10) à M , et en utilisant le fait
que X(φ)|M = X(φ|M) pour X tangent à M , la formule de Gauß (I.9) implique, pour
1 ≤ k ≤ n,

(∇̃kφ)|M = ek(ϕ) +
1

2

∑
1≤i<j≤n

g̃(∇kei + hkiν, ej)ei · ej · ϕ

+
1

2

∑
1≤i≤n

g̃(∇kei + hkiν, ν)ei · ν · ϕ

= ek(ϕ) +
1

2

∑
1≤i<j≤n

g(∇kei, ej)ei · ej · ϕ

+
1

2

∑
1≤i≤n

hkiei · ν · ϕ

= ∇kϕ+
1

2

∑
1≤i≤n

hkiei · ν · ϕ

Ici, grâce à l’équation (I.10), écrire (∇̃Xφ)|M = ∇̃Xϕ quand X est tangent à M a
bien un sens, et on a donc prouvé la formule de Gauß spinorielle :

∀ϕ ∈ Γ(S) , ∀X ∈ Γ(TM), ∇̃Xϕ = ∇Xϕ+
1

2
h(X) · ν · ϕ. (I.11)

(Ici h est vue comme un endomorphisme du fibré tangent.)
Il est bien connu (voir [26]) qu’il existe une métrique hermitienne définie positive

< ., . > sur ΣN telle que, si τ est une k-forme sur N ,

< τ · φ, ψ >= (−1)
k(k+1)

2 < φ, τ · ψ > , ∀φ, ψ ∈ Γ(ΣN). (I.12)
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Si on note (., .) sa partie réelle, on a

(X̃ · φ, Ỹ · φ) = g̃(X̃, Ỹ )(φ, φ) , (X̃ · φ, φ) = 0 , ∀X̃, Ỹ ∈ Γ(TN). (I.13)

On restreint simplement (., .) àM pour obtenir un produit scalaire défini globalement

sur S. Maintenant, puisque ∇̃ est compatible avec (., .), i.e.

X(ϕ, ψ) = (∇̃Xϕ, ψ) + (ϕ, ∇̃Xψ) , ∀ϕ, ψ ∈ Γ(S), ∀X ∈ Γ(TM) ,

la formule (I.11) implique que ∇ est aussi compatible avec ce produit scalaire. On re-
marque que l’équation (I.11) implique que par rapport à l’identification de la proposition
I.3, on a

(∇φ)∗ = ∇φ∗ . (I.14)

Ceci permet donc de définir un produit scalaire (. , .)ΣM sur le fibré des spineurs in-
trinsèque, avec les mêmes propriétés que (. , .), rendant les deux fibrés correspondants
isométriques.

Puique la multiplication de Clifford d’un champ de spineurs par un champ de vec-
teurs tangent à M est donnée par (I.4), si n est impair, S+ est laissé stable par ∇ par
multiplication de Clifford. Ainsi, l’opérateur de Dirac classique est simplement défini sur
S pour n pair (resp. S+ pour n impair) par

D =
n∑
i=1

ei · ν · ∇i.

On définit maintenant l’opérateur de Dirac d’hypersurface sur Γ(S) par

DH =
n∑
i=1

ei · ν · ∇̃i.

Cette définition est motivée par le fait suivant. Soit

D̃ =
n∑
i=1

ei · ∇̃i

l’opérateur de Dirac sur une hypersurface défini par E. Witten (voir [40], [36]) dans

sa preuve du théorème de la masse positive en relativité générale. Alors D̃ n’est pas
formellement auto-adjoint par rapport à la métrique (., .). Aussi, il est démontré dans
[20] que

D2
H = D̃ ∗D̃,

où D̃ ∗ est l’adjoint formel de D̃ par rapport à (. , .).
De la formule (I.11), on déduit que pour n pair (resp. impair), on a les relations

suivantes sur Γ(S) (resp. Γ(S+)) :
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DH =
∑
i

ei · ν · ∇i +
∑
i

ei · ν ·
h(ei)

2
· ν ·

= D +
∑
i,j

hij
2
ei · ej ·

= D +
∑
i,j

hij
4

(ei · ej + ej · ei) ·

= D −
∑
i,j

hij
2
δij

et donc, si H =
∑

i hii est la courbure moyenne de l’hypersurface, on a

DH = D − H

2
(I.15)

Dans la suite, on ne distinguera pas les cas où n est pair ou impair. En fait, si n est
impair, DH ne change pas la décomposition de S en spineurs positifs et négatifs, tout

comme la multiplication de Clifford (cf. (I.4)), ∇̃ et ∇. Ainsi, si φ ∈ Γ(S) est un spineur
propre pour DH , associé à la valeur propre λ, il en est de même pour φ+, sa partie
positive. On considère alors seulement les spineurs positifs. Avec cette convention, les
notations deviennent moins lourdes.

Maintenant, il est facile de voir par l’équation (I.15) que DH est formellement auto-
adjoint par rapport à la métrique (., .) (voir [20]). Finalement, on rappelle la formule de
Schrödinger-Lichnerowicz sur Γ(ΣM) qui, par l’identification précédente, est aussi vraie
sur Γ(S) :

D2 = ∇∗∇+
Scal

4
, (I.16)

Scal étant la courbure scalaire de M et ∇∗ l’adjoint formel de ∇ pour la métrique (., .).

3. Preuve du théorème I.1

On donne maintenant une estimation des valeurs propres de DH faisant intervenir
le tenseur d’impulsion-énergie associé à un spineur propre (see [19]). Pour tout champ
de spineurs ϕ ∈ Γ(S), on définit le tenseur d’impulsion-énergie associé Qϕ sur le com-
plément de l’ensemble de ses zéros, comme le 2-tenseur symétrique défini par

Qϕ
ij =

1

2
(ei · ν · ∇jϕ+ ej · ν · ∇iϕ, ϕ/|ϕ|2). (I.17)

Remarque I.4. Cette définition correspond à celle donnée dans [19] si l’on remarque
que sous l’identification de S avec ΣM de la proposition I.3,

Qϕ
ij =

1

2
(ei · ∇jϕ

∗ + ej · ∇iϕ
∗, ϕ∗/|ϕ∗|2)ΣM .

Si ϕ est un spineur propre pour DH , Qϕ est bien défini au sens des distributions.
Pour toutes fonctions à valeurs réelles p et q, on considère la dérivée covariante modifiée
définie sur S par

∇Q
i = ∇i +

(
p
H

2
+ q λ

)
ei · ν ·+

∑
j

Qϕ
ij ej · ν · . (I.18)
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Remarque I.5. Cette connexion est bien définie sur S+ si n est impair.

En utilisant (I.13), on a

|∇Qϕ|2 = |∇ϕ|2 + n
(
p
H

2
+ q λ

)2

|ϕ|2

+
∑
i,j,k

Qϕ
ij Q

ϕ
ik(ej · ν · ϕ, ek · ν · ϕ)

+2
(
p
H

2
+ q λ

) ∑
i

(∇iϕ, ei · ν · ϕ)

+2
∑
i,j

Qϕ
ij (∇iϕ, ej · ν · ϕ)

+2
(
p
H

2
+ q λ

) ∑
i,j

Qϕ
ij (ei · ν · ϕ, ej · ν · ϕ) .

Donc

|∇Qϕ|2 = |∇ϕ|2 + n
(
p
H

2
+ q λ

)2

|ϕ|2 + |Qϕ|2 |ϕ|2

−2
(
p
H

2
+ q λ

)
(Dϕ, ϕ)− 2|Qϕ|2 |ϕ|2

+2
(
p
H

2
+ q λ

)
Tr(Qϕ) |ϕ|2 ,

or

Tr(Qϕ) |ϕ|2 = (Dϕ,ϕ) ,

d’où

|∇Qϕ|2 = |∇ϕ|2 + n
(
p
H

2
+ q λ

)2

|ϕ|2 − |Qϕ|2 |ϕ|2 . (I.19)

Puisque DH = D − H
2
, la formule de Schrödinger-Lichnerowicz (I.16) sur Γ(S) im-

plique ∫
M

|∇ϕ|2vg =

∫
M

(
|Dϕ|2 − Scal

4
|ϕ|2

)
vg

=

∫
M

(
(λ+

H

2
)2 − Scal

4

)
|ϕ|2vg . (I.20)

Ainsi, (I.19) et (I.20) mènent à∫
M

|∇Qϕ|2vg =

∫
M

(
(1 + nq2)λ2 − Scal

4
− |Qϕ|2

)
|ϕ|2vg

+

∫
M

(
(1 + np2)

H2

4
+ (1 + npq)Hλ

)
|ϕ|2vg . (I.21)

Si l’on suppose que la fonction q ne s’annule pas, on peut choisir p = − 1
nq

. Alors,

(I.21) devient∫
M

|∇Qϕ|2vg =

∫
M

(1 + nq2)
[
λ2 − 1

4

( Scal + 4|Qϕ|2

(1 + nq2)
− H2

nq2

)]
|ϕ|2vg (I.22)
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Si Scal + 4|Qϕ|2 > H2 > 0, on peut poser

nq2 =
|H|√

Scal + 4|Qϕ|2 − |H|
(I.23)

Ainsi l’équation (I.22) devient∫
M

|∇Qϕ|2vg =

∫
M

(1 + nq2)
[
λ2 − 1

4

(√
Scal + 4|Qϕ|2 − |H|

)2 ]
|ϕ|2vg (I.24)

Puisque le membre de droite de cette équation est positif et puique λ est une
constante, on a

λ2 ≥ 1

4
inf
M

(√
Scal + 4|Qϕ|2 − |H|

)2

. (I.25)

Remarque I.6. Si M est minimale, i.e. H = 0, on peut choisir q ≡ 0 dans (I.18) et
(I.25) donne l’inégalité du théorème A dans [19].

Remarque I.7. La définition du tenseur d’impulsion-énergie Qϕ cöıncide bien avec
celle de [19]. La définition utilisée dans [41] et [20] donne un facteur n

n−1
devant le

terme Scal +4|Qϕ|2 dans l’inégalité (I.25) mais dans ce cas, Qϕ n’a pas d’interprétation
intrinsèque.

4. Les cas limites

On commence par rappeler l’inégalité démontrée par X. Zhang :

Théorème I.8 ([41],[42]). Soit Mn ⊂ Nn+1 une hypersurface compacte orientée
d’une variété riemannienne spinorielle (N, g̃). On suppose n ≥ 2 et n Scal > (n−1)H2 >
0. Alors, si λ est une valeur propre de l’opérateur de Dirac d’hypersurface DH , on a

λ2 ≥ 1

4
inf
M

(√
n

n− 1
Scal − |H|

)2

. (I.26)

Comme pour la preuve du théorème I.1, la démonstration du théorème I.8 est basée
sur l’utilisation d’une dérivée covariante modifiée

∇λ
i = ∇i +

(
p
H

2
+ q λ

)
ei · ν · . (I.27)

Ici, les fonctions p et q sont reliées par

p =
1− q

1− nq
(I.28)

et

q =
1

n

(
1−

√
(n− 1)|H|√
n
n−1

Scal − |H|

)
(I.29)

ou, en d’autres termes,

(1− nq)2 =
(n− 1)|H|√
n
n−1

Scal − |H|
. (I.30)
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Le cas d’égalité est atteint dans (I.26) pour un spineur propre ϕ de DH de valeur propre
λ si et seulement si

√
n
n−1

Scal − |H| est une constante et ∇λϕ ≡ 0. Or, en tenant

compte de l’identification de la proposition I.3, et par (I.14), ∇λϕ ≡ 0 est équivalent à

∀i = 1, . . . , n, ∇iϕ
∗ = −

(
p
H

2
+ q λ

)
ei · ϕ∗ (I.31)

Il est bien connu (voir [18]) que si une telle section existe sur ΣM , alors p H
2

+ q λ doit

être une constante (notée λ1

n
par exemple) et que dans ce cas, la variété M est d’Einstein

et Scal = 4n−1
n
λ2

1. Ainsi ϕ est un spineur de Killing réel et on est dans le cas limite

de l’inégalité de Friedrich [12]. De plus, puisque
√

n
n−1

Scal − |H| est une constante, la
courbure moyenne H doit être constante.

Aussi, puisque Dϕ = λ1ϕ et λ1 = sign(λ1)
2

√
n
n−1

Scal , l’équation suivante doit être

satisfaite (on rappelle que DH = D − H
2
)

λ =
sign(λ1)

2

√
n

n− 1
Scal − H

2
=

sign(λ1)

2

√
n

n− 1
Scal − sign(H)

|H|
2

(I.32)

Or le cas d’égalité donne

λ =
sign(λ)

2

(√ n

n− 1
Scal − |H|

)
. (I.33)

Donc (I.32) et (I.33) impliquent

sign(λ) = sign(λ1) = sign(H) (I.34)

D’autre part, un simple calcul mène à

p
H

2
+ q λ =

sign(λ)

2n

√
n

n− 1
Scal

+
(sign(H)− sign(λ))

2n

(
1 +

√
(n− 1)(

√
n

n− 1
Scal − |H|)

)
=

sign(λ1)

2n

√
n

n− 1
Scal

et l’on retrouve la relation déja connue p H
2

+ q λ = λ1

n
.

En fait, (I.34) peut être observé de manière simple puisque dans le cas d’égalité,
Scal et H sont des constantes. On peut alors voir le spectre de DH comme le spectre
de D décalé par la valeur −H

2
. La condition n Scal > (n − 1)H2 > 0 dans le théorème

I.8 implique simplement que la plus petite valeur propre de DH (en valeur absolue) doit
avoir le signe de H. En particulier, si n est pair, cela montre comment la symétrie du
spectre est perdue en passant de D à DH (au contraire du cas H = 0).

On discute maintenant du cas d’égalité dans le théorème I.1. Le cas limite de l’in-
égalité (I.1) a lieu pour un spineur propre ϕ de DH ayant pour valeur propre λ si et
seulement si∇Qϕ ≡ 0. On remarque d’abord que ceci implique que |ϕ| est une constante.
Alors, en tenant compte de l’identification de la proposition I.3, et par (I.14), ∇Qϕ ≡ 0
est équivalent à

∇iϕ
∗ = −

(
p
H

2
+ q λ

)
ei · ϕ∗ −

∑
j

Qϕ
ij ej · ϕ∗ (I.35)
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Soit f = p H
2

+ q λ, alors l’équation (I.35) peut être écrite sous la forme

∇iϕ
∗ = −

∑
j

(Qϕ
ij + fδij) ej · ϕ∗ (I.36)

Si l’on pose Tij = Qϕ
ij + fδij, en prenant la multiplication de Clifford par le vecteur

ek sur chaque membre de l’égalité (I.36), on déduit

ek · ∇iϕ
∗ = −

∑
j

Tij ek · ej · ϕ∗,

puis

(ek · ∇iϕ
∗, ϕ∗)ΣM = −

∑
j

Tij(ek · ej · ϕ∗, ϕ∗)ΣM .

Puisque (ek · ej · ϕ∗, ϕ∗)ΣM = 0 si j 6= k et puisque Tij est symétrique, on a montré

1

2
(ei · ∇kϕ

∗ + ek · ∇iϕ
∗, ϕ∗/|ϕ∗|2)ΣM = Tik.

Donc

Tik = Qϕ
ik

et on conclut que f = 0. L’équation (I.35) devient

∇iϕ
∗ = −

∑
j

Qϕ
ij ej · ϕ∗. (I.37)

De telles équations de champs ont été étudiées, ainsi que leurs conditions d’intégrabilité,
par T. Friedrich et E. C. Kim dans [13]. Elles permettent une formulation élégante de
la théorie des surfaces immergées dans l’espace euclidien de dimension 3 (voir [12]).
On appellera un EM-spineur un champ de spineur non trivial satisfaisant (I.37). S’il
s’agit d’un spineur propre pour l’opérateur de Dirac, ce qui est équivalent au fait que
trQϕ est une constante, ce spineur est appelé T-Killing spineur (voir [14]). En fait, un
T-Killing spineur est exactement un champ de spineurs satisfaisant le cas d’égalité dans
l’estimation d’Hijazi [19].

On a de plus (voir [19] ou le lemme 4.1(iii) de [13])

(trQϕ)2 =
Scal

4
+ |Qϕ|2 . (I.38)

Donc (I.37) implique

Dϕ = Fϕ

où F 2 = Scal
4

+|Qϕ|2. Bien que le cas d’égalité dans (I.1) implique que
√

Scal + 4|Qϕ|2−
|H| est une constante, on ne peut pas conclure qu’à la fois Scal

4
+|Qϕ|2 etH sont constants

comme dans le cas de l’estimation de X. Zhang. Néanmoins, on a le corollaire suivant :

Corollaire I.9. Si la courbure moyenne H est constante, alors le cas d’égalité dans
(I.1) a lieu si et seulement si ϕ est un T-Killing spineur.

Par hypothèse, H est de signe constant et on peut déduire que λ a le même signe.
On rappelle que les fonctions p et q sont définies par

p = − 1

nq
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et

nq2 =
|H|√

Scal + 4|Qϕ|2 − |H|
.

En fait, un simple calcul donne

0 = f =
(
p
H

2
+ q λ

)
=

(sign(λ)− sign(H))

2
√
n

√
|H|(

√
Scal + 4|Qϕ|2 − |H|). (I.39)

Donc

sign(λ) = sign(H).

Remarque I.10. Le cas d’égalité dans (I.26) est inclus dans celui de (I.1) : si on
suppose que ϕ est un spineur de Killing, alors nécessairement Qϕ

ij = λ1

n
δij et ainsi

(trQϕ)2 = λ2
1 = 1

4
n
n−1

Scal . L’équation (I.38) implique donc

4|Qϕ|2 =
n

n− 1
Scal − Scal

et on a

λ2 =

(√
n

n− 1
Scal − |H|

)2

.

Remarque I.11. La remarque précédente montre que le théorème I.1 améliore le
théorème I.8. En particulier, il n’impose pas à la courbure scalaire Scal d’être positive,
et le cas d’égalité n’implique pas que H doit être constante.

5. Preuve du théorème II.2

On considère maintenant un changement conforme de la métrique g = e2ug̃, avec u
une fonction différentiable à valeurs réelles définie sur N . Pour simplifier les notations,
posons N = (N, g). L’isométrie naturelle entre SON et SON induite par ce changement
conforme de métrique se relève en une isométrie entre le Spin(n + 1)-fibré principal
SpinN et SpinN , et donc en une isométrie entre les deux fibrés des spineurs restreints
correspondants S et S. Si ϕ ∈ Γ(S), on note ϕ ∈ Γ(S) son image par cette isométrie.
Soit (., .)g la métrique sur S naturellement définie comme décrit dans la section 2. Alors,
si ϕ, ψ sont deux sections de S, on a

(ϕ, ψ) = (ϕ, ψ)g et X ·̄ψ = X · ψ
On continuera à noter g = e2u|Mg la restriction de g à M . Par covariance conforme

de l’opérateur de Dirac, on a, pour ϕ ∈ Γ(S), (voir [20])

D
(
e−

(n−1)
2

u ϕ
)

= e−
(n+1)

2
u Dϕ, (I.40)

où D désigne l’opérateur de Dirac par rapport à la métrique g. D’autre part

H = e−u
(
H + n du(ν)

)
. (I.41)

Ainsi, si DH désigne l’opérateur de Dirac d’hypersurface par rapport à la métrique g,
les équations (I.40) et (I.41) impliquent

DH

(
e−

(n−1)
2

u ϕ
)

= e−
(n+1)

2
u
(
DHϕ−

n

2
du(ν) ϕ

)
. (I.42)
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Remarque I.12. On voit que si du(ν)|M = 0, DH est covariant conforme. Dans ce
cas, les techniques utilisées dans ([18]) peuvent être appliquées pour estimer les valeurs
propres de DH . En fait, un tel changement conforme peut être vu comme un changement
conforme intrinsèque pour la métrique sur M , en oubliant l’espace ambiant N (voir la
section 7).

Désormais, on considère uniquement des changements de métrique conformes g =
e2ug̃ tels que du(ν) = 0 sur M . On les appellera changements de métrique conformes
réguliers comme dans [20].

Pour ϕ ∈ Γ(S) un spineur propre pourDH de valeur propre λ, on pose ψ := e−
n−1

2
u ϕ.

Alors, la relation (I.42) donne
DH ψ = λ e−u ψ . (I.43)

On rappelle que

∇iϕ = ∇iϕ−
1

2
ei · du · ϕ−

1

2
ei(u) ϕ, (I.44)

et ei = e−uei. Maintenant, comme dans [18], il est immédiat d’obtenir

Q
ψ

ī j̄ =
1

2

(
ei ·̄ ν ·̄ ∇ej ψ + ej ·̄ ν ·̄ ∇ei ψ , ψ/|ψ|2g

)
g

=
1

2
e−u

(
ei ·̄ ν ·̄ ∇ej ϕ + ej ·̄ ν ·̄ ∇ei ϕ , ϕ/|ϕ|2g

)
g

=
1

2
e−u

(
ei · ν · ∇ejϕ + ej · ν · ∇eiϕ , ϕ/|ϕ|2

)
= e−uQϕ

ij . (I.45)

Donc,

|Qψ|2 = e−2u|Qϕ|2 (I.46)

L’équation (I.22), qui est vraie aussi sur N , une fois appliquée à ψ mène à∫
M

|∇Q
ψ|2vg =

∫
M

(1 + nq2)
[
λ2e−2u − 1

4

( Scal + 4|Qψ|2

(1 + nq2)
− H

2

nq2

)]
|ψ|2vg (I.47)

qui, grâce à (I.41) et (I.46) donne∫
M

|∇Q
ψ|2vg =

∫
M

(1 + nq2)
[
λ2 − 1

4

( Scal e2u + 4|Qϕ|2

(1 + nq2)
− H2

nq2

)]
e−2u|ψ|2vg. (I.48)

En posant

nq2 =
|H|√

Scal e2u + 4|Qϕ|2 − |H|
,

on termine alors la preuve du théorème I.2.

6. Des cas limites plus généraux

On investit maintenant le cas d’égalité dans l’estimation (I.2). Cette égalité a lieu si

et seulement si ∇Q

ī ψ = 0 pour 1 ≤ i ≤ n, ce qui peut encore s’écrire

0 = ∇īψ +
(
p
H

2
+ qe−uλ

)
ei · ν ·ψ +

∑
j

Q
ψ

ij ej · ν ·ψ.
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Puisque ψ := e−
n−1

2
u ϕ, (I.44) et (I.46) impliquent

0 = e−
n−1

2
ue−u

[
∇iϕ−

1

2
ei · du · ϕ−

n

2
ei(u) ϕ

+
(
p
H

2
+ q λ

)
ei · ν · ϕ+

∑
j

Qϕ
ij ej · ν · ϕ

]
. (I.49)

En tenant compte de l’identification de la proposition I.3, et par (I.14), cette dernière
assertion est équivalente à

∇iϕ
∗ =

1

2
ei · du · ϕ∗ +

n

2
du(ei)ϕ

∗ − f ei · ϕ∗ −
∑
j

Qϕ
ij ej · ϕ∗. (I.50)

où f := p H
2

+ q λ. Comme dans la section 4, on pose Tij = Qϕ
ij + fδij. Il est alors

immédiat de montrer que Tij = Qϕ
ij et donc f = 0.

En prenant de part et d’autre le produit scalaire avec ϕ∗ dans (I.50), il suit que

1

2
ei(|ϕ|2) = (∇iϕ

∗, ϕ∗)ΣM

=
1

2
( ei · du · ϕ∗, ϕ∗)ΣM +

n

2
du(ei)|ϕ|2

=
(n− 1)

2
du(ei)|ϕ|2

Ainsi,

du =
d|ϕ|2

(n− 1)|ϕ|2
. (I.51)

On a donc prouvé que l’égalité a lieu dans (I.2) si et seulement si le spineur propre
ϕ satisfait

∇iϕ
∗ =

1

2
ei · du · ϕ∗ +

n

2
du(ei)ϕ

∗ −
∑
j

Qϕ
ij ej · ϕ∗ (I.52)

avec u vérifiant (I.51). De telles équations de champs ont été étudiées, ainsi que leurs
conditions d’intégrabilité, par T. Friedrich et E.C. Kim dans [13]. On appellera un
spineur vérifiant l’équation (I.52) un WEM-spineur. S’il satisfait de plus les équations
d’Einstein-Dirac, on l’appelle WK-spineur. L’existence d’un WEM-spineur qui est de
plus un spineur propre pour l’opérateur de Dirac classique correspond exactement au cas
limite dans l’inégalité d’Hijazi qui fait intervenir un changement de métrique conforme
et le tenseur d’impulsion-énergie [19].

Dans la situation présente, les WEM-spineurs considérés sont propres pour D. En

conséquence, même si dans le cas limite
√

Scal e2u + 4|Qϕ|2−|H| est une constante, on

ne peut conclure que
√

Scal e2u + 4|Qϕ|2 et H en sont.

Néanmoins, comme dans la section précédente, un simple calcul mène à

0 = f = eu
(sign(λ)− sign(H))

2
√
n

√
|H|(

√
Scal e2u + 4|Qϕ|2 − |H|).

D’où
sign(λ) = sign(H).

On rappelle maintenant l’estimation démontrée par O. Hijazi et X. Zhang :
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Théorème I.13 ([20]). Soit Mn ⊂ Nn+1 une hypersurface compacte orientée d’une
variété riemannienne spinorielle (N, g̃). On suppose n ≥ 2 et n Scal e2u > (n−1)H2 > 0
pour un changement de métrique conforme régulier g = e2ug̃. Alors si λ est une valeur
propre de l’opérateur de Dirac d’hypersurface DH , on a

λ2 ≥ 1

4
inf
M

(√
n

n− 1
Scal e2u − |H|

)2

. (I.53)

Comme pour la preuve du théorème I.2, on obtient le théorème I.13 en utilisant la
connexion modifiée définie en (I.27), sur la variété (N, g = e2ug̃).

Comme au début de cette section, il est facile de voir que le cas d’égalité a lieu dans
(I.53) si et seulement si

0 = e−
n−1

2
ue−u

[
∇iϕ−

1

2
ei · du · ϕ−

n

2
ei(u) ϕ+

(
p
H

2
+ q λ

)
ei · ν · ϕ

]
. (I.54)

En tenant compte de l’identification de la proposition I.3, et par (I.14), cette dernière
assertion est équivalente à

∇iϕ
∗ =

1

2
ei · du · ϕ∗ +

n

2
du(ei)ϕ

∗ − f ei · ϕ∗. (I.55)

où f := p H
2

+ q λ. Comme dans la section 4, on pose Tij = fδij. Il est alors immédiat
de montrer que Tij = Q ϕ

ij et que les champs de spineurs satisfaisant le cas d’égalité
dans le théorème I.13 sont des WEM-spineurs particuliers. Maintenant, (I.38) et (I.45),
impliquent que nécessairement

f = ± 1

n

√
n

n− 1
Scal e2u. (I.56)

Ainsi, les solutions de (I.55) correspondent exactement aux sections satisfaisant le cas
limite dans l’inégalité (5.1) de [18].

On rappelle qu’ici, les fonctions p et q sont données par

p =
1− q

1− nq
(I.57)

et

(1− nq)2 =
(n− 1)|H|√

n
n−1

Scal e2u − |H|
. (I.58)

Ainsi, on peut montrer que sign(λ) = sign(H) en calculant explicitement pH
2

+ qλ
comme précédemment. En fait, tout comme dans la remarque I.10, une conséquence de
l’équation (I.38) est que le théorème I.2 est une amélioration du théorème I.13.

7. Remarque finale

On conclut cet article en remarquant que tous les calculs effectués dans ce qui précède
pourraient être menés de manière tout à fait intrinsèque, en considérant un opérateur
de Dirac modifié Df = D − f

2
, et les connexions sur ΣM suivantes :

∇λ
i = ∇i +

(
p
f

2
+ q λ

)
ei·
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et

∇Q
i = ∇i +

(
p
f

2
+ q λ

)
ei ·+Qϕ

ij ej· ,

avec un choix approprié des fonctions p et q (il suffit simplement de remplacer H par f
dans (I.28) et (I.30)).

L’identification des fibrés des spineurs donnée dans la section 2 permet alors de
mener les mêmes raisonnements que dans les sections précédentes, mais dans un cadre
plus général. On a donc démontré

Proposition I.14. Soit(Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte. On
suppose n ≥ 2 et n Scal > (n − 1)f 2 > 0, avec f : M → R une fonction différentiable.
Alors, si λ est une valeur propre de l’opérateur de type Dirac-Schrödinger Df = D− f

2
,

on a

λ2 ≥ 1

4
inf
M

(√
n

n− 1
Scal − |f |

)2

.

L’égalité a lieu si et seulement si M admet un spineur de Killing (auquel cas (Mn, g)
est d’Einstein), f est une constante, et

sign(λ) = sign(f).

De même, on a

Proposition I.15. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte.
Soit λ une valeur propre de l’opérateur de Dirac-Schrödinger Df = D − f

2
, associée au

spineur propre ϕ. On suppose Scal + 4|Qϕ|2 > f 2 > 0. Alors

λ2 ≥ 1

4
inf
M

(√
Scal + 4|Qϕ|2 − |f |

)2

.

où Qϕ est le tenseur d’énergie impulsion associé à ϕ.
Dans le cas d’égalité, M admet un EM-spineur, et de plus,

sign(λ) = sign(f).

En utilisant un changement conforme de la métrique g, (voir la remarque I.12), on
montre aussi

Proposition I.16. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte.
Soit λ une valeur propre de l’opérateur de Dirac-Schrödinger Df = D − f

2
, associée au

spineur propre ϕ.
On suppose Scal e2u + 4|Qϕ|2 > f2 > 0, où Scal est la courbure scalaire de M pour la
métrique conforme g = e2ug. Alors

λ2 ≥ 1

4
inf
M

(√
Scal e2u + 4|Qϕ|2 − |f |

)2

.

Dans le cas d’égalité, M admet un WEM-spineur, et la fonction u est définie à une
constante près par

u =
ln(|ϕ|2)
(n− 1)

.

De plus,
sign(λ) = sign(f).



CHAPITRE II

Estimations de valeurs propres pour l’opérateur de Dirac des
sous-variétés

Ce chapitre est la traduction d’un article publié en anglais dans la revue
“International Journal of Mathematics”.
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Estimations des valeurs propres de l’opérateur de Dirac des
sous-variétés, [16]

Résumé. On donne des minorations pour les valeurs propres de l’opérateur de
Dirac des sous-variétés en fonction de termes de courbure intrinsèques et extrinsèques.
On montre aussi que les cas limites caractérisent l’existence de champs de spineurs
spéciaux généralisant la notion de spineur de Killing. On conclut en traduisant ces
résultats dans le cadre plus général des opérateurs de Dirac tordus.

1. Introduction

Il est bien connu que les cas limites dans les estimations classiques pour les valeurs
propres de l’opérateur de Dirac fondamental sur une variété compacte sans bord donne
lieu à des géométries particulières ([10],[18]). En effet, ces cas limites sont caractéri-
sés par l’existence de champs de spineurs spéciaux, tels que les spineurs de Killing dont
l’existence impose des conditions très restrictives sur l’holonomie ([4]). Dans le cadre des
hypersurfaces bordant un domaine, l’opérateur de Dirac d’hypersurface a été introduit
par E. Witten pour prouver le théorème de la masse positive [40]. Les outils spino-
riels développés pour étendre les estimations classiques aux cas des hypersurfaces sont
devenus très efficaces pour résoudre des problèmes sur les variétés à bord en géométrie
extrinsèque (voir par exemple [23],[22]). Dans cette approche, l’opérateur de Dirac d’hy-
persurface apparâıt naturellement comme un terme de bord. Dans [29], cet opérateur
est interprété de manière intrinsèque, comme un opérateur de type Dirac-Schrödinger,
dont le potentiel est donné par la courbure moyenne.

Dans la même optique que [41] et [42], le spectre de l’opérateur de Dirac des sous-
variétés a été étudié dans [21], où certaines estimations sont obtenues dans le cas des
codimensions impaires. Dans cet article, on donne de nouvelles minorations pour les
valeurs propres de l’opérateur de Dirac des sous-variétés (théorèmes II.6 et II.7) et on
investit leurs cas limites.

On commence par restreindre le fibré des spineurs d’une variété riemannienne spino-
rielle à une sous-variété spinorielle munie de la métrique induite. On relie alors ce fibré
au fibré des spineurs tordu de la sous-variété. Pour pouvoir étudier plus en détail les cas
limites des estimations, on adapte l’identification algébrique des espaces des spineurs et
des multiplications de Clifford donnée [6].

On définit ensuite des opérateurs de Dirac naturels et on les relie avec l’aide de la
formule de Gauß spinorielle. L’opérateur de Dirac des sous-variétés DH apparâıt alors
comme la généralisation naturelle de l’opérateur de Dirac des hypersurfaces (voir par
exemple [41],[29]). On obtient alors des minorations pour les valeurs propres de DH en
fonction de la norme du champ de vecteur de courbure moyenne, du tenseur d’énergie
impulsion associé à un spineur propre, et d’un changement de métrique conforme adapté.

Les minorants font aussi intervenir la courbure scalaire de la sous-variété ainsi qu’un
terme de courbure normal qui n’apparâıt que lorsque la codimension de la sous-variété
est strictement plus grande que 1.

37
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Comme conséquences des définitions, les estimations établies sont vraies en toute
codimension (à comparer avec [21]).

Les identifications des fibrés des spineurs et des multiplications de Clifford per-
mettent de caractériser les cas limites en termes de sections spéciales du fibré des spi-
neurs tordu. Ces sections particulières généralisent la notion de spineur de Killing sur
le fibré des spineurs de la sous-variété tordu par le fibré des spineurs normal.

Le point crucial de cet article est que de telles estimations (voir aussi [41],[42],[21])
peuvent toujours être vues de manière intrinsèque, en considérant un fibré vectoriel
auxiliaire sur une variété plutôt que le fibré normal d’une sous-variété (voir les théorèmes
II.10, II.11, II.12 et II.13).

Les auteurs aimeraient remercier Oussama Hijazi pour son soutien pendant la pré-
paration de cet article.

2. Opérateurs de Dirac sur les sous-variétés

2.1. Préliminaires algébriques. Dans cette section, on adapte le matériel algé-
brique développé par C. Bär dans [6]. Les faits basiques concernant les représentations
spinorielles peuvent être trouvés dans les livres classiques (voir [11],[26],[7] or [9]).

Soientm et n deux entiers. On commence par construire une représentation complexe
irréductible de l’algèbre de Clifford complexe Clm+n à partir de représentations irréduc-
tibles ρn et ρm de Cln et Clm respectivement. Soit Σp l’espace des spineurs complexes
pour la représentation ρp . On rappelle que si p est pair, ρp est unique à un isomorphisme
près, et que si p est impair, il existe deux représentations irréductibles, inéquivalentes
de Clp ; dans ce cas, (ρjp ,Σ

j
p) , j = 0, 1, désigne la représentation qui envoie la forme

volume complexe sur (−1)j IdΣjp
. On a donc à considérer quatre cas en fonction de la

parité de m et n.
Premier cas : On suppose que n et m sont pairs. On définit

γ : Rm ⊕ Rn −→ EndC(Σm ⊗ Σn)

(v, w) 7−→ ρm(v)⊗ (IdΣ+
n
− IdΣ−n

) + IdΣm ⊗ ρn(w),

où Σ±
n est l’espace propre pour la valeur propre ±1 pour l’action de la forme volume

complexe ωn de Cln. On rappelle que ωn = i[
n+1

2
]e1 · . . . · en, où (e1, . . . , en) désigne une

base orthonormée, orientée positivement de Rn et où ‘·’ désigne la multiplication de
Clifford dans Cln. Alors, pour σ ∈ Σm, θ ∈ Σn, pour tous vecteurs v ∈ Rm et w ∈ Rn,
on a :

γ(v + w)(σ ⊗ θ) = ρm(v)σ ⊗ (θ+ − θ−) + σ ⊗ ρn(w)θ

γ(v + w)2(σ ⊗ θ) = ρm(v)2σ ⊗ (θ+ + θ−) + ρm(v)σ ⊗ (ρn(w)θ− − ρn(w)θ+)

+ρm(v)σ ⊗ (ρn(w)θ+ − ρn(w)θ−) + σ ⊗ ρn(w)2θ

= −(|v|2 + |w|2)σ ⊗ θ.

Donc, puisque γ(v +w)2 = −|v +w|2 Id, l’application γ induit une représentation com-

plexe non triviale de Clm+n de dimension 2
m+n

2 et ainsi γ est équivalente à ρm+n.
Étant donnée les inclusions de Clm et Cln dans Clm+n correspondant aux inclusions

Rm −→ Rm+n = Rm ⊕ Rn et Rn −→ Rm+n = Rm ⊕ Rn

v 7−→ (v, 0) w 7−→ (0, w),
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on peut écrire

ωm+n = i[
m+n+1

2
]e1 · . . . · em+n (II.1)

= i[
m+1

2
]i[

n+1
2

]e1 · . . . · em · em+1 · . . . · em+n

= ωm · ωn .

D’autre part, si σ ∈ Σm et θ ∈ Σn, alors pour tout v ∈ Rm,

γ(v · ωn)(σ ⊗ θ) = γ(v)γ(ωn)(σ ⊗ θ)

= γ(v)(σ ⊗ γ(ωn)θ)

= γ(v)(σ ⊗ (θ+ − θ−))

= ρm(v)σ ⊗ θ . (II.2)

D’où, puisque m est pair,

γ(ωm+n)(σ ⊗ θ) = ρm(ωm)σ ⊗ (θ+ − θ−)

= ρm(ωm)σ ⊗ ρn(ωn)θ

et donc

Σ+
m+n = Σ+

m ⊗ Σ+
n ⊕ Σ−

m ⊗ Σ−
n

Σ−
m+n = Σ+

m ⊗ Σ−
n ⊕ Σ−

m ⊗ Σ+
n .

On peut alors définir

Σ := Σm ⊗ Σn = Σ+
m+n ⊕ Σ−

m+n.

Deuxième cas : On suppose que m est impair et n est pair. Pour j = 0, 1, on pose

γj : Rm ⊕ Rn −→ EndC(Σj
m ⊗ Σn)

(v, w) 7−→ ρjm(v)⊗ (IdΣ+
n
− IdΣ−n

) + IdΣjm
⊗ ρn(w),

Comme plus haut, pour σ ∈ Σm et θ ∈ Σn, et pour tous vecteurs v ∈ Rm et w ∈ Rn, on
a :

γj(v + w)(σ ⊗ θ) = ρjm(v)σ ⊗ (θ+ − θ−) + σ ⊗ ρn(w)θ

γj(v + w)2(σ ⊗ θ) = ρjm(v)2σ ⊗ (θ+ + θ−) + ρjm(v)σ ⊗ (ρn(w)θ− − ρn(w)θ+)

+ρjm(v)σ ⊗ (ρn(w)θ+ − ρn(w)θ−) + σ ⊗ ρn(w)2θ

= −(|v|2 + |w|2)σ ⊗ θ .

Ainsi, l’application γj induit une représentation complexe non triviale de Clm+n de

dimension 2[m+n
2

]. Puisque ωm+n = ωm · ωn comme dans (II.1), on a

γj(ωm+n)(σ ⊗ θ) = ρjm(ωm)σ ⊗ θ = (−1)j Id,

et donc les représentations γj et ρjm+n sont équivalentes. On remarque que

γj(v · ωn) = ρjm(v)⊗ IdΣn , ∀v ∈ Rm . (II.3)
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Troisième cas : On suppose que m est pair et n est impair. Pour j = 0, 1, on pose

γj : Rm ⊕ Rn −→ EndC(Σm ⊗ Σj
n)

(v, 0) 7−→ i

(
0 −ρm(v)

ρm(v) 0

)
⊗ IdΣjn

(0, w) 7−→
(

IdΣ+
m

0
0 −IdΣ−m

)
⊗ ρjn(w),

où les matrices sont écrites selon la décomposition Σm = Σ+
m ⊕ Σ−

m. Une fois encore, si
σ ∈ Σm et θ ∈ Σn, alors pour tous vecteurs v ∈ Rm et w ∈ Rn, on a

γj(v + w)(σ ⊗ θ) = iρm(v)(σ+ − σ−)⊗ θ + (σ+ − σ−)⊗ ρjn(w)θ

γj(v + w)2(σ ⊗ θ) = ρm(v)2σ ⊗ θ + iρm(v)σ ⊗ ρjn(w)θ

−iρm(v)σ ⊗ ρjn(w)θ + σ ⊗ ρjn(w)2θ

= −(|v|2 + |w|2)σ ⊗ θ .

Donc γj est une représentation complexe irréductible de Clm+n. Comme dans le cas
précédent, ωm+n = ωm · ωn et on voit que

γj(ωm+n)(σ ⊗ θ) =

(
ρm(ωm) 0

0 −ρm(ωm)

)
σ ⊗ (−1)jθ = (−1)jσ ⊗ θ .

On a donc montré que γj est équivalente à ρjm+n et que

γj(v · ωn) = (−1)j i ρm(v)⊗ IdΣjn
, ∀v ∈ Rm . (II.4)

Quatrième cas : On suppose que m et n sont impairs. On définit

Σ+ := Σ0
m ⊗ Σ0

n ,

Σ− := Σ0
m ⊗ Σ1

n ,

Σ := Σ+ ⊕ Σ− ,

et

γ : Rm ⊕ Rn −→ EndC(Σ)

(v, 0) 7−→ i

(
0 ρ0

m(v)⊗ τ−1

−ρ0
m(v)⊗ τ 0

)

(0, w) 7−→
(

0 −IdΣ0
m
⊗ τ−1 ◦ ρ1

n(w)
IdΣ0

m
⊗ τ ◦ ρ0

n(w) 0

)
,

où τ est l’isomorphisme de Σ0
n dans Σ1

n satisfaisant

τ ◦ ρ0
n(w) ◦ τ−1 = −ρ1

n(w) , ∀w ∈ Rn.
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Maintenant, si σ ∈ Σm et θ ∈ Σn, alors pour tous vecteurs v ∈ Rm et w ∈ Rn, on a

γ(v + w)2 =

(
ρ0
m(v)2 ⊗ IdΣ0

n
0

0 ρ0
m(v)2 ⊗ IdΣ1

n

)

+ i

(
ρ0
m(v)⊗ ρ0

n(w) 0
0 ρ0

m(v)⊗ ρ1
n(w)

)

+ i

(
ρ0
m(v)⊗ τ−1 ◦ ρ1

n(w) ◦ τ 0
0 ρ0

m(v)⊗ τ ◦ ρ0
n(w) ◦ τ−1

)

+

(
IdΣ0

m
⊗ ρ0

n(w)2 0
0 IdΣ0

m
⊗ ρ1

n(w)2

)
=− (|v|2 + |w|2)IdΣ .

On peut montrer que

γ(ωm+n) =

(
IdΣ+ 0

0 −IdΣ−

)
car dans le cas où m et n sont impairs, on a

ωm+n = −i ωm · ωn .
On conclut donc que γ est équivalente à ρm+n et que Σ±

m+n
∼= Σ± .

De plus, on a la relation

γ(v · ωn) = i

(
ρ0
m(v)⊗ IdΣ0

n
0

0 −ρ0
m(v)⊗ IdΣ1

n

)
, ∀v ∈ Rm . (II.5)

2.2. Restriction des champs de spineurs à une sous-variété. Soit (M̃m+n, g)
une variété riemannienne spinorielle et soit Mm une sous-variété orientée immergée dans

M̃ munie de la structure riemannienne induite. On suppose que (Mm, g|M) est spinorielle.

Si NM désigne le fibré normal à M dans M̃ , lors, il existe une structure spinorielle sur
NM , notée SpinN . Soit SpinM ×M SpinN l’image réciproque du fibré vectoriel produit
SpinM×SpinN sur M×M par l’application diagonale. Il existe un morphisme de fibrés

principaux Φ : SpinM ×M SpinN → SpinM̃|M , avec

Φ((sM , sN)(a, a′)) = Φ((sM , sN))(a · a′) (II.6)

pour tout (sM , sN) dans SpinM ×M SpinN et pour tout (a, a′) dans Spin(m)× Spin(n),
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

SpinM ×M SpinN SpinM̃|M

M

SOM ×M SON SOM̃|M

?

-Φ

?

Q
QQs

-

�
��3

où la flèche horizontale inférieure désigne simplement la juxtaposition des bases (voir
[28]).
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Maintenant, soit S := ΣM̃|M , où ΣM̃ est le fibré des spineurs de M̃ et

Σ :=

{
ΣM ⊗ ΣN si n ou m est pair,

ΣM ⊗ ΣN ⊕ ΣM ⊗ ΣN sinon.

On rappelle qu’il existe un produit hermitien défini positif sur S, noté < . , . >, tel

que la multiplication de Clifford par un vecteur de TM̃|M est antisymétrique. Dans la
suite, on note (. , .) = <e(< . , . >) sa partie réelle.

2.3. Identification du fibré des spineurs restreints. De part les considérations
précédentes, il est maintenant possible d’identifier S avec Σ. Par exemple, si m et n sont
pairs, on a l’isomorphisme suivant :

ΣM ⊗ ΣN −→ S
([sM , σ], [sN , η]) 7−→ [Φ(sM , sN), σ ⊗ η]

où la dernière classe d’équivalence est donnée, pour tout (a, a′) ∈ Spin(m) × Spin(n),
par (

Φ((sM , sN)(a, a′)), σ ⊗ η
)
∼
(
Φ(sM , sN), γ(a · a′)(σ ⊗ η)

)
,

à l’aide de (II.6). Désormais, l’inverse de cet isomorphisme est noté par

ψ ∈ Γ(S) 7→ ψ? ∈ Γ(Σ). (II.7)

Cet isomorphisme est unitaire par rapport au produit hermitien induit naturellement
sur Σ. C’est pourquoi on notera ces deux produits scalaires par le même symbole < . , . >
lorsque l’on utilisera cette identification.

On pose ω⊥ = ωn si n est pair, et ω⊥ = −iωn si n est impair. On rappelle que dans
les deux cas ω2

⊥ = (−1)n (à comparer avec la définition de ω⊥ dans [21] : on remarque
qu’il garde les mêmes propriétés ). De (II.2), (II.3), (II.4) et (II.5), il est facile de voir
que, par rapport à la représentation γ définie dans la section 2.1, la multiplication de
Clifford par un champ de vecteurs X tangent à M satisfait

∀ψ ∈ Γ(S), X ·
M
ψ? = (X · ω⊥ · ψ)?. (II.8)

2.4. La formule de Gauß et l’opérateur de Dirac des sous-variétés. On fixe
un point p dans M et on désigne par (e1, . . . , em, ν1, . . . , νn) une base locale orthonormée

orientée de TM̃|M telle que (e1, . . . , em) (resp. (ν1, . . . , νn)) soit base locale orthonormée

orientée de TM (resp. NM). Si ∇̃ est la connexion de Levi-Civita de (M̃, g), alors pour
tout X ∈ Γ(TM), pour tout Y ∈ Γ(NM) et pour i = 1, . . . ,m, la formule de Gauß
s’écrit

∇̃i(X + Y ) = ∇i(X + Y ) + h(ei, X)− h∗(ei, Y ), (II.9)

où ∇i(X + Y ) = ∇M
i X + ∇N

i Y , et h∗(ei, .) est la transposée de la seconde forme

fondamentale h vue comme application linéaire de TM dans NM . Ici, ∇̃i signifie ∇̃ei .

On désigne aussi par ∇̃ et ∇ les dérivées covariantes spinorielles induites sur Γ(S).
Ainsi, sur Γ(S), ∇ = ∇ΣM ⊗ Id + Id ⊗ ∇ΣN excepté pour n et m impairs auquel cas
∇ = (∇ΣM ⊗ Id + Id ⊗ ∇ΣN) ⊕ (∇ΣM ⊗ Id + Id ⊗ ∇ΣN). Pour ψ ∈ Γ(S), la dérivée
covariante ∇ψ est comprise au sens de (∇ψ)? = ∇ψ?.
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Comme dans [6], on déduit de (II.9) la formule de Gauß spinorielle :

∀ψ ∈ Γ(S), ∇̃iψ = ∇iψ +
1

2

m∑
j=1

ej · hij · ψ. (II.10)

On définit maintenant les opérateurs de Dirac suivants :

D̃ =
m∑
i=1

ei · ∇̃i , D =
m∑
i=1

ei · ∇i ,

et, H =
∑m

i=1 h(ei, ei) étant le champs de vecteur courbure moyenne,

DH := (−1)nω⊥ · D̃ = (−1)nω⊥ ·D +
1

2
H · ω⊥ · ψ (II.11)

puisque H · ω⊥· = (−1)n−1ω⊥ ·H· et D̃ = D − 1
2
H· par (II.10).

Remarque II.1. On peut définir un autre opérateur de Dirac en utilisant la mul-
tiplication de Clifford intrinsèque et en tordant l’opérateur de Dirac fondamental de la
suos-variété par le fibr’e des spineurs normal. Cette définition est donnée par C. Bär
dans [6] de la façon suivante :

DΣN
M : Γ(Σ) −→ Γ(Σ)

ϕ 7−→


∑

i ei ·M ∇iϕ si m ou n est pair,∑
i ei ·M ∇iϕ⊕−

∑
i ei ·M ∇iϕ si m et n sont impairs.

En fait, à l’aide de (II.8) et (II.11), on peut donner une relation entre DH et DΣN
M :

(DHψ)? =
(
(−1)nω⊥ ·Dψ +

1

2
H · ω⊥ · ψ

)?
=

m∑
i=1

(ei · ω⊥ · ∇iψ)? +
1

2
(H · ω⊥ · ψ)?

= DΣN
M ψ? +

1

2
(H · ω⊥ · ψ)?, ∀ψ ∈ Γ(S). (II.12)

Il est connu que DH est formellement auto-adjoint et que D2
H = D̃ ∗D̃, où D̃ ∗ est

l’adjoint formel de D̃ par rapport à
∫
M

(. , .)vg (voir [21]).

3. Estimations des valeurs propres de l’opérateur de Dirac des sous-variétés

3.1. Estimations basiques. Tout d’abord, pour tout champ de spineurs ψ ∈ Γ(S),
on définit la fonction

RN
ψ := 2

m∑
i,j=1

(ei · ej · Id⊗ RN
ei,ej

ψ, ψ/|ψ|2) (II.13)

sur Mψ := {x ∈ M : ψ(x) 6= 0}, où RN
ei,ej

désigne le tenseur de courbure normale

spinorielle. On commence par donner la preuve du résultat suivant (voir [21]) :
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Théorème II.2 (Hijazi-Zhang). Soit Mm ⊂ M̃m+n une sous-variété spinorielle com-

pacte d’une variété riemannienne spinorielle (M̃, g). On considère un champ de spineurs
non trivial ψ ∈ Γ(S) tel que DHψ = λψ. On suppose m ≥ 2 et

m( Scal +RN
ψ ) > (m− 1)||H||2 > 0

sur Mψ, où Scal est la courbure scalaire de (Mm, g|M) et RN
ψ est donné par (II.13).

Alors on a

λ2 ≥ 1

4
inf
Mψ

(√
m

m− 1
( Scal +RN

ψ )− ||H||
)2

. (II.14)

Démonstration. Pour toute fonction réelle q, nulle part égale à 1
m

, on définit la
connexion modifiée

∇λ
i = ∇i +

1− q

2(1−mq)
ei ·H ·+qλei · ω⊥ · .

En utilisant la formule de Lichnerowicz-Schrödinger (voir [26]) on a

(D2ψ, ψ) = (∇∗∇ψ, ψ) +
1

4
( Scal +RN

ψ )|ψ|2,

et on calcule facilement que∫
M

|∇λψ|2vg =∫
M

(1 +mq2 − 2q)
[
λ2 − 1

4

( Scal +RN
ψ

(1 +mq2 − 2q)
− (m− 1)||H||2

(1−mq)2

)]
|ψ|2vg (II.15)

Alors, en supposant m( Scal + RN
ψ ) > (m − 1)||H||2 > 0 sur Mψ, on peut choisir q

tel que

(1−mq)2 =
(m− 1)||H||√

m
m−1

( Scal +RN
ψ )− ||H||

sur Mψ. (II.16)

En insérant l’équation (II.16) dans (II.15), et puisque le complément de Mψ dans M
est de mesure nulle, on conclut en remarquant que le membre de gauche de (II.15) est
positif. �

Soit κ1 la plus petite valeur propre de l’opérateur auto-adjoint RN défini par

RN : Γ(S) −→ Γ(S)

ϕ 7−→ 2
m∑

i,j=1

ei · ej · Id⊗ RN
ei,ej

ϕ . (II.17)

L’hypothèse m( Scal + RN
ψ ) > (m − 1)||H||2 > 0 du théorème II.2 peut être renforcée

pour donner :

Corollaire II.3. Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème II.2, on suppose
que m ≥ 2 et

m( Scal + κ1) > (m− 1)||H||2 > 0

sur M . Alors

λ2 ≥ 1

4
inf
M

(√
m

m− 1
( Scal + κ1)− ||H||

)2

. (II.18)
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On rappelle que dans le cas des hypersurfaces, les cas limites sont caractérisés par
l’existence d’un spineur de Killing réel sur M et par le fait que la courbure moyenne H
est constante (voir [41] et [29]). Une section non triviale ψ de S satisfaisant

∀X ∈ Γ(TM), ∇Xψ
? = − µ

m
X ·

M
ψ?

pour une constant réelle µ donnée sera appelée un spineur de Killing (réel) tordu.

Proposition II.4. Si l’égalité a lieu dans (II.18), alors (Mm, g|M) admet un spineur
de Killing tordu et ||H|| est une constante.

Démonstration. On suppose que le cas d’égalité a lieu dans (II.18), alors l’infimum
dans le membre de droite doit être une constante sur M , et

λ2 =
1

4
(

√
m

m− 1
( Scal + κ1)− ||H||)2 , ∇λψ = 0, on M. (II.19)

On remarque qu’il y a aussi égalité dans (II.14), ce qui implique RN
ψ = κ1 . Donc ψ

est un spineur propre pour l’opérateur RN , de valeur propre κ1. En utilisant (II.19), on
peut montrer que |ψ| est constant sur M (et donc, Mψ = M) et on calcule

Dψ = −
m∑
i=1

ei ·
( 1− q

2(1−mq)
ei ·H · ψ + qλei · ω⊥ · ψ

)
=

m(1− q)

2(1−mq)
H · ψ +mqλω⊥ · ψ .

Alors, par (II.11) et le fait que H · ω⊥· = (−1)n−1ω⊥ ·H·,

0 = λω⊥ · ψ +
H

2
· ψ − m(1− q)

2(1−mq)
H · ψ −mqλω⊥ · ψ

0 = (1−mq)2λω⊥ · ψ − (m− 1)
H

2
· ψ .

Puisque dans le cas d’égalité,
√

m
m−1

( Scal + κ1)−||H|| = 2|λ|, on en déduit la relation :

ω⊥ · ψ = sgn(λ)
H

||H||
· ψ.

En tenant compte de l’isomorphisme “ ? ”, on peut écrire l’équation (II.19) de
manière intrinsèque sur Γ(Σ) :

∀X ∈ Γ(TM), ∇Xψ
? = − µ

m
X ·

M
ψ?

avec µ =
sgn(λ)

2

√
m

m− 1
( Scal + κ1).

On remarque que s’il existe deux fonctions à valeurs réelles f et κ sur M et une section
non triviale ψ de S satisfaisant pour tout champ de vecteurs X sur M

∇Xψ
? = − f

m
X ·

M
ψ? and RNψ = κψ ,
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Alors, en calculant l’action du tenseur de courbure sur ψ?, on voit que nécessairement

1

2
Ric(X) ·

M
ψ?−

m∑
i=1

(ei · Id⊗RN
X,ei

)ψ? = − 1

m
df ·

M
X ·

M
ψ?−df(X)ψ?+2

m− 1

m2
f 2X ·

M
ψ? ,

ce qui implique

f 2 =
m

4(m− 1)
( Scal + κ) = constant .

De plus, toujours dans le cas d’égalité, le fait que f est une constante implique que ||H||
est une constante. �

Remarque II.5. Si le tenseur de courbure normal est identiquement nul, alors µ
doit être constant et la variété M doit être d’Einstein, avec un champ de vecteurs
courbure moyenne de norme constante. En fait, le cas d’égalité correspond alors à celui
de l’inégalité de Friedrich. Donc µ est la première valeur propre de l’opérateur de Dirac
DΣN
M .

3.2. Estimation en fonction du tenseur d’impulsion-énergie. Si ψ ∈ Γ(S)
est un champ de spineurs, on définit le tenseur d’impulsion-énergie Qψ associé à ψ sur
Mψ par

Qψ
ij =

1

2
(ei · ω⊥ · ∇jψ + ej · ω⊥ · ∇iψ, ψ/|ψ|2).

On remarque que

Qψ
ij =

1

2
(ei ·

M
∇jψ

? + ej ·
M
∇iψ

?, ψ?/|ψ?|2).

Ainsi, Qψ est le tenseur d’impulsion-énergie intrinsèque associé à ψ?. On observe qu’il
s’agit du tenseur d’impulsion-énergie qui apparâıt dans les équations d’Einstein-Dirac
(voir [13]). On démontre le théorème suivant (à comparer avec [29])

Théorème II.6. Soit Mm ⊂ M̃m+n une sous-variété spinorielle compacte d’une

variété riemannienne spinorielle (M̃, g). On considère un champ de spineurs non trivial
ψ ∈ Γ(S) tel que DHψ = λψ. On suppose que

Scal + κ1 + 4|Qψ|2 > ||H||2 > 0

sur Mψ. Alors on a

λ2 ≥ 1

4
inf
Mψ

(√
Scal + κ1 + 4|Qψ|2 − ||H||

)2

. (II.20)

Démonstration. Pour toute fonction à valeurs réelles q ne s’annulant jamais, on
considère la dérivée covariante modifiée définie sur Γ(S) par

∇Q
i = ∇i −

1

2mq
ei ·H ·+(−1)n+1qλei · ω⊥ ·+

∑
j

Qψ
ij ej · ω⊥ · .
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Comme dans la preuve du théorème II.2, on calcule∫
M

|∇Qψ|2vg =∫
M

(1 +mq2)
[
λ2 − 1

4

( Scal +RN
ψ + 4|Qψ|2

(1 +mq2)
− ||H||2

mq2

)]
|ψ|2vg

−1

4

∫
M

(1 +mq2)
[ 2

mq(1 +mq2)
(||H||2 − < H · ψ, ω⊥ · ψ >2

|ψ|4
)
]
|ψ|2vg (II.21)

Pour finir la démonstration du théorème II.6, si Scal +κ1 + 4|Qψ|2 > ||H||2 > 0, on
pose

q =

√
||H||

m(
√

Scal + κ1 + 4|Qψ|2 − ||H||)
,

et on observe que par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

||H||2 − < H · ψ, ω⊥ · ψ >2

|ψ|4
≥ 0. (II.22)

�

On suppose maintenant que le cas d’égalité a lieu dans (II.20). Alors

∇Qψ = 0 , |λ| = 1

2

(√
Scal + κ1 + 4|Qψ|2 − ||H||

)
et RNψ = κ1ψ .

De plus,

||H||2 − < H · ψ, ω⊥ · ψ >2

|ψ|4
= 0,

de sorte que, par le cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

ω⊥ · ψ = fH · ψ,

pour une certaine fonction à valeurs réelles f sur M . Comme dans la section précédente,

en tenant compte de l’identification (II.7), on déduit que f = sgn(λ)
||H|| , et que la section ψ

vérifie

∇iψ
? = −

∑
j

Qψ
ij ej ·

M
ψ?. (II.23)

Donc, on peut dire que la section ψ est une sorte de EM-spineur (voir [29]). On appellera
une telle section un EM-spineur tordu. On peut donner une condition d’intégrabilité
pour l’équation des EM-spineurs tordus, en calculant l’action du tenseur de courbure
sur cette section :

(tr(Qψ))2 =
1

4
( Scal +RN

ψ + 4|Qψ|2).

Ceci implique, avec l’équation (II.23), que la section ψ? est “propre” pour DΣN
M pour la

fonction propre associée ±1
2

√
Scal + κ1 + 4|Qψ|2. On remarque que cette fonction est

constante si et seulement si ||H|| est constante.
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3.3. Estimation en fonction d’un changement conforme de la métrique.
On considère un changement conforme de la métrique g = e2ug pour une fonction à

valeurs réelles u donnée sur M̃ . Soit

S −→ S (II.24)

ψ 7−→ ψ

l’isométrie induite entre les deux fibrés des spineurs correspondants. On rappelle que si

ϕ,ψ sont deux sections de S, et Z un champ de vecteurs sur M̃ , on a

(ϕ, ψ) = (ϕ, ψ)g et Z ·̄ ψ = Z · ψ,

où Z = e−uZ. On désignera aussi par g = (e2ug)|M la restriction de g à M .
On remarque que cet isomorphisme commute avec l’isomorphisme “ ? ” donné en

(II.7). Par la propriété de covariance conforme de l’opérateur de Dirac, pour ψ ∈ Γ(S),
on a,

D
(
e−

(m−1)
2

u ψ
)

= e−
(m+1)

2
u Dψ, (II.25)

où D désigne l’opérateur de Dirac par rapport à la métrique g. D’autre part, le champ
de vecteurs courbure moyenne correspondant est donné par

H̃ = e−2u
(
H −m gradN u

)
. (II.26)

On suppose maintenant que gradN u = 0. Si DH désigne l’opérateur de Dirac des sous-
variétés par rapport à la métrique g, les équations (II.25) et (II.26) impliquent que DH

est un opérateur covariant conforme. En effet, on a alors

DH

(
e−

(m−1)
2

u ψ
)

= e−
(m+1)

2
u
(
DHψ

)
. (II.27)

pour toute section ψ de S.
Désormais, on considérera seulement des changement s de métrique conformes régu-

liers, c’est-à-dire, les métriques s’écrivant g = e2ug avec gradNu = 0, sur M .

Théorème II.7. Soit Mm ⊂ M̃m+n une sous-variété spinorielle compacte d’une

variété riemannienne spinorielle (M̃, g). On considère un champ de spineurs non trivial
ψ ∈ Γ(S) tel que DHψ = λψ. On suppose que pour un changement de métrique conforme

régulier g = e2ug sur M̃ , on a

Scal e2u + κ1 + 4|Qψ|2 > ||H||2 > 0

sur Mψ. Alors

λ2 ≥ 1

4
inf
Mψ

(√
Scal e2u + κ1 + 4|Qψ|2 − ||H||

)2

. (II.28)

Démonstration. Pour ψ ∈ Γ(S) un spineur propre de DH associé à la valeur

propre λ, on pose ϕ := e−
n−1

2
u ψ. Alors (II.27) donne DH ϕ = λ e−u ϕ . On rappelle que

∇iψ = ∇iψ −
1

2
ei · du · ψ −

1

2
ei(u) ψ,

et ei = e−uei. Il est maintenant immédiat de montrer que Q
ϕ

ī j̄ = e−uQψ
ij . Donc,

|Qϕ|2 = e−2u|Qψ|2 . (II.29)
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L’équation (II.21), qui est aussi vérifiée sur (M̃, g), appliquée à ϕ implique∫
M

|∇Q
ϕ|2vg =∫

M

(1 +mq2)
[
(λe−u)2 − 1

4

( Scal + Scal
N

ϕ + 4|Qϕ|2

(1 +mq2)
−
||H̃||2g
mq2

)]
|ϕ|2g vg

−1

4

∫
M

(1 +mq2)
[ 2

mq(1 +mq2)
(||H̃||2g −

< H̃ · ϕ, ω⊥ · ϕ >2
g

|ϕ|4g
)
]
|ϕ|2g vg .

Puisque H̃ = e−uH, et Scal
N

ϕ = e−2uRN
ψ , on a∫

M

|∇Q
ϕ|2vg =∫

M

(1 +mq2)e−2u
[
λ2 − 1

4

( Scal e2u +RN
ψ + 4|Qψ|2

(1 +mq2)
− ||H||2

mq2

)]
|ϕ|2vg

−1

4

∫
M

(1 +mq2)e−2u
[ 2

mq(1 +mq2)
(||H||2 − < H · ψ, ω⊥ · ψ >2

|ψ|4
)
]
|ϕ|2vg .

Comme dans la preuve du théorème II.6, on choisit finalement

q =

√√√√ ||H||

m(
√

Scal e2u + κ1 + 4|Qψ|2 − ||H||)

et on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz (II.22). �

Si l’hypothèse dans le théorème II.7 est satisfaite par une fonction propre u1 associée
à la première valeur propre µ1 de l’opérateur de Yamabe, on a alors :

Corollaire II.8. Sous les mêmes conditions que dans le théorème II.7, on suppose
m ≥ 3 et µ1 + κ1 + 4|Qψ|2 > ||H||2 > 0 on Mψ. Alors

λ2 ≥ 1

4
inf
Mψ

(√
µ1 + κ1 + 4|Qψ|2 − ||H||

)2

.

Corollaire II.9. Sous les mêmes conditions que dans le théorème II.7, si M est
une surface compacte de genre zéro et si 8π

Area(M)
+κ1 +4|Qψ|2 > ||H||2 > 0 on Mψ, alors

λ2 ≥ 1

4
inf
Mψ

(√
8π

Area(M)
+ κ1 + 4|Qψ|2 − ||H||

)2

.

On suppose maintenant que le cas d’égalité a lieu dans (II.28). Alors

∇Q
ϕ = 0 , ω⊥ · ψ = ε

H

||H||
· ψ où ε ∈ {±1} ,

|λ| = 1

2

(√
Scal e2u + κ1 + 4|Qψ|2 − ||H||

)
et RNψ = κ1ψ .

En utilisant (II.24) et (II.29), il suit que ε = sgn(λ) et

∇iψ
? =

1

2
ei ·

M
du ·

M
ψ? +

m

2
du(ei)ψ

? −
∑
j

Qψ
ij ej ·

M
ψ? (II.30)
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avec du = 2d(ln(|ψ|))
m−1

. Des champs de spineurs non triviaux satisfaisant l’équation (II.30)
seront appelés naturellement WEM-spineurs tordus (à comparer avec [29]).

4. Remarque finale

Dans cette section, on montre que le fibré normal de la sous-variété peut être rem-
placé par un fibré vectoriel auxiliaire arbitraire sur la sous-variété. Ainsi, tous les précé-
dents calculs peuvent être menés de manière intrinsèque afin d’obtenir des estimations
pour un opérateur de Dirac tordu sur cette variété.

Soit (Mm, g) une variété riemannienne spinorielle compacte. Soit N → M un fibré
vectoriel riemannien de rang n sur M . On suppose que N est muni d’une connexion
métrique ∇N et d’une structure spinorielle. Soit ΣM (resp. ΣN) le fibré des spineurs de
M (resp. N). Soit

Σ := ΣM ⊗ ΣN.

On rappelle que la multiplication de Clifford sur Γ(Σ) par un champ de vecteurs tangents
X est donnée par :

∀ψ ∈ Γ(Σ), X · ψ = (ρM(X)⊗ IdΣN)(ψ).

On définit la connexion produit tensoriel ∇ sur Γ(Σ) par

∇ = ∇ΣM ⊗ IdΣN + IdΣM ⊗∇ΣN ,

où ∇ΣM et ∇ΣN sont les dérivées covariantes spinorielles induites sur Γ(ΣM) et Γ(ΣN)
respectivement. Soit DΣN

M l’opérateur de Dirac tordu défini par

DΣN
M =

m∑
i=1

ei · ∇i.

Pour toute fonction à valeurs réelles f sur M , on définit l’opérateur de Dirac tordu
modifié par

Df = DΣN
M − f

2
.

Pour λ ∈ R, on considère les dérivées covariantes modifiées suivantes :

∇̂λ
i = ∇i +

(1− q)f

2(1−mq)
ei ·+qλei ·

∇̂Q
i = ∇i −

f

2mq
ei ·+(−1)n+1qλei ·+

∑
j

Qψ
ij ej·

où Qψ est maintenant le tenseur d’impulsion-énergie intrinsèque associé à ψ.
On remarque que ces dérivées peuvent être obtenues à partir de celles définies dans

la section 3, en supposant que

H · ψ = fω⊥ · ψ.
En fait, c’est de cette manière que l’on donne un sens intrinsèque aux connexions utilisées
dans les sections précédentes. Les mêmes calculs que dans les preuves des théorèmes II.2,
II.6 et II.7, mènent alors aux propositions suivantes :

Soit (Mm, g) une variété riemannienne spinorielle compacte avec N → M un fibré
vectoriel auxiliaire orienté, riemannien et spinoriel de rang n. Soit ψ ∈ Γ(Σ) un spineur
propre pour l’opérateur de Dirac tordu modifié Df , associé à la valeur propre λ.
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Proposition II.10. On suppose m ≥ 2 et m( Scal + κ1) > (m− 1)f 2 > 0 sur Mψ.
On a alors

λ2 ≥ 1

4
inf
Mψ

(√
m

m− 1
( Scal + κ1)− |f |

)2

.

En cas d’égalité, (Mm, g) admet un spineur de Killing tordu.

En reprenant la preuve du théorème II.7, on peut affiner cette proposition en effec-
tuant un changement de métrique conforme sur M . Pour le cas limite, on remarque que
Qψ = 1

m
tr(Qψ)g.

Proposition II.11. On suppose m ≥ 2 et m( Scal e2u + κ1) > (m − 1)f 2 > 0 sur
Mψ pour un changement de métrique conforme g = e2ug sur M . On a alors

λ2 ≥ 1

4
inf
Mψ

(√
m

m− 1
( Scal e2u + κ1)− |f |

)2

.

En cas d’égalité, (Mm, g) admet un WEM-spineur tordu, avec Qψ = µ
m
g, où

µ2 =
1

4

m

m− 1
( Scal e2u + κ1) .

Proposition II.12. On suppose Scal + κ1 + 4|Qψ|2 > f 2 > 0 sur Mψ. On a alors

λ2 ≥ 1

4
inf
Mψ

(√
Scal + κ1 + 4|Qψ|2 − |f |

)2

.

En cas d’égalité, (Mm, g) admet un EM-spineur tordu.

Proposition II.13. On suppose Scal e2u + κ1 + 4|Qψ|2 > f 2 > 0 sur Mψ pour un
changement de métrique conforme g = e2ug sur M . On a alors

λ2 ≥ 1

4
inf
Mψ

(√
Scal e2u + κ1 + 4|Qψ|2 − |f |

)2

.

En cas d’égalité, (Mm, g) admet un WEM-spineur tordu.

Remarque II.14. En supposant que le tenseur de courbure du fibré auxiliaire est nul
et f constante, alors les conditions nécessaires pour les cas d’égalité dans les théorèmes
II.10, II.11, II.12 et II.13 deviennent suffisantes. De plus, si m est impair, l’opérateur
de Dirac considéré doit être éventuellement défini avec la multiplication de Clifford de
signe opposé, en fonction du signe de f .

Remarque II.15. Les auteurs aimeraient remercier Christian Bär pour la suggestion
suivante : les inégalités apparaissant dans les hypothèses des théorèmes et proposition de
cet article peuvent être prises au sens large. On peut voir ceci en choisissant un fonction
adaptée qε dépendant continuement d’un paramètre ε > 0 à la place de la fonction q
définie dans chaque preuve des théorèmes. On obtient les inégalités larges en faisant
tendre ε vers 0.
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Le tenseur d’impulsion-énergie comme seconde forme fondamentale, [30]

Résumé. On considère le tenseur d’impulsion-énergie associé à un champ de spi-
neurs comme la seconde forme fondamentale d’une immersion isométrique. En particu-
lier, on donne une généralisation du produit tordu riemannien dans le but de caractéri-
ser les variétés admettant des T-spineurs de Killing. Ces sections spéciales du fibré des
spineurs apparaissent dans le cas d’égalité de l’estimation d’O. Hijazi pour les valeurs
propres de l’opérateur de Dirac donnée en fonction du tenseur d’impulsion-énergie.

1. Introduction

Dans ce chapitre, on montre qu’il y a une certaine analogie entre le rôle du tenseur
d’impulsion-énergie associé à un champ de spineurs propre pour l’opérateur de Dirac
sur une variété et le rôle de la seconde forme fondamentale pour une hypersurface (voir
aussi le chapitre IV ou [12]).

L’estimation des valeurs propres de l’opérateur de Dirac (III.3), donnée dans [19]
par O. Hijazi, et faisant intervenir le tenseur d’impulsion-énergie associé à un champ
de spineurs peut donner une information non triviale sur le spectre de l’opérateur de
Dirac dans le cas où la courbure scalaire de M est négative. Si le minorant donné
dépend d’un champ de spineurs propre associé à la valeur propre estimée, on peut
cependant lui donner un sens géométriquement précis lorsque l’on se place dans le cadre
des hypersurfaces.

On commence donc par rappeler les outils de la géométrie spinorielle des hypersur-
faces, tels que l’identification de la restriction du fibré des spineurs d’un espace ambiant
avec le fibré des spineurs d’une hypersurface, et la formule de Gauß spinorielle.

On démontre ensuite que la borne extrinsèque pour les valeurs propres de l’opéra-
teur de Dirac sur une hypersurface compacte bordant un domaine, donnée dans [22]
(Théorème 6), est reliée à l’estimation intrinsèque (III.3).

Les cas d’égalités dans ces estimations intrinsèques et extrinsèques sont caractérisés
par l’existence d’un T -spineur de Killing, qui généralise la notion de spineur de Killing
(voir [14]).

Dans [4], C. Bär caractérise toutes les variétés riemanniennes spinorielles simple-
ment connexes admettant un spineur de Killing réel. Pour cela, une correspondance
bijective est donnée entre les spineurs de Killing réels et les spineurs parallèles sur le
cône construit au dessus de la variété considérée. La géométrie de ce cône ayant été
étudiée par S. Gallot dans [15], il suffit alors d’appliquer la classification déja connue
des variétés riemanniennes spinorielles simplement connexes irréductibles admettant des
spineurs parallèles [24],[39].

Dans le but de généraliser cet argument aux variétés riemanniennes spinorielles ad-
mettant un T -spineur de Killing, on construit une généralisation du produit tordu sur
une variété riemannienne, en déformant la métrique initiale dans la direction du tenseur
d’impulsion-énergie associé à un T -spineur de Killing.
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2. Le principe de restriction et les T -spineurs de Killing

2.1. Restriction des champs de spineurs à une hypersurface. Soit (Nn+1, g)
une variété riemannienne spinorielle orientée de dimension n + 1, munie d’une struc-
ture spinorielle fixée. On désigne par ΣN le fibré des spineurs associé à cette structure
spinorielle. Si Mn est une hypersurface orientée immergée isométriquement dans N , on
désigne par ν le champ de vecteur normal unitaire global, définissant l’orientation de M .
Alors M est munie d’une structure spinorielle, induite canoniquement par celle de N .
On note ΣM le fibré des spineurs correspondant. On rappelle que le fibré des spineurs
ΣN se décompose en

ΣN = Σ+N ⊕ Σ−N

où Σ±N est l’espace propre pour la valeur propre ±1 sous l’action, par multiplication
de Clifford, de la forme volume complexe ωn+1 = i[

n+1
2

]ω. La proposition suivante est
essentielle pour la suite (voir par exemple [5], [9], [29], [38]) :

Proposition III.1. Il existe une identification de ΣN|M (resp. Σ+N|M) si n est
pair (resp. impair) avec ΣM , qui après restriction à M , envoit tout champ de spineurs
ψ ∈ Γ(ΣN) sur le champ de spineurs noté ψ∗ ∈ Γ(ΣM). De plus, si “ ·

N
” (resp. “ ·”)

désigne la multiplication de Clifford sur ΣN (resp. ΣM), on a alors

(X ·
N
ν ·
N
ψ)∗ = X · ψ∗ , (III.1)

pour tout champ de vecteur X tangent à M .

Une autre formule importante est la formule de Gauß spinorielle : si ∇N et ∇ sont
les dérivées covariantes respectives de Γ(ΣN) et Γ(ΣM), alors, pour tous X ∈ TM et
ψ ∈ Γ(ΣN)

(∇N
Xψ)∗ = ∇Xψ

∗ +
1

2
h(X) · ψ∗, (III.2)

où h est la seconde forme fondamentale de l’immersion M ↪→ N vue comme un endo-
morphisme symétrique du fibré tangent de M .

On rappelle que le fibré des spineurs ambiant ΣN peut être muni d’un produit
scalaire hermitien ( , )N pour lequel la multiplication de Clifford par un vecteur tangent
à N est antisymétrique. Ce produit en induit un autre sur ΣM , noté ( , ) faisant de
l’identification de la proposition III.1 une isométrie. Aussi, la relation (III.1) montre
que la multiplication de Clifford par un vecteur tangent à M est antisymétrique par
rapport à ( , ).

2.2. Sur l’inégalité d’Hijazi en fonction du tenseur d’impulsion-énergie.
On examine maintenant le rôle du tenseur d’impulsion-énergie associé à une section
spéciale du fibré des spineurs lorsqu’il apparâıt dans une borne inférieure pour le spectre
de l’opérateur de Dirac. On rappelle l’estimation suivante

Théorème III.2 (Hijazi, [19]). Sur une variété compacte spinorielle (Mn, g), toute
valeur propre λ de l’opérateur de Dirac associée à un spineur propre ψ, satisfait

λ2 ≥ inf
M

(
1

4
Scal + |Qψ|2), (III.3)
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où Scal est la courbure scalaire de (Mn, g), et Qψ le champ d’endomorphismes symé-
triques défini sur le complément de l’ensemble des zéros de ψ par

Qψ(X, Y ) =
1

2
<(X · ∇Y ψ + Y · ∇Xψ,

ψ

|ψ|2
) .

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on vérifie simplement que ce minorant améliore
celui de Th. Friedrich [10]

n

4(n− 1)
inf
M

Scal

et en particulier, il peut donner une information non triviale dans le cas où infM Scal
est négatif alors que l’estimation de Friedrich n’est utile que si la courbure scalaire Scal
est une fonction strictement positive.

En cas d’égalité dans (III.3), ψ a sa norme constante,

tr(Qψ)2 =
1

4
Scal + |Qψ|2 = constant (III.4)

et
div(Qψ) = 0 . (III.5)

En interprétant le tenseur d’impulsion-énergie associé à un champ de spineurs comme
la seconde forme fondamentale d’une immersion isométrique (voir aussi [14]) mène à la
proposition et aux remarques suivantes :

Proposition III.3. Soit Mn ↪→ (Nn+1, g) une hypersurface compacte orientée im-
mergée isométriquement dans une variété riemannienne spinorielle orientée (Nn+1, g),
de courbure moyenne constante H et de seconde forme fondamentale h. On suppose que
(Nn+1, g) admet un champ de spineurs parallèle, alors M satisfait le cas d’égalité dans
(III.3).

De plus le tenseur d’impulsion-énergie associé au champ de spineurs ψ dans le théo-
rème III.2 satisfait

2Qψ = h

Démonstration. Soit Φ un champ de spineurs parallèle sur N . Alors la proposition
III.1 et la formule de Gauß (III.2) impliquent

∇Xψ +
1

2
h(X) · ψ = 0 , (III.6)

avec ψ := Φ∗. Soit (e1, . . . , en) une base locale orthonormée orientée positivement de
Γ(TM). Alors pour j = 1, . . . , n on a

∇ejψ = −
n∑
k=1

1

2
hjkek · ψ .

En faisant agir ei par multiplication de Clifford et en prenant le produit scalaire avec ψ
des deux côtés de l’égalité précédente, on a

<(ei · ∇ejψ, ψ) = −
2∑

k=1

1

2
hjk<(ei · ek · ψ, ψ) .

Puisque <(ei · ek · ψ, ψ) = −δik|ψ|2, il suit que, par symétrie de h

<(ei · ∇ejϕ+ ej · ∇eiψ, ψ) = hij|ψ|2 .
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Ainsi, 2Qψ = h. De plus, la variété N doit être Ricci plate, et l’équation de Gauß donne

tr(2Qψ)2 = n2H2 = Scal + |2Qψ|2 = constante .

En tracant l’équation (III.6), on termine la démonstration. �

Remarque III.4. Puisque l’équation de Gauß pour les hypersurfaces implique

n2

4
H2 =

1

4
Scal + |Qψ|2 = constante ,

on remarque que l’on est exactement dans le cas d’égalité de l’estimation extrinsèque
donnée dans [22] (Théorème 6), comme attendu.

Remarque III.5. Réciproquement, on ne peut conclure que si (M, g), dimM ≥ 3,
satisfait le cas d’égalité dans (III.3), il existe une immersion isométrique de M comme
une hypersurface de courbure moyenne constante dans une variété riemannienne spino-
rielle ayant un champ de spineurs parallèle. Cependant, ceci est vrai si dimM = 2 (voir
[12]).

2.3. Sur les T -spineurs de Killing. On donne mainteant les propriétés de base
des T -spineurs de Killing, qui satisfont le cas d’égalité dans (III.3). Ce sont des généra-
lisations des spineurs de Killing, et ont été étudiés par Th. Friedrich et E.C. Kim dans
[14].

Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle de dimension n. Un T -spineur de
Killing ψ ∈ Γ(ΣM) est un champ de spineurs qui satisfait

∇Xψ = −Qψ(X) · ψ , ∀X ∈ TM
et

tr(Qψ) = constant,

où Qψ est le tenseur d’impulsion-énergie associé au spineur ψ, comme défini dans le
théorème III.2. Il est facile de voir qu’un tel champ de spineur est propre pour l’opérateur
de Dirac et puisqu’il satisfait le cas d’égalité dans (III.3), il vérifie aussi les équations
(III.4) et (III.5). De plus, ψ est de norme constante.

En fait, en calculant l’action du tenseur de courbure spinorielle R sur le champ de
spineurs ψ, on voit que nécessairement, pour tous champs de vecteurs X, Y ∈ Γ(TM),

R(X,Y )ψ = ∇X∇Y ψ −∇Y∇Xψ −∇[X,Y ]ψ

=
(
Qψ(Y ) ·Qψ(X)−Qψ(X) ·Qψ(Y )

)
· ψ (III.7)

+
(
(∇YQ

ψ)(X)− (∇XQ
ψ)(Y )

)
· ψ

et

Ric(X) · ψ = 2
n∑
i=1

ei · R(ei, X)ψ

= 4tr(Qψ)Qψ(X) · ψ − 4T 2
ψ(X) · ψ − 2

n∑
i=1

ei · (∇eiQ
ψ)(X) · ψ .(III.8)

À chaque champ de spineurs ψ ne s’annulant pas, on peut associer le champ de vecteurs
réel Vψ défini par

g(Vψ, X) = i(ψ,Qψ(X) · ψ) , ∀X ∈ Γ(TM) .
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Proposition III.6. Soit ψ un T -spineur de Killing. Si Qψ est parallèle, alors le
champ de vecteurs Vψ est un champ de Killing.

Démonstration. Pour tous X, Y ∈ TM , on calcule

g(∇XVψ, Y ) = Xg(Vψ, Y )− g(Vψ,∇XY )

= i(∇Xψ,Q
ψ(Y ) · ψ) + i(ψ,∇X(Qψ(Y )) · ψ)

+i(ψ,Qψ(Y ) · ∇Xψ)− i(ψ,Qψ(∇XY ) · ψ)

et puisque la multiplication de Clifford par un champ de vecteurs est antisymétrique
par rapport à (. , .), on a

g(∇XVψ, Y ) = i(Qψ(Y ) ·Qψ(X)· ψ, ψ)− i(Qψ(X) ·Qψ(Y ) · ψ, ψ) + i(ψ,∇X(Qψ)(Y ) · ψ)

qui est clairement antisymétrique si Qψ est parallèle. �

3. Une généralisation du produit tordu sur une variété riemannienne

On rappelle que si π : M → N est une application différentiable entre deux variétés,
deux champs de vecteurs X ∈ Γ(TM) et Y ∈ Γ(TN) sont dits π-reliés (X

π∼ Y )
si dπ(Xp) = Yπ(p) en tout point p de M . Deux champs de vecteurs X ∈ Γ(TM) et
Y ∈ Γ(TN) sont π-reliés si et seulement si X(f ◦ π) = Y (f) ◦ π pour toute fonction

différentiable f définie sur N . De plus, c’est un fait classique que X1
π∼ X2 et Y1

π∼ Y2

impliquent [X1, Y1]
π∼ [X2, Y2].

Soit maintenant (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte. On désigne
par ∇ la connexion de Levi-Civita sur M . Si h ∈ S2(M) est un 2-tenseur symétrique,
soit f : I → R une fonction différentiable, avec f(1) = 0 et I =]1 − ε, 1 + ε[⊂ R, telle
que la métrique

gt = g + f(t)h (III.9)

est bien définie sur M pour tout t ∈ I. On munit M × I de la métrique

g = π∗M(gt)⊕ π∗I (d
2t) , (III.10)

où πM et πI sont respectivement la première et la seconde projection canonique de
M × I sur M et I. On note M = (M × I,g) le produit tordu riemannien généralisé
ainsi construit.

On remarque que pour f(t) = t2 − 1 et h = g, cette construction est celle du cône
usuel sur M , la métrique gt étant définie par gt = t2g ⊕ d2t (voir [15]). Dans la suite,
on appelle M un cône généralisé si par définition f(t) = t2 − 1

Le relevé d’un champ de vecteurs X ∈ Γ(TM) à M est appelé un champ de vec-

teurs horizontal. Par définition, c’est l’unique champ de vecteurs, X̃ ∈ Γ(TM), tel

que dπM(X̃) = X et dπI(X̃) = 0. L’ensemble des champs de vecteurs horizontaux est
noté H(M). Dans la suite, ∂t désigne le champ de vecteurs unitaire engendrant Γ(TI),
mais aussi son relevé à Γ(TM). On a alors le résultat classique suivant (voir [35] par
exemple) :

Proposition III.7. Si X̃, Ỹ ∈ H(M) sont deux champs de vecteurs horizontaux,
alors

[X̃, Ỹ ] = [̃X, Y ], et [X̃, ∂t] = 0.

Si q : I → R est une fonction différentiable, alors le gradient de q̃ = q ◦ πI : M → R
est le relevé du gradient de q.
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Pour tout X ∈ Γ(TM) et t ∈ I on désigne par Ht(X) le champ de vecteurs défini
par

gt(Ht(X), Y ) = h(X, Y ), ∀Y ∈ Γ(TM).

Proposition III.8. Si ∇ est la connexion de Levi-Civita du produit tordu rieman-
nien généralisé M, et si ∇t est la connexion de Levi-Civita de (M, gt), alors pour tous
X, Y ∈ Γ(TM), on a les formules d’O’Neill généralisée suivantes :

∇∂t∂t = 0

∇X̃∂t = ∇∂tX̃ =
f ′(t)

2
H̃t(X)

∇X̃ Ỹ = ∇̃t
XY −

f ′(t)

2
h(X,Y )∂t

Démonstration. La première égalité est triviale. Donc, on remarque que puisque

g(X̃, ∂t) = 0, on a g(∇∂tX̃, ∂t) = 0. D’autre part, g(∂t, ∂t) = 1 implique g(∇X̃∂t, ∂t) =
0. Par la formule de Koszul, on obtient

2g(∇∂tX̃, Ỹ ) = 2g(∇X̃∂t, Ỹ ) = ∂t(g(X̃, Ỹ )) = ∂t(gt(X, Y ))

= ∂t(g(X, Y )) + ∂t(f(t)h(X, Y )) = f ′(t)h(X, Y )

= f ′(t)gt(Ht(X), Y ) = f ′(t)g(H̃t(X), Ỹ ),

ce qui prouve la deuxième égalité. Encore par la formule de Koszul,

2g(∇X̃ Ỹ , ∂t) = −∂t(g(X̃, Ỹ )) = −∂t(gt(X, Y ))

= −∂t(g(X, Y ))− ∂t(f(t)h(X, Y )) = −f ′(t)h(X, Y ) ,

et

2g(∇X̃ Ỹ , Z̃) = X̃gt(Y, Z) + Ỹ gt(Z,X)− Z̃gt(X, Y )

−gt(X, [Y, Z]) + gt(Y, [Z,X]) + gt(Z, [X, Y ])

= 2gt(∇t
XY, Z) = 2g(∇̃t

XY , Z̃) .

�

Proposition III.9. Pour tous X, Y, Z ∈ Γ(TM), on a

∇X̃∇∂t∂t = ∇∂t∇∂t∂t = 0

∇∂t∇X̃∂t = ∇∂t∇∂tX̃ =
f ′′(t)

2
H̃t(X)− (f ′(t))2

4
˜Ht(Ht(X))

∇X̃∇∂tỸ = ∇X̃∇Ỹ ∂t =
f ′(t)

2
˜∇t
XHt(Y )− (f ′(t))2

4
h(X,Ht(Y ))∂t

∇∂t∇X̃ Ỹ =
f ′(t)

2
˜At(X, Y )− f ′(t)

2
˜Ht(∇t

XY )− f ′′(t)

2
h(X, Y )∂t

∇X̃∇Ỹ Z̃ = ∇̃t
X∇t

YZ −
f ′(t)

2
h(X,∇t

YZ)∂t

−f
′(t)

2
Xh(Y, Z)∂t −

(f ′(t))2

4
h(Y, Z)H̃t(X)
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où At(X, Y ) est le champ de vecteurs défini sur M par

gt(At(X,Y ), Z) = Xh(Y, Z) + Y h(Z,X)− Zh(X, Y )

−h(X, [Y, Z]) + h(Y, [Z,X]) + h(Z, [X, Y ]) .

Démonstration. La première assertion est triviale. Puisque g(∇X̃∂t, ∂t) = 0, on
a

g(∇∂t∇X̃∂t, ∂t) = 0.

De plus,

g(∇∂t∇X̃∂t, Ỹ ) = ∂tg(∇X̃∂t, Ỹ )− g(∇X̃∂t,∇∂tỸ )

= ∂t

(f ′(t)
2

g(H̃t(X), Ỹ )
)
− (f ′(t))2

4
g(H̃t(X), H̃t(Y ))

= ∂t

(f ′(t)
2

gt(Ht(X), Y )
)
− (f ′(t))2

4
gt(Ht(X), Ht(Y ))

=
f ′′(t)

2
gt(Ht(X), Y )− (f ′(t))2

4
gt(Ht(Ht(X)), Y )

= g(
f ′′(t)

2
H̃t(X)− (f ′(t))2

4
˜Ht(Ht(X)), Y ),

ce qui prouve la deuxième égalité. D’autre part,

g(∇X̃∇∂tỸ , Z̃) = X̃g(∇∂tỸ , Z̃)− g(∇∂tỸ ,∇X̃Z̃)

=
f ′(t)

2

(
X̃gt(Ht(Y ), Z)− gt(Ht(Y ),∇t

XZ)
)

=
f ′(t)

2
g( ˜∇t

XHt(Y ), Z̃) ,

et

g(∇X̃∇∂tỸ , ∂t) = X̃g(∇∂tỸ , ∂t)− g(∇∂tỸ ,∇X̃∂t)

= −(f ′(t))2

4
gt(Ht(Y ), Ht(X))

= −(f ′(t))2

4
h(Ht(X), Y ) .

Ainsi, la troisième assertion est vraie. Pour la dernière, on montre que

g(∇∂t∇X̃ Ỹ , ∂t) = ∂tg(∇X̃ Ỹ , ∂t)− g(∇X̃ Ỹ ,∇∂t∂t)

= −∂t(
f ′(t)

2
h(X,Y ))

= −f
′′(t)

2
h(X,Y )

et

g(∇∂t∇X̃ Ỹ , Z̃) = ∂tg(∇X̃ Ỹ , Z̃)− g(∇X̃ Ỹ ,∇∂tZ̃)

= ∂tg(∇̃t
XY , Z̃)− f ′(t)

2
g(∇̃t

XY , H̃t(Z))

=
f ′(t)

2
g( ˜At(X, Y ), Z̃)− f ′(t)

2
g( ˜Ht(∇t

XY ), Z̃),
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On a donc

g(∇X̃∇Ỹ Z̃, ∂t) = X̃g(∇Ỹ Z̃, ∂t)− g(∇Ỹ Z̃,∇X̃∂t)

= −f
′(t)

2

(
Xh(Y, Z) + gt(∇t

YZ,Ht(X))
)

= −f
′(t)

2

(
Xh(Y, Z) + h(∇t

YZ,X)
)

et

g(∇X̃∇Ỹ Z̃, Ṽ ) = X̃g(∇Ỹ Z̃, Ṽ )− g(∇Ỹ Z̃,∇X̃ Ṽ )

= X̃gt(∇t
YZ, V )− gt(∇t

YZ,∇t
XV )− (f ′(t))2

4
h(Y, Z)h(X,V )

= gt(∇t
X∇t

YZ, V )− (f ′(t))2

4
h(Y, Z)gt(Ht(X), V )

= g(∇̃t
X∇t

YZ, Ṽ )− (f ′(t))2

4
h(Y, Z)g(H̃t(X), Ṽ )

�

Proposition III.10. Si R et Rt désignent respectivement les tenseurs de courbure
de Riemann de M et (M, gt), on a les relations suivantes :

R(∂t, ∂t)∂t = R(∂t, ∂t)X̃ = 0

R(X̃, ∂t)∂t = −f
′′(t)

2
H̃t(X) +

(f ′(t))2

4
˜Ht(Ht(X))

R(X̃, ∂t)Ỹ =
f ′(t)

2

(
˜∇t
XHt(Y ) + ˜Ht(∇t

XY )− ˜At(X,Y )
)

+
f ′′(t)

2
h(X, Y )∂t −

(f ′(t))2

4
h(X,Ht(Y ))∂t

R(X̃, Ỹ )∂t =
f ′(t)

2

[
˜∇t

X(Ht)(Y )− ˜∇t
Y (Ht)(X)

]
R(X̃, Ỹ )Z̃ = ˜Rt(X, Y )Z +

f ′(t)

2

(
(∇Y h)(X,Z)− (∇Xh)(Y, Z)

)
∂t

+
(f ′(t))2

4

(
h(X,Z)H̃t(Y )− h(Y, Z)H̃t(X)

)
Démonstration. Immédiat d’après la proposition précédente. �

Remarque III.11. Soit q une fonction différentiable strictement positive sur I. On
définit f = q2 − 1 et h = g. Alors gt = q2(t)g et M est le produit tordu usuel construit
sur M . On a f ′ = 2qq′ et f ′′ = 2(qq′′ + (q′)2), et puisque

q2(t)g(Ht(X), Y ) = gt(Ht(X), Y ) = h(X, Y ) = g(X, Y ),

on obtient

Ht(X) =
1

q2(t)
X.

Ainsi, il est immédiat de voir que les propositions III.8, III.9 et III.10 correspondent
précisément aux formules d’O’Neill ([35] p. 206 et 210).
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Dans la suite, on pose f(t) = t2 − 1. Si X, Y, Z,W ∈ Γ(T (M ×f I)|M) sont des
champs de vecteurs tangents à M et ∂t le champ de vecteurs unitaire normal à M , alors,
la proposition III.10 implique

g(R(X, ∂t)∂t, Y ) = h(H(X), Y )− h(X, Y )

g(R(X, Y )∂t, Z) = (∇Xh)(Y, Z)− (∇Y h)(X,Z)

g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) + h(X,Z)h(Y,W )− h(Y, Z)h(X,W )

Comme attendu, la construction de M permet l’interprétation de h comme la seconde
forme fondamentale de l’hypersurface M × {1} ⊂ M.

4. T -spineurs de Killing avec un tenseur d’impulsion-énergie parallèle

On suppose que (Mn, g) admet un T -spineur de Killing non trivial ψ dont le tenseur
d’impulsion-énergie Qψ est parallèle. On considère le cône généralisé M construit sur
M , avec h = 2Qψ.

En revenant sur la construction de M, étant donnés X, Y ∈ TM , il est immédiat de
voir que,

∇t
XY = ∇XY + (t2 − 1)Bt(X, Y )

où le 2-tenseur symétrique à valeurs vectorielles Bt est défini par

gt(B
t(X, Y ), Z) = (∇Xh)(Y, Z) + (∇Y h)(Z,X)− (∇Zh)(X, Y ) , ∀Z ∈ TM .

Ainsi, les propositions III.8,III.10 et la formule (III.8) mènent à

Proposition III.12. On suppose que (Mn, g) admet un T -spineur de Killing non
trivial ψ dont le tenseur d’impulsion-énergie Qψ est parallèle. Alors la connexion de
Levi-Civita et le tenseur de courbure de Riemann du cône généralisé M construit sur
M , avec h = 2Qψ satisfont

∇∂t∂t = 0

∇X̃∂t = ∇∂tX̃ = t H̃t(X)

∇X̃ Ỹ = ∇̃XY − t h(X,Y )∂t

et

R(∂t, ∂t)∂t = R(∂t, ∂t)X̃ = R(X̃, Ỹ )∂t = 0

R(X̃, ∂t)∂t = −H̃t(X) + t2 ˜Ht(Ht(X))

R(X̃, ∂t)Ỹ = h(X, Y )∂t − t2h(X,Ht(Y ))∂t

R(X̃, Ỹ )Z̃ = ˜R(X, Y )Z + t2
(
h(X,Z)H̃t(Y )− h(Y, Z)H̃t(X)

)
De plus, le tenseur de Ricci (Mn, g), vu comme un champ d’endomorphismes symé-
triques, satisfait pour tout X ∈ Γ(TM)

Ric(X) = tr(H)H(X)−H2(X)

où H désigne H1 avec les notations expliquées précédemment.
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Avec l’aide de cette proposition, on peut donner une relation explicite entre le tenseur
de Ricci du cône généralisé M et le tenseur de Ricci de M . Pour ce faire, on doit définir
une base locale orthonormée orientée canonique de TM. À un point t ∈ I fixé, on définit
l’endomorphisme symétrique positif Gt de TM par

gt(X, Y ) = g(Gt(X), Y ) , ∀X, Y ∈ TM .

Maintenant, étant donné une base locale orthonormée orientée (e1, . . . , en) de TM , on
obtient la base locale orthonormée orientée (E1, . . . , En, ∂t) de TM en définissant, en
chaque point (x, t) ∈M, le vecteur Ei(x, t) comme le relevé du vecteur

eti(x) := G
− 1

2
t (ei(x)) ∈ TxM

(où pour tout endomorphisme symétrique positif B, B
1
2 désigne sa racine carrée posi-

tive).
Puisque gt = g + (t2 − 1)h, il est facile de voir que Gt = Id + (t2 − 1)H pour tout

t ∈ I. Donc, en un point fixé t ∈ I, Gt est parallèle puisque l’on suppose H parallèle.
On a alors le corollaire suivant :

Corollaire III.13. Soit R̃ic le tenseur de Ricci de M, alors pour tous champs de

vecteurs horizontaux X̃, Ỹ ∈ H(M), en un point fixé (x, t) ∈M, on a

R̃ic(X̃, ∂t) = 0

R̃ic(∂t, ∂t) = t2
n∑
i=1

h(eti, Ht(e
t
i))−

n∑
i=1

h(eti, e
t
i)

R̃ic(X̃, Ỹ ) = tr(H)h(X, Y )− h(H(X), Y )− t2
n∑
i=1

h(eti, e
t
i)h(X,Y ) + t2h(Ht(X), Y ) .

Démonstration. Immédiat d’après la proposition III.12. On remarque que puisque
Gt est parallèle, on a

gt(R(eti, X)eti, Y ) = g(R(ei, X)ei, Y ) .

�

Remarque III.14. Comme dans la remarque III.11, en supposant h = g, alors
gt = t2g et M est le cône usuel sur M . On obtient

Ht(X) =
1

t2
X et eti =

1

t
ei .

Puisque 2Qψ = h, le champ de spineurs ψ ∈ Γ(ΣM) est en réalité un champ de spineurs
de Killing de nombre de Killing 1

2
et on a retrouvé le résultat de C. Bär qui énonce que

M doit être Ricci plat ([4]).

5. Le cas d’un projecteur

Si M admet une distribution différentiable K, parallèle de dimension k, on peut
définir sur M un champ d’endomorphismes symétriques parallèle H satisfaisant H2 = H
comme la projection orthogonale sur K⊥. On peut aussi considérer le cône généralisé M
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sur M construit avec H. Alors, si (e1, . . . , en) est une base orthonormée orientée de TM
telle que les vecteurs e1, . . . , ek engendrent K, on obtient

Ht(X) =

{
0 si X ∈ K
1
t2
X si X ∈ K⊥

et

eti =

{
ei si 1 ≤ i ≤ k
1
t
ei si k + 1 ≤ i ≤ n .

Ainsi, le corollaire III.13 implique la proposition suivante :

Proposition III.15. Soient (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte
admettant une distribution différentiable parallèle K et ψ un T -spineur de Killing non
trivial dont le tenseur d’impulsion-énergie Qψ correspond à la projection orthogonale sur
K⊥. Alors le cône généralisé M est Ricci plat.

L’argument de C. Bär dans [4] pourrait donc être repris dans cette situation. D’où
la question suivante, toujours dans le cas où (Mn, g) est une variété riemannienne spi-
norielle compacte admettant une distribution différentiable parallèle :

Peut-on trouver des minorations pour la première valeur propre de l’opérateur de Dirac
sur (Mn, g), telles que les cas limites soient caractérisés par l’existence de T -spineurs
de Killing dont le tenseur d’impulsion-énergie est un projecteur ?

Une telle estimation sur une variété riemannienne spinorielle compacte admettant
une 1-forme parallèle est donnée dans [3]. On remarque alors que le problème posé ci-
dessus est un cas particulier du problème de l’étude du spectre de l’opérateur de Dirac
sur une variété admettant une k-forme parallèle.





CHAPITRE IV

Le cas des petites dimensions

Ce chapitre est la traduction d’une prépublication en anglais.
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Les surfaces de S3 et H3 via les spineurs, [31]

Résumé. On généralise la caractérisation spinorielle des immersions isométriques
des surfaces dans R3 donnée dans [12] par Th. Friedrich aux surfaces dans S3 et H3.
Pour ce faire, les équations des restrictions des spineurs de Killing réels et imaginaires
à une surface sont étudiées. Il apparâıt qu’une caractérisation des immersions iso-
métriques en terme d’une section spéciale du fibré des spineurs existe aussi pour les
hypersurfaces parallèles de l’espace euclidien de dimension 4.

1. Introduction

Il est bien connu qu’une description d’une immersion conforme d’une surface arbi-
traire M2 ↪→ R3 par un champ de spineurs ϕ sur M2 satisfaisant l’équation de Dirac
non homogène

Dϕ = Hϕ, (IV.1)

où H désigne la courbure moyenne de la surface, est possible. Récemment, beaucoup
d’articles investissent une telle description (voir par exemple [25],[37])

En fait, il est clair que toute surface orientée immergée M2 ↪→ R3 hérite de R3 une
solution de l’équation (IV.1), la surface M étant munie de la métrique et de la structure
spinorielle induites. De plus, cette solution est de norme constante. Cette solution est
obtenue par restriction à la surface d’un champ de spineurs parallèle de R3. Dans [12],
Th. Friedrich clarifie la représentation des surfaces dans R3 mentionnée plus haut d’une
manière géométriquement invariante, en démontrant le théorème suivant :

Théorème IV.1 (Friedrich [12]). Soit (M2, g) une surface orientée et H : M → R
une fonction différentiable. Alors les données suivantes sont équivalentes :

(1) Une immersion isométrique (M̃2, g) → R3 du revêtement universel M̃2 dans
l’espace euclidien R3 de courbure moyenne H.

(2) Une solution ϕ de l’équation de Dirac

Dϕ = Hϕ ,

de norme constante |ϕ| ≡ 1.

(3) Une paire (ϕ, T ) consistant en un endomorphisme symétrique T du fibré tangent
TM tel que tr(T ) = H et un champ de spineurs ϕ vérifiant, pour tout X ∈
Γ(TM), l’équation

∇Xϕ+ T (X) · ϕ = 0 .

Dans cet article, on démontre les caractérisations analogues pour les surfaces dans
S3 et H3 (théorèmes IV.9 et IV.10). Elles sont obtenues en étudiant les équations des
restrictions à une surface des champs de spineurs de Killing réels et imaginaires (à
comparer avec [12]).

69
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2. Restriction des champs de spineurs de Killing à une surface

Soit N3 une variété riemannienne orientée de dimension 3, munie d’une structure
spinorielle fixée. On note ΣN le fibré des spineurs associé à cette structure spinorielle. Si
M2 est une surface orientée immergée isométriquement dans N3, on note ν le champ de
vecteurs unitaire normal global, qui définit son orientation. Alors M2 est munie d’une
structure spinorielle, canoniquement induite par celle de N3. On note ΣM le fibré des
spineurs correspondant.

On suppose que N3 admet un champ de spineurs de Killing non trivial avec pour
constante de Killing η ∈ C, c’est-à-dire, un champ de spineurs Φ ∈ Γ(ΣN) satisfaisant

∇N
Y Φ = η Y ·

N
Φ (IV.2)

pour tout champ de vecteurs Y sur N . On rappelle que η est réel ou imaginaire pure et
que Φ ne s’annule pas sur N , puisqu’on peut le voir comme une section parallèle non
triviale pour une dérivée covariante modifiée (voir [7],[9]). Dans la suite, on considère les
espaces modèles, munis de leurs métriques standards, R3 avec η = 0, S3 avec η = 1/2, et
H3 avec η = i/2 qui sont caractérisés par le fait qu’ils admettent un nombre maximum
de champs de spineurs de Killing linéairement indépendants de constante η.

Soit (e1, e2) une base locale orthonormée, positivement orientée de Γ(TM) telle que
(e1, e2, ν) est une base locale orthonormée, positivement orientée de Γ(TN)|M . On note

ω3 = −e1 ·
N
e2 ·

N
ν

la forme volume complexe, élément du fibré de Clifford complexe ClN , et ω = e1 · e2
la forme volume réelle sur ClM . On rappelle que ω3 agit par multiplication de Clifford
comme l’identité sur ΣN . Ainsi, en posant ϕ := Φ∗, la formule (III.1) implique

(e1 ·
N

Φ)∗ = (−e1 ·
N
e1 ·

N
e2 ·

N
ν ·
N

Φ)∗ = e2 · ϕ = −e1 · ω · ϕ

(e2 ·
N

Φ)∗ = (−e2 ·
N
e1 ·

N
e2 ·

N
ν ·
N

Φ)∗ = −e1 · ϕ = −e2 · ω · ϕ

et
(ν ·

N
Φ)∗ = (−ν ·

N
e1 ·

N
e2 ·

N
ν ·
N

Φ)∗ = ω · ϕ .

Alors, ces dernières relations et les équations (III.2) et (IV.2) montrent que

∀X ∈ TM , ∇Xϕ+
1

2
h(X) · ϕ+ ηX · ω · ϕ = 0 (IV.3)

On rappelle que le fibré des spineurs ΣM se décompose en

ΣM = Σ+M ⊕ Σ−M

où Σ±M est l’espace propre pour la valeur propre ±1 sous l’action de la forme volume
complexe ω2 = i ω. Sous cette décomposition, on note ϕ = ϕ+ + ϕ−, et on définit
ϕ := ϕ+ − ϕ−. Ainsi, l’équation (IV.3) est équivalente à

∇Xϕ+
1

2
h(X) · ϕ− iηX · ϕ = 0 .

On rappelle que le fibré des spineurs ambiant ΣN peut être muni d’un produit
scalaire hermitien ( , )N pour lequel la multiplication de Clifford par un vecteur tangent
à N est antisymétrique. Ce produit induit un autre produit scalaire hermitien sur ΣM ,
noté ( , ) faisant alors de l’identification de la proposition III.1 une isométrie. Maintenant,
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la relation (III.1) montre que la multiplication de Clifford par un vecteur tangent à M
est antisymétrique par rapport à ( , ).

Proposition IV.2. Si η ∈ R, alors ϕ est de norme constante. Si η ∈ iR∗, alors
pour tout vecteur X tangent à M ,

X|ϕ|2 = 2<(iηX · ϕ, ϕ) .

Démonstration. Puisque la multiplication de Clifford par un vecteur tangent à
M est antisymétrique par rapport à ( , ), on a <(Y · ϕ, ϕ) = 0 pour tout Y ∈ TM . En
tenant compte de ce fait et en calculant

X|ϕ|2 = 2<(∇Xϕ, ϕ)

avec l’aide de la formule (IV.3), on termine la démonstration. �

En rappelant que l’opérateur de Dirac D est défini sur Γ(ΣM) par

D = e1 · ∇e1 + e2 · ∇e2 ,

on calcule directement que

Dϕ = Hϕ+ 2η ω · ϕ = Hϕ− 2iηϕ

où H est la courbure moyenne de l’immersion M ↪→ N . Il est bien connu que l’opérateur
de Dirac satisfait (Dϕ)± = Dϕ∓ (voir [26],[9]). On remarque donc que

D(ϕ±) = (H ± 2iη)ϕ∓ . (IV.4)

Comme dans [12], on a la proposition suivante :

Proposition IV.3. Soit M2 une surface minimale dans N3. Alors la restriction
d’un champ de spineurs de Killing Φ de constante de Killing η sur N3 donne un spineur
ϕ? sur la surface M vérifiant

Dϕ? = 2ηϕ?

De plus, si η est réel, ϕ? est de norme constante.

Démonstration. Puisque H = 0, on a

D(ϕ±) = ±2iηϕ∓ .

Il suffit alors de définir ϕ? = ϕ+ + iϕ−. �

3. Solutions de l’équation des spineurs de Killing restreints

Soit (M2, g) une surface riemannienne orientée munie d’une structure spinorielle.
On munit le fibré des spineurs ΣM d’un produit scalaire hermitien ( , ) pour lequel la
multiplication de Clifford par un vecteur tangent à M est antisymétrique.

On étudie maintenant les propriétés d’une solution ϕ ∈ Γ(ΣM) de l’équation sui-
vante :

∇Xϕ+ T (X) · ϕ− iηX · ϕ = 0 , (IV.5)

ou, de façon équivalente

∇Xϕ+ T (X) · ϕ+ ηX · ω · ϕ = 0 , (IV.6)

où T désigne un endomorphisme symétrique du fibré tangent de M , et η ∈ R ∪ iR.
D’après la section précédente, et pour des raisons qui apparâıtront dans la suite,

on appelle cette équation l’équation des spineurs de Killing restreints . La proposition
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suivante montre le rôle des solutions de l’ équation des spineurs de Killing restreints dans
la théorie des surfaces dans R3, S3 et H3. En fait, on voit que les conditions d’intégrabilité
pour cette équation sont exactement les équations de Gauß et de Codazzi-Mainardi.

Dans la suite, (e1, e2) désigne une base locale orthonormée, positivement orientée de
Γ(TM).

Proposition IV.4. On suppose que (M2, g) admet une solution non triviale de
l’équation (IV.5). On pose S = 2T , alors

(∇XS)(Y ) = (∇Y S)(X) (équation de Codazzi-Mainardi),

et

R1212 − det(S) = 4η2 (équation de Gauß),

où R1212 = g(R(e1, e2) e2, e1), et R est le tenseur de Riemann de M .

Démonstration. Soit ϕ une solution non triviale de l’équation (IV.5). On calcule
l’action du tenseur de courbure spinoriel R sur ϕ, défini pour tous X, Y ∈ TM par

R(X, Y )ϕ = ∇X∇Y ϕ−∇Y∇Xϕ−∇[X,Y ]ϕ .

Puisque ce dernier est antisymétrique et que dimM = 2, avec l’aide de la formule (IV.6),
il suffit de calculer

∇e1∇e2ϕ = ∇e1(−T (e2) · ϕ− ηe2 · ω · ϕ)

= ∇e1(−T (e2) · ϕ− ηe1 · ϕ)

= −∇e1T (e2) · ϕ− T (e2) · ∇e1ϕ− η∇e1e1 · ϕ− ηe1 · ∇e1ϕ

= −∇e1T (e2) · ϕ+ T (e2) · T (e1) · ϕ− ηT (e2) · e2 · ϕ
−η∇e1e1 · ϕ+ ηe1 · T (e1) · ϕ− η2e1 · e2 · ϕ

et aussi

∇e2∇e1ϕ = −∇e2T (e1) · ϕ+ T (e1) · T (e2) · ϕ+ ηT (e1) · e1 · ϕ
+η∇e2e2 · ϕ− ηe2 · T (e2) · ϕ+ η2e1 · e2 · ϕ .

Donc, en tenant compte du fait que [e1, e2] = ∇e1e2 −∇e2e1, un calcul immédiat donne

R(e1, e2)ϕ =
(
(∇e2T )(e1)− (∇e1T )(e2)

)
· ϕ

−
(
T (e1) · T (e2)− T (e2) · T (e1)

)
· ϕ

−2η2e1 · e2 · ϕ (IV.7)

D’autre part, il est bien connu que le tenseur de courbure spinoriel correspond au tenseur
de Riemann R de M via la relation

R(e1, e2)ϕ = −1

2
R1212e1 · e2 · ϕ . (IV.8)

Maintenant, il est facile de voir que

T (e1) · T (e2)− T (e2) · T (e1) = 2 det(T )e1 · e2
et donc, en posant S = 2T et en définissant la fonction

G := R1212 − det(S)− 4η2
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et le champ de vecteurs

C := (∇e1S)(e2)− (∇e2S)(e1),

les équations (IV.7) et (IV.8) mènent à

C · ϕ = Ge1 · e2 · ϕ .

On remarque que e1 · e2 · ϕ = −i ϕ, donc

C · ϕ± = ±iGϕ∓ .

En appliquant deux fois cette relation, il suffit de voir que

||C||2ϕ± = −G2ϕ± ,

et donc que C = 0 et G = 0. �

Quitte à multiplier la métrique par une constante positive, on peut supposer η = 0,
1/2, ou i/2. Le cas η = 0 est traité dans [12] et est le point de départ de la preuve du
théorème IV.1. On examine les cas η = 1/2 et η = i/2 séparément. On commence par
démontrer le lemme suivant :

Lemme IV.5. Soit ϕ une solution non triviale de l’ équation des spineurs de Killing
restreints (IV.5). Alors

– Si η = 1/2, le champ de spineurs ϕ est de norme constante, et l’endomorphisme
symétrique T , vue comme 2-tenseur symétrique covariant, est donné par

T (X, Y ) =
1

2
<(X · ∇Y ϕ+ Y · ∇Xϕ, ϕ/|ϕ|2)

– si η = i/2, le champ de spineurs ϕ satisfait X|ϕ|2 = −<(X · ϕ, ϕ) et on a

T (X, Y )|ϕ|2 =
1

2
<(X · ∇Y ϕ+ Y · ∇Xϕ, ϕ) +

1

2

(
|ϕ−|2 − |ϕ+|2

)
g(X, Y )

Démonstration. La première assertion de chaque cas vient de la proposition IV.2.
Soit

Tjk = g(T (ej), ek) .

Alors, pour j = 1, 2,

∇ejϕ = −
2∑

k=1

Tjkek · ϕ+ iηej · ϕ .

En prenant de part et d’autre la multiplication de Clifford par el et le produit scalaire
avec ϕ, on obtient

<(el · ∇ejϕ, ϕ) = −
2∑

k=1

Tjk<(el · ek · ϕ, ϕ) + <(iηel · ej · ϕ, ϕ) .

Puisque <(el · ek · ϕ, ϕ) = −δlk|ϕ|2, il suit, par symétrie de T

<(el · ∇ejϕ+ ej · ∇elϕ, ϕ) = 2Tlj|ϕ|2 − 2<(iηϕ, ϕ)δlj .

Ceci complète la preuve en prenant η = 1/2 ou η = i/2. �
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Maintenant, on montre que les conditions nécessaires pour un champ de spineurs
ψ ∈ Γ(ΣM) obtenues dans la section précédente (c’est à dire la proposition IV.2 et
l’équation (IV.4)) sont suffisantes pour que ψ soit solution de l’équation des champs de
spineurs de Killing restreints.

Le cas η = 1/2 : On considère un champ de spineurs non trivial ψ, de norme constante,
satisfaisant Dψ± = (H ± i)ψ∓. On définit les 2-tenseurs suivants sur (M2, g)

T±(X, Y ) = <(∇Xψ
±, Y · ψ∓) .

On remarque d’abord que

trT± = −<(Dψ±, ψ∓) = −<((H ± i)ψ∓, ψ∓) = −H|ψ∓|2 . (IV.9)

On a aussi les relations suivantes :

T±(e1, e2) = <(∇e1ψ
±, e2 · ψ∓) = <(e1 · ∇e1ψ

±, e1 · e2 · ψ∓)

= <(Dψ±, e1 · e2 · ψ∓)−<(e2 · ∇e2ψ
±, e1 · e2 · ψ∓)

= <((H ± i)ψ∓, e1 · e2 · ψ∓) + <(∇e2ψ
±, e1 · ψ∓)

= |ψ∓|2 + T±(e2, e1) . (IV.10)

Lemme IV.6. Les 2-tenseurs T± sont liés par l’équation suivante :

|ψ+|2T+ = |ψ−|2T−

Démonstration. La relation est triviale en tout point p ∈ M où |ψ+|2 ou |ψ−|2
est nul. On peut donc supposer dans la suite que les deux champs de spineurs ψ+ et ψ−

sont non nuls dans un voisinage d’un point de M .
Par rapport au produit scalaire <( , ), les champs de spineurs

e1 ·
ψ−

|ψ−|
et e2 ·

ψ−

|ψ−|
forment une base orthonormée locale de Γ(Σ+M). On peut alors écrire dans cette base

∇Xψ
+ = <(∇Xψ

+, e1 ·
ψ−

|ψ−|
) e1 ·

ψ−

|ψ−|
+ <(∇Xψ

+, e2 ·
ψ−

|ψ−|
) e2 ·

ψ−

|ψ−|

=
T+(X)

|ψ−|2
· ψ−

où le champ de vecteurs T+(X) est défini par

g(T+(X), Y ) = T+(X, Y ) , ∀Y ∈ TM .

De la même façon, on peut montrer que

∇Xψ
− =

T−(X)

|ψ+|2
· ψ+ .

Puisque ψ est de norme constante, pour tout vecteur X tangent à M , on a

0 = X|ψ|2 = X(|ψ+|2 + |ψ−|2)
= 2<(∇Xψ

+, ψ+) + 2<(∇Xψ
−, ψ−)

= 2<(W (X) · ψ−, ψ+) (IV.11)
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avec

W (X) =
T+(X)

|ψ−|2
− T−(X)

|ψ+|2
.

Pour conclure, il suffit de remarquer que les équations (IV.9) et (IV.10) impliquent que
W est symétrique et de trace nulle, et que l’équation (IV.11) implique que W est de
rang au plus égal à 1. On en déduit évidemment que W = 0. �

Proposition IV.7. On suppose que (M2, g) admet une solution non triviale ψ de
l’équation Dψ = Hψ− iψ, de norme constante. Alors une telle solution satisfait l’équa-
tion des champs de spineurs de Killing restreints avec η = 1/2.

Démonstration. On définit F := T+ + T−. Le lemme IV.6, et en particulier le
début de sa preuve, implique

F

|ψ|2
=

T+

|ψ−|2
=

T−

|ψ+|2
.

Donc F/|ψ|2 est bien défini sur toute la surface M , et

∇Xψ = ∇Xψ
+ +∇Xψ

− =
F (X)

|ψ|2
· ψ (IV.12)

où le champ de vecteurs F (X) est défini par g(F (X), Y ) = F (X, Y ), ∀Y ∈ TM. On
remarque que par l’équation (IV.10), le 2-tenseur F n’est pas symétrique. On définit
alors le 2-tenseur symétrique

T (X, Y ) = − 1

2|ψ|2
(F (X, Y ) + F (Y,X)) .

On remarque que T est bien défini comme dans le lemme IV.5. Il est immédiat de
montrer que

T (e1, e1) = −F (e1, e1)/|ψ|2 , T (e2, e2) = −F (e2, e2)/|ψ|2 ,

T (e1, e2) = −F (e1, e2)/|ψ|2 +
1

2
et T (e2, e1) = −F (e2, e1)/|ψ|2 −

1

2
,

une fois de plus par l’équation (IV.10). En tenant compte de ces dernières relations dans
l’équation (IV.12), on conclut que

∇Xψ = −T (X) · ψ − 1

2
X · ω · ψ .

�

Le cas η = i/2 :

Proposition IV.8. On suppose que (M2, g) admet une solution non triviale ψ, ne
s’annulant jamais, de l’équation Dψ = Hψ + ψ. Alors, si cette solution vérifie

X|ψ|2 = −<(X · ψ, ψ) , ∀X ∈ Γ(TM),

elle est solution de l’équation des champs de spineurs de Killing restreints avec η = i/2.
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Démonstration. On définit les 2-tenseurs T± comme dans le cas précédent. On
obtient alors

trT± = −(H ∓ 1)|ψ∓|2 , (IV.13)

et
T±(e1, e2) = T±(e2, e1) . (IV.14)

On remarque que

−<(X · ψ, ψ) = −<(X · ψ+, ψ−) + <(X · ψ−, ψ+) = 2<(X · ψ−, ψ+) .

Donc, en reprenant la preuve du lemme IV.6, on obtient

<(X · ψ−, ψ+) = <(W (X) · ψ−, ψ+) (IV.15)

avec

W (X) =
T+(X)

|ψ−|2
− T−(X)

|ψ+|2
.

Comme dans le cas précédent, les équations (IV.13), (IV.14) et (IV.15) impliquent que
W − IdTM est symétrique, de trace nulle, et de rang pas plus grand que 1. Donc W =
IdTM et on a la relation

|ψ+|2T+ − |ψ−|2T− = |ψ+|2|ψ−|2g
Ainsi, en définissant le 2-tenseur symétrique F = T+ +T− + 1

2
(|ψ+|2−|ψ−|2)g, on a sur

toute la surface M

F

|ψ|2
=
T+ + T− + (|ψ+|2 − |ψ−|2)g

|ψ+|2 + |ψ−|2
=

T−

|ψ+|2
+

1

2
g =

T+

|ψ−|2
− 1

2
g

D’autre part, on obtient aussi

∇Xψ = ∇Xψ
+ +∇Xψ

− =
T+(X)

|ψ−|2
· ψ− +

T−(X)

|ψ+|2
· ψ+

Ces deux dernières équations impliquent

∇Xψ =
F (X)

|ψ|2
· (ψ+ + ψ−) +

1

2
X · ψ− − 1

2
X · ψ+

ce qui est équivalent à

∇Xψ = −T (X) · ψ − 1

2
X · ψ .

Naturellement, on pose T = − F
|ψ|2 et on remarque que T est bien défini comme dans le

lemme IV.5. �

4. Surfaces dans S3 ou H3

On peut maintenant généraliser le théorème IV.1 aux surfaces dans S3 ou H3. Dans
la section 2, on a vu qu’une surface orientée immergée M2 ↪→ S3 (resp. H3) hérite de la
métrique induite g, d’une structure spinorielle induite, et d’une solution ϕ de

Dϕ = Hϕ− iϕ (resp. Dϕ = Hϕ+ ϕ )

de norme constante (resp. vérifiant X|ϕ|2 = −<(X · ϕ, ϕ) pour tout vecteur X tangent
à M). Ce champ de spineurs ϕ sur M2 est la restriction d’un champ de spineurs de
Killing réel (resp. imaginaire) de S3 (resp. H3). La section 3 montre que la réciproque
est vraie au moins localement. On suppose qu’il existe une solution non triviale des
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équations mentionnées plus haut sur une surface riemannienne orientée (M2, g), munie
d’une structure spinorielle, pour une fonction donnée H : M → R. Alors cette solution
vérifie l’équation des champs de spineurs de Killing restreints avec un endomorphisme
bien défini T : TM → TM satisfaisant trT = H. De plus, il existe une immersion
isométrique (M2, g) ↪→ S3 (resp. H3) ayant pour seconde forme fondamentale S = 2T .

Théorème IV.9. Soit (M2, g) une surface riemannienne orientée et H : M → R,
une fonction différentiable. Alors les données suivantes sont équivalentes :

(1) Une immersion isométrique (M̃2, g) → S3 du revêtement universel M̃2 dans la
sphère ronde S3 de dimension 3 de courbure moyenne H.

(2) Une solution ϕ de l’équation de Dirac

Dϕ = Hϕ− iϕ

de norme constante.

(3) Une paire (ϕ, T ) constituée d’un endomorphisme symétrique T tel que tr(T ) =
H, et d’un champ de spineurs ϕ vérifiant l’équation

∇Xϕ+ T (X) · ϕ− i

2
X · ϕ = 0 .

Théorème IV.10. Soit (M2, g) une surface riemannienne orientée et H : M → R
une fonction différentiable. Alors les données suivantes sont équivalentes :

(1) Une immersion isométrique (M̃2, g) → H3 du revêtement universel M̃2 dans
l’espace hyperbolique H3 de dimension 3 de courbure moyenne H.

(2) Une solution ϕ, ne s’annulant jamais, de l’équation de Dirac

Dϕ = Hϕ+ ϕ

et vérifiant
X|ϕ|2 = −<(X · ϕ, ϕ) ∀X ∈ Γ(TM).

(3) Une paire (ϕ, T ) constituée d’un endomorphisme symétrique T tel que tr(T ) =
H, et d’un champ de spineurs ϕ vérifiant l’équation

∇Xϕ+ T (X) · ϕ+
1

2
X · ϕ = 0 ∀X ∈ Γ(TM) .

Remarque IV.11. Il a été signalé à l’auteur que le cas des surfaces dans S3 a déjà
été traité par Leonard Voss (Diplomarbeit, Humboldt-Universität zu Berlin, non publié).

5. Hypersurfaces parallèles dans R4

On conclut cet article en donnant une caractérisation des hypersurfaces parallèles de
l’espace euclidien de dimension 4 en terme d’une section spéciale du fibré des spineurs
intrinsèque de l’hypersurface, de façon analogue au théorème IV.1. Sa démonstration
est très simple compte tenu des paragraphes précédents.

Théorème IV.12. Soit (M3, g) une variété riemannienne orientée de dimension 3.
Alors les données suivantes sont équivalentes :

(1) Une immersion isométrique (M̃3, g) → R4 du revêtement universel M̃3 dans
l’espace euclidien R4, de seconde forme fondamentale parallèle h.
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(2) Une paire (ϕ, T ) constituée d’un endomorphisme symétrique parallèle T du fibré
tangent TM tel que 2T = h et d’un champ de spineurs non trivial ϕ vérifiant,
pour tout X ∈ Γ(TM), l’équation

∇Xϕ+ T (X) · ϕ = 0 .

Démonstration. Soit (M3, g) une hypersurface orientée immergée isométrique-
ment dans R4, avec une seconde forme fondamentale h parallèle. Alors par la proposition
III.1, la formule (III.2), et la preuve de la proposition III.3, qu’en restreignant un champ
de spineurs parallèle sur R4 à M , et en considérant T = 1

2
h on obtient la paire (ϕ, T )

recherchée.
Réciproquement, si (M3, g) est une variété riemannienne orientée de dimension 3,

qui admet une telle paire (ϕ, T ), alors l’équation de Codazzi-Mainardi est vérifiée de
façon évidente par h = 2T et la formule (III.7) implique∑

k 6=l

(
Rijkl + 4TilTjk − 4TikTjl

)
ek · el · ϕ = 0

qui montre qu’en dimension 3 chaque composante

Rijkl + 4TilTjk − 4TikTjl

est nulle, puisque pour 1 ≤ k < l ≤ 3 et 1 ≤ k′ < l′ ≤ 3,

<(ek · el · ϕ, ek′ · el′ · ϕ) = ±δkk′δll′|ϕ|2 .
Donc h = 2T vérifie aussi l’équation de Gauß. �
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[31] , Surfaces in S3 and H3 via Spinors, Preprint, math.DG/0204090 (2002).

[32] , Introduction aux structures spinorielles et à l’opérateur de Dirac, Notes de cours, Work-
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La principale motivation des travaux de cette thèse est de mieux comprendre le rôle du
tenseur d’impulsion-énergie en géométrie spinorielle. On s’intéresse dans un premier temps à
la géométrie spinorielle extrinsèque. On relie les restrictions à une sous-variété riemannienne
d’objets spinoriels aux objets définis de manière intrinsèque. En particulier, on donne des
estimations pour la première valeur propre d’un opérateur de Dirac défini sur les sous-variétés
riemanniennes spinorielles compactes. Il apparâıt alors que le cadre des hypersurfaces est un
cadre naturel pour l’étude du tenseur d’impulsion-énergie associé à un champ de spineurs. On
construit un produit tordu généralisé permettant de voir ce dernier comme la seconde forme
fondamentale d’une immersion isométrique. On caractérise enfin les surfaces de S3 et H3 en
terme de sections spéciales du fibré des spineurs, ainsi que les hypersurfaces parallèles de R4.

Energy-Momentum Tensor and Extrinsic Spin Geometry :

The results of this thesis are motivated by a better understanding of the energy-momentum
tensor in spin geometry. We first investigate extrinsic spin geometry. We give relations between
restrictions to a Riemannian submanifold of spinorial objects and objects defined in an intrinsic
way. We then prove estimates for the first eigenvalue of a Dirac operator which is defined on
compact spin Riemannian submanifolds. It turns out that the study of hypersurfaces gives
a natural setup for the study of the energy-momentum tensor associated with a spinor field.
We construct a generalized warped product which allows to consider this tensor as the second
fundamental form of an isommetric immersion. Finally, we characterize surfaces in S3 and H3

in terms of special sections of the spin bundle, as well as parallel hypersurfaces in R4.
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