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algorithmes pour la conception de

graines efficaces

THÈSE

présentée et soutenue publiquement le 30 septembre 2005

pour l’obtention du

Doctorat de l’université Henri Poincaré – Nancy 1
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Examinateurs : Alexander Bockmayr, Professeur, LORIA, Université Henri Poincaré
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❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❡r❝✐❡r ❆❧❛✐♥ ❉❡♥✐s❡ ❡t ▼❛①✐♠❡ ❈r♦❝❤❡♠♦r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡
❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❏❡ t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ❆❧❡①❛♥❞❡r ❇♦❝❦♠❛②r✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡
▲❛✈❡♥✐❡r ❡t ❍é❧è♥❡ ❚♦✉③❡t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✳
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

①✐✈



◆♦t❛t✐♦♥s

❈❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s

❆❧♣❤❛❜❡ts

✕ Σ ✿ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ✭Σ = {A, C, G, T} ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✬❆❉◆✮✳
✕ A ✿ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Σ× Σ✳
✕ B ✿ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳

▼♦ts

✕ α ✿ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s s✉r A∗✳
✕ |α| ✿ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s α✳
✕ αi ♦✉ α[i] ✿ ième ❧❡ttr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s α ✭i ∈ [1..|α|]✮✳
✕ α[i..j] ✿ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s α ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❧❡ttr❡s αiαi+1 . . . αj ✳
✕ α · γ ✿ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s α ❡t γ✳ ❖♥ ❧❡ ♥♦t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t αγ✳

❊♥s❡♠❜❧❡s

✕ ∅ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳
✕ 2E ✱ r❡♣rés❡♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ E✳
✕ E ∪ F ❞és✐❣♥❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s E ❡t F ✳
✕ E ⊎ F ❞és✐❣♥❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s E ❡t F ✳
✕ E ∩ F ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s E ❡t F ✳
✕ E\F ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
✕ E × F ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳

❊①♣r❡ss✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s

❙♦✐t ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Σ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Σ∗ ❞❡s ♠♦ts ❢♦r♠és s✉r ❝❡t ❛❧♣❤❛❜❡t✳
✕ ε r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡ ✭❧♦♥❣✉❡✉r 0✮✳
✕ E · F r❡♣rés❡♥t❡✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦ts E ❡t F ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ✿ s✐
u ∈ E ❡t v ∈ F ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦t uv ∈ E · F ✳ ❖♥ ❧❡ ♥♦t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t EF ✳

✕ E|F r❡♣rés❡♥t❡✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦ts E ❡t F ✱ ❧✬✉♥✐♦♥ E ∪ F ✳
✕ E∗ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t

❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡ ε✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦ts ❢♦r♠és ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦ts ❞❡
E✳

✕ E+ ❞és✐❣♥❡ E∗\ε✳

✶



◆♦t❛t✐♦♥s

❆✉t♦♠❛t❡s ✴ ❆✉t♦♠❛t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s

✕ T =< QT , q
0
T , q

F
T ,A, ψT > ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡

✕ QT ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts✳
✕ q0T ∈ QT ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳
✕ qFT ⊂ QT s♦♥t ❧❡s ét❛ts ✜♥❛✉①✳
✕ A ❡st ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ♠♦ts r❡❝♦♥♥✉s ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ✭✐❝✐ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧✲

♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✮
✕ ψT ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ψT : Q×A → Q✳

✕ G =< QG, q
0
G, Q

F
G,A, ρG > ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

✕ QG ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts✳
✕ q0G ∈ QG ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳
✕ qFG ⊂ QG s♦♥t ❧❡s ét❛ts ✜♥❛✉①✳
✕ A ❡st ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ♠♦ts r❡❝♦♥♥✉s ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ✭✐❝✐ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧✲

♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✮✳
✕ ρG ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✿QG×A×QG → [0, 1] ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐✲

tés ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ∀q ∈ QG,
∑

q′∈QG,a∈A
ρG(q, a, q′) = 1✳

✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés
❞❛♥s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s r❡❣r♦✉♣é❡s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
s♦✉s ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐❢ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞✉ t❡①t❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐sé ✐❝✐ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐
❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s ✿ ❧✬❆❉◆✱ ❧✬❆❘◆✳ ▲❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✭♣❡t✐t ❛❧♣❤❛❜❡t✱ é✈♦❧✉t✐♦♥
r❛♣✐❞❡✮ ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① t❡①t❡s ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ r❡♥❞❡♥t ❧❡✉r ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞é❧✐❝❛t❡✱ ❡t ❞é❢❛✈♦r✐s❡♥t
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡✣❝❛❝❡s✳

▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ♣❡✉t êtr❡ q✉❛❧✐✜é❡ ❞❡ ✓❝♦✉t❡❛✉ s✉✐ss❡✔ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦✲✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳
❊❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡♣✉✐s ❧❡ séq✉❡♥ç❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬❛ss❡♠❜❧❡r ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❡♥
❝♦♥t✐❣s✱ ❥✉sq✉✬à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣♦rt✐♦♥s ✐s♦❧é❡s ❞✬✉♥ ❣é♥♦♠❡ à ❞❡s ✜♥s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❣é♥♦♠✐q✉❡
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ q✉✐ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♥s❡r✈é❡s ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣é♥♦♠❡s s❡ ❜❛s❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✉r ❞❡s
♦✉t✐❧s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés✳ ❊♥ ❞✐s❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ séq✉❡♥❝❡s q✉✐ é✈♦❧✉❡♥t ♠♦✐♥s
✈✐t❡ ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡s♣è❝❡s✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r♦t❡✐♥❡s✱ ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① ❆❘◆ ♦✉ ❞✬✐♥❢ér❡r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s
♣❡✉ ❝♦ût❡✉s❡✱ ❝❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦✱ ❡t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡s♣è❝❡s ❡t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s à ❛♥❛❧②s❡r✳

❆✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥♦♠❡s ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ ♠❛♠♠✐❢èr❡s✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡s ♦♥t ❝♦♥♥✉
✉♥ ❡ss♦r ré❝❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❣é♥♦♠❡s ❞❡ ❧✬❤♦♠♠❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦✉r✐s ♣✉✐s ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❝r♦✐sé❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡s♣è❝❡s ❞❡ ♠❛♠♠✐❢èr❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐s♦❧❡r ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❢♦rt❡s
❡♥tr❡ ❡s♣è❝❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❬✽❪✳ ❊❧❧❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉❧❡✈é ❞❡s q✉❡st✐♦♥s
s✉r ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ré❣✐♦♥s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s ❬✼✼❪ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞✬❡♥tr❡
❡❧❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❞❡s ré❣✐♦♥s ♥♦♥✲❝♦❞❛♥t❡s ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ▲❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❞❛♥s ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛s ❞❡s str✉❝t✉r❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❝♦♥s❡r✈é❡s ❡t ❞✬✐♥❢ér❡r ❞❡s rô❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s✱ ♦✉
❞✬✐s♦❧❡r ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ❛❝t✉❡❧s
♣❛rt❡♥t ❞✬❡s♣è❝❡s ♣r♦❝❤❡s✱ ❡t ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s à très ❢♦rt❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❢❛❝✐❧❡s à ❞ét❡❝t❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❡s♣è❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ♦♥t ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❝♦♠♠✉♥ é❧♦✐❣♥é✱ ❧❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t é✈♦❧✉é à ❞❡s ❞❡❣rés ❞✐✈❡rs ✿ ré❣✐♦♥s ❝♦❞❛♥ts ♣♦✉r ❞❡s ❧❡s ❆❘◆✱
❡t ❧❡s s✐t❡s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ❝♦♥s❡r✈é ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠✉t❛t✐♦♥s✱ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉①
❈❉❙ q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♠✐❡✉① ❝♦♥s❡r✈és✳ ▲❡s ré❣✐♦♥s r❡❝❤❡r❝❤é❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ❜r✉✐té❡s ❡t ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①❛❝ts ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❬✽✸✱ ✾✼❪ ♦♥t été ❝♦♥ç✉s ❛✜♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r
t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ✈ér✐✜❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s r❡❧❛t✐❢s à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ s❝♦r❡✳ ▼❛✐s ❧❡✉r ❝♦ût ❡♥
t❡♠♣s ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡t ❧✐♠✐t❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ à ❞❡ ❝♦✉rt❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❛✉ ♣❧✉s q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s
❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ❧❡ttr❡s✳ ▲❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s s✉r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①❛❝ts ✭❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✸✹❪✮ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❝♦ûts s♦✉s✲q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ t❡♠♣s✱ ♠❛✐s r❡st❡♥t ❡♥❝♦r❡ ✐♥s✉✣s❛♥t❡s

✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣♦✉r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ s✉r ❞❡s ❣é♥♦♠❡s ❝♦♠♣❧❡ts✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
♦♥t ❞♦♥❝ été ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡✱ ❛✜♥ ❞✬✐s♦❧❡r ❧❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ t❡①t❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ P❛r♠✐
❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s✱ ❝✐t♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❬✼✺✱ ✺✾❪✱ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡t ét❡♥❞♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✯ ✯

✯

▲✬❆❉◆ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡①t❡ q✉✐✱ tr❛♥s♠✐s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉ à ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ♦✉ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♠èr❡
à ❝❡❧❧✉❧❡s ✜❧❧❡s✱ s✉❜✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ r❡❝♦♣✐❡ ✭♠✉t❛t✐♦♥s✮✳ ❈❡s ♠✉t❛t✐♦♥s s♦♥t
♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ♣❛r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❡t ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t s❛♥s ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
♣r♦♥♦♥❝é❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ❢♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ é✈♦❧✉❡r ❧❡s ❣è♥❡s ❞✉♣❧✐q✉és s✉r ✉♥❡
♠ê♠❡ ❡s♣è❝❡ ✭❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t q✉❛❧✐✜és ❞❡ ♣❛r❛❧♦❣✉❡s✮ ♦✉ ❧❡s ❣è♥❡s ♣rés❡♥ts s✉r ❞❡s ❡s♣è❝❡s q✉✐
♦♥t ❞✐✈❡r❣é ♣❛r s♣é❝✐❛t✐♦♥ ✭♦rt❤♦❧♦❣✉❡s✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣♦s❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡s ❝♦♣✐❡s ✿ ❡❧❧❡s s♦♥t ❜r✉✐té❡s✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s❡ ❤❡✉rt❡ ❛❧♦rs à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❧♦❝❛❧✐s❡r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ s✐♠✐✲
❧❛r✐tés ❛✈❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ é❧✐♠✐♥❡✱ ♣♦✉r ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té✳ ❊❧❧❡ ❛❝❝é❧èr❡ ❞♦♥❝ ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❞ét❡❝t❡r t♦✉t❡s ❧❡s s✐✲
♠✐❧❛r✐tés ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣❛s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥
t❡♠♣s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ r❡st❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭♣❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t s♦✉s q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✸✹❪✮ ✿ ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ rés✉❧t❛t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❧♦rs
❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ♣r♦♣♦sés ✜❧tr❡♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❡♥
♣r♦❝é❞❛♥t à ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❞✉ t❡①t❡ ❬✼✸✱ ✼✹✱ ✺✱ ✽✶✱ ✹✻✱ ✾✽✱ ✻✱ ✶✵✸❪✳ ▲❡s
❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ t❡①t❡ r❡❝❤❡r❝❤és s♦♥t ❝♦♥t✐❣✉s ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡✳ ❙✐ ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❢r❛❣✲
♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉✣s❛♥t❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❞ét❡❝té❡ ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ s✐♥♦♥ ♣❡r❞✉❡✳ ❉❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❬✷✽✱ ✷✷❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡♥
♣r♦❝é❞❛♥t✱ ♥♦♥ ♣❧✉s à ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❝♦♥t✐❣✉s✱ ♠❛✐s ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❞✐ts ❡s♣❛❝és ✳ ❯♥
❢r❛❣♠❡♥t ❡s♣❛❝é ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✱ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦♥ ❧❛ t♦t❛❧✐té
❞❡s ❧❡ttr❡s s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ✜①és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✮✳

TAGCGCATCCTAGCGC

76543210

TAGCGCATCCTAGCGC

1110964210

❋✐❣✳ ✶ ✕ ❋r❛❣♠❡♥t ❝♦♥t✐❣✉ ❡t ❡s♣❛❝é

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉t♦r✐s❡ ❞♦♥❝ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠✉t❛t✐♦♥s ✭❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮ à
❛♣♣❛r❛îtr❡ s♦✉s ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r ❧❛ ❧✐st❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s s♦♥t ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s
q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ✿ ❝❡s ét✉❞❡s ❬✼✺✱ ✺✾❪ ♦♥t ♠❡♥é ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s ✿ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡
❡s♣❛❝é❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❝❤♦✐s✐s ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ✐ss✉❡s

✹



❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ❝♦✉✈r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡✱
❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s✐t✉♦♥s✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s
❡t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s
❣r❛✐♥❡s s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥s ♦♥t été r❡♥❞✉s ♣✉❜❧✐❝s ✭❨❛ss ❡t
❍❡❞❡r❛✮✳

✯ ✯

✯

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❤ès❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ✺ ❝❤❛♣✐tr❡s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ❝❛❞r❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ ♣ré❝✐s❡ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts r❡q✉✐s ❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡ ❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞♦♥♥❡
✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés✱ s✉✐✈✐❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱
❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡✳ ▲❡s q✉❛tr✐è♠❡ ❡t ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s
❛♣♣♦rts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❞❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s s✉r ❞❡s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞✐ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣r♦♣♦s❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ✿ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① séq✉❡♥❝❡s ❞✬❆❉◆ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s à tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❡❞❡r❛
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❝♦♥ç✉ ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s à tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡✣❝❛❝❡s✳ ▲❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs m, k ❛✈❡❝ k < m✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ✜❧tr❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♣✐❡s
s♦♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r m ❡t q✉✐ ♦♥t ❛✉ ♣❧✉s k ❡rr❡✉rs ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉
✜❧tr❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❧❛
♠❡tt♦♥s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s✳

▲❡s ♣ré♠✐❝❡s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t été ♣rés❡♥tés ❛✉① ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s
❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ✷✵✵✷ ❡t ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❧❡❝✉❧❛r
❇✐♦❧♦❣② ✷✵✵✸ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦st❡rs✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s s✉r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡✲
♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛ été ♣✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❇✐♦❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
✷✵✵✹ ❬✻✸❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛ été ♣✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ❧❡s
❛❝t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ P❛tt❡r♥ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✷✵✵✹ ❬✻✹❪ ❡t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st
♣❛r✉❡ ❞❛♥s ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❬✻✺❪✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧
♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✈♦♥t êtr❡ ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s
❧❡s ❛❝t❡s ❞✉ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ✷✵✵✺ ❬✻✻❪✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❨❛ss ❛ été ♣✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❏♦✉r♥é❡s ❖✉✈❡rt❡s ❇✐♦❧♦❣✐❡ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ▼❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡s ✷✵✵✹ ❬✽✼❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❇▼❈ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❬✽✽❪✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❡❜ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss ❛ été ♣✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♥✉♠ér♦ s♣é❝✐❛❧ ❞✉ ❥♦✉r♥❛❧ ◆✉❝❧❡✐❝ ❆❝✐❞s
❘❡s❡❛r❝❤ ❬✽✾❪✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❧♦rs ❞❡ sé♠✐♥❛✐r❡s ❞✬❆❝t✐♦♥s ❙♣é❝✐✜q✉❡s
♦✉ ❞❡ sé♠✐♥❛✐r❡s ✐♥✈✐tés✳ ❏✬❛✐ ♣♦✉r ♠❛ ♣❛rt ré❛❧✐sé ❧❡s ❡①♣♦sés ❧♦rs ❞❡s sé♠✐♥❛✐r❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ❧✬❆❙

✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞✉ t❡①t❡ ❡t ❉é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡♥ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✹ à ▲✐❧❧❡✱ ❧✬❆❙ ■♥❞❡① ❡t ▼♦t✐❢s ❡♥
♠❛✐ ✷✵✵✹ à ◆❛♥t❡s✱ ❧❡ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❙②♠❜✐♦s❡ ❡♥ ♠❛rs ✷✵✵✹ à ❘❡♥♥❡s✱ ❧❡ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
♣♦✉r ❧❡ ❣é♥♦♠❡ ❡♥ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✸ à ❊✈r②✱ ❧✬❆❙ ■♥❞❡① ❡t ▼♦t✐❢s ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✸ à ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r✱
❧✬é❝♦❧❡ ❏❡✉♥❡s ❈❤❡r❝❤❡✉rs ❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ❈❛❧❝✉❧ ❋♦r♠❡❧ ❡♥ ♠❛rs ✷✵✵✸ à ▼❛r♥❡✲❧❛✲❱❛❧❧é❡✱
❧✬❆❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t séq✉❡♥❝❡s ❡♥ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✸ à ◆❛♥❝②✳

✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ❈❡ q✉✐ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❇✐♦✲✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷ ▲❡ ❣é♥♦♠❡ ❡t ❧✬❆❉◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✸✳✶ ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✸✳✷ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✺ ▼✉t❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶ ❈❡ q✉✐ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❇✐♦✲✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡

▲❡ t❡r♠❡ ❇✐♦✲✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✭❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✮ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ q✉✬❛✉
t♦✉t ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛♥❣❧❛✐s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❞❡ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ ❜r❛♥❝❤❡ q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡t♦✉r♥❡r ❛✉ ❳■❳e s✐è❝❧❡✱ ❡♥
❆✉tr✐❝❤❡ ✿ ●r❡❣♦r ✭❞❡ s♦♥ ✈r❛✐ ♣ré♥♦♠ ❏♦❤❛♥♥✮ ▼❡♥❞❡❧ ❞é❝♦✉✈r❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❞❡ ❧✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s✳ ❈❡ ❝❛♣✉❝✐♥ ♠♦r❛✈❡ ré❛❧✐s❡ ❡♥ ✶✽✻✺ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❞❡s ♣♦✐s✱
❝r♦✐s❛♥t ❞❡s ❧✐❣♥é❡s ♣✉r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❧✐❣♥é❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é❢❛✉t✭s✮ ✭❞é❢❛✉t ❞✬❛s✲
♣❡❝t✱ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✮ ✿ ✐❧ ❞é❝♦✉✈r❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ré❝❡ss✐❢✴❞♦♠✐♥❛♥t t♦✉t ❡♥ ② ❛ss♦❝✐❛♥t ❧❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❡♥tr❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✳ ❈❡s ét✉❞❡s s❡r♦♥t ♦✉❜❧✐é❡s ♣❡♥❞❛♥t ✸✺ ❛♥s✱ ♣♦✉r êtr❡
r❡❞é❝♦✉✈❡rt❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❳❳e s✐è❝❧❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❛r ❈♦rr❡♥s✱ ❱♦♥ ❚❡s❝❤❡r♥❛❦ ❡t ❉❡ ❱r✐❡s✳
▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❣è♥❡ ❡st ✐♥✈❡♥té ♣❛r ❏♦❤❛♥♥s❡♥ ❡♥ ✶✾✵✺✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤éré❞✐té
s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼♦r❣❛♥ s✉r ❧❛ ❞r♦s♦♣❤✐❧❡ ✿ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉①
❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✳

❈❡ s♦♥t ❧❡s ❞é❝♦✉✈❡rt❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡r✐❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳ ❆✈❡r②✱ ▼❛❧❡♦❞ ❡t ▼❝❈❛rt② ✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❡♥
✶✾✹✹ ❧✬❛❝✐❞❡ ❞és♦①②r✐❜♦♥✉❝❧é✐q✉❡ ✭❆❉◆✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ♠❛tér✐❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡✳
❊♥ ✶✾✺✸✱ ❲❛ts♦♥ ❡t ❈r✐❝❦ ❢♦♥t ❧❛ ✭❞és♦r♠❛✐s très ❝é❧è❜r❡✮ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡
❤é❧✐❝❡ ❞❡ ❧✬❆❉◆✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘✳ ❊✳ ❋r❛♥❦❧✐♥✳ ❊♥ ✶✾✺✽✱ ❈r✐❝❦ ❞é❝♦✉✈r❡ ❧❡s ❆❘◆ ❞❡
tr❛♥s❢❡rt✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣❛r ❈r✐❝❦ ❡t ❇r❡♥♥❡r ❡♥ ✶✾✻✶ ✿
❝✬❡st ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ tr✐✲♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❡t ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st

✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐❡

❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é❝❤✐✛ré❡ ❡♥ ✶✾✻✻ ♣❛r ❑❤♦r❛♥❛✳ ❊♥ ✶✾✻✺✱ ▼♦♥♦❞✱ ▲✇♦✛ ❡t ❏❛❝♦❜ ✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❧❡s
♣r❡♠✐❡rs ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❣è♥❡s✳ ▲❡s ❡①♦♥s ❡t ✐♥tr♦♥s s❡r♦♥t ❞é❝♦✉✈❡rts ❡♥ ✶✾✼✼✳

▲❡s ❣r❛♥❞s tr❛✈❛✉① ❞❡ séq✉❡♥ç❛❣❡ ❡♥ ♠❛ss❡ ❞é❜✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥✱ ❡♥ ✶✾✾✺✱ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❞✉ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛❝tér✐❡ ❍❡♠♦♣❤✐❧✉s ■♥✢✉❡♥③❛❡✱ ❡♥ ✶✾✾✻✱ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡
❧❛ ❧❡✈✉r❡ ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ❈❡r❡✈✐s✐❛❡✳ ▲✬✐♥térêt ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ❣è♥❡s ❛❧♦rs ♥♦♥ ❝♦♥♥✉s q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✈❡❝ ❞❡s ❣è♥❡s
❝♦♥♥✉s ❞✬❛✉tr❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ✿ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐♥❢ér❡r
❞❡s rô❧❡s ♣✉t❛t✐❢s✳

▲❡ séq✉❡♥ç❛❣❡ ❡♥ ♠❛ss❡ s✬❡st ❛❝❝é❧éré ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣r♦✲
❝❛r②♦t❡s ✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠✐❝r♦✲♦r❣❛♥✐s♠❡s ♣❛t❤♦❣è♥❡s ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❣é♥♦♠❡s
❞✬❡✉❝❛r②♦t❡s✱ ❛❧❧❛♥t ❞✉ ❣é♥♦♠❡ ❞❡ ❈❛❡♥♦r❤❛❜❞✐t✐s ❊❧❡❣❛♥s ✭✈❡r✮ ♣♦✉r ❧❡ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥ ❡♥ ✶✾✾✺
❛✉ ❣é♥♦♠❡ ❞❡ ❈❛♥✐s ▲✉♣✉s ❉♦♠❡st✐❝❛ ✭❝❤✐❡♥✮ ❡♥ ✷✵✵✺✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼✉s ▼✉s❝✉❧✉s
✭s♦✉r✐s✮ ❡♥ ✷✵✵✸ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍♦♠♦ ❙❛♣✐❡♥s ✭❤✉♠❛✐♥✮ ❡♥ ✷✵✵✶✳

✶✳✷ ▲❡ ❣é♥♦♠❡ ❡t ❧✬❆❉◆

▲❡ ❣é♥♦♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❡t ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ✉♥✐té ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ✈✐✈❛♥t✳ ▲❡ ❣é♥♦♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ♦✉ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤r♦✲
♠♦s♦♠❡s✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s✉♣♣♦rt ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❀ ❧❡
♠ét❛❜♦❧✐s♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❡st q✉❛♥t à ❧✉✐ ❛ss✉ré ❡♥ ♠❛❥♦r✐té ♣❛r
❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣é♥♦♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❣é♥♦♠❡s ❡✉❝❛r②♦t❡s✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st
♣♦rté❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❜❛❝tér✐❡s✱ ❧❡ ❣é♥♦♠❡ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥
s❡✉❧ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳

▲❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s s♦♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s ❢♦r♠és à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬❆❉◆ ✭❛❝✐❞❡ ❞és♦①②r✐❜♦✲
♥✉❝❧é✐q✉❡✮✳ ❯♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬❆❉◆ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❜r✐♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r
❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❤②❞r♦❣è♥❡s✳

A C C G A T C A T

TA GC

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ◆✉❝❧é♦t✐❞❡s ❡t ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s

❈❤❛q✉❡ ❜r✐♥ ❞✬❆❉◆ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❞♦♥t ✉♥
❝♦♠♣♦s❛♥t ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣❛r♠✐ q✉❛tr❡ ❜❛s❡s ❆✱❚✱●✱❈ ✭❆❞é♥✐♥❡✱ ❚❤②♠✐♥❡✱ ●✉❛♥✐♥❡✱ ❈②t♦s✐♥❡✮✳ ❈❡s
♥✉❝❧é♦t✐❞❡s s♦♥t ❝❤❛î♥és ❡♥tr❡ ❡✉① à ❧✬❛✐❞❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ s✉❝r❡✲♣❤♦s♣❤❛t❡✳ ❈❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ♣♦❧❛r✐sé✱ ❝❡
q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ à ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳

▲❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬❆❉◆ ❞♦✉❜❧❡✲❜r✐♥ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❞❡s ❜❛s❡s ✿
❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s ❞✬❆❉◆ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛✣♥✐té ✭❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜❛s❡s A ❡t
T ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❧❡s ❜❛s❡s G ❡t C ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳

✽



✶✳✸✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡

T

A

C

G

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❞❡s ❜❛s❡s

❈❡tt❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❡st ❞✉❡ à ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❛♣♣❡❧é❡s ❧✐❛✐s♦♥s
❤②❞r♦❣è♥❡s ✭r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ✢è❝❤❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ❈❡s ❧✐❛✐s♦♥s s♦♥t ré♣✉té❡s
êtr❡ ♠♦✐♥s s♦❧✐❞❡s q✉❡ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s✉❝r❡✲♣❤♦s♣❤❛t❡✳ ❊❧❧❡s
s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t r♦❜✉st❡s ♣♦✉r ❧✐❡r ❞❡✉① ❜r✐♥s ❞✬❆❉◆ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs
s♦✐❡♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭à ✉♥❡ ❧❡ttr❡ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♠♦❧é❝✉❧❡✮ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❡rsés ✭❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s ❡st ♦♣♣♦sé❡✮✳ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡
❧✐❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ ❜r✐♥ à s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐♥✈❡rsé s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✮✳

C

G C

G T

A

T

A T

AC

G A
A

T TT

A
G

C

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❍②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✐♥✈❡rsé❡s

✶✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡

▲❡ ❞♦❣♠❡ ❞❡ ❈r✐❝❦ ✭q✉✐ ❛ ❞é❝♦✉✈❡rt ❛✈❡❝ ❲❛ts♦♥ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ❤é❧✐❝❡ ❞❡ ❧✬❆❉◆✮
❞✐t q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ✉♥ êtr❡ à s❛ ♣r♦❣é♥✐t✉r❡ ♥❡ r❡♣♦s❡ q✉❡ s✉r ❧✬❆❉◆✳ ❈❡rt❛✐♥❡s
♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❆❉◆ s♦♥t tr❛♥s❝r✐t❡s ❡♥ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬❆❘◆ ✭❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬❆❘◆ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❆❉◆✱ ❤♦r♠✐s ❧❡s ❜❛s❡s T q✉✐ s♦♥t s✉❜st✐t✉é❡s ♣❛r ❞❡s ❜❛s❡s ✉r❛❝✐❧❡ U✮✳ ❈❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
❞✬❆❘◆ ♠❡ss❛❣❡r s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ tr❛❞✉✐t❡s ✭t❡r♠❡ ❛♥❣❧❛✐s tr❛♥s❧❛t❡❞✮ ❡♥ ❝❤❛î♥❡s ♣♦❧②♣❡♣t✐❞✐q✉❡s✳ ▲❡s
♣r♦té✐♥❡s s❡ r❡♣❧✐❡♥t s✉r ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭♦♥
♣❛r❧❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❊❧❧❡s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡ ♠ét❛❜♦❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐❡

C

G C

G T

A

T

A

C

G T

A C

G

C

G

C

G

C

G

T

A

C C C A C C CC G UUU

ADN

ARNm

 

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥

✶✳✸✳✶ ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥

▲❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❧✬❆❉◆ ❡♥ ❆❘◆ s✐♠♣❧❡ ❜r✐♥ ❛♣♣❡❧é
❆❘◆ ♠❡ss❛❣❡r ✭♥♦té ❆❘◆♠ ❞❛♥s ❧✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✮✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❡st ❢❛✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ❛♣♣❡❧é❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦té✐♥❡✱ ❧✬❆❘◆
♣♦❧②♠ér❛s❡✳ ▲✬❆❘◆ ♣r♦❞✉✐t ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❝❤❡③ ❧❡s ❡✉❝❛r②♦t❡s ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬é♣✐ss❛❣❡ ✿ ❞❡s s♦✉s✲
séq✉❡♥❝❡s ❛♣♣❡❧é❡s ✐♥tr♦♥s s♦♥t r❡t✐ré❡s ❞❡ ❧✬❆❘◆✱ ❧❛✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥
❞❡s ♣❛rt✐❡s r❡st❛♥t❡s ❛♣♣❡❧é❡s ❡①♦♥s✳

✶✳✸✳✷ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥

❚❛❜✳ ✶✳✶ ✕ ❈♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧
❯❯❯ P❤❡ ❯❈❯ ❙❡r ❯❆❯ ❚②r ❯●❯ ❈②s
❯❯❈ P❤❡ ❯❈❈ ❙❡r ❯❆❈ ❚②r ❯●❈ ❈②s
❯❯❆ ▲❡✉ ❯❈❆ ❙❡r ❯❆❆ ❙t♦♣ ❯●❆ ❙t♦♣
❯❯● ▲❡✉ ❯❈● ❙❡r ❯❆● ❙t♦♣ ❯●● ❚r♣
❈❯❯ ▲❡✉ ❈❈❯ Pr♦ ❈❆❯ ❍✐s ❈●❯ ❆r❣
❈❯❈ ▲❡✉ ❈❈❈ Pr♦ ❈❆❈ ❍✐s ❈●❈ ❆r❣
❈❯❆ ▲❡✉ ❈❈❆ Pr♦ ❈❆❆ ●❧♥ ❈●❆ ❆r❣
❈❯● ▲❡✉ ❈❈● Pr♦ ❈❆● ●❧♥ ❈●● ❆r❣
❆❯❯ ■❧❡ ❆❈❯ ❚❤r ❆❆❯ ❆s♥ ❆●❯ ❙❡r
❆❯❈ ■❧❡ ❆❈❈ ❚❤r ❆❆❈ ❆s♥ ❆●❈ ❙❡r
❆❯❆ ■❧❡ ❆❈❆ ❚❤r ❆❆❆ ▲②s ❆●❆ ❆r❣
❆❯● ❙❚❘ ❆❈● ❚❤r ❆❆● ▲②s ❆●● ❆r❣
●❯❯ ❱❛❧ ●❈❯ ❆❧❛ ●❆❯ ❆s♣ ●●❯ ●❧②
●❯❈ ❱❛❧ ●❈❈ ❆❧❛ ●❆❈ ❆s♣ ●●❈ ●❧②
●❯❆ ❱❛❧ ●❈❆ ❆❧❛ ●❆❆ ●❧✉ ●●❆ ●❧②
●❯● ❱❛❧ ●❈● ❆❧❛ ●❆● ●❧✉ ●●● ●❧②

▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❧✬ét❛♣❡ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ❆❘◆ ♠❡ss❛❣❡r ❡♥ ♣r♦té✐♥❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❢❛✐t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥♦♠♠é r✐❜♦s♦♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❆❘◆ ❡t ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s

✶✵



✶✳✹✳ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s

C C A C C CC G UUU

C C A C C CC G UUU

A.A. 

A G G

A.A. 

CGA

ARNm

A.A. 

Protéine

ARNt

Ribosome

ARNm

❋✐❣✳ ✶✳✺ ✕ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥

❆❘◆ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭♥♦tés ❆❘◆t ❞❛♥s ❧✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✳
❯♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ✭✐❧ ❡①✐st❡ ✷✵ t②♣❡s ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és

❞✐✛ér❡♥ts✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❡st ❡♥❝♦❞é ♣❛r ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❛♣♣❡❧é ❝♦❞♦♥ ✿ ❝♦♠♠❡ ✐❧
❡①✐st❡ ✷✵ t②♣❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❡t q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❛✉t♦r✐s❡ ✻✹ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐sé ❡st
❞♦♥❝ r❡❞♦♥❞❛♥t ✭✈♦✐r ❧❛ t❛❜❧❡ ✶✳✶✮✳ ❯♥ ❝♦❞♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❆❯● s❡rt ❞✬❛♠♦r❝❡ ✭❙t❛rt✮ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧❡❝t✉r❡✱ ❧✬❆❘◆ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❧✉ ♣❛r tr✐♣❧❡t ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ ❝♦❞♦♥ st♦♣ ✭❞é✜♥✐ ♣❛r ❯●❆✱❯❆❆✱❯❆●✮
s♦✐t tr♦✉✈é✳

▲❡ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝♦❞♦♥s ❡t ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡
♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧✳ ❙❡✉❧s ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦t♦③♦❛✐r❡s✱
❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❡s ♦♥t ✉♥ ❝♦❞❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✶✳✶✳

✶✳✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s

▲♦rs ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠é✐♦s❡ ✭♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ q✉✐ sé♣❛r❡ ❧❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s
❛✜♥ ❞❡ ❢♦r♠❡r ❧❡s ❣❛♠èt❡s✮✱ ❧❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s s✉❜✐ss❡♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡s tr❛♥s❧♦❝❛✲
t✐♦♥s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✳ ▼❛✐s ❞✉r❛♥t t♦✉t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭♠✐t♦s❡✮ q✉✐ ❛♠è♥❡ ✉♥ ❣❛♠èt❡ ❢é❝♦♥❞é à ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ r❡❝♦♣✐❡
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ✿ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ é✈♦❧✉❡✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛r♠✐ ❝❡s ❡rr❡✉rs✱ ❞❡s ♣❧✉s
❢réq✉❡♥t❡s ❛✉ ♠♦✐♥s ❢réq✉❡♥t❡s ✿

✕ ❧❡s ♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s q✉✐ r❡♠♣❧❛❝❡♥t ✉♥ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥
❛✉tr❡ ✭✐❧ s✬❛❣✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣✉❛♥✐♥❡ G ♣❛r ✉♥❡ ❝②t♦s✐♥❡ C✮✳ ❈❡s
♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s s♦♥t sé♣❛ré❡s ❡♥ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❛♣♣❡❧é❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t tr❛♥s✈❡r✲
s✐♦♥s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣❛r♠✐ ❧❡s 6 ♣❛✐r❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱

✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐❡

✕ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s A↔ G ❡t C ↔ T s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
✕ ❧❡s 4 ❛✉tr❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s tr❛♥s✈❡rs✐♦♥s

✕ ❧❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s ♦✉ s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts s♦♥t
❛♣♣❡❧és ✐♥❞❡❧s

✕ ❧❡s ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉❡s à ✉♥ ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é✳ ❈❡ s♦♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s q✉✐ s♦♥t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s
❞❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❞✐t❡s ❡♥ t❛♥❞❡♠

✕ ❧❡s ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉❡s à ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❝r♦ss✐♥❣✲♦✈❡r✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s
ré♣ét✐t✐♦♥s ❞✐st❛♥t❡s

▲❡s ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ❧❡s ✐♥❞❡❧s✮ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s
✕ ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❡♥ t❛♥❞❡♠✱ ❞♦♥t ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s ❝♦♣✐❡s s♦♥t ❥✉①t❛♣♦sé❡s✳ ❈❡s ré♣ét✐t✐♦♥s

s♦♥t ❛ss❡③ ❢réq✉❡♥t❡s ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ✭té❧♦♠èr❡s✮ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s
❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ✭❝❡♥tr♦♠èr❡✮✳

✕ ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❞✐st❛♥t❡s s✉r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤r♦♠♦s♦♠❡✭s✮✱ ❞✉❡s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❞❡s ❞✉✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♠❛✉✈❛✐s ré✲❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts ♦✉ ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡s tr❛♥s♣♦s♦♥s✱ é❧é♠❡♥ts ♠♦❜✐❧❡s
❞✉ ❣é♥♦♠❡✳ ▲❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❞✐st❛♥t❡s s♦♥t ré♣❛rt✐❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❣é♥♦♠❡✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉① ♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡s ✭s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ✐♥❞❡❧s✮ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❞✬✉♥❡ ré♣ét✐t✐♦♥ é✈♦❧✉❡♥t✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❝♦♣✐❡s s♦♥t ❞❡ ♠♦✐♥s ❡♥ ♠♦✐♥s
r❡ss❡♠❜❧❛♥t❡s ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❞ét❡❝t❡r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♥✬❛♣♣❛r❛ît✱ ❧❡s ❝♦♣✐❡s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à é✈♦❧✉❡r ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦✉r ♥❡ ♣❧✉s êtr❡ ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s✳ ❈❡
q✉✐ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ✐♥✢✉❡♥t s✉r ❝❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥✳

✶✳✺ ▼✉t❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛✉① ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s ♠✉t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❝♦❞❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ r❛♣✐❞❡
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s✳

❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❝♦❞❛♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞✬❆❉◆ ❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ✉♥
♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ 3✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st tr❛❞✉✐t❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❛ t❛❜❧❡ ✶✳✶✮ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦❞♦♥ ✭tr✐✲♥✉❝❧é♦t✐❞❡✮ ❡t ✉♥ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ t❛❜❧❡ ✶✳✶✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✉♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♦✉ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é tr❛❞✉✐t✳
▲❛ ♣r♦té✐♥❡ ❝♦♥str✉✐t❡ s❡r❛ ❛✛❡❝té❡✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❛❧♦rs ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡t très
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡✳ ❯♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞♦♥ ❡st ✿

✕ s❛♥s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✭à ❞❡✉① ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♣rès✮ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
✕ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ❝❛s s❛♥s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✈❡rs✐♦♥✱

❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs q✉❛❧✐✜é ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♠✉t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s tr♦✐s✐è♠❡s ❜❛s❡s ❞❡s ❝♦❞♦♥s✱ ❡t ❧❛ s✉r✲❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❞❡ t②♣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❝♦❞❛♥t❡s ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❡s ♠✉t❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♦✉♠✐s❡s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣r♦✲
✈❡♥❛♥t ❞❡ ré❣✐♦♥s ❝♦❞❛♥t❡s✳ ▼❛✐s ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s✱ ♦✉ ♣❛s ❡♥❝♦r❡
❝♦♥♥✉s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥s ✭♣r♦♠♦t❡✉rs✮ ❞♦♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s
à ❞é♠♦♥tr❡r s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♠✐❡✉① ❝♦♥s❡r✈és✱ ❝❛r ✉♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♣r♦✲
♠♦t❡✉r ❡st s♦✉✈❡♥t ♣❡✉ ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡ ♦✉ ❧ét❛❧❡ ✭❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥❡ ♥❛îtr❛ ♣❛s✮✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡ t❡❧s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❡t ❧❡s ♠♦t✐❢s ❛ss♦❝✐és ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❣é♥♦♠❡s
❞✬❡s♣è❝❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❬✶✵✵❪✳ ❊t ❝❡❧❛ r❡st❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳

✶✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✶✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✶✳✷ ❉✐st❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✶✳✸ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✶✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✶✳✺ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✶✳✻ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❞❡❧ ❛✣♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✶✳✼ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❉♦t✲♣❧♦t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✷✳✶ ❆✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✷✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✷✳✹ ❆✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✐✈✐sé
❡♥ ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s ✿ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✶ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡ ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✸✮ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✹✮ s♦♥t ♣rés❡♥tés✳

✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡

▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❡st ✉♥ ✓ ❝♦✉t❡❛✉ s✉✐ss❡ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦✲✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s r❡ss❡♠❜❧❛♥t❡s ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs séq✉❡♥❝❡s✱ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❣é♥♦♠❡ ♦✉
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ❣é♥♦♠❡s ✭❜❛❝tér✐❡s✱ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣é♥♦♠❡s ❡✉❝❛r②♦t❡s✱ ❡t❝✮✱ ♣❡r♠❡t ❞❡
♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡✉rs ♦r✐❣✐♥❡s✱ ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡t ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ♣❛r❡♥té ❡♥tr❡ ❡s♣è❝❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s rô❧❡s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❝♦♥s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
❣é♥♦♠✐q✉❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts é✈♦❧✉t✐❢s q✉✐ ❛✛❡❝t❡♥t
❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✶✳✶✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❡✉① ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✭♣❛rt✐❡
✷✳✶✳✷✳✶✮ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✶✳✷✳✷✮✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s

✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

❢♦r♠❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✶✳✸✮✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✶✳✹✮✳

✷✳✶✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s

▲❡s séq✉❡♥❝❡s é✈♦❧✉❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡✲
r♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ✉♥ ♠♦t ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦t ❡t s♦♥t
ré✈❡rs✐❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬② ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s②♠étr✐❡✳

P❛r♠✐ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✿
✕ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✐t❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❛r❛❝tèr❡✳
✕ ❧❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s ❡t s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛r❛❝tèr❡s✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s

✐♥❞❡❧s ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❛♥❣❧❛✐s ✐♥s❡rt✐♦♥ ❡t ❞❡❧❡t✐♦♥✳
■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✬❛✉tr❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ✿
✕ ❧❡s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❬✶✷❪
✕ ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ❧❡ttr❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♦✉ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❧❡ttr❡s ❬✶✶❪
✕ ❧❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❧❡ttr❡s✳

◆♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥s ❡t s✉r ❧❡s ✐♥❞❡❧s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶ ✿ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✴ ✐♥❞❡❧s

AGACTTA→ AGAGTTA s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❧❡ttr❡ C ♣❛r ✉♥ G
AGACTTA→ AGAGTCTTA ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ❧❡ttr❡s GT ❡♥ q✉❛tr✐è♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥
AGACTTA→ AGATTA s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ C ❞❡ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥

✷✳✶✳✷ ❉✐st❛♥❝❡s

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✳

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ d : Σ∗ × Σ∗ → R ❡st q✉❛❧✐✜é❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r Σ s✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r t♦✉t u, v ∈ Σ∗✳

P♦s✐t✐✈✐té ✿ d(u, v) ≥ 0

■❞❡♥t✐té ✿ u = v ⇐⇒ d(u, v) = 0

❙②♠étr✐❡ ✿ d(u, v) = d(v, u)

■♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✿ ∀w ∈ Σ∗ d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v)

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❬✸✸❪✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✱ ❝✐t♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣ré✜①❡✱ s✉✣①❡✱ ❡t ❢❛❝t❡✉r

❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ d(u, v) = |u|+ |v| − 2× |L(u, v)| ♦ù L(u, v) ❞és✐❣♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣
♣ré✜①❡ ❝♦♠♠✉♥✱ s✉✣①❡ ❝♦♠♠✉♥✱ ♦✉ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♠♠✉♥ à u ❡t v✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❞❡✉① ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❝❡❧❧❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✐t❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ✭♦✉ ❞✬é❞✐t✐♦♥✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs
❡①t❡♥s✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❛♣rès✳

✷✳✶✳✷✳✶ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ dH ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❞❡✉① ♠♦ts ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ ❞❡✉① ♠♦ts ❞✐✛èr❡♥t✳ ◆♦✉s ♥✬❛✉t♦r✐s♦♥s

✶✹



✷✳✶✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡

❡t ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

❊①❡♠♣❧❡ ✷ ✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣

dH(AGACTTA, AGGCTCA) ❂ ✷ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ A ♣❛r G ❡t
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r T ♣❛r C✳

dH(AGACTTA, AGAGTTA) ❂ ✶ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ C ♣❛r G✳

✷✳✶✳✷✳✷ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ dL ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❞❡✉① ♠♦ts ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡t ❧❡s ✐♥❞❡❧s ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦t ❡♥ ❧❡
s❡❝♦♥❞ ♠♦t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸ ✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥

dL(AGACTTA, AGATTT) ❂ ✷ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ C ❡t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ A ♣❛r T✳

dL(AGACTTA, AGAGTTA) ❂ ✶ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ C ♣❛r G✳

✷✳✶✳✷✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥✮ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r ✉♥
❝♦ût à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥✱ ❡t ❞❡ s✉♣✲
♣r❡ss✐♦♥ ✭❞é❧ét✐♦♥✮ ♣♦ssè❞❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ ❝♦ût ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❧❡ttr❡s✴ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ ❛ss♦❝✐é❡✮

✕ Sub(a, b) ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝♦ût ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ a ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ b✳
✕ Del(a) ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝♦ût ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ a✳
✕ Ins(a) ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝♦ût ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ a✳
❆ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Sub(a, b) ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✿ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡

❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ ❞❡s 0 s✉r s❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s
✭❡t ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r Σ✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✮✳ ▲❡s ❝♦ûts
Del(a) ❡t Ins(a) ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ♣♦✉r t♦✉t a ∈ Σ✳

❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✹ ✿ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Σ = {A, T, G, C}

S(a, b) ❆ ❚ ● ❈

❆ ✵ ✷ ✶ ✷
❚ ✷ ✵ ✷ ✶
● ✶ ✷ ✵ ✷
❈ ✷ ✶ ✷ ✵

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ S(A, T) = 2 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ A ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ T ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦ût
❞❡ 2✳

▲❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦ûts ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ dLg(u, v) ✭u, v ∈ Σ∗✮ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ u ❡♥ v✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺ ✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ●é♥ér❛❧✐sé❡

▲❡s ❝♦ûts ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s S(a, b) s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s ②
❛ss♦❝✐♦♥s ❧❡s ❝♦ûts Del(a) = 3 ❡t Ins(a) = 3 ♣♦✉r t♦✉t a ∈ Σ

dLg(AGACTTA, AGATTT) ❂ ✹ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ A ✭Del(A) = 3✮ ❡t
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ C ♣❛r T ✭Sub(C, T) = 1✮✳

dLg(AGACTTA, AGATTTA) ❂ ✶ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ C ♣❛r T ✭Sub(C, T) = 1✮✳

✷✳✶✳✸ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts

❆✜♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ♠♦t u ❡♥ ✉♥ ♠♦t
v✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❧✐st❡ ✭❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡✮ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻ ✿ ❧✐st❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ TCCAGACTTA→ TCGCAGATTG

TCCAGACTTA→ TCCAGACTTG s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r A ♣❛r G
TCCAGACTTG→ TCCAGATTG s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ C

TCCAGACTTG→ TCGCAGATTG ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ G

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛❞♦♣té❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❞❡ t②♣❡
▲❡✈❡♥st❡✐♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ❆ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s
❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t A ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ▲✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Σ ∪ {✲} ✿ A = (Σ ∪ {✲})× (Σ ∪ {✲})✳
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✲ ❞és✐❣♥❡ ✐❝✐ ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡✳ ❙✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s
s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ a ♣❛r b ✭a, b ∈ Σ✮ ❡st ♥♦té❡ ♣❛r ❧❡ t✉♣❧❡
(
a
b

)
✳

✕ ✉♥❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ a ∈ Σ ❡st ♥♦té❡ ♣❛r ❧❡ t✉♣❧❡
(✲
a

)
✱

✕ ✉♥❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ a ∈ Σ ❡st ♥♦té❡ ♣❛r ❧❡ t✉♣❧❡
(
a
✲
)
✳

❙✐ ♥♦✉s ♦r❞♦♥♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ♠♦t u
❡♥ ✉♥ ♠♦t v ✭tr✐ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦ù ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✮✱ ❛❧♦rs ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦r♠❡ ✉♥ ♠♦t
s✉r A∗ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼ ✿ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ TCCAGACTTA→ TCGCAGATTG

(
T

T

)(
C

C

)(
−

G

)(
C

C

)(
A

A

)(
G

G

)(
A

A

)(
C

−

)(
T

T

)(
T

T

)(
A

G

)

♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t é❝r✐t

(
TC ✲ CAGACTTA
TCGCAGA ✲ TTG

)

✷✳✶✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥
❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s ❞✬é❞✐t✐♦♥✳

✶✻



✷✳✶✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ✐❝✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱
♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥s ✿ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥✳

✷✳✶✳✹✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❬✸✸❪ G(u, v) =< S,A > ❞❡ ❞❡✉① ♠♦ts u ❡t v ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡❝❡♥s❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r u ❡♥ v✱
❡t✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ u ❡t ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ v✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts S ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣ré✜①❡s ❞❡ u ❡t v ✿ S = u[1..i] × v[1..j] ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [0..|u|], j ∈ [0..|v|] ✭i = 0 ♦✉ j = 0
❝♦rr❡s♣♦♥❞r♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦t ✈✐❞❡✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s A ❡st q✉❛♥t à ❧✉✐ ❝♦♥str✉✐t
❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s❡❧♦♥ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ s♦♠♠❡t
s′ ∈ S à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t s ∈ S✳

❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ s♦♠♠❡t s′ =< i, j > ✭s♦♠♠❡t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❛✐r❡
u[1..i]× v[1..j]✮ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✕ s✐ i > 0✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛rêt❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ u[i] r❡❧✐❡ ❧❡ s♦♠♠❡t s =<
i− 1, j > ✈❡rs ❧❡ s♦♠♠❡t s′ =< i, j >✳

✕ s✐ j > 0✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛rêt❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ v[j] à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ j r❡❧✐❡ ❧❡ s♦♠♠❡t
s =< i, j − 1 > ✈❡rs ❧❡ s♦♠♠❡t s′ =< i, j >✳

✕ s✐ i > 0 ❡t j > 0✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛rêt❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ u[i] ♣❛r v[j] r❡❧✐❡ s =<
i− 1, j − 1 > ✈❡rs ❧❡ s♦♠♠❡t s′ =< i, j >✳
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❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦ts u = TCCAATA ❡t v = TCGATG

✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

✷✳✶✳✹✳✷ ❘é❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥

❙✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ G(u, v) =< S,A >✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s C(i, j)
♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t < 0, 0 > ✈❡rs ❧❡ s♦♠♠❡t < i, j >✳ P♦✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞♦♥♥é c ∈ C(i, j)✱ s♦♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝♦ût q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦ût ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s ❛rêt❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ c′ ∈ C(|u|, |v|)
❞♦♥t ❧❡ ❝♦ût ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❖r✱ ♣❛r ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
♣ré✜①❡s c ∈ C(i, j) (i < |u|, j < |v|) ❞♦♥t ❧❡ ❝♦ût ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦ût T (i, j) ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥
♠✐♥✐♠❛❧ c ∈ C(i, j) ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♠✐♥✐♠❛✉① q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ♣ré✜①❡s ✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞✬❛♣rès
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r T (i, j) ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ T (i − 1, j − 1)✱
T (i, j − 1) ❡t T (i− 1, j) ❝♦♠♠❡ ✿

T (i, j) = min







T (i− 1, j − 1) + Sub(u[i], v[j]) s✐ 0 < i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|

T (i, j − 1) +Del(u[i]) s✐ 0 ≤ i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|

T (i− 1, j) + Ins(v[j]) s✐ 0 < i ≤ |u| ❡t 0 ≤ j ≤ |v|

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss♦❝✐é ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ T ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s (|u|+ 1)× (|v|+ 1) ✿

✕ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲ ❞✐r❡ ❛✛❡❝t❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① é❧é♠❡♥ts T [i, 0] ♣♦✉r i ∈ [0..|u|] ❡t ❛✉① é❧é♠❡♥ts T [0, j] ♣♦✉r j ∈ [0..|v|]✳

✕ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✭❜♦✉❝❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r ✜♥❛❧❡♠❡♥t
❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦ts u ❡t v ✭✈❛❧❡✉r T (|u|, |v|)✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥
❊♥tré❡s ✿ ❞❡✉① ♠♦ts u ❡t v s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ✱
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ Sub : Σ2 → R✱
❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥❞❡❧s Ins : Σ→ R✱ Del : Σ→ R

❙♦rt✐❡s ✿ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ❡♥tr❡ u ❡t v
❉♦♥♥é❡s ✿ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ T ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (|u|+ 1)× (|v|+ 1)
T [0, 0]← 0❀
♣♦✉r i ❞❡ 1 à |u| ❢❛✐r❡

T [i, 0]← T [i− 1, 0] +Del(u[i])❀

♣♦✉r j ❞❡ 1 à |v| ❢❛✐r❡
T [0, j]← T [0, j − 1] + Ins(v[j])❀
♣♦✉r i ❞❡ 1 à |u| ❢❛✐r❡

T [i, j] = min





T [i− 1, j − 1] + Sub(u[i], v[j]),
T [i, j − 1] +Del(u[i]),
T [i− 1, j] + Ins(v[j])





r❡t♦✉r♥❡r T [|u|, |v|]❀

✷✳✶✳✺ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é✳ ■❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❛❝t✐✈é❡s ♣❛r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧

✶✽



✷✳✶✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡

❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥✳
❯♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts < i, j > ❡t < i′, j′ > ❡st ❛❝t✐✈é❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧

c ∈ C(i, j) ✭i ≤ |u|, j ≤ |v|✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ✱ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ T [i, j]✱T [i′, j′]
❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ s❝♦r❡ ✐✳❡✳ s✐ ✿

✕ i = i′ + 1 ❡t j = j′ + 1 ✐♠♣❧✐q✉❡ T [i, j] = Sub(u[i], v[j]) + T [i′, j′]
✕ i = i′ ❡t j = j′ + 1 ✐♠♣❧✐q✉❡ T [i, j] = Ins(v[j]) + T [i′, j′]
✕ i = i′ + 1 ❡t j = j′ ✐♠♣❧✐q✉❡ T [i, j] = Del(u[i]) + T [i′, j′]

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❛rêt❡s q✉✐ s♦♥t ❛❝t✐✈é❡s ♣❛r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ∈ C(|u|, |v|)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ❛rêt❡s ❛❝t✐✈❡s ❡♥ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣✉✐ts ❛ss♦❝✐é < |u|, |v| > ❥✉sq✉✬à ❧❛ s♦✉r❝❡
< 0, 0 > ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳

✒✑
✓✏
✒✑
✓✏
✒✑
✓✏
✒✑
✓✏
✒✑
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✓✏
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✓✏
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❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❆rêt❡s ❛❝t✐✈❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦ts u = TCCAATA ❡t v = TCGATG✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ T [i, j] s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❞✬é❞✐t✐♦♥✳ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ♠✐♥✐♠❛✉① ❡♥tr❡ ❧❡ s♦♠♠❡t s♦✉r❝❡ < 0, 0 > ❡t ❧❡ s♦♠♠❡t ♣✉✐ts < 6, 7 >
❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ❝♦ût ❞❡ 7✳ ▲❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❛ss♦❝✐és à ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❝❤❡♠✐♥s ♠✐♥✐♠❛✉① ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❈❡s
❞❡✉① ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ❞✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉①
❝❤❡♠✐♥s ♠✐♥✐♠❛✉① ❡♥tr❡ ❧❡ s♦♠♠❡t s♦✉r❝❡ < 0, 0 > ❡t ❧❡ s♦♠♠❡t ♣✉✐ts < 6, 7 >

(
TC ✲ GATG
TCCAATA

) (
T ✲ CGATG
TCCAATA

)

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

✷✳✶✳✻ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❞❡❧ ❛✣♥❡

■❧ ❡st ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❢réq✉❡♥t q✉✬✉♥❡ ✐♥s❡rt✐♦♥✴✉♥❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
❧❡ttr❡ ♠❛✐s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❧❡ttr❡s✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❡r ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞❡❧ ✉♥✐t❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût✱ ✐❧
❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût λ(l) s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❞❡ ❧✬✐♥❞❡❧ ❝réé✳ ❈❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❡r ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞❡❧✱ ♠❛✐s ❞❡ ♠♦✐♥s
♣é♥❛❧✐s❡r s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s
❝❛r ❡❧❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
✐♥❞❡❧s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s✳

❙♦✐t λ(l) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ✐♥❞❡❧s ✿

λ(l) = d+ e · (l − 1)

❛✈❡❝ d, e ∈ R✱ ❝♦♥st❛♥t❡s ❛ss♦❝✐é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡✴❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞❡❧ ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧
d > e✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t i, j ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♥♦✉s s♦✉✈❡♥✐r ❞✉ ❝♦ût
♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s ❡t s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❛♠♦♥ts t❡r♠✐♥❛♥t ❡♥ i, j✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡s I
❡t D ❞❡ ♠ê♠❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s q✉❡ T ✿ ❧❡s tr♦✐s ♠❛tr✐❝❡s T, I,D s❡r♦♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❞✉r❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ I[i, j] ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞♦♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ s❡
t❡r♠✐♥❡ ❡♥ i, j✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ D[i, j] ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞♦♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ i, j✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧été❡ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

T (i, j) = min







T (i− 1, j − 1) + Sub(u[i], v[j]) s✐ 0 < i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|

I(i− 1, j − 1) + Sub(u[i], v[j]) s✐ 0 < i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|

D(i− 1, j − 1) + Sub(u[i], v[j]) s✐ 0 < i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|

✭✷✳✶✮

I(i, j) = min

{

T (i− 1, j) + d s✐ 0 < i ≤ |u| ❡t 0 ≤ j ≤ |v|

I(i− 1, j) + e s✐ 0 < i ≤ |u| ❡t 0 ≤ j ≤ |v|
✭✷✳✷✮

D(i, j) = min

{

T (i, j − 1) + d s✐ 0 ≤ i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|

D(i, j − 1) + e s✐ 0 ≤ i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|
✭✷✳✸✮

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❢réq✉❡♥t ❞❡ ✓❢✉s✐♦♥♥❡r✔ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s D ❡t I✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ E ❞❡ ♠ê♠❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s q✉❡ T ✿ E[i, j] ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦ût ❞❡
❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞♦♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✐♥❞❡❧ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ i, j✳

T (i, j) = min

{

T (i− 1, j − 1) + Sub(u[i], v[j]) s✐ 0 < i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|

E(i− 1, j − 1) + Sub(u[i], v[j]) s✐ 0 < i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|
✭✷✳✹✮

E(i, j) = min







T (i− 1, j) + d s✐ 0 < i ≤ |u| ❡t 0 ≤ j ≤ |v|

E(i− 1, j) + e s✐ 0 < i ≤ |u| ❡t 0 ≤ j ≤ |v|

T (i, j − 1) + d s✐ 0 ≤ i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|

E(i, j − 1) + e s✐ 0 ≤ i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|

✭✷✳✺✮

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬❡st ❡♥ t❤é♦r✐❡ ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ s✐ maxa,b∈Σ2Sub(a, b) ≤ 2 · e ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞é✲
✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✕✷✳✸✮ ♥✬❛✉t♦r✐s❡ ♣❛s ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥

✷✵



✷✳✶✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡

❡t ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ s✉r ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❖r✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✹✕✷✳✺✮ ❧❡ ♣❡r✲
♠❡t✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ maxa,b∈Σ2Sub(a, b) > 2 · e✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ ✐♥❞❡❧ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡
s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥s ❡t ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❥✉①t❛♣♦sé❡s ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ♠♦✐♥s é❧❡✈é q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡s
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❡st très r❛r❡♠❡♥t
❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ été ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ r❡t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss ❬✽✽❪ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss ❡st
♣rés❡♥té à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✻✳✶✳

✷✳✶✳✼ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❉♦t✲♣❧♦t
t
g
t
g
t
c
c
t
a
t
a
t
g
t
t
c
t
a
c

tgtgcatccttgttggtccc

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❞♦t✲♣❧♦t

▲❡ ❞♦t✲♣❧♦t ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉✈❡♥t s♦✉s✲❡st✐♠é❡ ♣♦✉r ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❡♥tr❡
❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✱ ♦✉ s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥✲
t❛✐t ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡✳ P❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ✉♥ ❞♦t✲♣❧♦t ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
s✐♠✐❧❛r✐tés ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❛✐r❡ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés s✉r ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❡t ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❡ss❡♠✲
❜❧❛♥❝❡✳ ▲❡s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s u ❡t v à ❝♦♠♣❛r❡r s♦♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s x✴
❧✬❛①❡ ❞❡s y ❞✉ ♣❧❛♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡✉① ❢r❛❣♠❡♥ts ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s i ❡t j s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s u ❡t v s♦♥t
❥✉❣és s✐♠✐❧❛✐r❡s s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞♦♥♥é✱ ❛❧♦rs ✉♥ ♣♦✐♥t ✭❞♦♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s❡❧♦♥ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té✮ ❡st ♣❧❛❝é s✉r ❧❡ ♣❧❛♥✳

❆✐♥s✐ ✉♥❡ ré♣ét✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡✱ ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❥✉①t❛♣♦sés s✉❝❝❡ss✐❢s✱
s❡r❛ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ tr❛✐t ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞û à ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t
❞✉ ❞♦t✲♣❧♦t ✿ ❧❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❝♦♠♠✉♥s à ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ❞❡ ✸ ❧❡ttr❡s s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❝♦♠♠✉♥❡s✳
■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❜r✐♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐♥✈❡rsé ❡♥ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ♣♦✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❆❉◆✱ ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✐♥✈❡rsé❡s ❡t
❞✐r❡❝t❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❞♦t✲♣❧♦t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ ❡st ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❡t s❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♦♥t été ré❛❧✐sés
s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❲❡❜ ❞❡ ❨❛ss ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✻✳✶✮✳

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦t✲♣❧♦ts ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞♦t✲♣❧♦t ♠♦♥tr❡ ✉♥ ré♣ét✐t✐♦♥ ✐♥✈❡rsé❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❧♦rs
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛❝tér✐❡ ❚r♦♣❤❡r②♠❛✱ ▲❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❞♦t✲♣❧♦ts ❧❛✐ss❡♥t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❡t tr❛♥s❧♦❝❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧♦rs ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡
s♦✉❝❤❡s ❞❡ ❜❛❝tér✐❡s ❚❤❡r♠♦♣❧❛s♠❛ ❡t ◆❡✐ss❡r✐❛✳

✷✷



✷✳✷✳ ❆✉t♦♠❛t❡s

✷✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s✳

▲❡s ❛✉t♦♠❛t❡s s♦♥t ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ét❛ts ✜♥✐s q✉✐✱ s✉r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tré❡ ✭❞✬✉♥ ♠♦t✮
s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ✱ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❞✬ét❛t ❡♥ ét❛t s❡❧♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ét❛t✳ ◆♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛✉① ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ❝❡✉① ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t
Σ✳

❆♣rès ❛✈♦✐r é♥♦♥❝é ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✶✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✶✳✷✮✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té
❛✜♥ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ r❛✐s♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❡✉① ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s✱ ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ▼♦♦r❡ ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✸✳✶✮ ❛✐♥s✐ ❝❡❧✉✐
❞❡ ❍♦♣❝r♦❢t ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✸✳✷✮✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡
❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✹✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦ts ❞♦♥♥és s✉r ✉♥ t❡①t❡✳
❈❡t ❛✉t♦♠❛t❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✼✳✼✳✶✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s♦♥t ❜❛sés s✉r ❝❡✉① ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❬✸✺✱ ✶✸❪✳ ❈❡rt❛✐♥❡s
♣❛rt✐❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❛sé❡s s✉r ❬✺✷❪✳

✷✳✷✳✶ ❆✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s

✷✳✷✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❯♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ A ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✺ é❧é♠❡♥ts ✿

✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts Q = {q0, q1, . . .}✱
✕ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❡♥tré❡ Σ✱
✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ψ : Q× Σ→ Q✱
✕ ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ q0 ∈ Q✱
✕ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts QF ⊂ Q ♥♦♠♠és ét❛ts ✜♥❛✉①✳

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s✱ ♣♦✉r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ A✱ s❡s é❧é♠❡♥ts s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ A =< Q,Σ, q0, QF , ψ >✳

◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ✳ ψ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ψ : Q × Σ → 2Q✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r ✉♥
ét❛t q ∈ Q ❞♦♥♥é ❡t ✉♥❡ ❧❡ttr❡ a ∈ Σ✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❡ r❡♥✈♦✐❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t
✉♥ s❡✉❧ ét❛t✱ ♠❛✐s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Q✳

✷✳✷✳✶✳✷ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ét❛ts Q ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A✱ ❡t ❧❡s ❛rêt❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t s♦♥t ❧✐❜❡❧❧é❡s
♣❛r ❧❡s ❧❡ttr❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

P♦✉r ✉♥ ét❛t q ∈ Q✱ ❡t ✉♥ ♠♦t u ∈ Σ∗✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ψ(q, u) ❧✬ét❛t ❛tt❡✐♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t

✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

q ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s②♠❜♦❧❡s ❞❡ u✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽ ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ A ❡t ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é

q0 q1

q2

a

b

a

b

a

b

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A =< Q,Σ, q0, QF , ψ > ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ Q = {q0, q1, q2}✱
✕ Σ = {a, b}✱
✕ ψ : (q0, a) = q1, (q0, b) = q2, (q1, a) = q1, (q1, b) = q0, (q2, a) = q2, (q2, b) = q0✱
✕ q0✱
✕ QF = {q2}✱
▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A ❡st ❞♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss✉s✳

✷✳✷✳✶✳✸ Pr♦♣r✐étés

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭♠♦ts ❛❝❝❡♣tés ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A✮ ▲✬❛✉t♦♠❛t❡ ❛❝❝❡♣t❡ ✉♥ ♠♦t u ∈ Σ∗ s✐ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s②♠❜♦❧❡s ❞❡ u✱ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ q0 ❥✉sq✉✬à
✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ q ∈ QF ✭ψ(q0, u) ∈ QF ✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✾ ✿ ♠♦ts ❛❝❝❡♣tés ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✱ ❧❡s ♠♦ts aabb✱b✱ba✱baa s♦♥t ❛❝❝❡♣tés ♣❛r A✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠♦ts a✱aa✱aab✱ab
♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❧❛♥❣❛❣❡ L r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A✮ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ L r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦✲
♠❛t❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts x q✉✐ s♦♥t ❛❝❝❡♣tés ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❡✉t
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥✜♥✐✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st ❞✐t ré❣✉❧✐❡r

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵ ✿ ❧❛♥❣❛❣❡ L r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ L éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ (a+b|ba∗b)∗ba∗ ❡st r❡❝♦♥♥✉
♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❛✉t♦♠❛t❡ t♦t❛❧✴❝♦♠♣❧❡t✮ ❯♥ ❛✉t♦♠❛t❡ A ❡st ❞✐t t♦t❛❧ ♦✉ ❝♦♠♣❧❡t s✐ ♣♦✉r
t♦✉t ét❛t q ∈ Q ❡t t♦✉t a ∈ Σ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ét❛t q′ ∈ Q t❡❧ q✉❡ ψ(q, a) = q′✳

✷✹



✷✳✷✳ ❆✉t♦♠❛t❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭ét❛ts ré❝✉rr❡♥ts✴tr❛♥s✐❡♥ts✮ ❯♥ ét❛t q ∈ Q ❡st ❞✐t ré❝✉rr❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♠♦t ♥♦♥✲✈✐❞❡ u ∈ Σ+ t❡❧ q✉❡ ψ(q, u) = q✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❝❡t ét❛t ❡st ❞✐t tr❛♥s✐❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶ ✿ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✱ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A ❡st ❝♦♠♣❧❡t s✉r Σ✱ ❡t t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞❡ A s♦♥t ré❝✉rr❡♥ts✳

✷✳✷✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s✱ ❡st q✉✬✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡✉r
t❛✐❧❧❡ ✭❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✮ t♦✉t ❡♥ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❧❛♥❣❛❣❡ L q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛♣♣❡❧é❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣❛❝✐té✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sés s✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ❛ss♦❝✐é
L✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✐sé✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ✭❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧✮ P❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ré❣✉✲
❧✐❡r L ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❬✼✽❪✱ ❡t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ✉♥✐q✉❡
à ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès ✭✐✳❡✳✱ à ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ét❛ts✮✳

Pr♦♣r✐été ✶ ✭ét❛ts éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧✮ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱
✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r tr♦✉✈❡r ❧❡s ét❛ts ❞✐ts éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❉❡✉① ét❛ts p ❡t q ✭p ∈ Q✱ q ∈ Q✮ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts
✭éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉ s❡♥s ❞❡ ◆ér♦❞❡✮ s✐

∀u ∈ Σ∗ ψ(p, u) ∈ QF ⇐⇒ ψ(q, u) ∈ QF

❖♥ ♥♦t❡r❛ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ p ≡ q✳
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ≡ ❡st ré❣✉❧✐èr❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ p ≡ q =⇒ ∀a ∈ Σ ψ(p, a) ≡

ψ(q, a) ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ Er(0) ⊃
Er(1) ⊃ · · · ⊃ Er(i) ⊃ Er(i+1) ❛✈❡❝

(p, q) ∈ Er(0) ss✐ p ∈ QF ⇐⇒ q ∈ QF

❡t ♣♦✉r i > 0

(p, q) ∈ Er(i+1) ss✐ (p, q) ∈ Er(i) ❡t ∀a ∈ Σ
(
ψ(p, a), ψ(q, a)

)
∈ Er(i)

❙✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r i✱ Er(i) = Er(i+1)✱ ❛❧♦rs ∀j > i Er(j) = Er(i) , ≡✳
▲✬❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ Am ❞❡ A ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ≡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ A✳ ▲✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs à ❧❛ ❝❧❛ss❡
q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A ❡t ❧❡s ét❛ts ✜♥❛✉① s♦♥t ❝❡✉① ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡s ét❛ts ✜♥❛✉①
❞❡ A✳

✷✳✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ♣r♦❝è❞❡♥t ♣❛r r❛✣♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ st❛❜❧❡ ❞✬ét❛ts✳ ▲❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥ts s♦♥t
q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼♦♦r❡ ❬✶✸❪ ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❍♦♣❝r♦❢t
❡♥ ✶✾✼✶ ❬✶✸❪✱ ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡ ❢❛✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|Σ| ·n · log(n)) ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s ♣♦✉r
✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳

✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

✷✳✷✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼♦♦r❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♦r❡ ❬✽✵❪ ♣r♦❝è❞❡ à ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐❢ Pf ❞❡s
❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A =< Q,Σ, q0, QF , ψ > ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
st❛❜❧❡ ❞❡s ét❛ts Pe✳ ❖♥ ❞é✜♥✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ p ≡P q ❡♥tr❡ ❞❡✉①
ét❛ts p ❡t q s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬ét❛ts P s✐ p ❡t q s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ P✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✿ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♦r❡
❊♥tré❡s ✿ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ < Q,Σ, q0, QF , ψ >✱
❙♦rt✐❡s ✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ st❛❜❧❡ ❞❡s ét❛ts Pe ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❉♦♥♥é❡s ✿ P❛rt✐t✐♦♥s ❞❡s ét❛ts Pe,Pf
Pf ←

{
QF , Q\QF

}
❀

ré♣ét❡r
✴✴ Pe ❡st ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❀
Pe ← Pf ❀
✴✴ r❛✣♥❡r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ Pf ❛✈❡❝ ψ−1(Pf , a)❀
♣♦✉r a ∈ Σ ❢❛✐r❡
Pg ← ψ−1(Pf , a)❀
Pf ← ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥(Pf ,Pg)❀

❥✉sq✉✬à Pe = Pf ❀

❊①❡♠♣❧❡ ✶✷ ✿ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼♦♦r❡

q0 q1

q2 q3

b

a

a

b
a

b

a, b

q0 q12 q3
a, b b

a a, b

P♦✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❡st Pf0 =
{
Q\QF , QF

}
=

{
{q0, q1, q2}, {q3}

}
✳ ▲❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ψ−1(Pf0 , a) ❡st é❣❛❧❡ à

{
{q0, q1, q2}, {q3}

}
❝❡

q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ Pf0 ❡st st❛❜❧❡ ♣♦✉r a ✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ψ−1(Pf0 , b)
❡st é❣❛❧❡ à

{
{q0}, {q1, q2, q3}

}
✱ ❝❡ q✉✐ ❛✣♥❡ Pf0 ❡♥ Pf1 =

{
{q0}, {q1, q2}, {q3}

}
✳

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st st❛❜❧❡ ♣♦✉r a ❡t ♣♦✉r b ✭▲❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s
ψ−1(Pf1 , a) ❡t ψ−1(Pf1 , b) ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❛❧♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❣❛❧❡s à

{
{q0, q1, q2}, {q3}

}
❡t

{
{q0}, {q1, q2, q3}

}
✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✐sé ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥

Pf0 =
{
{q0}, {q1, q2}, {q3}

}
✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡♥ ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ét❛ts {q1, q2}

✭❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✮✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ψ−1(Pf , a) ❝♦r✲

✷✻



✷✳✷✳ ❆✉t♦♠❛t❡s

r❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ p ≡ψ−1(Pf ,a) q ⇐⇒ ψ(p, a) ≡Pf
ψ(q, a) ✿ ❞❡✉① ét❛ts p ❡t q s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❛♥s

❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s❡❧♦♥ ≡ψ−1(Pf ,a)✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡✉rs s✉❝❝❡ss❡✉rs s❡❧♦♥ a ψ(p, a)
❡t ψ(q, a) ét❛✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ Pf ✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ré❛❧✐s❛♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥
t❡♠♣s O(n)✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼♦♦r❡ ❡st ❡①é❝✉té ❡♥ t❡♠♣s O(|Σ| · n2)✳

✷✳✷✳✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❍♦♣❝r♦❢t

▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❝r♦❢t ❬✺✶❪ ❝♦♥s✐st❡ à r❛✣♥❡r ❧❛
♣❛rt✐t✐♦♥✱ ♥♦♥ ♣❧✉s ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ✓♣❡t✐t✔✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡t
✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ✿ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❝r♦❢t

▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
(
A

)

❊♥tré❡s ✿ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ A =< Q,Σ, q0, QF , ψ >
❙♦rt✐❡s ✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ st❛❜❧❡ ❞❡s ét❛ts Pe ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❉♦♥♥é❡s ✿ P❛rt✐t✐♦♥s ❞❡s ét❛ts Pe✱ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞✬ét❛ts B,B′, B′′, C, P ✱ P✐❧❡ S ❞✬é❧é♠❡♥ts

❞❡ 2Q × Σ
Pe ← (QF , Q\QF )❀
C ← ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥tr❡ QF ❡t Q\QF ❀
S ← ∅❀
♣♦✉r a ∈ Σ ❢❛✐r❡

❆❥♦✉t❡r
(
(C, a), S

)
❀

t❛♥t q✉❡ S 6= ∅ ❢❛✐r❡
(P, a)← ❘❡t✐r❡❚❡t❡

(
S

)
❀

♣♦✉r B ∈ Pe t❡❧ q✉❡ B ❡st r❛✣♥é ♣❛r (P, a) ❢❛✐r❡
B′, B′′ ← ❘❛❢❢✐♥❡r

(
B,P, a

)
❀

✴✴ ❙é♣❛r❡r B ❡♥ B′ ❡t B′′ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ Pe❀
❙❡♣❛r❡r

(
B,B′, B′′,Pe

)
❀

▼✐s❡❆❏♦✉r
(
B,B′, B′′, S

)
❀

r❡t♦✉r♥❡r Pe❀

▼✐s❡❆❏♦✉r
(
B,B′, B′′, S

)

C ← ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥tr❡ B′ ❡t B′′❀
♣♦✉r b ∈ Σ ❢❛✐r❡

s✐ (B, b) ∈ S ❛❧♦rs
❘❡♠♣❧❛❝❡r

(
(B, b), S, (B′, b), (B′′, b)

)
❀

s✐♥♦♥
❆❥♦✉t❡r

(
(C, a), S

)
❀

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ−1(P, a) ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts P ❡t ✉♥❡ ❧❡ttr❡ a ∈ Σ ❝♦♠♠❡

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

ét❛♥t ψ−1(P, a) = {q | ψ(q, a) ∈ P}✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts B ❡st r❛✣♥é ♣❛r ❧❛ ♣❛✐r❡ (P, a) ❡♥
B′ ❡t B′′ s✐ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s B′ = B ∩ ψ−1(P, a) ❡t B′′ = B\B′ s♦♥t ♥♦♥✲✈✐❞❡s t♦✉s ❧❡s ❞❡✉①✳
❆✉tr❡♠❡♥t✱ B ❡st ❞✐t st❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛✐r❡ (P, a)✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ♣❛✐r❡s (P, a) ♣♦✉r r❛✣♥❡r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬ét❛ts Pe✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ B ∈ Pe r❛✣♥é ♣❛r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (P, a) ❡♥ B′ ❡t B′′✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ Pe ❡st r❡♠✐s❡
à ❥♦✉r ✭B ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r B′ ❡t B′′✮ ✳ P♦✉r a ∈ Σ✱ s✐ ❧❛ ♣❛✐r❡ (B, a) ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
S✱ ❡❧❧❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛✐r❡s (B′, a) ❡t (B′′, a)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ à S ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
✭min{|B′|, |B′′|}✮ ❞❡s ♣❛✐r❡s (B′, a) ❡t (B′′, a)✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ B ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r (P, a)✱ ❡t P ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ P ′, P ′′✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❛✣♥❛♥t B ♣❛r (P ′, a) ♦✉ ♣❛r (P ′′, a) ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❞ét❛✐❧s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙❡♣❛r❡r
(
B,B′, B′′,Pe

)

✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❞♦✐t êtr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❛r r❛♣♣♦rt à |B|✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
♣♦✉r ❧❡s ét❛ts ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t②♣❡ ❧✐st❡s ✐♥❞❡①é❡s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡
❡♥tr❡ B′ ❡t B′′ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡ ❢❛✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|Σ| ·n · log(n)) ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡
❝❛s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✸ ✿ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❍♦♣❝r♦❢t

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♥♦♥ ♠✐♥✐♠✐sé ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✷✳ ❆♣rès ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✮✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ Pe =

{
Q\QF , QF

}
=

{
{q0, q1, q2}, {q3}

}
✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣✐❧❡

S ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s t✉♣❧❡s ({q3}, a) ❡t ({q3}, b)✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ✈❛ ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r ❧❡ t✉♣❧❡ ❞é♣✐❧é
(
{q3}, a

)
✱ ♥❡ tr♦✉✈❡r ❛✉❝✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ Pe r❛✣♥é❡✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ t✉♣❧❡

(
{q3}, b

)

r❛✣♥❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ {q0, q1, q2} ❞❡ Pe ❡♥ {q0}, {q1, q2}✳ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r q✉✐ s✉✐t ❡♠♣✐❧❡ ❧❡ t✉♣❧❡
(
{q0}, b

)
❞❛♥s S✳ ❈❡ t✉♣❧❡ ♥❡ r❛✣♥❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ♣❛rt✐❡✱ ✐❧ ❡st ❞é♣✐❧é ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡✱

r❡♥✈♦②❛♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ Pe =
{
{q0}, {q1, q2}, {q3}

}
✳

✷✳✷✳✹ ❆✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ❬✷❪✱ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦ts W ❢❛❝t❡✉rs ❞✬✉♥ t❡①t❡✱ ❡t s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱
❛✜♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦ts W ❞❛♥s ✉♥ t❡①t❡✳ ❈❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s
❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡①t❡ ❛♣rès ✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦ts ❞❡ W ✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❑♥✉t❤ ▼♦rr✐s ❡t Pr❛tt ❬✸✻❪✳ ■❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ fgrep ❞❡ ❯♥✐① q✉✐ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❛♥s ❞❡s
✜❝❤✐❡rs✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ q✉✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♠♦ts W = {w1, w2, . . . , wk}✱ ❛❝❝❡♣t❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ Σ∗ · (w1|w2| . . . |wk) · Σ

∗✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s
n = |W | =

∑k
i=1 |wi|✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s O(n)✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿
✕ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡ ❞❡s ♣ré✜①❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦tsW ✳ ❈❡t

❛✉t♦♠❛t❡ ♥♦té Π ❡st ❛♣♣❡❧é ❚r✐❡✳ ■❧ s❡rt ❞❡ sq✉❡❧❡tt❡ à ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥❛❧ ✿ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ❞é❥à
t♦✉s ❧❡s ét❛ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧❡t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❈❡t ❛r❜r❡ ❡st
❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❆❤♦❈♦r❛s✐❝❦❚r✐❡

(
W

)
❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳

✕ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ t♦t❛❧✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♠♠é❡ ❇♦r❞() q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é ❡t
❞♦♥❝ ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞♦♥♥é p✱ ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ♣ré✜①❡ ♣r♦♣r❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ❞❡ W ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ p✳
❯♥ ♠♦t w ❞❡ W ❡st ❞✐t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ p s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ [1..|p| − 1] t❡❧

✷✽



✷✳✷✳ ❆✉t♦♠❛t❡s

q✉❡ w[1..i] = p[|p| − i + 1..|p|]✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❇♦r❞ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡
❈❛❧❝✉❧❡r❋♦♥❝t✐♦♥❇♦r❞

(
Π) ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳

✕ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈♦♠♣❧❡t❡r❚r✐❡
(
Π)✳

◆♦t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ s✐ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ✭❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❛✉t♦♠❛t❡✮✱ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❛❧♦rs ❡♥ O(|Σ| · n)✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s |Σ| tr❛♥s✐t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦
❊♥tré❡s ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦ts W = {w1, w2, . . . , wk} s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ
❙♦rt✐❡s ✿ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ A =< Q,Σ, q0, QF , ψ > r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♠♦ts ❞❡ W

❆❤♦❈♦r❛s✐❝❦
(
W

)

A← ❆❤♦❈♦r❛s✐❝❦❚r✐❡
(
W

)
❀

❈❛❧❝✉❧❡r❋♦♥❝t✐♦♥❇♦r❞
(
A

)
❀

❈♦♠♣❧❡t❡r❚r✐❡
(
A

)
❀

r❡t♦✉r♥❡r A❀

❊①❡♠♣❧❡ ✶✹ ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ❞❡s ♠♦ts W = {aaa, abab, abb}

q0 q1

q4

q2

q7

q5

q3

q6

a b

a

b

a

a

b

BORD = q0 BORD = q0

BORD = q1

BORD = q0

BORD = q2

BORD = q1

BORD = q0

BORD = q
b

b

a

a

b

a

b a

b

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss✉s ✐❧❧✉str❡ ❧❡s tr♦✐s ét❛♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡✳ ❉❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❆❤♦❈♦r❛s✐❝❦❚r✐❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✮✱ ❧❡ ❚r✐❡ Π ❞❡s
♠♦tsW = {aaa, abab, abb} ❡st ❝♦♥str✉✐t ✭r❡♣rés❡♥té ❡♥ ♥♦✐r✮✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❇♦r❞ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ Π ♣❛r ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ❧❛r❣❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ ✭r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥
❣r✐s✮ ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛t q6 ❡t s♦♥ ♣ré✜①❡ ❛ss♦❝✐é p =′ abab′✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❇♦r❞ r❡t♦✉r♥❡
q4 ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ♣ré✜①❡ ♣r♦♣r❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ❞❡ W ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ p ❡st ab✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠❛♥q✉❛♥t❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ✭r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❣r✐s✮✳

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦
❊♥tré❡s ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦ts W = {w1, w2, . . . , wk} s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ
❙♦rt✐❡s ✿ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ Π =< Q,Σ, q0, QF , ψ > r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♠♦ts ❞❡ W

❆❤♦❈♦r❛s✐❝❦❚r✐❡
(
W

)

✴✴ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ r❛❝✐♥❡ ❀
Q← q0❀
♣♦✉r a ∈ Σ ❢❛✐r❡ ψ(q0, a)← q0❀
✴✴ ❆❥♦✉ts ❞❡s ♠♦ts ❞❡ W ❀
♣♦✉r w ∈W ❢❛✐r❡

q ← q0❀
i← 1❀
✴✴ P❛r❝♦✉rs ❞❡s ét❛ts ❡t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞é❥à ❝♦♥str✉✐ts ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡❀
t❛♥t q✉❡ i ≤ |w| ❡t

(
ψ(q, w[i]) 6= ∅ ♦✉ ψ(q, w[i]) 6= q0

)
❢❛✐r❡

q ← ψ(q, w[i])❀
i← i+ 1❀

✴✴ ❆❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ét❛ts ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡❀
t❛♥t q✉❡ i ≤ |w| ❢❛✐r❡

p← ❈ré❡❊t❛t✭◗✮❀
ψ(q, w[i])← p❀
q ← p❀
i← i+ 1❀

QF ← q❀
r❡t♦✉r♥❡r Π❀

❈❛❧❝✉❧❡r❋♦♥❝t✐♦♥❇♦r❞
(
Π

)

file← ❋✐❧❡❱✐❞❡()❀
♣♦✉r a ∈ Σ ❢❛✐r❡

s✐ q = ψ(q0, a) 6= ∅ ❛❧♦rs
❆❥♦✉t❡(file, q)❀
❇♦r❞(q)← q0❀

t❛♥t q✉❡ file 6= ∅ ❢❛✐r❡
q ← ❊♥❧❡✈❡(file)❀
♣♦✉r a ∈ Σ ❢❛✐r❡

s✐ p = ψ(q, a) 6= ∅ ❛❧♦rs
❆❥♦✉t❡(file, p)❀
r ← ❇♦r❞(q)❀
t❛♥t q✉❡ ψ(r, a) = ∅ ❢❛✐r❡ r ← ❇♦r❞(r)❀
❇♦r❞(p)← ψ(r, a)❀

❈♦♠♣❧❡t❡r❚r✐❡
(
Π

)

♣♦✉r q ∈ Q ❢❛✐r❡
♣♦✉r a ∈ Σ ❢❛✐r❡

s✐ ψ(q, a) = ∅ ❛❧♦rs ψ(q, a) = ψ(❇♦r❞(q), a)❀
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡

❛✈❡❝ ♣❡rt❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✸✳✶ ❙❝♦r❡ ❡t ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✸✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✿ ✜❧tr❛❣❡✱ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t sé❧❡❝t✐✈✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✸✳✹ ▼ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞✬✐♥❞❡① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✹✳✶ ■♥❞❡① ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✹✳✷ ■♥❞❡① ♣❛r ❤❛❝❤❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✹✳✸ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s k✲♠♦ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✹✳✹ ❙tr❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❧♦❝❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✺ ❘é♣ét✐t✐♦♥ ❡♥ t❛♥❞❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✸✳✺✳✶ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✿ ♠r❡♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✺✳✷ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✿ ❚❛♥❞❡♠ ❘❡♣❡❛t ❋✐♥❞❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✻ ❍❛❝❤❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✸✳✼ ●r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✼✳✶ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✼✳✷ ❈❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✼✳✸ ▼♦❞è❧❡s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✼✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▲▼❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✼✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▲▼❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✼✳✻ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✼✳✼ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✽ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡ t❤è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡ ✿ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❞❛♥s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❆❉◆✳ ▲❡s s✐♠✐❧❛r✐tés r❡❝❤❡r❝❤é❡s s♦♥t ❡♥
❣é♥ér❛❧ ❞✉❡s à ✉♥❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✐st✐♥❝t❡ ❞❡s ❝♦♣✐❡s
s✉✐t❡ à ❞❡s ♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❈❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡ ✭à
❞❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐st✐♥❝t❡s✮ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ré♣ét✐t✐♦♥s✳ P❛r♠✐ ❡❧❧❡s✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❡s
ré♣ét✐t✐♦♥s ❞✐t❡s ❡♥ t❛♥❞❡♠ ♦ù ❧❡s ❝♦♣✐❡s s♦♥t ❥✉①t❛♣♦sé❡s ❧❡s ✉♥❡s ❛✉① ❛✉tr❡s✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✴♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡
r❡tr♦✉✈❡r ❝❡s s✐♠✐❧❛r✐tés✱ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r
s②stè♠❡ ❞❡ s❝♦r❡ ✭s❝♦r✐♥❣ s②st❡♠✮✳

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s❝♦r❡ ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✶✮ ❛✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛ss♦❝✐és ✿ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t ❞❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥ ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✷✮
♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❜❛sé❡s s✉r
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✸✮✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥❞❡① ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♦✉ ♣❛r
❤❛❝❤❛❣❡ ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✹✮✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s❡r✈❡♥t à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱
❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❡♥ t❛♥❞❡♠ ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✺✮✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✻✮ q✉✐ s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s
✭♣❛rt✐❡ ✸✳✼✮✳

✸✳✶ ❙❝♦r❡ ❡t ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✶✳✷✳✷ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦ût
♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s
✉♥✐t❛✐r❡s ✭s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧❡ttr❡ à ❧❡ttr❡✱ ✐♥s❡rt✐♦♥✱ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✮ ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ séq✉❡♥❝❡✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❝♦ût
♣♦s✐t✐❢ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✱ ❡t ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡ttr❡s ♥❡ s♦♥t ❛✛❡❝té❡s
♣❛r ❛✉❝✉♥ ❝♦ût ✭❝♦ût ♥✉❧✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ s❝♦r❡✱ ❧❡ ❜✉t ♥✬❡st ♣❧✉s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ✉♥ ❝♦ût ♠❛✐s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r
✉♥ s❝♦r❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ s❝♦r❡✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡
s❝♦r❡ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ♣é♥❛❧✐té ✭✉♥ s❝♦r❡ ♥é❣❛t✐❢✮ ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ✐❧ ❛ss♦❝✐❡
✉♥ s❝♦r❡ ♣♦s✐t✐❢ ❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡ttr❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s❝♦r❡s ♣♦✉r ❧❡s
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❆❉◆ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✺✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✺ ✿ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s❝♦r❡s s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Σ = {A, T, G, C}

S(a, b) ❆ ❚ ● ❈

❆ ✰✶ ✲✷ ✲✶ ✲✷
❚ ✲✷ ✰✶ ✲✷ ✲✶
● ✲✶ ✲✷ ✰✶ ✲✷
❈ ✲✷ ✲✶ ✲✷ ✰✶

▲❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡st ✓❛❞❞✐t✐❢✔ ✿ ❧❡
s❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t tr♦✉✈é ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❡t ❞❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❞❡✉①
séq✉❡♥❝❡s s✉r t♦✉t❡ ❧❡✉r ét❡♥❞✉❡ ✭❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❡❧é ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
◆❡❡❞❧❡♠❛♥✲❲✉♥s❝❤✱ ❡st ❞❡ str✉❝t✉r❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ❡♥ ♣❛rt✐❡s ✷✳✶✳✺✲✷✳✶✳✻✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ s❝♦r❡ ❡st q✉✬✐❧ ♥✬♦❜❧✐❣❡ ♣❛s à é✈❛❧✉❡r ❞❡✉①
séq✉❡♥❝❡s s✉r t♦✉t❡ ❧❡✉r ét❡♥❞✉❡✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡
❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✮✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❞✬✉♥
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞♦✐t êtr❡ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉❡ t♦✉t❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ str✐❝t❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧
tr♦✉✈é ❞♦✐t t♦✉❥♦✉rs ♣♦ssé❞❡r ✉♥ s❝♦r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳

✸✷



✸✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥

❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ♠❛①✐♠❛✉① s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✻✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✻ ✿ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❞❡ u = GAAGAGCATGAC ❡t v = GAGCTGAGGAG

▲❡s s❝♦r❡s ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s S(a, b) s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s ②
❛ss♦❝✐♦♥s ❧❡s s❝♦r❡s ❞✬✐♥❞❡❧s Del(a) = −2 ❡t Ins(a) = −2 ♣♦✉r t♦✉t a ∈ Σ

P❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ s❝♦r❡✱ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① s✉✐✈❛♥ts s♦♥t tr♦✉✈és

(
GAGCATGA

GAGC ✲ TGA

)

❡♥tr❡ ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t u[4..11] ❡t ❧❡ ♣ré✜①❡ v[1..7]✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❞❡ 5✳

(
GAAGAG

GAGGAG

)

❡♥tr❡ ❧❡ ♣ré✜①❡ u[1..6] ❡t ❧❡ s✉✣①❡ v[6..11]✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❞❡ 4✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ s❝♦r❡s ❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s❝♦r❡s✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛❞♦♣té ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ ✈❡✉t s❛✈♦✐r ❡♥ q✉♦✐ ✉♥
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❧❡ttr❡s ❡st ❞✐t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛❧✐❣♥❡
❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡tt❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ✉♥ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉ ✿

✕ ❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r s❡r❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
❧❡ttr❡ A ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❡ttr❡ C✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❡ s✉r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳
❈❡tt❡ ♦r✐❣✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❝✬❡st
❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s P❆▼ ✭P❡r❝❡♥t❛❣❡ ❆❝❝❡♣t❡❞ ▼✉t❛t✐♦♥✮ ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠✉❧❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ t❛✉① ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✪ à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❆❉◆ ✿
❡♥ ✐tér❛♥t ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s P❆▼✸✵✱ P❆▼✶✵✵✱ P❆▼✷✺✵ ❬✸✽❪✳
❉✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ✉♥
❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❇▲❖❙❙❯▼ ❬✹✾❪✳

✕ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ à ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❣é♥érés
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✿ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❧✐❣♥❡r ❞❡✉① ❧❡ttr❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❤❛s❛r❞✱ ❝❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ♦❜s❡r✈é ❡t ❝❡ q✉✐ ❡st ❛tt❡♥❞✉✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ré❛❧✐s❡r
✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ✉♥ log ❞✉ r❛t✐♦✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❧✉✐ ♠ê♠❡✱ ❡st
❝❛❧❝✉❧é✳ ▲❡s q✉❛♥t✐tés ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❡t s♦♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s ❧♦❣ ♦❞❞s
r❛t✐♦✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ log ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣❛r
❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s✳

✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥

❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❡♥tr❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥ ❬✾✼❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡❝❡♥s❡ t♦✉s ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ s❝♦r❡
♠❛①✐♠❛❧ ♣♦s✐t✐❢ ❡♥tr❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✷✳✶✳✹✳✷✮ ✿ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ G(u, v) ❞❡ ❞❡✉①
séq✉❡♥❝❡s u ❡t v✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r

✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡

❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦s✐t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉①✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✼ ✿ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡ u = GAAGAGCATGAC ❡t v = GAGCTGAGGAG
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0

3

1

1

4

0

0

0

1

4

2

0

0

1

1

0

2

0

0

1

0

2

2

1

1

0

0

2

0

0

0

0

0

0

3

1

0

0

0

0

0

0

1

0

1

0

1

4

2

1

1

0

1

0

0

2

0

0

0

2

5

3

1

2

0

0

0

0

0

1

0

0

3

3

1

0

0

❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❞❡s séq✉❡♥❝❡s u ❡t v ✭séq✉❡♥❝❡s ❡t s②stè♠❡ ❞❡ s❝♦r❡ ❞❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥ ❝❛❧❝✉❧❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G(u, v)✱ ❧❡s s❝♦r❡s
T (i, j) ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦s✐t✐❢s ♠❛①✐♠❛✉① t❡r♠✐♥❛♥t ❡♥ < i, j >✳ ❙❡✉❧❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❛❝t✐✈❡s ♦♥t été
r❡♣rés❡♥té❡s✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝♦r❡ T (i, j) ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦s✐t✐❢ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝❤❡♠✐♥s ♠❛①✐♠❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ♣ré✜①❡s✱ ❞♦♥❝ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ T (i− 1, j − 1)✱ T (i, j − 1)
❡t T (i− 1, j) ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✱✷ ❡t ✸ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✮✳

❈♦♠♠❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡st ❧♦❝❛❧✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬✐♥✐t✐❡r ✭❛✈♦✐r s❛ s♦✉r❝❡✮ à ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G(u, v) ✿ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r 0 à t♦✉t ♣♦✐♥t
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✭❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✮✳

✸✹



✸✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✿ ✜❧tr❛❣❡✱ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t sé❧❡❝t✐✈✐té

T (i, j) = max







T (i− 1, j − 1) + Sub(u[i], v[j]) s✐ 0 < i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|

T (i, j − 1) +Del(u[i]) s✐ 0 ≤ i ≤ |u| ❡t 0 < j ≤ |v|

T (i− 1, j) + Ins(v[j]) s✐ 0 < i ≤ |u|

0

✭✸✳✶✮

P♦✉r ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t é✈♦q✉é❡ ✭❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉①✮✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❛♥❞
✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G(u, v)✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
T (i, j)✱ ❧❡s s❝♦r❡s ♠❛①✐♠❛✉①✱ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡st ❛❧♦rs
❢❛✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❛rr✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ✈✉❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✺✳

✸✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✿ ✜❧tr❛❣❡✱ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t sé❧❡❝t✐✈✐té

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t ✿ ✐❧ ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t t♦✉s ❧❡s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ s❝♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦s✐t✐❢✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st q✉✬✐❧ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ✭O(|u|×|v|)✮✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡ ❞❡st✐♥❡ à ❞❡s séq✉❡♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦✉rt❡s ✭❛✉ ♣❧✉s
q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ❜❛s❡s✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐♦♥s
❞❡ ❜❛s❡s ✭❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✮✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❡t ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣❧✉s r❛♣✐❞❡s✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♦♥t été ❝♦♥ç✉❡s ❛✜♥ ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✳
❊❧❧❡s ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❞❡s sé✲
q✉❡♥❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♥❡ ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s |u| × |v| ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❛❧✐❣♥❡✲
♠❡♥ts ✭|u| ♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ séq✉❡♥❝❡ ❡t |v| ♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ séq✉❡♥❝❡✮✱
✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s < i, j >∈ [1..|u|]× [1..|v|] ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❡st ré❛❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡✳ ❯♥ ✜❧tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
< i, j > s✉r ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s u ❡t v s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❤✐t ❡t ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❤✐t ❞✬✉♥ ✜❧tr❡✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❤✐t ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t q✉✬✉♥ ✜❧tr❡ ❣é✲
♥èr❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❞ét❡❝t❡ q✉✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s < i, j > s✉r ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s u ❡t v ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❡♠♣❧♦②é ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛✐r❡s ❣é♥ér❛♥t ✉♥ ❤✐t ❡st
❛♣♣❡❧é ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❤✐t ❞✉ ✜❧tr❡✳

❯♥ ❤✐t ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ ♣❛s q✉✬✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡st ❞ét❡❝té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❡rt❛✐♥❡ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥
< i, j >✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❞✬❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥✳

P❛r♠✐ ❧❡s ✜❧tr❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✜❧tr❡ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❡s ♣❛✐r❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s < i, j > ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✭é❣❛❧✐té✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦ts u[i..i+k−
1] ❡t v[i..i+k−1] ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r k ❞♦♥♥é✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ♣♦ssè❞❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠♦t ❞❡
t❛✐❧❧❡ k ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡❝té❡s✳ ❙✐♥♦♥ ❡❧❧❡s s♦♥t ✓♦✉❜❧✐é❡s✔ ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❉❡
♠❛♥✐èr❡ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♣❧✉s k s❡r❛ ❣r❛♥❞ ❡t ♣❧✉s ❧❡ ✜❧tr❡ s❡r❛ ❞✐t sé❧❡❝t✐❢ ✭❡t ❞♦♥❝ r❛♣✐❞❡✮✱ ♠❛✐s
♠♦✐♥s ✐❧ s❡r❛ s❡♥s✐❜❧❡ ✿ ♠♦✐♥s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ♣♦ssé❞❡r♦♥t ✉♥ ♠♦t ❝♦♥s❡r✈é ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡
s✐ k ❡st ♣❡t✐t✱ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té s❡r❛ ❛❝❝r✉❡✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦t ❝♦✉rt ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s s✉r
❧❛ séq✉❡♥❝❡ q✉✬✉♥ ♠♦t ❧♦♥❣✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té s❡r❛ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❡♥t✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ✜❧tr❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s
✜①❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té✳ ■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ s❝♦r❡
s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✳ ❈❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞♦♥♥és✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♣ré✲❝❛❧❝✉❧é✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡✳

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡

❈❡rt❛✐♥s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té s♦♥t ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs
❞❡ ✈r❛✐s ♣♦s✐t✐❢s✳ ❉✬❛✉tr❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ s♦♥t ♣❡r❞✉s ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛✉①
♥é❣❛t✐❢s✳ ▲❡ ✜❧tr❡ ❞ét❡❝t❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭❤✐t✮ q✉✐ ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝r✐tèr❡
❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ✭♠❛✉✈❛✐s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♦✉ ♣❛s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✉ t♦✉t✮✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s✳
❈❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳

❚❛❜✳ ✸✳✶ ✕ ❈♦r♣✉s ❞✬✉♥ ✜❧tr❡

✈ér✐✜❡✴♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s
❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té

❞ét❡❝té ✈r❛✐s ♣♦s✐t✐❢s ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s
✴

♥♦♥ ❞ét❡❝té ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ✈r❛✐s ♥é❣❛t✐❢s
♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✈r❛✐s
♣♦s✐t✐❢s✱ ✈r❛✐s ♥é❣❛t✐❢s✱ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
✭✸✳✷✲✸✳✸✮✳

Sensibilite =
vrais positifs

vrais positifs + faux negatifs
✭✸✳✷✮

Selectivite =
faux positifs

vrais positifs + faux positifs
✭✸✳✸✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❡r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣é♥éré✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ s✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡
❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❡ ❞ét❡❝t❡ ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✽ ✿ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ✜❧tr❡

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t s♦✐t t♦✉s ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 8 ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s
✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ 9 ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❝❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✳
✕ s✐ k ≤ 4✱ t♦✉s ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠♦t ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4 ❝♦♥s❡r✈é ✭♥♦♥ ❛✛❡❝té

♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧s s♦♥t t♦✉s ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ ✿ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st
❞♦♥❝ é❣❛❧❡ à 1✳

✕ s✐ k = 5✱ s❡✉❧s ❞❡✉① ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♣❛r♠✐ ❧❡s 9 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡❝tés ✭❝❡✉① ❞♦♥t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❡st ♣❧❛❝é❡ ❡♥ 4ème ♦✉ 5ème ♣♦s✐t✐♦♥✮✱ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ 7

9 ✳ ❊❧❧❡ s❡r❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡
5
9 ♣♦✉r k = 6✱ ❞❡ 3

9 ♣♦✉r k = 7✱ ❡t ❞❡ 1
9 ♣♦✉r k = 8✳

❯♥ ✜❧tr❡ ❡st ❞✐t sé❧❡❝t✐❢ s✬✐❧ é❧✐♠✐♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t
♣❛s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛t✐♦
❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞ét❡❝tés q✉✐ ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✱ ❞♦♥❝
❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✳ ❯♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♣❧✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à é✈❛❧✉❡r ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ ✿ ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❡
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✸✳✹✳ ▼ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞✬✐♥❞❡①

❣é♥èr❡ ✉♥ ❤✐t à ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❣é♥éré❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✾ ✿ sé❧❡❝t✐✈✐té ❞✬✉♥ ✜❧tr❡

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ♠♦ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ k s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
❞✬❆❉◆ ✭❛❧♣❤❛❜❡t Σ = {A, T,G,C}✮✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❆❉◆ s♦✐❡♥t ❣é♥éré❡s
♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ B✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦t ❞❡ t❛✐❧❧❡ k à ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s i, j ✜①é❡s s✉r ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s u ❡t v✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ❧❡ttr❡ ❡st é❣❛❧❡ à

∑

a∈Σ PB(a)2✱ ❞♦♥❝ ❧❛
sé❧❡❝t✐✈✐té ✈❛✉t (

∑

a∈Σ PB(a)2)k✳ ❙✐ ❧❡s ❧❡ttr❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡s✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡st
é❣❛❧❡ à 1

4k ✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ✉♥ ✜❧tr❡✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ❈❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡
♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❞❡①✳

✸✳✹ ▼ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞✬✐♥❞❡①

▲❡ ✜❧tr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s < i, j >∈ [1..|u|]× [1..|v|]✱ ❝❡❧❧❡s
q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❤✐t ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❤✐t ❡st ❛❞❛♣té✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r
♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ i ✜①é❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s j à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞❡①✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à é❝❧❛✐r❝✐r ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❞❡①✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞✉ ✜❧tr❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ k ✭k✲♠♦ts✮✳
❈❡ ✜❧tr❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s k✲♠♦ts ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❤✐t s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s < i, j > ❡st
✉♥ ❤✐t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ u[i..i+ k − 1] = v[j..j + k − 1]✳

▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✐♥❞❡① ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s k✲♠♦ts ❞✉ t❡①t❡ v✳ ❈❡t ✐♥❞❡① ❞♦♥♥❡✱
♣♦✉r ✉♥ ♠♦t w ∈ Σk✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ s❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ v✳ ❈❡t ✐♥❞❡① ♣❡✉t
❛✐♥s✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r t♦✉s ❧❡s ❤✐ts ❞✉ ✜❧tr❡ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s k✲♠♦ts ❞✉ t❡①t❡
u✱ ♣✉✐s ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s s✉r v à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡① ❛ss♦❝✐é✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡① ♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡r❛ ✐❝✐ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥❞❡①✱
❝❡✉① ✐ss✉s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✐s❝rèt❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡✱ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❧✉s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s
❜❛sés s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

✸✳✹✳✶ ■♥❞❡① ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡ ❡t s❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é❡s ♦✛r❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣♦ss✐❜✐✲
❧✐tés ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés✱ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s✱
♦✉ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❞❡① ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
❞✬❆❉◆✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s s✉✣①❡s✱ ❡t ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡ ❞❡s s✉✣①❡s✳

✸✳✹✳✶✳✶ ❆r❜r❡ ❞❡s s✉✣①❡s

❊♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s s✉✣①❡s ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s ❡t
❢réq✉❡♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡✳ ❊❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s✱ s❛ t❛✐❧❧❡ ❡t s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡①t❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ▲❈❆ ✭▲♦✇❡st
❈♦♠♠✉♥ ❆♥❝❡st♦r ❬✹✽❪✮ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
❝♦♠♠✉♥s très r❛♣✐❞❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ❞❡s s✉✣①❡s ❡st ❞♦♥♥é à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✭♣♦✉r ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ✈♦✐r ❬✼✱ ✹✽❪✮ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❲❡✐♥❡r ❬✶✵✻❪✱ à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❯❦❦♦♥❡♥ ❬✶✵✶❪ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼❝❈r❡✐❣❤t ❬✼✾❪✱

✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡
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❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬♦r❛❝❧❡ ❞❡s s✉✣①❡s✴❞✬❛r❜r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡s s✉✣①❡s

♦♥t été ❞♦♥♥és✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❆❉◆✱ ❞❡✉① ❧♦❣✐❝✐❡❧s
♦♥t été ♣r♦♣♦sés q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❘❊P✉t❡r ❬✻✽✱ ✻✾❪ ❡st ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s✱ ❜❛sé s✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❑✉rt③
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡s s✉✣①❡s ❬✻✼❪✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✐♠♣❧❛♥t❡✱
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦♠♠és ▼▼❘ ✭▼❛①✐♠❛❧ ▼✐s♠❛t❝❤ ❘❡♣❡❛ts✮ ❡t ▼❉❘ ✭▼❛①✐♠❛❧
❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❘❡♣❡❛ts✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs l, k✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s rés♦❧✈❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❞❡ t❛✐❧❧❡ ≥ l ❛②❛♥t ❛✉ ♣❧✉s k ❡rr❡✉rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s
❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡t ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❛ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ♥❡
❞ét❡❝t❡r q✉❡ ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés q✉❛s✐✲❡①❛❝t❡s ❛✈❡❝ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t✳

▼❯▼♠❡r ❬✸✾✱ ✹✵❪ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❜❛sé s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s s✉✣①❡s✱ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✳ ❯t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡s s✉✣①❡s ❣é♥ér❛❧✐sé s✉r ❧❡s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s à ❛❧✐❣♥❡r✱
✐❧ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡s ▼❯▼ ✭▼❛①✐♠❛❧ ❯♥✐q✉❡ ▼❛t❝❤✮ ✿ ❧❡ t❡r♠❡ ❯▼ ✭❯♥✐q✉❡
▼❛t❝❤✮ ❞és✐❣♥❡ ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ t❡①t❡ ❞♦♥t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♣✐❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡s ❯▼✱ s❡✉❧s ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t♠❛①✐♠❛✉① ✭▼❯▼✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥♦♥ ❝♦♥t❡♥✉s
❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❯▼ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳

▲❡s ▼❯▼ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝❧❛ssés s❡❧♦♥ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ séq✉❡♥❝❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
t②♣❡ ▲■❙ ✭▲♦♥❣✉❡st ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❙✉❜s❡q✉❡♥❝❡✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ▼❯▼ ♦r❞♦♥♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

✸✽



✸✳✹✳ ▼ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞✬✐♥❞❡①

❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❝♦♥t✐❣✉ë s✉r ❧❡s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❛✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧✳ ❈❡
sq✉❡❧❡tt❡ ❡st ❡♥✜♥ ❝♦♠♣❧été ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥✮ ♦✉ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❧♦❝❛❧✐sés✳

✸✳✹✳✶✳✷ ❖r❛❝❧❡ ❞❡s s✉✣①❡s

▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❢❛✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡s s✉✣①❡s ❞♦♥♥❡ ✉♥ rés✉❧t❛t s❛♥s ❢❛✉① ♣♦s✐✲
t✐❢s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❛♥s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡
♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡s s✉✣①❡s ❝♦♠♣❛❝ts
s♦♥t ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ s✐♠♣❧❡s à ✐♠♣❧❛♥t❡r✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❡♥ ♣❧✉s ♦♣t✐♠✐sés ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ♠é♠♦✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞é♣❡♥❞ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉
t❡①t❡✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ♠♦ts ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r ♥✉❝❧é♦t✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❆❉◆ r❡st❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✭✺ ♠♦ts ♣❛r
♥✉❝❧é♦t✐❞❡✮✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♥♥❡①❡✱ ❧✬♦r❛❝❧❡ ❞❡s s✉✣①❡s✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ✶✾✾✾ ♣❛r ❆❧❧❛✉③❡♥
❡t ❝♦❛✉t❡✉rs ❬✹❪✳ ❊❧❧❡ ♣♦ssè❞❡✱ ♦✉tr❡ s❛ t❛✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡①t❡✱ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés
q✉❛♥t à s♦♥ ❢❛❝t❡✉r ♠♦ts ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r ♥✉❝❧é♦t✐❞❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱
♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ✓❤♦♥♥êt❡✔✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧✬♦r❛❝❧❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs
r❡❝♦♥♥❛ît ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s str✐❝t❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ✉♥ s✉r✲
❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❞❡s ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♠♦ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❢❛❝t❡✉rs ♠❛✐s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛❝❝❡♣tés ♣❛r ❧✬♦r❛❝❧❡ ✿ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❧❡ ♠♦t GCTC ❡st
r❡❝♦♥♥✉ t♦✉t ❡♥ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❢❛❝t❡✉r ❞❡ AGCTAGATC✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❧✐❡♥s
s✉✣①❡s ✭❡①❛❝ts ♣♦✉r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋❖❘❘❡♣❡❛ts✳

▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋❖❘❘❡♣❡❛ts ❬✼✵❪ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ▲❡❢❡❜✈r❡ ❡t ❝♦❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡ ❧✬♦r❛❝❧❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❆❉◆✳ ▲✬♦✉t✐❧ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs
❝♦♠♠✉♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❧✐❡♥s s✉✣①❡s✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡✉r ❧♦♥❣✉❡✉r ✭❧♦♥❣✉❡st r❡♣❡❛t❡❞ s✉✣①❡s✮ t♦✉t ❡♥
❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳

✸✳✹✳✷ ■♥❞❡① ♣❛r ❤❛❝❤❛❣❡

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s r❡✲
❝❤❡r❝❤é❡s ✭t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ré♣ét✐t✐♦♥s✱ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ♣❛r ❧à ♠ê♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s
r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦✉✈❡♥t r❡♥❝♦♥trés ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ s✬❛❞❛♣t❡ ♠❛❧ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✈❡❝ ❡rr❡✉rs✳ ▲❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ❛✉t♦r✐sé❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱
♠ê♠❡ s✉r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s✐♠♣❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❡st ❞✬✉♥ ✉s❛❣❡ ❧✐♠✐té ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ s✐ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s s♦♥t ❞✐✈❡r❣❡♥t❡s✳ ▲✬❆❉◆ ét❛♥t s♦✉♠✐s ❛✉①
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❛✈❡❝ ❞❡s t❛✉① r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs r❡♠é❞✐❡r à ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✳

▲✬✐❞é❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡ ✭♦ù ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❧✉s ❣❛r❛♥t✐❡✮ ❛ été ✉♥❡ ❞❡s
♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❞❡s ré♣ét✐t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r
❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ à ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♣♦✉r ❡ss❛②❡r ❞❡ rés♦✉❞r❡
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❥✉❣é ❞✐✣❝✐❧❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ❡st r✐❡♥ ❡t q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ✭q✉✬✐❧
s✬❛❣✐ss❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡ ♦✉ s❛♥s ♣❡rt❡✮ ❡st ♣❧✉tôt ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ♥❡ s❡r❛✐t✲❝❡ q✉❡ ♣♦✉r
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s q✉✬✐❧ ♣❡✉t ♣♦s❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ✜❧tr❡s✳

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡

✸✳✹✳✸ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s k✲♠♦ts

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❜❛sé ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝♦✉rts
❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ t❡①t❡ q✉✐ s♦♥t s✉♣♣♦sés ❝♦♥s❡r✈és ❡♥tr❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ t❡①t❡ ❝♦♥t✐❣✉s✳ ❈❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡
t❡①t❡ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡ k s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s Σ✳ ❙♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧❛❣❡
❞✬❡♥t✐❡rs [0..|Σ|k − 1] ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❝♦❞é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦t ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥
❡♥t✐❡r key(u) à ❝❤❛q✉❡ ♠♦t u ∈ Σk à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

key(u) =

k∑

i=1

u[i]× |Σ|i−1

❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Σ ❡st ❝♦❞é ♣❛r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ 0 à |Σ| − 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡✉① ♠♦ts ❞❡
t❛✐❧❧❡ k s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Σ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣❛rés ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦❞❡ key()✳ ❯♥
❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ s✐ ❞❡✉① ♠♦ts à ❡♥❝♦❞❡r s♦♥t ❝❤❡✈❛✉❝❤❛♥t
✭u1, u2 ∈ Σk t❡❧s q✉❡ u1[2..k] = u2[1..k−1]✮ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦t ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé
❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦❞❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ key(u2) = key(u1)−u1[1]

|Σ| +u2[k]×|Σ|
k−1✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥❝♦❞❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s k✲♠♦ts ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ T ❞❡ t❛✐❧❧❡
n ❡♥ t❡♠♣s O(n)✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ré❛❧✐sé ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s k✲♠♦ts ❞✬✉♥ t❡①t❡ T ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r✱ à t♦✉t k✲♠♦t
u ∈ Σk✱ ❧❛ ❧✐st❡ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✮ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ s❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ T ✳ ❈❡tt❡
❧✐st❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ T ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ à ❧✬❛✐❞❡

✕ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞✬❡♥t✐❡rs L ❞❡ t❛✐❧❧❡ n− k + 1✱
✕ ❞❡ ❞❡✉① t❛❜❧❡❛✉① ❞✬❡♥t✐❡rs F ❡t B ❞❡ t❛✐❧❧❡ Σk✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✹❪✳ P♦✉r ✉♥ k✲♠♦t ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛

✈❛❧❡✉r code✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① F [code] ✭❋✐rst✮ ❡t B[code] ✭❇✉❝❦❡t✮ ❞♦♥♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✴❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ tr♦✉✈é❡ ❞❡ ❝❡ k✲♠♦t✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ L s❡rt ❞❡ ❝♦r♣s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐st❡s✳ ❆ss♦❝✐é à F ✱ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t ✿
s✐ ❧❡ k✲♠♦t u ❛♣♣❛r❛ît ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s I = {i1 < i2 . . . < ir} s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ T ✱ ❛❧♦rs F [key(u)] = i1✱
❡t ∀j ∈ [1..r− 1] L[ij ] = ij+1✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t L[L[. . . L[

︸ ︷︷ ︸

j−1

F [key(u)]] . . .]] ❞♦♥♥❡ ❧❛ j ème ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✉

k✲♠♦t u s✉r T ✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ré❛❞❛♣té ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❛r ❧❡s ❧✐st❡s ❝♦♥str✉✐t❡s

♣♦s❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❛❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

✸✳✹✳✹ ❙tr❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❧♦❝❛❧❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r ❞❡s
❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝♦♥♥✉s ❛✜♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❞❛♥s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥ q✉♦✐ ❝❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s s♦♥t q✉❡❧q✉❡❢♦✐s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♦✉ ❛♥t❛❣♦♥✐st❡s✱ ❡t s✉rt♦✉t ❡ss❛②❡r♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣r♦♣♦sé❡s✳

✸✳✹✳✹✳✶ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋❛st❛

▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋❛st❛ ❬✼✸✱ ✼✹❪ ✭▲❋❛st❆✮ ❡st ✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝♦♥♥✉s ❞❡ t♦✉s ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦✲✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s ❋❛stP✱ ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ k✲♠♦ts ❝♦♥s❡r✈és s✐t✉és s✉r ❞❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ♣r♦❝❤❡s ✭✈♦✐r ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✷ à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❈❡ t❡r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❧♦rsq✉❡

✹✵



✸✳✹✳ ▼ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞✬✐♥❞❡①

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s k✲♠♦ts
❊♥tré❡s ✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r k✱ ✉♥ t❡①t❡ T ❞❡ t❛✐❧❧❡ n s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Σ
❙♦rt✐❡s ✿ ❞❡✉① t❛❜❧❡❛✉① ❞✬❡♥t✐❡rs F [0..|Σ|k − 1] ❡t L[1..n− k + 1]
❉♦♥♥é❡s ✿ F [0..|Σ|k − 1]❀
B[0..|Σ|k − 1]❀
L[1..n− k + 1]❀
♣♦✉r code← 1 à |Σ|k ❢❛✐r❡

F [code]← −1❀
B[code]← −1❀

♣♦✉r i← 1 à n− k + 1 ❢❛✐r❡
code← key(T [i..i+ k − 1])❀
s✐ B[code] = −1 ❛❧♦rs

F [code]← i❀
s✐♥♦♥

L[B[code]]← i❀
B[code]← i❀

tgtgcgtccttgttggcaac

t
g
t
g
t
c
c
t
a
t
a
t
g
g
t
c
t
a
c

FASTA BLAST

tgtgcgtccttgttggcaac

t
g
t
c
c
g
t
c
c
t
t
g
t
a
g
g
c
a
c

tgtgcgtccttgttggcaac

Gapped−BLAST

t
a
t
a
g
c
a
t
c
a
t
a
g
t
t
g
a
g
c

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❙tr❛té❣✐❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞♦♣té❡s ♣❛r ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝❧❛ss✐q✉❡s

❧✬♦♥ tr❛❝❡ ✉♥ ❞♦t✲♣❧♦t ✿ ❧❡s tr❛✐ts ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ré♣étés ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡♠❡♥t
s✉r ❞❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ♣r♦❝❤❡s✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ t②♣✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ k✲♠♦t ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✹ ❡t ✻ ❧❡ttr❡s s✉r ❧✬❆❉◆✱ ❝❡ q✉✐ ❞❡st✐♥❡ ❧❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ à ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✶✵✵✵✵✲✶✵✵✵✵✵ ❜❛s❡s ❛✉ ♣❧✉s✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s
❞♦♥t ❧❡ s❝♦r❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✱ ❡t é✈❛❧✉❡ ❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s
s✐♠✐❧❛r✐tés tr♦✉✈é❡s✳

✸✳✹✳✹✳✷ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❇❧❛st

❆✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ✭❜❛s❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s✮✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ str❛té❣✐❡ ❛ été ❛❞♦♣té❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❧❛st ❬✺❪✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s
k✲♠♦ts ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✱ ❇❧❛st ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ k✲♠♦t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❜✐❡♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭k ∈ [11..13]✮
✭✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❛✉ ❝❡♥tr❡✮✳

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♠♦t ré♣été s✉r ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❡st ❝❡rt❡s ♣❡✉ ❢réq✉❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s✐✲
♠✐❧❛r✐tés ♦♥t s✉❜✐ ❞❡s ♠✉t❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡♥ ♦❜t❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ r❡st❡ é❧❡✈é❡✱ ❝❡

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡

q✉✐ ♣❡r♠❡t à ❇❧❛st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❣❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❡♥ sé❧❡❝t✐✈✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❋❛st❛✱ t♦✉t ❡♥
❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❋❛st❛ q✉✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s k✲♠♦ts✱ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡
❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ❇❧❛st ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ q✉✬✉♥ s❡✉❧ k✲♠♦t ré♣été s✉r ❧❡s ❞❡✉①
séq✉❡♥❝❡s à ❛❧✐❣♥❡r✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ k✲♠♦t ❡♥ ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t s❡ ❢❛✐t ❛❧♦rs à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ◆❡❡❞❧❡♠❛♥✲❲✉♥❝❤ ❬✽✸❪✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ✿

✕ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦♥t s✐t✉é❡s ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❣❛✉❝❤❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞r♦✐t❡s✮ ❞❡s k✲♠♦ts s✉r ❧❡s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✳

✕ ❯♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ✉♥ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ ♦❜t❡♥✉ ♥✬❡st ♣❛s ❥✉❣é s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞✐t ❞❡ ❳✲❞r♦♣ ✿
❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❞✬ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❡ s❝♦r❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❝♦♠♣❛ré ❛✉ s❝♦r❡
♠❛①✐♠❛❧ ❛tt❡✐♥t ❧♦rs ❞❡s ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❙✐ ❧❡ s❝♦r❡ ❛❝t✉❡❧ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧
✭s❡✉✐❧ ❞❡ ❳✲❞r♦♣ ✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s❝♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❛❧♦rs ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ s✬❛rrêt❡✳ ▲✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
❞❡ s❝♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡st r❡t♦✉r♥é s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s s❝♦r❡s q✉✐
✈ér✐✜❡♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❳✲❞r♦♣ ✳

❯♥ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❇❧❛st ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡ s✉r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té ❞❡s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts tr♦✉✈és✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦sé❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❡♥ q✉♦✐ ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t rés✉❧t❛t
♣❡✉t êtr❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s q✉❡❧❧❡ ❡st s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛r❛îtr❡ ♣❛r ❤❛s❛r❞ s✐ ❧✬♦♥
❛✈❛✐t ❢❛✐t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♠❛✐s ❣é♥éré❡s
s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✭❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✮ s❡❧♦♥ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❑❛r❧✐♥ ❡t
❆❧ts❝❤✉❧ ❬✺✼✱ ✺✽✱ ✺✺✱ ✺✻❪✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ❢♦♥❞ ▼❛r❦♦✈✐❡♥M✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts s❛♥s ✐♥❞❡❧s s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ●✉♠❜❡❧ ❬✹✼❪✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐✱
♣♦✉r ✉♥ s❝♦r❡ s ❡t s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ M✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡
s❝♦r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à s ✭P✲✈❛❧✉❡✮ s✉r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
K ❡t λ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ s❝♦r❡ ❝❤♦✐s✐✱ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✐ss✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❢♦♥❞M✳ ▲❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r m ❡t n✳

E − value = K ·m · n · e−λ·s

P − value = 1− e−E−value

❊♥ ✶✾✾✼✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❇❧❛st✱ ♥♦♠♠é❡ ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st ❬✻❪✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬✐❞é❡ ❞✐t❡
❞❡ ❤✐t ♠✉❧t✐♣❧❡ ✿ ❇❧❛st ♥❡ ❜❛s❛✐t s❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉❡ s✉r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡
t❛✐❧❧❡ k ∈ [11..13]✳ ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛❞♦♣t❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣❧✉tôt q✉❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ k✲♠♦t✱ ✐❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① ❧❡ ❜❛s❡r s✉r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① k′✲
♠♦ts ✭k′ < k✮ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷ à ❞r♦✐t❡✮✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❣❧♦❜❛❧❡ s❡r❛
❛✉❣♠❡♥té❡ ✭♠♦✐♥s ❞❡ ❤✐ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✮✱ ❡t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té s❡r❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s s✐♠✐❧❛r✐tés✳

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣r♦①✐♠✐té ❞é✜♥✐ ♣❛r ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦♠♠✉♥❡✱ à ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❋❛st❛✱ ♠❛✐s ❡♥ ✜①❛♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① k′✲♠♦ts✳

✸✳✹✳✹✳✸ ❱❛r✐❛♥t❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠♦ts ❝♦♥t✐❣✉s

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❇❧❛st ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❝✐t♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ▼❡❣❛❇❧❛st✳ ❙❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té✱ ♦✉tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s k✲♠♦ts r❡❝❤❡r❝❤és s♦♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡ ❝❡✉① ❇❧❛st✱ ♣r♦✈✐❡♥t
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❣❧♦✉t♦♥ ❬✶✶✵❪✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❳✲❞r♦♣ s✉r ❧❡ s❝♦r❡ ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳✹✳✷✮✳ ■❧ ❣èr❡

✹✷



✸✳✹✳ ▼ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞✬✐♥❞❡①

♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡✉① ❜♦r♥❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥s ✴ ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s
r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❳✲❞r♦♣ ✱ ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ③♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❇❧❛t ❬✻✵❪ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❇▲❆❙❚✱ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿

✕ ❧❡s k✲♠♦ts ✉t✐❧✐sés ♣❡✉✈❡♥t ❛✉t♦r✐s❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✭❧❡s k✲♠♦ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐st❛♥ts ❞✬✉♥❡
✉♥✐té ❛✉ ♣❧✉s s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✮

✕ ❧✬✐♥❞❡① ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t ❝réé s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ♥♦♥ s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♠♠❡
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❇▲❆❙❚✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ r❛t✐♦ s❡♥s✐❜✐❧✐té✴sé❧❡❝t✐✈✐té✱ ♠❛✐s ✐♥✈♦q✉❡ ❛❧♦rs
✉♥ ❝♦ût s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❇▲❆❚ ✐♥tér❡ss❛♥t s✉r ❞❡s ❜❛s❡s
st❛t✐q✉❡s✳

❆ss✐r❝ ❬✶✵✸❪✱ ❛✉tr❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❜❛sé s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ k✲♠♦ts✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❇❧❛st✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ s❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❤✐ts✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ♣r♦✈✐❡♥t
❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ♣ré❝é❞❛♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❜❛sé s✉r
✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡ a ∈ Σ✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r v(a) ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ❖♥ tr❛❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s séq✉❡♥❝❡ ❧✉❡✱ s❛ ❝♦✉r❜❡ ✭s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✮
❣é♥éré❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✿ ❞❡✉① s♦✉s séq✉❡♥❝❡s r❡ss❡♠✲
❜❧❛♥t❡s ✈♦♥t ✈♦✐r ❧❡✉r ❝♦✉r❜❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s é✈♦❧✉❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❝❤❡✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ✐❧
♥✬❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s sûr q✉❡ ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ♣r♦❝❤❡s s♦✐❡♥t ✉♥ té♠♦✐♥ ❣❛r❛♥t✐ ❞❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s
s❡♠❜❧❛❜❧❡s✳

50 100 150 200−50−100−150−200

50
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150

−50

−100

−150

−200

−250

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

▲❡ ❝r✐tèr❡ r❡t❡♥✉ ♣❛r ❆ss✐r❝ ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s é✈❛❧✉é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s✳ ❯♥ s❡✉✐❧ ♠❛①✐♠❛❧ δ ❡st ✜①é s✉r ❝❡tt❡

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡

❞✐st❛♥❝❡✳ ❙✐ ❝❡ s❡✉✐❧ ❡st ❞é♣❛ssé ❞✉r❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s τ ✱ ❛❧♦rs ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ s✬❛rrêt❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✸✳✸ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✿ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s s✐t✉é❡s s✉r ❧❡ q✉❛❞r❛♥t ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡
s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ♣rés❛❣❡r ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té
♣❧✉tôt ❢♦rt❡✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧❡ q✉❛❞r❛♥t ❤❛✉t ❣❛✉❝❤❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉❛♥t
❛✉① séq✉❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳

✸✳✺ ❘é♣ét✐t✐♦♥ ❡♥ t❛♥❞❡♠

▲❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❡♥ t❛♥❞❡♠ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♣✐❡s ❝♦♥t✐❣✉ës ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞♦♥♥é✳
❊❧❧❡s s♦♥t ❛❜♦♥❞❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣é♥♦♠❡✱ ❡t s♦♥t é✈♦❧✉t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❞❡s ré♣ét✐t✐♦♥s
❛♣♣❡❧é❡s ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❝♦✉rts ré♣étés ❡t ❥✉①t❛♣♦sés ❥✉sq✉✬à ❞❡s
❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ❢♦✐s✳ ■❧s s♦♥t q✉❡❧q✉❡❢♦✐s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❣r❛✈❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧❛
♠❛❧❛❞✐❡ ❞❡ ❍✉♥t✐♥❣t♦♥✮✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❡♥ t❛♥❞❡♠✱ ✐❧
❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳

✸✳✺✳✶ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✿ ♠r❡♣s

♠r❡♣s ❬✻✷✱ ✻✶❪ ❡st ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s ❡♥ t❛♥❞❡♠ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t ♠❛✐♥t❡♥✉ ♣❛r
❧✬éq✉✐♣❡ ❆❞❛❣❡ ❛✉ ▲♦r✐❛✳ ■❧ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡
tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❡♥ t❛♥❞❡♠ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♣✐❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s✳ ■❧ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t tr❛✈❛✐❧❧❡r
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ✭k ❡rr❡✉rs ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✮✳

▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s ❡♥ t❛♥❞❡♠ ❡①❛❝t❡s ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ rés✉❧t❛t
✐♥tér❡ss❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s ❡♥ t❛♥❞❡♠ ❞✐t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳

✸✳✺✳✷ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✿ ❚❛♥❞❡♠ ❘❡♣❡❛t ❋✐♥❞❡r

❚❛♥❞❡♠ ❘❡♣❡❛t ❋✐♥❞❡r ❬✾✱ ✶✵❪ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡st✐♥é à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ré♣ét✐t✐♦♥s
❡♥ t❛♥❞❡♠✳ ■❧ ❜❛s❡ s❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞❡① ❞❡ k✲♠♦ts✱ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❇❧❛st✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ❝r✐tèr❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❡♥ t❛♥❞❡♠ ❞❡s
❛✉tr❡s ré♣ét✐t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❢❛✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧ t♦❧éré
❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♣✐❡s✳

▲❡s ❝r✐tèr❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és s❡❧♦♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✭t❛✉①
❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡st✐♠é ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♣✐❡s✱ t❛✉① ❞✬✐♥❞❡❧s ❛tt❡♥❞✉✮✳

✸✳✻ ❍❛❝❤❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ♣rés❡♥té❡s ét❛✐❡♥t
❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r k✲♠♦ts ✭❢r❛❣♠❡♥ts ❝♦♥t✐❣✉s ❞❡ t❛✐❧❧❡ k ❞❡ t❡①t❡ ❝♦♠♠✉♥s à ❞❡✉①
séq✉❡♥❝❡s✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❝♦♥t✐❣✉s ♣❛r❛ît ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❡t s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s
❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés✳

❊♥ ✶✾✾✸✱ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♥♦♠♠é ❋❧❛s❤ ❬✷✽❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s k✲t✉♣❧❡s ❡♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t ❞❡s
❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ t❡①t❡ ♥♦♥✲❝♦♥t✐❣✉s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r
✉♥ ✐♥❞❡① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❛ ✓❢♦r♠❡✔ ❞✉ ❢r❛❣♠❡♥t ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❡t ❧❡s t❛✐❧❧❡s
❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✴❡s♣❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ k✲♠♦t ♥♦♥✲❝♦♥t✐❣✉ s♦♥t ✜①é❡s ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s
❛✈❛♥t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ét❛♥t ré❛❧✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦ssè❞❡
❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ très s❡♥s✐❜❧❡✳ ▼❛✐s✱ ét♦♥♥❛♠♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡r❛ ♣❛s ❞❡ tr❛✈❛✉①

✹✹



✸✳✼✳ ●r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✈❛♥t ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
❞✬❆❉◆✳ ❊♥ ✷✵✵✶✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡st ❛❞♦♣té❡ ✭❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✮ ❞❛♥s ❬✷✶❪✳ ❊❧❧❡ ❡st
❛♥❛❧②sé❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡t ❛♠é❧✐♦ré❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❧✬✐♥❞❡① ❝♦♥s✐❞èr❡✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ k✲♠♦t w ❞✉ t❡①t❡ à ✐♥❞❡①❡r✱ ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❧❡ttr❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❝❡ k✲♠♦t✱
♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s I ⊆ {0, . . . , k − 1}✳ ❖♥
❛❞♠❡ttr❛ q✉❡ {0} ∈ I, {k − 1} ∈ I✳

TAGCGCATCCTAGCGC

76543210

TAGCGCATCCTAGCGC

1110964210

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ✉♥ k✲♠♦t ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❡ttr❡s ♣rés❡♥t❡s ✿ ❧❡ ♠♦t
♦❜t❡♥✉ s❡r❛ GATCCTAC✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡✱ ✉♥ k✲♠♦t ✓❡s♣❛❝é✔ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s I =
{0, 1, 2, 4, 6, 9, 10, 11} ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ q✉✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❡ttr❡s ✿ ❧❡ ♠♦t ♦❜t❡♥✉ s❡r❛ ❛❧♦rs
●❆❚✲❈✲❆✲✲❈●❆ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ré✲é❝r✐t GATCACGA✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s I ❡st ✜①é ❛✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s
❣❛✐♥s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❡♥ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ ❧✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ✉♥ ✐♥❞❡① ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s {I1, I2, . . .}✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs ✭▲♦❝❛❧✐t②✲
Pr❡s❡r✈✐♥❣ ❍❛s❤✐♥❣ ✐♥ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡s ❬✺✸❪✮ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❛ss❡③ é❧♦✐❣♥é✳ ❈❡s
tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛✐❡♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳ ■❧s ♣r♦♣♦✲
s❛✐❡♥t ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣♦✉r ✜❧tr❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s
✈♦✐s✐♥s✳

✸✳✼ ●r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✷✶✱ ✷✹❪ ❛ ❛♣♣♦rté ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✈❡rs ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡r s❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ✉♥ ♠♦t ❝♦♥t✐❣✉✱ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♠♦✐♥s ré❣✉❧✐❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ❡s♣❛❝é ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s I✱ ❛
♣❡r♠✐s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛❝❝r✉❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❣é♥érés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❧✉s
s❡♥s✐❜❧❡s q✉❡ ♥❡ ❧✬❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦ts ❝♦♥t✐❣✉s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡s
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❣é♥éré ❡st ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐❣✉ ✭✈♦✐r
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✸❪✮✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ I ét❛♥t r❡♠✐s ❡♥ ❝❛✉s❡✱ ✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ❞♦♥❝ s♦♥❣❡r à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s I✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s
I ⊆ {0, . . . , k − 1} à ❧❛ ❢♦✐s ✜①és ❡t é✈❛❧✉és✱ ❡t ♥♦♥ ♣r✐s ❛✉ ❤❛s❛r❞✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡
t❡r♠❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s✱ ❛✈❡❝
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s s✉r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❣r❛✐♥❡✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❣r❛✐♥❡ t♦✉t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ✭♠♦t✱ ♠♦t✐❢✮ s❡r✈❛♥t ❞❡
❜❛s❡ ❛✉ ✜❧tr❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés✳ ❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ i s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ u
✕ ❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐❡ ❛❧♦rs à t♦✉t ♠♦t u[i..i + k − 1] ✉♥ ❡♥t✐❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
keyπ(u[i..i+ k − 1])✳

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡✮ ❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❡st ❞✐t❡ ❡s♣❛❝é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
keyπ(u[i..i+k−1]) ❛ss♦❝✐é❡ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬✐♥❞✐❝❡s Iπ ✜①és ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0..k − 1]✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭♣♦✐❞s ❡t ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡✮ ❙♦✐t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ π✱ ❞♦♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ keyπ(u[i..i + k − 1]) ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t s♦✉s✲♠♦t ❞❡ t❛✐❧❧❡ k ✉♥ ❡♥t✐❡r s❡❧♦♥ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s Iπ✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡ ♣♦✐❞s ❡t ❧✬ét❡♥❞✉❡
❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡✳

✕ ❧❡ ♣♦✐❞s w(π) ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❛♥s Iπ✳ ■❧ s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
♥♦té w✳

✕ ❧✬ét❡♥❞✉❡ s(π) ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ k ❞✉ ♠♦t r❡❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❧❛ ❣r❛✐♥❡✳ ■❧ s❡r❛
é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦té s✳

P❧✉tôt q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ✐♥❞✐❝❡s Iπ = {i1, i2 . . . iw}✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐✲
s❡r♦♥s ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇✉r❦❤❛r❞ ❡t ❑❛r❦❦❛✐♥♥❡♥ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡
❞❡s ♠♦ts s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t {#,−}✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦t✮ ❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ Iπ = {i1, i2 . . . iw} ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r iw − i1 + 1 s✉r
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t {#,−} ✿ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ # ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❡t ❡st ❛♣♣❡❧é
❝❛r❛❝tèr❡ ♠❛t❝❤✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ − ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❛✉tr❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❡st ❛♣♣❡❧é ❥♦❦❡r✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✵ ✿ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦t

❙✐ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s Iπ = {0, 1, 4, 6}✱ ❛❧♦rs s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦t s❡r❛ ❞♦♥♥é ♣❛r ★★✲✲★✲★✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❡t ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ s❡r♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
w(π) = 4, s(π) = 7✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝ré❡r ✉♥ ✐♥❞❡① à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ key() ❛ss♦❝✐é❡ ❞♦✐t êtr❡
r❡❞é✜♥✐❡✱ ✐❧ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

key(u) =

|Iπ |∑

i=1

u
[

1 + Iπ(i)
]

× |Σ|i−1

✸✳✼✳✶ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s

P❛tt❡r♥❍✉♥t❡r ❬✼✺✱ ✼✷❪ ❛ été ✉♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❧♦❣✐❝✐❡❧s à ❡♥✈✐s❛❣❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡✳ ❇✉r❦❤❛r❞ ❡t ❑❛r❦❦❛✐♥♥❡♥ ❬✷✺❪✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡ P❡✈③♥❡r ❡t ❲❛t❡r♠❛♥ ❬✾✶❪✱
❧✬❛✈❛✐❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ❝❛❞r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳

▼❛ ❡t ❝♦❛✉t❡✉rs ❬✺✾❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✿ ❡♥
❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬❛ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡
❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ P❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r✱
s✉r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t q✉✐ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❞ét❡❝té ♣❛r ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡✳

❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦♠♣❛r❡r
❞✐✛ér❡♥t❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ✭❧❡s ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s✮✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡tt❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ✜①é✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
sé❧❡❝t✐✈✐té ❡t s❡♥s✐❜✐❧✐té s♦♥t ❧✐é❡s✳

■♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ✿

✹✻



✸✳✼✳ ●r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s

✕ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① s❡ ♣♦rt❡r❛ s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s
❞♦♥t ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✳

✕ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♠♦ts ❞❡ A∗✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ❝❤♦✐① s❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ An✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡ ❡st q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ♣❧✉s ❧✐❜r❡✱ ♠❛✐s s♦♥ ❝❤♦✐① ♥✬❡st ♣❛s ♥❡✉tr❡ q✉❛♥t à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s
❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✳

✕ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ❞♦♥♥é❡ ❡t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥é ✿ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞é♣❡♥❞r❛ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✳

✸✳✼✳✷ ❈❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s

❉❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ✿
✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❤✐t à ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s s♦✐❡♥t ❣é♥éré❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ✐❞❡♥t✐✲
q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s Σ✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é♣❡♥❞✱ ♥♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s ✐♥❞✐❝❡s Iπ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s w✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ ♣♦✐❞s w(π)
❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐✈✐té s❡r❛ ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à (

∑

a∈Σ P(a)2)w ♦ù P(a) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❡r
❧❛ ❧❡ttr❡ a ∈ Σ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛ss♦❝✐é✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❧❡ttr❡s ❣é♥éré❡s s♦♥t
éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❤✐t s✉r ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❣é♥éré❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡st ❞❡ 1

|Σ|w ✳

✸✳✼✳✸ ▼♦❞è❧❡s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ♣❛r P❛tt❡r♥❍✉♥t❡r ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♥✬❛❞♠❡t q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ttr❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ s❛♥s ✐♥❞❡❧s✳ ▲❡s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦ts s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t
❜✐♥❛✐r❡ A = {0, 1} ❛♣♣❡❧é ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ▲❡ s②♠❜♦❧❡ 1 r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
✭♠❛t❝❤✮ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❧❡ttr❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s Σ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ 0 r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭♠✐s✲♠❛t❝❤✮✳ ❈❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❤♦✐s✐s ❡♥ ✜①❛♥t ❧❡✉r t❛✐❧❧❡ n ✭n = 64
❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✼✺✱ ✼✷❪✮ ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✶ ✿ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❜✐♥❛✐r❡

P♦✉r ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t✱

❆❈❆❚❚❆❆●❚❆❈❆❈❚●❆●❆❚

⑤⑤⑤⑤ ⑤⑤ ⑤⑤⑤⑤ ⑤⑤⑤⑤⑤

❆❈❆❚❈❆❆❆❚❆❈❆●❈●❆●❆❚

❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s❡r❛ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

a = 1111011011110011111

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ B ✭▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st B =

(
P(1) = 0.7,P(0) = 0.3

)
✮✳

❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❞ét❡❝t❡ ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α ❞❡ t❛✐❧❧❡ n s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥
i ∈ [1..n− s(π) + 1] t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀j ∈ [0..s(π)− 1] π[j] = # =⇒ α[i+ j] = 1

✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡

❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s Iπ✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❛
éq✉✐✈❛✉t à ✿

∃i ∈ [1..n− s(π) + 1] ∀j ∈ Iπ α[i+ j] = 1

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∃i ∈ [1..n− s(π) + 1] α[i+ Iπ] = 1w(π)

✸✳✼✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▲▼❚

◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❬✺✾❪ ❞❡st✐♥é à
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡①✲
♣♦sé✳ ◆♦✉s ❧❡ ♥♦♠♠❡r♦♥s ❑▲▼❚ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ s❡s ❛✉t❡✉rs✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❝✐té ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❝♦♠♠❡ ✓ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑❡✐❝❤ ✔✳

■❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s✉r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❣é♥éré ♣❛r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p✳ ❙♦✐t α ∈ {0, 1}n ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p✳ ✭P(1) = p,P(0) = 1−p✮✱ s♦✐t π ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ♣♦✐❞s w(π) ❡t ❞✬ét❡♥❞✉❡
s(π)✳

P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s Iπ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π✱ ♣♦✉r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡♥❣❡♥❞ré
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ❡t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ i ✭1 ≤ i ≤ n− s(π) + 1✮✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t Ai ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ Ai ❡st ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤✐t ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i s✉r ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α ✿

Ai : α[i+ Iπ] = 1w(π)

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ π ❣é♥èr❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❤✐t ❞❛♥s ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α ✿
P(∪

n−s(π)+1
i=1 Ai)✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ b ∈ {0, 1}∗ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s s(π)✳

P♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r i ∈ [s(π)..n]✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té f(i, b) q✉❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π ❣é♥èr❡ ✉♥ ❤✐t
❞❛♥s ❧❡ ♣ré✜①❡ α[1..i]✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❡ s✉✣①❡ ❞❡ α[1..i] ❡st ❞♦♥♥é
♣❛r b✳

f(i, b) = P(∪
i−s(π)+1
j=1 Aj | α[i− |b|+ 1..i] = b)

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❤✐t ❞❡ π ❞❛♥s ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r f(n, ε)✳
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r f(i, b) ♣♦✉r i ❛❧❧❛♥t
❞❡ s(π) à n✱ ❡t ♣♦✉r b ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s B1 ⊂ B = {0, 1}l ❛✈❡❝ l ≤ s(π)✳

B1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s b ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ π ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❝❤❛î♥❡s b t❡❧❧❡s q✉❡
Ai−s(π)+1 ∩ {α[i− |b| + 1..i] = b} 6= ∅✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à é❝r✐r❡ (1s(π)−|b|b)[Iπ] = 1w(π)✳ B1

❡st ❞♦♥♥é ✭♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs✮ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s s(π)2s(π)−w(π) ✭◆♦t❡ ❞✉ ❞♦❝t♦r❛♥t ✿
❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ w(π)2s(π)−w(π) s✉r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥❡
♣♦ssé❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ❥♦❦❡rs s✉r ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés✮✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ f(i, b)✳
✕ s✐ b ∈ B\B1✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π ♥❡ ❞ét❡❝t❡ ♣❛s ❧❡s ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {0, 1}s(π)−|b|b✱
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

f(i, b) = f(i− 1, b[1..|b| − 2])

✕ s✐ b ∈ B1 ❡t |b| = s(π) ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ π ❞ét❡❝t❡ ❧❡ ♠♦t b ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡

f(i, b) = 1

✹✽



✸✳✼✳ ●r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s

✕ s✐♥♦♥ b ∈ B1 ❡t |b| < s(π)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ s✐t✉é ❥✉st❡ ❛✈❛♥t b✳
❈❡❧✉✐ ❝✐ ét❛♥t ❣é♥éré ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❢❛✐t❡✱ ♣♦✉r
❞♦♥♥❡r ✿

f(i, b) = p · f(i, 1 · b) + (1− p) · f(i, 0 · b)

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ f [i, b]✱
♣♦✉r t♦✉t i ∈ [s(π)..n] ❡t ♣♦✉r t♦✉t b ∈ B1✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▲▼❚
❊♥tré❡s ✿ ❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ π✱ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p✱ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t n
❙♦rt✐❡s ✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π ❞ét❡❝t❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

(P(1) = p,P(0) = 1− p)

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B1✳
✷✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r f [i, b] = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [0..s(π)− 1] ❡t ♣♦✉r t♦✉t b ∈ B1✳
✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

❛ ♣♦✉r i← s(π) à n ❢❛✐r❡
♣♦✉r b ∈ B1 ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♠♦ts ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ❢❛✐r❡

s✐ |b| = s(π) ❛❧♦rs
f [i, b] = 1❀

s✐♥♦♥
❜ s♦✐t j = max(l) t❡❧ q✉❡ 0 · b[1..l] ∈ B1 ❀

f [i, b] = (1− p) · f
[
i− |b|+ j, 0 · b[1..j]

]
+ p · f [i, 1 · b] ❀

✹✳ ❘❡t♦✉r♥❡r f [n, ε] ❀

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡B1✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞♦♥♥❡♥t |B1| < s(π)2s(π)−w(π)✱
❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ t❡♠♣s O

(
n · s · |B1|

)
= O

(
n · s2 · 2s−w

)
à ❝❛✉s❡ ❞❡s ét❛♣❡s

✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳

✸✳✼✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▲▼❚

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦ssè❞❡ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ♥✬êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é q✉❡ s✉r ✉♥
s❡✉❧ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ❝❡❧✉✐ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s
❞❡ ❧✬❆❉◆ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ré❣✉❧❛r✐tés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s
séq✉❡♥❝❡s ❝♦❞❛♥t❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞♦♥ ❡st ♠♦✐♥s
✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✭r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡✮ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ♠✉té❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r
❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❛ss♦❝✐é ✭❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✶✳✺✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♥✬ét❛♥t ♣❛s
❛❞❛♣té ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳

❇r❡❥♦✈❛ ❡t ❝♦❛✉t❡✉rs ❬✶✺❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▲▼❚ ♣♦✉r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡✲
♠❡♥ts ❣é♥érés ♣❛r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é❡s ✭♥♦tés HMM✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ HMM ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞✱ ❡♥ ❡①♣r❡ss✐✈✐té✱ ❛✉① ❛✉t♦♠❛t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✷✳✶✳✷✮✳ ■❧
♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s s✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳

❯♥ HMM H ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts QH ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ❛✈❡❝
❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té s✉✐✈❛♥t❡ q✉✬✉♥❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡st ❣é♥éré❡ s✉r ✉♥ ét❛t ❡t ♥♦♥ s✉r ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ❈❤❛✐♥❡(q, b) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣❛r H ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ b ✭r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t
❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✮ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ét❛t q ∈ QH✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ t❡❧ é✈è♥❡♠❡♥t ❡st ♥♦té❡
P(❈❤❛✐♥❡(q, b))✳

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡

✕ ❊t❛t(q, t, i) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❝t✐❢ ❞❡ H ❞❡ q à t ❡♥ i ét❛♣❡s✳ ▲❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ t❡❧ é✈é♥❡♠❡♥t ❡st ♥♦té❡ P

(
❊t❛t(q, t, i)

)
✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t q✉❡❧q✉❡s s✉❜t✐❧✐tés ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ✿

f(i, b, q) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ π ❞ét❡❝t❡ ❧❡ ♣ré✜①❡ α[1..i] t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r b✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞és♦r✲
♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ α[1..i] ❛ été ❣é♥éré❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬ét❛t q✳

f(i, b, q) =







0 s✐ i < s(π)

1 s✐ b ∈ B1 ❡t |b| = s(π) (1)
∑

t∈S pt · f(i− |d|, c, t) s✐ b /∈ B1 ✱ ❛✈❡❝ b = c · d t❡❧ q✉❡ c = ♠❛①l b[1..l] ∈ B1

❛✈❡❝ pt = P
(
❊t❛t(q, t, |d|)|❈❤❛✐♥❡(q, b)

)

p · f(i, 1 · b, q) s✐ b ∈ B1

+(1− p) · f(i, 0 · b, q) ❛✈❡❝ p = P
(
❈❤❛✐♥❡(q, 1 · b)|❈❤❛✐♥❡(q, b)

)

✭✸✳✹✮
▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❑▲▼❚✳

P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s✐è♠❡ ❡t q✉❛tr✐è♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❆ ❧✬ét❛♣❡ tr♦✐s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π ♥❡ ♣❡✉t ❞ét❡❝t❡r ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡ s✉✣①❡ b ❡st ré❞✉✐t à s♦♥ ♣ré✜①❡ ♠❛①✐♠❛❧ c q✉✐ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❞ét❡❝té ♣❛r ❧❛ ❣r❛✐♥❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉s ❧❡s ét❛ts t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ s✉✣①❡ d ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥éré ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés✳
❆ ❧✬ét❛♣❡ q✉❛tr❡✱ ❧❡ s✉✣①❡ b q✉✐ ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞ét❡❝té ♣❛r π ❞♦✐t êtr❡ ét❡♥❞✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

◆♦t❡ ✿ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡st❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❑▲▼❚✱ ❥✬❛✐ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ✏r❡t♦✉r♥é✑ ❧❡ s❡♥s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡ ❢❛ss❡✱ ♥♦♥ ♣❛s s✉r ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π✱ ♠❛✐s s✉r ❧❛ ❣r❛✐♥❡ r❡♥✈❡rsé❡
πs(π) . . . π1✳

❊♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❡t ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s P
(
❊t❛t(q, t, |d|)|❈❤❛✐♥❡(q, b)

)
❡t P

(
❈❤❛✐♥❡(q, 1·

b)|❈❤❛✐♥❡(q, b)
)
❞❡s ét❛♣❡s ✸ ❡t ✹✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ t❡♠♣s O

(
s2 ·2s−w · (s2 +

σ3 + σ2 · n)
)
❛✈❡❝ σ = |QH|

✸✳✼✳✻ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❬✸✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss♦❝✐é ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥é s♦✐t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭O(n · s · 22(s−w))✮✱ ❧✬✐♥térêt ❡t ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❜❛sé❡ s✉r
✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦ts✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❡t ❞♦♥❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳

✸✳✼✳✼ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ✐♠♣❧✐q✉❛✐t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
B1 ❞❡s s✉✣①❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞♦♥♥❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ O(s22s−wn) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✭❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❣é♥érés ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✮✳ ❊♥ ✷✵✵✸✱ ❇✉❤❧❡r ❡t ❝♦❛✉t❡✉rs ❬✷✸❪
♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❛ été ♣ré❝é❞❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♣❛r ◆✐❝♦❞è♠❡ ❡t ❝♦❛✉t❡✉rs ❬✽✹❪
❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦✉ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ♠♦ts
❞é❣é♥érés✳

✺✵



✸✳✼✳ ●r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s

❆♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s✱ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❛❝❝é❧èr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✉ t❡♠♣s ✜♥❛❧
❡♥ O(w · 2s−w · n) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❣é♥érés ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
♣r♦♣♦sé❡ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈Mk✱ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ O

(
(w · 2s−w + 2k) · n

)
✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ Aπ q✉✐ ❛❝❝❡♣t❡ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts α ✭♠♦ts s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t
A = {0, 1}✮ q✉✐ s♦♥t ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
❢❛❝t❡✉r α[i..i+s(π)−1] ❞ét❡❝té ♣❛r π✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❝❡t ❛✉t♦♠❛t❡
Aπ ❛❝❝❡♣t❡ ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡M ❞♦♥♥é✳

✸✳✼✳✼✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✷✸❪ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Aπ✳ P♦✉r
✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞♦♥♥é❡ π ✭❡❣ π = ★✲★✲★✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s 2s(π)−w(π) ♠♦ts ∈ As(π) ❞ét❡❝tés ♣❛r π s♦♥t
❝♦♥s✐❞érés ✭❡❣ {✶✵✶✵✶, ✶✵✶✶✶, ✶✶✶✵✶, ✶✶✶✶✶}✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ❬✷❪ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✉♥❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Aπ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦ts✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✷ ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ Aπ

q0 q1

q2

q3

q4

q5

q6

q7

q8

q9

qf1

1

0

1

1

0

1

1

0

1

1

1

1

0,10 0

0

0

0

0

0

▲✬❛✉t♦♠❛t❡ Aπ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π = ★✲★✲★ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t A = {0, 1} ❡st ♣r♦♣♦sé ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈❡t
❛✉t♦♠❛t❡ r❡❝♦♥♥❛ît ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ {0, 1}∗ · {✶✵✶✵✶, ✶✵✶✶✶, ✶✶✶✵✶, ✶✶✶✶✶} · {0, 1}∗

❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❇♦r❞✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✹✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣❡rç✉ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡
❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ♣ré✜①❡s ❞❡s ♠♦ts ❞ét❡❝tés ♣❛r π✳ ❙❛ t❛✐❧❧❡ ✭♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✮ s✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♥♦♥
❞é❣é♥éré❡ ❡st ❡♥ O(w · 2s−w)✳

✕ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❇♦r❞ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡t ❛r❜r❡ ❡♥ ❛✉t♦♠❛t❡ t♦t❛❧✳
❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❧✐❡♥s ♣ré✜①❡s s✉r ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡
❞✬✉♥❡ ❧❡ttr❡ 0✳

✕ ❯♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✐❝✐ ❧❡s ét❛ts ✜♥❛✉① ✿
❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t r❡♥❞✉s ❛❜s♦r❜❛♥ts ✭∀a ∈ A ψ(qf , a) = qf ✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡❝♦♥♥❛îtr❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ❞ét❡❝té ♣❛r π✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡s ét❛ts ✜♥❛✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡

❢✉s✐♦♥♥és ❝❛r ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ ❞❡s ♠♦ts ❞ét❡❝té ♣❛r π ❡st ♣rés❡♥t✱
s❛♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥♥❛îtr❡✳

✸✳✼✳✼✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

▲✬❛✉t♦♠❛t❡ Aπ ❛❝❝❡♣t❡ ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té α ∈ A∗ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π ❞ét❡❝t❡ α ✭❞ét❡❝t❡
❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s(π)✲♠♦t ❢❛❝t❡✉r ❞❡ α✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱
✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ Aπ ❛❝❝❡♣t❡ ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n
❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈Mk ❞✬♦r❞r❡ k✳

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✷✸❪ ✿ s♦✐t c ✉♥ ♠♦t s✉r Ak✱ ❡t s♦✐t
Φb(q) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♣ré❝é❞❛♥t ✉♥ ét❛t q ♣❛r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❧❡ttr❡ b ∈ A✳ P(q, i, c · b)
❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬ét❛t q ❛♣rès ❛✈♦✐r ❧✉ ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α[1..i]
t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ❧❡s k+1 ❧❡ttr❡s c · b✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ t♦✉t
ét❛t q à ❧✬ét❛♣❡ i ✭❧❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ♣ré✜①❡ α[1..i]✮ ✿ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬êtr❡
à ✉♥ ét❛t ♣ré❝é❞❛♥t Φb(q) à ❧✬ét❛♣❡ i − 1 ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❛ ❧❡ttr❡ b s❡❧♦♥ Mk

❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ c✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ k′ = min{k, i} ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
▼❛r❦♦✈✱ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P(q, i, c · b) = P
(
α[i] = b | α[i− k′..i− 1] = c

)
×

∑

q′∈Φb(q)

∑

b′∈A

P(q′, i− 1, b′ · c) ✭✸✳✺✮

P
(
α[i] = b | α[i − k′..i − 1] = c

)
❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈Mk✳ ▲❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡st

✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ♣❛r P (q0, 0, ε) = 1 ♣♦✉r ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ q0✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ét❛♥t é❣❛❧❡s à 0✳ ▲❡
❝❛❧❝✉❧ ❡st ré❛❧✐sé s✉r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❡t ❧❡s ♠♦ts c · b✱ ❡♥ n ét❛♣❡s ♣♦✉r i ∈ [1..n]✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α ♣❛r Aπ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

∑

c∈Ak P(qf , n, c · 1)✳
▲✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t s❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ✐❝✐ ❡♥ O(w ·2s−w)

♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬ét❛ts ✭❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❝♦♥str✉✐t s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t A ❜✐♥❛✐r❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡♥ O(w · 2s−w+k)✳ ▲❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡
O(n · w · 2s−w+k) ❡♥ t❡♠♣s✳

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✷✸❪ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦✲
♠❛t❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ Bπ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
Aπ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ét❛ts ré❝✉rr❡♥ts ♥♦♥✲✜♥❛✉① ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ ❛t✲
t❡✐♥ts ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ c ❞♦♥t ❧❡s k ❞❡r♥✐èr❡s ❧❡ttr❡s s♦♥t ✉♥✐q✉❡s✳ ▲❡s ét❛ts tr❛♥s✐❡♥ts s♦♥t ❛tt❡✐♥ts
♣❛r ✉♥ ❝❤❛î♥❡ c ✉♥✐q✉❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦✉rt❡✳

❊♥ ♥♦t❛♥t Q ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts✱ qf ❧✬ét❛t ✜♥❛❧✱ ❡t ψ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ Bπ✱ ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

q ∈ Q\qf ∃c ∈ Ak | ∀q′ ∈ Q ∀c′ ∈ Ak ψ(q′, c′) = q =⇒ c′ = c

❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ✉♥✐q✉❡ cq ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♠♦✐♥s k ♣♦✉r t♦✉t ét❛t ré❝✉rr❡♥ts✱
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ r❡❥♦✐♥❞r❡ ❝❡t ét❛t ❡st ❝♦♥♥✉❡✱
s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿

P(q, i) =
∑

q′∈Φb(q)

P
(
α[i] = b | α[i− k′..i− 1] = cq′

)
× P(q′, i− 1) ✭✸✳✻✮

Bπ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Aπ ✿ s✐ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t q ❞❛♥s ❧❡ tr✐❡ ❞❡ Aπ
❡st ≥ k✱ ❛❧♦rs ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s k ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❧❡ttr❡s ♣♦✉r ❥♦✐♥❞r❡ ❧✬ét❛t q ❡st ❝♦♥♥✉✱ ❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛

✺✷



✸✳✽✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s

♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♠♦❞✐✜é✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣♦rté❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à k ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉① s♦♥t ❛❥♦✉tés✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞é❝r✐✈♦♥s
♣❛s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬❛✉ ♣❧✉s 2k ♥♦✉✈❡❛✉① ét❛ts✱ ❡t ✉♥❡
r❡♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦rt❛♥t❡s ❡t ❡♥tr❛♥t❡s ❞❡s ét❛ts ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à k✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✸ ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ Bπ

q0

q1q′0

q′′0 q′1

q2

q3

q4

q5

q6

q7

q8

q9

qf1

1

0

1

1

0

1

1

0

1

1

1

1

0,10 0

0

0

0

0

0

10

0 1

1

0

▲✬❛✉t♦♠❛t❡ Bπ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π = ★✲★✲★ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Aπ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r❞r❡
k = 2 ❡st ♣r♦♣♦sé ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❆ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts tr❛♥s✐❡♥ts q0, q′0, q1 ✭❞♦♥t ❧❡s ♠♦ts s♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ε, 0, 1✮✱ ❝❤❛q✉❡ ét❛t q ❞❡ ❝❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ♥✬❡st ❛tt❡✐♥t q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ♠♦t
❞❡ s✉✣①❡ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ k = 2✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ Bπ✱ ❡♥ O
(
w · 2s−w + 2k

)
✱ s♦✐t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ Aπ✱ ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ O
(
n · (w · 2s−w + 2k)

)
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭✸✳✻✮ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t

♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧❡s ét❛ts ❞❡ Bπ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r i ∈ [0..n]✳

✸✳✽ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s

▲❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ♦♥t été ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ét❡♥❞✉❡s ✈❡rs ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝♦♠♠❡ ❇❧❛st❩ ❬✾✻❪ ♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❛✉t♦r✐sé ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ t②♣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ s②♠❜♦❧❡ # ❞❡ ❧❛
❣r❛✐♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ r❛t✐♦ sé❧❡❝t✐✈✐té✴s❡♥s✐❜✐❧✐té✳

❉❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ✈❡❝t❡✉rs ❬✶✻✱ ✶✽✱ ✶✾❪ ✭❱❡❝t♦r ❙❡❡❞s✮ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✱ ❝♦♠❜✐✲
♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s❝♦r❡✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s✉r
❧❡✉r ♥♦♠❜r❡✳ ❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ π = (v, T )✱ ♦ù v ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s
{v1, v2 . . . , vs(π)}✱ ❡t ♦ù T ❡st ✉♥ ré❡❧ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ s❝♦r❡ S(a) à
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❧❡ttr❡s a ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts A✳ P♦✉r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α = α1α2 . . . αn ∈ A

n✱
✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ✈❡❝t❡✉r π ❞ét❡❝t❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ 0 < i ≤ n−s(π)

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡

t❡❧❧❡ q✉❡
s(π)
∑

j=1

vj × S(αi+j−1) ≥ T

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▲▼❚✱
♠❛✐s ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛ss❡③ ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ✈❡❝t❡✉rs ♥❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡❝té❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞❡① s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✳

❉✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s à ❧♦♥❣✉❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤ s❡❡❞s✮ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❝♦♥t✐❣✉ës ♦✉ ❡s♣❛❝é❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❬✸✼❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❞♦♥t ❧❡s
s②♠❜♦❧❡s ♠❛t❝❤ # ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉❜st✐t✉és ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡ ♣❛r ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❥♦❦❡rs −✳ ▲❡
♣♦✐❞s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡st ❛✐♥s✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ s✐ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
s♦♥t ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s✱ ❛❧♦rs ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❛✐♥s✐ ❢♦r♠é ♣❡r♠❡t ✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥
s❡♥s✐❜✐❧✐té✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s P❛tt❡r♥❍✉♥t❡r ■■ ❬✼✷❪ ❡t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❬✾✾❪✱
❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r✱ ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♥ç✉❡s ♣♦✉r
êtr❡ ❡✣❝❛❝❡s ❡♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♠é❧✐♦r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ r❛t✐♦ sé❧❡❝t✐✈✐té✴s❡♥s✐❜✐❧✐té✳
❉❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▲▼❚ ❬✺✾❪ ♦✉ à ❜❛s❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ❬✷✸❪ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❞❡s
❣r❛✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝❛✉sé ♣❛r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r❛✐♥❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♦❜❧✐❣❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs à ✉t✐❧✐s❡r
❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❧♦✉t♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✮✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r✱ q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✼✷❪ ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s s✉r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛ été ❛✣♥é ❞❛♥s ❬✽✺❪ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞é♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡ ✭❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✮✳

✺✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

✹✳✶ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✹✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹✳✶✳✷ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✹✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✷✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✹✳✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✹ ●r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✹✳✹✳✶ ▼♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✹✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡ ❛ss♦❝✐é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✹✳✺ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✹✳✺✳✶ ❚❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✹✳✺✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✺✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❡t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✻ ▲❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❨❛ss ❡t ❍❡❞❡r❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✹✳✻✳✶ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✹✳✻✳✷ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❡❞❡r❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✻✳✸ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛ss ✿ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ❞♦♥♥♦♥s tr♦✐s
❡①t❡♥s✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❡t ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛ss♦❝✐és ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✶ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑▲▼❚ ✭❞é❝r✐t ❡♥ ♣❛rt✐❡
✸✳✼✳✹✮✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞✐ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❈❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡✲
♠❡♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té s✉r ❝❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
❡st ❞♦♥❝ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❥✉st✐✜é❡ q✉✬❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛ss❡③ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
♠ét❤♦❞❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✹✳✷✕✹✳✸ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ é✈❡♥t❛✐❧ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s✱ q✉✐ ✈♦♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✹ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

❣r❛✐♥❡ ❛♣♣❡❧é ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❛ss♦❝✐é ❝♦♠♣❛❝t ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✺ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❢♦✐s ❛✉
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t à s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
✹✳✷✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥✜♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✻ ❞❡✉① ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✐ss✉s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✿ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s à tr❛♥s✐t✐♦♥s
✐ss✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❀ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❡❞❡r❛ ❝♦♥ç♦✐t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s à tr❛♥s✐t✐♦♥s
s❡♥s✐❜❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ré❛❧✐sés ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ●✳ ❑✉❝❤❡r♦✈✱ ❨✳ P♦♥t②✱ ❡t ▼✳ ❘♦②t❜❡r❣✳

✹✳✶ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ n s❛♥s ❛✉❝✉♥❡
r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦ts✳ ❊♥ ❡✛❡t s❡✉❧ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞♦♥♥❛✐t ✉♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t✳

■❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡st ❥✉st✐✜é ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❛❧✐❣♥❡✲
♠❡♥ts✱ ❥✉❣és q✉❡❧q✉❡❢♦✐s ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❇❧❛st✱ P❛tt❡r♥❍✉♥t❡r✱ ❨❛ss s♦♥t s♦✉♠✐s ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✐t ❞❡ ❳✲
❞r♦♣ ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳✹✳✷✮✱ ❞❡✉①✐è♠❡ ✜❧tr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞ét❡❝té❡s
❡♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞ét❡❝tés ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❛✉❝✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t
❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s❝♦r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ s❝♦r❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t t♦t❛❧✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞✐s✲
t✐♥❣✉❡ ❝❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♥♦♠♠és▼❙P ❞✬❛✉tr❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✭▼❙P ❂▼❛①✐♠❛❧ ❙❝♦r✐♥❣
❙❡❣♠❡♥t P❛✐r✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ét✉❞✐❡r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑▲▼❚
❛ss♦❝✐é ❛✉① ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✳

✹✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❣r❛✐♥❡s

▲❡ ❜✉t ❡st ✐❝✐ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❙♦✐t α ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts A
✭❛❧♣❤❛❜❡t ❜✐♥❛✐r❡✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ s❝♦r❡ S = {✰s, ✲p}
❛ss♦❝✐é à ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❜✐♥❛✐r❡ A = {0, 1}✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❛ss♦❝✐é❡ à α = α1α2 . . . αn ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r S(α) = S(α1)S(α2) . . . S(αn)✱ ❡t ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡st Score(α) =

∑n
i=1 S(αi)✳

✹✳✶✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❯♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s❝♦r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t Score(α) ❡st
str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ s❝♦r❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ✿ ∀j1 ≤ j2 ∈ [1..n] (j1, j2) 6=
(1, n) Score(α) > Score(α[j1 . . . j2])✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❞❡ ❞é✲
t❡❝t❡r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ✿

✕ ❞✬✐s♦❧❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞✐s✲
t✐♥❣✉❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♣❛r ❞❡s
♠❛r❝❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

✕ ❞❡ s❛✈♦✐r ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥ér❡r ❝❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳
✕ ❞❡ s❛✈♦✐r ❡♥✜♥ ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬❛ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❤♦✲
♠♦❣è♥❡ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑▲▼❚ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉①
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✳

✺✻



✹✳✶✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s

✹✳✶✳✶✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

P♦✉r ✉♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ α = α1α2 . . . αn✱ ❡t s❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s❝♦r❡s ❛ss♦❝✐é❡ S(α) = S(α1)S(α2) . . .
S(αn)✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❝♦r❡ ❞❡s ♣ré✜①❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k✱ Score(α1 . . . αk)✳ ❈❡tt❡
é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❝♦r❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ C s✉r Z

2 ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ (0, 0)✱ s❡
❞é♣❧❛ç❛♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s (1,✰s) ❡t (1, ✲p)✱ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r ❛✉ ♣♦✐♥t (n, S) ♣♦✉r
✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α ❞❡ s❝♦r❡ S ❡t ❧♦♥❣✉❡✉r n ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✳

1 01 1 1 1 0 1 1

p

s

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ▼❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ C ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α

▲❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠❛r❝❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s C q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ C ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✿ ∀(k, y) ∈ C, k > 0 =⇒ y > 0✱
✕ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ C ❡st ❝✉❧♠✐♥❛♥t❡ ✿ ∀(k, y) ∈ C, k < n =⇒ y < S✳

❯♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛r❝❤❡ ❝✉❧♠✐♥❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

✹✳✶✳✶✳✸ ➱♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡t ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥✉♠ér❡r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝✉❧♠✐♥❛♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❡✉① ❝❛s✱ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ ✜♥❛❧ S ❡st ❛tt❡✐♥t ♦✉ ❞é♣❛ssé ♦✉ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❛tt❡✐♥t✳

❙❝♦r❡ ❛tt❡✐♥t ♦✉ ❞é♣❛ssé

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ♠❛r❝❤❡s ❝✉❧♠✐♥❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s q✉✐ ❛tt❡✐❣♥❡♥t ♦✉ ❞é✲
♣❛ss❡♥t ✉♥ s❝♦r❡ S ✜①é✳ ❙♦✐t Cn ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛r❝❤❡s ❝✉❧♠✐♥❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡t ❞❡
s❝♦r❡ ❛tt❡✐♥t ♦✉ ❞é♣❛ssé S✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s
❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡ n ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣t❡r ❧❡s s✉✣①❡s ❞❡ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s❬✶✵✼❪✳ ❉❡
❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ L✳ ❈❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ r❡❥❡t✱ ♦ù ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ é❧✐♠✐♥❡r ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡♥t ♣❛s
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ r❡❥❡t ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s ❡t p
❝❤♦✐s✐s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ s❝♦r❡ S✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ t♦❧éré❡ s✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡❥❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s
tr♦♣ ❢♦rt❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ r❡❥❡t ❡st ❡♥ O( 1

n)✮✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ s✐ s ❡st
♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ p ✭❝❡ q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✮✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡❥❡t t❡♥❞ ✈❡rs 1 ❛✈❡❝ ✉♥❡
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ n✱ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
❡♥ n✳

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥t ♦✉ ❝♦♠♣t❛❣❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❙♦✐t L ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
à ❣é♥ér❡r s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t A = {a1, . . . , am}✱ ❡t s♦✐t Ln ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ L ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✳
❙♦✐t wp ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ Ln✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s Pa(wp) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ wp s♦✐t s✉✐✈✐
❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ a ∈ A ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ ♠♦t ❞❡ Ln

Pa(wp) =
|{w′|wpaw

′ ∈ Ln}|

|{w′′|wpw′′ ∈ Ln}|
. ✭✹✳✶✮

▲❡♠♠❡ ✶ ✭❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ Ln ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs Pa(wp)
♣♦✉r t♦✉t a ∈ A ❡t t♦✉s ❧❡s ♣ré✜①❡s wp✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡s ♠♦ts ❞❡ Ln ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐✲
❢♦r♠❡✳

Pr❡✉✈❡ ✭❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ Ln ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✮ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♠♦t ✈✐❞❡ ε✱ ♦♥
❣é♥èr❡ ❞❡s ❧❡ttr❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s α1, . . . , αn ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés Pα1

(ε)✱ Pα2
(α1)✱ Pα3

(α1α2), . . . ,
Pαn(α1α2 · · ·αn−1)✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠♦t w = α1α2α3 · · ·αn ❡st ❛❧♦rs

P (α1 . . . αn) = Pα1
(ε) · Pα2

(α1) · Pα3
(α1α2) · . . . · Pαn(α1α2 · · ·αn−1) =

|{w′|α1w
′ ∈ Ln}|

|Ln|
·
|{w′|α1α2w

′ ∈ Ln}|

|{w′|α1w′ ∈ Ln}|
· . . . ·

|{w′|α1 . . . αnw
′ ∈ Ln}|

|{w′|α1 · · ·αn−1w′ ∈ Ln}|
=

1

|Ln|
, ✭✹✳✷✮

❝❛r {w′|α1 . . . αnw
′ ∈ Ln} = {ε}✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

�

0
0

y

h

n

A

B

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✉✣①❡s ❇ ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♣ré✜①❡ ❆ ❞❡ Cn ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥é❡
♠❛①✐♠❛❧❡ h ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥é❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ y

■❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❡r ❥✉sq✉✬à |A|n ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Pα(wp)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣ré✜①❡s
wp ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✱ ❝❛r ❧❛ s❡✉❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞♦♥♥é wp ❝♦♥❝❡r♥❡
❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡ s❝♦r❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉✬✐❧ ❛ ❛tt❡✐♥t h✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❛❝t✉❡❧ y ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✮✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ (h, y)✲✐♥✐t✐❛❧✐sé✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❝❤❡♠✐♥ (h, y)✲✐♥✐t✐❛❧✐sé ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✮ P♦✉r h, y, n ≥ 0✱ y ≤ h✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
(h, y)✲✐♥✐t✐❛❧✐sé ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ♣❛rt❛♥t ❞❡ (0, y) ❡t ❛❧❧❛♥t à (n, S)✱ t❡❧ q✉❡ S > h✳

✺✽



✹✳✶✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Cy,h,n ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s (h, y)✲✐♥✐t✐❛❧✐sés ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✳

▲❡♠♠❡ ✷ ✭r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❤❡♠✐♥s (h, y)✲✐♥✐t✐❛❧✐sés✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ wp s♦✐t ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ (0, 0) ❥✉sq✉✬à (k, y)✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ h s♦✐t s♦♥ s❝♦r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛tt❡✐♥t✳ ❆❧♦rs
{w′|wpw

′ ∈ Cn} = Cy,h,n−|wp|✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡t ✐❧❧✉stré❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s (h, y)✲✐♥✐t✐❛❧✐sés ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ✭♣♦✉r t♦✉t❡s ✈❛❧❡✉rs h✱y

❡t n ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✮✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
(h, y)✲✐♥✐t✐❛❧✐sés✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ (h, y)✲✐♥✐t✐❛❧✐sé s❡r❛ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r✐s ♣❛r♠✐
{(1, s), (1,−p)}✳

▲❡♠♠❡ ✸ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s (h, y)✲✐♥✐t✐❛❧✐sés✮ P♦✉r y, h ≥ 0✱

Cy,h,1 =

{
(1, s) s✐ y + s > h
∅ s✐♥♦♥✳

✭✹✳✸✮

❡t ♣♦✉r k > 1✱

Cy,h,k =

{
(1, s) · Cy+s,max(h,y+s),k−1

⊎
(1,−p) · Cy−p,h,k−1 s✐ y > p,

(1, s) · Cy+s,max(h,y+s),k−1 s✐♥♦♥✳
✭✹✳✹✮

Pr❡✉✈❡ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s (h, y)✲✐♥✐t✐❛❧✐sés✮ ❯♥❡ ♠❛r❝❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝✉❧♠✐♥❛♥t❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧
♣❛s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ♣❛s (1,−p)✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♠♣♦sé❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ♣❛s
(1, s) à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ h < y+ s✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❝❛s✱ s❡❧♦♥ q✉❡
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s s♦✐t (1,−p) ♦✉ (1, s)✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ y > p✱ s✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s
❡st (1, s)✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛tt❡✐♥t s❡r❛ r❡❝❛❧❝✉❧é ✿ max(h, y + s)✳ �

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s Cy,h,n ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ ❧✬✉♥✐♦♥ ét❛♥t t♦✉❥♦✉rs
✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ré❝✉rs✐✈❡
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♣♦s✐t✐❢s Cy,h,k ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs 1 ≤ k ≤ n✱ 0 ≤ y, h ≤ s · n✳
P❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t t❡♠♣s O(n3)✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉✣①❡s ♣♦✉r t♦✉t ♣ré✜①❡ wp ❞✬✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❞❡
Cn✳ ❙♦✐❡♥t k = n− |wp|✱ ♦ù y ❡st ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❧✬❡①tré♠✐té ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠♦t wp✱ ❡t h ❧❡ s❝♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧
❛tt❡✐♥t ♣❛r wp✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P1(wp) q✉❡ wp s♦✐t s✉✐✈✐ ♣❛r ✉♥ ♣❛s (1, s) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
|Cy+s,max(h,y+s),k−1|/|Cy,h,k|✳ ❉ès q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs |Cy,h,k| s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r
✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ Cn ❡♥ t❡♠♣s O(n) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳

❙❝♦r❡ S ❛tt❡✐♥t ✜①é

◆♦✉s ❛♣♣♦rt♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ s❝♦r❡ ✜①é S✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦s✐t✐❢s ❝✉❧♠✐♥❛♥ts ❛✈❡❝
✉♥ ♣♦✐♥t ❝✉❧♠✐♥❛♥t ✜①é S✳ ❈❡ ❝❛s ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s❝♦r❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✮
❬✺✵✱ ✹✷❪✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n × S ♣♦✉r
♠é♠♦r✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉✣①❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♣♦s✐t✐❢s ❝✉❧♠✐♥❛♥ts ♣❛rt❛♥t ❞❡ (0, 0) ❡t ❛❜♦✉t✐ss❛♥t
❛✉ ♣♦✐♥t (i, s)✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠❛r❝❤❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❞♦♥t
❧❡s ❡①tré♠✐tés s♦♥t (0, y) ❡t (k, S)✳ ❙♦✐t DS

y,k ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛r❝❤❡s✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ét❛❜❧✐t
❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡✳

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

▲❡♠♠❡ ✹ P♦✉r y ≥ 0✱

DS
y,1 =

{
(1, s) s✐ y + s = S
∅ s✐♥♦♥✳

✭✹✳✺✮

❡t ♣♦✉r k > 1✱

DS
y,k =







(1, s) ·DS
y+s,k−1

⊎
(1,−p) ·DS

y−p,k−1 s✐ p < y < S − s,

(1, s) ·DS
y+s,k−1 s✐ y ≤ p < S − s

(1,−p) ·DS
y−p,k−1 s✐ p < S − s ≤ y

∅ s✐♥♦♥✳

✭✹✳✻✮

▲✬✉♥✐♦♥ ❡st ✐❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ DS

y,k✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✶ ❡t ✹✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡s♣❛❝❡ O(S · n)✳

✹✳✶✳✶✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥
❤✐t✮ s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❬✺✾❪ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❤✐t s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡
❞❡s séq✉❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s ✐❝✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❛✉① ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣❛r ❞❡s ♠❛r❝❤❡s
❝✉❧♠✐♥❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✶✳✶✳✷✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡
✭✹✳✺✮ ❡t ✭✹✳✻✮✳

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡
π✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ π ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t
{−,#}✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ét❡♥❞✉❡ ❡t s❡r❛ ♥♦té❡ s(π)✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ # ❞❡
❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ♣♦✐❞s ❡t s❡r❛ ♥♦té w(π)✳ ❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❞ét❡❝t❡ ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α ∈ {0, 1}∗ s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p t❡❧❧❡ q✉❡ ∀i ∈ [1..w(π)] πi = # =⇒ αi+p = 1✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞♦♥♥é❡ π ❞ét❡❝t❡ ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡t ❞❡ s❝♦r❡ S s❡❧♦♥ ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ s❝♦r❡ {✰s, ✲p}✳

i
  M

n

y

S

 11101

score

longueur de sequence

  B   C

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ s✉r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ α✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❡ ♣ré✜①❡
t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ✉♥ s✉✣①❡ M ✳ ❙♦✐t α = BMC ❡t s♦✐t |B| = i ❡t S(B) = y✳ ❙♦✐t P (i,M, y) ❧❛

✻✵



✹✳✶✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ π ❞ét❡❝t❡ ❧❡ ♣ré✜①❡ BM ❞❡ α ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P (n, ε, S) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ✿

✭✐✮ P (i,M, y) = 0✱ s✐ i+ |M | < s(π)✱

✭✐✐✮ P (i,M, y) = 1✱ s✐ |M | = s(π) ❡t π ❞ét❡❝t❡ M ✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❛ss✉r❡♥t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✐✮ ❛ss✉r❡
❞❡s s❝♦r❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à S✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✈✮ ❡st ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠❛✐s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦✉♣❡r ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❢❡rt✐❧❡s ✿ ❡❧❧❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ r❡st❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐r ❣r✐sé❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮

✭✐✐✐✮ P (i,M, y) = 0✱ s✐ y ≥ S ❡t i < n✱ ♦✉ y ≤ 0 ❡t i > 0✱

✭✐✈✮ P (i,M, y) = 0✱ s✐ y > i · s ♦✉ y < S − (n− i) · s✳

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ét❛♣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ✿

✭✈✮ s✐ π ♥❡ ❞ét❡❝t❡ ♣❛s ❧❡ ♠♦t 1s(π)−|Mb| ·Mb ✭b ∈ {0, 1}✮✱ ❛❧♦rs P (i,Mb, y) = P (i,M, y)✱

✭✈✐✮ s✐ |M | < s(π)✱ ❛❧♦rs P (i,M, y) = P1P (i − 1, 1.M, y − s) + P0P (i − 1, 0.M, y + p)✱ ❛✈❡❝ P1

❡t P0 ❝❛❧❝✉❧és s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✹✳✺✮✱ ✭✹✳✻✮✳

P1 =
|DS

S−y+s,i−1|

|DS
S−y,i|

, P0 =
|DS

S−y−p,i−1|

|DS
S−y,i|

✭✹✳✼✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✈✮ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ s✐ ✉♥ s✉✣①❡ Mb ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡❝té ♣❛r ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π✱ ❛❧♦rs ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ b ♣❡✉t êtr❡ ❡♥❧❡✈é❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✈✐✮ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❊❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s✐
M ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt q✉❡ s(π)✱ ♠❛✐s ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞ét❡❝té ♣❛r π✱ ❛❧♦rs M ❡st ét❡♥❞✉
à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❞❡✉① s♦✉s✲❝❛s ❞✐s❥♦✐♥ts s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❧❡ttr❡ 1 ♦✉ ✉♥❡ ❧❡ttr❡ 0✳
▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❛❧♦rs ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞❡✉① ét❛ts
❛ss♦❝✐és ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ M ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳

❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés P0 ❡t P1 ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ à r❡t♦✉r♥❡r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✭r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✽✵ ❞❡❣rés✮ ❡t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♠❛r❝❤❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ (n, S) ✈❡rs
(0, 0)✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés P0 ❡t P1 s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✼✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✹✳✶✳✶✳✸✳

▲❡s ♠❛r❝❤❡s q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés P0 ❡t P1 s♦♥t ❛❧♦rs ❝❡❧❧❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡
❣r✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ P (n, ε, S) ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✈✐✮✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ M ❝r♦ît ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r s(π) ♣♦✉r ❧❡s ♠♦ts M q✉✐
s♦♥t ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✈✐✮ ❡t ✭✈✮✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
M ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ s(π) ❡t s(π)− 1 t❛♥❞✐s q✉❡ i ❞é❝r♦ît ✭à ♠♦✐♥s q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮✲✭✐✈✮ s♦✐t
❛♣♣❧✐q✉é❡✮✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r 2s(π) ·S ·n✳
■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼
♣rés❡♥té à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✼✳✹ ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s à O

(
s(π) · 2s(π)−w · (s(π)2 +S ·n)

)
✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ à ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❤✐t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❤✐t ♦ù
✉♥ ❤✐t ❞✉ ✜❧tr❡ ♥✬❡st ❞é✜♥✐ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❤✐t s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣r♦❝❤❡✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ❤✐t ❡st ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st
❬✻❪ ✭❞❡✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ♥♦♥✲r❡❝♦✉✈r❛♥t❡s✮ ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳✹✳✷✮ ❡t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❇❧❛t ❬✻✵❪ ✭❞❡✉①
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦✉ ♣❧✉s ♥♦♥✲r❡❝♦✉✈r❛♥t❡s✮✱ P❛tt❡r♥❍✉♥t❡r ❬✼✺❪ ✭❞❡✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ❛✈❡❝
r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✮✱ ❨❛ss ❬✽✽❪ ✭r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✮✳

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ét❡♥❞r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ K ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P (i,M, y, k) ♦ù ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
k ✭0 ≤ k ≤ K✮ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ k ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ♦♥t ❞é❥à été tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t BM ✳

▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✐✐✮✱ q✉✐ s❡r❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ P (i,M, y, k) =
P (i,M−, y, k − 1)✱ ♦ù ❧❡ ♠♦t M− ❡st ❧❡ ♣ré✜①❡ ❞✉ ♠♦t M ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r |M | − 1 ✳

❙✐ ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ∆✱ ❧❛ ♠♦❞✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦tM− s❡r❛ ❛❧♦rs ❧❡ ♣ré✜①❡ ❞✉ ♠♦t
M ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r |M |−∆✳ ❙✐ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✭❞♦✉❜❧❡ ❤✐t✮ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s ❛✈♦✐s✐♥❛♥t❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝❛r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠é♠♦r✐sé ❞❛♥s ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
❣r❛✐♥❡ tr♦✉✈é❡ ❡t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ♠♦t✳

✹✳✶✳✷ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❜✐❛✐s ✐♥❞✉✐t ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❤✐t✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✱ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts s♦✐❡♥t
❤♦♠♦❣è♥❡s ♦✉ ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts s❝♦r❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s
❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳

▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✹✳ P♦✉r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ♣❛s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳
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❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❤✐t ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ s✉r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
❛r❜✐tr❛✐r❡s

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛ss♦❝✐és ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉r❜❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✴❛r❜✐tr❛✐r❡s
❞✬✉♥ s❝♦r❡ ❞♦♥♥é s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❧♦♥❣✉❡✉r✳

✻✷



✹✳✶✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s

❚♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ s❝♦r❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡ ❇❧❛st {✰s = ✰1, ✲p =
✲1}✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① séq✉❡♥❝❡s ❞❡
s❝♦r❡s ✶✻ ❡t ✸✷✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ★★✲★✲✲★★✲✲★✲★✲★★★★
❞❡ ♣♦✐❞s ✶✶ ❡t ét❡♥❞✉❡ ✶✽ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r P❛tt❡r♥❍✉♥t❡r ❬✼✺❪✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❝♦♥t✐❣✉ë ❞❡ ♣♦✐❞s ✶✶ ✭❇▲❆❙❚ ✶ ❬✺❪✮✳

◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✐❣♥♦r❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❤♦✲
♠♦❣é♥é✐té ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
♣❡r❞✉s ♣❛r ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳

❯♥ ❛✉tr❡ ✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s
♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛ été ♠❡♥é❡ ❛✜♥ ❞❡
❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ✭❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❧❡s ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s✮ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❛ été ré❛❧✐sé s✉r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts s♦✐t ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ s♦✐t ❛r❜✐✲
tr❛✐r❡s✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 40 ❞♦♥t ❧❡ s❝♦r❡ ❡st ❡♥tr❡ 12 à 24✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✶ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s
♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞♦♥t ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 20✳

▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞♦♥♥é❡s ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✶✳✶✳✹✳ P♦✉r ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s❝♦r❡ ❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s
s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❛r❜✐tr❛✐r❡s ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té Pa✮ ♦✉ ❞❡s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ph✮✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✐t❛❧✐q✉❡✳

(n, S) w ❣r❛✐♥❡ Ph Pa

(40, 12)h ✾ ★★★✲✲★✲★★✲★★★ ✵✳✾✽✻✷✼✶ ✵✳✾✵✷✸✼✷
(40, 12)a ✾ ★★★✲✲★✲✲★✲★✲★★★ ✵✳✾✽✸✺✶✻ ✵✳✾✶✼✽✻✾

(40, 16)h ✾ ★★★✲✲★✲★★✲★★★ ✵✳✾✾✽✸✾✾ ✵✳✾✽✽✽✽✼
(40, 16)a ✾ ★★✲✲★★✲★✲★★★★ ✵✳✾✾✽✸✺✸ ✵✳✾✽✾✺✸✺

(40, 16)h ✶✵ ★★★✲★★✲✲★✲★★★★ ✵✳✾✽✼✹✷ ✵✳✾✸✽✹✾✾
(40, 16)a ✶✵ ★★✲✲★★✲★✲★★★★ ✵✳✾✽✼✹✵ ✵✳✾✹✷✼✻✾

(40, 20)h ✶✵ ★★★✲★✲✲★★★✲★★★ ✵✳✾✾✾✶✼✷ ✵✳✾✾✻✸✵✸
(40, 20)a ✶✵ ★★✲★★✲✲★✲★✲★★★★ ✵✳✾✾✾✵✻✺ ✵✳✾✾✻✺✺✺

(40, 20)ha ✶✶ ★★★✲★★★✲★✲✲★★★★ ✵✳✾✼✺✹✻✷ ✵✳✾✾✸✵✼✻

(40, 24)ha ✶✶ ★★★✲★✲✲★★★★✲★★★ ✵✳✾✾✾✽✾✶ ✵✳✾✾✾✻✻✶

❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ●r❛✐♥❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❛r❜✐tr❛✐r❡s

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

✹✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑▲▼❚ ❛❞❛♣té❡
❛✉① séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ▼❛✐s ❡❧❧❡ r❡st❡ ❛ss❡③ s♣é❝✐❛❧✐sé❡ ❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
s✬❛❞❛♣t❡r à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s à tr❛♥s✐t✐♦♥s s❛♥s ❞❡✈♦✐r é♠❡ttr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
s✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ✿ t♦✉s ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ éq✉✐✲
♣r♦❜❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉és
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ s♦♥t ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s ❢réq✉❡♥ts q✉❡ ❞❡s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✐①❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t tr❛♥s✈❡rs✐♦♥s✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉❥❡t à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❤♦✐① ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ à ❝❤♦✐s✐r✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ q✉❡st✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ■❧ ❡st ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❞❡ sé♣❛r❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛
❣r❛✐♥❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❝❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳

✹✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❡st✐♠❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❢❛✉t
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥ ♠♦t ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❝✐❜❧❡✮ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
A✱ ❣é♥éré à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✭❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✮ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ s♦✐t ❞ét❡❝té ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞♦♥♥é✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝✐❜❧❡s✳
✕ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳
✕ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡✳
❈❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s❡r♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✮

❞é❝r✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✹✳✷✳✶✳✶✱ ✹✳✷✳✶✳✷✱ ❡t ✹✳✷✳✷✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛❜♦r❞é à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✸✳ ■❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ❡t
❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♠✐①t❡ ❛✈❡❝
✉♥ s❡✉❧ ét❛t ✜♥❛❧ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❛✜♥ ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬ét❛t ✜♥❛❧✳

✹✳✷✳✶✳✶ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝✐❜❧❡s

▲❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦ts s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t A✳ ❈❡t ❛❧♣❤❛❜❡t ♣❡✉t êtr❡
s♦✐t ❜✐♥❛✐r❡ ✭r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ♦✉ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮✱ s♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞✐✛ér❡♥t❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❆❉◆ ♦✉ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ❖♥ ♣❡✉① ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛❧♣❤❛✲
❜❡t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✭tr❛♥s✐t✐♦♥s✴tr❛♥s✈❡rs✐♦♥ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡
❧✬❆❉◆✱ ♣r♦♣r✐étés ❝❤✐♠✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥❡s s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✮✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts r❡st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡ ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r LT ∈ A∗✳ ▲✬❛✉t♦♠❛t❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ LT s❡r❛
✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ T =< QT , q

0
T , q

F
T ,A, ψT >✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡ n✳ ■❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✶✮✳

✻✹



✹✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s

✹✳✷✳✶✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts

❆ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠♦ts ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ LT ✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té s❡r❛ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✭❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♦✉ ♥♦♥✮✳ ❈❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡
❡st ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❧✐❜❡❧❧é❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r ✉♥❡ ❧❡ttr❡ a ∈ A ❡t ✉♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G✮ ❯♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G =< QG, q
0
G,A, ρG >

❡st ❝♦♠♣♦sé ✿
✕ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts QG
✕ ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ q0G ∈ QG
✕ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ρG : QG×A×QG → [0, 1] ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ s✉✐✈❛♥t❡
∀q ∈ QG,

∑

q′∈QG,a∈A
ρG(q, a, q′) = 1✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞✬ét❛t ✜♥❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦♥
rô❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♠❛✐s ❞✬❛ss✐❣♥❡r ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛✉① ♠♦ts ❞✬✉♥ ❛✉tr❡
❧❛♥❣❛❣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ LT ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ G ❡st ❝♦♠♣❧❡t✳

❯♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ e =< q, a, q′ > s✉r G ♥❡ s❡r❛ ❞é✜♥✐❡ q✉❡ s✐ s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é❡ ρG(q, a, q′)
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ a ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ e ♥♦té label(e)✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st
✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡
✷✳✷✳✶✳✷✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❧❛❜❡❧ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ss♦❝✐és✮ P♦✉r t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ P = (e1, . . . , en)✱ ♦♥ ❞é✜✲
♥✐t s♦♥ ❧❛❜❡❧ ♣❛r ❧❡ ♠♦t label(P ) = label(e1) . . . label(en) ❡t s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣❛r ρ(P ) =

∏n
i=1 ρG(ei)✳

❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ e1 ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ e1 =< q0G, a, q
′ >✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♠♦t✮ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té PG(w) ❞✬✉♥ ♠♦t w ∈ A∗ s❡❧♦♥ G ❡st
é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✐♥✐t✐❛✉① ❞♦♥t ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r w✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ G ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❛❧♦rs s❡✉❧ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞r❛ ❛✉ ♠♦t w✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡✮ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✜♥✐ L ⊆ A∗ s❡❧♦♥ G
❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ♠♦ts w ∈ L✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ t❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ❧❡ ❞é✜♥✐ss♦♥s✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❬✼✺✱ ✸✷✱ ✸✶❪ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ à ✉♥ ét❛t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t A s❡r❛ ❣é♥éré❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❛ss♦❝✐é❡ à s❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜♦✉❝❧❡r♦♥t s✉r ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞✬♦r❞r❡ k ❬✷✸✱ ✾✾❪ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ à |A|k+1 ét❛ts✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és ❬✶✼❪ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡
r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❞é♠♦♥tré❡s ❞❛♥s
❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲♣❛rt✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❛ss♦❝✐é

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞✬♦r❞r❡ k✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈M ❞✬♦r❞r❡ k s✉r ❧✬❛❧✲
♣❤❛❜❡t A ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Pinit : {u|u ∈ A∗, |u| ≤ k} → [0, 1] ❡t Ptran : Ak ×A → [0, 1]

✈ér✐✜❛♥t
✕ Pinit(ε) = 1
✕ ∀u ∈ A∗, |u| < k,

∑

a∈A Pinit(ua) = Pinit(u)
✕ ∀u ∈ Ak,

∑

a∈A Ptran(u, a) = 1

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té PM(u) ❞✬✉♥ ♠♦t u ∈ A∗ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈M ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
ré❝✉rs✐✈❡ ♣❛r ✿

✭✐✮ s✐ |u| ≤ k ❛❧♦rs PM(u) = Pinit(u)✱
✭✐✐✮ s✐♥♦♥ u = va✱ |v| ≥ k✱ a ∈ A ❛❧♦rs PM(u) = PM(v) · Ptran(w, a)✱ ❛✈❡❝ w r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡

s✉✣①❡ ❞❡ v ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k✳

▲❡♠♠❡ ✺ ✭❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞✬♦r❞r❡ k✮
❙♦✐tM =< Pinit, Ptran > ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞✬♦r❞r❡ k s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t A✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G(M) =< Q, q0,A, ρ > ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Q = {u|u ∈ A∗ ❡t |u| ≤ k},

ρ(u, a, w) =







Pinit(w)/Pinit(u) s✐ |u| < k, w = ua, Pinit(u) > 0,

Ptran(u, a) s✐ |u| = k, |w| = k, ❛✈❡❝ w s✉✣①❡ ❞❡ ua,

0 s✐♥♦♥.

❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t w ∈ A∗✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ w s❡❧♦♥M ❡st é❣❛❧❡ à ρ(w) s❡❧♦♥ G(M)✳

▼♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és ❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❛ss♦❝✐é

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é ✭❍▼▼✮ s✉r ✉♥ ❛❧✲
♣❤❛❜❡t A ❡st ✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t H =< QH, p0,A, f, s > t❡❧ q✉❡

✕ QH ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts✱
✕ p0 : QH → [0, 1] ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ❝❛❝❤és QH✱
✕ f : QH ×QH → [0, 1] ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡♥tr❡ ét❛ts ❝❛❝❤és✱
✕ s : QH ×A → [0, 1] ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧❡ttr❡ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ❝❛❝❤é✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ✿

∀q ∈ QH

∑

q′∈QH

f(q, q′) = 1 ✭✹✳✽✮

∀q ∈ QH

∑

a∈A

s(q, a) = 1 ✭✹✳✾✮

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬ét❛ts ❝❛❝❤és (q1, . . . , qn) ∈ Q
n
H ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r Pstate(q1, . . . , qn) =

p0(q1)f(q1, q2) . . . f(qn−1, qn)✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡ ♠♦t w = a1 . . . an✱
ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬ét❛ts ❝❛❝❤és (q1, . . . , qn) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r Pcond(a1 . . . an|q1 . . . , qn) =
s(q1, a1) . . . s(qn, an)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠♦t w = a1 . . . an s❡❧♦♥ ✉♥ ❍▼▼
H ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

PH(w) =
∑

(q1,...,qn)∈Qn
H

Pstate(q1, . . . , qn) · Pcond(a1 . . . an|q1 . . . qn).

✻✻



✹✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s

▲❡♠♠❡ ✻ ✭❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é✮
P♦✉r ✉♥ ❍▼▼ H =< QH, p0,A, f, s > ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ G(H) =< QG, q0,A, ρ >
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ QG = QH ⊎ {q0}✱ ❧✬ét❛t q0 6∈ QG ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G(H)✱
✕ ∀q ∈ QH✱ ρ(q0, a, q) = p0(q) · s(q, a)✱
✕ ∀ < q, q′ >∈ Q2

H✱ ρ(q, a, q′) = f(q, q′) · s(q′, a)✳
❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t w ∈ A∗✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ w s❡❧♦♥ H ❡st é❣❛❧❡ à ρ(w) s❡❧♦♥ G(M)✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✼ ✭♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✮
❙♦✐t G =< QG, q0,A, ρ > ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ❍▼▼
H(G) ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s |QG| · |A| ét❛ts ❝❛❝❤és t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t w ∈ A∗✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té PH(G)(w)
❡st é❣❛❧❡ à ρ(w) s❡❧♦♥ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G✳

Pr❡✉✈❡ ✭♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✮ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
❧❡ ❍▼▼ H(G) =< QH, p0,A, f, s > ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

QH = QG ×A,

∀q ∈ QG ∀a ∈ A p0(< q, a >) = ρ(q0, a, q),

∀q ∈ QG ∀a, a′ ∈ A2 s(< q, a >, a′) =

{

1 s✐ a = a′

0 s✐♥♦♥✳

∀q, q′ ∈ Q2
G ∀a ∈ A f(< q, a >, q′) = ρ(q, a, q′)

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✽✮ ❡t ✭✹✳✾✮✳ H(G) ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❛r s❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✳ �

❉✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✻ ❡t ✼✱ ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡t ❧❡s ❍▼▼ ❣é♥èr❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s s✉r ❧❡s ♠♦ts✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s♦♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ■❧ ❡st
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❍▼▼s ❡t ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s
❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞❡ ▼♦♦r❡ ❡t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ▼❡❛❧② ❬✶✵✷❪✳

✹✳✷✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s

❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡✲
♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❇✉❤❧❡r
❡t ❝♦❛✉t❡✉rs ❬✷✸❪ ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✸✳✼✳✼✳✶✮✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❡st ré❛❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ q✉✐ r❡❝♦♥♥❛ît ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❛ ❣r❛✐♥❡✳ ◆♦✉s
♥♦t❡r♦♥s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❞♦♥♥é❡✱ Lπ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r π✱ ❡t Sπ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ q✉✐ r❡❝♦♥♥❛ît Lπ✳

✻✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té

◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ ▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥ ♠♦t ❛❧é❛t♦✐r❡
s✉r A✱ ❣é♥éré s❡❧♦♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ s♦✐t ❞ét❡❝té ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞♦♥♥é✳

✹✳✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡s ✹✳✷✳✶✳✶✲✹✳✷✳✶✳✷✮ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ✭✈♦✐r
♣❛rt✐❡ ✹✳✷✳✷✮ ét❛❜❧✐s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❧❛
s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s π s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡
❞♦♥♥é✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ Lπ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r π ❡st ré❣✉❧✐❡r ❡t ❞♦♥❝
r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ Sπ✳

Pr❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LT ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡
✹✳✷✳✶✳✶✮✱ s✉♣♣♦sé ré❣✉❧✐❡r ❞♦♥❝ r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ T ✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G
s❡r✈❛♥t à ❛✛❡❝t❡r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ à t♦✉t ♠♦t ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ LT ✳ ❙♦✉s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❧❛
s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s π s❡r❛ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
PG(α ∈ Lπ|α ∈ LT ) q✉✬✉♥ ♠♦t α ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ LT ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à Lπ ✿

PG(α ∈ Lπ|α ∈ LT ) =
PG(α ∈ LT ∩ Lπ)

PG(α ∈ LT )
. ✭✹✳✶✵✮

(automate T) (automate Sπ)

langage LT

langage L = LT ∩Lπ

(automate K = T×Sπ) (automate probabiliste G)

(automate probabiliste W = K⊗G)

langage Lπ

représentation des alignements graineπ

modèle probabiliste des alignements

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s

❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t L =
LT ∩ Lπ✱ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s T ❡t Sπ q✉✐ r❡❝♦♥♥❛✐ss❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s

✻✽



✹✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té

❧❛♥❣❛❣❡s ré❣✉❧✐❡rs LT ❡t Lπ✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s K =< QK , q
0
K , Q

F
K ,A, ψK > ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ rés✉❧t❛t

✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✺✮✳
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té PG ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠♦t ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ✭✐ss✉ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡

LT ∩ Lπ✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❡♥tr❡ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ s❛♥s ét❛t ✜♥❛❧
G ❡t ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ✜♥❛✉① K ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ❈❡ ♣r♦❞✉✐t
❞♦♥♥❡r❛ ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡W ✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ssé❞❡r♦♥t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r G ❡t ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❝❡t ❛✉t♦♠❛t❡ s❡r♦♥t ✜♥❛✉① s✬✐❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉
♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ ❞❡ K ❛✈❡❝ ✉♥ ét❛t ❞❡ G✳

▲❡ ♣r♦❞✉✐t W = K ⊗G✱ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭♣r♦❞✉✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ W = K ⊗G✮ ❙♦✐t ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ K =
< QK , q

0
K , Q

F
K ,A, ψK > ❡t ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G =< QG, q

0
G,A, ρG > s❛♥s ét❛t ✜♥❛❧✳ ▲❡

♣r♦❞✉✐t W = K ⊗G ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ W =< QW , q
0
W , Q

F
W ,A, ρW > t❡❧ q✉❡ ✿

✕ QW = QK ×QG✱
✕ q0W = (q0K , q

0
G)✱

✕ QFW = {(qK , qG)|qK ∈ Q
F
K , qG ∈ QG}✱

✕ ρW ((qK , qG), a, (q′K , q
′
G)) =

{

ρG(qG, a, q
′
G) s✐ ψK(qK , a) = q′K ,

0 s✐♥♦♥✳

W s❡r❛ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✐ G ❡st ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ P♦✉r ✉♥❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ < (qK , qG), a, (q′K , q

′
G) > ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ W ✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

ρW
(
(qK , qG), a, (q′K , q

′
G)

)
✳ ▲✬❛✉t♦♠❛t❡ W ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛❧❧❛♥t ❞❡

❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ à ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❝❤❡♠✐♥ ❝♦♠♣❧❡t✮ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ W ❡st ❞✐t ❝♦♠♣❧❡t s✐ s❛ s♦✉r❝❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡st ❧✬ét❛t q0W ❡t s♦♥ ♣✉✐ts s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡st ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧
❞❡ W ✳

▲❡♠♠❡ ✽ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L s❡❧♦♥ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G✮
➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G ❡t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
K✱ ❡t s♦✐t W = K ⊗ G✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té PG(L) ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠♦t ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ L ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ W ✳

Pr❡✉✈❡ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L s❡❧♦♥ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G✮ K ❡st ✉♥ ❛✉t♦✲
♠❛t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ♠♦ts ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ L s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ K✳
▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ G q✉❡ ❧✬♦♥ ❡♠♣r✉♥t❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡s ❧❡ttr❡s ❞✬✉♥ ♠♦t w s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ W q✉✐ ❛❝❝❡♣t❡♥t ❧❡ ♠♦t w✳
PG(w) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ G ❞♦♥t ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❡st

w✳ ❈♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✉♥✐q✉❡ s✉r W ✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱
❛❧♦rs PG(w) ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s✉r W ✳ �

✹✳✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✽ q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ❛ss♦❝✐é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥❡ s♦♠♠❡
❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s s✉r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❞✉✐t W ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❧❡ r❡♥❞r❡ ♣❧✉s
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss♦❝✐é✳

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

▲❡♠♠❡ ✾ ✭❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ PG(L)✮ ❙♦✐t LT ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝✐❜❧❡s
s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t A✱ s♦✐t π ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡✱ ❡t s♦✐t Lπ ⊆ A∗ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r π✳ ❙♦✐t K =< QK , q

0
t , Q

F
K ,A, ψQ > ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡

r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ L = LT ∩ Lπ✱ ❡t s♦✐t G =< QG, q
0
G,A, ρ > ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ LT ❀ ❆❧♦rs PG(L) ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s

O(|QG|
2 · |QK | · |A|) ✭✹✳✶✶✮

❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡
O(|QG| · |QK |). ✭✹✳✶✷✮

Pr❡✉✈❡ ✭❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ PG(L)✮ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✽ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
ré❣✉❧✐❡r L s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♠♣❧❡ts ❛ss♦❝✐és à L ❞❛♥s ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ W ✳ ❈♦♠♠❡
K ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡W ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❡t
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♠♣❧❡ts ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❬✶✵✷❪ ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ♦r✐❡♥tés ❬✹✹❪✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❡st
❛❧♦rs ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❛♥s W ✳ W ❛ ❛✉ ♣❧✉s |QG| · |QK | ét❛ts✱ ❡t ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ A✱ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♣❧✉s |QG| tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦rt❛♥t❡s✳ �

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✽ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦✉♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡✱ ❡♥
❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ tr♦✐s ❛✉t♦♠❛t❡s ✭✈♦✐r ❧❛
✜❣✉r❡ ✹✳✺✮ ✿

✕ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ T q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝✐❜❧❡s s✉r
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t A ✭❝♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦ts ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞♦♥♥é❡ n✱ ✈ér✐✜❛♥t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✮✳

✕ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐st❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ❈❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡♣rés❡♥t❡r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞✬♦r❞r❡ k✱ ♦✉ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é
✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ s❡r❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮✳

✕ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ Sπ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
❞ét❡❝tés ♣❛r π✳

❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡s ❛✉t♦♠❛t❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés PG(LT ∩
Lπ) ❡t PG(LT ) ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❡st✐♠❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ G ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♦✉ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❡st ❡♥ O(|QG| · |QK | ·
|A|)✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐✲
s❛♥t ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❛ss♦❝✐és ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t π ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♥✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣❛s ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s s✉r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ré❡❧s✳ ■❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❣r❛✐♥❡s✱ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐❢s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧❡✉r
é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▼❛✐s ✐❧ ❞♦✐t r❡st❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❤✐ts✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ s❡r✈❛♥t à
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ Lπ r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡✱ ❡t ❞é✜♥✐r♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ à ❧❛ ❢♦✐s s❡♥s✐❜❧❡ ❡t ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❛ss♦❝✐é ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧✉✐
❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✳

✼✵



✹✳✹✳ ●r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

✹✳✹ ●r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ét❛✐t ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❜✐♥❛✐r❡ ✿
s♦✐t ❧❡s ❞❡✉① ❧❡ttr❡s ❞✬✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té ét❛✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✱ s♦✐t ❡❧❧❡s ❞✐✛ér❛✐❡♥t✳

▲❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
♣❛r ❤❛❝❤❛❣❡ ❛✐sé❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✸✳✽ ❞✬❛✉tr❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s
❡s♣❛❝é❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ✈❡❝t❡✉rs✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✶✻❪ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥
❛❧♣❤❛❜❡t A ❞❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✢❡①✐❜❧❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡
❞❡ ❤✐t✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ✈❡❝t❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♥❞❡①❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❤✐t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ à é✈❛❧✉❡r✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✹✳✶✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ❛♣♣❡❧é ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ✜❧tr❡ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t A
♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❜✐♥❛✐r❡✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✹✳✷✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡
r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t A ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦✱ ❡t ❣é♥èr❡ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞♦♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❡st ❡♥ O(w · 2s−w)✱ ❞♦♥❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ✭s ❡t w ❞és✐❣♥❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ★ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡✮✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ s❡♥s✐✲
❜✐❧✐té ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♦✉ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✷✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✭♣❛rt✐❡ ✹✳✺✮ q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t
A ❜✐♥❛✐r❡✱ ♥♦tr❡ ❛✉t♦♠❛t❡ ❣é♥èr❡ ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

✹✳✹✳✶ ▼♦❞è❧❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡
❞❡ ❤✐t ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❛♥t✐tés ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡
❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳

▲✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s Σ ❡st s✉♣♣♦sé ✜①é✳ ❙♦✐t A ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r
✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Σ × Σ✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ A ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ 1✱ s②♥♦♥②♠❡ ❞❡ ♠❛t❝❤ ✿ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts a× a✱ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ Σ✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t A✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭❛❧♣❤❛❜❡t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✮ ❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦t s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t B✱ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✳

✕ ❧❡s ❧❡ttr❡s ❞❡ B r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t A q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t
❧❛ ❧❡ttr❡ 1 ✭B ⊆ {P ∪ {1}} ❛✈❡❝ P ⊆ A✮✳

✕ B ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧❡ttr❡ # q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {1}✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭❝r✐tèr❡ ❞❡ ❤✐t ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✮ ❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ r❡✲
♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦t b1b2 . . . bs ∈ Bs ❞ét❡❝t❡ ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α1α2 . . . αn ∈ A

n s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧
❡①✐st❡ i ✭0 ≤ i ≤ n− s✮ t❡❧ q✉❡ ∀j ∈ [1..s]✱ αi+j ∈ bj✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭#✲♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡✮ ▲❡ #✲♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ π ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❧❡ttr❡s # ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s π✳

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à é❝❧❛✐r❝✐r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s à tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❨❛ss ✭♣rés❡♥té à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✻✳✶✮ ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✷✹ ✿ ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❝❛s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s à tr❛♥s✐t✐♦♥s

❙♦✐t ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts A = {1, h, 0}✱ ♦ù ❧❡s ❧❡ttr❡s 1, h, 0 r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ✉♥ ♠❛t❝❤✱ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♦✉ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ tr❛♥s✈❡rs✐♦♥
✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✶✳✹✮✳ ▲✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r B = {#,@,−} r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s {1}✱ {1, h}✱ ❡t {1, h, 0}✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π = #@−# ❞ét❡❝t❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t 10h1h1101
❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s 4 ❡t 6✳ ▲❡ #✲♣♦✐❞s ❞❡ π ❡st ❞❡ ✷✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♣♦✐❞s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❡ #✲♣♦✐❞s ♥❡ ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡
♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❞❡s ❣r❛✐♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✹✱ ❧❡s ❧❡ttr❡s @ ❞❡✈r❛✐❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ♣♦✐❞s
❞✬✉♥ ❞❡♠✐✱ ❞♦♥♥❛♥t à ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π ✉♥ ♣♦✐❞s ❞❡ 2.5✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧✬é✈è♥❡♠❡♥t a ∈ #✱ s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ✐✳✐✳❞ ❡st ❞❡ 1

4 ✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦rs ❛♣♣♦rté❡
❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞❡✉① ❜✐ts ♣♦✉r ✉♥ s②♠❜♦❧❡ #✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
a ∈ @ ❡st ❞❡ 1

2 ✱ s♦✐t ✉♥ ❜✐t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ s②♠❜♦❧❡ @ s❡r❛ ❞❡✉①
❢♦✐s ♠♦✐♥❞r❡✳

✹✳✹✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡ ❛ss♦❝✐é

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❝♦♠♣❛❝t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s
❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳

✹✳✹✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t A✱ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s B ❞é✜♥✐ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽✱
❡t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π = π1π2 . . . πs ∈ B

∗ ❞✬ét❡♥❞✉❡ s ❡t ❞❡ #✲♣♦✐❞s w✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré✜①❡s r❡str❡✐♥ts Rπ✮ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Rπ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ✿ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣ré✜①❡s ❞❡ π ❞♦♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
❧❡ttr❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ #✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ Rπ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré✜①❡s r❡str❡✐♥ts✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st |Rπ| = s− w✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ Sπ =< Q, q0, Qf ,A, ψ : Q × A → Q > q✉✐
r❡❝♦♥♥❛✐ss❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ✮ ▲❡s ét❛ts Q ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡
❞❡s ♣❛✐r❡s < X, t > ❛✈❡❝

✕ t ∈ [0..s(π)]✱
✕ X ⊆ Rπ✳

▲❡s ét❛ts ✈ér✐✜❡♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t s✉✐✈❛♥t ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❛✐t ❧✉ ✉♥ ♣ré✜①❡ α1 . . . αp ❞✬✉♥
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r à ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ < X, t >✳ ❆❧♦rs

✕ t ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣ s✉✣①❡ ❞❡ α1 . . . αp ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 1i✱ i ≤ s✳
✕ X ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣ré✜①❡s r❡str❡✐♥ts ri ∈ Rπ t❡❧❧❡s q✉❡ π1 · · ·πri

❞ét❡❝t❡ ❧❡ s✉✣①❡ ❞❡ α1 · · ·αp−t✳

✼✷



✹✳✹✳ ●r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✺ ✿ ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

(a) π = ★❅★✲★★✲★★★

(b) α1 . . . αp = ✶✶✶❤✶✵✶✶❤✶✶

(c)

α9 t

✶✶✶❤✶✵✶✶❤✶✶

π1..7 =★❅★✲★★✲
π1..4 =★❅★✲

π1..2 =★❅

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✹✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❡t ✉♥
♣ré✜①❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α1 . . . αp ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r p = 11 ✭é❧é♠❡♥ts ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✮✳
▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r t ❞✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣ s✉✣①❡ 1∗ ❞❡ α1 . . . αp ❡st 2✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ 1 ❡st
❞♦♥❝ αp−t = α9 = h✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Rπ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ♣ré✜①❡s r❡str❡✐♥ts ❞❛♥s π ❡st {2, 4, 7}✱
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ π ♣♦ssè❞❡ ✸ ♣ré✜①❡s ♣♦ss✐❜❧❡s t❡r♠✐♥❛♥t ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ Rπ ✭♣❛rt✐❡ ✭❝✮✮✳
▲❡s ♣ré✜①❡s π1..2 ❡t π1..7 ❞ét❡❝t❡♥t ❧❡s s✉✣①❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ α1α2 . . . α9✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣ré✜①❡ π1..4 ♥❡
❞ét❡❝t❡ ♣❛s✳ ❆✐♥s✐ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❛♣rès ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ α1α2 . . . αp s❡r❛ < X = {2, 7}, t = 2 >✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❡s ét❛ts ❝♦✉r❛♥ts✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à s♣é❝✐✜❡r ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧❡s ét❛ts ✜♥❛✉①✳
▲✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ q0 ❞❡ Sπ s❡r❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r < ∅, 0 >✳ ▲❡s ét❛ts ✜♥❛✉① s♦♥t ❝❡✉① ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❧❡ s✉✣①❡ ❞❡ α1 . . . αp ❡st ❞ét❡❝té ♣❛r ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts q =< X, t >
t❡❧s q✉❡ max{X}+ t = s✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s ét❛ts ✜♥❛✉① ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✼✳✼✳✶✳

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡
❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❧❡ttr❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉✲
t♦♠❛t❡ Sπ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

s✐ q ❡st ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧✱ ✐❧ ❡st r❡♥❞✉ ❛❜s♦r❜❛♥t ✭∀a ∈ A✱ ψ(q, a) = q✮✳
s✐ q =< X, t > ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ ❛❧♦rs ✿
✕ s✐ a = 1 ❛❧♦rs ψ(q, a) =< X, t+ 1 >✱
✕ s✐♥♦♥ ψ(q, a) =< XU ∪XV , 0 > ❛✈❡❝

✭✐✮ XU = {x|x ≤ t+ 1 et a ∈ πx}

✭✐✐✮ XV = {x+ t+ 1|x ∈ X et a ∈ πx+t+1}

▲❡♠♠❡ ✶✵ ✭r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ Lπ✮ ▲✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ❛❝❝❡♣t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡✲
♠❡♥ts Lπ q✉❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π ❞ét❡❝t❡✳

Pr❡✉✈❡ ✭r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ Lπ✮ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✲
✈❛r✐❛♥t ❡st ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ψ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ < ∅, 0 > q✉✐
❡st ❛tt❡✐♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ♣❛r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✉ ♠♦t ✈✐❞❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡
❞✬✉♥❡ ❧❡ttr❡ 1✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❡st r❡s♣❡❝té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙❡✉❧ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ✭ψ(q, a) =< XU ∪ XV , 0 >✮ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡
à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❛♥❛❧②s❡r✳ XU ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré✜①❡s r❡str❡✐♥ts q✉✐ ♥❡ ❝♦✉✈r❡♥t ♣❛s ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ 1 ✭❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣ré✜①❡ ❡st ❛❧♦rs ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à t✮✱ XV r❡♣rés❡♥t❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré✜①❡s r❡str❡✐♥ts q✉✐ ❝♦✉✈r❡♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡
♦✉ é❣❛❧❡ à t✮✳ ▲✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré✜①❡s r❡♠✐s
à ❥♦✉r ❛♣rès ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❧❡ttr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ 1✳ �

✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

❊①❡♠♣❧❡ ✷✻ ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ Sπ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ #−@#

q0 q1

q2

q3

q4

q5

q6

q7

qf

X = ∅
t = 0

X = ∅
t = 1

X = {2}
t = 0

X = ∅
t = 2

X = {3}
t = 0

X = {2}
t = 1

X = {2, 3}
t = 0

X = ∅
t = 3

1 0

h

1

1

0

h

1

0,h

1

0

h
1

0,h

1

0,h

0

h
1

0,h

0,h,1

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✷✹ ❡t ✷✺✳ ❙♦✐t ❧❛
❣r❛✐♥❡ π = #−@#✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ♣ré✜①❡s r❡str❡✐♥ts ❞❡ π ❡st Rπ = {2, 3}✳
◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷✱ q✉❡ ❧❡s ét❛ts ♥♦♥✲✜♥❛✉① ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ Sπ s♦♥t ❧❡s ✽
♣❛✐r❡s < X, t >=

{
< ∅, 0 >,< ∅, 1 >,< ∅, 2 >,< ∅, 3 >,< {2}, 0 >,< {2}, 1 >,< {3}, 0 >

,< {2, 3}, 0 >
}
✳ ❚♦✉s ❝❡s ét❛ts s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❡t ❞♦♥❝ s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s Sπ✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❡♥tr❡ ét❛ts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✸✳

▲❡♠♠❡ ✶✶ ✭♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ✮ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ ❡st ❛✉
♣❧✉s (w + 1)2s−w✳

Pr❡✉✈❡ ✭♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ✮ Rπ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ♣ré✜①❡s
r❡str❡✐♥ts Rπ = {r1, r2, . . . , rs−w} ❛✈❡❝ r1 < r2 · · · < rs−w✳ ❙♦✐t Qi ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♥♦♥✲✜♥❛✉①
< X, t > ❞♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ♣ré✜①❡ r❡str❡✐♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à X ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ri ✭i ∈ [1..s− w]✮✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t q =< X, t >∈ Qi✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s 2i−1 ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r
X ❡t s− ri ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r t✱ ♣✉✐sq✉❡ max{X}+ t < s✳

❆✐♥s✐

|Qi| ≤ 2i−1(s− ri) ≤ 2i−1(s− i), ❡t ✭✹✳✶✸✮
s−w∑

i=1

|Qi| ≤

s−w∑

i=1

2i−1(s− i) = (w + 1)2s−w − s− 1. ✭✹✳✶✹✮

❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ét❛ts Qi✱ Q ♣♦ssè❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s ét❛ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ < ∅, t > ✭❛✈❡❝ t ∈ [0..s−1]✮ ❛✐♥s✐
q✉✬✉♥ ét❛t ✜♥❛❧✳ ❉♦♥❝ |Q| ≤ (w + 1)2s−w✳ �

✼✹



✹✳✹✳ ●r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ♣♦ssè❞❡ ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❧❡ttr❡ ✉♥ # ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r
❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✮✱ ❛❧♦rs ri ≥ i+1✱ i ∈ [1..s−w]✱ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ s❡
ré❞✉✐t à 2i−1(s− i− 1) ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✸✳✼✳✼✳✶✳ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ❝❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ❡st q✉✬✐❧ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬ét❛ts✳

▲❡♠♠❡ ✶✷ ✭❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡ Sπ✮ ❙♦✐t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r j ❞♦♥♥é✱
❧❛ ❣r❛✐♥❡ # · −j ·# ✿ ▲✬❛✉t♦♠❛t❡ ❛ss♦❝✐é Sπ s❡r❛ ❛❧♦rs ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉❡ t♦✉t ét❛t ❡st ❛❝✲
❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ q0✱ ❡t q✉❡ ❞❡✉① ét❛ts ♥♦♥✲✜♥❛✉① s♦♥t ♥♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

Pr❡✉✈❡ ✭❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡ Sπ✮ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡
Sπ ❡st ré❞✉✐t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s

✭✐✮ t♦✉t ét❛t ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ < ∅, 0 >✱
✭✐✐✮ ❞❡✉① ét❛ts ♥♦♥✲✜♥❛✉① q, q′ s♦♥t ♥♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ✐✳❡✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦t α t❡❧ q✉❡ s❡✉❧ ✉♥
❞❡s ét❛ts ψ(q, α), ψ(q′, α) ❡st ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧✳

♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✭✐✮ s♦✐t q =< X, t > ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ✱ ❡t s♦✐t X = {x1, . . . , xk} ❛✈❡❝
x1 < · · · < xk✳ xk + t < j + 2✳ ❙♦✐t ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t α ∈ Axk ❛✈❡❝ A = {0, 1} t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ [1, xk], αi = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∃j ∈ [1, k], i = xk−xj +1✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝♦♠♠❡
π1 = #✱ ❛❧♦rs 1 /∈ X ❡t αxk

= 0✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ψ(< ∅, 0 >,α · 1t) = q✳
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✭✐✐✮ s♦✐t q1 =< X1, t1 > ❡t q2 =< X2, t2 > ❞❡✉① ét❛ts ♥♦♥✲✜♥❛✉① ❞❡ Sπ✳ ❙♦✐t
X1 = {y1, . . . , ya}, X2 = {z1, . . . , zb}✱ ❡t y1 < · · · < ya✱ z1 < · · · < zb✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ max{X1}+ t1 > max{X2}+ t2 ❡t s♦✐t d = (j+2)− (max{X1}+ t1)✳ ❆❧♦rs
ψ(q1, 1

d) ❡st ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ ♠❛✐s ♣❛s ψ(q2, 1
d)✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ max{X1}+ t1 =

max{X2}+ t2✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ⊆ {1, . . . , j+ 1} ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r t✱ s♦✐t X{t} = {v+ t|v ∈
X ❡t v+t < j+2}✳ ❙♦✐t g = max{v|(v+t1 ∈ X1 ❡t v+t2 /∈ X2) ♦✉ (v+t2 ∈ X2 ❡t v+t1 /∈
X1)} ❡t s♦✐t d = j + 1 − g ✳ ❆❧♦rs ψ(q1, 0

d · 1) ❡st ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ ❡t ♣❛s ψ(q2, 0
d · 1)✱ ♦✉

✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳
�

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ Sπ ❝♦♠♣❛❝t ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
π ❡t ❞♦♥♥é s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❈❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ❡st ❝♦♠♣❛❝t ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r
s❛♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t
r❛♣✐❞❡✱ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st r❡q✉✐s❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t✱ ❡t s✉rt♦✉t ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✹✳✹✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❡t ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✳ ■❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s O

(
(s − w) · w · 2s−w · |A|

)
✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

♠❛①✐♠❛❧ ❞✬ét❛ts w · 2s−w ♣❡✉t êtr❡ ❡♥❝♦❞é s✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱
❛❧♦rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ O(w · 2s−w · |A|)✳

❙♦✐t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❞❡ #✲♣♦✐❞s w ❡t ❞✬ét❡♥❞✉❡ s✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ✳ ◆♦✉s
s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥ ét❛t < X, t > ❡t s❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦rt❛♥t❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✿
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

✕ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t q =< X, t > ♥♦♥✲✜♥❛❧✱ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ Ind(q) ❞❛♥s
❧❡ t❛❜❧❡❛✉✳

✕ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à é✈❛❧✉❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t q ❞♦♥♥é ❡t ✉♥❡ ❧❡ttr❡ a ∈ A✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ψ(q, a)✳

❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❢❛✐t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳ P♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ π✱ s♦✐t Rπ = {r1, . . . , rs−w} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ♣ré✜①❡s r❡str❡✐♥ts ✭r1 < r2 <
· · · < rs−w✮ ✳ P♦✉r X ⊆ Rπ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ v(X) = v1 . . . vr ∈ {0, 1}

s−w t❡❧
q✉❡ vi = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ri ∈ X✳

❖♥ r❡♣rés❡♥t❡r❛ v(X) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ✿ n(X) ❡st ❧✬❡♥t✐❡r ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ v(X) ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

n(X) =

s−w∑

j=1

2j−1 · vj .

❙♦✐t p(t) = max{p | rp < s − t}✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t ♥♦♥✲✜♥❛❧ < X, t >✱
X ⊆ {r1, . . . , rp(t)}✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ n(X) < 2p(t)✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t {< X, t >} à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ind(< X, t >) = n(X) + 2p(t).

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ s❡r❛ ❞❡ (w + 1) · 2s−w✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ψ(q, a) ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ψ(q, a)
r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s q✉✐ ❛❝❝é❧èr❡♥t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✿

✕ ✉♥ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ❞✉ rés✉❧t❛t ❡st ré❛❧✐sé✳
✕ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ψ(q′, a) ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts q′ s♦♥t ré✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ψ(q, a) ♣♦✉r

❞✬❛✉tr❡s ét❛ts q✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ét❛ts q ❡t q′✳

❙♦✐t q =< X, t > ✉♥ ét❛t ♥♦♥✲✜♥❛❧ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡ Sπ✱ ❛✈❡❝ X = {x1, . . . , xk} ✭x1 < x2 · · · < xk✮✳
❙♦✐t X ′ = X \ {xk} = {x1, . . . , xk−1} ❡t q′ =< X ′, t >✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s
q✉❡ q′ ❡①✐st❡ ✭❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✮ ❡t q✉❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛♥tér✐❡✉r❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡
❞❡ q✳

▲❡♠♠❡ ✶✸ ✭♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡t ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ✮ ❙✐ q =< X, t > ❡st
❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs q′ =< X ′, t > ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳

Pr❡✉✈❡ ✭♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡t ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ✮ ▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡
< X ′, t > ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ■❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ s✐< X, t > ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs< X, 0 > ❧✬❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✉r t ♣♦s✐t✐❢✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ α ∈ Ark t❡❧❧❡ q✉❡ ∀i ∈ [1..s−w]✱ ri ∈ X s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♣ré✜①❡ ❛ss♦❝✐é
π1 · · ·πri ❞ét❡❝t❡ αrk−ri+1 · · ·αrk ✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ α✱ α′ = αrk−rk−1+1 · · ·αrk ✱ ❧❛
séq✉❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬ét❛t < X ′, 0 >✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♠♦t α · 1t ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬ét❛t < X, t >✱ ✐❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦t α′ · 1t ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬ét❛t
< X ′, t >✳ ❈♦♠♠❡ |α′ · 1t| < |α · 1t|✱ ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ❧❛r❣❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ét❛ts ❞❡ Sπ ❝❛❧❝✉❧❡r❛
t♦✉❥♦✉rs ❧✬ét❛t < X ′, t > ❛✈❛♥t < X, t >✳ �
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✹✳✹✳ ●r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ét❛ts ❛♥tér✐❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ψ(< X, t >, a)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ψ(< X, t >, a)✳
❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ré❛❧✐sé ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✱ q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ✐❝✐✳

❯♥ ét❛t q s❡r❛ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ tr✐♣❧❡t q = 〈X, kX , t〉✱ ❛✈❡❝ kX = max{i|ri ∈ X}✳
✕ ❙✐ a = 1✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ψ(q, a) ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡

s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭♣❛rt✐❡ ❛✳ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✮✳
✕ ❙✐ a 6= 1✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t

✶✳ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ q′ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t q = 〈X, kX , t〉 ✭♣❛rt✐❡ ❝✳ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✾✮✱

✷✳ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ψ
(
〈X, kX , t〉, a

)
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ψ

(
〈X ′, kX′ , t〉, a

)
✳ ✭♣❛rt✐❡ ❞✳ ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✮✳

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❡t ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✶✳ ❡t ✷✳ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ Ind
(
〈X, kX , t〉

)
= Ind

(
〈X ′, kX′ , t〉

)
−2kX ✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s

❝♦♥st❛♥t ♣✉✐sq✉❡ kX ❡st ♠é♠♦r✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t✳

✷✳ ❙♦✐t

VX(k, t, a 6= 1) =

{

ri s✐ ri = rk + t+ 1 et a ∈ πri
∅ s✐♥♦♥

❡t

Vk(k, t, a 6= 1) =

{

i s✐ ri = rk + t+ 1 et a ∈ πri
0 s✐♥♦♥

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s VX(k, t, a) ❡t Vk(k, t, a) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡s♣❛❝❡ O(|A|·s2)
✭♣❛rt✐❡ ❞✳ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✮✳ ❙♦✐t ψ(〈X, kX , t〉, a) = 〈Y, kY , 0〉 ❡t ψ(〈X ′, kX′ , t〉, a) = 〈Y ′, kY ′ , 0〉✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Y ❞✐✛èr❡ ❞❡ Y ′ ♣❛r ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ é❧é♠❡♥t✳ ❈❡t é❧é♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s
❝♦♥st❛♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s VX , Vk✳ ❊♥ ❡✛❡t Y = Y ′ ∪ VX(kX , t, a) ❡t kY = max(kY ′ ,
Vk(kX , t, a))✳

❯♥ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rsq✉❡ X = ∅✳ ✭♣❛rt✐❡ ❜✳ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✮✳ ■❧ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s UX , Uk ✭♣❛rt✐❡ ❝✳ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✮ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

UX(t, a 6= 1) = ∪{x|x ≤ t+ 1 et a ∈ πx}

Uk(t, a 6= 1) = max{x|x ≤ t+ 1 et a ∈ πx}

❈❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✶✹ ❡t ✶✺✳

▲❡♠♠❡ ✶✹ ✭❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ψ(q, a)✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ψ(q, a)
♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ q ❡t ❝❤❛q✉❡ a ∈ A✳

▲❡♠♠❡ ✶✺ ✭❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ Sπ✮
▲❛ t❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à s❛ t❛✐❧❧❡✱
q✉✐ ❡st ❡♥ O(w · 2s−w · |A|)✳

✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ✿ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Sπ
❉♦♥♥é❡s ✿ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❞✬ét❡♥❞✉❡ s✱ #✲♣♦✐❞s w✱ ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ♥♦♥✲# r = s−w
❘és✉❧t❛t ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥s p✱ UX , Uk ❡t VX , Vk ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Sπ
✴✯ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ♣ré✜①❡s r❡str❡✐♥ts ❘ ✯✴
R[0]← 0❀
r ← 0❀
♣♦✉r i← 1 à s ❢❛✐r❡

❛ s✐ πi 6= # ❛❧♦rs
r ← r + 1❀
R[r]← i❀

✴✯ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣✭t✮ ✯✴
p[0]← 0❀
c← r❀
♣♦✉r t← 1 à s ❢❛✐r❡

❜ s✐ R[c] = s− t− 1 ❛❧♦rs
c← c− 1❀

p[t]← p[t− 1] + 2c❀
✴✯ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ UX ❡t Uk ✯✴
♣♦✉r t← 0 à s ❡t a ∈ A ❢❛✐r❡

UX [t][a]← 0, Uk[t][a]← 0❀

♣♦✉r t← 0 à s ❢❛✐r❡
❝ i← 1❀

t❛♥t q✉❡ i ≤ r ❡t R[i] ≤ t ❢❛✐r❡
♣♦✉r a ∈ A ❢❛✐r❡

s✐ a ∈ πR[i] ❛❧♦rs
s✐ t 6= 0 ❛❧♦rs

UX [t][a]← UX [t− 1][a] + 2i−1❀
s✐♥♦♥

UX [t][a]← 2i−1❀
Uk[t][a]← i

i← i+ 1❀

✴✯ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ VX ❡t Vk ✯✴
♣♦✉r t← 0 à s ❡t k ← 0 à r ❡t a ∈ A ❢❛✐r❡

VX [k][t][a]← 0, Vk[k][t][a]← 0❀

♣♦✉r i← 1 à r ❢❛✐r❡
❞ ♣♦✉r a ∈ A ❢❛✐r❡

s✐ a ∈ πR[i] ❛❧♦rs
♣♦✉r k ← 1 à i ❢❛✐r❡

t← R[i]−R[k]− 1❀
VX [k][t][a]← 2i−1❀
Vk[k][t][a]← i❀

✼✽



✹✳✹✳ ●r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Sπ
❉♦♥♥é❡s ✿ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❞✬ét❡♥❞✉❡ s✱ #✲♣♦✐❞s w✱ ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ ♥♦♥✲# r = s− w
❘és✉❧t❛t ✿ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ Sπ =< Q, q0, qF ,A, ψ >
Q.ajoute(qF )❀
q0 ← 〈X = ∅, k = 0, t = 0〉 ❀
Q.ajoute(q0)❀
queue.ajoute(q0)❀
t❛♥t q✉❡ queue 6= ∅ ❢❛✐r❡
〈X, kX , tX〉 = queue.enleve()❀
♣♦✉r a ∈ A ❢❛✐r❡

✴✯ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ψ(< X, tX >, a) = 〈Y, kY , tY 〉 ✯✴
s✐ a = 1 ❛❧♦rs

tY ← tX + 1❀
❛ kY ← kX ❀

Y ← X❀
s✐♥♦♥

s✐ X = ∅ ❛❧♦rs
❜ Y ← UX(tX , a)❀

kY ← Uk(tX , a)❀
s✐♥♦♥

✴✯ ✉t✐❧✐s❡r ψ(< X ′, tX′ >, a) ✳ ✳ ✳ ✯✴
❝ X ′ ← X \ {lkX

}❀
〈Y ′, kY ′ , tY ′〉 ← ψ(< X ′, t >, a)❀
✴✯ ✳ ✳ ✳ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ψ(< X, tX >, a) ✯✴

❞ kY ← max
(
kY ′ , Vk(kX , tX , a)

)
❀

Y ← Y ′ ∪ VX(kX , tX , a)❀
tY ← 0❀

s✐ R[kY ] + tY ≥ s ❛❧♦rs
✴✯ < Y, tY > ❡st ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ ✯✴
ψ(< X, tX >, a)← qF ❀

s✐♥♦♥
s✐ 〈Y, kY , tY 〉 /∈ Q ❛❧♦rs

Q.ajoute(〈Y, kY , tY 〉)❀
queue.ajoute(〈Y, kY , tY 〉)❀

ψ(< X, tX >, a)← 〈Y, kY , tY 〉❀

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ ❡st très ❝♦♠♣❛❝t✳ ■❧
❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✷ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ Sπ✱
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s
❡s♣❛❝é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

✽✵



✹✳✺✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s

✹✳✺ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s

P❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s✱ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❡t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés s✉r ❧✬❆❉◆ ✿ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❛❧✐✲
❣♥❡♠❡♥t A ❡st {1, h, 0} ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ④ ♠❛t❝❤✱ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ tr❛♥s✈❡rs✐♦♥⑥✳
▲✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ B ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r {#,@,−}✱ ❛✈❡❝ # = {1},@ = {1, h},− =
{1, h, 0}✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐❞s 1✱ 0.5 ❡t 0 ❛✉①
❧❡ttr❡s #✱ @ ❡t −✳

✹✳✺✳✶ ❚❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ Sπ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❆❤♦✲
❈♦r❛s✐❝❦ ❬✷❪✱ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts A ❜✐✲
♥❛✐r❡✮ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❆❉◆✳ ▲✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ❛ été ❝♦♥str✉✐t
s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✷✸❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐✲
r❡❝t❡ ❛ été ❢❛✐t❡ ✿ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ❛ été ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❛ ❣r❛✐♥❡✳

▲❡s t❛❜❧❡s ✹✳✷✭❛✮ ❡t ✹✳✷✭❜✮ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡s♣❡❝t✐❢s ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❡t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐❞s w✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é♥✉♠éré ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❡t ❝❛❧❝✉❧é
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞✬ét❛ts ✭µtaille✮ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ❡t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛✉t♦♠❛t❡ Sπ✳ ▲❡
r❛t✐♦ ρ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✐sé ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✳ ▲❡s ❣r❛✐♥❡s
é♥✉♠éré❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❞✬ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ♣❧✉s w + 8✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ♣❧✉s w+ 5 ❛✈❡❝ ❞❡✉① s②♠❜♦❧❡s ❞❡ t②♣❡ @✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r

✭❛✮ ●r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ Sπ ▼✐♥✐♠✐sé
w µtaille ρ µtaille ρ µtaille

✾ ✸✹✺✳✾✹ ✸✳✵✻ ✶✹✻✳✷✽ ✶✳✷✾ ✶✶✸✳✷✶
✶✵ ✸✽✵✳✾✵ ✸✳✶✻ ✶✺✺✳✶✶ ✶✳✷✾ ✶✷✵✳✻✶
✶✶ ✹✶✺✳✸✼ ✸✳✷✺ ✶✻✸✳✽✶ ✶✳✷✽ ✶✷✼✳✻✷
✶✷ ✹✹✾✳✹✼ ✸✳✸✸ ✶✼✷✳✸✽ ✶✳✷✽ ✶✸✹✳✾✶
✶✸ ✹✽✸✳✷✼ ✸✳✹✶ ✶✽✵✳✽✾ ✶✳✷✽ ✶✹✶✳✽✹

✭❜✮ ●r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ Sπ ▼✐♥✐♠✐sé
w µtaille ρ µtaille ρ µtaille

✾ ✶✾✵✵✳✻✺ ✶✺✳✾✼ ✶✻✼✳✻✸ ✶✳✹✶ ✶✶✾✳✵✵
✶✵ ✷✶✵✸✳✾✾ ✶✻✳✺✵ ✶✼✼✳✾✷ ✶✳✹✵ ✶✷✼✳✹✾
✶✶ ✷✸✵✻✳✸✷ ✶✻✳✾✻ ✶✽✽✳✵✺ ✶✳✸✽ ✶✸✺✳✾✺
✶✷ ✷✺✵✼✳✽✺ ✶✼✳✹✷ ✶✾✽✳✶✷ ✶✳✸✽ ✶✹✹✳✵✵
✶✸ ✷✼✵✾✳✵✶ ✶✼✳✼✽ ✷✵✽✳✶✵ ✶✳✸✼ ✶✺✷✳✷✾

❚❛❜✳ ✹✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞✬ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ✱ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡
Sπ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✐sé✳

q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts A ♥✬❡st
♣❛s ❜✐♥❛✐r❡ ✭❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❛tt❡♥❞✉✮✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♥❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷✭❛✮✮✳ ❉❛♥s
t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s
ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ✈❡rs ❧❡s ét❛ts ❞❡ Sπ✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Sπ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡

✽✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦✳

✹✳✺✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❡t ❧❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❧❡s ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❝✐❜❧❡s ❡st
❝♦♥st✐t✉é ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 64 s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t A = {1, h, 0}✳ ◗✉❛tr❡ ❛✉t♦♠❛t❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés ✭❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡s à ❝❡✉① ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❬✶✺❪✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ B ✿ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳
✕ DT1 ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ {1, h, 0} à ❝❤❛q✉❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞♦♥✳ ■❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✸ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣❤❛sés ❡t ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ M (3) ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✶✺❪ ♣♦✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t à ✸ ❧❡ttr❡s✳

✕ DT2 ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✷✼ ❝♦❞♦♥s
♣r✐s ❞❛♥s {1, h, 0}3✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ M (8) ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✶✺❪ ♣♦✉r ✉♥
❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ tr♦✐s ❧❡ttr❡s✳

✕ NT ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ q✉❛tr❡ ❝♦♣✐❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ DT2
♣♦✉r ✹ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞♦♥s✳ ❈❡s q✉❛tr❡ ❝♦♣✐❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ DT2 s♦♥t ❝♦✉♣❧é❡s
à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❈❛❝❤é à ✹ ét❛ts✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✶✺❪✳

▲❡s q✉❛tr❡ ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ❛♣♣r✐s s✉r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ 40
❣é♥♦♠❡s ❞❡ ❜❛❝tér✐❡s✳

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦♥♥és✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❣r❛✐♥❡ w ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [9..12]✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❝❤❡r❝❤é ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❣r❛✐♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❞❡✉① s②♠❜♦❧❡s @ ♣❛r ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡s ❣r❛✐♥❡s
❡s♣❛❝é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♦♥t été é♥✉♠éré❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ét❡♥❞✉❡✱ ❡t
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r❛✐♥❡✱ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✷ ❡t ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Sπ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✹✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❡❞❡r❛ ❞é❝r✐t à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✻✳✷✳ P♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r❡♥❞ ❡♥tr❡ ✶✵ ❡t ✺✵✵ ♠s
s✉r ✉♥ P❡♥t✐✉♠❚▼ ■❱ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✷✳✹●❤③✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣♦✐❞s ❡t ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡✱ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✉t✐❧✐sé✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❣r❛✐♥❡ tr♦✉✈é❡ ❛ été ❣❛r❞é❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ✹✳✸✕✹✳✻✳

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s♦♥t ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s q✉❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s✳ ▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡ ❥✉sq✉✬à ✵✳✵✹ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛ss❡③ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ ❣❛✐♥
♦❜s❡r✈é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✈❡rs✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st très s♦✉✈❡♥t ❧❡
❝❛s ❞❛♥s ❞❡s ❣é♥♦♠❡s ♣r♦❝❤❡s✳

w ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té

✾ ★★★✲✲✲★✲★✲★★✲★★ ✵✳✹✶✽✸ ★★★✲★✲✲★❅★✲❅★★ ✵✳✹✹✹✸
✶✵ ★★✲★★✲✲✲★★✲★✲★★★ ✵✳✷✽✼✻ ★★★✲❅★✲❅★✲★✲★★★ ✵✳✸✵✼✼
✶✶ ★★★✲★★★✲★✲✲★✲★★★ ✵✳✶✾✵✻ ★★❅★✲✲★★✲★✲★✲❅★★★ ✵✳✷✵✺✻
✶✷ ★★★✲★✲★★✲★✲✲★★✲★★★ ✵✳✶✸✼✺ ★★❅★✲★✲★★✲✲★❅✲★★★★ ✵✳✶✹✽✶

❚❛❜✳ ✹✳✸ ✕ ▼❡✐❧❧❡✉r❡s ❣r❛✐♥❡s ❡t s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ B

✽✷



✹✳✺✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s

w ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té

✾ ★★★✲✲✲★★✲★★✲★★ ✵✳✹✸✺✵ ★★❅✲✲✲★★✲★★✲★★❅ ✵✳✹✹✺✻
✶✵ ★★✲★★✲✲✲✲★★✲★★✲★★ ✵✳✸✶✵✻ ★★✲★★✲✲✲❅★★✲★★❅★ ✵✳✸✶✼✸
✶✶ ★★✲★★✲✲✲✲★★✲★★✲★★★ ✵✳✷✶✷✻ ★★❅★❅✲★★✲★★✲✲★★★ ✵✳✷✶✼✸
✶✷ ★★✲★★✲✲✲✲★★✲★★✲★★★★ ✵✳✶✹✶✽ ★★✲❅★★★✲✲★★✲★★❅★★ ✵✳✶✹✼✼

❚❛❜✳ ✹✳✹ ✕ ▼❡✐❧❧❡✉r❡s ❣r❛✐♥❡s ❡t s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ DT1

w ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té

✾ ★✲★★✲✲✲✲★★✲★★✲★★ ✵✳✺✶✷✶ ★✲★❅✲★★✲❅✲✲★★✲★★ ✵✳✺✸✷✸
✶✵ ★★✲★★✲★★✲✲✲✲★★✲★★ ✵✳✸✽✹✼ ★★✲❅★✲★★✲✲❅✲★★✲★★ ✵✳✹✵✶✶
✶✶ ★★✲★★✲✲★✲★✲✲✲★✲★★✲★★ ✵✳✷✽✶✸ ★★✲★★✲❅★✲★✲✲✲★✲★❅✲★★ ✵✳✷✾✸✶
✶✷ ★★✲★★✲★★✲★✲✲✲★✲★★✲★★ ✵✳✶✾✼✷ ★★✲★★✲★❅✲★★✲❅✲✲★★✲★★ ✵✳✷✵✹✼

❚❛❜✳ ✹✳✺ ✕ ▼❡✐❧❧❡✉r❡s ❣r❛✐♥❡s ❡t s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ DT2

w ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té

✾ ★★✲★★✲★★✲✲✲✲★★✲★ ✵✳✺✷✺✸ ★★✲❅❅✲★★✲✲✲✲★★✲★★ ✵✳✺✹✷✵
✶✵ ★★✲★★✲✲✲✲★★✲★★✲★★ ✵✳✹✶✷✸ ★★✲★★✲✲✲✲★★✲❅❅✲★★✲★ ✵✳✹✶✾✵
✶✶ ★★✲★★✲✲✲✲★★✲★★✲★★✲★ ✵✳✸✶✶✷ ★★✲★★✲✲✲✲★★✲❅❅✲★★✲★★ ✵✳✸✷✶✾
✶✷ ★★✲★★✲✲✲✲★★✲★★✲★★✲★★ ✵✳✷✸✹✾ ★★✲★★✲✲✲✲★★✲❅❅✲★★✲★★✲★ ✵✳✷✹✶✷

❚❛❜✳ ✹✳✻ ✕ ▼❡✐❧❧❡✉r❡s ❣r❛✐♥❡s ❡t s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ NT

✹✳✺✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❡t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✈❛❧✐❞❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛ été
ré❛❧✐sé s✉r ❞❡s ❣é♥♦♠❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❡t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❍✉✐t ❣é♥♦♠❡s ❜❛❝tér✐❡♥s ♦♥t été ❝♦♠♣❛rés ♣❛r ♣❛✐r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss✳
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛ été ré❛❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ à tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠ê♠❡
♣♦✐❞s✳

▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❊✲✈❛❧✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ s♦rt✐❡ ❛ été ✜①é à 10✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣❛r❛✐✲
s♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡①❝❧✉s✐❢s ✭nb.align.ex.✮ tr♦✉✈és ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❣r❛✐♥❡ ❡st ❞♦♥♥é✳ ❯♥
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡①❝❧✉s✐❢ ❡st ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❊✲✈❛❧✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ 10−3 q✉✐ ♥❡ r❡❝♦✉✈r❡
♣❛s t♦✉t ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t tr♦✉✈é ♣❛r ❧✬❛✉tr❡ ❣r❛✐♥❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ✉♥ ❜✐❛✐s ♣♦ss✐❜❧❡
❞û à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❳✲❞r♦♣ ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳✹✳✷✮ q✉✐ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t sé♣❛r❡r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
❡♥ s♦✉s✲❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❝♦✉rts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❛❧✐✲
❣♥❡♠❡♥ts ❡①❝❧✉s✐❢s ✭lg.align.ex✮✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✼ ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ✾ ❡t ✶✵ ❣é♥éré❡s s✉r
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s DT2 ❡t NT ✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢❛✐t❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ✹✳✺ ❡t ✹✳✻✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❝❤♦✐s✐✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞ét❡❝t❡ ❡♥tr❡
✶✪ ❡t ✽✪ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❡♥ ♣❧✉s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ❞❡ ♣♦✐❞s
éq✉✐✈❛❧❡♥t✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

graine temps nb.align nb.align.ex. lg.align.ex

DT2✱ w = 9✱ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ✶✺ ✿✶✹ ✶✾✶✵✶ ✶✺✽✸ ✶✸✵✺✶✷
DT2✱ w = 9✱ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✶✹ ✿✵✶ ✷✵✶✷✼ ✶✻✽✻ ✶✹✶✺✻✵
DT2✱ w = 10✱ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ✽ ✿✹✺ ✶✽✷✽✹ ✶✶✵✺ ✶✵✶✼✹

DT2✱ w = 10✱ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✽ ✿✷✼ ✶✽✺✷✶ ✶✸✺✶ ✶✷✷✶✸
NT ✱ w = 9✱ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ✹✷ ✿✷✸ ✷✵✹✾✵ ✶✷✶✷ ✶✸✻✵✹✾

NT ✱ w = 9✱ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✹✶ ✿✺✽ ✷✶✸✵✺ ✶✹✾✼ ✶✺✵✶✷✼
NT ✱ w = 10✱ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ✶✶ ✿✹✺ ✶✾✼✺✵ ✾✹✷ ✽✺✷✵✽

NT ✱ w = 10✱ ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✶✵ ✿✸✶ ✷✶✻✺✷ ✶✶✻✼ ✾✶✷✹✵

❚❛❜✳ ✹✳✼ ✕ ❚❡sts ❝♦♠♣❛r❛t✐❢s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞♦♥♥és
✭♠✐♥ ✿s❡❝✮ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s s✉r ✉♥ P❡♥t✐✉♠❚▼ ■❱ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✷✳✹●❤③✳

✹✳✻ ▲❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❨❛ss ❡t ❍❡❞❡r❛

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s q✉✐ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss ❡t ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❛♥♥❡①❡ ❍❡❞❡r❛✳

✹✳✻✳✶ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss

▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❜❛sé s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s à
tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■❧ ❞♦♥♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ✓❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✔ tr♦✉✈é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡
✜❧tr❛❣❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✹✳✹✳

✹✳✻✳✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❨❛ss ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡♣✉✐s ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴♣r♦❥❡❝ts✴❨❆❙❙✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡♣✉✐s ✉♥ s❡r✈❡✉r ❞é❞✐é à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴②❛ss✳❧♦r✐❛✳❢r✴✐♥t❡r❢❛❝❡✳♣❤♣✳
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ✉♥❡ ♦✉ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❛✉ ❢♦r♠❛t ❋❛st❛ ♦✉ ▼✉❧t✐✲❋❛st❛✳

▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐♥✈❡rsé❡✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ s❝♦r❡ ❡t ❧❡s ❝♦ûts ❞❡s ✐♥❞❡❧s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡✱ s♦✐t ❝❤♦✐s✐s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣résé❧❡❝t✐♦♥✱ s♦✐t ♠♦❞✐✜és ❛✉ ❧✐❜r❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❡s ❛❧✐❣♥❡✲
♠❡♥ts s♦♥t ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧❡✉r s❝♦r❡ ❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❊✲✈❛❧✉❡ ❡st ré❛❧✐sé ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥✳ ❉✬❛✉tr❡s
♦♣t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ▼✉❧t✐✲❋❛st❛✱ ❛✉① ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s
✓❛♥t✐✲t❛♥❞❡♠✔ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✣♥❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r
❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ss♦❝✐és✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✜❧tr❡s ♣r♦♣♦sés ❛✜♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳

▲❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ s♦rt✐❡ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ♣❛r♠✐ q✉❛tr❡ ❢♦r♠❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡
❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts à ✉♥ ♠♦❞❡ ❞✬❛✣❝❤❛❣❡ ✐♠✐t❛♥t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❢♦r♠❛t t❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡
❇❧❛st✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛rs❡✉rs✱ ❡t ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❧♦rs ❞❡ t❡sts ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✳

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞♦♥♥é s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❡♥✲têt❡ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❨❛ss ♣ré❝✐s❡ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✱ ❧❛ ❊✲✈❛❧✉❡ ✭✈♦✐r
❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳✹✳✷✮✱ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❡t ❧❡ ❜r✐♥ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡s ♦♥t été tr♦✉✈é❡s ✭f ♦✉ r
s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡ ❜r✐♥ s♦✐t ❞✐r❡❝t ♦✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐♥✈❡rsé✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts
❋❛st❛ ✭♥♦♠s ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡s séq✉❡♥❝❡s✮✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❡t ❧❡ s❝♦r❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ✭❜✐t✲s❝♦r❡✮ ❞❡
❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t tr♦✉✈é✳ ❊♥✜♥ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠✉t❛t✐♦♥s ♣❛r tr✐♣❧❡t✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

✽✹

http://www.loria.fr/projects/YASS
http://yass.loria.fr/interface.php
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●❈●●❈❆❆❆❆❆❚❚❆❆●❆❆❈❆❈❚●❆❆❆❚❚●❈❚❆❆●●❆●❚❚●❆●❈❚❚●❈❈❈❈❈❆●❚❈❆❆●❚❚●❈❆❚❚●❈❚❈❚❆❚●❚❚❆●❈●●❆

⑤⑤⑤✿✳✳✳✿⑤⑤⑤✳⑤⑤✳⑤⑤⑤⑤✿✳⑤⑤⑤⑤⑤✳⑤⑤✳✳⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤✳✳✿⑤⑤⑤⑤⑤✿⑤⑤✳⑤⑤✿⑤⑤✳✿⑤✿⑤⑤✳⑤⑤⑤⑤⑤✳⑤⑤✿⑤⑤✳⑤⑤✿⑤⑤

●❈●❈❚●●❈❆❆❚❈❆❆❆❆❆❈❆●❈●❆❆❆❚❈●❈❈●❆●●❆●❚❚●●❆❆❚❚●❈❈●❈❈●●❚❆❆❆❆❆❚❈❈❆❈❚●❈❚❈❈❆❚❈❚❚●●❈❚●❆

⑤✶✹✵✽✺✼✵ ⑤✶✹✵✽✺✽✵ ⑤✶✹✵✽✺✾✵ ⑤✶✹✵✽✻✵✵ ⑤✶✹✵✽✻✶✵ ⑤✶✹✵✽✻✷✵ ⑤✶✹✵✽✻✸✵

⑤✷✾✼✾✾✵ ⑤✷✾✽✵✵✵

❆●❆❚●❈●❆❚❈❆❆●●❈❆●❈❚❆❚❚❆❆●●❆❈❚❆

⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤✳⑤✿⑤⑤✳⑤⑤✳⑤⑤✳✳⑤⑤✳✿✿⑤⑤⑤⑤⑤

❆●❆❚●❈●●❚❆❆❆❆●❈●●❈❈●❚❚●❈❈●❆❈❚❆

⑤✶✹✵✽✻✺✵ ⑤✶✹✵✽✻✻✵

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss

❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡ ❜✐❛✐s ❡♥ ♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t tr❛♥s✈❡rs✐♦♥s✳ ▲♦rs ❞❡
❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❧❡s
tr❛♥s✈❡rs✐♦♥s ét❛♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳

▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❛❝❝ès ❧✐❜r❡ s✉r ❧❛ ♣❛❣❡ ✇❡❜ ❤tt♣✿✴✴②❛ss✳❧♦r✐❛✳❢r✴✐♥t❡r❢❛❝❡✳♣❤♣ ❞✐s♣♦s❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞♦t✲♣❧♦t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✱ s✐ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
s✐♠✐❧❛r✐tés✳

▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞✉ t❛✉① ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❞✉
t❛✉① ❞❡ GC ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠♦ts ♦✉ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦ts✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ❞❡ ✷ ▼é❣❛✲❜❛s❡s ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s t❡♠♣s
❞✐✛ér❡♥ts ✿ ✶✺ s❡❝♦♥❞❡s s✐ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐✳✐✳❞ ❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡
♠✐♥✉t❡ s✉r ❞❡✉① ❣é♥♦♠❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ◆❡✐ss❡r✐❛ ▼❡♥❡♥❣✐t✐❞✐s ✭❢♦rt❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❣é♥♦♠❡✮✳
❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ✿ ✐❧ ❡st ❜♦♥ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡✱ q✉♦✐
q✉❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ s❡r❛ ❡♥O(m×n)
❛✈❡❝ m ❡t n ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♠❡ t❛✐❧❧❡s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s à ❝♦♠♣❛r❡r✳ ■❧ s✉✣t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r
✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ très ❧♦♥❣✉❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❡♥ t❛♥❞❡♠✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ré♣été❡ ❞❡
très ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢♦✐s✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ s❡r❛ ❝r✐t✐q✉❡✳

✹✳✻✳✶✳✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛ss✳

✽✺

http://yass.loria.fr/interface.php


❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❨❛ss ❝♦♠♣♦rt❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵✵✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡ ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈ ❆♥s✐✳ ■❧ ❡st s♦✉s
❧✐❝❡♥❝❡ ●P▲✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❞❡ s❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❛r✲
t✐❝❧❡ ❬✽✽❪✱ ✐♥❝❧✉s ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳ ❈✐t♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛✲
♠ètr❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦✉r r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❤✐ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s✳

▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❡❜ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❡❜ ❛ ❞û ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡r✈❡✉r ❞é❞✐é✱ à ❝❛✉s❡
❞❡s ❝♦ûts ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❧❡s s❝r✐♣ts s❡r✈❛♥t à ❛✣❝❤❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❡ s❡r✈❡✉r
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❞❛❣❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s❡r✈❡✉r ❆♣❛❝❤❡ ✷✳✵
❞♦♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s P❍P ❡t P❡r❧✲❈●■ ♦♥t été ✐♥st❛❧❧és✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s❝r✐♣ts P❡r❧✲❈●■✱ s❡✉❧ ❧❡ ❞♦t✲♣❧♦t ❡t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s♦♥t ❣é♥érés à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ P❍P✳

✹✳✻✳✷ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❡❞❡r❛

▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❡❞❡r❛ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❨❛ss✳

✹✳✻✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❡❞❡r❛ ❡st té❧é❝❤❛r❣❡❛❜❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✭❲✐♥❞♦✇s❚▼✱ ▲✐♥✉①✮ ❞❡♣✉✐s
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴♣r♦❥❡❝ts✴❨❆❙❙✴❤❡❞❡r❛✳❤t♠❧✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❣r❛✐♥❡s
❡✣❝❛❝❡s s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✐ss✉s ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❬✶✺❪ ❡t ❛❞❛♣tés à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ■❧ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s
♥♦✉✈❡❛✉① ❛✉t♦♠❛t❡s ❡t ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❣r❛✐♥❡s à tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳

■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s✱ s♦✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ s♦✐t ♣❛r ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳
▲❡s ❝r✐tèr❡s ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s à tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ❧❡✉r ♣♦✐❞s✱ ❧❡✉rs ét❡♥❞✉❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡
❡t ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛✉t♦r✐s❛♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s à
♦♣t✐♠✐s❡r ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✣❝❤❡r s♦✐t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❣r❛✐♥❡✱ s♦✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❣r❛✐♥❡s
❞♦♥t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✳ ❉✬❛✉tr❡s ♦♣t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❝t✐✈❡r ♦✉ ❞❡
❞és❛❝t✐✈❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❝r♦❢t
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ s✉r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦✉rt❡✱
❡t ♣❡✉t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s êtr❡ ❞és❛❝t✐✈é❡ ❀ ❡❧❧❡ ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞é❡ ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r❛✐♥❡s
s♦♥t ♦♣t✐♠✐sé❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❛❧❧è❣❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s✳

❤❡❞❡r❛ ✲❲ ✾✱✾ ✲❙ ✾✱✶✺ ✲t ✵✳✼✸✻ ✲❚ ✷✱✷

★ ▼❛t❝❤ Pr♦❜ ❙❡❡❞✭✮s

✵✳✼✸✻✺✼ ★★★❴★❴❴★❅★❴❅★★

✵✳✼✸✻✺✼ ★★❅❴★❅★❴❴★❴★★★

✵✳✼✸✻✶✽✻ ★★★❅❴★❴★❴❅★❴❴★★

✵✳✼✸✼✹✺✸ ★★★❅❴★❴★❴❴★❅❴★★

✵✳✼✸✼✶✵✼ ★★★❅❴★❴★❴❴❅★❴★★

✵✳✼✸✻✵✽ ★★❴★★❴❴★❴★❴❅❅★★

✵✳✼✸✻✵✽ ★★❅❅❴★❴★❴❴★★❴★★

✵✳✼✸✼✶✵✼ ★★❴★❅❴❴★❴★❴❅★★★

✵✳✼✸✼✹✺✸ ★★❴❅★❴❴★❴★❴❅★★★

✵✳✼✸✻✶✽✻ ★★❴❴★❅❴★❴★❴❅★★★

❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❡❞❡r❛

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✱ ❍❡❞❡r❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ♣♦✐❞s 9 ❡t ❞✬ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ♣❧✉s
15 ❞♦♥t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à 0.736 s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣❛r ❞é❢❛✉t✳ ▲❡ rés✉❧t❛t

✽✻

http://www.loria.fr/projects/YASS/hedera.html


✹✳✻✳ ▲❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❨❛ss ❡t ❍❡❞❡r❛

❡st ❞♦♥♥é s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❣r❡ss❡✳ ▲♦rsq✉❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❧❛♥❝é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ✿ ✺
♠✐♥ ✸✵ s❡❝ s✉r ✉♥ P❡♥t✐✉♠❚▼ ■❱ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✷✳✹●❤③ ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① t❡sts ♦♥t été ré❛❧✐sés✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡ ✈❛r✐❡♥t ❡♥tr❡ ✶✵
♠s s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❡t ♣❧✉s ❞❡ ✺✵✵ ♠s s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s à ❜❛s❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳

✹✳✻✳✷✳✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

■❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞é❝r✐s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✷ ❡t t♦t❛❧✐s❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✸✵✵✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡ ❡♥
❧❛♥❣❛❣❡ ❈✰✰ ❆♥s✐✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ s❡r✈❛♥t à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s✱ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐è✲
r❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t ét❡♥❞✉✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥❝❧✉t ✿

✕ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦ ❈♦r❛s✐❝❦ ✭❞é❝r✐t à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✹ ❡t
❛❞❛♣té à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✼✳✼✳✶✮✱ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞❡s
❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✹✳✷✳✷✱
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✮✳

✕ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ✺ ♠♦❞è❧❡s ❛❧❧❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és ✭❛✉t♦♠❛t❡s ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✮✳

✕ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s✳

✕ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s✳
✕ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❍♦♣❝r♦❢t✱ ♣rés❡♥té à ❧❛ ♣❛r✲
t✐❡ ✷✳✷✳✸✳✷✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✮✳

✕ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é s✉r ✉♥ ❛✉t♦✲
♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳

✕ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡t ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❡t à tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛ été t❡sté s♦✉s ▲✐♥✉① ❡t ❲✐♥❞♦✇s❚▼✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❝♦♠♣✐❧é s♦✉s ▲✐♥✉① ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r
❣❝❝ ✭✈❡rs✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ✐❝❝ ✭✈❡rs✐♦♥ ✽✳✵✮ ❞✬■❇▼✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡s ♦♣t✐♦♥s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ P❡♥t✐✉♠❚▼ ■❱ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s✳

✹✳✻✳✸ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛ss ✿ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s

▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛♥❛❧②s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❣é♥♦♠❡s ❜❛❝tér✐❡♥s ❛✜♥ ❞✬② tr♦✉✈❡r ❞❡s ré✲
♣ét✐t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ✐❞é❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡st ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
❡s♣è❝❡s ❛✜♥ ❞✬② ✐s♦❧❡r ❡t ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥ts ❬✶✵✺❪✳

❊♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆✳ ❱✐tr❡s❝❤❛❦✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❛♣✐❞❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥s s❡❧♦♥ ❧❡s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛✐r❡s
❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿

✕ ❯♥❡ ét❛♣❡ ❞✐t❡ ❞❡ ♣ré✲r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ✿ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❛ss❡♠❜❧❡r t♦✉s ❧❡s ❢r❛❣✲
♠❡♥ts ❞❡ séq✉❡♥❝❡ q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ s✐♠✐❧❛r✐té à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s q✉❛s✐✲❝❧✐q✉❡s ❬✶❪ ✭❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♣r❡sq✉❡ ♣❛r❢❛✐t❡s✮ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦ù ❧❡s ❢r❛❣✲
♠❡♥ts ❞❡ séq✉❡♥❝❡ s♦♥t ❞❡s ♥÷✉❞s ❡t ❧❡s ❛rêt❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♠♦❞✐✜é ❛✜♥ ❞❡ ♠é♠♦r✐s❡r
❧❡s ♣❛✐r❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳

✕ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❛ ❛❧♦rs ❧✐❡✉ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❢♦r♠és✱ ❛✜♥ ❞✬❛✣♥❡r
❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❊❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❛r ❆✳ ❱✐tr❡s❝❤❛❦✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝❦s ❝♦♠♠✉♥s ❝♦♥s❡r✈és ♥♦♠♠és ❝♦r❡ ❜❧♦❝❦s ❬✶✵✹❪✳

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

❆✳ ❱✐tr❡s❝❤❛❦ ❞❛♥s ❬✶✵✹❪ ❛ tr❛✐té ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉❝❤❡s ❞✉ ❣é♥♦♠❡ ❞❡ ❜❛❝tér✐❡ ♣❛t❤♦❣è♥❡ ◆❡✐s✲
s❡r✐❛ ▼❡♥✐♥❣✐t✐❞✐s✱ ❡t ♦❜t❡♥✉ ❞❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♠♦❜✐❧❡s✱ ❞❡s
t❡r♠✐♥❛t❡✉rs ρ✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ■❧ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❝♦♥♥✉s ❞♦♥t ✉♥ ❛ ❛tt✐ré
s♦♥ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ✶✷✵ ♣❛✐r❡s ❞❡ ❜❛s❡s✱ ♣rés❡♥t ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ✶✵✵ ❝♦♣✐❡s ❞❛♥s
❧❡ ❣é♥♦♠❡✳ ❈❡t é❧é♠❡♥t ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛❧✐♥❞r♦♠✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧❛✐ss❛♥t ♣rés❛❣❡r ✉♥ ❆❘◆ ❛✈❡❝
str✉❝t✉r❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♦✉ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♠♦❜✐❧❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ é❧é♠❡♥t
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❞ét❡❝té✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛♥t très s♦✉✈❡♥t ♣rés❡♥t ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❣è♥❡s ♣❛t❤♦❣è♥❡s ❞❡ ❧❛
❜❛❝tér✐❡✳

✽✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❡t

✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✺✳✶ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ P❊❳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P❡✈③♥❡r ❡t ❲❛t❡r♠❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✶✳✸ ❋✐❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s s✐♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✷ ❋✐❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺✳✷✳✶ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺✳✷✳✷ ❙❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✷✳✸ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés ♥♦♥✲❞ét❡❝té❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✷✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✸ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✸✳✶ ●r❛✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é ❞❡ ❥♦❦❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✸✳✷ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ❡t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✸✳✸ ●r❛✐♥❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✸✳✹ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✸✳✺ ❚r❛✈❛✉① ✉❧tér✐❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✺ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✺✳✶ ❖❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✺✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ✉♥ t❡①t❡ ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❞✉ ♠♦t✐❢✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭♣❛rt✐❡ ✺✳✶✮✱ ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡ ✭♣❛rt✐❡s ✺✳✶✳✶✲✺✳✶✳✸✮ ❛✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✿ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✭♣❛rt✐❡ ✺✳✷✮✳ ◆♦✉s
❛♥❛❧②s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✭♣❛rt✐❡ ✺✳✷✳✶✮✱ ❛♥❛❧②s❡r♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ❡t ♠✉❧t✐♣❧❡s ✭♣❛rt✐❡ ✺✳✸✮✱ ❡t ❞♦♥♥❡r♦♥s ❡♥✜♥
q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✭♣❛rt✐❡ ✺✳✹✮✳

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❡t ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦❧✐✲
❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ✭♣❛rt✐❡ ✺✳✺✮✱ ♣♦s❡r♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭♣❛rt✐❡ ✺✳✺✳✷✮ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✭♣❛rt✐❡
✺✳✺✳✷✳✶✮ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✭♣❛rt✐❡ ✺✳✺✳✷✳✷✮✳

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✷✕✺✳✸ ♦♥t été ré❛❧✐sés ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ●✳ ❑✉❝❤❡r♦✈
❡t ▼✳ ❘♦②t❜❡r❣✳

✺✳✶ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és s❡❧♦♥
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✭❞é✜♥✐❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✷✳✶✳✷✳✶✮✳

Pr♦❜❧è♠❡ ✶ ✭r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t❡①t❡ T ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ✉♥ ♠♦t✐❢
P ❞❡ t❛✐❧❧❡ m✱ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r k ✭k < m✮✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s
❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s i s✉r T t❡❧❧❡s q✉❡ distH(P, T [i..i+m− 1]) ≤ k✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s i ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❞✉ ♠♦t✐❢ P ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡
distH(P, T [i..i + m − 1]) ≤ k✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡s s✐♠✐❧❛r✐tés✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦ts s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❜✐♥❛✐r❡ A = {1, 0}✳
❚♦✉t❡ s✐♠✐❧❛r✐té s❡r❛ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ❛②❛♥t ❛✉ ♣❧✉s k ❧❡ttr❡s 0 ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✼ ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és

❙♦✐t T = CGCTGCAGTG✱ P = CACT ✭m = 4✮✱ ❡t k = 1✳ ▲❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❞ét❡❝té❡s
s♦♥t ❛❧♦rs {1, 6} ❡t ❧❡s ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s ❛ss♦❝✐és s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t {1011, 1101} ❞✬❛♣rès ❧❡s
s✐♠✐❧❛r✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❈❆❈❚

✶✵✶✶

❈●❈❚●❈❆●❚●

❡t
❈❆❈❚

✶✶✵✶

❈●❈❚●❈❆●❚●

✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ✭♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs m ❡t k ✭k < m✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ♠♦ts s✉r A ❛②❛♥t k ❧❡ttr❡s 0 ❡t (m− k) ❧❡ttr❡s 1✳
❈❡s s✐♠✐❧❛r✐tés s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés ❡t ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✳

❘és♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ✜❧tr❡ q✉✐ ❞ét❡❝t❡ t♦✉t❡s ❧❡s (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✺ ✭✜❧tr❡ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs m ❡t k✱ ✉♥
✜❧tr❡ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❣é♥èr❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❤✐t s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
(m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❡ ❜✉t ❡st ✐❝✐ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s
(m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés✳

✺✳✶✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ P❊❳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✭♦✉ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥✮ s♦♥t
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❝♦♥t✐❣✉s ✭♥♦♠♠é P❊❳ ❞❛♥s ❬✽✷❪✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐
❞❡✉① ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ t❡①t❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ♦♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞❡ k✱ ❛❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♣✐❣❡♦♥s ❡t ❞❡s ♥✐❞s ✭♦✉ ❞❡s t✐r♦✐rs ❡t ❞❡s ❝❤❛✉ss❡tt❡s✮✱ ✐❧s ♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ⌈m−k

k+1 ⌉ = ⌊ m
k+1⌋✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❝♦♥t✐❣✉ë✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé❡

❞❡ s②♠❜♦❧❡s # ❡t ❞♦♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ⌊ m
k+1⌋ rés♦✉❞r❛ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❞♦♥♥é✳

✾✵



✺✳✶✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és

▲❡♠♠❡ ✶✻ ✭✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❣r❛✐♥❡s ❝♦♥t✐❣✉ës✮ ▲❛ ❣r❛✐♥❡ #⌊ m
k+1

⌋ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❝❛r
❡❧❧❡ ❞ét❡❝t❡ t♦✉t❡s ❧❡s (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés✳

Pr❡✉✈❡ ✭✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❣r❛✐♥❡s ❝♦♥t✐❣✉ës✮ ▲❡s k ❡rr❡✉rs ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ sé♣❛r❡♥t ✉♥❡ (m, k)✲
s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥ k+1 ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡ ❝♦♠♣♦sés ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡ttr❡s 1✳ ❈♦♠♠❡
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s 1✱ ❡st m − k✱ ❛❧♦rs ♣❛r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❧❡ttr❡s✱ é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ⌈m−k

k+1 ⌉✳ �

❊①❡♠♣❧❡ ✷✽ ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❝♦♥t✐❣✉ës

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m = 12, k = 3)✳ ▲❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦ssè❞❡♥t
❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ⌊ m

k+1⌋ = 3✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ★★★ ♣❡✉t ré✲
s♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m = 12, k = 3)✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ★★★ ❞ét❡❝t❡ ❧❡s (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés
✶✶✵✶✶✵✶✶✵✶✶✶ ❡t ✶✶✵✶✶✶✵✶✶✵✶✶ ✿

★★★

✶✶✵✶✶✵✶✶✵✶✶✶
♦✉

★★★

✶✶✵✶✶✶✵✶✶✵✶✶

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥✳

✺✳✶✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P❡✈③♥❡r ❡t ❲❛t❡r♠❛♥

▲✬✐❞é❡ q✉❡ P❡✈③♥❡r ❡t ❲❛t❡r♠❛♥ ♦♥t ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ❛♥❛❧②sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾✶❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠✲
❜✐♥❡r ❞❡✉① ✜❧tr❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❝♦♥t✐❣✉ës✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ✉♥ ✜❧tr❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡
❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡✳ ▲❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)
❞♦♥♥é ✿ ✐❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♠♦t (#(−)k)r# ❛✈❡❝ r = ⌊ m

k+1⌋ − 1✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✾ ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ❞é✜♥✐❡

❙✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m = 12, k = 3) ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✽✱ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ❛ ❝♦♠♠❡
♠♦t✐❢ ★✲✲✲★✲✲✲★✳ ❈❡tt❡ ❣r❛✐♥❡ à ❡❧❧❡ s❡✉❧❡ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m = 12, k = 3)✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
★✲✲✲★✲✲✲★ ❞ét❡❝t❡ ❧❡s (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés ✶✶✵✵✶✶✶✶✵✶✶✶ ❡t ✶✶✵✶✶✶✶✶✵✵✶✶ ✿

★✲✲✲★✲✲✲★

✶✶✵✵✶✶✶✶✵✶✶✶
♦✉

★✲✲✲★✲✲✲★

✶✶✵✶✶✶✶✶✵✵✶✶

▲❛ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ✜❧tr❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧✐q✉é ✐❝✐✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✶✽✳ ▲❡s ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s rés♦❧✈❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✱ ❡t s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s
❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✜❧tr❡ ❝♦♠♣♦sé ❡✣❝❛❝❡ ✿ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❣é♥èr❡♥t
✉♥ ❤✐t ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣r♦❝❤❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❤✐t ❞✉ ✜❧tr❡ ❝♦♠♣♦sé ❡st ✈ér✐✜é✳

✺✳✶✳✸ ❋✐❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s s✐♠♣❧❡s

❇✉r❦❤❛r❞t ❡t ❑är❦❦ä✐♥❡♥ ♦♥t été ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ❣é♥ér✐q✉❡s
✭❧❡ t❡r♠❡ ❡♠♣❧♦②é ét❛✐t ●❛♣♣❡❞ ◗✲❣r❛♠s✮ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡✳ ■❝✐
❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❡st ❧✐❜r❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ s❛♥s ♣ré✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦t✐❢✱ ❧❡ ❜✉t ét❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✳ ▲❡

✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❡t ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡

❝❤♦✐① s❡ ♣♦rt❡ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ s✉r ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❡st ♠❛①✐♠❛❧✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✵ ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ❣é♥ér❛❧❡

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m = 14, k = 3)✱ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❝♦♥t✐❣✉ë rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛
✉♥ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ 3 ✭♠♦t✐❢ ★★★✮✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ❞❡ ♣♦✐❞s 4 ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ★★✲★★✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ★✲★★★✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
★✲★✲✲✲★✲★✳

✺✳✷ ❋✐❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡s ❣❛✐♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❝♦♥t✐❣✉ës✳ ❈❡ ❣❛✐♥ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✐♠✐té✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❛✉t♦r✐sé❡s ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ (m, k)✲
s✐♠✐❧❛r✐té r❡❝❤❡r❝❤é❡ k

m ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é ✭> 0.1✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✮ ❡st ❝♦♥ç✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❞♦♥♥é✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ❣r❛✐♥❡s F =< πl >

L
l=1 rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s

(
m
k

)
(m, k)✲

s✐♠✐❧❛r✐tés w✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ πl ∈ F q✉✐ ❞ét❡❝t❡ w✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡✮ ✿ ✉♥❡

(m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐té ❡st ❞ét❡❝té❡ ❞ès q✉✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥èr❡ ✉♥ ❤✐t✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛èr❡
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✶✳✷ ♦ù ✉♥❡ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐té ♥✬❡st ❞ét❡❝té❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ❞❡✉①
❣r❛✐♥❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❡ ✜❧tr❡ ❣é♥èr❡♥t ✉♥ ❤✐t ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣r♦❝❤❡✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t s♦♥ ✐♥térêt✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (25, 2)✳
▲❛ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (25, 2) ❡st ★★★✲★✲✲★★★✲★✲✲★★★✲★✱ s♦♥ ♣♦✐❞s
❡st ❞❡ 12✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (25, 2) à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ♣♦✐❞s 14 ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ★★★★★✲★★✲✲✲★★★★★✲★★ ❡t ★✲★★✲✲✲★★★★★✲★★✲✲✲★★★★✳

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡
✉♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❤✐t s✉r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐
✉♥✐❢♦r♠❡ ✈❛r✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✜❧tr❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 2

|Σ|14

❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❡ 1
|Σ|12

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✜❧tr❡ à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡✳ ▲❡ r❛t✐♦ |Σ|2/2 ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥
sé❧❡❝t✐✈✐té✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 8 s✉r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r
✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t à ✹ ❧❡ttr❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❆❉◆✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ✐♥❞❡① ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛r ✉♥ ❧é❣❡r ❝♦ût s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❡♥ t❡♠♣s ❧♦rs ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♠❛✐s s✉rt♦✉t ♣❛r ✉♥ ❝♦ût é✈❡♥t✉❡❧ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡
❞❡s ✐♥❞❡①✳

✺✳✷✳✶ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❣r❛✐♥❡s

❇✉r❦❤❛r❞t ❡t ❑är❦❦ä✐♥❡♥ ❬✷✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❤✐ts ❣é♥érés ♣❛r
π s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛✉tr❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✉t✐❧❡s ❞❡s
❣r❛✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

❋✐①♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✱ ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s F =< πl >
L
l=1✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s

♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ s(π) ❞és✐❣♥❡ ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❞♦♥♥é❡✳
✕ smax = max{s(πl)}

L
l=1✱ smin = min{s(πl)}

L
l=1✱

✾✷



✺✳✷✳ ❋✐❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

✕ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ w ❡t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ πl✱ term(πl, w) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ 1 s✐ πl
❞ét❡❝t❡ ❧❡ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ w à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (|w| − s(πl) + 1) ✿ ✭✐✳❡✳ πl ❞ét❡❝t❡ ❧❡ s✉✣①❡ ❞❡ w✮✱
s✐♥♦♥ term(πl, w) = 0✱

✕ last(w) ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞✉ ♠♦t w✱
✕ zeros(w) ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s 0 ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t w✳

✺✳✷✳✷ ❙❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s F =< πl >
L
l=1 ❛ ❧❡ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧

TF (m, k) s✐ t♦✉t❡ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐té ❣é♥èr❡ ❛✉ ♠♦✐♥s TF (m, k) ❤✐ts ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ∈ F ✳ ❉❡✉① ❤✐ts
❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❣r❛✐♥❡ π à ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦✉ ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛♥t
✉♥ ❤✐t à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♠♣tés sé♣❛ré♠❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✶ ✿ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ F = {★★★✲★★} ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡ ❛ ✉♥ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ✷ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
(m = 15, k = 2)✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐té ✶✶✶✶✶✶✵✶✶✵✶✶✶✶✶✱ ❞❡✉①
❤✐ts s♦♥t ♦❜s❡r✈és ❡♥ 1ère ❡t 4ème ♣♦s✐t✐♦♥s ✿

★★★✲★★

✶✶✶✶✶✶✵✶✶✵✶✶✶✶✶
❡t

★★★✲★★

✶✶✶✶✶✶✵✶✶✵✶✶✶✶✶

F rés♦✉t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ TF (m, k) > 0✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡r
❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✉ ✜❧tr❡ à ❞❡✉① ❤✐ts s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ TF (m, k) > 1✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à é✈❛❧✉❡r ❝❡ s❡✉✐❧✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧ TF (m, k)✱ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❬✷✼❪ s❡❧♦♥ ✉♥
♣r✐♥❝✐♣❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❬✺✾❪✳ P♦✉r ✉♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ w✱ s♦✐t TF (m, k,w) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❤✐ts ♠✐♥✐♠❛❧
❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ F s✉r t♦✉t❡s ❧❡s (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés q✉✐ ♦♥t ❝♦♠♠❡ s✉✣①❡ ❧❡ ♠♦t w✳

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ TF (m, k) s❡ r❛♠è♥❡ ❛❧♦rs à ❡st✐♠❡r TF (m, k, ε)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣ré✲
❝❛❧❝✉❧✐♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs TF (j, w) = TF (smax, j, w) ♣♦✉r j ≤ max{k, smax}✱ |w| = smax✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡s
s✉r TF (i, j, w) ❧♦rsq✉❡ i ≥ smax✳

TF (i, j, w[1..n]) =







TF (j, w), s✐ i = smax,
TF (i− 1, j − 1, w[1..n− 1]), s✐ last(w) = 0,

TF (i− 1, j − 1 + last(w), w[1..n− 1]) +
∑L

l=1
term(πl, w), s✐ n = smax,

min{TF (i, j, 1.w), TF (i, j, 0.w)}, s✐ zeros(w) < j,
TF (i, j, 1.w), s✐ zeros(w) = j.

✭✺✳✶✮

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s❡rt ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ▲❛
❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ w ❡st 0 ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♥❡
♣❡✉t ❞ét❡❝t❡r ❧❛ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐té à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❞❡r♥✐❡r s②♠❜♦❧❡
❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ s♦♥t #✮✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ré❞✉✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞ét❡❝t❛♥t
❧❡ ♠♦t w à s❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❝❛s s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦t w s✉r s❛ ❣❛✉❝❤❡ ✿ s✐ w ❝♦♥t✐❡♥t
❞é❥à k ③ér♦s✱ ❛❧♦rs s❡✉❧ ✉♥❡ ❧❡ttr❡ 1 ♣❡✉t êtr❡ ♣❧❛❝é❡ à ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ w✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❛r
❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ 0 ♦✉ 1 ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
TF (m, k, ε) ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞♦♥♥é✳

❯♥❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞♦♥♥❡r❛✐t ✉♥ ❝♦ût ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ O(m · k · 2smax)✳ ■❧
❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i ❡t t♦✉t j ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ smax

✾✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❡t ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♣❧✉s j ③ér♦s✳ ■❧s s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ g(j, smax) =
∑j

a=0

(
smax

a

)
✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡

i✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ♣❛✐r❡s j × w s❡r❛ ❞♦♥❝ ❞❡ f(k, smax) =
∑k

j=0 g(j, smax) =
∑k

j=0

(
smax

j

)
·(k−j+1)✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡✉✐❧

♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡ ❬✷✼❪✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs
∑L

l=1 suff(πl, w) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ♠♦ts ❝♦♥s✐❞érés ❡♥ t❡♠♣s O(L · g(k, smax)) ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ O(g(k, smax))✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤✐t ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t s✉r ✉♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t♦t❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡st ❛❧♦rs ❞❡ O(m · f(k, smax) +L · g(k, smax)) ❛✈❡❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
❝♦♠♠❡ t❡r♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧m·f(k, smax) ✭L ❡st ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡m ❡t g(k, smax)
❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ f(k, smax)✮✳

✺✳✷✳✸ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés ♥♦♥✲❞ét❡❝té❡s

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡
✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✹✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s F =< πl >

L
l=1✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés

♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ UF (m, k) ❞❡ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡❝té❡s ♣❛r F ✳ P♦✉r ✉♥ ♠♦t
❜✐♥❛✐r❡ w✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t UF (m, k,w) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés ♥♦♥✲❞ét❡❝té❡s q✉✐ ♦♥t
❝♦♠♠❡ s✉✣①❡ w✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r UF (i, j, w) ♣♦✉r t♦✉t i ≤ m✱ j ≤ k✱ ❡t
♣♦✉r |w| ≤ smax✳

UF (i, j, w[1..n]) =







( i−|w|
j−zeros(w)

)
, s✐ i < smin,

UF (i− 1, j − 1, w[1..n− 1]), s✐ last(w) = 0,
0, s✐ ∃l ∈ [1..L], term(πl, w) = 1,
UF (i, j, 1.w) + UF (i, j, 0.w), s✐ zeros(w) < j,
UF (i, j, 1.w), s✐ zeros(w) = j.

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ s✐ i < smin✱ ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♥❡ ❞ét❡❝t❡r❛ ✉♥ ♠♦t ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r i✱ ❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s ♠♦ts ✈ér✐✜❛♥t ❝❡ ❝r✐tèr❡ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❞ét❡❝tés✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t ❧❡s
❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ UF (i, j, w)✳

▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ O(m · f(k, smax) + L · g(k, smax))✳

✺✳✷✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡

❯♥ ❛s♣❡❝t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡st ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés
❞ét❡❝té❡s ♣❛r ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ à ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✹✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s F =< πl >
L
l=1✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s

SF (m, k, l) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés ❞ét❡❝té❡s ♣❛r ❧❛ ❣r❛✐♥❡ πl ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✭✉♥ ♦✉
♣❧✉s✐❡✉rs ❤✐t s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✮✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ SF (m, k, l, w) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ (m, k)✲
s✐♠✐❧❛r✐tés q✉✐ t❡r♠✐♥❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ s✉✣①❡ w✳

❯♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶ ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ss♦❝✐é à

✾✹



✺✳✸✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s

❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡✳

SF (i, j, w[1..n], l) =







0 s✐ i < smin ♦✉ ∃l′ 6= term(πl′ , w) = 1
SF (i− 1, j − 1, l, w[1..n− 1]) s✐ last(w) = 0
SF (i− 1, j − 1 + last(w), l, w[1..n− 1]) s✐ n = |πl| ❡t term(πl, w) = 0
SF (i− 1, j − 1 + last(w), l, w[1..n− 1]) s✐ n = smax ❡t term(πl, w) = 1
+ UF (i− 1, j, w[1..n− 1]) ❡t ∀l′ 6= l, term(πl′ , w) = 0,
SF (i, j, l, 1.w[1..n])
+ SF (i, j, l, 0.w[1..n]) s✐ zeros(w) < j
SF (i, j, l, 1.w[1..n]) s✐ zeros(w) = j

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s s❡r✈❡♥t ❞❡ ♠♦t❡✉r à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ s✐ πl ♥❡ ❞ét❡❝t❡ ♣❛s
❧❡ s✉✣①❡ ❞❡ w[1..n]✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ w ❡st r❡t✐ré❡✳ ❙✐ πl ❞ét❡❝t❡ ❧❡ s✉✣①❡ ❞❡ w✱ ❡t ❡st
❧❛ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡ à ❧❡ ❢❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣ré✜①❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡❝tés ♣❛r πl
✭t❡r♠❡ SF (i− 1, j, l, w[1..n− 1])✮✳

✺✳✸ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✉t✐❧❡s
❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡✣❝❛❝❡
q✉✐ rés♦✉t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❞♦♥♥é✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s é✈✐❞❡♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s

(
m
k

)
❣r❛✐♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①

(
m
k

)
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s

♠❛✐s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ♣❡✉ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞❡ ❣r❛✐♥❡s
✐♠♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡
✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✶✵✮✱ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
✺✳✸✳✶✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é ❞❡ ❥♦❦❡rs✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉❧ ❥♦❦❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té t♦✉t
à ❢❛✐t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✮✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✷ q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞
♣r♦❜❧è♠❡ ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡m✮ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ s✉r ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✸✱
♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❣r❛✐♥❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s
❣r❛✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡s ♣❛r ré♣ét✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ♣❧✉s ❝♦✉rt❡s✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s✳ ❊♥✜♥✱
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡
❣r❛✐♥❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✹ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

✺✳✸✳✶ ●r❛✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é ❞❡ ❥♦❦❡rs

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s
❣r❛✐♥❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞♦♥♥é✮✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡st
❞❡ ✜①❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té m✱ ❡t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ✜①é w ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ q✉✐
rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❛❧♦rs k✳ ❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❞❡ ✜①❡r k
❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r m ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ♣♦✐❞s w
❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❡t ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭❧♦♥❣✉❡✉r k✲❝r✐t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡✮ P♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡r✲
r❡✉rs k✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r k✲❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ m t❡❧❧❡ q✉❡ π ♣✉✐ss❡
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭k✲♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✮ P♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s C ❡t
✉♥ ❡♥t✐❡r k✱ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡st ❞✐t❡ k✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s C s✐ π ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r k✲❝r✐t✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ C✳

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ✐♥tér❡s✲
s❛♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✜①❛♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦❦❡rs ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛
❣r❛✐♥❡✱ s♦✐t s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té (s(π)−w(π))✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ C1(n)✱ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ♣♦✐❞s d ♥❡
❝♦♥t❡♥❛♥t q✉✬✉♥ ❥♦❦❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ★r✲★d−r ♣♦✉r t♦✉t r ∈ [1..d− 1]✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡s (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
k = 1✳

▲❡♠♠❡ ✶✼ ✭❣r❛✐♥❡ 1✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ C1(d)✮ ❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ 1✲♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r C1(d) ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ★r✲★d−r ❛✈❡❝ r = ⌊d/2⌋✳

Pr❡✉✈❡ ✭❣r❛✐♥❡ 1✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ C1(d)✮ ♣r❡♥♦♥s ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❛♥s C1(d)
π = ★p✲★q✱ p+q = d✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ p ≥ q✳ ❆❧♦rs ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, 1) ♥♦♥
❞ét❡❝té❡ ♣❛r π s❡r❛ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 1p−101p+q ❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r (2p+ q)✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠✐s❡r
2p+ q = d+ p✱ ❡t ❝♦♠♠❡ p ≥ ⌈d/2⌉✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r p = ⌈d/2⌉✱ q = ⌊d/2⌋✳ �

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs k ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❞❡✉①✱ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡
C1(d) ❛✉r❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛s②♠étr✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷ ✭❣r❛✐♥❡ k✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ C1(d)✮ ❙♦✐t d ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s
❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❡t r = [d/3] ✭❛✈❡❝ [x] ❞♦♥♥❛♥t ❧✬❛rr♦♥❞✐ ❡♥t✐❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ x✮✳ P♦✉r t♦✉t k ≥ 2✱
❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ π(d) = ★d✲★d−r ❡st k✲♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ C1(d)✳

Pr❡✉✈❡ ✭❣r❛✐♥❡ k✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ C1(d)✮ ❙♦✐t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π = ★p✲★q ❛✈❡❝ p+q = d✱ ❡t
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ p ≥ q✳ ❙♦✐t S(k) ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ t②♣❡ (1∗0)k1∗✱ ❛✈❡❝ k ≥ 1✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
❞ét❡❝té❡ ♣❛r π✳ L(k) ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té S(k)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✼✱ S(1) = 1p−101p+q

❡t L(1) = 2p+ q✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k✱ S(k) ❛ ❝♦♠♠❡ ♣ré✜①❡✱ s♦✐t 1p−10✱ s♦✐t 1p+q01q−10✳

❙♦✐t L′(k) ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (1∗0)k1∗ ❞♦♥t ❧❡ ♣ré✜①❡ ❡st 1q−10
❡t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡❝té❡ ♣❛r π✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣ré✜①❡ à ❧✉✐ s❡✉❧ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r π✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s L′(k) = q + L(k − 1)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ L′(1) = p+ 2q ✭à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té 1q−101p+q✮✳

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ét❛❜❧✐❡s ♣♦✉r k ≥ 2 ✿

L′(k) = q + L(k − 1), ✭✺✳✷✮

L(k) = max{p+ L(k − 1), p+ q + 1 + L′(k − 1)}, ✭✺✳✸✮

❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s L′(1) = p+ 2q✱ L(1) = 2p+ q✳
❉❡✉① ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉és✳ ❙✐ p ≥ 2q + 1✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡

♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✺✳✸✮ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡

L(k) = (k + 1)p+ q, ✭✺✳✹✮

✾✻



✺✳✸✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s

❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ s✐♠✐❧❛r✐té ♥♦♥✲❞ét❡❝té❡ ❛ss♦❝✐é❡

S(k) = (1p−10)k1p+q. ✭✺✳✺✮

❙✐ q ≤ p ≤ 2q + 1✱ ❛❧♦rs ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

L(k) =

{

(ℓ+ 1)p+ (k + 1)q + ℓ s✐ k = 2ℓ,

(ℓ+ 2)p+ kq + ℓ s✐ k = 2ℓ+ 1,
✭✺✳✻✮

❛✈❡❝

S(k) =

{

(1p+q01q−10)ℓ1p+q s✐ k = 2ℓ,

1p−10(1p+q01q−10)ℓ1p+q s✐ k = 2ℓ+ 1.
✭✺✳✼✮

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ L(k)✱ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ★p✲★q ❞ét❡❝t❡ t♦✉t❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ (1∗0)k1∗ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r (L(k)+
1) ♦✉ ♣❧✉s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s p, q q✉✐
♠✐♥✐♠✐s❡♥t L(k)✳ ❈♦♠♠❡ p + q = d✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ♣♦✉r p ≥ 2q + 1✱ L(k) ✭❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✺✳✹✮✮
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ s❡❧♦♥ p✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r p ≤ 2q + 1✱ L(k) ✭❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✺✳✻✮✮ ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s❡❧♦♥ p✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❡✉r ♠✐♥✐♠✉♠
❝♦♠♠✉♥ ❧♦rsq✉❡ p = 2q+ 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ d ≡ 1 (mod 3)✱ ❛❧♦rs q = ⌊d/3⌋ ❡t p = d− q✳ ❙✐ d ≡ 0
(mod 3)✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r q = d/3✱ p = 2d/3✳ ❙✐♥♦♥ ♣♦✉r d ≡ 2
(mod 3)✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r q = ⌈d/3⌉✱ p = d− q✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡s tr♦✐s ❝❛s✱
❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛❧♦rs q = [d/3]✱ p = d− q✳ �

❊①❡♠♣❧❡ ✸✷ ✿ ❣r❛✐♥❡ k✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ C1(d)

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✱ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ★★★★✲★★ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ♣♦✐❞s
6 ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ❥♦❦❡r✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❣r❛✐♥❡ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, 2) ♣♦✉r t♦✉t
m ≥ 16✱ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ ❣r❛✐♥❡ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, 3) ♣♦✉r t♦✉t m ≥ 20✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡✳

▲❛ ❝❧❛ss❡ C1(d) ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❣r❛✐♥❡s ❡①♣é✲
r✐♠❡♥t❛❧❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✻❪✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❣r❛✐♥❡ ❞❡ ♣♦✐❞s d = p+q ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ★p✲j★q ✭❛✈❡❝ j ≥ 1✮ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés✱ ♥♦♥ ♣❧✉s
s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✱ ♠❛✐s s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t
♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ♠♦t✐❢s ★p✲j−1★q ❡t ★p✲j+1★q

❛✜♥ ❞❡ t♦❧ér❡r ✉♥ ✐♥❞❡❧ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳
◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé à ❧❛ ❝❧❛ss❡ C2(d)✱ ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡

♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ é♥♦♥❝é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶ ✭❣r❛✐♥❡ k✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ C2(d)✮ ❙♦✐t d ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s
❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡✳ P♦✉r t♦✉t k ≥ 4✱ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ π(d) = ★d−2r−1✲★r✲★r+1 ❛✈❡❝ r = ⌊d/5⌋ ❡st
k✲♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ C2(d)✳

✺✳✸✳✷ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ❡t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s q✉✐ rés♦❧✈❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞♦♥t m ❡st
❣r❛♥❞ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❣r❛✐♥❡s rés♦❧✈❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts✳ ▲❛ ré❝✐✲
♣r♦q✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ❞❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❡t
❞❡s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✳

✾✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❡t ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ✭❡①♣❛♥s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✮ P♦✉r ✉♥❡
❣r❛✐♥❡ π ❞♦♥♥é❡✱ s♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ i✲ré❣✉❧✐èr❡ i⊗π ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ✐♥❞✐❝❡s
∈ Iπ ♣❛r i✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ i− 1 ❥♦❦❡rs ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝✲
❝❡ss✐✈❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s F ✱ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ i✲ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
i⊗ F s❡r❛ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s i ét❡♥❞✉❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✸ ✿ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡

❙✐ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r {0, 2, 3, 5} ✭♦✉ ★✲★★✲★✮✱ ❛❧♦rs s♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ 2✲ré❣✉❧✐èr❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r 2⊗ π = {0, 4, 6, 10} ✭♦✉ ★✲✲✲★✲★✲✲✲★✮✳

▲❡♠♠❡ ✶✽ ✭rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ♣❛r ❡①♣❛♥s✐♦♥✮ ❙✐ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s F
rés♦✉t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (im, (i + 1)k − 1) ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ F ✱ ❡t
é❣❛❧❡♠❡♥t rés♦❧✉ ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Fi✱ ❡①♣❛♥s✐♦♥ i✲ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ F ✭Fi = i⊗ F ✮✳

Pr❡✉✈❡ ✭rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ♣❛r ❡①♣❛♥s✐♦♥✮ ❙♦✐t ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té w ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
(im, (i+ 1)k− 1) ✳ P❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♣✐❣❡♦♥s ❡t ❞❡s ♥✐❞s✱ ❝❡tt❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
s♦✉s✲❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r m ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s k ❡rr❡✉rs ✿ F rés♦✉t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (im, (i+ 1)k− 1)✳
❆✉tr❡♠❡♥t✱ ♣r❡♥♦♥s i s♦✉s séq✉❡♥❝❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡ w✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ét❛♥t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s m ❧❡ttr❡s
❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s é❣❛❧❡s ♠♦❞✉❧♦ i✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♣✐❣❡♦♥s ❡t ❞❡s ♥✐❞s✱ ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s s♦✉s séq✉❡♥❝❡s ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♣❧✉s k ❡rr❡✉rs ✿ i ⊗ F rés♦✉t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
(im, (i+ 1)k − 1)✳ �

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣r♦♣♦s❡ ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✽✱ ✐❧ ét❛❜❧✐t q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ rés♦✉t ✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡

▲❡♠♠❡ ✶✾ ✭rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✮ ❙✐ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ Fi = i⊗ F
rés♦✉t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (im, k)✱ ❛❧♦rs F rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (im, k) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, ⌊k/i⌋)✳

Pr❡✉✈❡ ✭rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✮ ■❧ ❡st ♠ê♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥✲
tr❡r q✉❡ F rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (im, k) ❛✈❡❝ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r F ❞❡ ❞ét❡❝t❡r
❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ♣❛r ✉♥ ❤✐t ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [1..m], [m +
1..2m], . . . , [(i−1)m+1..im]✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✽ ✿
ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té w ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (im, k)✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s i s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡s ❞✐s✲
❥♦✐♥t❡s wj ✭0 ≤ j ≤ i− 1✮ ❞✉ ♠♦t w ❝♦♥str✉✐t❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s m ♣♦s✐t✐♦♥s é❣❛❧❡s à j ♠♦❞✉❧♦ i✱
❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ w′ = w1w2 . . . wi−1w0✳

P♦✉r t♦✉t❡ s✐♠✐❧❛r✐té w′ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (im, k)✱ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ❞ét❡❝té❡ ♣❛r Fi✱ ❡t ❞♦♥❝
F ❞ét❡❝t❡ w′ s✉r ✉♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [1..m], [m+ 1..2m], . . . , [(i− 1)m+ 1..im]✳

P♦✉r t♦✉t s✐♠✐❧❛r✐té v ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, ⌊k/i⌋)✱ s♦✐t w′ = vi ❡t s♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ w✳ ❈♦♠♠❡
w′ ❡st ❞ét❡❝té ♣❛r Fi✱ v ❡st ❞ét❡❝té ♣❛r F ✳ �

❊①❡♠♣❧❡ ✸✹ ✿ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✶✽✲✶✾

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✭r❡♣r✐s ❞❡ ❬✷✺❪✮✳ ▲❡s
❣r❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s ❞❡ ♣♦✐❞s 12 à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m = 50, k = 5) ✿
★✲★✲★✲✲✲★✲✲✲✲✲★✲★✲★✲✲✲★✲✲✲✲✲★✲★✲★✲✲✲★ ❡t ★★★✲★✲✲★★★✲★✲✲★★★✲★✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧✬❡①✲
♣❛♥s✐♦♥ 2✲ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ♣♦✐❞s 12 q✉✐ rés♦✉t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ (25, 2)
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✺✳✸✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s

▲✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ♣❡r♠❡t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ m ❣r❛♥❞✱ ❡♥ ❧❡ ré❞✉✐s❛♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ♦✉ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳

✺✳✸✳✸ ●r❛✐♥❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✿
✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✐tér❛♥t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
q✉❡❧q✉❡❢♦✐s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✳
❈❡tt❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛s♣❡❝t
✓❛❧é❛t♦✐r❡✔ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭❣r❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✮ ❙♦✐t ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s π1,π2 r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ♠♦ts s✉r ✉♥ ❛❧✲
♣❤❛❜❡t {★,✲}✳ ◆♦✉s ♦✉❜❧✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞♦✐✈❡ ❛✈♦✐r ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡
# ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s [π1,π2]

i ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r (π1π2)
iπ1✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✺ ✿ ❣r❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

▲❛ ❣r❛✐♥❡ ♣r♦♣♦sé❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ★★★✲★✲✲★★★✲★✲✲★★★✲★ =
❬★★★✲★✱✲✲❪2✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❞✐t
❝②❝❧✐q✉❡ ✿ ❧❡s (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡
❞❡s ❧❡ttr❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✻ ✿ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés ❧✐♥é❛✐r❡s✴❝②❝❧✐q✉❡s

❙♦✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m = 7, k = 2) ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés ❧✐♥é❛✐r❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ♠♦ts
1101101✱ 1110110✱ 0111011✱ 1011101✱ 1101110✱ 0110111 ❡t 1011011 r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❡t ✉♥❡
s❡✉❧❡ (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐té ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❝②❝❧✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞ét❡❝t❡ ❧❛ (m, k)✲
s✐♠✐❧❛r✐té ❝②❝❧✐q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❞ét❡❝t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s (m, k)✲s✐♠✐❧❛r✐tés ❧✐♥é❛✐r❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ✭♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❝②❝❧✐q✉❡✮ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ F rés♦✉t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡✱ s✐ ♣♦✉r
t♦✉t❡ s✐♠✐❧❛r✐té w ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ F ❞ét❡❝t❡ ✉♥❡ ❞❡s ♣❡r✲
♠✉t❛t✐♦♥s ❝②❝❧✐q✉❡s ❞❡ w✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ s✐ F rés♦✉t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✱ ❛❧♦rs F rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡✳
◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥❛✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❧❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡
♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ré♣été❡ ❡t ❝♦♥❝❛té♥é❡ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s
❧❛r❣❡s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs

▲❡♠♠❡ ✷✵ ✭❣r❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡✴❧✐♥é❛✐r❡✮ ❙✐ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π rés♦✉t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❝②❝❧✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 0✱ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ πi = [π,−(m−s(π))]i rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ (m · (i+ 1) + s(π)− 1, k)✳ ❙✐ i 6= 0✱ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡✳

Pr❡✉✈❡ ✭❣r❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡✴❧✐♥é❛✐r❡✮ ⇒ ❙♦✐t u ✉♥ s✐♠✐❧❛r✐té ❞✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ (m · (i + 1) + s(π) − 1, k)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛♥s❢♦r♠❡r u ❡♥ ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té u′ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ℓ s✉r u✱ ♥♦✉s

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❡t ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡

❝ré♦♥s ✉♥❡ ❡rr❡✉r à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (ℓ mod m) s✉r u′✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ u′ ét❛♥t ❞❡s ♠❛t❝❤❡s ✳
■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♣❧✉s k ❡rr❡✉rs s✉r ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té u′✳

❈♦♠♠❡ π rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ (m, k)✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
♣♦s✐t✐♦♥ j✱ 1 ≤ j ≤ m✱ t❡❧ q✉❡ π ❞ét❡❝t❡ u′ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝②❝❧✐q✉❡✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ πi ❞ét❡❝t❡ u à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ j ✭❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ✈❛❧✐❞❡
❝❛r 1 ≤ j ≤ m ❡t s(πi) = im + s(π)✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ♠❛t❝❤❡s s✉r u s♦♥t ♣r♦❥❡té❡s
♠♦❞✉❧♦ m s✉r ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ # s✉r π✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬❡rr❡✉rs s♦✉s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s # ❞❡ πi✱ ❡t
❞♦♥❝ πi ❞ét❡❝t❡ u✳
⇐

Pr❡♥♦♥s ❧❛ ❣r❛✐♥❡ πi = [π,−(m−s(π))]i rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m·(i+1)+s(π)−1, k)✳ ❈♦♠♠❡ i >
0✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ♣❧❛❝é❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[m, 2m − 1]✳ P♦✉r ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té w ❛②❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ j✱ 1 ≤ j ≤ m✱
t❡❧❧❡ q✉❡ πi ❞ét❡❝t❡ w✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❡st ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s m + s(π)✱ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ π ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢❡♥êtr❡ [m, 2m−1]✱ à ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡
♣rès✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ π rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❝②❝❧✐q✉❡✳ �

❊①❡♠♣❧❡ ✸✼ ✿ ❣r❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

Pr❡♥♦♥s ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ★★★✲★ q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ (m = 7, k = 2)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✵✱
❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 0✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ (m = 11 + 7i, k = 2) ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ❧❛
❣r❛✐♥❡ ❬★★★✲★✱✲✲❪i ❞✬ét❡♥❞✉❡ 5 + 7i✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣♦✉r i = 1, 2, 3✱ ❝❡tt❡
❣r❛✐♥❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉❡ s♦♥t ♣♦✐❞s ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❣r❛✐♥❡s rés♦❧✈❛♥t
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✵✱ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❬★★★★★✲★★✱✲✲✲❪i rés♦✉t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ (m = 18+11i, k = 2)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s♦♥ ♣♦✐❞s ❝r♦ît ❡♥ 7

11m✱ ❝♦♠♣❛ré à
❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ét❛✐t ❡♥ 4

7m✳ ❈❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❧❛ ❜♦r♥❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ m→∞✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ♣❧✉s t❛r❞✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ (18 + 11i, 3) ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ❬★★★✲★✲✲★✱✲✲✲❪i✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ★★★✲★✲✲★

rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ (11, 3)✳ P♦✉r i = 1, 2✱ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐❞s
♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (18 + 11i, 3)✳

❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ s♦✉❧❡✈é❡ ♣❛r ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✐tér❡r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❡✉t
❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
♦♣t✐♠❛❧✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣ré❝✐s❡ s✉r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜①é ❞✬❡rr❡✉rs✳ ■❧ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♥é❣❛t✐✈❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❝r♦ît ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ t♦✉t❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛
s✐♠✐❧❛r✐té✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸ ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡✮
❙♦✐t k ✉♥ ❡♥t✐❡r ✜①é✱ ❡t s♦✐t w(m) ❧❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡

(m, k)✳ ❆❧♦rs (m− w(m)) = Θ(m
k−1

k )✳

Pr❡✉✈❡ ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡✮ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❣r❛✐♥❡s rés♦❧✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ (m, k) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡
❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞✬ét❡♥❞✉❡ m✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦❦❡rs ❞❛♥s t♦✉t❡ ❣r❛✐♥❡ π ❡st ❛❧♦rs n = m − w(π)✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❥♦❦❡rs ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❝②❝❧✐q✉❡ (m, k) ❡st ❡♥ Θ(m

k−1

k ) ♣♦✉r t♦✉t k✳
❇♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡

✶✵✵



✺✳✸✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s

❙♦✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ (m, k) ❞♦♥♥é✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ D(m, k) ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❝②❝❧✐q✉❡ ❞✐st✐♥❝t❡s
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs

(
m
k

)

m
≤ D(m, k), ✭✺✳✽✮

♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ ❛✉ ♣❧✉s m éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❝②❝❧✐q✉❡s✳
❙♦✐t π ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡t s♦✐t n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦❦❡rs ❞❡ π✳ ❙♦✐t Jπ(m, k) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés

❝②❝❧✐q✉❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞ét❡❝té❡s ♣❛r π✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ Jπ(m, k) ≤
(
n
k

)
❡t s✐ π rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❝②❝❧✐q✉❡ (m, k)✱ ❛❧♦rs

D(m, k) = Jπ(m, k) ≤

(
n

k

)

✭✺✳✾✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✺✳✽✮ ❡t ✭✺✳✾✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

(
m
k

)

m
≤

(
n

k

)

. ✭✺✳✶✵✮

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❙t✐r❧✐♥❣✱ n(k) = Ω(m
k−1

k )✳

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s πi✳ ▲❡s ❥♦❦❡rs s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ❜❧❛♥❝✳

❇♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ♣❧✉s ❞❡

k · m
k−1

k ❥♦❦❡rs ❡t q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ (m, k)✳ ❈❡tt❡ ❣r❛✐♥❡ ✈❛ êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ # ❡t ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❞❡s ❥♦❦❡rs à ❝❡rt❛✐♥❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✳

▲❛ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ♥♦♠♠é❡ π0✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞✬ét❡♥❞✉❡ m ❡t ❝♦♠♣♦sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ #✳
▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❥♦❦❡rs ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ k ét❛♣❡s✱ ❡t ❛♣rès ❧✬ét❛♣❡ i✱ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ ❡st
♥♦♠♠é❡ πi✱ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ rés✉❧t❛t ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r π = πk✳

❙♦✐t B = ⌈m
1

k ⌉✳ π1 ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t à π0 ❞❡s # ♣❛r ❞❡s ❥♦❦❡rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té B✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❧❡s s✉❜st✐t✉❛♥t ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s 1, B + 1, 2B + 1, . . .✳ ❆ ❧✬ét❛♣❡ ✷✱
♥♦✉s s✉❜st✐t✉♦♥s ❞❛♥s π1 ❞❡s # ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❥♦❦❡rs ❝♦♥t✐❣✉s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r B✱ ❛②❛♥t ✉♥❡
♣ér✐♦❞✐❝✐té B2 ✿ ❞❡s ❥♦❦❡rs s♦♥t s✉❜st✐t✉és ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s [1 . . . B], [B2 + 1 . . . B2 +
B], [2B2 + 1 . . . 2B2 +B], . . .✳

✶✵✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❡t ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ à ❧✬ét❛♣❡ i ✭i ≤ k✮✱ ♥♦✉s s✉❜st✐t✉♦♥s ❞❛♥s πi ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ Bi−1 ❥♦❦❡rs ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té Bi ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s [1 . . . Bi−1], [Bi + 1 . . . Bi +Bi−1], . . . ✭✈♦✐❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ πi ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t q✉❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡st Bi✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛✉ ♣❧✉s ⌊m1− i

k ⌋ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ Bi−1 ❥♦❦❡rs✳ ▲❡s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts
❛✈❡❝ ❧❡s ❥♦❦❡rs ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛❥♦✉tés ❢♦♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♥✬❛❥♦✉t❡ ❛✉ ♣❧✉s q✉❡ (B − 1)i−1

♥♦✉✈❡❛✉① ❥♦❦❡rs✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❥♦❦❡rs ❛❥♦✉tés à ❧✬ét❛♣❡ i ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❞❡
m1− i

k · (B−1)i−1 ≤ m1− i
k ·m

1

k
·(i−1) = m

k−1

k ✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❥♦❦❡rs ❞❛♥s π ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❢ér✐❡✉r

♦✉ é❣❛❧ à k ·m
k−1

k ✳
❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t❡ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❝②❝❧✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s

❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r i ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, i) ✭i ≤ k✮✱ πi ❞ét❡❝t❡ u✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ πi t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ u s♦♥t ❝♦✉✈❡rt❡s ❛✈❡❝
❞❡s ❥♦❦❡rs ♣❧❛❝és ❛✉① ét❛♣❡s 1, . . . , i✳

P♦✉r i = 1✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ❧❛ s❡✉❧❡ ❡rr❡✉r ❡t ❞é❝❛❧❛♥t ❧❛ ❣r❛✐♥❡ π1 ❞✬❛✉ ♣❧✉s
(B−1) ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s♦✐t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r i−1✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
q✉✬❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r i✳

❙♦✐t ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té u ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, i)✳ ◆♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ u✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧❡s i − 1 ❡rr❡✉rs r❡st❛♥t❡s ✿ ❝❡❧❧❡s ❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❝♦✉✈❡rt❡s ♣❛r πi−1 ✭❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✮✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ πi−1 ❛ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ Bi−1 ❡t πi ❞✐✛èr❡ ❞❡ πi−1 ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
❝♦♥t✐❣✉ë ❞❡ Bi−1 ❥♦❦❡rs✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❡r πi ❞❡ j · Bi−1 ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
r❡❝♦✉✈r✐r ❧✬❡rr❡✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥t✐❣✉ë ❞❡ Bi−1 ❥♦❦❡rs✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ πi−1 ❣râ❝❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ πi ❞ét❡❝t❡ u✱ ❡t
❞♦♥❝ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ π rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ (m, k)✳ �

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❥♦❦❡rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ (m, k)✳

▲❡♠♠❡ ✷✶ ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ❙♦✐t ✉♥
❡♥t✐❡r k ✜①é✳ ❙♦✐t w(m) ❧❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ (m, k)✳ ❆❧♦rs

(m− w(m)) = Θ(m
k

k+1 )✳

Pr❡✉✈❡ ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ❆✜♥ ❞❡
♠♦♥tr❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
(m, k)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ P ✳ ❙♦✐t ✉♥
❡♥t✐❡r l < m ❡t s♦✐t P ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ (l, k)✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡
❧✬ét❡♥❞✉❡ s(P ) ❡st é❣❛❧❡ à l✳

P♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ e ≥ 1✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t P e ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❡t
❞✬ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ♣❧✉s le ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ P ✿ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ P ′ ·
P · · ·P · P ′′✱ ❛✈❡❝ P ′ ❡t P ′′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ♣ré✜①❡ ❡t ✉♥ s✉✣①❡ ❞❡ P ✳ ❖♥
♣❡✉t ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♠❛①✐♠❛❧✐té ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡ P e✱ q✉❡ w(P e) ≥ e · w(P )✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s π = P e ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ e à ✜①❡r ✿ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ e · l ≤ m− l✱ ❛❧♦rs π rés♦✉t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ (m, k)✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ❞❡ ✜①❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r e = m−l

l ✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ (l, k) ❧❛ ♣r♦♣r✐été

l − w(P ) ≤ k · l
k−1

k ✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡

w(π) = e · w(P ) ≥
m− l

l
· (l − k · l

k−1

k ). ✭✺✳✶✶✮

❙✐ ♥♦✉s ✜①♦♥s
l = m

k
k+1 , ✭✺✳✶✷✮

✶✵✷



✺✳✸✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs
m− w(π) ≤ (k + 1)m

k
k+1 − km

k−1

k+1 , ✭✺✳✶✸✮

❡t ♣✉✐sq✉❡ k ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱

m− w(π) = O(m
k

k+1 ). ✭✺✳✶✹✮

▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❙♦✐t π ✉♥❡
❣r❛✐♥❡ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ (m, k)✱ ❡t s♦✐t n = m − w(π)✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s
❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

(
m

k

)

≤

(
n

k

)

· (m− s(π)) ≤

(
n

k

)

· n, ✭✺✳✶✺✮

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ n = Ω(m
k

k+1 ) ♣♦✉r k ❝♦♥st❛♥t✳ �

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❣r❛✐♥❡s s✐♠♣❧❡s✱ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❝♦♠♣♦sé❡s
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r❛✐♥❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭❣r❛✐♥❡ ♣❛r ❞é❝❛❧❛❣❡ ❝②❝❧✐q✉❡✮ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ π✱ π[i] ❝♦♠♠❡ s♦♥
❞é❝❛❧❛❣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ i s②♠❜♦❧❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✽ ✿ ❣r❛✐♥❡ ♣❛r ❞é❝❛❧❛❣❡ ❝②❝❧✐q✉❡

❙✐ π =★★★★✲★✲★★✲✲✱ ❛❧♦rs π[5] =★✲★★✲✲★★★★✲✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❣r❛✐♥❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t

▲❡♠♠❡ ✷✷ ✭❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ rés♦❧✈❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❝②❝❧✐q✉❡ (m, k)✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡ π s♦✐t é❣❛❧❡ à m ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s
❝♦♠♣❧ét♦♥s π à ❞r♦✐t❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❥♦❦❡rs✮✳ ❋✐①♦♥s ✉♥ r❛t✐♦♥♥❡❧ i > 1✱ ❡t ♣♦✉r ✉♥ L > 0 ❞♦♥♥é✱
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ L ❡♥t✐❡rs 0 ≤ j1 < · · · < jL < m✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s F =< ‖πi[jl]‖ >Ll=1✱ ❛✈❡❝ ‖πi[jl]‖ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛

❣r❛✐♥❡ πi[jl] ❡♥ ❡✛❛ç❛♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❥♦❦❡rs ♣ré✜①❡s ❡t s✉✣①❡s✳ ❙♦✐t δ(l) ❞é✜♥✐ ♣❛r δ(l) = (jl−1 −

jl) mod m ✭♦✉✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✱ δ(l) = (jl − jl−1) mod m✮ ♣♦✉r t♦✉t l ∈ [1..L]✳ ❙♦✐t m′ =
max{etendue(‖(π[jl])

i‖) + δ(l)}Ll=1 − 1✳
❆❧♦rs F rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ (m′, k)✳

Pr❡✉✈❡ ✭❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✮ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✷✵✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m′, k) ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛ss❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
r❡q✉✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✵ ❡t ❞♦♥❝ ❞ét❡❝t❡ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ �

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✷ ❡st ✉t✐❧✐sé✱ ❧✬✐♥térêt ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és s✉r
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0..m]✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s(||(π[jl])

i||) + δ(l) s♦✐❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s
❛✉tr❡s✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✷ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✾ ✿ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s

Pr❡♥♦♥s m = 11✱ k = 2✳ ❙♦✐t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ π =★★★★✲★✲★★✲✲ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré✲
s♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ (m = 11, k = 2)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t i = 2✱ L = 2✱ j1 = 0✱
j2 = 5✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s π1 = ‖(π[0])

2‖ = ★★★★✲★✲★★✲✲★★★★✲★✲★★ ❡t
π2 = ‖(π[5])

2‖ =★✲★★✲✲★★★★✲★✲★★✲✲★★★★ ❞✬ét❡♥❞✉❡ 20 ❡t 21✱ ❛✈❡❝ δ(1) = 6 ❡t δ(2) = 5✳
max{20 + 6, 21 + 5}− 1 = 25✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ F = {π1, π2} rés♦✉t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ (25, 2)✳

✶✵✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❡t ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡

❊①❡♠♣❧❡ ✹✵ ✿ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s

Pr❡♥♦♥s m = 11✱ k = 3✳ ❙♦✐t ❧❡ ♠♦t✐❢ π =★★★✲★✲✲★✲✲✲ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ (m = 11, k = 3)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t i = 2✱ L = 2✱ j1 = 0✱ j2 = 4✱
❧❡s ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t π1 = ‖(π[0])

2‖ =★★★✲★✲✲★✲✲✲★★★✲★✲✲★ ✭❞✬ét❡♥❞✉❡ 19✮ ❡t
π2 = ‖(π[4])

2‖ =★✲✲★✲✲✲★★★✲★✲✲★✲✲✲★★★ ✭❞✬ét❡♥❞✉❡ 21✮✱ ❛✈❡❝ δ(1) = 7 ❡t δ(2) = 4✳
max{19 + 7, 21 + 4} − 1 = 25✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ F = {π1, π2} rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (25, 3)✳

✺✳✸✳✹ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✶✲✺✳✸✳✸ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❧♦rsq✉❡ k
❡st ♣❡t✐t ❝♦♠♣❛ré à m✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡
❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✳

❉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❞❛♥s ❬✶✵✽❪ ❡t ❞❛♥s ❬✶✽❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r
❧✬❆❉◆ ❡t s✉r ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥✬ét❛✐t ❞❡st✐♥é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞❡st✐♥é
à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s q✉✐ rés♦❧✈❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s (m, k)✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✹ ♦ù ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s✱ ❡t ❡♠♣❧♦✐❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✷✳✶✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ✭✜❣✉r❡

❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

✺✳✷ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡✮ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s q✉✐ ❞ét❡❝t❡ t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❡♥ ❧❡s t❡st❛♥t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ✜❧tr❡
✭✜❣✉r❡ ✺✳✷ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés q✉✐ ♦♥t été ❞ét❡❝té❡s ♣❛r très ♣❡✉ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s✳
❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❞✐✣❝✐❧❡s ❡st ré♦r❞♦♥♥é ❡t r❡♠✐s à ❥♦✉r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ s❡❧♦♥
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s q✉✐ ♥❡ ❞ét❡❝t❡♥t ♣❛s ❝❡s s✐♠✐❧❛r✐tés✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♠é♠♦r✐sé ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞♦♥t ❧❡ ré✲♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ré❛❧✐sé ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✐st✲❛s✲❛✲tr❡❡ ❬✾✵❪ ✿ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
❞ét❡❝té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é♣❧❛❝é❡ ✈❡rs ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❡t s♦♥ r❛♥❣ ❡st ❛❧♦rs ❞✐✈✐sé ♣❛r ❞❡✉①✳

✶✵✹



✺✳✹✳ ❘és✉❧t❛ts ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s q✉✐ ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t à ♣❛ss❡r ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ✜❧tr❡ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ♥♦♥✲❞ét❡❝té❡s ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✷✳✸✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❡st ❝♦♥s❡r✈é❡ s✐ ❡❧❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ♥♦♥ ❞ét❡❝té❡s q✉❡ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té ♥♦♥✲❞ét❡❝té❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛❥♦✉té
❡♥ t❡♠♣s q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❞✐✣❝✐❧❡s ✭❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✮✳

❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❣r❛✐♥❡s à ❛♠é❧✐♦r❡r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r❛✐♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✷✳✹✳
▲❡s ❣r❛✐♥❡s q✉✐ ♦♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♠♦❞✐✜é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s é✈♦❧✉❡ ♣❛r ♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ❝r♦ss✐♥❣ ♦✈❡r ❡♥tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡s
s❡❧♦♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❞ét❡❝t❡♥t ♣❛s✳ ❉❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❞❛♥s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ s✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❞❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡✣❝❛❝❡s ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ q✉❡❧q✉❡❢♦✐s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ 10 ❡ss❛✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é 3 ❞❡s 6 ❢❛♠✐❧❧❡s ❡①✐st❛♥t❡s
❞❡ ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ♣♦✐❞s 14 rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m = 25, k = 2)✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ t♦t❛❧ ❛ ♣r✐s ♠♦✐♥s
❞✬✉♥❡ ❤❡✉r❡✱ à ❝♦♠♣❛r❡r à ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡
t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ r❛♥❞♦♠✐sé ✭❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠✲
♣❧été❡s ♣❛r ❛❥♦✉t à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❣r❛✐♥❡ tr♦✉✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡✮ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ q✉❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ tr♦✐s ❡t q✉❡❧q✉❡❢♦✐s q✉❛tr❡ ❣r❛✐♥❡s✳

✺✳✸✳✺ ❚r❛✈❛✉① ✉❧tér✐❡✉rs

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ♦✉ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❛ ❢❛✐t ré❝❡♠♠❡♥t
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ♦♥t été ♣✉❜❧✐és✳

❋✳ ◆✐❝♦❧❛s ❡t ❊✳ ❘✐✈❛❧s ❬✽✺❪ ❛♥❛❧②s❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦❜❧è♠❡ ✷ ✭◆♦♥ ❉ét❡❝t✐♦♥✮ ❙♦✐t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ π ❡t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs m ❡t k ✈ér✐✜❛♥t
0 ≥ k ≥ m✳ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ♥♦♥ ❞ét❡❝té❡ ♣❛r π ❄

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧s ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ◆♦♥ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❬✹✺❪✱ ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞✬❡s♣♦✐r
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✷✳✶✳

❉✳ ❚s✉r ❡t ❝♦❛✉t❡✉rs ❬✹✸❪ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❣r❛✐♥❡s ❡t ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ♣r♦♣♦sés✱ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✶ ❡st
ré❛❧✐sé❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k < 1

2 log(m)✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡
❧❛ ❣r❛✐♥❡ w(k) ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k) ❞♦♥♥é ✈ér✐✜❡ ✿

m− w(k) =

{

O(k ·m
k

k+1 ) s✐ k < log(log(m)),

O(m
k

k+1 ) s✐ k ≥ log(log(m)).
✭✺✳✶✻✮

✺✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ré❛❧✐sé❡
s✉r ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s (m, k)✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s q✉✐ rés♦❧✈❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t♦✉t ❡♥ ❛tt❡✐❣♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡
✭♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s✮✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✭❣r❛✐♥❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❣é♥ét✐q✉❡✱ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✮✳

✶✵✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❡t ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡

t❛✐❧❧❡ ♣♦✐❞s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ δ

✶ ✶✷e,p,g ★★★✲★✲✲★★★✲★✲✲★★★✲★ 5.96 · 10−8

✷ ✶✹e,p,g ★★★★✲★✲★★✲✲★★★★✲★✲★★ 7.47 · 10−9

★✲★★✲✲★★★★✲★✲★★✲✲★★★★

✸ ✶✺p ★✲✲★★✲★✲★★★★★★✲✲★★✲★✲★★ 2.80 · 10−9

★✲★★★★★★✲✲★★✲★✲★★★★★

★★★★✲✲★★✲★✲★★★★★★✲✲★★

✹ ✶✻p ★★★✲★★✲★✲★★★✲✲★★★★★★★ 9.42 · 10−10

★★✲★✲★★★✲✲★★★★★★★✲★★✲★

★★★✲✲★★★★★★★✲★★✲★✲★★★

★★★★★★★✲★★✲★✲★★★✲✲★★★

✻ ✶✼p ★★✲★✲★★✲✲★★★★★★★✲★★★★✲★ 3.51 · 10−10

★✲★★✲✲★★★★★★★✲★★★★✲★✲★★

★★★★★★★✲★★★★✲★✲★★✲✲★★★

★★★✲★★★★✲★✲★★✲✲★★★★★★★

★★★★✲★✲★★✲✲★★★★★★★✲★★★

★★✲✲★★★★★★★✲★★★★✲★✲★★✲✲★

❚❛❜✳ ✺✳✶ ✕ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (25, 2)

▲❡s t❛❜❧❡s ✺✳✶ ❡t ✺✳✷ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s (25, 2)
❡t (25, 3)✳ ▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s♦♥t ♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ p✱ ❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ s♦♥t ♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ g✱ ❡t ❡♥✜♥ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs ❞✬✉♥❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s♦♥t ♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ e✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ s❡✉❧ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❣❛r❛♥t✐t
❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✳ ▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡
s❡❧♦♥ ❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❧❡♠♠❡ ✷✷✮✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ (m, k)
❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡st✐♠é ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té δ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥èr❡
✉♥ ❤✐t s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ q✉❛tr❡ ❧❡ttr❡s✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛
été ré❛❧✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ s✐♠♣❧❡
♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛✐♥❡ à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣r❛✐♥❡s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❣❛✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

t❛✐❧❧❡ ♣♦✐❞s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ δ

✶ ✽ e,p,g ★★★✲★✲✲✲✲✲★★★✲★ 1.53 · 10−5

✷ ✶✵p ★★★★✲★✲★★✲✲★✲✲✲★★ 1.91 · 10−6

★★✲✲★✲✲✲★★★★✲★✲★★

✸ ✶✶p ★✲✲✲★★★★✲★✲★★✲✲★✲✲✲★★ 7.16 · 10−7

★★★✲★✲★★✲✲★✲✲✲★★★★

★★✲✲★✲✲✲★★★★✲★✲★★✲✲★

✹ ✶✷p ★✲✲✲★★★★✲★✲★★✲✲★✲✲✲★★★ 2.39 · 10−7

★★★✲★✲★★✲✲★✲✲✲★★★★✲★

★✲★★✲✲★✲✲✲★★★★✲★✲★★✲✲★

★★✲✲★✲✲✲★★★★✲★✲★★✲✲★✲✲✲★

❚❛❜✳ ✺✳✷ ✕ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (25, 3)

✶✵✻



✺✳✺✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té δ✳

✺✳✺ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s
s✐♠✐❧❛r✐tés ✈ér✐✜❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞♦♥♥é ❡st r❡q✉✐s❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡♠❛♥❞❡♥t✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ✉♥❡
❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✳ ❈❡ ♠♦t✐❢
♥❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ♣❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ s✉r t♦✉t❡ ❛✉tr❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡①❛❝ts✱ ♠❛✐s s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✓ ❞❡
sé❝✉r✐té ✔✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❧♦rs ♣♦sé ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és✱ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡
❡t ❝♦ût❡✉①✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦sé✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❡t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❧✐é❡s ❛✉① ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ✭♣❛rt✐❡ ✺✳✺✳✶✮✱
♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ✭♣❛rt✐❡ ✺✳✺✳✷✮✳ ◆♦✉s
❞é❝r✐r♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s
♣❡rt❡ ♣❛r ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ✭♣❛rt✐❡ ✺✳✺✳✷✳✶✮✳

✺✳✺✳✶ ❖❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s

❯♥ ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡ ❡st ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞✬❆❉◆ s✐♠♣❧❡ ❜r✐♥ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛ss❡③ ❝♦✉rt ✭t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐❛♥t
❞❡ 10 à 50 ❜❛s❡s✮✳ ❈❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❞✬❆❉◆ ❡st ❝♦♥ç✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s✬❤②❜r✐❞❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❡ ✜①❡r s✉r
✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✶✳✷✱ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳

▲❡s ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ♣✉❝❡s à ❆❉◆✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
✈❡rr❡ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❞❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ❝♦♣✐❡s ❞✬✉♥ ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡ s✐♠♣❧❡ ❜r✐♥ s♦♥t ✜①é❡s✳ ▲❡ ♠♦t✐❢
❞❡ ❧✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡ ❝♦♣✐é ❡st ❝♦♥ç✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s✬❤②❜r✐❞❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❆❘◆ ❝✐❜❧❡
♣r♦❞✉✐t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣è♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❉✐✈❡rs ♣r♦❝é❞és ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞✬❆❘◆ ✜①é❡ ✭✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ♠❛rq✉❛❣❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❆❘◆ ❝✐❜❧❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞✉ ❞❡❣ré ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é✳

✺✳✺✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s

❈♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ♠♦t✐❢ ❛❞❛♣té ♣♦✉r s✬❤②❜r✐❞❡r à ✉♥
❢r❛❣♠❡♥t ❞✬✉♥ ❞✬❆❘◆ ❝✐❜❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❞✉ ❢r❛❣♠❡♥t
♣♦✉r q✉❡ ❧✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t s♦❧✐❞❡✳ ▼❛✐s ❧❡ ré❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥
♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡ ❡st s❛ s♣é❝✐✜❝✐té ✿ ✉♥ ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞♦✐t s✬❤②❜r✐❞❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t
❞✬✉♥ ❆❘◆ ❝✐❜❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ♥❡ s✬❤②❜r✐❞❛♥t ♣❛s ❛✈❡❝ t♦✉t ❛✉tr❡ ❆❘◆ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡ ❡st ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝❛r ✐❧ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ✭t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ s❛❧✐♥✐té✱ ❡t❝✳✮✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé s❡❧♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛✣♥❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és
♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❬✾✺❪ ♣♦✉r ❧✬❆❉◆✱ ❡t ❞❛♥s ❬✾✹✱ ✶✶✷❪ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❆❘◆✳

❉❡s ✜❧tr❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s❡r✈❡♥t à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ♣❛❧✐♥❞r♦♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣❛❧✐♥❞r♦♠❡ ♣❡✉t ♣❛r
❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ s❡ r❡♣❧✐❡r s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✭♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬é♣✐♥❣❧❡ à ❝❤❡✈❡✉①✮ ✿ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥
♣r❛t✐q✉❡✳

✶✵✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❡t ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡

◆♦✉s ❛ss♦❝✐❡r♦♥s ✐❝✐ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té s❛♥s
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛♥♥❡①❡s✳ ❯♥ ♠♦t✐❢ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡✈r❛ ❞♦♥❝ êtr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡
à ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ❧✬❆❘◆ ❝✐❜❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧♦✐❣♥é ❞✉ r❡st❡ ❞❡s ❆❘◆ ♣r♦❞✉✐ts
♣❛r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❆❘◆
♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠é❣❛✲❜❛s❡s✳
❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ très ❝♦ût❡✉s❡ ❡t ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

✺✳✺✳✷✳✶ Pré❝é❞❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣résé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳
❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡t
s♦♥ ❆❘◆ ❝✐❜❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✈❡❝ t♦✉t ❛✉tr❡ ❆❘◆ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳

❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st à s♣é❝✐✜❡r✱ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❜❛sé❡s à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❛✉①✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ s✉✣①❡s ❬✼✻✱ ✼✶✱ ✾✸✱ ✾✷❪ ♦✉ ❞❡s
❛r❜r❡s ❞❡ s✉✣①❡s ❬✺✹❪ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐s♦❧❡r ❧❡s s♦✉s✲♠♦ts ❡①❛❝ts ♣❡✉
❢réq✉❡♠♠❡♥t ré♣étés✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✬✉♥ ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡ s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❡t s❡ ❜❛s❡♥t ❡♥
❣é♥ér❛❧ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❢r❛❣♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢❛❝t❡✉r ✈✉❡ ❡♥
♣❛rt✐❡ ✷✳✶✳✷✳

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✶✶✶❪ ♣♦✉r ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s✳ ❯♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❬✶✶✶❪ ❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉✲
❝❧é♦t✐❞❡s ✉♥✐q✉❡s ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❢♦r♠✉❧é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✸ ✭sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✮
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ❡t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs m✱ k ✭m > k✮✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts f ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ s ∈ E q✉✐ s♦♥t ✉♥✐q✉❡s✱ ❝❡✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✿

∀s′ ∈ E\s et ∀i ∈ [1..|s′| −m+ 1] distH(f, s′[i..i+m− 1]) > k

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❬✶✶✶❪ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s k✲♠♦ts ❛✉t♦✲
r✐s❛♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✳

✺✳✺✳✷✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡

▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✱ ❡t r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ t❛✐❧❧❡
m ✉♥✐q✉❡s s❡❧♦♥ ✉♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✬❛✉ ♣❧✉s k✳ ❉❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❢r❛❣♠❡♥ts m ❛ été ✜①é❡ à 32 ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs k ❡st ✜①é à 5✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (m = 32, k =
5)✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♦♥t été ❝♦♥ç✉❡s✱ ❡t ❧❡✉r sé❧❡❝t✐✈✐té ❛ été ❡st✐♠é❡✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡st rés✉♠é ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s
❧❡s t❛❜❧❡s ✺✳✶ ❡t ✺✳✷✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 6 ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ♣♦✐❞s 11 ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸ à ❞r♦✐t❡✮ ❛ été
sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳

▲❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❊❙❚ ❞✉ r✐③✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✶✵✵✵✶✺
séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡ ❞❡ ✹✷✳✽✹✺✳✷✹✷ ♣❛✐r❡s ❞❡ ❜❛s❡s ✶✳

❚♦✉s ❧❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r m q✉✐ ❞ét❡❝t❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s
5 ❡rr❡✉rs ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧és✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ ♣r✐s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r❡ s✉r ✉♥

✶s♦✉r❝❡ ✿ ❤tt♣ ✿✴✴❜✐♦s❡r✈❡r✳♠②♦♥❣❥✐✳❛❝✳❦r✴r✐❝❡♠❛❝✳❤t♠❧✱ ❚❤❡ ❑♦r❡❛ ❘✐❝❡ ●❡♥♦♠❡ ❉❛t❛❜❛s❡

✶✵✽



✺✳✺✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✐❞s δ

✶ ✼e 6.10 · 10−5

✷ ✽e 3.05 · 10−5

✸ ✾e 1.14 · 10−5

✹ ✶✵g 3.81 · 10−6

✻ ✶✶g 1.43 · 10−6

✶✵ ✶✷g 5.97 · 10−7

④ ★★★★✲✲✲★✲✲✲✲✲✲✲✲✲★✲✲✲★✲✲★★★★ ✱

★★★✲✲★✲✲★★✲✲✲✲✲✲✲✲★✲★★★★ ✱

★★★★✲✲✲✲★✲✲★✲✲★★✲★★★ ✱

★★★✲★✲★✲✲✲★★✲✲★★★★ ✱

★★★✲★★✲★★✲✲★✲★✲★★ ✱

★★★★✲★★✲★✲★★★★ ⑥

❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (32, 5) ❡t ❢❛♠✐❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✭✻ ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ✶✶✮

P❡♥t✐✉♠❚▼ ■❱ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✸●❍③✳ ❆✈❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡✱
✉♥ ♣ré✲✜❧tr❛❣❡ r❛♣✐❞❡ ❛ été ré❛❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡s♣❛❝é❡ ❞❡ ♣♦✐❞s 16 ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❛✈❡❝
✉♥❡ ❢♦rt❡ sé❧❡❝t✐✈✐té t♦✉t❡s ❧❡s ré❣✐♦♥s q✉❛s✐✲✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

✻✺✪ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦♥t été é❧✐♠✐♥és ❛♣rès ❝❡ ♣ré✲✜❧tr❛❣❡✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❛ ❡♥s✉✐t❡
✜❧tré r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✷✷✪ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛✐ss❛♥t ❧❡s ✶✸✪ r❡st❛♥ts ❝♦♠♠❡ ♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts✳

✶✵✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♣♣r♦❝❤és ❡t ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡

✶✶✵



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❞❛♥s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
❞✬❆❉◆✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✜❧tr❡s ❜❛sés s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✳ ▲❡ ❜✉t ét❛✐t ❞❡ ré❛❧✐s❡r✱ s♦✐t ✉♥
✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡ q✉✐ s♦✐t à ❧❛ ❢♦✐s s❡♥s✐❜❧❡ ❡t sé❧❡❝t✐❢✱ s♦✐t ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❧❡ ♣❧✉s sé❧❡❝t✐❢
♣♦ss✐❜❧❡✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❝❡♥sé ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❡①✐st❛♥t❡s
❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s s✉r ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ✭❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✮ ❞✐t❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
q✉✐ ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ❛♣♣❡❧é ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❣r❛✐♥❡s à tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❡❞❡r❛ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡✣❝❛❝❡s s❡❧♦♥
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ❝❡s ❣r❛✐♥❡s s✉r ❞❡ ✈r❛✐❡s séq✉❡♥❝❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ♣♦✐❞s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés
t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s à ✉♥ ❥♦❦❡r✳

✯ ✯

✯

▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡s ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s q✉❡ ♣r❛t✐q✉❡s✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❨❛ss ❡t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛s✲

s♦❝✐é ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❣é♥♦♠❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① é❧é♠❡♥ts ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈és s✉r ❧✬❆❉◆✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❬✶✵✹❪ s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛❝tér✐❡ ◆❡✐ss❡r✐❛ ▼❡♥✐♥❣✐t✐❞✐s ♠❛✐s s♦♥ ❝❤❛♠♣
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✈❛st❡ ❡t ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣♦✉rs✉✐✈✐ s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❡s♣è❝❡s✱ s♦✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞✐s✲
t✐♥❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡s♣è❝❡ ❡t ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t s❡s s♦✉❝❤❡s✱ s♦✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❡s♣è❝❡s✳
▲❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t r❡❝❤❡r❝❤és ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ❞❡s ❆❘◆ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❝♦r❡
♥♦♥✲✐❞❡♥t✐✜és✳

◆♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ à ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ♣r♦✲
té✐♥❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉①
❡rr❡✉rs ♠♦✐♥s ❧♦❝❛❧✐sé❡ s✉r ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✿ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣♦ssè❞❡♥t ❝❡t ❛✈❛♥t❛❣❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t
♣❛s ❞❡ ❜♦♥♥❡ ♣r♦♣r✐étés q✉❛♥t à ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ ♦✉ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✐♥✲
❞❡①✳ ▲❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❞é❥à

✶✶✶



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❉❊❆ ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❱✳ ❉❡❧❡♣❧❛❝❡ ❬✹✶❪ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❞❛❣❡✳
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s❡ ♣♦s❡♥t ❛❧♦rs s♦♥t ❧✐és à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s
❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✿ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ ❝❤♦✐① ♥❡ ♣❡✉t
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❡✉ ❝♦♠✲
♣r✐s❡ ❡t ❛♥❛❧②sé❡✱ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s❡ ré✈è❧❡ ❞é❧✐❝❛t❡ ❬✶✵✾❪✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡s✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ✐❞é❡s s♦♥t à ét✉❞✐❡r ✐❝✐ ❛✜♥ ❞✬♦❜✲
t❡♥✐r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬✶✵✽❪✳ ❆ ♣❧✉s ❝♦✉rt t❡r♠❡✱ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❡ ♣❛rt ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✿ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❧❡ttr❡s q✉✐ ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊t ❝❡✱ ❡♥ ♣r❡✲
♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❧❡ttr❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❝❛❞r❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

✶✶✷



❆♥♥❡①❡ ❆

■♠♣r♦✈❡❞ ❤✐t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❉◆❆ ❧♦❝❛❧

❛❧✐❣♥♠❡♥t

✭ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❛ été ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❇▼❈ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✹ ❬✽✽❪✱ ✐❧ ♣rés❡♥t❡
❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❨❛ss✮

❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✿ ❚❤❡ ❤✐t ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛ ❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■t
s♣❡❝✐✜❡s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✇✐t♥❡ss ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡
❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡t❤♦❞✳

❘❡s✉❧ts ✿ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❤✐t ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡
❣r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲s❡❡❞ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲s❡❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞
✐♥ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s t❤❛t ❡①t❡♥❞ s♣❛❝❡❞
s❡❡❞s ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs✐♦♥ ♠✐s♠❛t❝❤❡s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❨❛ss s♦❢t✇❛r❡✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣
❜♦t❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✿ Pr♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ✐❞❡❛s ❛❧❧♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛✐♥ ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❨❛ss
s♦❢t✇❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴♣r♦❥❡❝ts✴❨❆❙❙✴✳

❆✳✶ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❙❡q✉❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✳ ❉❡s♣✐t❡ ♦❢ ❛ ❜✐❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❡✛♦rts s♣❡♥t ❜② r❡s❡❛r❝❤❡rs ♦♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t
❡✣❝✐❡♥❝② r❡♠❛✐♥s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛✱ s✉❝❤ ❛s ❊❙❚ ❛♥❞ ♥❡✇❧② s❡q✉❡♥❝❡❞ ❣❡♥♦♠✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✱ t❤❛t ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t s✐♠✐❧❛r r❡❣✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡♠✳ ❚❤♦s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡
r♦✉t✐♥❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✈❡r② ❢❛st✱ ♣r❡❢❡r❛❜❧② ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ♦♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞
❝♦♠♣✉t❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✐✳❡✳ s❤♦✉❧❞ r❡♣♦rt ❛❧❧✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ❛ ✈❛st
♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ st✉❞②✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ❝♦✉♥t❡r✇❡✐❣❤ts t❤❡ s♣❡❡❞
r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ✉s✉❛❧❧② ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ✭❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦ s♣❡❝✐✜❝✐t②✮ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡
❝❡♥tr❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ♦♣♣♦s✐t❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

✶✶✸

http://www.loria.fr/projects/YASS/


❆♥♥❡①❡ ❆✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ❤✐t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❉◆❆ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

❚❤❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✾✼❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts q✉❛❞r❛t✐❝ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❤❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞
t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♣✐❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts t♦♦❧s✳ ❆ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✐s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ t❤♦s❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ s♦♠❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✇✐t♥❡ss ✭♦r t♦ ❤✐t✮ ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❚❤♦s❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② s❡❡❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♠❛❧❧ str✐♥❣s ✭✉s✉❛❧❧② ✉♣ t♦ ✷✺
♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s✮ t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❜♦t❤ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❋❛st❛ ❬✼✹❪ ❛♥❞ ❇❧❛st ❬✺✱ ✻❪ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡s
♦❢ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❇❧❛st ✐s ❝✉rr❡♥t❧② t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t t♦♦❧✱ ❛♥❞ ✐s ❛
❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ s❡❛r❝❤ t♦♦❧s✱ s✉❝❤ ❛s Ps✐✲❇❧❛st ❬✻❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ s❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❇❧❛t ❬✻✵❪✱ P❛t✲
t❡r♥❍✉♥t❡r ❬✼✺❪✱ ▲❛❣❛♥ ❬✷✵❪✱ ♦r ❇❧❛st❩ ❬✾✻❪✱ t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜r♦✉❣❤t ❜②
❛❧❧ t❤♦s❡ t♦♦❧s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♥❡✇ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❤✐t ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❞❡✜♥❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛tt❡r♥ s❤❛r❡❞ ❜②
t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✇✐t♥❡ss ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② ❧♦❝❛t❡❞ s♠❛❧❧❡r s❡❡❞s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡
❧❛r❣❡r s❡❡❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✴s❡❧❡❝t✐✈✐t② tr❛❞❡✲♦✛ ❬✻✱ ✻✵✱ ✼✺❪✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❧♦♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♥❡✇ s❡❡❞ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s
s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s ❬✼✺❪✱ s❡❡❞s ✇✐t❤ ❡rr♦rs ❬✻✵❪✱ ♦r ✈❡❝t♦r s❡❡❞s ❬✶✻❪✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❜♦t❤ t❤♦s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt
✭❙❡❝t✐♦♥ ●r♦✉♣ ❤✐t ❝r✐t❡r✐♦♥❆✳✷✳✶✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❤✐t
❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❣r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲s❡❡❞ ✭❬✺❪✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲s❡❡❞
✭❬✼✹✱ ✻✱ ✻✵✱ ✼✺❪✮ ❝r✐t❡r✐❛✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✭❙❡❝t✐♦♥ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡❡❞ ♠♦❞❡❧s❆✳✷✳✷✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛
♥❡✇ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ s❡❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s t❤❡ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ P❛tt❡r♥❍✉♥t❡r ❬✼✺❪
❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs✐♦♥ ♠✐s♠❛t❝❤❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s
❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r ❣❛✐♥ ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦♥ r❡❛❧ ❣❡♥♦♠✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✉s✉❛❧❧② r✐❝❤ ✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥
♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❇♦t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❨❛ss s♦❢t✇❛r❡ ❬✽✻❪✱ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

❆✳✷ ❘❡s✉❧ts

❆✳✷✳✶ ●r♦✉♣ ❤✐t ❝r✐t❡r✐♦♥

❚❤❡ ✜rst ♣r❡♣❛r❛t♦r② st❡♣ ♦❢ ♠♦st ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛
❤❛s❤ t❛❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧ s❡❡❞s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ s❡❡❞ ♦❢
✇❡✐❣❤t k ✐s ❛ ✇♦r❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ k ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s ✭k✲✇♦r❞✮✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s❡❡❞
✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❇❧❛st ❬✺❪✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡❡❞
♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ s❡q✉❡♥❝❡s ❛❝ts ❛s ❛ ❤✐t ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ■t tr✐❣❣❡rs t❤❡ ❳✲❞r♦♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
tr②✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s❡❡❞ t♦ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❍✐❣❤✲s❝♦r✐♥❣ ❙❡❣♠❡♥t P❛✐r ✭❍❙P✮✱ ✉s❡❞ t❤❡♥ t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ ❧❛r❣❡r ✜♥❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st ❬✻❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❞♦✉❜❧❡✲s❡❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❞❡✜♥❡s ❛ ❤✐t
❛s t✇♦ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡❡❞s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞♦t♣❧♦t ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜①❡❞✲s✐③❡ ✇✐♥❞♦✇✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲s❡❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦♥ ❧❛r❣❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥ s❤♦rt ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡✲s✐③❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ✇❡❛❦ s❝♦r❡✳
✭❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤✐s ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✳✮ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥t
♣r♦❣r❛♠s ❬✻✵✱ ✼✺❪ ✉s❡ ❡✐t❤❡r ❛ s✐♥❣❧❡✲s❡❡❞ ♦r ❛ ❞♦✉❜❧❡✲s❡❡❞ ❤✐t ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ✢❡①✐❜❧❡ ❤✐t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❤✐t ❛s ❛ ❣r♦✉♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡❡❞s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠❛t❝❤✐♥❣ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s✳ ❚❤❡ s❡❡❞s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t②✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦①✐♠❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦t❤❡r ♠✉❧t✐✲s❡❡❞ ❤✐t ❝r✐t❡r✐❛

✶✶✹



❆✳✷✳ ❘❡s✉❧ts

❬✻✱ ✻✵✱ ✼✺❪✱ ✇❡ ❞♦♥✬t r❡q✉✐r❡ s❡❡❞s t♦ ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞♦t♣❧♦t ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜✉t ❛t ❝❧♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧s✱ t♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ s❡❡❞s ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♠♣✉t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦✇✳

❆✳✷✳✶✳✶ ●r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥

❆ ❤✐t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣❛tt❡r♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✳
❊✈❡r② t✐♠❡ t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✐s ❢♦✉♥❞✱ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛r❣❡r ❛❧✐❣♥✲
♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ✈✐❛ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐s ❛ ❝♦st❧② st❡♣✳
❚❤❡ ❤✐t ❝r✐t❡r✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ s♣✉r✐♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❛s ♠❛♥② r❡❧❡✈❛♥t s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❤✐t ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ s❡❡❞s ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❆✳✶✮✱ ✭❆✳✷✮ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s✮✳ ❇② t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤✐s ❡♥s✉r❡s ❛ ❣♦♦❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♠❛♥② ❣r♦✉♣s ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡❡❞ ♦r t✇♦ str♦♥❣❧② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡❡❞s✱ t❤❛t ❡✐t❤❡r ❜❡❧♦♥❣ t♦
❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ s❝♦r❡✱ ♦r ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② s✐♠✐❧❛r✐t② ❛t ❛❧❧ ✭✐✳❡✳ ❞♦♥✬t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥
❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ s❝♦r❡✮✳

❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t s❡❧❡❝ts ❣r♦✉♣s t❤❛t ✇✐❧❧
❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❣r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s ✐♥ ❛❧❧ s❡❡❞s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ s❡❡❞s ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✐❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ✐s k+ 1✱ t❤❡♥ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐s ✐♠♣♦s❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛♥② ❣r♦✉♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t✇♦ ❞✐st✐♥❝t s❡❡❞s ❢♦r♠s ❛ ❤✐t✳ ■❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ✐s 2k✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ❧❡❛st t✇♦
♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡❡❞s✱ ❡t❝✳

❆❧❧♦✇✐♥❣ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡❡❞s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t t❤❛t ❜r✐♥❣s ❛ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ◆♦t❡
t❤❛t ♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ♠✉❧t✐✲s❡❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❬✻✱ ✻✵❪ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ s❡❡❞s✳ ❆❧❧♦✇✐♥❣
♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ s❡❡❞s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦✛❡rs ❛ tr❛❞❡✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲s❡❡❞ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐✲s❡❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧
♠✉❧t✐✲s❡❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦✈♦❦✐♥❣ ❛ t❛♥❣✐❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡❧❡ss ❡①t❡♥s✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❨❛ss
❣r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❇❧❛st ❛♥❞ ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st✳

❆✳✷✳✶✳✷ ❙♦♠❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ ❨❛ss ❣r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ✜rst s❡t ❛ ♠❛t❝❤✴♠✐s♠❛t❝❤ s❝♦r✐♥❣
s②st❡♠✱ ❤❡r❡ ✜①❡❞ t♦ ✰1✴✲3 ✭❞❡❢❛✉❧t ◆❈❇■✲❇▲❆❙❚ ✈❛❧✉❡s✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐tt✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❣❛♣❧❡ss ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ ❛ ✜①❡❞
s❝♦r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ②❡t ♠♦r❡ ❝❧♦s❡ t♦ r❡❛❧✐t②✱ ♦♥❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts t❤❛t ❞♦♥✬t ❝♦♥t❛✐♥ ♣r♦♣❡r s✉❜✲❛❧✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ ❜✐❣❣❡r s❝♦r❡ ✭s❡❡ ❬✻✸❪✮✳ ❋♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✱ ❛❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t♦ ♦❝❝✉r✳

■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❤✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲s❡❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ s❡❡❞ ✇❡✐❣❤t
✶✶ ✭❞❡❢❛✉❧t ❢♦r ❇❧❛st✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐t ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲s❡❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st ❛♥❞ ❨❛ss

❢♦r s❡❡❞ ✇❡✐❣❤t ✾ ✭❞❡❢❛✉❧t ❢♦r ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st✮✳ ❋♦r ❨❛ss✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ✇❛s s❡t t♦ ✶✸✳ ❋✐❣✉r❡
✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤s ❢♦r ❛❧✐❣♥♠❡♥t s❝♦r❡ ✷✺✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❇❧❛st ❛♥❞ ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥ s❤♦rt s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s
✭❤❛✈✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ✐❞❡♥t✐t② r❛t❡✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥ ❧♦♥❣❡r s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t✇♦ ❝❧♦s❡ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r✉♥s ♦❢ ✾ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r t❤❛♥ ♦♥❡ r✉♥ ♦❢ ✶✶ ♠❛t❝❤❡s✳

✶✶✺



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ❤✐t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❉◆❆ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

❚❤❡ ❨❛ss ❣r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤ ✿ ✐t ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲
s❡❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❡✈❡♥ ❢♦r s❤♦rt s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡✲s❡❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r
❧❛r❣❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✮✳

◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❨❛ss ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss s❡❧❡❝t✐✈❡
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st ❛s ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥② t✇♦ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡❡❞s ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s ♣❛✐rs
♦❢ s❡❡❞s ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❜② ❛t ♠♦st ✺ ❜♣✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❤✐t
❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ✉♥✐❢♦r♠ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s❡q✉❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❬✻✵❪✮✳ ❋♦r ❨❛ss✱ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✐s 2.1 · 10−8✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❛t ♦❢ ❇❧❛st ✭2.4 · 10−7✮ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❡♥✳ ❋♦r ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st✱
t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s 7.3 ·10−9✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♦❢ ❨❛ss ❛♥❞ ●❛♣♣❡❞✲
❇❧❛st✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡t s♦ t❤❛t ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧✳

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❨❛ss ❛♥❞ ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st ❢♦r ❛♥ ❡q✉❛❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧✱ ✇❡
❝❤♦s❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❡❧❡❝t✐✈✐t②
✭10−6✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ s❡❡❞ ✇❡✐❣❤t ✽ ❢♦r ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st ❛♥❞ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ✶✶ ❢♦r ❨❛ss
✭✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ s❡❡❞ ✇❡✐❣❤t ✾✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s❝♦r❡ ✷✺✱ ❨❛ss t✉r♥s
♦✉t t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✉♣ t♦ ✽✵ ❜♣ ❛♥❞ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛s s❡♥s✐t✐✈❡
❛s ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st ♦♥ ❧♦♥❣❡r s❡q✉❡♥❝❡s ✭❞❛t❛ ♥♦t s❤♦✇♥✮✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❨❛ss ✐s ♠♦r❡ t✐♠❡
❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s ●❛♣♣❡❞✲❇❧❛st t❡♥❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠♦r❡ s♣✉r✐♦✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡❡❞s t❤❛t
❛r❡ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❡❝♦♥❞ ❤✐t✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❨❛ss s❡❡❞ ✐s ❧❛r❣❡r ❜② ♦♥❡ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣✉r✐♦✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡❡❞s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✹ ♦♥ ❧❛r❣❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲s❡❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❇❧❛st✱ t❤❡ ❨❛ss ❣r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❜♦t❤ ♠♦r❡
s❡❧❡❝t✐✈❡ ✭❣r♦✉♣ s✐③❡ ✶✸ ✈s s✐♥❣❧❡✲s❡❡❞ s✐③❡ ✶✶✮ ❛♥❞ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❧❡♥❣t❤s✱ ❛s
s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t s❝♦r❡ ✐s ✷✺ ♦r ♠♦r❡✳ ■❢ t❤❡ s❝♦r❡ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r✱ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ②✐❡❧❞
❛♥ ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧② ❧♦✇ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❡❞ ✇❡✐❣❤t ❤❛s t❤❡♥ t♦ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤♦s❡
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ♠❛❞❡ t♦ ❜r✐♥❣ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣
❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s ❛ ❣♦♦❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②✴s❡❧❡❝t✐✈✐t② tr❛❞❡✲♦✛✳ ❲❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❜② ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
✭❞❛t❛ ♥♦t s❤♦✇♥✮✳ ■t ❛♣♣❡❛r❡❞ t❤❛t ❨❛ss s♣❡♥❞s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t✐♠❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦
st❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✳

❆✳✷✳✷ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡❡❞ ♠♦❞❡❧s

❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ s❡❡❞s ❛s k✲✇♦r❞s✱ ✐✳❡✳ s❤♦rt str✐♥❣s ♦❢ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳
❆ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t✇♦ ✇♦r❞s✱ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❛t ♠❛t❝❤ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s
s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ✜①❡❞ ♣❛tt❡r♥ ✕ ❛ ✇♦r❞ ♦✈❡r s②♠❜♦❧s ★ ❛♥❞ ❴ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♠❛t❝❤ ❛♥❞ ❛ ❞♦♥✬t
❝❛r❡ s②♠❜♦❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣❛tt❡r♥ ★★❴★ s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst✱ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤
♣♦s✐t✐♦♥s ♠✉st ♠❛t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♠✐s♠❛t❝❤✳

P❛tt❡r♥❍✉♥t❡r ❬✼✺❪ ✇❛s t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✉s❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❉◆❆ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ■♥ ❬✷✼❪✱ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❧♦ss❧❡ss ✜❧tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ ♠❛t❝❤❡s ♦❢ ❛ str✐♥❣ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ m ✇✐t❤ q ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡rr♦rs ✭❛♥ (m, q)✲
♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ ❬✾✶❪✳
❨❡t ❡❛r❧✐❡r✱ r❛♥❞♦♠ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❋▲❆❙❍ s♦❢t✇❛r❡ ❬✷✽❪ t♦ ❝♦✈❡r s❡q✉❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱
❛♥❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s r❡❝❡♥t❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✷✶❪✳

❚❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s r❛✐s❡❞ ♥❡✇ q✉❡st✐♦♥s ✿ ❍♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❣♦♦❞ s❡❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧

✶✶✻



❆✳✷✳ ❘❡s✉❧ts

❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠❄ ❍♦✇ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❡❞ ❣♦♦❞♥❡ss✱ ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ♦❢
❛ s❡❡❞✲❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❄ ■♥ ❬✺✾❪✱ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❤✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s❡❡❞ ♦♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❧♦ss❧❡ss
❝❛s❡✱ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ t❡st t❤❡ s❡❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❢♦r ❛♥ (m, q)✲♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✺✾❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❬✶✺❪ ❢♦r ❤✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s ♦♥
♦r❞❡r t♦ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❝♦❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✺✾❪✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②
✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✻✸❪✳ P❛♣❡rs ❬✸✷✱ ✸✶❪ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠♦❞❡❧✳

❖t❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s s❡❡❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❇❧❛t ❬✻✵❪ ✉s❡s ❝♦♥t✐❣✉♦✉s
s❡❡❞s ❜✉t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ ❡rr♦r ❛t ❛♥② ♦❢ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s r❡✜♥❡❞ ✐♥ ❇❧❛st❩ ❬✾✻❪ t❤❛t
✉s❡s s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛t ❛♥② ♦❢ ♠❛t❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✱
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✻❪✱ ❡♥r✐❝❤❡s t❤❡ P❛tt❡r♥❍✉♥t❡r s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ s❝♦r✐♥❣ s②st❡♠ t♦
❞❡✜♥❡ ❛ ❤✐t✳

❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■ts ✐❞❡❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❣❡♥♦♠✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠✉t❛t✐♦♥s ✭♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉r✐♥s
♦r ❜❡t✇❡❡♥ ♣②r✐♠✐❞✐♥s✮ ♦❝❝✉r r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛♥ tr❛♥s✈❡rs✐♦♥s ✭♦t❤❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮✳
❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s❡q✉❡♥❝❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ t✇✐❝❡ ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t t❤❛♥ tr❛♥s✈❡rs✐♦♥s✱
✐♥ r❡❛❧ ❣❡♥♦♠✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s t❤✐s r❛t✐♦ ✐s ♦❢t❡♥ ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❬✸✵❪
♦♥ ♠♦✉s❡ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✴tr❛♥s✈❡rs✐♦♥ r❛t❡ ✭❤❡r❡❛❢t❡r ti/tv✮ ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t t❤❛♥ tr❛♥s✈❡rs✐♦♥s ✐♥ ❝♦❞✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛s ♠♦st ♦❢ s✐❧❡♥t ♠✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ti/tv r❛t✐♦ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❣r❡❛t❡r ❢♦r r❡❧❛t❡❞
s♣❡❝✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❉◆❆ ✭♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ❉◆❆ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳

❚r❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡r♥❛r② ❛❧♣❤❛❜❡t ④★✱❅✱❴⑥✱ ✇❤❡r❡ ❅ st❛♥❞s ❢♦r
❛ ♠❛t❝❤ ♦r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠✐s♠❛t❝❤ ✭A ↔ G✱ C ↔ T✮✱ ❛♥❞ ★ ❛♥❞ ❴ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛s ❢♦r
s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
★✬s ♣❧✉s ❤❛❧❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❅✬s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛rr✐❡s ♦♥❡ ❜✐t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡
❛ ♠❛t❝❤ ❝❛rr✐❡s t✇♦ ❜✐ts✳

◆♦t❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ●r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥❆✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ✐ss✉❡ r❛✐s❡❞ ❜② t❤✐s
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❤♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣s ♦✉t ♦❢
❢♦✉♥❞ s❡❡❞s✳ ■♥ ❨❛ss✱ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡❡❞✳

❆✳✷✳✷✳✶ ❚r❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠♦❞❡❧

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s✱ ✇❡ ✜rst ✉s❡ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐
❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✼✺✱ ✸✷✱ ✸✶❪✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ ❛ ❣❛♣❧❡ss ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜② ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s❡q✉❡♥❝❡
♦✈❡r t❤❡ t❡r♥❛r② ♠❛t❝❤✴tr❛♥s✐t✐♦♥✴tr❛♥s✈❡rs✐♦♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.7 ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✴tr❛♥s✈❡rs✐♦♥ ✈❛r②✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ti/tv r❛t✐♦✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤
✐s s❡t t♦ ✻✹✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❣❛♣❧❡ss ❢r❛❣♠❡♥t ✐♥ ❉◆❆ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s❡❡❞
✇❡✐❣❤ts ❜❡t✇❡❡♥ ✾ ❛♥❞ ✶✶✱ ❛s t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❣♦♦❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②✴s❡❧❡❝t✐✈✐t② ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✳

❚❛❜❧❡ ✶ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡st s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s ♦❢ ✇❡✐❣❤t ✾✱ ✶✵ ❛♥❞ ✶✶✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
❬✸✶❪✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs✐♦♥s ♦❝❝✉r
✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✵✳✶✺✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ st❡♣✇✐s❡
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❛t ♦❢ ❬✺✾❪✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❛t tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤✐s ♠♦❞❡❧✳

✶✶✼



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ❤✐t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❉◆❆ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

❆ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ti/tv
r❛t✐♦✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♣❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❡❡❞s ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡
✶ ♦❢ ✇❡✐❣❤t ✾ ❛♥❞ ✶✵ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞
s❡❡❞s ❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ti/tv r❛t✐♦ ✐s ♦✈❡r ✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r r❡❛❧ ❣❡♥♦♠✐❝
s❡q✉❡♥❝❡s✳

❆✳✷✳✷✳✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ❢♦r ▼❛r❦♦✈ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠♦❞❡❧

❍♦♠♦❧♦❣♦✉s ❝♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❤❡♥ ❛❧✐❣♥❡❞✱ ✉s✉❛❧❧② s❤♦✇ ❛ r❡❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs ❞✉❡
t♦ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❞♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥✱
❛s t❤❡s❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s s✐❧❡♥t ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥✳ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❛
st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦♦❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ s✉❝❤ ❧♦❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❡❡❞ ❞❡s✐❣♥✱ ♣❛♣❡rs
❬✺✾✱ ✶✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❤✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❣❛♣❧❡ss
❛❧✐❣♥♠❡♥ts s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ✭❍✐❞❞❡♥✮ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s✳

❚♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ✉s✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s r❡♠❛✐♥s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r ❛❧✐❣♥♠❡♥ts s♣❡❝✐✜❡❞
❜② ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦r❞❡r ✺ ♦✉t ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♠✐①❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢
❛❜♦✉t ✶✵✵ ✵✵✵ ❝r♦ss❡❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ ❣❡♥♦♠✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❞✐st❛♥t❧② r❡❧❛t❡❞ s♣❡❝✐❡s ✭◆❡✐ss❡r✐❛
▼❡♥✐♥❣✐t✐❞✐s✱ ❙✳❈❡r❡✈✐s✐❛❡✱ ❍✉♠❛♥ ❳ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡✱ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛✮✳ ❚❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❡❞s ♦❢ s♠❛❧❧ ✇❡✐❣❤t✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐❛s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛❧✐❣♥♠❡♥t
♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♣❛❝❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ♦❢ ✇❡✐❣❤t ✾✲✶✶ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧✳ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡
t❤❛t tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ t♦♦✳

❆✳✷✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❆✳✷✳✸✳✶ ❙❡❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ♦♥ r❡❛❧ ❣❡♥♦♠✐❝
❞❛t❛✱ ✇❡ ♠❛❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❢✉❧❧ ❝❤r♦♠♦s♦♠✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❙✳❈❡r❡✈✐s✐❛❡ ✭❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ■❱✱ ❱✱
■❳✱ ❳❱■✮ ❛♥❞ ◆❡✐ss❡r✐❛ ♠❡♥✐♥❣✐t✐❞✐s ✭str❛✐♥s ▼❈✺✽ ❛♥❞ ❩✷✹✾✶✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤
♦✉r ❨❛ss s♦❢t✇❛r❡ ❬✽✻❪ t❤❛t ❛❞♠✐ts ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡
❣r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ●r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥❆✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s❡❞ s❡❡❞s ♦❢ ✇❡✐❣❤t
✾ ❛♥❞ ✶✶✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s ✭r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶ ❛♥❞ ✷✮✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ✇❛s
❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ✶✵ ❛♥❞ ✶✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r s❡❡❞ ✇❡✐❣❤t ✾ ❛♥❞ ✶✶ ✭♦♣t✐♦♥ ✲s ♦❢ ❨❛ss✮✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❞✐st✐♥❝t s❡❡❞s ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ tr✐❣❣❡r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡✐r ♦✈❡r❧❛♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲s❡❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ P❛tt❡r♥❍✉♥t❡r✳
❚❤❡ s❝♦r✐♥❣ s②st❡♠ ✉s❡❞ ✇❛s +1/−1 ❢♦r ♠❛t❝❤✴♠✐s♠❛t❝❤ ❛♥❞ −5/−1 ❢♦r ❣❛♣ ♦♣❡♥✐♥❣✴❡①t❡♥s✐♦♥✳
❇♦t❤ str❛♥❞s ♦❢ ✐♥♣✉t ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭✲r ✷ ♦♣t✐♦♥ ♦❢
❨❛ss✮✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉♥t❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ✇✐t❤ ❊✲✈❛❧✉❡ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ 10−3✳ ❚❛❜❧❡ ✸ r❡♣♦rts s♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡② ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ✉s✐♥❣
tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ❞♦❡s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❆ s✐❞❡ ✭♥♦♥✲s✉r♣r✐s✐♥❣✮ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ✐♥ ❛❧❧ t❡sts✱ t❤❡ s❡❡❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠♦❞❡❧✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ s❝♦r✐♥❣
♠❛tr✐❝❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ P❆▼ ❚r❛♥s✐t✐♦♥✴ ❚r❛♥s✈❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦r ♠❛tr✐❝❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝
❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❬✸✵❪✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛t❝❤❡s✴♠✐s♠❛t❝❤ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞
s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❞❡t❡❝t ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❤✐❣❤❧② s❝♦r❡❞ ❜② t❤♦s❡ ♠❛tr✐❝❡s✳

✶✶✽



❆✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡
r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ●❈✴❆❚ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♣✉r✐♥s ❛♥❞
♣②r✐♠✐❞✐♥s r❡♠❛✐♥ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♥ ●❈✲ ♦r ❆❚✲r✐❝❤ ❣❡♥♦♠❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛t❝❤ ❝❛rr✐❡s ❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✭✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ✏❜② ❝❤❛♥❝❡✑✮ t❤❛♥ t✇♦ ♠❛t❝❤✲♦r✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛✐rs✳

❆✳✷✳✸✳✷ Pr♦❣r❛♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❆ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ t❡sts ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❛❝t❡r✐❛❧ ❣❡♥♦♠❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✸ t♦ ✺ ▼❜ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞
❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❨❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✷s❡q ♣r♦❣r❛♠s ✭◆❈❇■ ❇▲❆❙❚ ♣❛❝❦❛❣❡ ✷✳✷✳✻✳✮✳ ❚❤❡
t❡sts ✉s❡❞ t❤❡ s❝♦r✐♥❣ s②st❡♠ ✰✶✴✲✶ ❢♦r ♠❛t❝❤✴♠✐s♠❛t❝❤ ❛♥❞ ✲✺✴✲✶ ❢♦r ❣❛♣ ♦♣❡♥✐♥❣✴❡①t❡♥s✐♦♥✳
❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❊✲✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❛s s❡t t♦ 10 ✭❞❡❢❛✉❧t ❇❧❛st ✈❛❧✉❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
✜❧t❡r✐♥❣ ✇❛s ❞✐s❛❜❧❡❞✳ ❨❛ss ✇❛s r✉♥ ✇✐t❤ ✐ts ❞❡❢❛✉❧t s❡❡❞ ♣❛tt❡r♥ ★❅★❴❴★★❴❴★❴★★❅★ ♦❢ ✇❡✐❣❤t
✾ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦❞✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡s✳

❋♦r ❡❛❝❤ t❡st✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ✇✐t❤ ❊✲✈❛❧✉❡ ❧❡ss t❤❛♥ 10−6 ❢♦✉♥❞ ❜② ❡❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠✱
❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❇② ✏❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✑✱ ✇❡ ♠❡❛♥ ❡✈❡r②
❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❊✲✈❛❧✉❡ ❧❡ss t❤❛♥ 10−6 t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛rt ✭❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ ♦♥ ❜♦t❤
s❡q✉❡♥❝❡s✮ ✇✐t❤ ❛♥② ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❣r❛♠✳ ❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐❛s
❝❛✉s❡❞ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ✭❳✲❞r♦♣ ❡✛❡❝t✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ t♦t❛❧
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✱ ❢♦✉♥❞ ❜② ❡❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧❧② s♠❛❧❧❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡✱ ❨❛ss ❞❡t❡❝ts ♠♦r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t❤❛t ❝♦✈❡r ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤♦s❡
❢♦✉♥❞ ❜② ❜❧✷s❡q✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ❣❡ts ❧❛r❣❡r✳

❆✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ❤✐t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❉◆❆ ❧♦❝❛❧
❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❉◆❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤ s✐♥❣❧❡✲s❡❡❞ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲s❡❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ r❡❛❧ ❉◆❆ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s✳ ❇♦t❤ ♦♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❨❛ss s♦❢t✇❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴♣r♦❥❡❝ts✴❨❆❙❙✴✳

❚r❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✈❡❝t♦r s❡❡❞s ❬✶✻❪✱ ✐✳❡✳
❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❡❛❝❤ s❡❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜r♦✉❣❤t ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❇✉t t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡✱ ❛♥ t❤✉s ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❧❛r❣❡r s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ s❡❡❞s✳

❆♥♦t❤❡r ♥❡✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✉s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
s❡❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❬✼✷✱ ✾✾✱ ✻✹❪✱ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ s✉❝❤
❢❛♠✐❧✐❡s ✐s ❛❧s♦ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳

❆✳✹ ▼❡t❤♦❞s

❆✳✹✳✶ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ▲❡t S1 ❛♥❞ S2 ❜❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡s
♦❢ ❧❡♥❣t❤ m ❛♥❞ n r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ m − k + 1
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② n− k+1✮ s✉❜str✐♥❣s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k✱ ❝❛❧❧❡❞ k✲✇♦r❞s✳ ■❢ ❛ k✲✇♦r❞ ♦❢ S1 ♠❛t❝❤❡s ❛♥♦t❤❡r

✶✶✾

http://www.loria.fr/projects/YASS/


❆♥♥❡①❡ ❆✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ❤✐t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❉◆❆ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

k✲✇♦r❞ ♦❢ S2✱ ✐✳❡✳ S1[i..i+k−1] = S2[j..j+k−1] ❢♦r s♦♠❡ i ≤ m ❛♥❞ j ≤ n✱ t❤❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ k✲✇♦r❞s
❢♦r♠ ❛ s❡❡❞ ❞❡♥♦t❡❞ <i, j>✳ ❚✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ s❡❡❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿ ❋♦r ❛ s❡❡❞ <i, j>✱ t❤❡ s❡❡❞
❞✐❛❣♦♥❛❧ d(<i, j>) ✐s m+j− i✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ k✲✇♦r❞s S1[i..i+ k − 1]
❛♥❞ S2[j..j + k − 1] ✐❢ S2 ✐s ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ t♦ S1✱ ❋♦r t✇♦ s❡❡❞s <i1, j1> ❛♥❞ <i2, j2>✱ ✇❤❡r❡ i1 < i2
❛♥❞ j1 < j2✱ t❤❡ ✐♥t❡r✲s❡❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ D(<i1, j1>,<i2, j2>) ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ |i2 − i1| ❛♥❞
|j2 − j1|✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t✇♦ s❡❡❞s
❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ρ ❛♥❞ δ s✉❝❤ t❤❛t t✇♦ s❡❡❞s <i1, j1> ❛♥❞
<i2, j2> ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1− ε) t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐✛

D(<i1, j1>,<i2, j2>) ≤ ρ, ✭❆✳✶✮

|d(<i1, j1>)− d(<i2, j2>)| ≤ δ. ✭❆✳✷✮

❚❤❡ ✜rst ✐♥t❡r✲s❡❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s❡❡❞s ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
s❡❡❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ s❡❡❞s✱ t❤❡ t✇♦ k✲✇♦r❞s ♦❝❝✉r ❛t ❝❧♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧s✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ρ ❛♥❞ δ✳

❇♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✲s❡❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❉◆❆ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t st❡♠ ❢r♦♠
❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❝❡st♦r s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❡✈❡♥ts✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❧✐❣♥♠❡♥t
✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ ♠✐s♠❛t❝❤❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜② ❛
❇❡r♥♦✉❧❧✐ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ❢♦r ❛ ♠❛t❝❤ ❛♥❞ (1 − p) ❢♦r ❛ ♠✐s♠❛t❝❤✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ✐♥t❡r✲s❡❡❞ s❤✐❢t Dk✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛rts ♦❢ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡
r✉♥s ♦❢ ❛t ❧❡❛st k ♠❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■t ♦❜❡②s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r
k ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❲❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✸✱ ✶✵❪ ✿

P[Dk = x] =







0 ❢♦r 0 ≤ x < k
pk ❢♦r x = k

(1− p)pk
(
1−

∑x−k−1
i=0 P[Dk = i]

)
❢♦r x > k

❯s✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ρ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P[Dk ≤ ρ] ✐s (1 − ε) ❢♦r s♦♠❡
s♠❛❧❧ ε✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❲❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✿
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉♥s ♦❢ ♠❛t❝❤❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛t ❧❡❛st k ✐♥s✐❞❡ ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ x✳ ■♥
❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ x✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t Ip,x,r ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❡①❛❝t❧② r ♥♦♥✲
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r✉♥s ♦❢ ♠❛t❝❤❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛t ❧❡❛st k ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✿

P[Ip,x,r] = P[Ip,x−1,r] + pk(1− p)(P[Ip,x−k−1,r−1]− P[Ip,x−k−1,r])

❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❡①❛❝t❧② r ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡❡❞s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛t ❧❡❛st k ✐♥s✐❞❡
❛ r❡♣❡❛t ♦❢ s✐③❡ x✳ ❚❤❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡ st❛rts ✇✐t❤ r = 0✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ P[Ip,x,0] = P[Dk > x− k] ❛♥❞
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❲❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P[Ip,x,r] ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥❢❡r ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
s❡❡❞s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❛s ❛
✜rst ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧❛t❡r✳

❇♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡❡❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ■♥❞❡❧s ✭♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ✐♥s❡rt✐♦♥s✴❞❡❧❡t✐♦♥s✮ ❛r❡ r❡s♣♦♥✲
s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ s❤✐❢t ♦❢ s❡❡❞s ✈✐❡✇❡❞ ♦♥ ❛ ❞♦t♣❧♦t ♠❛tr✐①✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛

✶✷✵



❆✳✺✳ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ d(<i1, j1>) ❛♥❞ d(<i2, j2>)✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ t②♣✐❝❛❧ s❤✐❢t s✐③❡✱ ✇❡ ✉s❡
❛ ♠❡t❤♦❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪ ❢♦r t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❛♥❞❡♠ r❡♣❡❛ts✳

❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q ❛t ❡❛❝❤ ♦❢
l ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s s❡♣❛r❛t✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❡❡❞s✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
s❤✐❢t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❞❡❧s ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ q✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❛②✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ✐s
1− 2q✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❜♦✉♥❞✱ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❞✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ i ❛❢t❡r l st❡♣s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✉♠ ✿

(l−i)/2
∑

j=0

l!

j!(j + i)!(l − (2j + i))!
q2j+i(1− 2q)l−(2j+i)

❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲♠♦♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉✐❝❦❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❡♠♦r② ♦✈❡r✢♦✇✱
❛♥❞ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
P (x) = qx+(1−2q)+ q

x ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦✇❡r P
l(x) = al.x

l+· · ·+a✲l.x✲l✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ai
❝♦♠♣✉t❡s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❞✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠
✇❛❧❦ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ i ❛❢t❡r l st❡♣s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ t♦ s✉♠ ✉♣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai ❢♦r i = 0, 1, ✲1, 2, ✲2, . . . , l, ✲l
✉♥t✐❧ ✇❡ r❡❛❝❤ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1 − ε)✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡ l ✐s t❤❡♥ t❛❦❡♥ ❛s t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r δ ✉s❡❞ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡❡❞s✳

❆✳✺ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❲❡ ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ▼✐❦❤❛✐❧ ❘♦②t❜❡r❣ ❢♦r ❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ ▼❛r✐❡✲P✐❡rr❡ ❊t✐❡♥♥❡✱
❘♦♠❛♥ ❑♦❧♣❛❦♦✈✱ ●✐❧❧❡s ❙❝❤❛❡✛❡r ❛♥❞ P✐❡rr❡ ❱❛❧♦✐s ❢♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛t ❡❛r❧② st❛❣❡s
♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

✶✷✶
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❆✳✻ ❋✐❣✉r❡s

❆✳✻✳✶ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✲ ❍✐t Pr♦❜❛❜✐❧✐t②

❍✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✜①❡❞✲s❝♦r❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts
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❆✳✼✳ ❚❛❜❧❡s

❆✳✼ ❚❛❜❧❡s

❆✳✼✳✶ ❚❛❜❧❡ ✶ ✲ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ▼♦❞❡❧

❍✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡❡❞s ♦♥ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✻✹ ✇✐t❤ ♠❛t❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✵✳✼ ❛♥❞
tr❛♥s✐t✐♦♥✴tr❛♥s✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✵✳✶✺

✇❡✐❣❤t s♣❛❝❡❞ s❡❡❞ ❤✐t ♣r♦❜❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞ ❤✐t ♣r♦❜❛

✾ B9 = ★★❴★★❴★❴★❴❴❴★★★ ✵✳✼✷✾✶ Btr
9

= ★★❅❴★❅★❴❴★❴★★★ ✵✳✼✸✻✻
✶✵ B10 = ★★❴★★❴❴❴★★❴★❴★★★ ✵✳✺✾✺✼ Btr

10
= ★❅★❴★❴❅★❴❅★❴❴❅★★★ ✵✳✻✵✺✻

✶✶ B11 = ★★★❴★❴❴★❴★❴❴★★❴★★★ ✵✳✹✻✼✶ Btr
11

= ★★❅★❴★❅❴❴★★❴★❴❅❅★★ ✵✳✹✼✽✹

❆✳✼✳✷ ❚❛❜❧❡ ✷ ✲ ▼❛r❦♦✈ ▼♦❞❡❧

❍✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡❡❞s ♦♥ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦r❞❡r ✺ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠✐①❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢
❝r♦ss✲s♣❡❝✐❡s ❛❧✐❣♥♠❡♥ts

✇❡✐❣❤t s♣❛❝❡❞ s❡❡❞ ❤✐t ♣r♦❜❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❡❞ ❤✐t ♣r♦❜❛

✾ M9 = ★★❴★★❴★★❴★★★ ✵✳✽✷✷ M tr
9

= ★★❅★★❴★★❅★★ ✵✳✽✹✺
✶✵ M10 = ★★❴★★❴★★❴❴❴★★❴★★ ✵✳✼✶✻ M tr

10
= ★❅❅★★❴★★❴★★❅★❅ ✵✳✼✹✻

✶✶ M11 = ★★❴★★❴★★❴★★❴★★★ ✵✳✻✵✸ M tr
11

= ★★❅★★❴★★❴★★❅★★ ✵✳✻✸✷

❆✳✼✳✸ ❚❛❜❧❡ ✸ ✲ ❙❡❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤✲s❝♦r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❡❞ ♣❛tt❡r♥s

s❡q✉❡♥❝❡s B9 Btr
9 B11 Btr

11 M9 M tr
9 M11 M tr

11
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❆♥♥❡①❡ ❆✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ❤✐t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❉◆❆ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

❆✳✼✳✹ ❚❛❜❧❡ ✹ ✲ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❚❡sts

❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ t❡sts ♦❢ ❨❛ss ✈s ❜❧✷s❡q ✭◆❈❇■ ❇▲❆❙❚ ✷✳✷✳✻✮✳ ❘❡♣♦rt❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ P❡♥t✐✉♠ ■❱ ✷✳✹●❍③ ❝♦♠♣✉t❡r✳

s❡q✉❡♥❝❡ ✶ s❡q✉❡♥❝❡ ✷ t✐♠❡ ✭s❡❝✮ ★ ❛❧✐❣♥✳ ★ ❡①✳ ❛❧✐❣♥✳ ❡①✳ ❛❧✐❣♥✳ ❧❡♥❣t❤
♥❛♠❡ s✐③❡ ♥❛♠❡ s✐③❡ ❨✳ ❇✳ ❨✳ ❇✳ ❨✳ ❇✳ ❨✳ ❇✳
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▼✳t ✿ ▼②❝♦❜❛❝t❡r✐✉♠ t✉❜❡r❝✉❧♦s✐s ✭❈❉❈✶✺✺✶✮ ✱

❙✳s♣✳ ✿ ❙②♥❡❝❤♦❝②st✐s s♣✳ P❈❈ ✻✽✵✸ ✱

❙✳s♣✳ ✿ ❱✐❜r✐♦ ♣❛r❛❤❛❡♠♦❧②t✐❝✉s ❘■▼❉ ✷✷✶✵✻✸✸ ❝❤r ■ ✱

❨✳♣✳ ✿ ❨❡rs✐♥✐❛ ♣❡st✐s ❑■▼
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●❧♦ss❛✐r❡

ét❛t ré❝✉rr❡♥t ✿ ét❛t ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡
❢♦✐s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tré❡✳

ét❛t tr❛♥s✐❡♥t ✿ ét❛t ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t❡r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tré❡✳

❆❉◆ ✿ ❆❝✐❞❡ ❉és♦①②r✐❜♦◆✉❝❧é✐q✉❡ ✿ ♠♦❧é❝✉❧❡ ♣♦rt❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡✱ ❝♦♥st✐t✉é❡
❞❡ ❞❡✉① ❜r✐♥s r❡❝♦✉r❜és ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ❤é❧✐❝❡✱ ❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛s ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❤②❞r♦✲
❣è♥❡s✳

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡❡❞❧❡♠❛♥✲❲✉♥s❝❤ ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✳
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥ ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s r❡❝❤❡r✲

❝❤❛♥t ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ s❝♦r❡ ♣♦s✐t✐❢✳
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✿ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té ♣❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♣✐❡s✳
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s s✉r t♦✉t❡ ❧❡✉r ét❡♥❞✉❡✳
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❧❡✉r ét❡♥❞✉❡✳
❆❘◆ ✿ ❆❝✐❞❡ ❘✐❜♦◆✉❝❧é✐q✉❡ ✿ ♠♦❧é❝✉❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❆❉◆✱ ♠❛✐s ❝♦♥st✐t✉é❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥

s❡✉❧ ❜r✐♥ ❡t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭❧✬❯r❛❝✐❧❡ ❞❡ ❧✬❆❘◆ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ❚❤②♠✐♥❡
❞❡ ❧✬❆❉◆✮✳

❛✉t♦♠❛t❡ ✿ ♠❛❝❤✐♥❡ à ét❛ts ✜♥✐s q✉✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❡♥tré❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦t✱ s❡ ❞é♣❧❛❝❡
❞❛♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬ét❛ts ❞♦♥♥és ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❛✉t♦♠❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ t♦✉t ét❛t ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❡♥tré❡✳

❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦ ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ q✉✐ ❛❝❝❡♣t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞♦♥♥és ❞❛♥s ✉♥❡
❡♥tré❡✳

❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✿ ❛✉t♦♠❛t❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞♦♥♥é ❡t ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❡st
♠✐♥✐♠❛❧✳

❛✉t♦♠❛t❡ t♦t❛❧ ✿ ✈♦✐r ❛✉t♦♠❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❝❡❧❧✉❧❡ ✿ ✉♥✐té ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ✈✐✈❛♥ts ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ✉♥❡
❝♦♣✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ❣é♥♦♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡✳

❝❡♥tr♦♠èr❡ ✿ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ q✉✐ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t sé♣❛r❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡♥ ❞❡✉① ❜r❛s✳
❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ✿ ❛❣ré❣❛t ❝♦♥❞❡♥sé ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❜r✐♥s ❞✬❆❉◆✳
❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ✿ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ❛❝✐❞❡s ♥✉❝❧é✐q✉❡s ❞✬êtr❡ tr❛❞✉✐t

❡♥ ♣r♦té✐♥❡✳
❝♦❞♦♥ ✿ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ tr♦✐s ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s q✉✐ ❡♥❝♦❞❡ ✉♥ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ♦✉ ✉♥❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥✳
❝♦♥t✐❣ ✿ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✬❆❉◆ ❛ss❡♠❜❧és s❡❧♦♥ ❧❡✉rs r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts
❝r♦ss✐♥❣✲♦✈❡r ✿ ❊❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣é♥ét✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❞✉r❛♥t ❧❛ ♠é✐♦s❡

❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✿ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳
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●❧♦ss❛✐r❡

❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s q✉✐ ♥✬❛✉t♦r✐s❡ q✉❡ ❧❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡ttr❡s✳

❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥st❡✐♥ ✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛✲
t✐♦♥s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡ttr❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛❥♦✉ts ❡t s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❡ttr❡s✳

❞♦t✲♣❧♦t ✿ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❡♥tr❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✳

❡✉❝❛r②♦t❡ ✿ ♦r❣❛♥✐s♠❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ♣♦rt❛♥t ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣é♥ét✐q✉❡✳
❡①♦♥ ✿ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❆❉◆ q✉✐ ❡st tr❛♥s❝r✐t❡ ❡♥ ❆❘◆ ♠❡ss❛❣❡r ❡t tr❛❞✉✐t❡ ❡♥ ♣r♦té✐♥❡✳

❣é♥♦♠❡ ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞✬✉♥ êtr❡ ✈✐✈❛♥t✳
❣r❛♣❤❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ✿ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡s ❞❡✉①

❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✳

❤✐t ✿ é✈é♥❡♠❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥❡
s✐♠✐❧❛r✐té✳

❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✿ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❤ér✐té❡ ❞✬✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❝♦♠♠✉♥✳

✐♥ s✐❧✐❝♦ ✿ s✐❣♥✐✜❡ ré❛❧✐sé s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♦✉ ré❛❧✐sé ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ❈❡ t❡r♠❡
♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s ♣❤r❛s❡s ❧❛t✐♥❡s ✐♥ ✈✐✈♦ ❡t ✐♥ ✈✐tr♦✱ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r
❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❢❛✐t❡s s✉r ❞❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ✈✐✈❛♥ts ❡t s✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s

✐♥❞❡❧ ✿ ✐♥s❡rt✐♦♥✴❞❡❧❡t✐♦♥ ❡✈❡♥t✱ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❛❥♦✉t ♦✉ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
♥✉❝❧é♦t✐❞❡s

✐♥tr♦♥ ✿ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❆❉◆ q✉✐ ❡st tr❛♥s❝r✐t❡ ❡♥ ❆❘◆ ♠❡ss❛❣❡r ♠❛✐s ♥♦♥ tr❛❞✉✐t❡ ❡♥
♣r♦té✐♥❡✳

❧❛♥❣❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ✿ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥✐♦♥✱ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s

♠é✐♦s❡ ✿ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ q✉✐ ❢♦r♠❡ ❧❡s ❣❛♠èt❡s ❡t ré❞✉✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦✲
s♦♠❡s ❡♥ ♥❡ s❡❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t q✉✬✉♥ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡✳

♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s❝♦r❡s ✿ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥ s❝♦r❡ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❧❡ttr❡s✳

♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❝r♦❢t ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦✉s q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡✳
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♦r❡ ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡✳
♠✐t♦s❡ ✿ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ q✉✐ ❝ré❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ✜❧❧❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❧❛ ❝❡❧✉❧❧❡ ♠èr❡

❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠✐q✉❡✳
♠✉t❛t✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ✿ ♠✉t❛t✐♦♥ ♥❡ ♣♦rt❛♥t q✉❡ s✉r s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❜❛s❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡

s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳
♠✉t❛t✐♦♥ s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡ ✿ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡①♦♥ q✉✐ ♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ♣r♦❞✉✐t❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡

❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡✳

♥✉❝❧é♦t✐❞❡ ✿ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ♣❡♥t♦s❡ ✭s✉❝r❡ à ❝✐♥q ❝❛r❜♦♥❡✮ ❧✐é à ✉♥❡ ❜❛s❡ ♥✐tr♦❣è♥❡ ✭
❛❞é♥✐♥❡✱ ❝②t♦s✐♥❡✱ ❣✉❛♥✐♥❡✱ t❤②♠✐♥❡✱ ♦r ✉r❛❝✐❧❡✮ ❡t ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡✳

♣❛t❤♦❣è♥❡ ✿ q✉✐ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ♦r❣❛♥✐s♠❡✳
♣r♦❝❛r②♦t❡ ✿ ♦r❣❛♥✐s♠❡ ✉♥✐❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ♥♦②❛✉✱ ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣é♥ét✐q✉❡ ❡st ❞✐s✲

♣❡rsé ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳
♣r♦té✐♥❡ ✿ ♠❛❝r♦✲♠♦❧é❝✉❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛î♥❡s ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳ ▲❡s

♣r♦té✐♥❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ♠❛❥❡✉rs ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s

ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✐st❛♥t❡ ✿ ré♣ét✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♣✐❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❥✉①t❛♣♦sé❡s✳
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ré♣ét✐t✐♦♥ ❡♥ t❛♥❞❡♠ ✿ ré♣ét✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♣✐❡s s♦♥t ❥✉①t❛♣♦sé❡s ❧❡s
✉♥❡ ❛✉① ❛✉tr❡s✳

r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ré✢❡①✐✈❡✱ s②♠étr✐q✉❡✱ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡ s✉r ✉♥❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✳

sé❧❡❝t✐✈✐té ✿ ❝❛♣❛❝✐té à ♥❡ ❞ét❡❝t❡r q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t r✐❡♥ ❞❡ ♣❧✉s✳
s❝♦r❡ ✿ s②stè♠❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té
s❡♥s✐❜✐❧✐té ✿ ❝❛♣❛❝✐té à ❞ét❡❝t❡r t♦✉t ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳
s♣é❝✐❛t✐♦♥ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡s♣è❝❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s✱ ❞✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❞❡s ✐s♦❧❡♠❡♥ts ❣é♦✲

❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♦✉ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

té❧♦♠èr❡ ✿ ❡①tré♠✐té ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❡✉❝❛r②♦t❡s✳
tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✿ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ✭♣r♦té✐♥❡✮ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❆❘◆ ♠❡ss❛❣❡r✳
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✿ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬❆❘◆ ♠❡ss❛❣❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❆❉◆✳
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ s✉❜st✐t✉❛♥t ✉♥❡ ♣✉r✐♥❡ ✭❆✱●✮ à ✉♥❡ ♣✉r✐♥❡✱ ♦✉ ✉♥❡ ♣②r✐♠✐❞✐♥❡

✭❚✱❈✮ à ✉♥❡ ♣②r✐♠✐❞✐♥❡✳
tr❛♥s♣♦s♦♥ ✿ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ♠♦❜✐❧❡✳
tr❛♥s✈❡rs✐♦♥ ✿ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ s✉❜st✐t✉❛♥t ✉♥❡ ♣✉r✐♥❡ ✭❆✱●✮ à ✉♥❡ ♣②r✐♠✐❞✐♥❡ ✭❚✱❈✮✱ ♦✉

✉♥❡ ♣②r✐♠✐❞✐♥❡ à ✉♥❡ ♣✉r✐♥❡✳

✶✷✼



●❧♦ss❛✐r❡

✶✷✽



■♥❞❡①

é♣✐ss❛❣❡✱ ✶✵
ét❛t ré❝✉rr❡♥t✱ ✷✺
ét❛t tr❛♥s✐❡♥t✱ ✷✺

❆❉◆✱ ✸✱ ✽
❛❧❣♦r✐t❤♠❡

♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❝r♦❢t✱ ✷✼
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♦r❡✱ ✷✻
◆❡❡❞❧❡♠❛♥✲❲✉♥s❝❤✱ ✸✷
❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥✱ ✸✸

❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ✶✻
❣❧♦❜❛❧✱ ✸✷✱ ✸✽
❧♦❝❛❧✱ ✺✱ ✸✷

❆❘◆✱ ✸
❛✉t♦♠❛t❡✱ ✷✸

ét❛t
ré❝✉rr❡♥t✱ ✺✷

❝❤❡♠✐♥✱ ✻✺
❝♦♠♣❧❡t✱ ✻✾
✐♥✐t✐❛❧✱ ✻✺

❝♦♠♣❧❡t✱ ✷✽✱ ✻✺
❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ✻✾
t♦t❛❧✱ ✷✽

❛✉t♦♠❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t✱ ✷✹
❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❆❤♦✲❈♦r❛s✐❝❦✱ ✷✽
❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✷✺
❛✉t♦♠❛t❡ t♦t❛❧✱ ✷✹
❛✉t♦♠❛t❡s

❞❡t❡r♠✐♥✐st❡✱ ✷✸

❝❡❧❧✉❧❡✱ ✽
❝❡♥tr♦♠èr❡✱ ✶✷
❝❤r♦♠♦s♦♠❡✱ ✽
❝❧✐q✉❡s✱ ✽✼
❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡✱ ✶✶
❝♦❞♦♥✱ ✶✶✱ ✶✷
❝♦♥t✐❣✱ ✸
❝r♦ss✐♥❣✲♦✈❡r✱ ✶✷

❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✷✸
❞✐st❛♥❝❡

❍❛♠♠✐♥❣✱ ✶✹✱ ✾✵
▲❡✈❡♥st❡✐♥✱ ✶✺

❞♦t✲♣❧♦t✱ ✷✶✱ ✹✶✱ ✽✺
❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ✹✶

❡✉❝❛r②♦t❡✱ ✽✱ ✶✵
❡①♦♥✱ ✽✱ ✶✵

❢❛❝t❡✉r✱ ✶✹
✜❧tr❛❣❡

s❛♥s✲♣❡rt❡✱ ✾✵
✜❧tr❡✱ ✸✺

❣é♥♦♠❡✱ ✽
❣r❛✐♥❡✱ ✹✺

ét❡♥❞✉❡✱ ✹✻
❡s♣❛❝é❡✱ ✹✺
♣♦✐❞s✱ ✹✻
✈❡❝t❡✉r✱ ✼✶

❣r❛✐♥❡s à tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✽✹
❣r❛♣❤❡

é❞✐t✐♦♥✱ ✶✼

❤✐t✱ ✸✺
❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ✸✶
❤②❜r✐❞❡r✱ ✶✵✼

✐♥ s✐❧✐❝♦✱ ✸
✐♥tr♦♥✱ ✽✱ ✶✵

❧❛♥❣❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r✱ ✷✹

♠é✐♦s❡✱ ✶✶
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s❝♦r❡s✱ ✸✷
♠✐t♦s❡✱ ✶✶
♠✉t❛t✐♦♥

✐♥❞❡❧✱ ✶✷
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✱ ✶✶
s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡✱ ✶✷
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✶✶✱ ✶✷
tr❛♥s✈❡rs✐♦♥✱ ✶✶✱ ✶✷

✶✷✾



■♥❞❡①

♥✉❝❧é♦t✐❞❡✱ ✽

♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡✱ ✶✵✼

♣❛t❤♦❣è♥❡✱ ✽✱ ✽✽
♣ré✜①❡✱ ✶✹
♣r♦❝❛r②♦t❡✱ ✽
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✹✺
♣r♦té✐♥❡✱ ✽

q✉❛s✐✲❝❧✐q✉❡s✱ ✽✼

ré♣ét✐t✐♦♥
❞✐st❛♥t❡s✱ ✶✷
t❛♥❞❡♠✱ ✶✷

r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✷✺

sé❧❡❝t✐✈✐té✱ ✸✺
s❝♦r❡✱ ✸✱ ✸✶✱ ✸✷
s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ ✸✺
s♣é❝✐❛t✐♦♥✱ ✹
s✉✣①❡✱ ✶✹

té❧♦♠èr❡✱ ✶✷
tr❛❞✉❝t✐♦♥✱ ✶✵
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✶✵
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✼✷
tr❛♥s♣♦s♦♥✱ ✶✷
tr❛♥s✈❡rs✐♦♥✱ ✼✷

✶✸✵



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❏ ❆❜❡❧❧♦✱ ▼ ❘❡s❡♥❞❡✱ ❛♥❞ ❙ ❙✉❞❛rs❦②✳ ▼❛ss✐✈❡ q✉❛s✐✲❝❧✐q✉❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ✺t❤ ▲❛t✐♥ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s ✭▲❆❚■◆✮✱ ♣❛❣❡s ✺✾✽✕✻✶✷✱
▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ✷✵✵✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳ ✹✳✻✳✸

❬✷❪ ❆✳ ❱✳ ❆❤♦ ❛♥❞ ▼✳ ❏✳ ❈♦r❛s✐❝❦✳ ❊✣❝✐❡♥t str✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✿ ❆♥ ❛✐❞ t♦ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❝ s❡❛r❝❤✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱ ✶✽✭✻✮ ✿✸✸✸✕✸✹✵✱ ✶✾✼✺✳ ✷✳✷✳✹✱ ✸✳✼✳✼✳✶✱ ✹✳✺✳✶

❬✸❪ ❙✳ ❆❦✐✱ ❍✳ ❑✉❜♦❦✐✱ ❛♥❞ ❑✳ ❍✐r❛♥♦✳ ❖♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r k✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ t❤❡
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✸✻ ✿✹✸✶✕✹✹✵✱ ✶✾✽✹✳ ❆✳✹✳✶

❬✹❪ ❈✳ ❆❧❧❛✉③❡♥✱ ▼✳ ❈r♦❝❤❡♠♦r❡✱ ❛♥❞ ▼✳ ❘❛✣♥♦t✳ ❋❛❝t♦r ♦r❛❝❧❡ ✿ ❛ ♥❡✇ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ♣❛tt❡r♥
♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■♥ ❏✳ P❛✈❡❧❦❛✱ ●✳ ❚❡❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❇❛rt♦s❡❦✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❙❖❋❙❊▼✬✾✾✱ ❚❤❡♦r② ❛♥❞
Pr❛❝t✐❝❡ ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✼✷✺ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✷✾✶✕
✸✵✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✾✳ ✸✳✹✳✶✳✷

❬✺❪ ❙✳ ❆❧ts❝❤✉❧✱ ❲✳ ●✐s❤✱ ❲✳ ▼✐❧❧❡r✱ ❊✳ ▼②❡rs✱ ❛♥❞ ❉✳ ▲✐♣♠❛♥✳ ❇❛s✐❝ ▲♦❝❛❧ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ❙❡❛r❝❤
❚♦♦❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇✐♦❧♦❣②✱ ✷✶✺ ✿✹✵✸✕✹✶✵✱ ✶✾✾✵✳ ✭❞♦❝✉♠❡♥t✮✱ ✸✳✹✳✹✳✷✱ ✹✳✶✳✷✱ ❆✳✶✱
❆✳✷✳✶

❬✻❪ ❙✳ ❆❧ts❝❤✉❧✱ ❚✳ ▼❛❞❞❡♥✱ ❆✳ ❙❝❤ä✛❡r✱ ❏✳ ❩❤❛♥❣✱ ❩✳ ❩❤❛♥❣✱ ❲✳ ▼✐❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❉✳ ▲✐♣♠❛♥✳
●❛♣♣❡❞ ❇▲❆❙❚ ❛♥❞ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✿ ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❣r❛♠s✳
◆✉❝❧❡✐❝ ❆❝✐❞s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✺✭✶✼✮ ✿✸✸✽✾✕✸✹✵✷✱ ✶✾✾✼✳ ✭❞♦❝✉♠❡♥t✮✱ ✸✳✹✳✹✳✷✱ ✹✳✶✳✶✳✹✱ ❆✳✶✱ ❆✳✷✳✶✱
❆✳✷✳✶✳✶

❬✼❪ ❆✳ ❆♣♦st♦❧✐❝♦✳ ❚❤❡ ♠②r✐❛❞ ✈✐rt✉❡s ♦❢ s✉❜✇♦r❞ tr❡❡s✳ ■♥ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥
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❘és✉♠é

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❧❡s ♣❧✉s ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
❣é♥♦♠✐q✉❡ s♦♥t ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞✉ t❡①t❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ré❣✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞é✲
✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❛ss♦❝✐és ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✱ ❡t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❣r❛✐♥❡s s✉r ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✭s✐♠✐❧❛r✐tés
❞✐t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❣r❛✐♥❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ❛♣♣❡❧é ❣r❛✐♥❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡✱
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❡t ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬♦❧✐❣♦♥✉❝❧é♦t✐❞❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❡t ❞♦♥♥♦♥s ❛❝❝ès à ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ✜❧tr❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés✳

▼♦ts✲❝❧és✿ ❜✐♦✲✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s✱ ❣r❛✐♥❡s ❡s♣❛❝é❡s✱ ❣r❛✐♥❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

❆❜str❛❝t

▼♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❣❡♥♦♠✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦♥❡s✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❡①t ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ✐♥❢❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❣✐♦♥s ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❚❤✐s
t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❡s ♥❡✇ ✜❧t❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ❣❡♥♦♠✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❢❛st
❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡s❡ ✜❧t❡rs✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❡❡❞
❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❦✐♥❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ❆ ❣❡♥❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❡❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❞
s❡❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞ s✉❜s❡t s❡❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ♠✉❧t✐✲s❡❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❧♦ss❧❡ss ✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦❧✐❣♦♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ❞❡s✐❣♥✳

❙❡✈❡r❛❧ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❞❡s✐❣♥
s❡❡❞✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ❣❡♥♦♠✐❝ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ s♣❛❝❡❞ s❡❡❞s✱ s✉❜s❡t s❡❡❞s
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