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Introduction

En optimisation de formes, de nombreux résultats ont déjà été obtenus dans le cas
de domaines à frontière régulière et pour des perturbations régulières de ces domaines.
Ces résultats permettent à l’heure actuelle des applications en mécanique et dans l’in-
dustrie. Par contre, l’étude de domaines non-réguliers, tels que des domaines fissurés par
exemple, et l’étude de perturbations singulières telles que la création d’un trou dans un
domaine est plus récente et plus complexe. Ce nouveau domaine de recherche est l’abou-
tissement logique du précédent, et il est de plus motivé par de multiples applications
industrielles, car en pratique, les hypothèses de régularité ne sont pas toujours vérifiées,
au contraire.

Des résultats d’existence pour des problèmes d’optimisation de formes dans des do-
maines fissurés ont été obtenus en [13] [12][19]. Nous nous interessons quant à nous aux
conditions d’optimalité en optimisation de formes. Les outils tels que la dérivée topolo-
gique introduite dans [60],[61] permettent d’appréhender ces perturbations singulières
de domaines et leur utilisation est maintenant fréquente.

Ce travail traite différents aspects de perturbations singulières de domaines. Dans
une première partie, nous nous interessons à la structure de la dérivée au sens de Fré-
chet de fonctionnelles de forme pour des domaines fissurés. Dans une deuxième partie,
nous étudions la modélisation d’une perturbation singulière d’un domaine à l’aide d’ex-
tensions auto-adjointes du Laplacien. Enfin, dans une troisième partie on décrit une
application numérique de la dérivée topologique pour créer des trous dans un domaine
afin de maximiser la fonctionnelle d’énergie associée à un problème modèle.

Dans la première partie, nous nous intéressons donc à la structure de la dérivée de
forme pour des domaines fissurés. Dans son mémoire de 1907 [29], Hadamard constate
que la dérivée d’une fonctionnelle de forme dépendant d’un domaine Ω dans une direc-
tion ξ ne dépend que de la composante normale de la trace de ξ sur le bord de Ω. Ce
résultat de structure connu sous le nom de théorème de structure a été démontré par
Zolésio dans sa thèse en 1979 [71], et le cas de la dérivée seconde a été étudié par Bucur
et Zolésio dans [14]. Dans le cas d’un ouvert régulier, de classe C1 ou lipschitzien par
exemple, la dérivée dépend uniquement des perturbations de la frontière du domaine en
direction de la normale. On pourra consulter [18][44] et [66] pour des résultats détaillés
dans le cas régulier, et [54] pour une approche simillaire à la nôtre dans le cas régulier.
Ce résultat est utilisé systématiquement dans les problèmes d’optimisation de formes.
Cependant en pratique une telle régularité n’est pas toujours vérifiée. En particulier, ce
théorème de structure n’est plus valable pour des domaines contenant des fissures, qui
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8 INTRODUCTION

ne sont pas lipschitziens.

Au cours de sa thèse ([22]), Gilles Frémiot a dégagé un théorème de structure pour la
semi-dérivée eulérienne du premier ordre dans le cas de domaines fissurés en dimension
deux. La première partie de cette thèse s’inscrit dans la continuité du travail de Gilles
Frémiot en généralisant ce théorème de structure à

� d, d ≥ 2, et en donnant la structure
de la dérivée seconde. En fait, la méthode utilisée pour parvenir aux résultats est diffé-
rente et intéressante en soi. En effet nous généralisons ici une méthode développée par
Michel Pierre et Arian Novruzi dans [54]. Sous des hypothèses plus fortes que celles de
Gilles Frémiot, à savoir la Fréchet-dérivabilité de la fonctionnelle de forme, on obtient
le théorème de structure au premier et au deuxième ordre, et il est possible de l’obtenir
facilement à n’importe quel ordre avec cette méthode.

En dimension deux, on retrouve le résultat de Frémiot au premier ordre, à savoir
qu’en plus du terme classique, deux nouvelles contributions apparaissent dûes aux ex-
trémités de la fissure. En dimension supérieure, un nouveau terme apparaît en plus du
terme classique, dû à la frontière de la variété à bord représentant la fissure.

Dans la deuxième partie, nous étudions la perturbation singulière d’un domaine et
la modélisation de cette perturbation à l’aide d’extension auto-adjointes d’opérateurs.
On considère habituellement des perturbations d’un ouvert qui modifient seulement sa
frontière, interdisant notamment les changements de topologie, alors qu’ils apparaissent
naturellement dans de nombreuses applications. D’un point de vue théorique, si u est la
solution du Laplacien dans un domaine Ω, il est possible de modéliser la perturbation
de u dûe à l’apparition d’un trou dans Ω par une perturbation du Laplacien dans le
domaine Ω sans trou. Cette technique utilisant la théorie des extensions auto-adjointes
(voir [39] et [1]) a été développée par Serguei Nazarov dans [47][50][51][53]. Nous dé-
crivons cette modélisation, puis nous montrons comment elle peut être utilisée pour un
problème d’optimisation de forme. En définissant une fonctionnelle d’énergie approchée
pour ce problème modèle, on retrouve notamment la formule de la dérivée topologique
usuelle.

Dans la troisième partie, on propose une application numérique de la dérivée topo-
logique. On cherche à maximiser l’énergie associée à la solution du Laplacien dans un
domaine Ω. En ajoutant des termes de volume et de périmètre, on peut montrer qu’il
existe une unique solution optimale à ce problème de maximisation. On procède ensuite
à la résolution numérique du problème en utilisant une méthode de gradient pour faire
varier la frontière et en calculant la dérivée topologique pour savoir où créer des trous
si nécessaire.

Dans le premier chapitre, nous énonçons et démontrons tout d’abord le théorème
de structure dans le cas de domaines fissurés de

� d, d ≥ 3. La preuve de ce résultat est
basée sur l’utilisation du théorème des fonctions implicites, et sur le principe que toute
perturbation θ d’un domaine Ω peut être décomposée de la façon suivante



INTRODUCTION 9

I + θ = (I + Φ(θ)n) ◦H(θ) sur Σ

H(θ) = (I + φn(θ)n+ φν(θ)ν) ◦ h(θ) sur γ

avec Φ(θ) et H(θ) les perturbations normale et tangentielle, respectivement, sur la sur-
face Σ de dimension d − 1, frontière de Ω. Les fonctions φn(θ) et φν(θ) sont les per-
turbations normales de la courbe γ dans les directions n et ν, où n et ν forment une
base orthogonale du supplémentaire à l’espace tangent à γ, et h(θ) est la perturbation
tangentielle sur la variété γ ⊂ Σ de dimension d − 2. Cette idée a été introduite dans
[54] pour des domaines réguliers et nous la généralisons ici au cas de domaines fissurés.
Nous étudions également le cas de

� 2 qui est un cas dégénéré du précédent. Nous donnons
le théorème de structure et sa démonstration. La démonstration pour

� d, d ≥ 3 doit être
adaptée au cas de la dimension deux et on obtient un résultat similaire mais plus simple.

Dans le deuxième chapitre, nous donnons quelques applications du théorème de
structure pour des domaines fissurés de

� 2. En effet, par rapport au cas régulier, la
structure de la dérivée comprend deux nouveaux termes dûs aux extrémités de la fissure
et il intéressant de les calculer.

Tout d’abord, nous considérons le Laplacien avec conditions de Dirichlet sur la fron-
tière extérieure et conditions de Neumann sur la fissure. Nous prouvons la Fréchet-
différentiabilté jusqu’à l’ordre deux de la fonctionnelle d’énergie, ce qui nous permet
d’appliquer le théorème de structure. On étudie ensuite le même problème avec des condi-
tions de Dirichlet sur la fissure. On obtient de la même manière la Fréchet-dérivabilité
au premier ordre et on peut calculer les coefficients grâce au théorème de structure.

On étudie ensuite un problème non-linéaire avec conditions unilatérales sur les faces
de la fissure. Dans ce cas, on ne peut pas montrer la Fréchet-dérivabilité de la fonction-
nelle mais on peut tout de même appliquer un théorème de structure qui requière des
hypothèses plus faibles. En utilisant la notion de polyhédricité des cônes convexes, on
peut également définir une dérivée seconde directionnelle.

Dans le troisième chapitre, nous considérons le Laplacien avec conditions de Di-
richlet posé dans un domaine Ω à frontière régulière. Ce problème est singulièrement
perturbé par la création d’une petite cavité ωε dans Ω. Nous procédons à l’analyse
asymptotique de ce problème quand ε → 0. On définit ensuite une extension auto-
adjointe dépendante de ε du Laplacien. Cette extension est définie sur le domaine Ω,
et on montre que le nouveau problème est une approximation au premier ordre du pro-
blème initial. On définit ensuite un problème d’optimisation de formes utilisant cette
approximation et on montre qu’on peut retrouver la formule classique de la dérivée to-
pologique à partir d’une fonctionnelle d’énergie approchée.

Dans le quatrième chapitre, on applique la notion de dérivée topologique à un
problème numérique. On montre qu’il existe une solution au problème de maximisation
de l’énergie pénalisée par le volume et le périmètre, pour des problèmes linéaire et non-
linéaire. On obtient ensuite des résultats numériques de maximisation de la fonctionnelle.
Le domaine Ω initial est un carré dont la frontière est fixe au cours des itérations. A



10 INTRODUCTION

l’aide de la dérivée topologique, on change la topologie du domaine en créant des trous
dans Ω. On perturbe ensuite la frontière intérieure à l’aide d’une méthode classique de
gradient de forme. Le domaine Ω est modélisé par la méthode "levelset".



CHAPITRE I

Structure des dérivées de forme dans des domaines fissurés
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Structure des dérivées de forme dans des domaines fissurés

1.. Enoncé du théorème de structure

L’étude de la sensibilité par rapport à la forme pour des domaines fissurés a des
applications importantes. On pourra consulter [15] pour un aperçu des applications en
mécanique des fractures et une liste de rédérences sur le sujet. La structure de la déri-
vée par rapport au domaine pour des domaines fissurés a été montrée dans [22], mais
certains résultats avaient déjà été établis dans cette direction en [21][27][7]. Dans [20],
une approche directe permet de traiter le problème avec conditions unilatérales sur les
faces de la fissure. On considère dans [36], [37] respectivement, le problème avec condi-
tions unilatérales sur les faces de la fissure pour une équation scalaire et pour le système
de l’élasticité, où l’on obtient notamment la formule de Rice-Cherepanov. Des résultats
plus récents ont été obtenus en [40] et [5], et pour un problème inverse en [4].

Dans son mémoire datant de 1907, Hadamard note que la dérivée d’une fonction-
nelle de forme dans une direction ξ ne dépend que de la trace de ξ sur le bord de Ω
et seulement de la composante normale de cette trace. Ce résultat est vrai pour des
domaines Ω dont la frontière est suffisament régulière, pour plus de détails, on pourra
consulter [31], [66]. Les domaines contenant des fissures ne sont mêmes pas lipschitziens,
par conséquent on ne peut pas leur appliquer un tel résultat. Par contre, il est possible
de généraliser ce résultat de structure aux domaines fissurés. Une telle généralisation à
été faite en [22], pour la dérivée première, dans le cadre de la semi-dérivée eulérienne
de fonctionnelles de formes. Une telle analyse est difficilement réalisable pour des déri-
vées d’ordre supérieur, notamment pour la dérivée seconde qui est importante pour les
applications.

Nous nous proposons donc ici, en généralisant une méthode introduite en [54], de
donner le théorème de structure pour les dérivées d’ordre un et deux dans des domaines
fisurés, dans le cadre de la différentiabilité au sens de Fréchet. Ce théorème permet d’ob-
tenir une formule de représentation pour les dérivées par rapport au domaine. Avant de
donner le théorème de structure, nous allons définir une classe Fk(Ω) de domaines fis-
surés.

Dans la suite, U est un ouvert borné de
� d, d ≥ 3 avec une frontière lisse. L’ensemble

U est appelé le fourre-tout et les perturbations θ définies plus loin laissent U globale-
ment inchangé. Soit également k ∈ � , k ≥ 1.

Les domaines : On note

Ok =
{
D b U ; D ouvert borne de classe Ck

}
. (I.1)

13



14 I. STRUCTURE DES DÉRIVÉES DE FORME DANS DES DOMAINES FISSURÉS

PSfrag replacements

S

Σ
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ν

Fig. 1. La fissure S

De classe Ck signifie que, pour tout x ∈ ∂D, il existe un voisinage ouvert ωx de x dans
� 2 et ξx : ωx → �

de classe Ck tels que

∇ξx 6= 0 sur ωx, ξx(ωx ∩ ∂D) = 0, (I.2)

ξx(ωx ∩D) ⊂ [−∞, 0[, ξx(ωx \ D̄) ⊂]0,+∞] (I.3)

On remarque que n = ∇ξx/|∇ξx| définit localement le vecteur unitaire normal sortant
à D.

Domaines fissurés : Soit D ∈ Ok. La frontière ∂D = Σ de D est une variété fermée
de dimension d− 1. Soit γ une sous-variété fermée et connexe de Σ de dimension d− 2
et de classe Ck telle que Σ \γ a deux composantes connexes S et S ′. Alors S est appellé
une fissure et on définit le domaine fissuré par Ω = U \ S (voir la figure 1).

Soit Ω0 un domaine fissuré, on a alors,

γ0 ⊂ Σ0 = ∂D0, S0 ∪ S ′
0 = Σ0 \ γ0 Ω0 = U \ S0

et on note n le vecteur normal unitaire sortant de D. La codimension de γ0 est deux,
c’est à dire que le supplémentaire dans

� d de l’espace tangent à γ0 est de dimension
deux. On définit alors le vecteur ν tel que (n, ν) soit une base orthonormée de cet espace.

Pour un domaine Ω0 donné, on introduit le domaine perturbé Ωθ de Ω0 pour un
champ de vecteurs donné θ. On restreint l’étude à des perturbations du sous-ensemble
D, i.e. la frontière extérieure ∂U reste fixe.

Cadre fonctionnel : Soit Θk l’espace des champs de vecteurs de Ck(
� d,

� d) qui s’an-
nulent sur U c et dont les dérivées sont bornées jusqu’à l’ordre k. Muni de la norme
usuelle ‖.‖k, Θk est un espace de Banach. On note

Dk := {θ ∈ Θk, ‖θ‖k < 1} .
Pour θ ∈ Dk, l’application I + θ est un Ck-difféomorphisme. I est l’identité dans

� d

(∀x ∈ � d, I(x) = x). Pour θ ∈ Dk donné, soit Dθ, Ωθ, Σθ et γθ définis par :
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Dθ = {(I + θ)(x), x ∈ D0},
Ωθ = {(I + θ)(x), x ∈ Ω0},
Σθ = {(I + θ)(x), x ∈ Σ0},
γθ = {(I + θ)(x), x ∈ γ0}.

Comme D0 ∈ Ok, on a clairement Dθ ∈ Ok et Σθ est de classe Ck.

Etant donné Ω0 un domaine fissuré avec D0 ∈ Ok, on pose

Fk(Ω0) = {Ωθ, θ ∈ Dk} (I.4)

comme étant l’ensemble des domaines fissurés admissibles. Pour simplifier, comme Ω0

est donné, on écrit Fk au lieu de Fk(Ω0).

Fonctionnelle de forme : Soit J : Fk → �
une fonctionnelle de forme donnée. On

associe à J la fonctionnelle E définie sur Dk par l’égalité

∀θ ∈ Dk, E(θ) := J(Ωθ) .

Comme Θk est un espace de Banach, les dérivées au sens de Fréchet de E peuvent être
définies. On note E ′(θ) ∈ L(Dk;

�
) la dérivée au sens de Fréchet au premier ordre de E

en θ et par E ′(θ)(ξ) sa valeur dans la direction ξ ∈ Θk. De même E ′′(θ) ∈ L(Dk ×Dk;
�
)

est la dérivée au sens de Fréchet de E du second ordre et E ′′(θ)(ξ, η) désigne sa valeur
en ξ, η ∈ Θk.

Notations : Pour x, y ∈ � d, on note 〈x, y〉 le produit scalaire dans
� d.

Etant donné un champ de vecteurs ξ sur Σ0, on écrira ξn au lieu de 〈ξ, n〉 et ξν au lieu
de 〈ξ, ν〉. On notera également ξΣ = ξ− ξnn sa composante dans l’espace tangent en un
point x de la variété Σ. On définit alors ξγ := ξΣ − ξνν la projection de ξ sur l’espace
tangent à la variété γ. Notons que ξn et ξν sont des scalaires tandis que ξΣ et ξγ sont
des vecteurs de

� d.

Nous pouvons maintenant donner le résultat principal de ce chapitre.

Théorème I.1. Soit k ≥ 1.

(1) Soit Ω0 un domaine fissuré avec D0 ∈ Ok+1. On suppose que E est Fréchet-
différentiable dans Θk en 0, alors il existe deux formes linéaires continues l1 :
Ck(Σ0,

�
) → �

et l1ν : Ck(γ0,
�
) → �

, telles que :

E ′(0)(ξ) = l1(ξn) + l1ν(ξν), ∀ξ ∈ Θk . (I.5)

(2) Soit Ω0 un domaine fissuré avec D0 ∈ Ok+2. On suppose que E est deux fois
Fréchet-différentiable en 0 dans Θk, alors il existe trois formes bilinéaires :

l2 : Ck(Σ0,
�
) × Ck(Σ0,

�
) → �

,
l2ν : Ck(γ0,

�
) × Ck(γ0,

�
) → �

,
L2 : Ck(Σ0,

�
) × Ck(γ0,

�
) → �

,
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et une forme linéaire l1n : Ck(γ0,
�
) → �

, telles que pour tout champ de vecteurs
ξ, η ∈ Θk+1 :

E ′′(0)(ξ, η) = l2(ξn, ηn)
+l2ν(ξν , ην)
+l1(Φ′′(0)(ξ, η))
+l1n(φ′′

n(0)(ξ, η))
+l1ν(φ

′′
ν(0)(ξ, η))

+L2(ξn, ην)
+L2(ηn, ξν),

(I.6)

avec Φ′′(0)(ξ, η), φ′′
n(0)(ξ, η) et φ′′

ν(0)(ξ, η) donnés respectivement par (I.16),
(I.19) et (I.20).

Remarque I.2. Si Ω0 est une forme critique pour E i.e., E ′(0) = 0 en 0, alors l1 ≡ 0,
l1ν ≡ 0, par conséquent l’expression (I.6) de la dérivée seconde se simplifie et devient :

E ′′(0)(ξ, η) = l2(ξn, ηn)
+l2ν(ξν , ην)
+l1n(φ′′

n(0)(ξ, η))
+L2(ξn, ην)
+L2(ηn, ξν).

(I.7)

2.. Perturbations normale et tangentielle

Pour tout l ∈ � , 1 ≤ l ≤ k, on pose

Gk−l(Σ,Σ) :=
{
g ∈ Ck−l(Σ,

� d); g(Σ) ⊂ Σ
}

Gk−l(γ, γ) :=
{
g ∈ Ck−l(γ,

� d); g(γ) ⊂ γ
}

On note Φ(θ) et H(θ) les perturbations normale et tangentielle, respectivement, sur la
surface Σ. On note également φn(θ) et φν(θ) les perturbations normales de la courbe
γ dans les directions n et ν, et h(θ) les perturbations tangentielles de la variété γ. On
utilise le théorème des fonctions implicites pour obtenir le lemme suivant, qui sera utilisé
pour la preuve du théorème de structure.

Lemme I.3. On suppose que Σ et γ sont des variétés de classe Ck. Pour tout 1 ≤
l ≤ k, il existe un voisinage ouvert Uk de 0 dans Θk et un unique vecteur (H,Φ, h, φn, φν)
de fonctions C l :

(H,Φ, h, φn, φν) : Uk → Gk−l(Σ,Σ) × Ck−l(Σ,
�
) ×Gk−l(γ, γ) × Ck−l(γ,

�
) × Ck−l(γ,

�
)

(I.8)
telles que (H,Φ, h, φn, φν)(0) = (I, 0, I, 0, 0) et pour tout θ ∈ Uk

I + θ = (I + Φ(θ)n) ◦H(θ) sur Σ0 (I.9)

H(θ) = (I + φn(θ)n+ φν(θ)ν) ◦ h(θ) sur γ0 (I.10)

De plus, pour tout ξ, η ∈ Θk on a pour l ≥ 1 :

H ′(0)(ξ) = ξΣ, (I.11)

Φ′(0)(ξ) = ξn, (I.12)

h′(0)(ξ) = ξγ, (I.13)

φ′
n(0)(ξ) = 0, (I.14)

φ′
ν(0)(ξ) = ξν , (I.15)
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PSfrag replacements

I + θ

I + Φ(θ)n

H(θ)

I + φn(θ)n+ φν(θ)ν

h(θ)
Σγ

Fig. 2. Perturbations normale et tangentielle

et pour l ≥ 2 les dérivées secondes sont données par

Φ′′(0)(ξ, η) = −〈Dη ξΣ, n〉 − 〈Dξ ηΣ, n〉 − 〈DnξΣ, ηΣ〉 (I.16)

H ′′(0)(ξ, η) = −〈DnηΣ, ξΣ〉n− ηnDnξΣ − ξnDnηΣ (I.17)

h′′(0)(ξ, η) = 〈ξγ, Dn ηγ〉n+ 〈ξγ, Dν ηγ〉ν (I.18)

−ηnDnξΣ − ξnDnηΣ

+ηn〈DnξΣ, ν〉ν + ξn〈DnηΣ, ν〉ν
−ξνDνηγ − ηνDνξγ

+ξν〈Dνηγ, n〉n+ ην〈Dνξγ, n〉n

φ′′
n(0)(ξ, η) = −ηνξν〈Dnν, ν〉 (I.19)

φ′′
ν(0)(ξ, η) = −〈ξγ, Dν ηγ〉 (I.20)

−〈ν,Dη ξγ〉 − 〈ν,Dξ ηγ〉
−ηn〈ν,Dn ξΣ〉 − ξn〈ν,Dn ηΣ〉
−ηn〈n,Dν ξγ〉 − ξn〈n,Dν ηγ〉.

Preuve du lemme I.3.

Comme Σ et γ sont des variétés de classe Ck et de dimension respectives d − 1 et
d − 2, il existe deux fonctions ζ0, ζ1 ∈ Ck(

� d,
�
) et deux voisinages ouverts ω0 et ω1

respectivement de Σ et γ tels que

Σ = {x ∈ ω0; ζ0(x) = 0} ∀x ∈ Σ, ∇ζ0(x) 6= 0. (I.21)

γ = {x ∈ ω1; ζ0(x) = 0, ζ1(x) = 0} ∀x ∈ γ, ∇ζ1(x) 6= 0. (I.22)
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De plus le vecteur normal unitaire sortant à S est donné par

∀x ∈ Σ, n(x) = ∇ζ0(x)/|∇ζ0(x)|, (I.23)

et on peut choisir ζ0 et ζ1 de sorte que (n(x), ν(x)) soit une base orthonormale, avec
ν(x) défini comme

∀x ∈ γ, ν(x) = ∇ζ1(x)/|∇ζ1(x)|. (I.24)

Le plan orthogonal à γ en x ∈ γ est alors donné par la base orthonormale (n(x), ν(x)).
On introduit maintenant Z l = Ck−l(Σ,

� d) × Ck−l(Σ,
�
) × Ck−l(γ,

� d) × Ck−l(γ,
�
) ×

Ck−l(γ,
�
) et

T :





Θk × Z l → Z l

(θ, (H,Φ, h, φn, φν)) 7→




I + θ − (I + Φn) ◦H
ζ0 ◦H
H − (I + φnn+ φνν) ◦ h
ζ1 ◦ h
ζ0 ◦ h




(I.25)

On vérifie que la fonction T est de classe C l. Pour tout (H,Φ, h, φn, φν) ∈ Z l, on a




T (0, (I, 0, I, 0, 0)) = (0, 0, 0, 0, 0)

D(H,Φ,h,φn,φν)T (0, (I, 0, I, 0, 0))(H,Φ, h, φn, φν) =




−Φn−H
Dζ0H
H − φnn− φνν − h
Dζ1h
Dζ0h




(I.26)

On remarque que Dζ0H = |∇ζ0|〈n,H〉, Dζ0h = |∇ζ0|〈n, h〉 et Dζ1h = |∇ζ0|〈n, h〉. Afin
de prouver que D(H,Φ,h,φn,φν)T (0, (I, 0, I, 0, 0)) est un isomorphisme de Z l dans lui-même,
on doit d’abord prouver que pour tout (A, u, a, w, v), la solution de

D(H,Φ,h,φn,φν)T (0, (I, 0, I, 0, 0))(H,Φ, h, φn, φν) = (A, u, a, w, v)

est unique. Tout d’abord, on calcule le produit scalaire de la première ligne de (I.26)
avec n et on trouve

Φ = −〈A, n〉 − |∇ζ0|−1u,
H = |∇ζ0|−1un− AΣ.

(I.27)

Ensuite on calcule successivement le produit scalaire de (I.26) avec n et ν et on obtient

φn = |∇ζ0|−1u− |∇ζ0|−1v − 〈a, n〉,
φν = −|∇ζ1|−1w − 〈A, ν〉 − 〈a, ν〉,
h = −Aγ − aγ + |∇ζ0|−1vn+ |∇ζ1|−1wν

(I.28)

Ainsi, D(H,Φ,h,φn,φν)T (0, (I, 0, I, 0, 0)) est un isomorphisme de Z l dans lui-même, et la
fonction T vérifie les conditions du théorème des fonctions implicites au voisinage de
(0, (I, 0, I, 0, 0)). Par conséquent il existe un voisinage ouvert Uk ⊂ Θk de 0 et cinq
fonctions (H,Φ, h, φn, φν) de classe C l

(H,Φ, h, φn, φν) : Uk → Z l (I.29)
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tel que (H,Φ, h, φn, φν)(0) = (I, 0, I, 0, 0) et

I + θ = (I + Φ(θ)) ◦H(θ), (I.30)

H(θ) = (I + φn(θ)n+ φν(θ)ν) ◦ h(θ), (I.31)

ζ0(H(θ)) = 0, (I.32)

ζ0(h(θ)) = 0, (I.33)

ζ1(h(θ)) = 0. (I.34)

Quitte à restreindre Uk, on peut toujours supposer que H(θ) prend ses valeurs dans ω0

et que h(θ) prend ses valeurs dans ω0 ∩ ω1, de sorte que (I.32), (I.33), (I.34) impliquent
H(θ)(x) ∈ Σ pour tout x ∈ Σ et h(θ)(x) ∈ γ pour tout x ∈ γ. On a donc montré la
première partie du lemme .

On peut maintenant différentier les cinq équations (I.30)- (I.34) par rapport à θ au
voisinage de 0. Pour tout ξ ∈ Θk, on a

ξ = H ′(θ)(ξ) +D(Φ(θ)n) ◦H(θ)H ′(θ)(ξ) (I.35)

+(Φ′(θ)(ξ)n) ◦H(θ),

H ′(θ)(ξ) = h′(θ)(ξ) +D(φn(θ)n+ φν(θ)ν) ◦ h(θ)h′(θ)(ξ) (I.36)

+(φ′
n(θ)(ξ)n+ φ′

ν(θ)(ξ)ν) ◦ h(θ),

Dζ0(H(θ))H ′(θ)(ξ) = 0, (I.37)

Dζ0(h(θ))h
′(θ)(ξ) = 0, (I.38)

Dζ1(h(θ))h
′(θ)(ξ) = 0. (I.39)

En particulier, pour θ = 0, on obtient

ξ = H ′(0)(ξ) +D(Φ(0)n)H ′(0)(ξ) + Φ′(0)(ξ)n, (I.40)

H ′(0)(ξ) = h′(0)(ξ) +D(φn(0)n+ φν(0)ν)h
′(0)(ξ) (I.41)

+(φ′
n(0)(ξ)n+ φ′

ν(0)(ξ)ν),

Dζ0H
′(0)(ξ) = 0 = |∇ζ0|〈n,H ′(0)(ξ)〉, (I.42)

Dζ0 h
′(0)(ξ) = 0 = |∇ζ0|〈n, h′(0)(ξ)〉, (I.43)

Dζ1 h
′(0)(ξ) = 0 = |∇ζ1|〈ν, h′(0)(ξ)〉. (I.44)

Ensuite, on multiplie (I.40) par n, et en tenant compte de (I.42) on obtient

H ′(0)(ξ) = ξΣ, (I.45)

Φ′(0)(ξ) = ξn. (I.46)
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En multipliant successivement (I.41) par n et ν, et en utilisant les égalités (I.43) et (I.44)
on obtient

h′(0)(ξ) = ξγ, (I.47)

φ′
n(0)(ξ) = 0, (I.48)

φ′
ν(0)(ξ) = ξν . (I.49)

Maintenant, afin d’obtenir la dérivée par rapport au domaine du second ordre, on dérive
(I.35)-(I.39) en θ = 0. On en déduit le système d’équations suivant, pour tout ξ, η ∈ Θk,

0 = H ′′(0)(ξ, η) +D(Φ′(0)(η)n)H ′(0)(ξ) (I.50)

+Φ′′(0)(ξ, η)n+D(Φ′(0)(ξ)n)H ′(0)(η),

H ′′(0)(ξ, η) = h′′(0)(ξ, η) + (φ′′
n(0)(ξ, η)n+ φ′′

ν(0)(ξ, η)ν) (I.51)

+D(φ′
n(0)(ξ)n+ φ′

ν(0)(ξ)ν)h
′(0)(η)

+D(φ′
n(0)(η)n+ φ′

ν(0)(η)ν)h
′(0)(ξ),

0 = Dζ0H
′′(0)(ξ, η) +D2ζ0H

′(0)(ξ)H ′(0)(η), (I.52)

0 = Dζ0 h
′′(0)(ξ, η) +D2ζ0 h

′(0)(ξ)h′(0)(η), (I.53)

0 = Dζ1 h
′′(0)(ξ, η) +D2ζ0 h

′(0)(ξ)h′(0)(η). (I.54)

Cependant, comme pour tout k ∈ � d, Dζ0 k = |∇ζ0|〈n, k〉, alors pour tout l ∈ � d

D2ζ0(k, l) = (D(|∇ζ0|) l)〈n, k〉 + |∇ζ0|〈Dn l, k〉 (I.55)

de sorte que
D2ζ0(ξΣ, ηΣ) = |∇ζ0|〈DnηΣ, ξΣ〉. (I.56)

En substituant les expressions (I.45)-(I.49) dans (I.50)-(I.54) et en utilisant (I.56) on
obtient

0 = H ′′(0)(ξ, η) +D(〈η, n〉n)ξΣ (I.57)

+Φ′′(0)(ξ, η)n+D(ξnn)ηΣ,

H ′′(0)(ξ, η) = h′′(0)(ξ, η) + (φ′′
n(0)(ξ, η)n+ φ′′

ν(0)(ξ, η)ν) (I.58)

+D(ξνν) ηγ +D(〈η, ν〉ν) ξγ,

0 = 〈ξΣ, Dn ηΣ〉 + 〈n,H ′′(0)(ξ, η)〉, (I.59)

0 = 〈ξγ, Dn ηγ〉 + 〈n, h′′(0)(ξ, η)〉, (I.60)

0 = 〈ξγ, Dν ηγ〉 + 〈ν, h′′(0)(ξ, η)〉. (I.61)

En multipliant (I.57) par n et en utilisant (I.59) on obtient

Φ′′(0)(ξ, η) = 〈ξΣ, Dn ηΣ〉 − 〈D(ηnn) ξΣ, n〉 − 〈D(ξnn) ηΣ, n〉. (I.62)

On peut simplifier (I.62) de la manière suivante

〈D(ηnn) ξΣ, n〉 = 〈DnξΣ, n〉ηn + 〈(n⊗∇ηn)ξΣ, n〉. (I.63)
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Le premier terme du membre de droite de (I.63) vaut 0 car 〈n, n〉 = 1 implique
〈Dnk, n〉 = 0 pour tout k ∈ � d. Par conséquent (I.63) devient

〈D(ηnn) ξΣ, n〉 = 〈∇ηn, ξΣ〉 (I.64)

= 〈Dη ξΣ, n〉 + 〈DnξΣ, η〉 (I.65)

= 〈Dη ξΣ, n〉 + 〈DnξΣ, ηΣ〉. (I.66)

Enfin, en injectant (I.66) dans (I.62) on obtient

Φ′′(0)(ξ, η) = −〈Dη ξΣ, n〉 − 〈Dξ ηΣ, n〉 − 〈DnξΣ, ηΣ〉. (I.67)

En utilisant maintenant les équations (I.57) et (I.67) et en tenant compte de la décom-
position (I.63) on obtient

H ′′(0)(ξ, η) = −〈DnηΣ, ξΣ〉n− ηnDnξΣ − ξnDnηΣ. (I.68)

On multiplie (I.58) par n et ν et en utilisant (I.60) et (I.61) on trouve

φ′′
n(0)(ξ, η) = 〈ξγ, Dn ηγ〉 − 〈ξΣ, Dn ηΣ〉 (I.69)

−〈n,D(ξνν) ηγ〉 − 〈n,D(ηνν) ξγ〉,

φ′′
ν(0)(ξ, η) = 〈ξγ, Dν ηγ〉 − 〈ν, ηnDnξΣ〉 − 〈ν, ξnDnηΣ〉 (I.70)

−〈ν,D(ξνν) ηγ〉 − 〈ν,D(ηνν) ξγ〉.
De la même manière que pour (I.63)-(I.66), on peut écrire

D(ηνν)ξγ = ηνDν ξγ + 〈ν,Dη ξγ〉ν + 〈η,Dν ξγ〉ν. (I.71)

De plus, on à la décomposition suivante

〈ξΣ, Dn ηΣ〉 = 〈ξγ, Dn ηγ〉 + ηνξν〈Dnν, ν〉 (I.72)

+ην〈Dnν, ξγ〉 + ξν〈Dnηγ, ν〉.
En substituant (I.72) et (I.71) dans (I.69) on obtient finalement

φ′′
n(0)(ξ, η) = −ηνξν〈Dnν, ν〉. (I.73)

On conclut avec le cas de φ′′
ν(0)(ξ, η). En substituant (I.71) dans (I.70) on obtient le

résultat

φ′′
ν(0)(ξ, η) = −〈ξγ, Dν ηγ〉 (I.74)

−〈ν,Dη ξγ〉 − 〈ν,Dξ ηγ〉
−ηn〈ν,Dn ξΣ〉 − ξn〈ν,Dn ηΣ〉
−ηn〈n,Dν ξγ〉 − ξn〈n,Dν ηγ〉.

On regroupe maintenant les expressions (I.74), (I.73) et (I.68) et on les insère dans
(I.59), on obtient alors

h′′(0)(ξ, η) = 〈ξγ, Dn ηγ〉n+ 〈ξγ, Dν ηγ〉ν (I.75)

−ηnDnξΣ − ξnDnηΣ

+ηn〈DnξΣ, ν〉ν + ξn〈DnηΣ, ν〉ν
−ξνDνηγ − ηνDνξγ

+ξν〈Dνηγ, n〉n+ ην〈Dνξγ, n〉n.
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On a donc terminé la preuve du lemme I.3. �

3.. Preuve du Théorème de structure

Notre objectif est de prouver que pour θ suffisament proche de 0 dans Dk, il existe
une fonction F telle que

E(θ) = F (Φ(θ), φn(θ), φν(θ)) (I.76)
où F est une fonctionnelle sur Ck(Σ,

�
) × Ck(γ,

�
) × Ck(γ,

�
) et les fonctions Φ, φn et

φν sont définies en (I.9)-(I.10).

Lemme I.4. Soit h1,ε et h2,ε deux fonctions de Ck(Σ,Σ) munies de la norme usuelle
‖.‖k. Ces fonctions sont proches de l’identité au sens suivant :

‖h1,ε − I‖k, ‖h2,ε − I‖k −→ 0, ε→ 0. (I.77)

On a alors le résultat suivant :

∃ε0, ∀ε ≤ ε0, h1,ε(Σ) = h2,ε(Σ) = Σ et h1,ε(γ) = h2,ε(γ) =⇒ h1,ε(S) = h2,ε(S) (I.78)

Preuve. Tout d’abord, si ε est suffisament proche de 0, alors h1,ε et h2,ε sont des Ck-
difféomorphismes grâce à (I.77). Ainsi on obtient ∃ε0, ∀ε ≤ ε0, h1,ε(Σ) = h2,ε(Σ) = Σ.
Comme S ∪ S ′ = Σ \ γ, on a également

h1,ε(S) ∪ h1,ε(S
′) = Σ \ h1,ε(γ) (I.79)

h2,ε(S) ∪ h2,ε(S
′) = Σ \ h2,ε(γ) (I.80)

car h1,ε et h2,ε sont des Ck-difféomorphismes. L’ensemble Σ\h1,ε(γ) a deux composantes
connexes car Σ \ γ a deux composantes connexes. Comme les unions dans (I.79)-(I.80)
sont des unions disjointes d’ouverts, h1,ε(S) et h1,ε(S

′) sont les composantes connexes
recherchées. C’est vrai également pour h2,ε, par conséquent on a deux possibilités :

h1,ε(S) = h2,ε(S) ou h1,ε(S) = h2,ε(S
′).

Dans le premier cas le lemme est prouvé et on va montrer que le cas h1,ε(S) = h2,ε(S
′)

est impossible si ε est suffisamment proche de 0. Sinon, il existe une suite (εi) qui tend
vers 0 telle que h1,εi

(S) ∩ h2,εi
(S) = ∅.

Pour simplifier, on écrit ε au lieu de εi, et pour x ∈ S on définit

x1,ε = h1,ε(x) et x2,ε = h2,ε(x).

h1,ε(γ) = h2,ε(γ) = γε

Comme h1,ε(S) ∩ h2,ε(S) = ∅, x1,ε et x2,ε sont séparés par γε, ce qui signifie que pour
tout chemin α joignant x1,ε à x2,ε, α ∩ γε 6= ∅. Soit A l’ensemble des courbes régulières
joignant x1,ε à x2,ε, alors on a

d(x1,ε, x2,ε) = inf
α∈A

L(α)

où d est la distance sur la variété Σ et L(α) est la longueur du chemin α. Alors par
définition de l’infimum on obtient :

∀δ > 0, ∃ε > 0,∃αε d(x1,ε, x2,ε) ≥ L(αε) − δ. (I.81)

On choisit yε dans γε ∩ αε tel que

L(αε) = L(
_
x1,εyε) + L(

_
yεx2,ε).
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En prenant la limite quand ε→ 0 on obtient

lim
ε→0

L(αε) ≥ 2d(x, γ).

Si on choisit δ = d(x, γ), l’équation (I.81) devient

d(x1,ε, x2,ε) ≥ L(αε) − d(x, γ)

limε→0 d(x1,ε, x2,ε) ≥ 2d(x, γ) − d(x, γ)
≥ d(x, γ) > 0.

ce qui est impossible car limε→0 d(x1,ε, x2,ε) = 0. Par conséquent la preuve est terminée.�

On applique maintenant le lemme I.3 avec k remplacé par k + 1 et l = 1. On obtient
l’existence d’un voisinage ouvert Uk+1 ⊂ Θk+1 de 0, et d’un vecteur (H,Φ, h, φn, φν) de
fonctions C1 :

(H,Φ, h, φn, φν) : Uk → Gk−l(Σ,Σ)×Ck−l(Σ,
�
)×Gk−l(γ, γ)×Ck−l(γ,

�
)×Ck−l(γ,

�
).

(I.82)
Quitte à restreindre Uk+1, on peut supposer que H(θ) et h(θ) sont bĳectifs respective-
ment de Σ dans Σ et de γ dans γ pour tout θ ∈ Uk+1. En utilisant l’équation (I.10) on
peut écrire

H(θ)(γ) = (I + φn(θ)n+ φν(θ)ν) ◦ h(θ)(γ) (I.83)

= (I + φn(θ)n+ φν(θ)ν)(γ). (I.84)

Soit v une extension continue :

v : Ck(γ,Σ) → Ck(Σ,Σ),

telle que l’image par v d’un élément de Ck(γ,Σ) soit proche de l’identité au sens du
lemme I.4. Une telle extension existe, et on en donne une construction explicite dans le
cas particulier de la dimension 2. Alors v(I + φn(θ)n+ φν(θ)ν) ∈ Ck(Σ,Σ) peut s’écrire

v(I + φn(θ)n+ φν(θ)ν) = I + w(φn(θ), φν(θ)))

où w est une fonction de Ck(γ,
� d)2 dans Ck(Σ,

� d). En appliquant le lemme I.4 on
obtient l’implication suivante

H(θ)(γ) = (I + φn(θ)n+ φν(θ)ν) ◦ h(θ)(γ) =⇒ H(θ)(S) = (I + w(φn(θ), φν(θ)))(S).

Maintenant soit u une extension continue :

u : Ck(Σ,
� d) → Ck(

� d,
� d).

En utilisant (I.9) et (I.10) on obtient

(I + θ)(S) = [I + Φ(θ)n] ◦ [I + w(φn(θ), φν(θ))] (S)

= [I + w(φn(θ), φν(θ)) + Φ((θ)n) ◦ (I + w(φn(θ), φν(θ)))] (S)

= [I + u [w(φn(θ), φν(θ)) + Φ((θ)n) ◦ (I + w(φn(θ), φν(θ)))]] (S) (I.85)

Comme Ωθ est défini par U \ Sθ, on obtient clairement de (I.85) que

E(θ) = E(u [w(φn(θ), φν(θ)) + Φ((θ)n) ◦ (I + w(φn(θ), φν(θ)))]) := F (Φ(θ), φn(θ), φν(θ))
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qui fournit (I.76). On différentie maintenant (I.76) en θ = 0 dans la direction ξ ∈ θk+1.
En utilisant le lemme I.3 et la loi de dérivation d’une fonction composée, on obtient

E ′(0)(ξ) = FΦ(Φ′(0)(ξ)) + Fφν
(φ′

ν(0)(ξ)) + Fφn
(φ′

n(0)(ξ)) = FΦ(ξn) + Fφν
(ξν),

où FΦ est la dérivée de F par rapport à Φ. Comme Θk+1 est dense dans Θk et FΦ, Fφν

et Fφn
sont des formes linéaires continues, on obtient (I.5) avec l1 = FΦ et l1ν = Fφν

. On
pose également l1n = Fφn

.

Pour la preuve de la deuxième partie du théorème I.1, on applique le lemme I.3 avec
k remplacé par k+2 et l = 2. On obtient alors (I.6) de la même manière que pour (I.5).
La preuve est donc terminée. �

4.. Le théorème de structure en dimension deux

Le cas de la dimension deux est un cas dégénéré du cas général étudié au chapitre
précédent. En effet, en reprenant les mêmes notations, D est un ouvert borné de classe
Ck de

� 2, Σ = ∂D est une courbe fermée de classe Ck, et γ est une variété connexe
de dimension 0. Autrement dit, γ est réduit à un point ce qui pose plusieurs problèmes
par rapport à l’étude précédente. En effet Σ \ γ à maintenant une seule composante
connexe. On voit bien que pour obtenir une "vraie" fissure, il est nécessaire que γ ne soit
pas réduit à un point, mais soit la réunion de deux points distincts de Σ.

On adapte en fait sans difficulté les résultats précédents au cas de la dimension deux.
Dans la suite, on énonce donc le théorème de structure et sa preuve en dimension deux.
Les résultats obtenus sont plus simples que les résultats dans

� d, d ≥ 3, toutefois nous
gardons dans la mesure du possible les mêmes notations afin de pouvoir faire la cor-
respondance avec le cas général. Nous ferons également référence au cas général quand
les notions à introduire ou les démonstrations sont redondantes, la différence principale
tenant au fait que γ est la réunion de deux points et n’est donc pas connexe.

Dans la suite, U est un ouvert borné de
� 2 avec une frontière lisse. L’ensemble U

est appelé le fourre-tout et les perturbations θ définies plus loin laissent U globalement
inchangé. Soit également k ∈ � , k ≥ 1. L’ensemble Ok est défini comme en (I.1).

Domaines fissurés : Soit D ∈ Ok, on note Σ = ∂D. Soient A1 et A2 deux points
distincts de Σ, on définit γ = {A1, A2}. Alors Σ \ γ a deux composantes connexes S et
S ′, S est appellé une fissure et on définit Ω = U \ S comme le domaine fissuré.

Soit Ω0 un domaine fissuré, on a alors

γ0 ⊂ Σ0 = ∂D0, S0 ∪ S ′
0 = Σ0 \ γ0, Ω0 = U \ S0,

et on note n le vecteur normal unitaire sortant de D, et τ le vecteur unitaire tangent à
Σ. Le vecteur τ correspond au vecteur ν dans le cas général.

L’espace fonctionnel Θk, les domaines perturbés Ωθ, l’ensemble des domaines fissurés
admissibles Fk et la fonctionnelle E sont définis comme dans le paragraphe 1..

Notations : Pour x, y ∈ � 2, on note 〈x, y〉 le produit scalaire dans
� 2.

Dans la suite, pour simplifier la notation, on utilise la convention d’Einstein pour les



4.. LE THÉORÈME DE STRUCTURE EN DIMENSION DEUX 25
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Fig. 3. Le domaine Ω0

indices répétés i = 1, 2, i.e. on note αiβi :=
∑2

i=1 βiαi. Etant donné un vecteur ξ dans
� 2, ξ = ξnn + ξττ où ξn = 〈ξ, n〉 et ξτ = 〈ξ, τ〉 désignent les composantes normales et
tangentielles, respectivement. On remarquera que ξn et ξτ sont des scalaires.

Nous pouvons maintenant donner le résultat principal de ce chapitre.

Théorème I.5. Soit k ≥ 1.

(1) Soit Ω0 un domaine fissuré avec D0 ∈ Ok+1. On suppose que E est Fréchet-
différentiable dans Θk en 0, alors il existe une forme linéaire continue l1 :
Ck(Σ0,

�
) → �

et des constantes αi, i = 1, 2, telles que :

E ′(0)(ξ) = l1(ξn) + αiξτ (Ai), ∀ξ ∈ Θk . (I.86)

(2) Soit Ω0 un domaine fissuré avec D0 ∈ Ok+2. On suppose que E est deux fois
Fréchet-différentiable en 0 dans Θk, et notons H la courbure moyenne de Σ0

alors il existe des constantes βi, i = 1, 2, des constantes α̃i, i = 1, 2, et deux
formes bilinéaires :

l2 : Ck(Σ0,
�
) × Ck(Σ0,

�
) → �

,
L2 : Ck(Σ0,

�
) × � 2 → �

,

telles que pour tout champ de vecteurs ξ, η ∈ Θk+1 :

E ′′(0)(ξ, η) = l2(ξn, ηn)
+βiξτ (Ai)ητ (Ai)
+β12(ξτ (A1)ητ (A2) + ξτ (A2)ητ (A1))
−l1(Hξτητ + 〈n,Dξτ〉ητ + 〈n,Dητ〉ξτ )
+αiH(Ai)(ξτηn + ξnητ )(Ai)
+α̃iH(Ai)ξτ (Ai)ητ (Ai)
+L2(ξn, ητ (A1), ητ (A2))
+L2(ηn, ξτ (A1), ξτ (A2)).

(I.87)

Remarque I.6. Si Ω0 est une forme critique pour E i.e., E ′(0) = 0 en Ω0, alors
l1 ≡ 0 et αi = 0 i = 1, 2, ainsi l’expression de la dérivée du second ordre se simplifie et
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devient :
E ′′(0)(ξ, η) = l2(ξn, ηn)

+βiξτ (Ai)ητ (Ai)
+β12(ξτ (A1)ητ (A2) + ξτ (A2)ητ (A1))
+α̃iH(Ai)ξτ (Ai)ητ (Ai)
+L2(ξn, ητ (A1), ητ (A2))
+L2(ηn, ξτ (A1), ξτ (A2))

Remarque I.7. Nous avons utilisé la relation spécifique à la dimension deux :
〈Dnτ, τ〉 = H, où H est la courbure moyenne de la courbe Σ0. Cette égalité permet
de faire le lien entre (I.87) et la formule dans le cas général (I.6).

5.. Perturbations normale et tangentielle

Pour tout l ∈ � , 1 ≤ l ≤ k, on pose

Gk−l(Σ,Σ) :=
{
g ∈ Ck−l(Σ,

� 2); g(Σ) ⊂ Σ
}

(I.88)

On note Φ(θ) et H(θ) les perturbations normale et tangentielle, respectivement, sur la
surface Σ. Contrairement au cas général, il n’est pas nécessaire d’introduire les fonctions
φn(θ) et φν(θ) et h(θ) définies en (I.10). On utilise le théorème des fonctions implicites
pour obtenir le lemme suivant, qui sera utilisé pour la preuve du théorème de structure.

Lemme I.8. On suppose que Σ est une variété de classe Ck. Pour tout 1 ≤ l ≤ k,
il existe un voisinage ouvert Uk de 0 dans Θk et un unique vecteur (H,Φ) de fonctions
C l :

(H,Φ) : Uk → Gk−l(Σ,Σ) × Ck−l(Σ,
�
) (I.89)

telles que (H,Φ)(0) = (I, 0) et pour tout θ ∈ Uk

I + θ = (I + Φ(θ)n) ◦H(θ) sur Σ0 (I.90)

De plus, pour tout ξ, η ∈ Θk on a pour l ≥ 1 :

H ′(0)(ξ) = ξττ, (I.91)

Φ′(0)(ξ) = ξn, (I.92)

et pour l ≥ 2 les dérivées secondes sont données par

H ′′(0)(ξ, η) = −H[(ξτηn + ξnητ )τ + ξτητn] (I.93)

Φ′′(0)(ξ, η) = −Hξτητ − 〈n,Dξτ〉ητ − 〈n,Dητ〉ξτ (I.94)

Remarque I.9. Les formules (I.94) et (I.93) dans le cas de la dimension deux sont
identiques aux formules (I.16) et (I.17) dans le cas général, certaines simplifications ayant
pu être faites en dimension deux, en utilisant notamment la formule 〈Dnτ, τ〉 = H.

Preuve du lemme I.8. La décomposition (I.90) est obtenue de manière identique
à (I.9) dans le cas général, c’est à dire en utilisant le théorème des fonctions implicites.
Par conséquent la preuve n’est pas répétée ici.

Comme Σ0 est de classe Ck, il existe ζ ∈ Ck(
� 2,

�
) tel que ∇ζ(x) 6= 0, ∀x ∈ Σ0,

ainsi qu’un voisinage ouvert ω0 de Σ0 dans
� 2 tel que

Σ0 = {x ∈ ω0 | ζ(x) = 0}.



5.. PERTURBATIONS NORMALE ET TANGENTIELLE 27

La fonction distance orientée ζ(x) = miny∈L0
|y−x|, voir [18] pour une étude approfon-

die, vérifie ces hypothèses. La fonction ζ peut être utilisée pour définir le vecteur normal
n à Σ0,

∀x ∈ Σ0, n(x) = ∇ζ(x)/|∇ζ(x)|.
On en déduit deux équations pour les applications Φ et H,

I + θ = (I + Φ(θ)n) ◦H(θ), (I.95)

ζ(H(θ)) = 0 . (I.96)

Quitte à réduire Uk, on peut supposer que H(θ) prend ses valeurs dans ω0. Dès lors,
l’équation (I.96) implique que H(θ)(Σ0) ⊂ Σ0. En dérivant (I.95) et (I.96) par rapport
à θ au voisinage de 0, il s’ensuit que pour tout ξ ∈ Θk :

ξ = H ′(θ)(ξ) +D(Φ(θ)n) ◦H(θ)H ′(θ)(ξ) + (Φ′(θ)(ξ)n) ◦H(θ), (I.97)

0 = Dζ(H(θ))H ′(θ)(ξ). (I.98)

En particulier, pour θ = 0, en tenant compte de H(0) = I, on a

ξ −H ′(0)(ξ) + Φ′(0)(ξ)n = 0, (I.99)

DζH ′(0)(ξ) = 0 . (I.100)

Comme n = ∇ζ/|∇ζ|, en multipliant (I.99) par n et en utilisant (I.100) on obtient

Φ′(0)(ξ) = ξn, H ′(0)(ξ) = ξττ. (I.101)

Maintenant, pour obtenir la dérivée seconde par rapport au domaine, on dérive (I.97) et
(I.98) en θ = 0. En utilisant (I.101), on en déduit le système d’équations suivant, pour
tout ξ, η ∈ Θk,

0 = H ′′(0)(ξ, η) +D(ηnn)ξττ + Φ′′(0)(ξ, η)n+D(ξnn)ηττ, (I.102)

0 = D2ζ(ξττ, ηττ) + 〈|∇ζ|n,H ′′(0)(ξ, η)〉. (I.103)

La valeur de D2ζ(ξττ, ηττ) peut être obtenue en dérivant Dζh =< |∇ζ|n.h >. Le calcul
nous mène à

D2ζ(ξττ, ηττ) = |∇ζ|〈Dnτ, τ〉ητξτ = |∇ζ|Hητξτ . (I.104)

Ainsi, grâce à (I.103)
〈H ′′(0)(ξ, η), n〉 = −Hητξτ . (I.105)

De même à l’aide de (I.102) :

〈H ′′(0)(ξ, η), τ〉 = −ξτ 〈D(ηnn)τ, τ〉 − ητ 〈D(ξnn)τ, τ〉
= −ηnξτ 〈Dnτ, τ〉 − ξnητ 〈Dnτ, τ〉
= −H(ηnξτ + ξnητ ).

(I.106)

L’égalité 〈D(ηnn)τ, τ〉 = ηn〈Dnτ, τ〉 est confirmée par

D(ηnn) = ηnDn+ n⊗∇ηn.

En tenant compte de 〈n, τ〉 = 0, il s’ensuit que

〈(n⊗∇ηn)τ, τ〉 =
2∑

i,j=1

niτi(∇ηn)jτj = 0.
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Finalement on doit calculer Φ′′(0)(ξ, η) afin de vérifier que le résultat coincide avec (I.94).
On utilise le calcul suivant :

〈D(ξnn)ηττ, n〉 = 〈Dnηττ, n〉ξnητ + 〈(n⊗∇ξn)τ, n〉ητ

= 〈∇ξn, τ〉ητ

= 〈Dξτ, n〉ητ + 〈Dnτ, ξ〉ητ

= 〈Dξτ, n〉ητ + 〈Dnτ, τ〉ξτητ

et en injectant 〈D(ξnn)ηττ, n〉 = 〈Dξτ, n〉ητ +〈Dnτ, τ〉ξτητ dans (I.102) on obtient (I.94).
On a donc terminé la preuve du lemme I.8. �

6.. Preuve du Théorème de structure en dimension deux

Tout d’abord on introduit la fonction K de Dk dans Σ × Σ :

K(θ) =

(
H(θ)(A1)
H(θ)(A2)

)
. (I.107)

La fonction K(θ) joue un rôle équivalent en deux dimensions à la décomposition (I.10)
dans le cas général. Notre objectif est de prouver que pour θ suffisament proche de 0
dans Dk, il existe une fonction F telle que

E(θ) = F (Φ(θ), K(θ)) (I.108)

où les fonctions Φ et K sont définies respectivement en (I.90) et (I.107).

Lemme I.10. Soit h1,ε et h2,ε deux fonctions de Ck(Σ,Σ) munies de la norme usuelle
‖.‖k. Ces fonctions sont proches de l’identité au sens suivant :

‖h1,ε − I‖k, ‖h2,ε − I‖k −→ 0, ε→ 0. (I.109)

On a alors le résultat suivant :

∃ε0, ∀ε ≤ ε0, h1,ε(Σ) = h2,ε(Σ) = Σ et h1,ε(γ) = h2,ε(γ) =⇒ h1,ε(S) = h2,ε(S) (I.110)

La démonstration de ce lemme est identique à celle du lemme I.4. On peut mainte-
nant terminer la démonstration du théorème de structure en dimension deux.

On applique le lemme I.8 avec k remplacé par k + 1 et l = 1. On obtient l’existence
d’un voisinage ouvert Uk+1 ⊂ Θk+1 de 0, et d’un vecteur (H,Φ) de fonctions C1 :

(H,Φ) : Uk → Gk−l(Σ,Σ) × Ck−l(Σ,
�
). (I.111)

Quitte à restreindre Uk+1, on peut supposer que H(θ) est bĳectif de Σ dans Σ pour tout
θ ∈ Uk+1.

Soit v une extension continue :

v : Σ × Σ → Ck(Σ,Σ),

qui vérifie de plus
∀ε > 0, ∃δ > 0,∀(B1, B2) ∈ Σ × Σ,

‖(B1, B2) − (A1, A2)‖ ≤ δ =⇒ ‖v(B1, B2) − I‖Ck(Σ,Σ) ≤ ε,
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où I désigne la fonction identité de Ck(Σ,Σ). Une telle extension existe, on peut en
donner une construction explicite comme suit. La courbe Σ peut être parametrée par
un difféomorphisme ϕ de classe Ck vérifiant

ϕ([0, 1]) = Σ, (I.112)

ϕ(0) = φ(1), (I.113)

(I.114)

et on pose

a1 := ϕ(A1), (I.115)

a2 := ϕ(A2). (I.116)

(I.117)

On peut toujours supposer, quitte à changer la paramétrisation, que 0 < a1 < a2 < 1.
on construit maintenant une fonction ṽ vérifiant

ṽ : [0, 1]2 → C∞([0, 1]2)
(b1, b2) 7→ ṽb1,b2

(I.118)

et

‖ṽb1,b2 − I‖C∞([0,1]2) ≤ 2 max(|b1 − a1|, |b2 − a2|). (I.119)

En effet soit f la fonction affine par morceaux définie par

f(x) =
b1
a1

x sur [0, a1]

f(x) = b2
x− a1

a2 − a1

+ b1 sur [a1, a2]

f(x) =
x− a2

1 − a2

+ b2 sur [a2, 1]

Comme C∞([0, 1]) est dense dans C0([0, 1]), et que ‖f − I‖ ≤ max(|b1 − a1|, |b2 − a2|),
il existe une fonction ṽ vérifiant (I.118) et (I.119). En posant ensuite

v := ṽ ◦ ϕ−1,

on a trouvé l’extension recherchée. La fonction v(K(θ)) ∈ Ck(Σ,Σ) peut s’écrire

v(K(θ)) = I + w(K(θ))

où w est une fonction de Σ × Σ dans Ck(Σ,Σ).

En appliquant le lemme I.10, ce qui est possible grâce à (I.119), on obtient l’impli-
cation suivante

H(θ)(γ) = K(θ)(γ) =⇒ H(θ)(S) = I + w(K(θ))(S)

Maintenant soit u une extension continue :

u : Ck(Σ,
� 2) → Ck(

� 2,
� 2).
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En utilisant (I.90) on obtient

(I + θ)(S) = [I + Φ(θ)n] ◦ [I + w(K(θ))] (S)

= [I + w(K(θ)) + Φ((θ)n) ◦ (I + w(K(θ))] (S)

= [I + u [w(K(θ)) + Φ((θ)n) ◦ (I + w(K(θ))]] (S) (I.120)

Comme Ωθ est défini par U \ Sθ, on obtient clairement de (I.120) que

E(θ) = E(u [w(K(θ)) + Φ((θ)n) ◦ (I + w(K(θ)))]) := F (Φ(θ), K(θ)),

qui fournit (I.108). On différentie maintenant (I.108) en θ = 0 dans la direction ξ ∈ θk+1.
En utilisant le lemme I.8 et la loi de dérivation d’une fonction composée, on obtient

E ′(0)(ξ) = FΦ(Φ′(0)(ξ)) + FK(K ′(0)(ξ)), (I.121)

où FΦ est la dérivée de F par rapport à Φ. Comme Θk+1 est dense dans Θk et FΦ, et
FK sont des formes linéaires continues, on obtient (I.86) avec l1 = FΦ et

FK =

(
α1〈., τ〉 + α̃1〈., n〉
α2〈., τ〉 + α̃2〈., n〉

)
. (I.122)

Pour la preuve de la deuxième partie du théorème I.5, on applique le lemme I.8 avec k
remplacé par k+ 2 et l = 2. On obtient alors (I.87) de la même manière qu’on a obtenu
(I.86).

E ′′(0)(ξ, η) = FΦΦ(0)(Φ′(0)(ξ),Φ′(0)(η)) + FΦ(0)(Φ′′(0)(ξ, η))

+FΦK(0)(Φ′(0)(ξ), K ′(0)(η)) + FΦK(0)(Φ′(0)(η), K ′(0)(ξ))(I.123)

+FKK(0)(K ′(0)(ξ), K ′(0)(η)) + FK(0)(K ′′(0)(ξ, η))

Par densité de Θk+2 dans Θk+1, et par la continuité des formes linéaires dans cette
formule, l2 et L2 dans la formule (I.87) sont donnés par l2 = FΦΦ(0) et L2 = FΦK(0). En
ce qui concerne FKK(0), on fait la remarque suivante : on peut écrire la fonction K(θ)
de la façon suivante

K(θ) =

(
K1(θ)
K2(θ)

)
. (I.124)

on peut alors écrire

FKK(0)(K ′(0)(ξ), K ′(0)(η)) = FK1K1
(0)(K ′

1(0)(ξ), K
′
1(0)(η))

+FK2K2
(0)(K ′

2(0)(ξ), K
′
2(0)(η))

+FK2K1
(0)(K ′

2(0)(ξ), K
′
1(0)(η))

+FK1K2
(0)(K ′

1(0)(ξ), K
′
2(0)(η)).

Et les fonctions FK1K1
(0), FK2K2

(0), FK2K1
(0) et FK1K2

(0) s’identifient chacune à une
matrice carrée d’ordre deux. Avec la notation suivante pour i = 1, 2

FKiKi
(0) =

(
βi δi
λi µi

)
, (I.125)

FK1K2
(0) = FK2K1

(0) =
1

2

(
β12 δ12
λ12 µ12

)
, (I.126)

on trouve bien la formule (I.87). La preuve est donc terminée. �
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Exemples d’application du théorème de structure

On applique le théorème de structure aux fonctionnelles d’énergie pour des équa-
tions elliptiques linéaires et non-linéaires en dimension deux. On considère trois cas :
les conditions de Neumann et de Dirichlet sur les faces de la fissure et les conditions
unilatérales entre les faces. Dans le dernier cas la fonctionnelle d’énergie est deux fois
différentiable par rapport au domaine, cependant, seule la dérivée du premier ordre est
Fréchet.

Le cas de l’élasticité peut être traité exactement de la même manière, c’est-à-dire que
si on connaît les singularités aux extrémités de la fissure, on peut calculer explicitement
les coefficients apparaissant dans le théorème de structure. Dans le cas de l’élasticité
linéaire, ces singularités sont connues. Pour simplifier, on préfére considérer ici le cas
scalaire.

1.. Conditions de Neumann sur la fissure

1.1.. Différentiabilité au sens de Fréchet. Dans le premier exemple on calcule
la dérivée seconde de la fonctionnelle d’énergie associée à une équation elliptique dans
un domaine fissuré, et on prouve que la fonctionnelle est dérivable deux fois au sens
de Fréchet. On utilise les résultats établis dans [22], où la différentiabilité au sens de
Fréchet du premier ordre de la fonctionnelle d’énergie est prouvée.

On choisit Ω comme dans le paragraphe 4. du chapitre I. Autrement dit soit D ∈
Ok+2, on note Σ = ∂D. Soient A1 et A2 deux points distincts de Σ, on définit γ =
{A1, A2}. Alors Σ \ γ a deux composantes connexes S et S ′, et on définit Ω = U \ S
comme le domaine fissuré, U étant un ouvert régulier contenant strictement D. On note
Γ = ∂U . Soit également f ∈ C∞(

� 2), u est la solution de




−∆u = f dans Ω,
u = 0 sur Γ,

∂u/∂n = 0 sur S
±
.

(II.1)

La formulation variationnelle de (II.1) est donnée par

u ∈ H1
Γ(Ω) :

∫

Ω

〈∇u,∇w〉 dx =

∫

Ω

fw dx ∀w ∈ H1
Γ(Ω) , (II.2)

où H1
Γ(Ω) = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 sur Γ}.

Soit ξ un champ de vecteurs dans Θk. Pour simplifier, sa norme dans Θk est notée
|ξ| = ‖ξ‖Ck( � 2, � 2). On considère les transformations Fξ = I + ξ et on note Ωξ = Fξ(Ω).
Pour |ξ| suffisament petit, Fξ est un difféomorphisme. Par conséquent, il existe une
unique solution uξ ∈ H1

Γ(Ωξ) à l’équation variationnelle
∫

Ωξ

〈∇uξ,∇v〉 dx =

∫

Ωξ

fv dx ∀v ∈ H1
Γ(Ωξ). (II.3)

33
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Afin de transporter (II.3) dans le domaine fixe Ω, on note uξ la fonction transportée
définie par la composition uξ = uξ ◦Fξ ∈ H1

Γ(Ω). En utilisant ce changement de variable
dans (II.3), on obtient l’équation variationnelle satisfaite par uξ

∫

Ω

〈(DF T
ξ )−1∇uξ, (DF

T
ξ )−1∇w〉qξ dx =

∫

Ω

fξwqξ dx ∀w ∈ H1
Γ(Ω), (II.4)

où fξ = f ◦ Fξ, qξ est le Jacobien de la transformation Fξ, DFξ étant la matrice Jaco-
bienne, on a plus précisément

DFξ = I +Dξ,

qξ = detDFξ = 1 + divξ + detDξ.

On montre dans [22] que uξ admet le dévéloppement de Taylor suivant

uξ = u+ u1(ξ) + ũ(ξ), (II.5)

avec les estimations

‖uξ − u‖H1
Γ
(Ω) ≤ c|ξ|, (II.6)

‖ũ(ξ)‖H1
Γ
(Ω) = ‖uξ − u− u1(ξ)‖H1

Γ
(Ω) ≤ c|ξ|2. (II.7)

Maintenant soit J et E les fonctionnelles associées à l’équation (II.1) définies de la
manière suivante

J(Ωξ) = E(ξ) = −1

2

∫

Ωξ

‖∇uξ‖2 dy. (II.8)

On peut montrer comme pour (II.5) que E(ξ) admet le développement

E(ξ) = E(0) + E ′(0)(ξ) + Ẽ(ξ), (II.9)

avec l’estimation
|Ẽ(ξ)| ≤ c|ξ|2, (II.10)

ce qui prouve la différentiabilité au sens de Fréchet du premier ordre pour E.

On va établir la propriété de Fréchet-différentiabilité pour la dérivée du second ordre
de la fonctionnelle d’énergie E. L’argument utilisé est le même, si ce n’est que les calculs
sont plus compliqués puisque l’équation vérifiée par la dérivée matérielle u̇(ξ) est plus
complexe que celle vérifiée par u.

On veut prouver que la dérivée par rapport au domaine du premier ordre de E est
également Fréchet-différentiable.

Soit ξ et η deux champs de vecteurs dans Θk+1. Tout d’abord, on veut obtenir une
expression pour E ′(η)(ξ) obtenue en développant

E(ξ + η) = −1

2

∫

Ωξ+η

‖∇uξ+η‖2
� 2 dy , (II.11)

où uξ+η ∈ H1
Γ(Ωξ+η) est l’unique solution de l’équation variationnelle
∫

Ωξ+η

〈∇uξ+η,∇v〉 dx =

∫

Ωξ+η

fv dx ∀v ∈ H1
Γ(Ωξ+η) . (II.12)
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Maintenant, la définition fournit

Ωξ+η = (I + ξ + η)(Ω)
= (I + ξ ◦ (I + η)−1)((I + η)(Ω))
= (I + ξ ◦ (I + η)−1)(Ωη)

.

Par conséquent, on considère la transformation Fξ = I+ξ ◦(I+η)−1 où I est la fonction
identité dans

� 2.
Afin de transporter les problèmes (II.11) et (II.12) dans le domaine Ωη, on introduit

uξ+η la fonction transportée définie par la composition uξ+η = uξ+η ◦ Fξ ∈ H1
Γ(Ωη) et

grâce à un changement de variable dans (II.11) et (II.12), on obtient l’expression de la
fonctionnelle d’énergie transportée sur le domaine Ωη

E(ξ + η) = −1

2

∫

Ωη

‖(DF T
ξ )−1∇uξ+η‖2

� 2 dy (II.13)

et l’inégalité variationnelle satisfaite par uξ+η, similaire à (II.4),
∫

Ωη

〈(DF T
ξ )−1∇uξ+η, (DF

T
ξ )−1∇w〉qξ dx =

∫

Ωη

fξwqξ dx ∀w ∈ H1
Γ(Ωη), (II.14)

où fξ = f ◦ Fξ, et on a précisément

DFξ = I +D[ξ ◦ (I + η)−1] , (II.15)

qξ = detDFξ = 1 + div(ξ ◦ (I + η)−1) + detD(ξ ◦ (I + η)−1) . (II.16)
Ainsi uξ+η admet le développement de Taylor suivant

uξ+η = uη + uη,1(ξ) + ũη(ξ),

où uη est l’unique solution dans H1
Γ(Ωη) de l’équation

∫

Ωη

〈∇uη,∇v〉 dx =

∫

Ωη

fv dx ∀v ∈ H1
Γ(Ωη) . (II.17)

En remplaçant les développements (II.15) et (II.16) dans les expressions (II.13) et (II.14)
et en tenant compte uniquement des termes du premier ordre on obtient la dérivée par
rapport au domaine du premier ordre

E ′(η)(ξ) = −
∫

Ωη

〈∇uη,∇uη,1(ξ)〉 dy +
1

2

∫

Ωη

〈A(ξ ◦ (I + η)−1)∇uη,∇uη〉 dy (II.18)

ainsi que l’équation variationnelle pour la dérivée matérielle uη,1(ξ), ∀w ∈ H1
Γ(Ωη)∫

Ωη

〈∇uη,1(ξ),∇w〉 dy =

∫

Ωη

〈A(ξ ◦ (I + η)−1)∇uη,∇w〉 dy +

∫

Ωη

g(ξ ◦ (I + η)−1)w dy.

(II.19)
La matrice A(ξ) et la fonction scalaire g(ξ) sont donnés par

A(ξ) = Dξ +DξT − (divξ)I ,

g(ξ) = div(fξ) .

En appliquant l’identité variationnelle (II.19) avec w = uη, on obtient
∫

Ωη

〈∇uη,∇uη,1(ξ)〉 dy =

∫

Ωη

〈A(ξ ◦ (I + η)−1)∇uη,∇uη〉 dy +

∫

Ωη

g(ξ ◦ (I + η)−1)uη dy

(II.20)
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Etant donné l’équation (II.20), on peut éliminer la dérivée matérielle uη,1(ξ) de (II.18)
et on obtient

E ′(η)(ξ) = −1

2

∫

Ωη

〈A(ξ ◦ (I + η)−1)∇uη,∇uη〉 dy −
∫

Ωη

g(ξ ◦ (I + η)−1)uη dy . (II.21)

On est maintenant en mesure de donner la dérivée seconde par rapport au domaine de
l’énergie et de prouver sa dérivabilité au sens de Fréchet. Considérons la transformation
Fη = I + η et notons uη la fonction composéee définie par uη = uη ◦ Fη. En utilisant
ce changement de variable dans l’équation (II.21) pour transporter les intégrales sur le
domaine Ω, on obtient :

E ′(η)(ξ) = −1

2

∫

Ω

〈A(ξ ◦ F−1
η ) ◦ Fη(DF

T
η )−1∇uη, (DF

T
η )−1∇uη〉qη dy

−
∫

Ω

g(ξ ◦ F−1
η ) ◦ Fηuη qη dy . (II.22)

De plus, on a le développement de Taylor suivant pour uη

uη = u+ u1(η) + ũ(η), (II.23)

avec les estimations

‖uη − u‖H1
Γ
(Ω) ≤ c|η| , (II.24)

‖ũ(η)‖H1
Γ
(Ω) = ‖uη − u− u1(η)‖H1

Γ
(Ω) ≤ c|η|2 . (II.25)

Pour |η| suffisament petit, la matrice jacobienne DFη = I + Dη est inversible et son
inverse est donné par la série

(DFη)
−1 =

∞∑

n=0

(−1)n(Dη)n,

ce qui implique que
(DFη)

−1 = I −Dη + R̃(η), (II.26)

avec l’estimation ‖R̃(η)‖∞ ≤ c|η|2. On doit maintenant trouver les développements de
A(ξ ◦ F−1

η ) ◦ Fη et g(ξ ◦ F−1
η ) ◦ Fη. Des calculs simples nous mènent au résultat suivant.

D[ξ ◦ F−1
η ] ◦ Fη = DξDF−1

η

= Dξ −DξDη +O(|η|2)
, (II.27)

div(ξ ◦ F−1
η ) ◦ Fη = Tr(D[ξ ◦ F−1

η ] ◦ Fη)

= Tr(DξDF−1
η )

= div(ξ) − Tr(DξDη) +O(|η|2)

, (II.28)

g(ξ ◦ F−1
η ) ◦ Fη = [〈∇f, ξ ◦ F−1

η 〉 + fdiv(ξ ◦ F−1
η )] ◦ Fη

= 〈(DF T
η )−1∇fη, ξ〉 + fηTr(DξDF

−1
η )

= g(ξ) + 〈D2fξ, η〉 + 〈∇f, η〉div(ξ) − fTr(DξDη) +O(|η|2) .
(II.29)
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En fait, le Jacobien qη de la transformation Fη est égal à

qη = 1 + div(η) + det(Dη). (II.30)

Maintenant, on insère les développements (II.23),(II.26),(II.27),(II.28),(II.29),(II.30) dans
l’équation (II.22) ce qui conduit à

E ′(η)(ξ) = E ′(0)(ξ) − 1

2

∫

Ω

−〈A(ξ)∇u, (2DηT − div(η)I)∇u〉 + 2〈A(ξ)∇u,∇u1
η〉 dy

−1

2

∫

Ω

−2〈DξDη∇u,∇u〉 + Tr(DξDη)〈∇u,∇u〉 dy

(II.31)

−
∫

Ω

g(ξ)u1(η) + u[〈D2fξ, η〉 + 〈∇f, η〉div(ξ) − fTr(DξDη)

+g(ξ)div(η)] dy +O(|η|2) .
En appliquant l’équation variationnelle du type (II.19) pour u1(ξ) avec w = u1(η), on
obtient ∫

Ω

g(ξ)u1(η) dy =

∫

Ω

〈∇u1(ξ),∇u1(η)〉 −
∫

Ω

〈A(ξ)∇u,∇u1(η)〉 . (II.32)

Finalement, en remplaçant (II.32) dans (II.31) on obtient

E ′(η)(ξ) = E ′(0)(ξ) +

∫

Ω

〈B(ξ, η)∇u,∇u〉 − 〈∇u1(ξ),∇u1(η)〉

−
∫

Ω

u[〈D2fξ, η〉 + 〈∇f, η〉div(ξ) − fTr(DξDη) + (II.33)

〈∇f, ξ〉div(η) + fdiv(η)div(ξ)] dy +O(|η|2),
où B(ξ, η) est une forme bilinéaire égale à

B(ξ, η) = DξDη+DηDξ+DξDηT−div(ξ)Dη−div(η)Dξ+
1

2
(div(ξ)div(η)−Tr(DξDη))I .

(II.34)
On remarque que la dérivée de forme est bien symétrique par rapport aux variables η
et ξ. Ainsi, on a obtenu un développement de la fonctionnelle E ′(η)(ξ) qui d’une part
nous donne la dérivée seconde E ′′(0)(η, ξ) et qui prouve que la fonctionnelle E(θ) est
deux fois Fréchet-différentiable, d’autre part. Les hypothèses du théorème de structure
sont remplies par conséquent on peut appliquer le théorème dans la section suivante.

1.2.. Structure des dérivées pour la fonctionnelle d’énergie. Maintenant que
nous avons établi la différentiabilité au sens de Fréchet de la fonctionnelle d’énergie, on
peut utiliser le théorème de structure et déterminer les coefficients αi, ainsi que la forme
linéaire l1 dans l’expression (I.86).
Sans perte de généralité, on peut supposer que la fissure est un segment. Sinon, un chan-
gement de variable approprié peut être employé. La fissure S est donnée par le segment
S = (x, 0), x ∈ [−1, 1]. La frontière de Ω = U \ S est la réunion de Γ et des faces de la
fissure S

+
, S

−
qui font référence aux directions positives et négatives du vecteur normal
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PSfrag replacements

A

A2

Ω

S
+

S
−

nτ

Fig. 1. Le domaine Ω

n respectivement. Le point A1 noté simplement A, est situé à l’origine du repère. Dans
la suite on considère des perturbations de la fissure dans un voisinage de A seulement
afin de simplifier les calculs.

On considère le problème (II.1), avec u l’unique solution dans H1
Γ (Ω) de l’équation

variationnelle (II.2). On veut dériver la fonctionnelle d’énergie

J (Ωξ) = E (ξ) = −1

2

∫

Ωξ

‖∇uξ‖2 dy . (II.35)

avec ‖∇uξ‖2 = 〈∇u,∇u〉 Le domaine Ω n’est pas régulier, par conséquent on sait que
u n’est en général pas dans l’espace H2 (Ω), même si f est arbitrairement régulier.
Cependant, dans ce cas, en utilisant les résultats de [26], on peut décomposer u en la
somme d’une partie régulière dans l’espace H2, et d’une partie singulière qui appartient
seulement à H1. On a la représentation suivante pour u

u = uR + cS, (II.36)

où S =
√
r cos λ

2
est une représentation locale de la fonction singulière en coordonnées

polaires, uR ∈ H2 (V ), V est un voisinage de (0, 0) dans Ω tel que V ∩ Γ = ∅, et
c = c (Ω, A) est le coefficient de singularité à l’extremité A.
Dans [22],on prouve que le coefficient α1 est égal à

α1 = −πc
2

4
, (II.37)

où c = c (Ω, A) est le coefficient de la partie singulière dans l’expression (II.36).
On veut d’abord déterminer l1 puis la dérivée de forme du second ordre.

Ainsi, on utilise seulement des transformations de Ω qui perturbent la fissure dans
la direction normale, et à support compact dans D. On choisit un champ de vecteurs ξ
de la forme

ξ (y) = (0, ξ2 (y)) ,
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PSfrag replacements
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S
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γε

Fig. 2. Le domaine Ωε

où ξ2 est à support compact dans D et ξ2 ≡ −1 au voisinage de l’origine A. On a obtenu
précedemment la formule (II.21) pour la dérivée E ′ (η) (ξ) :

E ′ (η) (ξ) = −1

2

∫

Ωη

〈A
(
ξ ◦ (I + η)−1)∇uη,∇uη〉 dy −

∫

Ωη

g
(
ξ ◦ (I + η)−1)uη dy ,

(II.38)
où la matrice A (ξ) et le scalaire g (ξ) sont donnés par

A (ξ) = Dξ +DξT − (divξ) I ,

g (ξ) = div (fξ) .

En prenant η = 0, on trouve

E ′ (0) (ξ) = −1

2

∫

Ω

〈A (ξ)∇u,∇u〉 dy −
∫

Ω

g (ξ) u dy . (II.39)

On va maintenant réécrire E ′ (0) (ξ) sous la forme d’une limite, par rapport au petit
paramètre ε > 0. Nous pouvons ainsi, en éliminant la singularité au point A, faire une
intégration par parties dans un domaine dépendant de ε. On a alors

E ′ (0) (ξ) = − lim
ε→0

(
1

2

∫

Ωε

〈A (ξ)∇u,∇u〉 dy
)
−
∫

Ω

g (ξ)u dy , (II.40)

où Ωε et S
ε

sont les sous-ensembles de Ω et S, respectivement, définies dans le système
de coordonnées polaires (r, λ) par r > ε. On introduit également la courbe γε definie en
coordonnées polaires par r = ε et 0 < λ < 2π et on pose

Kε =
1

2

∫

Ωε

〈A (ξ)∇u,∇u〉 dy .

On calcule la matrice jacobienne ainsi que la divergence du champ ξ

Dξ =

(
0 0

∂ξ2
∂y1

∂ξ2
∂y2

)
, divξ =

∂ξ2
∂y2

. (II.41)
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Comme A (ξ) = Dξ+DξT −(divξ) I, en insérant les relations (II.41) dans Kε, on obtient

Kε =

∫

Ωε

1

2

∂ξ2
∂y2

((
∂u

∂y2

)2

−
(
∂u

∂y1

)2
)

+
∂ξ2
∂y1

∂u

∂y2

∂u

∂y1

dy .

On fait maintenant une intégration par parties.

Kε = −
∫

Ωε

ξ2

(
1

2

∂

∂y2

((
∂u

∂y2

)2

−
(
∂u

∂y1

)2
)

+
∂

∂y1

(
∂u

∂y2

∂u

∂y1

))
dy

−
∫

γε

ξ2

(
1

2
sinλ

((
∂u

∂y2

)2

−
(
∂u

∂y1

)2
)

+ cosλ
∂u

∂y2

∂u

∂y1

)
dσ (y)

−
∫

S
ε
ξ2

[
1

2

((
∂u

∂y2

)2

−
(
∂u

∂y1

)2
)]

dS (y) ,

où dσ (y) est la mesure de Lebesgue linéique sur la courbe γε, dσ (y) = εdλ. La normale
extérieure sur γε est donnée par n = (n1, n2) = (− cosλ,− sinλ).

La notation [f ] est utilisée pour le saut de la fonction f sur la fissure S. Précisément,
pour une fonction donnée f , on pose [f ] = f+ − f− où f+ et f− sont les valeurs de
f et S

+
et S

−
, respectivement. Enfin dS (y) est la mesure de Lebesgue linéique sur le

segment S. L’expression obtenue pour Kε peut être simplifiée, puisque l’on a

1

2

∂

∂y2

((
∂u

∂y2

)2

−
(
∂u

∂y1

)2
)

+
∂

∂y1

(
∂u

∂y2

∂u

∂y1

)
=

∂u

∂y2

∆u = −f ∂u
∂y2

.

D’autre part, sur la frontière ∂u
∂y2

= ∂u
∂n

= 0. Par conséquent, Kε prend la forme

Kε =

∫

Ωε

ξ2f
∂u

∂y2

dy + Lε +
1

2

∫

S
ε
ξ2

[(
∂u

∂y1

)2
]
dS (y) ,

avec Lε égal à

Lε = −
∫

γε

ξ2

(
1

2
sinλ

((
∂u

∂y2

)2

−
(
∂u

∂y1

)2
)

+ cosλ
∂u

∂y2

∂u

∂y1

)
dσ (y) .

Maintenant on calcule Lε grâce à la formule de représentation (II.36). En injectant cette
formule dans Lε on obtient trois termes

Lε = L(1)
ε + L(2)

ε + L(3)
ε , (II.42)

avec

L(1)
ε = −εc2

∫ 2π

0

−
(

1

2
sinλ

((
∂S

∂y2

)2

−
(
∂S

∂y1

)2
)

+ cosλ
∂S

∂y2

∂S

∂y1

)
dλ.

L(2)
ε = −εc

∫ 2π

0

−
(

sinλ

(
∂uR

∂y2

∂S

∂y2

− ∂uR

∂y1

∂S

∂y1

)
+ cosλ

(
∂uR

∂y2

∂S

∂y1

+
∂uR

∂y1

∂S

∂y2

))
dλ.

L(3)
ε = −ε

∫ 2π

0

−
(

1

2
sinλ

((
∂uR

∂y2

)2

−
(
∂uR

∂y1

)2
)

+ cosλ
∂uR

∂y2

∂uR

∂y1

)
dλ.
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La forme de la partie singulière est donnée explicitement, on peut calculer ses dérivées,
et on obtient des fonctions avec des singularités d’ordre r−

1

2

∂S

∂y1

=
1

2
√
r

cos
λ

2
,
∂S

∂y2

=
1

2
√
r

sin
λ

2
.

Le calcul de L(1)
ε nous donne

L(1)
ε = 0.

De plus, on voit facilement que L(2)
ε et L(3)

ε tendent vers 0 quand ε→ 0+. En particulier,
on obtient les estimations L(2)

ε = O (
√
ε) et L(3)

ε = O (ε) quand ε→ 0+.
Comme on a les convergences suivantes

lim
ε→0

∫

Ωε

ξ2f
∂u

∂y2

dy =

∫

Ω

ξ2f
∂u

∂y2

dy,

lim
ε→0

∫

S
ε
ξ2

[(
∂u

∂y1

)2
]
dS (y) =

∫

S

ξ2

[(
∂u

∂y1

)2
]
dS (y) ,

la dérivée de la fonctionnelle d’énergie est donnée par l’expression

E ′ (0) (ξ) = −
∫

Ω

ξ2f
∂u

∂y2

dy −
∫

Ω

div (fξ)u dy − 1

2

∫

S

ξ2

[(
∂u

∂y1

)2
]
dS (y) .

Comme

div (fξ) = 〈∇f, ξ〉 + fdiv (ξ)

=
∂f

∂y2

ξ2 + f
∂ξ2
∂y2

=
∂

∂y2

(fξ2) ,

on a

−
∫

Ω

∂

∂y2

(ufξ2) dy = − lim
ε→0+

∫

Ωε

∂

∂y2

(ufξ2) dy

= lim
ε→0+

∫

γε

ufξ2 sinλ dσ (y)

= 0 .

Finalement on obtient

E ′ (0) (ξ) = −1

2

∫

S

ξ2

[(
∂u

∂y1

)2
]
dS (y) .

D’autre part comme on a choisi ξ tel que 〈ξ, τ〉 = 0 et 〈ξ, n〉 = ξn = ξ2 sur S, on obtient
par le théorème de structure

E ′ (0) (ξ) = l1 (ξn) = −1

2

∫

S

ξn

[(
∂u

∂y1

)2
]
dS (y) . (II.43)

On obtient finalement les expressions suivantes pour les dérivées du premier et du second
ordre de la fonctionnelle d’énergie,

E ′(0)(ξ) = l1(ξn) + α1ξτ (A), (II.44)
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E ′′(0)(ξ, η) = l2(ξn, ηn)
+β1ξτ (A)ητ (A)
−l1(Hξτητ + 〈n,Dξτ〉ητ + 〈n,Dητ〉ξτ )
+α1H(A)(ξτηn + ξnητ )(A)
+α̃1H(A)ξτ (A)ητ (A)
+L2(ξn, ητ (A2), ητ (A))
+L2(ηn, ξτ (A), ξτ (A2))

(II.45)

avec la constante α1 donnée par (II.37) et l1 donné par (II.43).

Remarque II.1. Les constantes α1, β1 et α̃1 dépendent du domaine fissuré, par
exemple on montre dans [22] que α1 = πc2(Ω,A1)

4
dans le cas d’une fissure rectiligne.

L’expression (I.123) nous montre que β1 peut être déduit de α1 en dérivant α1 par
rapport au domaine. Cependant, on connaît peu de choses sur la dépendance par rapport
au domaine de c (Ω, A), par conséquent il est difficile de calculer c′ (Ω, A). On renvoie à
[46] pour des résultats dans cette direction.

2.. Conditions de Dirichlet sur les faces de la fissure

On considère le système d’équations (II.1) avec des conditions de Dirichlet sur les
faces de la fissure au lieu de conditions de Neumann. Par conséquent on considère le
nouveau système 




−∆u = f dans Ω,
u = 0 sur Γ,

u = 0 sur S
±
.

(II.46)

La formulation variationnelle de (II.46) est donnée par

u ∈ H1
0 (Ω) :

∫

Ω

〈∇u,∇w〉 dx =

∫

Ω

fw dx ∀w ∈ H1
0 (Ω) , (II.47)

où H1
0 (Ω) =

{
v ∈ H1(Ω) | v = 0 sur Γ ∪ S±

}
.

La preuve de la Fréchet-différentiabilité est la même que dans le cas de conditions de
Neumann, par conséquent on ne la réitère pas. Il est par contre intéressant de calculer la
dérivée par rapport à la fissure dans les directions normale et tangentielle. Tout d’abord
on considère des perturbations normales. Le calcul est le même que pour le cas de
conditions de Neumann, excepté pour la valeur de la singularité dans la décomposition
(II.36). On a maintenant la décomposition

u = uR + cS (II.48)

avec S =
√
r sin λ

2
. En utilisant les mêmes notations que dans la section 1.2. on a une

décomposition identique à (II.42)

Lε = L(1)
ε + L(2)

ε + L(3)
ε (II.49)

avec L(2)
ε et L(3)

ε qui tendent vers 0 quand ε→ 0 et

L(1)
ε = −εc2

∫ 2π

0

−
(

1

2
sinλ

((
∂S

∂y2

)2

−
(
∂S

∂y1

)2
)

+ cosλ
∂S

∂y2

∂S

∂y1

)
dλ
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La forme de la partie singulière est donnée explicitement, on peut calculer ses dérivées,
et on obtient des fonctions avec des singularités d’ordre r−

1

2

∂S

∂y1

= − 1

2
√
r

sin
λ

2
,
∂S

∂y2

=
1

2
√
r

cos
λ

2
. (II.50)

Le calcul de L(1)
ε donne également L(1)

ε = 0. Par conséquent, en remarquant que ∂u
∂y1

= 0

sur S à cause des conditions de Dirichlet, on trouve un résultat similaire au cas de
conditions de Neumann, autrement dit

E ′ (0) (ξ) = l1 (ξn) =
1

2

∫

S

ξn

[(
∂u

∂y2

)2
]
dS (y) . (II.51)

où ξn est la composante normale de ξ et
[(

∂u
∂y2

)2
]

est le saut de la fonction
(

∂u
∂y2

)2

sur

la fissure S.

On considère maintenant des perturbations tangentielles de la fissure. Les calculs
sont très proches de ceux du paragraphe 1.2., par conséquent on explique seulement les
différences et on renvoie au paragraphe 1.2. pour plus de détails.
On choisit un champ de vecteurs ξ de la forme

ξ (y) = (ξ1 (y) , 0) ,

où ξ1 est à support compact dans U et ξ1 ≡ −1 au voisinage de l’origine A. On calcule
la matrice jacobienne ainsi que la divergence du champ ξ

Dξ =

(
∂ξ1
∂y1

∂ξ1
∂y2

0 0

)
, divξ =

∂ξ1
∂y1

. (II.52)

Pour Kε on obtient

Kε =

∫

Ωε

1

2

∂ξ1
∂y1

((
∂u

∂y1

)2

−
(
∂u

∂y2

)2
)

+
∂ξ1
∂y2

∂u

∂y1

∂u

∂y2

dy .

On procède maintenant à une intégration par parties.

Kε = −
∫

Ωε

ξ1

(
1

2

∂

∂y1

((
∂u

∂y1

)2

−
(
∂u

∂y2

)2
)

+
∂

∂y2

(
∂u

∂y2

∂u

∂y1

))
dy

−
∫

γε

ξ1

(
1

2
cosλ

((
∂u

∂y1

)2

−
(
∂u

∂y2

)2
)

+ sinλ
∂u

∂y2

∂u

∂y1

)
dσ (y)

−
∫

S
ε
ξ2

[
1

2

∂u

∂y2

∂u

∂y1

]
dS (y) .

En insérant la décomposition (II.48) dans Kε on obtient une expression similaire à (II.42)

Lε = L(1)
ε + L(2)

ε + L(3)
ε (II.53)

L
(3)
ε tend vers zéro quand ε tend vers zéro car ∂u

∂y1
est nul sur S puisqu’on a des conditions

de Dirichlet sur la fissure. L(2)
ε tend également vers zéro quand ε tend vers zéro. Le calcul
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de L(1)
ε donne

L(1)
ε = −εc2

∫ 2π

0

−
(

1

2
cosλ

((
∂S

∂y1

)2

−
(
∂S

∂y2

)2
)

+ sinλ
∂S

∂y2

∂S

∂y1

)
dλ

En utilisant (II.50) on obtient

lim
ε→0

L(1)
ε = −πc

2

4
.

Finalement on trouve

E ′ (0) (ξ) = α1ξτ (A) =
πc2

4
. (II.54)

Ainsi on a identifié le coefficient α1 puique ξτ (A) = 1, α1 = πc2

4
. On trouve qu’il s’agit

de l’opposé du coefficient obtenu pour des conditions de Neumann sur la fissure (voir
(II.37)).

3.. Problème avec conditions unilatérales sur les faces de la fissure

Les conditions de type égalité sur la fissure que l’on a considéré jusqu’a présent ne
peuvent guarantir la condition de non-pénétrabilité entre les faces de la fissure. Par
conséquent, d’un point de vue mécanique, il est plus approprié de considérer des condi-
tions non-linéaires sur les faces de la fissure. On écrit ces conditions sous forme d’inéga-
lités qui guarantissent la non-pénétration entre les faces de la fissure.Afin de calculer
les coefficients pour la dérivée de forme, nous devons conaître l’expansion asymptotique
de la solution au voisinage des extrémités de la fissure. Un article récent de Khludnev
et Kozlov (voir [38]) nous donne le premier terme de ce développement asymptotique,
mais on ne peut pas calculer les coefficients de la dérivée pour autant car il nous faut
connaître au moins un terme d’ordre supérieur.

Nous donnons maintenant un exemple avec la dérivée de forme du second ordre de
la fonctionnelle d’énergie. Cette dérivée n’est pas, en général, une dérivée au sens de
Fréchet. Afin de montrer que les restrictions imposées par le théorème I.1, un exemple
d’équations non-linéaires qui ne remplit pas les hypothèses du théorème I.1 est présenté.
En effet l’espace fonctionnel n’est pas un espace de Banach et la fonctionnelle n’est pas
différentiable au sens du théorème I.1. En fait, elle est différentiable deux fois dans un
sens plus faible, i.e la dérivée seconde directionnelle existe. On utilise pour la dérivation
la notion de polyhédricité d’un ensemble convexe. Cela permet d’appliquer un théorème
de structure adapté qui ne nécessite pas la Frechet-différentiabilité de la fonctionnelle de
forme. Un tel théorème peut être trouvé par exemple, dans [22]. Dans le cas de l’élas-
ticité linéaire, la différentiabilité du premier ordre de fonctionnelles du type énergie est
établie dans [37],[35],[6].

3.1.. Inégalité variationnelle. Le problème considéré ici est un problème aux
limites avec des conditions unilatérales sur les faces de la fissure. On considère le domaine
fissuré Ω défini dans le paragraphe 1.1.. Dans le domaine Ω, on considère le problème



3.. PROBLÈME AVEC CONDITIONS UNILATÉRALES SUR LES FACES DE LA FISSURE 45

suivant : 



−∆u = f dans Ω,
u = 0 sur Γ,

[u] ≥ 0 sur S,
[∂u/∂n] = 0 sur S,
∂u/∂n ≤ 0 sur S,

[u]∂u/∂n = 0 sur S,

(II.55)

où f ∈ C2(D) est une fonction fixée, [u] = u+ − u− est le saut de la fonction u à travers
les faces de la fissure S, et n est le vecteur normal à la fissure. Les solutions faibles pour
le problème (II.55) sont obtenus en minimisant la fonctionnelle suivante

I(v) =
1

2

∫

Ω

|∇v|2 −
∫

Ω

fv

sur l’ensemble convexe fermé suivant

K0 =
{
v ∈ H1(Ω) | [v] ≥ 0 sur S ; v = 0 sur Γ

}

Les solutions faibles sont caractérisées par l’inégalité variationnelle

u ∈ K0 :

∫

Ω

〈∇u,∇v −∇u〉 ≥
∫

Ω

f(v − u) ∀v ∈ K0, (II.56)

Soit δ ≥ 0 un paramètre donné et ξ ∈ C∞
0 (U) un champ de vecteurs donné. On considère

la transformation Fδ = I+δξ. On utilise la notation Ωδ = Fδ(Ω) et Sδ = Fδ(S). Il existe
un unique uδ ∈ Kδ solution de l’égalité variationnelle suivante

∫

Ωδ

〈∇uδ,∇v −∇uδ〉 ≥
∫

Ωδ

f(v − uδ) ∀v ∈ Kδ, (II.57)

où
Kδ =

{
v ∈ H1(Ωδ) | [v] ≥ 0 sur Sδ ; v = 0 sur Γ

}
. (II.58)

3.2.. La différentiabilité par rapport au domaine du premier ordre. La
fonctionnelle d’énergie associée au problème (II.55) posé dans le domaine perturbé est

J(Ωδ) =
1

2

∫

Ωδ

|∇uδ|2 −
∫

Ωδ

fuδ (II.59)

On montre dans [22] et dans [36] que la fonctionnelle J(Ωδ) est dérivable par rapport
au domaine, i.e. la limite suivante

J ′(Ω, ξ) :=
dJ(Ωδ)

dδ
|δ=0 = lim

δ→0+

J(Ωδ) − J(Ω)

δ
(II.60)

existe et est finie, elle est également linéaire et continue par rapport au champ de vecteurs
ξ. Si on transporte les intégrales définies sur Ωδ sur le domaine initial Ω, on obtient :

J(Ωδ) =
1

2

∫

Ω

‖(DF T
δ )−1∇uδ‖qδ dy −

∫

Ω

fδuδqδ dy, (II.61)

où
qδ = detDFδ = 1 + δdiv(ξ) + δ2 detDξ .
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On considère maintenant la fonction f δ définie par f δ = qδfδ. Comme f est régulier, on
peut calculer la limite f ′ définie par

f ′ =
df δ

dδ
|δ=0 = lim

δ→0+

f δ − f 0

δ
.

On peut montrer que f ′ est égal à

f ′ = div(ξf) . (II.62)

De plus, comme f ∈ C2(U), on peut montrer que la limite existe dans L∞(U) pour
δ → 0+. De manière similaire, qδ(DF

T
δ )−1 est différentiable par rapport à δ dans l’es-

pace L∞(U).

Soit vδ une fonction donnée définie sur Ωδ, et soit vδ la fonction transportée sur Ω
i.e., vδ ◦ Fδ = vδ. L’inclusion vδ ∈ Kδ implique vδ ∈ K0, et réciproquement vδ ∈ K0

implique vδ ∈ Kδ. Ainsi la transformation Fδ est bĳective entre les ensembles convexes
K0 et Kδ. On peut vérifier que la solution de l’inégalité variationnelle est Lipschitzienne
par rapport à δ.

On a également un résultat de continuité important pour la norme H1 de la solution
uδ par rapport au paramètre δ, où uδ = uδ ◦ Fδ et u est la solution de l’équation (II.55)

‖uδ − u‖H1(Ω) → 0, δ → 0. (II.63)

En fait on a ‖uδ − u‖H1(Ω) ≤ Cδ. Pour simplifier, on introduit les notations suivantes :

π(Ω;u) := J(Ω) =
1

2

∫

Ω

|∇u|2 dy −
∫

Ω

fu dy,

πδ(Ω;uδ) := J(Ωδ) =
1

2

∫

Ω

‖(DF T
δ )−1∇uδ‖qδ dy −

∫

Ω

fδuδqδ dy.

On remarque qu’on a aussi par conséquent

π(Ωδ;u
δ) = J(Ωδ) =

1

2

∫

Ωδ

|∇uδ|2 −
∫

Ωδ

fuδ.

La fonction uδ est un minimiseur pour πδ(Ω; .) dans l’ensemble K0, ainsi on a

πδ(Ω;uδ) ≤ πδ(Ω;u).

Par conséquent on peut écrire l’inégalité suivante
J(Ωδ) − J(Ω)

δ
=
πδ(Ω;uδ) − π(Ω;u)

δ
≤ πδ(Ω;u) − π(Ω;u)

δ
,

et en passant à la limite on trouve

lim sup
δ→0+

J(Ωδ) − J(Ω)

δ
≤ lim

δ→0+

πδ(Ω;u) − π(Ω;u)

δ

≤ −1

2

∫

Ω

〈A (ξ)∇u,∇u〉 dy −
∫

Ω

g (ξ)u dy ,

où les notations A(ξ) et g(ξ) sont définies dans le paragraphe 1.1.. De la même manière,
on a une autre inégalité

J(Ωδ) − J(Ω)

δ
=
πδ(Ω;uδ) − π(Ω;u)

δ
≥ πδ(Ω;uδ) − π(Ω;uδ)

δ
,
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et en passant à la limite, on obtient

lim inf
δ→0+

J(Ωδ) − J(Ω)

δ
≥ lim

δ→0+

πδ(Ω;uδ) − π(Ω;uδ)

δ

≥ −1

2

∫

Ω

〈A (ξ)∇u,∇u〉 dy −
∫

Ω

g (ξ)u dy ,

grâce à la convergence forte de uδ vers u dans H1(Ω). Ainsi on a montré que J(Ωδ)−J(Ω)
δ

a une limite quand δ → 0, et cette limite est

J ′(Ω, ξ) := lim
δ→0

J(Ωδ) − J(Ω)

δ
= −1

2

∫

Ω

〈A (ξ)∇u,∇u〉 dy −
∫

Ω

g (ξ)u dy .

En remplaçant A(ξ) et g(ξ) par leur expression, avec ξ = (ξ1, ξ2) on trouve

J ′(Ω, ξ) = −1

2

∫

Ω

((
∂ξ1
∂y1

− ∂ξ2
∂y2

)((
∂u

∂y1

)2

−
(
∂u

∂y2

)2
)

+ 2

(
∂ξ1
∂y2

+
∂ξ2
∂y1

)
∂u

∂y1

∂u

∂y2

)
dy

−
∫

Ω

(
∂(ξ1f)

∂y1

+
∂(ξ2f)

∂y2

)
u dy.

3.3.. Structure des dérivées. On remarque que la différentiabilité au sens de Fré-
chet de la fonctionnelle n’a pas été démontré, par conséquent, on ne peut pas appliquer
le théorème de structure. Cependant, on peut appliquer un théorème de structure qui
requière des hypothèses plus faibles : dJ(Ω, .) doit seulement être linéaire et continu, ce
qui le cas ici. Ce théorème peut être trouvé dans [22].

On peut trouver dans [38] la formule asymptotique suivante pour u près de l’extré-
mité de la fissure x = 0 :

u(x) − u(0) = c
√
r sin

λ

2
+ o(

√
r), c ≥ 0. (II.64)

Ce résultat est similaire au cas linéaire avec des conditions de Dirichlet sur les faces de
la fissure, la différence étant que pour le problème linéaire, le reste est O(r

1

2
+γ) avec un

γ ∈ (0, 1/2) arbitraire, et la constante c peut être négative. Toutefois, cette formule n’est
pas suffisante pour conclure et mener à bien un calcul similaire à celui du paragraphe
2.. En effet, dans le cas linéaire, on peut montrer que

uR ∈ H2+s(Ω), (II.65)

pour un certain s > 0, uR ayant été introduit en (II.36). Donc le gradient de uR est
borné et on peut en déduire que

L(1)
ε → 0, L(2)

ε → 0. (II.66)

comme on l’a fait dans les paragraphes 1.2. et 2.. Pour le problème non-linéaire, une
telle régularité pour uR n’a pas été démontrée, et à priori, uR est seulement dans H1(Ω).
On ne peut donc pas affirmer que L(1)

ε et L(2)
ε convergent vers 0. Il nous faut aller plus

loin dans le développement de u.
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3.4.. Polyhédricité d’un cône convexe. On a besoin de plus d’informations sur
la dépendance par rapport au domaine des inégalités variationnelles pour obtenir la
dérivée du second ordre, i.e. on a besoin de la notion de polyhédricité d’un cône convexe.
L’espace fonctionnel considéré est l’espace de Sobolev H1

Γ(Ω) des fonctions dont la trace
vaut zéro sur Γ. L’ensemble convexe

K = K0 =
{
v ∈ H1

Γ(Ω) | [v] ≥ 0 sur S
}

est un cône convexe fermé. Toute fonction f ∈ H1(Ω) admet une unique projection
u0 = PKf sur K qui est une projection métrique en norme H1,

‖u0 − f‖ = inf
v∈K

‖v − f‖

On s’interesse à la dérivabilité de l’application t 7→ PK(f + th). On a ainsi besoin
d’introduire le cône tangent à K au point u0 ∈ K. Pour u0 ∈ K on note

CK(u0) =
{
v ∈ H1

Γ(Ω) : ∃t > 0 | u0 + tv ∈ K
}

(II.67)

et le cône tangent est la fermeture dans H1

TK(u0) = CK(u0) . (II.68)

On peut donner une caractérisation de TK(u0) comme

TK(u0) =
{
v ∈ H1

Γ(Ω) | [v] ≥ 0 sur Ξ
}
,

où Ξ =
{
y ∈ S | [u] = 0

}
. Soit µ la mesure définie par

µ(v) =

∫

Ω

〈∇u,∇v〉 −
∫

Ω

fu

K est polyhédrique en u pour la mesure µ, si on a l’égalité suivante de cônes convexes

TK(u) ∩ D(µ) = CK(u) ∩ D(µ) ,

où
D(µ) =

{
v ∈ H1

Γ(Ω) | µ(v) = 0
}
.

On a le résultat suivant : la fonction uδ ∈ K0 obtenue par transport de uδ ∈ Kδ, qui
est l’unique solution de l’inégalité variationnelle définie dans Ωδ = Fδ(Ω), est dérivable
à droite dans H1(Ω) en δ = 0, i.e. pour δ > 0 on a le développement suivant :

uδ = u+ δu1(ξ) + o(δ)

et la dérivée directionnelle u1(ξ) notée u′ = u1(ξ) ∈ TK(u)∩D(µ) de uδ dans la direction
ξ est donnée par l’unique solution à l’inégalité variationnelle suivante
∫

Ω

〈∇u′,∇(v−u′)〉 ≥ −
∫

Ω

〈M ′(ξ)∇u,∇(v−u′)〉+
∫

Ω

f ′(ξ)(v−u′) ∀v ∈ TK(u)∩D(µ)

(II.69)
où M ′(ξ) désigne la dérivée de M δ = qδ(DF

T
δ )−1. Ainsi on obtient la dérivée de forme

du second ordre de J(Ωδ) grâce au développement de uδ. Un résultat similaire à celui
de la section 1.1. est obtenu. Cependant la dérivée est seulement une semi-dérivée au
sens de Gâteaux, et il s’agit d’un résultat de dérivation plus faible en comparaison de
la dérivabilité au sens de Fréchet obtenue pour les problèmes linéaires.
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Théorème II.2. La dérivée de forme du second ordre de la fonctionnelle d’énergie
J est donnée par

J ′′(0)(ξ, η) =

∫

Ω

〈B(ξ, η)∇u,∇u〉 − 〈∇u1(ξ),∇u1(η)〉

−
∫

Ω

u[〈D2fξ, η〉 + 〈∇f, η〉div(ξ) − fTr(DξDη) + (II.70)

〈∇f, ξ〉div(η) + fdiv(η)div(ξ)] dy +O(|η|2) .
La fonction matricielle B(ξ, η) est donnée par

B(ξ, η) = DξDη+DηDξ+DξDηT−div(ξ)Dη−div(η)Dξ+
1

2
(div(ξ)div(η)−Tr(DξDη))I

(II.71)

3.5.. Semi-dérivée eulérienne. Dans la littérature, les semi-dérivées eulériennes
de fonctionnelles de forme sont calculées. La semi-dérivée eulerienne du second ordre
que l’on note d2J est définie comme suit (voir [18] pour plus de détails) : On note X ξ

le flot défini comme, Xξ(t) :
� d → � d est solution de

∂X(t)

∂t
(x) = ξ(t,X(t)(x)), t > 0, X(0)(x) = x . (II.72)

avec ξ : [0, T ] × � d → � d. Alors pour Xξ, Xη donné par (II.72),la dérivée eulérienne
d’ordre deux en Ω0 dans les directions ξ, η est définie par

d2J(Ω0, ξ, η) =
∂2

∂t∂s |t=0,s=0
J(Xξ(t) ◦Xη(s)(Ω0)) (II.73)

Comme J(Xξ(t) ◦Xη(s)(Ω0)) = E(Xξ(t) ◦Xη(s)− I), on conclut en dérivant des deux
côtés que :

d2J(Ω0, ξ, η) = E ′′(0)(ξ, η) + E ′(0)(Dξη) . (II.74)

On connaît déjà l’expression de E ′′(0)(ξ, η) et de E ′(0)(ξ), donc on peut ajouter calculer
d2J . On rappelle que E ′(0)(ξ) est donné par la formule (II.39). En remplaçant ξ par
Dξη dans la même formule, on en déduit une expression pour E ′(0)(Dξη)

E ′(0)(Dξη) = −1

2

∫

Ω

2〈D2ξ(η,∇u),∇u〉 + 2〈DξDη∇u,∇u〉 − Tr(D2ξη +DξDη)‖∇u‖2

(II.75)

−
∫

Ω

Tr(f(D2ξη +DξDη))u

Afin de simplifier ces formules, on suppose que ξ = (θ, 0) et η = (ψ, 0), c’est à dire que
l’on considère uniquement des déplacements tangentiels à l’extrémité de la fissure. Dans
ce cas, on a

Dξ =

(
θy1

θy2

0 0

)
,

Dη =

(
ψy1

ψy2

0 0

)
.
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De plus B(ξ, η) obtenu dans (II.34) se simplifie considérablement puisque l’on trouve

B(ξ, η) = DξDηT =

(
θy1
ψy1

+ θy2
ψy2

0
0 0

)

En définitive, on a la dérivée seconde de E,

E ′′(0)(ξ, η) =

∫

Ω

u2
y1

(θy1
ψy1

+ θy2
ψy2

)

−
∫

Ω

u′y1
(θy1

uy1
+ θy2

uy2
) + u′y2

(θy2
uy1

− θy1
uy2

)

−
∫

Ω

u(θψfy1y1
+ fy1

(θψ + fy1
θψ)y1

)

−
∫

Ω

u′(θf)y1
,

la dérivée du premier ordre

E ′(0)(Dξη) = −1

2

∫

Ω

(θy1
ψ)y1

(u2
y1
− u2

y2
) + 2(θy1

ψ)y2
uy1

uy2

−
∫

Ω

u(θy1
ψf)y1

,

ainsi que la semi-dérivée eulerienne du second ordre

d2J(Ω0, ξ, η) = E ′′(0)(ξ, η) + E ′(0)(Dξη)

=
1

2

∫

Ω

(θy1
ψ)y1

(u2
y1

+ u2
y2

)

−
∫

Ω

θy1
ψy2

uy1
uy2

− θy2
ψy2

u2
y1

−
∫

Ω

θy1
(uy1

u′y1
− uy2

u′y2
) − θy2

(uy1
u′y2

+ uy2
u′y1

)

−
∫

Ω

u(ψ(θf)y1
)y1

− (θf)y1
u′

−1

2

∫

Ω

θy1y1
ψ(u2

y1
− u2

y2
)

−
∫

Ω

θy1y2
ψuy1

uy2
.

Remarque II.3. La Hessienne de forme d2J(Ω0, ξ, η) n’est pas symmétrique par
rapport aux variables ξ et η, car le terme E ′(0)(Dξη) n’est pas symmétrique. L’astuce
habituellement utilisée pour avoir la symmétrie est d’utiliser la semi-dérivée eulérienne,
et de faire en sorte que Dξη soit égal à zéro de manière à ce que E ′(0)(Dξη) disparaisse.
On peut obtenir un tel résultat par exemple en supposant que le support de η est inclus
dans l’ensemble où ξ est constant et égal à 1. Plusieurs termes disparaissent alors dans
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ce cas, et la dérivée du second ordre devient alors

d2J(Ω0, ξ, η) = −
∫

Ω

θy1
(uy1

u′y1
− uy2

u′y2
) − θy2

(uy1
u′y2

+ uy2
u′y1

)

−
∫

Ω

uθ(ψf)y1
− (θf)y1

u′ .

On rappelle que la dérivée ci-dessus d2J(Ω0, ξ, η) est seulement une semi-dérivée au
sens de Gâteaux. Quand peut-on obtenir une dérivée au sens de Gâteaux, i.e dans quel
cas la différentielle est-elle linéaire et continue ?

Etant donnée l’inégalité variationnelle (II.69), si le cône TK(u) ∩ D(µ) est un sous-
espace linéaire, alors la dérivée u′ est linéaire par rapport à la direction et par conséquent
d2J(Ω0, ξ, η) devient linéaire par rapport à ξ, η. Ainsi on doit savoir sous quelles condi-
tions TK(u) ∩ D(µ) est linéaire. On rappelle que

Ξ =
{
y ∈ S | [u] = 0

}

Ainsi TK(u) ∩ D(µ) peut s’écrire de la façon suivante :

TK(u) ∩ D(µ) = {v | v ≥ 0 sur Ξ+, v = 0 sur Ξ0}
où Ξ0 = supp(µ) et Ξ = Ξ+ ∪ Ξ0. En effet, si v ∈ D(µ), alors par définition v est égal à
0 sur supp(µ). Une condition suffisante pour que le problème soit linéaire est alors que
le support de la mesure µ soit égal à Ξ, i.e. la mesure µ charge l’ensemble Ξ. On obtient
alors la dérivée au sens de Gâteaux. On renvoie à [34] pour les détails de la construction
du cône convexe dans le cas général.

La Fréchet-dérivabilité pour ce problème peut être établie sous des hypothèses sup-
plémentaires de régularité de la solution inconnue.
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Extensions auto-adjointes et optimisation topologique

Nous avons considéré au cours des chapitres précédents des transformations régu-
lières de domaines fissurés. Dans ce chapitre, nous considérons un domaine Ω régulier
que l’on perturbe singulièrement en créant un trou de petite taille ωε dans ce domaine.
Ce type de perturbation singulière a déjà été largement étudié dans la littérature, la
nouveauté réside ici dans l’utilisation d’une extension auto-adjointe pour modéliser cette
perturbation. Cette méthode a été introduite par Nazarov dans [47][50][51][53], et nous
l’appliquons ici à un problème d’optimisation de forme.

Tout d’abord, on procède au développement asymptotique de la solution du Lapla-
cien quand un petit trou de taille ε est créé à l’intérieur du domaine initial Ω. Pour trou-
ver ce développement asymptotique, on étudie des problèmes limites qui ne dépendent
pas de la variable ε, et dont les solutions donnent des approximations extérieure (loin
de ωε) et intérieure (au voisinage de ωε ) de la solution du problème initial.

On définit ensuite un nouvel opérateur dans le domaine Ω sans trou qui est une
extension auto-adjointe du Laplacien et qui tient compte du développement asympto-
tique précédent. La solution du nouveau problème est alors une approximation de la
solution du problème initial sur Ωε. On a donc remplaçé une perturbation singulière du
domaine Ω par une perturbation de l’opérateur Laplacien. Dans le cadre de cette ex-
tension auto-adjointe, on étudie également le comportement de certaines fonctionnelles
quand la position h du centre du trou varie. Les cas de la dimension deux et trois sont
étudiés.

1.. Problème de Dirichlet en dimension 2

Soit Ω et ω, avec 0 ∈ ω, 0 ∈ Ω deux ouverts de
� 2 dont les frontières sont lisses.

Soit ε > 0 un petit paramètre et h un petit vecteur de
� 2. On définit les domaines

perturbés Ωh
ε et ωh

ε de la façon suivante : ωε = {x ∈ � 2, x = εξ, ξ ∈ ω} et Ωε = Ω \ ωε,
ωh

ε = {x = y+h, y ∈ ωε} et Ωh
ε = Ω \ωh

ε . On considère alors le problème perturbé dans
� 2, avec f dans L2(Ω) :

−∆uh(x, ε) = f(x) dans Ωh
ε , (III.1)

uh(x, ε) = 0 sur ∂Ω, (III.2)

uh(x, ε) = 0 sur ∂ωh
ε . (III.3)

Le problème est perturbé à la fois par rapport à h et par rapport à ε.

1.1.. Le premier problème limite. On considère le premier problème limite :

−∆v0(x) = f(x) dans Ω, (III.4)

v0(x) = 0 sur ∂Ω. (III.5)

55
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Comme f est dans L2(Ω), v0 est dans H2(Ω). Cette approximation est valable en dehors
d’un voisinage de la frontière du trou ωh

ε . Comme on a des conditions de Dirichlet sur
la frontière du trou ωh

ε , il est raisonnable d’anticiper que la solution du problème

−∆vh(x) = f(x) + βhδ(x− h) dans Ω. (III.6)

vh(x) = 0 sur ∂Ω, (III.7)

donne une meilleure approximation de uh(x, ε). On a la représentation

vh(x) = v0(x) + βhG(x, h).

G(x, y) est la fonction de Green généralisée définie par

−∆xG(x, y) = δ(x− y) dans Ω, (III.8)

G(x, y) = 0 sur ∂Ω, (III.9)

où δ est la masse de Dirac. La fonction uh(x, ε) à l’extérieur d’un voisinage de ωh
ε est

approchée par
uh(x, ε) w v0(x) + βhG(x, h).

La fonction G(x, y) admet la représentation suivante au voisinage de l’origine :

G(x, h) = −
{
(2π)−1 log ‖x− h‖ + G(x, h)

}
, ‖x− h‖ → 0, (III.10)

où G(x, y) est la partie régulière de la fonction de Green solution de

−∆xG(x, y) = 0 dans Ω, (III.11)

G(x, y) = −(2π)−1 log ‖x− y‖ sur ∂Ω, (III.12)

Si on développe le terme −(2π)−1 log ‖x− h‖ dans (III.12) par rapport au petit vecteur
h on obtient

−(2π)−1 log ‖x− h‖ = −(2π)−1 log ‖x‖ + (2π)−1〈h, x

‖x‖2
〉 + rh,

avec rh = O(‖h‖2). Ainsi G(x, h) admet le développement

G(x, h) = G(x, 0) + Sh(x) + Rh(x) (III.13)

avec Sh(x) et Rh(x) solutions de

−∆Sh(x) = 0 dans Ω, (III.14)

Sh(x) = (2π)−1〈h, x

‖x‖2
〉 sur ∂Ω. (III.15)

−∆Rh(x) = 0 dans Ω, (III.16)

Rh(x) = rh sur ∂Ω. (III.17)

Finalement G(h, h) peut être décomposé en

G(h, h) = G(0, 0) + 2〈h,∇G(0, 0)〉 +O(‖h‖2) (III.18)

L’approximation uh(x, ε) w v0(x) + βhG(x, h) ne vérifie pas la condition aux limites
(III.3) sur le trou. Par conséquent, on doit ajouter une couche limite w0

h(ξh, ε) qui dépend



1.. PROBLÈME DE DIRICHLET EN DIMENSION 2 57

de la variable ξh définie comme ξh = ε−1(x− h) pour compenser la discrépance induite.
En développant v0(x) + βhG(x, h) quand x→ h on obtient

v0(x) + βhG(x, h) = v0(x) − βh

{
(2π)−1 log ‖x− h‖ + G(x, h)

}

= v0(h) − βh

{
(2π)−1 log ‖εξh‖ + G(h, h)

}
+O(ε).

Maintenant la couche limite w0
h(ξ, ε) est solution du système suivant

−∆ξh
w0

h(ξh, ε) = 0 dans
� 2 \ ωh, (III.19)

w0
h(ξh, ε) = −v0(h) + βh

{
(2π)−1 log ‖εξh‖ + G(h, h)

}
sur ∂ωh. (III.20)

La solution du système (III.19)-(III.20) est

w0
h(ξh, ε) = −v0(h) + βh

{
(2π)−1 log ε+ G(h, h)

}
+ βhE0

h(ξh), (III.21)

avec E0
h(ξh) solution de

−∆ξh
E0

h(ξh) = 0 dans
� 2 \ ωh, (III.22)

E0
h(ξh) = (2π)−1 log ‖ξh‖ sur ∂ωh. (III.23)

La fonction E0
h(ξh) admet le développement suivant

E0
h(ξh) = (2π)−1L+O(‖ξh‖−1), (III.24)

où L est une constante qui dépend uniquement de la forme du domaine ω. La quantité
exp(L) est appelée la capacité logarithmique ou le rayon extérieur conforme du domaine
ω. Ainsi, w0

h(ξh, ε) admet le développement

w0
h(ξh, ε) = −v0(h) + βh

{
(2π)−1 log ε+ G(h, h)

}
+ βh(2π)−1L+O(‖ξh‖−1).

Afin d’obtenir que w0
h(ξh, ε) → 0 quand ‖ξh‖ → ∞, on impose une condition sur βh :

βh =
{
(2π)−1(log ε+ L) + G(h, h)

}−1
v0(h). (III.25)

Par conséquent, la solution uh(x, ε) de (III.1)-(III.3) peut être représentée par

uh(x, ε) = v0(x) + βhG(x, h) + ũ0
h(x, ε), (III.26)

où la fonction ũ0
h(x, ε) est solution du problème

−∆ũ0
h(x, ε) =0 dans Ωh

ε (III.27)

ũ0
h(x, ε) =0 sur ∂Ω (III.28)

ũ0
h(x, ε) = − (v0(x) − v0(h)) (III.29)

+ βh

{
(2π)−1(log ‖ξh‖ − L)

}

+ βh {G(x, h) − G(h, h)} sur ∂ωh
ε

1.2.. Extension auto-adjointe du Laplacien avec conditions de Dirichlet.

Dans ce paragraphe on suppose pour simplifier les notations que h = 0 sans perte de
généralité.

On considère l’opérateur A0 dans L2(Ω) donné par l’expression différentielle −∆x et
dont le domaine de définition est

D(A0) =
{
v ∈ C∞

0 (Ω̄ \ {0}), v = 0 sur ∂Ω
}

(III.30)

On souligne que l’inclusion v ∈ D(A0) indique que v satisfait les conditions aux limites
(III.2) et est égal à zéro au voisinage du centre 0 de la cavité ωε, cette dernière condition
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imitant la condition de Dirichlet (III.3).

Maintenant la fermeture A0 et l’adjoint A∗
0 de l’opérateur A0 sont donnés par le

lemme suivant

Lemme III.1. La fermeture A0 et l’adjoint A∗
0 de l’opérateur A0 sont donnés par

l’expression différentielle −∆x, avec les domaines de définition respectifs suivants :

D(A0) =
{
v ∈ H2(Ω), v(0) = 0, v = 0 sur ∂Ω

}
(III.31)

et

D(A∗
0) =

{
v : v(x) = χδ(x)(−

a

2π
log r + b) + v̄(x), v̄ ∈ D(A0), a, b ∈

�
}

(III.32)

Comme le domaine de définition de l’opérateur initial A0 est substanciellement res-
treint, le domaine de définition de l’adjoint est large, et les deux opérateurs A0 et A∗

0 ne
sont pas auto-adjoints. Cependant, il existe une famille d’opérateurs auto-adjoints A,
telle que A0 ⊂ A ⊂ A∗

0 et le domaine de définition D(A) contient toutes les solutions
singulières requises du problème de Dirichlet dans Ω.

On construit une famille d’extensions auto-adjointes de l’opérateur A0 en retreignant
le domaine de l’opérateur A∗

0. On ajoute la condition aux limites abstraite b = Sa entre
les coefficients a et b dans la définition de D(A∗

0) avec S un coefficient donné. Une seule
extension A nous interesse avec S obtenu par le développement asymptotique précédent.
Avec un tel S on modélise l’influence du petit trou. Pour cela, on montre le théorème
suivant :

Théorème III.2.

(1) Soit A la restriction de l’opérateur A∗
0 à l’espace vectoriel

D(A) = {v ∈ D(A∗
0) : b = Sa} (III.33)

où S = S(ε) = (2π)−1(log ε+ L), la quantité L est définie dans (III.24). Alors
A est un opérateur auto-adjoint.

(2) L’équation suivante

Av = f ∈ L2(Ω) (III.34)

admet une unique solution v ∈ D(A).

Preuve.

1) Il suffit de prouver la chose suivante : Si pour v, f ∈ L2(Ω) l’égalité suivante est
vraie

(v,Az)Ω = (f, z)Ω ∀z ∈ D(A), (III.35)

alors v ∈ D(A) et f = Av. Comme A0 ⊂ A, on voit que v ∈ D(A∗
0) et A∗

0v = f .
Ainsi, on doit seulement montrer que v ∈ D(A). De (III.35) on peut écrire la formule
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de Green :

0 = (v,Az)Ω − (A∗
0v, z)Ω

= lim
δ→0

∫

Ω\ � δ

(z∆xv − v∆xz) dx

= lim
δ→0

∫

∂ � δ

v∂nz − z∂nv dsx +

∫

∂Ω

v∂nz − z∂nv dsx

= lim
δ→0

∫

∂ � δ

v∂nz − z∂nv dsx.

Comme v ∈ D(A∗
0), v = 0 sur ∂Ω et par conséquent

∫
∂Ω

v∂nz − z∂nv dsx = 0. En
remplaçant v et z par les développements asymptotiques donnés dans la définition de
D(A∗

0), avec les coefficients notés respectivement a, b et p, q, on obtient

0 = lim
δ→0

δ

∫ 2π

0

(b− a
1

2π
log r)

∂

∂r
(q − p

1

2π
log r)|r=δ

−(q − p
1

2π
log r)

∂

∂r
(b− a

1

2π
log r)|r=δ

dφ.

= lim
δ→0

a(q − p
1

2π
log δ) − p(b− a

1

2π
log δ)

= aq − bp

= (Sa− b)p,

et la conclusion est b = Sa ce qui signifie que v ∈ D(A). On a utilisé ici la relation
q = Sp car z ∈ D(A).

2) Tout d’abord on prouve l’unicité de la solution. Soit v1 et v2 deux fonctions dans
D(A). Alors la différence v = v1 − v2 vérifie Av = 0 dans Ω et v = 0 sur ∂Ω. Ainsi v

est la solution fondamentale du laplacien

v = µG(0, x) = −µ
(
(2π)−1 log r + G(0, x)

)
(III.36)

où G et G sont définis dans (III.8)-(III.9) et (III.11)-(III.12). La représentaion asymp-
totique (III.36) nous donne les coefficients a = µ et b = −G(0, 0)µ. D’après la définition
de D(A) on doit avoir b = Sa, ainsi on obtient

−G(0, 0)µ = ((2π)−1 log ε+ L)µ

ce qui implique µ = 0. Ainsi v ≡ 0 et on a prouvé l’unicité de la solution.

Il nous reste à montrer que

v = v0(x) + βG(x, 0) (III.37)

est solution de Av = f . Grâce aux définitions (III.8)-(III.9) et (III.4)-(III.5) respective-
ment de G(x, 0) et v0, on a clairement −∆xu(x, ε) = f(x) dans Ω \ 0 et u(x, ε) = 0 sur
∂Ω. On a également a = β et b = v0(0) − βG(0, 0), de sorte que la relation b = Sa est
satisfaite. Par conséquent, on a v ∈ D(A). La preuve est terminée. �
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1.3.. Dérivation par rapport à la position du trou. On rappelle que la fonction
uh(x, ε) de (III.1)-(III.3) peut être représentée par

uh(x, ε) = v0(x) + βhG(x, h) + ũ0
h(x, ε). (III.38)

Elle peut également être représentée sous la forme (III.32)

uh(x, ε) = − ah

2π
log rh + bh + ūh(x, ε). (III.39)

avec

ah = βh =
{
(2π)−1(log ε+ L) + G(h, h)

}−1
v0(h), (III.40)

bh = v0(h) − βhG(h, h) = Sah, (III.41)
et S = (2π)−1(log ε+L), (rh, θh) étant les coordonnées polaires de centre h. Le coefficient
S dépend de ε mais ne dépend pas de la position du trou h.

1.4.. Fonctionnelles d’énergie dans Lp. On considère des fonctionnelles de la
forme :

F(u, ε) =

∫

Ωε

F (x, u) dx. (III.42)

avec u ∈ D(A). On fait une hypothèse sur la fonctionnelle (III.42), suffisante pour
l’analyse asymptotique qui suit. On suppose que l’égalité suivante a lieu pour un certain
p ∈ [1,∞[ et pour tout u, v ∈ Lp(Ωε)

|F(u, ε) −F(v, ε)| ≤ c‖u− v‖p

(
‖u‖p−1

p + ‖v‖p−1
p

)
, (III.43)

où la constante c dépend de Ω, mais c est indépendant du paramètre ε et des fonctions
u, v. On suppose également que la même inégalité a lieu dans le domaine non perturbé
Ω,

|F(u, 0) −F(v, 0)| ≤ c‖u− v‖p

(
‖u‖p−1

p + ‖v‖p−1
p

)
, (III.44)

où ‖.‖p désigne la norme de Lp(Ω). Soit uh(x, ε) la solution de l’équation (III.1)-(III.3).
La fonction uh est prolongée par zéro sur le domaine ωh

ε , et la fonction prolongée est
toujours notée uh. Ainsi, grâce au plongement H1(Ω) ⊂ Lp(Ω), p ∈ [1,∞[ et à l’inégalité
(III.44) on a

|F(u, 0) −F(uh, 0)| ≤ c‖u− uh‖p

(
‖u‖p−1

p + ‖uh‖p−1
p

)
, (III.45)

où ‖ . ‖p est la norme dans Lp(Ω). Comme u et uh sont dans D(A), on a le développement
(III.32) pour u et uh, ainsi

‖u− uh‖p = ‖ − a0

2π
log r +

ah

2π
log rh + S(a0 − ah) + ū− ūh‖p (III.46)

Grâce au développement (III.18) de G(h, h) et à la régularité de v0 solution de (III.4)-
(III.5) on obtient

‖a0 − ah‖p = ‖β − βh‖p ≤ c|h| (III.47)
où c est une constante qui dépend seulement de ε et Ω, d’après l’expression (III.40) de
βh. On obtient évidemment pour bh les mêmes résultats en raison de la relation bh = Sah

‖b0 − bh‖p = ‖Sa− Sah‖p ≤ Sc|h| (III.48)

et S dépend seulement de ε et Ω. D’après la H2-régularité de ū et ūh, on obtient la
même inégalité pour ‖ū− ūh‖p

‖ū− ūh‖p ≤ c|h| (III.49)
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Le seul terme dans (III.46) qui doit être majoré est − a0

2π
log r + a0

2π
log rh. Puisqu’on

a prouvé la continuité de ‖a0 − ah‖p dans (III.47), il suffit de donner une estimation
de ‖ log r − log rh‖p. Quitte à faire un changement de repère, on peut supposer que
h = (|h|, 0). Ainsi on peut séparer l’intégrale suivante en deux parties

∫

Ω

| log rh − log r|p dx = Ih
0 + Ih

1

avec

Ih
0 =

∫

|x|<2|h|

| log ‖x+ |h|e1‖ − log ‖x‖|p dx

= |h|2
∫

|ξ|<2

| log ‖ξ + e1‖ − log ‖ξ‖|p dξ

≤ c|h|2.

On a utilisé le changement de variables x = |h|ξ. On a également e1 = (1, 0).

Ih
1 =

∫

Ω\|x|<2|h|

| log |x|2 − 2|h|x1 + |h|2
|x|2 |p dx

≤ Cα

∫

Ω\|x|<2|h|

(( |h|
r

)αp

+

( |h|2
r2

)αp)

≤ Cα

(
|h|αp

∫ D

2|h|

r−αp+1 dr + |h|2αp

∫ D

2|h|

r−2αp+1 dr

)
,

avec α ∈]0, 1] et Cα une constante qui dépend de α. Ainsi, si αp < 1, alors

Ih
1 ≤ Cα

(
|h|αp|h|−αp+2 + |h|2αp|h|−2αp+2

)
= Cα|h|2.

Finalement, on obtient

‖ log r − log rh‖p ≤ Cα|h|2/p. (III.50)

Par conséquent, en choississant p ∈ [1, 2] et en combinant (III.47), (III.48), (III.49) et
(III.50) on obtient la h-convergence pour la fonctionnelle (III.42).

2.. Estimations pour le Laplacien en dimension trois

On considère deux domaines Ω et ω de
� 3 ayant des frontières régulières, et 0 ∈ ω,

0 ∈ Ω. Les domaines perturbés ωε et Ωε sont définis respectivement comme ωε = {x =
εξ, ξ ∈ ω} et Ωε = Ω \ ωε. Le Laplacien avec conditions de Dirichlet sur ∂Ω et sur la
frontière du trou ∂ωε est

−∆u(x, ε) = f dans Ωε (III.51)

u(x, ε) = 0 sur ∂Ωε (III.52)

où f est une fonction dans L2(Ω). On veut construire une approximation de u(x, ε) sous
la forme d’une série suivant les puissances de ε.
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2.1.. Le premier problème limite. Quand ε→ 0, Ωε → Ω\0, alors on considère
le premier problème limite :

−∆v0(x) = f dans Ω (III.53)

v0(x) = 0 sur ∂Ω (III.54)

Cette approximation est valable en dehors d’un voisinage de la frontière du trou ωε.

2.2.. Le premier terme de la couche limite. Afin de donner une approximation
de u(x, ε) près de la frontière de ωε, on doit ajouter la couche limite w0(ξ) dépendant de
la variable ξ. Comme f est dans L2(Ω) et que la frontière de Ω est régulière, la solution
v0 de (III.53)-(III.54) est dans H2(Ω) et par conséquent v0 est dans C0(Ω). Ainsi le
développement de Taylor de v0 au voisinage de 0 est

v0(x) = v0(εξ) = v0(0) +O(ε), ε→ 0 (III.55)

La solution u(x, ε) de (III.51)-(III.52) vérifie la condition de Dirichlet sur la frontière du
trou ∂ωε. L’approximation v0(x) de u(x, ε) ne vérifie pas cette condition de Dirichlet. On
dit que la fonction v0 laisse une discrépance v0(0) car le premier terme du développement
de Taylor (III.55) de v0 au voisinage de 0 est v0(0).
Par conséquent on doit compenser cette discrépance v0(0) sur la frontière du trou ∂ωε.
Le potentiel capacitaire P dans le domaine

� 3 \ ω est défini comme la solution de

−∆P (ξ) = 0 dans
� 3 \ ω (III.56)

P (ξ) = 1 sur ∂ω (III.57)

Il est connu qu’il existe une unique solution P ∈ C∞(
� 3\ω) avec |P (ξ)| = O(|ξ|−1) quand

|ξ| → ∞. On développe P en fonction de la solution fondamentale Φ, où Φ(ξ) = |ξ|−1

P (ξ) = c0Φ(ξ) +
3∑

j=1

cj
∂Φ

∂xj

(x) +O(|x|−3). (III.58)

Si on pose w0(ξ) = −P (ξ)v0(0), w0 compense la discrépance d’ordre zéro v0(0) sur ∂ωε.
En fait, on peut préciser la valeur de la constante c0 dans le développement (III.58) de P .

Lemme III.3. Soit P le potentiel capacitaire défini en (III.56)-(III.57). Alors P
admet le développement suivant quand |ξ| → ∞

P (ξ) =
capω

|ξ| +O(
1

|ξ|2 ) (III.59)

où capω est la capacité de l’ensemble ω.

Preuve. On utilise la formule de Green ainsi que le développement (III.58) :
∫

BR\ω

∆P (1 − P )

︸ ︷︷ ︸
=0

=

∫

BR\ω

∇P∇(1 − P ) +

∫

∂BR\∂ω

∂nP (1 − P ).

On obtient alors∫

BR\ω

‖∇P‖2 = −
∫

∂BR

∂nP (1 − P ) = −
∫

∂BR

− c0
|ξ|2 (1 − c0

|ξ|) +O(
1

|ξ|3 ).
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Finalement on trouve

4πc0 =

∫

BR\ω

‖∇P‖2.

Par définition de la capacité on a

c0 =
1

4π

∫

BR\ω

‖∇P‖2 = capω

ce qui termine la preuve �

Ainsi on peut approximer u(x, ε) par

u(x, ε) w v0(x) + w0(
x

ε
) = v0(x) − P

(x
ε

)
v0(0). (III.60)

2.3.. Le deuxième problème limite. La couche limite w0(ξ) crée une discrépance
sur la frontière ∂Ω. En utilisant la formule (III.59), on obtient le développement suivant
quand ε→ 0

−P
(x
ε

)
v0(0) = −capω

|x| εv0(0) +O(ε2).

On veut compenser la discrépance du premier ordre −capω

|x|
εv0(0). Par conséquent, on

doit ajouter le terme εv1(x) à l’approximation de u(x, ε), avec v1 solution de

−∆v1(x) = 0 dans Ω (III.61)

v1(x) = v0(0)
capω
|x| sur ∂Ω (III.62)

Maintenant l’approximation pour u(x, ε) est

u(x, ε) w v0(x) + w0(
x

ε
) + εv1(x)

La solution de (III.61)-(III.62) peut être calculée explicitement avec la fonction de Green
G(x, y) solution de

−∆xG(x, y) = δ(x− y) dans Ω (III.63)

G(x, y) = 0 sur ∂Ω (III.64)

où δ est la masse de Dirac. G(x, y) admet le développement suivant :

G(x, y) =
1

4π|x− y| + G(x, y) (III.65)

où G est la partie régulière de la fonction de Green, G est la solution de

−∆xG(x, y) = 0 dans Ω (III.66)

G(x, y) = − 1

4π|x− y| sur ∂Ω (III.67)

Lemme III.4. La solution v1 de (III.61)-(III.62) est donnée par

v1(x) = −v0(0)capω

∫

∂Ω

∂nG(x, y)

|y| dy

= −4πG(0, x)v0(0)capω
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Preuve. Soit Bδ la boule de rayon δ
∫

Ω\Bδ

∆G(x, y)

|y| − ∆(
1

|y|)G(x, y)dy =

∫

∂Ω

∂nG(x, y)

|y| − ∂n(
1

|y|)G(x, y)dy

+

∫

∂Bδ

∂nG(x, y)

|y| − ∂n(
1

|y|)G(x, y)dy

L’intégrale sur Ω \Bδ vaut zéro car les fonctions G(x, y) et 1
|y|

sont harmoniques sur ce
domaine. On a également ∫

∂Ω

∂n(
1

|y|)G(x, y)dy = 0

car G(x, y) = 0 sur ∂Ω, et on a les convergences suivantes
∫

∂Bδ

∂nG(x, y)

|y| → 0, δ → 0,

∫

∂Bδ

∂n(
1

|y|)G(x, y)dy → 4πG(0, x), δ → 0.

Ces dernières convergences sont dues à ∂n( 1
|y|

) = −∂r(
1
r
) = 1

r2 �

Ainsi on obtient le développement suivant pour u(x, ε)

u(x, ε) = v0(x) − v0(0)P
(x
ε

)
− ε4πv0(0)capωG(0, x) + ũ1(x, ε).

Si on écrit le développement de P
(

x
ε

)
on trouve

P
(x
ε

)
= ε

capω
|x| + P̃

(x
ε

)

où P̃ (ξ) est solution de

−∆P̃ (ξ) = 0 dans
� 3 \ ω (III.68)

P̃ = 1 − capω
|ξ| sur ∂ω (III.69)

Etant donné (III.65) on trouve

G(0, x) =
1

4π|x| + G(0, x).

Ainsi on peut écrire

u(x, ε) = v0(x) − ε4πv0(0)capωG(0, x) − v0(0)P̃
(x
ε

)
+ ũ1(x, ε). (III.70)

Finalement, ũ1(x, ε) est solution de

−∆ũ1(x, ε) = 0 dans Ωε (III.71)

ũ1(x, ε) = −v0(x) + v0(0)P
(x
ε

)
(III.72)

+ε4πv0(0)capωG(0, x) sur ∂Ωε
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Plus précisément, on peut écrire

−∆ũ1(x, ε) = 0 dans Ωε (III.73)

ũ1(x, ε) = v0(0)P
(x
ε

)
− ε

v0(0)capω
|x| sur ∂Ω (III.74)

ũ1(x, ε) = −(v0(x) − v0(0)) (III.75)

+ε4πv0(0)capωG(0, x) sur ∂ωε

2.4.. Justification des développements asymptotiques. Soit U défini par

U(x, ε) = v0(x) − v0(0)P
(x
ε

)
− ε4πv0(0)capωG(0, x) (III.76)

de sorte que
u(x, ε) = U(x, ε) + ũ1(x, ε). (III.77)

La fonction U est l’approximation asymptotique globale. On définit aussi la fonction U ′

par

U ′(x, ε) = (v0(x) − v0(0))(1 − χε(x)) + v0(0) (III.78)

−v0(0)
capω
r

− v0(0)P̃
(x
ε

)
χ

−ε4πv0(0)capωG(0, x)(1 − χε(x)).

La fonction cutoff χε a les propriétés standards : χ vaut 1 au voisinage de ω et χ est
à support compact dans

� 3. Finalement χε(x) = χ
(

x
ε

)
. Alors on a

u(x, ε) = U ′(x, ε) + χε(x)(v
0(x) − v0(0)) (III.79)

−v0(0)P̃
(x
ε

)
(1 − χ) (III.80)

−ε4πv0(0)capωG(0, x)χε + ũ1(x, ε).

Maintenant on pose
R = u− U ′. (III.81)

On remarque que la définition (III.78) de la fonction U ′ montre que R vaut 0 sur ∂Ωε.
On veut donner une estimation de la norme ‖R;H1(Ωε)‖. Les calculs nous donnent

−∆R = −∆u+ ∆U ′

= −∆u+ (1 − χε)∆v
0 − ∆χε(v

0(x) − v0(0)) − 2∇χε∇v0

−v0(0)∆(P̃
(x
ε

)
χ) − ε4πv0(0)capω∆(G(0, x)(1 − χε)).

= χεf − [∆, χε](v
0(x) − v0(0)) − v0(0)[∆, χ]P̃

(x
ε

)

+ε4πv0(0)capω[∆, χε]G(0, x)

= I1 + I2 + I3 + I4

avec [∆, χε] = (∆χε) + 2∇χε∇x.
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Pour calculer ces estimations, on introduit les inégalités de Hardy dans les lemmes III.5
et III.6. On domme une preuve simple pour le lemme III.5 issue de [45]. La preuve du
lemme III.6 peut être trouvée dans [30].

Lemme III.5. Si z ∈ C∞
0 [a,∞[ , a ≥ 0 et b > 0 alors

∫ ∞

a

rb−1|z(r)|2 dr ≤ 4

b2

∫ ∞

a

rb+1|∂rz(r)|2 dr. (III.82)

Preuve. Comme z(t)2 = −2
∫∞

t
z(r)∂rz(r) dr, on a

∫ ∞

a

tb−1|z(t)|2 dt = −2

∫ ∞

a

tb−1

∫ ∞

t

z(r)∂rz(r) drdt

≤ 2

∫ ∞

a

|z(r)||∂rz(r)|
∫ r

a

tb−1 dtdr

= 2b−1

∫ ∞

a

(rb − ab)|z(r)||∂rz(r)| dr

≤ 2b−1

(∫ ∞

a

rb−1|z(r)|2 dr
) 1

2
(∫ ∞

a

rb+1|∂rz(r)|2 dr
) 1

2

On déduit de la dernière inégalité la formule (III.82). �

Lemme III.6. Si z ∈ C∞
0 [0,∞[ , et z(0) = 0, b < 0 alors

∫ ∞

0

rb−1|z(r)|2 dr ≤ 4

b2

∫ ∞

0

rb+1|∂rz(r)|2 dr. (III.83)

On définit maintenant F comme

−∆R = F = I1 + I2 + I3 + I4.

Alors R est solution de {
−∆R = F dans Ωε

R = 0 sur ∂Ωε
(III.84)

Pour simplifier, on utilise la notation ‖ . ‖ au lieu de ‖ . , L2(Ωε)‖. On obtient alors
l’estimation

‖∇R‖2 =

∫

Ωε

RF ≤ ‖r−1R‖‖rF‖

≤ c‖R, H1(Ωε)‖‖rF‖.
L’inégalité ‖r−1R‖ ≤ ‖R, H1(Ωε)‖ provient de l’inégalité de Hardy (III.82) avec a = 0
et b = 1 . Ainsi, on obtient l’inégalité suivante

‖R, H1(Ωε)‖ ≤ c‖rF‖. (III.85)

Par conséquent on a besoin de donner une estimation de la quantité ‖rF‖. Sachant que
F = I1 + I2 + I3 + I4 on a

‖rI1‖ ≤ cε‖f‖, (III.86)
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‖rI2‖2 = ‖r[∆, χε](v
0(x) − v0(0))‖2

=

∫

Ωε∩supp∇χε

r2(2∇v0.∇χε)
2 + r2|∆χε|2|v0(x) − v0(0)|2 dx

≤ cε2

∫

supp∇χε

|∇v0|2|∇χε|2 + |∆χε|2|v0(x) − v0(0)|2 dx

≤ cε2

∫

supp∇χε

1

ε2
|∇v0|2 ε

2

r2
+

1

ε4
|v0(x) − v0(0)|2 ε

4

r4
dx

≤ cε2‖v0, H
2(Ω)‖2

≤ cε2‖f‖2. (III.87)

On a utilisé les deux inégalités de Hardy (III.82) et (III.83) pour la majoration (III.87).
En effet, pour majorer ∫

supp∇χε

1

ε2
|∇v0|2 ε

2

r2
,

on utilise (III.82) avec a = 0 et b = 1, et pour majorer
∫

supp∇χε

1

ε4
|v0(x) − v0(0)|2 ε

4

r4
dx,

on utilise (III.83) avec b = −1 puis (III.82) avec a = 0 et b = 1. On utilise cette
procédure dans la plupart des inégalités qui suivent.

‖rI3‖2 = ‖rv0(0)[∆, χ]P̃
(x
ε

)
‖2

≤ c|v0(0)|2
∫

supp∇χ

r2|∇P̃
(x
ε

)
|2 + r2|∆χ|2P̃

(x
ε

)2

dx

≤ c|v0(0)|2
∫

supp∇χ

r2 |ε2x|2
|x|8 + r2 ε

4

|x|4 dx

≤ c|v0(0)|2
∫

supp∇χ

r2

(
ε4

r6
+
ε4

r4

)
dx

≤ cε4‖v0, H2(Ω)‖2

≤ cε4‖f‖2. (III.88)

On a utilisé dans l’inégalité (III.88) le plongement H2(Ω) ⊂ C0(Ω).

‖rI4‖2 = ‖rε4πv0(0)capω[∆, χε]G(0, x)‖2

≤ c|v0(0)|2ε4

(∫

Ωε∩supp∇χε

|∆χεG(0, x)|2 + |∇χε|2|∇G(0, x)|2
)

≤ c|v0(0)|2ε4

(∫

Ωε∩supp∇χε

1

ε4
|G(0, x)|2 +

1

ε2
|∇G(0, x)|2

)

≤ cε2‖f‖2 (III.89)

En regroupant les inégalités (III.86), (III.87), (III.88), (III.89), on en déduit une esti-
mation pour ‖rF‖ :

‖rF‖ ≤ cε‖f‖, (III.90)
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ce qui signifie que
‖R, H1(Ωε)‖ ≤ cε‖f‖. (III.91)

Afin de compléter les estimations pour u(x, ε), on doit donner une estimation pour le
terme U − U ′. D’après les équations (III.77) et (III.79) on obtient

U − U ′ = χε(v0(x) − v0(0))

−v0(0)P̃
(x
ε

)
(1 − χ)

−ε4πv0(0)capωG(0, x)χε

= J1 + J2 + J3.

On donne maintenant des estimations pour les normes L2 des gradients de J1, J2 et J3.

‖∇J1‖2 ≤ c

∫

Ωε∩suppχε

|∇χε|2|v0(x) − v0(0)|2 + |∇v0(x)|2

≤ c

ε2

∫

Ωε∩suppχε

ε4

r4
|v0(x) − v0(0)|2 + c

∫

Ωε∩suppχε

ε2

r2
|∇v0(x)|2

≤ cε2‖f‖2, (III.92)

‖∇J2‖2 ≤ c|v0(0)|2
(∫

supp∇χ

P̃
(x
ε

)2

+

∫

Ω\suppχ

|∇P̃
(x
ε

)
|2
)

≤ c|v0(0)|2
(∫

supp∇χ

ε4

r4
+

∫

Ω\suppχ

ε4

r6

)

≤ cε4|v0(0)|2
≤ cε4‖v0, H2(Ω)‖2

≤ cε4‖f‖2, (III.93)

‖∇J3‖2 ≤ cε2|v0(0)|2
∫

suppχε

|∇G(0, x)|2 + |G(0, x)|2|∇χε|2

≤ cε2|v0(0)|2
∫

supp∇χε

1

ε2
|G(0, x)|2

≤ cε2‖f‖2. (III.94)

Ainsi on a obtenu
‖U − U ′, H1(Ωε)‖ ≤ cε‖f‖, (III.95)

et finalement, en combinant (III.95) et (III.91) on obtient

‖u(x, ε) − U , H1(Ωε)‖ ≤ cε‖f‖, (III.96)

3.. Perturbation de la position du trou

On considère toujours les mêmes ouverts ω et Ω dont les frontières sont régulières
comme dans le paragraphe 2.. On fait une petite translation du trou dans la direction h.
Soit h un vecteur donné dans

� 3, l’ensemble ωh
ε est défini comme ωh

ε = {x = y + h, y ∈
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ωε} et Ωh
ε = Ω \ωh

ε . Ensuite on définit le problème perturbé correspondant au problème
(III.51)-(III.52) : {

−∆uh(x, ε) = f dans Ωh
ε

uh(x, ε) = 0 sur ∂Ωh
ε

(III.97)

où f est une fonction de L2(Ω).

3.1.. Développement asymptotique du problème perturbé. On utilise la
fonction v0(x) définie en (III.53)-(III.54) comme une approximation de uh(x, ε) au voi-
sinage de la frontière du trou ωh

ε . La fonction v0(x) peut être développée au voisinage
de h.

v0(x) = v0(εξ) = v0(h) +O(ε), ε→ 0

On pose ξh = ξ − h
ε

les nouvelles coordonnées correspondant à l’origine h. Le potentiel
Ph(ξh) est défini comme en (III.56)-(III.57) avec ωh au lieu de ω. Ensuite, si on pose
w0

h(ξh) = −Ph(ξh)v
0
h(0) on a l’analogue de la formule (III.60) dans le domaine perturbé

uh(x, ε) w v0(x) + w0
h(
x− h

ε
) = v0(x) − P

(
x− h

ε

)
v0(h). (III.98)

Ensuite, vh
1 est défini comme dans (III.61)-(III.62) avec v0(h)

capω

|x−h|
au lieu de v0(0)

capω

|x|

et comme dans le lemme III.4, on a

v1
h(x) = −4πG(h, x)v0(h)capω

Finalement, le développement de uh(x, ε) est

uh(x, ε) = v0(x) − ε4πv0(h)G(h, x) − v0(h)P̃h

(
x− h

ε

)
+ ũ1

h(x, ε), (III.99)

avec ũ1
h(x, ε) défini comme en (III.71)-(III.72) avec les quantités correspondants au pro-

blème perturbé.

On veut maintenant donner une estimation de la différence uh(x, ε)− u(x, ε). Au vu
de (III.99) et (III.70), on a donc

uh(x, ε) − u(x, ε) = −
(
v0(h)P

(
x− h

ε

)
− v0(0)P

(x
ε

))

−4πεcapω
(
v0(h)G(h, x) − v0(0)G(0, x)

)

+ũ1
h(x, ε) − ũ1(x, ε).

En procédant à un développement limité par rapport à h, on obtient

uh(x, ε) − u(x, ε) = −
(
P
(x
ε

)
+ 4πεcapωG(0, x)

)
〈∇v0(0), h〉

−εcapωv0(0)
〈x, h〉
|x|2 +

v0(0)

ε
〈∇P̃

(x
ε

)
, h〉

−ε4πv0(0)capω〈∇G(0, x), h〉
+ũ1

h(x, ε) − ũ1(x, ε) +O(‖h‖2).

Par conséquent, on a l’estimation

‖uh(x, ε) − u(x, ε)‖∞ ≤ ch, (III.100)
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avec c une constante qui ne dépend pas de ε. Par ailleurs, on ne peut pas obtenir
l’expression complète de la dérivée par rapport à h car le reste ũ1

h(x, ε)−ũ1(x, ε) contient
des termes d’ordre 1 en h. Il est alors nécessaire d’aller plus loin dans la pocédure
d’approximation et d’introduire une nouvelle couche limite w1.

4.. Extension auto-adjointe et approximation de l’énergie en dimension

trois

4.1.. Extension auto-adjointe. Les caractéristiques principales de l’extension auto-
adjointe pour le problème en dimension trois sont les mêmes qu’en dimension deux, par
conséquent nous ne détaillons pas ce qui suit.

On considère l’opérateur A0 dans L2(Ω) donné par l’expression différentielle −∆x et
munis des domaines de définition :

D(A0) =
{
v ∈ C∞

0 (Ω̄ \ {0}), v = 0 sur ∂Ω
}

La fermeture A0 et l’adjoint A∗
0 pour l’opérateur A0 sont donnés par l’expression diffé-

rentielle −∆x, avec les domaines de définition :

D(A0) =
{
v ∈ H2(Ω), v(0) = 0, v = 0 sur ∂Ω

}

et

D(A∗
0) =

{
v : v(x) = χδ(x)(−

a

4πr
+ b) + v̄(x), v̄ ∈ D(A0), a, b ∈

�
}

(III.101)

Théorème III.7.

(1) Soit A la restriction de l’opérateur A∗
0 à l’espace vectoriel

D(A) = {v ∈ D(A∗
0) : b = Sa} (III.102)

où

S = S(ε) =
1

4πεcapω
− G(0, 0).

Alors A est un opérateur auto-adjoint.

(2) L’équation suivante
Av = f ∈ L2(Ω) (III.103)

admet une unique solution v ∈ D(A).

4.2.. Fonctionnelle d’énergie approchée. Pour simplifier, on considère le pro-
blème (III.51)-(III.52) perturbé seulement par rapport à ε :

−∆u(x, ε) = f(x) dans Ωε, (III.104)

u(x, ε) = 0 sur ∂Ωε. (III.105)

et on écrit u au lieu de u(x, ε). La fonctionnelle d’énergie correspondante est donnée par

Eε(u, f) =
1

2
(∇u,∇u)Ωε

− (f, u)Ωε
= −1

2
(f, u)Ωε

(III.106)

Pour l’opérateur auto-adjoint A défini en (III.102), on peut introduire la fonctionnelle
d’énergie associée

E(v, f) =
1

2
(Av,v)Ω − (f,v)Ω = −1

2
(f,v)Ω (III.107)
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qui, comme on le montrera dans la proposition suivante, est une approximation de la
fonctionnelle d’énergie pour le problème (III.104)-(III.105).

Proposition III.8. Si u et v sont solutions des problèmes (III.104)-(III.105) et
(III.103) avec la même fonction f ∈ L2(Ω), alors la différence des fonctionnelles d’éner-
gie (III.106) et (III.107) admet l’estimation

|Eε(u, f) − E(v, f)| ≤ cε‖f‖2. (III.108)

Preuve. Tout d’abord, on a l’inégalité suivante

|Eε(u, f) − E(v, f)| =
1

2
|(f, u)Ωε

− (f,v)Ω|

≤ 1

2
‖f, L2(Ω)‖‖v − u(x, ε), L2(Ωε)‖ +

1

2
|(v, f)ωε

| (III.109)

D’après le théorème III.7, (voir également le théorème III.2) on a v = v0(x)−ε4πv0(0)capωG(0, x).
D’après (III.77) on a

u(x, ε) = U(x, ε) + ũ1(x, ε)

= v − v0(0)P̃
(x
ε

)
+ ũ1(x, ε). (III.110)

ainsi que

‖v − u(x, ε), L2(Ωε)‖ ≤ ‖ − v0(0)P̃
(x
ε

)
+ ũ1(x, ε), L2(Ωε)‖

≤ ‖v0(0)P̃
(x
ε

)
, L2(Ωε)‖ + ‖u− U , L2(Ωε)‖. (III.111)

Comme (III.96) donne une estimation pour ‖u− U , L2(Ωε)‖, on doit seulement donner
une estimation de ‖v0(0)P̃

(
x
ε

)
, L2(Ωε)‖. En fait, en combinant (III.88) et (III.93) on

trouve

‖v0(0)P̃
(x
ε

)
, L2(Ωε)‖ ≤ cε‖f‖. (III.112)

En combinant (III.96) et (III.112) on obtient

‖v − u(x, ε), L2(Ωε)‖ ≤ cε‖f‖. (III.113)

Pour terminer la preuve on donne une estimation de |(v, f)ωε
| :

|(v, f)ωε
| ≤ |(v0, f)ωε

− ε4πv0(0)capω
∫

ωε

G(0, x)f(x)|

≤ ‖f‖
(∫

ωε

v0(0)2 + ε4

∫

ωε

(v0(x) − v0(0))2

r4

)1/2

≤ cε‖f‖2. (III.114)

En insérant (III.113) et (III.114) dans (III.109) la preuve est terminée. �

En particulier le développement du premier ordre de la fonctionnelle d’énergie approchée
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E(v, f) donne le résultat classique suivant :

E(v, f) = −1

2
(f,v)Ω

= −1

2

∫

Ω

f(x)v0(x) dx+ 2πεcapωv0(0)

∫

Ω

G(0, x)f(x) dx

= E0(u, f) + 2πεcapωv0(0)2. (III.115)

On a utilisé le fait que G(0, x) défini en (III.63)-(III.64) est la fonction de Green générali-
sée. Le terme 2πεcapωv0(0)2 dans (III.115) est la dérivée topologique de la fonctionnelle
d’énergie Eε(u, f) pour le problème original (III.51) − (III.52).

Remarque III.9. On obtient un résultat similaire en dimension deux, i.e. la fonc-
tionnelle d’énergie approchée E(v, f) pour l’opérateur A défini dans le théorème III.2
admet le développement asymptotique suivant

E(v, f) = −1

2
(∇u(x, 0),∇u(x, 0))Ω − πv0(0)2

log ε
+O

(
1

log2 ε

)
, (III.116)

et le terme πv0(0)2 est en effet la dérivée topologique de la fonctionnelle d’énergie pour
le problème (III.1)-(III.3) (avec h = 0).

5.. Un problème d’optimisation de formes utilisant des extensions

auto-adjointes

Dans la suite, U est un ouvert borné dans
� 2 avec une frontière régulière. L’ensemble

U est appelé le fourre-tout et les perturbations θ définies plus loin laissent U globalement
invariant. Soit également k ∈ � , k ≥ 4. On note

Ok =
{
D b U ; D bounded open set of class Ck

}
.

Soit Ω un élément de Ok.
Soit Θk l’espace des champs de vecteur de Ck(

� 2,
� 2) dont les dérivées sont bornées

jusqu’à l’ordre k. Muni de la norme Ck usuelle ‖.‖k, Θk est un espace de Banach. On
note

Dk := {θ ∈ Θk, supp(θ) ⊂ U} .
Pour θ ∈ Dk et t ∈ �

suffisament petit, l’application Ft = I+tθ est un Ck-difféomorphisme,
et la condition supp(θ) ⊂ U implique que I + tθ laisse la frontière de U invariante. I est
l’application identité dans

� 2 (∀x ∈ � 2, I(x) = x). Pour un θ ∈ Dk donné, soit Ωt défini
par :

Ωt = {(I + tθ)(x), x ∈ Ω}
Il est clair, puisque Ω ∈ Ok, que l’on a Ωt ∈ Ok.

Dans ce paragraphe on considère la fonctionnelle d’énergie approchée E(v, f), définie
en (III.107). On travaillera dans

� 2 mais le même résultat peut être obtenu dans
� 3.

Dorénavant, soit h un point de Ω. Il existe t0 > 0 et ε0 > 0 tels que pour tout t < t0
et ε < ε0, ωh

ε b Ωt. On définit une fonctionnelle de forme J : [0, t0] × [0, ε0] →
�

de la
façon suivante

J(t, ε) =
1

2
(Atvt,vt)Ωt

− (f,vt)Ωt
= −1

2
(f,vt)Ωt
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avec vt ∈ D(At) solution de (III.34) avec Ω remplacé par Ωt et f ∈ H2(U). Pour une
lecture plus claire, on décrit brièvement les changements dans les définitions de (III.30),
(III.31), (III.32) et (III.33).

D(A0,t) =
{
v ∈ C∞

0 (Ωt \ {h})
}

D(A0,t) =
{
v ∈ H2(Ωt), v(h) = 0, v = 0 sur ∂Ωt

}

D(A∗
0,t) =

{
v : v(x) = χδ(x)(−

a

2π
log rh + b) + v̄(x), v̄ ∈ D(A0,t), a, b ∈

�
}

D(At) =
{
v ∈ D(A∗

0,t) : b = Sa
}

où S = S(ε) = (2π)−1(log ε + L), la quantité L est définie dans (III.24). La solution
vt ∈ D(At) de

Atvt = f

vérifie (voir (III.37))
vt(x) = v0

t (x) + βh,tGt(x, h). (III.117)
Les fonctions Gt, Gt sont définies respectivement comme dans (III.8)-(III.9), (III.11)-
(III.12) mais avec Ω remplacé par Ωt, et la constante βh,t est égale à

βh,t =
{
(2π)−1(log ε+ L) + Gt(h, h)

}−1
v0

t (h)

5.1.. Dérivées topologique et de forme simultanées. Considérons le problème
(III.4) défini dans le domaine perturbé Ωt au lieu de Ω :

−∆v0
t (x) = f(x) dans Ωt (III.118)

v0
t (x) = 0 sur ∂Ωt (III.119)

avec f ∈ H2(U). Pour t suffisament petit, Ft est un Ck-difféomorphisme et son inverse
vérifie

F−1
t (y) = y − tK1(y, t) (III.120)

avec
‖K1(., t)‖k−1 ≤ c‖θ‖k. (III.121)

En effet y = Ft(x). Alors

y − tθ(y) = x+ tθ(x) − tθ(x+ tθ(x))

= x+ tθ(x) − tθ(x) − t2Dθ(y′)θ(x),

avec y′ = x+ ηtθ(x) et 0 < η < 1. Ainsi on a la representation (III.120) avec K1(y, t) =
θ(y) − tDθ(y′)θ(x).

Lemme III.10. Pour t ≥ 0 sufisamment petit, la solution de (III.118)-(III.119)
admet le développement

v0
t = v0 + tz (III.122)

avec ‖z‖H3(Ω) ≤ c‖θ‖k.

Preuve. Après avoir effectué le changement de variables y = Ft(x), le système
(III.118)-(III.119) devient

div −
[
J(Ft)(DyFt)

−1(DyF
∗
t )−1∇v0

t

]
= J(Ft)f(Ft(x)) dans Ω (III.123)

v0
t (x) = 0 sur ∂Ω (III.124)
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On fait quelques simplifications pour les prochains calculs

(DyFt)
−1 = I − tDyK1 (III.125)

J(Ft) = det(I + tDθ(x)) = 1 + tk1(x, t) (III.126)

avec
‖k1(., t)‖k−1 ≤ c‖θ‖k.

Par conséquent on a

(DyFt)
−1(DyF

∗
t )−1 = (I − tDyK1)(I − tDyK

∗
1 ) = I + tDyK2, (III.127)

J(Ft)(DyFt)
−1(DyF

∗
t )−1 = I + tDyK3, (III.128)

J(Ft)f(Ft(x)) = f(x) + tf1(x, t), (III.129)

avec

‖K2(., t)‖k−2, ‖K3(., t)‖k−2 ≤ c‖θ‖k and ‖f1(., t)‖H1(U) ≤ c‖θ‖k. (III.130)

Ainsi, le système transformé prend la forme

−div
[
(I + tK3)∇v0

t

]
= f + tf1 dans Ω (III.131)

v0
t (x) = 0 sur ∂Ω (III.132)

On suppose maintenant que la solution v0
t peut être développée sous la forme d’une série

par rapport au paramètre t.

v0
t =

∞∑

k=0

tkv0
k(x, t). (III.133)

En remplaçant (III.133) dans (III.131)-(III.132) on obtient formellement le système :

−
∞∑

k=0

tk∆v0
k −

∞∑

k=0

tk+1div(K3∇v0
k) = f + tf1 dans Ω (III.134)

∞∑

k=0

tkv0
k = 0 sur ∂Ω (III.135)

En comparant les termes corespondants aux puissances de t de même ordre, on obtient
une suite de problèmes aux limites. Pour k = 0, v0

0 = v0 solution de (III.118)-(III.119)
avec t = 0, pour k = 1 on a

−∆v0
1 = f1 − div(K3∇v0) dans Ω

v0
1 = 0 sur ∂Ω

et pour k ≥ 2

−∆v0
k = −div(K3∇v0

k−1) dans Ω

v0
k = 0 sur ∂Ω

Grâce aux bornes (III.130) sur K3 et f1, on obtient

pour k = 1 : ‖v0
1‖H3(Ω) ≤ c‖θ‖k(1 + ‖v0‖H3(Ω)), (III.136)

pour k > 1 : ‖v0
k‖H3(Ω) ≤ c‖θ‖k‖v0

k−1‖H3(Ω). (III.137)
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Il existe donc une constante t1 telle que pour t < t1, la série (III.133) est convergente
dans H3(Ω). Si on note v0,N

t la série tronquée

v0,N
t (x) =

N∑

k=0

tkv0
k(x, t).

on obtient l’estimation suivante pour le reste de la série

‖v0,N
t − v0

t ‖H3(Ω) ≤ ctN+1

ce qui termine la preuve. �

Remarque III.11. On peut obtenir le même résultat pour des conditions de Diri-
chlet non-homogènes au lieu de (III.119). La seule différence est qu’une fonction dans
le membre de droite de (III.119) serait développée par rapport à t, mais la construc-
tion du développement asymptotique reste la même. Cette remarque est utile pour la
construction de la partie régulière G de la fonction de Green (III.11)-(III.12).

Théorème III.12. La fonctionnelle J(t, ε) admet le développement suivant

J(t, ε) = J(0, 0) − 1

log ε
T J(Ω, h) + tJ ′(0, 0) + o(t) +O(

t

log ε
) (III.138)

où T J(Ω, h) est la dérivée topologique de J dans Ω en h tandis que J ′(0, 0) est la dérivée
par rapport au domaine de J en Ω pour ε = 0 et h = 0.

Preuve. Tout d’abord on peut écrire

J(t, ε) − J(0, 0) = J(t, ε) − J(t, 0) + J(t, 0) − J(0, 0). (III.139)

Un résultat classique de sensibilité par rapport au domaine nous indique que

J(t, 0) − J(0, 0) = tJ ′(0, 0) + o(t).

Il nous reste à analyser la première différence dans le membre de droite de (III.139).

J(t, ε) − J(t, 0) = −1

2
(f,vt − v0

t )Ωt
. (III.140)

En utilisant (III.117) on obtient :

vt(x) − v0
t (x) = βh,tGt(x, h) (III.141)

= −(2π)−1 log ‖x− h‖ + Gt(x, h)

(2π)−1(log ε+ L) + Gt(h, h)
v0

t (h). (III.142)

D’après le lemme III.10 et la remarque III.11, on obtient le développement

vt(x) − v0
t (x) = −(2π)−1 log ‖x− h‖ + G(x, h)

(2π)−1(log ε+ L) + G(h, h)
v0(h) +O(

t

log ε
)

En exploitant la remarque III.9, (III.140) devient alors

J(t, ε) − J(t, 0) = −πv
0(h)2

log ε
+O(

t

log ε
)

et on obtient (III.138) avec T J(Ω, h) = πv0(h)2.
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Une méthode "levelset" en optimisation de formes

1.. Introduction

Les perturbations singulières de domaine sont étudiées dans [33], [32], [45], [47], [48],
[49], [50], [51], [52], [61], [62], [63]. La construction de l’approximation asymptotique
pour l’opérateur de Steklov-Poincaré est donnée dans [65].

Soit U et V deux ouverts fixes de
� 2 tels que V ⊂⊂ U . On note #ω le nombre de

composantes connexes de ω et on considère l’ensemble des domaines admissibles

Ok = {Ω = U \ ω; ω ouvert, ω ⊂ V,#ω ≤ k}. (IV.1)
Dans le cas du problème linéaire, on note alors ΓN = ∂ω, ΓD = ∂U et on a donc
∂Ω = ΓN∪ΓD. Les frontières ΓN et ΓD sont destinées à avoir des conditions de Neumann
et de Dirichlet, respectivement. L’ouvert ω n’est pas nécessairement connexe comme le
montre la figure 1. Dans le cas du problème non-linéaire de Signiorini, la frontière ∂U
est séparée en deux composantes connexes, ∂U = ΓS ∪ ΓD, ΓS étant destiné à recevoir
des conditions de Signiorini.

PSfrag replacements

Ω
ω

ω ΓN

ΓN

ΓD

U

Fig. 1. Le domaine U et le domaine Ω

On considère successivement les problèmes suivants, avec f ∈ C∞(U)




−∆u+ u = f dans Ω,
u = 0 sur ΓD,

∂nu = 0 sur ΓN .
(IV.2)

Sans hypothèse supplémentaire sur la régularité de Ω, on a u ∈ H1(Ω). On considère
également le problème non-linéaire de Signiorini





−∆u+ u = f dans Ω ,
u = 0 sur ΓD ,

∂nu = 0 sur ΓN ,
u ≥ 0 sur ΓS,

∂nu ≥ 0 sur ΓS,
u∂nu = 0 sur ΓS .

(IV.3)
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La solution u(Ω) du problème (IV.3) vérifie l’inéquation variationnelle

u = u(Ω) ∈ K :

∫

Ω

∇u · ∇(v − u) ≥
∫

Ω

(f − u)(v − u) ∀v ∈ K, (IV.4)

où
K(Ω) = {v ∈ H1(Ω)| v = 0 p.p. on ΓD, v ≥ 0 p.p. on ΓS} . (IV.5)

On considère maintenant les fonctionnelles suivantes.

E(Ω) =
1

2

∫

Ω

|∇u|2 +
1

2

∫

Ω

u2 −
∫

Ω

fu (IV.6)

= −1

2

∫

Ω

fu,

J(Ω) = E(Ω) + λA(Ω) − µPc(Ω)2, (IV.7)
avec A(Ω) et Pc(Ω) définis par

A(Ω) = |Ω|, (IV.8)

Pc(Ω) = max(0,H1(∂Ω) − c), (IV.9)

où |Ω| est la mesure de Lebesgue de Ω dans
� 2 et H1(∂Ω) est la mesure de Hausdorff

1-dimensionelle de ∂Ω. Les constantes c, λ et µ sont arbitraires et strictement positives.
Nous allons prouver dans le paragraphe suivant que le problème

max{J(Ω) : Ω ∈ Ok} (IV.10)

admet au moins une solution.

La frontière exterieure de Ω est maintenue fixe et égale à ∂U . Donc les domaines
inconnus Ω qui réalisent (IV.10) sont en fait déterminés par leur frontière intérieure ΓN .
Dans cet article nous étudions la sensibilité par rapport au domaine et on modélise le
problème à l’aide d’une représentation "levelset", l’objectif étant d’accroître la fonction-
nelle de forme. On utilisera la dérivée topologique (si nécessaire) pour créer un nouveau
trou de frontière inclue dans ΓN .

2.. Le problème linéaire

2.1.. Existence d’un domaine optimal. On peut montrer l’existence d’un do-
maine Ω solution du problème (IV.10). Pour cela on utilise un résultat de Bucur et
Varchon [9] et [10] qui est l’analogue du résultat de Sverak [68] pour des conditions de
Neumann sur la frontière des trous. En apportant quelques modifications à la preuve de
ce résultat, on peut l’adapter à notre problème. Ceci est possible sans difficulté car la
frontière ΓD dans (IV.2) est fixe. On obtient donc le théorème suivant :

Théorème IV.1. Soit Ωi = U \ωi une suite d’ouverts telle que le nombre de compo-
santes connexes de ωi soit uniformément borné. Si ωi converge au sens de la métrique
de Hausdorff vers ω, alors la solution ui du problème de Neumann




−∆ui + ui = f dans Ωi,
ui = 0 sur ∂U.

∂ui/∂n = 0 sur ∂ωi.
(IV.11)

converge vers la solution u du problème (IV.11) sur Ω si et seulement si |Ωi| → |Ω|.
(Toutes les fonctions sont implicitement étendues par zéro en posant ui = 0 dans ωi et
u = 0 dans ω).
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On est désormais en mesure de prouver l’existence d’un domaine optimal.

Théorème IV.2. Le problème (IV.10) admet au moins une solution Ω ∈ Ok.

Preuve. Soit Ωi une suite maximisante pour le problème (IV.10). Il existe une

sous-suite toujours notée Ωi telle que Ωi → Ω au sens de Hausdorff et on note Ωi
H−→ Ω.

Pour la définition de la convergence au sens de Hausdorf, on pourra consulter [31].

On montre dans [31] que le nombre de composantes connexes de Ωc est borné et on
a également à la limite

H1(∂Ω) ≤ lim inf
i

H1(∂Ωi). (IV.12)

donc H1(∂Ω) <∞ car on maximise J(Ω) et donc Pc(Ω) est borné. En utilisant la notion
de périmètre de densité introduite dans [8], on peut alors montrer que la convergence de
Hausdorff des Ωi vers Ω implique la convergence au sens des fonctions caractéristiques :

Ωi
H−→ Ω =⇒ χΩi

L1(U)−→ χΩ. (IV.13)

Par conséquent, on a
|Ωi| → |Ω|. (IV.14)

Pour conclure, il nous reste à montrer la convergence de E(Ωi) = −1
2

∫
Ωi
fui. Or

∣∣∣∣
∫

Ωi

fui −
∫

Ω

fu

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

U

fuiχΩi
−
∫

U

fuχΩ

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

U

fui(χΩi
− χΩ) +

∫

U

fχΩ(ui − u)

∣∣∣∣

≤ ‖ui‖2‖f(χΩi
− χΩ)‖2 + ‖fχΩ‖2‖ui − u‖2,

où ‖.‖2 est la norme de L2(U) et on a

‖ui‖2 → ‖u‖2 et ‖ui − u‖2 → 0 (IV.15)

d’après le théorème (IV.1). Enfin

‖f(χΩi
− χΩ)‖2 → 0 (IV.16)

grâce à la convergence au sens des fonctions caractéristiques de χΩi
vers χΩ. Ainsi

E(Ωi) → E(Ω). (IV.17)

Finalement les convergences (IV.17), (IV.14) et (IV.12) montrent que

J(Ω) ≥ lim sup
i

J(Ωi). (IV.18)

Donc Ω est bien solution du problème (IV.10). �

Remarque IV.3. Pour pouvoir utiliser la dérivation par rapport au domaine, on doit
travailler avec des domaines à frontière régulière. Or les solutions de (IV.10) ne sont pas
nécessairement des domaines réguliers. On suppose donc pour la suite l’existence d’un
domaine optimal pour (IV.10) qui soit suffisament régulier.
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2.2.. La dérivée par rapport au domaine. Soit Ω un domaine suffisament ré-
gulier. La formulation variationnelle du problème (IV.2) est donnée par

u ∈ H1
ΓD

(Ω) :

∫

Ω

〈∇u,∇w〉 dx+

∫

Ω

uw dx =

∫

Ω

fw dx ∀w ∈ H1
ΓD

(Ω) , (IV.19)

où H1
ΓD

(Ω) = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 sur ΓD}.

Soit ξ un champ de vecteurs de classe Ck et à support compact dans U . Pour sim-
plifier, sa norme dans Θk est notée |ξ| = ‖ξ‖Ck( � 2, � 2). On considère les transformations
Fξ = I+ξ et on note Ωξ = Fξ(Ω). Pour |ξ| suffisament petit, Fξ est un difféomorphisme.
Par conséquent, il existe une unique solution uξ ∈ H1

Γ(Ωξ) à l’équation variationnelle
∫

Ωξ

〈∇uξ,∇v〉 dx+

∫

Ωξ

uξv dx =

∫

Ωξ

fv dx ∀v ∈ H1
ΓD

(Ωξ). (IV.20)

Afin de transporter (IV.20) dans le domaine fixe Ω, on note uξ la fonction transportée
définie par la composition uξ = uξ◦Fξ ∈ H1

ΓD
(Ω). En utilisant ce changement de variable

dans (IV.20), on obtient l’équation variationnelle satisfaite par uξ∫

Ω

〈(DF T
ξ )−1∇uξ, (DF

T
ξ )−1∇w〉qξ dx+

∫

Ω

uξwqξ dx =

∫

Ω

fξwqξ dx ∀w ∈ H1
ΓD

(Ω),

(IV.21)
où fξ = f ◦ Fξ, qξ est le Jacobien de la transformation Fξ, DFξ étant la matrice Jaco-
bienne, on a plus précisément

DFξ = I +Dξ, (IV.22)

qξ = detDFξ = 1 + divξ + detDξ. (IV.23)

On montre dans [22] que uξ admet le dévéloppement de Taylor suivant

uξ = u+ u1(ξ) + ũ(ξ), (IV.24)

avec les estimations

‖uξ − u‖H1
Γ
(Ω) ≤ c|ξ|, (IV.25)

‖ũ(ξ)‖H1
Γ
(Ω) = ‖uξ − u− u1(ξ)‖H1

Γ
(Ω) ≤ c|ξ|2. (IV.26)

On va maintenant calculer la dérivée par rapport au domaine de E définie par (IV.6) :

E(Ωξ) = −1

2

∫

Ωξ

|∇uξ|2dy − 1

2

∫

Ωξ

(uξ)2dy (IV.27)

En insérant les développements (IV.22) et (IV.23) dans les expressions (IV.27) et (IV.21),
on obtient la dérivée par rapport au domaine du premier ordre

dE(Ω; ξ) = −
∫

Ω

〈∇u,∇u1(ξ)〉 dy +
1

2

∫

Ω

〈A(ξ)∇u,∇u〉 dy (IV.28)

−
∫

Ω

uu1(ξ) dy − 1

2

∫

Ω

u2div(ξ) dy,

ainsi que l’équation variationnelle pour la dérivée matérielle u1(ξ), ∀w ∈ H1
ΓD

(Ω)
∫

Ω

〈∇u1(ξ),∇w〉dy =

∫

Ω

〈A(ξ)−1)∇u,∇w〉dy +

∫

Ω

g(ξ)w dy −
∫

Ω

uwdiv(ξ) + u1w dy.

(IV.29)
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La matrice A(ξ) et la fonction scalaire g(ξ) sont donnés par

A(ξ) = Dξ +DξT − (divξ)I ,

g(ξ) = div(fξ) .

En appliquant l’identité variationnelle (IV.29) avec w = u, on obtient
∫

Ω

〈∇u,∇u1(ξ)〉dy =

∫

Ω

〈A(ξ)∇u,∇u〉dy +

∫

Ω

g(ξ)u dy −
∫

Ω

u2div(ξ) + u1(ξ)u dy.

(IV.30)
Etant donné l’équation (IV.30), on peut éliminer la dérivée matérielle u1(ξ) de (IV.28)
et on obtient

dE(Ω; ξ) = −1

2

∫

Ω

〈A(ξ)∇u,∇u〉 dy −
∫

Ω

g(ξ)u dy +
1

2

∫

Ω

u2div(ξ) dy . (IV.31)

A partir de cette expression, on va retrouver le résultat classique pour la dérivée par
rapport au domaine. On commence par écrire, à partir de l’expression de A(ξ)

1

2

∫

Ω

〈A(ξ)∇u,∇u〉 dy =

∫

Ω

〈Dξ∇u,∇u〉 dy − 1

2

∫

Ω

|∇u|2div(ξ) dy

=

∫

Ω

〈∇(〈ξ,∇u〉),∇u〉 dy −
∫

Ω

〈D2u ξ,∇u〉 dy − 1

2

∫

Ω

|∇u|2div(ξ) dy

= −
∫

Ω

∆u〈ξ,∇u〉 dy +

∫

∂Ω

〈ξ,∇u〉〈∇u, n〉 dy −
∫

Ω

〈D2u ξ,∇u〉 dy.

= −1

2

∫

Ω

|∇u|2div(ξ) dy

Sachant que −∆u = f − u l’équation (IV.31) devient alors

dE(Ω; ξ) = −
∫

Ω

f〈ξ,∇u〉 dy −
∫

Ω

div(fξ)u dy

+

∫

Ω

〈D2u ξ,∇u〉 dy +
1

2

∫

Ω

|∇u|2div(ξ) dy

+

∫

Ω

u〈ξ,∇u〉 dy +
1

2

∫

Ω

u2div(ξ) dy

−
∫

∂Ω

〈ξ,∇u〉〈∇u, n〉 dy.

On obtient finalement

dE(Ω; ξ) =

∫

Ω

div(
1

2
|∇u|2ξ +

1

2
u2ξ − fξu) dy −

∫

∂Ω

〈ξ,∇u〉〈∇u, n〉 dy.

=

∫

ΓN

(
1

2
|∇u|2 +

1

2
u2 − fu)〈ξ, n〉 dy, (IV.32)

car 〈∇u, n〉 = 0 sur ΓN et ξ est à support compact dans U . On retrouve l’expression
classique de la dérivée de forme pour des conditions de Neumann sur la frontière. Les
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dérivées par rapport au domaine de A(Ω) et Pc(Ω) sont données par

dA(Ω; ξ) =

∫

ΓN

〈ξ, n〉 dy, (IV.33)

dPc(Ω; ξ) =
�

{H1(∂Ω)=c} max

(
0,

∫

ΓN

H〈ξ, n〉 dy
)

(IV.34)

+
�
{Pc(Ω)>0}

∫

ΓN

H〈ξ, n〉 dy, (IV.35)

dPc(Ω; ξ)2 = 2Pc(Ω)

∫

ΓN

H〈ξ, n〉 dy, (IV.36)

avec H la courbure de ΓN . On obtient donc la dérivée par rapport au domaine de J(Ω)

dJ(Ω; ξ) =

∫

ΓN

(
1

2
|∇u|2 +

1

2
u2 − fu+ λ− 2Pc(Ω)µH)〈ξ, n〉 dy (IV.37)

2.3.. La dérivée topologique avec conditions de Dirichlet sur le trou. Pour
calculer la dérivée topologique, on utilise une méthode appelée troncation de domaine
introduite en [43]. On introduit l’opérateur de Steklov-Poincaré qui dépend du rayon ρ
du trou, puis on réalise un développement asymptotique de cet opérateur. On travaille
donc maintenant sur un domaine fixe ΩR.

PSfrag replacements
ΓR

R

ρ

Γρ

C(ρ,R)
ΩR

U

Fig. 2. Le domaine tronqué ΩR

Soit Ωρ le domaine défini par

Ωρ = U \Bρ, (IV.38)

où Bρ est la boule de rayon ρ, et on note Γρ = ∂Bρ. On définit alors le problème suivant
{

−∆uρ + uρ = f dans Ωρ,
uρ = 0 sur Γρ.

(IV.39)

On note maintenant ΩR le domaine

ΩR = U \BR, (IV.40)
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où BR est la boule de rayon R avec R > ρ, on peut définir le problème tronqué suivant




−∆uR
ρ + uR

ρ = f dans ΩR,
uR

ρ = 0 sur ∂U,
−∂nyρ + ∂nu

R
ρ = Aρ(u

R
ρ ) sur ΓR,

(IV.41)

avec Aρ défini en (IV.49) et yρ solution de (IV.76). La formulation variationnelle corres-
pondant à (IV.41) est donnée par

u ∈ H1
ΓD

(ΩR) : aρ(u
R
ρ , v) = lρ(v) ∀v ∈ H1

ΓD
(ΩR) (IV.42)

où H1
ΓD

(ΩR) = {v ∈ H1(ΩR) | v = 0 sur ΓD} et la forme bilinéaire aρ et linéaire lρ sont
données par

aρ(u, v) =

∫

ΩR

〈∇u,∇v〉 + uv dS +

∫

ΓR

Aρ(u)v (IV.43)

lρ(v) =

∫

ΩR

fv −
∫

ΓR

v∂nyρ, (IV.44)

(IV.45)

On a alors le théorème suivant, dont la preuve est standard.

Théorème IV.4. La solution uR
ρ du probleme (IV.41) vérifie

uR
ρ = uρ|ΩR

, (IV.46)

et on a également

uρ|C(R,ρ) = wρ(u
R
ρ ) + yρ, (IV.47)

avec wρ et yρ solutions de (IV.48) et (IV.76) respectivement.

On veut calculer le développement asymptotique de l’énergie Eρ(f) pour le problème
(IV.39) définie par

Eρ(f) =
1

2

∫

Ωρ

|∇uρ|2 + u2
ρ dS −

∫

Ωρ

fuρ dS

= −1

2

∫

Ωρ

|∇uρ|2 + u2
ρ dS.

Pour cela, on étudie indépendamment les problèmes (IV.48) et (IV.76).
2.3..1. Le problème homogène. On considère le problème de Poisson homogène dans

la couronne C(R, ρ) de rayon intérieur ρ et de rayon extérieur R avec condition de
Dirichlet sur la frontière extérieure ΓR et condition de Dirichlet homogène sur la frontière
intérieure Γρ : 




−∆wρ + wρ = 0 dans C(R, ρ),
wρ = v sur ΓR,
wρ = 0 sur Γρ,

(IV.48)

avec v dans H
1

2 (ΓR). On définit l’opérateur de Steklov-Poincaré Aρ de la manière sui-
vante

Aρ : H
1

2 (ΓR) → H
3

2 (ΓR)
v 7→ ∂nwρ

(IV.49)
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Du fait que v ∈ H
1

2 (ΓR) on déduit l’existence du développement en séries de Fourier,
avec (r, φ) les coordonnées polaires à l’origine

v(φ) =
1

2
a0 +

∞∑

k=1

(ak sin(kφ) + bk cos(kφ))

dont les coefficients vérifient :
∞∑

k=1

√
1 + k2(a2

k + b2k) ≤M,

où M est une constante dépendant seulement de R. Ceci implique deux propriétés
importantes :

∞∑

k=1

(a2
k + b2k) ≤M,

∞∑

k=1

k(a2
k + b2k) ≤M. (IV.50)

On définit les énergies

E(1)(v) =

∫

B(R)

|∇w|2 + w2dS, E(1)
ρ (v) =

∫

C(R,ρ)

|∇wρ|2 + w2
ρdS, (IV.51)

qui dépendent de v à travers les conditions aux bords sur ΓR. Nous voulons montrer que
Eρ a un développement pour lequel le reste est uniformémént borné. Plus précisément
, on peut l’exprimer comme suit :

Théorème IV.5. L’énergie E
(1)
ρ (v) a une expansion

E(1)
ρ (v) = E(1)(v) +

πa2
0

2I0(R)2| ln ρ| + R(v),

avec

|R(v)| ≤ M

| ln ρ|2 ,

uniformément sur tout sous-ensemble borné de H1(ΩR).

Preuve. Comme tout compact peut etre recouvert par un nombre fini de boules,
il est suffisant de prouver le lemme pour une boule fixée dans H1(ΩR). On peut donc
supposer que (IV.50) à lieu. La preuve consiste à obtenir des formules explicites pour w
et wρ sous forme de séries. On peut alors calculer les énergies explicitement et obtenir
la majoration pour le reste R(v).

On cherche la solution wρ de (IV.48) dans C(R, ρ) sous la forme

wρ(r, φ) =
1

2
a0c0(r) +

∞∑

k=1

ck,ρ(r)(ak sin(kφ) + bk cos(kφ)). (IV.52)

Le laplacien en coordonnées polaires vaut :

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂

∂φ2
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En insérant l’équation (IV.52) dans −∆wρ + wρ = 0 on obtient

c′′k,ρ(r) +
1

r
c′k,ρ(r) − (

k2

r2
+ 1)ck,ρ(r) = 0, k ≥ 1 (IV.53)

c′′0,ρ(r) +
1

r
c′0,ρ(r) − c0,ρ(r) = 0 (IV.54)

En multipliant (IV.53) et (IV.54) par r2 on obtient

r2c′′k,ρ(r) + rc′k,ρ(r) − (k2 + r2)ck,ρ(r) = 0, k ≥ 1 (IV.55)

r2c′′0,ρ(r) + rc′0,ρ(r) − r2c0,ρ(r) = 0 (IV.56)

D’après [69], les solutions des équations (IV.55) et (IV.56) sont données par

ck(r) = AkIk(r) +BkKk(r) k ≥ 0, (IV.57)

où les fonctions Ik(r) et Kk(r) sont les fonctions de Bessel définies par

Ik(r) =
∞∑

m=0

( r
2
)k+2m

m!(k +m)!
, k ≥ 0, (IV.58)

et pour k ≥ 1

Kk(r) =
1

2

k−1∑

m=0

(−1)m(k −m− 1)!

m!( r
2
)k−2m

(IV.59)

+
∞∑

m=0

(−1)k+1( r
2
)k+2m

m!(k +m)!

[
ln
(r

2

)
− 1

2
ψ(m+ 1) − 1

2
ψ(k +m+ 1)

]
(IV.60)

où ψ est la dérivée logarithmique de la fonction Γ, à savoir

ψ(x) =
∂

∂h
ln Γ(x+ h). (IV.61)

Enfin pour k = 0

K0(r) = − ln
(r

2

)
I0(r) +

∞∑

m=0

( r
2
)2m

m!2
ψ(m+ 1). (IV.62)

Les conditions aux limites sur ΓR et Γρ nous permettent d’obtenir les systèmes suivants
pour k ≥ 0

AkIk(R) +BkKk(R) = 1

AkIk(ρ) +BkKk(ρ) = 0

La résolution de ces systèmes donne

Ak =
1

Ik(R)
(
1 − Ik(ρ)

Kk(ρ)
Kk(R)
Ik(R)

)

Bk = −Ak
Ik(ρ)

Kk(ρ)
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On en déduit l’expression de ck,ρ(r) pour k ≥ 0 sous une forme appropriée au dévelop-
pement asymptotique quand ρ→ 0 :

ck,ρ(r) =
Ik(r)

Ik(R)
−

Ik(ρ)
Kk(ρ)

Ik(R)
Kk(R)

− Ik(ρ)
Kk(ρ)

[
Kk(r)

Kk(R)
− Ik(r)

Ik(R)

]
(IV.63)

Remarque IV.6. Il existe une formule analogue à (IV.63) dans [61] pour le cas du
Laplacien. On peut retrouver ce résultat en remplaçant Ik(r) et Kk(r) par rk et r−k

respectivement, pour k ≥ 1 dans (IV.63).

On peut maintenant effectuer le développement de wρ en fonction de ρ. Le dévelop-
pement des coefficients ck,ρ(r), k ≥ 1 fournit des termes supérieurs d’ordre O(ρ2) au
minimum, tandis que le développement de c0,ρ(r) fournit un terme en (ln ρ)−1. En effet,
pour k ≥ 1, les formules (IV.58) et (IV.59) nous indiquent que

Ik(ρ) = O(ρk),

Kk(ρ) = O(ρ−k),

de sorte que
Ik(ρ)

Kk(ρ)
= O(ρ2k), k ≥ 1, (IV.64)

tandis que pour k = 0, d’après les formules (IV.58) et (IV.62)

I0(ρ) = 1 +O(ρ2),

K0(ρ) = − ln ρ+O(1).

Donc on a
I0(ρ)

K0(ρ)
= −(ln ρ)−1 +O((ln ρ)−2). (IV.65)

Le développement de wρ nous donne :

wρ = w + zρ, (IV.66)

avec w solution du problème (IV.48) pour ρ = 0 donné par

w(r, φ) =
1

2
a0
I0(r)

I0(R)
+

∞∑

k=1

Ik(r)

Ik(R)
(ak sin(kφ) + bk cos(kφ)), (IV.67)

et

zρ(r, φ) = −a0

2

I0(ρ)
K0(ρ)

I0(R)
K0(R)

− I0(ρ)
K0(ρ)

[
K0(r)

K0(R)
− I0(r)

I0(R)

]
(IV.68)

−
∞∑

k=1

Ik(ρ)
Kk(ρ)

Ik(R)
Kk(R)

− Ik(ρ)
Kk(ρ)

[
Kk(r)

Kk(R)
− Ik(r)

Ik(R)

]
(ak sin(kφ) + bk cos(kφ)).

Maintenant, à l’aide de la formule suivante

|∇f |2 = f 2
/r +

1

r2
f 2

/φ,
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on obtient

E(1)
ρ (v) =

∫

C(R,ρ)

|∇w + ∇zρ|2 + (w + zρ)
2 dS

= E(1)(v) +

∫

C(R,ρ)

[z2
ρ/r +

1

r2
z2

ρ/φ + z2
ρ] dS

+2

∫

C(R,ρ)

[w/rzρ/r +
1

r2
w/φzρ/φ + wzρ] dS

−
∫

B(ρ)

|∇w|2 + w2 dS

:= E(1)(v) + I1 + I2 + I3.

On a clairement I3 = O(ρ2). On obtient également I2 = O(ρ), en effet par une intégration
par partie on a

I2 = 2

∫

C(R,ρ)

[w/rzρ/r +
1

r2
w/φzρ/φ + wzρ] dS

= 2

∫

C(R,ρ)

〈∇w,∇zρ〉 + wzρ dS

= 2

∫

C(R,ρ)

zρ(−∆w + w) + 2

∫

∂C(R,ρ)

zρ∂nw dS

= −2

∫

Γρ

w∂nw,

car −∆w+w = 0 dans C(R, ρ), zρ = 0 sur ΓR et w = −zρ sur Γρ étant donné (IV.66) et
(IV.48). Au vu de la définition (IV.58) de Ik(r), la fonction w∂nw est clairement bornée
sur Γρ donc

I2 = −2

∫

Γρ

w∂nw = O(ρ),

d’où le résultat. Avant de calculer I1, faisons quelques remarques. Tout d’abord d’après
(IV.59), pour k ≥ 1

∫ R

ρ

rK ′
k(r)

2 = O(ρ−2k). (IV.69)

Ensuite d’après (IV.58), pour k ≥ 1

∫ R

ρ

rI ′k(r)
2 = O(1). (IV.70)

On sépare maintenant I1 en deux parties I1 = I11 + I12 avec

I11 =

∫

C(R,ρ)

[z2
ρ/r +

1

r2
z2

ρ/φ] dS,

I12 =

∫

C(R,ρ)

z2
ρ dS.
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Par conséquent, comme Ik(ρ)
Kk(ρ)

= O(ρ2k) pour k ≥ 1, seul le premier terme de zρ fournit
un terme d’ordre supérieur à O(ρ2) dans I11

I11 =

∫ 2π

0

∫ R

ρ

(
a0

2

I0(ρ)
K0(ρ)

I0(R)
K0(R)

− I0(ρ)
K0(ρ)

[
K ′

0(r)

K0(R)
− I ′0(r)

I0(R)

])2

rdrdθ +O(ρ2). (IV.71)

En utilisant le développement (IV.65) et en remarquant notamment que K ′
0(r) est

d’ordre r−1 d’après la formule (IV.62), on en déduit que

I11 = − a2
0π

2I0(R)2 ln ρ
+O((ln ρ)−2). (IV.72)

Enfin le terme de plus haut degré dans z2
ρ est

(
a0

2

I0(ρ)
K0(ρ)

I0(R)
K0(R)

− I0(ρ)
K0(ρ)

[
ln r

K0(R)

])2

. (IV.73)

Or on voit facilement que
∫ 2π

0

∫ R

ρ

(
a0

2

I0(ρ)
K0(ρ)

I0(R)
K0(R)

− I0(ρ)
K0(ρ)

[
ln r

K0(R)

])2

rdrdθ = O((ln ρ)−2). (IV.74)

Donc en regroupant (IV.72) et (IV.74) on obtient

I1 = I11 + I12 = − a2
0π

2I0(R)2 ln ρ
+O((ln ρ)−2). (IV.75)

Ceci achève la démonstration du théorème. �

2.3..2. Le problème non-homogène. On considère maintenant le problème de Poisson
non-homogène dans la couronne C(R, ρ) de rayon intérieur ρ et de rayon extérieur R
avec condition de Dirichlet homogène sur la frontière ΓR ∪ Γρ :





−∆yρ + yρ = f|C(R,ρ) dans C(R, ρ)
yρ = 0 sur ΓR

yρ = 0 sur Γρ

(IV.76)

avec f ∈ C∞(
� 2). On étudie la fonction suivante :

f|C(R,ρ) 7→
∂yρ

∂n |ΓR

= gρ.

On veut obtenir un développement de gρ par rapport à ρ. On a le développement de
Fourier suivant pour f .

f(r, φ) =
1

2
ã0(r) +

∞∑

k=1

(ãk(r) sin(kφ) + b̃k(r) cos(kφ))

Théorème IV.7. La fonction gρ admet le développement

gρ = g0 −
h(R)

2RI0(R) ln ρ
+O((ln ρ)−2), (IV.77)

où h(R) est défini en (IV.105).
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Preuve. On cherche la solution yρ du problème sous la forme

yρ =
1

2
c0,ρ(r) +

∞∑

k=1

ck,ρ(r) sin(kφ) + dk,ρ(r) cos(kφ). (IV.78)

Le laplacien en coordonnées polaires vaut :

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂

∂φ2

En insérant l’équation (IV.78) dans −∆yρ + yρ = f|C(R,ρ) on obtient

r2c′′k,ρ(r) + rc′k,ρ(r) − (k2 + r2)ck,ρ(r) = −r2ãk(r), k ≥ 0 (IV.79)

r2d′′k,ρ(r) + rd′k,ρ(r) − (k2 + r2)dk,ρ(r) = −r2b̃k(r), k ≥ 1 (IV.80)

Les solutions du problème homogène (IV.79) pour k ≥ 0 sont

ck,ρ(r) = AkIk(r) +BkKk(r), (IV.81)

avec Ik(r) et Kk(r) les fonctions de Bessel définies par (IV.58), (IV.59) et (IV.62). Pour
trouver la solution de (IV.79), on applique la méthode de variation des constantes. On
obtient alors le système suivant

A′
kIk +B′

kKk = 0, (IV.82)

A′
kI

′
k +B′

kK
′
k = −ãk. (IV.83)

Le calcul nous donne

A′
k =

−ãkKk

I ′kKk − IkK ′
k

,

B′
k =

ãkIk
I ′kKk − IkK ′

k

.

D’après [69] (page 80), on a pour tout k ≥ 0

I ′k(r)Kk(r) − Ik(r)K
′
k(r) =

1

r
, (IV.84)

ainsi

A′
k(r) = −rãk(r)Kk(r),

B′
k(r) = rãk(r)Ik(r).

On obtient finalement

Ak(r, ρ) = LA(r, k) + αk(ρ), (IV.85)

Bk(r, ρ) = LB(r, k) + βk(ρ), (IV.86)

avec

LA(r, k) = −
∫ r

R

tãk(t)Kk(t) dt, (IV.87)

LB(r, k) =

∫ r

R

tãk(t)Ik(t) dt. (IV.88)
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Les conditions aux limites pour ck,ρ sont

ck,ρ(R) = 0,

ck,ρ(ρ) = 0.

En remplaçant ces conditions limites dans (IV.81), on trouve les expressions de αk(ρ)
et de βk(ρ) :

αk(ρ) =
LA(ρ, k)Ik(ρ) + LB(ρ, k)Kk(ρ)

Ik(R)Kk(ρ) −Kk(R)Ik(ρ)
Kk(R), (IV.89)

βk(ρ) = −αk(ρ)
Ik(R)

Kk(R)
. (IV.90)

La constante αk(ρ) peut également s’écrire

αk(ρ) =
LA(ρ, k) Ik(ρ)

Kk(ρ)
+ LB(ρ, k)

Ik(R)
Kk(R)

− Ik(ρ)
Kk(ρ)

. (IV.91)

Nous allons maintenant procéder aux développements de LA(ρ, k) et LB(ρ, k) en fonction
du petit paramètre ρ. Etant donné les définitions sous forme de série de (IV.58) et
(IV.59), on voit que pour k ≥ 1

Ik(r) =

(
r
2

)k

k!
+O(rk+2), (IV.92)

Kk(r) =
1

2

(r
2

)−k

(k − 1)! +O(r−k+2). (IV.93)

Par conséquent, comme f est de classe C∞ , la quantité sous l’intégrale dans (IV.87)
est O(t−k+1) :

tãk(t)Kk(t) = O(t−k+1). (IV.94)

Enfin, étant donné (IV.94), (IV.87) et (IV.64), on trouve

LA(ρ, k)
Ik(ρ)

Kk(ρ)
= O(ρk+2). (IV.95)

Par un raisonnement similaire, on obtient

LB(ρ, k) = LB(0, k) +O(ρk+2). (IV.96)

Maintenant, en insérant les développements (IV.95) et (IV.96) dans (IV.91) et (IV.90)
respectivement, on obtient les développements suivants pour k ≥ 1 :

αk(ρ) = αk(0) +O(ρ2k) +O(ρ2+k), (IV.97)

βk(ρ) = βk(0) +O(ρ2k) +O(ρ2+k). (IV.98)

On remarque que seul le cas k = 1 donne un terme d’ordre ρ2. Dans tous les autres cas,
le premier terme du développement est au mieux d’ordre ρ4. On détermine maintenant le
cas k = 0. Le dévelopemment pour K0 est différent du développement (IV.93). D’après
(IV.58) et (IV.62) on a

I0(r) = 1 +O(r2), (IV.99)

K0(r) = − ln
(r

2

)
+O(1), (IV.100)
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donc
I0(ρ)

K0(ρ)
= − 1

ln ρ
+O((ln ρ)−2). (IV.101)

D’après (IV.91), on a

α0(ρ) =
K0(R)

I0(R)

(
LA(ρ, 0)

I0(ρ)

K0(ρ)
+ LB(ρ, 0)

)(
1 +

K0(R)

I0(R)

I0(ρ)

K0(ρ)
+O

(
I0(ρ)

2

K0(ρ)2

))
.

(IV.102)
En utilisant le développement limité (IV.101) on obtient

α0(ρ) = α0(0) −
K0(R)h(R)

I0(R) ln ρ
+O((ln ρ)−2), (IV.103)

avec

α0(0) = −K0(R)

I0(R)

∫ R

0

tã0(t)I0(t) dt, (IV.104)

et

h(R) = −K0(R)

I0(R)

∫ R

0

tã0(t)I0(t) dt+

∫ R

0

tã0(t)K0(t) dt. (IV.105)

On a aussi grâce à (IV.90) le développement

β0(ρ) = β0(0) +
h(R)

ln ρ
+O((ln ρ)−2), (IV.106)

avec

β0(0) =

∫ R

0

tã0(t)I0(t) dt. (IV.107)

On peut maintenant écrire le développement en fonction du petit paramètre ρ de
c′k,ρ(R). D’après (IV.81) et (IV.82) ansi que les expressions (IV.85)-(IV.86), (IV.87)-
(IV.88) on a

c′k,ρ(R) = αk(ρ)I
′
k(R) + βk(ρ)K

′
k(R).

On obtient donc le développement suivant pour k ≥ 1

c′k,ρ(R) = c′k,0(R) +O(ρmin{2k,k+2}), (IV.108)

et pour k = 0

c′0,ρ(R) = c′0,0(R) − h(R)

ln ρ

(
K0(R)

I0(R)
I ′0(R) −K ′

0(R)

)
+O((ln ρ)−2). (IV.109)

On obtient enfin en utilisant la relation (IV.84)

c′0,ρ(R) = c′0,0(R) − h(R)

RI0(R) ln ρ
+O((ln ρ)−2). (IV.110)

En ce qui concerne le développement de d′k,ρ(R), on obtient exactement le même résultat
en remplaçant les coefficients ãk(r) par les coefficients b̃k(r) dans les expressions (IV.108)
et (IV.110). En dérivant le développement en série de Fourier (IV.78) on obtient le
développement suivant

∂yρ

∂n |ΓR

=
1

2
c′0,ρ(R) +

∞∑

k=1

c′k,ρ(R) sin(kφ) + d′k,ρ(R) cos(kφ). (IV.111)
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On insère dans (IV.111) les dévelopements obtenus pour c′0,ρ(R), c′k,ρ(R) et d′k,ρ(R) et
on obtient

gρ = g0 −
h(R)

2RI0(R) ln ρ
+O((ln ρ)−2). (IV.112)

On a donc démontré l’expansion (IV.77). �

Nous voulons maintenant effectuer un développement asymptotique de l’énergie as-
sociée au problème non-homogène (IV.76). On définit donc les énergies

E(2)(f) = −
∫

B(R)

|∇y|2 + y2 dS, E(2)
ρ (f) = −

∫

C(R,ρ)

|∇yρ|2 + y2
ρ dS (IV.113)

qui dépendent de f à travers l’équation (IV.76). Nous voulons montrer que Jρ a un
développement pour lequel le reste est uniformémént borné. Plus précisémént, on peut
l’exprimer comme suit :

Théorème IV.8. L’énergie E
(2)
ρ (f) a une expansion

E(2)
ρ (f) = E(2)(f) +

πh(R)2

2| ln ρ| + R(f),

avec

|R(f)| ≤ M

| ln ρ|2 ,

Preuve. On calcule tout d’abord le développement asymptotique de c0,ρ(r) quand
ρ → 0. En utilisant les formules (IV.81), (IV.85)-(IV.86), (IV.87)-(IV.88), (IV.103) et
(IV.106) on obtient

c0,ρ(r) = c0,0(r) −
h(R)

I0(R) ln ρ
(K0(R)I0(r) − I0(R)K0(r)) +O((ln ρ)−2). (IV.114)

avec h(R) donné par (IV.105) et

c0,0(r) = K0(r)

∫ r

R

tã0(t)I0(t) dt− I0(r)

∫ r

R

tã0(t)K0(t) dt

−K0(R)I0(r) −K0(r)I0(R)

I0(R)

∫ R

0

tã0(t)I0(t) dt.

De même en utilisant les expressions (IV.81), (IV.85)-(IV.86), (IV.87)-(IV.88) et (IV.97)-
(IV.98), et en remarquant que r ≥ ρ, on obtient les développements de ck,ρ(r) et dk,ρ(r)
pour tout k ≥ 1 :

ck,ρ(r) = ck,0(r) +O(ρ2), (IV.115)

dk,ρ(r) = dk,0(r) +O(ρ2), (IV.116)

avec
ck,0(r) = (LA(r, k) + αk(0))Ik(r) + (LB(r, k) + βk(0))Kk(r), (IV.117)

et on a une formule similaire pour dk,0(r) en remplaçant ãk par b̃k dans (IV.117). On va
pouvoir donner maintenant le développement de l’énergie. En raison des conditions de
Dirichlet dans l’équation (IV.76), et en utilisant la formule de Green, on obtient

E(2)
ρ (f) = −

∫

C(R,ρ)

fyρ dS. (IV.118)
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On remplace alors yρ par son développement en série de Fourier (IV.78) et on trouve

E(2)
ρ (f) = −1

2

∫

C(R,ρ)

fc0,ρ dS −
∞∑

k=1

∫

C(R,ρ)

fck,ρ sin(kφ) + fdk,ρ cos(kφ) dS. (IV.119)

Or d’après (IV.114)
∫

C(R,ρ)

fc0,ρ dS =

∫

B(R)

fc0,0 dS −
∫

B(ρ)

fc0,0 dS

− h(R)

I0(R) ln ρ

∫

C(R,ρ)

f (K0(R)I0(r) − I0(R)K0(r)) dS

+O((ln ρ)−2)

=

∫

B(R)

fc0,0 dS − h(R)

I0(R) ln ρ

∫

B(R)

f (K0(R)I0(r) − I0(R)K0(r)) dS

+O((ln ρ)−2)

=

∫

B(R)

fc0,0 dS − πh(R)

I0(R) ln ρ

∫ R

0

tã0(t) (K0(R)I0(t) − I0(R)K0(t)) dt

+O((ln ρ)−2),

car ∫

B(ρ)

fc0,0 dS = O(ρ2), (IV.120)

et en outre ∫

B(R)

f (K0(R)I0(r) − I0(R)K0(r)) dS <∞

car f est de classe C∞. Finalement, on obtient
∫

C(R,ρ)

fc0,ρ dS =

∫

B(R)

fc0,0 dS +
πh(R)2

ln ρ
+O((ln ρ)−2) (IV.121)

De même on a d’après (IV.115)-(IV.116) pour k ≥ 1
∫

C(R,ρ)

fck,ρ sin(kφ) dS =

∫

B(R)

fck,0 sin(kφ) dS

−
∫

B(ρ)

fck,0 sin(kφ) dS +O(ρ2)

=

∫

B(R)

fck,0 sin(kφ) dS +O(ρ2), (IV.122)

et ∫

C(R,ρ)

fdk,ρ cos(kφ) dS =

∫

B(R)

fdk,0 cos(kφ) dS +O(ρ2). (IV.123)

Nous pouvons maintenant conclure, à l’aide de (IV.119),(IV.121) et (IV.122)-(IV.123) :

E(2)
ρ (f) = E(2)(f) − πh(R)2

2 ln ρ
+O((ln ρ)−2). (IV.124)

Ceci achève la démonstration du théorème IV.8. �
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2.3..3. Le problème complet. Dans cette partie, on note wρ(v) la solution de (IV.48)
afin de souligner la dépendance en v de wρ. Grâce au théorème IV.41, on peut écrire

Eρ(f) = −1

2

∫

Ωρ

|∇uρ|2 + u2
ρ dS

= −1

2

∫

ΩR

|∇uρ|2 + u2
ρ dS − 1

2

∫

C(R,ρ)

|∇(wρ + yρ)|2 + (wρ + yρ)
2 dS

= −1

2

∫

ΩR

|∇uR
ρ |2 + (uR

ρ )2 dS − 1

2
E(1)

ρ (v) +
1

2
E(2)

ρ (f) −
∫

C(R,ρ)

〈∇wρ,∇yρ〉 + wρyρ dS

= −1

2

∫

ΩR

|∇uR
ρ |2 + (uR

ρ )2 dS − 1

2
E(1)

ρ (v) +
1

2
E(2)

ρ (f).

En effet la formule de Green nous indique que
∫

C(R,ρ)

〈∇wρ,∇yρ〉+wρyρ dS =

∫

C(R,ρ)

(−∆wρ+wρ)yρ dS+

∫

∂C(R,ρ)

yρ∂nwρ = 0 (IV.125)

On définit ainsi la fonctionnelle Jρ sur H1
ΓD

(ΩR)

Jρ(u
R
ρ ) := −1

2

∫

ΩR

|∇uR
ρ |2 + (uR

ρ )2 dS − 1

2
E(1)

ρ (v) +
1

2
E(2)

ρ (f). (IV.126)

On introduit le Lagrangien Lρ

Lρ : H1
ΓD

(ΩR) ×H1
ΓD

(ΩR) → �

(u, v) 7→ Lρ(u, v)

Lρ(u, v) = Jρ(u) + aρ(u, v) − l(v)

= Jρ(u) +

∫

ΩR

〈∇u,∇v〉 + uv dS +

∫

ΓR

Aρ(u)v −
∫

ΩR

fv +

∫

ΓR

v∂nyρ

On a donc

Jρ(u
R
ρ ) − J0(u

R
0 ) = Lρ(u

R
ρ , u

R
0 ) − L0(u

R
0 , u

R
0 )

=

∫

ΩR

〈∇uR
ρ ,∇uR

0 〉 + uR
ρ u

R
0 −

∫

ΩR

|∇uR
0 |2 + (uR

0 )2 dS

+

∫

ΓR

Aρ(u
R
ρ )uR

0 −
∫

ΓR

A0(u
R
0 )uR

0

−
∫

ΩR

〈∇uR
0 ,∇(uR

ρ − uR
0 )〉 + uR

0 (uR
ρ − uR

0 )

−
∫

B(R)

〈∇w0(u
R
0 ),∇w0(u

R
ρ − uR

0 )〉 + w0(u
R
0 )w(uR

ρ − uR
0 )

− πa2
0

4 ln ρ
− πh(R)2

4 ln ρ
+

∫

ΓR

uR
0 ∂n(yρ − y0).
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Ce qui se simplifie en

Jρ(u
R
ρ ) − J0(u

R
0 ) =

∫

ΩR

〈∇uR
ρ ,∇uR

0 〉 +

∫

ΓR

Aρ(u
R
ρ )uR

0

−
∫

ΩR

〈∇uR
ρ ,∇uR

0 〉 −
∫

ΓR

A0(u
R
ρ )uR

0

− πa2
0

4I0(R)2| ln ρ| +
πh(R)2

4| ln ρ| +

∫

ΓR

uR
0 ∂n(yρ − y0)

Or on a d’après les formules (IV.67),(IV.68) et (IV.84)
∫

ΓR

Aρ(u
R
ρ )uR

0 −
∫

ΓR

A0(u
R
ρ )uR

0 =

∫

ΓR

(Aρ − A0)(u
R
0 )uR

0 +O
(
(ln ρ)−2)

=

∫

ΓR

w(uR
0 )∂nzρ(u

R
0 )

=
πa2

0

2I0(R)2| ln ρ| +O
(
(ln ρ)−2) .

On a utilisé le fait que

uR
ρ − uR

0 = O
(
(ln ρ)−1) , ∂n(uR

ρ − uR
0 ) = O

(
(ln ρ)−1) . (IV.127)

Enfin, on peut calculer le dernier terme grâce à (IV.112)
∫

ΓR

uR
0 ∂n(yρ − y0) =

∫

ΓR

uR
0 (gρ − g0)

= − πa0h(R)

2I0(R) ln ρ

On peut maintenant énoncer le résultat suivant

Théorème IV.9. L’énergie Eρ(f) admet le développement suivant

Eρ(f) = E(f) +
πa0(R)2

4I0(R)2| ln ρ| +
πh(R)2

4| ln ρ| +
πa0(R)h(R)

2I0(R)| ln ρ| + R(f) (IV.128)

avec

|R(f)| ≤ M

| ln ρ|2 .

Le coefficient a0 étant donné par

a0(R) =
1

π

∫ 2π

0

u(R, φ) dφ.

et la fonction h(R) définie en (IV.105).

On a clairement d’après (IV.105) et (IV.58) et (IV.62) les convergences suivantes

lim
R→0

h(R) = 0,

lim
R→0

a0(R) = 2u(0),

lim
R→0

I0(R) = 1.
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En fait le terme d’ordre 1 dans (IV.128) ne dépend pas de R, et on montre sans difficulté
que

u(0) =
a0(R)

2I0(R)
+
h(R)

2

et donc que
πa0(R)2

4I0(R)2| ln ρ| +
πh(R)2

4| ln ρ| +
πa0h(R)

2I0(R)| ln ρ| =
πu(0)2

| ln ρ| , (IV.129)

qui est bien l’expression de la dérivée topologique habituelle pour ce problème. L’intérêt
de la formule (IV.128) est de fournir une expression approchée de la dérivée topologique
si on néglige les termes qui dépendent de h(R) qui peut être calculée le long de la courbe
ΓR, ce qui peut être intéressant du point de vue numérique.

2.4.. La dérivée topologique avec conditions de Neumann sur le trou. On
reprend les mêmes notations que dans le paragraphe 2.3., et pour éviter les répétitions,
on développe seulement les différences dues au changement de conditions sur la frontière
du trou. On considère maintenant le problème suivant





−∆wρ + wρ = 0 dans C(R, ρ),
wρ = v sur ΓR,

∂nwρ = 0 sur Γρ,
(IV.130)

avec v dans H
1

2 (ΓR). On a le théorème suivant

Théorème IV.10. L’énergie E
(1)
ρ (v) a une expansion

E(1)
ρ (v) = E(1)(v) −

(
π(a2

1 + b21)

2I1(R)2
+

πa2
0

4I0(R)2

)
ρ2 + R(v),

avec

|R(v)| ≤ M

ρ

2

,

uniformément sur tout sous-ensemble borné de H1(ΩR).

Preuve. Les conditions aux limites sur ΓR et Γρ nous permettent d’obtenir les
systèmes suivants pour k ≥ 0

AkIk(R) +BkKk(R) = 1

AkI
′
k(ρ) +BkK

′
k(ρ) = 0

On en déduit l’expression de ck,ρ(r) pour k ≥ 0 sous une forme appropriée au dévelop-
pement asymptotique quand ρ→ 0 :

ck,ρ(r) =
Ik(r)

Ik(R)
−

I′k(ρ)

K′

k
(ρ)

Ik(R)
Kk(R)

− I′
k
(ρ)

K′

k
(ρ)

[
Kk(r)

Kk(R)
− Ik(r)

Ik(R)

]
(IV.131)

Pour k ≥ 1, les formules (IV.58) et (IV.59) nous indiquent que

I ′k(ρ) =
ρk−1

2k(k − 1)!
+O(ρk+1), (IV.132)

K ′
k(ρ) = −k!2

k−1

ρk+1
+ o(ρ−k−1), (IV.133)
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de sorte que
I ′k(ρ)

K ′
k(ρ)

= − ρ2k

k!(k − 1)!22k−1
+O(ρ2k), k ≥ 1, (IV.134)

et en particulier
I ′1(ρ)

K ′
1(ρ)

= −ρ
2

2
+O(ρ2), (IV.135)

tandis que pour k = 0, d’après les formules (IV.58) et (IV.62)

I ′0(ρ) =
ρ

2
+O(ρ3), (IV.136)

K ′
0(ρ) = −1

ρ
+ o(ρ). (IV.137)

Donc on a
I ′0(ρ)

K ′
0(ρ)

= −ρ
2

2
+ o(ρ2). (IV.138)

Le développement de wρ nous donne :

wρ = w + zρ, (IV.139)

avec w solution du problème (IV.130) pour ρ = 0 donné par

w(r, φ) =
1

2
a0
I0(r)

I0(R)
+

∞∑

k=1

Ik(r)

Ik(R)
(ak sin(kφ) + bk cos(kφ)), (IV.140)

et

zρ(r, φ) = −a0

2

I′
0
(ρ)

K′

0
(ρ)

I0(R)
K0(R)

− I′
0
(ρ)

K′

0
(ρ)

[
K0(r)

K0(R)
− I0(r)

I0(R)

]
(IV.141)

−
∞∑

k=1

I′k(ρ)

K′

k
(ρ)

Ik(R)
Kk(R)

− I′
k
(ρ)

K′

k
(ρ)

[
Kk(r)

Kk(R)
− Ik(r)

Ik(R)

]
(ak sin(kφ) + bk cos(kφ)).

On a toujours
E(1)

ρ (v) := E(1)(v) + I1 + I2 + I3. (IV.142)

ainsi que

I2 = −2

∫

Γρ

zρ∂nzρ, (IV.143)

car zρ = 0 sur ΓR et ∂nw = −∂nzρ sur Γρ étant donné (IV.139) et (IV.130). De plus,
comme n est le vecteur normal sortant à C(R, ρ), on a ∂nzρ = −∂rzρ D’après l’expression
(IV.141) de zρ, et étant donné les développements (IV.132)-(IV.133), (IV.136)-(IV.137),
on montre donc que le terme principal dans I2 est donné par

2πρ(a2
1 + b21)




I′
1
(ρ)

K′

1
(ρ)

I1(R)
K1(R)

− I′
1
(ρ)

K′

1
(ρ)




2 [
K ′

1(ρ)

K1(R)
− I ′1(ρ)

I1(R)

] [
K1(ρ)

K1(R)
− I1(ρ)

I1(R)

]

= −2π(a2
1 + b21)

4I1(R)2
ρ2 + o(ρ2)
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et donc

I2 = −2π(a2
1 + b21)

4I1(R)2
ρ2 + o(ρ2). (IV.144)

L’intégrale I3 est donnée par

I3 = −
∫

B(ρ)

‖∇w‖2 + w2

= −
∫

Γρ

w∂rw

=

(
− πa2

0

4I0(R)2
− π(a2

1 + b21)

4I1(R)2

)
ρ2 + o(ρ2) (IV.145)

Avant de calculer I1, faisons quelques remarques. Tout d’abord d’après (IV.59), pour
k ≥ 1 ∫ R

ρ

rK ′
k(r)

2 = O(ρ−2k), (IV.146)

et pour k = 0, on a ∫ R

ρ

rK ′
0(r)

2 = O(ln ρ), (IV.147)

Ensuite d’après (IV.58), pour k ≥ 0
∫ R

ρ

rI ′k(r)
2 = O(1). (IV.148)

On sépare maintenant I1 en deux parties I1 = I11 + I12 avec

I11 =

∫

C(R,ρ)

[z2
ρ/r +

1

r2
z2

ρ/φ] dS,

I12 =

∫

C(R,ρ)

z2
ρ dS.

Par conséquent, comme I′k(ρ)

K′

k
(ρ)

= O(ρ2k) pour k ≥ 1, et que I′
0
(ρ)

K′

0
(ρ)

= O(ρ2) les termes

dominants dans I11 issus de z2
ρ/r et 1

r2 z
2
ρ/φ sont donnés respectivement par

∫ 2π

0

∫ R

ρ




I′
1
(ρ)

K′

1
(ρ)

I1(R)
K1(R)

− I′
1
(ρ)

K′

1
(ρ)

[
K ′

1(r)

K1(R)
− I ′1(r)

I1(R)

]


2

(a2
1 sin2(kφ) + b21 cos2(kφ))rdrdθ +O(ρ2),

(IV.149)
et

∫ 2π

0

∫ R

ρ

1

r2




I′
1
(ρ)

K′

1
(ρ)

I1(R)
K1(R)

− I′
1
(ρ)

K′

1
(ρ)

[
K1(r)

K1(R)
− I1(r)

I1(R)

]


2

(a2
1 cos2(kφ)+b21 sin2(kφ))rdrdθ+O(ρ2).

(IV.150)
Le calcul de ces deux termes nous permet d’obtenir

I11 =
π(a2

1 + b21)

4I1(R)2
ρ2 + o(ρ2). (IV.151)
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On montre également facilement que

I12 = o(ρ2). (IV.152)

On peut maintenant conclure en regroupant (IV.151), (IV.152), (IV.144) et (IV.145)

E(1)
ρ (u) = E(1)(v) −

(
π(a2

1 + b21)

2I1(R)2
+

πa2
0

4I0(R)2

)
ρ2 + o(ρ2). (IV.153)

Ceci achève la démonstration du théorème. �

2.4..1. Le problème non-homogène. On considère le problème




−∆yρ + yρ = f|C(R,ρ) dans C(R, ρ)
yρ = 0 sur ΓR

∂nyρ = 0 sur Γρ

(IV.154)

avec f ∈ C∞(
� 2). On a le théorème

Théorème IV.11. La fonction gρ admet le développement

gρ = g0 −
(
h0(R) − ã0(0)

4RI0(R)

)
ρ2 (IV.155)

−
(

ha
1(R)

2RI1(R)
sinφ+

hb
1(R)

2RI1(R)
cosφ

)
ρ2 + o(ρ2). (IV.156)

où ha
0(R), ha

1(R) sont définis en (IV.165) et hb
1(R) est obtenu à partir de ha

1(R) en

substituant b̃1(t) à ã1(t) dans (IV.165).

Preuve. On réutilise les résultats et les notations du paragraphe 2.3.. On cherche
la solution yρ du problème sous la forme

yρ =
1

2
c0,ρ(r) +

∞∑

k=1

ck,ρ(r) sin(kφ) + dk,ρ(r) cos(kφ). (IV.157)

Les conditions aux limites pour ck,ρ sont maintenant

ck,ρ(R) = 0,

c′k,ρ(ρ) = 0.

On obtient donc les expressions

αk(ρ) =
LA(ρ, k)I ′k(ρ) + LB(ρ, k)K ′

k(ρ)

Ik(R)K ′
k(ρ) −Kk(R)I ′k(ρ)

Kk(R), (IV.158)

βk(ρ) = −αk(ρ)
Ik(R)

Kk(R)
. (IV.159)

La constante αk(ρ) peut également s’écrire

αk(ρ) =
LA(ρ, k)

I′
k
(ρ)

K′

k
(ρ)

+ LB(ρ, k)

Ik(R)
Kk(R)

− I′
k
(ρ)

K′

k
(ρ)

. (IV.160)
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D’après (IV.160) et les développements (IV.135) et (IV.138), on a pour i = 0, 1

αi(ρ) =
Ki(R)

Ii(R)

(
LA(ρ, i)

I ′i(ρ)

K ′
i(ρ)

+ LB(ρ, i)

)(
1 +

Ki(R)

Ii(R)

I ′i(ρ)

K ′
i(ρ)

+O

(
I ′i(ρ)

2

K ′
i(ρ)

2

))
,

(IV.161)
ainsi que

αi(ρ) = αi(0) −
Ki(R)ha

i (R)

2Ii(R)
ρ2 +

Ki(R)

Ii(R)

∫ ρ

0

tãi(t)Ii(t) dt+O(ρ2), (IV.162)

(IV.163)

avec

αi(0) = −Ki(R)

Ii(R)

∫ R

0

tãi(t)Ii(t) dt, (IV.164)

et

ha
i (R) = −Ki(R)

Ii(R)

∫ R

0

tãi(t)Ii(t) dt+

∫ R

0

tãi(t)Ki(t) dt. (IV.165)

On a aussi grâce à (IV.159) le développement

βi(ρ) = βi(0) +
ha

i (R)

2
ρ2 −

∫ ρ

0

tãi(t)Ii(t) dt+O(ρ2),

avec

βi(0) =

∫ R

0

tãi(t)Ii(t) dt. (IV.166)

Pour k ≥ 2, le développement des αk(ρ) et βk(ρ) donne des termes d’ordre strictement
supérieur à ρ2. Dans (IV.162), le terme

∫ ρ

0
tãi(t)Ii(t) donne pour i = 0

∫ ρ

0

tã0(t)I0(t) =
ã0(0)

2
ρ2 +O(ρ3). (IV.167)

Par contre pour i = 1 on trouve en raison de (IV.58)
∫ ρ

0

tã1(t)I1(t) = O(ρ3). (IV.168)

On a donc

α0(ρ) = α0(0) −
K0(R)(ha

0(R) − ã0(0))

2I0(R)
ρ2 +O(ρ2), (IV.169)

et

α1(ρ) = α1(0) −
K1(R)ha

1(R)

2I1(R)
ρ2 +O(ρ2), (IV.170)

On peut maintenant écrire le développement en fonction du petit paramètre ρ de
c′k,ρ(R). D’après (IV.81) et (IV.82) ansi que les expressions (IV.85)-(IV.86), (IV.87)-
(IV.88) on a

c′k,ρ(R) = αk(ρ)I
′
k(R) + βk(ρ)K

′
k(R).

On obtient donc les développements

c′0,ρ(R) = c′0,0(R) − ha
0(R) − ã0(0)

2

(
K0(R)

I0(R)
I ′0(R) −K ′

0(R)

)
ρ2 + o(ρ2), (IV.171)

c′1,ρ(R) = c′1,0(R) − ha
1(R)

2

(
K1(R)

I1(R)
I ′1(R) −K ′

1(R)

)
ρ2 + o(ρ2), (IV.172)
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et pour k ≥ 2

c′k,ρ(R) = c′k,0(R) + o(ρ2), (IV.173)

On obtient enfin en utilisant la relation (IV.84)

c′0,ρ(R) = c′0,0(R) −
(
ha

0(R) − ã0(0)

2RI0(R)

)
ρ2 + o(ρ2). (IV.174)

c′1,ρ(R) = c′1,0(R) − ha
1(R)

2RI1(R)
ρ2 + o(ρ2). (IV.175)

En ce qui concerne le développement de d′k,ρ(R), on obtient exactement le même résultat
en remplaçant les coefficients ãk(r) par les coefficients b̃k(r) dans les expressions (IV.174)
et (IV.175). En dérivant le développement en série de Fourier (IV.78) on obtient le
développement suivant

∂yρ

∂n |ΓR

=
1

2
c′0,ρ(R) +

∞∑

k=1

c′k,ρ(R) sin(kφ) + d′k,ρ(R) cos(kφ). (IV.176)

On insère dans (IV.111) les développements obtenus pour c′0,ρ(R), c′k,ρ(R) et d′k,ρ(R) et
on obtient

gρ = g0 −
(
ha

0(R) − ã0(0)

4RI0(R)

)
ρ2

−
(

ha
1(R)

2RI1(R)
sinφ+

hb
1(R)

2RI1(R)
cosφ

)
ρ2 + o(ρ2). (IV.177)

On a donc démontré l’expansion (IV.155). �

L’énergie E(2)(f) est définie comme dans le paragraphe 2.3.

Théorème IV.12. L’énergie E
(2)
ρ (f) a une expansion

E(2)
ρ (f) = E(2)(f) − πha

0(R)2

4
ρ2 − π(ha

1(R)2 + hb
1(R)2)

2
ρ2 + R(f) (IV.178)

avec

|R(f)| ≤ M

ρ

2

,

Preuve. A l’aide des développements asymptotiques précédents, on obtient

c0,ρ(r) = c0,0(r) −
ha

0(R) − ã0(0)

2

(
K0(R)

I0(R)
I0(r) −K0(r)

)
ρ2 + o(ρ2), (IV.179)

c1,ρ(r) = c1,0(r) −
ha

1(R)

2

(
K1(R)

I1(R)
I1(r) −K1(r)

)
ρ2 + o(ρ2), (IV.180)

avec pour i = 0, 1, ha
i (R) donné par (IV.165) et

c0,0(r) = K0(r)

∫ r

R

tã0(t)I0(t) dt− I0(r)

∫ r

R

tã0(t)K0(t) dt

−K0(R)I0(r) −K0(r)I0(R)

I0(R)

∫ R

0

tã0(t)I0(t) dt.
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Pour k ≥ 2, on a clairement

ck,ρ(r) = ck,0(r) + o(ρ2), (IV.181)

dk,ρ(r) = dk,0(r) + o(ρ2), (IV.182)

On va pouvoir donner maintenant le développement de l’énergie. En utilisant la formule
de Green, on obtient

E(2)
ρ (f) = −

∫

C(R,ρ)

fyρ dS. (IV.183)

On remplace alors yρ par son développement en série de Fourier (IV.157) et on trouve

E(2)
ρ (f) = −1

2

∫

C(R,ρ)

fc0,ρ dS −
∞∑

k=1

∫

C(R,ρ)

fck,ρ sin(kφ) + fdk,ρ cos(kφ) dS. (IV.184)

Or d’après (IV.179) et en substituant à f son développement en série de Fourier
∫

C(R,ρ)

fc0,ρ dS = π

∫ R

ρ

rã0(r)c0,ρ(r) dr

= π

∫ R

ρ

rã0(r)c0,0(r) dr +
π(ha

0(R)2 − ã0(0)h
a
0(R))

2
ρ2 + o(ρ2)

= π

∫ R

0

rã0(r)c0,0(r) dr +
π(ha

0(R)2 − 2ã0(0)h
a
0(R))

2
ρ2 + o(ρ2).

On a également
∫

C(R,ρ)

fc1,ρ sinφ = π

∫ R

ρ

rã1(r)c1,ρ(r) dr

= π

∫ R

ρ

rã1(r)c1,0(r) dr +
πha

1(R)2

2
ρ2 + o(ρ2)

= π

∫ R

0

rã1(r)c1,0(r) dr +
π(ha

1(R)2 + ã1(0)h
a
1(R))

2
ρ2 + o(ρ2).

D’après le développement de Fourier de f , on a clairement ã1(0) = 0. Nous pouvons
maintenant conclure, à l’aide de (IV.181),(IV.182) :

E(2)
ρ (f) = E(2)(f) − π(ha

0(R)2 − 2ã0(0)h
a
0(R))

4
ρ2 − π(ha

1(R)2 + hb
1(R)2)

2
ρ2 + o(ρ2)

(IV.185)
Ceci achève la démonstration du théorème IV.12. �

2.4..2. Le problème complet. Comme dans le paragraphe 2.3., on a

Eρ(f) = −1

2

∫

ΩR

|∇uR
ρ |2 + (uR

ρ )2 dS − 1

2
E(1)

ρ (v) +
1

2
E(2)

ρ (f). (IV.186)

et on introduit la fonctionnelle Jρ sur H1(ΩR) comme précédemment

Jρ(u
R
ρ ) := −1

2

∫

ΩR

|∇uR
ρ |2 + (uR

ρ )2 dS − 1

2
E(1)

ρ (v) +
1

2
E(2)

ρ (f). (IV.187)
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On trouve

Jρ(u
R
ρ ) − J0(u

R
0 ) =

∫

ΓR

Aρ(u
R
ρ )uR

0 −
∫

ΓR

A0(u
R
ρ )uR

0

−π(ha
0(R)2 − 2ã0(0)h

a
0(R))

8
ρ2 − π(ha

1(R)2 + hb
1(R)2)

4
ρ2

+

(
π(a2

1 + b21)

4I1(R)2
+

πa2
0

8I0(R)2

)
ρ2

+

∫

ΓR

uR
0 ∂n(yρ − y0) + o(ρ2)

Or on a d’après les formules (IV.140),(IV.141) et (IV.84)
∫

ΓR

Aρ(u
R
ρ )uR

0 −
∫

ΓR

A0(u
R
ρ )uR

0 =

∫

ΓR

(Aρ − A0)(u
R
0 )uR

0 +O
(
(ln ρ)−2)

=

∫

ΓR

w(uR
0 )∂nzρ(u

R
0 )

= − πa2
0

4I0(R)2
ρ2 − π(a2

1 + b21)

2I1(R)2
ρ2 + o(ρ2).

On a utilisé le fait que

uR
ρ − uR

0 = o(ρ2), ∂n(uR
ρ − uR

0 ) = o(ρ2). (IV.188)

Enfin, on peut calculer le dernier terme grâce à (IV.177)
∫

ΓR

uR
0 ∂n(yρ − y0) =

∫

ΓR

uR
0 (gρ − g0)

= −π
(
a0(R)ha

0(R) − ã0(0)a0(R)

4I0(R)
+
a1h

a
1(R)

2I1(R)
+
b1h

b
1(R)

2I1(R)

)
ρ2 + o(ρ2).

Finalement, en regroupant les développements précédents, et en remarquant que ã0 =
2f(0), on obtient

Théorème IV.13. L’énergie Eρ(f) admet le développement suivant

Eρ(f) = E(f) −
[
a0(R)2

8I0(R)2
+
ha

0(R)2

8
+
a0(R)ha

0(R)

4I0(R)

]
πρ2

−
[
a1(R)2 + b1(R)2

4I1(R)2
+
a1(R)ha

1(R)

2I1(R)
+
b1(R)hb

1(R)

2I1(R)
+
ha

1(R)2

4
+
hb

1(R)2

4

]
πρ2

+

[
f(0)a0(R)

2I0(R)
+
f(0)ha

0(R)

2

]
πρ2 + R(f) (IV.189)

avec

|R(f)| ≤Mρ2.

Les coefficients a0, a1 et b1 sont donnés par

a0(R) =
1

π

∫ 2π

0

u(R, φ) dφ.
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a1(R) =
1

π

∫ 2π

0

u(R, φ) sinφ dφ, b1(R) =
1

π

∫ 2π

0

u(R, φ) cosφ dφ.

Les fonctions ha
i (R), i = 1, 2 sont définies en (IV.165).

Les quantités entre crochets dans (IV.189) ne dépendent pas de R, et on montre en
fait sans difficultés que

u(0) =
a0(R)

2I0(R)
+
ha

0(R)

2

u(0)2

2
=

a0(R)2

8I0(R)2
+
ha

0(R)2

8
+
a0(R)ha

0(R)

4I0(R)
,

ainsi que

|∇u(0)|2 =
a1(R)2 + b1(R)2

4I1(R)2
+
a1(R)ha

1(R)

2I1(R)
+
b1(R)hb

1(R)

2I1(R)
+
ha

1(R)2

4
+
hb

1(R)2

4
.

On en déduit une expression différente du développement asymptotique précédent, qui
est en fait l’expression habituelle pour la dérivée topologique

Eρ(f) = E(f) +

[
−u(0)

2

2
− |∇u(0)|2 + f(0)u(0)

]
πρ2 + R(f). (IV.190)

On obtient donc deux expressions utilisables pour la dérivée topologique, et en remar-
quant qu’on a pour i = 1, 2

lim
R→0

ha
i (R) = 0,

lim
R→0

hb
1(R) = 0,

la formule (IV.189) fournit une approximation de la dérivée topologique qui se calcule
sur le contour ΓR, ce qui peut être interessant du point de vue numérique. En particulier,
on peut calculer a1(R) et b1(R) sans calculer le gradient de la solution u.

On peut maintenant donner l’expression de la dérivée topologique pour la fonctionelle
J(Ω). Si on note Bρ(x0) la boule de centre x0 et de rayon ρ, et

Ωρ = U \Bρ

alors la fonctionnelle J(Ωρ) définie en (IV.7) admet le développement

J(Ωρ) = J(Ω) +

[
−u(x0)

2

2
− |∇u(x0)|2 + f(x0)u(x0) − λ

]
πρ2 + 4Pc(Ω)πρ+ o(ρ2)

et la dérivée topologique de J est donc donnée par



TΩ(x0) = −|∇u(x0)|2 − 1
2
u(x0)

2 + 2uf(x0) − λ si Pc(Ω) = 0

TΩ(x0) = 4µPc(Ω)π si Pc(Ω) > 0
(IV.191)

3.. Le problème non-linéaire

3.1.. Existence d’un domaine optimal. A propos de l’existence d’un domaine
optimal pour le problème (IV.3), le résultat obtenu pour le problème linéaire pourrait
éventuellement être adapté car la frontière avec des conditions non-linéaire reste fixe.
Une telle adaption n’est pourtant pas triviale.
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3.2.. Dérivation par rapport au domaine. Dans le paragraphe 3. du chapitre
II, on a calculé l’expression de la dérivée directionnelle de forme pour une fonctionnelle
J dépendant de la solution d’un problème non-linéaire. Il s’agissait du problème avec
conditions unilatérales sur les faces de la fissure, mais le même résultat peut être appli-
qué dans notre situation.

Soit δ ≥ 0 un paramètre donné et ξ ∈ C∞
0 (U) un champ de vecteurs donné. On

considère la transformation Fδ = I + δξ. On utilise la notation Ωδ = Fδ(Ω). Il existe un
unique uδ ∈ Kδ solution de l’égalité variationnelle suivante

uδ ∈ Kδ :

∫

Ωδ

∇uδ · ∇(v − uδ) ≥
∫

Ωδ

(f − uδ)(v − uδ) ∀v ∈ Kδ, (IV.192)

où
Kδ = {v ∈ H1(Ωδ)| v = 0 p.p. on ΓD, v ≥ 0 p.p. on ΓS} . (IV.193)

On montre alors comme dans le chapitre II que la limite

J ′(Ω, ξ) := lim
δ→0

J(Ωδ) − J(Ω)

δ
(IV.194)

existe et vaut

J ′(Ω, ξ) =

∫

ΓN

(
1

2
|∇u|2 +

1

2
u2 − fu)〈ξ, n〉 dy, (IV.195)

comme dans le cas linéaire. Toutefois il s’agit seulement d’une dérivée directionnelle et
non pas d’une dérivée Eulérienne comme dans le cas linéaire.

3.3.. La dérivée topologique. On a utilisé pour le problème linéaire la méthode
de troncation de domaine. L’intérêt de cette technique est qu’elle peut être utilisée
également dans le cas non-linéaire du problème de Signiorini. En utilisant un résultat
abstrait sur la différentiabilité conique de la solution d’une inéquation variationnelle, on
peut adapter un résultat de [64] et montrer que la solution uR

ρ de IV.3 sur le domaine
tronqué ΩR

δ admet le développement suivant

uR
ρ = uR + ρ2q + o(ρ2),

où q est la dérivée topologique extérieure de la solution u du problème de Signiorini
(IV.3) sans trou, q est également l’unique solution de l’inégalité variationnelle suivante

a(q, v − q) + a′(uR, v − q) ≥ l′(v − q), q ∈ SK(uR)

SK(uR) =
{
v ∈ H1

ΓD
(ΩR)|v ≥ 0 sur Ξ(uR), a(uR, v) = 0

}

L’ensemble de coincidence Ξ(u) = {x ∈ Γs|u(x) = 0} est bien défini pour toute fonction
u ∈ H1(ΩR) et la fonction uR

ρ est solution du problème




−∆uR
ρ + uR

ρ = f dans ΩR,

uR
ρ ≥ 0, ∂n u

R
ρ ≥ 0, uR

ρ ∂nu
R
ρ = 0 sur ∂U,

−∂nyρ + ∂nu
R
ρ = Aρ(u

R
ρ ) sur ΓR,

(IV.196)

Les formes bilinéaire aρ(u, v) et linéaire lρ(v) sont définies comme en (IV.43) et (IV.44).
Comme

aρ(v, v) = E(1)(v),
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on en déduit l’expression de a′(u, v) grâce au développement (IV.153). De même l′(v)
est obtenu grâce au développement (IV.177). Enfin, on peut montrer que

uρ|ΩR
= u|ΩR

+ ρ2q|ΩR
+ o(ρ2),

et on en déduit la même formule pour la dérivée topologique de Eρ(f) que dans le cas
linéaire.

4.. La formulation "levelset"

4.1.. L’équation de Hamilton-Jacobi. L’idée de base de la méthode "levelset"
est de représenter un domaine et sa frontière comme des lignes de niveau d’une fonction
continue φ définie sur tout le domaine U . Considérons la transformation du domaine

Ωt ⊂ (I + tξ)(Ω) ⊂ U ⊂ � 2, t ∈ � +

par un champ de vitesse ξ. Le domaine et la frontière sont définis par une fonction
φ = φ(x, t) telle que

Ωt = {x ∈ U, φ(x, t) < 0} et ∂Ωt = {x ∈ U, φ(x, t) = 0}, (IV.197)

c’est à dire que la frontière ∂Ωt est la courbe de niveau zéro de la fonction φ (see Fig.
3).

Ω (t)
φ

>0 φφ

>0

φ=0

φ=0

<0

n

n

Fig. 3. Domaine et fonction levelset.

Soit x(t) la position d’une particule sur la frontière ∂Ωt se déplaçant avec la vitesse
ξ = ẋ(t). En dérivant la relation φ(x(t), t) = 0 par rapport à t, on obtient l’équation de
transport

φt + ξ · ∇φ = 0. (IV.198)

De plus, les directions normales n aux courbes de niveau de φ sont données par n =
∇φ/|∇φ|. L’évolution de φ est alors gouvernée par l’équation de Hamilton-Jacobi

φt + ξn|∇φ| = 0 dans U × � + (IV.199)

où ξn est la vitesse normale (la composante normale de ξ) autrement dit ξn = ξ·n. On doit
ajouter une condition initiale et une condition aux limites avec l’équation de Hamilton-
Jacobi (IV.199). La donnée initiale φ(0, x) = φ0(x) est choisie comme la fonction distance
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signée à la frontière initiale ∂Ω0 i.e.

φ0(x) = ± dist(x, ∂Ω0), (IV.200)

avec le signe moins (resp. plus) si le point x est à l’intérieur (resp. à l’extérieur) du
domaine initial Ω0 .

Une condition limite doit également être imposée sur la partie de la frontière ΓD du
domaine U où la vitesse normale ξn est négative, c’est-à-dire là où la vitesse est dirigée
vers l’intérieur du domaine U . En outre, on décide d’imposer des conditions de Neumann
homogène sur toute la frontière ΓD :

∂φ

∂n
= 0 on ΓD. (IV.201)

4.2.. Vitesse normale pour l’équation de la fonction "levelset". Quand un
trou est créé à l’intérieur du domaine, la condition limite pour l’équation d’état sur la
frontière du trou est de type Neumann. La dérivée par rapport au domaine est alors
donnée par (IV.37). Pour de petites perturbations du domaine, on veut dJ(Ω; ξ) > 0.
Etant donné l’expression (IV.37), on fait donc le choix suivant pour la composante
normale ξn = ξ · n du champ de vitesse

ξn =
1

2
|∇u|2 +

1

2
u2 − fu+ λ− 2Pc(Ω)µH (IV.202)

on a alors clairement dJ(Ω; ξ) ≥ 0.

5.. L’algorithme d’optimisation de forme

On va maintenant décrire les étapes du calcul numérique

Première étape : le domaine initial

Tout d’abord, on calcule la solution du problème (IV.2) à l’aide d’une méthode élements
finis sur un maillage (non-structuré) approprié. On peut alors calculer la dérivée topo-
logique (IV.191) qui nous montre où créer un trou dans le domaine Ω0.

Deuxième étape : créer un trou

On crée un trou circulaire ωρ. On impose une condition de Neumann sur sa frontière.
Le rayon de ce trou doit être aussi petit que possible, selon le pas d’espace de la grille.

Troisième étape : évolution

On procède maintenant à l’évolution du domaine. On doit calculer les solutions φ de
l’équation d’Hamilton-Jacobi (IV.199). La fonction φ initiale est prise comme la fonc-
tion distance signée au domaine Ω0. Comme la vitesse normale ξn est connue seulement
sur la frontière interne ΓN de ∂Ω0, on doit l’étendre à tout le domaine U . Cette ex-
tension est nécessaire pour résoudre l’équation (IV.199) dans U . Le paragraphe suivant
explique comment procéder pour construire l’extension de la vitesse numériquement de
façon adéquate. Une fois calculée la fonction "levelset", on peut déterminer le nouveau
domaine Ω1. On revient ensuite à la première étape avec Ω1 au lieu de Ω0. Il n’est pas
nécessaire de créer un trou à chaque étape, mais seulement quand il est intéressant de
le faire.
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6.. Méthode numérique pour l’équation "levelset"

On décrit maintenant comment construire l’extension de la vitesse normale à tout
le domaine U et comment résoudre l’équation de hamilton-Jacobi associée (IV.199).

On commence par une remarque générale sur la résolution numérique de (IV.199).
Pour un calcul numérique précis, la solution de l’équation (IV.199) ne doit être ni trop
plate ni trop pentue. C’est le cas si φ est une fonction distance i.e. |∇φ| = 1. Malheure-
sement, même si on initialise avec une fonction distance (signée) pour la donnée initiale
φ0, la solution φ de l’équation (IV.199) ne reste pas en général proche de la fonction
distance. On peut réaliser une réinitialisation de φ au temps t en cherchant la solution
ϕ = ϕ(τ, x) de l’équation suivante, jusqu’à l’état stationnaire (voir [57])

ϕτ + S(φ)(|∇ϕ| − 1) = 0 dans
� + × U, (IV.203)

ϕ(0, x) = φ(t, x), x ∈ U, (IV.204)

Ici, S est une approximation de la fonction signe i.e.

S(d) =
d√

d2 + |∇d|2ε2
, (IV.205)

avec ε = min(∆x,∆y) où ∆x et ∆y sont les pas de discrétisation en espace dans les
directions x et y (voir ci-dessous). D’autres choix sont possibles pour l’approximation
de la fonction signe. On se refère à [57] pour plus de détails.

6.1.. Extension de la vitesse normale. La vitesse normale ξn doit être définie sur
tout le domaine U si l’on veut résoudre l’équation (IV.199). Comme la vitesse normale
ξn est donnée seulement sur la frontière ΓN (voir (IV.202)), on doit l’étendre au domaine
U . On peut également étendre la vitesse normale de manière à forcer la solution φ de
l’équation de Hamilton-Jacobi à rester proche de la fonction distance. En effet, si on est
capable de calculer une extension de la vitesse normale ξext telle que

∇ξext · ∇φ = 0 in U × � +, (IV.206)

alors on peut montrer que (voir [70]) la solution φ de l’équation (IV.199) satisfait à
|∇φ| = 1. Pour construire une extension ξext satisfaisant (IV.206) au temps t il faut
résoudre l’équation suivante, jusqu’à l’état stationnaire (voir [55], [57])

qτ + S(φ)
∇φ
|∇φ| · ∇q = 0 dans

� + × U (IV.207)

q(0, x) = p(t, x), x ∈ U (IV.208)

où p est égal à ξn sur la frontière ΓN et 0 partout ailleurs. La fonction S est l’approxi-
mation de la fonction signe définie par (IV.205).

6.2.. Discrétisation de l’équation de Hamilton-Jacobi. On fixe le carré unité
U = (0, 1) × (0, 1). Pour la discrétisation de l’équation de Hamilton-Jacobi (IV.199),
on définit d’abord la grille de U . On introduit les noeuds Pij dont les coordonnées sont
données par (i∆x, j∆y) où ∆x et ∆y sont les pas de discrétisation en espace dans les
directions x et y respectivement. On note également que tk = k∆t le temps discret pour
k ∈ � , où ∆t est le pas de temps. On cherche une approximation φk

ij ' φ(Pij, t
k). Le
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schéma numérique qu’on utilise ici est proposé par Osher et Sethian [56],[59],[55]. Ce
schéma "upwind" explicite s’écrit

φk+1
ij = φk

ij − ∆t g(Dx
−φ

k
ij, D

x
+φ

k
ij, D

y
−φ

k
ij, D

y
+φ

k
ij) (IV.209)

où

Dx
−φij =

φij − φi−1,j

∆x
, Dx

+φij =
φi+1,j − φij

∆x
, (IV.210)

sont les approximations à gauche et à droite de la dérivée en x de φ en Pij. On a des
expressions similaires pour les approximations Dy

− et Dy
+ de la dérivée en y. Le flux

numérique est donné par

gij = g(Dx
−φij, D

x
+φij, D

y
−φij, D

y
+φij) = max(vij, 0)G

+ + min(vij, 0)G
−

avec

G+ =
[
max(Dx

−vij, 0)
2 + min(Dx

+vij, 0)
2 + max(Dy

−vij, 0)
2 + min(Dy

+vij, 0)
2
]1/2

G− =
[
min(Dx

−vij, 0)
2 + max(Dx

+vij, 0)
2 + min(Dy

−vij, 0)
2 + max(Dy

+vij, 0)
2
]1/2

et vij = ξn(Pij) est l’extension de la vitesse normale au point Pij. Ce schéma "upwind"
est stable sous la condition CFL

(max
U

|ξn|)∆t
(

1

∆x
+

1

∆y

)
≤ 1

2
. (IV.211)

6.3.. Calcul de l’extension de la vitesse. A chaque itération k du schéma pré-
cédent, on calcule l’extension de la vitesse normale comme la solution stationnaire de
(IV.207),(IV.208). On calcule qn

ij ' q(Pij, t
n) à partir de l’approximation suivante de

(IV.207) :

qn+1
ij = qn

ij − ∆τ [ max(sijn
x
ij, 0)D

x
−qij + min(sijn

x
ij, 0)D

x
+qij

+ max(sijn
y
ij, 0)D

y
−qij + min(sijn

y
ij, 0)D

y
+qij

]
,

(IV.212)

où sij = S(φn
ij). On utilise des différences centrées pour calculer l’approximation nij du

vecteur normal unitaire n = (nx, ny) = (φx/
√
φ2

x + φ2
y, φy/

√
φ2

x + φ2
y) au noeud Pij. La

valeur initiale q0 est égale à ξn sur les points de la grille dont la distance à l’interface
est inférieure à min(∆x,∆y) et égale à zéro partout ailleurs.

7.. Résultats numériques

Des calculs numériques ont été réalisés pour des équations variationnelles avec ΓS = ∅
i.e. quand on impose des conditions de Dirichlet sur la frontière extérieure ΓD. Pour le
premier résultat (voir figure 4), on utilise la dérivée topologique pour créer des trous, on
peut voir l’apparition des trous sur l’illustration suivante. L’équation de Hamilton-Jacobi
est résolue sur une grille 51 × 51. Les paramètres utilisés pour les calculs sont

f = 10 sin2(4πx), λ = 0.5, µ = 0

Si on appelle Ω1 le domaine optimal pour ce premier exemple, la valeur constatée pour
la fonctionnelle J en Ω1 est

J(Ω1) = 0, 282319.
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Dans le deuxième exemple (voir figure 5), on n’utilise pas la dérivée topologique, et
on se contente de modifier la frontière du domaine initial à l’aide du gradient de forme
pour comparer avec le cas précédent. Il est nécessaire de choisir un domaine initial avec
de nombreux trous pour trouver la topologie adéquate. Ici, le domaine initial est le carré
privé de 21 trous placés régulièrement.

De plus, on résout l’équation de Hamilton-Jacobi sur une grille 101× 101 à cause de
ces nombreux trous ce qui ralentit considérablement le programme. On constate alors
que l’algorithme converge vers un maximum local seulement, car on n’a pas réussi a
capter la topologie idéale. En effet, si on appelle Ω2 le domaine optimal pour ce premier
exemple, on a

J(Ω2) = 0, 2640695 < J(Ω1) = 0, 282319.

Autrement dit Ω1 permet une amélioration de 6, 5% de la fonctionnelle J par rapport
à Ω2. Il est également interessant de constater que même sans utiliser la dérivée topo-
logique, le nombre de composantes connexes du complémentaire de Ω peut augmenter
comme on peut le voir sur la figure 5, non pas par création d’un trou mais par la sépara-
tion d’une composante connexe en deux composantes connexes. Cela reste une situation
exceptionnelle et le deuxième exemple montre bien que si on n’a pas recours à la dérivée
topologique, la solution optimale trouvée depend fortement du domaine initial, ce qui
n’est pas le cas si on utilise la dérivée topologique.

L’autre aspect intéressant est le temps de calcul, qui est beaucoup moins long dans
le premier exemple que dans le deuxième, en raison notamment du nombre de noeuds
qui doit être doublé pour Hamilton-Jacobi dans les deux directions.

Dans le troisième exemple (voir figure 7), le cas non-linéaire est étudié. La fonction
source f et la solution u et son gradient sont représentés sur la figure 6. On constate que
la convergence vers un maximum a lieu globalement, mais localement, la fonctionnelle
est beaucoup plus sensible au petites perturbations du domaine. Ceci s’explique par la
nature des dérivées plus faible que pour le problème linéaire (dérivée directionnelle).

Sur les figures 8,9 et 10, on compare trois cas sans la contrainte de périmètre ou avec
cette contrainte. Dans les deux premiers cas, la fonctionnelle n’est pas pénalisée par le
périmètre et on voit apparaitre des oscillations plus ou moins importantes selon la valeur
de λ, autrement dit selon le poids affecté à la contrainte de volume. Cela signifie qu’on
n’a pas de solutions optimales pour le problème d’optimisation car le périmètre tend
vers l’infini. La figure 10 montre alors l’effet régularisant de la contrainte de périmètre
pour la même fonction source.
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Fig. 4. Utilisation de la dérivée topologique, domaine initial plein
f = 10 sin2(4πx), λ = 0.5, µ = 0
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Fig. 5. Pas de création de trou, domaine initial troué
f = 10 sin2(4πx), λ = 0.5, µ = 0
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Fig. 6. La fonction f et la solution u sur le domaine final
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Fig. 7. Le cas non-linéaire
λ = 0.3, µ = 0.001, c = 0.6
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Fig. 8. On observe un début d’oscillations
f = 10x+ y, λ = 1, µ = 0

Valeur optimale : J(Ω) = 0, 598434
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Fig. 9. On observe de fortes oscillations
f = 10x+ y, λ = 1, 7, µ = 0

Valeur optimale : J(Ω) = 1.190227
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Fig. 10. Les oscillations ont disparu
f = 10x+ y, λ = 1, 7, µ = 0, 4

Valeur optimale : J(Ω) = 1.185849





Conclusions et perspectives

Trois thèmes ont été traités dans cette thèse :

Dans la première partie, nous avons obtenu le théorème de structure dans des
domaines fissurés pour les dérivées premières et secondes. Le théorème de structure pour
la dérivée première avait déjà été obtenu par Frémiot dans sa thèse [22] mais dans un
cadre différent, i.e. celui de la semi-dérivabilité eulérienne. Nous retrouvons donc ici le
théorème au premier ordre et y ajoutons la structure pour la dérivée seconde. A l’issue
de cette thèse, on constate que de nombreux résultats théoriques peuvent encore être
obtenus. Par exemple, le coefficient de singularité c dans la décomposition du domaine
(II.36) dépend lui-même du domaine, et le calcul de la dérivée de forme de ce terme per-
mettrait de calculer les coefficients donnés par le théorème de structure pour la dérivée
seconde, comme on l’a fait pour la dérivée première.

Plusieurs applications pratiques de ces résultats peuvent être envisagés. Par exemple
la méthode du serpent permettant de detecter des contours dans une image utilise des
dérivées de forme dans des domaines fissurés. On peut envisager l’utilisation de la déri-
vée seconde pour une méthode de Newton. Une autre application à l’analyse d’images
en cours d’études est l’utilisation de fissures dont le périmètre reste constant pour ajou-
ter une composante tangentielle à la vitesse qui déforme une image. Cette composante
tangentielle est utile pour définir une vitesse la plus uniforme possible.

Dans la deuxième partie, nous avons étudié l’utilisation d’extensions auto-adjointes
pour modéliser la création d’un petit trou en optimisation de formes. Cette méthode
issue de la physique mathématique a notamment été introduite par Nazarov en opti-
misation de formes. Dans cette thèse, nous étudions le comportement de fonctionnelles
d’énergie dans Lp quand la position h du trou varie. Nous étudions également la variation
d’une fonctionnelle d’énergie approchée définie à partir de l’extension auto-adjointe et
nous retrouvons la valeur de la dérivée topologique qui montre que l’approximation est
correcte au premier ordre. Enfin nous considérons la variation de la frontière extérieure
pour cette fonctionnelle d’énergie approchée, et nous obtenons une dérivée de forme et
topologique simultanée.

Sur le plan pratique, l’intérêt de cette modélisation est qu’on travaille sur un do-
maine sans trou, ce qui peut présenter un avantage du point de vue numérique. En
effet la création d’un trou infinitesimal est difficile à appréhender numériquement car
la singularité qui apparait oblige a raffiner considérablement le maillage ce qui alourdit
le calcul. A l’aide des extensions auto-adjointes, on remplace la perturbation singulière
du domaine par une perturbation de l’opérateur Laplacien. Une application possible de
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cette modélisation par des extensions auto-adjointes est un problème inverse de corro-
sion où une partie de la frontière est inconnue ainsi qu’une cavité circulaire de taille et
de position inconnue. A partir de l’observation effectuée sur une partie du domaine, on
cherche à retrouver cette frontière et cette cavité inconnus.

Dans la troisième partie, nous utilisons à la fois la dérivée par rapport au domaine
et la dérivée topologique pour trouver la géométrie optimale d’un problème d’optimi-
sation de forme. Dans [70], la méthode "levelset" et la dérivée topologique sont couplés
en introduisant la dérivée topologique sous forme de terme source dans l’équation de
Hamilton-Jacobi. Dans [2], le cas de l’élasticité linéaire est traité avec la méthode "le-
velset" : la dérivée topologique est aussi utilisée pour définir un critère de nucléation
permettant, à certaines étapes du calcul, de déterminer où il serait avantageux, du point
de vue de la décroissance de la fonction-objectif, de percer un trou de taille infinitésimale.

L’originalité de cette troisième partie réside donc essentiellement dans le calcul des
gradients topologique et de forme pour le problème non-linéaire de Signiorini, et leur ap-
plication à la résolution numérique d’un problème d’optimisation de forme. Les résultats
numériques obtenus corroborent les résultats théoriques même si on constate une plus
grande instabilité que pour le problème linéaire. Une application à d’autres conditions
non-linéaires au bord ainsi qu’au problème de l’élasticité peuvent donc être envisagées.
On peut également envisager des calculs numériques dans des domaines contenant des
fissures.

La méthode "levelset" est idéale pour appréhender facilement des changements de
topologie en dimension deux, et dans une moindre mesure en dimension trois comme le
montre [2], mais rien n’a été démontré en ce qui concerne la convergence de la méthode.
Des travaux sont en cours sur ce sujet qui permettent d’espérer des résultats dans un
avenir proche.
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Résumé : En optimisation de formes, de nombreux résultats ont déjà été obtenus dans le cas de
domaines à frontière régulière et pour des perturbations régulières de ces domaines. Par contre, l’étude
de domaines non-réguliers, tels que des domaines fissurés par exemple, et l’étude de perturbations sin-
gulières telles que la création d’un trou dans un domaine est plus récente et plus complexe. Ce nouveau
domaine de recherche est motivé par de multiples applications, car en pratique, les hypothèses de régu-
larité ne sont pas toujours vérifiées. Les outils tels que la dérivée topologique permettent d’appréhender
ces perturbations singulières de domaines et leur utilisation est maintenant fréquente.

Dans la première partie, nous étudions la structure de la dérivée de forme pour des domaines fis-
surés. Dans le cas d’un ouvert régulier, de classe C1 ou lipschitzien par exemple, la dérivée dépend
uniquement des perturbations de la frontière du domaine en direction de la normale. Ce théorème de
structure n’est plus valable pour des domaines contenant des fissures. On généralise ici ce théorème de
structure aux domaines fissurés en dimension quelconque pour les dérivées premières et secondes. En
dimension deux, on retrouve le résultat usuel, à savoir qu’en plus du terme classique, deux nouvelles
contributions apparaissent dûes aux extrémités de la fissure. En dimension supérieure, un nouveau
terme apparaît en plus du terme classique, dû à la frontière de la variété à bord représentant la fissure.

Dans la deuxième partie, nous étudions la perturbation singulière d’un domaine et nous modélisons
cette perturbation à l’aide d’extensions auto-adjointes d’opérateurs. Nous décrivons cette modélisation,
puis nous montrons comment elle peut être utilisée pour un problème d’optimisation de forme. En
définissant une fonctionnelle d’énergie approchée pour ce problème modèle, on retrouve notamment la
formule de la dérivée topologique usuelle.

Dans la troisième partie, on propose une application numérique de la dérivée topologique et de la
dérivée de forme pour un problème non-linéaire. On cherche à maximiser l’énergie associée à la solution
d’un problème de Signorini dans un domaine Ω. L’évolution du domaine est représentée à l’aide d’une
méthode levelset.

Mots-clés : optimisation de forme et topologique, perturbations singulières de domaines, structure
des dérivés de forme, domaines fissurés, extensions auto-adjointes, analyse asymptotique, problème de
Signorini, méthodes levelset.

Abstract : In shape optimization, the main results concerning the case of domains with smooth
boundaries and smooth perturbations of these domains are well-known, whereas the study of non-
smooth domains, such as domains with cracks for instance, and the study of singular perturbations
such as the creation of a hole in a domain is more recent and complex. This new field of research is mo-
tivated by multiple applications, since the smoothness assumptions are not fulfilled in the general case.
These singular perturbations can be handled now with new and efficient tools like topological derivative.

In the first part, the structure of the shape derivative for domains with cracks is studied. In the case
of a smooth domain, with boundary of class C1 or lipschitzian for instance, the derivative depends only
on the perturbations of the boundary of the domain in the normal direction. This structure theorem is
no longer valid for domains with cracks. We extend here the structure theorem to domains with cracks
in any dimension for the first and second derivatives. In dimension two, we get the usual result, i.e. the
shape derivative depends also on the tangential components of the deformation at the tips of the crack.
In higher dimension, a new term appears in addition to the classical one, coming from the boundary
of the manifold representing the crack.

In the second part, the singular perturbation of a domain is approximated by using self adjoint
extensions of operators. This approximation is first described, then it is applied to a shape optimization
problem. An approximated energy functional can be defined for this model problem, and we obtain in
particular the usual formula of the topological derivative.

In the third part, a numerical application of the topological and shape derivatives is proposed for a
non-linear problem. The problem consists in maximizing the energy associated to a Signorini problem
in a domain Ω. The evolution of the domain is done with the help of a levelset method to handle easily
topological changes.



Keywords : shape and topological optimization, singular perturbations of a domain, structure
of shape derivative, cracked domains, self-adjoint extensions, asymptotic analysis, Signorini problem,
levelset methods.


