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Introduction

En optimisation de formes, de nombreux résultats ont déja été obtenus dans le cas
de domaines a frontiere réguliere et pour des perturbations régulieres de ces domaines.
Ces résultats permettent a 'heure actuelle des applications en mécanique et dans I'in-
dustrie. Par contre, I’étude de domaines non-réguliers, tels que des domaines fissurés par
exemple, et I’étude de perturbations singulieres telles que la création d’un trou dans un
domaine est plus récente et plus complexe. Ce nouveau domaine de recherche est I’abou-
tissement logique du précédent, et il est de plus motivé par de multiples applications
industrielles, car en pratique, les hypotheses de régularité ne sont pas toujours vérifiées,
au contraire.

Des résultats d’existence pour des problemes d’optimisation de formes dans des do-
maines fissurés ont été obtenus en [13] [12][19]. Nous nous interessons quant a nous aux
conditions d’optimalité en optimisation de formes. Les outils tels que la dérivée topolo-
gique introduite dans [60],[61] permettent d’appréhender ces perturbations singulieres
de domaines et leur utilisation est maintenant fréquente.

Ce travail traite différents aspects de perturbations singulieres de domaines. Dans
une premiere partie, nous nous interessons a la structure de la dérivée au sens de Fré-
chet de fonctionnelles de forme pour des domaines fissurés. Dans une deuxieme partie,
nous étudions la modélisation d’une perturbation singuliere d’un domaine a I’aide d’ex-
tensions auto-adjointes du Laplacien. Enfin, dans une troisieme partie on décrit une
application numérique de la dérivée topologique pour créer des trous dans un domaine
afin de maximiser la fonctionnelle d’énergie associée a un probleme modele.

Dans la premiere partie, nous nous intéressons donc a la structure de la dérivée de
forme pour des domaines fissurés. Dans son mémoire de 1907 [29], Hadamard constate
que la dérivée d'une fonctionnelle de forme dépendant d’'un domaine 2 dans une direc-
tion £ ne dépend que de la composante normale de la trace de £ sur le bord de (2. Ce
résultat de structure connu sous le nom de théoreme de structure a été démontré par
Zolésio dans sa these en 1979 [71], et le cas de la dérivée seconde a été étudié par Bucur
et Zolésio dans [14]. Dans le cas d'un ouvert régulier, de classe C'' ou lipschitzien par
exemple, la dérivée dépend uniquement des perturbations de la frontiere du domaine en
direction de la normale. On pourra consulter [18][44] et [66] pour des résultats détaillés
dans le cas régulier, et [54] pour une approche simillaire & la noétre dans le cas régulier.
Ce résultat est utilisé systématiquement dans les problemes d’optimisation de formes.
Cependant en pratique une telle régularité n’est pas toujours vérifiée. En particulier, ce
théoreme de structure n’est plus valable pour des domaines contenant des fissures, qui
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ne sont pas lipschitziens.

Au cours de sa these ([22]), Gilles Frémiot a dégagé un théoreme de structure pour la
semi-dérivée eulérienne du premier ordre dans le cas de domaines fissurés en dimension
deux. La premiere partie de cette these s’inscrit dans la continuité du travail de Gilles
Frémiot en généralisant ce théoreme de structure & R%, d > 2, et en donnant la structure
de la dérivée seconde. En fait, la méthode utilisée pour parvenir aux résultats est diffé-
rente et intéressante en soi. En effet nous généralisons ici une méthode développée par
Michel Pierre et Arian Novruzi dans [54]. Sous des hypotheses plus fortes que celles de
Gilles Frémiot, a savoir la Fréchet-dérivabilité de la fonctionnelle de forme, on obtient
le théoreme de structure au premier et au deuxieme ordre, et il est possible de I'obtenir
facilement a n’importe quel ordre avec cette méthode.

En dimension deux, on retrouve le résultat de Frémiot au premier ordre, a savoir
qu’en plus du terme classique, deux nouvelles contributions apparaissent diies aux ex-
trémités de la fissure. En dimension supérieure, un nouveau terme apparait en plus du
terme classique, du a la frontiere de la variété a bord représentant la fissure.

Dans la deuxieme partie, nous étudions la perturbation singuliere d’'un domaine et
la modélisation de cette perturbation a 'aide d’extension auto-adjointes d’opérateurs.
On considere habituellement des perturbations d’un ouvert qui modifient seulement sa
frontiere, interdisant notamment les changements de topologie, alors qu’ils apparaissent
naturellement dans de nombreuses applications. D’un point de vue théorique, si u est la
solution du Laplacien dans un domaine 2, il est possible de modéliser la perturbation
de u due a l'apparition d’un trou dans {2 par une perturbation du Laplacien dans le
domaine €2 sans trou. Cette technique utilisant la théorie des extensions auto-adjointes
(voir [39] et [1]) a été développée par Serguei Nazarov dans [47][50][51][53]. Nous dé-
crivons cette modélisation, puis nous montrons comment elle peut étre utilisée pour un
probleme d’optimisation de forme. En définissant une fonctionnelle d’énergie approchée
pour ce probleme modele, on retrouve notamment la formule de la dérivée topologique
usuelle.

Dans la troisieme partie, on propose une application numérique de la dérivée topo-
logique. On cherche a maximiser I’énergie associée a la solution du Laplacien dans un
domaine 2. En ajoutant des termes de volume et de périmetre, on peut montrer qu’il
existe une unique solution optimale a ce probleme de maximisation. On procede ensuite
a la résolution numérique du probléeme en utilisant une méthode de gradient pour faire
varier la frontiere et en calculant la dérivée topologique pour savoir ou créer des trous
si nécessaire.

Dans le premier chapitre, nous énoncons et démontrons tout d’abord le théoreme
de structure dans le cas de domaines fissurés de R%, d > 3. La preuve de ce résultat est
basée sur 'utilisation du théoreme des fonctions implicites, et sur le principe que toute
perturbation 6 d’un domaine €2 peut étre décomposée de la facon suivante
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I4+0=({+2@)n)oH(f) sur X
H(0) = (I + ¢n(0)n + ¢, (0)v) o h(0) sur v

avec ®(0) et H(0) les perturbations normale et tangentielle, respectivement, sur la sur-
face ¥ de dimension d — 1, frontiere de (). Les fonctions ¢,(0) et ¢,(0) sont les per-
turbations normales de la courbe v dans les directions n et v, ou n et v forment une
base orthogonale du supplémentaire a ’espace tangent a ~y, et h(f) est la perturbation
tangentielle sur la variété v C X de dimension d — 2. Cette idée a été introduite dans
[54] pour des domaines réguliers et nous la généralisons ici au cas de domaines fissurés.
Nous étudions également le cas de R? qui est un cas dégénéré du précédent. Nous donnons
le théoreme de structure et sa démonstration. La démonstration pour R%, d > 3 doit étre
adaptée au cas de la dimension deux et on obtient un résultat similaire mais plus simple.

Dans le deuxieme chapitre, nous donnons quelques applications du théoreme de
structure pour des domaines fissurés de R?. En effet, par rapport au cas régulier, la
structure de la dérivée comprend deux nouveaux termes dis aux extrémités de la fissure
et il intéressant de les calculer.

Tout d’abord, nous considérons le Laplacien avec conditions de Dirichlet sur la fron-
tiere extérieure et conditions de Neumann sur la fissure. Nous prouvons la Fréchet-
différentiabilté jusqu’'a 'ordre deux de la fonctionnelle d’énergie, ce qui nous permet
d’appliquer le théoreme de structure. On étudie ensuite le méme probleme avec des condi-
tions de Dirichlet sur la fissure. On obtient de la méme maniere la Fréchet-dérivabilité
au premier ordre et on peut calculer les coefficients grace au théoreme de structure.

On étudie ensuite un probleme non-linéaire avec conditions unilatérales sur les faces
de la fissure. Dans ce cas, on ne peut pas montrer la Fréchet-dérivabilité de la fonction-
nelle mais on peut tout de méme appliquer un théoreme de structure qui requiere des
hypotheses plus faibles. En utilisant la notion de polyhédricité des cones convexes, on
peut également définir une dérivée seconde directionnelle.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons le Laplacien avec conditions de Di-
richlet posé dans un domaine €2 a frontiere réguliere. Ce probleme est singulierement
perturbé par la création d’une petite cavité w. dans 2. Nous procédons a l'analyse
asymptotique de ce probleme quand ¢ — 0. On définit ensuite une extension auto-
adjointe dépendante de £ du Laplacien. Cette extension est définie sur le domaine 2,
et on montre que le nouveau probléeme est une approximation au premier ordre du pro-
bleme initial. On définit ensuite un probleme d’optimisation de formes utilisant cette
approximation et on montre qu’on peut retrouver la formule classique de la dérivée to-
pologique a partir d’une fonctionnelle d’énergie approchée.

Dans le quatrieme chapitre, on applique la notion de dérivée topologique a un
probleme numérique. On montre qu’il existe une solution au probleme de maximisation
de I'énergie pénalisée par le volume et le périmetre, pour des problemes linéaire et non-
linéaire. On obtient ensuite des résultats numériques de maximisation de la fonctionnelle.
Le domaine 2 initial est un carré dont la frontiére est fixe au cours des itérations. A
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I’aide de la dérivée topologique, on change la topologie du domaine en créant des trous
dans 2. On perturbe ensuite la frontiere intérieure a 1’aide d’'une méthode classique de
gradient de forme. Le domaine 2 est modélisé par la méthode "levelset'.



CHAPITRE 1

Structure des dérivées de forme dans des domaines fissurés

11






STRUCTURE DES DERIVEES DE FORME DANS DES DOMAINES FISSURES

1.. Enoncé du théoréme de structure

L’étude de la sensibilité par rapport a la forme pour des domaines fissurés a des
applications importantes. On pourra consulter [15] pour un apergu des applications en
mécanique des fractures et une liste de rédérences sur le sujet. La structure de la déri-
vée par rapport au domaine pour des domaines fissurés a été montrée dans [22], mais
certains résultats avaient déja été établis dans cette direction en [21][27][7]. Dans [20],
une approche directe permet de traiter le probleme avec conditions unilatérales sur les
faces de la fissure. On considére dans [36], [37] respectivement, le probleme avec condi-
tions unilatérales sur les faces de la fissure pour une équation scalaire et pour le systeme
de 'élasticité, ou l'on obtient notamment la formule de Rice-Cherepanov. Des résultats
plus récents ont été obtenus en [40] et [5], et pour un probleéme inverse en [4].

Dans son mémoire datant de 1907, Hadamard note que la dérivée d’une fonction-
nelle de forme dans une direction £ ne dépend que de la trace de £ sur le bord de €2
et seulement de la composante normale de cette trace. Ce résultat est vrai pour des
domaines 2 dont la frontiere est suffisament réguliere, pour plus de détails, on pourra
consulter [31], [66]. Les domaines contenant des fissures ne sont mémes pas lipschitziens,
par conséquent on ne peut pas leur appliquer un tel résultat. Par contre, il est possible
de généraliser ce résultat de structure aux domaines fissurés. Une telle généralisation a
été faite en [22], pour la dérivée premiere, dans le cadre de la semi-dérivée eulérienne
de fonctionnelles de formes. Une telle analyse est difficilement réalisable pour des déri-
vées d’ordre supérieur, notamment pour la dérivée seconde qui est importante pour les
applications.

Nous nous proposons donc ici, en généralisant une méthode introduite en [54], de
donner le théoreme de structure pour les dérivées d’ordre un et deux dans des domaines
fisurés, dans le cadre de la différentiabilité au sens de Fréchet. Ce théoreme permet d’ob-
tenir une formule de représentation pour les dérivées par rapport au domaine. Avant de
donner le théoreme de structure, nous allons définir une classe F(€2) de domaines fis-
surés.

Dans la suite, U est un ouvert borné de R%, d > 3 avec une frontiere lisse. L’ensemble
U est appelé le fourre-tout et les perturbations 6 définies plus loin laissent U globale-
ment inchangé. Soit également £ € N, & > 1.

Les domaines : On note

O = {D € U; D ouvert borne de classe C*} . (L.1)
13
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F1c. 1. La fissure S

De classe C* signifie que, pour tout = € 9D, il existe un voisinage ouvert w, de z dans
R? et &, : w, — R de classe CF tels que

V&, # 0 sur wy, &(w, NOD) =0, (1.2)

€o(we N D) C [-00,0[, &(ws \ D) CJ0, +o0] (L.3)

On remarque que n = V¢, /|VE,| définit localement le vecteur unitaire normal sortant
aD.

Domaines fissurés : Soit D € O;,. La frontiere 0D = ¥ de D est une variété fermée
de dimension d — 1. Soit v une sous-variété fermée et connexe de ¥ de dimension d — 2
et de classe C* telle que ¥\ v a deux composantes connexes S et S’. Alors S est appellé
une fissure et on définit le domaine fissuré par Q = U \ S (voir la figure 1).

Soit €2p un domaine fissuré, on a alors,
Yo C Yo = 0Dy, SoUSy =20\ Qo =U\ Sy

et on note n le vecteur normal unitaire sortant de D. La codimension de 7, est deux,
c’est & dire que le supplémentaire dans R? de l'espace tangent a 7, est de dimension
deux. On définit alors le vecteur v tel que (n, ) soit une base orthonormée de cet espace.

Pour un domaine €2y donné, on introduit le domaine perturbé €y de €y pour un
champ de vecteurs donné #. On restreint ’étude a des perturbations du sous-ensemble
D, i.e. la frontiere extérieure OU reste fixe.

Cadre fonctionnel : Soit O, I'espace des champs de vecteurs de C*(R?, R?) qui s’an-
nulent sur U¢ et dont les dérivées sont bornées jusqu’a l'ordre k. Muni de la norme
usuelle |||z, Ok est un espace de Banach. On note

Dy :={0 € O, [0l <1} .

Pour # € Dy, 'application I 4+ 6 est un C*-difféomorphisme. I est l'identité dans R?
(Vz € R4, I(x) = ). Pour 6 € Dy, donné, soit Dy, Qy, Sy et vy définis par :
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Dy = {(I+0)(x), v € Dy},

Qy = {(I+0)(x), x €},

Yo = {(I+0)(x), x € Xo},

v = {(I+6)(z), v €}
Comme Dy € Oy, on a clairement Dy € Oy, et ¥y est de classe C*.

Etant donné 2y un domaine fissuré avec Dy € Oy, on pose
Fi(S) = {Q0, 0 € Dy} (1.4)

comme étant I’ensemble des domaines fissurés admissibles. Pour simplifier, comme €
est donné, on écrit Fj. au lieu de Fp ().

Fonctionnelle de forme : Soit J : F;, — R une fonctionnelle de forme donnée. On
associe a J la fonctionnelle E' définie sur D, par 1'égalité

VO € Dy, E(0) = J(Q) .

Comme O est un espace de Banach, les dérivées au sens de Fréchet de E peuvent étre
définies. On note E'(0) € L(Dy; R) la dérivée au sens de Fréchet au premier ordre de E
en 0 et par E'(6)(€) sa valeur dans la direction £ € ©. De méme E”(0) € L(Dy x Dy; R)
est la dérivée au sens de Fréchet de E du second ordre et E”(6)(&,n) désigne sa valeur
en &, n € O.

Notations : Pour z,y € R?, on note (z,y) le produit scalaire dans R%.

Etant donné un champ de vecteurs £ sur ¥, on écrira &, au lieu de ({,n) et &, au lieu
de (¢, v). On notera également &y, = £ — {,n sa composante dans 1’espace tangent en un
point = de la variété ¥. On définit alors &, := &» — &, v la projection de & sur l'espace
tangent a la variété . Notons que &, et &, sont des scalaires tandis que &y et &, sont
des vecteurs de R%.

Nous pouvons maintenant donner le résultat principal de ce chapitre.

Théoreme 1.1. Soit k > 1.

(1) Soit Qg un domaine fissuré avec Dy € Ogi1. On suppose que E est Fréchet-
différentiable dans ©y, en 0, alors il existe deux formes linéaires continues I* :
C*(3o,R) = R et I} : C*(70,R) — R, telles que :

E0)(§) =1"&) +L(&), V€O, (L.5)

(2) Soit Qg un domaine fissuré avec Dy € Oyyo. On suppose que E est deux fois
Fréchet-différentiable en O dans Oy, alors il existe trois formes bilinéaires :

2 . CHZo,R) x CF(Zo,R) —R,

2 C*v%,R) x Ck(y,R) —R,
£2 : Ok<20,[R) X Ck(’)/o,[R) —>[R,
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et une forme linéaire I : C*(vo, R) — R, telles que pour tout champ de vecteurs

§,1 € Opp -
E"(0)(&m) = (&)

+Hp (&0, )

+H(@"(0)(8,m))

+,(¢,(0)(,m)) (L.6)

+, (0 (0)(§,m))

+L2(Ens 1)

+HL2 (00, &),
avec ®"(0)(&,m), ¢r(0)(&,n) et ¢L(0)(&,n) donnés respectivement par (1.16),
(I.19) et (1.20).

Remarque 1.2. Si Qg est une forme critique pour E i.e., E'(0) = 0 en 0, alors {! = 0,
I} = 0, par conséquent I'expression (1.6) de la dérivée seconde se simplifie et devient :

E"0)(&mn) = P&, nn)
+12(&0 )
+1 (@ (0)(€,m)) (1.7)
+‘C2 (5717 771/)
+L2 (1, &)

2.. Perturbations normale et tangentielle

Pour tout [ € N, 1 <[ <k, on pose
G YD, %) = {g € C*(Z,RY;¢(2) C T}

G*(v,7) = {9 € C*'(1,RY);9(7) C v}
On note ®(0) et H(#) les perturbations normale et tangentielle, respectivement, sur la
surface ¥. On note également ¢, (0) et ¢,(0) les perturbations normales de la courbe
v dans les directions n et v, et h(f) les perturbations tangentielles de la variété v. On
utilise le théoreme des fonctions implicites pour obtenir le lemme suivant, qui sera utilisé
pour la preuve du théoreme de structure.

Lemme 1.3. On suppose que ¥ et v sont des variétés de classe C*. Pour tout 1 <
[ <k, il eziste un voisinage ouvert Uy de 0 dans Oy, et un unique vecteur (H, ®, h, ¢n, ¢,,)
de fonctions C! :

(H, @, h, ¢, ) : U, — GFHE,Z) x CMHE,R) x GMH(7,7) x C* (7, R) x C* (7, R)

1.8
telles que (H,®, h, ¢, ¢,)(0) = (1,0,1,0,0) et pour tout 6 € Uy, 9
I4+0=(1+®0)n)o H(O) sur X (1.9)
H(0) = (I+ ¢n(@)n+ ¢,(0)v) o h(B) sur v (1.10)
De plus, pour tout £,n € O on a pour ! > 1 :
HO)E) = & (L)
'(0)(§) = & (L12)
W) = &, (1.13)
¢ (0)(§) = 0, (1.14)
9, (0)(§) = &, (L15)
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Fic. 2. Perturbations normale et tangentielle

et pour l > 2 les dérivées secondes sont données par

(0)(§,m) =
H"(0)(§,m) =

h'(0)(&m) =

¢, (0)(§,m) =

¢, (0)(§,m) =

Preuve du lemme 1.3.

—(Dnés,n) — (DEns,n) — (Dnés,ns)
—(Dnns, &s)n — 0 Dn s — &, Dnas

(& Dnny)n + (&, Dvn,)v

1, Dnés — . Dnns

0 (Dnés, v)v + & (Dnns, v)v
—&,Dvig, — 1, Dy,

+&,(Dvny, n)n + n,(Dvé,, n)n

_T]V&/<Dn v, V)

_<€77DV777>

_<V7D77§"/> — (v, DSTM

= (v, Dnés) — §u(v, Dns)
—nn(n, Dv&y) — &,(n, Dvn,).

(1.16)
(L.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

Comme ¥ et v sont des variétés de classe C* et de dimension respectives d — 1 et
d — 2, il existe deux fonctions (o, (1 € C*(R%, R) et deux voisinages ouverts wy et w;
respectivement de X et v tels que

Y ={x € wy; ((x) =0} Ve e X, V() #0.

v ={z € wi;((z) =0, G(x) =0}

Vo € v, V(i (x) #0.
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De plus le vecteur normal unitaire sortant a .S est donné par

Vo e 3¥,n(x) = Vo (x)/|Vi(z)l, (1.23)
et on peut choisir (5 et ¢; de sorte que (n(z),v(x)) soit une base orthonormale, avec
v(x) défini comme

Ve €y, v(x) = VG (2)/|VQ(z)] (1.24)
Le plan orthogonal & v en = € 7 est alors donné par la base orthonormale (n(x),v(x)).
On introduit maintenant Z! = C*{(%,RY) x C* (5, R) x C* (4, RY) x C*!(,R) x
C* (7, R) et

( @kXZl — Zl
I+60—(I+Pn)oH
T: (oo H (1.25)
0,(H, @, h, pn, b)) +— H—(I+¢n+¢v)oh
(ioh
Cooh

\

On vérifie que la fonction T" est de classe C'. Pour tout (H, ®, h, ¢,,,¢,) € Z!, on a

( T(0,(1,0,1,0,0)) = (0,0,0,0,0)
—bn — H
D¢ H (1.26)
D(H,q),h,d)n,qi)y)T(Oa ([, O, [7 0, 0))(H, (I), h, ¢n7 ¢1/) = H — ¢nn — ¢VI/ —h
D¢ih
D¢oh

\
On remarque que Dy H = |V {y|(n, H), D{oh = |V{o|(n, h) et D h = |V (|(n,h). Afin
de prouver que D¢ h.6,.6,) T (0, (1,0,1,0,0)) est un isomorphisme de Z' dans lui-méme,
on doit d’abord prouver que pour tout (A, u, a,w,v), la solution de

D(H7q>7ha¢7u¢u)T(O7 (‘[7 07 I’ 07 0))(H7 q)7 h? (bni (bV) = (A7 U, a? w? U)

est unique. Tout d’abord, on calcule le produit scalaire de la premieére ligne de (1.26)
avec n et on trouve
¢ = —<A,TL> - |VC0|_IU,
H = IVCO‘_I'LLTL—AE.

Ensuite on calcule successivement le produit scalaire de (1.26) avec n et v et on obtient
On = VG| u—|VG|™v — (a,n),

¢, = —|VG|"'w— (A, v) — {(a,v), (1.28)
h = —A,—a,+|V| ton + VG| twr

(L27)

Ainsi, Do ppn.e)T(0,(1,0,1,0,0)) est un isomorphisme de Z' dans lui-méme, et la
fonction T vérifie les conditions du théoreme des fonctions implicites au voisinage de
(0,(7,0,1,0,0)). Par conséquent il existe un voisinage ouvert Uy C O de 0 et cing
fonctions (H, ®, h, ¢, ¢,) de classe C!

(qu)7h7¢n;¢u) : uk - Zl (129)
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tel que (H,®, h, ¢, ¢,)(0) = (1,0,1,0,0) et
I+0 = (I+2(0))oH(O),
H(0) = (I+¢u(0)n+¢,(0)v)oh(0),
CQ(H(9)) = 0,
Co(h(8)) = 0,
C1(h(‘9)) = 0.
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(1.32)
(1.33)
(1.34)

Quitte a restreindre Uy, on peut toujours supposer que H(6) prend ses valeurs dans wy
et que h(f) prend ses valeurs dans wy Nwy, de sorte que (1.32), (1.33), (1.34) impliquent
H(0)(z) € ¥ pour tout x € ¥ et h(0)(z) € v pour tout z € . On a donc montré la

premiere partie du lemme .

On peut maintenant différentier les cinq équations (1.30)- (I1.34) par rapport a 6 au
voisinage de 0. Pour tout £ € O, on a

3
H'(0)(£)

DCo(H (0))H'(6)(€)
DGo(h(0))'(0)(€)
DG (h(0))R(6)()

= H'(0)(§) + D(®(0)n) o H(O)H'(0)()
+(®'(0)(E)n) o H(6),

= W(0)() + D(¢n(0)n + ¢, (0)v) o h(0)R'(0)(&)
+(@n(0)()n + ¢,,(0)(§)v) o h(6),

= 0,
= 0,
= 0.

En particulier, pour 6§ = 0, on obtient

¢ = H(0)(€)+ D(@(0)n)H'(0)(§) + ' (0)(E)n,
H'(0)(§) = (0)(€) + D(¢n(0)n + ¢, (0))I'(0)(S)
+(@n(0)(E)n + ¢, (0) (),
DG H'(0)(§) = 0= [Viol(n, H(0)(€)),
DG h'(0)(§) = 0=1[V(ol(n, ' (0)(£)),
DG R(0)(§) = 0=[VGQ|w, ' (0)()).

Ensuite, on multiplie (I.40) par n, et en tenant compte de (I1.42) on obtient

H'(0)(§) = &5,
0)(E) = &

(1.35)

(1.36)

(1.37)
(1.38)
(1.39)

(1.40)
(1.41)
(1.42)

(1.43)
(1.44)
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En multipliant successivement (1.41) par n et v, et en utilisant les égalités (1.43) et (1.44)
on obtient

KO0)E) = &, (LA47)
¢,(0)(§) = 0, (L48)
¢,(0)(§) = &. (.49)

Maintenant, afin d’obtenir la dérivée par rapport au domaine du second ordre, on dérive
(1.35)-(1.39) en # = 0. On en déduit le systeme d’équations suivant, pour tout &,n € Oy,

0 = H"(0)(&n)+ D(®'(0)(n)n) H'(0)(¢) (1.50)
+O7(0)(&, m)n + D(®'(0)(§)n) H'(0)(n),

HY(0)(&n) = R"(0)(&n) + (¢, ()(, mn + ¢,(0)(& n)v) (1.51)
+D(¢,(0)(§)n + ,,(0)(§)v)A'(0)(n)
+D(¢,,(0)(mn + ¢,,(0) () (0)(E),

0 = DG H"(0)(&n) + DG H'(0)(§)H'(0)(n), (1.52)

0 = DGh"(0)(&n)+ Do (0)(§)A'(0)(n), (1.53)

0 = DG R"(0)(En) + Do W' (0)(§)R'(0)(n). (L.54)

Cependant, comme pour tout k € R, Dy k = |V (o|(n, k), alors pour tout [ € R?
D*Go(k, 1) = (D(|V¢l) 1){n, k) +[V¢o|(Dnl, k) (L.55)

de sorte que
D*o(&smz) = [Vo|(Dnigs, &) (L.56)
En substituant les expressions (1.45)-(1.49) dans (1.50)-(1.54) et en utilisant (1.56) on
obtient
0 = H"(0)(&n)+ D((n,n)n)és (1.57)
+&"(0)(&; mn + D(Eun)ns,

H(0)(&n) = h"(0)(&n) + (¢n(0)(&, mn + ¢, (0) (€, n)v) (1.58)
+D(&v) 1y + D((n, v)v) &,
0 = (&, Dnns) + (n, H'(0)(€, ), (1.59)
0 = (&, Dnny) + (n, K(0)(E,n)), (1.60)
0 = (&, Dvny)+ (v, K(0)(& n). (1.61)
En multipliant (I.57) par n et en utilisant (1.59) on obtient
(0)(&,m) = (&=, Dnns) = (D(nan) &x,n) — (D(&an) 1z, 1) (1.62)

On peut simplifier (1.62) de la maniére suivante

(D(nnn) &s,n) = (Dn&s, n)n, + (0 ®@ Vn,)Es, n). (1.63)
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Le premier terme du membre de droite de (1.63) vaut 0 car (n,n) = 1 implique
(Dnk,n) = 0 pour tout k € R%. Par conséquent (1.63) devient
(D(nan)&e,n) = (Vi &x) (1.64)
= (Dnés.n) + (Dnés,n) (1.65)
Enfin, en injectant (I1.66) dans (I1.62) on obtient
"(0)(§,m) = —(Dnés, n) = (DEng,n) — (Dnés,ns). (L.67)

En utilisant maintenant les équations (1.57) et (1.67) et en tenant compte de la décom-
position (I.63) on obtient

H"(0)(¢,n) = —(Dnns,&s)n —n,Dnés — . Dnns. (1.68)
On multiplie (I1.58) par n et v et en utilisant (1.60) et (1.61) on trouve

—<TL, D(&/V) 77’)/> - <n7 D(TIVV) 5’7>7

¢,(0)(§,m) = (&, Dvny) — (v,n.Dnés) — (v, & Dns) (L70)
_<V>D(£VV)7]W>_<V7D(7]1/V)€’Y>'

De la méme maniere que pour (1.63)-(1.66), on peut écrire

D(UVV)& =n,Drvé&, + (v, D7767>V + (1, DV57>V' (1.71)
De plus, on a la décomposition suivante
(&, Dnns) = (&, Dnny) + & (Dnv,v) (1.72)

+n(Dnv, &) + & (Dnny, v).
En substituant (1.72) et (I.71) dans (1.69) on obtient finalement

¢n(0)(&,m) = =& (Dnv,v). (1.73)
On conclut avec le cas de ¢”(0)(£,n). En substituant (I.71) dans (1.70) on obtient le
résultat
¢,(0)(&n) = —(& Dvn,) (L74)
—(v, Dné&,) — (v, D&ny)
—1n (v, Dn&s) — &n(v, Dng)
—nn(n, Dv &) — &,(n, Dvn,).

On regroupe maintenant les expressions (1.74), (I.73) et (1.68) et on les insere dans
(I.59), on obtient alors

h'(0)(&mn) = (&, Dnny)n + (&, Dvn,)v (1.75)
—n,Dnés — &, Dnns
+0n(Dn s, v)v + & Dnns, v)v
_quan - nvDV€7
+&,(Dvny, n)n + n,(Dvé,, n)n.
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On a donc terminé la preuve du lemme 1.3. |

3.. Preuve du Théoréme de structure

Notre objectif est de prouver que pour € suffisament proche de 0 dans Dy, il existe
une fonction F' telle que

E(0) = F(2(0), ¢n(0), ¢(0)) (L.76)
ot F' est une fonctionnelle sur C*(X,R) x C*(y,R) x C*(~, R) et les fonctions @, ¢,, et
¢, sont définies en (1.9)-(1.10).

Lemme 1.4. Soit hy. et hy. deux fonctions de C*(X,X) munies de la norme usuelle
|I.|lx- Ces fonctions sont proches de lidentité au sens suivant :

|P1e = Ik, Nhoe = Illk — 0, € —0. (1.77)
On a alors le résultat suivant :

Jdeg, Ve < ey, h1,a(2) = hz,a(z) =X et hl,e(V) = hQ,a(’Y) - h1,e(5) = h2,5(S) (1-78)

Preuve. Tout d’abord, si ¢ est suffisament proche de 0, alors h; . et hg . sont des C*-
difféomorphismes grace a (1.77). Ainsi on obtient ey, Ve < e, h1(X) = hao () = X.
Comme SUS" =X\ v, on a également

h1(S)Uh1(S) = E\ () (1.79)
h275(5> U hgﬁ(sl) =X \ h275(’}/) (180)
car hy . et hy. sont des C*-difféomorphismes. L’ensemble ¥\ h; () a deux composantes
connexes car % \ v a deux composantes connexes. Comme les unions dans (I1.79)-(1.80)

sont des unions disjointes d’ouverts, h; (S) et hy(S’) sont les composantes connexes
recherchées. C’est vrai également pour hs ., par conséquent on a deux possibilités :

hyc(S) = hae(S) ou h1(S) = hao(S).

Dans le premier cas le lemme est prouvé et on va montrer que le cas hy.(S) = ha(5")

est impossible si e est suffisamment proche de 0. Sinon, il existe une suite (g;) qui tend
vers 0 telle que hy.,(S) N hae,(S) = 0.

Pour simplifier, on écrit € au lieu de ¢€;, et pour x € S on définit
21 = hy(x) et Toe = ho ().
hl,@(’Y) = h2,£(7) = Ve
Comme hy (S) N hye(S) = 0, 1. et xo, sont séparés par ., ce qui signifie que pour

tout chemin « joignant ;. & xa., N~ # 0. Soit A I'ensemble des courbes régulieres
joignant z; . a x5 ., alors on a

d(xl,e; 132’5) = (ilelzch(a)

ou d est la distance sur la variété ¥ et L(«) est la longueur du chemin «. Alors par
définition de I'infimum on obtient :

Vo >0, 3¢ > 0,30 d(xye,22.) > L) — 0. (1.81)
On choisit y. dans 7. N a. tel que

L(az) = L(z7y.) + Llycws.).
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En prenant la limite quand € — 0 on obtient

liH(l) L(ag) > 2d(x,7).

Si on choisit 6 = d(z,7), ’équation (1.81) devient
d(xl,sa 1’27(5) Z E(as) - d(l’, 7)

hma—>0 d(ajl,m 1‘275) 2 Qd(l‘, 7) - d(l’, '7)
> d(z,7) > 0.

ce qui est impossible car lim, g d(z1 ., x2.) = 0. Par conséquent la preuve est terminée.ll

On applique maintenant le lemme 1.3 avec k remplacé par k + 1 et [ = 1. On obtient
'existence d’'un voisinage ouvert U1 C Opyq de 0, et d'un vecteur (H, D, h, ¢y, ¢,) de
fonctions C! :

(H,®, h, ¢, b)) : Uy — GFTHE,2) x CFHE,R) x Gy, 7) x C* (v, R) x C* (v, R).

(1.82)
Quitte a restreindre U1, on peut supposer que H(6) et h(f) sont bijectifs respective-
ment de 3 dans ¥ et de v dans v pour tout 6 € Uy, 1. En utilisant I’équation (I1.10) on
peut écrire

H(0)(y) = (I + ¢n(0)n + ¢, (0)v) 0 h(0)(7) (L83)
=+ én(0)n + ¢ (O)v) (7). (1.84)
Soit v une extension continue :
v:CF(v,8) — CHE, %),

telle que Iimage par v d'un élément de C*(v, ) soit proche de l'identité au sens du
lemme I.4. Une telle extension existe, et on en donne une construction explicite dans le
cas particulier de la dimension 2. Alors v(1 4 ¢,,(0)n+ ¢,(0)v) € C*(, %) peut s’écrire

v(I + ¢n(0)n + ¢, (0)v) = I + w(dn(0), 6,(0)))

ot w est une fonction de C*(y,R?)? dans C*(X,R?). En appliquant le lemme 1.4 on
obtient 'implication suivante

H(0)(7) = (I + ¢n(0)n + ¢,(0)v) 0 h(0)(7) = H(0)(S) = (I + w(pn(0), $,(0)))(S).
Maintenant soit u une extension continue :
u: C*(S,RY) — C*(RY RY).
En utilisant (1.9) et (I.10) on obtient
(I +0)(S) = [+ ®(0)n] o [I +w(dn(0), ¢ (0))](5)
= [T+ w(¢n(0), 6,(0)) + 2((0)n) o (I + w(dn(0), ¢,(0)))] (5)
= [ +ufw(on(0), 0, (0)) + 2((0)n) o (I +w(dn(0), ¢, ()] (S)  (1.85)

Comme €y est défini par U \ Sy, on obtient clairement de (1.85) que
E(0) = E(u[w(én(8), ¢u(0)) + 2((0)n) o (I + w(en(0), 0,(0)))]) := F(2(8), #n(6), ¢,(0))
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qui fournit (I.76). On différentic maintenant (1.76) en 6 = 0 dans la direction & € 6y4.
En utilisant le lemme 1.3 et la loi de dérivation d’une fonction composée, on obtient

E'(0)(§) = Fo(2'(0)(€)) + Fi, (,,(0)(€)) + Fo,.(0,(0)(€)) = Fa(&n) + Fo, (&),

ou Fy est la dérivée de F' par rapport a ®. Comme O est dense dans Oy et Iy, Fy,
et Fy, sont des formes linéaires continues, on obtient (I.5) avec I' = Fp et I} = F,,. On
pose également [} = Fy .

Pour la preuve de la deuxieme partie du théoreme 1.1, on applique le lemme 1.3 avec
k remplacé par k+2 et [ = 2. On obtient alors (I.6) de la méme maniere que pour (I.5).
La preuve est donc terminée. [ |

4.. Le théoréme de structure en dimension deux

Le cas de la dimension deux est un cas dégénéré du cas général étudié au chapitre
précédent. En effet, en reprenant les mémes notations, D est un ouvert borné de classe
C* de R?, ¥ = 0D est une courbe fermée de classe C*, et v est une variété connexe
de dimension 0. Autrement dit, v est réduit a un point ce qui pose plusieurs problemes
par rapport a 'étude précédente. En effet ¥ \ v & maintenant une seule composante
connexe. On voit bien que pour obtenir une "vraie" fissure, il est nécessaire que v ne soit
pas réduit a un point, mais soit la réunion de deux points distincts de 3.

On adapte en fait sans difficulté les résultats précédents au cas de la dimension deux.
Dans la suite, on énonce donc le théoreme de structure et sa preuve en dimension deux.
Les résultats obtenus sont plus simples que les résultats dans R?, d > 3, toutefois nous
gardons dans la mesure du possible les mémes notations afin de pouvoir faire la cor-
respondance avec le cas général. Nous ferons également référence au cas général quand
les notions a introduire ou les démonstrations sont redondantes, la différence principale
tenant au fait que v est la réunion de deux points et n’est donc pas connexe.

Dans la suite, U est un ouvert borné de R? avec une frontiere lisse. L’ensemble U
est appelé le fourre-tout et les perturbations # définies plus loin laissent U globalement
inchangé. Soit également k& € N, k& > 1. L’ensemble Oy, est défini comme en (I.1).

Domaines fissurés : Soit D € O, on note ¥ = 0D. Soient A; et Ay deux points
distincts de X, on définit v = {A4;, A2}. Alors ¥\ v a deux composantes connexes S et
S’ S est appellé une fissure et on définit = U \ S comme le domaine fissuré.

Soit 0y un domaine fissuré, on a alors

Yo C Yo = 0Dy, So U S, =20\ 70, Qo =U \ S,

et on note n le vecteur normal unitaire sortant de D, et 7 le vecteur unitaire tangent a
Y. Le vecteur 7 correspond au vecteur v dans le cas général.

L’espace fonctionnel O, les domaines perturbés 2y, I'’ensemble des domaines fissurés
admissibles Fj, et la fonctionnelle F sont définis comme dans le paragraphe 1..

Notations : Pour x,y € R?, on note (x,y) le produit scalaire dans R?.
Dans la suite, pour simplifier la notation, on utilise la convention d’Einstein pour les
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U

FiG. 3. Le domaine ()

indices répétés i = 1,2, i.e. on note «;3; := Z?Zl G;a;. Etant donné un vecteur £ dans
R?, & = &m+ &1 ot &, = (E,n) et & = (£, 7) désignent les composantes normales et
tangentielles, respectivement. On remarquera que &, et &, sont des scalaires.

Nous pouvons maintenant donner le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 1.5. Soit k > 1.

(1) Soit Qo un domaine fissuré avec Dy € Ogi1. On suppose que E est Fréchet-
différentiable dans ©; en 0, alors il existe une forme linéaire continue I* :
C*($p,R) — R et des constantes oy, i = 1,2, telles que :

(2) Soit Qo un domaine fissuré avec Dy € Okia. On suppose que E est deux fois
Fréchet-différentiable en 0 dans Ok, et notons H la courbure moyenne de ¥
alors il existe des constantes (3;, i1 = 1,2, des constantes &;, i = 1,2, et deux
formes bilinéaires :

2 . CFXo,R) x CF(Zg,R) —R,
L2 CF(Xp,R) x R? — R,

telles que pour tout champ de vecteurs £,m € Opyq :

E”<O) (ga 77) = 12(5117 7771)
+612(£T(A1>777(A2) + fr(Az)UT(A1))
_ll(HngT + <n7 D€T>777 + <n7 D777—>§T>
+aH(A)E(Ai)n-(Ai)
+‘C2(§TL’ nT(Al)v 777'("42))
+‘C2 (77717 fr(Al)v gT(AQ))

Remarque 1.6. Si q est une forme critique pour E i.e., E'(0) = 0 en €, alors
I'=0eta; =0i=1,2, ainsi 'expression de la dérivée du second ordre se simplifie et

(1.87)
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devient :
E"0)(&mn) = (&)
+012(&- (A1)nr (Az2) + & (A2)n- (A1)
+a H (A& (Ai)n.(As)
+£2<5m UT(A1)7 777'(‘42))
+£2(77n7 €T<A1)7 fT(AQ))

Remarque [.7. Nous avons utilisé la relation spécifique a la dimension deux :
(Dnt,7) = H, ou H est la courbure moyenne de la courbe ¥,. Cette égalité permet
de faire le lien entre (1.87) et la formule dans le cas général (1.6).

5.. Perturbations normale et tangentielle
Pour tout I € N, 1 <[ < k, on pose
G YD, %) = {g € C*(Z,R*);¢(2) C T} (1.88)

On note ®(0) et H(0) les perturbations normale et tangentielle, respectivement, sur la
surface . Contrairement au cas général, il n’est pas nécessaire d’introduire les fonctions
on(0) et ¢,(0) et h(0) définies en (1.10). On utilise le théoréeme des fonctions implicites
pour obtenir le lemme suivant, qui sera utilisé pour la preuve du théoreme de structure.

Lemme 1.8. On suppose que ¥ est une variété de classe C*. Pour tout 1 <1 < k,

il existe un voisinage ouvert Uy, de 0 dans ©y, et un unique vecteur (H,®) de fonctions
C! :

(H,®) : Uy — G*(2, %) x C* Y, R) (1.89)
telles que (H,®)(0) = (1,0) et pour tout 0 € Uy,
I4+0=(1+0)n)o H(H) sur Xy (1.90)
De plus, pour tout £,n € Ok on a pourl > 1 :
H'(0)(¢) = & (1.91)
'(0)(§) = & (1.92)
et pour | > 2 les dérivées secondes sont données par
H'(0)(&n) = —H[(&nn + &)™ + Enen] (L.93)
(I)N(O) (57 77) = —Hf}?% - <n7 D€T>777 - (n, D777—>€T (1'94>

Remarque 1.9. Les formules (1.94) et (1.93) dans le cas de la dimension deux sont
identiques aux formules (1.16) et (I.17) dans le cas général, certaines simplifications ayant
pu étre faites en dimension deux, en utilisant notamment la formule (Dnrt,7) = H.

Preuve du lemme I.8. La décomposition (1.90) est obtenue de maniere identique
a (1.9) dans le cas général, c’est a dire en utilisant le théoreme des fonctions implicites.
Par conséquent la preuve n’est pas répétée ici.

Comme ¥ est de classe C¥, il existe ¢ € C¥(R% R) tel que V((z) # 0, Yz € %,
ainsi qu'un voisinage ouvert wy de ¥y dans R? tel que

Zoz{fewO | C(I):O}
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La fonction distance orientée ((z) = minyey, |y — x|, voir [18] pour une étude approfon-
die, vérifie ces hypotheses. La fonction ¢ peut étre utilisée pour définir le vecteur normal
na 207

Vo € 3o, n(x) = V((2)/|V((z)].
On en déduit deux équations pour les applications ® et H,

I+60 = (I+®(0)n)o H(H), (1.95)

C(H) = 0. (1.96)
Quitte a réduire Uy, on peut supposer que H(#) prend ses valeurs dans wy. Des lors,
I'équation (1.96) implique que H(0)(3g) C Xo. En dérivant (1.95) et (1.96) par rapport
a # au voisinage de 0, il s’ensuit que pour tout £ € Oy :

¢ = H(O)E)+D(@(0)n) o HOH'(6)(§) + (D'(0)(§)n) o H(O),  (L97)

0 = DC(H(6)H'(0)(S)- (1.98)
En particulier, pour § = 0, en tenant compte de H(0) = I, on a
§— H'(0)(§) + 2" (0)(E)n = 0, (L.99)
DCH'(0)(&) = 0. (1.100)
Comme n = V({/|V(|, en multipliant (1.99) par n et en utilisant (1.100) on obtient
'(0)(&) =&,  H(0)(E) =& (L.101)

Maintenant, pour obtenir la dérivée seconde par rapport au domaine, on dérive (1.97) et
(I.98) en 6 = 0. En utilisant (I1.101), on en déduit le systeme d’équations suivant, pour
tout &,m € Oy,

0 = H'(0)(&n) + Dpan)&r + " (O)(Em)n + D(m)n,7, (1102)
0 = DC(&7.m7) + {IVCIn, H'(0)(.m)). (1103)

La valeur de D?C(&,7,m,7) peut étre obtenue en dérivant D(h =< |V¢|n.h >. Le calcul
nous mene a

D*((&,m,7) = [VCUDnT, m)n:r = [V LS (1.104)
Ainsi, grace a (1.103)
(H"(0)(§,m),n) = —Hn:&r. (1.105)
De méme a l'aide de (1.102) :
(H"(0)(&n),7) = —&(D(an)7,7) — 0o (D(&un)7, T)
= =& (Dn7, 7) — & (D, 7) (1.106)
= _H<77n€~r + fnn‘r)'

Légalité (D(nn,n)7,7) = n,(DnT,T) est confirmée par
D(n,n) = nnDn +n @ Vn,.
En tenant compte de (n,7) = 0, il s’ensuit que

(n@ V)7, 7) = > (V)75 = 0.

4,j=1
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Finalement on doit calculer ”(0)(&, n) afin de vérifier que le résultat coincide avec (1.94).
On utilise le calcul suivant :

<D(€nn)777'7a 77,> Dnn., ”)&ﬂ% + <(n ® vgn)ﬂ n>777'
V&, T)n-
Dér,nyn, + (Dnt, &)1,

Dérynyn, + (Dnt, 7Y,

{
{
{
{

et en injectant (D(&,n)n,7,n) = (DET, nyn-+(Dnt, 7)&:n, dans (1.102) on obtient (1.94).
On a donc terminé la preuve du lemme 1.8. |

6.. Preuve du Théoréme de structure en dimension deux

Tout d’abord on introduit la fonction K de Dy dans X x X :

K(0) = ( ZEZ;&; ) | (1.107)

La fonction K () joue un role équivalent en deux dimensions a la décomposition (I1.10)
dans le cas général. Notre objectif est de prouver que pour € suffisament proche de 0
dans Dy, il existe une fonction F telle que

E(0) = F(®(0),K(0)) (I.108)
ou les fonctions ® et K sont définies respectivement en (1.90) et (1.107).

Lemme 1.10. Soit hy . et hy . deuz fonctions de C*(3, ) munies de la norme usuelle
.||k Ces fonctions sont proches de l'identité au sens suivant :

1P = Il IRz = [l — 0, & — 0. (1.109)
On a alors le résultat suivant :

deg, Ve < e, hl,s(z) = hz,s(z) =X et hl,s(’Y> = hQ,s(’Y) - hl,s(s) = hQ,E(S) (1-110)

La démonstration de ce lemme est identique a celle du lemme 1.4. On peut mainte-
nant terminer la démonstration du théoreme de structure en dimension deux.

On applique le lemme 1.8 avec k remplacé par k + 1 et [ = 1. On obtient I'existence
d’un voisinage ouvert U1 C Ok, de 0, et d'un vecteur (H, ®) de fonctions ct

(H,®) : Uy, — G*1(B, %) x C*HZ,R). (I.111)

Quitte a restreindre Uy, 1, on peut supposer que H () est bijectif de ¥ dans ¥ pour tout
9 G uk;+1.

Soit v une extension continue :
v XX — CFE, ),
qui vérifie de plus
Ve >0, 30 > 0,V(By,By) € ¥ x X,
[(B1, B2) — (A1, A2)|| <6 = [[v(By, Ba) — I[|crnz) <,
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ot I désigne la fonction identité de C*(3,%). Une telle extension existe, on peut en
donner une construction explicite comme suit. La courbe Y peut étre parametrée par
un difféomorphisme ¢ de classe C* vérifiant

o([0,1]) =%, (1.112)
©(0) = &(1), (1.113)
(I.114)
et on pose
a; = @(Ay), (L.115)
as = @(As). (I.116)
(I.117)

On peut toujours supposer, quitte a changer la paramétrisation, que 0 < a; < ag < 1.
on construit maintenant une fonction v vérifiant

v [0,1]2 — C*>([0,1]?)

(bibs) — Gy, (I.118)
et
”ﬁbl,b2 — [Hcoo([071]2) S 2max(|bl — all, ‘bg — CL2|). (Illg)
En effet soit f la fonction affine par morceaux définie par
b
fla) = = sur [0, a4
ai
r—a
flx) = by Lty sur [ay, as)
o — A
r—a
flz) = 2+ by sur [ag, 1]
1-— as

Comme C*([0,1]) est dense dans C°([0, 1]), et que || f — I|| < max(|b; — a1}, |b2 — aa|),
il existe une fonction ¥ vérifiant (1.118) et (I.119). En posant ensuite

vi=0op
on a trouvé I'extension recherchée. La fonction v(K(6)) € C*(3,X) peut s’écrire
v(K(0)) = I +w(K(0))

ot w est une fonction de ¥ x 3 dans C*(%, %).

En appliquant le lemme 1.10, ce qui est possible grace a (1.119), on obtient I'impli-
cation suivante

H(0)(y) = K(0)(v) = H(0)(S) = I +w(K(0))(S)
Maintenant soit u une extension continue :

u: C*(Z,R?) — C*(R?* R?).
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En utilisant (1.90) on obtient
(I4+6)(S)=1[I+®0)n]o[I+w(K())](S)
= [ +w(K(0)) + 2((0)n) o (I +w(K(09))](5)
=[I+uw(K(0))+ 2((0)n)o (I +w(K(8))](S) (I.120)
Comme €y est défini par U \ Sy, on obtient clairement de (1.120) que
E(0) = E(uw(K(8)) + ®((0)n) o (I +w(K(0)))]) := F(®(0), K(0)),

qui fournit (I1.108). On différentie maintenant (1.108) en § = 0 dans la direction £ € 0.44.
En utilisant le lemme 1.8 et la loi de dérivation d’une fonction composée, on obtient

E'(0)(§) = Fo(®'(0)(€)) + Fx(K'(0)(£)), (1.121)
ou Fg est la dérivée de F' par rapport a ®. Comme O est dense dans Oy et Fy, et
Fx sont des formes linéaires continues, on obtient (I1.86) avec I! = Fj et

Oél<., ’7') + 541<., n)
Fy = - : [.122
K ( ag (., T) + as (., n) ( )
Pour la preuve de la deuxieme partie du théoreme 1.5, on applique le lemme 1.8 avec k

remplacé par k+ 2 et [ = 2. On obtient alors (1.87) de la méme maniere qu’on a obtenu

(1.86).
E"(0)(&,n) = Faa(0)(2'(0)(§), 2'(0)(n)) + Fa(0)(2"(0)(,n))
+Fpr (0)((0)(€), K'(0)(n)) + Fax (0)(®'(0)(n), K'(0)(£)(1.123)
+Frxc (0)(K7(0)(§), K7(0)(n)) + Fic (0)(K"(0)(€,m))

Par densité de O, dans O, 1, et par la continuité des formes linéaires dans cette
formule, [? et L5 dans la formule (1.87) sont donnés par [? = Fq>q>( ) et Lo = Fog(0). En
ce qui concerne Fx(0), on fait la remarque suivante : on peut écrire la fonction K(6)

de la fagon suivante
K(0) = ( K (6) ) : (1.124)

on peut alors écrire

Et les fonctions F, k,(0), Fr,k,(0), Fi,i, (0) et Fg, k,(0) ’1dent1ﬁent chacune & une
matrice carrée d’ordre deux. Avec la notation suivante pour i = 1,2

i 0
Fr,x,(0) = ( f I ) : (1.125)
1 J
Fiar0) = Fraa0) =5 (72 72, (1126)

on trouve bien la formule (I1.87). La preuve est donc terminée. |
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EXEMPLES D’APPLICATION DU THEOREME DE STRUCTURE

On applique le théoreme de structure aux fonctionnelles d’énergie pour des équa-
tions elliptiques linéaires et non-linéaires en dimension deux. On considere trois cas :
les conditions de Neumann et de Dirichlet sur les faces de la fissure et les conditions
unilatérales entre les faces. Dans le dernier cas la fonctionnelle d’énergie est deux fois
différentiable par rapport au domaine, cependant, seule la dérivée du premier ordre est
Fréchet.

Le cas de I'élasticité peut étre traité exactement de la méme maniere, c¢’est-a-dire que
si on connait les singularités aux extrémités de la fissure, on peut calculer explicitement
les coefficients apparaissant dans le théoreme de structure. Dans le cas de 'élasticité
linéaire, ces singularités sont connues. Pour simplifier, on préfére considérer ici le cas
scalaire.

1.. Conditions de Neumann sur la fissure

1.1.. Différentiabilité au sens de Fréchet. Dans le premier exemple on calcule
la dérivée seconde de la fonctionnelle d’énergie associée a une équation elliptique dans
un domaine fissuré, et on prouve que la fonctionnelle est dérivable deux fois au sens
de Fréchet. On utilise les résultats établis dans [22], ou la différentiabilité au sens de
Fréchet du premier ordre de la fonctionnelle d’énergie est prouvée.

On choisit 2 comme dans le paragraphe 4. du chapitre I. Autrement dit soit D €
Opy2, on note X = 9D. Soient A; et Ay deux points distincts de X, on définit v =
{A}, A5}, Alors ¥\ v a deux composantes connexes S et S’, et on définit Q@ = U \ S
comme le domaine fissuré, U étant un ouvert régulier contenant strictement D. On note
I' = 9U. Soit également f € C°°(R?), u est la solution de

—Au = f dans (Q,
u = 0 surl, (IL.1)
Ju/on = 0 sur 5.

La formulation variationnelle de (II.1) est donnée par
u € HA(R) /(Vu, Vw)dx = / fwdr  Yw € HA Q) , (I1.2)
Q Q
ot HA(Q) = {v e H'(Q) | v=0sur T'}.

Soit & un champ de vecteurs dans Oy. Pour simplifier, sa norme dans Oy est notée
€| = [|€]lcr(r2,r2)- On considere les transformations Fy = I 4§ et on note Q¢ = F¢(€2).
Pour || suffisament petit, F¢ est un difféomorphisme. Par conséquent, il existe une
unique solution u¢ € HE () & équation variationnelle

/ (Vut, Vo) d :/ fodz Vv e HEN Q). (I1.3)
£ L
33



34 II. EXEMPLES D’APPLICATION DU THEOREME DE STRUCTURE

Afin de transporter (II.3) dans le domaine fixe €2, on note u, la fonction transportée
définie par la composition ug = u® o Fy € HE(Q). En utilisant ce changement de variable
dans (IL.3), on obtient I’équation variationnelle satisfaite par u,

/((DFg)_1Vu§, (DFg)_1Vw>q§ dx = / fewqe dx Vw € Hi(Q), (I1.4)
Q 0

ou fe = f o Fg, g est le Jacobien de la transformation F, DFy étant la matrice Jaco-
bienne, on a plus précisément
DFy =1+ D¢,
qe = det DFe = 1 + div€ + det DE.

On montre dans [22] que ue admet le dévéloppement de Taylor suivant

ue = u+u'(§) +a(g), (11.5)

avec les estimations
Jue — ullmp) < clél; (I1.6)
||a(£)”H11(Q) = |lug —u — Ul(f)HHg(Q) < ¢l (IL.7)

Maintenant soit J et E les fonctionnelles associées a 1'équation (II.1) définies de la
maniere suivante

TQ) = BE) =~ [ 1Vu|?dy. (118)
Qe
On peut montrer comme pour (I1.5) que F(§) admet le développement
E(€) = B(0) + E'(0)(¢) + E(€), (1.9)
avec 'estimation
|B()] < clé]?, (I1.10)

ce qui prouve la différentiabilité au sens de Fréchet du premier ordre pour F.

On va établir la propriété de Fréchet-différentiabilité pour la dérivée du second ordre
de la fonctionnelle d’énergie E. L’argument utilisé est le méme, si ce n’est que les calculs
sont plus compliqués puisque I’équation vérifiée par la dérivée matérielle u(€) est plus
complexe que celle vérifiée par wu.

On veut prouver que la dérivée par rapport au domaine du premier ordre de F est
également Fréchet-différentiable.

Soit ¢ et n deux champs de vecteurs dans O, ;. Tout d’abord, on veut obtenir une
expression pour E’(n)(€) obtenue en développant

1
BE+n)=— /Q V20 dy | (1)
§+n

o utt" € HL(Qey,) est I'unique solution de I'équation variationnelle

/ (Vut™ Vo) de = fodz  Yv € HE(Qery) - (I1.12)
Qe4n

Qetn
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Maintenant, la définition fournit

Qe = ([+E+0)(Q)
= (I+go(I+n) )T +n)(Q) .
= (I+&o(I+n)7")(Y)
Par conséquent, on considére la transformation Fy = I+&o (I +n)~* ou I est la fonction
identité dans R2.

Afin de transporter les problemes (I1.11) et (I1.12) dans le domaine €,,, on introduit
g1y la fonction transportée définie par la composition ugi, = u*™ o Fy € HL(Q,) et
grace a un changement de variable dans (II.11) et (I1.12), on obtient 'expression de la
fonctionnelle d’énergie transportée sur le domaine €2,

1 _
Bl&-+1) =3 | IO Fuey i dy (1113)
et I'inégalité variationnelle satisfaite par ue,,, similaire a (I1.4),
/ (DES) 'ugyy, (DFS) ' Vw)ge do = / fewgedz  Yw € HE(Q,),  (11.14)
Qn Qﬂ

ou f¢ = f o Fg, et on a précisément
DF;=1+D[¢o(I+n)7", (I1.15)
g =det DFy =1 +div(€o (I +n)"")+det D(€o (I +n)7") . (I1.16)
Ainsi ug,, admet le développement de Taylor suivant
Ugry = u" +u () + @(8),
ot u” est I'unique solution dans H{(2,) de équation
/ (Vu", V) dx = / fode Vv e HNQ,) . (IL.17)
Q"] Q"]
En remplagant les développements (I1.15) et (I1.16) dans les expressions (I1.13) et (I1.14)

et en tenant compte uniquement des termes du premier ordre on obtient la dérivée par
rapport au domaine du premier ordre

E'(n)(€) = - /Q (Y, Vur () dy + /Q (A€o (I+7) " )Vu, Valydy  (IL18)

ainsi que 1’équation variationnelle pour la dérivée matérielle u™!(¢), Vw € HE(S,)

/Q (V' (€), Vi) dy = /Q (A(E o (I +1) ™) Vur, Ve dy + / g(€ o (I +m) Ywdy.

n n Qn
(IL.19)
La matrice A() et la fonction scalaire g(§) sont donnés par

A(€) = D€ + DET — (divé)
g(&) = div(fg) .
En appliquant 'identité variationnelle (I1.19) avec w = u", on obtient
| v @y = [ o rn )vanvuthdy+ [ oot m e dy
Q, Q, Q,
(I1.20)
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Etant donné I’équation (I1.20), on peut éliminer la dérivée matérielle u1(¢) de (I1.18)
et on obtient

P)(©) == [ (Ao T +n )V V) dy— [ gl¢oT+n) Dy . (121
n n

On est maintenant en mesure de donner la dérivée seconde par rapport au domaine de

I’énergie et de prouver sa dérivabilité au sens de Fréchet. Considérons la transformation

F, = I +n et notons u, la fonction composéee définie par u, = u” o F,. En utilisant

ce changement de variable dans 1’équation (I1.21) pour transporter les intégrales sur le

domaine €2, on obtient :

P)(E) = —5 [(A€oF,") o F(DF]) ™ Vuy. (DF) 'V dy
—/Qg(§ o F{l) o Fyu, q,dy . (I1.22)
De plus, on a le développement de Taylor suivant pour u,
u, =u+u'(n) + a(n), (I1.23)
avec les estimations
luy = ullar) < cnl, (I1.24)
@l mge) = llug —u = )l < el (I1.25)

Pour |n| suffisament petit, la matrice jacobienne DF, = I 4+ Dn est inversible et son
inverse est donné par la série

o0

(DF,)™" =) (=1)"(Dn)",
n=0
ce qui implique que )
(DF,)""' =1- Dn+ R(n), (11.26)

avec Pestimation ||R(n)||e < ¢|n|?. On doit maintenant trouver les développements de
A(§o Fy Do F,etg(fo Fn_l) o F,,. Des calculs simples nous menent au résultat suivant.

D¢ o F{l] oF, = D{DF{l

: (I1.27)
= D¢ —DEDn+ O(Inf?)
div(§o F, ") o F, = Tr(D[fo F o F)
= Tr(DEDFY) : (I1.28)

div(§) — Tr(DEDn) + O(Inf?)
g(€o Fn_l) oF, = [(Vf¢o Fn_l) + fdiv(§ o Fn_l)] o F,

= ((DE) 'V, &)+ foTr(DEDF, )

= g(&§) +(D*f&,n) + (Vf,mdiv(§) — fTr(DEDn) + O(|nf?) .
(I1.29)
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En fait, le Jacobien ¢, de la transformation F;, est égal a
¢, = 1+ div(n) + det(Dn). (I1.30)

Maintenant, on insére les développements (11.23),(11.26),(11.27),(11.28),(11.29),(I11.30) dans
I'équation (I1.22) ce qui conduit a

B)©) = EO© -3 [ ~(AEVu D1 —dvn)])Vu) +2AEVu, V) dy
—%/ —2(DEDNVu, Vu) + Tr(DEDn)(Vu, Vu) dy

(IL.31)
- / g (€0t (n) + ul(D*F€, ) + (V f.m)div(€) — FTr(DEDY)

+9(&)div(n)] dy + O(|n|?) .

En appliquant 1’équation variationnelle du type (I1.19) pour u!(£) avec w = u'(n), on
obtient

/Q 9(E)u (n) dy = / (Y (€), Vul (n)) — / (A(E)Vu, Vi () (1132)

Q
Finalement, en remplagant (I1.32) dans (I1.31) on obtient

Em)E) = E0)E) + / (B(&, 1)V, V) — (Tl (€), Vul (n))

Q

- / u[(D?fE,m) + (Y fn)div(e) — fTH(DEDY) +  (IL33)

(Vf,&)div(n) + fdiv(n)div(¢)] dy + O(|n*),

ou B(£,n) est une forme bilinéaire égale a

B(&,n) = D§D77+DnD§—|—D§DnT—div(f)Dn—div(n)Df—l—%(div(f)div(n)—TT(DﬁDn))].
(I1.34)
On remarque que la dérivée de forme est bien symétrique par rapport aux variables n
et £. Ainsi, on a obtenu un développement de la fonctionnelle E’(n)(£) qui d’une part
nous donne la dérivée seconde E”(0)(n,&) et qui prouve que la fonctionnelle £(f) est
deux fois Fréchet-différentiable, d’autre part. Les hypotheses du théoreme de structure
sont remplies par conséquent on peut appliquer le théoreme dans la section suivante.

1.2.. Structure des dérivées pour la fonctionnelle d’énergie. Maintenant que
nous avons établi la différentiabilité au sens de Fréchet de la fonctionnelle d’énergie, on
peut utiliser le théoreme de structure et déterminer les coefficients «;, ainsi que la forme
linéaire I, dans 'expression (1.86).

Sans perte de généralité, on peut supposer que la fissure est un segment. Sinon, un chan-
gement de variable approprié peut étre employé. La fissure S est donnée par le segment
S = (z,0),x € [~1,1]. La frontiere de Q = U \ S est la réunion de I' et des faces de la

=t 5 . (s o . Lot
fissure S, S qui font référence aux directions positives et négatives du vecteur normal
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Fic. 1. Le domaine 2

n respectivement. Le point A; noté simplement A, est situé a 'origine du repere. Dans
la suite on considere des perturbations de la fissure dans un voisinage de A seulement
afin de simplifier les calculs.

On considere le probleme (II.1), avec u 1'unique solution dans H{ () de I'équation
variationnelle (I1.2). On veut dériver la fonctionnelle d’énergie

709 = B(©) =3 [ IVuFay. (11.35)

avec ||Vut||? = (Vu, Vu) Le domaine Q n’est pas régulier, par conséquent on sait que
u n'est en général pas dans l'espace H?(Q), méme si f est arbitrairement régulier.
Cependant, dans ce cas, en utilisant les résultats de [26], on peut décomposer u en la
somme d’une partie réguliere dans I’espace H?, et d'une partie singuliere qui appartient
seulement & H'. On a la représentation suivante pour u

u = u" + ¢S, (I1.36)

ou S = \/Fcos’% est une représentation locale de la fonction singuliere en coordonnées
polaires, u® € H?(V), V est un voisinage de (0,0) dans Q tel que V NT = @, et
c=c(Q,A) est le coefficient de singularité a U'extremité A.

Dans [22],0n prouve que le coefficient a; est égal a

7T02

ou ¢ = c(£, A) est le coefficient de la partie singuliere dans 'expression (11.36).

On veut d’abord déterminer [; puis la dérivée de forme du second ordre.

Ainsi, on utilise seulement des transformations de 2 qui perturbent la fissure dans
la direction normale, et a support compact dans D. On choisit un champ de vecteurs &
de la forme

§(y) = (0,& (v)) ,
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FiGc. 2. Le domaine €2,

ol &, est a support compact dans D et & = —1 au voisinage de l'origine A. On a obtenu
précedemment la formule (I1.21) pour la dérivée E' (n) (€) :

E’<n><§>=—1/g<A<5o<I+n>‘1)w,W>dy—/ g(€o(T+n) ) urdy,

2
! " (IL.38)
ou la matrice A (§) et le scalaire g (§) sont donnés par
A(€) = DE+ DEF — (divé) T,
g (&) =div(f¢) .
En prenant n = 0, on trouve
B0)6) =5 [A©OVT)d— [ g©udy. (11.39)

On va maintenant réécrire E’ (0) (£) sous la forme d’une limite, par rapport au petit
parametre £ > 0. Nous pouvons ainsi, en éliminant la singularité au point A, faire une
intégration par parties dans un domaine dépendant de €. On a alors

E0© =t (3 [ a©vavia) - [g@ua. o

ot O et S~ sont les sous-ensembles de ) et S, respectivement, définies dans le systéme
de coordonnées polaires (7, \) par r > €. On introduit également la courbe 7° definie en
coordonnées polaires par r = ¢ et 0 < A < 27 et on pose

1
K= [ (A€ Vu.Va)dy.
On calcule la matrice jacobienne ainsi que la divergence du champ &
0 0
D¢ = < 06 0€ ) , divg = % (I1.41)
1 Jy2 Y2
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Comme A (§) = DE+ DET —(div€) I, en insérant les relations (I11.41) dans K., on obtient

2 2
hom [ () () e,
a: 2012 \ \ Oy o Oy1 Oy Oy

On fait maintenant une intégration par parties.

10 ou\? ou\? o ([ Ou du
K- o[ e (2@((@) - (&) )*@(@@))d
1 . ou \ > ou \ 2 ou Ou
_/wf &2 <§sm)\ <(8_yg) — (8_3/1> >+cos)\a—y28—yl> do (y)
1 ou \ 2 ou \ 2 _
e [2((@) (&) )] B

ou do (y) est la mesure de Lebesgue linéique sur la courbe +*, do (y) = ed\. La normale
extérieure sur 7¢ est donnée par n = (ny,ng) = (—cos A, —sin \).

La notation [f] est utilisée pour le saut de la fonction f sur la fissure S. Précisément,
pour une fonction donnée f , on pose [f] = fT — f~ ou fT et f~ sont les valeurs de

f et S et S, respectivement. Enfin dS (y) est la mesure de Lebesgue linéique sur le
segment S. L’expression obtenue pour K. peut étre simplifiée, puisque 1'on a

10 (0u>2 (8u>2 N ) <3u au) 8uA ou

R — B — — B — B — _— = — u=—7—-:".

2 892 8y2 3y1 8y1 3?J2 3y1 3yz 3yz
ou __ Ou

D’autre part, sur la frontiere By = on 0. Par conséquent, K. prend la forme

€ o 2 83/2 Yy € 9 <= 2 33/1 y),
avec L. égal a

1 . ou \? ou \? ou Ou
LE_—£E§2 <§Sm)\(<8_yg) — (8_y1) )+cos)\a—y28—yl> do (y) .

Maintenant on calcule L. grace a la formule de représentation (I1.36). En injectant cette
formule dans L. on obtient trois termes

Le=LM+1® 4+ 1® (11.42)

avec

(1 05\ 2 05\ 2 S 0S8
L<1>:—2/——'A (—)—(—> + cos A——— | d.
° = 0 2 Yo oy cos yz Oy

2 ouf* 9S  ouft oS ou* 9S  oul 9S
Lo — _ / _(- /\<—————)+ A(__+__)) mn
© = 0 o 892 8?92 a?/1 391 cos 5?;2 ayl 8y1 8yz

I 1 out 2 out 2 oult ou't
LB = —5/ — | =sin A (—) — (—) 4+ cos \——— | d\.
€ 0 2 Y2 o dy2 Oy
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La forme de la partie singuliere est donnée explicitement, on peut calculer ses dérivées,
. . . o _1
et on obtient des fonctions avec des singularités d’ordre r~2

oS 1 A0S 1 A
- = Ccos— ——sm—.
ayl 2\/; 2’ 8y2 2\/_
Le calcul de Lgl) nous donne
LY =o.

De plus, on voit facilement que L? et LP tendent vers 0 quand € — 07, En particulier,
on obtient les estimations L¥ = O (y&) et LY = O (¢) quand £ — 0.
Comme on a les convergences suivantes

i [ gt dy—/fﬁ dy,

e [(8)] s fe[(2)

la dérivée de la fonctlonnelle d’énergie est donnée par 'expression

/ £zf—dy / div (£€) udy — = / 6 [(@)] a3 (y) .

ds (y),

Comme
div (f§) = (Vf,&) + fdiv ()

RV

= 52 f@yg

- (f§2) :
on a

/i f&)dy = — i (uf
- q 0Ys (uféz) dy = st Q= 892 ufCe) dy

Finalement on obtient

E0)©=-3 [« [(%“)

D’autre part comme on a choisi ¢ tel que (£,7) =0 et (£, n) =&, = & sur S, on obtient
par le théoreme de structure

E'(0) () = 11 (§) :——/én [(%) ] S (y) . (I1.43)

On obtient finalement les expressions suivantes pour les dérivées du premier et du second
ordre de la fonctionnelle d’énergie,

E'(0)(€) = '(&n) + ar&:(A), (IT.44)
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E"(0)(&n) = (&)
+616-(A)n-(A)
' (H&n- + (n, DET)N- + (n, DnT)Er)
FarH(A) (&N + Eanr ) (A) (I1.45)
+aH(A)E (A)n-(A)
+£2 (5717 777'(142)7 777'<A))
+‘C2<nn7 fT(A>7 fT(AQ»

avec la constante o donnée par (I1.37) et I; donné par (11.43).

Remarque II.1. Les constantes aq, 31 et &; dépendent du domaine fissuré, par
exemple on montre dans [22] que oy = w dans le cas d’une fissure rectiligne.
L’expression (1.123) nous montre que (; peut étre déduit de oy en dérivant «; par
rapport au domaine. Cependant, on connait peu de choses sur la dépendance par rapport
au domaine de ¢ (€2, A), par conséquent il est difficile de calculer ¢’ (€2, A). On renvoie a

[46] pour des résultats dans cette direction.

2.. Conditions de Dirichlet sur les faces de la fissure

On considere le systeme d’équations (II.1) avec des conditions de Dirichlet sur les
faces de la fissure au lieu de conditions de Neumann. Par conséquent on considere le
nouveau systeme

—Au = f dans (),
u = 0 surl, (I1.46)
w =0 swS .

La formulation variationnelle de (I1.46) est donnée par

u € Hy(Q) : /Q<Vu, Vw) dx = /wa dr  Vw e Hy(Q), (I1.47)

ot H}(Q) = {v € H'(Q) | v=0sur FU?i}.

La preuve de la Fréchet-différentiabilité est la méme que dans le cas de conditions de
Neumann, par conséquent on ne la réitere pas. Il est par contre intéressant de calculer la
dérivée par rapport a la fissure dans les directions normale et tangentielle. Tout d’abord
on considere des perturbations normales. Le calcul est le méme que pour le cas de
conditions de Neumann, excepté pour la valeur de la singularité dans la décomposition
(IL.36). On a maintenant la décomposition

u=u4cS (I1.48)

avec S = /rsin % En utilisant les mémes notations que dans la section 1.2. on a une
décomposition identique a (11.42)

L.=LOY+1® +1® (11.49)

avec Lg) et LS”) qui tendent vers 0 quand € — 0 et

T 05\ ? 05\ ? S 08
LW — —502/ — | =sin A\ (—) — (—) +cosA——— | d\
€ 0 2 OYa o dy2 Oy
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La forme de la partie singuliere est donnée explicitement, on peut calculer ses dérivées,
. . . o _1
et on obtient des fonctions avec des singularités d’ordre r~2

oS 1 )\ oS 1 A
S —cos = . 11
Dy 28 2 Dy 2 2 (IL.50)

(1)

Le calcul de L ) donne également L:” = (. Par conséquent, en remarquant que 3 a“ =0

sur S a cause des conditions de Dirichlet, on trouve un résultat similaire au cas de
conditions de Neumann, autrement dit

E'(0)(§) =l (&) = /én [(am) ] ds (y) . (IL51)

2
ou &, est la composante normale de & et {( a;}é) ] est le saut de la fonction (%) sur

la fissure S.

On considere maintenant des perturbations tangentielles de la fissure. Les calculs
sont tres proches de ceux du paragraphe 1.2., par conséquent on explique seulement les
différences et on renvoie au paragraphe 1.2. pour plus de détails.

On choisit un champ de vecteurs £ de la forme

£(y) = (& (y),0),

ou & est a support compact dans U et & = —1 au voisinage de l'origine A. On calcule
la matrice jacobienne ainsi que la divergence du champ &

D g& g& d 851 11.52
— Y1 Y2 — 5
¢ < 0 0 ) e = 6y1 ( )

Pour K, on obtient

2 2
om0y () o,
Qs 20y oy Y2 Oy Oy1 Oys
On procede maintenant a une intégration par parties.
19 ((ou\® [ou)’ 8 (Ou du
K., = — ) - | = + — d
/ o (2 Oy ((31/1) (8y2> ) Iy (0yz 8y1)>
ou\’ ou\’ ou Ou
—COS A — | — | = +sin\—— | d
/ 51( ((3111) (8312) ) 3y28y1) 7 W)
10u oul| —
— ds )
/ % {Qa?h ayl} (y)
En insérant la décomposition (I11.48) dans K. on obtient une expression similaire a (11.42)

L.=LW+1® + 1P (I1.53)

L( ) tend vers zéro quand ¢ tend vers zéro car 2% est nul sur S puisqu’on a des conditions

a
de Dirichlet sur la fissure. L) tend également vers zéro quand ¢ tend vers zéro. Le calcul
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de Lgl) donne

lim L) = - &
e—0 € 4
Finalement on trouve
2
YIXE
E'(0) (&) = m&(A) = T (IL.54)

Ainsi on a identifié le coefficient a; puique & (A) =1, a; = 7%2. On trouve qu’il s’agit
de l'opposé du coefficient obtenu pour des conditions de Neumann sur la fissure (voir

(IL37)).

3.. Probléeme avec conditions unilatérales sur les faces de la fissure

Les conditions de type égalité sur la fissure que 'on a considéré jusqu’a présent ne
peuvent guarantir la condition de non-pénétrabilité entre les faces de la fissure. Par
conséquent, d'un point de vue mécanique, il est plus approprié de considérer des condi-
tions non-linéaires sur les faces de la fissure. On écrit ces conditions sous forme d’inéga-
lités qui guarantissent la non-pénétration entre les faces de la fissure.Afin de calculer
les coefficients pour la dérivée de forme, nous devons conaitre I’expansion asymptotique
de la solution au voisinage des extrémités de la fissure. Un article récent de Khludnev
et Kozlov (voir [38]) nous donne le premier terme de ce développement asymptotique,
mais on ne peut pas calculer les coefficients de la dérivée pour autant car il nous faut
connaitre au moins un terme d’ordre supérieur.

Nous donnons maintenant un exemple avec la dérivée de forme du second ordre de
la fonctionnelle d’énergie. Cette dérivée n’est pas, en général, une dérivée au sens de
Fréchet. Afin de montrer que les restrictions imposées par le théoreme 1.1, un exemple
d’équations non-linéaires qui ne remplit pas les hypotheses du théoreme 1.1 est présenté.
En effet ’espace fonctionnel n’est pas un espace de Banach et la fonctionnelle n’est pas
différentiable au sens du théoreme 1.1. En fait, elle est différentiable deux fois dans un
sens plus faible, i.e la dérivée seconde directionnelle existe. On utilise pour la dérivation
la notion de polyhédricité d'un ensemble convexe. Cela permet d’appliquer un théoreme
de structure adapté qui ne nécessite pas la Frechet-différentiabilité de la fonctionnelle de
forme. Un tel théoreme peut étre trouvé par exemple, dans [22]. Dans le cas de 'élas-
ticité linéaire, la différentiabilité du premier ordre de fonctionnelles du type énergie est
établie dans [37],[35],[6].

3.1.. Inégalité variationnelle. Le probleme considéré ici est un probleme aux
limites avec des conditions unilatérales sur les faces de la fissure. On considere le domaine
fissuré 2 défini dans le paragraphe 1.1.. Dans le domaine €2, on considere le probleme
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suivant :
( —Au = f dans (),
u = 0 surl,
[u] > 0 surS,
[Ou/On] = 0 sur S, (T1.55)
ou/on < 0 sur S,
[u]Ou/On = 0 sur S,

olt f € C?(D) est une fonction fixée, [u] = u™ —u~ est le saut de la fonction u & travers
les faces de la fissure S, et n est le vecteur normal a la fissure. Les solutions faibles pour
le probleme (I1.55) sont obtenus en minimisant la fonctionnelle suivante

1) =5 [1veF = [ po

sur ’ensemble convexe fermé suivant
Ko={veH(Q)|[v]>0sur S;v=0surI'}

Les solutions faibles sont caractérisées par I'inégalité variationnelle
u€ Ky : /(Vu, Vv —Vu) > / flv—u) Vv € K, (I1.56)
Q Q

Soit 6 > 0 un parametre donné et £ € C5°(U) un champ de vecteurs donné. On considere
la transformation Fs = I 4 6&. On utilise la notation 5 = F5(Q2) et S5 = F5(.5). 1l existe
un unique u° € Ks solution de ’égalité variationnelle suivante

/ (Vul, Vo —Vul) > | flo—u®)  WueKs, (I1.57)
Qs Qs

ou
Ks={ve H'(Q) | [v] >0sur Ss;v=0surI'} . (I1.58)

3.2.. La différentiabilité par rapport au domaine du premier ordre. La
fonctionnelle d’énergie associée au probleme (I1.55) posé dans le domaine perturbé est
1

J(s) = 5

Va2 — [ ful (I1.59)
2 Qs Qs

On montre dans [22] et dans [36] que la fonctionnelle J(Qs) est dérivable par rapport
au domaine, i.e. la limite suivante

(IL.60)

existe et est finie, elle est également linéaire et continue par rapport au champ de vecteurs
&. Sion transporte les intégrales définies sur €25 sur le domaine initial €2, on obtient :

1
105) = 5 [ 1OED Vuslasdy ~ [ fousasdy (1L61)

ol
¢ = det DF5 = 1 + 6div(€) + 6 det DE .
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On consideére maintenant la fonction f° définie par f¢ = ¢sf5. Comme f est régulier, on
peut calculer la limite f’ définie par
fzS o fO

df?
/ = —-— pr— 1
J =g l=o = Jim

On peut montrer que [’ est égal a

[ =div(ef) . (I1.62)
De plus, comme f € C?(U), on peut montrer que la limite existe dans L°°(U) pour
§ — 07. De manitre similaire, gs(DFJ)~" est différentiable par rapport & ¢ dans les-
pace L>(U).

Soit v® une fonction donnée définie sur €5, et soit vy la fonction transportée sur
i.e., v° o Fy = vs. L’inclusion v° € Kj implique vs € K, et réciproquement vy € K
implique v® € Ks. Ainsi la transformation Fjs est bijective entre les ensembles convexes
Ky et Ks. On peut vérifier que la solution de I'inégalité variationnelle est Lipschitzienne
par rapport a d.

On a également un résultat de continuité important pour la norme H' de la solution
us par rapport au parametre §, ot us = u° o Fs et u est la solution de I'équation (I1.55)

En fait on a |jus — u||g1) < €. Pour simplifier, on introduit les notations suivantes :
1
w@) = J@) = [ [VaPdy~ [ fudy
2 Jao Q

1
7T5<Q;U5) = J(Qg)zé/ H(DF(;T)1VU5Hq(sdy—/f5’U,5q(;dy.
Q Q

On remarque qu’on a aussi par conséquent

W(Qg;u(s) = J(Qs) = %/

Va2 — [ ful.

Qs Qs

La fonction us est un minimiseur pour 745(€2;.) dans ’ensemble Ky, ainsi on a
5 (2 us) < ms(S2 ).

Par conséquent on peut écrire 'inégalité suivante

J(2) = J(Q) _ m5(Qus) —m(Rw) _ w5(Qu) — w(€Qu)

0 ) - o ’
et en passant a la limite on trouve
lim sup J(Q2s) — J(Q) < lim 7s(Qu) — w(Q;u)
§—0+ 5 §—0t 6
1
< -5 [1A©vevia - [g@uay.
Q Q

ou les notations A(§) et g(£) sont définies dans le paragraphe 1.1.. De la méme maniere,
on a une autre inégalité

J(S25) — J () _ s (2 us) — (€2 u) > 7o (§2; us) — m(82; us)

o ) - o ’
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et en passant a la limite, on obtient

liminfw > lim 75(Q;us) — m(Q; us)
50+ 5 Jm .
1
=z _§/Q<A<§)v“7v“>dy—/Qg(ﬁ)udy,

J(Q25)-J()

grace A la convergence forte de us vers u dans H'(Q). Ainsi on a montré que 5

a une limite quand 0 — 0, et cette limite est

J(Q,€) = lim 2(8%) = J6Y _ —l/ﬂm (&) Vu, Vu) dy—/g({)udy.

5§—0 1) 2 Q

En remplagant A(§) et g(§) par leur expression, avec & = (£1,&2) on trouve
1 & 0 u\? [ ou\? 0&  9&\ Odu Ou
I, = __/ (g_ﬁ) <_> _ (_> Lo (ﬁ+ﬁ) Ou Ou
2 Jq dy1  Oya oy Y2 Oya ~ Oy1 /) Jy1 Oya
0 0
[ (28, 250)
o\ Y2
3.3.. Structure des dérivées. On remarque que la différentiabilité au sens de Fré-
chet de la fonctionnelle n’a pas été démontré, par conséquent, on ne peut pas appliquer
le théoreme de structure. Cependant, on peut appliquer un théoreme de structure qui

requiere des hypotheses plus faibles : d.J(€2,.) doit seulement étre linéaire et continu, ce
qui le cas ici. Ce théoreme peut étre trouvé dans [22].

On peut trouver dans [38] la formule asymptotique suivante pour u pres de I'extré-
mité de la fissure z = 0 :

u(z) —u(0) =c rsin% + o(v/7), c>0. (T1.64)

Ce résultat est similaire au cas linéaire avec des conditions de Dirichlet sur les faces de
la fissure, la différence étant que pour le probleme linéaire, le reste est O(T%ﬂ) avec un
v € (0,1/2) arbitraire, et la constante ¢ peut étre négative. Toutefois, cette formule n’est
pas suffisante pour conclure et mener a bien un calcul similaire a celui du paragraphe
2.. En effet, dans le cas linéaire, on peut montrer que

u € H**(Q), (11.65)

pour un certain s > 0, u® ayant été introduit en (I1.36). Donc le gradient de u'® est
borné et on peut en déduire que

LY -0, L¥ = 0. (11.66)

€

comme on l'a fait dans les paragraphes 1.2. et 2.. Pour le probleme non-linéaire, une
telle régularité pour u'* n’a pas été démontrée, et a priori, u'® est seulement dans H'(f2).
On ne peut donc pas affirmer que Lgl) et ng) convergent vers 0. Il nous faut aller plus

loin dans le développement de w.
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3.4.. Polyhédricité d’un cone convexe. On a besoin de plus d’informations sur
la dépendance par rapport au domaine des inégalités variationnelles pour obtenir la
dérivée du second ordre, i.e. on a besoin de la notion de polyhédricité d’un cone convexe.
L’espace fonctionnel considéré est 'espace de Sobolev HL () des fonctions dont la trace
vaut zéro sur I'. L’ensemble convexe

K =Ko={ve H\Q) | [v] > 0sur S}

est un cone convexe fermé. Toute fonction f € H'(Q) admet une unique projection
uy = Pr f sur K qui est une projection métrique en norme H?!,

o — £l = in lo— |

On s’interesse a la dérivabilité de lapplication t — Pg(f + th). On a ainsi besoin
d’introduire le cone tangent a K au point vy € K. Pour uy € K on note

Ci(ug) ={ve HNQ): H >0 |u+tve K} (I1.67)
et le cone tangent est la fermeture dans H'!
Tx(ug) = Cc(uo) - (I1.68)
On peut donner une caractérisation de Tk (ug) comme
Tx(ug) = {v € HNQ) | [v] > 0sur E} ,

ot Z={y eS| [u] =0}. Soit ula mesure définie par

n(0) = [ (Va0 = [ u

K est polyhédrique en u pour la mesure p, si on a I'égalité suivante de cones convexes

Tre(u) ND () = Cx(u) ND(p) ,

ol
D) = {v € HNQ) | p(v) =0}
On a le résultat suivant : la fonction u; € Kj obtenue par transport de u® € Ks, qui

est I'unique solution de I'inégalité variationnelle définie dans 25 = Fj(2), est dérivable
a droite dans H'(Q) en § = 0, i.e. pour § > 0 on a le développement suivant :

us = u + ou' (&) + o(0)

et la dérivée directionnelle u'(€) notée v’ = u'(€) € Tk (u)ND (1) de us dans la direction
¢ est donnée par I'unique solution a l'inégalité variationnelle suivante

/Q (Vi V(o)) > — / (M (€)Vu, V(v—)) + / FOw—) Vo€ Tr(u)nD()

(I1.69)
ott M'(§) désigne la dérivée de M° = gs(DFEFT)~L. Ainsi on obtient la dérivée de forme
du second ordre de J(€s) grace au développement de us. Un résultat similaire a celui
de la section 1.1. est obtenu. Cependant la dérivée est seulement une semi-dérivée au
sens de Gateaux, et il s’agit d’un résultat de dérivation plus faible en comparaison de
la dérivabilité au sens de Fréchet obtenue pour les problemes linéaires.
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Théoreme I1.2. La dérivée de forme du second ordre de la fonctionnelle d’énergie
J est donnée par

JO)En) = / (B(€. 1)V, Vu) — (Vul (), Vul (n))
- / ul(D* €, 1) + (Vf.0)din(€) — FTr(DEDn) +  (ILT0)

(V,&)div(n) + fdiv(n)div(€)] dy + O(|n|*) .

La fonction matricielle B(§,n) est donnée par

B(& ) = DEDy+ DyDE+ DED” — div(€) Dy di) DE-+ 3 (din(€)din(n)~Tr(DED)
(IL71)

3.5.. Semi-dérivée eulérienne. Dans la littérature, les semi-dérivées eulériennes
de fonctionnelles de forme sont calculées. La semi-dérivée eulerienne du second ordre
que I'on note d?J est définie comme suit (voir [18] pour plus de détails) : On note X*¢
le flot défini comme, X¢(¢) : R? — R? est solution de

0X (t)
ot
avec € 1 [0,T] x R — R9. Alors pour X¢, X7 donné par (I1.72),la dérivée eulérienne
d’ordre deux en €2y dans les directions &, n est définie par

(2) = £, X(B)(@), t>0, X(0)(z) == . (11.72)

2
Ot0s [t=0,5=0

Comme J(X4(t) o X"(s)()) = E(X*(t) o X"(s) — I), on conclut en dérivant des deux
cotés que :

02J(Q0,6,1m) = J(XS(8) 0 X7(5)() (IL73)

(90, 6,m) = E"(0)(€,m) + E'(0)(Dgn) (11.74)
On connait déja 'expression de £”(0)(&€,n) et de E'(0)(£), donc on peut ajouter calculer

d?J. On rappelle que E'(0)(€) est donné par la formule (I1.39). En remplagant £ par
Dén dans la méme formule, on en déduit une expression pour E’'(0)(DéEn)

EONDEn) = —3 [ 2D, Vu), V) + ADEDYVu, Va) — Tr(D 6 + DED)|Val
(IL.75)
—/QTT(f(DQSU + DED)u

Afin de simplifier ces formules, on suppose que £ = (6,0) et n = (1,0), c’est a dire que
I’on considere uniquement des déplacements tangentiels a I'extrémité de la fissure. Dans

ce cas, on a
— 91/1 93/2
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De plus B(§,n) obtenu dans (I1.34) se simplifie considérablement puisque ’on trouve

_ _ 01¢y1+92¢y2 0
B(€777)_D§D7IT_< Y 0 Y 0)

En définitive, on a la dérivée seconde de FE,

E'(0)(6,n) = / 02, Oty + O,0)

%1 (9y1 Uy, + gyzuyz) + U;Q (9y2 Uy, — Oy uyz)

w00 fyry + f3 (00 + f,,00),,)

ul(ef)m )

S— — 5 —

la dérivée du premier ordre

1

FONDEN) = =5 [ 0,00l =) +200) s,

- / U(lel/)f)yl )
Q
ainsi que la semi-dérivée eulerienne du second ordre

d*J(Qo,&,m) = E"(0)(&n) + E'(0)(D¢n)
1 2 2
= 5/9(01/1’&)211(“3/1 +uyz)

2
_/Qeylwyzuyluyz - eyzwyzuyl
/ ’ / /
- /Q 93!1 (uy1uy1 - uy2uy2) - 9y2 (uylqu + uyzuyl)

- / (B (0F) ) — (O )yt

1
_5/90y1y1¢<u32/1 - u;g)

_/eylwauylqu .
Q

Remarque I1.3. La Hessienne de forme d*J(Qg,&,n) n'est pas symmétrique par
rapport aux variables £ et 7, car le terme E’(0)(DEn) n’est pas symmétrique. L’astuce
habituellement utilisée pour avoir la symmeétrie est d’utiliser la semi-dérivée eulérienne,
et de faire en sorte que DEn soit égal a zéro de maniere a ce que E’'(0)(DEn) disparaisse.
On peut obtenir un tel résultat par exemple en supposant que le support de 7 est inclus
dans ’ensemble ou £ est constant et égal a 1. Plusieurs termes disparaissent alors dans
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ce cas, et la dérivée du second ordre devient alors

d2J<Q()7£7 n = - /Q Oy, (uylu:ﬁ - uy2ulyg) — 0y, (uylu;ﬂ + uyzug/l)

- / ub(tf)y — (BF It
Q

On rappelle que la dérivée ci-dessus d?J (g, &, n) est seulement une semi-dérivée au
sens de Gateaux. Quand peut-on obtenir une dérivée au sens de Gateaux, i.e dans quel
cas la différentielle est-elle linéaire et continue ?

Etant donnée l'inégalité variationnelle (I1.69), si le cone Tk (u) N D () est un sous-
espace linéaire, alors la dérivée u’ est linéaire par rapport a la direction et par conséquent
d*>J (0, &, m) devient linéaire par rapport a &, 7. Ainsi on doit savoir sous quelles condi-
tions Tk (u) ND(u) est linéaire. On rappelle que

E={yeS| =0}
Ainsi Tk (u) N®(p) peut s’écrire de la fagon suivante :
Tr(u)ND(p) ={v|v>0sur =, v=0sur Z}

ou =y = supp(p) et = ==, UZ,. En effet, si v € ©(u), alors par définition v est égal a
0 sur supp(p). Une condition suffisante pour que le probleme soit linéaire est alors que
le support de la mesure p soit égal a =, i.e. la mesure p charge 'ensemble =. On obtient
alors la dérivée au sens de Gateaux. On renvoie a [34] pour les détails de la construction
du cone convexe dans le cas général.

La Fréchet-dérivabilité pour ce probleme peut étre établie sous des hypotheses sup-
plémentaires de régularité de la solution inconnue.
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EXTENSIONS AUTO-ADJOINTES ET OPTIMISATION TOPOLOGIQUE

Nous avons considéré au cours des chapitres précédents des transformations régu-
lieres de domaines fissurés. Dans ce chapitre, nous considérons un domaine €2 régulier
que l'on perturbe singulierement en créant un trou de petite taille w. dans ce domaine.
Ce type de perturbation singuliere a déja été largement étudié dans la littérature, la
nouveauté réside ici dans 'utilisation d’une extension auto-adjointe pour modéliser cette
perturbation. Cette méthode a été introduite par Nazarov dans [47][50][51][53], et nous
I’appliquons ici a un probleme d’optimisation de forme.

Tout d’abord, on procede au développement asymptotique de la solution du Lapla-
cien quand un petit trou de taille € est créé a I'intérieur du domaine initial §2. Pour trou-
ver ce développement asymptotique, on étudie des problemes limites qui ne dépendent
pas de la variable €, et dont les solutions donnent des approximations extérieure (loin
de w.) et intérieure (au voisinage de w, ) de la solution du probleme initial.

On définit ensuite un nouvel opérateur dans le domaine 2 sans trou qui est une
extension auto-adjointe du Laplacien et qui tient compte du développement asympto-
tique précédent. La solution du nouveau probleme est alors une approximation de la
solution du probleme initial sur £2.. On a donc remplagé une perturbation singuliere du
domaine ) par une perturbation de I'opérateur Laplacien. Dans le cadre de cette ex-
tension auto-adjointe, on étudie également le comportement de certaines fonctionnelles
quand la position h du centre du trou varie. Les cas de la dimension deux et trois sont
étudiés.

1.. Probléme de Dirichlet en dimension 2

Soit Q et w, avec 0 € w, 0 €  deux ouverts de R? dont les frontieres sont lisses.
Soit € > 0 un petit parametre et h un petit vecteur de R2. On définit les domaines
perturbés Q" et w! de la fagon suivante : w. = {r € R?, x =&, £ € w} et Q. =0\ w,,
wh={r=y+h, y€w}et Q' =0Q\wh On considere alors le probleme perturbé dans
R?, avec f dans L*(Q) :

—Auy(z,€) = f(z) dans Q" (IIL.1)
up(x,e) =0 sur 01, (I11.2)
up(z,€) =0 sur dw”. (IIL.3)

Le probleme est perturbé a la fois par rapport a h et par rapport a e.

1.1.. Le premier probleme limite. On considere le premier probleme limite :
—Av’(z) = f(x) dans Q, (IIL.4)
v’(z) =0 sur 0. (IIL.5)

55
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Comme f est dans L?(€2), v° est dans H 2(Q) Cette approximation est valable en dehors
d’un voisinage de la frontiere du trou w. Comme on a des conditions de Dirichlet sur
la frontiere du trou w?, il est ralsonnable d’anticiper que la solution du probleme

—Awvy(z) = f(x) + Brd(x — h) dans Q. (IT1.6)
vp(x) =0 sur 09, (II1.7)

donne une meilleure approximation de uy(x, ). On a la représentation
(@) = v°(x) + BuG (@, ).
G(z,y) est la fonction de Green généralisée définie par
—A,G(z,y) =6(x —y) dans Q, (IIL.8)
G(z,y) =0 sur 09, (I11.9)

ot § est la masse de Dirac. La fonction uy(x, ) & Uextérieur d’'un voisinage de w! est
approchée par

up(z,¢) 2 0°(x) + B,G(x, h).

La fonction G(z,y) admet la représentation suivante au voisinage de l'origine :

G(z,h) = —{(2r) 'og ||z — hl| + G(z, h) }, |x — h|| — 0, (II1.10)

ou G(x,y) est la partie réguliere de la fonction de Green solution de
—A.G(x,y) =0 dans (2, (ITI.11)
G(z,y) = —(27) tlog|lz —y|| sur 09, (I11.12)

Si on développe le terme —(27) ! log ||z — h|| dans (II1.12) par rapport au petit vecteur
h on obtient

—(2m)Hlog ||z — h|| = —(2m) " log ||z + (2m) " (h, T ||2> + 7,
avec 7, = O(||h||*). Ainsi G(z, h) admet le développement
G(xz,h) =G(z,0) + Sp(z) + Rp(x) (I1.13)
avec Sp(x) et Ry(z) solutions de
—ASp(x) =0 dans (, (III.14)
Su(z) = (2m) "L (h, ” j’||2> sur 9. (I11.15)
—ARp(x) =0 dans Q, (II1.16)
Rp(x) =ry sur 0. (II1.17)
Finalement G(h, h) peut étre décomposé en
G(h,h) = G(0,0) + 2(h, VG(0,0)) + O(||n||*) (I11.18)

L’approximation wuy(z,¢) = v°(x) + B,G(x, h) ne vérifie pas la condition aux limites
(IT1.3) sur le trou. Par conséquent, on doit ajouter une couche limite w (&, €) qui dépend
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de la variable &, définie comme &, = e~!(x — h) pour compenser la discrépance induite.
En développant v°(x) + 8,G(x, h) quand x — h on obtient

@)+ BGa ) = @) — G {(2m) " log 2 — bl + Gl 1))
= v'(h) = B {(2m) " logle€ul| + G(h, k) } + OCe).
Maintenant la couche limite w} (&, ) est solution du systéme suivant
—Ag,wh(€p,e) =0 dans R? \ wy, (II1.19)
wp(&n,e) = —0°(h) + Bn {(2m) " log [|e€ull + G(h, k) }  sur Qwy,.  (I11.20)
La solution du systeme (I11.19)-(111.20) est
wy(&n,€) = —v°(h) + B, {(2m) " loge + G(h, h) } + Buén (&), (I11.21)

avec &7 (&) solution de

—Ag, &) (&) =0 dans R*\ wp, (I11.22)
En(&n) = (2m) M log |6l sur dw,. (I11.23)

La fonction &2(&,) admet le développement suivant
E9(¢) = (2m) " L + O(||&a]I ™), (I11.24)

ou L est une constante qui dépend uniquement de la forme du domaine w. La quantité
exp(L) est appelée la capacité logarithmique ou le rayon extérieur conforme du domaine
w. Ainsi, w9 (&, €) admet le développement

wi(§n,€) = —v°(h) + By {(2m) " loge + G(h, h) } + Bu(2m) 'L + O(ll&n] ).

Afin d’obtenir que wj (&, €) — 0 quand [|&,]] — oo, on impose une condition sur 3y, :

B = {(2m) " (loge + L) + G(h,h)} " °(h). (I11.25)
Par conséquent, la solution u(z,¢) de (II1.1)-(II1.3) peut étre représentée par
up(z,€) = 0°(x) + BuG(z, h) + ap(z,€), (II1.26)
ot la fonction @) (x, €) est solution du probleme
—A@)(z,e) =0 dans Q" (I11.27)
i) (z,€) =0 sur O (I11.28)
iy (z,e) = — (v°(x) — v°(h)) (I11.29)

+ Bn {(2m) " (log [|€n]l — L)}
+ B, {G(z,h) — G(h,h)} sur du"

1.2.. Extension auto-adjointe du Laplacien avec conditions de Dirichlet.
Dans ce paragraphe on suppose pour simplifier les notations que h = 0 sans perte de
généralité.

On considere opérateur Ay dans Lo(£2) donné par I'expression différentielle —A, et
dont le domaine de définition est

D(Ao) = {v € C°(Q\ {0}), v="0sur 90} (I11.30)

On souligne que l'inclusion v € D(Ap) indique que v satisfait les conditions aux limites
(IT1.2) et est égal a zéro au voisinage du centre 0 de la cavité w,, cette derniere condition
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imitant la condition de Dirichlet (III1.3).

Maintenant la fermeture Ay et 'adjoint A} de I'opérateur Ay sont donnés par le
lemme suivant

Lemme II1.1. La fermeture Ay et l'adjoint A} de l'opérateur Ay sont donnés par
Dexpression différentielle —A,, avec les domaines de définition respectifs suivants :

D(Ao) = {v € H*(Q), v(0) =0, v=0 sur 9Q} (I11.31)
et
D(A]) = {v L o(z) = X(;(:E)(—%logr 1 b) +9(z), 7€ D(A), a,be [R} (I11.32)

Comme le domaine de définition de I'opérateur initial Aq est substanciellement res-
treint, le domaine de définition de I’adjoint est large, et les deux opérateurs Ay et Aj ne
sont pas auto-adjoints. Cependant, il existe une famille d’opérateurs auto-adjoints A,
telle que Ay C A C A et le domaine de définition D(A) contient toutes les solutions
singulieres requises du probleme de Dirichlet dans 2.

On construit une famille d’extensions auto-adjointes de 'opérateur A, en retreignant
le domaine de l'opérateur Aj. On ajoute la condition aux limites abstraite b = Sa entre
les coefficients a et b dans la définition de D(Af) avec S un coefficient donné. Une seule
extension A nous interesse avec S obtenu par le développement asymptotique précédent.
Avec un tel S on modélise I'influence du petit trou. Pour cela, on montre le théoreme
suivant :

Théoréme I111.2.

(1) Soit A la restriction de l'opérateur A} a l’espace vectoriel
D(A)={veD(A;) : b= Sa} (I11.33)

ou S =8(e) = (2n) (loge + L), la quantité L est définie dans (I11.24). Alors
A est un opérateur auto-adjoint.
(2) L’équation suivante
Av = f € Ly(Q) (I11.34)

admet une unique solution v € D(A).

Preuve.

1) Il suffit de prouver la chose suivante : Si pour v, f € Ly(Q2) 'égalité suivante est
vraie

(v,Az)o = (f,2)o  Vz € D(A), (I11.35)

alors v.€ D(A) et f = Av. Comme A, C A, on voit que v € D(Af) et Ajv = f.
Ainsi, on doit seulement montrer que v € D(A). De (I11.35) on peut écrire la formule
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de Green :
0 = (v,Az)qg — (Ajv,2)q

= lim (zA,v — vA,z)dx

= lim vO,z — z0,vds, + / vO,z — 20,V ds,
=0 Jop; a0

= lim vO,z — 20,V dS,.
(‘)-HO 8[B§

Comme v € D(Af), v = 0 sur 9Q et par conséquent [,, v,z — z0,vds, = 0. En
remplacant v et z par les développements asymptotiques donnés dans la définition de
D(Af), avec les coefficients notés respectivement a, b et p, g, on obtient

0 = li 5/%(1) L 1og )2 (g = pLlogr)
- a0 0 a27r 08T or 9 p27r 08T lr=s
1 0 1
—(q — p% log r)ﬁ(b - a% log7)),_, do.
) 1 1
= lma(g - py—logd) —p(b—az—logd)
= aq—bp
= (Sa—b)pa

et la conclusion est b = Sa ce qui signifie que v € D(A). On a utilisé ici la relation
qg=SpcarzeDA).

2) Tout d’abord on prouve 'unicité de la solution. Soit vy et va deux fonctions dans
D(A). Alors la différence v = vy — vy vérifie Av = 0 dans Q et v = 0 sur 9. Ainsi v
est la solution fondamentale du laplacien

v =puG(0,z) = —p ((2m) " logr + G(0,2)) (I11.36)

ou G et G sont définis dans (II1.8)-(II1.9) et (III.11)-(III.12). La représentaion asymp-
totique (I11.36) nous donne les coefficients a = p et b = —G(0,0)p. D’apres la définition
de D(A) on doit avoir b = Sa, ainsi on obtient

~G(0,0)p = ((2m) ' loge + L)u

ce qui implique g = 0. Ainsi v = 0 et on a prouvé 'unicité de la solution.

Il nous reste a montrer que
v ="(z) + BG(x,0) (I11.37)

est solution de Av = f. Grace aux définitions (I11.8)-(I11.9) et (I11.4)-(IIL.5) respective-
ment de G(x,0) et v°, on a clairement —A,u(z,e) = f(z) dans Q\ 0 et u(z,g) = 0 sur
9. On a également a = 3 et b = v°(0) — G(0,0), de sorte que la relation b = Sa est
satisfaite. Par conséquent, on a v € D(A). La preuve est terminée. [ |
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1.3.. Dérivation par rapport a la position du trou. On rappelle que la fonction
up(x,e) de (II1.1)-(II1.3) peut étre représentée par
up(r, ) = v°(2) + BuG(x, h) + @y (z,€). (II1.38)

Elle peut également étre représentée sous la forme (I11.32)

up(z,€) = —;—7’; log 7 + by + @in(z, ). (I11.39)

avec
an = B = {(21) " (loge + L) + G(h,h)} " o°(h), (I11.40)
by, = v°(h) — BuG(h, h) = Say, (I11.41)

et S = (2m)"'(loge+L), (14, 05) étant les coordonnées polaires de centre h. Le coefficient
S dépend de £ mais ne dépend pas de la position du trou h.

1.4.. Fonctionnelles d’énergie dans L,. On considere des fonctionnelles de la
forme :

f(u,s):/ F(z,u)dz. (I11.42)

avec v € D(A). On fait une hypothese sur la fonctionnelle (I11.42), suffisante pour
I’analyse asymptotique qui suit. On suppose que I’égalité suivante a lieu pour un certain
p € [1,00[ et pour tout u,v € L,(€2.)

|F(u,e) = F(v,e)] < cllu—vll, (lullp™ + 0[5, (I11.43)

ou la constante ¢ dépend de €2, mais ¢ est indépendant du parametre € et des fonctions
u,v. On suppose également que la méme inégalité a lieu dans le domaine non perturbé
QJ

[F (u, 0) = F(0,0)] < cllu—ll, (lulp™ +[lv]3™) (I11.44)
ot ||.||, désigne la norme de L,(€2). Soit uy(z,€) la solution de I'équation (IIL.1)-(IIL.3).
La fonction uy, est prolongée par zéro sur le domaine w”, et la fonction prolongée est
toujours notée uy. Ainsi, grace au plongement H'(Q) C L,(Q), p € [1,00[ et a I'inégalité
(II1.44) on a

[ (u,0) = F(un, 0)| < cllw—unll (lull;™ + luall; ™) (II1.45)
ot || . ||, est la norme dans L,(2). Comme u et uy, sont dans D(A), on a le développement
(II1.32) pour u et uy, ainsi

lu—upll, =1 — ;—; logr + g—; logry, + S(ag — ap) + u — |, (I11.46)

Grace au développement (II1.18) de G(h, h) et a la régularité de v° solution de (II1.4)-
(IIL.5) on obtient

lao = anllp = 18 = Bull, < clh] (I11.47)

ou ¢ est une constante qui dépend seulement de € et €, d’apres 'expression (111.40) de

0Gr. On obtient évidemment pour b, les mémes résultats en raison de la relation b, = Say,

lbo — brll, = ||Sa — Saul|, < Scl|h| (IT1.48)

et S dépend seulement de e et Q. D’aprés la H2-régularité de 4 et uy, on obtient la
méme inégalité pour ||u — |,

@ — anl, < c|hl (IIL.49)
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Le seul terme dans (II1.46) qui doit étre majoré est —52logr + 52logr,. Puisqu'on
a prouvé la continuité de ||ag — a||, dans (II1.47), il suffit de donner une estimation
de |[logr — logry|l,- Quitte a faire un changement de repeére, on peut supposer que
h = (|h],0). Ainsi on peut séparer I'intégrale suivante en deux parties

/Q|logrh —logr|Pdx = I} + IV

avec

= / | log ||l + |hler|| — log ||z|||? da
|z|<2|h]

= / g |I€ + e — log [l€]||? de
|£]<2
< c|h]%

On a utilisé le changement de variables z = |h|€. On a également e; = (1,0).

2 2|h h|?
Q\|z|<2]h|

|z

e () (55))

D D
< C, (|h|ap/ r Pty 4+ |h|2ap/ r2eptl dr) ,
20 20

avec a €]0,1] et C, une constante qui dépend de a. Ainsi, si ap < 1, alors

IN

I} < Co (|R]P|R|707F2 4 B[P || 7297%2) = Cy |h[*.
Finalement, on obtient
| logr —logryll, < Cylh|*?. (II1.50)

Par conséquent, en choississant p € [1,2] et en combinant (I11.47), (I11.48), (I11.49) et
(II1.50) on obtient la h-convergence pour la fonctionnelle (I11.42).

2.. Estimations pour le Laplacien en dimension trois

On consideére deux domaines €2 et w de R? ayant des frontieres régulieres, et 0 € w,
0 € Q. Les domaines perturbés w. et €. sont définis respectivement comme w, = {z =
ef, £ € w} et Q. = Q\ w.. Le Laplacien avec conditions de Dirichlet sur 02 et sur la
frontiere du trou Ow, est

—Au(x,e) = f dans Q. (II1.51)
u(z,e) =0 sur 02, (I11.52)

ou f est une fonction dans Ly(£2). On veut construire une approximation de u(z, ) sous
la forme d’une série suivant les puissances de e.
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2.1.. Le premier probléme limite. Quand ¢ — 0, 2. — Q\ 0, alors on considere

le premier probleme limite :
~Av(z) = f dans Q (IT1.53)
v’(z) =0 sur O (I11.54)

Cette approximation est valable en dehors d’un voisinage de la frontiere du trou w..

2.2.. Le premier terme de la couche limite. Afin de donner une approximation
de u(z, ) pres de la frontiere de w,, on doit ajouter la couche limite w®(¢) dépendant de
la variable £. Comme f est dans Ly(2) et que la frontiere de Q est réguliere, la solution
v? de (II1.53)-(I11.54) est dans H?(Q) et par conséquent v° est dans C°(Q). Ainsi le
développement de Taylor de v° au voisinage de 0 est

v0(x) = v°(e€) = v°(0) + O(e), e—0 (IT1.55)

La solution u(z, ) de (II1.51)-(I11.52) vérifie la condition de Dirichlet sur la frontiere du
trou Ow,. L’approximation v°(x) de u(z, €) ne vérifie pas cette condition de Dirichlet. On
dit que la fonction v laisse une discrépance v°(0) car le premier terme du développement
de Taylor (II1.55) de v° au voisinage de 0 est v°(0).

Par conséquent on doit compenser cette discrépance v°(0) sur la frontiere du trou dw,.
Le potentiel capacitaire P dans le domaine R?® \ w est défini comme la solution de

~AP(¢) =0 dans R*\ w (I11.56)
P() =1 sur dw (II1.57)

Il est connu qu'il existe une unique solution P € C*°(R3*\w) avec |P(£)] = O(|¢|™!) quand
|€| — 0o. On développe P en fonction de la solution fondamentale ®, ot ®(¢) = [¢] 7!

0P
P(§) = c®(&) + ) _¢j5—() + O(«[ ). (I11.58)
=1
Si on pose w?(¢) = —P(£)v°(0), w® compense la discrépance d’ordre zéro v°(0) sur dw,.

En fait, on peut préciser la valeur de la constante ¢y dans le développement (II1.58) de P.

Lemme II1.3. Soit P le potentiel capacitaire défini en (111.56)-(I111.57). Alors P
admet le développement suivant quand || — oo

P(§) =

capw 1

O(——
e

) (111.59)

ot capw est la capacité de ['ensemble w.

Preuve. On utilise la formule de Green ainsi que le développement (I11.58) :

/ AP(1-P) = [  vPv(i-P) +/ 0.P(1 - P).
Br\w

BR\u) 8BR\(9W

(&

-0
On obtient alors
Co Co 1

VP|?=— 0,P(1—P)=— —— (1= 24+ 0(—).
/BR\W” | s, T F) /aBR et i) Ol
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Finalement on trouve

4ch=/ VP2
Br\w

Par définition de la capacité on a

o= —— IVP|?* = capw
4 Br\w

ce qui termine la preuve [ |

Ainsi on peut approximer u(zx,¢) par
w(z,e) 2 (@) + w'(2) = o%(x) — P (f) 2°(0). (I11.60)
€ €
2.3.. Le deuxiéme probléme limite. La couche limite w®(§) crée une discrépance
sur la frontiere 0. En utilisant la formule (I11.59), on obtient le développement suivant
quand € — 0

P (f) 00(0) = — P2 200(0) + O(£2).

3 |z
On veut compenser la discrépance du premier ordre —%5@0(0). Par conséquent, on
doit ajouter le terme ev!(x) a 'approximation de u(z, ), avec v! solution de
—~Av'(r) =0 dans Q (I11.61)
v'(z) = UO(O)% sur 0f2 (I11.62)
Maintenant 'approximation pour u(zx,¢) est
u(x, ) 2 1°(z) + w'(2) + ev (@)

£

La solution de (II1.61)-(II1.62) peut étre calculée explicitement avec la fonction de Green
G(z,y) solution de

—A,G(z,y) =6(x —y) dans Q (I11.63)
G(z,y) =0 sur 09 (I11.64)

ou J est la masse de Dirac. G(z,y) admet le développement suivant :
1

G S I11.65
(z,9) P p— +G(z,9) (II1.65)
ou G est la partie réguliere de la fonction de Green, G est la solution de
—A,G(x,y) =0 dans (I11.66)
= of) I11.67
G.y) =~ =y (11L67)

Lemme I11.4. La solution v' de (I11.61)-(I11.62) est donnée par

vl(z) = —UO(O)capw/BQ%

= —47G(0,2)v°(0)capw

dy
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Preuve. Soit Bs la boule de rayon

AG@Y) Ao _ [ 0Gy) 1
Jun B AGCy = [ SR -0 GGt

0,G(x, 1
+/ 9uGly) On ()G (z,y)dy
oB; Yl Y|

L’intégrale sur Q \ Bs vaut zéro car les fonctions G(z,y) et ﬁ sont harmoniques sur ce

domaine. On a également

1
/6 (Gl =0

car G(z,y) = 0 sur 052, et on a les convergences suivantes

/ OnG(z,y) 0 50
58, 9 )

[yl
1
9Bs |y|
Ces dernieres convergences sont dues a 8,1(&) =—-0,(3) =% |

Ainsi on obtient le développement suivant pour u(x,¢)

u(z,e) = v°(z) — v’ (0)P (g) — edmv?(0)cap wG (0, x) + i (x, €).

Si on écrit le développement de P (f) on trouve

P(5) -2 ()
5 || 5

otl P(€) est solution de

~AP(¢) =0 dans R*\w (I11.68)
P=1- CETZM sur Ow (I11.69)

Etant donné (II1.65) on trouve

G0,2) = —— +G(0,2).

 Anlx]

Ainsi on peut écrire

u(z,e) = v°(z) — e4mv®(0)cap wG(0, ) — v°(0) P (g) +a'(z,€). (II1.70)
Finalement, @' (z,¢) est solution de

—At'(z,e) = 0 dans Q. (II1.71)

il(z,e) = —0°(x) +°(0)P (g) (IIL.72)

+ed4mv?(0)cap wG (0, z)  sur O,
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Plus précisément, on peut écrire

~At'(z,e) = 0 dans Q. (IIL.73)
il(z,e) = (0P (g)—evo(ﬂ)% sur 9 (I11.74)
i (r,e) = —(°(x) —v°(0)) (I11.75)

+e4m0°(0)cap wG (0, z)  sur dw,

2.4.. Justification des développements asymptotiques. Soit U défini par

U(z,e) = (z) —v°(0)P <§> — e47v°(0)cap wG (0, z) (I11.76)
de sorte que
u(z,e) = U(x,e) + a*(z, ). (I11.77)

La fonction U est 'approximation asymptotique globale. On définit aussi la fonction U’
par

Ulw,e) = (@(2) = o(0))(1 = xo(2)) +v°(0) (IIL78)
—(0) == = (0)P () x

—e4m°(0)cap wG (0, z)(1 — x.(z)).

La fonction cutoff x. a les propriétés standards : y vaut 1 au voisinage de w et x est
A support compact dans R3. Finalement x.(z) = x (f) Alors on a

u(z,e) = U'(z,e) + xe(z)(0°(x) — 2°(0)) (I11.79)
—°(0)P (g) (1-x) (I11.80)
—e4mv?(0)cap wG (0, ) x. + @' (z, ).

Maintenant on pose
R=u—-U. (IT1.81)

On remarque que la définition (II1.78) de la fonction ¢4’ montre que R vaut 0 sur 0f2..
On veut donner une estimation de la norme ||R; H'(£2.)||. Les calculs nous donnent

—AR = —-Au+ AU
= —Au+ (1 - x.)Av" — Ax.(v°(z) — v°(0)) — 2Vx. V"

P (0)A(P (g) X) — e4m0°(0)cap wA(G(0, 2)(1 — x.)).

= Xef = [A )00 (2) = 0°(0) = ()2 NP (2)
+edmv® (0)cap w[A, x:]G(0, )
= h+L+1I3+14
avec [Aa Xs] = (AXE> + 2V X V..
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Pour calculer ces estimations, on introduit les inégalités de Hardy dans les lemmes I11.5
et I11.6. On domme une preuve simple pour le lemme II1.5 issue de [45]. La preuve du
lemme IIL.6 peut étre trouvée dans [30].

Lemme II1.5. Siz € C3°la, 00 , a >0 et b >0 alors
o0 B 4 o0
/ Pz (r) P dr < bg/ o0, 2(r)|? dr. (IT1.82)

Preuve. Comme z(t)* = —2ft r)dr, on a

/ Pz Pdt = —2/ = 1/ r) drdt
< 2/ =) |0, (r \/tbldtdr

= 2b7! /Oo(rb —a)|2(r))|0,2(r)| dr

2p~1 (/ rb1|z(r)|2dr> ’ (/ rb+1](9rz(r)|2dr) ’

On déduit de la derniere inégalité la formule (I11.82). |

IA

Lemme II1.6. Si z € C§°[0,00[ , et 2(0) =0, b < 0 alors

o0 B 4 o0
/0 P z(r) P dr < = 7 / "0, 2(r)|* dr. (IT1.83)
On définit maintenant F comme
—AR=F=L+ L+ I3+ 14

Alors R est solution de

—AR = F dans Q.
{ R =0 su 00 (11.84)
Pour simplifier, on utilise la notation || . || au lieu de || . , L2(€2)||. On obtient alors

Iestimation
IVR|? = / RF < |r ' RI|rF]

< R, H(Q)|llIrF].

L’inégalité ||r—'R|| < ||R, H'(Q.)|| provient de I'inégalité de Hardy (IT1.82) avec a = 0
et b =1 . Ainsi, on obtient I'inégalité suivante

IR, H' ()] < cllrF|. (I1.85)

Par conséquent on a besoin de donner une estimation de la quantité ||rF||. Sachant que
f211+12+]3+l4 on a

Il < cell 1], (IT1.86)
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IrL)? = |I7[A, x] (0°(x) —0°(0))]?
_ / P2V, ) + 2 Ax P[0 (x) — 0°(0)2 dz
Q.NSUPPVxe

< o / VPPV + [ AxP10() — o2(0)]? da
UppVxe
1 4
<[ Gw P+ L) — PO de
UPPVXE5 € r
< oo, HX Q)|
< c2?||fI (T11.87)

On a utilisé les deux inégalités de Hardy (I11.82) et (II1.83) pour la majoration (II1.87).

En effet, pour majorer
1 o082
—2’VU | 3
SUPPVixe € r

on utilise (II1.82) avec a =0 et b = 1, et pour majorer

1 4
R G C ROl
SUppvx. © r

on utilise (I11.83) avec b = —1 puis (II1.82) avec a = 0 et b = 1. On utilise cette
procédure dans la plupart des inégalités qui suivent.
- T
Izl = (" O, )P (2) |
2
< c|v0(0)|2/ 2|VP< >|2+7‘2|Ax| P( ) dx
Suppvx €
2,12 4
< door [ et
SUppvx 2] ||
et 54
< c|v0(0)|2/ 7“2( 5 4) dx
Suppvx e
< et HX Q)
< et fI1% (I11.88)
On a utilisé dans 'inégalité (IT1.88) le plongement H?(Q2) C C°(2).
Irfa]* = [redmv®(0)cap w[A, x:]G(0, )|

IN

clo”(0)[%* (/ [Ax:6(0,2)|* + IVXaIQIVQ(OJC)IQ)
Q-NSUPPVxe

1 1
< o (0)Pet ( / —4|g<o,x>|2+—2|vg<o,x>|2>
Q-NSUPpPVx. € €
< c&?fII? (I11.89)

En regroupant les inégalités (I11.86), (II1.87), (II1.88), (II1.89), on en déduit une esti-
mation pour ||[rF|| :
IrF|| < el £, (111.90)
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ce qui signifie que
IR, HH Q)] < ezl £]- (I1L.91)

Afin de compléter les estimations pour u(z,e), on doit donner une estimation pour le
terme U — U'. D’apres les équations (II1.77) et (II11.79) on obtient

U-U = x:(vo(z) —2°(0))
_0(0)P (g) (1)
—edmv?(0)cap wG (0, ).

= Ji+ Jy+ Js.

On donne maintenant des estimations pour les normes Ly des gradients de Jy, Js et Js.

VAP < C/Q b VX0 () = 0°(0)]7 + [Vo° ()]
eN Xe

c gt

< 5 [v°(x) —UO(O)|2—|—C/

% Ja.nsuppx. ™ Q.nsuppy. 1
< fP, (111.92)

02 5 (T\? (L) 2
|0 (0)] P(2) + vP ()|
SUppvx € Q\suppx €
4 4
wop([ S 5
suppvx " @\suppx "

ce'[o°(0)?
ce'|v®, H*(Q)||*
ce'l|f1?, (IL.93)

2
= V()2

IN

IV 2o

VANVAN VAN

IV I[1* < 082\00(0)!2/ VG(0,2)]* +16(0,2)*|Vx.|”
SupPx

1
< @POP [ G600
SuUppvx. €
< c&?IfII% (I11.94)
Ainsi on a obtenu
led — ', HH Q)| < eell 1], (I1.95)
et finalement, en combinant (I11.95) et (I11.91) on obtient
(@, e) — U, HH ()| < cell £]] (IT1.96)

3.. Perturbation de la position du trou

On considere toujours les mémes ouverts w et €2 dont les frontieres sont régulieres
comme dans le paragraphe 2.. On fait une petite translation du trou dans la direction h.
Soit h un vecteur donné dans R3, 'ensemble w” est défini comme W = {x =y +h, y €
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we} et QF = Q\ W Ensuite on définit le probleme perturbé correspondant au probleme

(II1.51)-(T11.52) :
{—Aum,e) = f dans Q (ITL.97)

up(r,e) = 0  sur O

ou f est une fonction de Ly(€2).

3.1.. Développement asymptotique du probléeme perturbé. On utilise la
fonction v°(z) définie en (I11.53)-(I11.54) comme une approximation de uy(z,¢) au voi-
sinage de la frontiere du trou w”. La fonction v°(x) peut étre développée au voisinage
de h.

v0(x) = v"(e€) = v (h) + O(e), e—0
On pose &, = & — % les nouvelles coordonnées correspondant a l'origine h. Le potentiel
Py (&) est défini comme en (II1.56)-(II1.57) avec wy, au lieu de w. Ensuite, si on pose
w(&) = —Pu(&,)v)(0) on a analogue de la formule (II1.60) dans le domaine perturbé

T=hy _ o) p (fc;h) O (h). (I11.98)

up(z,€) = v°(x) + wi(

Ensuite, v! est défini comme dans (I11.61)-(I11.62) avec vo(h)% au lieu de UO(O)CEETW

et comme dans le lemme II1.4, on a
v} (x) = —47G(h, 2)v°(h)capw

Finalement, le développement de uy(z,€) est

up(z,e) = 0°(z) — e4m®(R)G(h, z) — v°(h) P, (m ; h) + @y, (z, €), (I11.99)

avec U} (x, &) défini comme en (I11.71)-(I11.72) avec les quantités correspondants au pro-
bleme perturbé.

On veut maintenant donner une estimation de la différence uy(x, ) — u(x,€). Au vu
de (I11.99) et (II1.70), on a donc

up(z,e) —u(r,e) = — (vo(h)P (x — h) —°(0)P <
—4mecapw (v°(h)G(h,z) — v°(0)G(0, z))

£
-1 -1
+ay(x,e) — U (z,€).

o8

En procédant a un développement limité par rapport a h, on obtient

up(x,e) —u(x,e) = — (P (g) + 47r€capwg((),x)> (Vv°(0), h)
—ecap wvo(0)<|xx’—|};> + v(0) (VP (g) ,h)

—edmv?(0)cap w(VG(0, x), h)
+ﬂi<x7€) - ﬂl(‘rv 6) + O(||h||2)
Par conséquent, on a l’estimation

lun(x, ) —u(z, )|l < ch, (I11.100)
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avec ¢ une constante qui ne dépend pas de e. Par ailleurs, on ne peut pas obtenir
I'expression complete de la dérivée par rapport a h car le reste @} (x, €) —a'(z, €) contient
des termes d’ordre 1 en h. Il est alors nécessaire d’aller plus loin dans la pocédure
d’approximation et d’introduire une nouvelle couche limite w®.

4.. Extension auto-adjointe et approximation de I’énergie en dimension
trois

4.1.. Extension auto-adjointe. Les caractéristiques principales de I’extension auto-
adjointe pour le probleme en dimension trois sont les mémes qu’en dimension deux, par
conséquent nous ne détaillons pas ce qui suit.

On considere 'opérateur A4y dans Ls(£2) donné par 'expression différentielle —A, et
munis des domaines de définition :

D(Ap) = {v e C*(Q\ {0}), v =0 sur 90}
La fermeture Ay et I'adjoint A} pour I'opérateur Ay sont donnés par I'expression diffé-
rentielle —A,, avec les domaines de définition :
D(Ao) = {v € H*(Q), v(0) =0, v =0 sur 9Q}

et
a

D@%):{v:v@%:muﬂ—z;+b}+M@,EEDC%%aﬁGR} (I11.101)

Théoréme I11.7.

(1) Soit A la restriction de l'opérateur A} a l’espace vectoriel

D(A)={veD(A;) : b= Sa} (II1.102)
S:ﬂ@:LZ%E_QQW'

Alors A est un opérateur auto-adjoint.

(2) L’équation suivante
Av = f e Ly(Q) (II1.103)
admet une unique solution v € D(A).

4.2.. Fonctionnelle d’énergie approchée. Pour simplifier, on considere le pro-
bleme (II1.51)-(I11.52) perturbé seulement par rapport a € :

—Au(z,e) = f(z) dans Q., (II1.104)

u(z,e) =0 sur 0€2.. (II1.105)

et on écrit u au lieu de u(z, €). La fonctionnelle d’énergie correspondante est donnée par
1 1

E(u, f) = 5(Vu, Vuo, = (f u)a. = —5(f w)a. (111.106)

Pour l'opérateur auto-adjoint A défini en (II1.102), on peut introduire la fonctionnelle
d’énergie associée

B(v. ) = 5 (Av.v)a ~ (f.¥)a = —3 (Vo (L.107)
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qui, comme on le montrera dans la proposition suivante, est une approximation de la
fonctionnelle d’énergie pour le probleme (I11.104)-(II1.105).

Proposition III1.8. Si u et v sont solutions des probléemes (111.104)-(I11.105) et
(IT1.103) avec la méme fonction f € Lo(Y), alors la différence des fonctionnelles d’éner-
gie (I11.106) et (II1.107) admet l’estimation

[E-(u, [) = B(v, )] < ce|l fII”. (IT1.108)
Preuve. Tout d’abord, on a I'inégalité suivante
1
[E(u, ) = E(v, /)l = 51(f, w)o. = (f, v)al
1 1
< I L@l = e, ), L@ + 513, flo] (1109

D’apres le théoreéme I11.7, (voir également le théoréme I11.2) on a v = v°(x) —edmv®(0)cap wG (0, ).
D’apres (II1.77) on a

5 +il(@,2) (IIL.110)
ainsi que
Iv =z, o), L) < [| =" ()P () + ' (a.2), Lo(C)
< °OP (2), La(@)]| + =8 Lo()]. (11L111)

Comme (II1.96) donne une estimation pour ||u — U, L2(§2.)]|, on doit seulement donner

une estimation de ||v°(0)P (£), Ly(Q)]. En fait, en combinant (II1.88) et (II1.93) on
trouve
x

[0)P () La()] < el £ (TI1.112)
En combinant (II11.96) et (II1.112) on obtient
v —u(z,e), La(Q2)]] < ce||f]l- (IT1.113)

Pour terminer la preuve on donne une estimation de |(v, f),.| :

(¥, o] <100, F)o. — e4me(O)capw / G(0

<l ([ wopse [ O TfOW)m

< el fI*. (I11.114)

En insérant (I11.113) et (II1.114) dans (II1.109) la preuve est terminée. |

En particulier le développement du premier ordre de la fonctionnelle d’énergie approchée
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E(v, f) donne le résultat classique suivant :

E(v. f) = —=(f. V)

= __/f x) dx + 2mecap wv (0)/G(07$)f(95) dx

Q
= & (u, f) + 2mecap wv®(0)?. (II1.115)

On a utilisé le fait que G(0, z) défini en (I11.63)-(111.64) est la fonction de Green générali-
sée. Le terme 2mecap wv®(0)? dans (I11.115) est la dérivée topologique de la fonctionnelle
d’énergie &.(u, f) pour le probleme original (II11.51) — (I11.52).

Remarque II1.9. On obtient un résultat similaire en dimension deux, i.e. la fonc-
tionnelle d’énergie approchée E(v, f) pour 'opérateur A défini dans le théoréeme II1.2
admet le développement asymptotique suivant

1 mv°(0)? 1
E =—— 0 0)a — O|—— I11.116
et le terme m°(0)? est en effet la dérivée topologique de la fonctionnelle d’énergie pour
le probleme (IIL.1)-(II1.3) (avec h = 0).

5.. Un probleme d’optimisation de formes utilisant des extensions
auto-adjointes

Dans la suite, U est un ouvert borné dans R? avec une frontiere réguliere. L’ensemble
U est appelé le fourre-tout et les perturbations 6 définies plus loin laissent U globalement
invariant. Soit également k € N, k > 4. On note

= {D € U; D bounded open set of class C’k} :

Soit © un élément de Oy.

Soit Oy, 'espace des champs de vecteur de C*(R?, R?) dont les dérivées sont bornées
jusqu’a Pordre k. Muni de la norme C* usuelle ||.|[s, O est un espace de Banach. On
note

Dy, = {0 € O, supp(d) C U} .

Pour § € Dy, et t € R suffisament petit, application F;, = I+t6 est un C*-difféomorphisme,
et la condition supp(f) C U implique que I + tf laisse la frontiere de U invariante. I est
I'application identité dans R? (Vz € R?, I(z) = z). Pour un 6 € Dj, donné, soit {2, défini
par :

QG ={({+1t0)(z), x € Q}
Il est clair, puisque Q2 € Oy, que 'on a Q; € O,.

Dans ce paragraphe on considere la fonctionnelle d’énergie approchée E(v, f), définie
n (II1.107). On travaillera dans R? mais le méme résultat peut étre obtenu dans R®.
Dorénavant, soit A un point de 2. Il existe t; > 0 et g > 0 tels que pour tout ¢ < ¢t
et € < g9, W €@ Q. On définit une fonctionnelle de forme J : [0,%] x [0,0] — R de la
facon suivante

T(1,) = 5 (A va — (f:va, = =5/, vn,
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avec vy € D(Ay) solution de (I11.34) avec ) remplacé par Q; et f € H*(U). Pour une
lecture plus claire, on décrit brievement les changements dans les définitions de (II1.30),
(II1.31), (I11.32) et (I11.33).

D(Aoz) = {v € C°(Q\ {h})}
D(Aoy) = {v € H* (), v(h) =0, v =0 sur 90}
(

D(A;,) = {v : v(e) = xo(@)(—5= logma +b) + 0(a), v € D(Aay), a,b R}
D(A;) = {veD(A;,) : b= Sa}
ot S = S(e) = (2m)"*(loge + L), la quantité L est définie dans (I11.24). La solution
v € D(Ay) de
Agve = f
vérifie (voir (I11.37))
vi(z) = v () + BniGi(, h). (I11.117)

Les fonctions Gy, G; sont définies respectivement comme dans (II1.8)-(II1.9), (II1.11)-
(IT1.12) mais avec €2 remplacé par €2, et la constante [ est égale a

Bhy = {(2m) " (loge + L) + Gy(h, h)} " o0(R)

5.1.. Dérivées topologique et de forme simultanées. Considérons le probleme
(II1.4) défini dans le domaine perturbé €, au lieu de € :

—AvY(z) = f(x) dans (II1.118)
v)(x) =0 sur OfY (II1.119)
avec f € H*(U). Pour t suffisament petit, F; est un C*-difféomorphisme et son inverse
vérifie
F U y) =y — tKi(y 1) (I11.120)
avec
K1 (s t)|[ke1 < |0k (II1.121)
En effet y = Fy(x). Alors
y—tl(y) = x+tl(x) —th(z +th(x))
= gz +t(x) —th(x) — t2DO(y)0(x),
avec y' = x +ntf(z) et 0 < n < 1. Ainsi on a la representation (II1.120) avec K;(y,t) =
0(y) —tDO(y')6(x).

Lemme II1.10. Pour t > 0 sufisamment petit, la solution de (I11.118)-(II1.119)
admet le développement
vy =00 + tz (I11.122)

avec ||z]| 3y < |0k

Preuve. Apres avoir effectué le changement de variables y = Fi(z), le systeme
(IT1.118)-(II1.119) devient

div — [J(F)(DyF) (D, F)'Vo)| = J(F,) f(Fi(z)) dans Q (I11.123)
v)(z) =0 sur O (II1.124)
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On fait quelques simplifications pour les prochains calculs
(D,Fy)' =1-tD,K, (I1.125)
J(Fy) =det(I +tDO(z)) =1+ thi(x,t) (111.126)
avec
11 (o ) lle—1 < cl|0]]-

Par conséquent on a

(DyF) YD, F)™' = (I —tD,K,)(I —tD,K}) = I +tD, Ky, (111.127)
J(E)(DyFy) " (D,Fy)™ = I +tD,Ks, (I11.128)
J(F)f(Fi(x)) = f(x) +tfi(z,t), (I11.129)
avec

K2 ) [[k-2, ([ K50 E)|k—2 < cl|]lk and || (-, )| oy < €]k (I11.130)

Ainsi, le systéme transformé prend la forme
—div [(I + tK3)Vv)] = f+tfi dans Q (I11.131)
v)(z) =0 sur Of (I11.132)

On suppose maintenant que la solution v? peut étre développée sous la forme d’une série

par rapport au parametre t.
(o)

v = Ztkvg(m,t). (II1.133)
k=0
En remplagant (I11.133) dans (II1.131)-(I11.132) on obtient formellement le systeme :

- ZtkAvg - Z t* 1 div(KsVol) = f+tfi  dans Q (IT1.134)
k=0 k=0
Ztkvg =0 sur 0N (111.135)
k=0

En comparant les termes corespondants aux puissances de ¢ de méme ordre, on obtient
une suite de problémes aux limites. Pour k = 0, v§ = v solution de (II1.118)-(IT1.119)
avect =0, pour k=1 on a

—Av) = f; — div(K3Ve°)  dans Q

W =0 sur 09
et pour k > 2
—Av) = —div(K3Vvp_,) dans Q
vp =0 sur O
Gréace aux bornes (I11.130) sur K3 et fi, on obtient
pour k =1+ (o8]l < Bl + o] ocen). (I11.136)

pour k > 1: ||o)]lgs) < cl|0]|kllvh_1] m30)- (IT1.137)
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Il existe donc une constante t; telle que pour ¢ < tq, la série (I11.133) est convergente
dans H3(). Si on note v{"" la série tronquée
N
v (z) = Ztkvg(aﬁ, t).
k=0
on obtient 'estimation suivante pour le reste de la série

0,N 0 N+1
o7 = vl () < ct
ce qui termine la preuve. n

Remarque III.11. On peut obtenir le méme résultat pour des conditions de Diri-
chlet non-homogenes au lieu de (II1.119). La seule différence est qu'une fonction dans
le membre de droite de (II1.119) serait développée par rapport a ¢, mais la construc-
tion du développement asymptotique reste la méme. Cette remarque est utile pour la
construction de la partie réguliere G de la fonction de Green (II1.11)-(II1.12).

Théoréeme I11.12. La fonctionnelle J(t,e) admet le développement suivant
t
loge

ou T J(2, h) est la dérivée topologique de J dans §2 en h tandis que J'(0,0) est la dérivée
par rapport au domaine de J en  pour e =0 et h = 0.

J(t.e) = J(0,0) — @T‘”Q’ h) + tJ(0,0) + oft) + O(——) (IT1.138)

Preuve. Tout d’abord on peut écrire
J(t,e) — J(0,0) = J(t,e) — J(t,0) + J(t,0) — J(0,0). (II1.139)
Un résultat classique de sensibilité par rapport au domaine nous indique que
J(t,0) — J(0,0) = ¢J'(0,0) + o(t).

I nous reste a analyser la premiere différence dans le membre de droite de (I11.139).

1
J(t,e) — J(t,0) = —§(f, Vi — ), (I11.140)
En utilisant (II1.117) on obtient :
vi(z) —v)(x) = Bu:Gi(w,h) (I11.141)
2m) 11 —h h
_2n)7 log fle = Al + Gu(@, h) oy (I11.142)

(2m)~1(loge + L) 4+ Gi(h, h)
D’apres le lemme II1.10 et la remarque II1.11, on obtient le développement

0 (2m)'log ||z — Al + G(x,h) ¢
_ S h)+ O
vi(z) = v; (@) (2m)~t(loge + L) + G(h, h) vi(h) + (10g5>
En exploitant la remarque II1.9, (II1.140) devient alors
mv0(h)? t
J(t,e) — J(t,0) = — @)
()= 712.0) = - s o)

et on obtient (II1.138) avec 7 J(, h) = mv°(h)>.
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UNE METHODE "LEVELSET' EN OPTIMISATION DE FORMES

1.. Introduction

Les perturbations singulieres de domaine sont étudiées dans [33], [32], [45], [47], [48],
[49], [50], [51], [52], [61], [62], [63]. La construction de 'approximation asymptotique
pour l'opérateur de Steklov-Poincaré est donnée dans [65].

Soit U et V deux ouverts fixes de R? tels que V CC U. On note #w le nombre de
composantes connexes de W et on considere ’ensemble des domaines admissibles

O, ={Q=U\w; wouvert, w C V,#w < k}. (IvV.1)
Dans le cas du probleme linéaire, on note alors I'y = Odw, I'p = 9U et on a donc
02 = I'yUI'p. Les frontieres I'y et I'p sont destinées a avoir des conditions de Neumann
et de Dirichlet, respectivement. L’ouvert w n’est pas nécessairement connexe comme le
montre la figure 1. Dans le cas du probleme non-linéaire de Signiorini, la frontiere OU
est séparée en deux composantes connexes, OU = I's UT'p, I's étant destiné a recevoir

des conditions de Signiorini.

I'p

Fi1G. 1. Le domaine U et le domaine €2

On considére successivement les problemes suivants, avec f € C*(U)

—Au+u = f dans (),
u = 0 sur'p, (IV.2)
O,u = 0 sur'y.
Sans hypothese supplémentaire sur la régularité de Q, on a u € H'(). On considere
également le probleme non-linéaire de Signiorini

( —Au+u = f dans
u = 0 sur I'p,
Oou = 0 sur D'y,
u > 0 sur I'g, (IV.3)
Oyu > 0 sur I,
\ uanu - O sur FS .
79
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La solution u(2) du probleme (IV.3) vérifie I'inéquation variationnelle
u:u(Q)EK:/Vu-V(v—u)z/(f—u)(v—u) Yo e K, (IV.4)
Q Q

ou
KQ)={ve H(Q)|v=0pp.onTp, v>0p.p. onTls}. (IV.5)
On considere maintenant les fonctionnelles suivantes.

E(Q) = %/Q|Vu|2+%/QuQ—/qu (IV.6)

1
= _i/qu’
J(Q) = E(Q) + MNA(Q) — uP.(Q)%, (IV.7)
avec A(Q2) et P.(Q2) définis par
AQ) = 19|, (IV.8)
P.(Q) = max(0,H'(99) — ¢), (IV.9)

ol |Q] est la mesure de Lebesgue de Q dans R? et H!'(99) est la mesure de Hausdorff
1-dimensionelle de 0f2. Les constantes ¢, A et p sont arbitraires et strictement positives.
Nous allons prouver dans le paragraphe suivant que le probleme

max{J(2) : Q € O} (IV.10)
admet au moins une solution.

La frontiere exterieure de 2 est maintenue fixe et égale a AU. Donc les domaines
inconnus 2 qui réalisent (IV.10) sont en fait déterminés par leur frontiere intérieure I' .
Dans cet article nous étudions la sensibilité par rapport au domaine et on modélise le
probleme a I'aide d’une représentation "levelset", I'objectif étant d’accroitre la fonction-
nelle de forme. On utilisera la dérivée topologique (si nécessaire) pour créer un nouveau
trou de frontiere inclue dans I'y.

2.. Le probleme linéaire

2.1.. Existence d’'un domaine optimal. On peut montrer I'existence d’un do-
maine €2 solution du probleme (IV.10). Pour cela on utilise un résultat de Bucur et
Varchon [9] et [10] qui est 'analogue du résultat de Sverak [68] pour des conditions de
Neumann sur la frontiere des trous. En apportant quelques modifications a la preuve de
ce résultat, on peut 'adapter a notre probleme. Ceci est possible sans difficulté car la
frontiere I'p dans (IV.2) est fixe. On obtient donc le théoreme suivant :

Théoreme 1V.1. Soit Q; = U\ ©; une suite d’ouverts telle que le nombre de compo-
santes connexes de wW; soit uniformément borné. Si W; converge au sens de la métrique
de Hausdorff vers W, alors la solution u; du probleme de Neumann

—Au; +u; = f dans ),
w; = 0 surdU. (IV.11)
Ou;/on = 0 sur dw;.

converge vers la solution w du probléme (IV.11) sur §2 si et seulement si |2;| — |€.
(Toutes les fonctions sont implicitement étendues par zéro en posant u; = 0 dans w; et
u=0 dans w).
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On est désormais en mesure de prouver 'existence d’'un domaine optimal.
Théoreme 1V.2. Le probléme (IV.10) admet au moins une solution Q € Oy,.

Preuve. Soit €2; une suite maximisante pour le probleme (IV.10). Il existe une

sous-suite toujours notée (2; telle que 2; — 2 au sens de Hausdorff et on note €2; T q.
Pour la définition de la convergence au sens de Hausdorf, on pourra consulter [31].

On montre dans [31] que le nombre de composantes connexes de ¢ est borné et on
a également a la limite

H'(09) < lim inf H'(0€Y;). (IV.12)

donc H*(99) < oo car on maximise J(Q) et donc P.(Q) est borné. En utilisant la notion
de périmetre de densité introduite dans [8], on peut alors montrer que la convergence de
Hausdorff des €2; vers € implique la convergence au sens des fonctions caractéristiques :

1
Par conséquent, on a
1] — 9. (IV.14)
Pour conclure, il nous reste & montrer la convergence de E(;) = —3 [, fu;. Or

Jo frm

/Ufuz‘XQi—/UfUXQ

/Ufui(XQi_XQ)+/UfXQ(Ui_U)

< lwllallfOxa: = xo)ll2 + [ xallollw: = ulls,

ot ||.||2 est la norme de L*(U) et on a

uillz = Jlullz et [lui —ullz =0 (IV.15)
d’apres le théoreme (IV.1). Enfin
1f(xe, = xe)ll2 = 0 (IV.16)
grace a la convergence au sens des fonctions caractéristiques de ygq, vers xq. Ainsi
E(;) — E(Q). (IV.17)
Finalement les convergences (IV.17), (IV.14) et (IV.12) montrent que
J(€2) > limsup J(€2). (IV.18)
Donc 2 est bien solution du probleme (IV.10). [

Remarque IV.3. Pour pouvoir utiliser la dérivation par rapport au domaine, on doit
travailler avec des domaines a frontiere réguliere. Or les solutions de (IV.10) ne sont pas
nécessairement des domaines réguliers. On suppose donc pour la suite l'existence d'un
domaine optimal pour (IV.10) qui soit suffisament régulier.
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2.2.. La dérivée par rapport au domaine. Soit {2 un domaine suffisament ré-
gulier. La formulation variationnelle du probleme (IV.2) est donnée par

ue Hf (Q): /(Vu, Vw) dx—l—/

Q Q
ou HL (Q) ={ve H'(Q) |v=0sur I'p}.

uw dx = / fwdr  Vwe H{ (Q), (IV.19)
Q

Soit ¢ un champ de vecteurs de classe C* et & support compact dans U. Pour sim-
plifier, sa norme dans © est notée || = [|{||cx g2 r2). On considere les transformations
Fe = I+& et on note Q¢ = F¢(Q2). Pour || suffisament petit, F¢ est un difféomorphisme.
Par conséquent, il existe une unique solution u® € HE(€) a I’équation variationnelle

/ (Vut, Vo) dx —1—/ wvdr = | fudr Vv € Hp (Q). (IV.20)
Qe ¢ Qe
Afin de transporter (IV.20) dans le domaine fixe €2, on note u¢ la fonction transportée

définie par la composition ue = u*oFy € H{ (). En utilisant ce changement de variable
dans (IV.20), on obtient I’équation variationnelle satisfaite par wu,

/Q<(DF§T)_1VU§, (DES) ' Vw)ge do + /Ququg dr = /inwqf dv  Ywe HL (Q),

(IV.21)
ou fe = f o Fg, q¢ est le Jacobien de la transformation F¢, DF; étant la matrice Jaco-
bienne, on a plus précisément

DFy = I+ DE, (IV.22)
q¢ = det DF; =1+ div§ + det DE. (IV.23)

On montre dans [22] que ue admet le dévéloppement de Taylor suivant
ug = u+u'(§) +a(§), (IV.24)

avec les estimations
lue — ullm) < clél; (IV.25)
1@z = llue —w = u' (Ollmpey < clél* (IV.26)
On va maintenant calculer la dérivée par rapport au domaine de E définie par (IV.6) :
E(Q) = 1 |Vus > dy — l/ (u)*dy (Iv.27)
2 Qe 2 Q¢

En insérant les développements (IV.22) et (IV.23) dans les expressions (IV.27) et (IV.21),
on obtient la dérivée par rapport au domaine du premier ordre

dB(Q;¢) = — /Q (Vu, Vu1(£)>dy+% /Q (A(&)Vu, Vu) dy (IV.28)
1 1 27:
- [ty [ i,

ainsi que I’équation variationnelle pour la dérivée matérielle u'(§), Yw € H} _(Q)

/Q(Vul(f),Vw)dy:/Q(A(g)_l)Vu,Vw)dy—l—/Qg(f)wdy—/Quwdiv(f)+u1wdy.
(IV.29)
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La matrice A(€) et la fonction scalaire g(&) sont donnés par

A(€) = D€+ DEF — (divé)I

g(§) = div(f¢) .

En appliquant 'identité variationnelle (IV.29) avec w = u, on obtient

/Q(Vu,Vul(f)My: /Q<A(§)Vu, Vu>dy+/

Q

9(E)udy — /Q W2div(E) + ul (€)udy.

(IV.30)
Etant donné I’équation (IV.30), on peut éliminer la dérivée matérielle u'(€) de (IV.28)
et on obtient

1

dE(Q;6) = —5

.
. /Q (A() Vi, V) dy — /Q G(Eudy + 5 /Q Bdiv(e)dy . (IV.31)

A partir de cette expression, on va retrouver le résultat classique pour la dérivée par
rapport au domaine. On commence par écrire, a partir de 1’expression de A(§)

1 1
5/9(A(§)VU,VU> dy = /Q<D§VU,VU> dy—§/§2|Vu|2div(§) dy

= [ (VU VU Vu) dy— [ (DPue Vudy 5 [ [Vulai) dy
= /Au<§ Vu) dy+/ (&, Vu)(Vu,n) dy—/Q(D2u§,Vu> dy

= ——/|Vu| div(¢

Sachant que —Au = f — u I"équation (IV.31) devient alors
dE (£, = — Vu)dy — [ di d
@0 = — [ feVady— [ avtreuay
+/Q(D2u§, Vu) dy+%/Q|Vu|2div(§) dy
1 .
—i—/gu(f,vw dy+§/gu2d1v(f) dy
—/ (&, Vu)(Vu,n) dy.
o0

On obtient finalement

dE(Q;€) = /Qdiv(l|Vu|2§+1u2§—f§u) dy—/ (€, Vu)(Vu,n) dy.

o0N

_ /F( ]Vu]Q—l— L2~ ruyeny dy, (1V.32)

car (Vu,n) = 0 sur I'y et £ est a support compact dans U. On retrouve I’expression
classique de la dérivée de forme pour des conditions de Neumann sur la frontiere. Les
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dérivées par rapport au domaine de A(£2) et P.(€2) sont données par

a6 = [ (€ dy (1v.33)
dP.(§5;€) = 1 (an)=c) max (0, / H{E, n) dy) (IV.34)

FLip.@)>0} / H(E n) dy, (IV.35)
dP.(Q;€)* = /Hg, dy, (IV.36)

avec ‘H la courbure de I'y. On obtient donc la dérivée par rapport au domaine de J(£2)

dJ(Q;€) = /F (%|W|2 + %uQ — fu+ X —2P.(Q)uH) (&, n) dy (IV.37)

2.3.. La dérivée topologique avec conditions de Dirichlet sur le trou. Pour
calculer la dérivée topologique, on utilise une méthode appelée troncation de domaine
introduite en [43]. On introduit 'opérateur de Steklov-Poincaré qui dépend du rayon p
du trou, puis on réalise un développement asymptotique de cet opérateur. On travaille
donc maintenant sur un domaine fixe Qg.

Qp
U
FiGc. 2. Le domaine tronqué 2y
Soit €2, le domaine défini par
Q,=U\B,, (IV.38)

ou B, est la boule de rayon p, et on note I', = dB,. On définit alors le probleme suivant

{—Aup—i—up = f dans €,

u, = 0 sur T, (IV.39)

On note maintenant 2 le domaine

Qr="U\ Bg, (IV.40)
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ou Bpg est la boule de rayon R avec R > p, on peut définir le probleme tronqué suivant

—Auf—l—uf = f dans g,

ul = 0 sur 9U, (IV.41)
—OnyYp + Onuf = Ay (ulf)  sur T,
avec A, défini en (IV.49) et y, solution de (IV.76). La formulation variationnelle corres-
pondant a (IV.41) est donnée par
u € H%D(QR) : ap(uf,v) =1,(v) Yo € H%D(QR) (IV.42)

ou Hf (Qg) ={ve H'(Qr) | v=0sur I'p} et la forme bilinéaire a, et linéaire I, sont
données par

ap(u,v):/Q <Vu,Vv>—|—uvdS+/F A, (u)v (IV.43)
lp(v):/Q fv—/F VOLYp, (IV.44)
(IV.45)

On a alors le théoreme suivant, dont la preuve est standard.
Théoréme 1V.4. La solution u)y du probleme (IV.41) vérifie
uf = Up|Qps (IV.46)

et on a également
Uplc(Rp) = Wo(Uy) + Yy, (IV.47)
avec w, et y, solutions de (IV.48) et (IV.76) respectivement.

On veut calculer le développement asymptotique de I’énergie E,( f) pour le probleme
(IV.39) définie par

1
E,(f) = 5/9 ]Vup\Q—iruidS—/Q fu,dS

1
- _5/9 [V, +u dS.

Pour cela, on étudie indépendamment les problemes (IV.48) et (IV.76).

2.3..1. Le probleme homogene. On considere le probleme de Poisson homogene dans
la couronne C(R,p) de rayon intérieur p et de rayon extérieur R avec condition de
Dirichlet sur la frontiere extérieure I'g et condition de Dirichlet homogene sur la frontiere
intérieure I', :

—Aw,+w, = 0 dans C(R,p),
w, = v sur I'p, (IV.48)
w, = 0 sur '),

avec v dans H %(F r). On définit I'opérateur de Steklov-Poincaré A, de la maniere sui-

vante
1

A,: H:(lg) — H:(Dg)

v = Opw,

(IV.49)
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Du fait que v € H2(I'g) on déduit I'existence du développement en séries de Fourier,
avec (r, ¢) les coordonnées polaires a 1'origine

o(6) = 50+ D (@ sinig) + by cos(ko))

k=1

dont les coefficients vérifient :
S VI+E(a} + ) < M,
k=1

ou M est une constante dépendant seulement de R. Ceci implique deux propriétés
importantes :

d(ap+b) <M, > k(ap+0}) < M. (IV.50)
k=1 =
On définit les énergies
EW(v) = / \Vw|?> +w?dS,  EW(v) = / [Vw,|* + wdS, (IV.51)
B(R) C(R,p)

qui dépendent de v a travers les conditions aux bords sur I'g. Nous voulons montrer que
E, a un développement pour lequel le reste est uniformémént borné. Plus précisément
, on peut 'exprimer comme suit :

Théoreme IV.5. L’énergie Eﬁ(,l)(v) a une erpansion

2

E(l)U:Ea)UjL& +R(v),
P 0) = B0 s me g )
avec
M
<
R (v)] T o

uniformément sur tout sous-ensemble borné de H'(Qg).

Preuve. Comme tout compact peut etre recouvert par un nombre fini de boules,
il est suffisant de prouver le lemme pour une boule fixée dans H'(2z). On peut donc
supposer que (IV.50) a lieu. La preuve consiste a obtenir des formules explicites pour w
et w, sous forme de séries. On peut alors calculer les énergies explicitement et obtenir
la majoration pour le reste JR(v).

On cherche la solution w, de (IV.48) dans C(R, p) sous la forme

wp(r,qﬁ)——aoco +chp (ay, sin(k¢) + by, cos(ke)). (IV.52)

Le laplacien en coordonnées polaires vaut :

o 10 10

:ﬁ+r€)r+r28q§2
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En insérant I’équation (IV.52) dans —Aw, + w, = 0 on obtient

(1) Rl )~ (55 4 Deyl) = 0, k21 1v.53)
cg7p(r) + %c{lp(r) —cop(r) = 0 (IV.54)
En multipliant (IV.53) et (IV.54) par r* on obtient
r2e ,(r) + ek, (r) = (K +1%)e,(r) = 0, k>1 (IV.55)
r2cg (1) +7¢,(r) = e ,(r) = 0 (IV.56)

D’apres [69], les solutions des équations (IV.55) et (IV.56) sont données par
ce(r) = Apl(r) + BrKi(r) k>0, (IV.57)
ou les fonctions Ix(r) et Kj(r) sont les fonctions de Bessel définies par

oo (%)k-ﬁ-Qm

1 = — E>0 IV.58
et pour k > 1
k—1
1 k’ m — 1)!
Ki(r) = 5 Z =0 (IV.59)
m=0
0o ( 1>k+1(2>k+2m r 1 1
In{=)—= 1) — = {IV.
+7;0 SR n<2> S0(m+1) = S(k+m+ 1){IV.60)
ol ¢ est la dérivée logarithmique de la fonction I, & savoir
0
Y(zr) = —InT(z+ h). (IV.61)
Oh
Enfin pour k£ =0
00 r) m
Ko(r) = —In ( ) ) + ZO Ztp(m 4 1). (IV.62)

Les conditions aux limites sur I'g et I', nous permettent d’obtenir les systemes suivants
pour k > 0
Al (R) + ByKi(R) = 1
Apli(p) + By Ki(p) = 0

La résolution de ces systemes donne
1

1.(0) Ku(R)
1(R) (1 ~ R Ilf(m)

Ii(p)
Ki(p)

A, =

Bk = —Ak
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On en déduit I'expression de ¢y ,(r) pour k& > 0 sous une forme appropriée au dévelop-
pement asymptotique quand p — 0 :

I(r) 26 {Kkm w)}

Crp(T) = - -
? Ii(R) [?“k@) % Ki(R) Ii(R)

(IV.63)

Remarque IV.6. 1l existe une formule analogue a (IV.63) dans [61] pour le cas du
Laplacien. On peut retrouver ce résultat en remplagant I, (r) et Ki(r) par r* et r=*
respectivement, pour k£ > 1 dans (IV.63).

On peut maintenant effectuer le développement de w, en fonction de p. Le dévelop-
pement des coefficients ¢ ,(r), k > 1 fournit des termes supérieurs d’ordre O(p?) au
minimum, tandis que le développement de ¢ ,(r) fournit un terme en (Inp)~'. En effet,
pour k > 1, les formules (IV.58) et (IV.59) nous indiquent que

Ii(p) = O(p"),
Ki(p) = O(p™"),

de sorte que

I.(p) _ 2
Kalp) o™,  k>1, (IV.64)

tandis que pour k = 0, d’apres les formules (IV.58) et (IV.62)
I(p) = 1+ 0(p*),
Ko(p) = —Inp+ O(1).

Donc on a
Io(p) -1 -2
=—(Inp)” +O0((Inp)™2). (IV.65)
Ko ool
Le développement de w, nous donne :
w, =w + 2, (IV.66)

avec w solution du probleme (IV.48) pour p = 0 donné par

w(r, @) = §a0 I ; + Z ; ay sin(k¢) + by cos(k¢)), (IV.67)

et

(IV.68)

Io(p)
L w R Ko(r)  Iy(r)
2p(r¢) = "9 LB _ I

Ko(R) Ko(p)

(p) Ko (r I(r .
Z Ik(R mp { Kk(<R)) - Ik((R>)} (ax sin(ke) + by cos(ke)).

k=1 Ki(R)  Kg(p)

Maintenant, a ’aide de la formule suivante

1
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on obtient

EPW) = [ Vw+ Vgl (e z)as
C(R,p)
1
= E(l)(v) + / [zf,/r + ﬁzi/(j} + 2[2,] dS
C(R,p)
1
+2/ (W) 2psr + W20 + W2y dS

C(R,p) r

—/ Vw|* +w®dS
B(p)
= EVW)+ L+ L+ 1

On a clairement I3 = O(p?). On obtient également I, = O(p), en effet par une intégration
par partie on a

1
I, = 2/ (W zpsr + 5 We2p16 + W2p] AS
C(R,p) r

= 2/ (Vw,Vz,) +wz,dS
C(R,p)

= 2/ 2,(—Aw 4+ w) + 2/ 2,0pw dS
C(R.p) 9C(R,p)

= —2/ wo, W,
r

P

car —Aw+w = 0 dans C(R, p), 2z, = 0sur ['g et w = —z, sur I', étant donné (IV.66) et
(IV.48). Au vu de la définition (IV.58) de I;(r), la fonction wd,w est clairement bornée
sur I', donc

I = —2/ wo,w = O(p),
r

P

d’ou le résultat. Avant de calculer 7, faisons quelques remarques. Tout d’abord d’apres
(IV.59), pour k > 1

R
/ rK;(r)? = O(p~ ). (IV.69)
p
Ensuite d’apres (IV.58), pour k > 1
R
/ rIL(r)2 = O(1). (IV.70)
p

On sépare maintenant [ en deux parties I; = I + I15 avec

1
Ly = / [z 72%0re] 45,
C(R.p) r

112 = / 23 ds.
C(R,p)
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I (p)
Ky (p)

un terme d’ordre supérieur & O(p?) dans I

Par conséquent, comme = O(p*") pour k > 1, seul le premier terme de z, fournit

In _/%/ <2 e '”)> [g((;)) - ;5’((;)>D2rdrd9+0(p2). (IV.71)
Ko(p)

En utilisant le developpement (IV.65) et en remarquant notamment que K{(r) est
d’ordre r~! d’apres la formule (IV.62), on en déduit que

ainm
2Ih(R)?Inp

Enfin le terme de plus haut degré dans zz est

I = — +O((In p)~2). (IV.72)

Io(p) 2

o Kolp) Inr
(2 Io(R)  Io(p) |:K0(R):|> : (IV.73)

Ko(R) Ko(p)

Or on voit facilement que
() 2

/2”/ (2 — Ko<p> ){;&TR)D rdrd = O((In p)2). (IV.74)

oE ~ ol
Donc en regroupant (IV.72) et (IV.74) on obtient

aim
2Ih(R)?Inp

Ceci acheve la démonstration du théoréme. [ |

L =1+ 1= — +O((In p)~2). (IV.75)

2.3..2. Le probléme non-homogéne. On considere maintenant le probleme de Poisson
non-homogene dans la couronne C(R, p) de rayon intérieur p et de rayon extérieur R
avec condition de Dirichlet homogene sur la frontiere I'r UT',

_Ayp+yp = f|C(R,p) dans O(Ra p)

y, = 0 sur g (IV.76)
Y = 0 sur I',
avec f € C*(R?). On étudie la fonction suivante :
0y,
flewn = 3y, =9

On veut obtenir un développement de g, par rapport a p. On a le développement de
Fourier suivant pour f.

flr, o) = —ao )+ Z ar(r) sin(ko) + bk( ) cos(ko))

Théoréme IV.7. La fonction g, admet le développement
h(R)

m + O((ln p)fz), (IV77)

9p = Ggo —

ot h(R) est défini en (IV.105).
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Preuve. On cherche la solution y, du probleme sous la forme

Yp —cop —l—chp sin(k¢) + dy, ,(r) cos(ko).

Le laplacien en coordonnées polaires vaut :

0? L1 10 N 1 0
o ror  r2¢?
En insérant I'équation (IV.78) dans —Ay, + vy, = fic(r,p) on obtient

A:

12 (1) + 16, (1) = (B +1r%)er,(r) = —r’a(r), k=0

2d’k"p( )+ rd;7p(r) — (K* +1%)dy ,(r) = —rzgk(r), E>1
Les solutions du probleme homogene (IV.79) pour k& > 0 sont
Ck7p(?") = Akfk(T'> + BkKk<7"),

91

(IV.78)

(IV.79)
(IV.80)

(IV.81)

avec I (r) et Ki(r) les fonctions de Bessel définies par (IV.58), (IV.59) et (IV.62). Pour
trouver la solution de (IV.79), on applique la méthode de variation des constantes. On

obtient alors le systeme suivant

Al + B.K, = —ay.
Le calcul nous donne
—a K,
N = TR LK
kiyk ki g
P
Be = vk 1k
ek T LR

D’apres [69] (page 80), on a pour tout k > 0

I Kr) — () KLr) = -

ainsi
A(r)y = —rag(r)K(r),
Bi(r) = rai(r)Ii(r)
On obtient finalement
Ag(r,p) = La(r,k) + ax(p),
Bk(T;P — LB(Ta k) +ﬁk‘ p)a
avec
Larnk) = — / b (1) K (1),
R

(IV.82)
(IV.83)

(IV.84)

(IV.85)
(IV.86)

(IV.87)

(IV.88)
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Les conditions aux limites pour ¢ , sont
Ck,P<R> = 07
Ck,p () = 0.

En remplagant ces conditions limites dans (IV.81), on trouve les expressions de ay(p)

et de fi(p) :
La(p, k)1i(p) + Li(p, k) Ky (p)

a Ki(R), V.89
W TR - m B )
Ii(R)
= — . IV.90
La constante ay(p) peut également s’écrire
La(p, k) [I(k((pp)) + Lg(p. k)
W0 = AR G0 ' (IV-91)

Kp(R)  Ki(p)

Nous allons maintenant procéder aux développements de L (p, k) et Lg(p, k) en fonction
du petit parametre p. Etant donné les définitions sous forme de série de (IV.58) et
(IV.59), on voit que pour k > 1

I(r) = % + O(r¥t2), (IV.92)
Ki(r) = % (g)_k (k= 1)1+ O+, (IV.93)

Par conséquent, comme f est de classe C* | la quantité sous l'intégrale dans (IV.87)
est O(t=+1) -

ta (1) K(t) = O(t~F). (IV.94)
Enfin, étant donné (IV.94), (IV.87) et (IV.64), on trouve
I1.(p) k+2
La(p, k = O0(p"*?). IV.95
()3 (5 = O (1V.95)
Par un raisonnement similaire, on obtient
Lg(p, k) = Lg(0,k) + O(p"*?). (IV.96)

Maintenant, en insérant les développements (IV.95) et (IV.96) dans (IV.91) et (IV.90)
respectivement, on obtient les développements suivants pour k£ > 1 :

arlp) = aw(0)+0(p™) +0(p*™), (1V.97)
Bulp) = Bul0)+O(p™) + O(p*h). (1V.98)

On remarque que seul le cas k = 1 donne un terme d’ordre p?. Dans tous les autres cas,
le premier terme du développement est au mieux d’ordre p*. On détermine maintenant le
cas k = 0. Le dévelopemment pour K est différent du développement (IV.93). D’apres
(IV.58) et (IV.62) on a

Ir) = 1+0(?), (IV.99)
Ko(r) = —In (g>+0(1), (IV.100)
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donc

Lp) 1 e
Kolp) ~ mp T OUmnA)). (IV.101)

D’apres (IV.91), on a

_ K(R) Io(p) Ko(R) Io(p) lo(p)”
o) = iy (Lo 0z + 1o00)) (14 G0 205 -0 () )

(IV.102)
En utilisant le développement limité (IV.101) on obtient
h
aalp) = auf0) = ) O((tn ) ), (V.13
avec .
_ Ko(R) .
2(0) = -5 /0 taio(£) o () i, (IV.104)
et
R R
h(R) = —io((}];) / tag(t)Io(t) dt + / tao(t)Ko(t) dt. (IV.105)
0 0
On a aussi grace a (IV.90) le développement
Bulp) = (0) + T2+ O p) ), (1V.100)
avec
R
Bo(0) = / tao(t)Io(t) dt. (IV.107)
0

On peut maintenant écrire le développement en fonction du petit parametre p de
¢ ,(R). D’apres (IV.81) et (IV.82) ansi que les expressions (IV.85)-(IV.86), (IV.87)-
(IV.88) on a
C;g,p(R) = ai(p)IL(R) + Br(p) K (R).
On obtient donc le développement suivant pour k£ > 1

Ap(R) = &o(R) + O(pmmEhit2t), (IV.108)

et pour £k =0
MR) (Ko(R)
/ o i
() = () = 0 (0L
On obtient enfin en utilisant la relation (IV.84)
h(R)
RIy(R)Inp

En ce qui concerne le développement de d), ,(R), on obtient exactement le méme résultat

Iy(R) — Ké(R)) +O((In p)~2). (IV.109)

o (R) = cpo(R) — +O((Inp)~?). (IV.110)

en remplacant les coefficients a(r) par les coefficients by (r) dans les expressions (IV.108)
t (IV.110). En dérivant le développement en série de Fourier (IV.78) on obtient le
développement suivant

0
%w B +chp sin(k) + dj, ,(R) cos(k). (IV.111)
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On insere dans (IV.111) les dévelopements obtenus pour ¢ ,(R), ¢ ,(R) et d ,(R) et
on obtient

h(R) =
=gy — 1 . IV.112
= 0= gy + O ) (1V.112)
On a donc démontré I'expansion (IV.77). [

Nous voulons maintenant effectuer un développement asymptotique de I'énergie as-
sociée au probleme non-homogene (IV.76). On définit donc les énergies

EP(f) =—/ IVyl* +y°dS,  EQ(f) = —/ Vy? +y2dS  (IV.113)
B(R) C(R,p)

qui dépendent de f a travers l'’équation (IV.76). Nous voulons montrer que J, a un
développement pour lequel le reste est uniformémént borné. Plus précisémént, on peut
I’exprimer comme suit :

Théoreme IV.8. L’énergie EgQ)(f) a une erpansion

mh(R)?

2 _ 2
EP(f)=E®(f)+
avec
M
< —7
= |Inp|?

[R(/)]

Preuve. On calcule tout d’abord le développement asymptotique de ¢ ,(r) quand

p — 0. En utilisant les formules (IV.81), (IV.85)-(IV.86), (IV.87)-(IV.88), (IV.103) et
(IV.106) on obtient

__h®)

Io(R)Inp

avec h(R) donné par (IV.105) et

coolr) = Kolr) / taio(t) Io(t) di — Io(r) / taio (1) Ko(t) dt

R R
Ko(R)Io(r) — Ko(r)Io(R) /R .
- tao(t)Io(t) dt.
Iy () , O
De méme en utilisant les expressions (IV.81), (IV.85)-(IV.86), (IV.87)-(IV.88) et (IV.97)-

(IV.98), et en remarquant que r > p, on obtient les développements de ¢y, ,(r) et dj ,(7)
pour tout k> 1 :

(Ko(R)Io(r) — Io(R)Ko(r)) + O((Inp) ™). (IV.114)

Co,p(T ) = coo(r)

7 T

Chp(r) = cpo(r)+ O(p?), (IV.115)
dip(r) = dpo(r) +O(p?), (IV.116)
ceo(r) = (La(r, k) + a(0)) I (r) + (Lp(r, k) + B(0)) Ki(r), (IV.117)

et on a une formule similaire pour dyo(r) en remplacant d; par by, dans (IV.117). On va
pouvoir donner maintenant le développement de 1’énergie. En raison des conditions de
Dirichlet dans 1'équation (IV.76), et en utilisant la formule de Green, on obtient

EP(f) = - /C - fy,ds. (IV.118)
P
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On remplace alors y, par son développement en série de Fourier (IV.78) et on trouve

1 = .
EP(f) = =3 /C - feo,dS =" / few,psin(ke) + fdi,cos(kg)dS. (IV.119)

Or d’apres (IV.114)

/ fCOnD dS = fCQ() dS — / f0070 dS
C(R.p) B(R) B(p)

) N
Ih(R) lnp/c(R’p)f(KO(R)IO( ) — Io(R)Ky(r)) dS

+0((In p)~?)

= C ——h<R) T)— T

= [, F00dS — p [ PRI~ (R o) 4
+0((n )

B _ wh(R) [T - B

= [, FerodS ~ /0 tio(t) (Ko(R)Io(t) — Io(R)Ko(t)) dt
+0((Inp)~?),

feoodS = O(p?), (IV.120)
et en outre v

/ f (KO(R)]Q(’I") — Io(R)KQ(T)) dS < o
B(R)
car f est de classe C*. Finalement, on obtient
h(R)?
/ fC()7p dsS = / fCO,O dsS + T ( ) + O((lnp)_Q) (IVlQl)
C(Rp) B(R) Inp

De méme on a d’apres (IV.115)-(IV.116) pour k > 1

/ ferpsin(kg)dS = / ferosin(ke) dS
C(R,p) B(R)

— / ferosin(kp) dS + O(p?)
B(p)

_ / ferosin(kd)dS +0(p%),  (IV.122)
B(R)

et

/ fdy,,cos(kg)dS = fdyocos(kg)dS + O(p?). (IV.123)
C(R,p) B(R)
Nous pouvons maintenant conclure, a aide de (IV.119),(IV.121) et (IV.122)-(IV.123) :
2
@) — () _ mh(R) -2

E2(f) = EY(f) 2np + O((Inp)™). (IV.124)

Ceci acheve la démonstration du théoreme IV.S. [ |
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2.3..3. Le probléme complet. Dans cette partie, on note w,(v) la solution de (IV.48)
afin de souligner la dépendance en v de w,. Grace au théoreme IV.41, on peut écrire

1
E)(f) = —5/9 [V, +u? dS
1 2 2 1 2 9
= -3 |Vu,| +updS—§ IV(w, +y,)|* + (w, + y,)" dS
Qr C(R.p)
1 1 1
— =5 [ IVuP+ has - SED @) + 3B ~ [ (Vup V) + wydS
‘I C(R.p)
1 1 1
= —5/ |Vuf|2+(uf)2d5—iEf()l)(v)JriEf(f)(f).
Qg

En effet la formule de Green nous indique que

/ (Vw,, Vy,)+w,y, dS = / (—Aw,+w,)y, dS+/ Y,0nw, =0 (IV.125)
C(R,p) C(R,p) OC(R,p)

On définit ainsi la fonctionnelle J, sur Hf:_ (Qg)

1 1 1
Ry ._ R2 R\2 1 2
o) == /QR Vg + () dS = SEP (v) + S EP (). (IV.126)
On introduit le Lagrangien £,
,Cp . HII‘D(QR) X Hfl‘D(QR) — R
(u,v) = L,(u,v)

L,(u,v) = J,(u)+a,(u,v) —1(v)
= Jp(u)—l—/ <Vu,Vv>+uvdS—|—/ Ap(u)v—/ fv+/ vOLY,
QR Tr Qg I'r
On a donc
Jp(ull) = Jo(uf) = Ly(u), uf) — Lo(uf, uf)
= [ (vl vl el — [ Va2 ds
Qr Qr
[ Ay — [ Al
I'n I'n
[Tl = )+l = o)
Qr

~ [ (Tunlaf), Vol — ) + wolul o~ uf)
B(R)

_ mag wh(R)
41np 41n p

T / W0, (4 — 10)-
I'r
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Ce qui se simplifie en

TP — To(ult) = / (Yl Vult) + / Ayl

_ / (Vu)l, Vug') — / Ao (ul)uf!
2 2
_ ag Th(R) / " -
4Io(R)?|In p| * 4|1n p| + T, g On(Yp = Yo)

Or on a d’apres les formules (IV.67),(IV.68) et (IV.84)
| Al = [ Al = [ (= Ao aful + 0 (1))
Tr Tr Tn
= [ wlonz )
I'r

= T + 0 ((lnp)_2) :
216(R)?| 1n p|

On a utilisé le fait que

ul —uy = O ((In p ), On(uff —uf) =0 ((Inp)™). (IV.127)

p
Enfin, on peut calculer le dernier terme grace a (IV.112)

/ B0,y — ) = / (g, — 90)
I'r Ir

_ magh(R)
2Ih(R)Inp

On peut maintenant énoncer le résultat suivant
Théoreme IV.9. L’énergie E,(f) admet le développement suivant

B mag(R)? 7h(R)?>  wao(R)h(R)
Bl =B+ irmeTng] T anpl T 20(R)[np

+R(f) (IV.128)

avec

M
| Inp|*

/ (R, 0) do.

0

RN <

Le coefficient ag étant donné par

aop(R) =

3 |

et la fonction h(R) définie en (IV.105).
On a clairement d’apres (IV.105) et (IV.58) et (IV.62) les convergences suivantes

lim h(R) = O,
R—0
lim ag(R) = 2u(0)
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En fait le terme d’ordre 1 dans (IV.128) ne dépend pas de R, et on montre sans difficulté

que

_ a(R) | h(R)
(R 2

u(0)

et donc que
mag(R)? mh(R)? magh(R)  wu(0)?
Alo(R)?|Inp| ~ 4|Inp| = 2Iy(R)[Inp|  [Inp|’
qui est bien I'expression de la dérivée topologique habituelle pour ce probleme. L’intérét
de la formule (IV.128) est de fournir une expression approchée de la dérivée topologique
si on néglige les termes qui dépendent de h(R) qui peut étre calculée le long de la courbe
['r, ce qui peut étre intéressant du point de vue numérique.

(IV.129)

2.4.. La dérivée topologique avec conditions de Neumann sur le trou. On
reprend les mémes notations que dans le paragraphe 2.3., et pour éviter les répétitions,
on développe seulement les différences dues au changement de conditions sur la frontiere
du trou. On considere maintenant le probleme suivant

—Aw,+w, = 0 dans C(R,p),
w, = v sur Ig, (IV.130)
Ohw, = 0 sur I'p,

avec v dans H2(I'g). On a le théoréme suivant

Théoreme IV.10. L’énergie E,gl)(v) a une expansion

2+b2) 7TCL2
ED () = EW(y) — m(af 1 0 2
avec )
M
R(v S D)
R < =2

uniformément sur tout sous-ensemble borné de H'(QR).

Preuve. Les conditions aux limites sur I'r et I', nous permettent d’obtenir les
systemes suivants pour k£ > 0

Auli(R) + BuKn(R) = 1
AplL(p) + BrK(p) = 0

On en déduit I'expression de ¢y ,(r) pour k& > 0 sous une forme appropriée au dévelop-
pement asymptotique quand p — 0 :

15,(p)
Ii(r) K. (p) lKk(T) Ii(r) ]
Crp(r) = - ; — (IV.131)
I(R I(R) _ 1) | K (R I(R
B 2w - my B R
Pour k > 1, les formules (IV.58) et (IV.59) nous indiquent que
k-1
P k+1
L(p)= ——— + IV.132

/ k!Qk_l —k—1
Ki(p) = T T o(p™"), (IV.133)
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de sorte que

Li(p) P ok
AU E>1 IV.134
Ki(p) Rzt Tow k=L (IV.134)
et en particulier
Lp) _ ¢ 2
=-——4+0(p), IV.135
Ki(p) y T ( )
tandis que pour k = 0, d’apres les formules (IV.58) et (IV.62)
Ij(p) = £+ 0(p"), (1V.136)
1
Ki(p) = 5 +o(p). (IV.137)
Donc on a ,
Iy(p) P 2
= ——4o0(p’). IV.138
Kalp) 2 7OV (V159
Le développement de w, nous donne :
w, = w + 2, (IV.139)

avec w solution du probléme (IV.130) pour p = 0 donné par

w(r,¢) = 0 + Z (ag sin(k¢) + by cos(ko)), (IV.140)
et
15 (p)
R N <10 Ko(r)  Io(r)
() = S nm . oW [KO(R) () (IV.141)
Ko(R)  Ki(p)
oo Ii.(p)

"2 K/(p’ - R ) (oesinte) + o)

On a toujours

ED () = EW() + I + I + I. (TV.142)
ainsi que
I, = —2/ 2,002, (IV.143)
F/’
car z, = 0 sur I'p et O,w = —0,2, sur I', étant donné (IV.139) et (IV.130). De plus,
comme n est le vecteur normal sortant a C(R, p), on a 0,2, = —0,z, D’apres 'expression

(IV.141) de z,, et étant donné les développements (IV.132)-(IV.133), (IV.136)-(IV.137),
on montre donc que le terme principal dans I, est donné par

A ) [ o) [ no)

Ki(R)  Ki(p)
27 (a? + b?)
41 (R)?

2mp(ai +b)

p* +o(p?)
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et donc -
2m(af +07) , 2
Iy=———-——+~ . IV.144
2 4]—1(R>2 p +O<p) ( )
L’intégrale I3 est donnée par
L = —/ IVwl? + w?
B(p)
= —/ wo,w
Lp
2 2, 12
Ty m(at +b1)\ 2
I _ IV.145
( WrE ~ anme )P W) (IV-145)

Avant de calculer I, faisons quelques remarques. Tout d’abord d’apres (IV.59), pour
k>1

/ "’ rK;,(r)? = O(p~?), (IV.146)
et pour k =0, on a '
/ ’ rKy(r)? = O(In p), (IV.147)
Ensuite d’apres (IV.58), pour k ZPO
/R rI;(r)? = O(1). (IV.148)
o

On sépare maintenant I; en deux parties I; = I;; + 15 avec

1
o= [ Rt pElds,
C(R,p) r

]12 = / Zi ds.
C(R,p)

Par conséquent, comme Ii’l“,((pp)) = O(p*) pour k > 1, et que %((ip)) = O(p?) les termes
k 0

dominants dans I;; issus de zz /et %zﬁ 1 sont donnés respectivement par

Ii(p) 2

27 R = ! !
A / O [Km)_hm] (a3 sin? (ko) + b} cos? (ke))rdrdf) + O(p?),

LR L) | K (R) IL(R)

Ki(R)  Ki(p)

(IV.149)
et
N Ry UG
+ Kip 1 4 2 .2 2 o2 2
/0 /p r2 \ L@® _ L) [K (R) Il(R)] (ai cos™(k@)+b sin®(k¢))rdrdf+O(p~).
Ki(R)  Ki(p)
(IV.150)
Le calcul de ces deux termes nous permet d’obtenir
2 b2
Iy = Wml——'—l)/f + 0(p?). (IV.151)

AL, (R)?
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On montre également facilement que
Iy = o(p?). (IV.152)
On peut maintenant conclure en regroupant (IV.151), (IV.152), (IV.144) et (IV.145)

EM(u) = ED(v) — (”gﬁ (;)b;) +7 I:(“ }%)2) p* +o(p?). (IV.153)

Ceci acheve la démonstration du théoreme. [ |

2.4..1. Le probleme non-homogéne. On considere le probleme

-Ay,+y, = fiewp dans C(R,p)
y, = 0 sur I'g (IV.154)
Oy, = 0 sur I,

avec f € C*(R?). On a le théoreme

Théoréme 1V.11. La fonction g, admet le développement

_ hO(R) - &0(0) 92
o = G0~ (W) p (IV.155)
(221(1?) Ry ST 2R]( R;z) cos ¢) p° +o(p?). (IV.156)

(
o h§(R), hi(R) sont définis en (IV.165) et hi(R) est obtenu @ partir de h{(R) en
substituant by (t) a ay(t) dans (IV.165).

Preuve. On réutilise les résultats et les notations du paragraphe 2.3.. On cherche
la solution y, du probleme sous la forme

Yp —cop —I—chp sin(k¢) + dy, ,(r) cos(ko). (IV.157)

Les conditions aux limites pour ¢, sont maintenant
Ck,p(R) = 07
olp) = 0.
On obtient donc les expressions

* I(R) K} (p) — Ki(R) [ (p)

Bilo) = )i

Ky(R), (IV.158)

(IV.159)

La constante ay(p) peut également s’écrire

La(p.k) g5 + Lo(p.k) :
a(p) = RCREEAD : (IV.160)
Ey(R) — Ki(p)
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D’apres (IV.160) et les développements (IV.135) et (IV.138), on a pour ¢ = 0, 1

KR (o) Ki(R) Ip) . - ( I(p)?
)= TR (L (0D Fr(py + Lm0 )) (” T.(R) K'(p) *O(pr)z()lg .

ainsi que

a/z(p) _ CYZ(O)—KZ(R)h?<R) 2

p +K"<R) / " a1t dt + O(p), (IV.162)

2I;(R) IL(R)
(IV.163)
avec ok n o
a;(0) = TR /0 ta;(t)1;(t) dt, (IV.164)
et
h(R) = —[;i((]f)) / ta; (1) 1;(t) dt + / ta; () K (t) dt. (IV.165)
On a aussi grace a (IV.159) le développement
50 = 50 + "2 - [aaenie) de+ 062,
Gi(0) = /R ta;(t)1;(t) dt (IV.166)

donne des termes d’ordre strictement

Pour k > 2, le développement des a(p) et Fi(p)
)1;(t) donne pour i =0

supérieur & p®. Dans (IV.162), le terme [ ta, (¢

/O o () Io(t) = &O;O)p +0(pY). (IV.167)
Par contre pour i = 1 on trouve en raison de (IV.58)
/0 ’ ta ()1, (t) = O(p*). (IV.168)
On a donc
aulp) = ao0) - FHDEEL=2E 2 1 o), (1V.169)
et
) = anf0) - SEA o), (1Iv.170)

On peut maintenant écrire le développement en fonction du petit parametre p de
¢ ,(R). D’apres (IV.81) et (IV.82) ansi que les expressions (IV.85)-(IV.86), (IV.87)-
(IV.88) on a
¢ p(R) = ar(p) I (R) + Bi(p) Ky (R).
On obtient donc les développements

e, = () — 00 (B ) — i) 2 4ol vy
¢ (R) = ¢ o(R) — <R)( 1((;) (R) — K’(R)) p* +o(p?), (IV.172)
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et pour k > 2
Chp(R) = ¢,0(R) + 0(p?), (IV.173)
On obtient enfin en utilisant la relation (IV.84)
h§(R) — ao(0)
¢ (R) = cho(R) — (W p* + o(p?). (IV.174)
hi(R)

c’lﬁp(R) = C’LO(R) — me + 0(p?). (IV.175)

En ce qui concerne le développement de dj, (), on obtient exactement le méme résultat

en remplacant les coefficients a(r) par les coefficients by (r) dans les expressions (IV.174)
t (IV.175). En dérivant le développement en série de Fourier (IV.78) on obtient le
développement suivant

0
%w B +Z% sin(kg) + dj, ,(R) cos(ke). (IV.176)

On insere dans (IV.111) les développements obtenus pour ¢ ,(R), ¢ ,(R) et d; ,(R) et

on obtient
hé(R) — ag(0
9 9o ( 0( ) 0( )> 2

ARIy(R)
hi(R) hi(R) 2 2
— : IvV.177
(Sh i 0+ g cos6 ) o). (VT
On a donc démontré I'expansion (IV.155). [

L’énergie E?)(f) est définie comme dans le paragraphe 2.3.
Théoreme 1V.12. L’énergie E,(,Q)(f) a une erpansion

mhi(R)* 5 _ m(hi(R)* + hi(R)?)

5 p* +R(f) (IV.178)

avec )
M

RN < —,

p

Preuve. A l'aide des développements asymptotiques précédents, on obtient

cog(r) = cna(r) - O (T 1) = o)) 2 ol (V170
c1(r) = c10(r) — h%éR) <lzl((§)) Ii(r) — Kl(r)> p* 4 o(p?), (IV.180)

avec pour i = 0,1, h?(R) donné par (IV.165) et

oolr) = Kalr) [

) — Nolr)lo R

T 7

taio(£) To () dt — Io(r) / tio(£) Ko (1) dit

R
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Pour k£ > 2, on a clairement
Crp(r) = cro(r) +o(p?), (IV.181)
dip(r) = dio(r) +o(p?), (IV.182)

On va pouvoir donner maintenant le développement de 1’énergie. En utilisant la formule
de Green, on obtient

EP(f) =— / [y, dS. (IV.183)
C(R,p)
On remplace alors y, par son développement en série de Fourier (IV.157) et on trouve
2) 1
E7(f) = ) Jeo,dS — Z fckpsm ko) + fdy,cos(kg)dS. (IV.184)
C(R,p)

Or d’apres (IV.179) et en substituant a f son développement en série de Fourier

R
/ feo,p,dS = 7r/ rag(r)co () dr
C(R,p)

a 2 _ = a
[ ot TR SO 1
a 2 _ ox a
= o [ o) TS OGRD
On a également
R
/ feipsing = 7r/ ray(r)ey,(r) dr
C(R,p) P
R a 2
= 7r/ rday(r)cio(r) dr—i—WhléR) p° + o(p?)
P
R a 2 ~ a
= [ rgena(r) dr -+ TR o)
0

D’apres le développement de Fourier de f, on a clairement d1(0) = 0. Nous pouvons
maintenant conclure, a 'aide de (IV.181),(IV.182) :

a 2 ox a a 2 b 2
E/(f)(f) — E(Q)(f) _ (hg(R) iao(())ho(R))pz . m(hi(R) ;hl(R) )pQ 4 O(pZ)
(IV.185)
Ceci acheve la démonstration du théoreme IV.12. [ |
2.4..2. Le probleme complet. Comme dans le paragraphe 2.3., on a
1 1 1
E,(f) = —5/ Vul” + (uff)*ds — 5Egl)( v) + §E,52>(f). (TV.186)
Qr
et on introduit la fonctionnelle J, sur H'(2z) comme précédemment
1 1 1
Jp(uf) = _E/Q IVul? + (uf)? dS — 5Ey)( v) + 2E,§2><f). (IV.187)
R
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On trouve
Ty = def) = [ Ayl = [ Al
R R

 m(h§(R)* —2a0(0)hG(R)) 5 m(h{(R)* +hi(R)%) ,
8 P A p

4 W(a%‘f’b%)_i_ 7ra3 p2
41,(R)? 81h(R)?

4 / WE Dy — o) + 0(p)
I'r

Or on a d’apres les formules (IV.140),(IV.141) et (IV.84)

/FR Al /FR Aouy)uy = /FR(AP — Ao)(uyuli + 0 ((Inp)~?)

= [ wlufonz
I'r
2 2 4 12
_ mag o m(ag+bi) , 2
= T’ T 2nme P Tow)
On a utilisé le fait que
uf —ull = o(p?), 8n(uf —ull) = o(p?). (IV.188)

Enfin, on peut calculer le dernier terme grace a (IV.177)

/F WE Oy — vo) = / uB (g, — 00)

hg —a h§ biht
_ . ((@0B)h§(R) — ag(0)ao(R) | aihi(R) | bihi(R) 2 + o(p?).
41y(R) 20 (R) 20 (R)
Finalement, en regroupant les développements précédents, et en remarquant que ag =
2£(0), on obtient

Théoreme 1V.13. L’énergie E,(f) admet le développement suivant
_ ao(R)* | hi(R)? | ao(R)AG(R)]
I
B |:a1<R)2+bl(R)2 a(R)M(R)  b(R)W(R)  h4(R)?  W(R)]
AT, (R)? 21, (R) 21,(R) 4 4
£k, S0
21H(R) 2

} mp® + R(f) (IV.189)

avec
R(f)] < Mp*.
Les coefficients ag, a; et by sont donnés par

wlB) =~ [ ulR.o)do

™
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1 2 1 27
)=+ [ uroysmods,  w® = [ ulRo)eossds
T Jo T Jo
Les fonctions hi(R), i = 1,2 sont définies en (IV.165).

Les quantités entre crochets dans (IV.189) ne dépendent pas de R, et on montre en
fait sans difficultés que

_ ao(R) | h{(R)
w0 =5/t 2
u(0)>  ao(R)>  h§(R)>  ao(R)hE(R)
> SLRP 8 4l(R)
ainsi que
u(o)? = WP E?  a(RRR) | ERR) | R bR

41,(R)? 20 (R) 20 (R) 4 4

On en déduit une expression différente du développement asymptotique précédent, qui
est en fait ’expression habituelle pour la dérivée topologique

u(0)

E,(f) = E(f) + |=—5— = [Vu(0)]" + f(0)u(0) | mp” + R(f). (IV.190)

On obtient donc deux expressions utilisables pour la dérivée topologique, et en remar-
quant qu’on a pour ¢ = 1,2
lim AY(R) = 0,

R—0

. b .
Il{l{% hl(R) - 07

la formule (IV.189) fournit une approximation de la dérivée topologique qui se calcule
sur le contour I'g, ce qui peut étre interessant du point de vue numérique. En particulier,
on peut calculer a;(R) et by(R) sans calculer le gradient de la solution w.

On peut maintenant donner I’expression de la dérivée topologique pour la fonctionelle
J(€2). Si on note B,(x¢) la boule de centre z et de rayon p, et

Q,=U\B,

alors la fonctionnelle J(€2,) définie en (IV.7) admet le développement

2
u(x
J(Q,) = J(Q) + —% — | Vu(zo) > + fzo)u(zo) — M| mp* + 4P.(Q)7p + 0o(p?)
et la dérivée topologique de J est donc donnée par
To(w) = —|Vu(zo)|? — du(o)® + 2uf(zo) — A si P(2) =0
(IV.191)
Ta(xg) = 4uP.(Q)m si P.(Q2) >0

3.. Le probléme non-linéaire

3.1.. Existence d’un domaine optimal. A propos de I'existence d’un domaine
optimal pour le probleme (IV.3), le résultat obtenu pour le probleme linéaire pourrait
éventuellement étre adapté car la frontiere avec des conditions non-linéaire reste fixe.
Une telle adaption n’est pourtant pas triviale.
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3.2.. Dérivation par rapport au domaine. Dans le paragraphe 3. du chapitre
II, on a calculé 'expression de la dérivée directionnelle de forme pour une fonctionnelle
J dépendant de la solution d'un probléeme non-linéaire. Il s’agissait du probleme avec
conditions unilatérales sur les faces de la fissure, mais le méme résultat peut étre appli-
qué dans notre situation.

Soit 6 > 0 un parametre donné et £ € C3°(U) un champ de vecteurs donné. On
considere la transformation Fs = I + §£. On utilise la notation Qs = F5(2). Il existe un
unique u° € K solution de ’égalité variationnelle suivante

u’ € K5 / V' - V(v —us) > / (f —ud)(v —us) Vv e Ks, (IV.192)
Qs Qs
ol
Ks={ve H(Qs) v=0p.p.onTp, v>0p.p.ong}. (IV.193)
On montre alors comme dans le chapitre II que la limite
Qs5) — J(Q
J(9,€) := (lsirr(l) M (IV.194)

existe et vaut . .
(@6 = [ (GIVal + 0 = fu)ign) dy, (1.195)
I'n

comme dans le cas linéaire. Toutefois il s’agit seulement d’une dérivée directionnelle et
non pas d’une dérivée Eulérienne comme dans le cas linéaire.

3.3.. La dérivée topologique. On a utilisé pour le probleme linéaire la méthode
de troncation de domaine. L’intéret de cette technique est qu’elle peut étre utilisée
également dans le cas non-linéaire du probleme de Signiorini. En utilisant un résultat
abstrait sur la différentiabilité conique de la solution d'une inéquation variationnelle, on
peut adapter un résultat de [64] et montrer que la solution uf“ de IV.3 sur le domaine
tronqué QF admet le développement suivant

uy = + p*q + o(p?),
ou ¢q est la dérivée topologique extérieure de la solution u du probleme de Signiorini
(IV.3) sans trou, g est également I'unique solution de I'inégalité variationnelle suivante

alg,v —q) +d (uf,v—q) > 1'(v—q), q € Sk (u®)
Sk(u) ={v e H} (Qp)lv>0sur Z(u"), a(u® v) =0}

L’ensemble de coincidence Z(u) = {x € I's|u(z) = 0} est bien défini pour toute fonction
u € H'(QR) et la fonction uff est solution du probleme

p
—Auf—i—uf‘ = f dans Qpg,
R R Ry , R _
u, > 0,0, u,y >0, uiu, = 0 sur 9OU, (IV.196)

—0nyp+8nuf = Ap(uff”) sur I'g,

Les formes bilinéaire a,(u, v) et linéaire {,(v) sont définies comme en (IV.43) et (IV.44).

Comme
ap(U,U) = E(l) (U)7
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on en déduit expression de a'(u,v) grace au développement (IV.153). De méme I'(v)
est obtenu grace au développement (IV.177). Enfin, on peut montrer que

UP|QR = U|QR + pQQ|QR + O(pQ)a
et on en déduit la méme formule pour la dérivée topologique de E,(f) que dans le cas
linéaire.
4.. La formulation "levelset"

4.1.. L’équation de Hamilton-Jacobi. L’idée de base de la méthode "levelset"
est de représenter un domaine et sa frontiere comme des lignes de niveau d’une fonction
continue ¢ définie sur tout le domaine U. Considérons la transformation du domaine

Q, C (I+t6)(Q) CcUCR?, teRt
par un champ de vitesse £. Le domaine et la frontiere sont définis par une fonction
¢ = ¢(x,1) telle que
Y ={zeU, ¢(x,t) <0} et 0 ={zelU ¢(,t)=0}, (IV.197)

c’est a dire que la frontiere 0€; est la courbe de niveau zéro de la fonction ¢ (see Fig.
3).

9=0
9<0

¢=0

Q(t)

F1G. 3. Domaine et fonction levelset.

Soit x(t) la position d'une particule sur la frontiere 0€2; se déplacant avec la vitesse
¢ = 2(t). En dérivant la relation ¢(z(t),t) = 0 par rapport a ¢, on obtient I’équation de
transport

¢t +&-Vo=0. (IV.198)

De plus, les directions normales n aux courbes de niveau de ¢ sont données par n =
Vo /|V¢|. L’évolution de ¢ est alors gouvernée par I’équation de Hamilton-Jacobi

i+ &V =0 dans U x RT (IV.199)

ou §, est la vitesse normale (la composante normale de £) autrement dit &, = £-n. On doit
ajouter une condition initiale et une condition aux limites avec I’équation de Hamilton-
Jacobi (IV.199). La donnée initiale ¢(0, x) = ¢o(z) est choisie comme la fonction distance
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signée a la frontiere initiale 0§ i.e.
do(x) = £ dist(x, 09Q9), (IV.200)

avec le signe moins (resp. plus) si le point x est a U'intérieur (resp. a l'extérieur) du
domaine initial €2 .

Une condition limite doit également étre imposée sur la partie de la frontiere I'p du
domaine U ou la vitesse normale &, est négative, c’est-a-dire la ou la vitesse est dirigée
vers I'intérieur du domaine U. En outre, on décide d’imposer des conditions de Neumann
homogene sur toute la frontiere I'p :

% =0 onlIp. (IV.201)

4.2.. Vitesse normale pour ’équation de la fonction "levelset". Quand un
trou est créé a l'intérieur du domaine, la condition limite pour I’équation d’état sur la
frontiere du trou est de type Neumann. La dérivée par rapport au domaine est alors
donnée par (IV.37). Pour de petites perturbations du domaine, on veut d.J(€2;&) > 0.
Etant donné l'expression (IV.37), on fait donc le choix suivant pour la composante
normale &, = £ - n du champ de vitesse

1 1
&0 = 3 VUl + g0’ = fut A= 2P.(Q)uH (1V.202)

on a alors clairement dJ(Q2;&) > 0.

5.. L’algorithme d’optimisation de forme
On va maintenant décrire les étapes du calcul numérique

Premiere étape : le domaine initial

Tout d’abord, on calcule la solution du probleme (IV.2) a I’aide d’une méthode élements
finis sur un maillage (non-structuré) approprié. On peut alors calculer la dérivée topo-
logique (IV.191) qui nous montre ott créer un trou dans le domaine Q2°.

Deuxiéme étape : créer un trou
On crée un trou circulaire w,. On impose une condition de Neumann sur sa frontiere.
Le rayon de ce trou doit étre aussi petit que possible, selon le pas d’espace de la grille.

Troisieme étape : évolution

On procede maintenant a I’évolution du domaine. On doit calculer les solutions ¢ de
I'équation d’Hamilton-Jacobi (IV.199). La fonction ¢ initiale est prise comme la fonc-
tion distance signée au domaine Q°. Comme la vitesse normale &, est connue seulement
sur la frontiere interne I'y de 9Q°, on doit I’étendre a tout le domaine U. Cette ex-
tension est nécessaire pour résoudre 1'équation (IV.199) dans U. Le paragraphe suivant
explique comment procéder pour construire I'extension de la vitesse numériquement de
facon adéquate. Une fois calculée la fonction 'levelset", on peut déterminer le nouveau
domaine Q!. On revient ensuite & la premiere étape avec Q' au lieu de °. Il n’est pas
nécessaire de créer un trou a chaque étape, mais seulement quand il est intéressant de
le faire.
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6.. Méthode numérique pour I’équation "levelset"

On décrit maintenant comment construire 1’extension de la vitesse normale a tout
le domaine U et comment résoudre 1’équation de hamilton-Jacobi associée (IV.199).

On commence par une remarque générale sur la résolution numérique de (IV.199).
Pour un calcul numérique précis, la solution de 1’équation (IV.199) ne doit étre ni trop
plate ni trop pentue. C’est le cas si ¢ est une fonction distance i.e. |V¢| = 1. Malheure-
sement, méme si on initialise avec une fonction distance (signée) pour la donnée initiale
¢o, la solution ¢ de 'équation (IV.199) ne reste pas en général proche de la fonction
distance. On peut réaliser une réinitialisation de ¢ au temps t en cherchant la solution
¢ = (7, x) de 'équation suivante, jusqu’a 'état stationnaire (voir [57])

or +S(0)([Vp| —1) = 0dans RT x U, (IV.203)
0(0,z) = o(t,x), z €U, (IV.204)

Ici, S est une approximation de la fonction signe i.e.

d
S (d) = )
VA2 + |Vd|?e?
avec ¢ = min(Ax, Ay) ou Ax et Ay sont les pas de discrétisation en espace dans les
directions z et y (voir ci-dessous). D’autres choix sont possibles pour 1’approximation
de la fonction signe. On se refere a [57] pour plus de détails.

(IV.205)

6.1.. Extension de la vitesse normale. La vitesse normale &, doit étre définie sur
tout le domaine U si l'on veut résoudre I’équation (IV.199). Comme la vitesse normale
&, est donnée seulement sur la frontiere I'y (voir (IV.202)), on doit I’étendre au domaine
U. On peut également étendre la vitesse normale de maniere a forcer la solution ¢ de
I’équation de Hamilton-Jacobi a rester proche de la fonction distance. En effet, si on est
capable de calculer une extension de la vitesse normale {qy¢ telle que

Vet - Vo =0 in U x RY, (IV.206)
alors on peut montrer que (voir [70]) la solution ¢ de l'équation (IV.199) satisfait a
|[Vé| = 1. Pour construire une extension £qyt satisfaisant (IV.206) au temps t il faut
résoudre I’équation suivante, jusqu’a 1'état stationnaire (voir [55], [57])
Vo N
g+ S(¢)=— Vol Vg = 0dans R™ x U (IV.207)
q(0,z) = p(t,z), zeU (IV.208)

ou p est égal a &, sur la frontiere I'y et 0 partout ailleurs. La fonction S est 'approxi-
mation de la fonction signe définie par (IV.205).

6.2.. Discrétisation de I’équation de Hamilton-Jacobi. On fixe le carré unité
U = (0,1) x (0,1). Pour la discrétisation de 1’équation de Hamilton-Jacobi (IV.199),
on définit d’abord la grille de U. On introduit les noeuds P;; dont les coordonnées sont
données par (iAx, jAy) ou Ax et Ay sont les pas de discrétisation en espace dans les
directions x et y respectivement. On note également que t* = kAt le temps discret pour

k € N, ou At est le pas de temps. On cherche une approximation (bi o~ <b(P”,t’“)
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schéma numérique qu’on utilise ici est proposé par Osher et Sethian [56],[59],[55]. Ce
schéma "upwind" explicite s’écrit

ot = ol — At g(D” ¢, DY ¢, DY ¢l DY) (IV.209)
o by — ¢ birry — O
v, _ Pij — Q-1 vy Qirlj — Pij
DZ ¢y e Dvou=— (IV.210)

sont les approximations a gauche et a droite de la dérivée en x de ¢ en F;;. On a des
expressions similaires pour les approximations DY et DY de la dérivée en y. Le flux
numérique est donné par

9ij = (D% by, DY bij, DY ¢ij, DY ;) = max(v;j,0) G + min(v;;,0) G~
avec

1/2
Gt = [max(vaij, 0)? + min(D%v;;,0)? + max(D¥v;;,0)* + min(DY v;;, 0)2]

1/2
G = [min(vaij, 0)? + max(D?% v;;,0)? + min(DY v;;,0)* + max(D¥ v,, 0)2]

et v;; = &,(P;;) est 'extension de la vitesse normale au point P;;. Ce schéma "upwind'
est stable sous la condition CFL

1 1 1
DAL —+— ) < = IV.211
gl (5o + 5 ) <3 (v 211)

6.3.. Calcul de ’extension de la vitesse. A chaque itération £ du schéma pré-
cédent, on calcule 'extension de la vitesse normale comme la solution stationnaire de
(IV.207),(IV.208). On calcule ¢j; ~ q(P;;,t") a partir de 'approximation suivante de
(IV.207) :

qz’;“ =qp — AT max(swnm, 0) D*q;; + mln(s”nm, 0) D% gi;

+ max(s;jn?;, 0) DY q;; + min(s;;n?;, 0) DY q;5]

75 5

(IV.212)

ol 855 = S( Z) On utilise des différences centrées pour calculer I'approximation n;; du
vecteur normal unitaire n = (n%,n¥) = (¢.//d3 + ¢, dy/+/¢2 + ¢;) au noeud P;. La
valeur initiale ¢y est égale a &, sur les points de la grille dont la dlstance a l'interface
est inférieure & min(Az, Ay) et égale a zéro partout ailleurs.

7.. Résultats numériques

Des calculs numériques ont été réalisés pour des équations variationnelles avec I'g = ()
i.e. quand on impose des conditions de Dirichlet sur la frontiere extérieure I'p. Pour le
premier résultat (voir figure 4), on utilise la dérivée topologique pour créer des trous, on
peut voir I'apparition des trous sur l'illustration suivante. L’équation de Hamilton-Jacobi
est résolue sur une grille 51 x 51. Les parametres utilisés pour les calculs sont

f =10sin*(4nz), A\=0.5, =0
Si on appelle €2; le domaine optimal pour ce premier exemple, la valeur constatée pour
la fonctionnelle J en §2; est

J(€) = 0,282319.
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Dans le deuxieme exemple (voir figure 5), on n’utilise pas la dérivée topologique, et
on se contente de modifier la frontiere du domaine initial a 'aide du gradient de forme
pour comparer avec le cas précédent. Il est nécessaire de choisir un domaine initial avec
de nombreux trous pour trouver la topologie adéquate. Ici, le domaine initial est le carré
privé de 21 trous placés régulierement.

De plus, on résout 1’équation de Hamilton-Jacobi sur une grille 101 x 101 a cause de
ces nombreux trous ce qui ralentit considérablement le programme. On constate alors
que l'algorithme converge vers un maximum local seulement, car on n’a pas réussi a
capter la topologie idéale. En effet, si on appelle {25 le domaine optimal pour ce premier
exemple, on a

J(Qs) = 0,2640695 < J(€;) = 0, 282319.

Autrement dit Q; permet une amélioration de 6, 5% de la fonctionnelle J par rapport
a (2o. Il est également interessant de constater que méme sans utiliser la dérivée topo-
logique, le nombre de composantes connexes du complémentaire de €2 peut augmenter
comme on peut le voir sur la figure 5, non pas par création d’un trou mais par la sépara-
tion d'une composante connexe en deux composantes connexes. Cela reste une situation
exceptionnelle et le deuxieme exemple montre bien que si on n’a pas recours a la dérivée
topologique, la solution optimale trouvée depend fortement du domaine initial, ce qui
n’est pas le cas si on utilise la dérivée topologique.

L’autre aspect intéressant est le temps de calcul, qui est beaucoup moins long dans
le premier exemple que dans le deuxieme, en raison notamment du nombre de noeuds
qui doit étre doublé pour Hamilton-Jacobi dans les deux directions.

Dans le troisieme exemple (voir figure 7), le cas non-linéaire est étudié. La fonction
source f et la solution u et son gradient sont représentés sur la figure 6. On constate que
la convergence vers un maximum a lieu globalement, mais localement, la fonctionnelle
est beaucoup plus sensible au petites perturbations du domaine. Ceci s’explique par la
nature des dérivées plus faible que pour le probleme linéaire (dérivée directionnelle).

Sur les figures 8,9 et 10, on compare trois cas sans la contrainte de périmetre ou avec
cette contrainte. Dans les deux premiers cas, la fonctionnelle n’est pas pénalisée par le
périmetre et on voit apparaitre des oscillations plus ou moins importantes selon la valeur
de A, autrement dit selon le poids affecté a la contrainte de volume. Cela signifie qu’on
n’a pas de solutions optimales pour le probleme d’optimisation car le périmetre tend
vers l'infini. La figure 10 montre alors l'effet régularisant de la contrainte de périmetre
pour la méme fonction source.
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10 iterations 20 iterations

110 iterations 130 iterations

331 iterations Valeur optimale: 0.282319
0.3 T T T T T T
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Fic. 4. Utilisation de la dérivée topologique, domaine initial plein
f=10sin*(47z), A =05, u =0
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Domaine initial 10iterations

35 iterations 80 iterations

331 iterations Valeur optimale: 0.2640695
0.3 T T T T

L
250

Fi1G. 5. Pas de création de trou, domaine initial troué
f=10sin?*(47z), A =0.5, u =0

300

350



7.. RESULTATS NUMERIQUES

La fonction f

10

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

Fic. 6. La fonction f et la solution u sur le domaine final

115



116 IV. UNE METHODE 'LEVELSET" EN OPTIMISATION DE FORMES

Domairte initial
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T

0.28

0.275

0.265

0.255

0.245

F1G. 7. Le cas non-linéaire
A=0.3, p=0.001,c=0.6
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5 iterations 30 iterations

70iterations 130 fterations

levelset p-0 Valeur optimale: 0.598434

L L L L
80 100 120 140 160 180

Fi1G. 8. On observe un début d’oscillations
f=10x+y, A=1,p=0
Valeur optimale : J(€2) = 0,598434
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5 iterations 30 iterations

1=}

02 04 08 og

85 iterations 100 iterations

143 iterations Valeur optimale: 1.190227
T T

L
50 100

F1G. 9. On observe de fortes oscillations
f=10c+y, A\=1,7, 0=0
Valeur optimale : J(€2) = 1.190227
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5 iterations 30 iterations

85 iterations 100 tterations

143 iterations Valeur optimale: 1.185849
119 T T

50 100 150

Fi1a. 10. Les oscillations ont disparu
f=10c+y, A\=1,7, n=0,4
Valeur optimale : J(§2) = 1.185849






Conclusions et perspectives

Trois thémes ont été traités dans cette theése :

Dans la premiere partie, nous avons obtenu le théoreme de structure dans des
domaines fissurés pour les dérivées premieres et secondes. Le théoreme de structure pour
la dérivée premiere avait déja été obtenu par Frémiot dans sa theése [22] mais dans un
cadre différent, i.e. celui de la semi-dérivabilité eulérienne. Nous retrouvons donc ici le
théoreme au premier ordre et y ajoutons la structure pour la dérivée seconde. A l'issue
de cette these, on constate que de nombreux résultats théoriques peuvent encore étre
obtenus. Par exemple, le coefficient de singularité ¢ dans la décomposition du domaine
(I1.36) dépend lui-méme du domaine, et le calcul de la dérivée de forme de ce terme per-
mettrait de calculer les coefficients donnés par le théoreme de structure pour la dérivée
seconde, comme on I'a fait pour la dérivée premiere.

Plusieurs applications pratiques de ces résultats peuvent étre envisagés. Par exemple
la méthode du serpent permettant de detecter des contours dans une image utilise des
dérivées de forme dans des domaines fissurés. On peut envisager 1'utilisation de la déri-
vée seconde pour une méthode de Newton. Une autre application a I'analyse d’images
en cours d’études est 1'utilisation de fissures dont le périmetre reste constant pour ajou-
ter une composante tangentielle a la vitesse qui déforme une image. Cette composante
tangentielle est utile pour définir une vitesse la plus uniforme possible.

Dans la deuxiéme partie, nous avons étudié 'utilisation d’extensions auto-adjointes
pour modéliser la création d’'un petit trou en optimisation de formes. Cette méthode
issue de la physique mathématique a notamment été introduite par Nazarov en opti-
misation de formes. Dans cette these, nous étudions le comportement de fonctionnelles
d’énergie dans L, quand la position A du trou varie. Nous étudions également la variation
d’une fonctionnelle d’énergie approchée définie a partir de ’extension auto-adjointe et
nous retrouvons la valeur de la dérivée topologique qui montre que I'approximation est
correcte au premier ordre. Enfin nous considérons la variation de la frontiere extérieure
pour cette fonctionnelle d’énergie approchée, et nous obtenons une dérivée de forme et
topologique simultanée.

Sur le plan pratique, l'intérét de cette modélisation est qu’on travaille sur un do-
maine sans trou, ce qui peut présenter un avantage du point de vue numérique. En
effet la création d’un trou infinitesimal est difficile & appréhender numériquement car
la singularité qui apparait oblige a raffiner considérablement le maillage ce qui alourdit
le calcul. A l'aide des extensions auto-adjointes, on remplace la perturbation singuliere
du domaine par une perturbation de 'opérateur Laplacien. Une application possible de
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cette modélisation par des extensions auto-adjointes est un probléeme inverse de corro-
sion ou une partie de la frontiere est inconnue ainsi qu’une cavité circulaire de taille et
de position inconnue. A partir de I’observation effectuée sur une partie du domaine, on
cherche a retrouver cette frontiere et cette cavité inconnus.

Dans la troisieme partie, nous utilisons a la fois la dérivée par rapport au domaine
et la dérivée topologique pour trouver la géométrie optimale d’un probleme d’optimi-
sation de forme. Dans [70], la méthode "levelset" et la dérivée topologique sont couplés
en introduisant la dérivée topologique sous forme de terme source dans 1’équation de
Hamilton-Jacobi. Dans [2], le cas de Iélasticité linéaire est traité avec la méthode "le-
velset" : la dérivée topologique est aussi utilisée pour définir un critere de nucléation
permettant, a certaines étapes du calcul, de déterminer ou il serait avantageux, du point
de vue de la décroissance de la fonction-objectif, de percer un trou de taille infinitésimale.

L’originalité de cette troisieme partie réside donc essentiellement dans le calcul des
gradients topologique et de forme pour le probleme non-linéaire de Signiorini, et leur ap-
plication a la résolution numérique d’un probleme d’optimisation de forme. Les résultats
numeériques obtenus corroborent les résultats théoriques meéme si on constate une plus
grande instabilité que pour le probleme linéaire. Une application a d’autres conditions
non-linéaires au bord ainsi qu’au probleme de 1’élasticité peuvent donc étre envisagées.
On peut également envisager des calculs numériques dans des domaines contenant des
fissures.

La méthode 'levelset" est idéale pour appréhender facilement des changements de
topologie en dimension deux, et dans une moindre mesure en dimension trois comme le
montre [2], mais rien n’a été démontré en ce qui concerne la convergence de la méthode.
Des travaux sont en cours sur ce sujet qui permettent d’espérer des résultats dans un
avenir proche.
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Résumé : En optimisation de formes, de nombreux résultats ont déja été obtenus dans le cas de
domaines a frontiere réguliere et pour des perturbations régulieres de ces domaines. Par contre, I’étude
de domaines non-réguliers, tels que des domaines fissurés par exemple, et I’étude de perturbations sin-
gulieres telles que la création d’un trou dans un domaine est plus récente et plus complexe. Ce nouveau
domaine de recherche est motivé par de multiples applications, car en pratique, les hypotheses de régu-
larité ne sont pas toujours vérifiées. Les outils tels que la dérivée topologique permettent d’appréhender
ces perturbations singulieres de domaines et leur utilisation est maintenant fréquente.

Dans la premiere partie, nous étudions la structure de la dérivée de forme pour des domaines fis-
surés. Dans le cas d’un ouvert régulier, de classe C! ou lipschitzien par exemple, la dérivée dépend
uniquement des perturbations de la frontiere du domaine en direction de la normale. Ce théoreme de
structure n’est plus valable pour des domaines contenant des fissures. On généralise ici ce théoreme de
structure aux domaines fissurés en dimension quelconque pour les dérivées premieres et secondes. En
dimension deux, on retrouve le résultat usuel, a savoir qu’en plus du terme classique, deux nouvelles
contributions apparaissent dies aux extrémités de la fissure. En dimension supérieure, un nouveau
terme apparait en plus du terme classique, du a la frontiere de la variété a bord représentant la fissure.

Dans la deuxieme partie, nous étudions la perturbation singuliere d’un domaine et nous modélisons
cette perturbation a I'aide d’extensions auto-adjointes d’opérateurs. Nous décrivons cette modélisation,
puis nous montrons comment elle peut étre utilisée pour un probleme d’optimisation de forme. En
définissant une fonctionnelle d’énergie approchée pour ce probleme modele, on retrouve notamment la
formule de la dérivée topologique usuelle.

Dans la troisieme partie, on propose une application numérique de la dérivée topologique et de la
dérivée de forme pour un probléme non-linéaire. On cherche a maximiser 1’énergie associée a la solution
d’un probléme de Signorini dans un domaine €. L’évolution du domaine est représentée a 1’aide d’une
méthode levelset.

Mots-clés : optimisation de forme et topologique, perturbations singulieres de domaines, structure
des dérivés de forme, domaines fissurés, extensions auto-adjointes, analyse asymptotique, probleme de
Signorini, méthodes levelset.

Abstract : In shape optimization, the main results concerning the case of domains with smooth
boundaries and smooth perturbations of these domains are well-known, whereas the study of non-
smooth domains, such as domains with cracks for instance, and the study of singular perturbations
such as the creation of a hole in a domain is more recent and complex. This new field of research is mo-
tivated by multiple applications, since the smoothness assumptions are not fulfilled in the general case.
These singular perturbations can be handled now with new and efficient tools like topological derivative.

In the first part, the structure of the shape derivative for domains with cracks is studied. In the case
of a smooth domain, with boundary of class C'* or lipschitzian for instance, the derivative depends only
on the perturbations of the boundary of the domain in the normal direction. This structure theorem is
no longer valid for domains with cracks. We extend here the structure theorem to domains with cracks
in any dimension for the first and second derivatives. In dimension two, we get the usual result, i.e. the
shape derivative depends also on the tangential components of the deformation at the tips of the crack.
In higher dimension, a new term appears in addition to the classical one, coming from the boundary
of the manifold representing the crack.

In the second part, the singular perturbation of a domain is approximated by using self adjoint
extensions of operators. This approximation is first described, then it is applied to a shape optimization
problem. An approximated energy functional can be defined for this model problem, and we obtain in
particular the usual formula of the topological derivative.

In the third part, a numerical application of the topological and shape derivatives is proposed for a
non-linear problem. The problem consists in maximizing the energy associated to a Signorini problem
in a domain §2. The evolution of the domain is done with the help of a levelset method to handle easily
topological changes.



Keywords : shape and topological optimization, singular perturbations of a domain, structure
of shape derivative, cracked domains, self-adjoint extensions, asymptotic analysis, Signorini problem,
levelset methods.



