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Introduction

Les travaux présentés dans cette these portent sur des résultats de rigidité concernant
les hypersurfaces immergées isométriquement dans une variété ambiante donnée. Le but
est de comprendre les conditions qui sont imposées a la géométrie d'une variété lors-
qu’elle est immergée comme hypersurface, mais aussi de caractériser certaines propriétés
topologiques ou métriques des hypersurfaces vérifiant des conditions limites concernant
des théoremes de comparaison. Ces résultats de comparaison mettent en relation les
aspects extrinseques de I'hypersurface liés a I'immersion, comme la courbure moyenne,
et les aspects intrinseques de celle-ci vue comme variété abstraite, comme la premiere
valeur propre du laplacien ou la courbure scalaire.

Rappelons d’abord que lorsqu’une variété (M™, g) est immergée isométriquement par
¢ dans une variété riemannienne (N"*?.g), i.e., $*g = g, alors la géométrie de la variété
ambiante (N""P 7) impose des obstructions a la géométrie de (M™, g) qui découlent de
la formule de Gauss reliant les tenseurs de courbure de M et de N et la seconde forme
fondamentale B de ¢.

Dans cette these, nous nous intéressons au cas particulier des hypersurfaces, c¢’est-a-
dire, au cas ou N est de dimension n+ 1. Dans ce cas, le fibré normal est de rang 1 et on
peut alors supposer la seconde forme fondamentale a valeurs réelles. A partir de celle-ci,
on définit comme premier invariant géométrique extrinseque la courbure moyenne H ob-
tenue en tragant la seconde forme fondamentale, i.e., H = tr (B). D’autres invariants
géométriques appelés courbures moyennes d’ordre supérieur Hy sont définis comme étant
les k-fonctions symétriques des courbures principales.

Dans la premiere partie de la these nous nous intéressons a des problemes de pince-
ment, c¢’est-a-dire des problemes de presque égalité concernant des théoremes de compa-
raison entre les courbures moyennes d’ordre supérieur d’'une hypersurface M immergée
dans un espace modele et des invariants géométriques comme le rayon extrinseque de
I'hypersurface (i.e. le rayon de la plus petite boule fermée contenant M) ou la premiere
valeur propre non nulle A\; (M) du laplacien. Le cas d’égalité de ces théoremes de compa-
raison caractérisant les spheres géodésiques, nous montrons que sous réserve de controler
certains invariants géométriques, le cas de presque égalité entraine une proximité de M
avec la sphere en un certain sens (topologique ou métrique).

Dans la deuxieme partie de la these, partant d’'une surface riemannienne M possedant
un champ de spineurs particulier, nous nous intéressons a trouver les conditions nécessaires
et suffisantes pour que celle-ci soit immergée isométriquement dans des espaces modeles
particuliers et plus généralement des espaces homogenes de dimension 3.
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Théoremes de pincement

De nombreux problemes consistent a rechercher des caractérisations de certaines
variétés remarquables comme la sphere. L’un des résultats les plus célebres en géométrie
des sous-variétés est le théoreme d’Alexandrov qui affirme que toute hypersurface com-
pacte a courbure moyenne constante plongée dans l'espace euclidien est une sphere
standard.

De nombreux autres résultats permettent de caractériser la sphere, principalement
en considérant le cas d’égalité de certains résultats de comparaison.

Citons en premier le résultat de T. Vlachos([?]), comparant le rayon extrinseque R
d’une hypersurface compacte M de I'un des trois espaces modeles M1 (§) (c’est-a-dire
R si§d =0,S"™ sid=1et H" si § = —1) avec la courbure moyenne d’ordre
supérieur Hy, : “ Soit (M"™, g) une hypersurface compacte, connezxe, orientée, immergée
isométriquement dans (M"*1(8),can). Le rayon extrinseque R de M satisfait

1

W U

avec éqgalité si et seulement si M est la sphere de rayon R = %”, ol
tan(s) sid =1,
ts(s) =< s sid=0,

tanh(s) sid = —1.

D’autre part R. C. Reilly ([?]) a montré un résultat permettant de comparer la
premiere valeur propre non nulle du laplacien A\, (M) avec les courbures moyennes d’ordre
supérieur. Il montre en effet que : “Si (M", g) est une hypersurface compacte, connexe,

orientée et immergée isométriquement dans (R"*1 can), alors la premiére valeur propre
M (M) du laplacien vérifie

(2) A (M) ( /M Hk_ldvg)2<nV(M) /M Hidv,,

avec éqalité si et seulement si M est la sphere de rayon R = W”,

ou dv, et V(M) sont respectivement 1’élément de volume riemannien et le volume de
(M", g).

Nous voyons que dans ces deux théoremes de comparaison, les cas d’égalité ca-
ractérisent exactement les spheres géodésiques. Ceci nous a conduit dans la premiere
partie de cette these a nous intéresser aux problemes de pincement associé, c’est-a-dire
aux problemes de presque égalité de ces estimations.

Remarquons que de nombreux théoremes de pincement sont connus pour des estima-
tions concernant des invariants géométriques intrinseques sur des variétés a courbure de
Ricci positive. Par exemple le diametre ([?, 7, ?]), le volume ([?, ?]), le radius ([?, ?]) ou
bien encore la borne inférieure de la premiere valeur propre du théoreme de Lichnerowicz-
Obata ([?, 7, ?]).

D’autres résultats existent avec des hypotheses affaiblies sur la courbure de Ricci
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(7, 7).

Récemment, B. Colbois et J.-F. Grosjean (??) ont montré un résultat de pincement
ou I'hypothese sur la courbure de Ricci est remplacée par le fait que M est immergée
isométriquement dans I’espace euclidien. Ils montrent en effet qu’il existe une constante
C dépendant de la dimension n et de la norme L*> de la seconde forme fondamentale
telle que si la condition de pincement

n

WHHH%p—C < Ai(M)

est vérifiée, alors M est difféomorphe et quasi-isométrique a une sphere de dimension n.

Dans cette these en supposant M immergée dans un espace modele et en controlant
certains invariants géométriques comme la courbure moyenne ou la longueur de la se-
conde forme fondamentale, nous montrons pour les pincements concernant les estima-
tions sur le rayon extrinseque et le A\; citées plus haut, des résultats de proximité de
I’hypersurface M avec la sphere. Les différents types de proximité que nous obtenons
sont les suivantes : M est proche d'une sphere géodésique de I'espace ambiant au sens
de la distance de Hausdorff (cf Théoreme 2), M est difféomorphe et quasi-isométrique
a une sphere (cf Théoremes 3 et 4).

Pincement du rayon extrinseque

La premiere direction que nous suivons dans cette these est ’étude du rayon ex-
trinseque, auquel le premier chapitre est consacré.

Notre premier résultat est une amélioration de I'inégalité dans le cas ou d > 0.
En effet, nous démontrons le théoreme suivant :

Théoreme 1. Soit (M™,g) une hypersurface compacte sans bord, connexe, orientée et
immergée isométriquement dans (M"T1(5), can), 6 > 0. Soit k > 1 tel que la courbure
moyenne d’ordre k, Hy soit une fonction positive, alors pour tout p > 1, nous avons

V(M)YP

(3) ts(R)" > L

avec €galité si et seulement si M est une hyperspheére géodésique de rayon R.

Dans un second temps, nous nous intéressons aux différents problemes de pincement
liés aux inégalités (1]) et (3). En effet, nous donnons des résultats de pincement pour le
rayon extrinseque des hypersurfaces de I'espace euclidien, mais aussi de la sphere et de
I'espace hyperbolique (cf. [?, ?]).

Nous donnons ici deux types de résultats de pincement associés aux différentes mi-
norations du rayon extrinseque que nous avons donné plus haut : et . Le premier
résultat donne, en cas de pincement, une proximité (assez faible et extrinseque) au sens
de la distance de Hausdorff. Voici le théoreme formulé pour I'inégalité .

Théoréme 2. Soit p > 1. Soient (M™,g) une variété compacte sans bord, conneze,
orientée, immergée isométriquement dans M"1(5), § > 0 et py le centre de la boule de
rayon R qui contient ¢(M). Supposons de plus que V(M) = 1, alors, pour tout € > 0, il
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eziste une constante C. dépendant uniquement de €, n, de la norme L*> de la courbure
moyenne et de la norme L*" de Hy, telle que si la condition de pincement

1

R <
|| H||2p

+ C.

est satisfaite, alors

dr (6(M), S(po, R)) < e.

Le second type de résultats donne une proximité beaucoup plus forte avec la sphéere
S(po, R), & savoir, le difféomorphisme et la quasi-isométrie. Voici le théoreme formulé
pour I'inégalité (3)).

Théoréme 3. Soit p > 1. Soient (M™,g) une variété compacte sans bord, connexe,
orientée, immergée isométriquement dans M"T1(5) , 6 = 0 et po le centre de la boule
de rayon R qui contient ¢(M). Supposons de plus que V(M) = 1, alors, il existe une
constante C' dépendant uniquement de n, de la norme L*° de la seconde forme fonda-
mentale et de la norme L* de Hy, telle que si la condition de pincement

1

ts(R)Ff <« ——
S TT AT

C

est satisfaite, alors M est difféomorphe et quasi-isométrique a la sphere S(po, R).

Nous préciserons dans le chapitre 1, ce que nous entendons par “quasi-isométrie”.
On remarquera que dans ce second résultat, la proximité est plus forte que dans le cas
précédent. Notons que 1’'on a supposé une condition de pincement plus forte puisque la
constante C' dépend cette fois-ci de la longueur de la seconde forme fondamentale.

D’autre part, la conclusion de ce théoreme est intrinseque. En effet, la proximité
obtenue, a savoir le difféfomorphisme et la quasi-isométrie sont des notions qui ont un
sens pour des variétés riemanniennes quelconques.

Ces résultats ne sont pas valables dans le cas ou § < 0, c’est-a-dire pour les hyper-
surfaces de 'espace hyperbolique. Cependant, nous obtenons des résultats comparables
pour la condition de pincement suivante :

+C.
|1 H []oc

t(;(R) <

Pincement de la premieéere valeur propre du laplacien

Dans le chapitre 2, nous nous intéressons a un autre type de probléme de pincement,
celui de la premiere valeur propre du laplacien des hypersurfaces de I'espace euclidien.

Soit (M™,g) une variété de dimension n, compacte sans bord, connexe, orientée
et immergée isométriquement dans l'espace euclidien de dimension n + 1, (R"™, can).
Comme nous 'avons dit plus haut, Reilly ([?]) a démontré I'inégalité (2)) qui donne une
majoration de la premiere valeur propre non nulle du laplacien de (M",g) en fonction
des courbures moyennes d’ordre supérieur avec égalité si et seulement si (M", g) est une
hypersphere géodésique de R™1,
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En utilisant 1'inégalité de Holder, nous obtenons des estimations similaires avec la
norme L* (p > 1) de H :

(@) won ([ Hd) < V(M7 Hy oy

Comme pour l'inégalité , le cas d’égalité est caractérisé par les hyperspheres
géodésiques. Une question naturelle qui se pose est de savoir s’il existe un résultat
de pincement comparable a celui obtenu par Colbois et Grosjean ([?]), a savoir que si
nous sommes suffisamment proche du cas d’égalité, alors M est difféomorphe et quasi-
isométrique a une sphere géodésique. La réponse a cette question est donnée par le
théoreme suivant :

Théoréme 4. Soit p > 2. Soient (M™,g) une variété compacte sans bord, conneze,
orientée, immergée isométriquement dans R™! et py le centre de masse de M. Supposons
de plus que V(M) = 1, alors il existe une constante C' dépendant uniquement de n,
||Blloo €t ||Hill2p telle que si la condition de pincement

2
(Po) (M) (/ Hk_ldvg> | HE, > —C
M

est satisfaite, alors M est difféomorphe et quasi-isométrique a la sphére S <p0, ﬁ) .

Ce théoreme nous permettra alors d’obtenir comme application une caractérisation
des hypersurfaces presque-Einstein de 'espace euclidien :

Théoréme 5. Soit (M™,g) une variété riemannienne compacte sans bord, conneze,
orientée, immergée isométriquement dans R"1. Alors, pour tout réel k > 0, il existe un
e(k,n, ||B||s) tel que si (M™, g) est e-presque-Einstein, c’est-a-dire,

[|IRic — kg||s < &,

alors M est difféomorphe et quasi-isométrique a S™ < ”T_l)

Les techniques que nous utilisons pour prouver ces différents résultats de pincement
sont tout d’abord une estimation de la norme L? du vecteur position, puis une estimation
de sa norme L*° obtenue par un processus d’itération de type Niremberg-Moser basé sur
une inégalité de Sobolev pour les hypersurfaces, faisant intervenir la courbure moyenne :

5) ( / f”ﬁldvg)nnléff(nﬁ) [ i+ i) do,

pour une fonction f lisse et positive. La dépendance en la longueur de la seconde forme
fondamentale apparait lorsqu’avec les mémes techniques, nous obtenons une estimation
de la norme L*° de la projection du vecteur position sur I’espace tangent a ’hypersurface,
pour I'obtention du difféomorphisme et de la quasi-isométrie.
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Caractérisation spinorielle des surfaces dans les
3-variétés homogenes

Une question essentielle en géométrie des sous-variétés, et plus particulierement
des hypersurfaces, est de savoir “A quelle condition une variété riemannienne orientée
(M™, g) de dimension n peut-elle étre immergée isométriquement dans l’espace euclidien
R™ muni de sa métrique canonique ?” Lorsque la variété est simplement connexe, la
condition nécessaire et suffisante est bien connue, il faut et il suffit qu’il existe sur M
un (1, 1)-tenseur symétrique A qui satisfasse aux équations de Gauss et de Codazzi. En
ce cas, A est alors le champ d’endomorphisme associé a la seconde forme fondamentale
B. Par la suite, cette caractérisation a été étendue aux hypersurfaces de ’espace hyper-
bolique H"*! et de la sphere S™H1.

Plus récemment, de nombreux travaux ([?, ?] par exemple) ont permis de montrer
(ou redémontrer) des résultats de géométrie des sous-variétés par des méthodes spino-
rielles. Nous citerons par exemple la preuve spinorielle du théoreme d’Alexandrov dans
I'espace euclidien ([?]) et dans ’espace hyperbolique ([?]), via I’étude du spectre de
I'opérateur de Dirac.

Spineurs particuliers et rigidité des variétés

Rappelons tout d’abord que l'existence d’une structure spinorielle sur une variété
riemannienne (M", g) est une propriété topologique, correspondant & une notion d’orien-
tabilité d’ordre 2, se traduisant par la nullité de la seconde classe de Stiefel-Withney.

Notons également que les trois espaces modeles standards R, S™ et H" sont des
variétés spinorielles.

Etant donnée une structure spinorielle sur une variété riemannienne (M™,g), on
construit de maniére naturelle un fibré vectoriel, noté ¥ M, et appelé fibré des spineurs
complezes, dont les sections sont les champs de spineurs. Ces champs de spineurs peuvent
étre considérés comme des “racines carrées’ de formes différentielles. Il existe cependant
une différence fondamentale entre formes différentielles et spineurs. En effet, bien que le
fait d’eétre spinorielle soit une propriété topologique pour les variétés riemanniennes, les
champs de spineurs dépendent de la métrique.

L’opérateur de Dirac d’une variété riemannienne spinorielle est un opérateur différen-
tiel linéaire du premier ordre agissant sur les champs de spineurs que 'on peut voir
comme une “racine carrée du laplacien”. De plus, il est elliptique et si la variété est
compacte, il est formellement auto-adjoint. Son spectre, qui est alors discret, a été et
est toujours l'objet de recherches intensives.

Des informations géométriques subtiles peuvent étre déduites de I’étude de la premiere
valeur propre de l'opérateur de Dirac. T. Friedrich ([?]) I'a minoré par l'infimum de la
courbure scalaire, a une constante multiplicative (positive) pres. De plus, le cas d’égalité
de cette estimation est caractérisé par I'existence sur la variété d’un champ de spineurs
particulier. Il s’agit d’un champ dont la dérivée covariante est égale a 1’action des champs
de vecteurs sur le champ de spineurs par la multiplication de Clifford, & un coefficient
multiplicatif pres (appelé nombre de Killing). Un tel champ est appelé spineur de Killing,
et I'existence d'un tel champ de spineurs impose de fortes restrictions sur la géométrie
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et la topologie de la variété.

Par exemple, dans certaines dimensions, les spheres rondes sont caractérisées par
I'existence d'un champ de Killing avec nombre de Killing réel. En dimension quelconque,
elle caractérise les spheres standards et d’autres exemples exotiques, classifiés par C. Bar
([7])-

Il existe d’autres champs de spineurs particuliers comparables aux champs de Killing,
appelés spineurs de Killing généralisés. 11 s’agit de spineurs dont la dérivée covariante
dans la direction d’un vecteur X est donnée non par 'action de ce champ de vecteurs
X par multiplication de Clifford, mais par la multiplication de Clifford par le champ de
vecteurs A(X), ou A est un champ d’endomorphisme symétriques. Dans ce cas, le champ
d’endomorphisme A est alors (au signe pres) le tenseur d’impulsion-énergie associé a ce
spineur.

Les spineurs de Killing généralisés apparaissent naturellement en géométrie des hy-
persurfaces. Remarquons d’abord que si (M", g) est une hypersurface orientée d’une
variété riemannienne spinorielle (N™*! h), alors lorientation de M permet d’induire
sur M une structure spinorielle a partir de celle de V. De plus, il existe une identifica-
tion naturelle entre les spineurs de M et la restriction des spineurs de N. D’autre part,
les dérivées covariantes spinorielles de M et N sont reliées par I'application de Wein-
garten A de I'immersion grace a la formule de Gauss spinorielle. Si la variété ambiante
posséde un spineur parallele (comme par exemple R"™1)  alors la restriction & M de ce
spineur parallele est un spineur de Killing généralisé et 'application de Weingarten est
le tenseur d’impulsion-énergie associé a ce spineur.

La question de la réciproque se pose alors, “si une variété riemannienne spinorielle
possede un spineur de Killing généralisé, est-elle immergée isométriquement dans une
variété admettant un spineur paralléle 77

Plusieurs résultats vont dans ce sens. Tout d’abord, Friedrich ([?]) a montré qu’en
dimension 2, une surface simplement connexe possedant un spineur de Killing généralisé
peut étre immergée isométriquement dans l'espace euclidien R®. Par la suite, B. Morel
([?]) a généralisé ce résultat aux surfaces de la sphere S? et de I'espace hyperbolique
H? (dans ce cas, I'expression des spineurs de Killing généralisés est différente car ces
derniers sont obtenus par restriction de spineurs de Killing et non plus paralleles). En
dimension plus grande, en supposant que de plus I’endomorphisme A est de Codazzi, la
variété M peut étre immergée en tant qu’hypersurface dans une variété N admettant
un spineur parallele (voir [?, ?]). Cette variété N n’est pas forcément Iespace euclidien,
mais un produit tordu construit au dessus de M.

Les espaces homogenes de dimension 3 avec groupe d’isométrie de
dimension 4

Parallelement a ces travaux de caractérisation spinorielle des hypersurfaces, un intérét
grandissant a été porté aux surfaces des 3-variétés homogenes ces dernieres années, en
particulier par H. Rosenberg et U. Abresch ([?, ?] par exemple). Nous nous intéressons
ici aux 3-variétés homogenes avec groupe d’isométrie de dimension 4. Une telle variété
est une fibration riemannienne sur une variété de dimension 2 simplement connexe a
courbure constante et dont les fibres sont géodésiques.
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La majorité des travaux concerne les surfaces minimales ou a courbure moyenne
constante dans les deux espaces produit S? x R et H? x R, qui sont des cas particu-
liers d’espaces homogenes de dimension 3 avec groupe d’isométrie de dimension 4. Ces
travaux ont permis d’obtenir de nouveaux exemples de surfaces minimales comme des
caténoides, hélicoides ou unduloids généralisés (voir [?] ou [?]).

En 2004, dans [?], U. Abresch et H. Rosenberg ont montré I'existence d'une différen-
tielle de Hopf, c¢’est-a-dire une différentielle quadratique holomorphe, pour les surfaces
a courbure moyenne constante dans S? x R et H? x R. Cette différentielle de Hopf leur a
permis de démontrer un théoreme de type Hopf pour ces deux espaces, c’est-a-dire une
caractérisation des sphéres & courbure moyenne constantes immergées dans S? x R et
H? x R.

Il reste encore de nombreuses questions ouvertes concernant les surfaces dans S? x R
et H? x R et plus généralement dans les espaces homogenes de dimension 3 dont ces
deux espaces sont des cas particuliers comme, par exemple, 'existence d’un théoreme
de type Alexandrov. Au vu des résultats passés, il est naturel de penser que I'utilisation
des spineurs pourrait permettre d’obtenir de tels résultats.

Récemment, dans [?], B. Daniel a donné une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une surface soit immergée isométriquement dans S? x R ou H? x R. Cette condition
a remplir est I'existence d'un triplet (A, T, f) composé d'un 2-tenseur symétrique A, un
champ de vecteurs T' et d'une fonction f définis sur M, et qui satisfont aux équations
de Gauss et Codazzi correspondantes, ainsi que deux relations supplémentaires. Daniel
a également généralisé ce résultat au cas des autres 3-espaces homogenes avec groupe
d’isométrie de dimension 4, a savoir le groupe d’Heisenberg, les spheres de Berger et le

revétement universel PSLs(R) du groupe de Lie PSLy(R) (voir [?]). Il a pu en combi-
nant ces résultats donner un analogue a la correspondance de Lawson pour les surfaces
de ces espaces homogenes.

La correspondance de Lawson est une correspondance naturelle entre surfaces a
courbure moyenne constante dans les trois espaces modeles standards R?, S* et H?.
Par exemple, toute surface minimale simplement connexe dans S? est isométrique & une
surface simplement connexe & courbure moyenne constante 1 dans R3, et toute surface
minimale simplement connexe dans R? est isométrique & une surface simplement connexe
a courbure moyenne constante 1 dans H3.

Dans les cas des 3-espaces homogenes, une telle correspondance existe également.
Par exemple, toute surface minimale simplement connexe dans ’espace d’Heinsenberg
Nils est isométrique a une surface simplement connexe a courbure moyenne constante

% dans H? x R.

Caractérisation spinorielle des surfaces dans les 3-variétés homogenes avec
groupe d’isométrie de dimension 4

Comme nous ’avons mentionné plus haut, I'utilisation des spineurs s’est avérée étre
un outil efficace en géométrie des sous-variétés. Le champ d’investigations concernant
les surfaces des 3-espaces homogenes étant encore ouvert, il est naturel de penser que les
spineurs puissent jouer un role dans cette théorie et permettre d’obtenir des résultats
intéressants.
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Le troisieme chapitre de cette these a pour but de comprendre la géométrie spino-
rielle des surfaces immergées isométriquement dans les 3-espaces homogenes avec groupe
d’isométrie de dimension 4. Pour cela, nous commencons par donner 1’expression des spi-
neurs particuliers que possedent ces surfaces, et que nous appellerons par analogie avec
le cas des trois espaces modeles, spineurs de Killing généralisés. L’expression de ces spi-
neurs étant donnée, la question naturelle qui se pose est la suivante : “La donnée d’un
tel spineur sur une surface abstraite est-elle une condition nécessaire et suffisante pour
que cette surface soit immergée isométriquement dans la 3-variété homogéne correspon-
dante ?”

La réponse a cette question passe par un décryptage des informations géométriques
contenues dans les spineurs de Killing généralisés, particulierement concernant la cour-
bure de la surface. Nous pouvons alors répondre par I'affirmative . Voici le résulat que
nous obtenons, énoncé pour les surfaces de S? x R.

Théoreme 6. Soit (N, (.,.)) une surface riemannienne conneze, simplement connexe
et orientée. Soient T un champ de vecteurs, f et H deux fonctions sur N vérifiant :

f2 4T =1,
(VxT,Y) = (VyT, X), VX,Y € x(N),
2Hf =div (T).

Enfin, soit A un champ d’endomorphismes sur N. Il y a équivalence entre la donnée :

i) d’une immersion isométrique F de N dans S* x R de courbure moyenne H telle
que 'application de Weingarten associée a F' par rapport a la normale v est donnée
par :

dF o AodF™
et telle que
0

ii) d’un champ de spineurs ¢ sur N, solution de l’équation

1 1 1 1
VXSOZ§X'T'90+§fX'SO+§<X,T>90—§AX'S0,

ou A vérifie de plus :
VxT = fAX,

et
df (X) = —(AX,T).

iii) d’une solution ¢ de l'équation de Dirac

1
D@=H¢—§T-90—fso,

de norme constante et telle que

df = =2Q(T) + JT,
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ot @, est le tenseur d’impulsion-énergie associé au champ de spineurs @, i.e. le 2-
tenseur symmétrique défini par :

1
Qu(X.Y) 1= JRe (X - Vyp +Y - Vg, o/l

Nous obtenons également un résultat analogue pour les surfaces de H? x R.

Comme nous 'avons vu, les trois autres 3-variétés homogenes qui nous intéressent,

e~

Nils, PSLy(R) et les spheres de Berger, sont des fibrations riemanniennes sur une variété
reimannienne simplement connexe a courbure constante. Nous noterons x cette courbure
de la base de fibration. D’autre part, contrairement a S? x R et H? x R, ces fibrations ne
sont pas des produits riemanniens. Un invariant permet de mesurer le fait qu’'une fibra-
tion est un produit ou pas. Il s’agit de la courbure de fibration notée 7. Nous noterons
alors E(k, 7) ces 3-variétés homogenes, ou « est la courbure de la base et 7 la courbure
de la fibration. Enfin, signalons que E(k,7) admet un champ de vecteurs de Killing &
correspondant aux translations le long des fibres.

Nous obtenons un résultat comparable au Théoreme @ pour les surfaces de E(k, 7) :

Théoréme 7. Soit (N,(.,.)) une surface riemannienne connexe, simplement connexe
et orientée. Soient T un champ de vecteurs, f et H deux fonctions sur N vérifiant :

S+ TP =1,
(VxT,Y) = (WT,X) +27f (X, JY), VXY € x(N),
2H f = div (T),

ou J est la rotation d’angle 5 sur T' M. Enfin, soit A un champ d’endomorphismes sur
N. Il y a équivalence entre la donnée :

i) d’une immersion isométrique F de N dans E(k,T) de courbure moyenne H telle
que 'application de Weingarten associée a F' par rapport a la normale v est donnée
par :

dF o AodF™!

et telle que
E=dF(T)+ fv.

i1) d’un spineur ¢ solution de l’équation

T K K 1
ou A vérifie de plus :
VxT = f(AX — 7JX),

et
df (X) = —(AX —7JX,T).
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ii1) d’une solution ¢ de l’équation de Dirac

Do =Ho+rw-p—(r— =) ITlPw- o= (1= =) T w-¢,
4t At

de norme constante et tel que
df = = (2Q,+ B+ 1J)(T),

ot @, est le tenseur d’impulsion-énergie associé au champ de spineurs ¢ et B est
un 2-tenseur symétrique a trace nulle, défini uniquement a partir de T'.

Afin de prouver ce théoremes, nous donnons ’expression des champs de spineurs
particuliers que possedent ces 3-variétés homogenes. Puis apres un travail d’identifica-
tion de la restriction de ces spineurs avec des spineurs intrinseques de la surface, nous
obtenons des champs de spineurs de Killing généralisés.

L’existence de tels champs de Killing généralisés sur une surface imposent alors des
restrictions a la géométrie de cette surface, par exemple sur sa courbure. En particulier,
on retrouve les équations de Gauss et Codazzi qui permettent alors d’'immerger la sur-
face dans ’espace homogene correspondant.
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Chapitre 1

Le rayon extrinseque des
hypersurfaces des espaces modeles :
inégalités optimales et pincementsﬂ

1.1 Introduction

Soit (M™, g) une variété connexe orientée, compacte sans bord, de dimension
n > 2, immergée isométriquement par ¢ dans ’espace modele simplement connexe,
de courbure sectionnelle constante § et de dimension (n + 1), M""(§), muni de sa
métrique canonique ¢..,. Tout d’abord, la variété M étant compacte, on peut définir le
rayon extrinseque de M de la fagon suivante :

Définition 1.1. Le rayon extrinseque de M est le nombre
R = R(M) = inf {r > 0|3z € M""(8) tel que $(M) C B(z,r)},
ou B(z,r) est la boule ouverte de centre x et de rayon r dans M"T1(§).

Dans la suite, nous noterons par B(z,r) (resp. S(x,r)), la boule fermée (resp. la
sphere) de centre z et de rayon 7.

Remarque 1. Une premiere conséquence de la définition ci-dessus est qu’il existe un
point py dans M"1(8) tel que

i) 6(M) C B(po, R)
i) (M) N S(po, R) # 0.

Fort de cette remarque, il est alors aisé de donner une minoration du rayon ex-
trinseque, en fonction de la courbure moyenne de 'immersion. En effet, ¢(M) et S(po, R)
sont deux hypersurfaces dont 'une est “a l'intérieur” de 'autre et ayant un point de
contact, noté xzq. Il est alors possible de comparer les secondes formes fondamentales des
deux hypersurfaces en ce point de contact. En effet, en ce point de contact, les courbures
principales (k;)1<i<n de M sont toutes supérieures a celles de la sphere S(po, R), qui sont

1Ce chapitre fait 1'objet d’un article a paraitre [?] et d'un article soumis [?]
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toutes constantes et égales a Tlm' Donc en particulier, la courbure moyenne H de M

en zg est supérieure a celle de S(pg, R), ¢’est-a-dire

(1.1) |H (x0)| >

ts(R)’
ou pour s € R,
WO B e
\/%75 tanh(v/—ds) sid < 0.

On en déduit donc la minoration suivante du rayon extrinseque

1
(1.2) (o(R) 2 rrrr—

On remarquera tout de méme que dans le cas o § > 0, on doit supposer que ¢(M)
est incluse dans un hémisphere ouvert, c’est-a-dire dans une boule ouverte de S*™(4)
de rayon inférieur a 775 En effet, dans ce cas, la fonction t5 est une tangente qui n’est
pas définie en s = ﬁg- Cette inégalité reste valable pour les sous-variétés de dimension
quelconque (voir [?, 7, ?]). Cependant, dans le cas particulier de la codimension 1, on
peut caractériser le cas d’égalité par les hyperspheres géodésiques. L'inégalité (|1.2]) est
donc une inégalité géométrique optimale. Il est alors naturel de se poser la question du
pincement, c¢’est-a~-dire du cas de “presque égalité’. Ce chapitre est dédié a I’étude de ce
probléme, ainsi qu’a des probléemes voisins pour d’autres inégalités optimales concernant
le rayon extrinseque que nous expliciterons par la suite.

1.2 Préliminaires

1.2.1 Quelques rappels sur les hypersurfaces de M"™(§)

Tout d’abord, introduisons les fonctions suivantes :

\/ig sin(v/9 s) sid >0
ss(s) =X s sid=0
\/%7 sinh(v/—ds) sid <0

et
cos(v/6 s) sid >0
cs(s)=4¢ 1 sid=0
cosh(v/—ds) sid <0

Il est bien connu que ces fonctions vérifient les relations suivantes :
2 2 _
cs +0s5 =1,

!/
S = Cs,
¢ = —095s.
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. S6 son 10 - , , .
D’autre part, la fonction ts = — que nous avons déja définie précédemment vérifie la
Cs
relation

ts =1+ 0t3.
Ces relations nous seront utiles par la suite dans la preuve des résultats (Section .

Afin de fixer les notations, nous introduisons les deux familles de variétés suivantes.
Tout d’abord, on notera par M(n,d) la famille des variétés connexes orientées, com-
pactes sans bord, de dimension n > 2, immergées isométriquement dans M"T1(¢). Si
0 > 0, on suppose de plus que 'image de M est contenue dans un hémisphere ouvert.
Ensuite, on appelle M(n, §, R) 'ensemble des variétés riemanniennes (M, g) € M(n,J)
de volume 1 et de rayon extrinseque R.

Intéressons-nous d’abord aux propriétés générales des variétés de M(n,d). Soit alors
(M"™, g) € M(n,d), comme M est orientée, il existe un champ normal unitaire v, choisi
sortant. La seconde forme fondamentale de I'immersion est le 2-tenseur symétrique B
défini par

B(X,Y)=(Vx1,Y),

ol (-, -) et V sont respectivement la métrique et la connexion riemannienne de M"*1(§).
La courbure moyenne de I'immersion est

1
H = —tr (B).
~tr (B)

Soit py € M"*1(§) et soit exp,, 'application exponentielle en ce point py. Ce point
po va jouer le role de “point de base”. Pour cela, on considere les coordonnées normales
(7;)1<i<ns1 centrées en po. Enfin, pour tout z € M"™!(4), nous noterons par r(x) la
distance géodésique d(pg, z) de pg & z sur (M"1(6), gean)-

Dans toute la suite, nous noterons respectivement par V et V les gradients associés
a (M, g) et (M"*1(3), gean)- Les laplaciens correspondants seront notés A et A.

On considere le vecteur position Z défini par

Z = ss(r)Vr.
Les coordonnées de Z dans le systeme de coordonnées normales sont alors (S‘ST(T):CZ) )
1<i<n+1

Enfin, nous noterons Z7 := s5(r)Vr la projection du vecteur position Z sur le fibré tan-
gent a ¢(M).

Apres avoir introduit ces notations, nous allons rappeler un certain nombre de pro-
priétés de 'application exponentielle ainsi que de la hessienne Vdr de la fonction distance
r (voir Corollaire 2.8 et Lemme 2.9 p153 dans [?]). La premiere propriété de applica-
tion exp, est d’étre une isométrie radiale, c’est-a-dire, pout tout z € M"*(0) et tout
vecteur v € T,, M"*1(§) nous avons :

(1.3) ((dexpy,)x (X), (dexpy,)x (v)), = (X,v),,,,

ol X est le vecteur de T, M"*'(§) défini par X := exp, ~'(z). D’autre part, 'application
exponentielle satisfait I'égalité suivante. Pour x € M"*'(§) et v un vecteur de T,M"*(4)
orthogonal a Vr, on a :

9 r?

(14) oy, a0, = el
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Nous allons maintenant donner I’expression de la hessienne Vdr de la fonction distance
r. Si v est un vecteur de T,M"™!(§) orthogonal & Vr, alors

cs(r)

ss(r)

De plus,_Vr est dans le noyau de Vdr. En particulier, pour tout v € T,M"*(§) ortho-
gonal a Vr,

(1.5) (VoVr,v), =

vz

(1.6) (Ve,Vr,u) =0.
En résumé, dans une base adaptée (e1,--- ,e,, Vr), la matrice de la hessienne Vdr au
point x est :

cs(r) I, O

s\ 0 o

Finalement, nous cloturons cette section de rappels par le lemme suivant (voir [?] pour
la preuve) :

Lemme 1.2. Nous avons :
i) div (ZT) = nes(r) + nH (Z,v),

i) § /M 9(Z7, ZVdv, > n /M (cg(r) - \H\c5(r)35(r))dvg.

Remarque 2. On remarquera que le premier point du lemme dans le cas § = 0 n’est rien
d’autre que la formule de Hsiung-Minkowski (voir [7]) que nous retrouverons également
dans le chapitre 2.

1.2.2 Les courbures moyennes H;

La seconde partie de cette section de préliminaires est consacrée aux courbures
moyennes d’ordre supérieur. Il s’agit de quantités géométriques extrinseques définies
a partir de la seconde forme fondamentale et qui généralisent la notion de courbure
moyenne. Nous avons vu précédemment que la courbure moyenne est définie comme la
trace de la seconde forme fondamentale B (a un coefficient pres) :

1
H = —tr (B).
—tr (B)

En d’autres termes, la courbure moyenne est égale a la somme des courbures principales
(au coefficient 1 pres) ou bien encore,

1
H= _O'l(kla U 7kn)7
n
ou o0y est le premier polynome symétrique. Les courbures moyennes d’ordre supérieur
sont alors définies de maniere analogue pour k € {1,--- n} par

1

(+)

Hy =

o-k(k:h T akn)y
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ol oy, est le k-ieme polynéme symétrique, c’est-a-dire, pour tout n—uplet (z1,--- ,x,),

O-k:(ml).“ 71'71): Z $11$1k

1<iy, - ig<n

De maniere équivalente, les Hj, s’écrivent

1 STRREIN 72

H’f:'—n | Z E(j1,--~,jk Biyjy - B
k! k 1<217"'7lk<n
ISy sksn

ou les B;; sont les coefficients de la seconde forme fondamentale B dans un repere ortho-
By, ik
Jus Tk
usuels de permutation, c¢’est-a-dire, sont nuls si les ensembles {i1, - ,ir} et {j1, -+, Jx}
sont différents ou si i, = 7, pour deux indices p et ¢ différents. Dans les autres cas,

normé local {eq, ..., e,}. D’autre part, les symboles e ( ) sont les symboles

€ ( ottt ) n’est rien d’autre que la signature de la permutation ( “y0t % )
Jis s Jk Jis 5 Jk
Enfin, par convention, on pose Hy =1 et H,,; = 0.

Remarque 3. On note généralement, dans la littérature, ces courbures moyennes d’ordre
supérieur H,. Cependant, afin d’éviter toute confusion avec la fonction distance r, nous
les noterons Hj,.

A chaque Hy, on associe un (2, 0)-tenseur symétrique, défini de la maniére suivante :

1 i

E 1, ) Uk . .

k! .. . I J1s 5 Jk 1717122 k—1Jk—1""kJk 1 j
/[/7’[/1’... 7/l/k

jajlv"' 7jk

Ces tenseurs vérifient un certain nombre de propriétés. Tout d’abord, les tenseurs T}
sont a divergence nulle.

De maniére générale, a un (2,0)-tenseur symétrique quelconque 7', on associe la
fonction suivante :

(17) HT<:U> == Zng(Beiaei)a
i=1
ou {ey,...,e,} est un repere orthonormé de T, M. On justifie le fait que les tenseurs T

sont associés aux Hj par le lemme suivant :
Lemme 1.3. Pour tout k € {1,--- ,n}, on a :
Z) tr (Tk) = m(k)Hk,
ZZ) HTk = m(l{?)Hk+1,

ouw m(k) = (n—k) ( Z ) et Hy, est donné par la relation
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Enfin, nous donnons une version générale du Lemme pour les (1,1)-tenseurs
symétriques a divergence nulle et définis positifs (voir [?]) .

Lemme 1.4. Soit T un (1,1)-tenseur symétrique a divergence nulle et défini positif.
Alors, on a :
div (TZ") > cs(r)tr (T) — (Z, H) .

Remarque 4. Ce lemme est une généralisation du premier point du Lemme [1.4 Le
second point peut également étre généralisé dans ce cadre, mais ne nous est pas utile ici.

Ce lemme nous sera utile pour prouver des minorations plus fines du rayon ex-
trinseque dans les cas euclidien et spherique, c¢’est-a-dire lorsque 9 est positif ou nul.

Avant de donner ces inégalités et les différents résultats de pincements que nous
avons obtenus, nous allons énoncer trois lemmes techniques qui nous seront utiles dans
la preuve des théoremes de pincement.

1.2.3 Un Lemme fondamental

Commencons par un premier lemme analytique qui permet d’obtenir une majoration
de la norme L* dune fonction en fonction de sa norme L?. Ce lemme est réellement le
résultat fondamental pour atteindre notre but. Une preuve a été donnée par B. Colbois
et J.F. Grosjean dans [?] pour les hypersurfaces de I'espace euclidien. Nous en donnons
ici la preuve dans les trois cas (euclidien, sphérique et hyperbolique).

Proposition 1.5. Soit (M",g) € M(n,0) et soit & une fonction réelle continue sur
M telle que &* est lisse pour tout k > 2. Supposons que V(M) = 1 et qu’il existe
0<Il<m<2 tels que

1
§§2k_2A52 < divw + (g + ko) 4 (81 + kBa) €,
ou w est une 1-forme et aq, g, B1 et By des constantes positives ou nulles. Alors, pour
tout n > 0, il existe une constante positive L dépendant de n, 0, oy, o, 51, B2, ||[H||so
et n telle que si ||€]|0 > 7, alors

[1€]]o0 < LI[E] |2-

De plus, L est bornée lorsque n — 400 et si 1 > 0, alors L — +00 si ||H||ooe — +00
oun — 0.

Preuve : La preuve de ce lemme repose sur une inégalité de Sobolev extrinseque, obtenue
par D. Hoffman et J. Spruck, et un processus d’itération de type Niremberg-Moser.
En intégrant par parties, on obtient

1 ~ 1 ~ k—1
E/Mf% NEdv, = §/M<0152,d§2’c 2>dvg:2( P )/M|d§k|dvg

(1.8) < A / ¢*dv, + B / g2=mdy,,
M M
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ou A = (g + kag) et B = (1 + kfa).
On rappelle I'inégalité de Sobolev extrinseque de D. Hoffman et J. Spruck ([?, ?]).
Si f est une fonction positive lisse, alors

(1.9) (/annldvg)n;l <K(n,5)/M(\df\+\H\f)dvg,

ou K(n,d) est une constante dépendant uniquement de n et §. Cette inégalité est valable
sans restrictions dans les cas euclidien et hyperbolique, ¢’est-a-dire § < 0. Dans le cas ou
la variété M est immergée dans une variété ambiante a courbure sectionnelle positive,
il existe des conditions, sur le rayon d’injectivité de la variété ambiante ainsi que sur le
support de la fonction f, qui doivent étre vérifiées pour que l'inégalité soit valable. La
premiere condition, qui porte sur le rayon d’injectivité, est la suivante :

i(S™(8)) = noL.

Cette condition est clairement vérifiée puisque l'on a z'(S"H((S)) = m0~'. La seconde
condition porte sur le support de la fonction f et est la suivante :

Vol (supp(f)) < (1 = a)w,d7",

pour un certain « €]0, 1, et ot w, est le volume de la boule euclidienne de dimension n.
Si I'image de M est contenue dans un hémisphere ouvert de S"*1(§), alors cette condition
est satisfaite.

Si f est une fonction lisse, on peut appliquer 'inégalité de Sobolev a la fonction
positive f? et I'on obtient

( / = d) < K(n,o) /M (QA711] + [H] ) dv,

En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a

(f ran) ™ < KoL (st + 101

En utilisant 'inégalité d’Holder et en supposant que le volume de M est égal a 1, on a :

(o) =(f )

M M

et finalement, on obtient

(1.10) 1112, < K, 0) (21 fll2 + || H ool £]]2)

Pour k > 2, £ est lisse par hypothese, donc on peut appliquer I'inégalité (1.10) & &*
pour obtenir :

1/2 1/2
€1 < K n,0) [2(/M |d£k|2dvg> *"H"‘”UM é%dvg) ]
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Grace a 'inégalité ((1.8)), on a :

L2 1/2 1/2
€M% < K(n,0) [2 (m) (A/Mf%ldvngB/Mf%mdvg)
1/2
] </M£2kdvg) ]

2 1/2
< K02 (spmg ) (AVIE+ BEE) i, + ALl

12 1/2 A B \2
< K(n,d —_— Hl|oo 00
< Kn )?(%k—n) (e * ) -+H\|bmu|mmk2

Par concavité de la fonction s — /s et en supposant que ||| > 7, la derniere
inégalité devient

k2 V2 g2 g2
2 n < K 3 2 ———= 175 H o0 %)
61/ (”ﬁl(%k—n) (55 + ) + 1l €S2
k2 1/2
< | Ko (k — 1) + K’

ou K' = K(n,0)|[H||s et Ko = 2K(n,0) (‘211//22 + 5;;;) On se rappelle maintenant que
A = (a1 + kag) et B = (01 + k(2), et par conséquent, la derniere inégalité s’écrit

[1€11oc 1611222

1€l <

k)2 1/2
(R4 02 (721 ) | el

1

(2041)1/2 N (251)1/2
77[/2 . nm/2
t > 0,onpose k=¢"+1>2. On a alors

(2042)1/2 (252>1/2

avec K; = e 2

etK2:

. Soit ¢ = -5 > 1 et pour

z+1

i ¢ +1 e
lellgren < (K 0+ 07200) (LED) &)™ e

1
41

~ . _1
< (Bg) = glls

1
q'+1

)

ou l'on a posé K = 2K, + 23/2~K2 + K'. Etant données les expressions de K; et Ko
ci-dessus, il est alors clair que K a une limite finie lorsque n — oo. De plus, comme
(2 ﬂl)l/Q
dans ce cas, K — +o0 lorsque 7 — 0. Enfin, on peut remarquer que la contribution
de ||H||s & K apparait uniquement dans le terme K’ = K(n,d)||H||o. Par conséquent,
K — 400 lorsque ||H||oo — +00.

En utilisant une nouvelle fois I'inégalité de Holder et le fait que V(M) =1, on a

1€

[ <m,si ) >0, le terme dominant lorsque n — 0 est supérieur a et donc,

2git1 < 1€l l2(git14q)s
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ce qui implique

_1 _1
X2 7
S 1€l g

1
1€l < (Ka') ™ lig

En itérant de 0 a ¢, on obtient

iy
D=t

fellagen < RO 1oi50)) B s e

A1) < RO (- i s oy (Moo (-

Sil'on pose v =Y 7o, qu et 3 =TI (1 — ﬁ) =112, <W>’ en faisant tendre
i vers 4+00, l'inégalité ((1.11]) devient

[1€lloe < KPS 1IEN.

ce qui donne finalement
1€]loo < LIE]l2,
~ (1-B)

ou L=K 7 qﬁ est une constante qui dépend de n, 0, oy, o, 81, B2, ||H||s et 1. De
plus, on peut voir facilement que 3 € [e™, e /2], et donc 0 < 3 < 1. En effet, on a

0 1 k
mg = > In <1+ (—) ) .
k=0 q
De plus, on a I’encadrement bien connu du logarithme :
72
Y <In(l+2) <z,

pour tout x > 0. De ce fait, on a d’une part

ng > Zik::_ 1
k=0

q

Comme g = ~*7, on a finalement :

D’autre part, on a :

k=0
1
< —n+ (n—1)2
2
N n? n
X N X T 5
22n—1) 2
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On obtient donc I'encadrement de In 3 suivant :

“n<Ing< —g.

Dot # € [e™", e ™?] comme annoncé ci-dessus. De ce fait, on déduit d’apres I’étude
du comportement asymptotique de la constante K effectuée précédemment que L est

bornée lorsque n — 400 et que L — +oo lorsque ||H||.wc — 400 ou n — 0 si
G > 0. ]

1.2.4 Deux lemmes géométriques

Nous terminons cette section de préliminaires par deux lemmes géométriques qui
nous seront utiles dans la preuve des Théorémes [1.8] et [1.23] Le premier de ces
deux lemmes est di a B. Colbois et J.F. Grosjean ([?]). Nous donnons ici une version
avec des hypotheses affaiblies.

Lemme 1.6. Soit zq un point de la sphére S(0,R) de R"™' centrée en l'origine et
de rayon R. Soit maintenant (M",g) € M(n,0). Si limage de M est incluse dans

(B(O,R +n)\ B(0,R — 77)) \ B(zo,p) avec p = 4(2n — 1)n, alors il existe un point

Yo € M tel que la courbure moyenne de M en yo satisfait |H (yo)| = ﬁ.
Preuve : Nous reprenons le début de la preuve de B. Colbois et J.F. Grosjean. L’idée
principale est de feuilleter la couronne B(0, R+n)\ B(0, R —n) par des hypersurfaces de
grande courbure moyenne puis de montrer que l'une d’entre elles a un point de contact
avec M et qu’en ce point de contact, la courbure moyenne de M est supérieure.

Soit e € S™ tel que xy = Re. Considérons S"! C R" et R**! = R" x Re. Pour a > 0
et L > [ > 0, on considere 'application

(I)L,l,a Sl xSt — R
(€,0) +—— L& —1lcos(0)E + Isin(f)e + ae

Alors @1, , est une famille de plongements de S" ™' xS dans R"*!. En orientant la famille
d’hypersurfaces @y, , (S”_l X Sl) par le vecteur normal unitaire sortant, on calcule leur
courbure moyenne dont on peut montrer qu’elle ne dépend que de . Plus précisément,
on a :

1 /1 (n—1)cos(d) 1 /1 n-1
1.12 HO)=—|-—"——""F""F)2—| - — :
(1.12) (6) n(l L — lcos(0) n\l L-1
Plagons nous maintenant dans les hypotheses du lemme et pour ¢y < ¢ < 7, ou g =
2arcsin (5% ), posons L = Rsin(t), | = 2n et a = Rcos(t). Avec ce choix, nous avons

bien L > [ et on peut alors considérer pour ¢y < ¢ < 7 la famille d’hypersurfaces Mg,
définies par
MR,n,t = CI)Rsin(t),217,Rcos(t) (Sn_l X Sl)



1.2. PRELIMINAIRES 29

D’apres la relation (1.12)), la courbure moyenne Hp, ; de Mg, vérifie :
1 /1 n—1 1 /1 n—1
Tt n <27} Rsin(t) — 277) n (2 Rsin(ty) — 277)

y 1
( p/n?_— 277)

S’il existe un point p € M tel que pour tout y € B(xg, p), on a

(1.13) <X(p),§y> >0

alors il existe ¢ €]to, 5[ et un point yo € M qui est un point de contact avec Mg, et
tel qu’en plus, au voisinage de ce point gy, M est a 'intérieur du domaine délimité par
le “tore” Mg, (voir Figure 1.1). Donc, par comparaison des secondes formes fonda-
mentales en ce point de contact, on trouve que

1/1 n—1 1

n <277 Rsin(to/2) —277) T
1

T

1
H > H > —.

| (yo) ‘ Rﬂ?,t 4n77
Si la condition ([1.13]) n’est pas satisfaite en xg, il est alors possible de trouver un point
z1 de S(0, R) tel que I'image de M est incluse dans ( B(0, R+n)\ B(0, R—n)) \ B(zo, p)
et tel qu'un point p de M satisfasse la condition (1.13)) pour tout y € B(xy, p). Ainsi,
par 'argument précédent, on trouve un point de M de grande courbure moyenne. [

On déduit de ce lemme une version pour les hypersurfaces des deux autres espaces
modeles ST () et H"1(4). Nous I'énongons dans un cadre moins général, mais adapté
au rayon extrinseque :

Lemme 1.7. Soit M € M(n,d, R) immergée isométriquement par ¢ et py le centre de
la boule de rayon R qui contient M. Soit xy un point de la sphére S(po, R) de H""1(§)
(resp. STH(8)) tel que

G(M) C <F(po, R)\ B(po, R — n)) \ B(xo, p)

avec p tel que

(Tesp. ts (g) — 1 (?) — 4(2n — 1)n>~

Alors, il existe deux constantes D et E dépendant de n, 6 et R telles que sin < D, alors
il existe un point yo € M tel que la courbure moyenne de M satisfait

FE
> —
| (?/0)| 8n77
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S(@o, p) N F
Mepate N F
Mg N F
\ , /
o Mpn N F
MR,n,t nr 5, , Rt
MNF
Yo
2
R
e
o 13

F est le sous-espace engendré par e et £

Fic. 1.1 -
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Preuve : La preuve de ce lemme repose sur le lemme précédent et le fait que I'espace
hyperbolique H"*1(§) et ’hémisphere S () sont conformes & la boule unité de R™+1.
Nous allons donner ici la preuve dans le cas hyperbolique, § = —1. La preuve pour tout
0 < 0 est analogue. B

On considere I'application conforme f de la boule unité B(0,1) de R"* dans H"™!
telle que f(0) = po. Le facteur conforme est la fonction k2, ou h est définie par :

h:[0,1] — Ry

T —

1—r2-

Pour tout p > 0, nous avons
(1.14) B(po,p) = f (B(0.7)).

olt B(0,5) C B(0,1) est la boule de rayon p = a(p) := t5(p/2). Posons ¢ = f~' o ¢. Par
hypothese, on a supposé

6(M)  (Bpo, R)\ Blpo. R 1)) \ B(ao, p),
avec g € S(po, R) et p choisi tel que
a(R+ p) —a(R) =4(2n — 1)n.

On en déduit alors que

o)  (B(0,a(R+m) \ B0, a(R—m)) \ Blzo. ).

avec zg = 3 [a(R + p) + a(R — p)] u, ol u un vecteur unitaire et avec

o = Sa(R+p) ~ a(R~ p)].

Ceci vient du fait que les boules de H"*! centrées en py sont envoyées par f~! sur les
boules de R"*! centrées en 0, comme le montre la relation . D’autre part, les boules
de H™*! dont le centre n’est pas py sont également envoyées sur des boules de B (0,1).
Cependant, 'image du centre n’est pas le centre de la boule image, ce qui explique
I’expression de z.

Etant donnée I’expression de la fonction a, on a

a(R+n) <a(R)+n et a(R—n)=a(R)—n,
ce qui implique que
B(0,a(R+m) \ B(0,a(R —n))  B(0,a(R) + 1) \ B(0,a(R) —n).
De plus, par concavité de la fonction a, on a :

a(R+p) +a(R - p) < 2a(R),
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Fic. 1.2 -
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et par conséquent : B B
B<207 P/) ) B('fba p”)a
ou 7o = a(R)u et p” = a(R + p) — a(R). Finalement, on obtient (voir Figure 1.2) :

B(M) < [B(0,a(R) + 1) \ B(0.a(R) —n)| \ B(#, 4(2n — 1)5).
Nous sommes alors exactement dans les hypotheses du Lemme [1.6] et donc il existe
~ I . 1
un point yo € ¢(M) tel que la courbure moyenne H de ¢(M) satisfait |H (yo)| = —.

4dnn
D’autre part, nous avons la formule suivante qui permet de relier les courbures moyennes

(voir par exemple [?]) :
H=h" (H +hl <€h, D>) ,

ol V et ¥ sont respectivement le gradient et le vecteur normal unitaire sortant dans
B(0,1) et (.,.) le produit scalaire euclidien dans B(0, 1). De ce fait, on obtient

(1.15) GG

ou 7(x) est la distance euclidienne de 0 & x. Il est évident que a(R) est le rayon ex-
trinseque de ¢p(M) d’ott on déduit

1—a(R)? _1-72 . 1
1.1 < - <=
(1.16) 5 5 =hT (<3
et
~ 4 ~ 4
L.17 Vh| = ——=|"Vr| < ——.
Finalement, (1.15)), (1.16]) et (1.17)) nous donnent
E 1
H(f! > — - —
U 00| > 5 =

ou F = l_az(R)Q est une constante positive ne dépendant que de ¢ et R. De plus, il existe

1 E
une constante D dépendant de n, § et R telle que si n < D, alors — < — et alors :
4FE? — 8nn

E
H > =
(o) > g
ce qui acheve la preuve dans le cas 6 < 0. Pour 4 > 0, la seule différence est que la
fonction n’est pas concave mais convexe et on doit alors prendre p” = a(R) — a(R — p).

O

Remarque 5. Nous verrons plus loin que sous les hypothéses de pincement que nous
considérerons, la dépendance des constantes D et E peut étre affaiblie. En effet, D et B
dépendront de n, § et ||H||s si 0 <0 et seulement n et d si 6 > 0. La dépendance en R
est supprimée.
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1.3 Les résultats avec la courbure moyenne

1.3.1 Le cas hyperbolique

Nous supposons ici que § < 0. Voici un premier résultat de pincement qui donne une
proximité assez faible, en terme de distance, mais sans implication sur la topologie de
la variété.

Théoréme 1.8. Soient (M",g) € M(n,d,R), § < 0, et py le centre de la boule de
rayon R qui contient ¢(M). Alors, pour tout € > 0, il existe une constante C. dépendant
uniquement de n, 0 et de la norme L de la courbure moyenne telle que si la condition
de pincement

1
ts(R) < —— + C-
[1H [] oo

est satisfaite, alors
Z) ¢(M) - E(pOa R) \ B(p()a R — 8))
ii) Vo € S(po, R), B(x,e)Np(M) # 0.

On rappelle que la distance de Hausdorff entre deux sous-ensembles compacts A et
B d’un espace métrique (E,d) est donnée par

dy(A, B) = inf {n| B C V,(A) et AC V,(B)},

ou V,,(A) est le voisinage tubulaire de A défini par V,(A) = {z € E|d(z, A) < n}. On
déduit alors le corollaire suivant

Corollaire 1.9. Soient (M™,g) € M(n,6,R), 6 < 0, et py le centre de la boule de
rayon R qui contient ¢(M). Alors, pour tout e > 0, il existe une constante C. dépendant
uniquement de €, n, d et de la norme L>™ de la courbure moyenne telle que si la condition
de pincement

tg(R) < +C.

|1 H []oo

est satisfaite, alors
d (¢(M), S(po, R)) < e.

Remarque 6. Nous verrons dans la preuwve que C. — 0 lorsque ||H||oc — +00 ou

¢ — 0.

Ces deux premiers résultats donnent, en cas de presque égalité, une proximité avec
une hypersphere géodésique en un sens assez faible. Certes, I'hypersurface est proche
d’une sphere pour la distance de Hausdorff, mais le résultat ne donne aucun rensei-
gnement intrinseque comme une éventuelle proximité topologique ou géométrique. Pour
obtenir une proximité plus forte, il nous faut supposer plus sur la constante de pincement
C, a savoir, autoriser une dépendance en la norme L*° de la seconde forme fondamen-
tale toute entiere et plus seulement de la courbure moyenne. Dans ce cas, on obtient
alors, sous une condition de pincement ad hoc, que ’hypersurface M est difféomorphe
et quasi-isométrique a une hypersphere géodésique de rayon R. Le théoreme suivant
précise le sens que nous donnons au terme “quasi-isométrie”
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Théoreme 1.10. Soient (M",g) € M(n,6,R), § < 0 et py le centre de la boule de
rayon R qui contient ¢(M). Alors, il existe une constante C' dépendant seulement de
n, 0 et de la norme L™ de la seconde forme fondamentale telle que si la condition de
pincement

+C

t(g(R) <
||

est satisfaite, alors M est difféomorphe a S(po, R).

Plus précisément, il existe un difféomorphisme I de M dans ’hypersphére géodésique
S(po, R) de rayon R qui est une quasi-isométrie. C’est-a-dire, pour tout 6 €]0,1[, il
existe une constante Cy dépendant uniquement de 0, n et ||B||« telle que la condition
de pincement pour Cy implique

||de(u)|2 — 1} <40,
pour tout vecteur unitaire u € T, M.

Remarque 7. Dans tous ces résultats, nous avons supposé que le volume de M est 1.
Par homothétie, on déduit les mémes résultats pour des variétés de volume arbitraire.
En effet, (M, §) € M(n, 5, R) avec § =V (M)~2/"g, 5 = V(M)*/"§ et R =V (M) '/"R.
Cette remarque sera également valable pour tous les résultats de pincement que nous
énoncerons par la suite.

1.3.2 Les cas euclidien et sphérique

Dans le cas ou § > 0, c’est-a-dire, lorsque I’espace ambiant est la sphere ou 'espace
euclidien, la minoration du rayon extrinseque donnée par l'inégalité est bien sur
toujours optimale au sens ol le cas d’égalité peut étre atteint et caractérise les spheres,
cependant, la borne inférieure, a savoir peut étre améliorée. En effet, nous avons
la minoration plus fine suivante :

Proposition 1.11. Soit (M", g) € M(n,d, R), § > 0. Alors, pour toutp > 1, on a :
V(M)l/p
1H]lp

avec éqalité si et seulement si M est une sphére de rayon R.

1
? [ H]loo

(1.18) ts(R) >

Preuve : Apres intégration, le premier point du Lemme donne

/M es(r)dv, < /M | Hs5(r)du,.

Comme ss est une fonction croissante et ¢s une fonction décroissante, on obtient
cs(R)V(M) < s5(R)|[H]|:.

L’inégalité d’Holder donne le résultat pour toutes les normes L”, p > 1.
Concernant le cas d’égalité, il est clair que si (M™, g) est une sphere géodésique de
rayon R, alors, on a égalité. Réciproquement, si I’égalité a lieu, alors

(/M Sé(T)p/(pl)) B ss(R),
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ce qui implique que r = R et alors (M™, g) est une sphere géodésique de rayon R. [

. V(M)Y/p 1
Remarque 8. [ est clair que =
1Hlp ~ [[Hlls

que [inégalité .

Remarque 9. Comme la fonction cs n'est pas décroissante mais croissante dans le cas
0 < 0, la preuve que nous venons de donner ne fonctionne pas dans le cas hyperbolique.
La décroissance de la fonction cs est véritablement le point clé qui fait la différence entre
les cas 0 <0 et d > 0. Nous rencontrerons a nouveau ce probléme plus loin lorsque nous
travaillerons avec les courbures moyennes d’ordre supérieur.

et donc l'inégalité (1.18) est plus fine

Intéressons-nous maintenant a la question du pincement pour cette nouvelle inégalité
optimale. Nous obtenons des résultats analogues a ceux de la Section [1.3.1] a savoir :

Théoréme 1.12. Soit p > 1. Soient (M™,g) € M(n,d,R), § > 0, et py le centre de la
boule de rayon R qui contient ¢(M). Alors, pour tout € > 0, il existe une constante C,
dépendant uniquement de n, § et de la norme L de la courbure moyenne telle que si
la condition de pincement

tg(R) < -+ CE

|1 H |2
est satisfaite, alors

7’) ¢<M) - E(p07 R) \ B(p07 R — 8)7

ii) YV € S(po, R), B(x,e) N (M) # (.

Comme précédemment, nous obtenons un corollaire immédiat avec la distance de
Hausdorft.

Corollaire 1.13. Soit p > 1. Soient (M™,g) € M(n,0,R), § > 0, et py le centre de la
boule de rayon R qui contient ¢(M). Alors, pour tout € > 0, il existe une constante C.
dépendant uniquement de n, 6 et de la norme L*> de la courbure moyenne telle que si

la condition de pincement
1

|| H []2p

t(;(R) < + CE

est satisfaite, alors
dH(¢(M),S(p0>R)) <E.

Comme dans le cas hyperbolique, nous pouvons obtenir une meilleure proximité en
supposant un pincement plus fort.

Théoréme 1.14. Soit p > 1. Soient (M",g) € M(n,§,R), § > 0 et py le centre de
la boule de rayon R qui contient ¢p(M). Alors, il existe une constante C' dépendant
seulement de n, 0 et de la norme L™ de la seconde forme fondamentale telle que si la
condition de pincement .

ts(R) < ——
[ H []2p

+C
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est satisfaite, alors M est difféomorphe a S(po, R).

Plus précisément, il existe un difféomorphisme F' de M dans [’hyperspheére géodésique
S(po, R) de rayon R qui est une quasi-isométrie. C’est-a-dire, pour tout 6 €]0,1[, il
existe une constante Cy dépendant uniquement de 0, n et ||Bl|w telle que la condition
de pincement pour Cy implique

|[dF,(w)]* = 1] <6,
pour tout vecteur unitaire u € T, M.

Remarque 10. [l est évident compte tenu du fait que le volume de M est 1 et en
utilisant linégalité d’Holder que la condition de pincement

tg(R) < +C
[ |
implique cette autre condition de pincement
ts(R) < —— + C.
|1 H |2

De ce fait, nous obtenons facilement les mémes résultats avec la condition de pincement
1
t(s(R) < T~ +C.

Remarque 11. Comme précédemment, les constantes tendent vers 0 lorsque
||H||oo — +00 ou e — 0.

1.4 Preuve des Théorémes de la Section [1.3

1.4.1 Une approche L?

Une premiere étape dans la preuve des résultats de la Section est de montrer
que si la condition de pincement est satisfaite, alors I’hypersurface M est proche d’une
sphere en un sens L2,

Le cas hyperbolique

Pour commencer, nous introduisons les deux fonctions suivantes :
_ 42 2
p(x) = t5(R) — t5(r),

() = e5(r)| 27
ot 7(x) est la distance de x au point base py et Z1 = s5(r)Vr. On pose d’autre part

1 1
a||H|eo) == ( - ) Si ’hypothese de pincement

(Pc) ts(R) <

’

N =

+C,
|1 H []oo
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est satisfaite avec C' < a(||H||), alors

1 1 1 1
6B < 5 (S5 + ) = Bl lle) <

et ainsi t5(R) est majoré par une constante qui ne dépend que de || H||«. Par conséquent,
R est majoré par une constante qui ne dépend que de § et || H||. Dans ce premier lemme,
nous montrons que si ’hypothese de pincement (Pg) est satisfaite, alors la norme L? de
la fonction ¢ est proche de 0.

Lemme 1.15. Si nous avons la condition de pincement (P¢) avec C' < o(||H||s), alors
lellz < AC,
ot Ay est une constante positive ne dépendant que de § et ||H||s-

Preuve : Comme t;5 est une fonction croissante, nous avons
el < 3(R) [ (B(R) =50
De plus, comme t2(R) — t3(r) > 0 et ¢s(r) > 1, alors

[ - < 4w [ dn- [ b0

2 YR 22(,
< B [ @)= [ s,

En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

3R 2 sy [ 2o L Ul Hlsar)es(n)”
Amm MDS%®LA>Hw& e

En utilisant la relation ii) du Lemme |1.2| et la condition de pincement (P¢) avec

C < of||H||x), on trouve
2 1 2
t&(R> - HHH2 Mcé(r)

| (@ - o)
< (c? + %) &(R)

IN

et donc

2C
|| H []oc

ol < () (C*4 ) < A,
ou A; dépend seulement de ¢ et ||H||s.- O

Le lemme suivant nous donne une majoration de la norme L? de la fonction 1 sous
I’hypothese de pincement.
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Lemme 1.16. La condition de pincement (Pc) avec C' < a||H||s) implique

19113 < A2C + As]|¢l],

ou As et Az sont des constantes positives. De plus, Ay ne dépend que de 0 et Az que de
5 et ||H]n.

Preuve : Tout d’abord, on remarque que |Z7|? = |Z|2 — (Z,v)*. Comme |Z| = s5(r),
nous avons :

61 < G s - [ ).

En utilisant I'inégalité d’Holder et le Lemme i), on obtient

)~ e (. ca<r>)2

2 ——QCd(R) cs(r) —c
AR - 5 [ (estr) = sl

1Yl < c(R)

1
1H %

e, c‘s(”‘c‘;(R))Q

< <||]2-IC||VOO+02>C‘5( +K/ |cs(r) = es(R)]

= c(R)|s5(R) —

ou K dépend de § et ||H||o. Comme t5(R) < B(||H||s0) < \/Ts’ on en déduit qu’il existe

K’ > 0 dependant de ¢ and ||H||« tel que [, [cs(R) — cs(r)| < K'||¢||s. Ceci acheve
la preuve. O

Les cas euclidien et sphérique

Nous supposons ici que 6 > 0, et si § > 0, alors nous supposerons en plus que ¢(M)
est contenu dans un hémisphere ouvert (z.e. dans une boule ouverte de rayon \% dans

S™1(8)). Pour commencer, nous introduisons les deux fonctions suivantes :
p(z) = s3(RR) = s3(r),

(x) = es(r)|Z7],

ot 7(x) est la distance de x au point base py et ZT = s5(r)Vr.
Remarquons ensuite que si la condition de pincement

(Pc) ts(R) < +C,

[ H ]2

pour C' < 1, ot l'on a supposé que V(M) = 1, alors il existe deux constantes «,, et
B dépendant seulement de n et § telles que ||H||oo = ||H||2p = an et t5(R) < [,. Par
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conséquent, R est majoré par une constante 7, qui dépend de n et . En effet, ceci est
une conséquence de l'inégalité de Sobolev (1.9) due a Hoffman et Spruck ([?, 7]). On
rappelle que pour une fonction f positive, nous avons :

n—1

(1.19) (/an’ildvg>” gK(n,d)/M(|df]+]H]f)dvg,

ou K(n,d) est une constante dépendant uniquement de n et . En appliquant cette
inégalité a la fonction f =1 et compte tenu du fait que V(M) = 1, on obtient :

(1.20) 1< K(n,é)/ |H|dv,,
M
et on a bien :
(1.21) | H oo = [|H[2p = cn.
En utilisant la condition de pincement (Pg) avec C' < 1, on obtient alors

(1.22) ts(R) < Bo.

Nous prouvons maintenant ce lemme qui donne une majoration de la norme L? de
la fonction .

Lemme 1.17. La condition de pincement (Pc) avec C' < 1 implique
leolls < AiC,
ot ZIC est une constante positive qui ne dépend que de n et .

Preuve : Comme ss est une fonction croissante et ¢s une fonction décroissante, on a

el < sir) [ (53R = s30)

2
aw ([ wo) - | s§<r>]
M M
Par I'inégalité d’Holder, on obtient

£2(R) (/M 05(7’))2 — ||Hl||§p ( MH85(T)>2]

En utilisant le Lemme [1.2|7), on trouve

ol < s ([ c(s(r))z[tm—m} < Ac

ou gl est une constante positive dépendant seulement de la dimension n et de § grace

A Iinégalité (T.22). 0

< s3(R)

lell; < s5(R)

Le lemme suivant donne une majoration de ||1||2 sous la condition de pincement.
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Lemme 1.18. La condition de pincement (ﬁc) avec C' < 1 implique

10]2 < A,C

ot EQ est une constante positive dépendant seulement de n et .

Prewve : Puisque | ZT|? = | Z|* — (Z,v)?, nous avons

[ 500~ g (7 >>]
< ) |6 - HHluap] (/, C‘S(’“))Q

< A,C.

Il < G(R)

Enfin, comme R < 7,, alors A, dépend uniquement de n et 4. O

1.4.2 De L? vers L™

Soient (M", g) € M(n,d, R) et pg le centre de la boule de rayon R contenant M. Dans
la section précédente, nous montrions que sous 'hypothese de pincement, les fonctions
¢ et 1) avaient une norme L? petite. Nous donnons ici deux lemmes concernant la norme
L°° de ces deux fonctions. Commencons avec la fonction ¢ :

Lemme 1.19. Pour tout € > 0, il existe C. dépendant de n, § et ||H||w telle que si
(Pc.) (ou (Pe.) pour 6 > 0) est vraie, alors

¢(M) C B(po, R) \ B(po, R — €).
De plus, C. — 0 lorsque ||H||oo — +00 ou e — 0.

Preuve : Nous donnons d’abord la preuve dans le cas § < 0. Pour le cas 0 > 0 des calculs
analogues avec ¢ donnent le resultat.
Tout d’abord, on calcule @?*~2A 2.

PFIAGE = 2P A — 2| Tp[2p?
= —4ts(r)(1 4 5ti(r))ep =1 Ay — 2|Vol*p 2k—2

(1.23) +4¢2k—1\w}2(1 +3882(r) + 252t§(7«)>
Or,
(1.24) (14 6t)tsp™ 'Ar = —div (¢** 'ts5(1+ 6t3)Vr)
+(Vr, V (¢*ts(1 + 6t3)) ) -
Comme 0 < t5(r) < t5(R) < —_ et |[Vr| <1, on déduit des relations ) et
que

(1.25) 902k_2Ag02 < div (w) + (g + k;ozg)gp% LS + (81 + kB2)p k= 2
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ol w est une 1-forme, oy, ag, (1 et (B des constantes positives. On peut alors appliquer
la Proposition [1.5] a la fonction ¢ avec [ = 1 et m = 2. On en déduit que si ||¢|| > €
alors il existe une constante L telle que

llelloo < Li|eo|]2-

D’autre part, par le Lemme , nous savons que si la condition de pincement (P¢) est
satisfaite pour C' < o(||H||«), alors

el < AiC.
Prenons alors C' = C, = inf {a(||H||OO), Lg—;} Ce choix implique

lplloe <,
c’est-a-dire, t3(R) — t3(r) < e. Finalement, nous pouvons choisir C. suffisamment petit
afin d’avoir R — r < ¢, ce qui acheve la démonstration du lemme. O
Voici maintenant le second lemme, qui concerne la fonction v :

Lemme 1.20. Pour tout € > 0, il existe K. dépendant de n, ¢ et ||B||w telle que si
(Pk.) (ou (Pxk.) pour § > 0) est vraie, alors

[]loe < &
De plus, K. — 0 lorsque ||H||ooc — +00 ou e — 0.

Preuve : Rappelons d’abord que ¢ = cs(r)|ZT| on ZT = s5(r)Vr. Remarquons ensuite
que

(1.26) V|Z]* = 2c5(r) Z7.
En utilisant la formule de Bochner, on déduit que
1 1 2
SAY? = —A‘ Z 2‘
5 A 58VIZ]
2
= (V*Vd|Z],d|Z]?) - ‘Vd\Z\Q‘
2
= (Ad|Z]%,d|Z]2) — Ric (d|Z]2, d|2]?) — \v01|2|2
< (Ad|Z]*,d|Z)*) — Ric (d]|Z]*,d|Z|?)

Maintenant, par la formule de Gauss, nous pouvons exprimer la courbure de Ricci en
termes de la seconde forme fondamentale B. Précisément, nous avons :

gw < (Ad|Z]*,d|Z|*) — nH (BV|Z|*,V|Z]*)
2

2
+’BV!Z|2 —45‘V\Z|2

IN

(Ad|Z|*,d|Z|*) — 4nHcG(r)(BZ",ZT)
+cg(n)|BZ|? — A(n — 1)c5(r)o| 2"
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Comme |ZT] < s5(R), on voit facilement que la condition de pincement (Pg) avec C' < 1
pour 6 > 0 ou (Pr) avec C' < a(||H||~) pour § < 0, implique

[[9]loe < K7,

ou K7 est une constante positive dépendant uniquement de n, ¢ et ||B||«. Il s’en suit
que

(A'@ZJQ) w2k—2 S <Ad|Z|2, d|Z|2> ¢2k—2 + K2¢2k—2.

DN | —

Soit maintenant w = A|Z[*¢?*~2d|Z|?, on a alors
(A|Z]?,d|Z) v* 72 = div(w) + (A]Z]?)*p*
—2(2k = 2)cs(r)A|Z] (27, dyp) *F 2,
De plus, un simple calcul utilisant les deux faits suivants :

Lei(|Z27]%)
(127 = -2 1

et |Z72 = s3(r) — (Z,v)”, nous donne

dcs(r)ss(r)ei(r) — (Z,v) (Bij (Z,e;) + (N, Z,v))

el<w) = C5(T) ‘ZT|

—55(r)| 27 ey(r)

Tous les termes peuvent étre facilement bornés excepté <VeiZ, 1/> que nous allons exa-
miner plus en détails. Comme Z = s5(r)Vr, ceci est équivalent a avoir un majorant de

<Vei7r, V>. D’apres et , nous déduisons que

NV _ () e
(Ve Vrv) | = () (ei V"),

ou el et v sont les parties de e; et v tangentes a la spheére géodésique de rayon r,
c’est-a-dire, orthogonales a Vr. De plus, comme

VE=1-— @,W}Q = |Vrf,

nous avons

~—

cs(r

ss(r

‘ <Veﬁr, 1/> | < |Vr|

~—

Alors
(AdIZP,A|ZP) 9?2 < div(w) + (AIZ)20 + 2(2k — 2)| A2y

K [ ALZE[[|Bllct® 2,
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ol, K3 et Ky dépendent de n, § et ||H||w. D'autre part, A|Z|* = —2div (cs(r)Z7T) et
par le Lemme i), nous déduisons qu'il existe une constante Ky dépendant de n, ¢ et
||H||s telle que

AlZ|? < K.

Finalement, nous avons
PPFTEAY? < div (w) + (s + kan) YT+ (B 4 kB YT

avec des constantes positives as,ay,03 et 5y dépendant de n, ¢ et ||B||o. Appliquons
maintenant la Proposition [1.5] avec [ = 1 et m = 2, pour obtenir que pour tout n > 0,
il existe L dépendant de n, 6, ||B||« et 1 tel que si [[¢||o > 7 alors

[[¥]loo < Li[t)]|2-

D’apres les Lemmes et nous savons que si (P¢) est vraie avec C' < 1 pour
d > 0 ou (Pr) avec C < o||H||«) pour 6 < 0, alors

[9]15 < A2C + Asllo]] -

Soit € > 0, on pose K. := inf {ﬁ,C’ 2 } ou C est la constante définie dans la
2L2 A5

preuve du Lemme [1.19] Alors, si (Pg.) est vraie, nous avons

[[]|oe < Ll|9]]2 < e

O
Il ne nous reste plus maintenant qu’a achever la preuve des théoremes grace aux
différents lemmes que nous avons déja démontré.

Preuve des Théorémes [1.8 et [1.12

Pour § = 0, la preuve est une conséquence immédiate des Lemmes et [1.19] En
effet, le Lemme assure qu’il existe C. tel que (Pg.) implique R — r < €, ce qui
2

est le premier point du Théoreme |1.12] Ensuite, soit £ < et supposons que la

3|1 H | oo
. L’assertion ) du Théoreme |1.12 est

condition de pincement est satisfaite pour C4(2§71)
toujours valide. Sil’on suppose qu'il existe un point x € S(pg, R) tel que B(x,e)NM = 0,
alors par le Lemme [1.6] il existe un point yo de M tel que la courbure moyenne de M

vérifie en yq

2n — 1

H(yo) = .
ne
O < 2 btient al
r, comme ¢ < ————, on obtient alors
3|[H ||
3(2n — 1)||H]|us
H(yo) = > [|H|oo-
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C’est une contradiction. Par conséquent, ’hypothese de départ est fausse donc pour tout
z € S(po, R), B(x,e) N M # (). De plus, grace au Lemme [1.19, nous avons C. — 0
lorsque ||H||oo — 00 ou e — 0.

Pour § # 0, soit € > 0. On pose 0 < n = inf {D,e, %}, ol

s (55) — 15 (£) s <0
(e) =
b5 (B) — t5 (5) si6 > 0.
Remarquons que 7y est une fonction lisse et croissante avec y(0) = 0. D’apres le Lemme
il existe K. = C), telle que (Pg.) implique

R—r<n<e.

C’est le premier point des Théoremes et |[1.12| Supposons maintenant que £ <

71 <3”§{E”Oo>. Supposons également qu'il existe = € S(pg, R) tel que B(xz,e) N M = (.

Comme 7(g) > 8(2n — 1)n, par le Lemme [1.7] il existe un point yo € M tel que

E S (2n—1)E

> [[H[oo-

Il s’agit donc d’une contradiction et B(x,e) N M # (). De plus, par le Lemme
K. — 0 lorsque ||H||oc — 0 ou e — 0. O

Preuve des Théoréemes [1.10 et [1.14]

Soit & > 0 tel que ¢ < t;! ( ) < R. Ce choix de ¢ implique que si (Pc.) (ou

1
[[H]loo
(Pc.)) est vraie, alors r(z) ne s’annule jamais. Nous pouvons alors considérer I'applica-
tion suivante :

F: M — S(py,R(M))
T exp,, (R (dexpmy1 (77’)).

Soit X = exp,,~'(x), on peut facilement voir que

dexppO‘X(X) = |X|Vr =1rVr.

Dans le cas de l'espace euclidien (§ = 0), F'(x) est précisément R% ou X est le
vecteur position.

Nous allons prouver que F' est une quasi-isométrie. En effet, nous allons prouver que
pour tout 6 €]0, 1], il existe £(#) dépendant de n, d, ||B||« et 6 tel que pour tout x € M
et tout vecteur unitaire u € T, M, la condition de pincement (PCE(Q)) implique

A F ()] — 1] < 0.
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Pour cela, on calcule d, F'(u) pour un vecteur unitaire u € 7, M. Nous avons

R (R ‘ (%) " (“>>

. Nous avons alors

(1.27) dF(u) = dexp,

X exp, '(2)

SOlt L(I’) = m = .

1 B dr(u) _
(128) sz (U) = ;depro ‘xl (U) - 7,,2 eprol (x) .

En utilisant ([1.27)) et ((1.28)), on obtient

(1.29) dF,(u) = Ed exp
r ‘R%

(dexppol_:(u)) — ng(U)VT}F(@

Calculons maintenant ‘dxF (u) ’2. Par (1.29) et le fait que exp,, est une isométrie radiale

(cf. relation (1.3)), nous avons

2
2

(1.30) |d, F(u)|* = L

- dexp,, — dr(u)?

s (d exp;01|$(u)>

Soit v = u — (u, Vr) Vr. C’est-a-dire, v est la partie de u normale & Vr. Un simple
calcul en utilisant ([1.3)) et ((1.30)) nous permet d’obtenir

2
2
2 _
(1.31) |d,F(u)|” = 5 |dexpy, rs (deXpm‘xl(v))
Finalement, par ([1.4]), nous avons
2
d -1 2 — 2 T
dexp,, () = bl 77
et par ([1.4)) encore,
2(R
4. () = o 200,
s3(r)

A partir de maintenant, nous considérons le cas § < 0, mais le reste de la preuve est
similaire dans le cas 6 > 0.
Comme |v|? =1 — (u, Vr)* > 1 — |Vr|? nous déduisons que

2 32(R) 52(R>
[deF)]*-1| < ‘S%(T) —1‘+|vr|s‘%(r)
< s — )]+ —2E .

cs(r)s;(r)
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D’apres le Lemme , nous savons que pour tout > 0, il existe une constante K,
telle que (Pg,) implique |[¢)||o < 7. De plus, d’aprés le Lemme [1.20} C. — 0 quand
e — 0, donc il existe ¢ < n dépendant de n, J, ||H||~ et n tel que C. < K,, et alors
(Pc.) implique que |[t]|oo < 1. D’autre part, nous avons vu que R est borné par une
constante dépendant uniquement de n, ¢ et ||H||«, donc il existe trois constantes Ay,
As et Ag dépendant de n, § et ||H||« telles que

4 F@ 1] < AR =1l + A5l ]l
< A+ Asn < Aen

Maintenant, en choisissant n = A%, on obtient

(1.32) “dxF(u)‘Q - 1) <.

Pour 0 €]0, 1], par (1.32)), F" est un difféomorphisme local de M dans S(pg, R). Comme
pour n > 2, S(po, R) est simplement connexe, F' est un difféomorphisme global. Enfin,
la relation (|1.32]) nous dit que F' est une quasi-isométrie. O

1.5 Les résultats avec les H;

Les résultats obtenus dans la Section [1.3| peuvent étre généralisés dans I'espace eu-
clidien et la sphere, c¢’est-a-dire dans le cas 6 > 0. En effet, nous nous intéressons ici
au probleme de pincement concernant une inégalité plus fine que 'inégalité . Cette
inégalité, due a T. Vlachos ([?]), minore le rayon extrinseque par une courbure moyenne

d’ordre supérieur. Précisément, nous avons pour k € {1,--- ,n}
(1.33) t"(R) > 1
. = )
|| Hk||oo

avec égalité si et seulement si ’hypersurface M est une sphere géodésique de rayon R.
Dans tout ce qui suit, nous noterons par M (n, §, R, k) ’ensemble des variétés de M(n, o, R)
telles que Hy > 0.

1.5.1 Une nouvelle minoration du rayon extrinseque

Avant de s’intéresser au probleme de pincement, nous allons d’abord améliorer

I'inégalité (1.33]) en remplacant la norme L* de Hj par la norme LP, pour p > 1,
comme nous ’avons fait dans la Section m pour I'inégalité (|1.2)).
Commencons par prouver la proposition suivante :

Proposition 1.21. Soit k € {1,--- ,n}, si Hy est strictement positive, alors pour tout
g €{1,--- ,k}, la fonction H; est positive strictement et

/Hj_lc(;(r)dvgg/ H; ss(r)dvy.
M M
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Preuve : Par le Lemme [1.4], nous avons

/05() T)dv, < / | (Z, Hr) |dv,
M
| sl ss(r)ae,
M

Si T =Tj_q est le (1, 1)-tenseur associé a H;_;, alors

/05(7“) j—1dv, < /|H|35 r)du,
M

De plus, Barbosa and Colares ont prouvé dans [?] que si Hy, est strictement positive, alors
pour tout j € {1,--- ,k}, H; est strictement positive. Donc pour tout j € {1,--- ,k},

NOUS avons
/Hjlcg(r)dvgg/ H; s5(r)dv,.
M M

Nous déduisons alors de cette proposition les estimations suivantes :

Théoréme 1.22. Soit (M™,g) € M(n,d, R, k) (on peut omettre V(M) = 1). Alors pour

tout p = 1, nous avons

V (M)Y/rk
(1.34) ts(R) > (—>1/k
|| Hllp

De plus, ’égalité a lieu si et seulement si M est une hypersphere géodésique.

Preuve : Nous utilisons la Proposition [1.21] et le fait que les fonctions ss et c¢s sont
respectivement croissante et décroissante.

cs(R)F V(M) < ca(R)k_lch(;(r)dvg

< c(;(R)k_l/ H ss(r)dv,
M

es(R)*2s5(R) /M H es(r)du,

c(;(R)k_Qs(;(R)/MHQ ss(r)dv,
ss(R)" /M Hydv,.

V(M)
2 ;

|| H 2
et 1'égalité a lieu si et seulement si r(z) = R pour tout x € M. Finalement, 'inégalité
d’Holder donne le résultat avec toute norme LP, p > 1. 0

N

V/ANV/ANE/AN

Nous avons donc

ts(R)*
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Remarque 12. 1. Ces minorations améliorent les inégalités (1)), (1.18) et (1.39).
2. Dans le cas ou k = 2, celte inégalité devient

5o n(n—1) |
. >0 s =
(1.35) R TSealll, sid=0
(1.36) tan?(R) > n(n—1) sid=1.

|Scal —n(n —1)||;’
L’inégalité a été prouvée par S. Deshmukh ([?]). Dans le cas sphérique,

notre inégalité améliore l'inégalité suivante due a L.J Alias ([?])

. n(n —1)
1.37 (R) > ———2.
(1.37) sin“(R) > ||Scal ||
En effet, Alias a démontré l'inéqgalité sous [’hypothese que
Ric(M) = (n+2)(n —1). Avec une telle hypothése, les inégalités (1.36) et (1.37)
sont les mémes, mais l'inégalité est valable sans aucune supposition sur la
courbure de Ricci de M.

1.5.2 Le probleme de pincement

L’inégalité ([1.34) étant optimale, nous nous intéressons dans cette section au probléeme
de pincement qui lui est naturellement associé. Voici les résultats que nous allons
démontrer :

Théoreme 1.23. Soit (M™,g) € M(n,0,R, k), 6 > 0 et py le centre de la boule de
rayon R qui contient M. Alors pour tout € > 0, il existe une constante C. dépendant
seulement de n, &, la norme L™ de la courbure moyenne et la norme L? de la k-iéme
courbure moyenne Hy, telle que si

1

k
(QCs) t5(R) < ||Hk||2p

+ C

alors

i) ¢(M) C B(po, R) \ B(po, R —¢).
it) Yz € S(po, R), B(z,e)Np(M) #0.
Remarque 13. 1) Nous verrons dans la preuve que C. — 0 lorsque ||H || — 00 ou
e — 0.

2) Une conséquence immédiate des parties i) et ii) du Théoréeme est que la distance
de Hausdorff entre M et S(po, R) satisfait

dH (M,S(p(),R)) < E.

Comme précédemment, si la condition de pincement est suffisamment forte, avec un
controle sur la norme L*° de la seconde forme fondamentale, nous obtenons que M est
difféomorphe et quasi-isométrique a une hypersphere géodésique :
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Théoréme 1.24. Soit (M™,g) € M(n,d, R, k), 6 > 0 et py le centre de la boule de
rayon R qui contient M. Alors il existe une constante C dépendant seulement de n, 9§,
la norme L de la courbure moyenne et la norme L?" de la k-iéme courbure moyenne

Hy, telle que st
1
(QC’) ta(R)k <

+C
[ H |2

alors M est difféomorphe d S(po, R).

Plus précisément, il existe un difféomorphisme F de M dans l’hypersphére S(po, R)
de rayon R qui est une quasi-isométrie. C’est-a-dire, pour tout 0 €)0,1], il existe une
constante Cy dépendant de n, 9§, ||Bl|co, ||Hkl|2p €t € telle que la condition de pincement
(Qc,) implique

|dF,(w)* — 1] <0,

pour tout vecteur unitaire uw € T, M.

Remarque 14. 1. 1l est évident que la condition de pincement
~ 1
(Qe) ts(R)* < ——— +C
| Hk||oo
implique la suivante
1
(Qc) ts(R)* < +C
|| H|[2p

Donc nous déduisons immédiatement des Théorémes[1.23 et[1.24]les mémes résultats
avec la seconde condition de pincement (Qc¢).

2. En général, les constantes C, C. et Cy des Théorémes et dépendent
de ||Hg||2p. Cependant, dans un grand nombre de cas, elles n'en dépendent pas.
Précisément, la constante C. du Théoréme ne dépend pas de ||Hy||2p quand

(a) 6 >0
(b)) 0=0cet k>4,
(¢c) 6=0¢etp> g,
et la constante Cy du Théoréme ne dépend pas de ||Hgl||2p quand § = 0 et
p =5
3. Les techniques utilisées pour prouver ces Théoremes ne marchent pas dans le cas

0 < 0. Comme nous allons le voir, cela est di au fait que la fonction cs est
croissante si 6 < 0.

1.6 Preuve des Théorémes de la Section [1.5

La preuve des Théoremes [1.23] et est structurée comme celle des Théorémes de
la Section , A savoir, une approche L? puis le passage de L? vers L. Une grande
partie du travail a d’ailleurs déja été fait dans la Section . En effet, le passage de L?
vers L™ est identique.
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1.6.1 L’approche L>

Considérons comme précédemment les fonctions suivantes :

{ p(r) = s3(R) — s3(r),
h(x) = cs(r)| Z7].

Nous allons montrer que la condition de pincement (Q¢) implique que les fonctions ¢
et 1) sont petites en norme L2. Concernant la fonction ¢, nous avons le lemme suivant :

Lemme 1.25. La condition de pincement (Q¢) avec C' < 1 implique

lell3 < BiC,

ot By est une constante positive dépendant uniquement de la dimension n, § et ||Hy||2p-
De plus, dans certains cas, la dépendance en ||Hy||2p peut étre remplacée par une dépendance
en ||H||so, précisément quand

1. 6 >0,
2.0=0cetk >4,
3. 0=0ep= .

Preuve : Comme s5 et cs sont respectivement croissante et décroissante, nous avons

ol < s [ () - s50)

M

2
aw ([ an) - [ s§<r>]
M M
Par I'inégalité d’Holder, on obtient

o ([ ) i ()]

En utilisant la Proposition [1.21], on a

< s5(R)

lell; < s5(R)

Il < ) [ER) (/M“)‘ﬁU H’“C‘s(”ﬂ

< s e [ e01) = gz (/e )]

En utilisant encore la Proposition (k — 2) fois, on trouve

el < 5(8) \£5(R) (/M“(”>2‘||Hk||%pi§’“—2<m </M())]
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Comme nous avons supposé (Q¢) avec C' < 1, si § > 0, alors

2
< e
||90H2 5t§k_2(R) HHkHQp

De plus, nous avons

1 1/k
< ||H ;
t5(R) H kHZp

donc
lellf < 5 [11Helly," +211Hllo] |

Comme Hj; > 0, nous avons H > H,i/k et donc ||Hy||2p < ||H]|%,. Finalement, pour
k>2 ona

C — —
el < < [IHIE +2AH|K®] < BiC,
ou Bj est une constante positive dépendant de n, ¢ et ||H||s.-

Sid =0, alors

ol < =2 [H 2 ]
N A

2k—4 k=4
< O |IlHllyy +2Hilby | < BC,

ol By est une constante positive dépendant de n, § et ||Hy||2,- Si, en plus, 4 < k < n,
par le méme argument que ci-dessus, B; dépend de n et ||H||.

De plus, pour 6 = 0, nous avons la minoration suivante pour la k-ieme courbure
moyenne (voir [?] pages 221-222)

/ H,:L/kdvg > Wy,
M

ol w, est le volume de la sphere euclidienne de dimension n. Alors, pour p >

25> hous
avons

wn!™ < Hll2p < |H] |

Par conséquent, la dépendance en ||Hy||2, peut étre remplacée par un dépendance en
[ H|]oo- O

Nous prouvons ce second lemme concernant cette fois la fonction ).

Lemme 1.26. La condition de pincement (Q¢) avec C' < 1 implique
I¥]153 < B2C,

ot By est une constante positive dépendant uniquement de n et ||H||so-
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Preuve : Comme cs(r) < 1, nous avons

I < /|Z” /|ZP (Z,v)"
2
< S H Zz/
IR HHkHQp(/ 2 >)
Par le Lemme [1.2| nous obtenons
2 1 2
11 < 6w ([ ) - i ([ atime)
v IZAERVS
2 1
0 ([0 st [ )
) (f 0 ERNETE, |, e
La Proposition [1.21] nous donne alors
2 1
b < 60 ([ o)~ mmm
Wil s W ) i,
2 1
< i ([ ) ~ g (.
) (f 0 ARG, Uy

ss() 2
)
(7) 2

.
<], “‘5“‘))2 - t?“(R;HHkH%p (/, W’f

1 1
< o | B(R) — —>
t3*%(R) (5 || H|[3,
Donc la condition (Q¢) avec C' < 1 implique
C 2
Wt < O (a2 )
? t3"%(R) HHkHzp

Cltll,” (” AP )
14

C (Il + 2118l )
< C(IHIE2 +2H|I?) < B.C,

N

N

ol By est une constante positive dépendant de n et de ||H||oo- O

1.6.2 Le passage de L? vers L™

L’étape suivante dans la preuve des Théoremes [1.23] et [1.24] est le passage d’une
proximité L? & une proximité L>. Pour cela, nous utlhsons le Lemme



o4 CHAPITRE 1. PINCEMENT DU RAYON EXTRINSEQUE

La majeure partie de ce travail a déja été effectuée lors de la preuve des Théoremes [I.8]
[1.10} [1.12 et [1.14] En effet, Il suffit de majorer les deux termes suivants :

S02k72A902’

,(/}Qk—QAwQ

ce que nous avons fait dans la section indépendemment de tout pincement.

1.7 Raffinement dans le cas Euclidien

1.7.1 Les p-rayons extrinseques
Définition

Dans le cas euclidien, nous pouvons définir des invariants plus généraux que le
rayon extrinseque. Il s’agit plus précisément d’'une famille d’invariants géométriques
extrinseques définis a partir du vecteur position de I'immersion de la maniére suivante :

Définition 1.27. Soit (M™,g) € M(n,0). Pour p > 1, on définit :

SV VT

p\1/P

ou X est le vecteur position de l'immersion centrée en py (centre de la boule de rayon
R qui contient M ). On appelle R,(M) le p-rayon extrinséque de M.

On remarque tout d’abord que pour tout p > 1,
Ry(M) < R(M),

et que I’égalité n’est possible que pour les spheres de rayon R(M). Cela vient simplement

de la définition de R,(M).

Une inégalité plus fine

La formule de Hsuing-Minkowski donnée par le Lemme permet d’obtenir une
nouvelle inégalité extrinseque faisant intervenir le p-rayon extrinseque d’une part et la
courbure moyenne d’autre part.

Proposition 1.28. Soit (M™,g) € M(n,0). Alors pour tout p > 1, le p-rayon ex-
trinseque vérifie
V(M)l/q

Ry(M) 2 ———,
' |1 H ]

ou H est la courbure moyenne de ['tmmersion et ¢ > 1 tel que % + % =1.
De plus, l'inégalité a lieu si et seulement si M est une sphére de rayon R,(M).
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Preuve : On rappelle la formule de Hsiung-Minkowski :

/M(H(X,u)—l)zo.
On en déduit donc
von = [ )
< [ (mxn)).

Par I'inégalité d’Holder, on en déduit pour p > 1

VM) < |[H]lg][ (X, v) [l
< [ 1X ],

ce qui donne bien I'inégalité annoncée :

V(M)Ya
R,(M) > ———.
T ]
Si légalité a lieu, alors || (X, v) ||, = ||X]|,, ce qui n’est possible que si X et v sont
colinéaires, c’est-a-dire, si M est une sphere. L’égalité a lieu uniquement pour les spheres

de rayon R,(M). O

Remarque 15. 1. Cette inégalité améliore l'inégalité .
2. De cette inégalité on déduit par l'inégalité d’Holder :

V(M) 1
R,(M) > > )
' HIl: ~ [[Hl
oul > q, avecq>1telque%+%:1.

1.7.2 Le probléeme de pincement

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser plus particulierement au cas ou p > 4
et a I'inégalité suivante :
V( M)l/p
D= i,
p
Il est encore une fois naturel de se poser la question de savoir ce qui se passe en cas
de presque égalité. A-t’on des résultats analogues a ceux que nous avons énoncés dans
la Section [I.3]7 Nous pouvons répondre par l'affirmative dans le cas que nous venons
d’évoquer. Plus précisément, nous avons :
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Théoréme 1.29. Soient (M™,g) € M(n,0) et p > 4. Supposons que V(M) = 1. Pour
tout € > 0, il existe une constante C. dépendant de n et ||H||« telle que si la condition
de pincement

V(M)'/P

+ .,
|1 H ],

(Re.) R,(M) <

alors

i) (M) C B(po, R) \ B(po, R —¢),
ii) Vo € S(po, R), B(x,e) N (M) # 0.

Remarque 16. Comme dans tous les résultats précédents, nous avons C. — 0 lorsque
[|H||oo — 0 ou e — 0.

Nous avons également une version plus forte avec une proximité au sens “difféomorphisme
et quasi-isométrie” -

Théoréme 1.30. Soient (M",g) € M(n,0) et p > 4. Supposons que V(M) = 1. II
existe une constante C' telle que la condition de pincement

V(M)/P

fie) M) < T,

+C

implique que M est difféomorphe et quasi-isométrique a la sphere S(O, Rp(M)) au sens
du Théoreme|l.1

1.7.3 Preuve des Théoréemes [1.29 et [1.30

Compte tenu du travail déja effectué pour les résultats de pincement du rayon ex-
trinseque, la preuve des Théoremes et est assez courte. Comme précédemment,
considérons les deux fonctions suivantes :

p(x) = Ry(M)* - |XP,
Y(r) = |XT]

Le schéma de la preuve est identique, on montre d’abord une proximité L? puis on passe
de L? & L™ grace au Lemme Commencons par ce premier lemme :

Lemme 1.31. La condition de pincement (R¢) avec C < 1 implique
lellz < BiC,

ou By est une constante positive ne dépendant que de n.
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Preuve : Nous avons :

lolZ = Ry(MY — 2R,(M)? ( / |X|2dvg)+ [ Xt

H 2
= R+ X 2R, (M
[
Ry(M)* i
< mn XN -27 ([ )
P M
R,(M)?
< R0+ x|l 2728
AT

Comme p > 4, par 'inégalité d’Holder, on obtient

1
el < 2R,(M)? (RP<M>2 _ ) .
e

Comme dans la preuve du Lemme [1.1§] en utilisant la condition de pincement et
I'inégalité de Sobolev extrinseque, on obtient

lellz < BiC,

ou B; est une constante positive ne dépendant que de n. O

Nous avons ce second lemme, concernant la fonction ¢ :

Lemme 1.32. La condition de pincement (R¢) avec C' < 1 implique
1413 < BaC,
ou By est une constante positive ne dépendant que de n.

Preuve : Nous avons :
1l = [ Py - [ (X,
M M
1 2
< ||X||2——(/ H<X,u>)
2w \ Uy
1

< RP(M)2_W7
p

et I’on conclut comme précédemment que
14113 < BoC,

ou B, est une constante positive ne dépendant que de n. [

Pour le passage de L? & L*, nous avons les deux lemmes suivants qui sont les

analogues des Lemmes et (1.20]
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Lemme 1.33. Pour tout ¢ < 0, il existe C. dépendant de n et ||H|| telle que si (Rc.)
est vraie alors

[llloo < &

De plus, C. — 0 lorsque ||H||oo — 0 ou e — 0.

Lemme 1.34. Pour tout € < 0, il existe K. dépendant de n et ||H||« telle que si (Ry.)
est vraie alors

1]loe < &

De plus, K. — 0 lorsque ||H||oc — 0 ou e — 0.

La preuve de ces deux lemmes est identique a la preuve des Lemmes [1.19| et
a une petite différence pres. En effet, pour les Lemmes et [[.20} nous utilisions la
majoration de | X | par le rayon extrinseque R. Ceci ne convient plus ici car R n’apparait
pas et d’autre part, |X| n’est pas inférieur a R,(M) en général. Cependant, nous avons
la relation suivante :

1
§A|X|2 =nH (X,v) —n,

qui implique pour k > 2 :
1
§|X|2"3_2A|X|2 < nf[ HlJoo X[

Supposons par 'absurde que || X ||, n’est pas majoré par une constante 1 ne dépendant
que de n et ||H||x. Nous pouvons donc appliquer le Lemme a la fonction £ = | X|
avec | = 0 et m = 1. Nous obtenons ainsi que si || X||o > £, il existe une constante
L(n,||H||w, E) telle que || X||oo < L(n,||H||oo, £)||X]]2- De plus, on voit facilement
que la condition de pincement (R¢) implique || X3 < v,, oll 7, est une constante ne
dépendant que de n. En effet, on a :

X115 < 11X

1 2
< re).
(r

Or par I'inégalité de Sobolev extrinseque, on sait que ||H||, > a,,, d’ou

1X[3 < -

Comme L est bornée lorsque £ — +00, on peut trouver £ = F(n, ||H||~) assez grand
tel que
L(n,||H||s, E)yn < E.

Dans ce cas, nous avons || X || < E(n, ||H||«). C’est une contradiction et donc il existe
une constante F ne dépendant que de n et ||H||s telle que || X || < E(n, ||H||s)-

Le probleme de majorer ||X || étant résolu, les Lemmes et se démontrent
comme les Lemmes [.19] et [.20] O

La fin de la preuve des Théoremes et est strictement identique a celle
des Théoremes [[L.12] et .14
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Remarque 17. Les Théorémes et restent valables pour la condition de pin-
cement suivante : ]

+C
|| H ]

R,(M) <

pour l = p, oul = oco.
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Chapitre 2

Pincement de la premiere valeur
propre du laplacien des
hypersurfaces de R"T! et variétés
presque Einstein

2.1 Introduction

Dans ce second chapitre, nous nous intéressons toujours a des problemes de pince-
ment, mais cette fois concernant la premiere valeur propre du laplacien sur les hyper-
surfaces de ’espace euclidien. Nous utiliserons les mémes notations et conventions que
celles introduites dans le chapitre 1.

Soit (M",g) € M(n,0), c’est-a-dire, une variété de dimension n, compacte sans
bord, connexe, orientée et immergée isométriquement par ¢ dans l'espace euclidien
(R™, can), ¢’est-a-dire ¢*can = g. Reilly ([?]) a démontré I'inégalité suivante qui donne
une majoration de la premiere valeur propre non nulle du laplacien de (M™, g) en fonc-
tion de la norme L? de la courbure moyenne :

n
2.1 MM) < —— | H?dv,
(2.) 00 < 5 [ 1,
ainsi que

2
(2.2) A (M) ( / Hk_l) <nV (M) / Hidv,,

M M

avec également égalité si et seulement si (M", g) est une hypersphere géodésique de
R+,

En utilisant 'inégalité de Holder, nous obtenons des estimations similaires avec la
norme L* (p > 1) de Hj, :

2
(2.3) A (M) (/ H,”) gnV(M)Qfl/pHHngpdvg.
M

61
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Comme pour les inégalités (2.1 et (2.2), le cas d’égalité est caractérisé par les hyper-
spheres géodésiques. Nous nous intéressons ici au pincement associé a cette inégalité
(2.3). Voici les résultats que nous allons démontrer.

Théoréme 2.1. Soient (M™,g) € M(n,0) et py le centre de masse de M. Supposons
que V(M) =1 et Hy > 0. Alors, pour p > 2 et tout € > 0, il existe une constante C.
dépendant uniquement de e, n, ||H||s et ||Hgl||2p telle que

2
(Pe,) (M) ( / H) N H R, dv, > —C.
M

est satisfaite, alors

i) (M) cB<xo,\/%+e) \B<x0,\/%—g>.
ii) Vo € S <x0, %) , Blz,e) N (M) #0.

Comme nous I'avons déja vu, les points 7) et i7) du Théoreme implique que la

est inférieur a e.

distance de Hausdorff entre M et S (3307 —M?M)

Remarque 18. Nous verrons dans la preuve que C. — 0 lorsque ||H||oc — 00 ou
e — 0.

Dans le théoreme qui suit, en imposant un pincement assez fort, avec un controle sur
la norme L de seconde forme fondamentale B, nous obtenons que M est difféomorphe
et quasi-isométrique a une sphere ronde dans le sens suivant :

Théoréme 2.2. Soient (M™,g) € M(n,0) et py le centre de masse de M. Supposons
que V(M) = 1 et H, > 0. Alors, pour p > 2, il existe une constante C' dépendant
uniquement de n, ||B||s et ||Hgl||2p telle que si la condition de pincement

(Po) (M) </M Hk_l)z — anngpdvg > —C

est satisfaite, alors M est difféomorphe a S(po, R).

Plus précisément, il existe un diffécomorphisme F' de M dans ’hypersphére géodésique
S(po, R) de rayon R qui est une quasi-isométrie. C’est-a-dire, pour tout 8 €|0, 1[, il eziste
une constante Cy dépendant uniquement de 0, n, ||B||« et ||Hg||2p telle que la condition
de pincement pour Cy implique

||dF,(w)]> — 1| < 6,
pour tout vecteur unitaire uw € T, M.

Remarque 19. 1. Nous verrons dans la preuve que les constantes C, C. et Cy
intervenant dans les Théorémes et ne dépendent pas de ||Hyl|a, sip > 5.

2. Par homothétie, nous obtenons le résultat pour V(M) quelconque.
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Ces résultats ont un double intérét. Tout d’abord, ils constituent une généralisation
des théoremes prouvés par Colbois et Grosjean dans [?], ensuite, le cas k = 2 est
particulierement intéressant. En effet, pour les hypersurfaces de l'espace euclidien, la
seconde courbure moyenne Hs est, a une constante multiplicative pres, la courbure
scalaire. Plus précisément, Hy = ﬁScal. Ces résultats de pincement vont alors nous
permettre de déduire un corollaire de nature géométrique concernant les hypersurfaces
presque Einstein (voir Section .

Rappelons enfin 'identité bien connue suivante :

(2.4) %A]XF =nH (v, X) —n.

Achevons ces préliminaires par quelques rappels supplémentaires sur les courbures
moyennes d’ordre supérieur.

Lemme 2.3. Pour tout k € {1,--- ,n}, nous avons

/M (Hp—1 — Hp (X, 1)) dv,.

Enfin, concluons cette section par le lemme suivant :

Lemme 2.4. Soit k € {1,--- ,n}, si Hy est strictement positive, alors, on a :

1 1 1
Hf <HF} <---<Hj <H.

2.2 Une approche L? du probléeme

Comme dans le chapitre précédent, la preuve des Théoremes et s’effectue en
deux temps. La premiére étape consiste a montrer que si la condition de pincement (P)
est satisfaite, alors M est proche d’une sphére en un sens L2. Pour cela, commencons
par un premier lemme qui donne un majoration de la norme L? du vecteur position.

Lemme 2.5. Si la condition de pincement (Pc) est satisfaite pour C' < 3||Hy|[3,, alors :

nA (M) ([, Hir)'
(C + 2 (M) ([, Hk_1)2>

ou A; est une constante positive ne dépendant que de n, ||H||w et ||Hg||2p-

A1 (M)

Preuve : Si (P¢) est satisfaite, on a alors :

2
M (M) (/ Hkldvg) > nl|Hil2, — C.
M

Si I'on suppose de plus que C' < Z||Hy||z,, on obtient alors

2
n
A (M) (/ Hkldvg> > §’|Hk||§p7
M
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et donc

2 2(f—
n__2([y Hi)” _ 2[H|IEY
M(M) T, 1H,[[3,

D’autre part, de la caractérisation variationnelle de A;(M), nous avons :

n+1
A M/ X 2dv g/ dX;* | =n,
1 )M| |“dv, M(;| |

ou les fonctions X; sont définies par X = Z?jll X;0;, ou {01, -+ ,0n41} est la base

canonique de R™!. De ce fait, nous avons || X||3 < , et par conséquent :

o
A (M)
1X[[3 < Av(n, [1H]loo, || HEll2p)-

Pour le membre de gauche de 'inégalité, nous avons :

s [ () <o)
< n(/MHkO:M) 2
() ()

won ([ H) <ullmit, ([ 1x2).

d’ou avec la condition de pincement :

/N

On en déduit donc :

n\ (M) (f,, Hi1)

2
X2 > .
(C+200) (fy; Hi)?)
O
A partir de maintenant, nous noterons X’ la projection orthogonale du vecteur
position X sur M. Autrement dit, si {e1,...,e,} est une base orthonormée de T, M,

alors
n

X' = Z(X,ez)ei =X —(X,v)v.
i=1
Dans le lemme suivant, nous montrons que la condition de pincement (P¢) implique
que la norme L? de X7 est proche de 0.

Lemme 2.6. La condition de pincement (Pc) avec C' < §||Hy|[3, implique
X713 < A,

ou Ay est une constante positive ne dépendant que de n, ||H||w et ||Hgl|2p-
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Preuve : Nous venons de voir que

M)/ XPdv, < n.
M

2 2
)\1(]\/[)/ \X!deg (/ Hkldvg) < n ( Hkldvg)
M M M
2
= n(/ Hk(X,l/>dvg)
M

ALY s
M

1, [ ot
M

d’ou

N

N

Nous en déduisons donc que

nl | Hi 5, XN < nl[Hill3, (/M (\X\2—<X>V>2)dvg)

2
< i, [ 1XPds, — () ( / Hk_ldvg) [ ixean,
M M M
2
< [nHHkuz,,—Al(M) ( / Hk_ldvg) ] X2

< ClIX|z < AC

Finalement, on obtient
A C

XS <
L 0l Hill3,

= AyC.

Afin de prouver l'assertion i) du Théoréme [2.1] u nous devons montrer que

x1- 5l . <

Pour cela, nous allons avoir besoin d’une majoration de la norme L? de la fonction

2
~Ix) (|X| _

W . Avant d’obtenir une telle majoration, nous introduisons les

deux champs de vecteurs suivants :

Y =nHyw — M(M) (f,, Hi-1) X,

P n | X|VY?H, X
= v — .
V(M) (f,, Hea) o 1XTY2

Nous avons
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Lemme 2.7. La condition de pincement (Pc) implique
Y] < nC

Preuve : Nous avons :

R N S W YRS
< 2| Hel 2, + n (M) (/N[Hk1>2—2n)\1(M) (/MHkl)z
< (mwﬂkrr%p xon H))

< nC,

ou nous avons utilisé la formule de Hsiung-Minkowski (Lemme , ainsi que le fait que
n

X2 << ———. ]

Nous avons également,

Lemme 2.8. Si la condition de pincement (Pc) est satisfaite, avec C < §||Hy|[3,, alors
1Z]13 < AsC,
ou As est une constante positive ne dépendant que de n, ||H||w et ||Hgl|2p-

Preuve : Nous avons

1213 = Wil (IMHk_l)z/M|X|H,§+/M\X|—2fMHk 1/ (X, v)
TN (fy ) iz [ 1x1-2 /5o

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

2 < (};Hk_lf ( / Hﬁ)w < / !X|2)1/2+( / \Xl?)”"’_z -

Comme [, |X|* < {57, nous obtenons :

iz < Ji | Il
A(M) | M (M) ([, Hy)

< (AI(’”‘M)W 0 ;]) [nHHkH%p—Al(m (/ H)]

< ASCa
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olt As dépend de n, ||H||so et ||H||2p. Nous avons utilisle fait que
2(k—1)
o 2llH]E
~
A(M) T [[Hlf,
Nous pouvons maintenant donner une majoration de la norme L? de la fonction
. Nous avons

M(M) (fy Heor)® > 2| Hyl[2, et O

Lemme 2.9. La condition de pincement (Po) avec C' < §||Hyl3, implique
lellz < Adll |21 CH1.

Preuve : Nous avons :

1/2
lollo= ([ #20) " <Atz o1

D’autre part, nous avons

X
/2 _ XIV2x — _n A
/M<P | | )\1(M) |X\1/2 1

L | X |1/ n |X\1/2Hky_ n X
~ TR Uy E) TN, B M GD X

|X‘1/2 n
—|1Z] ;.
1+ )\1<M)H Hl

M) (fy, i) Y‘
< 57 ( / |X|2)1/4||Y||2

Par I'inégalité de Cauchy-Scwharz, on a
|X‘1/2
A (M) (fM Hk—l)
ﬁclﬂ
nl/2 :

Finalement, grace aux Lemmes [2.7) et 2.8, on arrive a
[ 2% < A4,

1

<

1

<

ou Ay est une constante positive qui ne dépend que de n, ||H ||« et || Hl|2p-

2.3 Preuve du Théoreme 2.1

La preuve du Théoreme [2.1| est une conséquence immédiate du Lemme [1.6|ainsi que
du lemme suivant :

Lemme 2.10. Pour p > 2 et toutn > 0, il existe K, (n, ||H||oo, || Hi||2p) tel que si (Pk,)
est vraie, alors ||¢|| < 1. De plus, K,, — 0 lorsque ||H||oc — 00 ou n — 0.

Nous prouverons le Lemme dans la Section [2.6] Grace a ces deux lemmes, nous
pouvons prouver le Théoreme [2.1]
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X1 (M

2
Preuve du Théoréme |2.1| Soit ¢ > 0 et considérons la fonction f(¢) :=t¢ (t - L)) .

Posons ¢y := min (5, ﬁ) et

n(e) == inf {f( %—eo)J( %7”50)’@}'

Par définition, pour € suffisamment petit, n(e) > 0, et donc, par le Lemme [2.10}, il existe

Ky tel que pour tout x € M,

(2.5) FUXT) < nle).

Nous allons montrer que soit

1 n
X< =
X1 3V M(M)

En étudiant la fonction f, il est facile de voir que f a un unique maximum local en

3 (- De plus, grace a la définition de n(e) et la majoration de A;(M) en fonction

de H, nous avons

1< g <o (i) =4 (3o

z 2 2 n
omime nous avons su ose —= L = ., N1OUS avons dOl’lC
C PPOSE €0 < 3rEC S 34/ M)

WAIM) - V% s

ce qui, combiné avec ([2.5)) donne bien I'alternative annoncée ci-dessus pour | X]|.
D’autre part, le Lemme [2.5] assure qu’il existe un point yo € M tel que :

(M) (f,, Hi )" |
(Koo + M) (f Hir)?)

Comme K,y < §||Hyl[3,, la condition (P, . ) implique

2 2
n
Koo < 3l <000 ([ ) <2n0n ([ me)
M M

Nous en déduisons alors que

soit

X (o) >

1 n
3V (M)

| X (yo)| =
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La variété M étant connexe, nous en déduisions que pour tout x € M,

n n

—e < |X| <
wan © SIS VRGn

+ ¢,

ce qui prouve I'assertion ¢) du théoreme pour la condition (PKn(E))'

Pour prouver I’assertion i), considérons la condition de pincement (Pg,) avec

C. = Kn( - ) L’assertion i) est toujours valable. Soit z =, /=5 GneeEs (0 M)),

(2n—1)

avec e € S" et supposons que B(z,e) N M = (). On peut appliquer le Lemme [1.6] u Ainsi,
il existe un point yo € M tel que |H(yo)| = 222+ > ||H||o puisque nous avons supposé
£ < 3‘“3“ < nIQIT;III Nous obtenons ainsi une contradiction et donc B(z,e) N M # 0.
L’assertion i) est vérifiée et de plus, C. — 0 lorsque ||H||oc — 00 ou e — 0. O

2.4 Preuve du Théoreme 2.2

Par le Théoreme nous savons que pour tout € > 0, il existe C. dépendant
uniquement de n, ||H||x et ||Hg||2p tel que si (Pe.) est vraie, alors

]|X|x— | <.

pour tout z € M. Comme v/n||H||w < ||Blleo, il est facile de voir d’apres les preuves
précédentes que I'on peut supposer que C. dépend uniquement de n, ||B||s €t || Hg]|2p-

La preuve du Théoreme est alors une conséquence immédiate du lemme suivant
sur la norme L™ de X7.

Lemme 2.11. Pour p > 2 et tout n > 0, il eviste K, (n, ||B||s, ||Hk||2p) tel que si (Py,)
est vraie, alors || X7 < 7.

Nous prouverons ce lemme dans la section

Preuve du Théoréme [2.2| Soit € < %‘ /ﬁ < ,/W. Ce choix de e nous dit

que si la condition de pincement (Pg.) est vraie, alors | X| ne s’annule jamais, et nous
pouvons alors considérer ’application

o s
g
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Calculons dF,(u). Nous avons :

- Aln <|)1<|)X+ T

- ,/ XP) 4
- |X!3 A (M) | X]

X +

i |X\3 X)X o X

= X .
M) X ( X *“)

n 1 _(u,X>2 B
7 (M) [XP (1 |X\2> |

Or, nous avons :

AR () -1 =

n 1 n 1 9
< — — (u, X)".
()X ’ PRETIIPEA
D’ou 'on déduit que
n 1 n 1 9
(2.6) ‘|de( 1‘\ - ‘ M X)?,
M(M) X2 AM(M) [ X[

pour tout vecteur unitaire v € T, M. Or,
1/ i+ X 2y /%060 +¢
IX 2 s ( >2
_n__ .
A1 (M)

n . ,
Rappelons que nous avons T < A1 < ||BJ|% . Puisque nous avons supposé & < %, /ﬁ,
1 oo
le membre de droite peut étre majoré par une constante ne dépendant que de n, ||B||

et ||Hgl|2p, et T'on a

n

M(M)

n I ‘ 1
M(M) | X2 [X]2 | X

n 1

(27) M (M) X2

_ 1‘ < 9(n, ||Blloes || Hellzy)-

D’autre part, comme C. — 0 lorsque ¢ — 0, il existe £(n, || B||oo, || Hk||2p, 1) tel que
Cony||Bll oo | Hillzpm) < Iy(10, || Bl || Hi||2p) (01t K est la constante du Lemme @ et
ainsi, || X7 ||s < 7. De plus, comme précédemment, il existe une constante § dépendant
de n, ||Bl|oo et||Hgl|2p telle que

n 1

() X

n

A1 (M)

1
(2.8) X)* < WH 2 < 0?0(n, || Blloo, || Hll2p)-
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Ainsi, par (2.6)), (2.7) et (2.8), nous déduisons que (Pc,) implique

AP ()2 = 1| < &y, |Bllocs [1Hillap) + 1260, 1B, || Hill2):

Choisissons alors 7 = @/%. On peut supposer que &(n, || B||x, ||Hk||2p, 1) est suffisam-

7
ment petit pour que e(n, || Bl|oo, || Hk|l2p, 7)Y (1, || Bl|oos || Hi||2p) < 7 Dans ce cas, nous
avons
‘|de(u)|2 - 1) <.

Il suffit maintenant de fixer 6 €]0, 1] et ainsi, F' est un difféomorphisme local de M dans

S (0, . /W) Comme S (0, W) est simplement connexe pour n > 2, F' est un
difféomorphisme global. O

2.5 Application aux hypersurfaces presque Einstein

Dans cette section, nous donnons une application du Théoreme pour les hyper-
surfaces presque Einstein de I'espace euclidien. Rappelons d’abord qu’une hypersurface
Einstein de ’espace euclidien est une sphere. Il s’agit d’un résultat de Thomas et Cartan,
démontré également par Fialkow (voir [?, ?] ou [?], chapitre 7). Récemment, J.F. Gros-
jean [?] a redémontré ce résultat grace a une majoration de la premiere valeur propre du
laplacien. En effet, il a d’abord montré que si la courbure scalaire de M est strictement
positive, alors la premiere valeur propre du laplacien satisfait :

1
M (M) < 1 1||Scal||OO7

avec égalité uniquement pour les spheres géodésiques. Si de plus, (M, g) est d’Einstein,
par exemple, Ric = (n — 1)Id, alors d’un part, le théoréme de Lichnerowicz assure que
A1 = n et d’autre part,

1
2. M) < ——||Scal || = n.
(29) M (M) € ——|Seal [l =

Par conséquent, A\ (M) = n, nous sommes dans le cas d’égalité de la majoration ([2.9))
et du théoreme de Lichnerowicz-Obata, ce qui implique que M = S™.

Cette approche permet de penser qu'un résultat de pincement sur la premiere valeur
propre du laplacien pourrait permettre de montrer qu'une hypersurface presque Einstein
de R™! est proche d'une spheére en un sens & préciser.

En fait, nous obtenons trois résultats avec des proximités différentes. Le premier
résultat est le suivant :

Théoréme 2.12. Soit (M™, g) une variété riemannienne compacte sans bord, conneze,
orientée, immergée isométriquement dans R et soit p > 5. Alors, pout tout k > 0, il
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existe un e(k,n, || K||zp) (ot K est la courbure sectionnelle de M ) tel que si (M™, g) est
e-presque-Finstein, c’est-a-dire,

||Ric — k| < g,
alors M est homéomorphe a S™.

Voici un second théoreme avec un conclusion plus forte, mais en contrepartie un
pincement plus fort dépendant de la norme || B||.

Théoréme 2.13. Soit (M", g) une variété riemannienne compacte sans bord, connexe,
orientée, immergée isométriquement dans R"L. Alors, pour tout k > 0, il existe un
e(k,n, ||B||s) tel que si (M™, g) est e-presque-Einstein, c’est-a-dire,

HR‘IC - kgHOO < g,
. s .. z - N n n—1
alors M est diffeomorphe et quasi-isométrique a S (« / T)

Remarque 20. La prozimité obtenue dans le Théoréme|2.15 est plus forte que celle du
Théoreme |2.12, mais en contrepartie le pincement plus fort. En effet, le controle de la
longueur de la seconde forme fondamentale B implique grace a la formule de Gauss un
controle de la courbure sectionnelle K.

Enfin, nous avons un troisieme résultat avec une proximité de nature extrinseque,
en terme de distance de Hausdorff

Théoréme 2.14. Soit (M", g) une variété riemannienne compacte sans bord, connexe,
orientée, immergée isométriquement dans R**1. Alors, pour tout k > 0, il existe un
e(k,n,||H||w) tel que si (M",g) est e-presque-FEinstein, c’est-a-dire,

||Ric — kgl| < &,
alors dg (M, S ( ”T_1>> <e.

Preuve du Théoréme L’hypothese
|IRic — kf| <,
implique que la courbure scalaire vérifie :
0 < n(k —¢)Scal < n(k+¢).
Nous pouvons donc majorer la premiere valeur propre du laplacien par 'inégalité :

n(k+¢)
n—1"

M(M) <

D’autre part, le théoreme de Lichnerowicz nous assure que

n(k—a).

M) >
A(M) n—1

Rappelons maintenant le théoréme suivant du a E. Aubry ([?])
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Théoréme (Aubry [?]). Soient p, R et A des nombres réels tels que p > 5, R > 0 et
A > 0. Soit (M™,g) une variété riemannienne compleéte. Il existe un a(p,n, A) > 0 tel

[ (e "V(;()x }L‘)LP(B@ B < o

que i Sup., (pn. A), [|Kllop < A et

A (M) < n(l+a(p,n, A)),
alors M est homéomorphe a S™.

Dans ce théoreme, Ric(z) est la plus petite valeur propre de la forme bilinéaire
symétrique Ric(z) sur T, M, et (Ric — (n — 1)) = max(0, —Ric + (n — 1)).

Comme M est presque Einstein, nous sommes précisement dans les hypotheses de
ce théoreme. En effet, il suffit de choisir un e(k,n, ||K||2,) > 0 suffisamment petit pour
lequel M est homéomorphe a S”. O

Preuve du Théoréme [2.13| Dans la preuve du Théoreme [2.12] nous utilisions un
résultat de pincement pour la premiere valeur propre du laplacien pour sa borne inférieure
(inégalité de Lichnerowicz). Pour la preuve du Théoréme [2.13] nous allons toujours uti-
liser un résultat de pincement pour la premiere valeur propre du laplacien, mais cette
fois pour sa borne supérieure (inégalité de Reilly). Comme M est e-presque-Einstein,
nous savons que Ric > k — e. Afin de simplifier les calculs, nous supposerons k = n — 1.
Par le Théoreme de Lichnerowicz, nous pouvons majorer la premiere valeur propre du

laplacien :

Al(M)>n(n—1—5):n_ ne
n—1 n—1

De ce fait, nous avons pour p > 2

won ([ a) —uimig, > (050 ([ ) —nim,
A o —_—
Y [
> (n—l) —n?’fg = (o),

ou f3, est une fonction positive telle que /3,,(¢) — 0 lorsque ¢ — 0.

Si € est suffisamment petit pour que §,(¢) < C(n, ||B||w, ||H2||2p) du Théoréme
alors M est difféomorphe et quasi-isométrique a S™. Choisir un tel € est possible, et
nous en déduisons qu’il existe un ¢ dépendant uniquement de n est ||B||« tel que si
[|Ric — (n — 1)||o < g, alors M est difféomorphe et quasi-isométrique a S"™. Comme
1 — 55 < Hy <14 =5, la dépendance en ||Hy||y, disparait.

D’autre part, on notera que le volume n’étant pas fixé a 1, la constante de pincement
du Théoreme dépend également du volume. Or l’inégalité de Sobolev extrinseque
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permet de minorer le volume en fonction de ||H||«, et d’autre part, comme la
courbure de Ricci est positive, le théoreme de Bishop permet de majorer le volume en
fonction de n uniquement. De ce fait, il n’y a pas de dépendence en le volume. Enfin,
par homothétie, on retrouve le résultat pour tout k£ > 0. ([l

Remarque 21. La preuve du Théoréme[2.1]] est identique, a la différence qu’on utilise
le Théoréme 21 au lieu du Théoréeme[2.2.

2.6 Preuve des lemmes techniques

La preuve des Lemmes et repose comme dans le cas du rayon extrinseque
sur la Proposition [I.5] Pour prouver les Lemmes et [2.11] il suffit alors de majorer le
laplacien des fonctions ©? et |X7T|2. Pour cela, ’hypothése de pincement (Pc) intervient
a un seul moment, pour obtenir un majorant de || X|| ne dépendant que de n, ||H||
et || Hyl 2y

Lemme 2.15. Si la condition de pincement (Pc) est satisfaite avec C' < §||Hy||3,, alors
il existe E(n, ||H||oo, || Hk||2p) tel que || X || < E.

Preuve : Nous savons par (2.4) que
1
FAX PP <l H|loo| X

En appliquant la Proposition a la fonction £ = | X|, nous savons que si || X||o > F,
alors il existe une constante L(n, ||H||w, E) telle que

|1 X0 < LIIX] 2.

Or sous la condition de pincement (Pc) avec C' < %||Hy|[3,, nous obtenons par le Lemme

23] que
X loo < LA (. || oo, | Hil 1)

Or, L est bornée lorsque £ — 0, donc nous pouvons choisir £ = E(n, ||H||s, || Hk|2p)
suffisamment grand pour que

LA, || H] oo, | Hillzp)? < E.
Dans ce cas, nous avons || X||e < E(n, ||H||so, || Hk||2p)- O

La preuve du Lemme [2.11]| est identique a celle du Lemme [1.20, Nous donnerons donc
ici uniquement la preuve du Lemme [2.10
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Preuve du Lemme Nous allons utiliser la Proposition (1.5 Pour cela, com-
mencons par calculer le laplacien de 2,

A? = A (yxy4 - 2\/%1)(\3 + M"M) \X|2)

2 n
_ —2X2)dx2’ +OIX2ALX]2 + AlX|2
XPJAXP[ + 2XPAIXE + Al
n 3
—— [ Zix|t
/\1(M)< 71Xl

2
Un simple calcul montre que ‘d|X |2‘ < 4| X% De plus, le Lemme (1.2 implique.

dX|?

2 3 9
+ SIXIAIXE).

A|X? < 2n||H||so| X | + 7.
Donc, en appliquant la Proposition [1.5] et le Lemme [2.15, nous obtenons
A¢® < a(n,|[H]]x),

et
1
—290%72A802 < Oé(na HH Hoo>902k72-

Nous pouvons appliquer une nouvelle fois la Proposition [1.5| avec » = 0 et s = 2. Si
l|¢]loo > 7, alors il existe une constante L(n, ||H||) telle que

lollso < L[] l2-
Or, si la condition de pincement (Fc) est vraie avec C' < 2|[H, kH%p, alors nous avons :
llioll2 < Adllol|3*CM™.

Par conséquent,
lelloe < (LAL)'C.
Si nous choisissons C' = K,, = inf {m, %HHkH%p}, nous obtenons

[lolloe < -
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Chapitre 3

Une caractérisation spinorielle des
surfaces immergées
isométriquement dans un espace
homogene de dimension 3

3.1 Introduction

Récemment, 'outil spinoriel s’est révélé efficace dans 1’étude des sous-variétés des
espaces modeles R™, S et H". L’approche spinorielle permet de résoudre de maniere
naturelle des problemes de géométrie des sous-variétés. C’est le cas par exemple du
théoreme d’Alexandrov dans 'espace euclidien ([?]) et dans I'espace hyperbolique ([?])
ou bien encore de certaines propriétés des variétés d’Einstein ([?]) ou des sous-variétés
lagrangiennes de variétés kéhleriennes ([7]).

Parallelement, l'intérét manifesté pour les espaces produits S2 x R et H? x R est
croissant depuis quelques années. La majeure partie du travail effectué autour de ces
espaces consiste en I'étude des surfaces minimales ou a courbure moyenne constante. La
premiere étape d'une telle approche est bien str de comprendre la géométrie spinorielle
de ces surfaces et en premier lieu, ce qui est le but de ce chapitre (voir Théoreme ,
de caractériser les surfaces isométriquement immergées dans S? x R ou H? x R par 'exis-
tence d’un champ de spineurs spécial, plus précisément un champ de spineurs solution
de I'équation des spineurs de Killing généralisés (voir Section [3.5.3]). L'immersion est
caractérisée de maniere équivalente par I'existence d'un champ de spineurs solution de
I’équation de Dirac correspondant a 1’équation des spineurs de Killing généralisés et
vérifiant une condition supplémentaire sur sa norme.

Nous donnons ici une généralisation des résultats de Friedrich ([?]) et Morel ([?])
aux espaces homogenes de dimension 3 avec groupe d’isométries de dimension 4, avec
I'objectif d’étudier les surfaces isométriquement immergées dans ces espaces.

77
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3.2 Préliminaires

Nous commencgons ce chapitre par cette section de rappels des principaux résultats
de base de la géométrie spinorielle des hypersurfaces. Pour plus de détails, on pourra se
référer aux livres [?], [?] ou [?] pour les propriétés générales des variétés spinorielles,
et aux articles [?], [?] ou [?] pour la restriction aux hypersurfaces. Nous n’insiste-
rons pas ici sur l'aspect algébrique des algebres de Clifford, du groupe spinoriel et des
représentations.

3.2.1 Variétés spinorielles

Une variété riemannienne (M™, g) est dite spinorielle s’il existe sur M une struc-
ture spinorielle (Spin M, n), constituée d’un fibré principal Spin M de groupe structural
Spin,, et d’un revétement a deux feuillets  du fibré principal SO M des reperes linéaires
g-orthonormés orientés par le fibré Spin M. L’existence d’un telle structure est une pro-
priété topologique. En effet, elle est équivalente a la nullité de la seconde classe de
Stiefel-Withney.

A partir d’une structure spinorielle et en utilisant des résultats classiques sur les
représentations complexes du groupe spinoriel Spin,,, on construit de maniere canonique
un fibré vectoriel associé au fibré principal Spin M. Ce fibré, que nous noterons ¥ M, est
appelé fibré des spineurs complezes, et ses sections sont les champs de spineurs. Notons
que ce fibré dépend de la métrique g.

De meéme, on construit un fibré vectoriel dont la fibre au-dessus d’un point x est
l’algebre de Clifford complexe CU(T,M, g,). Ce fibré est appelé fibré de Clifford, que
nous noterons CIM.

Regardons tout d’abord les différents objets que l'on peut construire sur le fibré
> M. Tout d’abord, il existe une action naturelle du fibré de Clifford sur le fibré des
spineurs appelée multiplication de Clifford et donnée localement par :

v CIM @XM — M
PRV =[50 ®[50 — D-V:=]3 p,(a)d]

ou [§, a] et [, o] sont les expressions locales des sections & € T'(CI(M)) et ¥ € T'(X M),
et ou p, est la représentation spinorielle.

De méme, on construit sur ¥ M un produit hermitien unitaire, noté (-,-) et prove-
nant du produit hermitien de I’espace de représentation du groupe Spin,. Ce produit
hermitien vérifie alors la propriété suivante :

pour tout X € I'(T" M) et tous ¢, p € ['(X M).

D’autre part, la 1-forme de connexion induite par la connexion de Levi-Civita rie-
mannienne V agissant sur le fibré tangent se releve en une connexion sur le fibré principal
Spin M. Cette 1-forme de connexion permet alors de construire une dérivée covariante
associée appelée connexion de Levi-Civita spinorielle. Nous la noterons également V.
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Dans un ouvert de trivialisation U de ¥ M, la connexion de Levi-Civita est donnée par

n

(3.2) Vit = X(0)+ 3 3 0(Vxen e le(es),

i,j=1

pour tout X € I'(T'M), tout ¢ € I'(X M), et ou {ey, ..., e,} est un repere g-orthonormé
local. Grace a cette expression locale, on peut voir facilement que la connexion de
Levi-Civita spinorielle est compatible avec le produit hermitien et la multiplication de

Clifford, c¢’est-a-dire pour X,Y € T'(T'M) et ¢, € T'(XM), on a :
Vx(y(Y)Y) = y(VxY) +v(Y)Vx.
Le tenseur de courbure spinorielle associé est défini par
Rxy¢ = [Vx,Vy]Y = Vixyy
= VxVy¢¥ —VyVxt¢ — Vixy¢,

et on déduit alors facilement de (3.2]) son expression locale :

n

(3.3) Rxyy = i Z g(RX,Y€i7 €j)7(€i)7<€j)¢;

ij=1

ou R est le tenseur de courbure de Riemann. Nous déduisons de cette expression locale
de la courbure spinorielle I'identité de Ricci :

(3.4) > ()Rt = =57 (Rie(X))0:

ou Ric est la courbure de Ricci de (M™, g).
Enfin, nous définissons l'opérateur de Dirac par :

D:=~0oV,

ce qui localement s’écrit
(3.5) D= "~(e)Ve, .
i=1

Nous nous intéressons plus particulierement au cas ou la dimension n de la variété
est paire. Dans ce cas, le fibré des spineurs se décompose en deux facteurs irréductibles
sous I'action de I'élément de volume complexe we = i3 1y(e1) - - y(en), ot {e1, ..., en}
est une base orthonormée locale de T, M. En effet,

SM=Y"MaX M,

ol ¥ M sont les espaces propres associés aux valeurs propres +1 de I'action de w¢. En
se placant dans un systeme de coordonnées locales normales au point x, il est facile de
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voir que we est parallele pour la dérivée covariante V. On en déduit alors que pour tout
champ de vecteurs X, nous avons :

X - Wwe = —wWe - X.
Par conséquent, la multiplication de Clifford par le champ de vecteurs X vérifie alors :
(X)) : T(SEM) — I(ZFM).

De plus, comme wc est parallele, il est clair que V préserve cette décomposition. Ainsi,

nous avons :
D :T(X*M) — T(SFM).

3.2.2 Restriction des spineurs a une hypersurface

Soit (M™1, g) une variété riemannienne spinorielle. Notons XM son fibré des spi-
neurs. On notera par V la connexion de Levi-Civita sur 7' M, ainsi que celle sur Y M. La
multiplication de Clifford sera notée v et on note par (.,.) le produit hermitien naturel
sur XM, compatible avec V et . Enfin, nous noterons 'opérateur de Dirac par D.

Soit N une hypersurface orientable de M. Le fibré normal étant trivial, ’hypersurface
N est spinorielle. En effet, 'existence de ce champ normal unitaire v défini globalement
permet de munir N d’une structure spinorielle induite de celle de M. Tout d’abord,
on peut identifier le fibré des reperes orthonormés au dessus de N, SO N comme un
sous-fibré du fribré SO My. Cette identification est donnée par I'application

®: SON — SOMy

{61,...,€n} — {617"'76717”}

et I'on construit ainsi une structure spinorielle au dessus de N en remarquant que le
diagramme suivant est commutatif

Spin N = ¢~ (SpinM|N) . Spin M|x

SON i - SO My.

On voit alors que 'hypersurface N est munie naturellement d’une structure spinorielle
héritée de celle de M. On peut alors considérer le fibré intrinseque des spineurs que ’'on
notera Y N. Nous noterons respectivement par V=, vV et DV, la connexion de Levi-
Civita, la multiplication de Clifford et I'opérateur de Dirac intrinseque sur N. On peut
également définir un fibré extrinseque des spineurs sur N par S := X My. On rappelle
alors que 1'on a l'identification entre ces deux fibrés des spineurs (c¢f [?],[?],[?],[?],17],[7]
entre autres) :

(3.6) S = { YN si n est pair

XN ® XN sin est impair.
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L’intérét d’une telle identification est qu’elle permet d’utiliser les spineurs ambiants
restreints pour étudier I'opérateur de Dirac intrinseque de N. Nous pouvons définir la
connexion extrinseque V3 et la multiplication de Clifford 7° sur S, par :

(37) VS =V 4 a0n(A)
(3.8) 7 =),

ou v est un champ normal unitaire et A 'opérateur de Weingarten associé. Grace a
I'identification donnée en (3.6]), nous pouvons également identifier connexions et multi-
plications de Clifford :

vy si n est pair
S _ ’
(3.9) V= { VN @ VY sin est impair,

N i t pair
1 s=01 o1 esh path,
(3.10) 7 { YN @ -4V sin est impair.

On peut alors associer un opérateur de Dirac extrinseque sur IV, agissant sur les sections
de S, noté D et localement donné par :

(3.11) D= znjys(ei)vs

ou {ey,...,e,} est un repere orthonormé local de TN. Il est alors immédiat, par ([3.7)),
que :

(3.12) D=—H (v Z’yez

ou bien encore, pour tout ¢ € I'(S)
n
(3.13) Dy = §Hz/1 —~v(v)DY — V.

De plus, les opérateurs intrinseque et extrinseque sont reliés de la fagon suivante :

(3.14)

D= DN si n est pair
DN @ —D¥ sin est impair.

I1 est facile de voir d’apres les définitions que :
(3.15) VEy(v) = 9(v)V® et Dy(v) = —(v)D.

Ceci permet d’affirmer que si N est compacte, le spectre de D est symétrique et méme :

spec (DN) si n est pair,
(3.16) specD =
spec (DN) U —spec (DN) si n est impair.
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3.3 Espaces homogenes de dimension 3 avec groupe
d’isométries de dimension 4

Dans cette section, nous donnons une description des espaces homogenes de di-
mension 3 avec groupe d’isométries de dimension 4. Une telle variété est une fibration
riemannienne sur une variété simplement connexe de dimension 2 a courbure constante
k dont les fibres sont géodésiques. Nous noterons par 7 la courbure de la fibration, qui
“quantifie” le défaut de la fibration a étre un produit. Nous allons donc diviser notre
description en deux parties. Tout d’abord, le cas ou 7 = 0 qui correspond aux deux
espaces produit S? x R et H? x R, et ensuite le cas ot 7 # 0 qui comprend les trois types
suivants de variétés : les variétés ayant le groupe d’isométries des spheres de Berger,

de l'espace d’Heisenberg Nils ou du revétement universel PSLy(R) de PSLy(R). Dans
tout ce qui suit, nous noterons ces espaces homogenes E(x, 7). Nous allons commencer
par étudier plus en détails le cas o 7 = 0 puis nous étudierons ensuite le cas 7 # 0, qui
est 1légerement plus élaboré. Pour plus de détails, on pourra se référer a [?] ou [?]

3.3.1 Les espaces produit M?(x) x R

Dans cette section et tout ce qui suit, lorsque nous parlons de l’espace produit
M?(k) x R, il s’agit de la variété produit M?(x) x R munie de la métrique rieman-
nienne produit 7 = g2,y D dt?, ou vz (k) est la métrique canonique de M? (k). Nous
noterons dans toute la suite 7 tel que x = 4n%. Nous supposerons x = 1 ou —1, mais
tous les résultats sont valables pour k # 0 quelconque.

Nous choisissons comme base canonique de M?(k) x R, {ey, s, %}, ou {ep,ex} est
une base orthonormée locale de M?(x) et % le champ de vecteurs unitaire qui donne
I'orientation de R.

3.3.2 La base canonique de E(k,7), 7 # 0

Soit E(k,7) un espace homogene de dimension 3 dont le groupe d’isométries est
de dimension 4. Supposons que 7 # 0, c’est-a-dire E(k, 7) n’est pas un espace produit
M?(k) x R. Comme nous I’avons signalé ci-dessus, E(k, 7) est une fibration riemannienne
sur une variété simplement connexe de dimension 2 a courbure constante x dont les
fibres sont géodésiques. Soit alors & un champ de vecteurs unitaire tangent aux fibres,
que nous appellerons le champ de vecteur vertical. Ce champ est un champ de Killing
(qui correspond aux translations le long des fibres).

Nous noterons respectivement par V et R la connexion de Levi-Civita et le tenseur
de courbure de E(x, 7). La variété E(k,7) admet alors une base orthonormée directe
locale {eq, ey, €3} avec

e3 =§
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et dont les symboles de Christoffel ffj = <veiej, ek> sont

¢ =3 —1 —3 =2
=Ty =-Ty=-T3=r1

(3.17) f;Q = —f?ﬂ =7 —o0,

\ 7

R K
ou ¢ = —. Nous avons alors
T

[617 62} = 27—637 [627 63] = 0¢€q, [637 61] = 0€3.

Nous appellerons {ej, es, e3} la base canonique de E(k, 7). Grace a (3.17)), on voit faci-
lement que pour tout champ de vecteurs X,

(318) VXGZJ, =7X A €3,
ou A est le produit vectoriel dans E(k, 7), c’est-a-dire, pour tout X,Y,Z € I'(T' M),

<X A\ Y, Z> = det {61’62763}()(,}/, Z)

3.3.3 Les variétés dont le groupe d’isométries est celui des
spheres de Berger

Nous sommes ici dans le cas ou k£ > 0 et 7 # 0. Ces variétés sont des fibrations
au-dessus de 2-spheres rondes et sont obtenues en modifiant la métrique d’une 3-sphere
ronde en préservant la fibration de Hopf et en modifiant la longueur des fibres.

On peut voir R? muni de la métrique

ds® = \?(dz? + dy?) + (7(ydz — zdy) + dz)?
avec

1
1+ S(2? +9?)

Mz, y, 2)

comme le revétement universel d'une telle 3-variété homogene (k > 0 et 7 # 0) privée
de la fibre correspondant au point & Uinfini de la base S?(x). Avec ces coordonnées, les
fibres sont alors {x = xy , y = yo}. La base canonique est alors {ej, €2, e3} définie de la
maniere suivante :

er = A1 (cos(02)0, + sin(0z)d,) + 7(zsin(oz) — ycos(0z))d.,
es = A7 —sin(02)0, + cos(02)dy) + 7(x cos(oz) + ysin(oz)) 0.,
e3 =&,

toujours avec
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Cette base vérifie alors

K K
[61, 62] = 27es, [62, 63} = 5617 [63, 61] = 562;

et est définie sur 'ouvert E(k, 7)" qui est E(k, 7) privé de la fibre correspondant au point
a l'infini de la base S?(k).

Remarque 22. Les spheres de Berger au sens strict du terme correspondent au cas ot
Kk =4.

3.3.4 Les variétés dont le groupe d’isométries est celui du groupe
d’Heisenberg Nil3

Il s’agit de fibrations sur l'espace euclidien R?, c’est-a-dire k = 0 et 7 # 0.
Rappelons que le groupe d’Heisenberg est le groupe de Lie Nil3 défini par

b

1
Nils = 0 . (a,b,c) €R?
0

S =

c
1
muni d’une métrique invariante a gauche. Il est commode d’utiliser des coordonnées
exponentielles qui permettent de voir le groupe d’Heisenberg comme R3 muni de la

métrique suivante
ds* = dz? + dy® + (7(ydz — zdy) + dz)Q.

Dans ces coordonnées, les fibres sont données par {x = 2 , y = yo} et la base canonique
{e1, €2, €3} est définie par :

€1 = aac - Tyaz»
ey = 0y + 1720,
€3 — 8Z.
De plus, la base canonique vérifie
[e1, 2] = 27Tes, [ea, €3] = 0, [es, e1] = 0.

—_—

3.3.5 Les variétés dont le groupe d’isométries est celui de PSLy(R)
Nous sommes ici dans le cas kK < 0 et 7 # 0. Une telle variété est une fibration

sur un plan hyperbolique. En prenant le modele du disque de Poincaré pour le plan

hyperbolique, on peut lidentifier & la variété D? (\/L_?) X R, munie de la métrique

ds® = A\*(dz® + dy?) + (7(ydz — zdy) + dz)2,

avec

B 1

14 (a2 +y?)]

et ott D?(p) est le disque ouvert de rayon p dans R% On obtient ainsi une variété
homogene dont la courbure de la base est k et la courbure de la fibration est 7. Les

Az, y, z)
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fibres sont alors {x = xy , y = yo}. La base canonique est alors {ej, €2, e3} définie de la
maniere suivante :

er = A1 (cos(02)8, + sin(02)d,) + 7(xsin(oz) — ycos(0z2)) 0.,

es = A1 ( = sin(02)9, + cos(02)dy) + 7(x cos(0z) + ysin(oz))ds,

e3 =&,

ou

K

o= —.

2T

Cette base vérifie donc
K K
le1, 2] = 27es, [e2, €3] = 57 1 [e3, e1] = 562

3.3.6 Calcul du tenseur de courbure de E(x, )

D’apres la description des espaces homogenes E(k, 7) que nous venons de donner,
nous pouvons calculer explicitement leur tenseur de courbure. Dans les trois cas ci-
dessus, il existe une base canonique {ej, ey, e3} dont les symboles de Christoffel sont
donnés par la relation (3.17)). Grace a ces relations, on peut voir que 'opérateur de
courbure R agissant sur les 2-formes défini par :

(RIXNY),ZAW) :=(R(X,Y)Z,W)
est diagonal dans la base {ex A e3,e3 A er,e; A ey} et sa matrice s’écrit alors
(3.19) R = diag(7?, 7%,k — 377).

En raison des symétries du tenseur de courbure, celui-ci est entierement déterminé par
(13.19). Précisément, la proposition suivante donne son expression.

Proposition 3.1. Pour X,Y,Z W € X(E(k, 7)), on a
(RIX,Y)Z, W) = (k= 37%) (Ro(X,Y)Z, W) + (k — 47°%) (R1 (& X, Y ) Z, W)
ou Ry et Ry sont définis par :
Ro(X,Y)Z = (X,2)Y — (Y, Z) X,
et

R(V;X)Y)Z = (YWY {(Z V)X +(Y,Z)(X,V)V
—(X, 2y Y, V)V — (X, V)(Z, V)Y

Preuve : Tout vecteur X se décompose en une partie verticale et une partie horizontale,
X =X+z£ onx = (X,§). On décompose de la méme maniere les vecteurs Y, Z et W.
Par la multilinéarité du tenseur de courbure, le terme <E(X YY) Z, W> est une somme de
16 termes. Or, en raison des symétries du tenseur de courbure, plusieurs de ces termes
sont nuls. En effet, le terme s’annule lorsque le vecteur vertical £ apparait trois fois,
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quatre fois, ou bien deux fois, mais en position 1 et 2, ou en position 3 et 4. Enfin, par
(3.19), lorque le vecteur & n’est présent qu’'une seule fois, le terme s’annule également.
Finalement, il reste

(R(X,Y)Z, W)

I
T~
=
kol
52
N

=
~~—"

w72 (% 2) = 92 () = 0w (V.2) 2 (7,7) )
= (’1_ 37—2)(<X72> <Y=W> - <X=W> <sz>)
_</€_47—2)(<X7 Z> <Y>£> <VV75> + <Yv W> <X7£> <Z>€>

— (X, W) (Y,€)(Z,€) — (Y, Z) (X, &) (W,&)).

3.4 Equations de compatibilité pour les surfaces

Dans cette section, nous donnons les équations de compatibilité qui comme nous le
verrons plus tard sont des conditions nécessaires et suffisantes pour que la surface soit
immergée isométriquement dans ’espace ambiant ad hoc.

3.4.1 Equations de compatibilité pour les surfaces de S? x R et
H? x R

Bien que nous intéressant au cas n = 2, toute cette section est également valable
pour n > 2. Soit M™ = §" ou M" = H". On notera & la courbure sectionnelle (constante)
de M™ qui sera respectivement 1 ou —1. Nous noterons V la connexion de Levi-Civita
de M" x R et R son tenseur de courbure. D’autre part, nous noterons par % le champ
de vecteurs unitaire qui donne 'orientation de R dans M"™ x R.

Soit N une hypersurface orientable de M"™ x R et v un vecteur normal unitaire. Soit
A la seconde forme fondamentale associée a I'immersion de N dans M"™ x R et définie
par

AX = —VXV.

Soit également 7' la projection du vecteur 2 sur le fibré tangent 7N. Considérons enfin

ot
la fonction f définie par :

f= <V, %>
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Il est clair que :

0
— =T+ fv
at f 9
et par conséquent comme % est unitaire :
T[> + f* = 1.

Intéressons-nous au tenseur de courbure de M"™ x R pour des vecteurs tangents a N.

Proposition 3.2. Pour X,Y, Z, W € I'(TN), on a :

(RXY)ZW) = w((X. Z)(Y, W) (¥, 2)(X,W)
-V, YW, TYX,Z) — (X, T){Z,T)(Y, W)
X TYW,T)Y, Z) + (V. TYZ, T) (X, W),

et
Preuve : Comme % est parallele, on a :

(RIX,Y)Z, W) = (Run(Xy,Y:)Z;, W)
= K~ ((Xe, Zo) (Y, Wi) — (Y3, Zi) (Xi, W)

ou pour un vecteur X, X; représente la partie tangente a M", c¢’est-a-dire
o\ 0

Xi=X—(X,—)—.

! < at> ot

En remarquant simplement que si X est tangent a N, alors <X , %> = (X,T) et en

remplagant dans l'expression du tenseur de courbure que nous venons de donner, on
obtient le résultat.
Pout la seconde identité, on utilise la relation

0
v =v—f—

ot

Remarque 23. Si le couple (X,Y) est orthonormé, on obtient :
}_3<X7 Y7 Xv Y)> = Kj(l - <Y7 T>2 o <X7 T>2)a
ce qui, dans le cas oun = 2, donne :

Rigi = (1 —||T]]?) = . f?.

Le fait que e soit parallele permet de plus d’obtenir les identités suivantes :
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Proposition 3.3. Pour X € X(N), on a :
VxT = fAX,

et
df(X) = —(AX,T).

Preuve : On sait que VX% =0et % =T+ fv,dou:

0 = vxT—Fdf(X)V—i-vav
= VxT+ (AX, TYyv+df(X)vr — fAX.
I1 suffit de considérer les parties tangentielles et normales pour obtenir les deux identités.

O

Définition 3.4 (Equations de compatibilité). On dit que (N,(.,.), A, T, f) vérifie les
équations de compatibilité pour M" x R si et seulement si pour tout X,Y,Z € X(N) :

(3.20) R(X,Y)Z =(AX, Z)AY — (AY, Z)AX
+ ,@((X, 2V — (Y, Z)X — (Y, T\(X, Z)T

(X, TWZ,T)Y + (X, T)Y, Z)T + (Y, T){Z, T)X),

(3.21) VxAY — VyAX — A[X,Y] = sf (Y, T)X — (X, T)Y),
(3.22) VxT = fAX, et
(3.23) df(X) = —(AX,T).

Remarque 24. Les relations (3.20) et (3.21) sont les équations de Gauss et Codazzi
pour une immersion isométrique dans M™ x R.

3.4.2 Equations de compatibilité pour les surfaces de E(k, 1),
T#0

Soit E(k, 7) un 3-espace homogene dont le groupe d’isométries est de dimension 4,
dont la courbure de la base est & et celle de la fibration 7. Nous noterons V la connexion
de Levi-Civita de E(x, 7) et R son tenseur de courbure. Soit N une hypersurface orien-
table de E(k,7), V sa connexion de Levi-Civita et v le champ normal unitaire sortant
a N. Soit A la seconde forme fondamentale associée a I'immersion de N dans E(k, T),
définie par

AX = —vxy.



3.4. EQUATIONS DE COMPATIBILITE POUR LES SURFACES 89

Le vecteur vertical £ se décompose en une partie tangente et une partie normale a N,
ce que 'on peut écrire
§=T+ fv,

ouT € X(N) et f = (& v). De plus, £ étant unitaire, on a
TP+ f2 = 1.

Nous pouvons maintenant donner les équations de Gauss et Codazzi pour les surfaces
de E(k, T).

Proposition 3.5. Pour X,Y,Z, W € X(N), on a
(R(X,Y)Z,W) = (k= 37*) (Ro(X,Y)Z,W) + (k — A7) (R\(T; X, Y) Z, W),

et
R(X, Y= (k—47)f({Y.T) X — (X, T)Y),

ou Ry et Ry sont les tenseurs définis dans la Proposition |3. 1.

Preuve : On utilise la Proposition [3.1] en remarquant que pour un vecteur X tangent a
N,ona (X,&) = (X,T). O

On déduit de cette proposition le corollaire suivant :

Corollaire 3.6. Les équations de Gauss et Codazzi dans E(k,T) sont

(3.24) K =det (A) + 7%+ (k — 47%) f?,

(3.25) VxAY — VyAX —AX,Y] = (r —47°) f((Y,T) X — (X, T)Y),
ou K est la courbure de Gauss de N.

Le fait que Vx& = 7X A € permet d’obtenir la Proposition suivante :

Proposition 3.7. Pour tout X € X(N), on a

(3.26) VxT = f(AX — 7JX),

(3.27) df(X)=—-(AX —7JX,T),
ou J est la rotation positive d’angle g sur TN.

Preuve : D’une part, on a

va - vx(T—FfI/)
VxT +df(X)v+ fVxv
VxT +{(AX, TYv+df(X)v— fAX.
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D’autre part, nous avons

va = 7X N
= 7 XAN(T+ fv)
T((JX,T)v— fJX).

En identifiant les parties normales et tangentielles, on trouve les deux identités. U

Définition 3.8. On dit que (N, (-,-), A, T, f) vérifie les équations de compatibilité pour
E(k,T) si et seulement si les équations de Gauss et Codazzi et les équations et

sont satisfaites.

3.5 Champs de spineurs particuliers

La technique de caractérisation spinorielle des surfaces repose sur I’étude de la res-
triction aux surfaces de champs de spineurs ambiants particuliers comme les spineurs
paralleles de R3, les spineurs de Killing réels de S? ou les spineurs de Killing imaginaires
de H?. Les espaces homogenes ne posseédent ni champs de spineurs paralléles, ni champs
de spineurs de Killing, mais des champs suffisamment particuliers pour obtenir des in-
formations géométriques sur la surface et notamment sur sa courbure. Nous allons ici
donner l'expression de ces spineurs particuliers qui généralisent les spineurs paralleles
et de Killing.

3.5.1 Champs de spineurs particuliers sur les surfaces de S xR
et H?> x R

Avant de donner I'expression de ces spineurs particuliers pour le cas des espaces
produit S? x R et H? x R, nous allons voir que le fibré des spineurs de S? x R et H? x R
s’exprime respectivement en fonction de celui de S? et H?. Pour voir ceci, commencons
par quelques rappels sur la restriction des spineurs a une hypersurface.

Fibré des spineurs de M? x R

Tout d’abord, en tout dimension, comme M" porte une structure spinorielle, M"™ x R
en porte une également et les structures spinorielles de M et M™ x R sont en corres-
pondance. En effet, si on connait une structure spinorielle sur M" x R, il est bien connu
qu’elle induit une structure spinorielle sur M. D’autre part, si on se donne une structure

~+
spinorielle sur M, alors, on peut la relever sur M" x R, ce qui donne un GI (n,R)-fibré
principal sur M" x R. On agrandit le groupe structural via le plongement :

Gl (n,R) — Gl (n+1,R),
obtenu grace au plongement standard :

Gt (n,R) — GI*(n + 1,R)
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a 0 a

En restreignant cette structure a M", on retrouve notre structure spinorielle de départ

(ef [7D)-

N

A partir de maintenant, nous nous intéressons au cas ou n = 2. Nous allons déterminer
explicitement le fibré des spineurs de M? x R. Nous avons vu dans la section que

donné par :

B(M? x R) 2 & Y M2,
Donc si ¢ € T'(3(M? x R)), on a pour tout ¢t € R :
o(.,t) € T(ZM?).
On a donc lisomorphisme de fibrés vectoriels suivant :

B: S(M2xR) — X(M?) @R

—_~—

© — (¢,0),

ou @ est une somme directe de fibrés vectoriels et R le fibré sur R de fibre {0}. Cela
signifie simplement que la fibre X, 4 (M? x R) au dessus de chaque point (z,t) € M? xR
n’est rien d’autre que la fibre ¥,M? du fibré des spineurs de M?2.

Une section de (M? x R) sera alors une application C*

p: R — (M)

t — .

Les champs particuliers

Dans toute la suite, nous privilégions des sections particulieres intéressantes, les
sections constantes par rapport au parametre t.
Nous avons la formule de Gauss spinorielle,

_ 1
Vxe=Vxeo+ 57(AX)7(V)90,

ot V est la connexion spinorielle sur M? x R, V la connexion spinorielle sur M2, ~ la
multiplication de Clifford sur M? x R et A 'application de Weingarten de I'immersion
de M? dans M? x R. Or, M? étant totalement géodésique dans M? x R, on obtient en
choisissant ¢; = o un spineur de Killing sur M2, i.e. Vxpo = 7™ (X)¢o

Vxg = Vxpo
= 1" (X)eo
0
= ny(X)y (§> ©o

0

= m(X)v(a)so
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D’autre part, ’élément de volume complexe we = —eq - €5 - % agissant comme l'identité,
on a donc

v(e1)y (%) ¢ = v(e2)y(en)v(e2)y (%) @
= —7(e2)p.

De méme, on a

Y(e2)y (%) o = —y(e)y(er)y(e2)y (%) @
= 7(er)e.

On en déduit donc

Ve = —ny(e2)e,
(3.28) Vo = n7(e1)e,
v%go =0.

Ces champs de spineurs particuliers sont les champs particuliers qui jouent le role des
champs de Killing dans S* ou H?.

3.5.2 Champs de spineurs particuliers sur les surfaces de E(x, 7),
T#0

Nous allons ici donner I'expression de spineurs définis sur E(k, 7) et qui vont jouer
le role que jouent les spineurs de Killing dans les espaces modeles. Pour cela, nous
allons munir E(k,7) de sa structure spinorielle triviale. Nous considérons alors une
section constante . Grace a ’expression locale de la dérivée covariante spinorielle et de
I’expression de symboles de Christoffel Ffj donnée dans la section , on peut calculer
explicitement V. On rappelle que I’élément de volume complexe wS = —e; - ey - € agit
comme l'identité, ce qui implique

(e v(e2)e = —vyler)y(ex)y(en)y(ez)y(§)e
= (&)

De méme, on a

V(e (e =v(er)p et v(E)v(er)p =v(e2)p.
L’expression de la dérivée covariante spinorielle étant donnée pour X € X(E(k, 7)) par

Ve = X(¢)+ 1 3 (Vxen e rle(e)y

ij=1
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on en déduit
(T3 (e2)v(§) + Tigv(€)v(ea)p)

7€)

veﬁp =

el - Y
\]
-2
—~
&
[\&)

= 577(61)90-

De la méme maniere, on montre que

1
Ve, = 577(62)90-
Enfin,

(D317 (e1)v(e2)p + Tiyy(ea)v(er)y)
(37— 7)o
2 (2/? )7(5)“‘7'

Nous avons donc un spineur particulier ¢ qui vérifie

Vep =

| RN =]~

( _ 1
Veayp = 57(en)y,
_ 1
(3.29) Vep = 57(e2)
Veo =5 (5=~ 7)1(6)
[ VP T o \of i\l

Remarque 25. Il y a un second spineur qui vérifie les mémes relations et linéairement
indépendant de ¢. Il est obtenu en prenant une section constante orthogonale a celle
prise pour ¢. En effet, 'espace des spineurs de E(k,T) est de dimension compleze 2.

3.5.3 Spineurs de Killing généralisés

Dans les Sections et [3.5.2) nous avons donné I’expression de champs de spineurs
particuliers sur M? X R et E(x, 7). Nous nous intéressons ici a la restriction de ces champs
particuliers a une hypersurface, afin d’obtenir un champ de spineurs privilégié sur une
telle surface.

Sur les hypersurfaces de M? x R

Soit (N, {-,-)) une surface orientable de M? x R, orientée par v. La surface (N, (-, -))
étant orientée, elle est munie d’une structure spinorielle induite de celle de M? x R. De
plus, on a l'identification suivante entre les fibrés des spineurs :

S (M?x R)jy X N.
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Comme nous l'avons déja signalé plus haut, la formule de Gauss spinorielle relie la
connexion spinorielle ambiante & celle de la surface. Pour tout X € X(N) et tout ¢ €
(3 (M? x R)), nous avons

— 1 N
= vV (AX
(VX@D)‘N VX(T/)‘N) +57( )%U’N
1
= Vax(¥)) +37(AX00)0
oll v est la multiplication de Clifford dans M? x R, vV la multiplication de Clifford dans
N et A l'opérateur de Weingarten de I'immersion de N dans M? x R. Si on applique
cette formule au champ de spineurs particulier de M? x R donné en ((3.28)), on obtient :
= 1
Vxp = Vxp— 7" (AX)p
=m0 (o) e 37V (4X)
= Ny(Ay ) ¥ 37 ®,
oll X, est la partie de X tangente a M?, c’est-a-dire,
o\ 0
X, = X—(X,=—)—
' < ’ at> ot
X—(XTT-f(X,T)v.

On en déduit donc

Vxe = m(X)y (aat)so 77< ;%(%) (;>w—%’y (AX)p
= m(X)y <§t)<p+n< gt>so—%’v (AX)e
= NNT)p + (XN +7 (X, T) = 37V (AX)p.

D’autre part, si I’on note w = ¢e; N eo 'élément de volume réel sur NV, on a les relations

suivantes : N N
{V(X)Z—v (X)) (w),
Y(v) =N (w).
En remplacant, et en utilisant le fait que w? = —1 et que w anticommute avec les

vecteurs tangents a /N, on obtient
1

Vxp = mN (XN @ (T @)+ n (X, T) o = nfr™ ()7 (M (w)e — 577 (AX)p

Nous pouvons réécrire cette relation de la fagon suivante :

1
(3.30) Vxp = 0X-T-p+0fX -¢+n(X,T)p—AX - p.

(132

ou “” représente la multiplication de Clifford sur N.
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Définition 3.9. Un spineur vérifiant [’équation est appelé un spineur de Killing
généralisé.

Proposition 3.10. i) Sin= %, alors la norme d’un spineur de Killing généralisé est
constante.

ii) Sim = %, alors la norme d’un spineur de Killing généralisé satisfait pour tout

X € X(N) :
X|o? =Re (iX -T-p+ifX-p p).
Preuve : 11 suffit de calculer X |p|? pour tout X € X(N). En effet,
X|p|* = 2Re (Vxip, ) .

On remplace V¢ par son expression donnée par (3.31)), et dans le cas ot n = 3, on
utilise le lemme suivant :

Lemme 3.11. Soit ¥ un champ de spineurs et 3 une 1-forme ou une 2-forme réelle,
alors on a :

On déduit alors facilement de ce lemme que
Re (A(X) - ¢, ¢) =0,

ainsi que

Enfin, toujours grace a ce méme lemme, on voit facilement que :
Re (X -T-¢,0) +Re ((X,T) ¢, ) = 0.

Sin = %, les trois premiers termes ne sont plus nuls et un calcul immédiat donne le
résultat attendu. O

Remarque 26. Dans le cas ou n = %, la norme de ¢ n’est pas constante. Cependant,
on peut voir que @ ne s’annule jamais.

Sur les Hypersurfaces de E(x, 7)

Dans cette section, nous allons donner ’expression de la restriction a une surface d'un
3-espace homogene E(x, 7). Soit (N, (-, -)) une surface orientable de E(k, 7), orientée par
v. La surface (N, (-,-)) étant orientée, elle est munie d'une structure spinorielle induite
de celle de E(k, 7). De plus, on a 'identification suivante entre les fibrés des spineurs

SE(r, 7)) 2 TN,
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D’autre part, pour tout X € X(NV) et tout ¢ € I'(XE), nous avons la formule de Gauss
qui relie les connexions spinorielles

2
— Vg (w}N) + 1'y(AX)v(V)@D,

(Txt)), = Valv),) + 5" (Ax)

2

ott 7 est la multiplication de Clifford dans E(x,7), ¥V la multiplication de Clifford dans
N et A Topérateur de Weingarten de I'immersion de N dans E(k, 7). Pour le champ de
spineurs particulier défini en (3.29)), ’équation de Gauss spinorielle devient

VX(SD‘N) = %v(ﬁ)ww + % (% - T) m(&)ﬂN - %VN(AX)SD}N,

ol X et z sont définis comme dans la section m par :
X=X+ x&,
cest-a-dire © = (X, T) et

X =

On a donc finalement

Vxp = =(X)p— = (X, T)4(T)p — gfv(V)w

2 2
(2 ) (XD D)o + 5 (2 —7) XTI AW)e — 377 (AX)e
= %’V(X)SD - % (X, )~ (T)p — %f (X, T)v(v)e — %’Y(AX)’Y(V)%

ou l'on a posé o = 27 — 5=. D’autre part, si 'on note w = e; - ey 'élément de volume
N

réel sur N, on a les relations suivantes :

{ Y(X) = =M X)yN(w),
() =N (w).

En remplacant, et en utilisant le fait que w? = —1, on obtient

1
(3.31) vxgo:—gx-w-go+%<x,T>T-w-go—%f(X,T>w-¢—§AX-¢,

(132

représente sans ambiguité la multiplication de Clifford sur V.
On rappelle que le fibré des spineurs ¥ N se décompose en

ou

SN=STNa&X N,
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ol ©F N est I'espace propre pour la valeur propre +1 sous 'action de I’élément de
volume complexe wo = iw. Dans cette décomposition, ¢ s’écrit ¢ = pt + =, et on
définit

P=wrp=9p" —¢.
L’équation ({3.31]) peut alors se réécrire sous la forme

1
(3.32) vxgo:ng~¢—i% (X,T>T-¢+i%f(X,T>¢—§AX~<,0.

Définition 3.12. Un spineur vérifiant [’équation est appelé un spineur de Killing
généralisé.

Proposition 3.13. La norme d’un spineur de Killing généralisé est constante.
Preuve : 11 suffit de calculer X|p|? pour tout X € X(N). En effet,
Xlol* = 2Re (Vxp,¢).

On remplace V¢ par son expression donnée par (3.31)), et on utilise le Lemme [3.11]
pour conclure. O

3.6 Immersions isométriques dans S* x R et H? x R

Dans cette section nous donnons une caractérisation spinorielle des surfaces im-
mergées isométriquement dans les espaces produit S? x R et H? x R.

3.6.1 Les résultats

Voici les deux théoremes que nous allons démontrer :

Théoreme 3.14. Soit (N, (.,.)) une surface riemannienne connexe, simplement connexe
et orientée. Soient T un champ de vecteurs, f et H deuz fonctions sur N vérifiant :

f2 4T =1,
(VxT,Y) = (VyT,X), VX,Y € x(N),
2Hf =div(T).

Enfin, soit A un champ d’endomorphismes sur N. Il y a équivalence entre la donnée :

i) d’une immersion isométrique F' de N dans S* x R de courbure moyenne H telle
que application de Weingarten associée a F' par rapport a la normale v est donnée
par :

dFoAodF™!

et telle que

0
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it) d’un spineur ¢ solution de l’équation

1 1 1 1
VX<p:§X~T-g0+§fX-g0+§(X,T>g0—§AX'g0,

ou A vérifie de plus :
VxT = fAX,

et
df (X) = —(AX,T).

i11) d’une solution  de l’équation de Dirac

1
D90=H¢—§T'so—f<p,

de norme constante et telle que
df = =2Q,(T) + fT.

Nous avons I’analogue pour le cas de H? x R, c’est-a-dire n = %

Théoréme 3.15. Soit (N, (.,.)) une surface riemannienne connezxe, simplement conneze
et orientée. Sotent T' un champ de vecteurs, f et H deuz fonctions sur N vérifiant :

2T =1,
(VxT,Y) = (VyT,X), VX,Y €x(N),
2H f = div (T).

Enfin, soit A un champ d’endomorphismes sur N. Il y a équivalence entre la donnée :

i) d’une immersion isométrique F' de N dans H? x R de courbure moyenne H telle
que l’application de Weingarten associée a F' par rapport a la normale v est donnée
par :

dF o AodF™!

et telle que

0

it) d’un spineur ¢ solution de l’équation

?

7 1
VXQOZ—X-T'(,D—FEfX'gO‘FQ

1
X, T)p—=-AX -
5 (X, T)p—5AX -0,
ou A vérifie de plus :
VxT = fAX,
et
4F(X) = —(AX,T).
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ii1) d’une solution ¢ de l’équation de Dirac

1 .
D90=H90—§T-<p—lf<p,

ne s’annulant jamais, vérifiant :
X|o|? = %e(iX-T-gD—f—ifX . (p(p)

et
df = =2Q,(T) — B(T),
ou B est le tenseur défini dans le Lemme|3.19.

3.6.2 Une condition nécessaire et suffisante

Commengons par rappeler ce résultat de B. Daniel ([?]) qui donne une condition
nécessaire et suffisante a l’existence d’une immersion isométrique d’une surface N sim-
plement connexe et orientée dans S? x R ou H? x R.

Théoréme 3.16 (Daniel [?]). Soit (N, (.,.)) une surface simplement conneze orientée
et V sa connexion de Levi-Civita. Soit A un champ d’endomorphismes symétriques
A, - TN — T,N, T un champ de vecteurs sur N et f une fonction lisse sur N,
tels que ||T||> + f2 = 1. Si ((.,.), A, T, f) satisfait auz équations de compatibilité pour
M2 x R. Alors, il existe une immersion isométrique :

F:N—MxR

tel que l'opérateur de Weingarten de ['immersion par rapport a la normale v associée a
F soit :
dF o AodF~!

et telle que

a —

5 =
De plus, 'immersion est unique a une isométrie globale de M? x R qui préserve l'orien-
tation de R.

dF(T) + fuv.

3.6.3 Spineurs de Killing généralisés et équations de compati-
bilité

Dans un premier temps, nous montrons que l'existence d'un spineur de Killing

généralisé implique les équations de Gauss et Codazzi. Soit alors (V, (-, -)) une surface

orientable qui possede un spineur de Killing généralisé, c’est-a-dire un spineur solu-

tion de I’équation ((3.30). Nous allons voir que les conditions d’intégrabilité pour cette
équation sont exactement les conditions de Gauss et Codazzi.

Proposition 3.17. Soit (N, (-,)) une surface orientable admettant une solution non
triviale de ’équation et telle que les équations (3.29) et (5.25) soient vérifiées.
Alors les équations de Gauss et Codazzi pour M? x R sont satisfaites.
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Preuve : La preuve de cette proposition repose sur le calcul du tenseur de courbure
spinoriel appliqué au champ de spineurs ¢ solution de I’équation ({3.30)), i.e.

R(X,Y)p =VxVyp — VyVxp — Vixyp,

pour X, Y € X(N). En utilisant expression donnée par (3.30)), les équations (3.22)) et
(3.23)), le fait que w? = —1 et que w anticommute avec les vecteurs tangents a N, on
obtient :

VxVyp = nfY - AX -0+ 0°Y -T-X-T-o+0°fY - T-X - ¢

-~ -~ -~

a1 (X,Y) az(X,Y) as(X,Y)
—gY'T-AX-w—n(AX,T>Y-go+n2fY-X-T.¢
_a4?;(’y) —as5(X,Y) ag(X,Y)
a?(},Y) Gfg(}?,Y) 019(}27}/)
—ng'AX o+ nf (Y, AX) o+ 0> (Y, T) X -T-
S———— o~ ~~
—a10(X,Y) a1 (X,Y) a12(X,Y)
n
+’ f (Y, T) X o0 (X, T) (Y, T) o — 3 (Y,T) AX - ¢
0413(VX,Y) Oé14?)r(,Y) ~ _al;(ggy) _

1
—EVX(AY)-gp—gAY-X-T-(p—ngY-X-gp

.

-~ - -~

—a16(X,Y) —a17(X,Y) —a18(X,Y)
1
—g<X,T>AY-<,0+ZAY-AX-goJrnVXY-T-go
& NG , h/_/
—a10(X,Y) as0(X,Y) az(XY)
+0fVxY o+ (VxY,T) ¢
0422&73”) 0123(‘),(,3/)

Autrement dit,
23

VXVYQO - Z ai(Xa Y)7
i=1
et il est alors clair que par symétrie,

23
VyVxe =Y (Y, X).
=1

D’autre part, on a
Vixyvie = X, Y] T-o+nf[X,Y] ¢
B1(IX.Y)) Ba([X.Y])

F(XY)T) - SAIY] .
—_——

——
Bs([X.Y]) —Ba([X,Y])
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Comme la connexion V est sans torsion, on a :
VxY = VyX - [X,Y] =0,

et de ce fait

g (X,Y) —an (Y, X) — Bi([X,Y]) =0,
OéQQ(X, Y) — 0422(}/, X) — 62([X7 Y]) = 0,
(s (X, Y) — asg (Y, X) — Bu([X, Y]) = 0.

D’autre part, par symétrie, il est clair que
an(X,Y)—an(Y,X)=0
et
ap(X,Y) —apu(Y,X) =0.
D’autres termes se simplifient par symétrie. Plus précisément, nous avons :
a1 (X, YY)+ apo(X,Y) + as(X,Y) — a1 (Y, X) — ao(Y, X) — ags(Y, X) =0,

ainsi que
as(X,Y) + ag(X,Y) — as(Y, X) — ag(Y, X) =0,

et enfin,

Oé4(X, Y) + Oé5(X, Y) + 0615(X, Y) + 0417(X, Y) + Oélg(X, Y)
—044(Y,X) — CY5(}/, X) - 0615(Y,X) — 0417(X, Y) — Odlg(X, Y) =0.

D’autre part, les termes as, a7, ag et aqo se combinent. En effet, si on pose
Oé:OéQ—FOé?—i‘Oég—i‘OélQ,
alors :

a(X,Y) - alY,X) = 772[f2(Y-X—X-Y)+Y-T-X-T—X-T-Y-T] "
— PIPYX XY TP X - X-Y)]

2 (X, 7)Y -T—(Y,T)X -T) -

En faisant maintenant le choix de prendre pour X et Y une base orthonormée {e;, s},
on a

aler,es) —ales,e1) = —2ne; ey o+ 20*| — Ties (Tiey + They) + Thes (They + Thes)
= 2w+ 20} (Tiw - +TTh — ThTh + Tiw-) ¢

= 2’ fw- .

P
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Enfin, toujours avec X = e; et Y = ey, nous avons :
ag(er, ea) + ags(er, ea) — aglez, e1) — arslez,e1) = 2T - w - = =2J(T) - o,

ou J est la rotation positive d’angle 7 sur T'"M Nous obtenons donc finalement :

1
Rer,ex)p = 1 (Aey - Aep — Aey - Aes) - p — 20 f2w - @
1
—§dVA(€1, 62) Y — 2JT c Q.

En utilisant 'identité de Ricci ([3.4)

1

R(eq,e2)p = —53121261 €2 P,

nous obtenons :

Ry912 — det (A) — ﬁf% w-p= dVA(el, es) + K2 fI(T) | - o,

bl il
c’est-a-dire
Gw-p=C-op,
ou GG est une fonction et C' un champ de vecteurs. Or on rappelle que w - p = —ip, d’ou

C - ot = £iGpT.

On en déduit donc
IC1Pe* =~

Comme ¢ est un champ de spineur non trivial solution de (3.30), par la Proposition
[3.10, T et ¢~ ne peuvent pas étre nuls en méme temps. Donc C' = 0 et G = 0. Or le
fait que GG = 0 n’est autre que la condition de Gauss et C' = 0 la condition de Codazzi,
ce qui acheve la preuve. 0

3.6.4 Equation de Killing généralisée et équation de Dirac

Si un champ de spineur ¢ est solution de 1’équation des spineurs de Killing ((3.30)),
alors en tracant cette équation, ¢ est également solution de 1’équation de Dirac corres-
pondante :

(3.33) Do=Hp—nT-o—2nfep.

Nous allons voir que cette équation pour un spineur dont la norme satisfait a la Pro-
position est équivalente a I'équation ([3.30). Pour montrer cela, commengons par le
lemme suivant :
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Lemme 3.18. Soit ¢ une solution non triviale de ’équation des spineurs de Killing
généralisé . Alors I’endomorphisme symétrique A est donné par :

AX,Y) =2Q,(X,Y) + B(X,Y),

ot Q, est le tenseur d’impulsion-énergie associé au spineur ¢, et B le l'endomorphisme
symétrique défini par :

B(X,Y) = =2Re(n(X,Y)T -p,0) =2Re (nf (X,Y) ¢, )
—Re (n((X, )Y +(Y,T) X) -0, 9)

On rappelle que le tenseur d’impulsion-énergie associé au spineur ¢ est le 2-tenseur
symétrique défini par :

1
Qu(X.Y) = SRe (X - Vyp +Y - Vxp.p/lol).

Preuve : 11 suffit de calculer le tenseur d'impulsion-énergie ), en utilisant le fait que ¢

est solution de I’équation ([3.30)). OJ
Lemme 3.19. - Sin= %, alors B = —fId.
- Sin= %, alors B vérifie :

By = —Re (iT - ¢, p) — Re (iThey - ¢, @)
By, = By = %%6 <i(T1€2 + T261) 2 §0>
Bay = —Re (iT - ¢, 0) — Re (iTres - ¢, ©)

Preuve : 11 suffit de remplacer dans lexpression du Lemme [3.18] O

Rappelons que tout spineur ¢ se décompose sous 'action de la forme volume com-
plexe wy en @ = YT + =, avec wy - T = +p*. Nous avons alors :

(3.34) Dot = HoT —nT - o* — 2nfeT.
On définit les endomorphismes suivants :

Q5 (X,Y) =Re (Vxp", Y - oT),
et

BEX)Y) = —Re(nX T -9 Y - ¢T) —Re(n(X,T)p*,Y - oF)
—Re (nfX - T, Y - oT)

D’autre part, nous posons

AT =QF + B,
et
AT oA
lo=12 et

1
2

MBS

A partir de maintenant, nous allons diviser notre étude en deux cas, n=setn=
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Le cas n = % : Dans ce cas, nous supposerons que le spineur ¢ est de norme constante

et nous allons montrer qu’alors W est identiquement nul. Pour cela, nous allons montrer
qu’il est symétrique, a trace nulle et de rang inférieur a 1. Commencons par la trace
avec le lemme suivant :

Lemme 3.20. Les endomorphismes Qi et B vérifient :
1tr(Qy) = —H|eT[? + 3Re (T - ¢*, o7) + floT|*.
2. tr(B¥) = —3Re (T - =, ¢T) — floT|.
Preuve : Pour Qf;, nous avons :
tr(Q;) = Qgler,er) + Q5 (e, e2)
= Re <v€1(10i7 €1 30$> + <V€2¢i7 €g * (10¥>
= —Re(Dp™,p7)

1
= —H|p P+ SRe (T 0%, ) + Re (foT,07) -
Pour B*, nous avons
tI'(Bi) = Bi(€1,€1)+Bi<€2,62)
1
= —Re(T-¢%,¢7) + 5Re (T 9%, 9T) — Re (fo7, ¢7)
1
= 5 Re(T-¢%,¢7) = fle™P

OJ
Passons maintenant au lemme suivant qui donne le défaut de symétrie des endomor-
phismes Q7 et B.

Lemme 3.21. Les endomorphismes Q;‘E et BT wvérifient :
1. Q%(er,e2) = Q5(ea,e) + 3Re (w - T - oF, p7)
2. B*(e1,e2) = B*(eq,e1) — %i)?e (w-T -t F).

Preuve : Calculons Q7 (e1, €2).

Qi (e1,e2) = Re(Vept ez 9F)
= Re (e - Ve, pE el es- ©T)
= Re(Dp*,w-¢T) —Re(ea- Veptier-ea-97)
= Re(Dp* w-0T) + Qf(ez, er).
En utilisant , on obtient :
Re <Dg0i,w Ty = Re(HpT,w-¢T) — %éﬁe (T - ot w- ) — fRe (pT,w-T)
= —%?Re (T " w-oT)

= %?Re<w-T~gpi,g03F>.
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Calculons maintenant B*(ey, e5) — BE(ea, €1)

1 1
B*(ey,e5) — B (eg,e1) = —éi]?e <61 ST oF ey - g0¢> — §§Re <T1g0i, e - g03F>

—%%6 <f€1 ANCE 80$> + %%6 <€2 AR Spiael : 90$>

1 1
+§%6 (Thp™,er-¢7) + 5%6 (fea T e1-¢T)

= %%6<62-61-T-(’0i,g0:':>—%%6<61'€2‘T'S0i7§0q:>

1
+§§Re ((Tiez — Ther) - *, 07)

= —§Re<w-T~gpi,g03F>+%%6<W'T'<ﬂia¢¥>

= —%%e (w-T- ¢, pT).

Nous déduisons de ces deux lemmes le corollaire suivant :

Lemme 3.22. L’endomorphisme W est symétrique et a trace nulle.

Preuve : On déduit du Lemme que
tr (A%) = tr(Qy) + tr (B*)
1 1
= —HIpT + SRe(T - o5, %) + flo7* = SRe(T - %, ¢7) = flp*f’
= —Hlp"|?

Donc

_tr(AT)  tr (A7)
[ N (e
D’autre part, grace au Lemme [3.21], nous avons :
Ai(61762> - Qj(€1762) +Bi(61)62)
1 1
= Q;E(eg, e1) + §§Re <w T - ¢, gp¢> + Bi<€2, e1) — §§Re <w T o, gp¢>
= QI(es,e1) + B*(ez,e1) = AX(e,e1).

Par conséquent, AT et A~ sont symétriques et donc W aussi. 0

tr (W) = 0.

Enfin, nous avons ce dernier lemme qui assure que W est de rang inférieur a 1.

Lemme 3.23. Le champ d’endomorphisme W vérifie :
Re (W(X) -9 ,9")=0

pour tout vecteur tangent X.
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Preuve : Tout d’abord, comme ¢ est de norme constante, pour tout champ de vecteur
tangent X, nous avons :

0 = X|pf
= X (P +1e7P)
= 2Re (Vxy™, o") +2Re (Vxp™,¢7)

(3.35) = 2Re (U(X) - o7, ¢7),
(X (X
ou U(X) = Q|¢E|2) — ?‘0&'2). Pour simplifier les notations on pose
¥ ¥
- (X) Q,(X)
UN(X):=—=—"2"" et U (X):=-"2—"2.
X =T K=o
On pose d’autre part
BT (X B~ (X
VHX) = ‘SDEP) , V(X)) = \goEFP) et V=Vt—-V~.

Calculons alors Re (V(X) - ¢, ¢™).

Re (V(X) - ¢7,¢07) = Re(VI(X) -, 0"

Or,
§R€ (V+(X) ’ 90_7 90+) = §R€ (V+(X7 61)61 : (;O_a ()0_'_) + %6 (V+(X7 62)62 : 90_7 90+) .

Regardons de plus pres le terme V(X e)

1 - 1 w-
VH(X = ——Re( X -T-o"e-——=)—=RNe(X,T te s
1 o~
——Re <fX-g0_,61~ >
2 o™ |2
De méme, nous avons :
VH(X,e) = —lﬂ%e <X-T-go+ ey - <p__> - 13‘%6<<X T)p* ey- £>
| 2 R/ T2\ e

1 B -
R e )

Comme (e, - £=, ey - 2= | est une base orthonormée locale de I'(X+ N ) pour le produit
o~ | o~ |

scalaire e (.,.), on en déduit que

B 1 1 1 _
VIX) o7 = =5 X - T9" =5 (X, T)p" = o fX o7
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On en déduit alors que
Re (VHX)- ¢, 0") = —%?Re (X -T " ¢") — %?Re (X, Ty, ")
—%?Re <fX ot g0_> )
On peut voir facilement que pour tout champ de vecteur X,
Re (X -T- 0%, 07) +Re (X, T) %, 07) =0,

ce qui donne finalement :

Re (VHX) -7, 0") = —%%eﬁX ot eT)

De la méme maniere, on montre que :

Re (V(X) -t 07) = —%%e (FX -9, 9%).
On en conclut alors que
(3.36) Re (V(X)- ¢, ") =0.
Comme W = U + V', on déduit de et que
Re (W(X)- ¢ ,9")=0.
Ceci acheve la preuve du lemme. O

Le fait que
Re (W(X)- ¢, pt) =0

implique que I’endomorphisme W est de rang inférieur ou égal a 1. Comme W est
également symétrique et a trace nulle, nous en déduisons

Proposition 3.24. Le champ d’endomorphismes W' est identiquement nul.
Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.25. Si ¢ est une solution non triviale de norme constante de l’équation
de Dirac , alors p est une solution de l’équation des spineurs de Killing généralisés
3.50)).

Preuve : On pose F := AT + A~. Le fait que W = 0 implique

F At A
(3.37) PP P
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D’autre part, nous avons vu précédemment que pour tout champ de vecteurs X, nous
avons :

Vxp = UNX) ¢ +U (X)-¢"
AT A - _ - +

ce qui donne grace a (3.37)

(3.39) Vg = % o VHX) e — V(X)) "

Le tenseur F' est symétrique car AT et A~ le sont, est il est facile de vérifier que le
tenseur A := —2F est bien comme dans le Lemme et que (3.42)) donne :

1 1 1 1
VXSOZ§X'T'90+§fX'SD+§<X7T><P—§AX‘€0;

ce qui conclut la preuve. 0

Il nous reste juste a finir la démonstration du Théoreme [3.14] ce que nous ferons dans
la Section [3.6.5, la preuve étant la méme dans les cas n =1 et n = .

Le cas =5 : Leschéma de preuve est le méme que dans le cas n = % Les différences

n’interviennent que dans les calculs et sont les suivantes. Nous supposerons pas ici que
le spineur ¢ est de norme constante, mais que sa norme vérifie :

Xl =Re(iX -T-o+ifX-p,¢).

D’autre part, le fait que 7 est imaginaire pur et non plus réel va modifier les calculs
puisque nous considérons le produit scalaire réel Re (-, -). Comme précédemment, nous
allons montrer que W est identiquement nul. Nous utiliserons le méme argument, a
savoir qu’il est symétrique, a trace nulle et de rang inférieur a 1. Commencons par la
trace avec le lemme suivant :

Lemme 3.26. Les endomorphismes Qi et BT wvérifient :
1. tr (Qi) = —H|pT|* + %?Re (T - p*, o).
2. tr (BF) = —3Re (iT - o=, ¢F) .

Preuve : Pour Qi, nous avons :

tr(Qi) = Qi(el,el)‘FQi(@m@)
= Re <v6190:t?el ()0¥>+ <v€2(pi762 SD$>
= —Re(Dp*,¢")

1
= —H|pT|?+ 5?)?6 <2'T -7, cp:F> + Re <z‘fgo¢, ap¢>

= —H|pT|*+ %%e (iT - *, oT).
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Pour B*, nous avons
tr (BT) = B*(e1,e1) + BT (es, €2)
1
= —Re(iT o=, o7) + §§Re (T - %, 0Ty = Re (ifoT, o)
1
= —5%6 (iT - gpi,gﬁ> .
]

Passons maintenant au lemme suivant qui donne le défaut de symétrie des endomor-
phismes Qi et B*.

Lemme 3.27. Les endomorphismes ij et BT wérifient :

1. Q7 (er,e2) = Q5 (ez,e1) F 3Re (w- T - oF, 0F) + floTP,
2. BE(e1,e9) = BE(ey, ;) & %%e (w-T - %, oF) F floT|

Preuve : Calculons Q7 (ey, €2).

Qi(el, ey) = Re <V61<pi, e - gﬁ>
= §Re<61 Ve, 0T, e '62'90:’:>
= Re <Dg0i,w-cp¢> — Re <62~V62g0i,61 ex-T)
= Re <Dg0i,w-<p$>+Qif(eg,el).

En utilisant (3.34]), on obtient :

Re <D<pi,w Ty = Re(HpT,w-pF) - %?Re (iT - ot w- T) — fRe (ipT,w-oT) +

Or, nous savons que iw - = = +p*, d’oll, nous avons :
1
Re <Dg0i,w . <P3F> = :F§§R€ <T90ia '903F> + f"PﬂQ'

Calculons maintenant B* (e, e5) — B¥(ey, €1)

1 _ 1 .
B*(ey,e5) — BX(eg,e1) = —§§Re <zel T ¢t e,- cp:F> — §§Re <2Tlgpi,eg . g03F>

—%?Re <if61 ST ey g03F> + %3?6 <i62 T -oF e - gﬁ>
1 1
+§3%e (iTyp™ e1-oT) + 59%6 (ifea- T e1-¢T)
= —Re <z’w T - @, cij> + %?Re <i(T162 — They) - ot g0:F>
+ fRe <iwcpi, goi>
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Or, (Thea — Trey) = w - T, d’our, nous obtenons :

1
B*(e1,e5) — B¥(ey,e1) = —59%6 <z’w ST, g0:F> + fRe <z’wg0i, gpi>
= FRe(w-T-¢*,¢T) £ flpT
O
Nous déduisons de ces deux lemmes le corollaire suivant :
Lemme 3.28. L’endomorphisme W est symétrique et a trace nulle.
Preuve : On déduit du Lemme que
tr (A%) = tr(Q,)+tr(BY)
= —H|pT]
Donc A A
t t -
()= LA A,
[ [oad
D’autre part, grace au Lemme [3.27, nous avons :
A*(eyey) = Qg (e1,e2) + B*(eq, ey)
= Qi(@g, 61) + Bi<€2, 61> = Ai(eg, 61).
Par conséquent, AT et A~ sont symétrique et donc W aussi. 0

Enfin, nous avons ce dernier lemme qui assure que W est de rang inférieur a 1.
Lemme 3.29. Le champ d’endomorphisme W wvérifie :
Re (W(X) ¢ ,¢T)=0
pour tout vecteur tangent X .

Preuve : Tout d’abord, comme la norme de ¢ satisfait pour tout champ de vecteur

tangent X :

nous avons :

2WMe (U(X) -, 0%) = 2Re(Vxp, )
(3.39) = Re(iX T 97,0 ) +Re(iX T, ¢)
Re (iX -T- ot o)+ Re (iX -7, ")

QX)) Q@ (X)

ou U(X) := o o Comme précédemment, on pose
(X (X
vy = 2o 2 Q) e e

e ot [?
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On pose d’autre part
BT(X)
VHX) =
) o~ 2
Calculons alors Re (V(X) - o7, ™).

Re (V(X)-¢,0") = Re(VHX) ¢, 9") —=Re (V(X) -9 ,¢")
= §R6(V+(X)-g0_,<,0+)-I—?Re(V_(X)-gp ©

Or,
Re (VHX) o, 0") =Re (VI X,er)er- o7, 0") + Re (VI X, ex)es- 07, 07).

Regardons de plus pres le terme V(X e;)

1 : © 1 : ©-
VHX = ——Re(iX -T-pt e - — =R X, T)pt, e —
1 Q-
Rl ifX -0 ey -
e )
De méme, nous avons :
VH(X,e) = —1%e<iX-T-<p+,eg- ¢_2>—13‘Ee<(iX,T><p+,eg-so—_2>
2 [ 2 [

1 ) Y-
——Re <zfX-g0_,e . >
2 SPE

Comme €17 ;€2 0 70T est une base orthonormée locale de I'(XTN pour le produit
p
o~ | lo~]

scalaire Re (., .), on en déduit que

_ 1
VIX) - =—§X'T'90+

?

1 _
2<X,T>90+—§fX-so :

On en déduit alors que
Re <V+(X) . g0+> = —%S%e <iX T, <p+> — %%e <z (X,T) o™, <,0+>
—%?Re <@fX T, g0_> )
On peut voir facilement que pour tout champ de vecteur X,
Re (i (X, T) ", %) =0,
ce qui donne finalement :

Re <V+(X) . go_,g0+> = —%?Re <zfX . g0+,g0_> — %?Re <iX T gp+,<p+> )
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De la méme maniere, on montre que :
1 1
Re <V_(X) . g0+,g0_> = —§§Re <zfX ST, g0+> — §§Re <Z'X -T. gp‘,ga_> .

On en conclut alors que

Re (V(X) o7, 0") = —%?Re (iX-T-o 97 )— %?Re (iX -t 07)
e tix T ot ot - AR lix oot
(3.40) 2§Re<zX T -t ") 23%6<ZX e, 0t

Comme W = U + V, on déduit de (3.39) et (3.40) que
Re (W(X)- ¢, ¢") =0.

Ceci acheve la preuve du lemme. O

Le fait que
Re (W(X) ¢ ,¢T)=0
implique que l’endomorphisme W est de rang inférieur ou éagl a 1. Comme W est
également ssymétrique est a trace nulle, nous en déduisons
Proposition 3.30. Le champ d’endomorphismes W est identiquement nul.

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.31. Si ¢ est une solution non triviale de norme constante de l’équation
de Dirac , alors @ est une solution de [’équation des spineurs de Killing généralisés
3.30)).
Preuve : On pose F := AT + A™. Le fait que W = 0 implique

F AT A~
(3.41) 2 T o ot

[l e et
D’autre part, nous avons vu précédemment que pour tout champ de vecteurs X, nous
avons :

Vxp = UNX) ¢+ U (X)-¢"
AT (X A (X
A ot AN vy e v (X) - o,
o] ot
ce qui donne grace a (3.41)
F(X
(3.42) Vi =T oy x) V() ot

||

Le tenseur F est symétrique car AT et A~ le sont, est il est facile de vérifier que le
tenseur A := —2F est bien comme dans le Lemme et que (3.42)) donne :

1 1
2 2
ce qui conclut la preuve. 0]

) 1
Vxp=sX-T-p+=fX o+ (X,T)o—ZAX -,

Nous pouvons maintenant passer a la preuve des Théoremes et |3.15]
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3.6.5 Preuve des Théorémes [3.14] et [3.15]

L’équivalence entre les points () et (i) a été démontrée dans la section [3.6.3 11 est
d’autre part évident que (i7) implique (#ii), il suffit de tracer. Enfin, il reste & montrer
que (i) implique (#). Nous avons vu dans la section [3.6.4] qu'un spineur solution de
I’équation de Dirac (3.33) et de norme constante est solution de 1’équation des spineurs

de Killing généralisés (3.30)). Il reste juste & montrer que 'on a
VxT = fAX

et
df(X) = — (AX,T).

La seconde identité est claire étant donné que
df = =2Q,(T") — B(T)
et Iexpression de A.

Pour montrer le premier point, on pose
a(X):=VxT — fAX.
Etant donné 'hypothése (VxT,Y) = (VyT, X),il est clair que a est symétrique. D’autre
part, comme 2H f = div (T"), on déduit que a est a trace nulle. Enfin, le fait que VT =
— fdf implique la relation

Vol = —2Q,(T) — B(T),

ce qui est équivalent & a(7) = 0. Par conséquent, a est de rang inférieur a 1. On en
conclut donc que a est identiquement nul, ce qui signifie que pour tout champ de vecteurs
X sur N,on a:

VxT = fAX.

Ceci acheve la preuve. O

3.7 Immersions isométriques dans E(k, 7)

Nous donnons ici une caractérisation spinorielle des surfaces immergées isométriquement
dans E(k, 7), avec 7 # 0.

3.7.1 Le résultat

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant :
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Théoréme 3.32. Soit (N, (.,.)) une surface riemannienne conneze, simplement connexe
et orientée. Sotent T' un champ de vecteurs, f et H deux fonctions sur N vérifiant :

f2 T =1,
(VxTY) = (VWT,X) +27f (X, JY), VXY € x(N),
2Hf =div(T).

Enfin, soit A un champ d’endomorphismes sur N. Il y a équivalence entre la donnée :

i) d’une immersion isométrique F de N dans E(k,T) de courbure moyenne H telle
que 'application de Weingarten associée a F' par rapport a la normale v est donnée
par :

dF o AodF™!

et telle que
E=dF(T)+ fv.

it) d’un spineur ¢ solution de ’équation
1
Vxp=—2X w-p+ HX DT -w-p— fX, Thw- o - SAX - p,
ou A vérifie de plus :

VxT = f(AX — 7JX),

et
df (X) = —(AX —7JX,T).

i11) d’une solution p de l’équation de Dirac
« a
Do =Hotrw-¢=S|[TIPw-¢ =T wp,

de norme constante et tel que
df = =2Q,(T) — B(T) —17J(T),

ou B est le tenseur défini dans le Lemme|3.535.

3.7.2 Une condition nécessaire et suffisante

On rappelle le résultat suivant di a B. Daniel ([?]), qui donne une condition nécessaire
et suffisante pour 'existence d’une immersion isométrique d’une surface N simplement
connexe et orientée dans E(k, 7).

Théoréme 3.33 (Daniel [?]). Soit (N, (.,.)) une surface simplement connexe orientée
et V sa connexion de Levi-Civita. Soit A un champ d’endomorphismes symétriques
Ay TyN — T,yN, T un champ de vecteurs sur N et f une fonction lisse sur N,
tels que ||T||> + f2 = 1. Si ((.,.), A, T, f) satisfait auzx équations de compatibilité pour
E(k, 7). Alors, il existe une immersion isométrique :

F:N — E(k,7)
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telle que Uopérateur de Weingarten de l'immersion par rapport a la normale v associée
a F soit :
dF o AodF™*
et telle que
£E=dF(T)+ fuv.
De plus, l'immersion est unique a une isométrie globale de E(k,T) qui préserve l'orien-
tation de la base et des fibres.

3.7.3 Spineurs de Killing généralisés et équations de compati-
bilité

Si (N, (-, -)) est une surface orientable de E(x, 7), orientée par v, alors, comme nous

I'avons vu dans la section [3.5.3] il existe sur N un spineur de Killing généralisé. Sup-

posons maintenant que (NN, (-,-)) est une surface orientable qui possede un spineur de

Killing généralisé, c’est-a-dire un spineur solution de ’équation (3.31]). Nous allons voir

que les conditions d’intégrabilité pour cette équation sont exactement les conditions de
Gauss et Codazzi.

Proposition 3.34. Soit (N, (-,-)) une surface orientable admettant une solution non
triviale de équation et telle que les équations (3.26]) et (3.27) soient vérifiées.
Alors les équation de Gauss et Codazzi pour E(k,T) sont satisfaites.

Preuve : Comme précédemment, la preuve de cette proposition repose sur le calcul du
tenseur de courbure spinoriel appliqué au champ de spineurs ¢ solution de I’équation

- En utilisant I'expression donnée par - les équations ([3.26)) et ( - le fait

que w? = —1 et que w anticommute avec les vecteurs tangents a N on obtient :
T 72 aT
VxVyp = —5(VaY) w-pt V- Xop-— (X, T)Y Ty
o (‘)E,Y) az2(X,Y) Ozg(}?,Y)
aT T
—Zf(X,T>Y~go—Z CAX -w- g0+ <VXYT>T w-Q
a4&,Y) og(??,Y) a6(;,Y)

+%f<Y,AX)T-w-gp—%f(Y,JX>T-w-ap

(.

~~ ~

ar(X,)Y) ag(X,Y)

+%f<Y,T>AX~w~¢—%f<Y,T>JX.w.¢

[\
-~ -~

ag(X,Y) a10(X,Y)
2
aT (6%
~ T X o= ST () TP

—~ —~

a11(X,Y) a12(X,Y)

2

T X, TV YTV T gp+4<YT)T AX wop

g g

@13 (ny) a14(X,Y)
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+5 D AX, T w o= (V1) (X, Thw ¢

[

J/

vV Vv
ai5(X,Y) a16(X,Y)

« (6%
5 (VXY Tw- o= PV, AX)w ¢

N

a17(X,Y) a18(X,Y)

+—f2<Y JX)w - 90+If<YT)X @

J/
~~ ~~

a19(X,Y) a20(X,Y)

a? o’
+ T FXT) YT T o= — X T) (Y. T)¢

N N J/

-~

TV
a21(X,Y) a2(X,Y)

« T
—Zf<Y,T)AX-w-g0—§(VXAY) p

-

g

~
a23(X,Y) a24(X,Y)

+£AY-X~w~go—%<X,T>AY-T~w~go

- .

-~ -~

0425(X,Y) 0126(X7Y)

1
+%<X,T>AY—w-<p+ZAY~AX~g0

(.
~~

-~

a7 (X,Y) azs(X,Y)
Finalement, on obtient ”
vang = Z Oéi(X, Y),
i=1
et il est alors clair que ”
VYVXQO = Z Oéi(Y, X)
i=1
D’autre part, on a

Vi = — XV wep+ S (XYL T w g

\

(l\DI\l

J/

ﬁl([va}) 52([X7Y])
« 1

- J/

B5(IX.Y]) Bi((X.Y])
Comme la connexion V est sans torsion, on a :

VxY - VyX — [X,Y] =0,
et de ce fait
a(X,)Y)—aq (Y, X) —

p([X,Y]) =0
as(X,Y) —ag(Y, X) — B([X,Y]) =0
a17(X,Y) — a7 (Y, X) = B3([X,Y]) =0
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De plus, un certain nombre de termes disparaissent par symétrie, il s’agit des termes
symétriques en X et Y, a savoir, ay, a9, 13, (i1, Qia1, igg. D’autres termes combinés
sont également nuls par symétrie. En effet, on peut voir que

as(er, ea) — as(ea, e1) + ags(er, e2) — aas(ea,e1) =0
ag(er, ea) — ag(eg, e1) + agg(er, e2) — aas(eq, €1) + agr(er, e2) — aar(es, 1) =0
ais(er, e2) — aqales, e1) + ags(er, ea) — as(es, e1) + agpler, ea) — agg(ez, e1) =0

D’autre part, on a :

1
0424(617 62) - 0424(61, 62) - 54([61, 62]) = —deA(eh 62) - Q.
On voit également que
72
062(61, 62) - 062(62, 61) = _Ew - P,

et
aT
as(er, ea) — as(es, e1) + ajr(er, ea) — agi(es, e1) = o HT||2W Q.

Enfin, on trouve

T
044(6’1, 62) — 044(6’2, 61) + 0420(61, 62) - 0420(62, 81) = —TfTW 2
3at
ag(ey, ez) — ag(eq, e1) + agg(er, ea) — ajples, 1) = TfTW 2
et 3
aT
0616(61, 62) - 0416(62, 61) + 0419(61, 62) - 0419(62, 61) = TfQW 2

On a donc finalement

1 72 1
Z—l(AeQ - Aey — Aey - Aey) - p — Ew cp— §dv(el, es)

aT 3aT
+7|IT||2¢ +2arfw- o+ Tf% L.

R(@l, 62) =

On utilise maintenant 'identité de Ricci

1

R(el, 62)90 = —§R1212€1 2

pour obtenir

(Riws = det (4) =7 = (s = 4791 Y- o = (A% (en,00) + (5 = 47)1IT ) -

-~

G C

c’est-a-dire
Gw - Y= C- 12
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ou GG est une fonction et C' un champ de vecteurs. Or on rappelle que w - p = —ip, d’ou
C - ot = £iGyT.

On en déduit donc
lClPe* = ~Gr*

Comme ¢ est un champ de spineur non trivial solution de , par la Proposition
m, sa norme est constante (non nulle) et par conséquent, ot et ¢ ne peuvent pas
étre nuls en méme temps. Donc C' = 0 et G = 0. Or le fait que G = 0 n’est autre que la
condition de Gauss et C' = 0 la condition de Codazzi, ce qui acheve la preuve. U

3.7.4 Equation de Killing généralisée et équation de Dirac

Il est clair que si le champ de spineurs ¢ est solution de ’équation des spineurs de
Killing généralisés, alors ¢ est également solution de 1’équation de Dirac correspondante

(3.43) Dy = Hp+ 1w — Z|[T|fwp - SfT-w- o,
qui peut également s’écrire
(3.44) Dy = H¢—¢T¢+¢%||T||2¢+i%fT-@.

Nous allons voir que I’équation (3.43) pour un spineur de norme constante est équivalente
a I'équation (3.31). Pour cela, commengons par donner le lemme suivant :

Lemme 3.35. Soit ¢ une solution non triviale de l’équation des spineurs de Killing
généralisés. Alors l’endomorphisme symétrique A est donné par

A(X) =20Q,(X) + B(X),

ot QQ, est le tenseur impulsion-énergie associé au spineur ¢ et B est donné par la
matrice symétrique a trace nulle

e %(Tf —T2)
%(Tf ~ T2 —aiTy
Preuve : 11 suffit de calculer le tenseur impulsion-énergie défini par
Qu(X,Y) = %?Re (X -Vyp+Y-Viy)

en utilisant le fait que ¢ est solution de (3.31]). U
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On rappelle que ¢ se décompose sous 'action de la forme volume complexe wy en
@ ="+ . On a alors :

(3.45) Dgpi:HgojF—l—Tw-c,ﬁ—%HTHZw-go:F—%T-w-goi.
On pose d’une part

Qp(X,Y) :=Re (Vxp™,Y - o)
et d’autre part

L
71—

BE(X,Y) = q:é}ee( 2<X,T>T-gﬁ,y-gﬁ)

FRe (i%f(X,T) gpi,Y-gojF).

Enfin, on pose A* := Q% + B*. Nous considérons le champ d’endomorphisme W défini

par :
_ATX)  ATX)

e 2 et

Proposition 3.36. Le champ d’endomorphisme W est identiguement nul.

W(X):

Preuve : La preuve de cette proposition est composée de deux étapes. On montre d’abord
que W est symétrique a trace nulle. Ensuite, on montre que W est de rang inférieur a
1, ce qui permet de conclure. Commencons par donner le lemme suivant :

Lemme 3.37. 1. tr(QF) = —H|p*[* £ %fﬂ?e (iT - %, pT),
2 Qiere) = Qf(eaier) + (7 = SIITIR) 672 + 5 fRe (T - %, 7).,
3. tr(B*) = :F%fﬂ?e (T - p*, o7),
4o B¥(er,e2) = B (en,e1) + SIITIPIpT = 5 fRe (T 0%, 7).

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.38. Les endomorphismes AT vérifient :
1. e (A%) = —H|¢72,
2. A%(eq,ep) = A¥(eq, 1) + 7| T|?.

Preuve du Lemme - Grace a la relation (3.43)), on a :

tr(Qi) = Q$(€1,€1)+Qi<€2,62)
= Re(Vept,e-97) +Re (Vo™ e 97)
= —Re(Dy™,¢7)
= —H|¢T[2 = rRe (w - ¢%,07) + SIT|[*Re (- o7, %)
+%f§Re<T-w~g0i,g0:F>

« .
= —H|pT|?+ §f3?e <2T ¥, cij> )
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Calculons Q(e1, e2).

Qi(el, e2) = RNe <Ve1€0i7 €2 - 90]F>

Re (e1- Vep™e1-ea-07)

= Re(Dp*,w-pT) —Re(es: V0T, €1 €5 9F)
= Re (D™ w-97) +Q (e, e1).

Toujours en utilisant la relation (3.43]), on obtient
Re (D w-¢T) = Re(HoT,w-oT) +mRe(w- T, w-¢T)
—%HTH%R@ <w coT w - 303F> — %fé)%e <Tw cpw- gﬁ>
= Tlp™P = SITIPeF + S fRe (T - ¢%,07).
Pour les troisieme et quatrieme points, remarquons d’abord que
w-T =Tieqg — They.
Calculons la trace de B=.
tr(B%) = B + B
= ¢%%e <iT1T ST e g03F> T %8?6 <z’T2T ST ey ap¢>
qt%%e (ifTve™,er-oT)F %%Re (ifTop™ e 07)
= ¢%|IT||29‘E€ <isﬁ,sﬁ>i%3‘€6 (ifT- 0%, 07)
= :i:%ﬂ?e (ifT - %, oF).
Pour le défaut de symétrie de B*, on a :
Bf - Bf = ZF%ERe (IT - pF,ep-07) %?Re (iTyT - pF,e1 - ¢T)
ZF%§R6 <ifT1g0i, er-pt) £ %?Re <ifT2g0i, er ot

= :I:%%e <i(T162 —Teey) T -7, 90:F>

i%f%e (i(Tyes — Ther) - 9%, T)
« , o ,

= i5%6<zw-T-T-gojF,gojF>i§f3?6<lw'T'90:Fa<P¢>
«Q 2 . (07 . +

- ¢§HT|\ Re (iwp™, o) + §f§Re (iT-w- o, ")

(6% (8]
= §|!T|!2lsfF|2 — 5 /e (T o=, o7).
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Ceci acheve la preuve du lemme. O

Nous avons ce second lemme qui permet d’affirmer que W est de rang inférieur
al.

Lemme 3.39. Le champ d’endomorphisme W wvérifie :
Re (W(X)-¢T,97)=0.

Preuve : Tout d’abord, comme ¢ est de norme constante, pour tout champ de vecteurs
tangents X, on a :

0 = Xlpf
= X (P +1e)
= 2Re (Vxp™, o) +2Re (Vxp™,¢7)

(3.46) = 2Re (UX) ¢, 9"),
QX)) Q. (X)
onU(X) := =% %y On pose dune part
) =2 Jet]? p p
Q5 (X) ey @)
UH(X) = 2 et UT(X) = 20,
) [~ |2 (X) e
et d’autre part
+ _
VXD = ipo,g)’ V=(X) ::% ot V=Vt-v-

%e(V(X)-go’,go*) = 3%6(V+(X>- ’,cp*)—?Re(V’(X)- ’,gp*)
' 2

Or,
Re (V+<X) K2 <P+) = ¥e (V(Xa er)er- ¢, 90+) + Re (V(X> ez)ez - @, 90+) .

Regardons de plus pres le terme V' (X, e;) :

V*(X,el):—g%e z'<X,T>T-go’,el-(p— —TRe if<X,T>-g0+,el¢—
2 o2/ 2 o™ |2

Bien str, on a de méme :

V*(X,ez):—g%e 1< X, T>T- ¢ ey - d ~PRe if <X, T >t ey- 1 )
2 o7/ 2 o~ [?
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Comme ((31 . z—_‘, € - %) est une base orthonormée locale de T'(X* V) pour le produit
scalaire Re (.,.), on en déduit que

Nej
—71—

VX)o7 = —ig

(X, T)T - — z’%f (X, T) .
On en déduit alors facilement que

Re (VHX) ¢, ") = %?Re (X, )T -9, p%).
De la méme maniere, on peut montrer que

Re (V(X)- ¢, 0") = —%?Re (X, VT -9, ¢%).
On en conclut donc que
(3.47) Re (V(X) ¢ ,¢7) =0
Comme W = U + V', on déduit de et que

Re (W(X)- ¢, ") =0.

Ceci acheve la preuve du lemme O

Enfin, on conclut la preuve de la Proposition [3.36] en utilisant le fait qu'un 2-tenseur
symétrique a trace nulle et de rang inférieur a 1 est identiquement nul, ce qui est le cas
pour W. O

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.40. Si ¢ est une solution non triviale de norme constante de l’équation
de Dirac , alors @ est une solution de [’équation des spineurs de Killing généralisés
3.31]).

Preuve : On pose F':= AT + A~. Le fait que W = 0 implique que
F AT A-

3.48 — — )
(3.48) PR PR P

D’autre part, nous avons déja vu que pour un champ de vecteurs X,

Vxp = UNX) ¢ +U(X)-¢"
At A~

a=F o+ PEE ot = VHX) T V(X)) T,

ce qui donne grace a (3.48)
F(X)

||

(3.49) Vxp= o= VHX) o V(X))o
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Le tenseur F' n’est pas symétrique, nous allons donc considérer le (2, 0)-tenseur symétrique

S défini par :
1

2|2

I1 est facile de voir que S est bien défini comme dans le Lemme [3.35| et que d’autre part,
grace au Corollaire [3.38

S(X,Y):=—

(F(X,Y) + F(Y, X)).

S(er,e1) = —F(ex, e1)/]0)?,
S(eg, e3) = —F(ez,e2)/|0]?,
S(er,ez) = —F(e, 2)/|90|2+§7
S(ez, €1) = —F(€2a€1)/190!2 -3

Grace a ces relations, ainsi qu’a la formule (3.49)), on déduit :
1
Vo = —%X-w-<p+%<X,T>T-w-<p—%f<X,T)w-¢—§AX-<p.

Ceci acheve la preuve. O

3.7.5 Preuve du Théoréeme [3.32

L’équivalence entre les points (i) et (i7) a été démontrée dans la section “ 11 est
d’autre part évident que (7i) implique (#ii), il suffit de tracer. Enfin, il reste & montrer
que (iii) implique (7). Nous avons vu dans la section [3.7.4] qu'un spineur solution de
I’équation de Dirac et de norme constante est solution de I’équation des spineurs
de Killing généralisés . Il reste juste a montrer que 1'on a

VxT = f(AX — 7JX)

et
df(X)=—-(AX —7JX,T).

La seconde identité est claire étant donné que
df = —2Q,(T) — B(T) = 7.J(T)

et Iexpression de A.

Pour montrer le premier point, on pose
a(X):=VxT — fAX +7fJX.

Etant donné Phypothése (VxT,Y) = (VyT, X) + 27f (X, JY), il est clair que a est
symétrique. D’autre part, comme 2H f = div (7T"), on déduit que a est a trace nulle.
Enfin, le fait que VT = — fdf implique la relation

Vil = —2Q,(T) — B(T) — 7J(T),
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ce qui est équivalent a a(7) = 0. Par conséquent, a est de rang inférieur a 1. On en
conclut donc que a est identiquement nul, ce qui signifie que pour tout champ de vecteurs
X sur N, on a :

VxT = f(AX — 7JX).

Ceci acheve la preuve.
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