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en Mathématiques

par

Julien ROTH
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Enfin, merci à toute ma famille et à mes parents qui m’ont toujours encouragé à
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3.2 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.2.1 Variétés spinorielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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Introduction

Les travaux présentés dans cette thèse portent sur des résultats de rigidité concernant
les hypersurfaces immergées isométriquement dans une variété ambiante donnée. Le but
est de comprendre les conditions qui sont imposées à la géométrie d’une variété lors-
qu’elle est immergée comme hypersurface, mais aussi de caractériser certaines propriétés
topologiques ou métriques des hypersurfaces vérifiant des conditions limites concernant
des théorèmes de comparaison. Ces résultats de comparaison mettent en relation les
aspects extrinsèques de l’hypersurface liés à l’immersion, comme la courbure moyenne,
et les aspects intrinsèques de celle-ci vue comme variété abstraite, comme la première
valeur propre du laplacien ou la courbure scalaire.

Rappelons d’abord que lorsqu’une variété (Mn, g) est immergée isométriquement par
φ dans une variété riemannienne (Nn+p, g), i.e., φ∗g = g, alors la géométrie de la variété
ambiante (Nn+p, g) impose des obstructions à la géométrie de (Mn, g) qui découlent de
la formule de Gauss reliant les tenseurs de courbure de M et de N et la seconde forme
fondamentale B de φ.

Dans cette thèse, nous nous intéressons au cas particulier des hypersurfaces, c’est-à-
dire, au cas où N est de dimension n+1. Dans ce cas, le fibré normal est de rang 1 et on
peut alors supposer la seconde forme fondamentale à valeurs réelles. À partir de celle-ci,
on définit comme premier invariant géométrique extrinsèque la courbure moyenne H ob-
tenue en traçant la seconde forme fondamentale, i.e., H = 1

n
tr (B). D’autres invariants

géométriques appelés courbures moyennes d’ordre supérieurHk sont définis comme étant
les k-fonctions symétriques des courbures principales.

Dans la première partie de la thèse nous nous intéressons à des problèmes de pince-
ment, c’est-à-dire des problèmes de presque égalité concernant des théorèmes de compa-
raison entre les courbures moyennes d’ordre supérieur d’une hypersurface M immergée
dans un espace modèle et des invariants géométriques comme le rayon extrinsèque de
l’hypersurface (i.e. le rayon de la plus petite boule fermée contenant M) ou la première
valeur propre non nulle λ1(M) du laplacien. Le cas d’égalité de ces théorèmes de compa-
raison caractérisant les sphères géodésiques, nous montrons que sous réserve de contrôler
certains invariants géométriques, le cas de presque égalité entrâıne une proximité de M
avec la sphère en un certain sens (topologique ou métrique).

Dans la deuxième partie de la thèse, partant d’une surface riemannienneM possèdant
un champ de spineurs particulier, nous nous intéressons à trouver les conditions nécessaires
et suffisantes pour que celle-ci soit immergée isométriquement dans des espaces modèles
particuliers et plus généralement des espaces homogènes de dimension 3.
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8 INTRODUCTION

Théorèmes de pincement

De nombreux problèmes consistent à rechercher des caractérisations de certaines
variétés remarquables comme la sphère. L’un des résultats les plus célèbres en géométrie
des sous-variétés est le théorème d’Alexandrov qui affirme que toute hypersurface com-
pacte à courbure moyenne constante plongée dans l’espace euclidien est une sphère
standard.

De nombreux autres résultats permettent de caractériser la sphère, principalement
en considérant le cas d’égalité de certains résultats de comparaison.

Citons en premier le résultat de T. Vlachos([?]), comparant le rayon extrinsèque R
d’une hypersurface compacte M de l’un des trois espaces modèles Mn+1(δ) (c’est-à-dire
Rn+1, si δ = 0, Sn+1 si δ = 1 et Hn+1 si δ = −1) avec la courbure moyenne d’ordre
supérieur Hk : “ Soit (Mn, g) une hypersurface compacte, connexe, orientée, immergée
isométriquement dans (Mn+1(δ), can). Le rayon extrinsèque R de M satisfait

(1) tδ(R)k
>

1

||Hk||∞
,

avec égalité si et seulement si M est la sphère de rayon R = 1
H

”, où

tδ(s) =





tan(s) si δ = 1,
s si δ = 0,
tanh(s) si δ = −1.

D’autre part R. C. Reilly ([?]) a montré un résultat permettant de comparer la
première valeur propre non nulle du laplacien λ1(M) avec les courbures moyennes d’ordre
supérieur. Il montre en effet que : “Si (Mn, g) est une hypersurface compacte, connexe,
orientée et immergée isométriquement dans (Rn+1, can), alors la première valeur propre
λ1(M) du laplacien vérifie

(2) λ1(M)

(∫

M

Hk−1dvg

)2

6 nV (M)

∫

M

H2
kdvg,

avec égalité si et seulement si M est la sphère de rayon R =
√

n
λ1(M)

”,

où dvg et V (M) sont respectivement l’élément de volume riemannien et le volume de
(Mn, g).

Nous voyons que dans ces deux théorèmes de comparaison, les cas d’égalité ca-
ractérisent exactement les sphères géodésiques. Ceci nous a conduit dans la première
partie de cette thèse à nous intéresser aux problèmes de pincement associé, c’est-à-dire
aux problèmes de presque égalité de ces estimations.

Remarquons que de nombreux théorèmes de pincement sont connus pour des estima-
tions concernant des invariants géométriques intrinsèques sur des variétés à courbure de
Ricci positive. Par exemple le diamètre ([?, ?, ?]), le volume ([?, ?]), le radius ([?, ?]) ou
bien encore la borne inférieure de la première valeur propre du théorème de Lichnerowicz-
Obata ([?, ?, ?]).

D’autres résultats existent avec des hypothèses affaiblies sur la courbure de Ricci
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([?, ?]).
Récemment, B. Colbois et J.-F. Grosjean (??) ont montré un résultat de pincement

où l’hypothèse sur la courbure de Ricci est remplacée par le fait que M est immergée
isométriquement dans l’espace euclidien. Ils montrent en effet qu’il existe une constante
C dépendant de la dimension n et de la norme L∞ de la seconde forme fondamentale
telle que si la condition de pincement

n

V (M)1/p
||H||22p − C < λ1(M)

est vérifiée, alors M est difféomorphe et quasi-isométrique à une sphère de dimension n.
Dans cette thèse en supposant M immergée dans un espace modèle et en contrôlant

certains invariants géométriques comme la courbure moyenne ou la longueur de la se-
conde forme fondamentale, nous montrons pour les pincements concernant les estima-
tions sur le rayon extrinsèque et le λ1 citées plus haut, des résultats de proximité de
l’hypersurface M avec la sphère. Les différents types de proximité que nous obtenons
sont les suivantes : M est proche d’une sphère géodésique de l’espace ambiant au sens
de la distance de Hausdorff (cf Théorème 2), M est difféomorphe et quasi-isométrique
à une sphère (cf Théorèmes 3 et 4).

Pincement du rayon extrinsèque

La première direction que nous suivons dans cette thèse est l’étude du rayon ex-
trinsèque, auquel le premier chapitre est consacré.

Notre premier résultat est une amélioration de l’inégalité (1) dans le cas où δ > 0.
En effet, nous démontrons le théorème suivant :

Théorème 1. Soit (Mn, g) une hypersurface compacte sans bord, connexe, orientée et
immergée isométriquement dans (Mn+1(δ), can), δ > 0. Soit k > 1 tel que la courbure
moyenne d’ordre k, Hk soit une fonction positive, alors pour tout p > 1, nous avons

(3) tδ(R)k
>
V (M)1/p

||Hk||p
,

avec égalité si et seulement si M est une hypersphère géodésique de rayon R.

Dans un second temps, nous nous intéressons aux différents problèmes de pincement
liés aux inégalités (1) et (3). En effet, nous donnons des résultats de pincement pour le
rayon extrinsèque des hypersurfaces de l’espace euclidien, mais aussi de la sphère et de
l’espace hyperbolique (cf. [?, ?]).

Nous donnons ici deux types de résultats de pincement associés aux différentes mi-
norations du rayon extrinsèque que nous avons donné plus haut : (1) et (3). Le premier
résultat donne, en cas de pincement, une proximité (assez faible et extrinsèque) au sens
de la distance de Hausdorff. Voici le théorème formulé pour l’inégalité (3).

Théorème 2. Soit p > 1. Soient (Mn, g) une variété compacte sans bord, connexe,
orientée, immergée isométriquement dans Mn+1(δ), δ > 0 et p0 le centre de la boule de
rayon R qui contient φ(M). Supposons de plus que V (M) = 1, alors, pour tout ε > 0, il
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existe une constante Cε dépendant uniquement de ε, n, de la norme L∞ de la courbure
moyenne et de la norme L2p de Hk telle que si la condition de pincement

R <
1

||Hk||2p

+ Cε

est satisfaite, alors
dH

(
φ(M), S(p0, R)

)
6 ε.

Le second type de résultats donne une proximité beaucoup plus forte avec la sphère
S(p0, R), à savoir, le difféomorphisme et la quasi-isométrie. Voici le théorème formulé
pour l’inégalité (3).

Théorème 3. Soit p > 1. Soient (Mn, g) une variété compacte sans bord, connexe,
orientée, immergée isométriquement dans Mn+1(δ) , δ > 0 et p0 le centre de la boule
de rayon R qui contient φ(M). Supposons de plus que V (M) = 1, alors, il existe une
constante C dépendant uniquement de n, de la norme L∞ de la seconde forme fonda-
mentale et de la norme L2p de Hk telle que si la condition de pincement

tδ(R)k <
1

||Hk||2p

+ C

est satisfaite, alors M est difféomorphe et quasi-isométrique à la sphère S(p0, R).

Nous préciserons dans le chapitre 1, ce que nous entendons par “quasi-isométrie”.
On remarquera que dans ce second résultat, la proximité est plus forte que dans le cas
précédent. Notons que l’on a supposé une condition de pincement plus forte puisque la
constante C dépend cette fois-ci de la longueur de la seconde forme fondamentale.

D’autre part, la conclusion de ce théorème est intrinsèque. En effet, la proximité
obtenue, à savoir le difféomorphisme et la quasi-isométrie sont des notions qui ont un
sens pour des variétés riemanniennes quelconques.

Ces résultats ne sont pas valables dans le cas où δ < 0, c’est-à-dire pour les hyper-
surfaces de l’espace hyperbolique. Cependant, nous obtenons des résultats comparables
pour la condition de pincement suivante :

tδ(R) <
1

||H||∞
+ C.

Pincement de la première valeur propre du laplacien

Dans le chapitre 2, nous nous intéressons à un autre type de problème de pincement,
celui de la première valeur propre du laplacien des hypersurfaces de l’espace euclidien.

Soit (Mn, g) une variété de dimension n, compacte sans bord, connexe, orientée
et immergée isométriquement dans l’espace euclidien de dimension n + 1, (Rn+1, can).
Comme nous l’avons dit plus haut, Reilly ([?]) a démontré l’inégalité (2) qui donne une
majoration de la première valeur propre non nulle du laplacien de (Mn, g) en fonction
des courbures moyennes d’ordre supérieur avec égalité si et seulement si (Mn, g) est une
hypersphère géodésique de Rn+1.
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En utilisant l’inégalité de Hölder, nous obtenons des estimations similaires avec la
norme L2p (p > 1) de H :

(4) λ1(M)

(∫

M

Hk−1dvg

)2

6 nV (M)2−1/p||Hk||2p.

Comme pour l’inégalité (2), le cas d’égalité est caractérisé par les hypersphères
géodésiques. Une question naturelle qui se pose est de savoir s’il existe un résultat
de pincement comparable à celui obtenu par Colbois et Grosjean ([?]), à savoir que si
nous sommes suffisamment proche du cas d’égalité, alors M est difféomorphe et quasi-
isométrique à une sphère géodésique. La réponse à cette question est donnée par le
théorème suivant :

Théorème 4. Soit p > 2. Soient (Mn, g) une variété compacte sans bord, connexe,
orientée, immergée isométriquement dans Rn+1 et p0 le centre de masse de M . Supposons
de plus que V (M) = 1, alors il existe une constante C dépendant uniquement de n,
||B||∞ et ||Hk||2p telle que si la condition de pincement

(PC) λ1(M)

(∫

M

Hk−1dvg

)2

− n||Hk||22p > −C

est satisfaite, alors M est difféomorphe et quasi-isométrique à la sphère S

(
p0,
√

n
λ1(M)

)
.

Ce théorème nous permettra alors d’obtenir comme application une caractérisation
des hypersurfaces presque-Einstein de l’espace euclidien :

Théorème 5. Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte sans bord, connexe,
orientée, immergée isométriquement dans Rn+1. Alors, pour tout réel k > 0, il existe un
ε(k, n, ||B||∞) tel que si (Mn, g) est ε-presque-Einstein, c’est-à-dire,

||Ric − kg||∞ 6 ε,

alors M est difféomorphe et quasi-isométrique à Sn
(√

n−1
k

)
.

Les techniques que nous utilisons pour prouver ces différents résultats de pincement
sont tout d’abord une estimation de la norme L2 du vecteur position, puis une estimation
de sa norme L∞ obtenue par un processus d’itération de type Niremberg-Moser basé sur
une inégalité de Sobolev pour les hypersurfaces, faisant intervenir la courbure moyenne :

(5)

(∫

M

f
n

n−1dvg

)n−1
n

6 K(n, δ)

∫

M

(|df | + |H|f) dvg,

pour une fonction f lisse et positive. La dépendance en la longueur de la seconde forme
fondamentale apparâıt lorsqu’avec les mêmes techniques, nous obtenons une estimation
de la norme L∞ de la projection du vecteur position sur l’espace tangent à l’hypersurface,
pour l’obtention du difféomorphisme et de la quasi-isométrie.
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Caractérisation spinorielle des surfaces dans les

3-variétés homogènes

Une question essentielle en géométrie des sous-variétés, et plus particulièrement
des hypersurfaces, est de savoir “A quelle condition une variété riemannienne orientée
(Mn, g) de dimension n peut-elle être immergée isométriquement dans l’espace euclidien
Rn+1 muni de sa métrique canonique ?” Lorsque la variété est simplement connexe, la
condition nécessaire et suffisante est bien connue, il faut et il suffit qu’il existe sur M
un (1, 1)-tenseur symétrique A qui satisfasse aux équations de Gauss et de Codazzi. En
ce cas, A est alors le champ d’endomorphisme associé à la seconde forme fondamentale
B. Par la suite, cette caractérisation a été étendue aux hypersurfaces de l’espace hyper-
bolique Hn+1 et de la sphère Sn+1.

Plus récemment, de nombreux travaux ([?, ?] par exemple) ont permis de montrer
(ou redémontrer) des résultats de géométrie des sous-variétés par des méthodes spino-
rielles. Nous citerons par exemple la preuve spinorielle du théorème d’Alexandrov dans
l’espace euclidien ([?]) et dans l’espace hyperbolique ([?]), via l’étude du spectre de
l’opérateur de Dirac.

Spineurs particuliers et rigidité des variétés

Rappelons tout d’abord que l’existence d’une structure spinorielle sur une variété
riemannienne (Mn, g) est une propriété topologique, correspondant à une notion d’orien-
tabilité d’ordre 2, se traduisant par la nullité de la seconde classe de Stiefel-Withney.

Notons également que les trois espaces modèles standards Rn, Sn et Hn sont des
variétés spinorielles.

Étant donnée une structure spinorielle sur une variété riemannienne (Mn, g), on
construit de manière naturelle un fibré vectoriel, noté ΣM , et appelé fibré des spineurs
complexes, dont les sections sont les champs de spineurs. Ces champs de spineurs peuvent
être considérés comme des “racines carrées” de formes différentielles. Il existe cependant
une différence fondamentale entre formes différentielles et spineurs. En effet, bien que le
fait d’être spinorielle soit une propriété topologique pour les variétés riemanniennes, les
champs de spineurs dépendent de la métrique.

L’opérateur de Dirac d’une variété riemannienne spinorielle est un opérateur différen-
tiel linéaire du premier ordre agissant sur les champs de spineurs que l’on peut voir
comme une “racine carrée du laplacien”. De plus, il est elliptique et si la variété est
compacte, il est formellement auto-adjoint. Son spectre, qui est alors discret, a été et
est toujours l’objet de recherches intensives.

Des informations géométriques subtiles peuvent être déduites de l’étude de la première
valeur propre de l’opérateur de Dirac. T. Friedrich ([?]) l’a minoré par l’infimum de la
courbure scalaire, à une constante multiplicative (positive) près. De plus, le cas d’égalité
de cette estimation est caractérisé par l’existence sur la variété d’un champ de spineurs
particulier. Il s’agit d’un champ dont la dérivée covariante est égale à l’action des champs
de vecteurs sur le champ de spineurs par la multiplication de Clifford, à un coefficient
multiplicatif près (appelé nombre de Killing). Un tel champ est appelé spineur de Killing,
et l’existence d’un tel champ de spineurs impose de fortes restrictions sur la géométrie
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et la topologie de la variété.
Par exemple, dans certaines dimensions, les sphères rondes sont caractérisées par

l’existence d’un champ de Killing avec nombre de Killing réel. En dimension quelconque,
elle caractérise les sphères standards et d’autres exemples exotiques, classifiés par C. Bär
([?]).

Il existe d’autres champs de spineurs particuliers comparables aux champs de Killing,
appelés spineurs de Killing généralisés. Il s’agit de spineurs dont la dérivée covariante
dans la direction d’un vecteur X est donnée non par l’action de ce champ de vecteurs
X par multiplication de Clifford, mais par la multiplication de Clifford par le champ de
vecteurs A(X), où A est un champ d’endomorphisme symétriques. Dans ce cas, le champ
d’endomorphisme A est alors (au signe près) le tenseur d’impulsion-énergie associé à ce
spineur.

Les spineurs de Killing généralisés apparaissent naturellement en géométrie des hy-
persurfaces. Remarquons d’abord que si (Mn, g) est une hypersurface orientée d’une
variété riemannienne spinorielle (Nn+1, h), alors l’orientation de M permet d’induire
sur M une structure spinorielle à partir de celle de N . De plus, il existe une identifica-
tion naturelle entre les spineurs de M et la restriction des spineurs de N . D’autre part,
les dérivées covariantes spinorielles de M et N sont reliées par l’application de Wein-
garten A de l’immersion grâce à la formule de Gauss spinorielle. Si la variété ambiante
possède un spineur parallèle (comme par exemple Rn+1), alors la restriction à M de ce
spineur parallèle est un spineur de Killing généralisé et l’application de Weingarten est
le tenseur d’impulsion-énergie associé à ce spineur.

La question de la réciproque se pose alors, “si une variété riemannienne spinorielle
possède un spineur de Killing généralisé, est-elle immergée isométriquement dans une
variété admettant un spineur parallèle ?”

Plusieurs résultats vont dans ce sens. Tout d’abord, Friedrich ([?]) a montré qu’en
dimension 2, une surface simplement connexe possèdant un spineur de Killing généralisé
peut être immergée isométriquement dans l’espace euclidien R3. Par la suite, B. Morel
([?]) a généralisé ce résultat aux surfaces de la sphère S3 et de l’espace hyperbolique
H3 (dans ce cas, l’expression des spineurs de Killing généralisés est différente car ces
derniers sont obtenus par restriction de spineurs de Killing et non plus parallèles). En
dimension plus grande, en supposant que de plus l’endomorphisme A est de Codazzi, la
variété M peut être immergée en tant qu’hypersurface dans une variété N admettant
un spineur parallèle (voir [?, ?]). Cette variété N n’est pas forcément l’espace euclidien,
mais un produit tordu construit au dessus de M .

Les espaces homogènes de dimension 3 avec groupe d’isométrie de
dimension 4

Parallèlement à ces travaux de caractérisation spinorielle des hypersurfaces, un intérêt
grandissant a été porté aux surfaces des 3-variétés homogènes ces dernières années, en
particulier par H. Rosenberg et U. Abresch ([?, ?] par exemple). Nous nous intéressons
ici aux 3-variétés homogènes avec groupe d’isométrie de dimension 4. Une telle variété
est une fibration riemannienne sur une variété de dimension 2 simplement connexe à
courbure constante et dont les fibres sont géodésiques.
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La majorité des travaux concerne les surfaces minimales ou à courbure moyenne
constante dans les deux espaces produit S2 × R et H2 × R, qui sont des cas particu-
liers d’espaces homogènes de dimension 3 avec groupe d’isométrie de dimension 4. Ces
travaux ont permis d’obtenir de nouveaux exemples de surfaces minimales comme des
caténöıdes, hélicöıdes ou undulöıds généralisés (voir [?] ou [?]).

En 2004, dans [?], U. Abresch et H. Rosenberg ont montré l’existence d’une différen-
tielle de Hopf, c’est-à-dire une différentielle quadratique holomorphe, pour les surfaces
à courbure moyenne constante dans S2×R et H2×R. Cette différentielle de Hopf leur a
permis de démontrer un théorème de type Hopf pour ces deux espaces, c’est-à-dire une
caractérisation des sphères à courbure moyenne constantes immergées dans S2 × R et
H2 × R.

Il reste encore de nombreuses questions ouvertes concernant les surfaces dans S2 ×R

et H2 × R et plus généralement dans les espaces homogènes de dimension 3 dont ces
deux espaces sont des cas particuliers comme, par exemple, l’existence d’un théorème
de type Alexandrov. Au vu des résultats passés, il est naturel de penser que l’utilisation
des spineurs pourrait permettre d’obtenir de tels résultats.

Récemment, dans [?], B. Daniel a donné une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une surface soit immergée isométriquement dans S2 × R ou H2 × R. Cette condition
à remplir est l’existence d’un triplet (A, T, f) composé d’un 2-tenseur symétrique A, un
champ de vecteurs T et d’une fonction f définis sur M , et qui satisfont aux équations
de Gauss et Codazzi correspondantes, ainsi que deux relations supplémentaires. Daniel
a également généralisé ce résultat au cas des autres 3-espaces homogènes avec groupe
d’isométrie de dimension 4, à savoir le groupe d’Heisenberg, les sphères de Berger et le

revêtement universel ˜PSL2(R) du groupe de Lie PSL2(R) (voir [?]). Il a pu en combi-
nant ces résultats donner un analogue à la correspondance de Lawson pour les surfaces
de ces espaces homogènes.

La correspondance de Lawson est une correspondance naturelle entre surfaces à
courbure moyenne constante dans les trois espaces modèles standards R3, S3 et H3.
Par exemple, toute surface minimale simplement connexe dans S3 est isométrique à une
surface simplement connexe à courbure moyenne constante 1 dans R3, et toute surface
minimale simplement connexe dans R3 est isométrique à une surface simplement connexe
à courbure moyenne constante 1 dans H3.

Dans les cas des 3-espaces homogènes, une telle correspondance existe également.
Par exemple, toute surface minimale simplement connexe dans l’espace d’Heinsenberg
Nil3 est isométrique à une surface simplement connexe à courbure moyenne constante
1
2

dans H2 × R.

Caractérisation spinorielle des surfaces dans les 3-variétés homogènes avec
groupe d’isométrie de dimension 4

Comme nous l’avons mentionné plus haut, l’utilisation des spineurs s’est avérée être
un outil efficace en géométrie des sous-variétés. Le champ d’investigations concernant
les surfaces des 3-espaces homogènes étant encore ouvert, il est naturel de penser que les
spineurs puissent jouer un rôle dans cette théorie et permettre d’obtenir des résultats
intéressants.
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Le troisième chapitre de cette thèse a pour but de comprendre la géométrie spino-
rielle des surfaces immergées isométriquement dans les 3-espaces homogènes avec groupe
d’isométrie de dimension 4. Pour cela, nous commençons par donner l’expression des spi-
neurs particuliers que possèdent ces surfaces, et que nous appellerons par analogie avec
le cas des trois espaces modèles, spineurs de Killing généralisés. L’expression de ces spi-
neurs étant donnée, la question naturelle qui se pose est la suivante : “La donnée d’un
tel spineur sur une surface abstraite est-elle une condition nécessaire et suffisante pour
que cette surface soit immergée isométriquement dans la 3-variété homogène correspon-
dante ?”

La réponse à cette question passe par un décryptage des informations géométriques
contenues dans les spineurs de Killing généralisés, particulièrement concernant la cour-
bure de la surface. Nous pouvons alors répondre par l’affirmative . Voici le résulat que
nous obtenons, énoncé pour les surfaces de S2 × R.

Théorème 6. Soit (N, 〈., .〉) une surface riemannienne connexe, simplement connexe
et orientée. Soient T un champ de vecteurs, f et H deux fonctions sur N vérifiant :





f 2 + ||T ||2 = 1,
〈∇XT, Y 〉 = 〈∇Y T,X〉, ∀X, Y ∈ χ(N),
2Hf = div (T ).

Enfin, soit A un champ d’endomorphismes sur N . Il y a équivalence entre la donnée :

i) d’une immersion isométrique F de N dans S2 × R de courbure moyenne H telle
que l’application de Weingarten associée à F par rapport à la normale ν est donnée
par :

dF ◦ A ◦ dF−1

et telle que
∂

∂t
= dF (T ) + fν.

ii) d’un champ de spineurs ϕ sur N , solution de l’équation

∇Xϕ =
1

2
X · T · ϕ+

1

2
fX · ϕ+

1

2
〈X,T 〉ϕ− 1

2
AX · ϕ,

où A vérifie de plus :
∇XT = fAX,

et
df(X) = −〈AX, T 〉.

iii) d’une solution ϕ de l’équation de Dirac

Dϕ = Hϕ− 1

2
T · ϕ− fϕ,

de norme constante et telle que

df = −2Qϕ(T ) + fT,



16 INTRODUCTION

où Qϕ est le tenseur d’impulsion-énergie associé au champ de spineurs ϕ, i.e. le 2-
tenseur symmétrique défini par :

Qϕ(X, Y ) :=
1

2
ℜe
〈
X · ∇Y ϕ+ Y · ∇Xϕ, ϕ/|ϕ|2

〉
.

Nous obtenons également un résultat analogue pour les surfaces de H2 × R.

Comme nous l’avons vu, les trois autres 3-variétés homogènes qui nous intéressent,

Nil3, ˜PSL2(R) et les sphères de Berger, sont des fibrations riemanniennes sur une variété
reimannienne simplement connexe à courbure constante. Nous noterons κ cette courbure
de la base de fibration. D’autre part, contrairement à S2×R et H2×R, ces fibrations ne
sont pas des produits riemanniens. Un invariant permet de mesurer le fait qu’une fibra-
tion est un produit ou pas. Il s’agit de la courbure de fibration notée τ . Nous noterons
alors E(κ, τ) ces 3-variétés homogènes, où κ est la courbure de la base et τ la courbure
de la fibration. Enfin, signalons que E(κ, τ) admet un champ de vecteurs de Killing ξ
correspondant aux translations le long des fibres.

Nous obtenons un résultat comparable au Théorème 6 pour les surfaces de E(κ, τ) :

Théorème 7. Soit (N, 〈., .〉) une surface riemannienne connexe, simplement connexe
et orientée. Soient T un champ de vecteurs, f et H deux fonctions sur N vérifiant :





f 2 + ||T ||2 = 1,
〈∇XT, Y 〉 = 〈∇Y T,X〉 + 2τf 〈X, JY 〉 , ∀X, Y ∈ χ(N),
2Hf = div (T ),

où J est la rotation d’angle π
2

sur T M . Enfin, soit A un champ d’endomorphismes sur
N . Il y a équivalence entre la donnée :

i) d’une immersion isométrique F de N dans E(κ, τ) de courbure moyenne H telle
que l’application de Weingarten associée à F par rapport à la normale ν est donnée
par :

dF ◦ A ◦ dF−1

et telle que

ξ = dF (T ) + fν.

ii) d’un spineur ϕ solution de l’équation

∇Xϕ = −τ
2
X ·ω ·ϕ+

(
τ − κ

4τ

)
〈X,T 〉T ·ω ·ϕ−

(
τ − κ

4τ

)
f〈X,T 〉ω ·ϕ− 1

2
AX ·ϕ,

où A vérifie de plus :

∇XT = f(AX − τJX),

et

df(X) = −〈AX − τJX, T 〉.
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iii) d’une solution ϕ de l’équation de Dirac

Dϕ = Hϕ+ τω · ϕ−
(
τ − κ

4τ

)
||T ||2ω · ϕ−

(
τ − κ

4τ

)
fT · ω · ϕ,

de norme constante et tel que

df = − (2Qϕ +B + τJ) (T ),

où Qϕ est le tenseur d’impulsion-énergie associé au champ de spineurs ϕ et B est
un 2-tenseur symétrique à trace nulle, défini uniquement à partir de T .

Afin de prouver ce théorèmes, nous donnons l’expression des champs de spineurs
particuliers que possèdent ces 3-variétés homogènes. Puis après un travail d’identifica-
tion de la restriction de ces spineurs avec des spineurs intrinsèques de la surface, nous
obtenons des champs de spineurs de Killing généralisés.

L’existence de tels champs de Killing généralisés sur une surface imposent alors des
restrictions à la géométrie de cette surface, par exemple sur sa courbure. En particulier,
on retrouve les équations de Gauss et Codazzi qui permettent alors d’immerger la sur-
face dans l’espace homogène correspondant.
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Chapitre 1

Le rayon extrinsèque des
hypersurfaces des espaces modèles :
inégalités optimales et pincements1

1.1 Introduction

Soit (Mn, g) une variété connexe orientée, compacte sans bord, de dimension
n > 2, immergée isométriquement par φ dans l’espace modèle simplement connexe,
de courbure sectionnelle constante δ et de dimension (n + 1), Mn+1(δ), muni de sa
métrique canonique gcan. Tout d’abord, la variété M étant compacte, on peut définir le
rayon extrinsèque de M de la façon suivante :

Définition 1.1. Le rayon extrinsèque de M est le nombre

R = R(M) = inf
{
r > 0

∣∣ ∃x ∈ Mn+1(δ) tel que φ(M) ⊂ B(x, r)
}
,

où B(x, r) est la boule ouverte de centre x et de rayon r dans Mn+1(δ).

Dans la suite, nous noterons par B(x, r)
(
resp. S(x, r)

)
, la boule fermée (resp. la

sphère) de centre x et de rayon r.

Remarque 1. Une première conséquence de la définition ci-dessus est qu’il existe un
point p0 dans Mn+1(δ) tel que

i) φ(M) ⊂ B(p0, R)

ii) φ(M) ∩ S(p0, R) 6= ∅.

Fort de cette remarque, il est alors aisé de donner une minoration du rayon ex-
trinsèque, en fonction de la courbure moyenne de l’immersion. En effet, φ(M) et S(p0, R)
sont deux hypersurfaces dont l’une est “à l’intérieur” de l’autre et ayant un point de
contact, noté x0. Il est alors possible de comparer les secondes formes fondamentales des
deux hypersurfaces en ce point de contact. En effet, en ce point de contact, les courbures
principales (ki)16i6n de M sont toutes supérieures à celles de la sphère S(p0, R), qui sont

1Ce chapitre fait l’objet d’un article à parâıtre [?] et d’un article soumis [?]
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toutes constantes et égales à 1
tδ(R)

. Donc en particulier, la courbure moyenne H de M

en x0 est supérieure à celle de S(p0, R), c’est-à-dire

(1.1) |H(x0)| >
1

tδ(R)
,

où pour s ∈ R,

tδ(s) =





1√
δ
tan(

√
δs) si δ > 0,

s si δ = 0,
1√
−δ

tanh(
√
−δs) si δ < 0.

On en déduit donc la minoration suivante du rayon extrinsèque

(1.2) tδ(R) >
1

||H||∞
.

On remarquera tout de même que dans le cas où δ > 0, on doit supposer que φ(M)
est incluse dans un hémisphère ouvert, c’est-à-dire dans une boule ouverte de Sn+1(δ)
de rayon inférieur à π

2
√

δ
. En effet, dans ce cas, la fonction tδ est une tangente qui n’est

pas définie en s = π
2
√

δ
. Cette inégalité reste valable pour les sous-variétés de dimension

quelconque (voir [?, ?, ?]). Cependant, dans le cas particulier de la codimension 1, on
peut caractériser le cas d’égalité par les hypersphères géodésiques. L’inégalité (1.2) est
donc une inégalité géométrique optimale. Il est alors naturel de se poser la question du
pincement, c’est-à-dire du cas de “presque égalité”. Ce chapitre est dédié à l’étude de ce
problème, ainsi qu’à des problèmes voisins pour d’autres inégalités optimales concernant
le rayon extrinsèque que nous expliciterons par la suite.

1.2 Préliminaires

1.2.1 Quelques rappels sur les hypersurfaces de Mn+1(δ)

Tout d’abord, introduisons les fonctions suivantes :

sδ(s) =





1√
δ
sin(

√
δ s) si δ > 0

s si δ = 0
1√
−δ

sinh(
√
−δ s) si δ < 0

et

cδ(s) =





cos(
√
δ s) si δ > 0

1 si δ = 0

cosh(
√
−δ s) si δ < 0

Il est bien connu que ces fonctions vérifient les relations suivantes :





c2δ + δs2
δ = 1,

s′δ = cδ,
c′δ = −δsδ.
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D’autre part, la fonction tδ =
sδ

cδ
que nous avons déjà définie précédemment vérifie la

relation
t′δ = 1 + δt2δ .

Ces relations nous seront utiles par la suite dans la preuve des résultats (Section 1.4).
Afin de fixer les notations, nous introduisons les deux familles de variétés suivantes.

Tout d’abord, on notera par M(n, δ) la famille des variétés connexes orientées, com-
pactes sans bord, de dimension n > 2, immergées isométriquement dans Mn+1(δ). Si
δ > 0, on suppose de plus que l’image de M est contenue dans un hémisphère ouvert.
Ensuite, on appelle M(n, δ, R) l’ensemble des variétés riemanniennes (M, g) ∈ M(n, δ)
de volume 1 et de rayon extrinsèque R.

Intéressons-nous d’abord aux propriétés générales des variétés de M(n, δ). Soit alors
(Mn, g) ∈ M(n, δ), comme M est orientée, il existe un champ normal unitaire ν, choisi
sortant. La seconde forme fondamentale de l’immersion est le 2-tenseur symétrique B
défini par

B(X,Y ) =
〈
∇Xν, Y

〉
,

où 〈·, ·〉 et ∇ sont respectivement la métrique et la connexion riemannienne de Mn+1(δ).
La courbure moyenne de l’immersion est

H =
1

n
tr (B).

Soit p0 ∈ Mn+1(δ) et soit expp0
l’application exponentielle en ce point p0. Ce point

p0 va jouer le rôle de “point de base”. Pour cela, on considère les coordonnées normales
(xi)16i6n+1 centrées en p0. Enfin, pour tout x ∈ Mn+1(δ), nous noterons par r(x) la
distance géodésique d(p0, x) de p0 à x sur (Mn+1(δ), gcan).

Dans toute la suite, nous noterons respectivement par ∇ et ∇ les gradients associés
à (M, g) et (Mn+1(δ), gcan). Les laplaciens correspondants seront notés ∆ et ∆.

On considère le vecteur position Z défini par

Z := sδ(r)∇r.

Les coordonnées de Z dans le système de coordonnées normales sont alors
(

sδ(r)
r
xi

)
16i6n+1

.

Enfin, nous noterons ZT := sδ(r)∇r la projection du vecteur position Z sur le fibré tan-
gent à φ(M).

Après avoir introduit ces notations, nous allons rappeler un certain nombre de pro-
priétés de l’application exponentielle ainsi que de la hessienne ∇dr de la fonction distance
r (voir Corollaire 2.8 et Lemme 2.9 p153 dans [?]). La première propriété de l’applica-
tion expp0

est d’être une isométrie radiale, c’est-à-dire, pout tout x ∈ Mn+1(δ) et tout
vecteur v ∈ Tp0M

n+1(δ) nous avons :

(1.3)
〈
(dexpp0

)X(X), (dexpp0
)X(v)

〉
x

= 〈X, v〉p0
,

oùX est le vecteur de Tp0M
n+1(δ) défini parX := expp0

−1(x). D’autre part, l’application
exponentielle satisfait l’égalité suivante. Pour x ∈ Mn+1(δ) et v un vecteur de TxMn+1(δ)
orthogonal à ∇r, on a :

(1.4)
∣∣(dexpp0

−1)|x(v)
∣∣2
p0

=
r2

s2
δ(r)

|v|2x.
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Nous allons maintenant donner l’expression de la hessienne ∇dr de la fonction distance
r. Si v est un vecteur de TxMn+1(δ) orthogonal à ∇r, alors

(1.5)
〈
∇v∇r, v

〉
x

=
cδ(r)

sδ(r)
|v|2x.

De plus, ∇r est dans le noyau de ∇dr. En particulier, pour tout v ∈ TxMn+1(δ) ortho-
gonal à ∇r,
(1.6)

〈
∇∇r∇r, v

〉
= 0.

En résumé, dans une base adaptée (e1, · · · , en,∇r), la matrice de la hessienne ∇dr au
point x est :

cδ(r)

sδ(r)




In 0

0 0




Finalement, nous clôturons cette section de rappels par le lemme suivant (voir [?] pour
la preuve) :

Lemme 1.2. Nous avons :

i) div (ZT ) = ncδ(r) + nH 〈Z, ν〉,

ii) δ

∫

M

g(ZT , ZT )dvg ≥ n

∫

M

(
c2δ(r) − |H|cδ(r)sδ(r)

)
dvg.

Remarque 2. On remarquera que le premier point du lemme dans le cas δ = 0 n’est rien
d’autre que la formule de Hsiung-Minkowski (voir [?]) que nous retrouverons également
dans le chapitre 2.

1.2.2 Les courbures moyennes Hk

La seconde partie de cette section de préliminaires est consacrée aux courbures
moyennes d’ordre supérieur. Il s’agit de quantités géométriques extrinsèques définies
à partir de la seconde forme fondamentale et qui généralisent la notion de courbure
moyenne. Nous avons vu précédemment que la courbure moyenne est définie comme la
trace de la seconde forme fondamentale B (à un coefficient près) :

H =
1

n
tr (B).

En d’autres termes, la courbure moyenne est égale à la somme des courbures principales
(au coefficient 1

n
près) ou bien encore,

H =
1

n
σ1(k1, · · · , kn),

où σ1 est le premier polynôme symétrique. Les courbures moyennes d’ordre supérieur
sont alors définies de manière analogue pour k ∈ {1, · · · , n} par

Hk =
1(
n
k

)σk(k1, · · · , kn),
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où σk est le k-ième polynôme symétrique, c’est-à-dire, pour tout n−uplet (x1, · · · , xn),

σk(x1, · · · , xn) =
∑

16i1,··· ,ik6n

xi1 · · ·xik .

De manière équivalente, les Hk s’écrivent

Hk =
1

k!

(
n
k

)
∑

1 6 i1, · · · , ik 6 n
1 6 j1, · · · , jk 6 n

ǫ

(
i1, · · · , ik
j1, · · · , jk

)
Bi1j1 · · ·Bikjk

,

où les Bij sont les coefficients de la seconde forme fondamentale B dans un repère ortho-

normé local {e1, . . . , en}. D’autre part, les symboles ǫ

(
i1, · · · , ik
j1, · · · , jk

)
sont les symboles

usuels de permutation, c’est-à-dire, sont nuls si les ensembles {i1, · · · , ik} et {j1, · · · , jk}
sont différents ou si ip = iq pour deux indices p et q différents. Dans les autres cas,

ǫ

(
i1, · · · , ik
j1, · · · , jk

)
n’est rien d’autre que la signature de la permutation

(
i1, · · · , ik
j1, · · · , jk

)
.

Enfin, par convention, on pose H0 = 1 et Hn+1 = 0.

Remarque 3. On note généralement, dans la littérature, ces courbures moyennes d’ordre
supérieur Hr. Cependant, afin d’éviter toute confusion avec la fonction distance r, nous
les noterons Hk.

A chaque Hk, on associe un (2, 0)-tenseur symétrique, défini de la manière suivante :

Tk =
1

k!

∑

i, i1, · · · , ik
j, j1, · · · , jk

ǫ

(
i, i1, · · · , ik
j, j1, · · · , jk

)
Bi1j1Bi2j2 · · ·Bik−1jk−1

Bikjk
e∗i ⊗ e∗j .

Ces tenseurs vérifient un certain nombre de propriétés. Tout d’abord, les tenseurs Tk

sont à divergence nulle.
De manière générale, à un (2, 0)-tenseur symétrique quelconque T , on associe la

fonction suivante :

(1.7) HT (x) =
n∑

i=1

Tx(Bei, ei),

où {e1, . . . , en} est un repère orthonormé de TxM . On justifie le fait que les tenseurs Tk

sont associés aux Hk par le lemme suivant :

Lemme 1.3. Pour tout k ∈ {1, · · · , n}, on a :

i) tr (Tk) = m(k)Hk,

ii) HTk
= m(k)Hk+1,

où m(k) = (n− k)

(
n
k

)
et HTk

est donné par la relation (1.7)
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Enfin, nous donnons une version générale du Lemme 1.2 pour les (1, 1)-tenseurs
symétriques à divergence nulle et définis positifs (voir [?]) .

Lemme 1.4. Soit T un (1, 1)-tenseur symétrique à divergence nulle et défini positif.
Alors, on a :

div (TZT ) > cδ(r)tr (T ) − 〈Z,HT 〉 .

Remarque 4. Ce lemme est une généralisation du premier point du Lemme 1.2. Le
second point peut également être généralisé dans ce cadre, mais ne nous est pas utile ici.

Ce lemme nous sera utile pour prouver des minorations plus fines du rayon ex-
trinsèque dans les cas euclidien et sphèrique, c’est-à-dire lorsque δ est positif ou nul.

Avant de donner ces inégalités et les différents résultats de pincements que nous
avons obtenus, nous allons énoncer trois lemmes techniques qui nous seront utiles dans
la preuve des théorèmes de pincement.

1.2.3 Un Lemme fondamental

Commençons par un premier lemme analytique qui permet d’obtenir une majoration
de la norme L∞ d’une fonction en fonction de sa norme L2. Ce lemme est réellement le
résultat fondamental pour atteindre notre but. Une preuve a été donnée par B. Colbois
et J.F. Grosjean dans [?] pour les hypersurfaces de l’espace euclidien. Nous en donnons
ici la preuve dans les trois cas (euclidien, sphérique et hyperbolique).

Proposition 1.5. Soit (Mn, g) ∈ M(n, δ) et soit ξ une fonction réelle continue sur
M telle que ξk est lisse pour tout k > 2. Supposons que V (M) = 1 et qu’il existe
0 6 l < m 6 2 tels que

1

2
ξ2k−2∆ξ2

6 divω + (α1 + kα2)ξ
2k−l + (β1 + kβ2)ξ

2k−m,

où ω est une 1-forme et α1, α2, β1 et β2 des constantes positives ou nulles. Alors, pour
tout η > 0, il existe une constante positive L dépendant de n, δ, α1, α2, β1, β2, ||H||∞
et η telle que si ||ξ||∞ > η, alors

||ξ||∞ 6 L||ξ||2.

De plus, L est bornée lorsque η −→ +∞ et si β1 > 0, alors L −→ +∞ si ||H||∞ −→ +∞
ou η −→ 0.

Preuve : La preuve de ce lemme repose sur une inégalité de Sobolev extrinsèque, obtenue
par D. Hoffman et J. Spruck, et un processus d’itération de type Niremberg-Moser.

En intégrant par parties, on obtient

1

2

∫

M

ξ2k−2∆ξ2dvg =
1

2

∫

M

〈
dξ2, dξ2k−2

〉
dvg = 2

(
k − 1

k2

)∫

M

|dξk|dvg

6 A

∫

M

ξ2k−ldvg +B

∫

M

ξ2k−mdvg,(1.8)
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où A = (α1 + kα2) et B = (β1 + kβ2).
On rappelle l’inégalité de Sobolev extrinsèque de D. Hoffman et J. Spruck ([?, ?]).

Si f est une fonction positive lisse, alors

(1.9)

(∫

M

f
n

n−1dvg

)n−1
n

6 K(n, δ)

∫

M

(|df | + |H|f) dvg,

où K(n, δ) est une constante dépendant uniquement de n et δ. Cette inégalité est valable
sans restrictions dans les cas euclidien et hyperbolique, c’est-à-dire δ 6 0. Dans le cas où
la variété M est immergée dans une variété ambiante à courbure sectionnelle positive,
il existe des conditions, sur le rayon d’injectivité de la variété ambiante ainsi que sur le
support de la fonction f , qui doivent être vérifiées pour que l’inégalité soit valable. La
première condition, qui porte sur le rayon d’injectivité, est la suivante :

i
(
Sn+1(δ)

)
> πδ−1.

Cette condition est clairement vérifiée puisque l’on a i
(
Sn+1(δ)

)
= πδ−1. La seconde

condition porte sur le support de la fonction f et est la suivante :

V ol
(
supp(f)

)
6 (1 − α)ωnδ

−n,

pour un certain α ∈]0, 1[, et où ωn est le volume de la boule euclidienne de dimension n.
Si l’image deM est contenue dans un hémisphère ouvert de Sn+1(δ), alors cette condition
est satisfaite.

Si f est une fonction lisse, on peut appliquer l’inégalité de Sobolev (1.9) à la fonction
positive f 2 et l’on obtient

(∫

M

f
2n

n−1dvg

)n−1
n

6 K(n, δ)

∫

M

(
2|f ||df | + |H|f 2

)
dvg

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

(∫

M

f
2n

n−1dvg

)n−1
n

6 K(n, δ)||f ||2
(
2||df ||2 + ||H||∞||f ||2

)

En utilisant l’inégalité d’Hölder et en supposant que le volume de M est égal à 1, on a :

(∫

M

f 2dvg

) 1
2

6

(∫

M

f
2n

n−1dvg

)n−1
2n

,

et finalement, on obtient

(1.10) ||f || 2n
n−1

6 K(n, δ)
(
2||df ||2 + ||H||∞||f ||2

)
.

Pour k > 2, ξk est lisse par hypothèse, donc on peut appliquer l’inégalité (1.10) à ξk

pour obtenir :

||ξ||k2kn
n−1

6 K(n, δ)

[
2

(∫

M

|dξk|2dvg

)1/2

+ ||H||∞
(∫

M

ξ2kdvg

)1/2
]
.
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Grâce à l’inégalité (1.8), on a :

||ξ||k2kn
n−1

6 K(n, δ)

[
2

(
k2

2(k − 1)

)1/2(
A

∫

M

ξ2k−ldvg +B

∫

M

ξ2k−mdvg

)1/2

+||H||∞
(∫

M

ξ2kdvg

)1/2
]

6 K(n, δ)

[
2

(
k2

2(k − 1)

)1/2 (
A||ξ||2−l

∞ +B||ξ||2−m
∞

)1/2

||ξ||k−1
2k−2 + ||H||∞||ξ||∞||ξ||k−1

2k−2

]

6 K(n, δ)

[
2

(
k2

2(k − 1)

)1/2(
A

||ξ||l∞
+

B

||ξ||m∞

)1/2

+ ||H||∞
]
||ξ||∞||ξ||k−1

2k−2.

Par concavité de la fonction s −→ √
s et en supposant que ||ξ||∞ > η, la dernière

inégalité devient

||ξ||k2kn
n−1

6 K(n, δ)

[
2

(
k2

2(k − 1)

)1/2(
A1/2

η1/2
+
B1/2

η1/2

)
+ ||H||∞

]
||ξ||∞||ξ||k−1

2k−2

6

[
K0

(
k2

k − 1

)1/2

+K ′

]
||ξ||∞||ξ||k−1

2k−2,

où K ′ = K(n, δ)||H||∞ et K0 = 2K(n, δ)
(

A1/2

η1/2 + B1/2

η1/2

)
. On se rappelle maintenant que

A = (α1 + kα2) et B = (β1 + kβ2), et par conséquent, la dernière inégalité s’écrit

||ξ||k2kn
n−1

6

[
(K1 + k1/2K2)

(
k2

k − 1

)1/2

+K ′

]
||ξ||∞||ξ||k−1

2k−2,

avec K1 =
(2α1)

1/2

ηl/2
+

(2β1)
1/2

ηm/2
et K2 =

(2α2)
1/2

ηl/2
+

(2β2)
1/2

ηm/2
. Soit q = n

n−1
> 1 et pour

i > 0, on pose k = qi + 1 > 2. On a alors

||ξ||2(qi+1+q) 6

((
K1 + (qi + 1)1/2K2

)(qi + 1

qi/2

)
+K ′

) 1

qi+1

||ξ||
1

qi+1
∞ ||ξ||

1 1

qi+1

2qi

6 (K̃qi)
1

qi+1 ||ξ||
1

qi+1
∞ ||ξ||

1 1

qi+1

2qi ,

où l’on a posé K̃ = 2K1 + 23/2K2 + K ′. Etant données les expressions de K1 et K2

ci-dessus, il est alors clair que K̃ a une limite finie lorsque η −→ ∞. De plus, comme

l < m, si β1 > 0, le terme dominant lorsque η −→ 0 est supérieur à
(2β1)

1/2

ηm/2
et donc,

dans ce cas, K̃ −→ +∞ lorsque η −→ 0. Enfin, on peut remarquer que la contribution
de ||H||∞ à K̃ apparâıt uniquement dans le terme K ′ = K(n, δ)||H||∞. Par conséquent,

K̃ −→ +∞ lorsque ||H||∞ −→ +∞.
En utilisant une nouvelle fois l’inégalité de Hölder et le fait que V (M) = 1, on a

||ξ||2qi+1 6 ||ξ||2(qi+1+q),
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ce qui implique

||ξ||2qi+1 6

(
K̃qi

) 1

qi+1 ||ξ||
1

qi+1
∞ ||ξ||

1 1

qi+1

2qi .

En itérant de 0 à i, on obtient

||ξ||2qi+1 6 K̃

“

1−Πi
k=i−j

“

1− 1

qk+1

””

q
Pi

k=i−j
k

qk+1 ||ξ||
“

1−Πi
k=i−j

“

1− 1

qk+1

””

∞ ||ξ||
Πi

k=i−j

“

1− 1

qk+1

”

2qi−j

6 K̃

“

1−Πi
k=0

“

1− 1

qk+1

””

q
Pi

k=0
k

qk+1 ||ξ||
“

1−Πi
k=0

“

1− 1

qk+1

””

∞ ||ξ||
Πi

k=0

“

1− 1

qk+1

”

2(1.11)

Si l’on pose α =
∑∞

k=0
k

qk+1
et β = Π∞

k=0

(
1 − 1

qk+1

)
= Π∞

k=0

(
1

1+(1/q)k

)
, en faisant tendre

i vers +∞, l’inégalité (1.11) devient

||ξ||∞ 6 K̃1−βqα||ξ||(1−β)
∞ ||ξ||β2 ,

ce qui donne finalement
||ξ||∞ 6 L||ξ||2,

où L = K̃
(1−β)

β q
α
β est une constante qui dépend de n, δ, α1, α2, β1, β2, ||H||∞ et η. De

plus, on peut voir facilement que β ∈ [e−n, e−n/2], et donc 0 < β < 1. En effet, on a

ln β =
∞∑

k=0

ln

(
1 +

(
1

q

)k
)
.

De plus, on a l’encadrement bien connu du logarithme :

x− x2

2
6 ln(1 + x) 6 x,

pour tout x > 0. De ce fait, on a d’une part

ln β > −
∞∑

k=0

1

qk
= − 1

1 − 1
q

.

Comme q = n
n−1

, on a finalement :

ln β > − 1

1 − n−1
n

= −n.

D’autre part, on a :

ln β 6 −
∞∑

k=0

(
1

qk
− 1

2q2k

)

6 −n+
1

2

1
(n−1)2

n2

6 −n+
n2

2(2n− 1)
6 −n

2
.
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On obtient donc l’encadrement de lnβ suivant :

−n 6 ln β 6 −n
2
.

D’où β ∈ [e−n, e−n/2] comme annoncé ci-dessus. De ce fait, on déduit d’après l’étude

du comportement asymptotique de la constante K̃ effectuée précédemment que L est
bornée lorsque η −→ +∞ et que L −→ +∞ lorsque ||H||∞ −→ +∞ ou η −→ 0 si
β1 > 0. �

1.2.4 Deux lemmes géométriques

Nous terminons cette section de préliminaires par deux lemmes géométriques qui
nous seront utiles dans la preuve des Théorèmes 1.8, 1.12 et 1.23. Le premier de ces
deux lemmes est dû à B. Colbois et J.F. Grosjean ([?]). Nous donnons ici une version
avec des hypothèses affaiblies.

Lemme 1.6. Soit x0 un point de la sphère S(0, R) de Rn+1 centrée en l’origine et
de rayon R. Soit maintenant (Mn, g) ∈ M(n, 0). Si l’image de M est incluse dans(
B(0, R + η) \ B(0, R − η)

)
\ B(x0, ρ) avec ρ = 4(2n − 1)η, alors il existe un point

y0 ∈M tel que la courbure moyenne de M en y0 satisfait |H(y0)| > 1
4nη

.

Preuve : Nous reprenons le début de la preuve de B. Colbois et J.F. Grosjean. L’idée
principale est de feuilleter la couronne B(0, R+η)\B(0, R−η) par des hypersurfaces de
grande courbure moyenne puis de montrer que l’une d’entre elles a un point de contact
avec M et qu’en ce point de contact, la courbure moyenne de M est supérieure.

Soit e ∈ Sn tel que x0 = Re. Considérons Sn−1 ⊂ Rn et Rn+1 = Rn ×Re. Pour a > 0
et L > l > 0, on considère l’application

ΦL,l,a : Sn−1 × S1 −→ Rn+1

(ξ, θ) 7−→ Lξ − l cos(θ)ξ + l sin(θ)e+ ae

Alors ΦL,l,a est une famille de plongements de Sn−1×S1 dans Rn+1. En orientant la famille
d’hypersurfaces ΦL,l,a(S

n−1 × S1) par le vecteur normal unitaire sortant, on calcule leur
courbure moyenne dont on peut montrer qu’elle ne dépend que de θ. Plus précisément,
on a :

(1.12) H(θ) =
1

n

(
1

l
− (n− 1) cos(θ)

L− l cos(θ)

)
>

1

n

(
1

l
− n− 1

L− l

)
.

Plaçons nous maintenant dans les hypothèses du lemme et pour t0 6 t 6 π
2
, où t0 =

2 arcsin
(

ρ
2R

)
, posons L = R sin(t), l = 2η et a = R cos(t). Avec ce choix, nous avons

bien L > l et on peut alors considérer pour t0 6 t 6 π
2

la famille d’hypersurfaces MR,η,t

définies par

MR,η,t = ΦR sin(t),2η,R cos(t)(S
n−1 × S1).
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D’après la relation (1.12), la courbure moyenne HR,η,t de MR,η,t vérifie :

HR,η,t >
1

n

(
1

2η
− n− 1

R sin(t) − 2η

)
>

1

n

(
1

2η
− n− 1

R sin(t0) − 2η

)

>
1

n

(
1

2η
− n− 1

R sin(t0/2) − 2η

)
=

1

n

(
1

2η
− n− 1

ρ/2 − 2η

)

>
1

4nη
.

S’il existe un point p ∈M tel que pour tout y ∈ B(x0, ρ), on a

(1.13)
〈
X(p), ~Oy

〉
> 0,

alors il existe t ∈]t0,
π
2
[ et un point y0 ∈ M qui est un point de contact avec MR,η,t et

tel qu’en plus, au voisinage de ce point y0, M est à l’intérieur du domaine délimité par
le “tore” MR,η,t (voir Figure 1.1). Donc, par comparaison des secondes formes fonda-
mentales en ce point de contact, on trouve que

|H(y0)| > HR,η,t >
1

4nη
.

Si la condition (1.13) n’est pas satisfaite en x0, il est alors possible de trouver un point

x1 de S(0, R) tel que l’image de M est incluse dans
(
B(0, R+η)\B(0, R−η)

)
\B(x0, ρ)

et tel qu’un point p de M satisfasse la condition (1.13) pour tout y ∈ B(x1, ρ). Ainsi,
par l’argument précédent, on trouve un point de M de grande courbure moyenne. �

On déduit de ce lemme une version pour les hypersurfaces des deux autres espaces
modèles Sn+1

+ (δ) et Hn+1(δ). Nous l’énonçons dans un cadre moins général, mais adapté
au rayon extrinsèque :

Lemme 1.7. Soit M ∈ M(n, δ, R) immergée isométriquement par φ et p0 le centre de
la boule de rayon R qui contient M . Soit x0 un point de la sphère S(p0, R) de Hn+1(δ)(

resp. Sn+1
+ (δ)

)
tel que

φ(M) ⊂
(
B(p0, R) \B(p0, R− η)

)
\B(x0, ρ)

avec ρ tel que

tδ

(
R + ρ

2

)
− tδ

(
R

2

)
= 4(2n− 1)η

(
resp. tδ

(
R

2

)
− tδ

(
R− ρ

2

)
= 4(2n− 1)η

)
.

Alors, il existe deux constantes D et E dépendant de n, δ et R telles que si η 6 D, alors
il existe un point y0 ∈M tel que la courbure moyenne de M satisfait

|H(y0)| >
E

8nη
.
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Fig. 1.1 –
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Preuve : La preuve de ce lemme repose sur le lemme précédent et le fait que l’espace
hyperbolique Hn+1(δ) et l’hémisphère Sn+1

+ (δ) sont conformes à la boule unité de Rn+1.
Nous allons donner ici la preuve dans le cas hyperbolique, δ = −1. La preuve pour tout
δ < 0 est analogue.

On considère l’application conforme f de la boule unité B̃(0, 1) de Rn+1 dans Hn+1

telle que f(0) = p0. Le facteur conforme est la fonction h2, où h est définie par :

h : [0, 1[ −→ R+

r 7−→ 2
1−r2 .

Pour tout ρ > 0, nous avons

(1.14) B(p0, ρ) = f
(
B̃(0, ρ̃)

)
,

où B̃(0, ρ̃) ⊂ B̃(0, 1) est la boule de rayon ρ̃ = a(ρ) := tδ(ρ/2). Posons φ̃ = f−1 ◦ φ. Par
hypothèse, on a supposé

φ(M) ⊂
(
B(p0, R) \B(p0, R− η)

)
\B(x0, ρ),

avec x0 ∈ S(p0, R) et ρ choisi tel que

a(R + ρ) − a(R) = 4(2n− 1)η.

On en déduit alors que

φ̃(M) ⊂
(
B
(
0, a(R + η)

)
\B
(
0, a(R− η)

))
\B(z0, ρ

′),

avec z0 = 1
2
[a(R + ρ) + a(R− ρ)]u, où u un vecteur unitaire et avec

ρ′ =
1

2
[a(R + ρ) − a(R− ρ)] .

Ceci vient du fait que les boules de Hn+1 centrées en p0 sont envoyées par f−1 sur les
boules de Rn+1 centrées en 0, comme le montre la relation (1.14). D’autre part, les boules

de Hn+1 dont le centre n’est pas p0 sont également envoyées sur des boules de B̃(0, 1).
Cependant, l’image du centre n’est pas le centre de la boule image, ce qui explique
l’expression de z0.

Étant donnée l’expression de la fonction a, on a

a(R + η) 6 a(R) + η et a(R− η) > a(R) − η,

ce qui implique que

B̃
(
0, a(R + η)

)
\ B̃
(
0, a(R− η)

)
⊂ B̃

(
0, a(R) + η

)
\ B̃
(
0, a(R) − η

)
.

De plus, par concavité de la fonction a, on a :

a(R + ρ) + a(R− ρ) 6 2a(R),
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ρ′ρ′′

0

a(R) − η

~u

x̃0

a(R) + η

z0

a(R − ρ)

a(R)

a(R + ρ)

a(R+ρ)+a(R−ρ)
2

Fig. 1.2 –
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et par conséquent :
B̃(z0, ρ

′) ⊃ B̃(x̃0, ρ
′′),

où x̃0 = a(R)u et ρ′′ = a(R + ρ) − a(R). Finalement, on obtient (voir Figure 1.2) :

φ̃(M) ⊂
[
B̃
(
0, a(R) + η

)
\ B̃
(
0, a(R) − η

)]
\ B̃
(
x̃0, 4(2n− 1)η

)
.

Nous sommes alors exactement dans les hypothèses du Lemme 1.6 et donc il existe

un point y0 ∈ φ̃(M) tel que la courbure moyenne H̃ de φ̃(M) satisfait |H̃(y0)| >
1

4nη
.

D’autre part, nous avons la formule suivante qui permet de relier les courbures moyennes
(voir par exemple [?]) :

H = h−1
(
H̃ + h−1

〈
∇̃h, ν̃

〉)
,

où ∇̃ et ν̃ sont respectivement le gradient et le vecteur normal unitaire sortant dans
B̃
(
0, 1) et 〈., .〉 le produit scalaire euclidien dans B̃

(
0, 1). De ce fait, on obtient

(1.15) |H| > h−1(r̃)
(
H̃ − h−1(r̃)|∇̃h|

)
,

où r̃(x) est la distance euclidienne de 0 à x. Il est évident que a(R) est le rayon ex-

trinsèque de φ̃(M) d’où on déduit

(1.16)
1 − a(R)2

2
6

1 − r̃2

2
= h−1(r̃) 6

1

2

et

(1.17) |∇̃h| =
4

(1 − r̃2)2
|r̃∇̃r̃| 6

4
(
1 − a(R)2

)2 .

Finalement, (1.15), (1.16) et (1.17) nous donnent

|H(f−1(y0))| ≥
E

4nη
− 1

4E2
,

où E = 1−a(R)2

2
est une constante positive ne dépendant que de δ et R. De plus, il existe

une constante D dépendant de n, δ et R telle que si η 6 D, alors
1

4E2
≤ E

8nη
, et alors :

|H(f(y0))| ≥
E

8nη
,

ce qui achève la preuve dans le cas δ < 0. Pour δ > 0, la seule différence est que la
fonction n’est pas concave mais convexe et on doit alors prendre ρ′′ = a(R)− a(R− ρ).

�

Remarque 5. Nous verrons plus loin que sous les hypothèses de pincement que nous
considérerons, la dépendance des constantes D et E peut être affaiblie. En effet, D et E
dépendront de n, δ et ||H||∞ si δ < 0 et seulement n et δ si δ > 0. La dépendance en R
est supprimée.
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1.3 Les résultats avec la courbure moyenne

1.3.1 Le cas hyperbolique

Nous supposons ici que δ < 0. Voici un premier résultat de pincement qui donne une
proximité assez faible, en terme de distance, mais sans implication sur la topologie de
la variété.

Théorème 1.8. Soient (Mn, g) ∈ M(n, δ, R), δ < 0, et p0 le centre de la boule de
rayon R qui contient φ(M). Alors, pour tout ε > 0, il existe une constante Cε dépendant
uniquement de n, δ et de la norme L∞ de la courbure moyenne telle que si la condition
de pincement

tδ(R) <
1

||H||∞
+ Cε

est satisfaite, alors

i) φ(M) ⊂ B(p0, R) \B(p0, R− ε),

ii) ∀x ∈ S(p0, R), B(x, ε) ∩ φ(M) 6= ∅.
On rappelle que la distance de Hausdorff entre deux sous-ensembles compacts A et

B d’un espace métrique (E, d) est donnée par

dH(A,B) = inf
{
η
∣∣B ⊂ Vη(A) et A ⊂ Vη(B)

}
,

où Vη(A) est le voisinage tubulaire de A défini par Vη(A) = {x ∈ E| d(x,A) < η}. On
déduit alors le corollaire suivant

Corollaire 1.9. Soient (Mn, g) ∈ M(n, δ, R), δ < 0, et p0 le centre de la boule de
rayon R qui contient φ(M). Alors, pour tout ε > 0, il existe une constante Cε dépendant
uniquement de ε, n, δ et de la norme L∞ de la courbure moyenne telle que si la condition
de pincement

tδ(R) <
1

||H||∞
+ Cε

est satisfaite, alors
dH

(
φ(M), S(p0, R)

)
6 ε.

Remarque 6. Nous verrons dans la preuve que Cε −→ 0 lorsque ||H||∞ −→ +∞ ou
ε −→ 0.

Ces deux premiers résultats donnent, en cas de presque égalité, une proximité avec
une hypersphère géodésique en un sens assez faible. Certes, l’hypersurface est proche
d’une sphère pour la distance de Hausdorff, mais le résultat ne donne aucun rensei-
gnement intrinsèque comme une éventuelle proximité topologique ou géométrique. Pour
obtenir une proximité plus forte, il nous faut supposer plus sur la constante de pincement
C, à savoir, autoriser une dépendance en la norme L∞ de la seconde forme fondamen-
tale toute entière et plus seulement de la courbure moyenne. Dans ce cas, on obtient
alors, sous une condition de pincement ad hoc, que l’hypersurface M est difféomorphe
et quasi-isométrique à une hypersphère géodésique de rayon R. Le théorème suivant
précise le sens que nous donnons au terme “quasi-isométrie”
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Théorème 1.10. Soient (Mn, g) ∈ M(n, δ, R), δ < 0 et p0 le centre de la boule de
rayon R qui contient φ(M). Alors, il existe une constante C dépendant seulement de
n, δ et de la norme L∞ de la seconde forme fondamentale telle que si la condition de
pincement

tδ(R) <
1

||H||∞
+ C

est satisfaite, alors M est difféomorphe à S(p0, R).
Plus précisément, il existe un difféomorphisme F de M dans l’hypersphère géodésique

S(p0, R) de rayon R qui est une quasi-isométrie. C’est-à-dire, pour tout θ ∈]0, 1[, il
existe une constante Cθ dépendant uniquement de θ, n et ||B||∞ telle que la condition
de pincement pour Cθ implique

∣∣|dFx(u)|2 − 1
∣∣ ≤ θ,

pour tout vecteur unitaire u ∈ TxM .

Remarque 7. Dans tous ces résultats, nous avons supposé que le volume de M est 1.
Par homothétie, on déduit les mêmes résultats pour des variétés de volume arbitraire.
En effet, (M, g̃) ∈ M(n, δ̃, R̃) avec g̃ = V (M)−2/ng, δ̃ = V (M)2/nδ et R̃ = V (M)−1/nR.
Cette remarque sera également valable pour tous les résultats de pincement que nous
énoncerons par la suite.

1.3.2 Les cas euclidien et sphérique

Dans le cas où δ > 0, c’est-à-dire, lorsque l’espace ambiant est la sphère ou l’espace
euclidien, la minoration du rayon extrinsèque donnée par l’inégalité (1.2) est bien sûr
toujours optimale au sens où le cas d’égalité peut être atteint et caractérise les sphères,
cependant, la borne inférieure, à savoir, 1

||H||∞ peut être améliorée. En effet, nous avons
la minoration plus fine suivante :

Proposition 1.11. Soit (Mn, g) ∈ M(n, δ, R), δ > 0. Alors, pour tout p > 1, on a :

(1.18) tδ(R) >
V (M)1/p

||H||p
,

avec égalité si et seulement si M est une sphère de rayon R.

Preuve : Après intégration, le premier point du Lemme 1.2 donne
∫

M

cδ(r)dvg ≤
∫

M

|H|sδ(r)dvg.

Comme sδ est une fonction croissante et cδ une fonction décroissante, on obtient

cδ(R)V (M) ≤ sδ(R)||H||1.
L’inégalité d’Hölder donne le résultat pour toutes les normes Lp, p > 1.

Concernant le cas d’égalité, il est clair que si (Mn, g) est une sphère géodésique de
rayon R, alors, on a égalité. Réciproquement, si l’égalité a lieu, alors

(∫

M

sδ(r)
p/(p−1)

)(p−1)/p

= sδ(R),
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ce qui implique que r ≡ R et alors (Mn, g) est une sphère géodésique de rayon R. �

Remarque 8. Il est clair que
V (M)1/p

||H||p
>

1

||H||∞
et donc l’inégalité (1.18) est plus fine

que l’inégalité (1.2).

Remarque 9. Comme la fonction cδ n’est pas décroissante mais croissante dans le cas
δ < 0, la preuve que nous venons de donner ne fonctionne pas dans le cas hyperbolique.
La décroissance de la fonction cδ est véritablement le point clé qui fait la différence entre
les cas δ < 0 et δ > 0. Nous rencontrerons à nouveau ce problème plus loin lorsque nous
travaillerons avec les courbures moyennes d’ordre supérieur.

Intéressons-nous maintenant à la question du pincement pour cette nouvelle inégalité
optimale. Nous obtenons des résultats analogues à ceux de la Section 1.3.1, à savoir :

Théorème 1.12. Soit p > 1. Soient (Mn, g) ∈ M(n, δ, R), δ > 0, et p0 le centre de la
boule de rayon R qui contient φ(M). Alors, pour tout ε > 0, il existe une constante Cε

dépendant uniquement de n, δ et de la norme L∞ de la courbure moyenne telle que si
la condition de pincement

tδ(R) <
1

||H||2p

+ Cε

est satisfaite, alors

i) φ(M) ⊂ B(p0, R) \B(p0, R− ε),

ii) ∀x ∈ S(p0, R), B(x, ε) ∩ φ(M) 6= ∅.

Comme précédemment, nous obtenons un corollaire immédiat avec la distance de
Hausdorff.

Corollaire 1.13. Soit p > 1. Soient (Mn, g) ∈ M(n, δ, R), δ > 0, et p0 le centre de la
boule de rayon R qui contient φ(M). Alors, pour tout ε > 0, il existe une constante Cε

dépendant uniquement de n, δ et de la norme L∞ de la courbure moyenne telle que si
la condition de pincement

tδ(R) <
1

||H||2p

+ Cε

est satisfaite, alors
dH

(
φ(M), S(p0, R)

)
6 ε.

Comme dans le cas hyperbolique, nous pouvons obtenir une meilleure proximité en
supposant un pincement plus fort.

Théorème 1.14. Soit p > 1. Soient (Mn, g) ∈ M(n, δ, R), δ > 0 et p0 le centre de
la boule de rayon R qui contient φ(M). Alors, il existe une constante C dépendant
seulement de n, δ et de la norme L∞ de la seconde forme fondamentale telle que si la
condition de pincement

tδ(R) <
1

||H||2p

+ C
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est satisfaite, alors M est difféomorphe à S(p0, R).
Plus précisément, il existe un difféomorphisme F de M dans l’hypersphère géodésique

S(p0, R) de rayon R qui est une quasi-isométrie. C’est-à-dire, pour tout θ ∈]0, 1[, il
existe une constante Cθ dépendant uniquement de θ, n et ||B||∞ telle que la condition
de pincement pour Cθ implique

∣∣|dFx(u)|2 − 1
∣∣ ≤ θ,

pour tout vecteur unitaire u ∈ TxM .

Remarque 10. Il est évident compte tenu du fait que le volume de M est 1 et en
utilisant l’inégalité d’Hölder que la condition de pincement

tδ(R) <
1

||H||∞
+ C

implique cette autre condition de pincement

tδ(R) <
1

||H||2p

+ C.

De ce fait, nous obtenons facilement les mêmes résultats avec la condition de pincement
tδ(R) < 1

||H||∞ + C.

Remarque 11. Comme précédemment, les constantes tendent vers 0 lorsque
||H||∞ −→ +∞ ou ε −→ 0.

1.4 Preuve des Théorèmes de la Section 1.3

1.4.1 Une approche L2

Une première étape dans la preuve des résultats de la Section 1.3 est de montrer
que si la condition de pincement est satisfaite, alors l’hypersurface M est proche d’une
sphère en un sens L2.

Le cas hyperbolique

Pour commencer, nous introduisons les deux fonctions suivantes :




ϕ(x) = t2δ(R) − t2δ(r),

ψ(x) = cδ(r)
∣∣ZT

∣∣,

où r(x) est la distance de x au point base p0 et ZT = sδ(r)∇r. On pose d’autre part

α(||H||∞) :=
1

2

(
1√
−δ

− 1

||H||∞

)
. Si l’hypothèse de pincement

(PC) tδ(R) <
1

||H||∞
+ C,
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est satisfaite avec C 6 α(||H||∞), alors

tδ(R) 6
1

2

(
1√
−δ

+
1

||H||∞

)
= β(||H||∞) <

1√
−δ

,

et ainsi tδ(R) est majoré par une constante qui ne dépend que de ||H||∞. Par conséquent,
R est majoré par une constante qui ne dépend que de δ et ||H||∞. Dans ce premier lemme,
nous montrons que si l’hypothèse de pincement (PC) est satisfaite, alors la norme L2 de
la fonction ϕ est proche de 0.

Lemme 1.15. Si nous avons la condition de pincement (PC) avec C 6 α(||H||∞), alors

||ϕ||22 6 A1C,

où A1 est une constante positive ne dépendant que de δ et ||H||∞.

Preuve : Comme tδ est une fonction croissante, nous avons

||ϕ||22 ≤ t2δ(R)

∫

M

(
t2δ(R) − t2δ(r)

)
.

De plus, comme t2δ(R) − t2δ(r) ≥ 0 et cδ(r) ≥ 1, alors
∫

M

(
t2δ(R) − t2δ(r)

)
≤ t2δ(R)

∫

M

c2δ(r) −
∫

M

s2
δ(r)

≤ t2δ(R)

∫

M

c2δ(r) −
1

||H||2∞

∫

M

H2s2
δ(r).

En utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

∫

M

(
t2δ(R) − t2δ(r)

)
≤ t2δ(R)

∫

M

c2δ(r) −
1

||H||2∞

(∫
M
|H|sδ(r)cδ(r)

)2
∫

M
c2δ(r)

En utilisant la relation ii) du Lemme 1.2 et la condition de pincement (PC) avec
C 6 α(||H||∞), on trouve

∫

M

(
t2δ(R) − t2δ(r)

)
≤

(
t2δ(R) − 1

||H||2∞

)∫

M

c2δ(r)

≤
(
C2 +

2C

||H||∞

)
c2δ(R)

et donc

||ϕ||22 ≤ s2
δ(R)

(
C2 +

2C

||H||∞

)
≤ A1C,

où A1 dépend seulement de δ et ||H||∞. �

Le lemme suivant nous donne une majoration de la norme L2 de la fonction ψ sous
l’hypothèse de pincement.
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Lemme 1.16. La condition de pincement (PC) avec C 6 α(||H||∞) implique

||ψ||22 6 A2C + A3||ϕ||∞,

où A2 et A3 sont des constantes positives. De plus, A2 ne dépend que de δ et A3 que de
δ et ||H||∞.

Preuve : Tout d’abord, on remarque que |ZT |2 = |Z|2 − 〈Z, ν〉2. Comme |Z| = sδ(r),
nous avons :

||ψ||22 ≤ c2δ(R)

[
s2

δ(R) − 1

||H||2∞

∫

M

(
H2 〈Z, ν〉2

)]
.

En utilisant l’inégalité d’Hölder et le Lemme 1.2 i), on obtient

||ψ||22 ≤ c2δ(R)

[
s2

δ(R) − 1

||H||2∞

(∫

M

cδ(r)

)2
]
.

= c2δ(R)

[
s2

δ(R) − 1

||H||2∞
c2δ(R) − 2cδ(R)

||H||2∞

∫

M

(cδ(r) − cδ(R))

− 1

||H||2∞

(∫

M

cδ(r) − cδ(R)

)2
]

≤
(

2C

||H||∞
+ C2

)
c4δ(R) +K

∫

M

∣∣cδ(r) − cδ(R)
∣∣

où K dépend de δ et ||H||∞. Comme tδ(R) ≤ β(||H||∞) < 1√
−δ

, on en déduit qu’il existe

K ′ > 0 dependant de δ and ||H||∞ tel que
∫

M

∣∣cδ(R) − cδ(r)
∣∣ ≤ K ′||ϕ||∞. Ceci achève

la preuve. �

Les cas euclidien et sphérique

Nous supposons ici que δ > 0, et si δ > 0, alors nous supposerons en plus que φ(M)
est contenu dans un hémisphère ouvert

(
i.e. dans une boule ouverte de rayon 2√

δ
dans

Sn+1(δ)
)
. Pour commencer, nous introduisons les deux fonctions suivantes :





ϕ(x) = s2
δ(R) − s2

δ(r),

ψ(x) = cδ(r)
∣∣ZT

∣∣,

où r(x) est la distance de x au point base p0 et ZT = sδ(r)∇r.
Remarquons ensuite que si la condition de pincement

(P̃C) tδ(R) <
1

||H||2p

+ C,

pour C < 1, où l’on a supposé que V (M) = 1, alors il existe deux constantes αn et
βn dépendant seulement de n et δ telles que ||H||∞ > ||H||2p > αn et tδ(R) 6 βn. Par
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conséquent, R est majoré par une constante γn qui dépend de n et δ. En effet, ceci est
une conséquence de l’inégalité de Sobolev (1.9) due à Hoffman et Spruck ([?, ?]). On
rappelle que pour une fonction f positive, nous avons :

(1.19)

(∫

M

f
n

n−1dvg

)n−1
n

6 K(n, δ)

∫

M

(|df | + |H|f) dvg,

où K(n, δ) est une constante dépendant uniquement de n et δ. En appliquant cette
inégalité à la fonction f ≡ 1 et compte tenu du fait que V (M) = 1, on obtient :

(1.20) 1 6 K(n, δ)

∫

M

|H|dvg,

et on a bien :

(1.21) ||H||∞ > ||H||2p > αn.

En utilisant la condition de pincement (P̃C) avec C < 1, on obtient alors

(1.22) tδ(R) 6 βn.

Nous prouvons maintenant ce lemme qui donne une majoration de la norme L2 de
la fonction ϕ.

Lemme 1.17. La condition de pincement (P̃C) avec C < 1 implique

||ϕ||22 6 Ã1C,

où Ã1C est une constante positive qui ne dépend que de n et δ.

Preuve : Comme sδ est une fonction croissante et cδ une fonction décroissante, on a

||ϕ||22 ≤ s2
δ(R)

∫

M

(
s2

δ(R) − s2
δ(r)

)

≤ s2
δ(R)

[
t2δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2

−
∫

M

s2
δ(r)

]

Par l’inégalité d’Hölder, on obtient

||ϕ||22 ≤ s2
δ(R)

[
t2δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2

− 1

||H||22p

(∫

M

Hsδ(r)

)2
]

En utilisant le Lemme 1.2 i), on trouve

||ϕ||22 ≤ s2
δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2 [
t2δ(R) − 1

||H||22p

]
≤ Ã1C,

où Ã1 est une constante positive dépendant seulement de la dimension n et de δ grâce
à l’inégalité (1.22). �

Le lemme suivant donne une majoration de ||ψ||2 sous la condition de pincement.
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Lemme 1.18. La condition de pincement (P̃C) avec C < 1 implique

||ψ||22 ≤ Ã2C,

où Ã2 est une constante positive dépendant seulement de n et δ.

Preuve : Puisque |ZT |2 = |Z|2 − 〈Z, ν〉2, nous avons

||ψ||22 ≤ c2δ(R)

[∫

M

s2
δ(R) − 1

||H||22p

(∫

M

H 〈Z, ν〉
)2
]

≤ c2δ(R)

[
t2δ(R) − 1

||H||22p

](∫

M

cδ(r)

)2

≤ Ã2C.

Enfin, comme R ≤ γn, alors Ã2 dépend uniquement de n et δ. �

1.4.2 De L2 vers L∞

Soient (Mn, g) ∈ M(n, δ, R) et p0 le centre de la boule de rayon R contenantM . Dans
la section précédente, nous montrions que sous l’hypothèse de pincement, les fonctions
ϕ et ψ avaient une norme L2 petite. Nous donnons ici deux lemmes concernant la norme
L∞ de ces deux fonctions. Commençons avec la fonction ϕ :

Lemme 1.19. Pour tout ε > 0, il existe Cε dépendant de n, δ et ||H||∞ telle que si

(PCε)
(
ou (P̃Cε) pour δ ≥ 0

)
est vraie, alors

φ(M) ⊂ B(p0, R) \B(p0, R− ε).

De plus, Cε −→ 0 lorsque ||H||∞ −→ +∞ ou ε −→ 0.

Preuve : Nous donnons d’abord la preuve dans le cas δ < 0. Pour le cas δ ≥ 0 des calculs
analogues avec ϕ donnent le resultat.
Tout d’abord, on calcule ϕ2k−2∆ϕ2.

ϕ2k−2∆ϕ2 = 2ϕ2k−1∆ϕ− 2|∇ϕ|2ϕ2k−2

= −4tδ(r)(1 + δt2δ(r))ϕ
2k−1∆r − 2|∇ϕ|2ϕ2k−2

+4ϕ2k−1
∣∣∇r

∣∣2
(
1 + 3δt2δ(r) + 2δ2t4δ(r)

)
(1.23)

Or,

(1 + δt2δ)tδϕ
2k−1∆r = −div

(
ϕ2k−1tδ(1 + δt2δ)∇r

)
(1.24)

+
〈
∇r,∇

(
ϕ2k−1tδ(1 + δt2δ)

)〉
.

Comme 0 ≤ tδ(r) ≤ tδ(R) < 1√
−δ

et |∇r| ≤ 1, on déduit des relations (1.23) et (1.24)
que

(1.25) ϕ2k−2∆ϕ2 ≤ div (ω) + (α1 + kα2)ϕ
2k−1 + (β1 + kβ2)ϕ

2k−2,
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où ω est une 1-forme, α1, α2, β1 et β2 des constantes positives. On peut alors appliquer
la Proposition 1.5 à la fonction ϕ avec l = 1 et m = 2. On en déduit que si ||ϕ||∞ > ε
alors il existe une constante L telle que

||ϕ||∞ ≤ L||ϕ||2.
D’autre part, par le Lemme 1.17, nous savons que si la condition de pincement (PC) est
satisfaite pour C ≤ α(||H||∞), alors

||ϕ||22 ≤ A1C.

Prenons alors C = Cε = inf
{
α(||H||∞), ε2

L2A1

}
. Ce choix implique

||ϕ||∞ ≤ ε,

c’est-à-dire, t2δ(R) − t2δ(r) ≤ ε. Finalement, nous pouvons choisir Cε suffisamment petit
afin d’avoir R− r ≤ ε, ce qui achève la démonstration du lemme. �

Voici maintenant le second lemme, qui concerne la fonction ψ :

Lemme 1.20. Pour tout ε > 0, il existe Kε dépendant de n, δ et ||B||∞ telle que si

(PKε)
(
ou (P̃Kε) pour δ ≥ 0

)
est vraie, alors

||ψ||∞ ≤ ε.

De plus, Kε −→ 0 lorsque ||H||∞ −→ +∞ ou ε −→ 0.

Preuve : Rappelons d’abord que ψ = cδ(r)|ZT | où ZT = sδ(r)∇r. Remarquons ensuite
que

(1.26) ∇|Z|2 = 2cδ(r)Z
T .

En utilisant la formule de Bochner, on déduit que

1

2
∆ψ2 =

1

2
∆
∣∣∣∇|Z|2

∣∣∣
2

=
〈
∇∗∇d|Z|2, d|Z|2

〉
−
∣∣∣∇d|Z|2

∣∣∣
2

=
〈
∆d|Z|2, d|Z|2

〉
− Ric

(
d|Z|2, d|Z|2

)
−
∣∣∣∇d|Z|2

∣∣∣
2

≤
〈
∆d|Z|2, d|Z|2

〉
− Ric

(
d|Z|2, d|Z|2

)

Maintenant, par la formule de Gauss, nous pouvons exprimer la courbure de Ricci en
termes de la seconde forme fondamentale B. Précisément, nous avons :

1

2
∆ψ2 ≤

〈
∆d|Z|2, d|Z|2

〉
− nH

〈
B∇|Z|2,∇|Z|2

〉

+
∣∣∣B∇|Z|2

∣∣∣
2

− 4δ
∣∣∣∇|Z|2

∣∣∣
2

≤
〈
∆d|Z|2, d|Z|2

〉
− 4nHc2δ(r)

〈
BZT , ZT

〉

+4c2δ(r)|BZT |2 − 4(n− 1)c2δ(r)δ|ZT |2
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Comme |ZT | ≤ sδ(R), on voit facilement que la condition de pincement (PC) avec C < 1

pour δ ≥ 0 ou (P̃C) avec C < α(||H||∞) pour δ < 0, implique

||ψ||∞ ≤ K1,

où K1 est une constante positive dépendant uniquement de n, δ et ||B||∞. Il s’en suit
que

1

2

(
∆ψ2

)
ψ2k−2 ≤

〈
∆d|Z|2, d|Z|2

〉
ψ2k−2 +K2ψ

2k−2.

Soit maintenant ω = ∆|Z|2ψ2k−2d|Z|2, on a alors

〈
∆d|Z|2, d|Z|2

〉
ψ2k−2 = div (ω) + (∆|Z|2)2ψ2k−1

−2(2k − 2)cδ(r)∆|Z|2
〈
ZT , dψ

〉
ψ2k−3,

De plus, un simple calcul utilisant les deux faits suivants :

ei(|ZT |) =
1

2

ei(|ZT |2)
|ZT | ,

et |ZT |2 = s2
δ(r) − 〈Z, ν〉2, nous donne

ei(ψ) = cδ(r)
δcδ(r)sδ(r)ei(r) − 〈Z, ν〉

(
Bij 〈Z, ej〉 +

〈
∇ei

Z, ν
〉)

|ZT |
−δsδ(r)|ZT |ei(r)

Tous les termes peuvent être facilement bornés excepté
〈
∇ei

Z, ν
〉

que nous allons exa-

miner plus en détails. Comme Z = sδ(r)∇r, ceci est équivalent à avoir un majorant de〈
∇ei

∇r, ν
〉
. D’après (1.5) et (1.6), nous déduisons que

∣∣ 〈∇ei
∇r, ν

〉 ∣∣ =
cδ(r)

sδ(r)

〈
et

i, ν
t
〉
,

où et
i et νt sont les parties de ei et ν tangentes à la sphère géodésique de rayon r,

c’est-à-dire, orthogonales à ∇r. De plus, comme

|νt|2 = 1 −
〈
ν,∇r

〉2
= |∇r|2,

nous avons ∣∣ 〈∇ei
∇r, ν

〉 ∣∣ ≤ cδ(r)

sδ(r)
|∇r|.

Alors

〈
∆d|Z|2, d|Z|2

〉
ψ2k−2 ≤ div (ω) + (∆|Z|2)2ψ2k−1 + 2(2k − 2)

∣∣∣∆|Z|2
∣∣∣ψ2k−2

+K4K3

∣∣∣∆|Z|2
∣∣∣||B||∞ψ2k−2,
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où, K3 et K4 dépendent de n, δ et ||H||∞. D’autre part, ∆|Z|2 = −2div
(
cδ(r)Z

T
)

et
par le Lemme 1.2 i), nous déduisons qu’il existe une constante K5 dépendant de n, δ et
||H||∞ telle que

∆|Z|2 ≤ K5.

Finalement, nous avons

ψ2k−2∆ψ2 ≤ div (ω) + (α3 + kα4)ψ
2k−1 + (β3 + kβ4)ψ

2k−2

avec des constantes positives α3,α4,β3 et β4 dépendant de n, δ et ||B||∞. Appliquons
maintenant la Proposition 1.5 avec l = 1 et m = 2, pour obtenir que pour tout η > 0,
il existe L dépendant de n, δ, ||B||∞ et η tel que si ||ψ||∞ > η alors

||ψ||∞ ≤ L||ψ||2.

D’après les Lemmes 1.16 et 1.18 nous savons que si (PC) est vraie avec C < 1 pour

δ ≥ 0 ou (P̃C) avec C < α(||H||∞) pour δ < 0, alors

||ψ||22 ≤ A2C + A3||ϕ||∞.

Soit ε > 0, on pose Kε := inf

{
ε2

2L2A2
, C ε2

2L2A3

}
où C est la constante définie dans la

preuve du Lemme 1.19. Alors, si (PKε) est vraie, nous avons

||ψ||∞ ≤ L||ψ||2 ≤ ε.

�

Il ne nous reste plus maintenant qu’à achever la preuve des théorèmes grâce aux
différents lemmes que nous avons déjà démontré.

Preuve des Théorèmes 1.8 et 1.12

Pour δ = 0, la preuve est une conséquence immédiate des Lemmes 1.6 et 1.19. En
effet, le Lemme 1.19 assure qu’il existe Cε tel que (PCε) implique R − r 6 ε, ce qui

est le premier point du Théorème 1.12. Ensuite, soit ε <
2

3||H||∞
et supposons que la

condition de pincement est satisfaite pour C ε
4(2n−1)

. L’assertion i) du Théorème 1.12 est

toujours valide. Si l’on suppose qu’il existe un point x ∈ S(p0, R) tel que B(x, ε)∩M = ∅,
alors par le Lemme 1.6, il existe un point y0 de M tel que la courbure moyenne de M
vérifie en y0

H(y0) >
2n− 1

nε
.

Or, comme ε <
2

3||H||∞
, on obtient alors

H(y0) >
3(2n− 1)||H||∞

2n
> ||H||∞.
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C’est une contradiction. Par conséquent, l’hypothèse de départ est fausse donc pour tout
x ∈ S(p0, R), B(x, ε) ∩M 6= ∅. De plus, grâce au Lemme 1.19, nous avons Cε −→ 0
lorsque ||H||∞ −→ ∞ ou ε −→ 0.

Pour δ 6= 0, soit ε > 0. On pose 0 < η = inf
{
D, ε, γ(ε)

8(2n−1)

}
, où

γ(ε) =





tδ
(

R+ε
2

)
− tδ

(
R
2

)
si δ < 0

tδ
(

R
2

)
− tδ

(
R−ε

2

)
si δ > 0.

Remarquons que γ est une fonction lisse et croissante avec γ(0) = 0. D’après le Lemme
1.19, il existe Kε = Cη telle que (PKε) implique

R− r ≤ η ≤ ε.

C’est le premier point des Théorèmes 1.8 et 1.12. Supposons maintenant que ε <

γ−1
(

2E
3||H||∞

)
. Supposons également qu’il existe x ∈ S(p0, R) tel que B(x, ε) ∩M = ∅.

Comme γ(ε) ≥ 8(2n− 1)η, par le Lemme 1.7, il existe un point y0 ∈M tel que

|H(y0)| ≥
E

8nη
≥ (2n− 1)E

nγ(ε)
> ||H||∞.

Il s’agit donc d’une contradiction et B(x, ε) ∩ M 6= ∅. De plus, par le Lemme 1.19,
Kε −→ 0 lorsque ||H||∞ −→ 0 ou ε −→ 0. �

Preuve des Théorèmes 1.10 et 1.14

Soit ε > 0 tel que ε < t−1
δ

(
1

||H||∞

)
< R. Ce choix de ε implique que si (PCε)

(
ou

(P̃Cε)
)

est vraie, alors r(x) ne s’annule jamais. Nous pouvons alors considérer l’applica-
tion suivante :

F : M −→ S(p0, R(M))

x 7−→ expp0

(
R
(
dexpp0

)−1
(∇r)

)
.

Soit X = expp0

−1(x), on peut facilement voir que

dexpp0

∣∣X(X) = |X|∇r = r∇r.

Dans le cas de l’espace euclidien (δ = 0), F (x) est précisément R X
|X| où X est le

vecteur position.
Nous allons prouver que F est une quasi-isométrie. En effet, nous allons prouver que

pour tout θ ∈]0, 1[, il existe ε(θ) dépendant de n, δ, ||B||∞ et θ tel que pour tout x ∈M
et tout vecteur unitaire u ∈ TxM , la condition de pincement (PCε(θ)

) implique

∣∣∣|dxF (u)|2 − 1
∣∣∣ ≤ θ.
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Pour cela, on calcule dxF (u) pour un vecteur unitaire u ∈ TxM . Nous avons

dFx(u) = dexpp0

∣∣∣R X
|X|

(
R d

(
X

|X|

)
∣∣x

(u)

)
(1.27)

Soit L(x) =
X

|X| =
expp0

−1(x)

r
. Nous avons alors

(1.28) dLx(u) =
1

r
dexpp0

−1∣∣x (u) − dr(u)

r2
exp−1

p0
(x).

En utilisant (1.27) et (1.28), on obtient

(1.29) dFx(u) =
R

r
d exp∣∣∣R X

|X|

(
dexpp0

−1∣∣x (u)

)
− R

r
dr(u)∇r∣∣F (x)

Calculons maintenant
∣∣dxF (u)

∣∣2. Par (1.29) et le fait que expp0
est une isométrie radiale

(cf. relation (1.3)), nous avons

(1.30)
∣∣dxF (u)

∣∣2 =
R2

r2



∣∣∣∣∣dexpp0

∣∣∣R X
|X|

(
d exp−1

p0

∣∣x(u)
) ∣∣∣∣∣

2

− dr(u)2




Soit v = u − 〈u,∇r〉∇r. C’est-à-dire, v est la partie de u normale à ∇r. Un simple
calcul en utilisant (1.3) et (1.30) nous permet d’obtenir

(1.31)
∣∣dxF (u)

∣∣2 =
R2

r2

∣∣∣∣∣dexpp0

∣∣∣R X
|X|

(
dexpp0

−1∣∣x (v)

) ∣∣∣∣∣

2

Finalement, par (1.4), nous avons

∣∣dexpp0

−1(v)
∣∣2 = |v|2 r2

s2
δ(r)

,

et par (1.4) encore,
∣∣dxF (u)

∣∣2 = |v|2 s
2
δ(R)

s2
δ(r)

.

À partir de maintenant, nous considérons le cas δ < 0, mais le reste de la preuve est
similaire dans le cas δ ≥ 0.

Comme |v|2 = 1 − 〈u,∇r〉2 ≥ 1 − |∇r|2, nous déduisons que

∣∣∣
∣∣dxF (u)

∣∣2 − 1
∣∣∣ ≤

∣∣∣s
2
δ(R)

s2
δ(r)

− 1
∣∣∣+ |∇r|s

2
δ(R)

s2
δ(r)

≤ s−2
δ (r)

∣∣s2
δ(R) − s2

δ(r)
∣∣+ s2

δ(R)

cδ(r)s3
δ(r)

||ψ||∞.
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D’après le Lemme 1.20, nous savons que pour tout η > 0, il existe une constante Kη

telle que (PKη) implique ||ψ||∞ ≤ η. De plus, d’après le Lemme 1.20, Cε −→ 0 quand
ε −→ 0, donc il existe ε ≤ η dépendant de n, δ, ||H||∞ et η tel que Cε ≤ Kη, et alors
(PCε) implique que ||ψ||∞ ≤ η. D’autre part, nous avons vu que R est borné par une
constante dépendant uniquement de n, δ et ||H||∞, donc il existe trois constantes A4,
A5 et A6 dépendant de n, δ et ||H||∞ telles que

∣∣∣
∣∣dxF (u)

∣∣2 − 1
∣∣∣ ≤ A4||R− r||∞ + A5||ψ||∞

≤ A4ε+ A5η ≤ A6η

Maintenant, en choisissant η = θ
A6

, on obtient

(1.32)
∣∣∣
∣∣dxF (u)

∣∣2 − 1
∣∣∣ ≤ θ.

Pour θ ∈]0, 1[, par (1.32), F est un difféomorphisme local de M dans S(p0, R). Comme
pour n ≥ 2, S(p0, R) est simplement connexe, F est un difféomorphisme global. Enfin,
la relation (1.32) nous dit que F est une quasi-isométrie. �

1.5 Les résultats avec les Hk

Les résultats obtenus dans la Section 1.3 peuvent être généralisés dans l’espace eu-
clidien et la sphère, c’est-à-dire dans le cas δ > 0. En effet, nous nous intéressons ici
au problème de pincement concernant une inégalité plus fine que l’inégalité (1.2). Cette
inégalité, due à T. Vlachos ([?]), minore le rayon extrinsèque par une courbure moyenne
d’ordre supérieur. Précisément, nous avons pour k ∈ {1, · · · , n}

(1.33) tkδ (R) >
1

||Hk||∞
,

avec égalité si et seulement si l’hypersurface M est une sphère géodésique de rayon R.
Dans tout ce qui suit, nous noterons par M(n, δ, R, k) l’ensemble des variétés de M(n, δ, R)
telles que Hk > 0.

1.5.1 Une nouvelle minoration du rayon extrinsèque

Avant de s’intéresser au problème de pincement, nous allons d’abord améliorer
l’inégalité (1.33) en remplaçant la norme L∞ de Hk par la norme Lp, pour p > 1,
comme nous l’avons fait dans la Section 1.3.2 pour l’inégalité (1.2).
Commençons par prouver la proposition suivante :

Proposition 1.21. Soit k ∈ {1, · · · , n}, si Hk est strictement positive, alors pour tout
j ∈ {1, · · · , k}, la fonction Hj est positive strictement et

∫

M

Hj−1 cδ(r)dvg 6

∫

M

Hj sδ(r)dvg.
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Preuve : Par le Lemme 1.4, nous avons
∫

M

cδ(r) tr (T )dvg 6

∫

M

∣∣ 〈Z,HT 〉
∣∣dvg

6

∫

M

|HT | sδ(r)dvg

Si T = Tj−1 est le (1, 1)-tenseur associé à Hj−1, alors
∫

M

cδ(r)Hj−1dvg 6

∫

M

|Hj| sδ(r)dvg

De plus, Barbosa and Colares ont prouvé dans [?] que siHk est strictement positive, alors
pour tout j ∈ {1, · · · , k}, Hj est strictement positive. Donc pour tout j ∈ {1, · · · , k},
nous avons ∫

M

Hj−1 cδ(r)dvg 6

∫

M

Hj sδ(r)dvg.

�

Nous déduisons alors de cette proposition les estimations suivantes :

Théorème 1.22. Soit (Mn, g) ∈ M(n, δ, R, k) (on peut omettre V (M) = 1). Alors pour
tout p > 1, nous avons

(1.34) tδ(R) >
V (M)1/pk

||Hk||1/k
p

.

De plus, l’égalité a lieu si et seulement si M est une hypersphère géodésique.

Preuve : Nous utilisons la Proposition 1.21 et le fait que les fonctions sδ et cδ sont
respectivement croissante et décroissante.

cδ(R)kV (M) 6 cδ(R)k−1

∫

M

cδ(r)dvg

6 cδ(R)k−1

∫

M

H sδ(r)dvg

6 cδ(R)k−2sδ(R)

∫

M

H cδ(r)dvg

6 cδ(R)k−2sδ(R)

∫

M

H2 sδ(r)dvg

6 · · ·
6 sδ(R)k

∫

M

Hkdvg.

Nous avons donc

tδ(R)k
>
V (M)

||Hk||1
,

et l’égalité a lieu si et seulement si r(x) = R pour tout x ∈ M . Finalement, l’inégalité
d’Hölder donne le résultat avec toute norme Lp, p > 1. �
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Remarque 12. 1. Ces minorations améliorent les inégalités (1),(1.18) et (1.33).

2. Dans le cas où k = 2, cette inégalité (1.34) devient

(1.35) R2
>
n(n− 1)

||Scal ||1
, si δ = 0

(1.36) tan2(R) >
n(n− 1)

||Scal − n(n− 1)||1
, si δ = 1.

L’inégalité (1.35) a été prouvée par S. Deshmukh ([?]). Dans le cas sphérique,
notre inégalité améliore l’inégalité suivante due à L.J Alias ([?])

(1.37) sin2(R) >
n(n− 1)

||Scal ||1
.

En effet, Alias a démontré l’inégalité (1.37) sous l’hypothèse que
Ric(M) > (n+ 2)(n− 1). Avec une telle hypothèse, les inégalités (1.36) et (1.37)
sont les mêmes, mais l’inégalité (1.36) est valable sans aucune supposition sur la
courbure de Ricci de M .

1.5.2 Le problème de pincement

L’inégalité (1.34) étant optimale, nous nous intéressons dans cette section au problème
de pincement qui lui est naturellement associé. Voici les résultats que nous allons
démontrer :

Théorème 1.23. Soit (Mn, g) ∈ M(n, δ, R, k), δ > 0 et p0 le centre de la boule de
rayon R qui contient M . Alors pour tout ε > 0, il existe une constante Cε dépendant
seulement de n, δ, la norme L∞ de la courbure moyenne et la norme L2p de la k-ième
courbure moyenne Hk telle que si

(QCε) tδ(R)k <
1

||Hk||2p

+ Cε

alors

i) φ(M) ⊂ B
(
p0, R

)
\B
(
p0, R− ε

)
.

ii) ∀x ∈ S
(
p0, R

)
, B(x, ε) ∩ φ(M) 6= 0.

Remarque 13. 1) Nous verrons dans la preuve que Cε −→ 0 lorsque ||H||∞ −→ ∞ ou
ε −→ 0.

2) Une conséquence immédiate des parties i) et ii) du Théorème 3.14 est que la distance
de Hausdorff entre M et S(p0, R) satisfait

dH (M,S(p0, R)) 6 ε.

Comme précédemment, si la condition de pincement est suffisamment forte, avec un
contrôle sur la norme L∞ de la seconde forme fondamentale, nous obtenons que M est
difféomorphe et quasi-isométrique à une hypersphère géodésique :
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Théorème 1.24. Soit (Mn, g) ∈ M(n, δ, R, k), δ > 0 et p0 le centre de la boule de
rayon R qui contient M . Alors il existe une constante C dépendant seulement de n, δ,
la norme L∞ de la courbure moyenne et la norme L2p de la k-ième courbure moyenne
Hk telle que si

(QC) tδ(R)k <
1

||Hk||2p

+ C

alors M est difféomorphe à S(p0, R).
Plus précisément, il existe un difféomorphisme F de M dans l’hypersphère S(p0, R)

de rayon R qui est une quasi-isométrie. C’est-à-dire, pour tout θ ∈]0, 1[, il existe une
constante Cθ dépendant de n, δ, ||B||∞, ||Hk||2p et θ telle que la condition de pincement
(QCθ

) implique ∣∣|dFx(u)|2 − 1
∣∣ 6 θ,

pour tout vecteur unitaire u ∈ TxM .

Remarque 14. 1. Il est évident que la condition de pincement

(Q̃C) tδ(R)k <
1

||Hk||∞
+ C

implique la suivante

(QC) tδ(R)k <
1

||Hk||2p

+ C

Donc nous déduisons immédiatement des Théorèmes 1.23 et 1.24 les mêmes résultats
avec la seconde condition de pincement (Q̃C).

2. En général, les constantes C, Cε et Cθ des Théorèmes 1.23 et 1.24 dépendent
de ||Hk||2p. Cependant, dans un grand nombre de cas, elles n’en dépendent pas.
Précisément, la constante Cε du Théorème 1.23 ne dépend pas de ||Hk||2p quand

(a) δ > 0

(b) δ = 0 et k > 4,

(c) δ = 0 et p > n
2k

,

et la constante Cθ du Théorème 3.15 ne dépend pas de ||Hk||2p quand δ = 0 et
p > n

2k
.

3. Les techniques utilisées pour prouver ces Théorèmes ne marchent pas dans le cas
δ < 0. Comme nous allons le voir, cela est dû au fait que la fonction cδ est
croissante si δ < 0.

1.6 Preuve des Théorèmes de la Section 1.5

La preuve des Théorèmes 1.23 et 1.24 est structurée comme celle des Théorèmes de
la Section 1.3, à savoir, une approche L2 puis le passage de L2 vers L∞. Une grande
partie du travail a d’ailleurs déjà été fait dans la Section 1.3. En effet, le passage de L2

vers L∞ est identique.
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1.6.1 L’approche L2

Considérons comme précédemment les fonctions suivantes :
{
ϕ(x) = s2

δ(R) − s2
δ(r),

ψ(x) = cδ(r)|ZT |.
Nous allons montrer que la condition de pincement (QC) implique que les fonctions ϕ
et ψ sont petites en norme L2. Concernant la fonction ϕ, nous avons le lemme suivant :

Lemme 1.25. La condition de pincement (QC) avec C < 1 implique

||ϕ||22 6 B1C,

où B1 est une constante positive dépendant uniquement de la dimension n, δ et ||Hk||2p.
De plus, dans certains cas, la dépendance en ||Hk||2p peut être remplacée par une dépendance
en ||H||∞, précisément quand

1. δ > 0,

2. δ = 0 et k > 4,

3. δ = 0 et p > n
2k

.

Preuve : Comme sδ et cδ sont respectivement croissante et décroissante, nous avons

||ϕ||22 6 s2
δ(R)

∫

M

(
s2

δ(R) − s2
δ(r)

)

6 s2
δ(R)

[
t2δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2

−
∫

M

s2
δ(r)

]

Par l’inégalité d’Hölder, on obtient

||ϕ||22 6 s2
δ(R)

[
t2δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2

− 1

||Hk||22p

(∫

M

Hksδ(r)

)2
]

En utilisant la Proposition 1.21, on a

||ϕ||22 6 s2
δ(R)

[
t2δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2

− 1

||Hk||22p

(∫

M

Hk−1cδ(r)

)2
]

6 s2
δ(R)

[
t2δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2

− 1

||Hk||22pt
2
δ(R)

(∫

M

Hk−1sδ(r)

)2
]

En utilisant encore la Proposition 1.21 (k − 2) fois, on trouve

||ϕ||22 6 s2
δ(R)

[
t2δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2

− 1

||Hk||22pt
2k−2
δ (R)

(∫

M

cδ(r)

)2
]

6
s2

δ(R)

t2k−2
δ (R)

(∫

M

cδ(r)

)2 [
t2k
δ (R) − 1

||Hk||22p

]
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Comme nous avons supposé (QC) avec C < 1, si δ > 0, alors

||ϕ||22 6
C

δt2k−2
δ (R)

[
1 +

2

||Hk||2p

]

De plus, nous avons
1

tδ(R)
6 ||Hk||1/k

2p ,

donc

||ϕ||22 6
C

δ

[
||Hk||

2k−2
k

2p + 2||Hk||
k−2

k
2p

]

Comme Hk > 0, nous avons H > H
1/k
k et donc ||Hk||2p 6 ||H||k∞. Finalement, pour

k > 2, on a

||ϕ||22 6
C

δ

[
||H||2k−2

∞ + 2||H||k−2
∞
]

6 B1C,

où B1 est une constante positive dépendant de n, δ et ||H||∞.

Si δ = 0, alors

||ϕ||22 6
C

R2k−4

[
1 +

2

||Hk||2p

]

6 C
[
||Hk||

2k−4
k

2p + 2||Hk||
k−4

k
2p

]
6 B1C,

où B1 est une constante positive dépendant de n, δ et ||Hk||2p. Si, en plus, 4 6 k 6 n,
par le même argument que ci-dessus, B1 dépend de n et ||H||∞.

De plus, pour δ = 0, nous avons la minoration suivante pour la k-ième courbure
moyenne (voir [?] pages 221-222)

∫

M

H
n/k
k dvg > ωn,

où ωn est le volume de la sphère euclidienne de dimension n. Alors, pour p > n
2k

, nous
avons

ωk/n
n 6 ||Hk||2p 6 ||H||k∞.

Par conséquent, la dépendance en ||Hk||2p peut être remplacée par un dépendance en
||H||∞. �

Nous prouvons ce second lemme concernant cette fois la fonction ψ.

Lemme 1.26. La condition de pincement (QC) avec C < 1 implique

||ψ||22 6 B2C,

où B2 est une constante positive dépendant uniquement de n et ||H||∞.
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Preuve : Comme cδ(r) 6 1, nous avons

||ψ||22 6

∫

M

|ZT |2 6

∫

M

|Z|2 − 〈Z, ν〉2

6

∫

M

s2
δ(r) −

1

||Hk||22p

(∫

M

Hk 〈Z, ν〉
)2

Par le Lemme 1.2, nous obtenons

||ψ||22 6 t2δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2

− 1

||Hk||22p

(∫

M

cδ(r)Hk−1

)2

6 t2δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2

− 1

t2δ(R)||Hk||22p

(∫

M

sδ(r)Hk−1

)2

La Proposition 1.21 nous donne alors

||ψ||22 6 t2δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2

− 1

t2δ(R)||Hk||22p

(∫

M

cδ(r)Hk−2

)2

6 t2δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2

− 1

t4δ(R)||Hk||22p

(∫

M

sδ(r)Hk−2

)2

6 · · ·

6 t2δ(R)

(∫

M

cδ(r)

)2

− 1

t2k−2
δ (R)||Hk||22p

(∫

M

cδ(r)

)2

6
1

t2k−2
δ (R)

(
t2δ(R) − 1

||Hk||22p

)

Donc la condition (QC) avec C < 1 implique

||ψ||22 6
C

t2k−2
δ (R)

(
1 +

2

||Hk||2p

)

6 C||Hk||
2k−2

k
2p

(
1 +

2

||Hk||2p

)

6 C
(
||Hk||

2k−2
k

2p + 2||Hk||
k−2

k
2p

)

6 C
(
||H||2k−2

∞ + 2||H||k−2
∞
)

6 B2C,

où B2 est une constante positive dépendant de n et de ||H||∞. �

1.6.2 Le passage de L2 vers L∞

L’étape suivante dans la preuve des Théorèmes 1.23 et 1.24 est le passage d’une
proximité L2 à une proximité L∞. Pour cela, nous utilisons le Lemme 1.5.
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La majeure partie de ce travail a déjà été effectuée lors de la preuve des Théorèmes 1.8,
1.10, 1.12 et 1.14. En effet, Il suffit de majorer les deux termes suivants :





ϕ2k−2∆ϕ2,

ψ2k−2∆ψ2,

ce que nous avons fait dans la section 1.4 indépendemment de tout pincement.

1.7 Raffinement dans le cas Euclidien

1.7.1 Les p-rayons extrinsèques

Définition

Dans le cas euclidien, nous pouvons définir des invariants plus généraux que le
rayon extrinsèque. Il s’agit plus précisément d’une famille d’invariants géométriques
extrinsèques définis à partir du vecteur position de l’immersion de la manière suivante :

Définition 1.27. Soit (Mn, g) ∈ M(n, 0). Pour p > 1, on définit :

Rp(M) =
||X||p

V (M)1/p
=

(∫
M
|X|p

)1/p

V (M)1/p
,

où X est le vecteur position de l’immersion centrée en p0 (centre de la boule de rayon
R qui contient M). On appelle Rp(M) le p-rayon extrinsèque de M .

On remarque tout d’abord que pour tout p > 1,

Rp(M) 6 R(M),

et que l’égalité n’est possible que pour les sphères de rayon R(M). Cela vient simplement
de la définition de Rp(M).

Une inégalité plus fine

La formule de Hsuing-Minkowski donnée par le Lemme 1.2 permet d’obtenir une
nouvelle inégalité extrinsèque faisant intervenir le p-rayon extrinsèque d’une part et la
courbure moyenne d’autre part.

Proposition 1.28. Soit (Mn, g) ∈ M(n, 0). Alors pour tout p > 1, le p-rayon ex-
trinsèque vérifie

Rp(M) >
V (M)1/q

||H||q
,

où H est la courbure moyenne de l’immersion et q > 1 tel que 1
p

+ 1
q

= 1.

De plus, l’inégalité a lieu si et seulement si M est une sphère de rayon Rp(M).
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Preuve : On rappelle la formule de Hsiung-Minkowski :

∫

M

(H 〈X, ν〉 − 1) = 0.

On en déduit donc

V (M) =

∫

M

(H 〈X, ν〉)

6

∫

M

(
|H|
∣∣ 〈X, ν〉

∣∣) .

Par l’inégalité d’Hölder, on en déduit pour p > 1

V (M) 6 ||H||q|| 〈X, ν〉 ||p
6 ||H||q||X||p,

ce qui donne bien l’inégalité annoncée :

Rp(M) >
V (M)1/q

||H||q
.

Si l’égalité a lieu, alors || 〈X, ν〉 ||p = ||X||p, ce qui n’est possible que si X et ν sont
colinéaires, c’est-à-dire, si M est une sphère. L’égalité a lieu uniquement pour les sphères
de rayon Rp(M). �

.

Remarque 15. 1. Cette inégalité améliore l’inégalité (1.18).

2. De cette inégalité on déduit par l’inégalité d’Hölder :

Rp(M) >
V (M)1/l

||H||l
>

1

||H||∞
,

où l > q, avec q > 1 tel que 1
p

+ 1
q

= 1.

1.7.2 Le problème de pincement

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser plus particulièrement au cas où p > 4
et à l’inégalité suivante :

Rp(M) >
V (M)1/p

||H||p
.

Il est encore une fois naturel de se poser la question de savoir ce qui se passe en cas
de presque égalité. A-t’on des résultats analogues à ceux que nous avons énoncés dans
la Section 1.3 ? Nous pouvons répondre par l’affirmative dans le cas que nous venons
d’évoquer. Plus précisément, nous avons :



56 CHAPITRE 1. PINCEMENT DU RAYON EXTRINSÈQUE

Théorème 1.29. Soient (Mn, g) ∈ M(n, 0) et p > 4. Supposons que V (M) = 1. Pour
tout ε > 0, il existe une constante Cε dépendant de n et ||H||∞ telle que si la condition
de pincement

(RCε) Rp(M) <
V (M)1/p

||H||p
+ Cε,

alors

i) φ(M) ⊂ B(p0, R) \B(p0, R− ε),

ii) ∀x ∈ S(p0, R), B(x, ε) ∩ φ(M) 6= ∅.
.

Remarque 16. Comme dans tous les résultats précédents, nous avons Cε −→ 0 lorsque
||H||∞ −→ 0 ou ε −→ 0.

Nous avons également une version plus forte avec une proximité au sens “difféomorphisme
et quasi-isométrie” :

Théorème 1.30. Soient (Mn, g) ∈ M(n, 0) et p > 4. Supposons que V (M) = 1. Il
existe une constante C telle que la condition de pincement

(RC) Rp(M) <
V (M)1/p

||H||p
+ C

implique que M est difféomorphe et quasi-isométrique à la sphère S
(
0, Rp(M)

)
au sens

du Théorème 1.14

1.7.3 Preuve des Théorèmes 1.29 et 1.30

Compte tenu du travail déjà effectué pour les résultats de pincement du rayon ex-
trinsèque, la preuve des Théorèmes 1.29 et 1.30 est assez courte. Comme précédemment,
considérons les deux fonctions suivantes :





ϕ(x) = Rp(M)2 − |X|2,

ψ(x) = |XT |

Le schéma de la preuve est identique, on montre d’abord une proximité L2 puis on passe
de L2 à L∞ grâce au Lemme 1.5. Commençons par ce premier lemme :

Lemme 1.31. La condition de pincement (RC) avec C < 1 implique

||ϕ||22 6 B1C,

où B1 est une constante positive ne dépendant que de n.
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Preuve : Nous avons :

||ϕ||22 = Rp(M)4 − 2Rp(M)2

(∫

M

|X|2dvg

)
+

∫

M

|X|4dvg

= Rp(M)4 + ||X||44 − 2Rp(M)2
||H||2p
||H||2p

6 Rp(M)4 + ||X||44 − 2
Rp(M)2

||H||2p

(∫

M

H 〈X, ν〉
)2

6 Rp(M)4 + ||X||44 − 2
Rp(M)2

||H||2p
.

Comme p > 4, par l’inégalité d’Hölder, on obtient

||ϕ||22 6 2Rp(M)2

(
Rp(M)2 − 1

||H||2p

)
.

Comme dans la preuve du Lemme 1.18, en utilisant la condition de pincement et
l’inégalité de Sobolev extrinsèque, on obtient

||ϕ||22 6 B1C,

où B1 est une constante positive ne dépendant que de n. �

Nous avons ce second lemme, concernant la fonction ψ :

Lemme 1.32. La condition de pincement (RC) avec C < 1 implique

||ψ||22 6 B2C,

où B1 est une constante positive ne dépendant que de n.

Preuve : Nous avons :

||ψ||22 =

∫

M

|X|2dvg −
∫

M

〈X, ν〉2 dvg

6 ||X||22 −
1

||H||2p

(∫

M

H 〈X, ν〉
)2

6 Rp(M)2 − 1

||H||2p
,

et l’on conclut comme précédemment que

||ψ||22 6 B2C,

où B2 est une constante positive ne dépendant que de n. �

Pour le passage de L2 à L∞, nous avons les deux lemmes suivants qui sont les
analogues des Lemmes 1.19 et 1.20.
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Lemme 1.33. Pour tout ε < 0, il existe Cε dépendant de n et ||H||∞ telle que si (RCε)
est vraie alors

||ϕ||∞ 6 ε.

De plus, Cε −→ 0 lorsque ||H||∞ −→ 0 ou ε −→ 0.

Lemme 1.34. Pour tout ε < 0, il existe Kε dépendant de n et ||H||∞ telle que si (RKε)
est vraie alors

||ψ||∞ 6 ε.

De plus, Kε −→ 0 lorsque ||H||∞ −→ 0 ou ε −→ 0.

La preuve de ces deux lemmes est identique à la preuve des Lemmes 1.19 et 1.20
à une petite différence près. En effet, pour les Lemmes 1.19 et 1.20, nous utilisions la
majoration de |X| par le rayon extrinsèque R. Ceci ne convient plus ici car R n’apparâıt
pas et d’autre part, |X| n’est pas inférieur à Rp(M) en général. Cependant, nous avons
la relation suivante :

1

2
∆|X|2 = nH 〈X, ν〉 − n,

qui implique pour k > 2 :

1

2
|X|2k−2∆|X|2 6 n||H||∞|X|2k−1.

Supposons par l’absurde que ||X||∞ n’est pas majoré par une constante η ne dépendant
que de n et ||H||∞. Nous pouvons donc appliquer le Lemme 1.5 à la fonction ξ = |X|
avec l = 0 et m = 1. Nous obtenons ainsi que si ||X||∞ > E, il existe une constante
L(n, ||H||∞, E) telle que ||X||∞ 6 L(n, ||H||∞, E)||X||2. De plus, on voit facilement
que la condition de pincement (RC) implique ||X||22 6 γn, où γn est une constante ne
dépendant que de n. En effet, on a :

||X||22 6 ||X||2p

6

(
1

||H||p
+ C

)2

.

Or par l’inégalité de Sobolev extrinsèque, on sait que ||H||p > αn, d’où

||X||22 6 γn.

Comme L est bornée lorsque E −→ +∞, on peut trouver E = E(n, ||H||∞) assez grand
tel que

L(n, ||H||∞, E)γn < E.

Dans ce cas, nous avons ||X||∞ 6 E(n, ||H||∞). C’est une contradiction et donc il existe
une constante E ne dépendant que de n et ||H||∞ telle que ||X||∞ 6 E(n, ||H||∞).
Le problème de majorer ||X||∞ étant résolu, les Lemmes 1.33 et 1.34 se démontrent
comme les Lemmes 1.19 et 1.20. �

La fin de la preuve des Théorèmes 1.29 et 1.30 est strictement identique à celle
des Théorèmes 1.12 et 1.14.
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Remarque 17. Les Théorèmes 1.29 et 1.30 restent valables pour la condition de pin-
cement suivante :

Rp(M) <
1

||H||l
+ C

pour l > p, ou l = ∞.
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Chapitre 2

Pincement de la première valeur
propre du laplacien des
hypersurfaces de Rn+1 et variétés
presque Einstein

2.1 Introduction

Dans ce second chapitre, nous nous intéressons toujours à des problèmes de pince-
ment, mais cette fois concernant la première valeur propre du laplacien sur les hyper-
surfaces de l’espace euclidien. Nous utiliserons les mêmes notations et conventions que
celles introduites dans le chapitre 1.

Soit (Mn, g) ∈ M(n, 0), c’est-à-dire, une variété de dimension n, compacte sans
bord, connexe, orientée et immergée isométriquement par φ dans l’espace euclidien
(Rn+1, can), c’est-à-dire φ∗can = g. Reilly ([?]) a démontré l’inégalité suivante qui donne
une majoration de la première valeur propre non nulle du laplacien de (Mn, g) en fonc-
tion de la norme L2 de la courbure moyenne :

(2.1) λ1(M) 6
n

V (M)

∫

M

H2dvg,

ainsi que

(2.2) λ1(M)

(∫

M

Hk−1

)2

6 nV (M)

∫

M

H2
kdvg,

avec également égalité si et seulement si (Mn, g) est une hypersphère géodésique de
Rn+1.

En utilisant l’inégalité de Hölder, nous obtenons des estimations similaires avec la
norme L2p (p > 1) de Hk :

(2.3) λ1(M)

(∫

M

Hk−1

)2

6 nV (M)2−1/p||Hk||22pdvg.

61
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Comme pour les inégalités (2.1) et (2.2), le cas d’égalité est caractérisé par les hyper-
sphères géodésiques. Nous nous intéressons ici au pincement associé à cette inégalité
(2.3). Voici les résultats que nous allons démontrer.

Théorème 2.1. Soient (Mn, g) ∈ M(n, 0) et p0 le centre de masse de M . Supposons
que V (M) = 1 et Hk > 0. Alors, pour p > 2 et tout ε > 0, il existe une constante Cε

dépendant uniquement de ε, n, ||H||∞ et ||Hk||2p telle que

(PCε) λ1(M)

(∫

M

Hk−1

)2

− ||Hk||22pdvg > −Cε

est satisfaite, alors

i) φ(M) ⊂ B

(
x0,
√

n
λ1(M)

+ ε

)
\B

(
x0,
√

n
λ1(M)

− ε

)
.

ii) ∀x ∈ S

(
x0,
√

n
λ1(M)

)
, B(x, ε) ∩ φ(M) 6= ∅.

Comme nous l’avons déjà vu, les points i) et ii) du Théorème 2.1 implique que la

distance de Hausdorff entre M et S

(
x0,
√

n
λ1(M)

)
est inférieur à ε.

Remarque 18. Nous verrons dans la preuve que Cε −→ 0 lorsque ||H||∞ −→ ∞ ou
ε −→ 0.

Dans le théorème qui suit, en imposant un pincement assez fort, avec un contrôle sur
la norme L∞ de seconde forme fondamentale B, nous obtenons que M est difféomorphe
et quasi-isométrique à une sphère ronde dans le sens suivant :

Théorème 2.2. Soient (Mn, g) ∈ M(n, 0) et p0 le centre de masse de M . Supposons
que V (M) = 1 et Hk > 0. Alors, pour p > 2, il existe une constante C dépendant
uniquement de n, ||B||∞ et ||Hk||2p telle que si la condition de pincement

(PC) λ1(M)

(∫

M

Hk−1

)2

− n

V (M)1/p
||Hk||22pdvg > −C

est satisfaite, alors M est difféomorphe à S(p0, R).
Plus précisément, il existe un difféomorphisme F de M dans l’hypersphère géodésique

S(p0, R) de rayon R qui est une quasi-isométrie. C’est-à-dire, pour tout θ ∈]0, 1[, il existe
une constante Cθ dépendant uniquement de θ, n, ||B||∞ et ||Hk||2p telle que la condition
de pincement pour Cθ implique

∣∣|dFx(u)|2 − 1
∣∣ ≤ θ,

pour tout vecteur unitaire u ∈ TxM .

Remarque 19. 1. Nous verrons dans la preuve que les constantes C, Cε et Cθ

intervenant dans les Théorèmes 2.1 et 2.2 ne dépendent pas de ||Hk||2p si p > n
2k

.

2. Par homothétie, nous obtenons le résultat pour V (M) quelconque.
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Ces résultats ont un double intérêt. Tout d’abord, ils constituent une généralisation
des théorèmes prouvés par Colbois et Grosjean dans [?], ensuite, le cas k = 2 est
particulièrement intéressant. En effet, pour les hypersurfaces de l’espace euclidien, la
seconde courbure moyenne H2 est, à une constante multiplicative près, la courbure
scalaire. Plus précisément, H2 = 1

n(n−1)
Scal . Ces résultats de pincement vont alors nous

permettre de déduire un corollaire de nature géométrique concernant les hypersurfaces
presque Einstein (voir Section 2.5).

Rappelons enfin l’identité bien connue suivante :

(2.4)
1

2
∆|X|2 = nH 〈ν,X〉 − n.

Achevons ces préliminaires par quelques rappels supplémentaires sur les courbures
moyennes d’ordre supérieur.

Lemme 2.3. Pour tout k ∈ {1, · · · , n}, nous avons
∫

M

(Hk−1 −Hk 〈X, ν〉) dvg.

Enfin, concluons cette section par le lemme suivant :

Lemme 2.4. Soit k ∈ {1, · · · , n}, si Hk est strictement positive, alors, on a :

H
1
k
k ≤ H

1
k−1

k−1 ≤ · · · ≤ H
1
2
2 ≤ H.

2.2 Une approche L2 du problème

Comme dans le chapitre précédent, la preuve des Théorèmes 2.1 et 2.2 s’effectue en
deux temps. La première étape consiste à montrer que si la condition de pincement (PC)
est satisfaite, alors M est proche d’une sphère en un sens L2. Pour cela, commençons
par un premier lemme qui donne un majoration de la norme L2 du vecteur position.

Lemme 2.5. Si la condition de pincement (PC) est satisfaite pour C < n
2
||Hk||22p, alors :

nλ1(M)
(∫

M
Hk−1

)4
(
C + λ1(M)

(∫
M
Hk−1

)2)2 6 ||X||22 6
n

λ1(M)
6 A1,

où A1 est une constante positive ne dépendant que de n, ||H||∞ et ||Hk||2p.

Preuve : Si (PC) est satisfaite, on a alors :

λ1(M)

(∫

M

Hk−1dvg

)2

> n||Hk||22p − C.

Si l’on suppose de plus que C < n
2
||Hk||2p, on obtient alors

λ1(M)

(∫

M

Hk−1dvg

)2

>
n

2
||Hk||22p,
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et donc
n

λ1(M)
6

2
(∫

M
Hk−1

)2

||Hk||22p

6
2||H||2(k−1)

∞

||Hk||22p

.

D’autre part, de la caractérisation variationnelle de λ1(M), nous avons :

λ1(M)

∫

M

|X|2dvg 6

∫

M

(
n+1∑

i=1

|dXi|2
)

= n,

où les fonctions Xi sont définies par X =
∑n+1

i=1 Xi∂i, où {∂1, · · · , ∂n+1} est la base

canonique de Rn+1. De ce fait, nous avons ||X||22 6
n

λ1(M)
, et par conséquent :

||X||22 6 A1(n, ||H||∞, ||Hk||2p).

Pour le membre de gauche de l’inégalité, nous avons :

λ1(M)

∫

M

|X|2
(∫

M

Hk−1

)4

6 n

(∫

M

Hk−1

)4

6 n

(∫

M

Hk 〈X, ν〉
)4

6 n

(∫

M

H2
k

)2(∫

M

|X|2
)2

.

On en déduit donc :

λ1(M)

(∫

M

Hk−1

)4

6 n||Hk||22p

(∫

M

|X|2
)
,

d’où avec la condition de pincement :

||X||22 >
nλ1(M)

(∫
M
Hk−1

)4
(
C + λ1(M)

(∫
M
Hk−1

)2)2 .

�

À partir de maintenant, nous noterons XT la projection orthogonale du vecteur
position X sur M . Autrement dit, si {e1, . . . , en} est une base orthonormée de TxM ,
alors

XT =
n∑

i=1

〈X, ei〉 ei = X − 〈X, ν〉 ν.

Dans le lemme suivant, nous montrons que la condition de pincement (PC) implique
que la norme L2 de XT est proche de 0.

Lemme 2.6. La condition de pincement (PC) avec C < n
2
||Hk||22p implique

||XT ||22 6 A2C,

où A2 est une constante positive ne dépendant que de n, ||H||∞ et ||Hk||2p.
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Preuve : Nous venons de voir que

λ1(M)

∫

M

|X|2dvg 6 n,

d’où

λ1(M)

∫

M

|X|2dvg

(∫

M

Hk−1dvg

)2

6 n

(∫

M

Hk−1dvg

)2

= n

(∫

M

Hk 〈X, ν〉 dvg

)2

6 ||Hk||22
∫

M

〈X, ν〉2

6 ||Hk||22p

∫

M

〈X, ν〉2

Nous en déduisons donc que

n||Hk||22p||XT ||22 6 n||Hk||22p

(∫

M

(
|X|2 − 〈X, ν〉2

)
dvg

)

6 n||Hk||22p

∫

M

|X|2dvg − λ1(M)

(∫

M

Hk−1dvg

)2 ∫

M

|X|2dvg

6

[
n||Hk||22p − λ1(M)

(∫

M

Hk−1dvg

)2
]
||X||22

6 C||X||22 6 A1C.

Finalement, on obtient

||XT ||22 6
A1C

n||Hk||22p

= A2C.

�

Afin de prouver l’assertion i) du Théorème 2.1, nous devons montrer que

∣∣∣
∣∣∣|X| −

√
n

λ1(M)

∣∣∣
∣∣∣
∞

6 ε.

Pour cela, nous allons avoir besoin d’une majoration de la norme L2 de la fonction

ϕ := |X|
(
|X| −

√
n

λ1(M)

)2

. Avant d’obtenir une telle majoration, nous introduisons les

deux champs de vecteurs suivants :




Y = nHkν − λ1(M)
(∫

M
Hk−1

)
X,

Z =

√
n

λ1(M)

|X|1/2Hk(∫
M
Hk−1

)ν − X

|X|1/2
.

Nous avons
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Lemme 2.7. La condition de pincement (PC) implique

||Y ||22 6 nC.

Preuve : Nous avons :

||Y ||22 = n2

∫

M

H2
k + λ1(M)2

(∫

M

Hk−1

)2 ∫

M

|X|2 − 2nλ1(M)

(∫

M

Hk−1

)∫

M

Hk 〈X, ν〉

6 n2||Hk||22p + nλ1(M)

(∫

M

Hk−1

)2

− 2nλ1(M)

(∫

M

Hk−1

)2

6 n

(
n||Hk||22p − λ1(M)

(∫

M

Hk−1

)2
)

6 nC,

où nous avons utilisé la formule de Hsiung-Minkowski (Lemme 2.3), ainsi que le fait que

||X||22 6
n

λ1(M)
. �

Nous avons également

Lemme 2.8. Si la condition de pincement (PC) est satisfaite, avec C < n
2
||Hk||22p, alors

||Z||22 6 A3C,

où A3 est une constante positive ne dépendant que de n, ||H||∞ et ||Hk||2p.

Preuve : Nous avons

||Z||22 =
n

λ1(M)
(∫

M
Hk−1

)2
∫

M

|X|H2
k +

∫

M

|X| − 2

√
n

λ1(M)∫
M
Hk−1

∫

M

Hk 〈X, ν〉

=
n

λ1(M)
(∫

M
Hk−1

)2
∫

M

|X|H2
k +

∫

M

|X| − 2

√
n

λ1(M)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

||Z||22 6
n

λ1(M)
(∫

M
Hk−1

)2
(∫

M

H4
k

)1/2(∫

M

|X|2
)1/2

+

(∫

M

|X|2
)1/2

− 2

√
n

λ1(M)

Comme
∫

M
|X|2 6 n

λ1(M)
, nous obtenons :

||Z||22 6

√
n

λ1(M)

[
n

λ1(M)

||Hk||22p(∫
M
Hk−1

)2 − 1

]

6

(
n

λ1(M)

)3/2
1

(∫
M
Hk−1

)2

[
n||Hk||22p − λ1(M)

(∫

M

Hk−1

)2
]

6 A3C,
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où A3 dépend de n, ||H||∞ et ||Hk||2p. Nous avons utiliśle fait que

λ1(M)
(∫

M
Hk−1

)2
> n

2
||Hk||22p et

n

λ1(M)
6

2||H||2(k−1)
∞

||Hk||22p

. �

Nous pouvons maintenant donner une majoration de la norme L2 de la fonction
ϕ. Nous avons

Lemme 2.9. La condition de pincement (PC) avec C < n
2
||Hk||22p implique

||ϕ||2 6 A4||ϕ||3/4
∞ C1/4.

Preuve : Nous avons :

||ϕ||2 =

(∫

M

ϕ3/2ϕ1/2

)1/2

6 ||ϕ||3/4
∞
∣∣∣∣ϕ1/2

∣∣∣∣1/2

1
.

D’autre part, nous avons
∫

M

ϕ1/2 =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣|X|1/2X −
√

n

λ1(M)

X

|X|1/2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
1

=

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣−
|X|1/2

λ1(M)
(∫

M
Hk−1

)Y +
n

λ1(M)

|X|1/2Hk(∫
M
Hk−1

)ν −
√

n

λ1(M)

X

|X|1/2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
1

6

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
|X|1/2

λ1(M)
(∫

M
Hk−1

)Y
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
1

+

√
n

λ1(M)
||Z||1.

Par l’inégalité de Cauchy-Scwharz, on a
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
|X|1/2

λ1(M)
(∫

M
Hk−1

)Y
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
1

6
1

λ1(M)

(∫

M

|X|2
)1/4

||Y ||2

6
A

3/4
1

n1/2
C1/2.

Finalement, grâce aux Lemmes 2.7 et 2.8, on arrive à

||ϕ1/2||1/2
1 6 A4C

1/4,

où A4 est une constante positive qui ne dépend que de n, ||H||∞ et ||Hk||2p.
�

2.3 Preuve du Théorème 2.1

La preuve du Théorème 2.1 est une conséquence immédiate du Lemme 1.6 ainsi que
du lemme suivant :

Lemme 2.10. Pour p > 2 et tout η > 0, il existe Kη(n, ||H||∞, ||Hk||2p) tel que si (PKη)
est vraie, alors ||ϕ||∞ 6 η. De plus, Kη −→ 0 lorsque ||H||∞ −→ ∞ ou η −→ 0.

Nous prouverons le Lemme 2.10 dans la Section 2.6. Grâce à ces deux lemmes, nous
pouvons prouver le Théorème 2.1.
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Preuve du Théorème 2.1 Soit ε > 0 et considérons la fonction f(t) := t

(
t−
√

n
λ1(M)

)2

.

Posons ε0 := min
(
ε, 2

3||H||∞

)
et

η(ε) := inf

{
f

(√
n

λ1(M)
− ε0

)
, f

(√
n

λ1(M)
+ ε0

)
,

1

27||H||3∞

}
.

Par définition, pour ε suffisamment petit, η(ε) > 0, et donc, par le Lemme 2.10, il existe
Kη(ε) tel que pour tout x ∈M ,

(2.5) f(|X|) 6 η(ε).

Nous allons montrer que soit
√

n

λ1(M)
− ε 6 |X| 6

√
n

λ1(M)
+ ε

soit

|X| < 1

3

√
n

λ1(M)

En étudiant la fonction f , il est facile de voir que f a un unique maximum local en
1
3

√
n

λ1(M)
. De plus, grâce à la définition de η(ε) et la majoration de λ1(M) en fonction

de H, nous avons

η(ε) <
4

27||H||3∞
6

4

27

(
n

λ1(M)

)3/2

= f

(
1

3

√
n

λ1(M)

)
.

Comme nous avons supposé ε0 <
2

3||H||∞ 6 2
3

√
n

λ1(M)
, nous avons donc

1

3

√
n

λ1(M)
<

√
n

λ1(M)
− ε0,

ce qui, combiné avec (2.5) donne bien l’alternative annoncée ci-dessus pour |X|.
D’autre part, le Lemme 2.5 assure qu’il existe un point y0 ∈M tel que :

|X(y0)|2 >
nλ1(M)

(∫
M
Hk−1

)4
(
Kη(ε) + λ1(M)

(∫
M
Hk−1

)2)2 .

Comme Kη(ε) <
n
2
||Hk||22p, la condition (PKη(ε)

) implique

Kη(ε) <
n

2
||Hk||22p 6 λ1(M)

(∫

M

Hk−1

)2

6 2λ1(M)

(∫

M

Hk−1

)2

.

Nous en déduisons alors que

|X(y0)| >
1

3

√
n

λ1(M)
.
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La variété M étant connexe, nous en déduisions que pour tout x ∈M ,

√
n

λ1(M)
− ε 6 |X| 6

√
n

λ1(M)
+ ε,

ce qui prouve l’assertion i) du théorème pour la condition (PKη(ε)
).

Pour prouver l’assertion ii), considérons la condition de pincement (PCε) avec

Cε = Kη( ε
4(2n−1))

. L’assertion i) est toujours valable. Soit x =
√

n
λ1(M)

e ∈ S

(
0,
√

n
λ1(M)

)
,

avec e ∈ Sn et supposons que B(x, ε)∩M = ∅. On peut appliquer le Lemme 1.6. Ainsi,
il existe un point y0 ∈ M tel que |H(y0)| > 2n−1

nε
> ||H||∞ puisque nous avons supposé

ε < 2
3||H||∞ 6 2n−1

n||H||∞ . Nous obtenons ainsi une contradiction et donc B(x, ε) ∩M 6= ∅.
L’assertion ii) est vérifiée et de plus, Cε −→ 0 lorsque ||H||∞ −→ ∞ ou ε −→ 0. �

2.4 Preuve du Théorème 2.2

Par le Théorème 2.1, nous savons que pour tout ε > 0, il existe Cε dépendant
uniquement de n, ||H||∞ et ||Hk||2p tel que si (PCε) est vraie, alors

∣∣∣∣|X|x − Cε

∣∣∣∣ 6 ε

pour tout x ∈ M . Comme
√
n||H||∞ 6 ||B||∞, il est facile de voir d’après les preuves

précédentes que l’on peut supposer que Cε dépend uniquement de n, ||B||∞ et ||Hk||2p.
La preuve du Théorème 2.2 est alors une conséquence immédiate du lemme suivant

sur la norme L∞ de XT .

Lemme 2.11. Pour p > 2 et tout η > 0, il existe Kη(n, ||B||∞, ||Hk||2p) tel que si (Pkη)
est vraie, alors ||XT ||∞ 6 η.

Nous prouverons ce lemme dans la section 2.6

Preuve du Théorème 2.2 Soit ε < 1
2

√
n

||B||∞ 6
√

n
λ1(M)

. Ce choix de ε nous dit

que si la condition de pincement (PCε) est vraie, alors |X| ne s’annule jamais, et nous
pouvons alors considérer l’application

F : M −→ S

(
0,

√
n

λ1(M)

)

x 7−→
√

n

λ1(M)

Xx

|Xx|
.
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Calculons dFx(u). Nous avons :

dFx(u) =

√
n

λ1(M)
∇u

(
X

|X|

)

=

√
n

λ1(M)
u

(
1

|X|

)
X +

√
n

λ1(M)

1

|X|∇uX

= −1

2

√
n

λ1(M)

1

|X|3u(|X|2) +

√
n

λ1(M)

1

|X|u

= −
√

n

λ1(M)

1

|X|3 〈u,X〉X +

√
n

λ1(M)

1

|X|u

=

√
n

λ1(M)

1

|X|

(
−〈u,X〉

|X|2 X + u

)
.

Or, nous avons :

∣∣∣|dFx(u)|2 − 1
∣∣∣ =

∣∣∣∣
n

λ1(M)

1

|X|2

(
1 − 〈u,X〉2

|X|2

)
− 1

∣∣∣∣

6

∣∣∣∣
n

λ1(M)

1

|X|2 − 1

∣∣∣∣+
n

λ1(M)

1

|X|4 〈u,X〉2 .

D’où l’on déduit que

(2.6)
∣∣∣|dFx(u)|2 − 1

∣∣∣ 6
∣∣∣∣

n

λ1(M)

1

|X|2 − 1

∣∣∣∣+
n

λ1(M)

1

|X|4 〈u,X〉2 ,

pour tout vecteur unitaire u ∈ TxM . Or,

∣∣∣∣
n

λ1(M)

1

|X|2 − 1

∣∣∣∣ =
1

|X|2
∣∣∣∣

n

λ1(M)
− |X|2

∣∣∣∣ 6 ε

√
n

λ1(M)
+ |X|

|X|2 6 ε
2
√

n
λ1(M)

+ ε

(√
n

λ1(M)
− ε

)2

Rappelons que nous avons
n

A1

6 λ1 6 ||B||2∞. Puisque nous avons supposé ε < 1
2

√
n

||B||∞ ,

le membre de droite peut être majoré par une constante ne dépendant que de n, ||B||∞
et ||Hk||2p, et l’on a

(2.7)

∣∣∣∣
n

λ1(M)

1

|X|2 − 1

∣∣∣∣ 6 εγ(n, ||B||∞, ||Hk||2p).

D’autre part, comme Cε −→ 0 lorsque ε −→ 0, il existe ε(n, ||B||∞, ||Hk||2p, η) tel que
Cε(n,||B||∞,||Hk||2p,η) 6 Kη(n, ||B||∞, ||Hk||2p) (où Kη est la constante du Lemme 2.11) et
ainsi, ||XT ||∞ 6 η. De plus, comme précédemment, il existe une constante δ dépendant
de n, ||B||∞ et||Hk||2p telle que

(2.8)
n

λ1(M)

1

|X|4 〈u,X〉2 6
n

λ1(M)

1

|X|4 ||X
T ||2∞ 6 η2δ(n, ||B||∞, ||Hk||2p).
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Ainsi, par (2.6), (2.7) et (2.8), nous déduisons que (PCε) implique

∣∣∣|dFx(u)|2 − 1
∣∣∣ 6 εγ(n, ||B||∞, ||Hk||2p) + η2δ(n, ||B||∞, ||Hk||2p).

Choisissons alors η =
√

θ
2δ

. On peut supposer que ε(n, ||B||∞, ||Hk||2p, η) est suffisam-

ment petit pour que ε(n, ||B||∞, ||Hk||2p, η)γ(n, ||B||∞, ||Hk||2p) 6
θ

2
. Dans ce cas, nous

avons ∣∣∣|dFx(u)|2 − 1
∣∣∣ 6 θ.

Il suffit maintenant de fixer θ ∈]0, 1[ et ainsi, F est un difféomorphisme local de M dans

S

(
0,
√

n
λ1(M)

)
. Comme S

(
0,
√

n
λ1(M)

)
est simplement connexe pour n > 2, F est un

difféomorphisme global. �

2.5 Application aux hypersurfaces presque Einstein

Dans cette section, nous donnons une application du Théorème 2.1 pour les hyper-
surfaces presque Einstein de l’espace euclidien. Rappelons d’abord qu’une hypersurface
Einstein de l’espace euclidien est une sphère. Il s’agit d’un résultat de Thomas et Cartan,
démontré également par Fialkow (voir [?, ?] ou [?], chapitre 7). Récemment, J.F. Gros-
jean [?] a redémontré ce résultat grâce à une majoration de la première valeur propre du
laplacien. En effet, il a d’abord montré que si la courbure scalaire de M est strictement
positive, alors la première valeur propre du laplacien satisfait :

λ1(M) 6
1

n− 1
||Scal ||∞,

avec égalité uniquement pour les sphères géodésiques. Si de plus, (M, g) est d’Einstein,
par exemple, Ric = (n− 1)Id , alors d’un part, le théorème de Lichnerowicz assure que
λ1 > n et d’autre part,

(2.9) λ1(M) 6
1

n− 1
||Scal ||∞ = n.

Par conséquent, λ1(M) = n, nous sommes dans le cas d’égalité de la majoration (2.9)
et du théorème de Lichnerowicz-Obata, ce qui implique que M = Sn.

Cette approche permet de penser qu’un résultat de pincement sur la première valeur
propre du laplacien pourrait permettre de montrer qu’une hypersurface presque Einstein
de Rn+1 est proche d’une sphère en un sens à préciser.

En fait, nous obtenons trois résultats avec des proximités différentes. Le premier
résultat est le suivant :

Théorème 2.12. Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte sans bord, connexe,
orientée, immergée isométriquement dans Rn+1 et soit p > n

2
. Alors, pout tout k > 0, il
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existe un ε(k, n, ||K||2p) (où K est la courbure sectionnelle de M) tel que si (Mn, g) est
ε-presque-Einstein, c’est-à-dire,

||Ric − kg||∞ 6 ε,

alors M est homéomorphe à Sn.

Voici un second théorème avec un conclusion plus forte, mais en contrepartie un
pincement plus fort dépendant de la norme ||B||∞.

Théorème 2.13. Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte sans bord, connexe,
orientée, immergée isométriquement dans Rn+1. Alors, pour tout k > 0, il existe un
ε(k, n, ||B||∞) tel que si (Mn, g) est ε-presque-Einstein, c’est-à-dire,

||Ric − kg||∞ 6 ε,

alors M est difféomorphe et quasi-isométrique à Sn
(√

n−1
k

)
.

Remarque 20. La proximité obtenue dans le Théorème 2.13 est plus forte que celle du
Théorème 2.12, mais en contrepartie le pincement plus fort. En effet, le contrôle de la
longueur de la seconde forme fondamentale B implique grâce à la formule de Gauss un
contrôle de la courbure sectionnelle K.

Enfin, nous avons un troisième résultat avec une proximité de nature extrinsèque,
en terme de distance de Hausdorff

Théorème 2.14. Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte sans bord, connexe,
orientée, immergée isométriquement dans Rn+1. Alors, pour tout k > 0, il existe un
ε(k, n, ||H||∞) tel que si (Mn, g) est ε-presque-Einstein, c’est-à-dire,

||Ric − kg||∞ 6 ε,

alors dH

(
M, Sn

(√
n−1

k

))
6 ε.

Preuve du Théorème 2.12 L’hypothèse

||Ric − k||∞ 6 ε,

implique que la courbure scalaire vérifie :

0 < n(k − ε)Scal 6 n(k + ε).

Nous pouvons donc majorer la première valeur propre du laplacien par l’inégalité (2.9) :

λ1(M) 6
n(k + ε)

n− 1
.

D’autre part, le théorème de Lichnerowicz nous assure que

λ1(M) >
n(k − ε)

n− 1
.

Rappelons maintenant le théorème suivant du à E. Aubry ([?])
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Théorème (Aubry [?]). Soient p, R et A des nombres réels tels que p > n
2
, R > 0 et

A > 0. Soit (Mn, g) une variété riemannienne complète. Il existe un α(p, n,A) > 0 tel

que si Sup x

∣∣∣∣(Ric−(n−1)
)−∣∣∣∣

Lp(B(x,R))

V (B(x,R))
6 α(p, n,A), ||K||2p 6 A et

λ1(M) 6 n(1 + α(p, n,A)),

alors M est homéomorphe à Sn.

Dans ce théorème, Ric(x) est la plus petite valeur propre de la forme bilinéaire

symétrique Ric(x) sur TxM , et
(
Ric − (n− 1)

)−
= max

(
0,−Ric + (n− 1)

)
.

Comme M est presque Einstein, nous sommes précisement dans les hypothèses de
ce théorème. En effet, il suffit de choisir un ε(k, n, ||K||2p) > 0 suffisamment petit pour
lequel M est homéomorphe à Sn. �

Preuve du Théorème 2.13 Dans la preuve du Théorème 2.12, nous utilisions un
résultat de pincement pour la première valeur propre du laplacien pour sa borne inférieure
(inégalité de Lichnerowicz). Pour la preuve du Théorème 2.13, nous allons toujours uti-
liser un résultat de pincement pour la première valeur propre du laplacien, mais cette
fois pour sa borne supérieure (inégalité de Reilly). Comme M est ε-presque-Einstein,
nous savons que Ric > k− ε. Afin de simplifier les calculs, nous supposerons k = n− 1.
Par le Théorème de Lichnerowicz, nous pouvons majorer la première valeur propre du
laplacien :

λ1(M) >
n(n− 1 − ε)

n− 1
= n− nε

n− 1
.

De ce fait, nous avons pour p > 2

λ1(M)

(∫

M

H

)2

− n||H2||22p >

(
n− nε

n− 1

)(∫

M

H
1/2
2

)2

− n||H2||22p

>

(
n− nε

n− 1

)
inf {H2} − nSup {H2}

>

(
n− nε

n− 1

)(
1 − ε

n− 1

)
− n

(
1 +

ε

n− 1

)

>
nε2

(n− 1)2
− 3nε

n− 1
= −βn(ε),

où βn est une fonction positive telle que βn(ε) −→ 0 lorsque ε −→ 0.
Si ε est suffisamment petit pour que βn(ε) 6 C(n, ||B||∞, ||H2||2p) du Théorème 2.2,

alors M est difféomorphe et quasi-isométrique à Sn. Choisir un tel ε est possible, et
nous en déduisons qu’il existe un ε dépendant uniquement de n est ||B||∞ tel que si
||Ric − (n − 1)||∞ 6 ε, alors M est difféomorphe et quasi-isométrique à Sn. Comme
1 − ε

n−1
6 H2 6 1 + ε

n−1
, la dépendance en ||H2||2p disparâıt.

D’autre part, on notera que le volume n’étant pas fixé à 1, la constante de pincement
du Théorème 2.2 dépend également du volume. Or l’inégalité de Sobolev extrinsèque
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(1.9) permet de minorer le volume en fonction de ||H||∞, et d’autre part, comme la
courbure de Ricci est positive, le théorème de Bishop permet de majorer le volume en
fonction de n uniquement. De ce fait, il n’y a pas de dépendence en le volume. Enfin,
par homothétie, on retrouve le résultat pour tout k > 0. �

Remarque 21. La preuve du Théorème 2.14 est identique, à la différence qu’on utilise
le Théorème 2.1 au lieu du Théorème 2.2.

2.6 Preuve des lemmes techniques

La preuve des Lemmes 2.10 et 2.11 repose comme dans le cas du rayon extrinsèque
sur la Proposition 1.5. Pour prouver les Lemmes 2.10 et 2.11, il suffit alors de majorer le
laplacien des fonctions ϕ2 et |XT |2. Pour cela, l’hypothèse de pincement (PC) intervient
à un seul moment, pour obtenir un majorant de ||X||∞ ne dépendant que de n, ||H||∞
et ||Hk||2p.

Lemme 2.15. Si la condition de pincement (PC) est satisfaite avec C < n
2
||Hk||22p, alors

il existe E(n, ||H||∞, ||Hk||2p) tel que ||X||∞ 6 E.

Preuve : Nous savons par (2.4) que

1

2
∆|X|2|X|2l−2

6 n||H||∞|X|2l−1.

En appliquant la Proposition 1.5 à la fonction ξ = |X|, nous savons que si ||X||∞ > E,
alors il existe une constante L(n, ||H||∞, E) telle que

||X||∞ 6 L||X||2.

Or sous la condition de pincement (PC) avec C < n
2
||Hk||22p, nous obtenons par le Lemme

2.5 que

||X||∞ 6 LA1(n, ||H||∞, ||Hk||2p)
1/2.

Or, L est bornée lorsque E −→ 0, donc nous pouvons choisir E = E(n, ||H||∞, ||Hk||2p)
suffisamment grand pour que

LA1(n, ||H||∞, ||Hk||2p)
1/2 < E.

Dans ce cas, nous avons ||X||∞ 6 E(n, ||H||∞, ||Hk||2p). �

La preuve du Lemme 2.11 est identique à celle du Lemme 1.20. Nous donnerons donc
ici uniquement la preuve du Lemme 2.10.
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Preuve du Lemme 2.10 Nous allons utiliser la Proposition 1.5. Pour cela, com-
mençons par calculer le laplacien de ϕ2.

∆ϕ2 = ∆

(
|X|4 − 2

√
n

λ1(M)
|X|3 +

n

λ1(M)
|X|2

)

= −2|X|2
∣∣∣d|X|2

∣∣∣
2

+ 2|X|2∆|X|2 +
n

λ1(M)
∆|X|2

−2

√
n

λ1(M)

(
−3

4
|X|−1

∣∣∣d|X|2
∣∣∣
2

+
3

2
|X|∆|X|2

)
.

Un simple calcul montre que
∣∣∣d|X|2

∣∣∣
2

6 4|X|2. De plus, le Lemme 1.2 implique.

∆|X|2 6 2n||H||∞|X| + n.

Donc, en appliquant la Proposition 1.5 et le Lemme 2.15, nous obtenons

∆ϕ2
6 α(n, ||H||∞),

et
1

2
ϕ2k−2∆ϕ2

6 α(n, ||H||∞)ϕ2k−2.

Nous pouvons appliquer une nouvelle fois la Proposition 1.5 avec r = 0 et s = 2. Si
||ϕ||∞ > η, alors il existe une constante L(n, ||H||∞) telle que

||ϕ||∞ 6 L||ϕ||2.

Or, si la condition de pincement (PC) est vraie avec C < n
2
||Hk||22p, alors nous avons :

||ϕ||2 6 A4||ϕ||3/4
∞ C1/4.

Par conséquent,
||ϕ||∞ 6 (LA4)

4C.

Si nous choisissons C = Kη = inf
{

η
(LA4)4

, n
2
||Hk||22p

}
, nous obtenons

||ϕ||∞ 6 η.

�
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Chapitre 3

Une caractérisation spinorielle des
surfaces immergées
isométriquement dans un espace
homogène de dimension 3

3.1 Introduction

Récemment, l’outil spinoriel s’est révélé efficace dans l’étude des sous-variétés des
espaces modèles Rn, Sn et Hn. L’approche spinorielle permet de résoudre de manière
naturelle des problèmes de géométrie des sous-variétés. C’est le cas par exemple du
théorème d’Alexandrov dans l’espace euclidien ([?]) et dans l’espace hyperbolique ([?])
ou bien encore de certaines propriétés des variétés d’Einstein ([?]) ou des sous-variétés
lagrangiennes de variétés kähleriennes ([?]).

Parallèlement, l’intérêt manifesté pour les espaces produits S2 × R et H2 × R est
croissant depuis quelques années. La majeure partie du travail effectué autour de ces
espaces consiste en l’étude des surfaces minimales ou à courbure moyenne constante. La
première étape d’une telle approche est bien sûr de comprendre la géométrie spinorielle
de ces surfaces et en premier lieu, ce qui est le but de ce chapitre (voir Théorème 3.14),
de caractériser les surfaces isométriquement immergées dans S2×R ou H2×R par l’exis-
tence d’un champ de spineurs spécial, plus précisément un champ de spineurs solution
de l’équation des spineurs de Killing généralisés (voir Section 3.5.3 ). L’immersion est
caractérisée de manière équivalente par l’existence d’un champ de spineurs solution de
l’équation de Dirac correspondant à l’équation des spineurs de Killing généralisés et
vérifiant une condition supplémentaire sur sa norme.

Nous donnons ici une généralisation des résultats de Friedrich ([?]) et Morel ([?])
aux espaces homogènes de dimension 3 avec groupe d’isométries de dimension 4, avec
l’objectif d’étudier les surfaces isométriquement immergées dans ces espaces.

77
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3.2 Préliminaires

Nous commençons ce chapitre par cette section de rappels des principaux résultats
de base de la géométrie spinorielle des hypersurfaces. Pour plus de détails, on pourra se
référer aux livres [?], [?] ou [?] pour les propriétés générales des variétés spinorielles,
et aux articles [?], [?] ou [?] pour la restriction aux hypersurfaces. Nous n’insiste-
rons pas ici sur l’aspect algébrique des algèbres de Clifford, du groupe spinoriel et des
représentations.

3.2.1 Variétés spinorielles

Une variété riemannienne (Mn, g) est dite spinorielle s’il existe sur M une struc-
ture spinorielle (SpinM, η), constituée d’un fibré principal SpinM de groupe structural
Spinn et d’un revêtement à deux feuillets η du fibré principal SOM des repères linéaires
g-orthonormés orientés par le fibré SpinM . L’existence d’un telle structure est une pro-
priété topologique. En effet, elle est équivalente à la nullité de la seconde classe de
Stiefel-Withney.

A partir d’une structure spinorielle et en utilisant des résultats classiques sur les
représentations complexes du groupe spinoriel Spinn, on construit de manière canonique
un fibré vectoriel associé au fibré principal SpinM . Ce fibré, que nous noterons ΣM , est
appelé fibré des spineurs complexes, et ses sections sont les champs de spineurs. Notons
que ce fibré dépend de la métrique g.

De même, on construit un fibré vectoriel dont la fibre au-dessus d’un point x est
l’algèbre de Clifford complexe Cl(TxM, gx). Ce fibré est appelé fibré de Clifford, que
nous noterons ClM .

Regardons tout d’abord les différents objets que l’on peut construire sur le fibré
ΣM . Tout d’abord, il existe une action naturelle du fibré de Clifford sur le fibré des
spineurs appelée multiplication de Clifford et donnée localement par :

γ : ClM ⊗ ΣM −→ ΣM

Φ ⊗ Ψ = [s̃, α] ⊗ [s̃, σ] 7−→ Φ · Ψ := [s̃, ρn(α)σ]

où [s̃, α] et [s̃, σ] sont les expressions locales des sections Φ ∈ Γ(Cl(M)) et Ψ ∈ Γ(ΣM),
et où ρn est la représentation spinorielle.

De même, on construit sur ΣM un produit hermitien unitaire, noté 〈·, ·〉 et prove-
nant du produit hermitien de l’espace de représentation du groupe Spinn. Ce produit
hermitien vérifie alors la propriété suivante :

(3.1) 〈γ(X)ψ, ϕ〉 = −〈ψ, γ(X)ϕ〉 ,

pour tout X ∈ Γ(T M) et tous ψ, ϕ ∈ Γ(ΣM).
D’autre part, la 1-forme de connexion induite par la connexion de Levi-Civita rie-

mannienne ∇ agissant sur le fibré tangent se relève en une connexion sur le fibré principal
SpinM . Cette 1-forme de connexion permet alors de construire une dérivée covariante
associée appelée connexion de Levi-Civita spinorielle. Nous la noterons également ∇.
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Dans un ouvert de trivialisation U de ΣM , la connexion de Levi-Civita est donnée par

(3.2) ∇Xψ = X(ψ) +
1

4

n∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)γ(ei)γ(ej)ψ,

pour tout X ∈ Γ(T M), tout ψ ∈ Γ(ΣM), et où {e1, . . . , en} est un repère g-orthonormé
local. Grâce à cette expression locale, on peut voir facilement que la connexion de
Levi-Civita spinorielle est compatible avec le produit hermitien et la multiplication de
Clifford, c’est-à-dire pour X, Y ∈ Γ(TM) et ψ, ϕ ∈ Γ(ΣM), on a :

X 〈ψ, ϕ〉 = 〈∇Xψ, ϕ〉 + 〈ψ,∇Xϕ〉 .
∇X(γ(Y )ψ) = γ(∇XY )ψ + γ(Y )∇Xψ.

Le tenseur de courbure spinorielle associé est défini par

RX,Y ψ := [∇X ,∇Y ]ψ −∇[X,Y ]ψ

= ∇X∇Y ψ −∇Y ∇Xψ −∇[X,Y ]ψ,

et on déduit alors facilement de (3.2) son expression locale :

(3.3) RX,Y ψ =
1

4

n∑

i,j=1

g
(
RX,Y ei, ej

)
γ(ei)γ(ej)ψ,

où R est le tenseur de courbure de Riemann. Nous déduisons de cette expression locale
de la courbure spinorielle l’identité de Ricci :

(3.4)
n∑

i=1

γ(ei)RX,ei
ψ = −1

2
γ(Ric(X))ψ,

où Ric est la courbure de Ricci de (Mn, g).
Enfin, nous définissons l’opérateur de Dirac par :

D := γ ◦ ∇,

ce qui localement s’écrit

(3.5) Dψ =
n∑

i=1

γ(ei)∇ei
ψ.

Nous nous intéressons plus particulièrement au cas où la dimension n de la variété
est paire. Dans ce cas, le fibré des spineurs se décompose en deux facteurs irréductibles
sous l’action de l’élément de volume complexe ωC = i[

n+1
2

]γ(e1) · · · γ(en), où {e1, . . . , en}
est une base orthonormée locale de TxM . En effet,

ΣM = Σ+M ⊕ Σ−M,

où Σ±M sont les espaces propres associés aux valeurs propres ±1 de l’action de ωC. En
se plaçant dans un système de coordonnées locales normales au point x, il est facile de
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voir que ωC est parallèle pour la dérivée covariante ∇. On en déduit alors que pour tout
champ de vecteurs X, nous avons :

X · ωC = −ωC ·X.

Par conséquent, la multiplication de Clifford par le champ de vecteurs X vérifie alors :

γ(X) : Γ(Σ±M) −→ Γ(Σ∓M).

De plus, comme ωC est parallèle, il est clair que ∇ préserve cette décomposition. Ainsi,
nous avons :

D : Γ(Σ±M) −→ Γ(Σ∓M).

3.2.2 Restriction des spineurs à une hypersurface

Soit (Mn+1, g) une variété riemannienne spinorielle. Notons ΣM son fibré des spi-
neurs. On notera par ∇ la connexion de Levi-Civita sur T M , ainsi que celle sur ΣM . La
multiplication de Clifford sera notée γ et on note par 〈., .〉 le produit hermitien naturel
sur ΣM , compatible avec ∇ et γ. Enfin, nous noterons l’opérateur de Dirac par D.

SoitN une hypersurface orientable deM . Le fibré normal étant trivial, l’hypersurface
N est spinorielle. En effet, l’existence de ce champ normal unitaire ν défini globalement
permet de munir N d’une structure spinorielle induite de celle de M . Tout d’abord,
on peut identifier le fibré des repères orthonormés au dessus de N , SON comme un
sous-fibré du fribré SOM|N . Cette identification est donnée par l’application

Φ : SON −→ SOM|N
{e1, . . . , en} 7−→ {e1, · · · , en, ν}

et l’on construit ainsi une structure spinorielle au dessus de N en remarquant que le
diagramme suivant est commutatif

SpinN = Φ∗ (SpinM|N
)

SpinM|N

SON SOM|N .

✲
Φ∗

❄

η

❄

η

✲
Φ

On voit alors que l’hypersurface N est munie naturellement d’une structure spinorielle
héritée de celle de M . On peut alors considérer le fibré intrinsèque des spineurs que l’on
notera ΣN . Nous noterons respectivement par ∇Σ, γN et DN , la connexion de Levi-
Civita, la multiplication de Clifford et l’opérateur de Dirac intrinsèque sur N . On peut
également définir un fibré extrinsèque des spineurs sur N par S := ΣM|N . On rappelle
alors que l’on a l’identification entre ces deux fibrés des spineurs (cf [?],[?],[?],[?],[?],[?]
entre autres) :

(3.6) S ≡
{

ΣN si n est pair
ΣN ⊕ ΣN si n est impair.
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L’intérêt d’une telle identification est qu’elle permet d’utiliser les spineurs ambiants
restreints pour étudier l’opérateur de Dirac intrinsèque de N . Nous pouvons définir la
connexion extrinsèque ∇S et la multiplication de Clifford γS sur S, par :

(3.7) ∇S = ∇ +
1

2
γ(ν)γ(A),

(3.8) γS = γ(ν)γ,

où ν est un champ normal unitaire et A l’opérateur de Weingarten associé. Grâce à
l’identification donnée en (3.6), nous pouvons également identifier connexions et multi-
plications de Clifford :

(3.9) ∇S ≡
{

∇N si n est pair,
∇N ⊕∇N si n est impair,

(3.10) γS ≡
{
γN si n est pair,
γN ⊕−γN si n est impair.

On peut alors associer un opérateur de Dirac extrinsèque sur N , agissant sur les sections
de S, noté D et localement donné par :

(3.11) D =
n∑

i=1

γS(ei)∇S

ei
,

où {e1, . . . , en} est un repère orthonormé local de TN. Il est alors immédiat, par (3.7),
que :

(3.12) D =
n

2
H − γ(ν)

n∑

i=1

γ(ei)∇ei
,

ou bien encore, pour tout ψ ∈ Γ(S)

(3.13) Dψ :=
n

2
Hψ − γ(ν)Dψ −∇νψ.

De plus, les opérateurs intrinsèque et extrinsèque sont reliés de la façon suivante :

(3.14) D ≡
{
DN si n est pair
DN ⊕−DN si n est impair.

Il est facile de voir d’après les définitions que :

(3.15) ∇Sγ(ν) = γ(ν)∇S et Dγ(ν) = −γ(ν)D.

Ceci permet d’affirmer que si N est compacte, le spectre de D est symétrique et même :

(3.16) specD ≡





spec
(
DN
)

si n est pair,

spec
(
DN
)
∪ −spec

(
DN
)

si n est impair.
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3.3 Espaces homogènes de dimension 3 avec groupe

d’isométries de dimension 4

Dans cette section, nous donnons une description des espaces homogènes de di-
mension 3 avec groupe d’isométries de dimension 4. Une telle variété est une fibration
riemannienne sur une variété simplement connexe de dimension 2 à courbure constante
κ dont les fibres sont géodésiques. Nous noterons par τ la courbure de la fibration, qui
“quantifie” le défaut de la fibration à être un produit. Nous allons donc diviser notre
description en deux parties. Tout d’abord, le cas où τ = 0 qui correspond aux deux
espaces produit S2×R et H2×R, et ensuite le cas où τ 6= 0 qui comprend les trois types
suivants de variétés : les variétés ayant le groupe d’isométries des sphères de Berger,

de l’espace d’Heisenberg Nil3 ou du revêtement universel ˜PSL2(R) de PSL2(R). Dans
tout ce qui suit, nous noterons ces espaces homogènes E(κ, τ). Nous allons commencer
par étudier plus en détails le cas où τ = 0 puis nous étudierons ensuite le cas τ 6= 0, qui
est légèrement plus élaboré. Pour plus de détails, on pourra se référer à [?] ou [?]

3.3.1 Les espaces produit M2(κ) × R

Dans cette section et tout ce qui suit, lorsque nous parlons de l’espace produit
M2(κ) × R, il s’agit de la variété produit M2(κ) × R munie de la métrique rieman-
nienne produit h = gM2(κ) ⊕ dt2, où gM2(κ) est la métrique canonique de M2(κ). Nous
noterons dans toute la suite η tel que κ = 4η2. Nous supposerons κ = 1 ou −1, mais
tous les résultats sont valables pour κ 6= 0 quelconque.

Nous choisissons comme base canonique de M2(κ) × R, {e1, e2, ∂
∂t
}, où {e1, e2} est

une base orthonormée locale de M2(κ) et ∂
∂t

le champ de vecteurs unitaire qui donne
l’orientation de R.

3.3.2 La base canonique de E(κ, τ), τ 6= 0

Soit E(κ, τ) un espace homogène de dimension 3 dont le groupe d’isométries est
de dimension 4. Supposons que τ 6= 0, c’est-à-dire E(κ, τ) n’est pas un espace produit
M2(κ)×R. Comme nous l’avons signalé ci-dessus, E(κ, τ) est une fibration riemannienne
sur une variété simplement connexe de dimension 2 à courbure constante κ dont les
fibres sont géodésiques. Soit alors ξ un champ de vecteurs unitaire tangent aux fibres,
que nous appellerons le champ de vecteur vertical. Ce champ est un champ de Killing
(qui correspond aux translations le long des fibres).

Nous noterons respectivement par ∇ et R la connexion de Levi-Civita et le tenseur
de courbure de E(κ, τ). La variété E(κ, τ) admet alors une base orthonormée directe
locale {e1, e2, e3} avec

e3 = ξ
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et dont les symboles de Christoffel Γ
k

ij =
〈
∇ei

ej, ek

〉
sont

(3.17)





Γ
3

12 = Γ
1

23 = −Γ
3

21 = −Γ
2

13 = τ,

Γ
1

32 = −Γ
2

31 = τ − σ,

Γ
i

ii = Γ
i

ij = Γ
i

ji = Γ
j

ii = 0, ∀ i, j ∈ {1, 2, 3},

où σ =
κ

2τ
. Nous avons alors

[e1, e2] = 2τe3, [e2, e3] = σe1, [e3, e1] = σe2.

Nous appellerons {e1, e2, e3} la base canonique de E(κ, τ). Grâce à (3.17), on voit faci-
lement que pour tout champ de vecteurs X,

(3.18) ∇Xe3 = τX ∧ e3,

où ∧ est le produit vectoriel dans E(κ, τ), c’est-à-dire, pour tout X, Y, Z ∈ Γ(T M),

〈X ∧ Y, Z〉 = det {e1,e2,e3}(X, Y, Z).

3.3.3 Les variétés dont le groupe d’isométries est celui des
sphères de Berger

Nous sommes ici dans le cas où κ > 0 et τ 6= 0. Ces variétés sont des fibrations
au-dessus de 2-sphères rondes et sont obtenues en modifiant la métrique d’une 3-sphère
ronde en préservant la fibration de Hopf et en modifiant la longueur des fibres.

On peut voir R3 muni de la métrique

ds2 = λ2(dx2 + dy2) +
(
τ(ydx− xdy) + dz

)2

avec

λ(x, y, z) =
1

1 + κ
4
(x2 + y2)

comme le revêtement universel d’une telle 3-variété homogène (κ > 0 et τ 6= 0) privée
de la fibre correspondant au point à l’infini de la base S2(κ). Avec ces coordonnées, les
fibres sont alors {x = x0 , y = y0}. La base canonique est alors {e1, e2, e3} définie de la
manière suivante :





e1 = λ−1
(
cos(σz)∂x + sin(σz)∂y

)
+ τ
(
x sin(σz) − y cos(σz)

)
∂z,

e2 = λ−1
(
− sin(σz)∂x + cos(σz)∂y

)
+ τ
(
x cos(σz) + y sin(σz)

)
∂z,

e3 = ξ,

toujours avec

σ =
κ

2τ
.
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Cette base vérifie alors

[e1, e2] = 2τe3, [e2, e3] =
κ

2τ
e1, [e3, e1] =

κ

2τ
e2,

et est définie sur l’ouvert E(κ, τ)′ qui est E(κ, τ) privé de la fibre correspondant au point
à l’infini de la base S2(κ).

Remarque 22. Les sphères de Berger au sens strict du terme correspondent au cas où
κ = 4.

3.3.4 Les variétés dont le groupe d’isométries est celui du groupe
d’Heisenberg Nil3

Il s’agit de fibrations sur l’espace euclidien R2, c’est-à-dire κ = 0 et τ 6= 0.
Rappelons que le groupe d’Heisenberg est le groupe de Lie Nil3 défini par

Nil3 =








1 a b
0 1 c
0 0 1


 ; (a, b, c) ∈ R3





muni d’une métrique invariante à gauche. Il est commode d’utiliser des coordonnées
exponentielles qui permettent de voir le groupe d’Heisenberg comme R3 muni de la
métrique suivante

ds2 = dx2 + dy2 +
(
τ(ydx− xdy) + dz

)2
.

Dans ces coordonnées, les fibres sont données par {x = x0 , y = y0} et la base canonique
{e1, e2, e3} est définie par : 




e1 = ∂x − τy∂z,
e2 = ∂y + τx∂z,
e3 = ∂z.

De plus, la base canonique vérifie

[e1, e2] = 2τe3, [e2, e3] = 0, [e3, e1] = 0.

3.3.5 Les variétés dont le groupe d’isométries est celui de ˜PSL2(R)

Nous sommes ici dans le cas κ < 0 et τ 6= 0. Une telle variété est une fibration
sur un plan hyperbolique. En prenant le modèle du disque de Poincaré pour le plan

hyperbolique, on peut l’identifier à la variété D2
(

2√
−κ

)
× R, munie de la métrique

ds2 = λ2(dx2 + dy2) +
(
τ(ydx− xdy) + dz

)2
,

avec

λ(x, y, z) =
1

1 + κ
4
(x2 + y2)

,

et où D2(ρ) est le disque ouvert de rayon ρ dans R2. On obtient ainsi une variété
homogène dont la courbure de la base est κ et la courbure de la fibration est τ . Les
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fibres sont alors {x = x0 , y = y0}. La base canonique est alors {e1, e2, e3} définie de la
manière suivante :





e1 = λ−1
(
cos(σz)∂x + sin(σz)∂y

)
+ τ
(
x sin(σz) − y cos(σz)

)
∂z,

e2 = λ−1
(
− sin(σz)∂x + cos(σz)∂y

)
+ τ
(
x cos(σz) + y sin(σz)

)
∂z,

e3 = ξ,

où
σ =

κ

2τ
.

Cette base vérifie donc

[e1, e2] = 2τe3, [e2, e3] =
κ

2τ
e1, [e3, e1] =

κ

2τ
e2.

3.3.6 Calcul du tenseur de courbure de E(κ, τ)

D’après la description des espaces homogènes E(κ, τ) que nous venons de donner,
nous pouvons calculer explicitement leur tenseur de courbure. Dans les trois cas ci-
dessus, il existe une base canonique {e1, e2, e3} dont les symboles de Christoffel sont
donnés par la relation (3.17). Grâce à ces relations, on peut voir que l’opérateur de
courbure R agissant sur les 2-formes défini par :

〈
R(X ∧ Y ), Z ∧W

〉
:=
〈
R(X, Y )Z,W

〉

est diagonal dans la base {e2 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ e2} et sa matrice s’écrit alors

(3.19) R = diag(τ 2, τ 2, κ− 3τ 2).

En raison des symétries du tenseur de courbure, celui-ci est entièrement déterminé par
(3.19). Précisément, la proposition suivante donne son expression.

Proposition 3.1. Pour X,Y, Z,W ∈ X(E(κ, τ)), on a

〈
R(X,Y )Z,W

〉
= (κ− 3τ 2) 〈R0(X,Y )Z,W 〉 + (κ− 4τ 2) 〈R1(ξ;X, Y )Z,W 〉 ,

où R0 et R1 sont définis par :

R0(X, Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X,

et

R1(V ;X, Y )Z = 〈Y, V 〉 〈Z, V 〉X + 〈Y, Z〉 〈X,V 〉V
−〈X,Z〉 〈Y, V 〉V − 〈X,V 〉 〈Z, V 〉Y

Preuve : Tout vecteur X se décompose en une partie verticale et une partie horizontale,
X = X̃+xξ, où x = 〈X, ξ〉. On décompose de la même manière les vecteurs Y , Z et W .
Par la multilinéarité du tenseur de courbure, le terme

〈
R(X, Y )Z,W

〉
est une somme de

16 termes. Or, en raison des symétries du tenseur de courbure, plusieurs de ces termes
sont nuls. En effet, le terme s’annule lorsque le vecteur vertical ξ apparâıt trois fois,
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quatre fois, ou bien deux fois, mais en position 1 et 2, ou en position 3 et 4. Enfin, par
(3.19), lorque le vecteur ξ n’est présent qu’une seule fois, le terme s’annule également.
Finalement, il reste

〈
R(X, Y )Z,W

〉
=

〈
R(X̃, Ỹ )Z̃, W̃

〉

+yw
〈
R(X̃, ξ)Z̃, ξ

〉
+ yz

〈
R(X̃, ξ)ξ, W̃

〉

+xw
〈
R(ξ, Ỹ )Z̃, ξ

〉
+ xz

〈
R(ξ, Ỹ )ξ, W̃

〉

= (κ− 3τ 2)

(〈
X̃, Z̃

〉〈
Ỹ , W̃

〉
−
〈
X̃, W̃

〉〈
Ỹ , Z̃

〉)

+τ 2

(
yw
〈
X̃, Z̃

〉
− yz

〈
X̃, W̃

〉
− xw

〈
Ỹ , Z̃

〉
+ xz

〈
Ỹ , W̃

〉)

= (κ− 3τ 2)
(
〈X,Z〉 〈Y,W 〉 − 〈X,W 〉 〈Y, Z〉

)

−(κ− 4τ 2)
(
〈X,Z〉 〈Y, ξ〉 〈W, ξ〉 + 〈Y,W 〉 〈X, ξ〉 〈Z, ξ〉

− 〈X,W 〉 〈Y, ξ〉 〈Z, ξ〉 − 〈Y, Z〉 〈X, ξ〉 〈W, ξ〉
)
.

�

3.4 Équations de compatibilité pour les surfaces

Dans cette section, nous donnons les équations de compatibilité qui comme nous le
verrons plus tard sont des conditions nécessaires et suffisantes pour que la surface soit
immergée isométriquement dans l’espace ambiant ad hoc.

3.4.1 Équations de compatibilité pour les surfaces de S2 ×R et
H2 × R

Bien que nous intéressant au cas n = 2, toute cette section est également valable
pour n > 2. Soit Mn = Sn ou Mn = Hn. On notera κ la courbure sectionnelle (constante)
de Mn qui sera respectivement 1 ou −1. Nous noterons ∇ la connexion de Levi-Civita
de Mn × R et R son tenseur de courbure. D’autre part, nous noterons par ∂

∂t
le champ

de vecteurs unitaire qui donne l’orientation de R dans Mn × R.
Soit N une hypersurface orientable de Mn ×R et ν un vecteur normal unitaire. Soit

A la seconde forme fondamentale associée à l’immersion de N dans Mn × R et définie
par

AX = −∇Xν.

Soit également T la projection du vecteur ∂
∂t

sur le fibré tangent TN . Considérons enfin
la fonction f définie par :

f :=
〈
ν,
∂

∂t

〉
.
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Il est clair que :
∂

∂t
= T + fν,

et par conséquent comme ∂
∂t

est unitaire :

||T ||2 + f 2 = 1.

Intéressons-nous au tenseur de courbure de Mn × R pour des vecteurs tangents à N .

Proposition 3.2. Pour X,Y, Z,W ∈ Γ(TN), on a :

〈
R(X,Y )Z,W

〉
= κ

(
〈X,Z〉〈Y,W 〉 − 〈Y, Z〉〈X,W 〉

−〈Y, T 〉〈W,T 〉〈X,Z〉 − 〈X,T 〉〈Z, T 〉〈Y,W 〉
+〈X,T 〉〈W,T 〉〈Y, Z〉 + 〈Y, T 〉〈Z, T 〉〈X,W 〉

)
,

et

〈
R(X,Y )ν, Z

〉
= κf

(
〈X,Z〉〈Y, T 〉 − 〈Y, Z〉〈X,T 〉

)
.

Preuve : Comme ∂
∂t

est parallèle, on a :

〈
R(X, Y )Z,W

〉
=

〈
RMn(Xt, Yt)Zt,Wt

〉

= κ (〈Xt, Zt〉〈Yt,Wt〉 − 〈Yt, Zt〉〈Xt,Wt〉)

où pour un vecteur X, Xt représente la partie tangente à Mn, c’est-à-dire

Xt = X −
〈
X,

∂

∂t

〉
∂

∂t
.

En remarquant simplement que si X est tangent à N , alors
〈
X, ∂

∂t

〉
= 〈X,T 〉 et en

remplaçant dans l’expression du tenseur de courbure que nous venons de donner, on
obtient le résultat.
Pout la seconde identité, on utilise la relation

νt = ν − f
∂

∂t
.

�

Remarque 23. Si le couple (X,Y) est orthonormé, on obtient :

R(X, Y,X, Y )
〉

= κ(1 − 〈Y, T 〉2 − 〈X,T 〉2),

ce qui, dans le cas où n = 2, donne :

R1212 = κ(1 − ||T ||2) = κf2.

Le fait que
∂

∂t
soit parallèle permet de plus d’obtenir les identités suivantes :
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Proposition 3.3. Pour X ∈ X(N), on a :

∇XT = fAX,

et
df(X) = −〈AX, T 〉.

Preuve : On sait que ∇X
∂
∂t

= 0 et ∂
∂t

= T + fν, d’où :

0 = ∇XT + df(X)ν + f∇Xν

= ∇XT + 〈AX, T 〉ν + df(X)ν − fAX.

Il suffit de considérer les parties tangentielles et normales pour obtenir les deux identités.
�

.

Définition 3.4 (Équations de compatibilité). On dit que (N, 〈., .〉, A, T, f) vérifie les
équations de compatibilité pour Mn × R si et seulement si pour tout X, Y, Z ∈ X(N) :

R(X, Y )Z =〈AX,Z〉AY − 〈AY,Z〉AX(3.20)

+ κ
(
〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X − 〈Y, T 〉〈X,Z〉T

− 〈X,T 〉〈Z, T 〉Y + 〈X,T 〉〈Y, Z〉T + 〈Y, T 〉〈Z, T 〉X
)
,

(3.21) ∇XAY −∇YAX − A[X, Y ] = κf(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ),

(3.22) ∇XT = fAX, et

(3.23) df(X) = −〈AX, T 〉.

Remarque 24. Les relations (3.20) et (3.21) sont les équations de Gauss et Codazzi
pour une immersion isométrique dans Mn × R.

3.4.2 Équations de compatibilité pour les surfaces de E(κ, τ),
τ 6= 0

Soit E(κ, τ) un 3-espace homogène dont le groupe d’isométries est de dimension 4,
dont la courbure de la base est κ et celle de la fibration τ . Nous noterons ∇ la connexion
de Levi-Civita de E(κ, τ) et R son tenseur de courbure. Soit N une hypersurface orien-
table de E(κ, τ), ∇ sa connexion de Levi-Civita et ν le champ normal unitaire sortant
à N . Soit A la seconde forme fondamentale associée à l’immersion de N dans E(κ, τ),
définie par

AX = −∇Xν.
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Le vecteur vertical ξ se décompose en une partie tangente et une partie normale à N ,
ce que l’on peut écrire

ξ = T + fν,

où T ∈ X(N) et f = 〈ξ, ν〉. De plus, ξ étant unitaire, on a

||T ||2 + f 2 = 1.

Nous pouvons maintenant donner les équations de Gauss et Codazzi pour les surfaces
de E(κ, τ).

Proposition 3.5. Pour X, Y, Z,W ∈ X(N), on a

〈
R(X, Y )Z,W

〉
= (κ− 3τ 2) 〈R0(X, Y )Z,W 〉 + (κ− 4τ 2) 〈R1(T ;X, Y )Z,W 〉 ,

et
R(X, Y )ν = (κ− 4τ 2)f

(
〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y

)
,

où R0 et R1 sont les tenseurs définis dans la Proposition 3.1.

Preuve : On utilise la Proposition 3.1 en remarquant que pour un vecteur X tangent à
N , on a 〈X, ξ〉 = 〈X,T 〉. �

On déduit de cette proposition le corollaire suivant :

Corollaire 3.6. Les équations de Gauss et Codazzi dans E(κ, τ) sont

(3.24) K = det (A) + τ 2 + (κ− 4τ 2)f 2,

(3.25) ∇XAY −∇YAX − A[X, Y ] = (κ− 4τ 2)f
(
〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y

)
,

où K est la courbure de Gauss de N .

Le fait que ∇Xξ = τX ∧ ξ permet d’obtenir la Proposition suivante :

Proposition 3.7. Pour tout X ∈ X(N), on a

(3.26) ∇XT = f(AX − τJX),

(3.27) df(X) = −〈AX − τJX, T 〉 ,

où J est la rotation positive d’angle
π

2
sur TN.

Preuve : D’une part, on a

∇Xξ = ∇X(T + fν)

= ∇XT + df(X)ν + f∇Xν

= ∇XT + 〈AX, T 〉 ν + df(X)ν − fAX.
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D’autre part, nous avons

∇Xξ = τX ∧ ξ
= τX ∧ (T + fν)

= τ
(
〈JX, T 〉 ν − fJX

)
.

En identifiant les parties normales et tangentielles, on trouve les deux identités. �

Définition 3.8. On dit que (N, 〈·, ·〉 , A, T, f) vérifie les équations de compatibilité pour
E(κ, τ) si et seulement si les équations de Gauss et Codazzi et les équations (3.26) et
(3.27) sont satisfaites.

3.5 Champs de spineurs particuliers

La technique de caractérisation spinorielle des surfaces repose sur l’étude de la res-
triction aux surfaces de champs de spineurs ambiants particuliers comme les spineurs
parallèles de R3, les spineurs de Killing réels de S3 ou les spineurs de Killing imaginaires
de H3. Les espaces homogènes ne possèdent ni champs de spineurs parallèles, ni champs
de spineurs de Killing, mais des champs suffisamment particuliers pour obtenir des in-
formations géométriques sur la surface et notamment sur sa courbure. Nous allons ici
donner l’expression de ces spineurs particuliers qui généralisent les spineurs parallèles
et de Killing.

3.5.1 Champs de spineurs particuliers sur les surfaces de S2×R

et H2 × R

Avant de donner l’expression de ces spineurs particuliers pour le cas des espaces
produit S2 ×R et H2 ×R, nous allons voir que le fibré des spineurs de S2 ×R et H2 ×R

s’exprime respectivement en fonction de celui de S2 et H2. Pour voir ceci, commençons
par quelques rappels sur la restriction des spineurs à une hypersurface.

Fibré des spineurs de M2 × R

Tout d’abord, en tout dimension, comme Mn porte une structure spinorielle, Mn×R

en porte une également et les structures spinorielles de Mn et Mn × R sont en corres-
pondance. En effet, si on connait une structure spinorielle sur Mn ×R, il est bien connu
qu’elle induit une structure spinorielle sur Mn. D’autre part, si on se donne une structure

spinorielle sur Mn, alors, on peut la relever sur Mn ×R, ce qui donne un G̃l
+
(n,R)-fibré

principal sur Mn × R. On agrandit le groupe structural via le plongement :

G̃l
+
(n,R) →֒ G̃l

+
(n+ 1,R),

obtenu grâce au plongement standard :

Gl+(n,R) →֒ Gl+(n+ 1,R)
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donné par :

a 7−→
(

1 0
0 a

)

En restreignant cette structure à Mn, on retrouve notre structure spinorielle de départ
(cf [?]).

À partir de maintenant, nous nous intéressons au cas où n = 2. Nous allons déterminer
explicitement le fibré des spineurs de M2 × R. Nous avons vu dans la section 3.2.2 que

Σ(M2 × R)|M2
∼= ΣM2.

Donc si ϕ ∈ Γ(Σ(M2 × R)), on a pour tout t ∈ R :

ϕ(., t) ∈ Γ(ΣM2).

On a donc l’isomorphisme de fibrés vectoriels suivant :

β : Σ(M2 × R) −→ Σ(M2) ⊕ R

ϕ 7−→ (ϕ̃, 0),

où ⊕ est une somme directe de fibrés vectoriels et R le fibré sur R de fibre {0}. Cela
signifie simplement que la fibre Σ(x,t)(M

2×R) au dessus de chaque point (x, t) ∈ M2×R

n’est rien d’autre que la fibre ΣxM2 du fibré des spineurs de M2.
Une section de Σ(M2 × R) sera alors une application C∞

ϕ : R −→ Γ(Σ(M2))

t 7−→ ϕt.

Les champs particuliers

Dans toute la suite, nous privilégions des sections particulières intéressantes, les
sections constantes par rapport au paramètre t.

Nous avons la formule de Gauss spinorielle,

∇Xϕ = ∇Xϕ+
1

2
γ(AX)γ(ν)ϕ,

où ∇ est la connexion spinorielle sur M2 × R, ∇ la connexion spinorielle sur M2, γ la
multiplication de Clifford sur M2 × R et A l’application de Weingarten de l’immersion
de M2 dans M2 × R. Or, M2 étant totalement géodésique dans M2 × R, on obtient en
choisissant ϕt = ϕ0 un spineur de Killing sur M2, i.e. ∇Xϕ0 = ηγM2

(X)ϕ0 :

∇Xϕ = ∇Xϕ0

= ηγM2

(X)ϕ0

= ηγ(X)γ

(
∂

∂t

)
ϕ0

= ηγ(X)γ(
∂

∂t
)ϕ
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D’autre part, l’élément de volume complexe ωC = −e1 · e2 · ∂
∂t

agissant comme l’identité,
on a donc

γ(e1)γ

(
∂

∂t

)
ϕ = γ(e2)γ(e1)γ(e2)γ

(
∂

∂t

)
ϕ

= −γ(e2)ϕ.

De même, on a

γ(e2)γ

(
∂

∂t

)
ϕ = −γ(e1)γ(e1)γ(e2)γ

(
∂

∂t

)
ϕ

= γ(e1)ϕ.

On en déduit donc

(3.28)





∇e1ϕ = −ηγ(e2)ϕ,

∇e2ϕ = ηγ(e1)ϕ,

∇ ∂
∂t
ϕ = 0.

Ces champs de spineurs particuliers sont les champs particuliers qui jouent le rôle des
champs de Killing dans S3 ou H3.

3.5.2 Champs de spineurs particuliers sur les surfaces de E(κ, τ),
τ 6= 0

Nous allons ici donner l’expression de spineurs définis sur E(κ, τ) et qui vont jouer
le rôle que jouent les spineurs de Killing dans les espaces modèles. Pour cela, nous
allons munir E(κ, τ) de sa structure spinorielle triviale. Nous considérons alors une
section constante ϕ. Grâce à l’expression locale de la dérivée covariante spinorielle et de
l’expression de symboles de Christoffel Γk

ij donnée dans la section 3.3.2, on peut calculer

explicitement ∇Xϕ. On rappelle que l’élément de volume complexe ωC

3 = −e1 · e2 · ξ agit
comme l’identité, ce qui implique

γ(e1)γ(e2)ϕ = −γ(e1)γ(e2)γ(e1)γ(e2)γ(ξ)ϕ
= γ(ξ)ϕ.

De même, on a

γ(e2)γ(ξ)ϕ = γ(e1)ϕ et γ(ξ)γ(e1)ϕ = γ(e2)ϕ.

L’expression de la dérivée covariante spinorielle étant donnée pour X ∈ X(E(κ, τ)) par

∇Xϕ = X(ϕ) +
1

4

3∑

i,j=1

〈∇Xei, ej〉 γ(ei)γ(ej)ϕ,
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on en déduit

∇e1ϕ =
1

4

(
Γ3

12γ(e2)γ(ξ)ϕ+ Γ2
13γ(ξ)γ(e2)ϕ

)

=
1

2
τγ(e2)γ(ξ)ϕ

=
1

2
τγ(e1)ϕ.

De la même manière, on montre que

∇e2ϕ =
1

2
τγ(e2)ϕ.

Enfin,

∇ξϕ =
1

4

(
Γ2

31γ(e1)γ(e2)ϕ+ Γ1
32γ(e2)γ(e1)ϕ

)

=
1

2

( κ
2τ

− τ
)
γ(e1)γ(e2)ϕ

=
1

2

( κ
2τ

− τ
)
γ(ξ)ϕ.

Nous avons donc un spineur particulier ϕ qui vérifie

(3.29)





∇e1ϕ =
1

2
τγ(e1)ϕ,

∇e2ϕ =
1

2
τγ(e2)ϕ

∇ξϕ =
1

2

( κ
2τ

− τ
)
γ(ξ)ϕ.

Remarque 25. Il y a un second spineur qui vérifie les mêmes relations et linéairement
indépendant de ϕ. Il est obtenu en prenant une section constante orthogonale à celle
prise pour ϕ. En effet, l’espace des spineurs de E(κ, τ) est de dimension complexe 2.

3.5.3 Spineurs de Killing généralisés

Dans les Sections 3.5.1 et 3.5.2, nous avons donné l’expression de champs de spineurs
particuliers sur M2×R et E(κ, τ). Nous nous intéressons ici à la restriction de ces champs
particuliers à une hypersurface, afin d’obtenir un champ de spineurs privilégié sur une
telle surface.

Sur les hypersurfaces de M2 × R

Soit (N, 〈·, ·〉) une surface orientable de M2 ×R, orientée par ν. La surface (N, 〈·, ·〉)
étant orientée, elle est munie d’une structure spinorielle induite de celle de M2 × R. De
plus, on a l’identification suivante entre les fibrés des spineurs :

Σ (M2 × R)|N ∼= ΣN.
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Comme nous l’avons déjà signalé plus haut, la formule de Gauss spinorielle relie la
connexion spinorielle ambiante à celle de la surface. Pour tout X ∈ X(N) et tout ψ ∈
Γ(Σ (M2 × R)), nous avons

(
∇Xψ

)∣∣N = ∇X

(
ψ∣∣N

)
+

1

2
γN(AX)ψ∣∣N

= ∇X

(
ψ∣∣N

)
+

1

2
γ(AX)γ(ν)ψ∣∣N ,

où γ est la multiplication de Clifford dans M2×R, γN la multiplication de Clifford dans
N et A l’opérateur de Weingarten de l’immersion de N dans M2 × R. Si on applique
cette formule au champ de spineurs particulier de M2 ×R donné en (3.28), on obtient :

∇Xϕ = ∇Xϕ− 1

2
γN(AX)ϕ

= ηγ(Xt)γ

(
∂

∂t

)
ϕ− 1

2
γN(AX)ϕ,

où Xt est la partie de X tangente à M2, c’est-à-dire,

Xt = X −
〈
X,

∂

∂t

〉
∂

∂t

= X − 〈X,T 〉T − f 〈X,T 〉 ν.

On en déduit donc

∇Xϕ = ηγ(X)γ

(
∂

∂t

)
ϕ− η

〈
X,

∂

∂t

〉
γ

(
∂

∂t

)
γ

(
∂

∂t

)
ϕ− 1

2
γN(AX)ϕ

= ηγ(X)γ

(
∂

∂t

)
ϕ+ η

〈
X,

∂

∂t

〉
ϕ− 1

2
γN(AX)ϕ

= ηγ(X)γ(T )ϕ+ ηfγ(X)γ(ν)ϕ+ η 〈X,T 〉ϕ− 1

2
γN(AX)ϕ.

D’autre part, si l’on note ω = e1 ·
N
e2 l’élément de volume réel sur N , on a les relations

suivantes : {
γ(X) = −γN(X)γN(ω),
γ(ν) = γN(ω).

En remplaçant, et en utilisant le fait que ω2 = −1 et que ω anticommute avec les
vecteurs tangents à N , on obtient

∇Xϕ = ηγN(X)γN(ω)γN(T )γN(ω)ϕ+ η 〈X,T 〉ϕ− ηfγN(X)γN(ω)γN(ω)ϕ− 1

2
γN(AX)ϕ

Nous pouvons réécrire cette relation de la façon suivante :

∇Xϕ = ηX · T · ϕ+ ηfX · ϕ+ η 〈X,T 〉ϕ− 1

2
AX · ϕ.(3.30)

où “·” représente la multiplication de Clifford sur N .
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Définition 3.9. Un spineur vérifiant l’équation (3.30) est appelé un spineur de Killing
généralisé.

Proposition 3.10. i) Si η = 1
2
, alors la norme d’un spineur de Killing généralisé est

constante.

ii) Si η = i
2
, alors la norme d’un spineur de Killing généralisé satisfait pour tout

X ∈ X(N) :

X|ϕ|2 = ℜe 〈iX · T · ϕ+ ifX · ϕ, ϕ〉 .

Preuve : Il suffit de calculer X|ϕ|2 pour tout X ∈ X(N). En effet,

X|ϕ|2 = 2ℜe 〈∇Xϕ, ϕ〉 .

On remplace ∇Xϕ par son expression donnée par (3.31), et dans le cas où η = 1
2
, on

utilise le lemme suivant :

Lemme 3.11. Soit ψ un champ de spineurs et β une 1-forme ou une 2-forme réelle,
alors on a :

ℜe 〈β · ψ, ψ〉 = 0.

On déduit alors facilement de ce lemme que

ℜe 〈A(X) · ϕ, ϕ〉 = 0,

ainsi que

ℜe 〈fX · ϕ, ϕ〉 = 0.

Enfin, toujours grâce à ce même lemme, on voit facilement que :

ℜe 〈X · T · ϕ, ϕ〉 + ℜe 〈〈X,T 〉ϕ, ϕ〉 = 0.

Si η = i
2
, les trois premiers termes ne sont plus nuls et un calcul immédiat donne le

résultat attendu. �

Remarque 26. Dans le cas où η = i
2
, la norme de ϕ n’est pas constante. Cependant,

on peut voir que ϕ ne s’annule jamais.

Sur les Hypersurfaces de E(κ, τ)

Dans cette section, nous allons donner l’expression de la restriction à une surface d’un
3-espace homogène E(κ, τ). Soit (N, 〈·, ·〉) une surface orientable de E(κ, τ), orientée par
ν. La surface (N, 〈·, ·〉) étant orientée, elle est munie d’une structure spinorielle induite
de celle de E(κ, τ). De plus, on a l’identification suivante entre les fibrés des spineurs

Σ E(κ, τ)∣∣N
∼= ΣN.



96 CHAPITRE 3. CARACTÉRISATION SPINORIELLE DES SURFACES

D’autre part, pour tout X ∈ X(N) et tout ψ ∈ Γ(Σ E), nous avons la formule de Gauss
qui relie les connexions spinorielles

(
∇Xψ

)∣∣N = ∇X

(
ψ∣∣N

)
+

1

2
γN(AX)ψ

= ∇X

(
ψ∣∣N

)
+

1

2
γ(AX)γ(ν)ψ,

où γ est la multiplication de Clifford dans E(κ, τ), γN la multiplication de Clifford dans
N et A l’opérateur de Weingarten de l’immersion de N dans E(κ, τ). Pour le champ de
spineurs particulier défini en (3.29), l’équation de Gauss spinorielle devient

∇X

(
ϕ∣∣N

)
=
τ

2
γ(X̃)ϕ∣∣N +

1

2

( κ
2τ

− τ
)
xγ(ξ)ϕ∣∣N − 1

2
γN(AX)ϕ∣∣N ,

où X̃ et x sont définis comme dans la section 3.3.6 par :

X = X̃ + xξ,

c’est-à-dire x = 〈X,T 〉 et

X̃ = X − 〈X,T 〉 ξ
= X − 〈X,T 〉T − f 〈X,T 〉 ν.

On a donc finalement

∇Xϕ =
τ

2
γ(X)ϕ− τ

2
〈X,T 〉 γ(T )ϕ− τ

2
fγ(ν)ϕ

+
1

2

( κ
2τ

− τ
)
〈X,T 〉 γ(T )ϕ+

1

2

( κ
2τ

− τ
)
f 〈X,T 〉 γ(ν)ϕ− 1

2
γN(AX)ϕ

=
τ

2
γ(X)ϕ− α

2
〈X,T 〉 γ(T )ϕ− α

2
f 〈X,T 〉 γ(ν)ϕ− 1

2
γ(AX)γ(ν)ϕ,

où l’on a posé α = 2τ − κ
2τ

. D’autre part, si l’on note ω = e1 ·
N
e2 l’élément de volume

réel sur N , on a les relations suivantes :

{
γ(X) = −γN(X)γN(ω),
γ(ν) = γN(ω).

En remplaçant, et en utilisant le fait que ω2 = −1, on obtient

(3.31) ∇Xϕ = −τ
2
X · ω · ϕ+

α

2
〈X,T 〉T · ω · ϕ− α

2
f 〈X,T 〉ω · ϕ− 1

2
AX · ϕ,

où “·” représente sans ambigüıté la multiplication de Clifford sur N .
On rappelle que le fibré des spineurs ΣN se décompose en

ΣN = Σ+N ⊕ Σ−N,
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où Σ±N est l’espace propre pour la valeur propre ±1 sous l’action de l’élément de
volume complexe ω2 = iω. Dans cette décomposition, ϕ s’écrit ϕ = ϕ+ + ϕ−, et l’on
définit

ϕ = ω2 · ϕ = ϕ+ − ϕ−.

L’équation (3.31) peut alors se réécrire sous la forme

(3.32) ∇Xϕ = i
τ

2
X · ϕ− i

α

2
〈X,T 〉T · ϕ+ i

α

2
f 〈X,T 〉ϕ− 1

2
AX · ϕ.

Définition 3.12. Un spineur vérifiant l’équation (3.32) est appelé un spineur de Killing
généralisé.

Proposition 3.13. La norme d’un spineur de Killing généralisé est constante.

Preuve : Il suffit de calculer X|ϕ|2 pour tout X ∈ X(N). En effet,

X|ϕ|2 = 2ℜe 〈∇Xϕ, ϕ〉 .

On remplace ∇Xϕ par son expression donnée par (3.31), et on utilise le Lemme 3.11
pour conclure. �

3.6 Immersions isométriques dans S2 × R et H2 × R

Dans cette section nous donnons une caractérisation spinorielle des surfaces im-
mergées isométriquement dans les espaces produit S2 × R et H2 × R.

3.6.1 Les résultats

Voici les deux théorèmes que nous allons démontrer :

Théorème 3.14. Soit (N, 〈., .〉) une surface riemannienne connexe, simplement connexe
et orientée. Soient T un champ de vecteurs, f et H deux fonctions sur N vérifiant :





f 2 + ||T ||2 = 1,
〈∇XT, Y 〉 = 〈∇Y T,X〉, ∀X, Y ∈ χ(N),
2Hf = div (T ).

Enfin, soit A un champ d’endomorphismes sur N . Il y a équivalence entre la donnée :

i) d’une immersion isométrique F de N dans S2 × R de courbure moyenne H telle
que l’application de Weingarten associée à F par rapport à la normale ν est donnée
par :

dF ◦ A ◦ dF−1

et telle que
∂

∂t
= dF (T ) + fν.
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ii) d’un spineur ϕ solution de l’équation

∇Xϕ =
1

2
X · T · ϕ+

1

2
fX · ϕ+

1

2
〈X,T 〉ϕ− 1

2
AX · ϕ,

où A vérifie de plus :

∇XT = fAX,

et

df(X) = −〈AX, T 〉.

iii) d’une solution ϕ de l’équation de Dirac

Dϕ = Hϕ− 1

2
T · ϕ− fϕ,

de norme constante et telle que

df = −2Qϕ(T ) + fT.

Nous avons l’analogue pour le cas de H2 × R, c’est-à-dire η = i
2
.

Théorème 3.15. Soit (N, 〈., .〉) une surface riemannienne connexe, simplement connexe
et orientée. Soient T un champ de vecteurs, f et H deux fonctions sur N vérifiant :





f 2 + ||T ||2 = 1,
〈∇XT, Y 〉 = 〈∇Y T,X〉, ∀X, Y ∈ χ(N),
2Hf = div (T ).

Enfin, soit A un champ d’endomorphismes sur N . Il y a équivalence entre la donnée :

i) d’une immersion isométrique F de N dans H2 × R de courbure moyenne H telle
que l’application de Weingarten associée à F par rapport à la normale ν est donnée
par :

dF ◦ A ◦ dF−1

et telle que
∂

∂t
= dF (T ) + fν.

ii) d’un spineur ϕ solution de l’équation

∇Xϕ =
i

2
X · T · ϕ+

i

2
fX · ϕ+

i

2
〈X,T 〉ϕ− 1

2
AX · ϕ,

où A vérifie de plus :

∇XT = fAX,

et

df(X) = −〈AX, T 〉.
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iii) d’une solution ϕ de l’équation de Dirac

Dϕ = Hϕ− i

2
T · ϕ− ifϕ,

ne s’annulant jamais, vérifiant :

X|ϕ|2 = ℜe
(
iX · T · ϕ+ ifX · ϕϕ

)

et
df = −2Qϕ(T ) −B(T ),

où B est le tenseur défini dans le Lemme 3.19.

3.6.2 Une condition nécessaire et suffisante

Commençons par rappeler ce résultat de B. Daniel ([?]) qui donne une condition
nécessaire et suffisante à l’existence d’une immersion isométrique d’une surface N sim-
plement connexe et orientée dans S2 × R ou H2 × R.

Théorème 3.16 (Daniel [?]). Soit (N, 〈., .〉) une surface simplement connexe orientée
et ∇ sa connexion de Levi-Civita. Soit A un champ d’endomorphismes symétriques
Ay : TyN −→ TyN , T un champ de vecteurs sur N et f une fonction lisse sur N ,
tels que ||T ||2 + f 2 = 1. Si (〈., .〉, A, T, f) satisfait aux équations de compatibilité pour
M2 × R. Alors, il existe une immersion isométrique :

F : N −→ M2 × R

tel que l’opérateur de Weingarten de l’immersion par rapport à la normale ν associée à
F soit :

dF ◦ A ◦ dF−1

et telle que
∂

∂t
= dF (T ) + fν.

De plus, l’immersion est unique à une isométrie globale de M2 ×R qui préserve l’orien-
tation de R.

3.6.3 Spineurs de Killing généralisés et équations de compati-
bilité

Dans un premier temps, nous montrons que l’existence d’un spineur de Killing
généralisé implique les équations de Gauss et Codazzi. Soit alors (N, 〈·, ·〉) une surface
orientable qui possède un spineur de Killing généralisé, c’est-à-dire un spineur solu-
tion de l’équation (3.30). Nous allons voir que les conditions d’intégrabilité pour cette
équation sont exactement les conditions de Gauss et Codazzi.

Proposition 3.17. Soit (N, 〈·, ·〉) une surface orientable admettant une solution non
triviale de l’équation (3.30) et telle que les équations (3.22) et (3.23) soient vérifiées.
Alors les équations de Gauss et Codazzi pour M2 × R sont satisfaites.
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Preuve : La preuve de cette proposition repose sur le calcul du tenseur de courbure
spinoriel appliqué au champ de spineurs ϕ solution de l’équation (3.30), i.e.

R(X,Y )ϕ = ∇X∇Y ϕ−∇Y ∇Xϕ−∇[X,Y ]ϕ,

pour X, Y ∈ X(N). En utilisant l’expression donnée par (3.30), les équations (3.22) et
(3.23), le fait que ω2 = −1 et que ω anticommute avec les vecteurs tangents à N , on
obtient :

∇X∇Y ϕ = ηfY · AX · ϕ︸ ︷︷ ︸
α1(X,Y )

+ η2Y · T ·X · T · ϕ︸ ︷︷ ︸
α2(X,Y )

+ η2fY · T ·X · ϕ︸ ︷︷ ︸
α3(X,Y )

− η

2
Y · T · AX · ϕ
︸ ︷︷ ︸

−α4(X,Y )

− η 〈AX, T 〉Y · ϕ︸ ︷︷ ︸
−α5(X,Y )

+ η2fY ·X · T · ϕ︸ ︷︷ ︸
α6(X,Y )

+ η2 〈X,T 〉Y · T · ϕ︸ ︷︷ ︸
α7(X,Y )

+ η2f 2Y ·X · ϕ︸ ︷︷ ︸
α8(X,Y )

+ η2f 〈X,T 〉Y · ϕ︸ ︷︷ ︸
α9(X,Y )

− η

2
fY · AX · ϕ
︸ ︷︷ ︸

−α10(X,Y )

+ ηf 〈Y,AX〉ϕ︸ ︷︷ ︸
α11(X,Y )

+ η2 〈Y, T 〉X · T · ϕ︸ ︷︷ ︸
α12(X,Y )

+ η2f 〈Y, T 〉X · ϕ︸ ︷︷ ︸
α13(X,Y )

+ η2 〈X,T 〉 〈Y, T 〉ϕ︸ ︷︷ ︸
α14(X,Y )

− η

2
〈Y, T 〉AX · ϕ

︸ ︷︷ ︸
−α15(X,Y )

− 1

2
∇X(AY ) · ϕ
︸ ︷︷ ︸

−α16(X,Y )

− η

2
AY ·X · T · ϕ
︸ ︷︷ ︸

−α17(X,Y )

− η

2
fAY ·X · ϕ
︸ ︷︷ ︸

−α18(X,Y )

− η

2
〈X,T 〉AY · ϕ

︸ ︷︷ ︸
−α19(X,Y )

+
1

4
AY · AX · ϕ
︸ ︷︷ ︸

α20(X,Y )

+ η∇XY · T · ϕ︸ ︷︷ ︸
α21(X,Y )

+ ηf∇XY · ϕ︸ ︷︷ ︸
α22(X,Y )

+ η 〈∇XY, T 〉ϕ︸ ︷︷ ︸
α23(X,Y )

Autrement dit,

∇X∇Y ϕ =
23∑

i=1

αi(X,Y ),

et il est alors clair que par symétrie,

∇Y ∇Xϕ =
23∑

i=1

αi(Y,X).

D’autre part, on a

∇[X,Y ]ϕ = η[X, Y ] · T · ϕ︸ ︷︷ ︸
β1([X,Y ])

+ ηf [X, Y ] · ϕ︸ ︷︷ ︸
β2([X,Y ])

+ η 〈[X,Y ], T 〉ϕ︸ ︷︷ ︸
β3([X,Y ])

− 1

2
A[X, Y ] · ϕ
︸ ︷︷ ︸

−β4([X,Y ])

.
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Comme la connexion ∇ est sans torsion, on a :

∇XY −∇YX − [X, Y ] = 0,

et de ce fait

α21(X,Y ) − α21(Y,X) − β1([X,Y ]) = 0,

α22(X,Y ) − α22(Y,X) − β2([X, Y ]) = 0,

α23(X, Y ) − α23(Y,X) − β3([X, Y ]) = 0.

D’autre part, par symétrie, il est clair que

α11(X, Y ) − α11(Y,X) = 0

et

α14(X, Y ) − α14(Y,X) = 0.

D’autres termes se simplifient par symétrie. Plus précisément, nous avons :

α1(X, Y ) + α10(X, Y ) + α18(X,Y ) − α1(Y,X) − α10(Y,X) − α18(Y,X) = 0,

ainsi que
α3(X,Y ) + α6(X, Y ) − α3(Y,X) − α6(Y,X) = 0,

et enfin,

α4(X, Y ) + α5(X, Y ) + α15(X, Y ) + α17(X, Y ) + α19(X,Y )

−α4(Y,X) − α5(Y,X) − α15(Y,X) − α17(X, Y ) − α19(X,Y ) = 0.

D’autre part, les termes α2, α7, α8 et α12 se combinent. En effet, si on pose

α = α2 + α7 + α8 + α12,

alors :

α(X, Y ) − α(Y,X) = η2
[
f 2 (Y ·X −X · Y ) + Y · T ·X · T −X · T · Y · T

]
· ϕ

= η2
[
f 2 (Y ·X −X · Y ) + ||T ||2 (Y ·X −X · Y )

]
· ϕ

−2η2 (〈X,T 〉Y · T − 〈Y, T 〉X · T ) · ϕ

En faisant maintenant le choix de prendre pour X et Y une base orthonormée {e1, e2},
on a

α(e1, e2) − α(e2, e1) = −2η2e1 · e2 · ϕ+ 2η2
[
− T1e2 (T1e1 + T2e2) + T2e2 (T1e1 + T2e2)

]
· ϕ

= −2η2ω · ϕ+ 2η2 (T 2
1ω · +T1T2 − T1T2 + T 2

2ω·)ϕ

= −2η2f 2ω · ϕ.
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Enfin, toujours avec X = e1 et Y = e2, nous avons :

α9(e1, e2) + α13(e1, e2) − α9(e2, e1) − α13(e2, e1) = 2T · ω · ϕ = −2J(T ) · ϕ,

où J est la rotation positive d’angle π
2

sur TM Nous obtenons donc finalement :

R(e1, e2)ϕ =
1

4
(Ae2 · Ae1 − Ae1 · Ae2) · ϕ− 2η2f 2ω · ϕ

−1

2
d∇A(e1, e2) · ϕ− 2JT · ϕ.

En utilisant l’identité de Ricci (3.4)

R(e1, e2)ϕ = −1

2
R1212e1 · e2 · ϕ,

nous obtenons :

R1212 − det (A) − κf2

︸ ︷︷ ︸
G


ω · ϕ =


d∇A(e1, e2) + κ2fJ(T )︸ ︷︷ ︸

C


 · ϕ,

c’est-à-dire
Gω · ϕ = C · ϕ,

où G est une fonction et C un champ de vecteurs. Or on rappelle que ω ·ϕ = −iϕ, d’où

C · ϕ± = ±iGϕ∓.

On en déduit donc
||C||2ϕ± = −G2ϕ±.

Comme ϕ est un champ de spineur non trivial solution de (3.30), par la Proposition
3.10, ϕ+ et ϕ− ne peuvent pas être nuls en même temps. Donc C = 0 et G = 0. Or le
fait que G = 0 n’est autre que la condition de Gauss et C = 0 la condition de Codazzi,
ce qui achève la preuve. �

3.6.4 Équation de Killing généralisée et équation de Dirac

Si un champ de spineur ϕ est solution de l’équation des spineurs de Killing (3.30),
alors en traçant cette équation, ϕ est également solution de l’équation de Dirac corres-
pondante :

(3.33) Dϕ = Hϕ− ηT · ϕ− 2ηfϕ.

Nous allons voir que cette équation pour un spineur dont la norme satisfait à la Pro-
position 3.10 est équivalente à l’équation (3.30). Pour montrer cela, commençons par le
lemme suivant :
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Lemme 3.18. Soit ϕ une solution non triviale de l’équation des spineurs de Killing
généralisé (3.30). Alors l’endomorphisme symétrique A est donné par :

A(X, Y ) = 2Qϕ(X, Y ) +B(X, Y ),

où Qϕ est le tenseur d’impulsion-énergie associé au spineur ϕ, et B le l’endomorphisme
symétrique défini par :

B(X,Y ) = −2ℜe 〈η 〈X, Y 〉T · ϕ, ϕ〉 − 2ℜe 〈ηf 〈X, Y 〉ϕ, ϕ〉
−ℜe 〈η (〈X,T 〉Y + 〈Y, T 〉X) · ϕ, ϕ〉

On rappelle que le tenseur d’impulsion-énergie associé au spineur ϕ est le 2-tenseur
symétrique défini par :

Qϕ(X, Y ) :=
1

2
ℜe
〈
X · ∇Y ϕ+ Y · ∇Xϕ, ϕ/|ϕ|2

〉
.

Preuve : Il suffit de calculer le tenseur d’impulsion-énergie Qϕ en utilisant le fait que ϕ
est solution de l’équation (3.30). �

Lemme 3.19. – Si η = 1
2
, alors B = −f Id .

– Si η = i
2
, alors B vérifie :





B11 = −ℜe 〈iT · ϕ, ϕ〉 − ℜe 〈iT1e1 · ϕ, ϕ〉
B12 = B21 = 1

2
ℜe 〈i(T1e2 + T2e1) · ϕ, ϕ〉

B22 = −ℜe 〈iT · ϕ, ϕ〉 − ℜe 〈iT2e2 · ϕ, ϕ〉

Preuve : Il suffit de remplacer dans l’expression du Lemme 3.18. �

Rappelons que tout spineur ϕ se décompose sous l’action de la forme volume com-
plexe ω2 en ϕ = ϕ+ + ϕ−, avec ω2 · ϕ± = ±ϕ±. Nous avons alors :

(3.34) Dϕ± = Hϕ∓ − ηT · ϕ± − 2ηfϕ∓.

On définit les endomorphismes suivants :

Q±
ϕ (X, Y ) = ℜe

〈
∇Xϕ

±, Y · ϕ∓〉 ,

et

B±(X, Y ) = −ℜe
〈
ηX · T · ϕ±, Y · ϕ∓〉−ℜe

〈
η 〈X,T 〉ϕ±, Y · ϕ∓〉

−ℜe
〈
ηfX · ϕ∓, Y · ϕ∓〉

D’autre part, nous posons
A± = Q±

ϕ +B±,

et

W =
A+

|ϕ−|2 − A−

|ϕ+|2 .

À partir de maintenant, nous allons diviser notre étude en deux cas, η = 1
2

et η = i
2
.
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Le cas η = 1
2

: Dans ce cas, nous supposerons que le spineur ϕ est de norme constante
et nous allons montrer qu’alors W est identiquement nul. Pour cela, nous allons montrer
qu’il est symétrique, à trace nulle et de rang inférieur à 1. Commençons par la trace
avec le lemme suivant :

Lemme 3.20. Les endomorphismes Q±
ϕ et B± vérifient :

1. tr (Q±
ϕ ) = −H|ϕ∓|2 + 1

2
ℜe 〈T · ϕ±, ϕ∓〉 + f |ϕ∓|2.

2. tr (B±) = −1
2
ℜe 〈T · ϕ±, ϕ∓〉 − f |ϕ∓|2.

Preuve : Pour Q±
ϕ , nous avons :

tr (Q±
ϕ ) = Q±

ϕ (e1, e1) +Q±
ϕ (e2, e2)

= ℜe
〈
∇e1ϕ

±, e1 · ϕ∓〉+
〈
∇e2ϕ

±, e2 · ϕ∓〉

= −ℜe
〈
Dϕ±, ϕ∓〉

= −H|ϕ∓|2 +
1

2
ℜe
〈
T · ϕ±, ϕ∓〉+ ℜe

〈
fϕ∓, ϕ∓〉 .

Pour B±, nous avons

tr (B±) = B±(e1, e1) +B±(e2, e2)

= −ℜe
〈
T · ϕ±, ϕ∓〉+

1

2
ℜe
〈
T · ϕ±, ϕ∓〉−ℜe

〈
fϕ∓, ϕ∓〉

= −1

2
ℜe
〈
T · ϕ±, ϕ∓〉− f |ϕ∓|2.

�

Passons maintenant au lemme suivant qui donne le défaut de symétrie des endomor-
phismes Q±

ϕ et B±.

Lemme 3.21. Les endomorphismes Q±
ϕ et B± vérifient :

1. Q±
ϕ (e1, e2) = Q±

ϕ (e2, e1) + 1
2
ℜe 〈ω · T · ϕ±, ϕ∓〉 ,

2. B±(e1, e2) = B±(e2, e1) − 1
2
ℜe 〈ω · T · ϕ±, ϕ∓〉 .

Preuve : Calculons Q±
ϕ (e1, e2).

Q±
ϕ (e1, e2) = ℜe

〈
∇e1ϕ

±, e2 · ϕ∓〉

= ℜe
〈
e1 · ∇e1ϕ

±, e1 · e2 · ϕ∓〉

= ℜe
〈
Dϕ±, ω · ϕ∓〉−ℜe

〈
e2 · ∇e2ϕ

±, e1 · e2 · ϕ∓〉

= ℜe
〈
Dϕ±, ω · ϕ∓〉+Q±

ϕ (e2, e1).

En utilisant (3.34), on obtient :

ℜe
〈
Dϕ±, ω · ϕ∓〉 = ℜe

〈
Hϕ∓, ω · ϕ∓〉− 1

2
ℜe
〈
T · ϕ±, ω · ϕ∓〉− fℜe

〈
ϕ∓, ω · ϕ∓〉

= −1

2
ℜe
〈
T · ϕ±, ω · ϕ∓〉

=
1

2
ℜe
〈
ω · T · ϕ±, ϕ∓〉 .
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Calculons maintenant B±(e1, e2) −B±(e2, e1)

B±(e1, e2) −B±(e2, e1) = −1

2
ℜe
〈
e1 · T · ϕ±, e2 · ϕ∓〉− 1

2
ℜe
〈
T1ϕ

±, e2 · ϕ∓〉

−1

2
ℜe
〈
fe1 · ϕ∓, e2 · ϕ∓〉+

1

2
ℜe
〈
e2 · T · ϕ±, e1 · ϕ∓〉

+
1

2
ℜe
〈
T2ϕ

±, e1 · ϕ∓〉+
1

2
ℜe
〈
fe2 · ϕ∓, e1 · ϕ∓〉

=
1

2
ℜe
〈
e2 · e1 · T · ϕ±, ϕ∓〉− 1

2
ℜe
〈
e1 · e2 · T · ϕ±, ϕ∓〉

+
1

2
ℜe
〈
(T1e2 − T2e1) · ϕ±, ϕ∓〉

= −ℜe
〈
ω · T · ϕ±, ϕ∓〉+

1

2
ℜe
〈
ω · T · ϕ±, ϕ∓〉

= −1

2
ℜe
〈
ω · T · ϕ±, ϕ∓〉 .

�

Nous déduisons de ces deux lemmes le corollaire suivant :

Lemme 3.22. L’endomorphisme W est symétrique et à trace nulle.

Preuve : On déduit du Lemme 3.20 que

tr (A±) = tr (Q±
ϕ ) + tr (B±)

= −H|ϕ∓|2 +
1

2
ℜe
〈
T · ϕ±, ϕ∓〉+ f |ϕ∓|2 − 1

2
ℜe
〈
T · ϕ±, ϕ∓〉− f |ϕ∓|2

= −H|ϕ∓|2

Donc

tr (W ) =
tr (A+)

|ϕ−|2 − tr (A−)

|ϕ+|2 = 0.

D’autre part, grâce au Lemme 3.21, nous avons :

A±(e1, e2) = Q±
ϕ (e1, e2) +B±(e1, e2)

= Q±
ϕ (e2, e1) +

1

2
ℜe
〈
ω · T · ϕ±, ϕ∓〉+B±(e2, e1) −

1

2
ℜe
〈
ω · T · ϕ±, ϕ∓〉

= Q±
ϕ (e2, e1) +B±(e2, e1) = A±(e2, e1).

Par conséquent, A+ et A− sont symétriques et donc W aussi. �

Enfin, nous avons ce dernier lemme qui assure que W est de rang inférieur à 1.

Lemme 3.23. Le champ d’endomorphisme W vérifie :

ℜe
〈
W (X) · ϕ−, ϕ+

〉
= 0

pour tout vecteur tangent X.
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Preuve : Tout d’abord, comme ϕ est de norme constante, pour tout champ de vecteur
tangent X, nous avons :

0 = X|ϕ|2
= X

(
|ϕ+|2 + |ϕ−|2

)

= 2ℜe
(
∇Xϕ

+, ϕ+
)

+ 2ℜe
(
∇Xϕ

−, ϕ−)

= 2ℜe
(
U(X) · ϕ−, ϕ+

)
,(3.35)

où U(X) :=
Q+

ϕ (X)

|ϕ−|2 − Q−
ϕ (X)

|ϕ+|2 . Pour simplifier les notations on pose

U+(X) :=
Q+

ϕ (X)

|ϕ−|2 et U−(X) :=
Q−

ϕ (X)

|ϕ+|2 .

On pose d’autre part

V +(X) :=
B+(X)

|ϕ−|2 , V −(X) :=
B−(X)

|ϕ+|2 et V = V + − V −.

Calculons alors ℜe (V (X) · ϕ−, ϕ+).

ℜe
(
V (X) · ϕ−, ϕ+

)
= ℜe

(
V +(X) · ϕ−, ϕ+

)
−ℜe

(
V −(X) · ϕ−, ϕ+

)

= ℜe
(
V +(X) · ϕ−, ϕ+

)
+ ℜe

(
V −(X) · ϕ+, ϕ−) .

Or,

ℜe
(
V +(X) · ϕ−, ϕ+

)
= ℜe

(
V +(X, e1)e1 · ϕ−, ϕ+

)
+ ℜe

(
V +(X, e2)e2 · ϕ−, ϕ+

)
.

Regardons de plus près le terme V +(X, e1)

V +(X, e1) = −1

2
ℜe
〈
X · T · ϕ+, e1 ·

ϕ−

|ϕ−|2
〉
− 1

2
ℜe 〈X,T 〉

〈
ϕ+, e1 ·

ϕ−

|ϕ∓|2
〉

−1

2
ℜe
〈
fX · ϕ−, e1 ·

ϕ−

|ϕ−|2
〉

De même, nous avons :

V +(X, e2) = −1

2
ℜe
〈
X · T · ϕ+, e2 ·

ϕ−

|ϕ−|2
〉
− 1

2
ℜe
〈
〈X,T 〉ϕ+, e2 ·

ϕ−

|ϕ−|2
〉

−1

2
ℜe
〈
fX · ϕ−, e2 ·

ϕ−

|ϕ−|2
〉

Comme
(
e1 · ϕ−

|ϕ−| , e2 ·
ϕ−

|ϕ−|

)
est une base orthonormée locale de Γ(Σ+N) pour le produit

scalaire ℜe 〈., .〉, on en déduit que

V +(X) · ϕ− = −1

2
X · T · ϕ+ − 1

2
〈X,T 〉ϕ+ − 1

2
fX · ϕ−.
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On en déduit alors que

ℜe
〈
V +(X) · ϕ−, ϕ+

〉
= −1

2
ℜe
〈
X · T · ϕ+, ϕ+

〉
− 1

2
ℜe
〈
〈X,T 〉ϕ+, ϕ+

〉

−1

2
ℜe
〈
fX · ϕ+, ϕ−〉 .

On peut voir facilement que pour tout champ de vecteur X,

ℜe
〈
X · T · ϕ+, ϕ+

〉
+ ℜe

〈
〈X,T 〉ϕ+, ϕ+

〉
= 0,

ce qui donne finalement :

ℜe
〈
V +(X) · ϕ−, ϕ+

〉
= −1

2
ℜe
〈
fX · ϕ+, ϕ−〉 .

De la même manière, on montre que :

ℜe
〈
V −(X) · ϕ+, ϕ−〉 = −1

2
ℜe
〈
fX · ϕ−, ϕ+

〉
.

On en conclut alors que

(3.36) ℜe
〈
V (X) · ϕ−, ϕ+

〉
= 0.

Comme W = U + V , on déduit de (3.35) et (3.36) que

ℜe
〈
W (X) · ϕ−, ϕ+

〉
= 0.

Ceci achève la preuve du lemme. �

Le fait que

ℜe
〈
W (X) · ϕ−, ϕ+

〉
= 0

implique que l’endomorphisme W est de rang inférieur ou égal à 1. Comme W est
également symétrique et à trace nulle, nous en déduisons

Proposition 3.24. Le champ d’endomorphismes W est identiquement nul.

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.25. Si ϕ est une solution non triviale de norme constante de l’équation
de Dirac (3.33), alors ϕ est une solution de l’équation des spineurs de Killing généralisés
(3.30).

Preuve : On pose F := A+ + A−. Le fait que W = 0 implique

(3.37)
F

|ϕ|2 =
A+

|ϕ−|2 =
A−

|ϕ+|2 .
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D’autre part, nous avons vu précédemment que pour tout champ de vecteurs X, nous
avons :

∇Xϕ = U+(X) · ϕ− + U−(X) · ϕ+

=
A+

|ϕ−|2 · ϕ− +
A−

|ϕ+|2 · ϕ+ − V +(X) · ϕ− − V −(X) · ϕ+,

ce qui donne grâce à (3.37)

(3.38) ∇Xϕ =
F (X)

|ϕ|2 · ϕ− V +(X) · ϕ− − V −(X) · ϕ+.

Le tenseur F est symétrique car A+ et A− le sont, est il est facile de vérifier que le
tenseur A := −2F est bien comme dans le Lemme 3.18 et que (3.42) donne :

∇Xϕ =
1

2
X · T · ϕ+

1

2
fX · ϕ+

1

2
〈X,T 〉ϕ− 1

2
AX · ϕ,

ce qui conclut la preuve. �

Il nous reste juste à finir la démonstration du Théorème 3.14, ce que nous ferons dans
la Section 3.6.5, la preuve étant la même dans les cas η = 1

2
et η = i

2
.

Le cas η = i
2

: Le schéma de preuve est le même que dans le cas η = 1
2
. Les différences

n’interviennent que dans les calculs et sont les suivantes. Nous supposerons pas ici que
le spineur ϕ est de norme constante, mais que sa norme vérifie :

X|ϕ|2 = ℜe 〈iX · T · ϕ+ ifX · ϕ, ϕ〉 .

D’autre part, le fait que η est imaginaire pur et non plus réel va modifier les calculs
puisque nous considérons le produit scalaire réel ℜe 〈·, ·〉. Comme précédemment, nous
allons montrer que W est identiquement nul. Nous utiliserons le même argument, à
savoir qu’il est symétrique, à trace nulle et de rang inférieur à 1. Commençons par la
trace avec le lemme suivant :

Lemme 3.26. Les endomorphismes Q±
ϕ et B± vérifient :

1. tr (Q±
ϕ ) = −H|ϕ∓|2 + 1

2
ℜe 〈iT · ϕ±, ϕ∓〉 .

2. tr (B±) = −1
2
ℜe 〈iT · ϕ±, ϕ∓〉 .

Preuve : Pour Q±
ϕ , nous avons :

tr (Q±
ϕ ) = Q±

ϕ (e1, e1) +Q±
ϕ (e2, e2)

= ℜe
〈
∇e1ϕ

±, e1 · ϕ∓〉+
〈
∇e2ϕ

±, e2 · ϕ∓〉

= −ℜe
〈
Dϕ±, ϕ∓〉

= −H|ϕ∓|2 +
1

2
ℜe
〈
iT · ϕ±, ϕ∓〉+ ℜe

〈
ifϕ∓, ϕ∓〉

= −H|ϕ∓|2 +
1

2
ℜe
〈
iT · ϕ±, ϕ∓〉 .
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Pour B±, nous avons

tr (B±) = B±(e1, e1) +B±(e2, e2)

= −ℜe
〈
iT · ϕ±, ϕ∓〉+

1

2
ℜe
〈
iT · ϕ±, ϕ∓〉−ℜe

〈
ifϕ∓, ϕ∓〉

= −1

2
ℜe
〈
iT · ϕ±, ϕ∓〉 .

�

Passons maintenant au lemme suivant qui donne le défaut de symétrie des endomor-
phismes Q±

ϕ et B±.

Lemme 3.27. Les endomorphismes Q±
ϕ et B± vérifient :

1. Q±
ϕ (e1, e2) = Q±

ϕ (e2, e1) ∓ 1
2
ℜe 〈ω · T · ϕ±, ϕ∓〉 ± f |ϕ∓|2,

2. B±(e1, e2) = B±(e2, e1) ± 1
2
ℜe 〈ω · T · ϕ±, ϕ∓〉 ∓ f |ϕ∓|2.

Preuve : Calculons Q±
ϕ (e1, e2).

Q±
ϕ (e1, e2) = ℜe

〈
∇e1ϕ

±, e2 · ϕ∓〉

= ℜe
〈
e1 · ∇e1ϕ

±, e1 · e2 · ϕ∓〉

= ℜe
〈
Dϕ±, ω · ϕ∓〉−ℜe

〈
e2 · ∇e2ϕ

±, e1 · e2 · ϕ∓〉

= ℜe
〈
Dϕ±, ω · ϕ∓〉+Q±

ϕ (e2, e1).

En utilisant (3.34), on obtient :

ℜe
〈
Dϕ±, ω · ϕ∓〉 = ℜe

〈
Hϕ∓, ω · ϕ∓〉− 1

2
ℜe
〈
iT · ϕ±, ω · ϕ∓〉− fℜe

〈
iϕ∓, ω · ϕ∓〉+

Or, nous savons que iω · ϕ± = ±ϕ±, d’où, nous avons :

ℜe
〈
Dϕ±, ω · ϕ∓〉 = ∓1

2
ℜe
〈
Tϕ±, ·ϕ∓〉± f |ϕ∓|2.

Calculons maintenant B±(e1, e2) −B±(e2, e1)

B±(e1, e2) −B±(e2, e1) = −1

2
ℜe
〈
ie1 · T · ϕ±, e2 · ϕ∓〉− 1

2
ℜe
〈
iT1ϕ

±, e2 · ϕ∓〉

−1

2
ℜe
〈
ife1 · ϕ∓, e2 · ϕ∓〉+

1

2
ℜe
〈
ie2 · T · ϕ±, e1 · ϕ∓〉

+
1

2
ℜe
〈
iT2ϕ

±, e1 · ϕ∓〉+
1

2
ℜe
〈
ife2 · ϕ∓, e1 · ϕ∓〉

= −ℜe
〈
iω · T · ϕ±, ϕ∓〉+

1

2
ℜe
〈
i(T1e2 − T2e1) · ϕ±, ϕ∓〉

+fℜe
〈
iωϕ±, ϕ±〉
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Or, (T1e2 − T2e1) = ω · T , d’où, nous obtenons :

B±(e1, e2) −B±(e2, e1) = −1

2
ℜe
〈
iω · T · ϕ±, ϕ∓〉+ fℜe

〈
iωϕ±, ϕ±〉

= ∓ℜe
〈
ω · T · ϕ±, ϕ∓〉± f |ϕ∓|2

�

Nous déduisons de ces deux lemmes le corollaire suivant :

Lemme 3.28. L’endomorphisme W est symétrique et à trace nulle.

Preuve : On déduit du Lemme 3.26 que

tr (A±) = tr (Q±
ϕ ) + tr (B±)

= −H|ϕ∓|2

Donc

tr (W ) =
tr (A+)

|ϕ−|2 − tr (A−)

|ϕ+|2 = 0.

D’autre part, grâce au Lemme 3.27, nous avons :

A±(e1, e2) = Q±
ϕ (e1, e2) +B±(e1, e2)

= Q±
ϕ (e2, e1) +B±(e2, e1) = A±(e2, e1).

Par conséquent, A+ et A− sont symétrique et donc W aussi. �

Enfin, nous avons ce dernier lemme qui assure que W est de rang inférieur à 1.

Lemme 3.29. Le champ d’endomorphisme W vérifie :

ℜe
〈
W (X) · ϕ−, ϕ+

〉
= 0

pour tout vecteur tangent X.

Preuve : Tout d’abord, comme la norme de ϕ satisfait pour tout champ de vecteur
tangent X :

X|ϕ|2 = ℜe 〈iX · T · ϕ+ ifX · ϕ, ϕ〉 ,
nous avons :

2ℜe
〈
U(X) · ϕ−, ϕ+

〉
= 2ℜe 〈∇Xϕ, ϕ〉
= ℜe

〈
iX · T · ϕ−, ϕ−〉+ ℜe

〈
iX · ϕ+, ϕ−〉(3.39)

ℜe
〈
iX · T · ϕ+, ϕ+

〉
+ ℜe

〈
iX · ϕ−, ϕ+

〉

où U(X) :=
Q+

ϕ (X)

|ϕ−|2 − Q−
ϕ (X)

|ϕ+|2 . Comme précédemment, on pose

U+(X) :=
Q+

ϕ (X)

|ϕ−|2 , U−(X) :=
Q−

ϕ (X)

|ϕ+|2 et V = V + − V −.
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On pose d’autre part

V +(X) :=
B+(X)

|ϕ−|2 et V −(X) :=
B−(X)

|ϕ+|2 .

Calculons alors ℜe (V (X) · ϕ−, ϕ+).

ℜe
(
V (X) · ϕ−, ϕ+

)
= ℜe

(
V +(X) · ϕ−, ϕ+

)
−ℜe

(
V −(X) · ϕ−, ϕ+

)

= ℜe
(
V +(X) · ϕ−, ϕ+

)
+ ℜe

(
V −(X) · ϕ+, ϕ−) .

Or,

ℜe
(
V +(X) · ϕ−, ϕ+

)
= ℜe

(
V +(X, e1)e1 · ϕ−, ϕ+

)
+ ℜe

(
V +(X, e2)e2 · ϕ−, ϕ+

)
.

Regardons de plus près le terme V +(X, e1)

V +(X, e1) = −1

2
ℜe
〈
iX · T · ϕ+, e1 ·

ϕ−

|ϕ−|2
〉
− 1

2
ℜe
〈
i 〈X,T 〉ϕ+, e1 ·

ϕ−

|ϕ∓|2
〉

−1

2
ℜe
〈
ifX · ϕ−, e1 ·

ϕ−

|ϕ−|2
〉

De même, nous avons :

V +(X, e2) = −1

2
ℜe
〈
iX · T · ϕ+, e2 ·

ϕ−

|ϕ−|2
〉
− 1

2
ℜe
〈
〈iX, T 〉ϕ+, e2 ·

ϕ−

|ϕ−|2
〉

−1

2
ℜe
〈
ifX · ϕ−, e2 ·

ϕ−

|ϕ−|2
〉

Comme
(
e1 · ϕ−

|ϕ−| , e2 ·
ϕ−

|ϕ−|

)
est une base orthonormée locale de Γ(Σ+N) pour le produit

scalaire ℜe 〈., .〉, on en déduit que

V +(X) · ϕ− = − i

2
X · T · ϕ+ − i

2
〈X,T 〉ϕ+ − i

2
fX · ϕ−.

On en déduit alors que

ℜe
〈
V +(X) · ϕ−, ϕ+

〉
= −1

2
ℜe
〈
iX · T · ϕ+, ϕ+

〉
− 1

2
ℜe
〈
i 〈X,T 〉ϕ+, ϕ+

〉

−1

2
ℜe
〈
ifX · ϕ+, ϕ−〉 .

On peut voir facilement que pour tout champ de vecteur X,

ℜe
〈
i 〈X,T 〉ϕ+, ϕ+

〉
= 0,

ce qui donne finalement :

ℜe
〈
V +(X) · ϕ−, ϕ+

〉
= −1

2
ℜe
〈
ifX · ϕ+, ϕ−〉− 1

2
ℜe
〈
iX · T · ϕ+, ϕ+

〉
.
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De la même manière, on montre que :

ℜe
〈
V −(X) · ϕ+, ϕ−〉 = −1

2
ℜe
〈
ifX · ϕ−, ϕ+

〉
− 1

2
ℜe
〈
iX · T · ϕ−, ϕ−〉 .

On en conclut alors que

ℜe
〈
V (X) · ϕ−, ϕ+

〉
= −1

2
ℜe
〈
iX · T · ϕ−, ϕ−〉− 1

2
ℜe
〈
iX · ϕ+, ϕ−〉

−1

2
ℜe
〈
iX · T · ϕ+, ϕ+

〉
− 1

2
ℜe
〈
iX · ϕ−, ϕ+

〉
.(3.40)

Comme W = U + V , on déduit de (3.39) et (3.40) que

ℜe
〈
W (X) · ϕ−, ϕ+

〉
= 0.

Ceci achève la preuve du lemme. �

Le fait que
ℜe
〈
W (X) · ϕ−, ϕ+

〉
= 0

implique que l’endomorphisme W est de rang inférieur ou éagl à 1. Comme W est
également ssymétrique est à trace nulle, nous en déduisons

Proposition 3.30. Le champ d’endomorphismes W est identiquement nul.

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.31. Si ϕ est une solution non triviale de norme constante de l’équation
de Dirac (3.33), alors ϕ est une solution de l’équation des spineurs de Killing généralisés
(3.30).

Preuve : On pose F := A+ + A−. Le fait que W = 0 implique

(3.41)
F

|ϕ|2 =
A+

|ϕ−|2 =
A−

|ϕ+|2 .

D’autre part, nous avons vu précédemment que pour tout champ de vecteurs X, nous
avons :

∇Xϕ = U+(X) · ϕ− + U−(X) · ϕ+

=
A+(X)

|ϕ−|2 · ϕ− +
A−(X)

|ϕ+|2 · ϕ+ − V +(X) · ϕ− − V −(X) · ϕ+,

ce qui donne grâce à (3.41)

(3.42) ∇Xϕ =
F (X)

|ϕ|2 · ϕ− V +(X) · ϕ− − V −(X) · ϕ+.

Le tenseur F est symétrique car A+ et A− le sont, est il est facile de vérifier que le
tenseur A := −2F est bien comme dans le Lemme 3.18 et que (3.42) donne :

∇Xϕ =
i

2
X · T · ϕ+

i

2
fX · ϕ+

i

2
〈X,T 〉ϕ− 1

2
AX · ϕ,

ce qui conclut la preuve. �

Nous pouvons maintenant passer à la preuve des Théorèmes 3.14 et 3.15.
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3.6.5 Preuve des Théorèmes 3.14 et 3.15

L’équivalence entre les points (i) et (ii) a été démontrée dans la section 3.6.3. Il est
d’autre part évident que (ii) implique (iii), il suffit de tracer. Enfin, il reste à montrer
que (iii) implique (ii). Nous avons vu dans la section 3.6.4 qu’un spineur solution de
l’équation de Dirac (3.33) et de norme constante est solution de l’équation des spineurs
de Killing généralisés (3.30). Il reste juste à montrer que l’on a

∇XT = fAX

et

df(X) = −〈AX, T 〉 .

La seconde identité est claire étant donné que

df = −2Qϕ(T ) −B(T )

et l’expression de A.

Pour montrer le premier point, on pose

a(X) := ∇XT − fAX.

Étant donné l’hypothèse 〈∇XT, Y 〉 = 〈∇Y T,X〉, il est clair que a est symétrique. D’autre
part, comme 2Hf = div (T ), on déduit que a est à trace nulle. Enfin, le fait que ∇TT =
−fdf implique la relation

∇TT = −2Qϕ(T ) −B(T ),

ce qui est équivalent à a(T ) = 0. Par conséquent, a est de rang inférieur à 1. On en
conclut donc que a est identiquement nul, ce qui signifie que pour tout champ de vecteurs
X sur N , on a :

∇XT = fAX.

Ceci achève la preuve. �

3.7 Immersions isométriques dans E(κ, τ )

Nous donnons ici une caractérisation spinorielle des surfaces immergées isométriquement
dans E(κ, τ), avec τ 6= 0.

3.7.1 Le résultat

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant :
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Théorème 3.32. Soit (N, 〈., .〉) une surface riemannienne connexe, simplement connexe
et orientée. Soient T un champ de vecteurs, f et H deux fonctions sur N vérifiant :





f 2 + ||T ||2 = 1,
〈∇XT, Y 〉 = 〈∇Y T,X〉 + 2τf 〈X, JY 〉 , ∀X, Y ∈ χ(N),
2Hf = div (T ).

Enfin, soit A un champ d’endomorphismes sur N . Il y a équivalence entre la donnée :

i) d’une immersion isométrique F de N dans E(κ, τ) de courbure moyenne H telle
que l’application de Weingarten associée à F par rapport à la normale ν est donnée
par :

dF ◦ A ◦ dF−1

et telle que
ξ = dF (T ) + fν.

ii) d’un spineur ϕ solution de l’équation

∇Xϕ = −τ
2
X · ω · ϕ+

α

2
〈X,T 〉T · ω · ϕ− α

2
f〈X,T 〉ω · ϕ− 1

2
AX · ϕ,

où A vérifie de plus :
∇XT = f(AX − τJX),

et
df(X) = −〈AX − τJX, T 〉.

iii) d’une solution ϕ de l’équation de Dirac

Dϕ = Hϕ+ τω · ϕ− α

2
||T ||2ω · ϕ− α

2
fT · ωϕ,

de norme constante et tel que

df = −2Qϕ(T ) −B(T ) − τJ(T ),

où B est le tenseur défini dans le Lemme 3.35.

3.7.2 Une condition nécessaire et suffisante

On rappelle le résultat suivant dû à B. Daniel ([?]), qui donne une condition nécessaire
et suffisante pour l’existence d’une immersion isométrique d’une surface N simplement
connexe et orientée dans E(κ, τ).

Théorème 3.33 (Daniel [?]). Soit (N, 〈., .〉) une surface simplement connexe orientée
et ∇ sa connexion de Levi-Civita. Soit A un champ d’endomorphismes symétriques
Ay : TyN −→ TyN , T un champ de vecteurs sur N et f une fonction lisse sur N ,
tels que ||T ||2 + f 2 = 1. Si (〈., .〉, A, T, f) satisfait aux équations de compatibilité pour
E(κ, τ). Alors, il existe une immersion isométrique :

F : N −→ E(κ, τ)
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telle que l’opérateur de Weingarten de l’immersion par rapport à la normale ν associée
à F soit :

dF ◦ A ◦ dF−1

et telle que
ξ = dF (T ) + fν.

De plus, l’immersion est unique à une isométrie globale de E(κ, τ) qui préserve l’orien-
tation de la base et des fibres.

3.7.3 Spineurs de Killing généralisés et équations de compati-
bilité

Si (N, 〈·, ·〉) est une surface orientable de E(κ, τ), orientée par ν, alors, comme nous
l’avons vu dans la section 3.5.3, il existe sur N un spineur de Killing généralisé. Sup-
posons maintenant que (N, 〈·, ·〉) est une surface orientable qui possède un spineur de
Killing généralisé, c’est-à-dire un spineur solution de l’équation (3.31). Nous allons voir
que les conditions d’intégrabilité pour cette équation sont exactement les conditions de
Gauss et Codazzi.

Proposition 3.34. Soit (N, 〈·, ·〉) une surface orientable admettant une solution non
triviale de l’équation (3.31) et telle que les équations (3.26) et (3.27) soient vérifiées.
Alors les équation de Gauss et Codazzi pour E(κ, τ) sont satisfaites.

Preuve : Comme précédemment, la preuve de cette proposition repose sur le calcul du
tenseur de courbure spinoriel appliqué au champ de spineurs ϕ solution de l’équation
(3.31). En utilisant l’expression donnée par (3.31), les équations (3.26) et (3.27), le fait
que ω2 = −1 et que ω anticommute avec les vecteurs tangents à N , on obtient :

∇X∇Y ϕ = − τ

2
(∇XY ) · ω · ϕ
︸ ︷︷ ︸

α1(X,Y )

+
τ 2

4
Y · X · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α2(X,Y )

− ατ

4
〈X,T 〉Y · T · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α3(X,Y )

− ατ

4
f 〈X,T 〉Y · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α4(X,Y )

− τ

4
Y · AX · ω · ϕ
︸ ︷︷ ︸

α5(X,Y )

+
α

2
〈∇XY, T 〉T · ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α6(X,Y )

+
α

2
f 〈Y,AX〉T · ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α7(X,Y )

− ατ

2
f 〈Y, JX〉T · ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α8(X,Y )

+
α

2
f 〈Y, T 〉AX · ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α9(X,Y )

− ατ

2
f 〈Y, T 〉 JX · ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α10(X,Y )

− ατ

2
f 〈Y, T 〉T ·X · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α11(X,Y )

− α2

4
〈X,T 〉 〈Y, T 〉 ||T ||2ϕ

︸ ︷︷ ︸
α12(X,Y )

+
α2

4
f 〈X,T 〉 〈Y, T 〉T · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α13(X,Y )

+
α

4
〈Y, T 〉T · AX · ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α14(X,Y )
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+
α

2
〈Y, T 〉 〈AX, T 〉ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α15(X,Y )

− ατ

2
〈Y, T 〉 〈JX, T 〉ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α16(X,Y )

− α

2
〈∇XY, T 〉ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α17(X,Y )

− α

2
f 2 〈Y,AX〉ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α18(X,Y )

+
ατ

2
f 2 〈Y, JX〉ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α19(X,Y )

+
ατ

4
f 〈Y, T 〉X · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α20(X,Y )

+
α2

4
f 〈X,T 〉 〈Y, T 〉T · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α21(X,Y )

− α2

4
f 2 〈X,T 〉 〈Y, T 〉ϕ

︸ ︷︷ ︸
α22(X,Y )

− α

4
f 〈Y, T 〉AX · ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α23(X,Y )

− τ

2

(
∇XAY

)
· ϕ

︸ ︷︷ ︸
α24(X,Y )

+
τ

4
AY ·X · ω · ϕ
︸ ︷︷ ︸

α25(X,Y )

− α

4
〈X,T 〉AY · T · ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α26(X,Y )

+
α

4
〈X,T 〉AY · ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
α27(X,Y )

+
1

4
AY · AX · ϕ
︸ ︷︷ ︸

α28(X,Y )

Finalement, on obtient

∇X∇Y ϕ =
28∑

i=1

αi(X, Y ),

et il est alors clair que

∇Y ∇Xϕ =
28∑

i=1

αi(Y,X).

D’autre part, on a

∇[X,Y ]ϕ = − τ

2
[X,Y ] · ω · ϕ
︸ ︷︷ ︸

β1([X,Y ])

+
α

2
〈[X, Y ], T 〉T · ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
β2([X,Y ])

− α

2
f 〈[X,Y ], T 〉ω · ϕ

︸ ︷︷ ︸
β3([X,Y ])

− 1

2
A[X, Y ] · ϕ
︸ ︷︷ ︸

β4([X,Y ])

Comme la connexion ∇ est sans torsion, on a :

∇XY −∇YX − [X, Y ] = 0,

et de ce fait
α1(X,Y ) − α1(Y,X) − β1([X, Y ]) = 0
α6(X,Y ) − α6(Y,X) − β2([X, Y ]) = 0
α17(X, Y ) − α17(Y,X) − β3([X, Y ]) = 0
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De plus, un certain nombre de termes disparaissent par symétrie, il s’agit des termes
symétriques en X et Y , à savoir, α7, α12, α13, α18, α21, α22. D’autres termes combinés
sont également nuls par symétrie. En effet, on peut voir que

α5(e1, e2) − α5(e2, e1) + α25(e1, e2) − α25(e2, e1) = 0
α9(e1, e2) − α9(e2, e1) + α23(e1, e2) − α23(e2, e1) + α27(e1, e2) − α27(e2, e1) = 0
α14(e1, e2) − α14(e2, e1) + α15(e1, e2) − α15(e2, e1) + α26(e1, e2) − α26(e2, e1) = 0

D’autre part, on a :

α24(e1, e2) − α24(e1, e2) − β4([e1, e2]) = −1

2
d∇A(e1, e2) · ϕ.

On voit également que

α2(e1, e2) − α2(e2, e1) = −τ
2

2
ω · ϕ,

et

α3(e1, e2) − α3(e2, e1) + α11(e1, e2) − α11(e2, e1) =
ατ

2
||T ||2ω · ϕ.

Enfin, on trouve

α4(e1, e2) − α4(e2, e1) + α20(e1, e2) − α20(e2, e1) = −ατ
2
fTω · ϕ,

α8(e1, e2) − α8(e2, e1) + α10(e1, e2) − α10(e2, e1) =
3ατ

2
fTω · ϕ

et

α16(e1, e2) − α16(e2, e1) + α19(e1, e2) − α19(e2, e1) =
3ατ

2
f 2ω · ϕ.

On a donc finalement

R(e1, e2) =
1

4
(Ae2 · Ae1 − Ae1 · Ae2) · ϕ− τ 2

2
ω · ϕ− 1

2
d∇(e1, e2)

+
ατ

2
||T ||2ϕ+ 2ατfω · ϕ+

3ατ

2
f 2ω · ϕ.

On utilise maintenant l’identité de Ricci

R(e1, e2)ϕ = −1

2
R1212e1 · e2 · ϕ,

pour obtenir

(
R1212 − det (A) − τ 2 − (κ− 4τ 2)f 2

︸ ︷︷ ︸
G

)
ω · ϕ =

(
d∇(e1, e2) + (κ− 4τ 2)fJT︸ ︷︷ ︸

C

)
· ϕ,

c’est-à-dire

Gω · ϕ = C · ϕ,
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où G est une fonction et C un champ de vecteurs. Or on rappelle que ω ·ϕ = −iϕ, d’où

C · ϕ± = ±iGϕ∓.

On en déduit donc

||C||2ϕ± = −G2ϕ±.

Comme ϕ est un champ de spineur non trivial solution de (3.31), par la Proposition
3.13, sa norme est constante (non nulle) et par conséquent, ϕ+ et ϕ− ne peuvent pas
être nuls en même temps. Donc C = 0 et G = 0. Or le fait que G = 0 n’est autre que la
condition de Gauss et C = 0 la condition de Codazzi, ce qui achève la preuve. �

3.7.4 Équation de Killing généralisée et équation de Dirac

Il est clair que si le champ de spineurs ϕ est solution de l’équation des spineurs de
Killing généralisés, alors ϕ est également solution de l’équation de Dirac correspondante

(3.43) Dϕ = Hϕ+ τω · ϕ− α

2
||T ||2ωϕ− α

2
fT · ω · ϕ,

qui peut également s’écrire

(3.44) Dϕ = Hϕ− iτϕ+ i
α

2
||T ||2ϕ+ i

α

2
fT · ϕ.

Nous allons voir que l’équation (3.43) pour un spineur de norme constante est équivalente
à l’équation (3.31). Pour cela, commençons par donner le lemme suivant :

Lemme 3.35. Soit ϕ une solution non triviale de l’équation des spineurs de Killing
généralisés. Alors l’endomorphisme symétrique A est donné par

A(X) = 2Qϕ(X) +B(X),

où Qϕ est le tenseur impulsion-énergie associé au spineur ϕ et B est donné par la
matrice symétrique à trace nulle




αT1T2
α

2
(T 2

1 − T 2
2 )

α

2
(T 2

1 − T 2
2 ) −αT1T2


 .

Preuve : Il suffit de calculer le tenseur impulsion-énergie défini par

Qϕ(X, Y ) =
1

2
ℜe (X · ∇Y ϕ+ Y · ∇Xϕ)

en utilisant le fait que ϕ est solution de (3.31). �
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On rappelle que ϕ se décompose sous l’action de la forme volume complexe ω2 en
ϕ = ϕ+ + ϕ−. On a alors :

(3.45) Dϕ± = Hϕ∓ + τω · ϕ∓ − α

2
||T ||2ω · ϕ∓ − α

2
T · ω · ϕ±.

On pose d’une part
Q±

ϕ (X, Y ) := ℜe
(
∇Xϕ

±, Y · ϕ∓)

et d’autre part

B±(X, Y ) := ∓ℜe
(
i
α

2
〈X,T 〉T · ϕ∓, Y · ϕ∓

)

∓ℜe
(
i
α

2
f 〈X,T 〉ϕ±, Y · ϕ∓

)
.

Enfin, on pose A± := Q±
ϕ +B±. Nous considérons le champ d’endomorphisme W défini

par :

W (X) :=
A+(X)

|ϕ−|2 − A−(X)

|ϕ+|2 .

Proposition 3.36. Le champ d’endomorphisme W est identiquement nul.

Preuve : La preuve de cette proposition est composée de deux étapes. On montre d’abord
que W est symétrique à trace nulle. Ensuite, on montre que W est de rang inférieur à
1, ce qui permet de conclure. Commençons par donner le lemme suivant :

Lemme 3.37. 1. tr (Q±
ϕ ) = −H|ϕ±|2 ± α

2
fℜe (iT · ϕ±, ϕ∓) ,

2. Q±
ϕ (e1, e2) = Q±

ϕ (e2, e1) +
(
τ − α

2
||T ||2

)
|ϕ∓|2 +

α

2
fℜe (T · ϕ±, ϕ∓) ,

3. tr (B±) = ∓α
2
fℜe (iT · ϕ±, ϕ∓) ,

4. B±(e1, e2) = B±(e2, e1) +
α

2
||T ||2|ϕ∓|2 − α

2
fℜe (T · ϕ±, ϕ∓) .

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.38. Les endomorphismes A± vérifient :

1. tr (A±) = −H|ϕ∓|2,
2. A±(e1, e2) = A±(e2, e1) + τ |ϕ∓|2.

Preuve du Lemme 3.37 : Grâce à la relation (3.43), on a :

tr (Q±
ϕ ) = Q±

ϕ (e1, e1) +Q±
ϕ (e2, e2)

= ℜe
〈
∇e1ϕ

±, e1 · ϕ∓〉+ ℜe
〈
∇e2ϕ

±, e2 · ϕ∓〉

= −ℜe
〈
Dϕ±, ϕ∓〉

= −H|ϕ∓|2 − τℜe
〈
ω · ϕ∓, ϕ∓〉+

α

2
||T ||2ℜe

〈
ω · ϕ∓, ϕ∓〉

+
α

2
fℜe

〈
T · ω · ϕ±, ϕ∓〉

= −H|ϕ∓|2 ± α

2
fℜe

〈
iT · ϕ±, ϕ∓〉 .
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Calculons Q±
ϕ (e1, e2).

Q±
ϕ (e1, e2) = ℜe

〈
∇e1ϕ

±, e2 · ϕ∓〉

= ℜe
〈
e1 · ∇e1ϕ

±, e1 · e2 · ϕ∓〉

= ℜe
〈
Dϕ±, ω · ϕ∓〉−ℜe

〈
e2 · ∇e2ϕ

±, e1 · e2 · ϕ∓〉

= ℜe
〈
Dϕ±, ω · ϕ∓〉+Q±

ϕ (e2, e1).

Toujours en utilisant la relation (3.43), on obtient

ℜe
〈
Dϕ±, ω · ϕ∓〉 = ℜe

〈
Hϕ∓, ω · ϕ∓〉+ τℜe

〈
ω · ϕ∓, ω · ϕ∓〉

−α
2
||T ||2ℜe

〈
ω · ϕ∓, ω · ϕ∓〉− α

2
fℜe

〈
Tω · ϕ±, ω · ϕ∓〉

= τ |ϕ∓|2 − α

2
||T ||2|ϕ∓|2 +

α

2
fℜe

〈
T · ϕ±, ϕ∓〉 .

Pour les troisième et quatrième points, remarquons d’abord que

ω · T = T1e2 − T2e1.

Calculons la trace de B±.

tr (B±) = B±
11 +B±

22

= ∓α
2
ℜe
〈
iT1T · ϕ∓, e1 · ϕ∓〉∓ α

2
ℜe
〈
iT2T · ϕ∓, e2 · ϕ∓〉

∓α
2
ℜe
〈
ifT1ϕ

±, e1 · ϕ∓〉∓ α

2
ℜe
〈
ifT2ϕ

±, e2 · ϕ∓〉

= ∓α
2
||T ||2ℜe

〈
iϕ∓, ϕ∓〉± α

2
ℜe
〈
ifT · ϕ±, ϕ∓〉

= ±α
2
ℜe
〈
ifT · ϕ±, ϕ∓〉 .

Pour le défaut de symétrie de B±, on a :

B±
12 −B±

21 = ∓α
2
ℜe
〈
iT1T · ϕ∓, e2 · ϕ∓〉± α

2
ℜe
〈
iT2T · ϕ∓, e1 · ϕ∓〉

∓α
2
ℜe
〈
ifT1ϕ

±, e2 · ϕ∓〉± α

2
ℜe
〈
ifT2ϕ

±, e1 · ϕ∓〉

= ±α
2
ℜe
〈
i(T1e2 − T2e1) · T · ϕ∓, ϕ∓〉

±α
2
fℜe

〈
i(T1e2 − T2e1) · ϕ±, ϕ∓〉

= ±α
2
ℜe
〈
iω · T · T · ϕ∓, ϕ∓〉± α

2
fℜe

〈
iω · T · ϕ∓, ϕ∓〉

= ∓α
2
||T ||2ℜe

〈
iωϕ∓, ϕ∓〉± α

2
fℜe

〈
iT · ω · ϕ±, ϕ∓〉

=
α

2
||T ||2|ϕ∓|2 − α

2
fℜe

〈
T · ϕ±, ϕ∓〉 .
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Ceci achève la preuve du lemme. �

Nous avons ce second lemme qui permet d’affirmer que W est de rang inférieur
à 1.

Lemme 3.39. Le champ d’endomorphisme W vérifie :

ℜe
〈
W (X) · ϕ+, ϕ−〉 = 0.

Preuve : Tout d’abord, comme ϕ est de norme constante, pour tout champ de vecteurs
tangents X, on a :

0 = X|ϕ|2
= X

(
|ϕ+|2 + |ϕ−|2

)

= 2ℜe
(
∇Xϕ

+, ϕ+
)

+ 2ℜe
(
∇Xϕ

−, ϕ−)

= 2ℜe
(
U(X) · ϕ−, ϕ+

)
,(3.46)

où U(X) :=
Q+

ϕ (X)

|ϕ−|2 − Q−
ϕ (X)

|ϕ+|2 . On pose d’une part

U+(X) :=
Q+

ϕ (X)

|ϕ−|2 et U−(X) :=
Q−

ϕ (X)

|ϕ+|2 ,

et d’autre part

V +(X) :=
B+(X)

|ϕ−|2 , V −(X) :=
B−(X)

|ϕ+|2 et V = V + − V −.

Calculons alors ℜe (V (X) · ϕ−, ϕ+).

ℜe
(
V (X) · ϕ−, ϕ+

)
= ℜe

(
V +(X) · ϕ−, ϕ+

)
−ℜe

(
V −(X) · ϕ−, ϕ+

)

= ℜe
(
V +(X) · ϕ−, ϕ+

)
+ ℜe

(
V −(X) · ϕ+, ϕ−) .

Or,

ℜe
(
V +(X) · ϕ−, ϕ+

)
= ℜe

(
V (X, e1)e1 · ϕ−, ϕ+

)
+ ℜe

(
V (X, e2)e2 · ϕ−, ϕ+

)
.

Regardons de plus près le terme V (X, e1) :

V +(X, e1) = −α
2
ℜe
(
i < X, T > T · ϕ−, e1 ·

ϕ−

|ϕ−|2
)
−α

2
ℜe
(
if < X, T > ·ϕ+, e1

ϕ−

|ϕ−|2
)

Bien sûr, on a de même :

V +(X, e2) = −α
2
ℜe
(
i < X, T > T · ϕ−, e2 ·

ϕ−

|ϕ−|2
)
−α

2
ℜe
(
if < X, T > ϕ+, e2 ·

ϕ−

|ϕ−|2
)
.
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Comme
(
e1 · ϕ−

|ϕ−| , e2 ·
ϕ−

|ϕ−|

)
est une base orthonormée locale de Γ(Σ+N) pour le produit

scalaire ℜe 〈., .〉, on en déduit que

V +(X) · ϕ− = −iα
2
〈X,T 〉T · ϕ− − i

α

2
f 〈X,T 〉ϕ−.

On en déduit alors facilement que

ℜe
〈
V +(X) · ϕ−, ϕ+

〉
=
α

2
ℜe
〈
〈X,T 〉T · ϕ−, ϕ+

〉
.

De la même manière, on peut montrer que

ℜe
〈
V −(X) · ϕ−, ϕ+

〉
= −α

2
ℜe
〈
〈X,T 〉T · ϕ−, ϕ+

〉
.

On en conclut donc que

(3.47) ℜe
(
V (X) · ϕ−, ϕ+

)
= 0

Comme W = U + V , on déduit de (3.46) et (3.47) que

ℜe
(
W (X) · ϕ−, ϕ+

)
= 0.

Ceci achève la preuve du lemme �

Enfin, on conclut la preuve de la Proposition 3.36 en utilisant le fait qu’un 2-tenseur
symétrique à trace nulle et de rang inférieur à 1 est identiquement nul, ce qui est le cas
pour W . �

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.40. Si ϕ est une solution non triviale de norme constante de l’équation
de Dirac (3.43), alors ϕ est une solution de l’équation des spineurs de Killing généralisés
(3.31).

Preuve : On pose F := A+ + A−. Le fait que W = 0 implique que

(3.48)
F

|ϕ|2 =
A+

|ϕ−|2 =
A−

|ϕ+|2 .

D’autre part, nous avons déjà vu que pour un champ de vecteurs X,

∇Xϕ = U+(X) · ϕ− + U−(X) · ϕ+

=
A+

|ϕ−|2 · ϕ− +
A−

|ϕ+|2 · ϕ+ − V +(X) · ϕ− − V −(X) · ϕ+,

ce qui donne grâce à (3.48)

(3.49) ∇Xϕ =
F (X)

|ϕ|2 · ϕ− V +(X) · ϕ− − V −(X) · ϕ+.
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Le tenseur F n’est pas symétrique, nous allons donc considérer le (2, 0)-tenseur symétrique
S défini par :

S(X, Y ) := − 1

2|ϕ|2 (F (X, Y ) + F (Y,X)) .

Il est facile de voir que S est bien défini comme dans le Lemme 3.35 et que d’autre part,
grâce au Corollaire 3.38





S(e1, e1) = −F (e1, e1)/|ϕ|2,
S(e2, e2) = −F (e2, e2)/|ϕ|2,
S(e1, e2) = −F (e1, e2)/|ϕ|2 + τ

2
,

S(e2, e1) = −F (e2, e1)/|ϕ|2 − τ
2
.

Grâce à ces relations, ainsi qu’à la formule (3.49), on déduit :

∇Xϕ = −τ
2
X · ω · ϕ+

α

2
〈X,T 〉T · ω · ϕ− α

2
f 〈X,T 〉ω · ϕ− 1

2
AX · ϕ.

Ceci achève la preuve. �

3.7.5 Preuve du Théorème 3.32

L’équivalence entre les points (i) et (ii) a été démontrée dans la section 3.7.3. Il est
d’autre part évident que (ii) implique (iii), il suffit de tracer. Enfin, il reste à montrer
que (iii) implique (ii). Nous avons vu dans la section 3.7.4 qu’un spineur solution de
l’équation de Dirac (3.43) et de norme constante est solution de l’équation des spineurs
de Killing généralisés (3.31). Il reste juste à montrer que l’on a

∇XT = f(AX − τJX)

et
df(X) = −〈AX − τJX, T 〉 .

La seconde identité est claire étant donné que

df = −2Qϕ(T ) −B(T ) − τJ(T )

et l’expression de A.

Pour montrer le premier point, on pose

a(X) := ∇XT − fAX + τfJX.

Étant donné l’hypothèse 〈∇XT, Y 〉 = 〈∇Y T,X〉 + 2τf 〈X, JY 〉, il est clair que a est
symétrique. D’autre part, comme 2Hf = div (T ), on déduit que a est à trace nulle.
Enfin, le fait que ∇TT = −fdf implique la relation

∇TT = −2Qϕ(T ) −B(T ) − τJ(T ),
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ce qui est équivalent à a(T ) = 0. Par conséquent, a est de rang inférieur à 1. On en
conclut donc que a est identiquement nul, ce qui signifie que pour tout champ de vecteurs
X sur N , on a :

∇XT = f(AX − τJX).

Ceci achève la preuve. �
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