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Résumé

Nous présentons une méthode originale de recherche de preuve par récurrence utilisant

la surréduction. Elle a la particularité d’étre fondée sur la déduction modulo et d’utiliser la
surréduction pour sélectionner a la fois les variables de récurrence et les schémas d’instanciation.
Elle donne également la possibilité de traduire directement toute dérivation effectuée avec
succes en une preuve dans le calcul des séquents modulo. La correction et la complétude
réfutationnelle de la méthode sont démontrées en théorie de la preuve.
Nous étendons ensuite cette premiere approche aux théories de réécriture équationnelles
constituées d’un systeme de réécriture R et d’un ensemble E d’égalités. A partir du moment
ou le systeme de réécriture équationnel (R, E) possede de bonnes propriétés de terminaison
et de complétude suffisante, et si on suppose également que E préserve les constructeurs, la
surréduction au niveau des positions les plus profondes ol apparait un symbole défini s’effectue
uniquement a ’aide d’unificateurs qui sont également des substitutions constructeurs. Ceci est
particulierement intéressant dans le cas des théories associatives, ou associatives commutatives,
pour lesquelles notre systeme de recherche de preuve a été raffiné.

Mots clés : déduction modulo, calcul des séquents modulo, récurrence, récurrence
noethérienne, récurrence par réécriture, raisonnement équationnel, réécriture de termes,
réécriture équationnelle, surréduction équationnelle.

Abstract

We are presenting an original narrowing-based proof search method for inductive

theorems. It has the specificity to be grounded on deduction modulo and to rely on narrowing
to provide both induction variables and instantiation schemes. It also yields a direct translation
from a successful proof search derivation to a proof in the sequent calculus. The method is
shown to be correct and refutationally complete in a proof theoretical way.
We are extending this first approach to equational rewrite theories given by a rewrite system R
and a set E of equalities. Whenever the equational rewrite system (R, E') has good properties
of termination, sufficient completeness, and whenever E is constructor preserving, narrowing
at defined-innermost positions is performed with unifiers which are constructor substitutions.
This is especially interesting for associative and associative-commutative theories for which the
general proof search system is refined.

Keywords : deduction modulo, sequent calculus modulo, induction, Noetherian induc-

tion, induction by rewriting, equational reasoning, term rewriting, equational rewriting,
equational narrowing.
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Introduction générale

1 Nécessité de la récurrence

Le premier chapitre de “la science et I’hypothese” de Henri Poincaré commence ainsi : “la
possibilité méme de la science mathématique semble une contradiction insoluble. Si cette science
n’est déductive qu’en apparence, d’ou lui vient cette parfaite rigueur que personne ne songe a
mettre en doute ? Si, au contraire, toutes les propositions qu’elle énonce peuvent se tirer les unes
des autres par les regles de la logique formelle, comment la mathématique ne se réduit-elle pas a
une immense tautologie ?” Dans le second cas, il va jusqu’a ajouter “qu’un esprit assez puissant
pourrait d’un seul coup d’oeil en apercevoir toutes les vérités”, a la facon d’un joueur d’échec,
qui pourrait combiner autant de coups a ’avance qu’il le souhaiterait. Pour répondre a cette
question, imaginons que 1’on veuille concevoir un algorithme qui calcule la factorielle d’un entier
donné en entrée. Sachant que 0! =1 et n! =n(n—1)(n—2)...1, le calcul de la factorielle d’'un
entier peut étre représenté par les regles suivantes :

fact(0) — 1
fact(in+1) — (n+1) % fact(n)

La fonction fact ainsi définie est récursive, car fact(n + 1) est calculé a partir de fact(n). A
partir de cet ensemble de regles, on peut maintenant concevoir ’algorithme suivant :
fact(n : entier)
- Sin=0, fact(n) =1
— sinon

-m=n

-~ f=1

— Pour tout m >= 0 faire

—f=mxf
-m=m-—1

fact(n) = f
Il faut maintenant prouver que cet algorithme calcule effectivement la factorielle de I'entier
donné en entrée. Calculons d’abord fact(n) a I'aide de l’algorithme pour les premieres valeurs
de n et vérifions que 'on obtient toujours n!. L’algorithme donne fact(0) = 1, fact(l) =
1% fact(0) = 1%x1 =1, fact(2) = 2% fact(l) = 2% 1% fact(0) = 2%1x1 = 2. On a donc
bien fact(0) = 0!, fact(l) = 1!, et fact(2) = 2!. Méme si ces tests semblent indiquer que
notre algorithme est correct, ils ne garantissent pas que celui-ci calcule n! pour toute valeur
de n. Pour s’assurer que fact(n) = n! pour toute valeur de n, il faudrait effectuer une infinité
de vérifications, ce qui reviendrait & “franchir un abime que la patience de 'analyste, réduit
aux seules ressources de la logique formelle, ne parviendra jamais a combler”, en reprenant les
termes de Poincaré. En effet, Poincaré considere toute vérification de ce type comme “stérile
parce-que la conclusion n’est que la traduction des prémisses dans un autre langage”. Pour lui,
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Introduction générale

“la démonstration véritable est féconde au contraire parce-que la conclusion y est en un sens plus
générale que les prémisses”. Pour montrer que notre algorithme est correct, il est donc nécessaire
d’effectuer une démonstration “véritable”, autrement dit un raisonnement par récurrence. Selon
Poincaré, “le caractere essentiel du raisonnement par récurrence c’est qu’il contient, condensés
pour ainsi dire en une formule unique, une infinité de syllogismes disposés en cascade”. Pour
avoir une compréhension intuitive du principe de récurrence, on peut imaginer une rangée de
dominos. Lorsqu’on pousse un domino de la rangée, il fait tomber le domino suivant, qui fait
tomber celui d’apres et ainsi de suite. Pour faire tomber tous les dominos, il suffit donc de
pousser le premier. Avec notre exemple, imaginons que montrer I’égalité fact(n) = n! revienne
a pousser le n1®M€ domino de la rangée. Pour montrer 'égalité f act(n) = n! pour toute valeur de
n, il suffit donc de pousser le premier domino de la rangée, autrement dit de démontrer I’égalité
fact(0) = 0! . Cela vient du fait que lorsquun domino tombe, il fait tomber le domino suivant,
ce qui signifie, avec notre analogie, que lorsqu’on a effectué la preuve de I'égalité fact(n) = n!
pour un entier n quelconque, on en déduit celle de 1’égalité fact(n+1) = n+1!. Dans la situation
de notre exemple, montrer par récurrence que la valeur fact(n) retournée par notre algorithme
est bien n! revient ainsi a prouver les propositions 1 et 2 suivantes :

1. fact(0) =0!
2. Si fact(n) =n!, alors fact(n +1) = (n+1)!

La proposition 1, appelée cas de base, se vérifie au moyen d’un simple calcul. C’est dans la preuve
de la proposition 2, appelée cas de récurrence, que 1’on fait intervenir le fait que la fonction fact
est récursive : en effet, fact(n + 1) est exprimé en fonction de fact(n), car fact(n + 1) =
(n 4+ 1) * fact(n). Mais on a fait une hypothese sur fact(n), qui est fact(n) = nl, que I’ on
va pouvoir utiliser dans le calcul de fact(n + 1), en remplagant fact(n) par n! dans 1’égalité
fact(n+1) = (n+1)* fact(n). On aura ainsi fact(n+1) = (n+1)*n!, et on sera tiré d’affaire,
car (n+ 1) xn! peut encore se mettre sous la forme (n+1)!. Pourquoi I’égalité fact(n) = n! nous
semble ainsi démontrée “avec une irrésistible évidence” pour toute valeur de n ? Pour Poincaré,
c’est parce-que que ce jugement n’est que “I’affirmation de la puissance de ’esprit qui se sait
capable de concevoir la répétition indéfinie d’un méme acte des que cet acte est une fois possible”.
En effet, en mathématiques, tout comme en sciences physiques, des conjectures peuvent étre
induites a partir d’observations. Il est d’ailleurs intéressant de noter que le raisonnement par
récurrence est appelé raisonnement par induction dans les pays anglo-saxons. Poincaré souligne
cette analogie, mais également la différence “essentielle”, en écrivant que “’'induction appliquée
aux sciences physiques est toujours incertaine, parce-qu’elle repose sur la croyance a un ordre
général de I’Univers, ordre qui est en dehors de nous. L’induction mathématique, c’est a dire la
démonstration par récurrence, s’'impose au contraire nécessairement, parce-qu’elle n’est qu’une
affirmation d’une propriété de l’esprit lui-méme.” Il répond alors a sa question introductive en
faisant observer qu’un joueur d’échecs ne peut jamais combiner qu’un nombre fini de coups, et
que “s’il applique ses facultés a 'arithmétique, il ne pourra en apercevoir les vérités générales
d’une seule intuition directe; pour parvenir au plus petit théoréme, il ne pourra s’affranchir de
I’aide du raisonnement par récurrence parce-que c’est un instrument qui permet de passer du
fini a l'infini”.

Le principe de récurrence simple peut ainsi étre énoncé comme suit :

“Si une proposition est telle que si elle est vraie du nombre n on peut en déduire qu’elle est
vraie du nombre n + 1, on en conclut qu’elle est vraie pour tous les nombres entiers a partir du
moment ou on 'aura vérifiée pour n = 0.” En langage mathématique, ce principe peut s’énoncer
comme suit :

VP (P(0) A (Vn P(n) = P(n+1))) = VYn P(n)

xiv



1. Nécessité de la récurrence

ou sous la forme d’une regle :

P(0) AVn P(n) = P(n+1)
Vn P(n)

Cette phrase mathématique n’est pas une formule de la logique des prédicats du premier ordre,
mais du deuxieme ordre : en effet, le premier quantificateur n’est pas appliqué a un individu de
la logique du premier ordre, mais a une propriété P d’entiers. Ainsi les objets du principe de
récurrence ne sont plus les individus eux-mémes (les nombres naturels), mais des propriétés sur
ces entiers.

Le mathématicien italien G.Peano a introduit une définition des entiers naturels (qui deviendra
standard) destinée a contourner les ambiguités inhérentes au langage naturel. L’essence de cette
définition est un procédé de construction qui est un méme temps un procédé de preuve. Son
but était de mieux cerner la nature logique du principe de récurrence, c’est a dire la logique du
deuxiéme ordre. Le principe de récurrence de Peano est un mode d’emploi pour la construction
d’une échelle de Jacob. Il consiste en un élément de base (“une proposition P est valable pour
zéro”) et une instruction permettant de poser sur un segment d’échelle déja existant 1’échelon
suivant (“si P est valide pour le nombre z, elle Iest aussi pour son successeur s(x)”). On allonge
Iéchelle & volonté (on démontre la validité de la proposition P pour toute valeur de x) en
réitérant cette instruction. En langage mathématique, ce principe peut s’énoncer comme suit :

VP (P(0) A (Vz P(z) = P(s(x)))) = Vx P(x)

On peut observer que le principe de récurrence de Peano est une reformulation du principe de
récurrence simple : il suffit pour s’en apercevoir de construire les entiers naturels a partir des
regles

0«0

s(z) «—x

L’intéret essentiel de ce principe est qu’on peut le généraliser.
Considérons par exemple les listes d’entiers naturels. Si on pose I'existence d’une liste vide notée
nil, on peut construire toute liste d’entiers naturels a partir des regles suivantes :

nil «— 0
nl«—1

On pourra ainsi obtenir la liste vide notée nil, la liste (1) notée 1 :: nil, la liste (3,1) notée
3 :: (1 :: nil) etc ...Contrairement aux entiers naturels, une liste [ n’aura plus un seul, mais
une infinité de successeurs : ce seront toutes les listes du type n :: [. On pourra alors énoncer
un principe de récurrence analogue a celui de Peano, mais qui s’applique au cas de propositions
définies sur des listes d’entiers naturels : Il consiste en 1’ élément de base (“une proposition P est
valable pour la liste vide nil”) et une instruction (“si P est valide pour la liste [, elle I'est aussi
pour tout successeur n :: [”). Introduisons par exemple 'opérateur <> défini récursivement par :

<nil,l' >=1
<nuzLl >=nu< >

Le principe de récurrence sur les listes permet de montrer que <> est associatif, i.e que l'on a
<L <V >>=<< LI >,I" >.

On peut donc se rendre compte que le principe de récurrence de Peano et le principe de
récurrence sur les listes énoncé ci-dessus sont des cas particuliers d’un principe plus général
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Introduction générale

appelé “principe de récurrence structurelle”, dans lequel la récurrence s’effectue sur les regles
qui caractérisent la formation des éléments d’un type de donnée. Nous verrons plus loin
comment le langage des termes permet de formaliser ce principe.

2 Les différents principes de récurrence

Dans “la science et I’hypothese”, Poincaré écrit que les mathématiques peuvent “continuer
leur marche en avant” grace au raisonnement par récurrence que 1’on retrouve “a chaque pas”,
soit sous la forme simple que nous venons de lui donner”( i.e le principe de récurrence simple
défini au paragraphe 1 ),“soit sous une forme plus ou moins modifiée”. C’est pour cette rai-
son qu’il le qualifie de “raisonnement mathématique par excellence”. Nous avons déja mis en
évidence au paragraphe 1 quelques unes de ces “formes”, et nous nous proposons ici d’en faire
I'inventaire complet. Nous associons a chaque principe de récurrence défini ci-dessous un exemple
de proposition qui se démontre a ’aide de ce principe.

— Récurrence simple :

On peut ’écrire sous la forme de la regle d’inférence suivante :

P(0)AVn P(n) = P(n+1)
Vn P(n)

Exemple 0.1 Pour tout entier naturel n > 3, 2" > 1+ 2n
— Récurrence complete.
Le principe est le suivant :

P(0) AVn (Ym m <n = P(m)) = P(n)
Vn P(n)

Exemple 0.2 Tout entier > 2 se décompose en produit de facteurs premiers.
— Récurrence structurelle.
On peut définir un principe de récurrence structurelle pour chaque type de donnée. Citons-
en deux (nous reprenons les notations et les définitions introduites au paragraphe 1) :
— Récurrence structurelle sur les entiers de Peano :
Considérons la définition inductive des entiers de Peano :

0: Nat
s: Nat — Nat

Cette définition implique le principe de récurrence suivant :

P(0) AVx : Nat (P(z) = P(s(x)))
Vz P(x)

Exemple 0.3 Définissons ’addition sur les entiers de P :

0+0=0
r+s(y)=s(z+y)

Alors, Vx : Nat 0+z =1
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— Récurrence structurelle sur les listes :
Considérons la définition inductive des listes d’entiers :

nil : list
i Nat x list

Cette définition implique le principe de récurrence suivant :

P(nil) ANV : list (P(l) = P(n 1))
Vi list P(l)

Exemple 0.4 Considérons les axiomes suivants :

nil <>1=1
(nlh)<>lh=n:( <>l

AIOI"S, Vi 2 list Vg : list Vi3 : list 11 <> (lg <> lg) = (ll <> lg) <> l3.
— Récurrence sur les ordinaux.
Le principe de récurrence sur les ordinaux est le suivant :

Va (V6 < a= P(f)) = P(a)
Vo P(a)

Supposons que 1’on définisse une opération d’addition sur les ordinaux de la fagon sivante :

a+0 =«
a + Suce(B) = Suce(a + )
)\eLim:>a+)\=ﬁL€J/\(Oé+ﬂ)

Alors, si a et 8 sont dénombrables, oo + 5 1'est également.

— Récurrence noethérienne.
Si < est une relation noethérienne sur un ensemble 7, et P est une proposition a une va-
riable libre x € 7, le principe de récurrence bien fondé ou principe de récurrence noethérien

s’énonce comme suit :
Vt (Vo x <t = P(z)) = P(t)

vt P(t)

Exemple 0.5 [HUE 80|, [NEW 42] Toute relation noethérienne et localement confluente
est confluente.

3 Récurrence et démonstration automatique

Avec I’émergence de I'informatique, le principe de récurrence a acquis une importance accrue,
car il est tres fréquemment utilisé en démonstration automatique. En effet, la récurrence est un
outil essentiel pour démontrer des propositions concernant des données ou des fonctions définies
récursivement. Elle est par exemple tres fréquemment utilisée pour résoudre les problemes de
vérification liés aux protocoles de sécurité des systéemes embarqués.

Globalement, on peut distinguer deux approches. Dans les assistants de preuve comme COQ),
ELF,HOL, Isabelle, Larch, NQTHM, PVS, ...l’axiome de récurrence est utilisé de fagon ex-
plicite : 'utilisateur humain ou une tactique intelligente doit déterminer les hypotheses de
récurrence les mieux adaptées a la résolution d’'un probleme donné. Les démonstrateurs de
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théoremes automatiques, eux, utilisent des méthodes spécifiques pour démontrer des propositions
(inductives) de fagon autonome. Les plus élaborées d’entre elles sont fondées sur les techniques
de réécriture et de saturation. Elles sont appelées respectivement récurrence par réécriture et
preuves par consistance. Les systémes qui utilisent ces méthodes sont Spike, RRL ou INKA. Ces
méthodes sont étudiées depuis la fin des années 70 et ont démontré leurs capacités sur beaucoup
d’exemples pratiques concernant de simples spécifications algébriques et des plus compliquées
comme le tour de cartes de Gilbreath. E.Deplagne [DEP 02] a proposé un cadre théorique qui
donne la possibilité a ces deux approches de collaborer pour construire une preuve : les étapes
de calcul sont effectuées sans interaction avec I'utilisateur et, dans ce cas, cela correspond a de
la récurrence implicite, mais 1’utilisateur a la possibilité de controler explicitement les étapes de
déduction. Cette démarche qui consiste a faire une distinction entre les étapes de calcul et les
étapes de déduction dans la construction d’une preuve a été présentée dans [DOW 03a] sous le
nom de déduction modulo : il n’est donc pas étonnant que ’approche proposée dans [DEP 02] re-
pose sur elle. Cette présentation de la logique du premier ordre ressemble au calcul des séquents
classique a la différence pres que le raisonnement s’effectue modulo une congruence définie sur
les termes et les propositions. Pour pouvoir exprimer ’axiome de récurrence, qui est par essence
un axiome du second ordre, E.Deplagne a eu recours a la représentation du premier ordre de la
logique d’ordre supérieur élaborée dans [DOW 98]. Ainsi, en utilisant la déduction modulo, pas-
ser de la récurrence explicite a la récurrence implicite se fait naturellement et revient a enrichir
la congruence avec les hypotheses de récurrence, puis a appliquer les méthodes de raisonnement
automatique standard pour simplifier le but & prouver.

4 Motivations

Notre travail a donc d’abord été motivé par le besoin de mieux comprendre la relation entre
récurrence explicite et récurrence implicite. Dans ce contexte, nous proposons un mécanisme
de recherche de preuve par récurrence du type de celui qui a été décrit a la fin du paragraphe
3. Nous montrons comment I'étape de récurrence peut étre réalisée par surréduction au niveau
des positions les plus profondes ou apparaissent un symbole défini (nous les appelons positions
définie-maximales) quand la théorie est axiomatisée par un systéme de réécriture terminant sur
les termes clos et suffisamment complet par rapport & un ensemble de constructeurs libres. Cela
nous permet de préciser la relation entre la démarche suivie par les prouveurs automatiques de
théoremes fondés sur la réécriture comme Spike ou RRL et celle suivie par les assistants de preuve
comme Coq ou PVS. Notre systéme est composé de regles d’inférences qui sont justifiées par le
calcul des séquents modulo. Cela donne la possibilité de construire un terme de preuve pour un
assistant, et donc de justifier formellement le résultat obtenu. Ainsi, en partant de la proposition
(inductive) & démontrer, le mécanisme construit une preuve dans le calcul des séquents modulo,
a partir duquel un terme de preuve peut-étre calculé si nécessaire.

Nous avons ensuite optimisé notre systeme dans le but, d’une part de favoriser les conditions
d’application des hypotheses de récurrence, et d’autre part d’aider a empécher la production de
successions infinies de réécriture.

Bien que déja relativement expressive, notre premiere approche a été concue pour des théories
que l'on peut définir a l'aide de regles de réécriture. Elle est par conséquent limitée par le fait
que des axiomes (comme la commutativité par exemple) ne peuvent pas étre orientés sans perdre
la propriété de terminaison du systeme de réécriture sous-jacent. Le systeme de recherche de
preuve développé dans [DEP 02] peut d’ailleurs également échouer quand un axiome ne peut
pas étre orienté.
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La solution consiste alors a utiliser la réécriture équationelle (aussi nommée réécriture modulo)
comme explorée par [PET 81] et [JOU 86b], et a étendre notre approche dans le but de réaliser
des preuves par récurrence dans des théories contenant de tels axiomes non orientables. On
pourrait également comparer cette extension aux techniques utilisées pour effectuer des preuves
par récurrence implicite modulo 'associativité-commutativité, comme décrites dans [BER 96b,
BER 96a, BER 97]. Cependant, notre méthode est essentiellement différente, et 1’exemple sui-
vant est utile pour comparer notre approche et la méthode développée dans [BER 95, BER 97].
Considérons la spécification donnée a la figure 1, et supposons que l'on veuille démontrer la

— Sortes : nat;

— constructeurs : 0: — nat s: mnat — nat
— fonctions définies : +: nat X nat — nat *: nat X nat — nat
— regles :
r+0 -z xx0 —0 exp(xz,0)  — s(0)

r+s(y) = s(@xt+y) wxs(y) »xxy+ax  exp(r,s(y)) — v *erp(r,y)

Fic. 1 — Arithmétique simple

proposition V,y,n exp(x * y,n) = exp(x,n) * exp(y,n), ou 'on suppose également que + et x*
sont associatifs-commutatifs(AC). La méthode développée dans [BER 95, BER 97| est fondée
sur les schémas de récurrence. Plus précisément, elle détermine un sous-ensemble des variables
du but, les variables de récurrence, et un ensemble de termes, I’ensemble test. Les variables de
récurrence sont remplacées par des éléments de ’ensemble test, et cela engendre de nouvelles
conjectures qui sont simplifiées par les régles de réécriture de la spécification ou par des ins-
tances plus petites de la conjecture initiale (les hypotheéses de récurrence). La preuve se termine
quand toutes ces conjectures nouvellement engendrées sont simplifiées en égalités triviales ou
en théoremes inductifs déja connus. Il existe des algorithmes pour déterminer les variables de
récurrence et les ensembles tests. Dans ’exemple ci-dessus, les variables de récurrence sont ainsi
z, y, et n, et ensemble test est {0, s(x)}. Donc, une instance test est exp(s(z’) * s(y'), s(n')) =
exp(s(x’), s(n')) * exp(s(y’), s(n')). Cette derniere égalité peut étre réduite a 'aide de regles
de la spécification en s(z’) * s(y') * exp(s(x’ +y' + 2’ '), n’) = exp(s(a’),n’) * exp(s(y’),n’),
qui ne peut cependant pas étre simplifiée par 'hypothese de récurrence, et la tentative de re-
cherche de preuve échoue par conséquent. On peut contourner cette difficulté si on restreint
I’ensemble des variables de récurrence. C’est pour cette raison que [BER 95, BER 97] a intro-
duit une heuristique dans le but de choisir les bonnes variables de récurrence, inspirée par le
fonctionnement du systeme Nqthm-ACL2. En appliquant cette stratégie & I'exemple ci-dessus,
seule la variable n est instanciée, et la recherche de preuve s’effectue avec succes. Cependant, la
méthode ne reste plus réfutationellement complete lorsqu’on se permet d’utiliser une telle heu-
ristique. Dans notre approche en revanche, ’étape de récurrence est réalisée par surréduction
au niveau de positions définie-mazimales, quand la théorie est axiomatisée par un systéme de
réécriture équationnel suffisamment complet et terminant sur les termes clos. Plus précisément,
il suffit de réaliser la surréduction au niveau de ’une de ces positions. Dans la situation de notre
exemple, ces positions sont celles des sous-termes z x y, exp(z,n) et exp(y,n). Maintenant, du
fait que * est commutatif, le but reste équivalent si on permute les variables x et y. Il reste
donc deux possibilités : surréduire a la position ou le symbole * apparait, ol une position ou
c’est le symbole exp qui apparait. On préfere la seconde, car cela va permettre de créer da-
vantage de réductions ultérieures, et on décide donc d’effectuer la surréduction au niveau du
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sous-terme exp(z,n). Aprés normalisation, on obtient le sous-but trivial s(0) = s(0), et le sous-
but x x y * exp(x * y,n) = x * y * exp(z,n) * exp(y,n) auquel on peut appliquer I'hypothese
de récurrence. Il est important de souligner que le fait d’utiliser la stratégie décrite ci-dessus
pour choisir la position d’application de la surréduction n’empéche pas notre méthode de res-
ter réfutationellement compléte (si on suppose en outre que la spécification possede de bonnes
propriétés : plus précisément, c’est le cas lorsque, un systeme de réécriture R et un ensemble
d’égalités E étant donnés, on suppose entre autres que R est terminant modulo F, que la re-
lation de réécriture R, E de Peterson et Stickel [PET 81, JOU 86b] est suffisamment compléte,
et que E préserve les termes constructeurs (la confluence n’étant pas requise pour montrer la
correction de la méthode). En outre, sous ces conditions, la surréduction au niveau d’une po-
sition définie-mazimale s’effectue a 'aide d’unificateurs qui sont également des substitutions
constructeurs. On peut ainsi contourner de sérieuses difficultés, liées & la cardinalité des en-
sembles complets d’unificateurs. Il devient ainsi possible d’effectuer des preuves par récurrence
modulo des théories non finitaires, comme ’associativité par exemple.

5 Plan de la these

Ce document est organisé en quatre parties.
— Dans la premiere partie, nous présentons les notions fondamentales que nous utiliserons
tout au long de la these.

— Dans le premier chapitre, nous définissons les concepts de base qui constituent le cadre
de notre travail : termes, algebres, propositions. Nous effectuons en particulier une mise
au point sur les notions de conséquence sémantique et de conséquence inductive.

— Le deuxieme chapitre est consacré a la réécriture et aux spécifications équationnelles.

— Le chapitre qui suit est dédié aux preuves automatiques par récurrence. Nous avons
regroupé celles-ci en quatre catégories : les preuves par consistance, les preuves par
récurrence explicite, les preuves par récurrence implicite, et les preuves par descente
infinie. Nous expliquons également en détail comment le raisonnement par récurrence
peut étre formalisé en déduction modulo, car c’est sur cette approche que se fonde tout
notre travail.

— La seconde partie présente deux outils essentiels a notre méthode, qui sont les ordres et la
surréduction.

— Dans le premier chapitre, nous effectuons des rappels généraux concernant les ordres
sur les termes, et notamment les ordres récursifs sur les chemins, que 'on utilisera
constamment. Nous définissons également des ordres sur les égalités, et nous démontrons
le théoreme de compatibilité principale, dont I'importance sera révélée a la partie III.

— Dans le deuxiéme chapitre, nous définissons la surréduction et nous rappelons le lemme
classique de relevage [HUL 80a, KIR 99] qui fait le lien entre étape de réduction et étape
de surréduction, et sur lequel repose la correction de notre systéme. Nous introduisons
en outre le concept clé d’ensemble complet d’unificateurs constructeurs, dont on a déja
souligné I'importance plus haut.

— La troisieme partie présente notre systéme de recherche de preuve par récurrence fondé
sur la surréduction.

— Au premier chapitre, nous définissons les régles d’inférence, et nous étudions un exemple
pour illustrer leur fonctionnement. Nous montrons ensuite comment la déduction modulo
permet de justifier la correction de ce systeéme, ainsi que sa complétude réfutationnelle
sous certaines hypotheses.
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— Dans le chapitre suivant, nous introduisons des modifications dans l'intention, d’une
part, de faciliter 'usage de I’hypothese de récurrence, et d’autre part, de limiter les
risques d’application indéfinie des regles d’inférence. Nous commengons ainsi par expli-
quer nos motivations, puis nous présentons les regles de notre systeme optimisé dont
nous détaillons le fonctionnement dans différentes situations et a ’aide d’un exemple.
Nous démontrons ensuite la correction de ce nouveau systéme, et c’est ici que le théoreme
de compatibilité principale énoncé a la partie II joue pleinement son role.

— Dans la quatrieme partie, nous étendons notre systeme au cas de la réécriture modulo un
ensemble F d’égalités.

— Au premier chapitre, nous définissons des régles d’inférence qui s’appliquent au cas ou E
est quelconque. Les preuves de correction et de complétude réfutationnelle de ce nouveau
systeme sont largement similaires a celles de la partie III.

— Le deuxieme chapitre est consacré aux cas des théories associatives commutatives ou
associatives uniquement. Nous commencons par introduire deux systéemes pour chacune
de ces deux théories, et qui travaillent sur les formes plates. Nous illustrons ensuite leur
fonctionnement par 1’étude de deux exemples. Nous démontrons ensuite que ces deux
systemes sont en fait des instances de celui présenté au premier chapitre, ce qui leur
permet d’en hériter toutes les propriétés. Ils ont en outre l'intérét d’étre beaucoup plus
pratiques a utiliser. La fin de ce chapitre est dédiée a I’étude de nombreux exemples.
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Nous commengons dans ce chapitre par introduire les objets syntaxiques de base constituant
le cadre de notre travail. Lorsqu’on effectue un raisonnement, on travaille toujours a l'intérieur
d’une théorie qui exprime les “connaissances communes”, que ce soit en mathématiques, en
programmation, ou en intelligence artificielle. Un bon moyen pour définir une théorie est de
Pengendrer a partir d'un ensemble de formules et d’une relation de déduction. Nous fairons ainsi
une mise au point sur la relation de déduction F de la logique classique. Nous effectueront en-
suite des rappels sur la notion d’algéebre, qui est un formalisme adapté a la description de chacun
des objets syntaxiques que l'on aura introduits auparavant. A partir de cette notion d’algebre,
on définit celle de modele. On peut alors distinguer la relation de conséquence sémantique et
la relation de conséquence inductive. Nous verrons que la relation de conséquence sémantique
s’identifie avec la relation de déduction + de la logique classique. La relation de conséquence
inductive est par définition plus faible que celle de conséquence sémantique, et nous verrons au
chapitre 3 qu’elle est a la base de la recherche automatique de preuve par récurrence. Nous expli-
querons finalement l'intérét des algébres quotients pour caractériser les conséquences inductives.
Nous nous sommes inspirés pour faire cette présentation de [LAL 90] et [KIR |.



Chapitre 1. Cadre général

1.1 Le paysage syntaxique

1.1.1 Mots

Les mots sont les objets ordinaires du paysage synataxique de l'informatique, ou ils sont
connus sous le nom de “chaines de caracteres”.

Définition 1.1 Soit A un ensemble, appelé “alphabet”, et dont les éléments sont appelés “sym-
boles”. Un “mot sur A est une suite finie d’éléments de A. L’ensemble des mots sur A, qui est
noté A*, est donc

Siue A", | u | est la longueur de u. A* est muni d’'une opération binaire, la concaténation,
notée par un . :
AP x A1 — APt
(u,v) —  wow

avec u.v = (U1,...,Up,V1,...,0y). Cette opération est associative et admet comme élément
neutre le mot vide €, qui est I'unique élément de A® : (A* . ¢) est donc un monoide, appelé
monoide libre engendré par A. Ces définitions étant données, il faut introduire une notation
pratique pour ces mots. On remarque que si on note simplement a la suite a un élément (a),
alors u=(uq,...,u,) € A™ est le résultat de la concaténation des symboles le composant :
U= U.U. . ... uy,. Cest cette derniere notation qui sera utilisée désormais.

1.1.2 Termes finis

La structure des mots, ou plutot celle du monoide libre, est trés pauvre : tous les symboles
d’un mot sont de méme nature. Au contraire, les termes présentés ici sont dotés d’une structure
qui différencie les symboles.

Signatures

Dans le cas des expressions arithmétiques, il y a des opérateurs (4, x), des variables de
constantes. La structure de ces expressions tient au caractere fonctionnel des symboles dont
chacun requiert un nombre fixe d’arguments, appelé arité. Dans un langage de programmation,
on pourra rencontrer :

— des symboles de constante : true, 256

— des symboles unaires :not _

— des symboles binaires :_ or _, while _do _, _ < _

— des symboles ternaires :if _ then _ else _

(le - indique la place d’un argument).
L’ensemble de ces symboles constitue la signature du langage.

Définition 1.2 Une signature est un ensemble gradué i.e, un ensemble ¥ muni d’une application
ar: ¥ — N.Si f € ¥ et ar(f) =n, on dit que f est d’arité n ou que f est n —aire;sin>1, f
est un symbole fonctionnel, et si n = 0, c’est un symbole de constante.
7 (%) est la plus petite partie £ du monoide libre ¥* telle que

1. sice X, ar(c) =0, alors c€ E

2.sifeX,ar(f)=n>1,etsity,...,t, € E,alors fty...t, € E



1.1. Le paysage syntaxique

Les éléments de 7 (X) sont appelés des X—termes finis, ou des termes du premier ordre, ou plus
simplement, des termes.

Exemple 1.1 Soit ¥ = {0,s,+} avec ar(0) = 0, ar(s) = 1, et ar(+) = 2. Alors 0, s0, +00,
+s00 € 7(X), mais +0, s00 ¢ 7 ().

Nous voulions des objets plus structurés que les mots, mais nous n’avons obtenu que des mots :
en fait, la structure est dans la forme méme de la définition, pas dans les objets qu’elle introduit.
Le paragraphe suivant éclaircit cette observation.

Définitions inductives

Nous avons donné des termes une définition a partir du monoide libre, ce qui a permis, en
passant, de leur octroyer une définition par des mots. 7 (X) étant ainsi défini, on peut valider &
I'intérieur de ¥*, un procédé de preuve par récurrence sur les termes, qui n’est autre que celui
par récurrence structurelle dont nous avons fait mention dans l'introduction, et que 'on peut
maintenant formaliser ici.

Proposition 1.1 Soit P une propriété des mots. Si elle est vraie pour chaque symbole de
constante de X et si pour chaque f € 3, d’arité n, on sait prouver qu’elle est vraie pour le mot
fti...t, sielle est vraie pour les mots t¢1,...,t,, alors P est vraie pour tous les termes.

Preuve. Soit F la partie de X* formée des mots qui vérifient P. E contient les constantes et les
fti...t, des qu’elle contient ty,...,t,. Par définition de 7 (X), on en déduit 7(X) C E,
i.e, tous les termes clos vérifient P. O

Ce procédé est souvent utilisé pour des définitions, ainsi, la profondeur |t| d'un terme t est défini
par induction structurelle par

|l = 0
\ft1...tn] = max(ti],...,[tn]) +1

pour tout symbole de constante a et tout symbole f d’arité n > 1.

Une définition inductive peut aussi étre présentée comme un systeme d’inférence, construction
que nous rencontrerons plusieurs fois par la suite. Un systéme d’inférence est la donnée de regles
d’inférence portant sur des jugements que 1’on souhaite prouver. Elle se présente sous la forme

A In pom
J

ou ji,...,Jn sont des jugements, appelés prémisses, j est un jugement appelé conclusion; nom
est le nom de la regle et I'entier n > 0 son arité. Elle exprime l'inférence de la conclusion a partir
des prémisses. Si n = 0, la régle exprime ’assertion de sa conclusion j, qui est appelée azxiome
du systeme d’inférence ; la barre peut alors étre omise.

L’exemple le plus simple de systeme d’inférence est donné par les régles de formation d’une
définition inductive. Dans le cas des termes, on s’intéresse au jugement “terme t” exprimant
que t est un terme. La signature ¥ détermine les régles suivantes, avec une reégle (n—aire) par
symbole (n—aire) :

terme ¢ ...terme t,

terme ft1...t,

() (f)

ouc, feXetar(c)=0,ar(f) =n. Ces regles ont la particularité d’étres déterministes ; leurs
prémisses sont uniquement déterminées par leur conclusion, ce qui est propre aux définitions

terme c

7
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par induction structurelle.
Remarque: On notera indifféremment ft;...¢, ou f(t1,...,tp).

Admettons pour linstant que le t de “terme t” puisse désigner un mot quelconque de
>*. Ces regles servent a prouver qu'un mot est un terme; la preuve est organisée sous la forme
d’un arbre ayant la racine “en bas”. Soit le mot +0s0; comme 0 est un terme, on en infere
d’une part que sO est un terme, et d’autre part avec ce résultat intermédiaire, que +0s0 est un
terme; on présente ce raisonnement par un nouvel objet syntaxique appelé dérivation :

(0)

terme 0O
terme O (0) terme s0 (5)
terme —+ 0s0 (+)

C’est un arbre dont chaque noeud est étiqueté par un jugement et par une regle d’inférence
(dans le cas présent, par un terme et par un symbole de la signature). Le jugement figurant a
la racine est la conclusion de la dérivation. Les regles figurant aux feuilles sont d’arité 0 (ici,
I'introduction d’un symbole de constante). Si t € ¥*, alors t € 7(X) si et seulement s'il existe
une dérivation de ce systéeme d’inférence dont la conclusion est “terme ¢”.

Structures de données

Les termes sont les objets les plus importants du calcul symbolique, et de la program-
mation fonctionnelle et logique. Leur structure abstraite favorise un style de programmation
“algébrique” remarquablement concis et clair. On manipule généralement a la fois plusieurs
sortes (ou types) d’objets, par exemple les entiers, les chaines, les atomes, les listes, ... ; une
opération d’arité donnée ne doit pas s’appliquer & n’importe quelle sorte d’objets (qu’est-ce que
le successeur d’une liste 7). On va donc restreindre les régles de formation des termes a l’aide de
déclarations de types. Un ensemble S (de “sortes”) étant donné, nous commencons par définir
un ensemble S—sorté comme une famille d’ensembles indexés par S. On pourra ainsi attribuer
une sorte s de S a tout élément de la famille.

Définition 1.3 Un ensemble (de sortes) S étant donné, on appelle ensemble S-sorté toute
famille A = (A5 | s € S) d’ensembles indexés par S.

Au lieu d’écrire x € Ag, on dit que z est un élément de sorte s, ce que 1'on note x : s.

On généralise ensuite le concept de signature en la définissant comme un ensemble d’opérateurs
agissant sur un ensemble S— sorté. On attribue alors a chaque opérateur f de cette signature
un profil, qui indique d’une part les sortes des données que celui-ci accepte en entrée et dans
quel ordre, et d’autre part la sorte des données qu’il renvoie.

Définition 1.4 Une signature S-sortée est un ensemble 3 dont les éléments sont appelés sym-
boles d’opération, auxquels on a adjoint une fonction profil, qui associe a chaque élément f de
> un objet s1 X ... X s, — s, tel que s1 X ... X s, soit un produit fini d’éléments de S, et s soit
un élément de S.

Remarque:
— Un élément f € ¥ de profil sy X ... X s, — ssenote f:81 X...X 8§, —s.
— Le produit s1 X ... X s, exprime quelles sortes de données f accepte en entrée et dans quel
ordre, et s exprime la sorte des données qu’il renvoie.
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— Sin =0, le profil s1 X ... X s, — s se note simplement s.
— La définition 1.2 est un cas particulier de la définition 1.4 avec un ensemble de sortes S
réduit & un seul élément.
Un moyen simple et visuel de représenter une signature est d’énumérer d’abord les sortes apres
le mot clef sortes, puis les symboles d’opérations (déclarés avec leurs profils) apres le mot clef
opérations.

Exemple 1.2 [WEC 92] La signature (mono-sortée) d’un groupe algébrique a la représentation
suivante :
— Sortes : groupe
— Opérations :
— e groupe
— i : groupe — groupe
— e : groupe X groupe — groupe

Exemple 1.3 La signature (multi-sortée) des listes d’entiers naturels a la représentation sui-
vante :
— Sortes : nat, list
— Opérations :
— 0: nat
— §:nat — nat
— nal : list
— i nat X list — list

Variables

Les sont omniprésentes, sous des formes diverses, tant en logique qu’en programmation. En
mathématiques, un role important des variables est de formuler des équations. On introduit donc
un ensemble X de symboles de variables :

Définition 1.5 Considérons une signature S—sortée ¥, un ensemble de variables X pour ¥ est
un ensemble S—sorté disjoint de X, tel que, pour tout s € S, X sera ’ensemble des variables
de sorte s.

On étend la fonction d’arité ar a XU X, avec la valeur 0 sur X. Notons que jusqu’a présent rien
ne distingue une variable d’une constante.

Formation des termes

Les regles de formation des termes sont données par le systeme d’inférence suivant, portant
sur les jugements 'terme ¢ : s’, formé d’une regle n—aire par symbole d’arité n :

()

terme c: s (C) terme x : s

terme £ : 51... terme ¢, : s,
terme fti...t,:s

(f)

ouc, feXaoxeXetc:s,x:8, f:81...5, — s. On dira ainsi que t est un terme de sorte s s’il
existe une dérivation fermée par ’terme : s’, ce qui revient & introduire la définition suivante :
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B
A

Fi1a. 1.1 — Terme o(ci(o(iz)e))

Définition 1.6 — Pour tout s € S, on appelle ensemble des 3-termes sur X’ de sorte s, et
on note 7 (X, X), , le plus petit ensemble tel que X C 7 (X, X); et, pour tout n € N, pour
tout (s1,...,8,) € S™, pour tout symbole d’opération f : s; X ... x s, — s € X et tout

(Hy v otn) € T(D, )5, X oo X T(2,X)s,, fti.. tn € T(S,X),.
S T(5,X) = (T(3,X), | s€ S)

L’ensemble des termes sans variables, appelés termes clos, est noté 7 (X). Des termes qui
contiennent des variables sont dits ouverts. Un terme est linéaire si chacune de ses variables
n’apparalt qu'une fois.

Exemple 1.4 Dans le cas de I'exemple 1.3, les regles de formation des termes sont :
1. 0, s0, ss0 sont des termes de sorte nat
2. nil est un terme de sorte list

3. Si n est un terme de sorte nat, et si [ est un terme de sorte list, alors n :: [ est un terme
de sorte list.

Ainsi ss0 :: nil est un terme, mais pas 0 :: s0.

Termes et arbres

Prenons 'exemple du terme t = e(ei(e(iz)e)) construit sur la signature de I'exemple 1.2 (x
est une variable de sorte groupe). On peut le représenter par 'arbre de la figure 1.1. Numérotons
les arcs issus de chaque noeud de gauche a droite, et a partir de 1. On accedera a un symbole
du terme & ’aide du mot obtenu en concaténant les numéros des arcs de la branche menant de
la racine a ce symbole : €, 2.1 accedent a e, 2, 2.1.1 accedent a i, 1, 2.1.2 accedent a e. Ces mots
sont appelés des occurences (ou positions) ; ce sont des éléments de A*, o A est ’ensemble des
entiers > 1. On utilisera 'ordre préfixe sur les occurences : w < w’ exprime que w est un ancétre
de w’. La donnée d’une occurence w du terme détermine un noeud de l'arbre, le symbole qui
Iétiquette et le sous-terme (sous-arbre) qui en est issu. Le symbole situé a 'occurence ¢ est ainsi
appelé symbole de téte.

Définition 1.7 Pour tout terme ¢, on définit :

10



1.1. Le paysage syntaxique

— Pensemble Dom(t) des occurences de ¢ appelé domaine de t;
— le symbole t(w) en w, pour w € Dom(t);
— le sous-terme |, de ¢ en w, pour w € Dom(t);
par
L.sit=ceXout=x¢cX,alors Dom(t) = {e}, t(e) =t, t|c = t;
2. sit= fty...t,, alors :

(a) Dom(t) = {e}U ‘91 i.Dom(t;);

(b) 1(e) = f et ti.w) = t:(w):
(c) t|e =tet t|i.w = ti|w'

La profondeur |t| du terme ¢ est la longueur de la plus grande chaine de ’arbre qui représente ¢
et Var(t) désigne I'ensemble des variables de t.

Exemple 1.5 Le terme ¢t = o(ei(e(ix)e) construit sur la signature de ’exemple 1.2 a pour
profondeur 4 et Var(t) = {z}.

L’opération complémentaire de la construction du sous-terme est la greffe (ou remplacement),
dont voici une définition récursive.

Définition 1.8 Soient s,t € 7 (X, X) et w € Dom(t). Si s = fs;...s,, avec n > 0, on pose :

— stle =t.

— S[t)iw = fS1-.-Si—1Si[t]wSit1 - - - Sn.
La notation s[t],, peut également souligner que le terme s contient le terme ¢ comme sous-terme
a la position w. Dans certains cas, on peut simplement écrire s|t].

1.1.3 Substitutions
Pour faire jouer aux variables pleinement leur réole, on introduit ’opération de substitution.

Définition 1.9 On appelle substitution toute application o : X — 7T (X, X), qui est I'identité
presque partout (i.e sauf sur une partie finie de X'). L’ensemble Dom(o) = {x € X | o(z) # z}
qui est donc fini, est appelé le domaine de o, et ’ensemble I'm(o) = {o(z) | x € Dom(o)} est
appelé 'image de o.
On fait agir o sur 7 (X, X) par :

1. co =cpour c € X, ar(c) = 0.

2. (fty...tp)o = f(tio)...(tho) si f € X, ar(f) =n.

3. zo=o(x)siz e X.
Cette action étend o en une application de 7 (3, X') dans lui-méme encore notée o. La clause 3
remplace chaque variable par un terme correspondant et la clause 2 propage cette transformation
dans le terme. L’interprétation d’une substitution sur un arbre est simple : to s’obtient en greffant

le terme o(x;) & chaque occurence de x; dans t. Dans la suite, on notera xo et non plus o(z)
le résultat de 'application de ¢ a la variable x. On appelle instance de t par o le résultat

de I'application de la substitution o au terme t. Si Dom(c) = {x1,...,x,}, tous les z; étant

distincts, et si x;0 = t;, alors o peut étre représentée par I’ensemble des couples variable-terme
’ . — - -

noté {x; — t1,...,2, — t,}. Si on pose T = (x1,...,z,) et t = (t1,...,t,), on désignera

alors par 3{7> /@'} lapplication de o & un terme s (dans le cas ott n = 1, on écrira simplement

s{t/x}).

11
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Exemple 1.6 L’instance du terme t = g(z,g(a,z)) par 0 = {x — f(z,a)} est le terme to =
9(f(z,a),9(a, f(z,a)))
Notation: On désigne en général les substitutions par des lettres grecques «, 3, v, o ...

Définition 1.10 L’ensemble des variables introduites par une substitution o est appelé son
rang, et il est défini par :
Ran(o) = U Var(zo)
x€Dom(o)

Si Ran(o) = (0, o est appelée substitution close. Si to est une instance de ¢ qui appartient
a T(X), o est appelée instanciation close de t. La substitution de domaine vide est notée
Id : these.tex,v1.432008/01/1720 : 30 : OlnahonExp. On désigne par oy la restriction de
la substitution o au sous-ensemble V' de X, définie de la facon suivante :

zoy =xz0 sizeV;
=z sinon.

On note la composition des substitutions « et § par la simple juxtaposition o et on la définit
par zafB = (za)B. L'ensemble de toutes les substitutions sur 7(3, X) est noté Subst™¥, et
'ensemble des substitutions closes par Subst™.

La composition disjointe de deux substitutions o et p peut aussi étre définie quand leurs domaines
respectifs sont disjoints (Dom/(o) N Dom(p) = 0) :

xz(o+p) =xzo six € Dom(o);
= xp si x € Dom(p).

Les substitutions idempotentes sont importantes car elles possedent des propriétés utiles qui
rendent la définition de concepts plus simples et certaines preuves plus faciles. On verra en
particulier que pour 'unification on peut se restreindre a des unificateurs idempotents.

Définition 1.11 Une substitution o est idempotente si oo = 0.

Définition 1.12 Soit o une substitution {1 — yi,...,z, — y,} avec yi,...,y, des variables
distinctes. Alors o est une permutation si Ran(o) = Dom(o), et un renommage si Ran(o) N
Dom(o) = .

1.1.4 Propositions du premier ordre
Signature

Les langages du premier ordre ont été introduits par Frege en 1879. Leur usage est aujourd’hui
largement répandu en mathématiques et en informatique. La signature d’un langage du premier
ordre est I’ensemble ¥ des symboles de fonction et de relation qui figurent dans ses formules. Plus
précisément, on définit une signature du calcul des prédicats comme la donnée de deux signatures
disjointes ¥ et X,, dites respectivement signature fonctionnelle et signature relationnelle. On
notera 3 = Xy U X,. Les éléments de X (resp X,) sont des symboles de fonction (resp de
relation).

Exemple 1.7 La signature du langage de I'arithmétique est {0, s, +, x, <,=} ou 0, s, +, X sont
des symboles fonctionnels, et =, < sont des symboles de relation binaires.

On considere d’abord un ensemble infini dénombrable de variables X et on forme I’ensemble
des termes finis sur la signature ¥, que 'on notera de nouveau 7 (X, X'). La construction de
7 (X, X') donne un sens fonctionnel aux éléments de ¥y, il reste & donner un sens relationnel aux
éléments de X,

12
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Formation des propositions

Les formules atomiques (ou atomes ) sont les Rty ...t, avec R € ¥, d’arité n et t1,...,t, €
7 (3, X) : elles expriment une relation entre termes.

Exemple 1.8 z =z, et x > (y x 0) sont des atomes.

On note At(3, X') I'ensemble des atomes.
Les formules sont construites & partir des atomes a ’aide des connecteurs A (“et”), V (“ou”), =
(“implique”), L (“faux”) et du quantificateur universel ¥ (“quelque soit”) et existentiel 3 (“il
existe”).
Définition 1.13 L’ensemble £(X, X') des formules du calcul des prédicats du premier ordre sur
la signature X est la plus petite partie £ du monoide libre (X U X U {A,V,=, L,V,3})x telle
que :

1. At(X,X) C E,

9. LeE,etsiP, PcE, PAP,PVP,P=P cE;

3. Size X, Pe E, alorsVx Pet dx P € E.

Remarque: On peut également désigner par V(z,y) P la proposition Va Vy P. Le couple (z,y)
est un vecteur de variables.

Exemple 1.9 Vo z =z, (x > y X x) sont des formules, mais x = 1, V x X 2 > 0 n’en sont pas.

La construction de £(3, X') a seulement donné aux connecteurs et quantificateurs un sens fonc-
tionnel : pour l'instant, leur sens logique n’apparait pas.

Variables libres d’une proposition

Définition 1.14 L’ensemble Var(P) des variables libres d’une formule est défini par récurrence
par :

Var(Rty ...t,) = U Var(t;);

(
1=1
Var(Ll) =
Var(P A P') Var(PV P') = Var(P = P') = Var(P) V Var(P');
Var(Yx P) = Var(3z P) = Var(P) \ {z}.

Toute occurence de la variable x est dite liée dans Vo P et dx P. Un quantificateur lie une
variable. Rappelons ici que parmi les conséquances de cette liaison, le nom d’une variable liée
n’a pas vraiment de signification : Vo > 0 et Vy y > 0 ont le méme sens. Comme ’écriture
d’une formule ne contient qu'un nombre fini de variables, le fait d’imposer X infini permet la
convention de renommage : la formule obtenue a partir d’une formule P, en remplacant une
variable liée par une nouvelle variable n’apparaissant pas dans P, est considérée comme égale a

P.
Exemple 1.10 Dans Vz dy x X y = z, y peut étre renommée en u, mais pas en x ou z.

On peut vérifier que l'ensemble Var(P) des wvariables libres de P défini ci-dessus n’est pas
modifié par renommage des variables liées de P. Désormais, toute formule P sera considérée au
“renommage pres” des variables liées (relation d’équivalence implicite) et sera écrite en utilisant
comme variables liées des variables choisies hors de Var(P). On dira qu’une proposition P est
ouverte si Var(P) # (). A partir de maintenant, on utilisera le symbole = ezclusivement pour
représenter ’égalité syntaxique de deux termes, ou 1’égalité de deux propositions au renommage
pres des variables liées.
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Clauses

On introduit un nouveau connecteur, la négation, comme une abréviation : —P est une
abréviation de P = L. Un littéral est un atome (littéral positif) ou la négation d’un atome
(littéral négatif). Une proposition est clausale si elle est de la forme V&' P, o1 P est une disjonc-
tion de littéraux, et 2 désigne le vecteur des variables libres de P (on les supposera toujours
ordonnées linéairement par leur nom). On dira de plus que c’est une clause de Horn si elle
contient au plus un littéral positif. Les clauses de Horn sont fréquemment utilisées en program-
mation logique.

1.2 Déduction

1.2.1 Logique du premier ordre

On peut formaliser le raisonnement tel qu’il est pratiqué depuis les Grecs, et en méme temps,
donner enfin leur sens usuel aux symboles logiques. Plusieurs types de systemes d’inférence ont
été élaborés dans ce but (on a déja introduit la notion de systéme d’inférence au paragraphe
1.1.2). L’un d’entre eux est le calcul des séquents LK de Gentzen, adapté pour formaliser la
logique dite classique. L’idée est d’introduire comme jugements des séquents, qui sont des listes
de symboles de la forme

Pl)"'a-PmI_Ql)"'aQn

exprimant que de Py, P, ..., et P, on peut déduire 1, )2, ...ou @, ; comme cas particuliers
FQ et Pt

expriment respectivement que () peut étre prouvée et que P est réfutable.
Les regles du calcul des séquents respectent une symétrie droite/gauche. Il y a :

— Des regles structurelles;

— Des regles logiques ;

— Paxiome d’identité ;

— la reégle de coupure.
Comme un séquent est une liste (pas un ensemble) de symboles, il faut tenir compte de leur
ordre et des répétitions : c’est le role des regles structurelles de permutation, de contraction et
d’affaiblissement. Les regles de permutation et d’affaiblissement sont souvent appliquées de fagcon
implicite. Pour chaque connecteur ou quantificateur, il y a une régle d’introduction a gauche et

IPQFA  LPPEA . [pA .
IO, PFA = T,PFA " T pRA e
I'HPQ,A I'-P,PA TFA

T tr, ————- weak,
TFQ,PA TFPA TFPA

Fi1a. 1.2 — Le systeme LK : les regles structurelles

une regle d’introduction a droite : ce sont les regles logiques. On utilise directement la négation
-, au lieu de L. Une regle d’arité 0 (axiome) est nécessaire : 1'identité.

Prp A
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I,P,QF A I'FPA THQA

TPAQEA TFPAQA 7
IPFA T,QFA TFPQA
T PVvOrA 'L TEPvQA "
IFPA TQEA | DPEQA
LP=QFA 'EFP=0Q,A
TFPA I,PFA
L-PFA " TF=PA "
I, P{t/z} F A 'k P{y/z} A
T,Vz PrA "TFVYz PA 7
L, P{y/z} - A '+ P{t/x}, A
‘I, 3z PFA ‘TH3dz PA 7

(Pour les regles V;, V., 3; et 3,,, on suppose que = € Var(P) et y ¢ Var(l') UVar(A))

Fi1Gc. 1.3 — Le systeme LK : les regles logiques

Exemple 1.11 [LAL 90] Une dérivation du séquent - ((P = Q) = P) = P : la tautologie de
Pierce.

PFP A
PFQ,P
Q, =, Ax
~P=q@pr ' PrPY
P=Q) =PrppP
contr,

(P=Q)=P+P
F(P=Q)=P)=P

r

La regle de coupure que nous introduisons maintenant permet de faire des démonstrations beau-
coup plus intelligentes qu’avec les seules regles logiques.

T,PFA TP A
TFA

cut

On remarquera qu’il n’est pas possible de reconstituer P a partir de la conclusion d’une coupure.
Ceci a des conséquences significatives dans le domaine de la démonstration automatique : si on
cherche a construire une dérivation d’un séquent utilisant des coupures, ’espace de recherche
est infini. Cependant, malgré la grande souplesse que la regle de coupure introduit dans les
démonstrations, celle-ci n’augmente pas la puissance de LK. Plus précisément, si une dérivation
utilise des coupures,on peut la transformer en une dérivation n’utilisant pas de coupure. C’est
le Hauptsatz (ou théoreme d’utilisation des coupures) de Gentzen (1934).

1.2.2 Théories
Définition

Lorsqu’on effectue un raisonnement, on travaille toujours a l'intérieur d’une théorie qui ex-
prime les “connaissances communes”, que ce soit en mathématiques, en programmation, ou en
intelligence artificielle. Une théorie est ainsi un ensemble de formules d’un langage du premier
ordre. Pour le moment, & moins d’énumérer ses formules, un bon moyen pour définir une théorie
est de ’engendrer par une relation de déduction . la relation de déduction - que nous choisirons
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ici est celle de la logique classique, formalisée par le calcul des séquents de Gentzen présenté
plus haut.

Définition 1.15 Etant donnée une partie I' de £(3, X)), dont les éléments seront appelés
aziomes (de la théorie), la théorie engendrée par I' est 'ensemble des propositions P € £(X, X)
telles que I' - P.

La théorie de 1’égalité

On suppose que ¥ contient un symbole de relation binaire ~. L’ensemble des axiomes de
I’égalité est le suivant :

- Vrr=ux;

—VeVyxrmy=y~uz;

- YeVyVzamyANyxz=arxz2;

—Vxy ...V, Yy oYy i RPN AT, R Yy = T T = fYr. . Yn;

-V ...V, Yy ... Yy, 1= A... N2y Ry, = Rr1...2, = Ryi...yn.
pour chaque symbole fonctionnel f, relationnel R de la signature X.
Une clause équationnelle sera alors une clause qui contiendra &~ pour unique symbole relationnel.
Si elle contient exactement un littéral positif et au moins un littéral négatif, on dira que c’est
une égalité conditionnelle. On représentera une égalité conditionnelle —eq V ...V —e,, V € par
(e1 A...Nepm) = €. € est alors la conclusion, et (e1 A ... A ey) la précondition.

Remarque: L(3,X) est un langage du premier ordre car on dispose seulement de va-
riables d’individus. On ne peut pas quantifier sur des symboles de fonction ou de relation, qui
sont des “constantes” du langage. Dans un langage du second ordre, il y a en outre une infinité
de variables de relation pour chaque arité, ces variables pouvant étres quantifiées. Cela donne
au langage une plus grande puissance d’expression : par exemple, 1’égalité y est définissable par
la proposition, due a Leibniz :

v~y =2VYP P(r)= P(y) (1.1)

ou P est une variable de relation unaire.

L’arithmétique de Peano

C’est 'une des grandes théories étudiée par les logiciens. La signature est la suivante :
— Sortes : nat, bool.
— Opérations :
0: nat; s: nat — nat; +: nat X nat — nat; *: nat X nat — nat;
<: nat X nat; =~: nat X nat
— Axiomes :
Va —(sx =~ 0)
Ve Vy sx =sy=x~y
Vex+0~2
Vo Yy z+ s(y) = s(z +y)
Ve z*x0=~0
Ve Vy x*(sy) " xxy+x
Vo —(z < 0)
VeVyrx <syezr<yVrxy
P(0) ANVz (P(x) = P(sx)) = Va P(x)
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1.3. Le paysage sémantique

La derniere ligne est le schéma d’axiomes de récurrence : il y a une infinité dénombrable de tels
axiomes, un pour chaque proposition P et chaque variable libre de P. L’arithmétique de Peano
n’est pas finiment axiomatisable, d’aprés un théoreme de Ryll-Nardzewski.

Propriétés générales

La consistance est la premiere propriété a exiger d’une théorie

Définition 1.16 une partie I' de £(X,X) (ou la théorie qu’elle engendre) est consistante si
I'¥ 1, ie, s'il n'existe pas de proposition P € L(3, X)) telle que I' = P et I' = =P. Une théorie
est inconsistante si elle n’est pas consistante.

La proposition suivante montre que linconsistance est directement reliée a la relation de
déduction. La preuve est faite dans [LAL 90].

Proposition 1.2 1. '+ P si, et seulement si I' U {—P} est inconsistant.
2. I'F =P si, et seulement si I' U { P} est inconsistant.

La complétude est une propriété importante, assez forte, et qu'une “bonne” théorie n’a pas
nécessairement.

Définition 1.17 Une théorie d’axiomes I' est compléte si, pour toute proposition fermée P, on
al'k Poubien I'+ —P.

Exemple 1.12 [LAL 90] la théorie des corps n’est pas compléte : elle ne permet ni de prouver
1+1=0,ni141%# 0. Mais la théorie des corps algébriquement clos de caractéristique 0 est
complete. L’arithmétique de Peano n’est pas complete : c’est le théoreme d’incomplétude de
Godel.

La décidabilité est une propriété fondamentale, liée a la notion de calculabilité. Elle est au centre
des problemes théoriques de la démonstration automatique

Définition 1.18 Une théorie d’axiomes I est décidable si il existe un algorithme qui, une pro-
position P étant donnée, décide si I' = P ou si I' ¥ P. Une théorie qui n’est pas décidable est
dite indécidable

Exemple 1.13 L’arithmétique est indécidable. La théorie des corps algébriquement clos de
caractéristique 0 est décidable.

1.3 Le paysage sémantique

Nous construisons des schémas d’interprétation de chacun des objets syntaxiques introduits
en logique du premier ordre : signatures, variables, termes, propositions.
Une algébre multi-sortée est un formalisme adapté a la description des types de données. Elle
contient un ensemble d’opérateurs qui agissent sur ces types et des propriétés algébriques liant
ces opérateurs. On obtient ainsi une modélisation abstraite indépendante d’une implantation
particuliere.
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Chapitre 1. Cadre général

1.3.1 Interprétation d’une signature fonctionnelle

On suppose donné un ensemble S de sortes et une signature .S—sortée 3 dont la définition a
été donnée au paragraphe 1.1.2 (Définition 1.4) , et on interpréte un symbole d’arité n comme
une fonction de n arguments.

Définition 1.19 Une X-algébre S-sortée A est constituée d’un ensemble S-sorté A, ainsi que
d’une famille d’applications telle que, a chaque symbole de fonction f : s1 X ...s, — s de X
correspond 'une des applications de la famille fA : A, x ... x A, — As. Quand il n’y a pas
d’ambigiiités, on parle simplement d’algebre.

Remarque:
— le support de l'algebre A est ’ensemble A
— L’algebre A = (A, (fA)feg) est appelée interprétation de X

Exemple 1.14 Un singleton {a} est le support d'une algébre triviale, chaque symbole de
constante étant interprété par a, et les symboles de fonctions par des fonctions constantes de
valeur a. Une interprétation triviale identifie tout.

Le mot homomorphisme vient du grec et signifie méme structure. Cela est clairement apparent
dans la définition suivante :

Définition 1.20 Soit X une signature, A et B deux >-algebres. Un ¥-homomorphisme ¢ entre A
et B est une famille (¢, | s € S) d’applications ¢s : As — By, telles que ¢s(f*(as,,...,as,)) =
fB(¢s,(as,), ..., ps,(as,)) pour tout symbole d’opération f : sy X ... x s, — s de ¥ et tout
(Ggys ..., as,) € AT X ... x A%,

Un homomorphisme bijectif est alors appelé isomorphisme.

1.3.2 Les algebres de termes

Si X est un ensemble quelconque de variables, ’ensemble 7 (3, X') des termes est muni d’une
structure canonique de X-algebre (7 (X, X), X).

Définition 1.21 On associe a chaque symbole d’opération f : s; X ...s, — s lopérateur
fT défini par f7(t1,...,tn) = ft1...t, pour tout (ty,...,t,) € T(8,X),, x...xT(5,&), .
L’algebre de support 7 (X, X) munie des opérateurs définis ci-dessus est appelée algebre des
Y-termes sur X, et on la note (7 (3, X), X).

Remarque: Si X = (), I'algebre obtenue est appelée algebre des Y.-termes clos, et on la note
(7(X2),%) Cette X-algebre est aussi un objet libre au sens de la théorie des catégories (comme

il y a des monoides libres, des groupes libres, ... ).

Définition 1.22 Pour toute X-algebre A, une assignation est une application de X vers le
domaine A de A qui & un élément x € X de sorte s associe un élément a € A de méme sorte s.

Proposition 1.3 Pour toute - algebre A et toute assignation o : X — A, il existe un unique
>-homomorphisme ¢: 7 (X, X) — A tel que ¢ (z) = o(z) pour tout = € X (cf Figure 1.4)
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1.3. Le paysage sémantique

X _9 A
7
////OA-
T(Z, X)

Fia. 1.4 — ¥-morphisme o

/\ /7 . 7’ .
o est défini récursivement sur les termes :

AN AN
(ftl . .tn) = f‘A(O' (tl), - (tn))
(z) = o(x)
On notera [[t]]A"7 le résultat de 'application de & au terme t, et on étendra a la section suivante

cette notation aux propositions et aux théories (dans ce cas, on ne prend en compte que les
variables libres).

Q> Q>

La proposition 1.3 s’applique en particulier a (7(X),), lalgebre des termes clos. Dans
ce cas, elle s’écrit plus simplement :

Corollaire 1.1 Pour toute X-algebre A, il existe un unique 3-homorphisme i 4 : 7(X) — A qui
est défini par :
ia(fty. . tn) = fAGa(tr), .. ia(tn))

On dit alors que 'homomorphisme i 4 est I'interprétation associée a ’algebre A. A cause de ce
corollaire, on dit que 7 (X) est la X-algébre initiale. Plus généralement :

Définition 1.23 une algebre A est dite initiale dans une classe d’algebre si elle appartient a
cette classe, et s’il existe un unique homomorphisme de A dans toute algebre de la classe.

Lorsque le ¥-homorphisme i 4 défini au corollaire 1.1 est surjectif, on dit que A est une algébre
de Herbrand.

Exemple 1.15 [WEC 92] Soit la signature suivante :

— Sorte : Nat.

— Opérations : 0:nat s: Nat — Nat.
Posons A 1'algébre de domaine N définie par 04 = 0 et s4(n) = (n + 1) pour tout n € N. A est
une Y-algebre de Herbrand.

Une autre application importante de cette propriété est avec A = (7 (X, X'), X'). On obtient ainsi
un unique homomorphisme o T(3,X) — T(X,X) prolongeant 0 : X — 7 (3, X). On appelle
domaine ou supportde o : X — T (X, X) (ou de 9), I’ensemble

Dom(o) ={z € X | o(x) # z}

On retrouve ainsi la notion de substitution introduite précedemment : si Dom(o) est fini, o est
une substitution.
Remarque:
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Chapitre 1. Cadre général

[Rty...t,]J47 =T si et seulement si ([t1]47, ..., [t,]*) € RA

[PV QA7 = [PIA7 ou [Q147

[P A QIA7 = [PIA7 et [Q147

[-P]4¢ = non [P]4°

[3z P]4° = T si et seulement si 3¢ [P]A4? =T avec ¢(y) = o(y) siy #
[Vz P]A47 = T si et seulement si V¢ [P]4? = T avec ¢(y) = o(y) si y #

Fi1G. 1.5 — Interprétation d’une proposition

— A partir de maintenant, on désignera par la méme lettre une assignation et son prolonge-
ment a ’ensemble des termes.

— Comme dans le cas des substitutions, to désignera ’application d’une assignation ¢ a un
terme ¢.

1.3.3 Interprétation des symboles relationnels

Passons a la logique du premier ordre. Il reste & interpréter les symboles relationnels de la
signature par des relations. On suppose donc que ¥ = X U X, est une signature du calcul des
prédicats dont la signification a été précisée au paragraphe 1.1.4. On affecte a chaque symbole
relationnel un profil de la forme s; X ... X s,. Le produit s1 X ... X s, indique quelles sortes de
données ce symbole accepte de mettre en relation et dans quel ordre.

Définition 1.24 Une Y- algebre A est la donnée d’un ensemble A non vide muni, pour chaque
symbole de :

— fonction f: sy X ...s, — s, d’une application f4: Ay x ... x Ay — A;

— relation R: sy X ...s, , d’une relation RA C Ag, X ... X Ag, .

1.4 Satisfaction

1.4.1 Conséquence sémantique

Ayant opté des schémas d’interprétation pour tous les objets syntaxiques, nous introduisons
la notion de modele et les propriétés sémantiques de validité et de complétude.

La relation de satisfaction =

Soit A une Y-algebre. Si on note {T,F} l'ensemble des booléens, une proposition P est
interprétée par une application P4 : AY — {T,F}, dont la définition par récurrence sur les
formules est donnée & la figure 1.5 (on écrit PAY au lieu de P4(0) ) . Dans le cas d’une
proposition ouverte P, on dit que A satisfait P si la formule P est vraie dans A en substituant
aux variables libres n’importe quels éléments de A. Cela s’écrit formellement :

Définition 1.25 Soit A une algebre de support A, et P une proposition. On dit que A satisfait
P, et on note A |= P, si [P]*? = T pour toute assignation o € A?Y.
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1.4. Satisfaction

Pour ce qui concerne les clauses équationnelles, cela peut s’écrire :

Définition 1.26 Soit A une algebreet C = A a;=b;= VvV d; =V, Ondit que A
€{1,...,m} je{l,...,n} J J

satisfait C', ou que C est valide dans A, si, et seulement si : pour toute assignation o, si, pour

tout i € {1,...,m}, a;0 = b;o, alors, il existe j € {1,...,n}, tel que ajo = b0.

Soit T" une théorie i.e une partie de £(X, X). On dit que A est un modele de la théorie T, et on
note A =T si A = P pour tout P € T.

Notation: L’ensemble des modeles d’une théorie I" sera noté Mod(X,T"), ou plus simple-
ment Mod(T").

Considérons I’exemple suivant :

Exemple 1.16 [COM 01] Soit la spécification suivante :

— Sortes : Nat.

— Opérations : 0: Nat; s: Nat — Nat.

— Axiomes : 0+z~uz; s(x)+y=~s(z+y).
Considérons l'algebre A, dont le domaine A est ’ensemble & deux éléments {0, a}, et tel que
s, Dinterprétation de s dans A, est Iidentité s4(0) = 0, s4(a) = a et +4, I'interprétation de
+ dans A, soit la projection droite : u +“ v est v. A est alors un modele de E.

La relation de satisfaction =, permet de définir une nouvelle relation sur P(L(X, X)) x L(X, X),
dite de conséquence sémantique.

Définition 1.27 Soit I une théorie et P une proposition. On dit que P est une conséquence
sémantique de T', et on note I' = P si, pour toute Y-algebre A et pour toute assignation
0:X — A, Al=To entraine A |= Po.

Exemple 1.17 [COM 01] Reprenons 'exemple 1.16. Nous avons vu que les égalités de E sont
satisfaites dans A. Cependant, 1’égalité = + 0 ~ x n’est pas valide dans A, puisque a +4 0 = 0.
Par conséquent, ’égalité = + 0 ~ x n’est pas une conséquence sémantique de F

Validité et complétude de la déduction

On considere de nouveau la relation de déduction - de la logique classique définie au para-
graphe 1.2.1. Soit I' C L(X, X) la théorie engendrée par A C L(3,X) :

[ ={PeLl(SX)|Ar P}

Comme A C T, il est clair que Mod(T") C Mod(A), mais a-t-on I’égalité ? Le théoreme de validité
énoncé ci-dessous le prouve :

Théoréme 1.1 SiI'F P, alorsT' = P
Corollaire 1.2 Les modeles d’une théorie sont ceux de ses axiomes.

Le théoreme de complétude constitue la réciproque du théoreme de validité :
Théoréme 1.2 SiI' |= P, alorsT'+ P

Avec ces deux théoremes, les relations b et = sont identiques, ce qui permet deux points de vue
sur les mémes problemes.
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Chapitre 1. Cadre général

1.4.2 Conséquence inductive
La relation de conséquence inductive

Un modele d’une théorie qui est une algebre de Herbrand est appelé modéle de Herbrand
de cette théorie. La restriction aux modeles de Herbrand permet de définir une relation sur
P(L(E, X)) x L(X,X), dite de conséquence inductive, et qui est plus faible que la relation de
conséquence sémantique.

Définition 1.28 Soit I" une théorie et P une proposition. On dit que P est une conséquence
inductive de I', et on note I'' |=; P si ‘H satisfait P pour toute modele de Herbrand H de I’

Congruence

Une congruence sur une algebre A est une relation d’équivalence sur son support A compa-
tible avec les opérations :

Définition 1.29 Une congruence sur une X-algebre A de domaine A est une relation
d’équivalence ~ sur A telle que, pour tout f : s X ...s, — s € X, pour tout aj, aj, ...,
an, a,, dans A :

ag ~ay A Nay ~dy = N a, . an) ~ FA, L dl)
Remarque: Une congruence sur les termes est alors une congruence sur l'algebre (7 (X, X), X).

Exemple 1.18 [LAL 90] Une congruence ~ sur un groupe G est déterminée par la classe de
I’élément neutre, qui est un sous-groupe distingué de H. de G; on a a ~ b si et seulement si
ab~' € H..

Algeébre quotient

Définition 1.30 Si ~ est une congruence sur une X-algebre A de domaine A, l’ensemble
quotient, noté A/ ~, est un ensemble muni d’'une structure d’algebre tel que, pour tout

fis1x...8y = s €%, pour tout ay,...,a, € A,
faylan]ws s lan]n) = [falar, - an))~
ou, pour tout i € {1,...,n}, [a;]~ est la classe d’équivalence de a; dans A.

Nous allons voir que les algebres quotients permettent de caractériser les conséquences inductives.
Le noyau d’un homomorphisme ¢ : A — B est

Ker ¢ = {(a,d') € A% | ¢(a) = ¢(a’)}

Comme en algébre linéaire, tout homorphisme surjectif ¢ : A — B est factorisable a travers le
N

quotient de son noyau en la surjection naturelle et un isomorphisme ¢ (figure 1.6) Dans le cas
ot ‘H est une algebre de Herbrand, 'interprétation iy associée (cf corollaire 1.1) est surjective,
et 'application de la factorisation précédente permet de déduire I'existence d’un isomorphisme

N
iy tel que le diagramme de la figure 1.7 commute. En tant que relation binaire sur le support H
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1.4. Satisfaction

A ¢ _B
7
r
¢
A/Ker ¢

F1c. 1.6 — Factorisation d’'un homomorphisme

//7/-’}-[

s

T(X)/Ker iy

Fi1c. 1.7 — Factorisation de iy

de H, Ker iy est une équivalence; c’est de plus une congruence, puisque si (h;, h';) € Ker iy,
c’est que iy (h;) = iy (h';), donc

Z'H(fH(hl...hn)) = fH(iH(hl),...,zH(hn))
= fMin(h),. .. in(h'y))
= iH(fH(h/l...h/n))

On peut ainsi énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 1.3 Pour toute algébre de Herbrand H, il existe une congruence ~ sur T (X) telle
que 'H soit isomorphe a T (X)/ ~.

Remarque: On vient de voir l'intérét des algebres définies comme des quotients, cependant,
contrairement aux algebres de termes dont tout élément est facilement représentable en machine,
celles-ci ne le sont pas immédiatement. En effet, s’il est commode de représenter une classe
d’équivalence par un élément de cette classe, le probleme se pose de savoir si deux éléments sont
ou non dans la méme classe. Ceci n’étant pas toujours décidable, il faut plutét voir cette construc-
tion comme une définition abstraite, qui sera concrétisée dans les cas ou 'on dispose en outre
d’algorithmes (par exemple de réécriture). On peut ainsi définir récursivement la congruence
engendrée par un ensemble d’égalités conditionnelles.

Congruence engendrée par un ensemble d’égalités conditionnelles

Théoréme 1.4 [KAP 84a] Soit E un ensemble d’égalités conditionnelles définies sur une si-
gnature X. La plus petite congruence engendrée par E sur T(X), notée ~p, se construit
récursivement de la maniére suivante :

— ~yq est l’égalité syntazique ;
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Chapitre 1. Cadre général

— ~y, est la plus petite congruence telle que :
1. NngNn—l—l;'

2. st ajo ~y, bjo pour tout {1,...,m}, alors so ~y,y1 to, et cela pour toute équation

AN a=b=>s~tdeFE;
e{1,...,m}

7N:UN

n
neN

Remarque: Si E est un ensemble de simples égalités, ~= @, et ~ est notée =p.

Théoréme 1.5 [EHR 85] Si E est un ensemble consistant d’égalités conditionnelles, alors
T (X)/ ~g est initiale dans Mod(X, E). On la désigne alors souvent par I(X, E), pour souligner
cette caractéristique.

Le lemme suivant montre l'intérét pratique que 'algebre (X, E) peut également avoir :

Lemme 1.1 Si E est un ensemble d’égalités conditionelles et C' est une clause positive, C' est
une conséquence inductive de E ssi Z(X, F) = C

Exemple 1.19 [COM 01] Reprenons l'exemple 1.17. L’égalité = + 0 ~ =z n’est pas une
conséquence sémantique de F, mais c’est une conséquence inductive de E, caron at+0 ~g t
pour tout ¢t € 7(X), autrement diton a Z(X, E) Fzx+ 0~ x

On ne doit pas perdre de vue qu'une clause (non positive) peut étre satisfaite dans Z(3, E), sans
pour autant étre une conséquence inductive de E. Cette différence est illustrée dans [COM 01]
par ’exemple suivant :

Exemple 1.20 [COM 01] Reprenons l'exemple 1.16. —(z ~ s(x)) n’est pas une conséquence
inductive de E car le modele trivial & un élément de E ne satisfait pas —(x ~ s(z)), mais on a
cependant Z(X, F) = —(x = s(z)).

Considérons 'exemple suivant, dans lequel la spécification contient une égalité conditionnelle :

Exemple 1.21 [BOU 95] Soit la spécification suivante :

— Sortes :
Nat; Bool.
— Opérations :
0:Nat; T, F:Bool; s:Nat — Nat; p: Nat x Nat x Nat — Bool;
f:Nat x Nat x Nat — Nat.
— Axiomes :

p(x,0,2) = T; p(x,s(y),z) = p(x,y,2); p(y,x,2)~T= f(x,y,2) =0.

On peut montrer que I'égalité p(z,y,z) ~ T est une conséquence inductive des axiomes de la
spécification.
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Dans ce chapitre, nous commencons par rappeler quelques définitions utiles sur les relations
binaires, et en particulier sur les relations d’ordre et leurs variantes. Nous effectuons ensuite une
mise au point sur la notion de systeme de réécriture et sur celle de spécification équationnelle.
Les égalités sont symétriques, cela signifie qu’on peut les appliquer dans les deux sens. Nous
verrons qu’il peut étre pertinent cependant de ne restreindre leur application qu’a un seul sens,
afin de les transformer en regles de calcul. Nous effectuerons ensuite quelques rappels sur la
notion d’unification qui joue un roéle central en informatique, aussi bien pour prouver que pour
calculer. Nous parlerons également de la complétude suffisante, qui est une propriété importante
des systemes de réécriture, et sur laquelle repose en grande partie la correction des systémes
de recherche de preuves présentés dans les parties III et IV. Nous définirons par ailleurs un
sous-ensemble de positions caractéristiques a I'intérieur des termes qui seront utilisées par ces
systemes : les positions définie-mazximales. La derniere section de ce chapitre est dédiée a la
réécriture modulo un ensemble d’égalités. Plusieurs relations de ce type peuvent étre définies.
L’une d’entre elles est la relation de Peterson et Stickel a partir de laquelle nous proposons
une définition d’un systéme de réécriture modulo suffisamment complet. Nous expliquerons alors
Iintérét que les positions définie-maximales possedent également dans le cas de la réécriture
modulo. Pour cela, il est d’abord nécessaire de définir une propriété de conservation des termes
constructeurs sur les ensemble d’égalités.
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Chapitre 2. Réécriture

2.1 Relation binaire sur un ensemble

De nombreuses définitions et propriétés de base des systemes de réécriture peuvent étre
énoncées de facon abstraite, via les relations binaires sur les ensembles.

Définition 2.1 Un ensemble T étant donné, on appelle relation binaire sur 1T tout sous-
ensemble du produit cartésien 1" x T

Remarque: Une relation est souvent notée —, et on écrit a — b pour signifier que deux
éléments a et b sont en relation.

On suppose donc que — est une relation binaire sur un ensemble 7', et on rappelle les
définitions suivantes

Définition 2.2 — — est réflexive si Vi t — t.
— — est symétrique si Vt V' t -t =t — t.
— — est antisymétrique si V¢ V' (t = ')A (' —t)) =t =1t
— — est transitive si V¢ V&' V" (t = t)AN{H —t") =t — 1"

Les différentes fermetures de — seront désignées de la maniere suivante :
— — est la fermeture réflexive.
5 est la fermeture transitive.
— 5 est la fermeture réflexive transitive.
< est la fermeture symétrique.
— & est la fermeture réflexive, symétrique et transitive.
La fermeture réflexive, symétrique et transitive est appelée relation d’équivalence ou de conver-
sion. On dira alors qu’'un élément t € T
— est réductible si, et seulement si il existe ' tel que t — t';
— est en forme normale si, et seulement si il n’est pas réductible ;
— est une forme normale de s si, et seulement si s — ¢ et ¢ est en forme normale. On note

alors t=s |.
Remarque: Si — est une relation sur I’ensemble des termes, une forme normale d’une substi-
tution est définie par zo |= (xo) | pour tout z € Dom(c). On dira alors qu’une substitution
est une substitution normalisée (ou substitution irréductible) si elle coincide avec I'une de ses
formes normales.

Les relations binaires sont souvent utilisées pour faire des comparaisons. Nous en profi-
tons pour rappeler ici quelques définitions utiles sur les relations d’ordre et leurs variantes.

Définition 2.3 Une relation binaire sur un ensemble F est
— un ordre strict si elle est non réflexive et transitive;
— un quasi-ordre si elle est réflexive et transitive;
— un ordre si elle est réflexive, antisymétrique et transitive ;
— un (quasi-) ordre total si < y ou y < z pour tous z, y € E.

Un ordre strict est généralement noté avec le symbole <. Si < est un ordre strict, et si on définit
<parx <ysiz <youzx=y,alors < est un ordre; si < est un ordre, alors < définie par x < y
siz <y et x#y est un ordre strict; enfin si < est un quasi-ordre, x 2 ysiz <y et y < x est
une relation d’équivalence, et < y si 2 < y et y £ x est un ordre strict.
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2.1. Relation binaire sur un ensemble

Exemple 2.1 Soit F un ensemble, et E* le monoide libre engendré par E. On dit que u est un
préfize de v, et on note u < v, 8'il existe u’ € E* tel que v = wu/. La relation < ainsi définie est
alors une relation d’ordre.

Une propriété fondamentale des ordres est la bonne fondation.

Définition 2.4 Un (quasi-) ordre < est un (quasi-) ordre bien-fondé (ou (quasi-) ordre
noethérien), si, et seulement si, il n’existe pas de suites infiniment décroissantes du type
Sp>S81 >8> ...

Nous présentons ci-dessous trois constructions générales de (quasi-)ordres bien fondés.

Définition 2.5 Pour tout entier i tel que 1 < i < n, supposons que <’ soit un (quasi-)ordre bien
fondé sur un ensemble F;. Définissons le (quasi-)ordre <,, sur le produit cartésien Fq x ... x E,
par (z1,...,2n) <n (Y1,...,Yn) si z; <* y; pour tout i.

Proposition 2.1 Le quasi-ordre <,, ainsi défini est bien-fondé si, et seulement si chaque <’ est
bien fondé.

Définition 2.6 Pour tout entier i tel que 1 < i < n, supposons que <’ soit un (quasi-)ordre bien
fondé sur un ensemble F;. Définissons le (quasi-)ordre <., sur le produit cartésien Ey x ... x E,
par (z1,...,%5) <tez (Y1,---,Yn) si x; <* y; pour tout , ou il existe i tel que xj =y; (oux; =>J Yj
dans le cas d’un quasi-ordre) pour tout j < i et z; <’ y;.

Proposition 2.2 Le (quasi-)ordre <., ainsi défini est bien-fondé si, et seulement si chaque <*
est bien fondé.

Remarque: Lorsque tous les <* sont égaux a un méme (quasi-)ordre < sur un ensemble E, <,
et <jep désignent alors respectivement 1’extension cartésienne et I'extension lexicographique de
< au produit cartésien E™.

Un multi-ensemble est un ensemble avec occurences multiples de ses éléments. Plus précisément,
si F est un ensemble, un multi-ensemble sur E est une application M : E — N; M(z) est
alors le nombre d’occurences de z dans M, pour z € E. Les éléments d’un multi-ensemble M
sont les éléments = de E tels que M (z) # 0. On utilise aussi une notation ensembliste pour les
multi-ensembles : on écrira par exemple M = {{a,a,a,c}}, au lieu de M(a) =3, M(c) =1, et
M (z) =0 si x # a,c. L’ensemble des multi-ensembles finis sur E est noté M (E).

Définition 2.7 Soit < un quasi-ordre sur E; l'extension <,,,; de < & M(E) est définie par
M <, M’ si M est obtenu & partir de M’ en remplacant une occurence d’un élément x de M’
par un multi-ensemble d’éléments tous plus petits (ou équivalents) a x pour le (quasi-)ordre <.

De facon plus opérationnelle, les regles suivantes décrivent l’extension multi-ensemble stricte

<mul *
Bigger M U{t} >pu NU{s} — MU{t} >nu N

sit>s
Erase MU{t} >pu NU{t} — M >,u N
Success MU{t} >pu 0 —» T

Proposition 2.3 [DER 79b] Si < est bien-fondé, <,,,,; est également bien-fondé.
Exemple 2.2 {{35 3,1, 2}} >mul {{37 2,2,2, 2}}
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Un des problemes opérationnels essentiels du calcul, tel qu’il est pratiqué a travers la program-
mation, est celui de la terminaison.

Définition 2.8 La relation — est terminante (ou fortement normalisante, ou noethérienne, ou
bien fondée) si toute séquence de réductions est finie.

Remarque: On dit qu’elle est faiblement terminante (ou faiblement normalisante) si tout terme
admet une forme normale.

Exemple 2.3 La relation t — t’ est terminante, mais pas t — t.

La confluence est une propriété fondamentale de toute modélisation du calcul comme processus
de réduction : elle signifie I'indépendance du résultat du calcul vis a vis du chemin de réduction
suivi.

Définition 2.9 La relation binaire — sur T est confluente en t si, pour tout ¢y, to, sit — t; et

t = to, il existe t/ tel que t; = t' et to =t/

La confluence a comme conséquence que la relation de conversion s’identifie a la réduction a un
méme terme : c’est la propriété de Church-Rosser

Proposition 2.4 Si la relation — est confluente, alors x <& y équivaut a l'existence de z tel
que r — z ety — 2.

Une relation terminante et confluente est alors appelée convergente.

Définition 2.10 La relation binaire — sur T est convergente si elle est confluente et terminante.

2.2 Systeme de réécriture

2.2.1 Cas non conditionnel

Contrairement au A—calcul, ou I’on travaille avec une seule regle, la G—réduction, les systemes
de réécriture présentent une grande variété de formes.

Définition 2.11 Un systéme de réécriture non conditionnel est la donnée d’une signature X et
d’un ensemble R de couples de termes (I,7) € 7(X,X) x T(3,X) tels que Var(r) C Var(l) et
l¢ X

Chaque couple, aussi appelé régle et noté [ — r, décrit une regle de calcul générique. La définition
d’une relation de réduction a partir d’un systeme de réécriture peut étre construite par regles
d’inférence :

lo — ro si (I,7) € R et 0 € Subst™*

ti —t';

ftiooitioe ity — ft1...t  tn

sifeXetl<<i<n
ou directement par greffe :
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2.2. Systéeme de réécriture

Définition 2.12 Un terme s se réécrit (ou se réduit) en un terme ¢ par application de la reégle
I — r € Raloccurence w € Dom(s) si il existe une substitution o telle que s, = lo et t = s[ra],.
Cette relation est notée s —_,., ,] ¢t ou simplement s —x ¢, ou encore s — ¢ si aucune confusion
n’est possible. Le terme [o est appelé redex (de 'anglais “reducible expression”), et ro est son
contracté. o est alors appelée “filtre” de [ vers s, et on dit que s est R-réductible a la position
w.

Remarque: Dans la suite, si aucune confusion n’est possible, le symbole R désignera également
la relation —x.

Exemple 2.4 Considérons le systéeme de réécriture suivant :

O+x—=x z*x0—0
r+s(y) = s(x+y) vxs(y) = (rxy)+a

On a (s(s0)) * (s(s0)) —xr s(s(s(s0))).

On attribue alors a un systeme de réécriture R les propriétés de la relation —x qu’il engendre. On
dit ainsi qu'un systéme de réécriture R est noethérien si toute séquence de réductions termine.
Un systéme contenant une regle permutative du genre x +y — y -+ = ne peut étre noethérien. La
preuve de noethérianité d’un systeme est toujours un probleme difficile, lié a la notion d’ordre
bien fondé :

Théoreme 2.1 La noethérianité des systémes formés d’au moins deux réegles est indécidable.

2.2.2 Cas conditionnel

Appliquer une égalité conditionnelle sur un terme t revient & remplacer 'instance du membre
gauche dans ¢ par l'instance correspondante du membre droit, a condition que la préconditition
soit vérifiée. Cependant, I’évaluation de cette précondition peut mener & des dérivations infinies,
comme le montre I'exemple suivant, tiré de [BER 97|

Exemple 2.5 Soit I’égalité
p(x) >0x~T=2>0~T

ou p désigne la fonction prédecesseur sur les entiers. L’évaluation de I’égalité 0 > 0 ~ T donne
une infinité de dérivations :

0>0~T si —1>0=T
—1>0~T si —-2>0=T

Pour éviter ce type de dérivation cyclique, on peut imposer des restrictions, et on définit ainsi
des régles de réécriture conditionnelles :

Définition 2.13 Soit < un ordre bien fondé. Une égalité conditionnelle ‘7\1 a; ~ b =>s~t
1=
est dite régle de réécriture conditionnelle, notée par /n\l a; ~ b, = s — t, si toute variable
1=

de ‘7\1 a; =~ b; et de t est une variable de s, et pour toute substitution o, on a {so} >u
1=

{to,a10,b10,...,a,0,b,0}. Le terme s est appelé membre gauche de la regle.
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La relation so > to assure la terminaison de la réduction non conditionnelle, tandis que
{so} >mu {a10,bi0,...,a,0,b,0} garantit que les termes apparaissant dans l’évaluation
récursive de la précondition diminuent au fur et a mesure de la taille, assurant ainsi la
terminaison ('idée d’établir un ordre entre le membre gauche et la précondition de la regle a
été proposée par [KAP 84b|, [KAP 87al).

Remarque: Les variables du membre gauche d’une régle conditionnelle sont implicite-
ment universellement quantifiées. Les variables libres sont donc les variables de la précondition
qui n’apparaissent pas dans le membre gauche.

Exemple 2.6 Dans une regle du type z = f(y) = g(z) — ¢, la variable y est libre.

Un systeme de réécriture conditionnel R est un ensemble de regles conditionnelles.

2.3 Spécification équationnelle

2.3.1 Un systeme de réécriture particulier

De fagon générale, une spécification consiste en une signature et un ensemble de proposi-
tions, souvent appelées ariomes de la spécification. Nous nous intéresserons ici au cas ou ces
propositions sont des égalités.

Définition 2.14 Une spécification équationnelle est un couple (X, F), ol X est une signature,
et E un ensemble d’égalités.

Remarque: Si E contient au moins une égalité conditionnelle, on parle de spécification
équationnelle conditionnelle.

La représentation des signatures peut étre élargie de telle sorte que 1’on puisse représenter
les spécifications équationnelles de la méme maniere en utilisant le mot clef “Axiomes” et en
énumérant toutes les égalités de F sans les quantificateurs.

Exemple 2.7 Une spécification pour les piles est donnée ci-dessous :
— Sortes : alphabet; pile.
— Opérations :

ai,...,ay : alphabet; Nil: pile; pop: pile — pile; push : alphabet x pile — pile.

— Axiomes :

pop(Nil) = Nil; pop(push(z,s)) = s.

Dans les spécifications équationnelles, les égalités occupent la méme position que les regles dans
un systeme de réécriture. Les égalités sont symétriques, et cela est naturel d’un point de vue
algébrique. On peut transformer des égalités en regles de calcul si on les oriente.

Exemple 2.8 Les regles de I'exemple 2.4 sont obtenues en orientant les égalités ci-dessous :

O+x=zx z*x0~0
r+s(y)=s(x+y) zxs(y)=(xxy)+z
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Dans 'exemple 2.8, il est facile d’orienter correctement les égalités, du fait de leur caractere
récursif. Cependant, il n’est pas toujours facile de savoir a priori dans quel sens orienter les
égalités. Et dans de nombreux cas, il n’existe aucun moyen d’orienter les égalités de facon a
obtenir un systéme de réécriture efficace pour effectuer des calculs : c’est le cas par exemple si
I'une de ces égalités est x + y =~ y + x, qui exprime la commutativité de ’addition.

Si on compare la définition 2.14 avec celle d’un systéme de réécriture (Définition 2.11), la seule
différence est que l'on dispose d’égalités a la place de regles. La différence essentielle avec une
regle de réécriture est bien-stir que 'on n’attache pas d’importance a l’ordre des termes dans
une égalité. La définition suivante permet d’effectuer quelques transitions naturelles entre les
spécifications équationnelles et les systémes de réécriture.

Définition 2.15 On considére une spécification équationnelle (X, F).

— Deux termes s et ¢t étant donnés, on dit que s se réduit en t par E lorsqu’il existe une
égalité e; ~ eg € F, une position w € Dom(s), et une substitution o, telles que Slw = €10
et t = s[eao]y. On écrit s <o p ¢ si s se réduit en ¢t par F, car t se réduit également en s
par FE, étant donné que 'on peut aussi dire que E contient 1’égalité es = e;.

— Une séquence de réductions est appelée conversion par rapport a la spécification
équationnelle E. On écrit s =g t s’il existe une conversion de s vers ¢ dans E. La re-
lation de conversion =g est clairement une relation d’équivalence.

On étend la relation =p aux substitutions de la fagon suivante :

Notation: Deux substitutions o, @ et un ensemble fini V' C X de variables étant donnés,
I'équivalence o =g u[V] signifiera que 'on a zo =g zu pour tout z € V.

La relation de conversion joue un role central dans le raisonnement équationmnel. Nous
entendons de facon intuitive par raisonnement équationnel la facon dont les égalités sont
utilisées et manipulées en mathématiques. Chaque étape d’un tel raisonnement s’effectue en
appliquant une substitution a une égalité faisant partie de I’ensemble des hypotheses, ou qui a
déje été démontrée, et a son utilisation dans un contexte adapté. C’est exactement ce qui se
passe lorsque 'on effectue une conversion. Ceci est une conséquence du théoréme suivant :

Théoréme 2.2
s=pte FEFsxt

avec = la relation de la logique classique définie au paragraphe 1.2.1.

Remarque: On observera que seuls les quatre premiers axiomes de la théorie de 1’égalité sont
utilisés pour établir une relation du type E s~ t

2.3.2 Pourquoi orienter les égalités ?

Dans quel cas un systeme de réécriture est-il plus avantageux qu’une spécification
équationnelle? Un ensemble d’égalités FE déterminant une relation d’équivalence =g sur les
termes, le probleme E F s &~ t se raméne a savoir si s et t appartiennent a une méme classe
d’équivalence. On est dans une situation favorable s’il y a un représentant canonique de chaque
classe, et si on sait associer a tout élément le représentant canonique de sa classe : ’équivalence
se ramene a l'identité des représentants canoniques. Par exemple, pour décider si deux fractions
sont équivalentes, il suffit de les simplifier au maximum puis de tester ’égalité des numérateurs
et des dénominateurs.
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C’est précisément ce que permet un systeme de réécriture, a condition qu’il ait la propriété de
normalisation faible (tout terme admet une forme normale), qu’il soit confluent (d’ou I'unicité de
la forme normale), et que I'on dispose d’une stratégie effective pour atteindre la forme normale
d’un terme. Cette derniere condition est satisfaite en particulier si le systéeme est noethérien.

Définition 2.16 Un systeme de réécriture noethérien et confluent est appelé convergent

Pour utiliser un systeme de réécriture convergent R dans les preuves équationnelles, les propriétés
suivantes doivent étre vérifiées :

— R est valide relativement a E si s<>xt entraine s =g t;

— R est complet relativement a E si s =p t entraine 1’égalité syntaxique des formes normales

slrett|r;
— R est canonique relativement a E s’il est convergent, valide et complet relativement a F.

2.3.3 Unification

L’unification joue un roéle central, aussi bien pour prouver que pour calculer. Elle est devenu
un sujet de recherche important avec les travaux de Plotkin (1972) et Huet (1976). L’importance
pratique de I'unification est due au fait que c’est une opération élémentaire.

Unification syntaxique

Définition 2.17 Soient ¥ une signature , s, t € 7(3,X), et A une X-algebre de support A.

On appelle solution de I’équation s ~ ¢t dans A, toute assignation o : Var(s) U Var(t) — A telle
que [[s]]A"’ = [[t]}““"’.

Résoudre une équation s ~ t, c’est chercher ses solutions, ce qui revient a trouver dans A des
valeurs pour les variables de s et de ¢t qui satisfassent cette équation. Selon l'algebre A, la
résolution d’équations prend des noms différents. Nous nous intéresserons pour le moment a
Vunification finie, qui est la résolution d’équations dans 'algebre (7 (X, X'),X), et uniquement
au cas ou l'on cherche a résoudre une seule équation.

Définition 2.18 Soient s et ¢ deux termes.
— Soit ¢ une substitution. On dit que o est un unificateur de s et de t si so = to.
— On dit que s et t sont unifiables si s et ¢t possedent au moins un unificateur.

On peut alors montrer que si s et ¢ sont unifiables, ils posseédent un unificateur minimal au sens
d’un quasi-ordre que nous définissons ci-dessous.

Définition 2.19 Soit < la relation définie sur ’ensemble des substitutions par
p<osdpo=pp

Remarque:
— Si u < o, on dit que u est plus générale que o.
— On peut restreindre la relation < & un sous-ensemble V' C X, on écrit alors o < p [V].

Proposition 2.5 La relation < définie ci-dessus est un quasi-ordre sur I’ensemble des substi-
tutions.

Théoreme 2.3 Si s et t sont unifiables, ils possédent un unificateur minimal au sens du quasi-
ordre <. On l'appelle unificateur plus général de s et de t, et on le note mgu(s,t)

Remarque: L’unificateur le plus général est unique a renommage pres.
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Unification équationnelle

Les définitions et premiers résultats énoncés dans le cas de I'unification syntaxique peuvent
se décliner au cas de I'unification équationnelle.

Définition 2.20 Soient E un ensemble d’égalités, et s et ¢ deux termes.
— Soit ¢ une substitution. On dit que o est un E-unificateur de s et de t si so =f to.
— On dit que s et t sont E-unifiables si s et t possedent au moins un E-unificateur.

Notation: L’ensemble constitué des F-unificateurs de deux termes s et ¢ sera désigné par
UnifE(sat)

Exemple 2.9 [ECH 05] Soit C' la théorie de la commutativité définie par I'axiome f(x,y) =~
f(y,z). Alors les termes f(x,a) et f(y,b) sont C-unifiables (il suffit de considérer la substitution
{z — b;y — a}) mais ne sont pas (-unifiables.

Définition 2.21 On note <y la relation définie sur I’ensemble des substitutions par
p<po<dpo=pgup

Remarque:
— Sipu<g o ,on dit que p est plus générale que o modulo E.
— On peut restreindre la relation <z & un sous-ensemble V' C X, , on écrit alors 0 <g p [V].

Proposition 2.6 La relation <g définie ci-dessus est un quasi-ordre sur ’ensemble des substi-
tutions.

Définition 2.22 Un ensemble d’égalités E, et deux termes s, t € 7 (X, X) étant donnés, un
ensemble complet de E-unificateurs de s et de ¢ est un ensemble noté CSUg(s,t) tel que :

1. CSUEg(s,t) CUnifg(s,t);
2. Vudo o <g p [Var(s)U Var(t)].
Si, de plus, C'SUg(s,t) est tel que :

VoVu(p € CSUE(s,t) Ao <g p [Var(s) UVar(t)]) = o = p,
on dit que CSUEg(s,t) est minimal.

Remarque:
— Dans le cas ou E est la théorie vide (unification syntaxique), tout couple de termes possede
un CSU qui a pour seul élément 'unificateur le plus général de ces deux termes.
— Dans une théorie de type finitaire, tout couple de termes s et t possede un C'SU minimal
de cardinalité finie (nous donnons plus loin (exemple 2.1 de la partie IT) deux exemples de
théories non finitaires).

2.3.4 Paires critiques

Le critere de confluence de Knuth-Bendix est une application importante de I'unification a
I’étude des systemes de réécriture.

Définition 2.23 Soient | — r et I — 1’ deux regles de réécriture séparées (i.e leurs ensembles
de variables sont disjoints) d’un systéme R, et w € Dom(l). Le couple (ro, (I[r'],)c) est une
paire critique de R, quand o est I'unificateur le plus général de [, et I
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Exemple 2.10 [LAL 90] La regle d’associativité (zy)z — x(yz) se superpose a elle-méme a
loccurence 1, xy et (2'y’)2’ étant unifiables, donnant les deux réductions

((2'y)2")z = (2'y)(2'2)
()2 — (& (')
donc la paire critique ((2'y’)(2'2), (2/(y'2))z)
L’existence de paires critiques est un signe d’ambigiiité du systeme de réécriture.

Théoréme 2.4 [KNU 70/,[HUE 80] Considérons un systéme de réécriture R. Si s1 < s — $Sa,
alors :

— soit il existe des réductions s; — s < s,

— soit il existe une paire critique (t1,t2) de R et une substitution p tels que [’on puisse écrire

si = si[tip] pour i =1,2

Ce théoreme est utilisé dans la procédure de complétion de Knuth Bendix pour normaliser des
preuves équationnelles en complétant un systeme de réécriture. Nous donnons une description
trés rapide de cette procédure au paragraphe suivant.

2.3.5 La procédure de complétion de Knuth-Bendix

Etant donné E, on cherche R canonique relativement a F.

Exemple 2.11 Les axiomes de la théorie des groupes sont :

er =~ T
vt ~ e
(x.y).z = x.(y.2)

Un systeme de réécriture canonique pour cette théorie est formé des dix regles suivantes :

exr — x r.e — x
r e — e ol — e
(xy).z — z.(y.2) el — e
v (ry) — y r.(z7ly) — y
O (eg) ' — yla?

Il est facile de construire un systéme valide, simplement en orientant les égalités de E en regles,
mais un tel systeme sera rarement complet.

La procédure de complétion de Knuth-Bendix tente de transformer un ensemble d’égalités FEq en
un systeme de réécriture R qui est canonique relativement & E. Comme elle construit progres-
sivement R, elle opere sur des couples (F,R) & partir de (Ey, ), et elle réussit si elle parvient
a (0, Reo)- A chaque étape, R est valide relativement & E et est noethérien. Tous les R sont en
outre inclus dans un méme ordre bien fondé. La procédure est détaillée dans [WEC 92].

2.4 Complétude suffisante

On suppose que la signature X est la réunion disjointe d’'un sous-ensemble C de symboles
constructeurs et d’un sous-ensemble D de symboles définis. On suppose également que les
constructeurs sont libres, i.e qu’ils n’apparaissent pas en téte des membres gauches des regles.
La complétude suffisante [GUT 75| est une propriété fondamentale : elle exprime que chaque
terme clos peut se réécrire en un terme constructeur, i.e. un terme construit uniquement a partir
de symboles de C.
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Définition 2.24 Le systéme de réécriture R est suffisamment complet si, et seulement si, pour
tout s € T(X), il existe t € 7(C) tel que s =g t

De facon intuitive, les termes constructeurs sont les valeurs, et les autres symboles de la signature
(appelés symboles de fonctions définies), représentent les fonctions définies sur ces valeurs par
R. Dire que R est suffisamment complet signifie que ces fonctions sont compléetement définies.
Les procédures de test de complétude suffisante sont fondées sur une définition introduisant la
notion de complétude suffisante des symboles de fonctions définies :

Définition 2.25 Un symbole de fonction f € D est suffisamment complet pour R si, et seule-
ment si, pour tout si,...,s, € 7(C), il existe t € 7(C) tel que fsy...s, —rt.

Proposition 2.7 Un systeme de réécriture R est suffisamment complet si, et seulement si,
chaque symbole f € D est suffisamment complet pour R

Preuve. Par induction sur le nombre d’occurences de symboles de D dans un terme clos donné.
O

Nous verrons que la complétude suffisante a des liens étroits avec le raisonnement par récurrence,
et plus précisément avec la réductibilité inductive, la propriété qui stipule que toutes les instances
closes (instances sans variables) d’un terme donné sont réductibles par un systeme de réécriture
donné [KAP 87b], [KAP 91].

Définition 2.26 On dit que ¢ est R-inductivement réductible a la position w € Dom(t) si t|,a
est R-réductible (cf définition 2.12) pour toute substitution close normalisée .

La complétude suffisante n’est pas décidable en général [GUT 78a]. Elle peut cependant le deve-
nir dans certains cas [GUT 78b], [HUE 82], [DER 83], [KOU 85|, [COM 86], [LAZ 90|, [KAP 91].
Il s’est avéré que les arbres automates avec contraintes sont de bons outils pour tester la
complétude suffisante d’un systeéme de réécriture [COM 97].

Pour les systémes de réécriture terminants sur les termes clos et suffisamment complets, on peut
facilement repérer des positions inductivement réductibles.

Définition 2.27 Pour tout t € 7 (X, X), on dit qu'une position w dans t est définie-mazimale,
et on note w € DM(t), si t(w) € D et t(w') € CUX dés que w < w'.

Considérons par exemple les entiers naturels de Peano, 0 et s sont des symboles constructeurs,
+ est un symbole défini, et, dans s((0+0) + s(0+ s(x))), Poccurence 1.2.1 est définie-mazximale
mais 1 ne 'est pas.

Lemme 2.1 Pour tout systeme de réécriture R terminant sur les termes clos et suffisamment
complet, pour tout terme ¢, et pour toute position w € Dom(t), si w est définie-mazximale dans
Dom(t), alors, t est inductivement réductible a la position w.

Preuve. Un terme t étant donné, supposons que w soit définie-maximale dans t et posons f =
t(w). Alors il existe des termes constructeurs t1,...,t, et f & C, tels que ¢, = ft1...1,.
Soit a une substitution close normalisée des variables de t,. Puisque f ¢ C, (t,,)o n’est
pas un terme constructeur, et, du fait que R est suffisamment complet, (t|w)oa n’est pas
une forme normale close. Par conséquent, on peut trouver un filtre du membre gauche
d’une regle [ — r de R vers un sous-terme de (t|,)a. Donc

I(€) apparait dans (t|,)a et, si on suppose f # l(¢), on peut distinguer deux cas.
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— Cas 1 :sil(e) apparait dans un ¢;,alors [(€) € C, mais c’est impossible, car on a supposé
tous les constructeurs libres.

— Cas 2 : si il existe une variable z de t|,, telle que l(e) apparaisse dans za, alors [(€) € C,
car xa est une forme normale close, du fait que « est une substitution close irréductible,
et, par définition de la suffisante complétude, za est un terme constructeur clos. Cela
entraine donc la méme contradiction qu’auparavant.

Par conséquent, f =I(€), d’ou le théoreme. O

2.5 Réécriture modulo un ensemble d’égalités

L’algorithme de complétion de Knuth Bendix a été étendu pour traiter le cas des théories
dans lesquelles certains axiomes ne peuvent pas étre orientés. Les extensions proposées se placent
dans le cas ou la théorie est un systéeme de réécriture de termes modulo défini sur une signature
., i.e un ensemble d’axiomes contenant un premier sous-ensemble R contenant des regles de
réécriture, et un second sous-ensemble E contenant des égalités non orientables : on notera
(X, R ,E) un tel systéme (ou plus simplement (R ,F). Une premiere approche de Lankford
et Ballantyne [LAN 79] traite le cas ou les classes de E-équivalences contiennent un nombre
fini d’éléments, ce qui est le cas si E' contient des axiomes commutatifs, ou plus généralement
permutatifs. Le cas ou il existe des classes de E-équivalences infinies a été étudié par Peterson
et Stickel [PET 81] , qui se restreint toutefois au cas ou E est un ensemble d’axiomes linéaires,
et pour lequel il existe un algorithme fini et complet d’unification. La synthése de ces deux
approches a permis de réaliser une procédure de complétion associative commutative efficace .

2.5.1 Relation binaire modulo un ensemble d’égalités
Définition 2.28 On définit la relation — /g, ou plus simplement R/FE, par
5 —R/E te 3 I s =g s —R v =pt

Remarque: Si F est la théorie vide, la relation R/E est simplement la relation R, que 1’on
appelle parfois réécriture syntaxique.

La propriété de FE-terminaison est utile pour savoir si deux termes sont équivalents pour
la relation R/E.

Définition 2.29 La relation R est terminante modulo E, ou E-terminante si, et seulement si
la relation R/E est noethérienne, i.e s’il n’existe pas de séquences de la forme tg =g t; —r
t1 =g tll ...th =R t;L —R tnt1

Remarque: On dira que la relation R est terminante modulo E sur les termes clos (ou
E-terminante sur les termes clos) si, et seulement si la relation R/E est noethérienne sur 7 ().

Si la relation R est terminante modulo E, il suffira donc de déterminer deux formes
R/E-normales E-équivalentes de deux termes pour savoir qu’ils sont R /E-équivalents.
La relation R/FE n’est cependant pas completement satisfaisante d’un point de vue opérationnel
pour les raisons suivantes :
— méme si R est fini et si la E-équivalence est décidable, la R/ E-réductibilité peut cependant
étre indécidable si les classes de E-équivalences sont infinies, et reste largement inapplicable
il est nécessaire de parcourir des classes d’équivalences contenant de trop nombreux
éléments.
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— la relation —x,p peut facilement ne pas terminer. Par exemple, si R est non vide et F
contient ’axiome d’idempotence x + x =~ x, on a alors la suite infinie de réductions :

l:El+l—>RT+l:E7’+<Z+Z)—>RT+<7’+Z)...

Un procédé général pour contourner ces difficultés est de calculer a ’aide d’une autre relation
RE telle que
RCRFCR/E

(se référer a [JOU 86b]) pour plus de détails.)

On peut définir pour la relation R¥ une propriété de Church-Rosser et de confluence. J-
P.Jouannaud et H.Kirchner [JOU 86b| définissent également une nouvelle propriété appelée
cohérence qui établit un pont entre la relation R et la relation R/E en permettant d’iden-
tifier les R —formes normales avec les R/E—formes normales.

Définition 2.30 On dit qu'un couple (¢1,t2) est RE-confluent modulo E, et on note t; lrE 2
si, et seulement si ) ) t1 gt ta—peth et t) = th

Définition 2.31 (cf Figure 2.1)
— R est RE-Church-Rosser modulo E si

Vi1 Vg tiog pta = t Lge to;

— RE est confluente modulo E si

ViV (tSret’) A (toget”) =t | ge t;
— RF est localement confluente modulo E avec R si

VEVE VY (t —ge )Nt —rt") =t |ge t’;
— RE est cohérente modulo E si

VEVE Y (tSpet’) A (=g t") = 3] (" —ze t]) A |re t)));

— RF est localement cohérente modulo E si

VEVE Y ((t —ge )Nt t") = 3] (" —ge ) AN {E |ge t])).

2.5.2 Réécriture R, E et complétude suffisante

La relation de réécriture de Peterson et Stickel R, F est I'instance de R¥ la plus couramment
utilisée pour la réécriture dans les classes d’équivalences.

Définition 2.32 On définit la relation R, E par s —r g t si il existe :
— Unereglel - r e R;
— Une position w € Dom(t) ;
— Une substitution o appelée filtre modulo E de [ vers t,,;

telles que ¢y, =g lo et t' = t[ro].,.
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(t1,t2) RE-confluent R R¥ Church Rosser
moduloF modulo F
31 t2 t1 ©rE b2
* |pE * |pE * |pm * |pE
b =5t b = b
RFEconfluente modulo F RE cohérente modulo E
t i>RE t i>rRE u t i>RE v i>RE u
* | pE g g g
t" —*>RE u t" —RE tlll i>RE u”
RE localement confluente RE localement cohérente
modulo E avec R modulo F
t —RE t/ i>RE u’ t —RE tl i>RE u’
IR g le IE
t/, i>RE u” t// —RE t/{ i>RE ’U,//

F1G. 2.1 — Définition 2.31

Remarque: On peut noter de fagon plus précise s —_, ., 0r,E -

Si on suppose de nouveau que la signature X est la réunion disjointe d’un sous-ensemble
C de symboles constructeurs et d’un sous-ensemble D de symboles définis, on peut décliner les
définitions 2.24, 2.25, la proposition 2.7, et la définition 2.26 au cas de la R, E-réécriture.

Définition 2.33 Un systeme de réécriture R et un ensemble d’égalités E étant donnés, on dit
que le systeme de réécriture modulo (R, F) est suffisamment complet si, pour tout s € 7 (%), il
existe t € T(C), tel que s5g g t.

Définition 2.34 Un systeme de réécriture R, un ensemble d’égalités F, et un symbole de
fonction f € D étant donnés, on dit que f est R, F-suffisamment complet si, pour tout ¢1,...%, €
T(C), il existe t € T(C), tel que ftq,... ,tning,E t

Proposition 2.8 Un systeme de réécriture R et un ensemble d’égalités E étant donnés, (R, E)
est suffisamment complet si, et seulement si, chaque symbole défini f € D est R, E-suffisamment
complet.

Définition 2.35 Un systeme de réécriture R, un ensemble d’égalités E, et un terme ¢t € 7 (3, X))
étant donnés, une position w € Dom(t) est inductivement réductible par rapport a R, E, si toutes
les instances closes de |, sont R, E-reductibles.

Exemple 2.12 [COM 00] Considérons le systeme de réécriture modulo (X, R, E) défini par :
— Sortes : S
— Opérations : a:S; b:S5;, f:5—8;, ¢g:5—065.
- R: fla)—a; [f(b) =b  f(g(b)) —b.
- E: gla)=a; g(g9(x) = g(2).
alors, la position ¢ dans f(g(z)) est inductivement réductible par rapport a la relation R, E.
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Nous allons voir que les positions définie-mazimales peuvent étre de nouveau des positions R, F
inductivement réductibles. Pour cela, il nous faut étudier d’un peu plus pres la répartition des
termes dans des classes de F-équivalences. Commencons par introduire quelques définitions.

Définition 2.36 Un ensemble d’égalités E est régulier si, pour toute égalité e; ~ ey € F,
Var(e1) = Var(ez).

La notion de systéme de réécriture structuré apparait dans [BER 97]. Nous proposons ici une
définition analogue concernant les ensembles d’égalités :

Définition 2.37 Un ensemble d’égalités E est structuré si, pour toute égalité e; ~ eg € E, si
e1 €T(C,X), alors ea € T(C, X).

La définition 2.38 ci-dessous est une généralisation de la définition 2.37.

Définition 2.38 On dit qu'un ensemble d’égalités E préserve les constructeurs si tout terme
FE-équivalent a un terme constructeur est également un terme constructeur.

Si les deux membres de chaque égalité de E ont le méme ensemble de variables, il suffira de
vérifier que E est structuré pour s’assurer qu’il préserve les constructeurs.

Proposition 2.9 Un ensemble d’égalités E préserve les constructeurs si E est régulier et struc-
turé.

Preuve. 11 suffit de montrer que :
VsVt (seT(C,X)Ns—pt)=teT(C,X)

Supposons donc que s et t soient deux termes tels que s € 7(C,X) et s <> p t.
Il existe alors une égalité e; ~ ey € E, une position w € Dom(s), et une substitution o,
telles que s|, = e10 et t = s[eao],. Or, s € T(C,X), donc e; € T(C, X). Et comme on a
supposé E structuré,

e2 € T(C,X) (2.1)

Soit © € Var(ez). On a alors x € Var(e;) car on a supposé Var(e;) = Var(ez), donc
xo € T(C,X), car ego<s et s € T(C,X). Mais comme = a été choisi arbitrairement dans
Var(ez), on a donc :

zo € T(C,X) pour tout x € Var(ea) (2.2)

De (2.1) et (2.2) on tire ego € T(C,X). Mais comme s € T(C,X) et t = s[eao]s, cela
implique t € 7(C,X) O
Nous pouvons maintenant identifier une situation dans laquelle les positions définie-mazximales
sont inductivement réductibles pour la relation de réécriture R, E :
Théoréme 2.5 Etant donné un systeme de réécriture modulo (R, E) tel que :
1. R est E-terminant sur les termes clos;
2. (R, E) est suffisamment complet ;
3. E préserve les constructeurs;

alors, pour tout terme t et pour toute position w € Doml(t), si w est définie-maximale dans
Dom(t), t est R, E-inductivement réductible a la position w.

39



Chapitre 2. Réécriture

Preuve. Un terme t étant donné, supposons que w soit définie-maximale dans ¢, et posons f =

40

t(w). Il existe alors des termes constructeurs ¢1, ..., t, tels que tw = ft1...tn. Considérons
une substitution close a R, E-normalisée. (t|w)a n’est pas un terme constructeur, car f ¢ C,
et, par définition de la R, E-complétude suffisante, (#|,,)o n’est pas une forme R, E-normale
close. Par conséquent, il existe une position w’ € Dom((t|,)a), et une regle de réécriture
Il —r eR, telles que :

((t|w)a)|w/ =g lv (2.3)

On peut maintenant distinguer deux cas :
Cas1:uw #¢:

alors, ((t\W)a)|w' € T(C), car « est close R, E-normalisée, w € DM(t), et R, E est

suffissamment complet. Mais (2.3) contredit I’hypotheése selon laquelle E préserve les
constructeurs.

Cas2:uw' =¢:

alors, en remplagant dans (2.3), on obtient (¢,)a =g lv, donc, ta est R, E- réductible a
la position w, et le lemme est démontré, car « a été choisie arbitrairement. O
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La récurrence est utilisée pour démontrer des propositions définies sur des structures de
données particulieres, comme les entiers naturels, les listes, les tableaux, etc...Nous avons déja
observé qu’il existe des propositions tres simples qui ne sont pourtant pas des conséquences
sémantiques des axiomes définissant les opérateurs sur ces structures. Dans I’exemple 1.16 du pa-
ragraphe 1.4.1, nous avons ainsi mis en évidence une algebre qui est un modele de la spécification
définissant ’addition sur les entiers naturels, mais nous avons observé, dans I'exemple 1.17, que
cette algebre ne satisfait pourtant pas 1’égalité élémentaire x + 0 ~ x. Cet echec vient du fait
que le support de I'algebre considérée contient un élément (en l'occurence a) qui ne peut pas
étre construit a partir des symboles 0 et s. Quand, dans 'exemple 1.19, on a considéré 1’algebre
I(X, E), l'intention était de définir 'addition sur les entiers naturels, autrement dit les termes
construits a partir des symboles 0 et s. Une telle structure est appelée structure libre engendrée
par {0, s}, et c’est également un modele de Herbrand minimal des axiomes.

La question est maintenant la suivante : comment peut-on prouver des propositions valides dans
les modeles de Herbrand minimaux ? Une des approches possibles est de faire un raisonnement
par récurrence. Si l'on interprete les axiomes dans algebre I(3, E), il n’est pas difficile de
prouver la neutralité & droite de 0 par rapport a I'opération d’addition. On utilise le schéma
d’axiomes de récurrence de la théorie de Peano : on a 0 + 0 ~ 0 d’apres la premiere égalité et,
si s"(0) +0 ~ s™(0), alors s"*1(0) 4+ 0 ~ s(s"(0) + 0) d’apres la deuxieme égalité, et 'hypothese
de récurrence permet d’écrire s(s™(0) + 0) a2 s"*1(0) et de terminer ainsi la preuve.

L’objectif de ce chapitre est dans un premier temps de décrire les différentes méthodes qui ont
été élaborées pour tenter d’automatiser le raisonnement par récurrence.

Globalement, celles-ci peuvent étres regroupées en trois catégories : les preuves par consistance,
les preuves par récurrence explicites, et les preuves par récurrence implicites. Dans les preuves
par consistance, on ajoute la conjecture & prouver a l’ensemble des axiomes. A lorigine, la
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procédure de complétion de Knuth-Bendix était alors appliquée. Si la procédure s’effectuait
avec succes, la conjecture a prouver était une conséquence inductive. Nous verrons comment
H.Comon et R.Nieuwenhuis ont généralisé cette méthode par la suite. Contrairement aux preuves
par consistance, les méthodes de recherche de preuve par récurrence implicite et explicite uti-
lisent un schéma de récurrence. Plus précisément, elles fournissent un ensemble de termes choisis
pour se substituer a la variable de récurrence. Les instances ainsi produites sont de nouvelles
conjectures qui peuvent étre simplifiées par des instances strictement inférieures de la conjecture
originale (I'hypothese de récurrence), relativement & un ordre bien-fondé. La preuve se termine
quand toutes les conjectures nouvellement engendrées sont simplifiées en des propositions dont
on a déja démontré qu’elles étaient des conséquences inductives. Dans le cas des preuves par
récurrence implicite, le schéma de récurrence n’est pas donné a priori. Une autre différence est
que la récurrence explicite utilise un ordre sémantique, alors que la récurrence implicite un ordre
syntaxique.

Apres la description de ces différentes méthodes, nous expliquons comment le calcul des
séquents modulo (ou déduction modulo) peut lui aussi étre utilisé pour effectuer une preuve
par récurrence. Celui-ci apparaitra alors comme un cadre théorique permettant d’effectuer une
synthese entre les deux approches implicites et explicites, et c’est sur lui que se fonde notre ap-
proche. Nous parlerons pour finir succintement de descente infinie, qui est un principe équivalent
a celui de récurrence noethérien, et qui a également été formalisé a ’aide du calcul des séquents.

3.1 Preuves par consistance
Nous nous sommes largement inspirés de [COM 01] pour ce paragraphe.

La complétion est un processus qui consiste a orienter les égalités conformément a un
ordre de réduction donné et a déterminer leurs conséquences. Plus précisément, une procédure
de complétion prend en entrée un ensemble d’égalités F et un ordre de réduction <, puis
applique I'une des régles données dans [DER 01] (Chapitre 9 p 571) et que nous résumons ici :

— Deduce qui ajoute une paire critique

— Delete, Collapse, Simplify, qui simplifient les regles et les égalités.

— Orient qui oriente les égalités conformément a l’ordre donné.
La démarche est donc d’appliquer cette procédure & un ensemble d’égalités constitué de l’en-
semble F des axiomes de la spécification auquel on a adjoint la conjecture a prouver. On construit
ainsi une dérivation qui se termine si un systeéme de réécriture convergent équivalent au systeme
d’égalités initial a été obtenu ou si un “témoin d’incohérence” a été détecté. Dans le premier cas,
la conjecture est un théoreme inductif, mais pas dans le second. Cette dérivation peut également
se terminer si une égalité non orientable a été détectée, ou encore ne jamais s’interrompre, et
on ne peut alors rien conclure. Les premieres preuves par consistance utilisent la procédure de
complétion de Knuth Bendix [KNU 70]. Ainsi, D. Musser [MUS 80a] et J. Goguen [GOG 80] ont
proposé la méme année[MUS 80a] la méthode suivante : on suppose que E est un systeme de
réécriture convergent et on considere un prédicat d’égalité eq completement défini et qui vérifie
eq(s,t) ~ true si, et seulement si s =g t. La méthode utilise la procédure de complétion de
Knuth Bendix et le témoin d’incohérence sera une égalité du type true ~ false. Cette méthode
est néanmoins restrictive, car il existe des situations ou un tel prédicat eq ne peut étre défini (cf
[COM 01]) pour plus de détails).
Huet et Hullot ont proposé en 1982 [HUE 82] une deuxiéme variante a cette méthode : E est
ici un systeme de réécriture convergent et suffisamment complet par rapport a un ensemble

42



3.1. Preuves par consistance

de constructeurs libres. La méthode utilise la procédure de complétion de Knuth Bendix et un
témoin d’incohérence sera une égalité du type f(s1,...,8m) = g(t1,...,tn), avec f et g deux
symboles constructeurs distincts. Comon mentionne cependant que les conditions imposées a F
dans ces deux méthodes sont équivalentes [COM 01], et donc que la deuxiéme n’est pas moins
restrictive que la premiere. Un progres significatif a été réalisé par Jouannaud et Kounalis en 1986
[JOU 86a] : E est ici donné par un systeme de réécriture fini et convergent sur les termes clos. La
méthode utilise la procédure de complétion de Knuth Bendix, et un témoin d’incohérence sera
fourni par une égalité du type s ~ t avec s > t et s un terme possédant au moins une instance
close irréductible, i.e qui n’est pas inductivement-réductible. D.Plaisted a montré le premier
que la réductibilité inductive est une propriété décidable, et de nombreux algorithmes ont été
proposés depuis. La méthode de Jouannaud et Kounalis a encore néanmoins des faiblesses :

1. un ensemble d’axiomes n’est pas toujours équivalent a un systéme de réécriture convergent
sur les termes clos;

2. la complétion peut ne jamais s’arréter ;

3. la méthode ne peut pas prouver des conjectures non orientables, comme la commutativité
de ’addition, car la procédure de complétion de Knuth Bendix échoue dans ce cas.

Les points 1 et 3 peuvent étre améliorés, le point 2 est néanmoins incontournable : en effet,
le premier théoreme d’incomplétude de Godel a pour conséquence qu’il existera toujours des
conséquences inductives que ’on ne pourra jamais démontrer. Il s’est avéré par ailleurs nécessaire
d’élaborer des stratégies, car les procédures de preuve mentionnées plus haut divergent trop
souvent, comme dans l’exemple simple suivant :

Exemple 3.1 On considére le systeme de réécriture :

r+0—=x
x+s(y) — s(x +y)

et on suppose que l'on veuille montrer I’associativité de +. Si on oriente I'égalité (z + y) + z ~
x+ (y+ z) de gauche a droite, on obtient une infinité de paires critiques du type s™(z+y) +z ~
z+ (s"(y) + 2).

Fribourg [FRI 86] a remarqué alors qu'’il suffit de faire des superpositions entre les régles de la
spécification initiale et les égalités engendrées par la procédure. Il a ensuite proposé la premiere
méthode complete par réfutation (i.e une dérivation se termine uniquement si la conjecture a
prouver est ou non un théoréme inductif), mais la premiére méthode complete par réfutation qui
n’exige pas que E soit donné par un systéme de réécriture suffisamment complet par rapport a
un ensemble de constructeurs libres a été proposée par Bachmair [BAC 88]. Les hypotheses sur
FE et les témoins d’incohérence sont les mémes que dans la méthode de Jouannaud et Kounalis
ainsi que les égalités du type s =~ t, avec s et ¢t incomparables, non réductibles sur les termes
clos, et différents syntaxiquement. Mais la stratégie n’est pas la méme : on ne calcule pas toutes
les paires critiques, mais seules les égalités obtenues par superposition d’'un axiome de E qui a
été orienté sur une conjecture, et il n’est plus nécessaire d’orienter les conjectures. Si une égalité
est orientable, seul le membre maximal est surréduit, alors que si elle n’est pas orientable, les
deux membres seront surréduits.

Comon et Nieuwenhuis [COM 01] ont ensuite montré que toutes ces méthodes sont des instances
d’un méme formalisme plus général, et qui peut également s’appliquer aux clauses. A un ensemble
E de clauses, il associe un ensemble de formules universellement quantifiées du premier ordre
A qu’il nomme [I-axiomatisation de F. Un ensemble C de clauses étant donné, la consistance
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de F UC U A implique nécessairement que C est valide dans le modele de Herbrand minimal
de F. Le raisonnement par récurrence se ramene ainsi a vérifier qu'un ensemble de formules du
premier ordre est consistant. Nous allons donner ci-dessous la définition formelle du concept clé
de I-axiomatisation et donner un apercu du fonctionnement de cette méthode.

Définition 3.1 Une signature X et un ensemble F d’égalités étant donnés, une I-axiomatisation
de I(X, E) est un ensemble récursif A de formules universellement quantifiées tel que :

.IG,E)EA
2. Pour tout modele de Herbrand M de E, M = A implique M isomorphe a Z(%, F).

Comon et Nieuwenhuis proposent ensuite un systéme d’inférence (Figure 3.1) qui est une
généralisation de la procédure de complétion de Knuth Bendix et qui s’applique également
aux clauses de Horn. Il fonctionne de la maniére suivante : on fixe un ordre de réduction < (voir
définition 1.3 de la partie II) défini sur ’ensemble des termes et qui s’étend aux clauses, et on
suppose donné un ensemble E de clauses. On peut alors lui associer un systéme de réécriture R
convergent sur les termes clos, et défini par s — ¢ € R si, et seulement si E = s ~ t et t est
minimal (pour <) dans l'ensemble {u | u # s, F = s ~ u}. On suppose également que A est
une [-axiomatisation normale de Z(3, E), dont on donne ci-dessous la définition :

Définition 3.2 Une [-axiomatisation A de Z(3, E) est normale si, pour tous termes clos
S1,-...,8n €t tout symbole de prédicat P,

1. s1 [r# s2 g implique A = —s1 [r~ 52 [ R ;
2. EF P(s1 [Ry...,8n |r) implique A = =P(s1 [r,. ., Sn [R).

Exemple 3.2 [COM 01] Considérons la spécification donnée dans I’exemple 1.16. Posons :

] —s(x)=0
A={ K=~

A est une [-axiomatisation de I(X, E).

On part alors d’un ensemble Cy de conjectures a prouver, et on construit une dérivation
Co, C1, Cp,... qui est telle que chaque C;11 est obtenu a partir de C; en ajoutant une clause P;
telle que :

— P; est obtenue a partir de C; et du systeme d’inférence

— P; n’est pas redondante, i.e elle posseéde une instance close qui n’est pas une conséquence

de E, A, et d’éléments plus petits de C; relativement & 'ordre <.

Si a I'étape n ce n’est plus possible, on dit que I'ensemble C = C,, est saturé. Le résultat
remarquable est le suivant : Il suffit que C soit consistant avec A pour que I(X,E) | C. La
preuve s’effectue en deux étapes :

1. on montre que si £ UC U A est consistant, alors Z(X, E) = C;
2. on montre ensuite que si £ UC U A est inconsistant, alors C U A est également inconsistant.
Preuve. (schéma)

1. Si EUC U A est consistant, cet ensemble possede au moins un modele de Herbrand
minimal, car ¢’est un ensemble de clauses universellement quantifiées, et par 2. de la
définition 3.1, ce ne peut étre que Z(%, E).
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— Superposition de conjectures :
DvVvixr CVL[s]
DoV CoV L[rlo

si
- o =mgu(l, s),
s n’est pas une variable,

ro # lo, Do # lo,

- DVixrekE,
- CVL[s]ecC.
— Résolution d’égalités :
CVos~i
Co

si
— 0 = mgu(s,t),
- CvVv-s=tel.
— Résolution binaire ordonnée :

D\/P(Sl,..‘,sn) C\/—|P(t1,...,tn)
DoV Co

— o =mgu(P(s1,...,8n), P(t1,...,tn)),
— DV P(s1,...,8,) € E,

- CV"P(tl,...,tn) EC,

— P(s1,...,8p)0 % Do.

— Factorisation ordonnée
CvLvLl

CoV Lo

si

— o =mgu(L, L),

— Lo est maximal dans (C'V LV Lo,
- CVvLVL eC.

Fic. 3.1 — Systeme d’inférence de Comon et Nieuwenhuis

2. Si FUC U A est inconsistant, on peut alors déterminer un élément ¢ € C et une
substitution close ¢ des variables de ¢ tels que co UC U A soit inconsistant (sinon
Z(%, E) serait un modele de toutes ces formules, donc de EUC U A, car c’est un
modele de Herbrand). On consideére alors un élément minimal parmi ces clauses co,
et sachant que A est une [- axiomatisation normale, on peut démontrer que tout
littéral L de co est inconsistant avec A.

a

Comon vérifie ensuite que toutes les méthodes de recherche de preuve par consistance précédentes
ne sont finalement que des instances de sa méthode, il suffit pour cela de trouver la I-
axiomatisation normale adéquate :
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— Approche de Musser [MUS 80a] et Goguen [GOG 80] :
A=DU{-s~t< eq(s,t) ~ false}

avec D le systeme d’égalités définissant le prédicat eq
— Approche de Huet et Hullot [HUE 82] :

A= {f(z1,...;z0) = f(y1,--yyn) =12 A...ANxy =y, | f€C}
U{—f(z1,. . zn) = gy, um) | L9 €C, f # g}

avec C un ensemble de constructeurs libres.
— Approche de Jouannaud et Kounalis [JOU 86a)] :

A={-s~t|steT(X),s>t ~Red(s)}

avec Red le symbole de prédicat de réductibilité inductive.
— Approche de Bachmair [BAC 8§] :
méme axiomatisation, mais la stratégie d’application des regles est différente.
La stratégie peut étre affinée. Il est ainsi possible de restreindre le calcul des paires critiques au
niveau de positions inductivement réductibles (ou encore nommées inductivement completes).
Plus généralement, on peut restreindre le calcul des paires critiques au niveau d’un ensemble
inductivement complet de positions :

Définition 3.3 Un ensemble {w, ... ,wy,} est un ensemble inductivement complet de positions
d’un terme t si, pour toute substitution close irréductible o, I'un des sous-termes de to a la
position w1, wa,..., w, est réductible.

Une position inductivement réductible, donc a fortiori une position définie mazximale dans le cas
d’un systeme de réécriture terminant sur les termes clos et suffisamment complet, peut ainsi étre
considérée comme un ensemble inductivement complet de positions réduit & un seul élément.

3.2 Preuves par récurrence explicite

Nous nous sommes largement inspirés de [BUN 99] pour écrire cette section.
On suppose pour simplifier que P est une proposition contenant une seule variable libre z de
type T, et que < est une relation noethérienne définie sur ’ensemble des objets de type 7. Une
preuve par récurrence explicite de la proposition P se déroule alors selon les étapes suivantes :

1. On considere le principe de récurrence noethérien que l'on peut exprimer sous la forme

d’une regle d’inférence :

Ve:1m Vy:7y<xz= Py)) = P(x)
Vo : 7 P(x)

2. On instancie P, < et 7 par des valeurs appropriées a la situation, par exemple :

Ve : Nat (Vy: Naty<zxz=0+y~y)=0+ax~z
Vr:Nat 0+2x~x
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3. On détermine une condition suffisante C'S pour que la proposition située dans le membre
supérieur de la regle soit réalisée et qui soit plus commode a vérifier (et cela se rameéne
souvent & faire un raisonnement par cas). Dans ’exemple précédent, cela peut étre :

(0+0~0)AVz:Nat (0+z~zx=0+s(z)~ s(x)) (3.1)

En effet, supposons (3.1) Prenons maintenant x : Nat, et supposons :
Vy: Naty<z=04+y=y (3.2)

Siz=0,0ona0+x =~z dapres (3.1). Sinon, il existe y tel que x = s(y). Or 0 +y ~ y,
car y < z, et I'hypothese (3.2). On en déduit alors, d’apres (3.1), I’égalité 0+ s(y) ~ s(y),
soit 0 + z ~ x. Et comme x a été choisi arbitrairement, on a donc bien :

Ve:Nat (Vy: Naty<x=0+y~y)=0+zx~zx

4. On obtient une nouvelle régle d’inférence :

cs
Va : 7 P(x)

Dans I'exemple précédent, cela donne :

(04+0~0)AVz:Nat (0+z~z=0+s(x)=~s(z))
Vr:Nat0+z~z

Le raisonnement va s’effectuer a ’aide de la regle ainsi obtenue, que ’on nomme “regle de
récurrence”, ou “schéma de récurrence” . Comme on peut se 'imaginer, le choix de cette regle
de récurrence est primordial pour le bon déroulement de la preuve. D’apres le premier théoreme
de Godel, il ne sera jamais possible de trouver systématiquement la regle de récurrence la mieux
adaptée a la preuve d’une conjecture donnée, et cette étape du raisonnement constitue un
premier point de branchement infini. Cette restriction est également une conséquence de
I’indécidabilité du probleme de ’arrét : Turing a en effet démontré qu’il ne pourra jamais exister
d’algorithme capable de déterminer si une relation arbitraire donnée en entrée est noethérienne.
On ne peut donc pas imaginer un programme capable d’instancier le principe de récurrence
noethérien par toutes les relations noethériennes existantes sur un type donné 7. Il est donc
nécessaire d’imaginer des heuristiques pour construire ces regles de récurrence, et celles-ci vont
dépendre de la conjecture a prouver : I’heuristique standard, appelée “analyse récursive”, utilise
les définitions des fonctions récursives qui apparaissent dans la conjecture. Considérons I’exemple
de Bundy [BUN 99] :

Exemple 3.3 [BUN 99] On définit le prédicat even a l'aide du systéme de réécriture suivant :
even(0) — true
even(s(0)) — false
even(s(s(n))) — even(n)

Imaginons que 'on cherche a prouver la conjecture :

Vz Vy even(x) A even(y) — even(x + y)
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even est une fonction définie de fagon récursive et qui possede en argument la variable
universellement quantifiéee z. On peut alors choisir x comme variable de récurrence, poser
P(z) = Vy even(z) A even(y) — even(z + y) et proposer la régle de récurrence :

P(0), P(s(0)), Vo (P(x) — P(s(s(z))))
Vz P(x) (3.3)

La présence de even(y) dans la conjecture suggere également la méme reégle de récurrence, mais en
posant y comme variable de récurrence. Cependant, le symbole + qui apparait dans even(x +y)
est également défini récursivement (voir Exemple 3.1) et suggere de choisir y comme variable de
récurrence, donc de poser P'(y) = Va even(z) A even(y) — even(z + y) et de proposer la régle

de récurrence :
P'(0),Vy (P'(y) — P'(s(y))
Yy P'(y) (3.4)

On voit sur cet exemple que de nombreuses régles de récurrence peuvent étre proposées pour
un méme probleme, et qu’il faut faire appel a d’autres stratégies pour sélectionner la meilleure.
Dans ’exemple ci-dessus, choisir ¥ comme variable de récurrence est davantage pertinent que
choisir x, car y apparait toujours en position d’argument récursif : instancier la variable y dans
la conjecture permet ensuite d’appliquer davantage de regles de réécriture, et d’augmenter ainsi
le nombre de chances de pouvoir utiliser ’hypothese de récurrence.

Une fois la regle de récurrence choisie, de nombreuses techniques sont utilisées pour montrer
I’étape de récurrence. L’une des plus classique, appelée fertilisation, peut étre illustrée par
I’exemple suivant :

Exemple 3.4 [BUN 99] Considérons la spécification suivante :

— Sortes : T, list(T).

— Opérations : Nil : list(T), = : 7 x list(1) — list(7), <> : list(7) X list(1) — list(7).

— Axiomes : (Nil <>1)=1; ((h:=t)<>1) =~ (h:(t<>1)).
Les égalités de E sont une définition récursive du prédicat <> définissant la concaténation de
deux listes, et on peut alors proposer les regles de réécriture suivantes :

Li: nml<>1l—1
Ly: (hut)y<>l—h=(t<>1)

On définit également 1’égalité conditionnelle :
Ly: (h=h)AN(I=Tl))= (h:l=h 1)
On se propose maintenant de démontrer par récurrence ’associativité de <> :
Va o list(T) Yy = list(T) Vz : list(T) 2 <> (y <> 2) = (x <> y) <> 2

On peut choisir x comme variable de récurrence. On introduit P la proposition définie par
Yy :list(T)Vz :list(t) o <> (y <> z) = (r <> y) <> z et on propose la regle de récurrence
suivante :

P(nil), Vx : list(t) Vh: 7 P(z) = P(h:: )
VI P(I)

L’étape de récurrence est :

Vo : list(T) [Vy : list(T) Vz i list(T) 2 <> (y <> 2) = (x <> y) <>z =
Yy : list(T) Vz : list(T) ((h = 2) <> (y <> 2)) = ((h=x) <>y) <> 2)]
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Observons que la quantification sur x porte sur toute ’étape de récurrence, alors que les deux
quantifications sur y et sur z sont restreintes a ’hypothése de récurrence et a sa conclusion. Il
est courant alors d’oter les quantificateurs et de remplacer le symbole d’implication = par le
symbole . Dans ce format, ’étape de récurrence devient le séquent :

r<>Y <>Z)m(x<>Y)<>ZF((h:x)<>(y<>2)~(((h:z)<>y) <> 2)

Remarquons que la variable de récurrence, x, est considérée comme une constante arbitraire,
qui apparait a la fois dans la partie gauche et la partie droite du séquent. Les autres variables y
et z sont considérées elles aussi comme des constantes arbitraires dans la partie droite, mais, en
revanche, comme des variables libres dans la partie gauche. Ces transformations sont le résultat
d’une double skolémisation. On peut alors alors effectuer la suite de réductions suivante :

r<>Y<>Dx@<>Y)<>Z F ((hux)<>(y<>2)=((h:z)<>y)<>2)
Fo(ha(z<>(y<>2))~=((h: (:1: <>y))<>z) (L2)
Fo(ha(z<>y<>2))=th:(z<>y)<>2) (L)
Fo(heh)A(x<>(y<>2)=~((x<>y) <>2) (L3)

On voit maintenant qu’il suffit d’appliquer 'hypothese de récurrence pour finir la preuve.

Dans I'exemple précédent, ’hypothese de récurrence a été écrite de facon schématique sous la
forme IH - IC[IHo], et on conclut en apliquant la regle d’inférence :

IH + IC[T)
IH v IC[IHo]

que 'on appelle fertilisation : I’hypothese de récurrence “fertilise” la conclusion. Parfois, un
lemme est nécessaire pour montrer 1’étape de récurrence.

Exemple 3.5 [BUN 99] Considérons la fonction rev qui retourne une liste et qui est définie par
les regles :

Ly:  rev(nil) — nil

Ls: rev(h::t) — rev(t) <> (h:: nil)

Supposons que I’on veuille démontrer la conjecture Vi rev(rev(l)) ~ l. L’analyse récursive suggere
de choisir I comme variable de récurrence. L’étape de récurrence peut alors s’écrire :

rev(rev(t)) =t F (rev(rev(h:t))~h:t)
Forev(rev(t) <> (h=nil))~h:=t (Ls)

Mais a partir d’ici, plus aucune regle ne s’applique. Une solution est alors d’introduire la regle
suivante :
Ls: rev(l <>1") — rev(l') <> rev(l)

La preuve pourra alors continuer et s’écrira :

rev(rev(t)) =t F rev(rev(t) <> (h:nil)) ~ h: t

F o (rev(h ::nil) <> rev(rev(t))) ~ h == t (Lg)
F o ((rev(nil) <> (h :: nil)) <> rev( ev(t))) ~h:t (Ls)
F o ((nil <> (h:nil)) <> rev(rev(t))) ~ h =t (Lyg)
Fo ((hnil) <> rev(rev(t))) = h t (L)
Foo(h (nil <> rev(rev(t)))) =~ h =t (L)
Fo(hrev(rev(t))) ~h:t (L1)
F (h=h)A (rev(rev(t)) = t) (Ls)
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L’introduction d’un lemme dans un raisonnement est un usage implicite de la regle de coupure
du calcul des séquents de Gentzen :

ATHFA THA
TFA

cut

la proposition A représentant le lemme. L’utilisation de cette regle constitue un second point
de branchement infini : en effet A est a priori arbitraire. Gentzen a montré que cette regle
est redondante pour les théories du premier ordre, mais Kreisel a prouvé en revanche qu’elle
ne 'était pas pour les théories inductives. Il est également parfois nécessaire de généraliser
la conjecture pour pouvoir la démontrer. Il faut alors inventer de nouvelles heuristiques pour
décider quand il faut généraliser et quel lemme intermédiaire on peut proposer. Par exemple,
I’heuristique appelée Rippling est introduite dans [BUN 93].

3.3 Preuves par récurrence implicite

La récurrence implicite (ou récurrence par réécriture) part de I'observation suivante : si le
systeme de réécriture est terminant, la relation de réécriture peut étre utilisée pour comparer
les termes quand on effectue un raisonnement par récurrence. Reddy [RED 90] propose une
méthode destinée a prouver par récurrence des égalités dans une spécification E dont les égalités
peuvent étre orientées de telle sorte que le systéme de réécriture R est terminant. Sa méthode
repose sur le concept d’ensemble couvrant :

Définition 3.4 Soit R un systéme de réécriture terminant. Un ensemble T'S = {¢;}; est un
ensemble couvrant, si, pour tout terme clos R-irréductible s, il existe ¢ et une substitution o tels
que s =R t;o

Une substitution o est alors dite couvrante si chaque variable de son domaine a pour image un
élément de T'S dont les variables ont été renommées. Il suffit alors de montrer qu'une égalité est
vraie lorsque les variables sont instanciées par des substitutions couvrantes pour montrer que
c’est une conséquence inductive

Exemple 3.6 [RED 90] Considérons la spécification donnée dans l'exemple 3.1, ainsi que
I'égalité 0 +  ~ z. Les instances couvrantes de la variable z sont {# — 0,2 — s(y)}, il
s’agit donc de montrer les deux sous-buts 0 + 0520 et 0+ s(y)<>rs(y).

1.Ona0+0—x0

2. 04 s(y) == s(0+y) “otana s(y)
Si on suppose que < est un ordre de simplification (voir définition 1.5 de la partie II) permettant

de montrer la terminaison de R, I’égalité 0+x ~ z est appliquée a une paire de termes plus petite :
{0+y,y} <<r {0+s(y),s(y)} car 04y est un sous-terme de s(0+1y), et 0+ s(y) —r s(0+7y).

Reddy élabore a partir de ce principe un systeme de recherche de preuve qui comporte trois regles
d’inférence : Expand, Simplify et Delete. La procédure va alors construire une dérivation du
type (Eo, Hp),...,(En, Hy),.... E; correspond & l’ensemble des sous-buts a I'étape i, et H; a
I’ensemble des hypotheses de récurrence. L’application de Expand a ’étape ¢ consiste a remplacer
une égalité de 'ensemble E; qui a été orientée par toutes les paires critiques obtenues a 1’aide
d’une substitution couvrante, et a enrichir ’ensemble H; de cette égalité qui est devenue une
nouvelle hypothese de récurrence. Simplify correspond a la réécriture d’un sous-but a l'aide
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d’une regle de R et de I’hypotheése de récurrence, et Delete a la suppression d’une égalité
triviale. Ey est ainsi constitué des conjectures a prouver, et si, & une étape n, on a E,, = (), les
conjectures de Fy sont des théoremes inductifs. Reddy a montré que son systéme de recherche
de preuve est une restriction de la procédure de complétion de Knuth Bendix (dans le sens ot les
nouvelles regles produites doivent toutes posséder un membre gauche inductivement réductible).
On peut relever trois points faibles dans cette méthode :

1. elle ne s’applique pas aux clauses;
2. elle ne s’applique pas quand R est un systeme de réécriture conditionnel ;

3. elle échoue si une égalité de ’ensemble des sous-buts n’est pas orientable (elle n’est donc
pas réfutationnellement complete).

Elle a néanmoins ’avantage de pouvoir s’appliquer si R n’est pas confluent.

Pour remédier a ces défauts, plusieurs approches ont été proposées. L'une d’entre elles est d’au-
toriser la réécriture d’un terme a ’aide d’égalités non orientées, a partir du moment ou cela fait
décroitre la clause dans lequel ce terme apparalt pour un certain ordre noethérien. Kounalis et
Rusinowitch [KOU 90] ont ainsi élaboré une méthode de recherche de preuve par réécriture qui
s’applique aux clauses, qui s’applique au cas ou R est conditionnel, et qui est réfutationnellement
complete. La contre-partie est qu’elle exige que R soit convergent sur ’ensemble des termes clos.
Celle-ci repose sur le concept clé d’ensemble test. Une définition des ensembles tests pour les
théories conditionnelles a été introduite dans [BOU 92a]. Il existe des algorithmes de calcul
dans le cas d’une théorie équationnelle, pas dans celui d’une théorie conditionnelle. On dira ici
de maniére approximative qu'un ensemble test est un ensemble couvrant qui est une descrip-
tion finie du modele initial. Les ensembles tests peuvent étre considérés comme des schémas de
récurrence raffinés. Considérons 1’exemple suivant :

Exemple 3.7 [BOU 97] Supposons que R soit donné par le systéme de réécriture suivant

even(0) — T

even(s(0)) - F

even(s(s(z))) — even(x)
even(z) = T = odd(z) — F
even(s(z)) =~ T = odd(x) — T

et que l'on veuille démontrer la conjecture even(z) ~ T V odd(z) ~ false. Un ensemble test
est {0,s(0),s(s(z)),T, F} et on peut facilement montrer la validité de cette conjecture dans
le modele initial a ’aide de cet ensemble, alors que la démonstration échoue si on considere
I'ensemble couvrant {0, s(x), T, F}.

Les ensembles tests permettent également de réfuter des conjectures par la construction d’un
contre-exemple.

Définition 3.5 Un systeme de réécriture R et un ensemble test S(R) étant donnés, une clause
C=gi~d1V...Vg, = d, est un témoin d’incohérence par rapport a R si il existe une instance
test o de C telle que, pour tout 1 < j < n, gjo # d;jo et il est impossible de trouver un filtre
entre un membre gauche d'une regle de R et un élément maximal de {gjo,d;o} par rapport a
> (on dit qu’ils sont alors fortement irréductibles).

Le résultat fondamental est alors le suivant :

Théoreme 3.1 Si la spécification est donnée par un systéme convergent sur les termes clos
R et un ensemble de constructeurs libres, et si une clause C est un témoin d’incohérence par
rapport a R, alors C n’est pas une conséquence inductive de R.
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Preuve: (Schéma) Sachant que les éléments maximaux de {gjo,djo} sont fortement
irréductibles, on peut montrer qu’il en existe une 7-instance close irréductible et qui soit
injective. On peut alors facilement vérifier que les éléments maximaux de {g;07,d;o7} sont
irréductibles et distincts, et que par conséquent ’on ne peut pas avoir une équivalence du
type ngT<i>7gdeT d

L’exemple suivant illustre 'application de ce théoreme.

Exemple 3.8 [BOU 95] Considérons le systéme de réécriture R suivant :

union(Nil, Nil) — Nz'l

union(x :: [ Nzl)

um’on(Nz l)

union(x : ) — (y union(l,1"))

et supposons que l'on cherche & montrer la conjecture union(l,l’) =~ wunion(l’,l). R est
convergent, et un ensemble test est {Nil,z :: [,0,s(x)}. La conjecture a donc une instance
test union(xz = Ly = 1) =~ union(y :=: ',z = 1), qui se simplifie en = :: (y :: union(l,l')) ~
y :: (x :: union(l,1")), dont I'une des instances tests est x :: (y :: union(Nil, Nil)) ~ y :: (z =
union(Nil, Nil)), qui se simplifie en x :: (y :: Nil) =~ y :: (z :: Nil), mais cette derniere conjec-
ture est un témoin d’incohérence, ce qui implique que la conjecture union(l,1’) ~ union(l’,1)
n’est pas valide dans le modele initial.

A partir de cette notion d’ensemble test, Bouhoula et Rusinowitch [BOU 95] ont proposé une
procédure de recherche de preuve, dont on va expliquer brievement la démarche : dans toute
conjecture C' & démontrer on identifie un ensemble particulier de positions, dont les éléments
sont appelés positions de récurrence. Cet ensemble est constitué en général des positions situées
au niveau d’arguments récursifs de symboles définis de C, et peut étre considéré comme une
extension de ’ensemble des positions inductivement complétes proposé par Fribourg. Ces va-
riables sont par la suite instanciées par des éléments de ’ensemble test, puis simplifiées par les
axiomes, les hypotheses de récurrence, et éventuellement d’autres conjectures. La méthode est
capable de manipuler des égalités non orientables, et elle est réfutationnellement complete si le
systeme de réécriture est convergent sur les termes clos et suffisamment complet par rapport a
un ensemble de constructeurs libres.
Une autre approche pour pouvoir démontrer des conjectures non orientables par récurrence im-
plicite a été d’utiliser la réécriture modulo. Aoto [AOT 06] a ainsi proposé un systeme d’inférence
qui est une généralisation de celui de Reddy. Etant donné une signature X, qui est la réunion
disjointe d’un sous-ensemble C de symboles constructeurs et d’un sous-ensemble D de symboles
définis, il nomme “basiques” les termes de la forme ft;...t,, avec f € D, et t; € T(C,X). 1l
introduit alors les notations suivantes. Trois termes s, ¢, u étant donnés,

— B(s) désigne 'ensemble des sous-termes basiques de s;

— Expdy,(s,t) = {Clrloc = to | s = Cu], 0 = mgu(u,l), | - r € R, [ basique };

— Eapdy (s, t) = U{Expdys(to,s') | 8 = to € Expd,(s,t)}.
En posant < un quasi-ordre défini sur I’ensemble des termes dont 2 désignera l’équivalence
associée, le systeme d’inférence est présenté a la figure 3.2. La correction de cette méthode
repose sur le théoréeme suivant :

Théoreme 3.2 Soit R un systeme de réécriture suffisamment complet, E un ensemble
d’égalités, < un quasi-ordre de réduction tel que R C<. Si il existe des ensembles H, G, tels
que < E,0,0 >5< 0, H,G >, alors les égalités de E sont des théorémes inductifs de R.
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— Simplify :

<EU{s~t},HG> ,

<EUls ~t)LHG> & (RUD/GE
— Delete :

<EU{s~t},HG> |
<E,HG> soat

— Expand :

<FEU{s=~t},H G> € Bls), 5>t

<EUE$pdu(s,t),HU{s—>t},G>u o) s

— Expand?2 :

<EU{s~t},H G >
< EUExpd2,,(s,t),H, GU{s =t} >

u€ B(s), ve B(t), s2t

F1G. 3.2 — Systeme d’inférence de Aoto

Avec ce systeme, la preuve de la commutativité de I'addition dans I’arithmétique de Peano (voir
exemple 3.1) s’effectue de la fagon suivante :

{e+y~y+2},0,0} >
0~0,s(x1) =~ s(x1 +0),s(x2 + s(y2)) = s(y2 + s(x2)) } >
,{x+y~y+ﬂf}

<{

(3

< é (r2 +s(y2)) = s(y2 + s(z2)) } >
(o

—E2

—>Do—>So—>D

Ar+y~y+a}
D A{z+y~y+a})

—>SOHSo—>D

3.4 Récurrence et déduction modulo

3.4.1 Introduction

La déduction modulo permet de distinguer la partie calcul d’un raisonnement de sa partie
déduction : le calcul ne nécessite qu'une exécution aveugle, alors que la déduction impose de
faire des choix. La déduction modulo repose sur le fait que le calcul peut étre défini par 1'utilisa-
tion d’une congruence décidable sur les propositions. De telles congruences décidables peuvent
souvent étre définies par des systémes de réécriture confluents et terminants (pour montrer que
deux termes sont congruents, il suffit de vérifier qu’ils possédent la méme forme normale). La
réécriture pourra alors étre utilisée de facon déterministe pour tester la congruence de deux
termes.

Exemple 3.9 [DOW 03b] (Réécriture appliquée & des termes). On considére deux formalismes :

— Premier formalisme :
Ve VyVz (z4+y)+z~z+ (y+2)
Ve x~x

— Deuxieme formalisme : (x +y) + 2z — =+ (y + 2)
et on considere la proposition C' suivante :
(a+b)+ ((c+d)+e)=a+ ((b+c)+ (d+e)).
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Démontrer que C n’est pas un théoréeme dans le premier formalisme n’est pas simple, alors
qu’elle se fait automatiquement dans le second.

Une théorie utilisateur Th, étant données, notre but est donc d’effectuer une preuve d’une
proposition P a l'aide du principe de récurrence noethérien noté NoethInd, c’est a dire de
trouver une dérivation du séquent :NoethInd, Th, = P. Au cours d’une preuve, NoethInd n’est
instanciée que par un nombre fini de propositions : ce sont les lemmes intermédiaires démontrés
par récurrence. Le principe de récurrence noethérien étant par essence une proposition du second
ordre, c’est en fait un séquent de la logique d’ordre supérieur. Puisque nous voulons utiliser
largement les concepts et techniques de réécriture du premier ordre, et également considérer les
théories du premier ordre, nous avons besoin d’une présentation du premier ordre de la logique
d’ordre supérieur. Pour cela, on utilise HOL), , introduite dans [DOW 01], qui est fondée sur la
déduction modulo [DOW 03b], et qui semble particulierement appropriée a notre étude pour les
raisons déja mentionnées plus haut. Dans la sous-section suivante, nous n’allons pas expliquer
en détail 'approche complete, mais seulement présenter la démarche. Le lecteur intéressé peut
se référer a [DEP 02] et a [DEP 04] pour des explications complémentaires.

3.4.2 Le mécanisme de la déduction modulo

En déduction modulo, les termes, mais aussi les propositions, peuvent étre identifiées modulo
une congruence. Nous utiliserons une congruence qui peut typiquement étre définie par des
égalités conditionnelles, et qui tient compte du contexte pour évaluer les conditions. En outre,
puisque 'application de cette congruence doit étre controlée étroitement, un concept approprié
de symbole protecteur est utilisé, cf [DEP 02] : en pratique, il est interdit de faire usage de la
congruence en-dessous d’'un symbole protecteur. En déduction modulo, les notions de terme et
de proposition viennent de la logique du premier ordre multi sortée. On considere des théories
décrites par un ensemble d’axiomes I' et une congruence, notée ~, définie sur les termes et les
propositions. Cette congruence prend trois arguments : les deux objets a comparer et un ensemble
d’axiomes I" appelé contexte local. Quand on veut souligner cela, on note la congruence ~!'. Les
regles de déduction du calcul des séquents modulo prennent cette équivalence en compte. Par
exemple, la regle de conjonction droite n’est pas écrite comme d’habitude :

I'AA TFBA
T-AAB,A

mais est formulée de la maniére suivante :

I'k.AA Th BA

Nous rappelons Figure 3.3, la définition du calcul des séquents modulo. Dans ces regles, I' et A
sont des multi-ensembles finis de propositions, et P et ) désignent des propositions. Remplacer
la variable x par le term u dans @ se note Q{u/x}. Quand la congruence ~ est simplement
'identité, le calcul des séquents modulo se ramene au calcul des séquents habituels [GIR 89].
Dans ce cas, les séquents sont écrits comme d’habitude a ’aide du symbole .

Si une proposition admet une preuve en calcul des séquents modulo, elle sera décidable
A partir du moment ot ~! l'est également, du fait que I’on peut vérifier que les conditions
d’application de chaque regle sont satisfaites, et que l'on fournit les informations nécessaires
dans les régles faisant intervenir les quantificateurs. Lorsque ~'' n’est pas décidable, il est encore
possible d’utiliser des instances pour lesquelles on peut vérifier ces conditions, typiquement par

54



3.4. Récurrence et déduction modulo

P A Tk QA

F PO aniom if P~ Q e A cut if P~ Q
%conﬂ—l if (A) %mntr—r if (A)
%weak—l %weak—r

7%%@;1%-1 it R~ (PAQ) Ll RF,ZN QB LR (PAQ)
Lr 7AR LS i () AN ]’%?’AA Vr if (B)

Ik Pf ﬁ% Ff’f AL (o) 7F’FPJNR?’AA S if (C)

752 i’i—'-l if R~T P —?i ziﬁ—r if Rt P

P A if P~t L

LU =2 qunvi it EEEWEL 0.0 v it @)
P2 g arinm IR G0 3 i)

A=P~T"QQ ~"Q,B=R~"PVQ C=R~T"P=0Q),D=P~"VvQE=P-~T
Vz @Q,y fresh variable, F = P ~ 3z Q,y fresh variable, G = P ~' 32 Q

Fic. 3.3 — Le calcul des séquents modulo

le biais d’'une approche par contraintes [HUE 72, KIR 90] Nous sommes maintenant en mesure
d’introduire la notion fondamentale de compatibilité : on dit qu’une théorie (i.e un ensemble de
propositions) 7 est compatible avec une congruence ~ si :

T.I'+ A si et seulement si I' H, A.

Comme démontré dans [DEP 02, DEP 04], cette propriété est modulaire : si 71 est compatible
avec une congruence C7 et 7o est compatible avec Co, alors 71 U7 5 est compatible avec C; UC5.
Grace a I’équivalence ci-dessus, on peut internaliser les propositions a I'intérieur de la congruence,
et on appelle cette opération “push”. Il est également possible de les remonter au niveau de la lo-
gique, et on appelle cette opération “pop”. En outre, grace a la modularité, cela peut étre effectué
dynamiquement au cours de la preuve. Cette dualité entre calcul et déduction est représentée
de fagon tres appropriée par cette propriété de compatibilité. Dans [DOW 03b], 'internalisation
est effectuée de maniere statique et utilisée pour identifier les étapes de calcul a I'intérieur d’un
raisonnement. Nous nous proposons ici d’effectuer I'internalisation de fagon dynamique, et de
I'utiliser pour construire des regles pour la récurrence par réécriture et déterminer la stratégie
adéquate pour la récurrence noethérienne. Dans ce qui suit, on considere des congruences en-
gendrées par des systemes de réécriture de classes conditionnels notés RE, et composées de
regles de réécriture (conditionnelles) et d’axiomes (conditionnels) sur les termes. Dans le cas
des regles et des axiomes conditionnels, les variables présentes dans le membre droit doivent ap-
paraitre également dans le membre gauche. Nous rappelons ici que & est un symbole de relation
binaire qui satisfait les axiomes de ’égalité (la notation classique = n’étant utilisée uniquement
que pour représenter 1’égalité syntaxique). Dans ce cas, on associe a tout systeme de réécriture
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de classe conditionnel RE la théorie notée Thre, et définie de la maniére suivante : pour toute
regle de réécriture conditionnelle (¢ = | — r) ou égalité conditionnelle (¢ = [ ~ r) de RE, Thre
contient la proposition :
~ VZ(c= (I~r)) avec | et r des termes,

et ol toutes les variables de [, dont le vecteur est noté 7, sont universellement quantifiées. Il est
démontré dans [DEP 02] que Thre est compatible avec la congruence engendrée par RE (voir
de méme [DOW 99] et [DOW 03b]). Cela nous permet de faire librement usage des opérations
“push” et ”pop”.

3.4.3 Récurrence dans le contexte de la déduction modulo

Un raisonnement par récurrence ne pourra jamais se réduire a un simple calcul, il comporte
toujours des étapes de déduction. On a vu que la déduction modulo est une présentation de la
logique du premier ordre qui fait une distinction claire entre la partie calcul d’un raisonnement
et sa partie déduction. Ce formalisme est ainsi apparu comme particulierement adapté pour
représenter un raisonnement par récurrence. Cependant, le principe de récurrence noethérien
est une proposition du second ordre. Il est donc nécessaire d’utiliser une présentation du
premier ordre de la logique du second ordre, et c’est HOL), qui a été choisie, car il exite
une correspondance biunivoque entre les preuves réalisées dans la présentation standard de
la logique d’ordre supérieur (HOL) ) et celles réalisées en HOL),, a partir du moment ou
I’axiome d’extensionnalité n’est pas utilisé dans les deux cas. Elle utilise également le fait que
les substitutions explicites simplifient les algorithmes et accélérent 'implémentation. Sachant
que pour appliquer une hypothése de récurrence il est nécessaire de vérifier une condition, il a
fallu également étendre le formalisme de la déduction modulo pour le rendre apte a effectuer
des raisonnements a l'aide d’axiomes conditionnels. La méthode va étre expliquée en détail
ci-dessous.

Dans le contexte de la déduction modulo, les hypotheéses de récurrence provenant de buts
équationnels peuvent étre (dynamiquement) internalisées dans la congruence. En procédant
ainsi, la puissance de calcul de la déduction modulo est utilisée pour réaliser la récurrence par
réécriture, de la méme facon que dans des systemes comme Spike [BOU 92b] ou RRL [KAP 95].
L’interét de ces approches est de permettre I’application de regles de réécriture présentes dans la
théorie a toute position du but courant, aussi bien que ’application d’hypotheses de récurrence
et de conjectures non encore démontrées, a partir du moment ou la formule appliquée est plus
petite pour l'ordre noethérien utilisé pour la récurrence que le but courant. Quand 'ordre
contient la relation induite par un systéme de réécriture terminant, une formule plus petite est
obtenue a partir du moment ou une étape de réécriture a été réalisée. En outre, dans Spike
par exemple, le choix des variables de récurrence et des schémas d’instantiation est effectué
a l’aide de positions de récurrence pré-calculées et d’objets appelés ensembles tests. Dans
I’approche décrite ci-dessous, nous montrons comment utiliser la surréduction pour effectuer
automatiquement et compléetement ces choix.

Une propriété P et une relation R définie sur une sorte 7 étant données, le principe de récurrence
noethérien NoethInd(P, R, T) est défini de la maniere suivante :

Ve ((x € 7 AVy ((y € T AR(z,y)) = P(y))) = P(x)) = Vo (z € 7 = P(x))

et on écrit Noeth(R,T) pour affirmer que R est une relation noethérienne sur 7. Le lecteur doit
garder présent a l'esprit que ceci est une formule de HOL), : c’est donc une proposition du
premier ordre dénotée par une formule d’ordre supérieur (celle-ci est définie explicitement dans
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[DEP 02, DEP 04]). Prouver que P est une proposition inductive dans une théorie utilisateur
Th,, ce qui se note Thy, Ernq P, revient a dériver le séquent :

VRYT (Noeth(R,T) = VP NoethInd(P, R, 7)), Thy - P.

Bien str, pour finir la preuve, il faut également fournir la preuve de Noeth(R, 7). Pour avoir
une meilleure intuition, imaginons un but équationnel @ de la forme Vz (z € 7 = t1(z) =~ t2(x)),
I’ensemble du probleéme est formalisé dans HOL),. Le reste de cette sous-section donne les
étapes principales qui sont détaillées dans [DEP 02]. On part du séquent :

VRYT (Noeth(R,T) = VP NoethInd(P, R, 7)), Thy
l_
Ve (x € 7= t1(z) = ta(x))

Dans la suite, on notera NI la proposition :
VRYT (Noeth(R,T) = VP NoethInd(P, R, T))
En choisissant une relation spécifique R (écrite <) et un type encore noté 7, on obtient :
Noeth(=<,7) = VP NoethInd(P,<,7)),Thy, FVz (x € T = ti(z) = ta(z)).

De la, par la regle =-1 du calcul des séquents modulo, on obtient d’une part le séquent Th,,
Noeth(<,T) qui correspond a la preuve du fait que < est effectivement noethérienne, et d’autre
part le séquent

VP NoethInd(P,<,7)), Thy, FVx (z € T = t1(x) = ta(x))

qui correspond a l'utilisation du principe de récurrence pour prouver notre but. On instancie P
par I’égalité a prouver et on obtient :

Ve(zreTAVe((zeTNha <x)=t1(z) = ta(x))) = t1(x) = ta(x))
=Vr(xer=ti(z)~ta(x)), Th, FVr(zeT=t1(x) = ta(x))

ol on a renommé y en x pour souligner le fait que z est une instance plus petite de . Quelques
étapes simples du calcul des séquents plus tard, on obtient :

ThyFVz((zeTtAVz(zeT ANz <z)=t1(z) = ta(x))) = ti1(x) = t2(z))

On instancie alors x par une variable fraiche que 'on appelle X pour souligner ce statut, et on
obtient :

ThyF (X eTAVz(zeTAhz<X)=ti(z) ®ta(z))) = t1(X) = ta(X).
Les regles =-r et A-1 du calcul des séquents menent a la découverte de ’hypothese de récurrence :
Thy, X er,Vx((zeThz <X)=t1(z) =ta(z))) F t1(X) = ta(X).

En utilisant ce que l'on a déja vu concernant les théories compatibles, cette hypothese peut
maintenant étre internalisée sous la forme d’une égalité conditionnelle que 1’on note en général

REma(Q, =<, 7)(X): (zeThz=<X)=ti(z) = ta(zx) (3.5)

Il faut remarquer que, du fait de son statut de variable fraiche, X se comporte comme une
constante, alors que z est universellement quantifiée.
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3.5 Descente infinie

Nous venons de voir que la déduction modulo est un formalisme adapté pour représenter
le raisonnement par récurrence, et c’est sur lui que repose les systéemes de recherche de preuve
que nous présenterons dans les parties I1I et IV . D’autres approches ont toutefois été élaborées
pour utiliser le calcul des séquents dans le but d’effectuer des preuves par récurrence. L’une
d’entre elles a notamment été la représentation des preuves par descente infinie.

Dans lintroduction, nous avons formalisé le principe de récurrence noethérien par la
regle d’inférence :
Vt (Vo x <t = P(z)) = P(t)
vt P(t)

Or, cette reégle est équivalente & :

YVt =P(t) = 3z (zr <t AN—=P(x))
vt P(t)

De fagon plus concrete, cette regle signifie que si Iaffirmation d’une conjecture entraine ’exis-
tence d’une suite infiniment décroissante pour une certaine relation noethérienne, cela veut dire
que cette conjecture est fausse. C’est pour cela qu’elle formalise le principe de descente infinie.
J. Brotherston [BRO 06] rapporte que ce principe a été précisément formulé par Fermat en
1659, dans une correspondance échangée avec Pierre de Carcavi. Il ajoute cependant que cette
technique a été utilisée des I’Antiquité. La preuve originale d’Euclide que v/2 est irrationnel en
est un bel exemple. Wirth [WIR 04] rapporte méme que le premier usage connu de la descente
infinie apparait dans une preuve que %(1 + \/5) est irrationnel, due a Hippasos au cinquieme
siecle av-JC.

On trouve une formalisation des preuves par descente infinie a ’aide du calcul des séquents dans
[BRO 06]. Dans [BRO 06], J.Brotherston présente un systeme constitué des regles du calcul des
séquents classique LK de Gentzen, enrichi de regles de récurrence exprimées a ’aide de séquents.

Exemple 3.10 La regle de récurrence associée au prédicat “entier naturel” N dans I'ensemble
des entiers de Peano est définie par :

I''t=0FA Ijt=sx,No+ A
I'Nt- A

Case N

L’exemple suivant va permettre de comprendre comment une preuve par descente infinie est
formalisée dans [BRO 06].

Exemple 3.11 [BRO 06] Supposons que ’on cherche a démontrer que tout entier de Peano est
soit pair, soit impair. On commence par choisir un entier xy quelconque, et on peut distinguer
deux cas : soit zg = 0, soit g = sx1. Si xg = 0, xg est pair. Si xg = sx1, deux cas se présentent
a nouveau : soit 1 = 0 et xg est impair, soit x1 = sz, et il faut encore distinguer deux cas,
etc ...On peut ainsi s’apercevoir que si 'entier de départ xy n’était ni pair, ni impair, il fau-
drait distinguer des cas une infinité de fois, et cela signifierait qu’il existe une suite infiniment
décroissante x, > x1 > x2 > ... d’entiers naturels. Mais cela contredit le fait que 'ordre < usuel
sur les entiers est noethérien. On peut donc affirmer que l'on a prouvé que tout entier naturel
est soit pair, soit impair par descente infinie.
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Maintenant, si on note respectivement N, E et O les prédicats “entier naturel”, “pair” et “im-
pair”, cette preuve est formalisée dans [BRO 06] par I’arbre infini suivant :

N:El H ECEl, 0561 (Case N )
Nz1F Oxq1,0s11 !
F E0,00 ERI_ I Nz F Eszq,0sxq ERQ_
rg=0F Exg,Oxy rg = sr1,Nx1 F Exg,Oxg
Nx() H E:L’(), O:L’O Case N

(On reconnait la regle “Case N” définie dans 1’exemple 3.10, et on peut avoir facilement une
compréhension intuitive du sens des autres regles). On peut donc facilement s’apercevoir, que si
on continue cette dérivation, on obtient un arbre infini avec exactement une branche infinie. En
outre, si on suit cette branche, la regle “Case N” est infiniment utilisée. De fagon tres informelle,
on peut alors dire que cette dérivation infinie est une preuve dans le systéme de Brotherston,
car la regle“Case N”, qui distingue des cas, est infiniment utilisée le long de 'unique branche
infinie.

Avant de décrire nos systemes de recherche de preuve dans les parties I1I et IV , nous considérons
dans la partie II deux outils principaux pour la récurrence, a savoir les ordres et les propriétés
de surréduction dans les systemes de réécriture suffisamment complets.
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Deuxieme partie

Ordre et surréduction : deux outils
principaux pour la méthode
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Ordres et quasi-ordres

Sommaire

1.1 Ordre sur les termes et terminaison des systemes de réécriture 63
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1.4 Ordres récursifs sur les chemins AC-compatibles . ... ... .. 70
1.4.1 Termes variadiques . . . . . . . .. ..o 71
1.4.2 Construction d’un ordre récursif sur les chemins AC-compatible . . 72

Dans ce chapitre, nous commencons par rappeler ['utilité des ordres sur les termes pour mon-
trer la terminaison des systemes de réécriture, puis nous faisons a la section 2 une présentation
rapide des ordres récursifs sur les chemins. M.C.F Ferreira [FER 95] a ainsi mis en évidence une
classe d’ordres récursifs sur les chemins qui possedent des propriétés intéressantes pour notre
étude, et que 'on décrira précisément. A partir des ordres sur les termes, nous construisons a la
section 3 deux ordres sur les égalités. Nous énoncons alors le théoreme de compatibilité principale
sur lequel repose la correction du systeme optimisé présenté au chapitre 2 de la partie III. Dans
la derniere section, nous commencons par rappeler les définitions et les résultats de base concer-
nant les termes variadiques, puis nous présentons 1’ordre récursif sur les chemins AC-compatible
défini dans [RUB 02] (ce dernier sera utilisé pour instancier I’hypothese de récurrence dans les
systemes fondés sur la réécriture modulo des théories associatives, ou associatives commutatives,
et que nous présenterons dans la dernieére partie).

1.1 Ordre sur les termes et terminaison des systéemes de
réécriture

Dans cette section, nous nous inspirons largement d’une présentation qui a été faite dans
[LAL 90].

Pour autant qu’un calcul soit compris comme un processus produisant un résultat, le
probleme de la terminaison est crucial. Nous avons déja mentionné que le probleme de la
terminaison est indécidable (théoreme 2.1); cela n’empéche évidemment pas d’étudier des cas
particuliers. Il arrive qu’une régle de réécriture diminue visiblement la taille (le nombre de
symboles, la hauteur, ...) des termes. Dans le cas de la régle —(—x) — z, on utilise une fonction
h:T(X,X)— N (par exemple h(t) = [t|) qui vérifie h(l) > h(r) pour toute régle | — r. Pour en
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déduire que h(s) > h(t) si s — t, il suffit que h satisfasse les conditions suivantes, qui découlent
de la définition de la réécriture :

1. h(lo) > h(ro) pour toute regle [ — r et toute substitution o
2. h(s;) > h(t;) entraine h(fs1...8;...8,) > h(fs1...ti...sn)

Cependant, une regle usuelle comme ’associativité
(Z+y)t+z—az+(y+2)

ne peut se traiter en raisonnant globalement sur la taille des termes. L’idée est alors de donner un
poids plus important au sous-terme de gauche d’une somme ; on peut ainsi définir récursivement
une fonction h en posant

ol a est une constante (ou une variable).

Par ailleurs, il n’est pas nécessaire que h soit a valeurs dans N ; la seule propriété des entiers que
I’on utilise est que 'ordre usuel < est bien fondé sur ’ensemble des entiers naturels N : il n’y a pas
de suite infinie strictement décroissante d’entiers naturels. On pourra donc chercher une fonction
h & valeurs dans un ensemble ordonné (E, <) bien fondé; la considération de cet ensemble E
n’est qu'une commodité, puisqu’on peut aussi bien raisonner directement dans 7 (3, X’) avec
I’ordre :

s<pt st h(s)<h(t)

Cela conduit donc & chercher un ordre bien fondé < sur I’ensemble des termes qui satisfasse les
propriétés correspondant a 1 et 2. Cette condition nécessaire et suffisante constitue le théoreme
de Manna-Ness (1970) :

Théoréme 1.1 Un systéme de réécriture est noethérien si et seulement s’il existe un ordre bien
fondé < sur l’ensemble des termes tel que

- s <t entraine C[s] < C[t]

- ro < lo pour toute régle | — r € R et toute substitution o

Le théoreme 1.1 met en évidence deux caractéristiques des ordres sur les termes appelées stabilité
par contextes et stabilité par substitutions :

Définition 1.1 Un ordre < sur 7 (X, X)) est :
— stable (ou clos) par conteztes si s < t implique C|[s] < C[t]
— stable (ou clos) par substitutions si s < t implique so < to.

Les ordres stables par contextes qui sont également stables par substitution sont appelés ordres
de réécriture .

Définition 1.2 Un ordre sur 7 (X, X) est appelé ordre de réécriture si il est clos par contextes
et par substitutions. Un quasi-ordre sur 7 (3, X') est appelé quasi-ordre de réécriture si sa partie
stricte et I’équivalence associée sont toutes deux closes par contextes et par substitutions.

Si un (quasi-)ordre de réécriture est de plus bien-fondé, il est appelé (quasi-)ordre de réduction.

Définition 1.3 Un ordre (respectivement un quasi-ordre) sur 7 (X, X’) est appelé ordre de
réduction (respectivement quasi-ordre de réduction) si c’est un ordre de réécriture bien fondé
(respectivement un quasi-ordre de réécriture bien fondé).
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Le théoreme 1.1 énoncé au paragraphe 1.1 de ce chapitre a pour conséquence immédiate :

Théoreme 1.2 Un systéme de réécriture R est terminant s’il existe un ordre de réduction <
tel que r <l pour toute regle l — r de R

Le théoreme précédent décrit ce que 1'on entend par prouver la terminaison d’un systeme de
réécriture : il s’agit de trouver un ordre bien fondé a partir duquel on peut construire un ordre de
réduction adapté. Il existe essentiellement deux méthodes pour y parvenir : une syntaxique et une
autre sémantique. Lorsqu’on utilise la méthode syntaxique, on examine de maniére approfondie
la structure des termes, dans le but de définir un ordre sur 'ensemble 7 (X, X'). Avec la méthode
sémantique, il faut interpréter les termes dans une algébre munie d’une relation d’ordre <.
Moyennant des conditions sur l'interprétation que nous ne détaillerons pas ici, 'ordre < sur
l'algebre et l'interprétation induisent un ordre de réduction sur 7 (3, X’) (nous renvoyons le
lecteur a [FER 95] pour plus d’informations). Dans le contexte de la réécriture modulo un
ensemble d’égalités, la terminaison a une définition plus générale (voir la définition 2.29 au
paragraphe 2.5.1 dans la partie I) mais on peut énoncer un théoréme similaire au théoreme 1.2.
On est amené pour cela a introduire la définition suivante :

Définition 1.4 — Un quasi-ordre de réécriture < est compatible avec un ensemble d’égalités

E' si Iéquivalence associée 2 est telle que =g C 2

— un ordre de réécriture < est compatible avec un ensemble d’égalités E si < est la partie
stricte d’un quasi-ordre < E-compatible;

— un quasi-ordre de réécriture < est compatible avec un systeme de réécriture de termes
modulo (R, E) si :
— < est compatible avec E';
— la partie stricte < est telle que r <l sil —r € R;

— un ordre de réécriture < est compatible avec un systeme de réécriture de termes modulo
(R, E) si < est la partie stricte d’'un quasi-ordre compatible avec (R, E).

Remarque: On dira également que F est compatible avec un quasi-ordre < ou un ordre <, ou
encore que (R, E) est compatible avec < ou <.

Proposition 1.1 Un ensemble d’égalités E est compatible avec un ordre de réécriture < si
VsVtVs' WVt s=g s’ <t/ =gt=s<t

Preuve. 11 suffit de poser <=< U= O

Pour montrer la terminaison d’un systeme de réécriture de termes modulo, il suffira alors de
montrer qu’il est compatible avec un quasi-ordre de réécriture qui est de plus bien fondé, i.e un
quasi-ordre de réduction :

Théoréme 1.3 Un systéme de réécriture de termes modulo (R, E) est terminant si il est com-
patible avec un quasi-ordre de réduction.

Les théoremes 1.2 et 1.3 sont cependant tres exigeants : ils imposent de mettre en évidence un
ordre bien fondé sur I’ensemble des termes alors qu’il suffirait de le savoir bien fondé “le long
des réductions” ( que l'on ait une suite infinie décroissante de termes n’a aucune importance si
cette suite n’est pas une réduction). Il existe une classe d’ordres qui sont nécessairement bien
fondés le long des réductions. Ce sont les ordres de simplification introduits par N.Dershowitz.

Définition 1.5 Une relation d’ordre strict < sur 7 (X, X') est un ordre de simplification si

1. < est stable par contexte
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2. < ala propriété de sous-terme, i.e t < C[t] pour tout terme ¢ et tout contexte C] |.
Les théoremes 1.2 et 1.3 ont alors pour conséquences :

Théoréme 1.4 (Dershowitz) Un systéme de réécriture R est noethérien s’il existe un ordre
de simplification < tel que ro < lo pour toute régle | — r € R et toute substitution o.

Théoréme 1.5 Un systéme de réécriture de termes modulo (R, E) est terminant si il est com-
patible avec un quasi-ordre de simplification.

1.2 Ordres et quasi-ordres sur les chemins

Nous nous inspirons ici d’une présentation qui a été faite dans [FER 95]. L’idée sous-jacente
aux ordres récursifs sur les chemins est la construction d’ordres sur les termes & partir d’un quasi-
ordre bien fondé sur la signature ¥ (appelé généralement précédence). En général, un terme s
est plus grand que tout terme construit a partir de termes “plus petits” situés sous un symbole
plus petit, pour la précédence, que le symbole de téte de s (les termes sont en particulier plus
grands que leurs propres sous-termes). Les ordres récursifs sur les chemins comparent ainsi les
symboles de téte des termes a l'aide de la précédence, et, dans le cas ol ceux-ci sont égaux ou
équivalents, on compare les sous-termes de facon récursive.

Les ordres récursifs sur les chemins ont été introduits par les travaux de Plaisted [PLA 78] et
Dershowitz [DER 79a] & la fin des années 70. D’autres ordres ont été proposés depuis lors. Citons
a titre d’exemple 'ordre lexicographique sur les chemins de Kamin et Levy [KAM 82], 'ordre
récursif de décomposition de Jouannaud, Lescanne et Reinig [JOU 82], l'ordre sur les chemins
de Kapur, Narendran et Sivakumar [KAP 85].

Une modification qui a systématiquement été ajoutée aux ordres récursifs sur les chemins a été
d’associer a chaque symbole de fonction f € ¥ un statut 7(f).

Définition 1.6 A chaque symbole de fonction f € ¥, on associe un statut 7(f). On considere
deux cas possibles :
— 7(f) = mul qui indique que, dans la définition ci-dessous de l'ordre <, les arguments de f
seront comparés avec une extension multi-ensemble de < (cf section 2.1)
— 7(f) = lexy, avec 7 une permutation de 'ensemble {1,... ar(f)}, et qui indique que les
arguments de f seront permutés par 7, et les séquences obtenues comparées lexicographi-
quement (dans le cas ou 7 est l'identité, on écrira simplement 7(f) = lex)

A Taide de cette notion de statut, nous introduisons la définition de 1’ordre récursif sur les
chemins telle qu’elle est apparue dans Steinbach [STE 89]. Nous donnons d’abord la définition
d’une (quasi-)précédence :

Définition 1.7 Une (quasi-)précédence sur ¥ est un (quasi-)ordre partiel sur ¥ noté < (dans
le cas d’une quasi-précédence, on notera ~ ’équivalence associée a <).

Il est souvent plus commode d’étendre la (quasi-)précédence a l'ensemble X des variables en
posant x < x pour tout x € X.

On imposera également aux statuts de ne pas se mélanger, autrement dit, on fera ’hypothése
suivante :

VfVg (f~g) = (7(f) = 7(9)) (1.1)

Nous pouvons maintenant définir la relation <, :
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Définition 1.8 Deux termes s, t étant donnés, on dira que s <ppo t sit = gt1...¢p, et
1. soit s = fs1...8p, pour tout i, s; <,po t, €t :

(a) soit f<g;
(b) soit f~get (m=k=0)0usi...5 <rpor t1---tn);
2. soit i 1 < i <m s <ppo tie

Pour un quasi-ordre de simplification < quelconque défini sur I’ensemble des termes 7 (X, X),
on peut trés bien avoir s < t et C[s] 2 C[t]. Nous allons voir qu’il est plus pratique d’utiliser
un ordre de simplification dont la partie stricte et 1’équivalence associée soient a la fois stables
par substitutions et par contextes. La proposition ci-dessous, démontrée dans Ferreira [FER 95],
permet de s’assurer que la relation <,,, est un quasi-ordre qui possede ces bonnes propriétés.

Proposition 1.2 [FER 95] Pour toute (quasi-)précédence <, la relation <., introduite a la
définition 1.8 possede les propriétés suivantes :
— <rpo st un quasi-ordre;;
— <rpo & la propriété de sous-terme;
— <rpo €t ~ppo sont clos par substitution et par contexte;
— si la (quasi-)précédence < est totale sur X, alors l'extension de <,,, aux classes
d’équivalences 7 (X)/ 2 est un ordre total.

Afin de pouvoir utiliser <;,, pour effectuer un raisonnement par récurrence, il est encore
nécessaire que <, soit bien fondé. Kamin et Levy ont prouvé que c’est le cas a partir du
moment ou deux symboles de fonction équivalents pour < et qui ont un statut lexicographique
ont la méme arité. Cependant, Ferreira [FER 95] a montré qu’il suffit en fait qu’il existe un entier
naturel majorant I'arité de tous les symboles de fonction d’une méme classe d’équivalence, des
que ceux-ci ont un statut lexicographique, pour s’assurer que <,p, est bien fondé. Cette derniére
condition s’énonce de maniére formelle :

Vi (((f € Z)A(T(f) =lexx)) = (3n ((n 2 0) A (Vg g ~ f = ar(g) < n)))) (1.2)
On peut ainsi énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1.6 Sous les hypothéses (1.1) et (1.2), <,po est bien fondé sur T (X, X) si, et seule-
ment st < est bien fondé sur XU X.

1.3 Ordres et quasi-ordres sur les égalités

Nous rappelons que I'ensemble des positions dans un terme ¢ est noté Dom(t), le sous-terme
de t a la position w est noté ¢, le symbole & la position w dans ¢ par ¢(w), et que la notation t[u],,
signifie que le terme t contient le sous-terme u a la position w. On étend ces notations aux égalités
t1 & to considérées comme des termes avec ~ d’arité 2 pour symbole de téte (ce symbole a été
introduit & la sous-section 1.2.2). Le symbole = utilisé pour décrire les égalités est considéré dans
cette partie comme un symbole de la signature. On suppose qu’aucun axiome ne fait par ailleurs
intervenir ce symbole. Cela afin de considérer les égalités comme des termes irréductibles en téte.
Var(t) désigne ’ensemble des variables (libres) du terme ¢ et |Var(t)| son cardinal. On définit

Var(t) comme le vecteur des variables de ¢ que I'on suppose ordonnées linéairement par leur
nom. On étend ces notations aux regles de réécriture et aux égalités. A partir de maintenant, on
suppose donné un quasi-ordre de simplification < sur 7 (X, X'), bien fondé, dont la partie stricte
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et 1’équivalence associée sont stables par contextes et par substitutions (un tel quasi-ordre a été
construit a la section précédente). On note < sa partie stricte, 2 I’équivalence associée et [t] la
classe du terme t pour cette équivalence. Dans le but de comparer des n-uplets de termes, pour
tout entier naturel n, on utilisera ’extension standard sur le produit cartésien <,, de < :

VUu,v eT(EZ,X)" U<, Ve Milli<n=u <v)

Si on note <, la partie stricte de ce quasi-ordre, alors <,, est noethérien sur l’ensemble 7 (X, X)",
a partir du moment ou < est noethérien. On peut de méme étendre naturellement le quasi-ordre
< aux égalités en posant :

sct<.s ~t'sis<s ettt

Notation: On notera <. la partie stricte de <.

Maintenant, du fait que < est stable par substitution, on obtient :
Lemme 1.1 <, est stable par substitution.

Cette propriété est tres utile, car la stabilité par substitution sera en particulier requise lorsque
I’on considerera la version optimisée de notre systeme de recherche de preuve présentée au
chapitre 2 de la partie III.

Toutefois, afin de pouvoir comparer les égalités de maniére plus fine, on aura recours a un autre
ordre sur les égalités largement similaire a celui de [DEP 02].

Définition 1.9 Soit C' la mesure de complexité suivante sur les égalités :

Cls~t) = (sl st [8 <[s]
({13} H{ls]3}) st [s] < [1]
({{[s], [¢]}},0) sinon.

(On rappelle que [s] et [t] désignent respectivement les classes d’équivalence de s et de t pour
I'équivalence = associée au quasi-ordre <).

A Taide de cette notion de complexité, on définit alors un deuxiéme quasi-ordre sur les égalités
<e par
st < st siO(smt) e C(s' =t)ou(s=s' ettt 2t)

avec < 'extension lexicographique de ’extension multiset de <.
Notation: On note <. la partie stricte de <.

Remarquons que 'ordre <. est bien adapté aux égalités, puisqu’il est invariant par symétrie ou
égalité : pour tous t,t',u,u’ € T(X,X), on a :

t~t <. u=~u si et seulement si t' ~ t <, u ~ u si, et seulement si t ~ t' <, v ~ u.
Par contre, il n’est pas stable par substitution : par exemple avec la substitution
o={x—x, y—x1, 2— 21},0na:

l.2mzx+2<.y~ax+ 2z car
Clzm~z+2)={{lz+2]}}, {{[z]}}) et
Cly~z+2)={{lz+z][y}}0)

2. mais zo ~ x0 + z0 £, yo = xo + z0 car
C(zo m xo + zo) = ({{[z1 + z1]}}, {[=1]}}) et
Clyo = zo + zo) = ({{[z1 + z1]}}, {{[{z1]}})
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Il faut relever la différence entre <. et <., le dernier étant inclus dans le premier, comme
cela se démontre aisément a l'aide d’une simple analyse par cas. Une étape essentielle dans les
preuves par récurrence sera de comparer différentes instances d’une méme égalité : c’est 'objet
de la proposition suivante.

—_
Lemme 1.2 Pour toute égalité Q avec @ = Var(Q) et n = ||, pour toutes substitutions

o, 1 € Subst” X pour tout t,t' € T (X, X) :
1. Sit <t alors Q[t]w <e Q[t']w
2. Si To <, T alors Qo <. Qu.

3. Si Qo <. Qu et To <, Y,u alors To <, E),u.

Preuve. 1. Si w = ¢, le résultat est clair. Sinon, posons 7 et w’, tels que w = 7.w’. Puisque
t < t', et puisque < est stable par contexte, on a :

Q|i[t]w’ < Q\i[t/]w’ (1'3)

Maintenant, on peut facilement vérifier la proposition suivante (qui est une
conséquence du lemme B.25 démontré en annexe) :

Vs ViV t <t/ = st <o st (1.4)

Et (1.3) et (1.4) ci-dessus, ainsi que les propriétés de symétrie de <., conduisent a
Qltlw <e Q'

2. est obtenu a partir de 1 par une simple récurrence fondée sur le nombre d’occurences
des variables z; dans @

3. Supposons T o =, T u, alors @ <, T o, par conséquent Qu <. Qo par 2, et cela
contredit 'hypothese Qo <. Qu.
O

En d’autres termes, pour toute égalité @, pour tout vecteur de variables @ de @ dans X", et
pour toutes substitutions o, u € Subst” *¥) dans le but de prouver la proposition To <, T u,
et deés lors que 'on a Qo <. Qu, il suffit de vérifier toutes les inégalités x;0 < z;u pour toutes
les composantes z; de . L’intérét de ceci vient du fait que I'inégalité Qo <. Qu peut étre
automatiquement vérifiée dans la plupart des cas.

En effet, le lemme suivant relie I'ordre strict <. sur les buts avec une relation de réécriture —.
Sous réserve de conditions techniques qui peuvent étre vérifiées syntaxiquement, ce résultat
assure que Qo <, Qu. Il est alors possible dans la plupart des cas d’utiliser une égalité @
pour réduire une instance d’elle méme, Qu, & partir du moment ou une étape de réécriture
a été appliquée auparavant sur Qu. Ce lemme est donc une étape significative pour justifier
I'utilisation correcte de la réécriture noethérienne comme l'ingrédient principal pour réaliser la
récurrence noethérienne.

Théoréme 1.7 (Théoréme de compatibilité principale) Etant donnés Q1, Q2, Qs et Q4
des égalités, | — r une régle de réécriture telle que I > r, kg étant soit une régle de réécriture
ly — Twy Ou une égalité l,,, =~ ry, Considérons l'inégalité : I : (lx, = Tx,)0 <e Q1 et supposons :

1. Q1 o7, jwj, 0 Q2

2. Q2 > Q3
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3. Q3 ko, T.Wi, O Q4
4' Q?) >e Q4
Alors :

1. I est satisfaite a partir du moment ot w; # € oui =7 ;
2. stw;=cetiF#]:

(a) sile, > rg,, alors :
I'& (Qu 2 lkoo) AN(Q1); < Qup) = (Quj > T400));
(b) silg, 2 7wy, alors :
I < ((Q1); 2 lkoo) = (Qu)j > 1400));
(c) sinon :

I ( ((Q1|i 2 lfioa) N ((Ql\j < Q1|i) v (l,iOO' 2 THOO')) N (THOU < ZHOU))
= (Ql\j > THU) )

Preuve. La preuve de ce résultat fondée sur une analyse par cas est donnée en annexe (théoreme
B4) O

Une variante de ce lemme est donnée dans [DEP 02] pour un ordre sur les égalités fondé sur
une complexité C' utilisant un ordre sur les ensembles & la place d’un ordre sur un multi-ensemble
comme ici.

1.4 Ordres récursifs sur les chemins AC-compatibles

De nombreuses tentatives ont été réalisées pour définir une version AC-compatible de I'ordre
récursif sur les chemins (en anglais rpo) défini par Dershowitz [DER 82], car il est simple, facile
a utiliser et & automatiser. A.Rubio et R.Nieuwenhuis [RUB 95] ont été les premiers a définir
un ordre récursif sur les chemins AC-total et AC-compatible, sans aucune condition préalable
sur le nombre de symboles AC, ou sur la précédence définie sur la signature. Malheureusement,
il s’est avéré que cet ordre n’oriente pas la distributivité dans le sens habituel, du fait qu’une
transformation est d’abord appliquée sur les termes avant de les comparer. Une autre approche,
développée dans [KAP 90| par exemple, a été de définir des ordres récursifs sur les chemins dans
des modeles, et d’effectuer alors les comparaisons sur les interprétations des termes. Cependant,
la nécessité d’interpréter les termes rend le comportement de ces ordres moins intuitif, a la
différence de 'ordre récursif sur les chemins standard, dont la définition totalement syntaxique
a contribué largement & le rendre populaire. Dans [RUB 02], A. Rubio a enfin construit le premier
ordre récursif sur les chemins AC-compatible, défini de fagon totalement syntarique (a I’exception
du fait que la comparaison s’effectue sur les formes plates des termes). Nous commencgons par
présenter au paragraphe 1.4.1 les définitions de base particulieres aux théories AC, puis nous
reprenons au paragraphe 1.4.2 la construction de A.Rubio. Notre cadre de travail est 1’algébre
des termes variadiques, telle que définie dans [MAR, 93].

70



1.4. Ordres récursifs sur les chemins AC-compatibles

1.4.1 Termes variadiques

On suppose donnée une signature Y contenant un sous-ensemble fini V dont chaque élément
est d’arité 2. On note =4¢ la congruence engendrée sur 7 (3, X') par les axiomes exprimant
I’associativité et la commutativité des symboles de V. L’algebre des termes variadiques est une
généralisation de l'algebre des termes, ou les symboles de V ont alors une arité non fixée.

Définition 1.10 L’algébre des termes variadiques TV (3, X) sur la signature X et sur 'ensemble
des symboles variadiques V est définie par :

- SiféV,ar(f)=n>0,etty,...,t, € TV(E,X), alors fty...t, € TV(E,X);

- SifeV,ar(f)=n>2etty,...,t, € TV(E,X), alors ft1...t, € TV(E,X).

L’ensemble des symboles variadiques coincide souvent comme ici avec ’ensemble des symboles
AC. C’est pourquoi les symboles variadiques sont notés de fagon infixe, et habituellement par
un symbole d’opération classique comme +. Tout terme ¢ de 7 (3, X') peut également étre vu
comme un terme de 7V(X, X), et Vopération d’aplatissement consiste alors & coder les axiomes
AC dans la structure du terme.

Définition 1.11 Pour tout ¢t € 7(X,X), Vaplatissement de t est le terme variadique ¢ €
TV(X, X) tel que ¢ est la forme normale de ¢ pour le systéme de rééceriture contenant les regles

fri...xn(fyr - Ym)z1 .- 2r = fT1. . ZpY1 .. YmZ1 .- 2r

pour chaque f €V, m, n, r€ Ntelsquen>1our>1,et m> 2.
t est alors appelé terme aplati.

Exemple 1.1 (a+b)+c=a+b+c

Remarque: On étend cette définition aux égalités, en considérant le symbole ~ comme non
variadique. L’associativité et la commutativité correspondent a la congruence de permutation
sur les termes aplatis, qui est définie sur ’algebre des termes variadiques de la facon suivante :

Définition 1.12 Deux termes s, t € TV(X,X) étant donnés, 5 =, ¢ si il existe n € N,
SlyeenySny tlyoooytn € T(X, &), tels que :
— soit il existe f ¢ Vet n>1tels que S= f51...5,, t = ft1...t, , et Vi 5, =p &;;
—soit s=381+...+5,, t =1t +...+1, , et il existe une permutation 7 des indices, telle
que Vi 5, =p tr(;) -

Exemple 1.2 a+b+c=,b+c+a

Lemme 1.3 Pour tous s, t € 7 (3, X), s =4c¢ t si, et seulement si 5=, ¢.

Exemple 1.3 L’équivalence observée dans I'exemple 1.2 entraine I’équivalence a + (b+ ¢) = ac¢
(b+c)+a

Les définitions concernant les ordres sur les termes se déclinent naturellement sur les termes
variadiques. La définition d’un ordre de simplification doit cependant étre adaptée :

Définition 1.13 Un ordre < sur 7V (X, X)
— satisfait la propriété d’effacementsi f... ... < f...s...pour tout symbole f € V.
— est un ordre de simplification s’il possede les propriétés d’effacement et de sous-terme.
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1.4.2 Construction d’un ordre récursif sur les chemins AC-compatible

On reprend les notations du paragraphe précédent, et on suppose que X est un ensemble
fini de symboles ordonné par une précédence <yx. Rubio commence par introduire une chaine de
termes variadiques obtenue a partir d’un terme variadique.

Définition 1.14 L’aplatissement de téte d'un terme s par rapport a un symbole AC f, noté
flat(s, f), est une chaine de termes définie par flat(s, f) = s1...8p si fs1...s, est la forme
normale de s par les regles d’aplatissement appliquées uniquement en position de téte, et

flat(s, f) =ssis(e) # f

Exemple 1.4 Imaginons que + et * soient deux symboles AC, et posons s = ((a * (b c)) +
d)x(ex(f+g)). La forme normale de s par les régles d’aplatissement appliquées uniquement en
position de téte de s est ((a* (bxc))+d)xex(f+g), donc flat(s, f) = ((a*(bxc))+d).e.(f+g)

Rubio introduit ensuite un ensemble de termes variadiques obtenu a partir d’un terme possédant
en téte un symbole variadique.

Définition 1.15 Soit s = fs1...s, avec f €V :
— l’ensemble Embsmall(s) est défini par :

{fsi... flat(vj, f)...sn | si=hvi...op, Nh<s fAJE{L, ... ,r}};
— le multi-ensemble Bighead(s) est défini par :
{si[1<i<nAf<ssi(e)}}

Exemple 1.5 On se place de nouveau dans la situation de ’exemple 1.4, et on suppose que
+ <3 *.
Embsmall(s) = {a*xbxcxex (f+g),d*(ex(f+9))}

I définit alors un multi-ensemble de termes variadiques obtenu a partir d’un terme possédant
en téte un symbole variadique.

Définition 1.16 Soit s = fs; ... sy, avec f € V. Le multi-ensemble NoSmallHead(s), est défini
par {s; | 1 <i<nAsi(e) £x f}

Exemple 1.6 Posons s = (a +a) + (a*a)+a+ (a*a), et supposons que a <x; + <y, *.
NoSmallHead(s) = {{a +a,axa,a*xa}}

Il détermine finalement un polynéme du premier degré a plusieurs variables a coefficients entiers
positifs obtenu a partir d’'un terme variadique.

Définition 1.17 On définit la fonction # sur l’ensemble des termes variadiques par

H(fs1...80) = #u(s1) + ... #0(sn) avec
— #y(x) = x si x est une variable
— #,(t) =1 si t est une constante.

Exemple 1.7 Considérons trois symboles de la signature d’arité respective 4, 2 et 1. Posons
s = f(g(hz))zry. On a #(s) =3z +y+1
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On peut maintenant donner la définition de I'ordre <. On affecte a tout symbole non variadique
f un statut 7(f) € {lex, mul} (cf Définition 1.6 du paragraphe 1.2), et & tout terme variadique
I'unique statut mul.

Définition 1.18 Soit > la relation binaire définie sur 7 (X, X) par s = fs1...8, > gt1...t, =1
ssi
1. s; >tpourunie€ {1,...n}, ou
2. f>xgets>t; pour tout i € {1,...,m}, ou
3. 7(f) =71(g9) =lex, (s1,---,5n) >lex (t1,---,tm), €t § > t; pour tout i € {1,...,m}, ou
4. 7(f) =7(9) = mul et {{s1,...,80}} > {{t1,...,tm}}, ou
5. f=g eV etil existe s’ € Embsmall(s) tel que s’ > ¢, ou
6. f=g€V, s>t pour tout t’ € Embsmall(t), NoSmallHead(s)>NoSmallHead(t), et
(a) soit Bighead(s) > Bighead(t),
(b) soit #(s) > #(1),
(c) soit #(s) > #(t) et {{s1,...,sn}} > {{t1,.- -, tm}}

Exemple 1.8 [RUB 02] Supposons que g <y f <s h. On a s = f(g(hx))xzy > f(g(f(hz)y))x
d’apres le cas 6b, car #(s) =2x +y+ 1> x + 1 = #(t) et NoSmallHead(s) = {{z,z,y}} >
{{z}} = NoSmallHead(t) et s > f(hx)yz = t' € Embsmall(t) en appliquant d’abord le cas
5et s = f(hx)zxy > t', d’apres le cas 6b, puisque NoSmallHead(s') = {{h(z),z,z,y}} >
{{hx,y,z}} = NoSmallHead(t"), EmbSmall(t') = 0, et, du fait que z est un entier positif,
#)=2x+y+1>a+y+1=#®{).

On peut alors énoncer le théoréeme suivant :

Théoréme 1.8 [RUB 02] Si <x, est total, < est un ordre de simplification AC-compatible et
stable par substitution.

Exemple 1.9 Supposons que + et * soient des symboles variadiques, et que l'on ait la
précédence 0 <y s <z + <y *. Soit R le systeme de réécriture constitué des regles suivantes :

zt4+0—=x zx0—0
x+s(y) = s(z+y) xxs(y) mxxy+ax

Pour toute regle [ — r de R, on a l > r. Si on pose AC(+, *) ’ensemble des axiomes exprimant
la commutativité et ’associativité des opérateurs + et *, on peut déduire a ’aide du théoréme
1.5, que le systeme de réécriture modulo (R, AC(+, %)) est terminant.
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Dans ce chapitre, nous commencons par définir la surréduction et son extension au cas de
la réécriture modulo. Nous rappelons en particulier le lemme classique de relevage [HUL 80a,
KIR 99] qui fait le lien entre étape de réduction et étape de surréduction. Ce lemme permet
d’en déduire que, si on considere un systeme de réécriture terminant sur les termes clos et
suffisamment complet par rapport a un ensemble de constructeurs libres, et, dans le cas de la
réécriture modulo un ensemble d’égalités, si on suppose que ces égalités préservent les termes
constructeurs, il est possible de surréduire un terme au niveau de chacune de ses positions définie-
mazximales. En outre, la substitution surréductrice correspondante est un unificateur constructeur
entre le sous-terme situé a cette position et le membre gauche de la regle appliquée. Dans les
parties III et IV, nous verrons qu’il nous suffira en fait de ne rechercher qu'un ensemble générateur
de ces unificateurs. Lorsque ['unification est syntaxique, cet ensemble est vide, ou réduit a
I'unificateur le plus général. Dans le cas de la réécriture modulo, nous verrons qu’il existe des
situations dans lesquelles cette recherche peut étre simplifiée. La détermination d’un tel ensemble
est notamment immédiate dans le cas de la réécriture modulo ’associativité-commutativité ou
modulo 'associativité seule. Dans ce qui suit, on considere un systéeme de réécriture R et un
ensemble d’égalités F.

2.1 Principe

Le principe de surréduction d’un terme t consiste a appliquer a t une substitution rendant
t réductible par une régle, et a appliquer cette regle ; la surréduction d’un terme fermé coincide
avec la réécriture. Cette méthode a été introduite par Slagle [SLA 74|, étudiée par Fay [FAY 79],
et completement étudiée par J.M. Hullot [HUL 80a] dans le cas de la réécriture syntaxique. Elle
est utilisée pour résoudre des équations, mais elle joue également un role fondamental dans le
processus de récurrence.
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Définition 2.1 Un terme ¢ est surréduit en t' & une position w avec la régle [ — r € R et la
substitution o, si ¢ est I'unificateur le plus général (mgu en abrégé) de [ et t|,,, et t' = (t[r],)o.
Cette étape de surréduction se note t ~» /.

[l—rw,o]
Remarque: On dit alors que t est R-surréductible a la position w. Le lemme classique de
relevage ci-dessous fait le lien entre étape de réduction et étape de surréduction.

Lemme 2.1 [HUL 80a, KIR 99] Etant donnés deux termes s1,t; € 7(X, X), une substitution
R-normalisée «, une regle | — r € R, une position w € Dom(sy), une substitution v, et un
ensemble fini V' de variables, tels que siov —p_, ., 17 et (Var(s1) U Dom(a)) C V, il existe
deux substitutions o, u € Subst™Y¥ et un terme t; € T(%, X), tels que :

1) 81 ™ [l—rw,o] l1; S1¢ —(l—rw,y] tll =tip
2) op = alV]; d’ou le diagramme : T « T
3) tip = tll. S1 2 (l—rw,o] 1

Preuve. On donne au paragraphe suivant une preuve de la version de ce lemme étendue au cas
de la réécriture de Peterson et Stickel définie a la sous-section 2.5.2 de la partie I O

La proposition suivante permet de deviner 'importance de la surréduction dans le processus de
récurrence.

Proposition 2.1 Pour tout terme ¢ et pour toute position R-inductivement réductible w de
Dom(t), t est R-surréductible a la position w.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du lemme 2.1 et de la définition 2.35 de la partie 1
(dans la cas ot F = (). O

Le corollaire ci-dessous permet alors de comprendre pourquoi les positions définie-mazximales
vont jouer un role important dans le systéeme de recherche de preuve fondé sur la surréduction
que nous présenterons dans la partie III :

Corollaire 2.1 SiR est terminant sur les termes clos et suffisamment complet (par rapport & un
ensemble de constructeurs libres), alors, pour tout terme ¢, et pour toute position w € Dom(t),
si w est définie-mazimale dans Dom(t), t est également R-surréductible a la position w.

Preuve. C’est une conséquence du lemme 2.1 de la partie de la partie I et de la proposition 2.1
O

2.2 Surréduction modulo un ensemble d’égalités

Les résultats de J.M. Hullot ont été étendus au cas de la R, E—réécriture dans [JOU 83].
Dans ce paragraphe, on considére un systéeme de réécriture modulo (R, E), comme défini au
paragraphe 2.5. La définition de la surréduction au cas de la R, E-réécriture est une simple
extension de la définition 2.1 ci-dessus.

Définition 2.2 Un terme t est E-surréduit en ¢’ & la position w avec la régle | — r € R et
la substitution o, si 0 € CSUE(t|,,1), et t' = (t[r],)o. Cette étape de surréduction est notée

t ~ t.
[l—=rw,0|R,E

Dans ce contexte, le lemme de relevage se met sous la forme :
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Lemme 2.2 Etant donnés deux termes sq,t] € 7(3, X), une substitution R, E-normalisée «,
une régle [ — r € R, une position w € Dom(sy), une substitution v, et un ensemble fini V' de
variables, tels que sy = r,E 1) et (Var(s1) UDom(a)) C V, il existe deux substitutions
o, u € Subst™Y et un terme t; € 7 (X, X), tels que :

1) S1 P [l—rw,0]R,E t1; S1¢  —[l-rwy|R,E tll =g tip
2) op =g a[V]; d’ou le diagramme : T « T w
3) 1l =F tll. S1 M l—rw,o|R,E t

Preuve. Par hypotheése, il existe une regle de réécriture [ — r € R, et une substitution v, telles
que :
sia = (s10)[tle , t=pglv , t)=t1[rv].. (2.1)

Remarquons que ’on peut supposer :
Var()NV =0 et  Dom(v) C Var(l). (2.2)
Puisque u € Dom(s1), t = (s10),, on a:
s1 = s1lul, avec ua=t. (2.3)

(2.1) et (2.3) conduisent alors & ua =g lv, et, u ¢ X, car o est R, E -normalisée.
Maintenant, il faut se souvenir que Var(s1) N Var(l) = 0, donc, du fait que s; = s1[uly,
Var(u) N Var(l) = 0. Et, puisque Dom(v) C Var(l), d’aprés (2.2), on obtient Var(u) N
Dom(v) = 0. Maintenant, d’apres (2.2) et les hypotheses, Var(l) N Dom(a) = (). Si on se
souvient que ua =g lv, si on pose p la substitution définie par p = v 4 «, on est alors prét
a comprendre les égalités suivantes :

up =ua =g lv=1Ip

Par conséquent, u et [ sont E unifiables. Donc, il existe deux substitutions o et p’, telles

que :
o€ CSUE(u,l) et op =g p[Var(u)JVar(l)] (2.4)
Posons t; = (s1[r],)o, on a :
S1 i tl
l—rw,0|R,E

Evidemment, ou’ =g p [Var(u)], et, du fait que p = v + a et Var(u) N Dom(v) = 0, cela
conduit a I’égalité suivante :
o' =g aVar(u)] (2.5)

On peut maintenant supposer Ran(c) NV = () et poser u = ,u"Ran(a) + ajy. Soit z € V.

On peut distinguer deux cas.

— Cas 1: 2z € Dom(o).
Soit y € Var(zo). On ay € Ran(o), donc, par définition de p, yu = yu'. Par conséquent,
du fait que y est choisi arbitrairement, on a zoyu = wou’. Observons maintenant que
Dom(o) C Var(u) U Var(l), ainsi, puisque Var(l) NV = 0 (d’apres 2.2), Dom(o) N
V C Var(u). On a donc x € Var(u) car x € Dom(o) et x € V par hypothese, et, en
considérant (2.5), cela nous conduit & écrire :

TOU =F T (2.6)
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— Cas 2 : z ¢ Dom(o).
Premierement, on a :
TOW = Tl (2.7)

Deuxiémement, sachant que x € V, et par définition de u, on a :
T = T (2.8)
Par conséquent, d’apres (2.7) et (2.8), cela entraine I'égalité rou = za

Ainsi, du fait que x est choisi arbitrairement dans V', on obtient :
op =g a[V] (2.9)

Posons maintenant « € Var(r). sachant que Var(r) C Var(l), et que l'on peut supposer
Var(l) € Dom(o), on a © € Dom(o). Prenons y € Var(zo), y € Ran(o), donc, par
définition de p, yu = yu'. Par conséquent, du fait que y a été choisi arbitrairement, on
obtient :

xop = zoyu (2.10)
Mais, puisque Var(r) C Var(l) , et d’apres (2.4), cela entraine zou =g xp. Souvenons-
nous maintenant que Var(l) N Dom(a) = (), donc Var(r) N Dom(a) = . Cela implique,
par définition de p, que l'on a zp = xv. Donc, xou =g zv pour tout = € Var(r), et
cela entraine rou =g rv. En outre, d’apres (2.9), et du fait que Var(s;) C V, on a
siou =g sia. On peut alors écrire :

tip = (s1[r)w)op = (siop)[ropll, = (s10)[rv], =t

Autrement dit :
tip =gty
O

On peut ensuite décliner les propositions 2.1 et le corollaire 2.1 au contexte de la R, E—réécriture.

Proposition 2.2 Pour tout terme t et pour toute position R, F—inductivement réductible w €
Dom(t), t est surréductible a la position w.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du lemme 2.2 et de la définition 2.35 de la partie I. O

2.3 Surréduction et complétude suffisante

On suppose dans tout ce paragraphe que la signature 3 est la réunion disjointe d’un sous-
ensemble C de symboles constructeurs et d’un sous-ensemble D de symboles définis.

2.3.1 Unificateurs constructeurs

Le corollaire suivant montre que si on suppose que ’ensemble d’égalités E préserve les
constructeurs et que le systéme de réécriture modulo (R, E) est suffisamment complet (par
rapport & un ensemble de constructeurs libres), la surréduction a des positions définie-mazimales
permet de n’avoir & considérer que les unificateurs dont les images sont des termes constructeurs.
Il n’est alors plus nécessaire de déterminer des ensembles complets d’unificateurs, et on peut
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ainsi contourner des difficultés importantes comme par exemple le fait que 'unification AC' est
de complexité doublement exponentielle. Cela rend également possible d’effectuer des preuves
par récurrence dans le cas ou la théorie E n’est pas finitaire (par exemple dans le cas E est un
ensemble d’axiomes associatifs).

Proposition 2.3 Supposons que :
1. R est E-terminant sur ’ensemble des termes clos;
2. le systeme (R, E) est suffisamment complet ;
3. E préserve les constructeurs;

alors, pour tout terme ¢, pour toute position w € DM(t), pour toute instance close R, E-
normalisée a de ¢, pour tout ensemble V' tel que (Var(t) U Dom(a)) C V, il existe une regle de
réécriture [ — r € R, et deux substitutions o, p telles que :

1. o€ CSUE(t|w,l)
2. Im(o) CT(C,X)
3. ou =g a|V]

Preuve. Posons t € 7 (X, X), w € DM(t), a une substitution close R, E-normalisée de ¢ , et V

un ensemble tel que (Var(t) UDom(«)) C V. En considérant les hypotheses, et d’apres le
lemme 2.2 ci-dessus, on sait qu'il existe une régle de réécriture | — r € R, 0 € CSUE(t |, 1),
et une substitution u, telles que : opu =g a[V]. Par conséquent, il reste a prouver que o
est une substitution constructeur.
Prenons x € Var(t). On a xou =g za. De plus, sachant que « est une substitution close
R, E-normalisée de t, et que le systeme (R, E) est suffisamment complet, za € 7(C). Des
deux résultats ci-dessus, et sachant que FE préserve les constructeurs, on déduit zo € T'(C).
O

On appellera unificateurs constructeurs les unificateurs a valeurs dans l’ensemble des termes
constructeurs.

Définition 2.3 Soient s, t € 7 (X, X) et o une substitution. On dit que o est un E-unificateur
constructeur de s et de ¢ si

1. so =g to;

2. Im(c) C T(C, X).

2.3.2 Ensembles complets d’unificateurs constructeurs

La proposition 2.3 donne déja une idée du role important que vont jouer dans le processus
de récurrence les unificateurs constructeurs entre les sous-termes des égalités a démontrer et
les membres gauches des regles. Ce role sera clairement défini dans le systéme de recherche de
preuve par récurrence utilisant la réécriture modulo un ensemble d’égalités que nous présenterons
dans la partie IV. Nous serons alors plus particulierement motivés par la recherche de parties
génératrices de ces ensembles. La définition d’une telle partie génératrice, que nous introduisons
maintenant, est analogue a celle des ensembles complets d’unificateurs, introduite d’abord par
G. Plotkin [PLO 72], suivi de G. Huet [HUE 76| puis de J.-M. Hullot [HUL 80b]. L’unique et

importante différence est que 1'on se restreint ici aux seuls unificateurs constructeurs.

Définition 2.4 Deux termes s,t € 7 (X, X) étant donnés, CSUCg(s,t) est un ensemble com-
plet de E-unificateurs constructeurs de s et de ¢ si :

79



Chapitre 2. Surréduction

1. Correction : Chaque élément o € CSUCg(s,t) est un E-unificateur constructeur de s
et de t;

2. Complétude : Pour tout E-unificateur constructeur 6 de s et de t, il existe o €
CSUCE(s,t) et une substitution u, tels que § =g op[Var(s) U Var(t)];

3. Domaine : pour tout o € CSUCg(s,t), Ran(c) N Dom(o) = 0.

Nous allons mettre en évidence une situation ou la recherche d’ensembles complets de F-
unificateurs constructeurs peut étre simplifiée. Il s’agit du cas ol 'ensemble E contient soit
des égalités dont chaque membre contient des symboles définis uniquement en téte, soit des
égalités dont chaque membre contient des symboles définis ailleurs qu’en position de téte : c’est
par exemple le cas des théories associatives-commutatives, en faisant I’hypotheése que tous les
symboles AC sont également des symboles définis. Nous commencons par introduire un lemme
ou ces caractéristiques apparaissent.

Lemme 2.3 Supposons que F soit un ensemble d’égalités, et que F' et G soient deux sous-
ensembles de F, tels que :

1.
F={ei~ea€E|ei(c) €D, ez(c) €D, et ¢j(w) eECUX siw #cetic{l,2}}
(i.e F est le sous-ensemble des égalités de E qui posseédent un symbole défini uniquement
en téte de chaque membre)

G={egmecE|dwi w#e W #¢, e1(w) €D et ex(w) € D}

(i.e G est le sous-ensemble des égalités de E qui possedent un symbole défini dans chaque
membre ailleurs qu’en téte)

EFE=FUG

F={f€eX|3degdeaesmes €F, f=ei(c)ou f =ea(e)}
Alors, pour tout symbole défini f d’arité n, pour tout ¢1,...t, € 7(C,X), pour tout t € 7 (3, X),
on a :

1. Si fty...t, =F s, alors il existe un symbole défini g d’arité m et des termes constructeurs
S1y---38m € T(C,X), tels que : s = g8 ... Sm.

ftl...tn:ES@ftl...tn:FS.

(FEF)AN(ft1etn=p1) = fti.. .ty =t

Preuve. — Pour faire la preuve de 1. et 2., il suffit de montrer 1’ et 2’ ci-dessous :
1’ si fty...t, < F s, alors il existe un symbole défini g d’arité m et des termes construc-
teurs si,...,8m € T7(C,X), tels que s = gsy ... sy
9
fti...thopse fti...t, op s
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1’ Supposons fty...t, < p t. Il existe une égalité e; ~ es € F et une substitution
o, telles que fti...t, = Cle;jo], et t = Clejol,,. Mais comme, par définition de F,
ei(g) est un symbole défini et ¢1,...,t, sont des termes constructeurs, C' est donc le
contexte vide, Im(c) C T(C,X), ft1...t, = e;o, t = ejo, et la preuve est terminée.

2’ Supposons fti...t, < g t. 1l existe une égalité e; ~ es € E et une substitution o,
telles que ft;...t, = Clejolw, et t = Clejol,. Or, e; contient un symbole défini, par
définition de F' et de G, et tq,...,t, sont des termes constructeurs. C' est donc le
contexte vide et e;(w) € CUX < w # e. Et, en considérant les hypotheses 1, 2, 3,
cela entraine e; = es € F', ce qui termine la preuve.

— Supposons (f ¢ F) A (fty1...t, =g t). Alors, d’apres 2., on a fty...t, =p t. Pour
prouver 3., il suffit donc de vérifier qu'une étape de dérivation fty...t, <>p t’ ne peut
se produire, ce qui est immédiat, car f ¢ F et t1,...t, € T(C, X)

O

Le corollaire suivant montre ainsi que, lorsque les conditions du lemme 2.3 sont réunies, la
recherche d’un ensemble complet de FE-unificateurs constructeurs peut étre considérablement
simplifiée. Il distingue méme un cas ou cet ensemble est vide ou admet 'unificateur le plus
général dans la théorie vide pour unique élément.

Théoreme 2.1 On reprend les hypothéses du lemme 2.3. Pour tout symbole défini f d’arité n,
pour tous tq,...t, € T(C,X), pour toutt € T(X,X), on a :
1. Si f e F,
CSUCE(ft1...tg,t) = CSUCE(fty ...ty t);

2. SifédF,
CSUCE(fty...tn,t) = CSUCH(ft1 .. .tn,b);

Preuve. Soit ¢ un E-unificateur de ft;...t, et de t.

1. On a ftio...tno =g to. Or, tic € T(C,X), et, d’apres le lemme 2.3, on a
ftio...tho =F to, et la preuve est terminée.

2. Si f ¢ F, sachant que ftio...t,0 = to, tic € T(C,X), et, par le lemme 2.3, on a
I’égalité syntaxique ftio...t,0 = to et la preuve est terminée.

a

L’exemple suivant aide a comprendre I'intérét de ce corollaire.

Exemple 2.1 On suppose que + est un symbole défini d’arité 2 et a un symbole de constante.
— Soit A(+) = {(x +y) + 2z =~ =+ (y + z)}. Plotkin [PLO 72] a montré que A(+) n’est
pas de type finitaire. Par exemple, les termes x + a et a + x possédent une infinité de
A(+)-unificateurs indépendants {x — a}, {z — a+a}, {xr — a+(a+a)}, .... Or, d’apres
le théoreme 2.1, CSUC 44y (7 + a,a + x) = {z — a}.
— Soit E(+) = {(x +y) + 2z = (y + z) + z}. M.Echenim [ECH 05] a montré que E(+)
n’est pas finitaire. En particulier, tout ensemble complet d’unificateurs minimal pour x +
y et z 4+ y possede nécessairement une infinité d’éléments. Or, d’apres le théoreme 2.1,
CSUCg4(x +y,z+y) = CSUCy(x +y,2 +y) = {z — 2}.
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2.3.3 Cas des théories associatives-commutatives

On se place de nouveau dans le contexte du paragraphe 1.4.1. Nous étudions ici une situation
tres particuliere que nous rencontrerons cependant tres souvent dans la partie IV : il s’agit du
cas ou l'on cherche a déterminer un ensemble complet d’unificateurs constructeurs entre deux
termes de la forme fxizo et ftits , avec f € V qui est également un symbole défini, x1, x5 des
variables, et t1, t5 des termes.

Nous commencons par introduire le lemme suivant :

Lemme 2.4 Supposons que tous les symboles de V sont des symboles définis, alors, pour tous
ti,ta € T(C,X), pour tout t € T(X,X), et pour tout f € V, ftite =ac t si, et seulement si
ftltg =1 ou ftgtl =t.

Preuve. 1l suffit de vérifier que, pour tous t1,ts € 7(C,X), pour tout t € 7(3,X), et pour
tout symbole f € V, ftits <40 t si, et seulement si ftito = t ou ftot; = t. Soit F' =
{fey ~ fyx | f € V}, G = {f(fry)z = fx(fyz)|f € V}, et £ = FUG. On peut
facilement s’apercevoir que les hypotheses 1, 2, 3 du lemme 2.3 sont satisfaites. Soit f € V,
ti,to € T(C,X), t € T(X,X), et supposons "équivalence ftita <> 4¢ t. On a alors, avec
ces notations, ftits <> g t, donc d’apres le lemme 2.3, on en déduit ftits < p t. On a alors
clairement ¢ = ftotq, et le lemme se démontre par une récurrence facile sur la longueur de
la dérivation ftits Spt oo

Nous montrons maintenant que dans la situation du lemme 2.3, la recherche d’ensembles com-
plets d’unificateurs peut devenir triviale. Ce corollaire tres souvent utilisé implicitement dans la
partie IV.

Corollaire 2.2 Supposons que :
1. tous les symboles de V sont définis;
2. feV, t, ' eT(X,X), t1, tg € T(C,X), et w1, z2 € X sont tels que :
(a) t = ftity;
(b) t' = fri22;
(¢) Var(t)NVar(t') =0;
3. 0, o1, 09 sont des substitutions telles que :
(a) 0 est un renommage des variables de Var(t) par des variables fraiches ;
(b) o1 = {1 — t1;22 — to};
(c) o2 ={x1 — to;ma — t1};
alors, CSUCyc(t,t') = {010, 020}

Preuve. 11 faut vérifier 1, 2, et 3 de la Définition 2.4.
1. : Clair.
2. : Supposons o € UnifCuc(t,t'). On a frioxeo = ftiotao. Par conséquent, du fait
que Im(o) C T(C,X), f € Yac, et d’apres le lemme 2.4, on a :

xr10 = tld Tr10 = tQU
ou
o0 = too Tr90 = t10

On peut alors facilement vérifier que, dans le premier cas, o = (010)(0~10), et, dans
le second cas, o = (020) (607 10).
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3. : clair
Od

L’exemple suivant peut aider a comprendre 'intérét du corollaire 2.2.

Exemple 2.2 Supposons que + est un symbole d’arité 2, et que u, v sont deux symboles de
constante. Posons AC(+) ={z+y~y+z,(z+y)+z~x+ (y+2)}. Alors, les termes z +y
et u+ v possedent un ensemble complet de AC(+)-unificateurs qui compte 7 éléments ([KIR ]).
Or, d’apres le corollaire 2.2, CSUC yc4)(z + y,u+v) = {{z — w;y — v} {z — v;y — u}}.
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Un systeme de recherche de preuve
par récurrence fondé sur la
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Le systeme de recherche de preuve IndNarrow pour les preuves par récurrence introduit
dans cette section est fondé sur la surréduction et la réécriture. La regle principale, intitulée
Induce, réalise I’étape de récurrence. C’est ’étape clé qui établit un pont entre les approches
implicites et explicites pour la récurrence. On démontre également la correction et la complétude
réfutationnelle de ce systeme.

1.1 Le systeme de recherche de preuve IndNarrow

Les regles exposées dans la Figure 1.1 s’appliquent sur des séquents modulo de la forme
['1|T2 Freyre, @, Ol
— RE1 est 'ensemble des regles de rééceriture de la spécification utilisateur ;
— T'; contient les axiomes de la spécification utilisateur qui ne sont pas (encore) transformés
en regles de réécriture;
— I'y contient des propositions fondamentales pour le raisonnement équationnel ou par
récurrence et que 1’on va expliciter;
— RE- est destiné a recevoir des regles de réécriture qui seront produites au fur et a mesure
du déroulement de la preuve et qui représentent les hypothéeses de récurrence ;
— (@ est un but équationnel.
On fait maintenant les hypotheses suivantes :

1. R&E1 ne contient que des regles ou des égalités non conditionnelles ;

2. RE1 est terminant sur les termes clos et suffisamment complet par rapport a un ensemble
de constructeurs libres ;

3. < est un quasi-ordre récursif sur les chemins induit par une quasi-précédence sur la signa-
ture (voir définition 1.8 de la partie II) dont on note < la partie stricte et <,, '’extension
cartésienne de < a 7 (X)" (voir définition 2.5 de la partie I);

4. T’y est initialisé avec :
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Chapitre 1. Une premiere version

(a) la proposition NI définie a la sous-section 3.4

NI: VYRV Noeth(R,7) = YP NoethInd(P,R,7);
(b) T’égalité de Leibniz L(=) :
L(x): z~y= (VP VxVy P(x) = P(y));

(¢) Un prédicat Noeth(<,7 (X)) qui établit que < est noethérien sur 7 (X).

En prenant en compte les vecteurs de variables, nous sommes maintenant en mesure d’instancier
I’hypothese noethérienne de récurrence RE;,q(Q, <, 7)(X) définie a la section 3.4 de la partie I
Si @ € X" est le vecteur des variables de Q, on a :

REina(Q, <n, T(X)") = (T € T(E)") AN (T < @) = Q{Z/7}

Pour simplifier les notations, et si il n’y a pas d’ambigiiités, on la notera simplement RE ;,,4(Q, <)
(ou encore REna(Q)). Pour toute substitution o, on pose alors :

REina(Q, <)o = (T € T(X)") A (T <n 7o) = Q{Z/7}

RE, regoit ainsi les hypotheses de récurrence fournies par 'application de la régle Induce. Donc
RE, peut contenir des égalités conditionnelles. Les séquents sont stockés dans une structure de
multi-ensemble modélisée par 'opérateur e, qui est un opérateur AC sur les séquents, avec <
pour élément neutre. La regle principale est Induce, du fait qu’elle réalise I’étape de récurrence.
Nous verrons qu’elle utilise la surréduction pour choisir & la fois les variables de récurrence
et le schéma d’instanciation. La surréduction est appliquée uniquement au niveau de positions
définie-mazimales (voir Définition 2.27 de la partie I) DM(Q) du but courant ). Les autres
regles effectuent les taches suivantes : Trivial élimine une égalité triviale, Push pousse une
hypothese équationnelle de la partie déduction vers la partie calcul, Orient oriente une égalité
de la partie calcul pour la transformer en regle de réécriture suivant 'ordre sur les termes qui
aura 6té choisi, Rewrite (1 ou 2) réécrit a l’aide d’une regle, d’une égalité, ou d’une instance plus
petite d'un but précédent. Push et Rewrite sont dupliquées du fait de la distinction I'; /RE
et I'y / RE5.

1.2 Un exemple simple

Afin d’avoir une meilleure compréhension de la fagon dont cet ensemble de regles fonctionne,
observons la preuve de la commutativité de ’addition dans ’arithmétique de Peano. Si on pose
[y = {NI, L(~), Noeth(<3,7 (X)?)}, le but est donc représenté par le séquent suivant :

[z+0rz,a+s(y) mslz+yTabgp X+Y RY +X
En appliquant la regle Push; deux fois, nous obtenons :

‘ Ui |_z+0z:c,m+s(y)zs(m+y)|® X+Y=Y+X ‘

Puis , 'application de Orient deux fois nous donne :

‘ ®|P2 l_z+0ﬂx,x+s(y)ﬂs(w+y)|@ X+Y=Y+X ‘

Il est maintenant possible d’appliquer la regle Induce, car RE1 = {240 — z, 2+s(y) — s(z+y)}
est terminant sur les termes clos et suffisamment complet. Cela peut étre fait a 'occurence 1
ou alors a 'occurence 2 du but. On choisit arbitrairement ’occurence 1, et cela nous conduit a
prouver les deux séquents :
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1.2. Un exemple simple

Induce 1|02 Freyjre, Qltlw —

* . cre D12 FREREOURE Ma(Q.<)0 (QlT]w)o

o = mgu(t,l)

si we DM(Q)
Orient 1|2 Freyutryre, @ = Thll2 Freyupiorire, @
si k=lx=rouk=r=xletl>r
Push, Py lx 1|l breyre, @ = Till2 Freyuparyire, @
Push; [|To, i~ rbreyre, @ — Thll2 Freyresupiery @
Rewrite;  I'|I'2 Freyugnyre, (RUw)o — Thl2 Freyugnyre, (Q[rlw)o
si k=l—-rouk=Ilxrouk=r=l|
Rewrite;  I'|I'2 Freyreyuiny (RUw)o — Thle Freyre,uiny (QIrlw)o
si k=lxrourk=r~lou
_ _
(k=REina(l = r)pou k = REina(r = D) et Var(l = r)o <, Var(l = r)u)
Trivial P1’F2 l_R51|R€2 t~t — <
Refutation ['1|le Fre re, @ — Refutation

si aucune autre régle ne peut étre appliquée

Fi1c. 1.1 — Le systéme de recherche de preuve IndNarrow

DIT2 Fre  |RE (X +Y RV +X,<){ XX 1:Vis0} X1 & 0+ X

0Ty F RERE i (XY RY +X, <)X = X1V i—s(Y1)} s(Xi+ Y1) =s(Y) + Xy
On doit maintenant prouver en particulier que 0 est neutre a gauche. La seule regle applicable
a ce but est Induce une nouvelle fois, et on obtient les deux nouveaux sous-buts :

®|F2 |_R<51| REma(X +Y Y + X, <){X — 0;Y — 0} 0~0
REina(X1 ~ 0+ X3, ){X; — 0}

DTy I_7z£1| REa(X +Y &Y + X, ){X — s(X2); Y > 0} 5(Xz2) = s(0 + Xo)
REina(X1 ~ 0+ X, {X; — s(X2)}

Trivial élimine le premier. Rewrite, peut étre appliquée au second car Xy < s(X3). On obtient :

®|F2 I_Ré’l| REma(X +Y =Y + X, <){X — s(X3); Y — 0} 3(X2) ~ S(XQ + 0)
REina(X1 =0+ Xy, {X; — s(X2)}

Maintenant, I’application de Rewrite; prouve que 0 est neutre a gauche pour ’addition. Le but
X1 =~ 0+ X7 est ainsi démontré. Il nous reste maintenant a prouver :

| DT Frey |RE g (X4Y Y +X,<) (X X1V os(v)t S(X1 + Y1) & s(Y1) + X |
On peut appliquer Induce a la position 2, ce qui conduit & :

mFQ I_7261| REma(X +Y RY + X, ){X — 0;Y — s(Y3)} 3(0 + YS) ~ 3(Y3>
REina(s(X1 + Y1) & s(Y1) + X3, O{X3 — ;Y7 — Y3}

@\PQ |_R<€1| REma(X +Y =Y + X, <){X — s(X3):Y — s(Y3)} 3(3(X3) + Y3) ~ S(S(YS) + X3)
REina(s(X1 + Y1) & s(¥1) + X3, {X3 — s(X3); Y1 — Y3}

Comme précédemment, le but s(0 + Y3) = s(Y3) est résolu. En réécrivant a l'aide des regles
Rewrite, on démontre le but restant, ce qui acheve la preuve de la conjecture initiale. Il faut
noter que, en vertu de la preuve de correction développée a la section suivante, cet exemple peut
se traduire par une dérivation du calcul des séquents modulo.
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Observons maintenant ce qui arrive lorsque 'on veut effectuer la preuve du méme théoréme
a 'aide du logiciel Spike. Le logiciel commence a déterminer un ensemble test qui contiendra
les éléments 0 et s(z). Il distingue ensuite des variables du but, “les variables de récurrence”,
qui sont les variables qui sont présentes a l'intérieur d’arguments récursifs de symboles définis
apparaissant dans ce but : ce sont ici les deux variables du but = et y. La regle Expand va
alors instancier chacune de ces variables par un élément de ’ensemble test 0 ou s(z) et réduire
I'expression obtenue a l’aide de I'une des regles x +0 — z ou = + s(y) — s(z +y). On obtiendra
ainsi les quatre sous-buts :

1.0~0+0

2. 5(0+Y)=s(Y)+0

3. s(X) =0+ s(X)

4. s(s(X)+Y) = s(Y) + s(X)

Le logiciel parviendra a montrer les trois premiers sous-buts. Observons ce qu’il advient du
quatrieme. Celui-ci est normalisé en s(s(X) +Y) ~ s(s(Y) + X). 1l faut alors appliquer de
nouveau la regle Expand, et on obtient :

s(s(0)) ~ 5(0) + s(0)

s(s(s(X))) & 5(0) + s(s(X))
3(() s(Y)) = s(s(s(Y)) +0)

- 8(s(s(s(X)) +Y)) = s(s(Y)) + s(s(X))

Les trois premiers nouveaux sous-buts seront démontrés. Le quatrieme se simplifiera en
s(s(s(s(X)) +Y)) = s(s(s(s(Y)) + X))). On voit ainsi que le logiciel construit la liste infi-
nie de sous-buts :

l\DH

W

et il y a divergence, car trop de variables ont été instanciées.

1.3 Correction

Démontrer la correction revient & montrer que, pour chaque regle du systeme de recherche
de preuve IndNarrow de la forme :

[0 Frejre, @ — ier D11 Freijrei @

['1|T2,Var(RE2 U{Q}) € T(X)" Fre,re, Q est dérivable dans le calcul des séquents modulo,

a partir du moment ot tous les I'}|T), Var(RE, U{Q'}) € T(X)™ FRrei e Q' le sont. ! In-
troduisons d’abord un ensemble de regles de base dont on va se servir dans la preuve de la
correction.

'Les égalités ou les régles de RE; étant non conditionnelles, leurs variables sont universellement quantifiées.
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1.8. Correction

Théoreme 1.1 Les régles suivantes sont dérivables dans le calcul des séquents modulo :

Fl—Rg P1 :>P2,A im
F>P1|_'R5P2aA P

IxeVigezazi r(E)

avec E ensemble d’égalités tel que

a=gpV]et ECT

S

T,s~t, P{s/a} Fre P{t/z}

F,xEVI—Rgxa%xﬁ I'Freo Pa
r
T Fres PB ‘

si Var(P)UVar(RE) C V.

I, 7 €T(X)"Fre P, .
I Frea Pa

(67

a € Subst™,
si : Var(REU{P}) C Dom(a),
et © = Var(REU{P}).

T l_REa Pa
aeSubst® AVar(REU{P})CDom(a)

I, 7 €cT(X)"Fre P

si T = Var(REU{P})

[, 7 € T(X)" Freure, (p<) P T Fre Noeth(<,T (X))
0,7 €eT(X)"Fre P

rr

si @ = Var(REU{P})

Preuve. Les preuves sont faites en annexe.

— imp : lemme A.7;

— r(E) : lemme A.11;

— rs: lemme A.10;

— 1¢ @ corollaire A.2;

— rq : lemme A.18;

— rz : lemme A.19;

— 77 : lemme A.22.

On est maintenant en mesure de prouver la correction de IndNarrow dans le calcul des séquents
modulo en considérant & tour de role chaque regle d’inférence de IndNarrow.

Théoréme 1.2 Si :

1. Induce est appliquée sur

['1|T Freyre, Qltlw
pour obtenir :

® | .re REL F1|F2 l_7—\’,(‘,'1‘7?,(92U'U{T\’,(f'ind(C2,<)0'} (Q[T]w)o— ( rappel fwe DM(Q) )7.

o = mgu(t,l)
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2. < est noethérien sur T (X) ;

3. chaque séquent Ul @, € T(X) FREVURE SO U{RE 1ma(Q,<)} (Qr]w)o
est dérivable dans le calcul des séquents modulo, avec T, € X" le vecteur des variables

libres de RE20 U{Qa} ;

alors, si T € X™ désigne le vecteur des variables libres de RE2 U {Q}, le séquent

I U, @ € T(X)" Fre,ure, Q[t)w est dérivable dans le calcul des séquents modulo.

Preuve. Premierement, introduisons les notations suivantes :

92

r = I'1 Ul

RE = RELTURE;

RE = REU{REms(Q,<)}: (1.1)
REs = RELUREq0,

RE G = REoU{REma(Q,<)}o.

Soit V' un ensemble fini de variables et o une substitution close telles que Var(REU{Q}) C
Dom(a) C V. Notons « | I'une de ses RE-formes normales. On sait, d’apres le lemme 2.2
de la partie II, qu’il existe une regle | — r € RE; et une substitution close p telles que, si
o = mgu(t,l), alors :

o= (a DIV] (1.2)
Considérons les dérivations suivantes :
Iy
Ax
To | xop R, TR TOL n b
Iz eV xa |~ xoubre xa~ xop W pus
11y
NzxeVikaza|~xou r(®) (d ap—):es (22))
Tz eVige za |~ zopu, xa~ xou W pus
I3
II; Il
INrxeVikgexaxzou cut
Hl,a
[, 7, €T(X) Frey (Qr],)o (supposé)
0,7, €T(X) Frey, Qo, (Qr]u)o
HQ,J

Q)0 Fre, @MU)o "

T, %y € T2, (Qru)o Frero QU)o

Or 0 = mgu(Q|., 1), donc (Q[l]|,)o0 = Qa, et Iz , peut donc encore s’écrire :
HQ,U

(Qlrlw)o Fre, Qo A w
I, 7, €T (%), (Qrlw)o Frey Qo

HB,U
Hl,cr HQ,U

r, ?cr € T(E)na |_R5/a QU “

t
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Si on note PE;,q4(Q, <) la proposition canonique associée a RE;,4(Q, <), cela nous conduit
vers :

H4,U
HS,U
— pop
P, Ts € T(E)naypgmd(Qa <)U l_RSO' QU = _p
[, 7, €T(2)" Freo PEina(Q, <)o = Qo
d’ou :
HU?“

H4,0' r
T Freop (PEma(@,<) = Q)ou
Or, Var(PEma(Q. <) = Q) = Var(Q), donc (Var(PEma(Q. <) = Q) UVar(RE)) C V.

et :
I,

I, II3
Te
r l_RSa (sznd(Qv <) = Q)a

Et, puisque « représente toute substitution close choisie telle que Var(REU{Q}) C Dom ()
et 7 = Var(RE U{Q}), on peut écrire :

Iz
Iy
aeSubstEAVar(REU{Q}) CDom(a) r—
7 €T(5)" Fre PEma(Q.<) = Q *
Fa ? € T(E>nvpgind(Qa <) l_RE Q
— - push
[, 7 € T(X)" Freure,,a(Q.<) @
II

I+ I'Fre Noeth(<,7(X)) (hypothese 2)
0,7 €eT(X)"Fre Q

Tr

ce qui acheve la preuve O

Considérons maintenant les inférences Rewrite.

Théoréme 1.3 Si :

1. une régle Rewrite est appliquée sur T'1|Ty FRreire, @ pour obtenir Ty FRERES Q' ;

2. le séquent T1 Uy, @ € X" Freyure, @ admet une prewve dans le calcul des séquents

modulo, avec T = Var(RE2U{Q'}) ;

alors, le séquent T1 Uy, @ € X" Fre,ure, Q est dérivable dans le calcul des séquents modulo.

Preuve. On utilise les mémes notations que dans le théoreme précédent. Par 'hypothese 1, et

par définition de la regle Rewrite, il existe une regle de réécriture k = | — r, une égalité
k =1=r , ou une égalité conditionnelle kK = RE;,4(l =~ ), une position w € Dom(Q), et
une substitution o telles que :

L Q= Q[lo—]lw )

2Une application d’une régle Rewrite ne change pas I’ensemble des variables libres du séquent.
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2. Q/ = Q[TU]\w;

-
3. si k = REma(l = 1), et ¥ € X™ est défini par ¥ = Var(l ~r), alors Yo <., Y p
(car c’est Rewritey qui est appliquée).

Nous détaillons le cas le plus complexe correspondant a kK = RE;pq(l ~ r)p. Considérons
alors les dérivations suivantes :

H1 .
I'tre Yo <m yp (dapres 3)
F7 Q[TU] l_'Rg 70 <m 7“7 Q[ZO']
115 :
Ts
I, Q[rol,lo = rot Q[lo] + push
I, Q[ro],lo = ro bFre Qllo] W pus
H3 .
II; Il
= = =1
[,Q[rol, Yo <m yu=lo=roltre Qo]
114 :
113 v
L.QIro). VY ¥ <m Y= (U~n){g/V}re Qo] |
pus
[, Q[ro] Freugry Qllo]
Mais comme x € RE, on peut écrire :
114 :
1I3 v
L.QUro).YY T <m yr=(~r){F/TreQllo] |
us
I, Q[ro] Fre Q[lo] Y
H5 .
114 w
I, 7 €T(X)"Q[ro] Fre Q[lo]
1l :
I, 7 € T(X)" Fre Q[ro] (supposé)
I, 7 € T(D)" Fre Qlro], Q[lo]
II :

IIs 1Ilg
[.7 € T(2)" Fre Qllo]

t

Et le résultat est démontré. O
Théoréme 1.4 Le systéeme de recherche de preuve IndNarrow est correct.

Preuve. La correction des regles Induce et Rewrite a été démontrée ci-dessus (théoremes 1.2
et 1.3 ). La correction de Push est une simple conséquence de la correction du calcul des
séquents modulo, et la régle Orient n’est qu'une transformation d’écriture. O

Le corollaire suivant signifie que la consistance du but avec toute instance close des hypothéses
est préservée lorsqu’on effectue une preuve avec notre systeme.
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Corollaire 1.1 pour chaque régle du systeme de recherche de preuve IndNarrow de la forme :
T1[T2 Fre,jre, @ — oier TTS Freijres @

il existe une substitution close o de RE3 telle que I'y UT2, Q Fre,ure,a O soit dérivable dans le
calcul des séquents modulo, a partir du moment ou il existe un ¢ et une substitution close o’ de
REY tels que T UTY, Q° FReiuRE () soit dérivable.

Preuve. Nous détaillons uniquement le cas de la régle Induce.
Supposons que Induce soit appliquée sur ['1|T2 Fre,re, Qlt]lw pour obtenir :

® | LrecRE F1|F2 |_R£1|R520U{R5ind(Q,<)a} (Q[r]w)a (ra‘ppel Twe DM(Q))

o = mgu(t,l)

Par hypothese, il existe une régle | — r € RE1, 0 = mgu(t,l), et une substitution close p
de RE20 U {Qo}, telles que le séquent S suivant soit démontrable :

St T1UT2, (Qrlw)o Fre UREs o nU{REima(@,<)ou} §

On en déduit
H1 .
S

L1 U2 PRy URE 10 pU{RE 11a(Q, <)o (Qr]u )0}

i push

T
Iy UTs FreyURE0uURE ma(@,<) oI )} )

Posons a = oy, et soit V' un ensemble fini de variables tel que Dom(a) C V

H2 .
r(0)

[y U2, 2 €V Fre UREU(REM4(Q,<),QI} T R ZOL

Hg .
II; IIp

r
I'1 U T Fre UREaU{RE 1a(Q,<)o( QI )a} ¥
(car Var(RE2U{Q}) € Dom(a), donc Var(RE2) UVar(REina(Q, <)) UVar(Q[r],) C V).

e

114 :
113
pop
I ULy, (Qlrw)a bre uresaumena@<a
1 UT2, Qo (Qrlw)a Fre URELaUIRE (@, <)o} 0
115 :
QaFre, (Q[r]w)a (car ta = top = lop = la.)
T U2, Qo Fre,URELaUIRE ma(@,<)a} (Q[r]w)ex
1l :
Iy 1
cut
't U, Qo Fre URE aU{RE 1ma(Q,<)a}
117 :

ITg
'y UTs, Qa, PEina(Q, <) Fre uresa 0 w
I'UT2,Q,Q, PEind(Q, <)o Fre,urEq 0

bop
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Hg: A
T T
QrQ

QFYTQ w
QFVZQ,Qua
Hg .
Qo F Qo
VZQF Qo w
QNVTQF Qu

v

114 :
IIg Ilg

QFQa

cut

Ty
' UT2, Q, PEina(Q, <)a Freure,a Qo

w

H12 :
7 Iy

' UT, Q, PEind(Q, <)a Fre,uresa ¥

cut

H13 :
QFQ
Q, T <, Var(Q)ar Q
N [em—
QFZ <, Var(Q)a = Q
QF PEind(Q, a "
' UT,Q Freyurgsa PEind(Q, <)a

w

=r

Ly 1o
Fl U FZ; QJ I_RS1UR82a @

cut

1.4 Correction réfutationnelle

La correction réfutationnelle revient a montrer que, pour chaque regle du systéme de re-
cherche de preuve IndNarrow de la forme :

[1|02 Frere, Q — ®ier TS Freijrei @

tous les T% U T%, Var(RELU{Q}) € T(D)™ FRreiRE Q' sont dérivables des lors que I'y U

Iy, Var(RE2U{Q}) € T(X)" Fre,ure, Q Vest. Nous détaillons ici le point le plus délicat, qui
est bien-sir le cas de la régle Induce, dans la preuve du théoreme suivant.

Théoréme 1.5 Si :
7. Tl F7281\7&52 Qltlw “Induce ©® !—reRr& 1[Iy F7351\RSWU{RSM(Q,<)0} Qrlwo

o = mgu(t,l) ’
2. le séquent T1UTy, @ € T ()" Fre,ure, Q[t)w admet une preuve dans le calcul des séquents
modulo, avec T € X™ défini par T = Var(RE2U{Q});
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alors, chaque séquent :

L1 UTy, @0 € T(X)" Fre,URE0U{RE ma(@,<)o} Qw0

est également démontrable dans le calcul des séquents modulo, en posant T s € X" le vecteur
des variables libres de RE20 U {Qo}.

Preuve. On reprend les notations (1.1). Soit o = mgu(t,). Pour toute substitution close p telle
que Var(REU{Q}) C Dom(u), on a :
HO’}/'L
7 eT(X)"Fre @ .
ag
I'Freou Qop

Considérons maintenant les dérivations suivantes :

“w

Hl,o .

1I
neSubst=AVar(REU{Qao})CDom(u)

I, 7, €T (X) Fres Qo

o,

HQ’U .
Hl,a

T, ?a’ S T(Z)na Freo Qo, (Q[T]‘W)U v

Si on note Thre,o la théorie canonique associée a RE920, puisque RE0 = RE | URE 0, et
comme Qo = (Q[l],)o on peut écrire :

Hg’o- .

Qo Fre, (Q)o "

T, ?g € T(E)na, QU7 ThR&'zU l_RS1 (Q[ﬂw)a
[,7, €T(X)",Q0 Freo (Q[r]w)o

Si on note PE;,4(Q) la proposition canonique associée a RE;,q4(Q, <), cela nous conduit a :

w

push

Iy, -
HZ,U H37O’
Ty €T(X)" Freq (Q[rlw)o
E)n",Pgmd(Q)U l_REO'

7( (
T(2)" FRecURE M@)o} (R[]w)o)

T
Iz, e
N7, €

ce qui acheve la preuve. O

Comme corollaire du théoreme 1.5, on a :
Théoreme 1.6 Le systeme de recherche de preuve IndNarrow est réfutationnellement correct.

Preuve. La regle Induce a déja été traitée dans la preuve du théoreme 1.5, et la preuve de la
correction réfutationnelle des regles Rewrite est analogue a celle de leur correction. La cor-
rection réfutationnelle des regles Push est une conséquence de la correction réfutationnelle
de la déduction modulo, et la regle Orient n’est qu’une transformation d’écriture. O
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1.5 Complétude réfutationnelle

La complétude réfutationnelle est réalisée grace a la regle Refutation, qui s’applique lors-
qu’aucune autre regle de IndNarrow ne peut s’appliquer. On suppose également que I'y contient
une définition de I’égalité syntaxique =, une définition de I’ensemble des termes constructeurs
T(C,X), et que ~ et = coincident sur I'ensemble des termes constructeurs. Plus précisément,
pour tout f,g € ¥, I's contient les propositions ci-dessous (inspirées de [HUE 82]) :

A(f) fri...op=fy1...ynST1=Y1 N ... \NTp = Yn avec f d’arité n

B(f,g9) | fx1...2n # gY1-- - Ym avec f,g d’arités n et m
tels que f # g

B(f,x) | fe1...¢xp # avec f d’arité n

C(f) fri...2, € T(C,X) =21 €TC,X)N...Nxp € T(C,X) | avec f€CUX

D(f) | fxi...2n ¢ T(C,X) avec f¢CUX

S(x) |[(@,y)eTC) = @~y=>r=y)

On définira Eq et Cons de la fagon suivante :

Eq={A(f),B(f,9),B(f,z) | f,ge X,z € X}
Cons ={C(f),D(f) | f € £}

Théoréme 1.7 Si :

F10|P20 }_R810|R820 QO . Ty |_72€1|R52 Q@ — Refutation

alors, en posant Ty € X™ le vecteur défini par Ty = VCLT(REQO U{Q"}), et @ € X" le vecteur
défini par T = Var(RE2U{Q}) :
— soit le séquent T1°UTY°, zj € T(X)mo FREOUREL® Q° n’admet pas de preuve dans le calcul
des séquents modulo ;
— soit il existe une substitution close a° de REY telle que :

r,%ury’,Q° FREOURES 00 0
(i.e Uensemble TY UTY URETUREY® U {QO} est inconsistant).

Preuve. Si ) contenait un symbole défini, il existerait une position définie-maximale dans
Dom(Q), on pourrait alors appliquer la régle Induce, ce qui serait contradictoire. Puisque
la regle Trivial ne peut pas non plus étre appliquée, on a Q = s =~ t, avec s, t des termes
constructeurs qui ne sont pas syntaxiquement égaux (1). Considérons alors les dérivations
suivantes :

II; :
Azx

v

(s,t) € T(C)?> = (s
S(=)
S(~

~t=s=t)F (5t) €T(C) = (s~t=s=t1)
F(s,t) €T(C)? = (s~t=>s5=1)

imp
), (5,t) ET(C)Fs~t=s=t

Sachant que s,t € 7(C, X), il existe une dérivation du type suivant :

Cons - (s,t) € T(C)?
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Hg:
Cons - (s,t) € T(C)?
w
S(=)F (s,t) €T(C),s~t=s5=t
113 :
II; I,
S(%)l—s%t:>5: cut
H4:
s m
S(~),s~ths=t p
w
]._‘]_ UFQ, T € T(E)nS ~t }_Rgluﬂgz s=t

Supposons que le séquent T1° UTy% 7y € T(X)™0 FReOURESD Q" admette une preuve,
alors, par correction réfutationnelle de IndNarrow (théoréme 1.6 ) , le séquent I'y UT's, @ €
T(2)" Fre,ure, Q serait également démontrable, et on pourrait alors écrire :
1I5 :
Iyu FQ, ? S T(E)n |_’R51UR52 Q
I'urly, T € T(Z)n Freure, s=t,s=1

1l :
Iy 1IIj

[LUDy, 7 € T(X)" Freure, 5 =t

cut

Sachant que s # t, il existe une dérivation du type suivant :

EqF —(s=1)

On peut ainsi écrire :
11 :
Eqlk —(s=1)
FEq,s=t+ :
— w
IMuly, o € T(E)n, s =tFRe,URES 1]
Hg .

IIg 1I7
DU, 7 € T(X)" Fre,ure, 0

cut

Posons « une substitution close de RE2, on a :

I1g
I't UTs Fre uresa O

Ta

IIg
' U Fre urE 0
I't UT2, Qo Fre uresa 0

Ta
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Or, d’apres le corollaire 1.1, cela entraine Iexistence d’une substitution close a® de RSS
telle que :

FIO U FQO, QO l_RglouRgzoao @

Od
Définition 1.1 Une dérivation

Fl’FQ l_'R€1|RSQ Q ... @G F1|F2 l_R‘g“Rgé Q ...

est dite : dérivation strictement décroissante si chaque application d’une régle d’inférence
Rewrite s’effectue a I'aide d’une regle orientée.

Théoréme 1.8 On reprend les hypothéses du théoréme 1.7. Si T'\° U TW% x5 €
T(X)mo FREOUREL® Q" n'a pas de preuve en calcul des séquents modulo, alors toute dérivation
strictement décroissante issue de T'1°|T'5° D—R510|R520 QO se termine par Uapplication de la régle
Refutation.

Preuve. Supposons que I'1°UTY0, 7§ € T(X)no FReOURE,D Q" n’ait pas de preuve en calcul des
séquents modulo, et considérons une dérivation strictement décroissante :

0 0 0 Ik ald 7
F]_ |F2 }_R€10|R820 Q b SN e 4 .iej ]._‘1|F2 l_REZl‘Rgé Q ..

Supposons maintenant que % ury’ }_R510URSQOQURgind(Q07<)a Qa ait une preuve en
calcul des séquents modulo pour toute substitution close a telle que Var(REL" U {QY}) C
Dom(c). En utilisant les regles r— et r; définies au théoreme 1.1 de la section 1.3, on
pourrait alors écrire :

H1 :
0 0
D12 UT2" Fre 0ure,000(RE a(@0,<)a} @O
a€Subst=AVar(RELCU{QO}) CDom(a) r—
x
F]-O U F207‘/1?0> € T(E)RO |_R€10UR820U{R€ind(QO,<)} QO
II :
11, Flo U FQO |—R510U73520 Noeth(<,T(E))
Tr
I°uly’, 25 e T(D)m FREOURELD Q°
Mais cela contredit I’hypothese du théoreme. L’ensemble :
& = {Q'a@ | a substitution close, T%|T% FRreires Q' sous but et T'Y U

I '_R(Si URELaU{RE ima(Q,<)ar} Q'a n’a pas de preuve en calcul des séquents modulo}

est alors non vide et, comme <5 est noethérien, il existe un élément minimum
pour < dans cet ensemble. Posons alors I'1[l'2 Fre jre, @ un sous-but, tel que
't UTs Fre URE aU{REMa(Q,<)a} Ko n'a pas de preuve en calcul des séquents modulo,
et Qa minimum pour <o dans &£. Maintenant, si on suppose que chaque sous-
chemin de la dérivation issu de ce sous-but est de longueur finie, celui-ci se termine
nécessairement par ¢ ou par Refutation. Si ils se terminent tous par ¢, le séquent
I uly, @ € T(2)" Freyure, @ admet une preuve en déduction modulo, par correction

100



1.5. Complétude réfutationnelle

de IndNarrow (théoréme 1.4 de la section 1.3). On peut alors écrire :
II :
[ UTs, @ € T(X)" Fre,ure, @

U, @ €T ()" Fre,uREURE (<) @
rurly FRgluR(sQau{Rsmd(QK)a} Qa

w + push

T

et cela entraine une contradiction.
Sinon, il existe un chemin qui se termine par Refutation et le théoréeme est démontré.

Supposons maintenant que le sous-but I'1|T'y Frei|Re, @ soit situé sur un chemin
de longueur infinie. Comme les regles Push et Rewrite ne peuvent se succéder
indéfiniment, on peut supposer qu'une regle d’inférence Rewrite ou Induce est appliquée
au sous-but F1|F2 |_R51\'R52 Q
— Supposons que Induce soit appliquée a la position w dans Q.
Alors, sachant que RE; est suffisamment complet sur les termes clos, et que w est
définie-mazimale dans @, le lemme 2.1 de la partie II permet d’en déduire 'existence
d’un diagramme commutatif du type :

Qa 7 l—=rw,V] QO‘[TV]W
To Tw
Q M l—rw,o) (Q[T’]w)(f

Et, par définition de Induce, on a :

[1T2 Frere, @ — T2 Fre RE0URE ma(Q, <)o} (R[T]w)o

Or, d’apres le lemme 2.1 de la partie I, on peut supposer o« = opu[V], avec V' quelconque
tel que Var(Q) U Dom(a) C V, donc en particulier tel que Var(RE2 U {Q}) C V.
Observons maintenant que I'1[T'2 Fre |ResoU{RE L 4(Q, <)o} (R[T]w)o est un sous-but, et
(Q[r]w)on <2 Qo (d’apres le diagramme précédent), donc (Q[r],)on € &, et ceci entraine
que le séquent :

INQURE) l_RcS'lURSzauU{RSind(Q,<)au,’R5md((Q[r]w)(7,<)u} (Qlrlw)on (1.3)

a une preuve dans le calcul des séquents modulo, car Qo est minimal dans £.

=7 ¥ 4 : - — , . — ¢
Posons y € X™ défini par ¥ = Var(Q), z € XP défini par 2 = Var(Qo), et T une
substitution close de z'. Comme Z est le vecteur des variables de o, < est un ordre
de réduction, et d’apres la définition 2.5 de la partie I, on peut écrire :
Iy - :

MUl 27 <p 7,u FYoT <m 70;&
[y UTy, PEina(Q, <)op, 27 < Zpt Yor < You,Qor

w

On peut également écrire :

Yor < yopu= Qork Yor < You= Qor
(Yor € T(Z)")A(Yor < Yopu= Qor)F yYor < you= Qor
Vy(y €eTE"A(Y < You=Q{y/yHF yor <you= Qor

w+A—1
V-1
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ce qui se note :

Yor < yopu= Qork Yor < You= Qor
(Yot e T(E)")A(Yor < Yop= Qor)F Yor < you= Qor
PEina(Q, )op+ Yor < You= Qor

w4+ A—1
vV —1

Prolongeons maintenant cette dérivation :

Hgﬂ— .
Yor < yopu= Qork Yor < You= Qor Al
(Yot € T(X)")AN(Yor < Yopu= Qor)F yor < You= Qor ;U l
PEima(Q,<)out Yor < You= Qor
im
PEina(Q, <)op, yor < Youl Qor y
L1 UL, PEma(Q, <)op, 27 < Zp, Yor < Yout Qor
H377— :
I, II
— — cut
11 UTs, PEina(@, o, 27 < Zp - Qor
—r
[ UTy, PEind(Q, <)opt Z7 < Zp= Qor
H4 :
/\ H3,T
(r€Subst®)A(Var(Qo)CDom(a)) r—
[ ULy, PEma(Q,<)ou, 2 e T(X)P 7 < Zpu= Qo ! Al
imp —
1 U T, PEmal@ o (Z €T A (Z < 2 F Qo "
D1 UT, PEwa(Q, <)op - (Z € T(E)P) A (ZF < Zp)) = Qo v
—r
ryurly, sznd(Qa <)0H H sznd(Q g, <)M w —|—push
L1 UL, PEind(Q, <)op Freiurgson PEind(Qo, <)u, (Q[r]w)op
H5 .

I'iuly }_RglU'R&UMU{R&‘M(QK)W%RSmd((Q[T]w)07<)#} (Q[rlw)op (séquent (1.3))
Iy U, PEina(Q, <)op, PEina((Qrlw)o, )pFreureson (Q[rlw)op
ru FZ; sznd(Qa <)0',U/7 Pgind(Qaa <)M7 PEind((Q[r]w)Uv <),u |_R<€1UR820';1 (Q[T]w)aﬂ

HG:

pop

PEma( Qo )i Fre, PEma(QI)e, i AF

w + push
Fl U FZ: sznd(Qu <)O-,U’7 Pgind(Qo-v <)H '_R81UR520'M PEind((Q[r]w)Uu <)/’L7 (Q[T]UJ)UH P
H7 .
II; Tlg
t
T U T2, PEina(Q, <)ot PEina(Qo, <) Fre,umeson (Qlw)on
Hg :

Iy Il
I‘1 U F27 Pgmd(@a <)O',LL l_’Rc‘flu’REzcru (Q[T]w)alu

cut
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Hg .

s push
hur, '_Ré'lU'Rc‘:ga,uU{RSind(Q,<)au} (Q[T]W)O-M
1 UT2 Fre UREs0pUiREma(Q,<)on} (RITw)op, Qo
114 :
Ax
(Q[r]w)op Fre, Qo
w + push
L1 U, (Qr]w)op FRe URE o pUIRE1a(Q,<)on} R
II :

Iy IIyo

c
ruly l_RglUR€2UNU{Rgind(Q7<)U“} Qo

ut

Or a = opu[V], avec V' quelconque tel que Var(RE2U{Q}) C V, donc le séquent obtenu
peut aussi s’écrire :

I'hurly l_Rf]lURc‘)QaU{’Rgmd(Q7<)a} Qo

mais cela contredit la définition de a.
Supposons qu’une regle Rewrite soit appliquée a la position w dans Q.
Par définition de Rewrite, on a :

[1|T2 Fre,re, Q@ — T1|T2 Fre re, Qlrvlw

Observons maintenant que I'1|[I'y Fre,jre, Q[rv]w est un sous-but, et (Q[rv]y)a <2 Qa,
donc le séquent :

1 UT2 Fre UREaUIRE ma(Qlrv]w,<)a} (QITV]w)a (1.4)

a une preuve dans le calcul des séquents modulo, car Qa est minimal dans £.
Considérons maintenant les dérivations suivantes :

H1 :
Fl U ]._‘2 |_’R€1UREgaU{’R&nd(Q[TV}wK)a} (Q[T’V]w)a (séquent 14) pop
111 U F27 PEind(Q[TV]wa <)a }_RsluRé‘ga (Q[rv]w)a
['1UT, PEina(Q, <)o, PEina(Q[rvlw, <)o Freiuresa (Qrvw)a
Hg :
Az
Pgind(Qu <)O[ l_’RSl PEind(Q[TV]OM <)O[ w
Fl U F27 sznd(Qu <)O[ "REluRSQa PEind(Q[TV]U.M <)O[, (Q[T‘V]W)O[
115 :
II; Tl
cut
1 U, PEina(Q, <) Fre,urE 0 (R[rv]w)a
H4 :
ik push

ryurls "Rslukggau{kgmd(cg,<)a} (Qrv]w)a w
L1 U Fre UREaUIRE 1ma(Q,<)a} (RrV]w)a, Qo
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H5 :
(Q[Ty]w) l_R51UR52 Q Ar w
T € T(X)", (Qrv]w) Fre,ure, Q (avec T = Var(RE2U{QY)) N

7 € T(X)" Freure, (QIrv]w) = Q
I_’R$1U'R52a (Q[Ty]w)a = QO{ Z
(Q[Ty]w)a I_R51U'R5201 QO& w +push
[y UT, (Qrv]w)a Fre URE aUIRE 1ma(Q,<)a) QO
II :

I, IIs

CUuU
I'huTly l_Ré’luRé'gozU{Rgmd(Qy<)Oé} Qo

t

et cela contredit de nouveau la définition de a.
Od
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2.1 Motivation

Dans le systéme de recherche de preuve optimisé OptindNarrow que nous allons présenter
dans ce chapitre, on tire profit du fait que, lorsqu’une réduction a lieu a l'intérieur d’un membre
q; d'un but ¢1 = g9, celui-ci décroit ou reste équivalent a lui-méme par rapport a l'ordre <,
construit a la section 1.3 de la partie II. Les conséquences principales sont :

1. aider a faire en sorte que les conditions d’ordre soient satisfaites lorsque 'on a besoin
d’appliquer ’hypothese de récurrence ;

2. aider a empécher la production de successions infinies de réécritures ;

3. donner néanmoins la possibilité de réécrire un but avec une égalité [ ~ r qui soit telle que

l=2r;

4. empécher de nombreuses applications de regles d’inférence qui ont peu de chance d’aboutir
a une preuve.

Le premier point sera justifié de maniere formelle a la fin de ce chapitre, les deuxiemes et
troisiemes points sont clairs, et I’exemple suivant va permettre d’illustrer le quatrieme.

Considérons

1. une signature ¥ = {0, s, +, *};

2. une précédence totale < sur % définie par 0 < s < + < *;
3. une permutation 7 de {1,2} telle que m(1) =2 et 7(2) =1;
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4. une fonction statut 7 sur X qui envoie + et * sur lex, ;

5. un quasi-ordre récursif sur les chemins < induit par < et 7 (voir définition 1.8 de la partie
II);

6. deux systemes de réécriture RE et RE, définis par :

r+0—2x
) z+s(y) = s(x+y) f(zt+y)Frzrar+(y+2)
Ré = rx0~0 RE2 = (z+y)+zr(z+2)+y

rxs(y)rxy+w

Posons T'y = {NI, LI(~), Noeth(<2, T (X)?)}, et utilisons le systéme de recherche de preuve
IndNarrow pour démontrer le but :

| 0Ty Freyjre, Y +Y) % ZxY «Z+Y % Z |

On peut appliquer la regle Induce, car RE; est terminant sur les termes clos et suffisamment
complet. Cela peut étre fait aux occurrences 1.1, 2.1 ou 2.2 du but. On choisit arbitrairement
I’occurrence 2.1, et cela nous conduit a prouver les deux séquents :

DIT2 Fre resufry Y1 +Y1)x0=0+Y; %0
002 FreyResUlmet (Y1 + Y1) *8(Z1) ~ (Y1 % Z1 + Y1) + Y1 * s(Z1)

avec

K1=REma((Y +Y)x ZxY xZ+Y «Z, <){Y — Y1;Z — 0}
ko =REma((Y +Y)x ZrY xZ+Y x Z,<){Y = Y1;Z — s(Z1)} |

Apres normalisation & ’aide des régles de RE1, on obtient les deux nouveaux sous-buts :

®|F2 |_R51|R€2U{H1} O ~ 0
OIT2 Freyresufney Y1+ Y1) x Z1+ (Vi + Y1) = (Vi Z1 + Y1) + (V1% Z1 + Y1)

Trivial élimine le premier. Rewrite,; peut étre appliquée sur le second, a I’aide de la regle ko,
car (Y1, Z1) < (Y1,5(Z1)). On obtient alors :

‘ @‘FQ l_R51|R€2u{n2} (Yl x Z1+ Y7 Zl) + (Yl + le) ~ (Y1 x 1+ Yl) + (Y1 x 1+ Yl) ‘

Rewrite, peut de nouveau étre appliquée sur ce sous-but, mais a l’aide de 1'égalité (z+y)+
z~ x+ (y+ z) cette fois-ci. Cependant, cette derniére peut étre utilisée pour réécrire le but de
quatre fagons différentes :

OIT2 Fre Resufney (Vix 21+ Y1+ Z1) + Y1)+ ViR (Vi 21+ Y1)+ (M5 Z1+ Y1) (
DIT2 Fre resULo} Y1 % Z1 + (Y1 % Z1 + (Y1 + Yl)) ~YMxZ1+V)+M*xZ1+Y1) (2

( (

(

D02 Freresufney V1 Z1+ V1 Z1)+ (Vi + V) = (MxZ1+ Y1)+ Y1 Z)+ 1
@‘FQ l_R€1|R€2U{n2} (Y1 * Z1 =+ 1/1 * Zl) (Yl + Yl) Y1 * Zl + (Yl + (Yi * Zl + Yl))

AR

On peut néanmoins s’apercevoir que seules les réécritures vers (1) et (3) engendrent des sous-
buts qui sont plus petits pour l'ordre <. Choisissons la réécriture vers (1). Rewrites peut alors
étre appliquée, a 'aide de la méme égalité (z +y) + z =~ = + (y + z). Cependant, on peut encore
I'utiliser de deux fagons différentes :

D02 Frejresugiey (Y1 Z1 + Y15 Z) + V) + Vi (Vix Z1+ Y1)+ Y1 Z1)+ Y1 (
OIT2 Freresugney (Vx 21+ Y1 Z)+ Y+ ViV Z1+ M+ (Vs 210+ Y1) (
DT Freresufey V1 Z1+ V1 Z)+ (VM + Y1) e (Vi xZ1+ Y1)+ N+ Z1+ Y1) (3
OIT2 Freresugney MV1xZ1+ M Zi V1) ViR (VxZ1 4+ Y1)+ (M5 Z1+ Y1) (

106



2.2. Regles d’inférence du systéme de recherche de preuve OptindNarrow

Seule la réécriture vers (1) produit un sous-but plus petit par rapport & <. Choisissons donc
la réécriture qui conduit vers (1’). On peut alors de nouveau appliquer Rewrites, cette fois-ci
avec I'égalité (x + y) + z = (x + 2z) + y. Cependant, celle-ci peut étre utilisée de quatre fagons

différentes :

OIT2 Fre (ks mamst (Y1 % Z1 + Y1)+ Y1 % Z1) + Yi«Z1+Y1)+Yi«2Z)+ Y

®|F2 '_R51‘{I€1,/€2,R3} E/l*Zl+Yl*Zl)+Yl)+Yl

VixZy+Y1%Z1)+ Y1) +

( Y1~ ((
( Yic(M«Z1+Y)+Y1+2Z)+ Y
( ((

(
(
DIT2 Fre | {r1m2,ma} (
( YixZi+Y1)+ Y1)+ Y1+ 2;

DIT2 Fre [nimamst (V1% Z1 + Y15 21) + V1) + Y1 =

Seule la réécriture vers (2”) conduit & un sous-but plus petit pour 'ordre <. On choisit donc la

réécriture vers (2”) et on peut alors appliquer la regle Trivial.

2.2 Regles d’inférence du systéme de recherche de preuve Op-

tindNarrow

o = mgu(t, 1)
si i.w; € DM(Q) et REL = Li(RE20) U{REina(Q, <)o : i}

Push; Ly, i~ 702 Freyre, QUT —  Till2 Fre,uqixryire, QU

Orient; a  I'1[l'2 Fre,ugnyire, QUL — Till2 Fre,up—rire, QUI
(k=l~rouk=rxl)etl>r

Orientl b F1|F2 '_'RSlU{K,}rRSQ Q[[I]] — F1|F2 " Q[[I]]

RELU{ISr}|RES
(k=lmrouk=rxl)etl2r

Push, [P, i~ 7 Freyre, QU —  Till2 Freyresufinry QU

Orient; a  TI'1|I's Fre,resuey QUI — TilT2 Freyjre,uqny QU

(k=lmrouk=r=l)etk =1l—r)ou

Orient; b I'1[l's Fre,jre,uiny QUL —  Till2 Fre,jresuinwry QU
(k=lmrouk=r=l) etn’zliretﬁ”zril)
ou ((k=REmall = r)uou k =REina(r=1u)
et K = REima(l > 1) et K’ = REina(r = Dp)) et 127

‘e’ est un opérateur AC dont ¢’ est ’élément neutre.

F1G. 2.1 — OptIndNarrow( premiere partie )

Induce 102 Freyre, Qltliw, I — o re, Till2 Freyrey (Qlr]iw,)oll]

(k=REmal = r)uou k =REina(r = D) et & = REpma(l = r)u)) etl >r

Dans l'intention de tirer parti de la décroissance du but tout au long du processus, le
systeme de recherche de preuve OptindNarrow doit diviser et raffiner les regles d’inférence
Orient et Rewrite du systeme IndNarrow , et leur ajouter plusieurs ingrédients additionnels :
des contraintes d’ordre sur les buts, des indices dans RE3, pour garder la trace de certaines
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Rewrite; a T'1[l's Fre,ugnyire, Qloliw [I] — T1|l2 Fre,uixyire, QUroliw, 1]
k=Il—rou((k=Il~rour=r=I)etQj|lol, >Qu[rol,,) et
REy = Li(REy)

Rewrite; b T'1|T2 Fre,uinyire, QUoliw Il — T1|T2 Fre,upnyire, QUroliw, (1]
k=137 ou (k=l=rour=r=l)etQjlol, 2 Qurol,,)

Rewrites a I'1[l's Fre, jre,uiny Qlioliw [I] — T1|l2 Frerey Qlroliw, (1]
(k = ko ou k = REinalko, )i ou k = REinalko, <) : j) et
(ko=l—>roukg=l=roukyg=r=ml)et

I'=TUJU( U A{zo<zu})et
zeVar(ko)

REY = Li(RE2 U {k}) et

(si kg =1L~ 1 ou kg =r=lalors Qpllo]., > Qrolw,) et

(si k = REina(ko, <)t : J, wi =€ et j # i alors koo <, Koft)
Rewrites b I'1[['s Fre, jre,uiny Qlloliw, [I] — T1|l2 Fre,rey Qlroliw (1]

(k= ko ou K = REinalko, p ou k= REina(ko, <)p: j) et

(Ii():li’f’ou ko=Il~roukry=r=l)et

I'=7TU( U A{zo<zu})et
z€Var(ko)

(si ko =1 =1 oukg=r=lalors Qpllo],, 2 Qrol.,) et

(si k = REind(ko, <) : J, w=c et j#1ialors koo <. Koft)

Trivial F1|P2 '_'RffﬂRSQ t~ t[[[ﬂ — F1|F2 |_7351|7252 OHIH
Elim F1|F2 l_Rfl\sz Q[[IU {t < t/}ﬂ — F1|F2 l_R51|7252 Q[[I]] sit < t
Refutation I'1|T2 Frere, QI0] —  Refutation

si aucune autre regle ne s'applique

F1a. 2.2 — OptIndNarrow(seconde partie)

réductions, et des opérateurs pour transformer des conditions d’ordre strict en conditions d’ordre
large. Toute ces notions seront définies formellement a la section 2.4, mais nous allons d’abord
les introduire d’une facon plus intuitive, en examinant quelques situations caractéristiques.
Souvenons-nous dans un premier temps que, dans le systéme de recherche de preuve OptindNar-
row, lorsqu’une réduction s’effectue a I'intérieur d’'un membre ¢; d’un but ¢; = g2, celui-ci décroit
ou reste équivalent & lui-méme par rapport a <. L’effet d’une telle réduction ne sera bien-sir
pas le méme suivant que l'on se situe dans un cas ou dans 'autre. Cela suggere de diviser les
regles d’inférence Rewrite; et Rewrites en deux familles :

1. Rewrite; a et Rewrite; a si le membre décroit effectivement.
2. Rewrite; b et Rewrites b si le membre reste équivalent.

Maintenant, considérons une égalité | ~ r. Si [ > r, et puisque > est un ordre de réduction,
réécrire un membre d’'un but @) avec une égalité | = r le fait décroitre (il reste équivalent sil = ).
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Cela incite a donner la possibilité d’orienter les regles de RE-, ainsi qu’a faire une distinction
entre les regles | — r telles que [ > r ou !l 2 r. C’est donc ce qui a motivé I'introduction des
regles d’inférence Orient; a, Orient; b, Orienty; a et Orienty b. On peut déja faire deux
remarques :

1. Orienty a et Orienty b peuvent étre appliquées a une hypothese de récurrence;

>
2. Orient; b et Orienty, b produisent des regles que I'on note avec le symbole =, pour
souligner que leurs deux membres sont équivalents par rapport a <.

Considérons maintenant la regle d’inférence Induce. Le systeme de recherche de preuve instancie
I'hypothese de récurrence par la substitution surréductrice o et ’annote avec un label (un entier
i) qui indique ou la réduction s’est opérée (i.e dans quel membre du but équationnel). On verra
que ceci permettra a un opérateur L; de transformer les conditions d’ordre strict dans les buts
précédents en des conditions d’ordre large plus faibles. Ces conditions sont alors enregistrées
dans un ensemble de contraintes I. Pour avoir une meilleure intuition de la fagon dont Induce
fonctionne avec ces ingrédients additionnels, examinons la situation suivante.

Exemple 2.1 Considérons deux applications consécutives de Induce :

[102 Freyre, QUT . = Tillabgre e, QU . = Till2 Frerey Q"]
Induce Induce

Par définition de Induce, il existe i,i" € {1,2}, w; € Dom(Qy;), wy € Dom(QTi,), 0,0’ € Subst™,
et t,t' € T(X,X), tels que :

1. Q=Q[t]iw;, | =1 €REL, 0 =mgu(t,l), Q = Q[roliw,,
RE, = Li(RSQU) U {Rgmd(Q, <)O‘ : Z}
2. Q' =Qyw,, I' =" €REL, o =mgu(t',l), Q" = Q'[r'0']i.w.,,
REY = Ly (RSIQOJ) U {Rgind(Ql, <)O’l : 2/}
Observons 'hypothese de récurrence RE;,4(Q, <)o : i produite par la premiere application de
Induce. Remarquons que RE, est remplacé par Ly (REL0) apres la seconde application de
Induce. Et puisque la régle RE;,4(Q, <)o : i est un élément de REY, quel effet cela a-t-il sur
celle-ci? La notation suggere deux étapes :
— Premieérement : RE;,q(Q, <)o : i est remplacée par REnq(Q, <)oo’ : i.
— Deuxieémement : 'opérateur L; relache les conditions d’ordre sur les buts indexés par 7’.
— Cas 1 : ¢ # i. L’opérateur L; ote le label i, et remplace le symbole d’ordre strict <
par le symbole d’ordre large correspondant <, donc RE;,4(Q, <)oo’ : i est remplacé par
Rgind(@a g)aal'
— Cas 2 : i = i. L'opérateur Ly n’a pas d’effet sur RE;,q(Q, <)oo’ : 1,
donc RE;nq(Q, <)oo : i n’est pas remplacée.
Il faut remarquer que chaque regle d’inférence Rewrite; a et Rewritey a travaille avec
lopérateur L;, alors qu’il n’en n’est pas de méme pour Rewrite; b et Rewrites b. On peut
alors s’apercevoir que cet opérateur n’intervient qu’a partir du moment ot un membre du but
décroit apres une étape de réécriture. Mais si ’on veut réécrire un but a 1’aide d’un but précédent,
il y a encore des précautions a prendre, comme dans la situation suivante par exemple.

Exemple 2.2 Revenons sur I'exemple 2.1, et supposons que " contienne en outre une instance
d’un des membres de 1’égalité Q. Cela se formalise en écrivant qu’il existe w” € Dom(Q"),
v € Subst™?Y, q1,q2 € T(,X), ", 5 € {1,2}, tels que

1. Q=q = q;

109



Chapitre 2. Optimisation

2. Q" = Qg (avec j € {1,2}).

On est tenté de réécrire le but & ’aide de I’égalité @), mais cela n’est possible que sous certaines
conditions. Observons comment les régles d’inférence Rewrites a ou Rewrites b gerent les
conditions. En revenant aux deux cas de ’exemple 2.1, on a :
~ Cas 1:4 #1i.
On a vu dans 'exemple 2.1 que la regle de réécriture x a utiliser est alors k = RE;q(Q, <
Yoo!. Si T € A™ désigne le vecteur des variables de @, réécrire le but avec  est permis
seulement si T v <, 2 oo’. On peut remarquer cependant que vérifier la condition Zv <,
T oo’ revient A prouver I'inégalité x,v < o0’ pour chaque composante xj, de 7. Ainsi, la
regle d’inférence Rewrites a ou Rewrites b rééerit le but avec k, et ajoute ces inégalités
portant sur les composantes dans ’ensemble I des contraintes.
— Cas2:1 =1.
La régle de réécriture est RE;nq(Q, <)oo’ : i. On peut ici observer que les régles d’inférence
Rewrite; a et Rewritey b distinguent un sous-cas spécial :
— Sous-cas 1 :i" #iet W' =e.
Réécrire le but avec k dans ce cas nécessite de vérifier d’abord I'inégalité additionnelle
Qv <. Qoo’ (il faut garder présent a l'esprit que le symbole <. désigne 1'ordre sur 1’en-
semble des égalités défini a la section 1.3 de la partie II). Apres cela, la regle d’inférence
Rewrites a ou Rewrites b agit comme au cas 1.
— Sous-cas 2 : Sinon.
Rewrites a ou Rewrites b agissent comme au cas 1.
Revenons maintenant a ’exemple 2.1. Supposons que le systéme de recherche de preuve Optlnd-
Narrow construit ultérieurement une suite de dérivations du type :

*
F1|F2 l_Rgl‘Rglzl QIIIII]] — F1n|r2n l_’]?,&‘l"\’RSQ" O[[In]]

Alors, la regle d’inférence Elim peut finir le travail en testant toutes les inégalités stockées dans
I’ensemble I™.

2.3 L’exemple simple revisité

Pour avoir une meilleure compréhension de la fagon dont OptIndNarrow travaille, obser-
vons la preuve de la commutativité de ’addition dans l’arithmétique de Peano, par référence
a l'exemple simple développé a la section 1.2 du chapitre 1 de cette partie. On affecte ici au
symbole + un statut multi-ensemble.

1. Considérons la premiere application de la regle d’inférence Induce, et associons mainte-
nant le label 1 a '’hypothese de récurrence, dans l'intention d’indiquer que la réduction
s’effectue dans le premier membre. Ainsi, les deux sous-buts sont maintenant notés (re-
marquer le :1 ) :

DIT2  FRe REa(X+Y RY +X){X X1V o0}):1 X1~ 0+ Xy
DIT2  Fre | |RE (X 4V Ry +X){X X Viss(v)bl S(X1 +Y1) = s(Y1) + X3

2. Considérons la seconde application de la regle d’inférence Induce au premier sous-but, o
la réduction a lieu maintenant dans le second membre. Avec IndNarrow , on obtenait les
sous-buts suivants :
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0Ty |_R81\ REma(X+Y Y + X, <){X — 0y o0y 00
REind(X1 = 0+ X1, <){X; — 0}

OIT2 Frey| mesax +v ~ v + X, <)X o s(xayiy o0y 5(X2) = 8(0 4+ X2)
REina(X1 =0+ X1, {X; — s(X2)}
Le systeme OptIndNarrow va alors introduire les modifications suivantes :

(a) il associe d’abord le label 2 & la nouvelle hypothese de récurrence dans chaque sous-
but, donc & REna(X1 ~ 0+ X1, <){X1 — 0} et REina(X1 = 0+ X1, <){X; —
s(X2)};

(b) il transforme I’hypothese de récurrence RE;q(X +Y =Y + X){X — X1;YV — 0} : 1
introduite par la premiére application de Induce de la fagon suivante :

i. elle est d’abord instanciée par {X; — 0} dans le premier sous-but, et par {X; —
s(X2)} dans le deuxieme. Ces deux instances s’écriront donc :

REma(X+Y RY + X, <){X —=0;Y —0}:1 (k1)
REma(X +Y =Y + X, <){X — s(X2);Y — 0} : 1 (ko)

Elles notent en fait les regles suivantes :

(z,y) <2 (0,0) =z +vy
(z,y) <2 (5(X2),0) = z

~ryt+a:l
+y~y+z:1l (ko)

ii. il ote ensuite le label 1 de ces deux regles, et remplace dans chacune le sym-
bole d’ordre strict < par le symbole de quasi-ordre correspondant <. En effet,
considérons la régle (k2), par exemple. Puisqu’une premieére réduction s’est opérée
dans le membre gauche du but et une seconde dans le membre droit, on verra
a la section 2.4.3 que, dés qu’un futur sous-but () contiendra un sous-terme du
type zo 4+ yo ou yo + zo , les égalités syntaxiques xo = s(X2) et yo = 0 ne
pourront pz;s avoir lieu simultanément. Donc, il suffira de vérifier les inégalités
larges zo < s(X2) et yo < 0 pour étre sur que la condition (zo, yo) <2 (s(X2),0)
soit satisfaite. a B

Ces modifications étant introduites, les deux nouveaux sous-buts s’écriront :

0T }_Ré'l\ REma(X +Y =Y + X, O{X — 0;Y s 0} 0~0
REpmg(X1 7~ 0+ X1, <){X1 r 0} : 2

D02 FRrey| meux v~y 4x 9(x o sy —oy  S(X2) & s(0+ X3)
REind(X1 R 04 X3, <){X1 — s(X2)}:2

3. Trivial élimine le premier.

4. Puisque X +Y 2 Y 4+ X, et du fait que < est un quasi-ordre de simplification, réécrire
un terme a ’aide de cette égalité en crée un nouveau qui est équivalent par rapport a ce
quasi-ordre. Pour garder cela en mémoire, la nouvelle regle d’inférence Orient b remplace

>
Iégalité X +Y ~ Y + X dans les régles de réécriture de RE2 par X +Y S Y 4+ X et
>
Y + X S X + Y. Le sous-but est maintenant noté :

1ip®

s(X2) =~ s(0+ Xo)

REL| REma(X +Y 2 Y + X, <{X — s(X2); Y — 0}

>
REma(Y + X S X +Y, Q{X — s(X2); Y = 0}
RE;ind(X1 =0+ X1, <){X1 — s(X2)}:2

5. Dans l'intention d’appliquer la régle conditionnelle :
>
REmd(Y + X = X +Y, O{X = s(X2); YV = 0}

111



Chapitre 2. Optimisation

sur 0+ X9, comme nous venons juste de le remarquer ci-dessus, on doit vérifier les inégalités
0 < 0et Xo < s(X2). Cela est réalisé par la regle d’inférence Rewritey b qui réécrit le
but avec cette hypothese de récurrence, et stocke les conditions dans un ensemble de
contraintes. Le sous-but est ainsi noté :

0T, +

REL| REima(X+Y 2y4x, Q{X — s(X3);Y — 0}

=
REma(Y + X S X +Y,){X — s(X2);Y > 0}
REind(X1 =0+ X1, <){X1 — s(X2)}:2

s(X2) ~ 5(X2 +0)[0 < 0; X < 5(Xo)]

6. Rewrite; a réécrit le but avec la regle X +0 — X. Observons que la réduction s’effectue
dans le second membre du but, le label 2 ne sera donc pas 6té. Le nouveau sous-but s’écrit
ainsi :

0|y

>
RE1| REma(X+Y S Y+ X,<2, TE){X — s(X2); Y — 0}

>
REimna(Y + X 5 X 4+ Y, <2, TE){X — 5(X2); Y — 0}
REina(X1 =0+ X1, <, Te){X1 — s(X2)}

5(Xp) ~ 5(X2)[0 < 0; Xo < s(X2)]

7. Trivial élimine 1’égalité syntaxique, mais les contraintes demeurent :

0T, F

=
REL| REpa(X+Y S Y +X,<2, TE){X + s(X2); Y — 0}

>
REima(Y + X 5 X 4+Y, <2, TE){X — 5(X2); Y — 0}
REina(X1 =0+ X1, <, Te){X1 — s(X2)}:2

00 < 0; X2 < 5(X2)]

8. Elim vérifie maintenant les inégalités (ici triviales) stockées dans ’ensemble des contraintes
et élimine définitivement le sous-but.

9. On est quitte avec le sous-but s(X; 4+ Y1) =~ s(Y7) + X1 et on va voir plus tard comment
la recherche de preuve se termine.

2.4 Justification théorique

2.4.1 Le systeme d’inférence DeclndNarrow

Pour parvenir a démontrer la correction de OptindNarrow, il est nécessaire d’introduire le
systeme de recherche de preuve intermédiaire DeclndNarrow, obtenu a partir de IndNarrow par
I’adjonction des nouvelles regles d’inférence données Figure 2.3. En effet, nous allons voir ci-
dessous que la correction de DeclndNarrow est une conséquence directe de celle de IndNarrow,
et a la section 2.4.3, que la correction de OptindNarrow découle de celle de DeclndNarrow. Si on
note II(RE) le systeme de réécriture obtenu en remplagant chaque régle de réécriture de RE par
I’égalité correspondante, on vérifie aisément le lemme suivant :

Lemme 2.1 Pour tous contextes I'1, T'g, T}, T',, pour tous systémes de réécriture RE1, RE2,
REY, REL, sion a:

A /
P1|F2 l_RSﬂ'sz @  DecIndNarrow P1|F2 l_R$’1|’R5’2 Q

alors on a : §
T1IT2 Frre ) mres) @ ndNarowl 1T Frireymirey) @

Corollaire 2.1 Le systeme de recherche de preuve DeclndNarrow est correct et
réfutationnellement complet.

Preuve. D’apres la Proposition 2.1 O
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Orient; a

Orient; b

Orient, a

Orients; b

Rewrite; a

Rewrite; b

Rewrite; a

Rewrite; b

1T Freuryire, @ — Tille Freup—ryire, @

(k=lmrouk=rxl)etl>r
1|2 Freugeyire, @ — T2+

(k=lmrous=rxl)etlzr

Q

>3 >
RELU{ISTrSIHRE:

1|2 Freyjresuqny @ —  Tille Freresuny @
((k=lmrourk=r=l)etr =1—r)ou
(k=REmal=r)ppou k = REma(r = )u) et K = REpma(l = r)p)) et I >r
102 Freresufny @ — Till2 Freyjresufnr wry @
((k=lmrouk=r=l) et&':liretﬁ”zril)
ou (k=REina(l =r)pou k =REumalr = u)
et £ = REina(l > r)p et K’ = REma(r > Dp)) et 1 =7
10 Freyufriires Qloliw, — TilT2 Fre,ugeyires QUroliw,
k=l—=rou((k=Il~rour=r=l)et Qo) > Qo)
D102 Freyunyires Qloliw, — Till2 Freuieyre, QUroliw,
k=131 ou (k=Il=rour=r=l)etQj|lol,, 2 Qurol.,)

[1|T2 Freyjresuqny Qloliw, — T1lT2 Freresuiny Qroliw,

(k = Ko ou & = REina(ko, <)) et
(ko=1l—rourg=Il=roukryg=r=l)et

(si ko =1 =7 oukg=r=lalors Qjllo],, > Qrol.,) et

(si K = REinalko, <)p alors To <, Ty avec T = W)

[1|02 Freyresuiny Qloliw, — Till2 Frerey Qroliw,
(k = ko ou kK = REinalko, <)u) et

(/s'o—l—w“ou ko=Il~rouky=r=l)et
(si ko =1 =7 oukg=r=lalors Qjllo],, 2 Qrol.,) et
(si k= Ré’md(/{m )i alors To <, Ty avec T = Var(l =)

Fia. 2.3 — Regles spécifiques de DeclndNarrow

2.4.2 Labels

La question que I'on a envie de poser maintenant est la suivante : dans quelles circonstances
est-on autorisé a utiliser une hypothese de récurrence provenant de l'application de la regle
Induce & un but @ ? Ici, on va utiliser le théoreme de compatibilité principale (théoreme 1.7 de
la partie II), et pour cela, il est nécessaire de garder une trace de la succession des réductions
depuis ’application de la régle Induce au but (). Cela justifie les modifications suivantes :

1. Supposons que la regle Induce soit appliquée au but équationnel @, a la position w = j.wj,
et a l’aide de I'unificateur le plus général o, alors, au lieu de noter RE;,4(Q, <)o la nouvelle
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reégle produite par cette application, on va la noter RE;,4(Q, <)o : j, pour indiquer dans
quel membre du but la réduction s’est effectuée.

2. Pour toute égalité @, pour toute substitution o, pour tous i,5 € {1,2} , on définit
Popérateur L; sur I'ensemble des regles de réécritures munies d’un label de la facon sui-
vante :

(a) Li(REnd(Q, <)o :j) = REna(Q, <)o :j sii=j;
(b) Li(REina(Q, <)o : j) = REma(Q, <)o sii # j.
Notation: Pour tout systeme de réécriture RE, on note L;(RE) le systéme de réécriture ob-

tenu par le remplacement de chaque regle de RE de la forme RE;,4(Q, <)o : j par la régle
correspondante L;(REnq(Q, <)o : 7).

2.4.3 Correction et complétude réfutationnelle de OptindNarrow

L’objectif de ce paragraphe est de démontrer la correction et la complétude réfutationnelle
de OptIindNarrowa partir de celles de DecIndNarrow.

Pour tout systeme de réécriture RE, posons II(RE) le systeme de réécriture obtenu par
le remplacement de chaque regle de réécriture de la forme RE;q(ko, <)p : j ou REjna(ko, <)
par la regle correspondante RE;pq(ko, <)p.

Lemme 2.2 Si il existe une dérivation du type suivant :

*
FI‘FZ l_R€1|R52 Q[[I]] " OptIndNarrow 1—\/1’FI2 }_RSH’REE Q/[[II]] " OptindNarrow Fllllrlgl l_R£’1’|’R€’2’ Q//[[I”]]
telle que :
1. RE4 ne contienne pas de regles de la forme : RE;,4(Q, <) : j ou REjna(Q, <) ;
2. toutes les inégalités dans I” soient satisfaites;
alors, il existe une étape de dérivation :
I‘/1|F/2 }_RSQ\H(RE’Z) Ql " DeclndNarrow F/1/|F/2/ "Rg/{m(Rgg) Q”
Preuve. Considérons I'unique cas non trivial :
LS Freyrey, QU] —Rewrite, 1% Freprey Q"]
Posons k € RE, la regle de réécriture requise pour cette étape d’inférence.
Si k n'est pas de la forme RE;uq(ko, <) : j ou REina(ko, <), la conclusion est
immédiate.
Supposons donc qu’ll existe kg et une substitution u telles que kK = REnq(ko, <)u : j ou

Kk = REind(ko, <)p ( avec kg de la forme [ — r, [ =, ou | = r). Alors, par définition des
régles Rewrite 2 dans le systéme de recherche de preuve OptindNarrow :

1. il existe i € {1,2}, une position w; € Dom(QTi), et une substitution o, telles que :

Q' =Qlo]iw, et Q"=Qrolia,

I"=T1U U <
(xEVar(lzr){mo- .T/L})
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Pour montrer que I'on a I’étape de DeclndNarrow -dérivation :
LTS Freynrey) @ — Rewrites  TY|TS Frenmrey) Q”

utilisant la regle de rééceriture I1(k) = REna(ko, <), il suffit donc de prouver I'inégalité
— — — no oAz — TR
To <, Tp,avec ¥ € X" défini par T = Var(l =r).

Comme ( U( ){wa < ap}) C I" d’apres 2 ci-dessus, et comme toutes les inégalités de
x€Var(l=r

I" sont satisfaites (hypothese 2), on a T'o <,, T .
Donc, d’apres le lemme 1.2 du chapitre 1 de la partie II, pour montrer la condition 7o <,
Ty, il suffira de vérifier I'inégalité :

(lx=rjo<e(=r)n (2.1)

Remarquons maintenant que, d’apres 'hypothese 1, la regle de réécriture x a été produite
par une application de Induce.
Par I’hypothese 2, on a la dérivation ci-dessous :

&
['1|02 Freyre, QU —optindNarrow  T1{T% Frerirer, Q[1']
Notons ¢ sa longueur, et, pour tout entier k tel que 0 < k < ¢ — 1, posons :
k k kirk k+1 k+1 k k

I’étape de rang k.
Supposons que :
1. 41,192,...,%,, sont les rangs des étapes dans cette dérivation D,, correspondant a une
application de la régle d’inférence Induce

2. Kk est produite par 'application de la regle d’inférence Induce a ’étape de rang iy,
ou elle est appliquée a I'occurence j.wj, et en utilisant la regle de réécriture g — d €
RE .
Considérons maintenant les points suivants :
— la régle REina(Qi,,<)oi, : j est introduite & 1'étape de rang i par I'application de
Induce;
— a la prochaine application de Induce, donc a I'étape de rang ixt1, REina(Qi,, <)oi, : J
est remplacée par REina(Qiy,, <)0i, iy 00 REina(Qiy, <)oy, 04 1 2 J 5
— a l'étape de rang i, celle-ci devient REind(Qi,,<)oiy .. 00, ou REini(Qi,, <
)Tiy - Oy 2 7
— a étape de rang ¢, elle est encore de I'une ou de 'autre de ces formes, et c¢’est notre

m

regle k.
On en déduit :

1. Qi =l=rou@; =r=l;
2. =04, ...04,.
Maintenant, posons Ri, Re, R3, R4 les égalités suivantes :
Ry =Qipn  Ro=(Qyldlju)n R3=Q Ry=0Q"
Nous allons démontrer les quatre points suivants :

1. R lg—d,j.w;pu) Ro 2. R3<. Ry 3. Rj —l~riwi o) Ry 4. Ry <R3
(2.2)

115



Chapitre 2. Optimisation

116

Preuve. 1. par hypothese
2. Considérons les points suivants :

~ Qi,[d]jw;0i, >e Qiy,,, car chaque application d'une regle (autre que Induce)
fait décroitre (au sens large) le membre auquel elle est appliquée;

= Qiy 1 Tiyyy Ze Qiy,,, car une surréduction a été appliquée a I'égalité Q;, , a
I’aide de I'unificateur le plus général oy, , , (on devrait mettre en fait un symbole
d’inégalité stricte, mais ce n’est pas nécessaire ici) ;

— donc Qi [d]j.w, 00,04, Ze Qiyy,, d’apres les deux inégalités précédentes, et du
fait que la relation <. est stable par substitution ;

- Qik+20ik+2 Ze Qik+3 ;

- Qlk [d]j-wjaikgik+1aik+2 Ze Qik+3 )

- Qlk [d]j~wjaikaik+1aik+2 Oy Ze Qim )

= Qip iy Ze Q'

- Qi [d]j-wjo-iko-ik+lo-ik+2 O 00, Ze Q.
3. Par hypothese.

4. Car on Q"; < Q); et d’aprés le point 1 du lemme 1.2 du chapitre 1 de la partie
II.

a

Nous retrouvons ici exactement les hypotheses du théoreme de compatibilité principale
(théoreme 1.7 de la partie II). On peut donc distinguer deux cas :

Cas 1 : w; # € ou i = j, alors, d’apres le théoreme , (I ~ r)o <. Ry, et, du fait
que Ry = (Il = r)p ou Ry = (r = l)u, on obtient (I ~ r)o <. (I = r)u. L'inégalité 2.1 est
ainsi démontrée, et on a vu que cela suffit pour justifier I’étape d’inférence :

[T I_RSQ\H(REQ) Q" —DecindNarrow 17|15 I_7€$’1’|H(R£’2’) Q"
Cas2:w;=ceti#j

Sous-cas 1 : k = REina(ko, <) : j

Par définition des regles Rewritey dans le systeme de recherche de preuve Optlnd-
Narrow, on a koo <e Ko, donc, (I = r)o <. (I = r)u, et c’est terminé.

Sous-cas 2 : k = REina(ko, )

Soit j tel que :

je{l,2}etj#j (2.3)
FEn considérant le systeme de recherche de preuve OptindNarrow on conclut qu'une regle
d’inférence Rewrite a ou Induce a été utilisée pour réduire un but @, avec p tel que
i, <p < g, et que la réduction s’est effectuée dans le membre j de ce but.

Sous-sous-cas 1 : Induce est appliquée au but @,

Alors il existe un entier s tel que k < s < m et p = i,.
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Considérons les points suivants :
- Qikaik Ze Qik+1
- Qik+1a’ik+1 Ze Qik+2
o . . .
- Qi,0i, 04y, Ze Qiy,, d’apres les deux premiers points, et puisque <. est stable par
substitution.

Qi iy, - - Tiy_y Ze Qi (2.4)
Considérons maintenant les égalités suivantes :
/ / / / / 1
Rl—QisUis-“U’im RZ_QiS“I’lO-is-Q—I"'O-im 3—Q 4—Q

Par un raisonement analogue a celui effectué pour montrer (2.2), on vérifie qu'il existe
une regle de rééeriture I/ — r’ € RE; et une substitution o', telles que les affirmations
suivantes soient correctes :

1. Rll _>[l’—>7"’, l“’lv 0"] R/2 2 Rl2 Ze Ré 3 Ré _>[f‘€07 i.wi, a] Rﬁl 4 Rﬁl ge Rg
Puisque 7, j, j € {1,2},j #j,eti# j,ona:
i=j (2.5)

Donc, d’apres le théoréme 1.7, on obtient koo <. R}, soit (I = r)o <. R}. Ce qui s’écrit
encore, avec nos notations :

(l ~ T’)U <e Qisgis .0 (2.6)

m

et, du fait que Q;, <. Qi 0i, ...0i,_, (2.4), combiné avec (2.6), sachant que <. est stable
par substitution et <.C<,, on a :
(I~r)o <eQi0iy - .0

m

et enfin, puisque = oy, ... 0y, et Q;, =1~ r, cela nous conduit & I'inégalité suivante :

(I~r)o<e(I=r)p

Sous-sous-cas 2 : Rewrite; a ou Rewritey a est appliquée au but @,
Alors il existe un entier s tel que k < s < m et iy <p < isy1 (en posant imi1 = q).

Premierement, on a :

Qis Se QZkUZk e Uis—l (27)
Introduisons les notations suivantes :
/] /o /1 / /I 1
1_Qpais+1"'aim Q_QP+1Uis+1"'Jim RS—Q R4—Q

Xiste une re réécritur — r" ou une égalité " ~ r une substitution o
11 existe une reégle de réécriture "0 e égalité I ~ r" et une substitution o” telles
que les conditions suivantes soient satisfaites :

1. R/{ =, juwj, o RIQI 2. R,Q/ >e Ré’ 3. Rg —[ko,i.wi,0] RZ 4. RZ <e Rg
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Puisque 4, j, j € {1,2}, j # j, et comme i # j, on a :
i=3 (2.8)

Donc, d’apres le lemme 1.7, on obtient koo <. RY.
Ainsi, (I =)o <. RY, donc, par définition :

(l=r)o<eQpoi, .. 04, (2.9)

Mais comme iy < p < i541, on a Qp <. Q;,04,, et comme <. est stable par substitution,
cela entraine Q,0,,, ...0i, <e Qi,04,0i,, ...04,. Mais comme Q;, <. Q; 04, ...04,_,
(d’aprés (2.7)), on en déduit l'inégalité Qpoi,., ...0i,, <e¢ Qi,0i .0, (stabilité par
substitution et transitivité de <.). En combinant avec l'inégalité (2.9), et du fait de 'in-
clusion <.C<,, on obtient finalement (I ~ r)o <. Qi 0i, ...0i,, ce qui est exactement
(l=rjo<(l=r)p O

Corollaire 2.2 Si il existe une dérivation du type suivant :

[T Freyre, QU —optindNarrow T[T Frerirey, Q@11

telle que :

1. RE2 ne contienne pas de regles de la forme : RE;,q(Q, <)p : j ou REina(Q, <) ;

2. toutes les inégalités dans I’ soient satisfaites ;

alors, il existe une dérivation :

* Akl /
Fl‘FQ l_R(‘,'l\RSQ @ DecIndNarrow F1|F2 l_726"1\1'[(725’2) Q

Preuve. Par récurrence sur la longueur de la dérivation, et grace au lemme 2.2 O

Corollaire 2.3 S’il existe une dérivation du type :

['1T2 Freires QIO —0ptindNarrow  ©

et telle que RE2 ne contienne pas de regles de la forme : RE;,q(Q, <)p : j ou REna(Q, <) u,
alors, si @ € X™ désigne le vecteur des variables libres de RE2 U {Q}, le séquent Ty UT9, @ €
T (X)" Fre,ure, @ admet une preuve dans le calcul des séquents modulo.

Preuve. La dérivation peut se décomposer en :
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T1|Ts Freyire, QUI] —optindNarrow  T1|Th Frerrey ¢~ ¢'[1']
—Trivial °lI'l —Elim ©

Comme la regle Elim est appliquée avec succes, toutes les inégalités de I’ sont satisfaites.
D’apres le corollaire 2.2, on en déduit qu’il existe une dérivation :

* 17 I oo !
['1|T2 Freyrey, @ —DecindNarrow L1115 Frermrey) t &t = DecindNarrow ©

et le résultat est démontré, d’apres le corollaire 2.1. O
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Corollaire 2.4 On reprend les hypothéses du paragraphe 1.5. S’il existe une dérivation du
type :

[T Fre res Q] —Refutation Refutation
et telle que REy ne contienne pas de regles de la forme : RE;,4(Q, <)p : j ou RE;n4(Q, <)u,

alors, si @ € X" désigne le vecteur des variables libres de RE2 U {Q}, le séquent T'y UTs, @ €
T (X)" Fre,ure, @ n’admet pas de preuve dans le calcul des séquents modulo.
Preuve. La dérivation peut se décomposer en :

FI‘FQ |_R51|R82 Q[[m] " OptIndNarrow Fll’Pé l_R5'1|R8’2 Q/W)]] —Refutation Refutation

D’apres le corollaire 2.2, on en déduit qu’il existe une dérivation :

[0 Freyjrey @ —DecindNarow 11115 Fretmrey) @ —Refutation Refutation

et le résultat est démontré, d’apres le corollaire 2.1. O

2.5 Exemple

Nous effectuons ici une preuve compléte de la commutativité de I’addition avec notre systeme.

r+ 0=z, z+s(y)=s(z+y)le2FX+Y =Y+ X
— w4+ 0=l by sns@ry) X Y Y + X Push;
— Q‘FQ F3[:-%-0%31:,9&-"-5(y)zs(ac-i-y) X+Y =Y+ X Push,
— ®|F2 |_$+0%:c,z+s(y)—>s(a:+y) X+Y=Y+ X Orient; a
—  Plebre, X+Y =Y 4+ X Orient; a

Avec: RE ={z4+0—-z,2+s(y) —s(x+y)}

OIT2 Fre, [y X1~ 0+ X3

Induce
DIT2 Fre, {rony S(X1 + Y1) = s(Y1) + X3

Avec - { k1= (2,y) <2 (X1,0) =z +y

OIT2 FRre, |frgma2y 00
— D72 Fre, [{rsme:2) $(X2) = s(0 + X2) Induce
02 Fre,{ro1y S(X1 + Y1) = s(Y1) + X1

k3= (z2,y) <2 (0,0) > z+y~y+z
Avec - ky=z<0=z~0+z
) ks =(z,y) <2 (5(X2),0) > zty~y+z
ke =2 <s(X9)=>z~0+2z
D2 Fre, |{rs,me:2) S(X2) = 5(0 + Xo) s
— 6 Trivial
@|F2 |—R51‘{,€2:1} S(Xl + Yl) ~ S(Yl) + X1
Q)’FQ '_7'\’,81\{57 K8,k6:2} S(XQ) ~ 3<0 + X2)
18,16 Orient, b
T 01T Frey i (X0 + Y1) & (V) + X, 2
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s(Xo + 0)[IMV]
s(Y1) + Xy

®|F2 |_R$1|{n7 Kg,k6:2} S(XZ)
OIT2 Fre () 8(X1 + Y1)

~

~
~
~

Rewrites; b

Avec: TM ={0<0, X, < s5(X2)}

OIT2 Freynr sy S(X2) ~ s(X2)[IW] .
— R7,18,5 Rewrite; a
®|F2 |‘R51|{52 1} S(X1 + Yl) ~ (Yl) + X1 !
a
— @“—‘2 '_R51|{n7,mg,146.2} <>[[I )]] Trivial

0T Freyfnyiny s(X1 + V1) & s(Y1) + Xy
— ®|F2 '_R51|{l€211} s(X1+Y) ~s(Y1) + X Elim
®|F2 l_R51|{m9,n10:2} 8(0 + YE’)) ~ 8<Y3)

— Induce
DIT2 Frefrme2) S(8(X3) +Y3) = s(s(Y3) + X3)
kg = (2,y) <2 (0,8(Y3)) =z +y~y+z
Avee . d F10= (z,y) <2 (0,Y3) = s(z +y) =~ s(y) +z
] k= (zy) <2 (8(X3),5(Y3)) >z t+ymyta
k12 = (z,y) <2 (5(X3),Y3) = s(z +y) = s(y) +z
DIT2 Fre, [{ris m1a,m10:2} 8(0+Y3) ~ s(Y3) .
— R13,R14,k Orientyb
@’FQ }_Rgll{lﬁllm‘/12 2} S(S(X3) Y) ~ s 8(1/3) + X3) ’
Avec : J 13 = (z,y) <2 (0,5(Y3)) =>£+g§>g+£
k= (2,9) <2 (0,5(Y3)) = y+z>z+y

®|F2 |_R51|{I€13,K14,N10:2} S(}f?) + 0) ~ 3(Y3)[[I(2)]]

Rewrites b
OI02 Fre, | irm2) S(5(Xa) + V3) = s(s(Y3) + X3) ?

Avec: I ={0<0,Ys < s(Y3)}

O|T '_7251\{ 18,514,515 } s(Y3) ~ S(Y?’)[[I(z)]] i
K13,K14,K Rewrite;a
002 Frey{mn a2y S(5(X3) + Y3) ~ s(s(Y3) + X3) 1
Avec: K15 = (2,y) <2 (0,Y3) = s(z+y) = s(y) +z
0ITs Frey s mramsy QL] Trivial

s(s(Y3) + X3)
s(s(Ys3) + X3) | Elim

DIT2 Frey [fi11m0:2) S(5(X3) 4+ Y3)
— WFQ l_Rgl\{nH,Nu:Z} S(S(X?)) + Y3>

~
~
~
~

‘ = DIT2 Fre (ks mimme2t S(5(X3) +V3) = s(s(Y3) + X3) ‘ Orient, b

= 002 Freyfmgmrime2y (Y5 + 5(X3)) & s(s(Ys) + X3)[IP)] | Rewrite; b
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Avec T0) = {5(X3) < 5(X3); Y3 < 5(Y3)}

‘ = OIT2 Fre (g mirmst 5(5(Y3 + X3)) = s(s(Y3) + X3)[1®] ‘ Rewrite; a ‘

Avec : kg = (z,y) <2 (5(X3),Y3) = s(z +y) = s(y) + z

[ = 0T Frey (rapmirmst S(5(Y3 + X3)) ~ s(X3 + 5(Y3))[IP] [ Rewrite; b |

Avec : I™ = {5(X3) < 5(X3); Y3 < s(¥3); s(Y3) < 5(Y3); X3 < s(X3)}

s(s(X3 + ¥3))[IW] | Rewrite; a

— @|F2 |—R51|{K167,€177,§18} S(S(Yg + Xg)) i~

— ®|F2 l_Rgl|{“16,5177/€18} S(S(X3 + Yé)) ~ S(S(X?) + }%))[[IM)]] Rewrite; b
— 002 Frelimemnrst CHP] Trivial

— O Elim
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Conclusion

Nous venons d’observer comment la surréduction est capable de fournir le mécanisme
d’inférence qui permet de réaliser une recherche de preuve par récurrence. Au lieu de définir
au préalable des schémas et des variables de récurrence, cette méthode a I'avantage de cibler
exactement les variables a instancier, et comment. En outre, du fait que la méthode est issue
directement du cadre de la déduction modulo, on a ’avantage de pouvoir directement traduire
une recherche de preuve réalisée avec succes par notre systéme en une dérivation du calcul des
séquents modulo. En ce qui concerne la preuve, le cadre général de la déduction modulo est
congu pour permettre de déléguer toutes les étapes de calcul sur les propositions ou les termes
a des démonstrateurs spécialisés utilisant des techniques équationnelles et de réécriture, et de
les séparer ainsi des étapes de déduction comme le modus ponens par exemple. Ainsi, certaines
parties de la preuve peuvent étre réalisées par des calculs paralleles, pendant que le véritable
squelette de la preuve est construit au fur et & mesure. En ce qui concerne la vérification, les
expériences décrites dans [DEP 03] de traduction de preuves équationnelles et par récurrence
en termes de preuve pour Coq devront s’avérer pertinentes. Si 'approche est fructueuse sur le
plan théorique et souligne la relation entre les méthodes de recherche de preuve par récurrence
fondées sur la réécriture et la récurrence noethérienne, nous sommes clairement & la recherche
d’une implémentation des résultats présentés ici. Notre but sera de réaliser cela en permettant
de mécaniser la recherche de preuve dans un assistant qui utiliserait a la fois la théorie des
types et le calcul de réécriture [BAR 03, WAC 05]. En outre, notre approche donne la possi-
bilité d’utiliser un principe de récurrence utilisant I'ordre induit par des systemes de réécriture
noethériens, donc beaucoup plus performant que le principe de récurrence structurelle qui est,
en pratique, utilisé dans la plupart des assistants de preuve habituels. Cette approche fondée
sur la surréduction est la porte ouverte a de nouvelles questions fondamentales. Citons-en trois.
La premiére concerne sa relation avec la stratégie trés utile que 1'on appelle rippling [BUN 05].
En effet, d’'une maniere qui s’apparente a cette stratégie, la surréduction rend explicite et relie
a un systeme de réécriture noethérien ce dont on doit se servir pour démontrer un but par
récurrence. Cette analogie devrait étre étudiée de maniere approfondie et peut-étre étre ex-
ploitée. La seconde, que nous développons dans la derniére partie de cette these, concerne la
possibilité d’étendre la recherche de preuve par récurrence fondée sur la réécriture développée
jusqu’a présent a la réécriture de classe. Cela a déja été exploré en particulier dans [BER 95]
pour les théories associatives commutatives. Le caractere générique de la surréduction modulo
peut faciliter 'usage de tels systemes de réécriture de classe pour la recherche de preuve par
récurrence. La troisiéme concerne les preuves par consistance, qui sont en fait a la source de
I'usage des techniques de réécriture pour la récurrence [MUS 80b, GAN 92, COM 00, STE |.
La relation entre la déduction modulo et la démarche utilisée dans les preuves par consistance
mérite d’étre mieux comprise.
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Un systeme de recherche de preuve
pour la récurrence modulo
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Nous étendons & présent notre systeme de recherche de preuve dans l'intention de pouvoir
réaliser des preuves par récurrence dans des théories contenant des axiomes non orientables,
par exemple des axiomes commutatifs. Le systeme de recherche de preuve IndNarrowMod pour
les preuves par récurrence introduit dans cette section est fondé sur la surréduction modulo.
Avec ce systeme, I’étape de récurrence est de nouveau réalisée par surréduction au niveau d’une
position définie-maximale. En outre, si on suppose que la théorie est axiomatisée par un systéme
de réécriture équationnel (R, E) terminant sur les termes clos, suffisamment complet, et dont le
systeme d’égalités F préserve les termes constructeurs, les substitutions surréductrices appar-
tiennent a un ensemble complet d’unificateurs constructeurs. Nous avons déja observé au cha-
pitre 2 que ces ensembles peuvent étre tres faciles a déterminer. La correction et la complétude
réfutationelle de notre systeme sont validées par le calcul des séquents modulo.

1.1 Le systeme de recherche de preuve IndNarrowMod

On fait les mémes hypotheses qu’a la section 1 de la partie III, et on suppose également que :
1. E est une théorie équationnelle présente dans I'y ;

2. RE1 est terminant sur les termes clos et suffisamment complet modulo E par rapport a
un ensemble de constructeurs libres;

3. (R, E) est compatible avec < (voir définition 1.4 de la partie II).

La regle principale est bien-stir de nouveau Induce. Elle utilise la surréduction modulo E pour
choisir a la fois les variables de récurrence et le schéma d’instanciation. La surréduction est
appliquée de nouveau uniquement au niveau de positions définie-mazimales du but courant Q.
Les autres regles effectuent les taches suivantes : Trivial élimine une égalité entre deux termes
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Induce INI) FreiRE, @

® L cre ['1|T2 FRe REso U{REma(Q,<)o'} (Q'IM]ur )0
o' € CSUCE(Q],/» 1)

si Q' =pQetw € DM(Q)
Orient 1|02 Freuiryire. @ = T1ll2 Freufimrre, @

si (k=Ilrrourk=r=xl)etl>r

Push; Fyl=rlebreire, @ — T1ll2 Freuparyire, @
Push, [ Pol =71 brere, @ — T2 Freyjre,ufiar) @
Rewrite1 F1|F2 |_R81\R82 Q — F1|F2 |_R51|R82 QI

si. Q —re, /g Q'
Rewriteg F1|F2 '_Rgl\RSQ Q — F1|F2 l_’R€1|R52 Ql

si. Q —reyp Q

Trivial F1|F2 |_R51\R52 tt — O
si t =B t
Refutation ['1|T2 Fre,jre, @ —  Refutation

si aucune autre régle ne peut s'appliquer

Fi1G. 1.1 — Le systeme de recherche de preuve IndNarrowMod

FE-équivalents, Push pousse une hypothése équationnelle de la partie déduction vers la partie
calcul, Orient oriente une égalité de la partie calcul pour la transformer en regle de réécriture,
suivant le quasi-ordre < qui aura été choisi, Rewrite (1 ou 2) réécrit modulo E-équivalence
a 'aide d’une regle, d’'une égalité, ou d’une instance plus petite d’un but précédent. Push et
Rewrite sont dupliquées du fait de la distinction I'; /RE; et 'y /REo.

1.2 Correction

Montrer la correction revient a prouver que, pour chaque regle de réécriture du systeme de
recherche de preuve IndNarrowMod de la forme :

[1|T2 Freyre, @ — ®ier TS Freijre @'

alors I'y U T, Var(RE, U{Q}) € T(X)" Fre,ure, @ est dérivable dans le calcul des séquents

modulo, & partir du moment ot tous les I U T}, Var(RE, U {Q'}) € T(Z)™ Freiures Q' le
sont.

Théoréme 1.1 57 :

1. Induce est appliquée sur
1|2 Fre jre, @
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1.2. Correction

pour obtenir :

® . ere 102 Fre RE0UIREma(Q,<)oy  (QT]ur)o
o' € CSUCE(Q' |,/ 1)

DM(Q), Q' =pQ );

2. < est noethérien sur T (X) ;

/

(rappel : W' €

3. chaque séquent IMUuTly, 7, € T (%) I_RS1URSQU’U{RS¢nd(Q,<)U’} (Q'[r)w)o’
est dérivable dans le calcul des séquents modulo, avec X o € X" le vecteur des variables
libres de RE20" U{Qo'};
alors, si © € X™ désigne le vecteur des variables libres de RE2 U {Q}, le séquent
MUl 7 € T(X)" Fre,ure, @ est dérivable dans le calcul des séquents modulo.

Preuve. Tout d’abord, comme FE préserve les termes constructeurs, F est réguliere, donc :

Var(Q) = Var(Q') (1.1)

Soit v une substitution close telle que Var(RE2U{Q}) C Dom(a), o | I'une de ses RE1, E-
formes normales, et V' C X' tel que Dom(a) C V.
W' € DM(Q'), donc Q" est R, E-inductivement réductible & la position w’ (lemme 2.1
de la partie I). D’apres la proposition 2.3 de la partie II, on en déduit qu’il existe une
regle de réécriture | — 7, et deux substitutions ", 1", telles que o € CSUR(Q'|,/,1),
Im(c") C T(C,X), et :

o' =g a | [V] (1.2)

Maintenant, comme ¢” est un unificateur constructeur de @’ w et de [, il existe deux
substitutions o’ et ¢, telles que o' € CSUCE(Q'|,,1) et

o’ =g a’@l[Var(Q/|w/) U Var(l)] (1.3)

Observons cependant que on peut supposer Ran(c’) NV = (), donc, en posant p =
' |Ran(or) + 0" v, on déduit aisément de (1.3) que I'on a 0" =g o'p[V]. En remplagant dans
Pégalité (1.2), et en posant p' = pp”, on obtient :

o1 =g a | V] (14)

Considérons maintenant les dérivations suivantes.

I
A
za |~ xo'y Fre,up va = zo'y! *
E,xa |~ xo'y Fre, ra ~ xo'y! bop
9 1
w+ push( car E CT
I'yUTe,z € Viza |~ xo'y Fre,ure, xa = zo'y/ push( )
I,
Muly,zeVkaa |~z r(E) (dapres (1.4))
: w + push
'y UTs,z €V bFre,ure, za |~ zo'y za ~ xo'y/ p
113
I 1y
cut

I'1UTy,z €V breure, va = xo'y/
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IL; 5
(@) Fre, (@l A ot s
(Q'[r]jw)o’ Freyur (Q'ljw)o’, Q'd’
IIy 5
Q) Fo o Az (car o’ € C’SUC’E(QL},, 1))
@)e QU Frene @0 TP
II3 5
Il or IIg 4
Q1) Freson @0
B, Q) e, @0
L1 UTy, 2,0 € T(2)", (Q[r]wr)o’ FREIURE 20" U RE 1ma(Q,<)0'} RO w ot push
Iy 5
T1UT, Ty € T(2)™ Fre,ureso’{REma(@.<)o"} (@[1]wr)o” (supposé)
I uly, 2y € T(E)”if F REVURE 0" {RE (@, <)o"} Q' (Q[r]r)o’
15 5

HB,J’ H4,U’

; cut
[ UL, Ty € T(E)" Fre,ureso UiREma(Q.<)0'} @0

Posons PE;,q(Q, <) la proposition canonique associée a RE jqa(Q, <).

HG,U’
HS,U’
o n! ! /! pop
Fl U F2a Lo’ S T(E) vagind(Qa <)U l_'RglU'RSQU/ Q o - _

T UT2, 7 € T(2)" Freyurese PEind(Q, <)o’ = Q'o’

|1 PV
HG,U’ r
!
' UTs Fre uresowy (PEma(Q, <) = Q')o'y/

1T,

o s
' UL Fre,urEsa (PEma(Q, <) = Q')

Te
(6%

Et puisque « a été choisie de facon quelconque, on a :
H4 :

aESubstE/\Var(’REQU{Q})QDom(a)Ha -

[ UTs, @ € T(2)" Freyure, PEmna(Q,<) = Q" °
I'y Uy, T € T(E)R,Pé‘md(Q, <) Fre,urE, Q' mp
MUl 7 € T(X)", PEina(Q', <), PEina(Q, <) Fre,ure, @

w
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1.3. Correction réfutationnelle

Azx

sznd(@ 7<) '_E sznd(@a <) pop

Pgind(Q,v <)a E+ Pglnd(@v <)
Fl U F27 ? S T(E)na Pgind(Qla <) l_'RglURSQ sznd(Qa <)a Q,

w + push car (E C T'y)

H6 .
11, 1II5
cut
[ UL, 7 € T(X)", PEina(Q', <) Fre,ure, @ ush
LU, 7 € T(2)", Freyuresu(REma(@.<)} @
II
Hﬁ 1-\l U F2 |_R<91UR52 NO@th(<, T(E)) r
1

MU, @ € T(X)" Fre,ure, @

et la preuve est terminée. O

Théoréme 1.2 IndNarrowMod est correct.

Preuve. Le théoreme 1.1 prouve la correction de Induce, et les preuves de correction des autres
regles sont analogues a celles qui ont été effectuées pour le systeme IndNarrow O

1.3 Correction réfutationnelle

Démontrer la correction réfutationnelle revient a prouver que, pour chaque regle du systeme
IndNarrowMod de la forme

I'1|Ts Freyjre, @ — ®icr T[T Freijres @'

tous les T% U I, Var(RELU{Q'}) € T(x)™ FRreiuRe: Q' sont dérivables si I'y U

Iy, Var(RE2U{Q}) € T(X)" Freyure, @ lest. Nous détaillons dans la preuve du théoreme
suivant le point le plus délicat qui est de nouveau le cas de la régle Induce.

Théoréme 1.3 57 :

!/ /
7. Tille Frere; @ —Induce ©® ! —r < e 12 Fre  1REso UIRE (@ <)o'} Q' [T]ur T
o' € CSUCE(Q' |,/ 1)

(rappel : ' € DM(Q'), Q' =5 Q);
2. le séquent T1 UTy, @ € T(X)" Fre,ure, @ admet une preuve dans le calcul des séquents
modulo, avec T € X™ défini par T = Var(RE2U{Q});

alors, chaque séquent :

Fl ) F27 E)O'/ € T(Z)nal l_R(SlURgQU/U{Rgind(Q,<)O’l} QI[T‘]W/O'/

est également démontrable dans le calcul des séquents modulo, en posant o o € X" le vecteur

des variables libres de RE20" U{Qa'}.
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Chapitre 1. Un systéme de recherche de preuve pour la récurrence modulo

Preuve. Soit 0 € CSUCE(t,1). Pour toute substitution close pu telle que Var(RE20 U{Qao}) C

Dom(u), on a :
HU?“
T'yuTy, T € T(E)n l_Ré’lUREz Q r
op
[ UT Fre,uRrEson Qo
Considérons maintenant les dérivations suivantes :
Hl,a .
HUvH‘
nESubstEAVar(RE20U{Qo})CDom () r—
Fl U FQ, ?0 S T(E)no l_R(E‘lURgQO' QU ’
H2,a’
Hl,cf
— n w
I'urly, o', € T(E) 7 FreURE o Qo, (Q[r]w)o
H3,O'
Ax
QU)o Fumr (Qr]iw)o
w + push (car | — r € RE
B UTs, Qo Q)0 Freyures (@107 ( 2
Iy, -
Az (car 0 € CSUCE(Q\,,1))
Qo e Qe ¢
E) QU l_ (Q[l]w)(f
w + push
I't UTs, Qo bFre urese (Qlw)o, (Qlr]w)o
II5, :
H3,U H4,J
cut
Fl U FZa QU |_R£1UR520 (Q[T]W)U w
[ UTy, 7 € T(X)",Q0 Fre,ureso (Qrw)o
HG,U .
H2,a’ HS,O’
— o cut
urly z, € T(E) i }_Ré'lURgzo' (Q[ﬂw)o—
w + push

LU, @6 € T(X)" Fre,uresoURE (@) (QIr]w)o
ce qui termine la preuve. O

En guise de corollaire du théoreme 1.5, on obtient :
Théoréme 1.4 Le systeme IndNarrowMod est réfutationellement correct.

Preuve. Le théoreme 1.3 prouve la correction de Induce, et les preuves de correction des autres
regles sont analogues a celles qui ont été effectuées pour le systeme IndNarrow O
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1.4. Complétude réfutationnelle

1.4 Complétude réfutationnelle

Théoréme 1.5 Le systeme IndNarrowMod est réfutationellement complet.

Preuve. L’argumentation est analogue a celle développée au paragraphe 1.5 de la partie 111 O

1.5 Exemple

Considérons la spécification liste présentée a la figure 1.2. Notre but ici est de prouver la

— Sortes : nat, list.
— Constructeurs :

0 : = nat; s : nat — nat; Nil : — list; ::: nat x list — list.

— Fonctions définies :

+ : nat X nat — nat; <> : list x list — list; rev : list — list

— Axiomes :

O+z~x Nil<>1l=1 rev(Nil) =~ Nil

s(@)ty=slzx+y) (zl)<>mmz:(l<>m) rev(r:l)=rev(l) <> (x: Nil)

Fia. 1.2 — liste

conjecture :
L<>M=rev(l)<>M
Commengons par introduire les notations suivantes :

1. B(<>)={(L <> M) <> N~ (M <> L) <> N} (nous avons déja pu constater dans
Pexemple 2.1 de la partie II que E(<>) est une théorie infinitaire) ;

| = ensemble des axiomes de la spécification liste;
RE1 le systéme de rééeriture obtenu par remplacement dans I'j du symbole ~ par —;
' =T{UE(<>) Ty={L(=),NI, Noeth(<2,T(X)?)};
Q=L<>M~=~rev(l)<>M.
Posons donc le but :

ol N

| T1, B(<>)|T2 Freyo Q |
En appliquant Push; et Orient de facon répétée, on obtient :
0, E(<>)|y }_Ré’l\@ Q
On peut maintenant appliquer Induce, car RE1 est terminant et suffisamment complet modulo
E(<>). Les positions définie-mazimales dans Dom((Q)) sont 1 et 2.1. On choisit arbitrairement
la position 2.1, et on doit donc calculer les ensembles CSUCg.~y(rev(L),1) pour chaque regle
I — r de RE1. On peut se restreindre aux regles telles que () = rev, et on obtient :

l CSUCE(<s)(rev(L),1)
rev(Nil) | o1 ={L — Nil}
rev(x 1) |og ={L — Xy :: L1;2 — X1;0l — L1}
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Chapitre 1. Un systéme de recherche de preuve pour la récurrence modulo

On est amené a prouver les deux sous-buts :

0, B(<>)|T Frey sy Nil <> M = Nil <> M
@,E(<>)|F2 }—Rgl‘{m} ((X1 i Ll) <> M) ~ (rev(Ll) <> (Xl i N’Ll)) <>M

avec :
k1= (L,m) <g (Nil, M) =1 <>m~=~rev(l) <>m
Ko = (l,m) <9 (Xl i Ll,M) :>£<> m = TGU(D <>m

Trivial élimine le premier sous-but, et sachant que 'on travaille modulo E(<>) équivalence, ce
deuxieme sous-but peut encore s’écrire :

‘ @,E(<>)|F2 }_Rgﬂ{m} ((X1 b Ll) <> M) ~ ((Xl i NZZ) <> rev(Ll)) <>M I

ce qui donne, apreés normalisation :

‘ @,E(<>)’F2 |_R€1|{52} X = (L1 <> M) ~ X1 (TeU(Ll) <> M) ‘

Maintenant, comme (Lq, M) <o (X :: L1, M), on peut appliquer Rewrite, a ce dernier sous-
but, on obtient ainsi :

‘ @,E(<>)|F2 |—Rgl‘{,€2} X7 = (L1 <> M) ~ X (Ll <> M) I

et Trivial élimine ce dernier sous-but.
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Nous présentons dans ce chapitre deux systemes de recherche de preuve : IndNarrowModAC
et IndNarrowModA qui sont des succédanés du systeme de recherche de preuve IndNarrowMod
présenté au chapitre précédent. Comme leurs noms l'indiquent, le premier effectue des preuves
dans les théories associatives commutatives, et le second dans les théories associatives. Ces
systémes travaillent dans I’algeébre des termes variadiques, définie par C.Marché [MAR 93]. Nous
avons déja fait observer que celle-ci est une généralisation de la notion d’algebre de termes clas-
siques, ou certains symboles de fonction ont une arité non fixée. L’intérét de cette généralisation
est de pouvoir coder les axiomes de commutativité et d’associativité dans la structure des termes,
en leur faisant subir une transformation appelée aplatissement. Cette transformation a pour
conséquence immédiate d’alléger ’écriture, et on verra dans les exemples que ceci n’est pas
uniquement une commodité pratique. En effet, on s’apercevra qu’il est plus facile de repérer les
symétries dans un but équationnel lorsque les deux membres sont aplatis, et que cela est tres utile
pour savoir a quelle position il est préférable d’appliquer la regle Induce : par symétrie, certaines
positions sont clairement équivalentes, et on privilégiera celles qui engendrent des instances du
but auxquelles on peut appliquer davantage de réductions ultérieures. L’aplatissement permet
également de contourner la difficulté qui est le choix du représentant de la classe d’équivalence
du but lorsque I'on veut réaliser I’étape de récurrence. En effet, deux égalités d’'une méme classe
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d’équivalence modulo A ont exactement la méme forme plate, et deux égalités d’une méme
classe d’équivalence modulo AC' ont la méme forme plate a permutation prés des arguments
des symboles associatifs et commutatifs. On verra alors que la question du choix du meilleur
représentant ne se pose plus dans les deux cas.

2.1 Formes plates : étude plus approfondie

Une des difficultés posée par les termes aplatis & C. Marché [MAR 93] a été la représentation
des positions. Par exemple, si + est un symbole AC, quelle est la position de b+c dans a+b+c+d?
C.Marché a proposé une définition qui donne a b + ¢ la position {2,3}. De cette définition des
positions on en déduit une autre des sous-termes. Ces définitions ont ensuite permis a C.Marché
d’introduire une transformation, appelée aplatissement des positions, et qui fait correspondre, a
toute position d’un terme, une position a l'intérieur de sa forme plate. Un des intéréts majeurs
de cette transformation est qu’elle permet de repérer, a I'intérieur de la forme plate d’un terme
s, les sous-termes qui sont eux-mémes les formes plates de sous-termes de s. Ceci est le point
clé qui crée un pont entre les systémes IndNarrowModAC et IndNarrowModA d’une part et le
systeme générique IndNarrowMod d’autre part. Dans ce qui suit, + désigne un symbole variadique
quelconque, et on adoptera les conventions suivantes :

Notation: Soit 5 un terme aplati quelconque :
— sis(e) ¢ V, on écrira S = fS1...5,, en précisant f ¢ V;
— si§(e) € V, on écrira s = 57+ ...+ Sy, chaque S; désignant un sous-terme aplati de § muni
d’un symbole de téte différent de +.
Commencons par introduire les définitions de C.Marché [MAR 93].
On se place de nouveau dans une algebre de termes variadiques définie dans la partie IT (définition
1.10), et on reprend les notations qui ont été introduites alors. On définit A(V) et AC(V) par :
— AW) = {f(fy): = fa(fyz) | f €V}
~ AC(V) = AV) U{fzy = fyx | f €V}

ou encore A et AC, s’il ne peut y avoir d’ambigiiités.

Définition 2.1 L’ensembles des positions d’un terme aplati 5, noté Dom(s), est défini de la
fagon suivante :
— Dom(fs1...5,) ={e}ULl.Dom(s1)U...Un.Dom(sy,), si f ¢ V;
— Dom(s1 + ...+ 35,) = {e} UL Dom(s1) U... Un.Dom(s,) U P, avec P, 'ensemble des
parties de {1,...,n} de cardinal > 2

Remarque: La position {1,...,n} sera identifiée avec e.
Exemple 2.1 [BER 97| Supposons f ¢ V, et posons s =a + b+ f(c+ d). Alors :
Dom(s) = {e, 1, 2, 3, {1,2}, {1,3}, {2,3}, 3.1, 3.1.1, 3.1.2}

Les positions dans P,, sont appelées positions de niveau 0. Plus généralement, le niveau d’une
position est la longueur de la chaine obtenue en effacant ’ensemble se trouvant éventuellement
a la fin de cette position.

Définition 2.2 Un terme aplati s = 57+...4+35, étant donné, on définit récursivement le niveau
d’une position w € Dom(3), noté Level(w), par :

— Level(e) = ¢;

— Level(i.w) = i.Level(w) ;
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— Level({i1,...,ix}) =&, avec k > 2.
Remarque: La définition reste cohérente si {1,...,n} est identifiée avec e.
Exemple 2.2 Dans 'exemple 2.1, Level(1) = 1, Level({1,2}) = ¢, Level(3.1) = 3.1.
Apres avoir défini les positions, on peut naturellement définir les sous-termes :

Définition 2.3 Un terme aplati S et une position w € Dom(3s) étant donnés, le sous-terme de
s a la position w, noté 3, est défini par :

S = 5;

- g\i.wi = S_’L‘wl )

= (514 S0y, = S et Sy
Exemple 2.3 Dans 'exemple 2.1, 5113y =a + fle+4d) et S31=c+d

Quand on aplatit un terme s, I’ensemble de ses positions est transformé, cela est défini formel-
lement comme suit :

Définition 2.4 [MAR 93] Un terme s = fs1...s, € T(X,X) étant donné, il existe une appli-
cation de Dom(s) vers Dom(3s), notée flats, définie récursivement de la fagon suivante :
— siilexiste f € X\ V, s1,...8, € T(X,X), tels que s = fs1...sy,, alors :
— flats(e) =€
— flats(iw) =i.flats, (w)
— siil existe $1,...8p, t1...t, € T(X,X), telsque s=357+... 43S, et t =t1+...tpm (n>1,
m > 1), alors :
— flatsyi(e) =€
—sin=1, flats4(l.w) = 1.flats(w)
—sim =1, flats;+(2.w) = (n+ 1). flat,(w)
—sin>2, flats4(1) ={1,..., n}
—sim>2, flats4(2) ={n+1,..., n+m}
—sin > 2, flatsy(liw) = flats(i.w)
—sim >2et flaty(i.w) = ju', alors flats 1 (2.4.0) = (n+j).w’
—sim >2et flaty(i.w) = {i1,..., g}, alors flats14(2.0.w) ={n+i1,..., n+ig}

Exemple 2.4 Pour s = (a+b) + f(c,d), on a :

flats(e) =
flats(1) = {1 2} flat (2) =
flats(1.1) = flats(2.1) = 3.1
flats(1.2) = flats(2.2) = 3.2

On a écrit, au début, que l'intérét de la définition précédente est qu’elle permet de repérer, a
I'intérieur de la forme plate d’un terme s, des sous-termes qui sont eux-mémes des formes plates
de sous-termes de s. Cela est formalisé comme suit :

Lemme 2.1 [MAR 93] 515 = 5| i1, (w)-

Il est alors naturel de se demander sous quelles conditions une position w, choisie a 'intérieur
d’un terme aplati, est I'image d’une position d’un terme s par 'application flats;. C’est le cas
si le dernier élément de la suite définissant la position w est un entier, ou un ensemble d’entiers
consécutifs. Plus précisément, cela s’énonce comme suit :
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Lemme 2.2 Les propositions 1 et 2 ci-dessous sont équivalentes :

1. (w € Dom(s)), il existe i,k € N, et une séquence d’entiers wy, tels que w = wy.i ou
w=wp{t,i+1,...,i+k}.

2. Tl existe s’ € 7(X, &), w' € Dom(s'), tels que s’ =5 et w = flaty(w')
Preuve. c’est le lemme C.34 démontré en annexe O

La proposition précédente justifie la définition suivante :

Définition 2.5 Un terme aplati 5 étant donné, une position w € Dom(s) est dite position
aplatie, si il existe i,k € N et une séquence d’entiers wq vérifiant w = wp.i ou w = wp.{3,7 +
1,0+ k}.

Une autre difficulté posée par les termes variadiques est la définition du remplacement d’un sous-
terme a une occurence donnée. Par exemple, a, b, ¢, d, e, f et g étant des constantes données,
comment peut-on définir le remplacement du sous-terme de a4+ b+ c+d a la position {1,3} par
e+ f+g? C. Marché [MAR 93] a proposé une définition selon laquelle (a+b+c+d)le+ f+9g]1,3)
est défini par ’addition (suivi d’un réaplatissement) du terme a + b+ ¢+ d privé de a et ¢, avec
e+ f+g. Celas’écrit : a+b+c+dle+ f+glps =b+d+e+ f+g. De la méme maniere, on
peut écrire : (a+b+c+d)le+ f+glr2,3y = a+d+e+ f+g. Observons maintenant que le terme
a+ b+ c+d peut étre obtenu en aplatissant s = (a+ (b+¢)) +d, et il est facile de vérifier que si
w € Dom(s) est défini par w = 1.2, flats(w) = {2,3}. Si on pose maintenant t = e+ (f + g), on
at=e+f+g,etleterme (a+b+c+d)[e+ f+glra3 peut s’écrire avec ces notations 3[t] q¢, (w)-

Cependant, on a st], = (a+ (e + (f +g))) + d, donc par conséquent s[t|, =a+e+ f+ g+ d.
On voit alors que l'on a s[t], =, 5[] fiat, (w), mais que on n’a pas s[t], = 5[] fias,(w)- Il nous
a pourtant semblé qu’il serait tres pratique de pouvoir affirmer que cette derniere égalité est
vraie pour tout choix de s, t et w. C’est pourquoi nous avons proposé une autre définition du
remplacement d’un sous-terme a une occurence donnée que celle de C.Marché. Observons tout
d’abord que égalité souhaitée s[t]l, = 5[] fia, () incite & ne modifier cette définition qu’au
niveau d’une position aplatie. Sachant que celle-ci se termine toujours par un entier isolé ou un
ensemble d’entiers consécutifs, on peut proposer une définition tres intuitive. Dans la situation
précédente, par exemple, une position aplatie a l'intérieur du terme a + b + ¢ + d peut étre
w = {2,3}. On peut alors simplement poser a +b+c+dle + f +glppsy =a+e+ f+g+d.
Formellement, cela s’écrit :

Définition 2.6 Etant donné deux termes aplatis 5 = f57...3,, t, et une position w € 3, on
définit le remplacement par ¢ dans 5 a la position w récursivement de la facon suivante :
- g[ﬂs = %5
—siwe{l,...,n}:
— cas 1 :il existe i, k € N, tels que w ={i,i+1,...,i+ k}.
5[t = f51. .. S 1lSithi1---5n

— cas 2 : sinon, soit {iy,...,ix} ={1,...,n} —w.
S[tlw = fSiy .. Sigt.
— S[t)iw; = f31...Sijwi < t]...5,.

Il faut remarquer en ce qui concerne le deuxiéme point que le réaplatissement est nécessaire si
t admet + pour symbole de téte.
Cette définition permet alors d’énoncer la proposition suivante :
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2.1. Formes plates : étude plus approfondie

Proposition 2.1 Etant donné un terme s, une régle [ — r, une position w € Dom(s), et une
substitution o, on a ’'égalité suivante :

s[tlw = 5[t frat, ()
Preuve. Voir proposition C.5 démontrée en annexe. O

A partir de cette proposition, une relation de réécriture sur les termes se décline sur les termes
aplatis de la fagon suivante :

Définition 2.7 Un systeme de réécriture (non conditionnel) R étant donné, on définit la relation
—75 sur I'ensemble des termes aplatis par § — t 8’il existe une regle I — r dans R, une position
aplatie w € Dom(3) et une substitution o telles que : 5, = lo, t = 5[77]..

Exemple 2.5 Considérons la spécification liste définie a la section 1.5 du chapitre 1 (figure
1.2). Posons R le systeme de réécriture obtenu en orientant les axiomes de gauche a droite,
et supposons que + soit variadique. Si = x + rev((s(0) +y 4+ 0 + 2) = Nil), alors 5 —5
x4+ rev((s(0) +y + 2z) :: Nil)

On peut ensuite étendre cette relation aux classes d’équivalence des termes aplatis modulo
permutation des arguments des symboles variadiques :

Définition 2.8 Un systeme de réécriture R étant donné, on définit la relation —z / =, sur
I'ensemble des termes aplatis par s —z /=, t si il existe deux termes s’ et ¢’ tels que 5 =, ¢/,

s omt ettt =, 1.

La proposition ci-dessous montre le lien qui existe entre la réécriture modulo sur les termes et
celle sur les termes aplatis définie plus haut. Cette proposition sera utile pour montrer que les
systemes IndNarrowModAC et IndNarrowModA sont des instances du systeme générique IndNar-
rowMod .

Proposition 2.2 Deux termes s, t € 7 (3, X') et un systéme de réécriture R étant donnés,
1.5 —gtssis—put

2.5 “R/=, t ssi s —Rr/AC U

Preuve. 1. — = : supposons que § —z t. Par définition, il existe une régle I — r dans R, une
position aplatie w € Dom(s) et une substitution o telles que : Sw = lo. Or, d’apres
le lemme 2.2, il existe s’ € T (3, X), w’ € Dom(s'), tels que :

s'=35 et w= flaty(w) (2.1)

On peut alors écrire 5|, = ?\flatsf(w/)' De plus, d’apres le lemme 2.1, on a : sl’w, =

§| flat (o) On déduit alors des égalités précédentes 1'égalité wa/ = lo, et cela peut
encore s’écrire :
Sl =4 lo (2.2)
Mais comme s’ =5 (d’apres 2.1), on a :
s=458 (2.3)
De (2.3) et (2.2), on tire :
s =45 [lo]|u (2.4)
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Observons maintenant que, par définition, ¢ = 3[Fa],, et, en considérant (2.1),
cela peut encore s'écrire t = s/'[TG] 141, (.r)- Ceci, combiné avec la proposition 2.1,

permet d’écrire : t = s'[ro]., ou encore :
t =48 [ro]. (2.5)

(2.4) et (2.5) entrainent finalement s —x /4 t.
— <= : Soient s, ¢ deux termes tels que s —x /4 ¢. On peut alors écrire : s =4 s'lo]w,
t =4 §'[ro)., avec I — r € R. Ceci, combiné avec la proposition 2.1, permet
d’écrire : 5 = ?[E]ﬂats, (W) et T = ?[ﬁ]ﬂats,(w/), ce qui implique 5 — .
2. : conséquence immédiate de 1, et de 'équivalence :s =4¢ t < 5 =, ¢ (lemme 1.3 de
la partie IT).
O

Lorsqu’on réalise I’étape de récurrence avec les systemes IndNarrowModAC et IndNarrowModA , on
commence par repérer des positions définie-mazximales a I'intérieur des conjectures a démontrer.
Bien qu’intuitif, ce concept mérite d’étre clairement défini dans le cas des termes aplatis :

Définition 2.9 Pour tout s € 7T (X, X), et pour tout w € Dom(3), la position w est appelée
définie-mazimale, si il existe f € D et des termes sy,..., s, € T7(C,X), tels que 3, = fs1 ...y,
avec n = 2 si f est un symbole AC.

Exemple 2.6 Considérons la spécification liste définie a la section 1.5 du chapitre 1 (figure 1.2),
supposons que + soit variadique, et posons 5 = x + rev((s(0) + y + 0 + z) :: Nil). Les positions
2.1{1,2} , 2.1.{1,3}, 2.1.{1,4}, 2.1.{2,3} , 2.1.{2,4}, et 2.1.{3,4} sont définie-mazimales dans
S.

Remarque: Un terme s € 7 (3, X) et une position w € DM(3) étant donnés, 5|, peut étre
considéré comme un terme qui coincide avec sa propre forme plate.

La définition 2.9 est justifiée par la proposition suivante :

Proposition 2.3 w € DM(s) si, et seulement si flats(w) € DM(3)

Preuve. c’est une conséquence directe du lemme 2.1 O

La proposition ci-dessous peut étre utile dans le cas ot on cherche a savoir si une position donnée
a l'intérieur d’un terme aplati est définie-mazximale :

Proposition 2.4 Si 5|, =, 7)./, et si w € DM(5), alors ' € DM(s')

Preuve. c’est une conséquence directe des définitions 1.12 et 2.9. O

2.2 Les systéemes de recherche de preuve IndNarrowModAC et
IndNarrowModA

La regle Induce du systeme de recherche de preuve IndNarrowMod est tres difficile a utiliser
et a automatiser, car elle impose de parcourir la classe de congruence du but a prouver. L’idée
de base que 'on va essayer de mettre en oeuvre dans la suite est d’utiliser les formes plates pour
contourner cette difficulté dans le cas des théories associatives commutatives, ou associatives
uniquement. Plus précisément, on cherche a construire un ensemble de regles d’inférence, tel
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2.8. Deuz exemples simples

InduceAC [1|0s Frere, Q —
® L ere [1|T2 Fre [RE20UIRE ma(Q,<)o} (QFlw)T
o € CSUCAC(T )
si we DM(Q)
OrientAC [1|02 Freyuinires; @ — Till2 Fre,upionre, @
si (k=Ilrrouk=r=xl)etl>r
Push;AC [ i~ 7Dy brere, @ — D12 Freupinriire, @
Push, AC T1|To,l =7 Freyre, @ —  T1lT2 Freyresupiar @
Rewrite; AC [10s Freyre, @ — T1ll2 Freyre, @
si Q —rer/=, @
Rewrite, AC [0 Freyre, @ — Tl breyre, Q@
si Q —RE /=, Q'
TrivialAC [ Freyre, tRE — O
si t=,t
RefutationAC [0 Freres @ — Refutation

si aucune autre regle ne s'applique

F1G. 2.1 — Le systeme de recherche de preuve IndNarrowModAC

qu’a chaque étape de dérivation dans le systeme IndNarrowMod , on puisse associer une étape
de dérivation sur la forme plate du but correspondant. On obtiendra ainsi deux systémes de
recherche de preuve IndNarrowModAC et IndNarrowModA capables d’effectuer les mémes preuves
que le systeme IndNarrowMod , et qui réalisent I’étape de récurrence directement sur la forme
plate du but a prouver.

A Taide de la mise au point concernant les termes aplatis faite a la section précédente, on
peut introduire les sytémes de recherche de preuve spécifiques IndNarrowModAC (Figure 2.1) et
IndNarrowModA (Figure 2.2).

2.3 Deux exemples simples

Pour avoir une meilleure intuition de la facon dont cet ensemble de regles fonctionne, nous
allons considérer deux exemples. Dans ce qui suit, nous ferons toujours référence a la spécification
donnée dans la figure 1 de l'introduction. Dans le premier exemple, on utilise les propriétés AC
des symboles + et x. Dans le second exemple, on effectue une preuve dans la méme spécification
que dans le premier, mais on suppose que les symboles + et * sont uniquement associatifs.

Un example AC : Supposons que RE; contienne les reégles de la spécification
Arithmétique simple donnée dans la figure 1 de 'introduction. RE; est terminant et suffisam-
ment complet modulo I’associativité et la commutativité des opérateurs * et + (notée AC(+, *)).
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InduceA ['1T2 Fre reS Q —

® o cre [1|Pe Fre |RE20UIRE ma(@,<)o} (RIT)w)o
0 € CSUCAQ), 1)

si w € DM(Q) et w aplatie

OrientA [1|0s Freyupnre, @ — Till2 Freyupiire, @
si (k=lrroux=r=xl)etl>r
Push; A Ll =7rle brere, @ — Till2 Freupnryire, @
Pushy A Dol =1 brere, @ — T2 Frejresuqinary @
Rewrite; A [0 Freyre, @ — Till2 Freyjre, @
si Q —RE, Q'
Rewrite; A [0 Freyre, @ — Till2 breyre, @
si Q —pg; @
Trivial A 1|02 Freyre, tRE — O
si t=t
RefutationA [1T2 Fre, re, @ — Refutation

si aucune autre regle ne s'applique

Fi1G. 2.2 — Le systéme de recherche de preuve IndNarrowModA

Posons 'y = AC(+, %), Ta = L(=) U {NI, Noeth(<4,T (X))}, et Q = (X1 + Xo + X3) * Xy ~
X1 % X4 + Xo *x Xy + X3 % Xy. Considérons le but suivant :
[T Freypp @

Appliquons d’abord la régle InduceAC. Les positions définie-mazimales dans @ sont 1.1.{1,2},
1.1.{1,3}, 1.1.{2,3}, 2.1, 2.2 et 2.3. Observons maintenant que le but reste équivalent par per-
mutation des variables X1, X9 et X3. Il reste donc deux possibilités : surréduire & une position
ou le symbole + apparalt, ou a une position ou le symbole * apparait. Comme la surréduction
a une position ou le symbole * apparait va créer plus de réductions ultérieures, on choisit de
surréduire a la position 2.1 du but. On doit donc déterminer I'ensemble C'SUC 4 (4 4 (X1% X4, 1)
pour chaque regle [ — r de RE;. On peut se restreindre aux regles telles que [(e) = *, et on
obtient, par application du corollaire 2.2 de la partie II :

+
(

l CSUCA0(+7*)(X1 *X4,l)

o1 ={X1 = Y0 — Y1; X4y — 0}

oy ={X1 = 0z — Yy; Xy — Yi}

2% 5(y) o3 ={X1 = Yo — Y5y = Y5 Xy — s(Yy)}
oy ={X1 = s(V1);x — Yasy — Y1; Xy — Yi}

z*0
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Apreés normalisation, cela nous conduit a prouver les quatre séquents :

102 Frei [REma(@)or 0 =0
|y |—R51|Rgmd(Q)g2 (Xo+ X3) Yy XoxY, + X3 Yy
T[Ty - | Y1+ Xo+ X3)* Yy + Y1+ Xo+ X3
12 TREIRENa(Q7 ¥y %Yy + Vi + Xo # Yo+ Xo + X3 % Ya + Xs
F1|F2 |_R51|Rgind(Q)‘74 (Yl + Xo + Xg) x*Ya+ Y=Y+« + Y+ XoxY+ X3xY)

Trivial élimine le premier. Puisque (Y7, X2, X3,Y)) <4 (Y1, X2, X3,5(Ys)), Rewrites peut
s’appliquer sur le troisieme, et comme (Y7, Xo, X3,Ys) <4 (s(Y1), X2, X3,Y1), Rewrites peut
également s’appliquer sur le quatrieme. On obtient ainsi

T1ITs Frey REa(Q)os (X2 + X3) % Yy = Xo + Yy + X3 %Yy

T|Ts - ViV +XoxYy + X3V + Y1+ Xo+ X3
2 REIREN D ~ Y« Vi+ Y+ X x Vit Xo+ X #Vi+ Xy

F|F n Yi«Y 3+ XoxY,+ XgxY,+ Y,y
2 REIREn Q1 ~ V1 # Yy + Ya + Xo # Vi + X3 % Y

Trivial élimine les deux derniers sous-buts. Il faut appliquer Induce au premier. Posons alors
Q = (Xo+ X3) *x Yy ~ Xy x Yy + X3 % Y. Les positions définie-maximales dans Q' sontl.1, 2.1,
et 2.2. Observons cependant que le but est équivalent a permutation pres des variables X et
X3. Il reste donc deux possibilités : surréduire a une position ou le symbole + apparait, ou a
une position ou c’est le symbole % qui apparait. On privilégie le symbole %, car cela permettra
d’obtenir davantage de réductions ultérieures, et on choisit ainsi 'occurence 2.1. Il faut donc
déterminer C'SUC 4¢ (X2 * Yy, 1) pour chaque regle [ — r de RE;. Par application du corollaire
2.2 de la partie II, on a :

l CSUCA0(+’*)(X2 *Y4,l)

o5 = {Xo — Yo;0 — Yo, Yy — 0}

o6 = {Xo — 00 — Z4;Yy — Z4}

vesty) | 77 {Xo — Yos2 — Yo;y — Zy; Yy — s(Z4) }
o3 = {Xo — s(Yo);x — Zy;y — Yo Yy — Z4}

z %0

Apres normalisation, cela nous conduit a prouver les quatre séquents :

I'1 D2 FRe [{REma(Q)02 REma(@)os} 0 = 0

D11T2 FRe s ((RE (@02 RE (@06t X3 * 24 X5 % Za

L1Ps PRy [{REms(@102REma(@)ort Yot Xs)k ZaA Vot Xy m Vo x 24+ Yo 4 X5 2y + Xy

Fl‘rg l_Rgl|{Rgind(Q/)0'27Rgind(Ql)o'8} (Yé + Xg) x Ly + Ly =YoxZy+ Zy+ Xg %2y

Trivial élimine les deux premiers sous-buts. Observons maintenant que l'on a :

w3 % Y1 + 3 * Ya

REind(Q')or = (w2, 73,y4) <3 (Yo, X3,8(Z4)) = (22 + 23) x ya = a2
* X2 *%-F@*%;

REina(Q")og = (x2,73,y1) <3 (5(Y2), X3, Z4) = (w2 + 23)

et comme (Y27X37Z4) <3 (YQ,X3,8<Z4)) et (YQ,X3,Z4) <3 (S(YQ),X3,Z4), Rewrites peut
étre appliquée sur le troisieme et le quatrieme & laide des regles RE ,q4(Q o7 et RE;na(Q)os
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respectivement. On obtient ainsi :

D, - YoxZy+ Xsx Zy+ Yo+ X3
12 FRe ) (RE1a(Q)r2 RE ma(@)or} ~Yox Zy+ Yo+ Xgx Zy+ X5

Yox Zy+ Xgx Zy+ Zy
T1T2 FREy [{RE14(Q)02, RE na(@)ors} ~ Yok Zy+ Zy+ Xy % Zy

Et Trivial élimine ces deux derniers sous-buts.

Un exemple A : Supposons que RE; contienne les régles de la spécification
Arithmétique simple donnée dans la figure 1 de l'introduction. RE; est terminant et suf-
fisamment complet modulo I’associativité des opérateurs * et + (notée A(+,x*)). Montrons
que la distributivité de * sur + est un théoreme inductif. Posons I'y = A(+,%), I's = L(=
YU{NI, Noeth(<3,T(X)*)}, et Q = X1 * (X2 + X3) ~ X7 * X2 + X1 * X3. On part du but
suivant :

FI‘FZ |_R<‘31|@ Q

On peut appliquer InduceA au niveau des positions définie-mazimales 1.2, 2.1 et 2.2 dans Q.
Comme la surréduction a la position 2.1 va créer moins de réductions ultérieures qu’au niveau
des deux autres, on préfere surréduire a la position 2.2 du but. Il est donc nécessaire de calculer
CSUC y(4,4) (X1 x X3,1) pour chaque régle | — 7 de RE1. On peut bien-sir se restreindre aux
reégles telles que [(g) = x, et on obtient, par application du théoreme 2.1 de la partie II :

l CSUCAH_’*)(Xl *Xg,l)
zx0 o1 ={X1 — Y52 — Y; X3 — 0}
zxs(y) | o2 ={X1 = Yi;2 — Yi;y — V3, X3 — s(Y3)}

Apres normalisation, on obtient les sous-buts :

1|02 Fre |REMa(@)or Y1 ¥ X2 = Y1 % Xo
102 Fre i REma(@oe Y1 ¥ (X2 +Y3) + V1 = Y1+ Xo+ Y1+ Y34+ V)

Trivial élimine le premier. Comme (Y7, X2,Y3) <3 (Y1, X2, s(Y3)), Rewrites A s’applique sur
le second. On obtient alors :

‘ F1’F2 l_Rgl‘Rgind(Q)o-Q Vi« Xo+YixYs5+YimYixXo4+YixY5+Y] ‘

et Trivial élimine ce dernier sous-but.

2.4 Correction et complétude réfutationnelle de IndNarrowMo-
dAC et IndNarrowModA .

Les systemes IndNarrowModAC et IndNarrowModA sont beaucoup plus commodes d’utilisa-
tion que IndNarrowMod , car ils n’imposent pas de parcourir la classe d’équivalence du but a
prouver avant de réaliser I’étape de récurrence. Nous allons démontrer maintenant qu’il existe une
correspondance entre une déduction sur un but Q) effectuée avec le systeme IndNarrowMod et une
déduction sur le but aplati correspondant effectuée avec le systéme IndNarrowModAC ou IndNar-
rowModA. On en déduira alors automatiquement la correction et la complétude réfutationnelle
de IndNarrowModAC et IndNarrowModA .
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2.4. Correction et complétude réfutationnelle de IndNarrowModAC et IndNarrowModA .

2.4.1 IndNarrowModAC et IndNarrowModA : deux instances de IndNarrowMod

Nous commencons par introduire quelques lemmes utiles (certaines preuves sont effectuées
en annexe).

Lemme 2.3 Soient s, s’ deux termes, et w € Dom(3). Si 5 =, ¢, il existe w’ € Dom(s'), tel
que :

- E‘w =p S/|w’ _

— Pour tout terme t, 5[t], =) 8'[t]].r

Preuve. Voir lemme C.33 démontré en annexe. O

Lemme 2.4 Pour tous termes s, t € 7 (X, X) et pour tout w € Dom(3), il existe s’ € T (3, X)
et ' € Dom(s'), tels que 5=, 5/, 31, = /| 1t (1) €t S[tlw =p 5[] f1at,, ()

Preuve. Voir lemme C.35 démontré en annexe. O

Lemme 2.5 Soient s € 7T(X,&), et w € DM(s). Alors, CSUCac(s,l) =
CSUC 4c (3| flat,(w): 1)-

Preuve. Soit o un AC-unificateur constructeur de s, et de [. On a 5,0 =4¢ lo, ce qui entraine
( d’apres le lemme 1.3 de la partie II ) 5,6 =, lo, ou encore S0 =, lo (1), car o
est une substitution constructeur et on a supposé que les symboles constructeurs ne sont
pas variadiques. Maintenant, si flats(w) est I'aplatissement de la position w, on a Sw =
3|flats(w) (2) (lemme 2.1). Sachant que w € DM(s), et d’apres la proposition 2.3, on a
flats(w) € DM(3). Et puisque o est une substitution constructeur, on peut alors poser
5| flats(w)T = S| flats(w)0 (3). On déduit alors de (1), (2) et (3) la congruence 5|41, ()0 =p lo,
ce qui s’écrit encore 5| fiq1, ()0 =Ac lo, donc o est un AC-unificateur de 5|44, () €t de L.
L’inclusion réciproque se démontre de fagon symétrique. O

Lemme 2.6 Soient s € 7(%, X), et w € DM(s). Alors, CSUC (S|, 1) = CSUCA(S|fiat,(w),)-
Preuve. la preuve est analogue a celle du lemme 2.5 : il suffit de remplacer AC par A, et =, par
=. 0O

Remarque: On étend les lemmes précédents aux égalités, i.e on peut remplacer s par une égalité
@ quelconque.

Théoréme 2.1 Soit E = AC(V).

1. Si F1|F2 l_RSﬂRgz Q " IndNarrowMod F1‘112 |_R<S'1|R5’2 R; alors F1IF2 I_7351|7352
Q — ndNarrowModAc I'1[T'2 Fre jrer, R

2. Si T1|T2 Fre,jrey @ — indNarrowModac T'1|T2 Freirer, B, alors il existe R’ tel que R = A¢
/
R, et T'1|T'2 Fre jrey Q = indNarrowMod T'1|T2 Fre ety R

Preuve. — Induce.
- 1=2:
Supposons  l'étape  d’inférence :  T'j|I'g FRERES Q —Induce
Fl‘rg FRSHREQU{R&nd(Q’)U’} (Q/[T]w/)OJ. Par déﬁnition, il existe | — r € Rgl
tel que o’ € C’SUC’AC(QTUJ,,Z). Sachant que w' € DM(Q’), le lemme 2.5 permet
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alors d’en déduire o' € CSUCAC(@WMQ,(W/)’D (1). Maintenant, par définition
de Induce, Q' =s¢ @Q, donc, d’aprés le lemme 2.3, on en déduit qu’il existe
w € Dom(Q) tel que Q' |flatgy () =p Q‘w et Q'[F ]flatQ/ =, Q[Flo. Observons
que l'on a ' € DM(Q’), donc, d apres la proposition 2.3, flatQ/(w/) € DM(Q').
La congruence (| flaty (W) =p Q| permet alors d’en déduire que I'on a également
w € DM(Q) (2). Les termes Q/\flatQ,(w') et @, sont ainsi égaux a leurs propres

formes plates (voir remarque précédente La congruence @| flato (@) =p Qw peut

donc aussi s’écrire @Wat@(w/) =p Qlw’ ce qui entraine @UlatQ/(w’) =AC @w, et, en
combinant avec (1), on obtient ¢’ € CSUC’AC(QW,Z) (3). De (2) et (3), on déduit
I’étape d’inférence :

02 Freres @ —InduceAC L1lT2 anlmaungmd(@ 9o (QFlw)a’ (4).
Souvenons-nous maintenant que l'on a Q'[F] flatgr (@) =p Qe (5), et, d’apres la
proposition 2.1, on a également I'égalité Q'[F ]ﬂatQ, = Q'[r]los (6). De (4), (5),
(6), et du fait que o’ est une substitution constructeur (donc telle que I'image est
constituée de termes non variadiques), on obtient ainsi :

T1|Ts Freyres @ —InduceAC D1T2 Freiresurema(@<)e Q'[rlwo’ et le résultat
est démontré.

2=1:

Supposons : I'1 [Ty Frere: € —InduceAC ['1|T2 FRE REV{RE ma(Q)o} (Qr]w)o.
Par définition de la régle InduceAC, on a w € DM(Q) et o € C’SUC’AC(@‘W ) (1).
D’apres le lemme 2.4, il existe une égalité Q' et une position w’' € Dom/(Q'), telles
que Q@' =, Q (2), Q, = Q' flat e (o) (3), et QFlw =p Q'[F ]flatQ/(w/) (4). Maintenant,
comme w € DM(Q), et d’apres 1'égalité (3), on tire flatg (w') € DM(Q'). D’apres
la proposition 2.3, cela entraine alors w’ € DM(Q’) (5). (1), (3), (5), et le lemme 2.5
permettent alors d’en déduire la relation o € CSUC ¢ (@', 1) (6). De (2), (5) et (6),
on en déduit ainsi I’étape d’inférence :

['1|T2 Freyre, @ —Tnduce L1112 Fre REUIREma(@Q)r} (Q'[7]wr)o (7). Maintenant,
du fait que o est une substitution constructeur, on peut écrire (Q'[r].)o = (Q'[r].)o.
Et, d’apres la proposition 2.1, on en déduit (Q'[r]./)o = (@[F]ﬂatq(w/))a. D’ot, par
(4), (Q'[r]w)o =p (Q[F|w)o, et, en combinant avec (7) et Ihypothése, le résultat est
démontré.

— Orient : clair.

— Push : clair.

— Rewrite :
-1=2:

Supposons que :
[1|Ts Freyres @ —Rewrite D112 Freryrer, @

alors Q —gg/ac Q’, donc, d’apres la proposition 2.2, Q —RE/=, Q’', et on obtient
I’étape de dérivation suivante :

[1|T2 Freyjre; @ —~RewriteAC 11172 Freryjrer, @

— 2 =1 : symétrique.
— Trivial



2.4. Correction et complétude réfutationnelle de IndNarrowModAC et IndNarrowModA .

- 1=2:
Supposons que 'on ait I'étape de dérivation suivante :

[1|T2 Freyres @1~ @2 —Tyivial ©

alors ¢1 =ac g2, donc, q1 =, G2, et cela implique immédiatement 1'étape de dérivation :

['1|T2 Frey e, T~ @ —TrivialAC ©

— 2 =1 : symétrique.
O

Théoréme 2.2 Soit E = A(V).

1. 8i Ty Frere, @ indNarrowMod I'1[T2 FreRer, R, alors [Ty Freijres
Q = IndNarrowModA T'1|T'2 Fre jrer, 1.

2. Si 1|2 Fre,|re, Q  IndNarrowModA T'1|T2 FReLRE R, alors il existe R’ tel que R' =4 R,
et I'1]T Fre jrey @ = IndNarrowMod T'1|T'2 Fre, irer, R

Preuve. — Induce.
- 1=2:
Supposons  l'étape  d’inférence :  T'j|I'g FRERES Q —Induce
D102 FreyreUREa(@ )0y (Q'[r]wr)o’. Par définition, o' € DM(Q'), et
o € CSUCH( Tw,,l). Sachant que ' € DM(Q’), le lemme 2.6 permet alors
d’en déduire o’ € CSUCA(@WWQ,(W/)J) (1). Posons w = flatg (w'). Par définition
de Induce, Q' =4 Q, donc Q' = @ (2) . Observons que I'on a w’ € DM(Q'), donc,

d’apres la proposition 2.3, et par définition de w, w € DM(Q'), et d’apres 1’égalité
(2), on a également w € DM(Q) (3). Remarquons en outre que (1) et (2) entrainent
o € C’SUCA(@M,Z) (4). De (3), (4), et en observant que w est une position aplatie,
on déduit I'étape d’inférence :

[ Freyre, @ —InduceA 1112 FreiREURELa(@.<)0r (RF]w)o” (5). Mainte-

nant, par définition de w, et d’apres (2), on peut écrire @[ﬂﬂat@(wl) = Q[r]w (6),
et, d’apres la proposition 2.1, on a également 1’égalité @[F]flatQ,(w/) = Q'[r]w (7).
De (5), (6), (7), et du fait que o’ est une substitution constructeur (donc telle que
I'image est constituée de termes non variadiques), on obtient ainsi :
T1|Ts Freyjrey @ —InduceA L1172 Fre REURE,a(Q.<)0 @' []uro” et le résultat est
démontré.

-2=1:

Supposons : T1|T2 Freijre, @ —InduceA L1112 FreiREURE1(Q)0} (@[F_]w)a-

Par définition de la régle InduceA, il existe une position aplatie w € DM(Q) et
I — r € RE, telles que 0 € CSUC4(Q),,,1) (1). D’apres la définition 2.5 et le lemme

2.2, il existe une égalité Q' et une position w’ € Dom(Q’), telles que Q' = @Q (qui
peut également s’écrire Q' =4 Q) (2) et w = flaty (w') (3). Maintenant, comme w €
DM(Q), et d’apres Dégalité (3), on tire flatg (w') € DM(Q'). D’apres la proposition
2.3, cela entraine alors w’ € DM(Q') (4). (1), (2), (3), (4), et le lemme 2.6 permettent
alors d’en déduire la relation o € CSUCA(Q',/,1) (5). De (2), (4) et (5), on en déduit

ainsi ’étape d’inférence :
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Fl‘rg l_R81|R52 Q >—>Induce Fl‘rg l_RS1|R52U{R5md(Q)U} (Q/[T]w/)a (6) Maintenant,
du fait que o est une substitution constructeur, on peut écrire (Q’[r]./)o = (Q'[r]w)o.
Et, d’apres la proposition 2.1, on en déduit (Q'[r],/)o = (@[F]ﬂat@(wz))a. D’ou, par
(2) et (3), (Q'[r]wr)o = (Q[F]w)0, et, en combinant avec (6), le résultat est démontré.

— Orient : clair.

— Push : clair.

— Rewrite :

-1=2:

Supposons que :

[1|Ts Freyres @ —Rewrite D112 Freryrer, @

alors @ —geg/A @', donc, d’apres la proposition 2.2, Q —%E Q’, et on obtient 1’étape
de dérivation suivante :
1|02 Freyjre, @ —RewriteA 11112 Frerjres @

— 2 =1 : symétrique.
— Trivial
- 1=2:
Supposons que ’'on ait I'étape de dérivation suivante :

['1|T2 Freyre, @1 % G2 —Tyivial ©

alors q1 =4 qo, donc, g1 = q2, et cela implique immédiatement 1’étape de dérivation :

['1L2 Freyre, TR @ —TrivialA ©

— 2 =1 : symétrique.
O

2.5 Autres exemples

Considérons la spécification Bindme présentée a la figure 2.3.

2.5.1 Exemples AC
Nous traitons dans ce paragraphe, et avec notre méthode, des exemples qui ont déja été
présentés dans [BER 97]. On suppose que + et * sont AC'.

1. Nous allons démontrer la conjecture :
exp(Xy * X9, X3) = exp(Xy, X3) * exp(Xa, X3)

(a) T} = ensemble des axiomes de la spécification dont le symbole de téte du membre

gauche est +, * ou exp;

1 le systeme de réécriture obtenu par remplacement dans u symbole ~ par

b) R&E L € de réécri b 1 d ryd bol

-
(c) T1=Ty{UAC(+,%) Tg={L(=),NI, Noeth(<4,T(X)*)}
(d) Q = exp(X1 * Xo, X3) = exp(X1, X3) * exp(Xo, X3)
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Spécification : binéme
Sortes : nat, list;
Constructeurs :

0: —> Nat s: Nat — Nat Nil: —list ::: Nat x list — list

Fonctions définies :

4+ : Nat x Nat — Nat *: Nat x Nat — Nat exp: Nat x Nat — Nat bin: Nat — list

ps : list x list — list seq: Nat x list —» Nat <>:list X list — list

Axiomes :

r+0~zx zx0=0 exp(z,0) = s(0)

2+ 5(y) ~ sz + ) xs(y) Tyt exp(z, 5(9)) ~ % cap(z, y)
rx(y+z)Rrry+r*z

seq(x, Nil) = 0 x<>Nil~x rev(Nil) ~ Nil

seq(z,y = 2) my+ (z*xseq(z,2) z<>yuzxy:(z<>1) rev(z = 1) = rev(l) <> (z :: Nil)

ps(Nil, 1) =~ 1l; ps(l,Nil) ~ 1 bin(0) =~ s(0) :: Nil
ps(xy b,z 1) = bin(s(z)) =~
(x1 + z2) = ps(ly, l2) ps(0 = bin(z), bin(x))

FiGc. 2.3 — Binéme

Le but est donc :
L’application répétée de Push; AC et Orient AC permet d’obtenir :
’ 0, AC(+7 *)|F2 l_’Ra‘?ﬂ@ Q ‘

On peut maintenant appliquer Induce AC, car RE; est terminant et suffisamment complet
modulo AC(+, *). Les positions définie-mazimales dans @ sont 1.1, 2.1 et 2.2. Observons
maintenant que le but reste équivalent par permutation des variables X et X5. Il reste donc
deux possibilités : surréduire a une position ou le symbole * apparait, ou a une position
ou c’est le symbole exp qui apparait. On préfere la seconde possibilité, car cela va entraine
davantage de réductions ultérieures : on choisit par exemple la position 2.1. Il faut donc
déterminer I'ensemble C'SUC g¢(+ ) (exp(X1, X3),1) pour toute regle de réécriture [ — r
de RE1. D’apres le lemme 2.4 et le corollaire 2.2 de la partie I, on peut se restreindre aux
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— Simplify :

<EU{s=~t},HG> ,

<EU(s~i),HG> (RUD/GE
— Simplify2 :

<EBEU{s=t},H,G> ) .

<EU{s ~1},H,G> STRUES 525
— Delete :

<EU{s~t},HG> |
<E,HG> st
— Delete2 :
<EU{s=~t},H G> |
<EHG> §RUEL

— Expand :

<EU{s=~t},HG> € B(s), s> 1

u s), §
< EU Expd,(s,t),HU{s —t},G > ’
— Expand2 :
<EU{s~t},HG>
B B(t 2t
<EU Baopdy(5 0, H,GU s ~ 1} = V€ P veBlt), s 2
Fia. 2.4 — Systeme d’inférence étendu de Aoto

regles telles que [(e) = exp et on obtient :

l CSUC y¢ (44 (exp(Xy, X3),1)
exp(z,0) o ={X1 > Y52 > ¥1; X3 — 0}
exp(z,s(y)) | o2 = {X1 = Yijz - Yijy — Y3, X5 — s(Y3)}

Apres normalisation, cela nous conduit a prouver les deux séquents :

0, AC(+,%)|T2 Fre, [REma(@)0r 5(0) = 5(0)
0, AC(+,%)|T2 Fre, [REma(@)os Y1 * Xo ¥ exp(Y1 * Xo, V3) = Y1 + exp(Y1,Y3) * Xo * exp(Xa, Y3)

Trivial AC élimine le premier sous-but, et comme (Y7, Xo,Y3) <3 (Y1, X9, s(Y3)), on peut
appliquer Rewrites au second, on obtient :

[0, AC(+, 9|02 Fre, REa(@)os Y1 * X2 * exp(Y1,Y3) * exp(Xy, Y3) = V1 eap(Y1, Y3) * X * exp(Xa, V3) |

que la regle Trivial AC élimine.
Supposons maintenant que 'on essaie de démontrer cette conjecture avec la méthode
présentée dans [AOT 06]. Pour cela, il est nécessaire d’utiliser une extension du systéme
présenté a la figure 3.2 de la partie I (voir figure 2.4). La correction de ce systeme étendu
repose sur le théoréeme suivant :

Théoréme 2.3 [AOT 06] Soit R un systéme de réécriture suffisamment complet, E, £
des ensembles d’égalités, < un quasi-ordre de réduction tel que R C<. On suppose que les
€qalités de € sont des théorémes inductifs de R. Si il existe des ensembles H, G, tels que
< E,0,0 >5<0,H,G >, alors les égalités de E sont des théorémes inductifs de R.
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Pour démontrer la conjecture précédente a 1’aide de ce systéme, il faut poser &€ = AC(+, %),
R =RE1, et mettre le but sous la forme :

‘ < exp(Xy * X9, X3) ~ exp(X1, X3) x exp(Xo, X3),0,0 > ‘

La seule régle que 'on puisse appliquer ici est Expand. Comme exp(X; * Xo, X3) >
exp(X1, X3) * exp(Xa, X3), il est nécessaire d’effectuer la surréduction au niveau du sous-
terme X7 * X9 du but. L’un des sous-buts obtenus sera ainsi :

‘ < exp(Xy * Xo + X1, X3) = exp(X1, X3) * exp(s(Xa), X3),0,0 > ‘

Il est de nouveau nécessaire d’appliquer Fxpand a ce dernier, et on sera amené a prouver :

‘ < exp(Xy * Xo+ X1+ X1, X3) = exp(Xy, X3) * exp(s(s(X2)), X3),0,0 > ‘

Finalement, on obtient la suite infinie de sous-buts :

< exp(Xy1 * Xo + Xu, X3) ~ exp(X1, X3) * exp(s(X2), X3),0,0 >
< exp(Xy * Xo + X1 + X1, X3) ~ exp(X1, X3) * exp(s(s (Xg)) 3),0,0 >
< €xp(X1 * Xo + X1 + X1 + Xy, X3) = exp(Xy, X3) * exp(s(s(s(X2))), X3),0,0 >

et la tentative échoue.

. Nous allons maintenant démontrer la conjecture :
seq(X1,ps(La, L3)) ~ seq(X1, L2) + seq(X1, L)

Introduisons d’abord les notations suivantes :

(a) T} = ensemble des axiomes de la théorie dont le symbole de téte du membre gauche
est +, *, seq ou ps;
(b) RE1 le systéme de réécriture obtenu par remplacement dans I} du symbole ~ par
)
(c) T1=T{UAC(+,%) Ty={L(=),NI, Noeth(<s3,T(X)*)} ;
(d) @ = seq(X1,ps(L2, L3)) = seq(X1, L2) + seq(X1, L3).
Le but est donc :
L’application répétée de Push; AC et Orient AC permet d’obtenir :
‘ 0, AC(+7 *)|F2 |_’R€1W) Q ‘
On peut maintenant appliquer InduceAC, car RE; est terminant et suffisamment complet
modulo AC(+, *). Les positions définie-mazimales dans @ sont 1.2, 2.1 et 2.2. Surréduire &
la position 1.2 va créer davantage de réductions ultérieures qu’aux positions 2.1 ou 2.2. On
choisit donc la position 1.2, et il faut alors déterminer 'ensemble CSUC a¢(ps(La, L3), 1)
pour toute regle de réécriture [ — r de RE1. On peut se restreindre aux regles telles que
l(e) = ps, et on obtient :

! CSUC Ao+ (ps(L2, L3), 1)
ps(Nil,l) o1 ={Ly — Nil; Ly — Ms;l — M3}
ps(l, Nil) o9 = {Ly — My; L3y — Nil;l — My}
o3= { Ly— Xo:uMy; Ly — X3:: Ms
ps(xy s by i o) vy = Xo 3 l1 = My 20— X35l — Mg }
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On obtient ainsi les sous-buts suivants :

(Z), AC(+, *)|F2 '_R51|R5md(Q)01 seq(Xl, Mg) ~ seq(Xl, M3)
0, AC(+,%)|IT2 Fre,1REma(Q)0s 5¢4(X1, Ma) = seq(Xy, My)
0, AC(+,%)|T2 Freyrema(@os X2 + X3+ X1 * seq( Xy, ps(Ma, M3))
~ Xo + Xy x seq(Xy, Ma) + X3 + X * seq(X1, M3)

L’application de Trivial AC élimine les deux premiers.
Comme (X1, Mo, M3) <3 (X1, X iz Mo, X3 :: M3), Rewritey peut étre appliquée sur le
troisieme. On obtient alors :

@, AC(—I—, *)|F2 l_Rgl‘Rgind(Q)Ufi Xo+ X3+ X7 % (seq(Xl, Mg) + seq(Xl, Mg))
~ XQ + X1 * Seq(Xl,Mg) + X3 + X1 * seq(Xl, Mg)

Apres une application de Rewrite; AC, on obtient :

0, AC(+,%)|T2 Fre resa(@os X2 + X3+ X1 * seq(X1, Ma) 4+ X1 * seq(X1, M3)
~ X9+ Xy % seq(Xl,MQ) + X3 + X7 * seq(Xl, Mg)

et Trivial AC peut éliminer ce dernier sous-but.

3. Nous allons démontrer ici la conjecture :
exp(s(X1), Xo) ~ seq(X1, bin(X3))

en utilisant 1’égalité démontrée au 2. Introduisons d’abord les notations suivantes :

(a) T} = ensemble des axiomes de la théorie dont le symbole de téte du membre gauche
est +, %, exp, seq, ps, bin;

(b) RE; le systeme de réécriture obtenu par remplacement dans I'j du symbole ~ par

(c) RE2 = {seq(X1,ps(La, L3)) ~ seq(X1, L2) + seq(X1, L3)}
(d) 'y =T)UAC(+,x) Tg={L(~),NI, Noeth(<a,T(%)?)

seq(X1,ps(La, L3)) — seq(X1, Lo) + seq(X1, L3)}
(e) Q =exp(s(X1), X2) ~ seq(Xq,bin(X3))

Le but est donc :

| D102 Fyire, @ |
L’application répétée de Push; AC et Orient AC permet d’obtenir :

|0, ACIT; Fre,jre, @ |
On peut maintenant appliquer InduceAC, car RE; est terminant et suffisamment complet
modulo AC(+, ). Les positions définie-mazimales dans @ sont 1 and 2.2. Les sous-buts
étant ici les mémes si on surréduit a I'une ou l'autre de ces occurences, on choisit donc
arbitrairement 'occurence 2.1. Il faut donc déterminer 'ensemble C.SUC 4¢ (4 «) (bin(X2), )
pour toute regle de réécriture [ — r de RE1. On peut se restreindre aux regles telles que
l(e) = ps, et on obtient :

l CSUCAC(+7*)(b'L.7’L(X2),l)
bin(0) o1 ={Xy — 0}
bin(s(z)) | o2 = {X2 — s(Ya),x — s(Ya)}
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On obtient ainsi les deux sous-buts :

0, AC(+,%)IT2 Fre, |REJ{RE (@)1} 5(0) = 5(0)
0, AC(+,%)|T2 Fre | 1REJUIRE 1a(@)oz} S(X1) * exp(s(X1), Ya) = seq(X1, ps(0 == bin(Ya), bin(Y2)))

Trivial AC élimine le premier, et on termine la preuve de la fagon suivante

s(X1) * exp(s(X1),Y2) &

s(X1) x exp(s(X1),Y2) &
—~Rewrite, ac 0 AC(+ #)[I2 FreiiReURE 1a(Q)02) X1 * seq(X1, bin(Yy)) + seq(Xy, bin(Y3))

s(Xq) *x exp(s(X1),Ye) =
~Rewrite, ac ¥ AC(H )2 Freyjresu(RE 1u(@)02) Xy x exp(s(X1), Y2) + exp(s(Xy),

)

X1 xexp(s(X1),Ya) + exp(s(X1),
AC(+7*)|F2 |_R£1|’R£2U{’R€md(Q)crz} X * GSUP(S(Xl),YQ) + 6$p(S(X1),

) ~

)

Srsifes

“Rewrite; AC

0,
—Tyivial ac 0 AC(+, %) D2 Frey jRE,UIRELa(@)on) ©

2.5.2 Exemple A

Considérons la spécification liste donnée a la figure 1.2 (chapitre 1), et supposons que <>
est associatif. Nous allons démontrer la conjecture :

rev(L <> M) =~ rev(M) <> rev(L)

On introduit d’abord les notations suivantes :
1. T} = Ensemble des axiomes de la théorie;
2. RE; le systéme de rééeriture obtenu par remplacement dans I') du symbole ~ par — ;
3. Ty =T{UA(<>) Tg={L(~),NI, Noeth(<s,T(2)}};
4. Q =rev(L <> M) ~ rev(M) <> rev(L)
Le but est donc :

L’application répétée de Push; A et OrientA permet d’obtenir :
[0, A(<>)[T2 Fre,p Q|

On peut maintenant appliquer InduceA, car RE; est terminant et suffisamment complet modulo
A(<>). Les positions définie-mazximales dans @ sont 1.1, 2.1 et 2.2. Les sous-buts sont les mémes
si on surréduit a la position 1.1 ou 2.2, et la surréduction a la position 2.1 entraine moins
de réductions ultérieures. On choisit donc 'occurence 1.1. Il faut donc déterminer I’ensemble
CSUC (<) (L <> M, 1) pour toute regle de réécriture I — 7 de RE1. On peut se restreindre
aux regles telles que [(¢) =<>, et on obtient :

l CSUCA(<>)(L <> M,l)
Nil <> 1 o1 ={L — Nil; M — My;l — My}
zul<>m|oy={L— Xy :Li;M — My;z— X1;1 — Li;m — M}

Aprés normalisation, on est donc amené a démontrer les sous-buts suivants :

0, A(<>)|T2 FREVRE ma(Q)oy TEV(M1) = rev(My)
0, A(<>)ITe Fre |RE L (Q)on TeV(L1 <> My) <> (Xy 2 Nil) = rev(My) <> rev(L1) <> (X :: Nil))
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Chapitre 2. Spécialisation au cas des théories associatives-commutatives ou associatives

TrivialA élimine ce premier sous-but.
Sachant que (L1, M;) <2 (X1 :: L1, M7), Rewritea A peut étre appliquée au second. On

obtient alors :

0, A(<>)IT2 Fre, REwa(Q)on rev(My) <> rev(Ly) <> (X7 :: Nil)
~rev(My) <> rev(Ly) <> (X1 :: Nil)

et TrivialA élimine ce dernier sous-but.
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Dans la partie I, nous avons fait la différence entre conséquence sémantique et conséquence
inductive d’une théorie : la premiere étant satisfaite pour tout modele de cette théorie, et la
seconde pour tout modele de Herbrand de cette théorie. D’apres le théoreme de Birkhoff, il est
possible de construire un systeme d’inférence capable de dériver une égalité donnée a partir
d’une théorie I si, et seulement si cette égalité est une conséquence sémantique de cette théorie.
Cela s’écrit habituellement :

I'=E < I'+E

Ce théoréme a été étendu aux cas des égalités conditionnelles par [SEL 72]. Ce théoreme fait
ainsi la distinction entre deux approches possibles pour démontrer qu’une proposition est une
conséquence sémantique d’une théorie I' : une approche dite en théorie des modéles et une
autre dite en théorie de la preuve.

Comme il n’existe pas de théoreme analogue a celui de Birkhoff dans le cas ot 'on cherche
a démontrer qu'une proposition est une conséquence inductive, il a donc semblé au départ
que la seule voie possible pour y parvenir était de démontrer sa valididité dans tout modele
de Herbrand de cette théorie. On a rappelé que si la proposition considérée est une clause
positive, il suffit de montrer sa validité dans le modele initial, et celui-ci est isomorphe au
quotient de I'ensemble des termes clos 7 (X) par une congruence. C’est précisément sur ces
observations que se sont fondées les premieres méthodes de recherche de preuves de théorémes
inductifs. Montrer qu’'une égalité s =~ t est une conséquence inductive d’une théorie I' revient
en effet & montrer que s et t sont dans la méme classe de congruence, et il est trés intéressant
d’observer qu’il existe des algorithmes capables dans certains cas de calculer ces classes de
congruence. C’est le cas par exemple lorsque la théorie considérée I' est un ensemble d’égalités
(éventuellement conditionnelles). La démarche a été alors souvent de déterminer un systeme de
réécriture confluent et terminant R permettant de simuler I'. La congruence de deux termes
se ramene alors & 1’égalité de leur forme normale. Kaplan [KAP 84a] a par ailleurs montré
que si R est confluent et terminant, il existe un algorithme de calcul de la forme normale
si, et seulement si la relation —5 est décidable. Dans le cas ou I' est un ensemble d’égalités
non conditionnelles, le moyen le plus connu pour déterminer ce systeme de réécriture R est la
procédure de complétion de Knuth Bendix. Nous avons rappelé que Huet et Hullot ont observé
que 'on pouvait appliquer une version légerement restreinte de cette procédure a ’ensemble
constitué des axiomes de la théorie I' ainsi que des conjectures a démontrer. Fribourg a ensuite
démontré que ’on pouvait restreindre cette procédure de facon encore beaucoup plus drastique
en ne considérant que les égalités obtenues par la superposition des axiomes au niveau de
positions inductivement réductibles des conjectures. En supposant que I' est déja mis sous la
forme d’un systeme de réécriture confluent et terminant, il obtient un systeéme de réécriture
R tel que —rC—r o0 =rur © <rur. 1l en déduit alors par récurrence noethérienne que les
conjectures initiales sont des théoremes inductifs. Aoto [AOT 06] mentionne que Koike et
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Toyama [KOI 00] ont révélé que cette démarche caractérise la méthode dite de récurrence par
réécriture développée jusqu’alors.

Notre approche est fondamentalement différente de celles rappelées plus haut. En effet,
montrer qu'une conjecture est une conséquence inductive d’une théorie donnée avec notre
méthode revient a faire une preuve en calcul des séquents modulo. Bien qu’il n’existe pas de
théoreme semblable a celui de Birkhoff pour les conséquences inductives, nous pensons cepen-
dant avoir donné une autre compréhension de la récurrence par réécriture : une compréhension
en théorie de la preuve . Récapitulons les étapes essentielles de notre parcours. Nous avons
d’abord défini un systéeme de recherche de preuve par récurrence démontré correct si les
preuves s’effectuent dans une théorie dont les axiomes peuvent étre orientés en un systeme de
réécriture terminant sur les termes clos et suffisamment complet par rapport a un ensemble de
constructeurs libres. Nous avons également montré que notre systeme est capable de montrer
dans certains cas que des conjectures ne sont pas des théoremes inductifs. Un avantage de
notre méthode est que le schéma de récurrence s’obtient par surréduction au niveau d’une
position définie-maximale du but, et nous avons montré sur des exemples simples que cette
approche permet de réduire significativement le nombre de cas a considérer (donc de limiter
les risques de divergence éventuelle). Nous avons ensuite optimisé notre systéme en rendant les
conditions d’application de I’hypothese de récurrence moins strictes et plus commodes a vérifier.
Nous 'avons en outre étendu au cadre des théories ou les termes sont considérés modulo une
axiomatisation équationnelle F, avec un éclairage particulier dans le cas ou E est une théorie
associative, ou associative-commutative. Une caractéristique originale de notre approche est que
la théorie E est a priori tres générale. Un des points clés de la méthode est que 'on considere
uniquement les unificateurs qui ont leurs images dans I’ensemble des termes constructeurs, ce
qui est un avantage significatif dans le cas AC ou l'unification est de complexité doublement
exponentielle. Cela permet aussi d’envisager des preuves dans des théories infinitaires.

Pour l'instant, notre systeme n’est pas en mesure d’effectuer des preuves par récurrence
dans des théories conditionnelles. Une difficulté pour cela tient au fait que la correction de
notre systeme est fondée sur les lemmes de relevage (lemme 2.1 et lemme 2.2 de la partie II)
qui s’appliquent dans le cas ou la surréduction est effectuée par un ensemble de regles non
conditionnelles. Il nous semble cependant possible dans un futur proche d’adapter notre systéme
afin de le rendre capable d’effectuer des preuves dans une axiomatisation conditionnelle, a partir
du moment ou celle-ci contient un sous-ensemble de régles non conditionnelles que 'on peut
orienter en un systeme de réécriture convergent sur les termes clos et suffisamment complet
sur des constructeurs libres. On pourrait alors envisager de réaliser I'étape de récurrence au
moyen de ces regles uniquement, et d’utiliser les autres pour simplifier les conjectures a prouver.
Notons que, dans ce cadre, celles-ci ne seraient plus nécessairement des égalités, mais pourraient
également étre des clauses.

Observons que l'un des principaux atouts de notre méthode nous semble justement étre
la puissance du processus de simplification : nous avons ainsi pu observer comment, dans le
contexte de la déduction modulo, les hypotheses de récurrence qui apparaissent a partir de
buts équationnels peuvent étre internalisées dynamiquement dans la relation de réécriture. Cela
n’est pas suffisant pour garantir le succes de la preuve. Il y a deux raisons principales a cela :
— d’une part, la nature des hypotheses de récurrence qui apparaissent au fur et a mesure
dépend de la relation bien fondée choisie par 'utilisateur , et le nombre de choix pos-
sibles pour cette relation est a priori illimité. En effet, dans les exemples que nous avons
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présentés, nous avons toujours pu réaliser la récurrence avec un ordre récursif sur les che-
mins utilisé pour orienter les axiomes de la spécification. De nombreux exemples, issus
des mathématiques en particulier, nous prouvent cependant que le choix de la relation
noethérienne le mieux adapté a la résolution d’un probleme donné est parfois difficile.
Considérons par exemple la fonction 91 de John McCarthy, définie sur les entiers naturels
par les régles suivantes :

x>100 = f(x) =2 —10
<100 = f(z) = f(f(z +11))

et la conjecture C' définie par Va ((f(z) =91) V (f(x) = x — 10)). La relation bien fondée
la mieux adaptée, que 'on notera <, pour montrer que la conjecture C' est un théoréeme
inductif est définie par :

r<yey<zr<10l

et on imagine bien que ce n’est pas le premier choix qui vient a l'esprit ...

— d’autre part, on a déja fait remarquer qu’il est fréquemment nécessaire, méme dans des cas
simples, d’avoir recours & un lemme intermédiaire, ou de devoir généraliser la formule a
démontrer. Par exemple, le systeme IndNarrow échoue dans la situation décrite a ’exemple
3.5 de la partie I. Il serait donc intéressant de rendre notre systeme capable d’utiliser
des heuristiques lui permettant, au cours d’une preuve, de décider de prouver d’abord un
lemme intermédiaire ou une généralisation de la conjecture a démontrer. Reprenons la
situation décrite dans ce dernier exemple. En rendant notre systeme apte a analyser le
sous-but rev(rev(t) <> (h :: nil)) &~ h :: t avec I'heuristique appelée Rippling introduite
dans [BUN 93], il pourrait proposer, dans un premier temps de démontrer une conjec-
ture intermédiaire de la forme rev(l <> I') — f(I,I',rev(l)), avec f une méta-variable.
Dans un second temps, f serait instanciée en f(1,1',1") = rev(l’) <> 1", de telle sorte
que cette conjecture deviendrait rev(l <> ') ~ rev(l’) <> rev(l). Observons cependant
que la démarche décrite ci-dessus nécessite d’utiliser des algorithmes d’unification a I'ordre
supérieur, et que ceux-ci ne sont pas déterministes. Des techniques ont néanmoins été pro-
posées pour réduire ’espace de recherche : nous renvoyons le lecteur intéressé a [BUN 99]
pour les détails.

En dépit de ces obstacles théoriques incontournables, notre systeme garde ’avantage décisif de
pouvoir construire une preuve dans le calcul des séquents modulo, qu’il est ensuite possible de
faire valider par un assistant de preuve (Coq par exemple). Plus généralement, la démarche
suivie par notre systeme peut étre schématisée de la fagon suivante :

1. on part de la proposition inductive a prouver ;

2. le mécanisme de recherche de preuve construit une preuve dans le calcul des séquents
modulo;

3. de cette preuve est déduit un terme de preuve;

4. son type dans un systéme de type approprié est la proposition initiale, et la boucle est
bouclée.

En définitive, la déduction modulo nous a fourni un cadre théorique grace auquel nous avons pu
élaborer un systeme de recherche de preuve encore limité en soi, mais qui a le pouvoir significatif
de collaborer de facon sture avec d’autres assistants de preuve : les premiers aidant au choix de la
relation noethérienne et des conjectures intermédiaires, et les second a la validation de la preuve
ainsi réalisée.
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A

Lemmes du calcul des séquents
modulo

A.1 Lemmes logiques

Lemme A.7 Pour toutes propositions P, (), pour tous contextes I', A et pour tout systeme de
réécriture RE, les séquents I' Fre P = Q, A et I', P Fre @, A sont équivalents.

Preuve. 1. Supposons I' Fre P = Q, A

Posons P et () deux propositions et considérons les dérivations suivantes :

H1 . A
p|—R5PA"Ew QFre Q xw
F7P|_R5PaQaA F7P7Q|_R5Q7A N
[PP=Qrre QA :
H2 .
I'Fre P = Q,A (supposé)
F,P}_Rg P = QvaA
II :
I, Iy
I Prre Q.8
2. Supposons I', P Fre Q, A
I''Plre Q,A
Thre P=>Q,A '
O
Notation: On définit ainsi les deux nouvelles regles :
IT'Fre P=Q,A I'N'Plre Q,A
lemme A.7

F,P |—Rg Q,A lemme A.7 T l_RE P = Q, A
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Corollaire A.1 Pour toutes propositions P,(Q, pour tout vecteur = € X" tel que = =
—_—
Var({P,Q}), si le séquent I' Fre VT P = Q, A est dérivable, on peut alors dériver le séquent :

FaPI_’RS Q)A
Preuve. 11
P=QFre P= 0 1437 A
P=QPrre@ MAT
Ve P=Q,PlreQ '
I'Va P=Q,Plre Q,A
H2 .
I'tre Vo P = Q,A (supposé)
I''Pltgre Q,Vz P= Q,A
II
II; IIp
T, Prre Q.8
Od

Notation: On définit ainsi la nouvelle regle :

I'Fre Ve P= Q,A laire A1
T.Prre Q.A  corollaire A.

Lemme A.8 Pour tous contextes I, A, pour tout systeme de réécriture RE, pour toute propo-
sition P, pour tout vecteur @ € X™ des variables libres de RE U {P}, si le séquent I’ Flg)g P,/Aa
une preuve, il est alors possible de construire une preuve du séquent I' - - (7)) P{t/7T},A

Preuve. Par récurrence sur le nombre de regles dans RE.
Cas de base : si RE est vide :

Considérons les dérivations suivantes :

H1 :
P{t )T} P{t )7} y
VZPFP{t/Z}
I VZPFP{t/Z}A
H2 .
'+ P,A (supposé)
I'-va P A "
— w
L=VZ PP{t/7},A
H3 .

I, I,
C
T-P{t/7},A

ut

Cas de récurrence : si RE contient n + 1 regles.
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Notons k l'une des regles de RE, et posons P, la proposition canonique associée,
et RE = RE\ {r}

Considérons la dérivation suivante :

H4 :
I'Fre P,A (supposé) définiti
par définition
I'reupey P A
TP Fre P.A TP
Thpe Po=P,A " .
—— par récurrence
Dberyzy (P PT/THA - i
emme A.
= push
Prre@mom@an PLL/AHA
e par définition
r '_Rg{?/?} P{t/T} A
Od

Notation: On définit ainsi la nouvelle regle :

I'Fre P, A
p—

lemme A.8

Remarque: Le lemme A.8 est équivalent & la proposition suivante :

Pour tous contextes I, A, pour tout systeme de réécriture RE, pour toute proposition
P, pour toute substitution o, si le séquent I' Fre P,A admet une preuve, alors on peut
également construire une preuve du séquent I' Fre, Po, A

La regle précédente peut donc également étre mise sous la forme :

I'btre P, A

m lemme A.8

Lemme A.9 Pour tout contexte I', pour tout systéeme de réécriture RE, pour toute proposition
P, pour tout vecteur ¥ € X™ des variables libres de {P} U RE, et pour tout vecteur t €
T(X,X)", si les deux séquents I', P Fre Q,A et I’ P re(T /) P{t/Z}, A admettent une

preuve, on peut alors construire une preuve du séquent I' - 7/ Q{?> /7 A

Preuve. 1I;
I'PFre Q,A (supposé) N
Thre P=Q,A "
ItreVZ P=Q,A "
TrreVZ P= Q.P = Q.A
11 :

P:>QI—R5P:>QAJUV
VZ P= Qlps P= Q lw
IV P=QFre P=Q,A
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H3 .
II; Tl
Ihtre P=Q,A cut
= lemme A.8
Mhpezz P=Q{t/7}A 1 o
- — emme .
D P{E /T ey QUE/THA
I14 : -
Ut rezzy PL /T}, A (supposé)
— — w
ez PLUE /THQ{t/7} A
II :
I3 Ty
s cut
Uhrer z @QUE/T LA
O

Notation: On définit ainsi la nouvelle regle :

I, Plgre QA ez PLT/THA

—

lemme A.9

Remarque: Le lemme A.9 est equivalent & la proposition suivante :

“Pour tous contextes I', A, pour tout systeme de réécriture RE, pour toute proposition
P, pour tout vecteur © € X" des variables libres de {P} URE, et pour toute substitution o, si

les deux séquents I', P Fre Q, A et I' Fres Po, A ont une preuve, alors il existe une preuve de
['Freo Qo, A

La regle précédente peut donc se mettre sous la forme :

I''Plre Q,A I'tres Po, A
T Fres QoA lemme A.9

Egalité

Pour toute relation binaire ~ définie sur 7 (X, X’), on pose L(~) (égalité de Leibniz) la
proposition :
Yy Vzy=~ z= (VP Vz P{y/xz} = P{z/z})

On admettra les regles suivantes :

Lix)Fz~zx refl(=)
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Lemme A.10 Pour toute proposition P, pour tout z € X, et pour tout s, t € 7 (X, X), le
séquent suivant possede une preuve dans le calcul des séquents modulo :

L(=),s~t,P{s/z} - P{t/z}

Preuve. 1I :
s~i= (Pls/z) = Plijy]) F s~t = (P{s/z} = P{t/z}) iﬁlme o
sx~t= (P{s/x} = P{t/x}),s~t+ P{s/x} = P{t/x} D 7'
s~ t= (P{s/z} = P{t/z}),s = t, P{s/x} - P{t/x} ’
L(x),s ~t,P{s/x} F P{t/x}
O

Notation: On obtient ainsi la nouvelle regle :

L(~),s ~ t, P{s/z} F P{t/z} e A-10

Lemme A.11 Pour toutes substitutions «, 3, si & =g S[V], le séquent suivant possede une
preuve dans le calcul des séquents modulo :

L(x),E,z € VI za=xaf

Preuve. Soit v € V.

Hli
E va~vatva=~v
L(x),E,va = va - va = vf
11 :
I(~
L(=) Fva = va refl(=)
L(%)7E|_’UOC%’U@’U@%,U6
113 :
II; Il
L(=~),EFva=~vs cut
L(~),E,z ~vFvarvfzazf
H4:
L(~),E,z ~v,va ~ v+ za ~ 203 lemme A.10
L(%)aEﬂU%’U,’UOz%Uﬂan%:Uﬁ
1L, :
L(~),E,c~vkza~zf cut
1I5 :
oll, v
L(%%Ev v$%’U|_IEO[%1;I3
veV y
L(~),E,xz €V, \| e ~vbFzaraf
veV
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H6:
T eV E \/xmvlemmeA.lél
veV w
L(x),E,x€VE \| zmv,za~zf
veV
1I
5 1Ilg
L(x),E,x €Vt za~af cut
O

Notation: On définit ainsi la nouvelle regle :

1 A1l (si a =
L(x),E,x €Vt za~af crme (st a =g BV])

Lemme A.12 Pour toute proposition P, pour toutes substitutions «, (3, et pour tout ensemble
V' de variables tel que Var(P) C V, le séquent suivant posseéde une preuve dans le calcul des
séquents modulo :
L(=~), A\ za =z, Pat P
zeV

Preuve. Par récurrence sur le nombre de variables de Dom(a) ou Dom([3) contenues dans V.
— Cas de base : aucun élément de Dom(«) ou Dom(3) n’est contenu dans V. Dans ce cas,
a et (8 sont sans effet sur P, et la conclusion est immédiate.
— Cas de récurrence.
Introduisons d’abord les notations suivantes :

1. (Dom(a) UDom(B)) NV = {z1,22,..., Tnt1}
2. =gy, z)
3. V=121, xn}
On a donc immédiatement :
1. (Dom(u) UDom(v))NV C (Dom(a) UDom(F)) NV
2.
ZTnt1 € (Dom(a) UDom(B))NV et xpp1 & (Dom(u) UDom(v))

On a ainsi (Dom(u) U Dom(v)) NV C (Dom(a) UDom(B)) NV
Considérons maintenant les dérivations suivantes :

Hli

L(=), /\Vm,u ~ zv, Put Pv  (par récurrence, et d’apres l'inclusion stricte ci-dessus)
Te
=r

L(%),xé\vx,u ~axvkE Pu= Pv

l A8
L(=), Awpmavt Pufenaffona} = Pr{enaB/na}

L(%% xé\Vx'u ~ v, Pﬂ{xnﬂ-lﬁ/:zn-&-l} H PV{xnﬁ-lﬂ/xn—i—l}

lemme A.7

w
L(=), N @wa=zf, A rp=av,vpa = o0 f, Pp{ee 8/t } b Pr{izn18/Tns1}
ze{x1,....xn} zeV
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I,
A rax=zfF A zp~zv (par définition)
ze{x1,....xn} zeV
L(%)v /\ ra & T, Tpp10 R Tt B, Pu{xn+lﬁ/$n+l} H PV{xn-i-l/B/xn—i-l}; A xp~ v
ze{x1,....xn} zeV
I3
II; Il
cut
L(%% /\ T~ $ﬁ7 Tn+10 = $n+1ﬁa P/J/{xn—i-lﬁ/xn—i-l} + PV{xn+1ﬁ/$n+1}
ze{x1,....xn}
114
II3 A
l
L(=), A ra = 1, Pu{rni18/tni1} B Pv{zni18/Tni1}
2€{x1,....Tn+1} définiti
ar définition
L(=) o~ 1, Pi{tni1 B/t } F PB

, A\
z&€(Dom(a)UDom(B))NV

w
L(%)v /\ $OZNJJIB,PILL{LU”+15/I”+1}7PO[|_P,B
z&€(Dom(a)UDom(B))NV

H5:

lemme A.10

L(%), Tp+1Qx = -TnJrlﬁ» Pu{mn+la/xn+1} H Pﬂ{xn+1ﬁ/l’n+l} s el
par définition

L(N), Tn4+106 = xn—i-l/@) Pa = P:U’{xn—i-lﬂ/xn—&-l}
L(=), A ra = zf, Pat Pu{z,418/tn1}, PO

z€{z1,...Tn41}

L(~), A ra ~ zf, Pat Pu{xni16/cn+1}, PO
z€(Dom(a)UDom(B))NV

par définition

I, Il

cut
L(~ A = PatF P
( )’ xG(’Dom(a)uDom(ﬁ))ﬂan 26, Pa g

Notation: On obtient ainsi la nouvelle regle :

1 A.12 (si P)C
L(~). A 2o~ 28 Pal PJ emme (si Var(P) C V)
eV

Lemme A.13 Pour tout contexte I' tel que L(~) C I, pour tout contexte A, pour tout systéme

de réécriture RE, pour toute proposition P, pour toutes substitutions «, 3, et pour tout ensemble

de variables V' tel que Var(P) U Var(RE) C V, si les séquents I' Fre /\Va:a ~zf et I Frea
FAS

Pa, A ont une preuve dans le calcul des séquents modulo, alors on peut construire une preuve
de T l—Rgﬁ P ﬂ, A

Preuve. Par récurrence sur le cardinal de RE

Cas de base : RE =10
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Considérons les dérivations suivantes :

H1 :
L(x), A za~zf,Pat PG (lemme A.12)
eV w (car L(=) €T)
I') A za=al8,Pat PG, A
zeV
115 :
'k Pa, A ar hypothese
Réa FI—P(opszp ) (car RE=0)
T, A za~az3F Pa,P3,A
eV
113 :
I 11D}
I') Nzax~zxzBF PS,A cut
zeV
H4 .
' Fre /\an ~ z( ( par hypothese )
IS
'k /\Va;a ~ xf ( par hypothese ) car RE =@
[AS
't A za=xzxzp,PG,A v
zeV
II :
15 I,
t
NS
F"'Rglg—P,@,A ( car RE = @)

Cas de récurrence :

Soit x I'une des regles de RE, P, la proposition canonique associée, et RE' = RE \ {x}
Considérons la dérivation suivante :

II :
[ Frea Pa,A (par hypothese) oo
T "RE’aU{na} Pa, A pop c
I', Piatbpreo Pa, A
Fl_RS,O( (PH:P)O“A i &
Ibres (P = P)B,A o T
RE' K ’
TPt pery PA.A le}rlnme A7
us
I '_Rg'ﬁu{ﬁﬂ} Pﬁ’ A ppar définition
r "’Rgﬁ Pﬂ7 A
O

Notation: On obtient ainsi la nouvelle regle :

I'tre N xzaxzf T breq Pa
zeV

I'Frep PB

lemme A.13 (si Var(P) UVar(RE) C V)
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Corollaire A.2 Pour tout contexte I' tel que L(x) C T', pour tout contexte A, pour tout
systeme de réécriture RE, pour toute proposition P, pour toutes substitutions «, (3, et pour tout
ensemble de variables V' tel que Var(P) U Var(RE) C V| siles séquents I',x € V Fre za = x5
et I' Frea Pa, A ont une preuve dans le calcul des séquents modulo, alors on peut construire

une preuve de I' Freg PG, A

Preuve. Soit v € V, on peut alors poser I' Frg v € V. Considérons alors les dérivations sui-

vantes : II, :
IveVikgrevarvf (supposé ) T'FrgveV
I'tgre va = vs cut

Hl .

o II

veV Y A

IF'Fre Aza~xzfB

zeV

II :

II; T Frega Pa (supposé)

T Frey PB lemme A.13 (si Var(P)U Var(RE) CV)

a

Notation: On obtient ainsi la nouvelle regle :

IreVikgerarmzf I Frey Pa

T Fres PP corollaire A.2 (si Var(P)U Var(RE) C V)

A.2 Lemmes ensemblistes

A.2.1 Ensembles finis

Lemme A.14 Pour tout ensemble E, si E est fini, on a :

Vex e F& \/ajze
eck

Corollaire A.3 Pour tout ensemble F, si E est fini, on a le séquent :

re FF \/x%e
eck

Proof :

C’est une conséquence du lemme A.1.
Notation: On obtient ainsi la regle suivante :

TeBr Vao~e corollaire A.3 (si E est fini.)

eck
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A.2.2 Définition et caractérisation de 7 (%)

Notation: Une signature 3, un ensemble X de variables, et un entier m étant donnés, on note :
— Trs(X) lensemble de tous les arbres construits a partir de ¥ et de X’
— FTry(X) Pensemble de tous les arbres finis construits a partir de ¥ et de X
— T(X) 'ensemble FTrs(()
— T, (2) Pensemble {t € Ty, | |t| < m} (|t| désignant la profondeur de ¢, i.e la longueur de la
plus grande chaine contenue dans t).

Lemme A.15
Vex € T(X) = Im x € T,(X)

Preuve. Par construction O
Lemme A.16 Une signature X et un entier m étant donnés, 7,,,(X) est fini.
Preuve. Immédiat O

Lemme A.17 Une signature % étant donnée, on a le séquent :

reT(X)F TRy
YyETm(X)

Preuve. C’est une conséquence du lemme A.16 et du lemme A.14 O

Corollaire A.4 Une signature X et un entier n étant donnés, on a les séquents :

1.
xeT(X)FImax e Ty(X)

ZTeT(X)"FIm T € T(X)"
Preuve. 1. est une conséquence du lemme A.1 et du lemme A.15.
2. est une conséquence de 1. O

Notation: On obtient ainsi les deux nouvelles regles :
1.

laire A.4 (1
T €T F Im e T orotlaire A4 (1)

laire A.4 (2
T T Fam T e T,y corellaire 44 (2)

A.3 Lemmes concernant les formes closes
Lemme A.18

Pour tous contextes I' et A, pour tout systeme de réécriture RE, pour toute proposition P, et
pour tout vecteur de variables 7 € X™, si @ est le vecteur des variables libres de {P} URE, et
sile séquent I', @ € T(X)" Fre P, A est dérivable, alors, pour toute substitution close a de T,
le séquent I' Fre, Pa, A est dérivable.
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Preuve. Considérons d’abord la dérivation suivante :

I
['Fre Ta € T(X)" (par hypothese)
IFre Ta € T(Z)" A - -
T ren Ta € T A (lemme A.8 et car T aa = T a)
II:
[,7 €T(X)"Fre P,A (supposé) IT;
T Fren Po A lemme A.9
O
Lemme A.19

Pour tous contextes I' et A, pour tout systeme de réécriture RE, pour toute proposition P, et
pour tout vecteur de variables T € X", si T est le vecteur des variables libres de {P}URE, et
si, pour toute substitution close a de 7, le séquent I' Freo Po, A est dérivable, alors il existe
une preuve de I', 7 € 7(X)" Fre P, A

Preuve. Par récurrence sur le nombre de régles de RE.
Cas de base : si RE = ()

Introduisons tout d’abord les notations suivantes :

m représente un entier.
Sy, représente  l'ensemble {a € Subst™|Ta € Tp,(X)"})

Considérons a présent les dérivations suivantes :

Hl,m .
e I'F Pa,A
aESm /\ —_r
r- A PaoA
OéESm w
,7ZelT,(2)" AN PaPA
aESm

Choisissons § € S),, et considérons la dérivation suivante :

Hl’mﬁg H
PEFPp A
I',PB+ PG w
T. A PaFP3
I''zZ ~ 73, P3FP (lemme A.10) ae/k\Gm
w w
I.Z~af, A Pa,P3FP I,Z~2f, \ ParP Pj
aESm aESm ¢
I,Z~78, A PaFP o
CMGSm
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On peut alors construire la preuve de la fagon suivante :

Hlm:
II
ﬁe.sm Lm,3 v
I,V z~706, \ PaFP '
BESm a€ESm
w
I, V z2~76,7cTn®%)", N\ PaFP

H&m:

T el F V T ~70 corollaire A.3 (car 7,,(X) est fini et par définition de S,)

BESm
[,7eTn(S)", \ ParP, | T~a5
aESm BESm
Iy, :
My I3,
T ZeT,®)", A Parp ™
a€Tn (2)"
I,Z cTn(%)", A PaFPA "
€T, (X)"
5, :
Il am
T 7 eT,0) F A ™M
T,3m 7 € Tp(2)" F PLA
[, ZeT(X)".3m el FPA "
11 :

llaire A.4 (2
0.7 ()" - 3m T € Tu(®)" (lomme 4.4) N A4 ()

L,ZeTE)"F3Im 7z €T, (X)",PA

A ce niveau, il ne reste plus qu’une étape de dérivation pour conclure :

II5,, Ilg .
I,z eT(®)'FP A"

Cas de récurrence : si RE contient p + 1 regles.

Soit k I'une des régles de l'ensemble RE, RE' = RE \ {k}, et P, la proposition ca-
nonique associée a k.

Considérons la dérivation suivante :
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II:
o I'lFreq Pa,A
aCSubst” (par définition)
o T l_RE'ozU{noz} Pa, A P
aESubst> pop
o I Patge, Pa,A
a€Subst® N
o I'Freq (PH:>P)a7A '
aESubst> ) - p
I, Z €T(Y)" e Pr = P,A (par récurrence, avec = = Var(RE U {P, = P}) = Var(RE U {P}))
-~ RE K — (lemme A.7)
[P, 2 €T(S)" Fre P,A
push

[,Z € T(E)" Freuga P A
I,2Z €eT(X)"Fre P,A

(par définition)

O

A.4 Lemmes inductifs

Notation: Pour tout terme ¢ € 7(X,X) et pour tout vecteur de variables 7', t{Z /7 } va
désigner le terme obtenu par remplacement de chaque occurence d’une composante z; de @ dans
t par un z; correspondant. On étend cette notation aux propositions, pour lesquelles seules les
variables libres peuvent étre remplacées. Pour toute proposition P, pour tout vecteur 7 € X" de
variables libres de P, pour tout ensemble 7, et pour toute relation binaire R sur 7", introduisons
les notations suivantes :

REina(P, R, T) . T ETAR(T,T)= P{Z/7}

PEind(P, R, T) . VZ T eTAR(T,T) = P{ZT/7}

Ind(P, R, 7) . VT T 1= (PEma(P,R,7) = P)
True(P,T) . VZ zer= Pz)

NoethInd(P,R,7) : Ind(P,R,T)= True(P,T)

NI . VP VR VY7 Noeth(R,7) = NoethInd(P,R,)

Lemme A.20 Pour tout contexte I', pour tout systéeme de réécriture RE, pour tout ensemble
7, et pour tout vecteur = € X™ des variables libres de P,

S { Var(RE) =0
L, % € 1" Freure,a(Prr) P

alors, on peut construire une preuve du séquent suivant :

I'Fre Ind(P, R, T)

Preuve.
[,7 € 7" Freure,a(Prr) P
U, 7 €71",Pina(P,R,7) Fre P i
[,7 €1"Fre Pina(P,R,7) =P
[Fre @ € 7" = (Pina(P, R, 7) = P) v '
T Fre Ind(P, R, 7) '
Notation 1
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On appellera lemme A.20 la nouvelle regle :

L, 7 €7 bFreure,aprr) P
T bre Ind(P, R, 7)

si Var(P) = 7 etVar(RE) =0

a

Lemme A.21 Sile séquent I' Fre Noeth(R, T) est dérivable, alors, pour toute proposition P,
on peut prouver le séquent :

INI,Ind(P,R,T) Fre True(P,T)

Preuve. 117 :

Noeth(R,7) = NoethInd(P, R, T) Fre Noeth(R,T) = NoethInd(P, R, T) Az

Nocth(R,7) = NocthInd(P, R, 7), Nocth(R, ) Fre NocthInd(P, R, ) cmme A7

Nocth(R,7) = NoethInd(P, R, ), Noeth(R, 7), Ind(P, R, 7) Fre True(P,7) cmme AT

NI, Noeth(R,7),Ind(P, R, 1) Fre True(P, ) Vi

T, NI, Noeth(R,7), Ind(P, R, 7) Fre True(P,7)

H2 .
I' Fre Noeth(R,T) (supposé)
w
I'NI,Ind(P,R,T) Fre Noeth(R,T),True(P,T)
II :
I 1oy
cut
I NI,Ind(P,R,T) Fre True(P,T)
O
Notation 2
On notera lemme A.21 la nouvelle regle :
I' tre Noeth(R, T
RE ( ) lemma A.21

I,NI,Ind(P,R,T) Fre True(P,T)

Lemme A.22 Pour tout contexte I', pour tout systéeme de réécriture RE, pour tout ensemble
7, et pour tout vecteur Z € X™ des variables libres de P, si Var(RE) = 0, et les séquents
NI, Z €™ Freurema(P) P et T Fre Noeth(R,7) sont dérivables, alors on peut dériver le
séquent I' NI, 7 € ™ bre P

Preuve. 117 :
F7 ? € T l_RgURgznd(P) P (SuppOSé)
I'tre Ind(P, R, T) lemme A.20
w
I, NI btge Ind(P, R, 7), True(P, )
H2 .

I'tre Noeth(R,7) (supposé)
I,NI,Ind(P,R,T) bre True(P,T)

lemme A.21

172
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IT :
m, I
T, NI re True(P,T) IC“t "
T NI, T €' bre P 005
Od

Notation: On note lemme A.22 la nouvelle regle :

[,NI, 7 € 7" Freure,ap) P T Fre Noeth(R,7) & Var(P) = 7 et
I''NI,Z € T™" Fre P Var(RE) =0

On suppose a partir de maintenant que < est un ordre de réduction défini sur un
ensemble 7.

Pour tout entier n, <,, désignera alors I’extension cartésienne de < a 7" (cf définition
2.5 de la partie I)

Notation: Pour toute proposition P, pour tout ensemble 7, pour tout entier n, et pour
tout vecteur @ € 7" des variables libres de P, RE;nq(P, <,7) et PEima(P, <, 7) sont définis de
la facon suivante :

l

Rg’ind (P7 )

”/\Z<n?):>P{ / 7}
sznd(P ) " <n

(
v ET'AT <, T) = P{T/T)

> fj>

cT
(z

18] 18

Lemme A.23 Supposons que RE est un systeme de réécriture contenant des regles de 'un des
types suivants :

Typel: k=l—rouk=Il~r

Type 2: k= (Tp € 7" AZp <n 1) = (I — 1){Za/Tr} ou
(Zn € T ATx <n tn) = (I~ r){Za/T0}
avec T, € 7™ le vecteur des variables de [ &~ r

Alors, pour tout contexte I', pour tout ensemble 7, et pour tout vecteur © € X™ des variables
libres de RE U {P}, si les séquents I', NI, @ € 1" FReURE a(P<,7) P et T Noeth(<,T) sont
dérivables, alors on peut montrer le séquent I', NI, @ € 7" Fre P.

On obtient ainsi la regle suivante :

: —
pery P TF Noeth(<,7) 5 Var(REU{P}) =7 et
— < est un ordre de réduction

sur 7

F, NI, ? € T "Rgungmd(
I''NI, % € t"Fre P

Preuve. Par récurrence sur le nombre de régles de type 2 dans RE .

Cas de base : si RE ne contient aucune regle de type 2, on applique le lemme
A.22
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Cas de récurrence : si RE contient p + 1 regles de type 2.

Supposons que 7 € X" soit tel que ¥ = Var(REU{P}). Posons x l'une des
regles de type 2 de RE, et RE' = RE \ {k}.
Supposons que k soit défini de la facon suivante :

K= (T € T™ NZj <n, tn) = QuiZa/Ti}

N —_—
avec Q, =l — rgoul, =1 et T, = Var(Qy)
et posons P, la proposition canonique associée :
—
Vix (Tg € T N i <n, te) = Qu{Ze/Tn}

On a:
H1:

I''NI, @ € 7" Freu{RE a(Pa=P<,m)} P Définiti
ernnition
I,NI, @ € 7" Frery(nRE (PP <)} L

Donc, sachant que P, est la théorie canonique associée a k, cela entraine :

115 :
I

NI, 7 €1 Py FREVRE ma(PesP<,)} P

pop

H3 .
I,

=7
F, NI, ? € Tn '_RSIU{Rgind(Pﬁ:>P7<7T)} PH = P

Et puisque RE’ contient p régles de type 2, on peut écrire :

H4 .
II3 T'F Noeth(R,T) supposé )
— par récurrence
I €e™bgre Po= P
1I5 :
— 1y lemme logique
Iz e, P bFre P
H6 .
= L5 push
2 er? '_RS’U{K} P
Et sachant que RE = RE' U {k}, on peut écrire :
1I; :
g e
Définition

I'NZ €rmbge P
Donc, pour démontrer le lemme, il suffit de prouver la regle suivante :

NI, 7 er" FREVRE ma(P<,r)} P
I'NI, T e l_REU{REind(P5=>P,<,T)} P (A1)
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Du fait que < est un ordre de réduction, on a le séquent suivant :

— —
S :T,NI, 7 €™ (2 € T"NT <, @), (T € 7" ATy, <ppo tu{Z/TY) T € T ATy <o t s
Considérons maintenant les dérivations suivantes :

IIg :
S

8]

ETVAT <p T), (T € 7" AT <y ta{ T/ T}, Pab (Tn € 7" A Tp <i 1n),

I,NI,Z 7", ( _ z
Qu{ze/z2}

Hg:

Ax
(Tm € T ATt <n o) = QulTa/ T} b (Tm € T ATt <n 1n) = QulTn T}

HlO :
Iy
— > n — - — = — n — i — = Vi
VI, (Tg € T ATy <p,, tw) = Qui{Zu/Tu} b (Zg € T ATy <p, t) = Qui{Te/Ti}
Donc, comme : _
P, 2 Vz, (Tn € T ANTp <pp te) = QuiZn/70}
on peut écrire :
H10 :
Iy
— — - — = Vi
Pt (e € T ATy <n,, tr) = Qu{zs/Tx}
1y
Iy
— — - — = w
I'VNI, Pt (e € T AT <, te) = Quize/Ti}
1o
L logical 1
— — — ———— logical lemma
I'NI, Py, (z, € 7" ATy <p, te)F Qui{Te/Tr}
I3
;o w
I,NI,Z € (T €™ AT <u @), (T €™ ATp <n, t{Z/T}),
— - —
P, (Zn € T ATy <, o) F Qu{Za/70}
H14 :

Iy II3

cut
I'NLZ e (T ETANT <n T), (T € 7" ATy <y A Z/T}), P b Qu{Tn/70}

IT14

=
I,NIL,Z € (T E€ETAT <p B), Pt (Tg € 7" NTp <n {2/ T}) = Qu{Ts/T0}
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H16 .

5
v
I,NI,LZ €t (Z €T"ANZT <n @), Py F VT, (T € T ATy <, t. {Z/7}) = Qu{za/Ta}

Et, comme :

PAT T} 2VE, (T € 7" AT} <n th{ T/ T}) = Qu{Tr/T0)

on peut écrire :

Il :
5
NI, 7 €™, (Z €™ANT <, %), P FPAZ/7 }
7
I
NI, 7 €™, (Z €™ANT < @), Pe,PEina(P. = P) - PA{ZT /7Y, P{Z /% }
—
Let p€ Net y € AP, such that y = Var(P, = P)
g

(VePNY < W)= (Pe=P{Y/Y (Y er? §<p7):>(PH:>P){§/?}A$

IT;5
VY (Y e™NyY < V)= (Pa=PH{Y/YIF (Y ™Ay < V)= (Pa=P{Y/V}

Et comme :
PEina(Pe = P,<,7) £ (Y €™ NY <, V)= (Pe= P{Y/Y}
On a:

1149 :
T8

v
PEina(Pe = P,<,7) - (Y € TP NY < §) = (Pa= P){Y/V}

Maintenant, du fait que Py est la proposition canonique associée a x, Var(P,) = Var(k),

g
alors, du fait que x € RE, Var(P, = P) C Var(REU{P}), et comme y = Var(P, = P),
7 = Var(RE U {P}), et par définition de <, on a 1’égalité suivante :

(Y eANy < ¥)= (Pe=>PHy/yH=1(2 e T <, 7)= (P> P){/7})
On peut donc ainsi écrire : Iljg :

II1g
A/
PEma(Pe = P,<, 1) (Z ET"AZ < @) = (P = P){Z/T}
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H20 .
15T

1 logi
PEma(Pe = P,<,7).(Z ET'NT <p T), PAZ/ T} P{zT 7} 0 o8due

115 :
1129 w
[,NI, Py, PEina(Pe = P,<,7),(Z €™ANT <, 7),PAZ/T} - P{Z/Z}
H22 :
IT;7 Il .
T, NI, Py, PEma(Pe = P,<,7),(Z €T" AT <p T)F P{z/2} "
o3
J1B% =,
I'NI, P,i,PSmd(P,.; = P, <,T) F (Z et A z <n ?) = P{z/?}
H24 N

Ilo3
v
[,NI, Py, PEina(Pe = P,<,7)FVZT (Z €™ AZ <, @)= P{Z/7}

Posons maintenant ¢ € N et 2 € X9 tels que 2 = Var(P), on a :

PEina(P,<,7)2VZ (Z €TINZ <, Z)= P{Z/7Z}

Comme 2 = Var(P), @ = Var(RE U{P}), et par définition de <,,, on obtient 1'égalité :

(Zer'nZ < ?)=>PZ/FN=(F AT <. T) > P{T/T))

Donc :
PEma(P,<,T)=(Z €™ ANT <, 7) = P{Z/7Z})
D’ou :
H24 :
Ilo3 v
[',NI,P.,PEing(Pc = P,<,7) F PEina(P,<,7) "
H25 .
ITo4 w
I'NI, 7 € 7, PEina(Pe = P,<,7), Pi - PEina(P,<,7), P
H26 .
ITo5
— push
NI, Z € 7", PEina(Py = P,<,7) by PEina(P,<,7), P
Et puisque RE = RE' U {k}, on a :
H27 .
w
o6 n
I'NI, 7 € 7", PEina(Pe = P,<,7) Fre PEina(P, <,7), P push
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Hgg N
L NI, 7 € 7" Freure (P} P (supposé) pop
I'NI, 7 € 7, PEina(P,<,7) Fre P (supposé)
o
II>g w
I'VNI, 7€ Tnapgind(P7 < T)v,Pind(Pfi = P, <7T) Fre P
LIEN)
ITo7  Ilpg .
T, NI, 7 € 7" Ppa(Pe = P,<,7) Fre P "
H31 N

1130
I''NI,Z e
y VL, T € TV FREURE ;pa(Pa=P,<,7)

push

ce qui acheve la preuve. O
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B

Théoreme de compatibilité
principale

On suppose que < est un quasi-ordre du type de celui défini a la section 1.2 de la partie 11

Notation: Deux termes ¢, ¢’ € 7(X, X) étant donnés, on écrira t#t’ si t et ¢’ ne peuvent étre
comparés avec le quasi-ordre <.

Lemme B.24 Pour tous t1, to, t3, t4 € Tx[X], on a :
(th <tg Aty <t3)=>t; ~ty <ctsmiy
Lemme B.25 Pour tous t1, ta, t3, t4 € Tx[X], on a :
(th St3Aty <ty) =t Aty <ty ~ty
Lemme B.26 Pour tous t1, to, t3, t4 € Tx[X], on a :
(fLZto At Sts At Rty <etgmty) =t <14

Preuve. La preuve des trois lemmes ci-dessus est laissée au lecteur, elle se fait au moyen d’une
simple analyse par cas. O

Lemme B.27 Pour tous ti, t, t3, ¢ € Tx[X], on a:
(tgmt<ctimt'ANtZt)= (t1 >t3Vt>ts)

Preuve. Considérons les différents cas dans le tableau suivant :

Clty ~ ) Clts ~ 1) (s LD | AL sl | ({12, [ta]} 3, 0)
({33 {1 t<tz<t ty <t <t g;?ﬁg t<3)t1A
{3 ) 0 ts <ty <t 0
, ALVt ¢ L V>t
({1 (013 0) 9 g;iltv = Etitizt%g%g <t
O
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Lemme B.28 Considérons une égalité a; = «g, une égalité t; ~ t9, une substitution o, et
deux termes o [t10]. et o tels que : ay & ag >, &) [t10], = oy = o [t2o] ~ o

1) [e%) 2 Qay = (tl %tg)a <e O] = (09

a) W #e

b) (052 £ 041) A —|(7f10' 2 t20‘)
C) tQU ;{ t10

Cl) too < Qo

2) o 2 Ozll[tl(ﬂw/ = (tl ~ tQ)U <ey R ag =V

N N

Preuve. 1) Supposons ag 2 af.

servons l'inégalité o1 ~ ag >, of[tio]l, =~ aob. Puisque asy ab, on peu
Ob r lit > Lt 5 P 2 b, t
considérer les deux cas du lemme B.27.

Cas 1: a1 > of[ti0].

Alors a1 > t10 (car < est un ordre de simplification)

Sous-cas 1 : o [t10]. = o] [t20]w

Alors a1 > t90, et on conclut (t; = to)o <. a1 ~ ag d’apres le lemme B.24
Sous-cas 2 : o [t10].s et o] [t20],s ne sont pas équivalents pour <

En combinant avec 'hypothese du lemme B.28, on obtient :

aditio)y = oy >e of[tao]y ~ b, et on peut considérer une nouvelle fois les deux
différents cas du lemme B.27.

Sous-sous-cas 1 : aj[t10]. > o [t20].
Alors a1 > t9o et on conclut (t1 & t2)o <. ag ~ ag d’apres le lemme B.24
Sous-sous-cas 2 : af, > ] [ta0],

Alors ag > ta0 (car as 2 o), par hypothese) et on conclut (t1 =~ t2)o <. a1 = ag
par le lemme

Cas 2 : a > o [t10]w
Alors ag > tyo (car ag 2 of)
Sous-cas 1 : o] [t10]w 2 o] [t20].

Alors ay > too et on conclut (t1 & t2)o <. a1 = o par le lemme B.24
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Sous-cas 2 : o] [t10]. et & [t20].s non équivalents pour <.

On considere une nouvelle fois les deux différents cas du lemme B.27.
Sous-sous-cas 1 : o} [t10] > & [teo].

Alors ag > tg0 et on conclut (t] = t2)o <. a1 = ag par le lemma B.24
Sous-sous-cas 2 : af, > o] [ta0].

Alors aig > tg0 et on conclut (t] = t2)o <. a1 = ag par le lemma B.24
2)

Supposons : a1 2 &} [ti10].

A)Montrons :
a) w #e

b) aa £ a1 A (tio 2 ta0)
(tl ~ t2)0‘ <01 R o=V ) too i(\ to

c
d) teo <

Cela revient & montrer 'implication suivante :

(1 mta)o <can maz) A(w =) A(ag < ay Vitio 2 ta0) A (tao < t10)) = tao < ag
Donc, supposons :
(t1 = ta)o <c a1 R ag) A (W =¢) A ((ag < a1) V (t1o 2 tao) A (teo < tyo)
Cas 1:tjo 2 tao
On a:

(t1 = ta)o <e a1 = ag) A (W =€) A (t1o 2 tao)

Du fait que ' = &, a1 2 &|[t10]wr, et t1o0 Z te0, on a tio Z tao 2 «;. Donc, la

proposition (t; & t2)o <. a1 ~ ag devient équivalente a a; ~ a1 <. a1 & ag. Ainsi, par
le lemme B.26, a1 < a9, d’olt t90 < as.

Cas 2 : =(t10 2 ta0)

Ona:
((t1 ®ta)o <e a1 = ag) A (w' =) A (ag < ag) A (teo < ti0)

car w' =€ et ag 2 of[t10]., a1 2 tio. En outre, du fait que ta0 < t10 et oy 2 ty0, on a
(cf notations de la section 1.3 du chapitre 1 de la partie II ) :

C((tr = t2)o) = ({{lal}}, {{lt20]}}) (B.1)

Et puisque as < ag, on a également :

Clar = az) = ({{laa]}}, {{[az2]}}) (B.2)
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Maintenant, (B.1), (B.2) et I'hypothese (t; &~ t2)o <. a1 &~ g conduisent & too < ag

B) Montrons :

a) w

b) (042 { Oél —\(tla 2 tQU)
c) tao L tio

d) Qo > oo

(t1 = ta)o <ec ] g <=V

Premiérement, en considérant I’équivalence oy 2 o [t10],, on a: t1o0 < oy

Sachant que, par hypotheése, oy = as >, j[tio]ly = o et oy 2 of[t10]., on
peut considérer les deux cas du lemme B.27.

Cas 1:ag > d

Sous-cas 1 : afj[t10].r = o] [t20]w

Alors t1o £ too, t10 # tao (car < est stable par contexte ) et too < ag

a:w #£e:

Alors t10 < aj, teo < aq et on conclut (t1 = t2)o <. a1 ~ ay par le lemme B.24
b:(ae £ ar) AN=(tio 2 tao) :

On peut facilement vérifier que l'on a :

= Clon = az) € {({{[a2}}, {{len]}}), ({{[en], [a2]}}, D)}
- C(tio = tao) = ({{[t10], [t20]}},0)

On peut de nouveau considérer les différents cas dans le tableau suivant :

({{le2]}}, {{lenl} ) ({{[on], [a2]}},0)

tio < oy et tao < o

sitio0 2 aq alors tao < aq(car =(t10 2 t20))
donc tyo < tyo et contradiction

(voir plus haut)

donc t1o0 < aj et tao < a1 (symétrique)
d’ou le résultat

tio0 < oy alors t1o < ag
too < aq alors too < g
d’ou le résultat

C: tgayétla

On peut facilement montrer que 'on a :

- CO(tio = tgo) = ({{[tr10], [t20]}}, 0)
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On considere les différents cas dans le tableau suivant :

({{laa]}}, {{laa]}}) ({{lo2]}}, {{[aa]}}) ({{lea], [a2]}}, 0)

tio0 < ajet too < oy
sitio 2 ajthen too < toy
donc contradiction

si too 2 o alors t10 < tao tio < aj donc t1o < ag
et, comme t10 £ tao, tio 2 tao too < ag donc tyo < g voir la premiere colonne
(voir plus haut ) d’ou le résultat

donc t90 < t1o et contradiction
donc t1o0 < ag et to90 < ay
d’ou le résultat

d:ag >ty

En observant que ag > too et a1 = t10, on déduit I'inégalité (t1 ~ t2)o <. a1 = ag par le
lemme B

Sous-cas 2 : ~(a][ti0] 2 &) [t20].)

En combinant avec ’hypothese du lemme B.28, on a :

Ay [tio]y = ob > af[teo] &~ o, et on considere une nouvelle fois les deux différents cas
du lemme B.27.

Sous-sous-cas 1 : o [t10] > & [teo].

Alors t10 £ too et too <

a:w #e

Alors t10 < aq, tao < ag et on conclut l'inégalité (t1 =~ t2)0 <. a1 ~ ag par le
lemme B.24

b : a9 7{ a1 et —|(t10 2 tQJ)

On peut facilement vérifier que I'on a :
- Clar = az) € {({{[o2]}}, {{len]}}), ({{lea], [oa]}},0)}
- C(tio ~ t0) € {({{[tao]}}, {{[t20]}}), ({{[tr0], [t20]}},0)}

Considérons les différents cas dans le tableau suivant :

({{le2l} }s {{lea]}}) ({{len], [a2]}},0)
tio < o alors t1o < ag tic <o
(HItrol}} {{lt20l}}) d’ou la conclusion. d’ou la conclusion.
tio0 < g alors t1o < ag
<
({{[10], b0} 1, 0) | too < a et tao < as f10 < a1, 120 < o
N . d’ou la conclusion.
d’ou la conclusion.
C: tQO' 7{ t1c7
On a:
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— C(tio = tp0) € {({{[t20]}}, {{[t1o]}}), ({{[t10], [t20]}},0)}

Considérons les différents cas dans le tableau suivant :

(H{laa}} {{leel}}) | ({{lal}} {{leal}}) | ({{laa], [e2]}}, 0)
too < a1
too < aq donc too < oy
({{lt201}}, {{[tr0]}}) | d'on tao < o d’ou
le résultat. d’ou la la. conclusion.
conclusion.
tla < a1
ti0 < o donc
too < a1 t10 < a9
({{[t10], [t20]}},0) bao & o f20 < on voir la premiere colonne
17 12 ’ donc t1o < oq donc P
d’ou la too < Qg
conclusion. d’ou la
conclusion.

d:ag >ty

Sachant que ag > t20 et oy > tjo, on déduit linégalité (t1 ~ t2)o <. a1 ~ o
par le lemme B

Sous-sous-cas 2 : ady, > [ta0],

En observant I'inégalité as > o, (cas 1), on obtient ag > too

Maintenant, sachant que ag > to0 et o > ti10, on déduit (t1 = t2)o <. a1 ~ a9 par le
lemme B

Cas 2 : a1 > o,

Sous-cas 1 : o} [t10] = a][teo]. : voir Cas 1/Sous-cas 1.

Sous-cas 2 : ~(a][ti0]w 2 &) [t20].)

En combinant avec ’hypothese du lemme B.28, on a

i [tio]y = oy > af[t2o]. = o, et on considére une fois de plus les deux différents cas
du lemme B.27.

Sous-sous-cas 1 : o [t10] > o] [te0].

On a tyo £ o(t2) et a3 > tyo, donc cf Cas 1/Sous-cas 2/Sous-sous-cas 1

Sous-sous-cas 2 : of, > o] [ta0].

ay > af (cas 2), et of, > o [tao]. (sous-sous-cas 2), donc ag > ta0.

Sous-sous-sous-cas 1 : ay 2 t10



a1 > teo, et oy 2 tyo, donc tjo > tao. On en déduit alors tio £ tao, et on peut
se référer au cas 1/sous-cas 2/sous-sous-cas 1

Sous-sous-sous-cas 2 : a1 > t1o

Alors t10 < a1, te20 < a3 et on obtient (t; ~ t2)0 <. a1 & a9 par le lemme B.24
Od

Lemme B.29 Considérons deux égalités a1 ~ ao, t1 & to, une substitution o, et trois termes
of, o [t1o],m et of, tels que :

Dag > of
2)a) = ag > of[tio]r & af ou ag & o > Aff[t10]wr = o

3)0/1/[t10']w// ~ 0/2/ Ze a’f[tga]wu ~ 0/2/

( 4)= (a2 2 aft1o]wr)
Alors (t1 & t2)o <e a1 = g

. !~ 1 ~ /"
Preuve. Cas 1: o) & ag >, o [t10],n =~ of.

Alors, par définition de >., of > af[ti0],». Maintenant, en considérant I’hy-
potheése 4, ay > «f, ce qui conduit & a; > af[ti0],r. Or, d’apres le lemme B, on
a o & al > of[tio],r = af, et en combinant avec I’hypothése 3, on obtient :

a1 &= ahy > o [tio]ur = ol > off[tao]r = af
Par le lemme B.28, cela conduit a :
(tl ~ tg)o‘ <e O] & 04/2/ (B.3)

Maintenant, du fait de I'inégalité o) ~ as >, of[ti0]. = of, et par définition de <., on
a ag > af, donc, d’apres le lemme B, et par définition de <., on a :

o] = ag ge a1 = Q2 (B4)

(B.3) et (B.4) permettent alors de conclure.
Cas 2 : ao = o) >¢ of[t10]r = o

Par définition de >., as > of[ti0],7, et, en combinant avec ’hypothese 4, on ob-
tient ap > af[t10],r. Or, d’apreés le lemms B, on a ay = of >, of[tio],r = of. En
considérant I’hypothese 3, cela nous conduit a écrire :

1 " 1 " 2
Qg R Oy > [t10]ur & ay = af [tao]wr = ay
D’apres le lemme B.28, on obtient alors :

(t1 ~t)o <e ag ~ (B.5)
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Or, en considérant l'inégalité as ~ o >. of[ti0].r = of, et par définition de <., on a
o) > of. En considérant maintenant ’hypothese 1, on a o > of, donc, d’apres le lemme
B, et par symétrie de <, on a :

s ~ah <o o Ay (B.6)
(B.5) et (B.6) permettent alors de conclure. O

Lemme B.30 Considérons deux égalités oy = ao, t1 = to, une substitution o, et trois termes
o [tio]er , o) et of tels que :

Dai > o
2)o) & ag > of[t10],r & ol or ag & o) > A [tio]r & o
3)a,1/[t10-]w” ~ 0/2, Ze Oélll[tch]w// ~ 0/2/

On a:

(tl ~ tQ)U < a1 R ag s>
(g Z of[t10]wr) V a(W" =€) Va(an < ag Vt1o Z tao) V =(teo < tio) V (tao < aq)

Preuve. D’apreés I'hypothese 2, puisque <.C<., et par symétrie de <., on a o}
af[t10]wr =~ of. Maintenant, sachant que oy > o}, et d’apreés le lemme B, oy
o) = az. En combinant avec 'hypothese 3), cela entraine :
a1 & g > o [tio]or & ol = ol [tao]or = o
=
Supposons : (t; &= t2)o < a1 &~ ay
Si g = of[t10],7, on a, d’apres le lemme B.28 :

—|(w” = €) V —|(041 < asVitio 2 tgo‘) V —|(t20 < tld) V (tQU < Oq)

=
Supposons :

(W' =¢e) V(a1 < ag Vitio 2 teo) V —(teo < t1o) V (tao < )
Cas 1: ay 2 of[t10],r.
Alors, d’apres le lemme B.28, on a (t1 ~ t2)0 < a1 =~ o
Cas 2 : =(ag = aff[t10]wr)

Alors, en considérant les hypotheses et le lemme B.29, (t; =~ t2)0 < a1 =~ ao.
Od

Théoréme B.4 (Théoréme de compatibilité principale) Considérons des égalités Q1
Q2, Q3 et Qu4, | — r une régle de réécriture telle que l > r, ko une régle de réécriture l,, — Ty,

ou une €galité ly, =~ ry,. Considérons Uinégalité I : (lx, = Tx,)0 <c Q1 et supposons :
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1. Q1 =i, juw;, 0 Q2
2. Q2 > Q3
3. Q3 =k, iwi, o Q4
4. Q3 2 Qu

Alors :

1. I est vérifiée siw; € oui =]
2. Stwy=ceti#7j:
(a) sily, > rg,, alors :

I& ((Qu) 2 lo) AN (Qr); < Q1) = (Q1)j > Tke0))

(b) sile, 2 7x,, alors :
I < ((Q1|z 2 ZHOU) = (Q1|j > TKOU))

(c) sinon :

Fe (((Qui 2 L) A(Qu); < Qupp) V (lsg0 2 T509)) A (100 < 1g0))
= (Ql\j > r’iOU) )

Preuve. Soit j € {1,2} tel que j # j.
On peut facilement montrer, en utilisant le lemme B.30, que 1'on a :

(lno ~ rﬁo)a <. Q1 &
(Q1f 2 leeo) V ~(wi =€) V (Qu)j < Quj V kg0 2 Tho0) V 2(1g0 < lig0) V (Qu)j > T 0)
(B.7)
Casl:w; #eori=j.
Sous-cas 1 : w; # £. On conclut en considérant (B.7).

Sous-cas 2 : w; =€ et i # j.

On peut facilement vérifier que l'on a Q1; > Q2; = Qu);. Or, sachant que ¢ = j,
Q4‘j = Q4|i, et que Q4|i > Ty,0, on obtient Q1; > ry,0, et on conclut d’apres (B.7).

Cas 2 : 1 # j.

Alors j = i, et on conclut d’apreés (B.7). O

187



Annexe B. Théoréme de compatibilité principale

188



C

Formes plates

Dans cette annexe, on se place dans une algebe de termes variadiques. + désignera un
symbole variadique quelconque et, pour tout terme aplati s = 571+ ...5, € 7V (X,X), on
identifiera € € Dom(s) et {1,...,n}.

Lemme C.31 Un terme aplati S et une position w € Dom(s) étant donnés, il existe p et wy,
tels que :

1. w=puwy
2. p=c¢ ou il existe i1,...7; € N tels que p =i1.... 1
3. wo C N\ {0}

Preuve. par récurrence immédiate O
Lemme C.32 Pour tous t, ¢’ € T(X,X), t =4 t' si, et seulement si £ = ¢'.
Preuve. Immédiat. O

Proposition C.5 Etant donné un terme s, une régle [ — r, une position w € Dom(s), et une
substitution o, on a I’égalité suivante :

s[tlw = 3t f1at, ()

Preuve. Soit s € T(X,X) et w € Dom(s). On va faire une preuve par récurrence sur la profon-
deur de w.
— Cas de base : w=¢:
On a alors st]. =1, et 5[t flat(e) = 5lt]le = 1
— Cas de récurrence : w = i.w; :
— Cas 1:s(e) ¢ V.

Posons f = s(e). On peut alors écrire :

5 = fs1...35,
C.1
sltle = fs1...5ic1Si[t)w,Sik1 - -Sn (C.1)

L’application de I’hypothese de récurrence permet maintenant d’écrire 1'égalité

$i[tlw, = Silt] flat,, (w:)> ce qui implique, d’apres (C.1), s[tlo = 3[t]; fiat,, (w;)- On conclut
alors en observant que flats(w) = i.flats, (w;)
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— Cas 2 : s(e) € V.
En posant + =s(e),onas=u+v et w=l.w; ou w = 2.w;
— Souscas1l:w=1.w;

On a alors

sltle = ult]y, +v
= uftly, +7

(C.2)

L’application de I’hypothese de récurrence permet maintenant d’écrire 1’égalité
ult]y, = U[t] fiat, (wy)> ce qui implique, d’apres (C.2), s[t], = lt] iz, (w,) + -
Posons maintenant u =47+ ... +u, et v =07+ ... +Up,

Sin =1, on peut ainsi écrire :

S[t]w = [ﬂflatul(wl) +v1+ ... Uy

Mais comme 5§ = Uy + 771 + ...+ Un, on en déduit, par définition :

)

[t]w = gmllflatul(wl)

et on conclut en observant que flats(w) = 1. flat,, (w1).

Sin > 2, on peut ainsi écrire :

sltly = (@ 4 ... + ) [t fiatu(w) T 1+ -+ Tm

Si wy = ¢, 'égalité ci-dessus devient :

S[t]w — E+U_1+...+m

Mais comme s =4y + ...+ Uy, + 01 + ... + Uy, on en déduit, par définition :

sl = 3[tl,.my

et on conclut en observant que flats(w) = {1,...,n}.

Si wy = j.wg, I'égalité ci-dessus devient :

sl = @+ ... + @) [t fiat, (juw) T+ -+ T
= @+t T+ T+ + T0) [ frata ()

Mais comme § =uy + ...+ Uy + 01 + ... + Uy, on en déduit, par définition :

s[tle = B[] fraty(j.ws)

et on conclut en observant que flats(w) = flat,(j.w2)
— Sous-cas 2 : se traite de la méme fagon que le Sous-cas 1.
O

Lemme C.33 Soient s, s’ deux termes, et w € Dom(3). Si 3 =, ¢, il existe w’ € Dom(s’), tel
que :

190



- g‘w =p ?|w/ _
— Pour tout terme ¢, 5[t], =) §'[t]ur

Preuve. Par récurrence sur Level(w).
— Si Level(w) =0
— Si w = ¢, la conclusion est immédiate.
— Sinon.
Il existe n, k, i1,..., ix €N, s1, ..., s, € T(X,X) et une permutation 7, tels que

L.5=351+...+5,
2.8 =8| +...+5,

3. Pour tout i, s'; =p S7(i)-

4. wcC{l,...n}

Maintenant, si on pose w’ = 7(w), on a clairement 5|, =, &'\, et 5[t], =p '[{]r
— Si Level(w) =1+ 1. Soit i € N* et w; tels que w = i.w;.

— Cas 1. 5= f351...3,, avec f ¢ Xy. Par définition de =, (définition 1.12), Il existe
s'1,...,8n, tels que s’ = fs'y...5', et 55 =, s'; pour tout j. Observons maintenant
que, puisque s; =, s, et puisque w; € Dom(3;), par récurrence , on peut affirmer qu’il
existe w’; € Dom(s';) tel que Sijw; =p 5_’”% et Siltlw, =p s—’i[ﬂw; . Posons v’ = i.w';, on
a clairement 5, =) &',/ et 5[t], = s'[fl.r

— Cas 2. § =37+ ...+ 35, Par définition de =, il existe s'1,...,s, € T(X,X) et

une permutation 7 de {1,...,n}, tels que s’ = g + ...+ sl et s_; =p 573 pour

tout i. Observons alors que, puisque s/ _, (i) =p Si> et puisque w; € Dom(s;), par

récurrence, on peut affirmer qu’il existe w’; € Dom(s;,l(i)) tel que 5;),, =p s’T_l(i)M
et 5i[t]w, =p 5'7-1(;)[tlor - Si on pose maintenant w’ = 77! (i).«';, on obtient clairement
51w =p 8w et B[t], =p §[t]ur -

O

Lemme C.34 Les propositions 1 et 2 ci-dessous sont équivalentes :
1. (w € Dom(3)) et il existe i,k € N et une séquence d’entiers wy, tels que w = wp.i ou
w=wp{t,i+1,...,i+k}
2. Tl existe s’ € T(2,X), w' € Dom(s'), tels que s’ =5 et w = flaty (W)

Prewve. — 1 = 2 : par récurrence sur Level(w)

1. Si Level(w) =€ :
(a) Siw=¢c:onace= flats(e)
(b) Sinon : w =i ou w = {i,i +1,...,i + k}, et il existe n, s1, ...sy, tels que
S=51+...5,et {i,i+1,...,i+k} C{l,...n}
On va effectuer un raisonnement par récurrence sur n.
-n=2
~Casl:i=1:alorsw=1,carw C {1,2}. On a alors flats(w) = flats(1) =
1 = w et la preuve est terminée.
— Cas2:i=2:alorsw =2, car w C {1,2}. Donc flats(w) = flats(2) =2 =
w et la preuve est terminée.
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-n>2
—Casl:i=1 Alorsi+k <n, car{ii+1 yi+k} C{1,...n}. Posons u
telquew =31+...+5,-1,et ' =u+s,.w e Dom( ), donc, par récurrence,
il existe ' € T(X,X), w”’ € Dom(u'), tels que v’ = U et w = flat, (W").
Soit w’ = 1.0".

— Sous-cas 1 : w” = . On aalors flaty(w') = {1,...,n—1}, et, puisque w =
flat, (w"), on peut écrire w = flat,/(¢), et, du fait que v/ =37 +...5,_71,
cela nous conduit & w = {1,...,n — 1}. Donc w = flaty (W)

— Sous-cas 2 : " # e. Alors flaty (W) = flaty (W) =w
—Cas2:i>1. Soitvtel quev =33+...+5,, et s =s;+u.

{i— ,i+k—1} € Dom(7), donc, par récurrence, il existe v’ € T (3, X),
eDom( "), tels que v/ = ¥ et flaty(w") ={i—1,...,i+k—1}. Posons

W' =2.0"

— Sous-cas 1 : w” = e. Alors flaty (') = {2,...,n}, et, étant donné que

flaty (W) ={i—1,... i+k—1}, onaflatv (e) = {z’—l,...,i+k—1}, et, du

fait que v/ = 53 +...5,, cela entraine {1,...,n—1} ={i—1,... i+ k—1}.

On a donc w = flaty (W)

— Sous-cas 2 : W’ #e. Alors flatg (W) ={14i—1,...,14i+k—-1}=w

2. Si Level(w) =1+ 1. Posons i € N* et w’ tels que w = i.w;.

(a) Cas1:s= fs1...8,. Alors 5= f51...5,. w; € Dom(s_z) donc, par récurrence,
il existe s'; € T(X,X), w'; € Dom(s';), tels que s'i = 3i et w; = flaty,(W).
Posons s’ = fs1...8;_15i8i11...5, et W =1.w';. On a s/ =3, et, par deﬁmtlon
de l'application flats (définition 2.4), flaty(w') = i.flatsri(w’i) =ilw; = w.

(b) Cas2:5=31+...5,
— Sous-cas 1 : ¢ = 1. Posons v tel que v =353 + ...+ 5,.
w1 € Dom(sy), done, par récurrence, il existe s'1 € T (X, X), w'y € Dom(s'1),
tels que s'; =37 et flaty, (w'1) = wy. Posons s’ = s'1 +vet w = 1.w'y. On a
s =3, et flaty(w') = 1.flaty, (W'1) = L.y = w.
— Sous-cas 2 : i =mn. Soit u tel queu =571+ ... +5,_1.
wn, € Dom(sy,), done, par récurrence, il existe s',, € T (3, X), w'y, € Dom(s'y,),
tels que s',, = 35, et flaty, (W'p) = wy. Posons s’ = u + s, et W' = 2.0,. On
as =5, et flaty(w') =n.flaty, (W) = nw, = w.
— Sous-cas 3 : 1 < ¢ < n. Soit v tel que v =337+ ...+ 5.
w; € Dom(s;), done, par récurrence, il existe s'; € T (3, X), w'; € Dom(s';),
tels que s'; = 5; et flaty, (W) = w;.
Soit 8" = (... (s1+82)+83)+...+8i—1)+8)+vetw =120, Onas =3,
et flaty (W) = flaty (2.W';) =i.flaty, (W) = i.w; = w.
— 2 = 1:1il suffit de montrer que, pour tout s’ € 7 (X, X), il existe i, k € N et une séquence
d’entiers wy, tels que flaty (w') = wp.i ou flaty(w') =we.{i,i+1,...,7i+ k}.
On effectue une preuve par récurrence sur la profondeur de s’.
~ Casl:¢ =fs'1...5, avec f ¢ Zy.
— Sous-cas 1 : W' =¢. flaty(e) =e.

— Sous-cas 2 : Sinon, il existe j € {1,...,n} et w’'; € Dom(s';) tels que ' = j.u';.
Par récurrence, on peut affirmer qu’il ex1ste i,k e N et une séquence d’entiers wq
tels que

flaty (W) = wiiou flaty (W'j) = wi{i,i+1,...,i 4+ k} (C.3)



Par définition de flaty, et comme w’' = jwi et f ¢V ,ona:

flatsz(w’) = j.flatsxj (w’j) (C4)

On peut alors clairement affirmer que w a la forme souhaitée a partir des égalités
(C.3) et (C.4).
~Cas2:s =4 +v'. Soit m,n €N, s'1,...,5n,8ni1,--,8 nim, tels que v/ = sy +
oA et =8+ S .
— Sous-cas 1 : W' =¢. flaty(c) =e.
— Sous-cas 2 : W' = 1. flaty(w ’) ={1,...,n}.
— Sous-cas 3 : W' = 2. flaty (W) = {n —|— 1 ,n+m}.
— Sous-cas 4 : W' = 1.5.q. j.q € Dom( N, donc, par récurrence, il existe 7,k € N, tels
que flaty (j.q) = wo{i,i+1,...,i+k}.
— Sous-sous-cas 1 : n =1, alors flaty (') = 1.pf{i,i +1,...,i+ k}.
— Sous-sous-cas 2 : n > 1, alors flaty(w') =p{i,i +1,...,i+k}).
— Sous-cas 5 : W' = 2.5.q. j.q € Dom(v'), alors, par récurrence, il existe i,k € N, tels
que flaty (j.q) =wo.{i,i+1,...,7i+ k}.
— Sous-sous-cas 1 : m = 1, alors flaty(w') = (n+ 1).p{i,i+1,...,1+ k}).
— Sous-sous-cas 2 : m > 1
— Sous-sous-sous-cas 1 : wg = ¢ Alors flaty(w') ={n+1i,...,n+1i+k}.
— Sous-sous-sous-cas 2 : il existe k € N et une suite d’entiers wy tels que wy = k.wy.
Alors flaty(w') = (n+k).wi i, i+ 1,...,i+ k}.

a

Lemme C.35 Pour tous termes s, t € T(E X) et pour tout w € Dom(3), il existe s’ € T (X, X)
et W' € Dom(s'), tels que 5 =) s s Slw = 8| flat, (') €t Sltlw =p s st ]flatsl( 2

Preuve. On note s = fs7...5, et on effectue un raisonnement par récurrence sur la profondeur
de w.
— Siw =g, il suffit de poser s’ = s et W’ =¢.
— Siw C N, posons N—w = {i1,... i}, et uw =35, +.. .+%+ Z s_j. D’apres le lemme C.34,

il existe s’ € T(X, X) et ' € Dom(s'), tels que s =1u et {k +1,...,n} = flatg ().
On a donc ' =, 5, §|fiat,(w) =p Sw, €t s s'[t | flat 4 () = Tl ]{k—i-l .n}> ce qui entraine
clairement s'[7] flatS/ (') =p S[tlw-

— Siil existe i € {1,...,n} tel que w = i.w;. D’apres 'hypothese de récurrence, il existe
s; € T(X,X) et w; € Dom(s)), tels que 5 =, s}, 5|, = s_;|flatsl(w§)’ et Sitle, =p

s flaty ()- Observons maintenant que 1’égalité s = f57...5, implique s;(¢) # f, et,

en cons1derant la congruence 5; =, s}, on en déduit s}(¢) # f. On peut ainsi poser

— )
s = fE... 5= 15’.si+1 ...5,. Remarquons que flatg ( ') est une position aplatie dans
Dom(s}), donc w" = i. flaty(w;) est aplatie dans Dom( s”). D’apres le lemme C.34,

on peut alors afﬁrmer qu'il existe s’ € T(X,X) et ' € Dom(s’), tels que s = s
et flaty(W') = w . De la congruence s; =, 5; on déduit la congruence s” =, 5, de
l'égalité 55, = z|flat (W) On déduit legalité Slw = ?mats,(wl), et de la congruence

Filtlw: =p i) flat,, () on déduit la congruence 3[t], = s'[t] Flat (')
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