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#���� v  R%�12�����#��� ��S �����H/#�s12����"Pd � ���!�  �� !�'�V- �*/#���� ���� ���������������������� � �Q����� �� �����!�����������L� �� R18�)%����
�������<��� �!��������P���`�Q������18�#��"5I ��	��s����� �H���#�������H�x%����� !*%����s12����� ���H��� 	 �*�#������� ������� � ������ c12���H�
����������� �!��������V���L���#���s12�������}-~%��#�� ����� ���!� 	������,�����"v �� ?�'%�� ��� ���#���!�� ���/0�0%��]�������������,/����)�����,���
v  ?%�12����������� �H�b;��P�0� ����� 	��`: ��v "\X ��*�� !� P "RQ*B "
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� � �����*�#�!� ��12������� 	������ 	��� � ���������s=� !��� ��� �l������� ���
���*� �������k��� ��� 	��� ������H������/� R����� ���!� ���� ���rW

�?%� ����?%�	��� � �*� � ���Q12��� 	 ���#� H9����� ���� ������ ��� �u��� ���`���  !����������������� ������� �*�x���`�����!�� !�s� �������������
	��� �rp ��� 	�����"8(�� ��� 	��� !���� ��	����m�����m��� �V%� ���� ���m/# ?��� � � ��p ��� � ��� ����� ���*�'� ������/� ?�#���n/��������H�  !�������
� � ��""�.� ����� 	����#�u���]�0�U/� ?�#��� ��� *%��0%� ���J12��� 	 �*�� ���H���� ���	� ?%������ ��� ���*�#�����e12��� �.- ��� � ���l��� ���
	��� ������H�#�#�P��� ���������!�s12����"\� �L/# ?��� � ���!� �� ?=�� *9������ � � �� ���� 	 ���#�c� ���?12���� ���������� ��� �u%� ���� � ��18�#���
�!	>%�����;018�#���
�#� ����	��� ������ �H�6��� ���_�����!�s12���Q: ��v "fX ��*�� !� P "TSoB "8� � � � � ��� �}- �H�0��� � �����e���c/� ?��� � � ��p2W
�?%� ������� !���*� ���#���� !���y- �7�!�*�#�,���L/# ?��� �,���
�H� � �������.��� �� �����R� �����!�����U: �u%��s%�	#����������	��� �rp#��� 	#���7Br�
�H� ������� �`�#���w�0% �u%� ����� ���������U�0� ����������}�  ����)����� � 	#�s���a����! ����������� �?%�	��� ��������� ��� �� �� 	��� ������ ���
���#���s12����"

�����
	 P "TS �j� 	 �����  !��� ��H�6� �F�.-~���
����������.�#��	��� ������ �  R=���/� ?�#���u%�"�� ��	��� ���������� � �����H�)���s/�����"

G �*�� F;����� �?�# �����/� R������� ��� 	��� ��������H���!��� 	 ���#�a9 �  ����������!�s�0%� ?%�� ���*�6� ���0�U/� R������"V� �����!�}� ���� ��YW
12�.-~������	 �� ��!������� �*�j�����Lv �*�����': � � � �
� ������O � ����� 	��� �gSo��B ���*� �  !� 	��� ������ �����tp �����������#������ ,12���
�y- ����%����*� � �H� ���V��� � ����� �<����! �������F�#�� !������������|��  !�����_12��� ��% �u% 	� !����������%�"

� �H��� � �������l�0%�;���� �  !����� � ����0����� �����u%���� ���������� �����6T 	��� ������H�E�����!�s12��� ���J/� ?�#��� " ������������ ����fW
�!��� ��� � ����� � ���?%���� !����� �#� �!��� � 	���� � ��� ������� ��� ������� �!����� ������"\� �*��� 	 �*� ������� � ������ ���� ��� 	��� ������
�*�j��� ���e���#���s12���_/� R�����?%�� �*�
�������� ��_��������	��� ��������?�� ,v ���0�j�����!������� "f^ �*� � ������� ��� 	����s12���<�����
���"! ����� �u%�� �?��	#	��s%�� ��� � ���� !��� 	 �*�# Q��� �V%� ����#������ ����	��� ������6��� ���N�Q������18�#��"J� � � � � ���J�������`�����
���� ������� �  ���� ��� � �  ��H������	���������12�������#��� ��� � �  R=���v  R%�12����� ���.- � ������ ������ � �������!����������� ��� 	��� ������ �R�� 
���bv ���0�b���#���������}�)��� ����	��� !�����L/� R�����?%�����������"\d � ��� �<�#��������� �u%� ����!� ��� �<���_�0%�;����� ,���#� �����u%���� ����
�R��	�	���%�� ��� � ���� �� 	 �*�� ����� �!��*� ��� ���{18�#������� �n�����'%���������k����� �� ������ � ���?%���� ������l12�������*�#� � �������
�0%�;���� "oK ���!� � ���������!�,12�������� � �����	 ���0� �H�fp ����*� ��� � � 	 �*�#����� �n9��� ���# ���cv �����l�#����� 	��� ������ ���{�#�����
���#���s12���������*��� �y- ��	#	 �������� ����#��������� �����R�������L�0�x� ���2������ �� �
� 	��� !����� �?�� �v ���0�j�����!��� ���"���o� 	��� ������
�R�� ���������12����� �*���������� ��]� 	��� ������ ���
	� ?%����������`���_��������12����� "
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d � ���!� �  R=��Lv  ?%�18�#��� �����������_����� ���� ������� �  !��� ��� � �  �������0�V�.- � ������ L��� ��� 	��� ��������?�� _���Uv ���0�

��������� ��� "iK ��v ���0�U�����!��� ��� ���  �� �  ��H�#���'�������a�����,�!������������.�#���_%�� ���!���������L�����!��� ������� � �`�'9�� �
	��� Rv �����c�������<�����F%�� �����!������� �*�$�#��� ���������]�.- ���)v �� R� ��������� "�� � ��	 ��� �  !����� ��� 	��� ������ ���������V� 	��+W
 ���!���u%r� :�;�*�# �� P "VU2B �#�*���� ����0� 	������F���"! ������� ���w�0%������!�����$�#�e���� !� ��� ��� �!��*� ��� � ���� � !����	 ���0�U#
��� ��� 	��� ������ �*�b#Q��� ���`���#���s12����"0I ��	#�s����� ����� � � � � �,���<v ���0�0��: �<u ~"g��rlCz �<u ~"g���{Ld"j��rB ��	�	 �� � ��� �
���������"! ����� �u% �R��	�	���%�� ��� � ���� ��`������� ���6�)%�� �����������$�#���]v  !��� � �s=� ���� ��� �  !� ��� 	��� !������� ���6�����!�s12���
��������	��� ������ �R�� ������!�s12����")[ ����� 12�.-~����9 �  �� �2�0� �����6v ������� ���*�#����� � ����� ������� ��� � �H/��!�� ��� � �����w���
���'/� ?��� �L���ev ���0� ���  !�����������������!� 	��� Rv ��� � ��� ��� ������18�#� ���!� 	� !����������%H�P���#�'� ��� �������H�V18����� �Q#
�������H���e/ ���!�����b���_� �f�0=�������	 �*�# � ������������+|��  !� �������!����� 	� �����������%���"

� ���
	 P "TU �b� 	 ������ ���� �H�'� �]�.-3�#���!��������.��� 	��� !�������R�� ,v ���0�b�����!��� ���

�n- ��� �?%� ?9 ����� 	 �*�#������ m����� � ���#*���� ��� �����
��� ����	��� !����� �?�# kv ���0�6�����!��� ��� ��	�	��� ���|�� ���*�#�k��� �R��������"
� � �)%�� ����� ��� � ����� ����*� ��� � � �#� 	��� !�����
�?�# w�����!�s12����� ���*�#� 	 �*�� � !�����#�6�#������������ ������ � �8�0=������
��� 	��� ������ �H����	 �u%���� �H- ���!��WY#+W ���� !� ��	�	� !���_�����#�a�#� ����� ����p�� �'�����!������� "P� ��� 	 �� �v �� ?� ���������_��� ���
�  �������� ���	 � �����.���?�#����%������ � ���
*%��0%� ���i# �}-~%�� ��	 �L��� ����H� ��� � ��� �����.���!�� �������� � �������!� �H�'%������� ?%�����"
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d � ��p ��� � � �#� � ���)� ���*��/# �� �.- ��	�	#��������� ������� �0%������!��� � ��� ������� 	������!� 	� ?%������ �������� !�e��� �!���W
� ��� � ��� �����b�0�
���������� ����	��� ����������c�����!�s12����"\G �� R� � �����������YW ��� ���*��� 	 �*�#������� �������� LT

� � � �� �����!�� !��	#������� �H� � �*� ��� ��12���F��� ���fp �H�0�����jT
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� � �� �����!�� !��	#������� �H� � �*� ��� ��12���F��� ���8p
�H�0�����������#����� � �a#� �������������|��� �� � �]# �� ���#���� !�� !�����
�R�������_���`� ����� 	# �����������%��<�������<�#�x�������0� ��� � �����#�� ���"5�<�N;������}�������!� � ��	�	������ ��������� 	 �� YW
� �������k� � ���� �� 	��� J%��� !��� � �*�#� ���k12��� ���!� 	� ����#������%�"oK]- ��� � �}- ��	�	#��������� ��������� 	��s�#� �������!���s12�����
� ��12��� �`v ����� �}- �*/8�!� �
�#� ���*��/# ����#���������H� 	���������
�.-~%������������������.� ���*�6� �c���� !���s=� ���� ��� � ���
���H� 	�������k� � ^��n��� � �  �� � ���� o U �#�H� �������� �� ����� ���*��/# ����#����� � �H� 	�����#���l�cd � ^�� "H�{- ��� �u%rW
 R9��{�#������H� ��� ���� ���
��� ���0� ��� � ��� 	��� !�������������!�s12��� ���!� �������� �"HK ����� 	 �� R� � �{��������v �H�� ����� 
��� ��� �  R%��_�0�b� �8�0�����F��� �� �����!�� !��	#������� 12��� ����������*� ��� � � ����� ��������� �c������� 	��� !����� � �����
 !�Y�!� � �� ����������*� ��� � � ���2�#��������� ���H�6� � ���e���#���s12����"

� �{- ���0�#��p#��� ���������_�������0� ��� ���c�Q�������s�'%������6T

�{- ���0�#��p#��� ����� �������!��� � �$#��0%����*��	 �� ���� !�u�#��������� ��� � ��� #�%����s12��� � �� 6��� �������)� ��� � 	 �*�� 
���&v ��������� � �� ��y- �rp 	������ � ���������V� ������� 	��� � ������������ 	 �*�� av �������������� �����  !��� ���� �� �����'�#���u%� ������� !���
������� ���x�#� ���0� ��� � " � � �������)� ��� � ��� � ������� ���0����pf%��?��� ����� � ��� ����� ���x12��� �y- ��� ���*�fW
�# � � � ��� �u���� ,�����?%� !�����# ���� ��� ��"�K ����� 	 ���#��9��� �� ���  ���� ���� !� ���a���L� ��� � ���s%����)������� ���#� ���� ����
�#�x� �� ���� �H�fp ���N�����!�s12���H� ������"k� � ����� �#�x�.- ���0�#��p#��� ����� ���!� ��� 	�������� ���!���� �",K ����� ���!�
� �U# �}- �H��*� ��� � � � �����x�0� ���H��/� ��e�#���6%������f� ����� �H�'� ��� ��� ����� �y- �rp 	������!�����x�0� ���*��/# ��
�#� � ����|������e��� �?%���%������!������:�^��<^L� ����� ��������� ��B��i���  ��H��������� 	��� !�������#���s=� ���� ��� � �?�# ed � ���� !�����
: 	 �8�������!���,4 ��/� ��H���������,4 ��/ ���5��������"CB "�� �c� M �m[n� ���!� �H�E�!�*�� ?�V- �2���.�#�������2����� 	��s�#� � ���0���
�!�*�� !�����.- ���)v �� R� � � ������� � � ����� ����� �����2�'���������s�'%������ ���!� ��� 	��������#� ��p 	����#������� "oG �� �������R%�W
12����� ��� �������*��/� !�`�#� ���H�� ��������H�)�����6# �� ��� � �� ���!� �����"W �69�� ����� �������!� ��� � � 	# ���� !���!������� "
� � ����H� ��� � ��� �����
	��� ������ �+��������12������� ����� 	 �� R� � ���  !�Q���av ���� !�_����� 	# ���� �s=� ������0�#��p#��� �����
��� ���)���s12����� � �����]��������� ���� ! �����	 ���0����� �_#'��� ��� 	��� ������ � � ����������� ���� ! �����	 ���0����� �F#6��� ���
�Q������18�#��"

� �{- ���s�#���H�
���*���YW �����  �����L���L;���� � ���c�.-~%�� �����!�����#� �u%���%������R%����aT

� � ���H����W � ���� ���� �������!��� � �k# ��! � ���� ����H�a/����i��� �}-~%��� ����.�7���#� �� �H�0�#��� �������RS���� �� !����� � ����� ���
�#��������*���,��� ���<18�#� ��� � 	� !�������#��%]�)�� ��� �
���w;����N� �*� � �*�#�k�0� � ���������o���#� �  ������!�� ���	#� �����
����������	� ���� ����"�� �� ����#����� �u��� ���F�����!�*���YW � � �  �����H�����*�#��	 �*� ���������������!�s�0%� ��� ,12������� ����p�� �
�#��������������*����� ��� � �������2� � ��18�#� ���l� ���*�#��W ������ ����# �� �V- � 	��s�#��12�.-3# 	��������� �����i�����>%� !��� � � ���*�#��W
������ ���� �?�� ������,���������,��� 	��� ������]��� ����� ���0%��#"�� � ����H� ��� � ��� ����� 	� R%������ �������� �� ��� 	��� !����� ���
�Q������18�#�<�0�6�������0� ��� � �H�0������W �����?������	 �� ?� ���k���  ��������� ����� 	�� �H��� ���*�#��W ������ ����# �� ��� �s�#�
	 �� R� � ��� ��� �
��� 	����!���� 
�.-3�#���F�������]��� 	��� !�����<#Q����� �H�#�� �� 	#�s���  ��	#�s����� ��� ��")� ��X� ����������
� ����� ���F����� � ��	������ ���������a����� � ����|������n�����?%��s% ��������������� �y- ��	#	��� �� � ��������� �?�#	�	 �� !� � ���*� ��� ���fp
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-�./-0.�� � �!�y	���%�!� � :(� 3 :��/9����B� 3 �

G �*�� c�����>%� !���������� ��� 	��� !�����_�������������!�s12����� �#�*���]�#��������� �� ��*�#���� ����� � �� ��� �u%� !��� � �s12����� �����
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������� ����/0�#�n���,� �����fpQ����� � ���#*���� ��� 	��� ��������������<��������12�������n�'9�� �����,�����!������*�#�� ��� 	��+W
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���  RS � �0� �������?% ����� �� ���� ���� ��� �L#b�#� �!�������������	��� ������ �*D ��� ����� �����q���� �S����0� �����!�_/ � �������*�#	
� ��������	� R%������ � ��"

H �  � H � � / ��Gx=(' )L>p� ; 13�6%B��� �413)+�8KJ�"! � ���c�8-������4A ; �7)L%(-��

� �����0���� �� � � �����0���� �� \pX��{v �#����� 	� !��� ���� _#j� ��� �  !�� _12��� ��� ����� � �H�� `%����� !*%����s12���'�.-~��� �!�"W
������ ���0�����e% � ��� � ����	��H/����L���L�������� !�s� ������ ��� 	��� !����� � � ���Q�Q������18�#��"�� �������y� ��� ����� ���*�� ��� ���� !���
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|||Ŝ ′| − |Ŝ|||2
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 V�VYI�ia�p�B=>�(�0/+5+��&?/2�-5+����&-O7�!���!&��F8����!&��!�-�VgJ&+�!*1/2��&-I 6��!�
4!5+�-�d*%$�5+�U&)�!*%/+���(6!&+�-5)8��(6!�%� : �!*a9-��5+5)��&)4G���0� \����
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�h=>�-�!&+�-�36!�,�H�0��&
N
�-/2��/2&?�!�P�d�#�!$-�,� {S1, S2, . . . , SN}

� 9M@ I�Xj*��(�!5+�Q~(I�~�|��MI

π1 = 1 a12 a23 a34

a11 a22 a33

b1(o) b2(o) b3(o)

S1 S2 S3

Z\[
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�� !��	\�� � ��$ �%� �##�_����� �G#� �� ���$%#��� ����$ ���G�G �G ����(��#��������C#�
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N
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` 6���8(��9M/2���05
Π
�!��405+��67��6!*,�%*%/2�-&a*,�!*1/2*,�(�,�-&�O

Π = πi

�
i = 1..N

�MI
πi

�-&)/m���H4!5)��67�(6!*%�,*1/2�i�B=Ck-/+5+�
�!�(�!&?�b=C�-/2��/

i
�(��/2����4!&

0
O

πi = P (q0 = i), 1 ≤ i ≤ N

� 8��-9dW
πi ≥ 0 ∀i

�-/ ∑N
i=1 πi = 1

` 6��!���d��/25)*,9-�
A
�0�Z4!5+��6!�(6!*,�%*%/+��&��!�p/25+�(�!&)*%/2*%��� �-�'/25+�Z�%��&
�M/���/+&�Oo/2���%�,� : �0� aij

&)��*%/`���
405+��67��6!*,�%*%/2���!�H/25+�(�!&+*1/2*%���
4<���!5��(�,�%��5m�!� �b=C�-/��^/

i
\[�h=>�M/���/

j
O

aij = P (qt = j|qt−1 = i) 1 ≤ i, j ≤ N, 1 ≤ t ≤ T

� 8��-9dW
aij ≥ 0 ∀i, j

�-/ ∑N
j=1 aij = 1

` 6��!���`��/+5+*%9��
B
�!�d405+��67��6!*,�%*%/2�-&H�B=C��6!&+�-5)8���/+*,��� �!�-&"&)_#�36<���%��& �7�(�!&D9{7�(9-�!� �!�-&"�M/���/+&�O
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/2�-�,�,� : �!� bi(o)
&)��*%/?�,�34!5+�(67�(6!*%�,*%/+�L�B=C��6!&)��5N8���5

o : �7�(�!�P�,�H���#�!$��%�H��&)/�\[�b=C�-/2��/ i
I

bi(o) = P (ot|qt = i), 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ t ≤ T

� 8(��9dW
bi(o) ≥ 0 ∀i, k

�M/ ∫
o
bi(o) do = 1

� ���!*%8(�F�(�Z�0�3���U/2��4<���,����*,��O7*,�T�MgV*,&N/2�340�,�!&)*,���05+&�/ _#4<��&H�!� 
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 V�VJ&
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 V�V
Λ = (A, B, π)

O
9����������'/?�-8��(�%�!��5S�,�U405+��67��6!*,�%*%/2���B=C��6!&+�-5)8���/+*,���

P (O, Λ) 8
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 V�V
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(A, B, Π)
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/2����4!& W
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tT�[4!5+�(67�(6!*%�,*%/+�L�!� �,�3&+� : �!�-�!9��"�B=>�(6!&+�-5)8���/2*%���!&S4<���0/�&-=>�-9�5+*%5+� � O = (o1 . . . oT )
�.W

P (O|Λ) =
N
∑

i=1

αt(i)βt(i)
� ~�II~����

� 8��-9dW
αt(i) = P (o1o2 . . . ot, qt = qi|Λ)

βt(i) = P (otot+1 . . . oT | qt = qi, Λ)

αt(i)
�-&)/L���U4!5+��6!�(6!*,�%*%/+�H�B=>�-�d�M/+/+5+�"�%�R�0��6!�0/L�!�"�,��&)� : �!�-�!9��[�B=C��6!&)��5N8(�^/2*,�(�!& O

�-/L�B=>�(5+5)*%8��-5L\
�h=>�M/���/

i
�(�J/+����4!&

t
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βi

��&N/.���U4!5)��67�(6!*%�,*1/2�.�B=C�����-/)/25)�R�,� �7�J�!�"�,�[&+� : �!�-�!9��[�]=>��60&+��5N8���/2*%���!&
�-�J47��5)/����K/?�0�D�h=>�M/���/

i
�(�E/+����4!&

t
I

ta=>�(4!4<���,�,��/2*%��� fh !� �0��� � � �#�Gp ;��0��� � 8V*%���'/o�!�U@n�(*%/ : �!���,�S9��(�,9-�!�7�!� αt(i)
&+�?@n�(*%/f�F8(��9

t
9�5)��*,&)&2�(�'/�W

αt(i) =

[

N
∑

j=1

αt−1(j)aij

]

bi(ot)

/2�(�!�!*%& : �0�D9-���%�!*;�!� βt(i)
&+� @n�(*%/S�X8(��9

t
�0��9�5)��*,&)&2�(�'/RW

βt(i) =
N
∑

j=1

aijbj(ot+1)βt+1(j)

YQ� 9F���,9��0� fh !� �0��� � � �#�Gp ;��0��� � �[�!�!� 9-���d40�,�MgV*1/2�.�!� �h=>��5)�!5+�H�0�
N2T

I�LL�-&��!�M/��(*%�,&i&)�!5?�,�-&?�(�����m�
5)*%/5{0�d�-&i�!� 9F�(�%9��!�;�0�

α
�M/

β
4<���08(���'/LkM/25)� /+5+���V8���&��7�(�0&�z�YQ��5)�#�0� 4)���%&;| zm�bI

��`Fe�cnhoh j g VhV�j hZe�`
t;�o4!5+��60�,$����a�!�o���?5+�-9����!�!�(*,&)&2�(�!9-�Q9-���!&+*%&)/+�Q\?�!�-/+��5)�d*%�!��5T�,�o����*,�%�,�-�!5B9{!�-�d*%�R9-��5+5)��&+4<���!�!�(�'/ \
�!�0�Q&+� : �!���!9-�S�B=C��6!&+�-5)8���/+*,���!& O = (o1, o2, . . . , oT )

O^9�=>�-&)/�� \m� �!*,5)�o/+5+���08(��5 ���?�d�-*,�,�%���!5)�f&+� : �!�-�!9��
�B=C�-/2��/2&

Q
�0�J���V�0$��,� 
 V�V

Λ : �!*T�`�^gV*%�d*%&+�L�,� : �7�(�'/2*1/2� &+�!*18��(�'/2�UW

P (Q, O|Λ)

b ���!5;/25)���08��-5 9-�-/)/2�f&+� : �0���!9-�(O(�(�R�!���7�!*1/ �,�Q8��(5+*,�(6!�,�j*,�'/2�-5+�����!*,�(*,5)� δt(i)
9��(�d���a���S4!5)��67�(6!*%�,*1/2�(O
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t
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W

δt(i) = MaxQ1 ,...,Qt−1P (Q1, Q2, . . . , Qt = qi, o1, o2, . . . , ot|Λ)
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ParamétrisationFlux audio
Segmentation Viterbi

    Classification :
 Parole, Musique, Bruit 

Segments étiquetés

GMM
Parole Musique

Parole bruitée
GMM GMM

Bruit

GMM
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acoustiques (PLP)
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Extraction des Signal

Paramétrisation
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Perceptron

Multi−couches
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fournit les probabilités
Dynamisme

Classification

(Classifieur HMM)

Segmentation

Parole/musique

Segmentation

Viterbi
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t

f
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�!BE\I>�Ma`NBEDI>d`t\�hi\xl�\IDI9�MWRC;=9�H<DYMu;=AC`N9N] FrBE\IHdO8JKFYMN>%><9�H�RZ9�>dRZACP?A};eMW;<AZBED8>:OI9�RSMQ;<H=MND8>%g1BEH%P?J�9�OI9

z BN\IH<AC9KH�_!g19KD8��;=H%9N]u><9:;<H<BE\�`E9:��;=H%9:R^l�\8;<AZRZAC>=MW;<AZBEDdOI9:RZM!;=H<MNDI>#g1BEH<PQJK9j9KD/BNDIOI9KRC9�;%;=9K>�cN�!BE\I>�FbBE\�`EBEDI>
_zF8H<JK>%9KD5;qOIJ��YD8AZH�@K9shi\xl�9K>#;d\8DI9sBEDIOI9�RZ9�;<;=9� G MNRCRSMW;|[^[���9�;�@KBEPQPQ9KD5;�H<JKMNRZAC><9KH:\IDI9�;=H<MNDI>#g1BEH<PQJK9
9KD�BEDIOI9�RZ9�;%;=9�>qOI\�>%A�CEDYMWR^c

������������ �������������M` �"!#!$���

�!DI9�BEDIOI9�RZ9�;%;=9  G MNRZRZMW;|[:[���9K>#;d\8DI9sg1BEDI@�;<AZBED Ψ ∈ L2(R)
OI9�P?B �N9KDIDI9{Di\IRZRC9 

∫ +∞

−∞

Ψ(t)dt = 0

9�;q_�JKDI9�HgCEAC9��IDIAZ9 
∫ +∞

−∞

|Ψ(t)|2 < +∞

�$RCRZ9Q9K>#;/DIBEH%PVMWRZAZ>%JK9z_ ||Ψ|| = 1
]�9�;�@K9KD5;<H<JK9�MW\w`EBNAZ><ACDYM:CE9zOI9

t = 0
c �qD89?g MNPQAZRCRZ9/OxlpMW;<BEP?9�>

;=9KPQFI>?V�g1H<J�hi\I9KDI@�9d>�lpBET�;=AZ9�D5;:9�DVOIACRSMW;=MND5;�R^l�BEDIOI9�RZ9�;<;=9�FYMWHj\8DQg MN@�;=9�\IH
s
]59�;:9�DVRSM�;<H=MNDI>%RSMW;=MND5;$FYMNH
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Ψu,s(t) =
1√
s
Ψ

(

t − u

s

) M `N9K@
s ∈ R

∗

+

��A�BNDU@�BEDI><ACOI|KH%9 ||Ψu,s|| = 1
] MWRZBEH%>�RZ9K>�BED8OI9KRC9�;<;<9K>!OIAZRZMW;=J�9K>�9�;!;<H=MND8><RSMu;=JK9�>qH%9K>#;=9KD5;qOI9{DIBEH<PQ9

\ID8AC;eMWAZH<9WcyY�lpBNDIOI9KRC9�;%;=9zFb9�\8;���;=H%9?H%JK9�RZRZ9zBE\wMNDYMWRC�i;=ACht\89Q@�BEPQFIRZ9��89Wc ��9KRCBED�RZ9K>�MNFIF8RZAZ@KMW;=ACBEDI>�]oBED
Fr9K\8;!@5fIBNAZ><ACH�R^l�\IDI9�BE\�R^lpMN\8;<H<9Nc|·�BE\IH!DIBN;<H<9�FYMNH#;a]YDIBE\8>qMa`NBEDI>dBNF8;=J�FrBE\IH�\IDI9{BEDIOI9�RZ9�;<;=9�H%JK9KRCRZ9Wc
�!BE\I>!MNRZRCBEDI>�P?MNACDi;<9KDYMWDi;�OIJ��YD8AZH�RSM,;<H=MNDI>#g1BEH<PQJK9s9�DUBNDIOI9KRC9�;%;=9K>�c

������ ����� ��� !������ ������������� � � �������M` �"!#!$���

Y�M,;=H<MNDI>%g1BNH<PQJK9�9�D�BNDIOI9KRC9�;%;=9K>�Oolp\ID�>%A� EDYMWR
f(t)

_/R^l�JK@5f89KRZRC9
s
9�;!MN\L;<9KPQFI>

u
><9s@aMWRZ@K\8RZ9�9�D

@�BEH<H%JKRSMWDi;
f(t)

Ma`E9�@qRmlpBNDIOI9KRC9�;%;=9
Ψu,s

@KBEH%H<9K>%FbBNDIOYMND5;=9WcMh:9K@KA DIBN\I>$OIBEDIDI9�RZM�OIJ��YD8AC;=ACBEDz><\IA}`WMND5;=9
OI9�RZM,;=H=MWDI>%g1BEH%P?J�9s9KD�BEDIOI9�RZ9�;<;=9�> 

Wf(u, s) = < f, Ψu,s > =

∫ +∞

−∞

f(t)
1√
s
Ψ∗

(

t − u

s

)

dt,

B"!
�$# 9K>#;!R^l�AZDIA};=ASMWRZ9!OI9�% �N�
������� hi\IA�><A& EDIAC�I9sBEDIOI9�RZ9�;%;=9s9�D�MND' ERSMNAC>K]
�

Ψ∗
9K>#;dRC9s@KBEPQFIRC9���9s@KBED�(%\) E\IJ�OI9

Ψ
c

�!BE\I>s\8;<AZRZAC><9�H<BEDI>qFYMNHsRZML><\IA};=9�\IDIAChi\I9KPQ9KD5;�OI9�>�;<H=MND8>%g1BEH%P?J�9K>s9KD[BED8OI9KRC9�;<;<9K>�H<J�9KRCRZ9K>d@aMNHs9�RZRZ9�>
Fr9KH%P?9�;<;=9�D5;�OI9sPQ9K><\8H<9KH�RZM,`WMNH<AZMW;=ACBEDVOI9

f(t)
OIMNDI>�\ID�@K9�H%;=MNAZDL`NBEAZ>%AZDYM
 N9dOI9

u * OIJ�Fb9�DIOYMND5;!OI9
Ψ + OI9k;=MNAZRCRZ9$FIH<BNFbBEH#;=ACBEDIDI9�RZRZ9$_ s

c �7R�MdJ�;<J�OIJKPQBED5;=H%J:hi\I9�RCBEH<>%hi\I9
s
;=9�DIO,`E9�H<> [8]uRSM!OIJK@�H<BEAC><><MNDI@K9

OI9�>/@KBt9)UQ@�AZ9KD5;<>/Oxl�BEDIOI9�RZ9�;%;=9�>/@aMNH<MN@�;<JKH%AZ><9�D5;�RSM�H<J, N\IRSMNH%AC;<JQO89
f(t)

MN\X`NBEAZ>%AZDYM� E9VOI9
u
c h:9�;<;=9

FIH%BEFIH%AZJ�;<Js9K>#;!;<H<|�>!ACP?FrBEH#;eMND5;=9dFbBE\8H�DIBE\I>!@aMNH�9�RZRC9�Fb9�H<PQ9�;!OI9�OIJ�;=9K@�;=9�HqOI9�>�;=H=MWDI><A};=BEACH<9K>�c
��D8�YDo]\IDI9Q;=H<MNDI>%g1BNH<PQJK9V9�DGBEDIO89KRZ9�;<;<9K>/H%JK9KRCRZ9�>�9�>%;�@�BEP?F8RZ|�;<9?9�;/FIH%JK>%9KH%`N9�R^l�JKDI9�H- EAC9Q;=MND5;/hi\I9
RmlpBED8OI9KRC9�;<;<9

Ψ
><MW;=AC>%g MNA};�\IDI9�@�BEDIOIA};=AZBND�OxlnMWOIP?AC><>%AZTIACRZAC;<JqO8BEDIDIJ�9{FIMNH�RZ9�;<f8JKBEH%|KPQ9s><\IA}`NMWDi; 
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?A@ ��B�
Ψ ∈ L2(R)

�2�C�EDF�� � ������$� �����B���
G �� ���H���JI
���
�K������� LQ� ����� M��
�	��N

CΨ =

∫ +∞

0

|Ψ̂(ω)|2
ω

dω < +∞

�O
Ψ̂

�����:� �P�Q� �
�'�RDF��TS���� ���VUW��2�T����� ���
Ψ
�

X ��2�Y�>DF�� � ������ x(t) ∈ L2(R)
� ����� MZ�EN

x(t) =
1

CΨ

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

Wx(u, s)
1√
s
Ψ

(

t − u

s

)

du
ds

s2
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∫ +∞

−∞

|x(t)|2 dt =
1

CΨ

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

|Wx(u, s)|2 du
ds

s2

��Mz@KBNDIOIAC;<AZBED

CΨ =

∫ +∞

0

|Ψ̂(ω)|2
ω

dω < +∞
OI\�;��IJ�BEH<|�P?9�F8H<JK@�JKOI9�D5;q>�lnMWFIFb9�RZRC9dRSM � ����
�B�Q���� ��� � �
S ���������,�B� �B� � O89�R^l�BEDIOI9�RZ9�;<;=9Wc=·�BE\IH�hi\I9sRmlpACD	�
;=J, NH=MNRC9�><BEA};��YDIAC9N]xACRg MN\8;�>�lnMN>%><\IH%9KH{hi\I9

Ψ̂(0) = 0
]�@K9�hi\IA�9���FIRZACht\89QFrBE\IH%hi\IBEA RC9K>sBEDIO89KRZ9�;<;<9K>

OIBEAC`N9KD5;���;=H%9zOI9zP?B �E9�DIDI9QDi\IRZRC9Nc�
:9�;<;=9Q@KBNDIOIAC;<AZBED~9�>%;�FIH<9�><hi\I9?><\�Q>=MWDi;<9Nc���A
Ψ̂(0) = 0

M `N9K@
Ψ̂(ω)

@�BED5;=AZD��IPQ9KD5;�O8AC�bJKH<9�D5;=ASMWTIRZ9W]WRZMd@KBED8OIAC;<AZBED�OxlnMWOIP?AC><>%AZTIACRZAC;<J$9K>%;�MNRZBEH%>><MW;=AC>%g MNA};=9Nc ��D/`EJ�H<AC�I9
MN><>%9���g MN@KACRZ9KPQ9KD5;:ht\89

Ψ̂(ω)
9K>#;!@KBED5;=ACD��IP?9�D5;�OIAC�bJKH%9KD5;=AZMNTIRZ9q><A

Ψ
OIJK@�H<B��C;�MN>%><9���`tAC;<9s_�R^l�AZD8�YD8A^c


dlp9�>%;QFbBN\IH<hi\IBEA:BED�@��IBEAZ>%AC;/MN\I><>%A�OI9K>�BNDIOI9KRC9�;%;=9K>z_~OIJ�@KH%BEAZ>%>=MNDI@�9�H=MNFIACOI9Nc��D8�YDx] RZM�OI9KH%DIAZ|�H<9
JKhi\YMW;<AZBEDLO8\L;��IJ�BEH<|�P?9qOIJKPQBED5;=H%9�RSM{@KBEDI>%9KH#`NMu;=AZBNDLOI9�RmlpJ�DI9KH  EAZ9!9KD5;=H%9�RZ9qOIBEP?MNAZD89!;<9KPQFbBEH%9KRr9�;
RZ9sOIBEP?MNACDI9�OI9�>qBED8OI9KRC9�;<;<9K>�c
��9K>�>%A� EDIMN\��VOI9sFYMNH%BERZ9�9�;�OI9sP/\I>%AZhi\I9�>%BED5;!@KBED5;=ACDi\I>�PVMWAZ>:D8BE\I>�;=H<Ma`NMWAZRZRCBEDI>j><\IH�\8D�>%A� EDIMNR

OIAZ>%@KH<9�;
f [n] = f(n) * OI9�;eMNACRZRC9 � + c �qBN\I>�\8;=ACRZAZ>%9KH%BEDI>xOIBNDI@$RSM�`E9�H<><ACBED{OIAZ>%@KH<|�;=9$OI9$RSM:;<H=MND8>%g1BEH%P?J�99KD[BEDIOI9�RZ9�;<;=9�>Kc���MV;<H=MNDI>#g1BEH<PQJK9,9KD[BEDIOI9�RZ9�;<;=9�>sOIAZ>%@KH%|�;=9�>%9�@aMNRC@K\IRC9�MN\���JK@��89KRZRC9K>

s = aj ]xMa`E9�@
a = 21/v ]I@K9{hi\IAxg1BE\IH%DIAC; v

JK@��I9�RZRC9K>�AZD5;=9�H<PQJKOIAZMNAZH%9K>�FrBE\IH�@��YMWht\89�Bt@�;=M `N9����
[2j, 2j+1[
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f
DI9�FbBN\IH<H<Mz��;=H%9{@KMNRZ@�\IRZJ�9shi\I9�FrBE\IH�RC9K>�JK@��89KRZRC9K> 
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< s ≤ 1
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[0, 1]
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 E9
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c���D�BNT8;=AC9KD5;�\ID�><A� NDYMNRxOIAC><@�H<9�;

f [n] = f( n
N

)
@�BEP?FrBE>%JsOI9

N
JK@��YMND5;<AZRZRCBEDI>�c

��BEAC;
Ψ(t)
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[−K/2, K/2]

c·�BE\IH
2 ≤ aj ≤ N

K
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aj 

Ψj[n] =
1√
aj

Ψ
( n

aj

)
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QR5"5!$S3
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	<WRFP���YX%$�5!5"$
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f [n]
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Ψ[n]
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$
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3 T $�� Ψj[n] = Ψ∗

j [−n] j

Wf [n, aj] =
N−1
∑

m=0

f [m]Ψ∗

j [m − n] = f ~ Ψj[n]

��k
Ψ∗
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Ψ
$O 

~
$��> N5)F����[��*�3` L$�-%*�/%$A����# T ��5"-
 ��"��#9���"*���-%5C3`�"*�$`	

m �n#%��-
���%*>$�#%��#
��5"$E��3��o��kp5)F����YX
$�5"5!$E$��> �/%������-%�[��$8��$�5!��#p-
#%$��>-%�! �$N/;:<3�/%�!,.-%$ {2j}j∈Z

e?�`FP$��> 
@N/%�"*>$o5!��*��>,?-
$�5"$o�43�*�3��MdO L*>$o/^F����YX
$�5"5!$�$��> 
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Wf [n, 2j] =

N−1
∑

m=0

f [m]Ψ∗

2j [m − n] = f ~ Ψ2j [n]
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n
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��l�\8;=ACRZAZ><MW;=ACBED�OI9qRSM{;<H=MND8>%g1BEH%P?J�9d9KDVBEDIOI9�RZ9�;%;=9�>:O8�EMNOIAZhi\I9dDIBE\I>kFb9�H<PQ9�;�OolpBET�;=9KD8AZHj\IDI9�FYMWHW�

;=AC;<AZBED�O8�5MNO8AZhi\I9�OI\(FIRSMND ;<9KPQFI>W�^g1H<J�ht\89KDI@�9wOI9~;<9KRZRC9�><BNH%;=9~hi\I9[RC9K>�TYMN>%><9�>�g1H%JKhi\I9KD8@K9K>�><BNDi;
H<9KF8H<JK>%9KD5;=J�9K>�Ma`E9�@U\8DI9:�IMN\8;=9�H<J�><BERC\8;=ACBED�g1H<J�ht\89KD5;=AC9KRZRC9�9�;?\IDI9�g MNAZT8RZ9LH%JK><BNRZ\8;<AZBED�;=9�P?FrBEH%9KRZRC9
MNRZBEH%>�ht\89�RC9K> �YMN\8;<9K>�g1H<J�ht\89KDI@�9K>d>%BED5;dH%9KFIH%JK>%9KD5;=J�9K>sMa`E9�@,\ID89 �IMN\8;=9{H<J�><BERC\8;=ACBED�;=9�P?FrBEH<9�RZRC9�9�;
\IDI9/g MNACTIRZ9�H<JK>%BERZ\�;=AZBND�g1H<J�ht\89KD5;=AC9KRZRC9 *� A� E\8H<9 ��c�� + c ��MLH<J�><BERC\8;=ACBED�;<9KPQFbBEH%9KRCRZ9{9K>%;�ACD5`E9KH%><9�P?9�Di;FIH<BEFrBEH#;=AZBNDIDI9KRCRZ9?_�RSMUH<JK>%BERZ\�;=AZBNDwg1H<J�hi\I9KD5;=AC9KRCRZ9�_�@KMN\I>%9�OI\�FIH<ACDI@KACFb9?Oxl�AZDI@�9KH%;<AC;<\IOI9LOxl�	q9�AZ>%9KD	�
Tb9�H- Ic�
:9�;<;<9�FYMNH#;=A};=AZBND?Fr9KH%P?9�;�OxlpMa`EBEACH:\IDI9dH<JK>%BERZ\�;=AZBND?g1H<J�hi\I9KD5;=AC9KRCRZ9!ht\8Ao><9dH=MNFIF8H<Bt@��I9�OI9�@�9KRCRZ9
OI9�R^l�BEH<9�AZRZRC9-�i\IP?MNACDI9N]�\IDI9�MNDYMNR}�t><9L�YDI9�OI9�>zTYMN><>%9K>zg1H<J�ht\89KDI@�9K>V9�;zhi\IA�OIAZPQAZDi\I9?OI9�PVMWDIAZ|�H<9
RZB" 5MWH<AC;O�IPQAZhi\I9sRZBNH<><hi\I9,R^l�BED�PQBED5;=9�9KD�g1H%JKhi\I9KD8@K9 *� A� E\IH%9 ��c [ + c 
dl�9K>#;s\IDI9/MNFIFIH%B ��ACPVMW;<AZBED�OI9R^l�JK@��I9�RZRZ9 <�9KR^]I;<H<|�>!\�;=AZRCAZ>%JK9�9�DUH%9K@KBNDIDYMNAC><>=MWDI@K9{OI9�RSM/FYMWH<BERC9�9�;!DIBN;=MNPQP?9�Di;!Ma`N9K@{RZ9K>4<  
h
dc

fréquences
Khz84210.50

������� �8c [ ���!J�><BERC\8;=ACBED�g1H<J�ht\89KD5;=AC9KRZRC9�BET8;=9�Di\I9�_�R^lpMNAZOI9�O89URZM[O8JK@KBNP?FrBE><A};=ACBED�9KD�BNDIOI9KRC9�;%;=9K>
O8�5MNO8AZhi\I9Nc * MNH<TIH%9�OI9�OIJK@�BEP?FrBE>%AC;=ACBEDLO8�EMNOIACht\89,Ma`E9�@ [ DIA}`E9KMN\���OI9�OIJ�@KBEPQFrBE><A};=AZBND +

�! #"$ �� � �$& ( 6�+�4�0g� +�6=*$)N+$�d+ ) ( -q6 ��*�4t6=*j'q2	� ( 6�� 	�+ +�' ( '��d+��3+o4i4�+�2
<�MWRZRSMu;��/<�MNRCRSMW;�������M/PQBED5;=H%J�hi\I9sRZ9�>�@KBt9o�Q@�AZ9KD5;<>�OI9sRSM,O8JK@KBNP?FrBE><A};=ACBEDVOI\�>%A� EDIMNRo>%\IH�\IDI9

TYMN><9�BNH%;��8BEDIBEH%P?J�9VOxl�BEDIOI9�RZ9�;<;=9�>/><9V@aMNRC@K\IRC9KD5;/FYMWH/\ID�MNR& EBEH<A};��IPQ9�H=MWFIAZOI9 * MNR& EBEH%AC;��8P?9zF5�tH=M��P?ACOYMNR + hi\IAx@aMW><@aMWOI9�O89K>�@KBNDi`NBERZ\�;=AZBNDI>�OIAZ>%@KH%|�;=9�>!M `N9K@{OI9K>��YR};=H%9K>�FYMN>%><9d�7TYMN> * � + 9�;�FYMN>%><9L�J�YMN\8;
* 	 + OIBNDi;!RC9K>�><BNH%;=AC9K>�><BNDi;!>%BE\I>W��JK@��YMWDi;<AZRCRZBEDID8JK9K>�c¶�MNDI>�DIBN;=H%9k@KMN>K] RC9K>�@KBt9o�Q@KAC9KD5;=>�OI9kO8JK@KBNP?FrBE><A};=ACBED�OI\,>%A� EDYMWR5FYMNH�RSM�;=H=MWDI>%g1BEH%P?J�9$9KD,BNDIOI9KRC9�;%;=9K>
O8�5MNO8AZhi\I9�><BNDi;�BET8;=9�Di\I>�FYMNHq�YRC;<H=M
 E9{><\8@K@K9�><>%ACgkFYMN><>%9L�J�YMN\8; * 	 + 9�;sFYMW><><9d�7TYMW> * � + OI9,RSM?>%BEH%;<AZ9OI\��YRC;<H<9{FYMN>%><9L��TYMN> * � + c ��9�>�><BEH#;=AC9K>dO89K>d�YR};=H%9K>d>%BED5;�>%BE\I>W��JK@��YMWDi;<AZRCRZBEDID8JK9K>dFYMNH!\ID�g MN@�;<9K\IH ��c�$lpMNR& EBEH<A};��IPQ9d9�>%;!AZRCRZ\I>#;=H%Js_�RSM/�	 E\IH%9 �8c���c

:9K>�TYMND8@K>�OI9!�YRC;<H<9�>:AZPQFIRCJKPQ9KD5;=9�Di;k\IDI9q;=H=MWDI>%g1BEH%P?J�9qH<MNFIACOI9d9�D�BEDIOI9�RZ9�;%;=9�>:BEH#;��IB" NBEDYMNRC9K>K]ihi\IA
DI9�DIJK@�9K><>%AC;<9,hi\I9

O(N)
@KMNRZ@�\IRZ>�FrBE\IH�\8DU>%A� EDYMWRxOI9s;eMNACRZRC9

N
c

��9s>%�tP/TrBERZ9q� ↓ 2
��@KBEH%H<9K>%FbBNDIO�MW\�>%BE\I>$�7JK@��IMND5;=AZRCRZBED8DYM
 E9�FIMNH�\ID�g MN@�;<9K\IH ��c ��M/�	 E\8H<9sPQBED5;=H<9

ht\oln_�@��YMNhi\I9�DIA}`E9KMN\�OI9sOIJ�@KBEPQFbBN><AC;<AZBED
j
]8RZ9q><A& EDYMNRb9K>%;�OIJK@�BEP?FrBE>%Js9KD�@KBt9o�Q@�AZ9KD5;<> ��� ����� ��! "�#"

S �
�Q����
aj(k) * RSM,>%BEH%;<AZ9�OI\��YR};=H%9�FYMN>%><9L��TYMN> + 9�;�9KD�@KBt9o�Q@�AZ9KD5;<>�OI9 � �����
�B� � wj(k) * RSM/>%BEH%;<AZ9�O8\�YRC;<H<9sFYMN>%><9d�H�YMN\�; * 	 +-+ c��9�>,@�B�9L�?@�AZ9�Di;<>/OxlpMNFIFIH%Ba�8ACPVMu;=AZBND�@�BEH<H%9K>%FbBED8OI9KD5;z_�OI9K>�P?B �E9�DIDI9�>/RZBt@aMNRC9K>�OI\G>%A� EDIMNR ;eMND8OIAZ>

ht\89�RZ9�>z@KBt9o�Q@KAC9KD5;=>?OI9UO8J�;eMWAZRZ>�]�MN\I>%><A!MNFIFr9KRCJ�@KBt9o�Q@KAC9KD5;=>?Oxl ��������������Y��� ]�OIJKFr9KA& EDI9KD5;?RZ9�>QO8ACg �
g1JKH<9�DI@K9�>s9KD5;=H%9/OI9�\���PQB �E9�DIDI9K>sRCB�@KMNRZ9�>q>%\I@K@�9K>%><AC`N9K>�]�@Nl�9K>%;W�3_���OIAZH%9,9�Di;<H<9/O89K\���MNFIFIH%Ba�8ACPVMu;=AZBNDI>
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2

2

G

H

Filtre passe−bas

Filtre passe−haut

Sous−échantillonnage
G

H 2

2

s(k) a1(k)

w1(k)

a2(k)

w2(k)

������� �8c�� � 1�H<MNDI>%g1BNH<PQJK9�9KD�BEDIOI9�RZ9�;<;=9�>�O8�5MNO8AZhi\I9�M `N9K@ �/DIAC`N9aMN\���OI9�OIJK@�BEP?FrBE>%AC;=ACBEDxc

>%\I@K@�9K><>%AC`N9K>$OI\/>%A� EDYMWR^c�¶,l�\IDI9�P?MNDIAC|KH%9jF8RZ\I>�AZP?M
 EJK9W] RZ9�>@KBt9o�Q@�AZ9KD5;<> OxlpMNFIFIH%B ��ACPVMW;<AZBED�OIBNDIDI9KD5;
\ID89�H<9�FIH<J�><9KD5;=MW;=ACBED/RZAC><>%JK9:O8\�><A� NDYMNRi9�;�RC9K>�@KBt9o�Q@KAC9KD5;=> OolpBED8OI9KRC9�;<;<9K> * OI9:O8J�;eMWAZRZ> + D8BE\I> OIBNDIDI9KD5;RC9K>{OIJ�;=MNAZRC> * RZ9zTIH%\IAC; + hi\IAjBED5;,J�;=J?><\IFIF8H<AZPQJK>{RZBNH<>{OI\GRZAC><><M
 E9Nc��7R$9�>%;,;<BE\8;,_�g MNA};{FbBE>%><ACTIRZ9QOI9H%9K@KBNDI>%;<H<\IACH<9�RZ9s>%A� EDYMWRoOI9�OIJ�FYMNH%;q_zFYMNH#;=AZH:OI9�@K9K>!@KBt9o�Q@�AZ9KD5;<>!OolnMNF8FIH<Ba��AZP?MW;=ACBED�9�;�O89{O8J�;eMWAZRZ>�c·�BE\IHdD8BN;=H%9,;��N@��89/OI9/OIAC><@�H<AZPQAZDIMW;=ACBED�FYMNH%BERZ9��WP/\I>%AZhi\I9N]rDIBE\8>�FIH<BNFbBE>%BEDI>�O89,Dxl�\8;=ACRZAC><9KH!hi\I9/RC9K>
@�B�9L�?@�AZ9�Di;<>dOxl�BEDIO89KRZ9�;<;<9K>

wj(k)
FbBE\8HqMWDYMNRC�t>%9KH!RZ9{><A� NDYMNR�MN@�BE\I>%;<AZhi\I9Wc 
:9�>d@KBt9o�Q@�AZ9KD5;<>d@KBNH<H<9�>W�

FrBEDIOI9�D5;j_�RSMq`WMNH%ASMW;<AZBED�OI\z><A� NDYMNRIMW\8;=BE\8H OI9�>=Md`WMNRC9K\IHP?B �E9�DIDI9Wc���9�>�@KBt9o�Q@KAC9KD5;=>�OolpBED8OI9KRC9�;<;<9K>
@KMNF8;=\8H<9KD5;qMNACDI><AxRC9K>�PQB�OIA}�Y@aMu;=AZBNDI>:>%BE\IOYMNACDI9K>�OI\�><A& EDYMNR * RZ9�>�;=H<MNDI><A};=BEACH<9�> + c��D8�YDo]rD8BE\I>dFrBE\8`NBEDI>!DIBN;<9KH!ht\89,@KBNDi;<H=MNACH<9�P?9�Di;q_QRSM/;=H<MNDI>%g1BNH<PQJK9{OI9  BE\8H<AZ9�HK]YRZMzRCB�@KMNRZAC>=MW;<AZBED;<9KPQFbBEH%9KRCRZ9�OI9�>kg1H%JKhi\I9KD8@K9K>:Dxlp9�>%;:FYMN>jFb9�H<OI\I9!9�;k@Nl�9K>#;�RZ_�\8DLMN\8;<H<9qMa`NMWDi;=M
 E9!OI9!RSM�;=H<MNDI>%g1BNH<PQJK9
9�DUBED8OI9KRC9�;<;<9K>�FrBE\IH�RSM/O8AZ><@�H<ACP?ACDYMW;=ACBEDVFIMNH<BERC9��WP,\I><ACht\89Nc

�
	�� ��
�~��� �������������������������L���������������

�7Rt9���AZ>#;=9:\8D�DIBEP/TIH%9j;<H<|�> AZPQFbBNH%;eMWDi;�O89:;7�tFb9�> Oxl�BEDIOI9�RZ9�;%;=9�>hi\I9�RmlpBED,MNFIFr9KRCRZ9jMN\I>%><A�g MWP?ACRZRZ9�>Kc

:9�;<;=9�H%AZ@��I9�><><9�OYMWDI>$RZ9�@��IBNA}��O89!RZM�TYMN>%9�OxlpBNDIOI9KRC9�;%;=9K>�]5@Nl�9K>#;b�3_B�7OIACH<9�RZ9:@��IBEA}�/OI9K>�g1BED8@�;=ACBEDI>$MNDIM��
R}��><MND5;=9�>K]i9K>#;�MN\8><><ArR^l�\IDQOI9K>jAZD5;<JKH<��;=>jOI9!RSM�;=H<MNDI>%g1BNH<PQJK9�9KD?BEDIOI9�RZ9�;%;=9�>Kc�·MNH%P?AYRZM{P,\IRC;<AC;=\8OI9�OI9
g MNPQAZRCRZ9�>�OolpBED8OI9KRC9�;<;<9K>�hi\IAIBNDi; J�;=J�F8H<BEFrBE><J�9K>�]EDIBE\I>�FrBE\8`NBEDI>�@�AC;=9�HK]WFYMNH 9��89�P?F8RZ9N]WRZ9�> @KBEA��Y9�;K]NRC9K>
>#��PQRZ9�;a]YRC9K>!BEDIOI9�RZ9�;%;=9�>qOI9�¶�MN\8Tb9�@��IAZ9�>K]rRZ9K>!BEDIO89KRZ9�;<;<9K>!TIA ��BEH%;O�IB" EBEDIMNRZ9�>K]8RmlpBNDIOI9KRC9�;%;=9�OI9 	qMEMNH�]
9�;=@Nc
��BEH%>�OI9�D8BN;=H%9sJ�;=\8OI9N] DIBE\8>!D8BE\I>!><BEPQP?9�>�RZACP?A};=JK>:_/;=H<BNAZ>�g MNPQAZRCRZ9K>jOxl�BEDIOI9�RZ9�;<;=9�>qT8AZ9KD�@�BEDIDi\I9K>
9�D�;=H<MNAC;<9KPQ9KD5;QOI\ ><A& EDYMNR jRZ9�>?BNDIOI9KRC9�;%;=9K>?OI9§¶dMN\ITr9K@��IAC9K>K]jRZ9�>��t�tPQRZ9�;=>Q9�;?RZ9K> 
:BEA��Y9�;<> * @�g3c
 A& E\IH%9K>��8c���] �8c��8] �8c \ , + c	
:9K>�BNDIOI9KRC9�;%;=9K>:><BED5;�;<BE\8;=9�>�MNOIPQAZ>%><ACTIRZ9�>K]i><9�RZBEDLRC9q;O�IJKBEH%|KPQ9 \ ]t@aMWH�OI9PQB �E9KD8DI9�Dt\8RZRZ9s9�;q_zO8JK@KH%BEAZ>%>=MND8@K9{H=MNFIACOI9Nc�¶d9�F8RZ\I>�]I9KRCRZ9K>�BNDi;!OIJY(<_QJ�;=J�J�;<\IOIACJK9K>�9�D�H<9�@KBED8DYMNAZ>$�
><MNDI@K9�O89�RSMdFIMNH<BERC9:9�;�BED5;�OIBED8DIJ�OI9�TrBEDI> H%JK>%\IRC;=MW;=> � ¶d9�`�ACH<9�D , �t]5�s9KPQ9KRZRCB , \ �mcE��D8�IDx]E9KRCRZ9�>BED5;
;<BE\8;=9�>kRZMsFIH<BEF8H<AZJ�;=J!OxlpM `NBEAZH$\ID?><\IF8FbBEH#;:PQAZD8AZP/\IP FrBE\IHj\IDVDIBNP/TIH<9�OI9!PQBEP?9�D5;=>jDt\8RZ>$OIBEDID8JNc
v `WMND5;dOxlpMNRCRZ9KH�F8RZ\I>�RZBNAZDx]IO8J��YDIAC><>%BEDI>dRC9K>�OI9�\��U@aMNH<MN@�;<JKH<AC>%;<AZhi\I9K>!hi\I9{DIBE\I>!`E9KD8BEDI>dO89�@�AC;=9�H rRC9
DIBNP/TIH<9:OI9�P?BNP?9�Di;<>Di\IRC>�9�;�RZMq;eMNACRZRC9kOI\z>%\IFIFrBEH%;�Oolp\ID89�BEDIOI9�RZ9�;%;=9Wc�
:9K>�OI9�\��z@KMNH=MN@�;=J�H<AZ>#;=ACht\89K>

["[



��� ��� �B�Q� ����� � �C�E�C����
���B��� ����� �� � �	�\�	��2� � � ����I
SP���	� �
�Q��������
� ����
	����6�������	�
AZPQFbBEH#;eMND5;<9K>�><BNDi;  EJ�DIJKH<MNRZ9�P?9�D5;�FIH<AC><9K>�9�DU@�BEP?F�;=9�OYMNDI>�RC9s@��IBEA}�LOxl�\IDI9{BEDIOI9�RZ9�;%;=9Wc

����� � � � ����! ��������� 
��9�DIBNP/TIH<9�OI9�PQBEPQ9KD5;=>�Di\IRC>�Oxlp\8DI9�BNDIOI9KRC9�;%;=9�>Kl�9���FIH%AZPQ9sOI9�RSM�PVMWDIAZ|�H<9�>%\IAC`WMND5;=9 

∫ +∞

−∞

tkΨ(t) dt = 0,
FrBE\IH

0 ≤ k < p.

��Ao\ID89�BEDIOI9�RZ9�;<;=9
Ψ
`EJ�H<AC�I9�@K9�;<;=9dJKhi\YMW;<AZBED�MWRZBEH%>kBED�O8AC;kht\89�R^l�BEDIOI9�RZ9�;<;=9

Ψ
M

p
PQBEPQ9KD5;=>kDt\8RZ>Kc


:9KRSM�><A& EDIA}�Y9�hi\I9
Ψ
9K>#;,BNH%;��8B" EBEDYMWRZ9�_�;=BE\�;�FbBER}�tD��EPQ9�OI9zOI9, EH%J

p − 1
c���l�AZD5;=J�H<��;�OolnMa`EBNAZH

pP?BEPQ9KD5;<>kDi\IRC>:9K>#;�Oxl�BET8;<9KDIACH$OI9K>�@�B�9L�Q@KAZ9�D5;=>:OolpBED8OI9KRC9�;<;<9K>
wj

FIH<Bt@��I9K>:OI9g,{MN\��?JK@��89KRZRC9K>j�YDI9K>
2j * RCBEH<>%hi\I9 2j ;<9KDIO�`N9KH<>-, + c ��D 9��o9�;a] >%A

f(t)
9K>#;?RCB�@KMNRZ9�P?9�D5;/OI9�@�RSMN>%><9

Ck MWRZBEH%>
f(t)

9K>#;
RZBt@aMNRC9KPQ9KD5;�TIAZ9�D��3MNFIFIH%Ba�8ACP?J���FIMNH�\ID�FrBERC�tD��NP?9�O89 1�Ma��RCBEH�OI9�OI9, NH<J

k
]Y9�;q><A

k < p
MNRZBEH%>�RZ9�>

BEDIOI9�RZ9�;%;=9�>j>%9KH%BED5;$BEH%;O�IB" EBEDIMNRZ9�> _s@K9�FrBERC�tD��NP?9Wc���Md;=H<MNDI>#g1BEH<PQJK9�9�DQBNDIOI9KRC9�;%;=9K>$MW\IH=M�OIBNDI@�OI9K>
`NMWRZ9K\8H<>:F8H<Bt@��I9K>�O89g,8c v @�BED5;=H=MWH<AZB8]thi\YMWDIO

f(t)
DI9qFbBN\IH<H<M,��;<H<9�MWFIFIH<Ba��AZPQJ!@KBEH%H<9K@�;=9�P?9�Di;�ht\89

FYMNH OI9�> FrBERC�tD��EPQ9K>�OI9�OI9� EH<J:><\IFrJKH%AZ9K\8H _
p
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