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HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.
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SN (f) =
n=N∑

n=0

sm(n) h(n − m) e−i2πfn
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Bark = 13 Arctg

(

0.76 FHz

100

)

+ 3.5 Arctg

(

FHz

7500

)2
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MMel = 2595 log10

(

1 +
FHz

700

)
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✠ ✣✯✬✢✤ ✔☎✆✓✄●✰✲✬ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄❯✬✢✞✻✮✗✣✲✳❂❁✟✔☎✆✗✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺✹✟✚✜✤✜✁✱✰❚✬ ✆ ✆✓✄✜✚❯✳✦✁☎✄✜✠ ✣✘✞✢✁❏❇✢✔☎✆ ✥ ✶ ✡ ✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✙✆✗✒✟✔✖✡✘✄✙✄ ✆
C⋆ ✆✓✄✜✚ ✒✓✆✟✔ ✔☎✆✖✰✲✬✢✁

✮ ✁ ✞✢✁❏✮ ✁☎✄✙✆ ✔☎✆✕✤✜✁☎✄●✰✲✬ ✆ ❇☛✡ ✌❖✹✓✄✙✁☎✆✟✞
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❙

C⋆ = arg min
Ci

R(Ci|X)

R(Ci|X) =

K∑

k=1

L(Ci, Ck).P (Ck|X)

L(Ci, Ck)
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X
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✥
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✏ ✡✌✁❏❇✢✔☎✆ ✥✚■ ✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤ ✡✌✞ ✚ ✔☎✆ ✒ ✡✘✄❯✳ ✂ ✬✢✞ ✤✜✁☎✄●✰✲✬ ✆P❇✢✁ ✞☛✡✌✁ ✤✙✆✔✤ ✒ ✂ ✆✓✄✜✚✘✆ ✳✦✁ ✤✙✆✗✡✘✄ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✞ ✚❯✬✢✞ ✒✓✣✎✍✢✚❀✳✢✆ ✪ ✆ ✚✙✣✯✬✢✚✙✆ ✮ ✡✭✬✡✖
✏✘✡✌✁☎✄ ✆ ✒✟✔✖✡✘✄ ✄✜✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✆✟✚❯✬✢✞ ✒✓✣✎✍✢✚✴✳✢✆✺❲ ✆ ✚✙✣✯✬✢✚✙✆✗✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✡ ✬ ✄✙✚✙✆✔✤ ✮ ✁ ✞✢✁❏✮ ✁☎✄✙✆✟✤ ✔☎✆ ✤✜✁☎✄●✰✲✬ ✆ ❇☛✡ ✌❖✹✓✄✜✁☎✆✟✞ ✆✓✄✙✚
✹ ✰❚✬✢✁ ✏ ✡✌✔☎✆✟✞ ✚✣✆ ✡✘✄✙✄✜✁ ☞ ✞ ✆✟✤ ✆

X
✔✖✡ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆ ✠ ✣✯✬✢✤ ✔✖✡✯✰✲✬ ✆✟✔ ✔☎✆

X
✡ ✔✖✡ ✠✢✔❏✬ ✄ ✏ ✣✘✤✜✚✙✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✳ ✂ ✡✌✠✢✠☛✡✌✤✜✚✙✆✟✞✢✁ ✤✓✎ ✒✟✤✜✁ ✚●❁✟✤✙✆

✳✼✬ � ✡ ✖✦✁❏✮✴✬❂✮ ✫❉✌✥✱✌❍●❏▲✺●✵●✯❜✱✮✵■✯ ❙✢�✧☞ ✸ ✑ ❙

☞ ✂ ✆✓✒✟✚✙✆✟✤ ✆
X

✔✖✡ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄ ✆
Ci

✄✙✁ ❙
P (Ci|X) > P (Cj |X) ∀j 6= i

P (X|Ci).P (Ci) > P (X|Cj).P (Cj) ∀j 6= i
✎ ✪ ✥ ✪ ✑

✣ ✞ ✆ ✳✢✆✓✄✙✒✟✤✜✁ ✠✢✚✜✁☎✣✘✞ ✠✢✔❏✬ ✄ ✳❂✹✟✚ ✡✌✁ ✔ ✔✱✹✓✆❭✳✢✆ ✒✓✆✠✏ ✣✘✤❄✮ ✡✌✔ ✁☎✄❄✮✗✆✂✆✓✄✙✚✗✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚●✹✓✆ ✆✟✞ ✡✌✞✢✞ ✆✑✖✢✆✚☞ ✥✷✵✦✥ ✢ ✞ ☞❖✹✟✞❅✹✟✤ ✡✌✔ ✤ ✔☎✆✓✄
✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹✓✄✒✫ ✌✹✵●✯✲✱P✵■✯

P (Ci)
✳✢✆ ✒ ✛☛✡✯✰❚✬ ✆ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆ ✞ ✆ ✄✙✣✘✞ ✚✕✠☛✡✘✄✕✒✓✣✘✞✢✞❚✬ ✆✓✄ ✆✟✚ ✳✢✣✘✁ ✏✍✆✟✞ ✚❀✳✢✣✘✞ ✒ ☛✟✚✜✤✙✆ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮✺✹✓✆✓✄

✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤❱✳ ✂ ✬✢✞ ✆ ❇☛✡✘✄✙✆ ✳ ✂ ✡✌✠✢✠✢✤✙✆✟✞ ✚✜✁☎✄✙✄ ✡✌☞✍✆ ✥ ✶ ✆✓✄ ✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆✓✄ ✳✢✆✕� ✡✌✤❄❃✍✣ ✏ ✒ ✡✘✒✙✛❅✹✓✄ ✤❂✳❂✹✓✒✟✤✜✁ ✚✙✄ ✡✭✬ ✠☛✡✌✤ ✡✌☞ ✤ ✡✌✠✢✛ ✆ ✪ ✥ ✪ ✥ ✿☞✤
✄ ✂ ✡✌✠✢✠❂✬✢✁☎✆✟✞ ✚ ✄❄✬✢✤ ✒✓✆ ✏ ✣✘✤❄✮ ✡✌✔ ✁☎✄❄✮✗✆ ✥

✦✰✄ ✦✰✄ ✝✬✄✍✝ �✬✠❉✁✂✁ ✞✥✕✙☞✘❸ t✉☞❻t ✣✘✕✘✓✖❸❹✓✖❅✏✍ ☞✙✎✄✁▲❅✹✍❉✕P✎❹✓✖❅✹✍❉❸ t✝✓❬❸❹✕✙✁✌✓✲❆❂✓✖✍❉✞✡✍✏✎❦☞✘❸✙✄

✶ ✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄
o
✳ ✂ ✣✯❇✁✡ ✆✟✚✙✄ ✡✌✠✢✠☛✡✌✤✜✚✙✆✟✞☛✡✌✞ ✚ ✆❳✬✢✞ ✆ ✮ ☛❨✮✗✆ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆ ✄✙✣✘✞ ✚✪✤✘✄ ✂ ✁ ✔☎✄ ✄✙✣✘✞ ✚✞❇✢✁☎✆✟✞ ✒✙✛ ✣✘✁☎✄✜✁☎✄ ✤ ✔☎✣✑✒ ✡✌✔ ✁☎✄●✹✓✄

✳ ✡✌✞ ✄❱✬✢✞ ✆ ✤●✹✟☞ ✁☎✣✘✞ ✛ ✣✯✮✗✣✘☞❖❁✟✞ ✆P✳✢✆ ✔ ✂ ✆✓✄✜✠☛✡✘✒✓✆✴✳✢✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄ ✥ ✶ ✡ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✜✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✠☛✡✌✤ ✄❄✬✢✤ ✏ ✡✘✒✓✆✓✄❳✳✢✆❀✳❂✹✓✒✟✁☎✄✜✁☎✣✘✞
◗



▼❉◗❥✫❂✌✹✯✲❏✲✵✷✺ ✘ ✱❂✪✬✫⑥✵✷✺♦✸♦✱✮✭✡✭✹✫P✯④❍■❍❝✫✮✭✹✸■✺❺✫✮❱❘❏ ✱ ✂ ✫✙❏✲✯✲❯❝❱✡✺❺❳✘✺✼❙ ✫❉✌❥✫P✵r✱✮❙ ✺♣✵✷✱✁�●❱☎❍●❏▲✺❺✫✮❱✧�❝✵■❱❘✯✖❏

✣✯✬ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✳✦✁☎✄✙✒✟✤✜✁❏✮ ✁ ✞☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄✝✤✙✆✟✠ ✣ ✄✙✆ ✄❄✬✢✤ ✬✢✞ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✳✢✆ ✔ ✂ ✆✓✄✜✠☛✡✘✒✓✆ ✳✢✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄✝✆✟✞ ✤●✹✟☞ ✁☎✣✘✞ ✄
✮P✬✢✚❄✬ ✆✟✔ ✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚✕✆✑✖✦✒✟✔❏✬ ✄✙✁ ✏✍✆✓✄✁� ✒✙✛☛✡✯✰✲✬ ✆✕✤●✹✟☞ ✁☎✣✘✞ ✳✢✆✕✔ ✂ ✆✓✄✜✠☛✡✘✒✓✆✎✒✓✣✘✤✜✤✙✆✓✄✜✠ ✣✘✞❅✳ ✡✌✞ ✚ ✡✭✬✗✖ ✤●✹ ✡✌✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✠ ✣ ✄✙✄✜✁❏❇✢✔☎✆✓✄ ✳✢✆✓✄
✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄ ✳ ✂ ✬✢✞ ✆✴✮ ☛❨✮✗✆✎✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆ ✥ ✣ ✞ ✆ ✤●✹✟☞ ✁☎✣✘✞ ✡✘✄✙✄✙✣✑✒✟✁✱✹✓✆ ✆ ✔✖✡ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆

Ck

✆✓✄✙✚❳✳✢✣✘✞ ✒✎✒ ✡✌✤ ✡✘✒✟✚●✹✟✤✜✁☎✄●✹✓✆ ✠☛✡✌✤❱✬✢✞ ✆
✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✳✦✁☎✄✙✒✟✤✜✁❏✮ ✁ ✞☛✡✌✞ ✚✙✆

gk(o)
✚✙✆✟✔✥✰✲✬ ✆✖❙

gk(o) > gj(o) ∀o ∈ Ck

✆✟✚ ∀j 6= k

❋ ✁ ✔☎✆✓✄ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✳✦✁☎✄✙✒✟✤✜✁❏✮ ✁ ✞☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✄ ✣✘✞ ✚ ✳✢✆✓✄✜✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✔ ✁ ✞❅✹ ✡✌✁ ✤✙✆✓✄ ✳✢✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄✪✤ ✡✌✔☎✣✘✤✙✄ ✔☎✆✓✄ ✤●✹✟☞ ✁☎✣✘✞ ✄ ✄✙✣✘✞ ✚
✄ ✹✟✠☛✡✌✤●✹✓✆✓✄ ✔ ✁ ✞❅✹ ✡✌✁ ✤✙✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✠☛✡✌✤✺✳✢✆✓✄ ✛✁✌✑✠ ✆✟✤✜✠✢✔✖✡✌✞ ✄ ✥ ✢ ✞ ✠✢✤ ✡✌✚✜✁✱✰❚✬ ✆ ✒✓✆ ✒ ✡✘✄ ✆✓✄✙✚ ✤ ✡✌✤✙✆ ✆✟✚ ✔☎✆✓✄ ✄●✬✢✤ ✏ ✡✘✒✓✆✓✄✖✳✢✆❈✳❂✹✓✒✟✁✦✖
✄✙✁☎✣✘✞ ✄✙✣✘✞ ✚ ✡✌✠✢✠✢✤✙✣ ✒ ✛❅✹✓✆✓✄✎✆✟✞ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤ ✡✌✞ ✚P✰✲✬ ✆ ✒✓✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✖ ✒✟✁ ✄✙✣✘✞ ✚ ✔ ✁ ✞❅✹ ✡✌✁ ✤✙✆✓✄ ✠☛✡✌✤❯✮✗✣✘✤✙✒✓✆ ✡✭✬✗✖ ✥ ■ ✆✟✚✜✚✙✆ ✏ ✡✭✮ ✁ ✔ ✔☎✆✺✳✢✆
✮✺✹✟✚✜✛ ✣ ✳✢✆✓✄❳✳✢✆✎✒✟✔✖✡✘✄✙✄✜✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✤✙✆✟☞ ✤✙✣✯✬✢✠ ✆ ✆✟✞ ✚✜✤✙✆ ✡✭✬✢✚✜✤✙✆✓✄✴❙

✆✟☞⑧❇✟☞✘✁✌✕✙☞✘❇❉✎❦✁❀❅✏✍

✶ ✆ ✠ ✆✟✤✙✒✓✆✟✠✢✚✜✤✙✣✘✞ ✆✓✄✜✚ ✬✢✞ ✤●✹✓✄✙✆ ✡✭✬❈✳✢✆ ✞ ✆❨✬✢✤✙✣✘✞ ✆✓✄✛✏ ✣✘✤❄✮✗✆✟✔☎✄ ✆✟✞ ✚✜✤ ✡✌✞ ✚❳✳ ✡✌✞ ✄ ✔✖✡ ✒ ✡✌✚●✹✟☞✍✣✘✤✜✁☎✆❯✳✢✆✓✄ ✮✗✣✲✳❂❁✟✔☎✆✓✄ ✞ ✆❨✬✢✤✙✣✯✮ ✁✦✖
✮✺✹✟✚✜✁✱✰✲✬ ✆✓✄ ✥ ❩ ✔ ✠✢✤✙✣✲✳✼✬✢✁ ✚ ✬✢✞ ✆ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✜✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✠☛✡✌✤ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✔ ✁ ✞❅✹ ✡✌✁ ✤✙✆ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✒ ✡✘✄ ✣✁�✂✁ ✔ ✆✓✄✜✚ ✒✓✣✘✞ ✄✙✚✜✁ ✚❄✬❅✹P✳ ✂ ✬✢✞ ✆
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✏ ✤ ✡✌✁☎✄ ✆❨✮✴❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆✴✳✢✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✥ ■ ✆✓✄ ✏✑✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮✴❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆✓✄ ✄✙✣✘✞ ✚ ✡✌✔☎✣✘✤✙✄❱✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄●✹✓✆✓✄ ✆✟✞ ✔ ✁☎✆❨✬✂✆✟✚ ✠✢✔✖✡✘✒✓✆❀✳✢✆ ✒✓✆✟✔ ✔☎✆✓✄
✁ ✞✢✁ ✚✜✁✖✡✌✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚✕✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔✱✹✓✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✔☎✆✓✄❱✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆✓✄✕✆✖✮✺✹✟✔✖✡✌✞✢☞✍✆P✳✢✆ ☞ ✡✭✬ ✄ ✄✜✁☎✆✟✞✢✞ ✆✓✄❳✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄ ✹✓✄ ✠☛✡✌✤❳✬✢✞ ✌ � � ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✜✁✱✰✲✬ ✆ ✥
✘ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✳✢✆❨✬✗✖✦✁✱❁❨✮✗✆ ✒ ✡✘✄✪✤ ✚✙✣✯✬✢✚✙✆✓✄✕✔☎✆✓✄ ✛✁✌✑✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄✙✆✓✄ ✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✎ ✣✯✬ ✄✙✆❨✬✢✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚✕✔☎✆✓✄

N
✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✙✆✓✄ ✑

✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔✱✹✓✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✔☎✆ ✌ � � ✄✙✣✘✞ ✚✖✮ ✁☎✄✙✆✓✄ ✆✟✞ ✆✟✞ ✚✜✤●✹✓✆ ✳✼✬ ✤●✹✓✄✙✆ ✡✭✬ ✥ ✶ ✆ ✤●✹✓✄✙✆ ✡✭✬ ✳✦✁☎✄✜✚✜✁ ✞✢☞❑✬ ✆✟✤ ✡ ✡✌✔☎✣✘✤✙✄✪✤ ✠☛✡✌✤❄✮ ✁ ✒✓✆✓✄
✛✁✌✑✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄ ✆✓✄✪✤✦✔✖✡ ✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✙✆✴✳ ✂ ✆✟✞ ✚✜✤✙✆ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✥

✣ ✞ ✆ ✡✭✬✢✚✜✤✙✆ ✛★✌✲❇✢✤✜✁✱✳ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✒✓✣✘✞ ✄✙✁☎✄✜✚✙✆ ✆ ✒✓✣✯✮✴❇✢✁ ✞ ✆✟✤✺✬✢✞ ✌ � � ✡✓✏✍✆✓✒ ✬✢✞ ✆ ❋ ✙✕� ✫ ✤ ✡✌✞☛✡✌✠☛✡✌✚✜✛✢✁ ✤ ✡ ✡ ✬▼❲❑❲ ✭ ✥ ✣ ✞ ✆
✚✙✆✟✔ ✔☎✆ ✛✁✌ ❇✢✤✜✁✱✳ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✠✢✤●✹✓✄ ✆✟✞ ✚✙✆ ✹✟☞ ✡✌✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚✎✔ ✂ ✡ ✏✘✡✌✞ ✚ ✡✌☞✍✆ ✳✢✆ ✒✓✣✯✮P❇✢✁ ✞ ✆✟✤ ✔✖✡ ✒ ✡✌✠☛✡✘✒✟✁ ✚●✹ ✳✢✆✓✄✘✌ � � ✆ ✮✗✣✲✳❂✹✟✔ ✁☎✄ ✆✟✤
✳✢✆✓✄ ✄●✹✟✤✜✁☎✆✓✄ ✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✆✟✚ ✔☎✆ ✠ ✣✯✬✢✏✍✣✘✁ ✤ ✳✦✁☎✄✙✒✟✤✜✁❏✮ ✁ ✞☛✡✌✞ ✚❳✳✢✆✓✄❱❋ ✙ � ✥❅■ ✆ ✄ ✌✑✄✜✚●❁❨✮✗✆ ✛★✌✲❇✢✤✜✁✱✳✢✆ ✠ ✣ ✄✙✄●❁ ✳✢✆ ✔✖✡❀✮ ☛❨✮✗✆
✡✌✤✙✒✙✛✢✁ ✚✙✆✓✒✟✚❄✬✢✤✙✆ ✰❚✬ ✆ ✔☎✆✗✄✒✌✦✄✜✚●❁❨✮✗✆✺✳✢✆ ✶ ✡ ✁ ✔ ✁ ✆✟✚ ❋✑✆✟✔ ✔✖✡✭✮ ✁✕✫ ✶ ✡ ✁ ✔ ✁ ❲❑✵ ✭ ✮ ✡✌✁☎✄✎✔☎✆ ✤●✹✓✄ ✆ ✡✭✬✏✳✢✆ ✞ ✆❨✬✢✤✙✣✘✞ ✆✓✄ ✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔✖✡✌✞ ✚
P (Si|O)

✆✓✄✜✚✝✤✙✆❨✮ ✠✢✔✖✡✘✒ ✹ ✠☛✡✌✤❳✬✢✞ ✆P❋ ✙ � ✥

✩✭✪✬✩✭✪✁� ✮ ✥✆✗✛✕✟✶✄✂✓✵✤✥ ✶➋✥✆☎ ✚➒✣✞✝④✕✠✟ ✝ ✚ ✝☛✡✠✄

✶ ✆✓✄ ✮✗✣✲✳❂❁✟✔☎✆✓✄❭✳✢✆ � ✡✌✤❄❃✍✣ ✏ ✒ ✡✘✒✙✛❅✹✓✄ ✎ ✌ � � ❙★✌ ✁✱✳❂✳✢✆✟✞ � ✡✌✤❄❃✍✣ ✏ � ✣✲✳✢✆✟✔ ✑ ✣✘✞ ✚❭✹✟✚●✹✧✳❂✹✓✒✟✤✜✁ ✚✙✄✂✠ ✣✯✬✢✤✂✔✖✡
✠✢✤✙✆❨✮ ✁✱❁✟✤✙✆✞✏ ✣✘✁☎✄ ✳ ✡✌✞ ✄ ✬✢✞ ✆ ✄ ✹✟✤✜✁☎✆❭✳✢✆ ✠❂✬❂❇✢✔ ✁☎✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄❈✳✢✆ ✄✜✚ ✡✌✚✜✁☎✄✜✚✜✁✱✰✲✬ ✆ ✠☛✡✌✤ ✶ ✆✓✣✘✞☛✡✌✤●✳ ✢ ✥✓✎✝✡✭✬❂✮ ✫ ✎ ✡✭✬❂✮ ◗✯❲✡✤

❆



▼❉◗❥✫❂✌✹✯✲❏✲✵✷✺ ✘ ✱❂✪✬✫⑥✵✷✺♦✸♦✱✮✭✡✭✹✫P✯④❍■❍❝✫✮✭✹✸■✺❺✫✮❱❘❏ ✱ ✂ ✫✙❏✲✯✲❯❝❱✡✺❺❳✘✺✼❙ ✫❉✌❥✫P✵r✱✮❙ ✺♣✵✷✱✁�●❱☎❍●❏▲✺❺✫✮❱✧�❝✵■❱❘✯✖❏

✎✝✡✭✬❂✮ ◗✯✵✮✭ ✥✞■ ✆ ✞ ✂ ✆✓✄✜✚ ✰❚✬ ✂ ✆✟✞ ✪ ❆❖◗✯✾▼✰✲✬ ✂ ✁ ✔☎✄ ✣✘✞ ✚✖✹✟✚●✹ ✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄●✹✓✄ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✒ ✡✯✳✦✤✙✆❈✳✢✆ ✔✖✡ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✡✭✬✡✖
✚✙✣✯✮ ✡✌✚✜✁✱✰✲✬ ✆ ✳✢✆✂✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✫ ✎ ✡✭❃✍✆✟✤ ◗✯✾ ✡✡✤ ✎✝✡✭❃✍✆✟✤ ◗✯✾✭❇✡✭ ✆✟✚ ✄✙✆ ✄✙✣✘✞ ✚ ✁❏✮ ✠ ✣ ✄●✹✓✄ ✳✢✆✟✠❂✬✢✁☎✄ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆▼✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆✓✄ ✳✢✆
✤●✹✑✏ ✹✟✤✙✆✟✞ ✒✓✆ ✳ ✡✌✞ ✄ ✒✓✆ ✳✢✣✯✮ ✡✌✁ ✞ ✆ ✥✗✕ ✣✯✬ ✄ ✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄✙✣✘✞ ✄ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✌☞ ✤ ✡✌✠✢✛ ✆✓✄✝✄❄✬✢✁ ✏ ✡✌✞ ✚✙✄ ✳✢✆ ✳❂✹✞✝ ✞✢✁ ✤ ✒✓✆ ✰✲✬ ✂ ✆✓✄✜✚ ✬✢✞
✌ � � ✆✟✚ ✳✢✆❱✳❂✹✓✒✟✤✜✁ ✤✙✆ ✄ ✡ ✮ ✁☎✄ ✆✟✞ ✯ ✬✢✏ ✤✙✆ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✒ ✡✯✳✦✤✙✆ ✳✢✆ ✔✖✡✕✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄ ✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✡✭✬✢✚✙✣✯✮ ✡✌✚✜✁✱✰✲✬ ✆ ✳✢✆✝✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✥

✦✹✄ ✦✰✄✍✙✬✄ ✦ ✽❈✣❚✕✝✍✉✓❬✎❹✓❬❅✏✍③t ✡ ✠✉✍ ❣✾✑ ✑

✣ ✞ ✌ � � ✆✓✄✜✚ ✬✢✞ ✒ ✡✘✄ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁☎✒❨✬✢✔ ✁☎✆✟✤ ✳✢✆✓✄ ✮✗✣✲✳❂❁✟✔☎✆✓✄ ✄✜✚✙✣✑✒✙✛☛✡✘✄✜✚✜✁✱✰✲✬ ✆✓✄ ☞ ✤ ✡✌✠✢✛✢✁✱✰✲✬ ✆✓✄✪✤✍✆✟✚ ✠ ✆❨✬✢✚✣☛✟✚✜✤✙✆✝✏ ✬ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆
✬✢✞ ✡✭✬✢✚✙✣✯✮ ✡✌✚✙✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁☎✄✜✚✙✆ ✥ ❩ ✔ ✆✓✄✜✚ ☞❖✹✟✞❅✹✟✤ ✡✌✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✒ ✡✌✤ ✡✘✒✟✚●✹✟✤✜✁☎✄ ✹ ✠☛✡✌✤❱✬✢✞ ✰✲✬☛✡✯✳✦✤❄✬✢✠✢✔☎✆✟✚

(S,Π, A,B)
❙

■
S = {S0, . . . , Si, . . . , Sk}

✆✓✄✜✚✝✔ ✂ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮✴❇✢✔☎✆P✳✢✆✓✄❱✹✟✚ ✡✌✚✙✄❳✳✢✆✕✔ ✂ ✡✭✬✢✚✙✣✯✮ ✡✌✚✙✆ ✥
■

Π = {π0, . . . , πi, . . . , πk}
✤☛✡✓✏✍✆✓✒

πi
✹✟✚ ✡✌✞ ✚ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹P✰❚✬ ✆

Si
✄✙✣✘✁ ✚ ✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚ ✁ ✞✢✁ ✚✜✁✖✡✌✔ ✥

■ ☞ ✆✓✄✙✚ ✔ ✂ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮✴❇✢✔☎✆✺✳✢✆✓✄ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹✓✄P✳✢✆ ✚✜✤ ✡✌✞ ✄✜✁ ✚✜✁☎✣✘✞✏✳ ✂ ✬✢✞✧✹✟✚ ✡✌✚ ✏✍✆✟✤✙✄❯✬✢✞ ✡✭✬✢✚✜✤✙✆ ✥ ☞ ✆✓✄✜✚ ✒ ✡✌✤ ✡✘✒✟✚●✹✟✤✜✁☎✄●✹
✠☛✡✌✤ ✬✢✞ ✆ ✮ ✡✌✚✜✤✜✁☎✒✓✆

k∗k
✳ ✂ ✹✟✔✱✹❨✮✗✆✟✞ ✚✙✄

aij
✡✓✏✍✆✓✒

i et j ∈ [0, k]
✆✟✚

k
✔☎✆✝✞ ✣✯✮P❇✢✤✙✆❳✳ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚✙✄ ✥ ❘ ✣✯✬✢✚ ✹✟✔✱✹❨✮✗✆✟✞ ✚

aij
✳✢✆ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆ ✮ ✡✌✚✜✤✜✁☎✒✓✆ ✆✓✄✜✚ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✳ ✂ ✡✌✚✜✚✙✆✟✁ ✞❅✳✦✤✙✆ ✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚

Sj
✡✭✬ ✚✙✆❨✮ ✠ ✄

t
✄ ✡✘✒✙✛☛✡✌✞ ✚ ✰✲✬ ✆✗✞ ✣✯✬ ✄

✹✟✚✜✁☎✣✘✞ ✄❳✳ ✡✌✞ ✄✝✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚
Si

✡✭✬✂✚✙✆❨✮ ✠ ✄
t − 1

✥
■ ✎ ✆✓✄✜✚❱✬✢✞ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮P❇✢✔☎✆✴✳✢✆ ✔☎✣✘✁☎✄❱✳✢✆✕✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹

bi(o)
✳✢✣✘✞✢✞☛✡✌✞ ✚ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹

P (o|Si)
✰❚✬ ✆✕✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚

Si✡✌✁ ✚ ☞❖✹✟✞❅✹✟✤●✹ ✔ ✂ ✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞
o
✥✲■ ✆✟✚✜✚✙✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✆✓✄✜✚ ✔✖✡ ✏ ✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮P❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆ ✳✢✆ ✔ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✡✭✬✗✤✙✆✟☞ ✡✌✤●✳

✳✢✆
Si
✥

✣ ✞✰✌ � � ✹✟✚ ✡✌✞ ✚ ✬✢✞✂✡✭✬✢✚✙✣✯✮ ✡✌✚✙✆ ✠ ✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁☎✄✜✚✙✆✔✤✢✔☎✆✓✄ ✒✓✣✘✞ ✚✜✤ ✡✌✁ ✞ ✚✙✆✓✄✕✄❄✬✢✁ ✏ ✡✌✞ ✚✙✆✓✄❳✳✢✣✘✁ ✏✍✆✟✞ ✚ ☛✟✚✜✤✙✆ ✤✙✆✓✄✜✠ ✆✓✒✟✚●✹✓✆✓✄✴❙
✪ ✥ ✶ ✡ ✄ ✣✯✮✖✮✗✆❯✳✢✆✓✄ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹✓✄❳✳✢✆✓✄❳✹✟✚ ✡✌✚✙✄ ✁ ✞✢✁ ✚✜✁✖✡✭✬✗✖ ✳✢✣✘✁ ✚ ☛✟✚✜✤✙✆❀✹✟☞ ✡✌✔☎✆ ✆ ✪ ❙

∑

i

πi = 1

✵✦✥ ✶ ✡ ✄ ✣✯✮✖✮✗✆❯✳✢✆✓✄ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹✓✄❳✳✢✆✓✄ ✚✜✤ ✡✌✞ ✄✜✁ ✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✄✙✣✘✤✜✚ ✡✌✞ ✚ ✳ ✂ ✬✢✞ ✹✟✚ ✡✌✚ ✳✢✣✘✁ ✚★☛✟✚✜✤✙✆❀✹✟☞ ✡✌✔☎✆ ✆ ✪ ❙

∀i
∑

j

aij = 1

✽✦✥ ✶ ✡ ✄ ✣✯✮✖✮✗✆❯✳✢✆✓✄ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹✓✄❳✳✢✆✓✄❳✹❨✮ ✁☎✄✙✄✜✁☎✣✘✞ ✄❳✳ ✂ ✬✢✞❭✹✟✚ ✡✌✚❱✳✢✣✘✁ ✚ ☛✟✚✜✤✙✆❀✹✟☞ ✡✌✔☎✆ ✆ ✪ ❙

∀i
∑

o

bi(o) = 1
✳ ✡✌✞ ✄✝✔☎✆ ✒ ✡✘✄❳✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄❳✳✦✁☎✄ ✒✟✤●❁✟✚✙✆✓✄ ✥

∀i

∫

o

bi(o) do = 1
✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✒ ✡✘✄❳✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✒✓✣✘✞ ✚✜✁ ✞❚✬ ✆✓✄ ✥

✣ ✞ ✌ � � ✤✙✆✟✠✢✤●✹✓✄ ✆✟✞ ✚✙✆ ✬✢✞ ✣✯❇✁✡✜✆✟✚ ✠☛✡✌✤ ✳✢✆❨✬✗✖ ✄❄✬✢✁ ✚✙✆✓✄ ✳✢✆✝✏ ✡✌✤✜✁✖✡✭❇✢✔☎✆✓✄ ✡✌✔✱✹ ✡✌✚✙✣✘✁ ✤✙✆✓✄ ❙ ✔ ✂ ✬✢✞ ✆❳✳✦✁ ✚✙✆♣✸✻✫✙✸●◗❥❑♦✺ ✆✟✚ ✔ ✂ ✡✭✬✢✚✜✤✙✆
✱★�■❍❲✺●✵●❋❀✫✁�❝❙ ✺✟✥ ✶ ✡ ✄●✬✢✁ ✚✙✆ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✭❇✢✔☎✆ ✒✓✣✘✤✜✤✙✆✓✄✜✠ ✣✘✞❅✳ ✆✗✔✖✡ ✄●✬✢✁ ✚✙✆ ✳ ✂ ✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄

o1, o2, . . . , oT
✣✁� ✔☎✆✓✄

oi
✄✙✣✘✞ ✚

✳✢✆✓✄✂✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄ ✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✳✼✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✦✥☎✚✜✤✙✆ ✥ ✶ ✡ ✄❄✬✢✁ ✚✙✆ ✒ ✡✘✒ ✛❅✹✓✆ ✒✓✣✘✤✜✤✙✆✓✄✜✠ ✣✘✞❅✳ ✆ ✬✢✞ ✆ ✄❄✬✢✁ ✚✙✆
✳ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚✙✄

q1, q2, . . . , qT
✤ ✣✁� ✔☎✆✓✄

qi
✠❂✬✢✁☎✄✙✆✟✞ ✚ ✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄✗✠☛✡✌✤❄✮ ✁ ✔ ✂ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮P❇✢✔☎✆ ✳✢✆✓✄

N
✹✟✚ ✡✌✚✙✄ ✳✼✬✢✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆

{S1, S2, . . . , SN} ✥ ✶ ✡ ✄❄✬✢✁ ✚✙✆ ✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✭❇✢✔☎✆ ✆✓✄✜✚❀✳❂✹✞✝ ✞✢✁☎✆ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆✖✬✢✞ ✆✗✤●✹ ✡✌✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁☎✒❨✬✢✔ ✁✱❁✟✤✙✆ ✳✢✆ ✔✖✡ ✄❄✬✢✁ ✚✙✆
✒ ✡✘✒ ✛❅✹✓✆ ✥ ✶✄✂ ✣✯❇✁✡✜✆✓✒✟✚✜✁ ✏ ✆✓✄✜✚ ✳✢✆ ✳❂✹✟✚✙✆✟✤❄✮ ✁ ✞ ✆✟✤ ✔✖✡ ✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✙✆ ✄●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✒✓✆ ✳ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚✙✄

Q⋆ = (q⋆
1, q

⋆
2 , . . . , q

⋆
T )

✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤

✪ ❲



✘ ✱ ✘ ✱ ❼ ✺♦✸♦✱✮✭✡✭✹✫P✯④❍■❍❝✫✮✭✹✸■✺ ✫✮❱❥❏ ✱ ✂✒✫P❏✲✯✲❯❲❱✥✺❨❳✘✺✼❙ ✫✍✌✥✫✮✵r✱P❙ ✺

✳✢✆ ✔✖✡ ✄●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆ ✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄
O = (o1, o2, . . . , oT )

✥ ✶ ✆❳✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✝✒ ✛ ✆❨✮ ✁ ✞
Q⋆ ✆✓✄✙✚ ✒✓✆✟✔❏✬✢✁ ✰❚✬✢✁ ✮ ✡ ✖✑✁❏✮ ✁☎✄ ✆

✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹❂✫✂✌❥✱✌❍❝❏▲✺●✵■✯❜✱✮✵●✯
P (Q|O)

✎ ✒✟✤✜✁ ✚●❁✟✤✙✆ ✳✼✬✢✮ ✡ ✖✦✁❏✮✴✬❂✮ ✫✚✌❥✱✮❍●❏▲✺●✵●✯✲✱P✵■✯ ❙ ✢ ✰ ✥ ✪ ✥ ✪ ✑ ✥ ✢ ✞ ✆✄✂ ✆✟✚✪✤ ✆✟✞
✳❂✹✟✤✜✁ ✏✘✡✌✞ ✚ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹◆✫✍✌✥✱✌❍●❏▲✺●✵●✯❜✱✮✵■✯ ✠☛✡✌✤ ✔✖✡ ✤●❁✟☞ ✔☎✆❀✳✢✆✄✎✝✡ ✌✍✆✓✄✪✤✢✁ ✔ ✏✑✁☎✆✟✞ ✚✴❙

Q⋆ = arg max
Q

P (Q|O)

= arg max
Q

P (O|Q) P (Q)

P (O)

P (O)
✹✟✚ ✡✌✞ ✚ ✒✓✣✘✞ ✄✜✚ ✡✌✞ ✚ ✠ ✣✯✬✢✤✝✚✙✣✯✬✢✚

Q
❙

Q⋆ = arg max
Q

P (O|Q) P (Q)
✎ ✪ ✥✷✵ ✑

✣ ✞ ✌ � � ✠✢✤●✹✓✄ ✆✟✞ ✚✙✆ ✠✢✔❏✬ ✄✜✁☎✆❨✬✢✤✙✄ ✡ ✏✘✡✌✞ ✚ ✡✌☞✍✆✓✄❱❙✌✁ ✔✑✄ ✂ ✁ ✞ ✄ ✒✟✤✜✁ ✚✞✳ ✡✌✞ ✄✞✬✢✞ ✏ ✣✘✤❄✮ ✡✌✔ ✁☎✄❄✮✗✆ ✮ ✡✌✚✜✛❅✹❨✮ ✡✌✚✜✁✱✰❚✬ ✆❱❇✢✁☎✆✟✞ ✹✟✚ ✡✭❇✢✔ ✁ ✤
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✦✰✄ ✦✰✄✍✙☛✄✱▲ ✑✔✓✖❸❦☞❻☞❘✍✁�⑧✠✚✘✬✁✌☞
✶ ✡✴✮ ✁☎✄✙✆ ✆✟✞ ✯ ✬✢✏✑✤✙✆ ✳ ✂ ✬✢✞ ✄✒✌✦✄✜✚●❁❨✮✗✆ ✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✳✢✆ ✔✖✡✎✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆✯✆✎✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤ ✳✢✆✓✌ � � ✞❅✹✓✒✓✆✓✄✙✄✜✁ ✚✙✆ ✳✢✆

✏ ✣✘✤❄✮P✬✢✔☎✆✟✤ ✰❚✬ ✆✟✔✱✰✲✬ ✆✓✄ ✛✁✌✑✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄✙✆✓✄ ✄✜✁❏✮ ✠✢✔ ✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✤✜✁☎✒✓✆✓✄ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ❇❂✬✢✚ ✳ ✂ ✡✯✳ ✡✌✠✢✚✙✆✟✤ ✔☎✆ ✒ ✡✯✳✦✤✙✆ ✚✜✛❅✹✓✣✘✤✜✁✱✰❚✬ ✆ ✳✢✆✓✄ ✌ � �
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✠ ✣ ✄ ✄✜✁❏❇✢✔☎✆ ✥

π1 = 1 a12 a23 a34

a11 a22 a33

b1(o) b2(o) b3(o)

S1 S2 S3

❈❊❉ ❋❊❍ ✪ ✥ ❉ ■ ❧✄✂ ✂ ❵✙✫P❱❥✸●◗✥✺●★ ❳✮✵✷✱✮✯✲❏▲✺ ❏ ✁ ❑❝❏ ✫P❏✖❍❨❱✘❍●❱✥✺❝❙❬❙ ✺✑✂ ✺●✭✰❏♥❱❥❏✲✯✖❙ ✯❬❍❲❑ ✌✥✱✮❱☎✵❺❙ ✫ ✂✒✱❦❳✘❑●❙❚✯❬❍❝✫P❏✲✯❜✱✮✭ ❳✘✺❘✌✰◗❘✱✮✭ ☎ ✂✒✺●❍✲✱
✪☛✺■❍ ❙ ✱✮✯❬❍✒❳☎✺❘✌✹✵✷✱✁�✷✫★�●✯❬❙❚✯✲❏▲❑

bi(o) � ✱✮❱☎✵●✭✡✯❬❍✻❍❲✫✮✭✰❏ ❙ ✺■❍❘✌✹✵✷✱✁�✷✫✁�❝✯❬❙ ❏▲❑■❍◆❯❝❱◗✛ ❱☎✭✏✺❶✱★�■❍❲✺●✵●❋❀✫P❏✲✯❜✱✮✭
o
✫✮✯✲❏✣❑❲❏▲❑♣❵☎❑●✭✏❑●✵♦❑♦✺☞✌❥✫P✵

❱☎✭❈❑❝❏ ✫P❏
Si

❍❲✱✮✭✰❏ ✂✒✱❦❳☎❑●❙ ✯❬❍❲❑✻✺■❍❄✌❥✫✮✵❨❳✘✺■❍✄✂✒✱❦❳✁☎●❙ ✺■❍✌❏ ✂ ❑●❙ ✫✮✭☎❵✘✺❨❳✘✺✣❵✙✫✮❱☎❍✻❍●✯❜✺❝✭✡✭✏✺■❍ ☎✂✁ ✂ ✂ ✝✔✱

■ ✛☛✡✯✰❚✬ ✆ ✹✟✚ ✡✌✚
Si
✳ ✂ ✬✢✞ ✌ � � ✤✙✆✟✞ ✏✍✣✘✁☎✆✝✠ ✣✯✬✢✤✞✬✢✞ ✆✝✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞

o
✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹❳✰✲✬ ✆

o
✡✌✁ ✚ ✹✟✚●✹ ☞❖✹✟✞❅✹✟✤●✹✓✆✝✠☛✡✌✤

Si
✥ ✶ ✆ ✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔ ✳✢✆ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆✎✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✡✌✠✢✠ ✆✟✔✱✹✓✆❀✹✟☞ ✡✌✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✏✑✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮✴❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆P✳✢✆ ✔ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✂ ✡✌✠✢✠❂✬✢✁☎✆ ✄●✬✢✤

✬✢✞ ✆ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆✖✳✢✆✟✞ ✄✜✁ ✚●✹✺✳✢✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹✓✄
bi(0)

✥ ■ ✆✟✚✜✚✙✆ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞
bi(0)

✆✓✄✜✚❯✬✢✞✻✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺✹✟✚✜✤✜✁✱✰✲✬ ✆
✳✢✆ ✔ ✂ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮✴❇✢✔☎✆✻✳✢✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✠ ✣✯✬✢✏✘✡✌✞ ✚ ☛✟✚✜✤✙✆ ☞❖✹✟✞❅✹✟✤●✹✓✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚

Si
✥ ✶ ✡ ✠✢✔❏✬✢✠☛✡✌✤✜✚ ✳✢✆✓✄ ✄✒✌✑✄✙✚●❁❨✮✗✆✓✄

✄ ✂ ✡✌✠✢✠❂✬✢✁☎✆✟✞ ✚❈✳✢✆✓✄ ✳✢✆✟✞ ✄✜✁ ✚●✹✓✄ ✳✢✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹✓✄✂✒✓✣✘✞ ✚✜✁ ✞❚✬ ✆✓✄ ✮✗✣ ✳❂✹✟✔ ✁☎✄●✹✓✆ ✠☛✡✌✤ ✬✢✞ ✮✺✹✟✔✖✡✌✞✢☞✍✆ ✳✢✆ ✔☎✣✘✁☎✄ ✞ ✣✘✤❄✮ ✡✌✔☎✆✓✄
✎ ✳✦✁☎✄✜✚✜✤✜✁❏❇❂✬✢✚✜✁☎✣✘✞ ☞ ✡✭✬ ✄✙✄✜✁☎✆✟✞✢✞ ✆ ✳✢✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✑ ✥ ✶ ✡ ✏ ✤ ✡✌✁☎✄ ✆❨✮✴❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆ ✳ ✂ ✬✢✞ ✆ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞

o
✆✓✄✜✚ ✳✢✣✘✞ ✒ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆

✠☛✡✌✤❀❙

bi(o) =

Nλ∑

j=1

λj N (o;µj ,Σj)
✎ ✪ ✥ ❉ ✑

✡✓✏✍✆✓✒

N (o;µj ,Σj) =
1

√

(2π)M |Σj|
exp

(

− 1

2
(o − µj)

′Σ−1
j (o − µj)

) ✎ ✪ ✥ ◗✔✑

Nλ

✆✓✄✜✚ ✔☎✆ ✞ ✣✯✮✴❇✢✤✙✆✖✳✢✆ ☞ ✡✭✬ ✄✙✄✜✁☎✆✟✞✢✞ ✆✓✄ ✤
λj

✆✓✄✜✚✕✔☎✆ ✠ ✣✘✁✱✳✢✄✕✔☎✆ ✔✖✡
jieme ☞ ✡✭✬ ✄✙✄✙✁☎✆✟✞✢✞ ✆✔✤

µj
✆✟✚

Σj
✄✙✣✘✞ ✚ ✤✙✆✓✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✁✦✖

✏✍✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✔☎✆ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤❯✮✗✣ ✌✍✆✟✞ ✆✟✚✕✔✖✡ ✮ ✡✌✚✜✤✜✁☎✒✓✆✖✳✢✆ ✒✓✣ ✏✘✡✌✤✜✁✖✡✌✞ ✒✓✆✖✳✢✆ ✔✖✡
jieme ☞ ✡✭✬ ✄✙✄✙✁☎✆✟✞✢✞ ✆ ✆✟✚

M
✔✖✡ ✳✦✁❏✮✗✆✟✞ ✄✜✁☎✣✘✞

✳✼✬ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤ ✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✥ ✶ ✡ ✝ ☞❑✬✢✤✙✆ ✪ ✥ ❉ ✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚✙✆ ✬✢✞ ✌ � � ☞ ✡✭✬ ✒✙✛ ✆✗✖ ✳✦✤✙✣✘✁ ✚✙✆✘✆ ✽❀✹✟✚ ✡✌✚✙✄ ✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄●✹ ✠ ✣✯✬✢✤ ✔✖✡
✮✗✣✲✳❂✹✟✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆ ✠✢✛ ✣✘✞❅❁❨✮✗✆✓✄ ✥

✪ ✽



▼❉◗❥✫❂✌✹✯✲❏✲✵✷✺ ✘ ✱❂✪✬✫⑥✵✷✺♦✸♦✱✮✭✡✭✹✫P✯④❍■❍❝✫✮✭✹✸■✺❺✫✮❱❘❏ ✱ ✂ ✫✙❏✲✯✲❯❝❱✡✺❺❳✘✺✼❙ ✫❉✌❥✫P✵r✱✮❙ ✺♣✵✷✱✁�●❱☎❍●❏▲✺❺✫✮❱✧�❝✵■❱❘✯✖❏

⑤⑥❇✉❇❉✁✌☞☎✍✏✎❹✓✖❸❦❸❦✞❂✗✹☞
■ ✣✘✞ ✄✙✁✱✳❂✹✟✤✙✣✘✞ ✄ ✬✢✞ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮✴❇✢✔☎✆▼✳✢✆ ✌ � �

Mj
✆✟✚ ✬✢✞ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮✴❇✢✔☎✆▼✳✢✆

T
✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄

Oj
✥ ☞ ✠✢✠✢✤✙✆✟✞❅✳✦✤✙✆ ✔☎✆✓✄

✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄▼✳✢✆✓✄ ✌ � � ✤✙✆✟✏ ✁☎✆✟✞ ✚ ✆ ✒✙✛ ✆✟✤✙✒ ✛ ✆✟✤✂✔☎✆ ✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✂✆✟✞ ✄ ✆❨✮✴❇✢✔☎✆✧✳✢✆ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄
Λ⋆

j = (µ⋆
j ,Σ

⋆
j )✚✙✆✟✔ ✰❚✬ ✆ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹❭✰❚✬ ✆

Oj
✡✌✁ ✚ ✹✟✚●✹ ☞❖✹✟✞❅✹✟✤●✹✓✆ ✠☛✡✌✤

Mj
✄ ✣✘✁ ✚✖✮ ✡ ✖✑✁❏✮ ✡✌✔☎✆ ✎ ✒✟✤✜✁ ✚●❁✟✤✙✆ ✳✼✬ ✮ ✡ ✖✦✁❏✮✴✬❂✮ ✳✢✆

✏✑✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮P❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆ ✑ ✥

Λ⋆
j = arg max

Λj

T∏

t=1

P (Oj(t)|Mj,Λj)
✎ ✪ ✥ ❍ ✑

❩ ✳❂✹ ✡✌✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚✪✤ ✒ ✂ ✆✓✄✜✚
P (Mj |Oj ,Λj)

✰✲✬✢✁❯✳✢✆✟✏ ✤ ✡✌✁ ✚ ☛✟✚✜✤✙✆✻✮ ✡ ✖✦✁❏✮ ✁☎✄●✹✓✆ ✥ ✶✄✂ ✡✌✠✢✠✢✤✙✆✟✞ ✚✜✁☎✄✙✄ ✡✌☞✍✆ ✄✙✆✟✤ ✡✌✁ ✚✂✡✌✔☎✣✘✤✙✄ ✠✢✔❏✬ ✄
✳✦✁☎✄ ✒✟✤✜✁❏✮ ✁ ✞☛✡✌✞ ✚ ❙✦✔☎✣✘✤✙✄●✰❚✬ ✆ ✔✖✡ ✏ ✤ ✡✌✁☎✄ ✆❨✮✴❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆✴✳✼✬ ✮✗✣✲✳❂❁✟✔☎✆

j
✡✭✬✢☞❑✮✗✆✟✞ ✚✙✆✎✠ ✣✯✬✢✤ ✔☎✆✓✄ ✆✑✖✦✆❨✮ ✠✢✔☎✆✓✄ ✒✓✣✘✤✜✤✙✆✓✄✜✠ ✣✘✞❅✳ ✡✌✞ ✚

✡✭✬ ✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆
j
✤✘✔☎✆✓✄ ✏ ✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮P❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆✓✄ ✳✢✆✓✄ ✡✭✬✢✚✜✤✙✆✓✄✞✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆✓✄ ✳✢✆✟✏✑✤ ✡✌✁☎✆✟✞ ✚ ✳✦✁❏✮ ✁ ✞❚✬ ✆✟✤ ✠ ✣✯✬✢✤ ✒✓✆✓✄ ✮ ☛❨✮✗✆✓✄ ✆✑✖✢✆❨✮ ✠✢✔☎✆✓✄ ✥

✶ ✆✓✄✣✌ � � ✳✢✆✟✏ ✤ ✡✌✁☎✆✟✞ ✚ ✳✢✣✘✞ ✒ ☛✟✚✜✤✙✆ ✆✟✞ ✚✜✤ ✡✦✥☎✞❅✹✓✄ ✤✍✞ ✣✘✞ ✄✙✆❨✬✢✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✠ ✣✯✬✢✤ ✮ ✡ ✖✦✁❏✮ ✁☎✄✙✆✟✤ ✔✖✡✕✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✳✢✆✝☞❖✹✟✞❅✹✟✤✙✆✟✤
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✵✷✺♦✸♦✱✮✭✡✭✡❱✡✺✒✸✻✱✮✵■✵♦✺■❍✳✌❥✱✮✭✹❳ ❏◆❙❖✛ ◗✘q❂✌❥✱P❏✖◗ ☎■❍❲✺ ❳☎✺❨✵✷✺♦✸♦✱✮✭✡✭✹✫P✯④❍■❍❝✫✮✭✹✸■✺ ☎ ✱P❱❭✸●◗✥✺✑✂❺✯❬✭✞✝❶✫✮q✙✫✮✭✰❏ ❙ ✫☞✌✏❙ ❱☎❍ � ✱✮✵❝❏▲✺✷✌✹✵r✱★�✷✫✁�●✯✖❙ ✯✲❏▲❑
❳✙✫✮✭✥❍♥❙ ✺❽❏✲✵✷✺●✯✖❙✖❙ ✯❬❍②❳✘✺■❍❤◗✘q❂✌❥✱P❏✖◗✗☎●❍❲✺■❍✪✱✰♠♥✱✮❱❘✵❽✸✻✺❲❏✝✺ �☎✺✑✂ ✌✹❙ ✺❽❙ ✫ ✂ ✺●✯❬❙✖❙ ✺●❱☎✵♦✺ ◗✘q❂✌❥✱P❏✖◗✗☎●❍❲✺❩✸♦✱✮✵●✵♦✺■❍✢✌❥✱P✭✹❳ ❏✼❙ ✫✂❍■❱✥✸♦✸✻✺■❍■❍■✯❜✱✮✭
❳✘✺❄✌✰◗❘✱✮✭ ☎✑✂ ✺■❍☎✄✖✯✆✄✝✄❬❍✞✄✟✄✖✯✆✄✟❯❝❱☎✯❤✺■❍●❏❴❙ ✫⑥❏✲✵✷✫✮✭✥❍❝✸❲✵■✯P✌✏❏✲✯❜✱✮✭ ✌✹◗❘✱✮✭✏❑❝❏✲✯❜❯❝❱✡✺❺❳✮❱ ✂✒✱P❏ ❑ ✯❜✸❝✯ ▲ ✱

✶ ✡❯✮ ✁☎✄ ✆ ✆✟✞ ✯ ✬✢✏✑✤✙✆❳✳✢✆ ✒✓✆✟✚ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁☎✄✜✚✙✆✕✆ ✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬✢✁ ✤✙✆ ✳✢✆✛✏ ✡❀✫✓✣✘✞ ✁ ✚●✹✟✤ ✡✌✚✜✁ ✏✍✆ ✔✖✡❯✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✙✆ ✄●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆
✳ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚✙✄✝✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤✖✳ ✂ ✬✢✞ ✚ ✡✭❇✢✔☎✆ ✡✭✬

T ∗ N
✎ ❘ ❙ ✞ ✣✯✮✴❇✢✤✙✆ ✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄✪✤ ✕ ❙ ✞ ✣✯✮P❇✢✤✙✆ ✳ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚✙✄ ✚✙✣✘✚ ✡✌✔ ✳✢✆✓✄

✮✗✣✲✳❂❁✟✔☎✆✓✄✗✑ ✡✌✠✢✠ ✆✟✔✱✹❻❏✲✵♦✺●✯❬❙✖❙❚✯④❍⑥❳✘✺●❍✒◗✘q❂✌❥✱P❏✖◗✗☎●❍❲✺■❍ ✣✁� ✒ ✛☛✡✘✒❨✬✢✞❅✳✢✆ ✄ ✆✓✄ ✞ ✯ ✬❅✳✢✄
(t, i)

✒✓✣✘✞ ✚✜✁☎✆✟✞ ✚ ✔✖✡ ✏✑✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮P❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆
δi(ot)

✳✼✬❭✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤ ✒ ✛ ✆❨✮ ✁ ✞ ✠☛✡✘✄ ✄ ✡✌✞ ✚ ✠☛✡✌✤ ✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚
i
✆ ✔ ✂ ✁ ✞ ✄✙✚ ✡✌✞ ✚

t
✥ ✶ ✡✗✏ ✤ ✡✌✁☎✄ ✆❨✮✴❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆

δi(oT )
✳✼✬ ✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤

✒✙✛ ✆❨✮ ✁ ✞▼✰❚✬✢✁ ✝ ✞✢✁ ✚✓✆ ✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚
i
✡✭✬ ✚✙✆❨✮ ✠ ✄

T
✆✓✄✙✚ ✡✌✔☎✣✘✤✙✄ ✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔✱✹✓✆ ✠☛✡✌✤✝✤●✹✓✒❨✬✢✤✜✤✙✆✟✞ ✒✓✆ ❙

✪ ✥❱✜❲✍✉✓④✎❹✓✖✞✡✗✲✓✖❸❦✞❥✎❹✓✖❅✹✍ ❙
δi(o1) = πi

✵✦✥❱◆ ✣✘✕✘✠❉✁✌❸❹✓✖❅✹✍ ❙✦✠ ✣✯✬✢✤ ✄✙✆✕✚✜✤✙✣✯✬✢✏✍✆✟✤ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚
i
✆ ✔ ✂ ✁ ✞ ✄✜✚ ✡✌✞ ✚

t
✤✦✔☎✆ ✠✢✤✙✣✑✒✓✆✓✄✙✄❄✬ ✄ ✮ ✡✌✤❄❃✍✣ ✏✑✁☎✆✟✞ ✄ ✆✕✚✜✤✙✣✯✬✢✏✘✡✌✁ ✚

✏ ✣✘✤✙✒ ✹❨✮✗✆✟✞ ✚ ✳ ✡✌✞ ✄ ✬✢✞ ✹✟✚ ✡✌✚
j
✆ ✔ ✂ ✁ ✞ ✄✙✚ ✡✌✞ ✚

t−1
✠ ✣✯✬✢✤ ✔☎✆ ✰✲✬ ✆✟✔✲✬✢✞ ✆ ✚✜✤ ✡✌✞ ✄✜✁ ✚✜✁☎✣✘✞ ✏✍✆✟✤✙✄ ✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚

i
✆✓✄✜✚ ✠ ✣ ✄✙✄✙✁❏❇✢✔☎✆❳❙

aji > 0
✥ ✘ ✂ ✡✌✠✢✤●❁✓✄ ✔☎✆ ✠✢✤✜✁ ✞ ✒✟✁ ✠ ✆ ✳ ✂ ✣✘✠✢✚✜✁❏✮ ✡✌✔ ✁ ✚●✹ ✳✢✆ ✎ ✆✟✔ ✔❏✮ ✡✌✞ ✤

δi(ot) = maxj

(

δj(ot−1) . aji

)

. bi(ot)
✥

✽✦✥②⑦❴☞✘✁✮❆ ✓✲✍❉✞✡✓❬❸❹❅✹✍ ❙ ✶ ✡✎✏ ✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮P❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆❯✳✢✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄✝✒✓✣✘✤✜✤✙✆✓✄✙✠ ✣✘✞❅✳ ✡✌✞ ✚ ✆ ✔✖✡✴✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✙✆ ✛✁✌✑✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄✙✆
✆✓✄✜✚ ✣✯❇✢✚✙✆✟✞❚✬ ✆✎✆✟✞✂✤✙✆✓✒✙✛ ✆✟✤✙✒✙✛☛✡✌✞ ✚✕✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚

i
✰✲✬✢✁ ✮ ✡ ✖✑✁❏✮ ✁☎✄ ✆ ✔✖✡ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤

δi(oT )
✆ ✔✖✡✖✳✢✆✟✤✜✞✢✁✱❁✟✤✙✆✎✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞

oT
❙

P (O|Q⋆) = max
i

(

δi(oT )

)

✪ ✾



▼❉◗❥✫❂✌✹✯✲❏✲✵✷✺ ✘ ✱❂✪✬✫⑥✵✷✺♦✸♦✱✮✭✡✭✹✫P✯④❍■❍❝✫✮✭✹✸■✺❺✫✮❱❘❏ ✱ ✂ ✫✙❏✲✯✲❯❝❱✡✺❺❳✘✺✼❙ ✫❉✌❥✫P✵r✱✮❙ ✺♣✵✷✱✁�●❱☎❍●❏▲✺❺✫✮❱✧�❝✵■❱❘✯✖❏

✣ ✞ ✆ ✤✙✆✟✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✏✑✁☎✄❄✬ ✆✟✔ ✔☎✆ ✝☛✒✟✚✜✁ ✏✍✆ ✳✢✆ ✔ ✂ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆ ✳✢✆ ✙ ✁ ✚✙✆✟✤❄❇✢✁ ✆✓✄✜✚ ✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚●✹ ✠☛✡✌✤ ✔✖✡ ✝ ☞❑✬✢✤✙✆ ✪ ✥ ◗✑✥ ■ ✆✟✚✜✚✙✆ ✝ ✖
☞❑✬✢✤✙✆ ✮✗✣✘✞ ✚✜✤✙✆ ✬✢✞ ✚✜✤✙✆✟✁ ✔ ✔ ✁☎✄ ✳✢✆✓✄ ✛✁✌✑✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄ ✆✓✄ ✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬✢✁ ✚ ✠ ✣✯✬✢✤ ✬✢✞ ✆ ✄●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆ ✳✢✆ ✪ ✾ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✥❚❋✑✆❨✬✢✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚
✳✢✆❨✬✗✖❈✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆✓✄ ✄✙✣✘✞ ✚ ✤✙✆✟✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚●✹✓✄ ✁☎✒✟✁ �✤✳✢✆❨✬✗✖ ✌ � � ☞ ✡✭✬ ✒ ✛ ✆✗✖ ✳✦✤✙✣✘✁ ✚✙✆ ✆✖✽✺✹✟✚ ✡✌✚✙✄❱✮✗✣ ✳❂✹✟✔ ✁☎✄ ✡✌✞ ✚ ✔☎✆✓✄ ✠✢✛ ✣✘✞❅❁❨✮✗✆✓✄
� ✁ � ✆✟✚ � ✄ � ✥ ✶ ✆✺✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤ ✒✙✛ ✆❨✮ ✁ ✞ ✎ ✆✟✞ ✏✍✆✟✤✜✚ ✑✕✒✓✣✘✤✜✤✙✆✓✄✜✠ ✣✘✞❅✳ ✆ ✔✖✡ ✄●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✒✓✆ ✳✢✆ ✠✢✛ ✣✘✞❅❁❨✮✗✆✓✄ ❙ � ✁ � � ✄ �✝� ✁ � ✥ ■ ✆✟✚✜✚✙✆
✄ ✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✒✓✆ ✆✓✄✙✚✝✔✖✡ ✚✜✤ ✡✌✞ ✄✙✒✟✤✜✁ ✠✢✚✜✁☎✣✘✞✂✠✢✛ ✣✘✞❅✹✟✚✜✁✱✰✲✬ ✆❀✳✼✬ ✮✗✣✘✚ ✛ ✁☎✒✟✁ ✢ ✥

✦✹✄ ✦✰✄✍✙✬✄ ✝ ✆❴✓✖❆❂✓❬✎❦✞❥✎❹✓❬❅✏✍ t✉☞✘❸✒❣✾✑ ✑

✶✄✂ ✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✻✳✢✆✓✄✯✌ � � ✆✟✞ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✡✭✬✢✚✙✣✯✮ ✡✌✚✜✁✱✰❚✬ ✆ ✳✢✆ ✔✖✡✗✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✤✙✆✟✠ ✣ ✄✙✆ ✄❄✬✢✤ ✠✢✔❏✬ ✄✜✁☎✆❨✬✢✤✙✄ ✛★✌ ✖
✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄✙✆✓✄ ✄✜✁❏✮ ✠✢✔ ✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✤✜✁☎✒✓✆✓✄ ✥ ■ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✖ ✒✟✁ ✄ ✣✘✞ ✚✪✤☛✒✓✆✟✤✜✚✙✆✓✄ ✤ ✞❅✹✓✒✓✆✓✄✙✄ ✡✌✁ ✤✙✆✓✄ ✤❂✮ ✡✌✁☎✄ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✁ ✚❄✬ ✆✟✞ ✚ ✹✟☞ ✡✌✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚❯✳✢✆✓✄
✠ ✣✘✁ ✞ ✚✙✄✜✏ ✡✌✁❏❇✢✔☎✆✓✄❳✳✢✆✓✄ ✌ � � ✥
✶ ✡ ✮✗✣✲✳❂✹✟✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✧✳✢✆ ✔✖✡ ✳✼✬✢✤●✹✓✆ ✳✢✆✓✄✕✠✢✛ ✣✘✞❅❁❨✮✗✆✓✄ ✞ ✂ ✆✓✄✜✚❀✰✲✬ ✂ ✁❏✮ ✠✢✔ ✁☎✒✟✁ ✚✙✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✒✓✣✘✞ ✚✙✆✟✞❚✬ ✆ ✡✭✬ ✚✜✤ ✡✓✏✍✆✟✤✙✄❀✳✢✆✓✄✕✠✢✤✙✣ ✖
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❘ ✤ ✡✌✞ ✄✙✒✟✤✜✁ ✠✢✚✜✁☎✣✘✞
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y(t) = x(t) + n(t)

✣✁�
y(t)

✤
x(t)

✆✟✚
n(t)

✤✙✆✟✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚✙✆✟✞ ✚ ✤✙✆✓✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✁ ✏✍✆❨✮✗✆✟✞ ✚✎✔ ✂ ✡✭✮ ✠✢✔ ✁ ✚❄✬❅✳✢✆ ✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆✺❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹✓✆✔✤ ✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆
✄✙✆❨✬✢✔☎✆ ✆✟✚ ✳✼✬ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚ ✄✙✆❨✬✢✔✒✆ ✔ ✂ ✁ ✞ ✄✙✚ ✡✌✞ ✚

t
✥✲■ ✆✟✚✜✚✙✆ ✤✙✆✟✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳ ✂ ✡✯✳❂✳✦✁ ✚✜✁ ✏✑✁ ✚●✹ ✆✓✄✜✚ ✚✙✣✯✬✎✡✜✣✯✬✢✤✙✄ ✏ ✡✌✔ ✁✱✳✢✆❳✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆❳✳✢✣✯✮ ✡✌✁ ✞ ✆

✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔✦✆✟✚ ✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✤✜✏❖✹✓✆ ✔☎✣✘✤✙✄ ✳✼✬ ✠☛✡✘✄✙✄ ✡✌☞✍✆ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✆ ✳✢✆ ✠❂✬✢✁☎✄ ✄ ✡✌✞ ✒✓✆✟✆❳✬✢✞ ✚✙✆✟✤❄✮✗✆ ✳✢✆ ✳❂✹✟✠✢✛☛✡✘✄ ✡✌☞✍✆
cos(Φ)

✠✢✤●❁✓✄ ✥
|Y (τ)| = |X(τ)| + |N(τ)| . cos(Φ)

■ ✆✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✚ ✁ ✔ ✆✓✄✙✚❱✮✗✣✘✞ ✚✜✤●✹✔✤ ✠☛✡✌✤❳✳✦✁ ✏✍✆✟✤✙✄✙✆✓✄ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄✪✤ ✰❚✬ ✆ ✒✓✆ ✚✙✆✟✤❄✮✗✆ ✠ ✆❨✬✢✚ ☛✟✚✜✤✙✆ ✄❄✬✢✠✢✠ ✣ ✄●✹ ✠✢✤✙✣✑✒✙✛ ✆P✳✢✆
✪ ✆✟✚❱✳✢✣✘✞ ✒✺❙

|Y (τ)| = |X(τ)| + |N(τ)|
✶ ✡ ✄✙✣✯✬ ✄✜✚✜✤ ✡✘✒✟✚✜✁☎✣✘✞✂✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔☎✆ ✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄✙✆❯✳✢✆✕✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔☎✆✟✤❱✬✢✞ ✆✕✆✓✄✜✚✜✁❏✮✺✹✓✆❯✳✼✬❈❇✢✤❄✬✢✁ ✚ ✄❄✬✢✤ ✳✢✆✓✄ ✠ ✣✘✤✜✚✜✁☎✣✘✞ ✄❳✳✼✬ ✄✙✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✞ ✆
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✄✙✣✯✬ ✄✜✚✜✤ ✡✌✁ ✚✙✆❀✳✼✬ ✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✆❯✳✢✆ ✠❂✬✢✁☎✄ ✄ ✡✌✞ ✒✓✆❀✳✼✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔✚❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹ ✥
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�♥✓✲✗❬✎❦✁✌☞❻t✉☞✂✁ ✓✖☞❘✍☛☞☎✁
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X̂(t, f) =
σ2

Y (t, f) − σ2
N (t, f)

σ2
Y (f)
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α

. Y (t, f)
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✡✌✠✢✠✢✔ ✁☎✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✆ ✔✖✡ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✔☎✆ ✞ ✣✯✮✴❇✢✤✙✆ ✳✢✆ ✚✜✤ ✡✭✮✗✆✓✄ ✹✟✔ ✁❏✮ ✁ ✞❅✹✓✆✓✄ ✳✼✬ ✄✙✁ ☞ ✞☛✡✌✔☛✞ ✆ ✠ ✆❨✬✢✚ ☛✟✚✜✤✙✆
✡✭✬ ✄✙✄✜✁ ✁❏✮ ✠ ✣✘✤✜✚ ✡✌✞ ✚ ✥

◆⑥☞☎✕✙❅✹✍✉✍❉✞✡✓❬❸❹❸❦✞✡✍☛✕✘☞❻✞❖✘✏☞✘✕⑧t❉❅✏✍❉✍ ✣✘☞☎❸✒❆❈✞✡✍ ★✬✠☛✞✡✍✏✎❦☞☎❸
✶ ✆ ✠✢✤✜✁ ✞ ✒✟✁ ✠ ✆ ✳✢✆ ✔✖✡ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✡✓✏✍✆✓✒ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✆✓✄✜✚✕✄✜✁❏✮ ✁ ✔✖✡✌✁ ✤✙✆✝✆ ✒✓✆✟✔❏✬✢✁ ✳✢✆ ✔✖✡✗✤✙✆✓✒✓✣✘✞✡✖

✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁☎✆✟✔ ✔☎✆ ✮ ✡✌✁☎✄ ✳✢✆ ☞ ✤ ✡✌✞✲✬✢✔✖✡✌✤✜✁ ✚●✹ ✠✢✔❏✬ ✄ ✝ ✞ ✆ ✥❑❩ ✔✦✄ ✂ ✡✌✠✢✠❂✬✢✁☎✆✝✄❄✬✢✤ ✔ ✂ ✛✁✌✑✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄ ✆✝✄✙✆✟✔☎✣✘✞ ✔✖✡✯✰❚✬ ✆✟✔ ✔☎✆✝✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✄
✒✓✣ ✆✞✝ ✁☎✒✟✁☎✆✟✞ ✚✙✄ ✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✭✬✗✖ ✄✙✣✘✞ ✚✴✳✢✣✯✮ ✁ ✞❅✹✓✆✓✄✎✠☛✡✌✤✎✔☎✆✖❇✢✤❄✬✢✁ ✚✎✆✟✚✴✳ ✂ ✡✭✬✢✚✜✤✙✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✥ ☞ ✔☎✣✘✤✙✄❀✰✲✬ ✆ ✔✖✡ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✡✖
✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁☎✆✟✔ ✔☎✆ ✄✙✆❱❇☛✡✘✄✙✆ ✄❄✬✢✤ ✔✖✡❀✳❂✹✟✚✙✆✓✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆ ✠ ✣✘✤✜✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✚✜✤✙✣✘✠ ✒✓✣✘✤✜✤✙✣✯✮ ✠❂✬ ✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✔☎✆❱❇✢✤❄✬✢✁ ✚ ✡✭✬ ✞✢✁ ✏✍✆ ✡✭✬ ✳✢✆
✔✖✡ ✚✜✤ ✡✭✮✗✆✔✤✑✔✖✡ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆❯✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✡✓✏✍✆✓✒ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✡✌☞ ✁ ✚ ✡✭✬ ✞✢✁ ✏✍✆ ✡✭✬ ✳✢✆✓✄ ✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚✙✄
✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✭✬✗✖ ✥✞❩ ✔ ✆✓✄✙✚ ✮✗✣✘✞ ✚✜✤●✹ ✰✲✬ ✂ ✁ ✔ ✏ ✡✭✬✢✚✖✮ ✁☎✆❨✬✗✖ ✞ ✆ ✠☛✡✘✄ ✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄ ✆✟✤ ✔☎✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄✖✮ ✡✘✄●✰✲✬❅✹✓✄ ✠☛✡✌✤ ✔☎✆ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚
✔☎✣✘✤✙✄ ✳✼✬ ✳❂✹✓✒✓✣ ✳ ✡✌☞✍✆ ✫ ✫ ✆✟✞ ✆✟✏✍✆ ✌❈❲ ✪ ✡ ✭ ✥ ✘✕✆ ✠✢✔❏✬ ✄✪✤ ✹✓✒ ✡✌✤✜✚✙✆✟✤✕✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✄ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄✕✞ ✆ ✠ ✹✟✞☛✡✌✔ ✁☎✄✙✆ ✠☛✡✘✄✕✣✯✬✂✠ ✆❨✬ ✔✖✡
✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✒ ✡✌✤✎✔☎✆✗✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✳✢✆✗✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✆✓✄✜✚ ✚✜✤●❁✓✄ ✤✙✆ ✳✢✣✘✞❅✳ ✡✌✞ ✚ ✳ ✡✌✞ ✄✎✔☎✆✺✳✢✣✯✮ ✡✌✁ ✞ ✆ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔ ✥ ☞ ✁ ✞ ✄✜✁ ✤ ✁ ✔
✆✓✄✜✚ ✳❂✹❨✮✗✣✘✞ ✚✜✤●✹❯✰✲✬ ✂ ✁ ✔ ✆✓✄✜✚ ✠ ✣ ✄✙✄✜✁❏❇✢✔☎✆ ✳✢✆❳✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆✟✤ ✡ ✬ ✄ ✰❚✬ ✂ ✆ ❍ ❲✂✁ ✳✢✆✓✄ ✒✓✣ ✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚✙✄✝✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✭✬✗✖ ✤✼✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✒ ✡✯✳✦✤✙✆
✳ ✂ ✬✢✞✂✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✆✑✖✢✆❨✮ ✠✢✚❳✳✢✆❯❇✢✤❄✬✢✁ ✚✪✤ ✄ ✡✌✞ ✄✝✠ ✣✯✬✢✤ ✡✭✬✢✚ ✡✌✞ ✚ ✰✲✬ ✆ ✒✓✆✟✔✖✡✗✡ ✂ ✆✓✒✟✚✙✆ ✔✖✡ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✥
✶✄✂ ✁✱✳✢✆✟✞ ✚✜✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆✓✄ ✒✓✣ ✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚✙✄ ✮ ✡✘✄●✰❚✬❅✹✓✄ ✆✓✄✜✚✎✠✢✔❏✬ ✄ ✒✓✣✘✞✢✞❚✬ ✆ ✄✙✣✯✬ ✄✎✔✖✡ ✳❂✹✟✞ ✣✯✮ ✁ ✞☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞✢✳ ✂ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆
✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆ ✥ ✣ ✞❀✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆ ✆✓✄✜✚ ✬✢✞ ✆ ✤✙✆✟✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✚✙✆❨✮ ✠ ✄ ✖ ✏ ✤●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆✔✤✌✒✓✣✯✮✖✮✗✆ ✔☎✆ ✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✣✘☞ ✤ ✡✭✮✖✮✗✆✔✤✘✣✁� ✒ ✛☛✡✯✰❚✬ ✆
✒✓✣ ✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚

m(t, f)
✤✙✆✟✠✢✤●✹✓✄ ✆✟✞ ✚✙✆ ✔✖✡ ✒✓✣✘✞✁✝ ✡✌✞ ✒✓✆ ✰✲✬ ✆ ✔ ✂ ✣✘✞✎✠ ✆❨✬✢✚ ✠ ✣✘✤✜✚✙✆✟✤ ✡✭✬✎✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚ ✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔❖❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹

y(t, f)
✥

✶ ✡ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆✝✡ ✏✍✆✓✒ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄✞✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✏ ✡✌✁ ✚ ✔ ✂ ✣✯❇✁✡ ✆✟✚ ✳ ✂ ✬✢✞ ✆ ✹✟✚❄✬❅✳✢✆ ✠✢✔❏✬ ✄ ✡✌✠✢✠✢✤✙✣ ✏ ✣✘✞❅✳✦✁☎✆
✆✑✖✑✠ ✣ ✄●✹✓✆❯✳ ✡✌✞ ✄✝✔☎✆ ✒ ✛☛✡✌✠✢✁ ✚✜✤✙✆ ✄●✬✢✁ ✏✘✡✌✞ ✚✝✠❂✬✢✁☎✄●✰❚✬ ✂ ✆✟✔ ✔☎✆✎✆✓✄✜✚✓✆ ✔✖✡ ❇☛✡✘✄✙✆❀✳✢✆✕✞ ✣ ✄ ✚✜✤ ✡✓✏ ✡✭✬✗✖ ✥

�☞✁☎✄ ✆ ✠☞☛✌✞✡✥✒✖✎✑✔✏✒✠✂☛

✶✄✂ ✹✟✔✖✡✭❇ ✣✘✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✧✳✢✆ ✄✒✌✑✄✙✚●❁❨✮✗✆✓✄ ✤✙✣✯❇❂✬ ✄✙✚✙✆✓✄❯✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄ ✄ ✡✌✞ ✒✓✆✖✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✒✓✣✘✞ ✄✙✚✜✁ ✚❄✬ ✆ ✡✭✬✎✡✜✣✯✬✢✤●✳ ✂ ✛❚✬✢✁ ✬✢✞
✳✢✆✓✄ ✠✢✤✜✁ ✞ ✒✟✁ ✠☛✡✭✬✗✖ ✆✟✞✎✡✜✆❨✬✗✖✧✳✼✬ ✚✜✤ ✡✌✁ ✚✙✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✡✭✬✢✚✙✣✯✮ ✡✌✚✜✁✱✰✲✬ ✆ ✳✢✆✓✄ ✔✖✡✌✞✢☞❑✬ ✆✓✄ ✥ ✘ ✆ ✞ ✣✯✮✴❇✢✤✙✆❨✬✗✖ ✄✒✌✦✄✜✚●❁❨✮✗✆✓✄ ✣✘✞ ✚ ✹✟✚●✹
✒✓✣✘✞ ✫❨✬ ✄ ✄ ✂ ✡✌✠✢✠❂✬ ✌ ✡✌✞ ✚ ✄❄✬✢✤ ✳✢✆✓✄ ✒✓✣✘✞ ✒✓✆✟✠✢✚✙✄ ✤✙✆✟✔✖✡✌✚✜✁ ✏✍✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✠✢✤✙✣✑✒✙✛ ✆✓✄ ✥ ■ ✆✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✚✪✤❚✮ ✡✌✔ ☞ ✤●✹✝✔☎✆✓✄ ✠✢✤✙✣✘☞ ✤●❁✓✄ ✤●✹ ✡✌✔ ✁☎✄●✹✓✄ ✤

✵❑✽
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✔☎✆✓✄✕✠ ✆✟✤ ✏ ✣✘✤❄✮ ✡✌✞ ✒✓✆✓✄❯✳✢✆✓✄ ✄✒✌✑✄✙✚●❁❨✮✗✆✓✄✕✡✘✒✟✚❄✬ ✆✟✔☎✄ ✤✙✆✓✄✜✚✙✆✟✞ ✚ ❇✢✁☎✆✟✞ ✁ ✞✗✏ ✹✟✤✜✁☎✆❨✬✢✤✙✆✓✄ ✡✭✬✗✖ ✒ ✡✌✠☛✡✘✒✟✁ ✚●✹✓✄❀✳✼✬ ✄✒✌✦✄✜✚●❁❨✮✗✆ ✡✭✬❅✳✦✁ ✚✜✁ ✏
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Λ
✑❀✳❂✹✓✒✟✤✜✁ ✏✘✡✌✞ ✚ ✒✓✆ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✬✢✞ ✆ ✮✗✆✓✄❄✬✢✤✙✆ ✎ ✆✑✖✑✠✢✤✜✁❏✮✺✹✓✆ ✳ ✡✌✞ ✄P✬✢✞✏✳✢✣ ✖

✮ ✡✌✁ ✞ ✆
D
✑ ✳✢✆ ✔✖✡ ✝ ✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✳✢✆ ✔ ✂ ✁ ✞✗✏ ✣✘✤❄✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✧✰✲✬ ✂ ✁ ✔ ✏❖✹✟✛✢✁☎✒❨✬✢✔☎✆ ✥ ✣ ✞ ✮ ✡✘✄ ✰❚✬ ✆ ✆✓✄✜✚ ✳✢✣✘✞ ✒P✬✢✞ ✹✟✚✜✁✱✰❚✬ ✆✟✚ ✡✌☞✍✆ ✳✢✆✓✄

✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✥ ✘ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✒✓✣✘✞ ✚✙✆✑✖✦✚✙✆ ✳✢✆ ✔✖✡ ✫ ☞ ✸ ✡✓✏✍✆✓✒❭✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄✺✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✒✓✆✟✚ ✹✟✚✜✁✱✰✲✬ ✆✟✚ ✡✌☞✍✆✂✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✁ ✚❄✬ ✆
✬✢✞ ✆✕✄✙✣✯✬✢✤✙✒✓✆ ✳ ✂ ✁ ✞✗✏ ✣✘✤❄✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✡✯✳❂✳✦✁ ✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✠ ✆✟✤❄✮✗✆✟✚✜✚ ✡✌✞ ✚ ✡✭✬ ✮✗✣✘✚✙✆❨✬✢✤ ✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆❯✳ ✂ ✡✯✳ ✡✌✠✢✚✙✆✟✤ ✄✙✣✘✞
✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✆✟✞ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆ ✔✖✡ ✝ ✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹❈✳✢✆✓✄ ✣✯❇☛✡✘✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✥ ✘✕✆ ✮ ✡✌✞✢✁✱❁✟✤✙✆ ☞❖✹✟✞❅✹✟✤ ✡✌✔☎✆✔✤✞✬✢✞ ✮ ✡✘✄●✰❚✬ ✆
✠ ✆❨✬✢✚ ☛✟✚✜✤✙✆ ✳❂✹✞✝ ✞✢✁ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆ ✬✢✞ ✆ ✬✢✞ ✆ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ M ✤✥✰✲✬✢✁ ✡✘✄✙✄✙✣✑✒✟✁☎✆✜✆✂✒✙✛☛✡✯✰✲✬ ✆ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆ ✳✼✬ ✄✙✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹
✆✑✖✦✠✢✤✜✁❏✮✺✹ ✳ ✡✌✞ ✄✴✬✢✞ ✆✓✄✜✠☛✡✘✒✓✆

Λ
✤ ✬✢✞ ✆ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤P✳✢✆✺✮ ✡✘✄●✰❚✬ ✆ ✆ ✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤P✳ ✡✌✞ ✄

D
✤ ✆✟✞ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞✏✳ ✂ ✬✢✞ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮P❇✢✔☎✆

✳ ✂ ✁ ✞❅✳✦✁☎✒✓✆✓✄✕✡✘✒✓✣✯✬ ✄✜✚✜✁✱✰✲✬ ✆✓✄ ✆✑✖✦✠✢✤✜✁❏✮✺✹✓✄❳✳ ✡✌✞ ✄ ✬✢✞✂✆✓✄✙✠☛✡✘✒✓✆
Ω
❙

M : (Λ,Ω) → D
✎ ✵✦✥ ✪ ✑

✶ ✡ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆▼✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆ M ✠ ✆❨✬✢✚ ✳✢✣✘✞ ✒ ☛✟✚✜✤✙✆ ✏ ✬ ✆ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆ ✔ ✂ ✡✌✠✢✠✢✔ ✁☎✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳ ✂ ✬✢✞ ✒✟✤✜✁ ✚●❁✟✤✙✆✻✳✢✆✻✳❂✹✓✒✟✁☎✄✜✁☎✣✘✞
✄●✬✢✤ ✔ ✂ ✆✟✞ ✄ ✆❨✮✴❇✢✔☎✆✻✳✢✆✓✄ ✁ ✞❅✳✦✁☎✒✓✆✓✄ ✡✘✒✓✣✯✬ ✄✜✚✜✁✱✰✲✬ ✆✓✄ ✡✘✄✙✄✙✣✑✒✟✁✱✹✓✄ ✆ ✒✙✛☛✡✯✰✲✬ ✆ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✻✳✼✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ☞ ✝ ✞ ✳✢✆❭✮ ✁☎✆❨✬✗✖
✒✓✣✯✮ ✠✢✤✙✆✟✞❅✳✦✤✙✆ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆❀✳❂✹✞✝ ✞✢✁ ✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆❀✮ ✡✘✄●✰❚✬ ✆✔✤✦✁ ✔ ✒✓✣✘✞ ✏✑✁☎✆✟✞ ✚ ✳ ✂ ✆✟✞✂✠✢✤●✹✓✒✟✁☎✄✙✆✟✤ ✔☎✆✓✄❱✳✦✁ ✂ ✹✟✤✙✆✟✞ ✚✙✄ ✒✓✣✯✮ ✠ ✣ ✄ ✡✌✞ ✚✙✄ ✥

▲❡✄ ▲✶✄ ✦✰✄ ▲ ❃✼✁✮✓❬✎ ✡✘✁✌☞✘❸ t✉☞ ✕✝✞✥⑨✉✓✲✗✲✓❬✎❊✣❻☞✙✎⑥☞✘❸❦❇✉✞✥✕✙☞✳t❉☞☎❸✒❆❈✞✥❸❊★✬✠❉☞✘❸
■ ✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤✙✣✘✞ ✄

D
✰✲✬✢✁ ✆✓✄✜✚ ✔☎✆ ✳✢✣✯✮ ✡✌✁ ✞ ✆✖✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✰✲✬ ✆✟✔✞✬✢✞❭✮ ✡✘✄ ✰❚✬ ✆ ✆✓✄✜✚✕✆✑✖✑✠✢✤✜✁❏✮✺✹✔✤ ✆✟✚ ✰❚✬✢✁ ✒✓✣✘✞ ✚✜✁☎✆✟✞ ✚❀✳✢✣✘✞ ✒

✔ ✂ ✆✟✞ ✄ ✆❨✮✴❇✢✔☎✆ ✳✢✆✓✄✎✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✠ ✣✯✬✢✏✘✡✌✞ ✚ ☛✟✚✜✤✙✆ ✡✌✚✜✚✜✤✜✁❏❇❂✬❅✹✓✆✓✄ ✡✭✬✗✖✧✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆✓✄ ✥ ✶ ✡ ✞☛✡✌✚❄✬✢✤✙✆ ✳✢✆✓✄✎✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✒✓✣✯✮ ✠ ✣ ✄ ✡✌✞ ✚
✒✓✆ ✳✢✣✯✮ ✡✌✁ ✞ ✆ ✠ ✆❨✬✢✚✯☛✟✚✜✤✙✆ ✚✜✤●❁✓✄ ✳✦✁ ✏✍✆✟✤✙✄ ✆ ✥ ■ ✆✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✚ ✒✓✆✓✄ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✳✢✣✘✁ ✏✍✆✟✞ ✚ ✒ ✡✌✤ ✡✘✒✟✚●✹✟✤✜✁☎✄✙✆✟✤❯✳✢✆✓✄ ✠✢✤✙✣✘✠✢✤✜✁✱✹✟✚●✹✓✄ ✣✯✬
✁ ✞❅✳✦✁☎✒✓✆✓✄ ✠ ✣✯✬✢✏✘✡✌✞ ✚✓☛✟✚✜✤✙✆✎✆✑✖✦✠✢✔☎✣✘✁ ✚●✹✓✄ ✠☛✡✌✤ ✔☎✆❯✮✗✣✘✚✙✆❨✬✢✤ ✳✢✆✎✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✥ ✘ ✆❨✬✗✖ ✏ ✣✘✤❄✮✴✬✢✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✳✢✆✓✄❱✮ ✡✘✄ ✰❚✬ ✆✓✄
✣✘✞ ✚ ✹✟✚●✹✕✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄●✹✓✆✓✄✴❙

✆✜☞☎❸❻❆❈✞✥❸❊★✬✠❉☞✘❸✐t✝✓✖❸❦✕✙✁✌☞✙✎❦❸❈❙
D = {0, 1} ❙ ✶ ✆✓✄ ✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆✓✄ ✄✙✣✘✞ ✚ ✆✑✖✑✠✢✤✜✁❏✮✺✹✓✄❯✳✢✆ ✮ ✡✌✞✢✁✱❁✟✤✙✆✺✳✦✁☎✄ ✒✟✤●❁✟✚✙✆ ✆✟✚

❇✢✁ ✞☛✡✌✁ ✤✙✆ ✥✚■ ✛☛✡✯✰✲✬ ✆ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆ ✡✘✒✓✣✯✬ ✄✙✚✜✁✱✰❚✬ ✆ ✹✟✚✜✁✱✰❚✬ ✆✟✚●✹ ✠☛✡✌✤ ✬✢✞ ✆✎✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤ ✏✘✡✌✔✖✡✌✞ ✚❯❲ ✣✯✬ ✪ ✄✜✁ ☞ ✞✢✁✏✝ ✡✌✞ ✚ ✤✙✆✓✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✁✦✖
✏✍✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✰✲✬ ✆ ✒✓✆✕✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✎✆✓✄✙✚ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆ ✣✯✬ ✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚ ✥

✆✜☞☎❸❨❆ ✞✥❸❊★✬✠☛☞☎❸♣✕✘❅✹✍✏✎❹✓✲✍❡✠☛❸ ❙
D = [0, 1]

❙ ✶ ✆✓✄ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✳✢✆ ✒✓✆ ✚☛✌✑✠ ✆ ✳✢✆ ✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆ ✆✓✄✜✚ ✬✢✞ ✤●✹✓✆✟✔ ✒✓✣✯✮ ✠✢✤✜✁☎✄
✆✟✞ ✚✜✤✙✆ ✁ ✹✟✤✙✣✗✆✟✚ ✬✢✞ ✥✤■ ✆✕✤●✹✓✆✟✔ ✚✜✤ ✡✯✳✼✬✢✁ ✚ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹P✰❚✬ ✂ ✬✢✞ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✎✄✙✣✘✁ ✚ ✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✪✤ ✒ ✂ ✆✓✄✜✚ ✆ ✳✦✁ ✤✙✆✕✚✜✤✙✣✘✠
✒✓✣✘✤✜✤✙✣✯✮ ✠❂✬ ✠☛✡✌✤ ✔☎✆ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚ ✠ ✣✯✬✢✤ ☛✟✚✜✤✙✆ ✄✜✁ ☞ ✞✢✁✏✝ ✡✌✞ ✚ ✥

✣ ✞ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆ ✆✓✄✜✚ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤●✹ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆ ✮ ✡✘✄●✰✲✬❅✹ ✄✜✁ ✔✖✡ ✒✓✣✘✞ ✚✜✤✜✁❏❇❂✬✢✚✜✁☎✣✘✞✢✳✼✬ ✄✙✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✳✢✆ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✳✼✬ ✔☎✣ ✒❨✬✢✚✙✆❨✬✢✤
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✶ ✂ ✯ ✂ ✌✹❱❘❏ ✫✙❏✲✯✲✱✮✭✧✳✢✆ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✤✙✆ ✰❚✬✢✁☎✆✟✤✜✚ ✬✢✞ ✠✢✤●✹✗✖ ✚✜✤ ✡✌✁ ✚✙✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✆ ✔✖✡ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✳✼✬✢✤ ✡✌✞ ✚ ✔☎✆ ✰✲✬ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✳✢✣✘✞✡✖
✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✄✙✣✘✞ ✚ ✤✙✆❨✮ ✠✢✔✖✡✘✒ ✹✓✆✓✄ ✳✢✆✓✄ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✳✢✆✝✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✏✑✤ ✡✌✁☎✆✓✄ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄✓✎ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✰✲✬✢✁ ✡✭✬✢✤ ✡✌✁☎✆✟✞ ✚ ✳✁✍
☛✟✚✜✤✙✆ ✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏❖✹✓✆✓✄ ✆✟✞ ✡✭❇ ✄✙✆✟✞ ✒✓✆❯✳✢✆ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚ ✑ ✥✤■ ✆✕✠✢✤●✹✟✚✜✤ ✡✌✁ ✚✙✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✠ ✆✟✤❄✮✗✆✟✚ ✳✢✆ ✏ ✣✯✬✢✤✜✞✢✁ ✤ ✡✭✬❈✮✗✣ ✳✼✬✢✔☎✆❯✳✢✆ ✳❂✹✓✒✓✣✲✳ ✡✌☞✍✆
✳✢✆✓✄ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄❳✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✒✓✣✯✮ ✠✢✔☎✆✟✚✙✄ ✆✟✚❱✳✢✣✘✞ ✒❀✳ ✂ ✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄✙✆✟✤ ✔ ✂ ✹ ✰❚✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞❭✵✦✥✷✽✦✥
✶ ✡ ✂✒✫✮✵❜❵✮✯✖✭✹✫✮❙❚✯④❍❲✫P❏✲✯❜✱✮✭ ✳✢✆ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✞ ✆ ✞❅✹✓✒✓✆✓✄ ✄✜✁ ✚✙✆ ✠☛✡✘✄✖✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬✢✁ ✤✙✆ ✔☎✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✁ ✞ ✒✓✣✯✮ ✠✢✔✱❁✟✚✙✆✓✄✪✤✞✮ ✡✌✁☎✄
✤✙✆✟✠ ✣ ✄✙✆ ✄❄✬✢✤ ✬✢✞ ✆ ✮✗✣✲✳✦✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✏✳✢✆ ✔ ✂ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆ ✳✢✆ ✒✟✔✖✡✘✄ ✄✜✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✤ ✠✢✔❏✬ ✄✕✠✢✤●✹✓✒✟✁☎✄●✹❨✮✗✆✟✞ ✚ ✄●✬✢✤ ✔☎✆ ✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔ ✳✢✆✓✄
✏✑✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮P❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆✓✄ ✳✢✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄✪✤✥✳✢✆ ✏ ✡❀✫✓✣✘✞ ✆ ✒✓✆ ✰✲✬ ✆✗✒✓✆✟✔❏✬✢✁✦✖ ✒✟✁ ✠❂✬✢✁☎✄✙✄ ✆✗✒✟✔✖✡✘✄✙✄✜✁✏✝☛✆✟✤ ✔☎✆✓✄✎✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✆✟✞
✠✢✤●✹✓✄ ✆✟✞ ✒✓✆✴✳✢✆❯✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❱✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✣✯✬ ✁ ✞ ✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✆✓✄ ✥

✸ ✡✌✤ ✔✖✡ ✄❄✬✢✁ ✚✙✆✔✤ ✞ ✣✯✬ ✄ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤✙✣✘✞ ✄✺✰✲✬ ✆ ✞ ✣✯✬ ✄✖✳✦✁☎✄✙✠ ✣ ✄✙✣✘✞ ✄ ✳ ✂ ✬✢✞ ✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆ ✳✢✆ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄✺✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✠ ✣✯✬✢✤
✚✙✣✯✬✢✚ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮P❇✢✔☎✆ ✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄

Y
✥ ✸ ✡✌✤ ✒✓✣✘✞ ✄●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✚✪✤ ✔☎✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄✕✄✙✣✘✞ ✚ ✄✙✒✟✁ ✞❅✳❂✹✓✆✓✄✕✆✟✞▼✳✢✆❨✬✗✖✂✠☛✡✌✤✜✚✜✁☎✆✓✄

Y = Yp ∪ Ym
✒✓✣✘✞ ✚✙✆✟✞☛✡✌✞ ✚ ✤✙✆✓✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✁ ✏✍✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✔☎✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄ ✆✟✚✗✔☎✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄✺✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✥ ✕ ✣✯✬ ✄

✞ ✣✘✚✙✆✟✤✙✣✘✞ ✄
Y (t, f)

✔☎✆ ✒✓✣ ✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏❖✹✎✡✭✬ ✚✙✆❨✮ ✠ ✄
t
✳ ✡✌✞ ✄✝✔✖✡✖❇☛✡✌✞❅✳✢✆❀✳✢✆ ✏ ✤●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✒✓✆

f
✥

�✟✪ ☎ ✪ � � ✗ ✸ ✟ ✆❀✚✞✆❀✜q✕✺✳✝✶→✥✔✯ ✶→✕✺✳❆✳ ✄◆✥✔✯
✶✄✂ ✣✯❇✁✡✜✆✓✒✟✚✜✁ ✏✴✳✢✆ ✔ ✂ ✁❏✮ ✠❂✬✢✚ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✆✓✄✜✚ ✳ ✂ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮✗✆✟✤ ✔☎✆✓✄ ✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄

Ŷm
✳✢✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✮ ✡✌✞✡✖

✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄
Ym

✰❚✬ ✆✗✔ ✂ ✣✘✞ ✡✭✬✢✤ ✡✌✁ ✚✎✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏✍✆✟✤ ✆✟✞ ✡✭❇ ✄✙✆✟✞ ✒✓✆✺✳✢✆✖❇✢✤❄✬✢✁ ✚✪✤ ✡ ✝ ✞ ✳✢✆ ✏ ✣✯✬✢✤✜✞✢✁ ✤ ✡✭✬ ✄✒✌✦✄✜✚●❁❨✮✗✆✖✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✡✖
✞☛✡✌✁☎✄ ✄ ✡✌✞ ✒✓✆P✳✢✆✓✄ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄ ✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄✕✒✓✣✯✮ ✠✢✔☎✆✟✚✙✄

X̂ = Yp ∪ Ŷm
✆✟✚ ✔❏✬✢✁ ✠ ✆✟✤❄✮✗✆✟✚✜✚✜✤✙✆ ✡✌✁ ✞ ✄✙✁ ✳✢✆ ✠✢✤✙✣ ✒ ✹ ✳✢✆✟✤

✆ ✔✖✡ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✜✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✆✟✞❈✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄ ✡✌✞ ✚ ✔✖✡ ✏✑✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮P❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆
P (X̂ |Q)

❙

P (X̂ |Q) = P (Ŷm|Q) . P (Yp|Q)
✎ ✵✦✥✷✾ ✑

✣ ✞ ✆✴✳✢✆✓✄ ✒✓✣✘✞ ✚✜✤✜✁❏❇❂✬✢✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✮ ✡ ✡✜✆❨✬✢✤✙✆✓✄❳✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✒ ✡✯✳✦✤✙✆✴✳✢✆ ✔ ✂ ✁❏✮ ✠❂✬✢✚ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆❀✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✆✓✄✜✚ ✔☎✆ ✚✜✤ ✡ ✏✘✡✌✁ ✔ ✳✢✆ ✚✜✛❅❁✓✄✙✆
✤●✹ ✡✌✔ ✁☎✄ ✹ ✠☛✡✌✤ ✎ ✛✢✁❏❃✑✄✜✛☛✡ ✫ ✡ ✡ ✫ ✡✭✮ ✡✭❃ ✤✜✁☎✄✜✛✢✞☛✡✌✞ ✫ ✫ ✡ ✡❱❲❑❲ ✭ ✥ ❩ ✔ ✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄✙✆ ✠✢✔❏✬ ✄✜✁☎✆❨✬✢✤✙✄ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆✓✄✖✳ ✂ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞

✽✭✿



⑩✡✱ ✁ ✱❂❼ ✺✷✸♦✱P✭✡✭✹✫✮✯❬❍✻❍❲✫✮✭✹✸✻✺ ❳☎✺✧❙ ✫ ✌❥✫✮✵✷✱✮❙ ✺✼❍●❱☎✵✼❳☎✺■❍♣✱✁�■❍❦✺●✵■❋✌✫P❏✲✯✲✱P✭✥❍ ✌❥✫✮✵❝❏✲✯❜✺❝❙❬❙ ✺■❍

✳✢✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄✖✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✡✌✁ ✞ ✄✜✁ ✰✲✬ ✆ ✔☎✆❨✬✢✤✺✹✟✏ ✡✌✔❏✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✥ ✕ ✣✯✬ ✄ ✡✌✔ ✔☎✣✘✞ ✄✖✳❂✹✟✚ ✡✌✁ ✔ ✔☎✆✟✤✺✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✌☞ ✤ ✡✌✠✢✛ ✆✓✄
✄❄✬✢✁ ✏ ✡✌✞ ✚✙✄✝✔☎✆✓✄✝✠✢✤✜✁ ✞ ✒✟✁ ✠☛✡✭✬✗✖ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆✓✄ ✳ ✂ ✁❏✮ ✠❂✬✢✚ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞▼✳✢✆❯✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✰❚✬ ✂ ✁ ✔ ✡ ✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄●✹✓✄ ✥

▲✶✄ ✝❡✄ ▲❡✄✩✦ ✑ ❅❡t✝✓ ✕✝✕✙✞❥✎❹✓✖❅✹✍ t✉✠ ❆❈❅✰✎❦☞☎✠❉✁ t✉☞❻✁✌☞✘✕✙❅✏✍❉✍❉✞✡✓✖❸❦❸❦✞✡✍❉✕✙☞

✶✄✂ ✡✌✠✢✠✢✤✙✣✑✒✙✛ ✆ ✒✓✣✘✞✢✞❚✬ ✆ ✄✙✣✯✬ ✄ ✔☎✆ ✞ ✣✯✮ ✳✢✆✂✸❝❙ ✫✌❍✻❍●★ ✸♦✱✮✭✏❳✮✯✖❏✲✯❜✱✮✭✹✫P❙✰✯ ✂ ✌✏❱❘❏ ✫P❏✲✯❜✱✮✭ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬✢✁ ✚ ✔☎✆✝✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔✤✳✢✆ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆
✳✼✬✢✤ ✡✌✞ ✚ ✔☎✆ ✠✢✤✙✣✑✒✓✆✓✄✙✄❄✬ ✄❈✳✢✆✻✳❂✹✓✒✓✣ ✳ ✡✌☞✍✆ ✥ ■ ✆✟✚✜✚✙✆ ✡✌✠✢✠✢✤✙✣✑✒✙✛ ✆ ✚✜✁ ✤✙✆ ✄✙✣✘✞ ✞ ✣✯✮✆✳✼✬ ✏ ✡✌✁ ✚ ✰✲✬ ✆ ✔☎✆✓✄ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮✺✹✓✆✓✄ ✳✢✆✓✄
✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❀✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✄✙✣✘✞ ✚✴✳❂✹✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✳✢✆✓✄✎✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆✓✄ ✡✘✒✓✣✯✬ ✄✜✚✜✁✱✰❚✬ ✆✓✄ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤●✹✓✆✓✄P✳✼✬✢✤ ✡✌✞ ✚ ✔☎✆✺✳❂✹✓✒✓✣✲✳ ✡✌☞✍✆ ✥
■ ✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤✙✣✘✞ ✄❀✬✢✞ ✆✗✛✁✌✑✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄✙✆ ✳✢✆✺✳❂✹✓✒✓✣ ✳ ✡✌☞✍✆✗✄✙✆✟✔☎✣✘✞ ✔✖✡✯✰✲✬ ✆✟✔ ✔☎✆ ✔☎✆✗✒ ✛ ✆❨✮ ✁ ✞ ✒✓✣✘✤✜✤✙✆✓✄✜✠ ✣✘✞❅✳ ✡✌✞ ✚ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✚✜✤✙✆✟✁ ✔ ✔ ✁☎✄
✳✢✆✓✄✕✛✁✌✑✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄ ✆✓✄ ✄✙✆ ✤✙✆✟✚✜✤✙✣✯✬✢✏✍✆✺✳ ✡✌✞ ✄ ✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚

qt
✡✭✬ ✚✙✆❨✮ ✠ ✄

t
✥ ✶ ✆ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✴✳ ✂ ✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✡✭✬ ✚✙✆❨✮ ✠ ✄

t
✆✓✄✜✚

✞ ✣✘✚●✹
Y (t) = Yp(t) ∪ Ym(t)

✥ ✶✄✂ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞
Ŷm(t)

✳✢✆✓✄✝✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄❱✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄
Ym(t)

✆✓✄✜✚❱✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆ ✠☛✡✌✤✴❙

Ŷm(t) = arg max
Ym(t)

P

(

Ym(t)

∣
∣
∣
∣
∣
Yp(t), qt

) ✎ ✵✦✥ ❉ ✑

Ŷm(t)
✠✢✤✙✆✟✞❅✳ ✳✢✣✘✞ ✒ ✔☎✆✓✄ ✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✠ ✣✯✬✢✤ ✔☎✆✓✄●✰✲✬ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹❶✫ ✌❥✱✌❍●❏▲✺❝✵■✯❜✱✮✵●✯❱✳✢✆✎✔ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄ ✖

✚✜✤❄✬✢✁ ✚✙✆ ✆✓✄✜✚ ✔✖✡✝✠✢✔❏✬ ✄ ✏ ✣✘✤✜✚✙✆ ✠ ✣✯✬✢✤ ✔☎✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄ ✳✼✬✴✮✗✣✲✳❂❁✟✔☎✆ ✳✢✆ ✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚
qt
✥ ✶ ✆✓✄ ✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✁❏✮ ✠❂✬✢✚●✹✓✆✓✄✥✮ ✡ ✖✦✁❏✮ ✁☎✄✙✆✟✞ ✚

✳✢✣✘✞ ✒ ✁ ✞❅✳❂✹✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✭✮✖✮✗✆✟✞ ✚ ✔✖✡ ✏ ✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮P❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆✴✳✢✆ ✚✙✣✯✬ ✄ ✔☎✆✓✄ ✒✙✛ ✆❨✮ ✁ ✞ ✄ ✳✼✬ ✚✜✤✙✆✟✁ ✔ ✔ ✁☎✄ ✥

▲✶✄ ✝❡✄ ▲❡✄✱▲ ◆◆☞✘✕✘❅✹✍❉❸❲✎❦✁✌✠❉✕P✎❹✓✖❅✹✍ ✗✤✣☎❅✹❆✧✣✘✎❦✁✌✓✩★✬✠❉☞
✶ ✡ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ☞❖✹✓✣✯✮✺✹✟✚✜✤✜✁✱✰✲✬ ✆ ✳✼✬ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✣✘☞ ✤ ✡✭✮✖✮✗✆ ✆✓✄✜✚ ✔ ✂ ✡✌✠✢✠✢✤✙✣✑✒✙✛ ✆ ✔✖✡✗✠✢✔❏✬ ✄ ✄✙✁❏✮ ✠✢✔☎✆ ✥ ■ ✆✟✚✜✚✙✆ ✚✙✆✓✒✙✛✡✖

✞✢✁✱✰❚✬ ✆✝✆✓✄✙✚✜✁❏✮✗✆ ✔✖✡ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤ ✳✢✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✬✢✞✢✁✱✰❚✬ ✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤ ✳✢✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄ ✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚✙✆✓✄
✳ ✡✌✞ ✄✝✔☎✆ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✣✘☞ ✤ ✡✭✮✖✮✗✆ ✥ ☞ ✬ ✒❨✬✢✞ ✆✎✡✭✬✢✚✜✤✙✆ ✄✙✣✯✬✢✤✙✒✓✆✴✳✢✆ ✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✞ ✂ ✆✓✄✙✚ ✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄●✹✓✆ ✥

✶✄✂ ✁✱✳❂✹✓✆❀✳✦✁ ✤✙✆✓✒✟✚✜✤✜✁☎✒✓✆❀✳✢✆✕✔✖✡ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✙✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞✂☞❖✹✓✣✯✮✺✹✟✚✜✤✜✁✱✰✲✬ ✆ ✆✓✄✜✚❱✰✲✬ ✆ ✔☎✆ ✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✣✘☞ ✤ ✡✭✮✖✮✗✆✎✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚✙✆❯✬✢✞ ✆❯✹✟✏✍✣✘✔❏✬✡✖
✚✜✁☎✣✘✞✎✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆ ✆✟✚ ✏ ✤●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✚✜✁☎✆✟✔ ✔☎✆ ✒✓✣✘✞ ✚✜✁ ✞✲✬ ✆ ✥✭❩ ✔ ✄ ✆❨✮✴❇✢✔☎✆ ✡✌✔☎✣✘✤✙✄ ✠ ✣ ✄✙✄✜✁❏❇✢✔☎✆ ✳✢✆ ✠✢✤●✹ ✳✦✁ ✤✙✆ ✔☎✆✓✄ ✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✳✢✆✓✄✥✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄
✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄✕✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤❳✳✢✆✓✄ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄ ✆✟✞ ✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄ ✡✌✞ ✚ ✳✢✆✓✄ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆✓✄ ✳ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✥ ✘✕✆❨✬✗✖ ✚☛✌✑✠ ✆✓✄
✳ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞✗✄✙✣✘✞ ✚ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤●✹✓✄ ✁☎✒✟✁ ❙ ✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✏ ✤●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✚✜✁☎✆✟✔ ✔☎✆

If

✆✟✚ ✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞✗✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆
It
✥

✕ ✣✯✬ ✄ ✞ ✆ ✳❂✹✓✒✟✤✜✁ ✤✙✣✘✞ ✄ ✁☎✒✟✁ ✰✲✬ ✆ ✔☎✆✓✄ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆✓✄✪✤✑✔☎✆✓✄ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✏ ✤●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✚✜✁☎✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✠ ✣✯✬✢✏ ✡✌✞ ✚
☛✟✚✜✤✙✆ ✏ ✣✘✤❄✮P✬✢✔✱✹✓✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✌✞☛✡✌✔☎✣✘☞ ✁☎✆✝✆✟✞ ✄●✬❂❇ ✄✜✚✜✁ ✚❄✬☛✡✌✞ ✚ ✔✖✡ ✳✦✁❏✮✗✆✟✞ ✄✜✁☎✣✘✞ ✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆ ✠☛✡✌✤ ✔✖✡❳✳✦✁❏✮✗✆✟✞ ✄✙✁☎✣✘✞ ✏ ✤●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✚✜✁☎✆✟✔ ✔☎✆ ✥

■ ✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤✙✣✘✞ ✄ ✠☛✡✌✤✎✔☎✆✗✄❄✬✢✁ ✚✙✆✔✤
Y f (t) = ( Y (1, f), Y (2, f), . . . , Y (T, f) )

✤✙✆✟✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚ ✡✌✞ ✚ ✔☎✆✓✄ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄✴✳✢✆✓✄
✒✓✣ ✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚✙✄ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✭✬✗✖✖✳✼✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏❖✹✓✄ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔✖✡ ❇☛✡✌✞❅✳✢✆❱✳✢✆ ✏ ✤●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✒✓✆

f
✆ ✒ ✛☛✡✯✰❚✬ ✆✝✁ ✞ ✄✙✚ ✡✌✞ ✚

t ∈ [1, T ]
✥

❋ ✁✦✔ ✂ ✣✘✞ ✞ ✣✘✚✙✆
Y f

p (t)
✆✟✚

Y f
m(t)

✔ ✂ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮✴❇✢✔☎✆❳✳✢✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄ ✆✟✚ ✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄❳❙
Y f (t) = Y f

p (t)∪Y f
m(t)

✥
✕ ✣✯✬ ✄ ✳❂✹✟✞ ✣✯✮✖✮✗✣✘✞ ✄

Y f (t)
✠☛✡✌✤ ✔☎✆ ✚✙✆✟✤❄✮✗✆ ✳ ✂ ✺❝✭✡❋✌✺●❙ ✱❂✌✗✌✥✺❽❏▲✺✑✂ ✌❥✱P✵✷✺●❙✖❙ ✺ ✳✼✬ ✄✙✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✠ ✣✯✬✢✤ ✔✖✡❳❇☛✡✌✞❅✳✢✆ ✳✢✆ ✏ ✤●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✒✓✆

f
✥

✸ ✔✖✡❀✫✓✣✘✞ ✄ ✞ ✣✯✬ ✄✥✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✒ ✡✘✄ ✣✯✬ ✔ ✂ ✣✘✞✴✳❂✹✓✄✙✁ ✤✙✆ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮✗✆✟✤ ✔☎✆✓✄ ✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✳✢✆ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄
Y f

m(ti)
✚✙✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✰❚✬ ✆

0 < t1 ≤ ti ≤ t2 < T
✥✯❋✲✬✢✠✢✠ ✣ ✄✙✣✘✞ ✄✞✹✟☞ ✡✌✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✰✲✬ ✆

Card(Y f
p (t)) = N

✆✟✚✞✳✢✣✘✞ ✒
Card(Y f

m(t)) = T−N
✥

❩ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔☎✆✟✤ ✬✢✞✗✆✟✞ ✄✙✆❨✮✴❇✢✔☎✆❱✳✢✆
N

✠ ✣✘✁ ✞ ✚✙✄
Y f

p (ti)
✒✓✣✘✞ ✄✜✁☎✄✜✚✙✆★✆ ✤✙✆✓✒ ✛ ✆✟✤✙✒✙✛ ✆✟✤ ✬✢✞ ✆✓✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ F(t)

✚✙✆✟✔ ✔☎✆ ✰❚✬ ✆ F(t)
✠☛✡✘✄✙✄✙✆ ✡✭✬ ✮ ✁☎✆❨✬✗✖ ✠☛✡✌✤ ✒✓✆✓✄

N
✠ ✣✘✁ ✞ ✚✙✄ ✥ ✶ ✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄✞✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✡✭✬✗✖ ✚✙✆❨✮ ✠ ✄

ti
✄✙✣✘✞ ✚ ✡✌✔☎✣✘✤✙✄ ✤✙✆❨✮ ✠✢✔✖✡✘✒ ✹✓✆✓✄ ✠☛✡✌✤

✽❑✾



▼❉◗❥✫❂✌✹✯✲❏✲✵✷✺✼⑩ ✱❂❼ ✺✷✸♦✱✮✭✰✭✹✫✮✯❬❍✻❍❝✫P✭✹✸✻✺ ✫✮❱❥❏ ✱ ✂✒✫P❏✲✯❜❯❝❱✡✺❺❳✘✺✧❙ ✫ ✌❥✫✮✵✷✱✮❙ ✺❺✫✮❋✌✺✷✸ ❳✙✱P✭✡✭✏❑♦✺■❍✄✂✒✫✮✭✏❯❝❱❥✫P✭✰❏▲✺■❍

✦✹✺ ✂ ✌✹❍

✚ ✭✏✺●✵❜❵✮✯ ✺

t1 t2
�✼✱✮✭✰✭✏❑♦✺■❍✁�❴✫★�●❙ ✺●❍

�♣✱✮✭✡✭✶❑♦✺■❍✄✂✒✫✮✭✹❯❝❱✥✫✮✭✰❏▲✺●❍

�♣✱✮✭✡✭✶❑♦✺■❍✁�❴✫✁�❝❙ ✺■❍

❈❊❉●❋❊❍❂✵✦✥ ✪✛■ ❼ ✺✷✸✻✱✮✭✥❍●❏✲✵●❱✥✸❲❏✲✯✲✱P✭❭❳■✛ ❱❘✭✐❍■✯ ❵✮✭✹✫✮❙✏✯✖✭✹✸♦✱ ✂ ✌✹❙ ✺❝❏ ✌❥✫P✵❽✯✖✭✰❏▲✺●✵✳✌❥✱✮❙ ✫P❏✲✯❜✱✮✭❻❏▲✺✑✂ ✌❥✱✮✵♦✺●❙✖❙ ✺ ✱❡✪☛✺■❍✧❳✙✱✮✭✡✭✏❑✻✺■❍ � ✫✁�●❙ ✺■❍
❍❲✱✮✭✰❏☛✵✷✺✳✌✏✵✷❑■❍❦✺●✭✰❏▲❑♦✺●❍ ✌❥✫P✵ ❙ ✺●❍ ✸✻✱✮❱☎✵ �♦✺■❍✂✺❝❏ ✌❥✱✮✯✖✭✰❏✖❍♥❋✌✺●✵❝❏✖❍✪✎☛❙ ✺■❍②❳✙✱✮✭✡✭✶❑♦✺■❍ ✵♦✺✷✸♦✱✮✭✥❍❝❏✲✵■❱❘✯✲❏▲✺■❍◗✌❥✫P✵❽❳✘✺■❍②✸♦✱✮❱❘✵ �♦✺■❍✧✺❲❏✔✌❥✱P✯❬✭✰❏
�❝❙ ✺●❱☎❍✲✱

✔☎✆❨✬✢✤✝✆✓✄✜✚✜✁❏✮✺✹✓✆ F(ti)
✎ ☞✁�✄✂ ☎ ✵✦✥ ✪ ✑ ✥✼✸ ✔❏✬ ✄✜✁☎✆❨✬✢✤✙✄ ✄✙✒✙✛❅✹❨✮ ✡✘✄ ✳ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞✂✣✘✞ ✚ ✹✟✚●✹ ✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄●✹✓✄ ❙ ✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞

✠ ✣✘✔✍✌✑✞ ✣✯✮ ✁✖✡✌✔☎✆ ✡ ✏✍✆✓✒ ✔☎✆ ✒ ✡✘✄ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁☎✒❨✬✢✔ ✁☎✆✟✤❯✳✢✆✎✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✔ ✁ ✞❅✹ ✡✌✁ ✤✙✆ ✆✟✚ ✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆✟✔ ✔☎✆ ✣✁� ✔✖✡
✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✳ ✂ ✡✌✠✢✠✢✤✙✣ ✖✑✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✆✓✄✜✚❳✳❂✹✞✝ ✞✢✁☎✆ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆ ✔☎✆ ✤ ✡✌✠✢✠ ✣✘✤✜✚ ✳✢✆❯✳✢✆❨✬✗✖ ✠ ✣✘✔✍✌✑✞ ✂✯✮✗✆✓✄ ✥

✜❲✍✏✎❦☞☎✁❀❇✜❅✏✗✖✞❥✎❹✓❬❅✏✍ ❇✟❅✹✗ ✟☛✍☛❅✏❆ ✓✖✞✡✗✖☞

✶ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✠ ✣✘✔✍✌ ✞ ✣✯✮ ✁✖✡✌✔☎✆ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁☎✄✜✚✙✆✘✆ ✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔☎✆✟✤ ✔☎✆✓✄ ✒✓✣ ✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚✙✄❳✳✢✆ ✔ ✂ ✬✢✞✢✁✱✰✲✬ ✆ ✠ ✣✘✔✍✌ ✞ ✂✯✮✗✆ PN−1(t)
✳✢✆

✳✢✆✟☞ ✤●✹
N − 1

✠☛✡✘✄✙✄ ✡✌✞ ✚ ✠☛✡✌✤ ✔☎✆✓✄
N

✠ ✣✘✁ ✞ ✚✙✄
(t, Y f

p (t))
❙

PN−1(t)

∣
∣
∣
∣
It

= a0 + a1.t + a2.t
2 + . . . + aN−1.t

N−1 ✎ ✵✦✥ ◗✔✑

✶ ✂ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆✴✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄●✹✎✆✓✄✜✚ ✒✓✆✟✔❏✬✢✁✥✳✢✆✄✕ ✆❨✬✢✏✑✁ ✔ ✔☎✆❀✰❚✬✢✁ ✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄✙✆❯✬✢✞ ✆ ✡✌✠✢✠✢✤✙✣ ✒ ✛ ✆ ✤●✹✓✒❨✬✢✤✙✄✜✁ ✏✍✆❀✳✼✬ ✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔ ✳✢✆✓✄ ✒✓✣✑✆✑✏ ✖
✝☛✒✟✁☎✆✟✞ ✚✙✄ ✳✼✬ ✠ ✣✘✔✍✌✑✞ ✂✯✮✗✆❀✳✢✆ ✶ ✡✌☞ ✤ ✡✌✞✢☞✍✆ ❙

PN−1(t)

∣
∣
∣
∣
It

=
∑

t1 ≤ ti ≤ t2

{

Y f (ti) .
∏

t1 ≤ tj ≤ t2
tj 6=ti

(t − tj)

(ti − tj)

} ✎ ✵✦✥ ❍ ✑

✕ ✣✘✚✙✣✘✞ ✄❯✰✲✬ ✆ ✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✔ ✁ ✞❅✹ ✡✌✁ ✤✙✆ ✆✓✄✜✚ ✬✢✞ ✒ ✡✘✄✕✠☛✡✌✤✜✚✜✁☎✒❨✬✢✔ ✁☎✆✟✤❀✳✢✆ ✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✠ ✣✘✔✍✌✑✞ ✣✯✮ ✁✖✡✌✔☎✆ ✥ ✶ ✆ ✠ ✣ ✖
✔✍✌✑✞ ✂✯✮✗✆ ✆✓✄✜✚ ✡✌✔☎✣✘✤✙✄❳✬✢✞ ✠ ✣✘✔✍✌ ✞ ✂✯✮✗✆❯✳✢✆❀✳✢✆✟☞ ✤●✹ ✪ ✥
✽ ❉



⑩✡✱ ✁ ✱❂❼ ✺✷✸♦✱P✭✡✭✹✫✮✯❬❍✻❍❲✫✮✭✹✸✻✺ ❳☎✺✧❙ ✫ ✌❥✫✮✵✷✱✮❙ ✺✼❍●❱☎✵✼❳☎✺■❍♣✱✁�■❍❦✺●✵■❋✌✫P❏✲✯✲✱P✭✥❍ ✌❥✫✮✵❝❏✲✯❜✺❝❙❬❙ ✺■❍

P1(t)

∣
∣
∣
∣
It

= Y f (t1 − 1) +
Y f (t2 + 1) − Y f (t1 − 1)

t2 − t1 + 2
︸ ︷︷ ︸

α

. (t − (t1 − 1))

= α.t + Y f (t1 − 1) − α.(t1 − 1)
︸ ︷︷ ︸

β

= α.t + β
✎ ✵✦✥✷❆ ✑

✜❲✍✏✎❦☞✘✁✌❇✜❅✹✗✖✞❥✎❹✓✖❅✹✍ ✁❀✞❥✎❹✓✖❅✹✍✉✍❉☞☎✗✲✗✖☞

✶✄✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞✗✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆✟✔ ✔☎✆✝✒✓✣✘✞ ✄✜✁☎✄✙✚✙✆ ✆ ✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔☎✆✟✤ ✔☎✆✓✄
L+M +1 = N

✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄
ai

✆✟✚
bi
✳✢✆ ✔✖✡ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞

✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆✟✔ ✔☎✆❀✬✢✞✢✁✱✰✲✬ ✆ RL
M (t)

❙

RL
M (t)

∣
∣
∣
∣
It

=
NL(t)

DM (t)

=
1 + a1.t + a2.t

2 + . . . + aL.tL

b0 + b1.t + b2.t2 + . . . + bM .tM
✎ ✵✦✥ ✪ ❲ ✑

✠☛✡✘✄✙✄ ✡✌✞ ✚ ✠☛✡✌✤✕✔☎✆✓✄
N

✠ ✣✘✁ ✞ ✚✙✄
(t, Y f

p (t))
✥ ❩ ✒✟✁ ✤ RL

M (t)
✠ ✆❨✬✢✚✯☛✟✚✜✤✙✆ ✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔✱✹✓✆ ✆✑✥ ✒ ✡✘✒✓✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✠☛✡✌✤✕✔ ✂ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆

✳✢✆ ✎ ✬✢✔ ✁ ✤✙✄✜✛✡✖ ❋ ✚✙✣ ✆✟✤ ✫ ❘ ✆❨✬❂❃✍✣✘✔☎✄❄❃✔✌❈❆❑✵✮✭ ✥ ✶ ✂ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆ ✳✢✆ ✎ ✬✢✔ ✁ ✤✙✄✜✛✡✖ ❋ ✚✙✣✑✆✟✤✎✆✓✄✜✚❯✬✢✞ ✆ ✠✢✤✙✣✑✒ ✹ ✳✼✬✢✤✙✆ ✤●✹✓✒❨✬✢✤✙✄✜✁ ✏✍✆✖✰✲✬✢✁
✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬✢✁ ✚ ✔☎✆✓✄ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✳ ✂ ✣✘✤●✳✦✤✙✆

K
✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤ ✳✢✆ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✳ ✂ ✣✘✤●✳✦✤✙✆

K−1
✤✌✄✙✣✯✬ ✄

✔✖✡ ✒✓✣✘✞ ✚✜✤ ✡✌✁ ✞ ✚✙✆ ✰❚✬ ✆ ✔ ✂ ✣✘✤●✳✦✤✙✆✖✳✼✬ ✠ ✣✘✔✍✌ ✞ ✂✯✮✗✆✖✳❂✹✟✞ ✣✯✮ ✁ ✞☛✡✌✚✙✆❨✬✢✤ DM (t)
✄✙✣✘✁ ✚ ✄●✬✢✠ ✹✟✤✜✁☎✆❨✬✢✤ ✣✯✬✻✹✟☞ ✡✌✔☎✆ ✆ ✔ ✂ ✣✲✳✦✤✙✆✖✳✼✬

✠ ✣✘✔✍✌✑✞ ✂✯✮✗✆ ✞❚✬❂✮✗✆✟✤ ✡✌✚✙✆❨✬✢✤ NL(t)
✤ ✒ ✂ ✆✓✄✙✚ ✖ ✆ ✖ ✳✦✁ ✤✙✆

L ≤ M ≤ L + 1
✥✔✣ ✞ ✆✜✏ ✣✘✁☎✄ ✔☎✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄❱✳✢✆ ✔✖✡✄✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞

✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆✟✔ ✔☎✆ ✳ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔✱✹✓✄✪✤ ✔☎✆✓✄ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✳✢✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄
Y f

m(ti)
✡✭✬✗✖ ✚✙✆❨✮ ✠ ✄

ti
✄✙✣✘✞ ✚

✁❏✮ ✠❂✬✢✚●✹✓✄ ✠☛✡✌✤ ✠☛✡✌✤ ✔☎✆✓✄ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ RL
M (ti)

✥❅❩ ✔ ✞ ✂ ✆✓✄✜✚ ✒✓✆✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✚ ✠☛✡✘✄ ✠ ✣ ✄ ✄✜✁❏❇✢✔☎✆❀✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✯✬✢✤✜✁ ✤✍✆ ✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞
✠ ✣✯✬✢✤✎✔☎✆✓✄❀✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✄ ✆ ✚✜✤✙✣✯✬✢✏✘✡✌✞ ✚ ✡✭✬✗✖ ✏ ✤✙✣✘✞ ✚✜✁✱❁✟✤✙✆✓✄ ✳✼✬ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✣✘☞ ✤ ✡✭✮✖✮✗✆ ✥ ✘ ✡✌✞ ✄✎✒✓✆✗✒ ✡✘✄✎✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✆✓✄✙✚
✤✙✆❨✮ ✠✢✔✖✡✘✒ ✹✓✆ ✠☛✡✌✤ ✬✢✞ ✆ ✆✑✖✦✚✜✤ ✡✌✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✔ ✁ ✞❅✹ ✡✌✁ ✤✙✆ ✥

✫ ✡ ✡ ✫ ✡✭✮ ✡✭❃✑✤✜✁☎✄✜✛✢✞☛✡✌✞✂✡ ✆✟✏✘✡✌✔❏✬❅✹ ✒✓✆✓✄ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆✓✄ ✳✢✆✕✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞✂☞❖✹✓✣✯✮✺✹✟✚✜✤✜✁✱✰✲✬ ✆ ✥ ✶ ✆✓✄ ✤●✹✓✄❄✬✢✔ ✚ ✡✌✚✙✄❱✰✲✬ ✂ ✁ ✔ ✡
✤✙✆✟✠ ✣✘✤✜✚●✹✓✄❱✮✗✣✘✞ ✚✜✤✙✆✟✞ ✚ ✰✲✬ ✆✕✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✔ ✁ ✞❅✹ ✡✌✁ ✤✙✆ ✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆ ✏ ✣✯✬✢✤✜✞✢✁ ✚ ✔☎✆✓✄ ✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✙✆✓✄ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✥
❩ ✔ ✡✌✠✢✠☛✡✌✤ ✡✦✥☎✚❱✰❚✬ ✆ ✔ ✂ ✆✟✞ ✏✍✆✟✔☎✣✘✠✢✠ ✆ ✏ ✤●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✚✜✁☎✆✟✔ ✔☎✆ ✣✯✬ ✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆✕✞ ✆ ✠ ✆❨✬✢✚ ☛✟✚✜✤✙✆✕✡✌✠✢✠✢✤✙✣ ✖✑✁❏✮✺✹✓✆✕✠☛✡✌✤ ✬✢✞ ✆ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞
✬ ✄❄✬ ✆✟✔ ✔☎✆ ✥❖✸ ✡✌✤ ✒✓✣✘✞ ✄●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✚✪✤ ✔✖✡✕✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✳✼✬✗✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✣✘☞ ✤ ✡✭✮✖✮✗✆ ✣✯❇✢✚✙✆✟✞❚✬ ✆ ✠☛✡✌✤ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ❇☛✡✘✄●✹✓✆✝✄●✬✢✤
✬✢✞ ✆✄✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✹✟✏✍✣✘✔❏✬❅✹✓✆ ✄ ✆❨✮✴❇✢✔☎✆ ✠✢✔❏✬ ✄ ✆✟✤✜✤✙✣✘✞❅✹✓✆ ✰✲✬ ✂ ✬✢✞ ✆✎✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✙✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞▼❇☛✡✘✄ ✹✓✆ ✄❄✬✢✤ ✬✢✞ ✆ ✄✙✁❏✮ ✠✢✔☎✆✎✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡ ✖
✚✜✁☎✣✘✞ ✔ ✁ ✞❅✹ ✡✌✁ ✤✙✆ ✥
✘✕✆ ✠✢✔❏✬ ✄✪✤ ✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆✕✠ ✆✟✤❄✮✗✆✟✚ ✬✢✞ ✆ ✡✌✠✢✠✢✤✙✣ ✖✦✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✠☛✡✌✤ ✬✢✞ ✆ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✠✢✤✙✣✘✚✙✣✘✚ ✌ ✠ ✆ ✳✢✆ ✳✢✆✗✖
☞ ✤●✹ ✄❄✬✢✠ ✹✟✤✜✁☎✆❨✬✢✤ ✆ ✒✓✆❯✰❚✬ ✂ ✁ ✔ ✆✓✄✙✚✝✠ ✣ ✄✙✄✙✁❏❇✢✔☎✆ ✳ ✂ ✣✯❇✢✚✙✆✟✞✢✁ ✤ ✠☛✡✌✤✝✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✏ ✤●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✚✜✁☎✆✟✔ ✔☎✆✎✒ ✡✌✤✝✔☎✆✕✞ ✣✯✮P❇✢✤✙✆

N
✳✢✆

✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄
Y f

p (t)
✆✓✄✜✚ ✠✢✔❏✬ ✄ ✁❏✮ ✠ ✣✘✤✜✚ ✡✌✞ ✚✝✠ ✣✯✬✢✤ ✬✢✞ ✆ ✆✟✞ ✏✍✆✟✔☎✣✘✠✢✠ ✆ ✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆ ✰✲✬ ✆ ✠ ✣✯✬✢✤ ✬✢✞ ✆ ✆✟✞ ✏✍✆✟✔☎✣✘✠✢✠ ✆

✏ ✤●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✚✜✁☎✆✟✔ ✔☎✆ ✥
✢ ✞ ✣✯✬✢✚✜✤✙✆✔✤ ✁ ✔ ✆✓✄✜✚✕✠✢✔❏✬ ✄ ✏ ✤●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✚ ✳✢✆ ✚✜✤✙✣✯✬✢✏✍✆✟✤❀✳✢✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄✎✡✭✬✗✖ ✏ ✤✙✣✘✞ ✚✜✁✱❁✟✤✙✆✓✄✴✳✢✆✎✔ ✂ ✆✟✞ ✏✍✆✟✔☎✣✘✠✢✠ ✆
✏ ✤●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✚✜✁☎✆✟✔ ✔☎✆ ✰✲✬ ✆✴✳✢✆ ✔ ✂ ✆✟✞ ✏✍✆✟✔☎✣✘✠✢✠ ✆ ✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆ ✥ ✸ ✡✌✤✕✒✓✣✘✞ ✄●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✚✪✤ ✬✢✞ ✆ ✠✢✤✙✣✘✠ ✣✘✤✜✚✜✁☎✣✘✞ ✠✢✔❏✬ ✄ ✁❏✮ ✠ ✣✘✤✜✚ ✡✌✞ ✚✙✆ ✳✢✆
✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄✗✄✙✣✘✞ ✚ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮✺✹✓✆✓✄✗✠☛✡✌✤✗✆✑✖✦✚✜✤ ✡✌✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✔ ✁ ✞❅✹ ✡✌✁ ✤✙✆ ✰✲✬✢✁ ✏ ✣✯✬✢✤✜✞✢✁ ✚✖✬✢✞ ✆ ✮✗✣✘✁ ✞ ✄✖❇ ✣✘✞✢✞ ✆✂✆✓✄✜✚✜✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✰✲✬ ✆

✽❖◗



▼❉◗❥✫❂✌✹✯✲❏✲✵✷✺✼⑩ ✱❂❼ ✺✷✸♦✱✮✭✰✭✹✫✮✯❬❍✻❍❝✫P✭✹✸✻✺ ✫✮❱❥❏ ✱ ✂✒✫P❏✲✯❜❯❝❱✡✺❺❳✘✺✧❙ ✫ ✌❥✫✮✵✷✱✮❙ ✺❺✫✮❋✌✺✷✸ ❳✙✱P✭✡✭✏❑♦✺■❍✄✂✒✫✮✭✏❯❝❱❥✫P✭✰❏▲✺■❍

✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✥

▲❡✄ ✝❡✄ ▲✶✄ ✝ ◆◆☞✘✕✙❅✏✍☛❸❦✎❦✁✌✠❉✕P✎❹✓✖❅✹✍ ❇❉✁✌❅✰⑨✉✞✥⑨✉✓✲✗✲✓✖❸❲✎❦☞

✶ ✡ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✙✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁☎✄✜✚✙✆ ✤✙✆✟✠ ✣ ✄✙✆ ✄❄✬✢✤ ✬✢✞ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆❨✮✗✆✟✞ ✚ P(X)
✳✢✆ ✔ ✂ ✆✓✄✜✠☛✡✘✒✓✆ ✡✘✒✓✣✯✬ ✄✜✚✜✁✱✰✲✬ ✆

X✳✼✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔✥✳✢✆✕✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✄✙✆❨✬✢✔☎✆✔✤☛✆✟✞
K

✒✟✔✖✡✘✄✙✄ ✆✓✄ Ck

❙

P(X) =
K∑

k=0

ck.Gk(X; Φk)
✎ ✵✦✥ ✪❑✪ ✑

✣✁� Gk(X; Φk)
✆✟✚

ck

✄✙✣✘✞ ✚✕✤✙✆✓✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✁ ✏✍✆❨✮✗✆✟✞ ✚❯✬✢✞ ✆ ✤✙✆✟✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺✹✟✚✜✤✜✁✱✰❚✬ ✆✖✳✢✆ ✔✖✡ ✳✦✁☎✄✜✚✜✤✜✁❏❇❂✬✢✚✜✁☎✣✘✞✧✳✢✆✓✄
✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄ ✡✘✒✓✣✯✬ ✄✜✚✜✁✱✰❚✬ ✆✓✄ ✳✼✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✳✢✆ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✄ ✆❨✬✢✔☎✆ ✆✟✚ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹✒✫ ✌✹✵●✯✲✱P✵■✯ ✳✢✆ ✔✖✡ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆ Ck

✥✼■ ✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁✦✖
✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆❨✮✗✆✟✞ ✚ P(X)

✆✓✄✜✚ ✤●✹ ✡✌✔ ✁☎✄ ✹ ✄❄✬✢✤❱✬✢✞ ✆✴❇☛✡✘✄✙✆❀✳ ✂ ✡✌✠✢✠✢✤✙✆✟✞ ✚✜✁☎✄ ✄ ✡✌☞✍✆✎✞ ✣✘✞ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹ ✥ ✤ ✹✟✞❅✹✟✤ ✡✌✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚✪✤ Gk(X; Φk)
✆✓✄✙✚❱✮✗✣✲✳❂✹✟✔ ✁☎✄ ✹✓✆✕✠☛✡✌✤❱✬✢✞ ✆ ✔☎✣✘✁ ✞ ✣✘✤❄✮ ✡✌✔☎✆ ❙

Gk(X; Φk) = Nk(µk, σk)
✎ ✵✦✥ ✪ ✵ ✑

❩ ✔ ✆✓✄✙✚✎✞❅✹✓✒✓✆✓✄✙✄ ✡✌✁ ✤✙✆ ✳ ✡✌✞ ✄✴✬✢✞ ✠✢✤✙✆❨✮ ✁☎✆✟✤ ✚✙✆❨✮ ✠ ✄ ✳✢✆ ✳❂✹✟✚✙✆✟✤❄✮ ✁ ✞ ✆✟✤ ✔✖✡✂✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆ Ck

✳ ✂ ✡✌✠✢✠☛✡✌✤✜✚✙✆✟✞☛✡✌✞ ✒✓✆❈✳✼✬ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤
✳ ✂ ✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹✓✄

Y (t) = Yp(t) ∪ Ym(t)
✥✛✣ ✞ ✆✧✏ ✣✘✁☎✄ ✔✖✡ ✒✟✔✖✡✘✄ ✄✙✆✓✄ Ck

✁✱✳✢✆✟✞ ✚✜✁✏✝✤✹✓✆✔✤ ✔☎✆✓✄❈✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄
✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄

Ym(t)
✳✢✆ ✒✓✆ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤ ✄✙✣✘✞ ✚ ✤●✹ ✹✟✏ ✡✌✔❏✬❅✹✓✆✓✄ ✆✝✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤ ✳✢✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄

µk

✆✟✚
σk

✳✢✆ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆ ✡✭✬
✮ ✡ ✖✦✁❏✮✴✬❂✮ ✫❉✌❥✱✌❍❝❏▲✺●✵■✯❜✱✮✵●✯ ✥ ✶ ✆✕✒ ✛ ✣✘✁ ✖ ✳ ✂ ✬✢✞ ✆ ✮✺✹✟✚✜✤✜✁✱✰✲✬ ✆ ✠ ✆✟✤❄✮✗✆✟✚✜✚ ✡✌✞ ✚❱✳ ✂ ✁✱✳✢✆✟✞ ✚✜✁✏✝☛✆✟✤ ✔✖✡ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆ ✳ ✂ ✡✌✠✢✠☛✡✌✤✜✚✙✆✟✞☛✡✌✞ ✒✓✆
✳✢✆✓✄ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄✝✡✘✒✓✣✯✬ ✄✜✚✜✁✱✰✲✬ ✆✓✄ ✁ ✞ ✒✓✣✯✮ ✠✢✔☎✆✟✚✙✄✝✆✓✄✜✚ ✳✢✣✘✞ ✒ ✠✢✤●✹✟✠ ✣✘✞❅✳❂✹✟✤ ✡✌✞ ✚ ✥ ✣ ✞ ✆ ✠✢✤✙✆❨✮ ✁✱❁✟✤✙✆ ✮✺✹✟✚✜✤✜✁✱✰✲✬ ✆ ✤✙✆✟✠ ✣ ✄ ✡✌✞ ✚✝✄❄✬✢✤
✔✖✡ ✳✦✁☎✄✜✚ ✡✌✞ ✒✓✆✖✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔☎✆✰✎❲▼✉❙❚❱✘❍❝❏▲✺●✵ ✂✒✫✮✵❜❵✮✯✖✭✹✫✮❙❖✵♦✺✷✸♦✱✮✭✥❍❝❏✲✵■❱✥✸❲❏✲✯❜✱✮✭ ✑ ✆✟✞ ✚✜✤✙✆ ✔☎✆ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✴✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄

Y (t) =

Yp(t) ∪ Ym(t)
✆✟✚ ✔☎✆✓✄ ✒✟✔✖✡✘✄ ✄✙✆✓✄ Ck

✆✓✄✜✚✝✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄ ✹✓✆✔✤

C⋆
k(t) = arg max

k
Nk(Y (t);µk, σk)

= arg max
k

{

ck .

∫ +∞

−∞

P

(

Yp(t), Ym(t)

∣
∣
∣
∣
µk, σk

)

dYm(t)

} ✎ ✵✦✥ ✪ ✽ ✑

✶ ✆✓✄ ✤●✹✓✄❄✬✢✔ ✚ ✡✌✚✙✄✎✤✙✆✟✠ ✣✘✤✜✚●✹✓✄✎✠☛✡✌✤ ✫ ✡ ✡ ✫ ✡✭✮ ✡✭❃✑✤✜✁☎✄✜✛✢✞☛✡✌✞ ✄ ✣✘✞ ✚✎✄✜✁❏✮ ✁ ✔✖✡✌✁ ✤✙✆✓✄P✰❚✬ ✆✟✔✱✰✲✬ ✆✗✄✙✣✘✁ ✚✎✔☎✆ ✞ ✣✯✮✴❇✢✤✙✆ ✳✢✆✗✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆✓✄
✒✓✣✘✞ ✄✙✁✱✳❂✹✟✤●✹✓✆✓✄ ✥ ✘✕✆✖✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✤●✹✓✄❄✬✢✔ ✚ ✡✌✚✙✄ ✄✙✣✘✞ ✚✎✣✯❇✢✚✙✆✟✞✲✬ ✄ ✠☛✡✌✤❀✬✢✞ ✆✗✠✢✤●✹✗✖ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✳✼✬ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✣✘☞ ✤ ✡✭✮✖✮✗✆
✠☛✡✌✤✎✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✠ ✣✘✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆✰✎❲▼✉❙❚❱✘❍❝❏▲✺●✵ ❏✲✯ ✂✒✺❝★▲✯✖✭✰❏▲✺●✵✳✌❥✱✮❙ ✫P❏▲✺✷❳✳✵♦✺✷✸♦✱✮✭✥❍❝❏✲✵■❱✥✸❲❏✲✯❜✱✮✭ ✑✖❙

X̂(t) = Ŷm(t) ∪ Yp(t)
✥

✶ ✆✓✄✝✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄ ✡✘✒✓✣✯✬ ✄✜✚✜✁✱✰✲✬ ✆✓✄
X̂

✤●✹✓✄●✬✢✔ ✚ ✡✌✞ ✚✙✄❳✳✢✆ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆✕✠✢✤●✹✗✖ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✙✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✄✙✣✘✞ ✚ ✡✌✔☎✣✘✤✙✄ ✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄●✹✓✄✝✠ ✣✯✬✢✤✝✔ ✂ ✁✱✳✢✆✟✞✡✖
✚✜✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞▼✳✢✆ ✔✖✡ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆ ✥

C⋆
k(t) = arg max

k
Nk(X̂(t);µk, σk)

✘✕✆ ✮ ✡✌✞✢✁✱❁✟✤✙✆✕☞❖✹✟✞❅✹✟✤ ✡✌✔☎✆ ✔☎✆✓✄ ✤●✹✓✄❄✬✢✔ ✚ ✡✌✚✙✄✝✣✯❇✢✚✙✆✟✞❚✬ ✄✝✠☛✡✌✤ ✔✖✡✎✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁☎✄✜✚✙✆ ✄✙✣✘✞ ✚ ✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✙✄❱✰❚✬ ✂ ✆✟✞
✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✙✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ☞❖✹✓✣✯✮✺✹✟✚✜✤✜✁✱✰✲✬ ✆ ✥

▲❡✄ ✝❡✄ ▲✶✄✍✙ ◆◆☞✘✕✙❅✏✍☛❸❦✎❦✁✌✠❉✕P✎❹✓✖❅✹✍ ❸❲✎❦✞❥✎❹✓✖❸❲✎❹✓✩★✬✠☛☞
■ ✆✟✚✜✚✙✆ ✡✌✠✢✠✢✤✙✣✑✒✙✛ ✆ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁☎✄✙✚✙✆ ✆ ✠✢✤✙✆✟✞❅✳✦✤✙✆ ✆✟✞ ✒✓✣✯✮ ✠✢✚✙✆ ✔☎✆✓✄ ✒✓✣✘✤✜✤●✹✟✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✆✟✞ ✚✜✤✙✆ ✔☎✆✓✄ ✳✦✁ ✂ ✹✟✤✙✆✟✞ ✚✙✄ ✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚✙✄

✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✭✬✗✖✂✠ ✣✯✬✢✤ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✙✚✜✤❄✬✢✁ ✤✙✆✎✔☎✆ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✥ ■ ✣✘✞ ✄✙✁✱✳❂✹✟✤✙✣✘✞ ✄ ✬✢✞ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮✴❇✢✔☎✆ ✳✢✆✎✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄ ✳ ✂ ✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄
Y =

✽ ❍



⑩✡✱ ✁ ✱❂❼ ✺✷✸♦✱P✭✡✭✹✫✮✯❬❍✻❍❲✫✮✭✹✸✻✺ ❳☎✺✧❙ ✫ ✌❥✫✮✵✷✱✮❙ ✺✼❍●❱☎✵✼❳☎✺■❍♣✱✁�■❍❦✺●✵■❋✌✫P❏✲✯✲✱P✭✥❍ ✌❥✫✮✵❝❏✲✯❜✺❝❙❬❙ ✺■❍

Ym ∪Yp
✥✁✕ ✣✘✚✙✣✘✞ ✄

µm
✆✟✚

µp
✔☎✆✓✄ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄ ✮✗✣ ✌✍✆✟✞ ✄ ✳✢✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✆✟✚ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄✪✤

Σpp
✔✖✡❀✮ ✡✌✚✜✤✜✁☎✒✓✆

✳✢✆ ✒✓✣ ✏✘✡✌✤✜✁✖✡✌✞ ✒✓✆ ✳✢✆✓✄✞✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄ ✆✟✚
Σmp

✔✖✡❱✮ ✡✌✚✜✤✜✁☎✒✓✆ ✳✢✆ ✒✓✣ ✏ ✡✌✤✜✁✖✡✌✞ ✒✓✆✝✒✟✤✙✣✘✁☎✄●✹✓✆ ✳✢✆✓✄✞✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄✞✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄
✆✟✚ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄ ✥ ✶✄✂ ✆✓✄✙✚✜✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞❭✳✢✆✓✄❱✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❳✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✳ ✂ ✬✢✞ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤ ✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣ ✄

Y (t)
✆✓✄✜✚ ✡✌✔☎✣✘✤✙✄❀❙

Ŷm(t) = µm + Σmp . Σ−1
pp (Yp(t) − µp)

✎ ✵✦✥ ✪ ✿ ✑

❩ ✔ ✆✓✄✜✚ ✠✢✔❏✬ ✄ ✏ ✡✘✒✟✁ ✔☎✆ ✠ ✣✯✬✢✤ ✳✢✆✓✄ ✤ ✡✌✁☎✄✙✣✘✞ ✄ ✳✢✆ ✒✓✣✯✮ ✠✢✔☎✆✑✖✦✁ ✚●✹ ✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬✢✁ ✤✙✆ ✁ ✞❅✳✦✁ ✏ ✁✱✳✼✬ ✆✟✔ ✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✎❲▼❖✱✮❋❀✫✮✵●✯❜✫✮✭✹✸✻✺✧✯❬✭✡★
❳✮✯✖❋❦✯✲❳P❱❥✫✮❙❡✵♦✺✷✸♦✱P✭✥❍●❏✲✵●❱❥✸❦❏✲✯✲✱✮✭ ✑ ✔☎✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❱✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚✙✆✓✄ ✳ ✡✌✞ ✄ ✬✢✞ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤ ✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄

Y (t)
✥

■ ✆✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✚❀✳✢✆✴✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✙✄✕✤●✹✓✄●✬✢✔ ✚ ✡✌✚✙✄ ✄✙✣✘✞ ✚✕✤✙✆✟✠ ✣✘✤✜✚●✹✓✄✕✔☎✣✘✤✙✄●✰❚✬ ✆ ✰✲✬ ✆ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✆✓✄✜✚ ✏ ✡✌✁ ✚✙✆ ✒✓✣✘✞✎✡✜✣✘✁ ✞ ✚✙✆✗✖
✮✗✆✟✞ ✚ ✎❲▼❖✱P❋❀✫✮✵●✯✲✫✮✭✏✸✻✺✁�❝✱P✯❬✭✰❏✜✵✷✺✷✸✻✱✮✭✥❍●❏✲✵●❱✥✸❲❏✲✯✲✱P✭ ✑ ✠ ✣✯✬✢✤✝✔ ✂ ✆✟✞ ✄ ✆❨✮✴❇✢✔☎✆✴✳✢✆✓✄❳✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❱✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✳✢✆ ✒✓✆ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤ ✥

▲✶✄ ✝❡✄ ▲❡✄ ✦ ◆◆☞✘✕✘❅✹✍❉❸❲✎❦✁✌✠❉✕P✎❹✓✖❅✹✍ ☞☎✍ ❇❉✁✭✣✘❸❹☞☎✍❉✕✙☞❻t✉☞❻t✉❅✹✍✉✍✥✣☎☞✘❸✒✓✲✍❉✕✙☞✘✁❀✎❦✞✡✓✲✍☛☞☎❸

✕ ✣✯✬ ✄ ✡✓✏✍✣✘✞ ✄✕✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚●✹ ✡ ✬ ✄ ✰❚✬ ✂ ✁☎✒✟✁ ✳✢✆✓✄ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆✓✄❀✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞✧✳✢✆ ✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✣✘☞ ✤ ✡✭✮✖✮✗✆✓✄ ✁ ✞ ✒✓✣✯✮ ✖
✠✢✔☎✆✟✚✙✄ ✥✁☞ ✬ ✒❨✬✢✞ ✆ ✛★✌ ✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄✙✆❺✫ ✌✹✵●✯✲✱✮✵●✯ ✄❄✬✢✤ ✔☎✆✓✄ ✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✠ ✣✯✬✢✏✘✡✌✞ ✚ ☛✟✚✜✤✙✆ ✁❏✮ ✠❂✬✢✚●✹✓✆✓✄ ✡✭✬✗✖ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄
✞ ✂ ✆✓✄✜✚ ✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄●✹✓✆ ✥ ■ ✆✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✚✪✤ ✞ ✣✯✬ ✄ ✡✓✏✍✣✘✞ ✄ ✏ ✬✢✰❚✬ ✆ ✔☎✆✓✄✖✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆✓✄✖✳✢✆✓✄✖✳✦✁ ✂ ✹✟✤✙✆✟✞ ✚✙✆✓✄✗✄✙✣✯✬✢✤✙✒✓✆✓✄ ✄ ✣✘✞ ✣✘✤✙✆✓✄ ✒✓✣✯✮ ✖
✠ ✣ ✄ ✡✌✞ ✚❯✬✢✞ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✠ ✆❨✬✢✏✍✆✟✞ ✚ ☛✟✚✜✤✙✆ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤●✹✓✆✓✄✎✒✓✣✯✮✖✮✗✆✗✡✯✳❂✳✦✁ ✚✜✁ ✏✍✆✓✄✴✳ ✡✌✞ ✄✕✔☎✆ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✆ ✳✢✆ ✠❂✬✢✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✥ ❩ ✔ ✆✓✄✙✚
✡✌✔☎✣✘✤✙✄ ✠ ✣ ✄ ✄✜✁❏❇✢✔☎✆ ✳ ✂ ✆✑✖✦✠✢✔☎✣✘✁ ✚✙✆✟✤ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆ ✠✢✤✙✣✘✠✢✤✜✁✱✹✟✚●✹✕✠ ✣✯✬✢✤ ✳❂✹✞✝ ✞✢✁ ✤ ✬✢✞ ✆ ✠✢✔✖✡✌☞✍✆ ✳✢✆ ✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✠ ✣ ✄✙✄✜✁❏❇✢✔☎✆✓✄ ✠ ✣✯✬✢✤ ✒ ✛☛✡✯✰❚✬ ✆
✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆ ✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆ ✥ ✢ ✞ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁☎✒❨✬✢✔ ✁☎✆✟✤✪✤☛✚✙✣✯✬✢✚✙✆ ✒✓✣✘✞ ✚✜✤✜✁❏❇❂✬✢✚✜✁☎✣✘✞▼✳✢✆✕✔ ✂ ✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆❀✳✢✆✕✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆

X(t, f)
✠ ✣✯✬✢✤ ✬✢✞ ✆

✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹✓✆
Y (t, f)

✄❄✬✢✁ ✚✝✔✖✡ ✤✙✆✟✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞✏❙

0 ≤ X(t, f) ≤ Y (t, f)
✎ ✵✦✥ ✪ ✾ ✑

■ ✆✟✚✜✚✙✆ ✠✢✔✖✡✌☞✍✆ ✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✁ ✚❄✬ ✆ ✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✏ ✡✌✔ ✔☎✆✻✳ ✂ ✁ ✞ ✒✓✆✟✤✜✚✜✁ ✚❄✬❅✳✢✆ ✄❄✬✢✤ ✔☎✆✓✄ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄❈✰❚✬✢✁ ✡✭✬✢✤ ✡✌✁☎✆✟✞ ✚ ✳✁✍ ☛✟✚✜✤✙✆ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏❖✹✓✆✓✄
✆✟✞ ✔ ✂ ✡✭❇ ✄✙✆✟✞ ✒✓✆▼✳✢✆ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚ ✥ ☞ ✞ ✠☛✡✌✤✜✔☎✆ ✡✌✔☎✣✘✤✙✄ ✳✢✆ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄⑧✯✖✭✹✸✻✺●✵❝❏ ✫✮✯✖✭✏✺■❍ ✥ ✘✕✆✓✄ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆✓✄ ✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬ ✒✗✖
✚✜✁☎✣✘✞✻✰❚✬☛✡✌✔ ✁✏✝✤✹✓✆✖✳✢✆ �✷✱✮✵●✭✏❑■❍✗✣✘✞ ✚❀✳✢✣✘✞ ✒ ✹✟✚●✹ ✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄●✹✓✄ ✠ ✣✯✬✢✤ ✚✜✤ ✡✌✁ ✚✙✆✟✤❀✳✢✆✓✄❯✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄✕✁ ✞ ✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✆✓✄ ✆✟✚✕✞ ✣✘✞ ✠✢✔❏✬ ✄
✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ❙ �✷✱P❱☎✭✹❳☎✺✷❳❪✸❝❙ ✫✌❍✻❍●★ ✸♦✱✮✭✏❳✮✯✖❏✲✯❜✱✮✭✹✫P❙❖✯ ✂ ✌✹❱❥❏ ✫P❏✲✯❜✱✮✭ ✤ �✷✱✮❱❘✭✹❳✘✺♦❳❪✸❝❙ ❱☎❍●❏▲✺❝✵ ✂✒✫✮✵✲❵P✯❬✭✹✫P❙❖✵✷✺✷✸✻✱✮✭✥❍●❏✲✵●❱✥✸❲❏✲✯✲✱P✭ ✆✟✚
�✷✱✮❱❘✭✹❳✘✺✷❳ ✸♦✱✮❋❀✫✮✵●✯❜✫✮✭✹✸✻✺●★✒�✷✫✌❍❦✺✷❳❂✵✷✺✷✸✻✱✮✭✥❍●❏✲✵●❱✥✸❲❏✲✯✲✱P✭☛✥ ■ ✆✓✄ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆✓✄ ✄✙✣✘✞ ✚ ✳✢✆✓✄✎✤ ✡ ✥✗✞ ✆❨✮✗✆✟✞ ✚✙✄✖✳✢✆ ✒✓✆❨✬✗✖ ✠✢✤●✹✓✒ ✹✗✖
✳✢✆❨✮✖✮✗✆✟✞ ✚ ✆✑✖✦✠ ✣ ✄●✹✓✄ ✤ ✁❏✮ ✠ ✣ ✄ ✡✌✞ ✚✞✰❚✬ ✆ ✔☎✆✓✄ ✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮✺✹✓✆✓✄ ✳✢✆✓✄✞✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✁ ✞ ✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✆✓✄ ✤✙✆✓✄✙✠ ✆✓✒✟✚✙✆✟✞ ✚ ✔ ✂ ✁ ✞❅✹✟☞ ✡✌✔ ✁ ✚●✹
✵✦✥ ✪ ✾✦✥✯■ ✆✓✄ ✄✙✒ ✛❅✹❨✮ ✡✘✄ ✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✙✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✞ ✆ ✄✙✣✘✞ ✚ ✠☛✡✘✄✞✳❂✹✟✚ ✡✌✁ ✔ ✔✱✹✓✄ ✁☎✒✟✁ ✥ ✕ ✣✯✬ ✄ ✁ ✞ ✏✑✁ ✚✙✣✘✞ ✄ ✔☎✆✓✄ ✔☎✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄ ✆ ✒✓✣✘✞ ✄❄✬✢✔ ✚✙✆✟✤
✫ ✫ ✡ ✡ ❲❑❲ ✭ ✠ ✣✯✬✢✤❱✳✢✆ ✠✢✔❏✬ ✄ ✡✭✮ ✠✢✔☎✆✓✄ ✁ ✞✗✏ ✣✘✤❄✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✥

� ✪ ☎ ✪✆☎ ☎ ✚➒✣❁✱❹✜✬✳→✚✭✵❘✜✬✯✭✚✞✆❀✜q✕✺✳✝✶→✥✔✯ ✶→✕✺✳❆✳ ✄◆✥✔✯

✶ ✆ ✳❂✹✓✒✓✣✲✳ ✡✌☞✍✆ ✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✠☛✡✌✤❯✳✢✆✓✄ ✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆✓✄✕✌ � � ✤✙✆✟✏ ✁☎✆✟✞ ✚✘✆ ✳❂✹✟✚✙✆✟✤❄✮ ✁ ✞ ✆✟✤ ✔✖✡ ✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✙✆ ✄●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆
✳ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚✙✄

Q⋆ = (q1, q2, . . . , qT )
✠ ✣✯✬✢✏✘✡✌✞ ✚ ✆✟✞✢☞✍✆✟✞❅✳✦✤✙✆✟✤ ✔✖✡ ✄ ✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✒✓✆ ✳ ✂ ✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄

Y = (y(1), y(2), . . . , y(T ))
❙

Q⋆ = arg max
Q

P (Q|Y )

= arg max
Q

P (Y |Q) P (Q)

P (Y )

✽❑❆



▼❉◗❥✫❂✌✹✯✲❏✲✵✷✺✼⑩ ✱❂❼ ✺✷✸♦✱✮✭✰✭✹✫✮✯❬❍✻❍❝✫P✭✹✸✻✺ ✫✮❱❥❏ ✱ ✂✒✫P❏✲✯❜❯❝❱✡✺❺❳✘✺✧❙ ✫ ✌❥✫✮✵✷✱✮❙ ✺❺✫✮❋✌✺✷✸ ❳✙✱P✭✡✭✏❑♦✺■❍✄✂✒✫✮✭✏❯❝❱❥✫P✭✰❏▲✺■❍

P (Y )
✹✟✚ ✡✌✞ ✚ ✒✓✣✘✞ ✄✜✚ ✡✌✞ ✚ ✠ ✣✯✬✢✤ ✚✙✣✯✬✢✚

Q
❙

Q⋆ = arg max
Q

P (Y |Q) P (Q)
✎ ✵✦✥ ✪❊❉ ✑

= arg max
Q

( T∏

t=1

P (yt|qt)

)

.

(

π0 .

T∏

t=1

P (qt|qt−1)

)

= arg max
Q

π0

T∏

t=1

aqt−1qt . bqt(yt)
✎ ✵✦✥ ✪ ◗✔✑

✕ ✣✯✬ ✄✝✡✓✏✍✣✘✞ ✄ ✏ ✬ ✰✲✬ ✂ ✁ ✔ ✞ ✂ ✆✓✄✜✚ ✠☛✡✘✄ ✆✑✥ ✒ ✡✘✒✓✆✔✤✢✆✟✞ ✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✒✓✆ ✳✢✆ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄✝✣✯✬ ✁ ✞ ✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✆✓✄✪✤✼✳ ✂ ✹✟✏✘✡ ✖
✔❏✬ ✆✟✤ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹

P (Y |Q)
✳✦✁ ✤✙✆✓✒✟✚✙✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✠☛✡✌✤ ✔ ✂ ✹ ✰✲✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✵✦✥ ✪ ◗ ✆✟✚ ✠✢✔❏✬ ✄ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁☎✒❨✬✢✔ ✁✱❁✟✤✙✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✔☎✆✂✚✙✆✟✤❄✮✗✆

bqt(yt)
✰❚✬✢✁ ✆✓✄✙✚ ✔✖✡ ✏ ✤ ✡✌✁☎✄ ✆❨✮✴❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆ ✳✢✆ ✔ ✂ ✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞

yt
✡✭✬ ✤✙✆✟☞ ✡✌✤●✳✧✳✢✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄ ✳✢✆ ✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚

qt
✥ ❋✑✣✯✬ ✄

✔ ✂ ✛★✌ ✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄✙✆ ✳ ✂ ✡✯✳❂✳✦✁ ✚✜✁ ✏✑✁ ✚●✹ ✳✢✆✓✄ ✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆✓✄ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✆ ✳✢✆ ✠❂✬✢✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆
Y = X +N

✡✓✏✍✆✓✒
X

✆✟✚
N
✹✟✚ ✡✌✞ ✚

✤✙✆✓✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✁ ✏✍✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✔☎✆✓✄❱✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆✓✄ ✳✢✆✕✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✄✙✆❨✬✢✔☎✆✎✆✟✚❱✳✼✬ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚✪✤✢✔☎✆❯✳❂✹✓✒✓✣ ✳ ✡✌☞✍✆ ✣✘✠✢✚✜✁❏✮ ✡✌✔ ✆✓✄✜✚❀❙

Q⋆ = arg max
Q

P (X|Q) P (Q)

= arg max
Q

( T∏

t=1

P (xt|qt)

)

.

(

π0 .

T∏

t=1

P (qt|qt−1)

)

= arg max
Q

π0

T∏

t=1

aqt−1qt . bqt(xt)
✎ ✵✦✥ ✪❊❍ ✑

■ ✆✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✚✪✤ ✆✟✞ ✒✓✣✘✞❅✳✦✁ ✚✜✁☎✣✘✞✻✳✢✆✎✚✙✆✓✄✙✚ ✔ ✂ ✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆ ✳✼✬ ✄✙✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✳✢✆ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆
X

✞ ✂ ✆✓✄✜✚ ✠☛✡✘✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏✘✡✭❇✢✔☎✆✔✤ ✄✙✆❨✬✢✔☎✆✓✄ ✔☎✆✓✄
✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆✓✄ ✳✼✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔✤❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹

Y
✔☎✆ ✄✙✣✘✞ ✚ ✥✁✕ ✣✯✬ ✄ ✡✌✔ ✔☎✣✘✞ ✄ ✏✍✣✘✁ ✤ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆✝✠☛✡✌✤ ✡✌☞ ✤ ✡✌✠✢✛ ✆ ✄●✬✢✁ ✏✘✡✌✞ ✚ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆✟✞ ✚ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮✗✆✟✤

P (X|Q) P (Q)
✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤❳✳✢✆✓✄ ✄✙✆❨✬✢✔☎✆✓✄ ✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄❳❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹✓✆✟✄

Y
✥

▲❡✄ ✝❡✄ ✝❡✄ ✦ ✽❈✣☎✕✙❅❡t❉✞❂✗✹☞❻☞❘✍ ❇✉✁ ✣☎❸❦☞☎✍❉✕✙☞⑧t❉☞⑧t❉❅✏✍❉✍ ✣✘☞☎❸✒❆❈✞✡✍ ★✬✠☛✞✡✍✏✎❦☞☎❸✒❅✹✠ ✓✖✍❉✕✙☞☎✁❹✎❦✞✡✓✲✍❉☞✘❸

✶ ✆✴✳❂✹✓✒✓✣ ✳ ✡✌☞✍✆ ✳✢✆✘✙ ✁ ✚✙✆✟✤❄❇✢✁ ✏ ✣✯✬✢✤✜✞✢✁ ✚✕✒✓✣✯✮✖✮✗✆✎✤●✹✓✄❄✬✢✔ ✚ ✡✌✚ ✳✢✆✎✒✟✔✖✡✘✄ ✄✜✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✬✢✞ ✆✎✄●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆P✳ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚✙✄ ✥ ■ ✆✟✚✜✚✙✆
✄ ✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✒✓✆ ✆✓✄✜✚ ✒✓✆✟✔ ✔☎✆▼✳✢✣✘✞ ✚ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹③✫✰✌❥✱✌❍❝❏▲✺●✵■✯❜✱✮✵●✯ ✒✓✣✘✞❅✳✦✁ ✚✜✁☎✣✘✞✢✞❅✹✓✆ ✠☛✡✌✤ ✔☎✆✓✄ ✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄

Y
✆✟✚ ✔☎✆✓✄

✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄ ✳✢✆✓✄★✌ � �
Θ

✆✓✄✜✚✝✔✖✡ ✠✢✔❏✬ ✄✜✏ ✣✘✤✜✚✙✆ ✥

Q⋆ = arg max
Q

P (Q|Y,Θ)

■ ✣✘✞ ✄✙✁✱✳❂✹✟✤ ✡✌✞ ✚ ✰❚✬ ✆ ✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄✎✠ ✆❨✬✢✏✍✆✟✞ ✚ ☛✟✚✜✤✙✆✖✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✣✯✬ ✁ ✞ ✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✆✓✄ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆ ✹ ✰❚✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞
✠ ✆❨✬✢✚ ☛✟✚✜✤✙✆ ✤✙✆✑✏ ✣✘✤❄✮✴✬✢✔✱✹✓✆ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆ ✄❄✬✢✁ ✚❀❙

Q⋆ ∝ arg max
Q

E[ P (Q|X,Θ) | X ∼ s(X) ]

= arg max
Q

∫

Λ
P (Q|X,Θ) . s(X) dX

✢ ✞ ✡✌✠✢✠✢✔ ✁✱✰❚✬☛✡✌✞ ✚ ✔✖✡ ✤●❁✟☞ ✔☎✆✴✳✢✆ ✎ ✡ ✌✍✆✓✄✪✤✢✁ ✔ ✏✑✁☎✆✟✞ ✚P❙

Q⋆ = arg max
Q

P (Q|Θ) .

∫

Λ

P (X|Q,Θ)

P (X|Θ)
. s(X) dX

✎ ✵✦✥ ✪ ❆ ✑

✿❚❲



⑩✡✱ ✁ ✱❂❼ ✺✷✸♦✱P✭✡✭✹✫✮✯❬❍✻❍❲✫✮✭✹✸✻✺ ❳☎✺✧❙ ✫ ✌❥✫✮✵✷✱✮❙ ✺✼❍●❱☎✵✼❳☎✺■❍♣✱✁�■❍❦✺●✵■❋✌✫P❏✲✯✲✱P✭✥❍ ✌❥✫✮✵❝❏✲✯❜✺❝❙❬❙ ✺■❍

✕ ✣✯✬ ✄ ✏✍✆✟✞ ✣✘✞ ✄✖✳ ✂ ✁ ✞ ✚✜✤✙✣ ✳✼✬✢✁ ✤✙✆ ✔☎✆ ✞ ✣✯✬✢✏✍✆ ✡✭✬ ✚✙✆✟✤❄✮✗✆
s(X) = P (X|Φ)

✤✞✰❚✬✢✁ ✠ ✆❨✬✢✚ ☛✟✚✜✤✙✆ ✳❂✹✞✝ ✞✢✁✝✒✓✣✯✮✖✮✗✆ ✔✖✡
✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆ ✳✢✆✟✞ ✄✜✁ ✚●✹ ✳✢✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹▼✳✢✆

X
✳❂✹✞✝ ✞✢✁☎✆ ✄❄✬✢✤

Λ
✆✟✚ ✒✓✣✘✞❅✳✦✁ ✚✜✁☎✣✘✞✢✞❅✹✓✆✂✠☛✡✌✤✺✬✢✞ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮P❇✢✔☎✆

Φ
✳✢✆

✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆✓✄ ✎ ✒✟✤✜✁ ✚●❁✟✤✙✆✓✄✪✤ ✠✢✤✙✣✘✠✢✤✜✁✱✹✟✚●✹✓✄ ✆✟✚ ✝✌✣✯✬ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✑✝✠ ✆✟✤❄✮✗✆✟✚✜✚ ✡✌✞ ✚ ✳ ✂ ✁ ✞✗✏ ✹✟✤✙✆✟✤
s(X)

✥ ■ ✆✟✚ ✆✟✞ ✄ ✆❨✮✴❇✢✔☎✆
✳✢✆ ✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆✓✄

Φ
✠ ✆❨✬✢✚★☛✟✚✜✤✙✆❀✳✦✁ ✏✑✁☎✄●✹ ✆✟✞ ✚✜✤✙✣✘✁☎✄ ✒ ✡✌✚●✹✟☞✍✣✘✤✜✁☎✆✓✄P❙

✪ ✥ ✶ ✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✞ ✣✘✞❭❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹✓✆✓✄ ✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄●✹✓✆✓✄ ✠ ✣✯✬✢✤✕✆✟✞ ✚✜✤ ✡✦✥☎✞ ✆✟✤✕✔☎✆✓✄ ✮✗✣✲✳❂❁✟✔☎✆✓✄✕✡✘✒✓✣✯✬ ✄✜✚✜✁✱✰✲✬ ✆✓✄✪✤ ✮✗✣✲✳❂✹✟✔ ✁☎✄●✹✓✆✓✄
✠☛✡✌✤ ✔✖✡ ✳✢✆✟✞ ✄✙✁ ✚●✹P✳✢✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹

P (X|XTr) = P (X|Θ)
✤ ✣✯✬

Θ
✆✓✄✜✚ ✔ ✂ ✆✟✞ ✄✙✆❨✮P❇✢✔☎✆ ✳✢✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄

✳✢✆✓✄ ✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆✓✄ ✡✘✒✓✣✯✬ ✄✙✚✜✁✱✰❚✬ ✆✓✄ ✥
✵✦✥ ✶ ✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄❳❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹✓✆✓✄

Y
✥

✽✦✥✜✣ ✞ ✆✟✞ ✄ ✆❨✮✴❇✢✔☎✆ ✳✢✆ ✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆✓✄ ✡✯✳❂✳✦✁ ✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄
κ
✥ ■ ✆✓✄ ✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆✓✄ ✠ ✆❨✬✢✏✍✆✟✞ ✚ ☛✟✚✜✤✙✆ ✚✜✤●❁✓✄ ✏✘✡ ✖

✤✜✁✱✹✓✆✓✄ ✥✌☞ ✞ ✠ ✆❨✬✢✚ ✹✟✏✍✣ ✰❚✬ ✆✟✤✕✔ ✂ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✧✳✼✬ ❋✔✕ ✫ ✤ ✳✢✆✓✄ ✒✓✣✘✞ ✚✜✤ ✡✌✁ ✞ ✚✙✆✓✄✎✄❄✬✢✤ ✔☎✆ ✳✢✣✯✮ ✡✌✁ ✞ ✆✖✳✢✆ ✳❂✹✞✝ ✞✢✁ ✚✜✁☎✣✘✞
✳✢✆

s(X)
✤ ✔ ✂ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✏✘✡✌✔ ✔☎✆P✳ ✂ ✁ ✞ ✒✓✆✟✤✜✚✜✁ ✚❄✬❅✳✢✆✴✳✢✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄✪✤ ✆✟✚✙✒ ✥

☞ ✞ ✠ ✆❨✬✢✚ ✡✌✔☎✣✘✤✙✄ ✆✑✖✦✠✢✤✜✁❏✮✗✆✟✤
s(X)

✒✓✣✯✮✖✮✗✆P✹✟✚ ✡✌✞ ✚ ✔✖✡ ✔☎✣✘✁ ✳✢✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✳✢✆
X

✒✓✣✘✞❅✳✦✁ ✚✜✁☎✣✘✞✢✞❅✹✓✆ ✠☛✡✌✤ ✒✓✆✓✄ ✚✜✤✙✣✘✁☎✄
✆✟✞ ✄✙✆❨✮✴❇✢✔☎✆✓✄ ✳✢✆ ✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ❙

s(X) = P (X|XTr , Y, κ)
✎ ✵✦✥✷✵❑❲ ✑

s(X) = P (X|Θ, Y, κ)
✎ ✵✦✥✷✵ ✪ ✑

✢ ✞ ✡✌✠✢✠✢✔ ✁✱✰❚✬☛✡✌✞ ✚ ✔✖✡ ✤●❁✟☞ ✔☎✆❯✳✢✆ ✎✝✡ ✌✍✆✓✄✝✆✟✚ ✆✟✞ ✠ ✣ ✄✙✚❄✬✢✔✖✡✌✞ ✚✝✔ ✂ ✁ ✞❅✳❂✹✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✒✓✆ ✆✟✞ ✚✜✤✙✆
XTr

✆✟✚
Y
✎ ✒ ✂ ✆✓✄✜✚★✆ ✳✦✁ ✤✙✆❯✰❚✬ ✆

✔☎✆ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚ ✆✓✄✜✚❱✳❂✹✓✒✓✣✘✤✜✤●✹✟✔✱✹P✳✼✬✂✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔✚✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✑❀❙

P (X|XTr, Y, κ) =
P (X|Θ).P (X|Y, κ)

P (X)

✎ ✵✦✥✷✵❑✵ ✑

☞ ✞ ✠ ✆❨✬✢✚✝✤✙✆❨✮ ✠✢✔✖✡✘✒✓✆✟✤ ✔☎✆✕✚✙✆✟✤❄✮✗✆ 1
P (X)

✠☛✡✌✤ ✬✢✞ ✆✕✒✓✣✘✞ ✄✜✚ ✡✌✞ ✚✙✆
α
✒ ✡✌✤ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆❯✳✢✆✟✞ ✄✜✁ ✚●✹❯✳✢✆✕✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✆✓✄✜✚ ✠✢✔✖✡✌✚✙✆ ✥

s(X) = α . P (X|Y, κ) . P (X|Θ)
✎ ✵✦✥✷✵❑✽ ✑

✸ ✡✌✤✕✒✓✣✘✞ ✄●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✚✪✤ ✆✟✞ ✤✙✆❨✮ ✠✢✔✖✡❀✫ ✡✌✞ ✚
s(X)

✳ ✡✌✞ ✄ ✔ ✂ ✹ ✰✲✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞✻✵✦✥ ✪ ❆ ✆✟✚ ✠❂✬✢✁☎✄●✰❚✬ ✆
Q⋆ ✞ ✆P✳❂✹✟✠ ✆✟✞❅✳ ✠☛✡✘✄ ✳✢✆

α
✤☛✁ ✔

✏ ✁☎✆✟✞ ✚✴❙

Q⋆ = arg max
Q

P (Q|Θ)
︸ ︷︷ ︸

(1)

.

∫

Λ
P (X|Q,Θ) . P (X|Y, κ) dX

︸ ︷︷ ︸

(2)

✎ ✵✦✥✷✵✭✿ ✑

✕ ✣✯✬ ✄ ✤✙✆✟✚✜✤✙✣✯✬✢✏✍✣✘✞ ✄ ✁☎✒✟✁✥✬✢✞ ✠✢✤✙✆❨✮ ✁☎✆✟✤ ✚✙✆✟✤❄✮✗✆✚✎ ✪ ✑✝✒✓✣✘✤✜✤✙✆✓✄✜✠ ✣✘✞❅✳ ✡✌✞ ✚✯✆ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✡ ✠✢✤✜✁☎✣✘✤✜✁ ✳✢✆ ✔✖✡ ✄●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆
✳ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚

Q
✥✚✸ ✡✌✤ ✒✓✣✘✞ ✚✜✤✙✆✔✤ ✔☎✆ ✚✙✆✟✤❄✮✗✆ ✎ ✵ ✑ ✒✓✣✘✤✜✤✙✆✓✄✜✠ ✣✘✞❅✳ ✡✌✞ ✚ ✁ ✞✢✁ ✚✜✁✖✡✌✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚✜✆ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹

P (Y |Q)
✰❚✬ ✆ ✔☎✆✓✄

✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✡✌✁☎✆✟✞ ✚ ✹✟✚●✹✕☞❖✹✟✞❅✹✟✤●✹✓✆✓✄ ✠☛✡✌✤
Q

✆✓✄✙✚✝✁☎✒✟✁ ✤✙✆❨✮ ✠✢✔✖✡✘✒ ✹ ✠☛✡✌✤ ✔ ✂ ✆✓✄✜✠ ✹✟✤ ✡✌✞ ✒✓✆❀✳✢✆ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✄❄✬✢✤
Λ✳✼✬ ✏ ✡✌✁ ✚❱✰✲✬ ✆ ✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✠ ✆❨✬✢✏✍✆✟✞ ✚ ☛✟✚✜✤✙✆❯✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✣✯✬ ✁ ✞ ✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✆✓✄ ✥

✿ ✪



▼❉◗❥✫❂✌✹✯✲❏✲✵✷✺✼⑩ ✱❂❼ ✺✷✸♦✱✮✭✰✭✹✫✮✯❬❍✻❍❝✫P✭✹✸✻✺ ✫✮❱❥❏ ✱ ✂✒✫P❏✲✯❜❯❝❱✡✺❺❳✘✺✧❙ ✫ ✌❥✫✮✵✷✱✮❙ ✺❺✫✮❋✌✺✷✸ ❳✙✱P✭✡✭✏❑♦✺■❍✄✂✒✫✮✭✏❯❝❱❥✫P✭✰❏▲✺■❍

✶ ✂ ✹ ✰❚✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✵✦✥✷✵❑✾ ✆✓✄✜✚ ✔✖✡✗✤✙✆✑✏ ✣✘✤❄✮✴✬✢✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞✧✳✢✆ ✔ ✂ ✹ ✰❚✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞✧✵✦✥✷✵✭✿ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✒ ✡✯✳✦✤✙✆ ✳ ✂ ✬✢✞ ✳❂✹✓✒✓✣✲✳ ✡✌☞✍✆✝✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤ ✳✢✆
✔ ✂ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆ ✳✢✆✯✙ ✁ ✚✙✆✟✤❄❇✢✁✥✳❂✹✓✒✟✤✜✁ ✚ ✡✭✬ ✠☛✡✌✤ ✡✌☞ ✤ ✡✌✠✢✛ ✆ ✪ ✥ ✪ ✥ ✿ ✥✷✵ ✎ ✠☛✡✌☞✍✆ ✪ ✿ ✑ ✥

Q⋆ = arg max
Q

(

π0 .
T∏

t=1

P (qt|qt−1)

)

.

( T∏

t=1

∫

Λ
P (xt|qt) . P (xt|Y, κ) dxt

)

= arg max
Q

(

π0 .

T∏

t=1

aqt−1qt

)

.

( T∏

t=1

∫

Λ
bqt(xt) . P (xt|Y, κ) dxt

)

= arg max
Q

π0 .

T∏

t=1

[

aqt−1qt .

∫

Λ
bqt(xt) . P (xt|Y, κ) dxt

] ✎ ✵✦✥✷✵❑✾ ✑

✶ ✂ ✹ ✰❚✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞✏✵✦✥✷✵❑✾ ✁❏✮ ✠✢✔ ✁✱✰✲✬ ✆✺✳ ✂ ✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄✙✆✟✤❀✳✢✆✓✄✍✌ � � ✠ ✣ ✄✙✄●✹ ✳ ✡✌✞ ✚❀✳✢✆✓✄ ✮ ✡✌✚✜✤✜✁☎✒✓✆✓✄P✳✢✆ ✒✓✣ ✏ ✡✌✤✜✁✖✡✌✞ ✒✓✆ ✳✦✁✖✡✌☞✍✣✘✞☛✡✌✔☎✆✓✄ ✥
✢ ✞ ✆✄✂ ✆✟✚ ✁ ✔ ✆✓✄✜✚ ✒✓✣✯✮ ✠✢✔☎✆✑✖✢✆ ✆✟✚ ✒✓✣✎✍✢✚✙✆❨✬✗✖ ✳ ✂ ✹✟✏ ✡✌✔❏✬ ✆✟✤ ✔ ✂ ✆✑✖✑✠✢✤✙✆✓✄✙✄✙✁☎✣✘✞ ∫

Λ bqt(xt) . P (xt|Y, κ) dxt
✡✭✬ ✞✢✁ ✏✍✆ ✡✭✬ ✳✢✆
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Q⋆ = arg max
Q

π0 .

T∏

t=1

[

aqt−1qt .

F∏

f=1

∫

Λ
bqt(x(t, f)) . P (x(t, f)|Y, κ) dx(t, f)

︸ ︷︷ ︸
�✂✁☎✄✝✆✟✞✠✆☛✡✌☞✌✡ ✍✏✎✒✑✔✓ ✎✖✕✗✡✌✘✙✘✏✡✌✄✝✚✛✕✛✞✠✁✏✜✝✡✌✚✟✞✠☞✌✢

] ✎ ✵✦✥✷✵ ❉ ✑

✣✁�
F
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P (x(t, f)|Y, κ)
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Y = X
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P (X|Y, κ)
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✤ ✡✘✒
δ(.)

✏ ✡✭✬✢✚ ✪ ✄✙✁ ✄✙✣✘✞ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆ ✆✓✄✜✚ ✞❚✬✢✔ ✆✟✚ ❲ ✄✜✁ ✞ ✣✘✞ ✥✤❩ ✔ ✆✓✄✙✚ ✡✌✁ ✞ ✄✜✁ ✠ ✣ ✄✙✄✙✁❏❇✢✔☎✆✴✳✢✆ ✤✙✆✑✏ ✣✘✤❄✮✴✬✢✔☎✆✟✤✕✔ ✂ ✹ ✰✲✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞
✿❚✵
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✵✦✥✷✵ ❉ ✠☛✡✌✤❀❙

Q⋆ = arg max
Q

π0 .

T∏

t=1

[

aqt−1qt .

F∏

f=1

∫

Λ
bqt(x(t, f)) . δ(x(t, f) − y(t, f)) dx(t, f)

]

= arg max
Q

π0 .
T∏

t=1

[

aqt−1qt .
F∏

f=1

bqt(y(t, f))

]

= arg max
Q

π0 .

T∏

t=1

[

aqt−1qt .

F∏

f=1

bqt(x(t, f))

]

= arg max
Q

π0 .

T∏

t=1

aqt−1qt . bqt(xt)
✎ ✵✦✥✷✵❖◗✔✑
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❋✑✣✘✁ ✚

m(t, f)
✬✢✞ ✆✕✏✘✡✌✤✜✁✖✡✭❇✢✔☎✆ ✡✌✔✱✹ ✡✌✚✙✣✘✁ ✤✙✆ ✠✢✤✙✆✟✞☛✡✌✞ ✚ ✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤ ✳ ✡✌✞ ✄

[0, 1]
✥ ■ ✆✟✚✜✚✙✆✕✏✘✡✌✤✜✁✖✡✭❇✢✔☎✆ ✏ ✡✭✬✢✚ ✪ ✄✜✁ ✔☎✆✕✒✓✣✑✆✑✏ ✖

✝☛✒✟✁☎✆✟✞ ✚ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔
y(t, f)

✆✓✄✜✚ ✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚ ✣✯✬ ✁ ✞ ✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✆✟✚ ❲ ✄✜✁ ✞ ✣✘✞ ✥✗✣ ✞ ✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆ ✳✢✆ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❱✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄
M

✏ ✣✯✬✢✤✜✞✢✁ ✚✎✡✌✔☎✣✘✤✙✄ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹
P (m(t, f) = 1)

✎ ✣✯✬
1 − P (m(t, f) = 0)

✑✕✠ ✣✯✬✢✤ ✒ ✛☛✡✯✰❚✬ ✆✗✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚
✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔

y(t, f)
✥ ✘ ✡✌✞ ✄ ✬✢✞ ✄✙✣✯✬ ✒✟✁☎✄❀✳✢✆ ✒✟✔✖✡✌✤✜✚●✹✔✤ ✞ ✣✯✬ ✄✕✞ ✣✘✚✙✆✟✤✙✣✘✞ ✄ ✡✭❇❂✬ ✄✜✁ ✏✍✆❨✮✗✆✟✞ ✚

x(t, f)
✤
y(t, f)

✆✟✚
m(t, f)

✠☛✡✌✤
x
✤
y
✆✟✚

m
✥

✑ ✞✥✁✭✗✹✓✲✍❉✞✡✗✲✓❬❸❹✞❥✎❹✓❬❅✏✍ ✍❉❅✹✍✬❢✻⑨✜❅✹✁✌✍ ✣✘☞
✶ ✡✂✚✙✆✓✒✙✛✢✞✢✁✱✰✲✬ ✆ ✳✢✆ ✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✔☎✆ ✠✢✔❏✬ ✄ ✄✜✁❏✮ ✠✢✔☎✆ ✄✙✆✗✠✢✔✖✡✘✒✓✆ ✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✒✓✣✘✞ ✚✙✆✑✖✑✚✙✆ ✳✢✆ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄P✮ ✡✌✞✡✖

✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✠☛✡✌✤✎✣✘✠✢✠ ✣ ✄✜✁ ✚✜✁☎✣✘✞ ✡✭✬✗✖✻✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✁ ✞ ✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✆✓✄ ✥ ✢ ✞ ✆✄✂ ✆✟✚✪✤✚✳ ✡✌✞ ✄✎✒✓✆ ✒✓✣✘✞ ✚✙✆✑✖✦✚✙✆✔✤ ✔☎✆✓✄❀✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄
✄✙✣✘✞ ✚ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤●✹✓✆✓✄ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆❈✹✟✚ ✡✌✞ ✚✗✄❄✬✗✥ ✄ ✡✭✮✖✮✗✆✟✞ ✚ ✤✙✆✟✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚ ✡✌✚✜✁ ✏✍✆✓✄ ✳✼✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✳✢✆ ✔✖✡✂✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✥ ✶ ✆ ✮✗✣✘✚✙✆❨✬✢✤
✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✔☎✆✓✄ ✚✜✤ ✡✌✁ ✚✙✆✴✳✢✣✘✞ ✒ ✳✢✆❯✮ ✡✌✞✢✁✱❁✟✤✙✆ ✒✟✔✖✡✘✄ ✄✜✁✱✰❚✬ ✆✚✎ ✹ ✰❚✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✪ ✥✷❆ ✑ ✥ ■ ✆✓✒✟✁ ✆✓✄✜✚❱✬✢✞ ✆ ✒✓✣✘✞ ✄●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✒✓✆
✳✦✁ ✤✙✆✓✒✟✚✙✆P✳✢✆ ✔ ✂ ✛✁✌✑✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄✙✆P✳✢✆P✳✢✣✯✮ ✁ ✞☛✡✌✞ ✒✓✆ ✥ ✶✄✂ ✛✁✌✑✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄ ✆ ✳✢✆P✳✢✣✯✮ ✁ ✞☛✡✌✞ ✒✓✆ ✠ ✣ ✄✜✚❄✬✢✔☎✆ ✰✲✬ ✂ ✬✢✞ ✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚ ✄✜✠ ✆✓✒✗✖
✚✜✤ ✡✌✔ ✆✓✄✙✚ ✳✢✣✯✮ ✁ ✞❅✹ ✄✙✣✘✁ ✚ ✠☛✡✌✤ ✔ ✂ ✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆ ✳✢✆✎✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆✔✤ ✄✙✣✘✁ ✚ ✠☛✡✌✤ ✔ ✂ ✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆ ✳✼✬❭❇✢✤❄✬✢✁ ✚ ✥ ✶ ✣✘✤✙✄●✰✲✬ ✆ ✔☎✆ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✆ ✳✢✆
✠❂✬✢✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✆✓✄✜✚ ✒✓✣✯✮ ✠✢✤✙✆✓✄✙✄ ✹ ✠☛✡✌✤❯✬✢✞ ✆ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✤ ✒✓✆ ✰✲✬✢✁ ✆✓✄✜✚ ✄✙✣✯✬✢✏✍✆✟✞ ✚ ✔☎✆ ✒ ✡✘✄ ✡ ✏✍✆✓✒

log(.)
✣✯✬

3
√

.
✤ ✔ ✂ ✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆

✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏❖✹✓✆ ✠ ✆❨✬✢✚★☛✟✚✜✤✙✆ ✁❏✮ ✠❂✬✢✚●✹✓✆✎✄ ✣✘✁ ✚ ✡✭✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔✥✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆✔✤ ✄ ✣✘✁ ✚ ✡✭✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔✥✳✼✬❈❇✢✤❄✬✢✁ ✚✴❙

y ≈ max(x, n)

✸ ✡✌✤✗✒✓✣✘✞ ✚✜✤✙✆ ✔☎✆✓✄✖✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄✖✮ ✡✘✄ ✰❚✬❅✹✓✆✓✄✗✄ ✣✘✞ ✚✗✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤●✹✓✆✓✄✗✒✓✣✯✮✖✮✗✆ ✹✟✚ ✡✌✞ ✚✗✚✙✣✘✚ ✡✌✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄✪✤ ✒ ✂ ✆✓✄✙✚
✆ ✳✦✁ ✤✙✆ ✰✲✬ ✂ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✄ ✣✘✞ ✚ ✁ ✞❚✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄ ✡✭❇✢✔☎✆ ✠☛✡✌✤ ✔☎✆ ✮✗✣✘✚✙✆❨✬✢✤ ✳✢✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✥ ✢ ✞ ✣✯✬✢✚✜✤✙✆✔✤ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆ ✚✙✆✓✒✙✛✢✞✢✁✱✰✲✬ ✆❈✳✢✆
✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✞✏ ✡✌✁ ✚ ✔ ✂ ✛✁✌✑✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄✙✆ ✰✲✬ ✂ ✁ ✔ ✞ ✂ ✆✑✖✑✁☎✄✙✚✙✆ ✠☛✡✘✄ ✳✢✆✎✒✟✤✜✁ ✚●❁✟✤✙✆ ✠ ✆✟✤❄✮✗✆✟✚✜✚ ✡✌✞ ✚❯✳ ✂ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮✗✆✟✤ ✔☎✆✓✄ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✳✢✆
✒✓✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❯✰❚✬✢✁ ✡✭✬✢✤ ✡✌✁☎✆✟✞ ✚❀✳✼✬ ✆✓✄✯☛✟✚✜✤✙✆ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏❖✹✓✆✓✄ ✆✟✞ ✡✭❇ ✄✙✆✟✞ ✒✓✆ ✳✢✆P❇✢✤❄✬✢✁ ✚ ✥ ✣ ✞ ✆✎✚✙✆✟✔ ✔☎✆ ✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✆✓✄✙✚

✿❚✽



▼❉◗❥✫❂✌✹✯✲❏✲✵✷✺✼⑩ ✱❂❼ ✺✷✸♦✱✮✭✰✭✹✫✮✯❬❍✻❍❝✫P✭✹✸✻✺ ✫✮❱❥❏ ✱ ✂✒✫P❏✲✯❜❯❝❱✡✺❺❳✘✺✧❙ ✫ ✌❥✫✮✵✷✱✮❙ ✺❺✫✮❋✌✺✷✸ ❳✙✱P✭✡✭✏❑♦✺■❍✄✂✒✫✮✭✏❯❝❱❥✫P✭✰❏▲✺■❍

✡✌✠✢✠ ✆✟✔✱✹✓✆♣✴❡❱☎❙✖❙ ✂✒✫✮✵❜❵✮✯❬✭✏✫✮❙ ✯✁�❦✫✙❏✲✯✲✱✮✭ ✎ ☞❂✮ ✡✌✤✜☞ ✑✍✫ ■ ✣✑✣✯❃✍✆✴❆ ❉ ✭ ✥ ✢ ✔ ✔☎✆ ✆✓✄✜✚ ✒ ✡✌✤ ✡✘✒✟✚●✹✟✤✜✁☎✄●✹✓✆ ✠☛✡✌✤P❙
∫

Λ
bqt(x) . P (x|Y, κ) dx = P (m = 0) . bqt(x) + P (m = 0) .

∫ ∞

−∞

bqt(x) dx

︸ ︷︷ ︸

=1

= P (m = 0) . bqt(x) + P (m = 0)
✎ ✵✦✥✷✵ ❍ ✑

✶ ✡✠✏ ✬✢✔ ✔ ✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔ ✁ ✁ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁☎✄✜✚✙✆ ✳✢✣✘✞ ✒ ✡ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✦✥☎✚✜✤✙✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤P✬✢✞✢✁✱✰❚✬ ✆❨✮✗✆✟✞ ✚✖✳✢✆✓✄✴✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄
✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄ ✳✼✬ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✣✘☞ ✤ ✡✭✮✖✮✗✆ ✥ ✶ ✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✞ ✂ ✁ ✞✁�❅✬ ✆✟✞ ✚ ✠☛✡✘✄ ✔☎✆ ✤●✹✓✄❄✬✢✔ ✚ ✡✌✚ ✒ ✡✌✤ ✔✖✡❀✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔☎✆ ✳✢✆
✔☎✆❨✬✢✤ ✏ ✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮P❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆✎✄❄✬✢✤

] −∞,∞[
✆✓✄✜✚❳✹✟☞ ✡✌✔☎✆ ✆ ✪ ✰✲✬ ✆✟✔✱✰❚✬ ✆✓✄ ✄✙✣✘✁ ✚ ✔ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤●✹ ✥

✑ ✞✥✁✭✗✹✓✲✍☛✞✡✗✲✓✖❸❦✞❥✎❹✓✖❅✹✍ ⑨✜❅✹✁✌✍ ✣✘☞
✶ ✡ ✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✺❇ ✣✘✤✜✞❅✹✓✆✝✆✑✖✦✠✢✔☎✣✘✁ ✚✙✆ ✔☎✆✓✏ ✡✌✁ ✚ ✰✲✬ ✆ ✔☎✆✓✄ ✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✳✼✬✗✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✣✘☞ ✤ ✡✭✮✖✮✗✆✝✄✙✣✘✞ ✚ ✳✢✆✓✄ ✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆✓✄✪✤

✆✟✚ ✠☛✡✌✤ ✒✓✣✘✞ ✄●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✚ ✒✓✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✖ ✒✟✁ ✄✙✣✘✞ ✚ ✠ ✣ ✄✜✁ ✚✜✁ ✏✍✆✓✄ ✥✤❋ ✁ ✔ ✂ ✣✘✞ ✞ ✣✘✚✙✆
x
✔ ✂ ✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆❀✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆✺❙

0 ≤ x
✎ ✵✦✥✷✵❑❆ ✑

✘✕✆ ✠✢✔❏✬ ✄✗✄✙✁ ✔ ✂ ✣✘✞ ✒✓✣✘✞ ✄✙✁✱✳❂❁✟✤✙✆ ✔ ✂ ✡✯✳❂✳✦✁ ✚✜✁ ✏ ✁ ✚●✹ ✳✢✆✓✄✖✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆✓✄ ✳✢✆❈✳✦✁ ✂ ✹✟✤✙✆✟✞ ✚✙✄✗✄✜✁ ☞ ✞☛✡✭✬✗✖ ✎ ✔☎✆ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔❱✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆
✒✓✣✯✮ ✠✢✤✜✁☎✄✗✑ ✒✓✣✯✮ ✠ ✣ ✄ ✡✌✞ ✚ ✬✢✞ ✆ ✄✙✒ ❁✟✞ ✆ ✡✭✬❅✳✦✁ ✚✜✁ ✏✍✆✔✤ ✬✢✞ ✆✴❇ ✣✘✤✜✞ ✆ ✄●✬✢✠ ✹✟✤✜✁☎✆❨✬✢✤✙✆ ✄❄✬✢✤ ✔☎✆✓✄ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✳✢✆✓✄ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞✡✖
✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✠ ✆❨✬✢✚★☛✟✚✜✤✙✆ ✝ ✖✼✹✓✆ ✥ ✢ ✞ ✆✄✂ ✆✟✚✪✤❂✬✢✞ ✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹

y
✠ ✆❨✬✢✚★☛✟✚✜✤✙✆ ✆✑✖✑✠✢✤✜✁❏✮✺✹ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆ ✔✖✡ ✄✙✣✯✮✖✮✗✆❀✳✢✆✓✄

✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆✓✄ ✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆
x
✆✟✚❱✳✼✬ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚

n
❙

y = x + n

✶ ✆✓✄ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄
x
✆✟✚

n
✹✟✚ ✡✌✞ ✚ ✚✙✣✯✬✢✚✙✆✓✄❳✳✢✆❨✬✗✖ ✠ ✣ ✄✙✁ ✚✜✁ ✏✍✆✓✄❀❙

x ≤ y
✎ ✵✦✥✷✽❑❲ ✑

✶ ✆✓✄ ✹ ✰✲✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✵✦✥✷✵❑❆ ✆✟✚ ✵✦✥✷✽❑❲ ✳❂✹✞✝ ✞✢✁☎✄✙✄ ✆✟✞ ✚ ✬✢✞✂✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✏ ✡✌✔ ✔☎✆ ✳✢✆ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✠ ✣✯✬✢✏ ✡✌✞ ✚✯☛✟✚✜✤✙✆ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤●✹✓✆✓✄ ✠ ✣✯✬✢✤ ✔☎✆✓✄
✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❳✮ ✡✘✄●✰✲✬❅✹✓✆✓✄ ✥ ☞ ✞ ✠☛✡✌✤✜✔☎✆✎✡✌✔☎✣✘✤✙✄ ✁☎✒✟✁✥✳✢✆❯✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✁ ✞ ✒✓✆✟✤✜✚ ✡✌✁ ✞ ✆✓✄ ✥

✣ ✞ ✆ ✠✢✤✙✆❨✮ ✁✱❁✟✤✙✆ ✏ ✣✘✤❄✮P✬✢✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆ ✔✖✡ ✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ❇ ✣✘✤✜✞❅✹✓✆✓✄ ✆✓✄✜✚▼❇☛✡✘✄●✹✓✆ ✄❄✬✢✤▼✬✢✞ ✆ ✮✗✣✲✳❂✹✟✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆
P (x|Y, κ)

✠☛✡✌✤❱✬✢✞❈✮✺✹✟✔✖✡✌✞✢☞✍✆✴✳✢✆❯✳✢✆❨✬✗✖ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✥
✶ ✡ ✠✢✤✙✆❨✮ ✁✱❁✟✤✙✆✻✳ ✂ ✆✟✞ ✚✜✤✙✆ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✆✓✄✜✚ ✔✖✡ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆✞✘ ✁ ✤ ✡✘✒ ✥ ✣ ✞ ✆✞✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆✞✘ ✁ ✤ ✡✘✒

δ(.)
✏ ✡✭✬✢✚ ✪ ✄✜✁✕✄✙✣✘✞

✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆ ✆✓✄✜✚✝✞❚✬✢✔ ✆✟✚❳❲ ✄✜✁ ✞ ✣✘✞ ✥
✶ ✡❱✳✢✆❨✬✗✖✦✁✱❁❨✮✗✆ ✆✓✄✜✚✚✬✢✞ ✆ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞✴✳✢✆ ✳✢✆✟✞ ✄✙✁ ✚●✹ ✳✢✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✬✢✞✢✁ ✏ ✣✘✤❄✮✗✆

u(a, b)
✥✭❋✑✣✘✁ ✚✚✬✢✞ ✆ ✏✘✡✌✤✜✁✖✡✭❇✢✔☎✆ ✡✌✔✱✹ ✡✌✚✙✣✘✁ ✤✙✆

z
✤●✹✟☞ ✁☎✆ ✠☛✡✌✤❈✬✢✞ ✆ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆✻✳✢✆✟✞ ✄✜✁ ✚●✹✧✳✢✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹

u(a, b)
✤

P (z = c) = 1
b−a

, ∀c ∈ [a, b]
✆✟✚

P (z = c) = 0, ∀c /∈ [a, b]
✥

☞ ✁ ✞☛✡✌✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚✪✤
P (x|Y, κ)

✆✓✄✙✚ ✆✑✖✑✠✢✤✜✁❏✮✺✹✓✆ ✠☛✡✌✤P❙

P (x|Y, κ) = P (m = 0) . δ(x − y) + P (m = 1) . u(0, y)
✎ ✵✦✥✷✽ ✪ ✑

✿❑✿



⑩✡✱ ✁ ✱❂❼ ✺✷✸♦✱P✭✡✭✹✫✮✯❬❍✻❍❲✫✮✭✹✸✻✺ ❳☎✺✧❙ ✫ ✌❥✫✮✵✷✱✮❙ ✺✼❍●❱☎✵✼❳☎✺■❍♣✱✁�■❍❦✺●✵■❋✌✫P❏✲✯✲✱P✭✥❍ ✌❥✫✮✵❝❏✲✯❜✺❝❙❬❙ ✺■❍

✳ ✂ ✣✁� ❙

∫

Λ
bqt(x) . P (x|Y, κ) dx =

∫

Λ
bqt(x) .

(

P (m = 0) . δ(x − y) + P (m = 1) . u(0, y)

)

dx

= P (m = 0) .

∫

Λ
bqt(x) . δ(x − y) dx +

P (m = 1) .

∫

Λ
bqt(x) . u(0, y) dx

= P (m = 0) . bqt(y) +
P (m = 1)

y
.

∫ y

0
bqt(x) dx

✎ ✵✦✥✷✽❑✵ ✑

✕ ✣✯✬ ✄✥✳❂✹✓✄✜✁ ☞ ✞ ✆✟✤✙✣✘✞ ✄ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆ ✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞✎✠☛✡✌✤✂❊❉✭✡✯ � ✱✮✵✑✂❺★ �✂✯❬✵✷✫✙✸ ✂✒✫✮✵✲❵P✯❬✭✹✫P❙ ✯✁�❦✫P❏✲✯❜✱✮✭ ✎ ✣ ✘ ✮ ✡✌✤✜☞ ✑ ✫ ✙ ✁ ✁ ✁ ✞✢✛ ✣ ❆❑❆ ✤
✎✝✡✌✤❄❃✍✆✟✤ ❲ ✪ ❇✡✭ ✥

■ ✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤✙✣✘✞ ✄ ✮ ✡✌✁ ✞ ✚✙✆✟✞☛✡✌✞ ✚✝✔☎✆ ✒✟✤✜✁ ✚●❁✟✤✙✆ ✳✢✆ ✝ ✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✬✢✚✜✁ ✔ ✁☎✄●✹ ✠ ✣✯✬✢✤ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆✟✤ ✔☎✆ ✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✣✘☞ ✤ ✡✭✮✖✮✗✆✕✆✟✞ ✳✢✣✘✞✡✖
✞❅✹✓✆✓✄❱✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✆✟✚❳✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄☛✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄ ✥ ■ ✆✎✒✟✤✜✁ ✚●❁✟✤✙✆ ✆✓✄✜✚ ❇☛✡✘✄●✹ ✄●✬✢✤ ✔☎✆ ✄✙✆❨✬✢✁ ✔ ✔✖✡✌☞✍✆P✳✼✬

SNRlocal

✥ ❘ ✣✯✬✢✚ ✒✓✣✑✆✑✏ ✖
✝☛✒✟✁☎✆✟✞ ✚ ✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔✥✳✢✣✘✞ ✚ ✔☎✆

SNRlocal

✆✓✄✜✚✝✁ ✞✗✏ ✹✟✤✜✁☎✆❨✬✢✤✓✆ ✬✢✞ ✄✙✆❨✬✢✁ ✔
γ
✆✓✄✜✚ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤●✹ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆❯✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚ ✥

P (m = 1) = P (SNRlocal < γ)

= P (10 log10

(x

n

)
< γ)

= P (x < xSNR−γ)
✎ ✵✦✥✷✽❑✽ ✑

✕ ✣✯✬ ✄ ✳❂✹✞✝ ✞✢✁☎✄✙✄ ✣✘✞ ✄ ✔✖✡ ✏ ✡✌✔☎✆❨✬✢✤
xSNR−γ

✒✓✣✯✮✖✮✗✆ ✔ ✂ ✹✟✞ ✆✟✤✜☞ ✁☎✆ ✳✼✬ ✄✙✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✳✢✆ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✄✙✣✯✬ ✄ ✔ ✂ ✛✁✌✑✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄ ✆ ✰✲✬ ✆ ✔☎✆
❋✔✕ ✫ ✄✙✣✘✁ ✚P✹✟☞ ✡✌✔ ✆

γ
✳ ✎✕✥✚❩ ✞ ✏✍✆✟✤✙✄ ✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✚✙✣✯✬✢✚ ✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔ ✳✢✣✘✞ ✚ ✔☎✆

SNRlocal

✆✓✄✜✚✎✄●✬✢✠ ✹✟✤✜✁☎✆❨✬✢✤ ✣✯✬
✹✟☞ ✡✌✔✏✆

γ
✆✓✄✜✚ ✒✓✣✘✞ ✄✙✁✱✳❂✹✟✤●✹ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆ ✥

P (m = 0) = P (SNRlocal ≥ γ)

= P (x ≥ xSNR−γ)
✎ ✵✦✥✷✽✭✿ ✑

✶ ✡ ✒✓✣✯✮✴❇✢✁ ✞☛✡✌✁☎✄ ✣✘✞▼✳✢✆✓✄✝✁ ✞❅✹ ✰✲✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✵✦✥✷✵❑❆✗✆✟✚❳✵✦✥✷✽❑✽✗✡✌✁ ✞ ✄✜✁✥✰✲✬ ✆❀✵✦✥✷✽❑❲ ✆✟✚❳✵✦✥✷✽✭✿ ✳✢✣✘✞✢✞ ✆✺❙

P (m = 1) = P (0 ≤ x < xSNR−γ)
✎ ✵✦✥✷✽❑✾ ✑

P (m = 0) = P (xSNR−γ ≤ x ≤ y)
✎ ✵✦✥✷✽ ❉ ✑

■ ✆✓✄P✳✢✆❨✬✗✖ ✹ ✰✲✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄✪✤✞✵✦✥✷✽❑✾✂✆✟✚ ✵✦✥✷✽ ❉ ✤ ✳❂✹✞✝ ✞✢✁☎✄ ✄✙✆✟✞ ✚ ✤✙✆✓✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✁ ✏✍✆❨✮✗✆✟✞ ✚✖✳✢✆✓✄ ✁ ✞ ✚✙✆✟✤✜✏ ✡✌✔ ✔☎✆✓✄✖✳✢✆✺✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞
✠ ✣✯✬✢✤✕✔☎✆✓✄❀✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❀✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄✎✆✟✚✕✔☎✆✓✄❀✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄ ✥ ✶ ✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹✖✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔☎✆✺✳ ✂ ✹❨✮ ✁☎✄✙✄✜✁☎✣✘✞✧✳ ✂ ✬✢✞ ✆

✿❚✾



▼❉◗❥✫❂✌✹✯✲❏✲✵✷✺✼⑩ ✱❂❼ ✺✷✸♦✱✮✭✰✭✹✫✮✯❬❍✻❍❝✫P✭✹✸✻✺ ✫✮❱❥❏ ✱ ✂✒✫P❏✲✯❜❯❝❱✡✺❺❳✘✺✧❙ ✫ ✌❥✫✮✵✷✱✮❙ ✺❺✫✮❋✌✺✷✸ ❳✙✱P✭✡✭✏❑♦✺■❍✄✂✒✫✮✭✏❯❝❱❥✫P✭✰❏▲✺■❍

✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞
y
✠ ✣✯✬✢✤ ✬✢✞ ✹✟✚ ✡✌✚

qt
✆✓✄✜✚ ✡✌✔☎✣✘✤✙✄✴❙

∫

Λ
bqt(x).P (x|Y, κ) dx =

∫

Λ
bqt(x).

(

P (m = 0).u(0, xSNR−γ ) + P (m = 1).u(xSNR−γ , y)

)

dx

= P (m = 0) .

∫

Λ
bqt(x) . u(0, u(xSNR−γ)) dx +

P (m = 1) .

∫

Λ
bqt(x) . u(u(xSNR−γ), y) dx

=
P (m = 0)

xSNR−γ
.

∫ xSNR−γ

0
bqt(x) dx +

P (m = 1)

y − xSNR−γ
.

∫ y

xSNR−γ

bqt(x) dx
✎ ✵✦✥✷✽❖◗✔✑
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❩ ✔ ✆✓✄✙✚ ✹✟☞ ✡✌✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚✝✠ ✣ ✄✙✄✜✁❏❇✢✔☎✆ ✳✢✆ ✤✙✆✟✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚✙✆✟✤
P (x|Y, κ)
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✕ ✣✯✬ ✄ ✡ ✏✍✣✘✞ ✄ ✏✲✬ ✡✭✬ ✠☛✡✌✤ ✡✌☞ ✤ ✡✌✠✢✛ ✆ ✪ ✥ ✪ ✥ ✿ ✥✷✽ ✰✲✬ ✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺✹✟✚✜✤✜✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔☎✆ ✆✓✄✜✚ ✄✙✣✯✬✢✏✍✆✟✞ ✚ ✹✟✚✙✆✟✞❅✳✼✬ ✆ ✠☛✡✌✤

✳✢✆✓✄ ✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚✙✄❯✳✗✌✑✞☛✡✭✮ ✁✱✰❚✬ ✆✓✄ ✎ ✳❂✹✟✤✜✁ ✏❖✹✓✆✓✄ ✠✢✤✙✆❨✮ ✁✱❁✟✤✙✆✓✄
∆

✆✟✚ ✄✙✆✓✒✓✣✘✞❅✳✢✆✓✄
∆∆

✑ ✥ ❋✑✣✘✁ ✚
∆y(t, f)

✆✟✚
∆∆y(t, f)

✔☎✆✓✄ ✳❂✹✟✤✜✁ ✏❖✹✓✆✓✄ ✠✢✤✙✆❨✮ ✁✱❁✟✤✙✆✓✄ ✆✟✚ ✄✙✆✓✒✓✣✘✞❅✳✢✆✓✄ ✳✼✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✡✭✬ ✚✙✆❨✮ ✠ ✄
t
✳ ✡✌✞ ✄ ✔✖✡✺❇☛✡✌✞❅✳✢✆✴✳✢✆✄✏ ✤●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆

f
✥ ✶ ✆✎✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔

✳✢✆✎✒✓✆✓✄✝✏✘✡✌✔☎✆❨✬✢✤✙✄ ✆✓✄✜✚ ✔☎✆ ✄❄✬✢✁ ✏ ✡✌✞ ✚✴❙

∆y(t, f) =

∑N
θ=1 θ.

(
y(t + θ, f) − y(t − θ, f)

)

2.
∑N

θ=1 θ2

✎ ✵✦✥✷✽ ❍ ✑

∆∆y(t, f) =

∑N
θ=1 θ.

(
∆y(t + θ, f) − ∆y(t − θ, f)

)

2.
∑N

θ=1 θ2

✎ ✵✦✥✷✽❑❆ ✑

✶ ✂ ✡✌✠✢✠✢✔ ✁☎✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞▼✳ ✂ ✬✢✞ ✄✙✆❨✬✢✁ ✔ ✔✖✡✌☞✍✆❀✳✼✬
SNRlocal
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✚✙✆❨✮✗✆✟✞ ✚❈✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ❙ ■✓☞❯❋✔☞ ✤ ✄●✹✟✠☛✡✌✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✡ ✏✍✆❨✬✢☞ ✔☎✆❭✳✢✆ ✄✙✣✯✬✢✤✙✒✓✆✓✄✪✤ ✄●✹✟✠☛✡✌✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✭✬✗✖ ✳✢✆ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆
✒✓✣✘✞ ✒❨✬✢✤✜✤✙✆✟✞ ✚✙✄✘✫P✧ ✬☛✡✌✚✜✁☎✆✟✤✜✁ ❆❑❲✡✤ � ✆✟✞ ❆❑❆ ✭ ✥✔✎ ✆ ✡✭✬ ✒✓✣✯✬✢✠ ✳ ✂ ✡✌✔ ☞✍✣✘✤✜✁ ✚✜✛❂✮✗✆✓✄❱✳✢✆ ✄●✹✟✠☛✡✌✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆ ✄ ✣✯✬✢✤✙✒✓✆✓✄ ✡ ✏✍✆❨✬✢☞ ✔☎✆✓✄✝✆✑✖ ✖
✠✢✔☎✣✘✁ ✚✙✆✟✞ ✚❈✬✢✞ ❇☛✡✌✞ ✒▼✳✢✆ ✮ ✁☎✒✟✤✙✣✘✠✢✛ ✣✘✞ ✆✓✄ ✤ ✒✓✆▼✰✲✬✢✁ ✠ ✆✟✤❄✮✗✆✟✚ ✳✢✆ ✄●✹✟✠☛✡✌✤✙✆✟✤ ✔☎✆✓✄ ✄✙✣✯✬✢✤✙✒✓✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✔☎✆❨✬✢✤ ✔☎✣✑✒ ✡✌✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✥
✶ ✣✘✤✙✄●✰❚✬ ✂ ✬✢✞ ✄✙✆❨✬✢✔ ✮ ✁☎✒✟✤✙✣✘✠✢✛ ✣✘✞ ✆ ✆✓✄✜✚ ✒✓✣✘✞ ✄✙✁✱✳❂✹✟✤●✹✔✤ ✸ ✣✘✚ ✡✭✮ ✁ ✚✜✁☎✄ ✆✟✚ ✄ ✆✓✄ ✒✓✣✘✔ ✔✱❁✟☞❑✬ ✆✓✄ ✫ ✸ ✣✘✚ ✡✭✮ ✁ ✚✜✁☎✄ ❲ ✪ ✭✕✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄✙✆✟✞ ✚
✳✢✆❨✬✗✖✂✡✌✠✢✠✢✤✙✣✑✒✙✛ ✆✓✄✜✏ ✣✘✞❅✳❂✹✓✆✓✄ ✄❄✬✢✤ ✬✢✞ ✆✎✡✌✞☛✡✌✔✍✌✦✄✙✆ ✆✟✞✂✒✓✣✯✮ ✠ ✣ ✄ ✡✌✞ ✚✙✆ ✁ ✞❅✳❂✹✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✚✙✆ ✳✼✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ❙
❉ ✵



✁ ✱ ✁ ✱ ✦✡✵r✫✮✯✲❏▲✺✑✂ ✺●✭✰❏❤❳✮❱❶❍●✯ ❵✮✭✏✫✮❙✉✺❝❏ ✂ ✱❹❳✁☎●❙ ✺■❍✂❍●❏ ✫✙❏✲✯④❍❝❏✲✯✲❯❝❱✡✺■❍

✆❇✚✭✵ ✝✝✟✾✵ ✶✠✟ ✗✛✚✭✯✆☎ ✟→✥✆✕④✣✦✚ ✝ ✵✤✥

✸ ✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✎ ✤❄✬✢✁ ✚

■ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔✥✳✼✬
SNRlocal

� ✡✘✄●✰✲✬ ✆
✣✘✤ ✡✘✒✟✔☎✆

� ✯ ✆✦✜q✗✛✚✞✆✦✜✤✕✺✳ ✶→✥✆✗ ✚✭✯✆☎ ✟→✥

✸ ✡✌✤✙✣✘✔☎✆
☎

✎ ✤❄✬✢✁ ✚

❋ ✹✟✠☛✡✌✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞▼✳✢✆ ✄✙✣✯✬✢✤✙✒✓✆✓✄

✸ ✡✌✤✙✣✘✔☎✆
✆✓✄✜✚✜✁❏✮✺✹✓✆ ✎ ✤❄✬✢✁ ✚

✆✓✄✜✚✜✁❏✮✺✹

■ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔ ✳✼✬
SNRlocal

� ✡✘✄ ✰❚✬ ✆
✆✓✄✙✚✜✁❏✮✺✹

❈❊❉ ❋❊❍ ✽✦✥✷✾ ■ ❊❉❏✲✯✖❙ ✯❬❍❝✫P❏✲✯❜✱✮✭ ❳■✛ ✫✮❙❛❵✙✱✮✵●✯✖❏✖◗★✂✒✺●❍❶❳✘✺⑥❍❦❑✳✌❥✫✮✵✷✫P❏✲✯❜✱✮✭ ❳☎✺⑥❍❝✱✮❱❘✵✷✸✻✺■❍ ✌❥✱✮❱❘✵❶❙❖✛ ✺■❍●❏✲✯ ✂✒✫P❏✲✯❜✱✮✭ ❳✘✺ ✂✒✫✌❍❲❯❝❱✥✺●❍✐❳✘✺
❳✙✱✮✭✡✭✶❑♦✺■❍✄✂✒✫✮✭✹❯❝❱✥✫✮✭✰❏▲✺●❍✲✱

�✶❇✉✞✥✁✌❸❦☞❭❃✼❅❡t✉☞ �✬❷☛✁✮✓✲✍☛✿❥✞❂✗✰☞
✶✄✂ ❩❄■✓☞ ✏ ✣✯✬✢✤✜✞✢✁ ✚✖✬✢✞ ✆ ✮ ✡✌✚✜✤✜✁☎✒✓✆ ✳✢✆ ✠✢✤✙✣ ✡✜✆✓✒✟✚✜✁☎✣✘✞

W
✎ ✳✢✣✯✮ ✡✌✁ ✞ ✆ ✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ → ✳✢✣✯✮ ✡✌✁ ✞ ✆ ✳✢✆✓✄✗✒✓✣✯✮ ✠ ✣ ✄ ✡✌✞ ✚✙✆✓✄

✁ ✞❅✳❂✹✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✑ ✳✼✬ ✄✙✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✤ ✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔✱✹✓✆ ✄❄✬✢✤ ✬✢✞ ✆✴❇☛✡✘✄✙✆ ✳✢✆ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✳✢✆ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✄✙✆❨✬✢✔☎✆✔✤ ✰✲✬✢✁ ✆✓✄✜✚ ✠☛✡✌✤ ✔✖✡ ✄●✬✢✁ ✚✙✆
✣✘✤✜✚✜✛ ✣✘☞✍✣✘✞☛✡✌✔ ✁☎✄●✹✓✆ ✥

Zi = W . Xi
✎ ✽✦✥ ✪ ✑

X = [x1, x2, . . . , xT ]
✆✓✄✜✚ ✔☎✆ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔✑✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✤

Z = [z1, z2, . . . , zT ]
✆✓✄✜✚ ✔☎✆ ✮ ☛❨✮✗✆ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✮ ✡✌✁☎✄ ✆✑✖✑✠✢✤✜✁❏✮✺✹

✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆ ✤●✹✑✏ ✹✟✤✙✆✟✞ ✚✜✁☎✆✟✔✞✳✢✆✓✄ ✒✓✣✯✮ ✠ ✣ ✄ ✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✁ ✞❅✳❂✹✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✚✙✆✓✄✪✤
T

✆✓✄✜✚ ✔ ✂ ✁ ✞❅✳✦✁☎✒✓✆P✳✢✆✎✔ ✂ ✹✓✒✙✛☛✡✌✞ ✚✜✁ ✔ ✔☎✣✘✞ ✆✟✚
W ∈ RF⋆N

✡✓✏✍✆✓✒
N

✆✟✚
F
✹✟✚ ✡✌✞ ✚ ✤✙✆✓✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✁ ✏✍✆❨✮✗✆✟✞ ✚ ✔☎✆ ✞ ✣✯✮✴❇✢✤✙✆❯✳✢✆✕✒✓✣✯✮ ✠ ✣ ✄ ✡✌✞ ✚✙✆✓✄✝✁ ✞❅✳❂✹✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✆✟✚ ✔✖✡✎✔☎✣✘✞✢☞❑✬ ✆❨✬✢✤ ✳✢✆ ✔✖✡

✏ ✆✟✞☞☛✟✚✜✤✙✆ ✳ ✂ ✡✌✞☛✡✌✔✍✌✑✄✙✆ ✥✞■ ✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤ ✡✌✞ ✚ ✔ ✂ ✁ ✞❅✳❂✹✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✒✓✆ ✳✢✆✓✄✎✒✓✣✯✮ ✠ ✣ ✄ ✡✌✞ ✚✙✆✓✄
zi
✳✢✆

Z
✤ ✬✢✞ ✆✗✔☎✣✘✁ ✳✢✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹

p(z)
✆✓✄✜✚ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮✺✹✓✆✎✄❄✬✢✤ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆❯✮ ☛❨✮✗✆❯❇☛✡✘✄✙✆❯✳✢✆✴✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❳✳✢✆✕✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆✎✄ ✆❨✬✢✔☎✆ ✥

❋✑✣✘✁ ✚
Y
✬✢✞ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✒✓✣✯✮ ✠ ✣ ✄●✹✖✳✢✆✖✳✢✆❨✬✗✖ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✭✬✗✖✻✳✢✆ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆

X1
✆✟✚

X2
✥✥■ ✆ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✆✓✄✜✚❀✳ ✡✌✞ ✄❯✬✢✞ ✠✢✤✙✆❨✮ ✁☎✆✟✤

❉ ✽



▼❉◗❥✫❂✌✹✯✲❏✲✵✷✺ ✁ ✱❂✚❴❍●❏✲✯ ✂✒✫P❏✲✯✲✱P✭❭❳✘✺●❍ ✂✒✫✌❍❲❯❝❱✡✺■❍ ✙❡✚❤❏ ✫P❏ ❳✘✺✼❙❖✛ ✫✮✵❝❏

✚✙✆❨✮ ✠ ✄ ✆✑✖✑✠✢✤✜✁❏✮✺✹✴✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆❯✳✢✣✯✮ ✡✌✁ ✞ ✆✴✳✢✆✕✠✢✤✙✣ ✡✜✆✓✒✟✚✜✁☎✣✘✞✏❙

Z = W.Y
✎ ✽✦✥✷✵ ✑

= W.X1 + W.X2
✎ ✽✦✥✷✽ ✑

= U + V
✎ ✽✦✥ ✿ ✑

❋✑✣✘✁ ✚
U = [u1, . . . , uT ]

✔✖✡ ✤✙✆✟✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✚ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✼✬ ✄✙✁ ☞ ✞☛✡✌✔❳✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆
X1

✆✟✚
V = [v1, . . . , vT ]

✔✖✡
✤✙✆✟✠✢✤●✹✓✄ ✆✟✞ ✚ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✼✬✂✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔✚✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆

X2
✳ ✡✌✞ ✄ ✔☎✆❯✳✢✣✯✮ ✡✌✁ ✞ ✆✴✳✢✆✕✠✢✤✙✣ ✡✜✆✓✒✟✚✜✁☎✣✘✞✏❙

U⋆ = arg max
U

N∏

i=1

p(z = ui) .
N∏

i=1

p(z = vi)
✎ ✽✦✥✷✾ ✑

V ⋆ = Z − U⋆ ✎ ✽✦✥ ❉ ✑
✸ ✡✌✤ ✔✖✡ ✄●✬✢✁ ✚✙✆

X1
✆✟✚

X2
✠ ✆❨✬✢✏✍✆✟✞ ✚✓☛✟✚✜✤✙✆✕✤✙✆✓✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬✢✁ ✚✙✄ ❙

X1 = W−1 . U⋆ ✎ ✽✦✥ ◗✔✑
X2 = W−1 . V ⋆ ✎ ✽✦✥ ❍ ✑

❁✧✞✥✁✮✓✖✞❥✎❹✓❬❅✏✍☛✞✡✗ ✑❺✞✠✟✹☞✘❸◆⑤ ❇✉❇✉✁❀❅ ✙☛✓✲❆❈✞❥✎❹✓✖❅✹✍

✣ ✞ ✆ ✮ ✡✌✚✜✤✜✁☎✒✓✆❀✳✢✆❯✳❂✹❨✮ ✁ ✖ ✡✌☞✍✆ ✆✓✄✜✚ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮✺✹✓✆✕✁☎✒✟✁ ✠ ✣✯✬✢✤ ✒✙✛☛✡✯✰✲✬ ✆ ✚✜✤ ✡✭✮✗✆❯✳✼✬ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹ ✥ ■ ✛☛✡✯✰✲✬ ✆ ✄✙✣✯✬✢✤✙✒✓✆ ✆✓✄✜✚
✒ ✡✌✤ ✡✘✒✟✚●✹✟✤✜✁☎✄ ✹✓✆ ✠☛✡✌✤ ✬✢✞ ✆ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹❻✫ ✌✹✵●✯✲✱P✵■✯❱✮✗✣ ✳❂✹✟✔ ✁☎✄●✹✓✆ ✠☛✡✌✤❯✬✢✞ ✮✺✹✟✔✖✡✌✞✢☞✍✆✺✳✢✆ ✔☎✣✘✁☎✄✕✞ ✣✘✤❄✮ ✡✌✔☎✆✓✄ ✥ ✶ ✆✓✄✕✠☛✡✌✤ ✡ ✖
✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄ ✳✼✬ ✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆❀✳✢✆ ✄●✹✟✠☛✡✌✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄✙✣✘✞ ✚ ✆✟✞ ✄❄✬✢✁ ✚✙✆✎✁ ✞✗✏ ✹✟✤●✹✓✄ ✆✟✞ ✮ ✁ ✞✢✁❏✮ ✁☎✄ ✡✌✞ ✚ ✔✖✡ ✏ ✣✘✞ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞❭✳✢✆P✳✦✁ ✏✍✆✟✤✜☞✍✆✟✞ ✒✓✆P✳✢✆
✣ ✬✢✔ ✔❏❇☛✡✘✒ ❃ ✖ ✶ ✆✟✁❏❇✢✔☎✆✟✤ ✆✟✞ ✚✜✤✙✆ ✔ ✂ ✡✌✠✢✠✢✤✙✣ ✖✦✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞❈✳✢✆ ✔✖✡✴✳✦✁☎✄✜✚✜✤✜✁❏❇❂✬✢✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆✓✄ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹✓✄✂✫ ✌❥✱✌❍❝❏▲✺●✵●✯✲✱✮✵●✯ ✆✟✚ ✔✖✡✎✏ ✤ ✡✌✁☎✆
✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹◆✫ ✌❥✱✌❍●❏▲✺❝✵■✯❜✱✮✵●✯

p(X|Y )
✥

✎✝✡✘✒ ✛✂✆✟✚✁�✍✣✘✤●✳ ✡✌✞✬✫ ✎✝✡✘✒✙✛▼❲❑✾ ✭ ✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄✙✆✟✞ ✚❱✬✢✞ ✆ ✡✌✔ ✚✙✆✟✤✜✞☛✡✌✚✜✁ ✏✍✆ ✆ ✔ ✂ ❩❄■✓☞ ✥✼❩ ✔☎✄ ✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄ ✆✟✞ ✚❳✳ ✂ ✆✟✞ ✚✜✤ ✡✦✥☎✞ ✆✟✤❳✬✢✞ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✜✁✦✖
✝☛✆❨✬✢✤ ✳✢✆❳✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔☎✆✓✄ ✰✲✬✢✁ ✡✭✬✢✤ ✡✎✆✟✞ ✒ ✛☛✡✌✤✜☞✍✆ ✳✢✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁☎✣✘✞✢✞ ✆✟✤ ✔☎✆✓✄ ✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤✙✣✘☞ ✤ ✡✭✮✖✮✗✆✓✄ ✆✟✞ ✳✢✆❨✬✗✖ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✆✓✄✪✤
✒ ✛☛✡✘✒❨✬✢✞ ✆ ✳ ✂ ✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✒✓✣✘✤✜✤✙✆✓✄✙✠ ✣✘✞❅✳ ✡✌✞ ✚ ✡✭✬✗✖ ✤●✹✟☞ ✁☎✣✘✞ ✄ ✳✢✣✯✮ ✁ ✞❅✹✓✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✔☎✆ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔ ✳ ✂ ✬✢✞ ✳✢✆✓✄ ✳✢✆❨✬✗✖ ✔☎✣✑✒❨✬✢✚✙✆❨✬✢✤✙✄ ✥✞■ ✆
✒✟✔✖✡✘✄ ✄✜✁✏✝☛✆❨✬✢✤ ✆✓✄✜✚ ✬✢✞ ✆ ✮ ✡✌✚✜✤✜✁☎✒✓✆❀✳ ✂ ✡ ✥✗✞✢✁ ✚●✹❀✰✲✬✢✁ ✆✟✞ ✒✓✣✲✳✢✆✕✔☎✆✓✄ ✤✙✆✟✔✖✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✚✙✣✘✠ ✣✘✔☎✣✘☞ ✁✱✰✲✬ ✆✓✄ ✆✟✞ ✚✜✤✙✆❀✳✦✁ ✂ ✹✟✤✙✆✟✞ ✚✙✄✝✁ ✞❅✳✦✁☎✒✓✆✓✄
✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✭✬✗✖ ✥ ■ ✆✓✄ ✁ ✞❅✳✦✁☎✒✓✆✓✄ ✄ ✣✘✞ ✚❀❙✦✔✖✡ ✒✓✣✘✞ ✚✜✁ ✞✲✬✢✁ ✚●✹✎✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆ ✆✟✚ ✏ ✤●✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✚✜✁☎✆✟✔ ✔☎✆✔✤ ✔✖✡ ✒✓✣ ✖ ✹✟✏✍✣✘✔❏✬✢✚✜✁☎✣✘✞ ✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆
✳✢✆ ✔ ✂ ✆✟✞ ✏✍✆✟✔☎✣✘✠✢✠ ✆ ✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔☎✆ ✳✢✆✗✠✢✔❏✬ ✄✜✁☎✆❨✬✢✤✙✄✴❇☛✡✌✞❅✳✢✆✓✄P✳✢✆ ✏ ✤●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆✓✄✪✤ ✔ ✂ ✛☛✡✌✤❄✮✗✣✘✞✢✁☎✒✟✁ ✚●✹ ✆✟✚ ✔☎✆ ✚✜✁❏✮✴❇✢✤✙✆ ✥ ✶ ✆✓✄ ✠☛✡ ✖
✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄P✳✢✆✗✒✓✆ ✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆✗✄✙✣✘✞ ✚ ✆✟✞ ✚✜✤ ✡✦✥☎✞❅✹✓✄ ✄●✬✢✤❀✳✢✆✓✄❯✮✺✹✟✔✖✡✌✞✢☞✍✆✓✄✴✳✢✆ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✭✬✗✖✻✳✢✆ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✁☎✄ ✄❄✬ ✄❯✳✢✆ ✠✢✔❏✬ ✄✜✁☎✆❨✬✢✤✙✄
✔☎✣✑✒❨✬✢✚✙✆❨✬✢✤✙✄ ✥

☎✟✪ ☎ ✪ � ☎ ✕✟✶✄✂✓✵✤✥✔✯ ✯ ✆❀✚✞✆✦✜✬✯ ✆✦✜ ☎ ✟→✥✔✯
✶✄✂ ✡✌✠✢✠✢✤✙✣✑✒✙✛ ✆✗✔✖✡ ✠✢✔❏✬ ✄ ✁ ✞ ✚❄✬✢✁ ✚✜✁ ✏✍✆ ✠ ✣✯✬✢✤ ✤●✹✓✄ ✣✯✬❅✳✦✤✙✆ ✔☎✆ ✠✢✤✙✣✯❇✢✔✱❁❨✮✗✆✺✳ ✂ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆✖✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆✖✳✢✆✺✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄

✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄✯✆ ✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤ ✳✢✆ ✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆✓✄ ✄✙✚ ✡✌✚✜✁☎✄✜✚✜✁✱✰❚✬ ✆✓✄ ✆✓✄✜✚❱✳✢✆ ✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔☎✆✟✤ ✔✖✡ ✠✢✤✙✣✯❇☛✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ❙

p(Y |M)
✎ ✽✦✥✷❆ ✑

✣✁�
Y

✆✟✚ ✔☎✆ ✄✜✁ ☞ ✞☛✡✌✔✥❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹ ✆✟✚
M

✔☎✆ ✮ ✡✘✄●✰❚✬ ✆ ✡✘✄ ✄✙✣ ✒✟✁✱✹✘✆
Y
✥

❉ ✿



✁ ✱ ✁ ✱ ✦✡✵r✫✮✯✲❏▲✺✑✂ ✺●✭✰❏❤❳✮❱❶❍●✯ ❵✮✭✏✫✮❙✉✺❝❏ ✂ ✱❹❳✁☎●❙ ✺■❍✂❍●❏ ✫✙❏✲✯④❍❝❏✲✯✲❯❝❱✡✺■❍

■ ✂ ✆✓✄✜✚ ✔ ✂ ✡✌✠✢✠✢✤✙✣ ✒ ✛ ✆ ✄❄✬✢✁ ✏✑✁☎✆ ✠☛✡✌✤ ❋✑✆✟✔ ✚ ✁ ✆✟✤★✫ ❋✑✆✟✔ ✚ ✁ ✆✟✤ ❲❑❲ ✭☛✆✟✚ ✫ ✡ ✡ ✫ ✡✭✮ ✡✭❃✑✤✜✁☎✄✜✛✢✞☛✡✌✞ ✫ ✫ ✡ ✡❱❲❑❲ ✭ ✥ ✫ ✡ ✡ ✫ ✡✭✮ ✡✭❃ ✤✜✁☎✄✜✛✢✞☛✡✌✞
✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬✢✁ ✚✖✬✢✞ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✜✁✏✝☛✆❨✬✢✤✖❇☛✡ ✌❖✹✓✄✜✁☎✆✟✞ ✠ ✣✯✬✢✤ ✒ ✛☛✡✯✰❚✬ ✆ ❇☛✡✌✞❅✳✢✆❈✳✢✆ ✏ ✤●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆ ✥ ✶ ✡ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✜✁✏✝☛✒ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✆✓✄✜✚ ✏ ✡✌✁ ✚✙✆ ✆
✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤✺✳✢✆ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄✺✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄✗✒✓✣✯✮ ✠ ✣ ✄ ✹✓✄✖✳✢✆ ✾ ✁ ✞❅✳✦✁☎✒✓✆✓✄✗✄✙✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✭✬✗✖ ✒ ✡✌✤ ✡✘✒✟✚●✹✟✤✜✁☎✄ ✡✌✞ ✚✺✬✢✞ ✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚
✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✤ ✡✌✔

Y (t, f)
✠☛✡✌✤✜✚✜✁☎✒❨✬✢✔ ✁☎✆✟✤ ✥

−−−−→
Y (t, f) =











Y (t, f)

Y (t + 1, f) − Y (t − 1, f)

Y (t, f + 1) − Y (t, f − 1)

Y (t + 1, f + 1) − Y (t − 1, f − 1)

Y (t − 1, f − 1) − Y (t − 1, f + 1)











❋✑✆✟✔ ✚ ✁ ✆✟✤ ✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄✙✆❳✳ ✂ ✡✭✬✢✚✜✤✙✆✓✄ ✁ ✞❅✳✦✁☎✒✓✆✓✄ ✰❚✬ ✆ ✫ ✡ ✡ ✫ ✡✭✮ ✡✭❃✑✤✜✁☎✄✜✛✢✞☛✡✌✞ ✥ ✶✄✂ ✡✌✤✙✒✙✛✢✁ ✚✙✆✓✒✟✚❄✬✢✤✙✆❯✳✢✆ ✄✙✣✘✞ ✒✟✔✖✡✘✄✙✄✙✁✏✝☛✆❨✬✢✤ ✆✓✄✜✚ ✹✟☞ ✡ ✖
✔☎✆❨✮✗✆✟✞ ✚❀❇☛✡✘✄ ✹✓✆ ✄❄✬✢✤ ✔✖✡ ✒✓✣✘✞ ✄✜✚✜✤❄✬ ✒✟✚✜✁☎✣✘✞✏✳✢✆✖✳✢✆❨✬✗✖ ✤✕� � ✎✩✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆ ✆ ✮✺✹✟✔✖✡✌✞✢☞✍✆✺✳✢✆ ☞ ✡✭✬ ✄✙✄✜✁☎✆✟✞✢✞ ✆✓✄ ✑ ✠☛✡✌✤❯❇☛✡✌✞❅✳✢✆
✳✢✆ ✏ ✤●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆✓✄❀❙✼✬✢✞ ✠ ✣✯✬✢✤✝✔☎✆✓✄❱✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆✓✄ ✆✟✚ ✔☎✆ ✄✙✆✓✒✓✣✘✞❅✳ ✠ ✣✯✬✢✤ ✔☎✆✓✄❱✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄ ✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✥ ✶ ✆✓✄✝✠☛✡✌✤ ✡ ✖
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✕ ✣✯✬ ✄✕✠✢✤✙✣✘✠ ✣ ✄✙✣✘✞ ✄✎✡✌✔☎✣✘✤✙✄❯✳✢✆ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤✙✆✟✤ ✔☎✆ ✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆✖✳ ✂ ✬✢✞ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤❀✳ ✂ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆ ✬✢✞ ✆ ✆✟✞ ✚✜✁ ✚●✹✜✆
✠☛✡✌✤✜✚ ✆✟✞ ✚✜✁✱❁✟✤✙✆ ✥ ■ ✆✟✚✜✚✙✆ ✒✓✣✘✞ ✄✜✁✱✳❂✹✟✤ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✁❏✮ ✠✢✔ ✁✱✰❚✬ ✆✖✳ ✂ ✆✓✄✙✚✜✁❏✮✗✆✟✤❀✬✢✞✻✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆✖✳✢✆✖✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❯✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✏✍✆✓✒✟✚✙✣ ✖
✤✜✁☎✆✟✔ ✠✢✔❏✬✢✚✄✂✘✚ ✰✲✬ ✆ ✳ ✂ ✆✓✄✜✚✜✁❏✮✗✆✟✤✝✔☎✆ ✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆ ✳✢✆✕✒ ✛☛✡✯✰❚✬ ✆✕✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚✝✁ ✞❅✳❂✹✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✭✮✖✮✗✆✟✞ ✚ ✥ ✶✄✂ ✣✘✤✜✁ ☞ ✁ ✞☛✡✌✔ ✁ ✚●✹✴✳✢✆ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆
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p(yt|mi,t = 0)
✆✟✚

p(yt|mi,t = 1)
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ime ✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚ ✆✓✄✙✚
✝ ✡✭❇✢✔☎✆ ✎

mi,t = 0
✑ ✆✟✚ ✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆ ✎

mi,t = 1
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mi,t
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yt,i

✆✓✄✜✚❱✳❂✹✟✚✙✆✟✤❄✮ ✁ ✞❅✹ ✒✓✣✯✮✖✮✗✆✎✄❄✬✢✁ ✚❀❙

mi,t = 1
✁ ✏

p(yt|mi,t = 1).p(mi,t = 1) > p(yt|mi,t = 0.p(mi,t = 0)

= 0
✄✙✁ ✞ ✣✘✞ ✎✩✿ ✥ ✪ ✑
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qo
✮✗✣ ✳❂❁✟✔ ✁☎✄✙✆ ✔✖✡

✳✦✁☎✄✜✚✜✤✜✁❏❇❂✬✢✚✜✁☎✣✘✞
p(yt|mi,t = 0)

✳✢✆✓✄ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄ ✡✘✒✓✣✯✬ ✄✙✚✜✁✱✰❚✬ ✆✓✄ ✠ ✣✯✬✢✤ ✔☎✆✓✄●✰✲✬ ✆✟✔☎✄ ✔☎✆
ime ✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚ ✆✓✄✜✚ ✝ ✡✭❇✢✔☎✆ ✥

✶ ✆ ✄ ✆✓✒✓✣✘✞❅✳✧✹✟✚ ✡✌✚✎✡✌✠✢✠ ✆✟✔✱✹
q1

✮✗✣ ✳❂❁✟✔ ✁☎✄✙✆ ✔✖✡ ✳✦✁☎✄✙✚✜✤✜✁❏❇❂✬✢✚✜✁☎✣✘✞
p(yt|mi,t = 1)
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si = (si,1, · · · , si,T )
✬✢✞ ✆
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i
✤✝✡ ✏✍✆✓✒

si,t ∈ {q0, q1}
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ŝi
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ŝi = arg max
si

p(si|y)

= arg max
si

t=T∏

t=0

p(si,t|yt).p(si,t|si,t−1)
✎✩✿ ✥✷✵ ✑

◗✯❆
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m̃1, . . . , m̃K ✥✚✸ ✣✯✬✢✤ ✒ ✛☛✡✯✰❚✬ ✆ ✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆
m̃i ✤✚✬✢✞

✤✕� �
p(yt|mt = m̃i)

✆✓✄✜✚✝✆✟✞ ✚✜✤ ✡✦✥☎✞❅✹ ✄❄✬✢✤ ✚✙✣✯✬ ✄ ✔☎✆✓✄ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄ ✡✘✒✓✣✯✬ ✄✜✚✜✁✱✰✲✬ ✆✓✄ ✡ ✌ ✡✌✞ ✚
m̃i ✠ ✣✯✬✢✤ ✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆ ✥

✘✕✆ ✒✓✆✟✚✜✚✙✆❀✮ ✡✌✞✢✁✱❁✟✤✙✆✔✤ ✒✙✛☛✡✯✰✲✬ ✆ ✤✕� � ✮✗✣ ✳❂❁✟✔ ✁☎✄✙✆❯✬✢✞ ✮ ✡✘✄●✰❚✬ ✆✕✏✍✆✓✒✟✚✙✣✘✤✜✁☎✆✟✔ ✆✟✚ ✞ ✣✘✞ ✠✢✔❏✬ ✄✝✔☎✆❀✮ ✡✘✄●✰❚✬ ✆❯✳ ✂ ✬✢✞
✄✙✆❨✬✢✔ ✒✓✣ ✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚ ✥ ✘ ✬✢✤ ✡✌✞ ✚ ✔ ✂ ✆✓✄✙✚✜✁❏✮ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✤ ✔☎✆✴✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆

mt
✡✘✄ ✄✙✣ ✒✟✁✱✹ ✆✗✒ ✛☛✡✯✰❚✬ ✆ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✕✡✘✒✓✣✯✬ ✄✙✚✜✁✱✰❚✬ ✆

yt✆✓✄✜✚ ✒ ✡✌✔☎✒❨✬✢✔✱✹✎✒✓✣✯✮✖✮✗✆✎✄❄✬✢✁ ✚❀❙

mt = arg max
m̃i

p(m̃i|yt).p(m̃i)
✎✩✿ ✥✷✽ ✑

✡ ✏✍✆✓✒
m̃i ∈ C ✥

✈❽❸❦✎❹✓✖❆ ✞❥✎❦☞☎✠❉✁⑥✽✾⑦ � ✟ ✽❈✣☎❇✜☞☎✍❉t✉✞✡✍☛✕✙☞☎❸ ⑦❴☞☎❆❈❇✟❅✰✁✌☞☎✗✲✗✖☞✘❸✒☞✘✎ �❡✁✭✣❚★✬✠❉☞☎✍✏✎❹✓✖☞☎✗✲✗✖☞✘❸ ✎ ☞ �✄✂ ☎ ✿ ✥ ✿ ✎ ✳ ✑ ✑
✶ ✆ ✳✢✆✟✤✜✞✢✁☎✆✟✤✝✆✓✄✜✚✜✁❏✮ ✡✌✚✙✆❨✬✢✤❱✳✢✆ ✮ ✡✘✄●✰✲✬ ✆ ✆✑✖✦✠✢✔☎✣✘✁ ✚✙✆ ✔☎✆✓✄ ✳❂✹✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✒✓✆✓✄ ✚✙✆❨✮ ✠ ✣✘✤✙✆✟✔ ✔☎✆✓✄✝✆✟✚✓✏ ✤●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✚✜✁☎✆✟✔ ✔☎✆✓✄ ✥ ✶ ✆
✮✗✣ ✳❂❁✟✔☎✆❈✳✢✆ ✮ ✡✘✄●✰❚✬ ✆ ✆✓✄✙✚ ✬✢✞ ✌ � � ✆✟✤✜☞✍✣✲✳✦✁✱✰✲✬ ✆ ✒✓✣✯✮ ✠ ✣ ✄●✹❈✳✢✆

K
✹✟✚ ✡✌✚✙✄

(q1, . . . , qK)
✤ ✣✁� ✒ ✛☛✡✯✰❚✬ ✆

✹✟✚ ✡✌✚✙✄✕✒✓✣✘✞ ✚✜✁☎✆✟✞ ✚✕✤✙✆✓✄✜✠ ✆✓✒✟✚✜✁ ✏✍✆❨✮✗✆✟✞ ✚❯✬✢✞❭✳✢✆✓✄
K

✤✕� � ✳❂✹✞✝ ✞✢✁☎✄ ✒✟✁✦✖ ✳✢✆✓✄ ✄❄✬ ✄ ✥ ❋✑✣✘✁ ✚
s = (s1, · · · , sT )

✬✢✞ ✆
✄●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆ ✳ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚✙✄✪✤ ✡✓✏✍✆✓✒

st ∈ {q1, . . . , qK} ✥ ✶ ✆ ✮ ✡✘✄●✰❚✬ ✆ ✳✢✆ ✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❯✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✡✘✄✙✄✙✣✑✒✟✁✱✹ ✆ ✬✢✞
✆✟✞✢✤✙✆✟☞ ✁☎✄✜✚✜✤✙✆❨✮✗✆✟✞ ✚❯❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹ ✆✓✄✙✚ ✣✯❇✢✚✙✆✟✞✲✬ ✆✗✠☛✡✌✤✜✚✜✁ ✤❯✳✢✆✎✔✖✡✺✮✗✆✟✁ ✔ ✔☎✆❨✬✢✤✙✆ ✄ ✹ ✰❚✬ ✆✟✞ ✒✓✆ ✳ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚✙✄

ŝ
✰✲✬✢✁ ✮ ✡ ✖✑✁❏✮ ✁☎✄✙✆

✔✖✡ ✏✑✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮✴❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆P✳✢✆✓✄ ✣✯❇ ✄✙✆✟✤✜✏ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ✥

ŝ = arg max
s

p(s|y)

= arg max
s

t=T∏

t=1

p(st|yt).p(st|st−1)
✎✩✿ ✥ ✿ ✑

�✘✁☎✄ � ☛✌✆ ☛✎✠☞✖ ✂☞✆✟✥✒✥✒✆ ✞✡✍✛✧ ✍☞✞✫✗ � ✧★✏✒✑✓✍❊✗✓✏✒✠✂☛ ✣✌✆✟✑ ✙✚✍✂✑✔✜✢✖✌✆✟✑ ✣✌✆ ✣✎✠☞☛✌☛ �✟✆✟✑ ✙✚✍☞☛✂✁
✜ ✖✎✍☞☛✷✗✓✆✟✑

� ✪ ☎ ✪❇✩ � ✳ ✆❀✣✦✕✟✶ ✟✠✝ ✆✦✜✤✕✺✳
✣ ✞ ✄✒✌✑✄✙✚●❁❨✮✗✆❀✳✢✆✕✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✌✁☎✄✙✄ ✡✌✞ ✒✓✆ ✡✭✬✢✚✙✣✯✮ ✡✌✚✜✁✱✰❚✬ ✆P✳✢✆ ✔✖✡ ✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆ ✡ ✏✍✆✓✒✴✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❳✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✄ ✂ ✡✌✤✜✚✜✁☎✒❨✬✢✔☎✆

✡✭✬✢✚✙✣✯✬✢✤✴✳✢✆ ✔✖✡❈✳❂✹✞✝ ✞✢✁ ✚✜✁☎✣✘✞ ✮ ☛❨✮✗✆✺✳✢✆✓✄P✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❀✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✡✌✁ ✞ ✄✜✁ ✰✲✬ ✆✗✄❄✬✢✤✴✳✢✆✓✄✎✠✢✤✙✣✘✠✢✤✜✁✱✹✟✚●✹✓✄ ✠✢✤✙✣✘✠✢✤✙✆✓✄ ✡✭✬
✳✢✣✯✮ ✡✌✁ ✞ ✆❯✳✢✆✕✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺✹✟✚✜✤✜✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✥ ✘ ✡✌✞ ✄✝✔☎✆✕✒ ✡✯✳✦✤✙✆❯✳✢✆✕✔✖✡P✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✳✢✆❯✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄✪✤✦✔✖✡ ✳❂✹✞✝ ✞✢✁ ✚✜✁☎✣✘✞ ✳ ✂ ✬✢✞ ✆
✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆ ✮ ✡✌✞❅✰❚✬☛✡✌✞ ✚✙✆ ✡✜✣✯✬ ✆ ✬✢✞ ✤✄✂✘✔☎✆❈✳✢✆ ✠✢✤✙✆❨✮ ✁☎✆✟✤✗✠✢✔✖✡✌✞ ✥ ✢ ✞ ✆✄✂ ✆✟✚✪✤ ✞ ✣✯✬ ✄ ✡ ✏✍✣✘✞ ✄✖✮✗✣✘✞ ✚✜✤●✹ ✰✲✬ ✆ ✔☎✆✓✄ ❇ ✣✘✤✜✞ ✆✓✄
✳✢✆ ✮ ✡✌✤✜☞ ✁ ✞☛✡✌✔ ✁☎✄ ✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✠ ✆❨✬✢✏✍✆✟✞ ✚✜☛✟✚✜✤✙✆ ✡ ✥✗✞❅✹✓✆✓✄ ✆✟✞ ✠✢✤✙✆✟✞☛✡✌✞ ✚ ✆✟✞ ✒✓✣✯✮ ✠✢✚✙✆ ✔☎✆ ✒✟✤✜✁ ✚●❁✟✤✙✆ ✠ ✆✟✤❄✮✗✆✟✚✜✚ ✡✌✞ ✚ ✳ ✂ ✁ ✞✗✏ ✹✟✤✙✆✟✤
✔✖✡ ✝ ✡✭❇✢✁ ✔ ✁ ✚●✹ ✳✢✆✓✄ ✠☛✡✌✤ ✡✭✮✺❁✟✚✜✤✙✆✓✄ ✡✘✒✓✣✯✬ ✄✜✚✜✁✱✰❚✬ ✆✓✄ ✥ ❩ ✔ ✆✓✄✜✚ ✮✗✣✘✞ ✚✜✤●✹✗✡✭✬ ✒✙✛☛✡✌✠✢✁ ✚✜✤✙✆✺✵✺✰✲✬ ✆ ✤✙✆✓✒✓✣✘✞✢✞☛✡✦✥☎✚✜✤✙✆✖✳✢✆✎✔✖✡✗✠☛✡✌✤✙✣✘✔☎✆
✆✟✞ ✠✢✤●✹✓✄✙✆✟✞ ✒✓✆❀✳✢✆✴✳✢✣✘✞✢✞❅✹✓✆✓✄❳✮ ✡✌✞❅✰✲✬☛✡✌✞ ✚✙✆✓✄ ✤✙✆✟✏ ✁☎✆✟✞ ✚✕✆ ✤✙✆✓✒ ✛ ✆✟✤✙✒✙✛ ✆✟✤✕✔✖✡ ✄●✹ ✰✲✬ ✆✟✞ ✒✓✆❀✳ ✂ ✹✟✚ ✡✌✚✙✄ ✡✘✒✓✣✯✬ ✄✙✚✜✁✱✰❚✬ ✆✓✄

Q⋆ ✰✲✬✢✁
✮ ✡ ✖✑✁❏✮ ✁☎✄ ✆ ✔ ✂ ✆✓✄✜✠ ✹✟✤ ✡✌✞ ✒✓✆ ✳✢✆ ✔✖✡ ✏✑✤ ✡✌✁☎✄✙✆❨✮P❇✢✔✖✡✌✞ ✒✓✆ ✳✢✆✓✄ ❘ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✙✄ ✳ ✂ ✣✯❇ ✄ ✆✟✤✜✏✘✡✌✚✜✁☎✣✘✞ ✄ ❇✢✤❄✬✢✁ ✚●✹✓✆✓✄ � ✳✢✆ ✳✦✁❏✮✗✆✟✞ ✄✜✁☎✣✘✞
✘ ❙

Q⋆ = arg max
Q

(

π0 .

T∏

t=1

aqt−1qt

)

.

( T∏

t=1

∫

Λ
bqt(xt) . P (xt|Y, κ) dxt

) ✎✩✿ ✥✷✾ ✑

❍✼✪



▼❉◗❥✫❂✌✹✯✲❏✲✵✷✺ �✒✱ �♣✺●❱✁�◆✭✹✱✮❱❘❋✌✺●❙✖❙ ✺■❍❨✫❂✌✗✌✏✵r✱❦✸❝◗❥✺■❍❨❳✘✺ ✂✒✱❦❳✘❑❝❙ ✯❬❍❝✫P❏✲✯❜✱✮✭❪❳✘✺■❍✄✂✒✫✌❍❲❯❝❱✥✺●❍

❋✑✣✯✬ ✄ ✔ ✂ ✛★✌ ✠ ✣✘✚✜✛❅❁✓✄✙✆ ✳ ✂ ✁ ✞❅✳❂✹✟✠ ✆✟✞❅✳ ✡✌✞ ✒✓✆❈✳✢✆✓✄ ✒✓✣✑✆✑✥ ✒✟✁☎✆✟✞ ✚✙✄✖✳ ✂ ✬✢✞ ✮ ☛❨✮✗✆ ✏✍✆✓✒✟✚✙✆❨✬✢✤✗✡✘✒✓✣✯✬ ✄✜✚✜✁✱✰✲✬ ✆ ✞ ✣✯✬ ✄ ✠ ✣✯✬✢✏✍✣✘✞ ✄
✤✙✆✑✏ ✣✘✤❄✮✴✬✢✔☎✆✟✤ ✔ ✂ ✹ ✰❚✬☛✡✌✚✜✁☎✣✘✞❭✿ ✥✷✾ ❙

Q⋆ = arg max
Q

(

π0 .

T∏

t=1

aqt−1qt

)

.

( T∏

t=1

D∏

i=1

∫

Λ
bqt(xt,i) . P (xt,i|Y, κ) dxt,i

) ✎✩✿ ✥ ❉ ✑
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Intervalle de marginalisation Intervalle de marginalisation
des données manquantes des données fiables
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p̂(Yi|Θ, Q) = lim
ξ→0

∫ Xi+ξ

Xi−ξ

p(xi|Θ, Q).p(xi|Yi,mi)dxi

= p(Xi|Θ, Q)
✎✩✿ ✥ ◗✔✑

✡ ✏✍✆✓✒ ❙
∫ Xi+ξ

Xi−ξ

p(xi|Yi,mi)dxi = 1
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✸ ✘✛✖✙✪✞✬✮✬✻✪✴✓✩✚✢✵✣✚✫✪✞✜ ✤✤✬ ✜ ✏ ✘ ✬✗✖ ✖✩✔ ✡ ✔✗✵❉✔✧✓✣✵✽✲✫✔ ✏ ✘✛✚✢✵ ✳ ✂ ✹ ✵✣✚ ✰❚✬ ✔✗✵✩✔✗✖ ✬ ✜✒✔ ✳ ✪✞✜✮✜ ✹ ✔ ✝ ✘ ❇ ✲✫✔❆✦✧✪ ✮✖✮ ✔ ✮ ✘✛✜ ✰❚✬ ✘✛✜✶✵✩✔✴✳ ■ ✔✗✵✣✵✩✔
✦✧✪✞✜✒✓ ✹ ✰✲✬ ✔✗✜✒✦✧✔✹✬✮✖✩✔✗✜ ✳ ✔✗✜✒✦✧✪✞✖✩✔❆✬✮✲ ✬ ✓ ✳ ✂ ✚ ✮ ✬▼✪✞✖✣✵✕✘✛✜✒✦✧✔ ✳ ✘✛✜✒✓✽✲✫✔❆✦✥✘ ✳ ✖✩✔ ✳ ✔✹✲ ✂ ✚ ✮ ✬ ✬ ✵✕✘✛✵✣✚✫✪✞✜ ✳ ✔ ✳ ✪✞✜✮✜ ✹ ✔✧✓✥✳ ✸ ✬ ✚✫✓ ✰✲✬ ✔
✲✫✔✧✓✄✤✞✘✛✲✫✔ ✬ ✖✩✓ ✳ ✔✧✓ ✳ ✪✞✜✮✜ ✹ ✔✧✓ ✮ ✘✛✜ ✰✲✬ ✘✛✜✸✵✩✔✧✓✽✓✩✪✞✜✶✵❘✖✩✔✧✦✧✪✞✜✒✓✣✵✣✖ ✬ ✚✢✵✩✔✧✓ ✆ ✬✱✘✛✖✣✵✣✚✢✖ ✳ ✔✧✓✄✤✴✘✛✲✫✔ ✬ ✖✩✓ ✳ ✔✧✓ ✳ ✪✞✜✮✜ ✹ ✔✧✓ ✝ ✘ ❇ ✲✫✔✧✓ ✤ ✚✢✲
✔✧✓✣✵✙✘✛✲✫✪✞✖✩✓ ✡ ✬❅✳ ✚✫✦✗✚✫✔ ✬✗✖❭✳ ✔ ❇ ✚❄✘✛✚✫✓✕✔✗✖❉✲ ✂ ✔✧✓✣✵✣✚ ✮ ✘✛✵✩✔ ✬ ✖ ✳ ✔ ✮ ✘✞✓ ✰❚✬ ✔ ✳ ✔ ✮ ✘✛✜✮✚ ❁ ✖✩✔ ✆ ✖ ✹ ✳✼✬ ✚✢✖✩✔❳✲✫✔❆✜✒✪ ✮✴❇ ✖✩✔ ✳ ✔ ✏ ✘ ✬ ✓✩✓✕✔✧✓
✘✞✦✧✦✧✔✗✬✮✵✕✘✛✵✣✚✫✪✞✜✒✓ ✮ ☛❨✮ ✔❳✓✩✚❯✦✧✔✗✲❄✘❨✚ ✮ ✬✮✲✢✚ ✰❚✬ ✔ ✬ ✜✒✔✯✘ ✬ ✷ ✮ ✔✗✜✶✵✕✘✛✵✣✚✫✪✞✜ ✳✼✬ ✜✒✪ ✮P❇ ✖✩✔ ✳ ✔ ✏ ✘ ✬✗✖ ✖✩✔ ✡ ✔✗✵✩✓✼✳ ■ ✔✧✦✗✚❚✓✩✔❁✤ ✹ ✖✣✚ ✝ ✔
✹ ✷✸✘✛✲✫✔ ✮ ✔✗✜✸✵ ✳ ✘✛✜✒✓✙✲✫✔❳✦✥✘✞✓ ✳ ✔❳✲❄✘ ✣ ✜✮✚ ✏ ✪✞✖ ✮ ✖☛✘ ✚✢✖✕✘✞✦ ✮ ✘✛✖✣✷✴✚✢✜✱✘✛✲✢✚✫✓✕✘✛✵✣✚✫✪✞✜ ✰✲✬ ✚❝✔✧✓✩✵❖✲❄✘❨✬✮✲ ✬ ✓❉✲❄✘✛✖✣✷☞✔ ✮ ✔✗✜✶✵ ✬ ✵✣✚✢✲✢✚✫✓ ✹ ✔❂✔✗✜
✮ ✘✛✖✣✷✴✚✢✜✱✘✛✲✢✚✫✓✕✘✛✵✣✚✫✪✞✜ ✳ ✔ ✳ ✪✞✜✮✜ ✹ ✔✧✓✼✳ ✶ ✔✧✓❪✤❙✖✕✘✛✚✫✓✩✔ ✮✴❇ ✲❄✘✛✜✒✦✧✔✧✓ ✳ ✔✧✓ ✳ ✪✞✜✮✜ ✹ ✔✧✓ ✝ ✘ ❇ ✲✫✔✧✓ ✹ ✵✕✘✛✜✸✵✄✦✥✘✛✲✫✦ ✬ ✲ ✹ ✔✧✓❀✦✗✲❄✘✞✓✩✓✣✚ ✰✲✬ ✔ ✮ ✔✗✜✸✵
✚✢✲❯✦✧✪✞✜✶✤✶✚✫✔✗✜✶✵ ✳ ✔❆✖ ✹ ✳✼✬ ✚✢✖✩✔✯✲✫✔❳✜✒✪ ✮✴❇ ✖✩✔ ✳ ✔ ✏ ✘ ✬ ✓✩✓✩✔✯✘✞✦✧✦✧✔✗✬✮✵✕✘✛✵✣✚✫✪✞✜❩✘ ✝ ✜ ✳ ✔❳✲✢✚ ✮ ✚✢✵✩✔✗✖✙✲ ✂ ✚✢✜ �❅✬ ✔✗✜✒✦✧✔ ✳✼✬❭❇ ✖ ✬ ✚✢✵✾✓ ✬ ✖✙✲✫✔
✳❂✹ ✦✧✪ ✳ ✘✛✷☞✔✴✳
■ ✔❳✦✕✭✒✪✞✚ ✖ ✔✧✓✣✵ ✤ ✘❅✬✮✖✣✚✫✪✞✖✣✚ ✤ ✮ ✪✞✚✢✜✒✓✙✦✗✖ ✬ ✦✗✚❄✘✛✲❪✬▼✪ ✬ ✖✙✜✒✪ ✬ ✓✙✦✥✘✛✖✾✜✒✪ ✬ ✓ ✮ ✘✛✖✣✷✴✚✢✜✱✘✛✲✢✚✫✓✩✪✞✜✒✓✹✲✫✔✧✓ ✳ ✪✞✜✮✜ ✹ ✔✧✓ ✮ ✘✛✜ ✰✲✬ ✘✛✜✸✵✩✔✧✓
✮ ✘✛✚✫✓❉✘ ✬ ✓✩✓✩✚❃✲✫✔✧✓ ✳ ✪✞✜✮✜ ✹ ✔✧✓ ✝ ✘ ❇ ✲✫✔✧✓❉✔✗✵ ✳ ✪✞✜✒✦❁✚✢✲❃✜ ✂ ✌ ✘❬✬✱✘✞✓ ✳ ✔✹✖✕✘✛✚✫✓✩✪✞✜ ✳ ✔ ✏ ✘✥✤☞✪✞✖✣✚✫✓✩✔✗✖❖✲✫✔✧✓ ✏ ✘ ✬ ✓✕✓✩✔✧✓❉✘✞✦✧✦✧✔✗✬✮✵✕✘✛✵✣✚✫✪✞✜✒✓
✪ ✬ ✲✫✔✧✓ ✏ ✘ ✬✗✖ ✖✩✔ ✡ ✔✗✵✩✓✥✳

✶ ✔✧✓❘✤❙✖✕✘✛✚✫✓✩✔ ✮✴❇ ✲❄✘✛✜✒✦✧✔✧✓ ✳ ✔✧✓✽✦✧✪✶✔ ✥ ✦✗✚✫✔✗✜✶✵✩✓❖✓✣✵✕✘✛✵✣✚ ✰✲✬ ✔✧✓ ✮ ✘✛✜ ✰✲✬ ✘✛✜✸✵✩✓❖✔✗✵ ✝ ✘ ❇ ✲✫✔✧✓✽✓✕✪✞✜✸✵ ✮ ✘✛✖✣✷✴✚✢✜✱✘✛✲✢✚✫✓ ✹ ✔✧✓✽✖✩✔✧✓✣✬✻✔✧✦✗✵✣✚✢✤☞✔ ✖
✮ ✔✗✜✸✵❂✓ ✬ ✖✯✲✫✔✧✓❆✚✢✜✶✵✩✔✗✖✣✤✞✘✛✲✢✲✫✔✧✓ [0, ySNR−0]

✔✗✵ [ySNR−0, y]
✤ ✪ �

y ✔✧✓✣✵❆✲❄✘❵✤✞✘✛✲✫✔ ✬ ✖ ✳✼✬ ✦✧✪✶✔ ✥ ✦✗✚✫✔✗✜✶✵❂✪ ❇ ✓✕✔✗✖✣✤ ✹ ✔✗✵

ySNR−0
✔✧✓✣✵ ✬ ✜✒✔❁✤✞✘✛✲✫✔ ✬ ✖✽✵✩✔✗✲✢✲✫✔ ✰✲✬ ✔❁✓✣✚ y = ySNR−0

✘✛✲✫✪✞✖✩✓✺✲✫✔ SNRlocal

✳✼✬ ✦✧✪✶✔ ✥ ✦✗✚✫✔✗✜✶✵❖✤✴✘ ✬ ✵ ❲ ✳ ✎ ✳

✣ ✜ ✦✧✪✶✔ ✥ ✦✗✚✫✔✗✜✶✵ ✳✗✌ ✜✱✘ ✮ ✚ ✰❚✬ ✔✰✔✧✓✣✵❨✦✧✪✞✜✒✓✩✚ ✳❂✹ ✖ ✹ ✦✧✪ ✮✖✮ ✔ ✮ ✘✛✜ ✰❚✬ ✘✛✜✶✵❱✓✩✚❉✘ ✬ ✮ ✪✞✚✢✜✒✓ ✬ ✜ ✳ ✔✧✓❱✦✧✪✶✔ ✥ ✦✗✚✫✔✗✜✶✵❱✓✩✵✕✘ ✖
✵✣✚ ✰❚✬ ✔✧✓✯✦✧✪✞✜✸✵✣✖✣✚ ❇❂✬ ✘✛✜✶✵ ✆ ✓✕✪✞✜ ✦✥✘✛✲✫✦ ✬ ✲❘✔✧✓✣✵ ✮ ✘✛✜ ✰✲✬ ✘✛✜✸✵✥✳ ✶ ✔✧✓❆✤❙✖✕✘✛✚✫✓✩✔ ✮✴❇ ✲❄✘✛✜✒✦✧✔✧✓ ✳ ✔✧✓❂✦✧✪❙✔ ✥ ✦✗✚✫✔✗✜✸✵✩✓ ✳✗✌ ✜✱✘ ✮ ✚ ✰❚✬ ✔✧✓
✮ ✘✛✜ ✰❚✬ ✘✛✜✶✵✩✓✺✓✩✪✞✜✸✵ ✮ ✘✛✖✣✷✴✚✢✜✱✘✛✲✢✚✫✓ ✹ ✔✧✓✺✓ ✬ ✖ [−∞,+∞]

✤ ✘✛✲✫✪✞✖✩✓ ✰❚✬ ✔❉✲✫✔✧✓✄✤✶✖✕✘✛✚✫✓✕✔ ✮✴❇ ✲❄✘✛✜✒✦✧✔✧✓ ✳ ✔✧✓❘✦✧✪❙✔ ✥ ✦✗✚✫✔✗✜✸✵✩✓ ✳✗✌ ✜✱✘ ✖
✮ ✚ ✰❚✬ ✔✧✓ ✝ ✘ ❇ ✲✫✔✧✓❖✓✩✪✞✜✶✵❖✦✥✘✛✲✫✦ ✬ ✲ ✹ ✓ ✳ ✔ ✮ ✘✛✜✮✚ ❁ ✖✩✔❳✦✗✲❄✘✞✓✩✓✣✚ ✰✲✬ ✔✴✳

� ✪ � ✪✆☎ ☎ ✕✟✶ ✂✔✵✤✥✔✯✿✚ ✝ ✕ ✟✾✯ ✆✦✜ ☎ ✟→✥✓✯
✶ ✔✧✓ ✮ ✪ ✳❂❁ ✲✫✔✧✓❲✘✞✦✧✪ ✬ ✓✣✵✣✚ ✰✲✬ ✔✧✓❅✓✕✪✞✜✸✵❨✵✩✪ ✬ ✓❱✔✗✜✸✵✣✖✕✘ ✥ ✜ ✹ ✓❲✓ ✬ ✖❨✲✫✔✧✓ ❇ ✘✞✓✩✔✧✓ ✳ ✂ ✘✛✬✮✬✮✖✩✔✗✜✸✵✣✚✫✓✩✓❏✘✛✷☞✔ ✳ ✔❵✬✱✘✛✖✩✪✞✲✫✔▲✓✕✔ ✬ ✲✫✔

✳ ✔✧✓✹✦✧✪✞✖✣✬ ✬ ✓✹✬✮✖ ✹ ✓✩✔✗✜✶✵ ✹ ✓✹✬✮✖ ✹ ✦ ✹ ✳ ✔ ✮✖✮ ✔✗✜✸✵✥✳ ✶ ✔✧✓✹✦✧✪❙✔ ✥ ✦✗✚✫✔✗✜✸✵✩✓ ❴ ✔✗✲ ✖ ✓✣✬▼✔✧✦✗✵✣✖✕✘ ✬✗✖ ✓✕✪✞✜✸✵❁✦✥✘✛✲✫✦ ✬ ✲ ✹ ✓✹✬ ✬ ✚✫✓✹✦✧✪ ✮ ✬✮✖✩✔✧✓ ✖
✓ ✹ ✓❁✦ ✬❂❇ ✚ ✰✲✬ ✔ ✮ ✔✗✜✸✵✥✳ ✢ ✜ ✝ ✜ ✤ ✲✫✔✧✓❳✦✧✪✶✔ ✥ ✦✗✚✫✔✗✜✶✵✩✓❳✓✣✵✕✘✛✵✣✚ ✰✲✬ ✔✧✓❆✓✕✪✞✜✸✵ ✹ ✵✩✔✗✜ ✳✼✬ ✓❆✬✱✘✛✖❁✲✫✔ ✬ ✖✩✓ ✳❂✹ ✖✣✚✢✤ ✹ ✔✧✓❳✬✮✖✩✔ ✮ ✚ ❁ ✖✩✔✧✓✥✳ ✶ ✘
✰❚✬ ✘✞✓✩✚ ✖ ✵✩✪✞✵✕✘✛✲✢✚✢✵ ✹❱✳ ✔✧✓❫✔ ✖ ✬ ✹ ✖✣✚✫✔✗✜✒✦✧✔✧✓❪✬✮✖✩✪✞✬▼✪✴✓ ✹ ✔✧✓ ✳ ✘✛✜✒✓✿✦✧✔✺✦✩✭✱✘✛✬✮✚✢✵✣✖✩✔❖✖✩✔✗✬✻✪✴✓✩✔✺✓ ✬ ✖❪✲ ✂ ✬ ✵✣✚✢✲✢✚✫✓✕✘✛✵✣✚✫✪✞✜ ✳ ✔ ✪ ✵ ✦✧✪❙✔ ✥ ✦✗✚✫✔✗✜✸✵✩✓
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✹ ✤✴✘✛✲ ✬ ✘✛✵✣✚✫✪✞✜ ✔✧✓✣✵❭✔ ✂ ✔✧✦✗✵ ✬❅✹ ✔■✓ ✬ ✖❬✲❄✘ ❇ ✘✞✓✕✔ ✳ ✔ ✳ ✪✞✜✮✜ ✹ ✔✧✓ ☞ ✬ ✖✩✪✞✖✕✘ ✵ ✳ ✶ ✔✧✓ ✰✲✬ ✘✛✵✣✖✩✔❜✔✧✓✣✵✣✚ ✮ ✘✛✵✩✔ ✬ ✖✩✓ ❇ ✘ ✌❖✹ ✓✣✚✫✔✗✜✒✓ ✳ ✔
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✺❃✔✧✓❅✵✕✘▼✒❆❙ ✟✮✔■✖✩✔✧✦✧✪✞✜✮✜✱✘✛✚✫✓✕✓✕✘✛✜✒✦✧✔★✓✩✪✞✜✸✵❲✦✥✘✛✲✫✦✁✒✮✲ ✝ ✓❂❱ ✬✱✘✛✖✣✵✣✚✢✖❦✟✮✔❵✲❄✘ ✵✣✖✕✘✛✜✒✓✩✦✗✖✣✚✢✬✮✵✣✚✫✪✞✜ ✟✮✔■✖ ✝ ✦ ✝ ✖✩✔✗✜✒✦✧✔ ✳ ✵✣✖✕✘✛✜✒✓❘❑
✦✗✖✣✚✢✬✮✵✣✚✫✪✞✜ ✔✚❙✮✘✞✦✗✵✩✔❋✟✮✔❬✦✧✔❋✕❁✒✮✚❀✘ ✝ ✵ ✝ ✖ ✝ ✔✗✲✢✲✫✔✁☞❭✔✗✜✸✵❳✬✮✖✩✪✞✜✒✪✞✜✒✦ ✝ ✶✾✔✗✵✪✟✮✔❂✲★✜ ✭✗❫❙✬✻✪✞✵✣✭✠♥✧✓✕✔ ✝ ☞❬✚✫✓✩✔❂✬✱✘✛✖✹✲✫✔❬✓P❫✡✓✣✵✖♥✁☞❭✔❄✟✮✔
✖✩✔✧✦✧✪✞✜✮✜✱✘✛✚✫✓✩✓✕✘✛✜✒✦✧✔✴✳❀❵❉✜✒✔❉✦✧✪✹☞❬✬✱✘✛✖✕✘✛✚✫✓✕✪✞✜✄✟✮✔❉✦✧✔✧✓✄✵✣✖✕✘✛✜✒✓✩✦✗✖✣✚✢✬✮✵✣✚✫✪✞✜✒✓✽✔✧✓✩✵✄✔✚✮ ✔✧✦✗✵P✒ ✝ ✔✙✬✱✘✛✖❖✒✮✜■✘✛✲✢✷☞✪✞✖✣✚✢✵✣✭❀☞❭✔✭✦◗✪✞✜✠✟ ✝ ✓✖✒✮✖
✲❄✘❜✬✮✖✩✪✞✷✴✖✕✘▼☞❋☞❨✘✛✵✣✚✫✪✞✜ ✟❆❫❙✜✱✘▼☞❬✚✑✕✗✒✒✔✴✳ ❊ ✔✗✵✯✘✛✲✢✷☞✪✞✖✣✚✢✵✣✭❀☞❭✔❱✖✩✔✧✦✩✭✒✔✗✖✩✦✕✭✒✔❱✲✫✔✤☞❭✔✗✚✢✲✢✲✫✔✁✒✮✖❬✘✛✲✢✚✢✷✴✜✒✔✁☞❭✔✗✜✸✵❬✔✗✜✸✵✣✖✩✔❱✲❄✘❜✵✣✖✕✘✛✜✒✓P❑
✦✗✖✣✚✢✬✮✵✣✚✫✪✞✜ ✟✮✔❂✖ ✝ ✦ ✝ ✖✩✔✗✜✒✦✧✔❨✔✗✵✙✲★✜ ✭❁❫✶✬▼✪✞✵✣✭✠♥✧✓✩✔✤✟✮✔✯✖✩✔✧✦✧✪✞✜✮✜✱✘✛✚✫✓✩✓❏✘✛✜✒✦✧✔✴✳✓✡❃✖✩✪✞✚✫✓❁✵ ❫❙✬✻✔✧✓✼✟✢✜❛✔✗✖✣✖✩✔✁✒✮✖✩✓❳✓✩✪✞✜✸✵❁✦✧✪✞✜✒✓✣✚✑✟ ✝ ✖ ✝ ✓❆✔✗✜
✖✩✔✧✦✧✪✞✜✮✜✱✘✛✚✫✓✩✓✕✘✛✜✒✦✧✔✎✧✒✦✧✔✗✲✢✲✫✔✧✓P❑ ✦✗✚❯✓✩✪✞✜✶✵✺✚✢✲✢✲✲✒✒✓✣✵✣✖ ✝ ✔✧✓✽✬✱✘✛✖✽✲✫✔✭✽✒✷✎✒✮✖✩✔❇✵✞⑧⑩⑨✞❶❡❴✡✳ ✰ ✳
✞ ❋✠✟ ✳❏❂❄✽☎❂❄❋ ❂❄✽✝❅✜❆ ✌ ❵❉✜✒✔❬✔✗✖✣✖✩✔✁✒✮✖❇✟✮✔❭✓P✒❀✥✒✓✣✵✣✚✢✵P✒✮✵✣✚✫✪✞✜✁✦✧✪✞✖✣✖✩✔✧✓✣✬✻✪✞✜✠✟ ❱❦✒✮✜ ☞❭✪✞✵✪☞❨✘✛✲❫✖✩✔✧✦✧✪✞✜✮✜❁✒❃✳ ❊ ✔✧✦✗✚❀✓✩✔❂✵✣✖✕✘✹✟❆✒✮✚✢✵

✬✱✘✛✖✺✲★✜ ✘✛✲✢✚✢✷✴✜✒✔✁☞❭✔✗✜✶✵✭✟✮✔✼✟✮✔✁✒❆❙❦☞❭✪✞✵✩✓✍✟✡✚✯✮ ✝ ✖✩✔✗✜✸✵✩✓❉✘✛✬✮✬✱✘✛✖✣✵✩✔✗✜✱✘✛✜✶✵❉✖✩✔✧✓✩✬✻✔✧✦✗✵✣✚✢✤☞✔✁☞❭✔✗✜✶✵✭❱✯✲❄✘✯✵✣✖✕✘✛✜✒✓✩✦✗✖✣✚✢✬✮✵✣✚✫✪✞✜▲✟✮✔
✖ ✝ ✦ ✝ ✖✩✔✗✜✒✦✧✔❁✔✗✵✫❱✯✲★✜ ✭❁❫✶✬▼✪✞✵✣✭✠♥✧✓✩✔✪✟✮✔✹✖✩✔✧✦✧✪✞✜✮✜✱✘✛✚✫✓✕✓✕✘✛✜✒✦✧✔✴✳✢✳

☎ ▼ ❖✝▼✓❂❄✽✝❅✑❆ ✌ ❵❉✜✒✔❄✟ ✝ ✲ ✝ ✵✣✚✫✪✞✜ ✦✧✪✞✖✣✖✩✔✧✓✣✬✻✪✞✜✠✟ ❱ ✒✮✜ ☞❭✪✞✵✪✟✮✔❂✲❄✘❅✵✣✖✕✘✛✜✒✓✩✦✗✖✣✚✢✬✮✵✣✚✫✪✞✜ ✟✮✔✯✖ ✝ ✦ ✝ ✖✩✔✗✜✒✦✧✔✤✕❁✒✮✚❝✜✻✜❛✔✧✓✩✵✹✘✛✲✢✚✢✷✴✜ ✝
✘✥✤☞✔✧✦❆✘▼✒✒✦✁✒✮✜✄☞❭✪✞✵✩✟✮✔✹✲★✜ ✭❁❫✶✬▼✪✞✵✣✭✠♥✧✓✩✔✪✟✮✔✾✖✩✔✧✦✧✪✞✜✮✜✱✘✛✚✫✓✕✓✕✘✛✜✒✦✧✔✴✳

r✎r



✂✁�✡☎✁�❈✌✍☛✍❍✣❋ � ✂✁�✄✂✆☎✞✝✠✟✡☎☞☛✍✌✍✎✞✏✒✑

�❏❆✶✳✻✱❀❍✲❂❄✽✝❅✜❆ ✌ ❵❉✜✒✔❲✚✢✜✒✓✩✔✗✖✣✵✣✚✫✪✞✜ ✔✧✓✣✵❋✒✮✜ ☞❭✪✞✵❲✟✮✔❲✲★✜ ✭✗❫❙✬✻✪✞✵✣✭✠♥✧✓✩✔✬✟✮✔❜✖✩✔✧✦✧✪✞✜✮✜✱✘✛✚✫✓✩✓✕✘✛✜✒✦✧✔❢✕✗✒✮✚✺✜✻✜❛✔✧✓✣✵❱✘✛✲✢✚✢✷✴✜ ✝ ✘✧✤☞✔✧✦
✘▼✒✒✦✁✒✮✜✄☞❭✪✞✵✩✟✮✔✾✲❄✘❬✵✣✖✕✘✛✜✒✓✩✦✗✖✣✚✢✬✮✵✣✚✫✪✞✜❢✟✮✔✾✖ ✝ ✦ ✝ ✖✩✔✗✜✒✦✧✔✴✳

✁ ✪✞✚✫✔✗✜✶✵ N,S,D, I ✲✫✔✧✓❚✜✒✪✹☞❃✥✮✖✩✔✧✓☛✟✮✔❖☞❭✪✞✵✩✓☛❱✙✖✩✔✧✦✧✪✞✜✮✜✱✘✲❘✫✵✣✖✩✔✎✧❝✟✮✔✺✓P✒❀✥✒✓✩✵✣✚✢✵P✒✮✵✣✚✫✪✞✜✒✓❥✧✎✟✮✔❍✟ ✝ ✲ ✝ ✵✣✚✫✪✞✜✒✓❫✔✗✵✔✟✢✜ ✚✢✜✒✓✩✔✗✖✣✵✣✚✫✪✞✜✒✓❥✧
✲✫✔❁✵✕✘▼✒❆❙❦✟✮✔✹✖✩✔✧✦✧✪✞✜✮✜✱✘✛✚✫✓✕✓✕✘✛✜✒✦✧✔❆✔✧✓✣✵✍✟ ✝ ✽✒✜✮✚ ✬✱✘✛✖ ✌

✡❯✘▼✒❆❙✄✟✮✔✹✖✩✔✧✦✧✪✞✜✮✜✱✘✛✚✫✓✩✓❏✘✛✜✒✦✧✔ =
N − S − D − I

N
∗ 100

✂✫✝ ✦ ✝ ✖✩✔✗✜✒✦✧✔ ✌ ✄✆☎ ✝✟✞✡✠☞☛ ✌✎✍✑✏✓✒ ✔✕✠✖✌✘✗✙☎ ✚✛✠ ✜✢✍✖✣✤✒✎✏✥✜

✦ ❫★✧✪✩✬✫✮✭✠♥✰✯✲✱ ✌ ✄✆☎ ✝✟✞✡✠☞☛ ✒✳✠✴✌✎✗✙☎ ✚✛✠ ✜✢✍✴✣✵✒✎✏✥✜ ✗✙✒✎✏✥✜✶☎
✷ ✱ ❖✝✱❀❂❄✽☎❅✑❆ �❏❆✶✳✻✱❀❍✲❂❄✽✝❅✜❆✞ ❋✠✟✶✳✻❂❄✽✮❂❄❋✗❂❄✽✝❅✜❆

✏✒✑✔✓✒✕ ❴✹✸ ✰ ✖✻✺ r✽✼ ❱ �✿✾❀✼❂❁❇❲ ✼❄❃❅❃✲✼❇❆★❃❂❁✽✼❉❈❅❆❣❧❅❈❄❊●❋❍❊●❆✹❊●❋●■❑❏ ❢▲❁✽✼❂❁✽▼❇✾❀▼❄❊●❋●■❑❏◆✼❄❊❖❁❇❲ ❋P❏✥❈✰✼❇❃❄❊●❋●■❑❏◗✼❇❏❘❃✮✼✲❙✲■✬❏✥❏✿❚❑❋❯❈❅❈❄❚✬❏✿❙❅✼❱❁✽✼❲✾❳❚
�❨❚✬❃❩■❑✾❬✼✲✂

✪✥❑ ✫ ❑ ✫ ❑ ✭ ▲◆▼❀✳❄❋ ❖☎❂✻❊❃❂✻✳

✺❪❭❏✽✥❫✎✒❨❴✲✱❏❴✹✸ ❈ ✦❵✩✹✒❨❴✮❛❨❜❬✫▲❝❀✱✰✯❞✫❡❭▼✒❆❙✄✟❨✱❢❴✲✱✰❣✰✩✬❛❨❛❤❭✐❜❀✯✲✯❡❭✐❛✥❣✰✱❥✩✹✥❨✫✲✱❄❛✗✒✥✯❖❭✰❦❧✱✰❣❢❣❡✭❤❭✬❣✁✒❨❛▲✟❨✱✰✯✫✕✗✒❤❭✐✫✮❴✲✱♠✱✰✯✮✫✮❜✲☞❲❭✐✫✲✱✁✒❨❴✲✯
✟❨✱✭☞❲❭✬✯✖✕❁✒✥✱✰✯♥✯P✒❨❴♦❣✲✭❤❭✬❣✁✒❨❛✥✱✪✟❨✱✰✯❖✥❤❭✬✯✲✱✰✯●✟❨✱♣✫✲✱✰✯✮✫❍✟✢✜ ✿✫✒❨❴✲✩✬❴❡❭✠P✹✸❆✺q✱✰✯♦✫❡❭▼✒❆❙❦✟❨✱♣❴✲✱✰❣✰✩✬❛❨❛❤❭✐❜❀✯✲✯❡❭✐❛✥❣✰✱r✯✲✩✬❛s✫t✧❨❴ ✝ ✯❡✱❄❛✽✫ ✝ ✯
✧✓✩✹✒❨❴✍✟✹❜✯✮ ✝ ❴✲✱❄❛✽✫✲✯♥❛❨❜❬❦❧✱✉❭▼✒❆❙❂✟❨✱✞✥❨❴P✒❨❜❬✫▲❭✐❝❬❝❯❭✐❛✽✫✩✟❨✱♣❝❯❭❥✧❤❭✐❴✲✩✬❝❀✱r✯✲✱✁✒❨❝❀✱✪❱❃✒❨❛✥✱r❣✰✩✬❴✮❴P✒❨✧❨✫✮❜❀✩✬❛❢❱❄❬❄✟❀❞❖✸ ❲ ✩✹✒❨❴✈❣✲✭❤❭✬❣✁✒❨❛✥✱
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Oracle
Oracle restreint

Modeles cocktail party
Modeles Aurora 2
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X⋆ = arg min
X̂
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T.F

T∑

t=1

F∑

f=1

(
x(t, f) − x̂(t, f)

)2 ❏ ✥✹✸ ✑ ◗

❭✉❦❧✱✰❣ T ❝❀✱❖❛✥✩✎✸❡●❨❴✲✱❴✆❨✱r❦❧✱✰❣❄✫✲✱✣✺❨❴✲✯❍✆✶❄⑩✩✎●✥✯✲✱❄❴✮❦✬❭✐✫✮❜❀✩✬❛✥✯✈✱❄✫ F ❝❀✱❖❛✥✩✎✸❡●❨❴✲✱❴✆❨✱r❣✰✩★✱ ☎❲❣❄❜❀✱❄❛✽✫✲✯✈✧❤❭✐❴❞❦❧✱✰❣❄✫✲✱✣✺❨❴✉✸

✒ ❛ ✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ✆❨✱❥✆❨✩✬❛❨❛✽✻✰✱✰✯❙❉❤❛✥✩✎✺✥✯★✸❉✩s✆✼✻❄❝❬❜❀✯✲✩✬❛✥✯▲❝❯❭④✧❤❭✐❴✮✫✹✆✶❄ ✻❄❛✥✱❄❴✮❫❑❜❀✱❡✆❨✱❢❣✲✭❤❭✎❀❂✺✥✱❢❣✰✩★✱ ☎❲❣❄❜❀✱❄❛✽✫❖✯✮✧✪✱✰❣❄✫✮❴❡❭✐❝
●❨❴❃✺❨❜❬✫✑✻ Y (t, f) ✧✪✩✎✺❨❦❑❭✐❛✽✫❯✇❄✫✮❴✲✱⑧❭✐✫✮✫✮❴✮❜❭●✼✺✽✻✰✱⑧❭❅✺☞✯✲❜❬❫❑❛❤❭✐❝❩✆❨✱✶✧❤❭✐❴✲✩✬❝❀✱✻✧❤❭✐❴t✺❨❛✥✱✶❦❑❭✐❴✮❜❯❭❅●❨❝❀✱⑧❭✐❝☛✻✉❭✐✫✲✩✬❜❬❴✲✱ X̂(t, f) ✸✷ ❄ ❜❬❛✽✫✲✱❄❴✮❦❑❭✐❝❬❝❀✱❱✆❨✱❴✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛①❭✬✯❡✯✲✩s❣❄❜☛✻ ❦ ❝❯❭❲❦❑❭✐❴✮❜❯❭❅●❨❝❀✱❥❭✐❝☛✻✉❭✐✫✲✩✬❜❬❴✲✱ X̂(t, f) ✱✰✯✮✫❩✆❨✩✬❛✥❣❢❝❪❄⑩✱❄❛✥✯❡✱✣✸❴●❨❝❀✱❱✆❨✱❢✯❡✱✰✯❴✑✻✉❭✐❝❬❜❀✯❅❭✐✫✮❜❀✩✬❛✥✯ x̂(t, f) ✧✪✩❑✯❡✯✮❜❭●❨❝❀✱✰✯✉✸❅❫♣✱❢✸❲❭✐❛❨❜✔✓❄❴✲✱♦❫■✻❄❛✽✻❄❴❡❭✐❝❀✱❊❉✎✺❨❛⑨❜❬❛✽✫✲✱❄❴✮❦❑❭✐❝❬❝❀✱❛✆❨✱❢✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛❲✱✰✯✮✫ ❣✉❭✐❴❡❭✬❣❄✫✑✻❄❴✮❜❀✯✑✻
✧❤❭✐❴❴✺❨❛✥✱❆●✓✩✬❴✮❛✥✱④❜❬❛❜✾▼✻❄❴✮❜❀✱✣✺❨❴✲✱ bi(t, f) ✱❄✫❥✺❨❛✥✱❆●✪✩✬❴✮❛✥✱❉✯✑✺❨✧P✻❄❴✮❜❀✱✣✺❨❴✲✱ bs(t, f) ❭✐❜❬❛✥✯✲❜❚❀❬✺✥✱④✧❤❭✐❴❴✺❨❛✥✱✝✾●✩✬❛✥❣❄✫✮❜❀✩✬❛ ✆❨✱
✆❨✱❄❛✥✯✲❜❬✫✑✻t✆❨✱③✧❨❴✲✩✎●❤❭❅●❨❜❬❝❬❜❬✫✑✻ γ(.) ✆✼✻✙❳✥❛❨❜❀✱✢✯✑✺❨❴ [bi(t, f), bs(t, f)] ✾●✩✎✺❨❴✮❛❨❜❀✯❡✯❡❭✐❛✽✫④❝❀✱✰✯❥✧❨❴✲✩✎●❤❭❅●❨❜❬❝❬❜❬✫✑✻✰✯ ❚ ✂ ❃❅❋❵■✬❃❇❋ ✆❨✱
❣❡✭❤❭✎❀❬✺✥✱❉❴✑✻✉❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛ x̂(t, f) ∈ [bi(t, f), bs(t, f)] ✸ ✎♣✩✎✺✥✯❲✆✼✻✙❳✥❛❨❜❀✯✲✯✲✩✬❛✥✯r❝❪❄⑩✱❄❴✮❴✲✱✣✺❨❴❡✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❀✱❲❭❅✺❜❝❞✸❉✩✬❜❬❛✽✆✹❴✲✱✰✯
❣✉❭✐❴✮❴✑✻✰✯✈❣✰✩✎✸❱✸❉✱r❝❪❄⑩✱✰✯✮✧✐✻❄❴❡❭✐❛✥❣✰✱❥✆❨✱r❝❪❄⑩✱❄❴✮❴✲✱✣✺❨❴✈❭❅✺❜❝t✸❉✩✬❜❬❛✽✆✹❴✲✱✰✯✈❣✉❭✐❴✮❴✑✻✰✯ ✄

MaMSE =
1

T.F

T∑

t=1

F∑

f=1

∫ bs(t,f)
bi(t,f)

(
x(t, f) − x̂(t, f)

)2
γ(x̂(t, f)) dx̂(t, f)

∫ bs(t,f)
bi(t,f) γ(x̂(t, f)) dx̂(t, f)

❏ ✥✹✸◗P■◗

✎♣✩✎✺✥✯❞❭✰❦❧✩✬❛✥✯★✸❉✩✬❛✽✫✮❴✑✻r❣✰✩✎✸❱✸❉✱❄❛✽✫❍✆✼✻✙❳✥❛❨❜❬❴♥❝❀✱✰✯✯●✓✩✬❴✮❛✥✱✰✯❛✆❨✱✪✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛ bi(t, f) ✱❄✫ bs(t, f)
❦ ✧❤❭✐❴✮✫✮❜❬❴★✆❨✱✰✯

✸❲❭✬✯✛❀❬✺✥✱✰✯❚✆❨✱♥❣✰✩✬❛s✫✮❴✮❜❭●✼✺❨✫✮❜❀✩✬❛ ❏▼✻❁❀❂✺❤❭✐✫✮❜❀✩✬❛❆✱✥✸ ✑ ✝♣✧❤❭✐❫❧✱✙✶❅✱❂◗❇✸✤✎♣✩✎✺✥✯ ✸❉✩s✆✼✻❄❝❬❜❀✯✲✩✬❛✥✯ γ(.) ✧❤❭✐❴ ✺❨❛✥✱❞❝❀✩✬❜✽✆❨✱♦✧❨❴✲✩✎●❤❭❅●❨❜❬❝❬❜❬✫✑✻
✺❨❛❨❜❤✾❵✩✬❴❃✸❉✱ u(bi(t, f), bs(t, f)) ✯❃✺❨❴ [bi(t, f), bs(t, f)] ✸✳❫♣✱❢❣✰✱✪✾❵❭✐❜❬✫✏✄

γ(x̂(t, f)) =
1

bs(t, f) − bi(t, f)
∀ x̂(t, f) ∈ [bi(t, f), bs(t, f)]

✱❄✫
∫ bs(t,f)

bi(t,f)
γ(x̂(t, f)) dx̂(t, f) = 1

✷ ❄ ✻❁❀❬✺❤❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ✥✹✸◗P⑨✧✪✱✣✺❨✫▲❭✐❝❀✩✬❴✲✯❍✇❄✫✮❴✲✱r❴✲✱✙✾❵✩✬❴❃✸❴✺❨❝☛✻✰✱❢❣✰✩✎✸❱✸❉✱❢✯❃✺❨❜❬✫✏✄

MaMSE =
1

T.F

T∑

t=1

F∑

f=1

∫ bs(t,f)
bi(t,f)

(
x(t, f) − x̂(t, f)

)2
dx̂(t, f)

bs(t, f) − bi(t, f)
❏ ✥✹✸ ✝■◗

✎♣✩✎✺✥✯❞✧❨❴✲✩✬✧✓✩❑✯✲✩✬❛✥✯❍✆❨✩✬❛✥❣❥✆✶❄ ✻❄❦✬❭✐❝❭✺✥✱❄❴✪❀❬✺❤❭✐❛s✫✮❜❬✫❡❭✐✫✮❜❬❦❧✱✣✸❉✱❄❛✽✫❖❝❯❭⑨❴✑✻❁✆❜✺✥❣❄✫✮❜❀✩✬❛❞✆❨✱✰✯❞❜❬❛✽✫✲✱❄❴✮❦❑❭✐❝❬❝❀✱✰✯✪✆❨✱❲✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛
❴✑✻✰✯✑✺❨❝❬✫❡❭✐❛✽✫❆✆❨✱❂❝❪❄❸❭✐✧❨✧❨❴✲✩s❣❡✭✥✱❂✧❨❴✲✩✬✧✪✩❑✯✑✻✰✱✢❭❅✺❘✧❤❭✐❴❡❭✐❫❑❴❡❭✐✧❨✭✥✱❧✱✥✸ ✝✹✸◗P✛✧❤❭✐❴⑨❣✰✱❄✫✮✫✲✱♣✸❉✱✰✯❃✺❨❴✲✱❧♠✻❭✎♠ ✁ ✒▲✸✂▲❶✩✎✺❨✫✲✱✙✾●✩✬❜❀✯❙❉ ✱❄✫
❭ ❳✥❛t✆✶❄ ✻❄❦❑❭✐❝❭✺✥✱❄❴♥❝❪❄ ❜❭✸④✧✪✩✬❴✮✫❡❭✐❛✥❣✰✱❲❀❂✺✥✱✈❝❪❄⑩✩✬❛❂✧✓✱✣✺❨✫❞❭✬❣✰❣✰✩✬❴✑✆❨✱❄❴ ❦ ❣✰✱❄✫✮✫✲✱✪✸❉✱✰✯❃✺❨❴✲✱❊❉★❛✥✩✎✺✥✯♥❣✰✩✎✸❱✸❉✱❄❛✁�✰✩✬❛✥✯♥✧❤❭✐❴❛✻❄✫❃✺✽✆✹❜❀✱❄❴
✆✥❭✐❛✥✯▲❝❯❭⑨✯❃✺❨❜❬✫✲✱r❝❀✱✰✯♥❝❬❜❭✸④❜❬✫✲✱✰✯❍✆❨✱r❣✰✱❄✫✮✫✲✱❲✸❉✱✰✯❃✺❨❴✲✱❥❀❂✺❤❭✐❛✽✫ ❦ ❣✰✱❲❀❬✺ ❄⑩✱❄❝❬❝❀✱✇✧✪✱❄❴❃✸❉✱❄✫✹✆❨✱r❣✰✩✬❛✥❣❄❝❭✺❨❴✲✱❑✸
� ✁✄✂✎✁☎✆ ✂✲✖✶✏ ✚ ✁☎✄ ✁ ❀✹✏ ✡✑✏✓✒✕✔✗✖✙✘✎✚ ☞✕✡ ✢✤✚✩✛ ✌✆✁✓✚ ❃ ✡❅❃❇❆ ✞

✷ ❭❨❳✥❫❊✺❨❴✲✱ ✥✹✸ ❳ ❜❬❝❬❝❭✺✥✯✮✫✮❴✲✱✶❝❀✱✶❣✰✩✎✸④✧✓✩✬❴✮✫✲✱✣✸❉✱❄❛✽✫♦✆❨✱✛❝❯❭ ✸❉✱✰✯❃✺❨❴✲✱ ♠✻❭✎♠ ✁ ✒✎✯❃✺❨❴✉✺❨❛ ✱✙❝❨✱✣✸④✧❨❝❀✱❞❳❤❣❄✫✮❜❤✾❩✸ ✁ ✺❨✧❜❇
✧✓✩❑✯✲✩✬❛✥✯ ❀❂✺✥✱❘❝❪❄⑩✩✬❛ ✯❡✩✎✺❨✭❤❭✐❜❬✫✲✱◆❣❄❝❯❭✬✯✲✯✮❜❤❳❤✱❄❴ ✺❨❛✥✱◗✩✎●✥✯✲✱❄❴✮❦✬❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ●❨❴❃✺❨❜❬✫✑✻✰✱ Y ✧❤❭✐❴❃✸④❜❑✺❨❛✡✱❄❛✥✯❡✱✣✸❴●❨❝❀✱ ✆❨✱◗❣❄❝❯❭✬✯✲✯✲✱
C = {C1, . . . , Ck} ✸ ✎✈✩✎✺✥✯❱✱❄❛✽✫✲✱❄❛✽✆❨✩✬❛✥✯❹✧❤❭✐❴❂❦❑❭✐❝❀✱✣✺❨❴t✆❨✱⑤❴✑✻✙✾ ✻❄❴✲✱❄❛✥❣✰✱❊❉♦❝❯❭①❦✬❭✐❝❀✱✣✺❨❴ X ❀❂✺❨❜❖❭❅✺❨❴❡❭✐❜❬✫t✆❜✺✥✱ ✇❄✫✮❴✲✱
✑✣✢ ✶
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✩✎●✥✯✲✱❄❴✮❦■✻✰✱♣✱❄❛❲❝❪❄❸❭❅●✥✯✲✱❄❛✥❣✰✱✪✆❜✺r●❨❴❃✺❨❜❬✫ N ✄ Y = X +N ✸ ✎✈✩✎✺✥✯ ✯❃✺❨✧❨✧✪✩❑✯❡✩✬❛✥✯ X = 0 ✆✥❭✐❛✥✯t❣✰✱❄✫t✱✙❝❨✱✣✸④✧❨❝❀✱❑✸❜❘t✩✬❛✥✯✲❜❤❇
✆✼✻❄❴✲✩✬❛✥✯★✸❲❭✐❜❬❛s✫✲✱❄❛❤❭✐❛✽✫❲❀❬✺✥✱❖❛✥✩✎✺✥✯✪✆✹❜❀✯✮✧✓✩❑✯✲✩✬❛✥✯★✆✶❄ ✺❨❛❹❜❬❛s✫✲✱❄❴✮❦✬❭✐❝❬❝❀✱❑✆❨✱❲✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛♦✾❵✩✎✺❨❴✮❛❨❜❀✯✲✯❡❭✐❛✽✫▲❝❪❄⑩✱❄❛✥✯✲✱✣✸❴●❨❝❀✱
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☎ ❭✐❝❀✱✣✺❨❴✹✆❨✱r❴✑✻✙✾ ✻❄❴✲✱❄❛✥❣✰✱

♥ ❛✽✫✲✱❄❴✮❦❑❭✐❝❬❝❀✱❴✆❨✱
✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛

✏✒✑ ✓✒✕ ✥✹✸ ❳ ✖ ✺ �✐❚✬✾ ❆❨❚❑❊●❋❵■✬❏ ❁✽✼③✾❬❚✆�❲✼❅❈❇❆s❃✲✼❦❴✶❚✩❴✆✝ ✺ ❈❇❆s❃❉❆★❏ ✼✦r✽✼✞� ✂ ✾❀✼✠✟ ❙✰❊●❋ ❩ � ✴q❚✡✟✞❵✬❆★❃✮✼❱❁s✼❤❵✽❚✬❆✹❙ ✁ ✼✡❩✰■✬❆s❃❇❏✥❋●❊
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❏✿■❑❊●❋❵■✬❏❨❈✇❁✽✼❢✾❳■❑❏①❵✬❆✥✼❇❆s❃④✼❄❊♦❁✽▼✮❙✲❚✬✾❬❚✲❵✽✼ �

✷ ❭♦❳✥❫❊✺❨❴✲✱ ✥✹✸ ❳ ✸❉✩✬❛✽✫✮❴✲✱ ❀❬✺✥✱❱❝❯❭♦✸❉✱✰✯❃✺❨❴✲✱t♠✻❭✎♠ ✁ ✒ ✱✰✯✮✫④❛✥✩✬✫❡❭❅✸❱✸❉✱❄❛✽✫③❴✲✱❄✧❨❴✑✻✰✯✲✱❄❛✽✫❡❭✐✫✮❜❬❦❧✱❯✆❨✱❱❝❯❭✶❝❀✩✬❛❨❫❊✺✥✱✣✺❨❴✉✆❨✱
❝❪❄ ❜❬❛✽✫✲✱❄❴✮❦❑❭✐❝❬❝❀✱❴✆❨✱❲✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❅❭✐✫✮❜❀✩✬❛q✸ ✁ ❜❬❛✥✯✮❜❪❉✹✧✓✩✎✺❨❴★✺❨❛ ✆✼✻✰❣✉❭✐❝❯❭✐❫❧✱ d ❳✼❝❜✻❊❉❨❝❀✱❢✯✲❣✰✩✬❴✲✱❥✆❨✱❖❝❯❭✝✸❉✱✰✯❃✺❨❴✲✱❴♠✶❭✎♠ ✁ ✒ ✱✰✯✮✫
✫✲✩✎✺ ✁ ✩✎✺❨❴✲✯⑨✧❨❝❭✺✥✯❥❜❭✸④✧✓✩✬❴✮✫❡❭✐❛✽✫④✧✓✩✎✺❨❴✝✺❨❛❘❜❬❛s✫✲✱❄❴✮❦✬❭✐❝❬❝❀✱t✆❨✱❂❝❀✩✬❛❨❫❊✺✥✱✣✺❨❴ l1

❀❂✺✥✱❲✧✓✩✎✺❨❴✝✺❨❛◗❜❬❛✽✫✲✱❄❴✮❦❑❭✐❝❬❝❀✱t✆❨✱③❝❀✩✬❛❨❫❊✺✥✱✣✺❨❴
l2 < l1

✸
l1 > l2 → MaMSE

(

Intervalle(d, l1)
)

> MaMSE
(

Intervalle(d, l2)
) ❏ ✥✹✸ ✱❂◗

✩✏✎ Intervalle(d, l) ✱✰✯✮✫❛✺❨❛❹❜❬❛s✫✲✱❄❴✮❦✬❭✐❝❬❝❀✱❡✆❨✱❩✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ✆❨✱r❝❀✩✬❛❨❫❊✺✥✱✣✺❨❴ l ✆❨✩✬❛✽✫❞❝❯❭④❦✬❭✐❝❀✱✣✺❨❴★✸❆✻❁✆✹❜❯❭✐❛✥✱❢✱✰✯✮✫❦ ✺❨❛✥✱❥✆✹❜❀✯✮✫❡❭✐❛✥❣✰✱❥✆❨✱ d ✧❤❭✐❴❞❴❡❭✐✧❨✧✓✩✬❴✮✫ ❦ ❝❯❭❥❦✬❭✐❝❀✱✣✺❨❴❍✆❨✱r❴✑✻✙✾▼✻❄❴✲✱❄❛✥❣✰✱❑✸
✷ ❭❞✸❉✱✰✯❃✺❨❴✲✱❯♠✻❭✎♠ ✁ ✒✡✱✰✯✮✫❆✻❄❫✽❭✐❝❀✱✣✸❉✱❄❛✽✫♣✆✼✻❄✧✪✱❄❛✽✆✥❭✐❛s✫✲✱ ✆❜✺ ✆✼✻✰❣✉❭✐❝❯❭✐❫❧✱❊❉ ✱❄✫❉✱❄❝❬❝❀✱♣✾❵❭✉❦❧✩✬❴✮❜❀✯✲✱⑤❭✐❜❬❛✥✯✮❜❛✺❨❛ ❜❬❛s✫✲✱❄❴✮❦✬❭✐❝❬❝❀✱
❣✰✩✬❛✽✫✲✱❄❛❤❭✐❛s✫❉❝❯❭✛❦✬❭✐❝❀✱✣✺❨❴❆✆❨✱❂❴✑✻✙✾ ✻❄❴✲✱❄❛✥❣✰✱❱✧❤❭✐❴❥❴❡❭✐✧❨✧✓✩✬❴✮✫ ❦ ✺❨❛◗❜❬❛✽✫✲✱❄❴✮❦❑❭✐❝❬❝❀✱❯✆❨✱♣✸❆✇✣✸❉✱❱✫❡❭✐❜❬❝❬❝❀✱③❛✥✱✢❣✰✩✬❛s✫✲✱❄❛❤❭✐❛✽✫❉✧❤❭✬✯
❣✰✱❄✫✮✫✲✱❖❦✬❭✐❝❀✱✣✺❨❴✉✸✳❘t✱❄✧✓✱❄❛✽✆✥❭✐❛✽✫❙❉✿❣✰✱❄✫✮✫✲✱❩✸❉✱✰✯❃✺❨❴✲✱❖❴✑✻❁✆❜✺❨❜❬✫❞❝❯❭❥❛✥✩✬✫✮❜❀✩✬❛ ✆❨✱❖❣✰✩✏✑❨✫✹✆✶❄ ✺❨❛✢❜❬❛s✫✲✱❄❴✮❦✬❭✐❝❬❝❀✱✇✧❨❴✲✩✬✧✪✩❑✯✑✻ ❦ ❝❪❄⑩✱❄❴✮❴✲✱✣✺❨❴
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Masques oracles de contribution
Masques oracles SNR-0
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Masques de contribution estimes
Masques SNR-0 estimes
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✫✲✩✬❴✲✯✲❜❀✩✬❛✥✯❥✆❜✺⑧✯✮❜❬❫❑❛❤❭✐❝ ❜❬❛✽✆❜✺❨❜❬✫✲✱✰✯✇✧❤❭✐❴r❝❀✱④❣✉❭✐❛❤❭✐❝❚✆❨✱⑨✫✮❴❡❭✐❛✥✯✑✸④❜❀✯✲✯✮❜❀✩✬❛ ❉q❣✰✩✎✸❱✸❉✱④✱❄❛①❭✐✫✮✫✲✱✰✯✮✫✲✱❄❛s✫❢❝❀✱✰✯❩●✓✩✬❛✥✯❖❴✑✻✰✯❃✺❨❝❬✫❡❭✐✫✲✯
✩✎●❨✫✲✱❄❛❂✺✥✯❖✯❃✺❨❴❞❝❯❭✝●❤❭✬✯✲✱❴✆❨✱r✫✲✱✰✯✮✫✪❘ ✆✼✻❁✆✹❜☛✻✰✱ ❦ ❣✰✱❄✫✮✫✲✱❢✫✁☛✬❣✲✭✥✱❑✸✳❫✝❄❸❭❅✺❨✫✮❴✲✱❢✧❤❭✐❴✮✫❙❉✥❝❀✱✰✯★✸❲❭✬✯✛❀❬✺✥✱✰✯▲❦❧✱✰❣❄✫✲✩✬❴✮❜❀✱❄❝❀✯▲✧✓✱✣✺❨❦❧✱❄❛✽✫
✧❨❴✲✱❄❛✽✆✹❴✲✱❖✧❨❝❯❭✬❣✰✱r❭✉❦✬❭✐❛s✫❡❭✐❫❧✱✣✺✥✯✲✱✣✸❉✱❄❛✽✫✹✆✥❭✐❛✥✯❢✺❨❛✢✯ ✌✹✯✮✫☞✓✣✸❉✱✪✆❨✱▲❴✲✱✰❣✰✩✬❛❨❛❤❭✐❜❀✯✲✯❅❭✐❛✥❣✰✱✈✫✲✱❄❝✓❝❀✱✪✆✼✻✰❣✰✩❂✆❨✱✣✺❨❴✌✸❡✺❨❝❬✫✮❜❤❇⑥✯✲✩✎✺❨❴✲❣✰✱✰✯
✆❨✱ ✆♦❭✐❴ �❧✱❄❴✉✸ ✎✈✩✎✺✥✯★✆✼✻❄❦❧✱❄❝❀✩✬✧❨✧✓✩✬❛✥✯▲❣✰✱✇✧✪✩✬❜❬❛s✫✹✆✥❭✐❛✥✯♥❝❀✱✰✯♥✧✓✱❄❴✲✯✮✧✓✱✰❣❄✫✮❜❬❦❧✱✰✯✉✸
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✷ ✱✰✯❢✆✹❜❤❣✐✻❄❴✲✱❄❛s✫✲✱✰✯ ❦❑❭✐❴✮❜❯❭✐❛✽✫✲✱✰✯✌✆❨✱✰✯ ✫✲✱✰❣✲✭❨❛❨❜☛❀❂✺✥✱✰✯✌✆✶❄ ❜❭✸④✧✼✺❨✫❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛❱✱❄✫❢✆❨✱★✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛❱✧❨❴✲✩✬✧✓✩❑✯✑✻✰✱✰✯✌✆✥❭✐❛✥✯ ❝❯❭
❝❬❜❬✫✮✫✑✻❄❴❡❭✐✫❃✺❨❴✲✱❢✩✬❛✽✫❛✸❉✩✬❛✽✫✮❴✑✻❴❀❬✺✥✱♣❝❯❭✝✆✼✻✙❳✥❛❨❜❬✫✮❜❀✩✬❛ ✆✶❄ ✺❨❛❧✸❲❭✬✯✑❀❂✺✥✱r✱❄✫♥✯✲✩✬❛❱❜❬❛✽✫✲✱❄❴✮✧❨❴✑✻❄✫❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛✛❣✰✩✬❛✽✆✹❜❬✫✮❜❀✩✬❛❨❛✥✱❄❛s✫▲❝❯❭⑨✯✮✫✮❴❡❭ ❇
✫✑✻❄❫❑❜❀✱❲✆❨✱❩✆✼✻✰❣✰✩s✆✥❭✐❫❧✱✪✸④❜❀✯✲✱❖✱❄❛✄☞❩✺❨❦★❴✲✱❑✸ ❲ ❝❭✺✥✯♦✧❤❭✐❴✮✫✮❜❀❣✣✺❨❝❬❜✔✓❄❴✲✱✣✸❉✱❄❛✽✫❙❉❋✆✥❭✐❛✥✯t❝❀✱♣❣✉❭✎✆✹❴✲✱❲✆❨✱✈❝❯❭❡✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ❉✥❣✰✱✰✯
❦❑❭✐❴✮❜❯❭✐❛✽✫✲✱✰✯♦✯✲✱♦✫✮❴❡❭✎✆❜✺❨❜❀✯❡✱❄❛✽✫t✧❤❭✐❴✿✺❨❛✥✱❞❴✑✻❁✆❜✺✥❣❄✫✮❜❀✩✬❛♣✆❜✺✉✆❨✩✎✸❲❭✐❜❬❛✥✱❍✆❨✱★✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛❧✆❨✱❞❝❯❭❖❦★❴❡❭✐❜❀✯✲✱✣✸❡●❨❝❯❭✐❛✥❣✰✱❍✆❨✱✰✯
❣✰✩★✱ ☎❲❣❄❜❀✱❄❛✽✫✲✯♥✯✲✧✪✱✰❣❄✫✮❴❡❭❅✺❜❝⑦✸ ✷ ❭❢✫✲✱✰❣✲✭❨❛❨❜☛❀❂✺✥✱✪✆❨✱✹✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛❱❝❯❭✇✧❨❝❭✺✥✯✿✺❨✫✮❜❬❝❬❜❀✯✑✻✰✱❊❉❂✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ✛ ❛❨❜❤✾●✩✬❴❃✸✝❇
❫♣❜❬❴❡❭✬❣❊❉ ✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯✲✱④❝❯❭❱❦★❴❡❭✐❜❀✯✲✱✣✸❴●❨❝❯❭✐❛✥❣✰✱✉✆✶❄ ✺❨❛ ❣✰✩★✱ ☎❲❣❄❜❀✱❄❛✽✫❥✯✮✧✪✱✰❣❄✫✮❴❡❭✐❝ ✸❲❭✬✯✛❀❬✺✽✻❉✯✑✺❨❴ [0, y] ❉q✩✏✎ y ❴✲✱❄✧❨❴✑✻✰✯✲✱❄❛✽✫✲✱
❝❪❄ ✻❄❛✥✱❄❴✮❫❑❜❀✱❲✩✎●✥✯✲✱❄❴✮❦■✻✰✱❱✆❨✱⑨❣✰✱④❣✰✩s✱ ☎❲❣❄❜❀✱❄❛s✫✉✸ ✷ ❭③❦s❴❡❭✐❜❀✯❡✱✣✸❴●❨❝❯❭✐❛✥❣✰✱❆✆✶❄ ✺❨❛⑧❣✰✩★✱ ☎❲❣❄❜❀✱❄❛✽✫❲❳✿❭❅●❨❝❀✱④✱✰✯✲✫❖❣✉❭✐❝❀❣✣✺❨❝☛✻✰✱❱✆❨✱❑✸❲❭ ❇
❛❨❜✔✓❄❴✲✱♥❣❄❝❯❭✬✯❡✯✮❜☛❀❬✺✥✱♦✯✲✩✎✺✥✯ ❝❪❄ ✭ ✌s✧✓✩✬✫✮✭ ✓✰✯✲✱❛✆❨✱✌✆❨✩✎✸④❜❬❛❤❭✐❛✥❣✰✱♥✧✓✩❑✯✮✫❃✺❨❝❯❭✐❛✽✫ ❀❂✺ ❄ ✺❨❛❉❣✰✩s✱ ☎❲❣❄❜❀✱❄❛s✫ ✯✮✧✪✱✰❣❄✫✮❴❡❭✐❝❨✱✰✯✮✫ ✆❨✩✎✸④❜❬❛✽✻♥✯✲✩✬❜❬✫
✑✻P✤✢
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✧❤❭✐❴ ❝❪❄ ✻❄❛✥✱❄❴✮❫❑❜❀✱✹✆❨✱♥❝❯❭♣✧❤❭✐❴✲✩✬❝❀✱❊❉s✯✲✩✬❜❬✫ ✧❤❭✐❴ ❝❪❄ ✻❄❛✥✱❄❴✮❫❑❜❀✱❍✆❜✺❱●❨❴❃✺❨❜❬✫✉✸❬♠✶✩✬❴✮❴✮❜❀✯ ❭✪✸❉✩✬❛✽✫✮❴✑✻❍❀❬✺ ❄ ✺❨❛✥✱▲❭❅✺❨✫✮❴✲✱❞❜❬❛✽✫✲✱❄❴✮✧❨❴✑✻❄✫❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛
✆❨✱✰✯❩✸❲❭✬✯✑❀❂✺✥✱✰✯❥✆❨✱❱✆❨✩✬❛❨❛✽✻✰✱✰✯❲✸❲❭✐❛✽❀❂✺❤❭✐❛✽✫✲✱✰✯❲✾❵✩✬❛✽✆✼✻✰✯✇✯❃✺❨❴❖❝❀✱④✯✲✱✣✺❨❜❬❝❬❝❯❭✐❫❧✱r✆❜✺ ✁ ✎ ✂ ✱✰✯✲✫♣✧✓✩❑✯✲✯✮❜❭●❨❝❀✱❑✸✶♥ ❝ ✧❨❴✲✩✬✧✪✩❑✯❡✱⑨❝❯❭
✫✲✱✰❣✲✭❨❛❨❜☛❀❂✺✥✱✝✆❨✱❡✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❅❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ✛ ❛❨❜❤✾❵✩✬❴❃✸✝❇ ✛ ❛❨❜❤✾❵✩✬❴❃✸❹✸ ❘t✱❄✫✮✫✲✱❥✫✲✱✰❣✲✭❨❛❨❜☛❀❂✺✥✱④✯✲✱❑✆✹❜❤❣✐✻❄❴✲✱❄❛✥❣❄❜❀✱✝✆❨✱✰✯r❭❅✺❨✫✮❴✲✱✰✯❖✧❤❭✐❴❖❝❀✱
✾❵❭✐❜❬✫❍❀❬✺✥✱❢✫✲✩✎✺❨✫✲✱✰✯✈❝❀✱✰✯▲❦s❴❡❭✐❜❀✯❡✱✣✸❴●❨❝❯❭✐❛✥❣✰✱✰✯❖✯✲✩✬❛✽✫✪✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯✑✻✰✱✰✯❙❉P❀❂✺✥✱❢❣✰✱❢✯❡✩✬❜❬✫▲✧✓✩✎✺❨❴▲❝❀✱✰✯✹✆❨✩✬❛❨❛✽✻✰✱✰✯✪✸❲❭✬✯✑❀❂✺✽✻✰✱✰✯♣✩✎✺
❝❀✱✰✯❚✆❨✩✬❛❨❛✽✻✰✱✰✯✿❳✿❭❅●❨❝❀✱✰✯✉✸ ✷ ✱✰✯ ❜❬❛✽✫✲✱❄❴✮❦❑❭✐❝❬❝❀✱✰✯✯✆❨✱★✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛♣✆✹❜❤❣ ✓❄❴✲✱❄❛✽✫t❣✰✱❄✧✪✱❄❛✽✆✥❭✐❛s✫♦❭❅✺❲❴✲✱❄❫✽❭✐❴✑✆r✆❨✱♥❝❯❭✪❳✿❭❅●❨❜❬❝❬❜❬✫✑✻
✆❨✱✰✯r❣✰✩s✱ ☎❲❣❄❜❀✱❄❛s✫✲✯✉✸ ✁ ❜ ❝❪❄⑩✩✬❛⑧❣✰✩✬❛✥✯✲❜☛✆✕✓❄❴✲✱❆✆❨✱✰✯❲✸❲❭✬✯✑❀❂✺✥✱✰✯❩✾❵✩✬❛✽✆✼✻✰✯✇✯❃✺❨❴❩✺❨❛①✯✲✱✣✺❨❜❬❝❬❝❯❭✐❫❧✱❱✆❜✺ ✁ ✎ ✂ ❦ ✢❧✆✝✆❩❉✓❝❯❭❂❦★❴❡❭✐❜❤❇
✯✲✱✣✸❴●❨❝❯❭✐❛✥❣✰✱✉✆✶❄ ✺❨❛①❣✰✩★✱ ☎❲❣❄❜❀✱❄❛✽✫❴✸❲❭✬✯✛❀❬✺✽✻④✱✰✯✮✫❲✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯✛✻✰✱❲✯❃✺❨❴✇❝❪❄ ❜❬❛s✫✲✱❄❴✮❦✬❭✐❝❬❝❀✱ [0, y/2] ❉❪✱❄✫✇❝❯❭❂❦★❴❡❭✐❜❀✯✲✱✣✸❴●❨❝❯❭✐❛✥❣✰✱
✆✶❄ ✺❨❛❹❣✰✩s✱ ☎❲❣✰✱❄❛s✫✌❳✿❭❅●❨❝❀✱❖❝❪❄⑩✱✰✯✮✫❞✯❃✺❨❴ [y/2, y] ✸✳❫❖❭✐❛✥✯✌✺❨❛✢❣✰✱❄❴✮✫❡❭✐❜❬❛⑤✯❡✱❄❛✥✯♥❣✰✱❄✫✮✫✲✱✈✫✲✱✰❣❡✭❨❛❨❜☛❀❬✺✥✱✇❴✲✱✣✸❉✱❄✫❞✱❄❛❹❣✉❭❅✺✥✯✲✱♣❝❪❄ ✭ ✌❂❇
✧✪✩✬✫✮✭ ✓✰✯❡✱❡✆❨✱✝✆❨✩✎✸④❜❬❛❤❭✐❛✥❣✰✱❑✸ ✎✈❛✻✧✪✱✣✺❨✫r❣✰✩✬❛✥✯✮❜☛✆✕✓❄❴✲✱❄❴❲❀❂✺ ❄ ✺❨❛ ❣✰✩s✱ ☎❲❣❄❜❀✱❄❛s✫✇✯✮✧✪✱✰❣❄✫✮❴❡❭✐❝ ●❨❴❃✺❨❜❬✫✑✻❥❛ ❄⑩✱✰✯✮✫❖❛❨❜ ✫✲✩✬✫❡❭✐❝❀✱✣✸❉✱❄❛✽✫
✸❲❭✐❛✽❀❬✺❤❭✐❛s✫❱❛❨❜✈✫✲✩✬✫❡❭✐❝❀✱✣✸❉✱❄❛s✫❧❳✿❭❅●❨❝❀✱❑✸ ✷ ❄ ✻❄❦✬❭✐❝❭✺❤❭✐✫✮❜❀✩✬❛☞❣✰✩✎✸④✧❤❭✐❴❡❭✐✫✮❜❬❦❧✱ ✆❨✱✛✫✮❴✲✩✬❜❀✯③✫✲✱✰❣❡✭❨❛❨❜☛❀❬✺✥✱✰✯t✆❨✱❞✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭ ❇
✫✮❜❀✩✬❛ ❏▼❵✼✺❨❝❬❝❤❇❪✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❅❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ❉ ✛ ❛❨❜❤✾❵✩✬❴❃✸✝❇ ❫♣❜❬❴❡❭✬❣❴✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❅❭✐✫✮❜❀✩✬❛✻✱❄✫ ✛ ❛❨❜❤✾●✩✬❴❃✸✝❇ ✛ ❛❨❜❤✾●✩✬❴❃✸ ✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛❋◗
✸❉✩✬❛✽✫✮❴✲✱❥❝❪❄ ❜❬❛✽✫✑✻❄❴✑✇❄✫❥✆❨✱❥❴✑✻❁✆❜✺❨❜❬❴✲✱❥❝❀✱✰✯❩✆❨✩✎✸❲❭✐❜❬❛✥✱✰✯❲✆❨✱❴✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❅❭✐✫✮❜❀✩✬❛q✸ ❫❖✱❢✧❨❝❭✺✥✯❙❉✪✱❄❝❬❝❀✱⑨✯✲✩✎✺❨❝❬❜❬❫❑❛✥✱❥❝❪❄ ❜❭✸④✧✪✩✬❴✮✫❡❭✐❛✥❣✰✱
✆❨✱❉❝❯❭❹✧❨❴✮❜❀✯✲✱❲✱❄❛◗❣✰✩✎✸④✧❨✫✲✱✉✆❨✱❲❝❯❭❯✆✼✻✙❳✥❛❨❜❬✫✮❜❀✩✬❛ ✆❜✺❨✸❲❭✬✯✛❀❬✺✥✱❲❝❀✩✬❴✲✯❡✆❨✱❲❝❯❭❯✸④❜❀✯✲✱③✱❄❛ ☞❩✺❨❦★❴✲✱✉✆❨✱❲❝❪❄❸❭✐❝❬❫❧✩✬❴✮❜❬✫✮✭✼✸❉✱❧✆❨✱
✆✼✻✰❣✰✩❂✆✥❭✐❫❧✱❑✸

✎✈✩✎✺✥✯❥❭✰❦❧✩✬❛✥✯♠✧❨❴✲✩✬✧✪✩❑✯✛✻❱✺❨❛✥✱❉❛✥✩✎✺❨❦❧✱❄❝❬❝❀✱✉✆✼✻✙❳✥❛❨❜❬✫✮❜❀✩✬❛ ✆❨✱❱✸❲❭✬✯✛❀❬✺✥✱✰✯❡✆❨✱❆✆❨✩✬❛❨❛✽✻✰✱✰✯❴✸❲❭✐❛✽❀❂✺❤❭✐❛✽✫✲✱✰✯❷✸ ❘t✱✰✯❴✸❲❭✬✯✑❀❬✺✥✱✰✯
✯✲✩✬❛✽✫★✾●✩✬❛✽✆✼✻✰✯✈✯❃✺❨❴❞❝❯❭❉❣✰✩✬❛s✫✮❴✮❜❭●✼✺❨✫✮❜❀✩✬❛❞✆❨✱✇❝❪❄ ✻❄❛✥✱❄❴✮❫❑❜❀✱❡✆❜✺⑤✯✲❜❬❫❑❛❤❭✐❝✂✆❨✱r✧❤❭✐❴✲✩✬❝❀✱❡✆✥❭✐❛✥✯❞❝❪❄ ✻❄❛✥✱❄❴✮❫❑❜❀✱❴✆❜✺✶✯✮❜❬❫❑❛❤❭✐❝❪✩✎●✥✯✲✱❄❴✮❦■✻❑✸
❘t✱❄✫✮✫✲✱ ❛✥✩✎✺❨❦❧✱❄❝❬❝❀✱❢✆✼✻✙❳✥❛❨❜❬✫✮❜❀✩✬❛❥❣✰✩✬❛✽✆❜✺❨❜❬✫ ❦ ✺❨❛✥✱ ❛✥✩✎✺❨❦❧✱❄❝❬❝❀✱ ❜❬❛s✫✲✱❄❴✮✧❨❴✑✻❄✫❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛❆✆❨✱✰✯ ✸❲❭✬✯✑❀❂✺✥✱✰✯❪✧✓✱❄❴❃✸❉✱❄✫✮✫❡❭✐❛✽✫ ✆❨✱ ❴✑✻❁✆❜✺❨❜❬❴✲✱
❝❀✱✰✯❢❜❬❛s✫✲✱❄❴✮❦✬❭✐❝❬❝❀✱✰✯✝✆❨✱✉✸❲❭✐❴✮❫❑❜❬❛❤❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛q✸ ✷ ✱✰✯❑✸❲❭✬✯✑❀❂✺✥✱✰✯❡✆❨✱③❣✰✩✬❛✽✫✮❴✮❜❭●✼✺❨✫✮❜❀✩✬❛✥✯❉✯✲✩✬❛s✫❥❣✰✩✬❛✥✯✲✫✮❴❃✺❨❜❬✫✲✯ ❦ ✧❤❭✐❴✮✫✮❜❬❴❑✆✶❄ ✺❨❛✥✱
❴✲✱❄✧❨❴✑✻✰✯✲✱❄❛✽✫❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ✫✲✱✣✸④✧✥✯❃❇ ✾❍❴✑✻❁❀❂✺✥✱❄❛✥❣✰✱✝✆❨✩✬❛✽✫r❣✲✭❤❭✎❀❂✺✥✱❥❦✬❭✐❝❀✱✣✺❨❴❖✱✰✯✮✫♣❝❯❭❲❣✰✩✬❛s✫✮❴✮❜❭●✼✺❨✫✮❜❀✩✬❛ ✆❨✱❢❝❪❄ ✻❄❛✥✱❄❴✮❫❑❜❀✱✝✆❜✺ ✯✮❜❬❫❑❛❤❭✐❝ ✆❨✱
✧❤❭✐❴✲✩✬❝❀✱❲✆✥❭✐❛✥✯♦❝❪❄ ✻❄❛✥✱❄❴✮❫❑❜❀✱❥✆❜✺❹✯✮❜❬❫❑❛❤❭✐❝q✩✎●✥✯✲✱❄❴✮❦■✻❩✺❨❛❱❜❬❛✥✯✮✫❡❭✐❛s✫ t ✧✓✩✎✺❨❴✌✺❨❛✥✱❩●❤❭✐❛✽✆❨✱❲✆❨✱✪✾❍❴✑✻❁❀❂✺✥✱❄❛✥❣✰✱✰✯❞❣✰✱❄❛✽✫✮❴✑✻✰✱❢✯❃✺❨❴ f ✸✷ ❄⑩✱✰✯✮✧❤❭✬❣✰✱★✆❨✱✰✯ ❦❧✱✰❣❄✫✲✱✣✺❨❴✲✯✿✆❨✱❞❣✰✩✬❛s✫✮❴✮❜❭●✼✺❨✫✮❜❀✩✬❛✥✯♦✱✰✯✮✫ ✱❄❛✥✯❃✺❨❜❬✫✲✱♥✧❤❭✐❴✮✫✮❜❬✫✮❜❀✩✬❛❨❛✽✻♣✱❄❛ K ❣❄❝❯❭✬✯✲✯✲✱✰✯ (Mk)k∈[1,K]

✸❂❘ ✭❤❭✬❣✣✺❨❛✥✱
✆✶❄⑩✱❄❝❬❝❀✱✰✯ ✱✰✯✮✫ ❣✉❭✐❴❡❭✬❣❄✫✑✻❄❴✮❜❀✯✛✻✰✱❞✧❤❭✐❴✿✺❨❛❲❦❧✱✰❣❄✫✲✱✣✺❨❴❚✸❉✩✣✌❧✱❄❛ µk

❭✐❜❬❛✥✯✮❜❋❀❬✺ ❄ ✺❨❛✥✱❛✸❲❭✐✫✮❴✮❜❀❣✰✱❍✆❨✱❞❣✰✩✉❦❑❭✐❴✮❜❯❭✐❛✥❣✰✱✪✆✹❜❯❭✐❫❧✩✬❛❤❭✐❝❀✱ Σk
✸

✎✈✩✎✺✥✯❥❣✰✩✬❛✥✯✮❜☛✆✼✻❄❴✲✩✬❛✥✯④❭✐❝❀✩✬❴✲✯⑨❣✲✭❤❭✎❀❂✺✥✱❱❣❄❝❯❭✬✯✲✯✲✱❲❣✰✩✎✸❱✸❉✱♣✺❨❛ ✸❲❭✬✯✑❀❂✺✥✱r✆❨✱❂❣✰✩✬❛✽✫✮❴✮❜❭●✼✺❨✫✮❜❀✩✬❛◆✧✓✩❑✯✲✯✮❜❭●❨❝❀✱❑✸ ✎✈✩✎✺✥✯⑨❭✰❦❧✩✬❛✥✯
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❦❧✩s❣✉❭✐❝❀✱④❭✉❦❧✱✰❣❱✆❨✩✬❛❨❛✽✻✰✱✰✯❲✸❲❭✐❛✽❀❬✺❤❭✐❛s✫✲✱✰✯✉✸ ❘t✱❄❝❭✺❨❜❤❇⑥❣❄❜ ✯❙❄❸❭✐✧❨✧✼✺❨❜❀✱⑨✯❃✺❨❴❩✺❨❛ ✧❨❴✑✻❄✫✮❴❡❭✐❜❬✫✲✱✣✸❉✱❄❛s✫❴✆❜✺⑧✯✮❜❬❫❑❛❤❭✐❝ ❣✰✩✬❛✥✯✮❜❀✯✮✫❡❭✐❛s✫ ❦
✱✙❝★✫✮❴❡❭✐❜❬❴✲✱❲✆❨✱✰✯❢✾●❴❡❭✐❫❊✸❉✱❄❛✽✫✲✯✈❣✰✩✬✭✽✻❄❴✲✱❄❛✽✫✲✯❍✆❜✺❹✯✮✧✪✱✰❣❄✫✮❴✲✱❲✆❨✱♣✧✼✺❨❜❀✯✲✯❅❭✐❛✥❣✰✱❥✆❜✺✢✯✮❜❬❫❑❛❤❭✐❝ ❦ ❴✲✱✰❣✰✩✬❛❨❛❤❭✲❘❀✫✮❴✲✱❑✸❋❘t✱✰✯✌✾●❴❡❭✐❫❊✸❉✱❄❛✽✫✲✯
❣✰✩✬❴✮❴✲✱✰✯✮✧✓✩✬❛✽✆❨✱❄❛✽✫ ❦ ✆❨✱✰✯✈❴✲✱❄❫❑❴✲✩✎✺❨✧✪✱✣✸❉✱❄❛s✫✲✯❲✆❨✱❢❣✰✩★✱ ☎❲❣❄❜❀✱❄❛✽✫✲✯r✯✮✧✓✱✰❣❄✫✮❴❡❭❅✺❜❝❹❜☛✆❨✱❄❛✽✫✮❜❤❳✳✻✰✯❖❣✰✩✎✸❱✸❉✱❑✻❄✫❡❭✐❛✽✫♣❜❀✯✲✯❃✺✥✯✹✆✶❄ ✺❨❛✥✱
✸❆✇✣✸❉✱✇✯✲✩✎✺❨❴✲❣✰✱r✯✲✩✬❛✥✩✬❴✲✱❑✸ ✷ ❄❸❭✐❝❬❫❧✩✬❴✮❜❬✫✮✭✼✸❉✱❴✆❨✱❥✆✼✻✰❣✰✩s✆✥❭✐❫❧✱❥❀❂✺ ❄ ❜❬❝⑦✧❨❴✲✩✬✧✪✩❑✯❡✱r❴✲✱✰❣✲✭✥✱❄❴✲❣❡✭✥✱♠❭✐❝❀✩✬❴✲✯❞❝❯❭⑨✯✛✻❁❀❬✺✥✱❄❛✥❣✰✱❲✆✶❄ ✻❄✫❡❭✐✫✲✯
❭✬❣✰✩✎✺✥✯✮✫✮❜☛❀❂✺✥✱✰✯ ❭✖✌✽❭✐❛s✫ ✱❄❛❨❫❧✱❄❛✽✆✹❴✑✻▲❝❀✱✰✯ ✩✎●✥✯✲✱❄❴✮❦❑❭✐✫✮❜❀✩✬❛✥✯ ❭❅✺❉✫✮❴❡❭✉❦❧✱❄❴✲✯✯✆❨✱♥✫✲✩✎✺✥✯ ❝❀✱✰✯ ❫❑❴✲✩✎✺❨✧✓✱✣✸❉✱❄❛✽✫✲✯ ✧✪✩❑✯✲✯✲❜❭●❨❝❀✱✰✯❚✆❨✱✌✾●❴❡❭✐❫✎❇
✸❉✱❄❛✽✫✲✯✉✸ ✷ ✱❂✧❨❴✲✩s✆❜✺❨❜❬✫❑✆❨✱❂❣✰✱❄✫✮✫✲✱❲❴✲✱✰❣✰✩✬❛❨❛❤❭✐❜❀✯❡✯❡❭✐❛✥❣✰✱❱✱✰✯✮✫♠✧❤❭✐❴⑨❣✰✩✬❛✥✯✑✻❁❀❂✺✥✱❄❛✽✫⑨❝❯❭⑤✫✮❴❡❭✐❛✥✯✲❣❄❴✮❜❬✧❨✫✮❜❀✩✬❛ ✆❜✺❘✯✮❜❬❫❑❛❤❭✐❝t❦❧✩★❣✉❭✐❝
✸❲❭✐❜❀✯❞❭❅✺✥✯✲✯✮❜✓❝❀✱❩✸❲❭✬✯✑❀❂✺✥✱❩✆❨✱❲✆❨✩✬❛❨❛✽✻✰✱✰✯❛✸❲❭✐❛✽❀❬✺❤❭✐❛s✫✲✱✰✯❞❴✑✻✰✯❃✺❨❝❬✫❡❭✐❛s✫✹✆❨✱❖❝❪❄ ✭ ✌★✧✓✩✬✫✮✭ ✓✰✯✲✱❲✆❨✱❖❴✲✱❄❫❑❴✲✩✎✺❨✧✪✱✣✸❉✱❄❛s✫✹✆❨✱✪✾●❴❡❭✐❫✎❇
✸❉✱❄❛✽✫✲✯r❭✖✌✽❭✐❛s✫r✱❄❛❨❫❧✱❄❛✽✆✹❴✑✻❥❣✰✱❄✫✮✫✲✱♠✫✮❴❡❭✐❛✥✯✲❣❄❴✮❜❬✧❨✫✮❜❀✩✬❛q✸ ✷ ❄ ✺❨✫✮❜❬❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ✆❨✱❢❝❯❭❲✯ ✌★❛✥❣✲✭❨❴✲✩✬❛❨❜❀❣❄❜❬✫✑✻✝✆✶❄❸❭✐✫✮✫❡❭✎❀❂✺✥✱❢✧✓✱❄❴❃✸❉✱❄✫♣❜❀❣❄❜
✆❨✱❞❴✑✻❁✆❜✺❨❜❬❴✲✱♣❣✰✩✬❛✥✯✮❜☛✆✼✻❄❴❡❭❅●❨❝❀✱✣✸❉✱❄❛✽✫♥❝❀✱▲❛✥✩✎✸❴●❨❴✲✱✪✆❨✱❛✾●❴❡❭✐❫❊✸❉✱❄❛✽✫✲✯♦❣✰✩✬❛✥✯✮❜☛✆✼✻❄❴✑✻✰✯ ❦ ❣❡✭❤❭✎❀❬✺✥✱✈❜❬❛✥✯✮✫❡❭✐❛s✫✉✸❂❫❖✱▲❣✰✱❄✫✮✫✲✱✹✾②❭ �✰✩✬❛ ❉
✱❄❛✽❦★❜❬❴✲✩✬❛✻✭❬✺❨❜❬✫❍✾❍❴❡❭✐❫❊✸❉✱❄❛s✫✲✯r✯✲✩✬❛✽✫❖✧❨❴✑✻✰✯✲✱❄❛s✫✲✯♣✱❄❛❞✸❉✩✣✌❧✱❄❛❨❛✥✱ ❦ ❣✲✭❤❭✎❀❂✺✥✱❥❜❬❛✥✯✮✫❡❭✐❛✽✫❙❉✓❣✰✱❑❀❬✺❨❜ ❴✲✱❄✧❨❴✑✻✰✯✲✱❄❛s✫✲✱ ✞❅✱ ❏✞✝ 28 ◗
✭ ✌★✧✪✩✬✫✮✭ ✓✰✯❡✱✰✯★✆❨✱r❴✲✱❄❫❑❴✲✩✎✺❨✧✓✱✣✸❉✱❄❛✽✫✉✸
✷ ✱✰✯❍✸❲❭✬✯✑❀❬✺✥✱✰✯♣❦❧✱✰❣❄✫✲✩✬❴✮❜❀✱❄❝❀✯❩❀❂✺✥✱❢❛✥✩✎✺✥✯❖❭✰❦❧✩✬❛✥✯❖✧❨❴✲✩✬✧✓✩❑✯✑✻✰✯✈✧✪✱✣✺❨❦❧✱❄❛s✫ ❦ ❛✥✩✬✫✮❴✲✱④❭✰❦★❜❀✯▲✧❨❴✲✱❄❛✽✆✹❴✲✱④❭✰❦❑❭✐❛✽✫❡❭✐❫❧✱✣✺✥✯❡✱✣✸❉✱❄❛✽✫
✧❨❝❯❭✬❣✰✱❴✆✥❭✐❛✥✯✹✺❨❛⑤✫✲✱❄❝❶✯☞✌★✯✮✫☞✓✣✸❉✱❑✸✳♥⑥❝❪✱✰✯✲✫❞✧✪✩❑✯❡✯✮❜❭●❨❝❀✱❥✆❨✱r❴✲✱✣✸④✧❨❝❯❭✬❣✰✱❄❴♣❝❀✱✰✯▲✭ ✌s✧✓✩✬✫✮✭ ✓✰✯✲✱✰✯❍✆❨✱✇❴✲✱❄❫❑❴✲✩✎✺❨✧✓✱✣✸❉✱❄❛✽✫❩✆❨✱❲✾●❴❡❭✐❫✎❇
✸❉✱❄❛✽✫✲✯ ❦ ❣❡✭❤❭✎❀❬✺✥✱③❜❬❛✥✯✮✫❡❭✐❛✽✫❥✧❤❭✐❴❑✺❨❛ ✱❄❛✥✯✲✱✣✸❡●❨❝❀✱✉✆❨✱r✸❲❭✬✯✑❀❬✺✥✱✰✯♠❦❧✱✰❣❄✫✲✩✬❴✮❜❀✱❄❝❀✯✝✻❄❝☛✻✣✸❉✱❄❛✽✫❡❭✐❜❬❴✲✱✰✯✉✸❚❘t✱❄❝❯❭⑤✧✪✱❄❴❃✸❉✱❄✫✮✫✮❴❡❭✐❜❬✫
✆❨✱④❛✥✱❉✧❨❝❭✺✥✯❥❭✰❦❧✩✬❜❬❴❥❴✲✱✰❣✰✩✎✺❨❴✲✯ ❦ ❝❪❄ ❜☛✆❨✱❄❛✽✫✮❜❤❳❤❣✉❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ✆❨✱✰✯❲✾●❴❡❭✐❫❊✸❉✱❄❛✽✫✲✯✝✆❜✺❨❴❡❭✐❛s✫❴✺❨❛✥✱❉✧❨✭❤❭✬✯❡✱r✆❨✱❉✧❨❴✑✻❄✫✮❴❡❭✐❜❬✫✲✱✣✸❉✱❄❛s✫④✱❄✫
✧❤❭✐❴❉❣✰✩✬❛✥✯✑✻❁❀❂✺✥✱❄❛✽✫r✆❨✱❱✧✓✱❄❴❃✸❉✱❄✫✮✫✮❴✲✱❧✺❨❛ ✆✼✻✰❣✰✩❂✆✥❭✐❫❧✱ ✗ ❦ ❝❯❭✶❦❧✩✬❝☛✻✰✱ ✙ ✆❜✺ ✯✲❜❬❫❑❛❤❭✐❝♥❴✲✱❁❀❬✺❨❜❀✯⑨✧❤❭✐❴④❝❯❭✶✧❨❝❭✺❨✧❤❭✐❴✮✫r✆❨✱✰✯
✯ ✌✹✯✮✫☞✓✣✸❉✱✰✯❩✆❨✱♠❴✲✱✰❣✰✩✬❛❨❛❤❭✐❜❀✯❡✯❡❭✐❛✥❣✰✱⑨❦❧✩s❣✉❭✐❝❀✱⑨✱✣✸❡●❤❭✐❴✑❀❬✺✽✻✰✯✉✸ ✛ ❛✻✯✲✱✰❣✰✩✬❛✽✆ ❭✰❦❑❭✐❛✽✫❡❭✐❫❧✱❉✱✰✯✮✫❩❀❂✺✥✱♠❛✥✩✎✺✥✯♣❛ ❄❸❭❅✺❨❴✮❜❀✩✬❛✥✯r✧❨❝❭✺✥✯
●✪✱✰✯❡✩✬❜❬❛❯✆✶❄❸❭✐✧❨✧❨❴✲✱❄❛✽✆✹❴✲✱❴✆❨✱✰✯❛✸❉✩s✆✕✓❄❝❀✱✰✯❞✧❤❭✐❴❡❭❅✸ ✓❄✫✮❴✮❜☛❀❂✺✥✱✰✯✹✆❨✱✇❣✰✱✰✯★✸❲❭✬✯✑❀❬✺✥✱✰✯❷✸
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❀❂✺✥✱❄❛✽✫❲✆❨✱❢❛✥✩✎✺❨❦❧✱❄❝❬❝❀✱✰✯r✯✮✫✮❴❡❭✐✫✑✻❄❫❑❜❀✱✰✯❩✆❨✱❴✆✼✻✰❣✰✩s✆✥❭✐❫❧✱♠✧✓✱❄❴❃✸❉✱❄✫✮✫❡❭✐❛✽✫❖❝❪❄ ✺❨✫✮❜❬❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ✆❨✱❢✧❤❭✐❴❡❭❅✸❆✻❄✫✮❴✮❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛✥✯r❴✲✩✎●✼✺✥✯✮✫✲✱✰✯
✆❜✺✛✯✮❜❬❫❑❛❤❭✐❝❶❭✬❣✰✩✎✺✥✯✮✫✮❜☛❀❂✺✥✱✇❣✰✩✬❛✥✯✮✫✮❜❬✫❃✺✥✱ ❦ ❛✥✩✬✫✮❴✲✱♠❭✰❦★❜❀✯★✺❨❛✥✱r✩✬❴✮❜❀✱❄❛✽✫❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ✆❨✱❖❴✲✱✰❣✲✭✥✱❄❴✲❣❡✭✥✱❢❜❬❛s✫✑✻❄❴✲✱✰✯✲✯❡❭✐❛s✫✲✱❑✸

✑✻P❅✱



� ✁✂✁ ☞☎✄✩☞ �

✆ ✪✞✝✟✝ ✬✩✕ ✠✧✬✩✙ ✓ ✏✢✑✔✓ ✬✡✝☞☛✫✙ ✝✔★ ✏✍✌ ✪✎✌ ✚✘✕✘✚✘✙✏☛ ✬✦✙ ✝ ✏✢✗✧★

✕✘✪ ✓ ✕✘✪✥✙✛✙✛✚✒✑ ✓✖✪✓☛✫✚✜✏✒✑ ✌ ✪✕✔ ✤✦✙✛✚✜✬✩✑✔✑✧✬

❫r❭✐❛✥✯❞❣✰✱❄✫✮✫✲✱❢❭✐❛❨❛✥✱✙❝❨✱❊❉❨❛✥✩✎✺✥✯♥❴❡❭✐✧❨✧✓✱❄❝❀✩✬❛✥✯✹✆✹❜❤❣✶✻❄❴✲✱❄❛✽✫✲✯✈❣✰✩✬❛✥❣✰✱❄✧❨✫✲✯▲✱❄✫♥✫✲✱❄❴❃✸④❜❬❛✥✩✬❝❀✩✬❫❑❜❀✱✰✯❍✺❨✫✮❜❬❝❬❜❀✯✑✻✰✯✹✆✥❭✐❛✥✯♥❝❀✱r❣✉❭✎✆✹❴✲✱
✆❨✱⑤❝❯❭❘❣❄❝❯❭✬✯✲✯✲❜❤❳❤❣✉❭✐✫✮❜❀✩✬❛ ●❤❭✣✌■✻✰✯✮❜❀✱❄❛❨❛✥✱❑✸ ✎♣✩✬✫✲✩✬❛✥✯ C = {C1, . . . , Ck, . . . , CK} ❝❪❄⑩✱❄❛✥✯✲✱✣✸❴●❨❝❀✱ ✆❨✱✰✯❱❣❄❝❯❭✬✯✲✯❡✱✰✯❂✱❄✫
X = {. . . , x, . . .} ❝❪❄⑩✱❄❛✥✯✲✱✣✸❡●❨❝❀✱❢✆❨✱✰✯ ✩✎●✥✯✲✱❄❴✮❦❑❭✐✫✮❜❀✩✬❛✥✯❛❏●✩✎✺❱✆❨✱✰✯✲❣❄❴✮❜❬✧❨✫✲✱✣✺❨❴✲✯✓◗❶❣✉❭✐❴❡❭✬❣❄✫✑✻❄❴✮❜❀✯❡❭✐❛✽✫ ✫✲✩✎✺❨✫ ✩✎● ✁ ✱❄✫ ❦ ❣❄❝❯❭✬✯✲✯✲✱❄❴✉✸
✖ ❴✑✻✰❣❄❜❀✯✲✩✬❛✥✯✪❀❬✺✥✱ C ✱✰✯✮✫▲✫✲✩✎✺ ✁ ✩✎✺❨❴✲✯★❳✥❛❨❜ ✱❄✫❍✆✹❜❀✯✲❣❄❴✲✱❄✫❙❉✿✱❄✫❍❀❂✺✥✱ X ✧✓✱✣✺❨✫❍✇❄✫✮❴✲✱❥❳✥❛❨❜ ✩✎✺✛❛✥✩✬❛ ❉❤❣✰✩✬❛✽✫✮❜❬❛❂✺✥✱⑨✩✎✺♦✆✹❜❀✯✲❣❄❴✲✱❄✫✉✸
❘ ✭❤❭✎❀❬✺✥✱❴✆❨✱✰✯✲❣❄❴✮❜❬✧❨✫✲✱✣✺❨❴ x ∈ X ✧✓✱✣✺❨✫★✇❄✫✮❴✲✱❲✸❉✩✬❛✥✩❅❇②❦✬❭✐❴✮❜☛✻❢✩✎✺❯✸❴✺❨❝❬✫✮❜❤❇②❦❑❭✐❴✮❜☛✻❑✸

✗ ✆✝✆ ✗ ✜☎✄ ✛✌✏✓✒ ✄✑✤ ✖✌☎ ★✌☎✎✔✬✪✗✔✗✜ ✒✧✛

✘ ✞ ✸✣✞ ✸ ✙✛✚ ✂✢✜✑✒✣✜ ✟ ✙ ✟✡✠ ❀✥✤ ✂ ✟ ✍ ✠✥☞

✦ ✩✬❜❬✫ (X,C) ✺❨❛❂❣✰✩✎✺❨✧❨❝❀✱❩✆❨✱✈❦✬❭✐❴✮❜❯❭❅●❨❝❀✱✰✯♥❭✐❝☛✻✉❭✐✫✲✩✬❜❬❴✲✱✰✯❥❏❍❦✓✸❸❭✹✸ ◗ ❦ ❦✬❭✐❝❀✱✣✺❨❴✲✯✌✆✥❭✐❛✥✯ X ×C ✸ ✷ ✱❍✸❉✩❂✆✕✓❄❝❀✱✪●❤❭✖✌■✻✰✯✲❜❀✱❄❛✧✪✩❑✯✲✫❃✺❨❝❀✱✇❝❪❄⑩✱✙❝✹❜❀✯✮✫✲✱❄❛✥❣✰✱❡✆✶❄ ✺❨❛✥✱❴✾❵✩✬❛✥❣❄✫✮❜❀✩✬❛ Π ❀❂✺❨❜❪✧✓✩✎✺❨❴✈✫✲✩✎✺❨✫✲✱✰✯♣❣✰✩❅❇②❴✑✻✉❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛ X = x ✱❄✫ C = Ck
❉ (x,Ck) ∈

X ×C ❉✹❭✬✯✲✯✲✩★❣❄❜❀✱❞❝❯❭♠✧❨❴✲✩✎●❤❭❅●❨❜❬❝❬❜❬✫✑✻ p(x,Ck)
❉❜✆❨✱✈❣✰✱❄✫✮✫✲✱❖❣✰✩❅❇②❴✑✻✉❭✐❝❬❜❀✯❡❭✐✫✮❜❀✩✬❛q✸✽❘t✱❄✫✮✫✲✱❍✾❵✩✬❛✥❣❄✫✮❜❀✩✬❛ Π ✱✰✯✮✫♦❭✐✧❨✧✓✱❄❝☛✻✰✱♣❝❀✩✬❜P✆❨✱

✧❨❴✲✩✎●❤❭❅●❨❜❬❝❬❜❬✫✑✻ ✁ ✩✬❜❬❛✽✫✲✱ ✄

Π : X = x × C = Ck → p(x,Ck)
❏ ✁ ✸ ✑ ◗

❫r❭✐❛✥✯♦❝❀✱♣❣✉❭✬✯♥✩✏✎ X ✱✰✯✲✫ ✟ ❏✥❋ ❉ p(x,Ck) ✱✰✯✮✫♦❝❯❭♠✧❨❴✲✩✎●❤❭❅●❨❜❬❝❬❜❬✫✑✻ ✁ ✩✬❜❬❛✽✫✲✱❲✆❨✱✰✯❛✻❄❦ ✓❄❛✥✱✣✸❉✱❄❛s✫✲✯✹✻❄❝☛✻✣✸❉✱❄❛✽✫❡❭✐❜❬❴✲✱✰✯ X = x✱❄✫ C = Ck
✄

p(x,Ck) = Π(X = x,C = Ck)
❏ ✁ ✸★✧■◗

❫r❭✐❛✥✯ ❝❀✱▲❣✉❭✬✯ ✩✏✎ X ✱✰✯✮✫ ❋❍❏ ✟ ❏❤❋ ❉ p(x,Ck) ✱✰✯✮✫ ❝❯❭❴✆❨✱❄❛✥✯✮❜❬✫✑✻✹✆❨✱▲✧❨❴✲✩✎●❤❭❅●❨❜❬❝❬❜❬✫✑✻✈❣✉❭✐❴❡❭✬❣❄✫✑✻❄❴✮❜❀✯✛✻✰✱▲✧❤❭✐❴ ❝❀✱❛✾②❭✐❜❬✫✿❀❬✺✥✱▲✧✪✩✎✺❨❴✫✲✩✎✺❨✫▲✯✲✩✎✺✥✯❈❇⑥✱❄❛✥✯❡✱✣✸❴●❨❝❀✱ A ⊆ X ✄

p(x ∈ A,Ck) =

∫

A

Π(X = x,C = Ck) dx

=

∫

A

p(x,Ck) dx ❏ ✁ ✸ ✝■◗

✑✩✧✤✥



� ❏❤❏✪✼✮✭✽✼ � � ✂ ❚ ✂ ✂ ✼❇✾❶❁✽✼❇❈♠❙✲■✬❏✿❙❡✼ ✂ ❊❍❈ ✂ ❃✮■ �✮❚ �❄❋P✾ ❋❯❈❄❊⑥✼❅❈ ✂ ■❑❆s❃♠✾❳❚❂❙❄✾❬❚✐❈❡❈❇❋ ✟ ❙❡❚❑❊●❋●■❑❏ �✲❚✎✵✽▼❅❈❅❋②✼❇❏✥❏✪✼
✘ ✞✹✸✣✞✡✠ ✺ ✂ ✟ ✛✢✒✣✚ ✽ ✟ ✍✑✒✣✙✁☞
✁✄✂✆☎✝✂✟✞✡✠☞☛✍✌✎✂✑✏✓✒✕✔✎✒

Π ✖✘✗ ✞ C ✙✛✚ ✺✢✜ ✚✤✣ ✸✦✥✡✧✩★ ✣✫✪ ✥✡✜✭✬❧✆✟✬ C ❉ ✪✑✚✤✮ ✻✯✬ ΠC
❉✂✆ ✚✤✪✟✪ ✬✦✜✭✬✯✰✲✱✟✧ ✚ ●✳✥❅● ✣ ✜ ✣✫✮ ✻✯✰✕✴ ✂☞✵✷✶✹✸✤✵✺✶

p(Ck)
❀❬✺ ❄ ✺ ✪✻✚ ● ✁ ✬ ✮✼✪✑✚✤✪✻✚ ●✑✰✽✬✾✧✩✿■✻✲✥✡✱✟✱✳✥✡✧ ✮✩✣ ✬ ✪✟✪ ✬ ❦❁❀✽❂ ✥✎❀❂✺✑✬ ❀ ✜❃✥✤✰❄✰✽✬ Ck

✄

ΠC : Ck → p(Ck) ∀Ck ∈ C
✦ ✣ X ✬✯✰ ✮ ❳ ✪✟✣ ✄

p(Ck) =
∑

xi∈X

p(xi, Ck)
❏ ✁✲❅ ✱❂◗

✦ ✣ X ✬✯✰ ✮❆✣✫✪ ❳ ✪✟✣ ✄

p(Ck) =

∫

X

p(x,Ck) dx ❏ ✁❇❅ ✥■◗

✁✄✂✆☎✝✂✟✞✡✠☞☛✍✌✎✂✑✏✓✒✕✔✎✒
Π ✖✘✗ ✞ X ✙✛✚ ✺❈✜ ✚✤✣ ✸✦✥✡✧✩★ ✣✫✪ ✥✡✜✭✬♦✆✟✬ X ❉ ✪✑✚✤✮ ✻✯✬ ΠX

❉❚✆ ✚✤✪✟✪ ✬❉✜❃✥❊✱✟✧ ✚ ●✳✥❅● ✣ ✜ ✮ ✻❋✴ ✂☞✵✷✶✹✸✤✵✺✶
❀❂✺ ❄ ✺ ✪✕✚ ● ✁ ✬ ✮ ✆✟✬ ❀ ✜❃✥✤✰❄✰✽✬ ✣✫✪ ❀ ✚✤✪✟✪ ✺✑✬✲✰ ✚✤✣✫✮ ✆✼✻ ❀ ✧ ✣✫✮ ✱✳✥✡✧ x ∈ C ✄

ΠX : x → p(x)

p(x) =
∑

Ck∈C

Π(X = x,C = Ck)

=
∑

Ck∈C

p(x,Ck)
❏ ✁✲❅❍● ◗

✷ ✥❑❳✑★❊✺✟✧✽✬ ✁❇❅ ✑ ✣ ✜✫✜❭✺✑✰ ✮ ✧✽✬■✜✭✬✛✜ ✣ ✬ ✪ ✬ ✪❏✮ ✧✽✬✛✜✭✬✯✰ ✪✑✚✤✮✩✣✭✚✤✪ ✰❍✆✟✬✛✱✟✧ ✚ ●✳✥❅● ✣ ✜ ✣✫✮ ✻ ✁ ✚✤✣✫✪❑✮ ✬▲✬ ✮ ✆✟✬▲✜ ✚✤✣ ✸✦✥✡✧✩★ ✣✫✪ ✥✡✜✭✬ ❅

✘ ✞✹✸✣✞◆▼ ✺ ✂ ✟■❖ ✂ ✍ ✏✄✟ ✠☛✟ ✂ ✍✑✍✑☞✎✙ ✙ ☞
✁✄✂✆✏✓P☞☛❘◗❙P☞✌✎✔❚☛❃❯✘☛✓P❱✌✎✌✎✒❏✏✍✏✓✒✕✔❲✒

X ✖ ✂✟◗✤❳✎✂✑✌❱❯✦❨ ✗ ✒ C = Ck
✆ ✚✤✪✟✪ ✬❩✜❃✥✕✱✟✧ ✚ ●✳✥❅● ✣ ✜ ✮ ✻❊❉ ✪✑✚✤✮ ✻✯✬ p(x|Ck)

❉ ✆✶❄ ✚ ●❜❇
✰✽✬✾✧✩✿❙✬✾✧❛✺ ✪✻✚ ● ✁ ✬ ✮ ✆✼✻ ❀ ✧ ✣✫✮ ✱✳✥✡✧ x ✰❄✥ ❀✽❂ ✥ ✪❏✮ ❀❂✺✑✬ ❀ ✬ ✮❆✚ ● ✁ ✬ ✮ ✥✡✱✟✱✳✥✡✧ ✮✩✣ ✬ ✪❑✮ ❦ ✜❃✥ ❀ ✜❃✥✤✰✽✰✽✬ Ck

❅
✦ ✣ X ✬✯✰ ✮ ❳ ✪✟✣ ❉ p(x|Ck)

✬✯✰ ✮ ✜❃✥❬✱✟✧ ✚ ●✳✥❅● ✣ ✜ ✣✫✮ ✻❭✴ ✂❪✸✡❫✺❴❛❵✾✵✷✶✹✸✤✵✺✶ ✆✟✬ x ✰❄✥ ❀✽❂ ✥ ✪❏✮ Ck

❅
✦ ✣ X ✬✯✰ ✮✄✣✫✪ ❳ ✪✟✣ ❉ p(x|Ck)

✬✯✰ ✮ ✜❃✥▲✿❏✧❄✥ ✣ ✰✽✬✣✸❡●✟✜❃✥ ✪ ❀ ✬❲✆✟✬ x
❅ ✎ ✚✤✮✽✚✤✪ ✰✯❀❂✺✑✬❜✜❃✥✛✿❝✧❄✥ ✣ ✰✽✬✣✸❴●✟✜❃✥ ✪ ❀ ✬❲✆✟✬ x ✪ ❄❍✥❡✆✟✬

✰✽✬ ✪ ✰★❀❂✺ ❄❍✥❅✺❞✧✽✬✾★❑✥✡✧✑✆❯✆✟✬✛✜❃✥ ❀ ✜❃✥✤✰❄✰✽✬ ❀ ✚✤✪ ✰ ✣ ✆✼✻✾✧✑✻✯✬ ❅
❫✛✥ ✪ ✰❡✜✭✬✯✰❢✆✟✬✣✺❜❝ ❀ ✥✤✰ p(x|Ck)

✬✯✰ ✮ ✜✭✬❢✧❄✥✡✱✟✱ ✚ ✧ ✮ ✆✟✬❜✜❃✥✲✱✟✧ ✚ ●✳✥❅● ✣ ✜ ✣✫✮ ✻ ✁ ✚✤✣✫✪❏✮ ✬ p(x,Ck)
✰❃✺✟✧❣✜❃✥❤✱✟✧ ✚ ●✳✥❅● ✣ ✜ ✣✫✮ ✻

✴ ✂☞✵✷✶✹✸✤✵✺✶ p(Ck)
✆✟✬✛✜❃✥ ❀ ✜❃✥✤✰✽✰✽✬✯✰ Ck

✄

p(x|Ck) =
p(x,Ck)

p(Ck)
❏ ✁✲❅❥✐ ◗

✁✄✂✆✏✓P☞☛❘◗❙P☞✌✎✔❚☛❃❯✘☛✓P❱✌✎✌✎✒❏✏✍✏✓✒✕✔❲✒
C ✖ ✂✟◗✤❳❦✂✑✌❱❯❭❨ ✗ ✒ X = x ❧✟✚✤✪✟✪ ✬✻✜❃✥✆✱✟✧ ✚ ●✳✥❅● ✣ ✜ ✮ ✻❊❉ ✪✑✚✤✮ ✻✯✬ p(Ck|x) ❉✯❀❂✺ ❄ ✺ ✪

✚ ● ✁ ✬ ✮❆✚ ●✑✰✽✬✾✧✩✿■✻ ❧ ✻ ❀ ✧ ✣✫✮ ✱✳✥✡✧ x ✥✡✱✟✱✳✥✡✧ ✮✩✣ ✬ ✪✟✪ ✬ ❦ ✜❃✥ ❀ ✜❃✥✤✰✽✰❄✬ Ck

❅
✒♠✜✫✜✭✬❩✬✯✰ ✮■❧ ✻✙❳ ✪✟✣ ✬✦✱✳✥✡✧✛✜✭✬❁✧❄✥✡✱✟✱ ✚ ✧ ✮✲❧ ✬❁✜❃✥♥✱✟✧ ✚ ●✳✥❅● ✣ ✜ ✣✫✮ ✻ ✁ ✚✤✣✫✪❑✮ ✬ p(x,Ck)

✰✑✺✟✧✛✜❃✥♦✱✟✧ ✚ ●✳✥❅● ✣ ✜ ✣✫✮ ✻❉✴ ✂❱✵✷✶✹✸✤✵✺✶
p(x) ✄

p(Ck|x) =
p(x,Ck)

p(x)
❏ ✁✲❅ ✶■◗

✑✩✧q♣



� �✁� � � ❫ ✂✑❵✄✂✯❴✆☎✞✝✄✂✾✶◆❫✷✶✹✸✠✟✡✟ ❵☞☛

C

X

p(x1, C1)

x1

x2

x3

x4

C1 C2 C3 C4 C5 C6

∑
Ck

ΠX ✌

x

p(x)

∑
xi

ΠC ✌
Ck

p(Ck)

✍✏✎✒✑✏✓ ✁✲❅ ✑✕✔ ✂ ❵ ✂☞✵✖✝✷❫ ❵☞✟✳❴ ✴ ❴✍✶✹✸✠✟✗☎❑❵✘☛ ✴ ☛ ✸✤✶✙☎❏❵✏✂☞✵ ✸ � ✴ � ✶✚☛ ✶✍❴✛✝✢✜✯✸✤✶✚✟✳❴❛❵ Π(X = x,C = Ck)
☎❑❵✣☎❑❵☞✤ ✭✦✥ ✴ ✵✺✶ ✴ � ☛✭❵✷❫

✴ ☛✁✝ ✴ ❴ ✸✤✶✓✵✩❵✺❫ X ❵✾❴ C ✧ ✥ ✴ ☛✫❵☞✤❝✵✷❫★☎ ✴ ✟✟❫ X × C ❵✾❴✏☎❑❵▲❫✯❵✺❫ � ✴ ✵ ✂ ✶✚✟ ✴ ☛✭❵✷❫▲❫☞✤❏✵ X ❵✾❴✄❫✩✤❝✵ C ✪ ΠX
❵✯❴ ΠC

� X ❵✷❫✺❴
☎ ✴ ✟✟❫✫✂✷❵✾❴❆❵ ✭ ❵ � ✂✬☛✭❵★✤✭✟✢❵✷❫ ✂ ✴ ✂❄❵✯✮✰✟✑✶❣❵✾❴✯☎q✶❃❫✱✂✾✵✩❵✯❴ �✛✲✴✳ ✴✞✵ ✤✟❵ ✂☞✵✩✸ � ✴ � ✶✚☛ ✶✓❴✛✝✯✜✯✸✤✶✚✟✳❴❛❵ p(xi, Ck)

❵✷❫✾❴ ✂❱✵ ✸ ✂✟✸✤✵✺❴✍✶✹✸✠✟✡✟ ❵☞☛✒☛✭❵
✴ ✤❞✵ ✴✠✶ ✸✠✟✷☎✠✤✸✂❄❵✺✵✄✂✹☛✭❵ ✵ ✤❝✶✰☛ ✴ ❫✱✂ ✳ ✝ � ✴ ❴✍✶◆❫✯❵ �

✘ ✞ ✸✣✞✄✂ ✂✻✺ ✽ ✙ ☞ ✏✦☞✽✼ ✒✿✾ ☞✎✕
❀ ✬✯✰❂❁✱❃❅❄✳✥ ✮✩✣✭✚✤✪❇❆ ❅❥✐ ✬ ✮❂❆ ❅ ✶❇✱❱✬✹❄✟✿❙✬ ✪❏✮❉❈✾✮ ✧✽✬✛✧✖❁✱❁ ❀ ✧ ✣✫✮ ✬✯✰ ✄

p(x,Ck) = p(x|Ck).p(Ck) ❊❋❆ ❅ ✒❍●
p(x,Ck) = p(Ck|x).p(x) ❊❋❆ ❅❏■ ✢❍●

❑ ✪ ❀ ✚✠▲✫▼✟✣✫✪ ✥ ✪❑✮ ❀ ✬✯✰ ❧ ✬✹❄❖◆✣❁✱❃❅❄✳✥ ✮✩✣✭✚✤✪ ✰◗P ✣ ✜ ✿ ✣ ✬ ✪❑✮ ✄

p(Ck|x) =
p(x|Ck).p(Ck)

p(x)
❊❋❆ ❅❏■❘■ ●

❙ ✬ ✮✩✮ ✬❚❁✱❃❅❄✳✥ ✮✩✣✭✚✤✪ ✬✯✰ ✮ ❀ ✚✤✪✟✪ ❄✑✬✲✰ ✚ ❄✑✰✼✜✭✬ ✪✑✚✠▲ ❧ ✬▲✧✖❯✾★q✜✭✬ ❧ ✬ ✆✼✥✱❱❙✬✯✰ ❅

✗ ✆✄✂ ✗ ✜☎✄ ✛✌✏✓✒ ✟✑✡✌✏ ✔✗✜✲✔✬✖✫✘✑✘✎✛✌✪

✘ ✞✡✠✟✞ ✸ ☛ ❀✳❖ ✟ ✕ ✟✡✂ ✍ ✕ ☞ ✠✏✚❍✺ ✽ ✙✁☞✎✕ ✏✑☞ ✏ ❀✳❖ ✟ ✕ ✟ ✂ ✍
❙ ✜❃✥✤✰✽✰ ✣❳❲ ✬✾✧◗P ❀❘❨ ✬✯✰ ✮ ✥❩❄♦✿❅❄✑✬ ❧ ✬ ✜ ❨ ✚✠▼ ✁ ✬ ✮❚❊ = ✰❄✬✯✰ ❧ ✬✯✰ ❀ ✧ ✣ ✱ ✮ ✬✹❄✟✧✽✰☞● ✜❏❄ ✣ ✥ ✮✩✮ ✧ ✣❏▼ ❄✑✬✾✧✏❄ ✪ ✬ ❀ ✜❃✥✤✰✽✰✽✬ Ck

P ❀ ✬✢❃✞❄ ✣ ✰ ❨ ✬☞◆✭❬
✱✟✧ ✣❏▲ ✬❘P✳✬ ✪❉✪✑✚✤✮ ✥ ✪❑✮ dk

✜❃✥ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪❪❭ ✧❄✥ ✪ ★❙✬✾✧❜✜ ❨ ✚✠▼ ✁ ✬ ✮■❧ ✥ ✪ ✰ ✜❃✥ ❀ ✜❃✥✤✰✽✰✽✬ Ck ❫ P ❀ ✚✠▲❴▲ ✬ ❀✽❂ ✚✤✣ ✰ ✣ ✧✢❄ ✪ ✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪ d

■ ✧ ✐



� ✟ ✟❱❵ ✭ ❵ � ✁ ✂ ✴✄✂☎✂ ❵☞☛✴☎❑❵✺❫✫✂✽✸✠✟✬✂❄❵ ✂ ❴✓❫ ✂ ✵✩✸ � ✴ � ✶✒☛ ✶❃❫✾❴❛❵✷❫ ✂ ✸❘✤❏✵✫☛ ✴ ✂✹☛ ✴ ❫❄❫✺✶ ✮ ✂ ✴ ❴✍✶✍✸❘✟ � ✴✠✶ ✝✷❫✷✶ ❵☞✟✡✟❱❵

❧ ✥ ✪ ✰ ✜ ❨ ✬ ✪ ✰✽✬ ▲ ▼ ✜✭✬ ❧ ✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪ ✰ D = {d1, . . . , dk, . . . , dK} ❅

✆ ✪ ✬❞✧✖❯✾★q✜✭✬ ❧ ✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪ ✰✽✱ ❁ ❀ ✣❳❲ ✬ ❧ ✥ ✪ ✰ ❃✞❄✑✬✾✜✫✜✭✬ ❀ ✜❃✥✤✰✽✰✽✬ ❧✟✚✤✣✫✮ ❈✾✮ ✧✽✬✕✧❄✥ ✪ ★❍❁ ✮✽✚ ❄ ✮♦✚✠▼✞✝ ✬ ✮ ✰✖❄✑✰ ❀ ✬✾✱ ✮✩✣❏▼ ✜✭✬ ❧ ❨ ❈✾✮ ✧✽✬
✚✠▼ ✰❄✬✾✧✩✿❍❁ ❅ ❑ ✜✫✜✭✬❢✬✯✰ ✮❡❧✟✚✤✪ ❀ ❀✽❂ ✚✤✣ ✰ ✣ ✬❢✥ ✿✤✥ ✪❏✮ ❃❅❄✑✬❆✜ ❨ ✚✠▼ ✰✽✬✾✧✩✿q✥ ✮✩✣✭✚✤✪ ✥ ✣✫✮ ✜ ✣ ✬✹❄ P ❀❘❨ ✬✯✰ ✮✠✟❤❧❪✣ ✧✽✬✲✴✡✂ ✵✺✶✍✸q✵✷✶ ❅☎☛ ✚ ✧ ▲ ✬✾✜✫✜✭✬ ▲ ✬ ✪❏✮ P❄ ✪ ✬❁✧✖❯✾★q✜✭✬ ❧ ✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪ ✬✯✰ ✮ ❄ ✪ ✬❩✥✡✱✟✱✟✜ ✣ ❀ ✥ ✮✩✣✭✚✤✪ δ : X → D ☞✌✟✦✮✽✚ ❄ ✮✛✚✠▼✞✝ ✬ ✮ x ✬✾✜✫✜✭✬❬✥✤✰✽✰ ✚ ❀ ✣ ✬✫❄ ✪ ✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪
d = δ(x)

❅✎✍ ✪✕✪✑✚✤✮ ✬✾✧❄✥ ∆ ✜ ❨ ✬ ✪ ✰❄✬ ▲ ▼ ✜✭✬ ❧ ✬✯✰❆✧✖❯✾★q✜✭✬✯✰ ❧ ✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪ ✱ ✚ ✰✽✰ ✣❏▼ ✜✭✬✯✰ ❅
✘ ✞ ✠✟✞✡✠ ✏✆✂ ✍✄❖ ✠☛✟ ✂ ✍✑✕✜✏✑☞❋❖ ✂✒✑✆✠ ☞✞✠ ✏✦☞ ✚ ✟ ✕✘✤✟✗✑☞

✖ ✧✽✬ ✪✑❧ ✧✽✬❁✜❃✥ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪ dk ❧ ✬❇✧❄✥ ✪ ★❙✬✾✧ ❄ ✪❊✚✠▼✞✝ ✬ ✮✛❧ ✥ ✪ ✰ ❄ ✪ ✬ ❀ ✜❃✥✤✰✽✰✽✬ Ck
❃❅❄ ✣ ✰✽✬❇✧✖❁✾✿❍❁✾✜✭✬✾✧❄✥ ✪ ✬✲✱✳✥✤✰ ❈✾✮ ✧✽✬❁✜❃✥

▼ ✚✤✪✟✪ ✬❘P✑✜ ❨ ✚✠▼✞✝ ✬ ✮ ✥✡✱✟✱✳✥✡✧ ✮ ✬ ✪ ✥ ✪❏✮ ✬ ✪✔✓ ✥ ✣✫✮✕✟ ❄ ✪ ✬❤✥❩❄ ✮ ✧✽✬ ❀ ✜❃✥✤✰✽✰✽✬ Cj
P✳✥❩❄✟✧❄✥❴❄ ✪ ❀ ✚ ✑ ✮ ❬ ✚ ❀✯❀ ✥✤✰ ✣✭✚✤✪✟✪ ✬✾✧❄✥❴❄ ✪ ✬❤✱❱✬✾✧ ✮ ✬❬✯❃✞❄✑✬■✜ ❨ ✚✤✪✕✪✑✚✤✮ ✬ w(dk, Cj)

❅

✦ ✣ ✜ ❨ ✚✤✪ ✬✯✰ ✮❚✚✠▼ ✜ ✣ ★❍❁ ❧ ✬❘✱✟✧✽✬ ✪✑❧ ✧✽✬❂❄ ✪ ✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪❩❧ ✬ ❀ ✜❃✥✤✰✽✰ ✣❳❲ ❀ ✥ ✮✩✣✭✚✤✪ ✰❄✥ ✪ ✰ ✥ ✿ ✚✤✣ ✧ ✱✿❄❩✬☞◆✑✥ ▲❬✣✫✪ ✬✾✧♠✜ ❨ ✚✠▼✞✝ ✬ ✮ P✤✜✭✬ ❀❄❂ ✚✤✣ ◆ P❃❅❄ ✣ ✰✽✬■✧✖❁ ❧ ❄ ✣✫✮ ✥✡✜ ✚ ✧✽✰ ✟ ❀ ✬✾✜❏❄ ✣❦❧ ❨ ❄ ✪ ✬▲✰ ✣❏▲ ✱✟✜✭✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪✻❧ ✥ ✪ ✰ D P ✪ ✬■✱❱✬✹❄ ✮❉❈✾✮ ✧✽✬ ✓ ✥ ✣✫✮ ❃❅❄✑✬✛✰✄❄✟✧✼✜❃✥ ▼ ✥✤✰❄✬✗✖■q❅ ❧ ✬✯✰✼✱✟✧ ✚✠▼ ✥ ▼✟✣ ✜ ✣✫✮ ❁✯✰❁✴✘✂ ✵✷✶✹✸✤✵✺✶ ❃❅❄✑✬■✜ ❨ ✚✠▼✞✝ ✬ ✮ ✥✡✱✟✱✳✥✡✧ ✮✩✣ ✬ ✪✟✪ ✬❇✥❩❄❖◆ ❧❪✣✚✙ ❁✾✧✽✬ ✪❑✮ ✬✯✰ ❀ ✜❃✥✤✰✽✰✽✬✯✰ ❅
✧ ❅ ❧ ✬✯✰ ❀ ✚ ✑ ✮ ✰ ❧ ❨ ✬✾✧✩✧✽✬✹❄✟✧❢✬ ✪ ❀ ✚ ❄✟✧✄❄✑✰ ❅❀ ✬ ❀ ✧ ✣✫✮ ❯✾✧✽✬ ❧ ✬✲✜ ❨ ✬✯✰✩✱ ❁✾✧❄✥ ✪ ❀ ✬ ❧ ✬▲✱ ✬✾✧ ✮ ✬ ❧❪✣✫✮ ✥✡✜ ✚ ✧✽✰ ❃❅❄ ❨ ✣ ✜ ✓ ✥❩❄ ✮ ❀❄❂ ✬✾✧ ❀✽❂ ✬✾✧ ✟ ▲❬✣✫✪✟✣❏▲❬✣ ✰❄✬✾✧❜✜❃✥ ✓✍✚✤✪ ❀ ✮✩✣✭✚✤✪❊❧ ✬✲✧ ✣ ✰✖❃✞❄✑✬

✴✛✂ ✵✺✶✹✸✤✵✷✶ W : D → R
P

dk → W (dk) =
K∑

j=1

p(Cj)w(dk, Cj) ❊❋❆ ❅❏■ ✧❍●
❀ ✥ ▲ ✬ ✣ ✜✫✜✭✬✹❄✟✧✽✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪ dk⋆

✬✯✰ ✮ ✥✡✜ ✚ ✧✽✰ ❀ ✬✾✜✫✜✭✬ ❃✞❄ ✣ ▲❬✣✫✪✟✣❏▲❬✣ ✰✽✬▲✜✭✬■✧ ✣ ✰✖❃✞❄✑✬❭✴✘✂ ✵✺✶✹✸✤✵✷✶ ✥✯✿❙✬ ❀

k⋆ = arg min
k

W (dk) ❊❋❆ ❅❏■✢✜ ●
✦ ✣ ✥❩❄ ❀ ✚✤✪❑✮ ✧❄✥ ✣ ✧✽✬ ✚✤✪ ✱ ✬✹❄ ✮ ✬☞◆✟✥ ▲❬✣✫✪ ✬✾✧✲✜ ❨ ✚✠▼✞✝ ✬ ✮ ✥✯✿q✥ ✪❑✮✲❧ ✬❩✜✭✬❬✧❄✥ ✪ ★❙✬✾✧◗P ❀❘❨ ✬✯✰ ✮ ❄ ✪ ✬❬✧✖❯✾★q✜✭✬ ❧ ✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪ δ ❃✞❄ ❨ ✣ ✜
✓ ✥❩❄ ✮ ❀❄❂ ✚✤✣ ✰ ✣ ✧ ❅ ❀ ❨ ❁✾✿q✥✡✜❏❄✳✥ ✮✩✣✭✚✤✪ ✴✛✂ ✵✺✶✍✸q✵✷✶ ❧ ✬▲✜ ❨ ✬✯✰✩✱ ❁✾✧❄✥ ✪ ❀ ✬ ❧ ✬✛✱❱✬✾✧ ✮ ✬ ✟★▲❬✣✫✪✟✣❏▲❬✣ ✰❄✬✾✧❜✬✯✰ ✮ ✥✡✜ ✚ ✧✽✰◗P✟✰ ✣ X ✬✯✰ ✮✏❲✑✪✟✣ P

r(δ) =
∑

x∈X

K∑

j=1

p(x,Cj)w(δ(x), Cj) ❊❋❆ ❅❏■✤✣ ●

✬ ✮ ✰ ✣ X ✬✯✰ ✮✼✣✫✪❖❲✑✪✟✣ P
r(δ) =

∫

x∈X

K∑

j=1

p(x,Cj)w(δ(x), Cj ) dx ❊❋❆ ❅❏■✢✥ ●
❀ ❨ ✥✡✱✟✱✟✜ ✣ ❀ ✥ ✮✩✣✭✚✤✪ r : ∆ → R

✬✯✰ ✮ ✥✡✱✟✱❱✬✾✜✁❁ ✓✍✚✤✪ ❀ ✮✩✣✭✚✤✪ ❧ ✬▲✧ ✣ ✰✖❃❅❄✑✬ ▼ ✥◗❱❍❁✯✰ ✣ ✬ ✪ ❅ ❀ ✥ ▲ ✬ ✣ ✜✫✜✭✬✹❄✟✧✽✬✲✧✖❯✾★q✜✭✬ ❧ ✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪
δ⋆ ✬✯✰ ✮ ✥✡✜ ✚ ✧✽✰ ❀ ✬✾✜✫✜✭✬❚❃✞❄ ✣ ▲❬✣✫✪✟✣❏▲❬✣ ✰✽✬✛✜✭✬■✧ ✣ ✰✖❃❅❄✑✬ ▼ ✥✱❱❍❁✯✰ ✣ ✬ ✪ ✖

δ⋆ = arg min
δ∈∆

r(δ) ❊❋❆ ❅❏■ ♣❍●
❀ ✬❣✧ ✣ ✰✖❃✞❄✑✬ ▼ ✥◗❱❍❁✯✰ ✣ ✬ ✪ ✱ ✬✹❄ ✮✰❈✾✮ ✧✽✬❘✧✖❁☞❬❛✬☞◆❪✱✟✧ ✣❏▲ ❁ ❧ ✬ ✓ ✥ � ✚✤✪❁✣✫✪❑✮ ❁✾✧✽✬✯✰✽✰❄✥ ✪❏✮ ✬❆✬ ✪✦✓ ✥ ✣ ✰❄✥ ✪❑✮♠✣✫✪❏✮ ✬✾✧✩✿❙✬ ✪✟✣ ✧ ✜✭✬✯✰❚✱✟✧ ✚✠▼ ✥ ▼✟✣ ✜ ✣✫✮ ❁✯✰❀ ✚✤✪✑❧❪✣✫✮✩✣✭✚✤✪✟✪ ✬✾✜✫✜✭✬✯✰ ❊ ❀ ✚✤✪✑❧❪✣✫✮✩✣✭✚✤✪✟✪ ❁✯✬✯✰❜✱✳✥✡✧ x ● ❅ ✆ ✮✩✣ ✜ ✣ ✰❄✥ ✪❑✮ ✜❃✥❁✧✽✬✾✜❃✥ ✮✩✣✭✚✤✪

p(x,Cj) = p(x).p(Cj |x) ❊❋❆ ❅❏■✘✐ ●
■ ✧★✧



� ✁✁� ✁ � ❫ ✂ ❵✄✂✯❴✆☎✞✝✄✂✾✶◆❫✷✶✹✸✠✟✡✟ ❵☞☛

r(δ) ✰✽✬■✧✖❁☞❬✛❁ ❀ ✧ ✣✫✮

r(δ) =
∑

x∈X

p(x)
K∑

j=1

p(Cj |x).w(δ(x), Cj ) pour X fini. ❊❋❆ ❅❏■ ✧❍●

ou

∫

x∈X

p(x)

K∑

j=1

p(Cj|x).w(δ(x), Cj )dx pour X infini. ❊❋❆ ❅❏■ ✒❍●

✍ ✪ ✬ ✪ ❧ ❁ ❧ ❄ ✣✫✮ ❃❅❄✑✬❩✜ ❨ ✚✤✪ ▲❬✣✫✪✟✣❏▲❬✣ ✰✽✬✦✜✭✬✦✧ ✣ ✰✖❃❅❄✑✬ ▼ ✥✱❱❍❁✯✰ ✣ ✬ ✪ r(δ) ✬ ✪ ▲❬✣✫✪✟✣❏▲❬✣ ✰❄✥ ✪❏✮❁✣✫✪✑❧ ❁✾✱❱✬ ✪✑❧ ✥ ▲❴▲ ✬ ✪❏✮ P❚✱ ✚ ❄✟✧❀✽❂ ✥✠❃❅❄✑✬ x ∈ X P❪✜❃✥❴❃❅❄✳✥ ✪❑✮✩✣✫✮ ❁

W (δ|x) =
K∑

j=1

p(Cj |x).w(δ(x), Cj ) ❊❋❆ ❅ ✧✄✂❍●

✥✡✱✟✱❱✬✾✜✁❁✯✬▲✧ ✣ ✰✖❃✞❄✑✬❩✴ ✂ ✸✡❫✾❴❛❵✺✵✺✶✍✸✤✵✺✶ ✰❄✥ ❀✽❂ ✥ ✪❏✮ x
❅

❙ ✬❡✧✖❁✯✰✄❄✟✜ ✮ ✥ ✮ ✥❉❄ ✪ ✬ ❀ ✚✤✪ ✰✖❁✱❃✞❄✑✬ ✪ ❀ ✬❣✱✟✧❄✥ ✮✩✣ ❃❅❄✑✬✼✬☞◆ ✮ ✧ ❈✹▲ ✬ ▲ ✬ ✪❑✮✄✣❏▲ ✱ ✚ ✧ ✮ ✥ ✪❑✮ ✬ ✖ ❧ ✥ ✪ ✰ ❄ ✪ ✱✟✧ ✚✠▼ ✜✁❯ ▲ ✬ ❧✟✚✤✪✟✪ ❁❘P ✣ ✜❪✬✯✰ ✮
✣✫✪ ❄ ✮✩✣ ✜✭✬ ❧ ✬ ❧ ❁ ✮ ✬✾✧ ▲❬✣✫✪ ✬✾✧ ✟ ✜ ❨ ✥✯✿q✥ ✪ ❀ ✬❘P ✥✯✿q✥ ✪❑✮▲✚✠▼ ✰❄✬✾✧✩✿✤✥ ✮✩✣✭✚✤✪ P ✜❃✥❭✧✖❯✾★q✜✭✬ ❧ ✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪✝✚ ✱ ✮✩✣❏▲ ✥✡✜✭✬ ☞ ✶✒☛❲❫☞✤✆☎ ❴❂☎ ☛ ✴ ❴✞✝
❴❛❵☞✟✬☎✤✵✽❵★☎❑❵★✂✽✸✠✟✡✟ ✴✠✟ ❴✍✵✽❵ ☛ ☛ ✸ � ✜ ❵✾❴ ✭ ✧ ✵ ✴ ✟ ✂ ❵✺✵❬❵✾❴ ☎❏❵ � ✶✚✟✑✶ � ✶◆❫✯❵✾✵ ✴ ☛ ✸✤✵✷❫ ☛✫❵❤✵✺✶❃❫ ✵ ✤✑❵ ✴ ✂ ✸✡❫✾❴❛❵✺✵✺✶✍✸✤✵✺✶♠❫ ✴ ✂ ✳ ✴ ✟☞❴ ✭ ✖✑✥❩❄
✜ ✣ ✬✹❄ ❧ ❨ ❄ ✪ ✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪ ✱ ✚ ❄✟✧ ❀✽❂ ✥✠❃❅❄✑✬ ✚✠▼✞✝ ✬ ✮ x ✱ ✚ ✰✽✰ ✣❏▼ ✜✭✬❘P ✚✤✪❭❧✟✚✤✣✫✮ ✰✽✬✹❄✟✜✭✬ ▲ ✬ ✪❏✮❡❧ ❁ ✮ ✬✾✧ ▲❬✣✫✪ ✬✾✧✯❄ ✪ ✬ ❧ ❁ ❀ ✣ ✰ ✣✭✚✤✪ ✱ ✚ ❄✟✧
✜ ❨ ✚✠▼✞✝ ✬ ✮❲✚✠▼ ✰✽✬✾✧✩✿❍❁ ❅ ❙ ✬ ✓ ✥ ✣✫✮ ✰ ✣❏▲ ✱✟✜ ✣❳❲ ✬ ❀ ✚✤✪ ✰ ✣✭❧ ❁✾✧❄✥ ▼ ✜✭✬ ▲ ✬ ✪❑✮ ✜❃✥ ▲❬✣ ✰✽✬✄✬ ✪ ☞ ❄✟✿❝✧✽✬ ❧ ✬ ✜❃✥ ❀ ✜❃✥✤✰✽✰ ✣❳❲ ❀ ✥ ✮✩✣✭✚✤✪✫▼ ✥✱❱❍❁✯✰ ✣ ✬ ✪✟✪ ✬ ❅

✘ ✞✡✠✟✞◆▼ ✡ ☞ ❖ ✙✁✒✣✕✥✕ ✟ ✝ ☞✎✗ ✚ ✏✑✗ ✠ ✒✣✗☞☛ ✏✍✌ ☞ ✚ ✚ ☞✎✗ ✚ ✛ ✟ ✍ ✟ ✛ ✗ ✛

✖ ✜❃✥ � ✚✤✪ ✰ ✪✑✚ ❄✑✰ ❧ ✥ ✪ ✰✼✜✭✬ ❀ ✥✤✰ ✚ ✎♥✜✭✬ ❀ ✚ ✑ ✮❆❧ ❨ ✬✾✧✩✧✽✬✹❄✟✧ ✬✯✰ ✮ ❀ ✚✤✪ ✰ ✮ ✥ ✪❑✮★❊ ✬ ✮❆✚ ✎ ✣ ✜ ✪ ❨ ❱♦✥❬✥❩❄ ❀ ❄ ✪ ❀ ✚ ✑ ✮ ✰ ❨ ✣ ✜ ✪ ❨ ❱♥✥
✱✳✥✤✰ ❧ ❨ ✬✾✧✩✧✽✬✹❄✟✧✩● ✖

w(dk, Cj) =

{

1 si k 6= j

0 si k = j❀ ✬■✧ ✣ ✰✖❃❅❄✑✬✦✴ ✂ ✸✡❫✺❴❛❵✾✵✷✶✹✸✤✵✺✶ ✰❄✥ ❀❄❂ ✥ ✪❑✮ x ✬✯✰ ✮ ✥✡✜ ✚ ✧✽✰

W (dk|x) =
∑

j 6=k

p(Cj |x) = 1 − p(Ck|x) ❊❋❆ ❅ ✧ ■ ●

✎ ✜❘✧✽✬✾✿ ✣ ✬ ✪❏✮❬❧✟✚✤✪ ❀ ✥❩❄ ▲ ❈✹▲ ✬ ❧ ✬ ▲❬✣✫✪✟✣❏▲❬✣ ✰✽✬✾✧ W (dk|x) ✬ ✮❇❧ ✬ ▲ ✥ ◆ ✣❏▲❬✣ ✰❄✬✾✧ π(Ck|x)
❅ ✎ ✜ ✓ ✥❩❄ ✮❇❧✟✚✤✪ ❀ ✧❄✥ ✪ ★❙✬✾✧
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