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Introduction

Soit (2 =C(R — R"), (B, Fi, t > 0),Foo = V50 Ft, Pu(z € R)) le mouvement brownien
canonique, ot F; := 0 {X,,s <t}, t > 0 désigne la filtration naturelle.
Considérons a présent le processus de Bessel de dimension 3 issu de z > 0, noté (R, t > 0).
Ce dernier peut étre obtenu en conditionnant le processus (By,t > 0), lorsqu’il est issu de x, a
atteindre 0 en un temps infini. Cependant il existe bien d’autres facons de le construire :

(1) Soit (W, = (W}, W2, W2),t > 0) un mouvement brownien de dimension 3 tel que Wy =
(2,0,0). Si on pose R, == |[W;|| = /(W2 + (W2)2 + (W7)2, alors (Ry,t > 0) est un
processus de Bessel de dimension 3 issu de z.

(2) Le processus de Bessel de dimension 3 issu de x est la solution de 'EDS :
b1
o I

ou (Wi, t > 0) est un mouvement brownien standard issu de 0.

(3) Soit (W;,t > 0) un mouvement brownien issu de x et posons S; = sup { X, s < t}. Si
I’on pose :

Vt Z O, Rt — 2St - Xt, (02)

alors (R, t > 0) désigne un processus de Bessel de dimension 3 issu de z.

Comme annoncé plus haut, le processus de Bessel (R;,t > 0) peut étre obtenu en conditionnant
un mouvement brownien issu de x a atteindre ’état 0 en un temps infini. Cependant, il n’existe
pas de maniere canonique de conditionner par un événement de probabilité nulle.

L'une d’entre elles consiste en la construction d’une mesure de probabilité @ sur (2, Fu),
"proche” de la mesure P au sens suivant :

il existe une (F;, P) martingale positive (M;, t > 0), avec My = 1 et telle que, pour tout ¢ > 0 :

Q|]:t = M, . IP‘]:” Q(Xu > 0,Vu > 0) = 1.

Plus précisément, supposons alors que (By, F;, t > 0) soit issu de x > 0, posons [, := inf { By, s < t}
et soit M, := Bt1;, .. Il est évident que (M;, t > 0) est une martingale arrétée lorsque (By, t > 0)
atteint le niveau 0. Définissons maintenant la probabilité @, sur (£, F) par :

Posons pour tout a € R, T, := inf {t > 0, X; = a}. En utilisant le Théoreme d’arrét de Doob,
il est évident que :

Qr (I <0) =Q, (Th < 00) =E, [Mp] =0 (0.4)
et pour x > a > 0:
Qu (I < @) =B, [Mg] = = (0.5)

Ainsi, sous Q : I loi Upp,2) ot Ujp 4 est une variable aléatoire uniforme sur [0, z].

Si 'on considere f € C? (R,R), en utilisant la formule d’Ito et la définition de la probabilité
5



6 INTRODUCTION

()., on obtient :

E (f(Bun)] = E. _f(BtATO)BMTo]
~- E, if(x) Jr/OtATo f/(Bs)B;+ f(BS)dBS+/OtATo @dﬂ/j%%ﬁ
= LY f(x)+/0m0 flgs)dw/omo f/I(ZBS)ds}

et comme sous @, (Ty < o00) =

0 _ 0 t f/(Bs> tf//(BS> ‘|
EY [f(B:)] = E; {f(x) +/O 5 ds +/0 5 ds (0.6)
Sous @), le générateur infinitésimal du processus (By,t > 0) est donc :
Lir = 57 + T 07)

Par ailleurs, c¢’est celui d’un processus de Bessel de dimension 3.
La martingale (M;,t > 0) s’obtient de maniere naturelle en étudiant la limite quand t — oo de
la quantité :

E.Z’ [As]lTo>t} o Ew [As]lTo>sEXs []1T0>t—s]]

= 0.8
E, [lr-1 E. [Lr,-1 08)
ous > 0et A, € F,. En remarquant que :
x
P, (To >t) ~ 0.9
(To>1) ~ —= 0:9)

et en utilisant la propriété de Markov, il est facile de montrer que (0.8) converge vers I [AsM,].
Remarquons que cela revient a conditionner par I’événement de probabilité nulle I, > 0.

L’exemple précédent est une illustration de la méthode de pénalisation : nous avons favorisé
les trajectoires qui ne passent pas sous 0 en mettant un poids sur la mesure P,, c’est le role
joué ici par h(l;) = 17,~0.

La pénalisation, si 'on se restreint au cadre précédent, est une méthode mécanique de
construction de martingales, puis de probabilités @), sous lesquelles I, est fini p.s.

L’idée est de mettre un "poids” sur la mesure PP, lorsque c’est possible, avec des fonctions de
I'infimum moins triviales que précédemment et qui auront pour effet de favoriser les trajec-
toires dont I'infimum ”ne descend pas trop bas”. Par exemple avec des fonctions A telles que
I hy)dy < oo.

Cette théorie a été introduite par B. Roynette, P. Vallois et M. Yor dans [RVY06b] mais elle
a vraiment été développée dans [RVY06a].

Dans cet article, ses auteurs considerent, comme dans I’exemple précédent, le mouvement brow-
nien canonique ((Bt, Fi, 1 >20),Foo = V5o Ft Pu(z € ]R)) et construisent des martingales, puis

des probabilités ) qui ne sont pas absolument continues par rapport a P sur F,. Plus précisément,

B. Roynette, P. Vallois et M. Yor ont considéré des fonctionnelles positives et adaptées I' :
Rt x Q — R et pour A, € Fy, ont étudié la limite de la quantité :
E,[1A.14]
. [T]
lorque ¢ tend vers U'infini. Ils établissent que pour beaucoup de processus (I'y,t > 0) cette limite

existe et est de la forme Q, (A,) := E [L{a,3M,] olt (M, t > 0) est une martingale positive non
uniformément intégrable. Ensuite, ils étudient les propriétés du processus canonique sous la

(0.10)

s
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nouvelle probabilité @),.

Cette étude a été réalisée pour plusieurs fonctionnelles et avec d’autres processus que le mou-
vement brownien unidimensionnel. Donnons un exemple : la pénalisation par une fonction du
maximum unilatere du processus canonique noté Sy := sup,., {Bs}. lci, I'y = ¢(S;) ol ¢ est
une fonction positive dont l'intégrale sur R vaut 1. Dans ce cas, le résultat obtenu est :

THEOREME 0.1 (Théoreme RVY).

(1) Pour tout s > 0 et tout A; € Fy :
E,[1 B
t=co Ty [p(B1)]
La martingale obtenue est la martingale d’Azéma-Yor. Plus précisément :

ot ¢(x) = fox ©(s)ds. Cette martingale est positive, non uniformément intégrable : en
fait elle tend vers 0 lorsque t — oo.

— B [15,M,] (0.11)

(2) Sous la nouvelle probabilité Q :
(a) Su est finie p.s. et sa densité de probabilité est égale a .

(b) soit Too :=inf {t > 0,X; = Soo}; (Xt < Ti) €t (Soo — X1, t > 0) sont deux
processus indépendants.

(¢) Sachant que {So = a}, (X, t < T,) est un mouvement brownien stoppé lorsqu’il
atteint le niveau a.

(d) (Seo — X7ott,t > 0) est un processus de Bessel de dimension 3 issu de 0, noté
(R, t > 0), indépendant de (Soo, Tno)-

(3) Soit Ry = 2S5, — X;. Alors sous Q, (R, t > 0) est un processus de Bessel de dimension
3.

Cette these a pour objet d’établir une théorie semblable pour des processus discrets et se
décompose en deux parties :
.dans la premiere, nous donnons une définition générale du principe de pénalisation puis nous
donnons le pendant discret de plusieurs résultats obtenus par B. Roynette, P. Vallois et M. Yor
(cf.[RVYO06a,[RVY]).
.dans la deuxieme partie, nous étudions la pénalisation dans le cadre des chaines et des processus
de naissance et de mort.

Premiere partie

Dans cette partie, nous donnons la version discrete de résultats obtenus par B. Roynette,
P. Vallois et M. Yor, par pénalisation du mouvement brownien unidimensionnel.
L’équivalent discret du mouvement brownien est la marche aléatoire symétrique. Plus précisément,
soit 2 I’ensemble des fonctions X de N dans Z, telles que X (n+1) = X (n)+1, (X,,,n > 0) le pro-
cessus des coordonnées de cet espace, (F,,n > 0) la filtration naturelle associée, Foo =V, 5o Fn
et P, (z € N) la famille de probabilités sur (Q, Fa) telle que sous P,, X = (X,,,n > 0) soit la
marche aléatoire standard issue de x. Lorsque x n’est pas indiqué, on considere, pour alléger
les notations, que la marche est issue de 0. Tout d’abord, nous donnons une définition du
principe général de la pénalisation. Ce principe explique pourquoi lorque 1’on étudie, pour des
fonctionnelles G : Q x N — R* des quantités du type :

E.[14,G,)

,¥n €N, VA, € F,, (0.13)
E.[G,]
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lorque p tend vers l'infini, alors les limites sont de la forme E,[1,, M,] ou (M,,n > 0) est
une martingale non-uniformément intégrable. Ainsi, lorsque I'on définit la probabilité ), par
Q:(A,) = E.[14, M,], cette probabilité sous F,, n'est pas équivalente a IP,, ce qui justifie
I'intérét de I'étude de (X,,,n > 0) sous Q.

D’autre part, dans cette partie, on essaie d’expliquer pourquoi, dans la formule (0.13), on prend
des événements qui sont dans F,, et non pas dans F.,.

Ce principe une fois établi, la suite de cette partie est constituée de plusieurs exemples de
pénalisations de la marche aléatoire. Pour faire le lien avec I'exemple que nous avons donné
dans le cas continu, nous n’énoncons dans cette introduction que le résultat obtenu lorsque
nous pénalisons par une fonction du maximum unilatere. Soit donc ¢ : N — R* telle que :

> olk) =1,
k>0
et on définit ¢ : N — R* par :

Nous obtenons :

THEOREME 0.2.

(1) (a) Pour toutn >0 et tout A,, € F,, la limite suivante existe et vaut :
o |1
i EolLa,9(5p)]
p—oo TEg[p(Sp)]
ou MY = p(5,)(Sn — Xn) +1—0(S,).

= Eo[1x, M?] (0.14)

(b) (M#,n > 0) est une martingale positive, non uniformément intégrable : en fait,
elle tend vers 0 p.s. lorsque n — oo.

(2) Soit Q% la probabilité sur (2, Fs) caractérisée par :
Vn e NJA, € F, QF(A,) = Eo[la, MS] (0.15)

Alors sous Q%, on a :
)

(a) S est fini p.s. et vérifie pour tout k € N :
Q% (S = k) = (k). (0.16)
(b) Soit Ty, :=1inf {n >0, X, = S} ; sous Q¥, Ty est fini presque sirement et :

(i) (Xp,n <Ty) et (Seo — Xpni1,n > 0) sont deux processus indépendants.

(ii) Sachant que {Ss =k}, (Xn,n < Ty) est une marche aléatoire standard
stoppée lorsqu’elle atteint le niveau k.

(ili) (Soo — X7 4n,n > 0) est une marche de Bessel de dimension 3 issue de 0,
notée (R,,n > 0), indépendante de (Sx, Teo)-

(3) Soit R, = 2S5, —X,,. Alors sous Q¥, (R,,n > 0) est une marche de Bessel de dimension
3.
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Dans la premiere partie de cette these, les autres résultats se présentent tous sous une
forme analogue a celle du Théoreme 0.2 : on donne d’abord la martingale puis on présente
les propriétés de (X,,n > 0) sous la nouvelle probabilité ). Remarquons que dans tous nos
exemples, il existe une variable aléatoire temps 71" qui joue un role central, intimement liée
a la fonctionnelle (T, pour 'exemple ci-dessus). D’autre part, sous (), avant cette variable
aléatoire T, le processus conditionné par un événement de probabilité positive (sous P et @),
est le méme sous P et sous (), les modifications étant réalisées apres T'. Afin d’alléger ce résumé,
nous récapitulons dans le tableau ci-dessous nos autres résultats. Pour chaque pénalisation nous
donnons la fonctionnelle G, considérée, les conditions imposées a G, la martingale obtenue, la
variable aléatoire T' et une description du processus apres 1. Dans ce tableau, nous donnons
une description du processus apres T', ce processus aprés 1" étant indépendant du processus
avant T'.

Dans le tableau, MB(3) désigne une marche de Bessel de dimension 3, i.e. une marche aléatoire
positive dont les sauts sont d’amplitude 1 et telle que p; ;41 = 21‘;;22’ 1> 0.

De la méme fagon, MB*(3) désigne une marche de Bessel* de dimension 3, i.e. une marche
aléatoire strictement positive, dont les sauts sont aussi d’amplitude 1 et telle que p;;+1 =
gl > 1.

2 7 7 —




Notations, conditions Fonctionnelle martingale T Processus sous ()
gp :=sup{k <p, Xy =0} Avec probabilité 1/2
o(k) == Y55 0(j) (¢(Sg,),p > 0) 590 (Sg.) [ Xn| + ¢ (Sn) (Sn — X1 9 | (Xp,n>g) (resp. (—Xn,n>g))
g :=sup{k > 0,X, =0} +1—¢(Sn) est une MB(3) issue de 0.
¢(0) =1
d, = inf {k > p, X} = 0} (©(Sa,). p = 0) ©(Sn)(Sp — Xn) + 1= ¢(Sh) Ty cf. thm 0.1
o(k) = 30,2 #()) S epl) =1
Sy = sup {|Xy|, k < p} (gp (S;p) D> O) @ (S2 ) |1 Xal + ¢ (S5) (Sr — | Xal) Avec probabilité /2, (X,,n > g)
o(k) =301 #()) Yo li) =1 +1—6(S;) (resp. (~Xo,n > 9)) est une MB(3).
Ly=0 Avec probablhte 3 21 (k)
Lyt = L, + 1x,—¢ sinon h+(Lp>]lXp20 Xr—i_h—i_([/n) + X, h™ (Ln) g (resp 5 Zk>1 (k))
H(k) =535 (B(G) +h7() | +h™(Lyp)Lx,<o, +1— H(Ly) (Xgtu,u > 0) (resp.(—Xgiu,u > 0)
H(o0) p>0 est une MB*(3) issue de 0.
Y i=sup{dy — gg,dr, < n} Avec probabilité /2, (X,,,n > g)
E[|IX,| |7 > 2] = 0(2) (Is,<0.p > 0) {% + Py, (To <z- An> ﬂAngx} Is.<o | ¢
Ap=n—gn (resp. (—X,,n > g)) est une MB(3).
b>a,n>0
oy =inf{k >0, X}, = b} sachant que g < oo
= inf{k > 01, X} = a} g (Xgtu, w > 0) est une MB(3)
Oony1 = inf {k > 09, X}, = b} Loyp, +T000y,, >nG(§") (1 + &= )i") issue de b — a
Oonia = Inf {k > 0911, X = a} o, 4Tyobgp, > G(D;+1) ()in_;a)
D, = ZnZl ]l{azngp} (AG(Dp)ap > O)
G décroissante Flosp, +Th060,, Snw (14 &Xe)
G(0)=1,G () :=0 Flosp, 11000y, Sn@ (Z2=2) sachant que g = oo
AG( )=G(n)—G(n+1) ] (b — Xgu, u > 0) est une MB(3)
inf {p >0,D, = D} issue de b —a

_b}

? ={p>g,X

0T

NOILLONAJOYLNI
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Deuxieme partie

L’origine des résultat de cet alinea se trouve dans un article de P. Vallois, B. Roynette et
M. Yor, dans lequel ils pénalisent un processus de Bessel de dimension d > 2, donc transient,
par une fonction de son temps local en zéro.
Essayant de discrétiser ces résultats, i.e. de pénaliser une marche de Bessel de dimension d > 2
par le nombre de visites en zéro, nous avons développé un raisonnement qui fonctionne pour
toute chaine de naissance et de mort transiente. Puis, nous avons prolongé ce raisonnement a
des processus de naissance et de mort, i.e. des processus de sauts qui ne changent d’état qu’avec
les états les plus proches. Dans cette introduction, nous n’énoncgons que les résultats obtenus
pour ces processus, considérons les résultats du cadre discret comme des outils pour obtenir
ces derniers. Rappelons que ces processus servent, par exemple, a représenter 1’évolution d’une
population de particules au cours du temps; chaque particule pouvant au bout d’un temps
exponentiel, soit mourir avec une certaine probabilité, soit donner naissance a une nouvelle
particule avec la probabilité complémentaire.
Plus précisément, nous reprenons la définition des changements d’états d’un processus de nais-
sance et de mort {X(¢)}+>0 donnée dans [Res05] pp.313 : quand le processus est dans 1'état
¢, on suppose 'existence de deux variables aléatoires indépendantes B(¢) et D({), qui sont
indépendantes de {X (¢) };+>0, de loi exponentielle de parametres respectifs b, et dy. Une transi-
tion de ¢ a £ + 1 est établie si B(¢) < D(¥), ce qui arrive avec probabilité

P[B(¢) < D(0)] = b¢/(by+dy); (0.17)

sinon, une transition de £ a ¢ — 1 est réalisée. Le temps de séjour dans I'état ¢ est B(¢) A D({),
de loi exponentielle de parametre b, + dy (on suppose que dyp = 0). On peut penser a B(/)
comme la temps d’arrivée d’'une naissance quand la population est de taille ¢ et, D(¢) est
le temps d’arrivée d’une mort quand la population est de taille ¢; la population augmente
d’une unité si une naissance a lieu avant une mort; autrement la population décroit d’une
unité. Habituellement, les processus de naissance et de mort en temps continu sont décrits a
I’aide de ce qu’on nomme les taux de naissance et de mort : dans une population de taille ¢
une particule nait avec taux b, et meurt avec taux dy. Plus précisément, les probabilités de
transition infinitésimale sont :

beh + O(h) sik=1

P(X(t+h)=L+k|X(t)=() =< dih+o(h) sik=-1 ,quand h — 0.
o(h) si|k] > 1

On peut voir que ces hypotheses décrivent un processus de Markov a sauts, dont le temps
d’attente en ¢ est de parametre :

Ao = by + dy

et le saut de /¢
€ - +1 avec probabilité b¢/(b,+d,)
£~ —1 avec probabilité e/ (by+dy)

Avec les notations ci-dessus, le processus a sauts {X (¢) };>0 est transient si et seulement si :

y4
SZZZ’yg:l+ZHZ—:<OO. (0.18)

>0 >1 k=1

(voir par exemple [Nor98].) Cest la seule condition que nous imposons & nos taux de passage.
En effet, 'originalité de ce travail, par rapport a la pénalisation des processus de Bessel, est que
les taux de passage n’ont pas besoin d’étre donnés explicitement pour réaliser la pénalisation.
Posons :

t
V(t) := / 1ix(s)=nyds, 0 <t < oo. (0.19)
0

Alors, on obtient :
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THEOREME 0.3. Soit {F;}i>0 la filtration naturelle associée au processus transient de nais-
sance et de mort {X (t) }+>o.
(1) Pour toutt > 0 et tout élément A, € F;

Eo[l4, 1y (o0)>n}]

K 00 ED[]I{V(oo)>n}] = EO[]lAtM(t)]’ (020)
M(t) = (1fs)exp(oV®fs) | . (0.21)

>X(t)

(2) {M(t)}i>0 est une {Fi}-martingale positive qui tend p.s. vers 0 quand t tend vers
Uinfini. De ce fait {M(t)}i>0 n'est pas uniformément intégrable.

(3) L’égalité (0.20) induit une mesure de probabilité Q) sur (2, Fu) telle que : pour tout
t >0 et tout élément A, € F;

Q(A,) == o[y, M(1)]. (0.22)

Alors, sous Q, {X(t) }1>0 est un processus de naissance et de mort récurrent dont les
taux de passage sont :

Eg = (k>4 'Yk)/(zkzgwc), (>0, CZ@ = Aok 'Yk)/(zkzeyk), > 0. (023)

Comme annoncé plus haut, le Théoreme 0.3 se démontre en utilisant les résultats obtenus
sur les chaines de naissance et de mort appliqués a la chaine des sauts de (Y,,n > 0) définie
par :

Y, = X(J,), n>0. (0.24)

ol

Jo=0 et,pourn>1, J,=inf{t > J,1: X(t) # X(Jo-1)}. (0.25)
Suite a ces résultats, une question naturelle se pose : Est-il possible de pénaliser une chaine de
naissance et de mort récurrente pour la rendre transiente ?
Il est a noter que que le pendant continu de ce travail a été effectué dans le cas particulier du
processus de Bessel de dimension 0 < d < 2, donc récurrent, par B.Roynette et M. Yor (cf.
[RY] pp.147).
Nous essayons a travers un exemple simple, de montrer que dans ce cas la pénalisation dépend
fortement des probabilités de passage, ce qui donne I'impression qu’un résultat général est hors
de portée.
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Pénalisation de la marche aléatoire symétrique
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PENALISATION DE LA MARCHE ALEATOIRE SYMETRIQUE

1. Introduction

B. Roynette, P. Vallois et M. Yor (cf [RVY06a]) ont étudié le probleme suivant :
soit {Q, (X, Fi)y>0 » Foos ]Px} le mouvement brownien canonique de dimension 1. €2 est I’espace
des fonctions continues définies sur R* & valeurs dans R, (X;,¢ > 0) est le processus des coor-
données, (F;,t > 0) sa filtration naturelle, Foo = \/,5o Fi, et P, est la mesure de Wiener sur
(Q, Fo) telle que P, (Xy = z) = 1. -
On considere I' : RT x Q — R une fonctionnelle positive. Pour plusieurs types de fonctionnelles
I, ces auteurs montrent que, pour tout s fixé et A, € F,la quantité :

]Ex []lAs Ft]
Eac [Ft]

admet une limite quand ¢ tend vers U'infini et que cette limite est de la forme, E,[1,, M*] ou
(M?,s > 0) est une (Fs,s > 0) martingale positive. Ceci permet de définir sur (Q, F) la
probabilité (), par la formule :

Qz(As) = Ea:[]lAsMg] (As S JTS)

IIs ont alors décrit de maniere précise le processus (€2, X, s > 0, F,, s > 0) sous la probabilité
Q.. Cette étude a été réalisée pour de nombreuses fonctionnelles I';, par exemple une fonction
du maximum unilatere, une fonction du temps local, de la longueur des excursions ou encore
de I’age du processus (cf[RVYO06a]).

Dans cette these, on se propose de donner une version discrete des résultats précédents. Plus
précisément, nous nous plagons dans €2 I'ensemble des fonctions X de N dans Z, telles que
X(n+1)=X(n)+£1, (X,,n>0) le processus des coordonnées de cet espace, (F,,n > 0) la
filtration naturelle associée, Foo = \/, ;50 Fn €t P, (z € Z) la famille de probabilités sur (€2, Fx)
telle que sous P, X = (X,,n > 0) soit la marche aléatoire standard issue de z, c’est & dire la
marche aléatoire dont les probabilités de transitions sont données par :

1
k€ Z, P (X =k + 11X, = k) =P (Xop =k —1[X, = k) = 5

Lorsque x n’est pas indiqué, on considere, pour alléger les notations, que la marche est issue de
0. Soit G : N x (2 — N une fonctionnelle adaptée et positive. Le but de ce travail est de montrer
que pour plusieurs types de fonctionnelles G :
i) Pour tout n > 0 et tout A,, € F,, :

I[*]I[]l,\nGp]7 (1.1)

e [G))

admet une limite quand p tend vers I'infini.
ii) Cette limite est égale a [, [T, M7?], ou (MZ*,n > 0) est une (F,,n > 0) martingale positive
telle que My = 1.
Cette limite, que I'on note @, (A,,) induit une probabilité sur (2, F,), caractérisée par :

Vn e N, A, € Fp, Qu(Ay) = E, [1a, M) (1.2)

On étudie ensuite le processus (X,,n > 0,F,,n > 0) sous Q.
Pour simplifier les calculs, nous supposons dans tous les résultats que la marche est issue de 0.

1) Dans une premiere partie, on considere une fonction du maximum unilatere, i.e. :

Gp =@ (Sp)
15
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ou S, = sup { Xy, k < p} et ol  est une fonction de N dans R* satisfaisant :

> k) =1

et on définit ¢ : N — R* par :

Nous obtenouns :

THEOREME 1.1.
(1) (a) Pour toutn >0 et tout A, € F,,, on a :
ol (S,
oo Tolp(Sp)]
ot M¥ = o(S,) (S, — X)) + 1 — (Sy).

= Eo[14, M)

(b) (M#,n > 0) est une martingale positive, non uniformément intégrable :

elle tend vers 0 p.s. lorsque n — o0.

(2) Soit Q¥ la probabilité sur (Q, F) caractérisée par :
Vn € N, A, € Fy QF(An) = Eo[ly, M)

Alors sous QF, on a :
)

(a) S est fini p.s. et vérifie pour tout k € N :
Q7 (Sec = k) = @(k).

en fait,

(1.4)

(1.5)

(b) Soient Ty, := inf{n > 0,X,, =k} et T, ;= inf{n >0,X, =S} ; sous Q¥, T

est fini presque surement et :

(1) (Xp,n <Ty) et (Sew — Xntro,,n > 0) sont deux processus indépendants.

(i) Sachant que {Soo =k}, (Xn,n < T}) est une marche aléatoire standard

stoppée lorsqu’elle atteint le niveau k.

(ili) (Seoc — X7otn,n > 0) est une marche de Bessel de dimension 3 issue de 0,

notée (R,,n > 0), indépendante de (Soo, Tno)-

(3) Soit R,, = 25,—X,,. Alors sous Q¥, (R,,n > 0) est une marche de Bessel de dimension

3.

Les démonstrations des deuxieme et troisieme partie de ce résultat reposent en grande partie
sur un Théoreme de Pitman (cf [Pit75]) ainsi que sur I’étude de la quantité P (A,|S, = k)

lorsque p tend vers l'infini et ou A,, est un élément de F,.

Dans cette these, deux chaines de Markov jouent un réle particulier. La marche de Bessel de
dimension 3 et la marche de Bessel* de dimension 3. Ces deux chaines sont identiques & un

décalage d’un pas pres.
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La marche de Bessel de dimension 3 est la chaine de Markov (R,,,n > 0) a valeurs dans N dont
les probabilités de passage sont :
x+2

P(Royi=z+1|R,=2) = 2I+2,pourx21
P(Royi=z—1|R,=x) = 2$$+2,p0urx21

Nous désignons par (R,,n > 0) la filtration naturelle de la marche de Bessel.

Nous appelons marche de Bessel* de dimension 3, la chaine de Markov (R,,n > 0) & valeurs
dans N, définie par les probabilités de passage suivantes :

Six>1: 3

Plus haut nous avons affirmé que ces deux marches sont identiques a un décalage pres. En effet :
P(Rppi=2+1|R,=2) = P(Roy1=2+2|R,=x+1) (1.6)
P(Ryy1=2—1|R,=2) = P(Ropr=x|Ry=x+1) (1.7)

2) Dans une deuxieme partie, la fonctionnelle G, est une fonction du ”temps local” en 0 de la
marche aléatoire, c’est a dire que :

Gy = h"(Lp)lx,z0 + b (Ly)1x,<0
avec, pour tout a réel :

at=0Va,a =—(0Aa).

et ou ht et h~ sont deux fonctions définies de N dans R™ telles que :

LS+ vy =1
De plus, on pose : : )
H(r) = 5 SO0 (k) + ™ ()

k=1
Nous appelons processus du temps local en 0, noté (L,,, n > 0), le processus défini par la relation
de récurrence :

Lg =0
{ Lnyw = Lp+1x,-0x,.=1 +1x,—0x,=——1 = Ln+1x,—0 si n#0

Pour tout n > 0, L,, est la somme du nombre de montés de 0 a 1 et du nombre de descentes de
0 & —1 avant n. Nous obtenons :

THEOREME 1.2. (1) (a) Pour toutn >0 et tout A,, € F,,, on a :

lim B[4, (h* (L) x,>0 + h™ (L)1 x,<0)]
T B (Lp)lx, 0 + b (Lp)Lx, <o)

ou MMM = Xht(L,) + X b~ (L) + 1 — H(Ly).

= E[14, M) "] (1.8)
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(b) Mff’h_ est une martingale positive, non uniformément intégrable : en fait elle tend
vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

(2) Soit la probabilité Qgth* caractérisée par :

¥n >0, A, € F, QF " (A,) = B[y, M (1.9)

n n

Bt R oy .
Sous Qg on a les propriétés suivantes :

(a) Lo est finie p.s. et vérifie :
1
VkEN', Q(Loo = k) = 5(W*(K) +h™ (k) (1.10)
(b) Soit g := sup{n > 0,X, =0}. Alors g est finie Qg’+’h_ p.s. et :
(i) Les processus (Xgiu,u > 0) et (X,,u < g) sont indépendants.

(i) Avec probabilité 157 (h*(k)), le processus (Xgqu,u > 1) est une marche
de Bessel* de dimension 3 partant de 1.
Avec probabilité 3377 (h™(k)), le processus (—X g4y, u > 1) est une marche
de Bessel* de dimension 3 partant de 1.

(i) Sachant Lo, = 1, le processus (Xy,u < g+ 1) est une marche aléatoire
standard arrétée lorsque son temps local en 0 atteint le niveau .

La motivation du choix de cette définition du temps local en 0 de la marche aléatoire plutot
qu’'une autre se situe dans la preuve du premier point. En effet, il est important que ce temps
local possede une propriété de symétrie. La deuxieme partie de la preuve de ce Théoreme,
repose essentiellement sur un article de Le Gall (cf [LeG85]) qui nous permet d’affirmer, sous
des conditions que ’on précisera plus loin, qu'une marche de Bessel* de dimension 3 sous IP est

ht b=
encore une marche de Bessel* sous Q5 ™ .

3) Dans notre troisieme partie, G, est une fonction de la plus grande excursion avant g,. Soit
x un entier pair positif, fixé et :

Gy = 1s,<s
avec g, :=sup {k <n, Xy =0} et d, :=inf {k > n, X}, = 0}, et &, :=sup {dy, — gx, dr, < n}.
Pour n > 0, ¥, est la longueur de la plus grande excursion avant g,.

Soit A, :=n — g,. Le processus (A4,,n > 0) est le processus de ’age et soit A) := sup Ay.
k<n

Dans ce qui suit, Tp est une copie de Tp, indépendante de F,,, Yo =D peo Lix,=0} est le nombre
de visite en 0 avant n, 7 = inf {n > Tp, X,, = 0} le premier retour en 0 et nous notons :

E[|X.| | 7> ] :=0(x) (1.11)
Nous obtenons :
THEOREME 1.3. (1) (a) Pour tout n >0 et tout A,, € F, :

. Eo[ﬂAn]lngz]
hm I —————

— o1, M, 1.12
poo IPO[Ep < l’] U[ An ] ( )
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Avec :

| X

M, =< ——+ Py, (TO <r-— An) Ta,<o ¢ s, <o
0() ) .

(b) De plus (M,,,n > 0) est une martingale positive, non uniformément intégrable :
en fait, elle tend vers 0 P p.s. lorsque n — oo.

(2) Soit la probabilité QQ* induite par :

Vn > 0,VA, € F,, Q% (A,) :=E[1,, M,] (1.13)
Alors sous QF, on a :
(a) Yoo < x p.s. et vérifie pour tout y < x :
P
O (S > y) = 1— DT> (1.14)

P(r>y

~—

(b) A% = o0 p.s.

(¢) Soit g :== sup{n >0,X,, =0} Alors Q* (0 < g < 00) = 1. De plus, si p = 2l ou
204+ 1 avec 1 > 0 :

INE
1\ P(r > x)
v == cLrhCh (11— % 1.15
Q (g>p) (2) kgo 21—2k "2k IP(7—>2k) ( )
(d) Soity tel que 0 <y < x. Alors :
(i) la loi de (A, n < T7) est la méme sous P et sous Q.
(ii) (An, n < T;‘) et Xra sont indépendants sous P et sous Q".

(i) La loi sous Q% de Xra est donnée par :

Qx(Xszk):{%+Pk(fogx—y)}lﬁ>(xy:k\T>y) (1.16)

. A P(r>x)
Q (9>Ty)_1_]1>(r—>y)

(v) Sous Q*, (An, n < T;‘) est indépendant de {g > T;‘}.

(1.17)

(3) Sous Q" :
(a) Les processus (X,,n < g) et (Xy4n,n > 0) sont indépendants.

(b) Avec probabilité %, le processus (Xyin,n > 0) est une marche de Bessel™ de di-
mension 3 et avec probabilité %, le processus (—Xgin,n > 0) est une marche de f

de dimension 3.
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(c) Conditionnellement a oo = I, le processus (X,,n < g) est une marche aléatoire
standard arrétée a sa "™ visite en 0 et conditionnée a X, < x ot 7 est le temps
du "™ retour en 0.

La démonstration du premier point du Théoréme 1.3 repose en grande partie sur un Théoreme
tauberien (cf [Fel50]) qui permet d’obtenir un équivalent lorsque p tend vers l'infini de P (£, < x).
Quant a ’étude du processus (X,,,n > 0) sous @, cette derniere repose sur des arguments si-
milaires a ceux utilisés pour la démonstration du Théoreme 1.2.

Les trois résultats énoncés ci-dessus, ont été rassemblés dans un article soumis a publication
au séminaire de probabilités. Les autres résultats obtenus sont relatifs a la pénalisation par :
.G, est une fonction de Sy, ou g, :=sup {n < p, X,, = 0}, i.e. le dernier zéro a gauche de p (cf

pp.36)
.G, est une fonction de Sy, ou d, := inf {n > p, X;, = 0}, i.e. le premier zéro a droite de p (cf

pp.5H4)
.G est une fonction de S; ou Sy := sup {|X,[,n < p} (cf pp.60)

.G, est une fonction du nombre de descentes entre a et b, deux entiers tels que a < b (cf pp.99).

2. Principe de la Pénalisation : Quelques résultats généraux

Dans tous les Théoremes que nous avons obtenus, il y a des similitudes dans les premieres
conclusions. La Définition suivante est 1'équivalent discret du Théoreme générique de [RY]
pp-246 :

DEFINITION 2.1.
Soit (A,,n > 0) un processus adapté, croissant tel que A,, = oo P p.s.
On dit que le processus (A,,n > 0) satisfait au principe général de pénalisation, que ’on note
P.G.P., 8’1l existe une fonction A : N — R* telle que :

Ap — 00,
p—o0

et une mesure v telle que Vo : N — RT vérifiant :

Y ekvk)=1

alors :
(1) )
T AE [ (4)] = 3 0 (k) (k) 2.1)
k=0
(2)
lim E[\,p (4,) | Fu] = M?, au sens p.s. et L (2.2)
p—00
Si le P.G.P. est satisfait, alors :
(1) Vn > 0,VA, € F, :
lim E [T, A0 (4,)] = E [, M/7] (2.3)

p—00
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(2) (M#,n > 0) est une martingale positive valant 1 en 0 et non uniformément intégrable.

REMARQUE 2.2.

(1) On peut remarquer tout d’abord que (M,,,n > 0) est nécessairement une martingale.
En effet, soient m < n et A,,, € F,,,. D’apres (2.3) :

lim E [Ly, Ao (4,)] = B [Ly, M)
p—00

Mais (F,,u > 0) étant une filtration, A, € F,, et donc :

lim I [14,, A\ (4,)] = E [T, MY]
p*)OO

ce qui permet de conclure que (M,,n > 0) est une martingale. Cependant, travaillant
avec des équivalents, nous vérifierons & ”la main” que (M,,,n > 0) est une martingale.

(2) Il est agréable que la martingale obtenue ne soit pas uniformément intégrable. En effet,
I'uniforme intégrabilité entrainerait I’absolue continuité de ) par rapport a P sur F,
et ainsi I’étude du processus canonique sous () serait classique.

PROPOSITION 2.3. Supposons le P.G.P. satisfait. Alors, avec les notations précédentes :

My — 0p.s (2.4)

p—00

Démonstration de la Proposition 2.3.

(1) Tout d’abord, quitte & diviser par >/~ ¢ (k), on peut supposer que y ;- ¢ (k) = 1.
On note par ¥ : N — R™, une fonction croissante telle que 1) (c0) = oo et qui vérifie :

D o (k) v (k) v(k) < oo (2.5)

k

oo
=0

L’existence d’une telle fonction est élémentaire. En effet, soit :

(k)= (S

ot Sy = Y (i) w(i) et p €]0,1[,
i=k+1
Alors cette fonction v satisfait a (2.5). En effet, il suffit d’appliquer le Théoréme des
accroissements finis & la fonction f : RT™ — RT qui a z associe z?.
Soit n > 0, il existe x, €|S,+1,S,[ telle que :

F(Sn) = [ (Sns1) = [ (@n) (Sn = Sns1)

(50)" = (Sui1)’ = 1 (Su — Sut)

In

Or x,, €)S,11,S,[ done = > ﬁ et par définition, on a (S, — S,41) = ¢ (n). Alors :

1
Tn

(8" = (Suia)? > p?&fi’)
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On somme maintenant sur n :

el lp < 3 (8"~ (Sunr)”

n>0 n>0
S (S())p — A}lm (SN)p
< (So)°

IN

(ng(m u<n>) =1

Pour tout n > 0, soit U, := inf {k > 0, Ay, > p }. Notre but est de montrer I'existence
d’une constante C' < oo telle que :

E[Mf] < % (2.6)
Rappelons que d’apres le P.G.P., on a la formule (2.3) :
Vn > 0,VA, € F, :
Jim B [14,App (4,)] = B [1a, My]
Si on applique (2.3) avec A,, = {Ux < n} :
F o= B [l ()] = B[y, M) 27)

Pour p > n, {Uy <n} C {Ux < p} donc :

F < E[\p (A ) L <)
< E[he ]lAp>k]
< E[Me Ap)2(0)]
1
< o E[X, (A ) ¥ (Ap)]

A
car S8 > Ty, ).

Et en faisant tendre p vers oo, on obtient :

3 — W (k)
Nous appliquons le Théoréme de convergence dominée en faisant tendre n vers oo, ce
qui implique (2.6).
Comme (M;f,p > O) est une martingale positive, elle admet une limite p.s. quand
p — o0 et (2.6) implique que cette limite vaut 0.

0

Grace a la Proposition 2.3, on est en mesure de montrer que si le P.G.P. est satisfait,
(M,,n > 0) n’est pas uniformément intégrable. En effet si elle I’était, on aurait que E [M¢] =
E[MZ] =0, ce qui est absurde.

Dans la méme veine que la Proposition précédente, on peut voir la :

PROPOSITION 2.4.
Si le P.G.P est satisfait alors :

A (Ay) — 0 en probabilité (2.8)

p—00
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Démonstration de la Proposition 2.4.

On reprend les mémes notations que dans la démonstration précédente.
Soient 6 > 0 et M > 0. Alors :

P (A (4p) > 6) P (Ao (Ap) ¥ (Ap) > 69 (4y))
= PN (Ap) ¥ (4y) > 09 (4), ¥ (4,) < M)
+ P (Ap) ¥ (Ap) > 00 (4y) ¥ (Ay) = M)
< P (4) <M)+TP N\ (Ap) ¢ (4y) > M)
1
< P((4y) <M)+ WE (Ao (Ap) ¥ (4p)]
Ainsi d’apres le P.G.P. appliquée a la fonction @) :
_ _ 1 &
Tm P (A (4p) > 6) < Tm P (v (4p) < M) + - ; (K)o (k) (2.9)
Or: A, — ooety (00) = oco. Par conséquent :
E}P (Y (A,) < M) =0 (2.10)
On en déduit :
TP (e (4,) > 9) < (2.11)

ol M est arbitraire. Ce qui implique que lim P (\,¢ (4,) > §) = 0, d’ou la Proposition 2.4. [
p—00

On va maintenant essayer de montrer quel est I'intérét de prendre dans le P.G.P. des éléments
de F,, plutot que des éléments de F..
Pour cela on va définir :

QW = lim E[1y, A (A))] (2.12)
Q¥ = lim T [T, M] (2.13)
Q¥ = Q% (An) (2.14)

Lorsque le P.G.P. est satisfait, pour A,, € F,, ces trois quantités sont égales. On aimerait
remplacer A, par A un élément de F,. Les limites des quantités (2.12), (2.13) existent elles?
Et y a t'il égalité entre (2.12), (2.13) et (2.14).

Pour montrer 'interét de cette question, on va donner deux exemples donnant des résultats
différents :

Exemple 1

On suppose le P.G.P. satisfait et soit A := {A,, = oco}. Par définition, on sait que sous P, cet
événement est de probabilité 1. D’autre part, le P.G.P. est un principe qui va ”favoriser” les
trajectoires dans lesquelles A, n’est pas tres grand. En effet pour p > n :

{A, >k} Cc{A, >k}
D’apres le P.G.P. :
Q% (An > k‘) = lim E []l{An>k}>\p80(Ap>} < ph_)IEOE []l{Ap>k})\pSO<Ap)]

p—o0
On pose @ := ol -. Le P.G.P. est satisfait pour ¢ et donc :

QF (Ay> k) <) @lo)v(z) = Y pla)v(x)

>0 >k
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Faisant tendre n — oo :

QF (A > k) < ) pla)v(x)
>k
Et par conséquent :
Qf (Ao =0) =0

Pour résumer :

P(A) =1
QF(A) = 0
Soit A, € F,, tel que Q¥ (A,,) > 0 ( ce qui implique que P (A,,) > 0).
Alors :
E [La,naM7] = Q7 (Ay) (2.15)
E 14,00 0 (Ap)] = E[La, A (4,)] pjoo Q7 (An) (2.16)
QY (A, NA) <Q¥(A)=0 (2.17)
On a donc que :
QW (A) = QP (M) # Q¥ (A) (2.18)

Exemple 2 On suppose encore une fois que le P.G.P. est satisfait.

Posons MZ* := sup M7 et pour a > 1, 7, := inf {p >0, M7 > a}. (On rappelle que M =1
p=>0

P ps.).

Si l'on considere 1'événement A, = {7, < co} = {MZ* > a}, on a que :

QW (As) = QP (Ag) = Q¥ (M)

Montrons tout d’abord que sous Q%, limsup,,_,., M;? = oo.
En effet, pour p > 0,a > 1:

E [Mz,np) = 1= E [L7,.,M{ ] + E [17,5,M/] (2.19)
On en déduit que :
Q% (Tu < p) =B [T, 0,MZ] = 1 - E [7,2,M¢] (2.20)
Comme, 17,5, M7 p_—>)oo 0 P p.s. et que 17,>,MY? < a, en appliquant le Théoréme de convergence
dominée :
Q¥ (T, < ) = ]}Lrgol —E [17,5,M7] =1 (2.21)
D’autre part :
1> E [15,M7] =B [17,cooM?] > E [17,.,M7| = E [17,,M7 ] (2.22)
Et d’apres la formule (2.20), en faisant tendre p vers oo, on a :
Jlim [y, ME] =1 (2.23)
le.:
QP (M) =1 (2.24)

Enfin, on vérifie la derniere égalité :
1> E[14,0(Ap) Ap] = E[L7,<np (Ap) Ap] (2.25)

On applique le P.G.P. avec A, = {7, < n}.
Alors en faisant tendre p vers l'infini on obtient :

1 > liminf (1,0 (Ay) Ap] > lim E [17, 0 (4,) A\p] = E [17, ., M7 (2.26)
p—00 p—00
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Cette inégalité est vraie pour tout n, et on a montré dans la démonstration de la deuxieme
égalité que lim,, o E [17,o,M?] = 1.
Par conséquent :

lim T [14,0(A4,) N = QW (A,) =1 (2.27)

p—00

PROPOSITION 2.5.
Sous Q¥, on a :

(1) Ay < 00 p.s.
(2) My = 0 p.s.
Démonstration de la Proposition 2.5.
(1) cf. exemple 1.
(2) Montrons tout d’abord que (M,,,n > 0) ne s’annule pas sous Q¥. Soit 7 := inf {n >0, MY = O}.
Alors :
Q7 (Ty < 00) = E [17,2,M7

0

]=0 (2.28)

Par conséquent, on peut considérer la chaine ((M?)~!,n > 0).
Cette chaine est une martingale positive sous )¥. En effet pour m <n et A, € F,,, :

B [1, (M) '] = E[14,] = B [T, (M7) 7] (2.29)

Par conséquent ((M#)~*,n > 0) est une martingale positive sous Q) et admet donc une limite

p.S.
On a montré dans I'exemple 2 que M2* = oo Q¥-p.s., et donc (M2)™1 =0 Q¥-p.s. O

3. Pénalisation par une fonction du maximum unilatere

3.1. Notations.
Rappelons que S, = sup{Xj, k < p} désigne le maximum unilatere de la marche aléatoire
(X,,n > 0). Nous considérons ¢, une fonction de N dans R satisfaisant :

> k) =1
k=0
et on définit ¢ : N — R* par :
k—1
o(k) =D o))
=0

La marche de Bessel de dimension 3 est la chaine de Markov (R,,,n > 0) a valeurs dans N dont
les probabilités de passage sont :

2
P(Roy1=2+1|R,=12) = QZiQ,pourx21
P(Ryy1i=2—1|R,=2) = 2xx+2,pourx21

Nous désignons par (R,,n > 0) la filtration naturelle de la marche de Bessel.
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2. Démonstration du Théoreme 1.1.
Commencons par faire quelques rappels :
Le résultat suivant est classique (cf. [Fel50] pp.75) :

LEMME 3.1. Vo € Z,Vn € N :

1\" nte
REMARQUE 3.2. Dans tout ce qui suit, on note :
Po(X,, =) = Dna (3.31)

et nous remarquons que p,, est non nulle si et seulement si n et x sont de méme parité et
|z| < n.

LEMME 3.3. Soit k < n. La probabilité qu’'un chemin de n pas issu de O = (0,0) arrive au
point A = (n, k) et ait un mazximum supérieur ou égal a r est égale a :
Po(X, =k, S, >7r)=Py( X =2r — k) =pnorrk, [2r—Fk <n (3.32)
Démonstration du lemme 3.3.
Grace au principe de réflexion de Désiré André (voir par exemple [Fel50] pp.72 et pp.88-89),
il est aisé de voir que le nombre de chemins qui partent de 0, qui arrivent en k a l'instant n

et qui ont leur maximum supérieur a r, est égal au nombre de chemins qui partent de 0 et qui
arrivent en 2r — k a l'instant n. De ce fait :

Po(Xo, =k, S0 > 7) = pnar (3.33)
O

LEMME 3.4. Soient n, r deux entiers. On a :
Po(Sn =7) = Ppy V Prt (3.34)

Démonstration du lemme 3.4.
Pour tout k € Z

Po(S,=rX,=k) = Po(S,>rX,=k)—Po(S,>r+1,X,=k)
= Po(X, =2r —k) —Po(X,, =2r +2— k), d’apres (3.32)
= DPn2r—k — Pn2r4+2—k
Si S, =r, X, ne peut étre inférieur a r — n. Ainsi .
Po(Sp=7) = > Po(Sy=rX, =k

keZ
r

= Z IPO(Sn =T, Xn = k)

k=r—m

§ Pn2r—k — Pn,2r4+2—k

(pn 2r—(r—m) — pn,?r+2—(r—n)) + (pm?r—(r—n—i-l) - pn,2r+2—(r—n+1))

+  (Pn2r—(r—n+2) — Pn2r+2—(r—n+2)) T (Pn2r—(r—n+3) — Pn.2r+2—(r—n+3))

_.I_

+ (pn,Qr—(r—Q) — Pn2r+2—(r—2)) T (Pn2r—(r—1) = Pn2r+2—(r—1))

+ Pn2r—r — Pn2+2-r

= (Purtn — Prort24n) + Pngtn-1 = Pnpsien) + (Pnrin—2 — Prrin)

+ (Prrtn—3 = Pnrin-1) + o + (Pnrr2 = Porsa) + (Pursr = Prpts) + (Prr — Prri2)
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Cette somme est télescopique et donc :
Po(Sp =7) = Py + Pnst1 = Py V Dnrt1, d’apres la Remarque 3.2. (3.35)
O

2.i) Montrons le point 1.a du Théoreme 1.1.
Nous utiliserons les lemmes suivants :

LEMME 3.5. Soit la marche aléatoire standard (X,,p > 0) issue de 0, définie par (X, =

Xousn — Xp,u > 0) et soit (S,,p > 0) le processus du mazimum unilatére de cette marche.
Alors pour toutn >0, p>n, keN, et A, € F, :

P(S, =k 5
p =
1 ~
- mm[mnnsﬂgm(/@ — X, = Spn)] (3.37)

Démonstration du lemme 3.5.

Po(A,N{S, =k}) = Py (Anm {Sn\/ < sup Xu) = k})

n<u<p
= P, (An N {Sn v (Xn + sup XU) = k})
n<u<p
= P, (An N {Sn vV (Xn + Sp_n) — k;})
~ P, (Anﬂ {{Sn > X, + 8, 0, S = k} U {ép,ﬁxn > 8,. 8, —n= k—Xn}}>
(

= Po (A k= Xo > Sy S0 = k) +Po (An Sy < k. Sy = — X, )

I
=

0 (S, = k) Py (An,k—Xn>§p_n|Sn:k:)

_I_
B

(An, S <k, Sy =k — Xn)

Il
I%

o (S, = k) Eq []lAn]P (k _ X, > Sp_n> 1S, = k;}

+ IE)0 ]lAn,SngkIPO <Sp—n =k - Xn>:|

LEMME 3.6. Pour tout k >0 :

P(S, = k) ~ (if (3.38)

n—oo nm

Démonstration du lemme 3.6.
Cette démonstration résulte de la formule de Stirling appliquée a la formule (3.34) en faisant
attention a la parité de n et k. U

Grace a ces deux Lemmes on peut prouver la Proposition suivante :

PROPOSITION 3.7.
i) Pour tout n > 0, tout A,, € F, et tout k € N
P(A, | S, = k) admet une limite lorsque p tend vers linfini. Notons Q™ (A,,) cette limite. Elle
vaut :
QW (A,) =P(S, = k)Eo[La, (k — X,) | Sp = k] + Eo[14, 1, <] (3.39)
i) (3.89) induit une probabilité Q¥ sur (Q, Fs) et on a :

QW (S =k) =1 (3.40)
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Démonstration de la Proposition 3.7.
Prouvons i. D’apres le lemme 3.6 :

P(S,_, = k—X,) o~ (p%); (3.41)
P50 <k=X) ~ (k= X,) <%) ’ (3.42)

Par conséquent :

. _(P(S, =k) .
. 1 5
bt { ol s, Py = k- X1

== IP(Sn == k)EO ]lAnU{Z — Xn) | Sn - l{?] + EO[]IAH]ISnSk]
_ Q(k)<An)
Montrons ii. Soit &k € N :
QW (S #k) = QW(3En >0 tel que Ym >n, Sy, # k)
= QW <U {¥m >n,S,, # k})

n>0

= lim QW (S, # k)

= lim P(S, = k)Eq [1g,2x(k — X,,) | Sp, = K]
+ JLH;O Eo [1s,2k1s,<k]
Or
I []lsrﬁék?(k: —Xn) | Sp=kl=0
et comme :
S, — oo Py p.s.
on a :
Eo [Ls,2x1s, <k e 0
Ainsi :
Q" (S =k) =1
O
LEMME 3.8. Soient x > 0, x > y. Alors :
9\ 2
Ealiov 4 8]~ () (o= nple) +1- 0(0)) (3.43)
Démonstration du lemme 3.8.
On peut écrire :
Eo[p(z V (y+50)] = Eolp(@)lisyss,] + Eolo(y + Sn)lacyss,]
= (@)P(x —y > 5) + Eo [p(y + Sn)lo—y<s,] (3.44)
D’apres le lemme 3.6 :
z—y—1 9 %
Plx—y>S8,) = P(S,=k) ~ (z—y) <%> (3.45)
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Quant au second terme de (3.44), puisque pour n assez grand :

() v (5) e -0 <2

et que Zkzo (k) < oo on a, en appliquant le Théoreme de convergence dominée :

5 () rs w3 =3
o (1— y w(@)
k=0
o~ (T=0(2))

O

Achevons la démonstration du premier point du Théoréme 1.1. On garde les mémes définitions
que dans le lemme 3.5 pour X et S. On a :

Eo[Ta,0(Sp)] = Eo[la,o(SpV ( sup Xnyg— Xu))]

0<g<p—n

= Byl (Sn vV (Xn + §p_n>>]

= Wolta,Elp (8. (Xt 5p0)) | (S X))

( : )
Ip, | —
mp
Si on fait n =0 et Ay = Q dans (3.46), on obtient :

Fo|p(S 2\’ 47

~ | = 3.
ol ~ () (3.47

Ainsi d’apres (3.46) et (3.47) on a :

Bultao(S) R
Folp(S,)] oo DoMan(#(5)(Sh = Xa) +1 = 6(Sh))

D’apres le lemme 3.8 :

[N

Eo[La,e(Sp)] ~ o

[p(S0)(Sn — Xn) +1 = ¢(Sn)]] (3.46)

2.ii) Vérifions maintenant que (M7, n > 0) est une martingale :
Eo[M7] = Eolp(Sh)(Sn — Xp) +1— &(5,)]
< EolSn — X + 1 — Eolo(Sh)]
Or ¢ > 0 et comme |S,| <n:
Eo[M?] <1+ 2n
Ainsi, M# € L (R).
Soit Y, 11 = X111 — X, le pas de la marche aléatoire. Alors Y, est centrée et indépendante
de F,,. Ainsi :
EM7 [ Fal = E[p(Snt1)(Sng1 — Xnt1) + 1= ¢(Snpa) | Fl

= E[]anSSn—ﬂO(Sn)(Sn - Xn — Yn-i—l +1-— Qb(sn) | -7:71]”
[]l{Xn:Sn}m{YnH:—l}SO(Sn)(Sn —Xn + 1) +1- ¢(Sn> | Fn]

[L(x, =530V 1=13P(Sn + 1) (Sn1 — Xng1) + 1 — &(S, +1) | F
(1) +(2)+ )

+
= =
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(1) = ]anSSn—IQO(Sn)(Sn - Xn) +1—¢(Sh)
(2) = P(Yop = —1)lx,=s, [¢(Sn) +1— 6(Sn)]

= Slxs, (650 + 1 0(5.)
(3) = Shxums, (1= 6(Sw)] = Fhx,ms, [1 = 6(S0) — o(S,)
Ainsi :
E[Mrf—i-l | }—N] = ]anSSn—l‘zD(Sn)(Sn - Xn) +1- Qb(Sn) + P(Yn—f—l = _1)]1Xn:Sn [@(Sn) +1- ¢(Sn)]
b Sles, [0(52) 1 9(52)] + 3Txms, (1= 6(S,) — ¢(S0)

= lIx,<5,-19(5,)(Sn — Xpn) + 1x,=5,0(5:)(Sn — Xpn) + 1 — &(S,)
= P(Sn)(Sh — Xy) +1—¢(5h)
= M?f

On a donc montré que (M7, n > 0) était une martingale et il est facile de montrer qu’elle est
positive. Ainsi, M? admet une limite p.s. lorsque n tend vers I'infini que 1’'on note M¥ . Notons

T a suite des 0 de (X,,n > 0). Alors :

©
MT(

0

— 0, P ps. (3.48)

n)

ce qui implique :

M¢ — 0, P pas.. (3.49)

n

En particulier, la martingale (Mflﬁ’h_,n > 0) n’est pas uniformément intégrable.

3) On va maintenant donner quelques résultats qui serviront & montrer les autres points du
Théoreme 1.1. Rappelons le résultat classique suivant (cf. [LeG85] pp.449).

LEMME 3.9. Soient (R,,n > 0) la marche de Bessel de dimension 3 et o(a) := inf {k > 0, Ry, = a},
le temps d’atteinte du niveau a du processus (R,,n > 0). Alors, pour tout x > 1, la suite

—1 .
<ng<1)+1,n > 1) est une P,—martingale.
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Démonstration du lemme 3.9.
On note €,11 = R,11 — Ry, le pas de la marche de Bessel. Alors :

1 r 1 1
Ex — Rn_ = Ex —]lg n— Rn— +Ex —]10_ - Rn—
Rupoy +1 | 1 Ropo) + 1 (1)>n-1 | 1] [an(l) T ese-t | 1}
[ 1 1
= E, R, + 1]10(1)>n—1 | Rn—l] + éEz []la(l)ﬁn—l | Rn—l]
_ g [ 1 " P . 1 o]
= x _Rn—l e, 1 o(l)>n—1 n—1 9w o(1)<n—1 n—1

= atonct [Paen = 1 Ract) g + Pl = =1 Rt |
+ 1]1 -
5 lo()<n—1
R, +2 1 R,, 1 1
= ]10(1)>an 2R, 1+ 2Rt 12 + R 12 Rnl] + 510(1)9171
_ 1 [ 2R, 1(Rn_1+2) ] 1]1
oW R Ry 4+ 2) (2R +2)] 2 W=
= 1 _ ; +1 B 1
o1 o()<n-15
B 1
B Ry_1po() +1
De plus, cette martingale est évidemment uniformément intégrable car bornée par 1. 0J

LEMME 3.10. Soit (R,,n > 0) une marche de Bessel issue de x > 0 et soient a,b € N tels

que 0 < a < x <b. Alors :
1 1

P,(0(a) < o(b)) = HH—"+ (3.50)

b+1 a+1
et P.(o(a) < o0) = % De plus, Jy = 711I;f0 R, suit la loi uniforme sur [0, x].

Ce lemme est lui aussi classique et résulte du lemme 3.9 (cf [LeG85] pp. 449).

Démonstration du lemme 3.10.
Grace au lemme 3.9 on peut appliquer le Théoreme d’arrét de Doob et donc :

1 1
= | |-
Xnno(1)ro(a)Ao(b)+1 r+1

Comme 0 < a < z < b, 0(1) ne joue aucun role et donc lorsqu’on fait tendre n vers I'infini :

1 1
-
Xo(a)ro(b)+1 r+1

On obtient le systeme suivant :

{ a—}rlIPw(a(a) <o)+ H%]PI(U(I)) <ola) = I—il
P.(o(a) <a(b)) +Pu(o(b) < o(a)) =

qui implique :

1 1
b+1  at1
Faisant tendre b vers 'infini on obtient :
a+1

P,(o(a) < o0) = P
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Enfin :
a+1

r+1

P.(Jo < a) =P,(0(a) < 00) =
U

On va maintenant énoncer un Théoreme classique dii a Pitman dont on ne fera pas la
démonstration(cf. [Pit75] )

THEOREME 3.11. La suite 25, — X,, = Rff est une marche de Bessel issue de 0. De plus,

si (Rn,n > 0) est une marche de Bessel issue de 0 et si J, = ir;f R, alors les suites (25, —

X, Sn)nso €t (Ry, Jn, Jn>0 ont méme loi.
Dans la suite plutot que le Théoreme précédent on utilisera un de ses Corollaires :

COROLLAIRE 3.12. La loi conditionnelle de S, sachant F25=X est la loi uniforme sur
0,25, — X,].

Démonstration du Corollaire 3.12.
Grace au Théoreme 3.11, la loi conditionnelle de S,, sachant F25~X est aussi la loi conditionnelle
de J, sachant R,, mais grace a la propriété de Markov, c¢’est aussi la loi de Jo 1nf R ol R
est une marche de Bessel issue de R,,. D’apres le Lemme 3.10 on a :
a+1
R,+1

Pr, (Jo < a)="Pg (c(a) < 00) =
0

REMARQUE 3.13. Soit W, := 2J,, — R,,, W,. Alors (W,,,n > 0) est une marche aléatoire
issue de 2.Jy — Ry et sa filtration est o(J,, R,) que I'on note FV.

PROPOSITION 3.14. Soit (R,,n > 0) une marche de Bessel. Si T est un temps d’arrét de
la suite (R, Jy)n>o0 tel que Ry = Jr alors Rry, — Ry est une marche de Bessel issue de 0
indépendante de Ry

Démonstration de la Proposition 3.14.
Pour plus de facilité, supposons que R est issue de 0. De la remarque 3.13 on déduit que T est
aussi un temps d’arrét de W. Par conséquent, d’apres la propriété de Markov :

Wn =Wryw —Wp,n > O) est une marche aléatoire issue de 0, indépendante de F}". D’apres
la définition de T, on a :
Wrp =2Jr — Ry = Ry
De plus (cf. démonstration du Théoreme de Pitman, [Pit75] pp.242-243), on a aisément que
S, = J,, dou :
Jrin = Jr = Jrin — Rr = Jrin — Wr = Srin — Sr = 5,

et :
Rrin—Rr = 2Jpi —Woppy —2Jp 4+ Wy
= 2(Jrin — Jr) = (Wign — Wr)
= 25, -W,
Ainsi, d’apres le Théoreme de Pitman (Rpy, — Ry,n > 0) est une marche de Bessel issue de 0
indépendante de R,,. U

4) Etudions maintenant le processus (X,,n > 0) sous Q¥.
4.1) Montrons que sous Q¥, S, < 00 p.s. et que Q% (Sy = p) = ¢(p).
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Soit p € N et on rappelle que 7}, : inf {k > 0, X}, = p}. Par définition de Q¥ et d’apres le
Théoreme d’arrét de Doob

Q5 (Sn 2 p) = Q5 (T, < n) = Eo[ln,<, M| = Eo[lr,<, Mf |
Or:

M{ﬁp = o(S1,)(S1, — X1,) + 1 = 8(S1,) =1 = 9(S1,) = 1 — 9(p)
Il en résulte que :

Q3 (Sn = p) = (1= ¢(p))P(T, < n),
d’out I'on déduit :
Q5 (S = p) =1—0(p) (3.51)

en faisant tendre n — oo. O

4.i1) Montrons que sous Q¥, 25, — X,, est une chaine de Bessel de dimension 3.
Soit (R,,n > 0)la suite définie par R, = 25, — X,,. Grace au Théoréeme 3.11, on sait que
(R,,n > 0) est une marche de Bessel sous P. Etudions maintenant sa loi sous Q¥.

PROPOSITION 3.15. Sous Q¥, la loi de (R,,n > 0) est celle de la marche de Bessel de
dimension 3 issue de 0.

Démonstration de la Proposition 3.15. Soit F une fonction dépendant des p+1 premieres
coordonnées.

E?°[F(Ry,n<p)] = E[F(RY,n<p)M]
= E[F(R),n <p)E[MS | R,
E[M;;p | Rp] = E[ (Sp)(sp - Xp) +1- ¢(Sp) ’ Rp]
E[‘P(Sp)(sp — 25, + Rp) +1- ¢(Sp) | Rp]
= Elp(Sp)(Ry = Sp) +1—¢(5p) | Ry

©

D’apres le Corollaire 3.12 :

- R,
E[M;f | Rp] = 1 -l—lRp Z Qp(i)(Rp —i)+1- Qb(%)]
-1 —i—lRp Z‘P(i)<Rp_i) + Ry +1— Zi¢(])]
i—1 Ry—1
Comme }_ ¢(j) = 3 ¢(i)(R, — i)
1 L . . R . .

EM] | Ry] = 1 R, Z P(1) (B — 1) + @(Rp)(Bp — ) = ) @(0)(Bp — i) + i +1

_ Byt ) -

R, +1

=1

Donc :
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5) Achevons la démonstration du Théoreme 1.1 :
5.1) Montrons que (R,,n > 0)est indépendant de S, sous Q¥.

On rappelle que Q(()k)(An) est la limite de P(A,, | S, = k) lorsque p tend vers 'infini et que cette
limite est égale a :

QY (M) = P(S, = K)E[la, (k — X,) | Su = k] + E[1a, 1, <] (3.52)
LEMME 3.16. La loi conditionnelle de Q¥ sachant {So = k} ne dépend pas de .

Démonstration du lemme 3.16.

Y QPM)ek) = D P(Sy = k)E[Ly, (k= Xa) | Sy = ko(k) + E[La, 1s, <kl (k)

= Elp(Su)E[La, (Sn — Xu) | Sall + E[>_ 1a,1s, <k (k)]

k=0

= Elp(Sn)(Sn — Xn)1a,] + E[i 1y, Ls,<kp(k)]

= E[(SO(Sn)(Sn ) (1 —¢(5 ) 1a,]
= TE[1,, M7
= Q¥(A,) ( d’apres la définition de Q¥)
On a donc montré : .
VA € Fuo, Y QW (M)p(k) = Q7(A). (3.53)
k=0
D’autre part, d’apres le lemme 3.16, la loi de S, sous Q“" est o d’ou, VA € F
ZQ‘P E)EC[1a | Soo = K] ng )Q¥ (A | Soo = k) (3.54)
Donc, si 'on compare (3.53) et (3.54), on a :
QW(A) = Q7(A| S = k) (3.55)
car Q™ () et Q¥(. | Ss = k) ne chargent que S, = k (il suffit de prendre {A N S = k}).
On a donc bien que Q%(. | S ) ne dépend pas de . O

PROPOSITION 3.17. Sous Q%, (R,,n > 0) est indépendante de Sw.

Démonstration de la Proposition 3.17.
Soit F' une fonction dépendant des p + 1 premieres coordonnées :

E¥[F(Ry,n<p)] = > @k)EY[F(Ry,n <p)| S =k
-~ ZSO E?Y [F(R,,n < p))

On a donc, pour tout k£ > 1 :
E[F(Ry,n < p)] = B2 [F(Ry,n < p)] (3.56)

D’apres le lemme.3.16, la loi de (R,,,n > 0) ne dépend pas de ¢. Choisissant alors ¢ = d,,, sous
QW) (R,,n > 0) est une marche de Bessel issue de 0. Or Q) est la loi de Q¥ sachant que
Seo = Yo et donc on a bien que (R,,n > 0) est indépendante de S.. ]
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5.ii) On va maintenant démontrer les points 2.ii.a, 2.ii.b et 2.ii.c.
Les résultats précédents nous permettent de décrire le comportement de (X,,,n > 0) sous Q¥
sachant que S,, = k. On rappelle que T}, = inf {n > 0, X,, = k}. Montrons que :
(X, n < Ty) est une marche aléatoire standard arrétée lorsqu’elle atteint le niveau k
(k — X1,4n,n > 0) est une marche de Bessel issue de 0
Ces deux processus sont indépendants
Pour cela on va "reconstruire” le processus (X,,n > 0) a partir de (R,,n > 0) et S = k.
Pour n < T}, on sait que R, = 25, — X,, et pour n > T}, sachant que S,, = k, on a que
R, =2k — X,,. Donc :
X, = 2J,— R, pour n <Tj
= 2k — R, pour n > T}
Soit Ji = inf{n >0, J,, > k}. Montrons que J; = T} dans ce cas. Sin < J; : X, =2J, — R, =
2S,, — R,,. Supposons que X, > k et S, > k sur [n, J}|, donc J,,, > k sur [n, J;] d’'ou n = J},
ce qui est absurde. Ainsi :
X, = 2J,— R, pourn <J;
= 2k — R, pour n > J}
Or J{ est un temps d’arrét de (R, J,)n>0 tel que Ry = Jj.
D’apres la Proposition 3.12,( Rz n,—Rjr,n > 0) est une marche de Bessel issue de 0, indépendante
de Fr,. Or:
2k — XJI:_HL = RJ}:_’_n — k— XJ;;_HL = RJ}:_HL —k (357)
Ce qui montre que (k — X, T > 0) est une marche de Bessel issue de 0 indépendante de
F Xk qui est égale a .7-":,{ sous ()¥ sachant que S, = k. Enfin, soit f une fonction de n variables.
D’apres la propriété de Markov forte et la Proposition 3.17 :

Q(P(f(SOO - XTooJFl? 7500 - XToo+n)) = ZQQP(f(STk - XTk+17 '--JSTk - XTk+n)15w:k)

k>0
= % Q(f(Rz, — Reys1s oo, Ry, — Ryn)Ls. 1)
= kZQ¢<f<RTk = Rriq1, . Ry, = Rayin) | Soo = K)Q%(Se0 = k)
>0
= kZO Q?(f(Rr, — Ryt -, Rry, — Rpyin))Q7 (o = k) = kzo Q?(f(Ra, ey Rn))Q?(Soo = k)
= Q_“’(f(Rh o Ba)) Y Q%(See = k) = Q7(f(Ry, oy Ra)) _

k>0
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4. Pénalisation par une fonction de S,

4.1. Enoncé du résultat principal.
Nous considérons ici, une fonction ¢ : N — R* qui , en plus des hypotheses du chapitre
précédent, satisfait la propriété suivante :
Z kp(k) < oo
k>0
Rappelons que pour tout p > 0, g, := sup {k < p, X =0} et d, := inf {k > p, X}, = 0}. Le
résultat de cette premiere partie est :

THEOREME 4.1.

(1) (a) Pour toutn >0 et tout A, € F, :
E |1
B[l (9,)
e Elp(Sy,)]
avec M, = %90 (Sgn) |Xn| + ¢ (Sn) (Sn - Xﬁ) +1-9¢ (Sn)

= E[1,, M,] (4.1)

(b) De plus, (M,,n > 0) est une martingale positive, non uniformément intégrable.

(2) Soit la probabilité Q sur Q, F induite par :
Vn > 0,A, € F,,Q(A,) :=TFE[1,,M,] (4.2)

Alors sous ) on a :

(a) Soit g :=sup{k >0,X; =0}. Alors Q (0 < g < o0) = 1.

(b) Q (S = 00) = 3 et conditionnellement d Se < 00, Sa admet ¢ comme densité.

(c) Le couple (Sy4,7,) admet comme densité :

s (08) = i (3 ) (00 + Lusa { I (= i)} o8 (43)

En particulier, S, admet ¢ comme densité.
(3) Sous Q :
(a) (Xn,n <g) et (Xgpn,n >0) sont deuzr processus indépendants.

(b) Avec probabilité 5, (Xgin,n > 0) (respectivement (—Xgyn,n > 0) est une marche
de Bessel* de dimension 3.

(c) Sachant que v, = a et S; = b, le processus (X,,n < g) est une marche aléatoire
standard arrétée en 1, et conditionnée a S;, =b.

Ce que nous appelons ici une chaine de Bessel* de dimension 3, est la chaine de Markov
(Rn, n > 0) a valeurs dans N, définie par les probabilités de passage suivantes :
Po(Ry=1)=1
Six>1:

8
T
A

P(Rn+1 =xr—1 |

8
| 8
—

P(Rn—i-l =r+1 | R;n
Ry,

x) =

) =

I
N[ =D =

‘|
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On peut remarquer que cette marche est tres proche de la marche de Bessel de dimension 3
définie pp.25 : il suffit de décaler 'une des marches d'un pas pour obtenir l'autre :
P(Ryyi=2+1|R,=2) = PRopy=2+2|R,=x+1) (4.4)
P(Ryyi=2—1|R,=2) = P(Royy=x|R,=x+1)
4.2. Démonstration du Théoreme 4.1.

1.i) Démontrons tout d’abord (4.1). Nous avons besoin des deux résultats suivants :

LEMME 4.2. Pour tout x € N :

LEMME 4.3. Poura <0 :

P(Sr, =c¢)=— 4.7
(57, =) (c+1—a)(c—a) (4.7)
Démonstration du lemme 4.2.
Nous pouvons écrire :
P (S, <z)=P (9, <Tp) =P (n<dg)
et, puisque :
dTI — Tx + To.eTI
P (Sgn < l’) = P (n <T,+ TO-HTx)
= P(T,+ T, >n),ouT, et T, sont ii.d.
= P (S, < 2xz)
Nous en déduisons :
P(S,, =z) = P(S,, <z+1)—-P(S,, <)
= P(S,<2zx+2)-P(S, <2z)
= P(S,=2x+1)+P(S, =2x)
D’apres le lemme 3.6 :
2 2
P(S,=x) ~ (—)
n—oo \ TN
ce qui entraine :
P (S 2’
— ~ 2=
=) ~ 2 (=)
O

Démonstration du lemme 4.3.
Résolvant le systeme suivant :
E[Xrar|=aP (T, <T.)+cP (T, >T,) = 1
P(T,<T.)+P (T, >T,) =1

on obtient :
c

P(T,<T)=—

Et comme :
P(Sr, <c¢)=P(T,<T,)

nous obtenons facilement :
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Remarquons que pour toute fonction ¢ : N — R* de somme finie :

B0 (5,)] = 2(2) S s

p—00

En effet, pour tout k :
PN 3 PN 3 PN 3
(55) P (S0 =h) = (55) (P(S, =26+ 1)+ P(S, = 2k) <2 (57) P (S, = 0) <2
pour p assez grand d’apres le lemme 4.2. Comme 9 est de somme finie, d’apres le Théoreme de
Lebesgue :

) pe = () e -

k>0
~o D k)
P k>0

Nous nous intéressons dorénavant au comportement, quand p tend vers I'infini, de :

E1y,¢(S,)] _ E[I8E[¢(S,) | Fal]

I [SO (Sgp)] D [SO (Sgp)}
D’apres (4.8), il est clair que :

E[o(S,)] ~ 2 <3)é (4.9)

p—00 ™

Nous découpons :

IE [90 (Sgp> |JT"] = E [90 (Sgp) ]19P<" ‘ ‘/T"} + I [SO (Sgp) ]19102” ’ Fn]
= (1)+(2)

a) Commengons par étudier le comportement lorsque p — oo de (1).
(1) = E [90 (Sgn) Lg,<n | fn} ,car si g, <m, g, = gn
= (S5 E [Lg,<n | Fn]
Posons (Xp = Xpip — Xp,n 2> O) et Ty, le temps d’atteinte de 0 associé & cette marche. Alors

grace a la propriété de Markov et I'indépendance de (Xp, P2 0) et F, :
P(g,<n|F,) = Pp<d,|F)
= IPO (ﬂxﬂ >p—n>
De plus, d’apres le lemme 3.6 :
9\ 2
Py (T, >p) =P (S, <z) ~ x (_p> (4.10)
n—oo T

et par conséquent :

2\ 2
P(gp<n|fn)n;voo|Xn|( > (4.11)

o
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Ce qui implique :

[N

W~ 1% () (4.12)

n )

b) Etudions maintenant le comportement de (2).

(2) = B [(p (Sn Vv S[n,gp]) ]lgPZn | ‘Fn} ’ ou S["vgp} = Supnﬁuggp Xu
= E [SO (Sn V (Xn + gg:)(n)> ]l"ﬂx Sp—n] , ou g}‘; =sup {k < p, X, =a}

Encore une fois, les variables "tildées” concernent la marche aléatoire (X},, p > 0), définie plus

haut, qui est issue de X, et indépendante de F,,. Nous devons donc estimer une quantité de la
forme :

E [ (Sgz) 17,<] (4.13)

lorsque p tend vers l'infini.

Supposons tout d’abord que a < 0.

E[¢(Se) i< = E [w (STa % <a + gg,,,Ta>> ]lTagp]
= Z P (Sgpra = k) E[¢ (S, V(a+k)) Lg,<p)

k>0

D’apres (4.8) :

E [ (Sg) Ir,<p] ~ 2 (%) ’ Y E[ (S, V(a+k)1r,q)

p—00
k>0

= () o
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Nous pouvons écrire :

S A(k) = E|> 9 (S V(atk)
k>0 k>0
= ) P(Sn, =K)> (K V(atk)
k>0 k>0
= Y P(Sp, =H) Zw (K" V k)
k'>0 k>a
= ) P (S, =k) |—ap(K) +Zw(k’vk)]
) L k=20
K1 00
= Y P (S, =K) [—av(®) + > (k) + > w(k)
k>0 L k=0 k=k!

Z_(k’Jrl—a)(k’—a)

k'>0

B a(—a+k) , a
B Z_(k’—i—1—a)(k’—a)w(k)+z_(k:’+1—a)(k’—a)

k'>0

- ]go(wrl—a)w(k)Jréw(k)k1_(kf—1—a)(k'—a)
= (3)+(4)

D’apres [GR80] p.3 :

— (p+(k—1)q) (p+ kq) " p(p+ng)

Cette formule appliquée a (4), avec p = —a, g =1 et n =k + 1, donne :

k‘—i—l k+1
__a];¢ —a+k+1) Z¢ “atk+1
Par conséquent :
kE+1
YDLCID DRSNS I
= k/>0(k‘ +1 = —a+k+1
a k+1
= k
g{(k+l—a)+—a+k+11w()
= > vk
k>0
Ce qui entraine :
9\ 2
Bl (Sp) tns] 1~ 2(2) S 0w)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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Supposons maintenant que a > 0 :

I W (ng) ]lTaSP} = E W (a + ng—Ta) ]lTaSp}
o 2 P (S = k) v (atk)

k>0

2 (%>5Z¢(a+ k)

k>0

Le raisonnement précédent appliqué avec (k) = ¢ (S, V (X, + k)) et a = —X,, nous permet
d’écrire :

(2) p:’oo 2 (%) ’ []an>0 Z ¥ (Sn \% (Xn + k)) + ]lXV,LSO Z 2 (Sn N k)]
% S;—Xn—l 0 )
2 (%) Lx,50 { ]; © (Sa) + k:s;Xn o (k + Xn)}
9 % Sn—1 00

+ 2 (ﬂ—p) 1x,<o0 { kZ% @ (Sn) + k;n ® (k?)}

~ 2 <£) ’ []an>0 {(Sn — Xn) ¢ (Sn) + Z ¥ (k)} + Lx, <0 {Sp (Sn) +1 -0 (S”)}]
p—oo iy =

~ 2 (3) ’ [(Sn = X)) ¢ (Sn) +1—¢(Sn)] (4.17)
p—oo ™

Des formules (4.9), (4.12) et (4.17), nous déduisons :

)] =T [nAn {%gp (Sg) 1 Xl +0(S0) (S — X,F) +1—9¢ (S")H (4.18)

E []lAnQO (Sg

)

lim

e Elp(S,)

ii) Montrons maintenant que (M,,n > 0) est bien une F,-martingale sous P. Pour simplifier
les calculs, nous découpons en 4 cas :

E (M, | Fo) = E[(Tixus2+1x,=1 +1x,——1+ 1x,-0) Myi1 | Fo]
= E[1)+(2)+ )+ 4) | Fl
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Alors :

(1) = Lix.»2 BSO( 9n +1) [ Xnt1] + ¢ (Sp1) (Sn+1 - Xn+1) +1- ¢<Sn+1)]

= lx,>ols,>x,-1 [_90 (Sgn) ’Xn+1| + @ (Sn) (Sn - n+1) +1—-0¢ (Sn)}

2

1
b Lxsalsy, |50(50) Kanl 49 (Sun) (S = X5) +1- 0 (5,00

b Lt |50 (8,0 ol +0(52) (8 -0+ 1-0(5,)

1

= Ix,>o1s,>x,-11x,+1=x,,, {‘

3950 (X4 1)+ 9(2) (5 = (X4 D)) +1- 9(5,)

1

+ Ix,>2ls,>x,-1lx,-1=x,,, [?ﬂ (Sgn) (X = D) [+ (S0) (S0 — (X = 1)) +1-9¢ (Sn)]

1

+ Ix,>ols,—x,1x,+1=x,4 {—

290(Sgn)(Xn+1)+g0(Sn+1) (Sn+1—(Xn+1)+)+1—¢(Sn+1)}

1

+ Ix,>2ls,—x,1x,-1=x,.1 {—

3950) (X0 = 1)+ ¢ (50) (S0 = (Xa = ) +1-0(5,)

1

+ Ix.<2lx,+1=x,4 {—

39 (50 6+ 1)+ (51) 5, + 1= 95,

1
b Ltsalnioxn | 59050 (6= 14 ¢ (5) 5,4 1-6(5.)
1
= 1x,>olg,>x,-1lx,11=x,, l2<ﬂ + 1)+ (Sn) (Sn—Xp—1)+1-9 (Sn)}
1
+ Ix,>2ls,>x,-11x,—1=x,., {2<P D +e(Sy)(Sn =X, +1)+1-0¢ (Sn):|

+ 1Xn2215n:Xn1Xn+1=Xn+1 |:§SD (S ) (X + 1) + ¥ (S + ) (Sn - Xn) + - ¢ (Sn) - (Sn):|
1

+ Tx,>2ls,—x,Tx,-1=x,1 {—

3950 (X0 = )+ (5,) (S0 = Xo 4 1)+ 1= 6(5.)

1

+ Ix,<olx, +1=x, [—

39 (50) 6+ 1)+ (50) 5, + 1= 0(5,)

1
b Lol ion [50(50) (X = 149 (55,41 ¢<Sn>}
1
= Ix,>o0g,>x,-11x,+1=X, 1 [590 + 1)+ (Sn) (Sn = Xn—1)+1-9¢ (Sn)}
1
+ ]anzzﬂananlﬂxn*l:XnnLl |:§§0 - 1) + SO (Sn> (Sn - Xn + 1) + 1 - (b (Sn>:|

Lo(5,,) (X, +1)+1—¢(5n)—90(5n)]

+ 1x,>2lg,=x,Lx,+1=x,1, [—

1

+ 1x,>olg,—x,1x,—1=x,, {—

3950 (Xo = 1) 4 9 (8,) 4 1= 6(5,)]

1

+ Ix,<olx, 11=x,1, {—

290 (Sg,) (X +1) + 0 (Sn) S+ 1 — ¢(Sn)}

1

+ Tx,<olx,—1-x,, {—

39 (50) (X0 = D+ 955, + 1= 0(5,)
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Il s’ensuit que :
q

E[1) | F.)] = 1x,>21ls,>x.,-1 © (Sg,) (Xn+1)+0(Sn) (S —Xpn—=1)+1 -9 (Sn)}

1
2
1

N~ N

+ 1x,>0lg,>x,-1 [

o (S0) (X, +1>+1—¢<Sn>—so<sn>}

o (S 1)+¢(Sn)(SH—Xn+1)+1—qﬁ(Sn)}

N —

+ 1x,>20g,-x,

2
1
56
1
+ Ix,>2ls,-x,3 {5

0 (Sp) (X — 1) (S) 41— ¢<sn>}

2

+ 1x,<27 [2

L (S0) (X, +1>+¢<Sn>sn+1—¢<sn>}

+ ]IXn<2% [%¢ (Sg) (Xp = 1) +0(S,) S +1 -0 (Sn)}

%90 (Sgu) Xn 4+ ¢ (Sn) (Sn— X)) +1— ¢ (Sn)l

= lx,>215,>x,-1 [

39 (50 X4 1= 0(5) = o (5.

1
+ 1x,>2ls,=x, {—90

+ 1x,< BSD (Sgn) Xon +0(Sn)Sn+1—10 (Sn):|

3950 ] 49 (52) (S = X0) +1- 6(55)]

= lx,>ols,>x,-1 {—90

1
b Ll | 30800 Pl +9(5) (5, - X0) +1-0(5,)
1
b Les |3 (50 100+ (50) (5, - X0) +1- 0 (53]
= Lix,>2 My

Considérons maintenant (2) :

1
@ = et 59 (S Kol + 0 (S0e0) (Surt = Xf1) 1 6(50)

1
= ]an=1]1Xn+1=Xn+1 {590 (Sgn) 2+ ¥ (SnJrl) (SnJrl - Xn — 1) +1- ¢ (SnJrl)}

+ Tx,=11x,,.=x,.—1 {%‘P (Sgn+1) X0+ (Sy) S +1—¢ (Sn)l

= Ix,=1lx, =x.+1ls,>x,-1[9 (Sg,) + ¢ (Sn) (Sn — Xo = 1) +1 = ¢ (S,)]

+ Ix,=ilx,=xo1ls,=x, [0 (S5,) + @ (S +1) (S +1 =X = 1) + 1= ¢ (S, +1)]
+ Ix,=1lx,=x,—1 [0 (Sn) Sp+1 =& (Sn)]

= lx,=1lx, =x,+1ls,>x,-1 [ (Sg,) + ¢ (Sn) (Sn — Xa) =@ (Sn) +1— 0 (Sn)]

+ Ix,=1lx, =x.+1ls,=x, [0 (Sg,) + 1= ¢ (5h) — ¢ (5,)]

+ Ix,=1lx, ,=x,—1[p(Sn)Sn +1—0(S,)]
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Conditionnant par F, :

E[2) | F] = ﬂxnzlé]lanan [ (Sgn) + @ (Sn) (Sn — Xn) =@ (Sn) + 1= ¢ (Sn)]
+ gy, [0 (S,,) + 1= 6(52) = 9 (5.
1

+ Ix,—15 [0 (Sn) Sn+1—0(S,)]

2
1

= Tx=15 9 (Se.) +1 =0 (50) = ¢ (Sn) + ¢ (Sn) (Sn = Xa)]

2

T Lt [0 (S0) Sut+1— 6(5,)]

2

= Lt 30 (55 + 1= 0(8.) + 39 (50) (8, = X + 50(S2) 50 = 50 (5]

2
1 1

= Ix,—1 [%Sﬁ (Sgn) +1—0¢(S,) + 190 (Sn) (Sn — Xn) + 59 (Sn) Sn — 590 (Sn) Xn}

1
= Ix,21 {

2 2

39 (50 1l 49 (52) (8.~ X0) +1- 05}

= ]anlen

En remarquant que si X,,;1 = 0, S, 11 = S,, nous effectuons un raisonnement semblable pour

le troisieme terme (3) :

1
(3) = ]anzfl 5

= Ix,—1lx,, =x,+1

@ (Sgnin) [ Xns1] + 0 (Sns1) (Sna1 — XFy) +1 -0 (Snﬂ)}

%90 (Sguir) X 04+ (Sps1) (Sn1 —0) +1—¢ (Sn+1>}

[1

b Lol 500500 (2) 40 (80) (52— 0+ 1= 6(50)

- ]an:fl]an-H:XnJrl [90 (Sn) Sn +1-— (b (Sn)]

1
+ ]]‘Xn:_l]anJrlzxn—l _90 (Sgn) (_2) + SO (Sn) Sn + ]‘ - gb (Sn):|

Conditionnant par F,, :

E[3)|F] =

12

L1 [0 (50) S, +1 - 9(5,)]
Liemig |30 (5) (424 (55, +1-6(5.)
et [ 59 (50) (=) + (S, 8+ 1= 95,

Ix,——1 {%‘P (Sgn) | Xl + ¢ (Sn) (Sn - X:) +1—9¢ (Sn)}

]an:—an
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Enfin, traitons le terme (4) :

290 (Sgn+1> | Xnt1| + @ (Snt1) (Sn—H - X;;_l) +1—-9¢ (Sn+1>:|

(4) = Ly {1

L (S3) 4 (Sara) (St — 1)+ 1— 0 mn]

= Tx,—0lx,,,=1 [2

L (S,) 4 0 (5) Sut 1 <Sn>]

+ Ix,—olx, =1 [2

L (5,) 4 9 (5) (Sa— 1) 41— <sn>]

= Ix,—olx, ,=1ls,-1>x, {2

1
+ 1x,—0lx,,,—1ls,-x, [590 (Sg) +(Sn+1) (S +1—-1)+1—-0¢ (S, + 1)}

1

+ ]IXnZO]IXn-&-l:*]- [590 (Sgn) + ¢ (Sn) Sp+1—20¢ (Sn)}

1

- ]IXn:O]an+1:1]lsn*12Xn |:_

3950+ 9(8.) (S, = 1)+ 1= 6(5.)

1 ..
+ Ix,=olx, . ,=1ls,=x, {590 (Sg) + (S +1)S, +1—¢(S,) — ¢ (Sn>:| ,ici S, =0

1

b Lot [59(8,) 4 () 5,0+ 1= 6(5)]

1

= Ix,=0lx, ,=1ls,-1>x, [590 (Sg,) + 0 (Sn) (S —=1)+1—9 (Sn)]

1

b xaletTs,o, 500500+ 9(5) 5+ 1= 6(5,) ~ ¢ (5)]

1

+ Ix,—olx,, =1 {—

9 (50) +9(8) 5+ 1= 6(55)]

En conditionnant, on obtient :

EI4) | 5] = Luoglaion, |56 (5) + (S0 (5a =D+ 1-6(50)
+ ]an:O%]lSn:Xn {%SO (Sgn) + 0 (Sn) Sn+1—0(Sn) — ¢ (Sn)l

+ ]lxn:(é [%SD (Sgn> +@ (Sn) Spt+1—09 (Sn>}

(1 1
= Ly,=0 | 5% (9,) + ¢ (Sn) Su+1 =0 (Sh) = 50 (Sn):| , or X,, = 0 implique que g, =n

| 2

= T1x,-o [go (Sp) Sp+1—0¢(Sn)]
= Lo |30 S X+ 0080 (80— %) +1- 650
- ]an:OMn

= ]an:() —lgﬁ (Sn) + (Sn) Sn +1-— ¢ (Sn) - %(;0 (Sn>:|
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Par conséquent on a :
E M | Fa] = E[(1)+(2)+3)+(4) | F

- []1\an22 +1x,=1 +1x,—1 + ﬂxnzo} M,
= M,

2.1) Montrons que @ (Sx) = 1.

D’apres le Théoreme d’arrét :
Q(S,>p) = Q(I,<n)

-k {1Tp<” {%90 (Sng> ptl=¢ (p)H

D’ou, faisant tendre n vers l'infini et en utilisant le fait que sous P, Sng est une variable
aléatoire de loi uniforme sur {0,...,p — 1} (cf.[LeG85] p.457-458) :

Q (S >p) = lim Q(S, > p)

n—oo

= E [{%w (Sng>p+ 1— ¢(p)H

= gE [cp <Sng>] +1—-9¢(p)

1

bS]
|

D 1
= = —p(k)+1—
2;:0]990( ) +1—¢(p)
18-
= 52 ¢k)+1-9()
k=0
Et lorsque p — o0 :
15~
QS =00) = lim o> (k) +1-0(p)
k=0
1
)

2.ii) Démontrons que g est fini Q-p.s. Pour cela on a besoin, pour p > 0, de la loi sous P de Sy,
conditionnellement a F,.

LEMME 4.4. Soit une fonction ¢ : N — RT de somme finie. Alors :

.
E [¢ (Sa,) | Fp] = Ls,=00(0) + Ls,20 4 ¥ (Sp) (1 - );—) + X3 % (4.19)

k>S5,
Démonstration du lemme 4.4.
I [w (Sdp) | pr} = [ [{]lsp:() + ]lSZ,;éO} q/) (Sdp) | ‘/Tp}
= E []lsp:(ﬂ/} (Sdp) ’ ‘,FP} + I []lszﬁéow (Sdp> ’ ',FP}
- )+©)

Il est évident que :

(1) = Ls,—o9(0) (4.20)
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Etudions donc le deuxieme terme :

[]1517750 {]IXP<O + 1Xp>0} w (Sdp) ’ f}

[Ls,20 {1x,20 + Lx, >0} ¥ (Sp V Spp,.ay) | Fo

[Ts,201x,<0% (Sp V Spp....any) | Fo] + E [1s,201x,500 (Sp V Sip,...a}) | Fp)
)+ (4)

2) = E
- E
E

- 3

Il est clair que pour X, < 0, le maximum entre p et d, est nulle (la marche est toujours en
dessous de 0 avant d,). Par conséquent :

X+
(3) = 1s,201x,<0% (Sp) = Ls,201x,<0 § ¥ (Sp) (1 - S—Z) + X, Z ErD) [ (4.21)

Il s’ensuit qu’il suffit d’étudier le terme (4) :

(4) = K []lSMéO]lXp>O¢ (Sdp> | “,Fp}

= Ts,20lx,>0lb (¢ (Sp \ {Xp + sup {X, - Xp}}> | Fp]

0<g<dp

= Tg,20lx,500 (¢ (Sp \ {Xp + sup  { Xy — Xp]’}) | fp]

0<g<dp—p

Posons <X'q = Xgip — Xp,q > 0) . Cette chalne est une marche aléatoire issue de 0 et indépendante

de F,. De plus, d, est le premier instant ou la chaine <)~(q, q> O) atteint le niveau —X,. Par

conséquent :

St oy, = sup Xg= sup (X, —Xp}
0<¢<T_x, 0<q<dp—p
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Et donc :
(1) = DspolxeoB [0 (S, V { X+ 5, }) 1 5]
= Lg,z0lx,>0kE [¢ <Sp Vv {Xp +

i, )]
= Tg,z0lx,>0kEx, [@/J <5p % ~”0)]
= Nsplx0 3 P, Sz, = k) v (S VE)

k>X,
Sp—1 00
= Lgz0lx,50 { > P, (S5, = k) (S,) + Y P, (S5, = ) wf)}
k=X, k>Sp
Sp—1 . 00
= lg,20lx,>0 { Z Py, (Sjb = k) ¥ (S,) + Z P (ST o =k- Xp> Y (k:)}
k=X, k>Sp
S1 ~ oy
= ls,20lx,>0 {kz); R _i 1)@/) (Sp) + ]; G i 1)¢ (k:)} , d’apres le lemme 4.3
= tsatneo ] (F 0 ) X 6+ 3t
Sp#0 L Xp>0 Xp Sp p P = k’(k—i— 1)
X =X
= 1g olx.~ — S, P
Sp£0 Xpo{( p)¢( )+k>zs:pk(k+1)¢()}
D’ou :
X+ k
(1) +(3) + (4) = Ls,=0¥(0) + L, 20 ¥ (Sp) <1 - S—p) +XTY k&i(ﬁl) (4.22)
p k>S,
O

Nous disposons maintenant des outils nécessaires pour démontrer que g est bien fini Q-p.s.
Soit @ > 0 :

Q(gp Z a) = Q(da Sp)
= E[14,<,Mq,], d’apres le Théoreme d’arrét

= 8 [ty { B (50) 1l 050 (50— X0) 41050}

= E []ldagp {(,0 (Sda> Sda +1-— ¢ (Sda>}]

Passant a la limite quand p tend vers l'infini :
Q9o 2 a) = lim Q(g, > a)

= E[p(Sq,) S, +1—0(Sq,)]
= E[p(Ss,)Sa] +E[1 -6 (S4,)]
= (5 +(6)

Nous allons maintenant montrer que chaque terme tend vers 0 lorsque a — oo.
D’apres le Théoreme de convergence dominé :

(6) =E[1—-¢(S5,)] — 0

a—00
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Utilisant le lemme 4.4 avec ¢(z) := zp(z) :
EfSa» (Sa.)] = E[E[Sa,¢ (S4.) | Fall

= [E ]lsa:() X 090(0) + ]15 #OSaSD

>+X+Zkk+1

k>Sq

= E ]15@#%0(5)(5 —)(+ Z

IN

Xa
Sat 1 SatT =
+ k>Sa

B | 1,200 (S0) S + 2 Zgo(k)]'

E [SO (Sa) Sa + 11— ¢ (Sa)]
E [90 (Sa> Sa] +E [1 - ¢ (Sa)]

D’une part, d’apres le Théoreme de convergence dominée :

E[l-¢(S)] = 0

VANVAN

D’autre part pour a assez grand, d’apres le lemme 3.6 :

() ris-n< (5) 02

et comme par hypothese Z p(k)k < oo, d’apres le Théoreme de convergence dominée :
k=0

(%)éE[go(Sa)Sa] = (E)éil?(sazk)sdk)k

Par conséquent :
Elp(Sa) S — 0 (4.23)

Nous avons donc montré que :

Q(g=o00)=lim Q(g>a)=0 (4.24)

a—00

2.ii) Montrons maintenant les points 2.ii, 3.i, 3.ii et 3.iii.
Rappelons les notations suivantes :

fYTL = Z ]I{Xk:()}
k=0
7, = inf{p>0,7, =a}

Tout d’abord, établissons les deux résultats suivants :

LEMME 4.5. Pour tout ¢ >0,a>1:

P (S, —c) = (1 - ﬁ)a_l - (1 - i)a_l (4.25)

P (S, —0) = (%)H (4.26)

Sic=0¢eta>1:
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LEMME 4.6. Pour toutn >0 :

> s etk + 1= o) =

Démonstration du lemme 4.5.

Sie=0:
P (S, = 0)

P (X, = 1)

1
-P
2

€

(Sras

=

Supposons maintenant que ¢ > 0. Alors :

Ainsi :

P (yr. = k)

P (S,

a

L o)

~1)

P (S, <c)=P(r, <T,)

P < T, < Tgy1)

P(re <T)P (mg1 > T | e < Tp)

P(rn<Tym<T,..,

P(rn<T,)P (7'3 <T,..,
P(r<T,)" 'P(r,>T)

Nous nous intéressons donc a P (r, < T,).

P (7'2 < TC)

P<X1:1,72<Tc)+IP(X1:
= IP(Xl:1)IP(T2<TC|X1:1)—|—IP(X1:

—1,7’2 < TC)

=P(a<1)

T < T.) P (141 > T0)
T <T.| 1 <T.)P (1p11 >T.)

1

1 1
= §IP1 (TO < Tc) + §IP_1 (TO > Tc> , Or P_, (To > TC) =
1 1
= -Py(To<T.)+ =
1T < T+ 3
Mais nous avons déja vu :
P, (Tc < To) = -
et donc :
1 1 1 1
P T.)==-(1-—- —=1-—
(< To) 2( c)+2 2
Reprenant (4.29) :
1\ "1
P =k)=(1—— —
om=0=(1-5) 5

ce qui montre que 7z, suit une loi géométrique de parametre 2%;

Enfin :
P (S, =¢)

P (S, <c)—

2

k>a

(1_

P (S, <c+1)
P ('VTCH > a) - P (7Tc > a)

(1_2@

1

2(c+1

1+1))k1 2(c1+ 0 (1 _2%

>) (-

-

= 0) , en faisant une récurrence évidente

—1)IP(7'2<TC|X1:

1

2c

(4.27)

(4.28)

(4.29)

_1)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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Démonstration du lemme 4.6.
Nous pouvons écrire :

> i e+ 1o = 3 et + 3 gl

Si k' > k, alors le coefficient de ¢(k') est :

K k
1 1 1 11
1+;l(l+1) B k+1+27_l+

_ !
- n
Et donc :
> [kp(k) +1 — == ok
p k(k+1) n P
O
Soient F' une fonctionnelle, f; et fo des fonctions de N dans R* :
E® [F (Xua u < g) S (/79) fo (Sg)} = ZEQ [ Xw u < Ta) J1 (’VTa) fa ( Ta) Ta<oo]lTa+1:cx3]
a>0
= Z]EQ[ XU7U’< TC’«) fl (ﬁyTa) f2< a) Ta<oo]
a>0
- E° [F (Xmu < Ta) i (7%) f2( a) Ta+1<00]
= ZE Xu7U<Ta)f1 ('7711)]02( Ta> Ta<OOMTa]
a>0
- K [F (Xuv u < Ta) 1 (7%) Ja (S'Ta) ]17a+1<ooMTa+J
= ZE[F(XU7U§T¢1) i (")/Ta)fz (S )(M Mm+1)]
a>0
Or :
1
M, — MTa+1 = 590 (ng) |XTa| + ¢ (STa) (Sm - X:;) +1—-29¢ (STa)
1
- 590 ( g-ra_H) ‘XTa-Q—l’ + 2 ( Ta+1) (STa+1 - X;—;_H) —1 + (b (STa+1)
= 90 (STa) STa + 1 - (b (STa> - QD (STa+1) ST(H»I - 1 + ¢ (STa+l)
Posons : B
(Xn = Xnir,,n > O) (4.33)

qui est une marche aléatoire standard issue de 0 et indépendante de F,, . Si S et 7 désignent
respectivement le supremum unilatere et le temps de premier retour en 0 de la marche X, alors :

M, — M., = ¢(S)Sn +1—6(Sn) — @ (STa v Sﬁ) S, V8 —1+6 <STa v Sﬁ) (4.34)
On en déduit :

L9 [F(qu<g) fl ’Vg f2 ZE Xu,USTa)fl (%‘a)f2 (STa) (@(Sfa)sm"i_l_(b(sm))]

a>0

—B[F (X u <) fi () f2.(57) (1 (85 V 35 ) e v Sn = 146 (80, v 51 ) )]
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Conditionnant B(a) par F,,, nous avons a calculer une quantité de la forme E [¢) (S;,)]. Nous
utilisons le résultat du Lemme 4.6 :

E[Y(S,)] = P(S, =0)¢0)+ Y P (S, =k)i(k)

k>1

Bla) = EiO(a)%{so(sm )Sn 16 ]
+ E_C(a)%{;{%—k—il}( (Sp, V k) Sry V=14 (S Vk))}]
—E C(G)%M_ST ) S, +1— (S, )}}
i E c(@%ig{%—k—il}(w(sm)s 1+ 0 >>]

= :C(a) {30 (S7.) Sra +1=9¢(S;,) — 590(%)}]

Par conséquent :

EQ [F(Xuau§g>f1 (79)]02(59” = Z%E[F<XU7u§Ta)fl (fyTa)fZ(STa)(p(STa)]

a>0

=S %E [F (Xyyu < 7) i (a) f2(S5,) ¢ (S5,)]

a>1

= LS SRS, = R fla) hR)e(h)

a>1 k>0

= X (3) Hwnoe
n ZZ{( kH))H—(1—i)a_l}f1(a)fz(/f)s@(k)

En prenant F' = 1, la densité du couple (v, S;) est :

P (00) = i (3 ) 6000+ Lisa { (1- ﬁ) - (1- i)} o) (4.35)
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La loi de Sy sous () est donc :

001 = e £ (3 bt () (-2

a>1 a>1
1\“ 1 2k 1\ 2k — 1\
O (3) + 3 (5rs) - (%5
a>1 a>1
1 1 1 1 1
= ]lk:090<0)§1_—l+]1k75090(k>§{ %rl 2k—1}
2 ~ 2 T

= Tiop(0) + Liop(k); (2K +2 — 24]
= (k)

3.iii) Pour montrer ce point, on va revenir a la formule E [F' (X, u < g) f1 (7,) f2 (S,)] que 'on
va écrire de deux manieres différentes :

Eq [F (Xu,u < g) f1 (7g) f2 (S)]
= ZZQ(SQ =k, =a)Eq[F (Xy,u<g)| Sy =k, =a] fi(a) fa (k)

a>0 k>0

1
=3 Z E[F (Xy,u<T,) fi(a) fo(S:,) ¢ (S:,)], dapres ce qu'on a fait précédemment,

a>0

:%ZZfl(a)f2(k)S0(k)]P(Sm =k E[F (Xy,u<7,) | S, =k

a>0 k>0

En reprenant les formules obtenues pour Q (S, = k,v, = a) et P (S;, = k), il devient évident
que pour tout k,a >0 :

Eg[F (Xu,u<g)|S;=kv=a=E[F(X,,u<t,)|S, =k| (4.36)

3.ii) Nous nous intéressons maintenant a la loi de (X,,,n > g) sous Q.
Pour cela nous avons besoin du résultat suivant :

LEMME 4.7. Soit p un entier strictement positif. Alors, la loi de (X,,,n < T,) conditionnel-
lement a {T, < To} est la méme sous P et sous Q.

Démonstration du lemme 4.7.
Soit G une fonctionnelle sur Z" :

o [G (X1, --~;Xn) ]1n<Tp<T0]
1 [T, < To)

P, [G (X1, ..., Xp) ]1n<Tp<TOMTO}
Py []lTp<T0MTO}

Py [G (X1, X5) Lncryem, (0 (S1) St +1— ¢ (Spy))]

Q|G (X1, X)) Ler, | T, < Tp] =

Py (11,1, (¢ (S1,) St + 1 — ¢ (S73))]

Conditionnant, nous obtenons :

E, [G (X1s oo X) Lo, o1, B, [go (STO) Sr+1—o (STO)”
I, []1TP<TO]Ep [@ (STO> S, +1—¢ (ST())H
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Comme :

E, [p (S1,) 1y + 1= ¢(Sn)] = Y P, (Sr, = k) [kp(k) + 1 — ¢(k)]
= pé (% — k—j—l) [kp(k) + 1 — ¢(k)], d’apres le lemme 4.6
= 1-9¢(p)

Par conséquent :

Ei [G (X1, ... Xn) Lo<r,<m, {1 — ¢(p)}]
E; [Lr,<n {1 — ¢(p)}]
= Ei [G (X1, ... Xpn) Lyer, | T, < To)

Ql [G (Xla "'7Xn) ]]'TL<Tp | TP < TO} =

0

D’autre part, d’apres [LeG85], conditionnellement & {7}, < Ty} sous Py laloi de (X,,,n < T},)
est une marche de Bessel* de dimension 3. On en déduit donc que sous ()1, conditionnellement
a{T, <Tv}, (Xn,n < T,) est une marche de Bessel* de dimension 3. En faisant tendre p vers
I'infini, on obtient que sous ()7 conditionnellement a {Ty = oo}, (X,,,n > 0) est une marche de
Bessel* de dimension 3.

Il est évident, par symétrie, que sous ()_;, conditionnellement & {Ty = oo}, (—X,,,n > 0) est
une marche de Bessel* de dimension 3. On en déduit donc que (X,,,n > g) est soit une marche
de Bessel* | soit une marche de Bessel* inversée de dimension 3. Il reste a savoir avec quelles
probabilités on a I'une ou l'autre.
Nous avons vu dans le point 2.ii que S, sous () était fini avec probabilité % Comme une marche
de Bessel* de dimension 3 tend vers l'infini en l'infini, on en déduit donc que (X,,n > g) est
I'une ou 'autre des marches avec probabilité %

O

5. Pénalisation par une fonction de S,

5.1. Enoncé du résultat principal.
Les notations sont les mémes que dans les deux chapitres précédents, avec une condition
supplémentaire sur la fonction ¢ : N — R* :

> K (k) < 00 (5.1)

et soit f: N x Z — R* définie par :

F(b,0) = 1o-00(0) + oo [@(b) (1 - 7) oty s (52)

Le résultat de cet alinéa est :
THEOREME 5.1. Pour tout n > 0 et tout A,, € F,, :

lim D []lAnSO (Sdp)] — lim E 1y, f (Sp, Xp)] — lim E [T, (S))]

p=oe I [90 (Sdp)] p—oo IE [f (Spa Xp)] p—oo I [‘P (Sp)}
avec M7 := ¢ (S,) (Sp, — X)) + 1 — ¢ (Syn).

On remarque que ’on obtient la méme martingale que lorsque l'on a pénalisé par une fonction
du mazimum unilatére (cf. Théoréme 1.1 16), i.e. que la pénalisation par @ (Sdp) est la méme
que celle par ¢ (S,).

=E[14, M7 (5.3)
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1) On a déja vu d’apres le lemme 4.4 que :

_ Xy ‘ plk) |\ _
I [90 (Sdp) | fp} = ]lsp=090<0> =+ ]lsp;éo 2 (Sp) (1 - Sp > + Xp kzzs:p k(k n 1) =f (Svap)
(5.4)
2) On va tout d’abord montrer que :
E[f(Sp, Xp)] ~ Elp(S,)] (5:5)
Comme :
EU (5 X)) = Elo(5)] - B L (5) | +E [15,0%) ¥ 20

k>S,

Etudions successivement chaque terme.
i) D’apres le lemme 3.8 avec x = y = 0, lorque p — o0, le premier terme est équivalent a

1
g\ 1
(E) 2 kso (k).
ii) Pour étudier le comportement des deux derniers termes, il convient de rappeler le lemme
suivant :

LEMME 5.2. Pourb>0eta <b :

Démonstration du lemme 5.2. Rappelons que :

i’f _ p(p2+1) (5.7)
k=1
k=1
- B o= {p(p;— 1)]2 (5.9)
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Sous les hypotheses citées plus haut :

P(S,=b0X,=a) = P(S,>bX,=a)—P(S,>b+1,X,=a)

P(X,=2b—a)—P(X,=2b+2—a), dapres le principe de réflexion

1 p p+2b—a p+2b—a
- () [

B (1)p p! 1 1
2 (p+22b—a)! (p—(22b—a) _ 1>! p*(2267a) p+22bfa +1

B (1);0 p! 26 —a+1
o 5 2b—a —(2b—a pt2b—a
(p+2 )!<p (2 ))! 5 1

2b — 1
p 5 a + 1
1
2 \22b— 1
~ — Qb_—a_l_, d’apres le lemme 3.1 et la formule de Stirling
p—00 ™ 1% +1
23\ 2
~ S 20 — 1
o () @en

[l
a) Pour p assez grand :
3\ 3 3\ 3
>\ 2 a > 2 2b—a+1 a
<—3) > P(S,=bX,=q) plb)y = <—3) > P(X,=2b—a) H%_—MSO(b)g
0<a<b 0<a<b 2
TP\ 2 a(2b—a+1)
< (£ — sl S
< (3) X PGS =0eb)==
0<a<b
D\ 3 20+ 1)(b+1
< () p(s, = 0ol @O

IN
5

20 +1)(b+1
D’apres les hypotheses sur la fonction ¢, la série Z b+ Db +1)

3
b>0
Par conséquent d’apres le Théoreme de convergence dominée, on a :

©(b) est convergente.

: hsﬁw (S)) XS—} Ve 2 0

3
p b>0

VR
3
“c%‘@w
~_
D=
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Ainsi le deuxieme terme est négligeable par rapport au premier lorsque p tend vers oo.
b) Avec un raisonnement similaire pour (3), on peut montrer que :

1

3 k >
<2—];) E ]lsp;ﬁoXJr l; k;(k;(+)1) o ;O;Sb(% —a+1 a§ —k i Y
b(2b+1)(b+1) = (k)
p:’oo %; 3 kZ:: k(k+1)
ok) =b2b+1)(b+1)
pooo ; k(k+1) ; 3
o(k) o= 20° + 32+ b
poo Z% k(k+ 1) ; 3
~ Igo@"(k) [k:(k; 1) N 2k:6+1 N %]

Par les mémes arguments concernant le terme (2), (3) est négligeable par rapport a (1) lorsque
p tend vers l'infini.

Le dénominateur dans la formule (5.3) est donc équivalent a E [¢ (S,)] lorsque p — oo.

3) Nous allons maintenant montrer que pour tout n > 0 :

E o (Sq) | Fa] ~ Elo(Sy) | Fl (5.10)

Comme on a déja vu que E [cp (Sdp) | fp} = f(Sp, X}), il suffit de montrer que :
B (S, X,) | £l ~ Blp(5,)| 7 (5.11)

Or :

B (5 ) | 5] = Elp(S) 1 5]~ B[ty e (5) 3 | 5] +E X*Zkkf_)l)rf

= H-@2)+6)

On sait déja, d’apres (3.46), que (1) o <1> [0 (Sn) (Sn — Xn) +1—0(S,)]

p
2) Nous nous intéressons maintenant au terme (2) :

] X+
(2) = E|Ls,z00 (S )—p|f}

X+ Xpn
S,V (Xn + Sp,n>

- E ]an>0]1{SnV(Xn+Sp*n>7£0}(p <Sn Vv (Xn + gp*">) g \f(Z; ip%’n >
n n p=nJ

b Lot (o) ? (50 (% 50m0)) < f&is )
n n p=nJ |

= E 1{Snv(xn+§p7n)¢0}<ﬂ <Sn v (Xn + gp,n)>

= (4)+(B)
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Nous allons étudier chaque terme séparément. Premierement :

X, + X, 0
SV (Xn + S*p_n)

(A) = E ]an>0]l{Snv(Xn+5‘p_n)7é0}90 <Sn V (Xn + Sp—”))

SV (X, +0
= Lol fs,u(x, 8, )20} bzgz ( = b, X, , = a) 4 gﬂ vv<<Xn :5>>> (X, +a)"

Comme X,, > 0, nécessairement S,, # 0 et donc :

SpV (X, +0b
(A) = ]an>OZ Z ( p—n — = b, Xp n = CL) SOFS, vv(g( —:_b))) (Xn + a)+
b=0 a=—X. n n
~ - SpV (X, +0b
T D S R ke —
b=0 a=—Xn, " "
< ﬂmoZ@Sva;(fbb ZIP( pu =K = a) (X, o)

+ ]an>()ZSOSVX+b ZIP(IJ,Z—b,Xp_n:a)(Xn—i-a)

Sp V (X, +b)
23 0 (S V (X, +0))
~ = § §j —a+1)(X
p—oo 7Tn3> Kn=0 Sp V (X, +0b) (2b—a+1) (X, +a)

a=0

Lx,0 Z @SS vv ;( ++b;)>) ;(25 —a+1) (X, +a)

;g

0 (S, V (X, +0))
XMZ SV D) §(2b+1+xn)a+xn(2b+1)

b

¢ (S, \/ (Xn —|—b)) 2
1 264+ 1+ X X, (2b+1) —

Xn

)
)
s
2_33) Tx.o0 ZX o (S Z 20+ 1+ X,)a+ X, (2b+1) — a?
)
)
)
(

b=0 Sn a=0

<

o0

X, +b
Ix,.0 Y, SOE(—M) (2b+1+ X,)a+ X, (2b+1) —d’
b:Sn —Xn+1 n

Sn—Xn b

Z (2b+1+X,)a+ X, (2b+1) —d®

n

S)
Il
o

b

X, +0b)

]an>o E gpg( 0 E (2b+1+ X, a+Xn(2b+1)—a2
n a=0

N

On peut tout de suite remarquer que (C) et (E) sont de la forme K (%) ou K est une

constante. Par conséquent, ils sont négligeables par rapport a (1).
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Pour simplifier les calculs on pose C'(p, X,,) = ( 2’ )5 1x,~o0-

=
el i M§(2b+1+){n)a+){n(2b+1)—a2
C(p, X») T Xntb =
_ i 0 (Xn + D) (2b+ 1+ X,) X, (2X,, + 1)
- b=S,— Xp+1 2(X, +b)
S At i) )((}}(Qf }5 1) (X, +1)
b= —Xpn+1 n
_ f: (X +0) X, (X + 1) (2X, + 1)
b=Sn — Xnt1 6 (X, +b)

D’apres les hypotheses sur @, ces séries sont convergentes et par conséquent (D) est bien
négligeable par rapport a (1).
De la méme fagon :

1 0o b
oo (f ))(n) = (:—;) 2 Ix,>0 b—Sn—ZXn—f—l ron Tl ﬁ?i” :bb) ; 2b+1+X,)a+ X, (20+1)—d®

B i O (X, +0b)(2b+1+X,)b(20+1)
- b=Sp—Xn+1 2 (X +0)
N i o (X, + b)é" (ibb;r H(b+1)

b=Sp—Xp+1 "
B i 0 (X, +b)b(b+1)(2b+1)

b=Sn—Xn+1 6 (X5 +0)

Comme précédemment, grace aux hypotheses sur ¢, on peut affirmer que (F') est négligeable
par rapport a (1).
3) Concernant le dernier terme, il faut remarquer que :

o(k) Xy < plk)
E |1 Xt E —— | F | <E |1 2 E — | Fn 5.12
Sp#0<Xp k(k + 1) | = Sp#0 Sp L | ( )
k>S, k>S,
. . . . : _ e ek)
Et on applique le méme raisonnement que ci-dessus avec la fonction h(x) = E ’ et x > 0.

k>x

Il suffit de vérifier que Z k*h(k) < co.

k>0

7270\ 72 (k)
SRk = Dk ZT

k>0 k>k

< DY kY ek

k>0  k>k

> k)Y k

k>0 k>k

S

[

A
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ce qui est vrai d’apres les hypotheses sur ¢. O

6. Pénalisation par une fonction de S;‘p

6.1. Enoncé du résultat principal.
Rappelons que :

Sk = sup | X,

P
nzp

et posons ¢ : N — R™, une fonction & support fini.

REMARQUE 6.1. Nous n’avons pas réussi a montrer que ce Théoreme était réalisé pour toute
fonction ¢ de somme finie mais ce résultat existe en continue et il semble donc possible d’obtenir
un résultat similaire en affinant les majorations effectuées dans la démonstration ci-dessous.

Le résultat de cet alinea est :

THEOREME 6.2. (1) (a) Soientn € N, A, € F, :

fimy E e (5] = B [1,,M;] (6.1)
Bl (s;)]

ot My = ¢ (S;,) [Xal + ¢ (S3) (S; = [Xal) +1 = 6 (S5).

(b) De plus, (M}, n > 0) est une F,, martingale positive, non uniformément intégrable.

(2) Soit le probabilité Q* sur(Q), Fuo) induite par :
VneN A, € F,: QF(A,) :=E[l,, M] (6.2)

Alors, sous Q* on a :
(a) Soit g :=sup{k > 0,X,, =0}. Alors g est fini et S*, = 0o p.s.
(b) Le couple (S;.~,) admet comme densité :

ffygygg (a, /{Z) = ]l{a:07k:0}(,0(0) + 1{a20,k>0} { (1 — /{;L—l—l) — <1 — %) } (p(k) (63)

On en déduit que S; admet ¢ comme densité.
(3) Sous Q* :
(a) (Xn,n <g) et (X, +g,n>0) sont deux processus indépendants.

(b) Avec probabilité 5, (Xg4n,n > 0) (respectivement (—Xgyn,n > 0) est une marche
de Bessel* de dimension 3.

(c) Sachant que vy = a et S} = b, le processus (X,,n < g) est une marche aléatoire
standard arrétée en 1, et conditionnée a ST =b.
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6.2. Démonstration du Théoreme 6.2.
1) Nous démontrons la formule 6.1 a ’aide d’un Théoreme Tauberien sur les séries entieres et
du lemme 6.4 :

THEOREME 6.3 (Cf. [Fel71] pp. 447).
Soit g, > 0 et on suppose que :

S(s) = ans” (6.4)

converge pour 0 < s < 1. 510 < p < oo alors les deux relations :

1
S(s) e i s)PC (6.5)
et :
1
Gy~ ——— PO, 6.6
Go+a+...+q 1n—>ooF(p+1)n (6.6)

ou 0 < C' < 0o, sont équivalentes.
De plus, si la suite {q,} est monotone et 0 < p < 00, alors (6.5) est équivalente a :
1

%nimr@ﬂch (6.7)

LEMME 6.4. Sotenta <0 <b et A €R. Alors :

) (b
B [(cos ) ™" = M (6.8)
coS A (“T)
Démonstration du lemme 6.4.
Définissons le processus (W,,,n > 0) :
Ccos A (Xn — %’) (6.9)

(Wp,n > 0) est une F,,-martingale :

[ cos A Xni1 — ath
E[Wn-‘rl | an] = E (EOS )\)n+1 2 ) | n

[ cos A X, + Y, — ot

= E ( ( )\)1;11 2 ) | Fn] ,ou Y, est le pas de la marche

coS

[ cos A (Xn — aT”’) cos AY, 1 —sin A (Xn — ‘IT“’) sin A\Y,, 11

= E T | Fu

(cos \)

cos \ (X, — afb
— ( 2 )]E [cos \Y,y1 | Ful — )" 2 )E [Sin Y1 |

(cos \)"H!
A(X, — “) g in A (X, — %) 1
- ( : )—(cos)\—l—cos—)\)—sm ( 2 )—(Sin/\+Sin_)‘)

(cos A"t 2 (sin \)"Th 2
Ccos A (Xn — “T“’)

(cos A)"

sin A (Xn — atb

et en utilisant le Théoreme d’arrét avec T, AT}, :

E Wi, n1,] = E [Wo] = cos A (“ ; b) (6.10)
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D’autre part :
E [Wr, ]

= [WTaﬂ{Ta<Tb} + WTb]l{Tb<Ta}}

GTH’) cos A (b — %’)
(cos \)™

cos A (b_T“

(cos \)™

[ cos A (a -
| (cos A)Te
[ cos A (“T_b)

| (cos A)Te

a—>b 1 1
cos A E 1 Loy
( 2 ) [(cos )\)T“ {Ta<Tv} (cos )\)Tb {Tb<Ta}:|

cos A (“T_b> E [(cos A)_T“AT"]

I

]I{Ta<Tb} + ]l{Tb<Ta}]

]E ]]'{Ta<Tb} +

]l{Tb<Ta}]

Les formules 6.10 et 6.11 permettent de conclure la démonstration.

Nous obtenons alors le résultat suivant :

LEMME 6.5. Soient a >0 et a € Z. Alors :

P, (S;, <a) =

o\
N <_) sia>|d
p—oo  \ TP

0 sia<lal

Démonstration du lemme 6.5.
La premiere égalité est évidente. Démontrons alors I’'équivalence.
En premier lieu, remarquons :

{85, <a} ={o <Ti} = {p < dr;} = {p < T + To.br;}

Soit dg, une variable aléatoire de loi géométrique de parametre 3 (1 > > 0) telle que s soit
indépendante de la marche (X,,n > 0). Alors :

D’autre part :

P, (S5,

Pa <S;55 = a) -

< a) = Po(dp < dry)
= 1-P, (55 > dTé)

= 1= B B [Lsoay,

= 1-E,|(1- )]

)

= 1-E, (1 _ ﬁ)TS (1- ﬁ)To.eTé]
= 1-E, :(1 — )" Ex,, [(1 _ g)foﬂ
= 1B, [(1- )] B (1 5)"

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)
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D’apres (8.14) :

o [(1- 9" - (1 T ) (6.15

Concernant I, [(1 — ﬁ)T‘z], nous pouvons supposer que a > 0. Le raisonnement dans l'autre

cas est identique et donne le méme résultat.
En utilisant la propriété de Markov :

E. [(1-8)"] =By [(1— )Ttz Tioe]
et en appliquant le lemme 6.4 :

cosh a\

k [(COSh >\>T{7Q7G}AT{Q7G}} ~ cosha\

Il suffit de prendre i\ dans le Lemme 6.4.
Posons A = Argch ( ) Alors :

P, (s;‘% < a) =1- (1 . W) o [ArgCh (ﬁ> a]

cosh [Argch (ﬁ) a]

Faisant tendre ( vers O :

D’apres les formules (6.14) et (6.2) :

ZIP (S <a)(1-B)"8 ~ a\/28 (6.16)

p—0

Ce qui est encore équivalent a :

g 2
ZIP <a)(1-p3)" ﬂ:oa\/%(l—ﬁ) (6.17)

en posant # =1 — w, la formule (6.17) donne :

]Pa S* < k ~
kZ:; OZ w—1— aw (1 — w)

S N a—w)

On applique le Théoreme tauberien avec p = % et C' = av/?2.
Par conséquent :

P, (S;, <a) ~ (1 P 'L (p)

Ce lemme permet d’établir le résultat suivant :
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LEMME 6.6. Soit ¢ : N — R*. Alors :

B o (s;)] ~ (%p) S k) (6.18)

k>lal

Démonstration du lemme 6.6.
I1 suffit de voir que :

P, (S5, =a) = Pu(S;, <at1)-P(S; <a)
~ (i)z(a—l—l)—(E) a
p—oo  \ TP D
92\ 2
= ()

en appliquant le Théoreme de convergence de Lebesgue, on a :

[N

B [u(s;)] ~ (%p) S k) (6.19)

k>|al

On dispose maintenant des outils nécessaires pour démontrer la formule 6.1. Remarquons

que si g, < n alors g, = ¢g,, et donc :
Ble(5)17] = Ele(8) 1o 7] +Blo(S,) oz | £
[ (53.) Vgpen | Fa] +E [0 (5;,) L2 | 52
= o (SI)P(gy<n|Fu)+E [gp (s;p) Lo | fn]
)

- 1)+

D’apres le formule (4.11) :

W, e ) X | 2] (6:20

Quant au deuxieme terme, posons S ags]? le maximum bilatere de la marche sur I'intervalle [n, g,

et nous posons S*; et g, :==sup{n > p, X,, = 0}, le maximum bilatére (respectivement le dernier

zéro a gauche de p), de la marche (f(p,p > 0) = (Xntp — Xpn,p > 0) qui est indépendante de
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Fn. Alors :

(2) = E[(p (S:L\/S[jl,g]) ]19p2n|]:n]
= Epx, [ (5 VS )%m}
~ 2. P (5;;,” = k‘) (S, V k)

p—00

1
92\ 2
. (—) Z ¢ (SrV k), dapres le lemme 6.6

p—00
k2| Xn|

1 Sr—1
2\2 | % .
~ (2)] X s T e
P p k=|X,| K>Sz

~ (3) ’ {(Sy = 1Xul) @ (S5) +1 =0 (Sy)}

p—00

Par conséquent :

Efo(5;) 7] ~ (i)é[so(s;) X+ (5 - 1K) e (5 +1-6(5)] (621

p—oo \ TP

Cette formule étant valable pour tout n > 0 et tout A, € F,, en prenant n =0 et Ag =€) :

E [gp (S;;)] -~ (Wip) (6.22)

La formule (6.1) se déduit facilement de (6.21) et (6.22).

NI

1.ii) Vérifions que (M, n > 0) est bien une martingale.
Il suffit de décomposer en plusieurs cas :

My = 1x,>oMpp +1x,< oMy + Ly, 1My +1x,— 1My + 1x,—o My
= M+2)+B)+4)+(5)

Remarquons tout d’abord qu’il suffit de s’intéresser aux points (1), (3) et (5), grace au caractere
symétrique de M.

(1) = 1x,>0Mpps
Ix,>2 {90 ( gn+1) |Xn+1’ +¢ ( n+1) (S;-H - ’Xn-i-l’) +1-9¢ (S:H—l)}
= lx,>ls1>x, {¢ ( ) Xns1 + 9 (S5) (Sr — X)) +1— 0 (55)}

+ Ixsolg-x, Ix—x,41 {0 (S0 ) (X + D) +0(Sp+ 1) (Sp+1-X, —1)+1—¢(Ss +
+ Dxzalsg—x, Ix,=x,1 {9 (S,) (Xo = 1) +0(S5) (S — X+ 1) +1-6(5;)}

= lx, >ols:1>x, {90 (S;n) Xoy1 + ¢ (Sp) (S), — Xn1) +1 -6 (SZ)}

+ Ixols—x,Ix,—x,+1 {0 (S) (Xn+1)+1—0(Sk) — ¢ (Sh)}

+ Ty>oleox, Ix,=x,—1{® (S;n) (Xn =1+ (Sp)+1-0(S))}

1}
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En conditionnant par F,,, on obtient :

E[(1) | F] = Tx,>21s:15x, {¢ (S* VE [ X1 | Ful + 0 (S5) (S
b txetsx, {0 (55) (X + 1)+ 1-6(S3) -

1
+ Slx,2ls—x, {# (S;,) (

2

= lx,>2lg:15x, {0 (S5) Xu+ 9 (S5) (S5 —
+ Ix,>2ls:—x, {90 (S;n) Xn+1—0 (S;)}
= 1x,>2M,

On s’intéresse a (3) :

(3) = lx,=1Mu
= Ix,= {<,0 ( gn+1) Xns1+ ¢ (S:H-l) (S;-H - Xn+1) +1-¢ (SZ-H
= Ix,a1lx,,—x. 1 {0 (S5)2+¢(Sp) (Sp — X —1)+1—

+ 1x,—1lx, . =x,-1 {90 ( n+1) x 0+ ¢ (S;) (S,

Ix,—11x,, =x,+1ls:—1>x, {90 ( gn) 2+p(Sy) (S, —

+
+ Iy, alx—x,-1{e (S0) (S, = Xa) + ¢ (S5) + 1= ¢ (Sh)}
= Ix,—1lx,,=x,+1ls:-15x, {9 (S5 ) 2+ ¢ (S5) (Sh — X)) —
+ Ix,—1lx,. =x,+11s:=x, {90< )2+ 1—¢(Sy) —w(Sy)}
+ Ix,=lx, =x,-1 {9 (5,) (S, — Xu) + 9 (S5) +1 =0 (S)}
= Ix,=11x,, =x,.+1 {90 ( gn) 2+¢(S,) (S, = Xu) +1=0(S;,) —
+ Ix,=ilx, =x,-1 {9 (5,) (S, — Xu) + 0 (55) +1 =0 (S,)}

En conditionnant par F,, :

—EXon | F))+1-90(S0)}
0 (Sp)}

Xo—1)+9(S5)+1—9(55)}
X)) +1-0(Sp)}

(6.23)

)}

¢ (Sii1)}

X, +1)+1-9¢(S))}

X, =1 +1-¢(S5)}
Ix,—1lx,. —x,+1ls;—x, {¢ (S;‘n) 2+ (Sy+ 1) (S +1 =X, = 1) +1-9(S; +1)}

p (S +1-0(Sh)}

e (Sn)}

B((3)| F) = %11Xn—1 {0 (S5) 24 @ (S2) (S — X)) +1—0(S5) — (89}
b Sl (0 (5 (55— X +0(S;) +1- 0(50)
= Lo {0 (S5) + 0 (S0) (S5 — X) +1— (S0}
= 1y, M, (6.24)

Enfin, on effectue un raisonnement analogue avec (5).

Supposons, tout d’abord que n # 0. Dans ce cas, d’apres la définition de (S*,n >0) , il est

clair que Sy, > 1 et donc que S; = Sy, ;. De plus comme g,11 =n, on a5y

(5) = Ix,=oMup1
= lx,—0 {‘P (S;n+1) [ Xna1| + ¢ (S:LH) ( n+1
= 1x,—0{¢ (5h) [Xni1 + 9 (S7) (
= lx,—0{p(S) x 1+ ¢ (S;) (S, —1)+1-9(5)}
= Ix,—o{p(S,) S, +1—0(S,)}
= 1x,—oM,

= Sr. Alors :

|Xn+1‘) +1—-9¢ (SZH)}
Sy = [ Xoupal) +1 =0 (S,)}
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Sin=0:
M,.1 = M
@ (55) x 1+ ¢(1) (5T = [Xu]) +1 = ¢ (57)
= ¢(0)+1—9(1)
¢ (0) +1—(0)
1
= M,
il est donc évident que :
E[(5) | Fu] = 1x,=0M, (6.25)

Au vu des formules (6.23),(6.24) et (6.25), et grace a la symétrie de (M,,,n > 0), il est clair que
(M,,n > 0) est une F,, martingale.

O
2.1) Montrons que g < 0o p.s. sous Q*.
pour a > 0 :
Q" (9o >a) = E9[ly,]
= ]EQ []1p>da]
= E[1,5q,Ma,]
= E [0 {9 (S;,.) IXal + 9 (S5) (S5 — 1Xal) +1- 0 (53) }]
= B[l {0 (5,) %, +1-0(53,)}]
en faisant tendre p vers +o0o0 :
Q" (g>a)=E [gp (S;a) Sy +1—0¢ (S;a)} (6.26)
D’apres le Théoreme de convergence de Lebesgue :
E[1-¢(S;)] — 0 (6.27)
Il reste donc a montrer que :
E[¢(S5)S:] — 0 (6.28)

a—00

Pour cela on va utiliser le lemme suivant :

LEMME 6.7. Soient ¢ : N — R* et a > 0. Alors :

E[¢(S5,) | Fa] = 1x,=0% (Xa) + Lx,0 {zb(S;;) (1 X ) + | X, Z k+ - } (6.29)

Démonstration du lemme 6.7.
Posons S * le maximum bilatere d’une marche issue de X, arrétée lorsqu’elle atteint le niveau
0 et qui est indépendante de F,.

B (Si) | 7] = Elw(sivs;) 17
= B [0 (Siv ;)]
= Ux,mo¥ (S) + Lxapo 3 P, (S5, = k) w(S; v k)

k2| Xa|

Il faut remarquer que :

Lx,~oPx, (sT - k:) = 1x,-oPy, (STO - k) (6.30)
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En effet le maximum bilatere a ici la méme loi que le maximum unilatere car il n’y a pas de
changement de signe.
De plus,par symétrie, si on pose S,, =sup{—X,,0<p<n},ona:

1x,<oPx, (ST - k) — 1y, -oPx, (§T - k:) — 1y,-Px, (ST - k) (6.31)

Alors, d’apres le lemme 4.3 :

- ~ X,

Tx,20Px, (S%O = k) =1Ix,20Px, <5T0 = k) = % (6.32)

On en déduit :
* * * Xa
By (S;) | Fa) = lxa—oth (S)) +1x,20 Y ¥(S; Vk)ﬁ
E>|Xal
= Ix,—0¥ (S;) + 1x,20 Silw(S*) |X +]1X oZzb |X|
o= o R k(k o et k(k + 1)

1 1 X,
= nxazowsp+nxa¢ow<s:;>\xa|(‘Xa‘ S—)Hxﬂéozw ﬁ

k>S3
U
Appliquons ce lemme avec ¥ (z) := zp(x) :
Ep(Si) 5] = E[E[p(S,) S, | 7]
= E|1 S ) (§* k)
= X.=0 (53) Sa + Lx, 200 (S3) (S, — [ Xa |)+]1X¢0|X|Zk,+1
k>S:
< Elp(s) 8+ B | 0 S o
B R
< Elp(S)S]+E| D ek)
=
< Elp(5:) Sal+EL —o(5;)]
D’apres le Théoreme de convergence de Lebesgue :
E[l—¢(S)] — 0 (6.33)
D’autre part :
Elp(S;)S:] = D w(k)kP(S; = k)
k>0
< 3 p(k)kP (S, = K)
k>0
< Elp(S) S (6.34)
et on a déja vu que (6.34) tend vers 0 lorsque a tend vers l'infini (cf. 4.23).
On en déduit que :
Q" (g=00)=lim Q" (g >a)=0 (6.35)
0

2.ii) On va maintenant démontrer que S* = oo p.s. sous Q*. Il faut remarquer que cette
démonstration n’est pas nécessaire si on démontre le point 3.ii.
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D’apres [LeG85] pp.457-458, Sy, est de loi uniforme sur {0,1,...,a — 1}.

On en déduit que Sy, suit aussi une loi uniforme sur {0,1,...,a — 1}. Ainsi :
[e3

Q" (5% >a) = Q' (T7 <o)

[
E [
= E [90 (SJT*> [ Xzl + ¢ (Sty) (St — [ Xz
= E[gp(S;Té>oz+1—¢(S;*)]
= oza_lng)-Fl—ﬁé(a)
= ¢k;§)+1—¢(04)
= 1

Ceci est vrai pour tout a positif, donc :

Q" (5, =o00) =1

3) Pour montrer le dernier point du Théoreme 6.2, nous avons besoin du :

LEMME 6.8. Pour tout a >0 :

\ 1\ 1\*
p(s=8 = (1-55) -(1-%)
P(S; =0) = 0
et :
P(S;=0)=1

Démonstration du lemme 6.8.
Le deuxieme point est évident.

)+1—¢(S:?;)}
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(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

On reprend les définitions introduites dans le lemme 4.5 pour la suite de variables aléatoires

(T§, k > 0). Alors, pour a > 0 :
P (S5 <k) = P(r.<Ty)
= P(a<ry)
Comme :

Py =c) = P(
— IP(
P (T5 ' <Tp) P (T, > Ty;)
P
P (

T <T7) 7 P (T) > 1)
En remarquant que :

1 N ]
P (T, <Ty) = 5[1P1 (To < Tp)+P_y (Ty < T})]

_ % [P, (Ty < Ty) + Py (Ty < T3)]

= Py (Ty < Ty), par symétrie

N k

Ty < Ty, Ty < Typ...Tg ' < Tp) P (T, > Ty)
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et donc :
1\“"1

Remarquons que vz ~ G (%)
Il en résulte que :

P(S:=k) = P(S: <k+1)-P (S5 <k)
= ]P(a<’ka+1) a<fyT)

1 c—1 1 10711
= (1 k+1> m‘(l—z) %
c=a+1
)
k+1 k

Soient I’ une fonctionnelle sur ZY, f et f, deux fonctions de N dans R*.

B [F(Xuw,u<g) fr () f2(S5)] = D B2 [F(Xuu < 7a) fr (¥) f2 (S5,) Tr<oolry=o0)

a>0

= S EC[F(Xuou < 70) £ (1) fo (S5) {lrucoe = Lrycoc}]

a>0

- Z]E |F (X, u < 70) fr (2,) f2 (S5,) { My, — M, }]

a>0

Or:

E[Mr, =My, | Fr] = Ele(S;,) Xnl +¢(57) (57, = [Xn]) +1-9(57) | 7]

o
[ ( g +1> Xl +0(S5) (S — X ) + 1= 0 (S5) |f7}
(S:) Sy +1=0(Sr) —FElo(Sr,,) Srn +1—0(55,)) | 2]

Ta+1

(52) S5 +1-0(53)
[gp( vs*)s:av§:1+1—¢<s;*av§jl> \fTa]
—(2)
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D’apres le lemme 6.8 :

2) = > P(S, =k) {o(S5VE)S, Vk+1-6(S: VE)}
k>0
1 , . .
- %m{gp(smvk)&avk:+1—¢(STav1c)}
5

Z o (S5) S5 +1—6(5%)

p k(k+1)

- p (k) k+1—¢(K)
Z k(k+1)

1

_ (1% Ta){go(S*)S*+1—¢(S:a)}

= o), 1-o()
+ k_ZS:* k+1+k

(k+1)

_ (1_ Si;) {o(85) 85 +1-6(55)}

(1—¢(Sr)), dapres le lemme 4.6

= (- De(S,) +1-0(55)
Ainsi :
B[M,, — M., | F] = ¢ (S5) (641
On en déduit :

E [F(Xu,u<g) fi () f2(S5)] =D B[F(Xwu<) fila) f(S5)e(Sh)]  (6.42)

a>0

En prenant FF'=1:

E? [fi(y) f2(S;)] = D E[fi(a) f2(S5) ¢ (S5)]
= 3N h@hERRP (5, =)

— ]1k_0]1a_0g0(0)f1 (0)f2(0)

e e[ (1) - (1) T swn

a>0 k>0

La loi du couple (vg, S;) est donc :

P (g =a,5) = k) = Li—ola—0@(0) + LisoLla—oip(k) [(1 — %H)a - (1 - 1)] (6.43)

Sommant sur a :

3.ii) Etudions la loi de (X,,u < g).
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En reprenant la formule précédente :

E? [F (X u < g) f1 () f2 (S;)]
=D "Q (S = ko = a) (@) 2(RE® [F (Xuu < g) | 5 = k.7 =]

k>0 a>0

- ZE [F (Xu,u <73) fi(a) f2 (S5) ¢ (S5)]

a>0

=> Y fila) f(K)P (S;, = k) @(k)E [F (Xy,u < 1) | S, = k]

a>0 k>0
Et donc, d’apres ce que 'on a fait plus haut, on a :
EQ [F(Xu,u<g)|S;=kyy=a] =E[F(Xy,u<7)|S; =k| (6.45)

ce qui démontre le point 3.iii du Théoreme 6.2. [l
3.iii) Achevons la démonstration du Théoreme 6.2

Pour démontrer les derniers points, il suffit de prouver le résultat donné dans le lemme suivant
et la suite est identique au raisonnement du point 3.ii du Théoreme 4.1.

LEMME 6.9. Soit p un entier strictement positif. Alors, la loi de (X,,,n <T),) conditionnel-
lement a {T, < To} est la méme sous Py et sous Q.

Démonstration du lemme 6.9.

Qi (F (X1, .., Xo) Lncry<1y)
Q1 (T, <Tp)

E, [F (X1, Xp) 1n<Tp<TOMTO]
Ey [17,<n, M|

QI (F (Xla 7Xn) ]ln<Tp | Tp < TO) =

Or :

My, = (83, ) 1Xnl+ ¢ (S5,) (S5, = 1Xn]) +1- 6 (S5,)
= ¢ (S3,) S, +1—-0(5%)
Par conséquent :
E, []lTp<ToMTo | ]:Tp] = 1g,«1,E, [Mg,)], d’apres la propriété de Markov forte
= lnnB, [0 (57,) 57, +1— 0 (S7,)]
= e YR k41— 6 () Py (S}, = K)

k>p

Comme p >0, on a :

P, (S;o = k) = P, (S =k)
p
k(k+1)

Grace au lemme 4.6, on en déduit :

p
I, |:]1Tp<TOMTO ‘ pr] - ]ITP<T0 Z ('0 k +1- (k) ]{Z(l{? + 1)
k>p

= lg,<1, (1 - ¢(p))
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Par conséquent :

By [F (X1, Xo) Toer, cry (1= 6(p))]
E; [1,<n (1= 0(p))]

E, [F (X1,..., Xn) ]1n<Tp<To}
Ey [11,<1)

= B\ [F(Xy,.0 X0) Lner, | T, < To]

QT (F (X17 7Xn) ]1n<Tp ‘ Tp < TO) =

7. Pénalisation par une fonction du temps local

7.1. Notation.
Ici, la fonctionnelle G, est une fonction du "temps local” en 0 de la marche aléatoire, c’est a
dire que :

Gp =" (Ly)Ix,20 + b (Ly)1x,<0
avec, pour tout a réel :

at=0Va,a =—(0Aa).

et ou h™ et b~ sont deux fonctions définies de N dans R* telles que :

i(fﬁ(k) +h (k) =1

k=1

1
2
De plus, on pose :

H(r) = 5 SO0 (k) + 4™ ()

k=1

Nous appellons ici le processus du temps local en 0, noté (L,,n > 0), le processus défini par la
relation de récurrence :

Lo =0
{ Ly = Lp+1x,—0x,.,-1 +1x,—0x,1=——1=Ln +1x,—0 si n#0

Pour tout n > 0, L,, est la somme du nombre de montés de 0 a 1 et du nombre de descentes de
0 a —1 avant n. Nous obtenons :

DEFINITION 7.1. On rappelle que ce que 'on appelle marche de Bessel® de dimension 3 :
¢’ est la chaine de Markov notée (Rn, n > 0) définie par les probabilités de passage suivantes :
Sixz>1:

IP(Rn+1 :.’L'+1 ’
P

8
-
=

: Fo=s) -
(Rpyi=z—1|R,=2) =

| 8
—_

D=0 =
8
8



74 1. PENALISATION DE LA MARCHE ALEATOIRE SYMETRIQUE

7.2. Démonstration du Théoreme 1.2.
1.i) Vérifions déja que <M£L+’h_,n > O) est une martingale :

h*h

EF MY = B M 1x,5)
+ EPM L]
+ EP MY 1,0, -1]
+ B ME Lm0, -]

(A4) +(B) +(C) + (D)
Si on pose, Y, 11 = X1 — X, Y, est centrée et indépendante de F,,. Ainsi :
(A) = E™[X} h" (Losa) + X (Log1) + 1= H(Lnga) 1 x,51)]

= E[(Xp+ Yasr)"h* (Ln) + 0 X h™(Ly) + 1 — H(Ly)1x,1)]

= E[(Xp + Yas1)h" (Ln) + 0 X h™ (L) + 1 — H(Ly)1x,1)]

= [(XN)+h+<Ln) + 0 x h_(Ln) +1- H(Ln)]anzl] + E[Yn+1)]]h+([/n)

= (X)"hY(L,) +0x h (L) + (1 — H(L,))1x,>1
En faisant le méme raisonnement pour (B), on obtient :

(B) = (X,) " h*(L,) +0x h (L,) +1— H(L,)1x,< 1
On s’intéresse maintenant a la partie (C) :
(C) = E” [Xr-z:lh—i_(Ln-i—l) + Xn_-‘,-lh_ (Ln+1) +1- H(Ln-l-l)]an:O,XnH:l]
= EM (X, + D)"Y (L, + 1)+ (X + 1) A (Ly+ 1)+ 1 — H(Ly, + 1)1 x,—0,x,,11]
E7[(0+1)"ht (L, + 1)+ (0+1)"h (L, + 1)+ 1 — H(L,)
1
= ST L+ 1)+ 0 (Lo 4+ D)X, =0,021]
= [0+ )" (Lo + 1) + (0 +1)7h7 (Ly + 1) + 1 = H(Ly)
1
- (h+(L + 1)+ h (L, + 1) 1x,—0]P(Yne = 1)
= [(0+ DR (L + 1)+ (0+ 1) h™ (Lo + 1) + 1 = H(Ly)
(L

_ %(h*( n+1)+h" +1))ﬂxn_o];

= (Lt )41 = H(La) = 50 (L4 1)+ (Lo + 1), o]

De la méme facon on obtient que :

1 1

(D) = [h_(Ln + 1) +1- H(Ln) - §(h+(Ln + 1) + h_(Ln + 1))1Xn:0}§
Ainsi, la somme de (A),(B),(C) et (D) est égale & M "" . Le fait que (M"""  n > 0) soit
positive résulte immédiatement des définitions des fonctions h*, h™ et H. [l

1.ii) On va maintenant montrer la formule 1.8 du Théoreme 1.2.

Pour cela, nous utiliserons les résultats suivants :

LEMME 7.2. Pour tout k € N, on a :

P(Lo=k) ~ (%)
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LEMME 7.3. Soit h : N — R* telle que Zh(k) < 0o et soient a positif et x un élément

de Z.. Alors : =
E,h(L+ @)lx,s0]  ~ h(a)gﬁ\/ (%) + \/ (#) kiah(k)
Balh(Lo+ )l ~ h(a)x\/ (%) + \/ (ﬁ) kiah(k)

Démonstration du lemme 7.2.
Posons 7, = [{p < n, X, =0} | ou |A| est le cardinal de A. -, est ainsi le nombre de visites en
0 avant l'instant n.
Il est clair que :

Ly =mlx, 20+ (9 — Dlx,=0 = 7 — Lix,=0} (7.1)

Ceci implique que :
IP(Ln = k) = IP(’Yn = k,Xn 7é O) + IP(’Yn =k+ LXn = O) (72)
= Plyn=k)—P(vn =k X, =0)+P(yn=k+1,X,=0) (7.3)

Nous allons étudier la loi de ,,. On définit la suite (V,,,n > 0) par :

Voo =0
Virr = inf{k >0, Xy, 4 =0}
On pose T; = inf(k > 0, X,, = 7). Grace a la symétrie de la marche aléatoire et la propriété de
Markov, on a :
PVi=k) = PVi=kXi=1)+P(V1 =k X; =-1)
= PXi=KPVi=k|Xi=1)+PX;=-1DP(Vi =k | X, =-1)

_ %IPl(TO k-1 %]Pl(To k1)
= %]PO(Tl =k—1)+ %IPO(Tl =k—1)
= Py(Ty=k—1)
Ainsi :
ViET +1 (7.4)
Pour plus de clarté notons (X,Sl), n>0)=(X,,n >0) et définissons (X}Lk), n > 0) par :
vn, X¥ = Xy 1, (7.5)

Soit T = inf {k >0, x = z}
Par un raisonnement identique au précédent, on prouve que :

VBET® 41 (7.6)
De plus, d’apres la propriété de Markov forte, (X,(f), n > 0) est indépendante de Fy, et donc :
ViV 270+ 1@ 49 (7.7)

D’ou, par récurrence :
Vit Vot 4 Ve 2TW 41 4 417 4k (7.8)

D’autre part, on a de maniere évidente que :

TV 4+ 1P 4+ +T® LT, (7.9)
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Ainsi (7.2) devient :
Plya—k) — P
P

[
I

I
=
N

Vi+ .+ Vi<n<Vi+ ..+ Vi)
(Te +k<n<Tpy+k+1)

(Ty <n—Fk,Tpr1 >n—k—1)
(Sn_k >k, S,
(
(

k-1 < k)

nek =k, Snp1 < k) +FP(Shr =k + 1,5 41 < k)

= P Sn—k: = k’) —f—IP(T]H_l =n — k?)

Par conséquent :

P(L,=k)=P(S,x=k)+P(Tpr1=n—k)—P(y=kX,=0)+P(y,=k+1,X, =0)

(7.10)
D’apres [Fel50] pp. 89, on sait que le temps de premier passage en r est égal a n avec la
probabilité :
P (T =) = = Lot (1) (7.11)
r = Qrp = n n 2 .

Prn—r =

Mais d’apres le lemme 3.6 :

r n N\
C? - 7.12
i (3) (7.12)

1 1
2 \?2 2 \2
rm — s P Sn— =k ~ -
Pr, n_)oor (an) (Sn—k )n_wo (Wn)

Par conséquent, d’apres (7.10) :

P(Ly = k) = P(Sp_p = k) ~ (3) ’ (7.13)

Démonstration du lemme 7.3.
Tout d’abord, grace a la symétrie de X
équivalences.

et —X, il suffit de montrer une seule des deux

Eo[h(Ln +a)lx,>0] = E.[h(L,+a)lx,>0lzsn]
+  Eg[h(Lyn + a)lx,>0lq <)
= (Dn + 2)71
On a:
0 st <0
h(Ln + a)lx, 2017550 { ha)lpysn, si x>0
Ainsi :
(1), : h(a)l,50P,(Th > n)
= h(a)]l$>01Pg(Tx > n)
(
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D’autre part, soit

Xn = n+To — XT() = Xn+T0
D’apres la propriété de Markov forte, ()?n, n > 0) est une marche aléatoire standard indépendante
de Fr,. Soit L son temps local en 0. Alors :
(2>n = Em[h(Ln—TO —|— a)]l)z _7 >0]1T0<n]
= Ez[ﬂToﬁnEO[h(Ln Ty "‘a)]lx 7 >0]]

Posons :
g(n) = Eo[h(Ln + a)lx,>0]

Par symétrie, on a :

g(n) = ~Tolh(Ly + a)lx,20] + Folh(Ly + a)lx, <o)

2
1
= §{E0[h(Ln + a)] — Eo[h(L, + a)lx, o]} (7.14)
Or :
Eo[h(Ly + a)lx,—o] = Y P(L =0)
k=1
Et d’apres le lemme 7.2 :
P(L,=kX,=0 = PX,=0,v,=k+1)

= Pk+1,n—k+1

9\ 2
~ 1
n—oo (k + ) (7-‘-“3)

Pour tout 0 <k < [3] :

P (L, — k) =P (Sy s — k) (%)M (cioven) < (1)n<c§vc§21) — P (S, = 0)

Ainsi, pour n assez grand :

(%)éIP(Ln = k)h(a+ k) < 2h(a + k)

Et comme }_, -, h(k) < oo, on applique le Théoreme de convergence dominée :

() Ealh(L+ 0] - (%)égf’@n:@mﬁm
Do 2 )

De cette facon, il est clair que le deuxieme terme de (7.14) est négligeable par rapport au
premier ce qui acheve la démonstration. O

Grace a ces deux lemmes, le premier point du Théoreme 1.2 se démontre aisément :

On pose )~(k = Xjpin — X, et soit Lle temps local associé a <)~(k, k> 0> , on applique les deux
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lemmes précédents avec :

a «— L,

r +— X,

p «—— p—n
(X0n>0) — (X,,n>0)
(Lnn>0) «— (Ly,n>0)

On a:
E,[1a, (M (Ly)1x,>0+h ™ (Ly)1x,<0] = Ex[]lAn(h+(Ln+zp—n)]1;zp_nzo+hf(Lﬁzp—n)]l;?p_ngo)]
= Em[ﬂAnEXn (h+<Ln + prn)]l)?p_nzo + hi(Ln + prn)]l)?p_ngo)]

1

o (%) X (L) X (L) + % ST (k) + B (R))]

Il suffit de prendre n = 0 et Ay = €2 dans la formule précédente et ainsi le dénominateur de la
formule (1.8) est équivalent a :

B0 (L)L + o)) (5] (719

et en effectuant le quotient de ces deux équivalences on obtient le premier point du Théoreme
1.2.

2.1) Montrons que L, est fini p.s. sous Q""" et que Q""" (Lo, = k) = L (h* (k) + h(k;)).[j
On pose 7, = inf {k > 0, L, = [}. Alors :
o (a2l = QM (n<n)
= E[l,<,My]
= B[l <,(1-H(l)+ X ,nh" (1) + X, h=(1)]
Or, par symétrie :
Pin<n) = P(n<nX,=1)+Prn<n X, =-1)
= 2P(n <n, X, =1)
@%ngn): P(r < n, X, = 1)
Par conséquent :
o (L= 1) = E[lag)(1— HOD)) + BIX T b () + EIX sl (1)
= (1= HOP( < ) + 5P(n < n)(h (D) + h~(1)
= (1-H({-1)P(r, <n) (7.16)

Mais, la marche aléatoire (X,,n > 0) étant récurrente, on a :
JLI{)IOIP(TZ <n) = 1,
et donc, d’apres (7.16) :
lim Q" (Lo 21) = Q5 " (Lo 2 1)
= 1-H(l-1)
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On en déduit alors que :
0 (Lo =1) = QF " (Loo 2 1) = Q) " (Lo > 1+1)
= H()—H(-1)

1. B
= S +h)

2.i1) Effectuons 'étude du processus (X,,n > 0) sous Q" .

Pour cela, on a besoin des trois lemmes suivants :

LEMME 7.4. Sous Py conditionnellement a {T, < Ty}, la loi de (X,,0 < n < T,) est une
marche de Bessel* de dimension 3 (au sens de la Définition 7.1).

LEMME 7.5. Sous Qiﬁ’h_ conditionnellement a {T, < Ty} la loi de (X,,,0 < n < T,) est
une marche de Bessel* de dimension 3(au sens de la Définition 7.1).

LEMME 7.6. Posons I't := {X,1, > 0,Yn > 0} et '™ := {X,4, < 0,Yn > 0} Alors :

Whhe ey L +

o "I = 5D (k) (7.17)

k=1

_ 1
o ) = 5 h(R) (7.18)

k=1

Démonstration du lemme 7.4.

cf. [LeG85| O

Démonstration du lemme 7.5.
Soient f et G deux fonctions de Z (respectivement Z") dans RT. Alors, d’apres la définition de
la probabilité @) et grace au Théoreme d’arrét de Doob :

ht.h—

. PIG(X 0, ey Xo) f (X)) e,

MIIG(X e X)) F( Xy ) e, | Ty < Ty] = =2 Gl J (&) Lncty <]
17 (Tp<T0)

IPl[G(le ceey Xn)f(Xn+1)]ln<Tp<ToM;(:—’h_]
Py (L, <, My ")

or : .
Mp" =1-H(1)

ie. M;;’hf est constante. Par conséquent :

P1[G( X1, ..., Xo) f(Xns1) Lperyem, (1 — H(1))]
Py [17,<n, (1 — H(1))]

P1[G(Xq, ..., Xo) f(Xng1) Loer, <)
Py [17,<7]

= Pi[G(Xy, ..., X0) f(Xni1)Lper, | T, < To)

}ll+7h7 [G(Xla RS Xn)f(Xn+1)]ln<Tp ’ Tp < TO] =

O
D’autre part, comme :

UG o X f (X)L, | To = 00] = Tim Q" [G(X, e, Xo)f (X Lncr, | T < T

on en déduit que (X,,,n > 0) sachant que {7 = oo} est une marche de Bessel* de dimension
3.
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Démonstration du lemme 7.6.
Puisque ¢ est fini Q""" p.s. et que X, # 0 pour n > ¢, on a :

h+ h (I't) = hm Qh h™ (X, > 0) (7.19)
Or:
PT(X, > 0) = Eollx,soMY ]
= Eo[lx,-0(1 — H(Ln))] + Eo[Lx,0X, A" (L,)]
= Eo[lx,~0(1 — H(L,))] + Eo[X; T (Ly,)]
Comme :

Ix,-0(1—H(L,)) <1—H(L, <1
d’apres le Théoreme de convergence dominée on a :
Eo[1x,50(1 = H(L,))] == 0 (7.20)
Grace au premier point du Théoreme 1.2 :
MO =1 — H(Ly,) + X h*(Ly)

ot H(L,) = 5 Zf"l h* (k) , est une martingale (il n'est pas nécessaire que lim H(n) = 1 pour

n—oo

cela).
Par conséquent :

Eo[ M0 = Bo[M{™]
= 1 () + B[ XT R (L)
I 1.4
=1 2h (1)+2h (1)
= 1
On en déduit :
Eo[H(L,)] = Eo[X, h"(L,)]
1. &
= §E0[Zh+(k)]
k=1

I,
< 52 hW)
Cette somme étant finie, d’apres le Théoreme de convergence dominée :
lim Eo[H Z ht(k (7.21)
Ainsi, d’apres (7.19)

h+h Zth



7. PENALISATION PAR UNE FONCTION DU TEMPS LOCAL 81

2.ii.a) Montrons les points 2.ii.a et 2.ii.b du Théoreme 1.2 : Soient F' et G deux fonctions
définies respectivement sur Z" et Z.

EGF(Xgi1, 0 Xg1n) G Xnigr1)] = D EGIF (X1, Xiya, oy Xign) G (X gr1) Lg=i]
k=0

= Z IEOQ [F<Xk+17 Xk+27 sy Xk-l—n)G(X’H-TH-l)]lg:k]le+1:1]

k=0

+ i EQ[F(Xit1, Xg2s s Xitn) G (Xipns1) Lgmp L x 1= 1]
k=0

= f:EoQ[F(XHh ooy X)) G(Xpnt1) | 9 = kb, Xppr = 1]Qg o (9 ="k Xpp1 =1)
k=0

+ f:E(?[F(XkHa ooy Xioan )G (Xppgni1) | g = K, Xjpr = —1] éﬁ’hi (9 =k, X1 = —1)
k=0

— EQ[F(Xo, X1, ..., Xp_1)G(X,) | Ty = ZQh+h (g =k X1 =1)

+ B9 [F(Xo, X1, oo, X 1) G(X) | Ty = ZQh+ (g =k, Xpr = —1)

= EQ[F(Xo, X1, ..., Xp1)G(X,) | Ty = ZQh+h

+E9 [F(Xo, X1, -, X 1)G(X,) | Ty = ZQh+ e

U

2.ii.b) On va terminer la démonstration en montrant que conditionnellement & { L., = [}, sous

QN (Xu,u < g+ 1) est une marche aléatoire standard arrétée lorsque son temps local atteint
le niveau [.

Soit F' une fonction sur Z" et soit [ un élément de Z. D’apres la définition de () et le Théoreme
d’arrét, on a :

EQ[F(Xl""’X”)]l”<Tl<OO] = EO[F(XIb"'7Xn)]ln<n<ooM7};+7h7]

= BolF (X1, Xo)ncnane(L = H(D) + 5 (7 (0) + (D)
= Eo[F(X1, ey X ) lper o] (1 — H(I — 1))
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Le passage de la deuxieme a la troisieme ligne résulte d’un raisonnement analogue a celui de la
démonstration du point 2.i.

ECF (X1, o, Xo)Lper cools oo
I R

+ —
g " (Loo = l)
. EOQ[F(XM ~-'7Xn)]ln<7'l<oo] - E(C]Q[F(Xla -'-aXn)]ln<Tl<Tl+1<oo]
= e
o0 " (Loo =1)

Eo[F(X1, o0y Xo) Lnan M) = EG[F(X5, ., Xo)lnar My, |
Qgﬁ,hi (Loo = l)
Fo[F (X1, oo, X)) per J(1 = H(I — 1) — 1+ H(]))
(})ﬁ’h_ (Loo = l)
EolF (X1, ..o, Xo)Lner | (3 (R (1) + h=(1))
Qgﬁ,h* (Loo - l)

Comme Qgﬁ’hf (Lo = 1) = 5(h™(1) + h= (1)), on a immédiatement que :

ES[F(X1, .o, X)) Lnen | Loo = 1] = Eo[F(X1, ..., Xp) Lper,] (7.22)

8. Pénalisation par la longueur des excursions

8.1. Notations. Pour n > 0, on note g, (respectivement d,), le dernier zero avant n
(respectivement le premier zéro apres n).

gn = sup{k <n,X; =0} (8.1)
d, = inf{k>n,X, =0}

Ainsi, d,, — g, définit la longueur de I’excursion qui enjambe n. On pose :
Yn = sup{dy — gk, d, < n} (8.3)

i.e. X, est la plus grande excursion avant g,. On peut aussi remarquer que :

S =5, (8.4)
Définissons (A,,n > 0), le processus de 1'age :
A, =n—g, (8.5)
On note la filtration naturelle de ce processus A, = o (4,,n > 0).
On note :
A = sup Ag (8.6)
k<n
On remarque que :
A= En =1 V(n—gn) (8.7)
et donc :
Ar =%, —1 (8.8)

Dans ce qui suit, T} est une copie de Ty, indépendante de F,, Y= r_o Lix,=0} est le nombre
de visite en 0 avant n, 7 = inf {n > Ty, X,, = 0} le premier retour en 0 et pour plus de clarté,
on note :

E[|X.| | 7> 2] =0(x) (8.9)
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8.2. Démonstration du Théoreme 1.3.
1.i) Pour démontrer la formule 1.12, nous avons besoin de la :

ProprPoOSITION 8.1.

P(Sp < 1) ~ (%) "BIX| [ 7> 2] (8.10)

Pour démontrer cette Proposition, on utilise le lemme suivant :
LEMME 8.2. Soit f : Z — R*. Pour tout n > 0 et tout k >0 :

Eo [f(Xn) | An = k] = Eo [f(Xi) [ 7 > A] (8.11)
Démonstration du lemme 8.2.

Eo [f(Xn) | Xook =0, X, k11 #0,..., X,, # 0], d’apres la propriété de Markov
= Eo[f(Xg) | 7>k

0

Démonstration de la Proposition 8.1.
Soit dg, une variable aléatoire de loi géométrique de parametre 3, avec 1 > 3 > 0 et telle que
0 est indépendante de la marche X.
D’apres (8.4) et (8.8), on a :

P (S, <2) = P(4;, <z
- IP(ZQ% §x+1>
= P (Zgéﬁ < :c) , car x et Zg% sont tous les deux pairs
= io:]P (0 = k, Xy < z), toujours d’apres (8.4).
k=1
= f:]P (0pg =k)P (X, <z) ,comme dg et X sont indépendants.
k=1

oo

= Y (18P (S < )

k=1
D’autre part :

P (%, <o) = P (4 <o)
(T::c4 > 955)
= P (d5 < dry)

|
=

= 1-E|(1-p)"]
= 1-B|(1- @) (1- )]
= 1-F|1-8)" Bx,, [1- 8" (8.12)

Or d’apres [ALRO4] pour 0 < x < 1, 0on a :

B — (1 + M)‘k

- (8.13)
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On a donc :

EXT;\ [(1 — ﬁ)To} = I [(1 _ ﬁ)T\XT;\\]

1+v5317ﬁ>xw
1-p

7|XT£4‘

1+28,/1-5
— 5

Par ailleurs, X7a et Apa sont indépendants (cf. [ALRO04])
Ainsi, la formule (8.12), devient :

1—

1+m>xw
1=p

= Xral
14++28,/1 -8 v
P(X,<z) = 1-E (16)”4( . Bﬁ 2)

- 1—]E[(1—5)T;\}E

1++/26,/1-5
1-0

On cherche z tel que :

On rappelle que :

En posant :

alors :

Toujours d’apres [ALRO04]

— Efexp(=X12)]

Par conséquent :

E [(1 _ﬁ)T;‘] = [<1+ \1/355_ 52) T;‘]

|

T;f"

(8.14)

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)
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On en déduit :

E (1+\/W>"Xw']
1-8
P (E(sﬁ S l‘) = 1-
E

1-p

(ﬂ)xl

e _(1+\/W>|XT54|_ _E <1+\/W)|XT54|

N |+

X,al] XAl
1 14y/25-62 | T 1+1/25— 5 4
HE|(ET) T | ()

On remarque que pour tout k£ € N :

k
14+ /26— A\
1-3 ] 80+ {1+m<1_5>}
~  1+k/28

p—0T
Par conséquent :
P (s, < ) o, B [ X7al] V28 (8.20)
On a donc obtenu :
Z(l — BFLBP (T < 2) S V20E [| X7al] (8.21)
k=1

Ce qui est équivalent a :

Z B)FP (X < ) 2 \/gu — B)E [| X7al] (8.22)

k=1

On va poser a« = 1 — 8 de maniere a appliquer le Théoreme Taubérien 6.3, on obtient :

2
Zo/“IP (B <a)  ~ ([T oB [ Xng]

k=1

1.
P(S, <) ~ kz='C
o T(3)
9\ 2
a:1— (%) E“XT;‘H

Grace a ce qui précede on peut achever la démonstration du point 1.i.

E[1),15,<:] = E [ﬂAn]lzngm |:]1T009n>p7n + ]lTooeng(p—n)/\(m—An)]lEp,n,TOogngx}]
= (1)+(2)
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(1) = E []lAn]lzngx]lTooﬁn>p—n]
= E []lAn]lzngg;IP|Xn| (To > p — n)}

1
2\? | X,
~ |1, 1xn,<. (—) | 1|]
p—0o0 ™ p2
(2) = ]E |:]1An]1EHSI]ITOOGnS(pfn)/\(JB*An)]lzpfnfTOoengx]

Lorsque p tend vers l'infini, comme sous P, A, < 400 p.s. :

]lTOOGnS(p—n)/\(z—An) ~ ]1T009n§$*14n (823)

Par conséquent :

2) ~ BllyIscla,oPy, (T o= A)P (S, 0 g < )]

p—00

~ [

p—00

mp

- 2\ 2
Loy, ol <Py, (To < 2 — A) (—) e<:c>]

On en déduit alors :

o B[l s 5] | X0 ~
lim —olAn2Spzal g ) 1Al p (T< —An>]l e o 8.24
o Eo[S, > 4] A ) 6(x) +lx, \fos @ An<a (LDa< (8.24)

O
1.ii) On va maintenant montrer que (M,,n > 0) est bien une martingale. Pour cela, on doit
faire attention a la parité de n + 1 et on va donc décomposer en deux cas. Rappelons tout
d’abord que 6(z) = E[|X,| |7 > z]|. Supposons que n + 1 est impair :

’Xn-i-l'
M p—
{ o(x)

Comme X, 11 # 0,0n a X, = %,.
Tout d’abord, on peut voir facilement que :

+ ]PXn+1 (TO S €T — An+1> ]lArH»le} ]lEnJrISJJ (825)

E[[Xnills,<.|Fa] = Is,<cBElx,>0Xn1 — Ix,<0Xni1 + Lx,=0|F)
= 1y, <.E[lx,0 — 1x,<«0Xnt1|Fn] + Lx,—0,5,<a
= Iy,<; [x,>0Xn — 1x,<0Xn] + 1x,—0

= s, <o|Xn| +1x,-0

On va donc maintenant s’intéresser a :
Px,., (To <z-— An+1) Lapi<eSnii<a

en remarquant qu’ici A1 = A, + 1 et que X,, = 0 implique que A,, =0 :
Px,., (To <xz-— An+1> La, i<e5ni<e = Px,iy (To <z—A,— 1> 1a,<e—150<a
= 1 x, 20, X i1 = Xnt+1,An<a—1,8n<a} X 41 (To <z—A,— 1>
+ 1 (X040, X s 1=Xn—1,An<z—1,8, <} P X, —1 <To <zr—-A,— 1)

+ 1ix,=0, X0 1=Xn 41,5, <2} P1 (To <z- 1) + 1ix,=0, X0 1=Xn—1,8,<a} P 1 (To <z-— 1)
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En conditionnant par F,, :

_ 1 _
E [IPX"_H <To <z- An+1> T4, <zspi<a|Fn| = ]1{Xn¢o,Angz—1,zngz}§Pxn+1 (To <z-A,— 1)

1 3

+ ]l{Xn;AO,Anngl,Engx}§IPXn—1 (To <z—-A,— 1)
1 3

+ ]l{X,L:O,ZnS:c}§IP1 (To <z- 1>

1 3
+ ]I{ano,zngx}?l)fl (To <z- 1)

On peut voir que :

Py, (TO <z Ay, X1 = X + 1) — Py, (X1 = X, +1)Py, (TO <x— A, | Xppr = X + 1)

1 -
= SPx, (TS o= Au| Xoi = X +1)

1 -
= §IPXn+1 (To <z-— An)

Si on effectue un raisonnement analogue avec %]P X, —1 (To <zx-— An>, si on note

(A) = 1{x,£0,A,<2—1,5,<a} {Pxn+1 (To <z-—-A, - 1) +Px, -1 <To <zr—A, - 1) } ;
on obtient :
(A) = Iix,z04,<e-15,<e)Px, (To <z —A,, Xpp =X, + 1)

+ 1ix,40,40<e—1,50<2}PX, ( — A, Xnp1 = X, — 1)
= Tix,4040<e—15.<a} Px, < )

= lix,#0A.<e5.<2}Px, (To <z-— An) — Lix,20,4,=2,5,<a} P x, (To = 0)
Or :

1ix,20,40=250<a} P X, (To = 0) =0
Par conséquent :
(A) = Lix,20,4,<2 5,3 Px, (To <z- An) (8.26)

Il reste donc a démontrer que :

1 ~ ~ 1
]l{Xn=0,En§fE}§ [Pl (TO S Xr — ].) + IP_l (TO S r — 1)] = ]an:QEnSw (]_ - 5) . (827)

Pour cela, on va utiliser un résultat classique ([Fel50] pp.73-77)

1
P(X:>0,X,>0,..,X5,1>0,X,,=2r) = 5 (P2n—1,2r—1 — P2n—1,2r+1) (8.28)



88

n+r

\ _ 1 2
Ol Pry = 5:Cn” .
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On va utiliser la formule (8.28) dans ce qui suit avec x = 2n :

P (7> x)0(x)

P(r>z)E[|X,] | 7> 2]

E [|Xo|Trs0]

E [XoLlirso x>0t — E [Xolrsa x,<01]
2E [Xx]l{7>x,Xz>0}]

T

2 .

k>0,k pair

kP (X, =k, 7> x)

£>0

43 P (X = 20,7 > )

= 2 Z 0 (pan—1.20—1 — P2n—1.20+1)

>0

1 2n—2 n
- (3) Xl o)

>0

Or :
Zf (Cprt = e5tty) Cy,y — Colly + 2053 — 20512 +3C5,% — 3C572
=1
+ o (n=1CH2— (n—1)C) po2Tl — o,
= Z CSJfl
=0
— 22n—2
On obtient :
O(z)P(r>z)=1 (8.29)

D’autre part :

1 ~ 1 ~
§IP1(T0§ZE—1>+§IP_1(T0§[E—1>

P(X, =0, X,y = 1)P, (TO <z-— 1)
P(X, = 0, X,s1 = —1)P_, (TO <z- 1)

Po(X; =1,Ty < 2) + Po(X; = —1,Tp < 7)
IP()(TO S iC)
IP()(’T S I’)

1 —Py(r > x) (8.30)



8. PENALISATION PAR LA LONGUEUR DES EXCURSIONS 89

Et donc, en reprenant (8.29) et (8.30) on a bien la formule (8.27).
On s’intéresse maintenant au cas ou n + 1 est pair :

X, +1 ~
Mny1 = 1x,>0lx,, =x,+1 {W +Px,+1 <T0 <z—A,— 1) ]lAn<z—1} Iy, <a

0
+ Ix,=1lx,  =x. 11 {— + 1} Iy, <o

0(x)

X, —1 _
+ Tx,<3lx, =x.+1 {W +Px, 41 <To <z—-A,— 1) ]lAngxl} Iy,.<2
1-X, ~
+ Ix,<olx,1=x,-1 0() +Px, 1 (To <x-—A, - 1> Ta,<ze-1¢ls, <o
+ 1 1 0 +131
o=t lna=%,-1 gy Sp<a
X, —1 ~
+ Tx,>3lx,.,=x,-1 0(z) +Px, 1 <To <z—-A,— 1) T4,<c—1 ¢ 1s,<a
9 _
= TIx,=x,+1lx,=1 m + Py (To <z-A, - 1) Ta,<oo1¢1s,<2
X, +1 ~
Ix,>3lx,,  =x,+1 { 0() +Px, 1 (To <z-—-A, - 1) ﬂAngz—1} 1y, <.
Ly, =—1lxy=x, 4115, <e
X, -1 .
+ Tx,<3lx, 1=x.+1 o) +Px,+1 (To <z—-A,— 1) Ta,<o-1 ¢ 1s,<a
9 _
+ Ix,—1lx,,,—x,-1{7— +tP2 (To <z—A,— 1) Ta,<o-1 ¢ 1s,<a
0(x)
Ix, <31y, =x,-1 { (9_(90)” +Px,1 (To <z—-A,— 1) ]lAngz—l} 1y, <.

Ix,i=x,-1lx,=1ls,  <a
X, —1

——— +Px, 1 (To <z-A, - 1> Ta,<z—1 ¢ 1s,<a
0(x)

+ Tx,=x,-11x,>3 {

1 2 -
E[My1 | Fo] = =1x,21 {— + PPy (To <z-A, - 1) ]lAng;z—l} Iy, <

1 92X, ) i
+§]lxnz3 {% +Px,1 (To <z—-A,— 1) 1g,<o—1+Px, 11 (To <z—-A, - 1) ]lAngw—l} Iy, <

1 —2X, ~ -
‘|’§1Xn§73 m +Px, -1 <To <z-A, - 1> Ta,<o—1+Px,41 (To <z-A, - 1) Ta,<z—1 ¢ 1s,<a

1 2 ~
My 42+ P (T < —An—l)]l NS
+ 5 Xn 1{6(x) + P o\l An< 1} Y <

+E[1x,, —x,+11x,—115,,,<2 | )
+E [Ty, —x1lx, o115, <o | Fa)

On remarque que sur {X,;; = X,, + 1} N {X,, = -1} :

{Eom<z}={E,<z}n{d,—g. <z} ={E, <zin{n+1-g, <z} ={%, <z}n{4, <z-1}
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On a donc :
1
]E []}-Xn_‘_l:Xn—‘rl]]-Xn:—l]lEn+1Sx | fn:| = §]an:—l]lEn§x]lAn§z—1
1
E[Lx, =x,-1lx,=1ls, <o | Fu] = §]an:1]lEn§r]lAn§x—1
Par conséquent :
E[M,., | F]1 L lp (T< A 1)+1]1 1
n n = YR . =T — n - . xr— x
+1 Xp=1 0(:}0) 9 2 0 9 Ap<z—1 En<
X, 1 - 1 -
+1x,>39 7~ + [=zPx,-1 (To <z—-A,— 1) + =Px, 1 (To <z—A,— 1> 1a,<o-1¢1ls,<e
0(z) 2 2
-X, 1 - 1 -
+1x,<—3 + | =Px,-1 <To <z-A,— 1> + =Px,41 (To <z-A, - 1) Ta,<a—1¢1s,<x
0(x) 2 2
41 L Lp (T <z—A 1) + 1l 1
=— YRy ot = T — Ap — a T— T
Xp=—1 o) 5t -2 lo= 5 | Tn<a—1 ¢ o<

=M +@2)+3)+4)
Il faut remarquer que, comme précédemment :
1x,+0 {IPXn-i—l <T0 <z-—A,— 1> 14,<o-1+Px, 1 (To <z-—A,— 1> 1An§x—1} Is, <2
= 1x,20Px, (To <z-— An) Iy, <ela,<e1

On peut appliquer le raisonnement ci-dessus dans (1) et (4). En effet, on a pour (1) :

1 1 - 1 -
(1) = ]lxnzl {M -+ |:§IP2 (TO S T — An - 1) + §IPO <TO S T — An - 1)1 ]lAngml} ]lEnSx

1 ~
]anzl {@ + IPXn (To S Tr — An> } ]lgnsx

et on peut appliquer le méme raisonnement pour (4). On obtient donc que :

X, -
E[M,1| Fa] = {L(@’ + Px, (To <z-— An> ]lAngx—l} 1s, <2 (8.31)
A priori, on n’a pas exactement obtenu M,, car on a 14,<,; au lieu de 14, <, mais ici, il est
impossible que A, soit égal a x. En effet, A,, = n — g, ol n est impair et g, est pair, donc A,
est impair. Etant donné que I'on a pris « pair, 14, -, = 0. On a donc bien obtenu M,,.

Enfin :

n
Yn>0,0< M, <—+1 8.32
n=h U= s gy T (8:32)
et on a donc montré que (M,,n > 0) était une martingale positive.
O
2.1) Montrons que pour tout y < z, sous Q*, Q@ (X, >y) =1 — %.

LEMME 8.3. Pour touty < x, on a :

E [MTA} ~1 (8.33)

Yy
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Démonstration du lemme 8.3.
Bl = B0 b (R <o— a1 1

(X7 -

_ g | X +E [Py, (Th<a—y)]
0(y) -
= %—FE[E [IPX N <T0<x—y> ‘ATA]:|
P(r>x) -
- B[Py, (T <o—y) | 7>y
]P(T>y)+ X, \losx—Yy | 7>y
P(r>x) ~
- E [Py, (To<z—y)|7>y]
IP(T>y)+ x\Tose=y)l7>y
Pr>a B[Px (Th<o—y)in,
DN P(r>y)
IP(7'>ZE) . E|:IPX <T0>17—y> ]l’r>y]
IED P(r>y)
Plr>a) E[]E [To>x—ijy} ]1T>y}
T Py P(r > )
_ Pa>a) o Bllas, 1o
P(r>y) P(r > y)
B IP(T>:L‘)+1 P(r > x)
- P(r>y) P(r >y)
=1
[
Grace a ce lemme, on peut montrer le point 2.i du Théoreme 1.3.
En effet, si on pose T, := inf {n > 0,3, >y} :
Q" (B >y) = Q° (T, < o)
— E [LrpcooMry
_ gl Al b (fy <o Ap)1 1
= TE <oo W—i‘ Xz ( 0SS T — TyZ> App<e (IS m<a
— E[{0+1} 15, gx]
— P[Sp < x]
Comme :
{ZT;: < x} = {ZT;x < x} N {GTyA oTy+y< x} , {Elel < x} étant un événement de probabilité 1

= {QT;*OTO‘F?/SQU}
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on obtient :
Q* (Eoo > y) =

_]19%4 0T0+y§$]

E []IGT;xOTo-&-ny | -AT;‘H

I
5 B =

- wfew, ]

et d’apres la démonstration du lemme 8.3, on a :

P(r > x)
T >y)=1— 8.34
Q" ( y) P(r =) (8.34)
O
2.ii) Il est maintenant facile de terminer la démonstration du point 2.
LEMME 8.4. Pour toutn >0, on a :
Q" (X, <z)= (8.35)
Démonstration du lemme 8.4.
D’apres la définition de la probabilité Q7 :
. PE,<z,X, <x)
(B, <x) = 1 ——_ P
O Ensw) = lim —p s
<
lim P(%, < )
p— P (2, <)
=1
OJ
3) On va étudier le processus (A,,n > 0) sous Q”.
3.1) Montrons que A, = 00 p.s.
LEMME 8.5. Pour tout n > 0 et tout k >0 :
1 n
P (Ay, = 2k) = P (Ag,yy =2k + 1) = Cp %, CE, (5) (8.36)
Démonstration du lemme 8.5.
D’apres [Fel50] pp.79, 7 Arcsin law for last visit” :
1 n
P (g = 20) = O304 (5 (837
On en déduit :
= P (gon = 2n — 2k)
n— 1 "
= CQn—kszgk (5)
D’autre part, il est évident que :
P (A1 =2k+1) = P@2n+1—gopy1 =2k+1) , comme gz, = gons1
= P (gon = 2n — 2k)
O

Pour montrer les points 2.iv.d et 2.iv.e, on a besoin du lemme suivant :
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LEMME 8.6. Pour tout p >0, on a :

Q" (g>p|Fp) =Py, (To <z - Ap) €L (8.38)

p

Démonstration du lemme 8.6.
Posons T( P = inf {n > p, X,, = 0}, le premier 0 apres p et rappelons que sous Q*, {3, < x}
est un événement de probabilité 1. Alors, pour tout A, € F, :

AN {g>h) = @ ((A)n{T 00, <oof)
= @ (I8 {T < o0})
= b -]lA,,MTém}

= E ]lAp]lgTép)SJ , comme {ZTép) < x} = {(Egp \Y, {Ap +T(§O) o Hp}> < a:}

= E _]lAp]lzgpgx]Ex [To(o) <z- ApH , il est clair que X, = 3,

Px, [T )<x—Ap]

= B |15 15 <. M
Ap L Ep< Mp p

Q* [ IPXP [TU(O) ST - AP]

= E Tpa 1y <o
Ay, < M,

Q* [ IPXP |:T(§O) S - Api|

= E 1y,
Mp
Par conséquent, on a bien :
- -~ 1
Q" (g>p|F) =Py, <T0 <a- A,,) — (8.39)

p
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Ici, nous supposons que p = 2/ ou [ > 0, et nous ne donnerons pas la démonstration du cas
pu p = 2] + 1, le calcul étant similaire (cf. lemme 8.5). D’apres le lemme 8.6 :

Q" (g > p) = E¢ [EQQE []lg>p ‘ pr
~- Y {]PXP (7" <2-a,) —]

INE
= Z]E []PX,, (TO(O) <xz-— Ap> 1Ap—2k:|
k=0

INE

= E P (1" <a)lao|+> E|Px, (T3) <z —A,) 14

[Po (T <o) tama] + B[P, (B <= 4 1

INZ

= Py (T <) P (4, =0)+ > B[Py, (11" <o - 4,) |14, = 2k| P (4, = 2k)
k=1
INZ

= P (7} §x>IP(Ap:0)+i]E[]PX% (76 < w—2k) |7 > 2k] P (4, = 20)
k=1

) i B [Py, (167 < 0= 2%) 1oy

_ (0) _ 2" —

_ ]PO<T0 §x>IP(Ap_O)—|—k_1 e P (A, = 2k)
INg

) P
_ ]po( (§°>§I)1P(Ap=0)+;[1—%]]?(@:%)
[, PG>0
T x

- ;0{1—m P (A, = 2k)

_ l/\;cl—k‘ Ck 1 : 1 IP<7'>$) 8.40

- £ 21-2k~2k (5) ( _IP(T>2]€)) ( )

On a donc la loi de g sous Q*. Montrons que g est fini p.s. sous cette méme probabilité.
D’apres la démonstration ci-dessus on a pour p > 2 :

P(r>x)
(g > = E|lg4<, (11— ——"-—-%
G P (S 51
< E []lAp < :c} ,or sous P, A, tend vers l'infini p.s.

Par conséquent :
Q" (g=00) = lim Q" (g>p)
< limP(A,<z)=0

p—00

O
Remarquons que pour démontrer le résultat annoncé, on a du montrer le point 2.iii.(cf formule
8.40).

3.ii.a) Montrons que (An, n < TyA) a meme loi sous P et sous Q*. En effet, d’apres la définition
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de la probabilité ()*, pour toute fonctionnelle F' on a :
B [F(Ann <TY] = B|F (4yn < T;) My

~- E :]E [F (Awin < T) My | ATJ‘H

= B[F(Aun<THE [MTyA | ATJ‘H
~ B[ (Ann< 7).
car £ |:MTyA ] ATA =F [MT;;] =1, cf. lemme 8.3. O

b) On va maintenant prouver que (An, n < T;‘) et XT;x sont indépendants sous P et sous Q7 :
Soit G une fonction de R — R et rappelons que, d’apres [ALRO4], XT;x et ATQA sont indépendants.
Avec les mémes notations que précédemment :

EQ” [F (A <TH G (XT;‘)} — E[F (A, <TG (XTA> MTA

)G
= B[F (4un < T E |G (Xap ) My

- E F (An,n < T2 MTA E [G (XT;‘> MTA Cof. 2.iv.a
— B [F(Aun < T)] B |G (Xy)]

O
c¢) Cherchons maintenant la loi de XTUA sous @*. On utilise les mémes notations que dans les
points précédents.

£ [G (XT;.H — E -G (XTA) MTA]
(XTA> My | ATAH

E|c
:]EIE{ { +IPXy<TO<:U— )}\T>y

= E G(X){|(y)|+]PXy<TO<a:— )}]T>y

ZG {|k| +IPk(T0§x—y)}IP(Xy:k|T>y)

Par conséquent, la loi de XTéq sous Q% vérifie :

k) =4{L0 4 <z-— = _
P <XT;‘ k‘) {9(1‘) P, (TO T y) P(X,=k]|T>vy) (8.41)
(La quantité P (X, = k| 7 > y) est explicite et donnée dans [Fel50] pp. 77). O

d) On va maintenant calculer Q* (g >T ;‘), ce qui nous permet de démontrer le point 2.iv.e.

Q" (g > TyA) = E@° [EQ:C []lg>TyA | nyA”

= E¢

P <T< —)
XTyA 0T Y MT;‘]

- E []PXT&A (TO <z-— y)] (8.42)
= E[]ny (TOSJ:—@/) !T>y]

P (1> x)

= T ERasy
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O

e) Prouvons maintenant l'indépendance de (An,n < TyA) et { g > TyA} sous Q*. Encore une
fois, on se sert ici de I'indépendance de XTyA et AT;‘

B [F (Ayn < T 1y

4) Etudions le processus (X,,,n > 0) sous Q*.
4.1) Commengons par étudier la loi du processus (X,,n > g).

Rappelons le lemme 7.4 :

Sous Py, conditionnellement a {7, < Ty}, la loi de (X,,,0 < n < T},) est une marche de

Bessel* de dimension 3.

LEMME 8.7. Sous Q7, conditionnellement a {Ty = oo}, la loi de (X,,,0 > n) est une marche

de Bessel* de dimension 3.

Démonstration du lemme 8.7.
Soit GG une fonctionnelle sur Z". Alors :

Q7 (G (X, ... Xn) Lyer, | T, < Tp)

Q7 (G (Xla s Xn) ]ln<Tp<T0>
ng (Tp < TO)

Ey [G (X1, ..., Xp) Ln<t, <1, M|
Iy []lTp<TOMTO}

Iy [G (X17 e Xn) ]ln<Tp<To]12TO§x]
Iy []lTp<To]lZTOSx]

B2 16 X1 50 Loy | Ty < T 5, <

,or Mg, = ]lETOSiU

Si on passe a la limite quand p tend vers oo :

Q7 (G (Xy, ..., X)) | To = o0)

lim QF (G (Xy, ., Xo) e, | T, < To)

lim E [G (X1, ..., X,) Lyer, | Tp < To, X7 < ]

p—0o0

El [G (Xl, "-7Xn> | T() = OO]
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Soit F' une fonctionnelle sur Z" et posons I't = {X,, > 0,n > g}~ ={X,, <0,n > g} :

Eggz [F (Xngla "'>Xg+n)] = ZE(?Z [F (Xk+17 "'>Xk+n) ]lg:k]

= Y BY [F (Xpg1, o Xegn) Lo Tx,,,=1]

o0

+ ZE(?I [F (XkJrla '-'7Xk+n) ]lgzk]leJrl:fl]
k=0

= ZE(?I [F (Xkt1s oo Xitn) | 9 = b, Xi1 = 1] Q5 (9 = b, Xg1 = 1)
k=0

+ ZE(?Z [F (Xks1s ooy Xitn) | 9 = b, X1 = —1] Q5 (9 = b, X1 = —1)

= EY [F (Xo,...., X») | To = 0] ZQg (9=Fk, Xpp1 =1)

+ E?j [F (Xo, ., Xn) | To = ZQO =k, X1 = 1)
= EY [F(Xo,...., Xs) | To = o0 (F+)
+ E9[F (X0, ..., Xo) | To = 00] Q5 (T7)
Il reste & voir que les événements I'" = {X, > 0,n > g} t I~ = {X, <0,n> g} sont

symétriques sous (Jf et sont donc chacun de probablhte =
LEMME 8.8. ]
Q5 () =5 () = 5 (8.43)

Démonstration du lemme 8.8.
Remarquons tout d’abord que :

Qi () = lim Qf (X, >0)
Qs () = lim Qf (X, <0)

Par définition de Q" :
Qo (Xn>0) = Eg[lx,>0M,]
X, ~
= o [1x,>0 X +Px, (To <z- An) Ta, <z ¢ s, <z
0(x)

Grace a la symétrie de la marche aléatoire sous IP, on a :

Qo (Xn>0) = Eg {1Xn>0 {L( n>| +Px, (To <xz-— An) ]lAn<x} ]12n<m}

= Iy {]1Xn<o {|9( n)| + Px, (To <xz-— An) ]lAngx} ]12,19;}
= Q5 (X, <0)

On a vu que sous ()%, g est fini p.s., par conséquent :
lim Q* (X, =0)=0

n—oo

Comme :

Q5 (Xn > 0) + Qg (Xn < 0) + Q5 (Xn = 0) =207 (X, > 0) + Q5 (Xn, = 0) = 1
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en passant a la limite quand n tend vers l'infini, on obtient :

Qp (I") + Q5 () =205 () =1

4.ii) On rappelle les notations suivantes :

T = [{k <n, X =0} (8.44)

Yoo = lim (8.45)

o= Tp (8.46)

Vn > 2, 7, inf {k > 7,-1, X =0} (8.47)

Il reste a démontrer que conditionnellement & ., = [, {|X,|,u > g} est une marche aléatoire
standard arrétée a 7; et conditionnée par X, > x.
Soit F', une fonctionnelle sur Z".

ES [F (X1, oy X)) Ty 1y )]
B [Yoo = 1]
_ B [F (X1, Xa) Tugnco] =BG [F (X1, oy Xn) Lugmans<oo)
ES" [1r<oolny, 1=o0)
ES" [F (X1, 00 X0) Tngneod) — B [F (X1, 0y Xo) Trcncn, 1 <oo)
ES [Lrco] =BG [1r,,<00]

L B [F(Xy, ., Xo) Tncrcoc My — Bo [F (X1, o, Xp) Tncnamyy<ooMor, |
a Eo [1r,<o0Mn] — Eo [17,, <cc M-, ]

Ti+1

ES [F (X1, ., Xo) Tner, | Yoo = 1] =

Comme sous P, {7} < oo} est de probabilité 1 :

My =My, = Is <o~ 15, <
]IETIS:E (1 - ]17l+1*7'l§1)
= ]lETZSJJ]lTH_l—Tl>LL‘

On obtient :

IE0 [F (le (3] Xn) ]lngn (MTZ - MTl+1)]
Eo [M,, — M,

z+1]

ES [F (X1, Xo) Tner | Yoo = 1] =

F [F Xy, LX) ]
_ 0 ( 1 ) {nSn,Equ,TH.l—TD;v} T — indépendant de .'FTZ

Eo []1{27[ SI7T1+1—TZ>$}]
EO [F (Xb . X’n) ]lnSThETlSA EO []I{Tl+1_7l>x}]
E []127.1 gz:| o [1T1+1*Tl>m}

EO [F (Xlu 7X71> ]l{nSThEUSI}}

Eo []lzngm]
= EO [F (Xl, ,Xn) ]]‘TLSTI | 27—[ S .27]
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9. Pénalisation par le nombre de descentes entre a et b

9.1. Notations.
Soient b > a et n > 0, on pose :
or = inf{k>0,X; =0}
09 — 1nf{k 2 O'l,Xk = CZ}

Omy1 = inf{k > 09, X = b}
Oonte = inf{k > 09,11, Xy = a}
Et pour p > 0:
Dy=) Lin,<p (9-1)
n>1
REMARQUE 9.1.
D, =sup{n > 0,09, < p} (9.2)
On définit encore G : N — R™, une fonction décroissante, telle que :
G(0) =1,G(00) := lim G(n) =0 (9.3)
Pour tout n > 0, on définit :
AG(n)=G(n) —G(n+1) (9.4)
9.2. Enoncé du résultat principal.
THEOREME 9.2. (1) (a) Pour tout n >0 et tout A, € F, :
. E[1), AG(D,)] M}
1 - =FE |1, — 9.5
pow  EB[AG(D,)] A ] (9.5)
avec :
G (D,) b— X, G(D,+1) ([ X,—a
M =1 o n 1
n o200+ 140073 5,, > 2 ( * b—a ) * 2 b—a
G(D,+1) b— X, G(D,) (X,—a
1 . il e I A
T Loan, ooy, < 2 ( * b—a )+ 2 b—a

(b) De plus, (M%,n > O) est une martingale positive, non uniformément intégrable.

(2) Soit la probalité Qé sur Q, Foo induite par :

M
Vn > 0,A, € Fp, Qp(Ay) = {]lAn—TlL] (9.6)
My
Alors sous QY :
(a) la variable aléatoire Do, est fini p.s. et :
Qf (Do =n) = G(n) — G(n+1) (9.7)

(b) Soient g =inf{p > 0,D, = D} et g =inf{p > g, X, = b}.
Alors : Q(0< g < o0) =1 etQ$(§<oo):%.

(c) Sous Q} et conditionnellement a {g < oo}

(i) (Xu,0<u<g), (Xu,0<u<g—g) et (Xgiy,u>0) sont indépendants.
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(i) (Xg4u,0 <u<g—g) est une marche standard qui démarre de a et qui
s’arréte lorsqu’elle atteint le niveau b. (est-ce une marche de Bessel 77 ?)
(ill) (Xgsu, 0 < u) est une chaine de Bessel® de dimension 3 issue de b — a.
(d) Sous Q} et conditionnellement & {g = oo} :
(1) (Xu,0<u<g) et (Xgtu, 0 < u) sont indépendants.

(ii) (b — Xgqu,0 < wu) est une chaine de Bessel* de dimension 3 issue de b — a.

(e) Sachant que {Dy = n}, (Xi, 0 < k < g) est une marche aléatoire partant de 0 et
arrétée lorsque le nombre de descentes de b a a est égal an, i.e oop,.

9.3. Démonstration du Théoreme 9.2.
1.i) On va tout d’abord montrer le point i du Théoréme en commengant par montrer la formule

(9.5).
LEMME 9.3. Soit H : N — R telle que Zk>0 H(k) < oo et soit x € R. Alors :

E,[H (D,)] ~ 2(b-a (—) (ZH (% + ;é:iﬁ)) (9.8)

k>1

Démonstration du lemme 9.3.
Sin>1:

P,(D,=n) = Py(o1+ ...+ 00 — 01 <P, 01+ ... + Oopg1 — Oop + Oopyo — 021 > D)
Or sous P,, les variables aléatoires 01,00 — 071, ...,09,19 — 02,41 sont indépendantes. D’autre part,
oy est de meme loi que Tj,_,| sous Py, 0541 — 0; est de meme loi que Tj_, sous Py. Donc :

P, (Dp = n) = Py (T'\b—m|+(2n—1)(b—a) <0p, ﬂb—x|+(2n+l)(b—a) > p)
= Po(|b—z|+2n—-1)(b—a) < S, <|b—x|+2n+1)(b—a)) (9.9)

ou S, = sup { Xy, k < p}.
On rappelle que dans le lemme 3.6, on a montré que :

1
P(S, = k) ~ (p%) (9.10)
or dans la formule (9.9), S, a 2(b — a) valeurs possibles, ce qui implique :
2\ 2
P, (D, =n) ot 2(b—a) (E) (9.11)
Sin=0:
P, (D,=0) = Py(02>p)
= P,(01+09—01>p)
]Po (To—s|+(b-a) > D)
= Po(S <[b—z[+(b-a))
2\ 2
p:oo (p_ﬂ'> (b—at+|b—2z|)

On peut facilement voir que pour p assez grand :

() 2, (0, =y H(b < (B 20— )P (S, = 0) H(k) < 4(b— a) H(}
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Par conséquent, comme E H(k) < oo, d’apres le Théoreme de convergence dominée :
k>0

(E)éEx H(D,)] = (%)52111(1@)]&(17,):/@)

2
k>0

~ [H(O)(b—a+|b—x|)+2(b—a)ZH(k)

p—0oo
k>1
OJ

Soit A,, € F,, et soit X1 = {aw + Ty 005,, > n} et Yo = 2§ = {UQD + Ty 005,, < n}
a) Sur X :
D,=D,_,.0,+D,

En effet, on a pas atteint b une nouvelle fois. On applique le lemme 9.3 avec H(k) = AG (k + D,,)
et x =X, :

E[lAAG (Dy)1s,] = Ela,nsE[AG(Dy) | Fnl]
= E[1s,05,Ex, [AG (Dy_p.by + Dy)]]

D’apres le lemme 9.3 :

E[1,,AG (D,) 1y, ]

B _lAml (ﬁ) : 2(b — a) :AG (D,) <2 %) + ; AG (D, + k)
~.E _11Anmzl (ﬁ) "2(b—a) :<G (Dn) — G (D + 1)) (% + zb(b_ _X;)> +G (D, + 1)1
o E :nmgl =0 Fa-a) S (14 ) S ()

b) Nous allons maintenant décomposer 5 en deux événements disjoints :

Y3 =3, N{X, > b} et ¥y =3N{a < X, <b} (X, ne peut étre inférieure & a sinon D,, est
incrémentée de 1... ).

b.1) Sur X3, on a toujours :

D, =D, .0, + D,

et donc :

E []lAnﬂngG (Dp)] — ]E [1Anm22ﬂ{Xn>b}AG (Dp,n.en + Dn)i|

AG (D) (2+|bb_a ) ZAG

2

2
~ E | 1A, n5,0{x,>b} (m) 2(b—a)

p—00

~ :]lmm (Xoob) (]%) : 2(b — a) {(G (Dn) — G (D, +1)) (% + 2)((5__;)) +G (D, + 1)}:

| v

2) o[ (52 22 )

~ IE ]lAnmEQm{Xn>b}(

p—00
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b.2) Découpons Y4 en trois événements disjoints :

s = Syn{n+T,60,<n+Ty00, <p}
26 = Z4ﬂ{n+Tb09n<n+Ta9n<p}
27 = 240{(n—l—Ta0n)\/(n+Tb00n) Zp}

b.2.1) Posons U, :==n+ T,.0, et Uy :=n+ T, 00,.
Sur X5, on a :

D,=Dy,+D, v, 0v,=1+D,+ D, y,0u, =1+ D, + D,_y,.0u,
Alors :
E[1,ns,AG (Dy)] = E[la,nsE[AG (Dy, + Dyv,-00,) | Fu,]
= E[ls,n,E[AG(1+ D, + Dy, .00,) | Fu,ll

Si on définit X := X U+ — Xy, et D le nombre de descentes de b & a associée & cette marche,
on a :

B [10,05,AG (D)) = B [Ta,00,By [AG (14 Dy + Dyt )| (9.12)
On va appliquer le lemme 9.3 avec H(k) = A(D,, + 1+ k) :

AG(1+Dn)%+ZAG(ls+1+Dn)

k>1

B, [AG (1 + D, + Dprb)} ot (ﬁ) : 2(b — a)

9 3
- (m) (b—a)[G(Dn+1)+G (D, +2)]

Par conséquent :

E(Ly,ns,AG (D) ~ (3)2<b—a>mmwa<vb[G(Dn+1>+G<Dn+2m

p—oo  \ pT
En conditionnant par F, et en rappelant que pour a < z < b, P, (T, <T,) = Z:—m on obtient

a’
que :

9\ 2
E[1a,ns,AG (D)) o <E) E[1p,ns, 00— X,)[G(Dy+1)+ G (D, +2)]] (9.13)
b.2.ii) Sur ¥ :
D, =Dy, + D,_v,.0v, =1+ D, + D,_y,.0u,
Alors :

]E []lAnmEGAG (Dp)] = E []lAnmEG]E [AG (Dn + 1 + Dp*Ua'eUu.) | FU&H

En utilisant un raisonnement analogue au précédent, on trouve tout d’abord que :

s 3 9 3
]EG[AG<1 Do+ D, )] ~ (—2 ) 20— a)G(1+D,
+ + p—Ua p—00 (p _ Ua)ﬂ_ ( a) ( + )
ot X = Xy,+. — Xy, et f). le nombre de descentes de b & a associée a cette marche.
Ensuite :

9\ 2
E Ly mAG (D) ~ (—) 2(b — a)E [, rsamyev,G (Do + 1]

p—oo  \ PT

- (3> E a5, 2(X, — )G(Dy + 1) (9.14)

p—oo  \ pT
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b.ii.3) o7 peut se décomposer en trois ensembles :

0'8:0'4ﬂ{Ua<p<Ub}
09:04ﬂ{Ub<p<Ua}
0'10:0'4ﬂ{p<Ua/\Ub}

Sur og, D, = D,,+ 1. En conditionnant par F,, puis en faisant tendre p vers I'infini, on obtient :

E[1p,nsAG(Dy)] = E[la,ns,AG (D, +1)Ex, [T, <p—n < T
~ E[ﬂAan4AG (Dn+1> Exn [p—n < Tb“

p—0o0

=

Rappellons que pour 0 < z < k, P, (T, > p) = P,(S, < k) ~ (k—x) (l>2 et par

P—00 pm
conséquent :

T, AG (Do + 1) (b— X,.) (3> ] (9.15)

E(Ly,5.AG (Dy)] ~ E =

p—0o0

Avec un raisonnement similaire et en remarquant que sur o9, D, = D,,, on obtient :

E[1a,n2,AG (Dy)] ~ E

p—00

pT

Tn s, AG (D) (X — a) <3) ;] (9.16)

On va maintenant montrer que sur o9, la quantité étudiée est négligeable.

Px, ToANTy>p—n) = Px, (Tu.ANTy,>a+b)Px (T, NT,>p—n|T, NT, > a+b)
< (1—IPXn(Ta/\Tb§a+b))IPXn+E+b(Ta/\Tb>p—n—(a+b))

1 a+b
(1- ()" ) Prs @Az -0
et avec une récurrence évidente :

1 a+b L%J
_ < (=
Px, TuoATy>p—n) < (1 (2) ) IPXp*rr(aH;)Lp

=
a+b I—%J
2

ce qui nous permet de ne pas considérer oy lorsque nous calculons notre équivalent.
Ainsi lorsque nous additionnons (9.13), (9.14), (9.15) et (9.16) :

E (10, 006G(Dy)] ~ ( % >52(b _a) [G(é?n) <)2n_—aa> . G(Dg +1) (1 . bb—_);'n }
(9.17)

IN

(Ta/\Tb >p—CL—|-b|_Z__|_ZJ)

1.ii) Montrons que (M%, n > O) est bien une martingale.
On va donc étudier la quantité

G(D, b—X, G(Dpi141) ( Xpp1—

E |:M7ll+1 | fn] =k [102Dn+1+Tb°902Dn+1>”+1% (1 + bfaﬂ) + ( 2+1+ ) ( btla a) | ‘7:”}
G(Dpi1+1 b—X, G(D, Xnt1—a

+IE []IJQDHHJrTboeaw"H§n+1 ( 2+1+ ) (1 + b—a+1> 4 & 2+1) < 1 ) | fn]

Il y a deux cas importants {X,, =a+ 1} et {X,, # a + 1}.
a) Dans le cas ou {X,, # a + 1}, il est clair que D,,,; = D,,. Alors :
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G (Dn) b— Xn 1 G n+1
]E |:MT£+1 | fn] = E |:]102D"+Tb09‘72Dn >7L+IT < b — a+ ) < b+_ a > :|
G(D,+1 b— X, Xny1 —a
l 020 + 50005, <n+1¥ (1 + b aH) < bH ) | fn:|
=F [nmﬁnogm Sn1= g (1 — a+1) ( b+i - ) | fn]
G (D,) b— X1 D +1) nl
—E |:]10-2Dn+Tb0002D =n+17 (1 + — a+ bJr— - | Fa
G(D,+1) b— Xni1 G (D ) Xpi1 —
+E [11%+Tboem w (1 M > 2 b—a )7
G(Dn+1) b—an G(Dn) an—a
+ £ [IUZDH+Tb0902D =t o5 (1 + h— a+ ) * 2 b+— a | Fn
Or, on a :
— n 1 G (Dn —+ 1) Xn 1—a
(1) = E |:]l¢;2D +Ty0005p, >n 2 ( + ) + 5 b+_ - | Fn
_ 1 ) n+1’f] +G(Dn+1) E[Xp | Fo]l —a
020, +T5000,p, >n b —a 2 b—a

1 02D, +Tb0902Dn >n

G(Dn+1) X,—a
b—a 2 b—a
De la méme facon :

G (D, + 1 b— X, G (D) [ Xpi1 —
2) = E{102Dn+Tb0902Dn<n (Dt )(1+ “)+ ( >( = a)|ﬂ}

2 b—a 2 b—a
G(D,+1) b— X+ G(D,) (X, —a
102DH+T50902DH STLT (1 + b 4 > + 2 b —a

D’autre part :

G (Dn) b— XnJrl G (Dn -+ 1) XnJrl —a
= E|1 ° —n 1 n
(3) |: o2p, +1h 002Dn +1 92 < + b 4 ) + 9 b — 4 | f

G(D,) G(D,+1)
]lagDn +Tb090-2Dn =n-+1 2 + 2

et :
G (D,) b— X, G(Dp+1) (Xt —a
(4) _ []lozanrTbO@oQDn i1 5 <1 -+ _b - a+1) + 5 b+_1 a | Fn
G(D,) G(D,+ 1))

1 02Dy, +Tb0902Dn =n+1 < 9 + 9

Par conséquent :
B [Lx, 0t Mber | ] = (1 + () 4+ 8) = (4) = Ly a1 My (9.18)

b) On se place maintenant dans le cas ou X,, = a+1. Il y a deux cas a distinguer : X, 11 = X, +1
et Xn+1 = Xn — 1.

b.i) Dans le cas, ou X, 11 = X, + 1 on a encore une fois que D, ;1 = D,,. Il faut aussi distinguer
2 cas : lorsque b=a+2 et b # a + 2.
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Supposons que b # a + 2. Dans ce cas ’événement {ngn o+ Tyob,, oy =0 1} est nul et

par conséquent :
(A) = ]E |:]1Xn:a+1,Xn+1:Xn+1M'i+1 | Fni|
G(Dy b—Xy GDntD) (Xnp1—
B[ mart oot s ot o 02 (14 1550 ) 4 602 (Bpaime) | 5

G(Dn+1) b*XnJrl G(Dn) Xn+17(l
+ E [ﬂX":“+1’X7L+1=Xn+1]102Dn+Tb°9fszn <nT 3 (1 T )T 2 i) | T

- 2]1Xn=a+1102Dn+TbO9agpn>n 2 (1 + b—a ) + 2 ( b—a )

1 G(Dn+1 b—X,—1 G(Dn) (Xp+1—
+ 51Xﬂ:a+1]]'02Dn+Tb0002Dn§n ( 2 ) (1 + = ) + (2 : ( b—ta a)
= s1x, a1 M}
1 G(Dn) G(Dn+1) G(Dn+1) G(Dn)
+ 3l x,=at1 []lfsznJrTboGaan SNn2b—a)  2(b—a) + ]lfszn+Tb09a2Dn>n 2(b—a) 2(b—a)}

Supposons maintenant que b = a + 2. Dans ce cas, sur {X,, =a+ 1, X,,11 = X, + 1},

_ 3 1 3 1
Mn - ]]'{UQDTL+T50902DTL >n} (ZG <Dn —l— 1) + ZG (Dn))+1{02Dn+Tboeo—2Dn >n} (ZG (Dn) + ZG (Dn + 1))
et {Jgpn + Ty 005, <n+ 1} est de probabilité 1. D’ou :

G(D,+1 b— X, G (Dy) ( Xn1 —
(A) = E [an:a+1,Xn+1:Xn+1¥ (1 + +1) + (Dn) ( = a) |~7:n]

2 b—ua 2 b—a
G(D,+1 G (D,
= E [ﬂXna+1an+1Xn+l ( 9 ) + (2 ) | ‘Fn}
1 G(D,+1)  G(Dy)
= —1x _,
g Xn=atl g Ty
1
= —1x,_q M}
1 1 1
+ Slx,—at1.00p, +To0bs,,, >n -G (Dn) — -G (D, +1)
2 2Dnp, 4 4
1 1 1
+ _]an:a—i-l,ogDn—&-TboHU <n -G (Dn + 1) - -G (Dn>
2 2Dy, 4 4
_ 1]1 Ml

i G(D)  G(D.+1) G(D.+1)  G(D)
T g hement oan, tticton, <no = v T oG gy T eon oo, > o T T 5 g

b.ii) Supposons maintenant que X, ;1 = X,,—1. Remarquons que dans notre cas, I’événement
{UanH + Ty 0 602Dn+1>"+1} est de probabilité 1.

(B) = E ]an:a+1,Xn+1=Xn*1MT£+1‘fn]

G (D, b= X
_ 5 ]an:a_H,XnJrl:Xn—lM (]_ —+ —H) | fn:|

I 2 b—a
i G Dpp1+1) (X1 —a
+ E|lx,=at1.X,0=X,-1 ( J; ) ( b+i o ) |Fn:|

= E[1x,—at1,5,1=%,-1G (Dnt1) | F)]

Sur {Xn =a+1,X,1 =X, —1,09p, +Tp00,,, < n}, D,y1=D,+1
et sur {Xn =a+1,X,1 =X, —1,09p, +Tp00,,, > n}, Dy = D,.
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D’autre part, sur {X,, =a+ 1} :

Alors :

M,

1 G (D, +1
]lCTQDn—i-Tbo@gQDn >TLG (-Dn> (1 — 5 ) ( )

(b—a) 2(b—a)

1 G (D,)
1U2Dn+Tboa‘72Dn G (Do +1) <1 a 2(b— a)) * 2(b—a)

E []]‘Xn:a‘l’l,XnJ'_l:Xn7170'2Dn+Tb000—2Dn >nG (Dn) ’ Fn:|

E |:]]‘Xn:a+17X’n+1:Xn_1702Dn+Tb0002Dn SnG (Dn + 1) ‘ fn]

1
_]an:a+1,0'2Dn +Tb090-2Dn >nG (Dn)

2

1

§1Xn=a+1,azpn+Tb0902Dn SnG (Dn + 1)

1

L G(Dn) G(Dn+1)
g+ Xn=atlowp, +Toobosp, > Y T (b — a)
1 G(D,+1) G(Dy)

§]an:a+1,agDn+Tboe <n

02Dy =

2b—a)  2(b—a)

si on reprend les formules de (A) et (B), on obtient :

IE ]an:a+1MrlL+1 | Fo| = (A) + (B) = Ix,—ar1 M,

2.i.a) Montrons que g est fini avec probabilité % sous Q'.
Remarquons tout d’abord que :

Alors :

0o
g= E 02k+1]102k<oo,02k+2:oo
k=0

Q' (@) = ) Q" (02 < 00,0942 = 00)
k=0
1
= ZEQ [102k+1<00,02k+2=00]
k=0

o0
= Z E? []102k+1<oo - ]102k+2<°°]
k=0

- Y E [M; =M }
2k+1 2k+2
k=0

(9.19)



9. PENALISATION PAR LE NOMBRE DE DESCENTES ENTRE a ET b 107

Or :
! =1 M 1+ b— XU%-H + G (D02k+1 + 1) X02k+1 —a
okt T2Doy; 1y +Tb0902DU2k+1 >02k+1 2 b—a 9 b—a
G (‘D0'2k+1 _'_ 1) b - X0'2k+1 G (D02k+1) X02k+1 —a
+ ]102D02k+1+Tb0902D02k+1 SO2k+1 2 (1 - b—a ) - 2 ( b—a >
G(k+1 G (k
( 7 ) + ; ) (9.20)
de la méme facon :
1 -1 ) G (DU2k+2) 1+ b— X02k+2 + G (D<72k+2 + 1) X02k+2 —a
2k+2 T2Dayy 4 T 16%002p,,, , >T2k+2 2 b—a 2 b—a
G (‘D0'2k+2 + 1) b— XUzk 2 G (‘D0'2k+2) XU% 2 — a
+ ]102D02k:+2 +Tb0602D02k+2 <0o2k+2 9 (1 + — * -+ 2 b i a
= G (k‘ + 1) (9.21)
Par conséquent :
“ Gk+1) Gk Gk+1)
L7y — _
k=0
_ G(0)
2
_ 1
2
O
2.i.b) Montrons que g est fini Q' p.s.
Ql (Doo = m) = Ql (02, < 00)
1
= EQ |:]]'{0-27L<OO}MUl2ni|
= G(n)
et ainsi :
Q' (Do =n) =G(n) —G(n+1) (9.22)

ce qui implique que sous Q!, g est fini p.s. iii.b)

Ql (F <X1+g7 ceey Xn—i—g) ]ln+gS§<oo)

Ql (F (X1+g> s XnJrg) ]1n+g§§ | g < OO) =

Q' (g < o)
=2 Z Ql (F (Xitoas s Xntoy) ]l{n+02k§02k+1}ﬂ{02k+1<00,02k+2:oo})
k>0
=2 Z Ql (F (X1+02k7 ) Xn+02k) ]1{n+0'2kga'2k+170'2k+1<oo} (1 - ]102k+1<oo))
k>0
=2 Z E* (F (X1+02k7 s Xn+02k) 1{n+02k§02k+1} (M02k+1 - M02k+2))
k>0

On utilise le caractere markovien de X sous P ainsi que (9.21) et (9.20) :

Q' (F (Xitgs s Xea) Lntgeg | < 00) = S EF (F (Xiyeor Xo) Luc, (G(R) — Gk + 1))

k>0
= EY (F(Xy,...,X,) 1<p,)
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iii.c)

Q| (F (X1, ..., Xn) Ln<ry<1,)
Qy (T, < T)

E}f’ (F (X1, Xn) 11nng<TaMTa)
Er (]lTp<TaMTa)

Qi (F (X17 >Xn) ]lnng ’ Tp < Ta) =

Il faut remarquer que sous P,, M7, = G(1), i.e. une constante. On en déduit :
Ef (F (X1, X)) ]lnng<Ta)

EII)P (]lTp<Ta)
= P, (F (Xl, ,Xn) ]lnng | Tp < Ta)

QL (F (X1, X)Ly, | T, < T) =

On va maintenant utiliser la méme méthode que dans [LeG85] pour étudier la loi sous Py, de
(X, —a,0 <n <T,) sachant que T, < T, :

Py (F (X1 —a,... X, —a) f(Xnp1 — a)]ln+1§Tp | T, < Ta)

P, (F(X, .., X’n) F i) ycq | Ty < T0>

(7 (
=P, <F (Xl, ,f(n> f(Xn+1)]1n+1§Tp_a<To> Py <Tp‘“ < T()) B
(7 (

- - - p—a

= IPb—a Xl, cees Xn> 1n+1§Tp7a,N+1<TOEXn |:f(Xn+1)]lTp a<T0:|) bh—
p—a - > 1 ~

- h— aIbea (F ( 1y ooy Xn) 1n+1§fp—a,n+l<fo |:2f(X + 1 Xn+1 ( < T ):|)
p—a > > 1 ~

+ h— aIPb*a (F < 1 7Xﬂ> ]ln+1§’f’p—a,n+1<7~“o {if( ( <1 )1)
p—a ~ ~ 1 +1

= b — aIPb_a <F <X1, ceey Xn) ]ln+1<Tp a TL+1<TO [2f )
p—a % % 1

+ - aIPb—a F ( 1, --an) Li<hy omti<iy 2f p
p—a ~ ~ X +1

-, , <F <X1, Xn> P, [ F(X, +1o JPXn < T0 >
p—a - . 1. - Xn ~1

+i P (F ( L Xn> Lyiet iy lﬁf(Xn - ]PXR a < T0 )
ba . %+

— 2=, , <F <X1, Xn> Lyyiet oty [f(X DS Ly (g, 2Xn D

5 N . X, +1 - X, —
—Pp, . (F <X1, Xn> Lot [f(Xn 1) ot (X, = 1) ra |7, T)

On a donc montré que la loi sous P, de (X,, —a,0 < n < T,) sachant que T, < T, est celle
d’une chaine de Bessel de dimension 3 partant de b — a. Ainsi, en faisant tendre p vers 'infini,
on obtient que sous Qi conditionnellent a T, = oo, (X,, — a,n > 0) est une marche de Bessel
de dimension 3 issue de b — a.

iv.b) On utilise le méme raisonnement et on obtient :

QL (F (X1, ., Xo) Lner, | Ty < Ty) = Py (F (X1, ooy Xon) L, | Tp < Th) (9.23)
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Puis on effectue le méme raisonnement que précédemment avec la chaine (b — X,,,n > 0) sous
Q) conditionnellement & T, < T},
v) Soit F' une fonction de N¥ — R*. Alors :
QY (F (X1, ..., X3) Lp<ylp. =)
Ql (Doo = n)
Ql (F (X17 ) Xk) ]1k§02n102n+2=oo)
G(n)—Gn+1)
Ql (F (X1> st Xk) ]lk‘gagn (1 - ]lazn+2<oo))
G(n)—Gn+1)
E (F (X1, ... Xi) Li<on, (M}, — M}, )
G(n)—Gn+1)
E(F(X1,...,Xk) Lr<s,, (G(n) — G(n+1)))
G(n)—G(n+1)
= E(F (X, ..., Xy) Li<oy,)

QY (F(Xy,...X}) | Do =n) =







CHAPITRE 2

Pénalisation de chaines et processus de naissance et de mort
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PENALISATION DE CHAINES ET PROCESSUS DE NAISSANCE ET DE MORT PAR LE ” TEMPS
LOCAL”

1. Introduction

Ce chapitre est le résultat d’un travail réalisé en collaboration avec Mihai Gradinaru et a
été soumis a Journal of Theoretical probability. 1’origine de ces résultats est un article de B.
Roynette, P. Vallois et M. Yor dans lequel ses auteurs considerent un processus de Bessel de
dimension d > 2 qu’ils pénalisent par son temps de séjour en 0. Rappelons que si d > 2, le
processus est transient et que le processus (R;,t > 0) est un processus de Bessel de dimension
d si il est solution de 'EDS : P

— s
Rt:Bt+T o E (11)

ou (By,t > 0) est le mouvement brownien unidimensionnel. Suite & cette pénalisation, sous la
nouvelle probabilité, le processus est récurrent et lorsque il atteint des points assez éloignés de
lorigine, il se comporte comme un processus de Bessel de dimension d' = 4 — d.
Comme dans le premier chapitre de cette these, I'idée de départ a été de considérer ’équivalent
discret d’un processus de Bessel, a savoir une marche de Bessel, et pénaliser cette chaine par
son nombre de visites en zéro. Mais le raisonnement que nous avons développé pour cette chaine
peut en fait étre utilisé pour toute chaine de Markov de naissance et de mort, i.e. toute chaine
de Markov positive dont les changements d’état n’ont lieu qu’avec les états voisins, qui est
transiente dans notre cas.
Le fait que les probabilités de passage n’ont pas besoin d’étre explicites est ce qui constitue
I'originalité de ces résultats comparés a son homologue continu, et pour faire le lien avec ce
dernier nous donnons les résultats obtenus dans le cas particulier d'une chaine de Bessel de
dimension d > 2.
Dans notre raisonnement, en plus des probabilités de passage consistant a réaliser un saut
d’amplitude 1, nous avons rajouter la probabilité de ne pas changer d’état. Il est intéressant de
voir que suite a la pénalisation, cette probabilité reste inchangée (sauf en 0), et on se pose une
question naturelle :
que se passe-t-il si nous remplagons ces probabilités de stationnarité par des temps d’attente
de loi exponentielle 7
Cette question nous a pemis d’aboutir a I’étude de ce qui constitue notre deuxieme partie :
la pénalisation d’un processus de naissance et de mort transient par son temps de séjour en
0. Une maniere simple de décrire le processus est la suivante : lorsqu’il est dans 1’état ¢ > 0,
notre processus séjourne pour une durée représentée par une variable aléatoire exponentielle de
parametre b(i) +d(i), et qu’alors, il saute en i+ 1 avec probabilité p; eten ¢ — 1 avec probabilité
¢; = 1 — p;, remarquons que si ¢ = 0, ¢; = 0. Il est intéressant de voir que sous la probabilité
obtenue par pénalisation, le processus est encore un processus de naissance et de mort dont les
parametres des lois exponentielles ont été inchangées (sauf dans 'état 0), conformément a ce
que nous attendions aux vues des résultats discrets, mais que ce sont les quantités que l'on a
notée p; et ¢; qui sont modifiées.
Les démonstration des résultats obtenus dans cette deuxieme partie reposent en grande partie
sur les résultats établies sur les chaines de naissance et de mort mais aussi sur la formule de
Dynkin.
Une suite logique de ces résultats serait le raisonnemnt inverse i.e. la pénalisation d’une marche
(respectivement d’un processus) de naissance et de mort récurrente par son temps de séjour en
0 de fagon a obtenir une chaine de naissance et de mort transiente. Cette question reste ouverte
mais a travers un exemple simple en apparence, a savoir une marche biaisée, nous pouvons
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penser qu’un raisonnement général comme il a été fait pour passer du transient au récurrent, si
il n’est pas impossible, parait plus ardu, et il semble qu’'une étude cas par cas est plus judicieuse.

2. Notations et résultats principaux

2.1. Chaines de naissance et de mort.
Soit { X, } >0 une chaine de naissance et de mort, en d’autres termes c’est une chaine de Markov
a espace d’états IN et ayant les probabilités de passage suivantes :
po=PXp1=0+1]X,=0), ¢ =P(X,n=0—-1]|X,=1),
Ty = P(Xn—i-l :f ‘ Xn :ﬁ) = 1—pg—Qg, fz 1 (21)

et
Do = IP(Xn+1 =1 ’ Xn = 0), qo ‘= O, To :=— 1 — Po- (22)
Notons
pri= L >0 et =1, = prpe £ 1 (2.3)
De

et il peut étre montré que (voir par exemple [Law06], p. 77) :

PROPOSITION 2.1. La chaine de naissance et de mort { X, },>0 est transiente si et seulement

St
> e < oo, (2.4)

>0
et dans ce cas on note :
S=> . (2.5)
>0
Posons
U, : (2.6)

La résultat principal de cet alinéa est :

THEOREME 2.2.
Soit {F,}n>0 la filtration naturelle associée a la chaine transiente de naissance et de mort

{Xn}nzo-
(1) Pour tout entier n > 0 et tout élément de A, € F,

lim

= o[l 4. M,], 2.7
K—00 EO[]}'{UooZK}] O[ An ] ( )

M, = (1/s) (1 — po/s)” V" ixa=0) (Z w) . (2.8)

1>Xn

(2) {M,}n>0 est une {F, }-martingale positive qui tend p.s.vers 0 quand n tend vers linfini.
Ainsi { M, }n>o n'est pas uniformément intégrable.

(3) L’égalité (2.7) induit une mesure de probabilité Q sur (2, Fs) :
pour tout entier n > 0 et tout élément A,, € F,

Q(An) = Foll4, M, (2.9)

Alors, sous Q, {X,}n>o est une chaine récurrente de naissance et de mort dont les
probabilités de transition sont :

]5( = pz(zk24+1 ’Yk)/(zkzéryk), QE = qe(Zkzz_l ’Yk)/(zkzéfyk), fg =Ty, 14 Z 1, (210)

et
Po := Po(S=D/(s—po), Go := 0, Tp := 705/(5—po). (2.11)
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REMARQUE 2.3.
1. Tl est possible de supposer que la chaine {X,,},>¢ démarre de = # 0. Le résultat est similaire
avec des différences minimes : par exemple dans (2.8), on doit remplacer le facteur S~! par

(be ’}/g)il. Nous supposons que la chaine démarre de 0 pour la simplicité des calculs.

2. Pour illustrer nos propos, on peut considérer l’exemple de la marche de Bessel (cf §4.1
ci-dessous) qui satisfait :

A+ 2a+1 B 14

Tt 2at+1 T
(voir aussi [LeG85], pp. 448)

>1, py=1. (2.12)

14
Pe W+2a+1  ~

2.2. Processus de naissance et de mort.

Soit {X(t)}+>0 un processus de Markov d’espaces d’états N, & temps continu.On suit [Res05],
p. 373, pour décrire la version continue d’une chaine de naissance et de mort que 'on note
{X(t)}+>0. le changement d’état peut se décrire comme suit :
quand le processus est dans I’état £, on suppose ’existence de deux variables aléatoires indépendantes
B({) et D(¢), qui sont indépendantes de {X(t)}>0, de lois exponentielles de parametres res-
pectifs by et d;. Une transition de ¢ a ¢ + 1 est établie si B(¢) < D({), ce qui arrive avec
probabilité

P[B(€) < D(0)] = b/ etde; (2.13)

sinon, une transition de £ a £ —1 est réalisée. Le temps de séjour dans 1'état ¢ est B(¢) AD({), de
loi exponentielle de parametre b, + d, (on suppose que dy = 0). On peut penser a B(¢) comme
le temps d’attente d’une naissance quand la population est de taille ¢ et, D({) est le temps
d’attente avant une mort quand la population est de taille ¢; la population augmente d’une
unité si une naissance a lieu avant une mort ; autrement la population décroit d’'une unité.
Habituellement, les processus de naissance et de mort en temps continu sont décrits a 1’aide
de ce qu’on nomme les taux de naissance et de mort : dans une populaition de taille ¢ une
particule nait avec taux by, et meurt avec taux dy. Cela est lié aux probabilités de transition
infinitésimale :
boh +o(h) sik=1
P(X(t+h)=0+k|X(t)=0) =< dih+o(h) sik=-1
o(h) si|k] > 1

On peut voir que ces hypothéses décrivent un processus de markov a sauts, dont le temps
d’attente en ¢ est de parametre :

)\g = bg + dg
et le saut de ¢
€ — +1  avec probabilité b¢/(b,+d)
71 =1 avec probabilité e/, +dy)

On note
Jo=0 et,pourn>1 J,=inf{t > J,_1: X(t) # X(J._1)}. (2.14)
On introduit la suite de variables aléatoires {Y, },>0, donnée par
Y, = X(J,), n > 0. (2.15)

Le résultat suivant est classique (voir par exemple [Law06], pp. 76-77 et [Nor98], pp. 115) :

PROPOSITION 2.4.

(1) {Y.}nso définie par (2.15) est une chaine de naissance et de mort dont les probabilités
de transition sont p; = %/(bi+dy), qe = %/(bo+ds), £ > 1 et pg = 1. Posons
Ly y
k k
Yw=1 e ~vw=||—=||—¢(>1
g Dk [1 by,

k=1
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(2) Le processus a temps continu {X (t) }+>0 est transient si et seulement si la chaine de
Markov a temps discret {Y,, },>0 est transiente, i.e. si et seulement si

V4
SZZZ’yg:l+ZHZ—:<OO. (2.16)

>0 >1 k=1

Notons
t
V(t) = / ]I{X(S):o}ds, 0 <t <o (217)
0
Le deuxieme résultat de cette section est :

THEOREME 2.5. Soit {F;}i>0 la filtration naturelle associée au processus transient de nais-
sance et de mort {X (1) }i>o-

(1) Pour tout t > 0 et tout élément A, € F,

Eo[1 4 11y oron
i Pl Ly (o)2n)]
k=00 Eo[1 v (oo)>r}]

= Eo[L4,M(t)], (2.18)

o

M(t) := (1/s) exp(boV(1)/s) Z Ve- (2.19)

>X(1)

(2) {M(t)}i>0 est une {Fi}-martingale positive qui tend p.s. vers 0 quand t tend vers
Uinfini. De ce fait, {M(t)}i>0 n’est pas uniformément intégrable.

(3) L’égalité (2.18) induit une mesure de probabilité Q) sur (2, Fs) : pour tout t > 0 et
tout élément A, € F;
Q(A;) == Eo[L4,M(1)]. (2.20)

Alors, sous Q, {X(t) >0 est un processus de naissance et de mort récurrent dont les
taux de passage sont :

Bg 1= be(X k> 41 ’Yk)/(zkzéyk), (>0, CZ@ = de(X g1 ’Yk)/(zkzew), > 0. (2.21)

2.3. Chaine de Bessel en tant que marche aléatoire pénalisée.
Dans cette partie, nous essayons de faire le travail inverse, plus précisément, pénaliser une
chaine de markov de naissance et de mort récurrente de maniere a en obtenir une qui soit
transiente. Nous présentons un exemple de chaine de naissance et de mort mais la méthode que
nous utilisons dans ce cas (cf. §3.3 ) semble étre plus compliquée dans le cas général. Ainsi, cela
reste une question ouverte.

Soit p € (0,1/2) et on considere une marche aléatoire récurrente {Z,, },>0 avec les probabilités
de transition :

pe=P(Z1=0+1|Z,=0)=p,q :P(Zpy1=0—-1|Z,=0)=q=1—p, VW >1
and po=P(Z,1=1|2,=0)=1. (2.22)
Puisque Y 0, 7 = Do, (9/p)" = o0, cette chaine est récurrente d’apres la Proposition 2.1.
Nous pénalisons cette chaine de facon a ce qu’elle atteigne I’état 0 au bout d’un temps

infini. Comme d’habitude, on note par Ty, le temps d’atteinte de zero par la chaine de Markov
{Zn}n>0. Nous pouvons alors établir :

PROPOSITION 2.6. Soit {F,}n>0 la filtration naturelle associée a la chaine de naissance et
de mort {Z,}n>0 avec les probabilités de transition données par (2.22).

(1) Pour tout entier x > 1, n > 0 et tout événement A, € F,

E.[1a,Li7>0}]

lim

= Ex[]lAanl], (2.23)
oo T [M i >k))
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ou
(Zn—2)/2
Zn q —-n
M;, = Tirysny— (—) (4pq) " (2.24)
T \PpP
est une {F, }-martingale positive qui tend vers zéro, presque surement.
(2) L’égalité (2.23) induit une mesure de probabilité Q, sur (Q,F) : pour tout entier
n > 0 et tout événement A,, € F,,

Qu(An) = g1 4, My]. (2.25)

Alors, sous Qu, {Zn}n>0 est une chaine de naissance et de mort transiente avec les
probabilités de transition suivantes :
(—1
=— W>1
9 2€ J — 9
et (2.26)

qui sont les probabilités de transition d’une chaine de Bessel d’indice /2 (ou de dimen-

sion 3).

Nous avons le méme phénomene que dans le cadre continu ou I'on pénalise un mouvement
brownien avec drift de maniere a ce qu’il atteigne le niveau 0 au bout d’un temps infini. Dans
ce cas, le nouveau processus est un Bessel de dimension 3.

PROPOSITION 2.7. Soit { X (t) }s>0 un mouvement borownien avec dérive X (t) := B(t) + ut,
ot 1 < 0 et {B(t)}i>0 est un mouvement brownien standard démarrant de x. On note, comme

d’habitude, {]-t(B’“)}tZO sa filtration naturelle et TéB’“) le temps d’atteinte de 0 par X .
(1) Pour toutt > 0 et tout A; € FLEH

E:E |:]]. (B,p) 5 i|
lim (AT >} ] E, []lAiM(B’“) ®)], (2.27)
By (17000,
ot
Xt — +—T tﬂz
M(B:M)(t) = ]l{TéB’H)>t}?6 p(Xe=2)+(t7/2) (2.28)

est une FBH _martingale positive qui tend vers zéro, presque sirement.

(2) L’égalité (2.27) induit une mesure de probabilité QP sur (Q, Fso) : pour tout t > 0
et tout A; € ]-"t(B’“) :

QPM(Ay) :=E, [14,MPM(1)] (2.29)

et sous QP le générateur infinitésimal de {X(#)}>0 est L =VYad/de + /24 /da2.

3. Démonstration des résultats principaux

3.1. Démonstration du Théoréme 2.2.
a. Démonstration de (2.7)-(2.8).
Pour commencer, décomposons [Ey[1 An]l{Uoozn}] en deux termes

Eo[La, Liv.>m] = Eo[la, {L{w,>s + Livasny Livn<n} ]
= Eo[La, Ly, >n}] + Eo[la, Ly > L, <x)]

et on remarque que 1y, >} s’annule si x > |7/2].
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On s’intéresse donc au second terme et on définit la chaine de Markov {f(p = Xpip—Xn }p>o-
Alors, pour k > |/2],

Eolla, Lv.zmliv,<my] = Bolla, Ly >l = Eo []IA”]I{U°°°9”2”7U"H{X":°}}
= [ []1An]EXn (1{UmznfUn+n{Xn=o}}>] ’

ott Uy, = Z ]l{Xp:o}- Ici, on a besoin du résultat suivant :
p=>0

LEMME 3.1. Pour tout entier n > 0,

P, (Use > k) = (Bn/s)(1 — po/s)" ", (3.1)
ot
Ry=S and R, := Z’}/g, n > 1. (3.2)
>n

Supposons ce lemme est démontré et achevons la démonstration de (2.7). Pour k > [7/2] :
Eo[La, L 2] = Eo [1a, (Bxfs) (1 = /)" Fcor |

et, si nous combinons avec (3.1) pour n = 0, alors, pour k > |"/2],

Eo[1 {0, >r}]

= By 1, (R fs) (1 = ofs)” " oo |

Ce qui termine la démonstration du Théoreme 2.2
Démonstration du lemme 3.1.

Considerons f: N — R donnée par f(0) = 0 et, pour n > 1 entier, f(n) = 22;01 ~e. Alors,
un calcul direct prouve que {f(X,) : n > 0} est une F,-martingale. Notons par 7}, le temps
d’atteinte de n € IN par la chaine de naissance et de mort {X,, },,>0. Alors pour tout n > 1,

P, (Th < 00) = (Zezn)/s. (3.3)
En effet, si m > n, d’apres le Théoreme d’arrét
(1) = B [f (X)) = Sm)Po(Ton < To) + f(n— 1)[1 = Po(Ty > T,)]
et par conséquent
P, (T, < To) = UO=TO)/(5(m)—f(0)) = LiZo W/Spt e
Puisque {X,,}n>0 est une chaine de Markov transiente, en faisant m — oo,
P, (Ty = 00) = Xiso /s ou P,(Ty < 00) = (Eezn)/s = Rn/s.
On introduit les temps d’arrét suivants :
T =Ty and T” :=inf{n > T\"V : X, =0}, si £>1.
Avec ces notations, il est facile de voir que :
P, (TO(“ < oo) — Py(X;=0)+P, (Xl ~1,70 < oo)
= 1o+ poP1 (Th < 0)

1
— 1——
7‘0+P0< S)

Po
= Tot+tpo— 4

S
Po
= 1——
S
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Ainsi, d’apres (2.6), on peut écrire

Po(Us =€) = Po(T{" + .. + TV <00, TV + .. 4+ T = o0)
= Py(Ty" < oo)]PO(T( V<00 | T§V < 00).  Po(Ty ™ < oo | TSV 4.+ T3 Y <
x Po(Ti" = oo | TV + ...+ TV < 00)

= Po(T" < 00)~ 1]P0(T(§1) = 0) = Py(T} < 00)" "' Py (T} = 0)
= (p/s)(1 —po/s)""!
C’est pourquoi, d’une part :
0(Use > ) =Y Po(Us = (1 —w/s)" !,
1>k
alors que, d’autre part, sin > 1,
P,(Us > k) = P, (Th < 00)Po(Uss > k) = ez )/s(1 — ro/s)< L,

|

REMARQUE 3.2.  Remarquons que la limite dans (2.7) est en fait une egalité exacte pour
Kk > |7/2]. Cela est en quelque sorte une situation différente de celle décrite dans la premiere
partie de cette these ou [RVY06c]. O

b. Démonstration de la deuxiéme partie du Théoréme 2.2.
Utilisant encore le fait que {X, },>0 est une chaine de Markov transiente, nous obtenons que
lim,, o, M,, = 0 presque strement. Alors, nécessairement, en supposant que {M,},>o est une
martingale, elle ne peut étre uniformément intégrable.
Ainsi, la seule chose que nous devons prouver est que {M,, },,>0 est une martingale. On peut
écrire :
I [Mn+1|'7:n] = L [Mn+1]l{Xn+1:Xn+1}‘fn] +E [Mn+1]l{Xn+1:Xn—1}]l{Xn7£0}|‘7:n} (3'4)

En utilisant (2.8) et (3.2), le premier terme de (3.4) peut étre écrit comme suit

E[(Y/s)(1 —=r/s)" "Ry Uixp=xoiylFa] = ()1 =ro/s) "Ry B [Lx, =x, 1135
= (/)1 =m/s)" ™Ry ,.py, -
Pour le second terme dans (3.4), on décompose I’espérance en deux termes
E [ M1, =x,-13 L x,013Fo] + B [MaiaLix, o =x, -1y Lx,=13 1 5]
=B [(V/s)(1 —o/s)"" Ry _ L, a=x0 -1y L, 201y | P
+IE [(s)(1 —po/s) U "R Tyx o mx—13 L {x,=1} [ Fa]
= (Ys)(1 —m/s) U R, Lix,200(Lix,z1y + Lix,mp)E [Lx, = x,—1|F]
= (Ys)(1 —w/s)"" R, 1{x,z0)dx, -
Par un raisonnement similaire, le troisieme terme de (3.4) peut étre écrit
E [Myilix, =x31Fa] = (Ys)(1 —po/s)" "R, r

En remplagant dans (3.4) et on peut écrire d’une part,

E [Mn+1]l{Xn¢0}|fn] - (I/S)(l - pO/S)_Un]l{Xnio} [pxn Rxn+1 + dx, Ran + Tx, Rxn]

= (/3)(1 = ro/s) ™" Lyx, 20y (P, + @, + 720, ) B, + €, Vw1 = Py V]
= M,1x, 20,
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par (2.1), (2.3) et (3.2). Et d’autre part

E [Moi1lix,—oy|Fn] = (Ys)(1 —ro/s) " 1ix, g {po Z Ye + 7o Z W}

>1 >0

= (/s)(1 —2/s) " L x,—0p S(1 — po/s) = (V/5)(1 = mo/s) """ iy, )

= Mn]l{X,LZO}a

o on a utilisé le fait que »,5, 7 =S —1 et 79 = 1 — po. Ce qui implique que {M, },>0 est une

martingale.

c. Démonstration de la troisieme partie du Théoréeme 2.2.

En supposant que , sous @, la suite { X, },>0 est une chaine de naissance et de mort dont les
probabilités de transition sont données par (2.10), il n’est pas difficile de montrer que, sous @,

{X,}n>0 est récurrente.
En effet, il suffit d’utiliser la Proposition 2.1. Posons

ﬁg::]‘é—i,wzo et Aoi=1, 5= pr...pe £> 1. (3.6)
Par conséquent, en utilisant (2.3), (2.10) et (3.2),
- ‘ Qe Re—1 ‘ Ry Ro Ry
E;W B 152211}:[1 D Rit1 - ;W o R - ;W RiRyy (3.7)
= SRy Y (YR — Yr) = SRy dim (Vs —1m) = oo (3.8)

>1

puisque limy_,, Ry4+1 = 0, d’apres la Proposition 2.1.

Prouvons maintenant que, sous @, {X,},>0 est une chaine de naissance et de mort avec
les transitions de probabilités données dans (2.10). Notons, pour tout entier n > 1 et tous les

entiers a,_1,...,a9 > 0,
An,1 = {anl = Op—1,- - 7X0 = CLO}.

Pour tout £ > 1 et tout entier n > 1,

e = QXu1=0+1X,=0A,4]=

Eo [1{x,1=41,X0=0)1 A0 Mns1]

Eo [1{x,—epna,_ My]

Eo |1 = = 1 —po/g _Un+1R
— 0[ {Xnt1=0+1,X,, e}mAn_l( /()] e+1]7 d’aprés (2.8)
T []I{anf}mAn,l(l — po/s)~ an

Regr Bo [Bo [1ix,=t41,x,=0n4,_, (1 — #0/5) U1 | F,] ]
R, Eo []l{Xn:e}mAn_l(l - po/s)fUn}

Revy Eo [Lix,—gna,_, (1 —2o/s) Py (X1 = X, + 1| F,)]
R, Eo []l{Xn:é}mAn,l(l - pO/S)_U”} ’

Ry Eo [ﬂ{xnzé}rmnfl(l - pO/S)_U"Pxn] _ Ren

) =D .
Ry Eo[Lix,=pna, (1 —r/s)~Un] R,

Avec un calcul similaire, on obtient que, pour ¢ > 1, 7, = ry.

, by (29)

puisque £ > 1
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Supposons maintenant que ¢ = 0. Alors en utilisant un raisonnement similaire, pour tous
Ap—1;---,00 Z 07

]50 = Q [Xn—i-l = 1|Xn = 0>An—1]

Eo [1 X, — 1 —po/s)"Unt1 R
_ B [lxnmix—opnan - / ﬂ) ) ., by (2.9) and (2.8)
o [1 s, (1= /) T By
Ry Eo [Lx,=03na,_, (1 —7o/s)"Up, ] . Ry
i = po—
S EO []I{XnZO}ﬁAn71<1 — pO/S>7U”+1] S

(1—po/s)".

De plus :

To = Q [Xn—H = O|Xn =0, An—l]

—Up41+1

E, [H{XnH:O,Xn:O}ﬂAn,l (1 — po/S) {Xp41=0} RO}

]EO |:]1{Xn:0}r‘lAn_l (1 — pO/S)_UnJ’_Il{Xn:O} RO:|

]EO |:]]‘{X"+1:0)Xn:0}lﬁlAn71(1 — po/s)_Un—l—‘,—l}
Eo []l{Xn:omAn_l(l — po/s)fUnJrl}

3.2. Démonstration du Théoreme 2.5. La démonstration présente des idées similaire
a celle du Théoreme 2.2. nous allons mettre en avant les principales différences.

=ro(1 —ro/s) 1.

a. Démonstration de (2.18)-(2.19).
Cette partie est presque identique au cas discret. Nous décomposons

Eo[1a, 1v(co)zsy] = Eo[la v yzny] + Fo[la, 1y co)yzm 1 vin<nl

et on remarque que 1y (> sannule si k > t. Posons {X(s) := X (¢ + s) — X(t)}s>0 et
remarquons que V(oco) = V(t) + V(o) o #;. On utilise ici la notation classique, {6, };>¢ pour la
famille des ”‘translations”’. Alors pour kK >t :

EO[]lAt]l{V(oo)ZH}]l{V(t)<n}] = I [ﬂAt]l{V(oo)oetZ’{_V(t)}} = I []lAt]EX(t) (]l{‘?(oo)zfs—v(t)ﬂ )
olt V(o0) = / L% (;)=oyds. Comme dans le cas discret on peut établir le résultat suivant :
0

LEMME 3.3. Pour tout entier n > 0 et tout t > 0,
P, (V(00) > t) = (Bn/s)e™ "5, (3.9)
ot R, est donné par (3.2).
Finissons la démonstration de (2.18). Pour k > ¢ :
Bo[L4, Ly (o)zi] = Eo[La, (Rxco/s)e™" 7]
et en utilisant le Lemme (3.9), pour k > ¢ :

Eo[1 4, 1 (v (co)>r}]

=yl R g ebOV(t)/S ’
]EOI:]]-{V(OO)EK}:I 0[ At( X(t)/ ) ]

qui est (2.18)-(2.19).

Démonstration du Lemme 3.3. Rappelons que {Y,,},>0 est donné par (2.15) et on note
vl = Y nso Liv,—oy- 11 n'est pas difficile de voir que, sur I’événement {Ug) =k}, V(o)
est la somme de k variables aléatoires indépendantes eq, ..., ¢x, le temps d’attente en 0, de loi
exponentielle de parametre \g = by, et indépendantes de Ug ),
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Alinsi, pour tout entier n > 0,

Po(V(oo) >t) = > P (U =kes+ .. +ep >t)

k>0

= ZIPn(Ug)Zk)IP(21+...+2k>t)

k>0
R 1\*"11 2 (bot)!

- T2 ettt § 2200 1
Zs( S> 5e M o B
k>0 1=0

R, 1y~ (bot) 1\*!

= g X -3

>0 k>i+1
Ry 1y~ (bot) 1\, R, -
- 5 5° ;z' l-35)9=%5¢"

b. Démonstration de la deuxieme partie du Théoreme 2.5.

Comme dans le cas discret, on doit mettre en avant une martingale utile. A ce niveau, nous
devons rappeler la formule de Dynkin pour les processus de sauts purs (voir, par exemple
[Kle05], pp. 262) : si f est une fonction bornée telle que {f(X(t))}+>0 est un processus de
sauts purs, alors

MI(t) = f(X (1) — F(X(0)) —/0 Lf(X(s))ds (3.10)
est une martingale locale, avec la notation
Lf(x) :=b [f(x+1) = f(2)] + do [f(z —1) = f(z)]. (3.11)

En prenant (3.11) f(z) = 3,5, v = R., on obtient :

“rdy T d
— b [T+ d T = —bovol ooy = —bol o).
Ebe+ gbz 0701 {z=0} 0% {z=0}

Dot {M/(t)}, donné par (3.10), est une martingale locale et on peut appliquer la formule
d’intégration par parties (voir, par exemple [Kle05], pp. 220) a la semimartingale

t
Ry = MY (1) +5 - /0 S TR

et le processus a variation finie A(t) := exp(»V(t)/s). Remarquons que

dR,,, = dM!(t) — bl dt,  dA(t) = (bofs)e™" V/s1 "

X(t) {x(t)=0} " {X(t)=0}

et (R, ,,A) =0. En utilisant (2.19),

X()?

t t
SM(t) = Ry, e =5+ /0 R, dA(s) + /0 A(s)dR , + (R, A)

¢ t
bo V(s) boV ()
= S+ /0 RX(s) Ee 0 /S]l{x(s):o}ds + /0 e’ /s (de(S) - bo]l{X(s):O}dS>

t
= S+/ eV IS aM (s)
0

et par conséquent, {M(t)}:>o est une martingale locale. En fait, c’est une vrai martingale
puisque, pour tout 7" > 0, E(supg<;<p |[M(t)]) < exp(®7/s).
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b. Démonstration de la troisieme partie du Théoreme 2.5.
Tout d’abord nous allons prouver que , sous @, {X(t)}+>0 est un processus de Markov. Pour
tout n > 1 et toutes suites 0 <ty <t; < ... <t,_1 et ag,...,a,—1 € N, nous notons
An—l = {X(to) = Ao, '--;X(tn—l) = an—l}-
Alors, pour tout k,¢ > 0,

Q (X (tnsr) = 6, X () = k, Au_y)

Q(X<tn+l) =/ | X(tn) - kfaAn—l) = Q (X t)Y=Fk A 71)

E [Lix(,, )=t x @) =ttndn M (tns1)] B [Lix(n, )=t X (0n)=knan_ Lo /5]

E []]-{X(tn):k}ﬂAn—1M<tn)} N E []I{X(tn):k}mAn,1Rkebov(t")/S}
— @ i) [11{X(tnﬂ):e,x(tn):k}mnﬂ exp (bO(V(tn)+V(tn+l_tn)oetn)/s)}
o B []l{X (tn)=k}mAn,1eb0V“n>/s]
R B [Txeo=rina € E [1ix =g oxp (oY —tiotn)/s) | 7, ]|
" B [H{X (tn):k}mAn,le"owtn)/s}

R E [H{X(tm:k}mm€b°w")/ “Ex []1{X(tn+1ftn)d}ebomnwtn)/s]}

eV (/5]

Ry E [L{x(t,)=k}n4n_

boV (t —tn
e’ (tn+1 )/s} 7

- R_k B |:]1{X(tn+1*tn):e}

qui ne dépend pas de A,,_1. Sous @, {X(t) }+>0 est donc un processus markovien.

Pour étudier les temps d’attente sous ), du processus { X (t) };>0, grace au caratere marko-
vien du processus, il suffit d’étudier la loi de J;. Pour tout entier ¢ > 1 et tout o > 0 :
ECle~/11 E[1 e ML) S

] _
EQ —aJy — {X(0)=¢} _ {X(0)=¢} — " F —ochM J
A OETY B[, 00)] & M)

S —a —a
= E (Eé |:]1{B(£)§D(Z)}e B(Z)M<B(€>>} + Ef |:]1{D(£)§B(£)}€ D(E)M<D<£))])
1 —aB(0) —aD(¢)
- R, (Ee []l{B(e)sme)}e R‘v’“] + I []l{D(e)SB(e)}e Rf—lD )
puisque 1., .,V (J1) =0, Pr-p.s. et en utilisant (2.19) et le Théoreme d’arrét. Dot :
R Ry
Qr —aJy _ fu+1 —aB(f) -1 —aD(f)
Efle) = R, e []I{Bw)sma}e ] - R, E, []I{Dw)gsw)}e } :
En utilisant (2.13) :
E,[1 —aB(6)) _ / dr e~ —bga;b / d —dgyd — )
«LiBw<p)ye ] i re e, ) ye T AT a
Nous obtenons alors :
B[] — beRe1v +deRyy by +dy
‘

- Re(bz—i-de—i-()é) _bg—i-dg—i-a.

En conclusion, le temps de séjour en ¢ > 1 est une variable aléatoire exponentielle de parametre
A¢ = by + dy. Remarquons que pour ¢ > 1 la loi du temps de séjour est la méme sous P et sous

Q.
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Le raisonnement est identique pour ¢ = 0, :

—aJ
EOQ[eiaJl] — E[ﬂ{x(o):o}e 1M(J1)} — Eo[efaB(O) ieboV(B(O))/S]
E[L x0y-0y M (0)] S
Ry —_aB boB(0) S—1 o by — bo/s
= —I aB(0) S = E B(0)(—a+bo/s)] _
5 ole e s | 3 ole ] by — s+ a

Et nous en déduisons que le temps de séjour en 0 est une variable aléatoire exponentielle de
parametre bo(5-1)/s.

Maintenant, nous allons étudier la chaine de Markov sous jacente {Y}},>0 sous Q. Pour
toute fonction borelienne g : N — R, et ¢ > 1, alors, comme précédemment :

E9[Lix ()= 9(X (J1))]
EQ [T x(0)=4]

Efg(V1)] = EZ[g(X (1)) =

Ellix=0Lip@<p@g+ DEm] | Elixo-olip@<segl = DR

ECQ[1{x (0)=¢3 2] ECQ[1{x(0)=} Re]
R R,_
= g(l+ )=l e<pioy] + 900 — ) ——Ed[1(pe)<5(0)]
Ré Rz
Repr o by Ry dy
= 41 +qg(f—1 )
g+ )T TV

Pour ¢ = 0, le raisonnement est identique. On conclut en disant que sous @, {Y;,},>0 est une
chaine de naissance et de mort avec les probabilités de transition suivantes :

5y = Ry b G = Ry dy
¢ R, be—l—dzj ¢ R, bg—i—dg,

for ¢ > 1, and py = 1.

¢ .
Alors, si on pose 79 =1 et 3, = H %, pour £ >1,0n a :
p.

i=1 "

- ‘ d; Ry ‘ ¢ Ry

>0 >1 i=1 i+l >1 i=1
D’apres (3.7) et la Proposition 2.1, {Y;,},>0 est récurrente. De plus, d’apres le deuxieme point
de la Proposition (2.4), {X (f)}:>0 est récurrent sous Q).
Si on note by et dy les taux de naissance et de mort de (X (¢),¢ > 0) sous @), on a :
by _ Bepy b
b + dy Ry by+dy

Ee—dee:bg—Fd[ et ]332

Par conséquent,
~ Rg_H k1 R€—1
by =10 et dy=d ,
Y Ry ¢ ¢ Ry

et (2.21) est démontré.

3.3. Démonstration des Propositions 2.6 et 2.7.
Pour commencer, donnons un équivalent lorsque k — oo, de P,(Ty > k), lorsque x > 1 est un
entier. Plus précisément, nous établissons le résultat suivant :

LEMME 3.4. soit x > 1 un entier. Lorsque Kk — 00,

P, (T > )~ - (]%)/ ()" (apy (3.12)
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Comme précédemment, nous supposons la démonstration de ce lemme effectuée et nous ache-
vons tout d’abord la démonstration de (2.23)-(2.24). Lorsque k — 0o, nous obtenons ’équivalent
sulvant

I
[ I—

Ex [Launzn] _ B Lo mzoEa [no

E. Lin>ey] Es [1{z,24)]

Zn/2 —n -3 K—n
Ex [Lmen 2 (2) 7 (552)7 )]

] e
()7 (5) 7" (pa)

et nous en déduisons 'expression de M/, (2.24). Comme d’habitude, nous vérifions le fait que
¢’est une martingale. Premierement,
€nt1/2
<g> | F
p

§n+1/2
q
é-n—&—l (_) | f”]
p
(Zn—2)/2 /2 &
Z, -

1/q (Zn—=)/2 ) q 1/2 q —1/2
+ Lizy>n, Zn22) <Z_?> (4pq) 1 p (5) —q (5) =1z, M,

et, deuxiemement,

Zn (q ol —(n+1)
By M1 Viz0) | Fo] = Nitozn, 2,20~ (5) (4pg) "R

1 q nr —(n+1)/2
+]]-{T02n,Zn22}; » (4pq) I

E, [M, 1iz,-1y | Fu] = E,

n

9 q (2-=)/2 —nt1)fa
]1{Toznzn+1=2,zn=1}5 » (4pq)

(1-2)
. 2 q ' /2 —n/2 q 1/2 71/2 - /
= ]l{TOZn,anl}E ) (4pq) » (4pq) ’p = Lyz,-13 M,,

Enfin, pour vérifier (2.26), encore une fois A,,_; désigne 'ensemble {Zy = ag, ..., Zpn1 = ap_1}-
Sié>1:

B, [12,..=e41 z,=030 4, My 1]
E, [1z,=0na,_, M,]
>(Z+1a:)/2

Qo (Zny1 =L+ 1| Zy =0, Ay_y) =

+1 (g

e |:]1{T02n+1,zn+1£+lyzn£7}mAn1 x <5 (4p9)(n+1)/2]

¢ (£=z)/2
E, |:]1{To>n,Zn=f,}ﬂAn—l T (%) (4pq)~/ 2}

1
_ (41 (CI) & (4pq)71/2 E, []1{Tozn,zn+1=é+1,zn=é}m,4n,1] _ (41

¢ E, [Lin>nz,—03na, 1 ] 2(p
(+1 (+1
XP,(To>n,Zp1=L+1|2Z,=0,A1) :—25 P(Zpy1=0+1| Zn:é):—Zﬁ ,
p

ol nous avons utilisé le caracteére markovien de {Z,,} sous P,. De la méme maniere, on montre

que
x n+l — n — - 20 y

Ainsi, il est clair que Q(Z,+1 =0 Z, = 1) =0 et (2.26) est démontré.
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Démonstration du lemme 3.4. Tout d’abord, rappelons que (voir par exemple [Fel50], pp.
351), pour tout s € [0, 1],

E, (STO) _ <1— \/1—417(]52) :ZIPJU(TOZHST (3.13)

2ps

C’est un calcul direct :

() - s e s ()T (5.

1>z k=0

Par conséquent, si x et r sont de méme parité, on obtient

(z+T)
=g

122+]

(—4pq)"™" 1
e ) T e

(217)’”( 7 | k=0 i=0

Apres quelques calculs :
(42961)(””/2 R k T 3 r+r 1
P.(Ty=r)= —1)¥ I(#+>)0 -K-2).
T =1) = e eyt 2 (Y (%’H) ( *2) (2 2>

Comme r — oo, tous les termes sont négligeables par rapport au terme en k' = 0, d’ou
aT(3R) (q\7 | z g\ r\e .
(To =) W(m;)!<p (4pq) > " 2) 7\ 5) (4pa)

Enfin, puisque P, (T > k) = > ., P.(Ty = r), comme k — oo, P,(Ty > k) ~ P, (Ty = k), le
premier terme. La démonstration (3.12) est terminée.

Démonstration de la Proposition 2.7.

C’est un résultat classique, en utilisant le Théoreme de Girsanov (voir, par exemple [KS], pp.

197), que :
]P(T(Bhu‘) > t) — /Oo L exp _M dS
0 t 2ms3 2s

et nous obtenons facilement que :

= euosfe (3.14)

B7
]P(Té Y = t) t:oo 27Tt3

Alors, comme dans la démonstration de la Proposition 2.6 :

Es []I{At,TéB’“>>m}] Eq |:]1{At,T(§B’”>>n}EX(t) <1{TéB’H)>n—t}):|

E, |1 o By |10,

Eq [H{At,TéB’“>>ﬁ} (XW//2r(:=0%) exp(pX (t) — (=01 2)
K00 (¢/v2rr3) exp(pa — ##°/2)

{TO(B’H)>H}:|
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ce qui permet d’obtenir I'expression de MB#) Nous démontrons le fait que (Mt(B’“ )t > 0>

est une FB#)_martingale en utilisant la formule d’Ito classique :

x t 2
X0 sxoenwre 1 27 [ o (I (5() ) s
x z Jo 2
err [t B(s)—n2s/2
+ 7/ et (1 —p(B(s)+ ps))dB(s)
0
et [ —uB(s)—u2s/2 (2
+ o | € (1® (B(s) + ps) — 2u) ds
0
et*

- & / e PO (L (B(s) + ps)) dB(s).

Etudions maintenant le processus {X(¢)};>0 sous Q%" Nous considérons la fonction f €
C*(R;R) :

EP [f(X(1)] = BP9 [f (X (£) MBP (¢ )]

T T

_pee [ [ / FOX (e (1 X ()5 )|

+ B U /(X ()M BH(s) (dB(s) + pds) +—/ (X ))6_“3(5)_“25/2(1—MX(S))dS}

2 [5 / f"<X<s>>M<B’“><s>ds}

=B 1)+ [ 70K 0 L ()M s
0

— E;B,u) |:f($) + /Ot flg()ig;))M(B,u)(s)dS + f”(X(S»M(B’“)(S)dS]

2
Nous en déduisons que sous Q" le génératewr infinitésimal de {X(t) }+>0 est celui d'un
processus de Bessel de dimension 3.

4. Chaines de Bessel et autres exemples

4.1. Chaines de Bessel.
Nous allons illustrer nos résultats avec deux exemples. Dans le cas discret, nous considérons la
marche de Bessel d’indice o > 0, tandis que dans le cas continu nous adaptons cet exemple.
Rappelons la définition d’'une marche de Bessel d’indice & > —1 (ou de dimension 0 =
2(a +1) > 0) : c’est une chaine de naissance et de mort {X,},>o avec les probabilités de
transition suivantes :

{4+ 200 +1 V4

e T B
Wt2a+1 L

=1 =
Po= % Pe W+20+1" T

Grace a la Proposition 2.1, remarquons que { X, } est transiente pour « > 0. Ainsi, si on suppose
a > 0, d’apres le Théoreme 2.2 on obtient :

COROLLAIRE 4.1. (1) Pourtoutn € N et tout élément A,, € F,, (2.7) est vérifie avec
la martingale positive et non uniformément intégrable
2 1)X,!
M, = 2o+ 1) (4.1)

[(X, + 2a 4 1)(20 + 1) Ut lim—0)
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(2) Soit Q la mesure de probabilité (Q, F) donnée par (2.9). Alors, sous Q, {X,,}n>0 est
une chaine de naissance et de mort récurrente dont les probabilités de transition sont :
. (+1 _ {4 2«
De:

= g =T (>1 t = 1. 4.2
Wt2a+1 T o1 PO 0 PO (42)

Démonstration du Corollaire 4.1
11 suffit de calculer la quantité R,, Vn > 0. Tout d’abord on calcule, par (2.3) :

‘ ‘ :
¢ i I'(t+1)
= — = — =1'(2 2) —/——————=(2 1)3(2 1,0+1).
o Hpi gi—i—Qa—i—l (2er+ )F(£+2a+2) Qa4+ 1)5(2a +1,6+1)
Alors, d’apres (3.2), pour n > 1 :
R,=(2a+1)> BRa+1,0+1)=(2a+1)Y BRa+1,l+n+1)=(2a+1)3(2a,n+1),
>n >0
ol on a utilisé I'égalité suivante : >, -, B(x,y + k) = B(z — 1,y) (voir par exemple, [GR80],
pp.950). d’ot,

(2a+ 1)I'(2a)n! 20+ 1
R, = L forn>1, e Ry=S=1+R = . 43
I'(n+2a+1) o= ¢ 0 T 20 (4:3)
L’expression (4.1) est alors la conséquence de (4.3) et (2.8). De plus, d’apres (2.10), pp =
peRi+1/R, . et en utilisant encore (4.3) on obtient (4.2). O

REMARQUE 4.2. On va ici illustrer un comportement similaire au comportement obtenu
dans [RY] pour le processus de Bessel de dimension plus grande ou égale a 2 et pénalisé par
son temps de séjour dans un intervalle. En effet, une marche de Bessel d’indice a@ > —1, peut
aussi étre caractérisée par les probabilités de passage suivantes :

1 a+1/2

1 1
P(Xpn=(+1]|X,=0) = 5 (1 + %) , pour /,n > 1 entiers.
Il est évident que si a € (0,1) \ {!/2} (ou de dimension ¢ € (2,4) \ {3}),

B 1 —a—i—% H(?)
Q(Xn+1—€_1’Xn—£)_§(1_€_a+%)+ 2 )

avec

afy —

B Tt at k)

Lorsque ¢ — oo :

1 —a+3
Xpy=0—-1|X,=0)==-(1—- —2_ 1/¢).
QW= (=11 X, =0 = 5 (1= =20 ) ot

En d’autres termes, si @ # 1/2, le comportement de la chaine {X,} sous @, est celle d'une
marche de Bessel d’indice o/ = —a (ou de dimension &' =4 — 6 € (0,2) \ {1}), pour des ¢ assez
grands.

Si a = 1/2, la chaine {X,, },>0 sous @, est une marche de Bessel d’indice —1/2. O

On va maintenant s’intéresser a ’exemple dans le cas continu qui est basé sur I'exemple
précédent. On appelle processes de sauts de Bessel d’indice @ > 0, un processus de sauts
{X(t) }+>0 avec pour taux de naissance et de mort :

bp=0+2a+1, dy,=/{, pour ¢ > 0 entier.

Une conséquence du Théoreme 2.5 est le résultat suivant :
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COROLLAIRE 4.3.

(1) Pour toutt > 0 et tout élémentt A, € F;, (2.18) est vérifiée avec la martingale positive
non uniformément intégrable suivante

M(t) = 2a 2V (D) X()T(2a+1) .
20 + 1 T'(20+ X(t) + 1)

(2) Soit Q la mesure de probabilité sur (§), Fs,) donnée par (2.20). Alors, sous Q, {X:}i>o
est un processus de Bessel récurrent avec les taux de transition :

by =0+1,0>0, dy:=0+2a,(>1. (4.5)

(4.4)

La démonstration de ce Corollaire est basée sur le fait suivant ; la chaine de naissance et
de mort sous jacente a { X (t)}+>0 est une marche de Bessel d’indice «. Les détails restants sont
laissés au lecteur.

4.2. Autres exemples.
On peut se poser la question naturelle suivante : en supposant satisfaites les hypotheses du
Théoreme 2.5, le processus X, sous @, est il récurrent positif 7 Existe-t-il une mesure invariante ?
La réponse a cette question est non. Nous allons donner deux exemples simples.

Posons, pour ¢ > 0, b, := a*, d; == a*, ou 0 < a < 1. De cette facon, le processus de
naissance et de mort associé est transient puisque

n
Yo = l_IaZ =a""VR S = Za"("“)/Q < 0.
/=1 n>0
D’apres le Théoreme 2.5, le processus est donc récurrent sous ). En utilisant (2.21) on obtient

~ R R ~ Ry Ry
bg:bg E—i—l_ag L+1 dg:dg Elza%#.

Ry R, ’ Ry Ry

On calcule

J 2 J 2

bo_1 (Rj> H 1 1 R; 1
%= () T - 5 i - =
=1 e =1 S 1 a S 1 qld t3i)/2 o1
ou
. 2
L £(L+1)/2
Uj = Q7 +39)/2 (Za >
>4

Puisque

o . 2 . 2
(G+1)(G+2) £(+25+3)/2 £(+2543)/2
Uj+1 o a(2j—4)/2 a Zzzo a o agj ZEZO a
o 3(G+1) e(e+25+1)/2 - £(e+25+1)/2
Uj a Zzzo a / Zzzo a /
et d’apres le Théoreme de convergence dominée

D D

lim == = b

J—e0 Zezo a
alors lim;_o Us+1/v; = 0. D’apres le critere de D’Alembert , la série (1/s2) 3/, U; converge et
on a donc la condition nécessaire pour l'existence d’une mesure invariante (voir par exemple
[Law06], pp.78 ou [Res05], pp. 412) est satisfait. On a donc bien dans ce cas I'existence d’une
mesure invariante pour le processus X sous ().

Posons, pour ¢ > 0, b, := a’, dy := a**', o1 0 < @ < 1. Encore une fois, le processus de

naissance et de mort associé est transient puisque

vn:Ha:a”, S:Zanlia<oo.

(=1 n>0
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En utilisant (2.21) on obtient
Ry attl ) 5 Ry at~1

— b ="t 4, =d —d = at.
R, ot T TR T T

D’une part, d’apres le Théoreme 2.5 on sait que le processus est récurrent sous (). D’autre part :

S -

§>1 ¢=1 >1

by = by

Ainsi, dans ce cas il n’y a pas de mesure invariante pour X sous Q.

Remarquons que dans les deux exemples précédents, il n’y a pas d’explosion. Nous nous
posons la question suivante : si le processus explose, est il possible de démontrer ’existence
d’une mesure invariante ? Encore une fois la réponse a cette question est négative.

Rappelons que, d’apres [Nor98] pp. 90, que { X (¢) }+>¢ explose avec une probabilité positive
SUpy>q by +dy = 0o. Posons, pour £ > 0, by = (1+£)* et dy = €%, with a > 1. Alors, il est évident
que supysq by + dy = 00, et

s 1
=l =L m ==

£>0

Comme précédemment, on a :

SIS - () 5 - 22 (S o)

§>1 =1 i>1

Puisque :

1 * 1
Z (1+0)e jfoo/j 1+y)e (a—1)(G+ 1)t

£>7

2=2¢ qui est convergente si

la série D, [T\_, be-1/d, se comporte comme la série > 1+ 1)
a > 3/2 et divergente si a < 3/2.

Finalement, 1’explosion n’est pas un critere pour 'existence d’une mesure invariante.



Conclusion et perspectives

Pénalisation de la marche aléatoire standard

Il me parait nécessaire de poursuivre I’étude de la pénalisation de la marche aléatoire symétrique
pour des fonctionnelles variées afin d’obtenir une étude aussi complete que celle obtenue par
B. Roynette, P. Vallois et M. Yor, concernant la pénalisation du mouvement brownien. Nous
pouvons, par exemple, pénaliser par une fonction de I’age de la marche ou encore d’une fonction
des temps locaux en deux niveaux différents. Le sujet est riche et de nombreuses directions sont
possibles : en ce moment, je termine I’étude d’une pénalisation de la loi jointe du supremum et
de l'infimum.

Le travail réalisé en collaboration avec Mihai Gradinaru m’offre deux futurs axes de re-
cherche :

Pénalisation de marches aléatoires en milieux aléatoires (M AMA)

Dans la premiere partie de notre article, nous avons considéré une chaine de naissance et
de mort transiente que nous avons pénalisée par son nombre de visites en 0. L’originalité de
ce résultat réside dans le fait que le raisonnement utilisé est général, qu’il ne nécessite pas
la connaissance explicite des probabilités de passage, ces dernieres doivent juste satisfaire la
propriété de récurrence.

Au vu de ce résultat, nous souhaitons remplacer ces probabilités de passage déterministes par
des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans [0, 1], c’est a dire étudier la MAMA tran-
siente pénalisée par son temps de séjour en 0. Il est évident que ces variables aléatoires vont
devoir satisfaire des propriétés propres aux MAMA de maniere a satisfaire la propriété de tran-
sience.

Pénalisation de superprocessus

Apres avoir pénalisé successivement une marche de naissance et de mort transiente par son
nombre de visites en 0, puis un processus de naissance et de mort transient par son temps de
séjour en 0, une suite logique, et pour que 1'étude soit complete, serait de réaliser un raisonne-
ment similaire dans un cadre continu tant au niveau des parametres qu’au niveau de 1’espace
d’états, autrement dit les superprocessus.

Processus renforcés

Toujours en collaboration avec Mihai Gradinaru, nous nous intéressons a ce qu’on appelle
les processus renforcés. Une définition simpliste de ces processus consiste a dire que leur loi a
I'instant ¢ dépend de tout le passé de la trajectoire : le processus cherche a retourner la ou il a
passé le plus de temps.

Cette définition intuitive nous amene a nous poser la question suivante :

Sommes-nous capables de trouver une pénalisation du mouvement brownien de telle sorte que
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sous la nouvelle probabilité (), le processus se comporte comme une diffusion renforcée ?
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The subject of my thesis is the theory of penalisation originaly developed by B .Roynette, P. Vallois and M. Yor in the case of the
brownian motion. In a few words, it consists in putting a weight on the probability measure to favorise trajectories with probability
measure equals to zero.
The first part of my thesis is the discrete counterpart of their work :
let (Q, (Xn, Frn,n2>0),Foo =V ,,50Fn, IP) the symmetric random walk where F,, is the canonical filtration.
For some adapted and positive functionals G : N x Q — RT I study Vn € N, VA,, € F,,, the limit when p — oo of the quantity :
g1, Gp)
E.[Gy]

When this limit exists, it is equal to Q (Ayn) := Eg[1a,, My] where (M, n > 0) is a positive non uniformly integrable martingale.
The definition of @ induces a new probability on (2, Foo) and then I study (X,,n > 0) under Q.
In a second part, I try to expend this theory to birth and death Markov processes. Recall that these processes have the property
that, after an exponential random length of time, only transitions to neighbouring states are possible.

Precisely, I penalize the distribution of the transient birth and death process by the number of visits at the state 0 (which is
like local time type penalization). When I force the process to visit an infinitely often the state zero I prove that, under the new
probability measure induced by penalization, the process behaves as a recurrent birth and death process.

Le sujet de ma these est la théorie de la pénalisation, développée originalement par B .Roynette, P. Vallois et M. Yor dans le cas
du mouvement brownien. En quelques mots, cela consiste & favoriser des trajectoires de mesure nulle en mettant un poids sur la
mesure de probabilité.
La premiére partie de ma theése est la contrepartie discréte de leur travail :
Soit (Q, (Xn, Fn,n>0),Foo =V,50Fn, IP) la marche aléatoire symétrique ou F,, est la filtration canonique.
Pour des fonctionnelles positives et adaptées G : N x Q — RT, j’étudie Vn € N, VA,, € Fn, la limite quand p — oo de la quantité :

Ey [IU\n Gyl

E.[Gy)

Quand cette limite existe, elle est égale & Q (An) := Eg[ls,, My] oit (My,n > 0) est une martingale positive non uniformément
intégrable. La définition de @ induit une nouvelle probabilité sur (2, Feo) et on étudie alors (X, ,n > 0) sous Q.

Dans une seconde partie, j’essaye d’étendre cette théorie a un processus de naissance et de mort. Rappelons que ces processus ont
la propriété de ne changer d’état que vers les états les plus proches et cela aprés un temps aléatoire exponentiel.

Plus précisément, je pénalise un processus de naissance et de mort transient par le nombre de visites dans I’état 0 (ce qui est comme
une pénalisation par le temps local). Quand je force ce processus & visiter une infinité de fois I’état 0, je prouve que, sous la nouvelle
mesure de probabilité induite par pénalisation, le processus se comporte comme un processus de naissance et de mort récurrente.
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