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Chapitre 1

Introduction

En se basant sur la théorie de l'intégration par régularisation et la convergence uniforme en probabilité,
on définit plusieurs schémas d’approximation du temps local. Selon les cas, ils sont valables pour des semi-
martingales, des diffusions ou pour le mouvement brownien standard. En outre, on s’intéresse a d’autres
modes de convergence que la convergence en probabilité dans le cadre de 'intégration par régularisation.

On étudie des cas de convergences presque sure, puis des convergences au second ordre.

Dans ce chapitre, on commence par faire des rappels sur les semi-martingales continues (Section 1.1.1),
puis sur U'intégration par régularisation (Section 1.1.2). On présente un premier schéma d’approximation
du temps local dans la Section 1.1.3. Ce premier schéma peut se décomposer de plusieurs manieres,
chacune donnant naissance a de nouveaux schémas d’approximation. Ces différentes décompositions sont
présentées dans la Section 1.2. Ce chapitre se termine avec une série de résultats préliminaires qui seront

utilisés fréquemment dans les chapitres suivants (Section 1.3).

Dans les trois chapitres suivants, on étudie la convergence des différents schémas d’approximation vers
le temps local. Le Chapitre 2 concerne les semi-martingales et les diffusions réversibles. Le Chapitre 3 se
concentre sur le cas particulier du mouvement brownien standard. Enfin, le Chapitre 4 traite le cas de
certaines martingales browniennes. L’essentiel de ces résultats a été publié dans [3], et le cas brownien a
fait Pobjet de [4].

Les deux derniers chapitres sont consacrés a d’autres modes de convergence que la convergence en proba-
bilité. Dans le Chapitre 5, on montre la convergence presque stire vers I'intégrale stochastique dans le cas
ou l'intégrant est Holdérien. Dans le Chapitre 6, on étudie la convergence au second ordre de la variation

quadratique et de l'intégrale stochastique.

1.1 Intégration par régularisation et temps local

Soit (2, F, (Fi)i>0, P) un espace de probabilité complet et (X;);>0 un processus réel continu, (F;)-adapté.
Une catégorie particuliere de tels processus est celle des semi-martingales continues, ou alors celles des
processus gaussiens. Alors qu’on connait déja une intégrale, une variation quadratique et un temps local
pour les semi-martingales (voir section 1.1.1), de tels objets n’existent pas pour le cas des processus

continus en général, et méme pas dans le cadre restreint des processus gaussiens. Les travaux de Russo



et Vallois dans [21], [22] et [23] ont permis de définir une intégrale et une variation quadratique pour une
classe de processus continus plus large que les semi-martingales (voir section 1.1.2). En se basant sur le
procédé de construction de cette variation quadratique, on définit une premiere famille d’approximation

du temps local (voir section 1.1.3).

1.1.1 Rappels sur les semi-martingales continues

Avant de considérer les processus continus en général, rappelons quelques résultats connus pour les semi-
martingales continues. Ces rappels sur le calcul stochastique d’It6 sont tirés de [19] et [14]. Commengons
par rappeler brievement ce que sont les semi-martingales, leur variation quadratique et l'intégrale sto-

chastique par rapport a une semi-martingale.

Définition 1.1.1 Un processus X est une (F;)- semi-martingale continue si X peut s’écrire X = Xo +
M + A, avec Xy une variable aléatoire Fo-mesurable, M une (Fi)-martingale locale continue et A un

processus continu, (Fi)-adapté et a variation finie.

Nous rappelons ensuite la définition de la variation quadratique pour une martingale, puis pour une

semi-martingale.

Définition 1.1.2 Soient X,Y deux martingales locales continues. Alors il existe un unique processus
< X,Y > adapté, continu et a variation bornée tel que < XY >o= 0 et XY — < X,Y > est une
martingale locale continue.

Si X =Y, alors < X, X > est la variation quadratique de X et c’est un processus croissant. On notera
parfois dans la suite < X >=< X, X >.

Définition 1.1.3 Soit X = Xg+ M + A une semi-martingale continue, avec M une martingale locale
continue, A un processus continu adapté & variation borné. On définit la variation quadratique de X par :
<X, X >=< MM >.

2
Signalons que < M, M > est définie classiquement par la convergence en probabilité de ), (Mt?+1 — Mt?)
oun A, ={0=tg <--- <t, =1t} est une subdivision de [0, ] telle que |A,| converge vers 0.

Enfin, rappelons la définition de I'intégrale stochastique d’It6 pour une semi-martingale.

Définition 1.1.4 Si X = Xy + M + A est une semi-martingale, alors pour tout processus K progressi-
vement mesurable tel que pour toutt > 0,

1) [y K2d< M >,< oo,

2) [y |Klud|A]s < oo,

on peut définir (fot K,dXs)i>0 Vintégrale stochastique d’Ité de K par rapport o X de la maniére suivante :

t t t
/KSdXS:/ KSdMS—i-/ K dA,,
0 0 0

avec fg K dMg lintégrale stochastique par rapport a la martingale locale continue M et fg K dAg Uintégrale

de Stieljes par rapport a A. Le processus (fg K,dXs)i>0 est une semi-martingale continue nulle en 0.

Grace a la variation quadratique et I'intégrale stochastique, on montre que I'image d’une semi-martingale

continue par une fonction de classe C? est une semi-martingale continue.



Théoréme 1.1.5 (Formule d’Itd) Soit X une semi-martingale continue et F' € C*(R). Alors F(X)

est une semi-martingale continue et on a pour toutt > 0 :
t 1 [t
F(X;) = F(Xo) +/ F'(X5)dXs + 5/ F'(X)d < X >;.
0 0
La formule d’Itd ci-dessus n’est valable que pour des fonctions F' de classe C2(R), mais on peut écrire une
formule semblable pour les fonctions convexes, en introduisant le temps local d’une semi-martingale.
Commencons par rappeler les résultats relatifs au temps local L(X) de la semi-martingale X.

Théoréme 1.1.6 (formule de Tanaka) Pour tout a € R, il existe (L¢(X),a € R,t > 0) un processus
bimesurable, adapté, appelé le temps local de X, tel que pour tout a € R, t — L¢ est croissant continu, et
tel que pour toutt > 0,a € R

t

1
(Xt—a)"'_ = (Xo—a)++/0 H{Xs>a}dXS+§Lta(X)’

t
_ _ 1_,
(Xi-0) = (Xo-0) — [ Hix,cndX+ LX)
0
t
| X —a] = |Xo — q] Jr/ sign(Xs — a)dXs + LE(X).
0
Remarque. On rappelle que 2~ = sup(—z,0) et 2+ = sup(z, 0).
On peut maintenant écrire une extension de la formule d’Itd pour les fonctions convexes.

Théoréme 1.1.7 (Formule d’It6-Tanaka) Soient X une semi-martingale continue et F une différence

de deuz fonctions convexes. Alors F(X) est une semi-martingale et pourt > 0, on a

! 1
F(Xy) =F(Xo)+/ FL(XS)dXS+§/L§F”(da),
0 R
avec F' la dérivée a gauche de F et F"(da) la dérivée seconde au sens des distributions.

Terminons ces rappels par une bréve étude du temps local. L*(X) est un processus qui sert & mesurer ce

qui se passe localement autour de a, comme on peut le voir dans les propositions suivantes.

Proposition 1.1.8 Pour tout a € R, le processus (L§(X),t > 0) étant croissant, on peut lui associer

une mesure dL§ sur RY. Cette mesure est portée par l’ensemble {t : X; = a}.

Proposition 1.1.9 (Formule de densité d’occupation) Pour toute fonction ¢ borélienne positive

définie sur R , on a presque surement pour toutt > 0 :
t
/ G(X)d < X >= / (a)L4(X)da.
0 R
Une extension de cette formule peut étre trouvée en exercice dans [19] :

Proposition 1.1.10 Si X est une semi-martingale continue, alors presque sirement, pour toute fonction

h borélienne positive définie sur Ry x R,

/Oth(S,Xs)d < X >4= /R (/Oth(s,a)dL‘;(X)) da.



Enongons maintenant quelques propriétés de régularité du temps local.

Proposition 1.1.11 Soit X une semi-martingale continue. Alors il existe une modification du processus
(LE(X))aer,t>0 telle que (a,t) — LE(X) est p.s continu en t et cadlag en a. Si de plus, fot Mix,—q1dXs =

0, alors il existe une modification bicontinue de L(X).

Remarque.

1) Pour le mouvement brownien (B;);>0, on a fot I;p,—qydBs = 0. En effet,

t t t
E <(/ ]I{Bs_a}stﬁ) =F (/ ﬂst:a}ds> = / P(B, = a)ds = 0.
0 0 0

Plus généralement, si X est une martingale, alors fot Ty x,—qydXs = 0.

2) Si fot Iix,—qydXs = 0, la deuxieme égalité du Théoreme 1.1.6 peut étre modifiée de la maniere

suivante :

t
1
(Xt—a)f = (Xo—a)f _/ ]I{Xb<a}de+§L?(X)
0

Dans le cas des martingales, on a plus de régularité que la simple bicontinuité.

Proposition 1.1.12 Soit X une martingale continue. On peut choisir une version du temps local telle

que, presque strement, a — L est Holderien d’ordre 6 uniformément en t € [0,T], pour tout 6 < %

Enfin, la Proposition suivante donne une premiere formule d’approximation du temps local par des
intégrales. Ce résultat est une conséquence directe de la formule de densité d’occupation et de la Propo-
sition 1.1.11.

Proposition 1.1.13 Soit X une semi-martingale continue, alors

1 t
VE>0,a€R, LOX)=lim- | Huorq(X)d<X >, ps.
0

e—0 €

Si X est une martingale locale continue, on a :

Si on veut étendre les formules d’'It6 et d’It6-Tanaka pour des processus continus plus généraux, comme
les processus gaussiens ou des processus continus, il faut utiliser une intégrale qui étende celle d’It6. La

définition de cette intégrale stochastique étendue est 'objet de la section suivante.

1.1.2 Généralisation aux processus continus

Commencgons par définir I'intégrale forward, qui étend I'intégrale stochastique d’Itd pour certains proces-
sus continus. L’intégrale forward, et plus généralement l'intégration par régularisation, ont été introduites
et développées par Russo et Vallois dans [21], [22], [23] et [24]. Cette intégrale se construit par convergence
(ucp) d’une famille d’intégrales. Rappelons la définition de la convergence (ucp) ( d’apres la Section 11.4
de [18]).



Définition 1.1.14 On dit qu’une famille de processus (Ht(e))@o converge uniformément sur les compacts
en probabilité (ucp) vers (Hy)i>o si pour tout T > 0, supgc,<r \Ht(e) — H,| converge en probabilité vers 0

quand € tend vers 0.

Nous pouvons maintenant introduire la définition de 'intégrale forward, valable pour certains processus

continus.

Définition 1.1.15 Soient X un processus réel continu (F;)-adapté et H un processus (F)-adapté. On
définit f(f Hd~ X lintégrale forward de H par rapport a X comme la limite suivante :

/Hd thmucp /H Xsre — Xs) ds,
si cette limite existe.

Comme dans la section 1.1.1, on associe a l'intégrale forward une variation quadratique, définie aussi par

convergence (ucp). Pour la différencier de la variation quadratique ordinaire, on la note [,].

Définition 1.1.16 Soient X,Y deux processus réels continus. On définit le crochet de X etY par :

e—0

X, Y] = lim (ucp) /0 (Yoo — V2) (Xuse — X,)ds

si cette limite existe.

SiY =X, alors [X, X] est appelé variation quadratique de X.

On remarque que pour un processus continu, il existe un lien tres fort entre ’existence de sa variation

quadratique et celle de certaines intégrales forward.

Proposition 1.1.17 Soit X un processus continu. [X, X] existe si et seulement si pour tout f fonction
de classe C1, [ f(X)d~ X existe.

L’intégrale forward et la variation quadratique ainsi définies sont des extensions de 'intégrale stochastique
d’'Tt6 et de la variation quadratique ordinaire relatives aux semi-martingales continues, comme on le voit

dans ces résultats tirés de [20].
Proposition 1.1.18 Si X,Y sont deuzx semi-martingales continues, alors [X,Y] =< X,Y > .

Proposition 1.1.19 Soient X une semi-martingale continue et H processus (F)-adapté admettant des

t t
/Hd—Xz/ H, dX,,
0 0

avec fot HydX; lintégrale stochastique habituelle.

limites a gauche, alors :

La variation quadratique possede une propriété de stabilité, tirée de [21] :

Proposition 1.1.20 Soient X,Y processus continus tels que [X,Y],[X,X],[Y,Y] existent et f,g €
CYHR), alors [f(X),g(Y)] emiste et

VE=0, [f(X) t—/f Xs)d[X,Y]s.

9



En particulier, si X est une semi-martingale continue, on a
Yt>0, [f(X t_/f X )d< X >,

Avec ces définitions, Russo et Vallois ont obtenu une formule de type It6 dans le cas des processus

continus. La version suivante de cette formule est tirée de [23].

Théoréme 1.1.21 Soient X un processus continu tel que [X, X| existe et f une fonction de classe C2.
Alors

f(Xy) = f(Xo) /f s)d" X+ = /f" Xs.

En se basant sur cette théorie de I'intégration par régularisation, on a pu construire un nouveau schéma

d’approximation du temps local (c.f. la section suivante 1.1.3).

Dans cette section, la variation quadratique et I'intégrale forward ont été définies par des limites au sens
ucp. Il parait naturel de se demander si on peut montrer, sous certaines hypothéses, une convergence au

sens presque sur, puis ensuite d’établir une convergence au second ordre.

Gradinaru et Nourdin [10] ont obtenu des résultats de convergence presque siire. En particulier, pour B#
un mouvement brownien fractionnaire d’indice H € [%, 1], si g est de classe C2(R), alors X fo (BI) (B, —

BH)du converge presque stirement uniformément sur les compacts vers 1’1ntegrale forward fo (BH)d-BE.
Dans ce méme article, il est démontré un résultat de méme type, en remplagant le mouvement brownien
fractionnaire par une martingale s’écrivant sous la forme M = My + fot JsdBs, avec J processus adapté

localement holdérien.

Dans le chapitre 5, on montre que, sous certaines hypotheses de régularité sur l'intégrant (H;):>o, la
convergence vers 'intégrale forward de H par rapport a une martingale locale continue M a lieu au sens

presque sir, ainsi qu’un résultat d’approximation presque stire de la variation quadratique de M.

Le chapitre 6 considere la convergence au second ordre : on y étudie la convergence en loi de

1 1 ¢ t 1 1 t t
— (- HJ(X — X,)ds — | HydX, ~ (2] mix Cxvas- [ m
e (6/0 s(X(s+ent s)ds /0 sd 5) et e (6/0 s(X(s+eynt s)°ds /0 éds>’

dans le cas ou X est le mouvement brownien standard.

1.1.3 Vers une formule d’approximation du temps local : J.(t,y)

Considérons (X;);>o un processus continu & valeur dans R. Enumérons rapidement des exemple de pro-
cessus qui admettent un processus des temps locaux (L7 (X),x € R,t > 0). L’exemple le plus courant est
celui des semi-martingales (voir la section 1.1.1). Quand X est un processus de Markov, le temps local
(L¥)t=>0 & un niveau x est défini comme une fonctionnelle additive particuliere dans [6], et au moyen des
excursions dans le Chapitre IV de [5]. Une construction du processus des temps locaux pour une diffusion
unidimensionnelle a été donnée dans [11]. Une classe importante de processus de Lévy admet un processus
des temps locaux (c.f. Chapter V de [5]). Au-dela des semi-martingales et des processus de Markov, des
processus des temps locaux associés aux processus gaussien (c.f. [9]) ont été définis en tant que densité
d’occupation. Un exemple particulier de processus gaussiens ayant un processus des temps locaux est le

mouvement brownien fractionnaire. Des formules de Tanaka et d’Ité-Tanaka ont été données dans [§].

10



La définition de (L7 (X),x € R,t > 0) ne dépend pas toujours explicitement des trajectoires de (X;)>o.
Par exemple, si X est une martingale locale continue, (L¥(X),t > 0) peut étre défini comme 'unique
processus adapté nul en 0 tel que |X; — 2| — L¥(X) est une martingale locale. Ainsi, il est intéressant
de produire des schémas d’approximation de (L¥(X),z € R,t > 0) pour lesquels les propriétés de la
trajectoire de X apparaissent plus explicitement. Dans le cas des semi-martingales, la proposition 1.1.13

est un premier exemple.
La théorie des excursions de Lévy (c.f. [26]) donne un autre type d’approximation en comptant le nombre
de descentes ou d’excursions avant un temps donné. Dans le cas des diffusions, la convergence de sommes

normalisées a été étudiée dans [1] et [12]. Enfin, on peut se référer & [16] et [2] pour des approximations

du temps local de processus de Lévy.

Les schémas d’approximation qu’on étudie ici seront tous dérivés d’un premier schéma (J (¢, y),y € R, t >
0), qui s’inspire de la définition de la variation quadratique pour les processus continus. Les approxima-
tions du temps local qui en découlent sont donc des approximations qui dépendent des trajectoires de X.

Commencons par définir (J(¢,y),y € R,t > 0) :

1 t
Je(t,y) = EA (I[{y<Xs+s} — ]I{y<Xs}) (Xsyre — Xs)ds, YyeRt>0. (1.1)

Notons que, si lim¢_.o(ucp)Je(t,y) existe, alors, par définition, elle est égale a [My,<x 1, X ];.

Si le processus X admet une variation quadratique, la proposition suivante montre que les mesures

Je(t,y)dy convergent faiblement quand e tend vers 0.

Proposition 1.1.22 Soit X un processus continu admettant une variation quadratique. Alors, pour toute

fonction f € CO(R), on a
hmucp/f tydy—/f

Si on applique ce résultat pour X une semi-martingale continue, comme X admet un crochet et [X] =<
X >, il vient

hmucp/f tydy—/f )d < X > s.

D’apres la formule de densité d’occupation (Proposition 1.1.9), fo X)d < X >s= [, fly) L} (X)dy.

Par conséquent
hm (ucp /f tydy—/f VLY (X)dy,

pour toute fonction f continue a support compact.

Cette analyse suggere donc de montrer la convergence de J(t,y) vers LY(X) dans le cadre des semi-
martingales. Pour simplifier, on fera l’essentiel de 1’étude en prenant y = 0 et on note simplement
Je(t,0) = J.(t). Afin d’établir sa convergence, J,(t) a été décomposée de plusieurs manieres. Ces différentes
décompositions sont présentées dans la Section 1.2, accompagnées d’un bref résumé des cas ou la conver-

gence a été montrée. Les résultats complets de convergences sont répartis dans les Chapitres 2 a 4.

Preuve de la Proposition 1.1.22. Soit ¢ > 0. A toute fonction f € C°(R) nous associons la primitive

g de f telle que g(0) = 0. On calcule de deux maniéres différentes la limite de 'intégrale suivante :



quand € tend vers 0.

Premiere approche : d’apres la Proposition 1.1.20, on a :

tim(uep)e(t) = o). K]y = [ o/ (X)L, = [P )d1x]

Deuxieme approche : il est clair que :

9(b) — gla) = / (Lyesy — Tgyeay) F(u)dy.

Ce qui conduit a :

ro-; | t ( [ @ = Tyexy) (s = X) f(y)dy) ds.

€

On applique le Théoreme de Fubini et on obtient :

/f e(t,y)dy,

ou Je(t,y) est défini par (1.1). Comme lim._,o(ucp)Tc(t) existe et vaut fot f(Xs)d[X]s, la Proposition est

démontrée. |

1.2 Décompositions successives de J (t)

On rappelle que

1 t
Je(t) = */ (Toex.yy — Tpoex.y) (Xowe — X) ds.
0

€

1.2.1 Une décomposition élémentaire

En séparant les deux indicatrices, on obtient une somme de deux termes d’apparences semblables :

Je(t) = =12 (1) + I2(1), (1.2)

avec
L) = / Xb+€ - ]I{0<X yds, (1.3)
I2t) = / XHE —~ I[{0<X +eoyds. (1.4)

La différence entre deux ces deux termes est I'indicatrice. Dans I (t), T{o<x,y est adapté et on va pouvoir
utiliser le fait que X est une martingale pour 1’étude de ce terme. Alors que dans I2(t), Tro<x,, .y n'est

pas adapté. Nous aurons donc a modifier ce terme pour se ramener a un processus adapté.

Les résultats de convergence obtenus sont les suivants.

— Si X est une semi-martingale vérifiant certaines conditions d’absolue continuité, alors I'(¢) converge
au sens UCp Vers fot T;o<x,3dX, (c.f. Théoréme 2.1.2 du Chapitre 2).

— Si X est une diffusion réversible, alors I}(t), I2(t) et J.(t) convergent au sens ucp vers fot Tocx,1dXs,
X — Xg + 3LY(X) et LY(X) respectivement (c.f. Théorémes 2.1.2 , 2.1.3 et 2.1.1 du Chapitre 2).

12



— Si X est un mouvement brownien standard, alors I}(t), I2(t) et J.(t) convergent au sens ucp vers
fot Tjo<x.}dXs, X; +3LY(X) et LY(X) respectivement . C’est une conséquence des résultats précédents,
mais on présente une autre preuve du Théoreme 2.1.1 dans la Section 3.2.1 du Chapitre 3. De plus, on
montre que la convergence a lieu dans L?(€) et on a une estimation de la vitesse de convergence dans
la Section 3.4.

— Si X est une martingale de la forme X; = fot osdBg ou o est une fonction vérifiant certaines pro-
priétés, alors I1(t), I2(t) et Jc(t) convergent au sens ucp vers fot Tjoc x,1dXs, X{ 4+ LX) et LY(X)
respectivement (C’est une conséquence des deux premiers points. Voir le Chapitre 4).

Cette décomposition (1.2) n’est pas totalement satisfaisante car, comme on le voit dans les Théoremes

2.1.2 et 2.1.3 du Chapitre 2, les limites respectives de Il(t) et I2(t) ne s’expriment pas en fonction

uniquement du temps local. On propose donc une autre décomposition de J,(t).

1.2.2 Deuxieme décomposition

On peut écrire J(¢) sous la forme :

Je(t) = I2(t) + I (t) + Re(t), (1.5)
avec
1/t 1/t
3 + _
20 = ¢ [ Xosdeezdet ;[ X Ao (16)
€ Jo €Jo
A I I
Ie (t) = E/ X;I[{X(u+e)At>0}dU + E/ X:]I{X(,quE)/\tgo}du, (17)
0 0
1 t
R(t) = 6/( . (To< X0y — Tocxu}) (Xuge — Xu) du
t—e
1 t
= /(t . (Tro<x,y — Lpoex,y) (Xe — Xu)du, ¢2>0. (1.8)

Remarquons que, dans (1.6) et (1.7), nous avons systématiquement introduit X, a¢ & la place de Xy,
pour que I3(t), I2(t) soient des processus adaptés. Cela jouera un role important dans les preuves, en

particulier pour obtenir la convergence au sens (ucp).

Les résultats de convergence obtenus sont les suivants.

— Si X est une semi-martingale continue, alors I2(¢) converge au sens ucp vers %L? (c.f. Théoreme 2.2.1
du Chapitre 2).

— Si X est une diffusion réversible, alors I3(t) et I2(t) convergent au sens ucp vers LY (c.f. Théoremes
2.2.1 et 2.2.2 du Chapitre 2).

~ Si X est un mouvement brownien standard, alors I3(t) et I}(t) convergent au sens ucp vers 1 LY, d’apres
les points précédents.

— Si X est une martingale de la forme X; = fg osdB, ou o est une fonction vérifiant certaines propriétés,
alors I2(t) et I2(t) convergent au sens ucp vers 5 LY. La convergence de I3(t) découle du premier point,
la convergence de I2(t) est un corollaire du Théoréme 4.1.1 (C’est une conséquence des deux premiers
points. Voir le Chapitre 4).

D’une maniere évidente, I2(t) et I2(¢) peuvent chacun se décomposer en deux termes, ce qui fait 'objet

de la section suivante.
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Preuve de la décomposition (1.5). Pour que I'indice de X,y ne dépasse pas t dans J¢(t), on commence

par introduire (u + €) At & la place de u + € :

1 t
Je(t) = 7/0 (H{o<x(u+gw} - ]I{o<xu}> (X(usent — Xu)du

€

1 t
+/( (]I{O<X“,+E} — Tpoex,y) (Xute — Xu)du

t—e)t

1 t
—*/ (Tio<x,y — Lo<x,y) (Xi — Xo)du.

€ Jit—et

On regroupe la deuxiéme et la troisiéme ligne sous la notation R.(t). Il reste la premiére ligne & modifier,
qu’on note provisoirement je(t) On la décompose en une somme de quatres termes positif, en utilisant

I’égalité suivante :
I[{X(u+e)At>O} - ]I{Xu>0} = ]I{X(u+e)/\t>O7Xu<0} - ]I{X('u+e)At<07X1L>O}'

On a alors en reportant dans 'intégrale

- 1

t
Je(t) = g/ (Xuront = X)) (Lgx i o0 >0,x,<0) — (X (1t ine <0, >0} ) AU
0

Apres avoir développé le produit, on obtient

~ 1

t
Je(t) = - /0 (Xt one50,%050) = Xt ot LX o 0000, %,50)

_XU]I{X(u+e)/\t>07Xu<O} + XU’]I{X(u+e)At<O=XU>O} du.

Comme
— +
Xurom X ron>0y = X(u-s-e)/\t’
_X(u+e)/\tI[{X(u+e)At<O} = X(:Hre)/\t’
_Xu]I{Xuéo} = X,
Xulix,~0p = X,

on peut écrire J (t) comme une somme de quatre termes positifs :

1/t 1t
Je(t) = 7/ X(—Z-s-e)/\t]I{XuSO}d“"f' */ X(u-&-e)/\t]I{Xu>0}du
€Jo €Jo
1/t 1/t
+;/ X WX uron>opdu + g/ X DX ne<oyd
0 0

La premiére ligne est I2(t) et la deuxieme I2(t), et on a bien la décomposition (1.5). [ |

1.2.3 Derniere décomposition
De l'identité (1.5), on déduit directement :

() = I2M () + 122(t) +r2(t), LX) = I () + I2%(8) + 7 (1), (1.9)
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avec

I A
) = ;/0 X(que)mt]I{Xu>0}du7 (1.10)
1 t
3,2 _ +
I (t) - E/O X(u+6)/\t]I{Xu<O}dU” (111)
1 t
T?(t) = EA Xa+6)/\t]I{Xu:0}duv (112)
1t
Ij»l(t) = z/(; Xu H{X(u+€)/\t>0}du, (113)
1 t
2 = ;/0 X Wix, s pe<0}dt, (1.14)
4 1 ¢ +
TE (t) = z ; Xu ]I{X(u+€)At:0}du. (115)

Remarquons qu’on ne peut plus décomposer davantage les termes.

Les résultats de convergence obtenus sont les suivants.

— Si X est un mouvement brownien standard, alors I>(¢), I2(t),i = 1,2 convergent au sens ucp vers
1L?(X). On a de plus une estimation de la vitesse de convergence de I2+(t) dans L?({2) (c.f. Théoréme
3.3.1 du Chapitre 3).

— Si X est une martingale de la forme X; = f(f osdB, ol o est une fonction vérifiant certaines propriétés,
alors I3(t), I2(t),i = 1,2, convergent au sens ucp vers 3 L?(X) (c.f. Théoréme 4.1.1 du Chapitre 4).

1.3 Résultats préliminaires

Commengons par une extension du théoréeme de Fubini au cas des intégrales stochastiques. Il est cru-
cial dans la plupart des preuves. Il permet d’exprimer certaines intégrales de Lebesgue sous la forme
d’intégrales stochastiques par rapport & des martingales. Ainsi, on pourra obtenir leur convergence (ucp)

via I'inégalité de Doob.

Lemme 1.3.1 Soit (H(u,s),s € R,u > 0) une collection de processus prévisibles, mesurables par rapport

a (u,s,w). Si une de ces hypothéses est vérifiée :

i. (X)s>o0 est une semi-martingale continue et (H(u, $))su>0 est uniformément borné,

if. (Xs)s>0 est une martingale continue de la forme X; = fot o(s)dBs, avec o un processus adapté borné,
et fot fot E(H (u,s)?)dsdu < oo,

alors, presque strement,

/Ot Uot H(u, s)dXs} du = /Ot Uot H(u, S)du} dX., Vt>0.

Preuve. Le cas i) est directement extrait de la Section IV.5 de [19]. On montre le Lemme 1.3.1 dans le
cas ii). Il parait naturel de se ramener & un processus uniformément borné afin de pouvoir appliquer le

point ).

Pour tout n € N, on pose H" = lyg|<nyH. H™ est bien un processus mesurable uniformément borné,

et X est une martingale, donc on est dans le cas 7). On a donc presque stirement

/Ot (/Ot H™ (u, s)dXs) du = /Ot (/Ot H"(u, s)du> ix.. 1.16)
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On veut maintenant faire tendre n vers 'infini pour revenir a H.

Montrons d’abord que fg (fg H”(u,s)dX3> du converge dans L?(Q) vers fot (fot H(u, s)dXS> du. Par

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on écrit

I (/Ot </0t (™ (u, 5) — H(u, 5)] dXs) du)2 <FE (t/ot (At (H™ (u, 5) — H(u, )] dXs>2du> .

Puis on a

2

E ([ [H"(u,s) — H(u,s)]dXs | du < t H(u,s)]dX; : du,
0o \Jo 0
t/o E(/Ot(H (u, s) — H(u,s))?c(s) ds) du,

t/ot (/Ot E [(H™(u,s) — H(u, 5))o(s)?]” ds) du.

(H"(u,s) — H(u, s))?c(s)? converge presque siirement vers 0. o est continue sur [0, ], elle est borné par

N

N

un réel b, donc
(H™(u,s) — H(u, s))?0(s)* < 20°H?(u, s).

Comme H?(u, s) est intégrable par rapport & dP ® ds ® du d’aprés ’hypothese i), on peut appliquer le

théoreme de convergence dominée :

i e " — H(u,s))* o(s)*dsdu =
lim /O/OE(H(U,S) H(u,s))" o(s)“dsdu = 0.

n—-+o0o

Donc fot [fot H"™(u, s)dXs] du converge dans L?(§2) vers fot Uot H(u, s)dXS} du.
On procede de la méme maniere pour 'autre limite :

2

E t t[H”(u,s)fH(u,s)]du dX = FE t t[H"(u,s)— H(u, s)]du 20(8)2d8 ,

(L J) = = (LU ) o)
(/ / 2(H™(u,s) — H(u,s))? duds) ,

/Ot/o E[o(s)(H"(u,s) — H(u, s))]* duds.

lim / / ) (H™ (u, 5) — H(u, 5))]? duds = 0,

n—oo

N

N

Comme précédement,

donc on a bien la convergence dans L? de [, {f(f H"(u, s)du} dX, vers [ [fot H(u, s)du} dX,.

Finalement, on déduit de (1.16) ’égalité suivante par passage & la limite :
t t t t
/ (/ H(u, s)dXs) du z/ (/ H(u,s)du) dXs.
0 0 0 0

Ensuite, on rappelle les propriétés de Holder du mouvement Brownien et de son temps local

Lemme 1.3.2 Soient T > 0,§ €]0, %[ et X le mouvement Brownien standard.
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i) Presque siirement, X est Holdérien d’ordre & : il existe une constante aléatoire positive Cs € L*(Q)

telle que, presque surement,
Vy,ylE [072T]7 ‘Xy_Xy’| <C5‘y_y/|6'

ii) Presque sirement, a — L¢(X) est Hoélderien d’ordre § uniformément en t € [0,T] : il existe K;

constante aléatoire positive finie telle que, p.s,
vt € [0,T],Va,a’ €R, |LYX)— L¥(X)| < Ksla—a'|’.

A partir de maintenant, des que 6 €]0, %[ et T sont donnés, les constantes K, C's sont considérées comme

fixées.

Nous aurons souvent besoin d’ajuster les bornes des intégrales que nous étudierons pour faire les calculs.

Le lemme suivant a pour objectif de montrer que ces ajustements ne changent pas la limite finale.

Lemme 1.3.3 Soient T > 0, X un processus continu et a,b,c,d : [0,1] x [0,T + 1] — R, tels que :

V(e t) € [0,1] x [0, T + 1] 0 < b(e,t) —ale,t) e, (1.17)
Vs € [a(e, t),b(e, t)] le(e, s) — d(e, s)| < e. (1.18)

Pour tout s € [a(e, t),b(e, t)], on note As un événement. Alors

1 b(E,t)
lim — (XC(E’S) - Xd(e,s))ﬂAst = O,

e—0 € a(et)

presque stirement, uniformément en t € [0,T].

De plus, si X est le mouvement brownien standard, pour ¢ €]0, %[ fixé, on presque sturement

sup < Cyél.

b(e,t)
7/ (Xc(e,s) - Xd(e,s))ﬂAst
t€[0,T]

€ Ja(e,t)

Preuve. On note

b(e,t)
A(t,ﬁ) = 7/ (Xc(e,s) - Xd(e,s))]IAst-

€ Ja(e,t)

Alors
1 b(e,t)
IA(t,€)| < */ ‘Xc(e,s) - Xd(e,s)| ds.

€ Ja(e,t)
Presque stirement, s — X, est continue sur [0,7 + 1] donc uniformément continue. Soit § > 0. Il existe
a >0 tel que Vi, t' € [0,T+1],si |t — /| < @, alors on a | X; — Xyp| < 0.
Pour tout € tel que 0 < € < «, d’apres (1.18), on a |Xc(€7s) — Xd(€7s)‘ < J. Donc
b(e, t) — a(e, )

€

vee[0,7] |A(te) < 5 < 6.

d pouvant étre choisi aussi petit qu’on veut, on a convergence de supy<,<r |A(Z, €)| vers 0.
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Si X est le mouvement brownien standard, pour 4 €]0, %[ fixé, par la propriété de Holder 1.3.2, on a

|X, — X,/| < Csly — ¢/|°. Donc

1 b(e,t)
IA(t, )] < f/ Cs |c(e, s) — d(e, 5)| ds,

€ Ja(e,t)

1 b(e,t)
- / Cse’ds,

<
€ Ja(e,t)
b(e,t) —ale,t
C oot —aet)
€
< 0566.
Ce qui montre la deuxiéme partie du lemme. [ ]
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Chapitre 2

Temps local des semi-martingales

Dans ce chapitre, X est une semi-martingale continue. Parmi les semi-martingales, on s’intéresse en
particulier & la classe des diffusions stables par retournement du temps. Ce type de diffusion a été étudiée

dans [17] et [15]. Nous considérons la généralisation faite dans la Section 5 de [25].

Soit X une diffusion qui vérifie :

t t
X =X +/ o(s,Xs)dBs +/ b(s, Xs)ds, (2.1)
0 0

et les conditions suivantes

Vt € [0,T], X; a une densité p(t,x) par rapport & la mesure de Lebesgue,

o, b sont conjointement continus,

0(s,.) € Wi (R), bs,.) € Wy (R),zp(s,.) € Wi (R), (2.2)
poi(s,.) € I/Vllocl (R) pour presque tout s € [0,T7,
%, G2 € LL([0,4] x R), ¢ €]0,7].

Pour T > 0 fixé, on pose X, = X7_,, ue[0,T].

Alors, par le Théoreme 5.1 de [25], (Xu)ue[ 0,7 est une diffusion qui vérifie I’équation suivante :

u U
X, =Xr+ / o(T — s, Xs)dBs + / b(T — s, X,)ds, (2.3)
0 0

~ a(a>p)
ol 3 est un mouvement brownien sur un espace pouvant étre élargi et b(s,z) = —b(s,z)+ (f;’p) (s,z),
si on pose (%)(s, x) =0sip(s,x) =0.

Dans ce cadre, on obtient deux résultats de convergence vers le temps local : la convergence de J (¢, x)

dans la Section 2.1 et la convergence de I3(t), I[2(t) dans la Section 2.2.
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2.1 Convergence de J (t,z) via la convergence de I!(t) et I2(t)

2.1.1 Résultats de convergence
Théoréme 2.1.1 Soit X une diffusion qui vérifie (2.1)-(2.2). Alors,

1111(1J (ucp) Je(t,z) = LY(X), VxeR.

Cette convergence a lieu quand z est fixé. Nous n’avons pas réussi a montrer que la convergence est

uniforme par rapport a  dans un compact.

Pour simplifier, on prend x = 0 et J.(t) = J.(¢,0). Pour montrer ce résultat, on utilise la décomposition
(1.2), c’est a dire J.(t) = —I1(t) + I%(t), avec

Xs [ Xs €
/ Dote 28 I[{O<X }dS Ie / Dote s H{0<XS+€}dS

On étudie séparément la convergence de I1(¢) et de I2(t) quand € — 0.

Notre premier résultat concerne I!(¢) (c.f la Section 2.1.2 pour la preuve).

Proposition 2.1.2 Soit X = M 4+ V une semi-martingale continue, avec M wune martingale locale
continue et V un processus adapté continu a variation bornée. On suppose de plus que dV et d < M >

sont absolument continus par rapport a la mesure de Lebesgue. Alors,

t
i (ucp) 21(0) = | Box,dX..
€E— 0

Plus généralement, si Y est un processus adapté, alors
X _ t
hm (ucp) / Dote s 1[{0<y yds 7/ Tocy,ydXs.
0

Remarque : si X est une diffusion qui satisfait (2.1)-(2.2), alors la Proposition 2.1.2 s’applique et I}(t)

converge (ucp) vers fof T« x,3dX, quand € — 0.

Si on définit X comme le retourné temporel de X, I’étude de I2(t) pour X est équivalente & celle de I(t)
pour X. Mais il faut que X soit une semi-martingale pour pouvoir appliquer la Proposition 2.1.2. Ce qui

explique pourquoi nous nous sommes intéressés aux diffusions réversibles.
Proposition 2.1.3 Si X est une diffusion qui satisfait (2.1)-(2.2), alors
1
lim (ucp) I2(t) = X — X& + 5Lg (X).
€—

La preuve de ce résultat est donné dans la Section 2.1.3.

Si X est une diffusion qui satisfait (2.1)-(2.2), alors I!(t) et I2(t) convergent quand € — 0, et on a
! 1
lin(lJ(ucp) J(t) = —/ Toex.pdXs + X;7 — X + §L?(X).
€— 0
La formule de Tanaka X;" = X + fg T{o<x,}dXs + £ LY(X) donne alors le Théoréme 2.1.1.
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2.1.2 Preuve de la Proposition 2.1.2

Soit X une semi-martingale continue de décomposition X = M+V telle que dV,d < M > sont absolument

continus par rapport a la mesure de Lebesgue. On se place dans le cas général en étudiant
t
Xere — X
() :/ T gy, yds.
0 €

I}(t) est le cas particulier on Y = X.

L’idée de la preuve est d’écrire I?(t) comme la somme d’une semi-martingale et d’un terme de reste. Pour

des raisons d’adaptation, on commence par exprimer I2(¢) en fonction de X(s+ent au lieu de X .

t
10 - [ ToexdX, =IO + TH0) + Aa(t,0) (2.4)
0
avec
" tq t
I't) = / E(M(HS)M — M) Tocy.yds — / Tjo<y, ydM, (2.5)
0 0
=~ t 1 t
I(t) = / E(‘/(s+6)/\t — Vi) ljo<y,yds —/ o<y, dVs, (2.6)
0 0
1 t
Al(t, E) = - / (X5+€ - Xt) I[{0<Ys}d8. (27)
€ J(t—e)t

Par le Lemme 1.3.3, A1(¢,€) converge presque sirement vers 0, uniformément sur les compacts.

a) On commence par montrer que I} (t) converge presque stirement vers 0. L’idée est d’écrire I}(t) comme

une intégrale par rapport a dV :

=~ t 1 (s+e)At t
Ie (t) = / E / II{O<YS}qu ds — / ]I{(]<Y5}dVS'
0 s 0

En appliquant le théoreme de Fubini, on obtient

t 1 u
INt) = / (/ Tiocy,yds — ]I{0<Yu}> avi.
0 \ € Ju—et

Donc
o T 1 u
swp [EO1< [ [0 [ Boevyds = Tgew [V
o<t<T 0 € (u—e)t
On remarque que
1 u
lim — Tio<y,yds — Tgocy,y =0, (du) presque partout (2.8)

e—0¢€ (u—e)t

Comme % f(Z—eﬁ I;o<y,1ds est borné par 1, et que d|V|s est absolument continu par rapport a la mesure
de Lebesgue, par le théoréme de convergence dominée, I!(t) tend vers 0, uniformément pour ¢t € [0,T] ,

quand € — 0.

b) Puis on montre que supc 1 I(t) tend vers 0 dans L2(). En particulier, on va montrer que I2(t)

est une intégrale stochastique.

Comme M(s1ene — Ms = fS(He)M dM, et Tjo<y,y est adapté, on a

B tq (s+e)At ¢
IX(t) =/ - / To<y,ydM,y | ds _/ Tio<y,ydMs.
0 s 0
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En appliquant le théoreme de Fubini stochastique 1.3.1, on obtient

- t 1 u
IX(t) :/ </ Tio<y,yds — Tjocy,y | dMy.
0 \ € Ju—e+t

Ainsi, T}(t) est une martingale locale.

Supposons que < M >7p est borné. 1l est clair que

t u 2 T

= 1

<I!'>= / (/( Tjo<y,yds — 11{0<Y“}> d<M >,< / 4d <M >,=4 <M >r .
0 0

€ J(u—e)*

Donc (E)te[O,T] est une martingale bornée dans L?(Q2). On peut donc appliquer 1'inégalité de Doob :
~ ~ 2
B (s 02) < ap((Rm)"),
0<t<T

2
T u
1
< 4F / (/ Tio<y,yds — I[{0<Yu}> d<M>,|. (2.9)
0

€ (u—e)*

D’aprés (2.8) et par les mémes arguments que dans a) ci-dessus, on en déduit que E (supogth(’I;1 (t))g)
tend vers 0 quand € — 0. Ce qui implique que lim,_,q (ucp) E(t) =0.

Comme < M > n’est pas nécessairement bornée, on introduit la suite de temps d’arrét suivante :
T, = inf{t > 0,< M >;>n},

avec la convention inf ) = 4+o00. Comme MT" est une martingale locale telle que < MT" >,=< M >, <
n, alors Vn > 0, jil (tAT,) converge (ucp) vers 0 quand € — 0. T}, étant une suite de temps d’arrét croissante

convergeant vers 400 quand n — +o0o, on en déduit que lim._o (ucp) I}() = 0. [ |

2.1.3 Preuve de la Proposition 2.1.3

Soit T" > t > 0. On ne peut pas employer directement la Proposition 2.1.2, ni méme le théoreme de
Fubini stochastique, car le processus (Ijo<x,,.})s>0 n'est pas (Fs)s>o-adapté. On va donc utiliser un

retournement du temps. En gros, retourner le temps permet de se ramener de I2(t) & I(t) pour un

processus retourné.
On commence par faire le changement de variable u =T — s — €.
1 T—e¢
Ig(t) = z / (XT—u — XT—u—e)]I{O<XT,u}du-
T—t—e

Puis on décompose I2(t) sous la forme :

I2(t) = I2(t) + Ag(e 1), (2.10)
avec

. 1 T—e
IE(t) = I[{egt}g/ (X7 = X7 ) Mo xp_, 1 du,

T—t

1 T*(t\/é)
Al(e’t) = E/ (XT—'U,_XT—u—e)]I{0<XT7u}du,
T—t—e
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Dapres le Lemme 1.3.3, lim._.o A;(e,t) = 0 presque strement uniformément en ¢ € [0,7]. Il reste a
montrer que lim,_o(ucp)I2(t) = X;" — X+ 3LY(X).

On note X, = Xr—y, we[0,T]. ()?t)te[ o,7] est une diffusion vérifiant I’équation suivante
X, =Xr+ / o(T — s, X;)dfs + / b(T — s, Xs)ds.
0 0

En particulier, < X >,= f(f oX(T — s,)?s)ds. On a alors

. 1T o
2
12(0) = ~Tjeciy - /T y (Xuge = X)Ly 5,4 du.

On peut donc appliquer la Proposition 2.1.2 :

T
lim (ucp) I2(t) = —/ Ty ,3dX0.
e—0 T+t w

On exprime cette limite en fonction du temps local. D’apres la formule de Tanaka, on a presque stirement,

T
- - ~ 1 ~ -
Xf - K= [ Mg dRut 55D - (X)),

T—t

Comme )?T = Xp et )N(T_t = Xy, on a

tim(ucp) T2(6) = X, — X+ 5 (E9(X) ~ E_,(X).

e—0

La derniére étape est d’écrire (L?()N())te[o,T] via (L?(X))te[O,T]- D’apres la Proposition 1.1.13 appliquée

a L(X):

~ ~ 1 T ~
0 0 — m = -
) - 15 (D) = Jim = [ g d <X
Comme < X >,= o 02T - s, X,)ds, on a
_ _ T
L%(X> - Lgut(X) = 1111% 11{0<XT,u<a}02(T — u, X7_y)du.
a— T—¢

Le changement de variable s = T, donne

t t
LY (X) = LY_,(X) = lim ) T{o<x,<a}0 (s, Xs)ds = lim i Tjocx,<ayd < X >, .

a—0 a—0

Ainsi, par la Proposition 1.1.13 ,
L3(X) = Ly_y(X) = L{(X). (2.11)

Finalement I2(t) converge au sens (ucp) vers X;" — Xg + 3LY(X) quand € — 0. [ |
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2.2 Convergence de [3(t) et I}(t)

2.2.1 Résultats de convergence

On rappelle qu’on a décomposé J (t) dans la Section 1.2.2 sous la forme J,(t) = I3(t) + I*(t) + R.(t),

avec

t t
L) = %/0 X(J;JrE)At]I{XuéO}du"'%/o X uron x>0y du,
17 1/t
) = g/ XJI[{X<u+<>M>0}d“+g/O XXy o<y
1 p
R(t) = p /(f - (Tjo< X0y — Tocxa}) (Xuge — Xu) du
1

t
—*/ (To<x,3 — Mpoex,y) (Xe — Xu)du, t>0.

€ J(t—e)t
D’apres le Lemme 1.3.3, Rc(t) converge presque stirement vers 0, uniformément sur les compacts, donc

on ne s’intéresse qu’a la convergence de I3(t) et I2(t).

Théoréme 2.2.1 Si X est une semi-martingale continue, alors

. 1
lim  (ucp) I3(t) = SL(X).

Théoreme 2.2.2 Si X est une diffusion qui vérifie (2.1)-(2.2), alors

1
lim  (ucp) I2(t) = SLI(X).

2.2.2 Preuve du Théoreme 2.2.1
Soit X = M 4 V une semi-martingale continue. En raisonnant par arrét (c.f. la preuve de la Proposition
2.1.2), on peut considérer que M, < M > et la variation totale de V' sont des processus bornés.

1. D’apres la formule de Tanaka

(u+te)At 1
Xro = X5+ [ WX+ () = L)

En remplacant dans fof X I x,>0ydu, on obtient

(;-i-e)/\t

1 [t 1 t (ute)Nt
g/o Xonlix,<opdu = */0 XJ]I{X&O}H[{XAO}/ Tix,>01dXs

€
1
5 (s ) ~ O, <o e

Le premier terme de la somme X, I x, <oy est nul. Dans le deuxieme terme, (1{x, <o} )u>0 €st un processus

adapté, donc on a

1 t . 1 [t (ute)At
E/O Xuronlixucopdu = g/o </u H{XS>0}]I{Xu<0}dXs> du
1 t
g0 | ErondX) = 200 Iex, <oy

24



On applique exactement le méme procédé pour 'intégrale contenant X ~. En additionnant les deux termes,

les intégrales contenant le temps local se regroupent et on a alors

3 1 t (u+€e)At
B = - / / Tix. oo x, <opdX, | du
0 u
1 [t (ute)nt
72/ / Tix,<0,x,>01dXs | du
0 u

t
1 0

+ (L(que)At(X) - Lg(Xde

2¢ Jo
Les deux premiéres lignes convergeant vers 0 (voir les points 3. et 4.), la limite de I3(¢) est donnée par

la limite de la troisiéme ligne (voir le point 2.)

2. Etude de = fot(L?que)/\t(X) — L%(X))du. On commence par écrire (L?que)/\t

une intégrale de Stieljes par rapport a dL%(X).

(X) — LY9(X)) comme

1 t 0 0 1 t (u+e)/\t 0
3c | Eon@) = E200a= g [ [ st | au

Par le théoreme de Fubini, on a

30 | o) = L2000 = 3 [ (1 I du) ALY(X),

€ J(s—e)t

t
= 1/ S—AedLg(X).
2 0

€

En remarquant que LY(X) = fot dLY(X), il vient

I 1 1 [Tisne
e [ (a0 = 22000 = 32000 < [0 F2 ] azix, v .1
Comme ST“ — 1 est borné par 2 et qu’il tend vers 0 pour tout s €]0,7], le théoréme de convergence

dominée donne directement
1 [t

1
Jm % o (L?que)/\t(X) - Lg(X))d“ - §L2(X) =0,

presque slirement uniformément sur [0, 7.

3. Etude de %fg (flfuﬁ)ms ]I{XS>0,XH<0}dXS> du. On a d’une maniére évidente

1t (ut-e)nt 1t (ute)nt
*/ (/ H{Xs>0,xu<o}dXs> du = */ (/ ]I{Xs>0,xu<o}dvs> du
€ Jo u €Jo u
1t (ute)nt
+E/O (/ ]I{XS>O,X,L<O}dMs> du.

Pour le premier terme, comme V est & variation bornée, on peut appliquer la méme méthode que pour

t 1 s
‘/ Tix, >0} (/ ]I{Xugo}du> dV
0 € J(s—e)t

T 1 s
/ Tix, >0y / Tix, <oydu
0 (s—e)t

€ S—€

le point 2 ci-dessus. Par le théoreme de Fubini,

1 [t (ute)nt
E/ / I x,>0,x,<01dVs | du
0 u

)

N

V],
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Soit s € [0,T] tel que X > 0. Comme ¢t — X est continu, %f(i—eﬁ Ty x, <oydu = 0 dés que € est assez

% f(i_€)+ T Xugo}du‘ est borné par 1, le théoreme de convergence dominée

1 t (ute)At
hm — / ]I{XS>07XU<0}dVvS du = 0,
0 u

petit. En remarquant que
s’applique :

e—0 €
presque siirement, uniformément pour ¢ € [0, 7.

Il reste a montrer que

e—0

1t (ute)nt
lim (ucp) E/ / Tix,>0,x,<0ydMs | du = 0. (2.12)
0 u

On utilise le méme raisonnement que pour l'intégrale en dV, puisque nous avons une version stochastique
du théoréme de Fubini. Plus précisément, comme (%]I{ugsg(u+e)m} T x,>0,x,<0})su>0 est mesurable et

uniformément borné, le lemme 1.3.1 s’applique :

1 t (u+te)At t
] txexcodit, ) du= [ g,
0 u 0

1 S
9(6,3) = H{Xs>0}g/ H{Xugo}du

(s—e)t

avec

Par I'inégalité de Doob :

t 2 T
E | sup (/ (e, S)dMs) <4E / lg(e, s)|2d < M >, | .
tefo, 7] \Jo 0

Comme précédemment, g(e,s) = 0 dés que € est assez petit et il est borné par 1. Donc par le théoreme

2
de convergence dominée, E <supte[07T] ( fot g(e, s)dMs) ) converge vers 0 quand ¢ — 0.

4. Etude de %f(f (ﬁfuﬂ)m ]I{Xséo,xu>o}dXs> du
Meé o1t (ute)At . <1t (ute)At
émesi ¢ [ ([, I x,<0,x,>0}dX ) du ressemble beaucoup a ¢ [, ( [, I x,>0,x,<0}dXs ) du,

la différence entre les inégalités larges et strictes nous a obligé a I’étudier séparément. De la méme maniere

que dans le point 3, on écrit :

1 [t (ute)At 1 rt (ute)At
2/ / Iix,<0,x,500dXs | du = E/ / Tix,<0,x.,>01dVs | du
0 u 0 u

1 t (ute)At
+g/ / ]I{X5§07Xu>0}dMs du.
0 u
Pour le premier terme, on a

1 t (ute)At T
g/o / T, <o,x,>01dVs | du </0 Tix, >0}

Soitu € [0,7T] tel que X, > 0. Par continuité de X, %fu(uﬂ) Ty x,<0ydVs = 0 des que € est assez petit.

du, 0<t<T.

1 [(ute)
- / I x, <oy dVs

De plus, ce terme est borné par la variation totale de V. Ainsi, le théoréme de convergence dominée

1 t (u+e)At
hHl — / ]I{XSQO,X“>O}dVS d’LL = 07
0 u

e—0 €

s’applique :

26



presque siirement, uniformément pour ¢ € [0, 7.

Pour le second terme, on procede comme au point 3. Le théoreme de Fubini stochastique donne :

1 t (ute)nt t
2/ / Tix, <o0,x,>0ydMs du:/ T x, <0y d(€, 8)dMs,
0 u 0

. 1 /°
g(e,s) = */ I;x,>0ydu.
(s—e)+

avec

Par I'inégalité de Doob, il vient :

t 2 T
E < sup (/ H{ngo}g(ﬁ’s)dMs) ) <4E (/ Tix.<o|g(e s)[?d < M >s> .
tefo,7] \Jo 0

Il reste & montrer que F (foT T, <oy|gle, s)Pd < M >S> tend vers 0 quand € — 0. Ce terme se décompose

comme une somme de deux termes :

T T
E </ |g(e, s)]*d < M >s> = E (/ Tix,<oylg(e s)*d < M >s>
0 0
T
+FE / ]I{X5:0}|§(6) 8)|2d <M >s -
0

Comme X, < 0 dans le premier terme, g(e,s) = 0 dés que € est assez petit et, par le théoreme de

convergence dominée, ce terme converge vers 0 quand € — 0.

Comme g(e,s) < 1, le second terme peut étre borné par E (fOT Ix,—qyd <M >s>. Par la formule de

densité d’occupation,

T
/ ]I{XS=O}d <M >,= / ]I{QL.:O}L%dﬂC =0.
0 R

Donc sup;eo. 7 %fg (fifuﬂ)m ]I{ngo,xu>0}dMs) du tend vers 0 dans L?(Q2) quand € — 0. [

Remarque : On ne peut pas montrer directement que chacune des deux intégrales composant I3(t)

converge individuellement. En effet, sans la sommation des deux intégrales, les indicatrices apparais-

sant dans & [ ( Ll one(X) = LY(X)) Lx, <oydu (vesp. o L (L Cureyne(X) = LY(X)) L x, >01du) ne se
simplifient pas.

Pour I'une des intégrales de I2(t), la formule de Tanaka nous ramene & % fot (% f(i_€)+ ]I{Xugo}du) dLY(X).

Le terme (% f (Z_E) + I Xugo}du) converge bien vers 1y x <o} presque stirement par rapport a la mesure
de Lebesgue. Mais dL?(X) étant une mesure singuli¢re par rapport & la mesure de Lebesgue, on ne peut

pas utiliser le théoreme de convergence dominée pour conclure.

2.2.3 Preuve du théoréme 2.2.2

Soit T > 0 et X une diffusion qui vérifie (2.1)-(2.2). L’idée principale de la preuve est de se ramener a

I3(t) par retournement du temps. On commence par décomposer I2(t) :

IA(t) / X, Tix,, sopdu+ = / X x,, <opdu+ RE'(1), (2.13)
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avec

1t 1t
REN(t) = E/ Xy Iix,>o0pdu + g/ X ix, <opdu.
t—e t—e

Comme %f:ﬁe XoIix,>oydu = %f:ﬁs(Xu_ — X; ) x,>03du, le Lemme 1.3.3 s’applique et le premier
terme de RY1(t) converge p.s. vers 0, uniformément sur [0,77]. D’une maniére symétrique, en remplagant
X~ par X7, le second terme de R!(t) converge aussi p.s. vers 0, uniformément sur [0, T]. Ainsi, R>1(¢)

converge presque stirement vers 0, quand ¢ — 0, uniformément sur [0, 7.

Il reste & transformer les deux autres termes de la décomposition de I2(t). On fait le changement de
variable s =T —u — ¢

T— T—
1 € €

_ 1
IAt) = = Xr o Mix, sopdu+ - XF o Mix, <coydu—+ RE(t).
€ Jr—¢ € Jr—¢

On pose X, = X1, uw€[0,T]. (Xu)ue] 0,7] est une diffusion, donc une semimartingale, et il vient

1 T—e _ 1 T—e
4 _ — + 4,1
Ie (t) = g - XSJre {)}S>o}du+ E/T_t XSJrE]I{)?SgO}duJ'_RE (t),
T T
1 ~_ 1 <.
Py . X(s+e)AT]I{)?S>o}d“+ p i X(s+e)AT]I{)?S<o}dU

+ RY(t) — R (1),
€ Jr—¢

avec

4,2 L7 LT e
RY (t):E/T_ XTI[{)?S>0}du+g . XTI[{)?Sgo}du‘

Comme X, 1 y=0et )?j]l{)}sgo}zo, on a

{X.>0

LT o LM g %
RE2(t) = */ (X7 = X% sopdu+ 2/ (X7 = X)Wz <oyl

€ Jr—e T—e
Par le Lemme 1.3.3, RY2(t) converge vers 0 presque siirement, uniformément sur [0, 7.

Finalement, il reste a étudier

1 T 1 [T
- X 1I,: d — X+ I, du.
G/T_t (s+eoaT X, >0 0U T €/T_t (s+e)nT L X, <0y AU

Ce terme est exactement I3(T) — I3(T — t) pour X. Comme X est une semi-martingale, le Théoréme

2.2.1 s’applique :
1 ~ ~
lim (ucp) I/(t) = 5 (L7 (X) — Ly_,(X)).

e—0 o 2

D’apres (2.11), on a LY(X) — LS_,(X) = LY(X), ce qui termine la preuve. [ |
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Chapitre 3

Approximation du temps local du

mouvement brownien

Dans cette section, X est le mouvement brownien standard, et on adoptera la convention X, = 0si s < 0.
C’est une diffusion réversible vérifiant (2.1)-(2.2), donc les Théorémes 2.1.1, 2.1.2; 2.1.3, 2.2.1 et 2.2.2
s’appliquent : J.(t), I1(t), I2(¢), I2(t) et I2(t)) convergent au sens ucp.

Cependant, dans le cas du mouvement brownien, on peut montrer directement les résultats du Théoreme
2.1.1, en utilisant uniquement les résultats associés au mouvement brownien (voir la Section 3.2). En
outre, on montre la convergence de I3(t), I*(t),i = 1,2 (voir la Section 3.3). Les propriétés gaussiennes
du mouvement brownien permettent de plus d’avoir une estimation de la vitesse de convergence de I2?(t)

et J.(t) dans L%(Q), et d’en déduire un résultat de convergence presque siire (voir Section 3.4).

Avant d’étudier J,(¢), rappelons certains schémas d’approximation du temps local brownien qui sont déja

connus.

3.1 De nombreuses approximations

Dans le cas du mouvement brownien, il existe déja de nombreuses formules d’approximation de son temps

local. Dans le chapitre 1, la Proposition 1.1.13 fournit une premiere procédure d’approximation.

Commencons par les procédures d’approximation dues & Lévy, tirées de [11], [19] et [26]. Pour ¢ > 0, on

considere les suites de temps d’arréts définies de la maniere suivante :
oo = Oa
70 =inf{t > 0: |X{| = €}.
Et pourn >1:
on =inf{t > 7,-1: Xy =0},
Tn  =inf{t > op : | X¢| = €}.

Pour ¢ > 0, on note d.(t) = max{n > 0 : o, < t}, le nombre de descentes de |X| du niveau € & 0, sur
I'intervalle [0, ¢].
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Théoréme 3.1.1 ed.(t) converge presque sirement et au sens ucp vers $LY(X), quand € tend vers 0.

Soit Z = {t > 0 : Xy = 0}, ensemble des zéros du mouvement brownien. On sait que Z° est une
réunion disjointe d’intervalles de R, que 'on note Z¢ = Upenl,. Le mouvement brownien X restreint a

un intervalle I,, est appelé une excursion. Pour tout ¢ > 0, on définit le nombre de “grandes” excursions :

d(t) = #{neN: 1, € [0, |I,] > e,

3

et la longueur totale des “petites” excursions avant U'instant ¢ :

d/e/(t) = Z |In‘1[{\ln\<e},
neN

ou |I,,| désigne la longueur de l'intervalle I,,.

Théoréme 3.1.2 Presque sirement, \/ed.(t) et /ed!(t) convergent vers \/EL?(X) quand € tend vers 0.

Une autre méthode est d’approcher le temps local a I'aide de séries, comme le montre ce résultat tiré de

[1].

Théoréme 3.1.3
[nt]

. 1 2
T P e

i=1

La convergence ayant lieu dans L? et au sens ucp.
Ce résultat a été généralisé par Jacod dans [12].
Théoréme 3.1.4 Soit h : R2 — R une fonction borélienne telle que h(x,y) < h(z)e™! avec h € L* et
bornée. Soit u une suite positive telle que u,, — +oo et == — 0. Alors pour tout t > 0,
U [nt]
li_r)r(l)(ucp)?n Z h (unX%, N (X

i=1

2
avec ¢ = [[oo h(z,y)e™ T j%rdz.

Avant de terminer cette section, nous énoncons un dernier résultat d’approximation du temps local tiré

de [19].

Proposition 3.1.5 Soit f une fonction intégrable. alors presque sirement, pour tout t > 0,

lim n /0 ' fnXo)ds = ( /]R f(x)dx) L9(x),

n—oo

et, pour tout p = 1, au sens LP uniformément sur les compacts.
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3.2 Convergence de J.(t) dans le cas brownien

3.2.1 Une preuve directe

On rappelle que J.(t) = I}(t) + I3(t), avec

1 t
Je(t) = g/o (Tro<x., oy — Troexsy) (Xoge — Xs) ds,
C X e — X
1N = +7]I{0<X s,
Xs e_
() = / Xore = Ko vods.

ainsi que les résultat des Théoreme 2.1.2, 2.1.3 et 2.1.1 :
L. limeo (ucp) Je(t ) = Mo x> Xt = LY.
2. lim, o (ucp) I} (¢ fo Tio<x,1dXs.
3. lim._q (ucp) I2(t ) =X, +1L).
Preuve directe des Théorémes 2.1.1, 2.1.2 et 2.1.3. Par définition, lim._.¢ (ucp)Je(t) = [Lo<x.y, X,
si la limite existe.

+

On considere F : z — z* une primitive de 2 — To<,y € L. Comme F € WH2(R) et X est le

loc*

mouvement brownien standard, le Théoreéme 4.1 de [22] s’applique :

FX, /f DA™ X, + 5[F(X), X] /f JAX. 4 L [F(X), X

D’une part, on en déduit que

t
[]I{O<Xs}aXS]t =2 (X:_ - XS_ _/ ]I{0<Xs}dXS> 5
0

et la formule de Tanaka donne alors le point (7).

D’autre part, on en déduit que fg o< x,1d~ X existe et est égale a I'intégrale stochastique fg Lo x,1dXs,
ce qui donne le point (i7). Comme I%(t) = J(t) — I1(t), le point (4ii) se déduit des deux précédents via

la formule de Tanaka. |

Remarque. Plus généralement, si (X;);>o est une semi-martingale et (Y;) un processus adapté tel que

t — Y; admet des limites & gauche, alors, d’apreés la Proposition 3.31 de [24],
1t t

lim (ucp) f/ Y;(XS+€—XS)ds=/ Y.dX;.
e—0 € Jo 0

Dans cette preuve, la convergence de I2(t) est déduite de celle de I}(t) et de J.(t). Mais on peut aussi

montrer que I2(t) converge par retournement.

3.2.2 Convergence de I%(t) seul

Soit ">t > 0. Comme Mo x,, .} n'est pas adapté, nous allons employer un argument de retournement
du temps pour se ramener au cas adapté. Dans le cas brownien, on ne va pas utiliser le théoréeme des

diffusions réversibles, mais les propriétés de retournement du mouvement brownien.
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1. On fait le changement de variable u =T — s — €. Il vient :
1 T—e¢
I2(t) = 2/ (Xr—w = X7u)Wocxp, ydu.
T—t—e

I%(t) se décompose sous la forme :
(1) = I(t) + A (e, 8),

avec
— 1 T—e
L0 = Teany [ (0= XrudTpex, du
T—t
1 T*(t\/ﬁ)
Al(e,t) = E/ (XT—u7XT—u—e)]I{O<XT,,u}du-
T—t—e

D’apres le Lemme 1.3.3, lim._o A1 (e,t) = 0 presque siirement, donc il suffit de montrer que lim,_q(ucp)I2(t) =
X+ 5L
Commengons par introduire le processus et la filtration du temps ”retourné”. On définit

Xy=Xr—Xr_y, uel0,T]

et on note (}"fz )i>o0 sa filtration naturelle. Grossierement, la trajectoire de X sur [0,7)] est Vimage de

celle de X par une rotation d’angle .

Alors, (jzu)ogug’f est un FX-mouvement brownien standard sur [0, 77, issu de 0. On note L()?) son temps

local. On rappelle que L()N() est un processus bicontinu et que pour tout a € R, fg I[{)}:a}d)?s =0.

Comme X7_y — X7_y—e = Xyte — Xy, on peut écrire :

~ 1 [T—e _ ~

Ie(t) = ]I{egt}g/ (Xu+€ — Xu)]I{O<XT7u}d’UJ.
T—t

Comme Xp_, = X7 — )?u, (o< X7} )uelo, ) Nest pas .7-')?-adapté7 on doit donc élargir la filtration

pour rendre ce processus adapté.

On pose Gy = ﬂn>0(}-§w Vo(Xr)) pour ¢ € [ 0,T]. (Gt)iepo, 1) est la plus petite filtration vérifiant le~s
conditions habituelles, contenant (F;¥);ejo,7) ainsi que la tribu o(X7). Avec cette nouvelle filtration, X
n’est plus un mouvement brownien. Mais d’aprés un résultat de [27], (X) est une (G;)-semi-martingale
de décomposition : N N

v Xy — X,
o T -—s

avec (Wi)ieo,r) un (G¢)-mouvement brownien sur [0, 77.

X, =W, + ds, 0<u<T,

Ainsi, Xp_,, est (G)-adapté, X est une semi-martingale dont le crochet et la partie a variation bornée

sont absolument continus par rapport a la mesure de Lebesgue. Donc, par 2.1.2,

T T
lin(l)(ucp) I(t) = / Tiocxp 3 dXs = / ]I{)?u<XT}dXS'
€ T—t

T—t

3. On identifie fTTft ]I{)Z <XT}d)~(s, pour revenir & X et son temps local. Posons pour z € R, ¢ € [0,7] :

T
Ft,z) = / Tig, o)X
T—t
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On cherche a évaluer F(t, Xr).

D’une part, comme fot I[{)? :m}d)?u = 0, la formule de Tanaka (1.1.6) donne pour tout € R, presque

surement :

Fla) = (Xr—2) — (R —2) 4+ 5 (B - 15,(5))

Les processus (()N(t —x)7;te[0,T],x € R) et (Ltz()?);t €0, 1],z € R) sont bicontinus. Donc F' est
bicontinue. X étant Gp-mesurable, on a alors

F(t, Xr) = ()?T_t - XT) - ()?T - XT) + % (L?T(}?) - L?Zt(i)) :

D’autre part, X est une (Gi)-semi-martingale, donc p.s. F : (t,2) — fgft ]I{);“@}df(u admet une version

bicontinue. Comme X7 est Gp-mesurable, on a

T

F(t, Xr) 2/

| Lix <y @K = lim(ucp) ().

Finalement,

lim (ucp) T (t) = (XT_t - XT) - ()?T - XT> t % (L§T (X) - Lgfzt()?)) .

En simplifiant )NCT_t —Xr=—-X; et )?T =Xpr,ona:

tim(uep) T.(1) = (X)) + 1 (E37(%) — I¥7,(X)).

Il nous reste a passer de L(X) a L(X). D’apres la Proposition 1.1.13 :

~ ~ 1 T
L () = L7 (%) = i = |

. ]I{XTg)’Zu,<XT+Oé}du

Comme X,, = X7 — X1_,, on est ramené & une intégrale ne contenant que X :
T

~ ~ . 1
Ly (X) = Ly, (X) = Jim — | Tog-Xrcayd

On fait le changement de variable s = T — w, puis on utilise & nouveau la Proposition 1.1.13 :
~ ~ 1 [t

Ly (X) = L3"(X) = lim — | Tjoc_x,<ayds = LY(—X).

0

a—0 ¢

Par symétrie du mouvement brownien issu de 0, LY(—X) = LY(X), et

1
lim (ucp) I.(t) = X;" + ng.

e—0
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3.3 Convergence de I>!(t) et I*(t), i =1,2

3.3.1 Résultats

On rappelle que I7(t) = I} (t) + I22(t) + ri(t),j = 3,4, avec

) = /XW alix,sopdu,  I2(t /X(W e ix, <opdu,
) = = / Xy omix,=oydu,
M) = /X WX 0y pes0pdu,  TH2(t /X X 0oy pe <0} AU
ri(t) = - /O X WX oy pe=0y At

Théoréme 3.3.1 )
lim (ucp) I3 (1) = lim (ucp) I3*(1) = 3 L2(X).

€—

hm (ucp) I (t) = liH(l) (ucp) I?(t) = %L?(X).

De plus, pour tout T > 0,6 €]0, %[,

; 1
sup |124() = 1 9(X)

t€[0,T]

L2()

avec C1 une constante

Remarque. Au cours de la preuve, on décompose I7* en somme de plusieurs termes, et on constate que

ces termes ont des vitesses de convergence différentes. C’est-a-dire :
s 1
Cie? = €2 +C264+03e + cq€2,

avec ¢1 = /E(K?) [ y* T ®(—y)dy, c2 = f?f;{?, c3 = 2/E(C}), ca = V2e2. Ces différentes vitesses
jouent un role important dans la preuve de la Proposition 3.4.2.

On fixe § €]0, 3[ (c.f. le Lemme 1.3.2). Comme (—X) est un mouvement brownien standard, on a

lim I3 () = lim I22(t), lim I (t) = lim I22(¢).

e—0 e—0 e—0 e—0
Ainsi, nous avons trois propriétés distinctes & démontrer :
1. la convergence (ucp) de I22(t) vers $L{(X) (voir la Section 3.3.2.),
2. la convergence (ucp) de I2%(t) vers +L?(X) (voir la Section 3.3.3.),
3. la vitesse de convergence de I}*(t) — $L2(X),i = 1,2 (voir la Section 3.3.2.).

Pour commencer, on montre que r2(¢) et r3(¢), les deux termes de reste qui interviennent dans la
décomposition de I2(t) et I2(t), tendent vers 0 quand € — 0, uniformément sur [0, T]. Par la formule de

densité d’occupation,

t
/ Iy x,—0ydu = / Tp—0y Ly (X)dx = 0.
0 R
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3
€

4

2(t) comme :

Ainsi, r2(t) est nul. Ensuite, on décompose r

. 1 (t—e)T N 1 [t N
Te (t) = */O Xu ][{Xu+£:0}du + */ Xu ]I{tho}du

€ € (t—e)t+

Le changement de variable dans la premiere intégrale v = u + ¢ et 'introduction de X;" dans la deuxieme
intégrale donnent :
A 1 tVe 1 t
Te(t) == X My, —oydv + E/ (XiF = X)) x,—0ydu.

t—e

Comme précédemment, la premiere intégrale de 72(t) est nulle. Par le Lemme 1.3.3, le second terme tend

p.s. vers 0, uniformément sur [0,7], and on a

[ré(t)] < Cse. (3.1)

3.3.2 Convergence de I*%(t)

1. Comme U¢y ... <0y W'est pas (F,)-mesurable, on I'“approxime” par E(I{x .. . <o0}|Fu). Remar-

quons que ce terme est une fonction de X,,. En effet,

E(H{X(U*E)At<0} ‘]:u) = E(I[{X(7L+F)/\tfxu<7xu} |Xu> - E(I[{ X(’\u/*’e)/\fixu <- V' Xy }|XU)7
en(t—u) en(t—u)

Xutrort—Xu

Comme est une gaussienne centrée réduite indépendante de X, on a
\ EN(t—u) ;
Xy
E(H{X(u+s)At<0}“7:u) = <_ A (t — u)> )

avec ® la fonction de répartition de la loi A(0,1).
On Plintroduit dans I22(¢) :

1/ X
4,2 u
o) = ¢ /0 X lﬂ{xMemo} -2 <€A(t_u)>

On découpe la deuxieme intégrale en deux parties :

1 o7 X 1/ X
- Xfo =% du—l—f/ XIo (— = )du,
6/0 ( \ﬁ) € J(t—e)t Vt—u

puis on rajoute et on retranche X f(tt,e) L X (—X—\/g) du. Ce qui conduit & une nouvelle décomposition
de I22(t) :

t
dut ;[ xpe (-t au
€ Jo eN(t—u)

420 _ 4l 2 1 ! Xy u
I (t)_AE(t)+A€(t)+6/() XJ@( \ﬁ)d, (3.2)

avec

1 1 ' + Xu
AE (t) = E o Xu ]I{X(u+e)/\t<0} — q) _m du, (33)

o i () e () o0
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Xy

Le terme principal est 1 fg X o (f ), car il converge vers £ L?(X) (voir point 2. ci-dessous). Dans le

point 3, on montre que Al(t) + A%(t) tend vers 0.

N

2. Etude de %fot X (—%) du. x — T ® (—%) est une fonction borélienne positive de X,,, donc

par la formule de densité d’occupation,

i/ot X} (—i%) du = %/Rx*@ (_\2) L§(X)da.

On fait le changement de variable y\/e = x et on obtient

1/; X;o (—)\%) du = /OOO y®(—y) LYV (X)dy.

Remarquons que [~ u®(—u)du = %. En effet

e 0 —u 2
Yo\ dy
u®(—u)du :/ U (/ exp (—> ) du.
A ( ) 0 —o0 2 V2T
On fait le changement de variable £ = —y et on obtient
00 o'} [ee] 2 d
/ ud(—u)du = / u/ (eXp <_x) x) du,
0 0 u 2 2T
o] T 2
/ (/ udu) exp (_1’) —dw ,
0 0 2 27
) x

Par conséquent,

L g (X du— S10(X) = h d(—y) (LYY(X) - LY(X)) d
6/0u<\/€) 4t —/O?J y)(t() t())y
Par la propriété de Holder du temps local brownien (c.f. Lemme 1.3.2), |LY®(X) — L9(X)| < Ks|/eyl?.
11 vient alors
L yrg( Xu oy < (K P L(—y)dy ) € 35
€/0u<\/g>4t ‘\<a/0y (y)y>6~ (3.5)

Ainsi, 1 fot X o (—%) converge vers 1 L9(X) presque siirement, uniformément sur [0, T].

3. Etude de Al(t) + A%(t).

On commence par séparer Al(t) en deux intégrales :

1 [E=a7 X 1 [t X
Al(t) == X1 — (-4 7/ X1 —p( = du.
5( ) c /O u |: {Xute<0} < \ﬁ):| u+ c (o)t u {X:<0} P— U

Xu
t—u

Puis on décompose Tyx, o1 — @ (— ) ainsi :

() o () o (250 (i) ()
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En reportant dans AL(¢), on obtient cinq intégrales :

L et .
A(t) = E/O X []I{X,u+e<0} -0 <_\/g>} du
+1Aiﬂ+xjmxxmmk_iﬂiﬂ+XJ¢<Vi:ft)du
() ()
t - _
+% /(te)+ X+ {cb (\/%) —® ( fgu)] .

On remarque que la quatriéme intégrale %féieﬁ XF [(b (_j%) - (\;%)} du est égale & —A%(t).

Donc, apres simplification, il reste quatre termes :

Ac(t) + AZ(t) = Re(t) + D2(t) + DY (t) + Ri(D),

avec
) 1 =t
Rc(t) = E/ XF l:I[{Xqu€<O} -®
0
1 t
DI(t) = ]I{Xt<0}*/ X.Fdu,
€ Ji—e+
1/t -X
D3(t) = —7/ Xro (t
) e (s
1 [t -X
RYt) = f/ XF [@ (t
0 = of K (e

(3.6)

u

(_X

NG
) du,

_q)(

o

—X,
/e

)=o)

On veut transformer R!(t) et R2(¢) au moyen de la formule d’It6. Pour u fixé, on considere la fonction

o) =@ (s ) (ms) € ool fuu o
¢ € C2([0, +00], [u,u + €[), donc par la formule d’Itd, pour tout v € [u, u + €,
_[" 09 Y 0¢ 1 (" 9%
H( Xy, v) — Xy, u) = s g(Xs,s)ds + s %(Xs,s)dXs + 3/ @(Xs,s)ds.
On calcule les dérivées :
0p 1 , x
7(1‘75) = - o - ’
ox vu+e—s Vute—s
2
87(5(1‘75) ! _ " < - > )
oz ute—s Vu+e—s
%(x 5) = v (- *
s 2(u+e—s)Vute—s Vute—s)
Comme @'(z) = =e2 et ®"(2) = \/22?67722, il vient :
¢ 1 ( 1 a2 )
—(x,8) = e Wt |,
ax( ) (u+e—s) \V2r
2 1 52
aif(mﬂg) = X (_ - e_z(ques)> )
Ox ute—s V2my/u+e—s
8(;5 T < 1 _ z2 >
—(z,s) = e Tt | .
0Os 2u+e—s)Vut+e—s \Vor
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On remarque alors que
10%p
—5@(%3) = a*(fas)a

ce qui donne :

X2
v €Xp (_ 2(ute—s) )

u 2m(u+e—)

Cette formule utilisée pour v = ¢ si u €](t — €)™, t] donne

X2
texp (— 5y )
NEETREE A wi9)
Vu+e—t Ve w /2m(u+€—s)
On peut alors reporter dans R2(t) :

X2
e vexp (— i )
Rf(t):—/ X+ 2t ) ax, | du.

€ Jo—opr B w V2m(u+e—s)

Comme la mesure de Lebesgue de {u; X,y = 0} est nulle, on peut utiliser (3.7) pour v = u + € si
wel0,(t—et]:

H( Xy, v) — P( Xy, u) = — dXs, Yv € [u,u+ €[ (3.7)

2

X€
Xu u+e exXp (— 2(u+%—s)
Iix, <o) =@\ ——F= ) =—

€

)x.
2r(u+e—s)

En reportant dans R’ (t), on a

2

1 o7 ute exp (‘ﬁ)
Ri(t):f/ XF |- 2t ) ax, | du
0 u

‘ V2r(ate—s)

On peut alors rassembler R!(t) et R2(t), ce qui méne & une nouvelle expression de AL(t) + A2(¢) :

AL(t) + AZ(t) = DL(t) + DZ(t) + DZ(t), (3.8)

avec
2

1t (ute)At exp (—ﬁ)
Del(t):—f/ X / 2] ax, | du.
€.Jo u 2m(u+ € —s)

Dans la suite du paragraphe, on montre que chaque D!(t) tend vers 0. Remarquons que, dans D?(t) et
D3(t), la longueur des intervalles d’intégration est plus petite que e. La convergence de ces termes aura
lieu presque siirement et découle de la continuité de X. Pour D.(¢), on observe que c’est une martingale

(par le théoréme de Fubini) et on utilise 1'inégalité de Doob pour montrer la convergence dans L?(€2).

Convergence de D?(t) vers 0. Comme I[{tho}X{*' = 0, on peut écrire

1 t
Dﬂw=[ (XF — X)L, <oy

€ Jt—e)t

Par le Lemme 1.3.3, D%(t) tends p.s. vers 0, uniformément sur [0, 7] et on a :

sup |DZ(t)| < |C5el. (3.9)
t€[0,T)

38



Convergence de D?(t) vers 0. Comme précédemment, on introduit X;” dans D3(¢) :

1/t -X 1/t -X
D3(¢ :—f/ X —-Xr <I>(t> du+f/ X ® <t> du.
e( ) € (t_€)+( t u) /7u+€—t € (t_€)+ t /7u+e—t

Pour le premier terme, on majore ® par 1 et on utilise la propriété de Holder de ¢ — X; ( Lemme 1.3.2) :

1 [t -X
- Xt x+ cI)(t>d
6/(t_e)+( t U) vu+e—t “

o2
On étudie ensuite le second terme de D3 (t). Remarquons que ®(z) < v/2e 4 pour z < 0. En effet, pour
2 2

C t
< 1Cs] |t —ul’du < |Csle.
€ Ji—e+

. . _y2 _z2_y?
tout y < x, si on majore e~ par e 4 4, on a alors

_ 22 T2 dy _ 22 toe _y? dy’ ) _ 22
P(xr) <e = e T — | <e 4 V2 / e 2 <e 1 V2.
( <~/—oo V27T> ( — o v 2T

Comme ——2t_ < 0 grace a X", on obtient la majoration suivante :

Vute—t =
[ e ()
- — | du
€ J(t—e)+ ¢ u+e—1

22
La fonction définie sur R* par z — xe #+=H est positive, continue, nulle en 0 et & 'infini. Elle est
2

~

t
V2

I+
< XTe Tt duy.
€ Ji-oF

7 - . 7. 7 2 -z
donc bornée. Evaluons son maximum. Sa dérivée est © — (1 — m)e itute=D et s’annule pour

x = \/2(u+e—1t). la fonction atteint donc son maximum en ce point, et il vaut /2(u + e — t)e_%.

Ainsi,
Lt - X, )
- X o | ——— ) du
€ /(t_6)+ ¢ (x/u—&—e—t

D32(t) converge p.s. vers 0 uniformément sur [0, 7] et

1t .
< 26_57/ Vu+e—tdu < V2e 24/e.
€ J(t—e)t

sup |D3(t)] < |Csle® + vV2e 2 /e (3.10)
t€[0,T)

Convergence de D!(t) to 0. Afin d’utiliser le théoréme de Fubini 1.3.1, on doit d’abord montrer que :

t (ute)At
/ (/ E[HZ(u,s)] ds) du < oo,
0 u

+ 2
Ho(us) = —— 20 o <X) .

e/2n(ute_s) 2(u+e—s)

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

ou

B [H2(u,s)] < M\/EKXME oo (- )]

Comme X, est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance 7, on peut calculer explicitement les

deux espérances.

‘H
[ V)

ol

oo 2 du 3
E((XH)* :/ zte = —u”,
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et

_ 3stute .
En posant y = z /<5755, il vient

oo (- 2X?2 —/ex Y\ dy u+e—s_\/u+e—s
P (u+e—s) e P\ Tag VorsV3s+u+e \3s+u+e

Comme s > u = 3s+u + € > 4u, on a

En reportant ces résultats dans la majoration de E [H2(u, s)|, on obtient

E[H?(u,s)] < V3 <u>4, Yu € [0,t], s €Ju, u + €.

~
dre2 \u+e—s

u ute—s

t s + 2
D=~ [ ([ et (X) du | dX,.
0 \J(s—o+ €/2m(u+e—s) 2(u+€—s)

Ainsi, (D!(t),0 <t < T) est une martingale de carré intégrable, et par I'inégalité de Doob, il vient :

3
Comme fot ( /, (ute)nt ( U ) ! ds) du < 00, le théoréme de Fubini stochastique s’applique :

E( sup (Dg(t»?) <A4E [(DX(T))?],

t€[0,T]

E [(Di(T))ﬂ =F /OT [/(:_6)+ lmf_{e_s) exp <_2(uj(§5)) du] 2 ds

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au terme entre crochet donne :

e 1 e X2
\/0 /(S_€)+ 27re(u+e—s)E((X“) P (_u—i-e—s))du ds.

Pour s > u > (s —€)*, on pose

A=E ((X;)2 exp <X2)> _E ((X;)2 exp ( (X = Xu + X“)2>> .

u+e—s uU+€e—s

S
]
5
N
N

Comme X — X, est indépendant de X, on a

22 2

_xZ Y~
w2 e 2¢ 26-w dydx > 2 C w2 2 dydx
A://(I+)26_uy+€m—s yor _ e 2w [ e ute—s I6-w Y
R JR R

27/ (s — u)u 0 2my/(s —u)u’

Grace a la décomposition suivante

(y+x)2Jr v s—u-+te 2(s —u)x 2+ x?
s—u-+e s—u+e’

ute—s 2s—u) 2s—u)(ute—2s)
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il vient

o0 2
_ (stutoz s—ute 2(s—u)z dydx
A :/ 126 ZuG—ute / e 2G—wlute= q)(er s—ute ) yi
0 R 24/ (s — uw)u

Le changement de variable z = (sz)_(iiiifs) (y + 2&;?;) mene a

/mee fboeis \/(S—U)(U+€—S) ( R ) da
s-uTte R Ver 27T(s—u)u’
_ \/m/ 226 2;—2—:4-:11)&
B s—u-+e Voru'
3
\/?/ Us Zut OV e dr o [latuto
s—u-+e (s+u+e) 2 u(s —u+¢) )

u(s —u+e) \/u—&—e—s
2s+u+e)? .

A

S

En reportant dans l'intégrale, on a :

&
Sl
G
N
N

/T /8 1 u(s —u+e)
— —du | ds.
0 |[Js—ot dTeJut+e—s(s+u+e)2

Commeu>s—e=s—u+e<2et

S+u+5 < %, il vient :

. ) i T s
B((DND)?] < 27r/0 V( dwmw ]

™

< %/o 2\&711,
< 2\/67-
Ainsi,
B | sup (Dg@))?] LT

te[0,T]

et D!(t) converge vers 0 dans L?(f2), uniformément sur [0, 7.

(3.11)

4. On peut montrer la convergence de I22(t) et évaluer la vitesse de convergence. (3.2) et (3.8) donnent

la décomposition suivante :

1200 - 100 = 0k + 020+ D20 + ([ xte (<52) — faeeo).
€ Jo €

Les inégalités (3.9), (3.10), (3.11) et (3.5) impliquent que I}(t) converge vers 2 L9(X) et que

m\»—\

1
sup [14(t) — S L9(X)

te[0,T)

< 0162 + 626 + c3€?,
L2 (Q)

avec ¢ = \/E(K}) [;° T ®@(—y)dy, co = 2\/E(C}), ¢c5 = # +42e 2.
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3.3.3 Convergence de I>%(t)

On suit la méme méthode que dans la section 3.3.2. Comme Xj[+6 n'est pas (F,)-mesurable, on le

“remplace” par E(X.[,.|F,). Ce qui conduit & considérer cette décomposition de I>2(t) :

I32(t) = I32(8) + 1.7 (1) + A22(p),

avec
- 1 rt
B = ¢ [ BOG IR <odu, (.13
0
—3,2 1ot N
Ie (t) = E/(; (Xu+e - E(Xu+e|‘7:u)) ]I{Xu<0}du (314)
1 t
v [ (PO~ BEIFD) T, o .15
t—e
1 t
a0 = L0 BIF) Mo (.10
t—e
Le terme principal est I32(t) car il converge vers 1LY(X) (voir point 1.). Dans le point 2, on montre que
Tf’z(t) tend vers 0.

Pour A*?(t), comme X;" — E(X,}, .|F) = Vi — Yuie, avec Y, = E(XF|F,),s € [(t — €)T,t], le Lemme

1.3.3 s’applique et A>2(t) converge p.s. vers 0, uniformément sur [0, 7.

1. Etude de I3(t). On commence par remarquer que E(X} |F.) est une fonction de X,. En effet,
B(XJyclFu) = B(Xupe — Xu + Xu) T Fu) = B(VeG + X0) | Fu),

ou G = L\/gxu G est indépendante de F,, et de loi A(0,1), donc

Xu

E(Xj+e|]:u) = \/Eg (\/E

) , avec g(z) = E((G +x)").

Par la formule de densité d’occupation,

Be = [ Ooog () o

Le changement de variable y/¢ = z donne :

~ 0
B2 = / o () LY (X)dy.

— 00

On a f_ooo g(y)dy = 1. En effet, fi)oo g(y)dy = FE (fi)

G:
- Si G >0, alors

G+ y)+dy). On fait deux cas suivant le signe de

-G 0

(G+y) dy+ / (G +y)*dy,

—o0 —o0 -G

/
/_ OG(G +y)dy,
G

o

2
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~SiG<0,alors [ (G+y)Tdy=0.
Ainsi,
0 2
G* 1 1
| sty == B0 %) = 1EG) = 1

Il vient donc 0

A0 - 2000 = [ o)Ly - LX)y,

— 00

Par la propriété de Holder du temps local brownien (c.f. Lemme 1.3.2),

B0 - 1000 < [ @+t EsWa < K [

—c0 —o00

0 0

(G + y)+y5dy} €3

Par conséquent, 13:2(t) converge vers 1LY(X) p.s, uniformément sur [0, 7.

2. Convergence de 73’2(15). On veut montrer que T:”Q(t) est une martingale afin de pouvoir utiliser
I'inégalité de Doob.

Soient u,e fixés. On commence par exprimer (X.[,. — E(X[] |F.)) et (E(X[ |F)— E(X} 7))
comme des intégrales stochastiques au moyen de la formule d’It6.

On pose My = E(X,[, |Fs),s € [u,u+ €. (My)seuutel est une martingale. On écrit M, = E((Xyqe —
X5+ X)T|Fs). Xure — X, est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance u + € — s et on note
f(s,y) = BE(Xyye — X5+ 2)T). Comme X, — X, est indépendante de F,, on a

M, = f(sa Xs)'

On peut exprimer f sous la forme d’une intégrale :

22
e 2(ute—s)

V2r(ute—s)

Z 4 Y)pute—s(x)dx, on a

f(say) = /R(x + y)+pu+e—s(x)d1'a avec pu+e—s(x) ==

On calcule les dérivées de f. En écrivant f(s,y) = f+°°(

W 5y) = (—y+ Wpures(—y)dr - /

oy —y
+oo
= - / pu+efs(x)dxa

-y

e (T + Y)Pute—s()
dy

dx,

1— @ Yy ,
Vu+€e—s
ou @ est la fonction de répartition de la loi gaussienne standard. La dérivée seconde se calcule alors

directement.

92 Y T ite—s \Vute—s/

Pour calculer la dérivée en s, on commence par modifier f.

+0o0 +oo
f(say) = / Ipu+€_s($)d$ + y/ pu-i-e—s(x)dx
—y —y
Le changement de variable z = \/ﬁ dans la premiere intégrale donne :

+oo 22 dZ -y
= — P 17¢ P A
f(s,9) |, VYute—sze o +y[ < Fre—s)] :

Vite—s
/ — 2 _
— we*mij 1—P I )
V2T Vu+e—s
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Ainsi,

42 _ 2 42
o = L omtiy YuFe=s( oy s
2(u+e—s)?

2V2my/u+€—s V2T

N y? .<1>’< -y )
2u+e—s)2 Vute—=s)’

2 2

e atem 1 y? Y2 e~ atems

- V2r {_2m_2(u+e—s)g}+2(u+e—s)3 Vor
1 eiﬁi—-ﬂ
T Xute—s om

- - LY Y .
2Vu+e—s Vute—s
Comme f € C?([u,u+ €[, R) et %%(s,y) = f%(s,y), la formule d’It6 donne :

flv, Xy) = flu, Xy) = ' %(S,XS)dXS, v E [u,u+ €.

C’est-a-dire

F0.x) - fwx) = [ 1m0 (=) o

On applique cette formule :
u+te _X
flu+e Xute) — flu, Xy) / [1 -0 (5)] dXs, uwelo,(t—eT], (3.17)

Vute—s
! -X
FtX) — flu, Xy) = /u {1 .y <\/m>} dX,, welt—eT, 4. (3.18)
Comme
Flut e Xuve) = F(u, Xo) = Myye = My = X[~ B(X[ (| F),
et

F&,Xe) = fu, Xu) = My — My = BE(X ;| Fr) — BE(X | Fa),

on peut reporter (3.17) et (3.18) dans Tf’z(t), et on obtient

—39 1 [t (ute)At _X
2 = = 1—d(—2 )yax,. |1 du.
€ () 6/0 /u ( (\/m)) {X,<0}au

Comme z — 1 — ®(z) est borné uniformément par 1, on peut appliquer le théoréme de Fubini 1.3.1 :

. t 1 s 7X
1.7(t) = - 1-@ —=— )1 du| dXs.
€ ( ) /O [6 /(S€)+( <\/m>) {X.<0} U] E

Ainsi, (Tz’Q(t), 0 <t <T) est une martingale de carré intégrable, et I'inégalité de Doob donne :

T s 2
—3,2 1 _x
E| sup 170 <4E / 7/ 1_¢<s>]l | ds
<t€[O’T]| ()> 0 L (Hﬁ( T ) x<o

Pour finir, on montre que le membre de droite de cette inégalité converge vers 0. Selon le signe de Xj,
I’étude du terme entre crochet est différente. Comme fOT Iy x,—oyds = 0, il reste deux cas : Xy < 0 et
Xs>0.
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— Pour X > 0, on majore 1 —® par 1 et on a:

]I{Xs>o}

L -X, 1
— 1—¢ | ——— I du g 1 - 1 du '
J o0 (e oot < B ( Joo Foreen )

On a déjd montré que le terme & droite converge vers 0, quand € — 0, p.s. et dans L'(Q).
a2
— Si X, <0, on utilise que |1 — ®(a)] < Ce™ 7 pour tout o > 0 :

C [ x2
< —/ e HuFe=s) duy.

€ J(s—e)t

L[ - X,
1-d ——2 D1 d
6/(s_e)+( ( u+6_s>) {X,<0}dU

Le changement de variable v = u + ¢ — s donne :

C [€ x2
< —/ e ™ du.

€ J(e—s)*

1 /° _X,
6/(56)+( (m» {X,<0}au

2
Comme X, # 0, L (6678)+ e~ T du converge vers 0 p.s et dans L(£2).

7€

2
Finalement, par le théoréme de convergence dominée, F (fOT [% f(‘i_e)+ (1-9 (\/%) )]I{Xu<0}du} ds)

converge vers 0. |

3.4 Vitesse de convergence de J,(t) dans L? et convergence presque

sure
3.4.1 Résultats

On rappelle que J,(t) est défini par Jo(t) = L [/ (Loex.,.1 — Tjo<x.)) (Xste — X,) ds. Une vitesse de
convergence de J,(t) vers le temps local LY dans L?(Q) est donnée par le résultat suivant :

Théoréme 3.4.1 Pour tout T > 0, 6 €]0, %[, il existe une constante Co telle que

Ve €]0,1], sup |Je(t,y) — LY]|| < Coc®.

te[0,T)

2

Remarque. Au cours de la preuve, J.(t) est décomposée en une somme de plusieurs termes, et on

constate que ces termes ont des vitesses de convergence différentes. C’est-a-dire :
CQG% = Oleg + CQE% + 0366 + C4\/E

Ces différentes vitesses jouent un role important dans la preuve de la proposition 3.4.2. Les constantes

ont été calculées explicitement :

¢ = 2\/E(K§)/ y* T o (—y)dy,
0
42VT
“ T T
_85+9 .
C; = 311 E(C§),

1 2v2
Cy = 2V2e72z + =,
! ‘ V3T

45



Notons qu’apparaissent Cs la constante de Holder de X, mais aussi K la constante de Holder de L(X).

Une conséquence indirecte de ce théoréme (ou plutot de sa preuve) est le résultat suivant, concernant la

convergence presque sure :

Proposition 3.4.2 Soit X le mouvement brownien standard et (€,,)nen une suite réelle positive décroissante

telle que Y71 /€ < oo. Alors, pour tout x € R, presque sirement,

lim sup |J., (t,z) — L{(X)] = 0O,
N0 tel0,T]
; 1
lim sup [IM(t,z)— -L¥(X)| = 0, i=1,2.
n—oo yeio,1]| " 4

Remarques.

1. Comme dans la preuve du Théoreme 5.1.1, nous aurions voulu utiliser cette suite extraite pour
montrer qu’il y a convergence presque sire de J.(¢) vers le temps local, mais nous n'y sommes pas

arrivés.

2. Les méthodes employées dans cette étude ne semblent pas se généraliser pour une martingale conti-

nue.

Preuve. La preuve du Théoreme 3.4.1 part de la décomposition suivante :

50~ 23 == (100 - [ Mgexyax) + (20 - X - j0). @)

Dans la Section 3.4.2 (resp. 3.4.3), on étudie la vitesse de convergence de I (t) (resp. I2(t)). On utilisera
le Théoreme 3.3.1 pour obtenir la vitesse de convergence de I2(t) vers sa limite. Dans la Section 3.4.4,

on montre la Proposition 3.4.2.

On introduit les fonctions
f(z) = Arctan(\/z) et F(z / flu Vo > 0. (3.20)

Ce sont des fonctions positives, croissantes et qui vérifient 0 < f(z) < y/z. Ces fonctions interviennent

de maniere essentielle dans les calculs qui suivent a cause du résultat élémentaire suivant.

Lemme 3.4.3 Soient deux réels x <y et X le mouvement brownien standard.
- Stz <0, alors P(0 < X,,0 < X)) =0.
- Sixz >0, alors P(0 < X,,0 < X)) = 5 — if(ﬂ)

2 T

Preuve. Si z < 0, alors par convention X, =0 et P(0 < X,,0 < X)) =0.

Supposons maintenant > 0. On a
P(0< X,;,0<X,)=P0<X,,0< (X, —X,)+X,).

Or, X, est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance x et X, — X, est une variable aléatoire

gaussienne centrée de variance y — x, indépendante de X, . Par conséquent,

P(0 < X,,0< X,) / / N O] _x)exp< é‘(‘_bl) Z)ddb
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On calcule explicitement cette intégrale. On commence par le changement de variable a = ;% a b fixé :

P0< X,,0< X,) /C>o /Oo ! ( @ bQ)d* db
) z) = eXp\—— — = a .
Puis on fait un deuxieme changement de variable b= % :
il 1 az b -
P(0<Xy,0<Xz):/ / —exp | —— — — | da|db
0 = 2m 2 2
Le calcul final se fait grice & un passage en coordonnées polaires (r,8) = (Va2 + b2, arctan(%)) :
z 1 r2
PO< X,,0<X,) = / / — exp () rdrdd,
— arctan yf 0 27 2
3 1
de,

/ . =
— arctan yfi 27

)

1+ 1 ;
= —+ —arctan
4 27 Yy—x
- 1+1 s ¢ y—x
TR arctan - ,
1 1 + Yy—
= 3 27Tarcan pat
|

3.4.2 Vitesse de convergence de I (t).
< s Vet coe + terv/e,

Proposition 3.4.4
t
1X(t) —/ Mo<p,1dXs
0

sup
te[0,T] 9
01,\& Cy = 2\/3;%’66: E(C{SQ) et 072\2/%.
1. On utilise la décomposition (2.4) pour ¥ = X. Remarquons que ./T;l(t) = 0 car X est une martingale,
ainsi (2.4) se réduit a :
¢
10~ [ Moo dX, = 110 + A1 (9 (3.21)
0
ou on rappelle que
_ tq ¢
L) = / ~(X(srane = Xo)Tjocx, yds — / T{o<x,dXs,
0 0
1 t
Al(t, 6) = - / (Xs+€ - Xt) H{O<X5}d8'
€ J(t—et
(3.22)

Pour Ay(¢,€), le Lemme 1.3.3 donne directement :
sup |Aq(t,€)| < Cse’.
te[0,T]
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Etudions maintenant I2(¢). Comme < X >,= u, l'inégalité (2.9) devient :

2
T u
=~ 1
0 ( +

0<t<T € J(u—e)

On doit donc évaluer et majorer

2
T u
1
B = 4/ E (/ ]I{0<Xs} — H{O<Xu}d8> du.
0 € J(u—e)t

2
On écrit (f(z_€)+ Tooex,y — ]I{0<Xu}ds) sous la forme d’une double intégrale sur [(u —€)*, u] x [(u —

€)¥, u], domaine rectangulaire du plan :

4 T

B=— E
€2

0 //[( )+ ]z(]I{O<X~*‘} o ]I{O<Xu})(]I{O<XS/} - ]I{0<Xu})dsds’] du.

Puis, par symétrie, 'intégrale sur le rectangle est égale a deux fois l'intégrale sur le triangle rectangle
défini par {(s,s") € [(u — )T, u] x [(u—€)T,u],s < s’} :

2//[( e ]I{s<s’}(]]:{0<Xs} - I[{0<Xu})(1[{0<xs/} — I[{0<Xu})dsds/.

On a alors

8 T
B=3 /0 < / /[(u_ﬁ)+ o2 Tiscoy B [Tro<x,y — Tro<x,y) (Lpo<x, ) — Lo<x,y] d8d8'> du.

L’espérance dans cette intégrale peut étre calculée explicitement, grace au Lemme 3.4.3.

E ((]I{0<Xs} = Tjo<x,y)(Mjocx,y — ]I{0<Xu})) = P0<X,,0<Xy)—P(0<X,,0<Xy)
—P(0< X,,0< Xy)+ P(0< X,),

1 1 s’ —s 1 1 U— S
= 2_27rf< p >_2+27rf< p )

1 1 u—s

‘2*2#( 5 )*

= 5 (1D S

1
2a
S

- 1),

S

Par conséquent,

_4 ’ Tpo<sry u—s' u—s s’ —s /
B—;/O {//[(u—e)+,u] 2 (f( o) T ) = f(— ))dsds}du. (3.24)

2. Calcul de la double intégrale. On pose

u—s u—s s’ —s ,
K (u) = //[(u_e)m]2 | PP (f( )+ f( . ) — f( . )) dsds’,

SI

et on cherche & calculer K (u). On commence par séparer les trois termes.

N R P e P R T
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En changeant 'ordre d’intégration, on peut intégrer partiellement certains termes :

K.(u) = /( (S’—(u—e)+)f(u_,s/)d8’+/(u (u— )7 (5 )s,

u—e)t s u—e)t s

_/(:_6)+ (/u £ - S)ds’) ds.

Dans la premicre intégrale, on note la variable s au lieu de s, afin de réunir les trois termes sous la forme

d’une seule intégrale en ds.

= [ fem e (57 et (5) - [ (57

On simplifie le terme entre crochet en notant que s — (u —€)* + (u — s) = u A€ . On arrive alors a cette

= [ () wno [ (5) e

Puis on fait le changement de variable v = Sls_s dans 'intégrale en ds’ : fgu f (S/T_S) ds' = s fouzs f(v)dv

expression :

On reporte dans K. (u).

u—s

Finalement,

“ u—s s
K (u) = /(u_e)+ lf( . > (une)— 8/0 f(v)dv] ds.
K. (u) = Tiuca /u <f (uss> u— sk <us)> ds + Mpecyy /u (f (uss) € — sk <uss>) ds.
0 u—e
On reporte ce résultat dans (3.24)

B = — [/ ( (u_s>u—sF(U_s>>ds}du
TE 0 S
4 T u _ _
+— [/ <f(u S)e—sF(u S))ds} du.
me? J, e s s

3. Majoration de B. Comme F' > 0, on majore simplement par

4 € u _ 4 T u _

B<—2/ [/ f(u S)uds}du—k2 [/ f(u S)eds}du.

TE 0 0 S TE € u—e S

On applique Fubini dans les deux intégrales :
4 € € _ 4 T T A(s+e€) _
B< — {/f(u S)udu}ds—#z [/ f(u S)edu ds.
e 0 s S e 0 sVe S

On décompose la deuxieme intégrale en trois :

4 € € _

B < — [/f(u s)udu}ds
e s
s+e T—e¢ s+e o
— [/ ( )edu]ds+/ {/ f(u S>edu]ds
7T€ . s

T
— [ edu] ds.
7re
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On fait le changement de variable v = “=* dans les intégrales en du.

e
ds—i—?/o [[ssef(v)dvl ds

B < g oe U )+ o

me2

4 T—e¢ §
+— / sef(v)dv
s € 0

On majore f(v) par \/v et on a :

T—s

4 (7 ;
ds + — / sef(v)dv| ds.
et Jr—e | Jo

4 [ =
— [/ s%(1 + v)y/vdv
e 0 0

4 T—e g
+— / sey/vdv
TE € 0

Pour chacun des termes entre crochets, on majore v par la borne supérieure de I'intégrale en dv :

4 € 5;S _ _ 4 € §
B < — / s%( ¢ S)UE % dv ds—l——/ / se\/?dv ds
w2 Jo | Jo s s we2 s s
T—e T
7T€2 l/ 36\/7(11)

B < %/0 le(e\—/gs) ds+%/0 [e\/E\/g]ds

S [

Dans la premiere intégrale (resp. la quatriéme), on majore € — s (resp. T — s) par ¢, et il vient :

B < 4\[/ 7 mf/fd+\[ RNy

e Vs T Jroe Vs
4\/€ dS
< R S -
< / i Wﬁ/{) V/sds,
8\/6T

™ 377

B <

4 el s ]
ds + —2/ [/ sev/vdv | ds
e 0 e—s

4 T T—s
ds + — l/ seﬁdv] ds.
TE 0

T—e

d
s+7‘f’€2

dv] ds.

T—e

On a alors :

wlw

T—e

<

En reportant la majoration de B dans (3.23), on a

= 8V T
E( sup (Ig(t))Q) < (3.25)
0<t<T s 377
Ce résultat et (3.22) donnent la vitesse de convergence de I1(t). [ |
3.4.3 Vitesse de convergence de I(t).
On rappelle que I%(t) = 1 fo s+e — Xo)Mocx,, 1ds. La vitesse de convergence de IZ(t) est du méme

ordre que celle de [, 61( ), comme le montre la proposition suivante.
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Proposition 3.4.5 Pour tout T > 0,6 €]0, 1[,

8 1 1
< cg€2 4+ cged + 01066 + c11€2,

2

1
sup |12(1) = X;" = SL9(X)

t€[0,T

oo 4 _1
avec cg = 2\/ E(Kg)fo yHl(I’(—y)dy, Cog = 2\/\5/;\/?, Ci10 = % E(CE), C11 = 2\/56 i"

Preuve. Pour commencer, on décompose I2(t) — X;" — 1L9(X) :

12(0) = X7 = 1200 = (220 = X = 3800 ) + Aol

avec
~ “1
Iez(t) - / E(X(SJre)/\t - XS)]I{0<X(s+e)M}dS’
L L
As(t,e) = 7/ (Xste — Xs) Ljocx,, 1 ds — 7/ (Xt — Xs) Tyocx,yds.
€ J(t—e)+ € J(t—e)t

Le Lemme 1.3.3 donne :

sup |Asq(t, €)| < 2C5€°.
t€[0,T]

(3.26)

(3.27)

Ensuite, on étudie la convergence de fg (t) vers X;F +1 LY(X). L’idée principale de la preuve est d’exprimer

I2(t) en fonction de I*1(t) et I*2(t).

D’abord, on décompose I2(t) comme une somme de deux termes :

~ 1 t 1 t
Iﬁz(t) = E/ X(3+€)/\tI[{O<X(s+e)/\t}ds - E/ XS]I{0<X(5+5)At}dS‘
0 0
Le changement de variable u = s 4+ € dans le premier terme donne :
t t+e
/ Xstortliocxponrds = / Xuntljo<x, . ydu,
0 €
t+e t
= / Xt]I{0<Xt}du+/ Xu]I{0<Xu}du,
t €
t €
= X, + / X Mo x, ydu — / XL x,ydu.
0 0
En additionnant avec le deuxieme terme, il vient :
~ N 1 t 1 € N
I: (t) =X+ < X (I[{O<Xu} — H{0<X(u+ﬁ)/\t}> du — - X, du.
0 0
On utilise une nouvelle fois I'identité

I[{0<Xu} - ]I{O<X(u+s)/\t} = ]I{O<X1L1X(u+e)/\t<0} - ]I{0<X(u+e)/\thu<0}’

et on obtient

~ 1/t I 1 [
I2(t) = X' + - / Xy X <oy = = / X Mo Xy bt — - / X} du,
0 0 0

c’est-a-dire 1 re
()= X+ 10 + 1220 - ¢ [ Xibdu i),
€ Jo
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ou on rappelle que
4,1 Lt 4,2 1 +
() = - | Xalixgasordu, 1070 = - | Xlix,,oa<opdu,
0 0

1 t
ri(t) = Z/ X Wx . p—0ydu.
0

Ainsi, on a
72 v+ l.g 4,1 Lo 4,2 Lo | — 4
)~ X = S120X) = (190) = gL000) ) + (192(0) = 2800 ) = = [ XFduri(n). (329)
0

Pour %foé XFdu, d’apres le Lemme 1.3.3, on majore X, par Csu’ et il vient

1/ C
7/0 deu‘ < 6+‘*16‘S. (3.29)

sup

te[o, 7] | €

Finalement, en utilisant la majoration précédente, (3.1) et le Théoréme 3.3.1, on a

7 1 e 5 2\/5\7? 1
sup [72(1) - ;7 - 2L0(x) < (2/EE) [ rtiena) v (22 ¢
+€[0,T] t 9 t ) \/75 0 \/77_
50+ 6 )\ s _1\ 1
+ (M\/E(Cé)) e + (2\/5.9 2) €z, (3.30)
Rajouter (3.27) termine la preuve de la proposition 3.4.5 . [ ]

Finalement, le Théoreme 3.4.1 est une conséquence directe des Propositions 3.4.4 et 3.4.5 .

3.4.4 Convergence presque sure.

On montre la Proposition 3.4.2. Soit (€,),en une suite de réels positifs, décroissante vers 0 et vérifiant
Y oic 1 V€ < oo. Notons que le Théoréme 3.3.1 ne permet pas d’obtenir directement la Proposition 3.4.2

via le Lemme de Borel Cantelli, puisqu’on ne peut pas prendre ¢ = %

Pour commencer, on montre la convergence p.s de I}2(t) vers 1L9(X), quand n — oco. On rappelle
l'identité (3.12) :

1220~ {2000 = D} + D2 + D) + (1 [ xre (- 52) - fron))).

D’apres (3.5), (3.9) et (3.10) , les quantités <% fot X (—i(/g) - iL?(X)), D?(t) et D3(t) tendent vers

0, quand € — 0, avec un taux de convergence d’ordre § < % Mais ce n’est pas un probleme, puisque la

convergence a lieu presque sirement.

On étudie maintenant D! (t). D’aprés (3.11), il existe une constante C' telle que E [Supte[O,T] (D! (t))2] <
C'y/e. Dong, pour tout n € N,

E | sup (DE1 (t)) 2

t€[0,T]

< e,

Pour tout n > 0, on a par I'inégalité de Markov

E (SUPtE[O,T] |D§(t)‘2) NG

n? S

telo,T

P( sup |De(t)| >n> <
)
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Comme Y | /€, < oo, par le Lemme de Borel-Cantelli, (Dén (t))n cny converge presque surement vers 0,

uniformément pour ¢ € [0,7T]] .

Par conséquent, I}2(t) converge p.s vers 31 L?(X), quand n — oo. La convergence de I:!(t) vers $L?(X)

s’obtient par la symétrie du mouvement brownien.

Finalement, on étudie la convergence de Je, (t). Il est clair que (3.19), (2.4), (3.26) et (3.28) entrainent
que J(t) — LY(X) est égal & :

~ 1 1 L[
Tt + AL + (Ijvl(t) - 4L§(X)> ' (1372@) - 4Lg(x>) L2047t -+ [ Xidu
€Jo
On procede comme pour la convergence de I22(t). D’apres (3.22), (3.27), (3.1) et (3.29), on déduit que

ALt)+A2(t)+ri(t)— L [ X du tend p.s vers 0 quand € — 0. On a déja montré que (I2(t) — $LY(X)),

1 =1,2, converge p.s. quand n — oco. Enfin, par (3.25), il existe une constante C telle que

E ( up <f3<t>>2) <ove

0<t<T

donc par le Lemme de Borel-Cantelli, jiln (t), converge presque stirement quand n — oo. [ |
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Chapitre 4

Convergence vers le temps local de

certaines martingales gaussiennes

Dans tout ce chapitre, o est une fonction de carré intégrable définie sur RT telle que
1. il existe un réel a > 0 tel que a < o(s),Vs € RT,
2. o est une fonction hélderienne d’ordre v, avec v > %.

On considere alors (X¢)¢>0 la martingale définie par X; = f(f o(s)dBs, avec B mouvement brownien

standard. Elle vérifie en particulier les propriétés suivantes :

Lemme 4.0.6 1. Pourtoutt € [0,T+1], X; est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance
fot 0%(s)ds. Si s > u > 0, alors X, est indépendante de X, — X,, variable aléatoire gaussienne

centrée de variance [, o?(v)dv.
2. La variation quadratique de X est par < X >;= f(f o?(s)ds.

3. Comme o est Holderien, il existe une constante b > 0 telle que pour tout s € [0,T + 1], o(s) < b.

De plus 0 est aussi Holderien d’ordre v sur [0, T + 1].
4. Pour B €]0,1[, a — L¢(X) est Hélderien d’ordre 3 uniformément en t € [0,T].

4.1 Résultats

D’une part, comme X est une martingale continue telle que d < X > est absolument continu par
rapport a la mesure de Lebesgue, les Théoremes 2.1.2 et 2.2.1 s’appliquent : I1(¢) et I2(t) convergent vers

fg T{o<x,dX, et TLY(X) respectivement.

D’autre part, X est une diffusion vérifiant (2.1) avec o(s,z) = o(s) et b(s,z) = 0. Comme X, est une

variable aléatoire gaussienne, elle admet pour densité

Sl )

p(t,z) = )
\/2m fg o?(u)du
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par rapport & la mesure de Lebesgue. o(s, ) est continue, elle vérifie x — o2(s,z) = 02(s) € Wfocl (R).

D’une maniere évidente z — b(s,z) =0 € Wllocl( ). La densité de X vérifie :

2
T exp (_2fs ;2 u)du)

x — zp(s,x) = c Wi’fo(R),
27 fo o?(u)du
(-srwm)
exp \ 5ot
= po(s,z) = 02(s) 2Jy o2 (w)d WLUR), Vs> 0.
2 fo o2(u)du

Comme o € [a,b], on a a’s < [ o*(u)du < b*s et ainsi,

2 ~zexp (~ o7
e (03) = o) ( L ”d)
x u)y /27 [ o2
Oxp _ eXp (_th = u)du) x3 3z
- 2 ot
Oa? o fo o2 (u)du (fo o2(u du) Jo 0% (w)du

€ ([0,1] x R),t €]0, T,

€ L'Y([0,t] x R),t €]0,T].

Donc X vérifie (2.1)-(2.2) et les Théorémes 2.1.1, 2.1.3 et 2.2.2 s’appliquent. On a ainsi la convergence
(ucp) de Je(t), I2(t) et I2(t) vers LY(X), X;" + $LY(X) et 1 L?(X) respectivement.

Comme dans le cas brownien, on peut aller plus loin dans les décompositions et montrer la convergence

des termes suivants :

. 1 [t
3,1 _ - 32
IE (t) - E/O X(u+e)/\t]I{X'u>0}du’ I / X(u+e /\t]I{Xu<O}du
1 t
3 _ +
Ty (t) = g /0 X(uJ,»E)/\t]I{Xu:O}du’
1t
) = z/0 XoWix oo sopdu,  TH2(t) / X, 0 <o0ydu,
4 -
T, (t) = g ; Xu ]I{X(u+e)/\t:0}du'

Commengons par montrer que 72(t) et 74(t) convergent vers 0. Comme o ne s’annule pas, on peut

introduire o?(u) dans fot I x,—0ydu pour faire apparaitre la variation quadratique de X.

t t
1
/ H{Xu:[)}d’u:/ H{X =0} 2( )d < X > -
0

Par l'extension 1.1.10 de la formule de densité d’occupation :

[ = [ g o= ([ 2562

Par conséquent, r2(¢) est nul. Ensuite, on décompose r4(¢) comme :

. 1 [ )t 1 [t
Te (t) = 7/0 )(,:r]I{Xqu 70}du + - /( X,j]I{tho}du.

€ t—e)t

Le changement de variable v = u + € dans la premiere intégrale donne :

I 1t
T?(t) = E/ X:_G]I{X,U:()}dﬂ + E XJ]I{Xt:O}d’UJ.

t—e
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Comme précédemment, la premiere intégrale de 72(t) est nulle. Par le Lemme 1.3.3, le second terme tend

p.s. vers 0, uniformément sur [0, 7.
Il reste donc & étudier I3(t) et I*(¢).
Théoréme 4.1.1 )
i (uep) [ (1) = lim (uep) I22(1) = ©LO(X),
et 1
limy (ucp) I2(t) = i (uep) I3(1) = $L9(X).

Remarque. La propriété de Holder de o permet de ne pas trop s’éloigner du cas brownien. En effet,
pourt > 0,e > 0, on a

2

B ([ o) -otman.)
= 2 [ ot -owras).

E(Xt+e - Xi —o(t)(Biye — Bt))2

t+e
< / C(s —t)ds,
t
< L€2V+1.
2y+1

Les variations de X sont donc proches de celles du mouvement brownien multipliées par la fonction o.
Les méthodes utilisées pour le mouvement brownien peuvent ainsi étre utilisées pour X moyennant un

ajustement par des coefficients dépendant de o.

Preuve du Théoréme 4.1.1. Par symétrie,

lim (ucp) I>'(t) = lim (ucp) I>2(t) et lim (ucp) I*'(t) = lim (ucp) I*2(t),

e—0 —0 e—0 —0

donc il suffit d’étudier la convergence de I22(t) et I2?(t). On commence par 1'étude de I22(t) (voir

ci-dessous et les sections 4.2, 4.3). Puis on étudie I>?(¢) dans la section 4.4

Etude de I*2(t). Comme pour le mouvement brownien, on remplace Tix,, . n <0} AT E(]I{X<u+e>m<0} | X0)-

Ce terme peut s’exprimer en fonction de X,,. En effet,

E(]I{X('u+e)At <O} |XU‘) = E(]I{X('u+e)At7Xu <7Xu} |XU‘)'

u+€e)At

Or X (y4e)ae — X est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance fi 02(s)ds indépendante

X(ugorne—Xu . o . e e 1g
de X, donc G = —=LtIM"Zw oot une variable aléatoire gaussienne centrée réduite indépendante de

/féu+E)At Gz(s)ds

X, Si on note @ la fonction de répartition de la gaussienne centrée réduite, alors on a

E(]I{X(u+e)/\t<0}|Xu) = E(H{G<#}‘Xu)a
/flSui»s)At o2 (s)ds
Xu
= @ —

/‘/;Eu-‘re)/\t 02 (S)dS

Pour alléger les notations, on pose

v

w
SY = / 02(5)ds pour tout w > v > 0.
v
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Il vient en introduisant ce terme dans I22(¢) :

1 t 1 t
I?»Q(t) = 7/ X,j; ]I{X(u+5)/\t<0} — —L du_i_f/ X;'q} L du.
€ Jo \/W €Jo ngu-&-e)/\t

On transforme la deuxiéme intégrale pour faire apparaitre u + € a la place de (u + €) A ¢, et on obtient
alors
IE2(t) = Ag(t) + AZ(t) + AZ(D), (4.1)

avec

1

Ay = = tX+ 1 - X
e() = o u {X (ute)nt <0}

N
t
A1) = 1/ Xj[[cb<_ X;t>_q><_\/X“7+>]du,
€ (t—e)* u Sg €

t
A3(1) 1/){3@ S TR A
€ Jo \VSute

Le terme principale est A3(t), qui converge vers 1 LY(X) (voir Section 4.2). Dans la Section 4.3, on montre

du,
€

que AL(t) + A2(t) converge vers 0.

4.2 Convergence de A}(t) vers 1L}(X)

Comme o ne s’annule pas, on peut diviser et multiplier par o?(u) pour faire apparaitre d < X >,. On

écrit alors A3(t) sous la forme suivante :

1 t
A3(t) = 7/ h(u, Xo)d < X >y,
0

€

avec h la fonction borélienne positive définie par :

zt x
h(u,z) = 02<u)<13 ( W) .

Par D'extension (référence) de la formule de densité d’occupation, on a

AE p=Ton) ( ;ﬂ) 4L (X )da.

Le changement de variable y/¢ = x donne :

// o2(u < \;Ler()dLL/gy(X)dy.

L’intégrale sur R devient une intégrale sur R* & cause du y™. Puis on ajoute et on retranche ® (— Y ),

ce qui permet de décomposer A3(t) en deux termes.
AZ(t) = DE(t) + DI (1), (4.2)
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avec

) = [ [ [@( &)—@(—%)]Mﬂ@)dy,
i = [ / s (s ) dnyr oy

Le terme principal est D] (t), car il converge vers +L{(X) (voir section 4.2.1.). On montre & la section

Q

4.2.2 que DS(t) converge vers 0.

4.2.1 Convergence de D!(t) vers 1L)(X).

Pour y > 0 fixé, la mesure . définie sur RT par p.(ds) = dL;ﬁy(X ) a pour fonction de répartition
s — ([0, 8]) = LY¥(X). Or, pour tout s positif, lime_o LY (X) = LO(X) par continuité de L (X).
Comme LY(X) est la fonction de répartition de la mesure p(ds) = dL?(X), on a la convergence étroite
de p. vers p.

La fonction u — UZL(U)Q (—%) est continue et bornée, car o(u) € [a,b] pour tout u. Donc

t y+ t y+
im [ Lo (- ) arye(x) _/ Yo (——Y)aro(x).
«—0Jo o*(u) U(u) o o%(u) G(U)
Etablissons une domination de fg {;é’—;;)@ (,Gyu)) dLY®(X). Comme o(u) € [a,b],y > 0 et que ® est

une fonction croissante, on a

Donc

[ e (k) amoo| < Lo(-Y) [ageo,

Y ) €

On éerit LY™(X) = LY¥(X) — LY(X) + LY(X). D’apres le Lemme (4.0.6), pour 3 < 1, a— L{(X) est

holderien d’ordre 8. Donc il existe K variable aléatoire telle que presque strement
vt € [0,T),Va,a’ €R, |LH(X)— LY (X)| < Kla—d'|°.

Par conséquent,
ILYV(X)| < Ke3yP + LY(X). (4.3)

[ o (- o) < B (4) (e o).

On majore € par 1, ce qui donne

[ et se] < (55 sxn)o )

Cette fonction est intégrable sur [0, +o00[. Le théoréme de convergence dominée s’applique donc et on a

iy [ sotar® (st i oom= [ [ e (<5t ) oo

o8

Ce qui donne




Il reste a évaluer la limite. On fait le changement de variable z = %

[ e (- )asoom = [ [ oot

_ /0 t ( /0 b z<1>(—z>dz) dLY(X),

‘1
- [ Moo,
0 4

1
= ZL?(X).

On a donc presque siirement convergence sur [0, 7] de la fonction ¢t — D] (t) vers t — +L?(X), fonction
croissante continue . Comme 5%-® ( — ¢ ) est positif, la fonction ¢ — DI(t) est croissante sur [0, 7]
pour tout € > 0. Donc par le Théoréme de Dini, on a la convergence uniforme sur [0, 7.

4.2.2 Convergence de DS(t) vers 0

On commence établir une majoration de

(o) ()

[
n
N
QU
N
“
V)
|
V)

0 < B(s) — D(s) = / —

On applique ¢a pour —% et — \/%

ey \ Ly 1| Vey et o [ VY Y
q’( Wﬁe) o o<u>)‘<m p[ ( NG a<u>>]'

Y
Veute  o(u)
4 e — f[ute 2 2 C ol Vey
Comme o est borné par b, on a Syt = [ " o®(v)dv < b%e. Ce qui implique que BV < -

. De

Sl

meéme, —% < —¥. Ainsi, on obtient un majorant pour 'exponentielle.

(o)
Il reste a majorer le terme en valeur absolue

|Veo(w) - v/
TN

’eaQ(U) - f;ﬁrﬁ a?(v)dv
o(u)V/ Sute |eo(u) + v/ Sute

7 . +
Pour les termes au dénominateur, o > a donne S*+¢ = [*"“52(v)dv > a?e, et donc

o(u)V Sute

Vey Y

Vsute  o(u)

ey

y
o(u)

Veo(u) + VvV Sute| > 2a’e.
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Pour le numérateur, on la propriété de héldérien de o2 : |02 (v) —o?(u)| < Clv—u|?, avec C une constante.

u+te u+te
eo?(u) —/ o?(v)dv| < / |02 (v) — o (u)|dv,

Uu-+e
< C |[v — u|7dv,

< ——att
On obtient finalement

Ve ¢
(7)) | s (1)

Reporter cette inégalité dans DS(t) donne :

|DS(t)| < —2a3(’y fl)\/ﬂa /000/04 a?u) exp (—%) dLL/Ey(X)dm.

On minore o par a et il vient :

Do) < mfwﬂ (] t AL ) yosw (~2) dy

C e y
L LYY (x ~Y ay.
Gz Jy (H0)vew ()
D’apres (4.3), on a
C e 8 Y
6 < I 4 5 ﬁ 0 _Z
D0 < s (KR ) ) vew (<)

8 CK > y C o y
€ g o)t e
N ammrova, Ve () d) + R (s ) e (5

Comme t — L?(X) est croissante, on a presque sirement
IDO(t)| < T E Ky + LY (X) Ky, Ve [0,T),

avec K1, Ko deux constantes. Donc DS(t) converge presque siirement vers 0, uniformément en ¢ € [0, 7).

4.3 Convergence de Al(t) + A2%(t) vers 0

4.3.1 Décomposition de Al(t) + A2(t)
1. On commence par s’occuper de Al(t), et on rappelle que

1

1 ‘ XU
Ae (t) = 7/0 X?f ]I{X(u+€)/\t<0} -&

S(que)/\t

du.
€

Notre objectif est d’utiliser la formule d’It6 pour transformer le terme entre crochet . Pour se ramener

de (u+€) At au+e, on sépare Al(t) en deux parties :

1 [ X 1t X
Al(t) == X —P | ——= d 7/ X —d | -—2 || du.
(1) 6/0 u l {Xute<0} ( @> Ut e (M) 5 ) |
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On sépare de nouveau le deuxiéme terme en deux partie, puis on remplace —® (— Xy ) par

V5

() (o)) e () = ()| = ()

ou, pour u € [0,t] fixé, f, est la fonction affine définie par

Su+e
fu(s) = ue (e+u—3s), s€][uu+e.

La fonction f, est positive sur I'intervalle [u,u + €]. Notons deux valeurs particulieres : f,(u) = SUT€ et
fu(u+¢€)=0.

On obtient alors la décomposition suivante :

Al(t) = RL(t) + RZ(t) + DZ(t) + DX(t) + DZ(t),

avec
1 [ X
1 _ 1 + _ S
RUt) = - /0 X; []I{Xu+€<0} <1>< W)]du, (4.4)
¢
—Xi —Xu
R*(t) = / XHle - ® du, (4.5)
(t=e)* V ult) Site
1t
D) = ¢ XiMxeodu, (1.6
€ (t—e)t+
t j—
Dit) = —1/ Xro Xt du, (4.7)
€ Ji-or fu(t)
t p—
D3(t) = 1/ X |o Xo ) g (— K )| o
€ Jit—or VSt Su
On remarque que D?(t) = —Al(¢). Par conséquent, on a

Ag(t) + AZ(t) = Re(t) + RE(t) + DY(t) + De(t). (4.8)

2. Etude de R!(t). On veut employer la formule d’Ité pour transformer le terme entre crochet en une

intégrale. On pose :

y2 dy
w(s,2) = | 1 e T —, Ve € R,s € |u,u+ €. 4.9
oulsa) = [N e e S it d (49)
Alors
o =2 1 w >07
bu(5,7) = ( fu(8)> st fuls) (4.10)
Tipcoy sinon.

¢, est la fonction pour laquelle on veut utiliser la formule d’It6.

On a deux autres expressions pour ¢, obtenues par changement de variable :

pule) = /oo o (2fjs>> zj;u@)’ (4.11)
0 z—x)? 2
_ /_Oo exp (_(2fu(5)) ) Q:fu(s), (4.12)
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D’apres (4.10),

X, X,
¢u(u7Xu) =0 <_ f (u)> =0 <_ W) et ¢u(u + €7Xu+€) = H{.Xu+€<()}7

donc le terme entre crochet de R!(t) s’exprime sous la forme

Xu

Lix,po<op =@ (‘ N

Afin de pouvoir utiliser la formule d’It6, on calcule les dérivées de ¢,,.

) = ¢u(u + €7Xu+e) - (bu(uaXu) (413)

— On calcule de deux manieres la dérivée de ¢, par rapport & la premieére variable. D’apres (4.9), si

fu(s) >0, 0n a " e )

Et d’aprés (4.12), on a

o) = /0 [(z - x)Qf,Q?(sq)%(;)fu(S)f;(S)] exp (_ (;f_u(i);) 2:;(3)’ (4.15)

5%(
Os %

avec fI(s) = %(s).

— On utilise (4.11) pour calculer la dérivée de ¢, par rapport & la deuxiéme variable :

0y, B -1 exco [ — z?
o (s,z) = 727#”(5) p ( 2fu(8)> . (4.16)

— Et on utilise (4.12) pour calculer la dérivée seconde par rapport a la deuxieéme variable :

R /_Ooo [W} o (_(;f_u(?;) 2j;u<s>’

En comparant avec (4.15), on voit que

0% 2 Oy
@(s,x) = 7 5) 0s (s,x). (4.17)
Ainsi, ¢, est de classe C1'? et on peut appliquer la formule d’It6 pour tout v € [u,u + €[ :
v 2
(;Su(v,Xv)—gbu(u,Xu):/ a(b(sX ds+/ ¢ (s, Xs)dXs —|— (b( y Xs)d < X >;.
w 0s 2 [, Ox?
Comme on a d < X >,= 02(s)ds et (4.17), on obtient
v o%(s)\ 0¢ Y O¢
Ou(v, Xy) — du(u, Xy) = /u (1 + f&(s)) g(s,Xs)ds +/u %(S,Xs)dXs.
Remplagons les dérivées par (4.14) et (4.16) et on trouve
fu(s ( ) XD ds
Ou(v, Xy) — o (u, Xy) / X % exp 75 ) Von
X2 )
dX, 4.18
| e o s
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Ainsi, en prenant v = u + € dans 1’égalité précédente, (4.13) devient :

S

/ m ( 2))‘”5'

Reporter ce résultat dans R (t) meéne & :

N (t—e)T 1 fute X+ X2
1 _ _ — [ — X 5 S
ro = - f </ mp( 2fu<s>>dx>d“
9T (1 e L f(s) +02(s) XD\ ds
+f ( / szum“p<zfu<s>>m "

2. Etude de R2(t). D’aprés la formule d’It6 (4.18) appliquée pour v = ¢ € [u, u4¢] quand u € [(t—e)*, 1],

/W (qu§)>dX
Or

-X; \ - X,
¢u(tht)_¢u(u7Xu)_q>< fu(t)> (I)<\/W>7

) o ¢ 1t Xr X2

RZ(t) = /@ €)+< Tfu ( 27 )>dX>d

([ () )
8)

Ainsi, R2(t) et R?(t) peuvent se regrouper et on obtient, en reportant dans (4.

donc il vient

AL(t) + A%(t) = D(t) + D?(t) + D3(t) + D(¢), (4.19)

avec
t (1 [lutant X+ X2
1 _ - s ”
D) = /( . Wm ( <>>dXS>d’

1 t
D?(t) = = / X;_]I{Xt<0}du7
(

t—e)t

1t -X
DMt) = —- Xro = |d
0= ( fu(t)> ’

Il reste & montrer que chaque terme converge vers 0. En montrant que D!(t) est une martingale, on

obtiendra sa convergence dans L?(Q) via I'inégalité de Doobs (c.f. section 4.3.2). Dans la section 4.3.3,
on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour établir la convergence de D?(t) vers 0 dans L?(92). Enfin,

on montre que D2(t) et D2(t) convergent presque stirement vers 0(c.f. section 4.3.4).
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4.3.2 Convergence de D!(t) vers 0

Etape 1. On écrit D!(t) = — fo (fo (s,u)dX ) du, avec

o (S u) _ I[{u<s<(u+s)/\t} )(Jr exp [ — Xz
e\S, c 27Tfu() qu(s) .

Pour utiliser le Théoréme de Fubini stochastique 1.3.1, on montre que H, vérifie

t gt
/ / E (HZ(u,s)) dsdu < co. (4.20)
o Jo
On commence majorer ’espérance.
I X2
B (H2(u,5)) = —usssuiont} p ( X)?ex (— 2 ))
() = =gty (e (77
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors
E (H?(u,s)) < Tucs<urany E((XHY)E (exp (- 2X3 (4.21)
T 2e2nf,(s) “ fu(s)) ) '

On calcule les deux espérances en utilisant le fait que X, et X, sont des variables aléatoires gaussiennes

2 . u
centrées de variance [ 0 (v)dv = S§ et fo v)dv = S§ respectivement.

Pour la premiere espérance, on a

conduit a

2 e y? 2
A
0

Le changement de variable y = \/zsﬁ
0

N o

E((X}
Pour ’autre terme, on a
B B 2X2 B / 22 dx
P\ TGs) B S P 2S5 ) \/2nSy
_ /ex ( z? 450 + fu(s )) dx
e P fu()Ss ) \Jrsy

o 4S5+ Fuls) o
En posant y =« fZT)SS’ il vient

o (oo (-50)) = Lo (-5) vty s s

Reporter dans la majoration (4.21) donne

I[{u<s<(u+€)/\t} u fui() %
E(HX(u,s)) < T 2nfu(s) (S) <4so+fu()) ’

V3Sy
§ ]I{u<s<(u+e)/\t} 3 1’
2v/2e2m f3 (5) (4S5 + fu(s))7
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Comme o(s) € [a,b], on a 0 < a®s < S§, S < b%u et a®(u+ € — s) < fu(s). Ce qui donne la majoration
suivante :
V3 b2u

|| u<s<(ute
luss<(urantty oear (u+e—s)ia?(4a?s +a2(u+e—s))i
u

(u+e—8)i(3s+u+e)i

B(H25) <

)

< Clpucs<(uteont

)

avec C une constante. s € [u,u + €] = 3s+u+¢€ > ¢, donc on a

u u
3 T <1
(ut+e—95)i(Bs+u+e)i  ei(ute—s)

3
4

fiuﬂ)/\t —% —dsdu < 00, (4.20) est vérifiée. On peut donc appliquer le Lemme 1.3.1 :

(ute—s)4

Dl(t) = —/Ot (/(:_e)+ 1\/%&1) <—22(:)) du> dXs.

Ainsi, (D!(t),0 <t < T) est une martingale de carré intégrable et on peut lui appliquer l'inégalité de
Doob :

Comme |

E ( sup <Di<t>>2> <4E ((DXT))?).

t€[0,T]

Il reste donc & montrer que F(D?(T))? converge vers 0 pour obtenir la convergence de D!(t) vers 0 dans
L?(9), uniformément sur [0, T.

pway e ([[[[ (2] s

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au terme entre crochet, on a

B(DAT)" < P </T [1 /<> 2%252) o <_fii)> d“] "2(8”‘9) ’

puis finalement

simny< [0 [1 [ oot (e (7)) d“] o

Si on examine rapidement les termes dans I'intégrale, on remarque que f,(s) tend vers 0 quand e tend
2
vers 0. Grace au terme X", pour s assez proche de u, X, > 0, donc %@ exp (ffx—(s)> tend vers 0 quand

€ tend vers 0. Mais on doit faire une étude plus précise pour montrer la convergence vers 0 de l'intégrale.

Etape 2. Calcul de I’espérance. Comme X,, est une gaussienne centrée de variance S§ indépendante

de X — X, gaussienne centrée de variance S;, on peut calculer explicitement I’espérance en écrivant :

pocppe i) = p (e (- Tt XYY
= // y+2€xp(_(x+y)2_y2_x2)dxdy
R? fu(s) 25y 2S5) 27, /S350

/OO o — it — / ( x? 2zy x? ) dx dy
y“e TuC b exp|———~— —~ — = :
0 R fuls)  fuls) 283) /27183 | \/2nS§




On remarque que

xzmle(w)<x+ 253>2+2< 255 )
fuls)  Fuls) 25 2\ fu(9)S: 125 fus)) T\ @S T fus) )

et on fait le changement de variable suivant

Xz(w—l—y 25% ) 253 + fu(s)

255 + fu(s) fu(S)Si

L’intégrale devient alors

/°° y%exp ( v + 97 25, > % X Fuls) dy
0 fuls) 25 fu($)(255 + fuls)) ) \ U V2rSs )\ 285 + fu(s) /278y

Apres simplification et en utilisant que S§ + S5 = S§, il reste :

_x N y* 255+ fuls) dy fuls)
pecre ) = [Tveo (S5 grae i) Vi sreses oy

255+ fu(s) v
SESi 7. (s il vient

plocpe )= [Tore o (T A \/ T )

e\ _ SEVTI2S + £,(5)
JC 2255 + ful)F

On fait le changement de variable Y =y

Finalement

En reportant dans la majoration de D}(T), il vient :

P (L] 0 SIS ),
0 (s—e)t+ 27Tfu S (258+fu(3))%

Etape 3. Majorations. On simplifie par 1/ f,(s) et on change 'ordre d’intégration, il vient

/ / CHONT o2 (s) S8 (255 + fu(s))
47/ Fuls) fu( VTa(8)(255 + fu(s))

b%(s — u), fu(s) < b?(u + € — s) dans le numérateur.

dsdu.

3
2

Comme o est majoré par b, on a S¢ < b%u, Sg

<b
Comme o est minoré par a, on a S§ > a?s, f.(s) = a®(u + € — s) au dénominateur. Ce qui donne

T (ute)AT 212 2(e 2 —
> (Del(T))2 < / }/ - b2.b*u(2b%(s — u) + b*(u + € — s)) _dsdu,
T

Va2(u+ e —s)(2a2s + a2(u+ € — s))3

u+e /\T o
7 / / ws—ute —dsdu.
47Ta Viute—stu+ets)?

On remarque que 0 < u+e— s < 2e et u+ €+ s > 2u+ e pour tout s € [u, (u+ €) AT]. Donc on peut

1 2 Bo T 2u (ute)AT 1
E (D (T < —dvdu.
(De(D)) 47ra4/0 (2u+e)§/u Vu+e—s vau

majorer ainsi

Comme

(ute)AT 1
/u mdv_2f 2V/u+e— (u+e) AT < 2v/e,
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on a

be T 2u
E(DYT))® < / ~\edu,
(D:(T)) omat ), (2u+6)§\/g
6
< b \/5 1 . € du,
2mat Jo (2u+e€)2  (2u+ 6)5
b \f €
< VT +e— e+ —— ,
( Ve \/2T+ ﬁ)
< b6 Vev2T +1 — 2¢e + cve
S onat \V€ ‘T ar)
g Cl\/g\/fa

avec C une constante.

On reporte ce résultat dans I'inégalité de Doob et on a

E( sup (Dg(t))2> <40, VeT.

te[0,T)

Donc D! converge vers 0 dans L?(€2), uniformément pour ¢ € [0, 7], quand € tend vers 0.

4.3.3 Convergence de D?(t) vers 0

Etape 1. Majoration de E (SUPte[o,T} (Dz (t))2> D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Lo ¢ 1 (u+e)At +Mex X2\ ds ’
(DZ(t)) <t/0 [E/u XX, 2fu%(3) p< 2fu(s)) \/ﬂ]

Pour ¢ €]0, %[, on décompose ainsi le terme a intégrer :

(—1) y (Xxfwm )
V21 fu? (s) 2fu” (s)

et on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz une nouvelle fois :

t (u+e)At 1 (ute)At +o 2 x2
(D(t))” <t/0 Vu G%ﬁ_é(s)ds] Vu XQXJZWG Fuls >ds] du.

Comme les intégrants sont positifs, les deux intégrales sur [u, (u + €) A t] sont majorées par les intégrales

(ute)At 1 (u+te) 1
/ st < / st’
u €22 fu, = (s) w €22m fu % ()

(ute)At x2 (u+te) x2
/u * XX+2Wewd8</u ’ X2X+2W6 Ful®) ds.

En reportant dans la majoration de D?(t) , il vient :

P e (fuls) + 0%(s))® ~ 2
(DZ(t)) <t/0 V st] Vu Xfxfwe Fu ds| du.

67

sur [u,u + €], c’est-a-dire :

et



Le terme dans l'intégrale par rapport & du est indépendant de t et positif,, donc pour tout ¢ € [0, T,

Iintégrale de 0 a t est majorée par 'intégrale de 0 a T :

sup (Df(t))2 < T/OT MU+ 1(S)ds} Mu+ XEXI2W65§5st} du.

tel0,7) e22mfy’ Af3T0(s)

Finalement, on obtient

T T u+te d u+e€ (f;( )+02( ))2 X2
3 (éﬁé%’ﬂ (Df(“f) <ol U el U ey e (ke ) ao

(4.22)
Etape 2. Calcul de la premiere intégrale en ds.
ute 1 u+e 1
/ <5 ds = / TF ds,
i € fu <5> u €2 (5'172:6) (6 4+u— 5)1—6
B 1 [—(u+e—s)‘s]u+6
¢ (sxﬂ)l“s Y w
_ 1
§e2—9 (Sﬁ+€>176-
Comme o > a, % = %f:+€ o?(v)dv > a?, et reporter dans (4.22) donne :
T EE| YT (f(s) + 02(5))? X2
E| su D2(t 2 < / [/ RLALA i A J) <X2X+26 fu(s)) ds] du.
<te[0PT] ( <( )) ) 8oma2-2 [, 2 |/, 3—5—6(5) sy
Ensuite, majorons le terme (f/(s) + 02(s))2.
/ 2 Syt 2 | 2
fu(s)+o%(s) = — —to (s) = - —o“(v)dv + o7(s),

D’apres la propriété de Holder de o2, on a
C u+te
£ @l < [ s opa,
u

s u+te
g/ (s —v)7dv + g/ (v —s)"dv,
€ u € S
C

(s —u)"™™ + (u+e—s)7T).

N

e(y+1)
Comme 0 < s —u < ¢, il vient :
20

£1(6) +0%(5)| < gy

On obtient, en reportant cette inégalité dans (4.22),

E (DZ(t))2 < T02 /T 627 /u+€ 1 E (X2X+2 _Jﬁ‘;)) d d
sup (D: < — — SX. e T | dsdu.
te[0,T] 20ma?=20(y 4+ 1)2 Jo €270 J, f3+6(8)
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Etape 3. Calcul de I’éspérance. On utilise le caractére gaussien de X et la décomposition suivante :
_ X2 (X=Xt Xu)?
E (XSQX,:’_26 f‘u.(S)) — E ((XS _ Xu + Xu)QXl—L‘y-Qe 7o (o) > '

On obtient donc

x2 _rn? s 2 dpdy
R QW\/W
22 2xy y? z2 Bl dmdy

2, 42 +3 +4 s e e — e — Sy
x + 2z + e Tu() Fuls) ™ Ful®) b T_ oY
//R( y yt YT /5255

On commence par modifier le terme dans I’exponentielle. Pour alléger les calculs, on note g = 72?;20 ES()S)

le coefficient de z2.

2

x 2zy y? @y g, 2wy 2(253+fu(8)
Fos)  Fuls)  Fu(s) 253 255 20 T s Y \T2sfu(s) )
_ 9[ L ]2+ 22 2<2Sz;+fu(s)>
2 fU(S)g gfg(s) Zngu(S) ’
g 2y 17 4P
- 2 [“ms)g] Tt
avec
po 298+ fuls) 4 255+ fuls)
285 fuls)  gfi(s)  Sg(285 + fu(s))
Ainsi, on a

2 1 Yy 2
r (XEXJ% ff&)) - //($2y+2 2y tE 4yt Bler ) e __drdy
R

2m\/S: 5%

Le changement de variable X = /g [x + %] mene a :

_x2 X 2y 17 X 2y x2_ 2, dXdy
E(X2X e fu<s>> = // { _ ] yt2 42 [ _ } I I L
( R \/g fu(s)g \/g fu(s)g 27'(\/95556‘
On développe le produit, puis on regroupe selon les puissances de y :
_ X2 o 4 4 x2 dX u2 dy
B XIXPe fu“”) = / y4{ - +1} (/ % >6_2h
( 0 fi(s)g®>  fu(s)g R Ver \/2mgSESY
o 2 2 x2 dX 2 dy
B
0 fu($)9v/9 V91 \Jr Ver \/2mgSE Sy

h dy

/oo y2 (/ 5 _x2 dX )
+ — X“e 2 e _—
o 9 \Jr V2T \/2mgSESY

Les intégrales en X valent respectivement 1, 0 et 1, ce qui donne

e
N‘[\J

E<X2X+Qeff<%>) - { i 4 +1} 1 /Ooy4€7§h dy
o f6)? fuls)a "1 \/a5iS5 Jo Nor

W2, d
2= h Y

1 o0
L |
9y/95:5y Jo V2r
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On fait le changement de variable Y = v/hy dans les deux intégrales en y, et on obtient
x2 4 4 Y2 dY
E X2X+2e‘fu<s>> = [ } /
< o fa(s)g® w/gSSS“h%f V2
Y2 dY

g\/gS‘SS“h\f/ \/77r’
3 [ 4 4 1] 1 1
201 f2s)g® fuls)g VoSESuh2Vh 2 g /gS55EhVh

On remplace g et h par leur valeur.

syra, ALY L B[4S 4£,(5)S5
E@Jﬁ (» ZL%M&+MD RS+ fuls)

VFu(5)\/S5(S5)3 (285 + fu(s))?

VSWZ9+R®W%+hUﬁ
+1 F£3(5)(S)3(55)% (285 + fu(s)?
2<255-+1;())%V@?T?X2ss+-ﬂxs»%

= L S s s Qs

)

On reporte dans (4.22), en notant C' les constantes.

u-+e€ u s 5 Qs
>< 9/@5/ Juls %3%n@+&n@+%@%w%

E<$W(D( TR0 + 1]

te[0,T]
< / 2 5/ 250 +fu ))% [350 fu ( )+Sufu (3)) + %+5(8))]dsdu.

u

Finalement, on obtient la décomposition suivante

E ( sup (D?(t))2> <O :221; (3d"(e) + d*(e) + d*(e))

te[0,T]

avec

7 = / / : 2SZ+fu sgj) e

2 _ e Sossfu (5)
d*(e) = // 255 4 fu(s ))%dsdu

/ / +5 2535450 . dsdu.
f2 7 (s)(255 + fu(s))2

Il reste & majorer chacun des termes pour montrer que E (supte[O’T] (D? (t))Z) converge vers (.

QU
<o
—
)
N

Etape 4. Pour tout u € [0,T],s € [u,u + €], on a les inégalités suivantes

Sy < bu,
Sy < b2 (s — u) < b2,
Sg < b%s < 62(u+e).
Rappelons aussi que f,(s) = M(u +¢€—s), et donc que a® < fu(s) < b2
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Comme § < %, I’exposant % — ¢ est positif. On a donc

1_
fu2 6(8) < b1—25(u+€_8)%—6 < b1_26€%_6.

Pour les termes au dénominateur, on obtient

255 + fu(s) = 2a%s +a*(u+ € —5) = a*(u+ e+ 5) > a*(2u + ¢),
et
1 1
FEYO S 1By e g)3H0
On reporte ces majorations dans les trois intégrales et on les calcule.
Commengons par étudier d*(e).
u+-e b2 bl 26 7—6
/ / ) ————————dsdu,
a®(2u+¢€)2
po—26 2,46 ute
< 5 / we —€ dsdu,
a Jo QQu+tez Ju
P20 T u?
< €2 / =du
a 0o (Qu+te)2
On décompose le terme a intégrer sous la forme suivante :
po—26 1 2
(o < et | o
a 0o 4(2u+ e)f 2(2u + e)f 42u+¢€)2
b2 5 [1 € €? €
< 270 | Z\2T + e — ¢*+ - +
ab 4 2\/2114-6 2/ 1202T+6)3 | 1263
< bo=20 | 2T + € B 2 5 5 L S e3—90
< —c — =€ —
ad 4 3 2V2T +¢  12(2T +¢€)?
V22T + € :
< 7—’_66576 +6276K1(€),
4a®
1 3
avec K(e) = 2 + 2\/622T+E — 12(2;16)% borné et convergeant vers 2 quand € — 0.

On étudie ensuite d?(e).

T putep2,12 71-26 _%—5
d*(e) < / / buz:d)—e.sdsdu
0 Ju a®(2u+¢€)2

po5—28 T u+t-e
Ry L
a 0 Qu+tez Ju

N
)

b5—25 T 1 €
< 5 €27 / 3 5
a 0 2Q2u+e€)z  2Q2u+te)z

On calcule I'intégrale

du.

b5726 1 1
Plo) < ety
a 22T +¢€)z 2z 6(2T +¢)2
- po—20 | (3-8 59 5%
< - +
a® | 3 202T+e¢: 62T +¢)?
b5726
< €270 4+ @Ky (e),

€
3
6e2

|\



3
s 6775

1_
avec Ko(e) = ——2

T T, borné et convergeant vers 0 quand € — 0.
2(2T+€)2  6(2T+e€)2

Enfin, on étudie d(e).

T pute 2 212
2b%(u + €)b*eb*u
3
d’(e) < /0 /u Ry =dsdu,
pé

U+e—5)210a5(2u + €)3
e [T ou(u+e [vT ds
6126 5 1o du.
a 0o u+e2Ju (ute—s)2

est bien intégrable, et on a

1
(u+e—s)%+‘s

. e [T 2u(u+e) ez?
3
d (6) g 6+26/ 51 _6dua
a 0 (2ute)? 3

268 2
b )e%_é/ 7u(u+ 2 du.
0

Comme § < %, la fonction

a6+25(1 — 26 (QU + e)%
On décompose w de la maniere suivante
(2u+te)2
2u(ute€) 1 € €2

= - +
(u+€)%  2Qu+e)z  (2ute)?  202u+e)

On intégre et on obtient

6 i 1 2 2
dd(e) 721) 6%76 7(27_' + 6)2 - i + ¢ 1 i1 - < 3 + ‘ 3 )
a6+25(1 — 25) 2 2 (2u + 6)5 €2 6(2T + 6)5 6e2
268 e%*‘s(QT + e)% 4¢279 n €379 €z
ab+20(1 — 26) 2 3 (u+€)z 62T +€)2 |’
265/2T
T 30 + 27 K3(e),

as+25(2 —46) €

Avec K3(€) bornée et convergeant vers —3 quand € — 0.

En reportant les majorations de d’(¢),i = 1,2,3 dans celle D?(t), on obtient

E ( sup (Df(t))2> < é% (Kole)ed 0 + 9(Ko () + Ka(e) + Ks(e))
te[0,T] €

L AR 365720\ /2T+e |, bO~2%0 20527+
avec Kq(e) borné, défini par Ky(e) = 15 + %53 T2 (315}

Finalement, il vient
E ( sup (D?(t))2> < CKo(€)e? ™7 + €K1 (€) + Ka(e) + Ks(e)).
t€[0,T]

1 . . .
Comme ~ > i, on a 2y — % > 0, donc €772 converge vers 0 quand e tend vers 0, et €27 aussi. Ainsi, on
a montré que

lim E ( sup (Df(t))2> —0.

€ te[0,T)
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4.3.4 Convergence de D3(t) et D*(t) vers 0

1. Convergence de D?(t). Comme on peut écrire
€ t—e)t

1 t
Daw=1 (XF — X)L, <oy

le Lemme 1.3.3 donne directement la converge p.s. de D3(¢) vers 0, uniformément sur [0, 7.

2. Convergence de DZ(t). On introduit X;" dans D(#) et il vient :

1 [t -X 1 [t -X
DA(t) = = X - xhHe L) du+ = X; o L |a
(1 Eﬁeﬁ<t >< nw)” eﬁeﬁt ( hw>u

Pour le premier terme, on majore ® par 1. Par I'uniforme continuité de X sur [0, T, % f(tt—e)+ |X,F— X |du

converge presque strement vers 0, uniformément sur [0, 7.

22

Ensuite, on étudie le deuxiéme terme. On rappelle que si x < 0, alors ®(z) < Ce™ 7, avec C une
_Xt
Fu(t)

t J—
1 / X} o X ) g
€ Jit—e)+ fu(t)

22
La fonction h(zx) = ze” 7«® définie pour = > 0 est continue, positive, valant 0 en 0 et & l'infini. Elle est
. P : e
donc bornée. Elle a pour dérivée h'(z) = (1 — #(t))e TFu® | qui s anlnule pour x = +/2f,(t). Donc h
admet son maximum en xz = 1/2f,(¢), et le maximum vaut /2f,(t)e” 2. Ce qui donne :

, qui est négatif dés que X, est non nul.

c [t o X2
< — X;Fe” 7@ du.
(

€ J(—et

constante. On 'utilise pour z =

1 t —X —% t
,/ X+ ) gl < € / V2 u®du.
€ Jt—e)t fu(t) € Ju—or

Comme o est majoré par b, on a pour tout u € [(t — €)™, ],

u+te
fu(®) = 1/ o?(s)ds(u+e—t) <V (u+e—t) < b
€ u

t —
1 / X o X )
€ Jit—er fu(t)

Donc ce terme converge vers 0 presque sirement, uniformément pour ¢ € [0,7]. Ainsi, D2(t) converge

Ainsi, on a

< Che 2 /e

vers 0 presque stirement, uniformément pour ¢ € [0, 7. |

4.4 Convergence de I>?(t) vers 1L)(X)

On suit la méme méthode que dans la section 3.3.3. Comme XL_G n’est pas (Fy)-mesurable, on le

“remplace” par E(X;, |F,). Ce qui conduit a considérer cette décomposition de I3%(t) :

I32(t) = I32(8) + 1.7 (1) + A%2(p),
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avec

P20 = [ B R T <o (123
1A = - / (= B Uxcopd (4.24)

+1 /(:6)+ (B(X{,JF) — BX) Fa) Tix, <oydu, (4.25)
A32(1) = % /(:_6)+ (X" — BE(X] |F)) Tix, <opdu. (4.26)

Le terme principal est 132(t) car il converge vers 1L(X) (voir la section 4.4.1.). Dans la section 4.4.2,

3,2
on montre que I_(t) tend vers 0.

Pour A>?(t), comme X," — E(X,}, .|F) = Vi — Yiuie, avec Y, = E(XF|F,),s € [(t — €)T,t], le Lemme

1.3.3 s’applique et A>2(t) converge p.s. vers 0, uniformément sur [0, 7.

4.4.1 Convergence de I>*(t) vers 1L(X)
1. On commence par remarquer que E(X}, [F,) est une fonction de X,,. En effet,
E( u+e‘-7:U) = ((X1L+e — Xy + Xu)ﬂ}_u) = E(( \% Sﬁ+EG + Xu)+|‘7:u)»

on G = % et Sute = f;H_e o?(v)dv. G est une variable aléatoire gaussienne de loi A(0,1),

indépendante de Fu, donc

(Xl F) = wg(j%) avec g(x) = E((C +2)").

On reporte dans E”Q (t) et on fait apparaitre d < X >, en multipliant et divisant par o(u) # 0.

0=t e

SHG) Tix,<01d < X >4 -

Par la formule de densité d’occupation,

B / [ / W ( z )H{M}dLi(X)

VSute

dx.

Le changement de variable y+/e = 2 donne :

1 Su+e
B2t / / v Y dLYVE(X) | dy.
/lsg—i-s

Comme 4/ %Sffre converge vers o(u), on introduit 02((1; L)) g (U( )) dans l'intégrale, ce qui donne la décomposition

suivante :

I22(t) = K1) + K] (b),
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avec

w0 = [ [[ st )]

st = [ [[ S () st ()]

Le premier terme est le terme principal, il converge vers %L?(X ) (voir point 2.). Le deuxiéme terme

converge vers 0 (voir point 3)

2. Convergence de K9(t). La mesure dLy (X) converge étroitement vers dL%(X) (voir section 4.2.1)

et la fonction u — ﬁu) g (%) est continue et bornée (rappelons que o € [a,b]). Donc

Etablissons une domination de ce terme. Comme y < 0 et g(z) = E((G + z)*), on a

On remarque que {o(u)G > —y} € {bG > —y}, de plus y est négatif, donc on peut majorer I'indicatrice

par My ei—pc,0p3- En utilisant que o € [a,b], on a finalement

/Ot ﬁg (G(yu)) dLZﬁ(X)‘ < /Ot %E (H{ye[—bG,O]}(IGI + |y)> dLYVE(X),

1. y G
S 3 (%e[ bGO]}(|G|+| )) LIVE(X).

En utilisant (4.3), puis en majorant € par 1, on a

! 1
[ o9 (5 ) 40| < 18 (Tuerwon 61+ 2) aeo? + 20,
0

o(u)” \o(u) a
Comme
0 0
|2 (Tersomtel+ D) oo+ 200ra = SE( [ ge1+ Ehyray)
0 0
([ oy 20
0
< 2e([ e bG>b|G|ﬂdy)
: Gl ) YY)
([ e+ Ehay) 25,
2 0
< B Ym(ope + L0 M),
< 00,

par le théoréeme de convergence dominée

lim K5(t) =

e—0



Or, ff)oo g(z)dz = % (voir section 4.2.1), donc on a

t
thS(t):/O idLg(X):iL?(X).

e—0

On a donc presque siirement convergence sur [0,77] de la fonction t — K5(t) vers t — iL?(X ), fonction

croissante continue . Comme ﬁg (%) est positif, la fonction ¢ — K®(t) est croissante sur [0, 7] pour
tout € > 0. Donc par le Théoréme de Dini, on a la convergence uniforme sur [0, 7.

3. Convergence de K/ (t) vers 0. On note K7 (t) = fEOO fot kI (u, y)dLYY(X)dy, avec

ke (u,y) = o2(w) 7 \/éﬁ _a(u)g<a(yU)>‘

On cherche & établir une majoration de &/ (u,y). Comme g(z) = E((G + x)T), k7 (u,y) se décompose en

trois termes :

\/%S}j“ —o(u)

7
k! (u,y) T

E|T,_ -y

—o(u)G —
e (2) y
oTu) JIsite o?(u)
\/1Sut G +y
+E Ty ——a

Vs SOsmat o2(u)
Ls;

+E |1

Rappelons que o2 est holderien d’ordre 7y et que b > o(u) > a. On obtient alors cette inégalité :

|1/ }SZ#E —o(u)
€

151t — o)

JESET + o(u) |

L[ (02 (v) = o (u))de

VI o w)2dv + o(u)

+
L Clo — u|Ydv
2a ’

N

Cev
2a "’
avec C une constante.

Par conséquent, on a pour le premier terme

Lgute _ 5(y
Ve ( )G _ Calal

o?(u) = 243
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Pour le deuxieme terme, on utilise que 775 < G < \/ST et on obtient :

N

_ o(u)
“”(u)Gﬂ]:o(u)Gw ’y Y isi

o2(u) h o2(u) ’

yl [y/tsit —otu)

<
o2(u)y /LUt
< CeY

On procede de la méme maniere pour le troisieme terme. Comme <G< ﬁ il vient

| 1su+eG+y %Sg+60+y ‘yy oZ(u)

ST W S T 2w
‘a(u) —y/isute
<yl () :
< Iylg
2a4”’

Finalement, on majore les trois indicatrices par une seule en regroupant les conditions {

\/W<G}et

{a(u) < G}. Comme o est majoré par b, elles sont incluses dans {—Gb < y}. Comme y est négatif, on

peut majorer les trois indicatrices par une seule : T;_gp<y<0y- On obtient alors

CeY 2|y
kI (u,y)| < E |:]I{Gb<y<0}2a3 ( G|+ | |>]

Par conséquent,

0 t
swp (K10 < sup [ [ KT )ldLp )y,
t€[0,7] t€[0,7] 0

0 T
< [ Wyl .
—o00 J0
0 T
Cev 2|y -
< [ ] elicagwmss (6 2 [anpixa
— 00
cer [° 2 <
< Y E {]I{Gb<y<0} <|G| + L?'ﬂ LZ:JF/(X)dZU-

Par (4.3), il vient

CeY 0
sup |[KT()] < (Kez / E[n{cb<y<0} (G|+ 'y')]wdy

t€[0,T] 203 e

+L0T(X)/OOOE[]I{_Gb<y<O} (|G|+ |y|)] y>,
e (w8 [ [ (10020 wrtars soos [ [ (1% )] ).

c’a+§ + O LX),

N

N

7



avec C',C" des constantes. Ainsi, K7 (t) converge presque stirement vers 0, uniformément sur [0, 7.

4.4.2 Convergence de 73’2(15) vers 0

On procede exactement de la méme maniere que dans le point 2. de la section 3.4.3, en montrant que

72’2(15) est une martingale afin de pouvoir utiliser I'inégalité de Doob.

Soient u, € fixés. On commence par exprimer (X.[,. — E(X,) |F,)) et (E(X] |F) — E(X] |F.))

comme des intégrales stochastiques au moyen de la formule d’Ito6.

On emploie de nouveau la martingale M, = E(X.[, .| F), s € [u, u+e[. Elle peut s’acrire My = E((Xytc—
Xs + X)T|Fs). Xute — X est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance S“*¢ et on note
f(s,9) = BE(Xuse — Xs+2)T). Comme X, ;. — X, est indépendante de Fs, on a encore M, = f(s, X,).

On peut exprimer f sous la forme d’une intégrale :

2 22

S = [ e [T
5,9) = | (2 +y)t ——=dz = T+ y) ———
R V2mSyte —y V2mSyte

En faisant le changement de variable v/ S¥ "¢z = z, on a l'expression suivante :

dr.

N

z

+oo =
f(s,y)=[ , (\/S;‘+fz+y)e\/%dz.

Les deux expressions précédentes de f permettent de calculer ses dérivées.

a2
af Too g asyte

7(S,y) = 0+ / d.’ﬂ,
-y 2W5?+6
2

[
= —_— Z,
o 2w

1—o| —L_|,
V/Syte
ol P est la fonction de répartition de la loi gaussienne standard. On déduit directement la dérivée seconde :

y2

D% f e 25iF°
o o
‘ o g N . . . asute
Enfin, on évalue la dérivée en s a partir de la deuxieme expression de f, en notant que —5—(s) = —02(s):
2

o +o0 2 —Z

i(s,y) = O—/ 0'7(8)26 ’ dZ,

ds v 9y/8%te 2rm

N/ sute
2
o(s) e ZstTe

NG
o2(s) 92
2( )ayJ;(S,y)

78



Comme f € C*%([u,u + €[, R), on peut donc appliquer la formule d’Ito :

v o v 1 [vo?
f(v,Xq,)—f(u,Xu):/u a—z(s,Xs)dquL/u a—ﬁ(s,Xs)deri/u 8—y§(5,XQd<X>S.
En utilisant que d < X >,= 0%(s)ds et 2L N OY:i les deux dernitres intégral
n utilisant que d < >s= 0°(s)ds et Fi(s,y) = =5~ 5,;5(s,y), les deux dernitres intégrales se
simplifient et il vient :
- X

f(v,Xq,)—f(u,Xu)z/vl—Q’( )dXs, v € [u,u+ €.

VSete

On applique cette formule :

u-+e _Xs
flu+e Xute) — fu, Xy) = / [1 - (\/ST“%)] dXs, uel0,(t—e)T], (4.27)

1-® (\/;‘%)] dXs, uwellt—eT,t. (4.28)

F6X) — fu X)) = /

Par définition,
f(u + €, Xu+e) - f(quu) =Myye— M, = qu—&-e - E(XJ+€|]"“),

et
Ft,Xe) = flu, Xo) = My — My, = B(X, |Fr) — BE(X;7 | Fu),

donc on peut reporter (4.27) et (4.28) dans 73’2(t) :

2 1 [t (ute)Nt _X,
I = - 1-9¢ X .
Po=1) V G2 Ve )| Moo du

Comme z — 1 — ®(z) est borné uniformément par 1, le théoréeme de Fubini 1.3.1 s’applique et on a

t s X
—=3,2 1 —Ag
1.7 (t) = - 1-¢| —— |)1 du| dXs.
e (1) /0 L /(8_6)+( ( T;LJFE)) {Xu<0} ]

Ainsi, (T:’Q(t), 0 <t <T) est une martingale de carré intégrable, et I'inégalité de Doob donne :

E 207 | <4E /T 1/8 (1= X Wiy, _gyd Y
sup |I. < = — 5 w| ds
+€[0,T) 0o | €J—er \/ sute {Xu<0d

Pour finir, montrons que le membre de droite de cette inégalité converge vers 0. Selon le signe de X,

I’étude du terme entre crochet est différente. Comme fOT Ty x,—0yds = 0, il reste deux cas : X5 < 0 et
Xs>0.

— Pour X > 0, on majore 1 —® par 1 et on a :

1 f° - X 1 [
B 1-0| ——= 1 du| <1 = 1 du ) .
6/(5_5)+( <W>) {X.<0} {X:>0} <6/(S_€)+ {X.<0} )

On a déjd montré que le terme & droite converge vers 0, quand € — 0, p.s. et dans L'(Q).
o2
— Si X5 <0, on utilise que |1 — ®(a)] < Ce™ 1 pour tout > 0 :

1 /3 ~X, c [® - Xe
- (1-o ( Mix, <opdu| < —/ e 1587 du.
€ J(s—e)t vV Sete

€ J(s—e)t
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2 2

X2 X
48ute = 4b% (u+e—s)

1 / —X, co[ X
- (1-9 ( Mix, <oydu| < —/ e 4F(ute—s) dy.
€ Jis—et VSete

€ J(s—ot
Le changement de variable v = u + ¢ — s donne :

Or a?(u +e—s) < ST < b?(u+ € —s) donc — et on a

1/ ~X,
E /( - )+(1 R (\/W>)]I{Xu<0}du

X2
Comme X, #0, 1 (Z78)+ e~ w2v dv converge vers 0 p.s et dans L(Q).

7€

c [ X2
< —/ e n2vdu.
(

€ e—s)t

2
Finalement, par le théoréeme de convergence dominée, E (fOT [1 f(ssie)Jr (1-9 (ﬁ) )]I{Xu<0}du] ds)

converge vers 0.
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Chapitre 5

Résultats de convergence presque

sure

Dans la Section 1.1.2, la variation quadratique et l'intégrale forward ont été définies par des limites au
sens ucp. Il parait naturel de se demander s’il n’est pas possible de montrer, sous certaines hypothéses,

une convergence au sens presque sur.

Gradinaru et Nourdin [10] ont obtenu des résultats de convergence presque sire. En particulier pour BH
un mouvement brownien fractionnaire d’indice H € [3, 1], si g est de classe C?(R), alors 2 fo Bl —

BH)du converge presque stirement uniformément sur les compacts vers 1’1ntegrale forward fo Bf )d BE.
Dans ce méme article, il est démontré un résultat de méme type, en remplacant le mouvement brownien
fractionnaire par une martingale s’écrivant sous la forme M = My + fot JsdBs, avec J processus adapté

localement holdérien.

Le but de cette section est de montrer que, sous certaines hypotheses de régularité sur I'intégrant (Hy);>o,
I'intégrale stochastique de H par rapport a une martingale locale continue M peut étre approchée presque
strement (c.f. le Théoreme 5.1.1 dans la Section 5.2). Nous montrerons aussi (c.f. la Proposition 5.2.1 de

la Section 5.1) un résultat d’approximation presque stire vers la variation quadratique de M.

Rappelons que si M est une martingale locale continue, alors pour certains processus H, l'intégrale

forward de H par rapport & M et I'intégrale stochastique d’Tt6 sont égales (voir [21], Proposition 1.1.).

5.1 Convergence presque sire vers ’'intégrale stochastique

Théoréme 5.1.1 Soient (M;,t > 0) est une (Fy)-martingale locale continue et (Hy,t > 0) un processus
(Fi)-adapté. Si pour tout T > 0, il existe o €]0,1] et Cr une variable aléatoire finie presque strement

telle que, presque stirement,
|H, — H,| < Crlu—s|* Vu,s € [0,T).

alors
t

1 t
lim - | Ha (Myse — My)du = / H,dM,,
0

e—0 €
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la convergence ayant lieu presque strement, uniformément pour t € [0,T].

5.1.1 Preuve du Théoréme 5.1.1

Préliminaires. Soit T' > 0. Par arrét, on suppose que M et < M > sont des processus bornés par une

constante é .

Pour « €]0, [, montrons qu’il existe une constante K > 0 tel que
Yu,s € [0,T), |Hy— H,| < Klu—s|°. (5.1)

On pose
H, - H,

Y(u,v) = P— siu# v et Y(u,u) =0.

et que o —a > 0, le processus ¢ est continu sur

Comme presque strement |1h(u, v)| < Cplu — v|* ~
[0, T2, donc uniformément continu.
Si on note

v*(u) = SUPo<p<u |¥(u,v)]  pour u €]0,T
¥*(0)=0
alors ¢* est un processus continu. Done, par arrét, on peut le supposer borné et (5.1) est montré. En

particulier, notons que H est borné par K = KT sur [0,T7.

Organisation de la preuve. Pour ¢ € [0,T], on veut étudie la convergence presque siire de
~ 1 [t
I-(t) = E/ H,(My+ — M,)du
0

vers I(t) = fg H,dM,, quand € tend vers 0.

Les étapes de la preuve sont les suivantes :

~ On se ramene de I (¢) & une martingale I (t) dans la Section 5.1.2.

— On construit une suite (€, )nen telle que I converge presque surement vers I(t) dans la Section 5.1.3.

— On choisit une suite n = n(e) € N, telle que n(e) — +o0o quand € — 0 (voir fin de la Section 5.1.3). Puis
on décompose I (t) comme (I (t) —I_ )+ 12 . On a montré précédemment que I_ converge presque
stirement vers I(t), donc il reste a montrer que (/. (t) — I_ ) converge presque sirement vers 0, quand
e — 0.

— On éerit I7(t) — I = &(t) + £.(t). On étudie la convergence presque siire vers 0 de & (£) (resp. i(t))
dans la Section 5.1.4 (resp. 5.1.5) .

5.1.2 La martingale I (?)

1. Du & la présence de M, ., le processus (IN6

(t),t € [0,T]) n'est pas F-adapté. Pour revenir & un

processus adapté, on décompose I sous la forme suivante :

I2(t) = I (1) + Aa(e, D), (5.2)
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avec
1 t
Ie_ (t) = 2/ Hu(M(que)/\t - Mu)dua
0
1 t
Al(e, t) = g / Hu(Mu_;’_E — M(u_,_E)M)du.
0

On commence par étudier Aq(e,t). Apres simplification, on a

1 t
Al(E,t) == */ Hu(Mu+e - Mt)du
(

€ t—e)t
Comme
|Myte — My| < sup{|M, — My|,s,5" €[0,T+1],|s—s'| <e} Yuec[t—et, 1
et que H est majoré par K, on obtient
|A1(e,t)| < Ksup{|Ms — My|,s,s" € [0, T +1],|s — s'| <€}
Presque siirement, s — M; est continu sur [0,7 + 1] donc uniformément continu. Donc Aq (e, t) converge
vers 0 presque stirement et uniformément pour ¢ € [0, 7.
2. Ainsi, il suffit de montrer que I (t) converge presque strement vers I(t) pour montrer le Théoreme

5.1.1. L’intérét d’étudier I (t) au lieu de I (t) réside dans le fait que (I (t))tefo,7) est une martingale

€

locale continue. En effet :

1 t 1 t (u+e)/\t

Comme H est un processus adapté, on peut écrire

B 1 t t
I (t) = EA </O ]I{u<s<(u+e)/\t}HudMs> du.

Pour tout € > 0, le processus (]I{(u+e)/\t<s<u}Hu) est mesurable et uniformément borné par K,

s,u€[0,T]
M est une martingale continue et du est une mesure finie sur [0,¢], donc on peut appliquer le théoréme

de Fubini stochastique 1.3.1. On a alors :

t s
I7(t) :/ 1/ H,du | dM,.
0 \ € J(s—e)t

(I7(t))tejo,r) est donc bien une martingale locale continue.

Par conséquent, on peut écrire

() — I(t) = /Ot (1 /(S_ | Hdu~ H) dM,. (5.3)

(t) = I(t))tepo,r) est une martingale locale continue. Elle est de carré intégrable dans L? car :

2
t 1 S
E(<I;-I>) = E /(/ Hudu—Hs> d< M >, |,
0

Ainsi, (I

€

€ (s—e)t

t

< E(/(ZK)2d<M>S>,
0

< E(4K* <M >,),

< 4K?C < .
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5.1.3 Convergence presque siire de (I (t))nen vers I(t)

1. Construction de la suite (e, )nen+. Avant d’expliciter le choix de la suite €,, on montre le résultat

suivant : Si on pose p = w + 1, alors il existe une constante ¢ telle que

E < sup |I-(t) — I(t)|p> < EeoP. (5.4)

t€[0,T)
Remarque. Le choix de p sera justifié dans le point 4. de la Section 5.1.4.

En effet, d’apres I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on a

E<sup |I;<t>—f<t>p> < B (<I7-1>f),

te[0,T]
T 1 S 2
< ¢FE / f/ Hydu—H, | d< M >,
0 € J(s—e)t

La propriété de Holder (5.1) permet la majoration suivante

P
2

1 S
f/ |H, — Hs| du,

€ Jis—ot

1 /° ~
f/ K|u — s|%du,

€ J(s—o)t

1 S
- / H,du— H,
(

€ s—e)t

N

On obtient ainsi :

(SIS

N

T e 2
E = ) d<m>, | |,
“ /0 <(a+1)6>
cpIN(p
(a+1)P
cpf?pég
(a+1)P

E( sup |1 (1) —I(t)|p>

te[0,T)

r
2

CPE[< M >7]%

On définit alors la suite (€, )nen+ par €, = n” v pour tout n > 0.

2. Convergence de I_ (t). Pour § un réel positif, d’apres I'inégalité de Markov, on a

i E (supyepor) 112 (0) = (1))
P sup |[IZ(t)—I(@t)]>d] < .
t€[0,T) or

L’inégalité (5.4) donne alors

P sup |I-(t) = I(t)] > | < —eoP.
t€[0,T] oP

2,
Comme ¢, =n" 7o il vient

c
Pl sup |[I_ (t)—I(t)] >0 ] < =P < —n
(a0 -r0120) < g <



La série Y -, n~2 est une série convergente. Donc par le Lemme de Borel-Cantelli,

lim sup |I_ (t)—I(t)]=0 p.s.
n—oycio ]

3. On veut maintenant passer a la convergence presque siire de I (t), quand € — 0.

Pour € €]0, 1], on note n = n(e) l'entier non nul tel que € €]e, 11, €,]. En particulier, n tend vers 'infini

quand e tend vers 0. (€, )nen+ est alors une suite strictement décroissante qui converge vers 0.

On écrit la décomposition suivante :

I0@) = @) = I, @) + 1., (©). (5:5)

Par le résultat du point 2, I () tend presque sirement vers I(t), uniformément sur [0, 7], quand ¢ — 0.
Il reste donc a montrer que le premier terme I (t) — I_ (t) converge vers 0 p.s, uniformément sur [0, T,

quand € — 0. On écrit
t

_ _ I 1
Ie (t) - Ien (t) = E/O Hu(M(u+€)/\t - Mu)du - ? o Hu(M(u+en)/\t - Mu)dua

et on introduit % dans le deuxieme terme

_ _ I 11 1 K
Ie (t) — Ién(t) = f/ Hu(M(u+€),\t — Mu)du + (- + (* — )) / HU(M(u—‘,-en)/\t - Mu)du.
€ Jo € € € 0
On obtient alors la décomposition suivante :
I (1) — I, (1) = &(t) + &), (5.6)
avec
I I
60 = [ HMupon = Mdu— ¢ [ Hu(Miusne = Ma)du
0 0

~ 11 ¢
€€(t) = ( - )/ HU(M(quen)/\t _MU)du'
€ €n 0
Dans la Section 5.1.3 (resp. 5.1.4 ), on montre que &.(t) (resp. ge(t) ) converge presque sirement vers 0,
uniformément sur [0, 7], quand € — 0, ce qui termine la preuve du Théoréme 5.1.1.
5.1.4 Convergence de . (t) vers 0

Pour chacune des deux intégrales qui composent &.(t), on fait la méme modification, de maniére a faire

apparaitre une différence en H, pour pouvoir exploiter la propriété de Holder de H.

Commengons par modifier fg Hy(Myyeyne — My )du.

t t t
/ HU(M(U+E)At — Mu)du = / HUM(u+e)Atdu — / HuMudU
0 0 0

t t
]I{t>e}/ HyMyyeynedu + H{tge}/ HyMyyeynedu
0 0

t
7/ H,M,du,
0
t—e

]I{t>e} HuMquedu + ]I{t>e}
0

t

t
H, Mydu + ey / Ho,M,du
0

t—e

t
—/ H,M,du.
0
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Le changement de variable v = u + € dans la premiere intégrale donne
t

Tisey /t Hy, Mydv + Ty Hy Midu + <oy /Ot H,M;du — /ot H, M,du.
c t—c
On termine en décomposant la derniere intégrale sous la forme suivante :
_ /Ot H,Mydu=—T~q /06 Hy,Mydu— T /t H, Mydu — Tycey /Ot H,M,du,
afin d’en inclure une partie dans la premiere intégrale.

Il vient alors :
t t t
/ Hu(M(u+e)At — Mu)du = ]I{t>e} / (Hv—e - HU) Mvd’U + ]I{t>€} / Hthdu
0 € t—e
t € t
+]I{t§e}/ Hthdu— ]I{t>e}/ HuMudu— ]I{tge}/ HuMudU
0 0 0
Le méme procédé appliqué a 'autre terme de & (¢) donne

t t t
/ HTL(M(U+€n)/\t - Mu)du = I[{t>en} / (Hv—en - H'I}) Mvdv + ]I{t>gn} / Hthdu
0 € t—en

t €n t
+]I{t<€n} / H,M;du — ]I{t>en} / H, M, du — ]I{tge,,} / H, M, du.
0 0 0

On soustrait les deux termes et on obtient

t t
Efe(t) = H{t>e}/ (Hv—e _Hv) Mvdv - ]I{t>€n}/ (Hv—en _Hv) Mvd’l}

n

t t
+]I{t>e} H, Mdu — ]I{t>en} H,M;du

t—e t—en
t t
+]I{t<€}/ Hthdu — ]I{tgen}/ Hthdu
0 0

_]I{t>€}/ HuMudu+]I{t>en}/ H,M,du
0 0

t t
_]I{tge} / H, M, du + ]I{tgen} / H, M, du.
0 0

On remplace Ty par Typse,y + Tjecige,}- Dans la premiére ligne, on écrit fetn (Hy—e, — Hy) Myydv =
f: (Hy—., — Hy) Mydv— f:" (Hy—., — Hy) M,dv pour faire des regroupements avec la premiere intégrale

de la ligne. Des termes se regroupent et se simplifient ligne a ligne dans les lignes 2 a 5, et il vient :
t
6§€(t> = H{e<t§en}/ (Hv—e — Hv) Mvdv
‘ t €n
+]I{t>en} |:/ (Hv—e - Hv—en) Mvdv +/ (Hv—en - Hv) Mvdv
‘ t tfee
+]I{e<t<en}/ Hthdu — ]I{t>€"}/ Hthdu
t—e t—en
t
71[{€<t<5n}/ Hthdu
0
—]I{€<t§6n}/ HuMudU‘i‘ ]I{t>€n}/ HuMud'LL
0 €

t
—I—I[{€<t<5n} / H, M, du.
0
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On regroupe la troisieme avec la quatrieme ligne et la cinquieme avec la sixiéme, on a alors

t
ee(t) = ]I{6<t§en}/ (Hy—e — Hy) Mydv

t €n
+H{t>en} / (vae - vaen) Mvdv + H{t>en} / (vae" - H’u) Mvdv
t—e ‘

t—e
_]I{€<t<€n} / Hthdu — ]I{t>5n} HthdU
0 t

t €n
—]I{€<t<€n}/ HuMudU+I[{t>en}/ H, M, du.

11 ne reste qu’a diviser par e pour retrouver & (t). Si on pose

1 n
Az(t) = E]I{t>6"’} / (Hv—en — Hv) Mvd'l),
M. t—e
As(t) = ?t]I{DEn} H,du,
1 n
A4(t) = E]I{t>5n}/ HuMud'LL,
1 N
A5(t) = E]I{t>€"}/ (Ifl,,E —]‘LJ,EH)ZWUCZ’U7
1 ‘ t t—e t
AG(t) = E]I{e<t<en} |:/ (Hv—e _HU)M'UdU _/ Hthdu_/ HuMudu:| y
€ 0 €

alors & (t) se décompose sous la forme
E(t) = As(t) + Aa(t) — As(t) + Ay(t) + As(2). (5.7)

Dans les points suivants, on montre que chaque A;(t) converge vers 0 en utilisant la propriété de Holder

(5.1). Rappelons que H est borné par K, et que M et < M > sont bornés par C.

1. Etude de Ay(t). On majore ce terme par

1 €n
Do) < 3 [ 1Heme, - HL (Mo,
€
KC [
< —/ len|“du,
€ €
~~ €y —€
< CK ey Vte[0,T].
€
Comme € €€, 41,€,], on a :
1 1
< e < ﬁ?
< €,—€ < €y — €pq1.
On remplace €, par n~7e dans les termes suivants :
_2 _2
€n —€p41 = NP *(714’1) po,
1
= (n+1)m,
€n41
ez = n7%
On en déduit )
D (T = 1)) (e ) < (1) — 1
€ n



Comme (1 + %)p% =1+ p%% + o(), on arrive &
n— 21 1 2
€< 1+ ——+4o(=)—1<—=—n"t+on™h). (5.8)
€ pan n pa

€n—€
€

Remarquons au passage que tend vers 0 quand € tend vers 0. On obtient alors

20K 2
Ba(®)] < = ol )T
< 2CKn_%_l+0(n_%_l).

pa
. —2_1 ~ . ,
Comme lim,, oo n~ » =0, As(t) converge vers 0 presque siirement uniformément en ¢.

2. Etude de As(t) = %]I{txn} j;t__; H,du. On commence par majorer

M. t—e
850 < By [ jan
t—en
6« t—e
< *]I{t>en} K\u|adu,
€ t—en
CK

< —
ela+1)

]I{t>€n} (|t _ E|a+1 _ |t _ €n|a+1) _

a+1_|t

La fonction ¢ — |t — € — en|a+1 définie pour ¢ > €, est une fonction positive car € < €, et o > 0.

Sa dérivée est t — (a+1) |t — €| — (a+1) |t — €,]”, qui est aussi positive. Donc la fonction est croissante
et elle atteint son maximum en ¢ = 7. Son maximum est

a+1
2t

Ta+1 |:1 o (O[+ 1)% -1+ (Oé+ ]_)%ﬂ +0(6):| 3
= (a+1)T"[en — €] + 0(e).

a+1
|T . 6‘a+1 o ‘T N €n|a+1 _ Ta+1 |:‘1 N % . ’ . €n

Donc pour tout ¢ € [0, 7], on a la majoration suivante :

€n — €

|As(t)| < CKT® +o(1).

€
D’apres (5.8), 2=< tend vers 0, donc Az(t) converge presque siirement vers 0 uniformément sur [0, T7.

3. Etude de Ay(t) = %]I{t>en} f:" H, M, du. Comme précédemment, on majore

1 [
Aol < ¢ [ AL du

1 [~ o~
< 7/ K |u|* Cdu,
€ €

[?61 (eg—i-l _ 6a+1)

<
a+1 €
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Comme € €]e,41,€,], 0n a

a+1 a+1 a+l _ _a+l1
€n — € < €n €nt1
- X ;
€ €n+1
_ 2(at1) _ 2(at1)
n~ rpe —(n+1)" e
< — 2 )
(n+1) #a
_ 2(atl)

1
_2(2;1) 1-— (1 + 5) por

n
n7%<1 + %)713& ’

N

N
:I
b
N
~
Q
+
=
S
SR
| —
<

/!
S
M

Comme lim,, o n"r = 0, A4(t) converge presque stirement vers 0 uniformément sur [0, 7.

4. Etude de A5(t) = T8 | P f: (Hy—e — Hy_, ) M,dv. Par la propriété de Holder de H, on a

1 t
D50 € My [ Hume = Hoe | M

1 b ~
< E]I{t>en}/ K |, — €|* Cdv,

< f(ém][{txn}(t—e),
€
< kol

€
On rappelle que 0 < ¢, — € < n"re — (n+ 1)_1)% et que % <(n+ I)P%. On peut donc écrire

& o 1\ | 1

— o po

Mg [n_p%—(n—i—l)_z)%} [n—kl}v% e ll—(l—i—) ] nr’%[l—i—f]r’%.

€ n n

Le dernier terme entre crochet est majoré par une constante C. On fait un développement limité de

_2
1+ 1) 7@ dans le premier terme entre crochet et il vient :
n

avec 5’ une constante.
Comme p = % + 1, il vient

2(1 — 21—a)—a?p 2-2a-21-a)—a®> —
M—a: (1-a) a’p a—2(1-a)—«a _Ta ..
po po po p

, . 21—a) N . ,
Par conséquent, lim,, ,.on~ r> ~ % = 0. Donc Aj(t) converge presque siirement vers 0 uniformément sur

0, 7).
5. Btude de Ag(t) = 1M cesc. [fj (Hy_o — H,) Mydv — [~ H,Mydu — [' HuMudu]. On majore |H|
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par K et M par C.

1 t t—e t
|A6(t)| < E]I{E<t<€n} / |(Hﬂ*€ - HU)MII| dv + / |Hth| du + / ‘HuMu| du,
€ 0 €
1 t t—e t
< Z]I{then} / 2KCdv + / KCdu + / KCdu,
€ 0 €

~ t—e€
< 4KCI[{e<t<en}Ta

€p —

< 4KC"E wie o,
€

D’apres (5.8), === tend vers 0 quand e tend vers 0. Donc Ag(t) converge presque strement vers 0

uniformément sur [0, 7.

5.1.5 Convergence de &(t)

Comme pour &.(t), on va décomposer cette intégrale en une somme de termes de limite nulle.

_ t
&) = (1 - 1) J YR AT

€ €

On commence par séparer I'intégrale en trois :

~ 1 1 (t—en)t t t
ge(t) = < — ) / HuMTH_endu +/ HthdU - HuMudu .
0 (

€ €n t—epn)t 0

Sit < €,, alors la premiére intégrale est nulle. Sinon, on fait le changement de variable v = u + €, dans

cette intégrale. On a alors

. 1 1 t t t
= (1= 1) [t [ et [ s [l
n €n (

t—en)t 0

Puis on écrit

t

t
ge(t) = (% - é) [H{t>en,}/ HvenMvdv+Mt/( H,du

t—en)t
t t
_H{tSEn}/ HuMudu — ]I{t>6n}/ HuMudU/:| .
0 0

On sépare la derniére intégrale en deux pour pouvoir regrouper certains termes.

B t t
E0= (2=2) |La [ Hoo Moot M, /( Hodu

t_e'n)+

t €n t
_]I{tgen}/ H, M,du — H{t>en} / H, M,du — ]I{t>en} / HuMudu] ,
0 0 €n

_ [ t t
Em= (1-2) n{t>€n}/ (Hy . — Hv)Mvdv+Mt/ Hodu

n (t—en) T

t €n
_]I{tgen}/ H, M, du — ]I{t>6”} / HuMudu}
0 0
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Si on pose :

11 ¢
A7(t) = (e — €> ]I{t>en}/ (Hufe" Hv) ]\41)61117
11 en
Ag(t) = (e — e) ]I{t>en} HuMudu,
t
Ag(t) = 1 — i Mt/ Hudu,
€ €n (t_En)Jr
11 ¢
Alo(t) = E — : H{tgen} HuMudU7

on a alors la décomposition suivante :
E(t) = Ar(t) + Dolt) — Duo(t) — As(h): (5.9)
Dans les points suivant, on montre que chacun des termes converge vers 0, en utilisant le méme type de

majoration que pour & (t).
1. Etude de A;(t) = (% - é) 1| PPN fz (Hy—., — Hy) Mydv. Sit € [e,,T], on a
en—e (1

|A7(t)] < |Hy—c, — Hy| [M,|dv,

€€p

€n

J— t~ ~
< & 6/ K |en|® Cdv,
€n

€€n
< KC9 ™ eef{(t —€n).
€€n
Comme (t — €,) < T, on a finalement
IA7(t)] < KO—Seor, vt e [0,T).
€€n
D’apres (5.8), on a
n 2 _2_ _
€ : Eenngan n 1—|—O(Tl > 1)

|A7(t)] < KCnws (Qn—i—1+o(n—i—l)),

pa
< KC <2n_12)_1+172a + o(n_i_p“fa)) .
pa
La puissance de n est f% -1+ p% = 2(175‘#. Etudions son signe. Comme p = % +1,0na
2(1— —2a% + 30— 2
2(1—04)—pa:2(1—a)—((72a)+1)a: —fatt a2
a a

Le discriminant du trinéme —2a? + 3ac — 2 est —7 < 0. Donc I’exposant de n est strictement négatif. Ce
2

qui implique que lim,, oo n~ »

[0, 7).

1+ " . .
ia =0 et Ar(t) converge presque stirement vers 0 uniformément sur
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2. Etude de Ag(t) = (1 - i) Wiese,y oo HuMydu. Sit € [e,,T], on éerit la majoration suivante :

As(t)] < 6"_6/ | H,M,|du,
€E€Ep, 0
< ‘/ CR Jul” du,
€EEp 0
CK €, —
€ Eez"'l.
a+1 ee,
On obtient donc o
CK ¢, —c¢
Ag(t)| < z vt elo,T].
sl € o5 e vee 0, T]

D’apres (5.8), =2=<¢% tend vers 0. Donc Ag(t) converge presque stirement vers 0 uniformément sur [0, 7.

€

3. Etude de Ag(t) = (1 — é) M, f(tt—enﬁ H,du. On majore :

€

t
€n — €

1Ag(t)] < | M| |H,| du,
€€n (t_sn)Jr
t
< ‘e K |u|® du,
€en  J(t—en)t
< T CR 1,
€€n

~~ €y — €
< OKT*—, Vtel0,T)
€
Comme 2= tend vers 0, Ag(t) converge presque stirement vers 0 uniformément sur [0, 7.

4. Etude de Aq(t) = (l - i) Tpice fot H,M,du. Pour tout t € [0,T], on a

€ €n

¢
€n — €
Buolt)] € M [ 1] Mldu
€€n 0
€n — € b~
< 2 ]I{tgen} / Ku® Mdu,
€EEp 0
MK e, —¢
< 1 ta+1
a4l eey (Tr<eny ),
MK €, —¢
< al
S atl e ™
Comme =€ tend vers 0, Ajg(t) converge presque siirement vers 0 uniformément sur [0, T7. ]

5.2 Convergence presque siire vers la variation quadratique

Apres s’étre intéressé a la convergence presque stire de 'intégrale forward, on peut se demander s’il y a
des résultats similaires pour la variation quadratique. Par exemple, le Théoréme 2.1 de [10] implique que

. t .
pour B mouvement brownien standard, % fo (Bute — Bu)2du converge presque slirement vers < B >;=t.

La Proposition suivante est une conséquence directe du Théoreme 5.1.1 qu’on vient de démontrer.

Proposition 5.2.1 Soit (M;,t > 0) une (F;)-martingale locale continue. Si pour tout T > 0, il existe

o' €]0,1] et Cr une variable aléatoire finie p.s. telle que presque sirement,

Vu,s € [0,T], |M, — M,| < Crlu—s|*,
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alors .
1
lim = [ (Myye — M,)*du = [M];,
e—0 € 0

la convergence ayant lieu presque sturement uniformément sur les compacts.

Preuve. Soient T > 0 et ¢ € [0, T]. On écrit la décomposition suivante :

1 [t 1 [ 1 [t
f/ (Myye — M,)?*du = E/ Myye(Myie — My)du — - My (Myye — M,)du. (5.10)
0 0

€ 0

Le premier terme devient :

1 t
7/ Mu-l-e(Mu-‘re_ u / u+€du / Mu+€M du.
€Jo

Le changement de variable v = u + € dans la premiere intégrale donne alors :

1 t 1 f+€
7/ Myye(Myye — My)du = = MZ2dv —7/ M, M,du.
€ Jo

_7/ MZdv + = / MZdv + = /M2 v—f/ Moy M,du,

1 t+e
= ﬂ/ MZ2dv + = Mfdvff/ My (Myye — M,)du.
€Jo € Jt €Jo

En reportant le résultat dans (5.10), il vient :

1 t 1 t+€ 1 € 2 t
7/ (Myye — M,)?*du = = M?2dv — 7/ MZ2dv — 7/ My (Myye — M,)du.
€ Jo € Ji € Jo € Jo

Le second terme —1 foe M?2dv est indépendant de ¢ et il converge presque stirement vers Mg. Comme M

. t
est continu, % e M?2dv converge presque stirement vers M2, uniformément pour ¢ € [0, 7.

Enfin, pour le troisieme terme, on utilise le Théoreme 5.1.1 avec H = M et on a presque sirement

uniformément sur [0,7] :
t

1 t
lim — M (Myse — My)du :/ M, dM,.
0

e—0 €

Donc finalement, presque stirement uniformément sur [0, 7]
t

1 t
lim = [ (Myye— M,)*du = M? — Mg — 2/ M, dM,.
0

e—0 € 0

Or d’apres la formule d’Ito, M? — Mg =2 f(f MydM,+ < M >, donc
.1t 9
hné — | (Muyge — My)*du =< M >;= [M]s,
e—0 € Jy

presque sirement uniformément pour ¢ € [0, 7. [ ]
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Chapitre 6

Convergences au second ordre

Soient (By)¢>o0 le mouvement brownien standard et (Hy):>o un processus adapté. On note W un mouve-

ment brownien standard indépendant de B.

Dans le cadre de l'intégration par régularisation, sous certaines conditions sur H, on a les convergences
suivantes au sens (ucp) :

— Convergence vers l'intégrale stochastique :

1 t t
lim = [ Hy(Bsyepnt — Bs)ds = / H,dB,.
0 0

e—0 €

— Convergence vers la variation quadratique
t

1 t
lim - | Hy(Bsten — Bs)’ds = / Hds.
0

e—0 € 0
On s’intéresse dans ce chapitre a la convergence au second ordre, c’est-a-dire qu’on étudie la convergence
. 2 . o e
en loi de A.(t) et Al )(t), qui sont définis ainsi :

— Dans le cas de l'intégrale stochastique,

Ae(t) = % |:€/O HS(B(5+5)/\t — Bs)ds 7/0 HSdBS:| .

- Dans le cas de la \/ariation quadratique.
AP (t) = L2 /tH (B — B,)’ds — /t Hds
€ \/g e Jo s\DP(s+e)nt s 0 s .

On commence par étudier la martingale W, définie par :
1 u
6\/E (u—e)t

We est une martingale continue de carré intégrable. Cette martingale apparait naturellement lors de

W(t) = /0 H.(u)dB,, avec H(u) (By — Bys)ds. (6.1)

I’étude de la convergence en loi de ﬁ [% fg(B(s+6)/\t — Bs)?ds — t] (voir la Section 6.2.1). De plus, ce
processus intervient dans A% (t) et Ac(t) (c.f. la Section 6.7).

La Section 6.1 établit la convergence en loi de W, vers un mouvement brownien de variance %, quand

e — 0.
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Dans le cas de la variation quadratique, la convergence en loi de AE2) (t) pour H = 1 découle naturellement
de la convergence de W, (voir la Section 6.2.1). Dans le reste de la Section 6.2, on étend partiellement ce

résultat en montrant la convergence en loi a ¢ fixé pour H = f(B), avec f suffisamment réguliere.
Nous considérons ensuite la convergence en loi de A.(¢). On s’intéresse & deux types de processus : H
étagé et H semi-martingale continue.

Si H est un processus étagé, le résultat de la Section 6.3 montre que A.(t) converge en loi, a ¢ fixé, vers

un processus étagé, dans lequel interviennent des variables aléatoires gaussiennes.

Considérons a présent le cas ou H est une semi-martingale continue s’écrivant sous la forme H; =
Hy + M; + V4, avec V processus adapté continu a variation finie et M; martingale locale continue, V et

M étant nuls en 0. Alors A (H,t) se décompose en trois parties :

Ac(H,t) = A (Ho, t) + Ad(M,t) + AV, 1),

avec
1 '1 t t
A(Hot) = — |~ [ Ho(Bieson — Bs)ds — | HodB,|,
(o) = 72|+ [ HoBson ~ Bds— [ oan|
1 '1 t t
Aht) = —|= [ M.Boror — B)ds— | M.dB.|,
) = |7 [ MBeson - Boas - [ aas]
1 '1 t t
A(V,t) = — |- [ Vs(Bsteonr — Bs)ds — [ VidBs| .
-0 \/5_6/0 (Blorone = Bo)ds /0 }

On montre que chaque terme converge, mais a une limite différente :

— A((Hy,t) correspond au cas ou H est constant, donc étagé. D’apres le résultat la Section 6.3, A.(Hy,.)
converge en loi, a t fixé, vers H?/%VO, avec Wy une variable aléatoire gaussienne standard indépendante
de .7:0.

— Dans la Section 6.4, on montre la convergence de A (H,t) vers 0, si H est Holdérien et & variation

finie.
— Dans la Section 6.5, on étudie le cas ou Hy = f; AsdBg, avec A processus borné et Holderien. Alors
A (H,t) converge en loi vers —% fot Ay dWy, At fixé.
Pour terminer le cas semi-martingale, on considere le cas particulier H = f(B) avec f une fonction
suffissamment réguliere nulle en 0. Dans la Section 6.6, on montre par une méthode différente de celle de

la Section 6.4 que A.(H,t) converge en loi vers —% fot f'(Bs)dWs a t fixé.

On retrouve le fait que la limite de A.(H,t) provient du terme martingale fot 1'(Bs)dBs et que le terme a
variation finie n’apporte pas de contribution. En effet, par la formule d’Tt6 : H; = f(B;) = fot f'(Bs)dBs+

L £"(By)ds.

6.1 Théoreme principal de convergence en loi
6.1.1 Enoncé du Théoréme

Théoréme 6.1.1 (W,,t > 0) converge en loi vers (%Bht > 0) quand € — 0.

La preuve du Théoreme 6.1.1 se décompose en trois étapes. On commence par calculer et majorer les

moments de W(t) (voir Section 6.1.2). Puis, la méthode des moments permet d’établir la convergence
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en loi de W,(t) & t fixé (c.f. la Section 6.1.3). Enfin, on montre la convergence en loi finie-dimensionnelle

et le critere de Kolmogorov pour terminer la preuve dans la Section 6.1.4.

6.1.2 Préliminaires

Cette section regroupe une série de lemmes concernant les propriétés de W,(t) et He(u), qui serviront

. . . . L 1, o .
dans les sections suivantes. Pour simplifier, on note o = % et = I’égalité en loi.

Lemme 6.1.2 Pour tout t > 0, on a ’égalité suivante en loi :

c (tNe)VENe
=

3
Le moment d’ordre deux de Hc(t) est E {\He(t)ﬂ = (t/;) 0%, et on peut majorer ses moments de tout

ordre k € N :

Hg(t) O'Bl.

V> 0.¥e> 0, B[|H 0] <mu,
avec my, = o*F (\Bl|k).

Preuve. On fait le changement de variable s = ¢t — v dans H.(t). La borne ¢t de U'intégrale devient 0, la
borne (t — €)* devient t — (t — €)™ =t Ae. On a donc :

1 tNe
He(t) = ?ﬁ/o (Bt — Bt_v)dU.

Comme (B; — Bi—,;0 < v < t) £ (By;0 < v < t), il vient H( ftAeB dv. Le changement de

£ t

variable v = (¢ A €)r donne H(t) Ae fo B(tneyrdr. Enfin, par la proprlete de scaling du mouvement

brownien (Bj,;0 < u) £ (VAB,;0 <u) pour A\=tAe>0,ona

Hﬁ(t)é (tAe) \/t/\€/ B.dr.

fo B,.dr est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance o. En effet, par le Théoréeme de Fubini

/OIB,,dr_/Ol </Ord3u>dr_/01 (/uldr)dB"_/ol(l—U)dBu,
(/OlBrdr)Q :EU;(Lu)zdu]:;:U?

Donc fol B,.dr £ oB;1. Par conséquent, pour tout k entier,

stochastique :

Il vient alors

E

(tAhe)%

E|H W] = 50 B [|B"].

IS
€2
D’une part, pour k =2, E [|H€(t)|2} = 7(“6\;)3 o?

D’autre part, en majorant A€ par 1, on obtient la majoration de E [\H )] ] par une constante dépendant

uniquement de k. [ ]

On déduit du lemme précédent des résultats sur les moments de W(t).
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Lemme 6.1.3 lim._.o E [(W(t))?] = E [(cB)?]. De plus, la convergence est uniforme en t > 0.
Preuve. D’apres (6.1),

E [(WE(t))2] = /OtE [(HE(u))z} du.

Le Lemme 6.1.2 donne directement :

t u € 3
E[(W.(0)] = /0 EICUL Y

€

On veut majorer |E [(We(t))?] — E[(0B:)*]| = |E [(We(t))?] — ¢t|. On distingue deux cas :

- Sit>e:
=5 ([ e )5 ) w5
Donc
B [(W.0))?] - o] < 2T
-Si0<t<e: t
BI0V07) = % [ utd =05

Comme 0 < t < €, on obtient

Finalement, on a
VE>0, |E[(W.(t))?] - El(0B)?]| < 0%

Donc E [(W(t))?] converge vers E [(6B¢)?] quand € — 0, uniformément en ¢. [ |

Lemme 6.1.4 Pour tout entier k > 2, il existe une constante C(k) telle que

Vt>0, E [|We(t)|’“] < Ok)t5.

Preuve. (W,(t))i>0 est une martingale, donc on peut appliquer I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy :

E[|We(t)|k] < ok)E [< W, >ﬂ,

(ME

Pour majorer ( fg H Z(u)du) , on commence par faire le changement de variable u = tv, puis on utilise

(/Ot Hf(u)du> : = </01 t(He(tv))de> 2 ,

I'inégalité de Jensen.
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Ainsi,

NES

B [(/Ot (He(u))Qdu> ] <t51p [/Ot (He(u))kdu} .

En utilisant la majoration du Lemme 6.1.2, il vient

(/Ot (H.(u))? du) ] < mpt?. (6.2)

E [|W€<t)|’f] < c(k)ymyts .

E

Par conséquent,

|
Lemme 6.1.5 Pour tout u > 0,
E [(We(u) - We((u— e)+))2} < o’
Preuve. Comme W, (u) — W((u—¢)*) = f{;_e)Jr H.(v)dB,, on a :
+1)2 h 2
Bl -wiw-o)] = [ B [onw?]w
u 3
= / 0'27(’0 /\36) d’U,
(u—e)t €
< 2.
|

6.1.3 Méthode des moments

On commence par étudier la convergence des moments de W(t).
Proposition 6.1.6
lim 2[(W ()] = B [(0B)™"].

pour tout n € N, la convergence étant uniforme sur les compacts en t.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n > 1. Pour n = 1, on a déja montré le résultat dans le Lemme
1.

=
6.1.3. Supposons le résultat vrai au rang n >

1. La formule d’Ttd appliquée & W, (t) = fot H.(u)dB, conduit & :

W) = @0 +2) [ (W) i was, + I [ v ) (1, 0)° du
0 0

En prenant I'espérance, le premier terme disparait et il reste
t
B [W.0)" "] = 0+ D2n+ 1) [ B {08 (.00 du
0

On remplace (W(u))*" par [(We(u))% - (We((u - e)+))2n} + (We((u—€)*))>". On obtient alors la

décomposition suivante :

E[(We(6))"™*] = (n+1)@n+ 1)(EH®) + 1)), (6.3)
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avec

&0 = [ B[{0n” - (i - o)} @] a

7axY
L)
—
~
~
I

/ B [(Wtu - 9)*" (H.(0))?] du
0

Comme £L(t) converge vers 0 (voir le point 2.), le terme principal est £2(t) et on étudie la limite au point

3. Le point 4. conclut la récurrence.

2. On commence par montrer que 561 (t) converge vers 0, uniformément en ¢ sur les compacts, quand

€ — 0. On utilise 'identité suivante :

2n—1
a2 — p2n = (a _ b) Z akb2n—1—k.
k=0
Pour a = W(u),b = W.((u — €)T), elle donne
2n—1 t
gy=">y / Si(e, u)du (6.4)
k=0 70

avec pour k=0,...,2n —1:
Sk(e,u) = E [(We(U) — We((u—e)F)) (He(w)? (We(w)*(We((u—e)t))2—1=F|
On majore chacun des termes de la somme grace a I'inégalité suivante :
|B(abed)| < [B(a®)]2 [E(b")]F [B(e*)]) [B(d®)]5.
On obtient alors

1
2

Se(ew)] < [B(Wew) = Wel(w = 9)*]" [B (H(w)’]
< [BOW ()] * [BWe((u— ")) 53]
D’apres les résultats des Lemmes 6.1.2, 6.1.4 et 6.1.5, on a
Si(e,w)] < [o%]? m) [C(8k)E™]® [C(16n — § — 8k)E—1-9K] &
< {[c(8k) (16n — 8 — Sk)]%ml}t"’%ﬁ.

t
/ Sk (e, u)du
0

On en déduit que fot Sk (€, u)du converge vers 0 quand € — 0, uniformément pour ¢ € [0,7]. Donc, d’apres

Dong, pour ¢t € [0, T,

1
< Cvn,k:Tm_E \ﬁ

(6.4), £1(t) converge vers 0 uniformément pour t € [0, 7.

3. On étudie ensuite £2(t). Comme We((u — €)™) est une variable aléatoire F,_)+-mesurable, elle est

indépendante de H (u) = i f&_eﬁ (By — Bs)ds. Par conséquent,

(1) = /Ot E [(WE((U - e)+))2”] E [(Hﬁ(u))“'} du.
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D’apres le Lemme 6.1.2, E [(He(u))Q] = (“/\6)3 o2, on en déduit :

€

t

g(t) =0’

B [(Wew—-a")™] (* " 6)3 du.

€

S—

Ainsi, pour tout ¢ € [0, 7],

du.

€

<o? /OT ‘<u A e)SE {(We((u — 6)+))2n] B {(UBu)%L}

£2(t) - o2 /0 B [(03.)>"] du

Par hypothese de récurrence, lim._,o F [(We(u))zn} =F [a (Bu)%}, uniformément en u € [0,7] , donc

lim
e—0

(u/\e
€

3
) B[(Wlw=*)"] = E[@B)™],
uniformément pour u € [0,7]. Par conséquent, £2(¢) converge vers o fot E [(UBU)%} du, uniformément

pour t € [0,T].

4. La décomposition (6.3) donne alors :
t
lim [(We(t))Q””] —(n+1)2n+ 1)02/ E [(Bgzu)ﬂ du.
€E— 0

Or,

(n+1)(2n+1)02/0tE{(UBU)Q”] du = Mz(%wgz/ot(oﬁ)gw (B

on+2)(2n+1 o (2n)!
— (TL+ )( n+ )0_2n+2/ un( Tl) du,
o nl2n

2
_ @nt2)l o,
nl2n+1 n+1’
(2n +2)!

eSO
- E [(aBt)2"+2} )

n
Donc E [(We(t))gnw} converge vers E [(o—Bt)szrz}, uniformément pour ¢ € [0,7], ce qui termine la

récurrence. u
Proposition 6.1.7 Pour tout t fizé, W (t) converge en loi vers o Bs.

Soit ¢t > 0 fixé. On utilise la version suivante de la méthode des moments, tirée de [7] et du critére de
Carleman de [28].

Proposition 6.1.8 Soient X une variable aléatoire et (X, )nen une suite de variables aléatoires telles

que
E(|X,|*) < oo, Vk,n €N,
E(X|") <00, VkEN,
lim B(X*) = B(X%), VneN
Si -
mww < o0,

2k
alors X,, converge en loi vers X quand n — oo.
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Preuve de la Proposition 6.1.7. Pour les moments d’ordre pair, le Lemme 6.1.6 donne
lim B [(We(t))%} —E [(UBt)%} .

Les moments d’ordre impairs de W(¢) sont nuls, donc convergent vers 0 = E [(UBt)zkH] Il reste a
1

(B[(cB.)?*)) 2

étudier la limite de ok

quand k — oo. On calcule 'espérance :

E [(aBt)ﬂ — o2h [(Bl)ﬂ = g2k¢h

Donc

?r"‘

i [<”§;>2’“]2 Lo .>)1k_

D’apres la formule de Stirling, n! ~ v/2mn (2)", donc, lorsque k — oo :

Lk 1

B (B0 ] oV [ﬁ (2)°

k
2k RSN Vark ()
oVt 22k+2k 2

2V2k

02ﬁ\/

V2ek

Finalement,

6.1.4 Convergence en loi finie-dimensionnelle et critere de Kolmogorov

Proposition 6.1.9 Soient 0 < t1 < tg < -+ < ty,. Alors (Wc(t1), We(ta), ..., We(t,)) converge en loi

vers (0B, ,0B4,,...,0By,).

Preuve. On fait la preuve pour n = 2. Soient 0 < t; < t2 et € €]0,¢; A (t2 — t1)[. Comme t; > e,

remarquons que (u — €)* = u — € pour tout u € [t1,#3]. On écrit la décomposition suivante :

We(t2) = Welt1) + Oc(t1, t2) + RL(t1,t2), (6.5)

1 t1+e u
RM(t1,ty) = :/ (/ (B. —Bs)ds> dB.,
tl U—€
1 ta U
ee(t17t2) = :/ (/ (Bu - Ba)ds) dB,.
t1+e€ UuU—E€

avec
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Commengons par étudier R!(t1,1s).

E[(Ri(tl,tz))ﬂ - 3/tt1+6E

o)

Bs,)] ds1dsadu,

I
mw‘ o
:\“

+
S
\m

e

oy

IS

oy

&

&

IS

|
| o

Il
| o
v\ —~

-

1+6
/ (s2 —u+€)(u — s2)dsadu.

En posant w = u — s2, on obtient

t1+e€
/e— Jwdwdu,

tl +6
/ 2dwdu

Donc R (t1,t2) converge vers 0 dans L?(€2), et il suffit d’étudier la convergence en loi de W, (t1)+0,(t1, t2).
We(t1) et ©(t1,t2) sont deux variables aléatoires indépendantes. D’apres la Proposition 6.1.7, W(t1)

E [(Ri(tl,tz))Q]

N

§26

converge en loi vers o By, . Il reste donc & étudier la convergence en loi de ©(ty,t2).

On pose B = By, — By, ,t = 0. B’ est un mouvement brownien standard pour sa filtration propre. II

vient, en faisant le changement de variable u = t; + v,

@e(tl t2) = L /1521&1 /tlJrv (Bt +ou — B;)ds dB,
’ E\E € t1+v—e ! ) v

En posant r = s — t; (qui est positif pour tout s € [t; + v — €, t; + v] car v — € positif), on a

1 to—1t1 v
O.(t1 1) = 67€/ (/ (B;—B;)dr)dB;,

1 to—1t1 v B
= — B! — B!)dr | dB., + R.(t:,t
Eﬁ/() <AU€)+( v r) T) v T ( 1 2)5

R(t1,t2) = eiﬁ/o </0 (B, — B;)dr) dB,,.

De la méme maniere que R!(t;,t3), on montre que Re(tl,tg) converge vers 0 dans L2.

E[(Re(tl,t2)>1 613 /OE (/U(B’ Bl)dr )2
_ 7/ / / B.)((B, — B.,)] dridradv,
= 33/0/0 ; (v—rg)drldrgdv,

avec

dv,

m

2
= —3//(1)—7“2 Yradradu,
e Jo Jo
2
< —3// Qd’l"gd’l)
€ Jo Jo
< 2e
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Donc R,(t1,t2) converge vers 0 dans L?(£2).

0
Donc O (t1,t2) converge en loi vers 0By, ; quand € — 0.

Pour le premier terme, d’apres 6.1.7, }\/g ftz_tl (f(2_6)+ (B! — B;)dr) dB,, converge en loi vers 0By, ;. .

Finalement, d’aprés la décomposition (6.5), (We(t1), We(t2)) converge en loi vers (0By,,0By, + 0By, )

quand € — 0. On termine la preuve en remarquant que B;, + B}, ; = By,. ]

Montrons & présent que le critere de Kolmogorov est vérifié.
Lemme 6.1.10 [I existe une constante K telle que

VO<s<te>0,  E[Wit) = Wels)l'] < Kt — s

Preuve. Pourt > s >0, o0n a

We(t) — We(s) = / H(u)dB,.

Pour s > 0 fixé, (f(f ]I{Sgu}He(u)dBu) N est une martingale, donc par I'inégalité de Burkholder-Davis-
t
Gundy :

>0

E [|W6(t) - We(s)|4] < C()E [< W) — We(s) 2],

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

E [|We(t) —We(s)ﬂ < c(4)E {(t—s) / t(HE(u))‘ldu} .

Le Lemme 6.1.2 donne :
E [|W€(t) - We(s)ﬂ < e(Dma(t — )2

La Proposition 6.1.9 donne la convergence en loi finie-dimensionnelle de (W,(t)):>0 vers (0B¢))i>0 , et le
Lemme 6.1.10 donne la relative compacité. On en déduit que (Wc(t))i>o0 converge en loi vers (cBy))i>0

quand € — 0. Ce qui termine la preuve du Théoréeme 6.1.1. [ |

6.2 Convergence en loi vers la variation quadratique

6.2.1 Convergence dans le cas H =1

Comme B est Holderien, la Proposition 5.2.1 s’applique et lim._.q % fg(Ber6 — By)?ds converge vers t
presque slirement, le résultat étant aussi valable en remplacant Bgy. par Bsieae- On étudie alors la

convergence de :

11 [t
AEQ) (t) = ﬁ L/o (B(seynt — By)?ds — t] )

Proposition 6.2.1 (AEQ) (t)) converge en loi vers (lBt) quand € — 0.
V37 >0

t>0
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Preuve. L’idée de la preuve est de faire apparaitre W, dans AEQ)(t) pour pouvoir appliquer le Théoreme

6.1.1. On commence par décomposer AEZ) (t) au moyen de la formule d’It6 :
(s+e)At
(B(s+5)/\t_BS)2 :2/ (Bu—Bs)dBu+(8+6)/\t—8.

En reportant dans AEQ)(tL on obtient :

AP (1) = 2W,(t) + Re(t),

Re(t)=\2</0t<s+6)?t_sds—t>.

R.(t) ne joue pas de role dans la limite en loi de AP (t) puisque R.(t) est un terme déterministe tel que

lim, o sup;>q | Re(t)| = 0 (voir ci-dessous). Donc le Théoreme 6.1.1 donne directement le résultat.

avec

Convergence de R.(t) vers 0.

1 (t—e)" s 1 N
R.(t) = — / 1ds—|—/ ds—t ]| =— t—6)+—t+/ ds | .
) \/E ( 0 (t—e)t+ € \/g ( (t—e)t+ €

Le changement de variable u = t — s dans la deuxieme intégrale donne

R(t) = ;(—(tAe)—&-/(JtAeZdu),
(~nrs 7).

Comme t A € < €, on obtient pour tout ¢ > 0, |Re(t)| < % €, et donc la convergence presque stre vers 0.

6.2.2 Convergence dans le cas H = f(B)

Dans cette section, on considere f une fonction dérivable, bornée et a dérivée bornée. On note Cy

(respectivement Cy/) un majorant de |f| (respectivement |f’[). Alors

lim (ucp) %/0 f(BS)(BS+€—BS)2ds:/O f(B)ds,

ce résultat étant aussi valable en remplacant B, par B(sycae. On s’intéresse donc a la convergence en
loi de :

a0 =21 [ FBY Bl — B ds - / t B

Remarquons que pour f =1, Ag)(l, t) = Agz)(t) a été étudié dans la section précédente.

Proposition 6.2.2 Ag)(f, t) converge en loi at fixé vers 2v(f,t) quand e — 0, avecy(f,t) =0 fot f(By)dW,,

avec W mouvement brownien standard indépendant de B et o = %
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Preuve. Apres avoir modifié Ag)( f,t), la preuve suivra les mémes étapes que celle du Théoreme 6.2.1.

1. On commence par décomposer AEQ)( f,t) au moyen de la formule d’It6 :
(s+e€)
(B(S+6)/\tiB€)2 :2/ (BufBg)dBu+(5+€)/\t75

En reportant dans AEQ)( f,t), on obtient :

AP (f,1) = 2AL(f, 1) + Re(f 1), (6.6)
Al = - \[ - < [ Bs><BuBs)dBu> s
Rf1) = (/f d—/f is).

Le terme principal est Al(f,t) car, presque stirement, lim,_o sup;so |Re(f,1)] = 0.

En effet,

R.(f.1) — (/f s—l—e /\t—s—eds>7

(t=e)* s+e)—s—e ¢ —s—e¢
- \2(/0 f(Bs)(Jr)Gds>+\}g</(t )+f(Bs)t€ds>.

Le premier terme est nul. Le changement de variable v =t — s donne alors :

RAf.0 = 2 ( F(Bi) = edv) .

Comme f est bornée et v <tAe<e€ ona

Cy
|R(ft)] < —= 2ds,
Ve Jo
Cy
< —=2(t ’
20

pour tout t > 0. Donc R.(f,t) converge presque stirement vers 0, uniformément en ¢ > 0.

2. Il suffit donc d’étudier la convergence en loi de Al(f,t) pour avoir celle de Ag)(f, t). On éerit AL(f,t)

comme une martingale. Comme
1 t  p(ste)nt
73/ / E(f*(Bs)(By, — B;)?)duds,
€ 0 s

]I 2
/ / < {s<u<(s+e)/\t} f( )(B _B )>
2 t  p(ste)At
< 7;// (u — s)duds,
€ 0 Js
007

€ e
<

duds

le Théoreme de Fubini stochastique 1.3.1 s’applique et donne :

fit €\[/ (/(u . S)(Bu—Bs)ds> dB,.
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On utilise I'identité suivante

f(Bs) = f(Bu-e+) + [f(Bu) = f(Bu-o+)l + [f(Bs) — f(Bu)].

AL(f,t) devient alors :
AL(ft) = A(f, ) + Re(f.) + RE(f. 1),

Ae(faﬁ) = /Of(B(1L—e)+)H€(u>dBu? (67)
Ri(f1) = /0 F(Bu) — f(Blaeoy VH.()dB,, (6.8)

R%(f,t) = e\l/g/o (/(u )+[f(BS) — f(BW)](By — Bs)ds> dB,, (6.9)
1 u

H.(u) = —= B, — By)ds. 6.10
W = 7). BB (6.10)
Notons que A (f,t), RL(f,t) et R2(f,t) sont des martingales.

D’apres les lemmes 6.2.4 et 6.2.5 ci-dessous, R2(f,t) et RX(f,t) convergent vers 0. La convergence en loi

de de Al(f,t) se déduit donc de la convergence de A(f,1).

Pour montrer que Af(f, t) converge en loi vers v(f,t) avec vy(f,t) = fot o f(By)dW,, on emploie une
méthode identique a celle de la Section 6.1, dont les étapes sont réparties dans les sections suivantes.
Dans la Section 6.2.3, on majore les moments de A(f, t). La méthode des moments permet alors de

montrer la convergence en loi de A.(t) a ¢ fixé dans la Section 6.2.4. ]

Remarque. Le critére de Kolmogorov (Lemme 6.2.3 ci-dessous) donne la tension de la famille (A, )eso,

mais on n’est pas arrivé a prouver la convergence en loi finie-dimensionnelle.

En effet, soit t; > to > 0 et (Ac(f,t1), Ac(f,t2)). Le deuxiéme terme A (f, 1) se décompose comme

Ae(f,tl) + 0.(t1,t2), avec O.(t1,t2) = f2 f(Bu—e)Hc(u)dB,,. Si on pose Bl = By, — B, et quon fait

ty
le changement de variable u = v + t1, il vient 6(¢1,t2) = Otl+t2 f(By,_.+ By, )H.(v)dB,,. On remarque

alors que f(By,_. + By,) dépend de By, , donc 0.(t1,t2) et A.(f,t1) ne sont pas indépendants.

Lemme 6.2.3 (critére de Kolmogorov) Il existe une constante K telle que
VO<s<te>0, E “Ae(f,t) - Ai(f,s)ﬂ < Kt — sl

Preuve. Pourt>s>0,o0n a

Ae(fv t) - AG(fv S) = / f(B(ufe)+)He(u)dBu

Par I'inégalité de Burkhoélder-Davis-Gundy :

. ~ 4 ~
pl|adt - 8| < cwp[< A - Buro >2].

106



Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
Bl -8.an9|] < w9 [ e gl
< et —9) [ BIF B o] Bl du
En majorant f par Cy et en utilisant le Lemme 6.1.2, il vient

E UAe(ﬁt)—Ae(f,s)ﬂ < cd)(t—s) /: C2madu,
< c(4)Cimy(t — 5)*.

Lemme 6.2.4 R?(f,t) converge vers 0 dans L?(S2), uniformément en t sur les compacts.

Preuve. Comme R?(f,t) est une martingale, on a par I'inégalité de Doob :

T
w (R0 Rl
Jup (Re(:0) ] <4/0 E €ﬁ<

f" est bornée donc |f(Bs) — f(By)| < Cy/| B, — Bs|. Par conséquent :

C2/ T u 2
<4 g/ E / (B. — B,)%ds | | du.
€ 0 (u—e)t

(By,0 < v < u),ona

2
E / (f(Bs>—f<Bu>><Bu—Bs>ds> du.

(u—e)*

E

sup (R2(f.t))”

te[0,T)

[l

On fait le changement de variable v = u — s. Comme (B, — By_,0 < v < u)

sup (Rf(f,t))Q] < 1oy / ( / Bde> ]du

te[0,T]
On pose v = (u A €)w. D’apres la propriété de scaling du mouvement brownien, il vient :

E

2 4C3, (T ! ?
E | sup (RZ(f.1)) < 3 / E (/ (\/u/\eBw)Q(u/\e)dw) du,
t€[0,T) € 0 0
T 4 1 2
< 40]%,/ whe) g (/ Bfudw> ] du,
€
0 0
1 2
< 4CLE ( / Bidw> eT.
0
Donc R%(f,t) converge vers 0 dans L?({2), uniformément en t sur les compacts. [ |

Lemme 6.2.5 R!(f,t) converge vers 0 dans L?(S2), uniformément en t sur les compacts.

Preuve. R!(f,t) est une martingale qui peut s’écrire R!(f,t) fo f(Bu—ey+)|He(u)dB,, donc

E| sup (Rg(f,t))Q] <4/0 E[(f(Bu)—f(B(u_€)+))2(H6(u))2} du

te[0,T)
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

s (B, t))ﬂ <4 / ' ¢E [(F(B) = F(Bu—o)'] ¢ B [(H.(u))"] du.

Le Lemme 6.1.2 donne alors :

[ est continue donc pour tout u € 0,7, f(Bu) — f(Bu—e+) tend vers 0 quand € — 0. f est bornée, donc

E

par le théoreme de convergence dominée, £ [suplte 0,7] ( L(f, ))2} tend vers 0 quand € — 0. [ |

6.2.3 Préliminaires

Lemme 6.2.6 Pour tout entier k > 2, il existe une constante C(k) telle que

k
2

Vt>0, E UAE(f,t)’k] < C(k)t=.

Preuve. (A (f,1))¢>0 est une martingale. L’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy donne alors

Bl|adro] | < wp<aar>F],

(/ P (Blueys) (H.(w))? du) ] .
(/Ot(Hﬁ(u))Qdu> ] .

E [\&(f, tﬂ < (cRymiCh)E.

Comme f est bornée par CY, il vient :

E UAE(f, t)]k] < c(k)ChE

(6.2) donne alors directement :

Lemme 6.2.7 Pour tout v > 0,
- _ )2
B| (A0 - Bulri 0= 0) | < cote
Preuve. On procéde comme dans le Lemme 6.1.5.
Bf) = Bulh =97 = [ fBg ) HwaB

v—e)t

Donc

B (Bern) -2 w-07)| = [ B[P ()]

v—e)t
Comme f est bornée par C, on obtient

v

pl(3rm-anw-07)] <t [ P[]
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Le Lemme 6.1.2 donne

v

B(Brn) -2 w-97) | <05 [ o < Cmac

v—e)t

6.2.4 Méthode des moments

1. On étudie la convergence des moments de A (f,t). Le moment d’ordre 1 étant nul, on commence avec

le moment d’ordre 2 :

Lemme 6.2.8 )
tig 2| (A.(7.0) "] = £ [0.07].

uniformément pour t sur les compacts.

Preuve. On rappelle que A((f,t) fo (u—e)+ ) He(u)dB,. Alors,

E {(Aé(f, t))z} - /Ot B [2(Buo) (Ho(w)?] du.

fQ(B(u_E)Jr) est une variable aléatoire F,_¢)+-mesurable donc indépendante de H(u), et il vient :

E [(&(f, t))g} - BB )] B [(Hew))?] au.

[l
&
=
[\v}
iy
IS
2
-
VS
I
>
[0}
N—
w
[V}
=9
F

d’apres le Lemme 6.1.2.

Conditionnellement & o(B,,u = 0), v(f,t) = o fo w)dW,, suit la loi gaussienne de moyenne nulle et

de variance o fo ?(Bu)du.

On a donc pour tout ¢ € 0,7 :

[ o]«

Or, lime—o E [ f2(Bu—e+)] (“/\6) E [f*(Bu)]. De plus, f est borné et “2¢ < 1. Donc, par le théoréme

de convergence dominée, on obtient
_ 2
B | (A1) - (07

uniformément pour ¢ € [0, 7. [

wA e\

)~ E[A(B.)]|du.

E [ (Bug+)]

€

lim
e—0

207

2. On montre ensuite la convergence des moments de tout ordre de A (f,t).

Proposition 6.2.9 Pour tout k € N,
- k
i 2 [ (3,07, t)) } — B[]
uniformément en t € [0,T], avec v(f,t) = Ufo
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Preuve. Les moments d’ordre impairs étant nuls, on étudie les moments d’ordre pairs. Par récurrence

sur n > 1, on montre que
- 2n
ti 2| (.0.0) | = £ [07.00]
uniformément en ¢ € [0, 7.
_ 2
Pour n =1, le Lemme 6.2.8 donne lim,_,g £ [(Ae(ﬁ t)) } =F {(’y(f, t))z].
Supposons qu’on a le résultat au rang n > 1. On veut montrer la convergence du moment d’ordre 2n + 2.
Posons k = 2n. La formule d’Ité pour A (f,t) = fot f(By—¢)Hc(u)dB, conduit & :
. k+2 b k+1
(Ae(fa t)) = (k + 2) / (Ae(fa u)) f(B(u—e)+)He(u)dBu
0

JFW /0 (AE(fa U))k (f(B(ufe)‘*')He(u))zdu'
Donc

2

De méme, la formule d’Tt6 appliquée & v(f,t) donne :

E [(Aé(f7t))k+1 _ MM/;E [(Ae(f, u))k(f(B(u_€)+)H6(u))2] du.

Bl = EE2EED [ g ) (05807 o

0
Il vient alors

b [(Af(f 0) 7w t))k“] _ k424D

2D e [(a) (B0 .0
= ()" (@£ (B.))?] du. (6.11)
On décompose 'espérance dans l'intégrale en trois termes :
B[ (B050) 0B ) HW) - ) 01572,
= B |(Bh0) BB - B + B [Bulfo) P E0) - o)
E[((Adf )" = (£, w)*) (@ (B.)?]-

Dans le deuxiéme terme, en remplacant A (f,u))* par

Ac(fru)* = (Aclf, (w = ")) + (Ac(f, (uw = ")),
et en reportant dans (6.11), on obtient la décomposition suivante :

B|(A00) " - bty = R @ s 20 + 20+ l0). 012)

avec

Iy
'S
—~
~
~—
Il
O\ﬁ
=
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On montre que chacun des &/ (¢) converge vers 0.

Etude de ¢L(t). En appliquant deux fois la formule de Cauchy-Schwarz, on a

1
2

B (Adf0)" B (Bomos) - PBD)| do < [B((PB) - £5.))]

1
1

< [B (Adfu)™) B (H.(w)"]

Done, pour tout ¢ € [0, 7],

1

KwﬂgﬁT@«FQWﬂﬁ—ﬁGMVHQﬁﬂkww“ﬁﬂmWWFmL

On peut majorer chacune des trois espérances. En effet, d’apres le Lemme 6.2.6, il existe une constante
C,, telle que, pour tout u € [0,T], E (Ae(f, u)4k) < Cyu?*. D’apres le Lemme 6.1.2, pour tout u € [0, 7],

E (H.(u))® < mg. Comme f est bornée & dérivée bornée, la dérivée de f2 est bornée par une constante
C, donc | f*(Bry—e)+) — f2(Bu)| < C|Bu—ey+ — Bul.

Finalement, il existe une constante K telle que, pour tout ¢ € [0, 7],
T 2 % k
€| < K/ (B (Blu-ge — B.)’] utau,
0

T
< K/ ﬁugdu,
0

KT§+1

% €.
bl

<
Donc & (t) converge vers 0 quand € — 0, uniformément pour ¢ € [0, 7.
Etude de €2(t). On utilise 'identité
k—1
a® —bF = (a —b) Zapbk_l_p,
p=0
pour a = A.(f,u) et b= A.(f, (u—€)T). On obtient alors

k—1 .t
;@:2%4@@@-4@@%,
Splew) = E[(Belfow) = Bulf, (=) Aulf ) (Belf (w = )17 2B (Ho(w)?]
Zy(ew) = B|(Bcfiu) = Aclf (w =) Aelfy )" (Al f, (= D7 f2(BL)o?)

Donc, pour tout ¢ € [0, 7],

) k—1 ,.T
E2OI<D [ ISp(ew)] + [ Zp (e, w)|du, (6.13)
p=0"0

Les termes Sp(e,u) et Zp(e,u) s’étudient de la méme maniére. On commence par S, (e, u). L’inégalité de

Cauchy-Schwarz donne
Spleu)| < [E(Ae(fm)—Ae(f,(u—e)ﬂ)T[E(f(Bu)He(U))ﬂ
x | B(A ()P B(AL(u - o))"
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Majorons chacun des termes du membre de droite. Pour la premiere espérance, d’apres le Lemme 6.2.7,

il existe une constante C' telle que
_ - 2
B (Adfow) = Adlf.(u=")) <Ce Vue 0T,

Pour la deuxieme espérance, on majore f par C, puis on utilise le Lemme 6.1.2. On a alors, pour tout
we [0,T), E(f(Bu)H(u)® < C?mg. Pour les deux derniers termes, d’apres le Lemme 6.2.6, il existe une

constante n,, telle que, pour tout u € [0, 7],
E(A(w)*B(A; ((u— ) )57 <npu((u — ) 7)) 4% < mputt 4
Par conséquent, il existe une constante C? telle que,

1S, (e,u)| < CPu'T e, Yue[0,T).

De méme, pour Z, (e, u), I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

Zeal < [B(Br0 =B - a7) ]
(B () B (- )]
Le seul terme différent de Sy (e, u) étant E (f(B,)o)® < C%0®, on obtient une constante C? telle que
|Zp(e,u)| < C’pu%\/g, Yu € [0,T].

Finalement, en reportant dans (6.13), il vient :

k—1 _ T -
HOIE <Z(C”+cp) / u2du> Ve

=0 0

Donc £2(t) converge vers 0 quand € — 0, uniformément pour ¢ € [0, T].

Etude de €3(t). Comme f est borné par Cy, on a
T ~
E@l< 0 [ [B A - 9 HEHW)? - o) du e 0]
0
AF(f, (u—e)t) est Fu—ey+-adapté, donc indépendant de H(u). Il vient alors :
T ~
[HGIES CJ%/O ‘E [|A5(f, (u— €)+)|k} E [(Hc(u))? - 0?] ’ du.

D’apres le Lemme 6.2.6, il existe une constante C' telle que,

Vuel0,T], E {|A6(f, (u— e)+)|k} < O((u— )% < Cub.

D’apres le Lemme 6.1.2,

Yu € [0,T], E(H.(u)?—o2) = <(“ A 6)3 - 1) o2

€
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Par conséquent, on a la majoration suivante :

€3(0)| < C,%a?c/Tu’é (1 _ (“A6)3> du.
0

€

Quand € tend vers 0, u’ (1 — (“TAE)3> converge vers 0, et il est borné par 2T . Donc le théoreme de

convergence dominée donne la convergence de £2(t) vers 0 quand € — 0, uniformément pour ¢ € [0, 7).

Etude de £4(t). On majore f2 par C? et on a pour tout t € [0, 77,
T ~
€01 < 00p)? [ |B[Adlrw) =270 aw

Par hypothese de récurrence, E (Ae(f7 u))* —~(f, u)k) converge vers 0 quand € — 0, uniformément pour

u € [0, T]. Donc £2(t) converge vers 0 quand € — 0, uniformément pour ¢ € [0, 7).

En reportant ces résultats dans (6.12), on conclut que

ti 5 ((8.00) 7 - Gr0) ) <o

uniformément pour ¢ € [0,7]. Ce qui termine la récurrence. [ |

3. On établit la convergence en loi de A (f,t) a ¢ fixé.
Proposition 6.2.10 A ¢ fizé, A.(f,t) converge en loi vers O‘fot f(By)dW,.

Preuve. Soit ¢t > 0 fixé. On utilise la méthode des moments. D’apres la Proposition 6.2.9, on a la

convergence de tous les moments de A (f,t) vers ceux de o fg f(By)dW,,. Il reste donc a étudier la limite

(a /0 t f(Bu)qu>2k1 > 0.

Conditionnellement & o (B, u > 0), o fg f(B.)dW, suit laloi gaussienne centrée de variance o2 fot f?(By)du.

1
de W quand k£ — oo, avec

My(t) = E

Donc ok

t 2k t
E (/o of(Bu)qu> ’U(BU7U>O)] - /0 o fHBu)du | r

La majoration de f par Cy donne alors :

a1, (2F)!

. 2%k
E <0/0 f(Bu)qu) ‘O'(Bu,u > o)] < thot o T

Donc 1

(M(t)?F _ oCpVE [ (2k))) =
<o ()

1 a1
D’apres la preuve de la Proposition 6.1.7, limy_, o i (%) * o 0, donc limy_, o % = 0.

Par la méthode des moments, Ae(f7 t) converge en loi vers o fg f(By)dW, quand € — 0, pour t > 0 fixé.
|
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6.3 Convergence en loi vers l’intégrale stochastique si H est

étagé

Dans cette section, (Hy)i>0 est un processus étagé. On considere
— (ai);en une suite strictement croissante avec ag = 0, a,, — 00,
— h, (hi)ien des variables aléatoires, h; étant F,,-mesurable, h étant Fy-mesurable et sup;cy ||7illoo < 00,

tels que
H, = hH{t:O} + Z hiﬂ{te]ai,az‘Jrl]}‘

i>0

On étudie les limites de

a |

t t
/ HS<B(3+6)/\t - Bs>d5 - / H.dBs,
0 0

et
A(t) = —=K.(t) = ﬁ [6/0 HS(B(SJre)M — By)ds —/0 HSdBS] ,

quand € — 0.

Proposition 6.3.1 %fot Hy(B(s+eyne — Bs)ds converge presque sirement vers l'intégrale stochastique
fot H,dB;, uniformément pour t dans un compact, quand € — 0.
De plus, il existe une suite (W;);en de variables aléatoires indépendantes et de méme loi N (0,1) telle
que W; est indépendant de (Fo,a = 0) et A(t) converge en loi vers

ho (hi —hi—1)

%WO + Z #Wl Tit<aiys

i>1

at firé, quand € — 0.

Remarque :

1. Comme H n’est pas continu, nous ne sommes pas dans les conditions du Théoreme 5.1.1. Il faut

donc faire la démonstration de la convergence presque sure.

2. Si Hy = hg est un processus constant, alors on en déduit que A.(t) converge en loi vers %W, avec

W une variable aléatoire gaussienne centrée réduite, indépendante de Fy.

3. Sit €[0,a1], Ac(t) converge a t fixé vers h—\/%W, mais (A¢(t),0 <t < ap) ne converge pas en loi vers
le processus constant %W dans C([0, a1]). En effet, le processus limite en 0 vaut %W, alors que
A(0) =0.

Le point 3. de la Remarque souligne qu’il n’y a pas convergence en loi de (A.(t),0 < t) pour n’importe

quel processus H. Ce qui explique notre recherche des cas pour lesquels la convergence en loi a lieu.

Preuve de la Proposition 6.3.1. Pour simplifier, on considére 0 < a; < ag < as, t € [ag, as] et € assez
petit pour que € < |a1| A |az — a1] A |az — az|. Comme H est étagé, les intégrales sur [0,¢] de K (t) et
A (t) se décomposent d’une maniére naturelle en intégrales sur [0, a1], |a1, as] et ]Jas, ¢]. Ainsi, sur chaque
intervalle, on étudie la convergence presque sire et la convergence au second ordre. Il faut cependant
remarquer qu’il y a une différence entre ces deux convergences :

— Pour la convergence presque siire, ¢ est pris uniformément dans l'intervalle [az, as].
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— Pour la convergence au second ordre, t est fixé dans Jag, az]. On peut donc ajuster le choix de € en
fonction de t.

Commencons par décomposer K. (t) et A(t) :

K (t) = hoK2(t)+hi K (t) + ho K2(t),
ho o hi 4 hy .o
At) = —ZK°t)+ —=KMt)+ —=K2(t),
() = KX+ LK)+ KW
avec
1 al a1
Koty = - / (B(s+eynt — Bs)ds — / dB,,
€ Jo 0
1 ag az
KMXt) = 7/ (B(s+€)At—Bs)ds—/ dBs,
€ al ay

1 t t
K2(t) = = / (B(steynt — Bs)ds — / dBs;.

€ az az

On étudie chacun des trois termes de la méme maniere : on montre que chaque K'(t) converge presque
strement vers 0, puis on étudie la limite en loi de %K ).

Etude de K2(t). On commence par étudier la convergence presque siire. Pour t € [ag,as + €], par la

propriété de Holder du mouvement Brownien, il vient

1 t
7/ (B(ere)/\t - Bs)ds - (Bt - Baz) y

€ Jas

|[KE(1)]

1 t

< 7/ Cs|(s +€) At — s|°ds + Cs|t — asl°,
€ Ja,
It—a

< %CJGCS-FC(;E&,

< 20566.

Pour t > a9 + €, séparer 'intégrale en deux termes mene a :

1 [t 1 [t
K2(t) = Z/ B(W)Mds—z/ Byds — (B; — Ba,),
as az

1 t—e 1 t 1 t
= */ BS+5dS + g/ BtdS - 2/ Bst — (Bt — BaQ).
a t—e as

€ 2
On fait le changement de variable s’ = s + € dans la premiere intégrale :

1 t
K2(t) = -

€

1 t
ledSl+Bt— E/ BSdS— (Bt _Ba2)~

ag+e€ az
Il vient apres simplification :
1 az+e€ 1 az+e€
K2(t) = B,, — 7/ Byds = 7/ (Ba, — Bs)ds.
€ Jas € Jay
Par la propriété de Holder de B (Proposition 1.3.2), pour § €]0, 3|,

1

as—+e€e
K2(1)] < - / Chlaz — s/°ds < Cse®,
€

az

donc K?2(t) converge presque stirement vers 0, uniformément pour ¢ € [ag, ag).
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Etudions & présent la convergence en loi de %K 2(t). Comme t est fixé, on peut choisir € tel que € < t —ax.

On a (who
t u+te)At t

EKf(t):E 1 // dB, du—/ dB,
\/E \/E € a u az

Il vient, d’apres le théoreme de Fubini stochastique,

ha he [1 /t / /t
2Ry = 2|2 du|dB, — | dB,
\/E \/E _6 as asV(v—e) as

- (e

b

_ /<a2+ew V7% ) 4B,
\/E az €

Comme € < ¢t —az, on a (az + €) At = ag + € et ce terme ne dépend pas de t. Donc

isz(t) — hyGale),

avec

1 az—+e€ _
Gale) = =2 (“ 6“2 - 1) dB,. (6.14)

G2(€) est une variable aléatoire indépendante de F,,. Elle suit la loi gaussienne centrée et de variance

B((Gale))?) = 1/+ (- 1)2d5 -1

€ €

Etude de K(t). Comme dans le point précédent, on découpe la premiére intégrale en trois parties, puis

on fait le changement de variable s’ = s + e.

1 LL2/\(t—E) 1 as 1 a2
KlXt) = 7/ By icds + 7/ Bids — 7/ Byds — (B, — Ba,),
€ Ja; € asA\(t—e) € Ja;
1 (az+e)At ¢ + 1 a2
= 7/ Byds' + uBt - 7/ Bgds — (Baz - Ba1>7
€ a1+e € € a1

1 (az+e)At 1 ai+te ¢ +
- 7/ Byds — 7/ Buds — Bo, + By + 2221+ 5
€ Ja, € €

ai
On utilise la décomposition suivante :

WM—&-(l— (a2+6)/\t_a2) _ (a2+6)/\t—a2+<(a2—|—e—t)+).

€ €

€ €

Ce qui permet de faire entrer B,, dans la premiere intégrale et B,, dans la deuxieme intégrale. On obtient

alors

€

1 (as+e)At 1 ai+te _¢t +
Kl(t):f/ (BS—B,IQ)ds—f/ (Bs—Bal)dstW(Bt—B@).

2 € al

Par la propriété de Hélder de B,

1 (a2+e)/\t 1 a+e
f/ (Bs — Bg,)ds| < Cyseé®, '6/ (Bs — Bg, )ds| < Cseé®,

€ 1

as
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et
(ag —t =+ €)+

as —t +
&Cﬂtfaﬂ‘s.
€

|Bt - Ba2| <
Sit>as+e alors (ag —t+€)t =0.Sit <as+e¢, alors |ay — t| < ¢, et il vient

(ag—t+e)T
€

|B; — Ba,| < 2C5€°.

Donc K(t) converge presque stirement vers 0, uniformément pour ¢ €|as, as).

Etudions & présent la convergence en loi de %K L(t). On choisit € tel que t > ag + €.

L b 1 [oa2 (u+e)At as
LK) = 2L 7/ / dB, du—/ dB,
\/E \/E € aq u al
Le théoreme de Fubini stochastique donne alors
hl hl _1 az+e€ vAaz a2
—K!t) = —& 7/ / du dBUf/ dB,
Ve Ve | € Jau a1V(v—e) a1
h [ asz 1 v az+e€ 1 az
= = / f/ du—1 dBU+/ (/ du)dBU
\ﬁ |/ a1 € JaiVv(v—e) az € Ju—e

as _ _ (as+e)At _
o / v-—amV—e dB,,+/ a—vte) p
\/E al € as €

r raite _ az+e€ _
_ ﬁ/ VoM dBv—/ 2% 1) aB,|,
\/E LJS ay € az €

= hiGi(e) — hiGa(e),

)

)

)

avec Go(e) défini par (6.14) et

Gi(e) = \% /:1+6 (“ _6“1 - 1) dB,. (6.15)

Comme précédemment, G1(€) est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance %, indépendante
de F,, et de Ga(e).
Etude de K?(t). Dans ce terme, ¢ n’intervient plus. Comme pour les deux termes précédents, on découpe

I'intégrale en deux parties et on fait le changement de variable s’ = s + €.

1 [o
Kg(t) = */ (Bste — Bs)ds — B,
0

€

1 a+e 1 ay
f/ Byds' — 7/ Byds — B,,,
€ Je €Jo

1 a+e 1 €
- / B.ds — — / B.ds — B,,,
€ a1 € Jo

1 a1+e€ 1 €
f/ (Bs — Bg,)ds — 7/ Bsds.
0

€ Jay €

Par la propriété de Holder de B,

1 a1+e
f/ (Bs — Bg, )ds

€ Ja,

< 05667

1 €
< Csé’, ’/ Bgds
€ Jo

donc K? converge presque stirement vers 0.
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On étudie la convergence en loi de

ho

oo 52 [ ([ - [ an]

Le théoreme de Fubini stochastique donne

ho

oo = B[ w)an [
/ ( /(“ dM)dBﬁ [ ) am

- B[ (e [ (2]
A
(€)

CL1+€ _
ho f—ldB —/ (” “1—1)d3v],
a €

/e
= hoGo h0G1( )s

avec G1(€) définie par (6.15) et
1 (/v
= — - —1)dB,.
Go(e) \/g/o (1) aB.

Go(e) est une variable aléatoire gaussienne centrée, de variance £. Elle est indépendante de G2(e), G1(e)
et de Fy.

Limite de K.(t) et de A.(t). Finalement, K (t) converge presque siirement vers 0, uniformément pour
t e [GQ, a3].

Concernant la convergence en loi a t fixé, pour e assez petit,
Ae(t) = hoao(e) + (hl — ho)Gl(E) + (hQ — h1)G2(€)7

avec Go(e), G1(€), Ga(e, t) des variables aléatoires indépendantes, de loi gaussienne centrée de variance %7
G, étant indépendante de F,.

ho, h1, ha, Go(€), G1(€) sont F,,-mesurables. G2(¢€) est indépendant de F,, et converge en loi vers une loi
N0, 1).

Etablissons la convergence en loi de G(¢€) conditionnellement & F, pour a > a;. On décompose F, en
Fay V ~7:a1 a] Dans G1(¢), on fait le changement de variable s = v — a; et on pose By = Bsiq, — Ba,-

(Bs,0 < s < a— ajp) est un mouvement brownien standard indépendant de F,,. On a alors

o= () -

Comme G (€) est indépendant de F,, il suffit de montrer que, conditionnellement & o(B;,0 < s < a—ay),

G1(€) converge en loi vers une variable aléatoire de loi indépendante.

On pose Gy = 0(Bs,0< s <a—ay) et Go = 0(Bs — Be,e <5 <a—ay). Alors, G (¢) est indépendant de
G. et G converge vers go.

Soit A € Gy. Pour évaluer la limite de 0.(u) = E [exp(iuG1 (€))L 4], on le décompose :

Oc(u) = Oc (u) + (0e(u) — Oz (w),
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avec
0 (u) = E [exp(iuG(€)) E(LalGe)] -

Le terme principal est 0! (u) car 0 (u)—60!(u) converge vers 0. En effet, exp(iuG1(¢)) est borné et E(14|G,)

converge vers E(14]|Gy) = 14.

Pour étudier ! (u), on utilise que G (¢) est indépendant de G..

0 (u) = E [exp(iuG1(e))] E [E(14]|G.)]

€

Ainsi,
2
u“ 1
lim 0} (u) = —— | E[l4].
lim 6 (u) exp( 5 3) [L4]
Par conséquent, conditionnellement & F,, G1(¢) converge en loi vers G; indépendante de F,, pour tout

a>ai.

De méme, conditionnellement & F,, Go(€) converge en loi vers G indépendante de F, pour tout a > a;.
En particulier, conditionnellement & F,,, Go(€) et G1(€) convergent en loi vers Gy et G indépendantes de

Fa,- On se ramene donc & la convergence de hoGo(€)+ (h; —ho)G1(€), indépendamment de (ho—hq)Ga(e).

ho, h1,Go(€) sont Fo,-mesurables. G1(e) est indépendant de F,, et converge en loi vers une loi (0, 3).
Par un raisonnement similaire, conditionnellement & F,,, Go(€) converge en loi vers Gy indépendante de

Fai-

Ainsi, A (t) converge en loi vers hgGo + (h1 — ho)G1 + (ha — h1)Ga, avec Gy, G1, Go variables aléatoires

gaussiennes indépendantes, centrées et de variance [ ]

g.

6.4 Convergence dans L? vers ’intégrale stochastique si H est a
variation finie

Dans cette section, (H)¢>o est un processus adapté continu, a variation bornée. On suppose de plus que

Hy = 0 et que H est Holderien d’ordre o > %, c’est-a-dire qu'il existe une variable aléatoire K € L?(Q)

telle que
Va,y >0, |Hy — Hy| < K|z —y|*.

Alors, d’apres le Théoreme 5.1.1, %fot H(Bs+eont — Bs)ds converge presque strement vers fot H,dBs,

uniformément en ¢t dans un compact.

On étudie ensuite la convergence en loi de :

1 1 t t
At = L /O Ho(Blsyone — By)ds — /0 HsdB&} .
Proposition 6.4.1 A(t) converge vers 0 dans L?(Q) uniformément pour t € [0,T], quand ¢ — 0.

Preuve. On commence par écrire A¢(t) sous la forme d’une intégrale stochastique en utilisant le Théoreme

de Fubini stochastique.

1 1 [t (s+e)At t
Aty = —= |- / H, / dB, | ds — / H,dB,
Ve le o s 0
1 t 1 u t
= — / 7/ Hgds dBu—/ H.dB;
Ve l 0 (5 (u—e)t ) 0
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Comme Hy = 0, on prolonge H par H, = 0 si < 0. Ainsi, f(i—eﬁ Hyds = [ Hds et

At) = /Ot (Ejﬁ ui(H - Hu)ds) dB,.

Par conséquent,

T u 2
E( sup |A(0) <4/ E(l (Hs—Hu)ds) du.
t€[0,T7] 0 G\ﬁ u—e

H étant a variation bornée, H, — Hy, = fbu dH, au sens de l'intégrale de Stieljes et on peut appliquer le

théoreme de Fubini.

1 u 1 u u
— H, — H,)d — — [ dH, ) ds,
el = (- [ a)e
1 u T
= — — | ds)dH,,
6'\/E ue( /’IV,L*E S)

Y u—e—r
_ YT,
/u_e Ve

Comme |u — € — r| < €, on obtient la majoration suivante :

1 v “ dH, H,—-H,_.
| e < |f < |
6'\/E u—e uU—e \/E \/E
Puis, par la propriété de Holder de H,
L (Hs — Hy)ds| < Ke*™3
Ve Sy T B S R
Ainsi,
T
E| sup |A())? ] < 4/ B(K*)e* du < ATE(K?)e* 1,
te[0,T] 0
Comme 2a — 1 > 0, A.(t) tend vers 0 dans L?(Q), uniformément sur [0, 7. [ |

6.5 Convergence en loi vers l’intégrale stochastique si H est

I’intégrale stochastique d’un processus Holderien

6.5.1 Enoncé du Théoréeme

On considere A un processus adapté continu uniformément borné. On note M une borne de A. On suppose
de plus que A vérifie une propriété de Holder : il existe v > 0 et K € L?(Q) tels que |A, — As| < K|u—s|7.

On pose H; = fot A,dB,. H est une martingale continue et on étudie

1 1 t t
Ae(t) = % |:6/O HS(B(S-i-e)/\t — Bs)ds 7/0 Hgng:| .

Théoréme 6.5.1 A(t) converge en loi a t fixé vers f% fot A dW,, quand € — 0, avec W mouvement

brownien standard indépendant de B.
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Preuve. On commence par montrer que A.(t) est une martingale grace au théoreme de Fubini stochas-

1 1 t (S-‘rﬁ)/\t t
At = 7/ H, / dB, ds—/ H,dB,
€1€Jo s 0

Comme E((H,)?) = E(fy A2du) < M?s, on a bien fot (fg(SJre)At E((HS)Q)du) ds < oco. On peut donc

appliquer le théoreme de Fubini stochastique :
t u
1 |1
= — |- H,ds — H
/() \ﬁ [E /(\ue)Jr ’ “

1 1 t u t
At) = — |- / / H,ds | dB, — | H.dB,
\/g € Jo (u—e€)t+ 0

Pour écrire le termes entre crochets comme une seule intégrale, on décompose H,, sous la forme

tique.

dB,.

_ _ Tt _ 2\t
H, - u—(u—e) H 4 (e —u)
€ €

H,.

Ce qui donne :
Ad(t) = Ac(t) + RL(D),

avec

Adt) = /Oﬁe(u)dBu,
1 u

Hw) = (u_€)+(HS—Hu)ds,
e — )t
R\(t) = —/0 (GEV?HudBu.

Le terme principal est A(t), car RL(t) converge vers 0 dans L2(€2), uniformément pour ¢ > 0. En effet,

/oe (Ee;gHuf du} <4 /O ‘ ;su)QE[(Huﬂdw

On majore € — u par € et E[(H,)?] = [, E[(Ar)?]dr par M?u. 11 vient

par 'inégalité de Doob, on a

Elsup(R¢ (t))’] < AE

t>0

€ 2
Elsup(RL(1))?] < 4M2/ L <aM?Edu < 2M%.
>0 0o € 2¢

On étudie ensuite Ee, en employant la méme méthode que pour ’étude de W,. La Section 6.5.2 regroupe
les calculs préliminaires, puis on montre que ﬁe(t) convergence en loi & t fixé vers % fg A,.dW, par la

méthode des moments (c.f la Section 6.5.3). |

Remarque. Le critére de Kolmogorov (Lemme 6.5.2 ci-dessous) donne la tension de la famille (A.)o,

mais on n’a pas réussi & montrer la convergence en loi finie-dimensionnelle.

Lemme 6.5.2 Il eziste une constante K telle que

~ ~ 4 ~
VO<s<te>0, E “Ae(t) - Ae(s)‘ ] < K|t — s
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Preuve. Pourt>s >0, on a

Par I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy :

5|0 - A |
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|
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6.5.2 Préliminaires

Cette section regroupe une série de lemmes concernant les propriétés de A. (t) et H. (u), qui serviront

dans les sections suivantes.

Lemme 6.5.3
~ 1 u

Ho(u) = —
W=z

~ 1 u
< Ho> ()= / A2(r — (u— ) *)2dr < M.
(

3
€ u—e)t

Ar(r = (u—)*)dB,,

De plus, on peut magjorer ses moments de tout ordre : Yk € N, il existe une constante my, telle que

~ k
VE>0,¥e >0, E [’He(t)‘ } < my.

Preuve. On remplace H; — H,, par — f: A.dB,.. Comme A est uniformément borné, on peut appliquer

le théoreme de Fubini stochastique :

- 1 u T 1 u
H(u) = —= / ds | A,dB, = — An(r — (u—e€)")dB,.
eVe (u—e)t ( (u—e)* ) Ve (u—e)t ( )

On en déduit directement la variation quadratique de flg :

u

~ 1
< H > (u) = 63/( . A2(r — (u—e)P)2dr.

En majorant A, par M et (r — (u — €)T)2 par €2, on obtient la majoration de < H, > (u) par M?2.
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Pour la majoration des moments, par I'inégalité de Burkhdlder-Davis-Gundy,

E[(zi(u))'“} < oF (1 /( )+A3<r<ue>+>2dr> ,

u—e

(Ve

E
2

< B %/ MPEdr ||,
< Ju-gr

< CkMk.

On étudie la convergence du moment d’ordre 2 de A.(¢).

~ 2
Lemme 6.5.4 lim. o F [(Ae(t))ﬂ =F [(\}g fot Auqu) ] De plus, la convergence est uniforme en
t>0.

Preuve. On calcule 'espérance :

D’apres le Lemme 6.5.3,

E[(A.1)?] = /Ot 53 /(:E)+ E[A2)(r — (u — €)*)?drdu.

Par le théoreme de Fubini, on obtient finalement

EB[(A1)?] = / 53 /,.(%At(r — (u =€) )*duE[A}]dr.

(G5 [/ wame) | = [ Pl

(S5 [ s | = [z |5 [ 0 e

E(A2) est majoré par M2. On étudie le terme entre crochet en distinguant trois cas :

~ Sir € 0,¢, comme u € [r,r+¢], (r— (u—e€)T)? <€, il vient

1 (r+e)/\t 1
E—S/T (r—(u—e)™)du— 3

D’autre part, on a

E

Ainsi,

B|@.0)7] - E

o (r+e)At—r

~

+1<2
3\

)
€

car (r+e)At—r <e.
— Sir€le (t —€)T[, alors

1 (r4+e)At 1 1 r+e 1 3 1
—3/ (r—(u—e)+)2du—§:—3/ (r—u—l—e)Qdu—f:e——f:O.
e /. e /.

— Sirel(t—et,t],alors (r+¢) At =t Comme (r— (u—e€)")% < €2, il vient

1 (r+e)At 1
6—3/T (r— (u—€e)")*du — 3
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Par conséquent,

- 1 t 2 € t
E|(A(t)?] - 7/ Auqu> < /2M2d +/ 2M2dr,
(Eaw?] - |( | ] o [ s
< 2MP(e+t—(t—e)t),
< 4MZe.

~ 2
Donc E [(Ae(t))ﬂ converge vers F {(\}g fot Auqu) }, uniformément pour ¢ > 0.

Lemme 6.5.5 Pour tout entier k > 2, il existe une constante C(k) telle que

(VB

~ k
vt >0, EUAE(t)‘ } < O(k)t5.

Preuve. (ﬁe(t))@o est une martingale, donc on peut appliquer I'inégalité de Burkhélder-Davis-Gundy :

EU&@)H < c(k)E[<EE >f]

(/Ot (ﬁg(u))Qdu)g] .

< c(k)E

k
2

Pour majorer (fg H? (u)du) , on utilise que :

(/Ot ﬁf(u)du)g < tgl/ot(ﬁe(u))kdu.
E U&(t)ﬂ < c(W)tEE Uot (ﬁe(u))k du} .

En utilisant la majoration du Lemme 6.5.3, il vient finalement :

Par conséquent,

E U&(t)ﬂ < clk)ympyt 5.

Lemme 6.5.6 Pour toutt > 0,
~ ~ 2
E {(Ae(t) CA((t— e)+)) ] < M2e.
Preuve. Comme A (t) — A ((t — ¢) f(t 6)+ u)dB,, on a :
~ ~ 2 t ~ 2
B (30 - Be- ) } - / P [(He(w) J .
(t ks
= E[A%)(r — (u—e)")%dr | du,
t e)t (u e)t
! 1
< / 73 M?e%dr | du,
(t—e)* (u ot
< M2t —(t—
< MPZe.
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6.5.3 Méthode des moments

On commence par étudier la convergence des moments de ﬁg(t).

i e (8.0) ] =2 (G5 [ ) ]

pour tout k € N, la convergence étant uniforme sur les compacts en t.

Proposition 6.5.7

Preuve. Par récurrence sur n > 1, on montre que

i [(810)"] = | ([ 2w
g [ (o) = (G [ v )

uniformément en ¢ € [0, 7).

et

~ 2 2
Pour n = 1, le Lemme 6.5.4 donne lim._.o F (Ag(t)) =F [(\}g fot A,_dW,) ] Le moment d’ordre 1
étant nul, on a bien £ [ﬁe(t)} =F [i fot ArdWT]

Supposons qu’on a le résultat au rang n > 1, c’est-a-dire la convergence des moments d’ordre 2n et 2n—1.
On veut montrer la convergence des moments d’ordre 2n + 2 et 2n 4 1. Les deux cas se traitant de la
méme maniére, on fait la preuve pour k € N, avec k = 2n (resp. 2n — 1), et on montre la convergence du
moment d’ordre k +2 = 2n + 2 (resp. 2n + 1).

1. La formule d’It6 appliquée a A fo u)dB,, conduit a :

(A0) " =tk +2) /0 (&(w)’““fnw)wﬁ%f” /0 (Ew)" (Fw)’ du

En prenant I'espérance, le premier terme disparait et il reste

B[ (B) ™) = D (5[ (B (7o) ]

De méme, la formule d’It6 appliquée a % fot A,.dW, donne :

(J5 [ )| = SBED gl (O [ 2

e =£|(Bm) " - (;3 /0 ' ArdWr>k+2] 7

t

En posant

il vient alors

gg(t)z (k—"_2)2(k+1)/0 E

(80)" (7 = (g [ ) 2]
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On remplace (ﬁ&u))k par [(ﬁJu))k - (AE((u — 6)+)> k] + (&J(u - e)+))k. On obtient
e = D [ (& ) - Butta= 0"} (Fw) ] o

0
(ze((u - 6)+))IC (fle(u)>2 - (\}g /Ou A,'dW,)]C A??] du

k+2)(k+1) [*
NUELCD Y
0
Dans le deuxieme terme, comme A.((u — €)*) est une variable aléatoire F(u—c)+-mesurable, on a

2

B (Battw-0)" (f0) | = £ | (Bt 9) " B ((FwFomo-) |

E((f[e(u))Q\f(u_s)Jr) - E(

= FE % A2(r — (u —€)")2dr|F, )),
€ Ju—et
= F (< ﬁe > (u) f(U_E)Jr)

Par conséquent,

II vient alors
E(t) = wﬂ /OtE {{(KE(U))’“ - A=)} (ﬁ‘(“))z] -
t ~ - u k A2
+(’f+2)(’”~+1)/0 B (Ae((u—e)"'))k < H.> (u) - (\}3/0 ArdWT) 3] du

2
Finalement, on décompose &,(t) sous la forme :

(k+2)(k+1)

E(t) = SR ) + €00+ £10),
g0 - [ 5(3w) - (&((u— 09)"| (ftw) | au
HOBE /t {(A ( /AdW)}<H> )]du,
HORE (13/AdW) {3—<H >()}]du.

On montre que &(t) (resp. €2(t), £3(t)) converge vers 0 dans le point 2 (resp. le point 3, le point 4.),
uniformément pour t € [0, 7). Ainsi, £ (t) converge vers 0, uniformément pour ¢ € [0,7T]. Ce qui conclut

la récurrence.
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2. On commence par montrer que 561 (t) converge vers 0, uniformément en t sur les compacts, quand

€ — 0. On utilise 'identité suivante :
k—1
a* — b =(a—b) Z R
i=0

Pour a = A (u),b = A((u — €)1), elle donne

k=1 4
eol< X / Sile.u)du, (6.16)

avec pour ¢ =0,...,k—1:
~ ~ ~ 2 - .~ .
Sile,u) = E Um(u) = A= )| (Hew) Aw)' Aol o)1)
On majore chacun des termes de la somme grace a I'inégalité suivante :

| E(abed)| < [E(a?)]2[E(bN)]3 [B(c)]3 [B(d®)]5.

On obtient alors

el s [E<&<u>—&<<u—e>+>>2f[E<ffe<u>)8]i

ool

H ~ .
X [E(Ae(u))&} 8 [E(AE((u . 6)+))8k—8—81}
D’apres les résultats des Lemmes 6.5.3, 6.5.5 et 6.5.6, on a
11 1 1
|Sk(€, u)| < [MQE] 2 méll [C(Si)tzlz] 8 [0(8]{3 _8_ 8Z~)t4k7474z} 8 ’
< {loEicsk—s—sitmifive

Donc, pour t € [0, 7],
< CiuT™ % /e,

t
/ Si(e,u)du
0

On en déduit que fot Si (€, u)du converge vers 0 quand € — 0, uniformément pour ¢ € [0, T]. Donc, d’apres

(6.16), £L(t) converge vers 0 uniformément pour t € [0, T).

3. On étudie ensuite £2(t). Comme < H. > (u) est borné par M2, on a pour tout ¢ € [0,7] :

(Aw-ah)" - (jg I Ardwrf

~ k k
Par hypothese de récurrence, F [(AE((U . e)*)) } converge vers E {(1 Iy ArdWr) }, uniformément

T
€2(1)] < M? / E du.
0

V3
pour u € [0,T]. Donc |€2(t)| converge vers 0, uniformément pour ¢ € [0, 7.

4. Enfin, on étudie £3(t). Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient

one /o[ (o5 £ vaw) e [ (% < ) o
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Par 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, la premiere espérance est majorée :

w 2k u k 2 2
i/ AdW, ) | < erE 1/ AZdr) | < M e o M
V3 Jo 3 Jo 3 3

On étudie ensuite la deuxieme espérance en calculant :

E

A2 ~ AZ 1 5 2
3 < H, > (u) = 3 3 ot AZ(r — (u—e€)™)dr.

r—(u—e)t

Le changement de variable s = donne alors

uNe

A2 ~ A2 ¢
—“—<H.>(wu) = —* —/ A2 o+57ds,
3 3 0 +(u—e)*

A2 1 1
= ?u — / A§S+(u—e)+82d8 + ]I{u<s} / A§s+(u_e)+82d8-
0 u

Dans le troisieme terme, on majore A par M et s par 1.

€E—U 9 2
M* < ]I{u<€}M .

1
2 2
H{u<€}A A€S+(U_E)+S ds < ]I{u<€}

€

. 1
Pour les deux premiers termes, comme fo s2ds = %, on a

A2 1 1
?u — / Agsf(ufé)+s2ds = / (Ai — A§S+(u76)+> SQdS.
0 0

Or, par la propriété de Holder de A,

A7 - A§s+(u*5)+| = [(Au+ Ao u—e)t) (A = Aot u—eyt )|,
2M Ay — Ao (u—e)+ 1

2MK|u —es — (u—e)t|7,

2M K |2€|”,

27 M K€,

INCINCIN N

Finalement, en reportant dans £3(t), il vient pour ¢ € [0, 7T].

Mz 7
|§§(t)| < W/ I[{u<e}M2 + 27 M KeVdu.
0

Donc £2(t) converge vers 0, uniformément pour ¢ € [0, 7. [ |

Proposition 6.5.8 Pour tout t fizé, ﬁe(t) converge en loi vers % fot A dW,.

Preuve. Soit ¢ > 0 fixé. On utilise la méthode des moments. Le Lemme 6.5.7 donne la convergence des

moments de Ee(t) vers ceux de % fg AdW,. 1l reste a étudier la limite de

& [( Ji avam) |y
2k ’
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quand k — oo. Par récurrence, on montre que
1 2 M\ | 2k
— [ AdW, <(—=) ¢ :
(\/3 /0 ) 1 <ﬁ ) k! 2%

2 t 2 2
1 M M 2!
Mo(t) = E/Afdr]<t<> :t<> S
=) =) ) ~'\E) m
D’apres la formule de récurrence établie dans la preuve du Lemme 6.5.7, pour k > 1,
ot 2k+2
— ArdWT) ,
CIREON
t u 2k 2
B (2k+2)(2k+1)/ > (1/ ArdWT> AL du,
2 0 V3 Jo 3
2 t u 2k
M (2k+2)(2k+1)/ . (13/ ArdWT> ]du’
0 0

<M >2 (2k + 2)(2k + 1) /Ot Mi(w)d.

Mk(t) =F

Pour k=1, 0n a

Mk+1(t) = E

N

N

3 2
V3 2

Ainsi, par récurrence,

N

M
V3

M\ 2k +2)1 [ kg
(ﬁ) 2k /o“ v
M\ T2 (2% + 2)1 th+1
(%) T R

N

N

ce qui termine la récurrence.

Par conséquent,

G oretn)" P ety

2k S V3 2%

D’apres le calcul fait dans la preuve de la Proposition 6.1.7,

( Z;k!k)i
li k!2 —0.
a0

Donc par la méthode des moments, Ee(t) converge en loi vers % fg A,.dW,. [ |

6.6 Convergence en loi vers 'intégrale stochastique si H = f(B)

Dans cette section, f est une fonction de classe C3, & dérivées bornées et telle que f(0) = 0. On considere

H; = f(Bt). Remarquons que H est un processus localement holderien. En effet

|Hy — Hy| = |f(B:) — f(Bu)| < ¢|By — B,
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avec ¢ une borne de f’. Par le Lemme 1.3.2, pour ¢ €]0, [, on obtient
|H, — Hy| < cCslt —ul®.

Le Théoreme 5.1.1 donne alors la convergence presque sire de & fo Bsic— Bs)ds vers fg f(Bs)dBs,

uniformément en ¢ dans un compact, le résultat étant aussi valable en remplagant By par Bispone-

= [ [ B0 - s [ sman].

Proposition 6.6.1 A(t) converge en loi a t fixé vers —% fot f(By)dW,, quand ¢ — 0.

On étudie ensuite

Preuve de la Proposition 6.6.1. L’idée de cette preuve est de se ramener a la convergence étudiée a

la Section 6.2 en employant la formule d’It6 et la formule de Taylor.

On note F la primitive de f nulle en 0. Alors, F est de classe C* et par la formule d’'Ito :

PB) = [ #Byis g [ 1B (6.17)

On retrouve ainsi le deuxieme terme de A.(t).

Pour faire apparaitre le premier terme de A(¢), on applique la formule de Taylor a F :
1 1
F(B(steynt)—F(Bs) = f(BS)(B(s+6)/\t_BS)+§f/(BS)(B(s+e)/\t_BS)2+éf”(Bs)(B(s+e)/\t_Bs)3+R(3, €),

. - Bloyoynt—Bol* .
ol le reste vérifie |R(s,€)| < M%, avec M une borne de f()

Intégrer cette égalité de 0 & ¢ donne le premier terme de A(t) :

I I I
7/ f(BS)(B(SJrE)/\t - BS)dS - 7/ F(B(S+6)/\t)d8 - z/ S - 77\/ f B(5+6)/\t B )2d8
0 0

€
_7/ f” B(9+e)/\t s)gds_ E/ R(s,e)ds
0

Dans %fot F(B(s1e)at)ds, couper l'intégrale en deux donne :

1 [t 1 (t—e)t 1 [t
Z / F(B(s+e)/\t)d8 = — / F(BS+6)dS + E / }?(Bt)ds7
0 0 (

€ t—e)t

- 1/6 FBdv+ DERB), w=ste).

€
Il vient alors :

1 [t tAe 1 [N
! / F(B)Bisson — Bdds = “DEr(By) / ds — 5 / /(B (Biasone — Bo)ds
0 0

€ €
_7/ ~ (B w)(B(stent — S)Sds— E/ R(u,€)ds. (6.18)
0

En reportant (6.17) et (6.18) dans A.(¢), on obtient la décomposition suivante :

Ac(t) = Af(t) + AZ(t) + AX(E) + AL(H) + A(t) + AL(1), (6.19)

130



avec

Al = G / (6.20)
ANt = 2\/[ /f(B )(Bsteynt —Bs)zds—/otf’(Bu)duy (6.21)

A?(t) = €\/* / f/, u s+e - Bs)3ds7 (622)
At) = 7 - *f”( I(Be = By)® = (Bsye — Bs)’Jds, (6.23)
O — t R(u, €)ds, (6.24)

!
AS(t) = (“ ‘_ 1) F(B). (6.25)

€

On montre que les termes AL(t), A3(t), A%(t), A3(t), AS(t) convergent presque stirement vers 0 et que la

limite en loi de A.(t) est donnée par A2(t). Pour faire cette étude, on fixe § €]3 Alors, par la propriété

5 3l
de Holder du mouvement brownien, il existe K € L%(Q2) tel que Vu,v € [0,], |B, — By| < K|u — v|°.

Etude de A%(t). On peut appliquer A ce terme la Proposition 6.2.2 de la Section 6.2. Ainsi, A2(t)

converge en loi vers —+ 2 fo

Etude de AL(t). La formule de Taylor appliquée & F & l'ordre 1 donne
C ’
F(B,) — F(0) = f(0)(Bs — 0) +r(s,e), avec |r(s,€)] < 7f|BS — 0.

Comme F(0) = f(0) =0 et e At <€, on a directement la majoration suivante

1 €
Alt < 7/ ’ da
|4 (@)l /e [, Ir(selds

Cy ‘ 2

< Bg|*ds,
2eﬁ/0 |Bs["ds
Cy ‘ 2 .28

< K=s%ds,
2eﬁ/0 5o

Kch/ £20+1

26+ 1 e/e

<

Comme § > % > %, ona2d+1> % et ainsi Al(t) converge presque stirement vers 0, uniformément pour
t>0.

Etude de A3(t) :

3 // s+e_Bs ’

D’apres le Théoreme 2.1 de [10], si B est un mouvement brownien fractionnaire d’index H, g une

fonction vérifiant |g(z) — g(y)| < L|z — y|*(1 + 2% + y?)® et Y un processus continu, alors

) t Bge _ BsH t
lim [ Yig| 55— |ds= E[g(N)]/ Yids,
0 0

e—0 €
presque surement, uniformément sur les compacts, ou IV est une variable aléatoire gaussienne standard.

Si on prend H = %, Ys = f"(By), et g(x) = 23, on peut appliquer ce théoréme. Comme E[N?3] =0, on a

la convergence presque sfire de A2(¢) vers 0, uniformément pour ¢ € [0, 7.
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Etude de AX(t). Si on note 7 un majorant de f”, il vient la majoration suivante :
5 t

ALt gﬂ
Aol gz [

[1B: = Bs|* + | Bsyc — Bs|*)ds.

La propriété de Holder du mouvement brownien donne alors :

mK3 [t

66\/E t—e

EHGIES (1t = 5% + le[*)ds.

Comme t — s <€ 0n a
3 30+1
3 /e

4> % > %, donc 35 + 1 > % et ainsi A%(t) converge presque stirement vers 0, uniformément pour ¢ > 0..

EHOIES

" 5 . . . — 4
Etude de A(t). La majoration |R(u,€)| < MW dans la formule de Taylor donne

M "
A(t)] € —— B(steyn: — Bs| ds.
A1) 24%/0 (st — Boltds
Puis, par la propriété de Holder du mouvement brownien, il vient

MK4 t
A< —= At — s[*ds.
4201 < Gz [ N+ nt sl

Comme (s +€) At — s < €, on a finalement

ME"t "
24 ey/e

4> %, donc 44 > % et ainsi A°(t) converge presque siirement vers 0, uniformément pour ¢ € [0, T]..

EHOIES

Etude de A%(t).
t—e

€

A5(t) = (t e 1) F(B)) = Loy =S F(BY).

€
En majorant ¢ — e par € et |F(x)| par m|x|, ol m est une borne de F’ = f, il vient :
AL(t) < Lypcqym|Byl.
La propriété de Holder du mouvement brownien donne alors

Ag(t) < ]I{t<€}m(75t5 < m05€6.

Donc Af(t) converge presque sirement vers 0, uniformément pour ¢ > 0. |

6.7 Remarque sur A, AEQ) et W,

1. Le processus W, mis en valeur dans la section 6.1 joue en réalité un réle fondamental dans la convergence
en loi de A.. En effet, si H est continu, I’étude de A.(¢) se ramene souvent & celle d'un processus de la

forme fot ﬁudWe(u), ot H dépend de H (voir les points suivants pour des exemples).

Or, W, est une famille de martingale continue qui converge en loi vers %W, W étant un mouvement

brownien standard. Donc d’apres la Proposition 3.2 de [13], W, vérifie la condition d’uniforme tension.
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Si on considere A processus cadlag et F-prévisible tel que (A, W) converge en loi vers (A, W), alors par
le Théoreme 5.1 de [13], (fo AydWe(u),t > 0) converge en loi vers (% fot AydW,,t >0

Cependant, ce résultat nécessite une hypothese forte : la convergence jointe de (A, W), que nous n’avons
pas réussi a montrer dans nos exemples. C’est pourquoi nous avons a chaque fois montré “a la main”
la convergence en loi de A.. Cette méthode a toutefois une limite, puisque nous n’avons obtenu que la

convergence en loi a t fixé.

2. Soit H un processus adapté vérifiant une propriété de Holder. On présente brievement un moyen

transformer AL (t) en une intégrale stochastique en dW,. Par la décomposition (6.6),

s+e
@) (¢ _ B
Ag e\f/ (/ H (B, Bs)dBu>d + R.(t),

ol R(t) est la notation générique pour un terme de reste qui converge vers 0. Le Théoréme de Fubini

stochastique donne :

Adt)D = Ei\/g /Ot </(“ : H,(B, — Bs)ds> dBy + R(t).

En écrivant H, = H,, + (Hs — H,,), il vient finalement

AP(t) =2 / t H,dW,(u) + R(t).
0

3. Soit A un processus adapté continu uniformément borné et H; = fg AydB,. On veut exprimer A(t)

comme une intégrale en dW,. Le Théoréeme de Fubini stochastique donne

Adt) /t ! 1/u Hods — H
€ = — | = sAS — Iy,
0 \E € (u—e)*t

—(u—e)T _.\t
Puis, par la décomposition de H,, en & ("6 S, + E“) H,,ona

A(t) = /Ot (1 T Hu)ds> dB, + R.(1).

dB,.

6\/E (u—e)*

En écrivant Hy — H,, = —A, (B, — Bs) — f“(AT — A,)dB, et en appliquant le Théoreme de Fubini

S

stochastique, il vient

/u (Hs — Hy,)ds = —Ay ' (By — Bs)ds — /u (r—(u—e)") (A, — Ay)dB,.
(

u—e)t (u—e)t (u—e)t

Reporter dans A.(t) donne finalement

Adt) = — /Ot AwdW.(u) + R.(b).

4. Soit (h(t))¢>0 un processus étagé qu’on suppose nul a l'origine et Hy = fo s)dBs. On note (a;);en une
suite strictement croissante avec ag = 0, a,, — 00, (h;);en des variables aléatoires, h; étant F,,-mesurable

et sup;ey ||hilloo < 00, tels que h(t) = Zz;o hillgecia,aim]}
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Montrons que A(t) peut s’écrire comme une intégrale en dW,. Par le Théoréme de Fubini, il vient

1 o
A(t) = — /f / H,ds—H, | dB,
© \ﬁlo€<(u—e)+ )

En regardant ce qui se passe sur chaque intervalle [a;, a;41], on obtient

1 41 1 u
— / - / H,s—-H, | dB,
\E a; € (u—e)*

Par conséquent,

= —hi [We(ai1) = We(a)] + Re.
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Approximation du temps local et intégration par régularisation
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Résumé :

Cette these s’inscrit dans la théorie de I'intégration par régularisation de Russo et Vallois. La premiere
partie est consacrée a l'approximation du temps local des semi-martingales continues. On montre que,
si X est une diffusion réversible, alors %fot (Tyex..y — Tgyex.y) (Xose — X;) ds converge vers L (X),
en probabilité uniformément sur les compacts, quand € — 0. De ce premier schéma, on tire deux autres
schémas d’approximation du temps local, I'un valable pour les semi-martingales continues, l'autre pour
le mouvement Brownien standard. Dans le cas du mouvement Brownien, une vitesse de convergence dans
L?(Q) et un résultat de convergence presque siire sont établis. La deuxiéme partie de la thése est consacrée
a l'intégrale ”forward” et a la variation quadratique généralisée, définies par des limites en probabilité de
famille d’intégrales. Dans le cas Holdérien, la convergence presque stre est établie. Enfin, on montre la

convergence au second ordre pour une série de processus particuliers.

Mots-clés : Temps local, intégration stochastique par régularisation, variation quadratique, vitesse de

convergence, théoreme de Fubini stochastique, convergence au second ordre.
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Abstract :

The setting of this work is the integration by regularization of Russo and Vallois. The first part studies
schemes of approximation of the local time of continuous semimartingales. It is proven that, if X is a
reversible diffusion, then 1 f(f (Tyex...y — Tgyex.y) (Xope — X,) ds converges to LY (X), in probability
uniformly on the compact sets, when ¢ — 0. From this first schema, two other schemas of approximation
for the local time are found. One converges in the semi-martingale case, the other in the Brownian case.
Moreover, in the Brownian case, we estimate the rate of convergence in L?(2) and a result of almost
sure convergence is proven. The second part study the forward integral and the generalized quadratic
variation, which have been defined by convergence of families of integrals, in probability uniformly on the
compacts sets. In the case of Holder processes, the almost sure convergence is proven. Finally, the second

order convergence is studied in many cases.

Keyword : local time, stochastic integration by regularization, quadratic variation, rate of convergence,

second order convergence, Fubini’s stochastic theorem.
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