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✹✳✻ ❉❡✉① ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❝❤❛î♥é ❞❡ q✉❛tr❡ tâ❝❤❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✹✳✼ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✻✳✶ Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384 ×
16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ●r❡❧♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✻✳✷ Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384 ×
16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✻✳✸ Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384 ×
16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✻✳✹ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ●r❡❧♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✻✳✺ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✻✳✻ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✼✳✶ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ●r❡❧♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✼✳✷ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✼✳✸ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✼✳✹ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s s✉r ●r❡❧♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✼✳✺ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✼✳✻ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s s✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✼✳✼ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ s✉r ●r❡❧♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✼✳✽ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✼✳✾ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ s✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✽✳✶ ❚r❛♥s❢❡rts t❤❡r♠✐q✉❡s s✐♠✉❧és✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✽✳✷ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rts t❤❡r♠✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

✽



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✹✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥s ♣♦✉r ❧❡ ❈❋● ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ tr♦✐s
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✺✳✸ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✉ ❝❧✉st❡r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✻✳✶ ●❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞û à ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧✲
❧è❧❡ ❡t ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦♣t✐♠❛❧✳ ✽✶

✼✳✶ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦✉t✐❧ ✐♦③♦♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
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▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✶✵



❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❧✬❛❝❝ès ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❢r♦♥t
❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✳

❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛❜❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡♠❛❝r♦✲♣✐♣❡❧✐♥✐♥❣✱
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦✉t✐❧ ♣❛rt ❞✉
❝♦♥st❛t q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✴é❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s♦♥t
❞és❛str❡✉s❡s ✿ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t é❝❧❛té❡s s✉r ❞✐sq✉❡ ❡t ❧❡✉r r❛♣❛tr✐❡♠❡♥t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❧♦♥❣ ❡t
❝♦ût❡✉①✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❞✐sq✉❡ ♣r♦♣♦sé ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❡♥ ❛❝❝é❞❛♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐❣✉ë✳

❙✐ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ♦✉t✐❧ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ❛❝❝é❞❡r ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é❝r✐t q✉❛♥❞ ② ❛❝❝é❞❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ str✐❝t ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛❝❝ès ❡t ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ r❡♠♣❧✐t ❝❡ rô❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés
✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐tér❛t✐✈❡s ✿ ✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡ ♣r♦✲❛❝t✐❢✱ é✈♦❧✉t✐♦♥ s❛♥s ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s✱
♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❛ été ✐♥t❡♥s✐✈❡♠❡♥t t❡sté❡ s✉r ✉♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t
❡①♣ér✐♠❡♥té❡ s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ●r✐❞✬✺✵✵✵✳

▼♦ts✲❝❧és✿ ❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐tér❛t✐❢s✱ ✈❡rr♦✉ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✴é❝r✐t✉r❡✱ é✈✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥✲
t❡r❜❧♦❝❛❣❡s

✶✶



✶✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❙✉r ❧❡s ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦❞❡r♥❡s✱ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ s✬❡①♣r✐♠❡ à t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ♠❛té✲
r✐❡❧s ✿ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♠✉❧t✐✲❝÷✉rs✱ ❝❛rt❡s ♠✉❧t✐✲♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❝❧✉st❡rs ♣✉✐s
❣r✐❧❧❡s✳ ❈❡s é❧é♠❡♥ts s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ❝♦♠♠✉♥ ❡t très ré♣❛♥❞✉✳ ❉✉ ❝ôté ❧♦❣✐❝✐❡❧✱
❧❡s s②stè♠❡s ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣✉✐s ❞❡ t❤r❡❛❞s✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s é❝r✐t❡s ♣♦✉r ❞❡s ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❞♦♥♥❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣✐ètr❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
s✉r ❝❡s ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❞é✜ st✐♠✉❧❛♥t✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝r❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✈♦✐s✐♥s à ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥✈❡rs❡r ❧❡ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❛r❛❧❧è❧❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♥❡ s✬✐♠♣❛❝t❡♥t ♣❛s ❡♥tr❡ ❡✉①✳
▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ ♦♥❞❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ tr❛✈❡rs❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡✉r ♥♦♠ à ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥✳
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ♦ù ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t
❞✬♦♥❞❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳

❉❛♥s ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ❞❡ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❡t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❡st ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ✜♥s✱ ✐❧
❢❛✉t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❣r♦ss✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡
❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ♣❛r ✉♥ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❢♦rt✱ ❞♦♥t ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✱ s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥❡①❛❝ts✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡
q✉❡ ♣r♦♣♦s❡♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t ✐♥❛❞❛♣tés
♦✉ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ❡✛♦rt ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r t♦✉t❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡✳

Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡

▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡
♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ■❣♥♦r❡r ❝❡ ❢❛❝t❡✉r ❡t ❡♥ ❞é❧é❣✉❡r
❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞és❛str❡✉① ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❡✛♦rt ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ❛✐❡♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s ❡t s♦✐❡♥t
très s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ❡✛♦rts ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à sé♣❛r❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡

✶✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ q✉✐ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s é♥♦♥❝és ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✉♥ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♦♣t✐♠✐sé ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ❛❝❝ès r❛♣✐❞❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❛❞❛♣té ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t r❡st❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ sé♣❛r❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✱ ♥❡
❧❛✐ss❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✱
q✉✐ s♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♣rés❡♥té❡✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷
rés✉♠❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❧✐és ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ ✭✐✳❡✳ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ q✉❛♥t✐té
❞❡ ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t
s❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❡t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹
❡st ❝❡♥tré s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❬✶✸❀ ✶✶❀ ✶✷❪✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ▲❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ t❡st ✉t✐❧✐sé❡
❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♣✉✐s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❛❝q✉✐s
t❤é♦r✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✻ ❡t ✼✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ❡①♣♦s❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ♣♦✉r ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ❛♣♣♦rts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
ré❡❧❧❡s✳

✶✹



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡

✶✺





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ▼♦❞è❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✶✾

✶✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✶✳✶ ❊①é❝✉t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✶✳✷ ❊①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✷ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▼♦❞è❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ t✐r❡♥t ❧❡✉r ♥♦♠ ❞❡ ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ♠❛✐s
à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s séq✉❡♥t✐❡❧s ❞♦♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝r❡t s♦✐❡♥t ❧♦❝❛✉① ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✸✻❪✳

❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✛❡❝t✉❡♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝r❡t✱ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ✈♦✐s✐♥s à ❞✐st❛♥❝❡
✜♥✐❡ ❡t ❝♦♥♥✉❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts
✈♦✐s✐♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à s♦♥ ❝❛❧❝✉❧✳

❉❡ t❡❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s séq✉❡♥t✐❡❧s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❣é♥érés ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s
♣♦✉r r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①tr❛✐t ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r q✉❛tr❡ ✈♦✐s✐♥s✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❡♥

(

i

j

)

❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡♥

(

i− 1
j

)

✱

(

i + 1
j

)

✱
(

i

j − 1

)

❡t

(

i

j + 1

)

✳

i
j

i − 1

j

i + 1

j

i
j − 1

i
j + 1

i + 1

j + 1

i − 1

j + 1

i − 1

j − 1

i + 1

j − 1

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r q✉❛tr❡s ✈♦✐s✐♥s✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬✐♠♠❡♥s❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ré♣ét❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✱ ♦✉ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ❝❡t ❛s♣❡❝t ✐tér❛t✐❢ q✉✐ ❥✉s✲
t✐✜❡ ❧✬✐♥térêt ♣♦rté à ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✿ ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs très ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❡♥

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▼♦❞è❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡

r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♠❛✐s ❥✉st✐✜❡ ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

✶✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

✶✳✶✳✶ ❊①é❝✉t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ❡st ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❈❡
s❝❤é♠❛ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡s✳

j
i

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❧✐❣♥❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s ❡t ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ s✉r ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥t ✉♥ ♠ê♠❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t✱ ♣✉✐s ♦♥ ré♣èt❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳

✶✳✶✳✷ ❊①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ❛✣❝❤❛♥t ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts u ❡t v ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t❡❧s q✉✬❛✉❝✉♥ ❞❡s
❞❡✉① ♥✬❡st ❞❛♥s ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ u s✉r v ♥✬❛♣♣❛r❛✐t q✉✬❛♣rès ♣❧✉s✐❡✉rs
✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ à t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ❙✉r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱
✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r u ❡t v ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✱ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s
❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞♦♥♥é s♦♥t ❝❡✉① ♣❧❛❝és ❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ s❝❤é♠❛
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳

❖♥ ✈♦✐t s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t✱ ❡♥ ❤❛✉t
à ❣❛✉❝❤❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭S✮✱ q✉✐ ✜❣✉r❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t✱
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♦♥t été ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ✿

✕ ▲✬é❧é♠❡♥t s✐t✉é à ❞r♦✐t❡

✕ ▲✬é❧é♠❡♥t s✐t✉é ❡♥✲❞❡ss♦✉s

✷✵



✶✳✶✳ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

i
j

❏

❙

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

▲✬é❧é♠❡♥t à ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤♦✐① q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❛✈❡❝ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❧✬é❧é♠❡♥t ❡♥✲❞❡ss♦✉s ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳ ▲✬é❧é♠❡♥t ❞é❥à ❝❛❧❝✉❧é ❡st s❝❤é♠❛t✐sé ❡♥ ❣r✐s ❝❧❛✐r✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s♦♥t ❡♥ ❣r✐s ❢♦♥❝é✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞♦♥t
❞é♣❡♥❞❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❝♦♠♠✉♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜és✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❛❝❝é❞és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❝❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❛ été ❡✛❡❝t✉é✱ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①é❝✉tés ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❡t❝✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥
q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✓ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✔ ❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛❣✉❡✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❢r♦♥t
❞✬♦♥❞❡✳

i
j

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ➱❧❡♠❡♥ts ❝♦♥❝✉rr❡♥ts ❛✉ ♣♦✐♥t S✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛tt❡✐♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡ ✭J✮✱ q✉✐ ✜❣✉r❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ ❞❡r♥✐❡r é❧é♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ✈♦✐s✐♥s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ♦♥t t♦✉s été ❝❛❧❝✉❧és✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞é❥à ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ❣r✐s ❝❧❛✐r ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❣r✐s ❢♦♥❝é✳ ▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬❛tt❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s ❛✐❡♥t
été ❝❛❧❝✉❧és ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r é❧é♠❡♥t✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛✐❡♥t été
♣r♦♣❛❣é❡s ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▼♦❞è❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡

i
j

❋✐❣✳ ✶✳✺ ✕ ➱❧❡♠❡♥ts ❝♦♥❝✉rr❡♥ts ❛✉ ♣♦✐♥t J ✳

✢è❝❤❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡ à ❧❛ ♣♦✐♥t❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s✳

❉❛♥s ✉♥ ❝❛s ré❡❧✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✐s♦❧és✱ ♠❛✐s ❧❡s r❡❣r♦✉♣❡♥t ❡♥ ❜❧♦❝s✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♥♦♥✲❛t♦♠✐q✉❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝♦✉♣❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❜❧♦❝s ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❝♦♥❝✉rr❡♥t❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❡st ❛♣♣❡❧❧é❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs
❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡st ✐♥✈❡rsé ❞❛♥s ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉
❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❜❧♦❝✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ s♦♥ ❜❧♦❝✱ ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❜❧♦❝s ✈♦✐s✐♥s✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t
à ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ P♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❜❧♦❝s s♦♥t s♣é❝✐✜é❡s ♣❛r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✳

❇❋

❘❋ ▲❋❘❋▲❋

❚❋

❇❋

❚❋

(

i

j

)

❋✐❣✳ ✶✳✻ ✕ ❋r♦♥t✐èr❡s ❞❡s q✉❛tr❡s ✈♦✐s✐♥s✳

✷✷



✶✳✷✳ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

▲❛ tâ❝❤❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❜❧♦❝

(

i

j

)

❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s

s✉✐✈❛♥t❡s ✭❡♥ ❣r✐s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✮ ✿

✕ ❇♦tt♦♠ ❋r♦♥t✐❡r ✭❇❋✮ ✿ ❋r♦♥t✐èr❡ ❜❛ss❡ ❞✉ ❜❧♦❝ s✐t✉é ❛✉✲❞❡ss✉s✱
✕ ❘✐❣❤t ❋r♦♥t✐❡r ✭❘❋✮ ✿ ❋r♦♥t✐èr❡ ❞r♦✐t❡ ❞✉ ❜❧♦❝ s✐t✉é à ❣❛✉❝❤❡✱
✕ ▲❡❢t ❋r♦♥t✐❡r ✭▲❋✮ ✿ ❋r♦♥t✐èr❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❜❧♦❝ s✐t✉é à ❞r♦✐t❡✱
✕ ❚♦♣ ❋r♦♥t✐❡r ✭❚❋✮ ✿ ❋r♦♥t✐èr❡ ❤❛✉t❡ ❞✉ ❜❧♦❝ s✐t✉é ❛✉✲❞❡ss♦✉s✳

❈♦♠♠❡ ❝❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❜❧♦❝s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♠✐s à ❥♦✉r ♣❛r ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s✱ ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡
❞✉ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❝❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳

▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛❝❝és ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s
✈❡rr♦✉s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✴é❝r✐t✉r❡ ✭❘❡❛❞✲❲r✐t❡ ▲♦❝❦s✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é
à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❛❝❝é❞é❡ ❡♥ é❝r✐t✉r❡ ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s
❞❡s ❜❧♦❝s ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝❝é❞é❡s ❡♥ ❧❡❝t✉r❡ ♣❛r ❧❛
tâ❝❤❡✳

✶✳✷ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✿ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❧♦♦♣s ❬✸✸❪✱ q✉✐ ❢❛✐t ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ▲✐♥P❛❝❦✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❚❖P✺✵✵ q✉✐ ❝❧❛ss❡ ❧❡s ✺✵✵ ♠❛❝❤✐♥❡s ❧❡s
♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡s ❛✉ ♠♦♥❞❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳
❈❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳
■❧ ❛ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝✐♥q
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ t❛✐❧❧❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❢❛✐t ❣r♦ss✐r ❧❛ q✉❛♥✲
t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r ❡t ❢❛✐t ❜❛s❝✉❧❡r ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✶ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ✳
✶✿ ♣♦✉r i = 2 à N − 1 ❢❛✐r❡

✷✿ ♣♦✉r j = 2 à M − 1 ❢❛✐r❡

✸✿ q ← ❞❛t❛[i− 1][j] ∗ ③❜[i][j] + ❞❛t❛[i][j − 1] ∗ ③✈[i][j]
+ ❞❛t❛[i][j + 1] ∗ ③✉[i][j] + ❞❛t❛[i + 1][j] ∗ ③r[i][j]
+ ③③[i][j]

✹✿ ❞❛t❛[i][j]← ❞❛t❛[i][j] + 0.175 ∗ (q − ❞❛t❛[i][j])
✺✿ ✜♥ ♣♦✉r

✻✿ ✜♥ ♣♦✉r

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♥♦té❡s ③❜✱ ③✈✱ ③✉✱ ③r ❡t ③③ ❡t ❛ss♦❝✐❡♥t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t à ❝❤❛❝✉♥
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦té❡ ❞❛t❛✱ ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞♦♥♥é✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥

(

i

j

)

❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❝✐♥q ét❛♣❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧❛ ✜✲

❣✉r❡ ✶✳✼ ✿

✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▼♦❞è❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡

i
j

i
j

i − 1

j

i
j

i
j − 1

i
j

i
j + 1

i
j

i + 1

j

i
j

✵✳✶✼✺ i
j

⊗

⊗

⊗

⊗

⊖ ⊗ ⊕

✶ ✷ ✸ ✹ ✺

⊕

❞❛t❛ ③❜ ③✈ ③✉ ③r ③③

❋✐❣✳ ✶✳✼ ✕ ➱t❛♣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ✳

✶✳ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛tr❡s ✈♦✐s✐♥s ♣❛r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱

✷✳ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱

✸✳ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é✱

✹✳ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱

✺✳ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é✳

✷✹



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s

✷✺





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✷ ❆❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ ✸✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✶ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✶✳✶ ❙t♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✶✳✷ ❙t♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✶✳✸ ❙t♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✷ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
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❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✷✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✈✐s❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t
❞✬♦♥❞❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✳

▲✬❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡st ❛♥❛❧②sé s❡❧♦♥ ❞❡✉① ❛①❡s ✿ ❧✬❛❝❝ès ♣❤②s✐q✉❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐✲
♠✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ❡t ❧✬❛❝❝ès t❡♠♣♦r❡❧ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡
❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡st✐♥é à rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬❛❝❝ès ♣❤②s✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡
❞❡s rés✉❧t❛ts✳

✷✾



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

✸✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❆❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉r
✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦ù ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞é♣❛ss❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦❝❛❧❡
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❯♥ t❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧❧é ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✱ ♣♦✉r s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s s❡ s✐t✉❡♥t ❧♦✐♥ ❞✉ ❝÷✉r ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡
♣❡✉✈❡♥t q✉✬êtr❡ ❝❤❛r❣é❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ tr❛✐té❡s✱ ♣✉✐s réé❝r✐t❡s s✉r ❞✐sq✉❡✳ P♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ s♦♥t ❝✐❜❧és ♣❛r ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥
s✉r ❧✬❛❝❝ès ❡♥ ❧❡❝t✉r❡ ❡t ❡♥ é❝r✐t✉r❡ ❛✉ ❞✐sq✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❣♦✉❧♦t ❞✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥✲❝♦r❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❛r❣❡r ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛❞r❡ss❛❣❡✱ ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ré❡❧ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ét❛♥t ❞é❧é❣✉é ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳
▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❝❤❛r❣é❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ② ❛❝❝è❞❡✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t r❡st❡r
❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳

❯♥❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ♥❛ï✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❡✛♦♥❞r❡✲
♠❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✿ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s rés✐❞❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✉
♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛❝❝ès ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣❛❣❡s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡
❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❞é❝❤❛r❣❡r✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ❛♣♣❡❧❧é s✇❛♣♣✐♥❣✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❞é❝❤❛r❣❡r ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡
à ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡s✱ ❛✉ ♠♦t✐❢ q✉❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛❝❝ès s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t
♣❧✉s ✉t✐❧❡s✳ ❖r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✱ ❝❡ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐
s♦♥t ❜❧♦q✉é❡s ❞❛♥s ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡✳ ❊❧❧❡s s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❛♥s
✉♥ ❧❛♣s ❞❡ t❡♠♣s ❝♦✉rt✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ à ❧✬❡♥❝♦♥tr❡ ❞❡ ❧❡✉r sé❧❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❞é❝❤❛r❣❡♠❡♥t s✉r ❞✐sq✉❡✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡✛❡t tr♦✉ ❞❛♥s ❬✾❪✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ s✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ♣ré❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ s♦✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✸✼❪✱ s♦✐t ❡♥ ❧❛ ♠♦❞✐✜❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡
❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✾❪ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ▼▼❯❙❙❊▲ ❡t ▼▼❯▼ ♣♦✉r ❧❡
♥♦②❛✉ ▲✐♥✉①✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❡♥❞ à ❢♦r❝❡r ❧❡ ♣ré❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
à ❝❡❧❧❡s✱ ✐♥✉t✐❧❡s✱ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣ré❝❤❛r❣❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ✐♥tr✐❝❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡t r❡st❡ très s♣é❝✐✜q✉❡ à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛❣❡♥❝❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ❛❝❝ès ❞✐sq✉❡s
❡st ♣rés❡♥té❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ❜✐❡♥
q✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s✳

✷✳✶ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s s✉r ❞✐sq✉❡ ♦♣t✐♠❛✉①✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ✿
❛❞❛♣t❡r ❧❡s ❛❝❝ès ❛✉ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♦✉ ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❛✉① ❛❝❝ès✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♣r♦❢♦♥❞❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✬❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡✱ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r✐s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à ré❛❧✐s❡r ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✉r ❞✐sq✉❡✱
s❛♥s q✉✬✐❧ s♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛❝❝ès ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✷✳✶✳✶ ❙t♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s

▲❡ st♦❝❦❛❣❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ❧✐❣♥❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s
✭♦✉ ❝♦❧♦♥♥❡s ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥t❡①t❡s✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡①♣♦sés ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✮✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✷✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t st♦❝❦és s✉r ❞✐sq✉❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡t
❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❡st q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ séq✉❡♥t✐❡❧✳

✭❛✮ ▼❛tr✐❝❡

✭❜✮ ❙t♦❝❦❛❣❡ s✉r ❞✐sq✉❡

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❙t♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❡♥ ✶✳✶✳✷✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✐♠♣♦s❡
✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❜❧♦❝s✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❛♥s ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r
❧✐❣♥❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥t✐❣✉s s✉r ❞✐sq✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝❝ès ❞✐s❥♦✐♥ts
♣♦✉r ❛❝❝é❞❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t à ✉♥ ❜❧♦❝✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜❧♦❝✱
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✭❛✮✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❜❧♦❝ s♦♥t ❛❧♦rs ❞✐s♣❡rsé❡s s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✭❜✮✳

▲❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞✉ ❜❧♦❝ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❞✐sq✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❛❧♦rs ❛✉t❛♥t ❞✬♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ❞✬❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞✉ ❜❧♦❝✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r êtr❡
✐♥❡✣❝❛❝❡ ❡t ❧❡♥t✳

✸✷



✷✳✶✳ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

✭❛✮ ▼❛tr✐❝❡

✭❜✮ ❙t♦❝❦❛❣❡ s✉r ❞✐sq✉❡

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❙t♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s✱ ❛❝❝ès ♣❛r ❜❧♦❝s✳

✷✳✶✳✷ ❙t♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s

▲❡s ❛❝❝ès ❞✐s❥♦✐♥ts ét❛♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛✉①✱ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s ❡st ✐♥❛❞❛♣té à
✉♥ ✉s❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲❡ st♦❝❦❛❣❡
❛❧t❡r♥❛t✐❢ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✱ ♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ✉♥ ❜❧♦❝ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✭❜✮✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts s✐t✉és à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ st♦❝❦és
♣❛r ❧✐❣♥❡s✳

✭❛✮ ▼❛tr✐❝❡

✭❜✮ ❙t♦❝❦❛❣❡ s✉r ❞✐sq✉❡

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❙t♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳

❆✈❡❝ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ❧✬❛❝❝ès à ✉♥ ❜❧♦❝ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ ❝♦♥t✐❣✉ë✳ ❉❛♥s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❝❝é❞❡r ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❜❧♦❝s ✈♦✐s✐♥s✳ ▲❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ♥❡ ♣❡r♠❡t
❧✬❛❝❝ès ❝♦♥t✐❣✉ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢r♦♥t✐èr❡s✱ ❧✬✉♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ s♦♥t ❝♦♥t✐❣✉s s✉r ❞✐sq✉❡✱ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ s♦♥t ❞✐s♣❡rsés✳
▲✬❛❝❝ès à ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✐r❡ ❛✉t❛♥t ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐s♦❧és q✉❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞és❛str❡✉① ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❛❝❝ès ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❡st ❞❡ ❝❤❛r❣❡r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s
❜❧♦❝s ✈♦✐s✐♥s ❡t ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ♣❛r ❝♦♣✐❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐s♦❧és✳ ❈❡tt❡ ❝♦♣✐❡ s✬❡✛❡❝t✉❛♥t
❡♥tr❡ ❞❡✉① ③♦♥❡s ♠é♠♦✐r❡s ♣❧✉tôt q✉✬❡♥tr❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡

✭❛✮ ▼❛tr✐❝❡

✭❜✮ ❙t♦❝❦❛❣❡ s✉r ❞✐sq✉❡

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ❙t♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ❛❝❝ès ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s✳

❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡st ♠♦✐♥❞r❡✱ ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❜❧♦❝s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛ss❡③ ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉t
s✬❛✈ér❡r ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡✱ ♦❜❧✐❣❡❛♥t à ♦♣t❡r ♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s s✉❜✐r
à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ s✇❛♣♣✐♥❣✳

✷✳✶✳✸ ❙t♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉

❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❧♦❝s ❞✐s❥♦✐♥ts ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré✱
❛♣♣❡❧❧é st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉✳ ❈❡t ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t r❡♣r❡♥❞ ❧✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝✱ q✉✐ ré✲
s♦✉❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s✱ ♠❛✐s ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t st♦❝❦és
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❜❧♦❝s✳ ▲❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts✱ ♣❛r ❧✐❣♥❡s✱ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❝❡❧✉✐
❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✳

❇❋

❘❋▲❋

❚❋

❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❙t♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝✳

▲❡ st♦❝❦❛❣❡ s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭❚❋ ✮✱

✷✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❣❛✉❝❤❡ ✭▲❋ ✮✱

✸✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❜❧♦❝✱
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✷✳✷✳ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t

✹✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞r♦✐t❡ ✭❘❋ ✮✱

✺✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❇❋✳✮

❈❡ st♦❝❦❛❣❡ ❛ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ❛❝❝ès ❝♦♥t✐❣✉ à ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❜❧♦❝✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥
❛❝❝ès ❝♦♥t✐❣✉ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❜❧♦❝✳ ❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st q✉❡ ❧❡s é❧❡♠❡♥ts
❞❡s ❝♦✐♥s ❢♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ ♣rés❡♥ts ❡♥ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s ❞❛♥s
❧❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞❡✉① ❡✛❡ts s✉✐✈❛♥ts✳

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♣✐❡s

➚ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ❝♦✐♥s ❞✉ ❜❧♦❝✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦♣❛✲
❣❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♣✐❡s✳ ❙✐ ❝❡ ❝♦♥st❛t ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❡✛♦rt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠❛sq✉❡r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉♣❧✐q✉és✳ ❈♦♠♣t❡
t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s✱ ❝❡s ❝♦♣✐❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ s♦♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
ré❛❧✐sé❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ✭❈✰✰✮ ♣❡r♠❡t
♣❛r ✉♥❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

❱♦❧✉♠❡ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts✱ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ❡st
♣❧✉s ✈♦❧✉♠✐♥❡✉① q✉❡ ❧❡s st♦❝❦❛❣❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s ❡t ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ❈❡t ❡✛❡t ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❛ss❡③ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✿
♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡♥ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s ✭♦✉ ♣❛r ❜❧♦❝s✮ ❡st ♥♦té❡ T ✱
❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❜❧♦❝s ❞❡ C ❝♦❧♦♥♥❡s s✉r R ❧✐❣♥❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✬é♣❛✐ss❡✉r Fh ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t
❡t Fv ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t t❡❧❧❡s q✉❡ Fh ≤

R
2
❡t Fv ≤

C
2
✱ s❛ t❛✐❧❧❡ T ′ ❞❛♥s ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ✿

T ′ = T ∗ (1 +
4 ∗ Fh ∗ Fv

R ∗ C
)

▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ s✉r❝♦ût ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❧♦rsq✉❡ Fh = R
2

❡t Fv = C
2
✱ ✉♥ ❝❛s ❡①trê♠❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡

❢r♦♥t✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ ❜❧♦❝✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐rré❛❧✐st❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s✱ Fh ❡t Fv s♦♥t s♦✉✈❡♥t é❣❛✉① à ✶ ♦✉ ✷✱ ❛❧♦rs q✉❡ R ❡t C s♦♥t ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r s✉♣ér✐❡✉r✳ ▲❡ s✉r❝♦ût ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❡st ❛❧♦rs ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✳

❊♥ s♦♠♠❡✱ ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s s♦♥t
♠✐♥✐♠❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♥t♦✉r♥és ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡✳

✷✳✷ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t

❖♥ ♣❡✉t ❧é❣✐t✐♠❡♠❡♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ s♦♥t
♠❛♥✐♣✉❧é❡s ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ❣é♥éré❡s ♦✉ ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t
❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❛❧❝✉❧é❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✐s✉❛❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ♦✉t✐❧ ♦✉ s✉❜✐r ❞✬❛✉tr❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥sér❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r
❧✐❣♥❡s ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬♦✉t✐❧s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿

✕ ✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s à ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✱

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡

✕ ✉♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s✳

■❝✐✱ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝ ❡t ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❧❡ ♠✐s❡

❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✶ Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳
❊♥tré❡s ✿ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s
❙♦rt✐❡s ✿ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ♦✉ ét❡♥❞✉
✶✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ r❛♥❣é❡ r ❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ t❛✐❧❧❡ w ∗ h ❢❛✐r❡

✷✿ l← h ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡
✸✿ ♣♦✉r t♦✉t ❜❧♦❝ b ❞❛♥s r ❢❛✐r❡

✹✿ ❆❥♦✉t❡r ❧❡s w ∗ h é❧é♠❡♥ts ❞❡ l ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à b ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡
✺✿ ✜♥ ♣♦✉r

✻✿ ✜♥ ♣♦✉r

P♦✉r ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ w ❝♦❧♦♥♥❡s s✉r h ❧✐❣♥❡s✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❧✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♥t✐❣✉ë
h ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ st♦❝❦é❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥
♠é♠♦✐r❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❜❧♦❝s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ r❛♥❣é❡✳ ■❧ s✉✣t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♣✐❡r ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥
❞❡ ❝❡s ❜❧♦❝s h ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ w é❧é♠❡♥ts ❛✜♥ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡ ❜❧♦❝ ❝♦♥t✐❣✉✱ q✉✐ ❡st
✜♥❛❧❡♠❡♥t réé❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡✳

▲❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✷✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ r❡❝❤❛r❣❡r ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ h ❢♦✐s ❡t ❞❡ ♥✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ q✉❡ w é❧é♠❡♥ts à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✱
♦♥ ❝❤❛r❣❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❡t ♦♥ é❝❧❛t❡ ❧❡s h ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ w é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❛✉① ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❛♥s ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ à rés❡r✈❡r ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ❞✬② é❝r✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts à ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✜❝❤✐❡rs✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✷ P♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳
❊♥tré❡s ✿ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ♦✉ ét❡♥❞✉
❙♦rt✐❡s ✿ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s
✶✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ r❛♥❣é❡ r ❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ t❛✐❧❧❡ w ∗ h ❢❛✐r❡

✷✿ ♣♦✉r t♦✉t ❜❧♦❝ b ❞❛♥s r ❢❛✐r❡

✸✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧✐❣♥❡ l ❞❛♥s b ❢❛✐r❡

✹✿ ➱❝r✐r❡ l ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡✱ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s b

✺✿ ✜♥ ♣♦✉r

✻✿ ✜♥ ♣♦✉r

✼✿ ✜♥ ♣♦✉r

P❛r ❧❡✉rs str✉❝t✉r❡s✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✬✉t✐❧✐s❡♥t s✉r ❞❡s ✜❝❤✐❡rs st♦❝❦és s✉r ❞✐sq✉❡ ❡♥ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❝❡s ❞❡✉①
♦♣ér❛t✐♦♥s✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬❡st ❛tt❛❝❤é à ♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✱ ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥t✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t ❛t♦♠✐q✉❡ ✿ ❧❡ ❜❧♦❝✳

✸✻



✷✳✷✳ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t

▲✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ét❡♥❞✉✱ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❛ été ❝♦♥ç✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s
❛✉① ❛❣❡♥❝❡♠❡♥ts ❤❛❜✐t✉❡❧s✱ ♣❛r ❧✐❣♥❡s ❡t ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❣❡♥❝❡♠❡♥ts ❛❞❛♣tés
❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞❡
♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❛ été ❞ét❛✐❧❧é❡✳ ■❧ r❡st❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠❛♥✐♣✉❧❛✲
t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥✬♦♥t q✉✬✉♥ ♣❡t✐t ✐♠♣❛❝t s✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡r❛ ❢♦✉r♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■✳

✸✼
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✈❛ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡
❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❧✉s ✐❝✐ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❡❧❧❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ✈✐s❡ à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❛r❣❡ ♣❛♥❡❧ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❝❛r❛❝✲
tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ✿

✶✳ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱

✷✳ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐tér❛t✐❢✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ✱ ré♣♦♥❞❡♥t à ❝❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐tér❛t✐❢
♥✬❡st ♣❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s
s✬② ❛❞❛♣t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦r✐❡♥té❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t
♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s ❡①é❝✉t❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
séq✉❡♥t✐❡❧✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡ r❡❝②❝❧❛❣❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❡①✐st❛♥ts✳

➚ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❧✬❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡ ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥ ❡✛❡t ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬éq✉✐té ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés✳ ▲✬éq✉✐té
❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ✈r❛✐♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ✐tér❛t✐❢s✱ ♦ù ❧❛
♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳

❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♦♣èr❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é✜♥✐
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡t q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♦✉
♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s tâ❝❤❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✺❪✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ à
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❧❛❝é❡s s♦✉s ❧❛ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❞✬❛✉tr❡s tâ❝❤❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r✲
♥❡❧ ✷✸ ✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❣r✐s ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❛❝❝ès ❡①❝❧✉s✐❢ ✭❊✮ à ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ❡t
❞✬✉♥ ❛❝❝ès ✐♥❝❧✉s✐❢ ✭■✮ ❛✉① ❜❧♦❝s ❜❧❛♥❝s ❞❡s tâ❝❤❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳

❈❡tt❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ✈❡rr♦✉s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✴é❝r✐t✉r❡ ✭❘❡❛❞✲
❲r✐t❡ ▲♦❝❦s✱ ❘❲▲✮ q✉✐ s♦♥t ♣r♦♣♦sés ♣❛r t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡s ❡t ❞♦♥t
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❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ✳

❞❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✭❬✸✹❀ ✷✽❪✮ ❡t ❞✐str✐❜✉é❡s ✭❬✹✷❪✮ ❡①✐st❡♥t✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ t❡♥té
❞✬❛ss♦❝✐❡r ♥❛ï✈❡♠❡♥t ❞❡ t❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❡t ❞❡♠❛♥❞❡r à ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡ s♦✉❤❛✐té✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t ❞❡s ❘❲▲ ❡st q✉❡ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥
♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❡♥
❢♦♥t ❧❛ r❡q✉êt❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❘❲▲ ❞é✜♥✐s
❞❛♥s ❧❛ ♥♦r♠❡ P❖❙■❳ ❬✷✻❪ ✿ ♣t❤r❡❛❞❴r✇❧♦❝❦❴t ❡t ❧❡s ✈❡rr♦✉s s✉r ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ✭❛✈❡❝ ❢❝♥t❧✮✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ s♣é❝✐✜❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛❝❝ès s♦♥t
♦❝tr♦②és✱ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉✈❛♥t ♦♣t❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬❛❝❝ès ❢❛✈♦r✐s❛♥t
❧❡s é❝r✐✈❛✐♥s s✉r ❧❡s ❧❡❝t❡✉rs✳

❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❧✐❜❡rtés s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛❝❝ès s♦♥t ♦❝tr♦②és ❡st ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ♣r❛t✐q✉❡
❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t très ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝ôté ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐❢✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ ❞✬♦❝tr♦✐ ❝♦♥❞✉✐s❡ à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ q✉✬✐❧ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ❢❛st✐❞✐❡✉① ❞❡ ❞é❜♦❣✉❡r✳ ▲✬❛✉tr❡ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡
❣❡♥r❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❘❲▲ ❡st q✉✬✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ éq✉✐t❛❜❧❡
❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ s✉r ✉♥ ✈❡rr♦✉✱ ❞❡✉① é❝r✐✈❛✐♥s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛❧t❡r♥❡r
❞❛♥s ❧✬❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛✐ss❛♥t ❧❡s ❧❡❝t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ ❛tt❡♥t❡ ✐♥t❡r♠✐♥❛❜❧❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞❡s ❘❲▲ ♦❝tr♦✐❡ ❧✬❛❝❝ès à ✉♥❡ ❡♥t✐té ❡①é❝✉t✐✈❡ ✭♣r♦❝❡ss✉s ♦✉
t❤r❡❛❞✮ ❡t ♥♦♥ ♣❛s à ✉♥❡ ❡♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r
✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ s♦✉❤❛✐t❡ rés❡r✈❡r ♣r♦✲❛❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❢✉t✉r ♣r♦❝❤❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧✉✐
❧❛✐ss❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛❝t✐✈✐tés ❛✈❛♥t ❞❡ r❡✈❡♥✐r à ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞✉ ✈❡rr♦✉ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛
❞❡✈✐❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳

✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
T ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ t❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❙✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st
✐tér❛t✐✈❡✱ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❝✉rr❡♥t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✬❡①é❝✉t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs
❢♦✐s✳

▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡s ❡t ❞✬é❝r✐t✉r❡s q✉✐
♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ v ∈ T ✈❡rs w ∈ T ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ v ♥❡ ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ w ♥❡ s✬❡①é❝✉t❡ ♣❛s✱ s✐♥♦♥ v ♣♦✉rr❛✐t ❧✐r❡ ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡
❞♦♥♥é❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥ts ❞❡ w✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❛t❛♥t ❞✬❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ w ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞✬❛♣rès✳ P❛r♠✐
❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛t♦♠✐❝✐té ❞❡s ❛❝❝ès✱ ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❛t♦♠✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t❡
❞❛♥s ❬✹✶❀ ✶❀ ✶✼❪✱ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❛❝❝ès ❡♥ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡
❝♦♥❝❡♥tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❝❝ès ❝♦♥❝✉rr❡♥ts ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s❛♥s ❛tt❡♥t❡✱

✹✵



✸✳✶✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

t❛♥❞✐s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉s ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t à ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳

▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❝♦♥✢✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭●r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✮✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t C(T ) ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
tâ❝❤❡s T ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t ✉♥ ❛r❝ ❡♥tr❡ v, w ∈ T s✐ v ❧✐t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ w ♦✉ w ❧✐t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ v✳

❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s T ′ ⊆ T ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s v, w ∈ T ′✳ ▲❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡①é❝✉tés ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ T ′ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❢♦r♠❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t C(T )✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s C(T ) ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♠❛①✐♠❛❧ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
T ✳

✸✳✶✳✶ ❖r❞❡r❡❞ ❘❡❛❞✲❲r✐t❡ ▲♦❝❦s

◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé s✉r ❞❡s ✈❡rr♦✉s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✴é❝r✐t✉r❡ ♦r❞♦♥♥és✱ ❖r✲
❞❡r❡❞ ❘❡❛❞✲❲r✐t❡ ▲♦❝❦s ♦✉ ❖❘❲▲✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬♦r❞r❡ ❞✬♦❝tr♦✐ ❞❡s ❛❝❝ès ❡st ❝❡❧✉✐
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s r❡q✉êt❡s ♦♥t été ❢♦r♠✉❧é❡s ✭❋✐rst✲❈♦♠❡✱ ❋✐rst✲❙❡r✈❡❞✮✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬❛❝❝ès
❛ ❞é❥à été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞❛♥s
❬✶✺❪✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉① ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

▲❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ ✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡ s✉r ❧❡s ❖❘❲▲ s❡ ❢♦♥t ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ▲♦❝❦ ❍❛♥❞❧❡s✱ ♦✉ ▲❍✳ ▲❡s ▲❍
♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉① tâ❝❤❡s ❞✬❡♥✈♦②❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡q✉êt❡s à ✉♥ ❖❘❲▲ t♦✉t ❡♥ ♣♦ssé❞❛♥t ❞é❥à ✉♥
❛❝❝ès ❛✉ ✈❡rr♦✉ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ▲❍✳ ▲✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡rr♦✉ ♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ♣❛r ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿

✶✳ P♦s❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡♥ ❧❡❝t✉r❡ ♦✉ ❡♥ é❝r✐t✉r❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥ ▲❍✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ✐♥sèr❡ ❧❛ r❡q✉êt❡
❞❛♥s ❧❛ q✉❡✉❡ ❋■❋❖ ❞✉ ✈❡rr♦✉ ♣♦✉r ✉♥ ✉s❛❣❡ ✉❧tér✐❡✉r ✭❧❡ r❡q✉ér❡✉r ❡st ❞♦♥❝ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r
s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✮✳

✷✳ ❊①✐❣❡r ❧❛ r❡q✉êt❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❛rr✐✈❡
❡♥ têt❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❋■❋❖ ❞✉ ✈❡rr♦✉✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❛❝❝ès ❛✉ ❧❡❝t✉r❡ ♦✉ ❡♥ é❝r✐t✉r❡ à ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡
❛ss♦❝✐é❡✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❛✉① tâ❝❤❡s ❞❡ ♣ré♣❛r❡r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡rr♦✉ ❡♥
❛✈❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐tér❛t✐✈❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✮✳

✸✳✶✳✷ ❖✈❡r❧❛②

◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥
❛♣♣❡❧❧é❡ ♦✈❡r❧❛②✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❡st ❞❡
❞♦♥♥❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✉① tâ❝❤❡s ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❛♣♣r♦♣r✐és ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✮✳ P❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ♠❛①✐♠❛❧❡✲
♠❡♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t q✉✬♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❡
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭❛♣♣❡❧❧é ❧✐❡✉✮ ✉♥ ❖❘❲▲✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ✐♥❞✐st✐♥❝t❡♠❡♥t
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡ s✉r ✉♥ ❧✐❡✉ ❡t s✉r ❧✬❖❘❲▲ ❛ss♦❝✐é✳

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ s✉r
❝❤❛q✉❡ ❧✐❡✉ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❝❤❛r❣é❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✈♦✐r ❧❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♣r♦✲
♣r✐ét❛✐r❡s ❞❡ ❝❡s ❧✐❡✉①✳ ▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s
r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s s✉r ❧❡s ❧✐❡✉① q✉✐ s♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛✉tr❡s tâ❝❤❡s✳ ▲♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❝❡s r❡q✉êt❡s

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

♦♥t été s❛t✐s❢❛✐t❡s✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ à ❡✛❡❝t✉❡r s♦♥ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❡s ❧✐❡✉① ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❡st
♣r♦♣r✐ét❛✐r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛✉ ❜❡s♦✐♥ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❧✐❡✉① ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ❛❝❝ès ❡♥ ❧❡❝t✉r❡
s❡✉❧❡♠❡♥t✳

▲❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ✱ ❧❡s ❧✐❡✉① s♦♥t ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ❡st ♣r♦♣r✐ét❛✐r❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❧✐❡✉✳ ▲❡s tâ❝❤❡s ❡♥tr❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥
❞❡s ❛❝❝ès ❡♥ é❝r✐t✉r❡ à ❧❡✉rs ❧✐❡✉① ❡t ❡♥ ❧❡❝t✉r❡ à ❝❡✉① ❞❡s tâ❝❤❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❖✈❡r❧❛②✮✳ ❯♥ ♦✈❡r❧❛② ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ n ❧✐❡✉① ❛ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❡✉ ♣❡✉t r❡❝❡✈♦✐r ✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s ❡t ✐♥❝❧✉s✐✈❡s✱
♥✉♠ér♦té❡s ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❜❛s✳ ❈❡tt❡ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧❧é❡ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞❛♥s ❧❡
❧✐❡✉✳

✕ ▲❛ r❡q✉êt❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐❡✉✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❡st ♥♦té❡ ❝♦♠♠❡ ❛❝q✉✐s❡✳ ■❧ ❢❛✉t
♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❜❛ss❡ s❡r❛ ❛❝q✉✐s❡ ❛✈❛♥t ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❤❛✉t❡✳ ❉❛♥s
❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✧❜❛ss❡✧ ❡t ✧❤❛✉t❡✧ ♣♦✉r ♣❛r❧❡r ❞✬✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ré❢èr❡♥t à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❡t ♥♦♥ à s♦♥ é✈❡♥t✉❡❧ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré❡♠♣t✐♦♥✳

✕ ▲❡s r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ▲❍ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡sq✉❡❧s ❧❡s tâ❝❤❡s ♦♥t
❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡♥ ❧❡❝t✉r❡✳ ▲❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦✉❥♦✉rs à ✉♥ s❡✉❧ ▲❍ ❛✉
tr❛✈❡rs ❞✉q✉❡❧ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛ ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡♥ é❝r✐t✉r❡✳

✕ ❉❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✱ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉✐✈✐❡ q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡✳
■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉✐✈✐❡s ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡ ✭ ✐✳❡✳ ❞❡s r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥é❡s✮

✕ ▲❡s ❧✐❡✉① q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧❧és ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥ts ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡t✐rés
❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❧✐❡✉① s♦♥t ❛♣♣❡❧❧és ❝♦♥tr❛✐♥ts✳

✕ ▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s
✐♥❝❧✉s✐✈❡s q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ❞❡♠❛♥❞é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭❊①é❝✉t❛❜✐❧✐té✮✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞✐t❡ ❡①é❝✉t❛❜❧❡ s✐ t♦✉t❡s ❝❡s r❡q✉êt❡s s♦♥t ❛❝✲
q✉✐s❡s✱ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ❡♥ ❛tt❡♥t❡✳ P♦✉r ✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❞♦♥♥é S✱ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ R(S) ❞❡s ❧✐❡✉①
♦ù ❧❡s r❡q✉êt❡s ❧❡s ♣❧✉s ❜❛ss❡s s♦♥t ❞❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❡①é❝✉t❛❜❧❡s ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❧✐❡✉① ❡①é❝✉t❛❜❧❡s ❞❡ S✳ ▲❡s ❧✐❡✉① q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①é❝✉t❛❜❧❡s s♦♥t ❞✐t ❜❧♦q✉és✳

❖♥ ✈✐s✉❛❧✐s❡ ❧❡s ♦✈❡r❧❛②s ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s r❡q✉êt❡s
❡①❝❧✉s✐✈❡s s♦♥t ♥♦té❡s ♣❛r ❞❡s✥✱ ❡t ❧❡s r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s ♣❛r ❞❡s✪✳ ▲❡s r❡q✉êt❡s s♦♥t ❝♦♥♥❡❝té❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❧❡s ♦♥t ❞é✜♥✐❡s✳ ▲❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✈♦♥t
t♦✉❥♦✉rs ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✈❡rs ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡✱ ❝❛♣t✉r❛♥t ♣❛r ❧à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭✓✐❧ ♠❡ ❢❛✉t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡❧ ❧✐❡✉ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐❝✐✔✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷
♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬♦✈❡r❧❛②✳

▲❡s tâ❝❤❡s ❣r✐s❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡s r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s ❛✈❡❝ ❧❡s tâ❝❤❡s ❜❧❛♥❝❤❡s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡ ❧❛
tâ❝❤❡ ❡♥ ❣r✐s ❝❧❛✐r ❡st ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ✭t♦✉t❡s s❡s r❡q✉êt❡s s♦♥t ❛❝q✉✐s❡s✮✳ ▲❛ tâ❝❤❡ ❡♥ ❣r✐s ❢♦♥❝é ❡t ❧❡s
tâ❝❤❡s ❜❧❛♥❝❤❡s s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛tt❡♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✭❈♦♥♥❡①✐té✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❡st ❝♦♥♥❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❝♦♥✢✐t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♦✈❡r❧❛②s s❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥♥❡①❡s✳ ❯♥ ♦✈❡r✲
❧❛② ♥♦♥✲❝♦♥♥❡①❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲s②stè♠❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❝♦♥♥❡①❡s
❛✉①q✉❡❧s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r❡✉✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳
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✸✳✷✳ Pr♦❣r❡ss✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✐tér❛t✐✈❡s

Lieux

P
r
✐♦
r
✐t
é
s

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬♦✈❡r❧❛② ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s✳

✸✳✷ Pr♦❣r❡ss✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✐tér❛t✐✈❡s

◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ s✬❛❞❛♣t❡ ❜✐❡♥ ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐tér❛t✐✈❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ s②♥❝❤r♦♥✐s❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
✐tér❛t✐♦♥✱ ❡t ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳

P♦✉r ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❞é❝♦✉♣é ❡t ❝❤❛q✉❡ ♠♦r❝❡❛✉ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡
tâ❝❤❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞❡ ❧❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦r❝❡❛✉ ❡st ✉♥ ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧✬♦✈❡r❧❛② ❛ss♦❝✐é✱ ❡t ♦♥ ❛ss♦❝✐❡
❞♦♥❝ ✉♥ ❖❘❲▲ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭➱✈♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t S ✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❡t L = {L1, . . . , Ln} ∈ R(S) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❧✐❡✉① ❡①é❝✉t❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ✉♥❡ tâ❝❤❡ T ❡①é❝✉t❛❜❧❡✱ ❛✈❡❝ X = {X1, . . . , Xn} ❧❡s r❡q✉êt❡s
❡①❝❧✉s✐✈❡s ❛❝q✉✐s❡s s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❧✐❡✉① ❞❡ L✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ S ♣❡✉t é✈♦❧✉❡r ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t T ✱ ❡♥
s✉✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Pré♣❛r❛t✐♦♥ P♦✉r t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ Xi ∈ X ❡t t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ Ik ❞✉ ❧✐❡✉
Lk ∈ S à ❧❛q✉❡❧❧❡ Xi ❡st ❝♦♥♥❡❝té❡ ✿

✕ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ X ′
i ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ Li✱

✕ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ I ′k ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ Lk✱

✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ Xi ❡t Ik✱ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡
❡♥tr❡ X ′

i ❡t I ′k✳

❈❛❧❝✉❧ T ❡✛❡❝t✉❡ s♦♥ ❝❛❧❝✉❧✳

◆❡tt♦②❛❣❡ P♦✉r t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ Xi ∈ X ❡t t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ Ik ❞✉ ❧✐❡✉
Lk ∈ S à ❧❛q✉❡❧❧❡ Xi ❡st ❝♦♥♥❡❝té❡ ✿

✕ ♦♥ r❡t✐r❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ Xi ❡t Ik✱

✕ ♦♥ r❡t✐r❡ Ik s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✈❡rs ❡❧❧❡✱

✕ ♦♥ r❡t✐r❡ Xi✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠♦✐♥s ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s
❡①❝❧✉s✐✈❡s s❡ ❢❛✐t ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s✳ ❉✉r❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ✐♥sèr❡ ❞❛♥s ❧✬♦✈❡r❧❛②
✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ s❡s r❡q✉êt❡s✱ ❡①❝❧✉s✐✈❡s ❡t ✐♥❝❧✉s✐✈❡s✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣♦✉r
❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❆♣rès s♦♥ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♥❡tt♦✐❡ ❧✬♦✈❡r❧❛② ❞❡s r❡q✉êt❡s q✉✐ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❡
♣♦✉r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s s✉r
✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❞❡ tr♦✐s tâ❝❤❡s ✭❡♥ ❜❧❛♥❝✱ ❣r✐s ❝❧❛✐r ❡t ❣r✐s ❢♦♥❝é✮✳

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s
s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣ré❞é✜♥✐ ❞✬❖❘❲▲✳ ▲❡s tâ❝❤❡s s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥
❜♦✉❝❧❡✱ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ré❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡q✉êt❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

L1 L2 L3

Pré♣❛r❛t✐♦♥
//

L1 L2 L3

❈❛❧❝✉❧

}}

L1 L2 L3

◆❡tt♦②❛❣❡
//

L1 L2 L3

❋✐♥
//

L1 L2 L3

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❉ét❛✐❧s ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡♥ L1✳

êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡s ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ q✉❡ s✐ ❝❡s ♠ê♠❡s ✭❛♥❝✐❡♥♥❡s✮ r❡q✉êt❡s s♦♥t ❞é❥à
❛❝q✉✐s❡s ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✭P❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✮✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞✬✉♥ ♦✈❡r❧❛② S ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

‖S‖ =
|R(S)|

|S|

❯♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❡ 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ✭R(S) = ∅✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝
♣❧✉s ❞❡ ❧✐❡✉① ❡①é❝✉t❛❜❧❡s✮✳
❯♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❡ 1 ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ✭R(S) = S✱ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❧✐❡✉① ❞❡ ❧✬♦✈❡r❧❛② s♦♥t
❡①é❝✉t❛❜❧❡s✮✳

❚❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ❞é✜♥✐✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✜①é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✬✉♥❡
✐tér❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐tér❛t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥♥❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ tr♦✐s tâ❝❤❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❛ ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❞❡
tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝❤❛❝✉♥ ✭abc ❡t bcd✮✳ ❙✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝②❝❧❡s✱ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛ ✉♥ ❞❡❣ré
❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❡ 2

3
❡t ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❡ 1

3
✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡

♠♦②❡♥ s✉r ✉♥ ❝②❝❧❡✱ ❡t ❞♦♥❝ s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❡st ❞❡ 4

9
✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ ✭❘é❣r❡ss✐♦♥✮✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡✲
♠❡♥t ✐♥✈❡rsé❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t s②♠étr✐sé ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳
❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à r❡♠♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✧❛✉✲❞❡ss✉s✧ ♣❛r ✧❡♥✲❞❡ss♦✉s✧✳

✸✳✸ ❋♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

❉❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t à ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❞✬♦♣ér❡r s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s
❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♦✈❡r❧❛②✱ ❡❧❧❡s s❡ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❧✐❡✉✱

✹✹



✸✳✸✳ ❋♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

L1 L2 L3

✭❛✮

L1
//

L3L2L1

✭❜✮

L2}}{{
{
{
{
{
{
{

L3L2L1

✭❝✮

L3

OO

L1
//

L1 L2 L3

✭❞✮

L3

OO

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ tr♦✐s tâ❝❤❡s✳

❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ ét❛♥t ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ P♦✉r ✉♥ t❡❧ ♦✈❡r❧❛② ❣é♥ér❛❧ S✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❞ér✐✈❡r ✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♣❛r ❧✐❡✉ ♠❛✐s q✉✐ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❧❡s tâ❝❤❡s s✬❡①é❝✉t❡♥t✳ ❈❡t ♦✈❡r❧❛② ❞ér✐✈é ❡st ❛♣♣❡❧❧é ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✭❋♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮✳ ❯♥ ♦✈❡r❧❛② ❡st ❞✐t ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✐ ✐❧ ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡
r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♣❛r ❧✐❡✉✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❡♥ ❢♦r♠❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ■❝✐✱ ✉♥ ❧✐❡✉ ❛✈❡❝ n r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s✱ ❛♣♣❡❧❧é ♣✐❧❡✱ ❡st ❝♦✉♣é ❡♥ n ♥♦✉✈❡❛✉① ❧✐❡✉①
❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❝❤❛❝✉♥✱ ❛♣♣❡❧❧és ❡s❝❛❧✐❡r✳ ❖♥ ♣❧❛❝❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s ❡♥tr❡
❞❡✉① r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡✉✱ ♣✉✐s ♦♥ ❝♦♥♥❡❝t❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ à ❧❛ r❡q✉êt❡
✐♥❝❧✉s✐✈❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ❧✐❡✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t à ❧❛ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ❧✐❡✉ s✉✐✈❛♥t✳ ❯♥❡
rè❣❧❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① ♣r❡♠✐❡r ❡t ❞❡r♥✐❡r ❧✐❡✉①✱ q✉✐ s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ❝♦♠♠❡ s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✿ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❡st ❝♦♥♥❡❝té❡ à ❧❛ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉
❞❡r♥✐❡r ❧✐❡✉✱ ❡t ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❧✐❡✉ ❡st ❝♦♥♥❡❝té❡ à ❧❛ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ s♣é❝✐❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✱ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ tâ❝❤❡ s✬❡①é❝✉t❡r❛ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❛♣rès ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡✳

▲❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s ♥♦té❡s C s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✱ q✉✐ s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡ ✭r❡q✉êt❡
✐♥❝❧✉s✐✈❡ ❡♥ ❣r✐s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✭❛✮✮ s♦♥t ❝♦♥♥❡❝té❡s ❛✉① ❞❡✉① ❝♦♣✐❡s ❞❡ ❧❡✉r r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡
✭❡♥ ❣r✐s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✭❜✮✮ ❞❛♥s ❧✬❡s❝❛❧✐❡r✳

P♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s ♥♦té❡s A ❡t B s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✱ q✉✐ s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ♦✉ ❡♥✲
❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ r❡st❡r ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐tér❛t✐✈❡s ✿ ❧❡s r❡q✉êt❡s A ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉① r❡q✉êt❡s
B ❛♣rès ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✾✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡ ✈❡rs ❧✬❡s❝❛❧✐❡r✱ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✱
❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s r❡q✉êt❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s s♦♥t ❛❝q✉✐s❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ s✐ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❝♦♥s❡r✈❡
❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣✐❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❧❛ ♣✐❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n + 1✳

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

B A C

1

2

i

j

n

LB LA LCL

✭❛✮

1

2

i

j

n

❇

LB

❆ ❈

LA LCL1 L2 Ln

✭❜✮

❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ♣❧✉s✐❡✉rs r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s ❞❡ t②♣❡ A ❡t B✱ ❝♦♠♠❡
✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s❡✉❧s ❧❡s ❧✐❡✉① LA s♦♥t ❡①é❝✉t❛❜❧❡s ❞❛♥s
❧❛ ♣✐❧❡ ❡t ❞❛♥s ❧✬❡s❝❛❧✐❡r✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s ♦♥t été ❡①é❝✉té❡s✱ ❧❡s r❡q✉êt❡s A

❡t B s♦♥t ❝♦♥♥❡❝té❡s ❛✉① ♠ê♠❡s r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s✱ ❛✉ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡s❝❛❧✐❡r✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s A ❡♥ r❡q✉êt❡s B✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s B ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳

❖♥ ♥♦t❡ Xk(i) ❧❡ ♠♦♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❛ iè♠❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❝q✉✐s❡ ♣♦✉r
❧✬✐tér❛t✐♦♥ k✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣✐❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ♦♥ ❛ ❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

1 ≤ i < n,Xk(i) < Xk(i + 1)

Xk(n) < Xk(B)

Xk(B) < Xk+1(1)

◆♦t♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ♥❡ s♣é❝✐✜❡♥t ♣❛s ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❧❡s r❡q✉êt❡s B s♦♥t ❛❝q✉✐s❡s✳ ❈✬❡st ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ q✉✐ ❧❡
❞é✜♥✐t✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧✬❡s❝❛❧✐❡r ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✳
❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n + 1✱ ❧✬❡s❝❛❧✐❡r ❞❡ t❛✐❧❧❡ n + 1✱ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬❡s❝❛❧✐❡r ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s n ❡t 1✱

✷✳ ❛❥♦✉t ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s n ❡t n + 1✱

✸✳ ❛❥♦✉t ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s n + 1 ❡t 1✱

✹✳ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s B ❡t n✱

✹✻



✸✳✸✳ ❋♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

✺✳ ❛❥♦✉t ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s B ❡t n + 1✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ s✉♣♣r✐♠é❡s ✿

✕ Xk(n) < Xk+1(1)✱ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✶✱

✕ Xk(n) < Xk(B)✱ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✹✱

t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ✿

✕ Xk(n) < Xk(n + 1)✱ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✷✱

✕ Xk(n + 1) < Xk+1(1)✱ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✸✱

✕ Xk(n + 1) < Xk(B)✱ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✺✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡s❝❛❧✐❡r ❞❡ t❛✐❧❧❡ n + 1✳
❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s C ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝té❡ à ❧❛ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ❣r✐s❡✱ ❡♥tr❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s

❡①❝❧✉s✐✈❡s i ❡t j✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣✐❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ Xk(i) < Xk(C) < Xk(j)✳ P♦✉r ❧✬❡s❝❛❧✐❡r ❞❡
t❛✐❧❧❡ n✱ ❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t C ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ i ♦♥ ❛ Xk(i) < Xk(C)✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t C ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡
j✱ ♦♥ ❛ Xk(C) < Xk(j)✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✉♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s
❡♥tr❡ ❧❛ ♣✐❧❡ ❡t ❧✬❡s❝❛❧✐❡r✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❞❡s r❡q✉êt❡s r❡st❡ st❛❜❧❡✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡s r❡q✉êt❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s s♦♥t r❡♣♦sté❡s ♣❛r ❞❡s tâ❝❤❡s
✐tér❛t✐✈❡s ✿ ❧❡s r❡q✉êt❡s B s❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❛❝q✉✐s❡s ❡♥tr❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s n ❡t 1✱ ♠❛✐s ❧✬♦r❞r❡ r❡❧❛t✐❢
❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ✜①é✳

✸✳✸✳✶ ❚❛✐❧❧❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

P♦✉r ✉♥❡ ♣✐❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ m r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s ❡①t❡r♥❡s s♦♥t ❝♦♥♥❡❝té❡s✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s ❛❥♦✉té❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s❝❛❧✐❡r ❞❡ t❛✐❧❧❡ n

❡st ❛✉ ♣❧✉s 2n ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❛❥♦✉té❡s ❡st ❛✉ ♣❧✉s 2n + m✳ ❈♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡
❡①❝❧✉s✐✈❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦✈❡r❧❛② ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r r❡st❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦✈❡r❧❛②
❡♥ ♣✐❧❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡q✉êt❡
❡①❝❧✉s✐✈❡✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❞❡ ❧✬♦✈❡r❧❛②✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡ n r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s ❝♦✉♣❧é❡s s✉r ❧❡s ❧✐❡✉① L = L1, . . . , Ln ❡st
❜❧♦q✉é❡ ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ r❡q✉êt❡ ♣❧❛❝é❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s✉r ✉♥ ❧✐❡✉ ❞❡ L✳ ❊❧❧❡ ❜❧♦q✉❡
é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ ♣❧❛❝é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s✉r ✉♥ ❧✐❡✉ ❞❡ L✳ ▲❛ tâ❝❤❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡
✈✉❡ ❝♦♠♠❡✱ ❡t r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r✱ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✉♥✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♠❡t❛✲❧✐❡✉ L✳

✸✳✸✳✷ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❧❡s ♦✈❡r❧❛②s s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉✬✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❛✉ ♣❧✉s tr♦✐s r❡q✉êt❡s ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ♣❛r ❧✐❡✉✳ ▲❡s
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ✈❛❧✐❞❡s✱ ❛♣♣❡❧❧é❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❈❡tt❡
❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ à tr♦✐s
é❧é♠❡♥ts✳

▲❛ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦✈❡r❧❛② ♣❛r ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❡♥
❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ✐♥❞✐st✐♥❝t❡♠❡♥t tr♦✐s t②♣❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t

✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

✪

✥ ✥ ✪

✪ ✪ ✪ ✥ ✥

❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✳

❞✐✛ér❡♥ts ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐❡✉① ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s✳
❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❧✐❡✉ ❡t ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ à ❛✈♦✐r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ s✉r
❝❡ ❧✐❡✉✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❡t q✉❡
❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✸✳✸✳✸ ❈❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❡♥❞❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡
♠♦❞✐✜❡ ❧❡ ❧✐❡✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣❤❛s❡
❞❡ ♥❡tt♦②❛❣❡✳ ❈❡❝✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✱ ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛✲
t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐tér❛t✐✈❡ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ r✐❡♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❥♦✉té ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ t❡❧ ❧✐❡✉ t❛♥t q✉❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉✲
s✐✈❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♥✬❛ ♣❛s été ❛❝q✉✐s❡✳ ❈❡❝✐ ♥❡ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
♥❡tt♦②é❡✱ ❝❡ q✉✐ r❛♠è♥❡ à ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳

✥

✪

✥

❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✱ ❛♣♣❡❧❧é❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ nè♠❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ n + 1è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡✳

✸✳✹ ■♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s

❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛❞♠✐s❡ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ❡st ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥t✐tés ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❜❧♦q✉é❡s ♣❛r ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞ét❡♥✉❡ ♣❛r
✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❜❧♦q✉é❡s ❛❞
✐♥✜♥✐t✉♠✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❜❧♦❝❛❣❡s ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬❛rrêt ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❆✈❡❝ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❘❲▲✱ é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡
♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s ❞❡✈✐❡♥t ✈✐t❡ ❢❛st✐❞✐❡✉① ❡t ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ♥♦tr❡
♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ✭■♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✮✳ ❯♥ ♦✈❡r❧❛② ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ❡♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ s✐ t♦✉s s❡s ❧✐❡✉① s♦♥t
❜❧♦q✉és✳ ❯♥ ♦✈❡r❧❛② ♥♦♥✲❝♦♥♥❡①❡ ❡st ❡♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s
❡st ❡♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

✹✽



✸✳✹✳ ■♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s

P♦✉r q✉✬✉♥ ♦✈❡r❧❛② s♦✐t ❡♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✐❧ ❞♦✐t ② ❛✈♦✐r ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s
s❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ ét❛♥t ❜❧♦q✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ tâ❝❤❡ ❞✉ ❝②❝❧❡✳ ▲❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝②❝❧❡s à ♣r✐♦r✐ ❡t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❧✬✉♥
❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦✈❡r❧❛② ✭✈♦✐r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ✭❙✉♣♣♦rt ♠✐♥✐♠❛❧✮✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♦✈❡r❧❛② S

❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ D ❞❡ S✱ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡s ❧✐❡✉① ❡t s✉r ❧❡s ♣r✐♦r✐tés✱ t❡❧
q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ S à D s♦✐t ❡♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ❞♦♥♥❡ tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s✉♣♣♦rts ♠✐♥✐♠❛✉① ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❜❧♦q✉é❡s ♣❛r ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✽✭❛✮✮✱ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s ✭✜✲
❣✉r❡ ✸✳✽✭❜✮✮✱ ♦✉ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❞❡✉① ✭✜❣✉r❡ ✸✳✽✭❝✮✮✳

✭❛✮ ✪ ❜❧♦q✉❛♥ts ✭❜✮ ✥ ❜❧♦q✉❛♥ts ✭❝✮ ✥ ❡t ✪ ❜❧♦q✉❛♥ts

❋✐❣✳ ✸✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ s✉♣♣♦rts ♠✐♥✐♠❛✉① ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s✳

✸✳✹✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡
❞❛♥s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ❞❛♥s
✉♥ ♦✈❡r❧❛②✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ ✭●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❞❡ r❡t❛r❞✮✳ P♦✉r ✉♥ ♦✈❡r❧❛② S ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t
s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❞❡ r❡t❛r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ♦ù ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❧✐❡✉①✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❝❤❛q✉❡
❢♦✐s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❧✐❡✉① ❞❛♥s ❧✬♦✈❡r❧❛②✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤✐q✉❡ ❛✉
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞é✜♥✐t ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✳

✷✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬♦✈❡r❧❛② ✿

✕ ❙✐ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ A ❡st ❝♦♥♥❡❝té❡ à ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ s✐t✉é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡
❡①❝❧✉s✐✈❡ B✱ ❧✬❛r❝ ❡st ♦r✐❡♥té A→ B✱ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✭❛✮

✕ ❙✐ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ A ❡st ❝♦♥♥❡❝té❡ à ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ s✐t✉é❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡
❡①❝❧✉s✐✈❡ B✱ ❧✬❛r❝ ❡st ♦r✐❡♥té A← B✱ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✭❜✮

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❞❡ r❡t❛r❞ ❛ss♦❝✐é✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✸✳ ❯♥ ♦✈❡r❧❛② S ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st ❡♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥ ❣r❛♣❤❡
♦r✐❡♥té ❞❡ r❡t❛r❞ ❛❞♠❡t ✉♥ ❝✐r❝✉✐t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❞❡ r❡t❛r❞✱ ✉♥ ❛r❝ ❞✉ ❧✐❡✉ L ✈❡rs ❧❡ ❧✐❡✉ L′ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ L

❡st ❜❧♦q✉é t❛♥t q✉❡ L′ ❡st ❜❧♦q✉é✳ ❆✐♥s✐✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱ t♦✉s ❧❡s ❧✐❡✉① ❞❛♥s
❧❡ ❝✐r❝✉✐t s♦♥t ❜❧♦q✉és✱ ❝❡ q✉✐ ré♣♦♥❞ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

A B A B

❣r❛♣❤❡ ❞❡ r❡t❛r❞♦✈❡r❧❛②

✭❛✮

A

B

A B

♦✈❡r❧❛② ❣r❛♣❤❡ ❞❡ r❡t❛r❞

✭❜✮

❋✐❣✳ ✸✳✾ ✕ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ r❡t❛r❞✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ❧✐❡✉① ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ s♦♥t ❜❧♦q✉és
❡t s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♥♥❡❝tés à ✉♥ ❧✐❡✉ ❜❧♦q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❞❡ r❡t❛r❞✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉s ❝❡s
❧✐❡✉① ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ✉♥ ❝✐r❝✉✐t✱ ❛❧♦rs ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ❧✐❡✉① ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ♣✉✐t✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❜❧♦q✉é ❡t ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✺ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
♥✐ s✉♣♣r✐♠❡r ♥✐ ❝ré❡r ✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ ✭❙✉❝❝❡ss❡✉r✮✳ ❯♥ ♦✈❡r❧❛② B ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥
♦✈❡r❧❛② A ❡st ❛♣♣❡❧❧é s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ A✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❣❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ B ❡st ❛♣♣❡❧❧é ♣ré❞❡❝❡ss❡✉r ❞❡ A✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✺✳ ❙✐ ✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ✉♥ ♦✈❡r❧❛②✱ ❛❧♦rs s♦♥ s✉♣♣♦rt ♠✐♥✐♠❛❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s
t♦✉s ❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❡t t♦✉s ❧❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧✬♦✈❡r❧❛②✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ✉♥ ♦✈❡r❧❛② q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s ❞❛♥s
❧❡ s✉♣♣♦rt ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ s♦♥t ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡✉rs ❧✐❡✉① r❡s♣❡❝t✐❢s✱

✕ ❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥♥❡❝té❡s à ❞❡s r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡✉rs
❧✐❡✉① r❡s♣❡❝t✐❢s✳

❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ s❡ ♣r♦❞✉✐t✱ t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡t ❝♦♥♥❡①✐♦♥s q✉✐ s♦♥t
r❡t✐ré❡s ❡t ❛❥♦✉té❡s ❞❛♥s ❧✬♦✈❡r❧❛② ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳ ▲✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡ s✉♣♣♦rt ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✱ q✉✐ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♣rés❡♥t ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s
s✉❝❝❡ss❡✉rs✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❣❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ s✉r t♦✉s
❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs✳

✺✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❙tr✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬❛tt❛❝❤❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭✉♥ tr❡✐❧❧✐s✮ s✉r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♥♦✉s ❛✐❞❡r❛ à ♣r♦✉✈❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬♦✈❡r❧❛②✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ♦✈❡r❧❛② I✳ ❯♥ ♦✈❡r❧❛② S q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉
à ♣❛rt✐r ❞❡ I ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ i ❢♦✐s ❡st ❞✐t êtr❡ ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 〈i, S〉✳
▲✬♦✈❡r❧❛② I ❡st ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 〈0, I〉✱ q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧❧é❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
❖♥ ❞✐t ❞❡ S q✉✬✐❧ ❡st s✐t✉é à ❞✐st❛♥❝❡ i ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ I✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✭❙✐♠✐❧❛r✐té✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s 〈i, A〉 ❡t 〈j, B〉 s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s s✐
i 6= j ❡t A = B✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ 〈i, A〉 −→ 〈i + 1, B〉 ❞é♥♦t❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❡
❢♦✐s✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 〈i, A〉 à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 〈i + 1, B〉✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥

∗
−→ ❡st ❧❛ ❝❧♦tûr❡ ré✢❡①✐✈❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ −→✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥
+
−→ ❡st ❧❛ ❝❧♦tûr❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ −→✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹ ✭❘❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ 〈0, I〉 ❞♦♥♥é❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
∗
−→

❞é✜♥✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
❘é✢❡①✐✈✐té ❊♥ ♥✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ 〈i, A〉

∗
−→ 〈i, A〉✳

❚r❛♥s✐t✐✈✐té ❙♦✐t 〈i, A〉
∗
−→ 〈j, B〉 ❡t 〈j, B〉

∗
−→ 〈k, C〉✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ 〈i, A〉

∗
−→ 〈k, C〉✱ ❡♥

❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rs ❡t ❞❡♣✉✐s 〈j, B〉✳

❆♥t✐s②♠étr✐❡ ❙♦✐t 〈i, A〉
∗
−→ 〈j, B〉 ❡t 〈j, B〉

∗
−→ 〈i, A〉✳

◆♦t♦♥s q✉❡ 〈i, A〉
+
−→ 〈j, B〉 =⇒ i < j✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 〈i, A〉 6= 〈j, B〉✳ ▲❛

rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ i < j ❡t
j < i✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ 〈i, A〉 = 〈j, B〉✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❛♣♣❡❧❧é é❣❛❧❡♠❡♥t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✮✳ ▲❛
rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧✬♦r❞r❡

∗
−→ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❛❧❧❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✓✐♥❢ér✐❡✉r❡✔

à ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✓s✉♣ér✐❡✉r❡✔✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❞❡ss✐♥é❡s ❞✉ ❤❛✉t ✈❡rs ❧❡ ❜❛s✱
❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

❆✈❡❝ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧✬♦r❞r❡
∗
−→✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡

tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s r❡q✉✐❡rt ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛✐❡♥t ✉♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
♠❛①✐♠❛❧ ❡t ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❝❡ q✉❡ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✼✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡✉① ❧✐❡✉① a ❡t b s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❡①é❝✉t❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♦✈❡r❧❛② S✱
❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s✬❡①é❝✉t❡♥t a ❡t b ♠è♥❡ t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♠ê♠❡ ♦✈❡r❧❛② S′✳

S
a

��

b

��

a+b

��

A

b ''

B

a
ww

S′

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ a ❡t b s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛❥♦✉té❡s ❡t s✉♣♣r✐♠é❡s
♣❛r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ a ♥❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ♣❛s ❧❡ ❧✐❡✉ b✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛❥♦✉té❡s ❡t
s✉♣♣r✐♠é❡s ♣❛r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ b ♥❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ♣❛s ❧❡ ❧✐❡✉ a✳

❉♦♥❝✱ ❛♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ a ❡t ❞❡ b✱ t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛❥♦✉té❡s ❡t s✉♣♣r✐♠é❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✱
♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞❡✉① ❧✐❡✉① ♦♥t été ❡①é❝✉tés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✻ ✭❈❤❡♠✐♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
〈i, A〉 ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 〈j, B〉✱ ❛✈❡❝ i < j✱ ❧❛ ❧✐st❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡s ❧✐❡✉① ❡①é❝✉tés ♣♦✉r ❛❧❧❡r ❞❡
〈i, A〉 à 〈j, B〉✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✼✳ ❙♦✐t 〈t, T 〉 ✉♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❝♦♠♠✉♥ à 〈i, A〉 ❡t 〈j, B〉 t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡ 〈t, T 〉 à 〈i, A〉 ❡t 〈j, B〉 ❛✐❡♥t ✉♥ ❧✐❡✉ ❝♦♠♠✉♥ ❡①é❝✉t❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs 〈t, T 〉 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ 〈i, A〉 ❡t 〈j, B〉✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t a = (at, . . . , ai−1) ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ 〈t, T 〉 à 〈i, A〉✱ ❡t b = (bt, . . . , bj−1)
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ 〈t, T 〉 à 〈j, B〉✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ L = aλ s♦✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❞❡ a t❡❧ q✉❡
L ∈ a ∩ b✳

〈t, T 〉

L

��

〈t + 1, T ′〉
∗

��

∗

  

〈i, A〉 〈j, B〉

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ➱t❛♣❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✳

❙✐ λ = t ❛❧♦rs L ❡st ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❞❛♥s 〈t, T 〉✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡s ❧✐❡✉① at, . . . , aλ−1 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①é❝✉tés
❞❛♥s b✱ ❡t ❝♦♠♠❡ L ❡st ❡①é❝✉té ❞❛♥s b✱ ❧❡s ❧✐❡✉① at, . . . , aλ−1 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ L ❞✬êtr❡ ❡①é❝✉t❛❜❧❡✳ ❉♦♥❝ L ❡st ❞é❥à ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❞❛♥s 〈t, T 〉✳

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✺✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❡✉① ✐♥✐t❛❧❡♠❡♥t ❡①é❝✉t❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❡♠♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡r♠✉t❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ L ❛♣♣❛r❛✐ss❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❞❛♥s a ❡t b✳

✺✷



✹✳✶✳ ❚r❡✐❧❧✐s ❡t ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s

❖♥ ♥♦t❡ 〈t + 1, T ′〉 ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ 〈t, T 〉 ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t L✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✳

❈❡ ❧❡♠♠❡ ♣❧❛❝❡ ❧❛ ❜r✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐
ét❛❜❧✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♦✈❡r❧❛②✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✽ ✭❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✮✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s 〈i, A0〉 ❡t 〈j, B0〉 ❞ér✐✈é❡s ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ 〈i, A0〉 6

∗
−→ 〈j, B0〉 ❡t 〈j, B0〉 6

∗
−→ 〈i, A0〉✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♠❛①✐♠❛❧ 〈p, P0〉 q✉✐ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✼✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ ❧❡s ❧✐❡✉① ❡①é❝✉✲
tés s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ 〈p, P0〉 à 〈i, A0〉 ❡t 〈j, B0〉 ❢♦r♠❡♥t ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡✉① ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❞✐s❥♦✐♥ts✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ 〈i, A0〉 ❡t 〈j, B0〉 ♦♥t ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ❝♦♠♠✉♥✱ ❡t q✉❡
❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ✉♥✐q✉❡✳

❙♦✐t a = {{ap, . . . , ai−1}} ❧❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐❡✉① ❡①é❝✉tés s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
〈p, P0〉 à 〈i, A0〉✱ ❡t s✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t s♦✐t b = {{bp, . . . , bj−1}} ❧❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐❡✉① ❡①é❝✉tés
s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ 〈p, P0〉 à 〈j, B0〉✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ a ∩ b = ∅ ❡t s♦✐t a 6= ∅✱ s♦✐t b 6= ∅ ✭s✐♥♦♥ P0 = A0 = B0✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡
a 6= ∅✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✺✱ ❝♦♠♠❡ ap ❡st ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❞❛♥s 〈p, P0〉✱ ✐❧ r❡st❡ ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉

❝❤❡♠✐♥ ❞❡ 〈p, P0〉 à 〈j, B0〉✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ 〈j, B0〉
ap
−→ 〈j + 1, B1〉✳

❙♦✐t 〈p, P0〉
ap
−→ 〈p + 1, P1〉✳ 〈p + 1, P1〉 ❡st ❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ 〈i, A0〉 ❡t 〈j + 1, B1〉

❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✼✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ A0 6
∗
−→ B1✳ ❆❧♦rs 〈p+1, P1〉✱ 〈i, A0〉 ❡t 〈j +1, B1〉

r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬♦♥ ❛❥♦✉t❡
♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s à B =

(

〈j, B0〉, 〈j + 1, B1〉, . . . , 〈j + ℓ, Bℓ〉
)

❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡

〈i, A0〉
∗
−→ 〈j + ℓ, Bℓ〉✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r à 〈i, A0〉 ❡t 〈j, B0〉✱ 〈j + ℓ, Bℓ〉✱ q✉✐ ❡st

♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ✉♥✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐❡✉① ❡①é❝✉tés ❞❡ 〈p, P0〉 à 〈j + ℓ, Bℓ〉
❡st a ∪ b ❡t ℓ = |a ∪ b|✳

✹✳✶ ❚r❡✐❧❧✐s ❡t ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐tér❛t✐✈❡s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✐♥✜♥✐✱
❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞és✐r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
s❡ ♣♦✉rs✉✐✈❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ❡①t❡r♥❡ ✭st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ♥♦♠❜r❡ ♣ré✲❞é✜♥✐
❞✬✐tér❛t✐♦♥s✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ tr♦✐s tâ❝❤❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ s❡✉❧ ❝❛s ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✾ ✭❋✐♥✐t✉❞❡✮✳ ❯♥ ♦✈❡r❧❛② ❝♦♥♥❡①❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ❛ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥s ✜♥✐✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✜♥✐✱ q✉✐ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ r❡♠♣❧✐t
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ✿ ♣❧✉s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳ ❙♦✐t 〈i, D〉 ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ s✐t✉é❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ i ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❙♦✐t 〈i, C〉 ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ à ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

〈0, b〉

L2

��

〈1, c〉
L3

��

L1

��

〈2, a〉

L1 ''

〈2, d〉

L3ww

〈3, b〉

L2

��

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ tr♦✐s tâ❝❤❡s✳

✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✱ ♦♥ ❛ 〈j, B〉 ❛✈❡❝ 〈i, C〉
+
−→ 〈j, B〉 ❡t

〈i, D〉
+
−→ 〈j, B〉✳ ❈♦♠♠❡ 〈i, D〉 ❡st ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ i = j ❡t ❞♦♥❝ q✉❡

B = D✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ C = D = B✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s à ❞✐st❛♥❝❡ i s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ■❧
♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ à ❞✐st❛♥❝❡ j > i✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✜♥✐✱ ❛✈❡❝ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

✹✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s ❡t ❤♦♠♦❣é♥é✐té

▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡s ✈✐sé❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✺✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 〈i, A〉 ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 〈j, B〉✱ ❛✈❡❝
i < j✱ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡s ♠ê♠❡s ❧✐❡✉①✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✵ ✭❍♦♠♦❣é♥é✐té✮✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✐♥✜♥✐✱ ❞✬✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❝♦♥♥❡①❡
s❛♥s ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✱ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 〈i, A〉 ❡t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
s✐♠✐❧❛✐r❡ 〈j, A〉✱ ❛✈❡❝ i < j✱ ❡①é❝✉t❡♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❧✐❡✉① ❞❡ ❧✬♦✈❡r❧❛②✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 〈j, A〉 s♦✐t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ 〈i, A〉
❛✈❡❝ i < j✳
P❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✺✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ 〈i, A〉 à 〈j, A〉 s♦♥t ❢♦r♠és ❞❡s
♠ê♠❡s ❧✐❡✉①✳ ❙♦✐t C = (li, . . . , lj − 1) ✉♥ t❡❧ ❝❤❡♠✐♥✳ ❙♦✐t L ✉♥ ❧✐❡✉ ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❡♥ 〈i, A〉 t❡❧
q✉❡ L 6∈ C✳ ❈♦♠♠❡ L ♥✬❡st ♣❛s ❡①é❝✉té ❞❛♥s C ❡t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s 〈i, A〉 ❡t 〈j, A〉 s♦♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ t♦✉s ❧❡s ❧✐❡✉① Lk ❝♦♥♥❡❝tés s✉r L✱ ❡t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❧✐❡✉① ❝♦♥♥❡❝tés s✉r ❧❡s
❧✐❡✉① Lk✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①é❝✉tés ❞❛♥s C✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬♦✈❡r❧❛② ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ C = ∅ ❡t
q✉❡ ❞♦♥❝ i = j✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳

❚♦✉s ❧❡s ❧✐❡✉① ❞❡ ❧✬♦✈❡r❧❛② s♦♥t ❞♦♥❝ ❡①é❝✉tés ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s C✳ ❙✐✱ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
❞✐st❛♥❝❡✱ 〈j, A〉 ❡st ❧❛ nè♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à 〈i, A〉✱ ❛❧♦rs ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t♦✉s ❧❡s ❧✐❡✉① ❞❡
❧✬♦✈❡r❧❛② s♦♥t ❡①é❝✉tés n ❢♦✐s s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✵ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❡st ❜♦r♥é ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦✈❡r❧❛②✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛✐ss❡r à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❞✉
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✹✳✸✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❈❤✐♣ ❋✐r✐♥❣ ●❛♠❡s

s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s tâ❝❤❡s à ❡①é❝✉t❡r✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞✬✉♥❡
❛tt❡♥t❡ ❜♦r♥é❡✱ ❝❡ q✉✐ é✈✐t❡ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❢❛♠✐♥❡✳

✹✳✸ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❈❤✐♣ ❋✐r✐♥❣ ●❛♠❡s

P❡♥❞❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦✈❡r✲
❧❛②s ❡t ❧❡s ❈❤✐♣ ❋✐r✐♥❣ ●❛♠❡s✱ ❈❋●✱ ❛ été ❞é✜♥✐✳ ❚❡❧s q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐sés ❞❛♥s ❬✸✶❪✱ ❧❡s ❈❋● s♦♥t
❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ♦ù ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ét✐q✉❡tés ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥s ✭❝❤✐♣s✮✳ ❯♥❡
❢♦✐s q✉✬✉♥ s♦♠♠❡t ❛ ❛❝q✉✐s ♣❧✉s ❞❡ ❣r❛✐♥s q✉❡ s♦♥ ❞❡❣ré s♦rt❛♥t✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝❧❡♥❝❤é ✭✜r❡❞✮✳
❉é❝❧❡♥❝❤❡r ✉♥ s♦♠♠❡t s✐❣♥✐✜❡ ❞✐♠✐♥✉❡r s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥s ❞❡ s♦♥ ❞❡❣ré s♦rt❛♥t ❡t ❞✐str✐❜✉❡r
✉♥ ❣r❛✐♥ à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❛r❝ s♦rt❛♥t✳

▲❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♦✈❡r❧❛②s ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❈❋● ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
♠♦r♣❤✐s♠❡ ✹✳✶✶ ❡♥tr❡ ❧❡✉rs ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✶ ✭➱✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❈❋●✮✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣❡✉t
êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❈❋●✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt T ❞✉ ❈❋● ♣♦✉r ✉♥ ♦✈❡r❧❛② S ❡st ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❡✉ ❝♦♥tr❛✐♥t ❞❛♥s S ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s T ✳

✕ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❡✉ ❝♦♥♥❡❝té à ✉♥ ❧✐❡✉ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t ❞❛♥s S ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ s✉r s♦♥ s♦♠♠❡t ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s T ✳

✕ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❡t ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐❡✉ ❝♦♥tr❛✐♥t
❞❡ S ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❛r❝s✱ ✉♥ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❛♥s
T ✳

❆✈❡❝ ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ δS(L) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❧✐❡✉ L✱

✕ σS(L) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❞✉ ❧✐❡✉ L✱

✕ ωS(L) ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞✉ ❧✐❡✉ L✱

✕ ρS(L, L′) ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ❞✉ ❧✐❡✉ L′ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞✉ ❧✐❡✉ L

❡st ❝♦♥♥❡❝té❡✱ ♦✉ 0 s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥✱

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥s ♣♦✉r ✉♥ s♦♠♠❡t ℓ ❞❡ T ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❧✐❡✉ L ❞❡ S ❡st ✿

❣r❛✐♥s(ℓ) = δS(L) + σS(L)− 1− ωS(L)−
∑

L′∈S

ρS(L, L′)

▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ✹✳✶ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
tr♦✐s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡s ❈❋●✳

L1 L2 L3

δS(L) ✶ ✶ ✶
σS(L) ✷ ✷ ✶
ωS(L) ✵ ✵ ✵

ρS(L, L′) L1 L2 L3

L′
1 ✵ ✶ ✵

L′
2 ✵ ✵ ✶

L′
3 ✵ ✵ ✵

❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥s ♣♦✉r ❧❡ ❈❋● ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ tr♦✐s tâ❝❤❡s✳

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

L1 L2 L3

//
L1 L2 L3

✵✶✷

✭❛✮

L1
//

L1 L2 L3

✵✷✶

✭❜✮

L2yy

L1 L2 L3

✶✵✷

✭❝✮

L3

OO

L1
//

L1+L3

99

L1 L2 L3

✶✶✶

✭❞✮

L3

OO

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ tr♦✐s tâ❝❤❡s ♣❛r ✉♥ ❈❋●✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞✬✉♥ ❈❋● ❝♦♥str✉✐t
❛✈❡❝ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❧♦s❡s✳ ❉❛♥s ❬✷✾❪✱ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
❈❋● ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❧♦s❡s✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❧
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✱ q✉✐ s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡s ♦✈❡r❧❛②s ✿ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ❧♦♥❣✉❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
❡♥tr❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳ ✳ ✳

✺✻



✹✳✹✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦✈❡r❧❛②s

✹✳✹ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦✈❡r❧❛②s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡r❛ ♣❛s q✉✬✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❛✈❡❝
✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❞é❥à ❞é✜♥✐✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s✳ ❙♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡
à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❡t q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❧❛❝❡r
t♦✉t❡s s❡s r❡q✉êt❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❧✐❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ P♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡s✱
❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r p ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❧✐❡✉ ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ✭❧✐❣♥❡ ✼✮ ♣♦✉r ♣❧❛❝❡r ❧❛ r❡q✉êt❡ ❛✉
s♦♠♠❡t ❞✉ ❧✐❡✉✱ ♣✉✐s ✐❧ ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s r❡q✉êt❡s
s❡ ❢❛ss❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ P♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦♠♣t❡✉r
❞♦♥♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ✭❧✐❣♥❡ ✶✷✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞❡
♠✉❧t✐♣❧❡s r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❧✐❡✉✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✈❡r❧❛②✳
❊♥tré❡s ✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s T ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐❡✉① L✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Ti ∈ T ✱

✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❧✐❡✉① (X1, . . . , Xwi
) s✉r ❧❡sq✉❡❧s Ti s♦✉❤❛✐t❡ ♣❧❛❝❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡✱ ❡t ✉♥❡

❧✐st❡ ❞❡ ❧✐❡✉① (I1, . . . , Iri
) s✉r ❧❡sq✉❡❧s Ti s♦✉❤❛✐t❡ ♣❧❛❝❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡✳

❙♦rt✐❡s ✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡✉ L ∈ L✱ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❞❡s r❡q✉êt❡s s✉r L t❡❧ q✉❡ ❧✬♦✈❡r❧❛②
rés✉❧t❛♥t s♦✐t ❞é♣♦✉r✈✉ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

➱t❛♣❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✕ ❈♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t C(T )✳

✕ ❈❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ T1, . . . , Tn ❞✉ ❣r❛♣❤❡ C(T )✳

✶✿ ♣♦✉r t♦✉t ❧✐❡✉ L ∈ L ❢❛✐r❡

✷✿ p(L)← 0
✸✿ ✜♥ ♣♦✉r

✹✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉❧❡✉r c ❞❡ 1 à n ❢❛✐r❡

✺✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ tâ❝❤❡ T ∈ Tc ❢❛✐r❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡

✻✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ X ❞❡ T s✉r ❧❡ ❧✐❡✉ Xi ❢❛✐r❡

✼✿ p(Xi)← p(Xi) + 1
✽✿ ♣r✐♦r✐té ❞❡ X ← p(Xi)
✾✿ p(Xi)← p(Xi) + 1

✶✵✿ ✜♥ ♣♦✉r

✶✶✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ I ❞❡ T s✉r ❧❡ ❧✐❡✉ Ii ❢❛✐r❡

✶✷✿ ♣r✐♦r✐té ❞❡ I ← p(Ii)
✶✸✿ ✜♥ ♣♦✉r

✶✹✿ ✜♥ ♣♦✉r

✶✺✿ ✜♥ ♣♦✉r

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✷✳ ❯♥ ♦✈❡r❧❛② ✐♥✐t✐❛❧✐sé ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞✉ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ ♦♥ ✈♦✐t
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❞❡ r❡t❛r❞ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❛r❝s ♦r✐❡♥tés ❛❧❧❛♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡
❝♦✉❧❡✉r i ✈❡rs ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r j✱ ❛✈❡❝ i > j✳

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

■❧ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❞❡ ❝②❝❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❡t ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♥♥❡❝té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ r❡t❛r❞✮✳ ❉♦♥❝✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❜✐❡♥ ❧✬♦✈❡r❧❛② s❛♥s ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✸✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ét❛♣❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ t❡♠♣s
❧✐♥é❛✐r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡
♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ t❡♠♣s n✱ ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✉ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❝❛❧❝✉❧é ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡
♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✳

▲♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t
C(T )✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss❡③ ❣r♦s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s tâ❝❤❡s ♣♦s❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs r❡q✉êt❡s
❡①❝❧✉s✐✈❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❧✐❡✉✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ C(T ) ❛ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝
✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❧✐❡✉✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❡✉t êtr❡ é✈✐té❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❧✐st❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❧✐st❡ ❣❛r❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♣♦s❡♥t ✉♥❡ r❡q✉êt❡ s✉r ✉♥ ❧✐❡✉ ❞♦♥♥é✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✱ ♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❧✐❡✉① s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡ ❛ ♣♦sé ✉♥❡ r❡q✉êt❡✳ ■❧ ❡st
❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥♥é❡ T ∈ T ✱ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❝❡s ❧✐st❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s
❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s T ❡st ❡♥ ❝♦♥✢✐t✳

■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ s✉r ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ C(T )✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ s♦✐t ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s
❝♦❧♦r✐❛❣❡s ❡♥ ❛✉ ♣❧✉s ∆ + 1 ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ∆ ❧❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠❛❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱
❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❬✶✽❀ ✶✾❪✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ q✉❛tr❡ tâ❝❤❡s✳
❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ s✉r ✉♥ ❞❡s ❧✐❡✉①✱ ❡t ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ s✉r
❧❡ ❧✐❡✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ✐♠♣❛❝t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬♦✈❡r❧❛②
rés✉❧t❛♥t✳

❈♦❧♦r✐❛❣❡

L1 L2 L3 L4 L1 L2 L3 L4

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

✭❛✮ 4✲❝♦❧♦r✐❛❣❡ ✭❜✮ 2✲❝♦❧♦r✐❛❣❡

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❉❡✉① ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ q✉❛tr❡ tâ❝❤❡s✳

P♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦❞✉✐t❡s ❛✈❡❝
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❧♦r✐❛❣❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡♥ ❛✉ ♣❧✉s ∆ + 1 ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❛✉ ♣✐r❡ ✉♥ ✸✲❝♦❧♦r✐❛❣❡✱ ♠❛✐s ♣❛s ✉♥
✹✲❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✭❛✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s
❞✉ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ✿ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
à ❧✬❛✉tr❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❞❡✉① é✈♦❧✉t✐♦♥s✱ ✈❡rs ❡t ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✭ȧ ♦✉ ḃ✮✳

❙✉r ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ❞❡✉① ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

✺✽



✹✳✹✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦✈❡r❧❛②s

〈0, a〉

L1

��

〈1, ȧ〉

L2

��

〈2, b〉
L3

��

L1

��
〈3, ḃ〉

L4

��

L1

��
〈4, a〉

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ✹ tâ❝❤❡s✳

■❧ ❡①✐st❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s
❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿ ❧✬❛♥♥❡❛✉
❝❤❛î♥é ❞❡ q✉❛tr❡ tâ❝❤❡s✳

❈♦❧♦r✐❛❣❡

L1 L2 L3 L4 L1 L2 L3 L4

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

✭❛✮ 4✲❝♦❧♦r✐❛❣❡ ✭❜✮ 2✲❝♦❧♦r✐❛❣❡

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❉❡✉① ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❝❤❛î♥é ❞❡ q✉❛tr❡ tâ❝❤❡s✳

P♦✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ✹✳✻✭❛✮ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✭❛✮✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ✹✳✻✭❜✮ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✭❜✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥♦té❡s ȧ✱ ä✱ ˙̈a ❡t ȧ1✱ ȧ2✱ ä✱ ˙̈a1✱ ˙̈a2 ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

❈❡s ❝♦❧♦r✐❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡s ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t s✉r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❬✶✽❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s t❡sts à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♠❛tr✐❝✐❡❧s✱ ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❧✉tôt ❜✐❡♥ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✈♦✐r ❬✽❪✳ P♦✉r ❝❡s ✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❞❡ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❡st ❝r✉❝✐❛❧❡✳
❆✈❡❝ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ♣r♦♣♦sé❡✱ ❝❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡
❡♥ ❣é♥ér❛♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ts ❧✐❡✉✲❝♦✉❧❡✉r✲tâ❝❤❡ (ℓi, ci, Ti)✱ ❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧❡❢s ♣❡✉t êtr❡
✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr✐❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❬✷✵❪✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❣♦✉❧♦t ❞✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

〈0, a〉

L1

��

〈1, ȧ〉

L2

��

〈2, ä〉

L3

��

〈3, ˙̈a〉

L4

��

〈3, a〉

L1

��

✭❛✮

〈0, a〉

L1

��
L3

��

〈1, ȧ1〉

L3

''

〈1, ȧ2〉

L1

ww

〈2, ä〉

L2

��
L4

��

〈3, ˙̈a1〉

L4

''

〈3, ˙̈a2〉

L2

ww

〈4, a〉

L1

��

L3

��

✭❜✮

❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✐s❥♦✐♥ts✳

♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡✳ P♦✉r ✉♥ ❝❛s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦ù ♦♥ ❢♦✉r♥✐t à ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s
♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ ❀ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞✉ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ s✉✣s❛♥t❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❧❡ s②sté♠❡ é✈♦❧✉❛♥t ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛s②♥❝❤r♦♥❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛❝t✐✈❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐❡✉①
❡①é❝✉t❛❜❧❡s ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ q✉❛tr❡ tâ❝❤❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦❧♦r✐❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥érés ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶✱
❧❛ s♦✉s✲✜❣✉r❡ ✹✳✹✭❛✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣✐r❡ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ✭✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❛r tâ❝❤❡✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲
✜❣✉r❡ ✹✳✹✭❜✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦❧♦r✐❛❣❡
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤♦✐①
♣ré❢ér❛❜❧❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦❧♦r✐❛❣❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡✱ ❝♦♠♠❡
❧✬✐❧❧✉str❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s t❛♥t ❞❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ ❝❤♦✐s✐t ♣❛r♠✐ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡①é❝✉t❛❜❧❡s✳

✹✳✹✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝❡❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣❡✉t
êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡s q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❧✐❡✉①✱ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡q✉êt❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡s✱ ❡t s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ à ✉♥❡
❛✉tr❡✳ ❈❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ ❛✉❝✉♥❡ tâ❝❤❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥✬❡st ❛❥♦✉té❡ ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐❢ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st str✐❝t❡♠❡♥t r❡s♣❡❝té✳

✹✳✹✳✷ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s

❙✐ ♣♦✉r ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ r❛✐s♦♥✱ ✉♥ ♦✈❡r❧❛② ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶✱ ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ à ♣♦stér✐♦r✐✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❞é❡ ❡st ❞❡

✻✵



✹✳✹✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦✈❡r❧❛②s

❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t C(T ) ❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❞❡ r❡t❛r❞✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s✱ ✈♦✐r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à t❡st❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✹✳ ❯♥ ♦✈❡r❧❛② q✉✐ ❛ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡✉ ❡st ❡①é❝✉té ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦✈❡r❧❛② ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡
à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✳

❙♦✐t L = (L1, . . . , Lk) ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡✉ ❡st ❡①é❝✉té ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ ❢♦✐s✳ ❙♦✐t L′ = (L′

1, . . . , L
′

k) ❧❛ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ❞❡s ❧✐❡✉①✳ P❛r ❧❡
❧❡♠♠❡ ✹✳✺✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ L′ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ r❡t♦✉r à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ✐♥✜♥✐ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✾ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✹ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r t❡st❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ❞❛♥s ❧✬♦✈❡r❧❛② ❞✬✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞é❥à ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ s❛♥s r❡♠✐s❡ ❞❡s
r❡q✉êt❡s ❛♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡✉ ❛ été ❡①é❝✉té
✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❡t ❧✬♦✈❡r❧❛② ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲✬❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ❝♦♥st✐✲
t✉❛✐❡♥t s♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳

✕ ▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ r❡q✉✐❡rt ♣❛s ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ s✐♠♣❧❡
❞é♣ôt ❡t ❧❛ ré❝❧❛♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬ét❛✐t ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❧❡s ❘❲▲✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸
❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✾ ❡♥ ♣❧✉s✳

✕ ▲✬éq✉✐té ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡st r❡s♣❡❝té❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✵ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛ss❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
tâ❝❤❡s✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲✬é❝❛rt ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s à ✉♥
✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ❡♥tr❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❢❛♠✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡s ❛✉① ❘❲▲ ét❛♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
s✉♣♣r✐♠é❡s✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ♣❡✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ q✉✐ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
ré❛❧✐sé❡s ❡t ❡①♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❡s ♦✈❡r❧❛②s ♦♥t été s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sés
❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

✻✷



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛tt❛❝❤és à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥
❛❝❝ès tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✳

▲✬❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ❣♦✉❧♦t ❞✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
❛ été ✈✉ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❧ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
ét❡♥❞✉ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧✐és ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s
❞✬❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✱ q✉✐ s❡ ♣❧❛❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❡①✐st❛♥ts ✭❘❲▲ ♥♦t❛♠♠❡♥t✮✱
t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❡t ❛ ❢♦rt✐♦r✐ à
❞é♠♦♥tr❡r✳

✻✸



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

✻✹



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

✻✺





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✺ P❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✼✶

✺✳✶ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✶✳✶ ●r❡❧♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✶✳✷ ❈❛♣r✐❝♦r♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✶✳✸ ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✷✳✶ ❆❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✷✳✷ ❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✻ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ✼✺

✻✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✻✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✼ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❖❘❲▲ ✽✸

✼✳✶ ❊①é❝✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✼✳✶✳✶ Pré✈✐s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✼✳✷ ❍♦♠♦❣é♥é✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✽ ❱❡rs ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ✾✸

✽✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢❡rts t❤❡r♠✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✽✳✷ P♦rt❛❣❡ ❞❛♥s ♣❛r❳❳▲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✻✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡✲
♠❡♥t ét❡♥❞✉ ❡t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❖❘❲▲✱ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

▲❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ❡st t❡sté ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ❈❡tt❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✐♥❝❧✉t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❜❧♦❝s✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❡s
✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ s✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t
✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✜♥❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳

❆♣rès ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡t ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②sés ❡t ❝♦♠✲
♠❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✻ ❡t ✼✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ❝♦♥❝❧✉t ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❡♥t❛♠é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥s✱ ❢♦✉r♥✐ss❡✉rs ❞✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✳

✻✾



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

✼✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

P❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s s✉r ❧❡s ❢♦r♠❛ts ❞❡
st♦❝❦❛❣❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ❡t ❧✬♦✈❡r❧❛② ❞✬❖❘❲▲ ❝♦♠♠❡
♦✉t✐❧ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳

✺✳✶ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡

▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ❞ét❛✐❧s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t
❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✶✱ ✺✳✷ ❡t ✺✳✸✱ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ●r✐❞✬✺✵✵✵ ✿

✕ ●r❡❧♦♥ ❡st ✉♥ ❝❧✉st❡r ♥❛♥❝é✐❡♥ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❜✐✲♣r♦❝❡ss❡✉rs ❜✐✲❝÷✉rs✱

✕ ❈❛♣r✐❝♦r♥❡ ❡st ✉♥ ❝❧✉st❡r ❧②♦♥♥❛✐s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❜✐✲❝÷✉rs✱

✕ ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ❡st ✉♥ ❝❧✉st❡r ❧✐❧❧♦✐s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❜✐✲♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉❛❞r✐✲❝÷✉rs✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ♣❛r❳❳▲ ✭✈♦✐r
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈✰✰ ré❝❡♥t ❡t s✉♣♣♦rt❛♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❡ ■❙❖ ❞✐t❡ ✓❈✰✰✲✾✽✔✳ ▲♦rs ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ●r✐❞✬✺✵✵✵ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱
❧❡ ❝❧✉st❡r ●r❡❧♦♥ ❛ été ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r s♦♥ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ré❝❡♥t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s♦♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r
❈✰✰✳ ▲❡ ❝❧✉st❡r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ❛ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣♦✉r s♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥✳ ❙♦♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r✱ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥ à ❧✬é♣♦q✉❡✱ ❛ ❞❡♠❛♥❞é q✉❡❧q✉❡s ❡✛♦rts ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❛♥s
♣❛r❳❳▲ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❧✉st❡r à ◆❛♥❝②✱
●r✐✛♦♥✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛♥❝✐❡♥ ❝❧✉st❡r ✈✐❡❧❧✐ss❛♥t✱ ●r✐❧❧♦♥✱ ❛ ❡♥❣❡♥❞ré ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❝❧✐♠❛t✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ●r✐❞✬✺✵✵✵ à ❝♦✉♣❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞✉ ❝❧✉st❡r
●r❡❧♦♥✳ ▲❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛②❛♥t ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t ❝❤✉té✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été
♠❡♥é❡s s✉r ❧❡ ❝❧✉st❡r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❡t ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❣r❛♥❞❡✳

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ P❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

✺✳✶✳✶ ●r❡❧♦♥

Pr♦❝❡ss❡✉rs ✷ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ✺✶✶✵ ❜✐✲❝÷✉rs à ✶✳✻ ●❤③
❈❛❝❤❡ ▲✷ ❞❡ ✹ ▼♦ à ✶✸✸✸ ▼❍③

▼é♠♦✐r❡ ✷ ●♦ ❉❉❘✷ à ✻✻✼ ▼❍③
❉✐sq✉❡ ❞✉r ✽✵ ●♦ ❙❆❚❆✱ ❇✉s ✸✷ ❜✐ts
❙②stè♠❡ ●◆❯✴▲✐♥✉① ✷✳✻✳✷✻✳✷
❊♥tré❡ ❡♥ s❡r✈✐❝❡ ❋é✈r✐❡r ✷✵✵✼

❚❛❜✳ ✺✳✶ ✕ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✉ ❝❧✉st❡r ●r❡❧♦♥✳

✺✳✶✳✷ ❈❛♣r✐❝♦r♥❡

Pr♦❝❡ss❡✉r ✶ ❆▼❉ ❖♣t❡r♦♥ ✷✹✻ ❜✐✲❝÷✉rs à ✷✳✵ ●❤③
❈❛❝❤❡ ▲✷ ❞❡ ✶ ▼♦ à ✹✵✵ ▼❍③

▼é♠♦✐r❡ ✷ ●♦
❉✐sq✉❡ ❞✉r ✸✻ ●♦ ❙❈❙■✱ ❇✉s ✻✹ ❇✐ts
❙②stè♠❡ ●◆❯✴▲✐♥✉① ✷✳✻✳✶✽✳✻
❊♥tré❡ ❡♥ s❡r✈✐❝❡ ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✹

❚❛❜✳ ✺✳✷ ✕ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✉ ❝❧✉st❡r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✳

✺✳✶✳✸ ❈❤✐♥q❝❤✐♥t

Pr♦❝❡ss❡✉rs ✷ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✹✹✵ ◗❈ q✉❛❞✲❝÷✉rs à ✷✳✽✸ ●❤③
❈❛❝❤❡ ▲✷ ❞❡ ✹ ▼♦ à ✶✸✸✸ ▼❍③

▼é♠♦✐r❡ ✽ ●♦
❉✐sq✉❡ ❞✉r ✷✺✵ ●♦ ❙❆❚❆✲✷✱ ❇✉s ✸✷ ❇✐ts
❙②stè♠❡ ●◆❯✴▲✐♥✉① ✷✳✻✳✶✾✳✶
❊♥tré❡ ❡♥ s❡r✈✐❝❡ ❉é❜✉t ✷✵✵✽

❚❛❜✳ ✺✳✸ ✕ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✉ ❝❧✉st❡r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳

✺✳✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ❡t ❞❡s ❖❘❲▲ ❛ été ❛❥♦✉té à ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ♣❛r❳❳▲✱ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❧●♦r✐❧❧❡✱ ✈♦✐r ❬✷✶❪✳ ♣❛r❳❳▲ ❡st ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡st✐♥é❡ à s✐♠♣❧✐✜❡r
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❡ ✜♥❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s à ❣r♦ss❡ ❣r❛✲
♥✉❧❛r✐té ✭❝❧✉st❡rs✱ ❣r✐❧❧❡s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs✮✳ ▲✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♦✉t✐❧s ♣r♦♣♦sés s♦♥t t♦✉t à ❢❛✐t
❛❞❛♣tés à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ✿ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❜str❛✐ts✱ ♦✉t✐❧s
❞❡ ❝❤r♦♥♦♠étr❛❣❡✱ ❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✱✳ ✳ ✳
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✺✳✷✳ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

✺✳✷✳✶ ❆❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ♣❛r❳❳▲ ♣♦✉r
❧❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ P♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ❜❧♦❝ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ✈❡rs ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✱
♣✉✐s ré✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r ❝❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❆♣rès
❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ❜❧♦❝ ❡st ❡♥s✉✐t❡ tr❛♥s❢♦r♠é à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ❛✈❛♥t é❝r✐t✉r❡ s✉r
❞✐sq✉❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s
♥é❝❡ss✐t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❢♦r♠❛ts ❞❡ st♦✲
❝❦❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛✉t♦r✐s❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ s✐♠✉❧t❛✲
♥é❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♣✐❡s✳ ❙❡✉❧ ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ ✉♥ très ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ très ❣r♦s ❜❧♦❝s ♠♦♥tr❡
✉♥❡ ✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡ ❝❛s ét❛♥t ❧♦✐♥ ❞✉ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝r✐t✐q✉❡ à ❧❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳

▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ♣❛r❳❳▲ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❤✉♥❦s✱ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ♣♦✉r ❧❡s ✜❝❤✐❡rs st♦❝❦és
s✉r ❞✐sq✉❡ ❢❛✐t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❛♣♣❛❣❡✱ ✈✐❛ ❧❡s ❛♣♣❡❧s s②stè♠❡s ♠♠❛♣ ❡t
♠✉♥♠❛♣✳ ❈❡❝✐ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡t ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r
❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✐é à ❝❡tt❡
❞é❧é❣❛t✐♦♥ ✿ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
ré❛❧✐sé✱ ♥✐ s✉r ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♣❡✉t s✉r✈❡♥✐r✳ ❈❡❝✐ r❡♥❞ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
❞✐✣❝✐❧❡s à r❡♣r♦❞✉✐r❡✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ❛rr✐✈é q✉❡ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ré❛❧✐sé❡s à q✉❡❧q✉❡s ♠♦✐s
❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛✐❡♥t ❞♦♥♥é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✉s❛❣❡ ré❡❧ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ❧✬❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞❡s ❝❤✉♥❦s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❛♣♣❡❧s
s②stè♠❡s r❡❛❞ ❡t ✇r✐t❡✳ ▲❡ r❡t♦✉r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♣♣❛❣❡ ♥é❝❡ss✐t❡r❛ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡
s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✱ t❛♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥
q✉❡ ❞❛♥s ♣❛r❳❳▲✳

✺✳✷✳✷ ❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ❖❘❲▲ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠✉❧t✐t❤r❡❛❞é ❡♥ ♠é♠♦✐r❡
♣❛rt❛❣é❡ ❛ été ❛❥♦✉té à ♣❛r❳❳▲✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡ r❡q✉êt❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✱ ❛❝❝♦r❞és ❛✉ ▲❍ ❡t s✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱
❧✬❛tt❡♥t❡ ❡t ❧❛ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s✳ ❊♥ ✐♥t❡r♥❡✱ ❝❡s ♦❜❥❡ts ♠❛✐♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ♦r❞♦♥♥é❡
❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝♦♠♣t❡✉rs✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❞❛♥s ❧✬♦✈❡r❧❛②✳ ▲❡s
❝♦♠♣t❡✉rs s❡r✈❡♥t ❡♥s✉✐t❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❝♦♥❝❡r♥é✳

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❖❘❲▲ ❞❛♥s ♣❛r❳❳▲ ❢❛✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉① t❡♠♣❧❛t❡s ❞✉ ❈✰✰✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ❡♥ s♣é❝✐✜❛♥t
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ✐♥t❡r♥❡✳ ■❧ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s
❞❡ r❡q✉êt❡s ❞✬✉♥ ♦✈❡r❧❛② ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣r✐♦r✐té ✭✈♦✐r
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❡t ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥
♦❜❥❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ à ❧✬❆P■ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ♣❛r❳❳▲✱ ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❡①❛❝t ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡♥
♣❛r❛♠ètr❡ t❡♠♣❧❛t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡✱ ♦ù ❧❡s ❡♥t✐tés ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
s♦♥t ❞❡s t❤r❡❛❞s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣❛r✿✿s②s✿✿❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❛r❳❳▲✱ ❜❛sés
s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣t❤r❡❛❞ ♣t❤r❡❛❞❴❝♦♥❞❴t✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡ t❡❧s ♦❜❥❡ts s❡r♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés ♣♦✉r ✉♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é✱ ❧❡s ❖❘❲▲ ❞❡ ♣❛r❳❳▲ ♣♦✉rr♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés✱ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ t❡♠♣❧❛t❡✳

✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ P❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

✼✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉

❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧✬✉s❛❣❡ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡s ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡
❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✱ q✉✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s
❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦✉❝✐❡✉s❡s ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s
✈✐❡♥♥❡♥t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ✐❞é❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❧✐é❡s ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ✿

✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱

✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❡s t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛❣❡♥✲
❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❛ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ s♦♥t ❝♦♠♣❛rés✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠❡s✉r❡ ❡t
❝♦♠♣❛r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❛ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ✳ ❈❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s
❞❡✉① ❛❣❡♥❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❝❝ès ❝♦♥❝✉rr❡♥ts à ❧❛
r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✳

✻✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t

▲❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✶✱ ✻✳✷ ❡t ✻✳✸ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❜❧♦❝s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ✷ ●♦ ❞❡ 16384×16384 é❧é♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ ❞♦✉❜❧❡✱ s✉r
❧❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❛ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✳ ❈❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡
t♦t❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ❞é♣❛ss❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❞✬♦ù
❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❛❞❛♣té ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✳

P❧✉s✐❡✉rs ♣❤é♥♦♠è♥❡s s❡ ❞é❣❛❣❡♥t ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r ♣♦✉r ❧❡s
❞❡✉① ❢♦r♠❛ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦s ❜❧♦❝s✱ ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡ ❞é❣r❛❞❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✶ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤❛r❣❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✷ ❛✉t❛♥t ❞❡
❧✐❣♥❡s q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ ❜❧♦❝✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤❛r❣❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ s♦✐t ✶ ●♦ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳
❇✐❡♥ q✉✬✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ✉♥ t❡❧ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❧❡♥t q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ ❜❧♦❝s ♣❧✉s ♣❡t✐ts✱ ♦ù ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡
t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✷ ❞❡ ♣♦st✲
tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❧✐❣♥❡s ✸ à ✺✱ ♣❡✉t ❞é❢❛✈♦r✐s❡r ❧❡s ♣❡t✐ts ❞é❝♦✉♣❛❣❡s ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ❞❡ ❣r♦ss❡s
é❝r✐t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦s ❜❧♦❝s ♣❡r♠❡t ❞✬❛tté♥✉❡r ❝❡t
❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❢❛✈♦r✐s❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❧❛t❡♥❝❡✳

✼✺
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✭❜✮ P♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384×16384
é❧é♠❡♥ts s✉r ●r❡❧♦♥✳
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✭❜✮ P♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384×16384
é❧é♠❡♥ts s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✳

✼✼
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✭❜✮ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✷ ●♦ ❡♥ 16384×16384
é❧é♠❡♥ts s✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳

✼✽



✻✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉① ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t très s❡♠❜❧❛❜❧❡s✱
s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❧✉❡s ❡t é❝r✐t❡s ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛
♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é✱ ❡t s❡✉❧❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✳

❊♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t✱ ❝❡ q✉❡ ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ▲✬é❝❛rt ❡st ♠♦✐♥s ✢❛❣r❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡
❧❛t❡♥❝❡ s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡ s❡♠❜❧❡ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❧é❣❡r ❛✈❛♥t❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❛ts✱ s❡✉❧ ❧❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉
♠♦♥tr❡ ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ é❝❛rt ❛✈❡❝ ❧❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❜❧♦❝s ✈❛r✐❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à é❝r✐r❡ s✉r ❞✐sq✉❡ q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❙②♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡♣✉✐s ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t
♣❧✉s ❧♦♥❣ q✉❡ ❧❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡♣✉✐s ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ❧✐r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ♠ê♠❡ s✐ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❧✬é❝❛rt ❡st ♠♦✐♥❞r❡✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❛ts ❡st très ♠✐♥✐♠❡ ❧♦rs ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❢♦r♠❛t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t très ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✱ ❝❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✉ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❛t✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
s✉✐✈❛♥t❡s✳

✻✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡s✉r❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ✭s❛♥s ❝♦♠♣t❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré✲ ❡t ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✮ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs
t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❜❧♦❝s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡
❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥tr❡s ❧❡s st♦❝❦❛❣❡s ♦r✐❡♥tés ✈❡rs ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✱ ♣❛r ❜❧♦❝s ❡t
ét❡♥❞✉✱ ❛✈❡❝ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥✲❝♦r❡✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✹✱ ✻✳✺ ❡t ✻✳✻ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳
▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡s s♦♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ❜❧♦❝s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ❜❧♦❝ ❡st ❛❜s❡♥t❡ ❞❡ ❝❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s
❜♦r♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡
ét❡♥❞✉ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ P♦✉r ❞❡ très ❣r♦s ❜❧♦❝s✱ ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡
♠é♠♦✐r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ♣r♦✈♦q✉❡r ❧✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛✉s❡
❞❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ s✉r ●r❡❧♦♥ ❡t ❈❛♣r✐❝♦r♥❡ ♣♦✉r ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ✺✶✷ ▼♦✱
❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♥❡ ❞✐s♣♦s❛♥t ✓q✉❡✔ ❞❡ ✷ ●♦ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣❡❧❧❡♥t ❧❡s ❣❛✐♥s ❡♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ r❛♣♣♦rtés ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶ ♣♦✉r ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ❢♦r♠❛ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡s ❛❞❛♣tés à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭❇❧♦❝s ❡t
➱t❡♥❞✉✮ ❞♦♥♥❡ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡
✭▲✐❣♥❡s✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❣❛✐♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉✈❛♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ✈❛r✐❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧✉✐✲
❝✐ r❡st❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❛ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣♦✉r
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ ♠❡t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❡s❝♦♠♣tés ♣❛r ❧✬✉s❛❣❡ ❞✉
st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ ✉s❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉
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❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ●r❡❧♦♥✳
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❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✳
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✻✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
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❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳

❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭s✮ ●❛✐♥ ✭✪✮
❵

❵
❵

❵
❵

❵
❵

❵
❵

❵
❵

❵
❵❵

▼❛❝❤✐♥❡

❙t♦❝❦❛❣❡
▲✐❣♥❡s ❇❧♦❝s ➱t❡♥❞✉ ❇❧♦❝s

▲✐❣♥❡s
➱t❡♥❞✉
▲✐❣♥❡s

➱t❡♥❞✉
❇❧♦❝s

●r❡❧♦♥ 2108.13 531.63 214.88 74.8 89.8 59.6

❈❛♣r✐❝♦r♥❡ 2516.33 605.88 365.99 75.9 85.5 39.6

❈❤✐♥q❝❤✐♥t 986.82 261.72 244.10 73.5 75.3 6.7

❚❛❜✳ ✻✳✶ ✕ ●❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞û à ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡
❡t ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦♣t✐♠❛❧✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉

st♦❝❦❛❣❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣♦✉r ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❊♥✜♥✱ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛✜♥
❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❝❝ès ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡
❞é❝♦✉♣❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ❥❛❧♦♥♥❡♥t ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s s✐t✉é❡s ❡♥tr❡ ❧❛
r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧❡①❡s✳ P❛r ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞❡ ✸✷ ▼♦ s✉r ●r❡❧♦♥ ❡t
❈❛♣r✐❝♦r♥❡✱ ✺✶✷ ▼♦ ❡t ✽ ▼♦ s❡❧♦♥ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣♦✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳

✽✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❖❘❲▲

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ❖❘❲▲
❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✳ ▲❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣rés❡♥té❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❖❘❲▲ s✉r ❧❡s ❛❝❝ès ❛✉①
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❛ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❛❞❛♣tés ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✳

✼✳✶ ❊①é❝✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡
❦❡r♥❡❧ ✷✸ ❛ été ♠❡s✉ré✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❛ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ ❡st ✐❝✐ t♦t❛❧
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡
♣❡r♠❡t ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝❛❝❤❡s ❡t ❞❡ t❛♠♣♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡
❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿

✶✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱ ♦ù ❧❡s ❝❛❝❤❡s ❡t t❛♠♣♦♥s s❡ r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡✱

✷✳ ▲❡ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱ ♦ù ❧❡s ❝❛❝❤❡s ❡t t❛♠♣♦♥s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❧❡✐♥s✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ ✉s❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧
❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱

✸✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♦ù ❧❡s ❝❛❝❤❡s ❡t t❛♠♣♦♥s s❡ ✈✐❞❡♥t ♣r♦❣r❡s✲
s✐✈❡♠❡♥t✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✼✳✶✱ ✼✳✷ ❡t ✼✳✸ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ✿ ✻✹ ❜❧♦❝s ❞❡
✸✷ ▼♦ s✉r ●r❡❧♦♥ ❡t ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❛ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❀ ✷✺✻ ❜❧♦❝s ❞❡ ✽ ▼♦ ♣♦✉r ❧❡
st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ❡t ✹ ❜❧♦❝s ❞❡ ✺✶✷ ▼♦ ♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ s✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳

▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s✬♦❜s❡r✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s s✉r
❈❛♣r✐❝♦r♥❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡♠❡♥t s✬♦❜s❡r✈❡ ❜✐❡♥ s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡ ❡t ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✱
♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❝❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡
❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ q✉❛s✐✲❞r♦✐t❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉①✳

✼✳✶✳✶ Pré✈✐s✐♦♥s

❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❧❡ ❝❛❧✉❧ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡
❞✐① ❜❧♦❝s ✭❧❡ ❜❧♦❝ à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r✱ ❧❡s ❝✐♥q ❜❧♦❝s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❡t ❧❡s q✉❛tr❡ ❜❧♦❝s
✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✮✳ ❆♣rès ✉♥ ❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ é❝r✐t ✉♥ ❜❧♦❝ s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡✳ ■❧
❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

✽✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❖❘❲▲
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Itérations

Stockage par blocs
Stockage étendu

Prévisions avec 1 bloc écrit et 6, 8, 10 blocs lus

❋✐❣✳ ✼✳✶ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ●r❡❧♦♥✳
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Nombre de blocs calculés

Stockage par blocs
Stockage étendu

Prévisions avec 1 bloc écrit et 6, 8, 10 blocs lus

❋✐❣✳ ✼✳✷ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✳

✽✹



✼✳✶✳ ❊①é❝✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡
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Nombre de blocs calculés

Stockage par blocs (256 blocs)
Stockage étendu (4 blocs)    

Prévisions avec 1 bloc écrit et 6, 8, 10 blocs lus

❋✐❣✳ ✼✳✸ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts s✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳

❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♠♠❡♥❝❡✱ q✉❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ✈♦✐s✐♥s s♦✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ♥✬❛✐❡♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡
r❡❧✉s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞✐sq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡
ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡♣✉✐s ✉♥ ❝❛❝❤❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ s✐① ❜❧♦❝s✳
▲✬✉s❛❣❡ ❞✉ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❛✉ ❝❛s ♦♣t✐♠✐sé ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱
♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬❡st ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❜❧♦❝s ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❡♥
❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✼✳✶✱ ✼✳✷ ❡t ✼✳✸ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧✐♠✐t❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
♠é❞✐❛♥✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♠❡s✉ré❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t q✉✐ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶✳

❇❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✭▼♦✴s✮
❊♥ ❧❡❝t✉r❡ ❊♥ é❝r✐t✉r❡

●r❡❧♦♥ ✻✹ ✷✾
❈❛♣r✐❝♦r♥❡ ✺✷ ✹✼
❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✹✺ ✻✶

❚❛❜✳ ✼✳✶ ✕ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦✉t✐❧ ✐♦③♦♥❡✳

P♦✉r ❝❡s tr♦✐s ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧✐r❡ s✐①✱ ❤✉✐t ♦✉ ❞✐① ❜❧♦❝s ♣❛r tâ❝❤❡ ❡t ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥✳ ❖♥
♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ s❡ s✐t✉❡ ♣❧✉tôt ❞❛♥s ❧❛ ♠♦✐t✐é ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s s❡ s✐t✉❡ ♣❧✉tôt ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ♠♦✐t✐é✳ ▲❡ ❝❛s ❞✉ ❢♦r♠❛t ❞❡
st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡
r❡st❛♥t ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉① tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❡ ❞é❜✐t ♠❡s✉ré ❡st ❜✐❡♥ ♣✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♥❡ ❧❡ ❧❛✐ss❛✐t ♣ré✈♦✐r✳ ▲❡ ♠❛tér✐❡❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❛♥❝✐❡♥s✱ ♣rés❡♥ts s✉r ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❛ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥✳

❙✉r ●r❡❧♦♥ ❡t ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡st très st❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉
t❡♠♣s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✱ ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛❝❝ès ❝♦♥❝✉rr❡♥t à ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡

✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❖❘❲▲

st♦❝❦❛❣❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❧❡
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠✐st❡✱ ❝❛r ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ✉s❛❣❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s
♣❡r❢♦r♠❛♥t✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❖❘❲▲ ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧ ❞❡ s②♥✲
❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❞é❜✐t ❞✬❛❝❝ès
❛✉ ❞✐sq✉❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❜♦♥ ❝♦♠♣❛ré ❛✉① ♣✐❝s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡s✉rés s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳

✼✳✷ ❍♦♠♦❣é♥é✐té

▲✬✉♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡ ❞❡s ❖❘❲▲ s✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à
❣é♥ér❡r ✉♥❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ é❝❛rt ❡♥tr❡ ❞❡✉①
tâ❝❤❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧s r❡s♣❡❝t✐❢s✳

❆✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ré❡❧ ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ❖❘❲▲ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ♦♥t
été ♣r✐s❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❤r❡❛❞✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉
▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦♣t✐♠❛❧ ✿

✶✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧✱ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉① ♦♣ér❛✲
t✐♦♥s ❞✬❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s✱

✷✳ ▲❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé à ❛tt❡♥❞r❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s s✉r ❧❡s
❖❘❲▲✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✼✳✹✱ ✼✳✺✱ ✼✳✻✱ ✼✳✼✱ ✼✳✽ ❡t ✼✳✾ ♠♦♥tr❡♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❛ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡
❡t s✉r ❧❡s tr♦✐s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ✜❣✉r❡ ♣rés❡♥t❡ tr♦✐s ❣r✐❧❧❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t ❧❡s
t❤r❡❛❞s ❡♥ ♦r❞♦♥♥é❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❣r✐❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝✉♠✉❧é✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉①✳

❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛ss❡③ ✐rré❣✉❧✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
t❤r❡❛❞s ❡t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉r♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ❛❝❝ès ❝♦♥❝✉rr❡♥ts
❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉①✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ♠♦✐♥❞r❡✱
❞❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈♦✐t
s✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❣r✐❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ♣r❡sq✉❡
t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❜s❡♥t❡s✱ ❝❛r ❛❜s♦r❜é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥
❞✬✉♥ ✈❡rr♦✉ ❞❛♥s ✉♥ ❖❘❲▲✳

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡s ❣r✐❧❧❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ♠♦♥tr❛♥t
❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ♣❛r tâ❝❤❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♠♦✐♥s ❞✬✐rré❣✉❧❛r✐tés✮✱ ❡st ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣❡♥❝❤é s✉r ❧❛
❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❧✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠♦♥tr❡
❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❣✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ♣❛r❝♦✉rt ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞✉ ❝♦✐♥ s✉♣ér✐❡✉r ❣❛✉❝❤❡
✭♣r❡♠✐❡r t❤r❡❛❞✮ ❛✉ ❝♦✐♥ ✐♥❢ér✐❡✉r ❞r♦✐t ✭❞❡r♥✐❡r t❤r❡❛❞✮✳ ❖♥ ② ✈♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥✱
❞é❝❛❧é❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ t❤r❡❛❞s✳ ❈❡t ❡✛❡t ❡st ❞û à ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡ t❤r❡❛❞s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♥✉♠ér♦s s♦♥t ❞✐str✐❜✉és ♣❛r r❛♥❣é❡s ❞❡ ❜❧♦❝s✱
❧❡s ❞❡r♥✐❡rs t❤r❡❛❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❛♥❣é❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❛♣rès ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs
t❤r❡❛❞s ❞❡ ❧❛ r❛♥❣é❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

✽✻
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✭❛✮ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝✉♠✉❧é
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✭❝✮ ❚❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é

❋✐❣✳ ✼✳✹ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s s✉r ●r❡❧♦♥✳

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❖❘❲▲
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✭❛✮ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝✉♠✉❧é
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✭❜✮ ❚❡♠♣s ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é
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✭❝✮ ❚❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é

❋✐❣✳ ✼✳✺ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✳
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✭❛✮ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝✉♠✉❧é
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✭❜✮ ❚❡♠♣s ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é
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✭❝✮ ❚❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é

❋✐❣✳ ✼✳✻ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s s✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❖❘❲▲
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✭❛✮ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝✉♠✉❧é
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✭❜✮ ❚❡♠♣s ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é
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✭❝✮ ❚❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é

❋✐❣✳ ✼✳✼ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ s✉r ●r❡❧♦♥✳
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✭❛✮ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝✉♠✉❧é
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✭❜✮ ❚❡♠♣s ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é
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✭❝✮ ❚❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é

❋✐❣✳ ✼✳✽ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ s✉r ❈❛♣r✐❝♦r♥❡✳
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✭❛✮ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝✉♠✉❧é
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✭❜✮ ❚❡♠♣s ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é
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✭❝✮ ❚❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é

❋✐❣✳ ✼✳✾ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
✷ ●♦ ❡♥ 16384× 16384 é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ s✉r ❈❤✐♥q❝❤✐♥t ✳

✾✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❱❡rs ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s

▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧✬✉s❛❣❡ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ❡t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❖❘❲▲
s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ✷✸ ♦♥t ♠♦♥tré ❞❡s ❣❛✐♥s s✉❜st❛♥t✐❡❧s✳ ❊♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛✉ ❡t ❞❡ ❧✬■◆❘■❆ ❇♦r❞❡❛✉① ✲ ❙✉❞✲❖✉❡st✱ ❝❡rt❛✐♥❡s
❞❡ ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ♦♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣♦✉r
✐♥❝❧✉r❡ ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ♣❛r❳❳▲✱ ❞♦♥t ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ❡t ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❖❘❲▲✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s à ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ♣♦rt❛❣❡✱ ❞é❝r✐t❡ ✐❝✐ ❡t ❞❛♥s ❬✸✷❪✱
❡st ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢❡rts t❤❡r♠✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♠✐s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡
✈♦rt❡①✳

✽✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢❡rts t❤❡r♠✐q✉❡s

❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡s tr❛♥s❢❡rts
t❤❡r♠✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉q✉❡❧ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ✈♦rt❡① t♦✉r♥❛♥t ❡♥ s❡♥s ❝♦♥tr❛✐r❡s
❡st ❣é♥éré❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ✈♦rt❡① s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ✈❡rs ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❧❡ ✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡s ✈♦rt❡① s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt t❤❡r♠✐q✉❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✿ ❧❡ ✢✉✐❞❡ q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ♣❛r♦✐ ❝❤❛✉✛❛♥t❡
❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ✈♦rt❡① ❢❛✐t ❞é❝r♦✐tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❡t ❧❛✐ss❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
♣❧✉s ❢r♦✐❞❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ q✉✐ ❢❛✐t ❝r♦✐tr❡ à s♦♥ t♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt t❤❡r♠✐q✉❡✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ❡t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶
♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rts t❤❡r♠✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

✽✳✷ P♦rt❛❣❡ ❞❛♥s ♣❛r❳❳▲

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡st é❝r✐t❡ ❡♥ ❋♦rtr❛♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ♣❛r❳❳▲✱ ❛✉ s❡✐♥
❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés✱ ❡st é❝r✐t❡ ❡♥ ❈✰✰✳ ▲❡ ♣♦rt❛❣❡
❞✉ ❝♦❞❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✈❡rs ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❈✰✰ ❛ été ré❛❧✐sé ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡
ét✉❞✐❛♥t❡ ■♥❞✐❡♥♥❡✱ P❡❡❤♦♦ ❉❡✇❛♥✱ s♦✉s ♠❛ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s réé❝r✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ ❈✰✰ ❛✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❡r ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ❡t à ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ♣❛r❳❳▲✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♥♦✉s ❛
♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❤❛s❡s ✿

✶✳ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡

✾✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❱❡rs ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s

❋✐❣✳ ✽✳✶ ✕ ❚r❛♥s❢❡rts t❤❡r♠✐q✉❡s s✐♠✉❧és✳

✾✹



✽✳✷✳ P♦rt❛❣❡ ❞❛♥s ♣❛r❳❳▲

✷✳ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧❛
♣❤❛s❡ ✶✱

✸✳ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ à
❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣❤❛s❡s s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✳
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✭❛✮ P❤❛s❡ ✶✳
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✭❜✮ P❤❛s❡ ✷✳

i
j

i − 1

j

i + 1

j

i
j − 1

i
j + 1

i + 1

j + 1j − 1

i + 1

i − 1

j + 1

i − 1

j − 1

✭❝✮ P❤❛s❡ ✸✳

❋✐❣✳ ✽✳✷ ✕ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rts t❤❡r♠✐q✉❡s✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❝♦♥str✉✐t❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡st
❝♦♥ç✉❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❢♦rt❡ ♠♦❞✉❧❛r✐té ❞✉ ❝♦❞❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❛ été ✐s♦❧é❡ ❡t ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ♦r✐❡♥té❡
✓❜❧♦❝s✔ ❛✉✲❞❡ss✉s ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳

❋✐♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✈❡rs✐♦♥ ✭❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❤r❡❛❞ ♣❛r ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✱ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❞❡s ❖❘❲▲✮ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❱❡rs ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s

✾✻



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❛♣♣♦rts t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉
st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ❡t ❞❡s ❖❘❲▲ ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧s ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧✬✉s❛❣❡ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ét❡♥❞✉ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❣❛✐♥
s✉❜st❛♥t✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥ts q✉❡ ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s
t❤é♦r✐q✉❡s✱ ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣✐❝ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❥✉st✐✜❡♥t ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✳

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❤r❡❛❞ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲✐✈❡r♠♦r❡
❦❡r♥❡❧ ✷✸ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés q✉✐ s♦♥t ✐♠♠❛♥q✉❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❛❝❝ès
❝♦♥❝✉rr❡♥ts ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ s♦♥t ❣♦♠♠é❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❖❘❲▲✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✐♥✐t✐❛✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❊♥✜♥✱ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣♦rts ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉❛s✐✲❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡✉r ✐♥té✲
❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s ❞❡♠❛♥❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡✛♦rt ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ t♦✉t à ❢❛✐t
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

✾✼



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

✾✽



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝❡♥tré❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r
❧✬❛❝❝ès ❡✣❝❛❝❡ ❡t tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❢r♦♥t
❞✬♦♥❞❡ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛✉① q✉✐ ❧❡s r❡♥❞❡♥t ❢❛❝✐❧❡
à ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r✱ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré♣❛rt✐r ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣r♦ss✐ss❡♥t✳
❉❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t à ♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é♣❛ss❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té
❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ ❡t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐t êtr❡
❛❞❛♣té❡ ❛✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳

❆❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

▲✬❛❝❝ès ❡✣❝❛❝❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s st♦❝❦é❡s s✉r ❞✐sq✉❡ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ré♣♦♥❞ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡s ❛❝❝ès r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❢r♦♥t
❞✬♦♥❞❡ ❝♦♥s✐❞éré✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s s✉r ❝❡t ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s❡s ✐♥❝♦♥✲
✈é♥✐❡♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛❣❡♥❝❡♠❡♥ts ❤❛❜✐t✉❡❧s✱ ❧✐és à ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❡t à ❧❛ ❣❡st✐♦♥
❞❡ ❧❡✉r ❝♦❤ér❡♥❝❡✱ s♦♥t ♠✐♥✐♠❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❣❛✐♥s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♣♣♦rtés✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱
❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❣♦✉❧♦t ❞✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✱ ❡st ♠❛①✐♠❛❧✳

❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ❖❘❲▲✱ ✉♥❡
✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ✈❡rr♦✉s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✴é❝r✐t✉r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ s❡r✈✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❋■❋❖✳
❆✈❡❝ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r q✉❡
❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé
♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦✈❡r❧❛② à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s✱ ♣✉✐s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥
s❛♥s ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s ❝♦♥✜r♠❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡s
❝❛❧❝✉❧s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❆♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rts t❤❡r♠✐q✉❡s✱ ❝✬❡st ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs
❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛✉ q✉✐ s❡r❛ ét✉❞✐é❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ♣❛r❳❳▲✱
❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❉é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✷✼❪✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❡ ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ s✐s♠✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡ ❡t ♣❡r♠❡ttr❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡
t❡st❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

✾✾



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ♥✬❡st ♣❛s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧✐é à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ s♦♥ ✉s❛❣❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞✬♦❝t❡ts ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭✉♥
✜❝❤✐❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❡♥ s✬❛tt❛q✉❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t
❞❡s ❛❝❝ès ♣ré✈✐s✐❜❧❡s à ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣❛rt❛❣és s❛♥s ❞❡♠❛♥❞❡r ♣❧✉s ❞✬❡✛♦rts à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r q✉❡ ❧❡s
❘❲▲✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠♦♥tré✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ✐♠♣❛❝t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♦✈❡r❧❛②✳ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞❡s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
tâ❝❤❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r s♦✐t ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❡ 1

2
✱ s♦✐t ✉♥ t♦❦❡♥ r✐♥❣✳

❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❖❘❲▲ ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❖❘❲▲ s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ♦r✐❡♥tés ✓r❡ss♦✉r❝❡✔✱ ✐❧s s♦♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ét❡♥❞r❡

❞❛♥s ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞✐str✐❜✉és ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❉❍❖ ✭❉❛t❛
❍❛♥❞❖✈❡r✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬✷✸❪✳

✶✵✵



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❨❡❤✉❞❛ ❆❢❡❦✱ ❍❛❣✐t ❆tt✐②❛✱ ❉❛♥♥② ❉♦❧❡✈✱ ❊❧✐ ●❛❢♥✐✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ▼❡rr✐tt✱ ❛♥❞ ◆✐r ❙❤❛✈✐t✳
❆t♦♠✐❝ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ ❙❤❛r❡❞ ▼❡♠♦r②✳ ❏✳ ❆❈▼✱ ✹✵✭✹✮✿✽✼✸✕✽✾✵✱ ✶✾✾✸✳

❬✷❪ ❙❝♦tt ❇✳ ❇❛❞❡♥ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥ ❏✳ ❋✐♥❦✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❖✈❡r❧❛♣ ✐♥ ▼✉❧t✐✲t✐❡r P❛r❛❧❧❡❧ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠s✳ ■♥ ❙✉♣❡r❝♦♠♣✉t✐♥❣✬✾✽✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾✾✽ ❆❈▼✴■❊❊❊ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙✉♣❡r✲
❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✕✷✵✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱ ◆♦✈ ✶✾✾✽✳

❬✸❪ ❏❛❝q✉❡s ▼✳ ❇❛❤✐✱ ❙②❧✈❛✐♥ ❈♦♥t❛ss♦t✲❱✐✈✐❡r✱ ❛♥❞ ❘❛♣❤❛ë❧ ❈♦✉t✉r✐❡r✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞✐st❛♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❧✉st❡rs✳ P❛r❛❧❧❡❧
❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✸✶✭✺✮✿✹✸✾✕✹✻✶✱ ▼❛② ✷✵✵✺✳

❬✹❪ ❑❛rt❤✐❦ ❇❛❧❛s✉❜r❛♠✐❛♥ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❑✳ ▲♦✇❡♥t❤❛❧✳ ❊✣❝✐❡♥t ❙✉♣♣♦rt ❢♦r P✐♣❡❧✐♥✐♥❣ ✐♥ ❉✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❙❤❛r❡❞ ▼❡♠♦r② ❙②st❡♠s✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ Pr❛❝t✐❝❡s✱ ✹✿✾✺✕✶✷✶✱
❏✉❧ ✷✵✵✷✳
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