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Notations

Dans ce paragraphe, sont résumées ’ensemble des notations utilisées pour la résolution de ce

probléme.

Illa

Yal.s-)

I. A la recherche de la forme d’une dendrite....

(E désigne un espace vectoriel normé) ensemble des applications linéaires continues
de E dans F.
norme définie sur 'espace L>°(0, ¢) par :

[ flloc = Mf{M > 0: mes ({a € Q: |f(2)] > M}) = )},

f désignant bien-siir une fonction d'une variable a valeurs réelles. L’espace C(]0, £])
sera, sauf mention contraire muni de cette norme.
produit scalaire défini pour f et g dans C°([0,/]) par :

) ¢
< f.9 > A7(0)9(0) + /0 a(z)y/T+ a2 (@) f (2)g(z)dx,

oil A est une constante strictement positive fixée et a € W1°°(0, £), une application
uniformément minorée par un réel strictement positif.

norme induite par < .,. >.

complété de C°([0,4]) pour la norme |.|,.

produit scalaire défini pour f et g dans C°([0,]) par :

Y
va(f,9) dzef/o a(z)\/1+ a?(z) f(z)g(x)da.

norme induite par .
complété de C°([0,4]) pour la norme N,.

(J est une fonctionnelle de la variable v) différentielle au sens de Géteaux prise en
vy dans la direction h. C’est, sous réserve d’existence, la quantité :

dv t\.0 t



Aao S

M;(0,0)

TABLE DES FIGURES

Ensemble défini pour ag > 0, £ > 0, donnés et S > aof par :
) ¢
Ago.s e {a € WhH(0,0) : Vo € [0,4], a(x) > ag et / a(z)y/1+ a?(z)dz < S} .
0

opérateur transformée de Laplace.

ensemble des mesures bornées de Radon sur [0,¢], c’est-a-dire ensemble des formes
linéaires y sur 'ensemble CX([0,£]) (des applications continues sur [0,], & support
compact et a valeurs réelles), continues pour la norme uniforme sur CX ([0, /]).

WI,OO(RN)

II. Quelques questions relatives a ’optimisation de la géométrie pulmonaire

espace des applications bornées et lipschitziennes de RY dans lui méme. Il est muni
de la norme :

6 € WHRY), [6]l100 = [0lloc +  sup <M>
@ye®d)2 \ 1T =y
T#£Y

{fue [HY(Q)P:divu=0etu=0sur EUT}.

{(v,q) € (H())? x L*(Q) : v=0sur EUT}.

{(v,q) € (H*())> x L*(Q) : v =ug sur E et v=0sur I'}.
{Q ouvert C R?:Q a la propriété d’e-cone} ;

{Q €U, :mes (Q) =7R’L, ToNQ=F, l[;NQ =385, }
tenseur de déformations d’un champ de vecteurs u défini par :

def 1 _ (1 Ou;  Ou;
e(u) = 2(Vu+ (Vu)') = <2 <8xj + oz, %?%
I

double produit contracté des deux tenseurs de déformation e(u) et e(v) défini par :

3
Cal Oui | Ouj\ (Ovi | Ov;
s(w):e(v) = g ZZ (E?xj i 39€i> <8xj ! 895,-) ‘

g(u) : g(ua).

tenseur des contraintes défini par :

déf
o(u,p) = —pls + 2pe(u).



Introduction

L’observation de la nature et la perfection de beaucoup de mécanismes liés aux étres vivants
peut nous pousser a croire qu’'un principe d’optimalité régit ces mécanismes. Si un modéle
mathématique existe pour décrire un phénoméne biologique ou un composant des étres vivants,
nous pouvons étre tentés de rechercher une fonctionnelle nous permettant de décrire ce principe
d’optimalité.

La confrontation du modéle ainsi déterminé et de la réalité nous conduirait ainsi & valider ou
invalider ce modéle. Cette méthode dite de « modélisation inverse » consiste & élaborer un modéle
mathématique a partir d’observations de la nature et de leurs conséquences. Si la forme optimale,
issue du modéle mathématique est proche de la forme réelle, nous pourrons ainsi valider a la fois
le modéle et la fonctionnelle choisie. Si ce n’est pas le cas, nous pourrons par exemple tenter de
I’améliorer.

Pour se faire une idée plus précise, considérons un exemple qui sera développé dans la deuxiéme
partie de ce manuscrit : la trachée. La trachée est le tuyau élastique (fibro-cartilagineux) qui, chez
les vertébrés, permet lors de 'inspiration, de conduire 1’air depuis le larynx dans les bronches.
Elle permet également de faire sortir I’air riche en dioxyde de carbone lors de I'expiration. Elle
est une zone de conduction dans les voies aériennes inférieures.

Fic. 1 — A gauche, 'exemple d’un pipeline, et & droite, une reconstruction de la forme de la
trachée par imagerie médicale
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On peut donc se demander si la forme de la trachée est optimale pour conduire ’air jusqu’aux
bronches, ou pour extraire le dioxyde de carbone. Notons que la trachée n’est pas un cylindre. Elle
présente des stries et sa forme est légérement conique. En revanche, dans 'industrie, on utilise
souvent de vrais cylindres pour conduire des fluides, comme en témoigne I’exemple du pipeline
sur la figure 1. En particulier, nous étudierons de trés prés le cas du cylindre afin de déterminer
si sa forme est celle qui minimise un critére que nous aurons préalablement sélectionné.

Une des difficultés de ce travail réside dans la modélisation mathématique et le choix du critére. Si
I’on souhaite confronter les formes théoriques, obtenues en résolvant un probléme d’optimisation,
aux formes du vivant, et pouvoir donner du sens & cette approche, il est nécessaire d’utiliser
des modéles mathématiques suffisamment précis, décrivant la fonction de I'organe étudié, mais
également d’avoir une bonne intuition du critére que la nature aurait pu chercher & optimiser.

Ce manuscrit est organisé en deux parties totalement indépendantes. Dans la premiére, nous
considérons ’exemple d’une fibre nerveuse de type dendrite. L’équation aux dérivées partielles
considérée, traduisant la propagation du message électrique & travers une fibre nerveuse, est de
type parabolique. Elle présente I'intérét de faire intervenir, dans ses coeflicients, une paramétri-
sation de la forme de la fibre nerveuse. Elle se préte donc a I'utilisation du calcul des variations.
Dans la seconde partie, nous considérons I’exemple un peu plus compliqué des premiéres généra-
tions de I'arbre bronchique. L’équation aux dérivées partielles considérée, traduisant 1’écoulement
de lair & travers les bronches est celle de Navier-Stokes stationnaire. Cette fois, nous mettons en
ceuvre une approche utilisant la notion de dérivée par rapport au domaine.

Afin de répondre & cette problématique, nous avons abordé ce travail par deux voies complémen-
taires, en menant de front une approche théorique et une approche numérique.

Voici le plan de ce manuscrit :

Premiére partie
A la recherche de la forme d’une dendrite...

e Chapitre 1.

Dans ce chapitre, nous introduisons I’équation aux dérivées partielles (de type parabolique)
traduisant la propagation de I’électricité au sein d’une fibre nerveuse, que nous avons utilisée.
Nous donnons alors une écriture de la solution sous forme d’une série, puis nous formulons
les problémes d’optimisation que 1’on souhaite étudier. On choisit les formes admissibles dans
un ensemble de domaines & symétrie cylindrique, dont la mesure de la surface latérale est
bornée (contrainte globale), et dont le rayon posséde une régularité (au moins) Lipschitz.
Nous ajoutons également une contrainte ponctuelle sur le rayon, en lui imposant une valeur
minimale. Fort de ces hypothéses, nous nous ramenons a déterminer le rayon a(z) de la fibre,
et nous le cherchons dans un ensemble de contraintes A, 5. Les problémes s’écrivent :

i Minimisation de l'atténuation temporelle du signal électrique : ce probléme revient &
minimiser la premiére valeur propre d’un opérateur elliptique.

ii Minimisation de l'atténuation en espace du signal électrique : ce probléme revient &
minimiser une fonction de transfert, s’écrivant sous la forme d’un quotient de valeurs
moyennes par rapport au temps, du potentiel électrique entre le début et la fin de la fibre
nerveuse considérée :

Jorv(0,t)dt

Tla)= S (e, t)dt
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e Chapitre 2.

On vérifie dans ce chapitre que ’équation aux dérivées partielles traduisant la propagation
du message électrique est bien posée, et qu’il est possible d’écrire sa solution dans une base
hilbertienne de décomposition spectrale. Par ailleurs, on propose également une bréve analyse
des problémes aux valeurs propres issus de cette décomposition.

e Chapitre 3.
Ce chapitre est consacré a la résolution du premier probléme d’optimisation, 'atténuation
temporelle du message électrique. Nous considérons deux types de fibres nerveuses : celles qui
sont connectées au noyau de la cellule nerveuse, appelé soma, et celles qui sont connectées a
d’autres fibres.
Ce probléeme s’écrit :
{ inf /\1 (a)

a <€ Aams.

Nous donnons de prime abord quelques compléments d’analyse spectrale, tels que le signe des
valeurs propres de 'opérateur elliptique considéré. Puis, & ’aide du changement de variable
Yy = fow 32%, nous nous ramenons a un probléme d’optimisation plus simple, que nous formulons
dans une classe d’ensembles admissibles plus larges que la classe de départ dans laquelle nous
possédons un résultat d’existence. Nous l'utilisons pour démontrer, dans le cas d’une fibre
connectée au soma, que la solution du probléme de minimisation de ’atténuation temporelle
est un cylindre, et que, dans le cas d’une fibre connectée a d’autres fibres, ce probléme n’a pas
de solution.

e Chapitre 4.
Ce chapitre est consacré a la résolution du second probléme d’optimisation, l'atténuation en
espace du message électrique. Nous étudions comme précédemment le cas des deux types
de fibres nerveuses. Nous simplifions le probléme et I'écriture du critére en introduisant la
transformée de Laplace du signal électrique. Nous prouvons, grace au méme changement de
variable que celui qui a été utilisé dans le chapitre précédent, que dans les deux cas, c’est
encore le cylindre qui minimise 'atténuation en espace du signal électrique.

Deuxiéme partie
Quelques questions relatives a ’optimisation de la géométrie pulmonaire

e Chapitre 5.
Dans ce chapitre, nous modélisons ’écoulement de ’air dans les bronches, a ’aide des équations
de Navier-Stokes et nous proposons des conditions au bord raisonnables du point de vue
biologique. Nous discutons d’ailleurs un peu du choix de la modélisation et de 'influence des
conditions au bord dans le cadre de notre étude. Nous présentons le probléme d’optimisation
de forme que 'on souhaite résoudre. Le critére J(€2) choisi est donné par :

J(9) = 24 /Q e(u)2dz,

ou u désigne la viscosité du fluide, € le conduit dans lequel circule le fluide, u la vitesse du
fluide, et e(u), le tenseur des déformations (la matrice jacobienne de u symétrisée). Ce critére
correspond & I’énergie dissipée par le fluide, du fait de sa viscosité.

e Chapitre 6.
Nous considérons un écoulement de fluide incompressible dans un tuyau cylindrique tri-dimensionnel,
régi par les équations de Navier-Stokes, avec des conditions aux limites de non glissement sur
la paroi latérale du cylindre, un profil de vitesse imposé a ’entrée, et une condition en sortie
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exprimée a I'aide du tenseur des contraintes. Nous nous posons la question suivante : le cylindre
est-il la forme optimale pour le critére « énergie dissipée par le fluide » ? Nous répondons par
la négative, en explicitant la condition d’optimalité du premier ordre, a I'aide de I’état adjoint,
et en montrant qu’il n’est pas possible que I’état adjoint soit solution du systéme surdéterminé
ainsi obtenu. Nous montrons d’ailleurs que ce résultat est encore vrai en deux dimensions,
mais également si 'on suppose ’écoulement régi par les équations de Stokes. De plus, nous
obtenons un résultat d’existence pour le probléme d’optimisation de forme considéré.

Chapitre 7.

Dans ce chapitre, nous présentons des simulations numériques du probléme consistant & trouver
la forme d’un domaine minimisant 1’énergie dissipée par un fluide le parcourant, régi par des
équations de Navier-Stokes. Nous mettons en ceuvre un algorithme de Lagrangien augmenté.
Nous nous faisons confirmer de prime abord le résultat théorique du chapitre 6, puis nous
traitons du cas des deux premiéres générations de ’arbre bronchique, d’abord en expiration,
puis en inspiration. Les « optimums » obtenus aprés convergence de l'algorithme ne sont
d’ailleurs pas les mémes dans 'un ou 'autre des cas.



Premiére partie

A la recherche de la forme d’une
dendrite. ..






CHAPITRE 1

Le probléme de la forme optimale
d'une dendrite

1.1 Motivations

Nous considérons dans cette partie ’exemple d’une fibre nerveuse de type dendrite.

Dendrites

f ./7_0.-:" Body

FI1G. 1.1 — Schéma d’un neurone

La partie de la cellule nerveuse qui contient le noyau est appelée soma. Un axone est une extension
de la cellule centrale du neurone qui conduit l'information sous forme d’un message électrique
a Dlextérieur. Les dendrites sont les portes d’entrées des neurones. Elles ne dépassent pas la
longueur de 1 mm. Ce sont elles qui regoivent les signaux émis par d’autres neurones et grace a
I’axone, le signal résultant peut étre transmis & d’autres neurones.

Chaque neurone comporte a peu prés une centaine de dendrites qui sont d’une certaine fagon
les branches du soma. Pour élaborer des connaissances dans le cerveau humain, il faut que
les neurones soient connectés entre eux; les dendrites et ’axone de chaque neurone rendent

9
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possible la formation d’un réseau de neurones. Pour penser, pour ressentir des sensations, pour
réagir rapidement, les neurones doivent constamment transmettre des influx nerveux qui sont les
messages électriques et biochimiques du corps. Lorsqu’on doit agir rapidement - lorsqu’on se fait
piquer par exemple - pour qu’une réaction réflexe ait lieu, I'influx nerveux émis par le cerveau
doit voyager a l'intérieur des neurones moteurs. Ils partent des dendrites, se rendent au corps
cellulaire, puis sortent par I’axone recouvert de myéline. Ces neurones constituent la substance
blanche du cerveau.

F1G. 1.2 — Image de fluorescence d’'un neurone marqué avec trois couleurs : un marqueur pré-
synaptique (bleu), un post-synaptique (rouge) et les récepteurs du glutamate (vert). La couleur
blanche & 'extrémité des épines dendritiques indique 'accumulation de récepteurs.

Nous sommes donc tentés d’étudier le probléme de modélisation inverse suivant : sachant que
la fonction d’une dendrite consiste a transmettre un message électrique, peut-on imaginer un
critére dépendant exclusivement de la géométrie de la fibre, que la nature pourrait chercher a
optimiser ?

Nous proposerons dans notre étude deux pistes :

i Atténuation en temps.

La nature pourrait chercher a ce que le message électrique soit le moins atténué possible au
cours du temps. Nous montrerons que dans ce cas, la solution du probléme d’optimisation
n’est pas toujours réaliste. En particulier, dans le chapitre 3, nous exhiberons des suite
minimisantes des rayons de la fibre (supposée a symétrie cylindrique) pour ce probléme
d’optimisation présentant des oscillations & l'entrée et la sortie de la fibre.

ii Atténuation en espace.

La nature pourrait également chercher & minimiser l'atténuation du message électrique
entre le début et la fin de la fibre. Nous montrerons que, dans ce cas, la forme géométrique
minimisant ce critére est le cylindre.

Afin de réaliser une étude la plus compléte possible, nous envisagerons deux types de modéles :
la cas d’une fibre connectée au soma, puis le cas d’une fibre connectée a d’autres fibres.
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1.2 Modéles mathématiques

1.2.1 Modélisation biologique du probléme

La propagation d’une impulsion électrique dans une dendrite connectée au soma suit une équation
établie par W. RALL dans les années 60 (cf. [51], [53], [15]). Les axones et les dendrites sont
de fins tubes & symétrie cylindrique. Les biologistes les modélisent souvent par des cylindres.
Bien évidemment, nous n’émettrons pas cette hypothése puisque 'objectif de ce travail consiste
justement & discuter ce choix. On va utiliser un modéle de type cable.

On considére donc une portion de fibre nerveuse, a symétrie cylindrique, et dont la longueur est
grande par rapport a son diamétre. On appelle ¢, la longueur de cette fibre.

On désigne enfin par a(x) le rayon de cette fibre donné en chaque abscisse x € [0, ] de son axe
de révolution (voir figure ci-dessous) :

FiG. 1.3 — Géométrie & symétrie cylindrique

On introduit les constantes physiques suivantes :

e R, désigne la résistance axiale (kQ2cm) du cytoplasme (ou résistivité spécifique intracellulaire) ;
e C,, désigne la capacité de la membrane par unité d’aire (uF/cm?);

e G, désigne la conductance de la membrane par unité d’aire (mS/cm?);

Sous les hypothéses précédentes, on peut supposer ces grandeurs uniformes pour la fibre consi-
dérée.

Le principe d’une équation de type cable est d’identifier 'activité électrique de la dendrite & celle
d’un circuit électrique. On introduit :

v; : potentiel intracellulaire de la membrane;

ve : potentiel extracellulaire de la membrane ;

v =wv; — v, — B, : différence de potentiel de la membrane par rapport a I’état au repos;
i; . courant intracellulaire de la membrane.

Bien siir, toutes les quantités introduites ci-dessus sont des fonctions de la variable d’espace x et
de la variable temps t.

Pour se donner une idée de la facon dont les biologistes ont établi ’équation aux dérivées partielles
régissant la potentiel de membrane, on a représenté ci-aprés une portion de conducteur, de
longueur Ax = x5 — x1.

On appelle r;, la résistance intracellulaire par unité de longueur de la membrane (en €2/cm). On
a supposé précédemment la résistivité spécifique intracellulaire constante pour la fibre. Or, R,



12 CHAPITRE 1. LE PROBLEME DE LA FORME OPTIMALE D’UNE DENDRITE

Av; = vi0 — v

Fi1G. 1.4 — Modélisation d’une dendrite

s’obtient comme le produit de r; par 'aire de la section de la fibre, donc :

T = BELE
' ma?(x)’

L’application de la loi d’Ohm fournit :
ZZTZAI' = —A’Ui.

En choisissant une perturbation infinitésimale de z (de sorte que Az soit trés proche de zéro),
on écrit que :

AUZ‘ -~ %

Ax Az—0 Ox
Par conséquent, la loi d’Ohm se réécrit :

ov; R, .
— = ——". (1.1)
Oz mwa?(x)
Remarquons d’ailleurs que seul le potentiel v; est une fonction de x et de ¢, et non v, et E,
(potentiel de membrane au repos). Par conséquent :

ov  Ov

dr  Ox’
Pour obtenir ’équation aux dérivées partielles satisfaite par v, il nous reste & faire disparaitre le
terme d’intensité i; dans I’équation (1.1). Pour cela, on la dérive par rapport a x :

9 [ y0v R, i
— | a"=— | = —im, O 4y, = ——. 1.2
Ox < Ox T " ox (1.2)
La quantité i,, est appelée « densité de courant de membrane » (en A/cm). i, peut s’exprimer
en fonction de v, en utilisant la loi de nceuds en électricité, et le schéma électrique équivalent de

la fibre nerveuse. Il s’agit du schéma 1.5 représenté ci-dessous.
Précisons les notations utilisées :
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e ¢, : capacité de la membrane par unité de longueur (en F/cm);
On peut faire le lien avec la capacité de la membrane par unité d’aire. Un raisonnement un peu
heuristique de géométrie différentielle nous permet d’affirmer que 'aire latérale d’une section
de la surface a symétrie cylindrique considérée, d’épaisseur infinitésimale dx, est donnée par
la formule 2wa(z)\/1 + a’?(z)dz. Par conséquent, on a la relation suivante entre les quantités
¢m et Cy, (qui est, rappelons-le, constante) :

em = 27Cpa(x)\/1 + a?(x).

° ry = ng’ ol gp, est la conductance de la membrane par unité de longueur (en S/cm);

e G,, : conductance de la membrane par unité d’aire (en S/cm?);
De méme que précédemment, on a le lien suivant entre G, et g, :

Gm = . 21Gpa(x)y/1+ a?(x).

Tm

I AT I AT

Vs Ve

Tm/Ax E"r
|

—L_ |

Fi1G. 1.5 — Schéma électrique équivalent

A T’aide de ce schéma, on applique les lois de Kirchhoff (ou loi de nceuds dans ce cas), traduisant
la conservation de la charge dans un circuit électrique. L’intensité traversant le condensateur est
donnée par cm%, tandis que celle qui traverse le conducteur ohmique est donnée par % La loi
des neeuds affirme alors que :

, ov

Iy, = cma + gmV.
Enfin, puisque nous connaissons ’expression des quantités ¢, et g, en fonction de la variable
d’espace z, on en déduit d’aprés (1.2) que :

L 9 <a2@> =a\1+a? <C dv + va> . (1.3)

2R, 0x \ Ox ™ot

Intéressons-nous aux conditions au bord.
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e Dans le cas d’une dendrite connectée a d’autres dendrites, on a une classique condition au
bord de type Neumann, ce qui garantit un recollement régulier. La condition s’écrit donc (par
exemple en x = /) :

e Dans le cas d’'une dendrite connectée au soma, la condition au bord (en z = 0) traduit la
conservation de la charge. C’est donc comme précédemment la loi des noeuds en électricité qu’il
convient d’utiliser. Ainsi, si 'on désigne par G la conductance du soma, et si I’on suppose que
la capacité du soma par unité d’aire est encore C), (hypothése physiquement acceptable), la
conservation de la charge en x = 0 nous permet d’écrire que :

7a?(0) dv ov

. g(o,t) = A <C’m5(0,t) + Gsv(O,t)> —io(t),

ou Ay désigne la surface latérale du soma.
C’est exactement le méme principe que pour I'établissement de I'équation aux dérivées par-
tielles principales.

A présent que la question de la modélisation est réglée, nous allons examiner de plus prés chacun
des deux cas suivants :

e le cas d’une dendrite connectée au soma et & une autre fibre;

e le cas d’une dendrite uniquement connectée a d’autres fibres.

Remarque 1.1. Les modéles mathématiques présentés dans cette section dérivent d’un modéle
tres général établi par Hodgkin et Huxley dans les années 50 (voir [33]). Dans un premier temps,
les deuxr modélisateurs ont cherché a trouver des similitudes entre le fonctionnement des fibres
nerveuses liées a l'activité cérébrale et des circuits électriques, ce qui les a amenés, comme c’est
le cas dans le modéle que l’on considére ici, a établir des équations aux dérivées partielles para-
boliques. Cependant, a cette époque, ils ne disposaient bien-sir pas encore des outils de résolution
numérique que nous utilisons de nos jours. Etant dans Uimpossibilité de résoudre ’équation auz
dérivées partielles parabolique, et ayant remarqué dans leurs expériences que le potentiel d’action
dans les fibres nerveuses se propage un peu a la fagon d’une onde, ils ont établi une autre équation
aux dérivées partielles, de type hyperbolique cette fois, susceptible de traduire la propagation du
potentiel électrique le long d’une fibre, et dont les manipulations mathématiques se sont avérées
plus simples dans ce cas particulier.

De nos jours, on trouve encore des références récentes auzx deux modéles dans la Littérature (voir
par exemple [52], [53], [34]). L’un des avantages du modéle parabolique considéré ici est qu’il
se préte bien aux techniques de calcul des variations, puisque la forme de la fibre, décrite par
la fonction x +— a(x), intervient explicitement dans les coefficients de l’équation aux dérivées
partielles.

La résolution de ces problémes de vulgarisation a fait ’'objet d’un article de vulgarisation dans
le mensuel La recherche (voir [48]).
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1.2.2 Cas d’une dendrite connectée au soma

Résumons-nous : d’aprés le paragraphe précédent, dans le cas d’'une dendrite connectée au soma,
I’équation aux dérivées partielles régissant le potentiel de membrane v est :

ﬁ% (CL2%) =aVv1+ a’? (Cm?)g + va) (:Evt) € (0,5))(]07 +OO[

() @(o,t) = As (Cu7 (0,1) + Gv(0,1)) —io(t) ¢>0 (1.4)
gg( t) = t>0

v(z,0) = x € (0,0).

ol

e on considére une fibre & symétrie cylindrique de longueur ¢ donnée et rayon a(z);

e on fait 'hypothése qu’aucun courant ne circule au temps ¢ = 0. C’est pourquoi v(z,0) =
0, Yz € (0,¢).

e iy(t) désigne le courant axial & I'instant ¢ au point z = 0;

v(x,t) désigne la différence de potentiel de la membrane par rapport a 1’état au repos au point

x et a l'instant ¢.

R, désigne la résistance axiale (kQ2cm);

C, désigne la capacité de la membrane par unité d’aire (uF/cm?);

G, désigne la conductance de la membrane par unité d’aire (mS/cm?);

G désigne la conductance du soma.

A est la surface latérale du soma.

Pour la suite, nous supposerons qu’a 'instant ¢ = 0, la fibre regoit une impulsion électrique. Nous

modéliserons cela a I'aide du terme 7o en imposant ig(t) = dg—oy-

Afin de ne pas alourdir la rédaction, nous présentons maintenant les outils utiles pour définir le
probléme d’optimisation que nous allons résoudre, sans nous attarder sur le formalisme mathé-
matique lié aux équations aux dérivées partielles que nous considérons. Les détails techniques
(d’existence notamment) seront tous exposés dans la section suivante. En recherchant les so-
lutions éventuelles de I’équation aux dérivées partielles ci-dessus sous la forme de fonctions &
variables séparables, on est conduit a écrire v sous la forme :

an ()¢ () Y € [0, 4], Yt > 0. (1.5)

Sous réserve d’existence, on déduit de la formulation de I’équation aux dérivées partielles que ¢%
est solution du probléme aux valeurs propres suivant :

—(a?¢%") = A\p(a) av/1 + a2¢2 x € (0,4)

a?(0)¢2'(0) 4 (An(a) +7)¢5(0) =0 (1.6)
o5/ () =0
a7y e 2R, (G — Gs) est supposé strictement positif. A,, désigne ici un nombre réel, en réalité

la valeur propre d’un opérateur que nous introduirons ultérieurement.

Dans la section 2.1.1.2, on démontrera le théoréme suivant :
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Théoréme 1.1. Ezpression explicite des solutions de (1.4).
Soit ig € My(Ry). Alors, la solution de (1.4) obtenue par la méthode de séparation des variables
est donnée par la formule :

+0o0
oo t) = g D SO @) xi0) (1) (17)
m =1

ot ¢ désigne la fonction propre solution du probléme (1.6), normalisée pour |.|s, de régularité
H?(0,0) et f, est la fonction définie par f,(t) = exp[—j\;t], avec 5\; & %,

R(L m

Remarque 1.2. Le produit de convolution a bien un sens ici car ig est une mesure de Radon et
fn est borélienne. On peut donc écrire ig = du et le produit de convolution est défini par :

(fo o) (1) = /R fulr — H)dp(r).

1.2.3 Cas d’une dendrite connectée a d’autres fibres

La propagation d’une impulsion électrique dans une fibre connectée & d’autres fibres suit encore
une équation établie par W. RALL dans les années 60 (cf. [51], [53], [15]). Seule la premiére
condition au bord est modifiée.

ﬁa% (a2%) =av1 + a'? (C’m% + va) (z,t) € (0,£)x]0; +o0|

7T[12 v .
2D 8v(0,) = —ip(1) t>0 (18)
ety =0 t>0
v(z,0) =0 z € (0,0).
ol

on considére une fibre & symétrie cylindrique de longueur ¢ donnée et rayon a(z);

on fait ’hypothése qu’aucun courant ne circule au temps ¢t = 0. C’est pourquoi v(z,0) =

0, Yz € (0,¢).

io(t) désigne le courant axial a l'instant ¢ au point z = 0;

e v(xz,t) désigne la différence de potentiel de la membrane par rapport a 1’état au repos au point
x et a l'instant ¢.

e R, désigne la résistance axiale (kQ2cm);

e C,, désigne la capacité de la membrane par unité d’aire (uF /cm?);

e G, désigne la conductance de la membrane par unité d’aire (mS/cm?).

Pour la suite, nous supposerons qu’a 'instant ¢ = 0, la fibre regoit une impulsion électrique. Nous

modéliserons cela a 'aide du terme i en imposant ig(t) = dg—o}-

En recherchant les solutions éventuelles de ’équation aux dérivées partielles ci-dessus sous la
forme de fonctions & variables séparables, on est conduit & écrire v sous la forme :

+o00
v(@,t) =Y Ya(t)ef(x) Va € [0,4], Yt > 0. (1.9)
n=0

On conserve ici les notations du paragraphe précédent. Les deux problémes d’optimisation seront
résolus de fagon totalement indépendante.
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Sous réserve d’existence, on déduit de la formulation de I’équation aux dérivées partielles que ¢%
vérifie le probléme aux valeurs propres suivant :

—(a%¢2") = pn(a) a1+ a2¢% € (0,4)
¢1'(0) = ¢2'(£) =0 (1.10)

ou 7y def 2R, (G — Gy) est supposé strictement positif. y,, désigne ici un nombre réel, en réalité

la valeur propre d’un opérateur que nous introduirons ultérieurement.

Dans la section 2.1.3, on démontrera le théoréme suivant :

Théoréme 1.2. Ezpression explicite des solutions de (1.8).
Soit ig € My(Ry). Alors, la solution de (1.8) obtenue par la méthode de séparation des variables
est donnée par la formule :

1

+o0o
v(@,t) = 5= D Gn(0)65 () (fa o) (1), (1.11)
m =0

2

ot 9% désigne la fonction propre normalisée solution du probléme (1.10), normalisée pour N, de

régularité H?(0,/) et f, est la fonction définie par f,(t) = exp|—imt], avec fin def %

1.3 Présentation des problémes d’optimisation

Récapitulons :

1 dans le cas d’une fibre connectée au soma :

400 _
o(ot) = 5 D B0 (). (112)
™ pn=0

ii dans le cas d’une fibre connectée & d’autres fibres :

+oo
o(st) = 5 D 40 (a)e T (113)
™ =0

Dans toute la suite, on posera A et %

Pour répondre & la question posée daqls I'introduction, nous allons devoir considérer différents
critéres. On recherche la forme de 'axone qui rende le plus efficace possible le transfert d’un
message électrique. L’inconnue de notre probléme est donc la fonction a(x) qui représente la
forme de ’axone. Demandons-nous au préalable dans quel espace fonctionnel nous souhaitons
chercher cette fonction radiale a. Introduisons la classe :

. l
Agg.s & {a e WH(0,0) : Vo € [0,4], a(z) > ag et / a(z)y/1+ a?(z)dz < s} Jo(a4)
0

Choisir a dans cette classe c’est s'imposer d’une part une régularité minimale (Lipschitz) et deux
contraintes :
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e Une contrainte ponctuelle.
On souhaite que la longueur du rayon de la fibre soit au minimum égale a ay.

e Une contrainte de surface.
La formule 27 f(f a(x)\/1+ a’?(x)dz représente exactement la surface latérale de 'axone. On
s’impose donc une surface latérale maximale (nous interdisant ainsi des objets de type fractal,
qui ne nous fourniraient pas une représentation réaliste d’un axone). De plus, cette contrainte
est aussi une mesure réaliste du « cotit de fabrication » de la dendrite.

Remarque 1.3. La régularité des rayons (dans W1°(0,()) est nécessaire pour comprendre les
équations aux dérivées partielles (1.4) et (1.8). En effet, en vertu du théoréme de Rademacher,
toute fonction Lipschitzienne sur (0,£) est dérivable presque partout sur (0,£).

Voici & présent les critéres d’optimisation que nous nous proposons d’étudier :

i | Atténuation en temps. ‘

D’aprés les décompositions (1.12) et (1.13) de la solution de 1’équation aux dérivées par-
tielles, si 'on souhaite que le message soit transmis le plus exactement possible, on peut

chercher & minimiser la décroissance exponentielle en temps, autrement dit & ce que A\, =

M dans le cas d’'un axone connecté au soma ou i, = M
2R,Com Hn 2R,Com

d’un axone connecté a d’autres fibres, soit le plus proche de 0 possible. Ces quantités sont
toujours positives. On le montrera ultérieurement.

Puisque Ai(a) < Aa(a) < ... < Ay(a), pour n > 2, et pp(a) = 0 < pi(a) < p2(a) < ... <
tn(a), pour n > 2, on peut considérer que le terme prépondérant dans l’expression de
v(x,t) ci-dessus est donnée par le premier terme (n = 1) de la série, et s’intéresser ainsi au
probléme de la minimisation de la premiére valeur propre :

dans le cas

e dans le cas d’un axone connecté au soma :

{ inf A1 (a) (1.15)

a € ACLO,S‘

e dans le cas d’un axone connecté & d’autres fibres :

{ inf p11(a) (1.16)

a € Aams.

En réalité, la premiére valeur propre est donnée par pg(a) = 0 (valeur propre d’un opérateur
du second ordre avec conditions au bord de type Neumann), mais on expliquera dans la
section 3.3.1 pourquoi il est essentiel de regarder ce probléme si ’on souhaite répondre a
la question de la minimisation de 'atténuation temporelle du signal dans ce cas.

[’idée de minimiser les valeurs propres d’un opérateur de type Sturm-Liouville est une
longue histoire, dont M. KREIN a été 'un des premiers a s’intéresser, par exemple dans
[37]. Pour un récapitulatif de problémes de minimisation de valeurs propres, on peut aussi
se référer a [28].
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ii | Atténuation en espace.

On peut également chercher a ce que le message soit le moins atténué possible entre le
début et le fin de la fibre nerveuse. On définit pour cela la fonction de transfert :

+00
/ v(0,t)dt
Jo
+0o0o
/ v({,t)dt
0

ol v est la solution de (1.4) ou (1.8) selon le cas envisagé. On démontrera que I'on a toujours
T'(a) > 1, et on va chercher a dans la classe Ag, s qui minimise 7'(a), autrement dit, on va
résoudre le probléme :

{ inf T'(a)

a € Aao,S-

Va € Agy.s, T(a) = (1.17)

(1.18)

Remarque 1.4. Puisque toutes les quantités sous le signe intégral sont positives, en écri-
vant v(x,t) sous la forme d’une série, on peut sans souci intervertir les signes somme et
intégrale. On obtient alors comme expression de la fonction de transfert :

+0<(>) __o8%(0)

n=U N, 4+2R.G,

Va € Auys, Tla) = S o060
n=0 )\An+2RaGm
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CHAPITRE 2

Analyse des EDP du modeéle

On s’intéresse ici & la justification des résultats énoncés dans le chapitre précédent, a savoir les
théorémes 1.1 et 1.2. Nous ne tenterons pas dans un premier temps de résoudre le probléme
d’optimisation, mais seulement ici de mieux comprendre les équations considérées et de définir
proprement les espaces fonctionnels de travail. Les deux problémes d’optimisation (1.15) et (1.18)
seront complétement résolus dans les sections 3.2.1 et 3.3, tandis que le probléme (1.18) sera traité
dans les sections 4.1 et 4.2.

Les preuves de 'existence et 'unicité des solutions des équations aux dérivées partielles consi-
dérées sont tout a fait standards (voir par exemple [57]). Dans le cas d’une fibre connectée a
d’autres fibres (équation aux dérivées partielles (1.8)), lorsque 1'on cherche & écrire ces solutions
sous forme de séries, on est conduit & étudier un probléme aux valeurs propres trés classique. Les
conditions au bord sont alors de type Neumann. En revanche, dans le cas d’une fibre connectée
au soma (équation aux dérivées partielles (1.8)), les conditions au bord du probléme aux va-
leurs propres résultant font intervenir la valeur propre elle-méme et rendent ce probléme un peu
original. De tels problémes sont étudiés dans [21] ou [58].

Dans tout ce chapitre, nous supposerons a € Aams fixé.

2.1 Recherche des solutions par la méthode de Fourier

2.1.1 Résolution compléte de PEDP (1.4)
2.1.1.1 Un résultat d’existence

On va utiliser une approche de type semi-groupes pour démontrer ’existence de solutions pour
I’équation (1.4).

On introduit les espaces fonctionnels :

.Du0§{<¢>efﬂm@xkzﬂm:ra%ﬂ@:0}

r x
o X ¥ 120,0) xR.
On définit 'opérateur A : D(A) — X par :

A ¥ d:ef 2RaCmav/1+a/2 dz dx Cm g (2 1)
r 220 dg (o) _ G ‘ ‘
AraCry dz(0) = G

21
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On définit également sur X un produit scalaire par :

<< fll >< fj >>X — AR,Cypyrirs + 2RyCoy /0 Za(a:) 1+ a2(@)pr (2)po(x)dz.  (2.2)

Nous allons montrer que A est un opérateur m-dissipatif :

i ‘A est dissipatif.‘

Soit < f > € D(A). On a:

AN, = [ o an [t
+a

(0)39”( 0)r — ARGsr2

- —/0 a2 (z) (dw(g;)> — 2R\Gim /am 2(

dx
—AR,Gsr? < 0.

ii | A est maximal. |

Autrement dit, on se demande si Im (I —.A) = X. Soit £ > € L?(0,¢) x R. L’équation

(I—-A) ( f > = < £ > se réécrit encore sous la forme :

d 2dg Gm —
ey (V) £ (1) e =1 2 <00
gﬁ%fc)m = (0) — %@(0) =k (2.3)
() =0.

Cette équation est redevable du théoréme de Lax-Milgram. Par conséquent, cette équation
posséde une unique solution.

Cela prouve que A est un opérateur m-dissipatif sur 'espace de Hilbert X. Appliquons le théo-
réme de Hille-Yosida. On en déduit que A engendre un unique semi-groupe de contraction

{St}i>o0-

Pour pouvoir conclure, réécrivons 'EDP (1.4) sous une forme adaptée pour procéder a son étude
& l'aide des semi-groupes. Posons :

Ut) < ( ZE‘SQ >  avec ¢ > 0.

W =AU + () 0
U(0) = < 0 > , avec f(t) = < S(r—0) ) : (2.4)
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Cependant, cette écriture est peu satisfaisante en raison de la présence du Dirac en temps contenu
dans le second membre de I’équation qui semble surprenant. Puisqu’il s’agit d’un Dirac en t = 0,
on cherche tout naturellement & l'intégrer dans la condition initiale.

Le probléme ci-dessus se comprend plus aisément si l’on se place dans l'espace D'(R, X). On peut
écrire que U vérifie :

U — AU (1)

U(0) = < 0 > e (2:5)

AsCyy
Ainsi, on se rameéne & une présentation plus standard du probléme de semi-groupes.

On définit ’espace D (Al/ 2) comme le complété de D(A) pour la norme :

()], () ()

On a immédiatement que D (A1/2) — H(0,¢) x R, avec injection continue.

D’apreés [5], (2.5) posséde une unique solution U possédant la régularité :
U e C%(0,T]; X) N L2 (O,T;D <A1/2>) NH (0,T; X).

Cela démontre D'existence d'un unique élément v(.,t) € C°([0,T]; L%(0,¢)) solution de 'EDP
(1.4). En particulier, la formule de Duhamel a un sens dans ce cas, mais reste difficilement
exploitable pour la suite en raison de son caractére abstrait. On peut écrire :

U(t) = S,U(0), V¢ > 0.

2.1.1.2 Preuve du théoréme 1.1

A présent que Pexistence et l'unicité de la solution de (1.4) est prouvée, on va trouver une
expression de cette solution sous forme de série. Pour expliciter la solution de (1.4), on utilise la
méthode dite de résolution par variables séparables ou de Fourier. On cherche a écrire v sous la
forme :

+o0o
v(@,t) =Y Ya(t)ef(x) Va € [0,4], Yt > 0.
n=0

La méthode habituelle de séparation des variables montre que la suite (¢%),>1 satisfait '’équation
(1.6).

De plus, nous montrerons dans la preuve du corollaire 2.1 que la suite (¢%),>1 est une base
hilbertienne de &,. On peut d’ailleurs voir ce résultat comme la conséquence directe d’'un théoréme
établi par J. Walter dans [58|.

L’orthonormalité des fonctions (¢%),>1 nous permet de multiplier de part et d’autre dans I’égalité
(1.5) par a(x)/1 + a?(x)¢?, avec n fixé, puis d’intégrer par rapport a la variable x entre 0 et /.
On obtient alors :

A ¥
Ve > 0, thult) = (0 1), %) = 20(0)68(0) + /0 a(@) /T T a2 (@)o(z, )62 (@)dz,

27
(.,.)q étant le produit scalaire défini a la page 1. Dérivons la relation obtenue par rapport a la
variable t et intervertissons somme et intégrale afin d’obtenir une équation différentielle ordinaire
traduisant le comportement de 1,,. On obtient, pour t > 0 :
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u = 220060+ Oea(lﬂ)\/m%(%t)ﬁ(ﬂ?)dx
_ %10 (WQZ(O)g—(o ) = ALGL(0.0) +ia(0)) 650
<aﬂ ()2 2R Conate) T ) a1
. %C ( D200 - AGal0.0) +ift)) 650
0)¢r( >< 2>R g"U 20508 A ;R”Z;Gm /Ofa@:) 1+ a2(z)vef (x)dz
- %ém (—AsG0(0, 1) + io(t)) 62(0) — ;R?‘; 0(0,£)64,(0)
_ A+ 2RGm

¢
/0 a(x)\/1+ a?(z)vdl (z)dx

2R,C,
. a Z
= DGO It 2RuGr <§v<o,t>¢z<0>+ | 1+a’2<x>v¢z<m>dm)
_ do(t)¢p(0)
= W_)\nwn(t)

1y, est donc solution d’une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a coefficients constants. La
formule de Duhamel prouve que :

v(x, Zqﬁa oo (x)(ig * fn)(t), avec fn(t) = exp[—X;t].
Cela démontre le théoréme 1.1.

On a d’ailleurs convergence ponctuelle de cette série dés que t > 0.

2.1.2 Résolution compléte de PEDP (1.8)
2.1.2.1 Un résultat d’existence

On peut, comme dans le paragraphe précédent, démontrer l'existence et 'unicité de solutions
pour PEDP (1.8) en utilisant des arguments standards de la théorie variationnelle des problémes
paraboliques. Pour plus de précisions, on pourra par exemple se référer a [16]. On définit 'opé-
rateur A(t) pour ¢t > 0 par la relation :

4 ! 200 |
Alt)=¢ 2R,Crav/1+ a? 8m< > ¢ (26)

Puisque a > ag, on démontre trés facilement que A(t) vérifie 'hypothése de coercivité et que,
dans D'(R, L?(0,£)), y(t) := v(.,t) est solution de I’équation différentielle variationnelle :

dy _ _9(1=0}0==0} _
ABY + & = ez (0)avira® , (2.7)
y(0) = 0.

oit D(A) = {¢ € H?(0,£) : ¢/(£) = 0}. La théorie classique (voir [16]) permet de montrer que :
ve L20,T, H(0,0)).
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Ce résultat de régularité étant montré, passons a la justification de I’écriture de la solution
décomposée dans une base spectrale.

Nous ne détaillerons pas ici 'analyse spectrale du probléme aux valeurs propres (1.10) résultant
de la méthode de séparation des variables. On montre comme précédemment 1’existence d’une
suite de valeurs propres (i, (a)),,~q, strictement croissante, telle que pp(a) = 0 associée a la suite
de fonctions propres (¢%),, solutions du probléme (1.10). La différence avec le probléme aux
valeurs propres issu de I'équation aux dérivées partielles (1.4) provient de la condition au bord
x = 0. En effet, dans le cas de 'EDP (1.4), on obtient une condition au bord de type Fourier,
tandis que dans le cas de 'EDP (1.8), on obtient une condition au bord de type Neumann.

2.1.2.2 Preuve du théoréme 1.2
On s’intéresse dans ce paragraphe a la preuve de I’expression analytique de la solution de ’équa-

tion aux dérivées partielles (1.8). La méthode de séparation des variables conduit & écrire la
solution v de (1.8) sous la forme :

an (t)¢2(x) Yo € [0,4], Vt > 0.

Comme précédemment, I’ orthonormalite des fonctions (¢%)n>0 nous permet de multiplier chaque
membre de V'égalité (1.9) par a(x)\/1+ a?(x)¢?(x), avec n fixé et d’intégrer. On trouve alors
pour n € N donné :

0
Vit >0, Pp(t) = /0 a(z)\/1+ a?(z)v(x,t)p,(x)d. (2.8)

Dérivons cette relation par rapport a t afin d’obtenir une équation différentielle ordinaire tradui-
sant le comportement de ¢,,. Soit ¢ > 0. On a :

¢
vn) = [ al@)/IT @@ 5 o )6, (a)da

() S

ox
« <>§Z¢] - /Oea%x)%(x,tm(x)dx)—g—:wm

:230/
!

2R, c
_ (2)2( N 2Racm/0 (a26,) v(z t)dx—g—:wn(t)
- R 0~ G

= D) G,

On obtient, comme précédemment une équation différentielle ordinaire linéaire que 1’on résout
par la méthode de variation de la constante. On peut alors écrire que :

+o0o
o, 1) = g D 4(0)6 () o * Fu)(), avee fult) = expl-7ant]
m n=0

Cela démontre le théoréme 1.2.
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2.1.3 Un mot sur la transformée de Laplace des solutions

On se convainc sans souci que les difficultés pour justifier de l'existence de la transformée de
Laplace en la variable t des solutions des deux EDP (1.4) et (1.8) sont les mémes, d’aprés les
estimations de régularités des solutions obtenues précédemment. Pour cette raison, nous allons
regarder de plus prés U'existence des transformées de Laplace des solutions de 'EDP (1.4) dans
cette section et laissons au lecteur curieux le soin de le généraliser au cas de I’équation (1.8). La
transformée de Laplace en ¢ de la solution v de (1.4) est définie par :

L) (@,p) < /O T (e t)dt,z € 0.0), (2.9)

On va a présent montrer que la transformée de Laplace de v est définie pour tous (x,p) tels que

x € [0,4] et Re(p) > 0.

On a démontré précédemment, qu’en posant U(t) e < zgg’g >, U(t) vérifie pour tout ¢t > 0 :

U(t) = SiU(0), ot {St};5( est un semi-groupe CY de contraction. De plus, U(t) posséde la
régularité :

U e (0,7 X) N L2 (075D (AV2) ) 0 B! (0,75 X)
De plus, nous venons d’établir la formule :

1

> @ 0)o (@)e M,

v(x,t) = 50
m =0

avec x € [0,4] et t > 0.

Soit T' > 0, fixé. On va justifier de 'existence de £ (v) dans le cas ou Re(p) > 0. Il nous faut
pour cela établir quelques estimations sur les fonction ¢%.

Puisque les fonctions ¢¢ sont normalisées au sens de la norme ||.||,, on a ,

1 ¢ 1
Yn > 1, |on(0 §—<+ooet/ Z2xdx<—.
02001 < = ot <

De plus, la formulation variationnelle de 1’équation (1.6) prouve que :

¥
/G%W%wM—M%%FﬂW
0

et par conséquent :

14
/ 92 (2)dz < 2n . (2.10)
0 ap

Finalement, et puisque H'(0,¢) < L>(0,¢), avec injection continue, cela prouve 'existence de
deux constantes strictement positives « et (3 telles que :

Vn 2 1, Hqﬁg”Lm(O,Z) S a\/ )‘n + 5 (211)

Cette estimation va nous permettre de justifier 'existence de la transformée de Laplace de v.

En effet, si p est fixé tel que Re(p) > 0, alors :

+o0o
/ e_ptv(x,t)dt‘ <
0

T +00
< /0 lu(z,t)|dt + |e PTl/T [v(, t)|dt = (1) + (2).

/ T (e, t)dt'

T

T
/ e_ptv(:n,t)dt‘ +
0
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Or, puisque l'injection H'(0, ) < L% (0, ¢) est continue, il existe une constante uniforme C' > 0
telle que pour tout = € [0, /] et pour ¢ > 0 fixé, on ait :

lo(z,t)| < Cllv(, )l a1 0,0)-

Or, nous avons prouvé précédemment que U € L? (O, T:D (.Al/ 2)) Ona:

L], = =) (5)

4 ¢ 1/2
= (/ a?(x)¢?(x)dz + 2R, Gy / aV'1+ a?p?(z)dz + ARaGSr2>
0 0

V2o Gs
Tmm ag, /2Ry Gum, o (HSOHHl(o,Z)‘HTD-

v

On en déduit que D(.Al/2) — H'(0,¢) x R, avec injection continue. Ainsi, puisque U €
L? (0, T:D (A1/2)), il existe une constante uniforme k > 0 telle que :

T T
/ lo(a, )|t < cﬁ/ lo( &)l 0.0t < B[] e 21
0 0

L2 (o,T;D(A%
Cela prouve la convergence de (1). Intéressons-nous a présent a (2). D’aprés 'expression de v(z, t)
sous forme de série et le théoréme de Fubini, on a :

+00 o too — —
oz, t)dt < —2 Ny /h 4+ e T
/ [olz, 1) o QWCm\/Anzz:O

T

Nous donnerons une preuve, dans la section 3.1.1 de l’estimation asymptotique des valeurs
propres :

—~

A= O (n?), (2.14)

n—-4oo

ce qui implique encore que e~ 7T = (#), pour tout p > 0, et ainsi, la convergence de la

n——+o0o
série précédente.

On a donc démontré l'existence de la transformée de Laplace pour tous (z,p) tels que x € [0, /]
et Re(p) > 0 (en particulier, on peut se convaincre que 0 est I'abscisse de convergence de la
transformeée).

2.2 Analyse spectrale des problémes (1.6) et (1.10)

2.2.1 Quelques outils fonctionnels

En tout premier lieu, rappelons que nous ne considérons que des fonctions a appartenant a la
classe Ag,.s. Introduisons la forme bilinéaire < .,. >, définie pour f et g éléments de C?([0, £])
par :

) ¢
<f,q >ad:ef Af(0)g(0) + /0 a(x)\/1+ a?(x) f(x)g(z)dx. (2.15)

On vérifie de facon immeédiate que < .,. >, est symétrique définie positive. A ce titre, < .,. >,
est un produit scalaire. On note ||.||4, la norme induite par ce produit scalaire.



28 CHAPITRE 2. ANALYSE DES EDP DU MODELE

On introduit I'espace fonctionnel &,, défini comme le complété de C°([0,/]) pour la norme
I|.lla- €a est donc un espace de Hilbert vérifiant l'inclusion :

HY(0,0) c C°[0,4]) C &, € L*(0,).

Moralement, &, est donc I'ensemble des fonctions f de L%(0,¢) telles que f(0) a un sens. Le
lemme qui suit permet une représentation plus précise de l'espace &,.

Lemme 2.1. On a : C°([0,4]) € &, et lapplication 6 : C°([0,4])) — R se prolonge
u — Au(0)

en une forme linéaire continue sur £,. De plus, Uespace &, est caractérisé par l’ensemble des

couples (C,u), ou C est une constante jouant le role de la trace de u au sens de l'application 6

et u, une fonction de L*(0,/).

Démonstration.

i La premiére inclusion est immédiate et résulte de la définition de l'espace &,. Pour se
convaincre que cette inclusion est stricte, il suffit d’exhiber un élément de &, qui ne soit
pas continu sur [0, ¢].

Considérons pour cela la suite de fonctions (f,)nen définie par la relation :

fu(x) = <1 — %)n, ot z € [0,4].

(fn)nen est de Cauchy dans &,, en vertu du théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

Ainsi, cette suite converge vers un certain f € &,. Notons au passage que la convergence

de (fn)nen au sens de ||.||, implique d’une part que f,(0) e f(0) et d’autre part que
n—-+0oo

2
n —L%ﬁ)e f- On se convainc donc que :
[ 0 siz€0,4;
fn —— fdans &,, avec f(z) := { 1 siz—o.

On en déduit que f € £\C([0,4]).

ii Démontrons a présent la deuxiéme assertion.
Remarquons que si u € C°([0,4]), VAJu(0)| < |lulla. C°([0,£]) est un sous-espace vectoriel
de &,. Par conséquent et en vertu du théoréme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire
6 qui prolonge 6, i.e. telle que :

Olco o,y = 0
Vu € &, O(u) < ||ullq.

Vérifions & présent qu’il est possible de définir # de sorte que (u) := v/ Au(0) soit unique.

On sait que C°([0, £]) est dense dans &,. Soit u € &,. Il existe une suite (¢%)nen d’éléments

de C°([0,4]) telle que ¢2 % u. De plus, puisque @ est une forme linéaire continue, on
n—-roo

a: lil}_l 0(¢%) = 0(u), dans R. Il suffit alors de poser u(0) := ﬁé(u), ce qui définit 6 de

fagcon unique. On en déduit le résultat souhaité.

iii Enfin, tout élément u de &, peut se voir comme la limite d’une suite de Cauchy (uy,)nen de
C°([0,4]) au sens de la topologie donnée par ||.||q. Or, pour tout a € Ag, s fixé, la norme
u fog aV'1 + a2u?(x)dx est équivalente & la norme usuelle de L?(0,). Par conséquent,
la suite (u,)nen est de Cauchy dans L2(0,£) qui est complet et la suite (u,(0)),en est de
Cauchy dans R qui est également complet. La caractérisation de &, s’en déduit.
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0

Enfin, concluons ce paragraphe, en remarquant que l'injection H'(0,/) < &, est continue et
compacte. En effet, si u € H'(0,¢), on peut écrire que :

¢
Julld = 420 + [ (o) VTF Pl (w)ds < (A-+ ) Julle
0
Or, puisque I'injection H'(0,¢) < L>(0,¢) est continue, il vient immédiatement que I'injection
H'(0,0) — &, Vest aussi. Enfin, Puisque I'injection H'(0,¢) — C°([0,]) est compacte et que

injection H'(0,¢) — L*(0,¢) est continue, on en déduit que linjection H'(0,f) — &, est
compacte.

2.2.2 Retour sur ’existence de solutions pour 1’équation (1.6)

On s’intéresse au probléme aux valeurs propres associé a ’équation différentielle ordinaire :

&L (PE) + Cu=aVi+d?f z €[04
a2(<0)>u’<0> + Ayu(0) = —Af(0) , (2.16)
uw'() =0

ou :

e / est un nombre réel strictement positif donné.

e A et v sont deux constantes strictement positives données.

e (C > 0 est une constante qui sera précisée ultérieurement.

e acAy.s.

o fe&,.

L’étape suivante consiste a prouver que le probléme (2.16) est bien posé.
On définit 'opérateur A, par :

Ay & — HY0,0)
f +— wsolution du probléme (2.16).

Reste a prouver que 'opérateur ci-dessus est convenablement défini, c’est & dire que u € H'(0, )
dans les conditions précisées ci-dessus. Ce résultat va étre fourni par le théoréme de Lax-Milgram.
Commengons par démontrer un lemme :

Lemme 2.2. [l existe une constante uniforme 6 > 0 telle que :
Vu € H'(0,£), [u(0)] < dlfulls110,0)- (2.17)

De plus, la meilleure constante qui vérifie cette inégalité est : oy := \/coth(¥).

4
Démonstration. Soit u € H'(0,£). Pour tout x € (0,€), u(0) = u(z) —/ o/(t)dt. Utilisons
0

I'inégalité triangulaire combinée & I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

u(0)[? < 2 [u%) + ( /0 ‘ u’(t)dt> 2] <2 <u2(3:) , /0 ‘ u'2(t)dt> .
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Intégrons de part et d’autre de I'inégalité. L’inégalité résultante :

2
u(0)* < 7m ax(L, ) Jull g1 (0.0
, . o H“”%{l(o 0)
démontre l'existence de la quantité  inf ———==
wer'(0,0)  u*(0)

u#0
Déterminons maintenant la meilleure constante dans linégalité (2.17).

. . e 1 def ”uH%ﬂ(O,Z)

Introduisons la fonctionnelle J définie sur H'(0,¢) par : J(u) = —20)

Les techniques élémentaires de calcul de variations permettent de démontrer que I'infimum est
en réalité un minimum. En effet, H'(0,¢) est un espace de Hilbert, donc réflexif et d’aprés le
théoréme de Rellich, I'injection H'(0,¢) < L?(0,¢) est compacte. En remarquant que la fonc-
tionnelle J est homogéne, on peut considérer une suite minimisante (¢%),en d’éléments unitaires
dans H'(0,/). Enfin, en utilisant le fait que I'injection H'(0,¢) — L>(0,¢) est compacte, on
prouve, quitte & extraire, en passant a la limite que (¢%),en converge uniformément vers u qui
réalise le minimum de 7.

On peut déterminer explicitement le minimiseur u en étudiant les variations de la fonctionnelle
J. En tenant compte du fait que ||lul[g19e =1 :

iih>olﬁ@<ézwmjzgmmﬁmmmm.

On a u(0) # 0, car la suite (J(¢§)),,cy est convergente donc majorée. Une intégration par partie
fournit :

Yh € HY(0,0), <

Yh e HY(0,0), ((—u” +u,h) 200 + [u’h]g> w(0) = h(0).
On en déduit que u est solution de I’équation différentielle ordinaire suivante :

—u"4+u=0
W (f) =0 (2.18)
u'(0)u(0) +1 =0.

La solution u de cette équation est donnée par la formule :

e® 4 e2€—x
Remarquons que u?(0) = coth(f). Par conséquent dy = /coth(f), ce qui démontre le lemme. [

Nous allons & présent montrer que le probléme (2.16) est bien posé :

Théoréme 2.1. Soient C' > ag, une constante, et a € Agq, 5. Supposons que la constante ag
vérifie a3 > Avycoth(f). Alors, le probleme (2.16) posséde une unique solution u appartenant

H2(0,0).

Démonstration. Ecrivons la formulation variationnelle du probléme ci-dessus. Soit v € H'(0,¢).
Alors, aprés multiplication par v et intégration, on a :

£ d 2 du ¢
—/ v— +C'/ woder = / a1+ a?fo
0 0

dx da:
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Une intégration par parties nous permet d’obtenir la formulation variationnelle du probléme
(2.16) :

dz dx

¢ dudv
/ 2 dx +C/ uvdz — Ayu(0 /a\/1+a’2fv+Av (0).

On appelle a(u,v) la forme bilinéaire symétrique définie sur (H 1(0,6))2 par :

Y.
a(u,v) d:ef/ zgzgzd —I—C'/ wodz — Ayu(0)v(0)

On désigne par F' I'application définie sur H'(0,¢) par :

l
= / av1+a?fv+ Av(0)f(0).
0
Pour pouvoir utiliser le théoréme de Lax-Milgram, il va nous falloir vérifier des hypothéses de

continuité et d’ellipticité des opérateurs «a et F.

e Montrons que « est continue sur (HI(O,E))z.
Quels que soient u et v éléments de H'(0,4), on a :

/05 o (z)v (x)dx /OZ uvdz

En combinant 'inégalité de Cauchy-Schwarz au lemme 2.2, on prouve que, pour tous (u,v) €
(HI(O,E))2, ona:

J(u, )] < JlallZ +C

+ Ay|u(0)v(0)].

aw,0)] < (llal% + €+ ArVeothd) lful o ellolin .0

e Montrons que « est elliptique sur (HI(O, 6))2.
Soit u € H'(0,£). On a :

¢ du\? ¢
a(u,u) = / a? (d_> dz + C’/ u?dx — Ayu?(0).
0 € 0

En utilisant le lemme 2.2, on montre l'inégalité :
. 2 2 2
a(u,u) > min (C,aq) [[ullz g — Avu’(0)

D’aprés 'hypothése énoncée en début de théoréme, la forme bilinéaire symétrique « est effec-
tivement elliptique.

e Montrons que F est continue sur H(0, /).
Soit v € H'(0,¢). F(v) est en fait la quantité < f,v >,. Utilisons I'inégalité de Cauchy-
Schwarz. On a : F(v) < ||f|lal|v]la- Nous savons de plus que I'injection H'(0,£) < &, est
continue. Ceci prouve immédiatement la continuité de la forme linéaire F'.

CONCLUSION : d’aprés les trois points précédents, 'application du théoréme de Lax-Milgram
démontre 'existence et I'unicité d'une solution u € H'(0,£) au probléme (2.16).
Etude de la régularité des solution de (2.16) : nous savons que a € W1(0, /). Or, le théoréme

d
de Lax-Milgram nous a permis de montrer que u € H'(0, ). On en déduit que azd—u e L(0,0) et

d od odu
que = <a dZ) € L*(0,¢) d’aprés I'équation (2.16). Tl s’ensuit que a® o € H'(0,0) et puisque

du
a posséde une régularité Lipschitz et est minorée, on en déduit que 1 e H! (0,¢) et donc que
x

u € H?(0,0). O
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2.2.3 Existence des suites (\,)nen €t (fin)nen

Cas ()‘n)nEN

Dans le paragraphe précédent, nous avons introduit 'opérateur A, :

As: & — HY0,0)
f +— w solution du probléme (2.16).

On prouve ici que le probléme aux valeurs propres associé au probléme (2.16) posséde une
solution.

Théoréme 2.2. Décomposition spectrale de 'opérateur A,.
Soit a € Ay, 5.

i L’opérateur A, admet une suite de valeurs propres (n,(a)),,~o vérifiant : ¥Yn € N, n, > 0.

1 &, admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de A,.

Puisque A, (E,) € H(0,£), on appelle encore A, I'opérateur :

E — &
f +—— wsolution du probléme (2.16).

On démontre le théoréme ci-dessus en utilisant un argument trés classique d’Analyse fonction-
nelle : 'opérateur A, est linéaire continu, compact et autoadjoint (cf. [8] par exemple). Pour ce
dernier point, il suffit d’utiliser la compacité de I'injection H'(0, ) < &,.

Le corollaire qui suit se déduit de fagon directe du résultat qui vient d’étre énoncé. On sait que
les valeurs propres associées aux probléme (2.16) sont les inverses des valeurs propres associées
a lopérateur A,.

Corollaire 2.1. Soit a € Ag,s. 1l existe une suite croissante (Ap(a))n>1 de réels tels que le
probléeme d’inconnue ¢ :

—(a?¢) = NaV1 + a2¢ z €0,/
T a?(0)¢(0) + (A +7)¢(0) = 0
¢'(6) =0

posséde des solutions non identiquement nulles dés que X € {\,(a);n € N*}.
On appelle @2, la n-iéme fonction propre associée & la valeur propre A\, pour n € N* donné. La
suite de fonctions (¢%)n>1 forme une base hilbertienne de &,.

Remarque 2.1. La spécificité du probleme ci-dessus résulte de la présence de la valeur propre
dans les conditions au bord. De tels problémes ont été étudiés par exemple par J. Walter dans

/58].
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‘ Cas (:un)nEN ‘

Par analogie avec le cas (A, )nen, définissons :

e ©4(.,.), le produit scalaire défini pour f et g CY(]0,¥]) par :

Y
va(f,9) d:ef/o a(x)\/1+ a?(z) f(x)g(z)dz.

e On appelle N, la norme induite par ;.
Remarquons d’ailleurs que puisque a € W1*°(0,£) et que a > ag, la norme N, est équivalente
a la norme L?(0,¢) classique.

e On appelle alors F, le complété de C°([0, £]) pour la norme N,. D’aprés la remarque précédente,
on a donc F, = L%(0,4)

On démontrerait alors de la méme fagon que dans la section précédente le théoréme :

Théoréme 2.3. Soit a € Ay,,s. 1l existe une suite croissante (pn(a))n>0 de réels tels que le
probléeme d’inconnue ¢ :

—(a?¢) = pav1+a%¢p z €0,/
¢'(0) =¢/() =0
posséde des solutions non identiquement nulles dés que p € {pn(a);n € N}.

On appelle ¢, la n-iéme fonction propre associée & la valeur propre p, pour n € N* donné. La
suite de fonctions (¢%)n>0 forme une base hilbertienne de F,. De plus, po(a) = 0.

Remarque 2.2. Puisque nous sommes en dimension 1, il est bien connu que les valeurs propres
(An)nen et (fn)nen sont toutes simples. C’est une conséquence directe du théoréme de Cauchy-
Lipschitz (structure de l’espace des solutions d’une équation différentielle).
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CHAPITRE 3

Etude du premier critére :
atténuation temporelle

Ce chapitre est consacré a ’étude et la résolution du probléme de la minimisation de 'atténua-
tion dendritique en temps. Dans le cas d’une dendrite connectée au soma (dont I’équation de
propagation du potentiel & l'intérieur de la fibre est (1.4)) comme dans le cas d’une dendrite
connectée a d’autres fibres (dont I’équation de propagation du potentiel & I'intérieur de la fibre
est (1.8)), nous avons montré (théorémes 1.1 et 1.2) que le potentiel v(x,t) s’écrit sous la forme

d’une série dont la contribution temporelle dans le terme général est de la forme e~ ou e=#nt,
' _ M P2R.Gny T~ __ Mn+2RaGm kS P 9 2
avec \p = Snggearm R.Cn 2 Mn = T3gp.c,. OU An et py, désignent les valeurs propres d’opérateurs

introduits dans la section 2.2.3. Par ailleurs, nous avons montré que pour tout n € N*, //\; >0 et
fn > 0. Ces deux termes représentant I'atténuation temporelle du message électrique (impulsion
électrique modélisée par une mesure de Dirac dy—qy).

De plus, si 'on prend (a titre d’exemple) le cas d’une fibre connectée au soma, le développement
de la solution de I'équation aux dérivées partielles sous forme de série fournit pour z € (0,¢)
fixé :

1
t—:—vi-oo 27Chy,

o, t) 62 (0)g2 (x)e ML,

On comprend donc aisément que si I’on souhaite minimiser I'atténuation en temps du message,
une bonne approche consiste & minimiser la premiére valeur propre A;. Nous allons donc nous
intéresser ici & la résolution du probléme d’optimisation :

{ inf \i(a)

a € Aqg,s-
Ce probléme sera résolu dans la section 3.2.

Dans la section 3.3, nous traiterons le méme probléme, mais cette fois dans le cas d’une fibre
connectée a d’autres fibres. L’analyse mathématique s’avérera trés différente dans ce cas.

3.1 Compléments d’analyse spectrale

3.1.1 Etude du cas a = qq

Cas (A (ao))nen

35
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Ce cas va jouer un role important dans la suite, puisqu’il interviendra dans la résolution des
problémes d’optimisation. En outre, il permet de fixer les idées et de mieux comprendre des cas
plus compliqués.

L’équation (1.6) se réécrit :

(¢! An(a (¢
g’ = 2xselgn ze(0.4
Fragdn’ (0) + (An(ao) +7)650(0) = 0 (3:1)
¢’ (€) =0
Nous verrons en particulier dans la propriété 3.1 que A1(ag) < 0 < A2(ag) < ...; cela nous pousse

a introduire la suite (wy,)p>0 définie par :

Wy = %ZO), Vn > 2.

Alors, a une constante multiplicative prés, on peut écrire que :

¢1(x) = cosh (w1z) — A(%fw sinh(wy )

¢n(x) = cos (wpz) — W sin(wpz), Yn > 2.

(3.3)

De plus, en étudiant la condition au bord en x = £, on démontre que les w, sont solutions des
équations transcendantes :

A(—apwi+)

tanh(w1f) = — 2
Alaowd o) (3.4)
tan(wpl) = — =221 " n > 2.
agwn

En étudiant ces équations transcendantes, on établit sans difficulté ’estimation suivante sur la
suite (Ap)pn>o0
(2n —1)272aq n?n2aq
< Anl(ag) < —F
Procédons a présent a quelques essais numériques. Pour cela, on utilise des valeurs plausibles
pour les différentes constantes, ou plutdt des ordres de grandeur (voir par exemple [15]) :

(3.5)

e Longueur de 'axone : £ = 0.1 cm;

e Rayon du cylindre : ag ~ 1073 cm;

e Paramétre v = 2R, (G,, — G5) ~ 0.01;

e Conductance de la membrane : G, ~ 0.3 mS/cm?;
e Conductance du soma Gy ~ 0.06mS/cm? ;

e Capacitance de la membrane : Cy, ~ 1 u F/cm?;

e Résistance axiale : R, ~ 0.03 kQ.cm ;

o A=5:~38x1075 ot A, ~24x 1076

Numériquement, et avec les valeurs des paramétres mentionnées ci-dessus, on obtient les estima-
tions suivantes des valeurs propres :

Valeur propre A1(agp) A2(ag) | As(ag) | Aa(ag) | As(ao)
Estimation numérique | -3.6652e-04 | 0.9156 | 3.6680 | 8.2660 | 14.7236




3.1. COMPLEMENTS D’ANALYSE SPECTRALE 37

Recherche des réels o N

-5 Il Il Il Il Il Il

20 40 60 80 100 120 140

F1G. 3.1 — Détermination graphique des valeurs propres dans le cas ot a = ap (Cas d’une fibre
connectée au soma)

-100

_150 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1

F1a. 3.2 — Représentation des fonctions propres normalisées pour ||.||q, (Cas d'une fibre connectée
au soma)

En raison des échelles utilisées, il est difficile de se faire une idée, & partir de ce graphe du profil
de ¢1. On a donc tracé a part le graphe de ¢ sur la figure 3.3 afin de nous donner une intuition
des propriétés plus générales de cette fonction que nous établirons dans les sections & venir.
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1.0005

0.9995

0.999

0.9985

0.998

0.9975

0.997

0.9965

0.996 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

F1G. 3.3 — Représentation de ¢; (Cas d’une fibre connectée au soma)

CLAS (Nﬂ)neN

Les calculs sont encore plus simples que dans le cas précédent de 'EDP (1.4). On retrouve 1a
les valeurs propres du Laplacien avec conditions de Neumann sur le bord. L’équation (1.10) se
réécrit :

—pp = teltlgpo e 0,0]

' (0) = g2'(0) =0 0

Nous savons que Vn € N, po(ag) = 0 < pi(ag) < ... < pnlap); cela nous pousse & introduire la
suite (wp,)n>0 définie par :

Wy, = M, Vn € N. (3.7)
ao

Alors, a une constante multiplicative prés, on peut écrire que :
On(x) = cos (wpx) . (3.8)
nm
De plus, en traduisant la condition au bord en & = ¢, on démontre que w,, = 7 Il s’ensuit que :

a0n2ﬂ2

£2

fin(ao) = (3.9)

3.1.2 Placement des valeurs propres sur la droite des réels

On se replace a présent dans le cas général, ol a est un élément quelconque de Ay, s.
b
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

F1G. 3.4 — Représentation des 4 premiéres fonctions propres (Cas d’une fibre connectée a d’autres

fibres)

Nous allons donner des précisions sur le signe des termes de la suite (A )n>0-

Propriété 3.1. Signe des valeurs propres (Ay)n>0-
Quel que soit a € Agy5, on a :

—2R,Gp < —y < A(a) <0< Ag(a) < ... < Ap(a), pour tout entier n > 2.

—

En particulier, on a 0 < 3\\1(a) < S\E(a) < ... < Ay(a), pour tout entier n > 2.

Démonstration.

i Soit a € Ag.s et v € H(0,£), non identiquement nulle. On appelle R[a;v], le quotient de

Rayleigh :
¢
) / a?(2)v"? (z)dz — Ayv?(0)
Rla;v] & — 20 . (3.10)
/ a(x)\/1+4 a2(z)v?(z)dz + Av?(0)
0
Pour déterminer la borne inférieure, il suffit de remarquer que, puisque Aj(a) = gllié% p Rla; v]
ve y

et que ce minimum est atteint par la premiere fonction propre ¢¢, on a :

{

l
/0 a?(2) 3" (z)dx + /0 a(z)\/1+ a(x)¢%* (x)dz
4
/0 a(2)y/TF (@) (z)dz + A622(0)

Aia)+v = > 0.



40

ii

CHAPITRE 3. ETUDE DU PREMIER CRITERE : ATTENUATION TEMPORELLE
Par ailleurs, en choisissant v = 1 dans la formule de min ci-dessus, il vient :

Ay

)\1(&) < — 7 < 0.
/ a(z)y/1+ a?(z)dz + A
0
D’aprés la formule de max-min de Courant-Fischer, on a: Ay(a) = sup inf R[a;v].
Vsev deH(0,0) V€V

de dim 1
On déduit de cette formule que :

¢
/0 a(x)v"? (z)dz — Ayv*(0)

Aala) = velill}fo o [* )
VB8 >0=0 / a(x)\/1 4 a2(z)v?(z)dz + Av?(0)
0

Soit W, & {v e HY(0,£) : v(0) # 0 et < v,¢% >,= 0}. On appelle Jo, la fonctionnelle
définie par :
Jo: Wy — R

4
fuztO) . /0 a?(z)v(z)dz.

On cherche & démontrer, dans un premier temps, Iexistence d’une constante kg > 0 telle
que :

v

¢
Yo € W, / a*(x)v? (x)dz > ko.v?(0).
0

0 0
Soient a € Agy.5 et v € W,. En remarquant que / a?(z)v"? (z)dz > ag/ v"?(z)dz, on se
0

raméne & démontrer I'existence d’une constante x > 0 telle que :
l
Vv € W, / v?(x)dz > k.0%(0).
0

C’est une simple conséquence de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger et de 'injection continue
de H' dans L™ en dimension un. Néanmoins, pour étre complet, on le redémontre ici. On va
adapter un raisonnement trés classique de calcul des variations. Procédons par ’absurde.
Supposons qu’il n’existe pas de telle constante. On pourrait alors construire une suite
(Un)nen+ d’éléments de W, telle que :

¢
1
Vn € N, / v?(z)dz < —.02(0)
0 n
En posant w, % O] (car v, (0) # 0), on montre que ¥n € N*, foé w?(z)dz < 1. Or,

wp(0) =1 et f(f wh (x)dx est majoré par une constante indépendante de n. Un raisonne-

ment élémentaire prouve qu’il en est de méme pour foz wp(z)dz. w, est bornée au sens
de H'(0,£), qui et un espace réflexif (de Hilbert). En utilisant le théoréme de Rellich, on
démontre I'existence d'un élément wy, de H(0, £) tel que w,, converge fortement-L?(0, £) et
faiblement-H (0, £) vers weo. Woo € W, car W, est un fermé (image réciproque d’un fermé
par une application continue). Enfin, & la limite, on a f(f wl (x)dx = 0 et, compte tenu des
remarques précédentes, on en déduit que wx est la fonction constante identiquement égale
A Weo(0) = 1. C’est absurde car cette fonction n’appartient pas a W,. L’existence de & est
donc démontrée.
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k désigne a présent la plus petite constante vérifiant cette inégalité, c’est-a dire :

deéf .
k= inf  Jo(u).
veEH(0,6)
<v,¢{>a=0

Jo est une fonctionnelle homogéne. On prouve aisément que I'infimum est un minimum
(c’est la méme technique que d’ordinaire, qui utilise la réflexivité de H'(0, £) et le théoréme

de Rellich).

Ecrivons a présent les conditions d’optimalité afin de déterminer le minimiseur que 'on
notera dorénavant u. Il n’est pas restrictif de supposer que u(0) = 1. Par conséquent, on
introduit la fonctionnelle :

—

Jo: W, — R
¢

v /az(m)v/z(x)dm.
0

—

Souvenons-nous que la premiére fonction propre ¢§ est solution de l'équation (1.6). J2
est différentiable au sens de Géateaux (c’est classique! Voir par exemple [35]). Soit h €
Wl’oo(O,E), un élément du coéne des directions admissibles de différentiation de ‘/7\2 au
voisinage de u. On peut écrire que :

A l
<%(u),h> :/0 a?(z)u (z)h' (z)dz.

Appelons mq, le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte u(0) = 1 et maq, le
multiplicateur de Lagrange associé¢ a la contrainte < u,¢{ >,= 0. Le minimum u de la
fonctionnelle J5 sur W, vérifie :

l 4
/0 02(2)u! (1)1 ()dz = myu(0)h(0)+my Ah(0)6% (0)+ms /0 a(2)y/TF @2 (@)h(z)¢? (z)dx.
(3.11)

Une intégration par parties fournit :
l
/ (az(:n)u/(:n))/ h(z)dx = a2(£)u/(€)h(€) — a2(0)u/(0)h(0) —mqu(0)h(0) —me < h, ¢} >, .
0

Toutes les directions sont admissibles, par conséquent, le minimiseur u vérifie :

azu/)/ + maoa\/1+ a?¢} =0, x €0,/ (3.12)

a?(0)u/(0) + myu(0) + Amye?(0) = 0 (3.13)
¢

Au(0)¢7(0) + /0 a(z)y/1+ a?(z)¢f (x)u(xz)dz =0 (3.14)

u(0) = 1 (3.15)

u'(¢) = 0. (3.16)

Choisissons h := u dans I’équation (3.11). On obtient alors l’expression du multiplicateur
de Lagrange mj :

¥
— (12ZEU,2$ X. .
ml—/o (2)u?(z)d (3.17)
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A présent, soustrayons les équations (1.6) et (3.12). Puisque u/(£) = 0 et ¢%'(¢) = 0, on
obtient :

m2 al

Va € [0, 4], <a2(:17) (u/(:n) - (:17))) =0=Vz €04, u(z)

m2 al

= Tol'(e) (3.18)

Injectons alors cette identité dans I’équation (3.13). D’aprés 'expression du multiplicateur
mi, on a :
m2 al

4
(0) 1267/(0) + /0 a2(2)u(2)dz + Amsg?(0) = 0.

4 2 ol
Or, puisque / a?(z)u?(z)dz = 2 / a?(2)¢?"? (z)dz, on obtient en utilisant la condition
0 1 /0
au bord z = 0 sur ¢{ que :
2

0
— et 0) + 515 [ aa@)ote)da o

On détermine ainsi I’expression du multiplicateur ms. On a :

Ay(@)éf(0)  _ Ava(a)éf(0)
/Z () @I+ AT 0)

mo = (3.19)

l 2 L
Nous venons de montrer que m; = / a?(x)u?(x)dz = /\72722) / a?(z) " (z)dz, et d’apres
0 1\a) Jo
(3.19), on a :
my = A27°43%(0) . (3.20)
M(a)llof 117 + Ayei*(0)
Finalement,
4 a2
-
/ aQ(x)u’z(x)dx—Ay = my— Ay = al(g)”(bl”aa2
0 Ai(a)]|¢1]a + Avei™(0)
—Ai(a) 64112
— - 1 > 0. (3.21)
| @@t
0
O

Conséquence : profil de ¢f.

Il est classique que la fonction ¢¢ est de signe constant. Redémontrons-le.

Puisque ¢¢ € H'(0,£), on a également |¢¢| € H'(0,¢) et % = sgn((b‘f)dc% € H(0,), on voit
que ¢ et |¢}] ont le méme quotient de Rayleigh. Ainsi, [¢{| est aussi un minimiseur du quotient
de Rayleigh et donc une fonction propre.

Or, puisque (—a?¢¥’) = A\i(a)av'1 + a’2¢¢ < 0, alors a2gb‘f/ est croissante, et puisque ¢¢'(¢) = 0,
alors nécessairement, ¢f est strictement décroissante et strictement positive sur [0, £].
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3.1.3 Estimation asymptotique

On va démontrer le théoréme suivant :

Proposition 3.1. Estimation asymptotique de A, (a).
Soit a € Ayy,s. Pour tout n > 2, on a :

(2= 1n? a3 e < P ol
18 Yalloy/T+ W15

En particulier, \p(a) = O (n?).

Démonstration. Pour démontrer cette estimation, écrivons A, (a) sous la forme d’un quotient de
Rayleigh. On a :

An(a) = Eng]};P(O ) QILIéaEDi Rla;v], (3.22)
sev de dim n

ou ’on note :

¢
- /0 a?(x)v"?(z)dz — Ayv?(0)
Rla;v] =

/Z a(x)y/1 + a”(z)v?(z)dx + Av?(0) |
0

Puisque a € Ay, C WH(0,4), a est Lipschitz-continue et a’ existe et est dans L>(0,¢). De
plus, puisque a > ag, on déduit de I’écriture de A\, (a) sous la forme d’un quotient de Rayleigh
que :

l
a2 / 2(2)dz — Ay?(0)

min  max < Au(a) (3.23)

E,.CH OZ veEX
sevfle dl(mn llalloy/1 + H(l/||2 / dZL'—i—AU (0)
lall2, /0 2(2)dz — Ayo?(0)

et A(a) <  min  max (3.24)

T E.CH(0,0) vEE;, ¢
sev de di(m r)z ' ap / 1)2 (l’)dﬂ? + AU2 (O)
0

Reste a résoudre ces deux problémes. Intéressons-nous par exemple au probléme (3.24). L’exis-
tence de la quantité du membre de droite ne faisant aucun doute, on peut chercher a déterminer
dans H'(0,/) les points critiques de la fonctionnelle

%o fo x)dz — Ayv?(0)
lallooy/1 + Ha’H2 fo v2(z)dz + Av2(0)

Différentions dans la direction h € H(0, ) (cone des directions admissibles). Alors, le minimiseur
de ce probléme noté encore v vérifie :

4 ?
lallZ, /0 V(@) h()dz — Avo(0)h(0) = Ay (a)ag /O o(@)h(x)de + An(@)o(0)h(0).
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Une intégration par parties nous assure que v est encore solution du probléme écrit sous forme
variationnelle :

0
/0 h(x) [llal %" + An(@)aoe] da
+h(0) [A(An(a) + 7)v(0) + [la]|Z,0"(0)] — [lallZh(£)v' (£) = 0.

v est donc solution du probléme aux valeurs propres suivant :

- = Hgﬁg v x € (0,4)
lal|3.v"(0) + A(A +7)v(0) = 0 (3.25)
v'(0) =0

dont la solution est explicitement donnée, & une constante « de normalisation prés par :

AN+7)

wllallZ

v(z) = a {cos(wm) - sin(w:n)} : (3.26)

2

ol l'on a posé w* = ”2% Souvenons-nous en effet que les valeurs propres d’un tel probléme sont
oo

positives a partir du rang 2.

Injectons & présent ’expression du minimiseur v dans 1’équation transcendente v’'(¢) = 0. On
obtient que w est solution de :

Avag
tan(wl) = —Aw — ———. (3.27)
lal 2w
y = tan(wf)
s 2T
w7 w2 0 w

_ Ayag
lallZcw

y=—Aw

Fic. 3.5 — Représentation réels wy,

Les réels w,, sont les abscisses des points d’intersection des courbes d’équations respectives y =

—Aw — Hémiow et y = tan(wl). Puisque, pour tout w > 0, —Aw — IIISWQL < 0, on en déduit
I’encadrement suivant pour w, : Vn > 2, w < wp < 2"7” et puisque w? = ﬁg-, la conclusion

s’ensuit. O
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Exactement de la méme fagon, on va démontrer I'estimation asymptotique suivante pour les réels
(:un)nEN-

Proposition 3.2. Estimation asymptotique de p,(a).
Soit a € Ayy,s. Pour tout n>1, on a :

n2n? ag n?n? ||a|%

< Mnla) € —5—
2 Jalloo/T+Ta'l% W=

En particulier, j,(a) = O (n?).

n—-4o0o

Démonstration. Cette estimation se démontre exactement de la méme facon que pour la suite
de réels (An)nen- Il s’agit de remarquer que pour tout n > 1, on a :

V4 l
a%/ UIQ(x)da: HaHgo/ 1)'2(x)dx
0

min  max 7 <pp(a) <  min  max 59 {3.28)
E,CH (0,0) veEy S 9 E,CH'(0,0) veE}, 9
sev de dim n HaHoo V 1+ Ha Hoo v (Zﬂ)dﬂf sev de dim n ap v (ﬂj‘)dZE
0 0
14
] fo v (z)dx ) .
Le probléme min max ——— a pour solution la n-iéme valeur propre du probléme
p Z p prop p
E,CH'(0,0) v€E} fo v2(z)dz
. sev de dim n
suilvant :
u’ = Au x € (0,4)
' (0) =u/'(£) =0,
. , 2.2 . .
dont les valeurs propres sont clairement les réels “7—, avec n > 1. La conclusion s’ensuit. O

3.2 Minimisation de \,(a) dans A,, s, pour n > 1

Dans cette partie, on s’intéresse successivement & la résolution des problémes :

min A\ (a) min A\, (a)
> 2.
{aEAaO,S et{aeAa&s 22

On pourrait largement se contenter, de résoudre le premier probléme, qui fournit une réponse
acceptable du point de vue biologique au probléme que nous considérons. Le second probléme
présente un intérét académique certain, en raison de la présence de la valeur propre dans la
condition au bord en x = 0. Son intérét biologique est moindre, mais la technique utilisée pour
résoudre ce probléme de minimisation s’adapte parfaitement & la résolution du probléme

{ min 11 (o)

a 6 "4[10,57

traité dans la section 3.3.



46 CHAPITRE 3. ETUDE DU PREMIER CRITERE : ATTENUATION TEMPORELLE
3.2.1 Le cas de \(a)

Théoréme 3.1. Minimisation globale de Ai(a).
La fonction identiquement égale & ag est l'unique minimiseur de la valeur propre Ai(a) parmi les
éléments de Agq 5.

Démonstration. Soit a € Ay, 5. Rappelons que A (a) est définie, pour a € Ag s par :

A = inf  Rla;v].
(@) UeHl?P([o,e}) [ 0]

La fonction propre ¢f associée & a réalise le minimum du quotient de Rayleigh. On a donc :

/ZGQ(@ 12 (2)da — Aye$?(0)
)\1(@) = 0 .
/ )1+ a2(x)¢%? (z)dx + Apd(0)

Le numérateur de ce quotient est négatif. De plus, remarquons que 'on a :

0
0> /0 @2(2) 2 (2)dz — AY32(0) > o / 2 (2)dz — Aydt2(0) ot (3.29)

1
0 < : (3.30)

\/HT )$¢(z)dz + Ag§?(0) fo ap$§(z)dz + Ap$*(0)

Enfin, puisque ¢$ est la fonction propre associée a la valeur propre Aj(a), en écrivant A (ag) sous

la forme 1;111%’ p R[ap; v], on déduit immédiatement de (3.29) et (3.30) que : Ai(ag) < Ai(a).
vE 0,

Cela prouve donc l'existence du minimiseur. L’unicité provient du fait que si a € Ay, g et si a
n’est pas la fonction identiquement égale & ag, alors ag < a(z)y/1 + a’?(x) sur un ensemble de
mesure non nulle. L’unicité du minimiseur s’en déduit alors aisément. O

3.2.2 Un changement de variable

Dans cette section, on va introduire un changement de variable destiné & simplifier le probléme
d’optimisation que l’on souhaite résoudre. En effet, traduire I'effet d’une variation infinitésimale
de la fonctionnelle @ — Aj(a) est un peu pénible & écrire, en raison (entre autres) de la forte non-
linéarité de la contrainte de surface latérale. Pour palier cette difficulté, on choisit ici d’introduire
un probléme d’optimisation annexe plus simple & étudier. La difficulté de cette approche se
résumera alors & faire convenablement le lien entre ce probléme de calcul des variations et celui
qui nous intéresse (minimisation de a — A;(a) dans Ay, .

Soit a € Agy,s. Introduisons & présent un changement de variable classique (utilisé notamment

par S. Cox et R. Lipton dans [14]) :
Todt
= —_ 31
| 7@ %31

Introduisons également les notations suivantes :
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& dt
o/ det / a2—(t)' On remarque d’ailleurs que l'image de U'intervalle [0, /] par le changement de
0

variable ci-dessus est [0, ¢1]. De plus, puisque a > ayg, il est clair que ¢; € }O, a%} .
0

e p(y) & a®(x)\/1+ a2(z) pour tous z € [0,/] et y € [0,41]. p sera utilisée ultérieurement
comme une nouvelle variable d’optimisation.

® Rag,5,61-
Puisque a € A, g, la fonction p appartient a I'ensemble :

. 51
Reao,5.01 def {,0 € L®(0,41) : a3 < p et / ply)dy < S} . (3.32)
0

M
° Raoﬁlf
Ce sous-ensemble de R, s, sera régulierement utilisé pour résoudre les problémes d’optimi-

sation qui nous intéressent. Il est défini pour M > ag par :

) 1451
Rl oo {per=0nyid<psaea [Momass). (3.33)
0

Bien évidemment si M < a3 ou si S < a3y, cet ensemble est vide.
e \,(p), pour n > 1.
On note A\, (p), la n-éme valeur propre associée au probléme :

—w” = Apw y € (0,41)
w'(0) + A(XA +v)w(0) =0 (3.34)
w’(@l) =0.

Ce probléme est I'image du probléme (1.6) par le changement de variable que I'on vient d’in-
troduire. En effet, d’aprés (3.31), en posant : Yy € [0, ¢1], Va € [0, 4], w(y) & u(x), et en voyant
y comme une fonction de z on peut écrire (en ne notant pas la dépendance de des fonctions

en z ou y pour des raisons de simplicité d’écriture) :
Cdu_dydw _ 1 dw
dr  dzdy a2(z)dy’
d (5 .du d dw 1 d%w
- — | (@) — )| =——— = 5—=—.
da dz de dy  a?(z) dy?
Remarque 3.1. Les problémes min{\,(a),a € Aqy s} et min{A,(p),p € Ray,50,} ne sont

pas completement équivalents. En effet, Uapplication I' : A, s — U Ray,s5,0, mest

41€i| 07—62-1|
0
a — p
pas une bijection. Cependant, il est clair que U Rag,5,0, contient l'image de Aqy 5. Par
efoy
conséquent, si l'on trouve un minimiseur de A, (p) dans une classe Ry, g0, €t que ce minimiseur
appartient a Uimage I'(Aqy,5), le probléeme d’optimisation sera résolu.

3.2.3 Calcul de la dérivée de forme de \,(p)

Soit n > 1. Pour simplifier les notations, on désigne par \,(p) la différentielle de A,(p) au sens
de Gateaux dans une direction admissible h, autrement dit :

ulo) = (5201
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L’objet de cette partie est de calculer explicitement )\n(p) La réponse est fournie par le lemme
suivant :

Lemme 3.1. Calcul de X,(p).
Soit p, un élément de Rqy 54, €t h, une perturbation admissible. La fonctionnelle p — A, (p)
est différentiable au sens de Gdteaur en tout point de Rqy 50, €t on a :

01
An(p) = =n(p) /0 h(y)w; (y)dy, (3.35)

ot wy, désigne la fonction propre normalisée associée a An(p), c’est-a-dire telle que :

4y
w2 w2 = 1.
A n(0)+/0 p(y)wy, (y)dy =1

Démonstration. La différentiabilité des A, est une conséquence de la simplicité des valeurs
propres pour ce probléme et de [35].

Différentions le probléme (3.34). On note w,, la différentielle de Gateaux de w,, dans la direction
h. Alors, w, est solution du probléme :

_wx = )\n(p)pwn + )\n(p)hwn + )‘\n(p)pnw'n Yy € (0761)
w;((o))Jr A(An(p) +7)wn(0) + Arn(p)wn (0) = 0 (3.36)
wy,' () = 0.

Multiplions cette équation par w, et intégrons par parties. On obtient :

0o,
/0 (Xn (D)o (W) () + An () () () + An(pp(w)w(y)iin (1)) dy
01
FANp) + )i 0, (0) + A% (p)i20) = [ Wty (330)

Multiplions & présent 1’équation (3.34) par w, et intégrons par parties. On obtient :

A 4y
/0 An () p(y)w(y)in (y)dy + A(An(p) + )t (0)wn (0) = /0 w' (y)uwn (y)dy. (3.38)

La combinaison des deux résultats précédents fournit :

01

01
Xal0) (Aw%;<0>+ / p<y>w2<y>dy):—An<p> | s

0

Le lemme est donc démontré. O

Remarque 3.2. L’écriture de la dérivée par rapport au domaine nous permettra d’obtenir des
informations sur l'optimum, dans une classe ot nous avons un résultat d’existence. Dans notre
cas, nous n’avons considéré qu’une dimension d’espace, ce qui simplifie grandement ’écriture de
cette condition. En revanche, lorsque la dimension d’espace est plus élevée, 'exploitation de la
condition d’optimalité peut receler de vraies difficultés (voir [27] et [49]).
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3.2.4 Un probléme auxiliaire

Si ag et ¢1 désignent deux nombres réels strictement positifs et si M > ag, on a défini dans
la section 3.2.2 la classe R%,Sll' Il est clair que R%S,h est un sous-ensemble de L*°(0,¢;)
séquentiellement compact pour la topologie L™ faible-*.

De plus, 'application R% s, — R , avec n € N* est clairement continue pour la to-
p— Aulp)

pologie faible-*. (Il s’agit la d’une simple adaptation des résultats du chapitre 2 de [28] et de

[35].)

Par conséquent, la fonction p — A, (p) atteint sa borne inférieure sur I’ensemble R% 50,0 CE qui

nous autorise encore a définir la quantité min{\,(p), p € R% Syt
On désigne donc par (P, ), le probléme :

min A, (p)

M
pe Raoﬁ%f

(Par,e) {

L’objet de ce paragraphe est d’expliciter un minimiseur d’un tel probléme.

Pour une question de simplicité des notations et de clarté de rédaction, on va s’intéresser ici
au(x) minimiseur(s) dans la classe R% s.¢, de la valeur propre Az(p), I'idée de preuve pour la
minimisation de A, (p) étant exactement la méme.

Lemme 3.2. Minimiseur de A2(p) dans la classe R%Sﬁ'

La solution par e, du probleme (Pase,) est une fonction bang-bang. Plus précisément, il existe &
et & vérifiant 0 < & < & < Uy tels que la fonction pyr e, vérifie :

M sur (0,&)

4y
pre (y) =< ad sur (&,&) et / pue (y)dy = S.
M sur (&,41). 0

De plus, la fonction propre wy associée a Aa(pare, ) vérifie : w3(&1) = w3(&2).

Démonstration. Introduisons le Lagrangien £ associé au probléme (Pary,). £ est défini par :
E . R%,S,Zl X RJ’_ — R

(p,m) — >\2(P)+m</0£1 p(y)dy—5>-

L’existence d’un minimiseur est claire, puisque ’on minimise une fonction continue sur un en-
semble séquentiellement compact. Ecrivons les conditions d’optimalité au premier ordre pour ce
probléme. Ainsi, il existe un couple (ppse,,m) € R% 5.0, X Ry tel que pour toute perturbation

admissible h, on ait (%(pM,gl,m), h) >0, ce qui se réécrit, d’apreés le lemme 3.1 sous la forme :

£y
/0 h(y) (=Da(par.e wd(y) +m) dy > 0. (3.39)

Introduisons & présent les ensembles :

o To(pare,) : tout élément de la classe des sous-ensembles de [0, ¢1] dans lesquels ppr e, (y) = ad
b-P-;
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® Toar(parye,) : tout élément de la classe des sous-ensembles de [0, £1] dans lesquels par e, (y) = M

b-p-;
e T.(parre,) : tout élément de la classe des sous-ensembles de [0, £1] dans lesquels a§ < pase, (y) <
M p.p.

On peut écrire que :

+00 too
1 1
Z(pmy,) = U {y € (0,01) : af + —~ < pare, (y) < M — —} = U Lok (pry)-
k=1 b & k=1

On va démontrer que mes(Z, ;(pare,)) = 0, pour tout entier k # 0.
On raisonne pour cela par ’absurde.

Supposons que I'un des ensembles Z, 1 (par,r, ) ait une mesure strictement positive. Alors, il existe
Yo € Ly k(pare,) ainsi qu'une suite d’ensembles mesurables (G, )n>0 C Zik(pare, ) contenant
chacun g, et tels que des perturbations du type pare, +th et pare, — th sont admissibles, avec
t suffisamment petit. Choisissons alors h = xg,, . Ainsi :

51
<%(9valvm)’h> = h(y)(—=A2(pare, w3 (y) +m)dy = 0

= | (=2 (parer )w3 (y) +m)dy = 0.
k,n

On en déduit que / (—=X2(pare, w3 (y) +m)dy = 0. Divisons alors chaque membre de 1'égalité

Gk,n

+oo

ci-dessus par mes(Gy, ) supposons les Gy, ,, choisis pour que ﬂ Gin = {yo} (et par exemple
n=0

décroissants pour l'inclusion).

Faisons alors tendre n vers 400

. A
Le théoréme de densité de Lebesgue prouve que w3(yg) = %, pour presque tout yg €

T k(pre,). Cela constitue une contradiction, puisque Aa(pase,) est une valeur propre non nulle.
Si wy était constante sur un ensemble de mesure non nulle, alors en traduisant sur cet ensemble
I’équation différentielle régissant wo, on obtiendrait la nullité de la valeur propre A2. Or, connais-
sant le signe des valeurs propres (voir la proposition (3.1)), cette situation est impossible.

Il s’ensuit que mes(Z, x(par,e,)) = 0 et par conséquent mes(Z,(par,r,)) = 0. Cela revient encore a
affirmer que p M., vaut a% ou M presque partout.

De plus, des arguments standards sur les domaines nodaux (voir par exemple [20] et [4]) prouvent
que wa, la fonction propre associée & Aa(pase,) posséde deux domaines nodaux.

‘Précisons le profil de wg.‘

Souvenons-nous que we désigne la deuxiéme fonction propre du probléme :

—wy = A2(p) pw y € (0,01)
wh(0) + A+ 7)wa(0) = 0
wé(ﬁl) = 0.

et que, d’aprés la proposition 3.1, on a Aa(p) > 0.

On peut raisonner de fagon élémentaire pour démontrer que nécessairement, ws est strictement
monotone sur [0,¢1]. En effet, il n’est pas restrictif de supposer que ws(0) > 0. Alors, d’aprés
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la condition au bord en y = 0, il vient immédiatement que w)(0) < 0 et wo est nécessairement
concave sur {wy > 0}, autrement dit w) est décroissante sur cet ensemble. Sur le deuxiéme en-
semble nodal de wo, en suivant le méme raisonnement, on montre que w} est croissante et puisque
wh(l1) = 0, il est clair que wy est décroissante également sur cet ensemble nodal. Finalement, wo
décroit sur [0, 41].

Précisons a présent le profil de pjy, .

Puisque pys ¢, est bang-bang, d’aprés les conditions d’optimalité, on sait que :
A2(pa,
o wiyo) < 2200 sur To(pare, ).

A
o w(yo) > 220) sur Ty (pare, ).
On en déduit, le profil de w% étant connu (voir paragraphe ci-dessus et figure 3.2.4), qu’il existe
deux réels &1 et & tels que 0 < & < & < /{; et :

M on (0751)
pae(y) =S ay on (&1,6)

M on (&,67).

Le fait que w2 (&) = w3(&2) est une conséquence immédiate de la construction de l'optimum. Le
graphe ci-dessous illustre cette construction.

F1G. 3.6 — Représentation du carré de la fonction propre ws et construction de &1 et &

‘Précision sur la contrainte de surface.‘

D’aprés la formule de min-max de Courant, on peut écrire que :

01
| e @iy - aveo)
déf 0

No(p) = - : ] 4 . 3.40
Z(p) JoR se\Ifndléldim 25}&352‘ R[pv w]v avec R[pa ?}] 1 ( )

4
de HY(0,01) /0 py)w? (y)dy + Aw?(0)
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Introduisons alors la forme quadratique @ définie par la relation :

, 12
Quw) /0 W(y)dy — Ay (0). (3.41)

Q(w) est bien sir le numérateur du quotient de Rayleigh R[p;w]. On introduit également I’en-
semble Q) défini par :

Qs+ ¥ twe HY0,41) : Qw) > 0). (3.42)
Recherchons la signature de Q. En décomposant w € H'(0, /1) dans la base de fonctions propres
Too . 41
{wp, }n>1, on peut écrire que w = Z(w, Wr,) pWn, OU (W, W) p det Aw(O)wn(O)—l—/ p(y)wn (y)w(y)dy.
n=1 0

Injectons cette expression dans Q(w). On obtient :

Qw) = Z An(p){w, w) pw, wy) p(Wp, W),

= Z)\ ) (w, wy,) <wn,wn>p,

ce qui prouve que la signature de @ est (1, +00).
On en déduit, puisque 'on a montré que A, (p) > 0 a partir de n > 2, que 'on peut encore écrire :

A = min max R|p;w].
2(P) E3 sev de dim 2 weE3 F:;(QJr [p ]
de Hl(O 41)

Cette écriture est adaptée pour démontrer que 'application p — Aa(p) est décroissante pour
I'inclusion dans R%,S,él' En effet, si p; et py désignent deux fonctions de R%,S,Zl telles que
p1 < p2 presque partout, alors on a clairement pour toute fonction w € Q4, (w,w),, < (w,w),,.
Passons a 'inverse, multiplions I'inégalité obtenue par Q(w) et passons au min-max de part et
d’autre de l'inégalité, on déduit des calculs précédents que Aa(p2) < A2(p1).

Cette monotonie de p — A2(p) prouve que nécessairement, la contrainte de surface est saturée,
autrement dit que 'on a :

01
/0 pare, (y)dy = S.

3.2.5 Monotonie de \y(p) par rapport & quelques paramétres

L’objet de ce paragraphe est d’étudier la (stricte) monotonie de cette quantité par rapport aux
paramétres M et ¢;.

Lemme 3.3. Monotonie de Ao par rapport a M.

Soient ag >0, /1 >0 et S > agfl, Sotent My et My, deux nombres réels tels que My > My > ag,
Alors :

mlH{An( ) S Rao Sfl} < mln{)‘n( ) € Rao 551}
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Démonstration. Tout d’abord, remarquons que, puisque Ri\?s 0 O R%ls o il est tout a fait clair
que :
. M. . M
min{A2(p), p € R, %0, } < min{Xa(p), p € Ry gy, }

0, ao,

On désigne par ppy, la solution du probléme d’optimisation min{Aa(p),p € R%lsél}. Alors,
d’apres le lemme 3.2, on connait le profil de pys, et on a :

Ml sur (07 51)

4y
pi(y) =% af  sur (§1,&2) et / P, (y)dy = S,
M1 sur (ég,fl). 0

avec &1 et & tels que : 0 < & < & < /4. Le fait que la contrainte de surface est saturée impose

Mty — S
d’ailleurs que & = & + ﬁ Cela prouve en particulier que la fonction My —— & — &7 est
1— Qg

une fonction croissante de M;.

On désigne par h, une perturbation admissible de pjs, telle que I'on ait pour un € > 0 vérifiant
M +e< My :
My +¢e sur (0,&))
h'=pe = par, ot pe(y) = {4 sur (£3,&3)
My +¢ sur (&,401),

4y
avec 0 < & <& <& < </l et / p:(y)dy = S. Un tel choix de réels & et & est toujours
0

possible.

Mi+e

a0,S,0,0 O @ immédiatement :

Puisque R%ls n CR
. M . M
min{A2(p), p € Raof;:;l} < min{X2(p),p € R, 's4, }-

ag,

Reste & démontrer & présent que cette inégalité est stricte. D’aprés le lemme 3.1, on peut écrire
un développement de A9 a l'ordre 1 au voisinage de ppy, :

01 +e
halpe) = dalown) = =Naloan) [ w0y + o).

Puisque h = p. — par,, on sait que :

3 sur (0,€7) U (&, 61)
h(y) = ¢ aj— My sur (§,&1) U (&,8)
0 sur (£1,&2).

On peut donc écrire que :

b & 12
/O wi(hy)dy  ~ €< /O w3 (y)dy + /f wg(y)dy)

5
3 & 2 & 2
+(ag — M) / w3 (y)dy +/ w (y)dy
1 &2
Or, d’aprés le théoréme de densité de Lebesgue, on peut encore écrire que :

& 3
/f wi(y)dy + /5 Wy~ (61— EuBE) + (€ — E)ud(E)

5 e—0

B (& — & + & — L&),

—0
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A
%
]\41 ——
ag  ————————
0 &161 285 b

F1G. 3.7 — Representation des fonctions pys, et pe

car on a montré dans le lemme 3.2 que w3 (&) = w3(£2). De plus :

Mty — S (M1 + 6)51 - S
— ! — 4 — —
él £2+£2 51 Ml_ag M1+€—(18

. S - €1a8
= 0L _ap 08)26 + 630(5).

On en déduit finalement que :

12 &1 01 . 35
/ wi(y)h(y)dy ~ ¢ (/ w3 (y)dy +/ w3 (y)dy — Mw%(&)) >0
0 0 3

e—0 5 M1 — ag
& 2 o 2 2 2 S— a%fl ) s
En effet, wy(y)dy + wy(y)dy > w3(€1)(€1) — &2 + &1) = w3(§1) 5. D'ou :
0 & My — ag
A2(pe) — Aa(par,) < 0, si € est assez petit.
Cela démontre le lemme. O

Passons a présent & un second lemme, qui établit un résultat de monotonie du critére étudié par
rapport au parameétre « longueur de la fibre nerveuse » : £1.

Lemme 3.4. Monotonie de Ao par rapport a f1.

Soient ag, S et M > a3, trois nombres réels strictement positifs.

Alors, Uapplication }0, fz} — Ry est strictement décroissante.
0

6 — min{Ay(p),p € RY ¢, }
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P . . Vi M .. M
Démonstration. Soit £1 € |0, P [, et pe, € Ry 5.4, le minimiseur de Ao dans la classe Ry 5.0,

On sait que py, est de la forme :

M sur (0,&)

41
pe,(y) =< af sur (£1,&) et / o (y)dy = S,
M sur (&2,07). 0

avec &1 et & tels que : 0 < & < & < £1. On fait ici la supposition que & < ¢1. Le cas & = £ se
traite exactement de fagon analogue.

Considérons également une perturbation h de cette fonction de la forme :

h = —(M — a0)*[X[er 1] + Xiéael) — MX[e2,01-4¢])5

ol € > 0 est choisie suffisamment petit. On pose alors p. = pg, + h. On a représenté ci-dessous
le graphe de p..

A
¢
M T
Pe
ag B ———————
0 &1 & 285 bili+e

F1G. 3.8 — Representation des fonctions pys, et pe

D’aprés le lemme 3.1, on peut écrire un développement de Ao & 'ordre 1 au voisinage de pys :

l1+e
Mape) = Do) = =) [ wd@h(w)y + o ().

On en déduit que :

Xa(pe) = Aalpmr) ~ —Aalpnr) | —(M — ao)3/ wi(y)dy + M w3 (y)dy
0 (€] ,&1]U[€2,65) [£1,61+¢]

E—>

Or, on sait que & et & vérifient en particulier w3 (&]) = w3(£,), d’aprés le lemme 3.2. Puisque

l'on se convainc aisément que, nécessairement, w)(§1) # 0 et wh(&2) # 0 (en effet, le profil de

wy est connu, voir figure 3.2.4), alors, d’apreés le théoréme des fonctions implicites, il existe deux

réels ny et 1y tels que & = & +em + 00(5) et & = & +em + 00(6). Par conséquent, en
E— E—
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effectuant un développement limité & I'ordre 1 des intégrales intervenant dans le développement
de Aa(pe), il vient :

A2(pe) — Aa(pmr) ~, —Xa(pm)elél — & — & + & + Mw3 ().

E—

M — Ml —
Or, & — ¢ = (]\14%&285 et & — & = leaég' En tronquant au premier ordre, il vient :

Aa(p=) = Aalpmr) ~ —Xa(par)eM[w (£1) — w3 (&1)] < 0.

Cela prouve que le critére est une fonction décroissante de ¢7.

Remarque : le cas ou & = {; se traite exactement de la méme fagon, et la conclusion de ce
lemme est identique. [l

3.2.6 Le cas de \,(a), avec n > 2

Commengons par étudier le cas n = 2. Le cas n > 3 n’est qu'une généralisation du cas n = 2.

Théoréme 3.2. Minimisation de Az(a).
Soient ag et S deur nombres réels strictement positifs tels que apgl < S.

Le probléme min{z(a),a € Aqy 5} n'a pas de solution.

Remarque 3.3. [l est possible d’exhiber une suite minimisante d’éléments de Aqy 5 pour le
critére Aa2(a). On construira une telle suite dans la preuve de ce théoréeme.

Démonstration. Nous allons raisonner par ’absurde. Supposons l'existence d’'un minimiseur a*
pour le probléme min{s(a), a € Aq,.5}. Considérons p*, I'image de a*3v/1 4 a*? par le change-
ment de variable introduit dans la section 3.2.2. On désigne par £, I'image de ¢ par ce changement
de variable.

Puisque p* est clairement un élément de L (0, £7) NRag,s,05, 1l existe M* > a% tel que p* est un
élément de R% 7*575?' Or, d’aprés le lemme 3.2, on sait que le probléme min{z(p),p € R%TS,ZT}
a une solution, et qu'un minimiseur est fourni par la fonction pas« ¢r, définie par :

M* sur (0,&)

%
prar(y) = af  osur (€,&) et / par=(y)dy = S,
M*  sur (&,47) 0

ot 0 < &) <& < & < &y Par conséquent, A2(p*) > Xa(pars er)-

e |1°r® gtape : décroissance du critére )\,.

Dans cette étape, on va prouver que l'on sait perturber la fonction p* dans la classe Rq, g
pour faire décroitre le critére As.
On se donne a présent € > 0 fixé. On introduit :
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— pZ, un élément de R% ; ;{ vérifiant :
M*+¢ sur (0,&))

a% sur (£1,85)
M* +¢e sur (§,47),

)
o %
I

51
avec 0 < & <& < & <& < {5 et / ps(y)dy = S (la représentation d’une fonction p}

0
possible est faite dans la section 3.2.5).
~ pm,e,, un minimiseur de {Aa(p),p € R%Sh}' Autrement dit, on a :
pare, € argmin {Aa(p), p € R%,S,a}
D’aprés le lemme 3.3, on a )\g(pM*f{) > A2(pk). De plus, pour tout M > M* + ¢, puisque

M*+e M* : : .
Rao,S,Z’l‘ D Rao,S,é’{v il est clair que :

A2(pare;) = min{Aa(p), p € R%,s,z;} < min{2(p),p € R%,s,z;} = Xa(pnme 1)
De plus, on sait que toutes les fonctions pps,, minimisant Ao dans la classe R% 5.0, Sont

41
bang-bang et vérifient / pum.e, (y)dy = S. Enfin, d’aprés le lemme 3.4, 'application :
0

o) — s
b — X(pme)

est décroissante. Faisons alors respectivement tendre M et £1 vers +oo et a% De la méme fagon
0

que précédemment, on peut écrire que :

liminf liminf A <\ e pr) < A g% ).
fiminf Yim inf 2(p,0) < A2(pareer) < Aa(pareer)

Le fait que la contrainte égalité ( f(f Yo (y)dy = S) soit saturée et le profil bang-bang de
p,e, prouve l'existence d’un réel ¢ € [0, 1] tel que la suite (par¢, ) converge au sens des mesures
Vers :

poo a3 + (S — agl) (t50 +- t)ég/“8> '

Cette convergence nous incite a définir la quantité liminf liminf A2(pase, ), comme une valeur
6—£/a2 M—+00
propre du probléme :

'(0) + A\ +7)v(0) =0 (3.43)

On donne un sens a ce probléme en écrivant sa formulation variationnelle. Cette formulation
P
s’écrit :

Trouver v € H'(0,4/a?) tel que, pour tout h € H'(0,¢/a?), on ait :

0/a3 0/a?
/0 o' (y)h (y)dy = X /0 agv(y)h(y)dy (3.44)
FA + 7)0(0)h(0) + (S — agf)A <tv(0)h(0) + (1=t (f;)) h (fg) .

0 0
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Définissons la fonction u par la relation : u(x) ©y <—2> , pour tout = € [0, ¢]. Un changement
a

de variable dans les intégrales de la formulation variationnelle ci-dessus prouve que wu est

solution du probléme :

Trouver u € H'(0,£) tel que, pour tout h € H*(0,£), on ait :
4 0

a%/ o (z)h (z)dx = )\/ apu(z)h(z)dx (3.45)
0 0

+aZA(y + A) + (S — agf) A (tu(0)h(0) + (1 — t)v (£)) h(£).
Cela montre d’ailleurs que u est solution de I’équation différentielle ordinaire :

—adu”(z) = dagu(x) x € (0,0)
a2u'(0) + A(y + A (1 + (S — aol))) u(0) =0 (3.46)
u' (0) = N1 —1¢)(S — aplu(l) = 0.

Des arguments classiques de continuité des valeurs propres (voir par exemple [28] et [31] pour
une preuve détaillée) prouvent que :

liminf lim inf A = 3.47
et fmind deloas) @47

ou P\ désigne la premiére valeur propre du probléme (3.46). On se souvient d’ailleurs que
A < X2(pmeer) < Aa(p™). On va montrer que cette situation est absurde, en exhibant une suite
(an)nen de Ag, s telle que :

Ao(an) ——— A,
n—-+00

ce qui prouvera que ’on sait faire décroitre le critére Ao dans A, 5.
ao,

e | 2°me gtape : construction d’une suite minimisante.

Pour aboutir a I'absurdité, on cherche donc a construire une suite (ay,),>o vérifiant les pro-
priétés suivantes :

i Pour tout n € N*, a, € Ay, .5

. ll-lloo
n anp — ap;
n—-+o0o

iii apv1+ a, = a0 (S — apl)(tdp + (1 — t)de), au sens des mesures.
n—-+oo

Si une telle suite existe, on en déduira, a ’aide d’arguments standards de continuité des valeurs
propres par rapport aux coefficients d’un opérateur (voir par exemple [28]), et de ce qui a été
vu précédemment que :

Alon) T A

Construisons une telle suite. On va chercher une suite (a,)n>0 vérifiant :

ll-lloo .
Gn ap;
n——+00

anV1+a,? = ao + (S - aOE)[tnX[Q,ﬁ} + (1 - t)nX[g_ﬁ’g]L
foé an(z)\/1+ a,?(xz)dz = S.

On en déduira alors immédiatement que pour tout n € N*, a,, € A, 5, et

anV'1+ a,” o a0 + (S — apl)(tdp + (1 — t)d) au sens des mesures.
n—-+0oo



3.2. MINIMISATION DE An(A) DANS Ag,.s, POUR N > 1 59

On désigne par (up)n>0, la suite de fonctions définie sur l'intervalle [0, ¢], pour n € N* par :

V/n? —(—z +n)? sur [0, 55 ;
\/n2 —(z+n-— #)2 sur [%, %} ;
up(x) = . Y . (3.48)
un( _ﬁ) sur [p, — },Vze{l,...,n—l};
0 on [%,6].
Qn
ao
0 £ (1—=L) ¢
Fic. 3.9 — Représentation de la suite minimisante
La suite (up)n>0 vérifie par construction :
w ST — 1 sur [0, %] ;
" "1 0 sur [%,E].
Soit alors (ay)n>0 la suite définie par :
Vr € (0,4, an(z) = ag+ (S — apl) (tun(x) + (1 — t)u, (¢ — z).
0
Il est donc immédiat que / an(x)\/1+ a?(x)dx = apl + (S — apl) = S.
0
De plus, d’aprés (3.48), pour n € N* la fonction u,, est strictement croissante sur [0, #] et

strictement décroissante sur [#, %], ce qui prouve, par construction de u, que :

l l 02 14
letn | Un<2n2> Vo~ SV e !

Par conséquent, ||a,, — a —— 0, ce qui nous assure que la suite (a ainsi construite
) n 0]loco ) n )neN
n—-+4oo

est une suite minimisante pour le critére « minimiser la deuxiéme valeur propre ».
Le graphe 3.9 représente la forme de la suite (a,)pen-
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Conclusion de cette étape‘

On vient donc de prouver que 'on sait faire décroitre le critére As, si 'on suppose le minimum
atteint. C’est absurde et cela prouve que le probléme min{Az(a), a € Agyy s} n’a pas de solution.

0

La généralisation a la n-iéme valeur propre A, (a) repose sur le méme principe. C’est I'objet du
théoréme qui suit :

Théoréme 3.3. Minimisation de A, (a).
Soient ag et S deuxr nombres réels strictement positifs. Soit n € N*, un nombre entier non nul.

Le probléme min{\, (a),a € Aqyy,s} n'a pas de solution.
De plus, il existe n+ 1 éléments de [0,0] : o =0< & < oo < &po1 <& =L et n+ 1 éléments
n

to, ..., tn de [0,1] vérifiant Zti =1, tels que toute suite (an)nen satisfaisant :
i=0
i Pour tout n € N*, a,, € Agy 5 ;

i a1+ a,’? W, G0 + (S —apl) Y1 tide,, au sens des mesures,

est une suite minimisante d’éléments de Aq, s pour le critére A\p(a).

Démonstration. 1l suffit d’adapter la preuve du théoréme 3.2. le principe est exactement le méme
que précédemment. Il suffit de remarquer que le profil de w,, la fonction propre associée a la
n-iéme valeur propre \,(a) a exactement n domaines nodaux. C’est un résultat bien connu,
démontré par exemple dans [4] et [20], qui implique que la solution du probléme suivant (aprés
le changement de variable introduit dans la section 3.2.2) :

{ min A, (p)
M
pe /R'Syaofl

pour £1 > 0 et M > a3, est une fonction bang-bang, avec n discontinuités. Ce profil justifie bien
str la construction de la suite minimisante (ay,)nen=- O

3.2.7 Relaxation du probléme d’optimisation

Puisque nous avons démontré que le probléme d’optimisation min{\,(a),a € Aqy g} n’a pas de
solution, il semble naturel de définir un probléme relaxé. Définissons l'injection 7 par :

70 WHe(0,0) < L>®(0,£) x My(0,¢)
a — (a,aV1+a?).

On rappelle que M;(0, ¢) désigne I’ensemble des mesures bornées de Radon. On introduit alors :
i A\ams, le complété de Ag, s pour la topologie induite par 7. Au vu des topologies utilisées,
il est assez immédiat que A, 5 C {(a,b) € C°([0,€]) x My(0,€) : Vx_in[0,4], a(z) >

ap et (b,1) < S}.
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ii Xn(a, b), la n-iéme valeur propre du probléme :

—(a®u/) = X(a, b)bu z € (0,0)
a?(0)u'(0) + A(M(a, b) +v)u(0) =0
u'(£) =0,

pour tout (a,b) € zzl\a(),,g. Puisque b est une mesure, ce probléme doit bien siir étre compris
4 l’aide de sa formulation variationnelle.

Il est classique que ce probléme posséde une solution (voir par exemple [58] et [21]). De plus, on
a:
e \,(a,b) est une extension de \, dans la classe A\am S-

o inf{\,(a),a € Ay, s} = min{A,(a,b), (a,b) € Xao,S}-
Cette relaxation ne posséde quun intérét théorique, puisque le complété de Ay, s n'est pas
explicitement connu.

3.3 Minimisation de p,(a), pour n > 1

Les résulats énoncés dans cette section ont fait I’objet d'un article (voir [50]).

3.3.1 Motivations

On s’intéresse au taux de décroissance exponentielle de la solution v de I’équation aux dérivées
partielles (1.8). D’aprés la décomposition (1.13) de v, le développement asymptotique de v(x,t)
au second ordre quand ¢t — 400 s’écrit :

R

_Gmy 1
~Y _—
t—+oo 2C,,

o(x,1) (¢6)*(0)e™ " + o (0)6f (2)e 7, (349)

Etant donné que nous cherchons la forme de dendrite permettant la meilleure conduction de
I'impulsion électrique a travers la fibre, il semble naturel de chercher une fonction a qui minimise
le taux de décroissance exponentielle du signal. Ce taux de décroissance exponentielle est g—:,
d’apreés la décomposition ci-dessus. Or, ce terme est clairement indépendant de la forme a de la
fibre. C’est pourquoi, pour répondre a la question de la minimisation de I'atténuation du signal,
on peut s’intéresser aux formes solutions du probléme :

{ meonro) 5.50)

a € AGO,S‘

Cependant, remarquons que la fonction propre associée a la valeur propre g = 0 est constante.
Ainsi, d’aprés la condition de normalisation, on a :

1

1
fog a(x)\/1+ a?(z)dx = S

Ainsi, pour résoudre le probléme (3.50), il suffit d’exhiber un élément a de A, s tel que la

$3%(0) =

l
contrainte inégalité / a(z)y/1+a?(z)dz < S soit saturée (par exemple le rayon constant
0

a= % est solution d’un tel probléme).
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Il n’y a d’ailleurs pas unicité des minimiseurs du probléme (3.50). En effet, un autre minimiseur
est, par exemple donné par :

2
a(zx) := \/a2 — <\/a2 —a%—aa:) , avec a = %

Ainsi, en raison de la non-unicité des solutions de ce probléme, les rayons précédents ne sauraient
constituer des réponses satisfaisantes au probléme biologique auquel nous nous intéressons. Pour
compléter notre réponse, il semble donc naturel d’aller chercher le deuxiéme terme du développe-
ment asymptotique de v(z,t) (3.49) ci-dessus. Le taux de décroissance exponentielle de ce terme
est i1, dont la dépendance en a, le rayon de la fibre est immédiate. Par conséquent, pour trouver
la forme qui fournit la plus petite atténuation temporelle du signal, et compte tenu du premier
terme du développement asymptotique, on est ramené a résoudre le probléme d’optimisation :

min i (o)
¢ > (3.51)
a€ {a € Aay,s ¢ [y a(x)V1+a”dx :S}.
Remarque 3.4. Gardons a lesprit que u; = %. Par conséquent, les questions de la

minimisation de py et de 17 dans Aao,s sont les mémes.
D’ailleurs, on étudiant de prés les conditions d’optimalité au premier ordre du probléme (1.16),
on constate que la contrainte inégalité doit étre saturée. Par conséquent, les problémes (1.16) et

(3.51) sont complétement équivalents, au sens ot toute solution de I'un est solution de l'autre (il
en est de méme pour les suites minimisantes).

3.3.2 Le cas de pu;(a)

On a exactement le méme type de résultat que dans le théoréme 3.2.

Théoréme 3.4. Minimisation de pi(a).
Soient ag et S, deux nombres réels strictement positifs.
Le probleme min{p;(a),a € Aqy,s} n'a pas de solution.

Démonstration. Pour prouver ce théoréme, il suffit d’adapter la démonstration du théoréme 3.2.
On réutilise les notations introduites pour démontrer ce théoréme. On redonne les grandes étapes
de la preuve :

x
t
i On utilise le changement de variable y = / W et on se raméne & un probléme aux
a

valeurs propres plus simple aprés changement de variable.

ii On calcule la dérivée au sens de Gateaux de la différentielle de u(p). Pour p € R% S.010
on désigne par u(p) la premiére valeur propre non nulle du probléme :

—w" = plp)pw  y€(0,4)

w'(0) = w'(€) = 0. (3.52)

Si on désigne par fi(p) la dérivée au sens de Gateaux de p — u(p) dans un direction h du
cone des directions admissibles, on a le lemme :
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Lemme 3.5. Soit p un élément de Ry, 54, €t h, une perturbation admissible. Alors,

1451
i(p) = —u(p) /0 h(y)w? (y)dy,

ot w désigne la fonction propre normalisée associée a u(p), i.e. telle que :

4y
/0 p(y)w?(y)dy = 1.

iii On prouve que les applications :

lad, +oo[ — R
M +— min{u(p),p € R%,S,El} avec (1 fixé,
et 10, a%[ — R
0
¢y — min{u(p),p € R%,S,h} avec M fixé,

sont décroissantes.

iv. On raisonne par I'absurde en supposant l'existence d’un optimum ¢* minimisant g dans
la classe Ay, 5. On considére p*, I'image de a* par le changement de variable introduit
ci-dessus. On fait varier p* afin de faire décroitre (strictement) le critére p1, en utilisant le
résultat de 1’étape précédente.

v On en déduit que la suite minimisante (a,)n>0 cherchée doit vérifier :

a, [l-lloo a0
n—-400
anV1+an* = ag + (S — aol)[tnxp ) + (L = t)nx;,_c g], avec t € [0, 1];
f(f an(z)\/1+ a,?(z)dz = S.
et on obtient une contradiction en exhibant une suite (la méme que dans la preuve du
théoréme 3.2) (a,)nen faisant davantage décroitre le critére que Poptimum supposeé.

0

3.3.3 Deux remarques

Remarque 1

Comme dans le cas de A2, on peut s’intéresser a la relaxation du probléme d’optimisation (1.16).

Puisque nous avons démontré la non-existence de solution pour le probléme d’optimisation de
pi(a) dans la classe Agg g, il semble naturel de définir un probléme relaxé. On définit comme
précédemment l'injection 7 par :

7 WHo(0,0) < L>®(0,£) x My(0,¢)
a — (a,aV1+a?).

On introduit A\ao,s, le complété de Ag, g pour la topologie induite par 7. On définit fi1(a,b)
comme la deuxiéme valeur propre associée au probléme :

{ — (a®u')' = fi(a,0)bu € (0,0)
W' (0) =u/(¢) =0
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Puisque b est une mesure, ce probléme doit étre compris & I'aide de sa formulation variationnelle.
De plus, lexistence de fi(a,b) est une conséquence du théoréme de décomposition spectrale et
ona:

e /i1 est une extension de p; a la classe .Zams.

o inf{pi(a),a € Agy,s} = min{fii(a,b), (a,b) € Agy,s}-

Les remarques faites dans la section 3.2.7 sur I'intérét d’une telle relaxation sont encore valables
ici. En effet, puisque la complété de A,, s n’est pas explicitement connu, elle semble difficilement
exploitable d’un point de vue pratique.

Remarque 2

Le théoréme 3.4 se généralise aux autres valeurs propres. On a alors :

Théoréme 3.5. Minimisation de p,(a), n > 2. Soient S et ag, deuz nombres réels (strictement)
positifs.

Le probléeme suivant :

min g (a)
3.53
{ a G ACLO,S ( )
n'a pas de solution. De plus, il existe k + 1 éléments de [0,¢] & = 0, &1, ..., & = L et K+ 1
éléments to, ..., ty de [0,1] qui vérifient Zf:o t; =1, tels que tout (ap)nen satisfaisant :
a ll-lloo an:
m n—-400 0

/T an = ag + (S — agl) S5y tide.;
Jo an(@) T+ ap(@)dz = 5.

est une suite minimisante d’éléments de Aq, 5 pour le critére pi(a).




CHAPITRE 4

Etude du second critére :
atténuation en espace

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution du probléme de la minimisation de la fonction de
transfert 7'(a) définie pour a € Ag, g par :
+00
/ (0, £)dt
0

e
/ v(f,t)dt
0

ou v est la solution de I'une des équations aux dérivées partielles (1.4) ou (1.8). Ce probléme
correspond & la recherche de la forme de 'axone atténuant (en moyenne dans la durée) le moins
possible le message électrique entre le début et la fin de la fibre.

T(a) =

Le probléme d’optimisation que I'on souhaite résoudre s’écrit :

{ min T'(a)

a € Aao,S-

Il s’agit du probléme (1.18). Le cas d’une fibre connectée au soma est plus difficile que le cas d’une
fibre connectée & d’autres fibres. La difficulté essentielle provient essentiellement des conditions
au bord de I’équation aux dérivées partielles considérées, de type mixte, dans le cas difficile et
Neumann dans I'autre cas. On sait montrer, quel que soit le modéle de fibre considéré que les
problémes d’optimisation associés possédent une solution et que cette solution est le cylindre de
rayon minimal. Les résultats présentés dans la section 4.1 ont fait I'objet d’une publication : [31].

4.1 Minimisation de T'(a) dans le cas d’une fibre connectée au
soma

4.1.1 Le résultat

La réponse au probléme (1.18) dans le cas ot le potentiel v est solution de I'équation aux dérivées
partielles (1.4) est donnée par le théoréme suivant :

65
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Théoréme 4.1. Minimisation globale de T'(a) : cas de la dendrite connectée au soma.
La fonction identiquement égale a ag minimise le critére T parmi les éléments de Aq, s dans le
cas ot v est régie par l’équation aux dérivées partielles (1.4).

La démonstration s’articule en plusieurs étapes : on va d’abord prouver que les extrema locaux
du probléme (1.18) sont de type bang-bang, puis que parmi eux, I'unique fonction minimisant le
critére T est la fonction constante identiquement égale a ay.

4.1.2 Reéécriture du critére T

On désigne par .Z lopérateur transformée de Laplace. Rappelons que v désigne la solution de
I’équation (1.4). Nous utiliserons indifféremment les notations :

“+oo
Vz € [0,4), Vt >0, Vp e RY, v(z,p) = L(v(z,.))(p) = / e Ply(x,t)dt.
0

Passons aux transformées de Laplace dans I'équation (1.4). Puisque £ est un opérateur linéaire,
v est solution de ’équation aux dérivées partielles :

] <a2g_g> = a1+ a2 (Cp (p8 — v(x,0)) + Gu®) (2, p) € (0,£)x]0; 400]

%@2—3(0,19) = A, [Crp0(0,p) + G50(0,p)] —do(p) P €]0, +o (4.1)
g(¢,p) =0 p €]0, +00]
v(z,0) =0 x €0, 4].

Puisque nous avions fait ’hypothése qu’une impulsion est imposée & ’axone a l'instant initial
(modélisée par une mesure de Dirac a l'origine), on peut écrire que :

io(p) =< Spi—oy, € P >=1.

Introduisons a présent comme nous l’avions fait dans la section 3.2.2, le changement de variable :

Todt
Y= / — - (4.2)
0 a*(t)
Posons & ce titre, et avec les notations précédentes :

.eld_ef/g d(f”).

o w(y, p)def v(x,p), pour z € [0,4], p>0etye[0,{];
o p(y) € a(x)\/T+ a?(x), pour tout y € [0, 1].

Remarque 4.1. Puisque a € Agy 5, on a :
50
def
P E Raps = {p € L™®(0,41) : Yy € [0,41], a3 < p(y) et / p(y)dy < S}.
0

En effet, si nous posons b(y )d:ef a(x) pour x € [0,¢] et y € [0,¢1], on a :

/2
/ \/1+Td:c—/b3 )1+ by
(y)

51
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L’équation (4.1) devient alors :

o 832—w = p(Cmp + Gm) w (y,p) €]0,£1[x]0; +o0[
- 39(0,p) = A [Crup + G5]w(0,p) =1 p €]0, +00] (4.3)
a_w(eh p)=0 p €]0, +o0]

Si I'on pose, pour p > 0 fixé w(., p) e wp, I'équation précédente se réécrit :

211% dd;gp = p(Cop + Gm) wp y €]0, 1]
R%C%(O) = Ay [Crap + Gs] wp(0) — 1 (4.4)

Nous avons prouvé dans la section 2.1.3 que les intégrales fo (0,t)dt et fO (¢,t)dt étaient
convergentes. Le critére T' peut donc se réécrire sous la forme :

hm U(O D) lin% wp(0)

T .
(a) = hm v(ﬁ p) lir% wp(1)
p—

On comprend donc aisément la nécessité de faire tendre p vers 0 dans 1’équation (4.4). Il n’est
bien sir pas restrictif de supposer que p €]0, 1], puisque I'on souhaite faire tendre p vers 0. Pour
ce faire, écrivons la formulation variationnelle de (4.4). Les calculs sont les mémes que ceux
exposés dans la preuve du théoréme 2.1. Cette formulation s’écrit :

Vz € HY(0,01), ap(wy,z) = L(2), (4.5)
. 0 41
ap(u,z) = 2R / y)dy + (Cmp + Gm)/o p(y)uly)z(y)dy
F2 (G + Gu(0)2(0),
et L(z) = %

Faisons z = w,, dans la formulation ci-dessus. Il vient :

min <2R , a0Gom, > ||wp||%]1([0751]) < ap(ZUp,wp) = L(wp)

Cela prouve que a,, est coercive. Or, L est une forme linéaire continue sur H 1(0,41). En effet, il
s’agit, & une constante multiplicative prés de I'opérateur trace sur H'(0, ¢1). On en déduit que wp
est bornée au sens de H(0, ¢1). Il s’ensuit, H1(0, /1) étant réflexif, quil existe w* dans H'(0, ¢;)
tel que w,, pj() w* dans H(0, ¢1) et w, pTO> w* dans L%(0, £1), d’aprés le théoréme de Rellich. En

utilisant la continuité de Papplication trace dans H*(0,¢1), il est immédiat que w,(0) — w*(0).
51 Zl .
Or, puisque w, —— w* dans L*(0,{1), alors / py)wp(y)z(y)dy —= [ ply)w(y)z(y)dy.
p— 0 p— 0
Enfin, et en revenant & la définition de la convergence faible dans H'(0, £1), il est clair que :

51 Zl
/ wy,(y)2' (y)dy — w*' ()2 (y)dy.
0 p— 0
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Ces précautions nous autorisent a faire tendre p vers 0 dans la formulation variationnelle ci-
dessus. Moyennant des raisonnements trés classiques en Analyse variationnelle (voir par exemple
[28]), on remarque, en remontant les étapes de calcul, que I’on obtient exactement la formulation
variationnelle du probléme :

ﬁﬁ—ﬁ = pGrwo y €10, 4]
£ %0.(0) = A,Gawo(0) — 1 (4.6)
o) =0

On désignera donc par wo, la fonction w* ou encore la limite au sens précisé ci-dessus, quand
p — 0 de wp. Cette limite est unique, en vertu du théoréme de Lax-Milgram.

On appelle Ty le critére défini sur l'ensemble des fonctions p € R, 5,4, $’€crivant sous la forme
p(y) = a(z)\/1+ a?(x), avec x € [0,4], y € [0,41] et a € Aqgy.s, par :

Remarque 4.2. L’étude de l’équation (4.6) montre que wy est une fonction strictement décrois-
sante et positive. En effet, il n’est pas possible que l'on ait wj(0) > 0, car d’aprés la condition
au bord en 0, on aurait wo(0) > 0, et wy serait donc une fonction positive et convexe, ce qui
contredit la seconde condition au bord (en £). En envisageant tous les cas possibles, il s’avére
que la seule possibilité est wy(0) > 0 et wy(0) < 0, et que, de plus, sur lintervalle 10, £41[, wy
et wy sont positifs. En x = {1, on a wy(1) = 0 et wjj est croissant. En en déduit que wy est
décroissante et positive sur [0, (1].

C’est pourquoi pour tout a € Agy.5, on a :

4.1.3 Existence de solutions et variations du critére T3

On s’intéresse a la résolution d’un probléme proche de celui qui nous intéresse. On définit la
: M .
classe de fonctions Rao’ S, Par:

, £y
RY < {p € L>(0,61) : Yy € [0,41], ap < p(y) < M et /0 p(y)dy < S} :

L’idée est de résoudre le probléme :
{ min 77 (p) (4.7)

pour en déduire, moyennant un passage a la limite (M — 400) que nous justifierons ultérieure-
ment, les solutions du probléme

min T} (p)
4.8
{ P € Rao,s ( )

puis celles du probléme (1.18).
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Soit M > ag, fixé. Commencgons par démontrer que le probléme (4.7) posséde une solution.

La bonne notion de convergence, puisque R . est un sous ensemble de L>(0, ¢;) est la conver-
g p q ao S 9y

gence L™ faible-x. Remarquons que R% g est séquentiellement compact au sens de cette conver-
gence. On souhaite & présent démontrer que 717 est séquentiellement continu au sens de la conver-
gence L faible-x.

Soit (pn)nen, une suite d’éléments de RM o telle que pn, — p. On va démontrer qu’alors,

p € an S p 0 p
) p—

Ti(pn) ——— Ti(p).

n—-+o00

On réutilise la formulation variationnelle (4.5). Puisqu’il est clair que p,, > ag pour tout entier 7,
on utilise le méme raisonnement que précédemment pour prouver que a, est coercive. Il s’ensuit
que wy, la solution de 1’équation différentielle associée & p,, est bornée au sens de H'(0, ¢1), donc
converge faiblement au sens de H'(0, ;) vers un certain w. En utilisant le fait que w est borné
H'(0,¢1), on prouve la convergence des termes « intégraux » de la formulation variationnelle
(4.5). I s’agit 1a d’un raisonnement trés proche de celui utilisé ci-dessus pour faire tendre p
vers 0. Cela implique en particulier que w,(0) R w(0). La relation qui suit est obtenue en

intégrant deux fois I’équation (4.6). Nous nous en resservirons ultérieurement :

4y
w(tr) = w(0) — 2R,Gy /0 yp(y)w(y)dy.

De la méme fagon, d’aprés le résultat précédent, il est clair que wy,(¢;) I w(f1). On en
déduit que le critére 17 est séquentiellement continu au sens de la convergence L faible-x. Cela
démontre en particulier 'existence d’un minimum dans la classe R% S On s’attachera a présent
a décrire ce minimum en traduisant les conditions d’optimalités auxquelles il satisfait.

On fait varier le critére T1 autour de l'optimum dans la classe R%,S'

Soit p € R% sethe W10(0, £1), un élément du cone des directions admissibles de différentiation
de wy. On utilisera dorénavant la notation :

i & (2, 1) (49)

wo désigne donc la différentielle au sens de Gateaux de wg en p dans la direction h. Utilisons la
linéarité de I'opérateur différentiation. wy est alors solution du probléme :

2, .
ot i = G (pio + hwo) y €)0, 41

7-%0(0) = A,Guig(0) (4.10)

o) =0

Lemme 4.1. Variations du critére T'.
Awec les notations précédentes, on a :

7, G
<d—p=h> — R Cn /O h(y)uo(y)f (v)dy. (4.11)
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Démonstration. Cherchons & exprimer en fonction de wg, wy et h, la variation du critére T3
lorsque p varie. On a bien sir :

A7y wo(0)wo(lr) — wo(0)wo ()
< dp ’h> a wi(¢y) ' (4.12)

Par ailleurs, si l'on intégre deux fois la premiére équation de (4.6), on obtient :

A 41
wo(lr) = 2R, G / / (s)dsdy + wo(0) = wo(0) — 2RuGim /0 yp(y)wo(y)dy, (4.13)

en utilisant le théoréme de Fubini. Différentions la relation (4.13). On obtient alors :

01 01
wo(f1) = wo(0) — 2R.Gm /0 yh(y)wo(y)dy — 2R.Gim /0 yp(y)wo(y)dy. (4.14)

Or, on a vu que :

dwo g AsGsRa Ra
— = —2R,Gp, dy = -
m (0) R,G /0 p(y)wo(y)dy ——wo(0) — —
Ainsi :
. 271Gy, [ [T h .
o 0) = — | hwenway+ [ sy ). (4.15)
AsGs \Jo 0
Par conséquent :
271G, [ 271G, (O
wo(l) = — h(y)wo(y)dy — p(y)wo(y)dy
o) = et | hwwoay — S [ oot

51 Zl
—2R,G, /0 yh(y)wo(y)dy — 2R.G, /0 yp(y)wo(y)dy.

AsGsR

7 a . . . ~ , .
Posons A = . Dans ’expression ci-dessus, on constate que ’on risque d’étre ennuyé si
)

T

I’on souhaite déterminer les extrema locaux du critére 77, en raison de ’absence du terme h dans
deux des intégrales. Cela donne I'idée d’introduire deux problémes adjoints pour nous aider a les
estimer. On appelle ¢; la solution de I’équation différentielle ordinaire :

o d2 =Gup(q1 —1t) y€0,6]
di( ) = AsG5q1(0) (4.16)
G|

2
e = Gupl(a2—1) y €0, 4]
7 S2(0) = AsGyq2(0) (4.17)
dg —
92 (1) = 0

L’existence et 'unicité de ¢ et g sont assurées par le théoréme de Lax-Milgram. On en déduit
que :

G w —w
ATy = 28,6, [ Bwwo(e) <M(Q2(Z/)—1)—wo(0) <q1<y>—y>) dy. (4.18)

p 0 A
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Introduisons f, la fonction de la variable réelle y définie par :

f:10,44] — R
y — 2ol (go(y) — 1) — wo(0) (1 (y) — v)-

f est donc 'unique solution de I’équation différentielle ordinaire :

o7 SQTf =Gmpf y €]0,41]
7 3L0) = AGof(0) + wo(tr) (4.19)
L) =0

On peut alors écrire que :

4.1.4 Preuve du théoréme 4.1

On va raisonner en plusieurs étapes : on écrit d’abord les conditions d’optimalité au premier

ordre pour le probléme d’optimisation (4.7), sans tenir compte, dans un premier temps de la
01

contrainte de surface p(y)dy < S. On démontre alors que, nécessairement, le minimiseur
0

d’un tel probléme est bang-bang. Enfin, on cherche la meilleure fonction p dans l'intersection de

R% 5> bour M > ag et de l'ensemble des fonctions bang-bang sur [0, ¢]. Quel que soit M > a%,

on trouve que la fonction constante égale & a3 minimise le critére T} et 'on en conclura aisément

qu’il existe un minimiseur pour le critére 7" dans la classe Ag, s : la fonction ay.

i |1°® étape : conditions d’optimalité

Nous allons donc a présent écrire les conditions d’optimalité du probléme (4.7). Soit p €
RM . un minimiseur local pour le critére 7. Introduisons les trois ensembles :

ag,S?

e Zy(p) : tout élément de la classe des sous-ensembles de [0, ¢1] dans lesquels p(y) = a3
p-p-;

o Ty (p) : tout élément de la classe des sous-ensembles de [0, 1] dans lesquels p(y) = M
p-p-;

e Z.(p) : tout élément de la classe des sous-ensembles de [0, ¢1] dans lesquels a3 < p(y) < M
b-p.

On peut écrire que :

3 1
U{ye (0,47) : a8+E<p( )<M——} UI*’f

ol
—_

dT;
p est un minimum local pour le critére T3 si, et seulement si <d—1, h) > 0, ot h est un

élément du cone des directions admissibles de différentiabilité.
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On va a présent démontrer que |Z, ;(p)| = 0, pour tout entier k non nul.

Supposons |Z, x(p)| # 0. Soit yo € Z.(p). On appelle (G ,,)n>0, la suite de sous-ensembles
de 7, 1 :
def 1
Gin = B (yo, ﬁ) NZir CLyk-

+0o0
Remarquons alors que ﬂ Grn = {yo}, et posons h = xg, . Ainsi, pour ¢ suffisamment

n=0
petit, des perturbations de la forme p + th et p — th sont admissibles (pour ¢ suffisamment
petit, p+ th € R%,S et p—th e R%ﬁ). Alors :

B ¢
f T =T | sy =0 [ wwswazo

De la méme facon :

iy Do — th) — Ty
im
t\0 t

4
W) __ /0 M) )y = 0= | w()f()dy <0

On en déduit que / w(y) f(y)dy = 0. Divisons cette quantité par |G}, ,| et faisons tendre
Gk,n

n vers +00.

Le théoréme de densité de Lebesgue nous assure alors que wo(yo)f(yo) = 0, p.p. yo €

T, k(p). On se convainc aisément de I'absurdité de cette situation, étant donné que f est

régie par I’équation différentielle (4.19). Cela prouve que |Z, x(p)| = 0.

‘ Conclusion partielle ‘

De la méme facon, on montre que :
e Sur 'ensemble Zy(p), on a: f(y) > 0 et h(y) > 0;
e Sur l'ensemble Zps(p), on a: f(y) <0 et h(y) <O0.

2¢me gtape : les optimums de ce probléme sont bang-bang

Pour le vérifier, on va utiliser une propriété de la fonction go — 1.

Preuve que la fonction ¢ — 1 est de signe constant strictement négatif sur
[07 El] .

Introduisons ¢ e q2 — 1. Puisque ¢y est solution de I’équation différentielle ordinaire

(4.17), alors g2 est solution de ’équation différentielle ordinaire :

26 ~
2}1%%7[12 = Gmpgo y €10, 44]
£ 92(0) = AGa2(0) + 1 (4.20)
4% 4y = 0
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Si ¢2'(0) <0, alors ¢2(0) < 0 d’aprés la condition au bord et ¢a est concave au voisinage de
0. Par conséquent, ¢o'(y) < ¢2'(0) < 0 pour tout y € [0,¢1] car go est de classe C*([0,¢1])
d’aprés le théoréme de Lax-Milgram. Cette situation est impossible car ¢'(¢1) = 0. Exac-
tement de la méme fagon, on prouve que la situation ¢2(0) > 0 (et donc nécessairement
¢'(0) > 0) est impossible. Il s’ensuit que ¢2’'(0) et ¢2(0) sont nécessairement de signes
contraires et puisque ¢2'(0) > ¢2(0), on a : ¢2'(0) > 0 > ¢2(0). De plus, il n’est pas possible
que g2 s’annule sur ]0, 1] car la condition ¢»’'(¢1) = 0 ne pourrait pas étre satisfaite.
Finalement, on en déduit que g2 est croissante sur [0, ¢] et strictement négative.

Cela nous donne alors l'idée de factoriser f de la fagon suivante :

Yy € [0,41], f(y) = (q2(y) —1). (M _ w(O)g(y)) ot gy) = ay) —y

A ga(y) — 17

g est deux fois dérivable sur [0, /1], car les fonctions qui constituent le quotient le sont aussi.
Soit y € [0,41]. On a :

9.y = (@1(y) = D(e2(y) = 1) — (01(¥) — YY)
dy [g2(y) — 1]? '
d%g 1 " "
2" = e {dW)(e2(y) - 1) — (a(y) —y)z ()}
- 2B {4 ) - Dlaal) - 1) - () — )50}

Il suffit alors d’utiliser le fait que ¢; et ¢o sont régies par les équations différentielles ordi-

naires (4.16) et (4.17). Cela prouve que ¢ (y)(q2(y) — 1) — (1 (y) —v)g5 (y) = 0, Yy € [0, ¢1].
On obtient que :

d
d%g Tl —1(y) dg
3 (y) = 25— 2 (y). (4.21)
dy () -1 dy
Utilisons la méthode de variation de la constante pour déterminer ’expression de S—Z(y).
En posant g(y) = 62(5/)), ot ¢ est une fonction dérivable sur [0, ¢1], on montre que ¢ est
u={y
d
solution de 'équation ¢ = 0 sur Uintervalle [0, ¢;]. D’aprés 1'expression de d—g(y), on doit
Yy
dg -1
avoir —(f1) = —————.
d ( 1) (B(fl) -1
Il s’ensuit : 4 (0) 1
g q2(f1) —
vy € 10,41], —(y) = ——-—== > 0. 4.22
0, 4] dy( ) [q2(y) — 1]? (4.22)
Par conséquent, g est une fonction strictement croissante sur [0, ¢1]. En considérant le fait

w(f1)—w(0)

Aw©) Il s’ensuit

que g2 — 1 est strictement négative, on voit que : f(y) > 0 < g(y) >

que la fonction p optimum local minimisant le critére T} est bang-bang.

3%me gtape : parmi les fonctions bang-bang, on recherche celle(s) qui mini-

iii . R
mise(nt) le critére T}

Introduisons 'ensemble By a5 :

Bao,m,s = {p € R%S 23EM € [0,61] : p=ad sur [0,6M] et p= M sur ]{{V[,Bl]}.
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p(y)

Fi1G. 4.1 — Profil de 'optimum

Comme sur la figure 2, on appelle £ € [0,41], le réel a partir duquel le changement de
palier se produit pour la fonction optimum pjs. Cette partie est un peu calculatoire. On va
déterminer de prime abord I'expression du critére 77 dans la classe de fonctions By, as, c’est
a dire en fonction de & pour une fonction p donnée, puis rechercher la meilleure constante
minimisant 77.

Souvenons-nous que la fonction, que nous noterons ici w,, est solution de I’équation dif-
férentielle (4.6). De plus, nous avons montré que la solution w, appartient a H 2(0,6) C
C1(]0, 41]). Cette information sur la régularité de w, peut se traduire sous la forme de deux
équations non linéaires nous permettant (au moins numériquement a priori) de déterminer

totalement I’expression de w,. Ainsi, il existe quatre constantes réelles 0/1‘/[ , aé\/f , ag/[ et ai\/f

telles que, en posant wg = v/2R,Gmpo et wyr = vV2R,G M, on ait :

M M M
[ &) cosh(wnry) + o' sinh(wpy)  sur [0,£77]
wp(y) = { ad! cosh(woy) + o sinh(woy) sur [€M 4] (4.23)
Traduisons & présent les conditions au bord :
d
e Eny=0: Rladlyp(o) = A;Gswp(0) — 1 <= RlawMozéV[ = A,Ga —1;
d
e Eny =1/ : diyp(ﬁl) = 0 < o} = —a} tanh(wyl;). Cela prouve notamment que
nécessairement, aé\/f #0 et aﬂ/[ #0.
A ce stade, on sait d’une part que :
wy(y) = oM cosh(wary) + % sinh(wyy)  sur [0,6M] (4.24)
g ad! (cosh(woy) — tanﬁ(woﬁl) sinh(woy)) sur [EM 4]

et d’autre part, que le critére 77 se réécrit, dans la classe By, v :

M

«
Ti(p) = a—lM cosh(wpfy).
3
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v

< R . . d .
II nous reste a présent & traduire que les fonctions w,, et dly” sont continues en 5{‘/] , autrement

dw
dit que lim w,(y) = lim w,(y) et lim —2L(y) =
y—& " y—& " y—et= dy y—ei+ dy

dw,

(y).

Continuité de w, en &’

M
051 M RaAsGs . M Ra . M
N cosh Tallss ik " ginh
all <COS (wnmér”) + — sinh(wm&;”) rwnrall sinh(wné;”)
= cosh(wotM) — tanh(woly ) sinh(we&
Continuité de dd% en (M
OZ{V[ . M R AGs M R, M
—7 | warsinh(wp&y”) + ———— cosh(wn&y") | — —7 cosh(wnéy”)
as ™ Tag

= wp sinh(wéM) — tanh(woly) cosh(we&d!

Il s’ensuit successivement que :

M
Z—IM = cosh(wo&M) cosh(wy&M) — 5—]\(1[ sinh(wyr&)") sinh(woé”)
3
— tanh(wpf1) [sinh(woffw) cosh(wMﬁV[) — ;—0 sinh(wafw) cosh(wogfw)}
M
et :
Ti(p) = cosh(woly) [coshwoéi” ) cosh(warér") — j—; sinh(wél”) sinh(woéf” )]

— sinh(wgt7) [sinh(w()g{w) cosh(wy M) — :)—0 sinh(wp&M) cosh(woffw)}
M

).

).

Les calculs précédents, bien que fastidieux, nous ont permis de nous ramener a la minimi-
sation d’une fonction d’une variable : £&M. On dérive donc le critére par rapport a cette

variable pour trouver quel S{VI minimise 77. On trouve aisément que :

dTi(p) wir —w§\ . M M
= sinh(w cosh|wg (41 — > 0. 4
On en déduit que la fonction égale & a3 presque partout minimise le critére Ty sur Ba,,

mais aussi (car nous avons prouvé que 'optimum est bang-bang) sur R% g
b

4°me gtape : retour a la minimisation de T'

25)

M,S

On s’est a présent convaincu que ag est I'unique minimiseur du critére 77 dans la classe

M .
Ri,.s- Remarquons enfin que :

M
Raps = | R s.
M>ag

Or, pour tout M > a%, le minimum de 77 sur R%

par construction, que ag est 'unique minimiseur de 77 sur R, 5. De plus, puisque a

agr/1+ %;), on en déduit que Ty (ad) = T(ag) et que ag minimise T sur Ay, s.

g est a%. On en déduit également,

3
5 =
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4.2 Minimisation de T'(a) dans le cas d’une fibre connectée a
d’autres fibres

4.2.1 Le résultat

La réponse au probléme (1.18) dans le cas ot le potentiel v est solution de I'équation aux dérivées
partielles (1.8) est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 4.2. Minimisation globale de T'(a) : cas de la fibre connectée a d’autres fibres.
La fonction identiquement égale a ag minimise le critére T parmi les éléments de Aq, s dans le
cas ot v est régie par l’équation aux dérivées partielles (1.8).

La démonstration s’inspire de la preuve du théoréeme 4.1. Quelques détails techniques différent
malgré tout dans 'adaptation de cette preuve, plus simple que la précédente.

4.2.2 Reéécriture du critére T

v désignant la solution de I’équation aux dérivées partielles (1.8), passons aux transformées de
Laplace dans cette équation. Comme précédemment, on utilisera la notation :

+oo
Vo € [0,4], Vt >0, Vp e RY, ¥(x,p) = ZL(v(z,.))(p) = / e Ply(x,t)dt.
0

L’équation aux dérivées partielles 1.8 devient donc :

ﬁ(’% (azg%) =av1+d?(Cp (pv — v(x,0)) + G0) (z,p) € (0,£)x]0; +00|

ma? v -

L850, p) = —io(p) p €0, oo (4.26)
2(t,p)=0 p €]0, +o0]

@(:L’,O) =0 RS [0,5].

De plus, on a supposé qu’au temps initial, une impulsion électrique est délivrée au début de la
fibre, impulsion modélisée par une mesure de Dirac au temps ¢ = 0. On en déduit que 7p(p) = —1.

Toujours comme précédemment, on introduit une nouvelle variable y définie par la relation :

yd_éf/x dt
o a*(z)

On pose alors :

o w(y,p) € o(x,p), pour z € [0,4], p>0 ety € [0,6];

e p(y) u a®(z)\/1 + a’2(z), pour tout y € [0, £1].

Remarque 4.3. On se souvient que si a € Ay 5, on a :

) 151
peRups @ loe 1. vy 0l d <o) e [ oty < s}
0
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Le méme raisonnement que pour le cas de 'équation aux dérivées partielles (1.4) (section 4.1.2)
montre qu’il est possible de faire tendre p vers 0 dans 1’équation ci-dessus. On appelle alors
wq la fonction définie par : wq def w(.,0). wp est clairement solution de I’équation différentielle
ordinaire :

2}13 dd;vo = pGrwo Y 6]0761[

= d;;e( ) = (4.27)

G (l) =

Comme pour le cas de I’équation aux dérivées partielles (1.4) et moyennant les mémes arguments,
le critére & minimiser se réécrit sous la forme :

lim w(0, p)
0.0 0P wy
T =500 ~ i w(rp) ~ w(6)’ 2

On pose alors :
aef wo(0)
Vp € Ray.s, T = . 4.29
pE Ruys Tilp) 4 200 (4.29)

Remarque 4.4. On a nécessairement wo(0) > 0. En effet, si ¢a n’était pas vrai, puisque dwo (0) <
0, on aurait nécessairement wg < 0 sur ]0 61] et wg concave, ce qui contredit clazrement la
condition au bord en £1. Ce raisonnement montre d’ailleurs que la situation wo(xg) = 0, avec
xo € (0,01) n'est pas possible.

wy est donc strictement positive sur [0, £1] (Le théoréme de Cauchy-Lipschitz interdit a la fonction
wo de s’annuler en {£1).

Introduisons alors la fonction wy définie par la relation :

_ déf  Wo
wy = . 4.30
Il est alors clair que wy est solution de I’équation différentielle ordinaire :
2 ~
2Ra1Gm ddy =puo y € (0,41)
dwg (0) — R
dy ~ Two(0) (4.31)
Tr) =0
wp(0) = 1.
we(0) 1

Remarquons de plus que Ti(p) = wo(l1) — wo(fr)’

L’intérét d’introduire la fonction wg réside dans le fait que ’étude du critére 77 va étre simplifiée.

4.2.3 Preuve du théoréme 4.2

Voici les grandes étapes de cette preuve :
e On résout de prime abord le probléme d’optimisation :

{ min 77 (p)
pe Rao,S-



78 CHAPITRE 4. ETUDE DU SECOND CRITERE : ATTENUATION EN ESPACE

e On vérifie que la solution du probléme précédent appartient & 'image de Ay s par I'applica-
tion :
AaO,S I Rao,S
a — p.
Cette application n’est pas une bijection. C’est ce qui rend a priori cette question un peu
délicate a traiter.
Le lemme qui suit donne la réponse & la premiére étape :

Lemme 4.2. Soit M > ag un nombre réel. On considére le probléme d’optimisation :

{ min 7' (p) (4.32)
pEe Raoysvfl'

La fonction p* définie presque partout par p* = aj est l'unique solution du probleme (4.32).

Démonstration. On considére deux fonctions p; and po, éléments de la classe R% S0y tels que
p1 > p2 presque partout dans [0, ¢1]. On désigne alors par 12)(1) et w% les solutions respectives des
équations différentielles ordinaires associées au probléme (4.31), autrement dit, uN)f) est solution,
pour ¢ € {1,2} de I’équation différentielle ordinaire suivante :

d%w} y

dy20 = 2R.Gmpiwy  y € (0,41)
wy(0) =1

da

dyo (4) = 0.

On en déduit :
d*(wg — @p)

= pi(@F — @) + (p2 — p1) 5.
Ainsi, puisque @} > 0 et p; > 0 sur [0, /], on a :
d?(wg — o} P
( doyz 0 < 2R, Gpr (W — @)y € (0,41)
(w§ —w5)(0) =0
d(@g — )
————2(t;) =0.
3 (41)
Utilisons le principe de comparaison (voir par exemple [25]), @§ > @} sur [0, £1].
Par conséquent, on peut écrire que :

Vp € R%,S,Zla Ti(p) > Ti(ad).

La conclusion du lemme s’ensuit. O

On conclut a présent la preuve du théoréme 4.2.

D’aprés le lemme (4.2), notre probléme consiste & démontrer que le minimiseur p* est global.
Ceci est dii au fait que I'ensemble R, 50, peut étre écrit :

_ M
Rao,5.01 = U Rag,s,0,-
M>ag
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Par ailleurs, le probléme consistant & minimiser 77 a une solution sur toute classe de fonction
M : M [e'¢) :
Ry, s.0,» Puisque Ry g est compactela la convergence L x-faible.

Cela implique que p* est I'unique minimiseur de 77 dans la classe Rq,,s-

Remarquons que ag3v/1 + ag”? = ag?, presque partout. Cela démontre que a* = ag est 'unique
minimiseur (global) du critére 7" dans A, g, ce qui achéve de démontrer le théoréme 4.2.
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Deuxiéme partie
Quelques questions relatives a

I’optimisation de la géométrie
pulmonaire
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CHAPITRE 5

Autour de la modélisation de |'arbre
bronchique

L’étude des systémes biologiques complexes constitue une thématique d’actualité chez les mathé-
maticiens. On distingue différents axes de recherche, parmi lesquels la modélisation biologique et
I’étude mathématique de modéles déja établis. En général, les systémes biologiques sont consti-
tués de niveaux d’organisation correspondant a des échelles trés variables. On parle ainsi de
niveaux moléculaires, macromoléculaires, de la cellule, de 'organe, de I'organisme et 'individu,
de la population, etc. C’est 14 une raison de leur complexité : la prise en compte et le couplage
de ces différents niveaux d’organisation rendent souvent le travail du biomathématicien difficile.

On peut trouver dans de telles études un intérét descriptif ou prédictif.

Dans cette partie, on souhaite, un peu a la maniére de ce qui a été fait dans la partie précédente
pour la dendrite, déterminer la forme optimale de ’arbre bronchique minimisant un critére a
choisir judicieusement, afin de la comparer avec la forme réelle. Il s’agit donc d’une approche
descriptive.

5.1 Motivations et objectifs

5.1.1 L’arbre bronchique

Ce paragraphe a pour vocation de donner quelques éléments sur le poumon permettant de justifier
le choix de modélisation que nous serons amenés & faire dans la section 5.2. De nombreuses
informations regroupées dans ce paragraphe sont extraites du manuscrit de thése de Benjamin
Mauroy, actuellement chargé de recherche a l'université Paris 7, et dont la thése (voir [41] ou
[39]) traitait pincipalement de cette délicate question qu’est la modélisation du poumon.

Le poumon peut étre divisé en deux régions de fonctionnement distinctes :

e L’arbre bronchique.

L’arbre bronchique est I’ensemble des structures conductives véhiculant I’air inspiré et expiré,
entre le larynx et les acini. Il fait intégralement partie du systéme respiratoire.

e Les acini.

83
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Un acinus est un sous-arbre du poumon d’environ six générations. Les branches sont recouvertes
d’alvéoles. Elles permettent de coupler la convection de 'air et les échanges gazeux entre I'air
et le sang.

La figure ci-aprés est un moulage du poumon humain.

F1G. 5.1 — Moulage du poumon par Ewald R. Weibel

Dans le cadre de cette thése, comme nous ’avons annoncé précédemment, nous ne nous intéres-
serons qu’a ’arbre bronchique et & 'optimisation de sa géométrie.

On peut observer que 'arbre bronchique est une géométrie arborescente dichotomique de vingt-
quatre générations. La premiére génération correspond a la trachée. C’est la plus grosse branche
de larbre (diamétre de l'ordre de 2 cm). La derniére génération a un diamétre de 'ordre du
demi millimétre. Le nombre de branches de cet arbre est donc environ de 224 soit plus de seize
millions.

Il est courant de faire I’hypothése que I’arbre bronchique est homogéne, c’est-a-dire qu’il est
symétrique par rapport & un plan passant par 'axe de symétrie de la trachée (modélisée par un
cylindre). Dans la pratique, on peut observer une légére dissymétrie dans les premiéres généra-
tions de I’arbre, imputable au fait que l’arbre est soumis & des contraintes extérieures telles que
contourner le coeur par exemple.

Les branchements dans cet arbre sont coplanaires, et les angles entre deux plans de branchement
successifs sont en moyenne de quatre-vingt-dix degrés.

Des observations ont révélé que le schéma de branchement dans ’arbre bronchique suit la méme
systématique tout au long du trajet broncho-vasculaire. Plus précisément, la longueur et la taille
des branches ont tendance a étre, d’une génération a ’autre, homothétiques, avec un facteur de
réduction & peu prés constant (en moyenne, de l'ordre de grandeur de 0,85). Cette propriété
s’appelle « autosimilarité » et caractérise les arbres fractals. Cette propriété a une conséquence
importante : en effet, un tel arbre occupe naturellement tout I’espace (« space filling » en anglais),
ce qui signifie que les branches optimales aboutissent d’une maniére homogéne dans tous les
secteurs de ’espace pulmonaire.

Des travaux ont été réalisés par B. Mauroy, M. Filoche, E. R. Weibel et B. Sapoval (voir [40]) afin
de caractériser I’arbre optimal minimisant la résistance hydrodynamique & volume fixé, lorsque le
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fluide qui le parcourt est supposé suivre une loi dite de Poiseuille (dont nous donnerons davantage
de précisions dans la section 5.2.2 de ce chapitre). Ainsi, des arguments assez simples ont permis
de démontrer que l'arbre optimal est fractal, et que le facteur de réduction d’une génération
a lautre vaut (1/ 2)1/ 3~ 0,79. On appelle cela la loi de Hess-Murray. Le facteur de rédaction
moyen est donc un peu plus élevé que ce que la théorie prescrit (0,85 au lieu de 0,79). Ce léger
excés pourrait constituer une marge de sécurité car 'analyse mathématique de ’arbre théorique
optimal a également révélé qu’'une tres légére constriction des bronches ou bronchioles pourrait
induire une forte augmentation de la résistance hydrodynamique & la ventilation.

C’est un peu avec la méme philosophie que nous aborderons notre étude de I’arbre bronchique, en
nous demandant si une démarche de ce type est applicable dans les toutes premiéres générations
de larbre bronchique, ou il est plus raisonnable de considérer les équations de Navier-Stokes
comme modéle d’écoulement de I'air.

Dans le cas de 'arbre bronchique humain, les bronches ont une forme cylindrique, légérement
conique vers le bas. Le rapport L/D, ou L désigne la longueur d’une branche et D son diamétre
est a peu prés constant, égal a 3, d’'une génération a 'autre.

Un exemple de modéle géométrique du poumon suivant ces régles est présenté dans la figure 5.2
ci-dessous.

—

Y

F1G. 5.2 — Quelques générations d’un arbre bronchique homogene simplifié (branches meéres et
filles homothétiques et coplanaires, angle entre deux plans de branchement successifs proche de

90°)
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5.1.2 Un peu de bibliographie...

De septembre 2003 & septembre 2006, & I'initiative d”Yvon Maday, une ACI intitulée « Le poumon
vous dis-je » a d’ailleurs été créée afin de répondre & la difficile question de I'intégration des
différentes fonctions du systéme respiratoire (fonction ventilatoire, fonction alvéolo-capillaire,
fonction circulatoire). Le but de cette manceuvre était de s’orienter vers la création d’'un poumon
numérique. En paralléle, une autre équipe de ’ENS Cachan, pilotée par Bernard Sapoval, a
également travaillé sur un projet visant a la construction d’un tel modéle.

Pour se faire une idée plus précise des travaux déja réalisés autour de cette thématique, revenons
sur les thématiques développées autour de ’ACI « Le poumon vous dis-je ». Les équipes de cette
ACI se sont constituées autour du découpage suivant : le systéme respiratoire hiérarchisé a été
schématiquement découpé en 5 niveaux qui font 'objet d’'une modélisation spécifique :

e Les voies aériennes supérieures : nez-bouche, pharynx, larynx, trachée et les premiéres
générations bronchiques (de 1 a 3) : les bronches souches et lobaires.

e Les bronches segmentaires (générations 4 a 10).
e Les bronchioles (générations 11 a 19).

e Les acini : bronchioles alvéolaires, canaux alvéolaires et sacs alvéolaires (générations 20 a 23).

La membrane alvéolo-capillaire (échanges gazeux).

Voici une liste, non exhaustive, de quelques-uns des thémes de recherche explorés dans le cadre
de cette ACI. Quelques publications significatives sont aussi mentionnées :

e Distribution de la ventilation des modéles 3d trachéo-bronchiques normaux et
pathologiques.

Il s’agit d'un travail essentiellement numérique consistant & reconstruire en 3 dimensions les
générations 0 (trachée) & 6 (bronches lobaires et segmentaires) de l'arbre trachéobronchique,
puis a résoudre I’équation de Navier-Stokes traduisant 1’écoulement d’un fluide dans ’arbre
bronchique.

Article : An image-based computational model of oscillatory flow in the proximal part of
tracheobronchial trees (article [23]).

e Propriétés d’asymétrie entre inspiration et expiration.

Il s’agit de mettre en évidence, principalement & l'aide de simulations numériques, les dif-
férences (énergétiques) entre les phénoménes d’inspiration et d’expiration. Des explications
supplémentaires seront données dans la section 5.1.3.

Article : 3D Hydronamics in the upper human bronchial tree : interplay between geometry
and flow distribution. (article [38]).

e Modélisation de la ventilation dans les acini

La modélisation de la ventilation dans I’acinus (générations 18 a 23) en régime instationnaire
a permis de déterminer dans quelle mesure 'oxygéne est transporté par convection dans ces
derniéres générations. Une simulation numérique des équations de Stokes dans un domaine
variable a été réalisée dans une géométrie bi-dimensionnelle (modeéle de H. Kitaoka, voir [36])
a trois générations. Ces résultats ont montré que la convection était négligeable devant la
diffusion dans les trois derniéres générations du poumon.

Theése de B Mauroy : Hydrodynamique dans le poumon, relations entre flux et géométries
(article [41]).
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La ventilation des acini en régime stationnaire cette fois a également fait I’objet d’une parution
plus ancienne :

Article : Smaller is better but not too small : A physical scale for the design of the mammalian
pulmonary acinus (article [54]).

5.1.3 Notre démarche en optimisation de forme

On présente ici la démarche qui sera développée dans le reste de ce manuscrit. La ligne directrice
de ce travail ressemble fort a la trame de fond de la partie I sur I'optimisation de la forme d’une
dendrite.

Il n’est pas aberrant de penser que la forme actuelle de I’arbre bronchique résulte, en un certain
sens d’une optimisation, par exemple via le processus de sélection naturelle, qui expliquerait que
la forme de I’arbre bronchique chez ’étre humain soit celle qui fait qu’il est adapté « au mieux »
& son milieu.

L’idée est alors la suivante :

i On imagine un critére que la nature pourrait chercher a optimiser, susceptible d’expliquer
la forme actuelle de ’arbre bronchique ;

ii Deux pistes sont alors développées :

(a) On postule que ce critére est le bon et que la solution du probléme d’optimisation
de forme résultant sera trés proche de la forme de ’arbre bronchique, et dans ce cas,
on cherche & établir des propriétés qualitatives de ’arbre bronchique. Le chapitre 6
traitera par exemple de la question de modéliser chaque branche de ’arbre bronchique
a l’aide de cylindres. On peut aussi chercher & évaluer ’angle de bifurcation entre une
branche meére et ses deux branches filles (I’arbre bronchique étant dichotomique) pour
Ioptimum.

(b) On cherche a tester la validité d'un tel critére et on résout numériquement le probléme
d’optimisation de forme associé. Il reste ensuite bien str & comparer la forme théorique
obtenue avec la forme réelle puis a conclure sur la pertinence du critére.

Puisque ’on souhaite se lancer dans la recherche de la géométrie du poumon, optimale en un cer-
tain sens & préciser, il est nécessaire de bien comprendre la fonction de cet organe afin de deviner
le critére que la nature gagnerait & minimiser. Cette fonction est bien siir liée au mécanisme de
respiration.

Il s’agit 1a d’'un phénomeéne complexe, servant a réguler les concentrations des molécules de
dioxygene (O3) et de dioxyde de carbone (COs2). En revanche, au repos, la situation mécanique
est trés différente selon que 'on étudie un phénomeéne d’inspiration ou d’expiration. L’inspiration
est induite par la contraction du diaphragme, muscle fixé a la base des poumons. On dit que
I'inspiration est un phénomeéne actif, car elle est basée sur un effort musculaire. A linverse,
I’expiration est un phénoméne dit passif, correspondant approximativement au relachement des
muscles utilisés lors de l'inspiration. Ce phénoméne est modélisable par une force de rappel
élastique, a l'origine de la compression du volume pulmonaire.

Ces remarques permettent de comprendre que, du point de vue de la mécanique, les phénoménes
d’inspiration et d’expiration sont fort différents et qu’il semble énergétiquement plus difficile de
faire entrer de l'air dans le poumon que d’en faire sortir. Cela implique, comme nous allons le
voir, une différence sur la mécanique des fluides.
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Comme trés souvent en optimisation de forme, le critére envisagé sera lié aux solutions d’une
équation aux dérivées partielles, Navier-Stokes en 'occurrence. Il s’agit de modéles réalistes et trés
utilisés par la communauté des mathématiciens ou des mécaniciens pour modéliser 1’écoulement
de fluides.

Les problémes d’optimisation de forme en mécanique des fluides sont nombreux et importants
(aile d’avion, turbines, pompes, ...) et ont déja donné lieu a beaucoup d’études. Celles-ci sont
souvent essentiellement numériques, car la difficulté intrinséque des équations de Navier-Stokes
rend difficile I’établissement de résultats théoriques. Néanmoins, nous renvoyons a [3] et [46] pour
des résultats dans le méme esprit que ceux que nous présentons ici, mais dans le cadre linéaire
d’un écoulement de Poiseuille. Pour une premiére bibliographie sur le sujet, nous renvoyons par
exemple a [22], [29], [43], [47].

5.2 Les modéles utilisés

5.2.1 Choix du critére et du modéle

Les vitesses de lair & 'intérieur du poumon sont trés différentes selon que 1’on considére I'entrée
de la trachée, dont le diamétre est 'ordre de quelques centimétres carrés, ou les 27 extrémités
(entrées des acini). A l'entrée de la trachée, la vitesse de l'air est de l'ordre de 1 m.s™! au
repos, tandis qu’au niveau des acini, elle est quasi nulle. On choisit de s’intéresser dans cette
thése exclusivement aux premiéres générations de I’arbre bronchique. En raison de la différence
d’ordres de grandeur des vitesses de I'air entre ’entrée et les extrémités de 'arbre bronchique, il

n’est pas possible d’utiliser le méme modéle pour toutes les générations.

Si 'on souhaite modéliser ’écoulement de ’air au sein des premiéres générations de l'arbre
bronchique, il est nécessaire de tenir compte des effets inertiels. On choisit donc de modéliser
I’écoulement du fluide & I'aide des équations de Navier-Stokes stationnaires incompressibles. Elles
s’écrivent en dimensions 2 et 3 :

{ —pAu+Vp+pVu-u=0 x €,

divu=0 x €, (5-1)

ol u désigne la vitesse du fluide et p, la pression. p désigne la viscosité du fluide et p, sa densité.

Remarque 5.1. On aurait également pu écrire ces équation dans un domaine Q C R?, ce qui
ne change, fondamentalement rien a leur écriture. On présentera d’ailleurs dans le chapitre 7,
des stmulations numériques en dimension 2 et d’autres en dimension 3.

Remarque 5.2. Nombre de Reynolds.

Le nombre de Reynolds est un nombre sans dimension qui représente le rapport entre les forces
d’inertie et les forces visqueuses appliquées au fluide (I’air ici). Il traduit la non linéarité (due a
la présence du terme Vu-u dans l’équation aux dérivées partielles) du systéme de Navier-Stokes.

1l se note Re et a pour expression :

Re:@,
m

avec v, la vitesse caractéristique du fluide, et d, la taille caractéristique du domaine dans lequel
circule le fluide.

Le comportement des solutions de ’équation de Navier-Stokes est trés lié a ce nombre.

e Sile nombre de Reynolds est grand (supérieur a 3000), il n’y a pas nécessairement unicité de
la solution de ce systéme, dans le cas stationnaire. On dit alors que le fluide entre en régime
de turbulence.
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e Lorsque le nombre de Reynolds est petit (inférieur a 1000), on parle de régime laminaire (des
éléments de fluide voisins demeurent voisins). Les forces de viscosité sont alors prépondérantes
et l'accélération convective est négligée.

o Auz valeurs intermédiaires de nombres de Reynolds (entre 1000 et 3000 environ), on parle de
régime transitoire. Les forces d’inertie sont prépondérantes, mais l’écoulement reste laminaire.

Dans une conduite, ’écoulement est laminaire lorsque le nombre de Reynolds est inférieur a une

valeur critique pour laquelle se produit une transition assez brutale vers le régime turbulent. On

considere souvent que cette transition peut se produire entre 2000 et 3000.

Dans le cas de Uair :

p~1,785.107% kg.m~t.s7h.

p~1,18 kg.m™3.

v~1ms! : cest la vitesse moyenne de lair dans la trachée.

d est de Uordre de grandeur de quelques centimétres. Souvenons-nous en effet que le diameétre
D de la trachée est de l’ordre de grandeur de 2 cm, et que [’on peut considérer que la longueur
L du cylindre est telle que : L ~ 3D.

Pour de telles valeurs, on obtient :

Re € [10%,2.10%].

Le type de régime (laminaire ou turbulent) dépend également fortement de la géométrie dans
laquelle on se place. En effet, dans le cas d’un tube parfaitement droit par exemple, on peut
penser que l’on n’observera pas de phénoménes de type tourbillons avant d’atteindre un trés fort
nombre de Reynolds. En revanche, pour certaines géométries un peu particuliéres (par exemple
présentant des coudes resserrés), on pourra qualifier le régime de turbulent (et constater par
exemple la présence de tourbillons) pour des nombres de Reynolds de l'ordre de grandeur de
quelques centaines.

Reste a présent & préciser les conditions au bord sur le systéme de Navier-Stokes.

Introduisons quelques définitions trés classiques en Mécanique :

Définition 5.1.
e On définit €, le tenseur de déformations d’un champ de vecteurs u par :

def 1 T 1 8’[1,2 au]'
e(w) = §(Vu—|— (Va)?) = <§ <8xj + ox; 1<i<3

1<5<3

e On définit le double produit contracté des deux tenseurs de déformation e(u) et e(v) par :

3
déf 1 auz 8Uj (%Z- 8’Uj
e(w):e(v) = ZZZ <8xj * 83;,~> <8xj * or; )
=1 j=1
o (@) = () : e(u).
e o(u,p) e —pl3 + 2ue(u) est appelé tenseur des contraintes.

Remarque 5.3. Les équations de Navier-Stokes stationnaires incompressibles se réécrivent éga-
lement a l'aide de ces notations tensorielles de la fagon suivante :

—div o(u,p) + pVu-u=0 x € Q,
divu=0 x € €,
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Concentrons-nous & présent sur le choix des conditions au bord. Dans toutes les géométries que
nous considérerons, nous distinguerons dans chaque cas trois types de frontiéres :

e Frontiére de type entrée, notée E : a I'entrée, il parait naturel de supposer que le flux
entrant est connu. Il est donc courant d’imposer le profil des vitesses a ’entrée de 'arbre. On
choisit ce flux parabolique si bien que le profil des vitesses & l'entrée est un profil dit « de
Poiseuille ».

Par exemple, dans le cas de la dimension 3, un profil de Poiseuille & I’entrée d’un cylindre de
rayon R > 0 a pour expression dans un repére adapté a la section :

2 2
i+
Ug(21, T2, 23) = Umax <0’07 L - %) ’

ol Umax désigne la vitesse maximale du fluide au niveau de 'entrée E du cylindre.

e Frontiére de type paroi latérale, notée I' : sur ces frontiéres, une hypothése trés classique
en Mécanique des fluides consiste a supposer que la vitesse du fluide est nulle sur le bord
du conduit, autrement dit que le fluide ne glisse pas sur la surface solide. On appelle cette
condition « condition de non glissement » (en Anglais, non-slip boundary condition). Elle
est considérée par les biologistes comme une bonne approximation du phénoméne réel sur les
parois latérales du conduit.

e Frontiére de type sortie, notée S : ces frontiéres correspondent au(x) lieu(x) de sortie du
fluide dans la structure considérée. On impose des conditions de type pression. Ces conditions
simulent des muscles qui dépenseraient exactement la méme énergie pour pomper 'air dans
les poumons. Ces conditions sont classiques en Mécanique des fluides et peuvent s’écrire :

o(u,p).n = —pon,

ou n désigne la normale au bord. Elles reviennent plus ou moins & imposer la valeur de la
pression & chaque sortie (ici, la pression vaut donc environ pg). Ces conditions sont également
utilisées dans la publication [42] pour modéliser la partie supérieure de l'arbre bronchique
(mais avec des équations de Stokes). Dans le chapitre 5 de 'ouvrage de F. Boyer et P. Fabrie
[7], les auteurs introduisent des conditions aux limites de la forme o(u, p) = F(u), et discutent
du meilleur choix de la fonction F' pour que ces conditions soient faiblement réfléchissantes en
aval de ’écoulement, c’est-a-dire qui ne contribuent pas a augmenter 1’énergie du systéme. Les
articles [9], [10] traitent également de ces conditions un peu particuliéres en sortie.

La figure ci-dessous illustre un choix possible de frontiére dans le cas ou 'on considére une
géométrie de type cylindre.

‘ Choix d’un critére

Etant donné que nous souhaitons mettre en ceuvre une démarche conduisant a la résolution d’un
probléme d’optimisation, il nous faut préciser la question du critére. Plusieurs sont envisageables,
parmi lesquels « minimiser le perte de charge entre ’entrée et la sortie de la structure » ou bien
« minimiser ’énergie dissipée par le fluide lors de son écoulement & travers la structure ». C’est
ce dernier critére que nous étudierons, de fagon théorique dans le chapitre 6, puis numérique
dans le chapitre 7. C’est aussi la fonction « objectif » qu’avaient utilisée les auteurs de 'article
[40], lorsqu’ils avaient résolu le probléme d’optimisation en dimension finie qui leur avait permis
de retrouver la loi de Hess-Maurray. On le notera dorénavant .J.
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Fia. 5.3 — Choix de E, I" et S dans le cas d'un cylindre

Voici pourquoi la nature pourrait avoir intérét & minimiser ce critére : on sait que le cotit en énergie
de la ventilation pulmonaire est principalement d au déplacement des tissus. La dissipation de
I’air dans les bronches représente donc un faible pourcentage de cette énergie. Toutefois, si le
fluide dissipe trop, ¢a veut dire qu’il circule mal et que la quantité d’air qui entre dans les
poumons est diminuée relativement a un poumon ot le fluide circule bien. Pour cette raison,
il n’est pas aberrant de penser qu’une forme de I’arbre bronchique réduisant les effets visqueux
(ces effets sont dus principalement au frottement sur les parois du fluide et au frottement des
couches de fluide entre elles) lui permettrait d’étre mieux adapté & sa fonction. Bien sir, nous
ne tenons compte que d’un seul critére, et du point de vue biologique, une approche multicritére
serait probablement plus raisonnable, mais complexifierait grandement notre étude.

J a pour expression :

df 1 5. ou;  Ou;\?
é H i j
/|5 |dx—2§§/<8%+8$i> de.

Pour formuler le probléme d’optimisation de forme, il nous reste & définir la classe des domaines
admissibles, classe dans laquelle nous rechercherons un éventuel domaine minimisant le critére
J. Nous choisirons d’imposer une contrainte sur le volume de ’arbre bronchique du type :

mes () :/dx:Vo,
Q

ou V{ est un réel strictement positif donné. Ce choix interdira & ’algorithme de minimisation
présenté dans le chapitre 7, une suite minimisante de domaines dont la tendance serait de laisser
croitre de facon irréaliste le volume du domaine.

On aurait également pu songer & une contrainte de type inégalité. Cela ne serait pas absurde.
Cependant, des simulations numériques effectuées sans s’imposer de contrainte laissent & penser
que 'énergie de dissipation est rendue plus facilement minimale lorsque le volume est maximal.
C’est d’ailleurs 'un des résultats de l'article [40], dans un cas plus simple (régime de Poiseuille).
Aussi, on peut raisonnablement penser que si ’on s’imposait une contrainte de type inégalité sur le
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volume, la tendance de I’algorithme serait de saturer la borne supérieure du volume. Cependant,
¢a n’est qu'une conjecture et cela demanderait & étre confirmé par une démonstration.

Le probléme d’optimisation que nous chercherons & résoudre de maniére théorique et numérique

sera de la forme :
min J(2)
Qe Oad,

ol u est la solution du systéme d’équations de Navier-Stokes :

—puAu+Vp+pVu-u=0 xe€Q, ie{l,23}

divu=0 x e
u=1ug xeFE (5.2)
u=20 xel
—pn+2pue(u) -n=h x €S,

ol h est donnée, ug est un profil de vitesses parabolique, et Oyq, un ensemble de domaines
admissibles, ayant tous le méme volume V[, et qui sera précisé dans le chapitre 6.

5.2.2 Choix des entrées et des sorties

Pour achever la modélisation, il nous reste & nous poser la question du choix des entrées et
sorties dans les géométries considérées. Nous allons voir que le choix naturel n’est pas toujours
le plus convaincant. En effet, un choix peu astucieux des frontiéres peut conduire le probléme
d’optimisation précédent & admettre des solutions inacceptables du point de vue de la Biologie.

Cas ou F et S sont symétriques

On entend par cela que E et S sont images I'une de 'autre par une symétrie axiale en dimension
2 ou une symeétrie plane en dimension 3. C’est le cas du cylindre présenté précédemment.

Dans ce cas, le choix de F et S n’a pas d'importance, en raison de cette propriété de symétrie.

Cas ou F et S sont non symétriques

Considérons pour nous fixer les idées un arbre dichotomique de deux générations : une branche
mére et deux branches filles. On a représenté un arbre trés simpliste sur les figures 5.4 et 5.5
ci-apres.

Pour un tel arbre, on voit sur ces figures que le choix des frontiéres doit étre discuté, car il existe
plusieurs placements plausibles des frontiéres.

Afin d’étayer notre choix, nous allons de prime abord effectuer un calcul simpliste. On va en réalité
chercher & résoudre le probléme d’optimisation décrit précédemment dans le cas ot ’écoulement
du fluide est supposé suivre une loi de Poiseuille.

Quelques précisions sur la loi de Poiseuille

On considére un fluide visqueux incompressible dont la vitesse est supposée faible. Son écoulement
dans un cylindre est dit de Poiseuille lorsqu’il est régi par une loi physique dérivée du systéme
de Navier-Stokes, et que le profil des vitesses est parabolique, selon I'axe (Oz3) du cylindre.
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F1G. 5.4 — Un premier choix de E (en vert), I' (en rouge) et S (en noir) dans le cas d'un arbre
dichotomique (I)

F1G. 5.5 — Un deuxiéme choix de E (en noir), I' (en rouge) et S dans (en bleu) le cas d’un arbre
dichotomique (IT)
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Il est alors aisé d’établir I’expression de la solution. Soit 2, un cylindre de rayon R et longueur
L d’équation cartésienne :

(xly z2, $3) € R3

23+ 23 = R?

0< T3 < L.

L’unique solution réguliére (u,p) (au moins de classe C3) du systéme de Stokes :

Pup  Pup  OPuy op
_ £ =0 Q
H ( 02 o3 | oa2 ) T D *E€
Puy  0Pus  0us Op
_ Y =0 Q
'u<83:% * Ox2 * 8$§> Oz X<
B 62U3 62’&3 82’&3 4 @ —0 x€Q
Ox? 0x3 ox3 Ors
Ou | Oup - Ous _ xeQ
8ZE1 8ZE2 61’3
8U1 8u2 8U3
il e e x €N
8%3 8%3 8%3
[ p(71,72,0) = po et p(z1,22,L) =p1 (z1,72) € {(z1,72) € R?: 2% + 22 < R?}

est donnée par :
up=us =0
uz(w1, 2, 23) = P (af + 23 — R?) x€Q
p(w1, w2, 73) = PrPlx3 4 po x €.

Remarque 5.4. On vérifie d’ailleurs facilement que ¢’est aussi la solution du systéme de Navier-
Stokes correspondant.

La relation dite de Poiseuille découle directement de I'expression de la solution ci-dessus. Cette
relation lie le flux le long d’une section du cylindre a la différence de pression p; — pg. Ainsi, le
flux @ le long d’une section est donné par :

27 rR 4
PL—DP0, 5 2 (p1 — po)TR
& — — R?)| rdrdf = — 2L PO
/0/0[4ML(T )| rdr 8ul

La relation de Poiseuille s’écrit alors :

8uL

7TR4(I)'

Po—pP1 =

. o ef Sul
On appelle résistance de la branche (cylindrique), le terme Ry et %.

T
Les propriétés des résistances sont exactement les mémes que celles des réseaux électriques.
Ainsi, deux branches de résistances respectives R; et Ro en série (i.e. placées bout a bout) ont
une résistance globale égale & Ry + Ro. Deux branches de résistances respectives R et R en
paralléle (i.e. placées cote a cote et reliées par leurs extrémités) ont une résistance globale égale

—1
N 1 1
a(R—lJFR—g) :

Résolution du probléme d’optimisation dans le cas d'un arbre dichotomique
soumis a un écoulement de Poiseuille

On consideére I’arbre dichotomique représenté sur la figure 5.6 :
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70, o

| ®

F1G. 5.6 — Arbre dichotomique de deux générations soumis & un écoulement de Poiseuille

Sur cette figure, on a représenté un arbre dichotomique de deux générations soumis & un écou-
lement de Poiseuille. Pour i € {0, 1,2}, r; désigne la résistance de chaque branche de 'arbre, et
?;, sa longueur. ® désigne le débit a l'entrée de l'arbre et pour i € {1,2}, ¢; désigne le débit du
fluide dans chaque section de sortie, si bien que ’on peut écrire :

® = g1 + ¢q2. (conservation du flux)

N

De méme, si i € {1,2}, on appelle p;, la pression (imposée) a chacune des sorties. Enfin si
i € {1,2}, on introduit également le facteur h; de réduction de chaque branche qui a pour

Iy

def . . . . .. .
et xy = h‘Z’ est une variable supplémentaire qui sera choisie comme variable

expression h; =
d’optimisation.

Le volume V de 'arbre peut étre approximé en sommant les volumes de chaque cylindre com-
posant ’arbre :

V= wrdly + wrily + mraly

. 2€ 1+ T1 2514_ ) 262
- ot ro) 4o ro) Lo

= WT8€0(1 + x1 + x2).
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On désigne par A la matrice :

1+L1 1
A(:El,:EQ)ZT‘Q( 1901 1_|_L>'
z2

A est appelée matrice de résistance de I'arbre. C’est une matrice couramment utilisée pour

modéliser un écoulement de Poiseuille au sein d’un arbre. On peut par exemple se référer a [42].
A partir de maintenant, on choisira g = 1 pour des raison de simplicité des écritures.

D’aprés la loi de Poiseuille reliant le flux & la pression écrite précédemment, en introduisant les
vecteurs 6p = (po — p1,po — p2)’ = (6p1,dp2)” et q = (q1,42)", on a

op = Aq.
On définit & présent 1’énergie de dissipation &£ :
déf
E(xy, 1) = qT Aq.

Compte tenu de la conservation du flux, on a encore :

2 2
5(%1,%2) = (132 + q—l + (]_2
I xI9

De plus, notre choix de modélisation impose que sont fixés et connus dans ce probléme les
pressions pi1, po aux sorties de I’arbre, ainsi que le flux ® a ’entrée.

En tenant compte de la contrainte de volume, on va écrire explicitement en fonction de x1 et zo
I'expression de I’énergie. Commengons par déterminer la pression pg en fonction de (z1,x2). On
aq=A"Y(x1,72)0p et on obtient facilement 'expression de A~! :

- 1 ri(z2 +1) —mizo
A1 . '
(xlny) 1421 + 29 < —X1Z9 1'2(1'1 + 1)

On en déduit que :

{ q1(21,22) = +(z1(z2 + 1)0p1 — T1226p2) (5.3)
q2(r1,22) = %(@(:171 +1)6pa — w1220p1). ’
De plus, la loi de Poiseuille permet d’écrire :
po(21,22) =p1 + @+ alonre) p2+ @+ 7(12(331’332)-
1 €2
xI9 1

Il s’ensuit que : po(z1,72) = p1 + P + A (p2 —p1) + K(p0(331,332) —p1)-

On en déduit :
DA To
po(r1,2) =p1+ 4—7 + 43
A présent que l'expression de pg(w1,z2) est connue, il est aisé d’obtenir les expressions de
q1(z1,x2) et ga(x1,z2). En effet, en réinjectant 'expression de pg(z1,x2) dans (5.3), on obtient :

{ q1(z1,22) = 325 (w2(p2 — p1) + @)
g2(1,22) = 327 (® — 21(p2 — p1))-

(p2 — p1)-

On en déduit ainsi Pexpression explicite de £(z1,x2) :

(w1, 1) = % + 5 (21[® + 22(p2 — p1)]* + 22[® — 21 (p2 — p1)]?) - (5.4)

1
(A-1)
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On s’intéresse ici aux solutions, si elles existent, du probléme :

min &(x1, x2)
(:El,:EQ) S R%— (5.5)
14214+ x9 = A.

A est une constante strictement positive fixée strictement supérieure & 1. La contrainte égalité
traduit le fait que ’on cherche ’arbre minimisant I’énergie de dissipation & volume fixé.

Remarque 5.5. Au regard de 'expression de E(x1,x2) que l'on vient d’établir, le probleme (5.5)
posséde (au moins) une solution, puisque la fonction (x1,x9) — E(x1,x2) est continue et qu’on
la minimise sur un compact.

Ce probléme est tout & fait élémentaire. On va appliquer le théoréme de Kuhn et Tucker d’opti-
misation sous contraintes. Les dérivées partielles de la fonctionnelle & minimiser s’écrivent :

o0& 1
a—xl(3317332) = m (<1>2+£E2(p2_p1)2(/\—1+331))
o0& 1

agmh@)::ZKtTﬁﬁﬂ+wﬂm—pﬁ%A—l+mD.

Le théoréme de Kuhn et Tucker nous assure de I'existence d’un multiplicateur de Lagrange A € R
associé a la contrainte égalité x1 + zo = A — 1 et de deux multiplicateurs de Lagrange p1 et po
respectivement associés aux contraintes "inégalité" x; > 0 et 22 > 0 tels que optimums (7, %)
sont solutions du systéme :

z2(p2 —p1)*(A =1+ 21) = MA — 1) = °
xl(pg —pl)z(A -1+ xg) = )\(A — 1)2 — (I>2
T1+zTo=A-1

prry =0et pg >0

poxo =0 et ug > 0.

e Sipp =0 et uo =0, on obtient le point :

oy (A1 A1
€1,T2) = 2 ) 2 .

— puis 1y = (A—1)zy = (A—1)2

e Sixy =0,alorszo = A—1et us = 0. Il s’ensuit que A = (p;}_%pl)

On obtient donc le point :
(a:l,xg) = (O,A - 1).

e Sixy # 0, alors 3 = 0 et si on soustrait les deux premiéres égalités du systéme, on obtient
(A —1)(x2 — 1) = —po. Nécessairement, po # 0, sinon, on se rameéne au premier cas. Puisque
o # 0, alors, xo = 0 et 1 = A — 1. On obtient donc le point :

(a:l,xg) = (A - 1,0).
Remarquons enfin (le calcul est immédiat) que :
A—1 A-1
£ (T’ T) >E(0,A—-1)=E(A—1,0).
L’existence d’un minimum et maximum global pour ce probléme prouve alors que les minimiseurs
de la fonctionnelle € sont (A —1,0) et (0,A — 1). Cela correspond, dans chacun des deux cas a
la fermeture d’une branche de l'arbre.

En d’autres termes, notre choix de modélisation (Poiseuille d'une part et le choix des en-
trées/sorties de 'arbre d’autre part) a conduit & une solution biologiquement non acceptable
si 'on souhaite chercher ’arbre dichotomique minimisant ’énergie de dissipation.
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Conclusion

C’est donc finalement le choix de modélisation numéro (II) représenté sur la figure 5.5 que nous
retiendrons. Ce choix nous sera confirmé dans le chapitre 7. En effet, nous effectuerons dans
ce chapitre des simulations numériques, pour un arbre dichotomique de deux générations dans
lequel circule un fluide dont 1’écoulement est modélisé par les équations de Navier-Stokes cette
fois et non plus simplement Stokes. On observera (numériquement) le méme phénoméne, a savoir
la fermeture d’une branche de ’arbre.

Le méme probléme de Poiseuille pour le choix de modélisation numéro (II) donne des résul-
tats tout a fait différents. On est ramené dans ce cas & minimiser dans le méme ensemble des
contraintes que précédemment la fonction de deux variables :

2 2
i, 6

£ (x1,20) — % +
I xI9

ou qi, g2 sont connus, et ® également, par conservation du flux (® = ¢; + ¢2). Le théoréme de
Kuhn et Tucker assure que optimum (z7,x3) d’un tel probléme vérifie :

ry  x}

=2 et 1ot + a5 = A,

a1 qz
ce qui détermine complétement ce couple. Notons d’ailleurs que dans le cas ot ¢ = g2, 'optimum
est un arbre symétrique.

5.2.3 Vers les questions et problémes...

Voici les directions qui seront développées dans le cadre de cette thése :

e Chapitre 6
Tous les résultats exposés dans ce chapitre sont obtenus de facon théorique.
Nous montrons que le probléme de la minimisation du critére J posséde une solution dans
une classe d’ouverts possédant la propriété de e-cone. Nous nous demanderons ensuite si le
cylindre est la forme qui conserve « au mieux » l’énergie d’un fluide, autrement dit, qui
minimise la fonctionnelle J. Nous prouverons de fagon théorique, a I’aide d’un raisonnement par
I’absurde qu’il n’en est rien, en traduisant le systéme surdéterminé, obtenu avec les conditions
d’optimalités et en montrant qu’il n’a pas de solution. Ce résultat sera démontré dans le cas
d’écoulements de types Stokes et Navier-Stokes, en deux et trois dimensions.

e Chapitre 7

Ce chapitre est consacré a I’étude numérique du probléme de la minimisation du critére J dans
une classe d’ouverts admissibles O,q. Dans le chapitre 6, nous savons montrer que le cylindre
n’est pas solution d’un tel probléme. Nous tenterons donc de déterminer 'optimum & 1’aide du
logiciel Comsol.

Nous nous ferons également confirmer numériquement la réponse a la question de la modélisa-
tion de 'arbre bronchique posée dans la section 5.2.2. Nous effectuerons alors des simulations
afin de déterminer des formes d’arbres dichotomiques, de tubes minimisant ’énergie de dissi-
pation lorsque le fluide circulant & 'intérieur est régi par les équations de Navier-Stokes, pour
un flux entrant (inspiration) et sortant (I’expiration). Les biologistes s’accordent a dire que ces
phénoménes différent du point de vue de la dépense énergétique, aussi est-il intéressant de les
comparer.



CHAPITRE 6

Quelle est la forme optimale d’'un
tuyau ?

Dans ce travail, on considére 'un des problémes les plus simples : quelle forme donner a une
tuyére pour minimiser 1’énergie dissipée par le fluide. A premiére vue, I'intuition nous conduit
a penser & une forme cylindrique. Nous allons montrer qu’il n’en est rien! Notons que la nature
illustre ce résultat dans le poumon : nos bronches ne sont effectivement pas cylindriques.

6.1 Introduction

On considére un cylindre (ouvert) Q@ C R3 dans lequel s’écoule un fluide visqueux newtonien
incompressible. On note p > 0 le coefficient de viscosité cinématique.

On désigne par R le rayon du cylindre et par L sa longueur. Le cylindre € a donc pour équation
cartésienne :
(xl, X9, xg) S R3
73 + 23 < R?
0<ax3<L.
Comme mentionné sur le schéma ci-dessous, on appelle :
e E l'entrée du cylindre d’équation cartésienne {(z1,rq,z3) € R®: 22 + 23 < R? et 23 = 0};

e I, la surface latérale du cylindre d’équation cartésienne

{(z1,20,23) eR3: 22 + 23 =R’ et 0 < z3 < L} ;
e S, la sortie du cylindre d’équation cartésienne {(z1,72,73) € R? : 22 + 22 < R? et 3 = L},
de sorte que 0= FUT US.

Enfin, on désigne par :
e Ilj, le plan d’équation x3 = 0;
e II;, le plan d’équation x3 = L.

Dans ce chapitre, on considére un fluide soumis a une loi d’écoulement de type Stokes ou Navier-
Stokes. On s’intéresse aux solutions du probléme d’optimisation de la forme d’une tuyére, pour

99
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F1G. 6.1 — Le cylindre ) maillé avec des tétraédres

minimiser un critére du type / |Vu|2d$, ol u est la vitesse d’écoulement du fluide a travers la
Q
géométrie 2.

Le résultat principal de ce chapitre, énoncé dans la section 6.2.3, est la preuve que le cylindre
n’est pas solution d’un tel probléme d’optimisation. Ce résultat est vrai en 2D, 3D, pour des
écoulements de types Stokes ou Navier-Stokes. Il est annoncé dans larticle [32] et est démontré

dans [30].

6.1.1 Un cas trés simplifié

Dans leur article [3], G. Arumugam et O. Pironneau démontrent que si la loi d’écoulement d’un
fluide & travers un cylindre est décrite par une équation de Laplace (loi de Poiseuille), et que
I’on souhaite minimiser ’énergie de trainée, on gagne sur le cylindre en créant des rainures sur le
bord latéral, dans le sens longitudinal (en Anglais riblets). La simplicité du modéle d’écoulement
choisi ici est telle, qu’il ne semble pas raisonnable dans ce cas de se livrer & une quelconque
interprétation physique des calculs présentés ici. Cet exemple trés simple n’a pour vocation que

de présenter la méthode utilisée pour conduire les calculs exposés dans la suite de ce chapitre.

Pour nous fixer les idées et uniquement dans ce but, commengons par vérifier que le cylindre
n’est pas optimal pour ce critére en partant d’une équation plus simple que les équations de
type Stokes ou Navier-Stokes, et utilisons I’équation de Laplace. introduite dans Darticle [3].
L’équation que 'on va introduire est la méme, modulo un relévement des conditions au bord.
En revanche, la différence avec cet article provient du critére optimisé : chez nous, il s’agit de
I'énergie dissipée par le fluide tandis que dans article [3], il s’agit de I’énergie de trainée. Le
traitement mathématique est d’ailleurs complétement différent. Cela provient du fait que dans
un cas, le critére est une intégrale sur tout le domaine et dans l'autre, il s’agit d’une intégrale de

bord.

On suppose donc que la loi d’écoulement & l'intérieur du cylindre €2 est décrite par u = (0,0, u)
ou :

—Au=0 x €
u=c(z?+23-R? xcE
u=0 x € I' (non glissement)

ou __
%—0 XES,
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avec ¢ € R. On cherche & savoir si le cylindre peut étre solution du probléme :

{ min £(N)

Q € Oaq et {Q ouvert simplement connexe de R?: mes (Q) = 7R2L, IliNnQ=FE, [I;NQ = S} )

of 1
ou £(9) def 5/ |Vu|?dz et ot 'on suppose Uentrée E et la sortie S du cylindre fixées. Bien

str, cette modélisation est fort peu réaliste. Elle n’a pour vocation ici que de nous guider vers
Iintuition du résultat plus général qui sera présenté dans les sections suivantes, mettant cette
fois en jeu des systémes de types Stokes ou Navier-Stokes.

Un premier réflexe, si 'on souhaite répondre a cette question consiste a étudier les conditions
d’optimalité d’un tel probléme et a regarder si elles sont vérifiées. Pour les écrire, on utilise la
dérivée de £ par rapport au domaine 2.

On souhaite ne déformer que la paroi latérale du cylindre.

On pose :

i Q= (I+tV)Q pour t assez petit et V, un champ de vecteurs & support compact, support
qui ne rencontre ni £, ni S;

i f(t) E E(Q).

En matiére de dérivation par rapport au domaine, il existe de nombreuses références ([45], [55],
[29], [1], etc.). 11 est trés classique d’écrire que la dérivée de € par rapport au domaine a pour
expression :

(dE(Q), V) :/Vu-Vu'dx—i-%/ |Vaul?(V - n)ds,
Q r

ol v’ est la solution du probléme dérivé :

—Au' =0 x €N
u' =0 xeF
W =-2V.n) xel
%—ZL/:O x e S.

De plus, en utilisant la formule de Green, il est aisé d’écrire la dérivée de forme < d€(Q2),V >
comme une intégrale sur la surface latérale I :

,0u

(d€(D),V) = / u—ds—/u'&udzﬂ—l—l/|Vu|2(V-n)ds
o0 On Q 2Jr

2
= = [ 15e] (Vemds g [ VPV s
T I
1 ou?
= _5/11 an (V -n)ds.

Par conséquent, si le cylindre €2 est optimal pour minimiser I’énergie £(12), alors, nécessairement,
il existe un multiplicateur de Lagrange A € R tel que l'on ait (d€(£2), V) = A(dVol (), V),
égalité qui se traduit encore, compte-tenu du calcul de (d€(€2), V) que l'on vient de faire :

ou
HEeR: G =k
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On peut d’ores et déja préciser £ dans le cas ou le cylindre est optimal. En effet, remarquons que
sur I, il est possible de dériver les conditions au bord par rapport a la troisiéme coordonnée x3
et dans ce cas, u vérifie :

A((?—“,):O x €

3
ou __

8_;3 =0 xel

8% (aa_g) =0 x €I (Condition surdéterminée).

D’aprés le théoréme d’unicité locale d’Holmgren, la fonction identiquement nulle étant solution

U
du systéme ci-dessus, on en déduit, par analyticité de Don que
3

ou
—— =0 dans Q,
83:3
puis que u ne dépend pas de x3. Par conséquent, la fonction u est donnée par sa valeur a l’entrée,
soit :
u = c(z? + 23 — R?).

Mais cette fonction n’est pas harmonique. Par conséquent, on aboutit & une absurdité et le
cylindre ne peut pas étre optimal pour minimiser I'énergie £(€2) dans ce cas.

C’est plus ou moins dans cet esprit que nous allons & présent aborder des problémes plus com-
plexes dans lesquels les écoulements des fluides considérés sont régis par des lois plus réalistes.
Cela va beaucoup compliquer le probléme d’optimisation et nécessitera une étude trés fine du
probléme adjoint de I’équation de Stokes ou Navier-Stokes.

6.1.2 Le modéle d’écoulement

On désigne par u = (ug,uz,u3), le champ des vitesses et par p, la pression. L’écoulement est
modélisé par le systéme d’équations de Navier-Stokes :

—pAu+Vp+Vu-u=0 xe€Q, i€ {1,23}

divu=0 xeQ
u=ug xeFE (6.1)
u=20 xel
—pn+2pe(u) -n=h xes,

ot h = (hy, ho, h3) et ug seront choisis de sorte que le fluide soit soumis a une loi de Poiseuille
(profil de vitesse parabolique a 'entrée), lorsque le domaine 2 est un cylindre. Notons que 'on
a un classique résultat d’existence et d’unicité pour ce probléme (d’apreés [7], par exemple, dans
lequel sont énoncés plusieurs résultats d’existence pour des problémes de Navier-Stokes avec de
telles conditions au bord) :

Théoréme 6.1. Supposons que U'on ait ug € (H3/?(E))? et h € (H/?(S))3.

Si la viscosité p est suffisamment grande, le probléme (6.1) posséde une unique solution (u,p) €
H'(Q) x L?(Q).

Posons a présent :
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P1— Do P1 — Do
e h= x1, Ty, — , et
( 2L 1 2 p1>

2L

—Po
= 10,0,
*Ho < 4 L
Physiquement, il conv1ent de choisir dans ce modéle p; < pg.

P1— Do
4ulL

= (af k- R2)> (flux parabolique a 'entrée du cylindre).

Posons ¢ = . Q désigne le cylindre décrit précédemment.

Remarque 6.1. On va écrire la formulation variationnelle du probléme de Navier-Stokes (6.1).
Pour une justification précise du résultat ci-dessous, il suffit d’adapter les calculs qui seront
exposés dans la preuve de la proposition 6.2.

Introduisons les espaces fonctionnels :

Wo(@) € {(v,q) € (H'(Q)* x L*(Q) : v =0 sur EUT}.

Zue () o {(v,q) € (H'(Q))? x L*(Q) : v =ug sur E et v =0 sur r}.

La formulation variationnelle du systéme de Navier-Stokes (6.1) s’écrit :
Trouver (u,p) € Zyo () tels que : V(w, 1)) € Wp(R),
/ (2ue(u) : (W)—i—Vu'u'w—pdivw)dw:/h-wds
S

/ div udx = 0.

(6.2)

Pour établir cette formulation variationnelle, il est commode d’utiliser une version adaptée de la
formule de Green, rappelée dans le lemme ci-aprés :

Lemme 6.1. Soienty et z, deur éléments de (H'(Q))3. Alors :

2/95(2) re(y)dz = —/Q(Az—FVdiV z) 'ydw+2/{m€(z) ‘n - yds.

On a vu que si u est suffisamment grand, ’équation (6.1) posséde une solution unique. Ici, (u, p)
est donné explicitement par :

{ u(zy, 9, 23) = (0,0, c(x? + 23 — R?)) et (6.3)
p(z1, @2, 23) = 4p (333— L) +p1 '

6.2 Formulation du probléme d’optimisation de forme

6.2.1 Présentation du probléme

On considére le critére énergie de viscosité J, défini par :

) 40 / le(u)2da, (6.4)
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ol u désigne la solution de ’équation aux dérivées partielles (6.1). On définit 'ensemble des
domaines admissibles :

Oad e {Q ouvert simplement connexe de R® : mes (Q) = 7R*L, HoNQ=E, II;NQ =5, } .
On s’intéresse au probléme d’optimisation de forme :

{ min J(Q)

Qe Oad, (6.5)

Dans la section 6.2.3, on se demande si le cylindre peut étre solution d’un tel probléme.

ne autre question naturelle consiste a se demander si ce probléme d’optimisation de forme
U t t turell t d d bl d’opt t de f
posséde une solution. Nous apportons une réponse a cette question dans la section 6.2.2 ot nous
présentons un résultat d’existence.

Pour I'établir, il est préférable de se placer dans une classe de domaines admissibles possédant
la propriété de e-cone. Cette hypothése nous restreint & la recherche de formes possédant une
régularité uniforme minimale. C’est le choix adopté dans [11]. Notons que le résultat de non
optimalité du cylindre présenté dans la section 6.2.3 tient encore si I’'on remplace I’ensemble des
contraintes O,q par I'ensemble O,q . des compacts possédant la proprié¢té de e-cone, introduit
ci-aprés. Cela vient du fait que le cylindre posséde lui méme cette propriété, pour tout € > 0.

On va également supposer que I'on recherche un domaine optimal contenu dans un compact D.

On rappelle :

‘ Propriété de e-cone

Définition 6.1. Soit y, un point de RY, &, un vecteur unitaire et €, un réel strictement positif
donné.

i On appelle cone épointé de sommet y, de direction £ et de dimension ¢, le cone
noté C(y,&,e) privé de son sommet, défini par :

Cly,&8) {2z € RY i< 2 -y, >pn> cosellz — ylpn et 0 < ||z — y]pv < &},

ot < .,. >gpn désigne le produit scalaire euclidien de RN et ||.||g~, la norme induite par ce
produit scalaire.

1 On dit qu’un ouvert Q a la propriété du e-cone si pour tout élément x € €, il existe &, un
vecteur unitaire tel que :

Vy € QN B,(x,¢), C(y,&¢) C 9,

B,(x,¢) désignant bien sir la boule ouverte (pour la norme euclidienne) de centre x et de
rayon €.

La propriété qui suit fait le lien entre différents types de convergence d’ouverts (voir [29] ou [18]),
via la propriété de e-cone :
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X
Ay
C(y, & €)
Q
&a

Fic. 6.2 — Illustration de la propriété de e-céne

Propriété 6.1. Soit (Q,)nen, une suite d’ouverts tous inclus dans une boule D et ayant la
propriété du e-cone, avec €, un réel strictement positif fizé. Alors, il existe un ouvert 2, et une
sutte extraite (Qyp, Jken qui converge vers 2 a la fois au sens de Hausdorff, au sens des fonctions
caractéristiques et au sens des compacts.

De plus, Q0 a la propriété de e-cone, §y, et 0Ky, convergent au sens de Hausdorff respectivement

vers § et 0f2.

Nous manipulerons, pour démontrer le résultat d’existence présenté dans la section 6.2.2; des
suites minimisantes de domaines. Puisque I'on souhaite utiliser le résultat de la proposition 6.1,
il est raisonnable et non restrictif de considérer des domaines, tous contenus dans une boite
cylindrique D d’équation cartésienne :

{(z1,22,23) ER® 1 2} + 23 < R% et 0 < x3 < L},
avec Ry > R, comme sur la figure 6.3 :

Nous pouvons & présent formuler un nouveau probléme d’optimisation. On introduit d’abord un
ensemble U, puis I'ensemble O,q . des formes admissibles :

u. « {Q ouvert C R®:Q a la propriété d’e-cone} ; (6.6)

Ot ¥ {Qel :mes (Q) =xRL, IyNQ=E, I;NQ=5}. (6.7)

On introduit le probléme d’optimisation dont on va démontrer I’existence de solutions :

min J(€2)
{ Q€ O, (6.8)

ot J(Q) est donné par la formule (6.4), et (u, p) désigne la solution du systéme de Navier-Stokes

(6.1).

Remarque 6.2. Notons que dans [7], [9] et [10], une justification physique de la condition de
sortie a été proposée : elle ne contribue pas o augmenter l’énergie du systéme. On dit que cette
condition est faiblement réfléchissante en aval de I’écoulement. Elle traduit la contrainte issue de
I’écoulement subie au niveau de la sortie S.



106 CHAPITRE 6. QUELLE EST LA FORME OPTIMALE D’UN TUYAU ?

F1G. 6.3 — La boite D contenant les suites minimisantes de domaines

6.2.2 Un résultat d’existence dans la classe des ouverts ayant la propriété de
e-cone
Dans cette partie, on démontre que le probléme (6.8) a (au moins) une solution.

Au préalable, on va démontrer un lemme de nature topologique dont nous nous servirons pour
établir le résultat d’existence qui suivra :

Lemme 6.2. La classe Oaq, est fermée pour la topologie associée a la convergence de Hausdorff.

Démonstration. Soit (2, )nen, une suite d’éléments de O,q ., convergente au sens de Hausdorff
vers un certain Q. On souhaite démontrer ici que Q € O,q. (caractérisation séquentielle des
fermés). D’aprés la proposition 6.1, on sait que Q € U. Dans la suite de cette preuve, on s’autorise
& écrire tous les résultats de convergence modulo une extraction bien choisie. Le résultat de

convergence au sens des fonctions caractéristiques fourni par cette propositions prouve également

LY (D —
que xq, % X, ce qui implique que mes (2) = TR?L. Reste a prouver que IIp N Q = E et
n—-roo

que II; N2 = S. Concentrons-nous sur la premiére égalité, la seconde se démontrant exactement
sur le méme principe.

Le fait que IIy N Q C E est assez immédiat. C’est en fait une conséquence immeédiate de la
stabilité de I'inclusion pour la convergence de Hausdorff. En effet, on désigne par L la couronne :

Ld:éf{xeﬂozxeaDetxg_fF}.
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On introduit alors la suite (K,),en de compacts définie pour tout n € N par : K, e D\Q, et
de la méme fagon, on désigne par K, le domaine D\(. Le résultat de stabilité de 'inclusion pour
la convergence de Hausdorff nous permet d’écrire que :
H
K,—K
" e too — L C K.
vneN, L C K,

Démontrons maintenant 'autre inclusion : soit xg € E et soit n € N. Puisque €2,, posséde la
propriété de e-cone, on en déduit qu’il existe un vecteur unitaire &, tel que le cone C'(g,xg, &)
(en utilisant les notations de la définition 6.1) soit inclus dans §2,,. Puisque [|&,||gs = 1, modulo
une extraction, la suite (§,)n,en converge et sa limite est un certain & unitaire. On en déduit que,

quitte & extraire :

0(67 X0, fn) ﬁ C(€7 Xo, f)

Reste alors a invoquer un résultat de stabilité pour I'inclusion. On a :
Vn e N, Cl(e,x9,&,) C Qp

C(E,Xo,fn) L (57X07§) _— C(E,Xo,f) c Q.

n—-4o0o
H
Q, — Q
n—-4o0o

On en déduit, en choisissant une suite de points du cone convergeant vers Xg que xqg € €, et
) )
puisque xg € E C Iy, I'inclusion réciproque est démontrée.

I1 s’ensuit que Oyq est fermé pour la topologie associée a la convergence de Hausdorff. O

Enoncons & présent le théoréme d’existence :

Théoréme 6.2. Soit € > 0. On suppose la viscosité p suffisamment grande.
Alors, le probléme d’optimisation (6.8) posséde une solution.

Démonstration. Soit (€2, )nen, une suite minimisante d’éléments de Onq. Puisque tous les ou-
verts €1, sont contenus dans D, en vertu de la proposition 6.1, qu’il existe, quitte & extraire, un

ouvert §2 tel que :
Hx, K

n—-4o0o

Q, Q.

De plus, d’apreés le lemme 6.2, la classe O,q ¢ est fermée pour la convergence au sens de Hausdorff
et par conséquent, 2 € O,q .

Soit n € N. On désignera par (up,py), 'unique solution (puisque p est grand) du systéme de
Navier-Stokes (6.1) posé sur €,. On pose pour tout n € N, up = (up, 1, Un 2, Un3).

On va raisonner en deux temps :

i | (Un)nen est uniformément bornée-H'.

. 1 L e . ce déf
(’est immédiat, par définition d'une suite minimisante. Posons w,, = / le(up)|?dz. La

convergence de la suite (wy,)neny montre qu’elle est bornée, et d’aprés I'inégalité de Korn
(voir le lemme 6.5 et le corollaire 6.1), la suite (uy),en est uniformément bornée H*.
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Convergence de la suite (uy)nen.

On vient de démontrer que (up)nen est bornée H'. Par conséquent, par réflexivité de
HY(D) et d’aprés le théoréme de Rellich-Kondrachov (voir [8]), on en déduit que, modulo
une extraction, il existe une fonction u € [H'(D)]? telle que :

1
umli u et u, iu, Vg € [1,6].

On note encore uy, le prolongement par 0 de la solution du systéme (6.1) sur la boite D
toute entiére. Pour démontrer la convergence de la suite (uy )nen vers la solution du systéme
de Navier-Stokes sur 2, on va réutiliser la formulation variationnelle du systéme (6.1) en
écrivant cette fois les intégrales sur le domaine fixe D, grice au prolongement continu que
I’on vient d’introduire.

Pour ne pas avoir & nous préoccuper du terme de pression, on va travailler dans des espaces
de fonctions & divergence nulle (voir par exemple [56] et la section 6.3.1 de ce manuscrit
dans laquelle cette méthode est plus amplement détaillée). Ainsi pour toute fonction w
telle que

we {we [H'(D)? :w=0sur EUT et div w =0 dans D},

et pour n € N, la fonction uy, vérifie :

/D (2ue(uy) 1 e(w) + Vuy - uy - w)de = /Sh -wds

e Puisque 'on a convergence faible H! des fonctions uy, il vient immédiatement :

/ g(up) : e(w)de —— [ e(u) : e(w)dz.
D

n——+00 D
2 . . e . L?(D)
e Etablissons & présent la convergence du terme trilinéaire. On sait que Vu, —  Vu. De
plus, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

3
Z\// (un,i—ui)‘lda:/ widz
=1 V78 @

< Blun — s 19 By

IN

[(un — w) - W72 pys

On en déduit que (up - W),en converge fortement L2(D) vers u - w. Par conséquent,
/ Vuy, - up, - wdz est le produit d'un terme convergeant fortement L?(D) par un terme
D

convergeant faiblement L?(D). Il s’ensuit :

/Vun-un-wdm /Vu-u-wdzn.
D n—+o Jp

Finalement, ces résultats de convergence démontrent que pour toute fonction w telle que

we {we[H'(D)]? :w=0sur EUT et div w =0 dans D},

la fonction u vérifie :

/D(Qus(u) :6(W)+Vu-u-w)daz:/sh'wds.
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De plus, I’égalité suivante est une conséquence immédiate du fait que uy, converge faiblement-
H' (elle résulte d'un passage a la limite)

/ Ydiv udz = 0, Vip € L*(D).
D

Pour conclure, il reste & invoquer le classique résultat permettant de traiter les systémes de
Stokes et Navier-Stokes : le lemme de De Rham. Une fois de plus, ce lemme sera explicité
dans la section 6.3.1, dans laquelle on a choisi de redonner quelques techniques usuelles
relatives aux équations de Navier-Stokes. Ce lemme fournit ’existence d’une fonction p €
L?(D) telle que :

Vw € Wy (D), /

(2ue(u) : e(w) + Vu-u-w — pdiv w)dz = / h - wds,
D

S

autrement dit, on retrouve précisément la formulation variationnelle du probléme de Navier-
Stokes (6.1) sur le domaine D cette fois.

Reste enfin & vérifier que u = 0 sur D\Q et que u = ug sur E. Pour ce deuxiéme point, c’est
immédiat, car on a montré que (up)nen converge faiblement H' vers u. Or, Up|, = Uo.
Par conséquent, u),, = ug.

Le fait que u = 0 sur D\ est une conséquence de la convergence au sens des compacts

de Q,, vers Q, et du fait que ) posséde la propriété de e-cone, donc est a bord lipschitzien
(voir la notion de stabilité HZ dans [29]).

0

6.2.3 Le théoréme principal

Une intuition naturelle nous pousserait & croire qu’une solution du probléme (6.5) pourrait étre
fournie par le cylindre.

Le théoréme que nous énongons maintenant établit qu’il n’en est rien. Par ailleurs, nous étayerons
ce résultat en proposant, dans le chapitre 7 des simulations montrant que 1’on sait faire décroitre
I’énergie dans la classe O,q.

Le théoréme qui suit est donc le point essentiel de ce chapitre. Dans la section 6.3, nous tenterons
d’obtenir des informations qualitatives sur les solutions du probléme adjoint de I'équation de
Navier-Stokes, qui permet d’écrire les conditions d’optimalité sous une forme plus directement
exploitable. Ces conditions d’optimalités seront d’ailleurs précisément énoncées dans la section
6.4, de méme que la démonstration du :

Théoréme 6.3. Le cylindre n’est pas solution du probléeme (6.5).

6.3 Etude d’un probléme adjoint

6.3.1 Calcul de la dérivée de forme

On pose :

i Q= (I+tV)Q pour t assez petit et V, un champ de vecteurs a support compact, support
qui ne rencontre ni £, ni S;
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if(t) = J().

On cherche la dérivée de J par rapport au domaine ) dans la direction V, i.e. f/(0). Pour un
choix de V comme mentionné ci-dessus, on ne déforme que la paroi latérale du cylindre I'.
On écrit de prime abord le probléme dérivé (cf [29], [43], [45], [55]) :

—pAd' +Vu-u' +Vu -u+Vpy =0 xeQ

divu' =0 x €
u':—a—u(V n) xel
—pn+2,u6(u)-n:0 xeS.

Remarque 6.3. Les théorémes classiques de régularité (voir [24]) assurent que u € [HZ, (QUT)]3,

donc g“ a bien un sens sur .

Remarque 6.4. On va écrire la formulation variationnelle du probleme dérivé (6.9). Pour une
justification précise des résultats ci-dessous, il suffit d’adapter les calculs qui seront exposés dans
la preuve de la proposition 6.2.

Introduisons les espaces fonctionnels, pour u € HY(Q) fivé et V, un champ de vecteurs suffisam-
ment réqulier :

Wo(Q) = {(v,q) € (HY Q) x L*(Q) : v =0 sur EUT} .
Ou

Wa(Q2) = {(v,q) e (HY QD)) x L2(Q):v=0 sur E et v = _%(V n) sur F}

La formulation variationnelle du probléme dérivé (6.9) s’écrit :

Trouver (W', p’) € Wy () tels que : V(w, 1) € Wy(Q),
/ (2,u€(u) ce(w)+Vu-w-u' +Vu'-u-w—p'divw)dz =0 (6.10)
o :

/ div vdx = 0.
Q

Remarque 6.5. La condition sur le bord S du cylindre peut également se réécrire :

o(u',p)n = 0.

£1(0) = (@), V) =4 [ e clw)do+ 2 | [efu)

Nous allons a présent donner une autre expression de la dérivée par rapport au domaine ( dJ(2), V')
a l'aide d’un état adjoint.
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Propriété 6.2. On introduit (v,q), solution du probleme adjoint suivant :

—puAv+ (Vu)l v —Vv-u+Vg=—2ulAu xcQ
divv =0 x e
v=0 xe FUT
—qm+2pue(v) -n+ (u-n)v—4pus(u) - n=0 xeS.

(6.11)

Si la viscosité p est suffisamment grande, alors, le probléme (6.11) posséde une solution unique
(v,q). De plus, cette solution (v,q) appartient a C1(Q) x CO(QQ).

Avant de démontrer cette proposition, on donne la formulation variationnelle du probléme (6.11).

Lemme 6.3. La formulation variationnelle du probleme (6.11) s’écrit :
Trouver (v,q) € Wy(Q) tels que : ¥Y(w, ) € Wp(Q),

(2ue(v) 1 e(w) +Vw-u-v+Vu-w-v —qgdivw)de = 4M/Q€(u) re(w)de 619

div vdx = 0.
Q

Démonstration. On cherche a présent a démontrer que (6.12) est la formulation variationnelle du
probléme (6.11). Pour cela, considérons (sous réserve d’existence) un couple (v, q) tel que pour
tout (w, ) € Wp(€), on ait

/ (2ue(v) :e(w)+Vw-u-v+Vu-w-v—qgdivw)dz = 4,u/ e(u) : e(w)dx
9]

Q
/ Ydiv vdx = 0.
Q

Le lemme 6.1 nous permet d’écrire successivement :
2ue(v) s e(w)de = —,u/Q(AV + Vdiv v) - wdz + 2p /89 g(v) -n-wds
et 2ue(u) : e(w)de = —u/QAu -wdz + 2M/S€(u) -n - wds.
En appliquant la formule de Green, on a :

/Vw-u'vdm:/(W-v)(u-n)ds—/Vv-u-wdgn7
Q S Q

et de la méme fagon,

/ qdiv wdx = / g(w-n)ds — / Vq-wdz.
Q S Q

Enfin, un changement d’indice prouve que / Vu-w-vdr = / (Vu)T - v - wdzx. La premiére
Q Q
équation de la formulation variationnelle (6.12) se réécrit donc :

/ (—pLv+ (Vu)' v — Vv u+ Vg + 2uAu) - wdz
Q

+/ (—gn+ pe(v) -n+ (u-n)v—2pe(u) -n) - wds = 0.
S
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Un choix astucieux (et ultra classique) de fonctions test w nous permet alors de prouver que
(6.12) est la formulation variationnelle du probléme (6.11). O

Démonstration. Preuve de la proposition 6.2.
Souvenons-nous que la solution u du probléme de Navier-Stokes est connue explicitement. Par
conséquent : ||ul|oo = |¢|R? et ||Vul|oo = 2|c|R.

Pour démontrer I'existence et I'unicité des solutions du systéme (6.12), on va chercher a appliquer
le théoréme de Lax-Milgram.

On introduit les espaces :

D(Q) : espace des fonctions C* a support compact dans € et & valeurs dans R
V() = {ueDQ):divu=0}
V() ' complété de V dans I'espace fuc HY(Q):u=0sur EUT}.

On peut d’ailleurs démontrer (voir par exemple [56], chapitre I) que :

déf

V) E{fucHY(Q):divu=0etu=0sur EUT}.

Remarque 6.6. Travailler dans des espaces de Sobolev a divergence nulle nous permet de nous
ramener a un cadre d’utilisation classique du théoréme de Lax-Milgram. Le lemme qui suit, di a
De Rham (voir [56]) nous permet de traiter lexistence du terme de pression.

Lemme 6.4. Lemme de De Rham.
Soit Q, un ouvert borné et lipschitzien de R™. Soit £ € [D'(Q)]".

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une distribution p € D'(Q) telle que f = Vp
est que :
< f,v >=0, pour tout v € V().

Cela nous pousse donc a travailler dans l'espace V(£2). D’aprés la formulation variationnelle
(6.12), v satisfait au sens des distributions :

Yw e V(Q), alv,w) =< l,w >, (6.13)

ol « et £ sont respectivement les formes bilinéaire et linéaire définies par :
a(v,w) © / Que(v):e(w)+Vw-u-v+Vu-w-v)dz
Q

<lw> = 4,u/ e(u) : e(w)dz.
Q

Pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram, il nous reste donc & vérifier que « est continue, coer-
cive, et que £ est continue. Pour ce faire, on va utiliser une inégalité trés classique en mécanique
des fluides et élasticité (voir par exemple |7] ou [26]).

Lemme 6.5. Inégalité de Korn.
Soit Q, un ouvert borné lipschitzien de R3. Alors, il existe une constante Cy > 0 telle que, pour
toute fonction v € [HY(Q)]?, on a :

IVVliizp < Cilllvliiz@ye + lleW)llizz @)
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Un corollaire immeédiat de ce lemme est le :

Corollaire 6.1. Soit Q, un ouvert borné lipschitzien de R3. Soit |.||, la norme sur [H*(Q)]?

définie par :

def 1/2
VI (s + 1) IFzgays) -
On désigne par ||| ()3, la norme usuelle sur HY(Q).

Alors, ||l s et ||.]| sont équivalentes.

L’inégalité de Korn et le fait que, Vv € [H'(Q)]?, leV)llz2@) < 2[V(V)[l12(q) démontrent ce
corollaire.

e |Preuve que a est continue et coercive.‘

La continuité de a est immédiate. En effet, des majoration élémentaires utilisant 1'inégalité de
Cauchy-Schwarz, I'équivalence des normes ||.|| et ||.[[jz1(q)s et I'expression explicite de u, la
solution de (6.1) démontrent que pour tout (v,w) € ([H'(€2)]?)?, on a :

(v, w)| < (8 + [e|(R? + 2R)) Wl e 1V Il 2 2

Passons & présent a la coercivité de «. Les mémes calculs que précédemment prouvent que
pour tout v € [H1(Q)]3 :

a(v.v) 2 20 [ o) = el 8 + 2R) VI

Pour conclure, on a besoin d’invoquer une inégalité de type Poincaré classique :

Lemme 6.6. Soit v € [H'(Q)]?, telle que v =0 sur EUT. Alors, il existe une constante Cy
ne dépendant que de Q) telle que :

vl iz < Co /Q e(v)2da. (6.14)

L’inégalité de Korn combinée & (6.14) prouve alors que :

min(1, C:
a(vv) 2 (WL (72 4 2)) VI e

|c[(B?+2R)(C1+1)

« est donc coercive dés que pu > (0]

e | Preuve que / est continue.‘

Il suffit d’écrire que pour tout v € [H*(Q)]?, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

| < lv > | <dplle(V)lliz2@slle(z2 @3
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et d’utiliser I'équivalence des normes ||.|| et ||.||{z1(q)s mentionée précédemment. Bien évidem-
ment, il est nécessaire que p soit suffisamment grande si I'on souhaite obtenir la coercivité
dans l'inégalité ci-dessus.

L’application du théoréme de Lax-Milgram nous assure alors de l'existence de v € [H(Q2)?
satisfaisant (6.13) dans V() puis par densité dans V(). L’application du lemme (6.4) nous
donne I'existence d'une distribution p € L?(£2) solution de (6.12). L’unicité de p est claire, compte
tenu de la condition au bord sur la sortie S du cylindre. En effet, s’il existait deux solutions p;
et po, alors, puisque la vitesse v est unique, la fonction p; — po vérifierait V(p; — p2) = 0 dans
Q et pp =po sur S.

Montrons a présent la régularité de la solution. La régularité C'°° dans §2 et sur les surface «
lisses » (intérieur des disques E et S et intérieur de la paroi latérale I') est classique (cf. [24]).
Le seul point un peu délicat concerne la régularité C' jusqu’aux parois anguleuses que sont
les cercles ENT et SNT. Pour le prouver, on peut utiliser la symétrie cylindrique montrée
(sans hypothése de régularité) au théoréme 6.4, plus loin. On se raméne donc & un probléme
bidimensionnel dans le rectangle (0, R) x (0, L) en les variables r = (27 + 22)%/2 et x3. Il s’agit
ici de regarder le régularité aux coins (R,0) et (R, L). Dans ce but, on fait un prolongement
par réflexion autour de la droite r = R, ce qui conduit & une équation aux dérivées partielles
elliptique dans le rectangle (0,2R) x (0, L) dont la solution coincide avec notre solution dans la
premiére moitié du rectangle. La régularité C' jusqu’au bord, de la solution de cette équation
aux dérivées partielles elliptique prolongée est alors classique. O

Remarque 6.7. L’ezistence, l'unicité et la réqularité H'(Q) x L*(Q) de problémes adjoints pour
l’équation de Navier-Stokes est classique. On peut se référer par exemple a [13], [17], [24], [26]
et [56].

Remarque 6.8. La constante introduite dans linégalité de coercivité précédente n’est a priori
pas optimale. St l’on cherche la meilleure constante dans l’inégalité de coercivité, on est conduit
a résoudre : 2
e(v)|de
min fQ ()l
veVO\{o} [[Vl{ar ()3
On note X\ cette constante.

L’existence d’une telle constante est classique (voir par exemple [28]). Pour la déterminer, on
écrit les conditions d’optimalité au premier ordre. On s’attend bien sir & ce que cette constante
corresponde, d’apres le principe du min-maz de Courant, a la premiére valeur propre d’un opé-
rateur elliptique.

Soith € V(§2), une perturbation admissible de différentiation. On désigne par v*, un minimiseur
du critére ci-dessus. Les conditions d’optimalité au premier ordre s’écrivent :

Yh e V(Q), /

Q

e(v*) :e(h)dx = A </ v* - hdz + / Vv*: Vhda:) ,
Q 9)

ot Vv* : Vh est défini par :

def ovy Oh;
$Vh = Z Z dxj Ox;

=1 j=1

En travaillant dans D(Q), et en appliquant d’abord la formule de Green, puis le lemme de De
Rham, il montre qu’existe p* € L*(Q) tel que, au sens des distributions, on a :

( A+ >Av +Vp* = AV
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On en déduit que le couple (v*,p*) est solution de l’équation aux dérivées partielles :

— (A1) AV + VP =Iv x€Q

divv*=0 x €N
v¥=0 xe FEUTl
—p*.n—I—s(v*)-n:)\%‘;: xe FUT

On peut se ramener & un classique probléme auz valeurs propres de type Stokes, en posant :

_def  2A ot 5 ¢ 2p*
F=1ox P = 1 ox

Alors, le couple (v*,p) est solution de ’équation aux dérivées partielles :

—AVv* +Vp = av* x €
div v =0 x € ()
v =0 xe FUT
o(v,p)-n=—-aVv; xe EUT

La valeur propre i cherchée est la premiére (d’aprés lécriture de cette valeur propre a laide d’un

quotient de Rayleigh) valeur propre de ce systéme de type Stokes.

Rappelons enfin que les problémes aux valeurs propres dont la valeur propre intervient dans les
conditions au bord ont été (entre autres) étudiés dans [58].

‘Calcul de la dérivée de forme du critére J ‘

Fort de ces informations, on peut a présent évaluer la dérivée de forme du critére J :

Propriété 6.3. En utilisant les notations précédentes, on peut écrire que la dérivée de forme du
critére J a pour expression :

(dJ(Q),V) = Q,U/F (e(u) 1 e(v) — |z—:(u)|2) (V-n)ds| (6.15)

Démonstration. On poursuit le calcul de la dérivée de forme entamé ci-dessus. Souvenons-nous
que (u’,p’) désigne la solution du probléme (6.9). En utilisant la formule de Green, on prouve
que :

(dJ(Q2),V) = 4/1/95(u) : E(u’)dx+2,u/r\E(u)lz(V.n)ds
= —2/;/9((Au + Vdiv u) - u')dz + 4 /BQ g(u) -n-u'ds

2 [ )PV mas

Multiplions alors la premiére équation du probléme adjoint (6.11) par u’ et intégrons sur Q. On
obtient :

—,u/Av-u'dx—i-/Vq'u’dx—i-/(Vu)T'v'u'dx
Q Q 0

—/Vv-u-u’d:E:—Q,u/Au-u'd:E.
Q Q
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Une intégration par parties et les conditions au bord pour u’ et v fournissent :

/(2u5(u’)-a(v)—Vv'u'-u—i-Vu'-u-v)da:—/a(v,q)-n-u’ds
Q S

_’_/S((u.v)(u’.n)_(u.n)(u’-v))ds—/ra(v,q)-n)-u’ds:—Z,u/QAu-u'dx.

De méme, multiplions la premiére équation du probléme dérivé (6.9) par v et intégrons sur §2.
On obtient :

—u/Au'-vdx—i—/Vp"vdx—k/Vu’-u-vdx—k/Vu-u"vdx:O.
Q Q Q Q

Une intégration par parties et les conditions au bord pour u’ et v fournissent :
/ (2ue(u’) - e(v)+Vu' -u-v—Vv-u'-u)dz
Q

+/S (—a(u',p') ‘n-v+ (u-v)u - n)) ds = 0.

Revenons a présent sur le calcul de la dérivée de forme.

(dJ(2),V) = —2/;/9((Au + Vdiv u) - u')dz + 4 /BQ g(u) -n-u'ds

2 [ eV mas

= A+ 4u/ g(u) -n-u'ds+ 2,u/ le(u)*(V - n)ds,
oN o0

ott 'on a posé A := —2,u/ ((Au+ Vdiv u) - u')dz.
Q

Compte-tenu de ce que nous venons de voir, on peut écrire que :
A = / (qm —2pe(v) -n) - u'ds — /(u -n)(v-u')ds.
Trus S
Par conséquent, et d’aprés (6.11), on a :

(dJ(Q),V) = /1“us (gn —2pe(v) -n) - u'ds — /(u -n)(v-u')ds

S
+4u/ g(u) -n-u'ds+ 2,u/ le(u)|?(V.n)ds
sur r

= / (qgn — 2ue(v) - n + 4pe(u) - n) - u'ds + 2,u/ le(u)[*(V.n)ds
r r

Ou

-/ ((qn—2u€(V)-n+4u€(u)-n) an+2ule(u)|2> (V- m)ds

En identifiant le produit de dualité (d.J(£2), V) au produit scalaire L? sur le bord T', on définit
le gradient de forme de la fonctionnelle J :

Ou

VJ(Q) = [— (gn — 2ue(v) -n + 4pe(u) - n) .

+ 2,u|€(u)|2] n.

On peut faire le lien avec la formule (6.15), plus naturelle que la formule que 1'on vient d’énoncer
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car symétrique.

Pour cela, énoncons un lemme technique qui nous permettra de simplifier cette formule :

Lemme 6.7. Soient x et'y, deux champs de vecteurs de R3 tels que : X =Y =0, et tels que
div x = divy = 0 dans Q tout entier. Soit V.€ WH>(R3,R3), un champ de vecteur. Alors, les
identités suivantes sont réalisées sur I" :

i Vx-V.n=(Vx-n-n)(V-n)=0,
ii £(x) 1 e(y) = £(x) : (=(y) - (n @ 1)) = (£(x) - 1) - (=(y) - ),
iii (%) 1) - (Vy - V) = (£(0) 1) - (Vy - m)(V 1) = (e() 1) - (e(y) - 0)(V ).
3

avec la convention que n ® n = E nin;.
i,j=1

Ju
La premiére identité prouve alors que gn- — = 0 sur I'.

on
Caa . du 2
La troisiéme identité prouve que sur I', e(u) - n- — = [g(u)|*.
n

Enfin, en utilisant cette fois les deuxiéme et troisiéme identités, on prouve que sur I,

(e(v) -m)- g—z =¢(u) : e(v).

On en déduit que le gradient de forme de la fonctionnelle J se réécrit :

VJ(Q) =2u (e(u) : e(v) — |e(w)|*) n.

6.3.2 Un résultat de symétrie pour le probléme adjoint

On va démontrer le théoréme suivant, qui montre que la solution du probléme adjoint (v,q) a
une « symétrie cylindrique » :

Théoréme 6.4.
Soit (v,q), la solution du probléme adjoint (6.11), lorsque (u,p) désigne le profil de Poiseuille
solution du systéeme (6.1), donné par la formule (6.3). Si la viscosité p est suffisamment grande, il
existe (w,ws) € [H'((0, R)x (0, L))]? et G € L*((0, R)x (0, L)) tels que, en posant r = (x3+x3)'/2,
on a pour tout (x1,x9,x3) € Q :

i vi(x1,x2,3) = 2yw(r,x3), ot i € {1,2};

@ U3($17 x2, 3:3) = ’wg(?", 3:3) ;

it q(x1,x2,x3) = q(r, x3).

Démonstration. On appelle % lopérateur différentiel :

def O 0
g@ = 1‘18—1_2 — xga—wl.
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%y représente 'opérateur de dérivation (en coordonnées cartésiennes) par rapport a la variable
polaire 6. Posons :

;= Zy(vi), Vi€ {1,2,3} et = %(q). (6.16)

Remarquons que si 3 désigne un élément de H'((2), alors on peut écrire au sens des distributions

que : LH(AB) = A(L(B)). En effet :

1OYANG} 1oJANG}
e 8:172 T al‘l
o (%) 233 233 o (85>+82 < ap 85)

92 0w ) T 03 T 03~ 02 \owr ) T 002 \Mowy 0,
_ O (OB _ B 9 9B\ _9 ( 95
02\ Oxs ) 9r10zy 022\ 0z0) 922 \ P 0x

7 (45m) * s 5 (5~ 2

Lo(AB) =

_a—l‘% 2 al‘l 8:1718:172 8—:17:% o 8:172 2 al‘l
_ 98 o8\ _
= A < 183;2 ) ax1> = A(ggﬂ)

Appliquons a I'équation aux dérivées partielles (6.11) opérateur %p. Pour cela, on explicite
I’équation au dérivées partielles (6.11) en tenant compte du fait que la solution u du probléme
de Navier Stokes (6.1) est connue. L’équation (6.11) se réécrit :

0 0
—puAvy + 2cx1v3 — ﬂ(Jc% + 25 — R*)c+ T _0 xeq
gxg %xl
— vy + 2cr903 — ﬂ(m% + 25 — R*)c + T _p xeQ
P al‘3 P al‘Q
—,LLAU3—£(JE%+$%—R2)C+—q = —8uc x e}
8%3 8%3
(9?)1 avg 81)3
e i R x €
8961 8952 8%3 (6.17)
vy =v2=v3=0 xe FUuTl
8’01 6U3
8—2173 8—5171 + U1C(l‘% + :E% — Rz) = 4ducxy X €S,
8’02 6U3
8—2173 8—2172 + UQC(JJ% + :E% — Rz) = 4uczs X €S,
0
2,uﬂ + vge(z? + 23 — R?) =¢ x €S,
8953

Les conditions au bord sur E et S s’obtiennent de fagon naturelle (car on peut dériver les

conditions au bord dans (6.11)). Sur I', ¢’est un tout petit peu plus compliqué. Soit i € {1,2,3}

. T1 avi i) avi
et x = (x1,29,23) € I'. Puisque v;;. = 0, alors, Vv;. = | ——=——,———,0 ). Par conséquent,
(z1, 72, 3) que vj|. il <R 9 R on ) q
a?}i 81)2' T1X9 a?}i T1T2 81)1' s . ~
T — X9 = — = 0. Il s’ensuit que vi.=0.
(9%2 8%1

R on R 0On

’UZ'|F =
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On obtient alors :

~ . 00 og 0
— DY + 2¢x103 — 2cxv3 — (22 + 25 — R2)ﬂ + Ay xeQ
5w
—/LA@+2C$2’6§,+26$1U3—C($%+$%—R2)£+—q+—qZO x €N
96 o 8953 8952 8%1
~ U3 q
z);iﬁvga—/\c(:nfa—l—/\@ aRz)ax + pr 0 x €}

v g2, O3 gu 902 x e
8%1 Oxy  Oxs Oxe Oxq (6.18)
0 =03 =03 =0 xe FUuTl

oy 003 Ovs N
a—x; + 8—3:?; — ,ua— + c(z? + 22 — R?)0) = —4pucas x €S,
ovy 003 Ovs ~
92 2 axz + ,ua— + c(z? + 23 — R?)0y = dpcxy x €S,

003 ~

2“8—3 +c(z?+ 22— R?) o3 = x €S,

Introduisons & présent le changement de fonctions suivant :

e 21 =11 +uy;

® 2 =10y —U1;

® 23 =1U3.

En utilisant I’équation aux dérivées partielles (6.11) et ce changement de fonctions, 1’équation
aux dérivées partielles (6.18) se réécrit :

) .
—ulNzy + 2cxy23 — c(2? + 23 — R~ 021 + 5 % _ =0 xeQ
N
—uN\zg + 2cxro23 — c(:z:% + x2 R2)822 + 85 =0 x€0N
3 2
0 oq
—ulz3 — c(zt + 3 — R?) = L 9 x €}
8:173 8:173
2 0u 00 ce
Ory  Oxg Ovz (6.19)
21 =20=23=0 xe FUT
0 0
] 8%—1-8—;3 + z1c(2? + 23— R?) =0 xes,
3 1
0 0
1 8%—1-8—;3 + zoc(zt+ 22— R?) =0 xes,
3 2
0 ~
| 2ua—2+c($%—|—m%—R2)z3:q xes,

Ce probléme adjoint posséde une unique solution pourvu que p soit suffisamment grand (voir la
proposition (6.2)), qui ne peut donc étre que :

Z1 = 2y = ’6\ é\ 0.

Le fait que 03 = Zp(v3) et § = Z£p(q) soient nuls prouve les points ii et iii du théoréme. Reste
a présent a préciser I'écriture de v; et de ve. Nous venons de démontrer que %(vi) = —vs
et que Z(vy) = vy. Par conséquent, en appliquant une nouvelle fois U'opérateur %) a I'égalité
Zy(v1) = —vq, on prouve que % o Zy(vy) +v; =0.

Moralement, l'opérateur % est 'opérateur de dérivation par rapport & la variable polaire 6.
Posons r = (z7+3)'/2. L’égalité précédente prouve I'existence de deux fonctions de H'((0, R) x
(0,L)), a et 3, telles que :

v = za(r, x3) + 20(r, z3).
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De plus, puisque Zp(v1) = —v9, on en déduit immédiatement que :
vy = —x16(r, x3) + x20x(1, 23).

Pour achever la démonstration de ce lemme, il nous reste & démontrer que la fonction 3 est
identiquement nulle.

Pour le démontrer, on va écrire les équations aux dérivées partielles vérifiées par a et 3. A
partir des deux premiéres équations du systéme (6.11) et des conditions au bord, en passant
en coordonnées polaires et en utilisant le fait que la famille (§ — cos#,0 — sinf) est libre
(6 € ]0,27[), on prouve que (3 est solution du systéme :

i (Ga 22 8) e - B2 =0 () € 0B x (0.1

oz ror | 022 O3
B(r,0) = (R, 25) = 22(0,5) = 0 (o) € OLR) x (0.0) (620
Mg—i +c(r? = R*)B =0 (r,x3) € (0,R) x {L}

La fonction identiquement nulle est solution de ce dernier systéme. Il reste, bien siir & démontrer
qu’elle est unique. Cela peut se voir en multipliant I’équation pricipale par 3 et en intégrant sur
le rectangle en coordonnées polaires. On obtient en utilisant les conditions au bord :

2 2 L R
0= ”/Q ((%f) - <§—i> ) rdrdas +u/0 52(0, z3)dx3 + g/o (r* — R®)B%(r, L)rdr.

Il s’ensuit, puisque ¢ < 0, que g—f = 0 dans (0,R) x (0,L) et que 3%(0,23) = 0 pour tout
x3 € (0,L). Ainsi, =0 dans (0, R) x (0, L)

z2f(r, x3) = vi(x1, 22, 23) — T10(7, 23). (6.21)

On en déduit que la solution du systéme (6.20) est unique et que solution ne peut étre que 5 = 0,
ce qui conclut la démonstration de ce théoréme. [l

6.4 Preuve du théoréme principal

6.4.1 Condition d’optimalité du cylindre

Supposons que le cylindre §2 soit optimal pour le critére « minimiser I’énergie de dissipation ».
Traduisons alors les conditions d’optimalité au premier ordre. D’aprés ’expression explicite de
u,ona:

Par conséquent, on a :
le(u)[® = 2¢* (o] + 23),
d’ot sur T, |e(u)|? = 2¢? R? est constant.
La condition d’optimalité au premier ordre nous assure ’existence d’un multiplicateur de La-

grange A € R, tel que dJ (€2, V) = AdVol (Q, V), ce qui se réécrit :

dJ(2,V) = /\/(V -n)ds.
T
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Puisque :
dJ(2,V) = /F (2ue(u) : e(v) — [g()?]) (V.n)ds

on en déduit immeédiatement que la quantité e(u) : e(v) est constante sur I'. Or, compte tenu de
I'expression de e(u) sur I, on a :

E ( (9?}3 (9?}3 81)1 —I—ﬂjg%)
2 ox i) 8 €T3 83:3
c ovs Ovz\  cROvs

2 < ) a 7%&7

e(m):e(v)), =

car v, = V2|, = 0.

Par conséquent, la condition d’optimalité s’écrit :

v
I eR: I =¢sur I (6.22)

6.4.2 Deux résultats intermédiaires

Dans ce paragraphe, on démontre deux ingrédients essentiels pour la preuve du théoréme 6.3.

Lemme 6.8. Supposons le cylindre € optimal pour le critére « minimiser l’énergie de dissipa-
tion ». En utilisant les notations du théoréeme 6.4, on a :

dq _@

— = =0.
on|r 8T|{T':R}

Démonstration. Pour nous en convaincre, écrivons le probléme vérifié par w, ws et §. Il s’agit
bien sir du probléme adjoint (6.11) réécrit aprés changement de fonction, en tenant compte des
résultats du théoréme 6.4. On obtient :

Pw 10w  d*w 19q 5, Ow
(W—F;E—Fa %>+—8—+2CZU3—C(T’ —R)axg 0 (’r’,lL’g)G(O,R)X(O,L)
82ZU3 1 aZU3 0 ws 1 an 2 8’(03
( 972 ; ar ax% > ;8—11;‘3 — ( - R )611;‘3 = —S[LC (’I", ZE3) S (O,R) X (O,L)
ow 420 49U (r,3) € (0, R) x (0, L)
8 8953
w(r,0) = ws(r,0) = w(R, x3) = w3(R,x3) =0 (r,z3) € (0,R) x (0,L)
a—w—l—l% +c(r? — R*)w = 4uc sur {zg = L}
a dxs r Or - 5
Zuﬂ +c(r? = RHws = § sur {3 = L}.
8953
(6.23)
2
Puisque W), gy = W3|( gy = = 0, alors immédiatement — % =0et 8—15 =
Ozs lrm 0rs3 lr—ry Oxs P

0.
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Si on dérive a présent la condition de divergence par rapport & r, on obtient :

ow Pw  DPws

Y(r, € (0,R) x(0,L), 3—+1r—= = 0.
(r,z5) € (0, B) < (0.1) or +T87"2 + Oroxs
0
Or, %| = ¢ (c’est la condition d’optimalité (6.22)); par conséquent, on peut affirmer que
T lir=r}
0? 0
s = 0. En combinant ce résultat avec le fait que i =0, il vient :
axgar r—R T ‘{’I‘:R}
l{r=R}
82
<2 = 0.
67‘ ‘{r:R}

Faisons tendre r vers R dans la premiére équation du probléme (6.23). Il s’ensuit, compte-tenu
de ce que nous venons de prouver que :

9 _,
aT ‘{r:R}

Introduisons a présent, en utilisant les notations du théoréme 6.4, les fonctions :

e wy: [0,R] x[0,L] — R
(ryx3) +— /I3 w(r, z)dz.
e ¢: [0,R] x[0,L] — ]R(; .
x3 /0 /0 (q(r,z3) — 2cr?wy(r, z3)) dfrdr.

Remarque 6.9. On a immédiatement, compte-tenu des résultats du théoréme 6.4, pour tout

R
z € [0,L] :Y(z) = / (cj — 2cr2w0) dfrdr = 271/ ((j(r, z) — 2cr2w0(r,z)) rdr, ot T, désigne
T, 0

z
la section du cylindre d’équation cartésienne :

(l’l,ZEQ,ZEg) =XV
r3 = 2.

Lemme 6.9. Supposons le cylindre Q optimal pour le critére « minimiser l’énergie de disspa-
tion ». Alors, 1 est une application affine.

Démonstration. Le couple (v,q) vérifie 'équation aux dérivées partielles :
—uAv +Vqg+Vu-v—Vv-u=—2uAu.

Appliquons a cette équation 'opérateur de divergence. Compte-tenu de I’expression de la fonction
u dans le cylindre €2, on obtient que le couple (v, q) vérifie encore :

ovs Ovs vy Ovy
Aq+4 2 — — -2 — —~ ) =0 6.24
q + 4cvg + 2¢ <$18x1 + 9 a@) c (:claxg + 9 ax3> (6.24)
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Intégrons cette équation sur une tranche w du cylindre d’équation cartésienne :

(xl,acg,xg) €N
z- < x3 < 2y,

123

ou z_ et z; sont deux éléments de [0, L] tels que z_ < z;. On note e, 'entrée de la tranche w et

s la sortie, comme dessinés sur le schéma qui suit.

F1G. 6.4 — La tranche w

L’intégration fournit :

/Aqd$+4c/v3dw+20/ wl%+ Ovs dw—2c/ 1%—#962—
w w w a351 81’2 w 81‘3

Or, d’aprés la formule de Green, on a :

/ —daz—/ :L'1U3’I’L1d8—/’[)3dl':/ $1U3n1d8—/U3dlE:—
633‘1 Ow w OwnIl w

° .Z'g— x = — [ wsdz, de la méme facon.
w 8952 w

On en déduit que :

4c/v3dw+2c/ wl%—k 8113 dz =0,
w w 8%1 8952
/ Agdx = 20/ T1— vl + zog—— Ova dz.
8 T3 81‘3

Intéressons-nous au membre de gauche dans (6.25). D’aprés le lemme (6.8) :

dq
Agdx = —ds.
/ = sUe a

Intéressons-nous au membre de droite dans (6.25). D’apreés la formule de Green :

(6.25)

(6.26)
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8@1
° /xl—dx = riv1nzds = r1v1n3ds.
w 81'3 Ow eUs

8112
e Et de méme : /xg—dx :/ Tovonzds :/ Tovgnzds.
w a333 Ow eUs

En combinant ce résultat avec (6.26), on obtient :

0 0
/s <8—i — 2¢(z1v1 + xgvg)> ds = /e (8—:53 — 2c(z1v1 + 9621)2)) ds, (6.27)

qui se réécrit également pour tout (z_, zy) € (0, L)? :

/OR (ﬁ(r, z_) — 2er?w(r, z_)> rdr = /OR <ﬁ(r, 20 — 2er2u(r, z+)> i (6.28)

O3 0x3

R
Or, puisque 9(z) = 277/ (cj(r, 2) — 2erwo(r, z)) rdr, on a, en dérivant sous 'intégrale :
0

R ag Ow R ag
/ o _ 2 0 — q o 2
Vz e [0,L], ¢¥'(2) = 277/0 <—8x3 2cr —8x3> rdr 271/0 <—8x3 2cr w> rdr.

(6.28) prouve alors que 9’ est une fonction constante de z, autrement dit que v est une application
affine. Cela démontre le lemme.

6.4.3 La preuve

On raisonne par ’absurde. Supposons que le cylindre €2 soit optimal pour le critére « minimiser
I’énergie de dissipation ». La condition d’optimalité au premier ordre assure alors ’existence d’un
multiplicateur de Lagrange & tel que (d’apreés (6.22)) :

81)3

onpe

mn IF

On va & présent préciser cette constante £. Pour cela, on utilise le résultat de symétrie du lemme
6.4 ainsi que I'équation (6.23). Dans cette équation, intégrons entre x3 = 0 et 3 = z € (0, L).
On obtient, puisque ws(r,0) = 0 pour tout (r,z) € [0, R] x [0, L] :

wo

2wo(r, z) + raa—r(r, z) +ws(r,z) = 0.

Dérivons a présent cette relation par rapport a . On obtient :

8’(00 62 wo + aZU3
or or? or

Dans (6.23), dérivons I’équation de divergence par rapport a r, puis faisons tendre r vers R. On
obtient :

3 = 0. (6.29)

ow  Pw

O o2
En faisant tendre r vers R dans (6.29), puis en intervertissant limite et intégrale, on trouve, en
utilisant 1’égalité que l'on vient d’obtenir :

vy _
onp
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Il s’ensuit que nécessairement, £ = 0 et la condition d’optimalité se réécrit :

dus (6.30)

on

La question est donc la suivante : peut-on montrer que le probléme surdéterminé suivant :

{ (611 (6.31)

e = sur I’

n’a pas de solution ? Si c’est le cas, on aura démontré que la condition d’optimalité (6.30) ne peut
pas étre satisfaite, autrement dit que le cylindre n’est pas un optimum local pour le probléme
d’optimisation (6.48).

Pour obtenir I'absurdité, on va considérer la fonction ¢ introduite dans la section 6.4.2. On
rappelle que pour tout z € [0, L] :

R
W(z) = / (¢ — 20r?wp) dordr = 27 /0 (#(02) — 2rwo(r,2))

z

ou T, désigne la section du cylindre d’équation cartésienne :

($1,$2,$3) €
r3 = 2.

On a démontré dans le lemme 6.9 que v est une application affine. Par conséquent, il existe un
réel a tel que :

Vz € [0,L], ¥'(2) = a.
On cherche & déterminer a.

On note Ay l'opérateur laplacien écrit en dimension 2, dans les variables 1 et .

e | Exploitation de la condition au bord a la sortie S du cylindre.‘

Pour cela, on va intégrer sur S ’équation aux dérivées partielles régissant vz dans (6.11).
Avant d’entamer le calcul d’intégration sur S, on donne une condition au bord supplémentaire
sur vs se déduisant de I’équation aux dérivées partielles (6.11) et utile bien sir pour le calcul
de ¢/'(L).

Dans I’équation aux dérivées partielles (6.11), on dérive par rapport a x; la condition au bord
sur le bord S régissant la fonction v1. On obtient :

62111 82’03 9 9 9 ovy
M@xlaxg +pu 07 +2cziv1 +c(af + 25 — R )8—:131 = 4puc, sur S. (6.32)

Dérivons par rapport & xzo la condition au bord sur le bord S régissant la fonction vs. On

obtient :

02vy 0%v3 ) ) 5. v
Iuafll'QaII?g + 8[17% + 2czovo + C(fl:l + Ty — R )8—:132 = 4#6, sur S. (633)

Sommons les relations (6.32) et (6.33) et utilisons la condition de divergence nulle. On obtient :

821)3
a 8:E§

8113

+ ulovs + 2¢(x1v1 + wov9) — c(:n% + 3:% — R2)07
3

= 8uc sur S.
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Or, d’apres (6.11), v satisfait :

0? 0 0
U3 U3 + q

Novy = 8pc — p—u — c(x? + 3 — R? —.
pbvs =8pe = iy g ozl +x3 — R°)— oz, T 9

Combinons ensemble les deux derniéres équations. Il vient :

0%

v dq
—2,u—23 — 2¢(x? + 3 — RY)——= LANE
3

e 83:3 + 2¢(z1v1 + x2v2) = 0 sur S. (6.34)

Ox

Ce résultat établi, on peut entamer l'intégration de I’équaton aux dérivées partielles régissant
v3 dans (6.11) sur S. On a :

vy v, 5 dq
Doy — p LB ) 4s = — ds.
/S< uavs Max?,, axg(xl—i-a:Q R?)c + 8963) s S/w/s s

On a vu dans la proposition 6.2 que v3 était C'' jusqu’au bord. Compte-tenu de la condition
au bord sur T, il est alors clair que :

0
/Agvgds = ﬁd
S snr on
o désignant ’abscisse curviligne.
L’intégration fournit :
0? N
— L —v;ds - c/(x% + 22 — ﬁd +/ il —+ds = —8ucr R>.
s Oxg s O3

D’aprés (6.34), on en déduit que :
0
/ 9 45— c/ (101 + xou9)ds = —8ucr R
D’aprés le lemme 6.4, on peut écrire pour tout (x1,x2,x3) € £ que :

1/2
T1v1] + Tovy = (23 + 23w ((a:% + 23) / ,xg) :

Par conséquent :

a=1'(L) = —16pcr R? (6.35)

¢ | Exploitation de la condition au bord a ’entrée du cylindre.

. v . . " :
Remarquons de prime abord que =3 = 0. Cela s'obtient en utilisant la condition de diver-
T3 |p
v ov v
gence : S 12 Or, puisque vy|, = vz, = 0, les dérivées partielles de vy et vo

. 8ZE3 83:1 8ZE2

par rapport 4 x1 et x9 sont nulles sur F.
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Comme dans le cas de la sortie du cylindre, intégrons sur E I’équation aux dérivées partielles

ov
extraite de (6.11) régissant le comportement de vs. Ainsi, compte-tenu du fait que 8—3 =
3|

et que, d’aprés la proposition 6.2, vg est C! jusqu’au bord :

—,u/ Avgds—i—/ 94 —ds = —8uc/ ds.
O3 E

En utilisant a nouveau la condition surdéterminée sur vs, on a :

82’03
—p | Avzds = —p [ Agvgds —p [ ——ds
E E g 03

ovs 821)1 82?}2
= _ —d d
M/Eﬂr‘ on + / (8%38%1 + 8%38%2) y

. 8v1 8’02 .
= M/E,nl—\ <a—x3n1 + 8—;173,’7/2) dé = 0

/ & —~ds = —8ucrR?. (6.36)

De ce fait, il vient :

Enfin, puisque Ui, = V2|, =0,0na:

R 10q 9q
/ _ 2 _
P'(0) = 277/0 <0z (r,0) — 2cr w(r,O)) rdr = ax?’d

Il s’ensuit d’aprés (6.36) que :

a=1'(0) = —8ucrR%. (6.37)

Or, d’apreés le lemme 6.9, ¢'(L) = ¢'(0). D’aprés (6.35) et (6.37), cela signifie que ¢ = 0, ou
encore que p; = po, ce qui est bien sir contraire & nos hypothéses. Cela conclut la démonstration
du théoréme 6.3. [l

6.5 Quelques extensions

6.5.1 Cas d’un écoulement de Stokes

Dans cette section, on va démontrer que le résultat de non optimalité du cylindre, énoncé dans
le théoréme 6.3 subsiste encore lorsque ’écoulement du fluide n’est plus régi par les équations
de Navier-Stokes, mais par un systéme de type Stokes. On utilisera dans cette partie les mémes
notations que dans la premiére partie de ce chapitre.

Revenons briévement sur le modéle. On considére comme précédemment le critére énergie de
viscosité J, défini par :
def
/ le(u)|*dz,

ol u désigne cette fois la solution du systéme d’équations de Stokes :

—puAu+Vp=0 x €, ie€{1,2,3}

diva=0 x € ()

u = (0,0,c(z} + 23 — R?)) xeFl (6.38)
u=20 xel

—pn + pe(u) - n = (2ucey, 2ucrs, —p1) x € S.
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Rappelons d’ailleurs que la constante physique c est strictement négative (voir section 6.1.2).

{ u(zy, 9, 23) = (0,0, c(z} + 23 — R?)) et
p(x1, 2, 23) = dpc(es — L) + pr.

Enoncons & présent le théoréme de non optimalité dans le cas de Stokes :

Théoréme 6.5. Le cylindre n’est pas une géométrie optimale pour le critere « minimiser l’énergie
de dissipation », o volume Vo = mR2L donné. Autrement dit, le cylindre n’est pas solution du

probléme :
min J(Q
{ i O(d) (6.39)

Démonstration. Pour prouver ce théoréme, on va réutiliser les grandes étapes de la preuve du
théoréme 6.3. Puisque cette preuve s’en inspire largement, on ne détaillera que les étapes dont
le développement n’est pas tout & fait le méme que dans le cas précédent.

i [Calcul de la dérivée de forme|

Comme précédemment, nous donnons une expression de la dérivée par rapport au domaine
(dJ(),V) al’aide d’un état adjoint.

Propriété 6.4. On introduit (v,q), solution du probléme adjoint suivant :

—puAv +Vqg=—-2ulu x €
divv =20 x €
v=0 xe EUT (6.40)

—qn+2pue(v) -n—2uc(u) - n=0 xeS.

Le probleme (6.40) posséde une solution unique (v,q).
De plus, cette solution (v,q) appartient & C*(Q) x CO(Q).

Notons que I’hypothése « u suffisamment grande » n’est donc plus nécessaire dans le cas
d’un probléme de Stokes.

En s’inspirant des calculs de la proposition 6.3, on montre que la dérivée de forme du critére
J a pour expression :

(dJ(2),V) = 2,u/F (e(u) : e(v) — [e(u)[*) (V.n)ds | (6.41)

ii [Un résultat de symétrie pour le probléme adjoint‘

Le méme résultat de symétrie pour I’équation aux dérivées partielles (6.11) tient. Comme
précédemment, on se contente d’énoncer ce théoréme sans le démontrer car la preuve est
presque une copie conforme de la preuve du théoréme 6.4.
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Théoréme 6.6.
Il existe (w,ws) € [HY((0,R) x (0,L))]? et ¢ € L*((0,R) x (0,L)) tels que, en posant
r = (23 4+ 23)Y2, on a pour tout (x1,x9,13) € Q :

(a) vi(z1, 22, 23) = xyw(r,x3), ot i € {1,2};

(b) vs(21, 22, 23) = w3(r,z3) ;

(c) q(z1,29,23) = G(r, 13).
Ecrivons alors le probléme vérifié par w, ws et ¢ (ce qui nous sera fort utile par la suite),

en tenant compte des résultats du lemme 6.4. On trouve :

2w+7’g_1: N g_:j 0 (r,z3) € (0,R) < (0,L)  (5.42)
w(r,0) = w3(r,0) = w(R,x3) = ws(R,z3) =0 (r,x3) € (0,R) x (0,L)
2z =i sur {5 = L}

iii

v

Ecriture des conditions d’optimalité

Les mémes calculs que dans la preuve du théoréme 6.3 montrent que la condition d’opti-
malité du cylindre pour le probléme 6.39 s’écrit :

dvs . (6.43)

ol

| Vers ’absurdité |

Cette étape différe légérement de I'étape correspondante dans la démonstration du théo-
réme 6.3. On souhaite montrer que le probléme surdéterminé

{ (6.40) (6.44)

Ovg _
5y =0 sur Il

n’a pas de solution. La fonction ¢, introduite dans le lemme 6.6 est, dans ce cas, légérement
différente :

Y: [0,R] x[0,L] — R
R
r3 27T/ G(r,z3)rdr.
0

En remarquant que l'application g est harmonique, puis en intégrant sur une tranche de
cylindre ’équation aux dérivées partielles principale, on démontre comme précédemment
que I’application 1) est affine, si le cylindre €2 est optimal pour le critére « minimiser I’énergie
de disspation ». On détermine alors I'expression de (z).

On note Ay 'opérateur laplacien écrit en dimension 2, dans les variables x1 et xo.
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¢ | Exploitation de la condition au bord a la sortie S du cylindre.

Dérivons ’équation de divergence dans le probléme adjoint (6.40) par rapport a x3, puis
intégrons sur 2. Il vient que :

v ov
“Sas= [ 2ds.
g O3 g O3
Or, d’apres I'équation de divergence et puisque v|, = 0, il vient que g—;{’;‘ = 0. Par
O E
conséquent :
ov
“Sds=0.
s Ox3
D’aprés la condition sur le bord S du cylindre, on en déduit que :
v
21 “Bds=0= / q(x1, 9, x3)dx.
g O3 S

Il s’ensuit que 'ordonnée a 'origine de ¢ est nulle.

Précisons a présent le coefficient directeur de . Puisque 'on a vu que la fonction wvs
est réguliére (voir la proposition 6.4), on peut intégrer I’équation aux dérivées partielles
reliant v3 & ¢ sur le bord S. Ainsi :

—u/ Avsds + ﬁds = —8c mes (9).
s s Ox3

Or, fS Avzds = fS %3—gz’§ds, d’aprés la formule de Green, en utilisant le fait que v3 est

nulle sur S N T'. Donnons une condition supplémentaire sur le bord S portant sur vs se
. : . . : v
déduisant de 1’équation aux dérivées partielles (6.11) et utile pour évaluer / 3 23 ds.
s 0x3
Dans I'équation aux dérivées partielles (6.40), on dérive par rapport a z; la condition
au bord sur le bord S régissant la fonction vy et par rapport a xo la condition au bord
sur le bord S régissant la fonction vs. Sommons alors les relations obtenues et utilisons

la condition de divergence nulle. On obtient :
9%us dq

2 = —= S.
a 83::2)) 0x3 st

Revenons a l'intégration de I’équation aux dérivées partielles donnant vs. Compte tenu

o3 1 0
de ce que nous venons de démontrer, on obtient / —U;ds = — —qu et par consé-
S 8953 2,u S 8953
quent :
0
Va3 € [0, L], ¢/ (x3) =¢'(L) = / s —16ucTR?
s Ox3
Finalement,

Vz € [0,L], ¥(z) = —16pcrR%*(z — L). (6.45)

e | Exploitation de la condition au bord a I’entrée du cylindre.‘

Intégrons I’équation aux dérivées partielles reliant vg et ¢ sur £2. On obtient :

—p %ds —I—/ g.nzds = —8c mes ().
on On o0



6.5. QUELQUES EXTENSIONS 131

Or,

1
%ds = %ds + %ds = %ds + — / qds.
o0 a?’L T a?’L S a?’L T a?’L 2/.L S

On a vu que /qu = 0. De plus, d’aprés la condition d’optimalité (6.43), ce calcul
S

devient :
/ qds = 8ucrR%L.
E
Cette égalité se réécrit également :
¥(0) = 8ucrR?L.

C’est absurde, car d’aprés l'expression de ¢ obtenue précédemment (formule (6.45)), on
a : ¥(0) = 16pucr R?L. Cela signifierait donc que ¢ = 0, ce qui est faux, par hypothése.
Le théoréme 6.5 est donc démontré.

0

6.5.2 Une propriété qualitative de 'optimum

Dans ce paragraphe, on cherche a savoir si 1’éventuelle solution du probléme (6.39) posséde
des symétries, voire est a symétrie cylindrique. Dans 'article [3], les auteurs montrent qu’il
est possible d’améliorer le critére, dans le cas o le fluide est soumis & un écoulement de type
Poiseuille (fortement simplifié par rapport a notre étude), en créant de fines rugosités dans le
sens de la longueur du cylindre (les « riblets »). Si la question d’une symétrie radiale semble
naturelle, ce résultat montre qu’il est difficile d’avoir une intuition sur cette réponse. Il peut
laisser penser que le mieux que ’on puisse obtenir est une symétrie par rapport a un plan.

Nous savons démontrer que 1’éventuel optimum du probléme d’optimisation (6.39) posséde un
plan de symétrie. En revanche, on ne sait rien montrer sur 'optimum (éventuel) du probléme

(6.48).

On appelle O, le point de coordonnées (0,0,0), Py, le plan d’équation x1 = 0 et 2, la droite
d’équation 1 = 9 = 0.

Théoréme 6.7. Il existe un minimiseur au probléme d’optimisation (6.39) (Trouver la forme
d’un conduit simplement connexe d’entrée E, de sortie S, qui minimise ’énergie de dissipation
d’un fluide dont l’écoulement est régi par le systéme de Stokes (6.38)) qui posséde un plan de
symétrie passant par le centre des disques E et S. De plus, tout minimiseur de classe C? posséde
un tel plan de symétrie.

Démonstration. Cette preuve s’articule en trois étapes. On appelle Q*, un minimiseur du pro-
bléme (6.39). La premiére étape nous place dans un cadre favorable & une « symétrisation » (en
un sens qui va étre précisé) du domaine Q* :

i | Sélection d’un domaine de mesure smes ()

Le plan £ coupe le domaine 2* en deux sous-domaines que nous noterons €y et s tels
que mes (1) + mes () = 7R2L. Si mes (1) = mes (Q2), on passe directement a la
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Fia. 6.5 — Le plan & et le domaine Q*

deuxiéme étape et I'on pose 0* = 0. Si ¢a n’est pas le cas, il n’est pas restrictif de supposer
que mes (€1) < mes (%) < mes (Q2). Soit (e7,€), une base orthonormée du plan
telle que :

VM e O, [e_f e_ﬁ,O—]\/[] >0,

—_— —_—
ol [e_f, €3, OM } désigne le produit mixte des trois vecteurs ey, es, et OM.

On fait subir au plan &, une rotation d’axe 2 et d’angle 6 € [0, 7]. Pour i € {1,2}, on
—
appelle ef, I'image du vecteur e; par cette rotation et on appelle Qf, le domaine tel que
— — R
VM € Q(f, [ef, eg, OM} > 0. Enfin, on considére I'application :

©: [0,7] — R
0 +—— mes (Q9).

I est clair que cette application est continue, que ©(0) = mes (€1) < 2mes (Q*) et que
O(m) = mes (Q2) > Fmes (2*). En effet, on a : Qf = Q1 et QF = Q. Par conséquent,
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe 6* € [0,7[ tel que mes (Qf) =
1 *

smes (Q2%).

« Symétrisation » du domaine (2*)

On appelle (u*,p*), la solution du systéme de Stokes (6.38) posé sur 2*.
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A la fin de la premiére étape, on a donc démontré qu’il existe un plan, encore noté &, qui
coupe 2* en deux domaines 2; et 2y de méme mesure : %mes (2%).

On introduit les quantités Ji et Jo définies par :
g Z,u/ le(u*|?dx et Jo % Z,u/ |e(u*|?dz,
Ql QZ

de sorte que J(2*) = Jy + Jo. Supposons (par exemple) que J; < Jo. On construit alors
le domaine 2 = Q U o(£4), ot o désigne la symétrie par rapport au plan &. De plus, on
désigne par (4, D) les fonctions définies par :

<) — u*(x) six e ot 5ix) — p*(x) six e
(x) { w(o(x)) sixeo(@) ©PX {p*(a(x)) six € o(0))

On se convainc que d’une part, U € [Hl(ﬁ)]g, pE Lz(ﬁ) et d’autre part, que div u = 0.
Il est alors aisé d’estimer I’énergie de dissipation pour un tel systéme. Etant donné la
construction de la fonction U, il vient que :

2N/A le(@)|*dz = 4,u/ le(u*)|Pdx = 2J; < J(Q%).
Q ]

Pour conclure ce théoréme, on va écrire la solution de I’équation aux dérivées partielles
(6.38) comme les minimiseurs d’une fonctionnelle. C’est trés classique, voir [8] pour le cas
général et [56] pour le cas particulier des équations de Stokes. On va & nouveau utiliser
I'espace V' (2) dont on rappelle la définition :

deéf

On peut écrire que les propositions suivantes sont équivalentes :
(a) u est solution de (6.38) sur le domaine €.

(b) u = argmin {¥(u),u € V(Q)}, ou:

v: [HY(@QP — R
u — 2,u/9|z—:(u)|2d:17.

Par conséquent, on peut écrire que :

@) = min (20 [ IetwPas)

2,[1/?2 le(@)2dz (6.46)
J ()

IN

<

d’aprés le raisonnement de « symétrisation » précédent.

Or, le domaine Q est admissible (sa mesure est bien la méme que celle de Q*). Par consé-
quent, on vient de construire & partir d’'un minimiseur Q* du critére J dans la classe O,q, un
autre minimiseur de ce critére, Q, qui appartient également & O,q, symétrique par rapport
au plan &, modulo une rotation d’axe & de ce domaine. De plus, les inégalités précédentes
sont en fait des égalités.
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il ‘Preuve que tout minimiseur régulier a un plan de symétrie‘

Supposons * suffisamment régulier (par exemple C2, mais on pourrait affaiblir cette hy-
pothése). Nécessairement, on a égalité dans le chaine d’inégalités (6.46). Cela prouve en
particulier que U est la solution du probléme de Stokes sur Q. Mais puisque, par définition,
u coincide avec u* sur €y, on peut utiliser lanalytlclte de la solutlon d’un problerne de
Stokes (voir par exemple [44]) pour affirmer que u* = u sur Q* N Q. Cependant, si Q ne
coincide pas avec Q*, il existe une partie du bord de Q*, notée v, incluse dans 0. Si O est
de classe C?, il est bien connu que la solution du probléme de Stokes est continue jusqu’au
bord (voir [24]) et par conséquent, U s’annule sur 7. Par analyticité, cela prouve que u est
identiquement nulle, ce qui contredit la condition au bord sur E, d’ol la conclusion.

0

Remarque 6.10. Nous avons essayé d’adapter ce schéma de preuve pour démontrer le méme
résultat, lorsque l’écoulement est régi par un systéme de type Navier-Stokes. La difficulté dans
ce cas consiste a écrire la solution d’un tel systéme comme le minimiseur d’une fonctionnelle, le
terme non-linéaire étant dans ce cas bien plus génant. A ce stade de notre étude, nous ne sommes
pas en mesure d’émettre une conjecture pour un tel résultat.

Pour se donner une idée, il est aussi possible d’observer les simulations numériques du chapitre
7, dans lequel le cas du cylindre est traité.

Voici les problémes ouverts qui découlent de ces remarques :

e Probléme ouvert 1 : sile probléme (6.39) posséde une solution, peut-on montrer 'existence
de plusieurs plans de symétrie et celle-ci est-elle & symétrie cylindrique ?

e Probléme ouvert 2 : si le probléme (6.48) posséde une solution, peut-on montrer 1’existence
d’un, de plusieurs plans de symétrie et celle-ci est-elle a symétrie cylindrique ?

6.5.3 Cas 2D

Les résultats établis en 3 dimensions se transposent sans difficulté au cas de la dimension 2. Pour
cette raison, nous ne redémontrons pas les théorémes que nous énongons dans ce paragraphe.

On considére un tube en deux dimensions 2 C R? (un rectangle) dans lequel s’écoule un fluide
visqueux newtonien incompressible. On note p > 0 le coefficient de viscosité cinématique.

On désigne par 2R la largeur du rectangle et par L sa longueur. Le rectangle 2 a donc pour
équation cartésienne :

(a;l, xg) e R?

—R § T § R

0 S X9 § L.
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S

FI1G. 6.6 — Le tube Q

Comme mentionné sur la figure 6.6, on appelle :

e F l'entrée du tube (c’est le segment d’équation {(x1,72) € R?: —R < 11 < Ret 29 = 0});

e I', la paroi latérale du tube (d’équation cartésienne {(z1,z2) € R? : 2y € {~R,R} et x5 €
[0, L]});

e S, la sortie du tube (c’est le segment d’équation {(z1,72) € R?: —R <21 < Ret z9 = L}).

De plus, on désigne par Ily, I’hyperplan d’équation xo = 0 et par Il;, 'hyperplan d’équation
Tro = L.

On désigne par u = (ug,uz,u3), le champ des vitesses et par p, la pression. L’écoulement est
modélisé par le systéme d’équations de Navier-Stokes ou de Stokes dont on redonne les équations
(les termes entre parenthéses ne modifient pas le résultat énoncé dans le théoréme ci-apres) :

—puAu+Vp(H+Vu-u)=0 xe€Q, i€{1,2,3}

divu=0 x €
u=1ug xeFE (6.47)
u=20 xel
—pn+2pe(u) -n=h x €S,

ot h = (hy, ha, h3) et ug sont choisis de sorte que le fluide soit soumis & une loi de Poiseuille
(profil de vitesse parabolique a 'entrée du cylindre).

Comme dans le cas 3D, ’équation aux dérivées partielles régissant ’écoulement du fluide posséde
une solution unique dans le cas d’un systéme de Stokes quelle que soit la viscosité p > 0, et si y est
suffisamment grand dans le cas d’un systéme de Navier-Stokes. Ici, (u, p) est donné explicitement
par :
{ u(z1,22) = (0,c(z} — R?)) et
p(x1, 29, 3) = dpc(ze — L) + pr1.

Le critére énergie de viscosité J est encore défini par :

() = 2 /Q e(u)|2dz,
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Alors, on a le résultat :

Théoréme 6.8. Le rectangle n’est pas une géométrie optimale pour le critére « minimiser l’éner-
gie de dissipation », lorsque 'aire Ag = 2RL est donnée. Autrement dit, le rectangle n’est pas

solution du probleme :
min J(12)
{ o) (6.48)

ot l’ensemble Onq des contraintes est défini par :

Qe0, ¥ {Q ouvert simplement connexe de R? : mes () = 2RL, I[N Q =E, II; NQ =S}

Remarque 6.11. [l est a noter que pour un tel probléme, la condition d’optimalité (condition
surdéterminée) s’écrit, comme on peut s’y attendre :

81)2 .

on |r ’

ot v = (v1,v9) désigne le probléme adjoint, comme introduit dans la proposition (6.11) ou (6.40).



CHAPITRE 7

Etude numérique du critéere
« énergie de dissipation »

Dans le chapitre 6, on a présenté un résultat théorique sur le probléme consistant a rechercher la
forme optimale d’un conduit dissipant le moins possible I’énergie de viscosité d’un fluide régi par
les équations de Navier-Stokes : on sait ainsi que le cylindre n’est pas la forme optimale. Etant
donné la difficulté intrinséque des équations de Stokes et Navier-Stokes, il parait peu raisonnable
d’espérer pouvoir résoudre un tel probléme de facon exacte. C’est pourquoi nous allons tenter de
le résoudre numériquement dans ce chapitre.

Nous nous sommes également intéressés & ’optimisation de la forme de I’arbre bronchique. Notre
idée consiste & considérer une forme initiale peu réalise d’'un arbre bronchique, que 'on laisse
évoluer dans le but d’obtenir, dans le meilleur des cas, une forme correspondant & un point
stationnaire de la fonctionnelle & minimiser (le Lagrangien augmenté en I'occurrence), ou sinon,
une forme permettant de réduire le critére. Nous avons envisagé le cas de ’arbre bronchique
pendant 'inspiration et ’expiration.

L’objet de ce chapitre consiste & présenter les résultats de la résolution numérique de tels pro-
blémes. Nous avons utilisé pour nos simulations le logiciel Comsol.

La totalité des résultats obtenus dans ce chapitre sont le fruit d’une collaboration avec Benjamin
Mauroy, chargé de recherche & l'université Paris Diderot. Cette collaboration a été en partie
motivée par le fait que Benjamin Mauroy a consacré toute sa thése a la modélisation numérique
du poumon et de ’arbre bronchique et est, par conséquent, trés au fait des questions relatives a
cette thématique.

Dans la premiére section de ce chapitre, nous exposerons ’algorithme de Lagrangien augmenté
que nous avons utilisé et en détaillerons une itération. Le reste du chapitre est consacré a l'ex-
posé des résultats numériques obtenus. En particulier, nous reviendrons sur la question de la
modélisation de ’arbre bronchique évoquée dans la section 5.2.2.

137
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7.1 Mise en ceuvre et présentation de I’algorithme

7.1.1 Quelques rappels sur la notion de Lagrangien augmenté en optimisation
de forme

Nous commencgons par quelques principes généraux sur cette notion avant d’envisager le cas
particulier des contraintes de type égalité. Pour de plus amples informations sur la notion de
Lagrangien augmenté en optimisation de forme ou topologique, on pourra se référer a [2]

Ainsi, soit D, un sous-domaine de R? ou R3.

Soit J : &€ — R, une fonctionnelle définie sur £, un ensemble de sous-domaines contenus dans
D. On définit également (pour exprimer les contraintes) une fonctionnelle G : £ — Y.

Enfin, soit K, un cone convexe fermé de Y. On note de facon usuelle Y’, le dual topologique
de I'espace Y. On définit a partir de K C Y, un cone convexe fermé de I'espace dual K+ C Y’
appelé cone dual positif :

Définition 7.1. On désigne par K+, le cone dual positif défini par :

E* € ey (ny)yy 20Vye K}

On considére un probléme d’optimisation (en dimension finie) qui s’écrit sous la forme :

min J(2)
{ Qe €, (7'1)

ou £,q est I'ensemble admissible des contraintes s’écrivant sous la forme :
déf
Caa ={Q€&:G(Y) € —K}.
Remarque 7.1. Notons que ce formalisme est fort utile puisqu’il permet de traiter & la fois
les contraintes égalité et inégalité. En effet, si K est réduit au singleton {0}, on obtient une
contrainte de type égalité.

Pour présenter la notion de Lagrangien augmenté, on va réutiliser le formalisme introduit par
Guy Cohen dans [12]|. Ce cours traite plutot de la dimension finie et n’aborde pas les problémes
d’optimisation de forme.

Dans un premier temps, nous allons expliquer comment est construit le Lagrangien augmenté,
Pappliquer & notre cas simple (cas d’une contrainte égalité), puis tenter de comprendre de fagon
un peu heuristique en quoi cette fonctionnelle apporte (souvent) de bonnes propriétés algorith-
miques.

Modifions quelque peu les hypothéses faites sur Y. Supposons dorénavant que Y n’est plus
seulement un espace de Banach mais un espace de Hilbert, ce qui nous permet d’identifier Y &
son dual Y.

Définition 7.2. On se donne un paramétre positif b. On définit le Lagrangien augmenté du
probléeme (7.1) par :
ﬁb: ExY — R
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ot Cp(y, 1) est définie pour tout y €Y et p €Y' par :

1

déf
0™ sup (<aty> —gpllu— i) (7:2)
weK+

Remarque 7.2. L’application (, s’appelle la régularisée concave de Yosida-Moreau. Par
définition , la régularisée convexe de Yosida-Moreau fi, d’une fonction f : X — R, avec X,
un espace de Hilbert (de norme induite ||.||) est le résultat de l'inf-convolution de cette fonction
avec la fonction quadratique bQ, ot Q : x — ||z||?/2. Plus précisément, c’est la fonctionnelle fi,
définie par :

i) = g £+ glle —olP?)

;
zeX
fv posséde de bonnes propriétés. Par exemple, si f est conveze et semi-continue inférieurement,
de domaine non vide et sous-différentiable en un point, alors sa réqularisée de Yosida-Moreau est
convexe, partout continue et différentiable. De plus, sa dérivée est lipschitzienne de constante au
moins 1/b.

La fonction fy est partout inférieure ou égale & f, mais leurs argmin sont égau.

La transformation qui nous intéresse ici est la régularisée concave de Yosida-moreau. Il est aisé
de transposer la notion de régularisée convexe. On obtient la formule définissant (.

On voit donc un premier intérét ¢ l'introduction de cette notion. On observe un gain de régularité
et les probléemes sont équivalents. Ces résultats sont rappelés dans le lemme ci-dessous.

Le théoréme qui suit établit un lien, dans le cadre de I’optimisation de forme entre la minimisation
du Lagrangien, trés classique en optimisation sous contraintes, et la minimisation du Lagrangien
augmenté. La preuve est détaillée dans [2].

Théoréme 7.1. Conditions d’optimalité du lagrangien augmenté.

i Soit (Q*, u*), un point selle local du Lagrangien L dans € x K*. Alors, (0%, u*) est un
point selle local du Lagrangien augmenté Ly dans € XY et :

Ly(S%, ) = LY, 7).

it Réciproquement, si (0, u*) est un point selle local du Lagrangien augmenté Ly dans € XY,
alors (%, 1*) € Eaq x KT et ce couple vérifie :

(1, G())yry =0,
(dL(2%),0) > 0,V0 € WL2(RN) : Tty > 0,V € [0, 0], QFy € E.,

De plus,
Ly, %) = LI, ).

Avant d’adapter cette introduction un peu générale du Lagrangien augmenté & notre cas, on
donne a présent quelques arguments un peu heuristiques permettant de mieux comprendre son
role souvent bénéfique dans les algorithmes d’optimisation :
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e La régularisée de Moreau-Yosida est différentiable (qui plus est de gradient Lipschitzien), ce
qui est largement préférable du point de vue numérique.

e Nous souhaitons implémenter des algorithmes de minimisation de type gradient. Or, 'opé-
ration de régularisation améliore le conditionnement de la fonction duale. Une convergence
plus rapide de la suite maximisante des multiplicateurs de Lagrange peut donc étre espérée
lorsque cette suite est construite a partir du Lagrangien augmenté plutdt qu’a partir du La-
grangien ordinaire. On peut méme dire que plus la constante b > 0 est grande, meilleur est le
conditionnement de la fonction duale (qui donne les contraintes), et de méme, meilleure est la
convergence des variables duales. Cependant, dans ce domaine, il existe un compromis dans le
choix de b. En effet, si b est choisi trop grand, c’est le conditionnement du probléme primal :

min £y(€, A)

qui se dégrade, et donc sa difficulté de résolution qui augmente.

e Enfin, dans le cas ou l'on minimise une fonctionnelle non convexe, 'intérét de 1'utilisation
du Lagrangien augmenté est plus flagrant. En effet, grace a cette techique, on peut espérer
(au moins localement) récupérer un saut de dualité malencontreux. Moralement, on utilise
des paraboloides concaves au lieu d’hyperplans dans le cas du Lagrangien pour "ausculter"
I’épigraphe d’une fonction, ce qui peut se révéler ingénieux.

On présente maintenant 1’algorithme de résolution du Lagrangien augmenté, algorithme qui sera
plus amplement détaillé dans la section 7.1.2.

Algorithme du Lagrangien augmenté

i Initialisation.
Choisir Qg € £ et pg € K.
On se fixe également 7 > 0 et egt0p.

ii Itération k.
On cherche Q1 tel que :

Lop(Qpeq1, ) < Lo(Qpe, i)
Qk+1 eé&.

On pose alors pu 1 = pug + 3 [+ (e + 0G(Qpr1)) — g
iii Critére d’arrét.

Si [[tk+1 — px]] < Estop, 'algorithme s’arréte.
Sinon, on revient a |'étape précédente.
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Expression du Lagrangien augmenté dans notre cas

Rappelons que J désigne la fonctionnelle définie par :

5@ =24 | Jetuw)Pda,
Q
ol u désigne la solution du systéme de Navier-Stokes :

—pAu+Vp+Vu-u=0 xe€Q, ie{l,23}

divu=0 x €N
u=1ug xe kb
u=20 xel

—pn+ pe(u) - n=—-pn x€S,
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ol p* > 0 est un réel fixé, et ug désigne un profil de vitesses parabolique. Nous avons vu dans
le chapitre 5, que la condition en sortie traduit globalement une condition sur les contraintes en

pression appliquées au systéme (peu ou prou p ~ p* sur S).

d désigne la dimension de l’espace affine dans lequel nous nous plagons. On se fixe un réel
strictement positif V. On supposera dans toute la suite que E et S sont des parties de la

frontiére 02 fixées :

e en dimension 2, on suppose que ce sont des réunions de segments ;

e en dimension 3, on suppose que ce sont des réunions des disques.

On note IIg (resp. IIg), la réunion des hyperplans contenant par E (resp. S).
On cherche a résoudre le probléme d’optimisation :

min J(12)
Qe Oada

ou O,q désigne :

def
Oad =

On a démontré que la dérivée de forme du critére J a pour expression :

@I, V) = 2u [ (c(u) s £(v) = () (V- m)ds,

{Q ouvert simplement connexe de R? : mes )=V, UgNQ=FE, lIsNQ =25, } .

ot v est la solution du probléme adjoint (dont on a montré, pour de grandes viscosités, existence

et unicité dans la proposition 6.2 du chapitre 6) :

—puAv+ (Vu)l v —Vv-u+Vg=—2uAu xcQ
divv =0 x €
v=0 xce EFUT
—qm+pe(v) - n+ (u-n)v—2pus(u) - n=0 xS

Puisque 'on cherche & résoudre un probléme d’optimisation sous contrainte, on a vu dans la
section 7.1.1 qu’il convient en fait de minimiser le Lagrangien de ce probléme, ou mieux le

Lagrangien augmenté a chaque itération.
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La contrainte est ici une contrainte de type égalité. Si on pose K = {0}, alors Y = KT = R,
puis I+ = I, I'identité. 1l s’ensuit :
E = {Q ouvert simplement connexe de R3 : IlyNnQ =E, II;NQ =5, }
G() = mes (Q) —TR’L = / dz — TR*L

Ead = {QGS:G(Q)e—K?:{Qe&G(Q):O}

LQ,p) = J(Q)+pG(Q)

Finalement, le Langrangien augmenté £, a pour expression :

£(0,10) & J(9) + 4G(@) + 3 (GO)),

avec 2 € Ouq, p € R et b > 0.

Remarque 7.3. Cette écriture s’obtient aisément, puisque l’on est ramené a déterminer la borne
supérieure d’une fonction de R dans R. En effet, dans ce cas, la réqularisée de Yosida s’écrit :

1
G(y,pu) = sup <u’y — Z—b(u — u’)2>
ueR

_ Lo
= my+ oy

Plus précisément, le probléme d’optimisation & résoudre a chaque itération est donc le suivant
pour un paramétre b > 0 bien choisi et un multiplicateur de Lagrange p,, donné :

min Ly (82, tim)
Qef,

avec :

Ly(Q, 1) = J(Q) + p (mes (Q) — 7R?L) + g (mes () — 7TR2L)2 .

Il est alors aisé de déterminer la dérivée de forme de cette fonctionnelle. Elle s’écrit, compte-tenu

du fait que (dVol, V) = /(V.n)ds :
T

(dLp(Q, ), V) = /1“ 20 (e(u) : e(v) — |5(u)|2) + g+ b (mes (Q) — 7TR2L)] (V-n)ds.| (7.4)

Le gradient de forme de £ est donné par :
VL (Q, ) = [2p (e(u) : e(v) — |z—:(u)|2) + p+ b (mes (Q) — 7TR2L)] n. (7.5)

Remarque 7.4. La méthode du Lagrangien augmenté peut étre associée a une classe d’algo-
rithmes dite de « pénalisation exacte ». En effet, on aurait tort de penser que la bonne fagon
de faire est de choisir le parameétre b le plus grand possible. Comme cela a été mentionné précé-
demment, il existe un subtil compromis a trouver dans le choixz de b permettant une résolution
satisfaisante des problémes primal et dual. On peut se référer par exemple a [6].
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7.1.2 Mise en ceuvre d’un algorithme de type gradient
Dans cette partie, on va détailler la mise en ceuvre de I'algorithme du Lagrangien augmenté.

Dans la section 7.1.4, on va s’intéresser & la description d’une itération de cet algorithme. Au
préalable, rappelons quelques résultats démontrés dans le chapitre 6.

| Déformation du domaine]

L’idée va consister a construire une suite de domaines (€2, )men ou plus précisément a déformer
le bord latéral a chaque itération de I'algorithme.

On appelle I';, le bord latéral obtenu & l'itération m € N*.

On se donne donc un domaine €, C R? ainsi qu'un multiplicateur de Lagrange u,, € R obtenus
a litération m de l'algorithme visant & chercher la forme optimale. La question est la suivante :

Comment va-t-on déformer Q,,, afin que J(Qp11) < J(Q) ?

Puisque l'on cherche a implémenter un algorithme de type gradient, on va chercher €, 11 sous
la forme :
Q1= +emVm)(Qm),

ol Vi, un champ de vecteurs a choisir astucieusement et e, est le pas. Il peut étre choisi
constant, optimal, ou variable. C’est cette derniére possibilité qui semble la plus raisonnable
ici. En effet, un pas constant risque de poser rapidement des problémes de convergence, un pas
optimal risque d’étre fort ardu a déterminer. En revanche, il existe de nombreuses régles (Wolfe,
Armijo, dichotomie, etc.) pour déterminer un pas de déplacement raisonnable dans la direction
donnée par le gradient du Lagrangien augmenté associé au probléme d’optimisation considéré.

On désigne par {M]" }1<k<a,, 'ensemble des nceuds du maillage du domaine €, a I'itération m,
ay, désignant le nombre total de noeuds. L'idée consiste & déformer le maillage { M }1<k<aq,, afin
d’obtenir un nouveau maillage {M ]:;n+1}1SkSam .1, dont on pourra aisément recréer la géométrie
Q1 correspondante. Le mode Moving mesh de Comsol permet justement d’appliquer a tous
les points d’un maillage un déplacement déterminé par 1’utilisateur et de reconstituer ensuite la
géométrie correspondant a ce nouveau maillage.

On cherche donc a déterminer une application dyy,, définie sur €,,, telle que les points { M ,Z”H H<k<ami1
s’obtiennent de la facon suivante :

M+t = M + dim (M),

en confondant par commodité d’écriture un point avec ses coordonnées.
d,, va étre construite comme la solution d’une équation aux dérivées partielles. Une premiére
idée consiste a chercher dy, qui vérifie :

dm\rm = _v£b(Qma ﬂm)-

Ca n’est pas cette idée que nous avons retenu. Pour déterminer une direction de descente dy,
qui soit acceptable, il est préférable de rechercher un produit scalaire by, (.,.) sur Q,, et a choisir
d,, solution de I'équation écrite sous forme variationnelle :

b (dm, W) = — V Ly, o) - wds, Yw € B(Qy,),
Tm
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ou B(Q,,) désigne l'espace de Hilbert induit par le produit scalaire by, (.,.).

Le principe de cette méthode, parfois appelée « préconditionnement du gradient » est assez
ancien. On 'évoque dans [1] et [43]. Plus récemment, les auteurs de I’article [19] Pappliquent a
des problémes de design optimal. Puisque b,(.,.) est un produit scalaire, on aura alors :

0< bo(dmrdm) = — [ VLo Qs tm) - dyndls = / 1V Ly, 1)l
T T'm

= —(dLp(Qpmy thm), dim)-

Reste donc & choisir un produit scalaire qui nous apporte de bonnes propriétés numériques.

Une idée naturelle consiste & choisir by,(.,.) qui coincide avec le produit scalaire L?(,,). Les
auteurs de [19], qui appliquent notamment ces techniques a la segmentation d’images, expliquent
dans leur article que ce choix est souvent peu judicieux. On peut avoir dans ce cas de mauvaises
surprises dues notamment au fait que I'équation aux dérivées partielles résultante n’est pas
toujours bien posée.

Ils conseillent de choisir by, (.,.) coincidant avec le produit scalaire H'(£2,,) (éventuellement avec
des poids). C’est donc ce produit scalaire que nous avons utilisé pour déterminer d,y,. Des essais
numeériques sont d’ailleurs exposés dans [19] pour valider ce choix.

Revenons au calcul de d,,. Nous recherchons d,, comme la solution de :

(dm; W) g1(Q,) = — VLy( Qs o) - Wds, YW € B(Qy,),
T

avec B(Q,) = {we H'(Qp) : W), s =0}, puisque E et S sont des disques fixés (donc le
déplacement sur ces disques doit étre nul). Il est d’ailleurs classique, d’aprés le théoréme de Lax-
Milgram, qu’un tel probléme posséde une solution unique, et d’aprés les théorémes classiques de
régularité, la solution d'une telle équation mise sous forme variationnelle est dans [H?(£2,,)]® au
moins.

Puisque pour tous w € B(Qy,) et y € [H2()]?, on a d’aprés la formule de Green :

Y, W)@ = /Q Vy:dea:—k/Q y - wdz

= — Ay-wdx—i—/ 8—y-wds—k/ y - wdz.
Qun Fman m

Par conséquent, dy, est solution de ’équation aux dérivées partielles :

—Adp +dm =0 x € Q,

dy, =0 xecFEUS

m 7.6
od,, (7.6)

X = me m I‘m
o VL, im) X €

Maintenant que nous sommes fixés sur la méthode utilisée pour déformer le domaine, nous allons
écrire I'algorithme complet du Lagrangien augmenté.

Remarque 7.5. Une remarque sur linitialisation de 'algorithme du Lagrangien augmenté.

Si l’on respecte 'algorithme, on est censé choisir de fagon arbitraire le premier multiplicateur de
Lagrange pg. En fait, il est possible d’initialiser l'algorithme de facon plus astucieuse. En effet,
on a vu que le domaine 0y est un point selle de l'application :

Q — Eb(Qa NO)a
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ol o a €té choisi au préalable. Par conséquent, 0y vérifie V.Ly(Q1, o) = 0 sur Ty, qui se rééerit :
VJ(Q) + [po + b (mes (1) — 7R?L)] n =0 sur [y

Multiplions cette égalité par n et intégrons sur I'1. On obtient :

fl“1 VJ(Q1) - nds
Mo = —
fFl ds

— b (mes () — 7TR2L) .

Une idée (un peu heuristique ici car aucun autre calcul n'a été effectué pour s’assurer de la
pertinence de cette démarche, fondée sur le fait que la forme du domaine varie peu d’une itération
a autre) consiste donc a choisir comme initialisation du multiplicateur de Lagrange :

fFo VJ(Qp) - nds
Mo = —
fFo ds

— b (mes (Qo) — 7TR2L) .

On va a présent formuler I'algorithme de résolution du probléme de minimisation (6.5).
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Algorithme de résolution numérique du probléme (6.5)

(a)

(g)

Choisir ¢ € € et g = —

i Initialisation.

fFo VJ(Qp) - nds

T s — b (mes (Qo) — 7TR2L).

On se fixe également 7 > 0 et eg0p.

i Itération m. p,, est connu.

Résolution du probléeme de Navier-Stokes (et stockage de sa solution uy,) :

—pAUm + Vpm + Vum -um =0 x€Q,,, i €{1,2,3}

div uy, =0 X € Qn
tm = (0,0, 252 (a? + 23— R?)) x€E
um =0 xely,
—pmn + pe(yy) -n = —p*.n X €S,

Résolution du probléme adjoint (et stockage de sa solution vy,) :

— AV + (Vum)T “Vin — VVm - Um + V@i = —2ulAuy, x€Q—m

div viy, =0 X € Q
—@mn + pe(Vim) N+ (Um - )V — 2p6(uy,) -n =0 x e 8.

Calcul de la quantité scalaire :
B VLY ) -1
= 2u(e(um) : e(vmm) — |z—:(um)|2) + tm + b (mes (Q,) — 7TR2L) .

Détermination du déplacement d,,, comme la solution de |'équation :

—Adp+dmm =0 x€Q,

dn =0 xe FUS
dm

Détermination de ¢,,, un pas faisant décroitre le Lagrangien augmenté, par exemple a
I'aide d'une régle de Wolfe.

Détermination du domaine 2,41 :
Qnr1 = (I + emdin) ().
Réinitialisation du multiplicateur de Lagrange :

Lot = P + T (mes (Qnt1) — 7TR2L)

iii Critére d’arrét.
Si || pm+1 — pm || < Estop, I'algorithme s’arréte.
Sinon, on revient a |'étape précédente.
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Donnons une précision sur 'étape (e), de recherche du pas dans l'algorithme précédent. On
peut par exemple utiliser I'algorithme de Wolfe (1969), mais il existe maintes autres possibilités
(regle de Goldstein, dichotomie, méthode de la section dorée, interpolation parabolique, etc.).
Plagons-nous & une itération m, avec m € N*.

On introduit la fonction ¢ définie sur un intervalle [0, 7n[, avec n > 0 par :

Q(p) d:éf Ly ((I + pdm)(Qm)> :um) .

Il s’ensuit d’ailleurs, d’aprés la régle de composition des différentielles que ¢ est dérivable au
voisinage de 0 et que :
q/(O) = (dLp(Qm, pm ), dm)-

Le principe de cette méthode est de se fixer deux réels mq et mg tels que 0 < mq < mg < 1 et
de rechercher un pas € qui vérifie :

{ q(p) < q(0) +m1pq'(0)
'(p) >

Voici la description de cet algorithme :

‘Algorithme de recherche du pas em‘

i, et dy, sont connus. On calcule ¢(0) = Ly(2y,) et ¢'(0) = (ALp(2n), dm)-
On choisit m; et my tels que 0 < m; < mg < 1 (par exemple m; = 0,1 et mg = 0,7).
Onpose p=1, p- =0, py =0.
On évalue ¢(1) (voir méthode dans la description de I'itération k).
i Itération k. Tant que g(p) > q(0) + m1pg'(0) ou ¢'(p) < maq'(0) :
On détermine QF = (I + pdm)(Q), puis on résout le probléme :

—pAuk +VpE +vuk uk =0 xeQF, ie{1,2,3}

m>
div uX, =0 x € QF,
uk = (0,0, B=p0 (o2 4 2f R2)) x€E
uk =0 x Tk
—pkn+ pe(uk) -n=—p*.n xes,

On évalue alors q(p) = Ly(F,, 11m).

(a) Sig(p) > q(0) +mipq'(0), on pose py — p;

(b) Sinon, si g(p) < q(0) +m1pq'(0) et ¢'(p) < m2q’(0), on pose p_ « p.
Si py =0, alors p «— 2p_;

p—tr+
—
il pm, est le premier réel vérifiant ¢(p) < ¢(0) + m1pqd’(0) et ¢'(p) > maq'(0).

Sinon, si py > 0, alors p «—

Remarque 7.6. Cette méthode de recherche du pas est cotteuse, puisqu’elle nécessite quelques
résolutions d’un systéme de Navier-Stokes. En pratique, il est toujours intéressant de commencer
a regarder si l'algorithme du gradient a pas constant parvient a faire décroitre la fonctionnelle
Q — Ly(Q, ), au moins pour les premiéres itérations de l’algorithme du Lagrangien augmenté,
plutot que d’utiliser immédiatement un algorithme de recherche du pas. En général, au voisinage
d’un optimum (local) et aprés quelques itérations, une méthode de recherche du pas doit étre mise
en place, car autrement, on n’observe pas toujours de convergence.
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7.1.3 Un mot sur la technique...

Commengons par dire un mot sur le logiciel utilisé et plus précisément, sur la méthode de
résolution des équations de Navier-Stokes.

Résolution des équations de Navier-Stokes‘

Il existe plusieurs fagons de résoudre les équations de Navier-Stokes. L’implémentation numé-
rique de lalgorithme du Lagrangien augmenté nécessite, a chaque itération (au moins une fois)
la résolution numérique d’un systéme de Navier-Stokes dans la nouvelle géométrie. Le logiciel
Comsol propose un solveur d’éléments finis pour de telles équations.

Nous avons choisi aprés plusieurs essais des différents solveurs proposés de résoudre le systéme
de fagon directe. Autrement dit et & la différence d’une méthode itérative par exemple, cette
méthode consiste & résoudre le probléme en discrétisant ’équation du mouvement et I’équation
de continuité (div u = 0). On obtient alors un systéme linéaire de grande taille (3N x 3N en
2D, 4N x 4N en 3D, o N désigne le nombre de nceuds du maillage) que 1'on doit résoudre. Le
principal défaut de cette approche réside dans le fait que ’espace mémoire nécessaire est trés
important.

Par ailleurs, un autre des inconvénients d’une telle méthode provient du fait que la matrice de
rigidité est généralement trés mal conditionnée. Il est cependant possible de pallier cette difficulté
en utilisant une méthode de préconditionnement astucieuse. Dans notre cas, on a donc utilisé :

e Une méthode directe de discrétisation par éléments finis, de type Lagrange P1 et P2.

e La routine UMFPACK pour résoudre le systéme linéaire obtenu.
UMFPACK signifie « Unsymmetric MultiFrontal Package ». Il s’agit d’une librairie regroupant
un ensemble de routines permettant de résoudre les grands systémes linéaires creux, & ’aide
d’une factorisation LU particuliére.

e Une méthode de Newton modifiée pour traiter le terme non linéaire dans Navier-Stokes.

On peut également dire un mot sur la résolution des deux autres problémes via Comsol. Le
probléme adjoint est linéaire et ressemble fort & un probléme de Stokes (on peut le voir comme une
équation aux dérivées partielles de Navier-Stokes linéarisée). Comsol posséde un environnement
permettant de programmer la résolution d’un systéme d’équations écrites sous forme faible. C’est
ainsi que nous résolvons le probléme adjoint, toujours avec des éléments finis de lagrange P1 et
P2. On résout de la méme facon les équations donnant le déplacement du maillage.

Le cofit d’une itération dans ’algorithme du Lagrangien augmenté est essentiellement celui de
la résolution du systéme de Navier-Stokes. En effet, comme on pouvait s’y attendre, I'espace
mémoire occupé par la résolution des problémes linéaires et leur temps de calcul est trés rai-
sonnable et les principales difficultés surviennent lorsque le nombre de Reynolds du systéme de
Navier-Stokes est élevé (régime turbulent).

‘Déformation de la géométrie a chaque itération

Deux possibilités s’offrent & nous pour créer une géométrie & partir de I’ancienne. On peut :

e soit utiliser une fonction de Comsol appelée mesh2geom, qui permet de recréer une géométrie
a partir d’un maillage déformé en utilisant le mode moving mesh de Comsol. L’inconvénient
de cette méthode est que I'on a parfois, dans la pratique de mauvaises surprises car Comsol
n’arrive pas toujours & gérer des maillages un peu irréguliers. Cet inconvénient est aussi lié au
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fait que ’on utilise une boite noire en appelant cette fonction, et que 'on n’a pas la possibilité
d’en comprendre réellement les rouages.

e soit de programmer nous-mémes une petite fonction permettant de déformer le maillage. Ce

script s’est avéré efficace, en particulier pour réaliser des simulations en trois dimensions, cas
dans lequel la fonction mesh2geom ne nous a pas donné entiére satisfaction.
Une des difficultés purement technique dans 1’écriture de cette fonction réside dans le fait
que Comsol retourne la solution de toutes les équations aux dérivées partielles (Navier-Stokes,
probléme adjoint et déplacement du mailage) sous la forme d’un unique vecteur de grande taille.
Il s’agit alors d’associer a chaque indice des nceuds du maillage, la valeur correspondante du
déplacement du maillage.

7.1.4 Zoom sur la premiére itération de 1’algorithme du Lagrangien augmenté

On va exposer le résultat de simulations numériques décrivant la premiére itération de l'algo-
rithme du Lagrangien augmenté, tel qu’il a été décrit dans la section précédente. Pour se fixer
les idées, on va considérer ’exemple d’un arbre dichotomique de deux générations.

Dans la section 7.2.5, nous chercherons & déterminer quel est ’arbre dichotomique minimisant
I'énergie de dissipation dans le cas de Iinspiration. A titre d’exemple, nous avons détaillé la
premiére itération de l'algorithme dans ce cas.

Voici la géométrie initialisant l'algorithme du Lagrangien augmenté, dont nous donnerons la
solution numérique dans la section 7.2.5.

Fi1G. 7.1 — Un exemple de géométrie maillée - cas de l'inspiration

On va afficher le résultat de chacune des étapes de la premiére itération de l'algorithme du
Lagrangien augmenté :
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i Résolution du probléme de Navier-Stokes.

Surface: Velocity field [m/s] Arrow: [u, v] Max: 7.596

7

Min: 3.358e-7&

FIG. 7.2 — Résolution du probléme de Navier-Stokes - 1° itération de I’algorithme

On a d’ailleurs représenté (sous forme de fleches) les profils de vitesse aux entrées et sorties
de cette structure. Le sens des vecteurs vitesse nous confirme qu’il s’agit bien du cas de
Iinspiration. On retrouve un profil de vitesses parabolique pour chacune des composantes
connexes de l'entrée F, ce qui n’est pas le cas & la sortie ot 'on a imposé une condition au
bord du type o(u,p) -n = —p*.n.

ii Résolution du probléme adjoint.

Surface: Velocity field [m/s] Arrow! [u, V] Max: 5,00
5

4.5

r 135

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 0

F1G. 7.3 — Résolution du probléme adjoint - 1% itération de I’algorithme
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iii Détermination du déplacement.

On a représenté ci-dessous I'application @ — R4
x +— |doll2

Surface: sqrt(u3.A2+u4.A2) Max: 37.579

35

30

F 125

r 720

F 15

10

FIG. 7.4 — Représentation de la norme euclidienne du déplacement - 1€ itération de 1’algorithme

Dans les zones bleu-foncé, il n’y a aucun déplacement. En revanche, les zones dans lesquelles
on observe des couleurs chaudes sont celles ou les déformations de la géométrie seront les
plus importantes.

iv Détermination du pas

Recherche du pas

234

233 1

2321

2311

2301

2291

2281

227 r

226
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7 0.8 0.8 1

107

FIG. 7.5 — Représentation de p — L,((I + pdo)(Q0), po) - 1% itération de I'algorithme
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Sur la figure 7.5, on a représenté 'application

;1078 — R,
p > J((I+ pdo)(£))-

Il est aisé, d’aprés le profil de ce graphe, d’obtenir une valeur de p qui fait diminuer le critére,
4 l'aide d’une méthode de recherche du pas, comme cela a été décrit précédemment.

7.2 Quelques résultats numériques en 2 dimensions

A chaque itération de l'algorithme du Lagrangien augmenté, il faut réussir a faire décroitre
le Lagrangien augmenté associé au probléme que 'on considére, en nous fixant la valeur du
multiplicateur de Lagrange. Dans ’algorithme que nous avons présenté dans la section 7.1.2,
nous avons choisi, pour faire décroitre 1’énergie, d’utiliser une méthode de Wolfe de recherche
du pas. Cette méthode s’est avérée probante dans tous les cas, bien que le colt des calculs se
soit souvent révélé important. En effet, & chaque itération de 'algorithme, il est nécessaire de
résoudre en moyenne une dizaine de problémes de Navier-Stokes. La durée de convergence des
algorithmes est donc trés grande pour cette raison (quelques jours en général). C’est pourquoi,
dans les simulations, nous avons utilisé des nombres de Reynolds raisonnables (de l'ordre de
quelques centaines).

Nous avons donc a chaque fois testé également un simple algorithme de gradient & pas constant.
Dans le cas du coude par exemple, cela permet de réduire grandement le colt des calculs, et
I’algorithme converge alors en une trentaine de minutes. Dans le cas de I'arbre dichotomique en
expiration, c’est également cette méthode qui a été privilégiée en raison de sa grande rapidité.

Pour tous les autres exemples présentés dans cette section, une technique de recherche du pas
s’est avérée nécessaire.

7.2.1 Un cas test : optimisation d’un coude

\

S

FiG. 7.6 — L’exemple d’un coude
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On a souhaité de prime abord tester 'algorithme et le code présentés dans la premiére partie de
ce chapitre sur une géométrie trés simple : celle d’'un coude. On place 'entrée E, et la sortie S
de cette structure comme indiqué sur la figure 7.6.

Nous avons obtenu des résultats tout & fait satisfaisants. Nous avons observé une trés bonne
convergence de l'algorithme, & la tolérance souhaitée, et surtout un temps de calcul trés faible
(de lordre de quelques dizaines de minutes).

Volume - Cas du coude Critere - Cas du coude

1435

143

1.425

1415

141

1,405 0.3
0

F1G. 7.7 — Variations : du volume (& gauche) et du critére J (& droite) dans le cas d’un coude

La prise en compte d'une contrainte de type égalité dans un algorithme est un probléme en
général difficile du point de vue numérique. Ici, la méthode du Lagrangien augmenté semble
tenir compte de la contrainte de fagon satisfaisante comme en témoigne la figure 7.7.

L5

0.5

F1G. 7.8 — Géométrie finale obtenue dans le cas d’un coude
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La géométrie finale obtenue n’est pas vraiment une surprise. Elle semble étre la solution la plus
naturelle pour minimiser la dissipation d’un fluide a travers cette géométrie.
On appelle Qgpa, la géométrie finale, g, la géométrie initiale. On gagne largement sur la géo-
métrie initiale :
J(Qfina1) — J (o)
J(0)
Remarquons que dans ce cas, la géométrie finale semble étre celle qui relie le plus directement

(presque en ligne droite) l'entrée a la sortie. Nous constaterons un phénomeéne différent dans le
cas du tube.

x 100| ~ 60%.

7.2.2 Le cas du tube

Dans la section 6.5.3 du chapitre 6, nous avons démontré que le cylindre n’est pas optimal pour
dissiper I’énergie de viscosité, donnée par le critére J(Q2). Ici, le calcul numérique s’est avéré
difficile & exploiter, probablement en raison du fait que 'optimum n’est pas trés éloigné du
cylindre, ce qui se traduit par de faibles valeurs du gradient de forme du critére V.J(£2) tout au
long de l'algorithme. La conséquence est qu’il est difficile pour I'utilisateur de choisir la valeur
du paramétre b, ainsi que celle du multiplicateur de Lagrange initial. En effet, si 'on donne au
moment de 'initialisation trop de poids aux contraintes, on n’observe presque aucune variation
de la géométrie, I'algorithme cherchant & respecter & tout prix I’égalité de volume. Inversement,
si 'on ne donne pas assez de poids & cette contrainte, 'algorithme aura tendance a gonfler le
tube. Numériquement, nous avons constaté que le fait d’augmenter le volume de la géométrie
permet de réduire I'énergie de dissipation.

Afin de contourner ces difficultés, il nous a semblé intéressant de modifier I’expression du La-
grangien augmenté :

def J(€2) mes (€2) b (mes () 2
L@ ) = J (o) T e (Qo) 2 <mes (QO)> ’

ou Jy = J(Qp), et de considérer des valeurs de b proches de 'uniteé.

D’une certaine fagon, cela correspond & une normalisation. L’'intérét de ceci est qu’au début de
I’algorithme, un poids identique est donné au critére et a la contrainte.

Conscients de cette difficulté, il nous a paru raisonnable, de prime abord, de vérifier numérique-
ment le résultat principal du chapitre 6, a savoir que le cylindre (le tube ici) ne minimise pas le
critére J a volume fixé.

Pour nous en convaincre, nous avons créé une famille de domaines de méme volume : 7R2L, &
I’aide de splines, dépendant du paramétre e, comme dessiné sur la figure 7.9.

On fait varier le paramétre e, et on détermine pour chaque domaine obtenu 1’énergie de dissipa-
tion correspondante que 1'on notera J(e). Le graphe 7.10 représente 1’écart relatif entre J(e) et
I’énergie de dissipation Jy du cylindre € :

On peut constater que ce quotient devient négatif pour des valeurs du paramétre e de 'ordre
de 0,09. Par conséquent, on gagne (en terme de minimisation de I’énergie de dissipation) sur la
géométrie initiale. L écart relatif a la géométrie initiale est alors environ de 0,5 %.
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Fi1G. 7.9 — Une famille de domaines de méme volume que le cylindre

0.7

FiG. 7.10 — Graphe de e — %O_JO x 100

Une autre fagon numérique de vérifier que le cylindre n’est pas optimal consiste & tracer le graphe
de l'application :

9: ' — R
x v
on |

La condition d’optimalité du cylindre au premier ordre est énoncée dans la section 6.5.3. Elle
stipule que ¥ doit étre constante si le cylindre est un point stationnaire. La figure 7.11 montre
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que ¢a n’est pas le cas. Elle représente cette application sur I'une des deux composantes connexes
de T'. C’est suffisant ici, car nous avions démontré une propriété de symétrie (axiale dans le cas
2D), prouvant que l'on obtient ici le méme graphique selon que I'on choisit 'une ou lautre de
ces composantes.

De méme, en représentant la norme du déplacement obtenu aprés une itération de ’algorithme
du Lagrangien augmenté, on se rend compte que celui-ci est non nul sur I'. Ces arguments
numériques rejoignent donc le résultat énoncé dans le théoréme 6.8. C’est ce que traduit la figure
7.11.

v2/an

0.005
Surface: sqrt(u3 A2+ud.A2) Armow: [u, v] Max: 0.200

H r’f_i‘\_;

5 016 -0.005
014

-0.01

-0.015

w2X [1/s]

-0.025

0.02 -0.03

|
|
|
|
\

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

it 2 64e-55 0,035

1 2 3 4 5 6
Arc-length

FIG. 7.11 — A gauche, la représentation du déplacement dg, et & droite, le graphe de 1

Passons enfin au probléme d’optimisation sur le tube résolu par l'algorithme du Lagrangien
augmenté. On a tout naturellement choisi comme géométrie initiale €2, le cylindre, représenté sur
la figure 7.11. La figure 7.12 représente la géométrie obtenue aprés un grand nombre d’itérations
de I’algorithme du Lagrangien augmenté.

La figure 7.13 représente les variations du critére J et du volume tout au long de la mise en ceuvre
de P’algorithme. Ici, on remarque que le volume se stabilise autour de la valeur V; attendue. A
l'itération 0, le critére J vaut 1 (grace a la normalisation que nous avons évoquée précédemment).
On constate une forte diminution dans les premiéres itérations due & 'augmentation du volume
du tube. Au final, et au vu des graphes, il ne semble pas complétement clair que 1’on ait atteint
un point selle du Lagrangien. En revanche, on constate que ’on est parvenu a faire décroitre le
critére d’environ 1,0720 %.

D’autres simulations vont étre réalisées pour compléter celles-ci.



7.2. QUELQUES RESULTATS NUMERIQUES EN 2 DIMENSIONS 157

FI1G. 7.12 — Géométrie finale obtenue dans le cas d’un tube

Variations du critera dans ce cas du tube Variations du volume dans ce cas du tube

0.996 11025

11,02

0.994
11.015

0.992 11.01

11.005

0.99

10.995
0.988

10.99

0,988 10.985

10,98
0.984

10.975

0.982 10.97
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

FIG. 7.13 — A gauche, la représentation du critére J, et a droite, celle du volume

7.2.3 Retour sur le probléme de la modélisation de ’arbre bronchique

Souvenons-nous des résultats obtenus dans la section 5.2.2 dans laquelle nous nous posions la
question de la modélisation de I’arbre bronchique : ot placer I'entrée de 'arbre, E (dans laquelle
on suppose connu le profil de vitesse du fluide, de type parabolique), et méme question pour la
sortie (pour laquelle les contraintes sont supposées connues). Un calcul sur un modéle un peu
simple, en régime de Poiseuille, nous avait laissé & penser que la configuration de la figure 7.14
n’était pas acceptable.
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-0.03 S S

-0.07 -0.06 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 001 002 003 004 005 006 007

F1G. 7.14 — Géométrie initiale dans le cas de la mauvaise configuration

Cette fois, nous ne nous plagons plus en régime de Poiseuille, mais choisissons de modéliser des
fluides dont I'écoulement est régi par les équations de Navier-Stokes. Si on cherche a utiliser
I’algorithme du Lagrangien augmenté, on obtient encore ce résultat : il semble que le probléme
d’optimisation (7.3) n’ait pas de solution et qu’une suite minimisante de domaines possible tende
& fermer une des branches de 'arbre.

-0.07 -0.06 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

F1G. 7.15 — Géométrie finale dans le cas de la mauvaise configuration : une des branches se ferme

La figure 7.15 représente le résultat de I'algorithme du Lagrangien augmenté aprés un grand
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nombre d’itérations. Cela nous conforte dans 'idée que le choix des entrées et sorties adapté au
cas de l'arbre bronchique est celui qui est représenté sur la figure 7.16

0.03
002

0.01

-0.03 E E

-0.07 -0.06 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 001 002 003 004 005 006 007

Fi1G. 7.16 — La bonne configuration

L’optimisation de la forme d’un tel arbre sera étudiée dans les sections 7.2.4 et 7.2.5.

Nous avons mis en évidence, dans la section 5.1.3, des différences d’ordre mécanique entre les
phénoménes d’inspiration et expiration. Dans les sections 7.2.4 et 7.2.5, nous résolvons sépa-
rément le probléme consistant & optimiser la forme de ’arbre bronchique pour chacun de ces
phénoménes.

e Dans le cas de ’expiration : le profil des vitesses est colinéaire au vecteur normal a I’entrée
et de méme sens.

e Dans le cas de I’inspiration : le profil des vitesses est colinéaire au vecteur normal a I’entrée
et de sens contraire.
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7.2.4 Optimisation de I’arbre bronchique : cas de ’expiration
Considérons un arbre dichotomique de deux générations, en deux dimensions, qui, méme s’il
correspond & un modéle trés basique d’arbre bronchique, va nous apporter, en premiére approxi-

mation, des indications sur les critéres ayant pu influencer géométriquement poumon. On a résolu
le probléme de Navier-Stokes dans une telle géométrie sur la figure 7.17.

Surface: Velacity field [m/s] Arrow: [u, v] Max: 7.884

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
Min 1.031e-44

FiGg. 7.17 — Initialisation de 'algorithme - cas de I'expiration

On a représenté sur cette figure le champ des vitesses sur les deux composantes connexes de FE
(on notera d’ailleurs que le profil est parabolique) et sur la sortie, ce qui nous confirme que nous
traitons bien le cas de 'expiration (I'air est expulsé de 'arbre). On va utiliser cette géométrie
pour initialiser ’algorithme du Lagrangien augmenté.

La figure 7.18 représente les différentes valeurs du critére J et du volume de la géométrie obtenues
au cours des itérations de ’algorithme du Lagrangien augmenté. Au final, la contrainte de volume
semble bien respectée et le critére a décru de 37 % environ. De plus, on obtient on obtient une
géométrie qui n’est pas sans rappeler 'arbre bronchique, représentée sur la figure 7.19.

On constate par exemple que I'angle de bifurcation entre la branche mére et les branches filles a
diminué (il valait initialement 180°) et s’est rapproché de I’angle entre la trachée et les branches
filles, bien qu’il reste un peu plus élevé. Dans le poumon, cet angle est de ’ordre de 60°. Il convient
de toute facon de rester prudent car nous n’avons considéré ici qu’un modéle en deux dimensions
et nous n’avons pas tenu compte des autres générations. Nos observations demanderaient & étre
validées par des tests en trois dimensions. Ce travail est d’ailleurs en cours.
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Variations du volume Variations du critere |
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FIG. 7.18 — A gauche, la variation du volume et & droite, la variation du critére .J (Expiration)

F1G. 7.19 — La géométrie finale obtenue dans le cas de 'expiration

7.2.5 Optimisation de ’arbre bronchique : cas de ’inspiration

Etrangement, le cas de l'inspiration est beaucoup plus difficile. En effet, le fait d’inverser le
sens de parcours du fluide dans cette géométrie rend le systéme de Navier-Stokes beaucoup plus
compliqué & résoudre. Physiquement, le fluide dépense plus d’énergie pour se déplacer vers les
entrées de 'arbre. On a utilisé la méme géométrie que dans le cas de ’expiration pour initialiser
I’algorithme d’optimisation, représentée sur la figure 7.20.
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Surface: Velocity field [m/s] Arrow: [u, v] Max: 7.603
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F1G. 7.20 — Initialisation de 'algorithme - cas de 'inspiration

La figure 7.21 représente une fois de plus les différentes valeurs du volume et du critére, en
fonction des itérations de l'algorithme.
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FiG. 7.21 — A gauche, la variation du volume et & droite, la variation du critére .J (Inspiration)
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Le nombre d’itérations avant convergence de l’algorithme est plus important que dans le cas
de l'inspiration. Rappelons de plus que ce calcul est trés long, car la recherche du pas variable
nécessite a chaque itération de résoudre plusieurs problémes de Navier-Stokes.

La derniére géométrie calculée par I'algorithme, proche de 'optimum (numérique) de ce probléme,
est donnée sur la figure 7.22.

Fi1G. 7.22 — La géométrie finale obtenue dans le cas de 'inspiration

On remarque ici qu’a convergence de l'algorithme, les géométries finales ne sont pas les mémes
selon que l'on s’est placé dans le cas de l'inspiration ou de I’expiration. Cela peut signifier que
nous n’avons pas choisi le bon critére, ou bien qu’une approche multicritére donnerait peut-étre
des géométries finales similaires pour l'inspiration et ’expiration.

Nous resterons prudents quant & la notion d’optimum, car nous n’avons pas prouvé son existence.
Dans le meilleur des cas, nous pouvons espérer que le calcul de I’énergie dans la géométrie «
finale » donne une bonne approximation de la borne inférieure de 1’énergie dans la classe de
domaines admissibles considérée. Cela étant, il est également possible qu’elle retourne un point
selle du Lagrangien augmenté qui n’est pas I'optimum cherché. C’est ce qui semble se produire
ici. En effet, appelons Qf inepi, la géométrie finale obtenue a l'aide de I'algorithme du Lagrangien
augmenté dans le cas de I'inspiration, et 2 cypi, celle obtenue dans le cas de I'expiration. Dans
cette derniére géométrie, si I'on modifie les conditions & ’entrée de sorte que 'on se place dans
le cas de l'inspiration, et que ’on évalue le critére, on trouve :

J(Qfexpi) = 675,169
J(Qinspi) = 842,6835.

Qf expi est donc meilleure que Qf n4pi, y compris dans le cas de I'inspiration, au sens oi

J(Qf expi) < J(Qf inspi)-
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7.3 Perspectives proches

L’implémentation de ’algorithme pour traiter des géométries en 2 dimensions a donné des ré-
sultats assez satisfaisants, et on a observé sa convergence dans la plupart des cas. Son défaut
principal réside dans le fait qu’il nécessite un grand nombre de résolutions de systémes de type
Navier-Stokes, ce qui rend le calcul souvent trés cotiteux.

Des simulations en 3 dimensions sont en cours et devraient nous confirmer les résultats constatés
pendant I'étude des cas 2D.

A terme, il pourrait étre également intéressant de confronter le critére que nous avons obtenu &
un autre critére type « perte de charge », faisant intervenir la pression du fluide.



Conclusion et perspectives

Dans ce manuscrit de thése, nous avons essayé de comprendre 'origine de certaines formes du
vivant, plus précisément de certaines fibres nerveuses de type axone ou dendrite dans la premiére
partie, puis de la partie supérieure de ’arbre bronchique dans la seconde.

La premiére partie de ce travail a été inspirée par les travaux de Steven Cox (Rice University,
Texas), mathématicien ayant lui-méme travaillé sur la question de la modélisation et de ’analyse
des équations de transport du message électrique a travers une fibre nerveuse. Les deux critéres
envisagés ont été choisis a partir de ses publications et au terme d’une discussion avec lui. Nous
avons recherché la forme de la fibre :

e minimisant 'atténuation du message au cours du temps dans le chapitre 3.
e minimisant l'atténuation du message entre le début et la fin de la fibre (atténuation en espace)
dans le chapitre 4.

Récapitulons les résultats obtenus sous forme d’un tableau.

Fibre connectée au soma Fibre connectée & d’autres fibres

Atténuation temporelle | une solution unique : le cylindre pas de solution
Atténuation en espace | une solution unique : le cylindre | une solution unique : le cylindre

Dans le cas d’une fibre connectée a d’autres fibres, il a été non seulement possible de mon-
trer que le probléme consistant & rechercher la forme qui minimise 'atténuation temporelle du
message électrique, n’a pas de solution, mais également d’exhiber des suites minimisantes au
comportement singulier, et fort peu réalistes d’un point de vue biologique.

Au terme de ce travail, il n’est pas aberrant d’affirmer que la forme cylindrique d’une fibre
nerveuse peut s’expliquer comme étant celle qui minimise ’atténuation du message entre le
début et la fin de la fibre. C’est une réponse possible a notre problématique initiale, mais ¢a
n’est bien shr pas la seule, et d’autres interprétations des résultats mathématiques que nous
avons obtenus seraient possibles. Nos objectifs initiaux ont été atteints puisque nous sommes
parvenus a résoudre de fagon théorique les quatre problémes d’optimisation (correspondant a
loptimisation de deux critéres pour deux modéles de fibres) que nous nous étions fixés.

La deuxiéme partie de ce travail a été initiée par des discussions avec Yvon Maday (Labora-
toire Jacques Louis Lions, Paris), responsable d’'une ACI sur le poumon de septembre 2003 a
septembre 2006, et Bertrand Maury (Laboratoire de Mathématiques, Université Paris-Sud), tous
deux trés au fait des questions relatives & sa modélisation. Ils nous ont proposé plusieurs critéres
plausibles, parmi lesquels 'énergie de dissipation. Benjamin Mauroy (Université Paris 7), avec
qui les résultats numériques de cette thése ont été obtenus, nous a également fait profiter de ses
connaissances sur ces questions préliminaires et essentielles & notre travail.
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Le résultat théorique principal de cette partie est présenté dans le chapitre 6. On montre que le
cylindre ne minimise pas I’énergie de dissipation d’un écoulement régi par un systéme de Stokes
ou Navier-Stokes lorsque le profil des vitesses & 'entrée est supposé parabolique, qu’on impose des
conditions sur les contraintes en sortie et des conditions de non glissement sur la paroi latérale.
On a vérifié que ce résultat était vrai en deux et trois dimensions.

Nous avons illustré ce résultat dans le chapitre 7 et proposé des simulations sur ’arbre bronchique.

Ce sujet est riche de questions difficiles, et beaucoup d’interrogations restent encore sans réponse.
Voici quelques pistes de recherche qu’il serait intéressant de développer a plus ou moins court
terme :

e Compléments d’étude du critére présenté dans ce manuscrit (minimiser I’énergie
de dissipation).

Dans le cas de 'optimisation de la forme d’un tube, il serait intéressant d’obtenir des informa-
tions sur les propriétés de symétrie de 'optimum. On sait que le minimiseur, s’il est régulier,
est symétrique par rapport & un plan passant par l'axe vertical. Peut-on espérer mieux, par
exemple une symétrie cylindrique 7 Les résultats présentés dans la section 6.5.2 dans le cas ot le
fluide est régi par les équations de Stokes semblent indiquer qu’on doit s’attendre uniquement
4 une symeétrie par rapport & un plan.

e Etude d’un autre critére, par exemple la perte de charge.

Yvon Maday nous a également proposé d’étudier le critére suivant, représentant la perte de
charge entre ’entrée et la sortie d’'un conduit :

J(Q) % /S p(s)ds — [E p(s)ds = /E pnads

L’étude théorique de ce critére a été débutée : elle consiste & proposer un cadre fonctionnel dans
lequel le probléme adjoint de Navier-Stokes, solution de ’équation aux dérivées partielles :

—u(Av+Vdivv)+ (Vu)l - v—Vv-u+Vg=0 xeQ

divv =gy x €
v=0 xe EUuTl (77
—qm+ pe(v) -n+ (u-n)v—2us(u) - n=0 xeS.

oil ¢ désigne la distribution définie sur H'(2) par
o: HY(Q) — R
£ [ras— [ ras
S E
est bien posé.

Nous avons de plus évalué la dérivée de forme d’un tel critére en introduisant comme pré-
cédemment un état adjoint. Les mémes problématiques que celles qui ont été soulevées dans
les chapitres 6 et 7 se posent. Il est également naturel de se demander si les techniques uti-
lisées pour implémenter numériquement l’optimisation du critére « énergie de dissipation »
s’adapteront & ce nouveau critére.

Ces travaux seront poursuivis dans les mois & venir et devraient permettre d’ouvrir une dis-
cussion sur la pertinence et le choix des critéres adaptés & notre modéle d’écoulement de Iair
au sein de 'arbre bronchique.
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