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Extended abstract

UTOMATION of mathematical reasoning has achieved a high level of maturity so that
A it is now possible to formalize big proofs like the one of the four-color theorem
by Georges GONTHIER (2005), or to prove the software correctness of the most modern
airplanes (Patrick Cousor, 2007). If the automated search for a proof can be seen as
a computation, the proofs themselves can include some calculations. For instance, the
original proof by Kenneth ApPEL, Wolfgang HAKEN and John KocH (1977) of the four-
color theorem uses a computer to check that a finite number of cases can be four-colored,
the proof written by hand consisting in showing that these cases are enough to get the
whole result. The completely formalized proof by Georges GONTHIER (2005) with the
help of Benjamin WERNER in Coq' reflects also this fact, and makes extensive use of
computations, through the computational-reflection method. It is therefore of higher
importance to be able to represent computations faithfully in proof systems. In many
modern proof assistants, computations are done either through axiomatization or with
the help of a A-calculus with inductive types. The former is not well adapted for proof
search, because there is no clue what axiom is needed and at what moment in the proof.
The latter may seem enough, because it is the base of functional programming language
a la ML. However, this often constraints functions to be defined by structural induction,
and one may want more liberality in these definitions. It is well accepted that rewriting
provides a model for computations that is simple, flexible and executable, and that has
been extensively studied. It is therefore no surprise that the integration of rewriting
techniques in proof assistants is an active research field. Isabelle? offers for instance the
possibility to simplify goals using rewrite rules.

The need to better understand interconnections between computation and deduction
leads Gilles DOWEK, Thérese HARDIN and Claude KIRCHNER (2003) to propose a formal-
ism in which those are clearly identified. In the so called deduction modulo, deduction
rules are applied modulo some congruence over formulee that represents the computa-
tions. This congruence is better represented by means of a rewrite system which rewrites
terms and also formule. Although this idea can theoretically be applied to any kind
of deductive system, it is often used with inference systems for first-order logic, such
as the natural deduction and the sequent calculus of Gerhard GENTZEN (1934). This
comes from the fact that higher-order logic can be encoded in first-order logic modulo,
as shown by Gilles DOWEK, Thérése HARDIN and Claude KIRCHNER (2001).

"ttp://coq.inria.fr/
’http://isabelle.in.tum.de/
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Extended abstract

The aim of this thesis is to study how the integration of computation in deductive
systems, in particular through deduction modulo, may help at simplifying proofs. Nu-
merous systems have been introduced since the early work of Gottlob FREGE on the
formalization of proofs. One of the principal objective of their conception was to sim-
plify the building of proofs. Nevertheless, as far as we know, none of these takes explicitly
into account the notion of simplicity of a proof, except the framework of the abstract
canonical systems of Nachum DERSHOWITZ and Claude KIRCHNER (2006); Maria Paola
BoNAcINA and Nachum DERSHOWITZ (2007a). Simplicity is but a crucial property of
proofs, either from the point of view of a mathematician, which will seek the mathemat-
ical beauty of simple proofs, or from the point of view of automated theorem provers,
which find simple proofs more easily. David HILBERT seemed to agree with this idea,
because he apparently envisaged to include the study of the simplicity of proofs in his
famous list of twenty-three problems, as found out by Riidiger THIELE (2003). The
notion of simplicity is of course highly subjective, and may vary whether one considers
the position of a mathematician or the one of an automated theorem-proving tool. In
this thesis, we focus mostly on the perspective of mechanized theorem provers. We have
particularly highlighted three criteria.

We have firstly investigated the admissibility of cut. A deduction mechanism needs
to be analytic, that is, inference rules should only need the information provided by the
current goal. This is for instance the case in the sequent calculus without cut, because
rules are determined by the formulae occurring in the sequent. This implies that the proof
search is more restricted, because it is not needed to guess extra formulee as in the case of
the cut rule. The tableau method is based on this fact and can be seen as a proof search in
the sequent calculus without cut. The admissibility of cut, i.e. the fact that every sequent
that can be proved with cuts can be proved without, is therefore crucial to show the
completeness of these methods. It is but not always true in deduction modulo, as shown
by Gilles DOWEK et al. (2003). We even prove in this thesis that the admissibility of cut
is undecidable in deduction modulo. To overcome this issue, we propose a completion
procedure that transforms a rewrite system such that the sequent calculus modulo the
final rewrite system admits cut. Indeed, Gilles DOWEK (2003) has shown that when
only terms are rewritten, and not formulae, the admissibility of cut is equivalent to the
confluence of the rewrite system. In that case, if the sequent calculus modulo does not
admit cut, that means that the rewrite system is not confluent, and one may use the
standard completion procedure of Donald KNUTH and Peter BENDIX (1970) to get an
equivalent rewrite system which is confluent, and the sequent calculus modulo this system
will admit cuts. In the case where formulee can be rewritten, the equivalence is no longer
true, so that we propose another completion procedure based on the abstract-canonical-
system framework of Nachum DERSHOWITZ and Claude KIRCHNER (2006); Maria Paola
BoNAcCINA and Nachum DERSHOWITZ (2007a). This framework is developed upon an
well founded ordering over proofs, representing their quality or their simplicity. This



Extended abstract

ordering induces notions of completeness, redundancy and critical proofs, and abstract
completion procedure are build on these. We have proved that deduction modulo can
be seen as an instance of this framework where critical proofs are proofs with a cut. The
instantiation of the abstract completion procedure eliminates the need for such proofs,
so that the sequent calculus modulo the rewrite systems produced by this procedure
does admit cuts. Besides, this study has led us to show how to transform a first-order
theory into a rewrite system such that proving using deduction modulo this rewrite
system is equivalent to proving in the theory. The completion procedure is described
accurately enough to be implemented, what we did using the language TOM/OCaml.
This implementation includes also a tableau method for deduction modulo based on
the work of Richard BoNICHON and Olivier HERMANT (2006b). All this work is fully
detailed in the paper (Guillaume BUREL and Claude KIRCHNER, 2008).

We then study the length of the proofs as a simplicity criterion. This is of course
an important criterion for practical purposes: short proofs will be found earlier for
obvious reasons, and furthermore they are better to share and to maintain from a proof-
engineering viewpoint. This study has also a theoretical interest, because it can be
linked with complexity issues such that the famous question whether P=NP. The initial
interrogation that led us to investigate this is a problem formulated by Kurt GODEL and
proved later by Rohit PARIKH (1973), Jan KRAJICEK (1989) and Samuel Buss (1994):
proofs in i + 1%%-order arithmetic are unboundedly shorter than proofs in i*"-order arith-
metic. As mentioned above, it is possible to encode higher order logic in first-order
systems modulo while preserving the length of proofs. Using deduction modulo there-
fore appears as a way to circumvent the speedup between different orders of arithmetic.
Indeed, we show how to get such speedups in deduction modulo, and we propose two
length-preserving encodings of higher-order arithmetic in deduction modulo: the first
one encodes all higher mechanisms with the help of a very simple rewrite system (finite,
terminating, confluent, left-linear); the second extends the work of Gilles DOWEK and
Benjamin WERNER (2005) and presents higher-order arithmetic as a purely computa-
tional theory, that is, we define a rewrite system such that the formulese proved in the
deduction modulo this system corresponds exactly to the valid sentences of higher-order
arithmetic. The results corresponding to this part are available in the paper (Guillaume
BUREL, 2008a).

The length-preserving encodings of higher-order logics in deduction modulo led us to
study the logical order as a simplicity criterion. Indeed, first-order logics are considered
to be more close to implementations, and they have been extensively studied so that
they are also more easily understood. For instance, to implement the A-calculus, one
often use of a calculus of explicit substitutions, which is expressible in first-order logic.
Another perspective was to show that deduction modulo, or related formalisms such
as superdeduction (Benjamin WACK, 2006; Paul BRAUNER, Clément HOUTMANN and
Claude KIRCHNER, 2007b), can be used as logical framework. In other words, it should
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be possible to encode every inference system into deduction modulo as was done for
the inference system for HOL by Gilles DOWEK et al. (2001). To justify this claim, we
have encoded every functional pure type systems, which are generic type systems for
the A-calculus used as the foundations of most of the theorem provers, into supernatural
deduction, which is an extension of natural deduction with new rules derived from a
rewrite system over formulae and which can be related with natural deduction modulo.
This is a step further the work of Denis COUSINEAU and Gilles DOwWEK (2007), who
encode pure type system into AIl modulo, that is a very simple pure type system used in
deduction modulo. We therefore argue how first-order logic can be used as a base lan-
guage to check proofs developed in other systems. We also enlighten a link between proof
normalization in the pure type system and in its encoding in supernatural deduction.
These results can be found in (Guillaume BUREL, 2008b).

All these results tends to convince that deduction modulo, or related formalisms such
as superdeduction, are appropriate for mechanized proof search. For fully automated
proof search, the completion procedure we developed and the work on the length of proofs
provide a way to obtain complete and efficient proof search method. For interactive proof
search, superdeduction can be used to simulate interactive provers, at least their pure-
type-system part. The logical-framework aspect may also let superdeduction be used
as a joint between heterogeneous part of a proof developed on several theorem-proving
tools.



Chapitre 1

Introduction

Quelle est la différence entre un
psychotique et un névrotique ?

Le psychotique est celui qui sait que
242 font 5 et qui s’en fout.

Le névrotique est celui qui sait que
242 font 4 et ¢a le rend malade.

Pierre DESPROGES

LUS encore que linvention de l'outil, qui parait relever avant tout de 'artisanat,
P c’est celle de I'agriculture qui semble faire entrer définitivement 1’étre humain dans
I’histoire de I’automatisme : de chasseur-cueilleur se nourrissant au hasard des rencontres
il développe un mécanisme lui permettant d’obtenir plus ou moins automatiquement
des moyens de subsistance. Il est souvent considéré que cette découverte a constituée
une étape importante dans I’émancipation de 'homme vis-a-vis de son milieu naturel.
Toutefois, certains rétorquent qu’au contraire I’étre humain s’est retrouvé dépendant de
son champ et des nouvelles taches qu’il doit y accomplir, et arguént que le travail apparu
conséquemment demande un temps bien supérieur a celui requis pour la recherche de
nourriture des chasseurs-cueilleurs. Il est bien évident que ’objectif de cette thése n’est
pas de trancher entre ces deux points de vue, et de déterminer si oui ou non ’automatisme
constitue un réel progres pour I’humanité. Nous nous contenterons de constater que
I’histoire humaine s’est accompagnée d’un nombre toujours croissant d’automatisations
qui ont touchés des domaines de plus en plus vaste. En particulier, on retrouve dans
la formalisation du raisonnement, telle qu’on peut la trouver des la Gréce antique dans
les travaux de I’école d’ARISTOTE, une tentative de mécanisation des productions de
lesprit a l'aide de regles simples. Cette formalisation a fait d’importants progres grace
aux travaux précurseurs de Gottlob FREGE dans la deuxieme moitié du X1x€ siecle. David
HILBERT s’est alors demandé s’il est possible de modéliser I’ensemble des raisonnements
mathématiques a ’aide d’un nombre fini de principes de bases clairement identifiables.
Les années 1930 ont été témoins d’importantes avancées, avec I'introduction par Gerhard
GENTZEN de systemes formels de déduction toujours utilisés aujourd’hui mais aussi
avec le fameux théoreme d’incomplétude de Kurt GODEL qui répond par la négative a
Iinterrogation de David HILBERT, puisqu’il dit que tout systeme logique suffisamment



Chapitre 1 Introduction

puissant n’est pas capable de montrer ou de réfuter certains énoncés, notamment sa
propre cohérence. Ces années ont également vue la naissance de I’ordinateur, qui a permis
de mettre en ceuvre de maniere effective les techniques d’automatisation. La logique a
bien entendu profité de cet apport, et on trouve aujourd’hui des logiciels qui permettent
d’effectuer des démonstrations de facon totalement formelle.

De nombreux formalismes ont ainsi été proposés pour représenter les démonstrations
mathématiques. Un certain nombre de ces formalismes sera présenté au fil de ce manus-
crit. Les objectifs principaux avancés pour motiver 'introduction de ces formalismes sont
d’une part la tentative de se rapprocher du raisonnement mathématique et de son ex-
pressivité et d’autre part de faciliter la recherche de démonstration mécanisée, que cette
derniére soit entierement automatisée ou qu’elle nécessite une interaction avec 1'utilisa-
teur, comme dans le cas des assistants a la démonstration. Ces formalismes répondent
donc a une certaine volonté implicite de simplification de la construction des démonstra-
tions. Néanmoins, & notre connaissance, aucun d’entre eux, hormis le cadre des systémes
canoniques abstraits de Nachum DERSHOWITZ et Claude KIRCHNER (2006); Maria Paola
BoNAcCINA et Nachum DERSHOWITZ (2007a), ne prend explicitement en compte la sim-
plicité des démonstrations. Il s’agit pourtant d’un caractere important, que ce soit du
point de vue du mathématicien qui recherchera la beauté associée a une démonstration
simple, ou du point de vue de la machine, qui ne sera capable a priori de démontrer
que les démonstrations les plus simples dans un temps donné. Des recherches épisté-
mologiques de Riidiger THIELE (2003) ont montré que David HILBERT s’est intéressé a
cette thématique, et qu’il aurait méme un temps envisagé de 'inclure dans sa célebre
liste de vingt-trois théorémes qu’il a présenté au début du siecle dernier (1901). Il va
de soit que la notion de simplicité est éminemment subjective, et qu’elle peut méme
différer suivant les objectifs recherchés. Ainsi, il semble probable que I'on n’utilisera pas
les mémes criteres pour un mathématicien ou pour un logiciel de démonstration auto-
matique. Dans cette these, on se placera avant tout du point de vue de la recherche
mécanisée de démonstration.

Si la recherche automatique de démonstration s’apparente a du calcul, il est également
possible de faire intervenir du calcul dans les démonstrations elles-mémes. Par exemple
la démonstration du théoreme des quatre couleurs, telle qu’elle a été présentée originel-
lement par Kenneth APPEL, Wolfgang HAKEN et John KocH (1977), utilise 'ordinateur
pour vérifier un certain nombre de cas dont il a été au préalable démontré qu’ils suffisent
pour entrainer la véracité du théoreme. Il est aujourd’hui possible de formaliser entiere-
ment de telles démonstrations, et c’est ce qu’a fait Georges GONTHIER (2005), avec I’aide
de Benjamin WERNER, dans l’assistant de démonstration Coq'. On retrouve également
dans cette démonstration formelle I'importance du calcul. En effet, elle utilise de fagon
cruciale la technique dite de réflexion calculatoire, qui consiste a programmer une procé-
dure de décision pour une partie du probléeme a traiter et d’utiliser implicitement cette

"http://coq.inria.fr/
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procédure dans la partie calculatoire des démonstrations pour vérifier certains sous-buts
(cf. Samuel BOUTIN, 1997). On voit donc I'importance de bien intégrer le calcul dans les
systemes de démonstrations. Dans le cas de Coq, on peut utiliser le A-calcul avec types
inductifs. On peut considérer que c’est suffisant, puisque les langages de programmation
fonctionnelle du type ML ne contiennent pas plus. Toutefois on peut avoir envie d’ex-
primer le calcul & ’aide de mécanismes différents, pour par exemple sortir du schéma
habituel des fonctions définies par induction structurelle. Il est reconnu que la réécriture
est un formalisme qui permet & la fois d’avoir une description simple et exécutable du
calcul, mais aussi d’offrir une souplesse au niveau de la définition des fonctions a calculer.
De plus, ce formalisme a été abondamment étudié, tant d’un point de vue théorique que
pratique. Il n’est donc pas étonnant que ’on cherche & ajouter des aspects de réécriture
dans les assistants & la démonstration. Ainsi, dans Isabelle?, il est possible de réécrire le
but a démontrer pour le simplifier, chaque égalité démontrée pouvant servir de regle de
réécriture.

Récemment, Gilles DOWEK, Thérése HARDIN et Claude KIRCHNER (2003) ont intro-
duit un nouveau formalisme pour étudier la combinaison entre déduction et calcul : la
déduction modulo. Se fondant sur le principe d’Henri POINCARE, qui stipule qu’il faut
bien distinguer dans les démonstrations les parties purement déductives des parties fai-
sant intervenir le calcul, I'idée est alors d’appliquer les étapes du raisonnement modulo
une congruence sur les formules logiques qui représente le calcul. Une des manieres de
représenter cette congruence est alors d’utiliser la réécriture. Cette technique peut s’ap-
pliquer sur la plupart des systemes de déduction, mais on préférera en général I’appliquer
a des systemes pour la logique du premier ordre, c’est-a-dire la logique dans laquelle on
ne raisonne que sur les objets eux-mémes, et non pas sur les propriétés. Ceci a essentiel-
lement pour raison qu’il a été démontré par Gilles DOWEK, Thérese HARDIN et Claude
KIRCHNER (2001) que la logique d’ordre supérieure, dans laquelle on peut prendre en
compte les propriétés des objets, peut étre encodée en logique du premier ordre en tra-
vaillant modulo un systeme de réécriture. Dans cette these, nous allons étudier quels sont
les bénéfices que peut apporter I'utilisation de la déduction modulo pour la simplicité
des démonstrations.

Guidés par I'objectif de mécanisation des démonstrations, nous avons retenus princi-
palement trois critéres qui témoignent de la simplicité des démonstrations. Le premier
de ces criteres est I’admissibilité des coupures. Dans une démonstration, il est possible
de faire des détours : pour montrer une formule P, il est possible de démontrer d’abord
une certaine formule @, puis de démontrer que cette formule ) implique P. On appelle
un tel détour une coupure. Pour un outil de démonstration automatique, ceci n’est pas
satisfaisant car il faut alors « deviner » la formule . On dit alors qu’une telle démons-
tration n’est pas analytique, parce que les étapes de déduction utilisées ne dépendent pas
uniquement des formules que 'on est en train de démontrer. Un systeme de déduction

’http://isabelle.in.tum.de/
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admettra alors les coupures si toutes les formules qu’il peut démontrer peuvent ’étre sans
coupure. Quand Gerhard GENTZEN (1934) introduit son calcul des séquences?, le théo-
reme principal (Hauptsatz) qu’il démontre est justement I’admissibilité des coupures. Si
on se place dans le cadre de la déduction modulo, ’admissibilité des coupures n’est plus
garantie, comme 'ont démontré Gilles DOWEK et collaborateurs (2003). Nous montrons
ici que cette propriété est méme indécidable en général.

Nous avons alors cherché le moyen de contourner cette difficulté. Gilles DOWEK (2003)
a démontré que si le systeme de réécriture modulo lequel on se place ne réécrit que des
termes (et non pas aussi des formules comme cela peut étre le cas en général en déduction
modulo), alors I’admissibilité des coupures est équivalente a la confluence du systeme
de réécriture. Dans ce cas, pour avoir un systeme de déduction qui admet les coupures,
il faut donc rendre le systeme de réécriture confluent. C’est justement ce que fait la
complétion standard de Donald KNUTH et Peter BENDIX (1970). Dans le cas général ou
on peut également réécrire des formules, ’équivalence entre confluence et admissibilité
des coupures n’est plus vraie. On est toutefois tenté de trouver une généralisation de
la complétion standard qui permette de modifier un systéme de réécriture de facon a
ce que la déduction modulo le systeme final admette les coupures. C’est ce que nous
avons fait, en nous reposant sur le cadre théorique des systémes canoniques abstraits de
Nachum DERSHOWITZ et Claude KIRCHNER (2006); Maria Paola BONACINA et Nachum
DERSHOWITZ (2007a). Ce cadre est fondé sur I'introduction d’un ordre bien fondé sur les
démonstrations qui représente leur qualité ou leur simplicité. A partir de cet ordre sont
dérivées des notions de complétude, de saturation et de redondances qui permettent de
définir des procédures de complétion abstraites. Le but de ces procédures est de transfor-
mer un systéeme pour pouvoir construire avec le systeme final toutes les démonstrations
minimales, les meilleures donc. Nous montrons que ’on peut instancier le cadre des sys-
temes canoniques abstraits par une variante du calcul des séquences modulo, de facon a
ce que les démonstrations minimales soient sans coupure. L’instance de complétion abs-
traite qui en résulte permet donc d’obtenir des systemes de réécriture pour lesquels la
déduction modulo admet les coupures. Au passage, 'instanciation fournit un algorithme
qui transforme toute théorie de la logique classique du premier ordre en un systéme
de réécriture tel qu’il est équivalent de démontrer des formules dans la théorie ou mo-
dulo le systeme de réécriture. Nous présentons également une implémentation de cette
procédure de complétion.

Si 'admissibilité des coupures est une propriété intéressante du point de vue de la re-
cherche automatique de démonstrations, elle a aussi ses limites. Par exemple, les démons-
trations sans coupure peuvent étre plus longues que les démonstrations avec. Richard

3Nous préférons traduire les Sequentz de Gerhard GENTZEN (1934) par le terme « séquences », comme
on peut le trouver chez Robert FEYS et Jean LADRIERE (1965) ou chez Jean LARGEAULT (1971),
plutét que d’utiliser le néologisme « séquent » qui provient d’un détour par I’anglais. L’usage de ce
dernier est néanmoins largement répandu dans la communauté.



STATMAN (1978) a ainsi démontré que dans le cas de la logique propositionnelle, cer-
taines formules ont une démonstration de taille polynomiale en calcul des séquences avec
coupures mais au mieux exponentielle sans coupure. Nous nous sommes donc intéressés
a la longueur des démonstrations comme second critere de simplicité. Il est évident que
d’un point de vue pratique, il est important de pouvoir construire des démonstrations
courtes : ce sont celles qui seront trouvées le plus rapidement (puisqu’il faut compter
au moins le temps de les construire), et de plus elles seront plus faciles & communiquer
et probablement plus aisées a maintenir dans le cadre de l'ingénierie de la démonstra-
tion. La longueur des démonstrations a également une importance d’un point de vue
théorique, puisqu’elle peut étre reliée a des problemes de complexité, comme la célebre
question P#£NP 7. On peut a ce propos par exemple lire la préface par Rohit PARIKH de
la traduction en anglais d’un article de Kurt GODEL (1986) sur ce sujet. C’est cet article
qui énonce le théoreme suivant sans donner de démonstration : il existe des formules
valides en arithmétique d’un certain ordre ¢ dont les démonstrations les plus courtes en
arithmétique d’ordre 7 sont plus longues de fagon non bornée que les démonstrations les
plus courtes en arithmétique d’ordre i+ 1. En d’autres termes, non seulement ’arithmé-
tique d’ordre 7 + 1 permet de démontrer plus de formules que celle d’ordre ¢, mais elle
offre également des démonstrations infiniment plus courtes de certaines formules démon-
trables a l'ordre inférieur. Ce théoréme a été démontré par Rohit PARIKH (1973) pour
i = 1 avec une définition de l'addition et de la multiplication a ’aide de prédicat ter-
naires. Il a été étendu par Jan KRAJICEK (1989) & tous les ordres, et Samuel Buss (1994)
I’a démontré pour les définitions plus naturelles de I'addition et de la multiplication a
I’aide de symboles de fonction.

Comme nous ’avons indiqué ci-dessus, la logique d’ordre supérieur peut-étre enco-
dée au premier ordre en déduction modulo. De plus, cet encodage préserve la taille
des démonstrations. Il semble donc que la déduction modulo permette de dépasser les
réductions de tailles des démonstrations qui apparaissent en augmentant ’ordre en arith-
métique. En effet, nous montrons qu’il est relativement simple de réduire la taille des
démonstrations grace a la déduction modulo, sans méme se placer dans le cadre de ’arith-
métique d’ordre supérieur. Nous avons toutefois aussi cherché a encoder 'arithmétique
d’ordre supérieur en déduction modulo du premier ordre, en prenant soin de conserver la
taille des démonstrations. Pour cela, nous avons définis deux systéemes de réécriture : le
premier, tres simple d’un point de vue calculatoire, encode tous les mécanismes d’ordre
supérieur ; le second, qui étend le premier, permet de se passer de toute théorie axio-
matique : 'arithmétique d’ordre supérieur est équivalente a la déduction en logique du
premier ordre pure modulo ce systéeme. On obtient donc des systemes de déduction du
premier ordre qui produisent des démonstrations qui sont de méme longueur que celles
des systemes d’ordre supérieur qui leur correspondent.

L’encodage pour la déduction modulo que nous donnons de I'ordre supérieur en arith-
métique est fondé sur un travail de Florent KIRCHNER (2006) qui utilise un systeéme



Chapitre 1 Introduction

de substitutions explicites. Celui de la logique d’ordre supérieur par Gilles DOWEK et
collaborateurs (2001) repose aussi sur l'utilisation d’un tel calcul. En régle général, il
semble donc que la déduction modulo associée a un calcul de substitutions explicites per-
met d’encoder n’importe quel systeme d’inférence. La déduction modulo apparait donc
comme un cadre logique, c’est-a-dire, selon la définition de Frank PFENNING (1996), un
méta-langage pour la spécification de systeme de déduction. Pour justifier cette affir-
mation, nous proposons une méthodologie qui indique comment trouver le systeme de
réécriture qui permet d’encoder un systeme d’inférence. Pour des raisons de commodité,
nous ne nous plagons pas en déduction modulo, mais dans le formalisme de la surdé-
duction introduit par Benjamin WACK (2005) et étendu par Paul BRAUNER, Clément
HouTMANN et Claude KIRCHNER (20070), qui lui est équivalent. Nous appliquons cette
méthodologie a une large classe de systemes de type pour le A-calcul, a savoir les systemes
de type purs fonctionnels. Du fait de I'isomorphisme de CURRY-HOWARD, ces systemes
de type servent souvent de base aux assistants a la démonstration. Ainsi, les premieéres
versions de Coq reposaient sur le calcul des constructions qui est un systéme de type
pur, méme si on y a depuis rajouté des types (co-)inductifs. Un des intérét de fournir
un encodage des systemes de type purs est donc d’obtenir un langage universel pour
la vérification des démonstrations, qui sera donc la logique du premier ordre modulo.
Cet objectif a déja été atteint par Denis COUSINEAU et Gilles DOWEK (2007), qui ont
encodés les systémes de type purs fonctionnels dans le systeme AIl modulo. AIl, parfois
appelé AP ou LF, est un systeme de type pur tres simple. Toutefois, si AII modulo peut
étre utilisé pour vérifier des démonstrations produites par des assistants a la démons-
tration différents, il n’est toujours pas possible de faire s’échanger des démonstrations
entre assistants. L’encodage dans un systeme du premier ordre semble résoudre ceci, car
il existe des outils, comme Fellowship* de Claudio SACERDOTI COEN et Florent KIRCH-
NER, qui permettent de partager des démonstrations en logique du premier ordre entre
différents assistants & la démonstration (a savoir Coq et PVS® pour l'instant dans le cas
de Fellowship). En plus de cet intérét vis-a-vis de la coopération entre assistants a la
démonstration, 'encodage des systemes de type purs en surdéduction permet également
d’envisager une meilleure compréhension de ceux-ci, puisque nous conjecturons un lien
entre la normalisation des démonstrations dans un systeme de type pur et dans son
encodage. Cela ouvre également des perspectives concernant la recherche automatique
de démonstration, via les outils de démonstration automatique dérivés de la déduction
modulo.

*http://www.lix.polytechnique.fr/Labo/Florent.Kirchner/fellowship/trunk/
Shttp://pvs.csl.sri.com/
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Plan de la these

Dans un premier chapitre (chapitre 2), nous introduisons toutes les notions qui seront
utiles pour ce manuscrit. En particulier, nous esquissons des définitions de base comme
celle de la réécriture ou du A-calcul, et nous tentons de formaliser ce qu’est une logique.
Nous définissons ce qu’est un systeme de déduction et nous présentons les systemes
d’inférence usuels pour la logique du premier ordre. Nous en discutons 1’équivalence
ainsi que quelques propriétés, en particulier I’élimination des coupures du calcul des
séquences.

Dans le chapitre 3 nous examinons les relations entre calcul et déduction. Nous com-
mengons par parler de 'isomorphisme de CURRY-HOWARD qui établit une équivalence
formelle entre une démonstration et un programme (représenté sous la forme d'un A-
terme), la formule démontrée correspondant alors au type du programme. Pour intégrer
le calcul au niveau des formules a démontrer, et pouvoir utiliser ainsi le calcul dans les
démonstrations, une possibilité est alors de supprimer la distinction entre programme et
type, ce qui engendre les A-calculs avec types dépendants. Nous présentons en particulier
la définition des systemes de type purs, qui sont une classe de tels calculs. L’autre ap-
proche pour intégrer le calcul dans les démonstrations est celle de la déduction modulo
qui consiste a appliquer les regles de déduction modulo ce calcul. Nous introduisons un
certain nombre de variantes de systeme d’inférences pour la déduction modulo, et nous
montrons leur équivalence. Nous discutons de I'admissibilité des coupures en déduction
modulo en rappelant qu’elle n’est pas toujours vérifiée, puis en donnant des criteres qui
I’assure et en démontrant enfin son indécidabilité dans le cas général. Nous parlons des
méthodes de démonstration automatique basées sur la déduction modulo, en particulier
la méthode des tableaux TaMed de Richard BONICHON et Olivier HERMANT (20060).
Nous introduisons ensuite un formalisme voisin de la déduction modulo, & savoir la sur-
déduction, et nous présentons en particulier les systemes qu’il engendre pour la logique
du premier ordre, a savoir la déduction surnaturelle de Benjamin WACK (2005) et le
calcul des séquences extensibles de Paul BRAUNER et collaborateurs (2007b). Nous dis-
cutons des propriétés de ces systemes, en particulier nous démontrons l’orthogonalité
entre les regles de déduction purement logique et celles liées au calcul dans ces systemes
(théoreme 3.30).

Le chapitre 4 débute par un exemple illustrant la méthode employée pour retrouver
I’admissibilité des coupures. Les systemes canoniques abstraits sont alors présentés en
détail, et nous démontrons ensuite qu’une des variantes du calcul des séquences modulo
en est une instance, ce que nous faisons en définissant un ordre bien fondé sur les dé-
monstrations de cette variante. Ce travail nous conduit a élaborer un algorithme qui
permet de transformer toute présentation finie d’une théorie du premier ordre en sys-
teme de réécriture de telle fagon qu’il est équivalent de faire des démonstrations dans la
théorie en question ou de démontrer modulo le systéme de réécriture. Le fait de définir
la déduction modulo comme une instance de systeme canonique abstrait nous fournit
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une procédure de complétion qui permet de transformer un systéme de réécriture pour
qu’au final la déduction modulo ce systeme admette les coupures. Nous détaillons le
fonctionnement de cette procédure, qui est basée sur la notion de démonstration critique
qui dans le cas de la déduction modulo correspond a une démonstration minimale possé-
dant une coupure. Nous présentons ensuite une implémentation d’un prototype de cette
procédure, qui inclut également un prototype de méthode des tableaux modulo.

Au cours du chapitre 5, nous cherchons a voir comment la déduction modulo permet
des réductions dans la taille des démonstrations. Nous commengons par rappeler le cadre
formel existant autour de notions de longueur de démonstration et leurs relations avec la
complexité, et nous formulons quelques uns des enjeux dans ce domaine. Nous donnons
ensuite deux exemples simples de réduction de la taille des démonstrations grace a la
déduction modulo, le deuxieme prenant méme en compte les étapes de calcul dans la
taille des démonstrations. Nous nous intéressons ensuite a ’encodage de ’arithmétique
d’ordre supérieur en déduction modulo en prenant soin de préserver la taille des dé-
monstrations, et nous appliquons ces résultats a I’étude des réductions des longueurs des
démonstrations quand on augmente d’ordre en arithmétique.

Le chapitre 6 est consacré a I’étude de la surdéduction comme cadre logique. Apres
avoir esquissé 'intérét d’un cadre logique, nous présentons une méthodologie applicable
pour la surdéduction. Nous appliquons ensuite cette méthodologie aux systemes de type
purs fonctionnels, apres avoir rappelé la travail de Denis COUSINEAU et Gilles DOWEK
(2007). Nous discutons alors de ses conséquences pour la recherche de démonstration
mécanisée, et nous tentons de comparer la normalisation des démonstrations dans les
systemes de type purs et dans leur encodage en surdéduction.

Dans le dernier chapitre, nous concluons en ouvrant une réflexion sur I'extension de
nos méthodes a d’autres criteres de simplicité des démonstrations, parmi lesquels leur
normalisation ou la décidabilité de leur vérification. Nous nous penchons également sur
I'utilisation de la déduction modulo et de la surdéduction comme cadre logique, en es-
sayant de déterminer comment automatiser au maximum le passage d’une théorie ou
d’un systeme d’inférence a son encodage en déduction modulo. Nous proposerons d’étu-
dier un cadre théorique qui combine les bénéfices apportés par I'utilisation d’un ordre
sur les démonstrations dans le cadre des systemes canoniques abstraits et les liens entre
longueurs de démonstrations et théorie de la complexité tels qu’initiés par Stephen COOK
et Robert RECKHOW (1979). Enfin nous discuterons de la mise en ceuvre effective des
résultats que nous avons obtenus pour implémenter des outils de démonstration auto-
matique efficaces. En particulier, nous soulignerons la nécessité d’utiliser des stratégies
pour cela.
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Contributions

Nous avons essayé de rédiger ce manuscrit suivant un ordre naturel. C’est la raison
pour laquelle nos contributions personnelles sont mélées a des travaux existants. Afin de
mieux faire ressortir celles-ci, nous en dressons la liste, méme si elles n’ont pas toutes la
meéme importance.

Chapitre 3

Nous introduisons deux nouvelles variantes de calcul des séquences modulo : le cal-
cul des séquences avec dépliage et le calcul des séquence avec dépliage polarisé,
pour lesquels les régles de réécriture ne peuvent s’appliquer qu’a des formules ato-
miques et pour une étape de réécriture seulement, ce qui permet plus de controéle sur
la forme des démonstrations. Nous montrons 1’équivalence entre ces deux versions
(théoréme 3.10) et celle envers les variantes originelles (théoréme 3.8), y compris en
ce qui concerne ’admissibilité des coupures.

Nous démontrons qu’il est indécidable, étant donné un systeme de réécriture, de sa-
voir si le calcul des séquences modulo ce systéeme admet les coupures (théoreme 3.14).
Nous proposons de nouveaux termes de démonstration pour la déduction surnatu-
relle, dans le cas avec des conjonctions. Ces termes, basés sur un calcul distributif,
permettent d’étendre le travail de Paul BRAUNER, Gilles DOWEK et Benjamin WACK
(2007a) sur I’équivalence de la normalisation des démonstrations en déduction na-
turelle modulo et en déduction surnaturelle (théoreme 3.22).

Nous proposons plusieurs approches pour obtenir un calcul des séquences exten-
sible pour la logique intuitionniste, dont I'une est fondée sur 1’équivalence avec la
déduction surnaturelle (propositions 3.24 et 3.27).

Nous montrons que pour une certaine classe de systéemes de réécriture, les systemes
de surdéduction intuitionnistes associés n’ont pas besoin des regles logiques pour
démontrer les formules atomiques (théoreme 3.30).

Chapitre 4

Nous proposons un algorithme qui transforme une séquence en systeme de réécriture
compatible. Ceci permet d’intégrer toute présentation finie d’une théorie en logique
du premier ordre classique via un systéeme de réécriture de telle facon qu’il soit
équivalent d’étre valide dans la théorie et d’étre démontrable en déduction modulo
le systeme (corollaire 4.10).

Nous montrons que le calcul des séquences avec dépliage polarisé peut étre vu comme
une instance de systéme canonique abstrait (théoréme 4.12). Pour cela, nous intro-
duisons un ordre sur les démonstrations tel que les démonstrations critiques (les
démonstrations minimales qui ne respecte pas la propriété recherchée) ont la forme
d’une simple coupure suivie de dépliages (proposition 4.14).
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Nous en déduisons une procédure de complétion qui permet de retrouver I’admissi-
bilité des coupures (théoreme 4.17).
Nous décrivons 'implémentation de cette procédure de complétion et de la méthode
des tableaux modulo de Richard BONICHON et Olivier HERMANT (2006b) dans le
langage TOM/OCaml (section 4.4).

Les résultats de ce chapitre, ainsi que certains du précédent, ont été présentés avec
Claude KIRCHNER en partie a la conférence Logical Foundations of Computer Science
(2007) et en intégralité dans un article soumis au journal Information and Computation
(2008).

Chapitre 5

Nous démontrons sur un exemple simple que la déduction modulo permet des ré-
ductions arbitraires des longueurs de démonstrations (théoreme 5.3).

Nous encodons le calcul des structures de Kai BRUNNLER (2003) en déduction mo-
dulo, ce qui nous permet de profiter des résultats sur la longueur des démonstrations
de Paola BrRuscoLI et Alessio GUGLIELMI (2009) pour avoir des réductions de lon-
gueur y compris en prenant en compte les étapes de calcul (proposition 5.5).

Nous encodons tout ce qui concerne l'ordre supérieur en arithmétique d’ordre i
dans un systeme de réécriture HO; qui est fini, confluent, terminant (au moins pour
i = 2) et linéaire a gauche. Les démonstrations en arithmétique d’ordre i sont de
méme longueur que dans une théorie du premier ordre fA modulo HO; (théoréme
5.12).

Nous étendons cet encodage pour nous passer de la théorie fA, et ainsi obtenir une
présentation purement calculatoire de I'arithmétique d’ordre ¢, tout en préservant
la taille des démonstrations (théoréme 5.14).

Nous séparons la réduction de longueur des démonstrations obtenue en changeant
d’ordre en arithmétique en deux : il existe une réduction de longueur dans fA modulo
HO; (et par conséquent en arithmétique d’ordre i) par rapport fA plus une théorie
compatible avec HO; (proposition 5.16); il existe une réduction de longueur dans
fA plus une théorie compatible avec HO; par rapport a I’arithmétique d’ordre 7 — 1
(proposition 5.17).

Nous avons présentée une version préliminaire de ces travaux a la conférence Computer
Science and Logic (2007). La version actuelle a été soumise au journal ACM Transactions
On Computational Logic (2008a).

Chapitre 6

14

Nous développons une méthodologie pour la spécification de systémes d’inférence
en surdéduction, en se basant sur : la définition de I’encodage des formules modulo
un systeme de réécriture ; I'utilisation de A-abstractions pour simuler les lieurs, avec



un calcul de substitutions explicites pour les manipuler ; I'utilisation du théoreme
3.30 pour séparer ’encodage des regles du systeme d’inférence et les regles logiques
du systeme de surdéduction (section 6.1.2).

— Nous encodons les systemes de type purs fonctionnels en déduction surnaturelle de
fagon correcte et conservative (théoremes 6.14 et 6.15).

— Ceci implique ’existence d’un calcul des séquences extensible correspondant (figure
6.4) qui est mieux adapté a la recherche de démonstration dans les systemes de type
purs. Nous proposons des pistes pour controler celle-ci de fagon plus efficace.

— Nous montrons que la déduction surnaturelle associée a un systeme de type pur
ne normalise pas fortement, méme si c¢’est le cas pour ce dernier (proposition 6.20).
Toutefois, nous montrons que si toutes les démonstrations en déduction surnaturelle
dans un contexte bien formé normalisent fortement, alors c’est le cas dans le systeme
de type pur (corollaire 6.19), et nous conjecturons la réciproque. Nous montrons
déja que la normalisation faible du systeme de type pur implique 'admissibilité des
coupures pour la déduction surnaturelle associée, pour les formules dans un contexte
bien formé (proposition 6.21).

L’encodage des systemes de type purs en surdéduction a été présenté a la conférence
Logic In Computer Science (2008b).
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Chapitre 2
Notions préliminaires

Il est toujours aisé d’étre logique. 11
est presque impossible d’étre logique
jusqu’au bout.

Albert CAMUS, Le mythe de Sisyphe

ETTE these n’a pas pour but de définir les fondements des mathématiques ou de la
logique. Nous nous placerons donc dans un cadre mathématique usuel, celui de la
théorie des ensembles. La définition de la sémantique des logiques utilisées par la suite,
donnée a la fagon d’Alfred TARSKI, doit étre vue avant tout comme un moyen de pouvoir
parler des fondements logiques en tant qu’objets mathématiques!. Il ne s’agit pas pour
autant d’adopter un point de vue essentialiste en déclarant que la notion de vérité existe
ex nihilo, mais uniquement de présupposer qu’il a été possible d’en définir une de facon
satisfaisante.

2.1 Notions mathématiques de base

Nous rappelons ici les définitions de quelques notions que nous utiliserons par la suite.
On pourra se référer aux ouvrages de Franz BAADER et Tobias NIPKOW (1998) et Claude
KIRCHNER et Hélene KIRCHNER (2001) pour plus de détails sur la réécriture, et de Henk
BARENDREGT (1984) pour le A-calcul.

Définition 2.1 (Relation). Etant donné un ensemble A, une relation n-aire sur A est
un sous-ensemble de A™.

Une relation binaire p C A x A est dite :

— réflexive si pour tout x € A, on a (z,x) € p;

— antisymétrique si pour tout x,y € A, si (x,y) € p et (y,z) € p alors x =y ;

— transitive si pour tout x,y,z € A, si (x,y) € p et (y,z) € p alors (x,z) € p;
bien fondée (ou Noethérienne) si pour tout sous-ensemble non vide X C A il existe
un élément x € X minimal pour p, c’est-a-dire tel que pour aucun y € X on ait

(z,y) € p.

1On pourrait faire une grossiere analogie en informatique avec un compilateur bootstrappé
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Cette derniére propriété est équivalente a l'inexistence de chaine infinie décroissante,
c’est-a-dire de suite (ap)nen d’éléments de A tels que pour tout i on ait (a;,a;+1) € p.
On notera xpy pour (x,y) € p.

Définition 2.2 (Ordre). Un préordre sur A est une relation binaire sur A réflexive et
transitive.

Un ordre sur A est un préordre sur A antisymétrique.

L’ordre strict > associé a un ordre > est la relation > \{(z,z) : = € A}.

Par extension, un ordre sera dit bien fondé si son ordre strict [’est.

Définition 2.3 (Multiensemble). Un multiensemble m sur A est une fonction de A
dans N. Si m(a) # 0 pour seulement un nombre fini d’éléments a € A, alors on dit que
m est fini, et on peut noter m comme un ensemble ou l’élément a apparait m(a) fois.
Etant donné un ordre = sur A, lextension multiensemble = de cet ordre sur les
multiensembles sur A est défini par : m »= n si pour tout a € A, si n(a) > m(a) pour
lordre usuel sur les entiers, alors il existe un b € A tel que b = a et m(b) > n(b).

Remarque 2.1 : Un multiensemble sur A peut également étre vu comme un élément du
monoide commutatif libre engendré par A.

Définition 2.4 (Arbre). Une position est un mot sur l’alphabet des entiers naturels non
nuls N\ {0}. On note ¢ la position correspondant au mot vide.

Un support d’arbre est un ensemble non vide de positions fermé par préfixe.

Un arbre ¢ valeur dans A est la donnée d’un support d’arbre et d’une fonction d’éti-
quetage de ce support dans A.

Le sous-arbre de (P, f) a la position p posséde comme support {q : pq € P} et comme
fonction d’étiquetage q — f(pq).

Un fils d’un arbre t est un sous-arbre s a une position n € N. On dit alors que t est
le parent de s.

Le remplacement du sous-arbre de (P, f) a la position p par Uarbre (Q,g) est larbre
dont le support est ['union de l’ensemble des positions de P dont p n’est pas préfize et des
positions pq pour tout q € Q, et dont la fonction d’étiquetage associe f(t) auzx positions
t dont p nest pas préfize et g(q) auz positions pq.

Une feuille d’un arbre est une position du support de l’arbre qui n’est le préfixe d’aucune
autre position de ce support, ou par extension la valeur étiquetée par cette position.

Définition 2.5 (Terme). Une signature est la donnée d’un ensemble de symboles de
fonction F, une fonction a : F — N qui associe a un symbole de fonction son arité,
c’est-a-dire un entier naturel.

Etant donnés une signature ¥ = (F,a) et un ensemble dénombrable de variables V
disjoint de celui des symboles de fonctions, l’ensemble des termes T(X,V) est le plus
petit sous-ensemble des arbres a valeur dans F UV tel que
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— pour toute variable x € V on a ({e}, e — ) appartient a T(X,V) ; on identifie alors
x et ({e}, e x) pour plonger V dans T(X,V);

— si g est un symbole de fonction d’arité n = a(g) dans X et (P1, f1),..., (Pn, fn) €
T (X, V)" alors larbre de support {ip : 1 < i <nAp € P} et de fonction d’éti-
quetage qui a ¢ associe g et a ip associe f;i(p) appartient a T(X, V). En notant t;
Uarbre (P, f;), on notera cet arbre g(t1,...,ty).

La notion de sous-arbre s’étend en une notion de sous-terme. On notera t), le sous-terme
de t a la position p, et t[s], le remplacement du sous-terme de t a la position p par s.

Une constante est un terme de support {e} étiqueté par un symbole de fonction nullaire.
On notera alors f (sans empattement) au liew de f().

Les variables libres d’un terme sont les variables qui apparaissent dans ce terme. On
note FV (t) l’ensemble des variables libres d’un terme t.

Un contexte est un terme dont une (et une seule) feuille est étiquetée par un symbole
spécial [). Appliquer un contexte a un terme s consiste a remplacer le sous-terme [| du
contexte par le terme s. On note t[] un contexte et t[s| lapplication de ce contexte a s.

Une substitution o est une fonction de l’ensemble des variables V' dans l’ensemble des
termes T(3,V) avec un nombre fini de variables x € V telles que o(x) # x. Appliquer
une substitution o a un terme t consiste a remplacer les variables x dans t par o(z).
On note le terme résultant ot. La substitution qui remplace x1 par ti, ..., x, part, est
notée {t1/x1,...,tn/zn}.

Définition 2.6 (Ordre récursif sur les chemins, Nachum DERSHOWITZ, 1982). Etant
donnée une signature 3, on considére un ordre > sur les symboles de fonction que l’on
appellera précession.

A tout symbole de fonction on choisit d’associer un statut soit lexicographique soit
multiensemble.

On définit alors un ordre sur les termes T(X,V) de la fagon suivante : pour tout
s = f(s1,...,8n) et t = g(t1,...,tm) dans T(X,V), s est grand que t pour l'ordre
récursif sur les chemins (en court, RPO, noté s >rpo t) si

— f=get{s1,...,sn} est plus grand que {t1,...,t,} pour l'extension lexicographique

ou multiensemble de ’ordre récursif sur les chemins, suivant le statut de f ; ou
— [ > g et pour tout j tel que 1 < j <m, on a f >rpo tj; ou
— 4l existe un i tel que 1 <i<n ets; >ppot.

Proposition 2.1. L’ordre récursif sur les chemins posséde les propriétés suivantes :
— il est monotone, c’est-a-dire pour tout contexte t[] et tous termes s et u, si s >rpo u
alors t[s] >grpo t[u];
— 1l est stable, c’est a dire pour toute substitution o et tous termes s et u, si s >rpo U
alors 0s >rpo ou;
— pour tout terme t et toute position p, t >rpo t|p ;
ces trois propriétés font d’un ordre un ordre dit de simplification.
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— Si la précession est bien fondée, alors il est bien fondé (Nachum DERSHOWITZ,
1982).

Dans la suite, on utilisera que des statuts multiensemble dans les ordres RPO que
nous définirons.

Définition 2.7 (Systeme de réécriture). Une régle de ré