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INTRODUCTION

Par essence, le bruit s’oppose a l'information : les lumiéres des villes polluent
I’observation spatiale ; les résistances des fils atténuent le débit de la ligne ADSL ;
le vent trompe 'araignée en agitant sa toile. Aussi, tout est fait pour le bannir du
signal. Et pourtant...

Résonance stochastique

Dans certains cas, lorsque I'intensité du bruit est optimale, le signal est accen-
tué. Si cette intensité est trop faible, I'influence de la perturbation est négligeable.
Si elle est trop forte, le signal est masqué. On parle de résonance stochastique
lorsque l'intensité du bruit est optimale. Le cadre des systémes dynamiques bis-
tables se préte bien a ce phénoméne.

Benzi, Parisi, Sutera et Vulpiani (voir [8]) ont établi une modélisation du com-
portement périodique de la température moyenne de la Terre des sept cent mille
derniéres années pour laquelle ’adjonction d’un bruit blanc a un systeme bistable
faiblement périodique augmente le caractére périodique des trajectoires et semble
correspondre aux mesures observées lorsque l'intensité est optimale : la tempéra-
ture prend alternativement une valeur haute et une valeur basse correspondant
aux changements climatiques majeurs.

Dans [15], DeVille et Vanden-Eijnden ont étudié¢ dans un modéle stochastique en
quoi 'ajout d’'une "charge" & une certaine protéine rendait le comportement de
celle-ci plus régulier.

Gammaitoni, Hanggi, Jung et Marchesoni donnent de nombreux exemples de sys-
témes bistables faiblement périodiques pour lesquels le bruit améliore le signal
(voir [19]) : en optique, en électronique, en neurologie...

Jung, Behn, Pantazelou et Moss ont exhibé dans un cadre plus complexe un cas
de résonance stochastique lorsque le systéme bistable est couplé, voir [30].

L’optimalité de I'intensité du bruit est ’enjeu de la résonance. Plusieurs méthodes
sont employées pour l'atteindre ou la mesurer. Dans le cas des chaines de Markov
a deux états et & temps continu, sept instruments au moins permettent d’évaluer
I'influence positive du bruit sur la périodicité : le coefficient d’amplification spec-
trale, le ratio de ce dernier par le bruit, ’énergie, le ratio de ’énergie par le bruit,
la mesure de déphasage, I'entropie relative et ’entropie. Une description de ces
sept approches est disponible dans [39].

Or, la plupart des exemples physiques et biologiques ne se réduisent pas & des sys-
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témes comprenant un espace d’états a deux éléments stricto sensu. Aussi, pour que
la modélisation soit judicieuse, il convient que les outils de mesure de la résonance
soient robustes lors du passage d’un modéle réduit type chaine de Markov vers
un modele complet type diffusion. Toutefois, dans [39], Pavlyukevich a démontré
que la technique la plus utilisée par les physiciens (la maximisation du coefficient
d’amplification spectral) ne vérifiait pas cette propriété lorsque la perturbation
du systéme dynamique était brownienne.

Une autre idée pour mesurer la résonance stochastique, c’est-a-dire I'intensité op-
timale du bruit dans un systéme est d’étudier le temps que passe le processus
dans le voisinage d’un état métastable avant de sauter vers un autre état (voir
[21]) : le temps entre deux transitions successives. Si ce dernier est proche de la
demi-période du systéme déterministe, le systéme entre en résonance. C’est pour-
quoi on s’intéresse au temps nécessaire pour qu’un processus stochastique quitte
le domaine de stabilité d’un puits.

Temps de sortie

Dans [14], Dembo et Zeitouni exposent la théorie de Freidlin et Wentzell aprés
avoir fixé les résultats de grandes déviations nécessaires (en particulier le principe
de contraction et le théoréme de Schilder). Ils considérent un processus vérifiant
une équation différentielle stochastique ordinaire dont le coefficient de dérive est
homogeéne et représente le gradient d’'un potentiel V' et dont le coefficient de dif-
fusion est constant égal & /€ :

dX, = \/edB, — VV (X,) dt.

Ils ont établi que le temps de sortie T'(¢) d’'un domaine de stabilité D d’'un puits
a de V vérifiait T'(€) < exp {wl oit V := min,eqp V(2).

Par conséquent, afin de réaliser la résonance stochastique et d’observer réguliere-
ment des transitions entre les états métastables d'un potentiel & deux puits dont
les profondeurs varient périodiquement (tout en étant minorées par une valeur
strictement positive), il est naturel de rechercher une relation optimale entre I'in-
tensité du bruit et la période du systéme dynamique déterministe sous la forme
e = uln(T) avec u > 0 (voir [39]).

Imkeller, Pavlyukevich et Wetzel se sont intéressés a un cas similaire ou la per-
turbation n’était pas induite par un mouvement brownien mais par un processus
de Lévy (voir [29], [27] et [28]).

L’homogénéité des coefficients est fortement utilisée pour parvenir au résultat de
Freidlin et Wentzell. En effet, la fonction de taux du principe de grandes déviations
vérifié par le processus prend la forme classique

2
dt

0=3 [ o0
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lorsque ¢ est dans 'espace de Cameron-Martin si bien que la fonction de coftit
est facile a évaluer. Qui plus est, sous des conditions simples portant sur V, le
processus défini plus haut admet une unique mesure stationnaire et converge en
loi vers cette mesure. Bien que Freidlin et Wentzell (respectivement Dembo et
Zeitouni) ne traitent pas cette mesure invariante dans [17] (respectivement dans
[14]), elle est tacitement utilisée.

L’introduction d’une dépendance en temps dans le coefficient de dérive correspond
a un probléme plus subtil. Dans [22], Herrmann, Imkeller et Peithmann ajoutent
une dépendance de la propre loi du processus sur la dérive en utilisant un potentiel
d’intéraction F' et un produit de convolution. On parle d’auto-stabilisation :

dX, = \JedB, — VV (X)) dt — / F/ (X, — 2) w(z)da dt
R
La loi n’étant pas constante a priori, la dérive n’est pas homogéne. Les auteurs
prouvent un principe de grandes déviations non homogéne en temps. En ajou-
tant la convexité au potentiel V', ils parviennent & obtenir un résultat similaire
a celui de Freidlin et Wentzell. En notant 7'(¢) le temps de sortie d'un domaine

de stabilité D de a : T(e) < exp [M} ou W(x) :=V(zx)+ F(zx —a) et

W := min,cop W(z). Toutefois, dans le cas général & savoir la non-convexité de
V', le temps de sortie n’a pas été déterminé. Or, il s’agit bel et bien du point de
départ de toute étude de résonance stochastique.

Comme dans le cas simple ot les coefficients sont uniformes en temps, la mesure
stationnaire intervient tacitement.

Auto-stabilisation

L’auto-stabilisation consiste en une force de rappel d'une diffusion vers sa
loi. Le coefficient de dérive dans I’équation stochastique contient un terme de la
forme F’ % u; ou u; est la loi de X; et ou % désigne le produit de convolution.
Afin de comprendre intuitivement cette non-linéarité, il suffit de s’imaginer un
systéeme de N particules qui évoluent sous l'influence du potentiel V', qui sont
perturbées par des mouvements browniens indépendants et qui sont en intéraction.
Chaque particule X est soumise a la force de rappel —% Zivzl F'(X] — X}). Un
tel systeme est dit a champ moyen. Lorsque N croit, 'influence d’une particule
sur une autre diminue. On peut s’imaginer heuristiquement que les particules
deviennent indépendantes deux a deux et de méme loi.

Dans cette étude, on suppose que la fonction F' est convexe ce qui implique la
croissance de F’. En d’autres termes, plus les particules sont éloignées, plus elles
sont attirées I'une par I'autre. Cette hypothése peut sembler saugrenue si l'on se
représente X} comme étant une position spatiale. Toutefois, ce n’est pas le cas.
On peut prendre 'exemple d’'un systéme magnétique ot X} correspond & un spin.
Dans [30], les auteurs s’intéressent ainsi & un systéme couplé par une intéraction
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F’ linéaire.

On peut aussi visualiser I’auto-stabilisation comme induite par (ou induisant) une
équation aux dérivées partielles de Fokker-Planck contenant le terme non-linéaire

V[uV(F*u)]

Il convient de noter que ’on peut aussi étudier un processus auto-stabilisant dont
la fonction d’intéraction F’ n’est pas croissante sur R mais décroit sur un intervalle
fini. Carillo, McCann et Villani étudient un tel processus dans [12] ot un terme
de la forme V [u.V (A'(u))] se substitue au laplacien de u. On retombe sur le
laplacien classique en choisissant A(z) := zIn(z).

Le modéle considéré

On s’intéresse ici a un processus stochastique auto-stabilisant dans un paysage
a plusieurs puits. On se place dans le cas de la dimension un mais la plupart des
résultats obtenus peuvent facilement étre étendus en dimension quelconque :

{dX§ = —V/(Xf)dt +/edB, — F'xu (X;) dt (0.0.1)

up = L(XP),

ou * désigne le produit de convolution. V' et F' sont deux potentiels dont les
conditions seront précisées subséquemment. On dit de V' qu’il est le potentiel de
confinement et de F' qu’il est celui d’intéraction. Dans 'optique des grandes dé-
viations, le paramétre € > 0 est arbitrairement petit. Toutefois, certains résultats
ne nécessitent pas cette exigence.

Description de I'équation

La dérive de la diffusion (0.0.1) peut étre décomposée en trois termes :

Dérive déterministe : La dérivée de V' correspond a un systéme dynamique
soumis a une équation différentielle ordinaire :

dXE = V' (X{)dt. (0.0.2)

Cette partie de la dérive pousse ainsi le processus X; a converger vers les puits de
V. Si X§ est non aléatoire, I'’équation (0.0.2) peut étre résolue facilement puisqu’il
s’agit simplement d’une équation a variables séparables.

Perturbation brownienne : On rajoute du bruit sous forme d’un mouvement
brownien d’intensité € :

dX{ = —V'(X5)dt + /e dB, . (0.0.3)

Ce bruit octroie la possibilité au processus de remonter le long des lignes du
potentiel V. Il s’agit du cadre des équations différentielles stochastiques classiques
déja présenté dans [14] et dans [17] lorsque le paramétre € tend vers 0.
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Auto-stabilisation : On rajoute une influence sur X; de sa propre loi u§. Ainsi
le terme —F" % ug (X{) = [ _, F'(X{ — z) dug(z) correspond a un rappel de la
particule aléatoire vers sa propre loi. Intuitivement, le potentiel d’intéraction F
tend a diminuer la dissipation de la mesure uj.

Une autre maniere de voir cette derniére perturbation est d’'imaginer un systéme
dynamique de N particules :

ax; =-V' (X)) dt+\/_dB’——ZF’ (X; — X{)dt, (0.0.4)

ot B}, -+, BY sont N mouvements browniens indépendants. Le troisiéme terme
consiste a rapprocher les particules les unes des autres. Ce systéme est "proche"
du processus (X{) e, (voir [41], [5] et [13]). Par conséquent, on peut effectivement
considérer que I’ auto—stabilisation consiste a resserrer la particule et sa propre loi
et ainsi a stabiliser le processus.

Dans le modele présenté ci-dessus, chaque particule influe sur toutes les autres.
On dit de ce systeme qu’il est a champ moyen. On peut aussi considérer un sys-
teme o X} agit uniquement sur X; ' et X;7'. On parle de systéme & plus proche
voisin (voir [9]). Un comportement pour N tendant vers linfini (voir [10]) peut
également étre obtenu.

La variable aléatoire initiale n’est pas sans influence sur le comportement du pro-
cessus auto-stabilisant a priori. Ainsi I'objet de cette thése est ’étude du processus
(X§)>0 de loi uf(dr) satisfaisant

t
X¢ = X0+\/EB,5—/ (v’+F’*u;) (X¢)ds (0.0.5)
0

t t
= Xo++VeB — / V(XS)ds — / / F'(X{ — z)dus(x)ds
0 0 JRr

ou € > 0 et X est une variable aléatoire réelle. * représente a nouveau le produit
de convolution.

Hypothéses et parameétres

Dans la littérature des systémes dynamiques évoluant dans un paysage a plu-
sieurs puits, le potentiel de confinement le plus classique est = — $—4 — x—Q ([8] avec
une légere modlﬁcatlon 9], [10], [4], [30], [39] ou le potentiel qui 1nterv1ent oscille
autour de % —4 — 7 au cours du temps). De méme, la fonction F' est generalement
un polynome voire un polynéme de degré 2 a savoir F(z) := 2:0 avec o > 0.

L’équation (0.0.5) devient simplement

t
X, :X0+\/EBt+/ [(1 —a) X, — X? 4+ aFE (X,) |ds. (0.0.6)
0
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. . . 4 2 R . .
Par la suite, la fonction classique z — %- — % sert a plusieurs reprises pour les

2
exemples.

Toutefois, 'on s’intéresse a des cas plus généraux qui étendent ces conditions
fort restrictives. En particulier, on constate que le comportement peut étre fon-
damentalement différent de celui induit par (0.0.6) méme si V' est une fonction
polynomiale a deux puits et si F” est linéaire.

D’un point de vue intuitif, il faut s’imaginer que le potentiel de confinement V" est
une fonction polyndmiale qui tend vers I'infini en U'infini et qui posséde au moins
deux puits

Bien que tous les exemples fournis par la suite soient de cette nature, ’étude
théorique est menée sous des hypothéses affaiblies :

(V-1) Régularité : V € C*(R,R) ou C* désigne 'espace de Banach des fonctions
indéfiniment dérivables. Cette propriété entraine la dérivabilité une infinité
de fois de la fonction V + F x u quelle que soit la mesure de probabilité u
admettant un moment d’ordre 2q fini ou 2q sera précisé par la suite.

(V-2) Géomeétrie : L’équation V'(z) = 0 a un nombre fini 2M + 1 de solutions
avec M > 1. On les note ay, - -+ ,aspry1. De plus, pour tout 1 <¢ < 2M +1,
V"(a;) # 0. La condition M > 1 indique que ce mémoire traite du cas
multi-puits. La condition V"(a;) # 0 facilite avant tout l’écriture puisque
les agiy1 et les ag; sont respectivement tous des puits et des bosses de V.
La condition sert par ailleurs d’un point de vue quantitatif puisque 'on est
amené a plusieurs reprises a diviser par V' (a;) pour préciser les positions
des moments des mesures stationnaires.

(V-3) Intégrabilité de exp (—V') : Il existe deux constantes strictement positives
Cy et Oy telles que pour tout z € R, V(z) > Cyat — Coz®. Tout au long de
I’étude, des fonctions a croissance lente seront intégrées contre la fonction
z = exp [—2 (V(2) + F xu(z))] ot u est la densité d’une mesure de pro-
babilité absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque. Afin de
garantir la finitude de cette intégrale mais aussi fournir certaines majora-
tions explicites, on utilise (V-8). En particulier, elle permet l’existence dans
certains cas d’une mesure stationnaire symétrique.

(V-4) Convexité a linfini : lim V"(z) = 400 et pour tout x &|ay;asni1],
T—>L00

V" (x) > 0. Cette hypotheése entraine la convexité a l'infini de la fonction
V + F xu ce qui permet de représenter les éventuelles mesures stationnaires
sous forme intégrée. De plus, la positivité stricte de V" sur les deux demi-
droites | — 0o; aq| et [agpri1; 00| est essentielle dans la preuve de la finitude
du nombre de points critiques de V + F xu ce qui est un élément central de
la convergence des mesures stationnaires pour € tendant vers 0.

(V-5) Croissance lente : Il existe un entier ¢ € N* et une constante réelle C, > 0
tels que pour tout z,y € R, |V'(z) — V'(y)| < Cylx — y| (1 + |z — y[?172).
En particulier, |V'(z)| < C, (1 + 2*1) pour tout x € R. L’existence d’un
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tel entier q est utilisé dés le premier chapitre pour prouver [’existence d’une
solution forte a I’équation (0.0.5).

(V-6) Initialisation : V(0) = 0. Il s’agit ici d’une convention n’ayant aucune in-
cidence sur les résultats vu que V' n’apparait dans l'équation qu’a travers
sa dérivée. Par la suite, lorsque ['on construit un nouveau potentiel (de la
forme V 4+ F xu), on lui retranche sa valeur en 0 si cela n’a pas de consé-
quence. 1l est important de noter que l’'on n’utilise pas cette convention dans
la Définition 5.2 car la limite donnée dans le Lemme 5.3 serait alors fausse.

Pour obtenir certains résultats, il peut étre nécessaire de supposer des conditions
plus fortes :

(V-7) Analyticité : Il existe une fonction analytique V telle que pour tout x €
la1; asnri1], V(x) = V(). La conséquence de la condition (V-7) est la finitude
du nombre de zéros de la fonction V' + F' x u sur Uintervalle [ay; aspr41] ce
qui est essentiel pour prouver que les valeurs d’adhérence des familles de
mesures stationnaires sont des sommes finies de mesures de Dirac.

(V-8) Symétrie : V est symétrique. Dans ce cas, on note a := aspr41 et —a = a;.
(V-9) Double puits : M =1 ce qui signifie que V' a deux puits a_ < a,.

Les hypotheéses (V-8) et (V-9) correspondent aux cas étudiés dans [23], [24] et [25].
Ici, elles sont utilisées pour le calcul exact du nombre de mesures stationnaires
ainsi que pour la convergence en temps long.
(V-10) Comportement polynémial : La quan-
tité “/,l,s—aj tend vers 400 quand x tend
vers +oo. Cette condition est admise a
partir du Chapitre 2 car elle est nécessaire
a Uapplication du Lemme A.1 pour mon-
trer que toute mesure stationnaire ayant
un moment d’ordre 82 fini peut étre mise
sous la forme intégrée (2.2.2)—(2.2.3).

(V-11) V est une fonction polynémiale. On se
restreint a cette hypothése afin d’établir
une forme de propagation du chaos uni-
forme et donc dans tous les résultats qui
exploitent cette propagation.

. . 4 2 L. oy
On remarque que la fonction classique z — % — %- vérifie les onze conditions.

Le potentiel d'intéraction F' vérifie les propriétés suivantes :

(F-1) Analyticité : F est une fonction polynomiale paire telle que F'(0) = 0. Ainsi
F(z —y) = F(Jzr —y|) pour tous les réels = et y : seule la distance in-
tervient dans l'auto-stabilisation. La fonction F est supposée polynoémiale
afin de pouvoir transformer le probléme d’existence d’une mesure station-
naire qui correspond a la recherche d’un point fixe en dimension infinie en
un probleme de point fize en dimension finie (le degré de la fonction F').
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F(0) =0 correspond a une convention similaire a (V-6). Enfin, le potentiel
d’intéraction F est suppos€ pair car on souhaite que seule la distance entre
deux particules compte dans le systéme a champ moyen.

(F-2) F est convexe : plus la distance est élevée, plus la force de rappel est grande.
On utilise cette hypothése dans la construction du processus qui solutionne
(0.0.5).

(F-3) F’ est convexe sur R, donc pour tous les réels z et y tels que x > 1y,
on a la minoration F'(x) — F'(y) > F"(0) (x — y). Le principal intérét de la
condition (F-3) est l’égalité F"(0) = inf,eg F"(2) ce qu’on utilise notamment
dans la preuve de [’existence d’une mesure stationnaire symétrique ou pour
prouver qu’une mesure stationnaire converge vers une mesure de Dirac pour
€ tendant vers 0.

(F-4) Croissance lente : |F'(z) — F'(y)| < Cylz —y| (1 + |z[*72 + |y|*?2) ou q et
C, sont respectivement 'entier et la constante introduits dans I’hypothése
(V-5). La fonction F' étant polynomiale, il s’agit plus d’une condition portant
sur l'entier q et le réel strictement positif C, qu’une condition sur F' stricto
sensu. La condition (F-4) est utilisée dans les mémes circonstances que la
condition (V-5).

(F-5) Auto-stabilisation : F' n’est pas identiquement nulle. L’hypothése (F-5) as-
sure que l'on ne se place pas dans le cadre plus confortable des équations
différentielles stochastiques ordinaires. Bien que ’'on suppose que le potentiel
d’intéraction ne soit pas identiquement nul, on compare a plusieurs reprises
les résultats obtenus avec ceux que [’on aurait sans auto-stabilisation.

On constate que les fonctions de la forme x — $2* avec o > 0 vérifient les cing
hypotheéses.

Certains parameétres interviennent a plusieurs reprises. On pose :

¥ :=sup—V"(x) > 0. (0.0.7)
zeR
Dans le cas particulier ot V" est convexe (par exemple si V(x) := % - x2—2), J est
égal & —V"(0). On définit également :
a:=F"0)>0 et Fy(x):=F(z)— %xQ. (0.0.8)

Comme F’ est convexe sur R, , a = inf,cg F”(x). Les deux paramétres « et ¢
jouent un role dual.

On se donne aussi

deg(F
n = eg2( ) en. (0.0.9)

On considére enfin

K= inf min {V”(w); F”(x)} . (0.0.10)

z€]—oosa1] Ulaznr1;+00]

Ce paramétre k est utilisé dans la preuve d’existence du processus.
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Résultats antécédents

En utilisant un théoréme du point fixe, Sznitman prouve que le processus dé-
fini par I’équation (0.0.5) existe lorsque V' est identiquement nul et lorsque F” est
uniformément lipschitz ([41]).

Dans [5], les auteurs se sont intéressés a un processus pour lequel F' vérifie les cing
hypothéses admises dans cette étude. Comme dans [41], il n’y a pas de potentiel
de confinement. En construisant un espace fonctionnel ainsi qu’une application
continue sur cet espace, ’emploi du théoréme de Schauder donne 'existence forte
d’une solution a (0.0.5) sur Ry a condition que X, admette un moment d’ordre
8¢? ol q est lentier qui intervient dans les hypotheses (V-5) et (F-4).

Une preuve de l'existence forte du processus auto-stabilisant peut étre trouvée
dans [22] ou I’étude est menée en dimension quelconque. Il y est seulement de-
mandé au coefficient de dérive classique (qui n’est pas obligatoirement un gra-
dient) et au coefficient de dérive li¢ a 1’auto-stabilisation (qui ne dépend que de
la norme) d’étre localement lipschitz, la croissance lente de F” ainsi que 1’exis-
tence d’une boule en-dehors de laquelle ’on dispose d’une convexité uniforme. La
condition quant & la variable aléatoire initiale est la méme que dans [5] & savoir

E [ng] < 0.

Il existe une correspondance entre I’équation différentielle stochastique (0.0.5) et
une équation aux dérivées partielles. En effet, McKean (voir [36]) a montré que la
loi du processus (X;),- vérifiait une équation de Fokker-Planck non-linéaire. Cette
correspondance permet deux visions différentes du méme objet. Par exemple, Be-
nachour, Roynette, Talay et Vallois se servent de I’équation aux dérivées partielles
pour établir des résultats de stationnarité du processus ([5]). Dualement, Cattiaux,
Guillin et Malrieu étudient une équation de Fokker-Planck non-linéaire avec des
méthodes probabilistes dans [13] (voir aussi [33] et [34]).

Dans [33], Malrieu prouve I'existence d’une mesure stationnaire dans le cas convexe
lorsque € = 2 en minimisant la fonctionnelle

E(u) = /R u(w) In(u(z))dz + /

R

V(z)u(z) + % //}R2 F(x — y)u(x)u(y)dxdy .

Il obtient par ailleurs I'unicité de cette mesure invariante.

Dans [5], sans potentiel de confinement, 'équation aux dérivées partielles de
Fokker-Planck associée est intégrée en utilisant la stationnarité de la loi de X,. Afin
de mettre toute mesure stationnaire sous une forme plus simple, ils translatent X
et se servent de la symétrie de leur mesure stationnaire. Puis, ils prouvent qu’il
existe au moins une mesure symétrique a vérifier la forme simple établie plus haut
en se servant a nouveau du théoréme de Schauder.

En restreignant I'espace d’étude et en considérant d’autres normes, ils construisent
une contraction qui caractérise la stationnarité d’une mesure. Aussi, ils prouvent
son unicité. Cette contraction utilise la convexité de V.
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Cattiaux, Guillin et Malrieu se placent dans le cas convexe (non uniformément)
avec € = 2 et obtiennent I'unicité de la mesure stationnaire aprés avoir démontré
un phénomeéne de propagation du chaos uniforme en temps du systéme de par-
ticules vers le processus non-linéaire (|13]). Ce résultat de propagation du chaos
fournit également la convergence en temps long du processus (X;), cr, VIS I'unique
mesure stationnaire.

Sous des conditions similaires & celles de [5], une preuve de la convergence en
temps long vers l'unique mesure stationnaire est fournie dans [6]. Toutefois, les
auteurs se servent de la convexité du potentiel (identiquement nul dans leur cas)
puisqu’ils utilisent la contraction du [5].

Associer un systéme de N particules (avec N grand) a 'équation (0.0.5) permet
d’obtenir des résultats sur le processus non-linéaire comme 'unicité de la mesure
stationnaire ou la convergence en temps long sous certaines conditions. Il est ainsi
utile d’approcher le processus par ce systéme de particules. Lorsque V' est nul et
F" est uniformément lipschitz, Sznitman prouve cette convergence dans un sens
explicité dans [41]. Les auteurs de [5] ont également un tel résultat de méme que
Cattiaux, Guillin et Malrieu qui fournissent un résultat uniforme en temps dans
[13] comme il a déja été noté.

Comme déja mentionné, Freidlin et Wentzell ont établi un résultat asymptotique
sur le temps de sortie 7'(¢) d'un domaine de stabilité D d’un puits a de V' lorsqu’il

n'y a pas d’auto-stabilisation : T'(€) < exp [2Z] ou H := m{ia% (V(z) — V(a)).
zE

Dans [22], les auteurs prouvent un résultat similaire lorsque V' est convexe. Le
temps de sortie 7'(¢) d’'un domaine de stabilité D de 'unique puits a de V' lorsqu’il

1’y a pas d’auto-stabilisation vérifie T'(e) =< exp [22£] on H := mé% (W(z)—W(a))
ze
avec W :=V + F x0,.

Résultats

Dans un premier temps, j’étends la méthode développée dans [5] afin de prou-
ver que l'équation différentielle stochastique auto-stabilisante (0.0.5) admet une
unique solution forte sur R, . Ce résultat est établi pour n’importe quelle valeur
de €. La technique employée consiste a construire une solution sur un intervalle
fini puis de prouver que les moments du processus au temps ¢ sont majorés par
une fonction dépendant des moments au temps 0. Cette majoration se démontre
par l'utilisation de la stricte positivité de V" en-dehors d’'un certain compact et
permet de construire une solution sur R, . La méme méthode fournit également
I'unicité de la solution. Aussi, le principal résultat du premier chapitre est le sui-
vant :

Théoréme : Soit une variable aléatoire réelle Xo qui admet un moment d’ordre
8¢>. Alors, l'équation (0.0.5) admet une unique solution forte sur R.

Au vu de ce résultat, dans tous les chapitres suivants, je suppose que la variable
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aléatoire initiale X, admet un moment d’ordre 8¢.

Aprés avoir justifié brievement que la loi du processus vérifie une équation aux
dérivées partielles de type Fokker-Planck non-linéaire, je m’intéresse a 1’existence
éventuelle des mesures stationnaires. Je suppose pour cela et pour le reste de
I'étude que 'hypothese (V-10) est vérifiée.

Je me place dans le cadre plus confortable d’une fonction d’intéraction F” linéaire
pour débuter. Lorsque le potentiel V' est symétrique, 'existence d’une mesure sta-
tionnaire symétrique est automatique. J’étudie ensuite la possibilité d’existence
d’autres types de mesures invariantes. Pour cela, j'utilise une paramétrisation en
dimension un. Le principal résultat est le suivant :

Proposition : Soit F(z) = %xQ et ag un point critique de V. Si « est assez
grand, quel que soit & > 0, pour € assez petit, [’équation (0.0.5) ainsi définie ad-
met une mesure stationnaire dite excentrée autour de ag dont la moyenne m(e)
satisfait |m(e) — ag| < 9.

L’une des conséquences de ce résultat est la suivante :

Corollaire : Soit F(z) = %xQ. Pour «a assez grand puis pour € assez petit,
Uéquation différentielle stochastique (0.0.5) admet au moins 2M + 1 > 3 mesures

stationnaires.

L’unicité de la mesure invariante de I’équation (0.0.5) n’étant pas établie par
défaut lorsque le paysage est non convexe, I’é¢tude de la convergence en temps
long n’est plus intuitive. On peut ensuite s’interroger quant au nombre exact de
mesures. Une réponse est apportée dans un cas particulier (auquel appartient
T — % — %) :

Théoréme : Soit un potentiel V' symétrique tel que V" est convexe et F(z) :=
Sa?. Quel que soit o > 0, il y a exactement trois mesures invariantes dés que €

est assez petit.

Ces résultats sur les mesures excentrées autour des points critiques exigent que €
soit assez petit. Dans le cas de la fonction z % — %2, j’ai simulé le seuil critique
en fonction de o en-deca duquel les résultats de la proposition, du corollaire et
du théoréeme sont vrais. Et, I’on constate que ce seuil n’est pas exagérément petit.
Par exemple, 'équation dX; = v/2dB; — (X} + 2X, — 3E [X,]) dt admet au moins

trois mesures stationnaires.

J’enquéte ensuite sur le cas ou le degré de F' est général. D’abord, j'utilise une
méthode proche de celle employée par Benachour, Roynette, Talay et Vallois dans
[5] (avec une application continue sur un Banach puis j’applique le théoréme de
Schauder) afin de montrer qu'’il existe une mesure stationnaire symétrique lorsque
le potentiel V' est symétrique. Puis, j'examine I'éventuelle existence des mesures
invariantes "proches" des points critiques. Une réponse est fournie mais les condi-
tions sont plus exigeantes :

Théoréme : Soit ag un puits de V' tel que V 4 F xd,, atteint son minimum global

. . 2n—2 |F(p+2)(a0)| "
en le seul et unique point ag. On suppose 37" ——— lao|’ < a + V"(ao).

Alors, la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) admet une mesure invariante excentrée
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ul® telle que la quantité ‘ fR rhut (z)dz — af| soit arbitrairement petite.

On continue I'étude des mesures stationnaires en cherchant leur comportement
pour € tendant vers 0 dans le Chapitre 3. On impose désormais la condition (V-
7) : V coincide avec une fonction analytique sur [ai; aspr41]. Le cas oi U'intéraction
I est linéaire est a nouveau mis a part. On prouve rapidement qu’une mesure
excentrée autour d’un point critique ag converge étroitement vers d,,.

Lorsque le potentiel est symétrique, le comportement asymptotique de la mesure
stationnaire symétrique est entiérement déterminé par le lemme de Laplace clas-
sique. Bien que le cas soit simple, on constate que le potentiel de confinement V'
peut radicalement changer ce comportement. Ainsi cette mesure converge étroi-
tement vers une mesure discréte symétrique ug. Si V" est convexe (ce qui est le
cas de x — 5‘744 — %2), ug charge un ou deux points. Si V" n’est pas convexe, il est
tout a fait envisageable que la mesure uy charge au moins trois points quand bien
méme V' serait un potentiel a deux puits :

Proposition : Soit une mesure de probabilité discrete symétrique quelconque v.
Il existe une fonction V' qui vérifie les hypothéses (V-1)—(V-10) et une constante
a > 0 telles que la mesure stationnaire symétrique de [’équation (0.0.5) (avec le
potentiel de confinement V et le potentiel d’intéraction x — %xQ) converge vers v.

On poursuit 'examen du comportement asymptotique des mesures invariantes
dans le cas général. Pour parvenir a une convergence, une condition de borni-
tude (H) est supposée. Celle-ci est vérifiée lorsque 1'on s’intéresse a une famille de
mesures symétriques ou pour peu que V soit une fonction polynoémiale de degré
strictement supérieur a 2n = deg(F). Le principal résultat du chapitre est le sui-
vant :

Théoréme : Soit une famille de mesures stationnaires (uc) .. Sous la condition
(H), il existe une suite (eg)k>1 qui tend vers 0 telle que u., converge étroite-
ment vers la mesure discréte Y ., p;da,. De plus, les r points Ay, ..., A, vérifient
VI(A) + > pF (A —A) =0, V'(A) + > mF" (A — A) > 0 ainsi que
V(As) ~ VA + Spy o (F(As = Ar) — F(A; = A1) =0,

En particulier, lorsque 1’on considére une famille de mesures excentrées autour de
ap, on dispose de la convergence étroite vers d,,. Par ailleurs, comme dans le cas
ot F’ est linéaire, on prouve :

Théoréme : On suppose la symétrie de V ainsi que la convezité des fonctions
V" et F". Alors toute suite de mesures invariantes symétriques de la diffusion
(0.0.5) converge étroitement vers %51,0 + %5_% ou xqo est l'unique réel positif ou
nul qui vérifie V' (xo) + 5 F'(2x0) = 0 et V" (z0) + § + 5F"(2x9) > 0. De plus, si
a>19=—-V"(0) alors xop = 0, sinon xy > 0.

Je fournis ensuite deux contre-exemples & ce théoréme : I'un ou V" est convexe et
F" ne Test pas et I'autre ou V" n’est pas convexe alors que F” 'est.

Le Chapitre 4 est consacré a la vitesse a laquelle une suite de mesures sta-
tionnaires converge vers sa limite. C’est une étude plus fine que celle du Chapitre
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3. Pour la mener a bien, j'utilise des lemmes proches de celui de Laplace. Pour
commencer, j'examine le cas ou F’ est linéaire et V' symétrique. La vitesse de
convergence de la suite de mesures stationnaires symétriques vers uy suggere la
difficulté d’une étude générale. En effet, si I'on n’impose aucune condition de
convexité sur V", méme si la mesure limite ne charge que deux points voire un
point, 'ordre de la vitesse nécessite que I'on connaisse les autres points critiques
de V 4+ F x uy.

Pour le cas général, lorsque l'intéraction F' est de degré supérieur ou égal a 4,
la convexité des fonctions V" et F” implique que 'ordre de la vitesse de conver-
gence des mesures stationnaires symétriques vers sa mesure limite ugy est € si

1
V"(0) + F"(0) = =9 + a # 0 et cet ordre est emo avec mg > 2 sinon. Cette
bifurcation est étudiée en détails par I’adjonction d’une dépendance en € dans le
coefficient a.

Puis, pour achever le quatriéme chapitre, je démontre que la vitesse est d’ordre ¢
dans le cas des mesures excentrées autour des points critiques lorsque V" et F”
sont convexes.

Je définis ensuite un systéme de particules & champ moyen classique. Je le
considére comme une particule de RY soumise a l’action d’un "méta-potenticl"
dont la géomeétrie est étudiée dans le cas ou la fonction d’intéraction F est li-
néaire. Aussi, ce systéme dynamique correspond & un processus de Kolmogorov
qui admet une unique mesure stationnaire. Cette unicité n’est pas incompatible
avec la non-unicité pour I’équation non-linéaire. En effet, pour N tendant vers
I’infini, une mesure sur R ne s’identifie pas & une mesure sur R” mais & un point
de RY.

Dans le cas non convexe, je remarque qu’il n’y a pas de correspondance entre
les puits du méta-potentiel et les mesures stationnaires de ’équation non-linéaire
(0.0.5). En effet, pour peu que le paramétre « soit assez petit, certains puits
du méta-potentiel ne fournissent pas de mesures stationnaires. Inversement, si «
est assez grand, certaines mesures stationnaires correspondent a un col du méta-
potentiel. En utilisant des techniques classiques liées au trou spectral, j’atteste
que le systéme de particules converge en loi vers son unique mesure stationnaire.

N

Puis, je démontre la propagation faible du chaos a savoir qu'une particule du
systéme dynamique a un comportement "proche" de celui d’un processus auto-
stabilisant (0.0.5) lorsque N tend vers 'infini sur un intervalle de temps donné. Je
justifie en quoi il ne peut pas y avoir de propagation du chaos uniforme en temps.

Dans le cas symétrique, lorsque a > 9, je construis un autre systéme de particules
o V et F sont remplacés par x — V(x) + $a* et & — F(z) — % respective-
ment. En exigeant la symétrie de la loi initiale ug de la variable aléatoire X, dans
(0.0.5), je démontre la propagation du chaos uniforme en temps de ce nouveau
systéme de particules. Comme ce résultat présuppose la symétrie de Xy, je parle

de "propagation du chaos semi-uniforme".

Afin de conclure le Chapitre 5 portant sur les systémes de particules associés a
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I’équation de Fokker-Planck, je méne I’étude du comportement asymptotique pour
¢ tendant vers 0 (& N fix¢) de 'unique mesure stationnaire du systéme a champ
moyen.

L’objet du Chapitre 6 est d’étendre autant que faire se peut le résultat de
tiercéité des mesures stationnaires lorsque F” est linéaire et V' symétrique et de
dérivée seconde convexe. Pour y parvenir, j'exploite les résultats fins du Chapitre
4 sur la vitesse de convergence asymptotique ainsi que la propagation du chaos
semi-uniforme établie dans le Chapitre 5 sur les systémes de particules.

Dans un premier temps, je fournis briévement des résultats généraux induits par
le travail sur la vitesse de convergence. J’exploite ces derniers afin de construire
une contraction adéquate. Et, lorsque V" et F” sont convexes, je prouve 'unicité
- conditionnellement & l’existence - de la mesure stationnaire excentrée autour de
ag pour € assez petit ol ag est un puits de V.

Le reste du chapitre traite de I'unicité de la mesure stationnaire symétrique quand
le potentiel de confinement V' est symétrique. La fonction V" est supposée convexe.
Trois cas distincts sont considérés :

— Lorsque l'intéraction est forte (o > ¥), j'utilise la méthode de la vitesse
de convergence et j’acquiers l'unicité pour € assez petit en supposant la
convexité de F”. Je démontre le résultat d’unicité sans supposer la convexité
de F” par une méthode proche de celle développée dans [5|. A nouveau, €
doit étre assez petit.

— Lorsque l'intéraction est intermédiaire (o = ), j’utilise la propagation du
chaos semi-uniforme. En supposant que V" et F” sont convexes mais aussi
que V satisfait les hypothéses (V-8), (V-9) et (V-11) en plus des hypothéses
classiques, j’établis 'unicité de la mesure stationnaire symétrique sans au-
cune condition portant sur e.

— Lorsque l'intéraction est faible (o < o), I'unicité est traitée exactement
comme dans le cas a > ¢ en exploitant les résultats sur la vitesse de conver-
gence.

Le Chapitre 6 s’achéve par un résultat de tiercéité des mesures stationnaires dans
un cas simple mais plus général puisque F' n’est pas supposé de degré 2 :

Théoréme : Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypotheses (V-1)-
(V-11) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothéses (F-1)-(F-5). On
suppose o > ¥, deg(V') > deg(F) ainsi que la convexité de V" et F". Par ailleurs,

on—2 |F@T2(a)
ool %a” < a+ V"(a). Alors, pour € assez

petit, la diffusion (0.0.5) admet exactement trois mesures stationnaires.

on demande la majoration )

Le dernier chapitre concerne le comportement du processus auto-stabilisant
(X{)ier, en temps long.
Premiérement, j’établis la convergence en loi du processus vers 'unique mesure
stationnaire symétrique lorsque V est symétrique, a > ¢ et Xy symétrique.
Dans le cas sur-critique @ > 9, j'utilise une méthode proche de celle développée
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dans [6] avec des résultats liés aux semi-groupes d’équations aux dérivées partielles
(voir [32]). La différence notable est l'utilisation du théoréme de Muckenhoupt
(voir [1]) plutét que le critére de courbure dimension de Bakry-Emery (voir [3])
pour compenser la non-convexité du potentiel V.

Je fournis une autre démonstration en me servant de la propagation du chaos
semi-uniforme du Chapitre 5. Les hypothéses sont par conséquent plus fortes :

Théoréme : Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-
1)-(V-11) et un potentiel d’intéraction I qui vérifie les hypothéses (F-1)-(F-5).
On suppose de plus que les fonctions V" et F” sont convexes et que la variable
aléatoire X est symétrique et vérifie E [XSQQ] < 00. Sous la condition a > ¥, la

diffusion X définie par (0.0.5) converge en loi vers l'unique mesure invariante
symétrique u®. De plus, pour tout t > 0, on a linégalité :

W, (uf;u)® < 32N / / (2 — 1) duo ()l (y)dy
RQ

ot A est une constante strictement positive et o Wo(u;v) est la distance de Was-
serstein entre les mesures u et v.

Dans le cas critique a@ = ¢, la propagation du chaos semi-uniforme implique la
convergence étroite de u$ vers ul. La vitesse n’est toutefois plus exponentielle :

3 [z (& — )" dug(2)ul(y)dxdy

[1 + 2\ (fng (x — y)2 duo(l')ug(y)dxdy)loil]

W (i ul)” < o
lo—1

ot A > 0 et lo :=min {I >2 | V)(0) > 0}.
Aucun résultat de symétrisation n’est fourni vu qu’il peut y avoir des mesures
stationnaires non symétriques.

Dans un second temps, je donne une réponse partielle a la question du temps de
sortie. Je me place en effet dans le cas ou X suit une loi stationnaire. En utilisant
les résultats du troisiéme chapitre sur le comportement asymptotique des mesures
stationnaires, je démontre un résultat de méme nature que ceux présents dans [14]
et [22]. Je termine I'étude en examinant l'influence de 'auto-stabilisation sur le
temps de sortie.

Remarques techniques : Les constantes qui interviennent localement et n’ont
pas d’importance capitale sont notées C. Les mesures de probabilité absolument
continues par rapport a la mesure de Lebesgue sont notées de la méme fagon que
les densités.

Le travail décrit dans ce mémoire a fait 'objet d’une publication : [23] et de deux
prépublications : [24] et [25].
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1. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION A
L’EQUATION

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se donne un mouvement brownien (Bt)t€R+ a valeurs
dans R et 'on prouve que ’équation différentielle stochastique auto-stabilisante
unidimensionnelle (0.0.5) :

t t

X, = X0+\/2Bt—/V’(Xs)ds—/F’*us(Xs)ds
0 0

Uy = E(Xt)

admet une solution forte qui est unique sous une condition simple portant sur la
variable aléatoire réelle X,. Cette condition en question est E [ngz] < 400 ou ¢
est 'entier naturel défini dans les hypothéses (V-5) et (F-4).

Dans [5], Benachour, Roynette, Talay et Vallois construisent un espace A de fonc-
tions localement lipschitziennes et dominées par z + (1 + 229) ainsi qu’une norme
qui lui est canoniquement associée. Ils traduisent le probléme d’existence a I’équa-
tion en terme de point fixe d’une application fonctionnelle I' sur A. Aprés avoir
établi la stabilité de A par I, ils donnent un controle de la norme de I'b; — I'by en
fonction de celle de by — by ot by et by sont dans A.

Ils prouvent ensuite que I' est une contraction sur un sous-espace de A. Ils peuvent
ainsi construire de fagon récursive une solution sur un intervalle de temps fini. Ils
majorent les moments du processus par une fonction des moments initiaux ce qui
leur permet d’étendre la solution sur R, .

Herrmann, Imkeller et Peithmann utilisent une méthode récursive similaire dans
[22] pour fournir le méme résultat en dimension quelconque lorsque 1'on ajoute de
plus une fonction de confinement qui ne représente pas a priori le gradient d’un
potentiel. Cette fonction de confinement a pour effet principal de compliquer le
controle des moments.

Dans les deux travaux, la fonction d’'intéraction F” est radiale et a croissance lente.

Afin d’atteindre l'objectif de ce chapitre, on adapte la preuve du [5] en exploitant
la convexité a l'infini du potentiel de confinement sans utiliser un temps d’arrét
comme dans [22]. On commence par réécrire I'équation (0.0.5) de la sorte :
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ou la dérive b qui apparait effectivement dans 1'équation vérifie b(t, x) = V'(x) +
F’sxu(z). L'idée globale est de prouver qu’il existe une fonction b de R, x R dans
R telle que la diffusion associée X; par (1.1.1) satisfasse b(t, x) = V'(z) + F'* 0 (z)
avec ; = L (X;). Voir par exemple [36], [41] et [5] lorsque la fonction V” est iden-
tiquement nulle. Et, voir [22] lorsque V"’ # 0.

On utilisera le théoréme du point fixe de Banach aprés avoir construit un espace
de fonctions sur lequel la procédure décrite précédemment définit une application
contractante sous une condition portant sur les moments de X,. On en déduiera
alors que l'on peut définir la diffusion (0.0.5) sur un intervalle [0; 7] avec T > 0
et ceci de maniére unique. Ensuite, on prouvera un controle des moments du pro-
cessus ainsi défini ce qui permettra sous une condition plus forte sur les moments
de X, d’étendre la définition du processus ainsi que son unicité a R, .

On commence par considérer la définition suivante :

Définition 1.1. Soit une fonction b de R, xR dans R et soit une variable aléatoire
réelle Xo. L’équation suivante est notée E®X0) .

t
Xt = XO + \/EBt — / b(S, Xs)ds .
0

La diffusion ainsi définie, si elle existe et si elle est unique est notée (Xt(b’E’XO)> .

>0

Par la suite, on a besoin de fonctions b et d’une variable aléatoire X telles que

I’on puisse toujours définir la diffusion Xt(b’g’XO). On rappelle le Théoréme 10.2.2

de la page 255 dans [40] - sous une forme plus faible - dont on ne donnera pas la
preuve :

Proposition 1.2. Soit une fonction b : Ry x R — R qui vérifie les trois pro-
priétés sutvantes :

1. max,>o |b(s,0)| < occ.

2. Quel que soit n € N, il existe une constante ¢, > 0 telle que |b(s,z) —b(s,y)| <
ColT — y| pour tous les réels x et y dont la valeur absolue est inférieure ou égale a
n.

3. 1l existe une constante r > 0 telle que pour tout |x| > r, sgn(x)b(s,z) > 0.

b,G,XO

Alors, quelle que soit la variable aléatoire réelle X,, I’équation E( ) admet une

unique solution forte (Xlgb?evXO)) '

1.2 Construction de I'espace de fonctions et propriétés

Afin de prouver que I'on peut définir la diffusion (0.0.5) sur un intervalle [0; 7]
avec T" > 0, on commence par construire un espace de fonctions adéquat a cet
intervalle temporel.
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Définition 1.3. Sur l’espace des fonctions qui vont de R, xR dans R, on introduit

la norme
|b(s, )| )

bl|p =
ol = s sup (1452

0<s<T zeR

ot q est Uentier strictement positif défini dans les propriétés (V-5) et (F-4).

En définissant les fonctions V' et ' de R, x R dans R par f‘}/’(s, x):=V'(z) et
V| < oo et Hfﬁ\’/’

F'(s,z) := F'(z), on peut constater qu'elles vérifient ‘

< 00,
T T
quel que soit T > 0.

Définition 1.4. On définit ’espace fonctionnel
Ar = AN AZNAL

ou les trois espaces de fonctions AL, A2 et A3 sont définis comme suit :
1 0
Ap = {b [0;T] xR — R | Vo €]ay; asprs1 s a—b(s,x) > m},
x

le parametre k = infue)—coa1] Ulasnrsaitoo] MIn{V"(2); F"(2)} ayant été introduit
dans (0.0.10) ;

2b<57x) 2 o — 19}7

A2 = {b: 0;T] x R — R | Vz € [a1; agp41] , O

les parametres a == F"(0) et ¥ := sup, g —V"(x) ayant été introduits dans (0.0.8)
et (0.0.7);

AL = {b; 0:T] xR — R | ||b||T<oo}.

Il convient de noter que l'on demande tacitement aux espaces AL et AZ et
par suite a l'espace fonctionnel A7 de ne contenir que des fonctions dérivables et
de dérivées continues par rapport a la variable x. Par conséquent, toute fonction
de Ar est localement Lipschitz. On souhaite appliquer la Proposition 1.2 pour
construire une solution forte associée & une dérive appartenant a Ar. Or, cette
Proposition exige que les dérives soient localement Lipschitz. Et, par définition
de ||.||, toute fonction b € Ay vérifie les autres propriétés de la Proposition
1.2. Enfin, quelle que soit la mesure de probabilité p dont le moment d’ordre
2n := deg(F) est fini, la fonction V' + F’ % p appartient & Ar.

Définition 1.5. Les moments jouant un réle crucial, quel que soit I’élément b
dans ’ensemble A1, on pose

y9(t) = B [| X

p —_—
5 ] et v(t) = sup Vlgb’e)(s).

0<s<t
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La définition de I’ensemble A intégre une possible décroissance de ses éléments
par rapport a la variable x. En effet, le potentiel de confinement V n’est pas
convexe vu qu’il posséde au minimum deux puits d’apres la propriété M > 1.
Contrélons maintenant cette décroissance.

Lemme 1.6. Soit k := (k+ | — 9|) (a2pr+1 — a1) ou les constantes o, U et k
ont été définies respectivement dans (0.0.8), (0.0.7) et (0.0.10). Soient T > 0
et b € Ap. Alors, quel que soit s € [0;T] et pour tous les réels x et y, on a la
minoration

sgn(z —y) (b(s, x) — b(s, y)) > klr—yl—K. (1.2.1)

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose y > x. Plusieurs cas peuvent
se produire :
1. Siy <a;ouz > agyy1, comme b € AL on asgn(x—y) (b(s,z) — b(s,y)) =
b(s,y) — b(s,z) > k (y — x) ce qui implique bien (1.2.1).
2. Six < a; <y < agyyi, alors comme b € AL on a b(s,a;) — b(s,z) >
k(a1 — ). Et, comme b € A% on a b(s,y) — b(s,a;) > (« —9) (y —ar) >
—la =9 (y — a).
En faisant la somme, il vient b(s, y)—b(s,z) > k(ay — z)—|a — V| (y — ay) >
k(y—z)— (k+]a—9]) (y —ay). Comme 0 <y —ay < agpre1 — ag, on en
déduit (1.2.1). On a bien str la méme inégalité lorsque a; < z < agpy41 < y.
3. Sia; <z <y < asy, commeb € A2 on ala majoration b(s,y)—b(s,z) >
(=) (y—x) > k(y—x)—(k+ |a=7|) (y—z). Or,0 < y—x < aspre1— a1
donc on en déduit (1.2.1).
4. Six < a1 < agyy1 < y, comme b € AL on a b(s,y) — b(s,aonrs1) >
k(y — agnren) et b(s,a1) — b(s,x) > k(a; — x). De plus, comme b € A2, on
a U'inégalité b(s, aopri1) — b(s,a1) > (o — ) (agpre1 — aq).
En sommant les trois termes, on obtient donc b(s,y) —b(s,x) > k(y — x) —
K (agpr1 — a1) — |a — 9| (agpr11 — a1) ce qui est exactement (1.2.1).

O

On remarquera que le Lemme 1.6 fournit un contréle qui ne dépend pas de
I’application b € At que 'on considére.

Lemme 1.7. Soit une variable aléatoire réelle Xy. Soit ®¢ > max {r;a —J}. On
définit la fonction p de [0;T] x R dans R par p(s,z) = Pgz.
Alors, p € Ap. De plus, pour tout k > 1 tel que le moment d’ordre 2k de X, est

fini, Vék’e) (T) < oo. Par ailleurs, quel que soit k > 1, il existe une constante C(k)
telle que l'on ait

—_ —

v (T) < Ck) v (T) + T + (T — pllr)* (1+viZ:’<T>>] (122)

pour toute fonction b € Arp.
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Démonstration. D’abord, d’aprés la définition de @, il est clair que p vérifie les
conditions sine qua non pour étre dans AL et A%. Puis, comme la fonction p est
linéaire, I'inégalité ||p||; < oo est immédiate. Aussi, la fonction b appartient-elle
a I’ensemble Ar.

Etape 1. La solution de I’équation E¥X0) peut étre exprimée littéralement

¢
Xt(p,e,Xo) = exp [~ Pot] <X0 + \/E/ exp [Pgs] dBS) :
0

Par conséquent, en utilisant I'inégalité (a + b)?* < 2% (a* + b**), on obtient la

majoration |Xt(p’€’X°)|2k < 2% exp [—2kPy] []X[)]Qk + €*| fg exp [Pos] dBS\%} . D’ou

t 2\ *
/ e®0%d B,
0

Or, le processus <exp [—Dot] fot exp [Pgs] st> est gaussien et centré. En lui
>0

appliquant I'inégalité de Kunita-Watanabe, il vient

E |:|Xt(p,e,X0)|2k] S 22k6—2k‘1>0t E [|X0|2k} 4 EkE (

t 2 t
E (exp [—<I>0t}/ exp [Pps] dBS) = exp [—2<I)Ot]/ exp [2Pgs] ds
0 0
_ ! (1 (—20 t])
= 20, eXp 0
ce qui converge vers -=— quand t tend vers I'infini. Par conséquent, le proces-

23,
sus (exp [—Dgt] f(f exp [Pgs] dBS>t>0 est convergent et il en est de méme de ses

moments, lesquels sont donc bornés sur R et a fortiori sur [0;7]. On en déduit

E [|X§pv€vX°>|ﬂ < 2% exp [~ 2kPot] E [| Xo|2*] (1.2.3)
t 2k
+ 2% sup E (exp [—<I>0t]/ exp [Pos] st) < 00.
teR 0

Ainsi on a bien Vék’e) (T') < oo puisque 'on avait supposé E [|X0|2k} < 00.
et (Xt(b’E’XO)) les deux solutions associées

Etape 2. On considére (Xt(P,E,Xo))
>0 £>0

respectivement a p et b sur le méme espace de probabilité comme définies par la
Proposition 1.2. On peut alors écrire :

t
Ay = XN x (et — / [b(s, XbeXoy — s, X§P’€’XO))] ds .
0

Soit n > 1. On applique la formule d’Itd au processus (4A;) i>o avec la fonction de

classe C? z +— |z|" :

s

t
A = [ s (B AL (55, XE) < (s, X)) s
0
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En faisant tendre n vers 1, il vient
|A] = — /t sgn (Ay) { [b (s,XS(b’E’XO)) —b (s, Xs(p’e’XO))}
0
+ [b (S,Xs(p’E’XO)) —p (S,Xs(p’E’XO))} }ds.
En utilisant 'équation (1.2.1), la premiére intégrale peut étre majorée de la sorte
_ / s (A) (s, X0 — b(s, X)) < — / A ds + TR,
0 0
pour tout ¢ < T'. Ainsi la majoration de I’écart entre les deux processus devient
1A < /t ‘b(s,XS(p’E’XO)) — ,o(s,XS(p’g’XO))| ds+rT.
0
En rappelant que b et p sont tous les deux dans l'espace Ar, on sait que ||b||r <

oo et ||pllr < oo d'ott ||b — p||lr < oo. La définition de la norme ||.||r fournit
directement

t
A < [b— pHT/ (1 + |X§p7€7xo>\2q) ds +RT . (1.2.4)
0
En utilisant I'inégalité triangulaire, & partir de la définition de A4, on obtient

2k 2k
x| < f|xfre + |At|2’“} .

2k
A} <2 {]Xf”’“X”)

En prenant le supremum sur tout U'intervalle [0; 7], on trouve

‘ Xt(b,e,Xo)

2]{? —_
< 2% (I/éz’e)(T) + sup |At|2k> . (1.2.5)

te[0;T]

En se servant de 1’équation (1.2.4), il vient

T 2k
sup A" < 2 {Hb— pllz* U (1+ [xfeexo ) ds] +%2kT2k}
0

te[0;T
T 2k
T2k + (/ }Xgp,e,xo)‘Qq d5>
0

p,€,X0)

4 QZkEZkTQk .

IN

2%[[b — pll7*

2
(p,e.Xo) [

2q
Aprés avoir majoré ‘Xs ) , 'inégalité précédente

par (Supse [0;7] ‘ Xt(
devient

sup [A* < 2% TH||b — p||F

te[0;7) s€[0;T7]

1+ sup ‘Xgp’E’XO)‘4qk] (1.2.6)

+ 22k%2kT2k )
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On compile (1.2.5) et (1.2.6) :

—

2k Y
e < 920 (1) 4 2T 4 95T — p] 3 (1 + Vil <T>) |

On prend C(k) := max {25, 2% et I'on a l'inégalite (1.2.2). O

Aussi, quelle que soit la variable aléatoire réelle Xy dont le moment d’ordre
4gk est fini, quel que soit 7' > 0, quelle que soit b € A, les moments d’ordre
inférieur ou égal & 2k de X" sont finis pour tout ¢ € [0; 7.

Comme F’ est une fonction polynémiale de degré 2n — 1 d’aprés 'hypothése (F-
1), quel que soit le réel x, quel que soit s € [0;7] et pour toute fonction b € A,

I’application z — E [F ! (x - X éb’e’Xo)ﬂ est une fonction polynomiale de x dont

les paramétres sont les moments d’ordre 1 a 2n — 1 de X% Ces parametres
étant finis pour peu que le moment d’ordre 4gn de X, soit fini, on en déduit

E [F ! (;1: — Xﬁb’e’XO)ﬂ < 400 et par conséquent, on peut définir la fonctionnelle
suivante :

Définition 1.8. Soit une fonction b € Ar et une variable aléatoire réelle Xo dont
le moment d’ordre 4qn est fini. Pour tout s € [0;T] et x € R, on introduit
Ib(s,z) = V'(z) + E [F' (v — X"=%0))]. (1.2.7)
On va maintenant fournir des propriétés concernant la fonctionnelle I'“. En
particulier, on va prouver qu’elle stabilise ’espace sur lequel on travaille et a
I'intérieur duquel on cherche la solution du probléme initial. On remarque que la
fonctionnelle I'* dépend de Xj.

Le lemme suivant prépare le terrain pour ’application du théoréme du point fixe
de Banach-Picard.

Lemme 1.9. Soit ¢ > 0 et T > 0. On se donne une variable aléatoire réelle X
dont le moment d’ordre 4q* est fini. La fonctionnelle ¢ associée a X, vérifie les
trois propriétés sutvantes :

1. T'© stabilise l’espace Ap : T (Ar) C Ar.

2. Il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout b € Ar, on a l'inégalité

¢ “(be
ITb|+ < Co (1 + v )(T)) (1.2.8)
ot q est Uentier strictement positif défini dans (V-5) et (F-4).

3. Il existe une fonction C : Ri — R, croissante suivant les deuz variables telle
que pour toutes les fonctions b, f € Ar, on a la majoration

00 =17l < 0= flle 765 (o4 ) ) (129
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Démonstration. Etape 1. Soit b € Ap. Prouvons que I'b (cette fonction est bien
définie vu que ¢ > n) est dans Arp.

Etape 1.1. Commencons par montrer que I'°b est dérivable par rapport & = mais
aussi que %Feb(s,x) > Kk pour x > asp+1 et pour x < ap. On se sert pour cela
du théoréme de dérivation sous le signe somme pour justifier de la dérivabilité - a
s fixé - de 'application x — E [F ! (x — Xs(b’E’XO)ﬂ . Ainsi I'“b est dérivable en la

variable = et de plus, sa dérivée est
0
ol s x) =V (@) + E [F" (z — XeXo))]
x

Cette quantité est définie car F” est une fonction polynomiale de degré 2n — 2
et les moments d’ordre inférieur ou égal a 2n de Xf X0 gont bornés. D’apres

I'hypothese (F-2), F” <x — Xs(b’E’XO)) > 0. De plus, la définition de x fournie dans
(0.0.10) implique V" (x) > k pour x > agp41 et pour x < ay. Par conséquent, on
a bien 2T°b(s,z) > k pour tout s dans [0; 7] et pour tout = ¢]as; asnr1].

Ceci prouve que I'*b € AL ou Al fut introduit dans la Définition 1.4.

Etape 1.2. Vérifions que l'on a [|[Tb|j7 = Supgc,cp SUP,cp (‘Ejf‘(;ffq)') < 0.
L’inégalité triangulaire aboutit directement a
(b,e,X0)
I s

[+ 2P = T [oPe T+ [

V' ()]

a2 < Cy. De méme, 'utilisa-

Or, d’aprés ’hypothése (V-5), on sait que 'on a
tion de la propriété (F-4) fournit

Ay(a) =E[[F (o = XL [ =B [|F (@ = X)) = F(0)]]
< C E |:‘.Z’ _ b,e,Xo | <1 + ’I‘ B ng’e’XO)‘Qq_2>i| .

Ainsi :
AW,
1+ || R

IA

Coé(z)E [(1 + \Xs(b’E’XO)D (1 4 9202 }ng,e,xo) ‘2q—2>}

1 1 22q72 2q—2
ou l'on a &(x) = -+l +‘ G ! ) L’espérance est finie vu que le moment

d’ordre 2q est fini et ne dépend d’ allleurs pas de x. Etant entendu que £ est une
fonction rationnelle sans pole réel et de degré —1, elle est clairement bornée. On
trouve ainsi

[ITb||7 = sup sup(

0<s<T zeR

i) o

1+ |2
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car le supremum en temps est pris sur un compact. Ceci prouve que I'b € A3, qui
a été introduit dans la Définition 1.4.

Etape 1.3. Prouvons maintenant que I'b € AZ. On a bien la minoration de %Feb.
En effet,

§r%<s, ) = V'(@)+E[F (2= x")] > —sup—V"(y) + F"(0)
X yeR

> a—19
grace a la convexité de F’ sur Ry par I'hypothése (F-3).
Les axiomes étant vérifies, b € A} N A2 N A% = Ar.
Etape 2. Prouvons maintenant la majoration (1.2.8). D’aprés (1.2.10), on a

V/
Il < o [ | ¢ B =)
V'(z) e
| L) - N

D’aprés ’hypothése (F-4), on a

S

]F’ (x - X(b,e,Xo))‘ < C, ’x _ Xs(b,e,xo)‘ (1 i }x B Xs(b’E’XO){Qq_2>

< G (14 fo = xPe )

< 2%(C, (1 + |z + \ng’ﬁ’xw\?q) :

Ainsi ‘E [F’ (x - Xéb’G’Xo)ﬂ ’ < 2%C, (1+ |=*) + 22qC’ql/§Z’e)(T). Or, on sait que

SUD,cRr % < C,. Par conséquent, l'on a bien (1.2.8) en utilisant la constante

Co:=(2"+1)C,.
Etape 3. Soient b et f deux éléments de Ar. Evaluons |[Tb — I'“f||,. Soient
s € [0;T] et x € R. L'inégalité triangulaire entraine
IDb(s,z) =T f(s,2)| = |E[F'(z— XPY)] =K [F (x — XY
< E[|F (z — XPoX)) — F/ (z — XPoX)|].

S

V'(z) a disparu car il est commun a I'b(s, z) et & I'“ f(s,x). D’aprés 'hypotheése
(F-4), il vient

DD(s, ) —T°f(s,2)] < CE {As<b, f) [1 + (AL () + (Ag(x))zq—j }
oulona Ay, f) = |Xs(b75,Xo) _ Xs(f’e’XO)‘
et Als’(x) = |x — X(b’E’XO)‘ pour tout b€ Arp.

S
Comme (a+b)*" < 22072 (272 4 1?1-2), en notant Ay , et AL, au lieu de

242 ot ‘Xé(f,f,Xo) 242

)X (b, Xo0) , on en déduit

Tb(s, ) — £ (5, 2)] < 2C, (1+ a2 B { A6, 1) [1+ My + M0}
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en prenant des majorations qui sont larges. En rappelant que pour tous les réels
a,bycet z,ona (a+b+c)? <3(a®+b*+c2) et (1+]z[*72) < 2(1+ |=[*),
I’application de 'inégalité de Cauchy-Schwarz induit

[Db(s, ) — T f(s, )| < € (1+[al) VEBL(b, £/ 1+ 12 (s) + i (s)

oi C} := 3 X 224+1C,. D’on

76 =Tflly < C; sup { VETAG f)Q]}\/ L 29 + (). (121)
se|0;

Or, en se servant de la formule d’It6 avec la fonction x — |x|7 ot > 1 puis en
faisant tendre 7 vers 1, on peut écrire

t
A(b, f) = — / sgn (X)X (FeX0) [ (X (0e30)) — p (ool | as,
0

Soit 7 := 1+ max {¥) — ;0}. Soit I'application b de [0; 7] x R dans R définie par
b(t,z) := b(t,z) + 7. De méme, on définit f par f(¢,x) := f(t,z) + 72. Alors, il
vient

t
At(b, f) _ _/ sgn (Xs(b,e,Xo) o Xs(f,e,Xo)) (5 (Xs(b,e,Xg ) f~( feXo )) ds
0

+7‘/t Ag(b, f)ds
0

Les deux fonctions b et f sont croissantes par définition de 7. Ainsi la quan-
tité sgn (XS(”’E’XO) - Xs(f’e’XO)> (f (ng’e’X°)> —f (Xs(f’E’XO)>> est positive ce qui

implique

t
_ X (beXo) _ x(feXo) (;; X(beXo)y _ F(x(FeXo) )d
| sen ) (B (xpe) = F (x0e0) ) s

t
<
0
t 2
SHZ) — f||T/ (1 + ‘Xs(b,e,Xo)’ > ds.
0

En effet, la translation pour aller de b a b est la méme que celle pour aller de fa
f donc ||b— f||r = ||b — f]|r. Par conséquent, on obtient la majoration suivante :

t
2 (X (b,e,X0) ) Jz(XS(b,e,Xo)) ‘ ds = / ‘b (X;Eb’ﬁ’XO)) — f (Xs(b,e,Xo))| ds
0

Oy RN (e R

On applique le lemme de Gronwall et 1’on obtient
< b= fllzT (1 + VS;‘)) e’

< 2/|b— f|AT? (1 + uf;‘)) >

’Xt(b,e,Xo) B Xt(f,e,Xo)

2
dot ‘Xt(b,e,Xo) B Xt(f,e,XO)
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Comme b et f peuvent étre inversées, on a

—

. . 2 10 179
XX - x| < ol — fIT? <1+—u£i;>+ vy >) e (1.212)

2 2
On compile (1.2.11) et (1.2.12) puis on applique I'inégalité de Jensen afin d’obtenir
la majoration (1.2.9) avec la fonction

4g—4 4g—4 1 1
o) = VACE 1t ol 4 g1 Slel 4 D

Cette derniére est bien croissante en chacune des deux variables. ]

1.3 Construction d’une solution sur [0; T']

Comme il a été dit dans l'introduction du chapitre, on compte se servir d'un
théoréme du point fixe utilisant une application contractante sur un espace de
Banach. On a déja réussi a obtenir une application continue. On va maintenant
restreindre 'espace d’étude pour que 'application continue y soit une contraction.

Définition 1.10. Soient T > 0 et K > 0. On note
A ={beAr | [Pllr < K}
le nouvel espace d’étude.

Lemme 1.11. Soit une variable aléatoire réelle X, dont le moment d’ordre 8¢*
est fini. 1l existe deux parametres strictement positifs Ko et Ty tels que pour tout
K > Ky et pour tout T' < Ty, on a les deux propriétés suivantes :

1. AL est stable par T¢ : TCAE c AK.

2. La norme Lipschitz de la restriction de T'¢ a 'espace X est inférieure a %

Démonstration. Etape 1. En combinant les deux inégalités (1.2.2) et (1.2.8) avec
k = g, on trouve

Tl < G {1 o) [véij"(T) £ (T — pllr)P (14 2 <T)>] } |

En rappelant que p(s,z) = ®ox, ||p||; = sup,er E%L < @p. On a donc 'inégalité
I0D][r < Co + CoClq)ral™(T) (1.3.1)

+ CyC(q)T™ [1 + 2% (|b][7 + 57 (1 + uig’;) (T))} .

D’apres U'inégalité (1.2.3), en remplacant k par 2¢® puis par ¢, on a :

—

V(P&) (T)

4q2
—_—

et VEUT) < 2ME[|Xo|*] +2%C (2q, D) (1.33)

IN

21’ [\X0|4q2] +219°C (47, By) (1.3.2)
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avec C(2k, ®g) = " sup, g E [(exp [— o] [y exp [Poz] ds)%]. Donc, en combi-
nant (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3), il vient

ITbl|7 < Co [1+ C(q)2% (E [|Xo[*] + C (24, ®o))] + CoC(q)T™
+ CoCla)T®2 { (K 4+ 031) (142 (E[|1X|'"| + € (44% @) ) ) |
car [|b||7 < K vu que b € AX. On pose
Cy = Co[1+C(q)2* (E [|Xo|*] + C (2¢, D0))]
et Gy = CoC(@)2 (2+ @) (142 (B [|Xo "] + C (403, 00) ) ) -
Alors, on a

[ITb||7 < Cy + CoT?(1 + K*9) .
1
On prend K27 > 20 puis T < (W) * . Par conséquent, ||[Tb||; < K ce qui
prouve bien I'b € AKX vu qu'on savait déja d’aprés le Lemme 1.9 que l'on avait
b € Ar.
Etape 2. Soient b et f dans AX. On a

vPNT) < O(q, K) (1+TY) et viP(T) < Cg, K) (1+T1)
ou C(q, K) ne dépend que de ¢ et de K. En effet, d’apres (1.2.2) :
) < O29) {‘ (L) + T 4 (1o - pll) (1 + 125 <T>>]

< Clq) Wy 4 T 2R ) T

car on s’est placé sur AL ce qui implique ||b — pllz < ||b]|7 + ||pllr < 2K. On
prend désormais K > 1 afin que le terme 7% soit absorbé. Donc :

Ve )(T) < O(2q) max {ygg@ (T); 1+ 24K [1 + vy (T)] } (1+1%) .
Notons C(q, K, T) := C(2¢) max {Vig NT); 1+ 29K [1 + VE(;Z’;)(T)] } En pre-
nant 7' < 1 il vient C(q, K,T) < supgep< Clq, K,T) =: C(q, K). On applique
ensuite l'inégalité (1.2.9) :

P =Tfllr < [lb= fllrTCy(Cla, K) (1+T),Clq, K) (1+ %) )

< Tlb = fllzC

puisqu’on a majoré 7" par 1; o C' := (QC(q, K),2C(q, K)> ne dépend ni de T'

ni des applications b et f. Il suffit de prendre 7" < min {1, %} pour que la norme
Lipschitz de la restriction de I'* a I'espace AF soit inférieure & 1. ]
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On peut remarquer que l'on se sert de la finitude du moment d’ordre 8¢* pour

la premiére fois dans ce lemme. En effet, le cas échéant, les quantités Vig’e) (T) et

—

Vg’e) (T') ne pourraient pas étre magjorées.

A partir de maintenant, on a tout ce qu’il faut pour trouver une solution a I’équa-
tion de départ, avec toutefois une certaine restriction sur 7" et sur Xg. En effet,
les calculs précédents nécessitaient la finitude de T et les paramétres Ky et Ty
dépendent de Xj. On étendra seulement aprés a R, tout entier.

Proposition 1.12. Soit une variable aléatoire réelle X telle que E [ngQ] < 00.

Alors il existe Ty > 0 tel que pour tout T < Ty, l’équation (0.0.5) admette une
solution forte sur l'intervalle [0;T]. De plus, l'on a une propriété portant sur les
moments de cette solution :

sup E (| X;]*) < oo (1.3.4)

0<t<T

Démonstration. Etape 1. Soient T} et Ko définis comme dans le Lemme 1.11. On
sait donc que la norme de la restriction de I' & I'espace AL est plus petite que %
en considérant 7' < Ty et K > K.

Soit b € AK. On définit la suite (b,),en par by := b et b,y := b, pour tout
p € N. Grace au Lemme 1.11, on peut prouver par récurrence que b, € A% quel
que soit p € N.

I'“ étant une contraction, toujours grace au Lemme 1.11, la suite (b,),en converge
vers un élément by, € AX qui ne dépend d’ailleurs pas de b. 1l vérifie de plus :

by = b Par conséquent, (Xt(b“”e’xo)> o] est une solution forte de I’équation.
tel0;T

Etape 2. D’aprés les hypothéses, on sait que E [\Xo\k] < +o00 pour tout k entre
1 et 8¢%. On a donc

sup E [’XS(’)’E’XO)H < 00
s€[0;T

ou p est définie dans le Lemme 1.7 et ou 1 < k < 8¢ L’inégalité (1.2.2) nous
offre de plus

— — —

J8(T) < C(k) {u;’,:@ (T) + T2 1 (T — pll)?*(1 + 12 (T»]

pour tout k € N*. Le membre de droite est fini pour tous les k tels que 4¢k < 8¢

’ y (b:eX0) k

< 00 ce qui

Par conséquent, quel que soit k < 4¢, on a sup,cjo.r E [
implique (1.3.4).

L’unicité de la solution n’a pas encore été démontrée. Elle le sera par la suite.
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1.4  Extension a Ry tout entier

On vient d’obtenir le résultat en temps fini. On souhaite 1’avoir en temps
infini. Pour ce faire, on va d’abord supposer qu’il existe un temps maximal au-
dela duquel on ne peut pas définir de solution. On va ensuite donner une bonne
majoration des moments de la solution qui sera valable sur tout I'intervalle. Ainsi
il sera possible d’étendre l’existence d’une solution au-dela du temps maximal ce
qui prouvera donc que 'hypotheése initiale d’'un temps maximal est absurde.

Lemme 1.13. Soit une variable aléatoire réelle X, telle que E [XZF] < oo avec
k > q. Soit T > 0. Soit b un élément de Ar. On suppose que la fonction b
est définie (ce qui n'est pas automatique dans la mesure ot il n'a pas €té supposé
que le moment d’ordre 4¢*> de X, était fini) et qu’elle vérifie T°b = b. On note
X, = Xt(b’e’XO) la solution forte de l’équation partant de Xq et dont la dérive est
b. Alors, il existe une fonction C! telle que

7T = sup B[|1X["] < OB (%)

Démonstration. Etape 1. On commence par fournir une inégalité fonctionnelle.
L’application de la formule d’It6 fournit

2k(2k — 1
d| X = 2k X, [** T sgn(X,)d X, + k(2k—1) 5 ) | X | 2edt.
On integre
¢ t
X = [ X + 2k\@/ sgn(X,)| X, |21 dB, + k(2k — 1)6/ X, [2F2ds
0 0

t
— Qk/ | X[ tsgn(X,) [V’ (Xs) + F' s u (XS)]ds.
0

On regarde l'espérance puis on utilise le théoréme de dérivation sous le signe
somme. On obtient

() (6 = —2KE[san(X)IX* (V%) + F (X)) ]
+ 2k — 1))

Or, E (sgn(X;)|X,[* ' F' % uf(X,)) > 0. En effet, soit X; une copie indépendante
de X; qui suit la loi us. Alors,

E (sgn(X,)| X, F s uf(X,)) = E (Xf’“*lF’(Xt - )Z))

= [ P - ity
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Comme les roles de X, et X’t peuvent étre intervertis, on a
B (0T () == [ e -y i)y,
Ainsi
E (X" xuf(Xy)) = %//m . (27— 1) P2 — y)ug(z)dz ug(y)dy .
F’ est croissante donc (z%7! — y?*71) F'(z — y) > 0. On en déduit
(y;:@)’ (1) < —2KE (sgn(X)| X, [* V(X)) + e k(2k — DY) (1.4.1)

Etape 2. On prouve maintenant que le membre de droite est négatif si I/él;f) (1)
est trop grand. Si V' était convexe, la majoration serait simple. Toutefois, dans
notre cas, il arrive que —sgn(z)V’(z) soit positif. Décomposons 'espérance en

deux morceaux selon la positivité ou la négativité de —sgn(X;)V'(X;) :

B (s 00) = [ sl V@it (142)

al

+ / sen(z) |22V (z)us (x)da.
larsaonr41]¢

D’aprés les hypothéses (V-2) et (V-4), on sait que la premiére intégrale peut étre

négative et que la seconde est positive. Nous allons donc chercher a minorer la

pfe%liére par une constante et & minorer la seconde par une fonction croissante de
b,e

Yok (2).

Etape 2.1. On commence par la premiére intégrale :

AN +1 a2nM+1
/ sgn(@) |22 V! (2)ul(x)de > — / 2V (@) () e
1 2k—1 / 1 M1 €
> s (WP sw (V@) / u(z)da
z€lar;a2M+1] x€lat;a2p41] ai

2k—1

> —max {|ai|; |aoprs1|} x max {|ai|; |agpr11]} X 9 x 1.

On obtient ainsi cette minoration :

a2M 41 2k
/ sen(z) |22V (z)us(x)dz > —10 max{]all; \aQMH\} : (1.4.3)
ay

Ceci est bien une constante.

Etape 2.2. Pour la seconde intégrale, on se place assez loin de sorte que la quantité

sgn(z) X V(é‘f) soit minorée. Soit v > max {|ay|; |agar+1|}. On introduit

7' := min {sgn(m) X V|’x(|x) x €] — 0o; —y[U]7; —i—oo[} > 0.
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Alors :

[ sm@E e [ e g,
larsaonr41]¢

[—v;7]e |:r]

> / ey uf (z)da
[—yiv]e

> (E<|Xt|2k> -/ x%u,?(x)dx)
=]

On peut majorer le second terme dans la parenthése par 2%, Ainsi :

— € b,E
/[ @V @) di) 200 - 1
a1;a2n+1]°¢

Ceci est bien une fonction croissante de uéi’e) (1).

Etape 3. On compile les résultats (1.4.1), (1.4.2), (1.4.3) et (1.4.4) puis on utilise
I'inégalité de Jensen :

/ 1—o-
(A7) 0 < err—1) (W0m) T - 2wy
+ 2k0max {|ay; |aonra| VT + 2ky'y %
L application y définie par y(z) := € k(2k — 1)~ 2 + 2k max {|a1; |aonrar|}2" +

2k~'v?F — 2k~'z est une fonction négative a partir d’un certain rang ngk . Ainsi si

!/
x> ZL‘&%), alors x(x) < 0. Donc, l'inégalité Véi’e) (t) > mgk) implique <V52’6)> (1) <

0. On en déduit donc

v (t) < max {a®), 59 (0)} = max {a®),E || Xo"] }

pour tout ¢ € [0; 7. O

Maintenant que I'on a la majoration des moments indépendamment du temps,
on a toutes les armes en main pour obtenir I'unicité ainsi que ’extension sur R.

Théoréme 1.14. Soit une variable aléatoire réelle X telle que E (\X0\8q2> < 00.

Alors, Uéquation différentielle stochastique non-linéaire (0.0.5)
t
X, = X0+\/EBt—/ {V’(XS)JrF’*u;(XS)}ds,
0
u, = L(X;)

admet une unique solution forte sur R,.. De plus, son moment d’ordre 8¢* est fini
quel que soit t > 0.
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Démonstration. Etape 1. Comme E [Xg‘ﬂ < 00, la Proposition 1.12 nous dit

qu'il existe T' > 0 tel que I’équation (0.0.5) admette une solution forte sur [0; 7.
Soit (Y;) e,y une solution. On lui associe la fonction de dérive ¢ par c(f,z) :=
V() + E[F' (z — Y))]. L'inégalité (1.2.8) devient

et o)l _ V@] | [EF (@ -Y) :
< <C(1 E[lYve) ). (145
1+ [a]?a = 1+ [a]? o SO\ s B (1.4.5)

Or, d’aprés le Lemme 1.13, le moment au temps t est majoré par une fonction
dont la variable est le moment au temps 0.

Si I'on dispose d’une fonction ¢ qui vérifie I'c = ¢ alors le processus associé vérifie
I’équation du Lemme 1.13 puis, en prenant K assez grand, a partir de 1’équation
(1.4.5), on en déduit Jifﬁgl < K. Ainsi quelle que soit la variable aléatoire initiale
X, dont le moment d’ordre 8¢? est fini, en prenant K assez grand, on est assuré
que toute solution de I'équation I'c = ¢ est dans 'espace AL d’ot I'on a une
unique solution puisque I'® est une contraction sur cet espace.

Or, si (Xt),co7) est une solution, elle vérifie X; = X% 6u T'on a b(t,x) =
V'(x)+E[F' (x — X};)] donc il y a unicité de I’équation différentielle stochastique.

Etape 2. Supposons qu’il existe T < oo tel que I'on ne puisse définir une solution
forte au-dela de Tj.

Le Ty en question dépend directement des moments initiaux comme on l'a vu
dans la preuve du Lemme 1.11. Or, on a vu que les moments étaient majorés
indépendamment du temps par une constante ne dépendant que des moments au
temps 0. Notons C' cette constante.

On considére 1’équation

¢
X = X(')—l—\/EBt—/ b(s, X!)ds
0
avec b(s,z) = V'(z)+E[F'(z— X))

ot I'on a E[|X}|"] < C pour tout 1 < r < 8¢%. On peut associer un temps 7" > 0
a cette équation tel qu’elle ait une unique solution forte sur [0;77]. A la variable
aléatoire X, est aussi associée une nouvelle constante K’ qu’on prend plus grande
que K sans rien changer a la généralité.

Prenons X| := XTO_ . Cette valeur initiale vérifie les conditions et on peut

2

alors définir la solution forte sur [0;7"] ce qui revient & étendre (Xy),c(op &
(Xt)te[o;TOJr%']' En effet, sur [T — £; Ty, on a unicité. Ceci contredit la défini-
tion de 7g. O
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2. EXISTENCE DES MESURES STATIONNAIRES

2.1 Introduction

Afin d’étudier le comportement en temps long (en particulier le temps de sortie
d’un domaine) du processus stochastique auto-stabilisant X ¢, on va s’intéresser a
I’éventuelle existence d’une ou de plusieurs mesures stationnaires pour la diffusion
(0.0.5). Le Théoréme 1.14 qui assure l'existence de la solution forte de I’équation

différentielle stochastique non-linéaire nécessite que 1’'on ait E [ngf] < 4o00. Par

la suite, on considérera toujours que le moment d’ordre 8¢? de la variable aléatoire
Xy dont on part est fini. Ainsi on recherchera des mesures stationnaires dont le
moment d’ordre 8¢> est fini.

Pour commencer dans ce travail sur les mesures stationnaires, on fournit une équa-
tion générale que satisfait toute mesure stationnaire de (0.0.5) dont le moment
d’ordre 8¢ est fini. Pour ce faire, une équation aux dérivées partielles non-linéaires
sera utilisée.

Puis, on s’intéressera au cas particulier ol le potentiel d’intéraction F' est de degré
2. On résoudra le probleme d’existence par paramétrisation. Lorsque le potentiel
de confinement V est symétrique, on prouvera qu’il y a une unique mesure sta-
tionnaire symétrique. Et, que la fonction V' soit paire ou non, on prouvera que
pour chacun de ses points critiques ag, sous une condition simple, pour € assez
petit, il existe une mesure stationnaire "autour" de ag, le terme "autour" étant
précisé par la suite. On en déduiera qu’il y a toujours au moins une mesure sta-
tionnaire. Si de plus V" est convexe et symétrique, on précisera le nombre exact
de mesures stationnaires par paramétrisation. Pour terminer sur 'existence des
mesures stationnaires pour € assez petit dans le cas d’'une fonction d’intéraction
F” linéaire, on montrera que si « est assez grand, il y a au moins 2M + 1 mesures
stationnaires ot 2M + 1 est le nombre de points critiques de V.

Afin de préciser les résultats de la section sur le cas ot F” est linéaire, on appro-
chera les seuils de bifurcation en-dega desquels les mesures "autour" des points
critiques existent bien dans le cas d'un exemple particulier. Notamment, on verra
que ces seuils existent si bien que I’étude des équations différentielles stochastiques
auto-stabilisantes dans le cas ot V' a plusieurs puits va a I'encontre de l'intuition
induite par 1’étude du cas convexe (uniformément ou non) et est donc fondamen-
talement différente.

On terminera ce chapitre en étendant les résultats au cas ou la fonction polynd-
miale /' est de degré quelconque ; tant en ce qui concerne les mesures symétriques
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que les mesures "autour" des points critiques.

Le résultat principal du chapitre est donc l'existence d'une (ou de plusieurs a
priori) mesure(s) stationnaire(s) symétrique(s) lorsque V' vérifie (V-8) ainsi que
I'existence pour chacun des points critiques ag de V' d’une mesure stationnaire
"proche" de ag sous une condition simple. En particulier, le comportement en
temps long de X[ ne pourra pas étre deviné péremptoirement.

A partir de ce chapitre, on suppose que le potentiel de confinement V' vérifie
I'hypothese (V-10).

2.2 Forme générale d’une éventuelle mesure stationnaire

Afin de paramétrer simplement les mesures stationnaires en fonction des don-
nées du systéme, on commence par donner une équation qui permet de caractériser
la loi du processus et fournit donc un pont entre ’équation différentielle stochas-
tique et une équation aux dérivées partielles.

Lemme 2.1. Soit X, une variable aléatoire réelle telle que E [Xg'ﬂ < o0. Soit

(X5),>0 la solution forte de l’équation différentielle stochastique auto-stabilisante
(0.0.5) et du(t,x) sa loi. Alors, pour toutt > 0, la loi du(t,z) admet une densité
par rapport a la mesure de Lebesque. Cette derniére - que ['on note u®(t, x) - vérifie
de plus ’équation aux dérivées partielles suivante :

e O

%u(t,x) = 5%14(15, T)+ % [u(t,x)(V’(z) + (F" % u) (t,x))] : (2.2.1)
Démonstration. Dans I'Etape 3 de [36], McKean a prouvé, en utilisant le lemme de
Weyl que I'unique solution forte de (0.0.5) admettait une loi absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue et dont la densité est solution de I'équation
aux dérivées partielles (2.2.1) pour peu que la dérive de 'équation stochastique
soit une fonction de classe C*°. Comme F” est une fonction polynémiale de degré
2q et comme les moments d’ordre 1 & 2¢ de la mesure u§ sont bornés, I’application
x — F' % uf(x) est définie et polynémiale donc elle est bien de classe C*™ ce qui
acheve la preuve. O

On a par conséquent une correspondance entre I’équation différentielle stochas-
tique non-linéaire (0.0.5) et 'équation aux dérivées partielles elliptique (2.2.1).

Lemme 2.2. Si la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) admet une mesure station-
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naire u. dont le moment d’ordre 8q° est fini, celle-ci vérifie

w(x) = A(ie) exp {_% (/O F'x uu(y)dy + V(x))] (2.2.2)
_ A(L) exp {—% (F s uela) — F xu(0) + V(x))] ,

ol M) = /R exp {-% < /0 ' F’*ue(y)dy—l—V(x))} dr (2.23)
_ /Rexp {—g<F*uE(x) —F*uE(O)—i—V(x))} da

€
est la constante de renormalisation. Inversement, une mesure dont la densité
ue vérifie (2.2.2)—(2.2.3) est invariante pour la diffusion (0.0.5) et son moment
d’ordre 8¢* est fini.

Démonstration. Etape 1. Premiérement, on prouve que toute mesure u, qui sa-
tisfait (2.2.2)—(2.2.3) est une mesure invariante pour la diffusion auto-stabilisante
(0.0.5). La finitude de son moment d’ordre 8¢* est une conséquence directe des
hypothéses (V-3) et (F-3). En effet, ces deux hypothéses impliquent 'existence
d’une constante R, > 0 telle que 'on ait V(x) + F x u.(z) — F * u(0) > 2 pour
tout x > R..

Soit X une variable aléatoire dont la mesure de probabilité est u.. Considérons
la diffusion

t
Ve = Xo+eB— / W (YS) ds (2.2.4)
0
oulona W (zx) = V(z)+ Fxux)— F*u0). (2.2.5)

Alors, (Y),so est une diffusion de Kolmogorov et elle admet donc une unique
e*%WE(z)
o e EWe®) gy

(2.2.2). Par conséquent, L (Y;*) = u, pour tout ¢ > 0. Puis, (2.2.4) devient :

mesure de probabilité invariante et il s’agit de v (z) := = u.(z) d’apres

t

Ve = XowveB— [ Ve P s
0

v, = L(YS) pour tout s>0

S
ce qui est exactement (0.0.5). Donc u. = L (Y)) = L(X[) pour tout ¢ > 0 car
il y a unicité de la solution d’apres le Théoréme 1.14. D’oul u,. est une mesure
invariante pour (0.0.5).
Etape 2. Prouvons maintenant la réciproque. Supposons qu'il existe une mesure
stationnaire 1, dont le moment d’ordre 8¢* est fini. Elle vérifie donc 1’équation
(2.2.1) ainsi que Zuc(t,z) =0. D’ou I'on a

@)+ (uee) (V/(@) + F e ule) ) =0
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pour tout x € R. En intégrant, on en déduit I'existence d’une constante C, € R
telle que

Sul(a) + uda) (V@) + P o)) = C.

pour tout z € R. Par la méthode de la variation de la constante, la solution wu,
prend la forme

(@) = () exp [—%We(x)] avee  Al(z) = %Ceexp [%We(m)}

ou la fonction W, a été définie dans (2.2.5). D’otu, aprés une simple intégration :

2 2 z 2 )
wle) = A0 4 2 ([T [P ) e

La fonction z — 2W,(z) est de classe C? d’aprés les hypotheses (V-1) et (F-1).
La fonction x +— F'xu(x) est convexe d’aprés I'hypothése (F-2). Par conséquent,
I'hypothése (V-4) implique l'existence de M > 0 tel que W/ (x) > 0 pour tout

€
x > M. De méme, la condition (V-3) implique la stricte positivité de W, pour
x > M. De plus, la fonction z — F x u.(z) est polynémiale vu que les moments

d’ordre 1 & 2¢g de u, sont finis. Par conséquent, %
x tendant vers l'infini. Cette limite ainsi que la condition (V-10) fournissent la
limite lim, ﬁ = 0. On peut alors appliquer le Lemme A.1 & %WE afin
de donner un équivalent - pour x s’approchant de l'infini - de A (x) dans le cas

ot C¢ # 0. On a alors

converge vers () pour

2 exp [2 (Jy ' xuc(y)dy + V(o))]
Ada)~ 2C 2(V/(@) + F x uc(x))
Ainsi :
ue () c

~ V'(z) + F' * uc(x)

On remarque la positivité stricte de V'(x) + F” * u.(z) au voisinage de +oo et sa
négativité stricte au voisinage de —oo. Donc, si C. > 0, alors u.(x) est négatif
strictement au voisinage de —oo. Inversement, si C. < 0, alors u.(z) est négatif
strictement au voisinage de +o00. Par conséquent u. n’est pas la densité d’une
mesure de probabilité. Il vient donc que C. = 0 puis, aprés renormalisation, on
obtient (2.2.2) ainsi que (2.2.3). O

2.3 Mesures stationnaires quand l'intéraction F' est linéaire

On s’intéresse dans la présente section au cas ot la fonction d’intéraction F” est
linéaire c’est-a-dire F”'(z) := o et F(x) = $a* pour tout = ol « a été défini dans
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(0.0.8). Dans cette section, comme ’on suppose qu’il y a bien auto-stabilisation,
I'on dispose de l'inégalité stricte @ > 0. La recherche d’'une mesure invariante
revient in fine & un probléme de paramétrisation sur R. En effet, une mesure u,
est invariante si et seulement si elle vérifie

) = exp [—% <V(:c) + a% — aml(e)xﬂ 2.3.1)
fR exp [—% <V(y) + a% — amﬂe)y)] Yy

et my(e) = - : (2.3.2)

Il est évident que si V' est symétrique, la mesure u? définie par (2.3.1) avec my(€) =
0 est symétrique et vérifie également (2.3.2). Elle est donc invariante et

exp [—% (V(a:) + oﬁ;)]
Sz exp [—% (V(y) + 04%)} dy.

Le moment d’ordre 1 d’une mesure symétrique étant obligatoirement nul, on en
déduit instantanément 1'unicité de la mesure invariante symétrique si le potentiel
de confinement V' est symétrique. Mais aussi, on en déduit que si ce dernier n’est
pas symétrique, alors ’équation auto-stabilisante (0.0.5) n’admet pas de mesure

~2(V)+ge?)

€
Jr et (V+5u?)g

ud(z) =

dz ne serait

stationnaire qui soit symétrique puisque la mesure
y

pas symétrique.

La question que I'on peut maintenant se poser est de savoir s’il y a d’autres réels
my (€) satisfaisant (2.3.2) c’est-a-dire s’il y a des mesures stationnaires qui ne soient
pas symétriques lorsque V' est symétrique. De plus, on peut se demander s’il existe
des mesures stationnaires lorsque V' n’est pas symétrique.

Pour rechercher ces éventuelles mesures, on va utiliser deux fonctions particuliéres.

Définition 2.3. Quels que soient m € R et € > 0, on définit

- Jz wexp [—% (V(:I:) +al — amx)} dx
Yelm) = Jeexp[-2 (V(2) + % — amz)] dz (2:3.3)

ainsi que  x.(m) = Y. (m)—m. (2.3.4)

Trouver une mesure invariante & la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) dont le

moment d’ordre 8¢* est borné revient donc a trouver un point five a W, c’est-a-dire
UN 2610 4 Y-
Rappelons que d’aprés 'hypothése (V-2), le potentiel V' posséde 2M + 1 points
critiques avec M > 1 et on les note ay,as, - ,asp41. Dans la suite, quand on
parlera de I'un de ces points, on utilisera la notation générale ay sans préciser s’il
s’agit d’un puits ou d’'une bosse du potentiel V.
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Proposition 2.4. Soit un potentiel V' qui vérifie les hypotheéses (V-1)-(V-6) ainsi
que (V-10). Soit ag un de ses points critiques tel que

o> 2 sup L) = V(@)

5 et a+V"(ag) >0. (2.3.5)
r#ag (ao — iL‘)

Alors, quel que soit 6 > 0, il existe ¢g > 0 tel que pour tout € < €, le systéme
d’équations (2.3.1)—(2.3.2) admet une solution my(€) satisfaisant

V(3)(a0)

my(e) — ag + 4V (ag) (o + V" (ag))

6‘ <Je. (2.3.6)

Démonstration. Soit 7 > 0. Procédons au développement limité a 'ordre 1 de la
quantité W (ag — 7€) :

Jp wexp [—% (V(:v) +aZ —afay — Te):vﬂ dx

U, - = 2
(a0 = 7¢) Jeexp [=2 (V(2) + a% — aag — T€)x)] du
Jr, me=207% exp [—% (V(m) + a— — ozaw)]
Jpe2emexp [-2 (V(2) + a% — aaor)]| dv
On peut appliquer le Lemme A.9 & f(x) := —2a7rz, k=1, p:= 0 et U(x) :=

V(x) 4+ $2® — aaox. En effet, 'hypothese (2.3.5) affirme que ag est I'unique point
ou U atteint son minimum global et qu’en plus U”(ag) := V" (ag) + « > 0. 1l vient
ainsi :

agV® (ag) + dagar (o + V" (ag))

U (ag— 7€) = ag— Jag (0 + V”(ao))2 €+ o(e)
B V"(ag) V3 (ap)
= ag—TE+ TV (ag) { — TV (ag) (o + V"(ao))} €+ o(e).

Par conséquent

__V"(ao) V®(ay)
Xelto =79 = i (ag) (7 TV ag) (o + V”(ao))) €+ ole)

0 ._ V) (ao)
On pose 7" := V)tV

soit > 0. On a

) alors ag — 7% est un point fixe & € prés. En effet,

V//(&(])

di = X€<CLO — (7'0 :t(S) E) = iém

€+ o(e). (2.3.7)
Pour e suffisamment petit, d.d_ < 0. Les fonctions W, et y. étant continues,
le théoréme des valeurs intermédiaires nous assure de l'existence d’un my(e) qui
vérifie |my(€) — (ag — 7°%)| < de et W (my(€)) = my(e). O
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Remarque 2.5. Nous venons d’obtenir [’existence d’une valeur €y qui dépend de
V' et de a en-dessous de laquelle une mesure existe au voisinage de d,,. Toutefois,
aucune expression analytique de cette valeur critique n’a été donnée. D’ailleurs,
nous n’avons pas non plus prouvé qu’au-dessus de cette valeur, une telle mesure
n’existait pas.

Définition 2.6. La mesure stationnaire associée a my(€) par (2.3.1) est dite ex-
centrée autour de ag. On la note u® en gardant a l’esprit que rien n’interdit a
priori qu’il existe plusieurs mesures stationnaires excentrées autour de ay.

Corollaire 2.7. Soit V' un potentiel qui vérifie les hypothéses (V-1)—-(V-6) ainsi
que (V-10).

1. StV réalise son minimum global en ag, la diffusion (0.0.5) admet une mesure
invariante excentrée autour de ag. Ainsi il y a toujours au moins une mesure
stationnaire lorsque lintéraction F' est linéaire.

2. En particulier, si V' est symétrique et posséde deux puits distincts a et —a, pour
€ assez petit, il existe une mesure invariante excentrée autour de a et une mesure
invariante excentrée autour de —a.

Démonstration. 1. Si ag est un point ot V atteint son minimum global, alors
ag vérifie V”(ap) > 0 d’ott a4+ V" (ag) > 0 d’aprés 'hypothese (V-2). De plus,
V(z) > V(ag) pour tout = # ag et comme a > 0 d’aprés 'hypothese (F-5), le
point ag vérifie bien I'hypothése (2.3.5) et I'on peut donc appliquer la Proposition
2.4 ce qui conduit au résultat d’existence d’une mesure invariante excentrée autour
de ag.

2. Si V est symétrique et a deux puits —a et a, alors V réalise son minimum global
en a ainsi qu’en —a et I'on est ramené au cas précédent. O

Dans le cas ot V est symétrique et a deux puits , on sait donc d’avance qu’il
y a au moins trois mesures stationnaires dés que le paramétre € est assez petit.
L’une excentrée autour de a, ’autre excentrée autour de —a et enfin une mesure
stationnaire symétrique. On peut maintenant se demander s’il y a plus de trois
mesures invariantes dans ce cas. Pour cela, on va s’intéresser avec plus de précision
a WU, et xe.

Théoréme 2.8. Soit un potentiel V qui est symétrique et posséde deux puits a et
—a avec a > 0. Si V" est convexe, il y a exactement trois mesures invariantes deés
que € est assez petit.

Démonstration. Soit m > 0. Rappelons que la fonction modélisant 'intéraction
est linéaire : F'(x) = awr avec > 0. Afin d’étudier les mesures invariantes, on doit
considérer les points fixes de 'application W (m) définie par (2.3.3). On introduit
le potentiel suivant :
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Comme V’(0) =0, on a W/ (0) < 0. De plus lim,_, o W/ (z) = +00. On note z,,
le réel strictement positif pour lequel le potentiel W, atteint son minimum global.
Il est bien unique étant entendu que V" (et ainsi W,” ) est une fonction convexe En
effet, la convexité (au sens large) de W, implique la croissance de W) Comme
W) (0) = VB(0) = 0, on en déduit que Wm)(x) > 0 pour tout x > 0 ce qui
implique la croissance de W) sur R,. Raisonnons par 'absurde en supposant

qu’il existe deux réels strictement positifs x,(%) < :L',(EL tels que W, y atteigne

son minimum global. Alors, W/ <x%)> = W/ <x£r2b)> =0et W ( n}L) > 0.

Comme W, est croissante, on en déduit que W) (z) = 0 pour tout x € [:E,(n), 5,2)]

D’aprés la définition de W,,, cela implique V”(z) = —a et V®(z) = 0 pour tout
S [x&)7x£3)] Mais, V" est convexe et V) (0) = 0 donc V) (x) = 0 pour tout

z € [0;27] dou W "(x) =0 sur ce méme intervalle. Or, W/ (xm)) 0 donc
W' (z) = 0 pour tout z € [0;2'2]. W/ (0) = —am # 0. Par conséquent, z,, est
unique. De plus, z,, satisfait

V'(xm) + a(zy —m)=0 et V'(z,)+a>0. (2.3.8)

En effet, comme W, atteint son minimum global en z,,, I'égalité V" (z,,) + o =0
impliquerait V®(z,,) = 0 c’est-a-dire 2, = 0 ce qui contredit '’hypothése de
positivité stricte de x,,.
On définit

Xo(m) =z, —m. (2.3.9)

On obtient 'expression :

J(@ — 2p,) exp [—% (V(m) + ‘%2 - amxﬂ dx
Jeexp [-2 (V(z) + %€ — ama)] dx

Il suffit de prouver que y. a juste un zéro dans R, .

Etape 1. Pour tout € > 0 et m > 0, on remarque que x.(m) < xo(m) =z, —m.

On applique le changement de variable = := y + z,, aux intégrales dans (2.3.10)
et on obtient

Xe(m) = o —m + (2.3.10)

Jeyexp [—% (V(y + X)) + O‘TZP + a (2, —m) y)} dy
Jgexp [—% <V(y + ) + aTy2 +a(xy, —m) y)} dy
Jo- yexp [—2%] Qem(y)dy
Je exp[ <V(y+xm)+a7y2+a(wm—m)y>}dy

Xe(m) = xo(m) +

= xo(m)+

Y

avec

Qem(y) = exp [—% (V(y + ) + a (Tm —m) y)}

— exp [—%(V(y — Tm) — (T —m) y)] :
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On introduit la fonction
An(y) =V(y+ax,)—V(y—xn)+20(x, —m)y

Comme V est une fonction paire, A,,(0) = 0 et A (0) = 0. D’apreés la définition
de x,,, A’ (0) = 0. V" est une fonction convexe par conséquent V) est croissante.
Done A (y) = VO (y+a,,) — VO (y—z,) > 0 pour tout y. On en déduit que A”,
est croissante. Ainsi A, est positive sur R’ et de méme en ce qui concerne A,,(y)
pour y > 0. Finalement, on arrive a Q.,,(y) < 0 pour tout y > 0. On obtient le
résultat annoncé : x.(m) < xo(m) pour m > 0.

Etape 2. La fonction xo a un unique z€éro sur RY .

Calculons xo(a) ot a > 0 est défini par (V-8). On sait que a est solution de
V'(z)+a(z —a) =0 avec V"(x)+a > 0. Ainsi z, = a ce qui implique xo(a) = 0.
Concentrons-nous sur les variations de la fonction xo sur lintervalle ]0, +ool.
Comme V'(z,,) + ax,, = am et o+ V"(z,,) > 0, on en déduit que I'applica-
tion m — x,, est dérivable ce qui fournit

d
/
L
XO(m) dm z
et
d o .. . V”(ZEm)
dmn " G Vg, 0 e aumpliane xo(m) = = ey

Le dénominateur est positif d’aprés la définition de z,,. L’hypothése (V-4) nous
dit que V"(z) > 0 pour tout & > a. Ainsi x;(m) < 0 pour tout m > a. Comme
Xo(a) = 0 on en déduit que, pour tout m > a, xo(m) est strictement négatif et
par conséquent la fonction yo n’a aucun zéro sur |a; +o0|.

Cela rameéne donc I'étude de xo a U'intervalle |0, a]. Comme V" est une fonction
convexe, on en déduit que la dérivée de yqo est négative pour z,, > c ot ¢ > 0
satisfait V" (c) = 0. On sait que ¢ > 0 existe et est unique car V"(0) < 0 et V" est
convexe. De plus ¢ < a d’aprés 'hypothése (V-4). Comme Iapplication m — x,,
est croissante pour m > 0, on en déduit que x((m) est strictement négatif pour
m €] max(0,m.),a] ot m, est tel que ¢ soit solution de (2.3.8). On peut calculer
ce parameétre explicitement : m. := ¢ + @

On remarque alors deux cas différents :

— St m, < 0 clest-a-dire @ < M# : Xo est décroissante strictement sur Ri
avec Xo(a) = 0. La fonction x, s’annule donc une seule fois sur R’ et c’est
au point a.

— Si m, > 0 alors xo est croissante strictement sur |0, m.[ et décroissante
strictement sur |m.., +00[ avec yo(a) = 0. Il suffit de prouver que la limite &
droite en 0 de la fonction yg est positive afin de conclure que a est 'unique
zéro de xo sur R%. Au vu de la définition de x,, on a : lim,, o+ xo(m) =
lim,, o+ x,,, > 0. En effet, 'application m — x,, est strictement croissante

de |0, +oof vers ]0, +00[ donc la limite en m = 0 est positive ou nulle.
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Dans ces deux cas, la fonction yo n’admet qu’un seul zéro sur R et il s’agit de a.
Etape 3. La famille de fonctions (X<)eso (respectivement (X')eso) converge uni-
formément vers xo (respectivement x{,) sur chaque compact de ]Rj_.
Premiérement, on prouve la convergence de W (m) pour m > 0. Rappelons que

Jp wexp [—% (V(I) + "‘T’EQ - ozmx)] dx

U (m) = Jeexp [<2 (V(2) + 22 — amz)] dx

2

En appliquant le Lemme A.9 avec U(z) = V(z) + %~, k == 1, p := m et
G(z) := —ax, on obtient la convergence annoncée :

V3 (xm)

Xe(m) — xo(m) = ¥e(m) — a2, = _4(a V(s ))26 +o(e) .

De plus, cette convergence est uniforme par rapport a la variable m sur chaque
compact de R

On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique de x’(m) lorsque € est
petit. On dérive ¥, :

Vi(m) =

(™)

2
20 | [ a?exp [—2W,(z)] dx Jpzexp [—2W,,(2)] d

€ Jpexp [—2W, ()] dx Jpexp [—2W, ()] dx
On reconnait la variance de la mesure u{™ associée a la moyenne m par (2.3.1).
Ainsi

, 200 (m)
Xe(m) = —Var(u/™) —1. (2.3.11)

€

En appliquant & nouveau le Lemme A.9 avec U(x) := V(z) + 4=, G(x) := —ax,
i :=m et k := 2, on obtient

Jp x* exp [—%Wm(x)] dr (:BmV(?’)(xm) — (a+ V”(:vm)))

=z — €+ ole€).
Jg €xp [—%Wm(x)] dx " 2 (a4 V" (xy))? ©
On applique maintenant le Lemme A.9 avec k := 1 et 'on a une estimation du
premier moment :
2
rexp |—2W,,(2)] dz mV (2,
f]R p[ € ()] =z, x (.CE) 6+O(€).

Sy exp [=2Wi(2)] da g (a+ V (5))

En combinant (2.3.11) et les estimations des deux moments, il vient

_V//(a: )
‘(m) = ———""—+0(1) = xy(m) + o(1) .
Xm) = s+ of1) = Xy (m) + of1)
De plus, cette convergence est uniforme par rapport a la variable m sur chaque
compact de R .
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Etape 4. Pour tout § > 0 assez petit, il existe ey > 0 tel que Y. a un unique z€ro
sur [d, 00| quel que soit € < €.

Les Etapes 1 et 2 impliquent que Y. ne s’annule pas sur I'intervalle ]a, +-00[. On
regarde donc ce qu’il se passe sur I'intervalle |0, a]. Sur chaque sous-espace compact
de cet intervalle, x. converge uniformément vers o d’aprés I'Etape 3. Ainsi les
zéros de x. sur chacun des compacts inclus dans ]0;a] sont au voisinage de a,
'unique zéro de y, comme prouvé lors de I'Etape 2. On étudie la dérivée de y.
au voisinage de a. Comme X’ converge uniformément vers x, d’aprés 'Etape 3
et comme Yh(m) < 0 au voisinage de a d’aprés ’'Etape 2, on obtient x’(m) < 0
dans un voisinage de a dés que € est assez petit. Finalement on prouve que, pour €
assez petit, la fonction x. ne peut admettre strictement plus d’un zéro sur [d, ool.
Etape 5. Il existe 6 > 0 et €y > 0 tels que x. ne s’annule pas sur 10, 6] pour tout
€ < ¢g.

Dans cette derniére étape, on doit distinguer trois cas differents selon les positions
des parameétres 9 et o I'un par rapport a 'autre. On rappelle que 1 et o sont définis
par (0.0.7) et (0.0.8) respectivement.

Etape 5.1. On suppose o < 1. Dans ce cas particulier, Wy(z) = V(z) + ax?/2
atteint son minimum global en un un unique point sur R, et c’est en 2y > 0.
Soit 0 > 0 quelconque. On prouve que, pour € assez petit, x.(m) = W, (m)—m >0
sur )0, 6]. D’apreés la définition de W, par (2.3.3), il suffit de prouver que N.(m) > 0
pour m €]0,d] ot l'on a

N (m) = /Rxexp [— %Wm(x)] dx — m/Rexp [— %Wm(a:)] dx .

Evidemment N.(0) = 0. Prouvons que N, est croissante. En dérivant, on obtient

N!(m) = 2?06/]1% <x2 —mx — i) exp [— %Wm(az)] dz.

Cette expression est en fait positive. En effet, en se servant de la symétrie de
Wo(x) et de la majoration m < 4, on obtient

N/(m) = 2 /00 {<x2 - 2i> cosh <20zmx> — ma sinh (2am:c> } e Wole) gy
0

€ a € €

[0 o 2amzx 2 €
> —/ Ps(x)e « e e W@dr avec Py(z):=a®—dx — —.

e Jo a

On sépare 'intégrale précédente en deux parties : la premiére, que 'on note I,
est effectuée sur U'intervalle [0, 2d] et la seconde, que 1'on note Iy, est effectuée sur
le complémentaire 26, co[. On a N/(m) > < (Iy + Iss).
Comme les racines de la fonction polynomiale Ps sont

xi:1<5:|:\/52+%) < 20,
2 «Q
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la fonction polynémiale est positive et croissante sur Uintervalle [26, co] et peut
donc étre minorée par P5(25) = 20% — ¢/a. Le Lemme A.6 implique 'existence
d’une constante C' > 0 qui améne a la minoration suivante lorsque € — 0 :

xo+1
Ios > (26% — e/a)/ e~ e W@ gy > 0§24 /e e V(o) taz/2)
20

tant que zo > 20 (il suffit alors de choisir ¢ assez petit).
On s’intéresse finalement a la minoration de l'intégrale I,. Comme la valeur mi-
nimale de Ps est —(6%/4 + ¢/a) et comme W”(0) < 0, on a

(52 20 2amzx 2 52
oz (7 + 5)/ Ty > 25(T 4 e (2312)
4 ol ) 4 «

Pour § > 0 assez petit, V(2d) > V(zg) + az?/2 (car le minimum de V(x) + ax?/2
est atteint uniquement en xg). Par conséquent, le terme négatif par lequel I est
minorée dans (2.3.12) est négligeable par rapport au terme positif par lequel I55 est
minorée lorsque € est proche de 0. On en déduit qu’il existe €, tel que N/(m) > 0
pour tout m € [0,0] et € < ¢y. Comme N.(0) = 0, on conclut que N.(m) > 0 sur
10,0] et donc de méme avec x.

Etape 5.2. On suppose ici que 'on a o« > 1. Dans ce cas, Wy(z) atteint son
minimum global en 0 et z,, converge continiiment vers 0 lorsque m — 0. En
utilisant des arguments similaires & ceux déja présentés dans 'Etape 3, on affirme
que Y. (respectivement x.) converge vers yo (respectivement () uniformément
sur [0,a] lorsque ¢ — 0. En se servant de la régularité de xo et de l'inégalité
X6(0) = —% > 0, on obtient I'existence de 6 > 0 et €y > 0 tels que x.(m) > 0
pour m € [0,0] et € < €. X, est nulle en 0 puis est strictement croissante sur [0, ]
ce qui implique le résultat annoncé.

Etape 5.3. On suppose maintenant que o = o. Il suffit alors de remarquer que
Xe dépend contintiment du paramétre a. Le résultat suivant peut étre déduit
directement du précédent (Etape 5.2) par continuité : x’(0) > 0, x’(m) > 0 pour
m € [0, 9] et € < €. En fait, x. s’annule en 0 et est croissant sur [0, 6]. L’inégalité
Xe(m) > 0 pour tout m €]0,d] et € < ¢ est une conséquence évidente.
Conclusion : Les Etapes 4 et 5 fournissent I'existence de ¢, > 0 tel que pour tout
€ < €y, Xe a exactement trois zéros : 0 et deux autres réels, I'un dans le voisinage
de a, 'autre dans celui de —a. A chacune de ces moyennes correspond une unique
mesure invariante obtenue par (2.3.1). O

Bien que l'on n’ait pas pu obtenir l'unicité de la mesure stationnaire comme
c’est le cas lorsque V' est convexre, on a un résultat de tiercéité des mesures sta-
tionnaires lorsque V" est convexe pour € assez petit. On peut se demander s’il est
possible d’étendre ce résultat lorsque F n’est pas de degré 2. Cette question sera
partiellement résolue par le Chapitre 6 et cela nécessitera les résultats des Cha-
pitres 3, 4 et 5.

[Nlustrons maintenant le Théoréme 2.8. Pour cela, on considére un potentiel simple
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ainsi qu'une valeur assez petite de € et on fait varier a afin de voir le comportement
de xo et x. en fonction de a.

4

Exemple 2.9. Soit V(z) := 5 — %2 et « > 0. On pose F(x) := Sa*. D’apres
le Théoreme 2.8, des que € est assez petit, la diffusion (0.0.5) admet exactement
trois mesures invariantes : ['une est symétrique, une autre est excentrée autour de
1 et la troisieme est excentrée autour de —1.

Dans la preuve du Théoréme 2.8, on a étudié les zéros de la fonction yq. Ici,
a =1 et V" est bien convexe. Soit x,(m) 'unique réel strictement positif tel que

V'(ze(m)) + azog(m) —am=0 et a+V"(xy(m)) >0.

Ici, on sait que I'unique réel strictement positif annulant V' est ¢ := \/ig et le
parameétre qui lui est associé est
V(e 3o — 2
me:=c+ (<) = (2.3.13)

o 3v3a

On pose xq(m) := x,(m) — m. Cette fonction x, est I'analogue de y, et ne doit
pas étre confondue avec x. que ’on note maintenant x¢, afin de faire intervenir de
facon visible la dépendance en «. Etudions la fonction y, sur R tout entier. On
introduit le systéme (E*™) :

X} +t(a-1)X—-am=0 et 3X*+(a—1)>0.
Le discriminant de ’équation polyndémiale de degré 3 est donné par

a*m?  (a—1)3
4 27

Dans le cas particulier ou o = 0, il y a une unique solution au systéme (E*™)
et il s’agit de 1 d’oit yo(m) = sgn(m) — m avec la convention sgn(0) = 0. Par la
suite, sur chacun des graphes, on tracera la courbe de X})/ ! En effet, e = }l est
suffisamment petit pour permettre I'apparition des mesures excentrées pour les
différentes valeurs de a que 'on va considérer dans les graphes.

Toutefois, il convient de préciser que ey = i n’est pas un seuil critique universel,

I’étude de ce dernier étant repoussée pour l'instant.
Premier cas : a > 1. Alors, quel que soit m € R, A,(m) > 0. Ainsi on a

Ya(m) — ;/7 /Bl + 42— /Blm) —m.

La fonction y, est continue et impaire. On constate : x,(0) = xo(1) = 0. En
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utilisant le fait que Al (m) = ‘1277”, il vient
a am 5 ram 3
! 1 = Aa -\ 5 - Aa
wm 41 = (e VA - (5 )’}
a? Ay(m)  am\ fam
. 123 — (6% _ Aa

Ay(m am am 3
+ (m) | < —\/Aoé(m))3 .
3 2 2
Cette derniére quantité est négative. En effet, x”(m) < 0 équivaut a

2/ Ay(m) — 3am ’ - 2/Ay(m) —am
2/ Ay(m) + 3am — 2/AL(m) +am

& 1 —2am

1 ’ 1
(1_6am2\/Aa(m)+3am> 2v/Aa(m) +am

Cette derniére inégalité est bien vérifiée vu que les deux quantités sont dans [0; 1]

6am 2am : > 0. N :
3B (730 > 3 TEa o puisque A,(m) > 0. Ainsi y/, est strictement

décroissante sur Ry. Or, x/(0) = ﬁ > 0. On en déduit l'existence d’'un unique
réel m(«) strictement positif tel que x/ (m(«)) = 0. Cherchons m(«). Il faut
résoudre

(g vam)' - (- ) - S/

Posons A := <%+\/m>é et B = (%—M)é On a
A3 —B* = (A-B){(A- B)’+3AB}

2¢/Aa(m) = <@) +36\/W {a2m2_Aa(m)r

=

4
& 108A.(m) = 4a® —3a®

3o — 2
& 27a’m® = 4a® -3’ —4(a—1° & m(a)= a

_3\/504'

On peut vérifier qu’il s’agit bien du paramétre m, défini dans (2.3.13).
Deuxiéme cas : o = 1. La résolution est immédiate et il vient x;(m) = ms —m.

La fonction est & nouveau impaire, continue sur R ainsi que de classe C* sur R?,

et sur R* mais elle n’est pas dérivable en 0.

En dérivant deux fois, il vient x/{(m) = —%m‘g < 0 pour tout m > 0. A nouveau,

/ ) ) : * ) 1 _ 3x1-2
X ne s’annule qu’une seule fois sur R et c’est en 7 T s
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On constate aussi que la fonction y; a exactement trois zéros.

Troisiéme cas : 2 < o < 1. Dans le cas présent, le discriminant peut étre
3 M)

négatif. Soit donc mg(«) tel que A, (mo(a)) = 0. Pour tout m entre 0 et mo(«),
le discriminant est négatif et pour tout m entre mg(a) et 400, il est positif. Un
calcul simple donne

2

Nlw

m(a) = =z (1= a)
Alors, on a
P (m) Vm € [~mo(a); 0[UJ0; mo(a)]
Xa(m)=4¢ 0 siom=
P (m) ¥m €] — 00; —mo(a)] U[mo(a); +oo]

@ (m) =2 L« oS E arccos | o 2T —m et
2= 3 3 2 | 1—a)y
\/— + )+ ¢ —VA -m.

On peut commencer par remarquer go( )( 07) = v1 —a # 0. Ainsi la fonction x,

n’est pas continue en 0 mais elle est équilibrée c’est-a-dire qu’elle vérifie gp( )(O) =
%( (e )(0+) + ol )(0 )) Et, elle est de classe C*™ sur ]0;mg(«)[ ainsi que sur

Jmo(av); +o00[. Elle est de plus continue sur R .

Comme dans le cas o a > 1, la fonction gpéa) a une dérivée seconde strictement

négative et sa dérivée s’annule en un unique réel strictement positif : m.(a) =
gigi Il reste & connaitre la position de m.(«) par rapport a mg(«). En effet, la

fonction gpga) ne coincide avec la fonction y, que si le paramétre m est plus grand

que mo(a). On est ainsi amené a résoudre

2 (1—04)% - 3o — 2
3v/3a 3\/304

ce qui donne a > 3. D’out me(r) > mo(a) si a > 2. Dans ce cas, x, est croissante

3
strictement sur [—2— 35a (1—a)z; gf‘/gj] et strictement décroissante sur | Sf“[ ; 400l

On dérive maintenant gog *) pour m < mg(a) :

v - 402 (1 — @) 1 am 27
<90§ )) (m) = \/4(1 — o) — 2Ta?m? [5 e ( 2y (- a>3>] o

&(a,m) = %arccos (an i 37003) :
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On dérive goga) une seconde fois :

(90§a)>// (m) = 44/302(1 — a)? {3am 27

(—27a2m? +4(1—a)3)? | 2 | (1—a)? sin [€(ev, )]

am 27 ’
— 1- < >\ A a)3> cos [{(a, m)]

Par définition, {(a,m) € [0; %] d’out sin(3§(a,m)) > 0, sin({(a,m)) > 0 et
cos(§(a,m)) > 0. 11 vient :

@) () — 4v3a?(1 — a)?
(#7)" ) (—27a2m? + 4(1 — a)?)
{3 cos(3¢(a, m)) sin(&(a, m)) — sin(3& (o, m)) cos(& (e, m))}

32v/302(1 — a)?

= = = cos(&(a, m sin®(¢(a,m)) < 0.
(—27a*m? + 4(1 — )3)> (&la,m)) sin({(a, m)) <

3
2

X

(

!/
On s’intéresse maintenant a la dérivée aux bords : <901a)> (01) = (+v3)a—2

2(1—a) >0

/
car o > 2 ainsi que <g0§a)) (mo(a)™) = 3%‘13‘__2). Par conséquent, lorsque a > 3, la
(c)

fonction ¢" est strictement croissante sur |0; mg()[. Au contraire, si o < 2, la
fonction ") est strictement croissante sur ]0; m1(a))] et strictement décroissante

/
sur [my(a); mo(a)[ ot my(a) est 'unique zéro de (gp@) compris strictement entre

0 et mo(). 1l reste a évaluer m;(«).
Dans le cas out v < 2, cherchons m4 (). On utilise & nouveau (o, m) :

)/ B a  sin({(a,m)) B
(A7) ) =0 = [~ asm@e(a,m) 0

1
20/1—a

En se servant d’un polynéme de Tchebychev, il vient

& cos((a,m)) =

2\ E7oz>3 - (w%—o) o (wf——a) B sz__jﬁ |

Dot my(a) = me(a) = g’f‘[—gi

Pour résumer, si ’on prend % < «a < 1, lafonction y,, est strictement croissante sur
10; gf‘/gi] puis strictement décroissante sur [g"\l/gz, +ool avec xo(07) =v1I—a >0
et Xa(1) = 0. Ainsi la fonction x, a exactement trois zéros.

3

Plus précisément, si o > 4, alors le maximum de x, sur R est atteint avec la
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seconde fonction gpga). Et, si a < %,
fonction gog @) Enfin, si a = %, le maximum est atteint au niveau de la jonction
des deux courbes a savoir —1-.

On remarque également que le point o la dérivée s’annule est de plus en plus
a gauche. Ainsi la partie croissante est de moins en moins longue au profit de la

partie décroissante.

ce maximum est atteint avec la premiére

De plus, la partie o x, coincide avec goga) est de plus en plus longue.

Quatriéme cas : o = % La résolution explicite donne ici mo(g) = % ainsi que
2 cos [3 arccos (9m)] —m si - |m| €]0; 5]
_ )0 si m=0
xz(m) =

o+ VA + {5 = /A = s o>

oul'on a A(m) := | /Ag(m) = (%)3. La fonction Xz est strictement décrois-

9

sante sur |0; +o00[ bien que x5 (0%) = 0. Et, X%(OJF) = \/% On en déduit donc que
3

la fonction X2 a exactement trois zéros sur R.

Cinquiéme cas : a < 2. La résolution de 1’équation polynémiale donne ici

3
mo(a) = 21/ U52 o

Am) si |m| €]0;mp(a)]
Xa(m) =< 0 si o m=0
P50 (m) s |m| € [mo(); +oof

w@<>=2w1;“mwammn—m

A m) = 3 /Bl + {5~ /Bo) .

2

avec

Les deux fonctions goga) et goéa) sont strictement décroissantes sur R* d’ou la fonc-

tion x, est également strictement décroissante sur R, avec Xa(0T) =+vV1—a>0.
On en déduit donc que la fonction x 2 2 exactement trois zéros sur R.

Voici maintenant les graphes de x, et Xi/ : (on Xé/ ‘ correspond a la fonction .
introduite dans (2.3.4) pour la valeur « et pour € := }l) pour différentes valeurs

de o :
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alpha=1.5

0.44

0.29

alpha=1

o"(ﬁw o,

I
o

oo,

1

Fig. 2.1: xo (en trait discontinu) et x4
pour o > 1

alpha=0.75
o
S

0.87

0.67

pour o =1

alpha=0.4

1

Xa (en trait discontinu) et xa

ey 0.4 ©o0,
0.2 20, O,
g, 0.2 2o,

-0.8

1

Fig. 2.4: x,, (en trait discontinu) et y4
pour a < 2/3

1
Fig. 2.3: x4 (en trait discontinu) et xa
pour 2/3 < a <1

On voit bien que 0, 1 et —1 sont les seuls points stables et par suite qu’il y a
exactement trois mesures invariantes pour la diffusion auto-stabilisante (0.0.5).
On peut aussi remarquer que plus « est petit, plus la courbe de x, se rapproche
de celle de la fonction linéaire par morceaux yq avec xo(x) := sgn(x) — |z| avec la
convention sgn(0) = 0.

Lorsque o > 9 = 1, on observe que la courbe de la fonction y, est de classe C' y
compris en 0 ou elle s’annule.

Quand on se trouve sur la limite o = ¥/ = 1, la courbe est toujours continue mais
elle n’est plus dérivable en 0. Ceci s’explique car il s’agit de la zone limite pour
laquelle le paramétre z( est égal a 0.

En effet, dés que a < ¢ = 1, la limite & droite de y, est strictement positive et la
courbe souffre d’'une discontinuité en 0.

Enfin, comme annoncé dans la preuve du Théoréme 2.8, lorsque m.(a) < 0 (ce
qui se traduit ici par a < %), la courbe est strictement décroissante sur RY .

Remarque 2.10. Dans le Théoreme 2.8, on a prouvé que si le potentiel V' était
symétrique, a deux puits et si V" était convexe, alors il y avait exactement trois
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mesures tnvariantes : les deux excentrées autour des puits a et —a ainst que la
mesure mvariante symétrique. On peut maintenant s’interroger quant a l’existence
éventuelle de mesures invariantes qui ne soient pas excentrées autour d’un fond
de puits. On sait déja qu’il existe une mesure stationnaire excentrée autour d’une
bosse ag; (pour 1 < i < M) sous la condition (2.3.5). Toutefois, on va voir
que cette condition n’est pas nécessaire pour qu’il existe une mesure stationnaire
"entre" les puits as;_1 et agi 1 ou le mot "entre"” sera précisé par la suite. De
maniere plus générale, on va prouver qu’il existe au moins une mesure stationnaire
"entre" deux mesures stationnaires excentrées autour de deux puits agir1 et agjt1
pour tous les entiers 1 <1< 7 < M.

Proposition 2.11. Soient ag < by deux points critiques ou V atteint des minima
locaux qui satisfont (2.3.5). Alors, il existe 59 > 0 et ¢ > 0 tels que pour tout
e < €, le systeme d’équations (2.3.1)~(2.3.2) admette une solution m(e) € [ag +
0; bo — o) et par conséquent, il existe une mesure stationnaire u®% définie par
m(e) avec (2.3.1).

Démonstration. On considére la fonction x. définie par (2.3.4). On introduit &
nouveau le potentiel

Wy (z) :=V(x) + %xQ — amzx

pour tout m > 0. Alors W,,(z) = Wy, (z) — a(m —ag) x ou 'on a W, (z) =
V(z)+ 5 (v — ag)’ — 2ag. Comme ay satisfait (2.3.5), la fonction W, atteint son
minimum global en un unique point et il s’agit de ag. Montrons maintenant que
pour |J] assez petit, il en est de méme pour W, 5.

Etape 1. Prouvons que tout point ot la fonction Wo+s atteint son minimum glo-
bal converge vers ag pour ¢ tendant vers 0 (en étant positif ou négatif). Pour tout
d € [-1;1]\ {0}, on considére z(d) un point ot W45 atteint son minimum global.
Donc x(0) est un point critique de We, s ce qui implique W, _s(x()) = 0 d’ou
W, (x(5)) = ad. Par conséquent, quel que soit § € [—1;;1]\ {0}, W, (z(6))] < a
et donc la famille (z(9)) sel—1:1)\{oy €st bornée. De plus, par définition, quel que
soit x € R, Wy, 15(2(0)) < Wyyis(z). En particulier, pour = ag, cela se traduit
par W, (z(0)) < Wy, (ag) + ad(x(d) — ag) d’ott 'on a la convergence de () vers
ap quand ¢ tend vers 0.

Etape 2. Prouvons que le point z(9) est unique dés que § est assez petit. Comme
Wi (ag) > 0 d’aprés 'hypothése (2.3.5), il existe p > 0 tel que pour tout z €
lag — p; ag + p], W, (x) > 0. Puis, pour § assez petit, on a 2(0) € [ag — p; ag + p].
Par conséquent, il existe §; > 0 tel que pour tout § € [—d;;01], tous les points
ot Wy,4s atteint son minimum global sont dans Uintervalle [ag — p;ag + p]. Et,
comme W7  s(x) = W, (z) > 0 pour tout = € [ag — p;ao + p|, on en déduit que

ag+9
le potentiel W, ;s atteint son minimum global en un unique point que 'on note

x(9).
Etape 3. Montrons les deux inégalités y.(ag 4+ 0) < 0 et y(ag — 0) > 0 dés que
6 > 0 est assez petit. Comme W, s(2()) =0, on a W, (2(0)) = ad. Etant donné
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que W, (ag) > 0, on obtient le développement limité a I'ordre 1 suivant :

x(é):ao—l—mé—i—o@).

Par conséquent :

V”(ag)

2(0) = (a0 +8) = — s

d+o0(0).

En rappelant que x,, est 'unique réel strictement positif qui vérifie (2.3.8) pour
tout paramétre m > 0, on en déduit qu'il existe dy < 07 tel que pour tout § €]0; 5,
on a Tayps — (ap+9) <0 et x4y-5 — (ag — &) > 0. En utilisant le Lemme A.9, vu
que Tqy+s = x(d) par définition de m +— x,, il vient

Xe(ag+90) = magps — (ag+90) + o(1)
et Xe(ag—0) = Tgy_s— (ag—09)+o(1).

Et, par conséquent, il existe ; > 0 tel que pour tout 0 < € < €1, on a y(ag+0) < 0
et xe(ag — &) > 0.

Etape 4. De méme, il existe d; > 0 tel que pour tout & €]0; d3[, il existe €5 > 0
tel que pour tout 0 < € < €, on a Xe(bop +9) < 0 et x.(by — &) > 0. Prendre
dp < min {52;63; Q;u‘”} et g = min{e; 6o} suffit & achever la preuve. En effet,
pour € < €y, on a Xc(ag + dy) < 0 < xe(bo — dg) et ag + &g < by — dp. Puis, en
utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit qu’il existe m(e) €
[ag + do; bo — do] tel que x.(m(e)) = 0. O

Définition 2.12. On suppose que pour un certain 0 <i < M —1 (ou M est défini
dans Uhypothese (V-2)), il existe une mesure invariante excentrée u' autour du
puits as;vq (voir la Définition 2.6) et une mesure invariante excentrée ui“ autour

du puits as;ys. On note m;(€) la moyenne de u' et m;, () celle de u™'. Sl existe
m(e) €]m;(e);mii1(e)| tel que x.(m(e)) = 0, on dit que la mesure stationnaire

associée a m(e) est intermédiaire entre u® et uitl et on la note ub*tt.

Remarque 2.13. La définition précédente n’exclut pas qu’une mesure stationnaire
soit a la fois excentrée et intermédiaire.

Corollaire 2.14. Soit un potentiel V' qui vérifie les hypothéses (V-1)-(V-6) ainsi
que (V-10). On suppose que pour tout 1 <i < M :

a > 2 max sup Vi@ais) = VIy) . (2.3.14)

! 2
0<i<M Y#ai+1 (a2i+1 - y)

Alors, deés que € est assez petit, ’équation différentielle stochastique (0.0.5) admet
au, moins 2M + 1 mesures stationnaires.
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Démonstration. L’hypothése (V-2) implique V" (ag;1+1) > 0 pour tout 0 < i < M
d’ott V"(ag;41) +a > 0. La condition (2.3.14) implique que chacun des ag; 41 vérifie
la condition (2.3.5). On peut donc appliquer la Proposition 2.11 avec a; et az. On
est alors assuré de 'existence de §; > 0 et de €; > 0 tels que, pour tout 0 < § < 6y,
pour tout € < € la fonction x. s’annule en un point m;3(e) de lintervalle
[a1 +J; az — ). On fait de méme avec chacun des ag; 41 et ag;y3 pour 0 < i < M —1.
On pose ensuite g := min {0y, -+ ,0pr} et €g := min {ey, - -+ , ey }. Alors, pour tout
e €]0; o[, la fonction y, s’annule sur chacun des intervalles [ag; 1 + do; azirs — do)
pour ¢ allant de 0 & M — 1. On pose Z := Uﬁal[a2i+1 + do; Goir3 — do).

Puis, on peut appliquer la Proposition 2.4 et 1’on sait que le systéme admet une
mesure stationnaire excentrée ué autour de chacun des points critiques ag; 11 pour
0 < ¢ < M dont la moyenne vérifie en outre m;(¢) ¢ Z.

Par conséquent, on a au moins 2M + 1 mesures stationnaires. M sont intermé-
diaires et M + 1 sont excentrées autour des fonds de puits. O

Le Corollaire 2.14 peut en particulier étre appliqué si a > ¥ puisque la défini-
tion du parametre ¥ implique ¥ > 2 maxo<i<ar SUPy 44y, ., %)__yv)?(y) [llustrons-le

maintenant dans un cas simple.

Exemple 2.15. On considére le potentiel

xt 2% a?

Vir) = —+ — — —.
(z) 4 * 3 2
1l s’agit d’un potentiel non symétrique dont la dérivée seconde est convexe qui

5 de g — =1=VB s — =1V -~ .
possede deux puits : ay = =52 ainst que aq := —5=>. Voici son graphe :

) /

\
\

0.5 \

\
] pE————
051 /
2 ) [ 1
X

Bien que V" soit convexe, on remarquera qu’avec ce potentiel - selon la valeur
de a - il peut y avoir une seule comme trois mesures stationnaires.

Afin de faire apparaitre I'influence de « sur le nombre de mesures stationnaires
et afin de ne pas confondre avec les notations de 'Exemple 2.9, j'introduis la
notation :

2 (24 x> x2 a .2
exp [—; <I—I—§—7+§x —amz)]

X(E;y( ):: 2 y4 y3 y2 o, 2 -
Joxp [—z (z R T 1 amy)} dy
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Et, je noterai X, sa limite pour € tendant vers 0.
On remarque : V(ay) = _13;45*/3 > _132_45*/5 = V(ag). On est assuré de 'existence

d’une mesure invariante excentrée autour de a, pour € assez petit. Et, on aura de
o V(an)~V (1)
(y—aq)®

meéme autour de aq si @ > a, = sup, ., . Or, on peut développer

. V(3)<6Ld) 1

(?J—ad)—ﬁ(y—ad)z .

2V(ad)_v(y> _ —V"(ad)

(y — aq)? 3

En calculant, il vient V" (aq) = %5 et V®(ay) = —1 4 3v/5. Par conséquent

Vi) = V() _ _{u_2+—1+3\/3u+5—\/3}

2 2
(y — ag) 2 3 2

ol u := y—ay. On en déduit immédiatement que la valeur critique de « introduite
dans l'inégalité (2.3.14) est ici a. = %5 € [0.428;0.429]. On peut également
évaluer facilement ¥ = sup,cx —V"(y) et I'on a9 = 3.

Je vais donc prendre dans un premier temps trois valeurs différentes de . Lune
strictement plus petite que a., I'une entre a, et 9 et enfin la troisiéme strictement
plus grande que ¢. Puis, je compléterai par trois autres valeurs afin de relier le
comportement de ce systéme avec celui de I'Exemple 2.9.
Quelle que soit la valeur de «, on introduit :
4 3 2
Winalx) := V(x)—irng—amx:x—+x—+x—(a—1)—amx.

’ 2 4 3 2
On va s’intéresser a la fonction ;(E et a sa limite Y, comme dans 'Exemple 2.9.
On va d’ailleurs s’appuyer sur ce qui a déja été fait dans cet exemple. En effet,
quel que soit m € R et quel que soit a > 0 on a :

1 1\' 4-a 1\? 11— 9a —27am 1
Wma<x>_1(x+§) — 5 (x—l—g) + o (x—l—g)—FC’

ou C dépend de a et m mais ne présente pas le moindre intérét. Ainsi quel que
soit € > 0, quel que soit m € R et quel que soit o > 0 on peut écrire

2

_ rexp | — Wi al(x)| d

Xa(m) = f? [ 5 (=] -m.
g €XD [—;Wmﬂ(x) dx

On applique le changement de variable z := —% + \%z et I'on obtient
2 |24 1 3 2 | 11-9a—27am
—~ B 2.&Z@®{—§fz—§(1—zﬂz +“ﬂ%?‘4}dz 1

—m

Xo(m) =
V3 Je exp {—% [ﬁ —1(1-3a)22+ —11_92‘@2570””4 } dz 3
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avec € := {z€. On pose @ = Ja et m

—

Xe(m) =

27am+9a—11 :
e 11 vient

o | Jazexp|—2 %—%(1—@)22—&7%2)] dz 11
4
1

V3 Jeexp [-2 (5 — (1 —Q)22 — amz)] dz T 270

En faisant tendre € vers 0, € tend également vers 0 et I'on en déduit donc

_ 2 . 11
Xa(m) = ﬁXa (m) — 0

ol X, correspond a la fonction utilisée dans ’'Exemple 2.9. Comme le comporte-
ment de cette fonction a déja été bien étudié quelle que soit la valeur du parameétre
a > 0, on peut tracter les résultats.

Par exemple, on a la convergence uniforme sur tout compact ne contenant pas

11—9«
27T«

(ce qui correspond & m = 0). Au passage, le paramétre m varie sur R

tout comme m. Aussi, on ne se servira plus de m. Par ailleurs, contrairement a
, . ) 1 : 1
I'Exemple 2.9, les graphiques seront tracés pour la valeur € := {5 puisque 7 est

trop grand.

4

Dans 'Exemple 2.9, trois comportements étaient apparus. Ainsi :

Premier cas :

a < 2. Alors, @ < 2. Ceci implique que la fonction x, est

continue ainsi que décroissante strictement sur R* puis continue et décroissante
strictement sur R . De plus, on a une discontinuité en m = 0. On sait également
que X (+00) =
portement similaire. Elle réalise une bijection de |—oo; H=2%[ vers |y~ (@) ; +o0]

ainsi qu’une bijection de }
respectivement les limites de X, quand z tend vers

et supérieures.

—00 et Yo (—00) = 400. Par conséquent, la fonction Y, a un com-
. 11-9«a

112;204; +OO[ vers | —oo; xT () [ ot x™ («) et x («) sont

112;20‘ par valeurs inférieures

alpha=0.2 alpha=0.8

o /N
-0.29
0.4
—0.6
-0.81
1]
-1.29
-1 0 1
m

Fig. 2.5: Xa (en trait fin) et x¢&, (en trait Fig. 2.6: Xa (en trait fin) et x¢, (en trait
épais) pour a < . épais) pour a €]ag; %[

Calculons maintenant ces valeurs. Rappelons que lim, ,o- ya(z) = —V1 — @ et
lim, o+ xa(z) = V1 — @. On obtient directement y~ (o) = —2%,/1 — 3a — 5+ =

/4
3 «

11

27«

V3 4 27a

< 0. Comme x~ (@) < 0, la fonction Y, a exactement un zéro sur
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. 11-9a
] oo 50¢ |
De méme, x* (o) = 1/5 —a — 5. Si x* (o) < 0, la fonction Y, n’admet pas

de zéro sur ]112790‘ +oo[ et ainsi admet un unique zéro sur R. Inversement, si

X" (a) >0, il y a exactement deux zéros sur R. On regarde donc le signe :

+
>0 < - = -— < 0
X" (@) R R T
N 11 1-3v5 1+3v5 0
oa— — o——— o —
9 18 18

Comme on prend o > 0 et « < , cette condition équivaut a av > 1+3‘[ = a,. Par
conséquent, lorsque a < o, = %f, il y a une mesure stationnaire qu1 est unique

comme l'indique le graphique. Au contraire, il y en a trois dés que a > a.

Deuxiéme cas : a €]3;3[. Alors @ €]2;1[. Ceci implique a nouveau l'exis-
tence d’une discontinuité en %. La fonction est continue partout ailleurs avec
Xa (+00) = —00 et Yo (—00) = +00. De plus, il existe m, (@) tel que xga soit stric-
tement décroissante sur | — oo; —m, (@)], strictement croissante sur [—m, (@) ;0],
strictement croissante sur |0; m, (@)] et enfin strictement décroissante sur la demi-

droite [m. (@) ; +00.

alpha=1 alpha=1.25

0.2 0.2

-0.24

—0.4

0.6

Fig. 2.7: Xa (en trait fin) et x¢, (en trait Fig. 2.8: Xa (en trait fin) et x¢, (en trait

épais) pour % <a< % épais) pour % <a< %
Comme précédemment, on note x~ () la limite inférieure de Y, en 1127% On a
X () =—y/3 —a— % < 0. Et, on dlspose de la p031t1V1te stricte de x* («) si
et seulement si o < 1. Dans le cas ot o > L, & > 22 > 2. Aussi sait-on que le
maximum local de Xa est atteint en m,. (@) = g?/?}a En d’ autres termes :
— 2 3a—2 11 5
. l{néaaeroo[)(a(z) = 390(01) ( 5v3a ) e~ ora 0 o l'on a

27a

@(37) _oqr x2+(a—1)3+3x x2+(62—1)3
72 \3) — \2 A 27 2 A 27

) &
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C’est toujours strictement positif donc la fonction y, admet exactement deux zé-
ros sur l'intervalle } 112;3“; 400 [ Lorsque % <a< %, on a a nouveau trois mesures
stationnaires bien que la courbe de la fonction Y, ne traverse toujours I'axe des

abscisses qu’a deux reprises quand a < %.

Troisiéme cas : o > %. Alors & > 1. Ceci implique que la fonction Y, est conti-
nue sur R, que Y, (—00) = 400, que Yo (+00) = —00. De plus, il existe deux réels
mi () < my (a) tels que Y, est décroissante strictement sur | — oo; my («)], crois-
sante strictement sur [m3(a); ma(«)] et décroissante strictement sur [ma(a); +00].
Les parameétres my () et ma(a) correspondent & —m, (@) et m, (@) défini plus
haut. maxze]%;Jroo[@(z) = > 0 et rninze]fOO nfza[)/(;(z) < 0. Par consé-

5
quent, la fonction Y, admet exactement un zéro sur chacun des trois intervalles

de monotonie.

alpha=4/3 alpha=1.5

7SN N\

—0.47

—0.6

0.6

Fig. 2.9: Xa (en trait fin) et Y€, (en trait Fig. 2.10: Xo (en trait fin) et & (en

épais) pour o = % trait épais) pour o > %

En prenant maintenant o > %, la courbe de Y coupe I'axe des abscisses a trois
reprises exactement et il y a trois mesures stationnaires pour € assez petit.

Résumé. On a exactement trois cas de figure :

1. Sia < ag, la fonction Y, admet un zéro unique et des techniques similaires &
celles employées dans le Théoréme 2.8 permettent de prouver que la fonction
X¢, admet exactement un zéro pour € assez petit.

2. Si a €lag; %], la fonction Y, admet exactement deux zéros. Toutefois, la
fonction )/g?a étant continue contrairement a la fonction Y,, pour e assez
petit, il y a exactement trois zéros pour ;}5 Deux sont proches des deux
zéros de Y, et le troisiéme est "caché dans la discontinuité".

3. Sia> %, la fonction Y, admet exactement trois zéros et il en est de méme
pour >’<§ pour € assez petit. La discontinuité lorsque o < % ne contient plus

de zéro puisque la limite a gauche et la limite & droite sont toutes les deux
négatives.

Les deux figures les plus éloignées illustrent bien I'absence de trivialité dans toute
étude portant sur les mesures stationnaires (et par suite toutes leurs conséquences
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comme la convergence en temps long de la loi vers une mesure stationnaire)
d’un processus auto-stabilisant évoluant dans un paysage multi-puits. En effet,
on constate que si ’on est en-dessous de la valeur critique a., dans ce cas précis,
on a l'unicité de la mesure stationnaire.

2.4 Seuils critiques

Dans les nombreux résultats qui ont été décrits dans la Section 2.3 (Proposi-
tion 2.4, Corollaire 2.7, Théoréme 2.8, Exemple 2.9, Proposition 2.11, Corollaire
2.14, Exemple 2.15), il était demandé que € soit assez petit. On peut se demander,
pour chacun de ces résultats s’il existe un seuil €. qui dépende de V' et de F tel
qu’en-deca, les résultats soient vrais et tel qu’au-dessus, ils soient faux. Si un tel
seuil existe, que vaut-il?

Dans cette section, on étudiera le cas particulier décrit dans I’'Exemple 2.9. Soit
4 2 . . . 2
donc V(x) := % — %-. L’existence des mesures invariantes excentrées est exacte-

ment équivalente a ’existence d’au moins trois zéros pour la fonction ¢ :

Jp wexp [—% <%4 — Leg? — amx)} dx
B AP e e s TR

On s’intéresse alors au seuil critique suivant :
e, (@) 1= sup {60 >0 | Vee]0seol, Im(e) €)0;1] tel que X (m (€)) = o}.

En effet, x& est impaire et lim,, ,;. x&(m) = —oo. Donc, 'existence de deux
zéros différents de 0 équivaut en fait a l'existence d'un m > 0 tel que x®(m) > 0.
De plus, on a vu dans la preuve du Théoréme 2.8 que pour tout m > a = 1, on
avait x%(m) < 0.

Or, si (x®)' (0) > 0, on sait qu'un tel m existe vu que Y& est continue sur R, . Par
ailleurs :

o saferten -2 (5 - 52| aa
(e (0) = 2 A b
¢ Jpexp[-2(% —5%?)] da

o { fR+ t? exp [—§t4 + 1_To‘t2} dt l}

fR+ exp [—£tt + 522 dt a
=:aT (a,¢)

apres le changement de variable z := \/gt. On note

%(w) = _%{E X ~E[X]E[x?] |



2. Existence des mesures stationnaires 61

N . , . L exp[f%t4+1*7zt2
olt X est une variable aléatoire de densité u, ,(t) = — ey 1>0y par

rapport a la mesure de Lebesgue. L’inégalité de Jensen implique ainsi E[X*] <
(E [XG])3 et E[X? < (E [X6])% d’ot E[XYE[X?] < E[X% (vu que la loi de
X n’est pas une mesure de Dirac) si bien que la fonction T est décroissante
strictement par rapport a la variable e. Par conséquent, quel que soit o > 0,
il existe un unique €y(a) > 0 tel que (Xfo(a)y(()) = oT (a,¢(a)) = 0. Pour
€ < ¢a), la dérivée est strictement positive d’ou l'on a existence des mesures
invariantes excentrées c’est-a-dire que 'on a ¢y(a) < e.(a). On peut également

3
calculer la valeur précise €(1) =8 (;g‘j;) :

Par définition de €y(ar), pour tout o« > 0, on a

(ool iy (5 155)
[ e8] (e[ S -

o E{g2<eo(a),a,X)} ~ 0

ou X est une gaussienne centrée réduite et ou I'on a

& (6, a,7) = (2% — 1) exp [—8%2 <x4 _ 4_%2)} .

€

dr = 0

Pour simuler €y(c), on se donne r > 0 et N € N*. L’entier N a pour vocation
a étre tres grand puisqu’il sera le nombre de tirages indépendants d’une variable
aléatoire dont la loi sera choisie judicieusement. Au contraire, le réel r doit étre
le plus petit possible puisqu’il correspond a la précision.

On tire N variables aléatoires indépendantes gaussiennes centrées et réduites
(Xi){<i<n- La méthode de Monte-Carlo invite & prendre 'estimateur suivant de
60(0() .

ESN(a)::r[min{pEN* ‘ ng(pr,a,Xi)<0}—1].

=1

Rappelons toutefois que 'on n’a pas prouvé e.(a) = €y(a) ni méme €.(a) < +00.
On dispose uniquement de 'inégalité €y(«) < €.(a). Il est donc naturel de chercher
plus particuliérement e.(«). Pour ceci, on reprend la définition de cette valeur
critique a savoir :

€ (o) :==sup {eo >0 | Ve €]0;¢], Im €]0;1] tel que E[ﬁl(e,a,m,X)] > 0}

ou X est une gaussienne centrée réduite et

¢ ( ) € 2 2zt ex? €x
= —x — e - = _ = )
e, a,m,x 2ax Xp 1602 o 5 me
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On introduit M € N* et on prend 'estimateur suivant :
N M () = r [pT’N’M () —1] avec

N
k
PN M@) =min{peN* | VI<E<M-1 Z{l (pr,a,M,Xi> <0

i=1

Les tests sont effectués sur les réels de la forme % pour 1 < k < M — 1 afin de
savoir si la fonction x& y est positive.

Le premier estimateur tend vers €,(«) alors que le second converge vers €.(a). On

notera toutefois deux grands défauts concernant €N (a) par rapport a ;"™ ().

Premier défaut. Les deux estimateurs reposent sur la méme méthode : on teste
chacun des € := pr avec p > 1 et l'on regarde si cette valeur est assez petite.
Toutefois, pour le premier, on n’effectue qu’'un seul calcul d’espérance pour chacun
des tests y compris dans le dernier test. Au contraire, avec Uestimateur €2V (),
on effectue M —1 calculs dans le dernier test € := p""™ (a)r puisque par définition,
lorsque l'on teste p"™M(a)r, la valeur de la fonction y* en chacun des réels £ est
négative. Comme on prend M grand, le calcul est plus rapide avec eS’N(a) plutot

quavec €M (@),

Second défaut. L’estimateur ¢»V'M () passe a coté d'une éventuelle excursion
positive sur un des intervalles ]ﬁ, Hﬁl[ avec 0 < | < M — 1 en particulier sur

Pintervalle |0; <.
Voici maintenant une courbe simulée de ¢y(«) et de €.(a) avec a € [0;2] et une
autre avec o € [2;4] :

169 . 3]
o
149 0
b

124

0.8
0.6
0.4+

i
0.2 s 99

05 1 15 2 2 25 3 35

ol les ronds correspondent a € (@) et les croix correspondent a €N (). Pour
réaliser ces deux courbes, on a pris r := 1074, N := 2x10° et M := 103. Le premier
constat est la finitude de €.(a) pour tous les a € [0;4]. On note également que les

deux valeurs seuils sont croissantes suivant le parameétre a.

Mais aussi, ’apparition des mesures invariantes excentrées ne nécessite pas que €
soit exagérément petit par rapport a a. Par exemple, lorsque o = 3, avoir € < 2 est
suffisant pour que la diffusion auto-stabilisante admette au moins trois mesures
stationnaires. Ainsi méme si le travail se situe avec € tendant vers 0, le résultat
de non-unicité des mesures stationnaires est valable avec I’équation pourtant plus



2. Existence des mesures stationnaires 63

simple suivante :
dX, = v2dB, — (X} +2X,) dt + 3E[X,] dt

ce qui prouve indubitablement que le cas d’une diffusion dirigée par le gradient
d’un potentiel non convexe est fondamentalement différent du cas convexe.

Qui plus est, on remarque que pour « € [0;2], les deux estimateurs fournissent
des valeurs quasiment similaires. En revanche, pour o > 2, un écart entre les deux
commence a se former. Et, cet écart grandit avec . Bien que le second soit calibré
pour approcher directement e.(«) > €y(«) alors que le premier approche eg(a), on
remarque qu’avec les mémes valeurs de r et N, bien que le calcul soit plus long
pour le second estimateur, celui-ci fournit une valeur strictement plus petite que
celle établie par le premier lorsque M = 1000. Aussi, il est préférable d’utiliser

N (o) plutot que e2NM ().

r
€o c

2.5 Mesures stationnaires quand l'intéraction F' est quelconque

L’avantage principal du cas ou l'intéraction est linéaire est que le probléme
d’existence d’'une mesure invariante revient in fine & un probléme de paramétri-
sation en dimension 1. Dans le cas général, il est possible de paramétrer mais en
dimension supérieure. On perd ainsi la possibilité d’utiliser le théoréme des valeurs
intermédiaires. Toutefois, avant de détecter les éventuelles mesures excentrées, on
va prouver qu’il existe au moins une mesure invariante symétrique lorsque le po-
tentiel V' est symétrique. En effet, il ne peut y avoir de mesures stationnaires
symétriques si le potentiel V' ne l'est pas :

Lemme 2.16. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-1)-
(V-6) ainsi que (V-10). Supposons que V' ne soit pas symétrique. Soit un potentiel
d’intéraction F qui vérifie (F-1)-(F-5). La diffusion auto-stabilisante (0.0.5) n’ad-
met pas de mesure stationnaire symétrique dont le moment d’ordre 8q* est fini.

Démonstration. Supposons par ’absurde qu’il y ait une mesure stationnaire sy-
métrique dont le moment d’ordre 8¢? est fini : du.. On sait alors que cette mesure
admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue (d’aprés le Lemme 2.2)
notée u.(z). De plus, elle vérifie :

(V(z) + F * ue(z))]
(V(y) + Fxucly))] dy
La mesure u, étant symétrique, la fonction F'*u, est symétrique. Soit maintenant

un point zy € R tel que V(zg) # V(—x). On a alors u.(xg) # u.(—x0) ce qui est
impossible étant donné que la mesure u,. est symétrique. O

e
(%) = fR exXp [_

o N N
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2.5.1 Mesures invariantes symétriques

Dans cette sous-section, on suppose que le potentiel de confinement V' satisfait
I'hypothése (V-8) c’est-a-dire qu'il est symétrique. Rappelons que 'on note —a son
puits le plus & gauche et a son puits le plus a droite.

Lorsque le potentiel d’intéraction F' est de degré 2, 'équation (2.3.2) est satisfaite
avec mq(€) = 0 c’est-a-dire que l'on est assuré de 'existence (et méme de ["unicité)
de la mesure invariante symétrique. Regardons maintenant le cas général lorsque
la partie "surquadratique" de F' n’est pas nulle.

Pour prouver que la diffusion gouvernée par ’équation (0.0.5) admet une mesure
stationnaire symétrique, on va utiliser une méthode similaire a celle employée dans
[5]. Rappelons le théoréme du point fixe de Schauder :

Proposition 2.17. Soient B un espace de Banach, C un convezre fermé de B et
A une application continue de C dans C telle que A(C) est compact.
Alors, A admet un point fize dans C.

Dans le but d’utiliser cette proposition, on a besoin de quelques définitions.

Définition 2.18. 1. Soit un entier p > 4q ou q est l’entier strictement positif
défini dans les hypothéses (V-6) et (F-4).

2. 50itB:={f : R— R | sup,ep (14 |z]")|f(x)] < oo} un espace de Banach.
On le munit de la norme ||~ définie comme suit

[ lloe = Sup (1 + [?) [f ()]

3. Soit M > 0. On introduit alors

Cui={ren s20 [1=1 f@) =0, o<y} @5

4. On se donne maintenant une application A qui agit sur les fonctions f € B
de la sorte :

. L exXp [ (V( + fo dy)}
A(f)(x) = T [—g(v s F,*f)( I (2.5.2)
exp [—2(V(z) + F = f(z) — F = f(0))]

Ac(f) ’
avee A(f) = /ZeReXp {-% (V(z)+ /O (P f)(y)dy)]dz. (2.5.3)

5. Enfin, comme il faudra un certain controle sur les moments, on introduit la
notation suivante pour tout 0 < k <p—2 :

= /R |zFu(z)dx
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L’espace B est un espace de Banach et C,; est un espace fermé, convexe et
inclus dans B. Le travail de cette sous-section consiste - comme on peut s’en
douter a la lecture de la Proposition 2.17 - & montrer que 'application A€ stabilise
Cys et y est continue. On a ainsi 'existence d'un point fixe ce qui se traduit
par 'existence d’une fonction symétrique dans I’ensemble B correspondant & une
mesure stationnaire symétrique admettant une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue.

Lemme 2.19. [] existe deux constantes C et Cs, toutes les deux indépendantes
de M telles que pour toute fonction u € Cyy, on a :

1. y(u) < MCy pour tout 0 < k < p—2.

2. Et, pour tout x € R,

%xQ < / (F' s u)(y)dy < CoMa*(1 4 229). (2.5.4)
0
Démonstration. 1. Soit u € Cy; alors, comme k < p — 2, la fonction z +— lfl‘;‘p

est intégrable sur R. De plus, la définition de Cy; implique (1 + |zP) u(z) < M
pour tout x € R. D’ou

) = [ e

x < MC,

|z["
en posant (' := 1+ max x
o<r<p—2 Jp 1+ |z|P

2. Soit > 0. La fonction u est dans Cj; donc elle est symétrique. D’aprés
I'hypothése (F-1) et la définition de «, on a F'(x) = ax + Fj(z). L’hypothése
(F-3) implique que F’ ainsi que F{ sont positives sur R, et comme elles sont
impaires, on peut utiliser I'inégalité fournie dans le Lemme 4.3 de [5]. On obtient
alors :

Fl(x) < (F’( )+F(§(x+y)>, VyeR, z €R,.

l\DI»—t

Par conséquent, pour tout x > 0 :
T x +<>o
| Erowa = [ [ (Fa—2+ A+ ) )u)aay
0

> //QF’ 2)dzdy > 0.
Ry

Cette inégalité implique

F'xu) (y)dy = Fxu ydy~|—g:£2> —z%  pour tout > 0.
0 0
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Comme z — [ (F' xu) (y)dy est paire, I'inégalité est valable pour tout = € R.
3. Etant donné que la fonction z — [ (F' * u) (y)dy est symétrique, on restreint
I’étude & =z > 0.

/Ox (F"*w) (y)dy = %/gx /OOO (F’(y —2)+ F'ly+ z))u(z)dzdy.

Les hypothéses (F-1) et (F-4) entrainent que F est une fonction polynomiale paire
de degré 2n < 2q ou g > 1 est défini dans (V-5). On peut ainsi écrire F’ comme
suit

q—1
— E akakJrl )
k=0

En écrivant pour les besoins du calcul : F(y, 2) := F'(y—z2)+ F'(y+ z), on trouve

2j+1, 25 2k—2j
= 2?/§ :O‘k E :Czkﬂ

k

< 2¢+2 2j 2k—2j 2q 2q)
o2l g )y < Cy (1) (14 2)
j:

Finalement, avec p > 4q, il existe une constante C’ > 0 telle que :

/OOO Fy, z2)u(z)dz < Cy (1 + y2q) /000 (1 + 22‘1) u(z)dz
1 4 2%

< oy(1 +y2q)/o (1 u(a)) d
< C'yM (1+y%).

xT

En intégrant, on obtient / (F' s u)(y)dy < CoMa?(1 4 2°) pour tout = € R, et
0
donc pour tout z € R. O

Lemme 2.20. [l existe My tel que pour tout M > My, A°(Cy;) C Cyy. De plus,
il existe une constante C'(€) > 0 telle que

L C(e)VM (2.5.5)

pour tout u € Cy ot A (u) est définie dans (2.5.3).

Démonstration. La plupart des axiomes a vérifier pour prouver que A€ stabilise
Cys le sont par la définition méme de A€ dans (2.5.2). En effet, A“u est une fonction

symétrique et positive qui vérifie / A‘u(z)dz = 1. 1l suffit donc de prouver ceci :
R

sup (1 + |z|P) Au(x) < M.

zeR
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D’aprés (2.5.2) et d’aprés le Lemme 2.19 on obtient une minoration de la constante
de renormalisation :

M) = /_;OOeXp {‘% (V(x)—i—/OI(F’*u)(y)dy)]dx

§ /_+°° exp {-% <V(:r) + CyMa? (1 + 2%) )} dz .

o0

Soit V := SUDye[—q;q V(7). On a alors I'inégalité suivante :

¢ 2— 2
Ae(u) > / exp [——V — ZCyM2* (1 + a2‘I)] dz .
Ca € €
On pose &(M) := /e(2CoM (1 + a®?))/2. Par définition, A}im (M) = 0. Apres

avoir appliqué le changement de variable x := (M )y et utilisé le Lemme A.1, on
trouve le développement suivant :

i o g . afeM)
[ e |2 2ear s ar =2 e [T e
_ € € 0

a

ot C(e) est indépendant de M et o(1) tend vers 0 quand M converge vers +oc.
Par conséquent %(u) < C(€)vV' M ou C(e) est une constante positive ne dépendant

que des paramétres du systéme et de € d’aprés la définition de £(M). Ceci prouve
donc la majoration (2.5.5).
En se servant de (2.5.2) et de (2.5.5), on prouve que l'on a

(1+ |z Au(z) < C(VM1 + |zP)e V@ < C'()VM,

ot C'(e€) est une constante positive au meéme titre que C(e). Afin de conclure, il
suffit de choisir M > C’(¢)2.

On obtient immédiatement : sup (1 + |z|") f(x) < M ce qui était le dernier axiome
zeR
a vérifier pour étre assuré de I'appartenance de Au a 'espace Cy;. O

On a prouvé que l'opérateur A€ allait de C,; dans lui-méme. Prouvons main-
tenant qu’il y est continu.

Lemme 2.21. A€ est un opérateur continu sur Cy; pour la norme infini.

Démonstration. Etape 1. Soient u,v € C,;. On définit :

Am) = V@ {exp [-%F“(J;)} exp [-%Fw)]} (2.5.6)
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ou 'on a F'(z) := [ (F'*u)(y)dy et Fy(z) = [ (Fj*u)(y)dy et de méme
avec v.

Or, on sait que |e e <la—b| si a,b > 0. Pour pouvoir appliquer cette
inégalité, on doit d’abord prouver que les fonctions Fij' et Fj sont positives. D’aprés
le Lemme 2.19, pour chaque fonction f € C,; l'intégrale fox (F'x ) (y)dy est
minorée par $x?. Donc [ (F}* f) (y)dy > 0 vu la relation : F'(y) = Fj(y) + ay.
D’ou :

—a

IA“(z)] < %efv(x>?x2/\g(x) (2.5.7)
avec Aj(z) = |Fy(z) — Fj(x)| = OI/RF(’)(y —2) (u(z) - v(z))dzdy‘ :

Comme u et v sont des éléments de C);, ces fonctions sont paires. Aussi le chan-
gement de variable z — —z ne change pas l'intégrale en z. Il vient ainsi

[ B+ = By = ) ()~ o))tz
<[ [ 1B -Re-nlue - velad. @58)

L’hypothése (F-4) nous fournit I'existence de deux constantes strictement positives
C, et C telles que

|Fo(2 +y) — Fo(2 — ) 20y[Cy (1+ [z +y[P 172 + 2 —y[*7?)
2|y|Cq (1 + 22q—1|z|2q—2 + 22q—1|y|2q—2)
Clyl (1+ [yl*~" + [2[*7)

Clyl (1 + |y ") (14 |27 (2.5.9)

VAN VAN VANVAN

On va maintenant trouver une borne supérieure pour |u(z) —v(z)| dans 'inégalité
(2.5.8). Comme u,v € Cy; on en déduit u(z)(1+z|P) < M et v(2)(1+|z[P) < M,
quel que soit z € R. L'inégalité triangulaire permet d’obtenir |u(z) — v(2)[(1 +

|2|P) < 2M et par suite /|u(z) —v(2)] < En conséquence, quel que soit

T
z € R, il vient
|u(z) < Vu =l T ’ E (2.5.10)
ol ||+ ||e représente la norme infinie. En utilisant (2.5.10), (2.5.9) ainsi que (2.5.8)

afin d’estimer Af), on obtient

’ < [ oM
Aj(z) < CV/|ju — UHOO/ lyl (1+ |y ) dy/ T (1 + 2271 dz
0 0
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Comme p > 4q l'intégrale portant sur la variable z est finie et peut étre considérée

comme un terme constant. D’aprés (2.5.7) et en utilisant la positivité de az?, on

trouve directement 1’existence d’une constante positive C' > 0 telle que

v M
A(@) < OV = ol a? (1 + [of) 2V,
€

D’aprés Phypothese (V-3), Iexpression 22 (1 4 |z|2¢71) (1 + |z|P) e~ V@ peut étre
majorée par une constante qui dépend de €. Par conséquent :

[|A oo < C(M,€)V/||u — v]|oo - (2.5.11)

On en déduit deux résultats. Premiérement, ||A¢||s est fini et deuxiémement
[|A||s est petit lorsque ||u — v||s tend vers 0.
Etape 2. Pour tout x € R, on introduit :

0.0) = 1 0 |2 ([ o+ V)|

Alors la différence A“u(x) — A“(x) peut étre décomposée ainsi :

1
Aule) = Av(a) = 5 A () + (Ae(m . )\E(u)>§25(:p) . (2.5.12)
En prenant la norme uniforme, on obtient
1
Afu — A€ < ——||A€ — Q .
|A — Av|o < A€<u)|| [loo + [Ae(v) = Ac(w) ] [[€2]|

En combinant (2.5.5) et (2.5.11), on a

1 !
g Ve < O, )Tl = ol

Afin de pouvoir conclure la preuve, il est suffisant de trouver une inégalité similaire
pour le terme |\ (v) — Ae(w)] ||l -

/Ae(x)dx
R
vV M oo
C—/|u— ’UHOO/ 2? (14 [z*) s
€ —00

D’aprés 'hypothése (V-3), lintégrale est finie et ne dépend pas de M. On a
immeédiatement

[Ac(v) = Ac(w)] =

IN

[Ac(v) = Ac(w)| < C(M, €)v/[[u = 0| -

Il reste & majorer uniformément . (x). D’aprés 'hypothése (V-3) et (2.5.4), on a

/Ox (F'xv) (y)dy + V(z) > Cyz* + <% B 02>x2
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pour tout > 0. On étend cette majoration a tout x € R en se servant de la symé-
triec de V et de F. La fonction x — (14 |z[P) exp [=2 ([ (F" * v)(y)dy + V (z))]
est bornée par une constante qui dépend de €. De plus, on peut appliquer la majo-
ration (2.5.5) & u et v. Finalement, on obtient I'existence d’une constante C'(€) > 0
telle que, pour tout réel z, |Q(z)| < C(e)M

D’apreés (2.5.12), on a

1A% — Ao < C'(M, €)y/|[u = v]|oc + C(M, €)V/[[u = v C(e) M

En d’autres termes

AU — Ao < C"(M, €)/||u = vl]s

ce qui termine la preuve. O

On a maintenant toutes les clés en main pour parvenir au résultat d’existence
d’une mesure stationnaire symétrique. En effet, nous venons de prouver que I’ap-
plication continue A€ stabilise un convexe fermé C,; inclus dans un espace de
Banach B.

Théoréme 2.22. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypotheéses
(V-1)-(V-6) ainsi que (V-10). On suppose de plus que V est symétrique. Alors,
la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) admet une mesure stationnaire symétrique.

Démonstration. Soit le paramétre My défini par le Lemme 2.20. En prenant M >
My, prouvons que A¢(Cjy;) est un compact. Afin d’établir ce résultat, on va estimer
la dérivée suivante :

(A) (2) = _2(Fx “))\(izi;' V'(z) exp [_2 (/ox(F/ s« u)(y)dy + V@))] ‘

€ €

Regardons les différents termes de cette dérivée. On a déja vu dans la preuve du
Lemme 2.20 que pour tout u € Cyy le facteur de renormalisation A\ (u) satisfaisait
(2.5.5) a savoir —— ;< Cfe WM.

D’apres (2.5.4) on obtlent 0< J5 (F'«u) (y)dy < CoMa? (1 + 29).

De plus, d’aprés les hypothéses (V-3) et (V-5), on dispose d’inégalités sur V et sa
dérivée :

V(z) > Cya* — Cox® et |V'(z)| < Cy (14 [z[**) pour tout z € R. (2.5.13)

Aussi, il suffit de trouver une majoration pour le terme contenant la convolution :
|(F" % u) ()| avec x € R,. D’aprés 'hypothése (F-4) et comme u est une fonction
paire,

|(F" %) ()] = F'(x—Z) (2)dz

/ lz+ 2| (14 o+ 277 + ]z — 2| (14 |z — 2[*7?) }u(z)dz

< /OOO ‘F’(x—i—z) + F'(z — z)‘u(z)dz



2. Existence des mesures stationnaires 71

En utilisant I'inégalité triangulaire et 'inégalité (a+0)%72 < 22472 (g2972 4+ p?972),
on trouve

(F s u) (2)] < /

R+
Ha| (14 121772) + |2] (1 + |2]%72) }u(z)dz.

Co2 ™ [ + |zl

Par définition de Cy;, on a u(z) < % ou l'entier p est strictement plus grand
que 4q. D’ou les moments d’ordre 1, 2¢ — 2 et 2g — 1 sont bornés dans C,, : il
existe des constantes positives C' et C’ telles que

[(F' s u) (z)] < C(1+ | + 2972 + 227" <O (1 + 2. (2.5.14)

Pour résumer : en utilisant (2.5.5), (2.5.13) et (2.5.14), on obtient
2 2
[(Au) (2)| < =C"C(e)VM (1 + |z ) exp | == (Cyz* — Coz®)| . (2.5.15)
€ €

Finalement, on en déduit qu’il existe une constante strictement positive C, telle
que [(A%) (z)| < C. pour tout z € R.

Pour démontrer que A<C); est compact, on se donne une suite de fonctions (uy,),,cy
dans Cyy et on s’intéresse a la suite (A‘uy), . On sait, d’aprés le Lemme 2.21 que
(14 |x|?) A, (x) < M pour tout = € R. Donc il existe une fonction v de R dans
R et une fonction croissante ¢ de N dans N telles que & — (1 + 2P) AUy ()
converge vers v, uniformément sur les compacts. On étend 'uniformité a tous les
réels. En effet, (2.5.15) implique (1 + |z[P) [(A“w,)’ (z)| < Chree ™™ ou Cyy. et
p sont des constantes strictement positives. Pour tout o > 0, soit R > 0 tel que
Chre ]::OO e P dx < §. Ainsi ‘Aeup(n) () — Aeuw(n)(Rﬂ < 4 pour tout x > R. Ceci
prouve la convergence de (1 4+ 2P) Au,,y vers v uniformément sur R.

D’aprés le Lemme 2.20, comme M > M, 'opérateur A€ va du convexe fermé Cy;
dans lui-méme. Par ailleurs, le Lemme 2.21 implique la continuité de A€ pour la
norme infini. Vu que A¢(C,,) est un compact, on peut appliquer le théoréme de
Schauder (Proposition 2.17) a l'opérateur A® sur Iespace de fonctions C,; avec
M > Mjy. On en déduit l'existence d’un point fixe fy; pour 'opérateur A¢ sur
I’espace Cj;. En considérant la mesure de probabilité uy absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue et dont la densité est fy, il vient que cette mesure
satisfait les formes intégrées (2.2.2) et (2.2.3). D’aprés le Lemme 2.2, cela signifie
que ug est une mesure stationnaire symétrique pour la diffusion (0.0.5). ]

Il est important de noter que I’on n’a pas encore établi I'unicité de cette mesure.
Il y a toutefois un cas simple (& savoir celui o le degré du potentiel d’intéraction
F vaut 4) ou l'on peut prouver cette unicité.

Proposition 2.23. Soit V' un potentiel satisfaisant (V-1)-(V-6) ainsi que (V-8)
c’est-a-dire qu’il est symétrique et (V-10). Supposons que F soit de degré 4. Alors
la diffusion (0.0.5) admet une unique mesure invariante symétrique u’

€
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Démonstration. Comme le potentiel d’intéraction F' est de degré 4 et comme F’
est une fonction convexe sur Ry, on peut écrire F(z) = $a° + §x4 ot >0 et
B > 0. Soit u, une mesure invariante symétrique (on sait qu’il y en a une d’apres
le Théoréme 2.22). On note my(e) son moment d’ordre 2. Le couple (u., mo(€))
est solution d’un systéme du type (2.3.1)—(2.3.2). En effet,

Fxul(z) = /RF(CL’ — 2)ue(2)dz

— %xz + §x4 + Sﬁmexz + (%mQ(e) + g/Rz“uﬁ(z)dz) :

L’expression dans les parenthéses est une constante donc elle disparaitra puis-
qu’apparaissant dans le numérateur comme dans le dénominateur. Alors, on ob-
tient le systéme d’équations suivant pour u. et mo(€) :

2uc(z) = wv(male),x) et ma(e) = /R z?v(may(e), x)dx
exp [—2 (V(x) + Fz) + *5"0°)]
[ exp [<2(V(2) + F(z) + £722)] dz

€

avec v(m,z) =

On introduit la fonction x.(m) := [ #*v(m, x)dz—m. D’aprés le Théoreme 2.22,
on sait que x. admet au moins un zéro sur R, . En calculant x., on prouve que x.
est strictement décroissante :

X.(m) = —% {/OOO s (m, 2)dz — </OO° 2u(m, x)dq:>2} _1<0.

La conclusion est immédiate : il y a une unique mesure invariante symétrique. [J

Evidemment, ce résultat et la méthode qui a été utilisée pour 'obtenir est
propre a I'exemple ol la paramétrisation ne fait intervenir qu’un seul parameétre.
Si le degré du potentiel d’intéraction est strictement plus grand que 4, alors le
second moment est insuffisant pour définir la mesure invariante symétrique : on
a besoin de plus de moments et la preuve d’unicité telle que développée dans la
démonstration de la Proposition 2.23 devient insuffisante.

2.5.2 DMesures invariantes excentrées

Cette partie est essentiellement motivée par la question de I'unicité des mesures
stationnaires. On vient d’établir 'existence d’une mesure invariante symétrique
lorsque V' est symétrique. On a prouvé dans le cas ou l'intéraction était linéaire
qu’il y avait également des mesures invariantes asymétriques autour des points
critiques sous certaines conditions méme si le potentiel V' était symétrique. Par
ailleurs, on a démontré que la diffusion (0.0.5) admettait une mesure stationnaire
excentrée autour de chaque puits ot V' réalise son minimum global.
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Prouvons maintenant dans le cas général que sous certaines conditions peu contrai-
gnantes, il existe des mesures invariantes excentrées autour des puits. En effet,
I'une des conditions que 1'on utilise exclut d’office les bosses du potentiel V. Le
potentiel d’intéraction F' est une fonction polynémiale mais l’on ne suppose plus
que son degré est 2. On rappelle que son degré est 2n < 2q d’aprés les hypotheéses
(F-1) et (F-4). On écrit ainsi :

- l?(?k) 0 2k
PKJ» ::jg:'—z§E§rzx .
k=1

Soit u la densité d’une probabilité par rapport a la mesure de Lebesgue. On note
M1,y fhon—1 les moments d’ordre 1 & 2n — 1 de cette mesure que 1'on appelle
également v pour simplifier. On suppose que u admet un moment d’ordre 8¢ fini.
En effet, on s’intéresse aux mesures stationnaires dont le moment d’ordre 8¢ est
fini afin que l'égalité (2.2.2) soit vérifiée; ce qui avait nécessité 'application du
Lemme 2.2.1. Comme conséquence directe, p est fini pour tout 1 < k < 2n — 1.
On pose D(z) := F xu(x) — F % u(0). Quel que soit le point ag € R, on obtient
alors

Il 1y n p(2)) ,
Dls) = Fla =) = Floa) + 30 iy —af) 3 oo

2n—1

= Fla =) = Flao) + 3, — ) (P0) - F9(0))

Par conséquent D(r) = Zi°(z) — Z;°(0) ot

Z0(x) = F(x — ag) + z_: (_p1'>p (my — a})FP(z) . (2.5.16)

Etant donné que le produit de convolution peut étre simplement exprimé en tant
que fonction polynomiale dont les coefficients dépendent uniquement des moments
de u, I'équation (2.2.2) peut étre simplifiée et transformée en un simple systéme
dont les inconnues sont les moments de la mesure. Dans le but d’introduire ce
systéme, quel que soit 1 < k < 2n — 1, on définit la fonction
Jpa®exp [=2(V(z)+ Z20(z) — Z2(0))] dx
Jeexp [=2 (V(z) + Zi2 (z) — Z52(0))] da
Jp 2" exp [-2Wo(z)] dx
Jeexp [—2Wi (z)] da
ou le potentiel qui intervient de maniére effective dans l'intégrale est défini par
W (z) = V(x)+ Z%(x). A partir de ces 2n — 1 fonctions qui vont de R**~! dans
R, on construit la fonction suivante qui va de R*"~! dans lui-méme :

= (89 09 ol Y, (2.5.18)

o\ my, - mgn_y) =

(2.5.17)
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Par construction, la mesure associée a la densité u est stationnaire si et seule-
ment si le vecteur représentant ses 2n — 1 premiers moments (py, -+ , flon—1) est
un point fize de Uapplication &)

On va maintenant prouver l'existence - sous des conditions simples - d’une me-
sure invariante excentrée dont les 2n — 1 moments sont proches de aq, - - - a%;" !
respectivement ol ag est un fond de puits de V. En d’autres termes, on va prou-
ver 'existence d’'une mesure invariante excentrée proche de la mesure 9,,. Pour ce
faire, on va prouver qu’il existe un parallélépipede stable par I’application continue
®(©) et qui converge vers le point (ag, a2, -- ,a3"" ') quand e tend vers 0. Comme
dans le cas linéaire, on va utiliser un résultat asymptotique lorsque le paramétre
€ tend vers 0. Ce sera donc a nouveau un résultat valable lorsque le paramétre €

est en-dega d’un seuil critique dépendant de V' et de F.

Théoréme 2.24. Soit V' un potentiel de confinement qui vérifie les hypothéses (V-
1)-(V-6) ainsi que (V-10) et F' un potentiel d’intéraction qui vérifie les hypothéses
(F-1)-(F-5). Soit ag un point otV atteint un minimum local tel que :

V(z)+ F(z —ag) > V(ag) pourtout x# ayg. (2.5.19)

Soit une famille (). vérifiant hH(l) ne =20 et lirr(l) e/n. = 0. Sous la condition
€E—r €E—r

2n—2
n |Fp+2 ao

2

quel que soit p > 0, la diffusion auto-stabilisante (0.0.5), il existe une mesure
invariante excentrée que l’on notera par la suite u?® satisfaisant, pour € assez petit

laol? < o+ V" (ay), (2.5.20)

<pmne pourtout 1<k<2n-—1. (2.5.21)

/ P u (z)dx — af
R

Démonstration. Soit A > 0 arbitrairement petit. On définit le parallélépipede
o —1 -1
H [ —pag Ane; ap + paf Ane| .

Soit m un élément de C(e) alors il existe des coordonnées (r,)1<p<on—1 qui ca-
ractérisent m via les équations m, = af + r,n. et |r,| < plag/P~*A pour tout
1 <p<2n—1.Dapres (2.5.16) et (2.5.17), on obtient

[ ke 2(V(2)+F(z—ao)) exp[ 25 yon L 1)pr”F x)]d:r;

ol (m) = -
[ e HV@ R0 oy, [— 2yt (U i) (o } .
On applique le Lemme A.11 et la Remarque A.13 aux fonctions U(x) := V(z) +

F(z — ap), f(z) :== 2" et aux paramétres u, := r, et G,(x) := (p!) F®(x). On




2. Existence des mesures stationnaires 75

obtient :
k—1 2n—1
(e) _ k kag~ Tp (p+1
o (m) = ag —ne e Z F® (o) + o(1.),

ou le reste o(n,) tend uniformément vers 0 quand e tend vers 0 par rapport aux
coordonnées (7,),. Notons que c’est lors de 'application de ce lemme asymptotique
que l'on s’est servi de la propriété (2.5.19) puisqu’il fallait que aq soit 'unique point
ou le potentiel effectif U := V + F(. — a) réalise son minimum global. II fallait
également que la dérivée seconde du potentiel effectif en ag soit strictement positive
ce qui est une conséquence de I'inégalité (2.5.20). Par définition du parallélépipede
C(e), les coordonnées satisfont |r,| < plag|P~*A. Ainsi sous la condition (2.5.20),

Klao/*1 = [F#* D (ap)]

() _k p—1
Pk ( ) Qg S n€)\a+‘//,(a0) p| p|a’0| +0(77€>

p=1
< neklag|* I AE + o(ne)

ou ¢ €]0; 1[. Comme cette inégalité est uniforme par rapport aux coordonnées, dés
que € est assez petit, on a |o\” (m) — ak| < klag|* A\, ce qui signific () (m) €
C(e).

Or, C(¢) est fermé, convexe et borné dans l'espace R* !, lequel est de Banach
puisque de dimension finie. Ainsi la continuité de 'application ®(© implique que
la fermeture de I'image du parallélépipede C(e€) est un espace compact.

On peut alors appliquer le théoréme de Schauder (Proposition 2.17) et on obtient
Iexistence d’'un point fixe dans le compact pour lapplication ®©. En d’autres
termes, il existe m € C(e) telle que la mesure associée a la densité

w () — exp [—%Wm(xﬂ
E,m( ) f

o 2T (2)] 42 (2.5.22)

soit invariante. On termine en prenant A < min {W ;

1<p<2n—1} 0

Il n’est pour I'instant pas possible d’établir I'unicité de la mesure invariante ex-
centrée autour de ag. L’unicité en question sera étudiée dans un prochain chapitre.
Par ailleurs, rien ne prouve qu’il n’y a pas de mesures invariantes asymétriques
qui ne soient "proches" d’aucun des points critiques de V.

On regarde maintenant de facon plus spécifique ce qu’il se passe au voisinage des
points ou V' réalise son minimum global.

Corollaire 2.25. 1. Si V' réalise son minimum global en un point ag qui satisfait
(2.5.20), la diffusion (0.0.5) admet une mesure invariante excentrée autour de ay
deés que € est assez petit.

2. En particulier, si V' est symétrique et posséde deux puits distincts a et —a, alors
dés que € est assez petit, si a satisfait (2.5.20) il existe au moins deur mesures
mvariantes excentrées : au moins une autour de a et au moins une autour de —a.
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Démonstration. 1. Si ag est un point critique ou V' atteint son minimum global,
alors V(z) > V(ay) pour tout & # ag. Or, F(x — ag) > 0 pour tout = # ay. Par
conséquent, le point ag vérifie bien I'hypothése (2.5.19) et 'on peut donc appliquer
le Théoréme 2.24 a condition que (2.5.20) soit vérifiée.

2. Si V est symétrique et posséde deux puits distincts a et —a, alors V' atteint son
minimum global en a et en —a et 'on est ramené au point 1 du corollaire. O

On va maintenant préciser le résultat du Théoréme 2.24 en se restreignant
a un parallélépipéde dont 'aréte est d’ordre e. Avant de faire ceci, on a besoin
d’introduire un systéme qui apparait naturellement lorsque I’on recherche précisé-
ment le coefficient du premier ordre dans le développement de la taille de I'aréte
en fonction de e.

Lemme 2.26. Soit ay un point critique de V' qui satisfait (2.5.19) et (2.5.20). 1l

existe une unique solution (10,--- 79, 1) au systeme suivant, lequel est de Cra-
mer :
2n—1
(—1)P a+ V"(ag) VO (ap) k—1
~——~ pth) = — 2.5.23
Z P! (a0)7y + kat=! k& da+V"ag))  4dag ’ ( )

p=1
pour 1 < k <2n — 1. Et, la solution s’exprime comme suit

aoV® (ag) — (k — 1)V"(aq)

1<k<2n-—1.
daoV(a0) (@ + V(ag)) = — ="

70 = kak™!

Démonstration. Par la suite, on note I5,_; la matrice unité de dimension 2n — 1
et pour A € R*! A" représente la transposée du vecteur A. Par ailleurs, dans
la preuve, on considérera la notation suivante : (zx)1<g<on—1 = (1,...,T2,—1). Le
systéme (2.5.23) peut étre réécrit matriciellement. On définit 7 = (74){<p <0, 1
alors

VO (a)  k—1y)"
a+V"(ag)) Inn_1 + C1Cy 'T:(k?ak_l - >
[( (a0)) Ton-1 1 2] 0 <4a+4V”(ao) dag ) 1<k<2n-1

oil les vecteurs sont définis de la facon suivante : CF = (kaf ) 1<p<on_1 et OF =
<_(_k11)k F(k+1)(ao)> . On pose maintenant
1<k<2n-1

A= (a + V”(ao)) Iy 1+ C1CQT. (2.5.24)

On remarque alors C,Cy C1Cy = (CFC)CLCF et

2n—1

—1)P —1)
CyCy = Z ull‘ﬂ(erl)(ao)pag_1 =— Z uF(er?)(aO)azO? — _F"(0).

p=1 P!
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Etant donné que F”(0) = «, 'on obtient

0))
o+ V”((lo))212n_1 -+ (Oé + 2‘/,/(@0))010;

(
= (o + V"(ag))2Lan_1 + (z(a V" (ag)) — F”(O))clc;
(
(a + 2V”(a0))A — V”(CLO) (Oé + V”((lo)) IQn—l .

On en déduit que la matrice A est inversible (c’est-a-dire que le systéme linéaire
(2.5.23) est bien un systéme de Cramer) et en utilisant (2.5.24) on obtient facile-
ment son inverse :

-1 _ 1 o //a o
A = e+ Ve (@ 2 @) ey = )
1 " o T
= Ve V) Ve = GG

Le systéme de Cramer (2.5.23) admet ainsi une unique solution qui est la suivante

0 _ 1 agV® (ag) — (k — 1)(a + V" (ap))
RV (ag) (o + V7 (ag))

V// k’ k—1
{ (a0)kag dag (o + V(o))
2n—1

k1 —1)? i1 p,laoV(g’) ap) — (p— 1o+ V" (ay
R e e e e >>}

p=1

— kag ! aoV P (ao) | V" (ag) — %Z_l (_l)pag__lF(pH)(GO)
4a0V”(ag)(a + V”(ao))2 prt (p — 1)!

— (a+V"(ayp))

(k= 1)V"(a0) = 3 ‘q(o—__l;!F(p“)(ao)a@l] }

bl agV® (ag) — (k = 1)V"(ao)
- 4agV"(ag) (o + V" (ag))

En effet, en calculant, on a

2n—1

—1)
2 <y(»—)1>'F(p“><ao>a8—1 = —F'(0)=—a
p=1 '

2n—1
1P
et Z (=1) FP (ag)ab™ = agF®(0) =0

ce qui achéve la preuve. O

Le Théoréme 2.24 prouve 'existence d’une mesure invariante excentrée autour
de ap sous deux conditions simples & savoir (2.5.19) et (2.5.20). En se servant
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du Lemme 2.26 on va maintenant exhiber l'existence d’une mesure invariante
excentrée proche de ag sous les mémes conditions et dont la distance sera d’ordre
€. En un sens, on anticipe sur la vitesse de convergence. Toutefois, nous ne faisons
que prouver qu’il y a une mesure stationnaire vérifiant cet écart avec d,,. En effet,
a priort il est tout & fait possible que d’autres mesures stationnaires excentrées
autour de ag ne vérifient pas cette propriété.

Théoréme 2.27. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-
1)-(V-6) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction qui vérifie les hypothéses
(F-1)-(F-5). Soit ag un point critique de V' qui satisfait (2.5.19) et (2.5.20). Alors,
quel que soit p > 0, il existe ¢, tel que ® admette un point five m®(e) € R2n—1
qui vérifie

‘mzo(e)—<k—7'k)‘<pe 1<k<2n—1, e<e. (2.5.25)

Et par suite, dés que € est assez petit, la diffusion (0.0.5) admet une mesure
stationnaire ul® qui vérifie

/R:vkugo( Ydx — (ao — Tk€>

Démonstration. La preuve est similaire a celle du Théoréme 2.24. Soit A > 0
arbitrairement petit et C(e) := [, [aﬁ —(7) +pal " Ne; ab — (r) — paﬁfl)\)e].

<pe, 1<k<2n—-1,e<¢. (2.5.26)

p=1
On prend un élément m dans le parallélépipede C(¢). Quel que soit 1 < p < 2n—1,
il existe une coordonnée \, € [—X; A] telle que m,, = af — (1) + pal ' \,)e. D’aprés
(2.5.16) et (2.5.17), on obtient

f zF exp |:2 ZQ” 1 M(TO _|_paoxp—1/\ )} 6—%(V(m)+F(m—ao))dI

p!

Ji exp [2 o2t CPE @) (0 4=ty )] ~2(V(@)+F(a—a0)) g

p-

pour tout 1 < k < 2n — 1. On applique le Lemme A. 9 et la remarque A.13
avec les paramétres U(x) = V(z) + F(x — ag), pp := 7, + pag I\, G =0t
fo(x) = 252 P@) (). Dou

p!

kak—2
(e) _ Lk 0 (3) _ " _
Al m) = db = V,,mo))g a0V a) = (a+ V"(ao)) ((k = 1)
2n— 1
+ dag Z (70 + pa A F P ag)) |+ ofe)
1 kaE =1V ® () = (-0
_ kK 0 0 k—1 P r(p+1)
—=qaF — —k F
YV (ag) [4(a TV (ag) O ; P! (40)
k(k — 1)“5_2 k—1 — (_1)p)‘pa€_1 (p+1)
_ T — kCLO Z WF (ao)i| €+ O(E) .
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Le reste o(€) tend vers 0 uniformément par rapport aux variables (\,),.

On note dj, la différence |90,(:)(m) — af + 70¢|. On calcule cette expression :

_ _ 2n—1
. kab V3 (a) B kak~* Z (_1>pTOF(p+1)(a)
CT e+ VT (@0)? a+V(a) & opl 7 ’
2n—1 (_1)1)

k(k—1Dag? kag ™! L
E A\, FtD) P .
@O) ( | P (GD)% €+ 0(6)

4o+ V"(ag)) L a+V"( p—1)
En se servant du Lemme 2.26 et en utilisant la condition (2.5.20), on obtient, pour
€ assez petit :

Elao/ ! S~ Jaol”!

a+ V"(ag) ; (p—1)
2n—2 1
Z H|F(p+2)(ao)]]a0]pe+o(e) < klag|" o€ .

o (m) — af +7ie| <

ol P (ao) e+ ofe)

k’a(]’k_l

<A——F77—
—a+ V" ag)

p=0

En d’autres termes, ®(m) € C(e) lorsque le paramétre ¢ est petit. L’applica-
tion du théoréme de Schauder (Proposition 2.17) permet de prouver l'existence
d’un point fixe dans ce compact. Par conséquent, il existe m € C(e) tel que la
mesure associée U, (z) définie par (2.5.22) soit invariante. La preuve est achevée

enprenant)\<min{4'1§p§2n—1}. O

p‘ao‘p—l Y

A nouveau, on peut s’intéresser au cas des puits ou V' réalise son minimum
global ainsi qu’au cas ou1 V' est symétrique et a deux puits.

Corollaire 2.28. 1. Si V réalise son minimum global en un point ag qui satisfait
(2.5.20), la diffusion (0.0.5) admet une mesure invariante excentrée autour de ay
dont les moments vérifient (2.5.25) dés que € est assez petit.

2. En particulier, st V' est symétrique et possede deux puits distincts a et —a qui
satisfont (2.5.20), alors dés que € est assez petit, la diffusion (0.0.5) admet au
moins deur mesures invariantes excentrées qui satisfont (2.5.25) : au moins une
autour de a et au moins une autour de —a.

Démonstration. 1. Si ag est un point ou V' atteint son minimum global, alors
V(z) > V(ag) pour tout x # ag. Or, F(x — ag) > 0 pour tout x # ag. Par
conséquent, le point ag vérifie bien I'hypothése (2.5.19) et ’'on peut donc appliquer
le Théoréme 2.27 si ag satisfait l'inégalité (2.5.20).

2. Si V est symétrique et posséde deux puits distincts a et —a, alors V' atteint son
minimum global en a et en —a et 'on est ramené au point 1 du corollaire. O

Remarque 2.29. 1. Dans le cas particulier ou tous les coefficients de ' sont posi-
tifs et otiag > 0 c’est-a-dire : agF P (ag) > 0 pour tout p € N, la condition (2.5.20)

devient simplement V" (ag) > F{/(2a9) ot Fy est définie par Fy(x) := F(x) — $a?.
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2. Dans le cas encore plus particulier ot F' est linéaire, on a : F(x) = %xz et
alors (2.5.20) est équivalent a la condition V" (ag) > 0. En d’autres termes, on
obtient le résultat d’existence présenté dans le cas de l'intéraction linéaire.

3. La condition (2.5.20) implique la positivité stricte de V" (ap). Ainsi contraire-
ment au cas o F' est linéaire, seuls les puits de V' sont concernés par la condition

(2.5.20).

Il est trés important de noter que les résultats d’existence du cas général sont
plus faibles que ceux du cas linéaire. En effet, dans le cas linéaire, la condition
(2.3.5) est nécessaire au méme titre que la condition (2.5.19) 'est dans le cas
général toutefois la condition (2.5.20) est uniquement suffisante.



3. CONVERGENCE DES MESURES STATIONNAIRES

Dans ce chapitre, on s’intéresse au comportement des mesures stationnaires
(symétriques ou asymétriques) lorsque le paramétre € tend vers 0. Dés a présent
et pour tout le reste de I’étude, I'hypotheése (V-7) est satisfaite. En d’autres termes,
la fonction V' coincide sur [ay; agpr41] avec une fonction analytique V.
Précédemment, on s’est concentré sur les mesures stationnaires dont le moment
d’ordre 8¢? est fini. On a prouvé que ces mesures étaient de la forme :

w(z) = ﬁexp [_g (/OxF’*ue(y)dy—i-V(:c))}

_ A(ze) exp {—%(F*ue(ac) P e (0) +V(x)>] ,
avec  Au.) = /Rexp [—% (F *uc(r) — F xu(0) + V(x))} dr .

Et inversement, des mesures de cette forme sont stationnaires pour (0.0.5) et leur
moment d’ordre 8¢> est fini.

Pour commencer ’étude asymptotique des mesures stationnaires, une attention
particuliére sera déja portée sur le cas oul la fonction d’intéraction F” est linéaire.
D’abord, en supposant que V' est symétrique, on va prouver que l'unique mesure
invariante symétrique converge vers une somme finie de mesures de Dirac. Une
étude sera d’ailleurs fournie quant au cardinal du support de la mesure limite
suivant la convexité ou non de V.

Ensuite, la convergence des mesures stationnaires excentrées autour des points
critiques (on sait d’aprés le Corollaire 2.25 qu’il en existe au moins une) sera
effectuée. Pour conclure I'étude du cas ou F” est linéaire, on prouvera que si V'
est symétrique et si V" est convexe, il y a exactement trois valeurs d’adhérence
possibles pour les mesures stationnaires lorsque € tend vers 0.

On abordera ensuite le cas général en supposant que la famille (yi,,(€)), ., est bor-
née ol fig,(€) = [p 2°"uc(z)dx est le moment d’ordre 2n = deg(F'). On prouvera
que cette condition est réalisable sous des hypothéses simples portant sur V. A
partir de la bornitude de ces moments, on montrera que toute valeur d’adhérence
d’une famille de mesures stationnaires (u.)., est une somme finie de mesures
de Dirac. Des propriétés simples seront ensuite énoncées concernant ces valeurs
d’adhérence.

Puis, on spécifiera le comportement asymptotique pour les familles des mesures
stationnaires excentrées autour d’un point critique en prouvant que la limite est
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la mesure de Dirac autour de ce point critique. On fera de méme avec les mesures
stationnaires asymétriques et non excentrées autour d'un point critique lorsque
V" et F" sont convexes. On donnera des exemples pour lesquels les seules mesures
asymétriques limites sont des mesures de Dirac chargeant un puits de V.

Pour terminer, on spécifiera le comportement asymptotique des mesures station-
naires symétriques lorsque V' est symétrique. En particulier, on prouvera que si V"
et F" sont convexes, alors il y a une unique valeur d’adhérence et celle-ci charge
soit un soit deux points. Afin de prouver que la convexité des fonctions V" et F”
n’est pas anodine, on donnera deux exemples oul le degré de F' est supérieur ou
égal a 4 pour lesquels il y a strictement plus de deux points limites; I'un avec V"
convexe et F” non convexe et 'autre avec V" non convexe et F” convexe; bien
que V posséde deux puits seulement.

3.1 Convergence de u. quand l'intéraction F' est linéaire.

Pour commencer, analysons la convergence des différentes mesures station-
naires quand la fonction d’intéraction F” est linéaire : F(z) = $2* avec a > 0.
L’expression analytique de u, peut étre paramétrée facilement en fonction du pre-
mier moment de la loi stationnaire. Dans le cas ot le potentiel V' est symétrique,
il y a une mesure invariante symétrique et elle est unique. On la note u?. Elle

s’exprime ainsi :

exp [—2Wy(x)]
fR exXp [—%Wo(y)] dy

Le comportement asymptotique de l'expression précédente peut étre obtenu en
utilisant directement la méthode de Laplace classique. Ce travail sera effectué
dans la Sous-Section 3.1.1. Si ¢ est petit, en ne supposant plus que le potentiel V'
est symétrique, quel que soit le point critique ag qui vérifie (2.3.5), la Proposition
2.4 démontre que pour tout 6 > 0 arbitrairement petit, il existe ¢g > 0 tel que
pour tout 0 < e < ¢, la difusion auto-stabilisante (0.0.5) admet au moins une
mesure stationnaire excentrée de densité ul® par rapport a la mesure de Lebesgue
définie par

u(z) =

avec Wy(z) =V (z)+ %xQ, VreR. (3.1.1)

exp [—2 <V($) + a% — ozm‘jox)}

€

ue® () = . (3.1.2)
Jgexp [—% <V(y) + ot — am?“y)] dy
et dont le premier moment mg° vérifie
VO (ag)
@0 <4 Ve <egp. 3.1.3

Plus particuliérement, si le potentiel V' est symétrique et a deux puits, quel que
soit 0 > 0, il existe un seuil critique pour € en-deca duquel il existe deux mesures
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invariantes excentrées u} et u_ définies par

ut(z) = - [_E (V(x) ! a%g - am?xﬂ (3.1.4)
fR exp [—% (V(y) +a — oszy)} dy
et ‘mf — (za) + 4V”(;;(§;(T—a‘)/”(a)) el<de Ve<eg. (3.1.5)

L’équation (3.1.3) permet de développer, dans la Sous-Section 3.1.2, I'analyse
asymptotique de la loi invariante dans le cas ol la mesure invariante en question
est excentrée autour du point critique ag.

3.1.1 Convergence de la mesure invariante symétrique.

Pour qu’une telle mesure symétrique existe, il est nécessaire de supposer que
le potentiel de confinement V' satisfait I'hypothése (V-8). On rappelle que son
puits le plus & gauche est —a et son puits le plus & droite est a. D’aprés (3.1.1), la
densité est directement reliée au potentiel qui intervient de maniére effective dans
Pexponentielle a savoir Wy ot 'on a Wo(x) := V(z) + $a?.

Le potentiel W, admet un nombre fini de points critiques. En effet, d’aprés ’hy-
pothése (V-4), on sait que W > 0 sur [—a;al®. Et, V' coincide avec une fonction
analytique V sur U'intervalle compact [—a;a]. D’ot W/ admet un nombre fini de
zéros sur R. Si tel n’était pas le cas, la fonction W serait constante et égale a 0 sur
tout l'intervalle [—a, a] ce qui implique immédiatement W} = 0. En particulier, on
aurait W/'(a) = 0 ce qui est impossible étant donné que W{'(a) = V" (a) + a > 0.
On en déduit que W/ admet bien un nombre fini de zéros sur R.

La mesure symétrique notée u peut alors étre développée simplement en fonction
des points critiques ou Wy réalise son minimum global.

Théoréme 3.1. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypotheéses
(V-1)-(V-8) ainsi que (V-10). Soient Ay < ... < A, les r points critiques ou
Wy atteint son minimum global et wy := min,eg Wo(2). Pour tout i, on intro-
duit Uentier ko(i) := min{k € N\Wé%)(Ai) > 0}. Puis, Uon définit ky =
max {ko(i), 1 <i <r}. Enfin, on se donne I :== {1 <i <r | ko(i) = ko}. Lorsque
e — 0, la mesure u? définie par (3.1.1) converge étroitement vers la mesure dis-
crete sutvante

s (WE(A)) 6
3 jer (W (4)

Démonstration. Soit f une fonction continue et bornée sur R. On pose Ay := —o0
et A, 1 := +o0. Alors, pour tout 2 < ¢ < r — 1, on applique le Lemme A.3 a la

fonction U := W) sur l'intervalle d’intégration J; := [Ai*12+Ai; AﬁQA “1]. On obtient

u) = (3.1.6)
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I’équivalence asymptotique suivante quand € — 0 :

Lo f(A) (1 (2ko(i))! |77
ee ; fx)e < dx = e r (2k0(i)) <2W0(2k°(i))(14i)> (14 0o(1)).

L’équivalence est vraie également sur les intervalles J; et J.. En effet, on peut

écrire J; = J{ U J? ou J] est borné et contient A; et ou Wo( ) > 2% pour tout
REING)

x € J?. On fait de méme avec J,. Ainsi en posant M := e [, f(t)e dt,
on a

(2ho() |7
M= Z (4) <2ko()) <2W2k° )(A2> treth)

B F(A (2k)!
=2 k:o <2ko><2w2’“°) > (1ol

i€l

- O(k;o)e%Z /(A — (1+of (3.1.7)
icl (Wo(%o)(AiD%

avec C(kg) := 1 ol (2k0> (2’;(’) > . En appliquant le précédent résultat asymp-

totique (3.1.7) d’une part a la fonction f et d’autre part a la fonction constante
égale a 1, on a l'estimation suivante du quotient des deux :

L e (W (49) 7 )
Sy exp |20 @y e (W4, )>—2,10

ce qui se traduit par la convergence étroite de u? vers uj. (]

(1+0(1)) (3.1.8)

Si V' est un potentiel symétrique a double puits, 'on s’attend naturellement
a ce que la mesure de Dirac u charge exactement deux points. On s’intéresse
maintenant a la géométrie de Wy et en particulier au nombre de ses puits. En effet,
ces derniers sont liés au nombre de points chargés par la mesure u). Rappelons
que l'on note r ce nombre de points.

Proposition 3.2. Soit un potentiel V' qui vérifie les hypothéses (V-1)-(V-8) ainsi
que (V-10) tel que V" soit conveze, alors la mesure discréte u) charge soit un soit
deux points c’est-a-direr =1 ou r = 2.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde. On suppose que le support de la me-
sure u) contient trois éléments ou plus. D’aprés le Théoréme 3.1, ces éléments
correspondent & des points critiques ot Wy atteint son minimum global (et donc
un minimum local). On en déduit que W, admet au moins deux points critiques
ou il réalise des maxima locaux. Par conséquent, W, admet au moins cinq points
critiques. On applique le théoréme de Rolle a la fonction W et 'on en déduit que

W{ admet quatre zéros ce qui est impossible vu que WO(4) = V@ >o. [
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On remarquera que la condition de convexité de V" était déja apparue dans le

chapitre sur I'existence des mesures stationnaires. En effet, dans le Théoréme 2.8,
si F' est linéaire et si le potentiel de confinement V' est symétrique et de dérivée
seconde convexe, la diffusion (0.0.5) admet exactement trois mesures stationnaires
dont le moment d’ordre 8¢ est fini.
On peut se demander naturellement ce qu’il se produit lorsque V” n’est pas
convexe, notamment si le résultat de la Proposition 3.2 reste vrai. En d’autres
termes, on se demande s’il existe a > 0 et un potentiel V' qui vérifie les hypo-
theses (V-1)-(V-10) (c’est-a-dire qui est de plus symétrique a double puits) pour
lesquels la mesure associ¢e v posséde au moins trois points dans son support.

Proposition 3.3. Soit py € [0;1] et » > 1. On introduit
— Une mesure de probabilité discréte (p;)1<i<r €]0;1[" satisfaisant py + - - +
Pr = - Do,
— Une famille de points (A;)1<i<r avec 0 < Ay < --- < A,.
Il existe un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-1)-(V-10) et
une constante positive « tels que la mesure u) - associée a V et a l'intéraction
linéaire F'(x) := ax - soit donnée par

up = podo + Z % (04, +0_4,) -
=1

Démonstration. Etape 1. Définissons la fonction W comme suit :

r

W(x) = (C + f(x2)2>2 H (2 - A?)2 si po=0, (3.1.9)
W(z) = 2? (C + 6(332)2)2 H (2* — Ag)2 si po #0, (3.1.10)

i=1

ou C' est une constante positive et £ une fonction polynomiale. C' et £ seront pré-
cisées par la suite. Par construction, la fonction W atteint son minimum global
aux points A; (ainsi qu’en 0 dans le second cas). En utilisant (3.1.1), on introduit
V(x) := W(zx) — W(0) — §2*. Le Théoreme 3.1 nous dit que la mesure invariante
symétrique associée a V' et F' converge vers une probabilité discréte dont le sup-
port est {+£ A;,1 <i<r}sip)=0mais {0} U{EA;,1<i<r}sipy)#O0.

On peut également évaluer littéralement le poids de chacun des éléments du sup-
port en se servant du Théoréeme 3.1. Pour commencer, on remarque que la dérivée

seconde en chacun des minima globaux est strictement positive ce qui se traduit
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par kg = 1. Plus précisément, la dérivée seconde de W satisfait

r

W (A;) :8A§(0+5(A§)2)2 I (A2-42° si py=0.
=L

W) =sat(Cre?) ] (-4 s po#0,
J=1j#

ot W”()_2(0+5 )HA4 si po#£0.

D’aprés I’équation (3.1.6), on sait que 4/ ‘;,VV,,((Q’“)) = pl sii#0et 2po — VXVN/,(E‘(‘;')) si
po # 0. D’ot, si pg = 0,

s Wy A(C AR Ty 42 — 42

pi _ _ , (3.1.11)
W"(A;
P VD A (O S0P T4 — 4
2po Wr(A)  CHEAD)” T AR
t — = =2 1——= 0. 3.1.12
e D W”(O) C—l—{( ) o A? Sl Do 7é ( )

Etape 2. Caractérisons maintenant la fonction polynomiale &.
Etape 2.1. Premier cas : py = 0. On choisit £ tel que £(A?%) := 1. Alors (3.1.11)
fournit

C + £(A2)? A, o |AZ-A2
CH+&(AD)” _ = 1 |2 (3.1.13)
C +1 Akpk =1tk A A

Posons C' := inf{n;, 1 <k < r} > 0. Ceci implique n,(C + 1) — C > C? > (. Par
conséquent, I’équation (3.1.13) devient

E(A2) =/(C+ 1) —C, pourtout 1<k<r.

Finalement, en s’inspirant du polynéome de Lagrange, il suffit de choisir la fonction
polynoémiale suivante (qui vérifie (3.1.13)) :

¢(x) :=Z< 11 %) V(C+ 1 —C.

k=1 \j=lj#k k77

Etape 2.2. Second cas : py # 0. Procédons de la méme facon que dans 1'Etape
2.1. On construit une fonction polynomiale ¢ qui satisfait (3.1.12). D’abord, on
impose £(0) := 1 et de cela, on définit

r

771‘3:@ H

Pi oy

A2
Az = A?

J K3
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Pour C := inf{n;, 1 <4 < r}, on a a nouveau n;(C + 1) — C > C? > 0. Toujours
en s’inspirant du polynéme de Lagrange, on choisit la fonction suivante :

() :zH(l—%)—i—Z%( H %) V(C+ 1) —C.

j=1 i=1 T \j=l5#i ¢ J

Ainsi choisies dans les Etapes 2.1 et 2.2, C' et € sont telles que la mesure station-
naire symétrique converge vers podo + > _;_; & (04, + 0_4,) lorsque € tend vers 0.

Etape 3. Il reste encore a prouver que les conditions (V-1)-(V-10) sont satis-
faites par la fonction V telle que définie dans I’'Etape 1. Seules deux hypothéses
ne sont pas immédiates. D’abord, il faut prouver que V' a exactement trois points

critiques : 0 ainsi que a et —a. Et, il faut également avoir V”(0) < 0 ainsi que

V" (a) > 0.
Comme la fonction W définie par (3.1.9) et (3.1.10) est une fonction polynomiale
paire, la quantité p(x) := WT(I) est bien définie pour tout z € R (y compris en 0 en

prolongeant par continuité). De plus, p est une fonction polynémiale paire tendant
vers 400 lorsque |z| tend vers +o0. D’ou il existe R > 0 tel que p soit strictement
décroissante sur I'intervalle | — oo; —R] et strictement croissante sur [R; +oo[. On
définit maintenant o’ 1= sup,¢;_p.z) p(2). Alors, quel que soit a > o', 'équation
p(z) = a admet exactement deux solutions. Ceci implique donc l'existence d’exac-
tement trois solutions a I’équation zp(x) = ax c¢’est-a-dire a I'équation V'(x) = 0.
Ainsi la condition (V-9) est bien remplie. On note a(a) la solution strictement
positive.

Il reste a prouver que l'on a V”(0) < 0 et V”(a(a)) > 0 mais aussi V"(z) > 0
pour tout = ¢| — a(«);a(a)[ (a savoir la seconde partie de la condition (V-4)).
Par définition, V"(0) = W”(0) — «. Ainsi il suffit de prendre o > W”(0). On ne
peut faire de méme avec W”(a(a)) car a(a) dépend de a. Par définition, W est
une fonction polynomiale paire de degré 12r — 8 si pg = 0 et de degré 12r + 2 si
po # 0. On peut donc écrire

W(z) = \z* 4+ P ()
ou A > 0,1 > 2 et P est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 2{—2.
Par conséquent, I'équation p(a(a)) = « implique I’équivalence suivante lorsque o
1
tend vers Dinfini : a(e) = (535) %2 (14 o(1)). Ainsi W”(a(e)) = 20X (20 — 1) 2 +
o(a) = (2l —1)a+ o(a) > o dés que « est assez grand vu que [ > 2.
En utilisant a nouveau la fonction polynomiale P, on peut écrire :

WO (x) > 21(21 — 1)(20 — 2)2? =3 — Ca¥~5

pour tout x > 1 ou C' > 0 est une constante qui ne dépend que de la fonction
P. Ainsi, pour a(a) > 1 (ce qui est possible lorsque « assez grand), quel que soit
x> a(a), on a

W®(z) > 275 (2120 — 1)(2 — 2)a(a)? = C) .
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Par conséquent, pour « assez grand, la fonction V" est croissante sur [a(«); +o0]
ce qui implique V" (x) > 0 pour tout = ¢] —a(a); a(a)[. Ceci achéve la preuve. [

3.1.2 Convergence des mesures excentrées

Dans la sous-section précédente, 'analyse de 'unique mesure invariante symé-
trique u? a été étudiée lorsque e — 0 dans le cas ot le potentiel V' était symétrique.
Or, on a prouvé dans la Proposition 2.4 que pour pour 6 > 0, lorsque € est as-
sez petit, il existe une mesure invariante excentrée autour de chacun des points
critiques ag satisfaisant

V(z) —Vag) + %(x —ag)®> >0 pourtout z#ay et o+ V"(ay) >0.

Et, cette mesure invariante excentrée vérifie (3.1.2) et (3.1.3).

Plus particuliérement, si V' vérifie de plus les hypothéses (V-8) et (V-9), quel que
soit 0 > 0, en-deca d’un certain seuil critique g, il existe deux mesures invariantes
excentrées ul et u_ définies par (3.1.4) et (3.1.5).

On va maintenant décrire le comportement asymptotique des mesures excentrées
ul®. La propriété sur laquelle se fonde ’étude est la suivante : quel que soit 6 > 0,
il existe ¢g > 0 assez petit tel que pour tout € < ¢

V(3)(ao) .
AV (ag) (o + V" (ap))

me — agp + <de, e£<e¢g (3.1.14)

ol m¢° est le moment d’ordre 1 d’'une mesure invariante excentrée autour de ag
c’est-a-dire I'unique parameétre dont dépend u2°. Remarquons qu’on ne demande
rien quant a une éventuelle convexité de V”. On ne demande pas non plus la
moindre unicité quant & la mesure invariante excentrée autour de ay. Qui plus est,
on ne suppose pas par la suite que 1’on est dans le cadre de la Proposition 2.4. On
suppose uniquement que l'on dispose de l'inégalité (3.1.14).

Théoréme 3.4. La mesure invariante u2° définie par (3.1.2) et (3.1.3) converge
étroitement vers 0,4, quand € tend vers 0.

Démonstration. On définit W2 (x) := V(x) + §a* — am@x. Soit f une fonction
continue, bornée et positive sur R dont le maximum est noté M := sup,.p f(2).
D’apres I'égalité (3.1.2), on a
 Ju @) esp [~2Wr(@)] da

Jpexp [—2WE(z)] d

On introduit U(y) := V(y) + $y* — aagy. D’aprés inégalité (3.1.14), pour ¢ assez
petit, on obtient

[ew|-2wew]a < [ wen |[-2uw]a

aV®(ag)
ap) (o + V"(ayp))

/R F (@) (z)d

e e+ 200}
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0 étant un réel positif arbitrairement petit. D’aprés le Lemme A.9, lorsque € tend
vers 0, on a le résultat asymptotique suivant :

e |-2u)] a - o |- 20@)| € a1 + o).

a+ V"
On peut obtenir une minoration par des arguments similaires en remplagant £ (y)
par £ (y) ot

s

o aV®(ay)
)= enp {5 Ny~ as |

Par conséquent, pour tout n > 1, il existe £; > 0 tel que

1 " N S
—& (ag) <4/ ) e / e~ W @ dy < net(ay), (3.1.15)
n e R

pour tout € < g1. De la méme maniére, il existe £, > 0 tel que

%f(ao)f(ao) </ U,;T(ZLO) e /Rf(x)ezwgo(‘r)dx < nflag)ét(ap), (3.1.16)

pour tout € < e5. En prenant le quotient de (3.1.16) par (3.1.15), on obtient
immédiatement :

%f(ao) exp [—4aagd] < /Rf(x)u‘jo(x)dx < n*flao) exp [4aayd]

pour tout € < min(ey, e9). d est arbitrairement petit et 1 est arbitrairement proche
de 1, donc on en déduit la convergence de [, f(x)ul (z)dx vers f(ao). O

Comme précédemment, on peut regarder le cas particulier ot le potentiel V
est symétrique et possede deux puits a et —a.

Corollaire 3.5. Si le potentiel V' vérifie les hypothéses (V-1)-(V-10) ¢’est-a-dire
qu’il est symétrique et posséde deux puits, la mesure invariante ut (respectivement
u_ ) définie par (3.1.2) et (3.1.3) converge étroitement vers d, (respectivement vers
d_a) quand € tend vers 0.

Démonstration. Comme V' atteint son minimum global en a, V(z) > V'(a) pour
tout x € R d’ou V(x) — V(a) + F(x —a) > 0 pour tout  # a. De plus, V"(a) > 0
donc o + V”(a) > 0. On peut donc appliquer le Théoréme 3.4. O

3.1.3 L’ensemble des mesures limites

Dans le cas particulier ou le potentiel V' est symétrique et a exactement deux
puits a et —a, lorsque V" est convexe, on peut décrire avec exactitude 1’ensemble
des mesures stationnaires associées a (0.0.5) a € fixé lorsque celui-ci est assez
petit. En effet, en-dessous d’un seuil critique, le Théoréme 2.8 précise qu’il y a
exactement trois mesures invariantes.

On se demande ce qu’il se produit lorsque € tend vers 0. Commengons par un
résultat préliminaire :
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Lemme 3.6. Soit un potentiel de confinement V' qui satisfait les hypothéses (V-
1)=(V-10). On suppose de plus que V" est une fonction convexe. Alors, il existe un
unique réel xo > 0 tel que V'(xg) = —axg et a+ V" (xo) > 0. De plus, l'inégalité
a+ V"(0) > 0 est équivalente a xo = 0.

Démonstration. Comme V" est une fonction symétrique et convexe, on trouve
Y = —V"(0) ou ¥ est défini par (0.0.7). Soit x la fonction définie par y(z) :=
V'(x) + ax. On distingue deux cas différents :

Premier cas. Si a > —V"(0), la convexité de V" implique o + V"(z) > 0
pour tout x # 0. Par conséquent, 0 est I'unique solution positive de 1’équation
V'(z) + ax = 0. De plus, 0 vérifie bien o + V"(0) > 0.

Second cas. Si a < —V"(0), la fonction x admet au plus trois zéros vu qu’elle
est impaire et que sa dérivée est convexe. Etant donné que yx(0) = 0, il existe
au plus un zéro strictement positif. L’inégalité o + V”(0) < 0 implique la stricte
décroissance de x sur un intervalle [0; 7] puis sa stricte croissance sur [7; 4+o00[. De
plus, lim, , 1o x(2) = +00 ce qui permet de conclure sur I'existence d’un unique
zéro strictement positif, lequel vérifie bien o + V" (xg) > 0 puisqu’il se trouve sur
I'intervalle |7; +o00]. O

A partir de 1a, on peut prouver la tiercéité des mesures limites.

Proposition 3.7. Soit un potentiel de confinement V' qui satisfait les hypotheéses
(V-1)-(V-10). On suppose de plus que V" est une fonction convexe. Alors la fa-
mille des mesures stationnaires admet exactement trois valeurs d’adhérence quand
e tend vers 0. Deuz sont asymétriques : 0, et §_,. La troisiéme est symétrique et
il s’agit de %6960 + %5_960 ol xo a €té introduit dans le Lemme 3.6.

Démonstration. D’aprés le Théoréme 2.8, comme V' est symétrique a double puits
et comme V" est convexe, il existe exactement trois mesures invariantes pour
I’équation non-linéaire (0.0.5) dés que ¢ est assez petit. Ces mesures sont u? (dé-
finie par (3.1.1)) ainsi que u, et u_ définies par (3.1.2).

1) Le Théoréme 3.1 prouve la convergence de ul vers une mesure de probabi-
lité discréte uy deéfinie par (3.1.6). Vu que V" est convexe, le support de cette
probabilité discréte contient soit un soit deux éléments comme le prouve la Pro-
position 3.2. Et, les éléments correspondent aux points critiques ot le potentiel
Wo(x) := V(x) + $a? atteint son minimum global. Or, on sait que Wy atteint son
minimum global en un unique point sur R, et il s’agit de xy d’aprés le Lemme 3.6.
Si a > —V"(0), o = 0 ce qui signifie r = 1 c’est-a-dire uJ = dy. Si a < =V"(0),
To > 0 ce qui signifie r = 2 c’est-a-dire u) = 2d,,+ %5_% vu que u est symétrique.

2
2) Le Corollaire 3.5 prouve que u* converge vers d.,. O]

3.2 Le cas général

Dans cette section, on va analyser le comportement asymptotique pour € ten-
dant vers 0 des mesures invariantes u. pour la diffusion auto-stabilisante (0.0.5)
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dans le cas général ou F' n’est pas réduit & un polynome de degré 2. Rappelons
que le Lemme 2.2 fournit ’expression suivante :

exp [—%We(x)]
Jaexp [=2W(y)] dy

Comme F' est une fonction polynémiale de degré 2n, la fonction W, introduite
plus tot peut étre développée comme suit

ue(x) = avec W.:=V 4+ Fxu.—Fxu(0). (3.2.1)

We(x) =V (z)+ Z %wk(e) avec wg(€) = Z (_“1) FUR0) (), (3.2.2)

i (€) étant le moment d’ordre [ de la mesure ..

On dit que W, est le pseudo-potentiel. Comme F' est une fonction polynémiale de
degré 2n, la somme précédente dans (3.2.2) ne contient en réalité qu'un nombre
fini de termes. Afin d’étudier le comportement de la mesure u, pour des petites
valeurs de €, on a besoin de connaitre précisément celui du pseudo-potentiel WW..
Remarquons que la convergence LP de la mesure u, vers une éventuelle mesure ug
impliquerait la convergence de son pseudo-potentiel associé W, vers un pseudo-
potentiel limite Wj.

L’étude du comportement asymptotique de u. sera organisé comme suit :

— FEtape 1. D’abord, on prouve que sous la condition de bornitude de la famille
{12n(€), € > 0} (ot 2n := deg(F)), on peut trouver une suite (€ )g>o tendant
vers 0 en décroissant telle que le pseudo-potentiel W, converge vers un
pseudo-potentiel limite W, associé a une mesure ug. Et, 'on a de plus la
convergence de u, vers ug. Par ailleurs, on montre que cette condition est
vraie a partir de conditions simples portant sur V' ainsi que sur F.

— Etape 2. On décrit la mesure g : ¢’est & nouveau une mesure de probabilité
discréte dont le support correspond aux points ot le pseudo-potentiel limite
Wy atteint son minimum global. Ainsi on a certaines conditions simples pour
les caractériser.

- Etape 3. On analyse le comportement des mesures invariantes excentrées
autour d’un point critique ay et 1'on prouve que ces mesures convergent
vers dq,. En particulier, si V' satisfait (V-8) et (V-9), les mesures invariantes
excentrées autour de a et de —a convergent respectivement vers d, et d_, oul
a > 0 est défini par (V-8). Ensuite, on exhibe des potentiels d’intéraction F

pour lesquels ces deux mesures de Dirac sont les seules mesures asymétriques

4 z2

limites lorsque le potentiel est V'(z) = % — %
— Ftape 4. Finalement, on s’intéresse aux mesures symétriques lorsque le po-
tentiel V' est symétrique. Aprés avoir prouvé la bornitude des moments, on
montre certains exemples non triviaux (c’est-a-dire ou la fonction d’inté-
raction I’ n’est pas linéaire) pour lesquels les supports des mesures limites
contiennent au moins trois points bien que le potentiel de confinement V

soit & double puits.
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3.2.1 Convergence étroite pour une sous-suite de mesures invariantes

Soit ()., une famille de mesures stationnaires. La principale condition dont
on se sert par la suite est la suivante :

(H) La famille {9, (€),e > 0} est bornée ou 2n := deg(F).

Cette condition est satisfaite si le potentiel V' est une fonction polynémiale dont
le degré est strictement supérieur a celui de F', le potentiel d’intéraction :

Proposition 3.8. Soit (uc)e~o une famille de mesures invariantes pour la dif-
fusion (0.0.5). On suppose que V est une fonction polynémiale de degré 2myg :=
deg(V) > deg(F) =: 2n. Alors, la famille (u.)eso vérifie la condition (H).

Démonstration. Supposons qu'il existe une suite décroissante (€x)reny qui tende
vers 0 telle que la suite de moments figy, (k) := [p 2°™0u,, (z)dx tende vers +oo.
D’aprés (3.2.1) et (3.2.2) on peut écrire le moment d’ordre 2mgy sous la forme
suivante :

Jg ™0 exp [— 2 (ng}*l M, (k)x" + C’gmoxmo)} dz

€k

MQmo(k) = )
Jg exp [—% (ngf_l M, (k)z + CQmOIZmO)} dx
1 2n—r (_1)[
ot My(k) = {VW(O) + l—lF(”’")(O)ul(k)}
! P !
V(Qmo)(o)
et CZmo = W

M.,.(k) est une combinaison des moments p;(k), avec 0 < j < max(0,2n — r).
Remarquons que le coefficient de degré 0 a disparu lorsque l'on a pris le quotient.
De plus, M,.(k) ne dépend pas de ¢ pour tous les 2n < r < 2myg. Par ailleurs,
on a supposé¢ la convergence de pigm, (k) vers +o0o. Ensuite, en considérant s le
plus petit indice tel que pug, (k) ne soit pas borné, la quantité Mo, (k) n’est pas
bornée non plus. Ainsi, quitte & considérer une sous-suite, il existe des indices r
tels que M,.(k) converge vers +o0o ou —oo. On introduit la suite

(k) = M, (k) (ptamg (k) (7770

pour tout 1 < r < 2my. Le changement de variable x := (mmo(/{:))ﬁ y fournit

m 2p2mp (k mo— r m
Jry?mo exp | 22200 (520 g (k)y” + Comgy®™) | dy

€k

1= 2u2m (k) 2mo—1 ' <323)
Jpexp [~ 2220 (2 )y 4 Copyyr)] dy

€k

Le plus haut moment qui apparait dans I'expression M..(k) est celui d’ordre 2n—r.
D’apres I'inégalité de Jensen, il existe une constante C' > 0 telle que |M,.(k)| <

2n—r
Cligm, (k) 2m0 pour tout 1 <7 < 2n — 1. On obtient la majoration suivante :

n—m,

17-(k)| < Cligme (k) ™0 — 0.
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On considére la fonction :

m, 2 m k mo— Is m

o(7) Ja v exp P—JEE?LJ(EZEZf 0 (R)Y + Comgy? °—-Ty2)]dy
T) =

fR exp |:_ 2p2m (k) (Zi’r:ni)—l nr(k)yr + szOyZmo _ Ty2)] dy

€k

qui est paramétrée en fonction de 7,(k) et de €. Le théoréme de dérivation sous
le signe somme nous donne ©'(7) = E[X?™0+2] — E[X?™][X?] ou X est une
variable aléatoire dont la loi est absolument continue par rapport a la mesure de

2 k _
exp {— Mznik()() (Zi;n{) ! nv»(k)wT—&-szOmeO —Ta:2) dy

Lebesgue et a pour densité . L’inéga-
k

lité de Jensen implique donc la croissance de la fonction ©. Par conséquent, quel

que soit k& € N*, on a 79, (k) < O(7) pour tout 7 > 0. On introduit la fonction

W, (y) := Copyy®™ — 79%. On procéde comme dans la preuve du Théoréme 3.1 en

appliquant le Lemme A.3 et la Remarque A.5 a la fonction W, et aux paramétres

N (k) qui tendent vers 0. Comme le résultat du Lemme A.3 est vrai uniformément

par rapport aux paramétres 71,(k), on en déduit que O(7) tend vers z2™ quand

2 (k) _
Jr exp [— Z2mo (707 (k)Y +Camgy®™o —TyQ)} dy

T
mOCQmO

k tend vers l'infini; ou x, = ( >2m0_2 est I'unique point ou W, atteint son

minimum global sur R, . Ainsi quel que soit 7 > 0, il existe ky tel que pour tout

mp—1

kZ%ﬂmMHﬁ%me§1§2(T

ol ce qui est impossible. Finale-

ment, on en déduit que la famille {o,,,(¢), € > 0} est bornée.

Comme 2n < 2my, la famille {p9,(¢), € > 0} est bornée d’ou la condition (H) est
vérifiée. [

A partir de maintenant, on va supposer que la condition (H) est vérifiée. Par
conséquent, on peut appliquer le théoréme de Bolzano-Weierstrass et on obtient
le résultat suivant :

Lemme 3.9. Sous la condition (H), il existe une suite décroissante (e;)x>o tendant
vers 0 telle que pour tout 1 < 1 < 2n — 1, 1y (€x) converge vers un réel que l’on
note 1;(0).

I est explicite dans (3.2.2) que les moments () caractérisent le pseudo-
potentiel .. On a obtenu une suite de mesures dont les moments sont convergents
donc on peut extraire une sous-suite telle que le pseudo-potentiel converge. Pour
k € N*, on écrit :

wi(0) := Z (_lll) FER0)(0) puis Wolx) == V() + Z %wk(O) . (3.2.4)
! “— k!

Comme dans (3.2.2), il y a seulement un nombre fini de termes non nuls dans les
deux sommes donc Wy(z) est bien défini quel que soit = € R.
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Proposition 3.10. Sous la condition (H), il existe une suite décroissante (e)g>o
tendant vers 0 telle que, pour tout j € N, (Wek))k>1 converge vers Wo(j), unifor-
mément sur chaque compact de R, ot le pseudo-potentiel limite Wy est défini par
(3.2.4), et (ue,),~, converge €étroitement vers une mesure de probabilité uy.

Démonstration. Par (3.2.4), on obtient, pour tout p > 1,

F
|wp(€) — wp(0 |<Z‘

Remarquons a nouveau que la somme dans le membre droit de 'inégalité contient
un nombre fini de termes. En utilisant le Lemme 3.9, on obtient 'existence d’une
sous-suite qui permet la convergence vers 0 de chaque terme. Par conséquent, pour
tout p € N, w,(e) tend vers w,(0) quand & tend vers U'infini. Soit # € R, comme

V est de classe C*°, W )(x) et Wéj )(x) sont bien définis. De plus, on obtient

H—p

Ol g1 (€) — g (0)] -

We(,f)(x) _ W()(]')(x)‘ _ Z (pgcp J Z =i )
N —|x|p_j wy(€p) — w
< ;(p_j)!\ pler) — p(0)].

Comme il y a un nombre fini de termes dans la somme et comme chacun de ces

termes tend vers 0, on obtient directement la convergence séquentielle de ch

vers I/VO . Afin d’obtenir la convergence uniforme, on remarque que, pour j > 1,
()

la suite ( s (y)) est uniformément bornée sur tout compact. C’est une simple

conséquence de la régularité de V' et de la majoration suivante :

J

(W9 (y)| < [V (y) |+Z W]) |wp(ex)| -

pJp

Prouvons maintenant l’existence d'une sous-suite de (gx),>0 pour laquelle on peut
prouver la convergence étroite de la mesure invariante correspondante. D’apreés la
condition (H), la suite {u (€x) ; k& > 1} est bornée. On note my la borne supérieure.
En utilisant 'inégalité de Bienayme-Tchebychev, pour tout R > 0 et k£ > 1, on
obtient la minoration suivante : u, ([—R; R]) > 1—%2. En conséquence, la famille
de mesures {u,,; k € N*} est tendue. Le théoréme de Prohorov permet de conclure
que la famille {u,,; k € N*} est relativement compact par rapport a la convergence
étroite. 0]

Rappelons que dans ce chapitre, V' vérifie ’hypothése (V-7) qui va servir en
particulier pour la démonstration du prochain Lemme.

Lemme 3.11. Soit un potentiel de confinement V' qui satisfait les hypotheéses (V-
1)-(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie (F-1)-(F-5).
Alors, chaque pseudo-potentiel limite Wy admet un nombre fini v > 1 de points
ot 1l atteint son minimum global.
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Démonstration. D’aprés la définition (3.2.4), on peut écrire W/ (z) = V'(z)+P'(x)
ou P est une fonction polynoémiale. Comme V coincide avec une fonction analy-
tique V sur [ai;asn41] d’aprés la condition (V-7), on en déduit que Wj a un
nombre fini de zéros sur cet intervalle.

En effet, si tel n’était pas le cas, la dérivée W serait identiquement égale a 0 d’otr
W (azpr+1) = 0 ce qui contredit la limite suivante : W[/ (agnr11) = V" (agnr11) +
limy o0 F” % ug, (aopr41) > 0 aprés avoir utilisé ’hypothése (F-2) a savoir la
convexité de F.

D’apres la Proposition 3.10, le pseudo-potentiel W, converge vers Wy. Or, W, —V
est une fonction polynémiale de degré pair et dont le terme de plus haut degré est
strictement positif et indépendant de k. En se servant de ’hypothése (V-4), on en
déduit I'existence d’une fonction polynémiale Q de degré pair dont le terme de
plus haut degré est strictement positif telle que W, (z) > Q(z) pour tout z € R.
En prenant la limite ¢ — 0, on obtient Wy(z) > Q(x) pour tout x € R. Cette
minoration permet de conclure qu’il existe R > 0 tel que le compact [—R; R]
contienne tous les points ot Wy atteint son minimum global.

Il reste a étudier les zéros de Wy sur le compact K := [—R;a1|J[az2nr41; R]. Or,
d’aprés la propriété (V-4), V" (x) > 0 pour tout € K. De plus, F est une fonction
convexe d’aprés 'hypothése (F-2). Par conséquent la définition (3.2.1) implique :
W!(xz) > min,ex V"(2) > 0 pour tout x € K. D’aprés la Proposition 3.10, il
existe une suite décroissante (ex)r>o tendant vers 0 telle que W/ converge vers
W{ uniformément sur K. En conséquence W' (x) > 0 pour tout z € K et donc
W admet un nombre fini de zéros sur K ce qui achéve la preuve. O

Comme W atteint son minimum global en r points, on les note A; < --- < A, :

Wo(Ay) =---=Wy(A,) = %E Wo(x) =: wy . (3.2.5)

On introduit un ouvert U® qui contient tous ces points :

r

1
U= A; —0;A; +9] avec € |0;=min|A; — A;|| .
Ul | 5 min|A; - 4
L’ensemble {A;,...,A,} joue un rdle central dans 'analyse asymptotique des

mesures (u. ). lorsque € tend vers 0. En particulier, on peut montrer que la mesure
ug définie dans la Proposition 3.10 est une mesure discréte dont le support est
contenu dans cet ensemble. Rappelons que dans le cas linéaire, I'on a établi que
tous les points ou W, atteint son minimum global ne sont pas forcément chargeés
par uyg.

Proposition 3.12. Soit Wy et (ex)k>0 tels que définis dans la Proposition 3.10.
Alors, on a le résultat de convergence suivant :
1) Pour tout x ¢ U°, klim Ue, () = 0.

—00

2) Pour § > 0 assez petit, lim Ue, (z)dx = 0.
k—00 (U‘S)C
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Démonstration. 1. Le pseudo-potentiel limite Wy est de classe C* et les r points
ou il atteint son minimum global sont dans U°. Comme lim,_, 1 Wo(x) = 400, il
existe n > 0 tel que Wy(x) > wo + n pour tout = ¢ U°.

On fournit maintenant une minoration pour W, . En utilisant (V-4), (F-3), (0.0.8)
et la définition (3.2.1), on prouve

Wi(x) >V"(z)+a>a V]| >max{|a];|a|} et £>0. (3.2.6)

De plus, vu que les moments sont bornés (car on a supposé que la condition
(H) est vraie), W/ (0) et W (0) sont bornés uniformément par rapport a k > 0.
En combinant cette propriété avec (3.2.6), on trouve 'existence d’une constante
R > 0 (indépendante de k) telle que We, (x) > wo + n pour tout |z| > R.

On regarde maintenant ce qu’il en est sur I'ensemble compact [—R, R] N (U°)e.
La Proposition 3.10 affirme la convergence uniforme de W, sur cet ensemble
compact. Par conséquent, il existe ko € N tel que W, (z) > wo +  pour k > kg et
x € [-R, RN (U%¢. Pour résumer, la minoration W,, (z) > wq + 7 apparait pour
tout = € (U?)¢ lorsque k > ko. Finalement, on obtient

2 2
eXp |:_;W6k(l‘):| < eXp |:_a7~U0:| eXp [_%:| ) Va ¢ U67 k > k?o : <327)

Afin d’estimer u,, (x), on a besoin d’une minoration pour le dénominateur dans le
quotient (3.2.1). On appelle D. ce dénominateur. Comme la fonction continue W}
atteint son minimum global en un nombre fini de points, il existe v avec d > v > 0
tel que, pour tout x € U7, on a Wy(x) < wo + £. D’apreés la Proposition 3.10, W,
converge uniformément sur chaque compact de R vers Wj. Ainsi il existe k; tel
que pour tout k > k;, pour tout x € U7, on a W, (z) < wo + 7. Finalement, le
dénominateur dans (3.2.1) peut étre minoré comme suit

2 2
D., > / exp {——Wek(x)} dr > 2rvyexp {—— (wo + ﬁ)} . k>k . (3.2.8)
U~ € €L 4

Pour k£ > max {ko; k1 }, d’aprés (3.2.7) et (3.2.8), on a I'inégalité suivante

1 n
< . 2.
uek(w)_QmeXp[ QEJ (3.2.9)

Le membre droit de I'inégalité (3.2.9) tend vers 0 quand k — oo ce qui prouve la
premiére partie du résultat a savoir la convergence séquentielle de ue, () vers 0
quel que soit z ¢ U°.

2. Soit 6 > 0 et K > 0. On sépare le support d’intégration en deux morceaux :
(U°)° = UL, avec I = [—K; K¢ respectivement I, = [—K; K]((U°)°. L’inéga-
lit¢ de Bienayme-Tchebychev permet de borner 'intégrale de u., sur I; par
oll my est une borne supérieure de la famille {us () ; k € N}.

m2
K2

D’aprés (3.2.9), l'intégrale sur le second support Iy est bornée par % exp [—2—27;]

On se donne p > 0 arbitrairement petit. Il suffit alors de choisir K assez grand
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pour que l'intégrale portant sur I soit inférieure a £. Puis, en prenant k assez
grand, I'intégrale portant sur I, est inférieure a £ Cec1 prouve la convergence de
f(U(;) U, (x)dx vers 0. O

La suite de mesures (u, ),cy. converge vers une mesure ug et I'ouvert (U 5)C
est de moins en moins chargé par u., quand k& devient grand. Intuitivement wug
devrait étre une mesure de probabilité discréte dont le support est inclus dans
I'ensemble {A;,..., A, }.

Théoréme 3.13. Soit (e;)k>1, Wo, ug et Ay, ..., A, définis dans la Proposition
3.10 et dans (3.2.5). Alors la mesure limite ug s’écrit ug :== Y _;_, pida, 0

Ai+6
p; = lim U (z)dr, 1<i<r, §>0 assez petit. (3.2.10)
De plus, p; est indépendant de §.

Démonstration. Etape 1. Soit une constante positive § arbitrairement petite.
Les suites < f_’j; uEk(x)d:E> sont bornées. On peut donc extraire une sous-
v keN

Ai+6

Ai—5 Wepm)
tout 1 < i < r. Par ailleurs, cette limite est indépendante de §. En effet, soit
0" < 9. Par définition, on obtient

A; =8 A;+6
/ u%(k)(:t)dx—k/ u%(m(x)dx .
A;—d A;+0’

Une application directe du second point de la Proposition 3.12 en considérant U
permet d’obtenir p;(8') = p;(0) =: p;.

Etape 2. Prouvons maintenant que g est une mesure de probabilité discréte.
Soit f une fonction continue et bornée sur R. Soit § > 0 assez petit pour que les
intervalles U;(0) := [A; — 0; A; + 0] soient disjoints. La convergence étroite repose
sur la convergence vers 0 de la différence suivante :

/f )t (2 Zpl ) R+ZA

A; +5
avec Ai(f) = [} Ue, (T)dx — pif(A;) et R = f(U5)C f(x)uc,,, (z)dz. La
bornitude de la fonctlon f et le second point de la Proposition 3.12 impliquent
que R tend vers 0 quand k — oo. Estimons maintenant chaque terme A;(f) :

suite ( Ue m) telle que la quantité (x)dz converge vers p;(J) pour
keN

pi(0) = pi(¢') = lim {

k—o0

Ai46
AL £ [ @) = FA i @)+ (A0

< sup [f(2) = F(AD) ey, (Ui(6)) + 17(AD)] fu

ZGUi(é)

te, 0 (U0)) =,
)<Ui(5)) — il -
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La continuité de f implique la petitesse de sup,cy, ) | f(2) — f(Ai)| dés que § est
assez petit. De plus, pour un ¢ fixé, la définition de p; améne & la convergence
de e, (Ui(6)) — p; vers 0 quand k — co. En combinant ces deux arguments, on
obtient la convergence étroite de u._,, vers la mesure discréte || pida, c’est-a-
dire ug =Y, pida,.

Etape 3. On achéve la preuve en prouvant que les p; ne dépendent pas de la
suite extraite choisie. En effet, si 'on n’avait pas (3.2.10), 'on pourrait extraire

une sous-suite (ue ’“’“)keN telle que la quantité :f; e (x)dx converge vers g;
pour tout 1 < i < r avec (p1, -+ ,pr) # (q1, -+ ,qr). Par suite, on obtiendrait
ug = y_.._, ¢;04, ce qui est impossible vu que ug =Y __, pida,. O

Il est important de noter que 'on n’a pas prouvé la convergence de chaque
famille de mesures stationnaires u, quand ¢ — 0 car I’on n’a pas prouvé la conver-
gence des moments. En revanche, on sait d’avance que toute valeur d’adhérence
est discréte.

3.2.2  Description des mesures limites

On a montré dans la précédente sous-section que toute valeur d’adhérence
d’une famille de mesures stationnaires était une mesure de probabilité discréte.
Notons de fagon générique uy chacune de ces mesures limites ainsi que W, le
pseudo-potentiel limite qui lui est associé et qui est défini par (3.2.4). On a éga-
lement l'expression suivante : ug = » ., p;04, ou les points A; sont les réels ou
W atteint son minimum global, réordonnés par ordre croissant, et » ., p; = 1
ou p; > 0 pour tout 1 < i < r. On va maintenant affiner ce résultat en exhibant
des propriétés portant sur les points A; et les poids associés p;.

On rappelle que tous ces résultats nécessitent la condition (H).

Proposition 3.14. 1) Pourtout 1 <i<rel1l<j<r, ona:

=1

V(A) = V(4)+ ipl (F(Ai—A)-F(4;-4)) =0 (3212)

et V'(A)+Y pF"(Ai—A) >0 (3.213)

=1

2) A; € [ar;aons1] pour tout 1 < i < r. De plus, sir > 2 et M =1 (c’est-a-
dire si V' est a double puits), Ay €lai;as| et A, €lag;as| ou l'on rappelle que a;
et asz correspondent aux puits de V' alors que ay correspond a la bosse de V. En
particulier, si =2 alors (A; — as) (Ay — az) < 0.

3) Sia> 19, ou a (respectivement 9) a été défini dans (0.0.8) (respectivement
dans (0.0.7)), le support de chacune des mesures limites contient un unique point
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c’est-a-dire r = 1.
4) Si V" et F" sont convexes, le support de chaque mesure limite contient au plus
deuz points c’est-a-dire r < 2.

Démonstration. 1) Dans la preuve de la Proposition 3.10, on a montré que la
famille (u.). était tendue. En combinant cet argument avec la convergence des
moments (1 (ex))k>0 pour | < 2n établie dans le Lemme 3.9 et 'équation (3.2.1),
on peut exprimer W/ comme suit :

Wi(z) = V'(x) + F' xup(x), =z €R.

Il suffit alors de préciser que ug est une mesure discréte (d’aprés le Théoréme
3.13). Par définition, A; est un point critique de Wy ainsi le point A; annule
la dérivée du pseudo-potentiel limite W] et de plus vérifie W{(A;) > 0 : on en
déduit directement (3.2.11) et (3.2.13). Qui plus est, par la définition (3.2.5) de
A;, Wo(A;) = Wh(A;) pour tout ¢ et j ce qui implique (3.2.12).

2) Par définition, A, est le plus grand des points ot Wy réalise son minimum
global et A; est le plus petit. D’aprés I’équation (3.2.11), ils vérifient

VI(A) ==Y piF (A = Aj) et V'(A) == pF'(A - 4)).
J#r J#1

Comme A, —A; > 0 pour j < ret Ay —A; <0 pour j > 1 et comme F’ est
croissante, on en déduit les inégalités V(A1) > 0 et V'(A,) < 0. En conséquence,
on obtient A; > a; et A, < as.

De plus, si r > 2 et M = 1, V/(4)) > 0 et V'(A,) < 0. Or, la dérivée V'
est positive ou nulle sur [a;; as] et négative ou nulle sur [ay; as], par conséquent
a1<A1<a2<Ar<a3.

3) On suppose A, > A; ce qui est équivalent & r # 1. D’apres les hypotheses (V-4)
et (V-7), 'équation V" (z) = —v admet un nombre fini de solutions, par conséquent
—(V'(A,) = V'(Ay)) <9 (A, — Ay). D’aprés 'équation (3.2.11) appliquée & A; et
a A,, on obtient :

—(V'(A) — V'(A)) Zpl<F’A ~A) - F’(Al—Ai)>.

Or, F est une fonction paire d’aprés I'hypothése (F-1) et de plus F’ est une
fonction convexe sur R d’aprés la propriété (F-3) donc F'(A, — A;) > a(A, —A;)
et —F'(A; — A;) = F'(A; — A1) > a(A; — Ay). Finalement, il vient la minoration
suivante : — (V'(A,) — V'(A41)) > a (A, — A;). On conclut donc que ¥ (A, — A;) >
a (A, — Ay). Cette inégalité contredit I'hypothése comme quoi A, > A; étant
donné o > 9.

4) On peut calculer la dérivée seconde du pseudo-potentiel limite : W = V" +
> piF" (0= Aj). Or, V" et F" sont des fonctions convexes donc il en est de
méme pour W{'. Supposons par I’absurde que le pseudo-potentiel W, atteigne son
minimum global en au moins trois points alors il admet au moins deux bosses
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ce qui fait cinq points critiques au moins. L’application du théoréme de Rolle
a W implique l'existence de quatre zéros pour W/’ ce qui est impossible vu sa
convexité. ]

La Proposition 3.14 permet, sous certaines conditions décentes de décrire avec
précision ’ensemble des mesures limites.

Remarque 3.15. 1) Dans le cas particulier ou F(x) = 0, pour tout v € R, ce
qui correspond a l'absence d’auto-stabilisation, les équations (3.2.11), (3.2.12) et
(3.2.13) sont satisfaites si et seulement si les points A; sont les réels ou V' atteint
son minimum global. D’ou la mesure stationnaire limite charge uniquement les
puits de V. Plus particuliéerement, s’il n’y a que deux puits a_ et ay, la mesure
stationnaire limite charge a_ et a, .

2) Supposons que lon ait o > . Si (ue, )p>1 représente une famille de mesures
invariantes symétriques (ce qui présuppose donc que le potentiel V' soit lui-méme
symétrique) dont les suites des moments d’ordre 1,...,2n — 1 sont bornées alors
la suite converge étroitement vers ug = dg. En effet, d’apres (3.2.11) et la Propo-
sitton 3.14, U'unique point qui puisse appartenir au support de ug est un zéro de
V' et la symétrie impose qu’il s’agisse de 0.

3) Supposons que l'on ait a > 0. Si on consideére une suite de mesures station-
naires asymétriques vérifiant (H), la Proposition 3.1/ implique que les seules me-
sures limites possibles sont de la forme 0., 00 ag est un point critique de V. En
particulier, si V' est symétrique et satisfait (V-1)-(V-10), il existe au plus deuz
mesures asymétriques limites et il s’agit de 6, et d_,.

3.3 Convergence des mesures excentrées

Dans cette section, on va spécifier le résultat de convergence obtenu précédem-
ment pour les suites de mesures invariantes excentrées (e, ) rene Commengons par
rappeler que I’ est une fonction polynomiale de degré 2n.

Proposition 3.16. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses
(V-1)-(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie (F-1)—(F-
5). Soit ag un fond de puits de V. Sous les conditions :

V(z)—Vi(ag) + F(x —ag) > 0, Vo#ag (3.3.1)
72| pe+2) (g
et Z u|ao|p < a+V"(ap), (2n=deg(F)), (3.3.2)

p=0 p!

ao

90) -0 qui converge étroitement quand € — 0 vers

il existe une famille de mesure (u
la mesure de Dirac dq,.

Démonstration. Soit une suite décroissante (7). qui converge vers 0 et qui vérifie
de plus lir% ¢/n. = 0. En utilisant le Théoréme 2.24, on sait que (3.3.1) et (3.3.2)
e
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impliquent ’existence d’une famille de mesures invariantes (u2).-o qui vérifie
I’estimation asymptotique suivante quand € tend vers 0 :

/xlugo(dx) — al
R

En utilisant les coefficients binomiaux ainsi que 'équation (2.5.21) avec p = 1, il
est facile de prouver que u% converge dans I'espace L*"~2 vers d,,, et par suite la
mesure u? converge étroitement vers d,. [l

<7, 1<1<2n—1, pour ¢ assez petit.

Définition 3.17. On dira que ul® est une mesure extrémale car le support de sa
limite ne contient qu’un seul point.

On peut restreindre le champ d’action de la Proposition 3.16 au cas ou le
potentiel V' vérifie (V-8) et (V-9).

Corollaire 3.18. Soit un potentiel V' symétrique a deux puits vérifiant les hy-
potheses (V-1)-(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie
(F-1)-(F-5). Sous la condition :

n-2 |[F+2)(a)]
' <a+t V"(a), (2n =deg(F)), (3.3.3)
p=0 P
il existe une famille de mesures (ul)eso (respectivement (uZ )=o) qui converge
étroitement quand € — 0 vers la mesure de Dirac 6, (respectivement §_,).

Démonstration. Le potentiel V' étant symétrique et ayant exactement deux puits,
a (ainsi que —a) vérifie automatiquement la condition (3.3.1). Et, la condition
(3.3.3) correspond exactement a la condition (3.3.2). Ainsi on peut appliquer la
Proposition 3.16 a a ainsi qu’a —a. O

Remarque 3.19. Dans le cas ot V' satisfait les hypotheses (V-1)—(V-8) ainsi que
(V-10), le résultat 3) de la Proposition 3.14 et la Remarque 3.15 insistent sur le
fait que sous la condition o > ¥, 0, et 0_, sont les seules mesures asymétriques
limites possibles pour les familles de mesures stationnaires associées a la diffusion
(0.0.5) dont les (2n — 1) premiers moments sont uniformément bornés.

Regardons maintenant quelques situations ot V' satisfait I'hypothése (V-9)
et ot 'on n’a pas forcément o > ¢ mais ol J,, et d,, sont les seules mesures
limites asymétriques possibles malgré tout. Pour cela, étudions théoriquement (et
formellement) les propriétés des mesures asymétriques limites ayant un support a
deux points.

Proposition 3.20. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypotheéses
(V-1)-(V-7) ainsi que (V-9) et (V-10). Soit un potentiel d’intéraction F' qui vérifie
les hypotheses (F-1)-(F-5). On suppose que V" et F" sont des fonctions convezes.
S’il existe une suite de mesures stationnaires (ue, )gen+ vérifiant la propriété (H)
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et qui converge étroitement vers une mesure asymétrique qui n’est pas concen-
trée autour d’un point critique de V (c’est-a-dire que uy n’est pas de la forme
day OU ag est un point critique de V', soit ay, soit ay soit az), alors la mesure
limite satisfait ug = pda, + (1 — p)da, o l'on a les inégalités p(1 — p) > 0 et
(A1 — ag) (A2 — as) |A2 — Ay| < 0. De plus, on a les propriétés suivantes :

V(A1) + V'(Ag)
F/(AQ — Al)

V(As) — V(A) — F(As—A) =0,  (3.34)

—V'(Ay)

V/(A)) = V'(Ay) = F'(Ay — Ay) et p= VA = V' (Ay)

(3.3.5)

Démonstration. D’abord, comme V" est convexe, on sait qu’il a exactement deux
puits (le cas ot il n’y a qu’un seul puits n’étant pas étudié vu que M > 1 d’aprés la
propriété (V-2)). En effet, si tel n’était pas le cas, on pourrait prouver facilement
que la fonction V" s’annule au moins quatre fois, ce qui contredirait I’hypothése
de convexité de V”. Par conséquent, V'’ s’annule exactement trois fois : en a;, en
as et en as.

Comme les 2n premiers moments de (., )ren+ sont uniformément bornés et comme
cette suite de mesures converge étroitement, on obtient la convergence des mo-
ments. Par ailleurs, on peut appliquer les résultats de la Proposition 3.14 : la
convexité de F” et V" implique que le support de uy contient au plus deux élé-
ments.

1) Regardons pour commencer le cas ou ug = d4,. L’équation (3.2.11) implique
V'(A1) = 0. Ainsi A} = ay, ag, ou az. Comme on suppose que g est non extré-
male, aucune des trois solutions proposées ici ne satisfait les conditions exigées.
2) Siug = pda, +(1—p)da, avec p(1—p) > 0, alors la Proposition 3.14 fournit cer-
taines informations sur les parameétres. Premiérement (A; — as) (Ay — as) < 0. De
plus, (3.2.11), (3.2.12) et (3.2.13) aménent immédiatement a (3.3.4) et (3.3.5). O

Remarque 3.21. Rien ninterdit a 0y d’étre une mesure limite méme si V n’est
pas symétrique. En effet, si l’ensemble des mesures symétriques est fermé, celui
des mesures non symétriques ne [’est pas.

Regardons le cas plus précis ot le potentiel V' est symétrique et a exactement
deux puits a et —a.

Corollaire 3.22. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses
(V-1)-(V-10). Soit un potentiel d’intéraction F' qui vérifie les hypothéses (F-1)-
(F-5). On suppose que V" et F" sont convexes. S’il existe une suite de mesures
stationnaires (ue, )gen+ vérifiant la condition (H) et qui converge étroitement vers
une mesure asymélrique qui n'est pas concentrée autour d’un puits de V (c’est-
a-dire que ug est différent de 6, et de §_,), alors la mesure limite satisfait uy =
poa, + (1= p)da, ov lon ap(l—p)|p—1| >0 et AAy|A — A2 < 0. De plus,
(3.3.4) et (3.3.5) sont vérifiées.




3. Convergence des mesures stationnaires 103

Démonstration. Les conditions de la Proposition 3.20 sont satisfaites donc on peut
Pappliquer. Il reste & vérifier p # % et Ay # —A;.

Sip=1/2 alors (3.3.4) et (3.3.5) impliquent V' (A;) = V(Ay). Comme la fonction
V' est symétrique et comme A; €] — a;0[ et Ay €]0;al, on obtient A; = —A,
et par conséquent ug est symétrique ce qui contredit I'hypothése du corollaire.
Finalement |p — %‘ > 0.

Enfin, si A; = —A,, alors on obtient directement p = 1/2. Or, ce cas vient d’étre
étudié et il améne a une impossibilité : on en déduit également que A; + Ay # 0.
On obtient A; A, |A2 — A2| < 0. O

Intéressons-nous maintenant a des potentiels symétriques V' et F' particuliers
pour lesquels les seules mesures limites asymétriques possibles sont les mesures
extrémales ¢, et d_,.

Proposition 3.23. Soit le potentiel de confinement V (x) := ‘%4 — %2 et le potentiel

d’intéraction F(z) := 5%, avecn > 1 et f > 0. Considérons une suite (u, )x>o de
mesures stationnaires asymétriques pour la diffusion (0.0.5) vérifiant la condition
(H). Alors les seules valeurs d’adhérence de celte suite sont 61 et 0_q.

Démonstration. Comme V®(z) =6 > 0, V" est une fonction convexe. De méme,
F" est convexe.
Etape 1. Si n = 1, le Théoréme 2.8 implique qu’il y a exactement trois mesures :
I'une est symétrique et les deux autres sont les mesures excentrées ul et u- qui
convergent respectivement vers 9, et §_, d’aprés le Théoréme 3.4. Dans notre
cas précis, a = 1 aussi les seules mesures limites asymétriques possibles sont les
mesures extrémales 0; et d_q.
A partir de maintenant, on suppose : n > 2.
Etape 2. Considérons une mesure limite asymétrique g vers laquelle tend une
sous-suite (u., )g>1. Comme V" et I sont convexes, on peut appliquer le Corollaire
3.22. On en déduit que ug = pda, + (1 — p)da, avec p(1 — p)|p— 1| > 0 et
AjAy|A3 — A2] < 0 donc |A;] < 1 et |Ay] < 1. De plus, les équations (3.3.4) et
(3.3.5) sont vérifiées.
Etape 3. Prouvons que l’on ne peut résoudre simultanément les deux équations
(3.3.4) et (3.3.5). En se servant de la forme particuliére des fonctions V' et F,
(3.3.4) devient, apres avoir divisé par A3 — A% :

AZ+ A2 11

4 2 2n

Cette expression est équivalente & (n — 2)A7 + (n — 2) A3 + 24, Ay = 2n — 2.
Pour n = 2, on trouve A; Ay = 1 ce qui contredit le résultat du deuxiéme point
de la Proposition 3.14 : A; Ay < 0 (car ay = 0 ici). Ainsi le support de ug ne peut
pas contenir deux éléments si n = 2.

Pour n > 2, les arguments sont assez similaires. En utilisant les majorations
|A;| <1, pour i =1 et 2, on obtient 'inégalité :

(A3 — A4+ A7 —1) =0.
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On en déduit que A3 Ay > 1 ce qui contredit la propriété déja mentionnée plus tot
a savoir A1 A, < 0. O

On remarquera que la preuve précédente était relativement simple car la fonc-
tion F” divise la fonction F' vu que lintéraction était un monoéme. Présentons
maintenant un autre cas particulier ot le coefficient o défini par (0.0.8) est non nul
donc entre 0 et —V"(0) = ¥ (cette derniére égalité est impliquée par la convexité
de V). Sous ces conditions, la Remarque 3.19 n’est plus valable.

Proposition 3.24. Soit le potentiel de confinement V (x) := %4 — %2 et le potentiel

d’intéraction F(z) := 5% + a%Q, avec a € [0;1] et B > 0. Considérons une suite
(ue, k>0 de mesures stationnaires asymétriques pour la diffusion (0.0.5) vérifiant
la condition (H). Alors les seules valeurs d’adhérence de cette suite sont 61 et §_;.

Démonstration. Les arguments développés pour la preuve de la Proposition 3.24
sont similaires a ceux présentés dans la preuve de la Proposition 3.23 : on peut
passer directement a la seconde étape. Par conséquent, on suppose que les équa-
tions (3.3.4) et (3.3.5) sont satisfaites. Développons I'équation (3.3.4) en se servant
des expressions particuliéres de V' et de F. D’ou (3.3.4) est équivalente a

(Ai{’ + A% - Al - AQ)(B(AQ - A1)4 + 20[(142 — AI)Z)
/B(AQ —A1)3+OZ<A2 —Al) '

Aprés réduction au méme dénominateur, il vient :

B(As — A1)4(A1 + Ag)(A1As — 1) — a(Ay — A1)4(A1 + Ay) =

A — Al —2A3 +2A2 =

Cette équation est équivalente & AjA; — 1 = o/ car A} # —A,. En effet, on ne
considére que des mesures limites qui sont asymétriques et A; = — A, impliquerait
p = 1/2 c’est-a-dire la symétrie de la mesure. Afin de conclure, il suffit de noter
que AjAs = 14 «a/f contredit la propriété A; Ay < 0 qui est fournie par le point
2) de la Proposition 3.14. On en déduit que le support de n’importe quelle mesure
limite asymétrique est un singleton et ce dernier est alors un zéro de V’. Comme 0
correspond a une mesure symétrique, les seules valeurs possibles sont 1 et —1. [

3.4 Convergence des mesures invariantes symétriques

Pour terminer sur le comportement asymptotique quand ¢ — 0, on considére
les mesures limites pour une famille de mesures invariantes symétriques associées
a la diffusion auto-stabilisante (0.0.5). Il est tacitement supposé que le potentiel
de confinement V' est symétrique au vu du Lemme 2.16. Pour rappel, on pose
—a = a; et a := aspr41. On note (u?)~o une telle famille. On introduit la nota-
tion suivante : u! () représente le moment d’ordre I de la mesure u?. Comme les
fonctions V' et F' sont paires, la fonction WY définie par (3.2.1) et (3.2.2) satisfait

0 2k 0 F(2l+2k) (0)
WEO( + Z w% avec wgk(e) = Z W
k=1 1=0 )

Mgl(ﬁ) .
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Notons que les sommes qui apparaissent dans les égalités précédentes contiennent
un nombre fini de termes non nuls.

On introduit le coefficient de renormalisation : ] := [, exp [—%Weo(x)} dz et 'on
obtient :

Fatexp [-EWO(x)|dx 2 [ 2
,ugl<€) = fO 53 [2 : 0 :| =30 3:2[ exp |:__W€0(x):| dx.
fO exp [_Zws (y)] dy >\e 0 €

Premiérement, on va prouver que la famille de moments (19,(¢), € > 0) est bornée.
Le point de départ consiste a donner une estimation de la constante de renorma-
lisation A2. Ce résultat est un raffinement de plusieurs arguments introduits dans
la preuve du Lemme 2.20 et liés au Lemme 4.10 dans [5].

Lemme 3.25. [l existe C' > 0 tel que pour € assez petit, on a % < %
Démonstration. Etape 1. En utilisant la symétrie des fonctions V et Fy (laquelle
est définie dans (0.0.8)) et celle de la mesure u?, on trouve

€

(Fediwl = || (FG+9 - Fie =)

<
Rt

Puis, en utilisant ’hypotheése (F-4) et la définition de Fj, on obtient la majoration
suivante :

ud(2)dz .

€

Fo(z +y) — Fo(z —y)

(Fpe )] < 260l [ (L[4 yP e = o) ad(a)a
R
2°9C,|y| (1 + [y[**?) <1 +/ z2q2u8(z)dz)
Rt
< Cly| (1 + |y\2q) (1 +/ Z2qug(z)dz> , (3.4.1)
RT

IA

14|y[212
1+[y|?

Etape 2. Soit K > 0. On découpe le moment d’ordre 2¢ en deux intégrales suivant
les supports d’intégration :

00 K 00
/ 220 (2)dz :/ z2qu8(z)dz+/ 220 (2)dz .
0 0

K

est bornée.

car la fonction y —

Par construction, u? est directement reliée a F x u? via (3.2.1). D’apreés le Lemme
2.19, on a l'inégalité suivante :

(F*u) (x)—(F*uS)(O):/:(F’*ug) (y)dy >0, x>0.
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Puis, en utilisant ’hypothése (V-3) et 'inégalité précédente, on obtient, pour tout
reR:

2

ul(r) < %exp {_Z

m)] < Aigexp H (Caa® — chQ)] |

Ainsi si K > %ﬁ alors Cyz* — Cy2? > %24 pour z > K, et donc
4

o 1 [ C
/ 2l(2)dz < N 2% exp {——424} dz = ,
K >\e K

ot C(q) est une constante positive. Finalement il existe ¢g > 0 tel que € < ¢
implique I'inégalité
o0 1
/ 202z < K 4+ 55 (3.4.2)
0

€

En se servant des hypothéses (V-5) et (V-6), on trouve |V'(z)| < C,(1 + 29
et |V(z)] < Cylz|(1 4+ 2*?). Ainsi pour tout |z| > a, on a |V(z)| < %|x|2(1

z??). De plus, la propriété (V-7) permet d’obtenir, sur U'intervalle [—a, a : % =
V"0)+ >0, V(ZI: 2?* qui est donc une quantité bornée par une constante M.
En prenant ' := max {M, %}, il vient :

V(2)] < Colz (1 +29). (3.4.3)

Les majorations (3.4.1) et (3.4.2) ainsi que la symétrie de la densité u? impliquent
immeédiatement I'existence de constantes C’ et C” telles que

x / 1
/0 (Fp ) ()dy +V(z) < Cpa? (1+2%) + C'2%(1 + 2™) (1 + F)
S Cl/x2(]_ + ,Z‘2Q) (1 + )\10> . (344)

Etape 3. On en déduit a partir de (3.4.4) et de la définition de la constante de
normalisation A :

o 2 1
2> 2/ exp {—— {%xz + C"2?(1 + 2*9) (1 + )\0)} } dr. (3.4.5)
0 €

On pose p = /A0 et on applique le changement de variable x := ,u\/gﬁ . On
obtient alors I'inégalité p > h(u) ou la fonction h est définie par

5 [ oo 1 (£) e ac
0
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Etudions I'équation p > h(u). Clairement, h'(z) < 0 pour z > 0. Pour obtenir
plus d’informations, on va trouver une majoration de —h'(z) :

W) = Vo /OOO (€ + C"€A(2,€)) exp [~ Bz, )] de.

avec A(z,6) = 2g <%>q€2qz2q*1(1 +22) + 22 (1 + <%>q z2qg2q>

et B(z,§) = %z2§2 + C"E2 (1 + 2%) (1 + (%)q 22‘152‘1) .

Pour € assez petit et z > 0,
A(2,6) < 22426722071 4 2¢20%0H ot B(2,6) > C"¢? + %fg?. (3.4.6)

Il convient de signaler que p > 1 impliquerait directement /\%(u) < 1. On se
restreint naturellement au cas ot z < 1 puisque si z > 1, le résultat du lemme est
prouvé. En se servant des inégalités (3.4.6) et aprés quelques calculs, on obtient

—h'(z) < \/%/OO azE? exp {—(C" + %22>§2} dé + Ciy/e
0

< Cyyfe — CQﬁdilZ {(c ¥ 322)_2} .

Pour 0 < z < 1, l'estimation précédente de la dérivée fournit ’existence d’une
constante C > 0 telle que

h(O) - h(Z) S Cl\/EZ + CQ\/E ( ) S Cl\/EZ + Cé\/EOéZ2 .

1 1
De plus, h(0) = \/2_€fR+ e~ "€ de. D'on le quotient h(0)/y/€ est indépendent
de £ et sera noté Cs. On trouve h(z) > Csy/e — C1y/ez — Chy/eaz?. L'inégalité
p > h(p) implique a;pu? + aspr — +/eaz > 0 ot les trois constantes sont définies par
a; := Ch/eaw > 0, ay := 1+ C1\/e et az := C3 > 0. Donc, pour a > 0, il existe
C > 0 satisfaisant

\/2—/_
3= > YEAG UE OV _ oo (ve).

¢ - 204 /e
Pour a = 0, on obtient directement la minoration p > 112‘[\% Finalement on
obtient 'existence de C' > 0 telle que /A2 > %\/E pour ¢ assez petit. O

En utilisant la majoration de la constante de renormalisation \?, on peut
obtenir également des majorations pour les moments des mesures invariantes sy-
métriques. On rappelle que ) (€) représente le moment d’ordre .

Lemme 3.26. Pour tout | > 1, la famille {u9,(¢),e > 0} est bornée.
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Notons que ce résultat généralise celui de la Proposition 3.8 dans le cas ot I'on
regarde des mesures symétriques. On ne suppose donc rien quant aux degrés de F’
et de V. D’ailleurs, on ne suppose méme pas que V est une fonction polynomiale.

Démonstration. Soit K = 4/ 020—1'1 ou les constantes Cy et C4 sont définies dans

I'hypothése (V-3). On découpe le moment en deux termes différents :
® o 2 [ 2
sy (e) = / vl (x)dr + — v exp | —=WP(z)| dx.
~-K A Uk €

D’apres le point 2) du Lemme 2.19, F x u2(z) — F % u2(0) > 0. De plus V(z) >
Cyz* — Cya? d’aprés Phypothése (V-3). Ainsi pour tout |z| > K, V(x) > 2. On
a par conséquent :

0 a2 [T o 2s? o 2t [T e ey
py(€) < K+ — r¥e e der < K* + — €2 yre M dy.
K

% Jr w
Le Lemme 3.25 implique 19, (e) < K% + Ce'~2 ou C est une constante. O

Présentons maintenant le résultat principal concernant les limites des mesures
invariantes symétriques du processus auto-stabilisant (0.0.5).

Proposition 3.27. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypotheéses
(V-1)-(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypo-
théses (F-1)-(F-5). Soit (u2).~o une famille de mesures invariantes symétriques
de la diffusion (0.0.5). Alors, il existe une suite décroissante (x)r>0 qui tend vers

0 et une mesure de probabilité discrete u telles que (ugk)k>O converge étroitement
. >

vers u). De plus, la mesure u s’écrit comme suit :
uy = ipi 15/4. + lé,A. (3.4.7)
— 2 i 2 i
avecr >1,p; >0 pourtout 1 <i<r, 0< A <--- <A, <aet

V’(Ai)—l—iij(F/)(Ai,Aj) — 0 (348)
V(A) - V(A)) + ipl (S(F)(Ai, A) — S(F)(A;, Al)> = 0

V”(Ai)+iij(F”)(Ai,Aj) > 0 (3.4.9)

Jj=1

pour tout 1 <i <r, 1 <j<r. Ici S(G)(z,y) =3 (Glx+y)+ Gz —y)) pour
toute fonction G.
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Démonstration. On sait d’apres le Lemme 3.26 que les moments sont bornés. Par
conséquent, le Théoréme 3.13 et la Proposition 3.14 peuvent étre directement
appliqués. Afin de conclure, il suffit de noter que uj) est symétrique et que les deux
fonctions V' et F' sont paires d’apreés les hypothéses (V-8) et (F-1). O

Ce résultat de convergence est maintenant précisé sous quelques conditions
supplémentaires. Rappelons au passage que la convexité de V" implique direc-
tement I’hypothése (V-9) a savoir que V' a exactement deux puits ainsi qu’'une
bosse ; cette derniére étant située en 0 si le potentiel V' est symétrique.

Théoréme 3.28. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypotheses
(V-1)-(V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothéses (F-1)—(F-
5). On suppose que les fonctions V" et F" sont convezes. Alors toute suite de
mesures invariantes symétriques de la diffusion (0.0.5) converge étroitement vers
la mesure de probabilité discréte %510 + % 0_zy OU T est l'unique solution positive
ou nulle du systeme :

V"(zo) + 2 + 3F"(2x9) > 0 o
De plus, si a > 19 = =V"(0) alors zo = 0, sinon xq > 0. On rappelle que « est

défini par (0.0.8) et que ¥ est défini par (0.0.7).

Démonstration. Etape 1. D’aprés la Proposition 3.27, toute mesure limite uf de
la famille {u?, & > 0} est discréte. De plus, comme V" et F” sont des fonctions
convexes, le support de la mesure limite contient au plus deux éléments d’apres la
Proposition 3.14. On en déduit immédiatement que r = 1 dans (3.4.7). Qui plus
est, si Ay = 0 alors le support est réduit a un point.

Etape 2. Par conséquent, le point A; qui caractérise la mesure limite satisfait
(3.4.8) et (3.4.9) c’est-a-dire (3.4.10). Comme V" est une fonction paire et convexe,
le coefficient ¥ défini par (0.0.7) prend la valeur ¥ = —V"(0). Utilisons mainte-
nant des arguments assez similaires a ceux déja présentés lors de la preuve du
Lemme 3.6. Soit x(z) := V'(z) + 1F’(2z). Résolvons x(z) = 0 sur Ry. 0 est une
solution évidente. De plus, x/(z) = V" (x) + F"(2x) ce qui implique que x’ est une
fonction symétrique et convexe qui tend vers l'infini quand x tend vers l'infini.
Par conséquent, le minimum de ' sur R, est x/(0) = V"(0) + F"(0) = a — 9. On
distingue maintenant deux cas différents :

— Sia < ¥, le comportement de x sur R, peut étre résumé ainsi : la fonction est
d’abord strictement décroissante puis elle est strictement croissante. Comme
lim, o X(2) = 400, il existe un unique xy > 0 tel que x(zg) = 0. On a
donc exactement deux zéros pour la fonction y sur Ry : 0 et zp. Comme
V"(0)+ %+ 3F"(0) = a— 9 < 0, P'unique solution de (3.4.10) est 2o > 0. Le
réel xg est en effet solution car y coupe I'axe des abscisses sur un intervalle
ou elle est croissante.
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— Sia > —=V"(0), la fonction x’ atteint son minimum pour z = 0 et x’(0) > 0.
]13’0”1‘1 x(z) =0 implique. v = 0. On peut\aussi vérifier que V”(0) + % +
3F7(0) = a — 9 > 0 si bien que le systéme (3.4.10) admet une unique
solution et il s’agit de 0.

Dans la mesure ol chaque mesure limite est caractérisée par I'unique solution de
(3.4.10), il existe une unique mesure limite ce qui entraine la convergence étroite
de toute famille de mesures invariantes symétriques {u?, € > 0} grace au fait que
cette famille soit relativement compacte. O

Remarque 3.29. Le cas particulier ot o = —V"(0) correspond au point de départ
d’une bifurcation : le support de la mesure limite passe du statut de doublon a celui
de singleton. On parlera de dioptre a propos de cette valeur frontiére o = —V"(0).
On verra par la suite que d’autres bifurcations se situent dans ce dioptre. En un
sens, on peut songer au travail effectué dans [13] ow les auteurs étendent quelques
propriétés du cas uniformément strictement convere au cas convere mais non
uniformément strictement conveze.

On peut se demander ce qu’il se passe lorsque V" ou F” ne sont pas des

fonctions convexes. En effet, si 'on part d’un potentiel admettant deux puits, on
s’attend naturellement a ce que la mesure limite charge également deux points
voire un seul point comme c’est le cas lorsque a > v.
Or, on peut observer des mesures limites dont le support contient au moins trois
points comme on I’a prouvé dans la Proposition 3.3 lorsque deg(F") = 2 bien que le
potentiel V' ait exactement deux puits. On va maintenant étudier deux exemples
non triviaux, c’est-a-dire pour lesquels l'intéraction F’ n’est pas linéaire et en
conséquence pour lesquels un calcul explicite a priori du pseudo-potentiel W, (et
donc du pseudo-potentiel limite Wy) n’est pas possible.

4

Proposition 3.30. Soit le potenticl de confinement V (z) := % — %2 V' satisfait
donc toutes les hypothéses (V-1)-(V-10) et de plus V" est conveze. Il existe une
fonction polynémiale F de degré 8, satisfaisant les propriétés (F-1)—(F-5), telle
que le support de toute mesure limite pour les familles de mesures invariantes
symétriques {ul, e > 0} de la diffusion (0.0.5) contienne trois ou quatre points.

Démonstration. Etape 1. Comme on a déja vu dans la preuve précédente, si le
support de la mesure limite contient un ou deux éléments, ces éléments sont solu-
tions de (3.4.10). 11 suffit alors de prouver que le systéme ne peut pas étre résolu
pour un potentiel d’intéraction F' bien choisi.

Premiérement, notons qu’il est nécessaire de choisir une fonction F' qui vérifie
F"(0) < =V"(0) = 1. Si tel n’était pas le cas, la mesure Jy serait une limite pos-
sible. Choisissons en particulier : F”(0) = 0.

Supposons que F' est une fonction polynémiale paire de degré 8. Comme sa limite
en +oo est égale & 400, on obtient F®)(0) > 0. De plus, F' doit satisfaire I’hypo-
these (F-3), ce qui signifie que F” est une fonction convexe sur R, ce qui implique
F®(0) > 0. Finalement, comme V" est une fonction convexe, la fonction F” ne
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doit pas étre convexe ce qui exige F(%(0) < 0. On va donc tester les potentiels F
de la forme suivante

4 6 8
F(z) = 044:B— - 0661:— + Ckgx— avec ay, ag et ag > 0.
4 6 8

Etape 2. I’ devant étre convexe sur R, d’aprés 'hypothése (F-3), on en déduit
que pour tout z € R, on a F®(x)/z =: Qy(x?) > 0 ot Qy est une fonction
polyndmiale de degré 2 qui s’exprime ainsi : Qo(X) = 6ay — 2006 X + 4205 X2
Ici, X := 2. De plus, F” n’est pas convexe sur R ce qui se traduit par F®(z) =:
Ry(2%) < 0 pour certains x € R ol Ry est une autre fonction polynémiale de degré
2 qui s’exprime ainsi : Ry(X) = 6y — 60aX + 21003 X2 En d’autres termes, on
cherche une fonction F' telle que le discriminant de ()5 soit négatif et celui de Rs
soit positif. On en déduit les inégalités suivantes :

/35 163
%0640{8 < ag < %0640{8 . (3411)

Prouvons maintenant qu’il existe une telle fonction F' qui ne vérifie pas le systéme
(3.4.10). 11 suffit de prouver I'implication suivante

Py(2°) := 64aga® — 1602 + (4ay + 1)2° — 1 =0 (3.4.12)
= 224037 — 40067" + (6 +3)2° — 1 < 0. (3.4.13)

On remplace (3.4.13) par 2x(3.4.13)—7x(3.4.12). Donc (3.4.12) et (3.4.13) sont
équivalentes a Py(x) = 0 = Pa(z) < 0 pour z > 0 out Uon a Po(z) := 32 agw? —
(16 oy + 1) + 5.

En utilisant (3.4.11) on peut prouver que le discriminant de Pj est négatif. En
effet, ce discriminant est

3
1024 {ag — 708 (daa + 1)} < 1024 (ag — 3asos)

63
< 1024 <a§ — 2—5a4a8) <0.

On en déduit donc l'existence d’un unique xq réel qui vérifie P3(xy) = 0. Comme
P3(0) = —1 < 0, on sait également que xy > 0.

Etape 3. Pour conclure, il suffit de trouver des coefficients o, ag et o satisfaisant
(3.4.11) et tels que zg €]z_, x| ont les x4 sont les racines éventuelles de P (& ce
stade, rien ne prouve que P a bien deux zéros réels). En d’autres termes, on prouve
que Ps(z_)Ps(x) < 0. Pour ce faire, on introduit le paramétre n €]35/25, 63/25]
tel que o =: y/Nasas. On peut alors exprimer x4, Py(x_) et P3(x) en fonction
de 1, ay et ag. Plus précisément, si le discriminant de P; satisfait

A = (16ay + 1)* — 640\/nagag > 0, (3.4.14)
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on trouve

160y + 1 £ /(1604 + 1)? — 640 /ovacrs
Ty = .
* 64, /oo
On vérifiera a la fin de la preuve que l'on a bien A > 0 pour les valeurs de 7,
ay et ag que 'on va considérer. On va commencer par simplifier I'inégalité stricte
P3(z_)Ps(z4) < 0. Pour cela, on paramétre de la sorte :

ay =: 5%, ag=:t%, nzzu2 et A:=16s>+1.

L, - . . N . JAZ
La paramétrisation des racines du polynome P; est la suivante : x. = W

avec €2 = 1. Ainsi on a

1
Poe) = g X1+
Il faut maintenant exprimer les quantités y; et ys :
x1 = 6417 [A® 4+ 3A (A% — 640ust)] — 16 x 64u’s’t* [A® + A* — 640ust]

+ 6475t (48% + 1) A — 643u3 533
— 256t {32ust (48u232 - 15A> + A<A2 — 8us?A + 16u2s?(4s? + 1))} .
Et pour ce qui est de la quantité y» :
Yo = 642 [3APVAT = G10ust + (A2 640ust) VA? — G40ust|
— 16 x 64u*s’t? x 2AV A% — 640ust + 64%us*t% (45 + 1)V A2 — 640ust
- 256152\/M{A2 — Su?s?A + 16u%s2(4s? + 1) — 160u3t} .

L’inégalité Py(x_)Ps3(r,) < 0 est donc simplement équivalente a 7 — x% < 0 puis,
en divisant par (256¢2)°, on obtient

ao (s,u) + ay (s,u)t+ ag (s,u) t* + az (s,u)t> < 0 (3.4.15)

ot les coefficients ag (s,u), ai (s,u), az (s,u) et az (s,u) s’expriment comme suit :
ap(s,u) = A? <A2 — 8us® A + 16us*(4s® + 1))2
— A <A2 — 8u?s? A + 16us*(4s* + 1))2 = 0.
ai(s,u) = 64usA (48u252 — 15A> (A2 — 8u”s®A + 16us*(4s” + 1))2
+  640us <A2 — 8u?s? A + 16us®(4s” + 1))
+  320usA? <A2 — 8u?s? A + 16us* (45> + 1)>
= 64us <A2 — 8u?s? A + 16us* (45> + 1))
x (5A2 +10A4% — 80u2s?A + 160u?s? (4% + 1) + 48u?s2A — 15A2)

= 32 x 64u3s° <A2 — 8u?s?A + 16u?s> (45 + 1)) (5(452 +1)— A) .
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En rappelant que A = 16s% 4 1, on obtient
ai(s,u) = 2x64°us?(s* + 1)
X (2565" + 3257 + 1 128u%s" — 8u®s? + 64u’s" + 16u%s?)
= 2x64%us%(s* + 1) (25634 — 64u?s? + 8u?s? + 32 + 1) :
Le coefficient de degré 2 est
as(s,u) = 32%u’s’ (48u2s2 - 1514)2 — 160%u*s*A?
— 640us x 320us <A2 — 8u?s? A + 16us* (45> + 1))
= 32222 { (48257 — 154)° — 2547 - 2004°
+1600u%s2A — 3200u%s (45 + 1)}
— 8x 642u434{72u252 54— 100(4s® + 1)}
— =2 64%%5" x dus{ 32087 + 95 — T2u%s}
car A = 1652 + 1. Enfin, le coefficient de degré 3 est
az(s,u) = 640 x 160%u’s* = 2 x 64%u>s* x 2000.
On divise alors 'inégalité (3.4.15) par 2 x 64%u3s3t et 1'on obtient
2000¢” — 4dus (320s” + 95 — T2u’s*) t + R, (s%) < 0

o on a R,(X) := (X + 1) (256X? — 64u?X? + 8u?X + 32X + 1). Par consé-
quent, on obtient une équivalence entre l'inégalité Ps(z_)Ps(xy) < 0 et I'inégalité
VU mvai(y/ag) < 0ou W, (t) est la fonction polynomiale définie ainsi :

U,s(t) = 2000t* — dus {320s° + 95 — 2u’s* } t + s°(256 — 64u*) + R, (s%),

ol R, est une fonction polynomiale d’ordre 2 dont les coefficients ne dépendent
que de la variable u. D’aprés (3.4.11), la variable u satisfait u? = n < % < %0 ce
qui implique I'inégalité 32052 + 95 — 72u?s? > 0 pour tout s € R. Choisissons ag

dans le but de minimiser la quantité ¥ sz /a7 (y/ag). Ainsi on choisit

(320004 4+ 95 — T2n0u)? 3200vs + 95 — T2n0y
106 et ag =nay 108

Qg 1= Ny . (3.4.16)
Cela raméne maintenant a prouver ¥ g m:(y/ag) < 0. On obtient l'estimation
suivante de ce minimum :

1603

W a(V/a5) = o {81773 72012 + 21007 — 2000} + Ry (),
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ou Rn est une fonction polynomiale de degré 2. En remarquant que la fonction
f définie par f(n) := 81n* — 720n + 2100n — 2000 est une fonction croissante
telle que f(63/25) > 0, on trouve l'existence d’un élément 7, €]35/25,63/25] tel
que f(n) > 0 pour tout n €|ny, 63/25[=: I; ny n’ayant pas a étre optimal. Pour
conclure, il suffit de choisir n € I puis de prendre a4 assez grand (Ps(x_)Ps(xy)
étant alors négatif strictement) afin de déterminer les parameétres ay, ag et ag qui
vont satisfaire (3.4.12) et (3.4.13).

Etape 4. La fonction F ainsi choisie satisfait les propriétés demandées tant que
I'inégalité (3.4.14) est vraie. Il reste maintenant & prouver que z_ et x, existent
bien c’est-a-dire que le discriminant de P, est strictement positif. En fait, en
utilisant la valeur particuliére de ag, I'inégalité (3.4.14) est équivalente a

3200 + 95 — 7200y
0213/20,3/2
U 1000 ’

ce qui est bien satisfait dés que ay est assez grand.

Etape 5. Enfin, supposons qu'il existe une suite de mesures stationnaires symé-
triques telle que le support de sa limite contienne cing points ou plus. On sait
alors que le pseudo-potentiel limite associ¢é Wy atteint son minimum global en
au moins cing points et par suite il admet au moins quatre points critiques ol
il atteint des maxima locaux ce qui fait donc au moins neuf points critiques. On
applique le théoréeme de Rolle a W[, W[, WO(S), 0(4) puis a WO(S) et 'on en déduit
que la fonction WO(G) admet au moins quatre zéros ce qui est impossible vu que la
convexité des fonctions V(© (identiquement égale a 0 vu que V est de degré 4) et
F©) implique celle de WO(G) . O

(16c4 +1)* > 64

On a di exiger de la fonction polynomiale F' d’étre de degré au moins égal a 8

car pour obtenir un tel résultat, il est nécessaire que F” ne soit pas convexe. Or,
il est également nécessaire que F soit convexe d’ott £”(0) > 0 et F*™(0) > 0 ou
2n = deg(F). De plus, I’ doit étre convexe sur R, donc F™®(0) > 0. Ainsi il est
nécessaire d’avoir 2n > 8 pour que I'un au moins des coefficients soit strictement
négatif.
Exemple 3.31. Soit V(z) := % — % et F(z) := 2a* — 2225 4 3028 Alors
toute mesure limite possible d’une suite de mesures invariantes symétriques de
la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) a un support contenant soit trois soit quatre
points.

Démonstration. Considérons la fonction f définie lors de la preuve de la Proposi-
tion 3.30. Rappelons que l'on a

f(n) = 815> — 7201 + 21001 — 2000.

On peut factoriser : f(n) = (92 — 20) (32 — 10)* donc on en déduit f(n) > 0 pour

tout n € |2 %[, En prenant n := 2, on obtient

1 2
\If\/ﬁﬂ/@(ag) = -2 (Oé4 — 8) (Oé4 + Z)
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ol ag est remplacé par son expression dans (3.4.16). On prend ensuite ay = 10
_ 299 _ 89401

donc (3.4.16) donne ag = == et ag = T5op -

Il reste a vérifier

9 3/2 3200y + 95 — T2nay

1000
Or, le membre de gauche vaut 671898241 et celui de droite vaut 99 840. Ainsi
F(xz) = 3ot — 2226 + B98L4# vérifie bien les conditions demandées dans la preuve

2 12800
de la Proposmon (3.30) et I'on peut appliquer celle-ci. O

(160rs + 1)* > 640%*/

On a étudié le cas ou V" était convexe et on a trouvé I'existence d’une fonction
polynomiale F' dont la dérivée seconde n’est pas convexe qui interdit aux mesures
symétriques limites d’avoir un support de cardinal strictement plus petit que trois.
Cherchons maintenant un contre-exemple dual & savoir si F” est convexe mais si
c’est V" qui ne l'est pas.

Proposition 3.32. Soit le potentiel d’intéraction F(x) = ’Z 4+ 22? avec o > 0
et f > 0. F satisfait donc les hypothéses (F-1)-(F-5) et de plus F” est conveze.
Il existe un potentiel de confinement V' satisfaisant les propriétés (V-1)-(V-10)
tel que le support de toute mesure limite pour les familles de mesures invariantes
symétriques {ul, e > 0} de la diffusion (0.0.5) contienne exactement trois points.

Démonstration. Les arguments développés pour la preuve de la Proposition 3.32
sont similaires a ceux présentés dans celle de la Proposition 3.30. Commencons
par éliminer dy des mesures limites possibles. D’aprés (3.4.9), appliqué a r = 1 et
Ay = 0, il suffit d’imposer —V"(0) > «a.

Concentrons-nous maintenant sur les mesures limites dont le support contient
exactement deux éléments : A; et —A;. En utilisant la Proposition 3.27, on sait
que A; satisfait (3.4.8) et (3.4.9). Cherchons V' sous la forme d’une fonction po-
lynémiale de degré 6. Afin d’obtenir la limite lim, ,,, V(z) = +00 qui est une
conséquence de I'hypothése (V-3), on choisit un coefficient de degré 6 strictement
positif. De plus, le coefficient de degré 4 est négatif car on a besoin que V" soit non
convexe. Par conséquent, si I'on veut que V' satisfasse les hypothéses (V-1)—(V-10),

on écrit V comme suit :

Qg Qg )
V(z) = 5 — b — Zx4 - 7x2 avec g, a6 >0 et as > .

L’équation V'(x) = 0 a trois solutions. En effet, V'(z) = z (agx? — ayz? — ).
Comme ag, oy et o sont strictement positifs, 'équation du second degré o X? —
as X — ay admet exactement deux solutions : I'une est strictement positive et
lautre est strictement négative. Les hypothéses (V-2) et (V-9) sont donc bien
satisfaites pour peu que V”(a) > 0 ou a est le réel strictement positif tel que
V'(a) = 0. Or, on peut vérifier : V"(a) = 2a4a® + 4 > 0.

En se servant des expressions particuliéres de V' et F, les équations (3.4.8) et
(3.4.9) deviennent

Ar (aeAT + (48 — a)AT + (a—az)) = 0 (3.4.17)
et SagA] + (68 — 3au) AT + (a — ) > 0. (3.4.18)
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On divise (3.4.17) par A;, on remplace (3.4.18) par %((3.4.18)—5><(3.4.17)> puis
en posant X := A%, on obtient :
e X?+ (4B —a)X +(a—ay) = 0 (3.4.19)
et (au—T78)X —-2(a—az) > 0.

Comme « < as, il y a une unique solution positive a I’équation (3.4.19) :

g — 4B + /(o — 46)? + dag(as — )
20(6 .

XO =

Le but de la preuve est de trouver des parameétres aw, ay et ag tels que (3.4.17) et
(3.4.18) soient incompatibles ce qui se traduit par (ay — 78) Xo — 2 (o — az) < 0.
En d’autres termes,

oy — 4B+ /(au — 48)? + dag(as — )
2046

(ay —7P)

—2(a—ay) <0.

On pose a4 := 60 et ag == a + %52 avec u > 1 (il est nécessaire que l'on ait
ay > ). L'inégalité précédente devient 2u? —u—3 < 0. Ainsi pour tout paramétre
utel que 1 < u < % et ag > 0, on calcule ay et ay avec les expressions données
plus haut et 'on a donc défini une fonction polynémiale V' ayant les propriétés
suivantes :
— Il n’y a pas de solution au systéme d’équations (3.4.8) et (3.4.9) pour r = 1.
— La fonction V' satisfait les propriétés (V-1)—(V-10).
On en conclut que le support de toute mesure limite correspondant & une suite de
mesures invariantes symétriques pour la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) contient

au moins trois points.

Comme présenté dans la preuve de la Proposition 3.14, le support de toute mesure
limite symétrique uJ est inclus dans I'ensemble des points ot Wy = V + F x u
atteint son minimum global. Comme les fonctions particuliéres V® et F®) sont
convexes, W()(4) I’est également. Or, si W, atteint son minimum global en au moins
quatre points, la dérivée W} s’annule au moins sept fois (vu qu’il y a au moins
trois points ot Wy atteint un maximum local). En appliquant le théoréme de Rolle
a trois reprises, WO(4) s’annule au moins quatre fois ce qui contredit la propriété
de convexité qui vient d’étre mentionnée.

Par conséquent, le support de toute mesure limite d’une famille de mesures inva-
riantes symétriques pour la diffusion (0.0.5) contient exactement trois points. [

Afin de conclure cette étude des cas non triviaux (c’est-a-dire des cas ou la
fonction d’intéraction F’ n’est pas linéaire) qui font apparaitre des mesures li-
mites dont le support contient au moins trois points limites bien que le potentiel
V' posséde exactement deux puits, présentons un exemple particulier de diffusion
auto-stabilisante du type (0.0.5) pour laquelle on a la propriété suivante : toute
mesure invariante symétrique converge quand € — 0 vers une mesure de proba-
bilité discréte dont le support contient trois points exactement alors que F” est
convexe.
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Exemple 3.33. Soit le potentiel de confinement V(z) = %6 — %x4 é;xQ quz

vérifie les hypothéses (V-1)-(V-10) et soit le potentiel d’intéraction F(x) = I +
% qui vérifie les hypothéses (F-1)-(F-5). Soit une suite de mesures invariantes
symétriques {u?, € > 0} pour la diffusion (0.0.5). Cette suite est alors convergente
et l'on a

hrr(l)u ——50—1—;3 <5F +0 \ﬁ>

Démonstration. On utilise la méthode développée dans la preuve de la Proposition
3.32 avec les paramétres suivants :a = =1, as = a+ —— 16a B2 as =6Fctag = 1.
On obtient immédiatement le résultat de la proposition a savoir que le support de
toute mesure limite pour la famille {u?, ¢ > 0} contient exactement trois points.
D’ou toutes les mesures limites symétriques possibles u) sont des combinaisons
de trois mesures de Dirac : 20 (04, + 0y, ) avec po(l — po) > 0 et
x1 > 0. On peut préciser les valeurs de pg et x1 en utilisant la Proposition 3.27.
Les équations suivantes doivent étre résolues :

V(1) + poF (1) + (22;) = 0

1 —po

et V(xy)+ (2po — 1)F(x1) + F(2z;) = 0.

En utilisant I'expression particuliére des fonctions V' et F', et comme x; # 0, les
équations deviennent

1
— (3po +2) % — 5 =0 (3.4.20)
et :z:4+§(1—6p)a:2—i =0 (3.4.21)
1 2 0 1 16 . S
En soustrayant (3.4.21) & (3.4.20), on trouve py = 5 — z=. Par conséquent,
1

I'équation (3.4.20) devient :

71 1
(24— — )22 = =
(+4 16I§)‘7€1 16

ce qui donne directement x; = ‘/ﬁ puis py = 112 11054 5. On ne prend pas la peine
de vérifier que les dérivées secondes sont bien positives c¢’est-a-dire que 'on a
26 19
1 _F/I F// >
VI0) + L E0) + ) > 0
1 26 ! 19 ! !
et V'(zy )+45F (x4 )+%(F (0)+ F"(2z,)) > 0.

Toutefois, on sait d’apres la Proposition 3.32 que le support de toute mesure limite
contient exactement trois points. La seule mesure limite possible étant justement

50 + (5 yis +0_ ), on sait d’avance que les deux inégalités sont vérifiées.

Et, par consequent on a bien la convergence annonceée. O]



3. Convergence des mesures stationnaires 118




4. VITESSE DE CONVERGENCE

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, le comportement asymptotique pour € tendant vers
0 des mesures stationnaires de la diffusion (0.0.5) a été étudié : on a regardé les va-
leurs d’adhérence possibles et sous des hypotheéses plus fortes, montré ’existence
d’'une véritable limite. Ici, on va s’intéresser a la vitesse a laquelle une famille
de mesures stationnaires (u.) ., converge vers sa limite 1. Ce travail permettra
en particulier de généraliser le Théoréme 2.27 concernant les mesures excentrées.
Par ailleurs, les résultats de ce chapitre seront utilisés dans le Chapitre 6 afin de
prouver l'unicité "locale" des mesures sous des conditions peu exigeantes - déja
formulées précédemment (Théoréme 2.8). Comme dans les Chapitres 3 et 4, on
considére des mesures stationnaires dont le moment d’ordre 8¢? est fini si bien
que toute mesure stationnaire vérifie le systéme (2.2.2)-(2.2.3). Afin de pouvoir
appliquer les résultats du Chapitre 3, on suppose que les familles de mesures sta-
tionnaires que 1’on considére vérifient la condition (H) mais aussi que le potentiel
de confinement V' vérifie I'hypothése (V-7).

Pour commencer I'étude de la vitesse de convergence et afin de montrer que cette
étude n’est pas triviale, on s’intéresse au cas le plus simple & savoir celui ou la
fonction d’intéraction F” est linéaire et ot le potentiel de confinement V' est symé-
trique. C’est la vitesse de convergence de la mesure stationnaire symétrique unique
vers sa limite que I'on va regarder et ’on prouvera que la vitesse est d’ordre €r oll
k est un entier non nul qui n’est pas forcément égal a 1. En d’autres termes, méme
dans le cas le plus simple, la vitesse ne peut pas étre devinée péremptoirement. On
prouvera également que des points qui ne sont pas chargés par la mesure limite
peuvent dans certains cas non sporadiques parasiter cette vitesse.

Ensuite, des résultats généraux seront établis dans le cas ou F' est de degré quel-
conque, ol V n’est pas forcément symétrique et ot I'on considére n’importe quelle
famille de mesures stationnaires. En particulier, un résultat asymptotique qui ser-
vira de clé de votte dans la suite de ’étude sera fourni. Par ailleurs, une condition
simple sera donnée de sorte que seuls les points chargés par la mesure limite in-
terviennent dans la vitesse de convergence.

On spécifiera ensuite le cas ou la famille de mesures stationnaires symétriques
converge vers dy sous des conditions simples. On scindera le cas en deux sous-cas
selon la stricte positivité ou non de a4 V" (0). Une différence dans l'ordre de la vi-
tesse de convergence apparaitra alors. En effet, on verra que si a+V"(0) > 0, cette

1
vitesse est d’ordre € alors qu’elle est d’ordre emo avec my > 2 si v+ V”(0) = 0.



4. Vitesse de convergence 120

Le préfacteur sera également calculé.

On poursuivra I’étude concernant les familles de mesures stationnaires symétriques
dans le cas ol la mesure limite est de la forme %5_5,;0 + %5950 avec zo > 0. On prou-
vera en particulier que la vitesse de convergence est d’ordre € sous des conditions
simples.

Pour terminer sur la vitesse de convergence des mesures stationnaires symétriques,
on se placera dans le cas ou F” est convexe et ’on observera que le cas o = o

1
correspond a un dioptre vu que la vitesse y est d’ordre emo (avec mg > 2) alors
qu’elle est d’ordre € si @ < ¥ et si @ > ¢; ol v et ¥ sont les constantes définies

par (0.0.8) et (0.0.7). Une étude sera menée dans l’exemple du potentiel de confi-
4

nement V(z) 1= & — % On reliera continiment le comportement entre av < ¥ et
a > 19 a travers le dioptre a = ¢.

Enfin, pour terminer le chapitre, on ménera I’étude de la vitesse de convergence des
mesures excentrées de la forme u° vers leur limite d,,. On observera en particulier

que cette vitesse est d’ordre € sous des conditions simples.

4.2 Vitesse de convergence de u? dans le cas linéaire

On suppose que le potentiel V' vérifie les hypothéses (V-1)—(V-8) ainsi que
(V-10). On reprend les notations déja utilisées pour la convergence des mesures
invariantes symétriques lorsque V' est symétrique et F” est linéaire.

Définition 4.1. 1) On note Ay, -+, A, les r points ou le pseudo-potentiel limite
(qui est égal au pseudo-potentiel pour tout € > 0) Wo(x) := V(x) + Sa? atteint
son minimum. global.

2) Pour tout 1 < i <r, on pose ko(i) := min {k’ >0 | WO(%)(Ai) > O}.

3) On pose ko := max<i<, ko(i) et I :={1 <1 <r | ko(i) = ko}.

Avec ces notations, on a étudié le comportement asymptotique de I'unique
mesure stationnaire symétrique (car F” est linéaire) u? dans le Théoréme 3.1 :

s (WEP9(4)) b,
% er (Wi (47)) 0

pour la topologie de la convergence étroite. Seuls les indices appartenant a [ in-
terviennent dans la limite. Toutefois, on verra par la suite que si I’on poursuit le
développement asymptotique a l'ordre suivant, d’autres indices peuvent éventuel-
lement apparaitre. On introduit donc de nouvelles notations :

0 0._
U — Uy i=

. *) (4.
Définition 4.2. 4) Afin de simplifier les calculs, on écrit W}, = Wo k!(AZ).
5) On pose wy := Wy(A;1) = -+ = Wy(A,) = inf,cg Wo(2).
6) On pose ki = maxglko(i) et Iy :={1<i<r | ko(i) =k}
1<i<r,i

7) On pose J :={1 <i <, ko(i) < k1 } lensemble des indices restants.
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Par définition, on constate {1;---;r} = I|JI;|JJ. On va maintenant fournir
le premier résultat asymptotique :

Proposition 4.3. Soit une fonction f de classe C* & croissance lente sur R. Alors,
on a le développement asymptotique suivant pour € tendant vers 0 :

/ f(m)e_%wo(m)dx =T {Z ( 11 )2% f(A)
R ; 2ko

el

R0 > [CUf(A) + CLI (As) + C3f(4)| + 0 (¢

_1

+€2’112’i0pz< 1] >2k1 f(A)+o<%7ﬁ>

2k1

7 1\ 1 ko T <L>
Te 1= € 2 e—tap (—) — et p:= M0 A gtg ,

ko 2ko ) 9o ki (%)
. 2 4ko+3 . 2ko+3
i (W§k0+1) F( 2ko ) _ Wikot2 F( 2ko >
07 441 . 243 1 1 . 143 1 )
20 (W) D () 2 M) T ()
A 2ko+3 3
o Wh T T (%0)
YT oh i Ve (o 27 oltals (Wi Vo T '
o ( 2k0) 2ko o ( 2ko ) Qko
Démonstration. On pose Ay := —oo et A, := 400 puis, pour tout 1 <7 < r, on
considére l'intervalle J; := A"‘l;Ai; A"+2A "“] On peut alors appliquer le Lemme

A4 a Wy et f sur chacun de ces intervalles. En effet, on peut 'utiliser sur .J;
et J. bien qu’ils soient semi-infinis. Pour cela, on utilise le méme raisonnement
que dans la preuve du Théoréme 3.1. En d’autres termes, on se donne R assez
grand pour que l'on ait la minoration Wy(z) > z? pour |z| > R et l'on note
Ji =] — oo; —R] U] R; 4:542]. L'intégrale portant sur | — oo; —R] sera clairement
négligeable pour R assez grand et celle portant sur |R; %] entre dans le cadre
du Lemme A.4. On fait de méme avec J,.

En réordonnant et en simplifiant, on trouve bien le résultat annoncé. En effet, on
ne garde que le terme de plus haut degré pour les indices j € I et les termes qui

11
correspondent aux indices k € J sont négligeables devant €21 2o, O

On constate que les indices 7 € I} ont un impact dans le développement

asymptotique a la seule condition que 'on ait 5 1 2k < kl c’est-a-~dire k; > %0
A partir de la, on peut donner une estlmatlon de (f;ud) = fR x)duc(z) en

prenant le ratio de I'estimation précédente par celle apphquee avec la fonctlon
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constante égale a 1. Afin de simplifier les calculs, on introduit la constante de
renormalisation :

. _L
7= (Wi,)™.
i€l

Théoréme 4.4. Soit une fonction f de classe C* & croissance lente sur R. Trois
situations différentes peuvent se produire :
1. Siky <X on a le développement asymptotique suivant pour € — 0 :

i () = () } = 7 S 60 - )

ou Ni(f) := CEf(A) + Cif'(Ay) + CLf"(A;) pouri € I; les constantes Cf, Ct et
CY ayant été introduites dans la Proposition 4.3.

2. Siky > %0, on a le développement asymptotique suivant pour € — 0 :

lim e%_ﬁ{<f;u8>— <f;u8>}: %ZMj(f)(f(Aj)_<f3u8>>

e—0
jel

o1
o pi(f):=p (ngl) U pour j € Iy ; la constante p ayant été introduite dans la
Proposition 4.3.

3. Enfin, si ki = %0, on a le développement asymptotique suivant pour € — 0 :

eh_r%g*%{ <f,u8> — <f;u8> } = %ZJ [’Yz(f) - <f;u8> C‘ﬂ

b 2SN (FA) - (£d))

jeli

0i () = Ni(f) sii € T et 3(f) i= us(f) sij € L.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la Proposition 4.3 a f ainsi qu’a la fonction
constante égale a 1 puis 'on prend le quotient de la premiére estimation par la
seconde apres avoir discuté du plus gand terme négligeable dans la somme selon

le signe de k; — %0 O

Remarque 4.5. On voit ici que les puits de Wy qui ninterviennent pas dans la
mesure u) jouent un réle capital. En effet, ils peuvent diminuer considérablement
lordre de la vitesse de convergence mais aussi modifier le préfacteur sans affecter
Uordre de la vitesse comme dans le cas k1 = %

4.3 Résultats généraux

On ne suppose maintenant plus rien sur la mesure limite ug et 'on ne demande
pas non plus a V' d’étre symétrique ni méme d’avoir seulement deux puits. On
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exige seulement du potentiel de confinement V' qu'’il satisfasse les hypothéses (V-
1)—=(V-T7) ainsi que (V-10). On utilise les notations habituelles :

WO::V+F*UO—F*U0(O) et W€:V+F*u€—F*UE(O>

pour tout € > 0. D’aprés la Proposition 3.14, on sait que uy = Z;lej@;j avec
p;j > 0 pour tout 1 < j < r. Par conséquent, vu que I est paire, quel que soit

r€R, onaWy(r)=V(r)+> _ p (F(a: —Aj) — F(Aj)).

Définition 4.6. 1. On note A:={A;; 1 < j <r} le support de la mesure uy.
2. On note B l’ensemble des réels ou le pseudo-potentiel limite Wy atteint son
minimum global qui ne sont pas dans A. On pose s := card (B). Si s > 1, on note
ses éléments par ordre croissant By < --- < B,.

3. On introduit D := A|JB. On note Dy < -+ < D,y les T + s éléments de D.
On pose aussi Dy :== —o0 et D, 411 := +00. Dy et D, 411 ne sont évidemment
pas des éléments de D.

4. Pour tout 1 <i <r+s, on poseV; := D’”;D"; Dﬁf’“

contenant le point D; et aucun autre élément de D.

] la cellule de Voronot

Les calculs faits sur uJ dans le cas particulier ou l'intéraction F’ est linéaire
suggéerent que les éléments de B peuvent intervenir dans la vitesse de convergence.
Ainsi 'ensemble A n’est pas suffisant pour rendre compte systématiquement de
la vitesse de convergence : on aura éventuellement besoin de B.

Lemme 4.7. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-1)-
(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothéses
(F-1)-(F-5). Soit (uc),, une suite de mesures invariantes pour la diffusion auto-
stabilisante (0.0.5) qui converge vers ug. Lorsque € est assez petit, on a les résultats
susvants :

1. St Wi(D) > 0 pour tout D € D, le pseudo-potentiel W, posséde r + s points
critiques DS < --- < Dt avec D € V; pour tout 1 <i < r+s et tels que W, (D)
corresponde a un minimum local du pseudo-potentiel W.. On note AS l’élément de
D :={Dy,; 1 <k <r+ s} appartenant a la cellule de Voronoi associée a A; € A
et l'on note également Bj l’élément de D appartenant a la cellule de Voronoi
associée a By € B. Pour tout 1 <1i <1+ s, Df vérifie le développement suivant :

¢ _ Wi(D;) :

2. Supposons que V soit symétrique. Si u. est symétrique, si ug = dg, st Wy :=
V + F est convexe et si F" est convexe, alors le pseudo-potentiel W, est convexe
et 0 est 'unique point ou W, atteint son minimum global. De plus, si F' n’est pas
linéaire, on a W!(0) > 0.

3. St W/(D) > 0 pour tous les éléments D € D, alors quelle que soit la fonction
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f €C*(R,R) a croissance lente, on a

/Rf(t)e”?“)dt — Z /% e_QWEe(A§>{f(A§)+7j(f)e+o(e)} (4.3.2)

+ 21/#;;) e p (B + o)}

f"(4A;)
4 Wgyj '

avec

5 W2 . W,
90 = 1) (g~ T )~ /')

Ws

4.3.3
s, 433)

_|_

Ici, on utilise la notation Wy, j := e(k)(Ag).

Démonstration. 1. La suite (W) ., satisfait les conditions du Lemme A.15. En
effet, W, et chacune de ses dérivées successives convergent uniformément vers Wy
et chacune de ses dérivées successives sur tout compact d’aprés la Proposition
3.10. De plus, comme F' est une fonction polynomiale et comme u, converge vers
ug, on peut écrire en utilisant 'hypothese (V-3) : We(z) > Cyz* — Cox? + P(z)
ou P est une fonction polynoémiale indépendante de € dont le terme principal est
positif. L’application du Lemme A.15 fournit existence des r ¢lements A5 et des
s éléments Bf si s > 1.

Soit D un point ot Wy réalise son minimum global. Si W[J'(D) > 0, la convergence
uniforme de D¢ vers D et celle sur tout compact de W, vers Wy donnent W/ (D¢) >
0 pour € assez petit. Le développement asymptotique (4.3.1) est une conséquence
directe du Lemme A.15.

2. Si le potentiel V' est symétrique, si u, est symétrique, si Wy est convexe et si
F" est convexe, pour tout x € R, on a

W (a) = Wila) = [

(F"(x —2)+ F'(x+2) — 2F"($)>u€(z)dz >0.
R4
Ainsi W, est convexe et I'unique point ou il atteint son minimum global est 0 vu
qu’il est symétrique.

De plus, si F’ n’est pas linéaire, F"(z) > F"(0) pour tout z # 0. En conséquence,
W (0) - Wi () =[5 (F”(z) — F”(O))ug(z)dz > (0 car F” est impaire et convexe
sur R, d’aprés ’hypothése (F-3) et puisque la mesure u, est absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue. Par conséquent, W/ (0) > W{(0) > 0.

3. Comme Bf tend vers B, on a f(Bf)+ Ce = f(B;) 4+ o(1) pour toute constante
C'. Donc, 'application du Lemme A.15 donne directement (4.3.2). ]

Ce Lemme (qui est essentiel pour tous les calculs de vitesse de convergence)
permet d’obtenir un premier résultat, plutot général, a propos de la vitesse de
convergence. Il permet également de bien visionner en quoi les éléments de B
peuvent parasiter la vitesse de convergence.

Afin de compléter la description asymptotique, on a besoin du comportement de

We (47).
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Proposition 4.8. On suppose que W (D) > 0 pour tout D € D. Alors, quels que

sotent les indices j et k dans {1;---;r}, on a la limite suivante
We(A5) — We(A]) Wi (4;) 1 Dj

li ) = ——1 ——In(*). 4.3.4

3 ; (W "( A, )) 2 n(pk) (43.4)

De plus, si B# 0, pour tout 1 <1<'s, on a

L WBE) = Wi (49)

e—0 €

Démonstration. Le Théoréme 3.13 implique ug = Y7, p;jda;, + > @idp, o1,
quels que soient 1 < j<retl<[l<s,ona:

A]'+(5 B;+6

p; = lim uc(x)dr et ¢ =lim ue(x)dz,
e—0 Aj—6 e—0 B,—6

d étant choisi de telle sorte que les intervalles [ Dy, — d; Dy, + 0] soient disjoints deux
a deux. Par définition de A, p; # 0 pour tout 1 < ¢ < r : il vient directement que
pour tous les indices 1 < j,k<retl1<[<s:

Aj+6 e_%We(x)d By+6 6—7W6 @) 1

)
2

Bi iy =20 t 2= lim =20
DL €0 ik_-i-; e 2 We(@) o pj >0 f,fjj_(s —We(@) dr
Par définition de B, ¢; = 0. On applique le Lemme 4.7 a la fonction constante
égale a 1 et on obtient
2W€(A6
’ Wé’(A;) {1 +of } Dj
im - 9
e—0 e 2W€(A6> Pk
e {1 el)
— ZWE(BZ
o/ wE ¢ {1+000}
et 113(1) - 2w5( 5 = 0.
W”(Af) {1 + O }
On simplifie et on applique la fonction = +— —% In(z). On trouve ainsi les deux
limites (4.3.4) et (4.3.5). O

Remarque 4.9. a) Chaque DS converge vers un point D; ot le pseudo-potentiel
limite Wy atteint son minimum global. Toutefois, a priori le pseudo-potentiel W,
n’y atteint pas son minimum global. On va dire que W, atteint en ce point un quasi-
minimum global. Les différences de profondeurs entre les divers quasi-minima glo-
baux modifient les poids des points. Alors, la vitesse de convergence a un impact
sur la limite vers laquelle converge la suite de mesures. Fvidemment, cette limite
a également un impact sur la vitesse de convergence.

b) De plus, méme si les éléments de B n’interférent pas dans la limite ug, on peut
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imaginer qu’ils soient bien présents dans la vitesse de convergence. En effet, on a
vu dans le Théoréme 4.4 que sous certaines conditions simples, les éléments de B
intervenatent dans la vitesse de convergence ; que ce soit au niveau de la puissance
de € ou du préfacteur.

Pour éviter le parasitisme de I’ensemble B et ainsi rendre les calculs palpables,
on introduit une condition que ’on supposera vraie par la suite :

Hypothése 4.10. Quel que soit D € D, W (D) > 0. Et, de plus, quels que soient
1<i<retl<yjy<s, on erige

We(BS) — W (AS
lim inf ( ]> (47)

1 1< <s. 4.3.
m i1 en () > V1i<I<s (4.3.6)

Cette condition est naturelle. En effet, en reprenant I’équivalence (4.3.2), on
voit que si la condition est vérifiée, alors

W}j)exp {—%We (B;)} :0{6 W;ﬂexp {—%We (A;)} }

En d’autres termes, sous I’'Hypotheése 4.10, les termes principaux induits par B sont
négligeables non seulement devant les termes principaux et les termes secondaires
induits par A.

On remarquera par ailleurs que si W{/(A) > 0 pour tout A € A et si B = (),
I’'Hypotheése 4.10 est vérifiée.

Exemple 4.11. On reprend I’Exemple 3.33. Soit donc le potentiel de confinement
. . . 4 2

V(z) = % — 32 — La? et le potentiel d’intéraction F(z) :== % +%-. On a vu que

la convergence étroite suivante avait lieu :

, 26 19

—s0 ¢ 45 +%(5@+5—@) '

De plus, on a vu dans cet exemple qu’il y a exactement trois points critiques ot le
pseudo-potentiel limite réalise son minimum global a savoir 0, @ et —@. Par
conséquent, 'ensemble B est vide. On peut exprimer facilement le pseudo-potentiel

limite :

26 19
Wo(2) = V(a) + 2 F(a) + %{F(x — o) + F(a + z0) — 2F(x0)}
avec xy 1= @ Un calcul simple donne
75 75

De la méme facon qu’on a prouvé dans I’Exemple 3.33 que Wy admet exactement
trois puits, on prouve que W, n’admet que trois puits a savoir O d’apres le Lemme
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4.7 ainsi que x. et —x. ou x. converge vers ry quand € tend vers (.
Comme W (—@) = 4W{(0) > 0, la Proposition 4.8 fournit la différence de

profondeur suivante :

€ 7
We(ze)==In1+ — :
() 5 n( + 19> + o(e)
On va maintenant étudier la vitesse de convergence pour différentes mesures

limites ug dans le cas ot I'Hypothése 4.10 est vérifiée.

4.4  Vitesse de convergence de ug vers ug = o

On suppose ici que le potentiel V' satisfait I'hypothése (V-8) c’est-a-dire que
V est symétrique. Comme ug = dg, le pseudo-potentiel limite est Wy(z) = V(x) +
F(z). On sait alors que a > —V"(0) d’aprés la Proposition 3.14. On ne suppose
pas @ > ¥ ot l'on a ¥ = sup,cp —V"(x) et a = F”(0). On demande toutefois a ce
que le pseudo-potentiel limite Wy ainsi que F” soient convexes. L’Hypothése 4.10
est donc automatiquement satisfaite puisque D = A = {0}.

On scinde en deux cas. En effet, la méthode développée lorsque o = —V"(0) est
différente de celle développée lorsque l'on a I'inégalité stricte o > —V”(0). On
pouvait d’ailleurs s’y attendre au vu de la Remarque 3.29.

441 Sia > —=V"(0)

Ici, on suppose que W{'(0) > 0. Si l'on pense a la constante kg introduite dans
la Définition 4.1, on a ky = 1 c’est-a-dire que I'entier ky est minimal.

Lemme 4.12. Quelle que soit la fonction f € C*(R,R) a croissance lente, on a
I’estimation sutvante :

e {—%m(@] o = [ {0 aeraa) @i
(4) 1"
avec  (f) —%f(O) + 41];[/6(/(()2)) : (4.4.2)

Démonstration. D’aprés le second point du Lemme 4.7, A = {0} et B = (). De
plus, WJ'(0) > 0 donc Iapplication du troisiéme point du Lemme 4.7 fournit

—2W.(x . e
/R flae s = [ {10 4o} (443
ot Yo(f) est définie dans (4.3.3). En remarquant que Wég)(O) =VG)(0) =0et que
WH(0) =a+ V"(0) >0, v(f) converge vers y(f) ce qui achéve la preuve. O

En utilisant le lemme précédent, il est maintenant possible d’estimer la vitesse
de convergence de la suite de mesures stationnaires symétriques (u)_ ., vers ug =
0o quand € tend vers 0.
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Théoréme 4.13. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-
1)-(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie (F-1)-(F-5).
Quelle que soit la fonction f € C*(R,R) a croissance lente, on a :

. 1"(0)
Jig { () = (L) § = 5

Démonstration. En rappelant que la mesure u, vérifie (2.2.2), il suffit d’appliquer
le Lemme 4.12 a la fonction f puis a la fonction constante égale a 1 :

(4.4.4)

/R exp [—gWE(x)] dr = W”Z 3 {1+9e+0(0)} (4.4.5)

€

Wi (0)

~ W02 On divise (4.4.1) par (4.4.5) :

avec (1) :=
T {0 + (e +o(6)}

Ja {1+ v+ ole)}
= FO)+ (5(f) = FO(D) e+ o(e)
ot y(f) est définie dans (4.4.2). On a alors

t@ﬂﬂm@ﬁtz

<f7u6> - <.fau0> _ _ f”(O)
L ()= F09(1) + 0(1) = s + o(1).
En rappelant que W{'(0) = a + V" (0), la preuve est finie. O

On constate qu’il n’y avait pas de difficultés particuliéres pour traiter ce cas.
En effet, lorsque le potentiel V' est symétrique, lorsque v > 19, si ’on considére
des mesures symétriques, la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) est équivalente &
une diffusion auto-stabilisante dont le potentiel de confinement est uniformément
strictement convexe.

442 Sia= —V"(0)

On suppose cette fois que W[J'(0) = 0. A nouveau, on demande a ce que Wy et
F” soient convexes ce qui implique B = () et 0 est donc I'unique point critique de
Wy. Le Lemme 4.7 devient insuffisant pour obtenir une bonne équivalence dans
ce cas. Le raison provient de la nécessité de poursuivre le développement limité
du pseudo-potentiel & des dérivées d’ordre supérieur. On introduit les parameétres
suivants :

ko = min{k>0 | Wé2k)(0)>0},

Q. = max {‘We(Qj)(O)‘%j(?%} (4.4.6)

1<j<ko

2
et My (€) := /x% exp {——We(x)} dx pour tout r > 0.
R €
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Q). va correspondre au bon changement de variable a effectuer afin d’estimer la
quantité My, () :

Proposition 4.14. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypotheéses
(V-1)-(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypo-
theses (F-1)-(F-5). On suppose que Wy :=V + F et F" sont convezxes ainsi que
a+ V"(0) = 0. Pour tout r € N, on a les inégalités suivantes :
0 < lim inf QX My, (e) < limsup Q2 My, () < +o0. (4.4.7)
€E—>

e—0

Démonstration. 1'idée de la preuve est la suivante : d’abord, on trouve une
(23)

suite décroissante (€x)ren qui tend vers 0 telle que QQS ) converge vers C; pour
€k €L

tout 1 < j < kg. Puis, on prouve que l'intégrale f y*e 2550 J‘y dy est fi-
nie pour tout r 6 N. On montre ensuite qu’avec un n(ek) judicieusement choisi,
Qe [y ) pore= 5 e ) g tend vers fR+ yre”? L %y%dy > 0.

Enfin, on prouve qu’il existe des constantes A > 0 et © > 0 telles que les trois in-
tégrales f;(’“lk) a:”efiw%(x)da:, f;’“ua:%e*% * @ g et f*?f’ 22re” o Vek () g soient
négligeables devant Q2 +1.

Pour achever la preuve, on suppose par l'absurde que I'inégalité (4.4.7) est fausse
c’est-a~dire qu'il existe une suite décroissante (eg)reny qui tend vers 0 telle que
Qfl’:*l My, (ex) tende vers 4+o0o ou 0. Et, aprés avoir extrait une sous-suite, on
tombe sur une impossibilité.

Etape 1. Prellmlnalres On sait d’apres la Proposmon 3.10 que We(zk()) converge
uniformément vers W ) sur tout compact. Ainsi W) (0) converge vers un réel
strictement positif vu la définition de ky. Par conséquent, on a la convergence de

_1
la quantité ’We(%()) (0) ) o
Pour tout 1 < j < ko, on introduit :

1 ) )
€ 20 vers +00; il en est de méme pour Q..

We(2j) (0>
esz

Par définition de €2, les ko familles {Cj(€)},., sont bornées. En invoquant le
théoréme de Bolzano-Weierstrass, on sait qu'il existe une suite décroissante (ex,), oy
qui converge vers 0 telle que pour tout 1 < j < ko, la suite C;(e;) tend vers C; € R.
Afin de simplifier la rédaction de la preuve, on va omettre I'indice k par la suite.
On définit ’ensemble des indices

U= {15 <k | G A0p = i) (4.4.8)

avec 1 < j; < jo < -+ < J; < ko. On scinde I'intégrale en deux parties apres avoir
exploité la parité du pseudo-potentiel W, :

n(e) ) +00 2
Mo, (€) = 2/0 7% exp {—EWE(x)} dx + 2/() 7 exp {——We(x)} dx
M€
=: I.(€) + Jor(€)

Cj (6) =
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ou 7 (€) sera exprimée explicitement par la suite.
Etape 2. Equivalent de I,(¢) : On va prouver que l'on a

n(e)
Q2! / 22 Wy — €, €]0; +o0]
0

ou C, €]0; +oo[ pour une quantité n(e) bien choisie. On applique le théoréme des
accroissements finis sur [0;7(e)] a la fonction W, ce qui donne

— (27)! € S (2ko + 2)! € ‘

We(x) :ZO 1 WE(2j)(0) 25 1 We(szH)(y) 2h0+2

avec y, € [0;2] C [0;n(e)]. En utilisant la définition de C(¢) ainsi que sa conver-
gence vers le réel Cj :

l
Wﬁ—(x) — Z Cjk QijIij_’_ 1 W5(2k0+2)(yx)x2k0+2
€ k=1 (2]]6)' ¢ (2k‘0—|—2)' €
S 1 1\ 2j S
+ 2 e (G0 - 6 (100~ &y1%) " i
Jj=1 '

Pour € assez petit, pour tout x € [0;7 (¢)], on a la majoration

‘ (2k0+2

2k0+2 < sup ‘W 2k0+2) )‘ n (6)2k0+2 6_1 )
z€[0;1]

On introduit maintenant la quantité

_ 1 1 1
Qe = max{ max {|C](€) — Oj|27} : Q_; 62k0(2k0+2)} .

1<j<ko

Q. tend vers 0 quand € tend vers 0. On prend comme valeur

SIS

n(e) =07 ()

On vérifie ces deux propriétés :
1. La quantité 7 (¢) tend vers 0. En effet, par définition, Q. > g-. Par conséquent

1

1

(Qc) * </ puis il vient n(e) < ()2 ce qui tend bien vers O vu que €2 tend
vers 'infini.

2. Il existe p(€) > 0 telle que pour tout = € [0;7(¢)], on a

’W€(2k0+2) (y )

0|2j |
) (B0

Q3% < p(e) — 0.
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I

En effet, avec cette valeur de n(e€), on a la majoration n(e) < Qe %002 . De
1

plus, par définition, Q-1 < Ce®o ou C est une constante strictement positive.

3
Par conséquent 7(e)?*0+2e=1 < C?Fot2eito d’on, pour tout = € [0;7(¢)], la quantité
‘W§2k0+2)( 1)
cCRot2y T
p1(€) qui tend vers 0. Puis, pour chaque 1 < j < kg et = € [0;7(€)], on obtient la
majoration

peut bien étre majorée indépendamment de x par une constante

(1o - c13)” 02a% < {00~ lF o)}

< {no07 @) ) = @) —o.
o (1c0-c®)”
N

de z par une constante py(e) qui tend vers 0 ce qui donne directement 1’existence
de p(€) annoncée plus haut.

Ainsi la quantité Q%1% peut étre majorée indépendamment

Donc, on en déduit que l’mtegrale f ) 42 " exp [——We( )] dz est équivalente & une

intégrale plus simple & savoir fo ) exp [ ( b1 QJJk)'Q%kx?Jk)] dr.

Le changement de variable z := Q_ 'y fournit

(o) Lo
Iy, () zQewl/ v exp | —2 k20K |y
0 o (241!

[ NI

ou p(e) :=n(e) Qe = (ﬁe)

maintenant que Cj, > 0.

— +400. Par la définition de J, C}, # 0. Prouvons

En effet, sil’on avait C;, < 0, alors lim,_, Zk L (QJJ:)lyZJk = —oo. Il existerait yy
tel que Zk 17 ”“),yg“ < —1. Mais, pour tout y, les calculs effectués précédemment
W (Q )

prouvent que la quantité

we(Qc! .
que M < 0 pour € assez petit. Ceci est impossible car 0 est le minimum

global de W, d’aprés le Lemme 4.7 vu que W,(0) = 0. On en déduit que C;, > 0
donc quel que soit r € N, lintégrale [, y*" exp [ 250, G yzjk} dy est finie.

tend vers Zk 1 2jk),y . On en déduit donc

(24r)!
Alors, on trouve I’équivalence suivante :

oo | e
R+

Etape 3. Equivalent de .J,,(¢) : Il est maintenant suffisant de prouver que Jo,(¢)
est négligeable devant I,,.(¢) et donc devant Q721 quel que soit r € N. On scinde

j’f] dy =:C, .

k=1
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cette intégrale en trois parties :

—u Too

J2T(€) = / :L‘2r€_EW€($)dl’+/ x2r6—fW5($)dx+/ ZEQre—%WE(m)dI
n(e) e

e H

=1 J3.(6) + Jg,(€) + Ty (e)

ou A >0 et u > 0 sont des constantes qui seront explicitées par la suite.
Etape 3.1. On commence par J5\(¢). D’aprés les hypothéses (F-2) et (V—BQ ainsi
que le Lemme 4.7, on a la minoration W(z) > Wy(z) > Cyz* — Cha® > % pour
x assez grand. Le changement de variable z := /ey puis le Lemme A.1 avec
U(y) :=y? — 2rin(y) aménent a
+o0
JzAr(G) < €r+§/ 1 y”e‘dey < 91+ (1-2r)p exp [_6—2;1—1}

e hT3
pour € assez petit. Or, la définition de €2, implique €2, — 0 et en conséquence :
Jo(e)=o (62”1) =0 {Q;%_l} .
Etape 3.2. On estime maintenant .J3 (¢). En prenant le maximum sur tout ’in-

tervalle, il vient

2
Jo(€) < e Pt Vexp | == inf  We(2)
€ z€[er;+o00]

0 est 'unique réel ou W, atteint son minimum global donc, pour € assez petit :

inf  We(z) = W, (') > W (¢Y)

z€leN oo

d’apreés le Lemme 4.7. Le théoréme des accroissements finis appliqué a Wy au

o o Wi (0) akon 1
voisinage de 0 fournit inf, ey oo Wo(2) > G € " En prenant A := 57,
(2k0) 1
on a %WO (6)‘> ~ (()%_0)50)6 2ko+1 . Donce, pour tout pu > 0, la seconde intégrale est

exponentiellement petite devant e. Par définition € = o {QL} et ainsi

T (€) = o {0771}

Etape 3.3. On termine maintenant avec la premiére intégrale a savoir J3 (e).
Etape 3.3.1. On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction W,
ainsi qu’a sa dérivée :

ko—1 i k k
W) = Y WEO) oy, WEO) oy, WE ) ani

= @) (2ko)! (2ko + 2)!

ko—1

W(Zj)(()) ‘ W(2k0)<0) W(2k0+2)(2 )
t / — e AT 251 € 2ko—1 € x 2ko+1
e WE(I) ; (2j—1)!x +—(2k0_1)!x +—(2k’0+1)!
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oll y, et 2z, sont dans [0;z] C [0; €]

A WD () kg2 aFT -

Pour tout = € [n(e);¢€'], on a |=———=g*0F | = O {€2k0+1} car on a choisi
(2kp+2) . .

A = g On a également : We— Galg2kotl) — O {1}. En introduisant la

: 77 2 T Lt P72l _ 2 1 [ x
fonction We(z) := W, (Q—>, comme sa dérivée vaut W/(z) = 5 W/ <Q—>, on a

les résultats asymptotiques suivants :

We(:r) = 2; %j—](,;x% +o(1)
et W/(x) = 2 2 (ij—_(ei)!xwljto(l)

pour tout = € [n(€) Q; Q] et ot le reste o(1) est uniforme par rapport a x. On

applique le changement de variable z := Q 'y :

b(e)

—~

T(@ =02 [y exp [<Wagw)] dy

a(e)

avec a(e) :=n (¢) Qe = p(e) — +00 et b(e) := e*Q. On va prouver que l'intégrale
f:((;) Y% exp [—We(y)} dy tend vers 0 quand € tend vers 0. Une intégration par

parties donne :

/b@ B a(e)r exp [~ Wela(e))|  ble)* exp [~ W(b(e))]
y“e e Wdy = — —

a(e) Wi(a(e)) = 2355 Web(€)) = 2575
/b<e> o W)+ 25

0" () - 2)

5 €XP [—We(y)} dy .

Etape 3.3.2. Comme F” et W, sont convexes, le second point du Lemme 4.7
— 2
implique la convexité de W,. Par conséquent, W/ (y) = 2 <Qi> w? (Qi) >0.11

€
vient alors

/b<e> , Wiy)+25 _
ale) (Wé(y)—2§>

Ceci implique :

) /b(e) e T gy < a(e)jexp {—We(a(e))] - b(€)?" exp [_We(b(e))} |

© W(a(e) — 2275 W/ (b(e)) — 2:~

¢ ¢ e
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On va maintenant prouver que le terme de droite est strictement négatif mais
aussi que le terme de gauche tend vers 0.

Etape 3.3.3. Pour cela, montrons que C,(e)a (¢)*" = o{a (6)2jl} pour tous les
indi 1+ 1 <r<ky—1. En effet =——d
indices j; +1 < r < kg n effet, a(e) A onc

C(Ola(0” _1GOI(R) " |C.(e)l
a (6)231 (ﬁe)ﬁz (ﬁe)rﬂl ’
Par définition de j;, quel que soit j;+1 < r < kg — 1, le coefficient C). est nul donc

172 o —
|C,(e)] = [|Cr(e) - C’T\?] < Q? d’aprés la définition de €).. Et par conséquent,

Cr(@la(?
a(e)?

déduit que pour tout 1 < j < j; — 1, Cj(€)a(e)* = 0{C},(e)a(e)*'}. En rappelant
que l'on a la convergence de C},(€) vers C},, pour € assez petit, on a :

= \7+J R N
< (QE) ' — 0. De la méme maniére, comme a(€) — +00, on en

N C. A . C. A
W.la(e)) > —L—a(e)? et W!(a(e)) > —L——a(e) 1.
Etape 3.3.4 On en déduit que W/(a(e)) tend vers Iinfini. Or, W” > 0 donc

/VIZ’ (b(e)) tend vers 'infini également. Comme %’") tend vers 0, on en déduit 1'égalité

sulvante :

b(e _ 2r —WE
, /oy%ewy)dy _ o9 e [Wifate))
a(e) WE/(CL(E)) — 2$
2r+1 .
< a(E) exp |:_20—Jz)a(€)2jl:| _

Q(Sﬂ),a(e)zjl —2r (21)!

Comme a( ) tend vers +00, le membre de droite converge vers 0 et donc I'intégrale

I, ((:)) y%@*WE(y)dy tend vers 0. Par conséquent :

Ji(e) = 0 {01}

r

Etape 4. En compilant les résultats des Etapes 1, 2 et 3, on a :

l

My, () = Q;zT_l/x% exp [ Z C’ka
R

=1

di + o0 {072 1)

ot les coefficients C; dépendent de la suite (€k) ken-

Etape 5. Pour achever la preuve, supposons par 'absurde que l'inégalité (4.4.7)
ne soit pas vérifiée. Alors, il existe une suite décroissante (ex)gen qui tend vers
0 telle que Qf}:“]\/[%(ek) tende vers 0 ou vers +oo. On extrait une sous-suite
(€p(k))ren de la suite (e;)ren telle que chacune des suites Cj(eyr)) converge vers
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C;. On a prouvé dans 'Etape 4 que l'on avait la convergence de QETEMQT( o(k))

vers C, = 2 [ y* exp [—22 Sy2i | dy €]0; +00[. Cest impossible vu que la
convergence de Q2 My, (ey,) vers 0 ou vers +oo implique celle de Q¥ M Mo, (e,))

€p(k)
vers 0 ou vers -+00. J

D’apres la Proposition 4.14, on sait par avance que la suite % est bornée

1
et strictement positive uniformément vu que 2. = o(e) et e¢ho = O (). Dans
la proposition suivante, on va trouver l'ordre précis de Ma,.(€). On rappelle que

ko = min { E>1| W, (Qk) (0) > O}. Maintenant, on introduit deux autres indices :

po:=min{k >2 | FEY(0) >0} et mg:= min{ko,po}. (4.4.9)

2r41 .
On va montrer que My, (€) &~ Cy.€2m0 pour tout r > 0. D’abord, on précise 'ordre

de €, en e.

Proposition 4.15. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypotheéses
(V-1)-(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypo-
theses (F-1)-(F-5). On suppose que Wy :==V + F et F" sont convexes ainsi que
a+V"(0) =0. On a alors le résultat asymptotique suivant :

0 < lim me e < lim sup €2, €7 < +00. (4.4.10)

e—0 e—0

Démonstration. Par définition du paramétre kg, pour tout 1 < j < ky— 1, on a
W (0) = weD(0) — w7 (0) = / (F(2j)(x) - F(Qj)(0)>ue(x)dx.
R

F' est une fonction polyndémiale dont le degré est 2n donc la dérivée d’ordre 25 en
. v, . . . (2‘7) o n—j F(2]+2r)( )

0 du pseudo-potentiel s’écrit ainsi : We™’(0) = >/ #MQT( €). Pour tout

1 <j <n-—1, on introduit

s(j) :=min{r >1 | FEH () £ 0} .
Par application de la Proposition 4.14, il existe une suite décroissante (€ )xen
wi (0)
1 < j < ko. De plus, d’aprés (4.4.7), pour 1 <r < ky — 1, il vient directement :
Fit+250))(0)
(2s(5))!
Jgs+ %" exp [ QZk 17 ”‘,xQJ’C} dx
Jes exp[ 2Zp_ J‘”,a:Z }dx .

L’ensemble des indices J est défini dans (4.4.8). Deux cas différents doivent étre
étudiés :

qui tend vers 0 telle que Cj(ex) = converge vers un réel C; pour tout

Q

W29 (0)

€k

a(j) Q20 (4.4.11)

€k

avec «, =
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Premier cas : p, > ko. Par définition des coefficients C;(e;) et en utilisant
(4.4.11), on obtient le résultat asymptotique suivant :

. 1 F2i+2s()) 1
Cyler) = W (0)— = = &

) - = , g(j) ——— + o {e Q2720
SOGE T T 9 g T oda T

Comme j > 1 et s(j) > 1, j + s(j) > 2. F&+20)(0) # 0 donc j + s(j) >
1 1
o

po. Toutefois, par définition de €2, Q. > Weka)(O)
minoration suivante

)
oe, 0 alors on trouve la

Q200 > (W6<3ko>(0)2;0>2<j+8m> L R

car pg > ko. Ainsi quel que soit 1 < j < kg — 1, la suite Cj(e) tend vers 0. Donc,
J = {ko} et, pour k assez grand, on a
1

1 L
O, = W (0) e, ™0 = WE(0) 5 ¢ ™™

Second cas : py < kg. Pour tout j < ky — 1, le développement asymptotique
(4.4.11) entraine l'équivalence suivante :

FRi+2:0) (0)

1
WQ]) 2] 2]% .
WO ‘ st Y

1

e 1
AT 2(7+s()
€, , on trouve ), €, >

ou K est une constante. Comme Q,, > )Wefj)(())

C := min {Kj”s“)} > 0. En particulier, pour j = pp — 1, on a la minoration

1

Q. > Ce, ™ . (4.4.12)
Or, pour tout 1 < j < ky—1, j+ s(j) > po donc p°2j;(()]) < 2}'%0 et par conséquent,
dés que € est assez petit, on a :

s(j) _po—s() 1

Qek j 2] < Ol 2jpo < O/Ek 2pg

1 1
2%~
J

€

Q

ot (" est une constante strictement positive. Puis, comme ‘We(,fj )(O)

_s(9) 1

KiQe, 7 €. %, il existe une constante C” > 0 telle que

1
WE(0)|% ¥ < C"ey ™

pour k assez grand. Puis, en reprenant la définition de €2, dans (4.4.6), on en
déduit I'existence d'une constante C' > 0 telle que pour k assez grand, on a

1

Qe < Ce, ™. (4.4.13)
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1

1 1
2kg 2kg 2p0

En effet, comme ko > pg, la quantité ‘WE%O (0)| 7" €, est dominée par ek
La minoration (4.4.12) et la majoration (4.4.13) impliquent (4.4.10). En effet, en
raisonnant par I’absurde comme dans I'Etape 5 de la preuve de la Proposition 4.14,
on peut extraire une sous-suite dont le comportement asymptotique est différent
de celui de la suite dont on I'a extraite. O]

Remarque 4.16. Dans la preuve de la Proposition 4.14, l’argument-clé avancé

(2)
des les préliminaires était la bornitude de la famille (Cj(e) = %) pour
€% e>0

tout 1 < j < ko ainsi que l'inégalité liminf. o sup,<;<y, |Cj(€)| > 0. Les inéga-

lités dans (4.4.10) impliquent que les familles (C]’(e) = We(Qj)(O)e#o_l> sont
e>0

également bornées et vérifient liminf. o sup; ;< |C’]’(e)‘ > 0. On va maintenant

considérer Cj(e) et sa limite C} a la place de Cj(¢) et sa limite Cj. Pour simplifier,
on va continuer a écrire C;(e) et C;.

1
Cette équivalence nous dit que x := e?m0y est le changement de variable
adapté qu’il va falloir appliquer par la suite. Et, on devine déja que la vitesse
1

de convergence sera e™o . Par la suite, on verra que le moment d’ordre 2 est le seul
dont on ait vaiment besoin pour estimer la vitesse de convergence de (f,u.) vers

(f, uo) = f(0).

Théoréme 4.17. Soit un potentiel de confinementV qui vérifie (V-1)-(V-8) ainsi
que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie (F-1)-(F-5). On suppose
que Wo :=V + F et I sont converes ainsi que o+ V"(0) = 0. Soit une suite

. v E—
décroissante (€x),cy qui tend vers 0 telle que Cj(er) = WE(,CQJ)(O)G;”O converge
vers C; pour tout 1 < j < ky. Alors, pour toute fonction f € C* (R, R) a croissance
lente, on a le résultat asymptotique suivant :

f//(o) fR:pzexp[ 22] 1 2 ),[E ]d$
2 fReXp[ 22] 1(2',x2]dx

pour k tendant vers l'infini ot l’entier mg a été défini dans (4.4.9).

6™ ((fe) = (o)) — (4.4.14)

Démonstration. On se donne R > 0 quelconque. Alors :
R

() — (fra0) = / (f(2) — F(0)) e () + / 9()tey (2)da

R [~ R;R]°

ot g(z) := f(x) — f(0). Comme la fonction f est a croissance lente, g 'est égale-
ment d’ot il existe une constante C' > 0 et un entier [ > 1 tels que | f(z) — f(0)| <
C (1 + |z[*) pour tout z € R. Ainsi l'intégrale portant sur [—R; R]° peut étre ma-
jorée comme suit
f;oo (1+2%)exp [—%Wek (:1:)] dx
g(x)ue, (x)dx
[—R;R]¢

<20
- Mo(ek)
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D’aprés les hypothéses (F-2) et (V-3) ainsi que le Lemme 4.7, on a la minoration
We(z) > Wo(z) > Cuat — Coa?® > "”2 pour x assez grand. Le changement de
variable z := /ey puis l'application du Lemme A.1 & Uy(y) := y* ainsi qu’a
Us(y) := y* — 2l In(y) aménent & la majoration

_R? CEk R2l
C()da| <2 —F (1
’/RR 7te(7)dr| < 26 kRMo(Ek)< R

R2
pour k assez grand. Il vient f[fR,R}C g(x)ue, (x)dr = o {6,2"0

} vu que la quantité

1
—1 oz _2m0 9 N L P
My(ex)™" est dominée par €, d’apreés les deux propositions précédentes. On

introduit la fonction f, (z) := %( flx)+ f (—a:)) Le changement de variable z —

—x donne

(@ = 1O uge)ie = [ (1) = FO) ()

R

L’application du théoréme des accroissements finis fournit ’existence d’un réel
€ [0; 2] tel que fi(z) — f4(0) = /"(0)2? + 2—14fi4)(yx)x4 pour tout z. Alors :

/_ Z (fl@) = F(0))ue, (w)dw = % L / £ (), (2)da

S ree @ exp [~ 2 W (@) da

f”(O) 9 M()(Ek)

En utilisant des arguments similaires a ceux employés plus haut, on majore le
reste ainsi

f[_R;R]C 22 exp [—%ng (x)} dx . R Re, 1
e h——r
2M0(6k) B MO(Ek) I %
. Cgezex 7lW6 x)|dx 1
pour k assez grand d’ou Jionin 2]\2[(6;’)@ & )] =0956" }
Soit K := sup,c|_g.g) ’ff)(z)
M4(€k>
2t dr| < K .
[ 50t (o] < 3D

2 1
On en déduit f Y y)ztue, (v)de = O 6,;”0} =0 {e,g”o} en prenant r = 2

puis 7 = 0 dans ’équivalence (4.4.7) avant de prendre le ratio.
Moy (ep,) ~ f]R{ 2 exp[ 22] 1 (QJ)Im ]dm
Mo (ex,) fRexp[ 2550 o ),x%]d

Enfin, on prouve de méme I’équivalence n

trouve ainsi la limite (4.4.14).



4. Vitesse de convergence 139

On va maintenant chercher a connaitre la valeur limite dans (4.4.14) avec plus
de précision. Pour ceci, on décrit les coefficients C; pour tous les indices 1 < j < k.

Corollaire 4.18. On se place sous les mémes hypotheses que celles du Théoréme
4.17. On rappelle que kg, po et mg ont été définies dans (4.4.6) et (4.4.9).
Premier cas : si kg < pg. On a la limite suivante

Jim 5 ((f ) = () = 5 <2Vé§fki)>!(0)) i ig_; £0). (44.15)

On peut noter que la mesure signée “—*¢ converge dans ce cas alors qu’a priori,
dans les cas plus générauz, on a seulement obtenu une bornitude.
Second cas : si py < ko. On considére une suite décroissante (ey,),cy qui tend

. v —
vers 0 telle que Cj(ey) = We(fj)(O)e,?O converge vers C; pour tout 1 < j < kq.
Alors :
2ko)
= Cly = W( v (0)1{p0=k0}‘
~ C; =0 pour tout py < j < ko — 1.
- Pour tous les indices 1 < 3 <py—1, on a :

2 2C
Fer) () Jp® 2P0~ exp[ 23 ot C(ZT)Q, T 2"/’0} dx

— o 2C
o= frexp [2 20" G — fpete] da

C; =

En particulier, C; > 0 pour tout 1 < j < py— 1.

Démonstration. On rappelle 'égalité W€(2j)(0) = Zf;f F(ng;)(o) AA?OT((:)). On in-

troduit & nouveau s(j) := min{r > 1| F**(0) > 0} pour tout 1 < j <
ko — 1. Soit une suite décroissante (ex)ken qui tend vers 0 telle que Cj(ex) =

. J_q
W) (0)e,  converge vers C;. En utilisant une méthode similaire a celle de la
1

preuve de la Proposition 4.14 (avec le changement de variable x := e,:TOy au lieu
de x := ), y), on obtient pour tous les indices 1 < j < ky—1:

: F@i+2sG)) (0) sG) sG)
2 m, m
W0 = g s +{ '}
s 22 exp [ QZP Ren] ﬁp] dx

avec q, =
Jas €xp [ ZZP . (2?)'35212} dx

Premier cas : si kg < py. Cj(e) = VVE(QJ')(O)E’%_1 Donc pour tout 1 < j <

ko — 1, on a Péquivalence Cy(e) s T2 - Mi"~1 Par définition d

o — 1, on a I'équivalence Cj(¢) T ()€ ar définition de pg,

J+5s(j) > po > ko donc Cj(e) — 0 et 'on a

Jor ¥ exp [—QWO(%O (0) oy ] dx
S exp [—2W(0) 2 |

1

lim ¢, ™ ( (f,ue,) — <,U0>) = %f”(())

k— 00
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2kq 1
On applique le changement de variable z := (#%) w20 ce qui permet
N 0
d’obtenir la convergence vers 1 o\ " ") f7(0). 1l s’agit de 'unique
2\ ) r(5)

valeur d’adhérence donc on en déduit (4.4.15).

425 j+5(5)
Second cas : py < ko. Ici, pour j < ky—1: Cj(e) = %Oﬁs( )6] W ' On

en déduit que pour tout py < j < ko — 1, C; = 0. Et, pour tout 1 < j < py — 1,

(27+25(7))
ona(Cj= W ;) avec j + s(j) = po. Donc

) fR+ (po=7) exp[ 2Zk 17 J’“,x%k} dx

(2(p 0—]))- Juw exp [ -2 5000, ] do

C; =

ko _y
JOA{L; -3 ko—1}={1;--; po— 1} et Cy,(ex) = WE(SkU)(O)e:O donc si kg =
Po, on a Cy, = WéQkO)(O) et si kg > po alors Cy, = 0. On connait J et C; pour tout
élément j de J ce qui achéve la preuve. O

Remarque 4.19. Si on prouve l'unicité des coefficients C;, alors on dispose de
l'unicité du préfacteur qui décrit la vitesse de convergence et par conséquent, méme

st po < ko, on a la convergence de <(f, ue) — (f 5 uo) )e_% comme dans (4.4.15).

C’est notamment le cas pour py = 2 : on a directement cette unicité des coefficients
et donc la convergence. En effet, dans ce cas précis, il n’y a qu’un seul coefficient
a déterminer et il s’agit de Cy qui vérifie alors ’égalité

2Ckq 2k
F@ () Jgr®exp |-Cia” — e | da
o = 20 - 5 —£(Ch) . (4.4.16)

2 Jz exp [ Cia? — 2(:“()’,:52’“0} dx

(4) .

On remarque que £'(z) = —w {IE (XY —E [X2]2} ot X est une variable aléa-
toire dont la loi admet une densité par rapport a la mesure de Lebesque : u,(z) :=
exp |:7z:r27 (226,;];?! 12’“0}

Jp exp |:—zu2— (226,;];())! u%O] du

unique parametre Cy qui satisfait I’équation (4.4.16).

. La fonction & étant strictement décroissante, il y a bien un

On constate que dans le cas ou V”(0) + F”(0) = 0, la vitesse de convergence
n’est pas d’ordre e. Ainsi il est clair que cette vitesse ne peut pas décemment
étre considérée d’ordre € par défaut méme si c’est bien le cas dans la plupart des
situations.

' 0 0 _ 1 1
4.5 Vitesse de convergence de u, vers uy = 50z, + 504, avec
o > 0

On suppose a nouveau que le potentiel de confinement V' satisfait les hypo-
theses (V-1)—(V-8) ainsi que (V-10). D’aprés la Proposition 3.27, on sait que le
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réel 2o > 0 intervenant dans la mesure est tel que V'(zo) + $F'(2x0) = 0 et
V(o) + § + $F"(2x¢) > 0. La Proposition 3.14 implique l'inégalit¢ 2y < a. Et,
comme xo > 0, on a également v = F"(0) < 9.

Par ailleurs, Wy(z) = V(z) 4+ 3 F(x — x9) + 1 F(x + z0) — F(z0) > W (xo). Comme

précédemment, on définit ky := min {k >0 | Wé%)(O) > 0}.

Lemme 4.20. Si les fonctions V" et F" sont convezes, le pseudo-potentiel limite

Wy atteint son minimum global en exactement deux points : xy et —xy. De plus,
W (zo) > 0 c’est-a-dire ko = 1.

Démonstration. Comme V" et F” sont convexes, le Théoréme 3.28 afirme que le
pseudo-potentiel limite posséde un unique point critique strictement positif et il
s’agit de xg.

Supposons par l'absurde que 'on ait W/'(zo) = 0. Comme W, admet un extremum
local en zy, I'inégalité Wé?’) (x9) = 0 est satisfaite. Toutefois, W est convexe donc
Wé3) est croissante. On sait que Wé3)(0) = 0 car Wy est paire. Alors, pour tout
x € [0; 2], Wé3) (x) = 0. On en déduit W{'(0) = W'(xg) ce qui est impossible car
Wi (zg) =0et WJ(0) =a—19 < 0. En effet, 9 = —V"(0) car V" est convexe. [J

Lemme 4.21. Si le pseudo-potentiel limite Wy n’a que deux puits a savoir xq et
—xg et si Wi (xg) > 0 alors pour € assez petit, le pseudo-potentiel W, admet un
unique puits strictement positif x. De plus, z{, vérifie le développement asympto-
tique sutvant :

W/

xo = 10 — c(%0) o {W!(z
0 0 W6/(~T0) + {We( 0)} : (451)

Démonstration. 1l s’agit d'une conséquence directe du Lemme 4.7 étant donné que
D = {zg; —x0} et qu’en plus W (D) > 0 pour tout D € D. O

Lemme 4.22. Si le pseudo-potentiel limite Wy n’a pas d’autres puits que xq et
—xg, pour toute fonction f € C* (R, R) a croissance lente, on a ’estimation asymp-
totique suivante :

/Rf(:c)efm(x)d:c =2,/ W;&B) e’mee(zs) {f+(:c8) +v(f)e+ o(e)} (4.5.2)

avec

(5 W; W, Wy, ! (2p)
V(f) = (48 )/\?S BRT: W22> [ (o) — 4—W22f+(xo) + 4+W2 : (4.5.3)

Ici, on utilise les notations Wy, = Wék)(xo) et fi(z):= w

Démonstration. D’aprés le Lemme 4.21, on sait que D¢ = {zf; —z§} ou xf vérifie
'estimation asymptotique (4.5.1). Ainsi I'Hypothése 4.10 est satisfaite. Le Lemme
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4.7 fournit directement ’estimation suivante :
2W€(ZQ)

/Rf(t)e_me/s(t)dt = (:cg) xo)—l—%r(f)e—l—o(e)} (4.5.4)

e O ) (e kol

5 W2, Wi + W, "4
b e ) gy D, T
48 WQ,E 16 WQ,E 4 WQ,E 4 W27€

avec

() = Sk
Ici, on a utilisé la notation Wy, . := We(k)(xg). Ainsi (4.5.4) devient

Af@eW“wzziﬁ%gf”ﬁ{ﬁ@a+wﬁmw@}

ou(f) = M On obtient (4.5.2) et (4.5.3) en faisant tendre € vers 0. [

En combinant les Lemmes 4.21 et 4.22, on peut obtenir une estimation de la

dérivee W!(xo).

Proposition 4.23. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypotheses
(V-1)-(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypo-
theses (F-1)-(F-5). On suppose de plus que le pseudo-potentiel limite Wy n’admet
pas d’autres fonds de puits que xy et —xy et W['(xg) > 0. On a alors la limite
suvante :

oy Welawo) _ F® (@uo) Wy (r0) — W () (F"(20) — )
e—0 € 8W6/(:U0) (V"(xo) + F"(2x0))

(4.5.5)

Démonstration. Comme Wy admet un extremum local en z, celui-ci est un zéro
de la dérivée W{ : W{(zo) = 0. En rappelant que 'on a W/(z) — W/(xz) = F' *
uc(z) — F' * ub(z) pour tout z € R, on peut écrire

Wi(ro) = W)~ [ e ule)d = 5 (€Can) + €(=a0)

o) =
Jp&(2) exp [ 2We(z )} dz
Jeexp [-2W(2)] dz

o &(z):=F'(xg—2) et £4(2) = %(f(z) + 5(—2)) L’application du Lemme 4.22
a la fonction £ et a la fonction constante égale a 1 fournit

— &4 (20)

/g gy _ g [T, %{Q@BHV(QHO(E)} (4.5.6)

/ EWE(x)dx _ 9 e o 2W5(10> {1 + ’}/(1)6 + 0(6)} . (457)
R
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L’application v est définie dans (4.5.3). On divise (4.5.6) par (4.5.7) et on obtient :

/R E@ua)de = E(5) +1(E)e — (@) (Le + ofe)

On trouve alors

£l (o)
4 W,

[d@niads = eutwt)+ (- Pratiton + Sy o @58)

Par conséquent, on a

W!(x) Ep(xg) —Ep(mo) 2§ —m0 | Ws " (w0)
€ {1_ 9506—1’0 W(;é(xo)} __4W22£+(w0)+ iW? +oll)

Le développement (4.5.1) donne

. W) o (wo) \ Wy, Y (o)
A <1+ W%’(l’o)) - <_4 W22§+(x0)+ 4+W2 ) '

Comme Wy = Wi (wo) = VO (wo) + L5 ot Wy = W(a0) = V"(wo) + 5 +
F"(2z0)
2

, on obtient (4.5.5) aprés simplification. O

A partir de la, on peut évaluer la position de zf, le puits du pseudo-potentiel
W, par rapport a celle de xg, le puits du pseudo-potentiel limite W.

Corollaire 4.24. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-
1)-(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F' qui vérifie les hypothéses
(F-1)-(F-5). On suppose de plus que le pseudo-potentiel limite Wy n’admet pas
d’autres puits que xy et —xo ainsi que W'(xo) > 0. On a lestimation asymptotique
susvante :

-0 W (20) (F"(2a0) — o) — F® (2m0)W{ (20)
¢ 8W{ (0)2 (V" (x0) + F"(210))

(4.5.9)

lorsque € tend vers 0.

Démonstration. Comme la dérivée seconde W{'(zo) est strictement positive, on
sait d’apreés le Lemme 4.21 qu’il suffit de diviser (4.5.5) par —W{'(z) ce qui donne
directement l'estimation asymptotique (4.5.9). O

Or, pour connaitre la vitesse de convergence, d’aprés 'estimation asymptotique
(4.5.2), il suffit de connaitre la distance entre les deux puits z§ et z5. On peut
donc maintenant donner la vitesse de convergence de u? vers uy.

Théoréme 4.25. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-
1)=(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F' qui vérifie les hypothéses
(F-1)-(F-5). On suppose de plus que le pseudo-potentiel limite Wy n’admet pas
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d’autres puils que xo et —xqo et que Wl'(xg) > 0. Quelle que soit la fonction
f €C*R,R) a croissance lente, on a :
 ((frue) = (fu)) [T (@) + [ (=m0)
eh—n>lo € B WY (o) +x(@o)
V(g) (ZL’()) + F(S) (21’0)
V'(xg) + F"(2x0)

f'(wo) — f'(=20)
W' (o)

avec  x(xg) = —

Démonstration. Comme la mesure limite est une somme de deux mesures de Di-
rac : g = 305, + 30_s, on trouve (f,uc) — (f,uo) = [5 f( x)dx — fi(xg) avec
fi(z) = M On applique le Lemme 4.22 a la fonctlon f et a la fonction
constante egale a 1. On divise la premiére estimation par la seconde et on obtient
un résultat similaire a celui que 'on avait dans (4.5.8) avec f a la place de & :

[ ortas = peta) + (-t + L) ot

Par conséquent, si on introduit

(frue) = (fruo) — fr(ag) = fi(xo) x5 — w0 Wi(20)

Te = )
€ x§ — To W!(xg) €
. _ fi(=o0) Wi fl (20) f+(@§)—f+(20) 2
on trouve lim,_,q 7, = 4‘/;;6’(930) — 4;{}22 . Or, & ;:)g—xz & — fi(xo). Le déve-
loppement (4.5.1) implique la limite suivante : 51}’,;500) — — W,,( . Enfin, d’apres

W (o) F® (220)W§ (z0) - WS <xo>(F"(2xo>—a>
e 7 8W6’?zo)(V”(zo)+F”(2:1:0)) Par

la Proposition 4.23, on sait que

conséquent :

- (frue) = (fyuo) t (20)

i () Rt )
ou l'on a
Aty = o) (F7(2a0) — @) = FO@a) Wi (z) - Wy
v WY ()2 (V7 (o) + F"(2)) AW3
20 (o) + FO)(21)
8W6/($0) (V"(Io) + F”(QSL’O))

ce qui achéve la preuve vu que W% (zo) = V©®(z) + 1FB)(2y). O

On peut constater que si 'on avait un pseudo-potentiel W, constant par rap-
port au parameétre € et donc si son puits était toujours g, 'ordre de la vitesse de
convergence serait encore € mais le préfacteur serait différent. En effet, il suffirait
d’appliquer le Lemme 4.22 puis de remplacer W, par W et x par xo dans 'estima-
tion asymptotique (4.5.2) et I'on trouverait alors y(zg) = W) ( w5 Par conséquent,
le fait que le pseudo-potentiel W, dépende de € apporte une perturbation dans le
préfacteur de la vitesse de convergence.
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4.6 Comportement asymptotique autour du dioptre o« = 9

On suppose a nouveau que le potentiel de confinement V' vérifie (V-1)—(V-8)
ainsi que (V-10) et que le potentiel d’intéraction vérifie (F-1)—(F-5). On suppose
également que les deux fonctions V" et F” sont convexes. Automatiquement, le
potentiel V' vérifie 'hypothése (V-9). On considére une mesure invariante symé-
trique u? associée a la diffusion auto-stabilisante (0.0.5). On sait qu’elle existe
d’apres le Théoréme 2.22. D’apres le Théoréme 3.28, on sait que u? converge vers
u) = 16, + 26_,, ot 7 est défini comme étant 1'unique solution positive ou nulle
de (3.4.10). D’apreés les précédents résultats (le Théoréme 4.13, le Théoréme 4.17
et le Théoréme 4.25), en considérant une fonction f € C* (R, R) & accroissements

polynomiaux, on a la limite suivante :

1n|<f7u8>_<f7ug>|:A(a> _{ 1 Sia%ﬂ

lim = .
— si a = 1,

e—0 In |e|

ot mg a été défini dans (4.4.9). On en déduit qu’il y a un dioptre en o = 9.

Le but de cette section est de lier contintiment le comportement lorsque o tend
vers 1) par valeurs inférieures avec celui de « tendant vers ¢ par valeurs supérieures
a travers l'entaille o = 9.

On va se concentrer ici sur un exemple particulier mais le résultat peut étre

facilement étendu a des cas plus généraux. On prend V(x) := fo — 2 ot F(z) =

2
% + % Ici, ¥ = @ = 1. Afin de connaitre le comportement de u? — u) sur ce
dioptre, on va ajouter une dépendance en e dans le paramétre . On considére
par conséquent deux nouveaux potentiels d’intéractions :
4 2 4 2
(14 pelx N (1= pelx
FrPlr)=—4~——"""" e FPa)=—+——}"1">o"o
ou p > 0. Lorsque l'on prend F.* on dit que l'on considére le coté droit du
dioptre et inversement, lorsque 'on prend F.?, on dit que l'on considere le coté
gauche du dioptre.
Le nouveau probléme que 'on étudie est alors une petite variation autour de la
diffusion auto-stabilisante (0.0.5) :

{ dX = \/edB, — {2(X{)® + (3male, t) £ pe) X} dt (4.6.1)

mo(e,t) = & [(Xf)z} :

On a enlevé les moments impairs car on considére ici des mesures symétriques.
Ainsi méme si I'équation différentielle stochastique sans les moments impairs
est différente de I'équation différentielle stochastique avec les moments impairs,
comme on part d’'une mesure symétrique, les deux systémes sont similaires.

La nouvelle équation avec F5* 4 la place de F est differente mais I'existence d'une
solution forte est toujours vraie car on a prouvé celle-ci a € fixé dans le Théoréme
1.14.

De méme, 'existence d’une mesure invariante symétrique a été prouvée dans le
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Théoréme 2.22 a e fixé donc on en déduit que la nouvelle diffusion (4.6.1) admet
une mesure invariante symétrique que I'on note u®7*#. On sait également que
cette mesure stationnaire est unique d’aprés la Proposition 2.23 car le potentiel
d’intéraction FX° est de degré 4.

Afin de pouvoir étudier le dioptre d’un point de vue vitesse de convergence, il faut
d’abord prouver que 'on a bien la convergence de cette mesure symétrique. Ceci
ne peut pas étre obtenu par simple application des résultats du Chapitre 3 puisque
ces résultats en question n’ont pas été obtenus a € fixé. On pose dans toute la suite
my(e) i= [ 2?ud™=¢(2)dx en gardant bien & I'esprit que ms(e) dépend de p mais
aussi du coté du dioptre que 1'on étudie. Alors ms(e€) est 'unique réel strictement
positif tel que

Jo 2% exp [_wﬁ _ ﬁ} dr

+ € €

mo(€) = P - (4.6.2)
f]R+ exp [_ ma Ee) pen 2 a:?] dr

A partir de cette équation, on va prouver la convergence étroite de la mesure
stationnaire symétrique de la diffusion auto-stabilisante (4.6.1) vers la mesure de
Dirac 9.

0,n,+

€

Proposition 4.26. Quel que soit 7 > 0 et p > 0, la mesure u
étroitement vers &g lorsque € tend vers 0.

P converge

Démonstration. On suppose par ’absurde qu’il existe une constante positive C' et
une suite décroissante (€;), oy qui converge vers 0 telles que ma(e,) > C pour tout
k € N. Pour simplifier, on va omettre 'indice k. En appliquant le changement
de variable z := /ey dans (4.6.2), on trouve ma(€) = €& (mo(e) £ %,e) ou la
fonction & est définie comme suit :

exp [—3uy?® — vyl

&(u,v) ::/]R Vvl (y)dy  avec  v,,(y) == (4.6.3)

fR+ exp [—3uz? —vzi|dy

Soit u € R et v > 0. On considére une variable aléatoire X dont la distribution
est v,,,. L'inégalité de Jensen implique :

%(u,v) = 3E[XY+3E[x?Y" <0
et %(u,v) = -E[X°]|+E[X']E[X? <O0.

Pour € assez petit, on a 3may(e) £ pe” > C. On en déduit U'inégalité may(e) <
Jo, v exp[-Cy?]dy
Jr, exp[=Cy?ldy
ma(€) > C > 0. Donc, on en déduit que my(e) converge vers 0 lorsque € tend
vers 0 ce qui équivaut a la convergence L? de u2™** vers dy. Par suite, on a la
convergence étroite de u2™# vers §y. O

. Le terme de droite tend vers 0 ce qui est impossible puisque
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Comme on a vu précédemment, la vitesse de convergence de (f, u?) vers (f, ud)
est directement lice & celle de my(€) vers 0.

En effet, on a (f,u?) — (f,ud) = @mg(e) +0{ma(€)}. Maintenant, on va étudier

séparément les vitesses de convergence selon le coté du dioptre que I'on considére.

4.6.1 Vitesse de convergence a droite du dioptre o = 1§

On commence par regarder 'ordre de la vitesse de convergence.

Proposition 4.27. Avec les notations de cette section, si [’on considére le systéme

gouverné par V(x) = %4 - “”72 et FXP(x) := % + %92 on a la limite suivante :
. In|ma(e)] _ ‘ 1
6linO Tl Ai(n):=1—minqn; S0 (4.6.4)

Démonstration. Rappelons que my(e) vérifie mo(e) = €& (mo(e) + %, €) ou £ a
été définie dans (4.6.3). Comme on a vu dans la preuve de la Proposition 4.26,
la fonction & est décroissante suivant ses deux variables. De cela, on en déduit
(4.6.4). En effet :
~ male) + £ > my(e) donc ma(e) < e€(ma(e),0). En faisant le changement
de variable y := \/3\5—2(6), on obtient my(e)* < & d’ott my(e) < \/ig‘

— ma(€) + % > % donc ma(e) < ef(%,()). En faisant le changement de
-n

- _ - '
variable y := VL on obtient ma(€) < =T

Par conséquent, il existe une constante C' > 0 telle que my(e) < Ce+. De cela,
on en déduit qu'il existe une autre constante C’ > 0 telle que mo(e) + % <

cremin{3} | En utilisant la décroissance de ¢ suivant ses deux variables, il vient :

ma(€e) < € <C’/€min{n,%}7€min{1;2n}>
f]R+ y? exp [_30/ <€min{27i}y>2 - <€min{g,i}y>4} .
oo [50 () (i) g

Le changement de variable y := e~ min{3.3}, fournit directement Uexistence dune
constante C” > 0 telle que my(€) > C"eM+0, O

IN

€

On calcule maintenant le pré-facteur afin de préciser I'influence de p > 0.

Corollaire 4.28. Avec les hypotheses de la Proposition 4.27, on a :

ma(e) i st 2n <1
6h_r}no () AT (n) T i 2n =1 (4.6.5)
To st 2n>1
avec :1::; = £ (x; + g, 1) 4.6.6
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la fonction & étant définie dans (4.6.3).

1
Démonstration. Premier cas : n < 3" Alors Ay(n) = 1 —n. On applique le
changement de variable z := e2y dans (4.6.2) et on obtient :

ma(e) = €€ (M{)

€ €

ou £ a été définie dans (4.6.3) et o € := ¢!727. Comme mQT(e)e_" tend vers 0, on
peut utiliser le Lemme A.3 avec U(z) := Mgﬁ + y2—4 et f(z) := 2?. Ainsi :
ma(e)e"+E 1\ o, & - 1
{(%, ?> N gy = 5 Ao ma(e) A el
1
Second cas : =3 Alors A (n) = % On applique le changement de variable
z = eiy dans (4.6 2) et on obtient :

ma(e) fR+ o2 exp [_ (p n 3m\2/(;)> y? — yﬂ dy
Ve Jr, exp [— (p + 3—’”&(5)) y? - y‘ﬂ dy

mz(

Soit C' une valeur d’adhérence de . L’égalité précédente fournit directement

C' =z} défini dans (4.6.6). Comme z} est unique, il y a une unique valeur d’adhé-

/ ma(e) +
rence et par conséquent —Jc converge vers

1 .
Troisiéme cas : n > —. On procéde exactement comme précédemment en utili-

sant le changement de variable du second cas. Comme différence, on a la dispa-
rition du parameétre p dans I'exponentielle puisque la quantité mo(e)e™" est trés
grande. On voit & nouveau apparaitre une unique valeur d’adhérence et il s’agit
cette fois de xg. O

On peut noter que pour 1 > 3, la vitesse de convergence du systéme (4.6.1)
est constante aussi bien pour I’ ordre que pour le préfacteur.

4.6.2 Vitesse de convergence a gauche du dioptre o« = 9

On va maintenant s’intéresser a la vitesse de convergence lorsque 1’on est du
cOté gauche du dioptre. Comme pour le coté droit, on commence par 'ordre de la
vitesse de convergence avant de spécifier le préfacteur.

Proposition 4.29. Avec les notations de cette section, si l’'on considére le systéme
B 4 2 _ 4 el . .
gouverné par V(z) := L — L et F=P(z) i= 2 + L2242 on a la limite suivante :

lim In ma(e)] =A_(n) := min {77; %} : (4.6.8)

e—0 In ’6‘
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Démonstration. Premier cas : n > % On applique le changement de variable
2 :=eiy dans (4.6.2) et on obtient :

- ma(e)  pe’
mQ(e)_\/E5< N ,1). (4.6.9)

Supposons que 'on ait liminf,__, mf[(e) = 0. On considére alors une suite décrois-

ma(ex)

2o
3
/@ et en faisant tendre & vers Pinfini, il vient 0 = £ (0,1) = S0 > 0. Ainsi il

r(3)

existe une constante C' > 0 telle que my(e) > C'\/e pour tout € > 0 et pour € assez

sante (ex)gen qui tend vers 0 telle que tende vers 0. En divisant (4.6.9) par

1
. n- . , , . .
petit, mo(e) — 25— > C". La fonction ¢ étant décroissante suivant ses deux va-
In|jma(e)| 1

riables, on trouve mQT(:) < &(C",1). Par conséquent, on a bien lim,_, Wl 2

lorsque n > %
Second cas : ) < % On applique le changement de variable z := | /ﬁ(e)y dans
(4.6.2) et on obtient :

eeT—56 1
ma(€) = €€ (L :) (4.6.10)
€ €
ol € := €'727. La fonction ¢ étant décroissante, il vient m:—(e) < €(34,1). En
utilisant le Lemme A.3, on obtient la convergence de & ( =5 é) vers £ et ainsi
ma(€) = O (€"). Supposons maintenant par 'absurde qu’il existe une suite dé-
croissante (e;)ren qui tende vers 0 et telle que mQ(e’“) < £. Alors, (4.6.10) implique

mg( ) 1
I >f( 6~~)

car ¢ est décroissante. On utilise & nouveau le Lemme A.3 et on obtient la conver-

gence de & (—67, ?) vers £ ce qui est impossible. On en déduit donc la minoration

m:TE <) > £ pour € assez petit. Ainsi my(e) et € sont du méme ordre ce qui implique

la hmlte (4.6.8). O

On peut remarquer 'asymétrie des résultats : 'ordre de la vitesse de conver-
gence est min{%; n} sur la partie gauche du dioptre et 1 — min{%; n} sur sa partie
droite. En effet, lorsque a > 1, la mesure limite est toujours dy,. Au contraire, si
a < 9, la mesure limite n’est pas ¢y donc plus 1 est petit, plus la mesure u2"~*
est loin de sa limite dy.

Précisons maintenant le préfacteur de la vitesse de convergence & gauche du
dioptre.
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Corollaire 4.30. Avec les hypothéses de la Proposition 4.29, on a :

£ si 2np<1
5
i 2 - e si =1
e—0 eA-(m) P .
T st 2n>1
- P
avec x, = §<:Up — 3 1) (4.6.11)

ou le réel xy est défini dans (4.6.7) et ou la fonction & est définie dans (4.6.3).

1
Démonstration. Premier cas : n < 3" Alors A_(n) = n. On applique le change-

ment de variable z := €2y dans (4.6.2) et on obtient

2 —3ma(e)e " 2 4
my(€) Jr, v¥ exp [p =Y - y?} dy

en

—3ma(€)e" 4
Ju exp [ty 2] gy

ol € := €!7* — (. Soit une suite décroissante (ex), .y qui converge vers 0 telle
que mgy(€)e” converge vers C' > 0. On applique le Lemme A.3 & la fonction
Uly) = w(?f + ‘1’2—4 et f(x) := z? alors on obtient C' = 2% ; ¢ étant le
point critique ot Ug atteint son minimum global sur R avec Ug(y) := %yQ—i—y—;.
Si C > £ alors z¢ = 0 donc C' = 0 ce qui est impossible. On en déduit C' < £

p—3C
2

ma(e)e” — £.

w

puis z¢ = donc C' = £. Il s’agit de I'unique valeur d’adhérence donc on a

1 .
Second cas : n > 3" On procéde exactement de la méme maniére que dans la

preuve du Corollaire 4.28 aprés avoir utilisé le changement de variable x := eiy
dans (4.6.2). O

4.6.3 Régression linéaire a travers le dioptre o« = 1§

Rappelons que ms(€) dépend de 7, de € mais aussi du coté ou l'on se place.
Dans cette sous-section, on pose m (¢) le moment d’ordre 2 du coté droit et m, (¢)
celui du coté gauche.

En prenant p := 1, le Corollaire 4.28 implique

1

In(my (¢)) = (1—-n)ln(e) —In(2) +o(1) pour 7€ }0; 5[

1 1
3 In(e) + In(xg) + 0o(1) pour n € ] 3 oo[
olt z est défini dans (4.6.7). Prenons € := 107! pour simuler le moment d’ordre

deux de la mesure stationnaire symétrique associée aux parameétres. En rappelant

+ PV .. L ln(m;(e))—)ﬁ(n) ]
que AT (n) a été défini dans (4.6.5), voici le graphe de &(n) = g
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0.4+

0.2

eta

Fig. 4.1: Coté droit du dioptre.

La ligne continue correspond a la fonction 1 — min {77; %} La discontinuité est
causée par la bifurcation du pré-facteur.
On a supprimé le préfacteur A7 (n) sinon il aurait fallu prendre e beaucoup plus
petit pour que la courbe simulée soit vraiment proche de la courbe théorique
limite.
Maintenant, on regarde le coté gauche du dioptre. En prenant p := 1, le Corollaire
4.30 implique

In(my (€)) = nln(e) —In(5) + o(1) pour n € ]0? %[
1

et In(my(e)) = 5 In(e) + In(xg) + o(1) pour n € } %; oo[

ou zg est défini dans (4.6.7). Prenons € := 107! pour simuler le moment d’ordre

deux de la mesure stationnaire symétrique associée aux parameétres. En rappelant
In(mj ())-A~(n) |

que A (n) a été défini dans (4.6.11), voici le graphe de &(n) := e

1
0.8

0.6

0.4

0.2

eta

Fig. 4.2: Coté gauche du dioptre.

La ligne continue correspond a la fonction min {77; %} La discontinuité est
causée par la bifurcation du pré-facteur.



4. Vitesse de convergence 152

Remarque 4.31. Tout le travail de cetle section a été effectué avec V(x) =
4

X IE2 P fE4 {EQ N ) - A 2
& — % et F(x) == % 4+ % mais Uon aurait pu prouver le méme résultat pour

A% (1) avec des potentiels différents tant que l'on a mg = 2.

Remarque 4.32. On peut traiter I’équation (4.6.2) (qui est centrale dans ’étude
autour du dioptre) en utilisant des fonctions de Bessel modifiées, voir [11].

4.7 Vitesse de convergence de ul® vers dq,

Dans cette section, on suppose que V satisfait les hypothéses (V-1)—(V-7) ainsi
que (V-10). On suppose également que V" et F” sont convexes. Ainsi V' vérifie
(V-9). Soit ay un point critique du potentiel V. 1l s’agit donc soit de a; soit de as
soit de ag d’aprés 'hypothése (V-2). On admet I'existence d’une mesure invariante
excentrée autour de ag pour € assez petit. En d’autres termes, on suppose qu’il y
a une suite de mesures stationnaires (u?}?)keN* pour la diffusion auto-stabilisante
(0.0.5) qui converge vers d,,. On va omettre I'indice k pour simplifier la lecture
par la suite. On suppose de plus que 'on a a + V" (ag) > 0.

On rappelle que 2n est le degré de F'. D’aprés le Théoréme 2.24 et la Proposition
3.16, on sait qu’il est suffisant d’avoir

V(z) —Vi(ag) + F(x —ag) > 0 Vz#ag

Fpt2
) s Gl p,(“())'\aow < a+V"(ag)

p=0
pour qu’il existe une telle suite de mesures. On note W le pseudo-potentiel
associ¢ a la mesure u?. Il converge vers Wy° = V + F(. — ag) — F(ap). On
suppose aussi que F” est convexe. La condition (4.3.6) est clairement satisfaite
car ag est I'unique point oil le pseudo-potentiel limite W{J° atteint son minimum
global si ag vérifie V(z) — V(ap) + F(x — ap) > 0 pour tout x # a.

Lemme 4.33. On suppose que a+V"(ap) > 0. St V" et F” sont convexes, pour e
assez petit, W2 atteint son minimum global en un unique réel a. et celui-ci vérifie
de plus le développement asymptotique suivant :

(Wee)' (ao)

— m +o0 {(Wfo), (ao)} . (4.7.1)

e — Qo
Démonstration. ag est 'unique point ou le pseudo-potentiel limite W atteint son

minimum global et (W§°)" (ag) = a4+ V" (ag) > 0 donc il s’agit d'une conséquence
directe du Lemme 4.7. O

Comme dans le cas des familles de mesures stationnaires qui convergent vers
%(5900 + %5_%, on fournit déja un premier résultat asymptotique faisant intervenir
le puits a,.
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Lemme 4.34. On suppose que o+ V" (ag) > 0. Si V" et F” sont convexes, pour
toute fonction f € C*(R,R) a croissance lente, on a le développement asympto-
tique :

/ f(z “IWO@ gy — 9 [ "¢ e_zwgeom){f(ae) +v(f)e+ 0(6)} (4.7.2)

(Wee)" (ac)
avec
Wi W, Ws "(a
Y(f) = <458 V\%’ T W22> f(ao) — I V\sz (ag) + J; g/voj. (4.7.3)

Ici, Wy, = (W)™ (qy).

Démonstration. Comme (W§°)" (ag) > 0, on trouve (4.7.2) et (4.7.3) en faisant
tendre € vers 0 aprés application du Lemme 4.7. ]

Les Lemmes 4.33 et 4.34 permettent de donner I'ordre de (W2)' (ag) et par
suite de calculer précisément la vitesse de convergence de u2 vers ug".

Proposition 4.35. On suppose que o+ V"(ag) > 0. Si V" et F" sont convexes,
on a la convergence suivante :
ao )’ (3)
(WY (a) . aV(ay)
€ 4V (ap) (o + V" (ap))

(4.7.4)

lorsque € tend vers 0.

Démonstration. Comme V admet un extremum local en ag, celui-ci est un zéro de
V'. Par conséquent, (W) (ag) = [, F'(ao — z)u®(z)dz. On introduit la fonction
£(z) == F'(ap — z). On procede comme dans la preuve de la Proposition 4.23.
L’application du Lemme 4.34 & £ et & 1 donne

/R £(z)e W@y = 2 ﬁ e {€@) +7(©e+ o)} (475)
ot /Re_fweao(x)dg;ZQ m e M{1+7(1)e+o(e)}. (4.7.6)

La fonction v est définie dans (4.7.3). On divise (4.7.5) par (4.7.6) et on obtient

[ i@ =€)+~ Ela Ve +o(0)
Apres avoir effectué la somme, il vient

/]R E(@)ut(z)dr = E(al) + (— 4%225’<a0)+i/%;)e+0(6). (4.7.7)
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Ainsi :

(W) (ao) §lar) —&(ao) ac—ao | Wsf'(ao) | "(ao)
€ {1_ a. — ao (Wfo)/(ao)}__ 4 W3 +4)/\72

+o(1).

Or §(ae)—¢&(ao)

ae—agp

aec—ag
(We©) (ao)
En rappelant Wy = (W) (a) = VO (ag), Wy = V"(ag) + a = (W) (ay),

converge vers &'(ag) = —a et converge vers

1
a+V"(ap)"

&' (ag) = —a et £"(ag) = 0, on obtient aprés simplification
v wee) Ve
(1) (V) (o) VO]
a+V"(ag) € 4 (o + V" (ap))
ce qui achéve la preuve. O

On peut maintenant évaluer la distance entre le puits a. du pseudo-potentiel
Wao et le puits ag du pseudo-potentiel limite W°.

€

Corollaire 4.36. On suppose que o+ V" (ag) > 0. S V" et F sont convezes, on
a la limite suivante :

o a.— ag aV® (ag)
lim = — 5 -
—0 € 4V (ap) (o + V" (ap))

Démonstration. D’aprés le Lemme 4.33, il suffit de diviser la limite (4.7.4) par
—(a+ V"(ag)). ]

Théoréme 4.37. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-
1)—(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction (F-1)-(F-5). On suppose
de plus que V" et F” sont convexes. On suppose également que o + V" (ag) > 0.
Quelle que soit la fonction f € C*(R,R) a croissance lente, on a la convergence
suivante :

1

Lty ) s V0000~ VOl

AV (ap) (a4 V"(ag))

lorsque € tend vers 0.

Démonstration. On procéde comme dans la preuve du Théoréme 4.25. Comme
Uy = 04y, ON trouve

(Fout) — (frug) = / f(@)u (z)dz — f(an)

On applique le Lemme 4.34 & f et & 1 puis en divisant la premiére estimation par
la seconde, on obtient un résultat similaire a (4.7.7) avec f a la place de ¢ :

Wy
PRYY:

[ roneis = )+ (- s+ L) e ofe).

4 W,
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Par conséquent, on obtient directement
(f,ue®) = {f0a0) _ flad) — flag) ac—ap W5 f"(ao)
= — — 1).
€ ae — ag € 4W22f(a0)+4W2 +o(l)
En se servant maintenant du Théoréme 4.36, on obtient
Jo f(@)ul (x)dz — f(ao) f"(ao) :
— —————— + f'(ap)A(a
€ 4 (Wgo)// (ao) f ( 0) ( 0)
ou l'on a
(3) (3)
A(ao) - Vv ((Io) 5 — V (ao) .
AV (ag) (o + V" (ap)) 4(a+ V" (ap))
B V(3)(ag)
AV"(ag) (o + V" (ap))
ce qui achéve la preuve. O

Remarque 4.38. On retrouve le résultat du Théoréeme 2.27 en prenant f(x) :=

x*. En effet, par définition, on a

ag k
. m, (€) —a
7"8 ‘— — lim M )
e—0 €

Toutefois, dans le Théoréme 2.27, il n’a pas été démontré que toutes les mesures
stationnaires excentrées autour de ag vérifiaient ceci; il a seulement €té prouvé
qu’il y avait une mesure le vérifiant. Ainsi les résultats du Chapitre 4 sont plus

forts que ceux du Chapitre 2.

De plus, le Théoreme 2.27 ne concerne que les puits de V' alors qu’ict, le résultat
est également vrai pour les bosses tant qu’il y a une suite de mesures stationnaires

qui converge vers g, .
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5. SYSTEMES DE PARTICULES ASSOCIES A LA DIFFUSION
DE MCKEAN-VLASOV

5.1 Introduction

La particularité de la diffusion (0.0.5) est la composante non-linéaire de la
dérive —F" % us. Cette composante est appellée auto-stabilisation car la loi du
processus intervient dans la dérive. La justification de cette terminologie tient
aux liens étroits entre une diffusion auto-stabilisante et un systéme de particules
dont le nombre de particules N tend vers +oo. En effet, en considérant le systéeme
d’équations

. . ‘ 1 & o .
dxg:\@dB;—v'(Xg)dt—NZ;F’(X;—XZ)dt, 1<i<N
p

ol les processus (Bf)teRJr sont des mouvements browniens indépendants, la conver-
. . 1 N ) € . . ..
gence de la mesure empirique > i1 ) xj vers la mesure uy impliquerait heuristi-

quement la convergence du processus X/ vers un processus auto-stabilisant satis-
faisant une équation du type (0.0.5). Ainsi la loi de la diffusion non-linéaire peut
étre vue intuitivement comme la moyenne des lois d’une infinité de particules en
intéraction. De plus, en faisant tendre N vers l'infini, I'influence d’une particule
prise isolément sur une autre particule prise isolément devient négligeable devant
I'influence moyenne de tout le champ. Ainsi toujours heuristiquement, deux parti-
cules prises isolément deviennent indépendantes pour N asymptotiquement grand.
Ce phénomeéne porte le nom de propagation du chaos. On peut par exemple trouver
des études de ce phénoméne dans [41] (dans le cas ou le potentiel de confinement
V est nul et ou la fonction d’intéraction F’ est uniformément lipschitzienne et
bornée), dans [5] (dans le cas ot le potentiel de confinement V' est nul et ou le po-
tentiel d’'intéraction F' satisfait des hypothéses proches de (F-1)—(F-5)), dans [13]
(dans le cas ou le potentiel de confinement V' est convexe et ou le potentiel d’in-
téraction [ satisfait des hypothéses proches de (F-1)-(F-5)). L’objectif principal
de ce chapitre est de lier la diffusion auto-stabilisante avec un systéme de parti-
cules et d’expliquer quel phénomeéne est responsable de la non-unicité des mesures
stationnaires (I’absence de propagation du chaos uniforme). De plus, certains ré-
sultats de ce chapitre seront utilisés afin de prouver dans le chapitre suivant un
résultat d’unicité de la mesure stationnaire symétrique lorsque V' est symétrique.

Dans un premier temps, on introduit le systéme de particules ainsi que quelques
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définitions. Puis on étudie la géométrie du potentiel intervenant dans le systéme
de particules.

Ensuite, on prouve que le systéme de particules converge en temps long vers
I"unique mesure stationnaire du systéme.

On s’intéresse ensuite au phénomeéne de propagation du chaos dans le cas de la
diffusion (0.0.5). On prouve aussi que cette propagation n’est pas uniforme en
temps. Toutefois, sous deux hypothéses simples, on obtient une forme faible de
propagation uniforme du chaos.

Pour finir, on étudie le comportement de I'unique mesure stationnaire du systéme
de particules lorsque € tend vers 0.

Rappelons que le potentiel de confinement V' satisfait I'hypothése (V-10) c’est-

. N o (V@)
a-dire qu’il vérifie la limite xiniloo W

vérifiée pour peu que V soit une fonction polynomiale.

= +400. L’hypothése (V-10) est bien

5.2 Préliminaires

On se donne N variables aléatoires indépendantes X(, - -+, X, identiquement
distribuées et dont le moment d’ordre 8¢* est fini. En effet, afin de relier un
systéme de particules partant de (X&, s X ) a un processus auto-stabilisant
comme (0.0.5), on demande & ce que chacune des variables aléatoires initiales
vérifie la condition d’existence du processus auto-stabilisant partant de X{ a savoir

E [(Xé)SqQ} < 400 comme il a été vu dans le Théoréme 1.14.

Ainsi par la suite, on considére le systéme de N particules (Xt6 ZN) qui est
1<i<N

soumis a la dynamique suivante
. t 1 <
Xi = X e | {v' (E) o DO (X ) } &5 (521)

ol les (B,f)telR+ sont des mouvements browniens indépendants pour tout 1 < i <
N.

En paralléle, on définit IV diffusions auto-stabilisantes deux a deux indépendantes
du méme type que (0.0.5) :

X' = Xj+ \/eBi - / (v (X57) ds+ F wust
0

X) } ds  (5.2.2)

ot uy’ =L (YZ) = u.
Définition 5.1. Pour tout N € N, pour tout t > 0 et pour tout € > 0, on pose
W= (Xf’l’N, XE2N ,Xf’N’N) (5.2.3)
,uév = (Xéngv T 7X(])V)
et BN = (BL,B:--- BY).
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La notation est choisie pour insister sur la correspondance entre une mesure sur
R et un élément de RY.

Dans ce chapitre, on identifie tacitement ensemble RY & I'ensemble des me-
sures de probabilité de R dont le support est de cardinal inférieur ou égal a N et
dont les poids sont de la forme £ + otk € N. Ainsi & tout N-uplet (A, Ay, -+, Ay),

on associe la mesure = Z j—1 04;. Afin de simplifier 'écriture dans la suite de ce
chapitre, on introduit egalement une fonction de R dans R qui dirigera le sys-
téme :
Définition 5.2. 1. Soit (z1,--- ,zy) € RY. On pose :

N N

1 1
TN(I'l,LEQ,"' ,[L’N) = NZV(.TZ)—FWZF(l'Z—.TJ)

i=1 i,j=1

On dira que YTV est le méta-potentiel de la diffusion o N particules. En effet, il
agit directement sur la mesure ,LL;’N
2. Soit une mesure de probabilité p sur R. On introduit :

1
Y )= [ {V(@)+ 5F (o) bu(a).
R
On dira que T est le méta-potentiel de la diffusion auto-stabilisante (0.0.5). En
effet, il agit directement sur la mesure us.

Afin de bien insister sur le fait que le systéme de particules représente une me-
sure et non pas une diffusion, on prouve que le méta-potentiel YV est la restriction
de T a RY.

Lemme 5.3. Soit une mesure de probabilité i sur R. Soient N variables aléatoires

indépendantes X', --- , X~ de loi u dont le moment d’ordre 2q est fini. On a alors
la convergence presque sire suivante :
Nl_l}II_lHX) ™ (X XY / )+ F  pu(x )}d,u(:v)
Démonstration. On introduit la mesure p := +- Ly j—1 0xi. Par définition, on a
N (yl y2 N RS
T (XL X% X ):N;V(X 2N2 leF

:Avwwﬂw+%4Fwﬂme@
= [ {ve)+ 57 <@ }dnto)
+Aww@ﬂw—wm)

+ % //RZ F(z —y) (dp (2) ® dp’ (y) — dp(x) @ du(y)) -
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La premiére intégrale est égale & T (u). La seconde converge vers 0 d’apres la loi des
grands nombres. Montrons que la troisiéme converge vers 0. On note myq, - -+ ,ma,
les 2n premiers moments de la mesure p. Ces moments sont finis car le moment
d’ordre 2¢ de y est fini et ¢ > n. On utilise Vécriture F(z) = > " a.(x — y)*" :

//R F(x —y)dp(x)du(y) = ;arz(f& // Yy dp(x)dp(y)
= ZQTZCQT Y muma, ;.

De méme :
[ nar @) = Y Z O (1) m
R r=1
ot m est le moment d’ordre [ de la mesure empirique p. L’application de la loi

forte des grands nombres atteste de la convergence presque stire de m}" vers m

pour tout 1 <[ < 2n. On en déduit la convergence presque stre de f fRz F(z —
y)dp™ (2)dp™ (y) vers [[o2 F(x — y)du(x)du(y) ce qui achéve la preuve. O

Avec ces notations, le systéme (/ﬁ’N> vérifie une équation différentielle sto-
>0
chastique classique :

t
i = B [T (i) s (524)
0

Il s’agit d’une diffusion de Kolmogorov et les hypothéses de départ impliquent la
convergence en temps long de la diffusion (5.2.4) vers une mesure stationnaire qui
est par ailleurs unique, comme on le verra par la suite.

Avant cela, on va étudier la géométrie du méta-potentiel TV, On commence par
décrire ’ensemble des points critiques dans un cas simple.

Proposition 5.4. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothéses
(V-1)-(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F défini par F(z) =

x%. On considére N > 2. Alors :
~ Si o > ¥, le méta-potentiel TV admet exactement 2M + 1 points cri-

tiques : les points a1 := (agi41, " ,G241) Sont des puits et les points
Go; := (ag;, -+ ,a9) sont des cols dont la signature de la matrice Hessienne
est (N —1,1).

~ Sia <1, les points Gy i= (Ggiq1," -+, aip1) sont des puits de TN . Et, les

ao; sont des points critiques.
Démonstration. Etape 1. Quel que soit 1 < i < N, la dérivée du méta-potentiel

par rapport a x; est

0 N 1 , o o
axl’r (l»h7ZEN):N{V<I'1)+O[£L'Z—NZI]} .

J=1
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Soit donc un point critique (z1,--- ,zy). On en déduit p(x;) = p(x;) pour tous
les indices i et j ou l'on a p(z) := V'(z) + az. Or, p/(z) = V"(x) + a > 0 pour
tout x € R d’apres 'hypothése o > ). On en déduit directement z; = z; pour
tous les indices ¢ et j et par conséquent, les points critiques sont de la forme
T = (z, - ,x).

Par ailleurs, on a nécessairement V'(z) + ax — § Zjvzl x = 0 ce qui signifie que
x est un point critique du potentiel V' soit z = a; avec 1 < i < 2M + 1. On peut
vérifier que les 2M + 1 points @; sont bien des points critiques du méta-potentiel
TV, quel que soit le signe de av — 9.

Etape 2. Calculons la Hessienne de TV en chacun des deux types de points :

2y 1 (., 1
a—m?T (x1,-,2n) = N{V (xi)"'a(l_ﬁ)}
? N a

O Gmar, | ) = T

On en déduit directement que les valeurs propres de la Hessienne en @; sont
V" (a;) et  (V"(a;) + ) associées respectivement a des espaces propres de di-
mensions 1 et N — 1. Si 7 est impair c’est-a-dire si a; est un puits de V, les deux
valeurs propres sont strictement positives donc on en déduit que le méta-potentiel
atteint un minimum local en @;.

Et, la premicre valeur propre de la Hessienne en as; est %V” (ag;) < 0 alors que
~ (o + V"(ay;)) > 0. Par conséquent, ag; est bien un col qui est localement dé-
croissant suivant une dimension et localement croissant suivant N — 1 dimensions.
Enfin, comme V”(ag1) > 0, chacun des points dg;;1 est bien un puits de TV
méme lorsque o < 9. n

Définition 5.5. Comme N a pour vocation a étre grand, on dit que Go; est un
"col stable" du méta-potentiel.

On remarquera que d’aprés la Proposition 2.4, la diffusion (0.0.5) admet une
mesure stationnaire excentrée autour d’un point critique a; si I'on a

V(z) —V(a;) + % (x —a;)*> >0 pour tout =+ a;. (5.2.5)

Toutefois, si a > 9, on a V(x) =V (ag) + § (v — ag)? > 0 pour tout x # ag; ce qui
prouve qu’il existe une mesure stationnaire excentrée autour de d,,,. Pourtant, ay;
n’est jamais un puits de TV,

Par ailleurs, quel que soit la valeur de o > 0, @57 est bien un puits du méta-
potentiel. Mais, 'on peut prouver réciproquement que si ag; 41 ne vérifie pas
(5.2.5), alors il n’existe pas de mesure stationnaire excentrée proche de dg,,, .
En effet, s’il en existait une, en reprenant tout le travail du troisiéme chapitre,
on en déduirait la convergence étroite de cette mesure stationnaire vers dg,,,,
ainsi que vers une mesure discréte chargeant le(s) point(s) ou la fonction Wy =

V 4+ F %64y, , — F %04, ,(0) atteint son minimum global. Or, si 'inégalité (5.2.5)

a24+41
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n’est pas veérifiee, Wy(ag;41) n'est pas le minimum global de W, d’ou une impos-
sibilité.

Ainsi il n’y a pas de correspondance entre les puits de TV et les mesures station-
naires de (0.0.5).

Apres avoir étudié les points critiques dans certains cas, intéressons-nous aux
points pour lesquels le méta-potentiel réalise son minimum global.

Proposition 5.6. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypotheéses
(V-1)-(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypo-
theses (F-1)-(F-5). Soient jy,- - , j, les r indices tels que asj, 41, - - , Ggj,+1 Soient
les r puits les plus profonds de V. Alors, on a l’inégalité

TV (X) > TV (ag5,50) = - = TV (ag;, 1) = inf V(z)

pour tout X ¢ {a/2j1+1; T ,a2jr+1}-

Démonstration. Par définition, V(z) > inf,cr V(2) et I'inégalité est stricte si x ¢
{agj 11, ,asj.+1}. Par définition, I est une fonction positive donc TV (X) >
~ Z?f:l V(z;) > inf.er V(z). On a D'égalité si et seulement si 53> Zgjzl F(z; —
xj) = 0 (ce qui implique F(x; — x;) = 0 pour tous les indices i et j) et si
z; € {agj 41, ,a2j,+1} pour tout i. Ainsi TV (X) = inf,cp V(2) si et seulement

si X € {@yj, 11, , Gy, 11} [

5.3 Convergence en loi du systéme vers sa mesure stationnaire

L’intérét principal du systéme de Kolmogorov (5.2.4) qu’on étudie est le fait
qu’il satisfasse des propriétés fortes. On introduit une quantité avant cela qui
servira & prouver la convergence en loi en temps long.

Définition 5.7. On pose ATN := NSATY — N2||[vYV||”.
Etablissons une propriété essentielle par la suite sur cette quantité.

Lemme 5.8. Soit un potentiel de confinement V' qui satisfait les hypothéses (V-
1)-(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F' qui vérifie les hypothéses
(F-1)-(F-5). Alors, il existe deux constantes 7 €]0; 1] et C' > 0 telles qu’on ait la
magoration :

limsup N=ATN(X) — 7N ||[VT¥(X)[|* < —C. (5.3.1)

|| X || —+o0
Démonstration. On va montrer qu’il existe un réel strictement positif R, tel que

N [[VIV(X)[]?
—_—— > 1. 9.3.2
|\X1|I|1>Re e ATNX) — ( )
Cette inégalité implique NSATN(X) < NTQ HVTN(X)H2 pour tout X tel que
|| X]|| > R.. Ainsi en prenant R, assez grand pour que tous les points critiques du
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méta-potentiel TV soient de norme inférieure a Ze ce qui est possible vu que TV

a un nombre fini de points critiques, il vient

R,
2

NSATN(X) - ZNQ VPN ()| < —ij\ﬂ Ihasi®slla

pour tout X tel que || X|| > R.. Vu que tous les points critiques de TV sont de

norme inférieure a %, on en déduit supjxsp, —NT2 HVTN(X)H2 = —C < 0.

Ainsi (5.3.1) est prouvée.

Afin d’établir cela, on s’intéresse a la coordonnée de module maximal. On sup-
pose qu’il s’agit de Xy sans rien changer a la généralité. Comme on se place au
voisinage de l'infini, on peut exiger Xy > agpyy1 ou Xy < a; ot 'on rappelle
que ap, -+ ,agpr4q sont les 2M + 1 puits du potentiel V' d’aprés 'hypothése (V-2).
On va supposer Xy > aspr+1 et I'on peut procéder de méme en —oo. On a alors
V/(Xy)>0et 57 F'(Xy — X;) >0 dott

N 2
! 1 /
N|[VIN(Xy, - XN)IP > (V (Xn) + ZF(XN_XJ))

N 2
1
> V(Xn)+ = (Z F'(Xn — XJ)>
j=1
1 X
> V(X)) +— > F(Xy-X;)?. (533)
j=1
On a également
N NNy
NAYN(Xy, -+, Xy) = Y V(X)) +ZZNF”( i —X;)
i=1 i=1 j=1
< NV'(Xy)+ NF"(2Xy). (5.3.4)

En effet, on se place assez loin pour que V"(Xy) > V”(X;) (ce qui est possible
vu que V' est symétrique) pour tout 1 < ¢ < N d’aprés la propriété (V-4). Par

ailleurs, |X; — X;| < |Xi| + |X;] < 2Xy.
~ (Xp)?
Comme lim, XJIV‘HNJrOO W&N)Q
‘ L YN P(XN-X, : s .
1y x| oo 22 Zj\f},,(éxg) 7~ yoo car F est polynomiale, on en déduit, apres

avoir divisé¢ (5.3.3) par (5.3.4) :

IwrN o) max {(VI(Xn)% 4 S0 F (X - X))
ATN(X) = 2N max {V"(Xy); F"(2Xn)}

= +oo d’aprés 'hypothése (V-10) et de méme

N

Le membre de droite dans l'inégalité précédente tend vers l'infini lorsque |Xy|
tend vers l'infini. Ainsi il existe R. > 0 tel que (5.3.2) soit satisfaite et le réel
R, > 0 existe bien. ]
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Cette inégalité va permettre d’obtenir les principaux résultats de cette section.

Proposition 5.9. Soit un potentiel de confinement V' qui satisfait les hypotheéses
(V-1)-(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypo-
theses (F-1)-(F-5). Soit Y € RN Il existe une unique solution forte non explosive
a l'équation (5.2.4).

Démonstration. On se sert pour cela du Théoréme 10.2.2 de la page 255 de [40]
dont est dérivée la Proposition 1.2. On peut 'appliquer pour peu qu’il existe R > 0
tel que
. . N

H)gH{R (X; VIV (X)) >0 (5.3.5)
comme dans le cas de la dimension un. Les autres conditions sont en effet vérifiées :
le coefficient associé aux dérivées secondes dans le probléme de martingale est
constant et VY est localement lipschitzienne vu que V satisfait (V-5) et F vérifie
(F-4). Pour prouver la minoration (5.3.5), on remarque d’abord que la fonction
x +— zV'(z) est minorée par —ad) sur R ou a := max {|a1|; |aznr+1|}. Aussi, 'on
dispose de la minoration

N N N
1 1
<X; VTN(X)> = N inV’(x,-) + ZZsz’(xl — ;)
i=1 i=1 j=1
N N
1 1
- ¥ ZLIIZV/(SQ) + Nz ZZ (x; — ;) F'(x; — xj)
i=1 i=1 j=1
Z xNV];[(LCN) _ aﬁ,

ou il a été supposé que xy était la coordonnée de valeur absolue maximale sans
perte de généralité. Comme V" tend vers l'infini en l'infini d’aprés I’hypothése
(V-4), il existe Ry tel que V'(z) > 1 pour tout z > R;. Par conséquent, si

xy > Ry V Nav, la minoration (5.3.5) est vérifiee pour la norme ||.||» et on
applique le Théoréme 10.2.2 de [40] pour avoir l'existence d’une solution forte a
I'équation (5.2.4). O

La diffusion est donc correctement définie et pourra étre comparée au systéme
de N diffusions auto-stabilisantes. Si elle admet une probabilité invariante, cette
derniére est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue pour des
arguments similaires & ceux employés dans le Lemme 2.1. Il est facile de montrer
qu’elle est unique et que sa densité est donnée par :

_ o [— 22N (X)]
Jen exp [2ETN(Y)] dY

pe (X) (5.3.6)
Avant de montrer que la diffusion (5.2.4) converge en loi vers la mesure de proba-
bilité dont la densité est définie dans (5.3.6) lorsque ¢ tend vers U'infini, on donne
un résultat général sur le trou spectral dont la preuve peut étre trouvée dans 2] :
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Proposition 5.10. Soit une fonction U de classe C* sur RY. La mesure de proba-
exp[—%U(X)]

bilité du(X) := o2 0(v)]av dX vérifie l'inégalité de Poincaré s’il exviste deux
constantes T €]0; 1[ et C' > 0 telles que
(2N )
liminf | —AU —7||VU||” ) (X) < —=C. (5.3.7)
IX[|—+oo \ €

Lemme 5.11. La mesure stationnaire u® du systeme (5.2.3) vérifie l'inégalité de
Poincaré. En d’autres termes, il existe une constante Ay(€) telle que pour toute
fonction f de classe C* sur RN @ croissance lente, on a

VI (X)p (X)dX.
vl MLUNCA
Démonstration. La Proposition 5.10 peut ici étre appliquée car ’on a bien (5.3.7)
avec TV d’aprés le Lemme 5.8 et l'on en déduit que p vérifie 'inégalité de
Poincaré. n

V%Iuy(fj S

Cette inégalité de Poincaré permet de montrer la convergence étroite de la loi
du processus stochastique vers sa mesure stationnaire. En effet,

Proposition 5.12. Considérons la diffusion de Kolmogorov sur R :

t
j = o + /eBN — N/ VU (1s)ds (5.3.8)
0

ot la fonction U est localement lipschitzienne et convexe a l’infini. Sa mesure

e, . . . exp[—ﬂU(X)]
de probabilité stationnaire est donnée par dv(X) := T o] SNU(Y)]dY dX. On
RN €XP| 77

note P,f(p0) = E, [f (11)]. Soit un réel strictement positif X quelconque. On a
alors Uimplication suivante pour toute fonction f de classe C* sur RN et de carré
intégrable par rapport a la mesure dv :

2
< exp [—eAt] Var,(f)

2

V() < 5 [I90Fa = |

2

Ptf—/fdy

avec

Ptf—/fdu

= [ (Pt = [ 1)) vty

2
2
Démonstration. On pose g := f — [ fdv puis U(t) := / <Ptg> dv. La dérivée de

U est égale a 2 [ (Pig) (LP,g)dv ou L := §A — NVU.V est opérateur associé
a la diffusion (5.3.8). En tenant compte de la convexité a 'infini de U et de
I'intégrabilité de f? contre la mesure dv, on peut faire une intégration par partie
et il vient

V() =~ [ VARSI dvip) < —exi

d’apres I'inégalité reliant la variance et I’énergie. L’application du lemme de Gron-
wall implique 9(t) < exp [—eAt] U(0) ce qui correspond au résultat annoncé. [
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Théoréme 5.13. Soit vy une mesure de probabilité sur RY. Soit Lo un vecteur
. . . e, N . e,N e,N

aléatoire dont la loi est vy. On note v, la loit de ™ . La mesure v, converge

étroitement vers p¥ lunique mesure stationnaire de (5.2.4) lorsque t — +00.

Plus précisément, il existe une constante A\y(€) > 0 telle que pour toute fonction

f de classe C* sur RY & croissance lente, on a la majoration

H/f(x)duf’N(x) - /f(x)duﬁv(x) zg e MO Var . (f). (5.3.9)

Démonstration. 1l s’agit d’'une simple conséquence de la Proposition 5.12. En effet,
on considére la diffusion (5.2.3). On sait d’aprés le Lemme 5.11 que la mesure
stationnaire p vérifie 'inégalité de Poincaré. Aussi, on en déduit directement

1

ot par définition, P, f := [, f(@)ve™N (x)dz. Ainsi pour toute fonction f de classe

2
< e N1 Var,~ (f)
2

nf = [ gan

C? sur RV a croissance lente, [, f(2)vy" (v)dx converge vers [, f(x)ul (z)dzr ce

N

qui signifie la convergence étroite de v, vers pl. O]

Remarque 5.14. Ce résultat peut sembler surprenant. En effet, non seulement la
mesure stationnaire est unique mais en plus, la loi du processus converge vers cette
mesure. Pourtant, la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) peut admettre plusieurs
mesures stationnaires (voir Chapitre 2).

La vitesse de convergence dépend directement de Ay(e€). Il s’agit de la plus
petite valeur propre de opérateur LY défini par LY f := N £ f” — N2 (VTX, f')
d’apres la définition récursive dans [26]. La convergence vers 0 pour N tendant
vers l'infini de Ay (€) semble donc étre la cause de 'apparition de diverses mesures
stationnaires.

5.4 Propagation du chaos

Le systéme de particules défini dans ce chapitre est en lien étroit avec la diffu-
sion non-linéaire (0.0.5). On va montrer dans quel sens la convergence vers l'infini
du nombre de particules N rend (5.2.4) proche de (0.0.5). Par ailleurs, il convient
de connaitre le lien entre les deux puisque certains résultats établis sur le systéme
peuvent éventuellement étre tractés sur la diffusion auto-stabilisante.

5.4.1 Propagation simple du chaos

On va commencer par prouver un résultat de propagation faible du chaos. En
d’autres termes, on va prouver que sur un intervalle de temps fixé [0; T, en faisant
tendre N vers l'infini, le comportement de chacune des particules de ce systéeme
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se comporte comme une particule satisfaisant une équation non-linéaire de type
(5.2.2). On rappelle ce que sont les systémes d’équations (5.2.1) et (5.2.2) :

. . . t . t Y . ,
XtE,LN _ Xé + \/EBZ _/ V/(X;,z,N)dS _/ NZF/(X;,Z,N o X;,}N)ds

t t
et X' = X+ VeB! — / V(X5 ds — / F s u'(X$5")ds,
0 0

ot B}, -+, BY sont des mouvements browniens indépendants. Comme les nota-

tions le suggerent, la distance entre Xf’i’N et X{" sera petite.

Proposition 5.15. Soit une mesure de probabilité jio dont le moment d’ordre S8q?
est fini. Sotent N wvariables indépendantes, identiquement distribuées et de loi g
que U'on note X3, -+, X}, Soit T > 0. Alors, il existe une constante C' > 0 telle
que pour tout 1 <1 < N, on a l'inégalité suivante :

sup E { ‘Xf’i’N — X7
te(0;7T)

2} < %exp (20 +C)T] . (5.4.1)

Démonstration. Par définition, quel que soit 1 <7 < N, on a

[ t ] i
XX = = [ e S v as
0
N
_ ! l Z F/(Xs,i,N _ X€’j’N) _ F/ * ue,i(Xe,i) ds
0 N — s s s s .

On applique la formule d’Tt6 a X AN _ X/ * avec la fonction = — 22 et en posant

: —2
&) = | XN — X&' on obtient :

dEi(t) = —20 (i, t)dt — %Az(z’, Pt

avee A1) o= (X0 X (Vi) - v (X5

N
o i) = (X K Y [P ) i (5]
j=

avec Aq(t) == ZA1(i,t) ,

ot Alit) = (PO - X0 - Feai (X07)) (X0 - X
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La parité de F' ainsi que la convexité de F”’ sur R, impliquent (x — y) F'(z —y) >
a(x —y)? > 0. Or, en utilisant associativité, on a Ag(i, j,t) + As(j,4,¢) > 0. En
effet :

FIXERY = X — F(XE = X
(- 57) - (v - 30

Ao(i, j, t) + Ag(j,i,t) = >
J

XY - XN - PG - X))
J
>

VS

X

I
/N

X

t
t

(Xé,i,N _ X:,],N) _ (Xtﬁ,l _ Xte,]

. . - -\ |2
za ’ Xt5727N _ Xt€7.77N> _ (Xtevl _ XtGJ) ‘

Par conséquent

E{ ZAg(i,j,t)}:]E{ 3 (AQ(i,j,t)JrAQ(j,i,t))}20. (5.4.2)

i=1 j=1 1<i<j<N

En rappelant la définition du parameétre 9, a savoir ¥ := sup,.p —V"(2), il vient
(V'(x) = V'(y)) (x —y) > —0(z — y)* ce qui implique

N N

=23 A1) <20 &(L). (5.4.3)

i=1

Occupons-nous maintenant de la double somme contenant As(, j,t). On applique

pour cela I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
L (N N 3
2 2
I} {53 e}

j=1 k=1

—-E

N
> As(i 1)
j=1

avee ;o= F/(X;" — Xi7) — Fwut (X77)

< {JE UX:”‘N - X

En conditionnant par rapport a X; " et par rapport a X 7 on obtient la nullité
des termes E [p;p;] pour j # k. Par conséquent, en utilisant I'indépendance, il
vient

1
2

—E

> A4, t>] < VNEEOLE[IF(X, - Yi) - F'xui(X)]] }

o X; et Y; sont deux variables aléatoires indépendantes de loi u§. F” est une
fonction polynomiale de degré 2n — 1 d’aprés 'hypothése (F-1). Ainsi la quan-
titée Gy == E[|F'(X; - Y;) — F' *ug(Xt)\Q] ne dépend que des moments d’ordre
inférieur ou égal & 4n — 2. Le contrdle des moments établi dans le Lemme 1.13
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implique la majoration de C; par une constante C' > 0 quel que soit ¢ > 0. On en
déduit

N

ZAQS(ivjv t)

j=1

—-E

< C\/NE§)]. (5.4.4)

En compilant (5.4.2), (5.4.3) et (5.4.4), on obtient

&Y Elao] <23 {vEla0] + - VEE@ | (5.45)

i=1

: e . N i\N '
Or, comme chacune des N particules est définie de la méme maniere, X, — X'

et XN — X ont meéme loi. Donc, quel que soit 1 <i < N, on a

FEE0) < 260} + 2o VEED (5.46)

< 2 Kﬁ+ g) E{&(t)} + %} :
En effet,

3_% E&(1)] = \/%\/20193 ()] < %{% +2CE [&-(t)]} :

L’application du Lemme de Gronwall donne

Feer (e 5) ]

On trouve (5.4.1) en prenant le supremum sur U'intervalle [0; 7. O

E { ‘Xf’i’N e

Il ne s’agit pas d'une propagation du chaos uniforme. En effet, pour tout

T > 0, les processus <Xt”N> et (Xt6 Z) sont bien proches lorsque N
te[0;T] te[0;T

tend vers l'infini. Toutefois, ce résultat n’est plus valable sur R, tout entier vu
que le temps T intervient dans la majoration et que la convergence vers l'infini de
T implique la convergence vers l'infini de la borne supérieure. On va maintenant
prouver un résultat qui brise tout espoir quant a une éventuelle propagation du
chaos uniforme en temps.

Définition 5.16. Il y a propagation du chaos uniforme du systéme (5.2.1) vers le
systeme (5.2.2) s’il existe une fonction positive n qui tend vers 0 lorsque N tend
vers +oo telle que

supE { ‘X,f’i’N - X

t>0

2
} <n(N) pourtout 1<i<N. (5.4.7)
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Cette propagation du chaos uniforme a en particulier été utilisée dans [13]
dans le cas ou le potentiel V' est convexe. La propagation uniforme permettait
d’obtenir une convergence en temps long du processus. Toutefois, ici, il n'y a pas
d’uniformité comme on va le voir.

Proposition 5.17. Supposons que l’on ait propagation du chaos uniforme du sys-
teme (5.2.1) vers le systeme (5.2.2). Alors la diffusion (5.2.2) (et donc la diffusion
(0.0.5)) admet une mesure stationnaire au plus.

. . . . . 1 2 . .
Démonstration. Soient deux mesures stationnaires ug ) et ug ) pour la diffusion

(0.0.5). Considérons les deux systémes a champ moyen suivants :
. , oot . t1 & . .
Xi"N = X{ + VeB; — / V(XS )ds — / & D FIE = X ds
0 0 =1

. . . t . t & . .
ot Y;e,z,N — YE)Z + \/EB; - / V/(Y:’Z7N)ds o / N Z F/(}/::,Z,N o Y;’]’N)ds

ou les 2N variables aléatoires de départ sont indépendantes. De plus, on suppose
que X} suit la loi u) et que Yy suit la loi u®. On demande également aux
N mouvements browniens d’étre indépendants. On note ME’N’l le vecteur dont la

. . . €,1,N e,N,2 . . . . €1,
marginale numéro ¢ est Y et p;" " celui dont la marginale numéro 7 est X, .

En paralléle, on considére les diffusions non-linéaires :

t t
X7 = X)+eB] - / V(X" )ds — / F' s uD(XE)ds
0 0

t - t N
et V' = Y]+ /B — / V(Y )ds — / F' s u®@ (Y ds |
0 0

L’inégalité triangulaire permet d’écrire :
2
E { } < 3E {

+ 3E {(X;W _ X5
On applique ensuite I’hypothése de la proposition & savoir la propagation du chaos
uniforme. On obtient

|
(1) (2)

Or quel que soit t > 0, par définition des mesures stationnaires ue ’ et ue¢ ', on a

|

€,1 €,1
Yir =Xy

- . 2
Y;E’l o the,z,N‘ } + 3E {

2
€,i,IN €,i,IN
YN - x| }

2} | (5.4.8)

€,1 €,1
YVir =Xy

2 ) . 2
} < 6p(N) + BE{‘Yf’“N - Xf’“N‘ } .

€,1 €1
Yi© =Xy

2} > W, (ug); ugg))Q
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ot Wy(u;v) est la distance de Wasserstein entre les mesures de probabilités u et
v. Par conséquent, quel que soit ¢ > 0, on a l'inégalité

W, (u®;u®)® < 65(N) +3Eﬂ{

2
€,i,IN €,i,IN
Vo - x| } .

Cette inégalité étant indépendante de I'indice 1 <7 < N, on a :

N
2 3 €,1 €1, 2
W (u5®)* < (V) + < §A1 E{ vt — xp N\ }

2
< 6n<N>+3E{ pg ™ — g™ N} (5.4.9)
ou ||X||3 = ]lVZfil 22. Or, d’aprés le Théoréme 5.13, po™! ainsi que pi™?

convergent en loi vers 'unique mesure stationnaire du systéme (5.2.3). Et, comme
ils sont dirigés par le méme mouvement brownien en dimension N, on trouve :

2
lim E{‘ } =0.
t— 400 N

Comme l'inégalité (5.4.9) est uniforme en temps, en prenant la limite quand ¢
tend vers 'infini, on obtient :

e,N,1 e,N,2
Ky — Hy

Wy (ugl);ug))Q < 6n(N).

Cette inégalité est valable quel que soit I'entier N. En faisant tendre N vers I'infini,
on trouve

Wy (ugl); u(2))2 =0

€
ce qui implique ugl) =y presque partout. On a donc bien I'unicité de la mesure
stationnaire. 0]

Remarque 5.18. Sous des conditions simples, la diffusion (0.0.5) admet au
moins trois mesures stationnaires. Il ne peut donc pas y avoir propagation du
chaos uniforme. Malheureusement, cette propagation du chaos uniforme est un
outil qui permet d’obtenir des résultats importants comme la convergence du pro-
cessus auto-stabilisant vers sa mesure stationnaire (qui est alors unique).

Ainsi le cas ou V' est convexe sans étre uniformément strictement convexe semble
correspondre a une frontiere au-dela de laquelle ne se propage pas la propagation
du chaos uniforme.

Afin d’illustrer cette absence de propagation du chaos uniforme, voici un
exemple simple :
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Exemple 5.19. Soit V(z) := ‘%4 — % et F(x) := Sa*. Dés que € est assez petit, il
n’y a pas de propagation du chaos uniforme du systéme de particules (5.2.1) vers
la diffusion auto-stabilisante (5.2.2).

En particulier, il n’y a pas de propagation du chaos uniforme du systéme de par-

ticules
. , )3 . 3N
dXN = \2dB! — {(ng ) +2X} }dt + 5 > xiNat (5.4.10)
j=1

vers le systeme non-linéaire
dX} = V2dB! — {Xg + QX;} dt + 3E [Xg] dt . (5.4.11)

Démonstration. Etape 1. La fonction V” étant convexe, on sait d’aprés le Théo-
reme 2.8 qu’il existe exactement trois mesures stationnaires dés que € est assez
petit. La Proposition 5.17 nous dit alors qu’'une éventuelle propagation du chaos
uniforme entrainerait I'unicité de la mesure stationnaire (en cas d’existence). On
sait donc qu’il n’y a pas propagation du chaos uniforme.

Etape 2. Et, dans le cas particulier ou V(z) := % — %, on a vu dans l'étude
des seuils de bifurcation que la valeur €. := 2 est assez petite pour qu’il y ait au

moins trois mesures stationnaires lorsque o = 3. O

Bien que l'on ait pris la fonction symétrique & double puits la plus simple et
bien que l'on ait pris I'intéraction la plus simple possible, on n’a pas de propaga-
tion du chaos uniforme. La recherche d’une propagation du chaos uniforme dans
des cas plus compliqués semble donc compromise. .

Par exemple, on a vu dans 'Exemple 2.15 avec le potentiel V(z) := & + g—g -

1 2
qu’il y avait une unique mesure stationnaire lorsque o < %@ dés que € est assez

petit. Toutefois, la non-convexité du méta-potentiel (induite par la non-convexité
du potentiel de confinement V') invite & penser qu'’il n’y a pas non plus de propa-
gation du chaos uniforme.

On remarquera toutefois qu’il y a bien une unique mesure stationnaire symé-
trique dans les hypothéses de I’Exemple 5.19. Par conséquent, les configurations
symétriques jouent un roéle particulier et 'on peut espérer une forme affaiblie de
propagation du chaos uniforme.

5.4.2  Propagation du chaos semi-uniforme si o > v

Dans cette sous-section, on suppose que le potentiel V' vérifie les hypothéses
(V-1)-(V-10) mais aussi que sa dérivée seconde est convexe. De plus, on demande
a > 1. Cette condition était déja apparue lorsque ’on étudiait le comportement
asymptotique pour € petit de toutes les familles de mesures stationnaires. Lorsque
cette condition est satisfaite, on sait qu’il y a une unique mesure stationnaire
symétrique limite et il s’agit de dg. On va prouver maintenant que cette condition
permet une propagation du chaos uniforme d’un systéme de particules & champ
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moyen légérement différent de (5.2.1) vers un systéme auto-stabilisant légérement
différent de (5.2.2). On rappelle :

Fla) = Sa* + Fy(x).

ou Fy vérifie exactement les mémes propriétés que F. Ainsi (5.2.1) et (5.2.2)
deviennent

. . , t . t1 Y . .
XN = e e - [P0 [ LS R Xz
0 0 j=1

t 1 N
— — ) X&Ng
QAN;S s

J— ) ) t~ - t ‘ i t
ot X0 = X4 eB — [ T/(XS)ds — / s us (X9 ds — a / E|
0 0 0

X} ds

o V(z) := V(x) + $2°. La fonction V ainsi définie est convexe. Si I'on a o >
9, elle est méme uniformément strictement convexe. Si 'on part d’une mesure

symétrique, comme la dynamique préserve cette symétrie, on a [£ [X,f Z} = 0 pour
tout ¢t > 0. Et, I’équation de diffusion non-linéaire devient simplement :

t
X& = Xi 4 VeBi — / V/(XE) 4 Fy g (X37) ds. (5.4.12)
0

Il est important de noter que les systémes (5.2.2) et (5.4.12) ne coincident que si

E [Xf z] = 0 pour tout ¢t > 0. Toutefois, dans le cas présent, on étudie le cas ou la

mesure initiale est symétrique. Par conséquent, étudier (5.2.2) ou (5.4.12) revient
au méme. A cette nouvelle diffusion auto-stabilisante, on associe le systéme de
particules :

t
X e [
0

N

~ . 1 . )

V(XY 4 v > Fy(XeN — Xg’]’N)] ds. (5.4.13)
—

Cette fois, les deux systémes (5.2.1) et (5.4.13) ne sont pas équivalents sous la
méme condition. En effet, la condition d’équivalence est : % Zf\il XN = 0 pour
tout ¢t > 0. C’est une restriction différente de la précédente. Toutefois, en rappelant
que le systéme de particules peut étre plus ou moins vu comme une mesure, les
deux conditions sont intuitivement équivalentes lorsque N tend vers l'infini. On
pose :

N
~ 1 o
TN(xh T 7IN> = N E <V(x2) + §x7,2> 2N2 § FO - x]

=1

le nouveau méta-potentiel associé a la diffusion (5.4.13). On remarquera au passage
que si F est de degré 2 c’est-a-dire si Fjy est identiquement nulle alors le nouveau
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méta-potentiel est diagonalisé et les particules sont donc indépendantes deux a
deux. On peut appliquer un résultat similaire a celui du Lemme 5.3 et la limite

est ici /R {17(:13) + %Fo * ,u(x)} dp(z).

Par la suite, on va montrer la propagation du chaos uniforme de (5.4.13) vers
(5.4.12). Ainsi le résultat de propagation du chaos uniforme sera également vrai
de (5.4.13) vers (5.2.2) si l'on se restreint aux configurations symétriques. C’est ce
résultat de propagation du chaos uniforme avec restriction sur les configurations
symétriques que je baptise propagation du chaos semi-uniforme.

Théoréme 5.20. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypotheéses
(V-1)-(V-11) et un potentiel d’intéraction qui vérifie les hypotheses (F-1)—(F-5).
On suppose de plus que V" est conveze.

1. Supposons que l'on ait o > 9. Il existe une constante C' > 0 telle que pour
toute mesure de probabilité symétrique gy, on a la propagation du chaos uniforme
suwante du systeme de particules (5.4.13) vers le systéme non-linéaire (5.4.12) :

A ) C
supE ‘X”’N—XG’Z } < —.
tz%)) { t t =N
2. Supposons que l'on ait o = 9 = =V"(0). 1l eziste une constante C' > 0 telle

que pour toute mesure de probabilité symétrique Lo, on a la propagation du chaos
uniforme suivante du systéme de particules (5.4.13) vers le systéme non-linéaire
(5.4.12) :

supE {)Xt”N — E

t>0

2 1
}SCN_WOl.

ot l'on alp :==min {k >2 | V)(0)#£0}.
Démonstration. 1. Plagons-nous pour commencer dans le cas o o > 9. Les sys-
temes (5.4.13) et (5.4.12) vérifient exactement les mémes hypothéses que les sys-

. —2
témes (5.2.1) et (5.2.2). Reprenons la notation &;(t) := ’Xf”’N — X' et la preuve

de la Proposition 5.17. Comme la majoration de —23"1, A (i,) ne nécessitait
pas la positivité de ), I'inégalité (5.4.6) vient alors :

d ~ 2C
—E{&)} < 20E{&(¢ —VE[&(t
FEGEO) < 2RI60) + 20 VEED)
ot C' > 0 est une constante et ot l'on a 9 := SUP,cRr —V"(z) =9 —a < 0. En

effet, Fy vérifie 'hypothése (F-4) (avec une constante éventuellement différente)
nécessaire pour l'inégalité (5.4.4). Ainsi :

GEE0) < 2EROI{ = (o~ ) VETE@D | -
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Comme &;(0) = 0, on en déduit directement E {&;(t)} < ﬁ pour tout ¢ > 0.
2. Plagons-nous maintenant dans le cas du dioptre lorsque v = ¢ = —V"(0).
Comme la fonction V” est convexe, on en déduit que V) (0) > 0 ou Iy =
min{k >2 | VR(0) £ 0}. De plus, lanalyticité de V' implique [y < oo. En
effet, dans le cas contraire, quel que soit € R, I'on aurait V(z) = —%2? ce qui

2
est incompatible avec I'hypothése (V-3). Donc il existe \g > 0 tel que

(=) (V@) = V') = X (x = 9)™.

Par conséquent, en reprenant les notations utilisées dans la preuve de la Proposi-
tion 5.15, on obtient une inégalité similaire a (5.4.3) :

N N
=23 A t) <2X0 ) &)
=1 i=1

L’inégalité (5.4.2) est conservée et le changement dans 'inégalité (5.4.4) est le
changement de la constante C' comme on a déja constaté dans la preuve du pemier
point. On obtient ainsi une variante de (5.4.6) :

IE(am) < 2E@@%§%—%@@@DQ;}

1

Comme &;(0) = 0, on en déduit directement E{(t)} < (NC—;)W pour tout
0

t>0. [l

Ainsi le résultat de propagation du chaos semi-uniforme est démontré. On verra
des conséquences de cette propagation du chaos semi-uniforme dans le Chapitre
6 sur l'unicité locale des mesures.

5.5 Comportement asymptotique de [,Lév pour € — 0

Comme avec le processus non-linéaire, on va s’intéresser au comportement

asymptotique pour e tendant vers 0 de la mesure stationnaire u’. Cette conver-
gence est étudiée a nombre de particules N fixé.
On suppose ici que V satisfait les hypothéses (V-1)-(V-7) ainsi que (V-10) et on
rappelle que V' a M + 1 puits avec M > 1. On note maintenant r le nombre de
ces M + 1 points ou V' atteint son minimum global. Et, on note by,--- ,b, ces
points. La donnée de ces r points ou V atteint son minimum global ainsi que
des dérivées secondes V"(b;) suffit a caractériser la limite quand e tend vers 0
de I'unique mesure invariante p. Par la suite, on utilise & nouveau la notation
7= (2,---,2) € RY pour tout z € R. De plus, on pose X := (z1,--- ,zx).

Proposition 5.21. On suppose que le potentiel de confinement V' vérifie les hypo-
theses (V-1)—-(V-7) ainsi que (V-10) et que le potentiel d’intéraction F' vérifie les
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hypothéses (F-1)—-(F-5). Considérons u® 'unique mesure stationnaire du systéme
(5.2.4). On observe la convergence étroite suivante lorsque € tend vers 0 :

lim g = w (5.5.1)
N1 _1
avec g = (V"(bj)+a> ’ <V”(bj)> °. (5.5.2)

Démonstration. On se donne une fonction f de classe C! & croissance lente qui va
de RY dans R. On va chercher a évaluer [pn f (X)exp 257N (X)] dX lorsque
€ est petit.

Etape 1. Soit 77(¢e) > 0 qui tend vers 0 quand € tend vers 0. On note 7 := 1(e) pour
simplifier la lecture. n sera précisée plus tard. Soit b; I'un des r points critiques
ou V atteint son minimum global. On sait d’apreés la Proposition 5.6 que le méta-
potentiel atteint son minimum global en b;. On écrira b pour simplifier les calculs.
Evaluons

1,(b) = /B - f(X) exp {-@TN (X)] dX (5.5.3)

ou B (5, 77) est la boule de centre b et de rayon 7 pour la norme euclidienne.

Intéressons-nous au comportement du méta-potentiel TV autour de b. On sait
d’avance que b est un point critique du méta-potentiel vu que ce dernier y atteint
son minimum global. On calcule maintenant sa Hessienne :

N

82 N (7. " 1 2 : "
k=1, k#i
1
— 1 1 o

V" (b) —l—a( N>

0? N 1 _, o«

La matrice Hessienne du méta-potentiel en b vérifie donc

NH®) = (V'(b) +a) Iy — %UN

ou Iy est la matrice identité alors que la matrice Uy est la matrice dont tous
les coefficients valent 1. La matrice N H(b) a exactement deux valeurs propres :
A = V”(b) associée a la direction (1,---,1)" et Ay = V”(b) + o associée a N — 1
vecteurs propres Vs, -+, Vy orthogonaux a (1,--- ,1)T. Soit On (l_)) la matrice
orthogonale formée par les N vecteurs.

La fonction f étant de classe C!, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout

XEIB%(B,n) on a

[f(X) = f(0)] < Cn.
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Soit maintenant un point X € B (l_), 7]). On suppose méme que 1’on a HX — 1_7‘ |2 =
h?. Posons h; = x; — b pour tout 1 < i < N. On applique le théoréme des
accroissements finis & NTY au voisinage de b. Comme NYV est de classe C*®
d’aprés les hypothéses (V-1) et (F-1), on a le développement limité suivant :

NTV(X) = NTN (b) + N(VY (') s (h, - ha))
-+ { hl, , (hh' 7hN)}+O(h3)
_ Q)
+ 3 {V”(b)k% + (V" (b) + ) E;kz} +0 (1)

o (ki, -+ kn) == On (b,-- ,b)" (hy,--- ,hy)" et ol la matrice H (D) est identi-
fiée a la forme bilinéaire symétrique qui lui est associée. On effectue le changement
de variable X := b+ Oy (b) (ky, - kn)" et Pon trouve ainsi

/B(bm) exp {—%H(T)){ (hi,--- ,hn) s (ha,---  hy) }} AX

N /IB(O,n) o
) /: - [_Mﬂ ( /B g [_M} dK) dk,

ot 0/ désigne le (N — 1)-uplet constitué uniquement de 0. L’intégrale portant sur
la boule de centre 0/ se calcule facilement :

N/ m2—k? 2
/ - Az\IKH JK — Ay 1/ N2 exp {_)\Qr ] dr
B(W,,hﬁ-k%) 0 €

_AN—l € % N—l o0 ¥7u
) ) e

Ao (2 —k3)

V// b V//
_ 6( )k% Z ]{52] dkl

ou Ay_; est I'aire de la sphére unité en dimension N — 1 et p := . Par

77()

conséquent, en prenant 7(e) tel que tend vers +o0, il vient

/E(bm) exp [_ﬂH(B){ (Bt hy) , (hay- - h) }} I

s (0) LT [ [ [
o) B ()
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3

My o )

ou Z, : / e’ / , u'T e “du dv. Montrons que Z,. converge vers 0.
A2 f—gfl

On introduit la famille de fonctions

o0
N-3

U (v) :=e 1 K (’U)/ uz e “du.
NEST 2,
] Sa(2-g)
Quel que soit v > 0, U (v) tend vers 0 lorsque € tend vers 0. De plus, l'on dis-
pose de la majoration | (v)] < e T (%51). On peut appliquer le théoréme de
convergence dominée et I'on obtient ainsi

eN

/B(bm) exp [—%H@){ (hyeoe ) s (b hy) }} 4X ~ O[3

5

ou C(N) := ‘F.AN 1T (251) ne dépend pas de b. En prenant n(e) = €z, on a
également

5

\TN (X) —TV() - %5){ (huy-- ) s (- ) }\ < C'(N)et

quel que soit 1’élément X € B (1_9, 77) ot C'(N) est une constante ne dépendant que
de N. Par (5.5.3), on déduit le développement asymptotique suivant quand e tend
vers 0 :

2(b) =~ f(b)exp {—gTN (E)} C(N)

€2 exp [—22V(b)]

~ C(N)f(b) : . (5.5.4)
Vo) (Vi) +a) =
Etape 2. Soit € > 0 tel que V() > 2® pour tout = ¢ [—1; 1], Soit K :=[—1; 1]V

et K=K {ULJB (b_z,e%>} . Soit M = sup,cf | f(2)] < e pour un certain

vy > 0 car f est a croissance lente. Alors, on a directement :

€ zEK

2N 2N
X) exp [——TN (X)} dX‘ < e ™oV N exp l—— inf TV (2 )} .
€

Or, on sait d’aprés la Proposition 5.6 que le minimum global est réalisé en b; pour
1 <4 <r. L’application TN étant continue, pour € assez petit, on en déduit que le
minimum de TV sur K est réalisé en un point a une distance exactement n = €12
de 'un des (b;, -+, b;). Soit un vecteur H de norme euclidienne 7 et un point b
tel que V() soit le minimum global de V. Un développement limité donne

T 5+ H) =TV (B) + 2H(z3) (H,H)+0 (i)
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En notant A\ := min; <<, V" (b;), on sait que chacune des valeurs propres de chaque

matrice Hessienne est supérieure strictement a A. Par conséquent, dés que € est
- — 5

assez petit : TV (b + H) > TN (b) + %eé. On en déduit :

Jod e [‘@TN <X>] AX = o {I,(b)} (5:5.5)

quel que soit le point b ou V' réalise son minimum global.

Etape 3. Montrons maintenant que le reste de l'intégrale est également négli-
geable. Quel que soit X ¢ K, on a : NYV(X) > SV 22 Comme f est a
croissance lente, on peut écrire |f (X)| < C'||z]|5 ot C > 0 est une constante et
k€ N d'ou

_2N 2
[ e wa] <o [ ixiges |2 1x0g] ax
K¢ K¢

+oo
<CAN_,4 / aF N2y = {1,(b)}  (5.5.6)

apres application du changement de variable x := /ey puis du Lemme A.1.

En compilant (5.5.6), (5.5.5) et (5.5.4), on obtient le résultat asymptotique sui-
vant :
- b
FX)e ST ®ax m O (Ne) Y £ (5) —
RN i=1 \/ V”(b» (V”(bz) + Oé)T

ot C(N,€) ne dépend ni de f ni de b;. On applique cette inégalité & une fonction
f de classe C' a croissance lente ainsi qu’a la fonction constante égale a 1. On
consideére le quotient et on obtient

, (5
N 2in W(b»(v("(b)i)m)if
fX)pt (X)dX =~ =; - :
RN Zi:l N—

V() (V7 (bi)+a) 2

[

Jun

ce qui est exactement (5.5.1) et (5.5.2). O

Remarque 5.22. [] est intéressant de noter que l’on s’est fortement servi de la
finitude de la dimension de l’espace dans lequel on travaillait. En effet, pour N
tendant vers l'infini, la surface de la sphére unité tend vers 0 tandis que le volume
du compact [—R; R)N tend vers Uinfini dés que l'on choisit R > 1.

On remarque également que la direction de la diagonale a un réle particulier dans
le poids associé a la mesure limite. D’ailleurs, cela avait déja été noté par Malrieu
dans [34].

Regardons maintenant le résultat lorsque V' est symétrique et posséde deux
puits —a et a.
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Corollaire 5.23. On suppose que le potentiel de confinement V wvérifie les hy-
potheses (V-1)-(V-10) et que le potentiel d’intéraction F vérifie les hypothéses
(F-1)-(F-5). Considérons uY l'unique mesure stationnaire du systéeme (5.2.4).
On a la convergence étroite suivante lorsque € tend vers 0 :
1 1
lim pY = —5—+§5E. (5.5.7)

e—0 2 —a

Démonstration. En appliquant la Proposition 5.21, on obtient

lim Y = q-0=a+ 4495
e—0" ¢ q- + a4

ol q_ et gy sont définis ainsi :

[NIES

4 = (V'(#a) +a) T (V'(#a))
ce qui implique ¢_ = ¢, car V est symétrique d’ou (5.5.7). ]

Comme il a été noté depuis le début du chapitre, le systéme de particules est lié
alaloi de la diffusion (0.0.5) et non pas a la diffusion elle-méme. Ainsi la loi 4 n’a
pas de correspondance avec la loi u.. Intuitivement, les mesures stationnaires du
processus non-linéaire correspondent & des points de I'espace RY. Or, on constate
dans la Proposition 5.21 que certains puits de T de la forme @y,57 ne sont pas
chargés par la mesure y)). Toutefois, il est tout a fait envisageable qu’il existe bien
une mesure stationnaire excentrée autour de ag;y .

Au contraire, si deg(F') > 4, pour peu que la condition (2.5.20) ne soit pas vérifiée
pour ag;y Ol Gy est chargé par pl’, le Théoréme 2.24 ne peut pas affirmer
I’existence d’une mesure stationnaire excentrée autour de ag;. 1.
De plus, si a > ¢ et si les fonctions V" ainsi que F” sont convexes, on sait qu’il
existe une mesure stationnaire qui converge vers oy d’aprés le Théoréme 3.28 bien
que 0 ne soit pas chargé par ) et soit d’ailleurs un col de T.



6. UNICITE LOCALE DES MESURES STATIONNAIRES

6.1 Introduction

Dans le Chapitre 2, on a vu que sous des conditions simples, la diffusion (0.0.5)
admettait plusieurs mesures stationnaires. Pour peu que l'on ait « assez grand et
F' linéaire, il y en a au moins 2M + 1. Dans le Théoréme 2.8, il a été prouvé que
si V' était symétrique, si V" était convexe et si F’ était linéaire, alors il y avait
exactement trois mesures invariantes. L’objectif de ce chapitre est d’étendre ce
théoréme a des conditions plus générales. Afin d’y parvenir, on se sert des résultats
des Chapitres 4, 5 et 6. L’idée générale est d’utiliser la convergence des mesures
vers une mesure limite et de montrer que pour chaque mesure limite ug, sous des
conditions simples, lorsque € est assez petit, il existe une seule mesure stationnaire
proche de ug; ce que l'on appelle "unicité locale". Si I'on se place de plus dans
un cas ot I’'on a exactement trois mesures limites, on a alors ’existence d’un seuil
critique en-dessous duquel il y a exactement trois mesures stationnaires.

Dans un premier temps, on fournit quelques résultats concernant la vitesse de
convergence. Ensuite, ces résultats seront utilisés. Pour montrer 1'unicité locale
des mesures stationnaires excentrées pour chaque mesure limite de la forme 9,, ot
ap est un point critique du potentiel V. Notons que 1’on suppose donc qu’il existe
une telle mesure.

Puis, on se concentre sur I'unicité de la mesure stationnaire symétrique lorsque V"
et F sont convexes (et donc on suppose tacitement que le potentiel de confinement
V' est symétrique) :

— Lorsque oo > 9, on utilise deux méthodes différentes : la premiére utilisant
la vitesse de convergence, la seconde étant une adaptation de celle fournie
dans [5].

— Lorsque a = 9, une seule méthode est fournie a savoir la propagation du
chaos semi-uniforme. Comme dans le cas ou a > 9, elle ne nécessite pas la
petitesse de € mais en contre-partie, elle demande a ce que le potentiel de
confinement V' vérifie (V-11).

— Lorsque o < 19, une seule méthode est fournie & savoir celle basée sur la
vitesse de convergence. Le résultat n’est donc valable que pour € assez petit.

Pour terminer, on étend le Théoréeme 2.8 a des cas simples.

Par la suite, lorsque 1'on s’intéresse aux mesures invariantes symétriques, on sup-
pose bien sir que la fonction V' est symétrique mais aussi que V" et F” sont
convexes. On sait donc que le potentiel de confinement V' admet exactement deux
puits : —a et a.
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Et, lorsque 'on s’intéresse aux mesures stationnaires excentrées, on ne suppose
pas que le potentiel V' est symétrique. Toutefois, on demande & ce que V" et F”
soient convexes.

6.2 Résultats généraux liés a la vitesse de convergence

Le travail sur la vitesse de convergence permet de donner une estimation des
moments des mesures stationnaires. Or, comme F' est une fonction polynomiale
de degré 2n, les 2n — 1 premiers moments d’'une mesure invariante sont suffisants
pour décrire complétement cette mesure.

On va se servir & nouveau de la fonction ®(©) (définie dans (2.5.18)) qui avait fourni
I’existence d’une mesure stationnaire excentrée autour de ag conditionnellement
aux deux conditions (2.5.19) et (2.5.20).

On écrit F(z) =Y ,_, ng)(!o) 2?*. Soit u, une mesure stationnaire de la diffusion
auto-stabilisante (0.0.5) et pyi(€), ..., po,—1(€) ses moments. On suppose que u,
converge vers uy = 0,4, (ao étant un point critique de V' ou il atteint un minimum
local et qui satisfait les conditions (2.5.19) et (2.5.20)) ou vers u) = 305, + 30_4,

ol xg > 0 est défini comme étant 'unique solution du systéme :

Vi(z) + LF/(22) = 0
V”(l’) + % + F”éQx) > 0

On note a nouveau Wy := V + F'xug — F xuy(0) le pseudo-potentiel limite associé
auyet We .=V + Fxu.— F *u.(0) le pseudo-potentiel associé a u.. On pose
my(0) le moment d’ordre k de la mesure limite uy.

Pour toute mesure v dont le moment d’ordre p est m,,, on a :

V(z)+ Fxu(x) — Fxu(0) = Wy(z) + Zn(z) — Z,(0) = Wp(x) (6.2.1)
avec  Zpy(x) = Z <_p1|)p <mp — mp(()))F(p)(x). (6.2.2)

La fonction W, est celle qui intervient de maniere effective dans l'intégrale. Pour
tout k > 1, on pose

iy m _ Jeatexp [<2W(2)] d
Spk( 15 ) 2n71) = fRexp [_%Wm(l')} dx . (623)

Cette fonction était déja apparue dans le Chapitre 2. On pose également

€ € € € T
' )(m) = ( ei(m), - Lep(m), -+ @5, 1 (m) )
€ € € € T
et O (m") = (gs(m®), - Lgs(mO), g5, 5(m°))
ou l'on note m := (my, -+ ,ma,_1) et m° := (my,- -+ ,ma,_2). Les variables de

I’application <I>((f) sont donc les moments d’ordres pairs : may(€) pour tout 1 < k <

n — 1 alors que les variables de I'application ®(©) sont tous les moments d’ordre 1
a2n—1.
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Remarque 6.1. La mesure u. est invariante si et seulement si le vecteur des
moments de u. & savoir pu:= (1 (€), pa(€), -+, pon—1(€)) est un point five de

Elle est invariante et symétrique si et seulement si ses moments d’ordres impairs
sont nuls et si de plus p° = (uz(€), -+, pan_o(€)) est un point fize de (ID(()G)

Afin d’obtenir un résultat d’unicité locale des mesures stationnaires, on va
utiliser la convergence uniforme de ®© et de sa différentielle vers une application
®O) et sa différentielle sur tout compact. Puis, on va prouwver que la différentielle
de Id — ®©) est inversible sur un certain compact (de petite taille) contenant le
point limite. On va conclure en utilisant la vitesse de convergence qui assure la
présence des vecteurs des moments dans ce petit compact.

Proposition 6.2. Soient pn := (py, -, plon—1) et v = (Vo ,Vap_2) deux élé-
ments de R* ™! et R"™! respectivement. Pour C' > 0, on définit les deuz espaces
compacts P, := [12"]" [up — Ce; pp + Ce] et QE = [1°Z, [vap — C&; v, + C].

p=1 p=1
1. Si la fonction Uy(z) = V(x) + ZQn L p, iy (F@)(2) — FP(0)) atteint son
minimum global en un unique point ay avec U (ag) > 0 alors pour tout m € P,
E>1etl<p<2n-—1,ona

0%k (1) = kag ' (1)
Ug(ao) — p!

2. Supposons que le potentiel V' soit symétrique. Si la fonction To(x) := V(x) +

Zz;é @l/gp (F@P)(x) — FOP(0)) atteint son minimum global sur R, en un point

by avec T{(by) > 0 alors pour tout m € Q, k>1etl<p<n-—1,ona:

F® ) (a0) 4+ 0p,(1). (6.2.4)

om,,

) 2k b1
Sk (m) = _WOZJO)WF(QPH)@O) +00.(1). (6.2.5)

Démonstration. Etape 1. L’application ¢}, est directement reliée a W,,. D’aprés
sa définition (6.2.1) et comme F est une fonction polynémiale paire de degré 2n,
on obtient

W(z) = Wo(z) + Z_: (_1!>p

p

8m2p

n

(27) ‘
(W%——n%«»)]gj .

Puis, la dérivée par rapport a la variable m, de I'égalité (6.2.3) donne

2k ) 2N 50 F0

om,, T e pl (2] p)!

(#ramplm) = Py (M)gi(m)) . (6:26)

JZ

La dérivée de &5, par rapport a la variable my, est calculée de la méme maniere :

e " F@)(0 . _ . e~
T )= 5o Z o (e = 6, (AT . (02)
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Etape 2. Soit m € P.. Pour tout 1 < i < 2n — 1, il existe C; € [~C, C] telle que
m; = p; + Cie. Ainsi pour tout [ > 1 :

Jp 2t exp [—2Up(z) — 2R, ()] dx
Jpexp [—2Us(z) — 2Ry, (2)] da
avec R, (z) = S22 1L pl,)pMF(p)( ) = S22 EVY o p@)(4). Liapplication

p= 1 p= 1 p'
du Lemme A.9 fournit le résultat asymptotique suivant qui est uniforme par rap-

port au parameétre m € P, :

pi(m) = (6.2.8)

€ _ af) ? UO ( 0) /
i (m) —aé—l4U0( 5 ( U (ao) —(l—1)+4aoRm(a0)> e+op,(€).

On obtient I’équivalence suivante qui intervenait dans la somme pour le calcul de
la dérivée de ¢f :

€ € € k(2] _p) j+k—p—
()02j+k—p(m) - SOQJ—p(m)SOk(m) = 2U//( a'gj+k P 26 + op, (E)
o (ao)

Par conséquent, (6.2.6) devient

Dpx 2(-1)' <~ F®(0) {k@j —P) stk po }
m) = ————— a €+ op. (€
(9mp< ) e p j>Lr (25 —p)! | 20¢(ao) ° 7]
k:a ( 1)1 i F(2J)(0) agj_p_l
Uolao)pt &2, (2 —p = 1)

+ OP€<1)7

ce qui fournit I'expression (6.2.4) comme annoncé.

Etape 3. La preuve permettant d’obtenir (6.2.5) est similaire & la précédente. Soit
m € Q.. Pour tout 1 <i <n—1, il existe Cy; € [—C; C] telle que mo; = vo; + Coye.
Ainsi pour tout [ > 1, &, satisfait la méme expression que @5, dans (6.2.8) ot le
support de 'intégrale est réduit a R, grace a la symétrie 01‘1 Ug est remplacé par
T) et ou le reste R, est remplacé par Rz EZ 11 el Cgp 2) (). On ne peut pas
appliquer directement le Lemme A.9 car le support est réduit a R . Toutefois, en
étendant le Lemme A.6 qui s’applique sur des domaines bornés & R, au lieu de R

tout entier afin d’estimer le numérateur puis le dénominateur, on obtient :

21—2 3)
£5() = B — 2 (boTT,,(Ef - (2= 1) 2 <bo>) +oa.(0

ot g(z) == =23~ 2p),(m2p — 1y,) F@P)(z). Aprés avoir effectué la somme, il
vient

. - . e~ 2k(27 — 2p) 9itok_op—
€2j+2k72p(m> - £2j72p(m>£2k(m) = T oy b?)]Hk P2+ 0g,(€).
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Finalement, I’égalité (6.2.5) est prouvée :

n

Ok ) 2 1 F®)(0) {2k<2j — 2p)
Oma, € (2p)! Pt (25 — 2p)! 2T (bo)
_ 2% vkt & F)(0) 2521
15 (bo) (2p)! (2 —2p—1)"°

0]

Jj>p+l

]

Ces résultats préliminaires permettent d’estimer la différentielle des applica-
tions ®(©) et @ée) dans un voisinage compact des vecteurs constitués des moments
de la mesure stationnaire limite.

6.3 Unicité locale autour de dg,

Soit ag un point critique du potentiel de confinement V' tel qu’il existe une
mesure stationnaire excentrée u2° qui converge vers d,, lorsque € tend vers 0. On
sait que si ag est un puits et si les deux conditions (2.5.19) et (2.5.20) sont vérifiées
alors une telle famille de mesures existe d’aprés la Proposition 3.16.

On va montrer que si u° existe, il y a exactement une telle mesure dés que € est
assez petit.

Théoréme 6.3. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les conditions (V-
1)-(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F' qui vérifie les hypothéses
(F-1)-(F-5). On suppose que V" et F" sont convexes. Soient deuz familles de
mesures stationnaires excentrées pour la diffusion (0.0.5) (ue).oq et (V) qui
convergent toutes les deux vers 64,. Alors, les deur mesures u. et v. sont égales
des que € est assez petit.

Démonstration. Etape 1. Pour tout 1 < k < 2n — 1, on applique le Théoréme
4.37 & la fonction f(x) := z* et on déduit I'existence d’une constante C' > 0 telle

que p = (,ul(e), e ,ugn_1(€)> et v = (Vl((f), e ,VQn_1(€)> sont dans le compact

P.:= H;’;l [ag —Ce; ap —i—C’e] ou g (€) et vy (€) sont respectivement les moments
d’ordre k£ de u, et v..
Etape 2. On considére un élément m quelconque dans P.. Pour tous les indices

E,1<p<2n—1,ona:

ooy kag ' (=1

= FeHD 1 6.3.1
amp (m> Wél(a0> p' (ao) + OPe( ) ( )
d’apres la Proposition 6.2. En effet, pour tout 1 < p < 2n — 1, on pose p, := af
et ag est 'unique point ou le potentiel effectif Uy := W{° réalise son minimum
global.
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Etape 3. On suppose par I'absurde que u, # v, pour tout € > 0. On en déduit qu'il
existe un point m, € P, tel que la différentielle de 'application x. := Id — ®() ne
soit pas inversible en m, pour tout € et par suite, la matrice A n’est pas inversible
ou l'on a

i1 j

ia (=1 .
57; P+ 0 ; F(J—H) ((Io) .
T (W) (ao) 5!

1 T s
———V1 V' ot les deux vecteurs Vi et V5 sont
(W5*) (@o) ' 72 P
définis ainsi : V; (i) :=ial ' et Va(j) := (7]—1!)]}7(]'“)(@0). Comme dans la preuve du
Lemme 2.26, on peut prouver que A est inversible si (W{°)" (ag) + (Vi, Va) # 0.
;oi—1 i .

Or, (Vi,Va) = S22t WF(”U(OLO) = —F"(0) = —a. Ainsi (W°)" (ag) +

i=1

(Vi,V3) = V"(ag) # 0 d’aprés I'hypothese (V-2). O

A

ij =

On peut écrire A := I, 1 +

On a prouvé qu’il y avait unicité locale autour de d,, par une méthode dans
laquelle intervient la vitesse de convergence. Pour les mesures stationnaires symé-
triques, d’autres méthodes peuvent étre utilisées.

6.4 Unicité de la mesure stationnaire symétrique

On suppose dans cette section que V' satisfait les hypothéses (V-1)—(V-10) et
que V" est convexe. Donc ¢ = —V"(0). Comme dans les Chapitres 3, 4, 5 et 6, il
y a une bifurcation lorsque o — ¢} s’annule. Ainsi on scinde en trois cas : a > 9,
a=17eta<.

6.4.1 Lorsque o« > 1

On va prouver le résultat d’unicité en utilisant deux méthodes différentes. La
premiére est la suite logique des résultats développés dans le Chapitre 4 et possede
le méme mode opératoire que pour la section précédente alors que la seconde est
une adaptation de la preuve de 'unicité de la mesure stationnaire d’espérance
nulle fournie dans [5]. On constatera que la seconde méthode est beaucoup plus
rapide (dans la mesure ou elle n’a pas nécessité I’étude de la convergence puis de
la vitesse de convergence des mesures stationnaires symétriques) mais elle n’est
pas adaptable au cas ou a < 9.

Premiére méthode : la vitesse de convergence

D’apreés la Proposition 3.14 et la Remarque 3.15, comme « > ¢, on sait déja
que ug = 0y et B = 0.

Théoréme 6.4. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les conditions (V-
1)-(V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothéses (F-1)-(F-5).
On suppose que V" et F" sont convexes. Alors, la diffusion (0.0.5) admet une
unique mesure ivariante symétrique des que € est assez petit.
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Démonstration. Etape 1. D’apres le Théoréme 2.22, on sait qu’il existe au moins
une mesure invariante symétrique u?. On sait par le Théoréme 3.28 que u converge
vers g quand € tend vers 0.

Etape 2. On applique le Théoréme 4.13 a la fonction f(z) := 2%* et il vient

/Rx%ug(x)dx = L(O)e +o(e) .

4(a— 1)
Alors, en posant P? := [—~Ce; Ce]" ™! ou la constante C' est choisie suffisamment
grande et € assez petit, on sait que (mQ(e), e ,mgn_2(€)> e PL.

Etape 3. Pour tout m € P°

., en utilisant la Proposition 6.2, on a le résultat
asymptotique suivant :

&ng

ay (m)=o0p/(1). (6.4.1)

En effet, comme o > 19, comme V" et [ sont convexes, Uy := V + F atteint son
minimum global en un unique point et il s’agit de 0.

Etape 4. Supposons qu’il existe deux suites de mesures stationnaires et symé-
triques qui soient différentes. Ces deux suites tendent vers dp et sont donc dans
P pour € assez petit. Ainsi pour € assez petit, la différentielle de I'd — CID((]E) est non
inversible sur I'un des points de ce compact. Et, en faisant tendre € vers 0, on en
déduit que la matrice identité est non inversible ce qui est impossible. O

Deuxiéme méthode : en utilisant une contraction sur un espace de mesure

On va maintenant prouver le méme résultat en adaptant la méthode développée
dans [5]. On suppose que V satisfait les hypothéses (V-1)—(V-8) ainsi que (V-10).
Toutefois, on ne demande pas & V" d’étre convexe ni méme a V' d’avoir exactement
deux puits. On se place dans le cas ot @ > ¥ donc a + V”(0) > 0. On introduit
les notations suivantes :

Définition 6.5. 1. Soit v := a+ V"(0) > 0.
2. Soit p > 4q ou q est Uentier défini dans les hypotheses (V-5) et (F-4). On note :

DP .= {u :R— Ry | u(z) =u(—z) Yz €R, sup (1+ [z[")v(z) < +<>O} :
zeRy

3. Pour toutes les fonctions u € DP, la constante de renormalisation est notée

M(u) = /Rexp [—2<V(y) L Fsuly) - F + u(ow dy.

€
4. On introduit également [’espace

o

u(x)SMVIER}.

— P
D. : {UED ()
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5. On munit l’espace D, de la distance N, définie comme suit

Ny(wo)i= [ (1407 fulo) — v(o)] do

pour toutes les fonctions u et v dans D.
6. On rappelle la définition de l'opérateur A qui agit sur l’espace DP :

1 2
Af(u)(z) = exp | —-— (V(:}:) + Fxu(x) — F % u(O)) .
Ae(u) €
Rappelons qu'une mesure symétrique u? est invariante si et seulement si elle
vérifie u? = A€ (u?). Or, on sait d’aprés le Lemme 2.19 que I'on a

%x2 Vr e R

lorsque la mesure u est dans lespace Cy; (voir (2.5.1) pour la définition). La
preuve de cette minoration ne nécessite toutefois que la parité de u et le fait que
F{ soit impaire et convexe sur R;. D’ot I'on trouve

Fxu(z) — F*u(0) >

V(z)+ F xu(x) — Fxu(0) > %xQ Ve e R.
En effet, comme V(0) = 0 et comme sup, . —V"(z) =¥, on a V(x) > —222 d’out
Wo(x) > %x2 pour tout = € R. Ainsi toute mesure symétrique stationnaire est un
élément de .. Il suffit alors de prouver que I’application A€ est une contraction
sur D, pour la distance N,,.

Lemme 6.6. [l eziste une constante C' > 0 telle que pour tout € €]0; 1], quelle
que soit la mesure u € D, on a linégalité
1 - C
Ac(u) = .

B

Démonstration. On procéde d’une maniére similaire a celle qui avait été utilisée
dans la preuve du Lemme 3.25.

Etape 1. D’abord, on note que l'inégalité 3.4.1 ne nécessitait que la symétrie de
la mesure ainsi que la bornitude de son moment d’ordre 2q. On retrouve ainsi :

(Ey )yl < Clyl (1+ y) (1 [ quu<z>dz> |
puis

Fxu(z)— Fxu(0) < %xQ + Cz” (1 + 2*) (1 +/ z2qu(z)dz> :
Rt

Etape 2. On évalue le demi-moment d’ordre 2g :

/]R+ 2u(z)dz < )\ju) /R+ 2?7 exp [—%,22] dz < C(Q))\E(u)
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aprés avoir fait le changement de variable z := y/eu. Ainsi en se servant de I'in-
égalité (3.4.3) et de ’hypothese (F-4), on a I'inégalité

V(z)+ Fxu(x) — F*u(0) < 5952 + Cya? (1 + ) (1 - )\€<u>> .

Etape 3. On peut minorer la constante de renormalisation :

Ae(u) > 2 /OOO exp {-% [%xQ + Cla” (14 2) (1 + Ai))] } dr. (6.4.2)

On tombe donc sur 'inégalité (3.4.5). On en déduit le méme résultat que dans le

Lemme 3.25 & savoir ﬁ < % ou C' est une constante ne dépendant pas de la

mesure u. C’est pourquoi (6.4.2) devient

Ae(u) > 2/ exp {—g [ng + Cpa? (14 xQQ)} } dz .
0 € L2

En effet, ¢ > 2 donc ;—q < Ce — 0. Puis, apres application du Lemme A.3 a la

fonction R(z) := §a* + Cyz® (14 229), on trouve A (u) > C/e ce qui achéve la
preuve. ]

On va maintenant définir une fonction qui apparait naturellement lorsque ’on

regarde la distance N, (Aﬁ(u), A%v)) :

Définition 6.7. Soient u et v deux éléments de D.. On pose :

AfH (@) = etV {GXP {‘%Fﬁ (@} S [_EF 0 (x)} }

ou l'on a F{(z) = Fy x u(z) — Fy xu(0) et FJ(x) := Fy*v(z) — Fy * v(0).

Lemme 6.8. [I existe C' > 0 telle que pour toutes les mesures u et v dans D, et
pour tout x € R, on a la majoration suivante :

AL (z)] < Ca® (1 + ™) exp [—Zxﬂ N, (u,v). (6.4.3)

€
Démonstration. Déja, on sait que V(z) + $2% > Za? d’ot exp [—2V (z) — 22?] <
exp [—%xz]. Majorons maintenant la différence des deux exponentielles. Etant

donné que Fy x u(x) — Fy x u(0) > 0 et Fy*xv(x) — Fy * v(0) > 0 car u et v sont
symétriques, on peut majorer de la sorte :

[ (B s atn) - Fy <o)

/Ox /R (Foly = =) + Fy(a +2)) (u(z) - v(2) ) dz dy‘

< // Fyy = =) + Fyly + )| u(z) — v(2)] dz dy

@) _ o~ <

<
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en exploitant la symétrie des mesures u et v puis en utilisant l'inégalité triangu-
laire. L’hypothese (F-4) implique

£(y) = / Fy(y — 2) + By + 2)| Ju(z) — v(2)| dz
< Qqu/R (L+ 2+ yP7% + 2 — y*7?) Ju(z) — v(z)|dz

< Cly (14 y%7?) / (1+2%77%) Ju(z) — v(2)| dz.

Ry

Puis, comme p > 4q, la quantité % est bornée pour tout z € R. On en déduit
directement &(y) < Cy (1 4+ y*=2) N,(u,v). Aprés intégration :

’e_%Fét(x) — e R @ < Cx? (1 + 552‘1_2) Ny(u,v).
Enfin, comme z — 111222; est bornée, I'inégalité (6.4.3) est immeédiate. O

Afin de prouver que l'opérateur A est une contraction, on reprend un déve-
loppement déja utilisé lorsque 1'on a prouvé l'existence d’une mesure invariante
symétrique dans le Chapitre 2.

Définition 6.9. 7. Pour tout couple de fonctions u et v dans D., on utilise la
décomposition :
1

A%(u)(z) — A%(v)(z) = Ae(u>szv<w>+(Mu)—&(v))ﬂ@”(w) (6.4.4)

ot la fonction QX" est définie comme suit :

1 2 «
Qr(r) = ————exp|—— (Vx + =2+ FY x) )
) = o | (Vo4 S R
A partir de 1a, on a toutes les clés en main pour prouver 'unicité de la mesure
stationnaire symétrique dés que € est assez petit.

Théoréme 6.10. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-
1)-(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F' qui vérifie les hypothéses
(F-1)-(F-5). On suppose de plus que o > . Deés que € est assez petit, la diffusion
(0.0.5) admet une unique mesure invariante symétrique.

Démonstration. Soient u et v deux mesures dans l'espace D.. La décomposition
(6.4.4) implique

N, (A%(w), AW)) < N, (A,0) + Ao () = A(0)| N, (Q4,0)  (6.4.5)

Ae(u)
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Etape 1. Pour commencer, le Lemme 6.6 fournit I'existence de C' > 0 telle que

1 C
< — : . 4.
) S e Vee€lo;1], YueD, (6.4.6)

Etape 2. On majore maintenant la distance de A™" & 0 :

N, (A*,0) = / (1 +27) |A" (2)] do
R4

< / (14 2”)Ca® (14 2*) exp |:—g$2] Ny(u,v)dx
Ry

d’aprés le Lemme 6.8. En prenant € < 1, le changement de variable = := /ey
implique
N, (A*".0) < C'e2 N,,(u, v) (6.4.7)
N A 2 2q\ ,—y?
ot C":=C [ y* (1+yP) (1 +y*) eV dy.

Etape 3. Majorons la différence entre les constantes de renormalisation :

|Ac(u) — Ae(v)] =2 / o 2 (V@) +322+F (@) 4, _/ o 2(V@+322+F (@) g,
R4 Ry

<2 / A (2)] do
R4

< ON, (u, v) /

2 (14 2”) (14 2°9) exp [—sz} dx
- €

d’apres le Lemme 6.8. Le changement de variable x := /ey implique
IAe(1) — Ae(v)] < C'e2 N,y (u,v). (6.4.8)
Etape 4. On termine en majorant la distance de Q%¥ & 0 :

N, (Q2°,0) = m /R+ (1 4+ 2P)exp [—% <V(3:) + %xQ + Fé’(x))} dx

2
< C—/ (1+ 2P)exp [—sz] dx
€ R, €

aprés avoir utilisé le Lemme 6.6. Le changement de variable z := /ey implique
I'existence d’une constante C” > 0 telle que

C’II
N, (27 0) < —. 6.4.9
p (020°,0) < e (6.4.9)
Etape 5. On compile (6.4.5), (6.4.6), (6.4.7), (6.4.8) et (6.4.9) et I'on obtient
Iexistence d’une constante C' > 0 telle que pour tous les éléments u et v de D,
on a:

N, (AE(U),AE(U)) < CeN,(u,v). (6.4.10)
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Par conséquent, dés que € est assez petit, on a N, (A%(u), A(v)) < $N,(u,v).
Soient maintenant u et v deux mesures invariantes symétriques. Alors u et v
sont dans D, et par définition elles vérifient A°(u) = u et A°(v) = v. Il vient
Ny(u,v) < 2N, (u,v) d’ott Np(u,v) = 0. Ceci implique directement v = v ce
qui acheéve la preuve de 'unicité de la mesure invariante symétrique pour € assez
petit. ]

Un élément central de cette méthode est le point ot le pseudo-potentiel W, :=
V + Fxu. — F xu.(0) atteint son minimum global. En effet, méme si c’est tacite,
on se sert fortement du fait que ce dernier se trouve en 0 quelle que soit la mesure
symétrique considérée. Ainsi dans le cas général, lorsque ce point n’est pas indé-
pendant de € ni égal a 0, cette méthode est inapplicable.
En d’autres termes, 'unicité de la mesure invariante symétrique exploitait un
résultat de convergence a savoir u® —s 8. A wvrai dire, de maniére tout aussi
tacite, on se sert également de la vitesse de convergence qui est d’ordre € lorsque
a > —=V"(0). On peut comparer les principes sous-jacents des deux méthodes. Dans
la seconde méthode, on utilise un principe de contraction, lequel implique ['inver-
sibilité de 'application qui est contractante. Dans la méthode utilisant la vitesse
de convergence de u® vers &y, on utilisait l'inversibilité locale ce qui est plus faible
qu’un principe de contraction. C’est pourquoi la premiére méthode pourra étre ap-
pliquée dans des cas ou o < 0.

On aurait pu utiliser une troisiéme méthode & savoir la propagation du chaos
semi-uniforme. Toutefois, cette méthode sera utilisée dans le cas suivant & savoir
a = 9. En effet, il n’y a pas la moindre différence entre les deux cas a > 1 et
a = 9 lorsque l'on utilise le systéme de particules qui permet de prouver l'unicité
de la mesure stationnaire symétrique.

6.4.2 Lorsque I'on est sur le dioptre : ¢ = 1

On suppose ici que V" ainsi que F” sont convexes. La méthode utilisant I'ap-

plication contractante se sert fortement de I'inégalité stricte a > . Quant a la
méthode basée sur la vitesse de convergence de u? vers dg, elle nécessite que la
vitesse soit d’ordre € ce qui n’est pas le cas lorsque o + V" (0) = 0.
Par conséquent, il faut utiliser une troisiéme méthode. Cette méthode utilise un
systéme de particules introduit dans le Chapitre 5. Et, plus précisément, elle re-
pose sur le résultat de propagation du chaos semi-uniforme établi dans le Théoréme
5.20. On suppose donc par la suite que V satisfait les hypothéses (V-1)—(V-11)

Théoréme 6.11. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypotheéses
(V-1)-(V-11) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothéses (F-1)—(F-
5). On suppose également que V" ainsi que F" sont convezes et que l'on a de
plus a = 1. Alors la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) admet une unique mesure
stationnaire symétrique u’

€
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Démonstration. Soit une variable aléatoire symétrique Xy. Soit X la diffusion
auto-stabilisante définie par

t t
Xf:XOJr\/EBt—/ v’(x;)ds—/ F' st (X) ds
0 0

t t
= Xo+VeB;, — / {V’ (X)) + an}ds — / FixuS (X)ds (6.4.11)
0 0
et ut=L(XF).

On pose V(z) = V(z) + 2x%. Alors, V est une fonction convexe. On définit en
paralléle le systéme de particules associé a savoir :

t
X e [
0

N

~ ) 1 ) .

V(XYY + v > Fy(XgN — X;wN)] ds (6.4.12)
j=1

ou N est arbitrairement grand. Comme o > ¢, le Théoréme 5.20 nous apprend
qu’il y a propagation du chaos uniforme du systéme (6.4.12) vers (6.4.11).

Or, la Proposition 5.17 nous permet de déduire qu’il y a une unique mesure sta-
tionnaire pour (6.4.11). O

Remarque 6.12. Cette méthode ne nécessite pas que € soit en-dessous d’un seuil
critique contrairement aux deux autres méthodes. On aurait d’ailleurs pu utiliser
afin de prouver que pour tout € > 0 et a > o, il existait une unique mesure
stationnaire symétrique.

6.4.3 Lorsque a < 19

Dans le cas ot a < ¢, il n’y a ni propagation du chaos semi-uniforme ni
possibilité de définir une application contractante autour de dy.
On suppose a nouveau que V" et F” sont convexes. On demande également & ce
que V vérifie (V-1)—(V-10). Ainsi on sait d’aprés le Théoréme 3.28 que la mesure
limite s’écrit uy = %5230 + %5_,,30 avec rg > 0. Et +xq sont les deux seuls antécédents
du minimum global de Wy :=V + 1 F(. — xo) + 1 F(. + z9) — F(z0). Donc B = 0.

Théoréme 6.13. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-
1)-(V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothéses (F-1)-(F-5).
On suppose aussi que V" et F" sont convezes ainsi que oo < . Alors, la diffusion
(0.0.5) admet une unique mesure invariante symétrique pour € suffisamment petit.

Démonstration. Etape 1. Si V" et F” sont convexes, d’aprés le Théoréme 3.28,
toute suite de mesures invariantes symétriques converge vers %59&0 + %5_950.
Etape 2. D’aprés le Théoréme 4.25, on sait que le vecteur des moments pairs

<m2(e), - ,mgn_2(€)> e Pl = H;’;ll [:Egp — Ce,z” + Ce| pour une constante
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C > 0. Soit m € P?. D’apres la Proposition 6.2, on sait que pour tous les indices
1<kr<n-—1:

DS, 2kx2t 1
2k () = 20— gt 1).
omy ™ T Wy @t ) o)

Etape 3. On suppose qu’il existe deux mesures stationnaires symétriques pour une
suite décroissante (e, tendant vers 0. Ainsi comme dans la preuve du Théoréme

6.3, on obtient la non inversibilité de la matrice A := <In,1 + Wvl TV2> avec

Vi(i) == 2izg ! et Va(j) = ﬁF(%“)(mO). Comme on I’a vu dans la preuve du

Lemme 2.26, la matrice A est inversible si W' (zq) + (V1, V2) # 0. Or,

n—l1 2i—1
— _To gty _ 1( " o )
Vi, Va) = 2 (22,_1)!}7 (w0) = 5 ( F"(20) = F"(0)) > 0.
Alors Wl (x¢) + (V1,Va) > 0 ce qui achéve la preuve. O

6.5 Description compléte des mesures stationnaires

On étend maintenant le Théoréme 2.8 a un cas simple.

Théoréme 6.14. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypotheéses
(V-1)-(V-11) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothéses (F-1)—(F-
5). On suppose également que o > ¢, deg(V') > deg(F), que les fonctions V" et
F" sont convexes mais aussi

2n—2

FP+2)

| ‘ (a)‘ap <a+V"a). (6.5.1)
p!

p=0
Alors, des que € est assez petit, la diffusion (0.0.5) admet exactement trois mesures
stationnaires.

Démonstration. Etape 1. Comme la fonction V' vérifie les hypothéses (V-1)-(V-
7) ainsi que (V-10) et F' vérifie les hypothéses (F-1)—(F-5), on sait d’aprés la
Proposition 3.16 que l'inégalité (6.5.1) implique Pexistence d’'une famille de me-
sures stationnaires excentrées (u) ., qui converge vers d,. De méme, il existe une
famille de mesures stationnaires excentrées (7)o qui converge vers 6_g.

Etape 2. Comme la fonction V' vérifie les hypothéses (V-1)—(V-8) ainsi que (V-
10), on sait que la diffusion (0.0.5) admet une mesure stationnaire symétrique u?
d’aprés le Théoreme 2.22. Et, comme V" ainsi que F” sont convexes et comme
a > 1, on sait d’aprés le Théoréme 3.28 que cette mesure converge vers dy.
Etape 3. Comme la fonction V est polynomiale et de degré strictement supérieur
a celui de F', on sait d’apreés la Proposition 3.8 que '’hypothése (H) est satisfaite et
ainsi toutes les familles de mesures stationnaires de la diffusion auto-stabilisante
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ont la suite de leur moment d’ordre 2n bornée. Puis, comme « > 1, on sait d’apreés
la Remarque 3.15 que les seules mesures limites possibles sont &, 6, et d_,.
Etape 4. Or, d’aprés le Théoréme 6.3, dés que € est assez petit, il y a une unique
mesure stationnaire excentrée autour de a et une unique mesure stationnaire ex-
centrée autour de —a. Et, d’apres le Théoréme 6.4, il y a une unique mesure
stationnaire symétrique dés que € est assez petit si a0 > .

Etape 5. Enfin, comme a > 9, I'on peut appliquer le Théoréme 6.3 avec ag = 0
afin de s’assurer qu’il n'y a pas de mesure non symétrique arbitrairement proche
de dg ; ce qui acheve la preuve. O

L’hypothése o > 1 a été utilisée uniquement pour que toutes les mesures
limites soient de la forme d 4. Il est donc naturel de supposer que méme si o < ¥,
le résultat est vrai. On se sert fortement de la symétrie de V. En effet, si a est
trop petit et si V n’est pas symétrique, il peut n’y avoir qu’une seule mesure
stationnaire, comme on I’a vu dans I’'Exemple 2.15.

Conjecture 1 : Si V' est symétrique, si V" et F” sont convexes, dés que € est
assez petit, la diffusion (0.0.5) admet exactement trois mesures stationnaires.
Conjecture 2 : Si V) et FR) sont convexes avec k > 1, dés que € est assez
petit, la diffusion (0.0.5) admet au plus 2k + 1 mesures stationnaires.
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7. COMPORTEMENT EN TEMPS LONG DU PROCESSUS
AUTO-STABILISANT

7.1 Introduction

Dans le Chapitre 1, il a été prouvé que la diffusion auto-stabilisante (0.0.5)
existait bien & condition que l'on ait E [ngﬂ < 00. Dans le Chapitre 2, 'exis-

tence d’éventuelles mesures stationnaires a été étudiée et 'on a vu que 'on en
avait plusieurs sous des conditions simples. Dans les Chapitres 3 et 4, une analyse
asymptotique de ces mesures pour € tendant vers 0 a été menée. Dans le Chapitre
5, la diffusion (0.0.5) a été liée a une particule d’un systéme a champ moyen. Le
Chapitre 6 fut consacré au probléme d’unicité des mesures stationnaires. Afin de
conclure cette étude sur les processus stochastiques non-linéaires du type (0.0.5),
on s’intéresse au comportement du processus lorsque le temps devient grand.

Dans [6], les auteurs ont prouvé que si le potentiel de confinement V' est identi-
quement nul et si le potentiel d’intéraction F' vérifie des hypothéses moins fortes
que (F-1)-(F-5), la loi du processus convergeait pour ¢ tendant vers I'infini vers
I'unique mesure stationnaire d’espérance nulle ; laquelle est d’ailleurs symétrique.
Ce résultat n’exige pas que la mesure initiale soit symétrique. On sait qu'un tel
résultat est inenvisageable lorsque le potentiel V' a plusieurs puits car il peut y
avoir plusieurs mesures stationnaires. Dans le cas ot le potentiel V' est strictement
convexe (méme s’il est non uniformément strictement convexe), 'on dispose d’un
résultat similaire comme il fut prouvé dans [13]. Tacitement, les deux études ont
besoin de I'unicité de la mesure stationnaire ainsi que de l'unicité du point pour
lequel le pseudo-potentiel réalise son minimum global.

Dans [22], des calculs de grandes déviations furent menés afin d’établir le temps
moyen pour que la diffusion sorte d’'un domaine donné, dans le cas ou V est
convexe. D’un point de vue tacite, deux propriétés ont été nécessaires : l'unicité
de la mesure stationnaire et 'unicité du point chargé par cette mesure lorsque €
tend vers 0.

Avec les hypothéses associées a la diffusion (0.0.5), les deux propriétés implicites
ne sont plus vérifiées. Ce chapitre est consacré a des phénomeénes similaires lorsque
le potentiel de confinement V' n’est plus convexe et posséde méme plusieurs puits :
I’étude sera menée dans des cas simples.

Dans un premier temps, on s’intéresse au comportement de la loi du processus
auto-stabilisant u$ en temps long lorsque V" et F” sont convexes. On suppose de
plus que le potentiel de confinement V' est symétrique et que la variable aléatoire
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initiale Xy est symétrique. Et, 'on prouve que si a@ > o, la mesure uj converge
vers 1, I'unique mesure stationnaire symétrique (voir les Théorémes 6.4 et 6.11).
Par ailleurs, on suppose que l'on a deg(F') > 4. En effet, si deg(F') = 2, ’équation
(0.0.5) devient simplement

t
Xf = X+ VeB, — / W, (X€) ds
0

ott Wo(x) := V(x)+5a?* est une fonction convexe. Ainsi (0.0.5) est un processus de
Kolmogorov dont la dérive est convexe et par conséquent, il y a bien convergence
en loi vers I'unique mesure stationnaire symétrique.

Les cas a > ¢ (uniformément strictement convexe) et o = ¥ sont séparés. Pour
prouver la convergence en loi dans le premier cas, on utilise deux méthodes diffé-
rentes : celle fournie dans [6] complétée par la propagation du chaos semi-uniforme.
Le second cas est traité uniquement avec la propagation du chaos semi-uniforme.

Dans un second temps, on s’intéresse au temps de sortie par le processus auto-
stabilisant (0.0.5) d’'un domaine donné lorsque la mesure initiale est stationnaire,
qu’elle soit symétrique ou non. Le potentiel V' n’a pas particulierement besoin
d’étre symétrique. En se servant des résultats des Chapitres 3 et 4, on prouve que
la diffusion est exponentiellement équivalente & un processus de Kolmogorov dont
la dérive ne dépend ni de € ni de t. On peut ensuite en déduire un principe de
grandes déviations et en appliquant la théorie de Freidlin-Wentzell décrite dans
I’annexe, on en déduit la description du temps de sortie.

On termine I’étude du temps de sortie en observant en quoi 'auto-stabilisation a
une influence sur le temps de sortie. On constate en particulier que dans certains
cas, "I'auto-stabilisation déstabilise le processus".

Remarquons par ailleurs que l'on pourrait conduire facilement une étude plus
générale du temps de sortie dans certains cas. Supposons en effet que V' soit sy-
métrique, que « soit strictement plus grand que ¥ et que de plus, la variable
aléatoire de départ X soit elle aussi symétrique. Alors I'équation (0.0.5) s’écrit
simplement :

t t
X; = Xo+veBi— [ Wy(Xds— [ Fyeug (X ds
0 0

ott Wo(z) := V(x)+ $2? est une fonction convexe. On serait alors ramené a I'étude
menée dans [22].

Il convient de noter que le principe de grandes déviations ne nécessite pas la
convexité. Cette derniére n’est nécessaire que pour établir la convergence uniforme
sur R, de la dérive de la diffusion auto-stabilisante lorsque € tend vers 0. La
barriére qui ne permet donc pas d’obtenir simplement un temps de sortie général
est donc la méme que celle qui ne permet pas d’obtenir facilement une convergence
en temps long de la loi.
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7.2 Convergence du processus vers sa mesure stationnaire
symétrique

Pour commencer, on s’intéresse a la convergence en temps long de la diffusion

(0.0.5) vers I'unique mesure stationnaire symétrique. On est en effet assuré de son
unicité des que € est assez petit d’aprés les Théorémes 6.4, 6.10, 6.11 et 6.13.
Les hypotheses de ces quatre théoréemes sont légérement différentes. On y fera donc
attention.
Par la suite, on ne prouvera la convergence en temps long que dans le cas ou
a > 1. En effet, les deux méthodes utilisées a savoir I'étude des semi-groupes
associés a deux équations aux dérivées partielles qui encadrent (en un sens qu’il
conviendra de préciser par la suite) ’équation (2.2.1) ainsi que la propagation du
chaos semi-uniforme nécessitent o« > 9.

7.2.1 Dans le cas sur-critique a« > 19

De la méme maniére qu’on a prouvé l'unicité des mesures stationnaires sy-
métriques par deux méthodes différentes, on va établir que la diffusion auto-
stabilisante (0.0.5) converge vers son unique mesure stationnaire symétrique par
deux méthodes différentes lorsque F”(0)+V"(0) > 0 c’est-a-dire lorsque le pseudo-
potentiel limite est uniformément strictement convexe. La premiére utilise un théo-
reme de comparaison de processus et la seconde utilise la propagation du chaos
semi-uniforme.

Premiére méthode : En utilisant des semi-groupes d’EDP

On rappelle quelques résultats du Chapitre 1 ainsi que du Chapitre 2. Si I'on
se donne une variable aléatoire X, dont le moment d’ordre 8¢* est fini, alors la
diffusion (0.0.5) admet une solution forte qui est unique d’aprés le Théoréme 1.14.
De plus, d’aprés le Lemme 2.1 en notant u(¢, dz) la loi de X, celle-ci admet une
densité u(t,z) par rapport a la mesure de Lebesgue qui vérifie ’équation aux
dérivées partielles (2.2.1) a savoir

0 ufta) = £ty ) + Zut. ) (V@) + (F 5) (t,2)]

—u(t,r) = —==u(t,z) + — |u(t,z x u) (t,x))| .

ot 2022 7 Ox ’ ’

On va s’intéresser aux semi-groupes de contraction dont la forme s’apparente a
ceux qui sont sous-jacents ici.

Définition 7.1. 1. Soit une fonction W de classe C*° sur R. Par la suite, on
suppose que W wvérifie les hypothéses suivantes :

1
w’
2. La fonction W est localement bornée.

1. La fonction est intégrable au voisinage de l'infini.

3. La fonction W' est positive en l'infini.
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1
4. On a la limite lim M =
e=rtoo (W ()
W)

2. A cette fonction W, on associe la probabilité ve "’ que l'on identifie avec sa
densité par rapport a la mesure de Lebesque :

VE(W) (x) :=

3. On lwi associe également ’opérateur L défini par
LM f = %f” -w'y (7.2.1)

ou f est une fonction de classe C* sur R. L) est e générateur d’un semi-groupe

de contraction (T,f’W; t > 0) par rapport a la mesure v En effet, d’apres le

Lemme 2.1, L) est le générateur infinitésimal de la diffusion homogene dX; =

VedB, — W' (X,) dt de mesure stationnaire ")
4. On considere la diffusion (non auto-stabilisante) :

t
XpRoW = Xo+ VB, - / W' (XEH) ds (722)
0

ot (By; t > 0) est un mouvement brownien et ou Xy est une variable aléatoire.

Rappelons quelques théorémes qui vont permettre d’établir différentes pro-
priétés sur le semi-groupe ainsi défini. Pour commencer, on fournit un théoréme
concernant 'ultracontractivité.

Proposition 7.2. En considérant une fonction W qui vérifie les hypothéses de
la Définition 7.1, le semi-groupe de contraction (Tf’w; t > 0) est ultra-contractif.
En d’autres termes, quel que soit t > 0, il existe une constante k.(t) > 0 telle que

pour toute fonction f intégrable par rapport a la mesure VG(W), on a l'inégalité

25 || L < k@ 1l 0y - (7.2.3)

Démonstration. Dans le Théoréme 1.4 de [32], les auteurs ont prouvé qu’un semi-
groupe sur C3(R) de la forme (7.2.1) était ultra-contractif pour peu que la fonction
W vérifie les cinq conditions suivantes :

1. L’intégrale [, exp [—@] dx est finie.

1 1
2. 1l existe une constante ¢, > 0 telle que A <V§W)> ’ / (VG(W)> gt c. > 0.

3. 11 existe une constante M > 0 telle que 1" (x) < M pour tout = € R.

4. La fonction W” est positive au voisinage de I'infini.

5. La fonction % est intégrable au voisinage de 'infini.
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Les conditions 4 et 5 sont explicitement mentionnées dans la Définition 7.1.

La condition 1 est une conséquence directe de I'intégrabilité en I'infini de # et
de la positivité en 'infini de W”.

La condition 2 est équivalente a l'existence d’une constante c¢. > 0 telle que

W//(:L,)
(W'(x))?

—%W” (x) + (W;# + ¢. > 0. Comme on a supposé que converge vers
0 en l'infini, la condition 2 est donc vérifiée.
Enfin, la bornitude de ") est une conséquence directe de 'intégrabilité en I'infini
de # et de la positivité de W en I'infini. ]
Comme on I’a vu précédemment (voir la Proposition 5.12 du Chapitre 5), le
trou spectral permet d’obtenir une convergence en loi d’une diffusion vers sa me-
sure stationnaire, laquelle est unique. Le critére de courbure-dimension de Bakry-
Emery (introduit dans [3]) est classiquement utilisé si le potentiel W' est une
fonction uniformément strictement convexe, voir [6]. Toutefois, on souhaite tra-
vailler avec des potentiels qui ne sont pas forcément convexes.
Or, bien que 'on puisse établir des résultats assez généraux concernant les semi-
groupes, on verra par la suite que 'on a besoin de la convexité de W .
On utilise ici le Théoréme de Muckenhoupt (voir [1]) pour obtenir 'inégalité de
Poincaré en ne se servant que du comportement en l'infini du potentiel :

Proposition 7.3. Soit une fonction U € C*(R). On se donne une mesure dn(z) :=
exp [-U(x)]dx. On prend la médiane m de dn. Alors la mesure dn satisfait l'in-
égalité de Poincaré si et seulement si :

+oo T
Bl = sup (/ e_U(y)dy) (/ eU(y)dy) < 400
z>m T m
et B, = sup (/ eU(y)dy) (/ eU(y)dy) < +00.
z<m —00 T

De plus, en notant C' le trou spectral, on a ’encadrement :
1
—min{B"; B | <C<4max{B'; B} .
b (B By} < O < dmax B B,

On peut maintenant fournir un résultat clé permettant la convergence en loi
sous certaines conditions des diffusions auto-stabilisantes. A noter toutefois que
les semi-groupes considérés jusqu’a présent sont linéaires.

Lemme 7.4. Soit une fonction W qui satisfait les cing hypothéses de la Définition
7.1. Alors, on a les deux résultats suivants :

1. Quel que soitt > 0, Tf’W : L? (VE(W)) = L2 (VE(W)> est un opérateur a trace.

2. Si on note (—=X)),>1 les valeurs propres par ordre décroissant de L") et 15 les

vecteurs propres associés, de norme 1 dans L? <V5(W)> alors la propriété de trou

spectral est vérifiée et || f<||oo < ke(t) et que que soit t > 0 ot k.(t) est donné par
Uinégalité (7.2.3).
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Démonstration. 1. On peut écrire le semi-groupe ultracontractif de la fagon sui-
vante :

TV f(z) = / PV (2, 9) ()™ () dy

ou pfjW est le noyau de Tf’W. Soit un point zy quelconque dans R. Soit une suite
de fonctions (gn),,cy de valeur absolue intégrable par rapport a la mesure Z/E(W) et
qui converge vers la mesure de Dirac d,,. En appliquant (7.2.3) a la fonction g,,

il vient

Par conséquent, en prenant la limite quand n tend vers I'infini, on trouve l'exis-
tence d’une constante k(t) telle que pi™" (z, x9) < kc(t). Ainsi quel que soit t > 0,
on a l'inégalité

/R pi’W(x,y)gn(y)ve(w)(y)dyH < kel 119l 0y -

o0

/ / P (2, ) (@)r) (y)dady < oo
RQ

On en déduit que pour tout ¢ > 0, application Tf’W allant de L? (VE(W)> dans

lui-méme est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
De plus, par définition de cet opérateur, pour toute fonction f de classe C?, on a

T @) = B[ (X0 = [f (X;X%’Z’W’W)

un opérateur a trace.

2. La preuve de l'existence du trou spectral ne peut se faire par le critére de
courbure-dimension de Bakry-Emery. On utilise donc ici la Proposition 7.3 ce
qui nécessite un équivalent asymptotique pour x proche de +oo de la quan-

tité (f;oo e_%W(y)dy> (f;; e%W(y)dy> et pour = proche de —oo de la quantité
<ficoo e—%W(y)dy> (f;n e%W(y)dy>_
On utilise ainsi le Lemme A.1 en rappelant que 'on travaille & e fixé et aussi que

: o W) QU i
I'on a supposé¢ lim ————5 = 0. En posant U := =W, il vient :
=0 (W'(x)) ‘

oo exp |—U(x * ex x
/ eXp[—U(y)]dy%% et /exp[U(y)]dy%%()ﬂ-

= TV TV f(2). Ainsi cest
2 2

D’ou B (x) ~ W lorsque z est proche de +o00. Et, de méme : B, (x) ~
W lorsque x est proche de —oo. Par conséquent, B < oo et B, < oo vu
1

2
que la quantité <W’_(:v)) est bornée au voisinage de 'infini. O

A partir de 1a, on peut établir un premier résultat de convergence méme si ce
résultat ne concerne pas en soit les diffusions auto-stabilisantes.
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Proposition 7.5. Soit une fonction W de classe C* qui vérifie les hypotheses
de la Définition 7.1. Alors, en conservant les notations de la Définition 7.1 et en

notant <Xf’X°’W> la diffusion définie dans (7.2.2), quel que soit to > 0, il
teR,

existe deux constantes A\ > 0 et v.(tg) > 0 telles que l'on ait l'inégalité

@bﬁw&Wﬂ—Awmﬂwwm

quels que sotent t > to, la variable aléatoire initiale Xy et g une fonction de carré

intégrable pour la mesure W)

S Ve (tO) ei)\Et

QHLz(ngm) (7.2.4)

Démonstration. Premiérement, on suppose que la loi de la variable aléatoire X
admet une densité par rapport a la mesure v et T'on note cette derniére ©.
On remarque que le second membre de l'inégalité (7.2.4) ne dépend pas de la loi
initiale. Ainsi le résultat sera également vrai pour des lois n’admettant pas de
densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

Pour simplifier les calculs par la suite, on note X; := Xf’XO’W, vi= VE(W), T, ==
Tf’W ainsi que A, := X. Soit ¢ un élément de L?*(v). Alors g admet le développe-
ment en série suivant :

9="{9. 1, + > {9, fa)y fo

n>1

ot (f,;n > 1) est la suite introduite dans le Lemme 7.4 des vecteurs propres
associés aux valeurs propres (A, ; n > 1). A partir de 'hypothése sur la loi de la
variable aléatoire Xy a savoir P(X, € [z;x + dz]) = O(z)v(z)dz, on a :

Elg(Xy)] = /RE[Q(Xé”)] O(z)v(z)dr = (E. [9(X:)], ©(.)), = (T:9,0),

ou (X7, t > 0) est la solution de X7 = = + /eB, — fot W' (X?)ds. On applique
I'opérateur T; a la décomposition suivant la base hilbertienne de g et on obtient :

T‘tg = <ga 1>y + Z <ga fn>V€_>\ntfn )

n>1

On en déduit I'inégalité

’EM&H—/M@MM)

R

<D e Mg ) [(Fas ©), ] -

n>1
Or, I'inégalité de Jensen puis le second point du Lemme 7.4 impliquent

Lo

[(fn, ©),| < /R | ful2)|O(z)v(z)dz < || fulloo < e (5) A
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On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur I*(N) et I'on trouve :

< (3) (goss) ()
2 n>1 n>1
ke (%0) (Z 6_””“_?)) g2z -
n>1

Or, Ay > A et sit > 1y, alors —2X,(t — &) < =X, (%) — A\ (t — to) d'ou la
majoration

Elox) - [ glawtan)| < ke () (e el

w ) . .
Vu que T" est un opérateur a trace d’aprés le Lemme 7.4, on a

SemE ZZKTgfn; fn>‘ < 0.
n>1 n>1

On obtient ainsi (7.2.4). O

Elox0] - [ sapias)

IN

Dans la suite, on souhaiterait utiliser ce résultat de convergence pour la diffu-
sion auto-stabilisante (0.0.5) que I'on rappelle :

dXS = \JedB, — V'(XE)dt — F' s ul (X0) dt
up = L(X]).
On utilise la notation suivante : b (t,z) := / {E <F/(y — Xf)) + V’(y)} dy. En
0
utilisant les hypothéses (V-5) et (F-4), on trouve la majoration suivante :

Sebta) = £0.)| < V@) = V@) + [P =) - Fly = )l dui(2)

< Clo = yl(1+ 2" + [y|*7%).

Dans [6], les auteurs ont défini des fonctions qui encadrent asymptotiquement la
fonction b.. La définition de ces fonctions repose sur une propriété simple :

0
Jz.eR telque Vt>0 a—bﬁ(t,xe) =0. (7.2.5)
x
Si V' est symétrique et si a > 1, on a bien ceci avec x. := 0. C’est a cause de

(7.2.5) que 'hypothése a > o est essentielle.

Comme la fonction V' est paire, la mesure uj est symétrique pour tout ¢ > 0 lorsque
la loi de X est symétrique. On a besoin de définir quelques fonctions simples
pour pouvoir encadrer asymptotiquement I’équation aux dérivées partielles (2.2.1)
par deux équations aux dérivées partielles linéaires auxquelles on appliquera la
Proposition 7.5 :
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Définition 7.6. 1. Soit tg > 0. Pour tout x > 0, on introduit

— v 0 v 0
)= [ (s vty e vy = [ (mf Soe)an.

On prolonge les fonctions E et by, sur R par parité.
2. Pour tout x >0, on pose :

bé(x) := li —b.(t, dy et b(x) = 1 f —>b.(t, dy .
() /0 (;gilig L y)> y et b(z) /0 (tlr_nggo 5 0l y)) y
On prolonge les fonctions b¢ et b sur R par parité.
3. On introduit les mesures suivantes :

exp [—2b(z)]
Jaexp [=2b<(y)] dy

exp |2 ()]

du(z) = Jeexp [—2b(y)] dy

dx .

de et du‘(z):=

La suite du travail va en fait consister & montrer que les deux fonctions b¢ et
b¢ sont égales et par suite que les deux mesures u et u€ sont les mémes. Cela
nécessitera un lemme de comparaison dont une démonstration peut étre trouvée

dans [31] :
Proposition 7.7. Soient b et ¢ deux fonctions localement lipschitziennes, im-

paires, de méme signe que x et telles que sgn(z) (b(s,x) — c(s,x)) > 0. Alors,
quelle que soit la fonction f paire, croissante sur Ry, on a

E[f(Xt(b))]gE[f(Xt(C))] pour tout >0

ot X" = Xo +/eB; — [ (s, X )ds et X\ = Xo+ /B, — [ e(s, X\?)ds, X,

étant une variable aléatoire quelconque.

Cette proposition nécessite que les deux dérives b et ¢ soient de méme signe
que x. Aussi, lorsque o < 9, quelle que soit la mesure symétrique vy, V' + F’ * vg
ne vérifie pas cette hypothése. Par conséquent, c¢’est a ce niveau la que la convexité
est utilisée.

A partir de ce résultat, on trouve le Lemme suivant :

Lemme 7.8. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypotheses (V-1)-
(V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypotheéses (F-1)-(F-5). On
suppose de plus que V" ainsi que F" sont convexes. Si a > 1, quels que soient
e>0etx >0, on alinégalité suivante :

F'suf(z) 4+ V'(z) < (b9 (2) < (E)/ (x) < F'xuf(z) + V'(x). (7.2.6)

Démonstration. La mesure u§ étant symétrique pour tout ¢ > 0, on a b.(t,z) =
)+ [JE [ } dy avec F' y(2) = %(F’(y—z)+F’(y+z)). Comme F” est
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convexe sur R, d’aprés 'hypotheése (F-3), on obtient 'inégalité I’Tv’y(z) > F'(y) >
ay > 0 pour tout y > 0 et pour tout z € R. De plus, grace aux hypothéses (V-5)
et (F-4), on a | 2b.(t,x) — 2b.(t,y)| < Clz — y|(1 + |z[*72 + |y|**~2) pour tous
les réels x et y.

Ces propriétés étant vraies indépendamment de la variable temporelle ¢, elles le
sont également pour les fonctions b (z) et bf (). Considérons deux nouveaux

processus qui vont encadrer la diffusion (0.0.5) :
1 t
}/;E = Xto + \/EBt - \/EBto - —/ b:ol(}/;>d5

et Zte = Xto ‘I— \/EBt \/_Bto / bgo (ZE)d
to

pour t > ty. Soit une fonction f : R — R, paire, croissante sur R, a croissance
lente. Alors, a partir de 'inégalité

() () sen(e) < blt, ) sen(e) < () () seme).
on peut utiliser la Proposition 7.7 et en déduire :
Elf (ZD)] <E[f (X)] <E[f (¥))]

pour tout ¢ > ty3. Or, les deux fonctions @ et b§0 vérifient les quatre hypotheéses
b;, " (@)

Wy @)
vers I'infini. Par définition, @/(x) > V'(z)+E [F'(z — X{,)]. Pour z assez grand,
les deux membres sont positifs d’ou (ﬁ%x))z > V'(z)*+E[F'(z — Xfo)f. On
s’'intéresse maintenant a la dérivée seconde. Soient ¢ et h deux réels strictement
positifs. Alors :

SUPy>¢, E[F'(x+h— X{)] - SUP;>¢, E[F(x— X{)]—h SUP¢> ¢ E[F"(r — X{)]

h
< qup EIF @+ = X))~ E[F'(x = X7)

t>to h

de la Définition 7.1. Prouvons la convergence vers 0 de pour x tendant

—E[F'(z— X{)] .

Le théoréme des accroissements finis implique la convergence vers 0 du membre
de droite car F'® est une fonction polynémiale de degré inférieur a 2q et car les
moments d’ordre 1 a 2¢ de la loi de X} sont uniformément bornés en temps d’aprés

le Théoréme 1.14. D’otl @”(x) < V"(x) 4 sup;s, E[F"(z — X{)] puis

—

b, (2) V() 4 supysy, E[F"(z — X7)]
<b§0 (@)2 V'(z)2+E [F'(z — Xfo)}
V"(x) | supg, E[F"(z — X7)]
V@) B[Pz - X))
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Le premier terme du membre de droite tend vers 0 d’aprés la propriété (V-10). Le
second est le quotient d’une fonction polynémiale de degré 2n — 2 par une fonction
polynémiale de degré 4n — 2 ou 2n := deg(F'). En effet, les moments d’ordre 1 a
2n de la loi de X sont finis. On en déduit donc la limite annoncée. On dispose
exactement de la méme propriété pour b5 . On peut donc appliquer la Proposition

7.5 aux deux fonctions ﬁ et bi et 'on en déduit
Wt [ (P, () / Pl (w)dy < E[7(X;)]
ot BUOON< [ Sy + e [ (Pl ody)

Toujours grace a la Proposition 7.7, on sait que si deux fonctions ¢; et ¢y vérifient
les hypothéses de la Définition 7.1 ainsi que sgn(z)(ci(z) — c2(x)) > 0 alors on

a l'inégalitée E [f(Xt(cl))] < E [f(Xt(cz))} pour tout ¢ > 0. En prenant ensuite
la limite pour t tendant vers l'infini et en appliquant la Proposition 7.5, il vient

Jo FW)ve,(y)dy <[5 f(y)ve,(y)dy ou f est une fonction paire, croissante sur R
et a croissance lente. Il suffit ensuite d’utiliser les deux inégalités

sen(v)B, (v) = sen(w)¥f, (v) = senly) (F/ () + V()
et sen(y)bf, (v) < Clyl (1+ |y"%) +sen(y)V'(v)

pour en déduire la finitude de / (fQ(y)ng (y)dy) et de / (fQ(y)lxb?(y)dy).
R _to R to

Ensuite, on prend f := ﬁm qui vérifie les hypothéses de la Proposition 7.7 et
qui a la particularité de satisfaire 2b.(t,z) = V'(z) + E [F’z(Xf)] On prend
maintenant la limite supérieure ainsi que la limite inférieure et ’on trouve :

V'(x) + liminf /F\;;a:dbe < (b9)(z) < (b9)(w) < V'(x) + lim sup /ﬁxdl/b%

to—ro0 Jp to to—o0 JR
pour tout z > 0. De cela, on déduit (7.2.6). O

Avant de prouver le résultat de convergence en temps long, on va étudier les
intervalles sur lesquels la fonction u¢ est supérieure a la fonction wue.

Lemme 7.9. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-1)-
(V-10) et un potentiel d’intéraction F' qui vérifie les hypothéses (F-1)-(F-5). On
suppose de plus que les fonctions V" et F" sont convexes. Alors, il existe un réel
strictement positif x. tel que u(x) < uf(x) pour tout v € [—x¢; x| et u(x) > u(x)
pour tout x € [—x;x]°.

Démonstration. Par définition des fonctions b€ et b¢, quel que soit z € R on a
'inégalité b (z) < b¢(x). On introduit :

A= /Rexp [—gwm)] iz > /Rexp [-%E(x)] do = ..
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Vu que les fonction uf et u® sont positives, 'égalité [, u®(x)dr = [, u(x)dr =1
implique D'existence d’un réel positif ou nul z. (par symétrie) tel que u(z.) =
uf(z.). Par définition des deux mesures, l'on a

be(zc) + “1n (Ae) -

¢ €
b(ae) + 5 In (A) 5

La fonction b¢ — b° étant croissante sur R, on en déduit u(z) > uf(x) pour tout
x > x. ainsi que u(z) < uf(z) pour tout x € [0;z.]. La symétrie donne le résultat
annonce. O

On a maintenant toutes les armes en main pour obtenir le Théoréme de conver-
gence en loi vers I'unique mesure stationnaire symétrique.

Théoréme 7.10. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypotheses
(V-1)-(V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothéses (F-1)—(F-
5). On suppose de plus que les fonctions V" et F" sont convezes et que la variable
aléatoire X est symétrique et vérifie E [ng] < 00. Sous la condition o > 1,
la diffusion (Xf),5 définie par (0.0.5) converge en loi vers l'unique mesure inva-
riante symétrique ul.

Démonstration. Montrons que b¢ = b¢. Les fonctions V' + F’ « uf et V' + F’ % u¢
sont impaires donc leurs primitives sont paires d’ott A“uf et A“u® sont symétriques
ou l'opérateur A est défini dans la Définition 6.5. On peut a nouveau appliquer
la Proposition 7.7 :

Aﬂwmmmm@sAg@m%mwséf@gmeséﬂwM%ww@

ol f est une fonction paire, croissante sur R, et a croissance lente. Soit p > 4q o1
q est I'entier introduit dans les hypothéses (V-5) et (F-4). On se donne la fonction

gp(x) = (1 + [2]") sgn (ui(x) —u(x)) -

Elle est paire et croissante sur R, car le signe de uf(z) — u¢(x) est d’abord égal a
—1 sur Uintervalle [0; x| puis égal & 1. De plus, on a I’égalité :

Jwgmzémm@@—mmm

ott N, est la distance introduite dans (6.4.2). Comme g, vérifie les conditions
suffisantes a l'application de la Proposition 7.7, il vient

N < [ gyle) (6T (@) = A @) o < [ Loy(o)] AT (@) - A (o)| d
< N(AT, A

Or, comme « > 1, 'opérateur A est une contraction sur I’ensemble des me-
sures symétriques appartenant a D, (défini dans (6.4.2)) d’aprés (6.4.10). De plus,
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d’aprés les définitions, les fonctions u€ et u¢ sont bien dans 'espace des fonctions
D.. On en déduit : Ny(u® — uf) < CN,(u —uf) ou C' < 1.
Donc, u¢ = uf et par conséquent b° = b¢. Notons b€ := b¢ = b et uf = u = u.
Ainsi uf vérifie 'équation Au® = u€ donc uf = u? l'unique mesure stationnaire
symétrique de la diffusion auto-stabilisante (0.0.5). Or, comme u¢ est la limite
pour tg tendant vers 'infini de @ et u€ celle de bj , on a :

De cela, on en déduit que la loi de X converge étroitement vers ul. O

Cette méthode est simple et 'on peut d’ailleurs remarquer que les hypothéses
de convexité de V" et de F” n’ont été utilisées que pour l'unicité de la mesure
stationnaire u?. Toutefois, on a dii utiliser & deux reprises la positivité stricte de
a — 9. D’abord, il fallait I'unicité du zéro de %be(t,x) et ensuite il fallait que
I'opérateur A€ soit une contraction sur un espace stable pour la diffusion.

Seconde méthode : en utilisant la propagation du chaos semi-uniforme

On utilise maintenant une méthode liée au systéme de particules. C’est la
Proposition 5.17 ainsi que le Théoréme 5.20 qui vont fournir les résultats. On
suppose ici que V satisfait les hypothéses (V-1)—(V-11).

On se donne deux mesures symétriques dug et dvg et on regarde les deux diffusions
auto-stabilisantes (0.0.5) partant de dug et de dvy. On note dug la densité de la loi
du processus partant de la mesure dug et dv; celle du processus partant de dvy.
On sait que ces densités existent d’aprés le Lemme 2.1.

On va prouver que la distance de Wasserstein entre u; et vy tend vers 0 quand ¢
tend vers I'infini. Ceci impliquera automatiquement la convergence étroite de la loi
de la diffusion (0.0.5) partant d’une mesure symétrique quelconque vers I'unique
mesure stationnaire symétrique u?.

Théoréme 7.11. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothéses
(V-1)-(V-11) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothéses (F-1)—(F-
5). On suppose de plus que les fonctions V" et F” sont convexes et que la variable
aléatoire X est symétrique et vérifie E [ngQ] < 0. Sous la condition a > ¥, la

loi de la diffusion X§ définie par (0.0.5) converge étroitement vers l'unique mesure
invariante symétrique u® quand t tend vers linfini. De plus, on a linégalité :

W,y (u;u?)” < 3e7? //R z — ) duo(z)ul(y)dy (7.2.7)

ot A est une constante strictement positive et o Wy (u;v) est la distance de Was-
serstein entre les mesures u et v.
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Démonstration. Etape 1. Le Théoréme 5.20 nous donne la propagation du chaos
uniforme du systéme de particules & champ moyen (5.4.13) vers le systéme auto-
stabilisant (5.4.12). En d’autres termes, il existe n(N) tendant vers 0 quand N
tend vers U'infini tel que (5.4.7) soit satisfaite. On peut alors utiliser la Proposition
5.17. En particulier, on a l'inégalité (5.4.9) :

e,N,1 e,N,2

Wo (uf; u ) <67)(N)+3]E{‘ut — gt

fv} (7.2.8)

ou les processus iy et puy " sont définis dans (5.2.3), les particules du pre-
mier au temps t = 0 étant toutes indépendantes et de loi dug et les particules
du second au temps t = 0 étant toutes indépendantes et de loi du?, 'unique
mesure stationnaire symétrique de (0.0.5). On prend a nouveau la limite supé-
rieure pour t tendant vers l'infini. Toutefois, le paramétre ¢ intervient également
dans le terme de gauche de I'inégalité (7.2.8). Soit p strictement positif. Pour N

. : N2
assez grand, 6n(N) < 5. Puis, comme on a convergence en loi de ;" et de

N1 . . . . : o
w7 vers I'unique mesure statlonnalre du systéme de particules, il existe T'(N)

tel que 3E {‘

W, (us; u?)® < p pour ¢ assez grand.

e,N,1

e,N,1 €,N,2
—

} < £ pour tout t > T'(IN) ce qui implique donc
N

On a donc bien la convergence annoncée.
Etape 2. On prouve maintenant que la convergence est de type exponentiel. En
d’autres termes, montrons que I’ 1negahte (7.2.7) est vraie. On applique la formule

d’Ttd a la quantité ‘ po™Nt — ENQH
’MENI MEN2 ‘2 ’NENI ME,N,2‘ 2
t ¢ N 0 0 N

o 2/ <VTN eNl) o VTN (u;,Nﬂ) u;Nl M;,N,2>N ds

le produit scalaire (; ), étant associé a la norme ||.||,. Comme a > ¥, le méta-
potentiel TV défini par

1 N
TN (X1, x) = NZZ:; (V(Jiz) + — 2) 2]\72 ;;FO — SCJ

est uniformément strictement convexe sur RY. Ainsi il existe une constante A > 0

telle que :
—2>\ / [

On applique le Lemme de Gronwall et il vient

e,N,1 e,N,2

e,N,1 e,N,2
Mo — o

2
e,N,1 e,N,2 2
= g ‘ —ug"™?[ ds

e,N,1 e,N,2
My

e,N,1 €,N,2
Ho " — Mo

N ) Nexp [—2\t] .
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Or, par définition, on peut écrire :

e,N,1 €,N,2 1
AV, L Xz 7,
),uo Ho HN NZ

ot X{ suit la loi dug et X suit la loi du?. Ainsi lorsque N tend vers I'infini, comme
les 2N particules initiales sont indépendantes de par leur construction, la loi des

grands nombres implique
=[]0 dwlay.
RQ

Par conséquent, si I'on fait tendre N vers l'infini dans I'inégalité (7.2.8), on obtient

Wy (u;af)? < 3¢ //R v — )2 dug () (y)drdy .

eN,1 e N,2
Ho

lim ‘
N—~o0

O

Cette méthode était plus simple que la précédente mais elle a présupposé les
résultats du Chapitre 5.

7.2.2 Dans le cas critique o« = 1§

On utilise & nouveau la propagation du chaos semi-uniforme. Cette fois, elle
sera utilisée pour le cas ou 'on se trouve sur le dioptre @ = 1. On va voir que
I'on a & nouveau la convergence en loi du processus vers sa mesure stationnaire
symétrique mais la vitesse de convergence ne sera pas exponentielle.

Théoréme 7.12. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypotheéses
(V-1)-(V-11) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothéses (F-1)—(F-
5). On suppose de plus que les fonctions V" et F” sont convexes et que la variable
aléatoire Xy est symétrique et vérifie E [ngz] < 00. Sous la condition o =19, la

loi de la diffusion X{ définie par (0.0.5) converge étroitement vers l'unique mesure
invariante symétrique u®. On a de plus inégalité suivante :

W (u; )’ < 3 el Z Y dwl@lbWzdy g

[1 + 20 ([ [ (2 — y)? duo(x)ug(y)da:dy)lo_l] o

o A >0, lo:=min{k >2 | VEI(0) > 0} et Wy (u;v) est la distance de Wasser-
stein entre u et v.

Démonstration. La preuve est similaire a celle du Théoréme 7.11. Toutefois, on
ne peut obtenir I'inégalité (7.2.7) vu que 'on ne dispose pas de la stricte convexité
uniforme. Ici, quels que soient p' et p? dans R, on a

(VTN (1Y) = VN (12) ;b — ) Z(V’ ) Vo’(u?)) (1i = 117)
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ot Vo(z) = V(z)+%2?. Or, comme V" est convexe, il existe deux constantes A > 0

et [ > 2 telles que (Vo’(x) - Vd(y)) (z —y) > Xz —y)” pour tous les réels z et
y. D’ou :

2 2 t
e,N,1 &N,2 &N,1 e,N,2 &N,1 e,N,2[|2
‘ut — ut S‘Mo — 4 H —%/Hus —ug™? ||y ds .
N 0
e,N,1 €,N,2 2
On pose V(1) := Hu,; B A H . On est ainsi amené & étudier l'inéquation
N
différentielle

U(t) < W(0) — 2\ /t\ll(s)lds.

L’équation différentielle associée x(t) = W(0) — 2\ fot x(s)lds a pour solution
v (0)

—. On obtient I'inégalité

-1

unique x(t) =
[1 (- 1)\11(0)1*14

U(t) — x(t) < —2)\/0 (T(s) = x(s)") ds.

En utilisant la positivité stricte de x ainsi que la positivité de ¥, on en déduit que
pour tout 7" > 0, il existe une constante cr > 0 telle que

(1) — x(t) < ~2her / (W(s) — y(s)) ds

quel que soit ¢ < T. Par conséquent, W(¢) < x(¢) pour tout ¢ > 0 et on ob-
tient (7.2.9) ce qui implique la convergence en loi de la diffusion vers sa mesure
stationnaire symétrique. O

Remarque 7.13. [l est important de rappeler que le systeme de particules qui a
été considéré afin de prouver les Théoremes 7.11 et 7.12 n’est pas celui associé a la
diffusion (0.0.5). 1l s’agit en réalité d’un systéeme de particules qui rend compte de
la diffusion auto-stabilisante si l'on part d’une loi symétrique mais qui est fonda-
mentalement différent dans sa dynamique si bien que ['on n’a pas la convergence
du processus si la lov initiale n’est pas symétrique, méme si o > 1.

7.3 'Temps de sortie si X suit une mesure stationnaire u,

Dans la suite du chapitre, on ne suppose pas de maniére générale que V' soit
symétrique ni que V" soit convexe. On suppose uniquement que V' vérifie les hypo-
theéses (V-1)—(V-7) ainsi que (V-10). On introduit maintenant quelques notations.
Les familles de mesures stationnaires ()., considérées vérifient par la suite la
condition (H) c’est-a-dire que la suite [, 2*"u(x)dz est bornée ou l'entier n est
introduit dans (0.0.9).
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Définition 7.14. 1. Soit T > 0. Soient deux fonctions continues f et g sur
Uintervalle [0; T)]. On pose :
pr(f.g) = sup |f(t)—g(t).
0<t<T
2. On note H lespace de Cameron-Martin des fonctions absolument continues

dont la dérivée est L* sur lintervalle [0;T].
3. On note XY le processus défini par

t
Xt =y veB - [ [V s P (X0 Jas
0

ou u = L (X¢), c’est-a-dire le processus défini dans (0.0.5).

Le processus XY est en fait la pénalisation du processus X¢ par I’événement
{X§ = y}. On peut d’ailleurs écrire :

dP (X¢ = 7) = / dP (XY = 2) dP (XE = y) |
yeR

Par la suite, on suppose que la loi initiale est invariante ainsi le processus péna-

lis¢ est un processus de Kolmogorov partant de la loi initiale d,. Si la loi u, est

symétrique, on la note u. Si elle est excentrée autour d’un point critique ay du

potentiel de confinement V', on la note u2. On ne considérera pas d’autres types

de mesures stationnaires.

Une autre fagon d’aborder le processus (X;¥),., est d'introduire le temps d’arrét

7, = inf {t > 0 [ X{ =y}. Il est alors possible d’écrire X;* = Xt ., quelle que

soit la variable initiale X vérifiant E [ngﬂ < 00. En effet, dans cette section, on

suppose que la variable aléatoire X suit une loi stationnaire u.. Par conséquent,
la loi de X{ est u. pour tout s > 0.

7.3.1 Principe de grandes déviations du processus X ¥

Lorsque la loi initiale est stationnaire, la diffusion (7.3.1) s’écrit simplement :

¢
Xf’y:y+\/EBt—/ W!(X$Y)ds
0

ot W est le pseudo-potentiel associé a la mesure invariante u, par (3.2.1) : W, :=
V(z) + F*u. — F*uc(0). On suppose que la famille de mesures ()., converge

vers une mesure ug’ = d,, Ol ap est un point critique de V' ou vers une mesure

u) == 20,0+ 50_4, ; To ¢tant I'unique solution positive du systéme (3.4.10) lorsque

V" et F" sont convexes et lorsque le potentiel V' est symétrique.

Remarque 7.15. Le pseudo-potentiel W, (et ses dérivées) converge uniformément
sur tout compact vers le pseudo-potentiel limite Wy :=V + F s ug — F xup(0) (et
ses dérivées) d’apres la Proposition 3.10 et ’hypothése (H). En effet, le résultat de
la Proposition peut étre étendu au-dela d’une sous-suite vu que u. converge vers
Ug.



7. Comportement en temps long du processus auto-stabilisant 214

11 est alors naturel de s’intéresser a la diffusion

t
Y =y VB = [ [V F (i) ds
0

t
= y+\/EBt—/ W (YY) ds .
0

Cette derniére équation est plus simple et on en connait le temps de sortie. On va
maintenant prouver que les deux processus XY et Y'Y sont proches.

Lemme 7.16. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypotheses (V-1)-
(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F' qui vérifie les hypothéses (F-
1)~(F-5). Quels que soient T > 0 ety € R, les processus (X;*)icpm et (Vi)
sont exponentiellement équivalents. En d’autres termes, quel que soit 6 > 0, on a
le résultat asymptotique suivant :

limsupelnIP’[pT(Xe’y,YE’y) >0 = -0 (7.3.1)

e—0
ot la quantité pr a été définie dans 7.14.
Démonstration. Comme les deux processus sont définis & partir du méme mouve-
ment brownien, le théoréme de Jensen puis 'inégalité triangulaire nous donnent

t t
X5V Y| < / W (XE) — Wh(XE)|ds + / WE(XE) — Wi(YE)|ds.
0 0

Soit R > 0 tel que |y| < 2R. En notant B(0; R) la boule de centre 0 et de rayon R
c’est-a-dire U'intervalle | — R; R[, on pose or(€) le premier temps de sortie de XY
ou Y“Y de cette boule :

or(€) := min {t >0 (XY, YY) ¢] - R; R[?} .

Les deux potentiels W, et W, ainsi que leurs dérivées sont lipschitziennes sur
B(0; R) de constante C'(R) indépendante de e car W, et ses dérivées convergent
uniformément sur tout compact vers Wy et ses dérivées comme il a été noté dans
la Remarque 7.15. Cette indépendance est évidente pour la fonction Wy ce qui
explique I'indépendance pour la fonction W,. Par conséquent, quel que soit t <
or(€), on a l'inégalite |W{(XSY) — WH(YEY)| < C(R)| XY — YEY|. D'ou :

t
Li<on(oy [Xe? = Y| S1pcopoy {/ (WE(XSY) — W (X5Y)|ds

0

t

+ C(R) / X< —Y;’yyds}
0
t
Lppcor | W) = WX ds
0

t
+C(R) / Lis<on(en ‘X?y - Ys€7y|d3 .
0
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L’application du Lemme de Grénwall fournit

t
Lp<opoy [ XiY =Y < Lpcope) €xp [C(R)t]/ (WHXSY) — Wo(X$Y)|ds
0

IN

Lis<on(yt exp [C(R)t] sup [W/(2) — W(2)]

z€B(0;R)
< Lpsopy C(R, 1) 7 (€) (7.3.2)

ou 7 (€) désigne l'ordre de la vitesse de convergence de la mesure u, vers la mesure
ug et ou C(R,t) est une constante ne dépendant pas de e. On ne spécifie pas 7(€)
puisque la seule chose dont on ait besoin est sa convergence vers 0. Par conséquent,
on a le résultat suivant :

P ({pT(XE’y — vy > 5} (T < aR(e)}) —0

N N . N 5 .
dés que € es.t assez petit a savoir des que T(e) < cwmD On va maintenant regarder
I’autre partie de I’événement rare a savoir

P ({pr(X = v) 2 0} (T = orl(0)}) -

Pour cela, on introduit o(€) le premier temps de sortie du processus Y'Y de la
boule B(0, £). On va scinder 'événement rare selon que l'on ait 7' < o’;(€) ou
T >o0ph(e). On a :

P ({pr(X0 = Vo) > 5} (J{T > onle)})
<P ({pr(X = Y) 2 0} (T = on()} (T = 0}(9)})
+P ({pr(xr = Y¥) 2 6} (T 2 onle)} (T < opl0)}) -

Or, le premier des deux événements est inclus dans 'événement {1 > o/z(¢)}.
Quant au second, quel que soit t < T, on a Y;"Y € B (O; g) et en particulier
lorsque t = og. Par conséquent, le second événement est inclus dans 1I’événement
{ Poiop(e] (XY = YY) > %} dont la probabilité est exactement égale & 0 dés que
€ est assez petit vu que (7.3.2) est uniforme en ¢ € [0; 7). On en déduit donc

P ({pr(X = Y0) 2 5} (T = op}) <PT = o(e)})

dés que € est assez petit. Comme le processus Y ¥ vérifie un principe de grandes
déviations avec la bonne fonction de taux I, 7, définie dans (B.2), en remplagant
U par Wy, on a l'inégalité (B.4). Et, la Proposition B.4 améne :

limsupelnP (o(e) <T) = —2Hp (7.3.3)

e—0
ol Hr := min {WO (%) Wo (—%)} Par conséquent, pour tout R > 2|y| :
limsup elnP(pp (XY, YY) > §) < —2Hp.

e—0
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Comme Hp tend vers I'infini quand R tend vers l'infini, quel que soit 6 > 0, on
a bien I’équivalence exponentielle entre les deux processus XY et Y% a savoir la
limite (7.3.1). O

On peut alors en déduire que XY vérifie le méme principe de grandes dévia-
tions que Y'Y ce qui est I'une des deux conditions exigées pour l'application du
Théoréme B.6.

Proposition 7.17. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypotheéses
(V-1)-(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hy-
potheéses (F-1)-(F-5). Quels que soient T' > 0 et y € R, le processus (X;¥)icpom)
vérifie un principe de grandes déviations avec pour bonne fonction de taux :

2

1 /7. . ‘ ,
Ir(®) = 5/0 “Dt +W(®y)| dt st & € HY
o0 si ® ¢ HY

ot Hi est Uespace des fonctions ® qui sont absolument continues sur [0;T] et
telles que ®(0) = y. En d’autres termes, quels que soient le fermé FY et l'ouvert
OY dans C, ([0;T)), on a les résultats asymptotiques :

limsup enP (XY € FY) < — inf Ip(®)

e—0 PeFv
et liminf elnlP (XY € OY) > — inf Ip(®).
e—0 PcOY

Démonstration. On sait d’apres le Théoréeme B.6 que le processus (Yf’y)te[oﬂ
vérifie ce principe de grandes déviations. Or, les deux processus (X; Vy)te[O;T] et
(Y;Y) tefo;r] Sont exponentiellement équivalents d’apres le Lemme 7.16. Le Théo-
reme 4.2.13 de [14] nous informe que le processus (X;¥),cq vérifie le méme
principe de grandes déviations que (Yf’y)te[o;ﬂ. O

Ainsi si la loi de X§ suit la mesure invariante, conditionnellement a {X§ = y},
le comportement de XY est proche de celui de la fonction déterministe ¢ — Wy(y)
avec U, (y) = =W, (W,(y)). On a le résultat suivant (qui correspond au Corollaire
5.6.15 dans [14] et dans lequel on peut en trouver une preuve) :

Corollaire 7.18. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-
1)—(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F' qui vérifie les hypothéses
(F-1)-(F-5). Soit un compact K inclus dans R. Alors, quels que soient le fermé
FY et Uouvert OY dans C, ([0;T]), on dispose des inégalités

limsup eln {sup P (X e ]:y)] < —inf inf Ip(®)

e——0 yeK yeK PeFv

et liminf eln [inf P (X e Oy)] > —sup inf Ip(P).

e—0 yeK yek PeOv
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7.3.2 Cott de sortie

Aprés avoir établi un principe de grandes déviations, on définit naturellement
une fonction de cotit qui ne sera ni plus ni moins que la tension entre deux points
suivant les lignes du pseudo-potentiel intervenant dans la fonction de taux. En
effet, intuitivement, il faut remonter le courant ce qui demandera 1’énergie cor-
respondant au cotit. Comme on a plusieurs mesures stationnaires dans 1’étude du
processus auto-stabilisant (0.0.5), on a évidemment plusieurs fonctions de cofit.
Globalement, le processus (Xf)te[O;T] satisfait un principe de grandes déviations
dont la bonne fonction de taux est :

. 2
Ir(®) = 5o ‘fbt +W5(Dy)| dt st @ e H
+00 si ®¢HL

ou Wy :=V+Fxpu—Vxpu(0), uétant la limite pour e tendant vers 0 d’une famille
de mesures stationnaires (u),.,. Cette mesure est discréte. On ne suppose rien
quant au nombre de points qu’elle charge. Toutefois, on sait déja qu’elle en charge
un ou deux si V" et F” sont convexes d’aprés le quatriéme point de la Proposition
3.14.

Définition 7.19. 1. On définit la fonction de coit pour aller de x a y :

2

IRV
QWO([B,y) = inf inf ) 5/0 ’(I)t +W6<(I)t) dt

T>0 dcHY([0;T]

ot HY ([0;T]) est l'ensemble des fonctions ® qui sont absolument continues sur
[0; T et telles que ®(0) =z et D(T) = y.

2. Soit un intervalle G =|y_;y.| inclus dans le domaine de stabilité d’un puits
x5 du pseudo-potentiel Wy. On note 7.(x) := inf {t >0 | X" € G} le premier
temps pour lequel le processus auto-stabilisant X€¢ sort de G en pénalisant par
Iévenement {X§ = z}.

3. On note Q (4,G°) := infcg Q (4, 2) = min {Q (xs,y7) ;5 Q(xs,yT) }

Il est important de bien comprendre que l'on n’a pas X = = mais bien que
I'on pénalise par la condition {X§ = z}.

Théoréme 7.20. Soit un potentiel de confinement V' qui vérifie les hypothéses (V-
1)-(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F' qui vérifie les hypothéses
(F-1)-(F-5). Soit x € G. Quel que soit 6 > 0 arbitrairement petit, on a les résultats
asymptotiques suivants :

L rs;G¢ —5) l( rs;G¢ 5)
lim P {ee (Q( ) <rx) < e NPT } —1  (7.34)
e—0

ainsi que lim e IHE[TG(I)] =Q(zs;G°) . (7.3.5)

e—0
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De plus, on peut connaitre le lieu de sortie :

: ecr _J o si Wo(y—) > Wy (yy)
eh—n>10]P> |:XT€(:C) - y_] a { 1 St WO (y,> < WO (y+) ' (736)

Il s’agit d’une conséquence directe du Théoréme B.6. Et, on peut évaluer
Q (zs;G°) grace au Corollaire suivant :

Corollaire 7.21. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypotheses
(V-1)-(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie (F-1)—(F-
5).

1. Soit ag un point critique de V' tel qu’il existe une mesure stationnaire excentrée
u qui converge vers 0q,. Alors Wy :=V + F(. — ag) — F(ag). Soit y un réel dans
le domaine de stabilité de ag par rapport au pseudo-potentiel limite Wy. On a par
conséquent Q" (ao,y) = 2 (V(y) — V(ao) + Fly — ao)).

2. Supposons que V' est symétrique mais aussi que 'on a V" et F" convexes. Dans
le cas ot v > 09, la mesure u® converge vers ul = &y quand € tend vers 0 d’apres le
Théoreme 3.28 et alors Wy :=V + F. Il s’agit d’une fonction convexe donc tout
réel est dans le domaine d’attraction de 0. Par conséquent, quel que soit y € R,
on a Q" (0,y) =2 (V(y) + F(y)).

3. Supposons que V' soit symétrique et que V" et F" soient convexes. Dans le cas
ot o < U, la mesure u® converge vers u) = %5% + %5_% quand € tend vers 0
d’apres le Théoreme 3.28 ot xg > 0 est l'unique solution du systéme (3.4.10). Par
conséquent, Wy := V+%F(.—xg)+%F(.+xo)—F(xo). Tout réel strictement positif
est dans le domaine d’attraction de xy. Par conséquent, quel que soit y € Ry, on
a Q" (zg,y) =2V (y) — 2V (xo) + F(y — mo) + F(y + x0) — F(2x0).

Il s’agit d’une conséquence directe de la Proposition B.4

7.3.3 Influence de I'auto-stabilisation sur le temps de sortie T¢(x)

On connait le temps de sortie lorsqu’il n’y a pas d’auto-stabilisation. On re-
garde donc 'influence de la perturbation non-linéaire sur le temps de sortie.

Si la loi initiale est de la forme u® ot ag est un point critique de V

Dans le cas ou il n’y a pas d’auto-stabilisation, c’est-a-dire lorsque F' est iden-
tiquement nulle, il y a une unique mesure stationnaire que ’on note v, et dont la
exp[—%V]
Jeexp[-2V(y)]dy”
Premiérement, on sait que les seuls points critiques stables quand il n’y a pas
d’auto-stabilisation sont les puits de V. Or, sous des conditions simples, avec
auto-stabilisation, méme les bosses peuvent étre stables. C’est en particulier le
cas si F’ est linéaire et si a > .
On note 7°%(x) le temps de sortie en partant d’un point = appartenant a l’ouvert

densité par rapport a la mesure de Lebesgue est
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O inclus dans le domaine de stabilité pour le potentiel V' de 'un de ses puits ag.
Le temps 7°2(x) vérifie :

. 0 _ : —\. 1
6h_r)no e nE [7)(z)] =2min {V(y7); V(y")} — 2V (ao) (7.3.7)
ou O =:]y~;y*[. Or, dans le cas ou F' n’est pas identiquement nulle, en supposant

que y~ et y* sont dans le domaine de stabilité de ay pour le pseudo-potentiel
Wo:=V + F(. —ag) — F(ap), on a

lim e InE [r(x)] = 2min {V(y7) + F(y~ —ao); V(y") + F(y" — ao)}
— 2V (ag) . (7.3.8)

Par conséquent, le temps de sortie 7.(x) est plus élevé lorsque I'on a une auto-
stabilisation et que 'on part d’une mesure stationnaire excentrée autour d’un
puits ag que lorsqu’il n’y a pas d’auto-stabilisation. En d’autres termes, 'auto-
stabilisation induit une stabilisation.

Si la loi initiale est symétrique avec o > V¥

On demande maintenant implicitement & V' d’étre symétrique. On suppose
que les fonctions V" et F” sont convexes. Immédiatement, on sait que le potentiel
V' a exactement deux puits : a et —a. On sait d’aprés la Remarque 3.15 que

u? converge vers dy. La premiére influence notable de I'auto-stabilisation est le

fait que 0 est I'unique puits du pseudo-potentiel. Ainsi le point de stabilité est
0 alors que sans auto-stabilisation, il y avait deux points de stabilité : a et —a.
On se donne R > a et on cherche le temps de sortie de | — R; R[ en partant de

x €] — R; R[. Le Théoréme 7.20 et le Corollaire 7.21 impliquent

limO e nE |7 (z)] = 2V(R) + 2F(R) . (7.3.9)
e—

Or, si 'on considére le processus sans stabilisation, en reprenant entiérement la
preuve du Théoréeme B.6, on obtient

lim e nE [70(z)] =2V(R) — 2V (a). (7.3.10)
e—0
Or, comme V" et I sont convexes et comme V" (0) + F"(0) = —J +a >0, on a
F(a) > —=V(a). Et, F est croissante strictement sur R, et R > a donc & nouveau,

'ajout de I'auto-stabilisation rend le temps de sortie de | — R; R plus grand. Par
conséquent, I'auto-stabilisation induit une stabilisation du systéme.

Si la loi initiale est symétrique avec o < 19

On demande & nouveau implicitement a V' d’étre symétrique. On suppose que
les fonctions V" et F” sont convexes. Le potentiel V' a encore exactement deux

puits : a et —a. On sait d’aprés le Théoréme 3.28 que u converge vers 18, +20_,.
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La premiére influence notable de ’auto-stabilisation est le fait que les deux points
de stabilité soient devenus xy et —xg alors que sans auto-stabilisation, il y avait
deux points de stabilité : a et —a. On se donne R > a et on cherche le temps de
sortie de | — R; R| en partant de x €] — R; R[. Le Théoréme 7.20 et le Corollaire
7.21 impliquent

Eli_r)no enE |7 (z)] = 2V(R)— 2V () (7.3.11)

Or, si 'on considére le processus sans stabilisation, on a déja vu que l'on avait :

lim e nE [72(z)] =2V(R) — 2V (a). (7.3.12)

e—0

On introduit la quantité

A(R) = {2V(R) -2V (z0) + F(R — x) + F(R + o) — F(210)}
— [2V(R) - 2V(a)} .

Quel que soit =g € [0;al, la fonction A est croissante strictement. Donc A(R) >
A(a) = F(zo+a)+F(rg—a)—F(2xq). Comme a > xg,on a F'(xo+a)+F' (a—xy) >
0 d’ott A(a) > F(a — xy) > 0. Par conséquent, le temps de sortie est plus élevé
lorsque l'on ajoute une auto-stabilisation et ainsi a nouveau l’auto-stabilisation
induit une stabilisation lorsque ’on cherche a sortir d'un domaine contenant tous
les points de stabilité.

Intéressons-nous maintenant au temps de sortie de G := R’. Soit 7."(x) le plus
petit temps de sortie de G. Et, on note 7.7%(x) le plus petit temps de sortie de
G lorsqu’il n’y a pas d’auto-stabilisation. Le Théoréme 7.20 et le Corollaire 7.21
impliquent

2V(0) — 2V (zy)

—2V (o) + 2F () — F(20) . (7.3.13)

lim e In{E [7(2)]}

e—0

Or, si 'on considére le processus sans auto-stabilisation, le Théoréme B.6 im-
plique :

lim e nE [77°(z)] =2V(0) — 2V (a) = =2V (a). (7.3.14)

e—0
Comme F est convexe, 2F (z¢) — F'(2z9) < 0. Et, comme le minimum global de V'
sur R est V(a), on a V(a) — V(z) < 0. D’ou :
~ + _ +,0
€h_nglo ¢ {lnE [r}(z)] —InE [7°(2)]} < 0.

Ainsi le temps pour sortir du domaine de stabilité R’ est plus petit lorsque 1'on
ajoute une auto-stabilisation. En d’autres termes, l'auto-stabilisation induit une
déstabilisation de chacun des deur domaines d’attraction.
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A. CALCULS ASYMPTOTIQUES LIES A LA METHODE DE
LAPLACE

On fournit ici différents résultats asymptotiques qui sont utilisés dans certaines
preuves de 1’étude. Ils sont associés a la méthode classique de Laplace.

Lemme A.1. Soit M > 0. On suppose que U est de classe C* sur [M, oo[ ainsi que
1"
U(x) #0 et U"(x) > 0 pour tout x € [M, 0] et xh_}II;O % =0. Sz e V@

est intégrable sur R alors quel que soit x > M :

/+oo U(t)d e—U(z) /x U(t)d eU(x) (A 1)
e t~ et e t~ our T — oQ. .
. U'(x) y U(x) "

Démonstration. Comme application = — e U®) est intégrable et comme ces

propriétés sont satisfaites : U(x) # 0 et U”(xz) > 0 pour x > M, on sait que
lim, o U(z) = +00. Alors, il existe My > M tel que U’(x) > 0 pour tout = > M.
Par conséquent, pour ¢t > M, on peut écrire

B e~ U®) ! U”(t) B
U — _ U0
( U%ﬂ) (U(t))?

En conséquence,

00 —U(x) o0 U”(t)
= [ evog = / OG> M,
/m ‘ Ux) ), @ees e

En utilisant les hypotheses, on a [ (g,/;g;g
e_U(“’)U’(a:)_l. De plus lim, 4 ([UJ,/;% = 0. On en déduit que pour tout § > 0,
il existe M1(9) > M, tel que

= Ut v /OO —U e V)
dt < § Ogt < § .
/x (U (1))*° =0 = T()

Ainsi on a I > (1 —9) e(;z;) L’équivalence de I dans (A.1) en est facilement

déduite. La seconde s’obtient avec des arguments similaires. O]

e UOdt > 0 ce qui entraine I <

Remarque A.2. Les propriétés exigées sur la fonction U sont facilement vérifiées.
En effet, toute fonction polynomiale de degré supérieur ou égal a 2 et dont le terme
de plus haut degré est strictement positif vérifie les hypotheses du Lemme A.1.
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Lemme A.3. Soit € > 0. Soient U et G deux fonctions de classe C* sur R.
On définit U, :== U + pG ot le parametre v prend ses valeurs dans un intervalle
compact T de R. On considere un intervalle [a, b] satisfaisant : U] (a) # 0, U},(b) #
0 et U, atteint son minimum global sur lintervalle [a,b] en un unique point x,, €
la,b[ quel que soit p € Z. On suppose qu’il existe un exposant ko indépendant de
€ L tel que 2ky = 1{1611%{} {U,fﬁ (x,) # 0} quel que soit p € Z. Soit f une fonction

de classe C* sur [a,b]. Alors, en faisant tendre € vers 0, on obtient

b Up(t X € 0)! ﬁ _ Unlep)
/f(t)e—e”dt:ﬂ “( (2K >')> r<2iko>e 1 4 or(1)), (A2)

ko U/S%O) (T4

ot I' représente la fonction d’Euler et o o7(1) converge vers 0 uniformémemt par
rapport a p € L.

Démonstration. On définit 7, = % et I’on remarque que 7, varie contini-
ment par rapport a p. Comme g varie sur un compact et comme U, est réguliére
et atteint son minimum global en un unique point z,,, il existe 7y > 0 indépendant
du parametre p tel que 7 < min{z, —a;b—z,} pour tout p € Z et tel que le
minimum sur Uintervalle [a; v, — 7] [z, + 7;b] que 'on note u®,(7) est atteint
sur le bord {z, — 7;2, + 7} pour tout 7 < 79. Il vient

/ f(t)exp [—U“—(t)} dt
la;zp—7]UlzptT ;0] €

En écrivant I.(f) := f;:j: f(t)exp [_U”T(t)] dt et I(f) == f; f(t) exp [_UHT@)} dt,

on obtient 'inégalité suivante :

< (b—a) sup |f(2)]exp {—“—Eﬂﬂ |

z€[a;b]

1) = L] < 0= a) s e [-220) 0 qag)

z€[a;b]

On introduit maintenant I, := ff: _Jr: exp [—U"—(t)] dt = I.(1). Alors, en appliquant

€

le théoreme des accroissements finis, on a :

1-(f) = f(z) I < 7 sup [f(2)] L. (A.4)

z€[a;b]

Fournissons maintenant un équivalent de I.. D’aprés le théoréme des accroisse-
ments finis, il existe une constante C' > 0 indépendante de pu € Z telle que, dans
un voisinage de z,, la majoration suivante est vérifiée :

‘Uﬂ(t) - UM("EM) - nu(t - xu)QkO‘ < C|t — ;L'M|2k0+1 ]
D’ou

072k0+1

Uu(z,) : } 7 (A.5)

€

C'r2kot+1 I,
| <

JTexp[— gexp[ } SJTeXp[

€
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N
ou
72ko M1
€

1
T 1 € \2%o 1 1y
T = / exp {—‘ t%} dt_(_) » / t7 e ldt,
0 e um 2ko Jo

DY 1
aprés application du changement de variable ¢ := (i) o (t') %0 . Aprés avoir noté

1
. =—1 , . L . . . . , .
que la fonction ¢ — t2%0 ~ était décroissante strictement, une simple intégration
fournit

1
L1
_ 2k, _ +2kg e
_p1=2ko (Uﬂ) 0 et
€ 0

Afin de conclure, on choisit une valeur particuliére pour la variable 7 & savoir

T = exp [ﬁ} Alors pour C' € R, [ > 0, on trouve :

a1 1
t 2ko 1@_tdt - P (2—]%) S O . (A6)

2k0+%

. CT2k-O+1 . _ +2ko 7-1_2k0 . 1 U/,L(Iy.)*ﬁ,u(f)
lime* ¢ =1, lime ™ < — =lime e E =0.
e—0 e—0 €%k e—0

Ces convergences sont uniformes par rapport au paramétre y. Par conséquent,
'application des équivalences dans (A.3), (A.4), (A.5) et (A.6) donne directement
le résultat (A.2). O

Lemme A.4. Soit € > 0. Soit U une fonction de classe C*° sur [a;b] o a,b € R.

On suppose que U atteint son minimum global sur intervalle [a;b] en un unique
point xo €]a;b[. On introduit Uentier ko := min {k > 1 | U (z9) > 0}. Soit f
une fonction de classe C* sur [a,b]. Alors, en faisant tendre € vers 0, on obtient

et e = Gremstor () { () ™ e (A7)
+eko [Co(xo)f(l'o) + Ci(wo) f(w0) + C’2(m0)f"(xo)]

0[]}

ou les différents coefficients sont définis comme suit :

b

a

LR () oy (%)

Co(xo) = 2Wspy 14 (m) m — 2Uspy 12 (m) —F (L)
2ko 2ko

1 ) r (%)

2 U, T (ﬁ)

01(%) = _2u2k0+1 (

Colan) o= . < 1 >2?3'0P(%>

— 5 21/{21% T <%)
0

Ici, T représente la fonction d’Euler et ['on a posé Uy, := UB (o)

k!
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Démonstration. Etape 1. Pour commencer, on scinde le support d’intégration en
deux parties : [a;b] := [zg —€"; 29+ €] | B ot B est une union de deux intervalles
bornés. La valeur de ~ sera choisie ultérieurement et de facon judicieuse. On

note 7 := fx‘(i)ojj flte U gdt. On prouvera par la suite que la différence entre

I'intégrale fab f(:v)e’% *)dx et T est négligeable par rapport a 7.

Etape 2. Cherchons un développement de l'intégrale Z. En posant t := x — x,
aprés application du théoréme des accroissements finis a la fonction f ainsi qu’a
la fonction U, on a les deux égalités suivantes :

f) = flao) + flalt+ 5 o) + 2O ) + o e

+ wtzkow I g @rotd) (xO)t2k0+3 X U(2k°+4)(gz>t2ko+4
(2ko +2)! (2ko + 3)! (2ko + 4)!
O?k)ém et ¢, sont dans U'intervalle [xg — €7; 29 + €7]. En rappelant la notation Uj, :=
Uk—g“%), on pose :

U+ (G) o4

X =U. t2k0+1 U t2ko+2 U t2k0+3
2ko+1 + Uk 12 + Usky+3 + (2 + 4)!

L U(2k0+4)(gz) U(2k0+4)
La quantité “Groray - ost bornée. Soit M := sup,¢(,y ‘%—H),
2 2 C Xz
eIX 1 _ —|:u2k0+1t2k0+1+Z/[2k0+2t2k0+2+Z/{2k0+3t2k0+3i| 4 1 )t2k0+4
€ €
2 CQ xZ, t
T3 [u§k0+1t4k0+2 + 2U2k0+1?/12k0+2t4k°+3] + —(62 >t4k0+4

_ iu3 t6k0+3 03( )t6k0+4 + R(X)
6

ou les coefficients C)(z), Cy(z,t) et Cs(x,t) sont des restes que 'on obtient en
prenant les puissances successives de X et ils sont bornés et ou R est le reste
du développement limité de la fonction exponentielle. On peut majorer ce dernier
facilement :

16
IR(X)| < — XledXI,
€

Comme on souhaite appliquer des méthodes de type Laplace, on veut que le terme
2k

2 50it grand et les suivants petits. Par conséquent, on prend ~y := ool + . Alors,
le terme @ est petit pour tout z € [xg — €”;x9 + €’]. On se sert maintenant du
développement que I'on a trouvé pour f. Dans la mesure ou 1'on va intégrer par
rapport a une mesure dont la densité est symétrique, on mettra les termes impairs

1
a part. De plus, comme on appliquera une renormalisation du type t := €2*ou, on
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met les termes ayant en facteur t*u” & part également, quel que soit r > 0. Il
vient :

F@)e = fla0) + 5o}t = 2{ Fleo)osyr + 1 (o)1 124072

Ci(z,1) 12ko+4 Cy(z,1) fAko+4

2
e €2 = [ (o) 1t F + Colz, t)t" + c + €2
. @tﬁkoﬂ +P(X) + f(2)R(X)

ol P est une fonction polynémiale de degré impair et ou les coefficients Co(x t),
c (x,1), C’g(x t) et C’g(x t) sont bornés. Voici donc ce qu’on obtient :

" 2 /
f (;0)[2 = E{f(xo)uzkﬁz + f (xo)u%oﬂ}[?ko*z

Ze<Ulwo) =f(xo)lo +

xo+eY

2 2
+ gf(xo)u§k0+1[4ko+2 + / A(:L’, t) exp |:_Eu2k0t2ko} dt .

xo—e€Y

Ici, Iy, == f_e; t2% exp [—2Uoy,,t*™] dz et la fonction A rassemble tous les différents
restes.

Etape 3. On choisit : v := On calcule les intégrales I, en appliquant le

_ 1
2/€0+%'

1
changement de variable t := (2&; >2k° :
0

2k+1
1 € “2ko 2k + 1 3
Iy — — r [k] A8
2% o <2U2k0> ( ok >+0 €2ko (A.8)

aprés utilisation du Lemme A.1.
Etape 4. On majore maintenant le reste. :

SN[ 2 2%k
< t"Q exp | ——Uoy, t7° | di
e € €

1
ol @Q est un polynoéme de degré 4. On applique le changement de variable t := e2*ou
et on trouve

zo+e? 2 2k
/ Az, t)e™ MRt dy
€T

o—€Y

zo+e” 5 3
/ A(x t)e €u2k0t Od ’ < pﬁa — 0{5%} (AQ)

0—€”

ou p est une constante.
Etape 5. En compilant (A.8) et (A.9), on a le développement asymptotique
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sulvant :

1 1
2 1 € ko 1 1 f"(xo) 1 Fo 3
TetUwo) — r(— ; N
€ ko (22/1%0) {f(%) (zk;o) T S g

ko+1
N 1 \ % _ [2ko+3
-2 <f(I0)u2k0+2 +f/($0)u2k°“> (2u2k:0) F( gko )

2kg+1
el 1 F 4ko + 3
- b st (z) (5 )*0[6’“10]}'
0

Etape 6. Prouvons maintenant que 'intégrale portant sur le support B est négli-
U(xo) .

geable devant P2
2

/f(x) exp {——U(z)] dx
B €

Or, la fonction U n’atteint son minimum global qu’au point zy donc, pour € assez
petit, le minimum de U sur B est atteint en o —¢€” ou en x¢+¢€”. Et, en calculant :

U(zgxe) = Ulxg) + Uay, (67)2k° + 0 {6(2"30“)7}
= Ulzo) t¢ [7/121%6_4’“0ﬁ +0 {e%ﬁH .

< (0-a) swp e | -2 V)]

z€[a;b] € 2€B

3
Ainsi la quantité exp [—% inf,cpU (z)} est négligeable devant e2o e~ <U[) ce qui

implique alors (A.7). O

Remarque A.5. Sil’on suppose l’existence de R > 0 et de p > 0 tels que pour tout
x ¢ [—R; R], pour tout pu € I, U,(x) > pa? alors on peut étendre les résultats des
Lemmes A.3 et A.4 a des intervalles non bornés si la fonction f est a croissance
lente.

Lemme A.6. Soit € > 0. Soient U et G deux fonctions de classe C* sur l’in-
tervalle compact [a,b]. On définit U, :== U + pG ou p prend ses valeurs dans un
intervalle compact I de R. On suppose que U, atteint son minimum global sur
Vintervalle [a;b] en un unique point x,, €la;b| tel que U)/(x,) > 0. Soit f,, une
fonction de classe C* pour tous les paramétres m variant sur un_certain espace
compact M. On suppose qu’il existe une constante \ telle que |f7(,fb) ()] < X pour
toutm € M, x € [a,b] et 0 < i < 3. Alors, on a le résultat asymptotique suivant :

b —2U,(t 2Uu(zp
[ e = [T faw) +nlie +orn@) (A0

avec

Us i (x,)
! mA\~H

(A.11)

000 = (o) (s — oz )

AU 16 U2
Ici, on utilise la notation Uy, = Ul(tk) (z,) et oram(€)/e converge vers 0 quand € tend

vers 0. Cette convergence est de plus uniforme par rapport aux parametres m € M
et pel.



A. Calculs asymptotiques liés a la méthode de Laplace 229

Démonstration. D’abord, on scinde 'intégrale en deux morceaux :

b —2U,,(t)
]::/fm(t)e < dt

Tptp —2U,(t) —2U, (t)
= / fm(t)e € dt + / fm(t)e € dt =: [1 + [2
m [zp—pszutp]© Nasb]

n—P

pour un certain p > 0 qui sera spécifié plus tard.

. . JURT p?
Etape 1. On va prouver que la seconde 1ntegrale;Ue(§t) négligeable pour peu que =~
tende vers +oo c’est-a-dire que Iy = ozp{e¥?¢" < }. On a

I, < (b—a) sup |fm(2)|exp [—2 (A.12)

infze[ru—ﬁ§$u+P]c U#(Z) :|
z€[a,b|

€

Comme le minimum global de U, est atteint uniquement en z,, en se servant de
la régularité de U, par rapport au parameétre i, on en déduit que le minimum de
la fonction sur Uintervalle [z, — p;x,, + p]°()[a; b] est atteint sur le bord dés que
p est assez petit. Le développement U, (z, & p) = Uu(z,) + 50U/ (x,)p° + oz(p?)

. . P " 3/2 _2U<ZH) )
implique comme cela avait été annoncé que Iy = oz § €/ « si p*/e — 0.

Etape 2. On se concentre sur l'intégrale dont le domaine d’intégration est 1'in-
tervalle compact [z, — p;z, + p|. La fonction f,, peut étre développée de la sorte
au voisinage de z,, :

Fle) = Fnlm) + Fea) (2 = ) + 5 ) (@ = )7
b @) (o — )"

ot le réel w,, () est entre z, et x. En tenant compte de ces différents termes,
I'intégrale I; peut étre divisée en quatre intégrales différentes que 'on note res-
pectivement Iy, - - - , I3. On va analyser le comportement asymptotique de chacune
de ces intégrales.

Etape 2.1. On commence avec celui de 5. Par définition, w,, ,(t) € [, —p; x,+p)]
quand t € [z, — p; x, + p|. En outre, par hypotheése |f,§f') (W, (t))| est majorée par
une constante A > 0 indépendante de m et de u. En appliquant le Lemme A.3 a
2U,, pour p < 1 et € assez petit, on obtient l'existence d’une constante C' > 0,
indépendante des parameétres m et u, telle que

_ 20 (zp)

B A (zu+1)Ab 20, (1) 3
|I3] < —p3/ e~ e dt <COVmp®
6 (zp—1)Va U[’j//(xﬂ)

Par ailleurs, si p> = o(€) alors on a le résultat asymptotique suivant

I5 = o704 {e%e_w(em)} : (A.13)
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Etape 2.2. On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique de 1:2. En
utilisant le fait que U, est de classe C?, on a U, (t) = U,(x,) + 5U]/(2,)(t — x,)* +

3 N . N PREN
%U;(L )(yu(t))(t — )% ou y,(t) appartient a [z, — p;x, + p]. D'ou

1 Ty+p 7 (3)

~ T _ 2Uu(wp) H S Uu(@p) o U (p(®) g

IQ _ fm(Q N)e —EE / (t o I‘M)2€ — (t—zp) =g (t—zy) dt .
x

w—p

Comme y,(t) appartient & un espace compact, la dérivée troisiéme U;(f) (y,(t)) est
bornée par une constante indépendante de p. Le changement de variable u :=
(t = 2,)U)(x,,) /€ fournit

. Y .
Je Ct ( € ) < “2¢ = < J Ll <—6 ) 7
? U(z,) fo(a,) ? Ull(z,)

2
U’ P~ _ . 3 2
avec Jp := [, Ak Vue "du. Si & — 0 et & — oo alors

i - ﬁf&fu)e—w (U,Q’fxu)) "1+ 0r(1). (A.14)

Etape 2.3. On poursuit avec le comportement asymptotique de I;. On développe
la fonction U, au voisinage de z,, : U, (t+x,) = Uu(xg)+%UZ(xu)t2+%Ué3) (z,)t°+
2—14U,S4) (y,(t))t* ou y,(t) € [z, — p, x, + p]. La régularité de U, () par rapport a x
et p implique 'existence d’une constante C' > 0 indépendante de i qui borne la
dérivée quatrieme de U, sur le support de I'intégrale. Par suite, on a

Up(zp)

/ SCE g < I (06O
fm<xﬂ)€ cdpS € l—fm(xu)e < Jps

Uz 2 2

avec J, 1= ffp 2o PR 4y et Uy = U,Sk)(xu). Comme |[e™" — 1+ — &| <

|z|3el!) on en déduit que pour tout z € [—p; p] :

R Usz®  UFZ° Us K p_9€\u§\p3
3e 18¢2 3] e
On définit m,(1) = [” e~ dz et ny(l) = [°|z]le" 2% dz. L'estimation sui-
P P P 0
vante de 'intégrale J, apparait directement :
Z/{g Ug u3 ,09 |z 1p?
Jp —my(1) + gmp(ll) - @%(7) <2 ER A )

Des arguments sur la symétrie du potentiel dans ’exponentielle aménent directe-
ment m,(1) = m,(7) = 0. Finalement, il suffit d’évaluer m,(4) et n,(1). Dans ce

but, on introduit le changement de variable u := %22 et lorsque p?/e tend vers
I'infini :
3\/7_T 1 2 5 €
4) = 2(1 1 t 1)=—(1 1)).
m) = 27 (G ) O on0) et m(0) = g (14 or(h)
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) .18 < e 3
Pour résumer : si 2 — 0 (c’est-a-dire si & = o{e2}) alors

® X : 3 _2Uu(zp
_ﬁf;nm)U“i ») (Ug(l%)) 3= g 4 o). (A.15)

Etape 2.4. On termine avec le comportement asymptotique de I. On étudie
d’abord l'intégrale suivante

3 4
1= /p exp _U/IA/@M)ZQ B Uy )<xu)z3 B UL (2,) 4] d»
-p

z
3e 12¢

Rappelons la notation U, := U, ,5’“) (x,,). Les arguments sont similaires & ceux utilisés

dans I'Etape 2.3. Comme ‘e‘“ —14+u— “—22

< |ul®e!l, pour tout z € [—p; p] on a

e B Tt — 14 —2° + 27+

Us 5 Uy 4 Us 5 Us 4 1 (Us 4 %242
3€ 12¢ 2\ 3¢ 12¢

9
p
< 06—3.

En reprenant les mémes notations que dans I’Etape 2.3 et en se servant & nouveau
d’arguments sur la symétrie, on obtient la majoration suivante, uniformément par
rapport au parametre p :

Iy = m(0) + ) L (z;f) my(6) — & (f;) my(8)] <

En appliquant le changement de variable déja utilisé plusieurs fois a savoir u :=
U”(@L)

z? on trouve l'estimation asymptotique de I}, pour peu que l'on ait p*/e —
oo,p3/e—>Oet;L4—>O.

(1) (3)
TE U’ (x,) 5U,7 (1,)?
Iy = 1— & l :
O\ U(,) { 1607 (z,)2 ¢ " 4307 (x,)? 7€+ oz(e)

On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction U, :

U Us n 1
Uz, + 2) = Uy(z,) + 57 2%+ gz‘g + ﬂz‘l + HOU(E’)(yM(t))zE’,
avec y,(t) € [z, — p,x, + p] et [z] < p. A partir de cette égalité, on en déduit une

estimation de la distance entre les intégrales Iy et Ij).

(o) 7
On note D = ¢ — fm(z,)1) cette distance. Alors il existe une constante

C > 0 indépendante de 1 et m telle que
D] < | fim |/ B s 1 — e 50U wnltapn)2® | g

< |fm(xu)|0)\p5/ o “2Z2,$ 3_ 1/14Z4+606
—p

U(S)(yM(ZJFIM))ZS | dZ .
60€
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Si les deux conditions p?/e — 0o et p?/e — 0 sont satisfaites alors 'intégrale dans

I'inégalité précédente est équivalente a |, / % Par conséquent, sous I’hypothése
5

3 3 .
2 =o <e2>, on trouve |D| = oz (62) et ainsi

/e
- _2GEw  [TE Uy 5 U3
I = c 1= . Al
g=e UQ{ 16u22€+48u236+01/\/((6) (A.16)

Etape 3. Pour résumer : dans U'Etape 1, on a prouvé qu’il suffit d’estimer l'inté-
grale I;. Cette derniére peut étre scindée en quatre termes. Pour chacun d’entre
eux, un équivalent a été fourni dans les équations (A.13), (A.14), (A.15) et (A.16).
L’intégrale I admet donc I’équivalence asymptotique (A.10) si 'on peut trouver
p qui vérifie p*/e — 0, p'®/e" — 0, 5—2 — 0 et p°/e2 — 0. Or, la valeur p := €20
vérifie toutes les conditions. O]

On peut étendre le résultat du lemme précédent aux intégrales sur des supports
qui ne sont pas bornés.

Lemme A.7. Soit € > 0. Soient U et G deux fonctions de classe C*° sur R. On
définit U, :== U + uG ot p prend ses valeurs dans un intervalle compact L de R.
On suppose que U, (t) > t* pour |t| plus grand qu’un certain R indépendant de 11 et
que U, atteint son minimum global en un unique point x, tel que Ug(xu) > 0. Soit
fm une fonction continue pour tous les parametres m variant sur un certain espace
compact M. On suppose de plus que f,, est de classe C* sur un voisinage |a,b]
de z,. On suppose qu’il existe une constante \ telle que |f,(t)] < exp [A|U,(t)]]
pour toutt > R, p € Z, m € M et |fq(fl)| < X pour tout t € [a;b], m € M pour
0 <1< 3. Alors, lorsque € tend vers 0, on a [’estimation suivante :

/Rfm(t)e_wﬁu(t) dt — 672UM46(~'6;L) \/Z{:z{fm(;z;”) + ’Yo(/L)E + oz Mm (6)} , (A.17)

ot Yo(p) est defini par (A.11) et ozam(€)/€e converge vers 0 quand € tend vers 0
uniformément par rapport auzr parameétres m et p.

Démonstration. Soit R > max {|al; |b|} tel que U,(t) > t* pour ¢ > R. L’intégrale
initiale peut étre scindée en trois intégrales : la premiére que 'on note I; sur
le support compact [a,b], la seconde Iy sur [—R;a[lJ]b; R] et la troisiéme I3 sur
[—R; R]°.

Pour I4, il suffit d’appliquer le Lemme A.6 afin d’obtenir le développement asymp-

totique. L’équation (A.17) est donc prouvée si 'on montre que I5 et I3 sont né-
. . 2U, (zy)
gligeables par rapport a I; c’est-a-dire Iy = oz {e%e_ e } et la méme chose

avec I3.
Etape 1. D’aprés la bornitude de f,, sur [-R; R], on a

bl < 2R nllexp |2 it 0] = omu b}
su Su m\Z )| ex —— 1mn z = O €2e € .
2= mexr\)/t ze[fll??;R] P € ze[~RalUb:R] " o
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En effet, le minimum de la fonction U, sur [—R;a[|J]b; R] est strictement plus
grand que le minimum global.

D=

Etape 2. En utilisant le changement de variable ¢ := (% - )\)_ s, on obtient la

majoration suivante dés que € < % :

<2 el a<o/—— [ [—s*] d
sl=2 ] exp ; <25 R\/Eexp 57| ds.

Le Lemme A.1 permet de prouver que I3 peut étre négligée. O

Remarque A.8. On peut étendre a Ry au lieu de R.
Le Lemme A.7 peut étre appliqué a des fonctions f,, particuliéres.

Lemme A.9. Soit € > 0. Soient U et G deux fonctions de classe C*° sur R. On
définit U, :== U + uG ou p prend ses valeurs dans un intervalle compact I de R.
On suppose que U,(t) > t* pour |t| plus grand qu’un certain R indépendant de ;1
et que U, atteint son minimum global en un unique point x, tel que U;{(x#) > 0.
Soit f,, une fonction continue pour tous les paramétres m variant sur un certain
espace compact M. On suppose de plus que f,, est de classe C* sur un voisinage
la,b] de x,. On suppose qu’il existe une constante X telle que |fi(t)] < A|UL(t)]
pour tout t > R, p € T, m € M et \f,%)| < X pour tout t € [a;b], m € M
pour 0 < i < 3. Alors, pour tout n > 1, lorsque € tend vers 0, on a [’estimation
susvante :

—20,(1)
JptrefmWe S g L T’ U,
=" — T, —
R 7 L

—n+1—=2x,f (x,)| €+ ormle),

€

ot U; = U;(f)(xu) et ozm(€) /€ converge vers 0 quand € tend vers 0 uniformément
par rapport auzr parametres m et (.

Démonstration. On se contente d’appliquer deux fois le Lemme A.7 : la premiére
fois pour le dénominateur D¢ c¢’est-a-dire a la fonction t — efm(®) et la seconde fois
pour le numérateur N¢ & la fonction t — t"e/»®) . On a le résultat asymptotique

suivant :
D¢ :e’w,/gefm(x“){l—i—'}de—l—osz(e)} (A.18)
2
o 5U3 U U 1
Ao 3 4 ! 3 1" / 2\ -
= (s~ 1007 ) ~ Fulogas + (7o) + o) o7

Le numérateur divisé par zj, c’est-a-dire N/}, satisfait une égalité similaire &
celle de D¢, a savoir (A.18) ou l'on a 4, au lieu de 44 :

A~ 52/{32 Z/{4 n / Z/{g
T (481/{23 B 162122) a (xu * fm(x“)) AU2

_1 !
+ (% + 23321%(3:“) + fn(@u) + fvln(m“)Z) Al

1% 23
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On en déduit estimation suivante du ratio :

—2U, (%)

Jp e e dt _ 1 + Ane + ozrm(€)
Je efm() o 1y "1 4 Aq€ + ozpm(e€)
= {1l —€(Ja—Fn) +ozm(e)} -
Cette derniere égalité est exactement (A.9). O

Remarque A.10. Lorsque n =1 et x, = 0, la quantité nx:f2 n’est pas définie.

Toutefois, entre les crochets, si n = 1, on peut factoriser par x, si bien que le
terme d’ordre € est bien défini et 'on a d’ailleurs :

—2UL(t)
JptefmWe—"at 1 ([, Us
= 0)——— ] e+o €).
fR efm(t)e#u(t)dt 22/{2 fm( ) 2Z/{2 IM( )

Les deux prochains lemmes sont des généralisations des Lemmes A.7 et A.9 a
des fonctions G' qui dépendent du petit parameétre e.

Lemme A.11. Soit e > 0. Soient U et G deux fonctions de classe C* sur R telles
que U(t) > t* pour |t| assez grand et |G(t)| < NU(t)| + C pour deux constantes
A >0 et C >0. On suppose également que U atteint son minimum global en un
unique xo tel que U"(x¢) > 0. Pour toute famille (n.). satisfaisant lim._,on. = 0 et
lime g €/n. =0, on définit U, == U + npuG dépendant du paramétre p qui prend
ses valeurs dans un intervalle compact T de R. Soit f une fonction de classe C?
telle que | f(t)] < eMVOL pour tout |t| assez grand et telle que |fP| soit localement
bornée pour 0 < i < 3. Alors, il existe eg > 0 tel que le potentiel U, atteigne
son minimum global en un unique point x., pour tout € < €y. En outre, on a les
résultats asymptotiques :

Tey = To — u%ne +oz(n.) ainsi que (A.19)
/Rf(t)e_ 2Ue,eu(t) g — U,ZE;O) - 2Ue,u€(IE,M) <f(l’0) e+ 01(7]6)> (A.QO)
ou
M / / ” UB) (20)G'(x0)
= g (206 ) = a6 ) + flan) )

et or(ne)/ne tend vers 0 quand € — 0 uniformément par rapport au paramétre .

Démonstration. Prouvons d’abord que le potentiel U, ,, atteint son minimum glo-
bal en un unique point z., qui vérifie de surcroit lim._, ., = xo. Par définition
de (ne)e et de U, ,, on a la convergence suivante

lir% Ue (o) = Ulxo) - (A.21)
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Comme x( est 'unique point ou U atteint son minimum global, pour tout R >
0 assez petit, il existe une constante pr > 0 telle que inf,cpo—Rzo+ R U(z) >
U(zo) + pr. On en déduit l'existence de deux constantes p et ¢ telles que

Uep(x) = (1 = pne)U(z) = nepC = Ulzo) + plg, (A.22)

pour tout € < ¢y et x € [xg — R,z + R|°. D’aprés (A.21) et (A.22), on obtient :
pour tout R > 0, le minimum global du potentiel U, , est atteint sur 'intervalle
[zo— R, o+ R] dés que € est assez petit (uniformément par rapport a u). En outre,
le point pour lequel le minimum global est réalisé est unique. En effet, U”(zq) > 0
et la régularité de U implique U”(x) > 0 pour tout z dans un petit voisinage de
zo. Comme U/, converge vers U” quand e — 0 uniformément sur tout compact
de R, on obtient U, (x) > 0 pour tout z € [zg — R, z¢ + R] dés que R et € sont
assez petits. Le point ot le minimum est atteint est donc unique et on le note z ,,.
Et, pour € petit, U/, (7c,) > 0 uniformément par rapport a .

Donnons un développement asymptotique de z,. En appliquant le théoréeme des
accroissements finis a U, ,, on a

0="U (wc,) = U'(xo) + G (w0) + U/ (%) (e — 20),

ot T est entre zg et ., Comme la dérivée seconde est continue, la quantité U/, (7)
est uniformément bornée. Or U’(z() = 0. En conséquence, z., — o = Oz(n.). En
utilisant le méme argument pour le second ordre du développement asymptotique
de U] (7 ), il vient

! 1! 1/ Ug(g) .fi‘
0 = uneG'(wo) + (U (zo) + uncG (930)> (Tep — mo) + %

(Te — 5170)2

d’ou l'on obtient (A.19). Terminons en prouvant l'estimation (A.20). Le Lemme
A.7 peut étre appliqué a U, car le résultat asymptotique (A.17) est uniforme
par rapport au parameétre p. Donc, il suffit de remplacer p par pn.. On obtient
immeédiatement

_Uep(® TE _ Ueu(@e,u)
/Rf(t)e < dt = w/mf(%u)@ ‘ <1 + 01(776)) : (A.23)

On trouve ces résultats asymptotiques :

Fa) = o) = o f (o) % + o)
ot V(o) = U(an) + (G (ao) = UO o) ™5 ) + oz,

Le résultat du Lemme A.11 est obtenu en combinant ces deux résultats asympto-
tiques ainsi que (A.23). O
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Nous pouvons maintenant fournir un résultat similaire & celui du Lemme A.9
pour un potentiel U, dependant du petit parametre e. Il suffit de considérer un
ratio de deux intégrales. Alors, une application immédiate du Lemme A.11 ameéne
au résultat suivant.

Lemme A.12. Soit € > 0. Soient U et G deux fonctions de classe C* sur R telles
que U(t) > t* pour |t| assez grand et |G(t)| < NU(t)|+C pour deuz constantes X >
0 et C > 0. On suppose également que U atteint son minimum global en un unique
point xq tel que U"(xzo) > 0. Pour toute famille (n.). satisfaisant lim, ,on. = 0 et
lime,g€/n. = 0, on définit U, == U + nepG dépendant du paramétre p qui prend
ses valeurs dans un intervalle compact T de R. Soit f une fonction de classe C3
telle que | f(t)] < eXVOL pour tout |t| assez grand et telle que |f9| soit localement
bornée pour 0 < 1i < 3. Alors, on a le résultat asymptotique suivant :

2Ue ,u,(t)d / /
fRff(tht b ey - %i()%)we Vor(n)  (A24)
rR¢ - ’

ot le reste oz(ne)/ne converge vers 0 lorsque € — 0 uniformément par rapport au
parametre (.

Démonstration. Les hypothéses du Lemme A.11 sont satisfaites pour la fonction
f ainsi que pour la fonction constante égale & 1. On a ainsi :

/ f(t) g = U,Z;O)e_we’”swm (f(xo) +Yu(f)ne + 01(776)>
et /Re 2Uefu(t)dt = U"T;o)e 2UL@%m(l + v, (1)ne +OI(77€))
) (20) G (0
() = 2U+($0)( = 2f"(20)G" (o) — f(20)G" (0) + f(xO)U [<]//()xf)( )>
(3) 20)G' (0
ot )= gy (O ¢ : ((J”()a:(o;; ).

et oz(ne)/ne tend vers 0 quand € — 0 uniformément par rapport au parameétre p.
11 vient donc

20 M(t)

f(t)e dt
fR 20 (0) f($0) + ('VM(f) - f(xO)'Vu(l))ne + 01(775)
Jpe < dt
ce qui devient (A.24) aprés simplifications. O

Remarque A.13. Les résultats des Lemmes A.3-A.12 peuvent étre facilement
généralisés, en remplacant la fonction U, := U + pG par U, := U + Zle 1w Gy ot
(1y- oy i) € Iy X ... X Iy, Les résultats asymptotiques sont alors uniformes par
rapport a tous les parameétres.
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Lemme A.14. Soit ¢ > 0. Soit U, € C* ([a;b],R) tel que pour tout i > 0, Ul
converge vers U uniformément sur [a;b] avec U € C= ([a;b],R). U atteint son
minimum global sur [a;b] en un unique point xo €la;b|. Alors, pour € assez petit :
1. U, atteint son minimum global sur |a;b] en un unique point x. €|a;b|.

2. U"(x) > 0 implique U/ (x.) > 0 pour € assez petit et

~ Ul(o)
0 U" (1)

+0o{Ul(z0)} - (A.25)

Te=1T

3. De plus, si U"(xg) > 0, en prenant la limite € — 0, pour toutes les fonctions
f e ([a;0;R), on a

b Ut TE _ 2We(re
/a fltye e = \/u:2 e F ) + e+ 0l6)} (A.26)

avec

5 U3 U U "
Vo (f) = f(l‘()) (48 Z/Zg - 16 2{22> - f,(flfo)4 5[22 + f4 (ZZ) . (A27)

Ici, Uy = UP (z).

Démonstration. 1. Supposons qu’on puisse trouver une suite (), .y qui converge
vers 0 en décroissant telle que pour tout k£ € N, U,, atteigne son minimum global

. 1 2 . .
en deux points :zc/,(€ ) et x,(c ). Comme U converge uniformément vers U sur [a; b], on

en déduit que x,(:) tout comme x,(f) tendent vers zy pour k tendant vers l'infini.

Donc, quel que soit 0 > 0, dés que k est assez grand, a:,(:) et a:,(f) sont dans
lintervalle |zg — ;29 + 6[. Or, U"(xy) > 0 donc il existe p > 0 et §p > 0 tels
que U"(z) > 2p pour tout & € [zg — do; o + dp]. U converge uniformément vers
U" sur [zg — do; 7o + o] C [a;b] donc pour k assez grand, U/ () > p pour tout
x € [xg — do; xo + dp]. Par conséquent, il ne peut pas y avoir deux points critiques
de U sur cet intervalle. Prenons 0 = d; et on a bien 'unicité du point ou est réalisé
le minimum global de U, dés que € est assez petit.

2. La convergence uniforme implique clairement U/ (z.) > 0 pour € assez petit si

U"(x¢) > 0. On effectue un développement limité :
Ul(xo) = Ul(z) + U (xe) (xg — w) + 0{w0 — 2} .

Or, Ul(z¢) = 0 et U/(x) converge vers U"(zy). On obtient ainsi (A.25).
3. La preuve est absolument similaire & celle du Lemme A.6. O

On peut étendre le résultat du lemme précédent sur des domaines non bornés.

Lemme A.15. Soit € > 0. Soit une fonction U. € C* (R, R) telle que pour tout
1> 0, Ul converge vers U uniformément sur tout compact ou U € C* ([a; b], R).
U atteint son minimum global en r points Ay < --- < A,.. De plus, il existe R > 0
tel que Uc(x) > a* pour tout |x| > R et € < €. avec ¢, € RY. Alors, on a les
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résultats suivants dés que € assez petit :

1. St l'on note V; la cellule de Voronoi contenant A;, U, atteint son minimum
global sur V; en exactement un point que l’on note AS. De plus, AS converge vers
A;.

2. SiU"(A;) > 0, on a linégalité U/ (AS) > 0 des que € est assez petit. On a de
plus le développement asymptotique :

€ U6,<Al> /
A;= A= ey o (U} (A.28)

3. En outre, si U"(A;) > 0 pour tout 1 < i <7, en faisant tendre € vers 0, pour
toutes les fonctions f € C (R, R) a croissance lente, on a :

/Rf(t)ew:(t)dt:i /U;Efél?) eQUeiA;){f(Aj-)—I—’yj(f)6+0(e)} (A.29)

avec

5UZ. Uy Us; | f"(4)
. = (A, J J — (A, I 2 A.30
vi(f) = f(4;) (48 Ui, 16 UQZJ») I J)4 Us ; * 4 Us ; ( )

Ici Uy, j = UM (A)).

Aj_1+A;  Aj+A;
2 ) 2

Démonstration. On applique le Lemme A.14 sur V; = ] pour

. 5 . , A+ A Ar_1+Ar,
tout 2 < j < r—1. On I'applique également sur [—R, 172} et sur [IT, R].

Cela donne le résultat sur [—R; R]. La croissance polynomiale de f et la minoration
U.(x) > 2? pour |z| > R implique que l'intégrale sur [—R; R]¢ est négligeable. [



B. RAPPELS GENERAUX SUR LA THEORIE DE
FREIDLIN-WENTZELL

Les principaux résultats concernant la théorie de Freidlin-Wentzell notamment
sur le temps que met un processus stochastique pour sortir d’un ouvert sont énon-
cés ici. Cette théorie est bien développée dans [14]. Toutefois, les résultats du [14]
sont ici inapplicables puisque le potentiel y est supposé uniformément lipschitz.
Or, la géométrie du potentiel V' que 'on considére dans cette étude implique que
cette condition est fausse. En revanche, la propriété de convexité a l'infini permet
d’obtenir des résultats similaires.

Considérons un processus stochastique Y, qui est 'unique solution de ’équation
différentielle stochastique

t
Yf:x—i-\/EWt—/U'(Y:)ds, reR (B.1)
0

ou U est un potentiel de classe C* et convexe a 'infini. En utilisant le principe de
contraction et le théoréme de Schilder, on peut prouver facilement que le processus
(Y))sc(o,7) satisfait un principe de grandes déviations sur C, ([0; T7) avec la bonne
fonction de taux

1 /T . 2 _
Ln(f) = §A‘ﬂ®+UU®)ﬁ S reHi B
+00 si f ¢ HY

‘H7 désignant I'espace des fonctions f absolument continues sur [0; 7] telles que
f(0) = z. Par la suite, on considére un processus stochastique (X{),p, qui est
I'unique solution de I’équation différentielle stochastique

t
Xi=x+eW, — / Ul (X?)ds (B.3)
0

ot U, est une fonction de classe C*°. On suppose que le processus (X[ )¢cjo,r) vérifie
un principe de grandes déviations avec pour bonne fonction de taux I, définie
dans (B.2) ce qui signifie que pour tout fermé F, et pour tout ouvert O, dans
C. ([0; 7)), on a les deux résultats asymptotiques suivants :

limsup enP (X € F,) < — inf [, p(P) (B.4)
e—0 deF,

et liminf emP(X“€O,) > — inf I,r(P). (B.5)
e—0 PO,
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Cette supposition n’est pas exigeante. Il suffit en effet que les deux processus
(X8 iciorry et (Vi) oy solent exponentiellement équivalents ce qui est le cas si
U! converge vers U’ uniformément sur tout compact. On suppose désormais cette
convergence uniforme sur tout compact.

On introduit W,(z) la solution du systéme dynamique
Uy(z) =2 et Uy (x) = U (T,(z)) . (B.6)
On pose :

x,y,t) == inf I, uis x,y) :=inf Q(z,y,t).
Qr.yt) = o o ooy t(9) puis Qlzy) :=inf Qz,y,¢)
On considére un intervalle borné O de R qui contient I’élément x. Trois conditions
sont exigées sur le potentiel U et sur I'ouvert O :

Hypothése B.1. Lunique équilibre stable dans l'intervalle O du systéme dyna-
mique (B.6) est xs € O. De plus, pour tout g € O, quel que soit t >0, ¥, € O
et W, converge vers xs quand t tend vers 4+00.

Hypothése B.2. Quel que soit Vg € 00, VU, converge vers xy.

Cette condition supplémentaire invite a s’éloigner de 0D si la frontiére du
domaine d’attraction de x, est d’intersection non vide avec le domaine d’attraction
d’un autre point de R%

Toutefois, si Uintervalle O =]y_;y.[ ne la vérifie pas, on considére I'intervalle
réduit O :=]y_ + &;y, — 6] et on fait tendre § vers 0.

Hypothése B.3. Q := inf.cp0 Q (x4, 2) < +00.

Cette condition signifie que le cott pour sortir de I'intervalle O est fini. On
peut calculer explicitement Q(zs, z) pour tout z € O :

Proposition B.4. 1. On a les deux limites suivantes : lim Q(z,xs) = 0 ainsi
T—Ts

que lim Q(zs,2) = 0.
T—Ts
2. Soient x,y € O tels que le systeme dynamique V() partant de x satisfait la
propriété y € {V,(x); t > 0}. Alors, Q(z,y) = 0.
3. Soity € O alors Q (vs,y) = 2U(y) — 2U (x5).

Démonstration. 1. Soit la fonction ¢(t) := = + t(xs — ). On a alors p(0) = = et
©(1) = x5. Par conséquent,

Q(x,a:s) S Q(x7x87 1) S [96,1 (90)

< %/01 (ms—x)+U’[a:s+(1—t)(x—xS)HZdt

Comme z tend vers x4 et comme U est de classe C', on a donc bien Q(z, ) qui
converge vers 0. On a la seconde limite en renversant le temps.
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2. Soient x et y dans O tels que U soit décroissant sur [z; y]. On suppose © < y < x4
sans rien changer a la généralité. Considérons la fonction ¢ — Wy (z). On sait alors
que U, converge vers x, qui est supérieur ou égal a y. Posons T le temps tel que
Up(x) =y. SiT < oo cest-a-dire si y < x,, on a I, y(z) (1) = 0 d'ott Q(z,y) = 0.
Et, si jamais T" = +oo c’est-a-dire si y = x5, quel que soit 0 €]0;y — x[, on a
Q(z,y—9)=0dou Q(z,y) < Q(y —6,y) ce qui tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.
D’ou l'on a bien Q(z,y) = 0.
3. Soit ¢ € C([0;T]) telle que p(0) = x5 et p(T) = y ou y € O. Sans rien
changer a la généralité, on suppose y > x5. Ainsi (1) > ¢(0) et U'(¢(t)) > 0
pour tout ¢ € [0; T]. Supposons que la fonction ¢ ne soit pas croissante. Alors, il
existe deux temps t; < to tels que p(t1) > @(t2). Notons t3 le plus petit temps
strictement plus grand que ¢ tel que ¢(t3) = ¢(t;1). Considérons la fonction @ sur
[0; T — (t3 — t1)] définie par () := @(t) sit € [0;t1] et @(t) := @(t + (t3 —t1)) si
t€[ty;T — (t3 — t1)]. @ est dans H{*. Et, on a :
2 i3
i
t1

T 9 T—(tz—t1)
J "=
0 0
T—(t3—t1) 2
> / dr.
0

Dongc, pour trouver le minimum, on peut couper les parties qui vont a contre-sens
(décroissantes ici). On peut donc se ramener & ¥;> 0 quel que soit ¢ > 0 c’est-a-

) . ) 2
©r +U' (1) @, +U' (1) @y +U ()| dt

&t +U/<90t>

. En d’autres

dire au cas ot ¥, U'(p;) > 0 ce qui revient a ¢, U'(p;) = ‘90,5 U'(py)

termes, le chemin ne revient pas sur ses pas. Alors :
9 T ) T
dt +/ \U'(pe)|” dt + 2/ @, U'(py)dt

T 9 T
J "=
0 0 0 0

/ @wwmﬂ=4ww@»—mﬂmn
> 4U(y) - Ule)].

©; +U' (1) @,

> 4

Ainsi pour tout y, on a Q(zs,y) > 2|U(y) — U(xs)].
Il reste maintenant & approcher ce minimum. Pour cela, on considére la fonction

particuliére x;(y) := Ur_;(y). Ainsi on a : X; (y) = U'(x:(y)). De plus, xr(y) =y
et aussi xo(y) = Vr(y) — x5 pour ' — 0o0. On calcule maintenant :

Luab) = 5 [ @+ U] d=2 [ ot la

T
/
0

Or, X; (y) et U'(x:(y)) sont de méme signe donc on peut enlever la valeur absolue.

Yo )] 107 Culy)de
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D’ou
Torale) = 2 [ U Ca)dt = 2[00 w) = Ua(w)]

= 2|U(y) - U(¥r(y)].
(v),y) =2

On en déduit donc Q (¥r(y),y) = 2[U(y) — U(¥r(y))] < 2[U(y) — U(zs)]. Or,
Q (x5, Y7(y)) tend vers 0 quand 7" tend vers +o0o vu que ¥p(y) converge vers
xs quand T tend vers U'infini. Ainsi Q (z5,y) < 2[U(y) — U(zs)] ce qui achéve la
preuve. ]

Aussi, la condition B.3 est vérifiée pour peu que l'on ait inf,cp U(z) < +00.
C’est d’ailleurs le cas puisqu’on considére un potentiel U de classe C*° et un
intervalle borné O.

Par la suite, on note B (z, p) la boule de centre x et de rayon p.

Définition B.5. Pour tout x € O, on note
T(z) :=1inf{t > 0| X; € 00} (B.7)
le premier temps de sortie de l'intervalle O du processus X°©.

Il convient de remarquer que ’on suppose ici que la loi initiale est d, ce qui
ne pose pas de probléme si 'on part d’une mesure quelconque puisqu’on peut
conditionner.

Le théoreme suivant n’est pas stricto sensu celui de Freidlin et Wentzell décrit
dans [14]. D’une part, la dérive n’est pas uniformément lipschitzienne et d’autre
part, elle est paramétrée en fonction de €. Les mémes différences apparaissent dans
[22] ot I’équation est de plus non homogene. L’argument principal pour prouver un
résultat similaire est la convergence de la dérive b (¢, x) vers by(t, x) uniformément
en temps et uniformément sur tout compact de R par rapport a x et y. Clest
d’ailleurs pour ce résultat que les auteurs ont di supposer la convexité de V' vu
que la dérive y dépend du temps. Comme on a supposé cette convergence, on
obtient

Théoréme B.6. Soit v € O =]y_;y,[. Quel que soit 6 > 0 arbitrairement petit,
on a les résultats asymptotiques suivants :

limO]P’ {e%(Q(x“OC)’é) < T(w) < e%(Q(%;OC)M)} =1 (B.8)

e—

et lim e InE[r.(x)] = Q (x5 O°) (B.9)
e—0

ot Q (r5;0° :=2min{U (y_) ; U (y+)} — 2U (z4). De plus, on peut connaitre le
lieu de sortie :

Impo=vl={] L ul)Zoen o ®o
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Résumé

Les processus auto-stabilisants sont définis comme des solutions d’équations diffé-
rentielles stochastiques dont le terme de dérive contient a la fois le gradient d’un
potentiel ainsi qu'un terme non-linéaire au sens de McKean qui attire le proces-
sus vers sa propre loi de distribution. On dispose de nombreux résultats lorsque
I’environnement est convexe. L’objet de ce travail est de les étendre autant que
possible au cas général notamment lorsque le paysage contient plusieurs puits. Des
différences fondamentales sont constatées.

Le premier chapitre prouve l'existence d’une solution forte. Le second s’intéresse
aux lois de probabilités d’une telle solution. En particulier, I'existence et la non-
unicité des mesures stationnaires sont mises en évidence sous des hypothéses
faibles. Les chapitres trois et quatre sont affectés au comportement de ces me-
sures lorsque le coefficient de diffusion tend vers 0.

Le chapitre cinq met en relation le processus auto-stabilisant avec des systémes
particulaires via une « propagation du chaos ». Il est ainsi possible de transpo-
ser certains résultats du systéme de particules sur le processus non-markovien et
réciproquement. Le chapitre six est dédié au dénombrement exact des mesures
stationnaires.

Le chapitre sept est employé pour ’étude du comportement en temps long. D une
part, un résultat de convergence dans un cas simple est fourni. D’autre part, un
principe de grandes déviations est mis en évidence par 1'utilisation des résultats
de Freidlin et Wentzell.

Mots-clés : processus auto-stabiliants, mesures stationnaires, systémes dyna-
miques, équation de McKean-Vlasov, temps de sortie.



Abstract

Self-stabilizing processes are defined as the solutions of stochastic differential equa-
tions which drift term contains the gradient of a potential and a term nonlinear
in the sense of McKean which attracts the process to its own law distribution.
There are many results if the landscape is convex. The purpose of this work is to
extend these in the general case especially when the landscape contains contains
several wells. Essential differences are found.

The first chapter proves the strong existence of a solution. The second one deals
with the probability measure of the solution. Particularly, the existence and the
non-uniqueness of the stationary measures are highlighted under weak assump-
tions. Chapter three and four are assigned to the asymptotic analysis in the small
noise limit of these measures.

Chapter five connects the self-stabilizing process and some particle systems via
a « propagation of chaos ». It is thus possible to translate some results from the
particle systems to the non-markovian process and reciprocally.

Chapter seven is used to study the long time behavior. In one hand, a conver-
gence’s result is provided in a simple case. In the other hand, a large deviations
principle is highlighted by using the results of Freidlin and Wentzell.

Key words : self-stabilizing processes, stationary measures, perturbed dyna-
mical system, McKean-Vlasov equation, exit time.



