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INTRODUCTION

Par essence, le bruit s’oppose à l’information : les lumières des villes polluent
l’observation spatiale ; les résistances des fils atténuent le débit de la ligne ADSL ;
le vent trompe l’araignée en agitant sa toile. Aussi, tout est fait pour le bannir du
signal. Et pourtant...

Résonance stochastique

Dans certains cas, lorsque l’intensité du bruit est optimale, le signal est accen-
tué. Si cette intensité est trop faible, l’influence de la perturbation est négligeable.
Si elle est trop forte, le signal est masqué. On parle de résonance stochastique
lorsque l’intensité du bruit est optimale. Le cadre des systèmes dynamiques bis-
tables se prête bien à ce phénomène.

Benzi, Parisi, Sutera et Vulpiani (voir [8]) ont établi une modélisation du com-
portement périodique de la température moyenne de la Terre des sept cent mille
dernières années pour laquelle l’adjonction d’un bruit blanc à un système bistable
faiblement périodique augmente le caractère périodique des trajectoires et semble
correspondre aux mesures observées lorsque l’intensité est optimale : la tempéra-
ture prend alternativement une valeur haute et une valeur basse correspondant
aux changements climatiques majeurs.

Dans [15], DeVille et Vanden-Eijnden ont étudié dans un modèle stochastique en
quoi l’ajout d’une "charge" à une certaine protéïne rendait le comportement de
celle-ci plus régulier.

Gammaitoni, Hänggi, Jung et Marchesoni donnent de nombreux exemples de sys-
tèmes bistables faiblement périodiques pour lesquels le bruit améliore le signal
(voir [19]) : en optique, en électronique, en neurologie...

Jung, Behn, Pantazelou et Moss ont exhibé dans un cadre plus complexe un cas
de résonance stochastique lorsque le système bistable est couplé, voir [30].

L’optimalité de l’intensité du bruit est l’enjeu de la résonance. Plusieurs méthodes
sont employées pour l’atteindre ou la mesurer. Dans le cas des chaînes de Markov
à deux états et à temps continu, sept instruments au moins permettent d’évaluer
l’influence positive du bruit sur la périodicité : le coefficient d’amplification spec-
trale, le ratio de ce dernier par le bruit, l’énergie, le ratio de l’énergie par le bruit,
la mesure de déphasage, l’entropie relative et l’entropie. Une description de ces
sept approches est disponible dans [39].

Or, la plupart des exemples physiques et biologiques ne se réduisent pas à des sys-
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tèmes comprenant un espace d’états à deux éléments stricto sensu. Aussi, pour que
la modélisation soit judicieuse, il convient que les outils de mesure de la résonance
soient robustes lors du passage d’un modèle réduit type chaîne de Markov vers
un modèle complet type diffusion. Toutefois, dans [39], Pavlyukevich a démontré
que la technique la plus utilisée par les physiciens (la maximisation du coefficient
d’amplification spectral) ne vérifiait pas cette propriété lorsque la perturbation
du système dynamique était brownienne.

Une autre idée pour mesurer la résonance stochastique, c’est-à-dire l’intensité op-
timale du bruit dans un système est d’étudier le temps que passe le processus
dans le voisinage d’un état métastable avant de sauter vers un autre état (voir
[21]) : le temps entre deux transitions successives. Si ce dernier est proche de la
demi-période du système déterministe, le système entre en résonance. C’est pour-
quoi on s’intéresse au temps nécessaire pour qu’un processus stochastique quitte
le domaine de stabilité d’un puits.

Temps de sortie

Dans [14], Dembo et Zeitouni exposent la théorie de Freidlin et Wentzell après
avoir fixé les résultats de grandes déviations nécessaires (en particulier le principe
de contraction et le théorème de Schilder). Ils considèrent un processus vérifiant
une équation différentielle stochastique ordinaire dont le coefficient de dérive est
homogène et représente le gradient d’un potentiel V et dont le coefficient de dif-
fusion est constant égal à

√
ǫ :

dXt =
√
ǫdBt −∇V (Xt) dt .

Ils ont établi que le temps de sortie T (ǫ) d’un domaine de stabilité D d’un puits

a de V vérifiait T (ǫ) ≍ exp

[
2(V−V (a))

ǫ

]
où V := minz∈∂D V (z).

Par conséquent, afin de réaliser la résonance stochastique et d’observer régulière-
ment des transitions entre les états métastables d’un potentiel à deux puits dont
les profondeurs varient périodiquement (tout en étant minorées par une valeur
strictement positive), il est naturel de rechercher une relation optimale entre l’in-
tensité du bruit et la période du système dynamique déterministe sous la forme
ǫ = µ ln(T ) avec µ > 0 (voir [39]).

Imkeller, Pavlyukevich et Wetzel se sont intéressés à un cas similaire où la per-
turbation n’était pas induite par un mouvement brownien mais par un processus
de Lévy (voir [29], [27] et [28]).

L’homogénéité des coefficients est fortement utilisée pour parvenir au résultat de
Freidlin et Wentzell. En effet, la fonction de taux du principe de grandes déviations
vérifié par le processus prend la forme classique

I(ϕ) =
1

2

∫ T

0

∣∣∣
.

ϕt +U
′(ϕt)

∣∣∣
2

dt
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lorsque ϕ est dans l’espace de Cameron-Martin si bien que la fonction de coût
est facile à évaluer. Qui plus est, sous des conditions simples portant sur V , le
processus défini plus haut admet une unique mesure stationnaire et converge en
loi vers cette mesure. Bien que Freidlin et Wentzell (respectivement Dembo et
Zeitouni) ne traitent pas cette mesure invariante dans [17] (respectivement dans
[14]), elle est tacitement utilisée.

L’introduction d’une dépendance en temps dans le coefficient de dérive correspond
à un problème plus subtil. Dans [22], Herrmann, Imkeller et Peithmann ajoutent
une dépendance de la propre loi du processus sur la dérive en utilisant un potentiel
d’intéraction F et un produit de convolution. On parle d’auto-stabilisation :

dXt =
√
ǫdBt −∇V (Xt) dt−

∫

R

F ′ (Xt − x) ut(x)dx dt .

La loi n’étant pas constante a priori, la dérive n’est pas homogène. Les auteurs
prouvent un principe de grandes déviations non homogène en temps. En ajou-
tant la convexité au potentiel V , ils parviennent à obtenir un résultat similaire
à celui de Freidlin et Wentzell. En notant T (ǫ) le temps de sortie d’un domaine

de stabilité D de a : T (ǫ) ≍ exp

[
2(W−W (a))

ǫ

]
où W (x) := V (x) + F (x − a) et

W := minz∈∂D W (z). Toutefois, dans le cas général à savoir la non-convexité de
V , le temps de sortie n’a pas été déterminé. Or, il s’agit bel et bien du point de
départ de toute étude de résonance stochastique.
Comme dans le cas simple où les coefficients sont uniformes en temps, la mesure
stationnaire intervient tacitement.

Auto-stabilisation

L’auto-stabilisation consiste en une force de rappel d’une diffusion vers sa
loi. Le coefficient de dérive dans l’équation stochastique contient un terme de la
forme F ′ ∗ ut où ut est la loi de Xt et où ∗ désigne le produit de convolution.
Afin de comprendre intuitivement cette non-linéarité, il suffit de s’imaginer un
système de N particules qui évoluent sous l’influence du potentiel V , qui sont
perturbées par des mouvements browniens indépendants et qui sont en intéraction.
Chaque particule X i

t est soumise à la force de rappel − 1
N

∑N
j=1 F

′(X i
t −Xj

t ). Un
tel système est dit à champ moyen. Lorsque N croît, l’influence d’une particule
sur une autre diminue. On peut s’imaginer heuristiquement que les particules
deviennent indépendantes deux à deux et de même loi.

Dans cette étude, on suppose que la fonction F est convexe ce qui implique la
croissance de F ′. En d’autres termes, plus les particules sont éloignées, plus elles
sont attirées l’une par l’autre. Cette hypothèse peut sembler saugrenue si l’on se
représente X i

t comme étant une position spatiale. Toutefois, ce n’est pas le cas.
On peut prendre l’exemple d’un système magnétique où X i

t correspond à un spin.
Dans [30], les auteurs s’intéressent ainsi à un système couplé par une intéraction
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F ′ linéaire.

On peut aussi visualiser l’auto-stabilisation comme induite par (ou induisant) une
équation aux dérivées partielles de Fokker-Planck contenant le terme non-linéaire

∇
[
u.∇ (F ∗ u)

]
.

Il convient de noter que l’on peut aussi étudier un processus auto-stabilisant dont
la fonction d’intéraction F ′ n’est pas croissante sur R mais décroit sur un intervalle
fini. Carillo, McCann et Villani étudient un tel processus dans [12] où un terme
de la forme ∇ [u.∇ (A′(u))] se substitue au laplacien de u. On retombe sur le
laplacien classique en choisissant A(x) := x ln(x).

Le modèle considéré

On s’intéresse ici à un processus stochastique auto-stabilisant dans un paysage
à plusieurs puits. On se place dans le cas de la dimension un mais la plupart des
résultats obtenus peuvent facilement être étendus en dimension quelconque :

{
dXǫ

t = −V ′ (Xǫ
t ) dt+

√
ǫ dBt − F ′ ∗ uǫt (Xǫ

t ) dt
uǫt = L (Xǫ

t ) ,
(0.0.1)

où ∗ désigne le produit de convolution. V et F sont deux potentiels dont les
conditions seront précisées subséquemment. On dit de V qu’il est le potentiel de
confinement et de F qu’il est celui d’intéraction. Dans l’optique des grandes dé-
viations, le paramètre ε > 0 est arbitrairement petit. Toutefois, certains résultats
ne nécessitent pas cette exigence.

Description de l’équation

La dérive de la diffusion (0.0.1) peut être décomposée en trois termes :

Dérive déterministe : La dérivée de V correspond à un système dynamique
soumis à une équation différentielle ordinaire :

dXǫ
t = −V ′ (Xǫ

t ) dt . (0.0.2)

Cette partie de la dérive pousse ainsi le processus Xǫ
t à converger vers les puits de

V . Si Xǫ
0 est non aléatoire, l’équation (0.0.2) peut être résolue facilement puisqu’il

s’agit simplement d’une équation à variables séparables.

Perturbation brownienne : On rajoute du bruit sous forme d’un mouvement
brownien d’intensité ǫ :

dXǫ
t = −V ′ (Xǫ

t ) dt+
√
ǫ dBt . (0.0.3)

Ce bruit octroie la possibilité au processus de remonter le long des lignes du
potentiel V . Il s’agit du cadre des équations différentielles stochastiques classiques
déjà présenté dans [14] et dans [17] lorsque le paramètre ǫ tend vers 0.
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Auto-stabilisation : On rajoute une influence sur Xǫ
t de sa propre loi uǫt. Ainsi

le terme −F ′ ∗ uǫt (Xǫ
t ) =

∫
z∈R F

′ (Xǫ
t − z) duǫt(z) correspond à un rappel de la

particule aléatoire vers sa propre loi. Intuitivement, le potentiel d’intéraction F
tend à diminuer la dissipation de la mesure uǫt.
Une autre manière de voir cette dernière perturbation est d’imaginer un système
dynamique de N particules :

dX i
t = −V ′ (X i

t

)
dt+

√
ǫ dBi

t −
1

N

N∑

j=1

F ′ (X i
t −Xj

t

)
dt , (0.0.4)

où B1
t , · · · , BN

t sont N mouvements browniens indépendants. Le troisième terme
consiste à rapprocher les particules les unes des autres. Ce système est "proche"
du processus (Xǫ

t )t∈R+
(voir [41], [5] et [13]). Par conséquent, on peut effectivement

considérer que l’auto-stabilisation consiste à resserrer la particule et sa propre loi
et ainsi à stabiliser le processus.

Dans le modèle présenté ci-dessus, chaque particule influe sur toutes les autres.
On dit de ce système qu’il est à champ moyen. On peut aussi considérer un sys-
tème où X i

t agit uniquement sur X i+1
t et X i−1

t . On parle de système à plus proche
voisin (voir [9]). Un comportement pour N tendant vers l’infini (voir [10]) peut
également être obtenu.

La variable aléatoire initiale n’est pas sans influence sur le comportement du pro-
cessus auto-stabilisant a priori. Ainsi l’objet de cette thèse est l’étude du processus
(Xǫ

t )t≥0 de loi uǫt(dx) satisfaisant

Xǫ
t = X0 +

√
ǫBt −

∫ t

0

(
V ′ + F ′ ∗ uǫs

)
(Xǫ

s) ds (0.0.5)

= X0 +
√
ǫBt −

∫ t

0

V ′(Xǫ
s)ds−

∫ t

0

∫

R

F ′(Xǫ
s − x)duǫs(x)ds

où ǫ > 0 et X0 est une variable aléatoire réelle. ∗ représente à nouveau le produit
de convolution.

Hypothèses et paramètres

Dans la littérature des systèmes dynamiques évoluant dans un paysage à plu-
sieurs puits, le potentiel de confinement le plus classique est x 7→ x4

4
− x2

2
([8] avec

une légère modification, [9], [10], [4], [30], [39] où le potentiel qui intervient oscille
autour de x4

4
− x2

2
au cours du temps). De même, la fonction F est généralement

un polynôme voire un polynôme de degré 2 à savoir F (x) := α
2
x2 avec α > 0.

L’équation (0.0.5) devient simplement

Xt = X0 +
√
ǫBt +

∫ t

0

[
(1− α)Xs −X3

s + αE (Xs)
]
ds . (0.0.6)
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Par la suite, la fonction classique x 7→ x4

4
− x2

2
sert à plusieurs reprises pour les

exemples.

Toutefois, l’on s’intéresse à des cas plus généraux qui étendent ces conditions
fort restrictives. En particulier, on constate que le comportement peut être fon-
damentalement différent de celui induit par (0.0.6) même si V est une fonction
polynômiale à deux puits et si F ′ est linéaire.

D’un point de vue intuitif, il faut s’imaginer que le potentiel de confinement V est
une fonction polynômiale qui tend vers l’infini en l’infini et qui possède au moins
deux puits

Bien que tous les exemples fournis par la suite soient de cette nature, l’étude
théorique est menée sous des hypothèses affaiblies :

(V-1) Régularité : V ∈ C∞(R,R) où C∞ désigne l’espace de Banach des fonctions
indéfiniment dérivables. Cette propriété entraîne la dérivabilité une infinité
de fois de la fonction V + F ∗ u quelle que soit la mesure de probabilité u
admettant un moment d’ordre 2q fini où 2q sera précisé par la suite.

(V-2) Géométrie : L’équation V ′(x) = 0 a un nombre fini 2M + 1 de solutions
avec M ≥ 1. On les note a1, · · · , a2M+1. De plus, pour tout 1 ≤ i ≤ 2M +1,
V ′′(ai) 6= 0. La condition M ≥ 1 indique que ce mémoire traite du cas
multi-puits. La condition V ′′(ai) 6= 0 facilite avant tout l’écriture puisque
les a2i+1 et les a2i sont respectivement tous des puits et des bosses de V .
La condition sert par ailleurs d’un point de vue quantitatif puisque l’on est
amené à plusieurs reprises à diviser par V ′′(ai) pour préciser les positions
des moments des mesures stationnaires.

(V-3) Intégrabilité de exp (−V ) : Il existe deux constantes strictement positives
C2 et C4 telles que pour tout x ∈ R, V (x) ≥ C4x

4 − C2x
2. Tout au long de

l’étude, des fonctions à croissance lente seront intégrées contre la fonction
x 7→ exp

[
−2

ǫ
(V (x) + F ∗ u(x))

]
où u est la densité d’une mesure de pro-

babilité absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. Afin de
garantir la finitude de cette intégrale mais aussi fournir certaines majora-
tions explicites, on utilise (V-3). En particulier, elle permet l’existence dans
certains cas d’une mesure stationnaire symétrique.

(V-4) Convexité à l’infini : lim
x−→±∞

V ′′(x) = +∞ et pour tout x /∈]a1; a2M+1[,

V ′′(x) > 0. Cette hypothèse entraîne la convexité à l’infini de la fonction
V +F ∗u ce qui permet de représenter les éventuelles mesures stationnaires
sous forme intégrée. De plus, la positivité stricte de V ′′ sur les deux demi-
droites ] −∞; a1] et [a2M+1;∞[ est essentielle dans la preuve de la finitude
du nombre de points critiques de V + F ∗ u ce qui est un élément central de
la convergence des mesures stationnaires pour ǫ tendant vers 0.

(V-5) Croissance lente : Il existe un entier q ∈ N∗ et une constante réelle Cq > 0
tels que pour tout x, y ∈ R, |V ′(x)− V ′(y)| ≤ Cq|x − y| (1 + |x− y|2q−2).
En particulier, |V ′(x)| ≤ Cq (1 + x2q) pour tout x ∈ R. L’existence d’un
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tel entier q est utilisé dès le premier chapitre pour prouver l’existence d’une
solution forte à l’équation (0.0.5).

(V-6) Initialisation : V (0) = 0. Il s’agit ici d’une convention n’ayant aucune in-
cidence sur les résultats vu que V n’apparaît dans l’équation qu’à travers
sa dérivée. Par la suite, lorsque l’on construit un nouveau potentiel (de la
forme V + F ∗ u), on lui retranche sa valeur en 0 si cela n’a pas de consé-
quence. Il est important de noter que l’on n’utilise pas cette convention dans
la Définition 5.2 car la limite donnée dans le Lemme 5.3 serait alors fausse.

Pour obtenir certains résultats, il peut être nécessaire de supposer des conditions
plus fortes :

(V-7) Analyticité : Il existe une fonction analytique V telle que pour tout x ∈
[a1; a2M+1], V (x) = V(x). La conséquence de la condition (V-7) est la finitude
du nombre de zéros de la fonction V ′ + F ′ ∗ u sur l’intervalle [a1; a2M+1] ce
qui est essentiel pour prouver que les valeurs d’adhérence des familles de
mesures stationnaires sont des sommes finies de mesures de Dirac.

(V-8) Symétrie : V est symétrique. Dans ce cas, on note a := a2M+1 et −a = a1.

(V-9) Double puits : M = 1 ce qui signifie que V a deux puits a− < a+.

Les hypothèses (V-8) et (V-9) correspondent aux cas étudiés dans [23], [24] et [25].
Ici, elles sont utilisées pour le calcul exact du nombre de mesures stationnaires
ainsi que pour la convergence en temps long.
(V-10) Comportement polynômial : La quan-

tité V ′(x)2

V ′′(x) tend vers +∞ quand x tend
vers +∞. Cette condition est admise à
partir du Chapitre 2 car elle est nécessaire
à l’application du Lemme A.1 pour mon-
trer que toute mesure stationnaire ayant
un moment d’ordre 8q2 fini peut être mise
sous la forme intégrée (2.2.2)–(2.2.3).

(V-11) V est une fonction polynômiale. On se
restreint à cette hypothèse afin d’établir
une forme de propagation du chaos uni-
forme et donc dans tous les résultats qui
exploitent cette propagation.

V

−a a

On remarque que la fonction classique x 7→ x4

4
− x2

2
vérifie les onze conditions.

Le potentiel d’intéraction F vérifie les propriétés suivantes :

(F-1) Analyticité : F est une fonction polynômiale paire telle que F (0) = 0. Ainsi
F (x − y) = F (|x− y|) pour tous les réels x et y : seule la distance in-
tervient dans l’auto-stabilisation. La fonction F est supposée polynômiale
afin de pouvoir transformer le problème d’existence d’une mesure station-
naire qui correspond à la recherche d’un point fixe en dimension infinie en
un problème de point fixe en dimension finie (le degré de la fonction F ′).
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F (0) = 0 correspond à une convention similaire à (V-6). Enfin, le potentiel
d’intéraction F est supposé pair car on souhaite que seule la distance entre
deux particules compte dans le système à champ moyen.

(F-2) F est convexe : plus la distance est élevée, plus la force de rappel est grande.
On utilise cette hypothèse dans la construction du processus qui solutionne
(0.0.5).

(F-3) F ′ est convexe sur R+ donc pour tous les réels x et y tels que x ≥ y,
on a la minoration F ′(x)− F ′(y) ≥ F ′′(0) (x− y). Le principal intérêt de la
condition (F-3) est l’égalité F ′′(0) = infz∈R F

′′(z) ce qu’on utilise notamment
dans la preuve de l’existence d’une mesure stationnaire symétrique ou pour
prouver qu’une mesure stationnaire converge vers une mesure de Dirac pour
ǫ tendant vers 0.

(F-4) Croissance lente : |F ′(x)− F ′(y)| ≤ Cq|x− y| (1 + |x|2q−2 + |y|2q−2) où q et
Cq sont respectivement l’entier et la constante introduits dans l’hypothèse
(V-5). La fonction F étant polynômiale, il s’agit plus d’une condition portant
sur l’entier q et le réel strictement positif Cq qu’une condition sur F stricto
sensu. La condition (F-4) est utilisée dans les mêmes circonstances que la
condition (V-5).

(F-5) Auto-stabilisation : F n’est pas identiquement nulle. L’hypothèse (F-5) as-
sure que l’on ne se place pas dans le cadre plus confortable des équations
différentielles stochastiques ordinaires. Bien que l’on suppose que le potentiel
d’intéraction ne soit pas identiquement nul, on compare à plusieurs reprises
les résultats obtenus avec ceux que l’on aurait sans auto-stabilisation.

On constate que les fonctions de la forme x 7→ α
2
x2 avec α > 0 vérifient les cinq

hypothèses.

Certains paramètres interviennent à plusieurs reprises. On pose :

ϑ := sup
x∈R

−V ′′(x) ≥ 0 . (0.0.7)

Dans le cas particulier où V ′′ est convexe (par exemple si V (x) := x4

4
− x2

2
), ϑ est

égal à −V ′′(0). On définit également :

α := F ′′(0) ≥ 0 et F0(x) := F (x)− α

2
x2 . (0.0.8)

Comme F ′ est convexe sur R+, α = infx∈R F
′′(x). Les deux paramètres α et ϑ

jouent un rôle dual.
On se donne aussi

n :=
deg(F )

2
∈ N∗ . (0.0.9)

On considère enfin

κ := inf
x∈]−∞;a1]

⋃
[a2M+1;+∞[

min
{
V ′′(x);F ′′(x)

}
. (0.0.10)

Ce paramètre κ est utilisé dans la preuve d’existence du processus.
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Résultats antécédents

En utilisant un théorème du point fixe, Sznitman prouve que le processus dé-
fini par l’équation (0.0.5) existe lorsque V est identiquement nul et lorsque F ′ est
uniformément lipschitz ([41]).

Dans [5], les auteurs se sont intéressés à un processus pour lequel F vérifie les cinq
hypothèses admises dans cette étude. Comme dans [41], il n’y a pas de potentiel
de confinement. En construisant un espace fonctionnel ainsi qu’une application
continue sur cet espace, l’emploi du théorème de Schauder donne l’existence forte
d’une solution à (0.0.5) sur R+ à condition que X0 admette un moment d’ordre
8q2 où q est l’entier qui intervient dans les hypothèses (V-5) et (F-4).

Une preuve de l’existence forte du processus auto-stabilisant peut être trouvée
dans [22] où l’étude est menée en dimension quelconque. Il y est seulement de-
mandé au coefficient de dérive classique (qui n’est pas obligatoirement un gra-
dient) et au coefficient de dérive lié à l’auto-stabilisation (qui ne dépend que de
la norme) d’être localement lipschitz, la croissance lente de F ′ ainsi que l’exis-
tence d’une boule en-dehors de laquelle l’on dispose d’une convexité uniforme. La
condition quant à la variable aléatoire initiale est la même que dans [5] à savoir

E
[
X8q2

0

]
<∞.

Il existe une correspondance entre l’équation différentielle stochastique (0.0.5) et
une équation aux dérivées partielles. En effet, McKean (voir [36]) a montré que la
loi du processus (Xt)t≥0 vérifiait une équation de Fokker-Planck non-linéaire. Cette
correspondance permet deux visions différentes du même objet. Par exemple, Be-
nachour, Roynette, Talay et Vallois se servent de l’équation aux dérivées partielles
pour établir des résultats de stationnarité du processus ([5]). Dualement, Cattiaux,
Guillin et Malrieu étudient une équation de Fokker-Planck non-linéaire avec des
méthodes probabilistes dans [13] (voir aussi [33] et [34]).

Dans [33], Malrieu prouve l’existence d’une mesure stationnaire dans le cas convexe
lorsque ǫ = 2 en minimisant la fonctionnelle

E(u) =
∫

R

u(x) ln(u(x))dx+

∫

R

V (x)u(x) +
1

2

∫∫

R2

F (x− y)u(x)u(y)dxdy .

Il obtient par ailleurs l’unicité de cette mesure invariante.

Dans [5], sans potentiel de confinement, l’équation aux dérivées partielles de
Fokker-Planck associée est intégrée en utilisant la stationnarité de la loi deXt. Afin
de mettre toute mesure stationnaire sous une forme plus simple, ils translatent X0

et se servent de la symétrie de leur mesure stationnaire. Puis, ils prouvent qu’il
existe au moins une mesure symétrique à vérifier la forme simple établie plus haut
en se servant à nouveau du théorème de Schauder.

En restreignant l’espace d’étude et en considérant d’autres normes, ils construisent
une contraction qui caractérise la stationnarité d’une mesure. Aussi, ils prouvent
son unicité. Cette contraction utilise la convexité de V .
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Cattiaux, Guillin et Malrieu se placent dans le cas convexe (non uniformément)
avec ǫ = 2 et obtiennent l’unicité de la mesure stationnaire après avoir démontré
un phénomène de propagation du chaos uniforme en temps du système de par-
ticules vers le processus non-linéaire ([13]). Ce résultat de propagation du chaos
fournit également la convergence en temps long du processus (Xt)t∈R+

vers l’unique
mesure stationnaire.

Sous des conditions similaires à celles de [5], une preuve de la convergence en
temps long vers l’unique mesure stationnaire est fournie dans [6]. Toutefois, les
auteurs se servent de la convexité du potentiel (identiquement nul dans leur cas)
puisqu’ils utilisent la contraction du [5].

Associer un système de N particules (avec N grand) à l’équation (0.0.5) permet
d’obtenir des résultats sur le processus non-linéaire comme l’unicité de la mesure
stationnaire ou la convergence en temps long sous certaines conditions. Il est ainsi
utile d’approcher le processus par ce système de particules. Lorsque V est nul et
F ′ est uniformément lipschitz, Sznitman prouve cette convergence dans un sens
explicité dans [41]. Les auteurs de [5] ont également un tel résultat de même que
Cattiaux, Guillin et Malrieu qui fournissent un résultat uniforme en temps dans
[13] comme il a déjà été noté.

Comme déjà mentionné, Freidlin et Wentzell ont établi un résultat asymptotique
sur le temps de sortie T (ǫ) d’un domaine de stabilité D d’un puits a de V lorsqu’il

n’y a pas d’auto-stabilisation : T (ǫ) ≍ exp
[
2H
ǫ

]
où H := min

z∈∂D

(
V (z)− V (a)

)
.

Dans [22], les auteurs prouvent un résultat similaire lorsque V est convexe. Le
temps de sortie T (ǫ) d’un domaine de stabilité D de l’unique puits a de V lorsqu’il

n’y a pas d’auto-stabilisation vérifie T (ǫ) ≍ exp
[
2H
ǫ

]
oùH := min

z∈∂D

(
W (z)−W (a)

)

avec W := V + F ∗ δa.

Résultats

Dans un premier temps, j’étends la méthode développée dans [5] afin de prou-
ver que l’équation différentielle stochastique auto-stabilisante (0.0.5) admet une
unique solution forte sur R+. Ce résultat est établi pour n’importe quelle valeur
de ǫ. La technique employée consiste à construire une solution sur un intervalle
fini puis de prouver que les moments du processus au temps t sont majorés par
une fonction dépendant des moments au temps 0. Cette majoration se démontre
par l’utilisation de la stricte positivité de V ′′ en-dehors d’un certain compact et
permet de construire une solution sur R+. La même méthode fournit également
l’unicité de la solution. Aussi, le principal résultat du premier chapitre est le sui-
vant :
Théorème : Soit une variable aléatoire réelle X0 qui admet un moment d’ordre
8q2. Alors, l’équation (0.0.5) admet une unique solution forte sur R+.
Au vu de ce résultat, dans tous les chapitres suivants, je suppose que la variable
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aléatoire initiale X0 admet un moment d’ordre 8q2.

Après avoir justifié brièvement que la loi du processus vérifie une équation aux
dérivées partielles de type Fokker-Planck non-linéaire, je m’intéresse à l’existence
éventuelle des mesures stationnaires. Je suppose pour cela et pour le reste de
l’étude que l’hypothèse (V-10) est vérifiée.
Je me place dans le cadre plus confortable d’une fonction d’intéraction F ′ linéaire
pour débuter. Lorsque le potentiel V est symétrique, l’existence d’une mesure sta-
tionnaire symétrique est automatique. J’étudie ensuite la possibilité d’existence
d’autres types de mesures invariantes. Pour cela, j’utilise une paramétrisation en
dimension un. Le principal résultat est le suivant :
Proposition : Soit F (x) := α

2
x2 et a0 un point critique de V . Si α est assez

grand, quel que soit δ > 0, pour ǫ assez petit, l’équation (0.0.5) ainsi définie ad-
met une mesure stationnaire dite excentrée autour de a0 dont la moyenne m(ǫ)
satisfait |m(ǫ)− a0| < δ.
L’une des conséquences de ce résultat est la suivante :
Corollaire : Soit F (x) := α

2
x2. Pour α assez grand puis pour ǫ assez petit,

l’équation différentielle stochastique (0.0.5) admet au moins 2M + 1 ≥ 3 mesures
stationnaires.
L’unicité de la mesure invariante de l’équation (0.0.5) n’étant pas établie par
défaut lorsque le paysage est non convexe, l’étude de la convergence en temps
long n’est plus intuitive. On peut ensuite s’interroger quant au nombre exact de
mesures. Une réponse est apportée dans un cas particulier (auquel appartient
x 7→ x4

4
− x2

2
) :

Théorème : Soit un potentiel V symétrique tel que V ′′ est convexe et F (x) :=
α
2
x2. Quel que soit α > 0, il y a exactement trois mesures invariantes dès que ǫ

est assez petit.
Ces résultats sur les mesures excentrées autour des points critiques exigent que ǫ
soit assez petit. Dans le cas de la fonction x 7→ x4

4
− x2

2
, j’ai simulé le seuil critique

en fonction de α en-deça duquel les résultats de la proposition, du corollaire et
du théorème sont vrais. Et, l’on constate que ce seuil n’est pas exagérément petit.
Par exemple, l’équation dXt =

√
2dBt − (X3

t + 2Xt − 3E [Xt]) dt admet au moins
trois mesures stationnaires.

J’enquête ensuite sur le cas où le degré de F est général. D’abord, j’utilise une
méthode proche de celle employée par Benachour, Roynette, Talay et Vallois dans
[5] (avec une application continue sur un Banach puis j’applique le théorème de
Schauder) afin de montrer qu’il existe une mesure stationnaire symétrique lorsque
le potentiel V est symétrique. Puis, j’examine l’éventuelle existence des mesures
invariantes "proches" des points critiques. Une réponse est fournie mais les condi-
tions sont plus exigeantes :
Théorème : Soit a0 un puits de V tel que V +F ∗δa0 atteint son minimum global

en le seul et unique point a0. On suppose
∑2n−2

p=0

|F (p+2)(a0)|
p!

|a0|p < α + V ′′(a0).
Alors, la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) admet une mesure invariante excentrée
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ua0ǫ telle que la quantité
∣∣∣
∫
R
xkua0ǫ (x)dx− ak0

∣∣∣ soit arbitrairement petite.

On continue l’étude des mesures stationnaires en cherchant leur comportement
pour ǫ tendant vers 0 dans le Chapitre 3. On impose désormais la condition (V-
7) : V coïncide avec une fonction analytique sur [a1; a2M+1]. Le cas où l’intéraction
F ′ est linéaire est à nouveau mis à part. On prouve rapidement qu’une mesure
excentrée autour d’un point critique a0 converge étroitement vers δa0 .
Lorsque le potentiel est symétrique, le comportement asymptotique de la mesure
stationnaire symétrique est entièrement déterminé par le lemme de Laplace clas-
sique. Bien que le cas soit simple, on constate que le potentiel de confinement V
peut radicalement changer ce comportement. Ainsi cette mesure converge étroi-
tement vers une mesure discrète symétrique u0. Si V ′′ est convexe (ce qui est le
cas de x 7→ x4

4
− x2

2
), u0 charge un ou deux points. Si V ′′ n’est pas convexe, il est

tout à fait envisageable que la mesure u0 charge au moins trois points quand bien
même V serait un potentiel à deux puits :
Proposition : Soit une mesure de probabilité discrète symétrique quelconque v.
Il existe une fonction V qui vérifie les hypothèses (V-1)–(V-10) et une constante
α > 0 telles que la mesure stationnaire symétrique de l’équation (0.0.5) (avec le
potentiel de confinement V et le potentiel d’intéraction x 7→ α

2
x2) converge vers v.

On poursuit l’examen du comportement asymptotique des mesures invariantes
dans le cas général. Pour parvenir à une convergence, une condition de borni-
tude (H) est supposée. Celle-ci est vérifiée lorsque l’on s’intéresse à une famille de
mesures symétriques ou pour peu que V soit une fonction polynômiale de degré
strictement supérieur à 2n = deg(F ). Le principal résultat du chapitre est le sui-
vant :
Théorème : Soit une famille de mesures stationnaires (uǫ)ǫ>0. Sous la condition
(H), il existe une suite (εk)k≥1 qui tend vers 0 telle que uεk converge étroite-
ment vers la mesure discrète

∑r
i=1 piδAi. De plus, les r points A1, . . . , Ar vérifient

V ′(Ai) +
∑r

l=1 plF
′ (Ai − Al) = 0, V ′′(Ai) +

∑r
l=1 plF

′′ (Ai − Al) ≥ 0 ainsi que
V (Ai)− V (Aj) +

∑r
l=1 pl (F (Ai − Al)− F (Aj − Al)) = 0.

En particulier, lorsque l’on considère une famille de mesures excentrées autour de
a0, on dispose de la convergence étroite vers δa0 . Par ailleurs, comme dans le cas
où F ′ est linéaire, on prouve :

Théorème : On suppose la symétrie de V ainsi que la convexité des fonctions
V ′′ et F ′′. Alors toute suite de mesures invariantes symétriques de la diffusion
(0.0.5) converge étroitement vers 1

2
δx0 +

1
2
δ−x0 où x0 est l’unique réel positif ou

nul qui vérifie V ′(x0) +
1
2
F ′(2x0) = 0 et V ′′(x0) +

α
2
+ 1

2
F ′′(2x0) ≥ 0. De plus, si

α ≥ ϑ = −V ′′(0) alors x0 = 0, sinon x0 > 0.
Je fournis ensuite deux contre-exemples à ce théorème : l’un où V ′′ est convexe et
F ′′ ne l’est pas et l’autre où V ′′ n’est pas convexe alors que F ′′ l’est.

Le Chapitre 4 est consacré à la vitesse à laquelle une suite de mesures sta-
tionnaires converge vers sa limite. C’est une étude plus fine que celle du Chapitre
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3. Pour la mener à bien, j’utilise des lemmes proches de celui de Laplace. Pour
commencer, j’examine le cas où F ′ est linéaire et V symétrique. La vitesse de
convergence de la suite de mesures stationnaires symétriques vers u0 suggère la
difficulté d’une étude générale. En effet, si l’on n’impose aucune condition de
convexité sur V ′′, même si la mesure limite ne charge que deux points voire un
point, l’ordre de la vitesse nécessite que l’on connaisse les autres points critiques
de V + F ∗ u0.
Pour le cas général, lorsque l’intéraction F est de degré supérieur ou égal à 4,
la convexité des fonctions V ′′ et F ′′ implique que l’ordre de la vitesse de conver-
gence des mesures stationnaires symétriques vers sa mesure limite u0 est ǫ si

V ′′(0) + F ′′(0) = −ϑ + α 6= 0 et cet ordre est ǫ
1
m0 avec m0 ≥ 2 sinon. Cette

bifurcation est étudiée en détails par l’adjonction d’une dépendance en ǫ dans le
coefficient α.

Puis, pour achever le quatrième chapitre, je démontre que la vitesse est d’ordre ǫ
dans le cas des mesures excentrées autour des points critiques lorsque V ′′ et F ′′

sont convexes.

Je définis ensuite un système de particules à champ moyen classique. Je le
considère comme une particule de RN soumise à l’action d’un "méta-potentiel"
dont la géométrie est étudiée dans le cas où la fonction d’intéraction F ′ est li-
néaire. Aussi, ce système dynamique correspond à un processus de Kolmogorov
qui admet une unique mesure stationnaire. Cette unicité n’est pas incompatible
avec la non-unicité pour l’équation non-linéaire. En effet, pour N tendant vers
l’infini, une mesure sur R ne s’identifie pas à une mesure sur RN mais à un point
de RN .

Dans le cas non convexe, je remarque qu’il n’y a pas de correspondance entre
les puits du méta-potentiel et les mesures stationnaires de l’équation non-linéaire
(0.0.5). En effet, pour peu que le paramètre α soit assez petit, certains puits
du méta-potentiel ne fournissent pas de mesures stationnaires. Inversement, si α
est assez grand, certaines mesures stationnaires correspondent à un col du méta-
potentiel. En utilisant des techniques classiques liées au trou spectral, j’atteste
que le système de particules converge en loi vers son unique mesure stationnaire.

Puis, je démontre la propagation faible du chaos à savoir qu’une particule du
système dynamique a un comportement "proche" de celui d’un processus auto-
stabilisant (0.0.5) lorsque N tend vers l’infini sur un intervalle de temps donné. Je
justifie en quoi il ne peut pas y avoir de propagation du chaos uniforme en temps.

Dans le cas symétrique, lorsque α ≥ ϑ, je construis un autre système de particules
où V et F sont remplacés par x 7→ V (x) + α

2
x2 et x 7→ F (x) − x2

2
respective-

ment. En exigeant la symétrie de la loi initiale u0 de la variable aléatoire X0 dans
(0.0.5), je démontre la propagation du chaos uniforme en temps de ce nouveau
système de particules. Comme ce résultat présuppose la symétrie de X0, je parle
de "propagation du chaos semi-uniforme".

Afin de conclure le Chapitre 5 portant sur les systèmes de particules associés à
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l’équation de Fokker-Planck, je mène l’étude du comportement asymptotique pour
ǫ tendant vers 0 (à N fixé) de l’unique mesure stationnaire du système à champ
moyen.

L’objet du Chapitre 6 est d’étendre autant que faire se peut le résultat de
tiercéïté des mesures stationnaires lorsque F ′ est linéaire et V symétrique et de
dérivée seconde convexe. Pour y parvenir, j’exploite les résultats fins du Chapitre
4 sur la vitesse de convergence asymptotique ainsi que la propagation du chaos
semi-uniforme établie dans le Chapitre 5 sur les systèmes de particules.

Dans un premier temps, je fournis brièvement des résultats généraux induits par
le travail sur la vitesse de convergence. J’exploite ces derniers afin de construire
une contraction adéquate. Et, lorsque V ′′ et F ′′ sont convexes, je prouve l’unicité
- conditionnellement à l’existence - de la mesure stationnaire excentrée autour de
a0 pour ǫ assez petit où a0 est un puits de V .

Le reste du chapitre traite de l’unicité de la mesure stationnaire symétrique quand
le potentiel de confinement V est symétrique. La fonction V ′′ est supposée convexe.
Trois cas distincts sont considérés :

– Lorsque l’intéraction est forte (α > ϑ), j’utilise la méthode de la vitesse
de convergence et j’acquiers l’unicité pour ǫ assez petit en supposant la
convexité de F ′′. Je démontre le résultat d’unicité sans supposer la convexité
de F ′′ par une méthode proche de celle développée dans [5]. A nouveau, ǫ
doit être assez petit.

– Lorsque l’intéraction est intermédiaire (α = ϑ), j’utilise la propagation du
chaos semi-uniforme. En supposant que V ′′ et F ′′ sont convexes mais aussi
que V satisfait les hypothèses (V-8), (V-9) et (V-11) en plus des hypothèses
classiques, j’établis l’unicité de la mesure stationnaire symétrique sans au-
cune condition portant sur ǫ.

– Lorsque l’intéraction est faible (α < ϑ), l’unicité est traitée exactement
comme dans le cas α > ϑ en exploitant les résultats sur la vitesse de conver-
gence.

Le Chapitre 6 s’achève par un résultat de tiercéïté des mesures stationnaires dans
un cas simple mais plus général puisque F n’est pas supposé de degré 2 :
Théorème : Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-1)–
(V-11) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-5). On
suppose α > ϑ, deg(V ) ≥ deg(F ) ainsi que la convexité de V ′′ et F ′′. Par ailleurs,

on demande la majoration
∑2n−2

p=1

|F (p+2)(a)|
p!

ap ≤ α + V ′′(a). Alors, pour ǫ assez
petit, la diffusion (0.0.5) admet exactement trois mesures stationnaires.

Le dernier chapitre concerne le comportement du processus auto-stabilisant
(Xǫ

t )t∈R+
en temps long.

Premièrement, j’établis la convergence en loi du processus vers l’unique mesure
stationnaire symétrique lorsque V est symétrique, α ≥ ϑ et X0 symétrique.
Dans le cas sur-critique α > ϑ, j’utilise une méthode proche de celle développée
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dans [6] avec des résultats liés aux semi-groupes d’équations aux dérivées partielles
(voir [32]). La différence notable est l’utilisation du théorème de Muckenhoupt
(voir [1]) plutôt que le critère de courbure dimension de Bakry-Emery (voir [3])
pour compenser la non-convexité du potentiel V .

Je fournis une autre démonstration en me servant de la propagation du chaos
semi-uniforme du Chapitre 5. Les hypothèses sont par conséquent plus fortes :
Théorème : Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-
1)–(V-11) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-5).
On suppose de plus que les fonctions V ′′ et F ′′ sont convexes et que la variable

aléatoire X0 est symétrique et vérifie E
[
X8q2

0

]
< ∞. Sous la condition α > ϑ, la

diffusion Xǫ
t définie par (0.0.5) converge en loi vers l’unique mesure invariante

symétrique u0ǫ . De plus, pour tout t > 0, on a l’inégalité :

W2

(
uǫt; u

0
ǫ

)2 ≤ 3 e−2λt

∫∫

R2

(x− y)2 du0(x)u
0
ǫ(y)dy

où λ est une constante strictement positive et où W2(u; v) est la distance de Was-
serstein entre les mesures u et v.

Dans le cas critique α = ϑ, la propagation du chaos semi-uniforme implique la
convergence étroite de uǫt vers u0ǫ . La vitesse n’est toutefois plus exponentielle :

W
(
uǫt ; u

0
ǫ

)2 ≤ 3
∫∫

R2 (x− y)2 du0(x)u
0
ǫ(y)dxdy[

1 + 2λt
(∫∫

R2 (x− y)2 du0(x)u0ǫ(y)dxdy
)l0−1

] 1
l0−1

où λ > 0 et l0 := min
{
l ≥ 2 | V (2l)(0) > 0

}
.

Aucun résultat de symétrisation n’est fourni vu qu’il peut y avoir des mesures
stationnaires non symétriques.

Dans un second temps, je donne une réponse partielle à la question du temps de
sortie. Je me place en effet dans le cas où X0 suit une loi stationnaire. En utilisant
les résultats du troisième chapitre sur le comportement asymptotique des mesures
stationnaires, je démontre un résultat de même nature que ceux présents dans [14]
et [22]. Je termine l’étude en examinant l’influence de l’auto-stabilisation sur le
temps de sortie.

Remarques techniques : Les constantes qui interviennent localement et n’ont
pas d’importance capitale sont notées C. Les mesures de probabilité absolument
continues par rapport à la mesure de Lebesgue sont notées de la même façon que
les densités.

Le travail décrit dans ce mémoire a fait l’objet d’une publication : [23] et de deux
prépublications : [24] et [25].
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1. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION À
L’ÉQUATION

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se donne un mouvement brownien (Bt)t∈R+
à valeurs

dans R et l’on prouve que l’équation différentielle stochastique auto-stabilisante
unidimensionnelle (0.0.5) :

Xt = X0 +
√
ǫBt −

∫ t

0

V ′ (Xs) ds−
∫ t

0

F ′ ∗ us (Xs) ds

ut = L (Xt)

admet une solution forte qui est unique sous une condition simple portant sur la

variable aléatoire réelle X0. Cette condition en question est E
[
X8q2

0

]
< +∞ où q

est l’entier naturel défini dans les hypothèses (V-5) et (F-4).
Dans [5], Benachour, Roynette, Talay et Vallois construisent un espace Λ de fonc-
tions localement lipschitziennes et dominées par x 7→ (1 + x2q) ainsi qu’une norme
qui lui est canoniquement associée. Ils traduisent le problème d’existence à l’équa-
tion en terme de point fixe d’une application fonctionnelle Γ sur Λ. Après avoir
établi la stabilité de Λ par Γ, ils donnent un contrôle de la norme de Γb1 −Γb2 en
fonction de celle de b1 − b2 où b1 et b2 sont dans Λ.
Ils prouvent ensuite que Γ est une contraction sur un sous-espace de Λ. Ils peuvent
ainsi construire de façon récursive une solution sur un intervalle de temps fini. Ils
majorent les moments du processus par une fonction des moments initiaux ce qui
leur permet d’étendre la solution sur R+.
Herrmann, Imkeller et Peithmann utilisent une méthode récursive similaire dans
[22] pour fournir le même résultat en dimension quelconque lorsque l’on ajoute de
plus une fonction de confinement qui ne représente pas a priori le gradient d’un
potentiel. Cette fonction de confinement a pour effet principal de compliquer le
contrôle des moments.
Dans les deux travaux, la fonction d’intéraction F ′ est radiale et à croissance lente.
Afin d’atteindre l’objectif de ce chapitre, on adapte la preuve du [5] en exploitant
la convexité à l’infini du potentiel de confinement sans utiliser un temps d’arrêt
comme dans [22]. On commence par réécrire l’équation (0.0.5) de la sorte :

dXt =
√
ǫdBt − b(t,Xt)dt (1.1.1)
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où la dérive b qui apparaît effectivement dans l’équation vérifie b(t, x) = V ′(x) +
F ′ ∗ut(x). L’idée globale est de prouver qu’il existe une fonction b de R+×R dans
R telle que la diffusion associée Xt par (1.1.1) satisfasse b(t, x) = V ′(x)+F ′∗ut(x)
avec ut = L

(
Xt

)
. Voir par exemple [36], [41] et [5] lorsque la fonction V ′ est iden-

tiquement nulle. Et, voir [22] lorsque V ′ 6= 0.
On utilisera le théorème du point fixe de Banach après avoir construit un espace
de fonctions sur lequel la procédure décrite précédemment définit une application
contractante sous une condition portant sur les moments de X0. On en déduiera
alors que l’on peut définir la diffusion (0.0.5) sur un intervalle [0;T ] avec T > 0
et ceci de manière unique. Ensuite, on prouvera un contrôle des moments du pro-
cessus ainsi défini ce qui permettra sous une condition plus forte sur les moments
de X0 d’étendre la définition du processus ainsi que son unicité à R+.

On commence par considérer la définition suivante :

Définition 1.1. Soit une fonction b de R+×R dans R et soit une variable aléatoire
réelle X0. L’équation suivante est notée E(b,ǫ,X0) :

Xt = X0 +
√
ǫBt −

∫ t

0

b(s,Xs)ds .

La diffusion ainsi définie, si elle existe et si elle est unique est notée
(
X

(b,ǫ,X0)
t

)
t≥0

.

Par la suite, on a besoin de fonctions b et d’une variable aléatoire X0 telles que
l’on puisse toujours définir la diffusion X

(b,ǫ,X0)
t . On rappelle le Théorème 10.2.2

de la page 255 dans [40] - sous une forme plus faible - dont on ne donnera pas la
preuve :

Proposition 1.2. Soit une fonction b : R+ × R −→ R qui vérifie les trois pro-
priétés suivantes :
1. maxs≥0 |b(s, 0)| <∞.
2. Quel que soit n ∈ N, il existe une constante cn > 0 telle que |b(s, x)− b(s, y)| ≤
cn|x− y| pour tous les réels x et y dont la valeur absolue est inférieure ou égale à
n.
3. Il existe une constante r > 0 telle que pour tout |x| > r, sgn(x)b(s, x) ≥ 0.
Alors, quelle que soit la variable aléatoire réelle X0, l’équation E(b,ǫ,X0) admet une

unique solution forte
(
X

(b,ǫ,X0)
t

)
t∈R+

.

1.2 Construction de l’espace de fonctions et propriétés

Afin de prouver que l’on peut définir la diffusion (0.0.5) sur un intervalle [0;T ]
avec T > 0, on commence par construire un espace de fonctions adéquat à cet
intervalle temporel.
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Définition 1.3. Sur l’espace des fonctions qui vont de R+×R dans R, on introduit
la norme

||b||T := sup
0≤s≤T

sup
x∈R

( |b(s, x)|
1 + |x|2q

)

où q est l’entier strictement positif défini dans les propriétés (V-5) et (F-4).

En définissant les fonctions Ṽ ′ et F̃ ′ de R+×R dans R par Ṽ ′(s, x) := V ′(x) et

F̃ ′(s, x) := F ′(x), on peut constater qu’elles vérifient
∣∣∣
∣∣∣Ṽ ′
∣∣∣
∣∣∣
T
<∞ et

∣∣∣
∣∣∣F̃ ′
∣∣∣
∣∣∣
T
<∞,

quel que soit T > 0.

Définition 1.4. On définit l’espace fonctionnel

ΛT := Λ1
T ∩ Λ2

T ∩ Λ3
T

où les trois espaces de fonctions Λ1
T , Λ2

T et Λ3
T sont définis comme suit :

Λ1
T :=

{
b : [0;T ]× R −→ R | ∀ x /∈]a1; a2M+1[ ,

∂

∂x
b(s, x) ≥ κ

}
,

le paramètre κ := infx∈]−∞;a1]
⋃
[a2M+1;+∞[ min {V ′′(x);F ′′(x)} ayant été introduit

dans (0.0.10) ;

Λ2
T :=

{
b : [0;T ]× R −→ R | ∀ x ∈ [a1; a2M+1] ,

∂

∂x
b(s, x) ≥ α− ϑ

}
,

les paramètres α := F ′′(0) et ϑ := supx∈R−V ′′(x) ayant été introduits dans (0.0.8)
et (0.0.7) ;

Λ3
T :=

{
b : [0;T ]× R −→ R | ||b||T <∞

}
.

Il convient de noter que l’on demande tacitement aux espaces Λ1
T et Λ2

T et
par suite à l’espace fonctionnel ΛT de ne contenir que des fonctions dérivables et
de dérivées continues par rapport à la variable x. Par conséquent, toute fonction
de ΛT est localement Lipschitz. On souhaite appliquer la Proposition 1.2 pour
construire une solution forte associée à une dérive appartenant à ΛT . Or, cette
Proposition exige que les dérives soient localement Lipschitz. Et, par définition
de || . ||T , toute fonction b ∈ ΛT vérifie les autres propriétés de la Proposition
1.2. Enfin, quelle que soit la mesure de probabilité µ dont le moment d’ordre
2n := deg(F ) est fini, la fonction V ′ + F ′ ∗ µ appartient à ΛT .

Définition 1.5. Les moments jouant un rôle crucial, quel que soit l’élément b
dans l’ensemble ΛT , on pose

ν(b,ǫ)p (t) := E
[∣∣∣X(b,ǫ)

t

∣∣∣
p]

et ν̂
(b,ǫ)
p (t) := sup

0≤s≤t
ν(b,ǫ)p (s) .
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La définition de l’ensemble ΛT intègre une possible décroissance de ses éléments
par rapport à la variable x. En effet, le potentiel de confinement V n’est pas
convexe vu qu’il possède au minimum deux puits d’après la propriété M ≥ 1.
Contrôlons maintenant cette décroissance.

Lemme 1.6. Soit κ̃ := (κ+ |α− ϑ|) (a2M+1 − a1) où les constantes α, ϑ et κ
ont été définies respectivement dans (0.0.8), (0.0.7) et (0.0.10). Soient T > 0
et b ∈ ΛT . Alors, quel que soit s ∈ [0;T ] et pour tous les réels x et y, on a la
minoration

sgn(x− y)
(
b(s, x)− b(s, y)

)
≥ κ|x− y| − κ̃ . (1.2.1)

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose y ≥ x. Plusieurs cas peuvent
se produire :

1. Si y ≤ a1 ou x ≥ a2M+1, comme b ∈ Λ1
T , on a sgn(x− y) (b(s, x)− b(s, y)) =

b(s, y)− b(s, x) ≥ κ (y − x) ce qui implique bien (1.2.1).

2. Si x ≤ a1 ≤ y ≤ a2M+1, alors comme b ∈ Λ1
T , on a b(s, a1) − b(s, x) ≥

κ (a1 − x). Et, comme b ∈ Λ2
T , on a b(s, y) − b(s, a1) ≥ (α− ϑ) (y − a1) ≥

− |α− ϑ| (y − a1).
En faisant la somme, il vient b(s, y)−b(s, x) ≥ κ (a1 − x)−|α− ϑ| (y − a1) ≥
κ (y − x) − (κ+ |α− ϑ|) (y − a1). Comme 0 ≤ y − a1 ≤ a2M+1 − a1, on en
déduit (1.2.1). On a bien sûr la même inégalité lorsque a1 ≤ x ≤ a2M+1 ≤ y.

3. Si a1 ≤ x ≤ y ≤ a2M+1, comme b ∈ Λ2
T , on a la majoration b(s, y)−b(s, x) ≥

(α− ϑ) (y−x) ≥ κ (y − x)−(κ+ |α− ϑ|) (y−x). Or, 0 ≤ y−x ≤ a2M+1−a1
donc on en déduit (1.2.1).

4. Si x ≤ a1 ≤ a2M+1 ≤ y, comme b ∈ Λ1
T , on a b(s, y) − b(s, a2M+1) ≥

κ (y − a2M+1) et b(s, a1) − b(s, x) ≥ κ (a1 − x). De plus, comme b ∈ Λ2
T , on

a l’inégalité b(s, a2M+1)− b(s, a1) ≥ (α− ϑ) (a2M+1 − a1).
En sommant les trois termes, on obtient donc b(s, y)− b(s, x) ≥ κ (y − x)−
κ (a2M+1 − a1)− |α− ϑ| (a2M+1 − a1) ce qui est exactement (1.2.1).

On remarquera que le Lemme 1.6 fournit un contrôle qui ne dépend pas de
l’application b ∈ ΛT que l’on considère.

Lemme 1.7. Soit une variable aléatoire réelle X0. Soit Φ0 > max {κ;α− ϑ}. On
définit la fonction ρ de [0;T ]× R dans R par ρ(s, x) := Φ0x.
Alors, ρ ∈ ΛT . De plus, pour tout k ≥ 1 tel que le moment d’ordre 2k de X0 est

fini, ν̂(ρ,ǫ)2k (T ) <∞. Par ailleurs, quel que soit k ≥ 1, il existe une constante C(k)
telle que l’on ait

ν̂
(b,ǫ)
2k (T ) ≤ C(k)

[
ν̂
(ρ,ǫ)
2k (T ) + T 2k + (T ||b− ρ||T )2k

(
1 + ν̂

(ρ,ǫ)
4qk (T )

)]
(1.2.2)

pour toute fonction b ∈ ΛT .
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Démonstration. D’abord, d’après la définition de Φ0, il est clair que ρ vérifie les
conditions sine qua non pour être dans Λ1

T et Λ2
T . Puis, comme la fonction ρ est

linéaire, l’inégalité ||ρ||T < ∞ est immédiate. Aussi, la fonction b appartient-elle
à l’ensemble ΛT .
Étape 1. La solution de l’équation E(ρ,ǫ,X0) peut être exprimée littéralement

X
(ρ,ǫ,X0)
t = exp [−Φ0t]

(
X0 +

√
ǫ

∫ t

0

exp [Φ0s] dBs

)
.

Par conséquent, en utilisant l’inégalité (a + b)2k ≤ 22k
(
a2k + b2k

)
, on obtient la

majoration |X(ρ,ǫ,X0)
t |2k ≤ 22k exp [−2kΦ0t]

[
|X0|2k + ǫk|

∫ t

0
exp [Φ0s] dBs|2k

]
. D’où

E
[
|X(ρ,ǫ,X0)

t |2k
]
≤ 22ke−2kΦ0t



E

[
|X0|2k

]
+ ǫkE



(∣∣∣∣
∫ t

0

eΦ0sdBs

∣∣∣∣
2
)k




 .

Or, le processus
(
exp [−Φ0t]

∫ t

0
exp [Φ0s] dBs

)
t≥0

est gaussien et centré. En lui

appliquant l’inégalité de Kunita-Watanabe, il vient

E

[(
exp [−Φ0t]

∫ t

0

exp [Φ0s] dBs

)2
]

= exp [−2Φ0t]

∫ t

0

exp [2Φ0s] ds

=
1

2Φ0

(
1− exp [−2Φ0t]

)

ce qui converge vers 1
2Φ0

quand t tend vers l’infini. Par conséquent, le proces-

sus
(
exp [−Φ0t]

∫ t

0
exp [Φ0s] dBs

)
t≥0

est convergent et il en est de même de ses

moments, lesquels sont donc bornés sur R et a fortiori sur [0;T ]. On en déduit

E
[
|X(ρ,ǫ,X0)

t |2k
]
≤ 22k exp [−2kΦ0t]E

[
|X0|2k

]
(1.2.3)

+ ǫk22k sup
t∈R

E

[(
exp [−Φ0t]

∫ t

0

exp [Φ0s] dBs

)2k
]
<∞ .

Ainsi on a bien ̂
ν
(ρ,ǫ)
2k (T ) <∞ puisque l’on avait supposé E

[
|X0|2k

]
<∞.

Étape 2. On considère
(
X

(ρ,ǫ,X0)
t

)
t≥0

et
(
X

(b,ǫ,X0)
t

)
t≥0

les deux solutions associées

respectivement à ρ et b sur le même espace de probabilité comme définies par la
Proposition 1.2. On peut alors écrire :

∆t := X
(b,ǫ,X0)
t −X

(ρ,ǫ,X0)
t = −

∫ t

0

[
b(s,X(b,ǫ,X0)

s )− ρ(s,X(ρ,ǫ,X0)
s )

]
ds .

Soit η > 1. On applique la formule d’Itô au processus (∆t)t≥0 avec la fonction de
classe C2 x 7−→ |x|η :

|∆t|η = −η
∫ t

0

sgn (∆s) |∆s|η−1
(
b(s,X(b,ǫ,X0)

s )− ρ(s,X(ρ,ǫ,X0)
s )

)
ds .
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En faisant tendre η vers 1, il vient

|∆t| = −
∫ t

0

sgn (∆s)
{ [
b
(
s,X(b,ǫ,X0)

s

)
− b

(
s,X(ρ,ǫ,X0)

s

)]

+
[
b
(
s,X(ρ,ǫ,X0)

s

)
− ρ

(
s,X(ρ,ǫ,X0)

s

)] }
ds .

En utilisant l’équation (1.2.1), la première intégrale peut être majorée de la sorte

−
∫ t

0

sgn (∆s)
(
b(s,X(b,ǫ,X0)

s )− b(s,X(ρ,ǫ,X0)
s )

)
≤ −κ

∫ t

0

|∆s| ds+ T κ̃ ,

pour tout t ≤ T . Ainsi la majoration de l’écart entre les deux processus devient

|∆t| ≤
∫ t

0

∣∣b(s,X(ρ,ǫ,X0)
s )− ρ(s,X(ρ,ǫ,X0)

s )
∣∣ ds+ κ̃ T .

En rappelant que b et ρ sont tous les deux dans l’espace ΛT , on sait que ||b||T <
∞ et ||ρ||T < ∞ d’où ||b − ρ||T < ∞. La définition de la norme ||.||T fournit
directement

|∆t| ≤ ||b− ρ||T
∫ t

0

(
1 +

∣∣X(ρ,ǫ,X0)
s

∣∣2q
)
ds+ κ̃T . (1.2.4)

En utilisant l’inégalité triangulaire, à partir de la définition de ∆t, on obtient

∣∣∣X(b,ǫ,X0)
t

∣∣∣
2k

≤
{∣∣∣X(ρ,ǫ,X0)

t

∣∣∣+ |∆t|
}2k

≤ 22k
{∣∣∣X(ρ,ǫ,X0)

t

∣∣∣
2k

+ |∆t|2k
}
.

En prenant le supremum sur tout l’intervalle [0;T ], on trouve

∣∣∣X(b,ǫ,X0)
t

∣∣∣
2k

≤ 22k

(
̂
ν
(ρ,ǫ)
2k (T ) + sup

t∈[0;T ]

|∆t|2k
)
. (1.2.5)

En se servant de l’équation (1.2.4), il vient

sup
t∈[0;T ]

|∆t|2k ≤ 22k

{
||b− ρ||2kT

[∫ T

0

(
1 +

∣∣X(ρ,ǫ,X0)
s

∣∣2q
)
ds

]2k
+ κ̃2kT 2k

}

≤ 24k||b− ρ||2kT

[
T 2k +

(∫ T

0

∣∣X(ρ,ǫ,X0)
s

∣∣2q ds
)2k
]
+ 22kκ̃2kT 2k.

Après avoir majoré
∣∣∣X(ρ,ǫ,X0)

s

∣∣∣
2q

par
(
sups∈[0;T ]

∣∣∣X(ρ,ǫ,X0)
t

∣∣∣
)2q

, l’inégalité précédente

devient

sup
t∈[0;T ]

|∆t|2k ≤ 24kT 2k||b− ρ||2kT

[
1 + sup

s∈[0;T ]

∣∣X(ρ,ǫ,X0)
s

∣∣4qk
]

(1.2.6)

+ 22kκ̃2kT 2k.
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On compile (1.2.5) et (1.2.6) :

∣∣∣X(b,ǫ,X0)
t

∣∣∣
2k

≤ 22k
̂
ν
(ρ,ǫ)
2k (T ) + 24kκ̃2kT 2k + 26kT 2k||b− ρ||2kT

(
1 +

̂
ν
(ρ,ǫ)
4qk (T )

)
.

On prend C(k) := max
{
26k; 24kκ̃2k

}
et l’on a l’inégalité (1.2.2).

Aussi, quelle que soit la variable aléatoire réelle X0 dont le moment d’ordre
4qk est fini, quel que soit T > 0, quelle que soit b ∈ ΛT , les moments d’ordre
inférieur ou égal à 2k de X(b,ǫ,X0)

t sont finis pour tout t ∈ [0;T ].
Comme F ′ est une fonction polynômiale de degré 2n− 1 d’après l’hypothèse (F-
1), quel que soit le réel x, quel que soit s ∈ [0;T ] et pour toute fonction b ∈ ΛT ,

l’application x 7−→ E
[
F ′
(
x−X

(b,ǫ,X0)
s

)]
est une fonction polynômiale de x dont

les paramètres sont les moments d’ordre 1 à 2n − 1 de X(b,ǫ,X0)
s . Ces paramètres

étant finis pour peu que le moment d’ordre 4qn de X0 soit fini, on en déduit

E
[
F ′
(
x−X

(b,ǫ,X0)
s

)]
< +∞ et par conséquent, on peut définir la fonctionnelle

suivante :

Définition 1.8. Soit une fonction b ∈ ΛT et une variable aléatoire réelle X0 dont
le moment d’ordre 4qn est fini. Pour tout s ∈ [0;T ] et x ∈ R, on introduit

Γǫb(s, x) := V ′(x) + E
[
F ′ (x−X(b,ǫ,X0)

s

)]
. (1.2.7)

On va maintenant fournir des propriétés concernant la fonctionnelle Γǫ. En
particulier, on va prouver qu’elle stabilise l’espace sur lequel on travaille et à
l’intérieur duquel on cherche la solution du problème initial. On remarque que la
fonctionnelle Γǫ dépend de X0.
Le lemme suivant prépare le terrain pour l’application du théorème du point fixe
de Banach-Picard.

Lemme 1.9. Soit ǫ > 0 et T > 0. On se donne une variable aléatoire réelle X0

dont le moment d’ordre 4q2 est fini. La fonctionnelle Γǫ associée à X0 vérifie les
trois propriétés suivantes :
1. Γǫ stabilise l’espace ΛT : Γǫ (ΛT ) ⊂ ΛT .
2. Il existe une constante C0 > 0 telle que pour tout b ∈ ΛT , on a l’inégalité

||Γǫb||T ≤ C0

(
1 + ν̂

(b,ǫ)
2q (T )

)
(1.2.8)

où q est l’entier strictement positif défini dans (V-5) et (F-4).
3. Il existe une fonction C ′

0 : R
2
+ −→ R+ croissante suivant les deux variables telle

que pour toutes les fonctions b, f ∈ ΛT , on a la majoration

||Γǫb− Γǫf ||T ≤ ||b− f ||T T C ′
0

(
ν̂
(b,ǫ)
4q (T ); ν̂

(f,ǫ)
4q (T )

)
(1.2.9)
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Démonstration. Étape 1. Soit b ∈ ΛT . Prouvons que Γǫb (cette fonction est bien
définie vu que q ≥ n) est dans ΛT .
Étape 1.1. Commençons par montrer que Γǫb est dérivable par rapport à x mais
aussi que ∂

∂x
Γǫb(s, x) ≥ κ pour x ≥ a2M+1 et pour x ≤ a1. On se sert pour cela

du théorème de dérivation sous le signe somme pour justifier de la dérivabilité - à

s fixé - de l’application x 7−→ E
[
F ′
(
x−X

(b,ǫ,X0)
s

)]
. Ainsi Γǫb est dérivable en la

variable x et de plus, sa dérivée est

∂

∂x
Γǫb(s, x) = V ′′(x) + E

[
F ′′ (x−X(b,ǫ,X0)

s

)]
.

Cette quantité est définie car F ′′ est une fonction polynômiale de degré 2n − 2
et les moments d’ordre inférieur ou égal à 2n de Xb,ǫ,X0

t sont bornés. D’après

l’hypothèse (F-2), F ′′
(
x−X

(b,ǫ,X0)
s

)
≥ 0. De plus, la définition de κ fournie dans

(0.0.10) implique V ′′(x) ≥ κ pour x ≥ a2M+1 et pour x ≤ a1. Par conséquent, on
a bien ∂

∂x
Γǫb(s, x) ≥ κ pour tout s dans [0;T ] et pour tout x /∈]a1; a2M+1[.

Ceci prouve que Γǫb ∈ Λ1
T où Λ1

T fut introduit dans la Définition 1.4.

Étape 1.2. Vérifions que l’on a ||Γǫb||T = sup0≤s≤T supx∈R

(
|Γǫb(s,x)|
1+|x|2q

)
< ∞.

L’inégalité triangulaire aboutit directement à

|Γǫb(s, x)|
1 + |x|2q ≤ |V ′(x)|

1 + |x|2q +
E
[∣∣∣F ′

(
x−X

(b,ǫ,X0)
s

)∣∣∣
]

1 + |x|2q . (1.2.10)

Or, d’après l’hypothèse (V-5), on sait que l’on a |V ′(x)|
1+|x|2q ≤ Cq. De même, l’utilisa-

tion de la propriété (F-4) fournit

∆s(x) := E
[∣∣F ′ (x−X(b,ǫ,X0)

s

)∣∣] = E
[∣∣F ′ (x−X(b,ǫ,X0)

s

)
− F ′(0)

∣∣]

≤ CqE
[∣∣x−X(b,ǫ,X0)

s

∣∣
(
1 +

∣∣x−X(b,ǫ,X0)
s

∣∣2q−2
)]
.

Ainsi :

∆s(x)

1 + |x|2q ≤ Cq

E

[∣∣∣x−X
(b,ǫ,X0)
s

∣∣∣
(
1 + 22q−2|x|2q−2 + 22q−2

∣∣∣X(b,ǫ,X0)
s

∣∣∣
2q−2

)]

1 + |x|2q

≤ Cqξ(x)E
[(
1 + |X(b,ǫ,X0)

s |
) (

1 + 22q−2
∣∣X(b,ǫ,X0)

s

∣∣2q−2
)]

où l’on a ξ(x) :=
(1+|x|)(1+22q−2|x|2q−2)

1+|x|2q . L’espérance est finie vu que le moment
d’ordre 2q est fini et ne dépend d’ailleurs pas de x. Etant entendu que ξ est une
fonction rationnelle sans pôle réel et de degré −1, elle est clairement bornée. On
trouve ainsi

||Γǫb||T = sup
0≤s≤T

sup
x∈R

( |Γǫb(s, x)|
1 + |x|2q

)
<∞
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car le supremum en temps est pris sur un compact. Ceci prouve que Γǫb ∈ Λ3
T qui

a été introduit dans la Définition 1.4.
Étape 1.3. Prouvons maintenant que Γǫb ∈ Λ2

T . On a bien la minoration de ∂
∂x
Γǫb.

En effet,

∂

∂x
Γǫb(s, x) = V ′′(x) + E

[
F ′′
(
x−X

(b,ǫ,X0)
t

)]
≥ − sup

y∈R
−V ′′(y) + F ′′(0)

≥ α− ϑ

grâce à la convexité de F ′ sur R+ par l’hypothèse (F-3).
Les axiomes étant vérifiés, Γǫb ∈ Λ1

T ∩ Λ2
T ∩ Λ3

T = ΛT .
Étape 2. Prouvons maintenant la majoration (1.2.8). D’après (1.2.10), on a

||Γǫb||T ≤ sup
s∈[0;T ]

sup
x∈R

∣∣∣∣
V ′(x)

1 + |x|2q
∣∣∣∣+
∣∣∣∣E
[
F ′ (x−X(b,ǫ,X0)

s

)]∣∣∣∣
T

≤ sup
x∈R

∣∣∣∣
V ′(x)

1 + |x|2q
∣∣∣∣+
∣∣∣∣E
[
F ′ (x−X(b,ǫ,X0)

s

)]∣∣∣∣
T
.

D’après l’hypothèse (F-4), on a
∣∣F ′ (x−X(b,ǫ,X0)

s

)∣∣ ≤ Cq

∣∣x−X(b,ǫ,X0)
s

∣∣
(
1 +

∣∣x−X(b,ǫ,X0)
s

∣∣2q−2
)

≤ Cq

(
1 +

∣∣x−X(b,ǫ,X0)
s

∣∣2q
)

≤ 22qCq

(
1 + |x|2q +

∣∣X(b,ǫ,X0)
s

∣∣2q
)
.

Ainsi
∣∣∣E
[
F ′
(
x−X

(b,ǫ,X0)
s

)]∣∣∣ ≤ 22qCq (1 + |x|2q) + 22qCqν̂
(b,ǫ)
2q (T ). Or, on sait que

supx∈R

∣∣∣ V ′(x)
1+|x|2q

∣∣∣ ≤ Cq. Par conséquent, l’on a bien (1.2.8) en utilisant la constante

C0 := (22q + 1)Cq.
Étape 3. Soient b et f deux éléments de ΛT . Evaluons ||Γǫb− Γǫf ||T . Soient
s ∈ [0;T ] et x ∈ R. L’inégalité triangulaire entraîne

|Γǫb(s, x)− Γǫf(s, x)| =
∣∣E
[
F ′ (x−X(b,ǫ,X0)

s

)]
− E

[
F ′ (x−X(f,ǫ,X0)

s

)]∣∣
≤ E

[∣∣F ′ (x−X(b,ǫ,X0)
s

)
− F ′ (x−X(f,ǫ,X0)

s

)∣∣] .
V ′(x) a disparu car il est commun à Γǫb(s, x) et à Γǫf(s, x). D’après l’hypothèse
(F-4), il vient

|Γǫb(s, x)− Γǫf(s, x)| ≤ CqE
{
∆s(b, f)

[
1 +

(
∆b

s(x)
)2q−2

+
(
∆f

s (x)
)2q−2

]}

où l’on a ∆s(b, f) :=
∣∣X(b,ǫ,X0)

s −X(f,ǫ,X0)
s

∣∣
et ∆b

s(x) :=
∣∣x−X(b,ǫ,X0)

s

∣∣ pour tout b ∈ ΛT .

Comme (a+ b)2q−2 ≤ 22q−2 (a2q−2 + b2q−2), en notant λb,s2q−2 et λf,s2q−2 au lieu de∣∣∣X(b,ǫ,X0)
s

∣∣∣
2q−2

et
∣∣∣X(f,ǫ,X0)

s

∣∣∣
2q−2

, on en déduit

|Γǫb(s, x)− Γǫf(s, x)| ≤ 22qCq

(
1 + |x|2q−2

)
E
{
∆s(b, f)

[
1 + λb,s2q−2 + λf,s2q−2

]}
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en prenant des majorations qui sont larges. En rappelant que pour tous les réels
a, b, c et x, on a (a + b + c)2 ≤ 3 (a2 + b2 + c2) et (1 + |x|2q−2) ≤ 2 (1 + |x|2q),
l’application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz induit

|Γǫb(s, x)− Γǫf(s, x)| ≤ C ′
q

(
1 + |x|2q

)√
E [∆s(b, f)2]

√
1 + ν

(b,ǫ)
4q−4(s) + ν

(f,ǫ)
4q−4(s)

où C ′
q := 3× 22q+1Cq. D’où

||Γǫb− Γǫf ||T ≤ C ′
q sup
s∈[0;T ]

{√
E [∆s(b, f)2]

}√
1 +

̂
ν
(b,ǫ)
4q−4(T ) +

̂
ν
(f,ǫ)
4q−4(T ) . (1.2.11)

Or, en se servant de la formule d’Itô avec la fonction x 7→ |x|η où η > 1 puis en
faisant tendre η vers 1, on peut écrire

∆t(b, f) = −
∫ t

0

sgn
(
X(b,ǫ,X0)

s −X(f,ǫ,X0)
s

) [
b
(
X(b,ǫ,X0)

s

)
− f

(
X(f,ǫ,X0)

s

)]
ds .

Soit τ := 1 +max {ϑ− α; 0}. Soit l’application b̃ de [0;T ]×R dans R définie par
b̃(t, x) := b(t, x) + τx. De même, on définit f̃ par f̃(t, x) := f(t, x) + τx. Alors, il
vient

∆t(b, f) =−
∫ t

0

sgn
(
X(b,ǫ,X0)

s −X(f,ǫ,X0)
s

) (
b̃
(
X(b,ǫ,X0)

s

)
− f̃

(
X(f,ǫ,X0)

s

))
ds

+ τ

∫ t

0

∆s(b, f)ds .

Les deux fonctions b̃ et f̃ sont croissantes par définition de τ . Ainsi la quan-

tité sgn
(
X

(b,ǫ,X0)
s −X

(f,ǫ,X0)
s

)(
f̃
(
X

(b,ǫ,X0)
s

)
− f̃

(
X

(f,ǫ,X0)
s

))
est positive ce qui

implique

−
∫ t

0

sgn
(
X(b,ǫ,X0)

s −X(f,ǫ,X0)
s

) (
b̃
(
X(b,ǫ,X0)

s

)
− f̃

(
X(f,ǫ,X0)

s

))
ds

≤
∫ t

0

∣∣∣b̃
(
X(b,ǫ,X0)

s

)
− f̃

(
X(b,ǫ,X0)

s

)∣∣∣ ds =
∫ t

0

∣∣b
(
X(b,ǫ,X0)

s

)
− f

(
X(b,ǫ,X0)

s

)∣∣ ds

≤||b− f ||T
∫ t

0

(
1 +

∣∣X(b,ǫ,X0)
s

∣∣2q
)
ds.

En effet, la translation pour aller de b à b̃ est la même que celle pour aller de f à
f̃ donc ||b̃− f̃ ||T = ||b− f ||T . Par conséquent, on obtient la majoration suivante :

∆t(b, f) ≤ τ

∫ t

0

∆s(b, f)ds+ ||b− f ||TT
(
1 + ν̂

(b,ǫ)
2q

)
.

On applique le lemme de Grönwall et l’on obtient
∣∣∣X(b,ǫ,X0)

t −X
(f,ǫ,X0)
t

∣∣∣ ≤ ||b− f ||TT
(
1 + ν̂

(b,ǫ)
2q

)
eτT

d’où
∣∣∣X(b,ǫ,X0)

t −X
(f,ǫ,X0)
t

∣∣∣
2

≤ 2||b− f ||2TT 2

(
1 + ν̂

(b,ǫ)
4q

)
e2τT .
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Comme b et f peuvent être inversées, on a
∣∣∣X(b,ǫ,X0)

t −X
(f,ǫ,X0)
t

∣∣∣
2

≤ 2||b− f ||2TT 2

(
1 +

1

2
ν̂
(b,ǫ)
4q +

1

2
̂
ν
(f,ǫ)
4q

)
e2τT . (1.2.12)

On compile (1.2.11) et (1.2.12) puis on applique l’inégalité de Jensen afin d’obtenir
la majoration (1.2.9) avec la fonction

C ′
0(x, y) :=

√
2C ′

qe
τT

√
1 + |x|

4q−4
4q + |y|

4q−4
4q

√
1 +

1

2
|x|+ 1

2
|y| .

Cette dernière est bien croissante en chacune des deux variables.

1.3 Construction d’une solution sur [0; T ]

Comme il a été dit dans l’introduction du chapitre, on compte se servir d’un
théorème du point fixe utilisant une application contractante sur un espace de
Banach. On a déjà réussi à obtenir une application continue. On va maintenant
restreindre l’espace d’étude pour que l’application continue y soit une contraction.

Définition 1.10. Soient T > 0 et K > 0. On note

ΛK
T := {b ∈ ΛT | ||b||T < K}

le nouvel espace d’étude.

Lemme 1.11. Soit une variable aléatoire réelle X0 dont le moment d’ordre 8q2

est fini. Il existe deux paramètres strictement positifs K0 et T0 tels que pour tout
K ≥ K0 et pour tout T < T0, on a les deux propriétés suivantes :
1. ΛK

T est stable par Γǫ : ΓǫΛK
T ⊂ ΛK

T .
2. La norme Lipschitz de la restriction de Γǫ à l’espace ΛK

T est inférieure à 1
2
.

Démonstration. Étape 1. En combinant les deux inégalités (1.2.2) et (1.2.8) avec
k = q, on trouve

||Γǫb||T ≤ C0

{
1 + C(q)

[
̂
ν
(ρ,ǫ)
2q (T ) + T 2q + (T ||b− ρ||T )2q(1 + ̂

ν
(ρ,ǫ)

4q2 (T ))

]}
.

En rappelant que ρ(s, x) = Φ0x, ||ρ||T = supx∈R
|Φ0x|
1+x2q ≤ Φ0. On a donc l’inégalité

||Γǫb||T ≤ C0 + C0C(q)
̂
ν
(ρ,ǫ)
2q (T ) (1.3.1)

+ C0C(q)T
2q

[
1 + 22q

(
||b||2qT + Φ2q

0

)(
1 +

̂
ν
(ρ,ǫ)

4q2 (T )

)]
.

D’après l’inégalité (1.2.3), en remplaçant k par 2q2 puis par q, on a :

̂
ν
(ρ,ǫ)

4q2 (T ) ≤ 24q
2

E
[
|X0|4q

2
]
+ 24q

2

C
(
4q2,Φ0

)
(1.3.2)

et ̂
ν
(ρ,ǫ)
2q (T ) ≤ 22qE

[
|X0|2q

]
+ 22qC (2q,Φ0) (1.3.3)
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avec C(2k,Φ0) := ǫk supx∈R E
[(
exp [−Φ0x]

∫ x

0
exp [Φ0x] ds

)2k]
. Donc, en combi-

nant (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3), il vient

||Γǫb||T ≤ C0

[
1 + C(q)22q

(
E
[
|X0|2q

]
+ C (2q,Φ0)

)]
+ C0C(q)T

2q

+ C0C(q)T
2q22q

{(
K2q + Φ2q

0

) (
1 + 24q

2
(
E
[
|X0|4q

2
]
+ C

(
4q2,Φ0

)))}

car ||b||T < K vu que b ∈ ΛK
T . On pose

C1 := C0

[
1 + C(q)22q

(
E
[
|X0|2q

]
+ C (2q,Φ0)

)]

et C2 := C0C(q)2
2q
(
2 + Φ2q

0

) (
1 + 24q

2
(
E
[
|X0|4q

2
]
+ C

(
4q2,Φ0

)))
.

Alors, on a

||Γǫb||T ≤ C1 + C2T
2q(1 +K2q) .

On prend K2q ≥ 2C1 puis T ≤
(

C1

C2(1+K2q)

) 1
2q

. Par conséquent, ||Γǫb||T ≤ K ce qui

prouve bien Γǫb ∈ ΛK
T vu qu’on savait déjà d’après le Lemme 1.9 que l’on avait

Γǫb ∈ ΛT .
Étape 2. Soient b et f dans ΛK

T . On a

ν̂
(b,ǫ)
4q (T ) ≤ C(q,K)

(
1 + T 4q

)
et ̂

ν
(f,ǫ)
4q (T ) ≤ C(q,K)

(
1 + T 4q

)

où C(q,K) ne dépend que de q et de K. En effet, d’après (1.2.2) :

ν̂
(b,ǫ)
4q (T ) ≤ C(2q)

[
̂
ν
(ρ,ǫ)
4q (T ) + T 4q + (T ||b− ρ||T )4q(1 + ̂

ν
(ρ,ǫ)

8q2 (T ))

]

≤ C(2q)

[
̂
ν
(ρ,ǫ)
4q (T ) + T 4q + 24qK4q(1 +

̂
ν
(ρ,ǫ)

8q2 (T ))T 4q

]

car on s’est placé sur ΛK
T ce qui implique ||b − ρ||T ≤ ||b||T + ||ρ||T ≤ 2K. On

prend désormais K ≥ 1 afin que le terme T 4q soit absorbé. Donc :

ν̂
(b,ǫ)
4q (T ) ≤ C(2q)max

{
̂
ν
(ρ,ǫ)
4q (T ) ; 1 + 24qK4q

[
1 +

̂
ν
(ρ,ǫ)

8q2 (T )

]} (
1 + T 4q

)
.

Notons C(q,K, T ) := C(2q)max

{
̂
ν
(ρ,ǫ)
4q (T ) ; 1 + 24qK4q

[
1 +

̂
ν
(ρ,ǫ)

8q2 (T )

]}
. En pre-

nant T ≤ 1 il vient C(q,K, T ) ≤ sup0≤T≤1C(q,K, T ) =: C(q,K). On applique
ensuite l’inégalité (1.2.9) :

||Γǫb− Γǫf ||T ≤ ||b− f ||T T C ′
0

(
C(q,K)

(
1 + T 4q

)
, C(q,K)

(
1 + T 4q

) )

≤ T ||b− f ||TC

puisqu’on a majoré T par 1 ; où C := C ′
0

(
2C(q,K), 2C(q,K)

)
ne dépend ni de T

ni des applications b et f . Il suffit de prendre T ≤ min
{
1, 1

2C

}
pour que la norme

Lipschitz de la restriction de Γǫ à l’espace ΛK
T soit inférieure à 1

2
.
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On peut remarquer que l’on se sert de la finitude du moment d’ordre 8q2 pour

la première fois dans ce lemme. En effet, le cas échéant, les quantités ν̂(b,ǫ)4q (T ) et

ν̂
(f,ǫ)
4q (T ) ne pourraient pas être majorées.

A partir de maintenant, on a tout ce qu’il faut pour trouver une solution à l’équa-
tion de départ, avec toutefois une certaine restriction sur T et sur X0. En effet,
les calculs précédents nécessitaient la finitude de T et les paramètres K0 et T0
dépendent de X0. On étendra seulement après à R+ tout entier.

Proposition 1.12. Soit une variable aléatoire réelle X0 telle que E
[
X8q2

0

]
<∞.

Alors il existe T0 > 0 tel que pour tout T < T0, l’équation (0.0.5) admette une
solution forte sur l’intervalle [0;T ]. De plus, l’on a une propriété portant sur les
moments de cette solution :

sup
0≤t≤T

E
(
|Xǫ

t |4q
)
<∞ (1.3.4)

Démonstration. Étape 1. Soient T0 et K0 définis comme dans le Lemme 1.11. On
sait donc que la norme de la restriction de Γǫ à l’espace ΛK

T est plus petite que 1
2

en considérant T < T0 et K > K0.
Soit b ∈ ΛK

T . On définit la suite (bp)p∈N par b0 := b et bp+1 := Γǫbp pour tout
p ∈ N. Grâce au Lemme 1.11, on peut prouver par récurrence que bp ∈ ΛK

T quel
que soit p ∈ N.
Γǫ étant une contraction, toujours grâce au Lemme 1.11, la suite (bp)p∈N converge
vers un élément b∞ ∈ ΛK

T qui ne dépend d’ailleurs pas de b. Il vérifie de plus :

Γǫb∞ = b∞. Par conséquent,
(
X

(b∞,ǫ,X0)
t

)
t∈[0;T ]

est une solution forte de l’équation.

Étape 2. D’après les hypothèses, on sait que E
[
|X0|k

]
< +∞ pour tout k entre

1 et 8q2. On a donc

sup
s∈[0;T ]

E
[∣∣X(ρ,ǫ,X0)

s

∣∣k
]
<∞

où ρ est définie dans le Lemme 1.7 et où 1 ≤ k ≤ 8q2. L’inégalité (1.2.2) nous
offre de plus

ν̂
(b,ǫ)
2k (T ) ≤ C(k)

[
̂
ν
(ρ,ǫ)
2k (T ) + T 2k + (T ||b− ρ||T )2k(1 + ̂

ν
(ρ,ǫ)
4qk (T ))

]

pour tout k ∈ N∗. Le membre de droite est fini pour tous les k tels que 4qk ≤ 8q2.

Par conséquent, quel que soit k ≤ 4q, on a sups∈[0;T ] E

[∣∣∣X(b,ǫ,X0)
s

∣∣∣
k
]
< ∞ ce qui

implique (1.3.4).

L’unicité de la solution n’a pas encore été démontrée. Elle le sera par la suite.
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1.4 Extension à R+ tout entier

On vient d’obtenir le résultat en temps fini. On souhaite l’avoir en temps
infini. Pour ce faire, on va d’abord supposer qu’il existe un temps maximal au-
delà duquel on ne peut pas définir de solution. On va ensuite donner une bonne
majoration des moments de la solution qui sera valable sur tout l’intervalle. Ainsi
il sera possible d’étendre l’existence d’une solution au-delà du temps maximal ce
qui prouvera donc que l’hypothèse initiale d’un temps maximal est absurde.

Lemme 1.13. Soit une variable aléatoire réelle X0 telle que E
[
X2k

0

]
< ∞ avec

k > q. Soit T > 0. Soit b un élément de ΛT . On suppose que la fonction Γǫb
est définie (ce qui n’est pas automatique dans la mesure où il n’a pas été supposé
que le moment d’ordre 4q2 de X0 était fini) et qu’elle vérifie Γǫb = b. On note
Xt := X

(b,ǫ,X0)
t la solution forte de l’équation partant de X0 et dont la dérive est

b. Alors, il existe une fonction C ′′
ǫ telle que

ν̂2k(T ) := sup
s∈[0;T ]

E
[
|Xt|2k

]
≤ C ′′

ǫ

[
E
(
|X0|2k

)]
.

Démonstration. Étape 1. On commence par fournir une inégalité fonctionnelle.
L’application de la formule d’Itô fournit

d|Xt|2k = 2k|Xt|2k−1sgn(Xt)dXt +
2k(2k − 1)

2
|Xt|2k−2ǫ dt.

On intègre

|Xt|2k = |X0|2k + 2k
√
ǫ

∫ t

0

sgn(Xs)|Xs|2k−1dBs + k(2k − 1)ǫ

∫ t

0

|Xs|2k−2ds

− 2k

∫ t

0

|Xs|2k−1sgn(Xs)
[
V ′ (Xs) + F ′ ∗ uǫs (Xs)

]
ds .

On regarde l’espérance puis on utilise le théorème de dérivation sous le signe
somme. On obtient

(
ν
(b,ǫ)
2k

)′
(t) = −2kE

[
sgn(Xt)|Xt|2k−1 (V ′(Xt) + F ′ ∗ uǫt(Xt))

]

+ k(2k − 1)ǫ ν
(b,ǫ)
2k−2(t) .

Or, E
(
sgn(Xt)|Xt|2k−1F ′ ∗ uǫt(Xt)

)
≥ 0. En effet, soit X̃t une copie indépendante

de Xt qui suit la loi uǫt. Alors,

E
(
sgn(Xt)|Xt|2k−1F ′ ∗ uǫt(Xt)

)
= E

(
X2k−1

t F ′(Xt − X̃t)
)

=

∫∫

R2

x2k−1F ′(x− y)uǫt(x)dx u
ǫ
t(y)dy .
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Comme les rôles de Xt et X̃t peuvent être intervertis, on a

E
(
X2k−1

t F ′ ∗ uǫt(Xt)
)
= −

∫∫

R2

y2k−1F ′(x− y)uǫt(x)dx u
ǫ
t(y)dy .

Ainsi

E
(
X2k−1

t F ′ ∗ uǫt(Xt)
)
=

1

2

∫∫

x,y∈R

(
x2k−1 − y2k−1

)
F ′(x− y)uǫt(x)dx u

ǫ
t(y)dy .

F ′ est croissante donc
(
x2k−1 − y2k−1

)
F ′(x− y) ≥ 0. On en déduit

(
ν
(b,ǫ)
2k

)′
(t) ≤ −2kE

(
sgn(Xt)|Xt|2k−1V ′(Xt)

)
+ ǫ k(2k − 1) ν

(b,ǫ)
2k−2(t) . (1.4.1)

Étape 2. On prouve maintenant que le membre de droite est négatif si ν(b,ǫ)2k (t)
est trop grand. Si V était convexe, la majoration serait simple. Toutefois, dans
notre cas, il arrive que −sgn(x)V ′(x) soit positif. Décomposons l’espérance en
deux morceaux selon la positivité ou la négativité de −sgn(Xt)V

′(Xt) :

E
(
sgn(Xt)|Xt|2k−1V ′(Xt)

)
=

∫ a2M+1

a1

sgn(x)|x2k−1|V ′(x)uǫt(x)dx (1.4.2)

+

∫

[a1;a2M+1]c
sgn(x)|x2k−1|V ′(x)uǫt(x)dx.

D’après les hypothèses (V-2) et (V-4), on sait que la première intégrale peut être
négative et que la seconde est positive. Nous allons donc chercher à minorer la
première par une constante et à minorer la seconde par une fonction croissante de
ν
(b,ǫ)
2k (t).

Étape 2.1. On commence par la première intégrale :
∫ a2M+1

a1

sgn(x)|x2k−1|V ′(x)uǫt(x)dx ≥ −
∫ a2M+1

a1

|x|2k−1|V ′(x)|uǫt(x)dx

≥ − sup
x∈[a1;a2M+1]

(
|x|2k−1

)
sup

x∈[a1;a2M+1]

(|V ′(x)|)
∫ a2M+1

a1

uǫt(x)dx

≥ −max {|a1|; |a2M+1|}2k−1 ×max {|a1|; |a2M+1|} × ϑ× 1.

On obtient ainsi cette minoration :
∫ a2M+1

a1

sgn(x)|x2k−1|V ′(x)uǫt(x)dx ≥ −ϑmax
{
|a1|; |a2M+1|

}2k

. (1.4.3)

Ceci est bien une constante.
Étape 2.2. Pour la seconde intégrale, on se place assez loin de sorte que la quantité
sgn(x)× V ′(x)

|x| soit minorée. Soit γ > max {|a1|; |a2M+1|}. On introduit

γ′ := min

{
sgn(x)× V ′(x)

|x|
∣∣∣ x ∈]−∞;−γ[∪]γ; +∞[

}
> 0 .
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Alors :
∫

[a1;a2M+1]c
sgn(x)|x2k−1|V ′(x)uǫt(x)dx ≥

∫

[−γ;γ]c
|x2k|sgn(x)V

′(x)

|x| uǫt(x)dx

≥
∫

[−γ;γ]c
x2kγ′uǫt(x)dx

≥ γ′
(
E(|Xt|2k)−

∫

[−γ;γ]

x2kuǫt(x)dx

)

On peut majorer le second terme dans la parenthèse par γ2k. Ainsi :
∫

[a1;a2M+1]c
sgn(x)|x2k−1|V ′(x) duǫt(x) ≥ γ′ν

(b,ǫ)
2k (t)− γ′γ2k. (1.4.4)

Ceci est bien une fonction croissante de ν(b,ǫ)2k (t).
Étape 3. On compile les résultats (1.4.1), (1.4.2), (1.4.3) et (1.4.4) puis on utilise
l’inégalité de Jensen :

(
ν
(b,ǫ)
2k

)′
(t) ≤ ǫ k(2k − 1)

(
ν
(b,ǫ)
2k (t)

)1− 1
2k − 2kγ′ν

(b,ǫ)
2k (t)

+ 2kϑmax {|a1|; |a2M+1|}2k + 2kγ′γ2k.

L’application χ définie par χ(x) := ǫ k(2k− 1)x1−
1
2k +2kϑmax {|a1|; |a2M+1|}2k +

2kγ′γ2k − 2kγ′x est une fonction négative à partir d’un certain rang x(2k)χ . Ainsi si

x ≥ x
(2k)
χ , alors χ(x) < 0. Donc, l’inégalité ν(b,ǫ)2k (t) > x

(2k)
χ implique

(
ν
(b,ǫ)
2k

)′
(t) <

0. On en déduit donc

ν
(b,ǫ)
2k (t) ≤ max

{
x(2k)χ , ν

(b,ǫ)
2k (0)

}
= max

{
x(2k)χ ,E

[
|X0|2k

]}

pour tout t ∈ [0;T ].

Maintenant que l’on a la majoration des moments indépendamment du temps,
on a toutes les armes en main pour obtenir l’unicité ainsi que l’extension sur R+.

Théorème 1.14. Soit une variable aléatoire réelle X0 telle que E
(
|X0|8q

2
)
<∞.

Alors, l’équation différentielle stochastique non-linéaire (0.0.5)

Xt = X0 +
√
ǫBt −

∫ t

0

{
V ′ (Xs) + F ′ ∗ uǫs (Xs)

}
ds ,

uǫs = L (Xs)

admet une unique solution forte sur R+. De plus, son moment d’ordre 8q2 est fini
quel que soit t ≥ 0.
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Démonstration. Étape 1. Comme E
[
X8q2

0

]
< ∞, la Proposition 1.12 nous dit

qu’il existe T > 0 tel que l’équation (0.0.5) admette une solution forte sur [0;T ].
Soit (Y ǫ

t )t∈[0;T ] une solution. On lui associe la fonction de dérive c par c(t, x) :=
V ′(x) + E [F ′ (x− Y ǫ

t )]. L’inégalité (1.2.8) devient

|c(t, x)|
1 + |x|2q ≤ |V ′(x)|

1 + |x|2q +
|E [F ′ (x− Y ǫ

t )]|
1 + |x|2q ≤ C

(
1 + sup

0≤t≤T
E
[
|Y ǫ

t |2q
])

. (1.4.5)

Or, d’après le Lemme 1.13, le moment au temps t est majoré par une fonction
dont la variable est le moment au temps 0.
Si l’on dispose d’une fonction c qui vérifie Γǫc = c alors le processus associé vérifie
l’équation du Lemme 1.13 puis, en prenant K assez grand, à partir de l’équation
(1.4.5), on en déduit |c(t,x)|

1+|x|2q < K. Ainsi quelle que soit la variable aléatoire initiale
X0 dont le moment d’ordre 8q2 est fini, en prenant K assez grand, on est assuré
que toute solution de l’équation Γǫc = c est dans l’espace ΛK

T d’où l’on a une
unique solution puisque Γǫ est une contraction sur cet espace.
Or, si (Xt)t∈[0;T ] est une solution, elle vérifie Xt = X

(b,ǫ,X0)
t où l’on a b(t, x) =

V ′(x)+E [F ′ (x−Xt)] donc il y a unicité de l’équation différentielle stochastique.
Étape 2. Supposons qu’il existe T0 <∞ tel que l’on ne puisse définir une solution
forte au-delà de T0.
Le T0 en question dépend directement des moments initiaux comme on l’a vu
dans la preuve du Lemme 1.11. Or, on a vu que les moments étaient majorés
indépendamment du temps par une constante ne dépendant que des moments au
temps 0. Notons C̃ cette constante.
On considère l’équation

X ′
t = X ′

0 +
√
ǫBt −

∫ t

0

b(s,X ′
s)ds

avec b(s, x) := V ′(x) + E [F ′(x−X ′
s)]

où l’on a E [|X ′
0|r] ≤ C̃ pour tout 1 ≤ r ≤ 8q2. On peut associer un temps T ′ > 0

à cette équation tel qu’elle ait une unique solution forte sur [0;T ′]. A la variable
aléatoire X ′

0, est aussi associée une nouvelle constante K ′ qu’on prend plus grande
que K sans rien changer à la généralité.
Prenons X ′

0 := X
T0−T ′

2
. Cette valeur initiale vérifie les conditions et on peut

alors définir la solution forte sur [0;T ′] ce qui revient à étendre (Xt)t∈[0;T0]
à

(Xt)t∈[0;T0+
T ′
2
]
. En effet, sur [T0 − T ′

2
;T0[, on a unicité. Ceci contredit la défini-

tion de T0.
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2. EXISTENCE DES MESURES STATIONNAIRES

2.1 Introduction

Afin d’étudier le comportement en temps long (en particulier le temps de sortie
d’un domaine) du processus stochastique auto-stabilisant Xǫ, on va s’intéresser à
l’éventuelle existence d’une ou de plusieurs mesures stationnaires pour la diffusion
(0.0.5). Le Théorème 1.14 qui assure l’existence de la solution forte de l’équation

différentielle stochastique non-linéaire nécessite que l’on ait E
[
X8q2

0

]
< +∞. Par

la suite, on considèrera toujours que le moment d’ordre 8q2 de la variable aléatoire
X0 dont on part est fini. Ainsi on recherchera des mesures stationnaires dont le
moment d’ordre 8q2 est fini.

Pour commencer dans ce travail sur les mesures stationnaires, on fournit une équa-
tion générale que satisfait toute mesure stationnaire de (0.0.5) dont le moment
d’ordre 8q2 est fini. Pour ce faire, une équation aux dérivées partielles non-linéaires
sera utilisée.
Puis, on s’intéressera au cas particulier où le potentiel d’intéraction F est de degré
2. On résoudra le problème d’existence par paramétrisation. Lorsque le potentiel
de confinement V est symétrique, on prouvera qu’il y a une unique mesure sta-
tionnaire symétrique. Et, que la fonction V soit paire ou non, on prouvera que
pour chacun de ses points critiques a0, sous une condition simple, pour ǫ assez
petit, il existe une mesure stationnaire "autour" de a0, le terme "autour" étant
précisé par la suite. On en déduiera qu’il y a toujours au moins une mesure sta-
tionnaire. Si de plus V ′′ est convexe et symétrique, on précisera le nombre exact
de mesures stationnaires par paramétrisation. Pour terminer sur l’existence des
mesures stationnaires pour ǫ assez petit dans le cas d’une fonction d’intéraction
F ′ linéaire, on montrera que si α est assez grand, il y a au moins 2M +1 mesures
stationnaires où 2M + 1 est le nombre de points critiques de V .
Afin de préciser les résultats de la section sur le cas où F ′ est linéaire, on appro-
chera les seuils de bifurcation en-deça desquels les mesures "autour" des points
critiques existent bien dans le cas d’un exemple particulier. Notamment, on verra
que ces seuils existent si bien que l’étude des équations différentielles stochastiques
auto-stabilisantes dans le cas où V a plusieurs puits va à l’encontre de l’intuition
induite par l’étude du cas convexe (uniformément ou non) et est donc fondamen-
talement différente.
On terminera ce chapitre en étendant les résultats au cas où la fonction polynô-
miale F est de degré quelconque ; tant en ce qui concerne les mesures symétriques
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que les mesures "autour" des points critiques.
Le résultat principal du chapitre est donc l’existence d’une (ou de plusieurs a
priori) mesure(s) stationnaire(s) symétrique(s) lorsque V vérifie (V-8) ainsi que
l’existence pour chacun des points critiques a0 de V d’une mesure stationnaire
"proche" de a0 sous une condition simple. En particulier, le comportement en
temps long de Xǫ

t ne pourra pas être deviné péremptoirement.

A partir de ce chapitre, on suppose que le potentiel de confinement V vérifie
l’hypothèse (V-10).

2.2 Forme générale d’une éventuelle mesure stationnaire

Afin de paramétrer simplement les mesures stationnaires en fonction des don-
nées du système, on commence par donner une équation qui permet de caractériser
la loi du processus et fournit donc un pont entre l’équation différentielle stochas-
tique et une équation aux dérivées partielles.

Lemme 2.1. Soit X0 une variable aléatoire réelle telle que E
[
X8q2

0

]
< ∞. Soit

(Xǫ
t )t≥0 la solution forte de l’équation différentielle stochastique auto-stabilisante

(0.0.5) et duǫ(t, x) sa loi. Alors, pour tout t > 0, la loi duǫ(t, x) admet une densité
par rapport à la mesure de Lebesgue. Cette dernière - que l’on note uǫ(t, x) - vérifie
de plus l’équation aux dérivées partielles suivante :

∂

∂t
u(t, x) =

ǫ

2

∂2

∂x2
u(t, x) +

∂

∂x

[
u(t, x)(V ′(x) + (F ′ ∗ u) (t, x))

]
. (2.2.1)

Démonstration. Dans l’Étape 3 de [36], McKean a prouvé, en utilisant le lemme de
Weyl que l’unique solution forte de (0.0.5) admettait une loi absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue et dont la densité est solution de l’équation
aux dérivées partielles (2.2.1) pour peu que la dérive de l’équation stochastique
soit une fonction de classe C∞. Comme F ′ est une fonction polynômiale de degré
2q et comme les moments d’ordre 1 à 2q de la mesure uǫt sont bornés, l’application
x 7→ F ′ ∗ uǫt(x) est définie et polynômiale donc elle est bien de classe C∞ ce qui
achève la preuve.

On a par conséquent une correspondance entre l’équation différentielle stochas-
tique non-linéaire (0.0.5) et l’équation aux dérivées partielles elliptique (2.2.1).

Lemme 2.2. Si la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) admet une mesure station-
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naire uǫ dont le moment d’ordre 8q2 est fini, celle-ci vérifie

uǫ(x) =
1

λ(uǫ)
exp

[
−2

ǫ

(∫ x

0

F ′ ∗ uǫ(y)dy + V (x)

)]
(2.2.2)

=
1

λ(uǫ)
exp

[
−2

ǫ

(
F ∗ uǫ(x)− F ∗ uǫ(0) + V (x)

)]
,

où λ(uǫ) :=

∫

R

exp

[
−2

ǫ

(∫ x

0

F ′ ∗ uǫ(y)dy + V (x)

)]
dx (2.2.3)

=

∫

R

exp

[
−2

ǫ

(
F ∗ uǫ(x)− F ∗ uǫ(0) + V (x)

)]
dx

est la constante de renormalisation. Inversement, une mesure dont la densité
uǫ vérifie (2.2.2)–(2.2.3) est invariante pour la diffusion (0.0.5) et son moment
d’ordre 8q2 est fini.

Démonstration. Étape 1. Premièrement, on prouve que toute mesure uǫ qui sa-
tisfait (2.2.2)–(2.2.3) est une mesure invariante pour la diffusion auto-stabilisante
(0.0.5). La finitude de son moment d’ordre 8q2 est une conséquence directe des
hypothèses (V-3) et (F-3). En effet, ces deux hypothèses impliquent l’existence
d’une constante Rǫ > 0 telle que l’on ait V (x) + F ∗ uǫ(x)− F ∗ uǫ(0) ≥ x2 pour
tout x ≥ Rǫ.
Soit X0 une variable aléatoire dont la mesure de probabilité est uǫ. Considérons
la diffusion

Y ǫ
t = X0 +

√
ǫBt −

∫ t

0

W ′
ǫ (Y

ǫ
s ) ds (2.2.4)

où l’on a Wǫ(x) := V (x) + F ∗ uǫ(x)− F ∗ uǫ(0) . (2.2.5)

Alors, (Y ǫ
t )t≥0 est une diffusion de Kolmogorov et elle admet donc une unique

mesure de probabilité invariante et il s’agit de vǫ(x) := e−
2
ǫWǫ(x)

∫
R
e−

2
ǫWǫ(y)dy

= uǫ(x) d’après

(2.2.2). Par conséquent, L (Y ǫ
t ) = uǫ pour tout t ≥ 0. Puis, (2.2.4) devient :

Y ǫ
t = X0 +

√
ǫBt −

∫ t

0

{
V ′ (Y ǫ

s ) + F ′ ∗ vǫs (Y ǫ
s )
}
ds

vǫs = L (Y ǫ
s ) pour tout s ≥ 0

ce qui est exactement (0.0.5). Donc uǫ = L (Y ǫ
t ) = L (Xǫ

t ) pour tout t ≥ 0 car
il y a unicité de la solution d’après le Théorème 1.14. D’où uǫ est une mesure
invariante pour (0.0.5).
Étape 2. Prouvons maintenant la réciproque. Supposons qu’il existe une mesure
stationnaire uǫ dont le moment d’ordre 8q2 est fini. Elle vérifie donc l’équation
(2.2.1) ainsi que ∂

∂t
uǫ(t, x) = 0. D’où l’on a

ǫ

2
u′′ǫ (x) +

(
uǫ(x) (V

′(x) + F ′ ∗ uǫ(x))
)′

= 0
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pour tout x ∈ R. En intégrant, on en déduit l’existence d’une constante Cǫ ∈ R

telle que

ǫ

2
u′ǫ(x) + uǫ(x)

(
V ′(x) + F ′ ∗ uǫ(x)

)
= Cǫ

pour tout x ∈ R. Par la méthode de la variation de la constante, la solution uǫ
prend la forme

uǫ(x) = Λǫ(x) exp

[
−2

ǫ
Wǫ(x)

]
avec Λ′

ǫ(x) :=
2

ǫ
Cǫ exp

[
2

ǫ
Wǫ(x)

]

où la fonction Wǫ a été définie dans (2.2.5). D’où, après une simple intégration :

uǫ(x) = Λǫ(0)e
− 2
ǫ
Wǫ(x) +

2

ǫ
Cǫ

(∫ x

0

exp

[
2

ǫ
Wǫ(y)

]
dy

)
e−

2
ǫ
Wǫ(x) .

La fonction x 7→ 2
ǫ
Wǫ(x) est de classe C2 d’après les hypothèses (V-1) et (F-1).

La fonction x 7→ F ∗ uǫ(x) est convexe d’après l’hypothèse (F-2). Par conséquent,
l’hypothèse (V-4) implique l’existence de M > 0 tel que W ′′

ǫ (x) > 0 pour tout
x ≥ M . De même, la condition (V-3) implique la stricte positivité de Wǫ pour
x ≥ M . De plus, la fonction x 7→ F ∗ uǫ(x) est polynômiale vu que les moments
d’ordre 1 à 2q de uǫ sont finis. Par conséquent, F ′′∗uǫ(x)

(F ′∗uǫ(x))2
converge vers 0 pour

x tendant vers l’infini. Cette limite ainsi que la condition (V-10) fournissent la
limite limx−→+∞

W ′′
ǫ (x)

(W ′
ǫ(x))

2 = 0. On peut alors appliquer le Lemme A.1 à 2
ǫ
Wǫ afin

de donner un équivalent - pour x s’approchant de l’infini - de Λǫ(x) dans le cas
où Cǫ 6= 0. On a alors

Λǫ(x) ≈
2

ǫ
Cǫ

exp
[
2
ǫ

(∫ x

0
F ′ ∗ uǫ(y)dy + V (x)

)]
2
ǫ
(V ′(x) + F ′ ∗ uǫ(x))

.

Ainsi :

uǫ(x) ≈
Cǫ

V ′(x) + F ′ ∗ uǫ(x)
.

On remarque la positivité stricte de V ′(x) + F ′ ∗ uǫ(x) au voisinage de +∞ et sa
négativité stricte au voisinage de −∞. Donc, si Cǫ > 0, alors uǫ(x) est négatif
strictement au voisinage de −∞. Inversement, si Cǫ < 0, alors uǫ(x) est négatif
strictement au voisinage de +∞. Par conséquent uǫ n’est pas la densité d’une
mesure de probabilité. Il vient donc que Cǫ = 0 puis, après renormalisation, on
obtient (2.2.2) ainsi que (2.2.3).

2.3 Mesures stationnaires quand l’intéraction F ′ est linéaire

On s’intéresse dans la présente section au cas où la fonction d’intéraction F ′ est
linéaire c’est-à-dire F ′(x) := αx et F (x) = α

2
x2 pour tout x où α a été défini dans



2. Existence des mesures stationnaires 39

(0.0.8). Dans cette section, comme l’on suppose qu’il y a bien auto-stabilisation,
l’on dispose de l’inégalité stricte α > 0. La recherche d’une mesure invariante
revient in fine à un problème de paramétrisation sur R. En effet, une mesure uǫ
est invariante si et seulement si elle vérifie

uǫ(x) =
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− αm1(ǫ)x

)]

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
V (y) + α y2

2
− αm1(ǫ)y

)]
dy

(2.3.1)

et m1(ǫ) =

∫
R
x exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− αm1(ǫ)x

)]
dx

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
V (y) + α y2

2
− αm1(ǫ)y

)]
dy

. (2.3.2)

Il est évident que si V est symétrique, la mesure u0ǫ définie par (2.3.1) avec m1(ǫ) =
0 est symétrique et vérifie également (2.3.2). Elle est donc invariante et

u0ǫ(x) =
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2

)]

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
V (y) + α y2

2

)]
dy
.

Le moment d’ordre 1 d’une mesure symétrique étant obligatoirement nul, on en
déduit instantanément l’unicité de la mesure invariante symétrique si le potentiel
de confinement V est symétrique. Mais aussi, on en déduit que si ce dernier n’est
pas symétrique, alors l’équation auto-stabilisante (0.0.5) n’admet pas de mesure

stationnaire qui soit symétrique puisque la mesure e
− 2
ǫ (V (x)+α2 x

2)
∫
R
e−

2
ǫ (V (y)+α2 y

2)dy
dx ne serait

pas symétrique.
La question que l’on peut maintenant se poser est de savoir s’il y a d’autres réels
m1(ǫ) satisfaisant (2.3.2) c’est-à-dire s’il y a des mesures stationnaires qui ne soient
pas symétriques lorsque V est symétrique. De plus, on peut se demander s’il existe
des mesures stationnaires lorsque V n’est pas symétrique.
Pour rechercher ces éventuelles mesures, on va utiliser deux fonctions particulières.

Définition 2.3. Quels que soient m ∈ R et ǫ > 0, on définit

Ψǫ(m) :=

∫
R
x exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− αmx

)]
dx

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− αmx

)]
dx

(2.3.3)

ainsi que χǫ(m) := Ψǫ(m)−m. (2.3.4)

Trouver une mesure invariante à la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) dont le
moment d’ordre 8q2 est borné revient donc à trouver un point fixe à Ψǫ c’est-à-dire
un zéro à χǫ.
Rappelons que d’après l’hypothèse (V-2), le potentiel V possède 2M + 1 points
critiques avec M ≥ 1 et on les note a1, a2, · · · , a2M+1. Dans la suite, quand on
parlera de l’un de ces points, on utilisera la notation générale a0 sans préciser s’il
s’agit d’un puits ou d’une bosse du potentiel V .
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Proposition 2.4. Soit un potentiel V qui vérifie les hypothèses (V-1)–(V-6) ainsi
que (V-10). Soit a0 un de ses points critiques tel que

α > 2 sup
x 6=a0

V (a0)− V (x)

(a0 − x)2
et α + V ′′(a0) > 0 . (2.3.5)

Alors, quel que soit δ > 0, il existe ǫ0 > 0 tel que pour tout ǫ ≤ ǫ0, le système
d’équations (2.3.1)–(2.3.2) admet une solution m1(ǫ) satisfaisant

∣∣∣∣m1(ǫ)− a0 +
V (3)(a0)

4V ′′(a0) (α + V ′′(a0))
ǫ

∣∣∣∣ ≤ δ ǫ. (2.3.6)

Démonstration. Soit τ > 0. Procédons au développement limité à l’ordre 1 de la
quantité Ψǫ(a0 − τǫ) :

Ψǫ(a0 − τǫ) =

∫
R
x exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− α(a0 − τǫ)x

)]
dx

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− α(a0 − τǫ)x

)]
dx

=

∫
R
xe−2ατx exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− αa0x

)]
dx

∫
R
e−2ατx exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− αa0x

)]
dx

.

On peut appliquer le Lemme A.9 à f(x) := −2ατx, k := 1, µ := 0 et U(x) :=
V (x) + α

2
x2 − αa0x. En effet, l’hypothèse (2.3.5) affirme que a0 est l’unique point

où U atteint son minimum global et qu’en plus U ′′(a0) := V ′′(a0)+α > 0. Il vient
ainsi :

Ψǫ(a0 − τǫ) = a0 −
a0V

(3)(a0) + 4a0ατ (α + V ′′(a0))

4a0 (α + V ′′(a0))
2 ǫ+ o(ǫ)

= a0 − τǫ+
V ′′(a0)

α + V ′′(a0)

[
τ − V (3)(a0)

4V ′′(a0) (α + V ′′(a0))

]
ǫ+ o(ǫ).

Par conséquent

χǫ(a0 − τǫ) =
V ′′(a0)

α + V ′′(a0)

(
τ − V (3)(a0)

4V ′′(a0) (α + V ′′(a0))

)
ǫ+ o(ǫ).

On pose τ 0 := V (3)(a0)
4V ′′(a0)(α+V ′′(a0))

alors a0 − τ 0ǫ est un point fixe à ǫ près. En effet,
soit δ > 0. On a

d± := χǫ

(
a0 −

(
τ 0 ± δ

)
ǫ
)
= ±δ V ′′(a0)

α + V ′′(a0)
ǫ+ o(ǫ). (2.3.7)

Pour ǫ suffisamment petit, d+d− < 0. Les fonctions Ψǫ et χǫ étant continues,
le théorème des valeurs intermédiaires nous assure de l’existence d’un m1(ǫ) qui
vérifie |m1(ǫ)− (a0 − τ 0ǫ)| ≤ δǫ et Ψǫ(m1(ǫ)) = m1(ǫ).
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Remarque 2.5. Nous venons d’obtenir l’existence d’une valeur ǫ0 qui dépend de
V et de α en-dessous de laquelle une mesure existe au voisinage de δa0. Toutefois,
aucune expression analytique de cette valeur critique n’a été donnée. D’ailleurs,
nous n’avons pas non plus prouvé qu’au-dessus de cette valeur, une telle mesure
n’existait pas.

Définition 2.6. La mesure stationnaire associée à m1(ǫ) par (2.3.1) est dite ex-
centrée autour de a0. On la note ua0ǫ en gardant à l’esprit que rien n’interdit a
priori qu’il existe plusieurs mesures stationnaires excentrées autour de a0.

Corollaire 2.7. Soit V un potentiel qui vérifie les hypothèses (V-1)–(V-6) ainsi
que (V-10).
1. Si V réalise son minimum global en a0, la diffusion (0.0.5) admet une mesure
invariante excentrée autour de a0. Ainsi il y a toujours au moins une mesure
stationnaire lorsque l’intéraction F ′ est linéaire.
2. En particulier, si V est symétrique et possède deux puits distincts a et −a, pour
ǫ assez petit, il existe une mesure invariante excentrée autour de a et une mesure
invariante excentrée autour de −a.

Démonstration. 1. Si a0 est un point où V atteint son minimum global, alors
a0 vérifie V ′′(a0) ≥ 0 d’où α + V ′′(a0) > 0 d’après l’hypothèse (V-2). De plus,
V (x) ≥ V (a0) pour tout x 6= a0 et comme α > 0 d’après l’hypothèse (F-5), le
point a0 vérifie bien l’hypothèse (2.3.5) et l’on peut donc appliquer la Proposition
2.4 ce qui conduit au résultat d’existence d’une mesure invariante excentrée autour
de a0.
2. Si V est symétrique et a deux puits −a et a, alors V réalise son minimum global
en a ainsi qu’en −a et l’on est ramené au cas précédent.

Dans le cas où V est symétrique et a deux puits , on sait donc d’avance qu’il
y a au moins trois mesures stationnaires dès que le paramètre ǫ est assez petit.
L’une excentrée autour de a, l’autre excentrée autour de −a et enfin une mesure
stationnaire symétrique. On peut maintenant se demander s’il y a plus de trois
mesures invariantes dans ce cas. Pour cela, on va s’intéresser avec plus de précision
à Ψǫ et χǫ.

Théorème 2.8. Soit un potentiel V qui est symétrique et possède deux puits a et
−a avec a > 0. Si V ′′ est convexe, il y a exactement trois mesures invariantes dès
que ǫ est assez petit.

Démonstration. Soit m > 0. Rappelons que la fonction modélisant l’intéraction
est linéaire : F ′(x) = αx avec α > 0. Afin d’étudier les mesures invariantes, on doit
considérer les points fixes de l’application Ψǫ(m) définie par (2.3.3). On introduit
le potentiel suivant :

Wm(x) := V (x) +
α

2
x2 − αmx .
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Comme V ′(0) = 0, on a W ′
m(0) < 0. De plus limx→+∞W ′

m(x) = +∞. On note xm
le réel strictement positif pour lequel le potentiel Wm atteint son minimum global.
Il est bien unique étant entendu que V ′′ (et ainsi W ′′

m) est une fonction convexe. En
effet, la convexité (au sens large) de W ′′

m implique la croissance de W (3)
m . Comme

W
(3)
m (0) = V (3)(0) = 0, on en déduit que W (3)

m (x) ≥ 0 pour tout x ≥ 0 ce qui
implique la croissance de W ′′

m sur R+. Raisonnons par l’absurde en supposant
qu’il existe deux réels strictement positifs x(1)m < x

(2)
m tels que Wm y atteigne

son minimum global. Alors, W ′
m

(
x
(1)
m

)
= W ′

m

(
x
(2)
m

)
= 0 et W ′′

m

(
x
(1)
m

)
≥ 0.

Comme W ′′
m est croissante, on en déduit que W ′′

m(x) = 0 pour tout x ∈ [x
(1)
m ; x

(2)
m ].

D’après la définition de Wm, cela implique V ′′(x) = −α et V (3)(x) = 0 pour tout
x ∈ [x

(1)
m ; x

(2)
m ]. Mais, V ′′ est convexe et V (3)(0) = 0 donc V (3)(x) = 0 pour tout

x ∈ [0; x
(2)
m ] d’où W ′′

m(x) = 0 sur ce même intervalle. Or, W ′
m(x

(1)
m ) = 0 donc

W ′
m(x) = 0 pour tout x ∈ [0; x

(2)
m ]. W ′

m(0) = −αm 6= 0. Par conséquent, xm est
unique. De plus, xm satisfait

V ′(xm) + α(xm −m) = 0 et V ′′(xm) + α > 0 . (2.3.8)

En effet, comme Wm atteint son minimum global en xm, l’égalité V ′′(xm) +α = 0
impliquerait V (3)(xm) = 0 c’est-à-dire xm = 0 ce qui contredit l’hypothèse de
positivité stricte de xm.
On définit

χ0(m) := xm −m. (2.3.9)

On obtient l’expression :

χǫ(m) = xm −m+

∫
R
(x− xm) exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− αmx

)]
dx

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− αmx

)]
dx

. (2.3.10)

Il suffit de prouver que χǫ a juste un zéro dans R∗
+.

Étape 1. Pour tout ǫ > 0 et m > 0, on remarque que χǫ(m) ≤ χ0(m) = xm −m.
On applique le changement de variable x := y + xm aux intégrales dans (2.3.10)
et on obtient

χǫ(m) = χ0(m) +

∫
R
y exp

[
−2

ǫ

(
V (y + xm) +

αy2

2
+ α (xm −m) y

)]
dy

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
V (y + xm) +

αy2

2
+ α (xm −m) y

)]
dy

= χ0(m) +

∫∞
0
y exp

[
−α

ǫ
y2
]
Ωǫ,m(y)dy

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
V (y + xm) +

αy2

2
+ α (xm −m) y

)]
dy
,

avec

Ωǫ,m(y) := exp

[
−2

ǫ

(
V (y + xm) + α (xm −m) y

)]

− exp

[
−2

ǫ

(
V (y − xm)− α (xm −m) y

)]
.
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On introduit la fonction

Λm(y) := V (y + xm)− V (y − xm) + 2α (xm −m) y

Comme V est une fonction paire, Λm(0) = 0 et Λ′′
m(0) = 0. D’après la définition

de xm, Λ′
m(0) = 0. V ′′ est une fonction convexe par conséquent V (3) est croissante.

Donc Λ
(3)
m (y) = V (3)(y+xm)−V (3)(y−xm) ≥ 0 pour tout y. On en déduit que Λ′′

m

est croissante. Ainsi Λ′′
m est positive sur R∗

+ et de même en ce qui concerne Λm(y)
pour y > 0. Finalement, on arrive à Ωǫ,m(y) ≤ 0 pour tout y > 0. On obtient le
résultat annoncé : χǫ(m) ≤ χ0(m) pour m > 0.
Étape 2. La fonction χ0 a un unique zéro sur R∗

+.
Calculons χ0(a) où a > 0 est défini par (V-8). On sait que a est solution de
V ′(x)+α (x− a) = 0 avec V ′′(x)+α > 0. Ainsi xa = a ce qui implique χ0(a) = 0.
Concentrons-nous sur les variations de la fonction χ0 sur l’intervalle ]0,+∞[.
Comme V ′(xm) + αxm = αm et α + V ′′(xm) > 0, on en déduit que l’applica-
tion m→ xm est dérivable ce qui fournit

χ′
0(m) =

d

dm
xm − 1 .

et

d

dm
xm =

α

α + V ′′(xm)
> 0 ce qui implique χ′

0(m) = − V ′′(xm)

α + V ′′(xm)
.

Le dénominateur est positif d’après la définition de xm. L’hypothèse (V-4) nous
dit que V ′′(x) > 0 pour tout x > a. Ainsi χ′

0(m) < 0 pour tout m > a. Comme
χ0(a) = 0 on en déduit que, pour tout m > a, χ0(m) est strictement négatif et
par conséquent la fonction χ0 n’a aucun zéro sur ]a; +∞[.
Cela ramène donc l’étude de χ0 à l’intervalle ]0, a]. Comme V ′′ est une fonction
convexe, on en déduit que la dérivée de χ0 est négative pour xm ≥ c où c > 0
satisfait V ′′(c) = 0. On sait que c > 0 existe et est unique car V ′′(0) < 0 et V ′′ est
convexe. De plus c < a d’après l’hypothèse (V-4). Comme l’application m → xm
est croissante pour m > 0, on en déduit que χ′

0(m) est strictement négatif pour
m ∈] max(0,mc), a] où mc est tel que c soit solution de (2.3.8). On peut calculer
ce paramètre explicitement : mc := c+ V ′(c)

α
.

On remarque alors deux cas différents :
– Si mc ≤ 0 c’est-à-dire α < |V ′(c)|

c
: χ0 est décroissante strictement sur R∗

+

avec χ0(a) = 0. La fonction χ0 s’annule donc une seule fois sur R∗
+ et c’est

au point a.
– Si mc > 0 alors χ0 est croissante strictement sur ]0,mc[ et décroissante

strictement sur ]mc,+∞[ avec χ0(a) = 0. Il suffit de prouver que la limite à
droite en 0 de la fonction χ0 est positive afin de conclure que a est l’unique
zéro de χ0 sur R∗

+. Au vu de la définition de xm on a : limm→0+ χ0(m) =
limm→0+ xm ≥ 0. En effet, l’application m → xm est strictement croissante
de ]0,+∞[ vers ]0,+∞[ donc la limite en m = 0 est positive ou nulle.
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Dans ces deux cas, la fonction χ0 n’admet qu’un seul zéro sur R∗
+ et il s’agit de a.

Étape 3. La famille de fonctions (χǫ)ǫ>0 (respectivement (χ′
ǫ)ǫ>0) converge uni-

formément vers χ0 (respectivement χ′
0) sur chaque compact de R∗

+.
Premièrement, on prouve la convergence de Ψǫ(m) pour m > 0. Rappelons que

Ψǫ(m) =

∫
R
x exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− αmx

)]
dx

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− αmx

)]
dx

.

En appliquant le Lemme A.9 avec U(x) := V (x) + αx2

2
, k := 1, µ := m et

G(x) := −αx, on obtient la convergence annoncée :

χǫ(m)− χ0(m) = Ψǫ(m)− xm = − V (3)(xm)

4 (α + V ′′(xm))
2 ǫ+ o(ǫ) .

De plus, cette convergence est uniforme par rapport à la variable m sur chaque
compact de R∗

+.
On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique de χ′

ǫ(m) lorsque ǫ est
petit. On dérive Ψǫ :

Ψ′
ǫ(m) =

2α

ǫ





∫
R
x2 exp

[
−2

ǫ
Wm(x)

]
dx∫

R
exp

[
−2

ǫ
Wm(x)

]
dx

−
(∫

R
x exp

[
−2

ǫ
Wm(x)

]
dx∫

R
exp

[
−2

ǫ
Wm(x)

]
dx

)2


 .

On reconnait la variance de la mesure u(m)
ǫ associée à la moyenne m par (2.3.1).

Ainsi

χ′
ǫ(m) =

2α

ǫ
Var(u(m)

ǫ )− 1 . (2.3.11)

En appliquant à nouveau le Lemme A.9 avec U(x) := V (x) + αx2

2
, G(x) := −αx,

µ := m et k := 2, on obtient
∫
R
x2 exp

[
−2

ǫ
Wm(x)

]
dx∫

R
exp

[
−2

ǫ
Wm(x)

]
dx

= x2m −
(
xmV

(3)(xm)− (α + V ′′(xm))
)

2 (α + V ′′(xm))
2 ǫ+ o(ǫ) .

On applique maintenant le Lemme A.9 avec k := 1 et l’on a une estimation du
premier moment :

∫
R
x exp

[
−2

ǫ
Wm(x)

]
dx∫

R
exp

[
−2

ǫ
Wm(x)

]
dx

= xm − xmV
(3)(xm)

4xm (α + V ′′(xm))
2 ǫ+ o(ǫ) .

En combinant (2.3.11) et les estimations des deux moments, il vient

χ′
ǫ(m) =

−V ′′(xm)

α + V ′′(xm)
+ o(1) = χ′

0(m) + o(1) .

De plus, cette convergence est uniforme par rapport à la variable m sur chaque
compact de R∗

+.
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Étape 4. Pour tout δ > 0 assez petit, il existe ǫ0 > 0 tel que χǫ a un unique zéro
sur [δ,∞[ quel que soit ǫ ≤ ǫ0.
Les Étapes 1 et 2 impliquent que χǫ ne s’annule pas sur l’intervalle ]a,+∞[. On
regarde donc ce qu’il se passe sur l’intervalle ]0, a]. Sur chaque sous-espace compact
de cet intervalle, χǫ converge uniformément vers χ0 d’après l’Étape 3. Ainsi les
zéros de χǫ sur chacun des compacts inclus dans ]0; a] sont au voisinage de a,
l’unique zéro de χ0 comme prouvé lors de l’Étape 2. On étudie la dérivée de χǫ

au voisinage de a. Comme χ′
ǫ converge uniformément vers χ′

0 d’après l’Étape 3
et comme χ′

0(m) < 0 au voisinage de a d’après l’Étape 2, on obtient χ′
ǫ(m) < 0

dans un voisinage de a dès que ǫ est assez petit. Finalement on prouve que, pour ǫ
assez petit, la fonction χǫ ne peut admettre strictement plus d’un zéro sur [δ,∞[.
Étape 5. Il existe δ > 0 et ǫ0 > 0 tels que χǫ ne s’annule pas sur ]0, δ] pour tout
ǫ ≤ ǫ0.
Dans cette dernière étape, on doit distinguer trois cas differents selon les positions
des paramètres ϑ et α l’un par rapport à l’autre. On rappelle que ϑ et α sont définis
par (0.0.7) et (0.0.8) respectivement.
Étape 5.1. On suppose α < ϑ. Dans ce cas particulier, W0(x) = V (x) + αx2/2
atteint son minimum global en un un unique point sur R+ et c’est en x0 > 0.
Soit δ > 0 quelconque. On prouve que, pour ǫ assez petit, χǫ(m) = Ψǫ(m)−m > 0
sur ]0, δ]. D’après la définition de Ψǫ par (2.3.3), il suffit de prouver que Nǫ(m) > 0
pour m ∈]0, δ] où l’on a

Nǫ(m) :=

∫

R

x exp
[
− 2

ǫ
Wm(x)

]
dx−m

∫

R

exp
[
− 2

ǫ
Wm(x)

]
dx .

Evidemment Nǫ(0) = 0. Prouvons que Nǫ est croissante. En dérivant, on obtient

N ′
ǫ(m) =

2α

ǫ

∫

R

(
x2 −mx− ǫ

2α

)
exp

[
− 2

ǫ
Wm(x)

]
dx .

Cette expression est en fait positive. En effet, en se servant de la symétrie de
W0(x) et de la majoration m ≤ δ, on obtient

N ′
ǫ(m) =

2α

ǫ

∫ ∞

0

{(
x2 − ǫ

2α

)
cosh

(2αmx
ǫ

)
−mx sinh

(2αmx
ǫ

)}
e−

2
ǫ
W0(x)dx

≥ α

ǫ

∫ ∞

0

Pδ(x)e
2αmx
ǫ e−

2
ǫ
W0(x)dx avec Pδ(x) := x2 − δx− ǫ

α
.

On sépare l’intégrale précédente en deux parties : la première, que l’on note I0,
est effectuée sur l’intervalle [0, 2δ] et la seconde, que l’on note I2δ, est effectuée sur
le complémentaire [2δ,∞[. On a N ′

ǫ(m) ≥ α
ǫ
(I0 + I2δ).

Comme les racines de la fonction polynômiale Pδ sont

x± =
1

2

(
δ ±

√
δ2 +

4ǫ

α

)
< 2δ ,
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la fonction polynômiale est positive et croissante sur l’intervalle [2δ,∞[ et peut
donc être minorée par Pδ(2δ) = 2δ2 − ǫ/α. Le Lemme A.6 implique l’existence
d’une constante C > 0 qui amène à la minoration suivante lorsque ǫ→ 0 :

I2δ ≥ (2δ2 − ǫ/α)

∫ x0+1

2δ

e−
2
ǫ
W0(x)dx ≥ Cδ2

√
ǫ e−

2
ǫ
(V (x0)+αx2

0/2)

tant que x0 > 2δ (il suffit alors de choisir δ assez petit).
On s’intéresse finalement à la minoration de l’intégrale I0. Comme la valeur mi-
nimale de Pδ est −(δ2/4 + ǫ/α) et comme W ′′(0) < 0, on a

I0 ≥ −
(δ2
4

+
ǫ

α

)∫ 2δ

0

e
2αmx
ǫ e−

2
ǫ
W0(x)dx ≥ −2δ

(δ2
4

+
ǫ

α

)
e−

V (2δ)
ǫ . (2.3.12)

Pour δ > 0 assez petit, V (2δ) > V (x0)+αx20/2 (car le minimum de V (x)+αx2/2
est atteint uniquement en x0). Par conséquent, le terme négatif par lequel I0 est
minorée dans (2.3.12) est négligeable par rapport au terme positif par lequel I2δ est
minorée lorsque ǫ est proche de 0. On en déduit qu’il existe ǫ0 tel que N ′

ǫ(m) > 0
pour tout m ∈ [0, δ] et ǫ ≤ ǫ0. Comme Nǫ(0) = 0, on conclut que Nǫ(m) > 0 sur
]0, δ] et donc de même avec χǫ.
Étape 5.2. On suppose ici que l’on a α > ϑ. Dans ce cas, W0(x) atteint son
minimum global en 0 et xm converge continûment vers 0 lorsque m → 0. En
utilisant des arguments similaires à ceux déjà présentés dans l’Étape 3, on affirme
que χǫ (respectivement χ′

ǫ) converge vers χ0 (respectivement χ′
0) uniformément

sur [0, a] lorsque ǫ → 0. En se servant de la régularité de χ0 et de l’inégalité
χ′
0(0) = − V ′′(0)

α+V ′′(0) > 0, on obtient l’existence de δ > 0 et ǫ0 > 0 tels que χ′
ǫ(m) > 0

pour m ∈ [0, δ] et ǫ ≤ ǫ0. χǫ est nulle en 0 puis est strictement croissante sur [0, δ]
ce qui implique le résultat annoncé.
Étape 5.3. On suppose maintenant que α = ϑ. Il suffit alors de remarquer que
χǫ dépend continûment du paramètre α. Le résultat suivant peut être déduit
directement du précédent (Étape 5.2) par continuité : χ′

ǫ(0) > 0, χ′
ǫ(m) ≥ 0 pour

m ∈ [0, δ] et ǫ ≤ ǫ0. En fait, χǫ s’annule en 0 et est croissant sur [0, δ]. L’inégalité
χǫ(m) > 0 pour tout m ∈]0, δ] et ǫ ≤ ǫ0 est une conséquence évidente.
Conclusion : Les Étapes 4 et 5 fournissent l’existence de ǫ0 > 0 tel que pour tout
ǫ < ǫ0, χǫ a exactement trois zéros : 0 et deux autres réels, l’un dans le voisinage
de a, l’autre dans celui de −a. A chacune de ces moyennes correspond une unique
mesure invariante obtenue par (2.3.1).

Bien que l’on n’ait pas pu obtenir l’unicité de la mesure stationnaire comme
c’est le cas lorsque V est convexe, on a un résultat de tiercéïté des mesures sta-
tionnaires lorsque V ′′ est convexe pour ǫ assez petit. On peut se demander s’il est
possible d’étendre ce résultat lorsque F n’est pas de degré 2. Cette question sera
partiellement résolue par le Chapitre 6 et cela nécessitera les résultats des Cha-
pitres 3, 4 et 5.
Illustrons maintenant le Théorème 2.8. Pour cela, on considère un potentiel simple
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ainsi qu’une valeur assez petite de ǫ et on fait varier α afin de voir le comportement
de χ0 et χǫ en fonction de α.

Exemple 2.9. Soit V (x) := x4

4
− x2

2
et α > 0. On pose F (x) := α

2
x2. D’après

le Théorème 2.8, dès que ǫ est assez petit, la diffusion (0.0.5) admet exactement
trois mesures invariantes : l’une est symétrique, une autre est excentrée autour de
1 et la troisième est excentrée autour de −1.

Dans la preuve du Théorème 2.8, on a étudié les zéros de la fonction χ0. Ici,
a = 1 et V ′′ est bien convexe. Soit xα(m) l’unique réel strictement positif tel que

V ′(xα(m)) + αxα(m)− αm = 0 et α + V ′′(xα(m)) ≥ 0 .

Ici, on sait que l’unique réel strictement positif annulant V ′′ est c := 1√
3

et le
paramètre qui lui est associé est

mc := c+
V ′(c)

α
=

3α− 2

3
√
3α

. (2.3.13)

On pose χα(m) := xα(m) −m. Cette fonction χα est l’analogue de χ0 et ne doit
pas être confondue avec χǫ que l’on note maintenant χǫ

α afin de faire intervenir de
façon visible la dépendance en α. Etudions la fonction χα sur R tout entier. On
introduit le système (Eα,m) :

X3 + (α− 1)X − αm = 0 et 3X2 + (α− 1) ≥ 0 .

Le discriminant de l’équation polynômiale de degré 3 est donné par

∆α(m) :=
α2m2

4
+

(α− 1)3

27
.

Dans le cas particulier où α = 0, il y a une unique solution au système (Eα,m)
et il s’agit de 1 d’où χ0(m) = sgn(m) −m avec la convention sgn(0) = 0. Par la
suite, sur chacun des graphes, on tracera la courbe de χ1/4

α . En effet, ǫ = 1
4

est
suffisamment petit pour permettre l’apparition des mesures excentrées pour les
différentes valeurs de α que l’on va considérer dans les graphes.
Toutefois, il convient de préciser que ǫ0 = 1

4
n’est pas un seuil critique universel,

l’étude de ce dernier étant repoussée pour l’instant.
Premier cas : α > 1. Alors, quel que soit m ∈ R, ∆α(m) > 0. Ainsi on a

χα(m) = 3

√
αm

2
+
√
∆α(m) + 3

√
αm

2
−
√
∆α(m)−m.

La fonction χα est continue et impaire. On constate : χα(0) = χα(1) = 0. En
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utilisant le fait que ∆′
α(m) = α2m

2
, il vient

χ′
α(m) + 1 =

α

6
√

∆α(m)

{(αm
2

+
√
∆α(m)

) 1
3 −

(αm
2

−
√
∆α(m)

) 1
3

}

puis χ′′
α(m) =

α2

12∆α(m)
3
2

{(√
∆α(m)

3
− αm

2

)(αm
2

+
√
∆α(m)

) 1
3

+

(√
∆α(m)

3
+
αm

2

)(αm
2

−
√
∆α(m)

) 1
3

}
.

Cette dernière quantité est négative. En effet, χ′′
α(m) ≤ 0 équivaut à

(
2
√

∆α(m)− 3αm

2
√

∆α(m) + 3αm

)3

≤ 2
√

∆α(m)− αm

2
√

∆α(m) + αm

⇔
(
1− 6αm

1

2
√

∆α(m) + 3αm

)3

≤ 1− 2αm
1

2
√

∆α(m) + αm
.

Cette dernière inégalité est bien vérifiée vu que les deux quantités sont dans [0; 1]
et 6αm

2
√

∆α(m)+3αm
> 2αm

2
√

∆α(m)+αm
puisque ∆α(m) ≥ 0. Ainsi χ′

α est strictement

décroissante sur R+. Or, χ′
α(0) =

1
α−1

> 0. On en déduit l’existence d’un unique
réel m(α) strictement positif tel que χ′

α(m(α)) = 0. Cherchons m(α). Il faut
résoudre

(αm
2

+
√

∆α(m)
) 1

3 −
(αm

2
−
√

∆α(m)
) 1

3
=

6
√

∆α(m)

α

Posons A :=
(

αm
2

+
√
∆α(m)

) 1
3

et B :=
(

αm
2

−
√
∆α(m)

) 1
3
. On a

A3 −B3 = (A−B)
{
(A− B)2 + 3AB

}

⇔ 2
√
∆α(m) =

(
6
√

∆α(m)

α

)3

+ 3
6
√

∆α(m)

α

[
α2m2

4
−∆α(m)

] 1
3

⇔ 108∆α(m) = 4α3 − 3α2

⇔ 27α2m2 = 4α3 − 3α2 − 4(α− 1)3 ⇔ m(α) =
3α− 2

3
√
3α

.

On peut vérifier qu’il s’agit bien du paramètre mc défini dans (2.3.13).

Deuxième cas : α = 1. La résolution est immédiate et il vient χ1(m) = m
1
3 −m.

La fonction est à nouveau impaire, continue sur R ainsi que de classe C∞ sur R∗
+

et sur R∗
− mais elle n’est pas dérivable en 0.

En dérivant deux fois, il vient χ′′
1(m) = −2

9
m− 5

3 < 0 pour tout m > 0. A nouveau,
χ′
1 ne s’annule qu’une seule fois sur R∗

+ et c’est en 1
3
√
3
= 3×1−2

3
√
3

.
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On constate aussi que la fonction χ1 a exactement trois zéros.
Troisième cas : 2

3
< α < 1. Dans le cas présent, le discriminant peut être

négatif. Soit donc m0(α) tel que ∆α(m0(α)) = 0. Pour tout m entre 0 et m0(α),
le discriminant est négatif et pour tout m entre m0(α) et +∞, il est positif. Un
calcul simple donne

m0(α) =
2

3α
√
3
(1− α)

3
2 .

Alors, on a

χα(m) =





ϕ
(α)
1 (m) ∀m ∈ [−m0(α); 0[

⋃
]0;m0(α)]

0 si m = 0

ϕ
(α)
2 (m) ∀m ∈]−∞;−m0(α)]

⋃
[m0(α); +∞[

avec

ϕ
(α)
1 (m) := 2

√
1− α

3
cos

[
1

3
arccos

(
αm

2

√
27

(1− α)3

)]
−m et

ϕ
(α)
2 (m) := 3

√
αm

2
+
√

∆α(m) + 3

√
αm

2
−
√
∆α(m)−m.

On peut commencer par remarquer ϕ(α)
1 (0+) =

√
1− α 6= 0. Ainsi la fonction χα

n’est pas continue en 0 mais elle est équilibrée c’est-à-dire qu’elle vérifie ϕ(α)
1 (0) =

1
2

(
ϕ
(α)
1 (0+) + ϕ

(α)
1 (0−)

)
. Et, elle est de classe C∞ sur ]0;m0(α)[ ainsi que sur

]m0(α); +∞[. Elle est de plus continue sur R∗
+.

Comme dans le cas où α > 1, la fonction ϕ
(α)
2 a une dérivée seconde strictement

négative et sa dérivée s’annule en un unique réel strictement positif : mc(α) =
3α−2
3
√
3α

. Il reste à connaître la position de mc(α) par rapport à m0(α). En effet, la

fonction ϕ(α)
2 ne coïncide avec la fonction χα que si le paramètre m est plus grand

que m0(α). On est ainsi amené à résoudre

2

3
√
3α

(1− α)
3
2 <

3α− 2

3
√
3α

ce qui donne α > 3
4
. D’où mc(α) > m0(α) si α > 3

4
. Dans ce cas, χα est croissante

strictement sur [ 2
3
√
3α

(1− α)
3
2 ; 3α−2

3
√
3α
] et strictement décroissante sur [ 3α−2

3
√
3α
; +∞[.

On dérive maintenant ϕ(α)
1 pour m < m0(α) :

(
ϕ
(α)
1

)′
(m) =

√
4α2 (1− α)

4(1− α)3 − 27α2m2
sin

[
1

3
arccos

(
αm

2

√
27

(1− α)3

)]
− 1 .

On pose

ξ(α,m) :=
1

3
arccos

(
αm

2

√
27

(1− α)3

)
.
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On dérive ϕ(α)
1 une seconde fois :

(
ϕ
(α)
1

)′′
(m) =

4
√
3α2(1− α)2

(−27α2m2 + 4(1− α)3)
3
2

{
3αm

2

√
27

(1− α)3
sin [ξ(α,m)]

−

√√√√1−
(
αm

2

√
27

(1− α)3

)2

cos [ξ(α,m)]




.

Par définition, ξ(α,m) ∈ [0; π
3
] d’où sin(3ξ(α,m)) ≥ 0, sin(ξ(α,m)) ≥ 0 et

cos(ξ(α,m)) ≥ 0. Il vient :

(
ϕ
(α)
1

)′′
(m) =

4
√
3α2(1− α)2

(−27α2m2 + 4(1− α)3)
3
2

×
{
3 cos(3ξ(α,m)) sin(ξ(α,m))− sin(3ξ(α,m)) cos(ξ(α,m))

}

= − 32
√
3α2(1− α)2

(−27α2m2 + 4(1− α)3)
3
2

cos(ξ(α,m)) sin3(ξ(α,m)) ≤ 0 .

On s’intéresse maintenant à la dérivée aux bords :
(
ϕ
(α)
1

)′
(0+) = (2+

√
3)α−2

2(1−α)
> 0

car α > 2
3

ainsi que
(
ϕ
(α)
1

)′
(m0(α)

−) = 4α−3
3(1−α)

. Par conséquent, lorsque α > 3
4
, la

fonction ϕ
(α)
1 est strictement croissante sur ]0;m0(α)[. Au contraire, si α < 3

4
, la

fonction ϕ(α)
1 est strictement croissante sur ]0;m1(α))] et strictement décroissante

sur [m1(α);m0(α)[ oùm1(α) est l’unique zéro de
(
ϕ
(α)
1

)′
compris strictement entre

0 et m0(α). Il reste à évaluer m1(α).
Dans le cas où α ≤ 3

4
, cherchons m1(α). On utilise à nouveau ξ(α,m) :

(
ϕ
(α)
1

)′
(m) = 0 ⇔ α

1− α

sin(ξ(α,m))

sin(3ξ(α,m))
− 1 = 0

⇔ cos(ξ(α,m)) =
1

2
√
1− α

.

En se servant d’un polynôme de Tchebychev, il vient

αm

2

√
27

(1− α)3
= 4

(
1

2
√
1− α

)3

− 3

(
1

2
√
1− α

)
=

3α− 2

2 (1− α)
3
2

.

D’où m1(α) = mc(α) =
3α−2
3
√
3α

.

Pour résumer, si l’on prend 2
3
< α < 1, la fonction χα est strictement croissante sur

]0; 3α−2
3
√
3α
] puis strictement décroissante sur [ 3α−2

3
√
3α
; +∞[ avec χα(0

+) =
√
1− α > 0

et χα(1) = 0. Ainsi la fonction χα a exactement trois zéros.
Plus précisément, si α > 3

4
, alors le maximum de χα sur R∗

+ est atteint avec la
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seconde fonction ϕ
(α)
2 . Et, si α < 3

4
, ce maximum est atteint avec la première

fonction ϕ
(α)
1 . Enfin, si α = 3

4
, le maximum est atteint au niveau de la jonction

des deux courbes à savoir 1
9
√
3
.

On remarque également que le point où la dérivée s’annule est de plus en plus
à gauche. Ainsi la partie croissante est de moins en moins longue au profit de la
partie décroissante.
De plus, la partie où χα coïncide avec ϕ(α)

1 est de plus en plus longue.
Quatrième cas : α = 2

3
. La résolution explicite donne ici m0(

2
3
) = 1

9
ainsi que

χ 2
3
(m) =





2
3
cos
[
1
3
arccos (9m)

]
−m si |m| ∈]0; 1

9
]

0 si m = 0
3

√
m
3
+
√
∆(m) + 3

√
m
3
−
√
∆(m)−m si |m| ≥ 1

9

où l’on a ∆(m) :=
√
∆ 2

3
(m) = m2

9
−
(
1
9

)3
. La fonction χ 2

3
est strictement décrois-

sante sur ]0; +∞[ bien que χ′
2
3

(0+) = 0. Et, χ 2
3
(0+) = 1√

3
. On en déduit donc que

la fonction χ 2
3

a exactement trois zéros sur R.

Cinquième cas : α < 2
3
. La résolution de l’équation polynômiale donne ici

m0(α) =
2
α

√
(1−α)3

27
et

χα(m) =





ϕ
(α)
1 (m) si |m| ∈]0;m0(α)]

0 si m = 0

ϕ
(α)
2 (m) si |m| ∈ [m0(α); +∞[

avec

ϕ
(α)
1 (m) := 2

√
1− α

3
cos [ξ (α,m)]−m

ϕ
(α)
2 (m) := 3

√
αm

2
+
√
∆α(m) + 3

√
αm

2
−
√
∆α(m)−m.

Les deux fonctions ϕ(α)
1 et ϕ(α)

2 sont strictement décroissantes sur R∗
+ d’où la fonc-

tion χα est également strictement décroissante sur R∗
+ avec χα(0

+) =
√
1− α > 0.

On en déduit donc que la fonction χ 2
3

a exactement trois zéros sur R.

Voici maintenant les graphes de χα et χ1/4
α (où χ

1/4
α correspond à la fonction χǫ

introduite dans (2.3.4) pour la valeur α et pour ǫ := 1
4
) pour différentes valeurs

de α :
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alpha=1.5

–0.2

–0.1

0

0.1

0.2

–1 –0.5 0 0.5 1

m

Fig. 2.1: χα (en trait discontinu) et χ
1
4
α

pour α > 1

alpha=1
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Fig. 2.2: χα (en trait discontinu) et χ
1
4
α

pour α = 1

alpha=0.75
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Fig. 2.3: χα (en trait discontinu) et χ
1
4
α

pour 2/3 < α < 1

alpha=0.4
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Fig. 2.4: χα (en trait discontinu) et χ
1
4
α

pour α < 2/3

On voit bien que 0, 1 et −1 sont les seuls points stables et par suite qu’il y a
exactement trois mesures invariantes pour la diffusion auto-stabilisante (0.0.5).
On peut aussi remarquer que plus α est petit, plus la courbe de χα se rapproche
de celle de la fonction linéaire par morceaux χ0 avec χ0(x) := sgn(x)− |x| avec la
convention sgn(0) = 0.
Lorsque α > ϑ = 1, on observe que la courbe de la fonction χα est de classe C1 y
compris en 0 où elle s’annule.
Quand on se trouve sur la limite α = ϑ = 1, la courbe est toujours continue mais
elle n’est plus dérivable en 0. Ceci s’explique car il s’agit de la zone limite pour
laquelle le paramètre x0 est égal à 0.
En effet, dès que α < ϑ = 1, la limite à droite de χα est strictement positive et la
courbe souffre d’une discontinuité en 0.
Enfin, comme annoncé dans la preuve du Théorème 2.8, lorsque mc(α) ≤ 0 (ce
qui se traduit ici par α ≤ 2

3
), la courbe est strictement décroissante sur R∗

+.

Remarque 2.10. Dans le Théorème 2.8, on a prouvé que si le potentiel V était
symétrique, à deux puits et si V ′′ était convexe, alors il y avait exactement trois
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mesures invariantes : les deux excentrées autour des puits a et −a ainsi que la
mesure invariante symétrique. On peut maintenant s’interroger quant à l’existence
éventuelle de mesures invariantes qui ne soient pas excentrées autour d’un fond
de puits. On sait déjà qu’il existe une mesure stationnaire excentrée autour d’une
bosse a2i (pour 1 ≤ i ≤ M) sous la condition (2.3.5). Toutefois, on va voir
que cette condition n’est pas nécessaire pour qu’il existe une mesure stationnaire
"entre" les puits a2i−1 et a2i+1 où le mot "entre" sera précisé par la suite. De
manière plus générale, on va prouver qu’il existe au moins une mesure stationnaire
"entre" deux mesures stationnaires excentrées autour de deux puits a2i+1 et a2j+1

pour tous les entiers 1 ≤ i < j ≤M .

Proposition 2.11. Soient a0 < b0 deux points critiques où V atteint des minima
locaux qui satisfont (2.3.5). Alors, il existe δ0 > 0 et ǫ0 > 0 tels que pour tout
ǫ ≤ ǫ0, le système d’équations (2.3.1)–(2.3.2) admette une solution m(ǫ) ∈ [a0 +
δ0; b0 − δ0] et par conséquent, il existe une mesure stationnaire ua0,b0ǫ définie par
m(ǫ) avec (2.3.1).

Démonstration. On considère la fonction χǫ définie par (2.3.4). On introduit à
nouveau le potentiel

Wm(x) := V (x) +
α

2
x2 − αmx

pour tout m > 0. Alors Wm(x) = Wa0(x) − α (m− a0) x où l’on a Wa0(x) :=
V (x) + α

2
(x− a0)

2 − α
2
a20. Comme a0 satisfait (2.3.5), la fonction Wa0 atteint son

minimum global en un unique point et il s’agit de a0. Montrons maintenant que
pour |δ| assez petit, il en est de même pour Wa0+δ.
Étape 1. Prouvons que tout point où la fonction Wa0+δ atteint son minimum glo-
bal converge vers a0 pour δ tendant vers 0 (en étant positif ou négatif). Pour tout
δ ∈ [−1; 1]\{0}, on considère x(δ) un point où Wa0+δ atteint son minimum global.
Donc x(δ) est un point critique de Wa0+δ ce qui implique W ′

a0+δ(x(δ)) = 0 d’où
W ′

a0
(x(δ)) = αδ. Par conséquent, quel que soit δ ∈ [−1; ; 1] \ {0},

∣∣W ′
a0
(x(δ))

∣∣ ≤ α
et donc la famille (x(δ))δ∈[−1;;1]\{0} est bornée. De plus, par définition, quel que
soit x ∈ R, Wa0+δ(x(δ)) ≤ Wa0+δ(x). En particulier, pour x = a0, cela se traduit
par Wa0(x(δ)) ≤ Wa0(a0) + αδ(x(δ)− a0) d’où l’on a la convergence de x(δ) vers
a0 quand δ tend vers 0.
Étape 2. Prouvons que le point x(δ) est unique dès que δ est assez petit. Comme
W ′′

a0
(a0) > 0 d’après l’hypothèse (2.3.5), il existe ρ > 0 tel que pour tout x ∈

[a0 − ρ; a0 + ρ], W ′′
a0
(x) > 0. Puis, pour δ assez petit, on a x(δ) ∈ [a0 − ρ; a0 + ρ].

Par conséquent, il existe δ1 > 0 tel que pour tout δ ∈ [−δ1; δ1], tous les points
où Wa0+δ atteint son minimum global sont dans l’intervalle [a0 − ρ; a0 + ρ]. Et,
comme W ′′

a0+δ(x) = W ′′
a0
(x) > 0 pour tout x ∈ [a0 − ρ; a0 + ρ], on en déduit que

le potentiel Wa0+δ atteint son minimum global en un unique point que l’on note
x(δ).
Étape 3. Montrons les deux inégalités χǫ(a0 + δ) < 0 et χǫ(a0 − δ) > 0 dès que
δ > 0 est assez petit. Comme W ′

a0+δ(x(δ)) = 0, on a W ′
a0
(x(δ)) = αδ. Etant donné
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que W ′′
a0
(a0) > 0, on obtient le développement limité à l’ordre 1 suivant :

x(δ) = a0 +
α

W ′′
a0
(a0)

δ + o(δ) .

Par conséquent :

x(δ)− (a0 + δ) = − V ′′(a0)

α + V ′′(a0)
δ + o(δ) .

En rappelant que xm est l’unique réel strictement positif qui vérifie (2.3.8) pour
tout paramètre m > 0, on en déduit qu’il existe δ2 < δ1 tel que pour tout δ ∈]0; δ2[,
on a xa0+δ − (a0 + δ) < 0 et xa0−δ − (a0 − δ) > 0. En utilisant le Lemme A.9, vu
que xa0+δ = x(δ) par définition de m 7→ xm, il vient

χǫ(a0 + δ) = xa0+δ − (a0 + δ) + o(1)

et χǫ(a0 − δ) = xa0−δ − (a0 − δ) + o(1) .

Et, par conséquent, il existe ǫ1 > 0 tel que pour tout 0 < ǫ < ǫ1, on a χǫ(a0+δ) < 0
et χǫ(a0 − δ) > 0.
Étape 4. De même, il existe δ3 > 0 tel que pour tout δ ∈]0; δ3[, il existe ǫ2 > 0
tel que pour tout 0 < ǫ < ǫ2, on a χǫ(b0 + δ) < 0 et χǫ(b0 − δ) > 0. Prendre
δ0 < min

{
δ2; δ3;

b0−a0
2

}
et ǫ0 = min {ǫ1; ǫ2} suffit à achever la preuve. En effet,

pour ǫ ≤ ǫ0, on a χǫ(a0 + δ0) < 0 < χǫ(b0 − δ0) et a0 + δ0 < b0 − δ0. Puis, en
utilisant le théorème des valeurs intermédiaires, on en déduit qu’il existe m(ǫ) ∈
[a0 + δ0; b0 − δ0] tel que χǫ(m(ǫ)) = 0.

Définition 2.12. On suppose que pour un certain 0 ≤ i ≤M−1 (où M est défini
dans l’hypothèse (V-2)), il existe une mesure invariante excentrée uiǫ autour du
puits a2i+1 (voir la Définition 2.6) et une mesure invariante excentrée ui+1

ǫ autour
du puits a2i+3. On note mi(ǫ) la moyenne de uiǫ et mi+1(ǫ) celle de ui+1

ǫ . S’il existe
m(ǫ) ∈]mi(ǫ);mi+1(ǫ)[ tel que χǫ(m(ǫ)) = 0, on dit que la mesure stationnaire
associée à m(ǫ) est intermédiaire entre uiǫ et ui+1

ǫ et on la note ui,i+1
ǫ .

Remarque 2.13. La définition précédente n’exclut pas qu’une mesure stationnaire
soit à la fois excentrée et intermédiaire.

Corollaire 2.14. Soit un potentiel V qui vérifie les hypothèses (V-1)–(V-6) ainsi
que (V-10). On suppose que pour tout 1 ≤ i ≤M :

α > 2 max
0≤i≤M

sup
y 6=a2i+1

V (a2i+1)− V (y)

(a2i+1 − y)2
. (2.3.14)

Alors, dès que ǫ est assez petit, l’équation différentielle stochastique (0.0.5) admet
au moins 2M + 1 mesures stationnaires.
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Démonstration. L’hypothèse (V-2) implique V ′′(a2i+1) > 0 pour tout 0 ≤ i ≤ M
d’où V ′′(a2i+1)+α > 0. La condition (2.3.14) implique que chacun des a2i+1 vérifie
la condition (2.3.5). On peut donc appliquer la Proposition 2.11 avec a1 et a3. On
est alors assuré de l’existence de δ1 > 0 et de ǫ1 > 0 tels que, pour tout 0 < δ < δ1,
pour tout ǫ < ǫ1 la fonction χǫ s’annule en un point m1,3(ǫ) de l’intervalle
[a1+δ; a3−δ]. On fait de même avec chacun des a2i+1 et a2i+3 pour 0 ≤ i ≤M−1.
On pose ensuite δ0 := min {δ1, · · · , δM} et ǫ0 := min {ǫ1, · · · , ǫM}. Alors, pour tout
ǫ ∈]0; ǫ0[, la fonction χǫ s’annule sur chacun des intervalles [a2i+1 + δ0; a2i+3 − δ0]
pour i allant de 0 à M − 1. On pose I :=

⋃M−1
i=0 [a2i+1 + δ0; a2i+3 − δ0].

Puis, on peut appliquer la Proposition 2.4 et l’on sait que le système admet une
mesure stationnaire excentrée uiǫ autour de chacun des points critiques a2i+1 pour
0 ≤ i ≤M dont la moyenne vérifie en outre mi(ǫ) /∈ I.
Par conséquent, on a au moins 2M + 1 mesures stationnaires. M sont intermé-
diaires et M + 1 sont excentrées autour des fonds de puits.

Le Corollaire 2.14 peut en particulier être appliqué si α > ϑ puisque la défini-
tion du paramètre ϑ implique ϑ ≥ 2max0≤i≤M supy 6=a2i+1

V (a2i+1)−V (y)

(a2i+1−y)2
. Illustrons-le

maintenant dans un cas simple.

Exemple 2.15. On considère le potentiel

V (x) :=
x4

4
+
x3

3
− x2

2
.

Il s’agit d’un potentiel non symétrique dont la dérivée seconde est convexe qui
possède deux puits : ag := −1−

√
5

2
ainsi que ad := −1+

√
5

2
. Voici son graphe :
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0

0.5

1

–2 –1 0 1

x

Bien que V ′′ soit convexe, on remarquera qu’avec ce potentiel - selon la valeur
de α - il peut y avoir une seule comme trois mesures stationnaires.

Afin de faire apparaître l’influence de α sur le nombre de mesures stationnaires
et afin de ne pas confondre avec les notations de l’Exemple 2.9, j’introduis la
notation :

χ̂ǫ
α(m) :=

exp
[
−2

ǫ

(
x4

4
+ x3

3
− x2

2
+ α

2
x2 − αmx

)]

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
y4

4
+ y3

3
− y2

2
+ α

2
y2 − αmy

)]
dy

−m.
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Et, je noterai χ̂α sa limite pour ǫ tendant vers 0.
On remarque : V (ad) =

−13+5
√
5

24
> −13−5

√
5

24
= V (ag). On est assuré de l’existence

d’une mesure invariante excentrée autour de ag pour ǫ assez petit. Et, on aura de
même autour de ad si α > αc = supy 6=ad

2V (ad)−V (y)

(y−ad)
2 . Or, on peut développer

2
V (ad)− V (y)

(y − ad)
2 = −V ′′(ad)−

V (3)(ad)

3
(y − ad)−

1

2
(y − ad)

2 .

En calculant, il vient V ′′(ad) =
5−

√
5

2
et V (3)(ad) = −1 + 3

√
5. Par conséquent

2
V (ad)− V (y)

(y − ad)
2 = −

{
u2

2
+

−1 + 3
√
5

3
u+

5−
√
5

2

}

où u := y−ad. On en déduit immédiatement que la valeur critique de α introduite
dans l’inégalité (2.3.14) est ici αc = 1+3

√
5

18
∈ [0.428; 0.429]. On peut également

évaluer facilement ϑ = supy∈R−V ′′(y) et l’on a ϑ = 4
3
.

Je vais donc prendre dans un premier temps trois valeurs différentes de α. L’une
strictement plus petite que αc, l’une entre αc et ϑ et enfin la troisième strictement
plus grande que ϑ. Puis, je compléterai par trois autres valeurs afin de relier le
comportement de ce système avec celui de l’Exemple 2.9.
Quelle que soit la valeur de α, on introduit :

Wm,α(x) := V (x) +
α

2
x2 − αmx =

x4

4
+
x3

3
+
x2

2
(α− 1)− αmx .

On va s’intéresser à la fonction χ̂ǫ
α et à sa limite χ̂α comme dans l’Exemple 2.9.

On va d’ailleurs s’appuyer sur ce qui a déjà été fait dans cet exemple. En effet,
quel que soit m ∈ R et quel que soit α > 0 on a :

Wm,α(x) =
1

4

(
x+

1

3

)4

−
4
3
− α

2

(
x+

1

3

)2

+
11− 9α− 27αm

27

(
x+

1

3

)
+ C

où C dépend de α et m mais ne présente pas le moindre intérêt. Ainsi quel que
soit ǫ > 0, quel que soit m ∈ R et quel que soit α > 0 on peut écrire

χ̂ǫ
α(m) :=

∫
R
x exp

[
−2

ǫ
Wm,α(x)

]
dx∫

R
exp

[
−2

ǫ
Wm,α(x)

]
dx

−m .

On applique le changement de variable x := −1
3
+ 2√

3
z et l’on obtient

χ̂ǫ
α(m) =

2√
3

∫
R
z exp

{
−2

ǫ̂

[
z4

4
− 1

2

(
1− 3

4
α
)
z2 + 11−9α−27αm

24
√
3

z
]}

dz

∫
R
exp

{
−2

ǫ̂

[
z4

4
− 1

2

(
1− 3

4
α
)
z2 + 11−9α−27αm

24
√
3

z
]}

dz
− 1

3
−m
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avec ǫ̂ := 9
16
ǫ. On pose α̂ = 3

4
α et m̂ = 27αm+9α−11

18
√
3α

. Il vient

χ̂ǫ
α(m) =

2√
3





∫
R
z exp

[
−2

ǫ̂

(
z4

4
− 1

2
(1− α̂)z2 − α̂m̂z

)]
dz

∫
R
exp

[
−2

ǫ̂

(
z4

4
− 1

2
(1− α̂)z2 − α̂m̂z

)]
dz

− m̂



− 11

27α
.

En faisant tendre ǫ vers 0, ǫ̂ tend également vers 0 et l’on en déduit donc

χ̂α(m) =
2√
3
χα̂ (m̂)− 11

27α

où χα correspond à la fonction utilisée dans l’Exemple 2.9. Comme le comporte-
ment de cette fonction a déjà été bien étudié quelle que soit la valeur du paramètre
α > 0, on peut tracter les résultats.
Par exemple, on a la convergence uniforme sur tout compact ne contenant pas
11−9α
27α

(ce qui correspond à m̂ = 0). Au passage, le paramètre m̂ varie sur R

tout comme m. Aussi, on ne se servira plus de m. Par ailleurs, contrairement à
l’Exemple 2.9, les graphiques seront tracés pour la valeur ǫ := 1

10
puisque 1

4
est

trop grand.
Dans l’Exemple 2.9, trois comportements étaient apparus. Ainsi :

Premier cas : α ≤ 8
9
. Alors, α̂ ≤ 2

3
. Ceci implique que la fonction χα est

continue ainsi que décroissante strictement sur R∗
− puis continue et décroissante

strictement sur R∗
+. De plus, on a une discontinuité en m̂ = 0. On sait également

que χα (+∞) = −∞ et χα (−∞) = +∞. Par conséquent, la fonction χ̂α a un com-
portement similaire. Elle réalise une bijection de

]
−∞; 11−9α

27α

[
vers ]χ− (α) ; +∞[

ainsi qu’une bijection de
]
11−9α
27α

; +∞
[

vers ]−∞;χ+ (α) [ où χ− (α) et χ+ (α) sont
respectivement les limites de χ̂α quand z tend vers 11−9α

27α
par valeurs inférieures

et supérieures.

alpha=0.2

–3

–2.5

–2
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–0.5

0

–2 –1 0 1 2 3

m

Fig. 2.5: χ̂α (en trait fin) et χ̂ǫ
α (en trait

épais) pour α < αc

alpha=0.8

–1.2
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–0.8

–0.6

–0.4

–0.2

0

0.2

–1 0 1 2

m

Fig. 2.6: χ̂α (en trait fin) et χ̂ǫ
α (en trait

épais) pour α ∈]αc;
8
9 [

Calculons maintenant ces valeurs. Rappelons que limz→0− χα̂(z) = −
√
1− α̂ et

limz→0+ χα̂(z) =
√
1− α̂. On obtient directement χ− (α) = − 2√

3

√
1− 3

4
α− 11

27α
=

−
√

4
3
− α− 11

27α
< 0. Comme χ− (α) < 0, la fonction χ̂α a exactement un zéro sur
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]
−∞; 11−9α

27α

[
.

De même, χ+ (α) =
√

4
3
− α − 11

27α
. Si χ+ (α) ≤ 0, la fonction χ̂α n’admet pas

de zéro sur ]11−9α
27α

; +∞[ et ainsi admet un unique zéro sur R. Inversement, si
χ+ (α) > 0, il y a exactement deux zéros sur R. On regarde donc le signe :

χ+ (α) > 0 ⇔ α3 − 4

3
α2 +

121

729
< 0

⇔
(
α− 11

9

)(
α− 1− 3

√
5

18

)(
α− 1 + 3

√
5

18

)
< 0 .

Comme on prend α > 0 et α < 8
9
, cette condition équivaut à α > 1+3

√
5

18
= αc. Par

conséquent, lorsque α < αc =
1+3

√
5

18
, il y a une mesure stationnaire qui est unique

comme l’indique le graphique. Au contraire, il y en a trois dès que α > αc.

Deuxième cas : α ∈]8
9
; 4
3
[. Alors α̂ ∈]2

3
; 1[. Ceci implique à nouveau l’exis-

tence d’une discontinuité en 11−9α
27α

. La fonction est continue partout ailleurs avec
χ̂α (+∞) = −∞ et χ̂α (−∞) = +∞. De plus, il existe mc (α̂) tel que χα̂ soit stric-
tement décroissante sur ] −∞;−mc (α̂)], strictement croissante sur [−mc (α̂) ; 0[,
strictement croissante sur ]0;mc (α̂)] et enfin strictement décroissante sur la demi-
droite [mc (α̂) ; +∞[.

alpha=1
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Fig. 2.7: χ̂α (en trait fin) et χ̂ǫ
α (en trait

épais) pour 8
9 < α < 11

9

alpha=1.25

–0.8

–0.6

–0.4

–0.2

0

0.2

–1.5 –1 –0.5 0 0.5 1

m

Fig. 2.8: χ̂α (en trait fin) et χ̂ǫ
α (en trait

épais) pour 11
9 < α < 4

3

Comme précédemment, on note χ− (α) la limite inférieure de χ̂α en 11−9α
27α

. On a

χ− (α) = −
√

4
3
− α − 11

27α
< 0. Et, on dispose de la positivité stricte de χ+ (α) si

et seulement si α < 11
9
. Dans le cas où α ≥ 11

9
, α̂ ≥ 11

12
> 3

4
. Aussi sait-on que le

maximum local de χα̂ est atteint en mc (α̂) =
3α̂−2
3
√
3α̂

. En d’autres termes :

max
z∈] 11−9α

27α
;+∞[

χ̂α(z) =
2√
3
ϕ
(α̂)
2

(
3α̂− 2

3
√
3α̂

)
− 11

27α
=

5

27α
> 0 où l’on a

ϕ
(α̂)
2

(x
α̂

)
=

3

√
x

2
+

√
x2

4
+

(α̂− 1)3

27
+

3

√
x

2
−
√
x2

4
+

(α̂− 1)3

27
− x

α̂
.
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C’est toujours strictement positif donc la fonction χα admet exactement deux zé-
ros sur l’intervalle

]
11−9α
27α

; +∞
[
. Lorsque 8

9
< α < 4

3
, on a à nouveau trois mesures

stationnaires bien que la courbe de la fonction χ̂α ne traverse toujours l’axe des
abscisses qu’à deux reprises quand α < 11

9
.

Troisième cas : α ≥ 4
3
. Alors α̂ ≥ 1. Ceci implique que la fonction χ̂α est conti-

nue sur R, que χ̂α (−∞) = +∞, que χ̂α (+∞) = −∞. De plus, il existe deux réels
m̂1 (α) < m̂2 (α) tels que χ̂α est décroissante strictement sur ]−∞; m̂1(α)], crois-
sante strictement sur [m̂1(α); m̂2(α)] et décroissante strictement sur [m̂2(α); +∞[.
Les paramètres m̂1(α) et m̂2(α) correspondent à −mc (α̂) et mc (α̂) défini plus
haut. maxz∈] 11−9α

27α
;+∞[ χ̂α(z) = 5

27α
> 0 et minz∈]−∞; 11−9α

27α [ χ̂α(z) < 0. Par consé-

quent, la fonction χ̂α admet exactement un zéro sur chacun des trois intervalles
de monotonie.
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Fig. 2.9: χ̂α (en trait fin) et χ̂ǫ
α (en trait

épais) pour α = 4
3
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Fig. 2.10: χ̂α (en trait fin) et χ̂ǫ
α (en

trait épais) pour α > 4
3

En prenant maintenant α ≥ 4
3
, la courbe de χ̂ 4

3
coupe l’axe des abscisses à trois

reprises exactement et il y a trois mesures stationnaires pour ǫ assez petit.

Résumé. On a exactement trois cas de figure :

1. Si α ≤ αc, la fonction χ̂α admet un zéro unique et des techniques similaires à
celles employées dans le Théorème 2.8 permettent de prouver que la fonction
χ̂ǫ
α admet exactement un zéro pour ǫ assez petit.

2. Si α ∈]αc;
11
9
], la fonction χ̂α admet exactement deux zéros. Toutefois, la

fonction χ̂ǫ
α étant continue contrairement à la fonction χ̂α, pour ǫ assez

petit, il y a exactement trois zéros pour χ̂ǫ
α. Deux sont proches des deux

zéros de χ̂α et le troisième est "caché dans la discontinuité".

3. Si α > 11
9
, la fonction χ̂α admet exactement trois zéros et il en est de même

pour χ̂ǫ
α pour ǫ assez petit. La discontinuité lorsque α < 4

3
ne contient plus

de zéro puisque la limite à gauche et la limite à droite sont toutes les deux
négatives.

Les deux figures les plus éloignées illustrent bien l’absence de trivialité dans toute
étude portant sur les mesures stationnaires (et par suite toutes leurs conséquences
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comme la convergence en temps long de la loi vers une mesure stationnaire)
d’un processus auto-stabilisant évoluant dans un paysage multi-puits. En effet,
on constate que si l’on est en-dessous de la valeur critique αc, dans ce cas précis,
on a l’unicité de la mesure stationnaire.

2.4 Seuils critiques

Dans les nombreux résultats qui ont été décrits dans la Section 2.3 (Proposi-
tion 2.4, Corollaire 2.7, Théorème 2.8, Exemple 2.9, Proposition 2.11, Corollaire
2.14, Exemple 2.15), il était demandé que ǫ soit assez petit. On peut se demander,
pour chacun de ces résultats s’il existe un seuil ǫc qui dépende de V et de F tel
qu’en-deça, les résultats soient vrais et tel qu’au-dessus, ils soient faux. Si un tel
seuil existe, que vaut-il ?

Dans cette section, on étudiera le cas particulier décrit dans l’Exemple 2.9. Soit
donc V (x) := x4

4
− x2

2
. L’existence des mesures invariantes excentrées est exacte-

ment équivalente à l’existence d’au moins trois zéros pour la fonction χα
ǫ :

χα
ǫ (m) :=

∫
R
x exp

[
−2

ǫ

(
x4

4
− 1−α

2
x2 − αmx

)]
dx

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
x4

4
− 1−α

2
x2 − αmx

)]
dx

−m.

On s’intéresse alors au seuil critique suivant :

ǫc (α) := sup
{
ǫ0 > 0 | ∀ ǫ ∈]0; ǫ0[ , ∃m (ǫ) ∈]0; 1[ tel que χα

ǫ (m (ǫ)) = 0
}
.

En effet, χα
ǫ est impaire et limm→+∞ χα

ǫ (m) = −∞. Donc, l’existence de deux
zéros différents de 0 équivaut en fait à l’existence d’un m > 0 tel que χα

ǫ (m) > 0.
De plus, on a vu dans la preuve du Théorème 2.8 que pour tout m ≥ a = 1, on
avait χα

ǫ (m) < 0.

Or, si (χα
ǫ )

′ (0) > 0, on sait qu’un tel m existe vu que χα
ǫ est continue sur R+. Par

ailleurs :

(χα
ǫ )

′ (0) =
2α

ǫ

∫
R
x2 exp

[
−2

ǫ

(
x4

4
− 1−α

2
x2
)]
dx

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
x4

4
− 1−α

2
x2
)]
dx

− 1

= α

{∫
R+
t2 exp

[
− ǫ

8
t4 + 1−α

2
t2
]
dt

∫
R+

exp
[
− ǫ

8
t4 + 1−α

2
t2
]
dt

− 1

α

}

=: αT (α, ǫ)

après le changement de variable x :=
√

ǫ
2
t. On note

∂T
∂y

(x, y) = −1

8

{
E
[
X6
]
− E

[
X4
]
E
[
X2
] }
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où X est une variable aléatoire de densité ux,y(t) :=
exp[− y

8
t4+ 1−x

2
t2]

Z(x,y)
1{t≥0} par

rapport à la mesure de Lebesgue. L’inégalité de Jensen implique ainsi E [X4] ≤
(E [X6])

2
3 et E [X2] ≤ (E [X6])

1
3 d’où E [X4]E [X2] < E [X6] (vu que la loi de

X n’est pas une mesure de Dirac) si bien que la fonction T est décroissante
strictement par rapport à la variable ǫ. Par conséquent, quel que soit α > 0,

il existe un unique ǫ0(α) > 0 tel que
(
χα
ǫ0(α)

)′
(0) = αT (α, ǫ0(α)) = 0. Pour

ǫ < ǫ0(α), la dérivée est strictement positive d’où l’on a existence des mesures
invariantes excentrées c’est-à-dire que l’on a ǫ0(α) ≤ ǫc(α). On peut également

calculer la valeur précise ǫ0(1) = 8

(
Γ( 3

4)
Γ( 1

4)

)2

.

Par définition de ǫ0(α), pour tout α > 0, on a
∫

R

(
2α

ǫ0(α)
x2 − 1

)
exp

[
− 2

ǫ0(α)

(
x4

4
− 1− α

2
x2
)]

dx = 0

∫

R

(
z2 − 1

)
exp

[
−ǫ0(α)

8α2

(
z4 − 4α

ǫ0(α)
z2
)]

exp

[
−z

2

2

]
dz = 0

⇔ E
{
ξ2 (ǫ0(α), α,X)

}
= 0

où X est une gaussienne centrée réduite et où l’on a

ξ2 (ǫ, α, x) :=
(
x2 − 1

)
exp

[
− ǫ

8α2

(
x4 − 4α

ǫ
x2
)]

.

Pour simuler ǫ0(α), on se donne r > 0 et N ∈ N∗. L’entier N a pour vocation
à être très grand puisqu’il sera le nombre de tirages indépendants d’une variable
aléatoire dont la loi sera choisie judicieusement. Au contraire, le réel r doit être
le plus petit possible puisqu’il correspond à la précision.
On tire N variables aléatoires indépendantes gaussiennes centrées et réduites
(Xi)1≤i≤N . La méthode de Monte-Carlo invite à prendre l’estimateur suivant de
ǫ0(α) :

ǫr,N0 (α) := r

[
min

{
p ∈ N∗

∣∣∣
N∑

i=1

ξ2 (pr, α,Xi) < 0

}
− 1

]
.

Rappelons toutefois que l’on n’a pas prouvé ǫc(α) = ǫ0(α) ni même ǫc(α) < +∞.
On dispose uniquement de l’inégalité ǫ0(α) ≤ ǫc(α). Il est donc naturel de chercher
plus particulièrement ǫc(α). Pour ceci, on reprend la définition de cette valeur
critique à savoir :

ǫc (α) := sup
{
ǫ0 > 0 | ∀ ǫ ∈]0; ǫ0[ , ∃m ∈]0; 1[ tel que E

[
ξ1(ǫ, α,m,X)

]
> 0
}

où X est une gaussienne centrée réduite et

ξ1(ǫ, α,m, x) :=

(√
ǫ

2α
x−m

)
exp

[
−2

ǫ

(
ǫ2x4

16α2
− ǫx2

4α
−
√
ǫα

2
mx

)]
.
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On introduit M ∈ N∗ et on prend l’estimateur suivant :

ǫr,N,M
c (α) := r

[
pr,N,M (α)− 1

]
avec

pr,N,M(α) := min

{
p ∈ N∗ | ∀ 1 ≤ k ≤M − 1

N∑

i=1

ξ1

(
pr, α,

k

M
,Xi

)
< 0

}
.

Les tests sont effectués sur les réels de la forme k
M

pour 1 ≤ k ≤ M − 1 afin de
savoir si la fonction χα

ǫ y est positive.

Le premier estimateur tend vers ǫ0(α) alors que le second converge vers ǫc(α). On
notera toutefois deux grands défauts concernant ǫr,N,M

c (α) par rapport à ǫr,N0 (α).
Premier défaut. Les deux estimateurs reposent sur la même méthode : on teste
chacun des ǫ := pr avec p ≥ 1 et l’on regarde si cette valeur est assez petite.
Toutefois, pour le premier, on n’effectue qu’un seul calcul d’espérance pour chacun
des tests y compris dans le dernier test. Au contraire, avec l’estimateur ǫr,N,M

c (α),
on effectueM−1 calculs dans le dernier test ǫ := pr,N,M(α)r puisque par définition,
lorsque l’on teste pr,N,M(α)r, la valeur de la fonction χα

ǫ en chacun des réels k
M

est
négative. Comme on prend M grand, le calcul est plus rapide avec ǫr,N0 (α) plutôt
qu’avec ǫr,N,M

c (α).
Second défaut. L’estimateur ǫr,N,M

c (α) passe à côté d’une éventuelle excursion
positive sur un des intervalles ] l

M
; l+1

M
[ avec 0 ≤ l ≤ M − 1 en particulier sur

l’intervalle ]0; 1
M
[.

Voici maintenant une courbe simulée de ǫ0(α) et de ǫc(α) avec α ∈ [0; 2] et une
autre avec α ∈ [2; 4] :

0.2
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0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

0.5 1 1.5 2

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

2 2.5 3 3.5

où les ronds correspondent à ǫr,N0 (α) et les croix correspondent à ǫr,N,M
c (α). Pour

réaliser ces deux courbes, on a pris r := 10−4,N := 2×105 etM := 103. Le premier
constat est la finitude de ǫc(α) pour tous les α ∈ [0; 4]. On note également que les
deux valeurs seuils sont croissantes suivant le paramètre α.
Mais aussi, l’apparition des mesures invariantes excentrées ne nécessite pas que ǫ
soit exagérément petit par rapport à α. Par exemple, lorsque α = 3, avoir ǫ ≤ 2 est
suffisant pour que la diffusion auto-stabilisante admette au moins trois mesures
stationnaires. Ainsi même si le travail se situe avec ǫ tendant vers 0, le résultat
de non-unicité des mesures stationnaires est valable avec l’équation pourtant plus
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simple suivante :

dXt =
√
2dBt −

(
X3

t + 2Xt

)
dt+ 3E [Xt] dt

ce qui prouve indubitablement que le cas d’une diffusion dirigée par le gradient
d’un potentiel non convexe est fondamentalement différent du cas convexe.
Qui plus est, on remarque que pour α ∈ [0; 2], les deux estimateurs fournissent
des valeurs quasiment similaires. En revanche, pour α ≥ 2, un écart entre les deux
commence à se former. Et, cet écart grandit avec α. Bien que le second soit calibré
pour approcher directement ǫc(α) ≥ ǫ0(α) alors que le premier approche ǫ0(α), on
remarque qu’avec les mêmes valeurs de r et N , bien que le calcul soit plus long
pour le second estimateur, celui-ci fournit une valeur strictement plus petite que
celle établie par le premier lorsque M = 1000. Aussi, il est préférable d’utiliser
ǫr,N0 (α) plutôt que ǫr,N,M

c (α).

2.5 Mesures stationnaires quand l’intéraction F ′ est quelconque

L’avantage principal du cas où l’intéraction est linéaire est que le problème
d’existence d’une mesure invariante revient in fine à un problème de paramétri-
sation en dimension 1. Dans le cas général, il est possible de paramétrer mais en
dimension supérieure. On perd ainsi la possibilité d’utiliser le théorème des valeurs
intermédiaires. Toutefois, avant de détecter les éventuelles mesures excentrées, on
va prouver qu’il existe au moins une mesure invariante symétrique lorsque le po-
tentiel V est symétrique. En effet, il ne peut y avoir de mesures stationnaires
symétriques si le potentiel V ne l’est pas :

Lemme 2.16. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-1)–
(V-6) ainsi que (V-10). Supposons que V ne soit pas symétrique. Soit un potentiel
d’intéraction F qui vérifie (F-1)–(F-5). La diffusion auto-stabilisante (0.0.5) n’ad-
met pas de mesure stationnaire symétrique dont le moment d’ordre 8q2 est fini.

Démonstration. Supposons par l’absurde qu’il y ait une mesure stationnaire sy-
métrique dont le moment d’ordre 8q2 est fini : duǫ. On sait alors que cette mesure
admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue (d’après le Lemme 2.2)
notée uǫ(x). De plus, elle vérifie :

uǫ(x) =
exp

[
−2

ǫ
(V (x) + F ∗ uǫ(x))

]
∫
R
exp

[
−2

ǫ
(V (y) + F ∗ uǫ(y))

]
dy

.

La mesure uǫ étant symétrique, la fonction F ∗uǫ est symétrique. Soit maintenant
un point x0 ∈ R tel que V (x0) 6= V (−x0). On a alors uǫ(x0) 6= uǫ(−x0) ce qui est
impossible étant donné que la mesure uǫ est symétrique.
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2.5.1 Mesures invariantes symétriques

Dans cette sous-section, on suppose que le potentiel de confinement V satisfait
l’hypothèse (V-8) c’est-à-dire qu’il est symétrique. Rappelons que l’on note −a son
puits le plus à gauche et a son puits le plus à droite.
Lorsque le potentiel d’intéraction F est de degré 2, l’équation (2.3.2) est satisfaite
avec m1(ǫ) = 0 c’est-à-dire que l’on est assuré de l’existence (et même de l’unicité)
de la mesure invariante symétrique. Regardons maintenant le cas général lorsque
la partie "surquadratique" de F n’est pas nulle.
Pour prouver que la diffusion gouvernée par l’équation (0.0.5) admet une mesure
stationnaire symétrique, on va utiliser une méthode similaire à celle employée dans
[5]. Rappelons le théorème du point fixe de Schauder :

Proposition 2.17. Soient B un espace de Banach, C un convexe fermé de B et
A une application continue de C dans C telle que A(C) est compact.
Alors, A admet un point fixe dans C.

Dans le but d’utiliser cette proposition, on a besoin de quelques définitions.

Définition 2.18. 1. Soit un entier p > 4q où q est l’entier strictement positif
défini dans les hypothèses (V-6) et (F-4).
2. Soit B := {f : R −→ R | supx∈R (1 + |x|p) |f(x)| <∞} un espace de Banach.
On le munit de la norme | |∞ définie comme suit

||f ||∞ := sup
x∈R

(1 + |x|p) |f(x)| .

3. Soit M > 0. On introduit alors

CM :=

{
f ∈ B, f ≥ 0,

∫

R

f = 1, f(x) = f(−x), ||f ||∞ ≤M

}
. (2.5.1)

4. On se donne maintenant une application Aǫ qui agit sur les fonctions f ∈ B

de la sorte :

Aǫ(f)(x) :=
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) +

∫ x

0
(F ′ ∗ f) (y)dy

)]
∫
z∈R exp

[
−2

ǫ

(
V (z) +

∫ z

0
(F ′ ∗ f) (y)dy

)]
dz

(2.5.2)

=
exp

[
−2

ǫ
(V (x) + F ∗ f(x)− F ∗ f(0))

]

λǫ(f)
,

avec λǫ(f) :=

∫

z∈R
exp

[
−2

ǫ

(
V (z) +

∫ z

0

(F ′ ∗ f) (y)dy
)]

dz . (2.5.3)

5. Enfin, comme il faudra un certain contrôle sur les moments, on introduit la
notation suivante pour tout 0 ≤ k ≤ p− 2 :

γk(u) :=

∫

R

|x|ku(x)dx .
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L’espace B est un espace de Banach et CM est un espace fermé, convexe et
inclus dans B. Le travail de cette sous-section consiste - comme on peut s’en
douter à la lecture de la Proposition 2.17 - à montrer que l’application Aǫ stabilise
CM et y est continue. On a ainsi l’existence d’un point fixe ce qui se traduit
par l’existence d’une fonction symétrique dans l’ensemble B correspondant à une
mesure stationnaire symétrique admettant une densité par rapport à la mesure de
Lebesgue.

Lemme 2.19. Il existe deux constantes C1 et C2, toutes les deux indépendantes
de M telles que pour toute fonction u ∈ CM , on a :

1. γk(u) ≤MC1 pour tout 0 ≤ k ≤ p− 2.

2. Et, pour tout x ∈ R,

α

2
x2 ≤

∫ x

0

(F ′ ∗ u)(y)dy ≤ C2Mx2(1 + x2q) . (2.5.4)

Démonstration. 1. Soit u ∈ CM alors, comme k ≤ p − 2, la fonction x 7→ |x|k
1+|x|p

est intégrable sur R. De plus, la définition de CM implique (1 + |x|p) u(x) ≤ M
pour tout x ∈ R. D’où

γk(u) =

∫

R

|x|k
1 + |x|p (1 + |x|p)u(x)dx ≤M

∫

R

|x|k
1 + |x|pdx ≤MC1

en posant C1 := 1 + max
0≤r≤p−2

∫

R

|x|r
1 + |x|pdx.

2. Soit x ≥ 0. La fonction u est dans CM donc elle est symétrique. D’après
l’hypothèse (F-1) et la définition de α, on a F ′(x) = αx + F ′

0(x). L’hypothèse
(F-3) implique que F ′ ainsi que F ′

0 sont positives sur R+ et comme elles sont
impaires, on peut utiliser l’inégalité fournie dans le Lemme 4.3 de [5]. On obtient
alors :

F ′
0(x) ≤

1

2

(
F ′
0(x− y) + F ′

0(x+ y)
)
, ∀y ∈ R , x ∈ R+ .

Par conséquent, pour tout x ≥ 0 :

∫ x

0

(F ′
0 ∗ u) (y)dy =

∫ x

0

∫ +∞

0

(
F ′
0(y − z) + F ′

0(y + z)
)
u(z)dzdy

≥
∫ x

0

∫

R+

2F ′
0(y)u(z)dzdy ≥ 0 .

Cette inégalité implique
∫ x

0

(F ′ ∗ u) (y)dy =

∫ x

0

(F ′
0 ∗ u) (y)dy +

α

2
x2 ≥ α

2
x2 pour tout x ≥ 0 .
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Comme x 7→
∫ x

0
(F ′ ∗ u) (y)dy est paire, l’inégalité est valable pour tout x ∈ R.

3. Etant donné que la fonction x 7→
∫ x

0
(F ′ ∗ u) (y)dy est symétrique, on restreint

l’étude à x ≥ 0.
∫ x

0

(F ′ ∗ u) (y)dy =
1

2

∫ x

0

∫ ∞

0

(
F ′(y − z) + F ′(y + z)

)
u(z)dzdy.

Les hypothèses (F-1) et (F-4) entraînent que F est une fonction polynômiale paire
de degré 2n ≤ 2q où q ≥ 1 est défini dans (V-5). On peut ainsi écrire F ′ comme
suit

F ′(x) =

q−1∑

k=0

αkx
2k+1.

En écrivant pour les besoins du calcul : F(y, z) := F ′(y−z)+F ′(y+z), on trouve

F(y, z) = 2y

q−1∑

k=0

αk

k∑

j=0

C2j+1
2k+1y

2jz2k−2j

≤ qy max
0≤k≤q−1

|αk|22q+2 max
0≤k≤q

k∑

j=0

y2jz2k−2j ≤ Cy
(
1 + y2q

) (
1 + z2q

)
.

Finalement, avec p > 4q, il existe une constante C ′ > 0 telle que :
∫ ∞

0

F(y, z)u(z)dz ≤ Cy
(
1 + y2q

) ∫ ∞

0

(
1 + z2q

)
u(z)dz

≤ Cy
(
1 + y2q

) ∫ ∞

0

1 + z2q

1 + zp

(
(1 + zp)u(z)

)
dz

≤ C ′yM
(
1 + y2q

)
.

En intégrant, on obtient
∫ x

0

(F ′ ∗ u)(y)dy ≤ C2Mx2(1 + x2q) pour tout x ∈ R+ et

donc pour tout x ∈ R.

Lemme 2.20. Il existe M0 tel que pour tout M ≥ M0, Aǫ(CM) ⊂ CM . De plus,
il existe une constante C(ǫ) > 0 telle que

1

λǫ(u)
≤ C(ǫ)

√
M (2.5.5)

pour tout u ∈ CM où λǫ(u) est définie dans (2.5.3).

Démonstration. La plupart des axiomes à vérifier pour prouver que Aǫ stabilise
CM le sont par la définition même de Aǫ dans (2.5.2). En effet, Aǫu est une fonction

symétrique et positive qui vérifie
∫

R

Aǫu(x)dx = 1. Il suffit donc de prouver ceci :

sup
x∈R

(1 + |x|p)Aǫu(x) ≤M .
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D’après (2.5.2) et d’après le Lemme 2.19 on obtient une minoration de la constante
de renormalisation :

λǫ(u) =

∫ +∞

−∞
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) +

∫ x

0

(F ′ ∗ u)(y)dy
)]

dx

≥
∫ +∞

−∞
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + C2Mx2

(
1 + x2q

) )]
dx .

Soit V := supx∈[−a;a] V (x). On a alors l’inégalité suivante :

λǫ(u) ≥
∫ a

−a

exp

[
−2

ǫ
V − 2

ǫ
C2Mx2(1 + a2q)

]
dx .

On pose ξ(M) :=
√
ǫ(2C2M(1 + a2q))−1/2. Par définition, lim

M→∞
ξ(M) = 0. Après

avoir appliqué le changement de variable x := ξ(M)y et utilisé le Lemme A.1, on
trouve le développement suivant :

∫ +a

−a

exp

[
−2

ǫ
V − 2

ǫ
C2Mx2(1 + a2q)

]
dx = 2e−

2
ǫ
V ξ(M)

∫ a/ξ(M)

0

e−x2

dx

= ξ(M) {C(ǫ) + o(1)}

où C(ǫ) est indépendant de M et o(1) tend vers 0 quand M converge vers +∞.
Par conséquent 1

λǫ(u)
≤ C(ǫ)

√
M où C(ǫ) est une constante positive ne dépendant

que des paramètres du système et de ǫ d’après la définition de ξ(M). Ceci prouve
donc la majoration (2.5.5).
En se servant de (2.5.2) et de (2.5.5), on prouve que l’on a

(1 + |x|p)Aǫu(x) ≤ C(ǫ)
√
M(1 + |x|p)e− 2

ǫ
V (x) ≤ C ′(ǫ)

√
M,

où C ′(ǫ) est une constante positive au même titre que C(ǫ). Afin de conclure, il
suffit de choisir M ≥ C ′(ǫ)2.
On obtient immédiatement : sup

x∈R
(1 + |x|p) f(x) ≤M ce qui était le dernier axiome

à vérifier pour être assuré de l’appartenance de Aǫu à l’espace CM .

On a prouvé que l’opérateur Aǫ allait de CM dans lui-même. Prouvons main-
tenant qu’il y est continu.

Lemme 2.21. Aǫ est un opérateur continu sur CM pour la norme infini.

Démonstration. Étape 1. Soient u, v ∈ CM . On définit :

Λǫ(x) := e−
2
ǫ
V (x)

{
exp

[
−2

ǫ
F u(x)

]
− exp

[
−2

ǫ
F v(x)

]}
(2.5.6)

= e−
2
ǫ
V (x)−α

ǫ
x2

{
exp

[
−2

ǫ
F u
0 (x)

]
− exp

[
−2

ǫ
F v
0 (x)

]}
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où l’on a F u(x) :=
∫ x

0
(F ′ ∗ u) (y)dy et F u

0 (x) :=
∫ x

0
(F ′

0 ∗ u) (y)dy et de même
avec v.
Or, on sait que |e−a − e−b| ≤ |a − b| si a, b ≥ 0. Pour pouvoir appliquer cette
inégalité, on doit d’abord prouver que les fonctions F u

0 et F v
0 sont positives. D’après

le Lemme 2.19, pour chaque fonction f ∈ CM l’intégrale
∫ x

0
(F ′ ∗ f) (y)dy est

minorée par α
2
x2. Donc

∫ x

0
(F ′

0 ∗ f) (y)dy ≥ 0 vu la relation : F ′(y) = F ′
0(y) + αy.

D’où :

|Λǫ(x)| ≤ 2

ǫ
e−

2
ǫ
V (x)−α

ǫ
x2

Λǫ
0(x) (2.5.7)

avec Λǫ
0(x) := |F u

0 (x)− F v
0 (x)| =

∣∣∣∣
∫ x

0

∫

R

F ′
0(y − z)

(
u(z)− v(z)

)
dzdy

∣∣∣∣ .

Comme u et v sont des éléments de CM , ces fonctions sont paires. Aussi le chan-
gement de variable z → −z ne change pas l’intégrale en z. Il vient ainsi

Λǫ
0(x) =

∣∣∣∣
∫ x

0

∫ ∞

0

(F ′
0(z + y)− F ′

0(z − y))
(
u(z)− v(z)

)
dzdy

∣∣∣∣

≤
∫ x

0

∫ ∞

0

|F ′
0(z + y)− F ′

0(z − y)| |u(z)− v(z)| dzdy . (2.5.8)

L’hypothèse (F-4) nous fournit l’existence de deux constantes strictement positives
Cq et C telles que

|F ′
0(z + y)− F ′

0(z − y)| ≤ 2|y|Cq

(
1 + |z + y|2q−2 + |z − y|2q−2

)

≤ 2|y|Cq

(
1 + 22q−1|z|2q−2 + 22q−1|y|2q−2

)

≤ C|y|
(
1 + |y|2q−1 + |z|2q−1

)

≤ C|y|
(
1 + |y|2q−1

) (
1 + |z|2q−1

)
. (2.5.9)

On va maintenant trouver une borne supérieure pour |u(z)−v(z)| dans l’inégalité
(2.5.8). Comme u, v ∈ CM on en déduit u(z)(1+ |z|p) ≤M et v(z)(1+ |z|p) ≤M ,
quel que soit z ∈ R. L’inégalité triangulaire permet d’obtenir |u(z) − v(z)|(1 +

|z|p) ≤ 2M et par suite
√
|u(z)− v(z)| ≤

√
2M

1+|z|p . En conséquence, quel que soit

z ∈ R, il vient

|u(z)− v(z)| ≤
√
||u− v||∞

√
2M

1 + |z|p (2.5.10)

où ‖ · ‖∞ représente la norme infinie. En utilisant (2.5.10), (2.5.9) ainsi que (2.5.8)
afin d’estimer Λǫ

0, on obtient

Λǫ
0(x) ≤ C

√
||u− v||∞

∫ x

0

|y|
(
1 + |y|2q−1

)
dy

∫ ∞

0

√
2M

1 + |z|p
(
1 + z2q−1

)
dz .
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Comme p > 4q l’intégrale portant sur la variable z est finie et peut être considérée
comme un terme constant. D’après (2.5.7) et en utilisant la positivité de αx2, on
trouve directement l’existence d’une constante positive C > 0 telle que

Λǫ(x) ≤ C

√
M

ǫ

√
||u− v||∞ x2

(
1 + |x|2q−1

)
e−

2
ǫ
V (x) .

D’après l’hypothèse (V-3), l’expression x2 (1 + |x|2q−1) (1 + |x|p) e− 2
ǫ
V (x) peut être

majorée par une constante qui dépend de ǫ. Par conséquent :

||Λǫ||∞ ≤ C(M, ǫ)
√

||u− v||∞ . (2.5.11)

On en déduit deux résultats. Premièrement, ||Λǫ||∞ est fini et deuxièmement
||Λǫ||∞ est petit lorsque ||u− v||∞ tend vers 0.
Étape 2. Pour tout x ∈ R, on introduit :

Ωǫ(x) :=
1

λǫ(u)λǫ(v)
exp

[
−2

ǫ

(∫ x

0

(F ′ ∗ v)(y)dy + V (x)

)]
.

Alors la différence Aǫu(x)− Aǫv(x) peut être décomposée ainsi :

Aǫu(x)− Aǫv(x) =
1

λǫ(u)
Λǫ(x) +

(
λǫ(v)− λǫ(u)

)
Ωǫ(x) . (2.5.12)

En prenant la norme uniforme, on obtient

||Aǫu− Aǫv||∞ ≤ 1

λǫ(u)
||Λǫ||∞ + |λǫ(v)− λǫ(u)| ||Ωǫ||∞ .

En combinant (2.5.5) et (2.5.11), on a

1

λǫ(u)
||Λǫ||∞ ≤ C ′(M, ǫ)

√
||u− v||∞ .

Afin de pouvoir conclure la preuve, il est suffisant de trouver une inégalité similaire
pour le terme |λǫ(v)− λǫ(u)| ||Ωǫ||∞.

|λǫ(v)− λǫ(u)| =

∣∣∣∣
∫

R

Λǫ(x)dx

∣∣∣∣

≤ C

√
M

ǫ

√
||u− v||∞

∫ +∞

−∞
x2
(
1 + |x|2q−1

)
e−

2
ǫ
V (x)dx .

D’après l’hypothèse (V-3), l’intégrale est finie et ne dépend pas de M . On a
immédiatement

|λǫ(v)− λǫ(u)| ≤ C(M, ǫ)
√

||u− v||∞ .

Il reste à majorer uniformément Ωǫ(x). D’après l’hypothèse (V-3) et (2.5.4), on a
∫ x

0

(F ′ ∗ v) (y)dy + V (x) ≥ C4x
4 +

(α
2
− C2

)
x2
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pour tout x ≥ 0. On étend cette majoration à tout x ∈ R en se servant de la symé-
trie de V et de F . La fonction x 7→ (1 + |x|p) exp

[
−2

ǫ

(∫ x

0
(F ′ ∗ v)(y)dy + V (x)

)]

est bornée par une constante qui dépend de ǫ. De plus, on peut appliquer la majo-
ration (2.5.5) à u et v. Finalement, on obtient l’existence d’une constante C(ǫ) > 0
telle que, pour tout réel x, |Ωǫ(x)| ≤ C(ǫ)M .
D’après (2.5.12), on a

||Aǫu− Aǫv||∞ ≤ C ′(M, ǫ)
√

||u− v||∞ + C(M, ǫ)
√

||u− v||∞C(ǫ)M .

En d’autres termes

||Aǫu− Aǫv||∞ ≤ C ′′(M, ǫ)
√

||u− v||∞
ce qui termine la preuve.

On a maintenant toutes les clés en main pour parvenir au résultat d’existence
d’une mesure stationnaire symétrique. En effet, nous venons de prouver que l’ap-
plication continue Aǫ stabilise un convexe fermé CM inclus dans un espace de
Banach B.

Théorème 2.22. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-6) ainsi que (V-10). On suppose de plus que V est symétrique. Alors,
la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) admet une mesure stationnaire symétrique.

Démonstration. Soit le paramètre M0 défini par le Lemme 2.20. En prenant M ≥
M0, prouvons que Aǫ(CM) est un compact. Afin d’établir ce résultat, on va estimer
la dérivée suivante :

(Aǫu)′ (x) = −2

ǫ

(F ′ ∗ u)(x) + V ′(x)

λǫ(u)
exp

[
−2

ǫ

(∫ x

0

(F ′ ∗ u)(y)dy + V (x)

)]
.

Regardons les différents termes de cette dérivée. On a déjà vu dans la preuve du
Lemme 2.20 que pour tout u ∈ CM le facteur de renormalisation λǫ(u) satisfaisait
(2.5.5) à savoir 1

λǫ(u)
≤ C(ǫ)

√
M .

D’après (2.5.4), on obtient : 0 ≤
∫ x

0
(F ′ ∗ u) (y)dy ≤ C2Mx2 (1 + x2q).

De plus, d’après les hypothèses (V-3) et (V-5), on dispose d’inégalités sur V et sa
dérivée :

V (x) ≥ C4x
4 − C2x

2 et |V ′(x)| ≤ Cq

(
1 + |x|2q

)
pour tout x ∈ R . (2.5.13)

Aussi, il suffit de trouver une majoration pour le terme contenant la convolution :
|(F ′ ∗ u) (x)| avec x ∈ R+. D’après l’hypothèse (F-4) et comme u est une fonction
paire,

|(F ′ ∗ u) (x)| =
∣∣∣∣
∫

R

F ′(x− z)u(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

0

∣∣∣F ′(x+ z) + F ′(x− z)
∣∣∣u(z)dz

≤ Cq

∫ ∞

0

{
|x+ z|

(
1 + |x+ z|2q−2

)
+ |x− z|

(
1 + |x− z|2q−2

)}
u(z)dz .
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En utilisant l’inégalité triangulaire et l’inégalité (a+b)2q−2 ≤ 22q−2 (a2q−2 + b2q−2),
on trouve

|(F ′ ∗ u) (x)| ≤
∫

R+

Cq2
2q−1

{
|x|2q−1 + |z||x|2q−2

+|x|
(
1 + |z|2q−2

)
+ |z|

(
1 + |z|2q−2

)}
u(z)dz .

Par définition de CM , on a u(z) ≤ M
1+|z|p où l’entier p est strictement plus grand

que 4q. D’où les moments d’ordre 1, 2q − 2 et 2q − 1 sont bornés dans CM : il
existe des constantes positives C et C ′ telles que

|(F ′ ∗ u) (x)| ≤ C
(
1 + |x|+ |x|2q−2 + |x|2q−1

)
≤ C ′ (1 + |x|2q+1

)
. (2.5.14)

Pour résumer : en utilisant (2.5.5), (2.5.13) et (2.5.14), on obtient

∣∣(Aǫu)′ (x)
∣∣ ≤ 2

ǫ
C ′C(ǫ)

√
M(1 + |x|2q+1) exp

[
−2

ǫ

(
C4x

4 − C2x
2
)]
. (2.5.15)

Finalement, on en déduit qu’il existe une constante strictement positive Cǫ telle
que

∣∣(Aǫu)′ (x)
∣∣ ≤ Cǫ pour tout x ∈ R.

Pour démontrer que AǫCM est compact, on se donne une suite de fonctions (un)n∈N
dans CM et on s’intéresse à la suite (Aǫun)n∈N. On sait, d’après le Lemme 2.21 que
(1 + |x|p)Aǫun(x) ≤M pour tout x ∈ R. Donc il existe une fonction v de R dans
R et une fonction croissante ϕ de N dans N telles que x 7→ (1 + xp)Aǫuϕ(n)(x)
converge vers v, uniformément sur les compacts. On étend l’uniformité à tous les
réels. En effet, (2.5.15) implique (1 + |x|p)

∣∣(Aǫun)
′ (x)

∣∣ ≤ CM,ǫe
−ρx2

où CM,ǫ et
ρ sont des constantes strictement positives. Pour tout δ > 0, soit R > 0 tel que
CM,ǫ

∫ +∞
R

e−ρx2
dx ≤ δ. Ainsi

∣∣Aǫuϕ(n)(x)− Aǫuϕ(n)(R)
∣∣ ≤ δ pour tout x ≥ R. Ceci

prouve la convergence de (1 + xp)Aǫuϕ(n) vers v uniformément sur R.
D’après le Lemme 2.20, comme M ≥M0, l’opérateur Aǫ va du convexe fermé CM

dans lui-même. Par ailleurs, le Lemme 2.21 implique la continuité de Aǫ pour la
norme infini. Vu que Aǫ(CM) est un compact, on peut appliquer le théorème de
Schauder (Proposition 2.17) à l’opérateur Aǫ sur l’espace de fonctions CM avec
M ≥ M0. On en déduit l’existence d’un point fixe f0 pour l’opérateur Aǫ sur
l’espace CM . En considérant la mesure de probabilité u0 absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue et dont la densité est f0, il vient que cette mesure
satisfait les formes intégrées (2.2.2) et (2.2.3). D’après le Lemme 2.2, cela signifie
que u0 est une mesure stationnaire symétrique pour la diffusion (0.0.5).

Il est important de noter que l’on n’a pas encore établi l’unicité de cette mesure.
Il y a toutefois un cas simple (à savoir celui où le degré du potentiel d’intéraction
F vaut 4) où l’on peut prouver cette unicité.

Proposition 2.23. Soit V un potentiel satisfaisant (V-1)–(V-6) ainsi que (V-8)
c’est-à-dire qu’il est symétrique et (V-10). Supposons que F soit de degré 4. Alors
la diffusion (0.0.5) admet une unique mesure invariante symétrique u0ǫ .
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Démonstration. Comme le potentiel d’intéraction F est de degré 4 et comme F ′

est une fonction convexe sur R+, on peut écrire F (x) = α
2
x2 + β

4
x4 où α ≥ 0 et

β > 0. Soit uǫ une mesure invariante symétrique (on sait qu’il y en a une d’après
le Théorème 2.22). On note m2(ǫ) son moment d’ordre 2. Le couple (uǫ,m2(ǫ))
est solution d’un système du type (2.3.1)–(2.3.2). En effet,

F ∗ uǫ(x) =

∫

R

F (x− z)uǫ(z)dz

=
α

2
x2 +

β

4
x4 +

3βm2(ǫ)

2
x2 +

(
α

2
m2(ǫ) +

β

4

∫

R

z4uǫ(z)dz

)
.

L’expression dans les parenthèses est une constante donc elle disparaîtra puis-
qu’apparaissant dans le numérateur comme dans le dénominateur. Alors, on ob-
tient le système d’équations suivant pour uǫ et m2(ǫ) :

2uǫ(x) = ν(m2(ǫ), x) et m2(ǫ) =

∫

R+

x2ν(m2(ǫ), x)dx

avec ν(m,x) :=
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + F (x) + 3βm

2
x2
)]

∫∞
0

exp
[
−2

ǫ

(
V (z) + F (z) + 3βm

2
z2
)]
dz

.

On introduit la fonction χǫ(m) :=
∫∞
0
x2ν(m,x)dx−m. D’après le Théorème 2.22,

on sait que χǫ admet au moins un zéro sur R+. En calculant χ′
ǫ, on prouve que χǫ

est strictement décroissante :

χ′
ǫ(m) = −3β

ǫ

{∫ ∞

0

x4ν(m,x)dx−
(∫ ∞

0

x2ν(m,x)dx

)2
}

− 1 < 0.

La conclusion est immédiate : il y a une unique mesure invariante symétrique.

Evidemment, ce résultat et la méthode qui a été utilisée pour l’obtenir est
propre à l’exemple où la paramétrisation ne fait intervenir qu’un seul paramètre.
Si le degré du potentiel d’intéraction est strictement plus grand que 4, alors le
second moment est insuffisant pour définir la mesure invariante symétrique : on
a besoin de plus de moments et la preuve d’unicité telle que développée dans la
démonstration de la Proposition 2.23 devient insuffisante.

2.5.2 Mesures invariantes excentrées

Cette partie est essentiellement motivée par la question de l’unicité des mesures
stationnaires. On vient d’établir l’existence d’une mesure invariante symétrique
lorsque V est symétrique. On a prouvé dans le cas où l’intéraction était linéaire
qu’il y avait également des mesures invariantes asymétriques autour des points
critiques sous certaines conditions même si le potentiel V était symétrique. Par
ailleurs, on a démontré que la diffusion (0.0.5) admettait une mesure stationnaire
excentrée autour de chaque puits où V réalise son minimum global.
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Prouvons maintenant dans le cas général que sous certaines conditions peu contrai-
gnantes, il existe des mesures invariantes excentrées autour des puits. En effet,
l’une des conditions que l’on utilise exclut d’office les bosses du potentiel V . Le
potentiel d’intéraction F est une fonction polynômiale mais l’on ne suppose plus
que son degré est 2. On rappelle que son degré est 2n ≤ 2q d’après les hypothèses
(F-1) et (F-4). On écrit ainsi :

F (x) =
n∑

k=1

F (2k)(0)

(2k)!
x2k .

Soit u la densité d’une probabilité par rapport à la mesure de Lebesgue. On note
µ1, · · · , µ2n−1 les moments d’ordre 1 à 2n − 1 de cette mesure que l’on appelle
également u pour simplifier. On suppose que u admet un moment d’ordre 8q2 fini.
En effet, on s’intéresse aux mesures stationnaires dont le moment d’ordre 8q2 est
fini afin que l’égalité (2.2.2) soit vérifiée ; ce qui avait nécessité l’application du
Lemme 2.2.1. Comme conséquence directe, µk est fini pour tout 1 ≤ k ≤ 2n− 1.
On pose D(x) := F ∗ u(x) − F ∗ u(0). Quel que soit le point a0 ∈ R, on obtient
alors

D(x) = F (x− a0)− F (−a0) +
2n−1∑

p=1

(−1)p

p!
(µp − ap0)

n∑

j≥ 1+p
2

F (2j)(0)

(2j − p)!
x2j−p

= F (x− a0)− F (a0) +
2n−1∑

p=1

(−1)p

p!
(µp − ap0)

(
F (p)(x)− F (p)(0)

)
.

Par conséquent D(x) = Za0
µ (x)− Za0

µ (0) où

Za0
m (x) := F (x− a0) +

2n−1∑

p=1

(−1)p

p!
(mp − ap0)F

(p)(x) . (2.5.16)

Etant donné que le produit de convolution peut être simplement exprimé en tant
que fonction polynômiale dont les coefficients dépendent uniquement des moments
de u, l’équation (2.2.2) peut être simplifiée et transformée en un simple système
dont les inconnues sont les moments de la mesure. Dans le but d’introduire ce
système, quel que soit 1 ≤ k ≤ 2n− 1, on définit la fonction

ϕ
(ǫ)
k (m1, · · · ,m2n−1) :=

∫
R
xk exp

[
−2

ǫ
(V (x) + Za0

m (x)− Za0
m (0))

]
dx∫

R
exp

[
−2

ǫ
(V (x) + Za0

m (x)− Za0
m (0))

]
dx

=

∫
R
xk exp

[
−2

ǫ
W a0

m (x)
]
dx∫

R
exp

[
−2

ǫ
W a0

m (x)
]
dx

(2.5.17)

où le potentiel qui intervient de manière effective dans l’intégrale est défini par
W a0

m (x) := V (x)+Za0
m (x). A partir de ces 2n−1 fonctions qui vont de R2n−1 dans

R, on construit la fonction suivante qui va de R2n−1 dans lui-même :

Φ(ǫ) := (ϕ
(ǫ)
1 , . . . , ϕ

(ǫ)
k , . . . , ϕ

(ǫ)
2n−1). (2.5.18)
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Par construction, la mesure associée à la densité u est stationnaire si et seule-
ment si le vecteur représentant ses 2n − 1 premiers moments (µ1, · · · , µ2n−1) est
un point fixe de l’application Φ(ǫ).

On va maintenant prouver l’existence - sous des conditions simples - d’une me-
sure invariante excentrée dont les 2n − 1 moments sont proches de a0, · · · , a2n−1

0

respectivement où a0 est un fond de puits de V . En d’autres termes, on va prou-
ver l’existence d’une mesure invariante excentrée proche de la mesure δa0 . Pour ce
faire, on va prouver qu’il existe un parallélépipède stable par l’application continue
Φ(ǫ) et qui converge vers le point (a0, a

2
0, · · · , a2n−1

0 ) quand ǫ tend vers 0. Comme
dans le cas linéaire, on va utiliser un résultat asymptotique lorsque le paramètre
ǫ tend vers 0. Ce sera donc à nouveau un résultat valable lorsque le paramètre ǫ
est en-deça d’un seuil critique dépendant de V et de F .

Théorème 2.24. Soit V un potentiel de confinement qui vérifie les hypothèses (V-
1)–(V-6) ainsi que (V-10) et F un potentiel d’intéraction qui vérifie les hypothèses
(F-1)–(F-5). Soit a0 un point où V atteint un minimum local tel que :

V (x) + F (x− a0) > V (a0) pour tout x 6= a0 . (2.5.19)

Soit une famille (ηǫ)ǫ vérifiant lim
ǫ→0

ηǫ = 0 et lim
ǫ→0

ǫ/ηǫ = 0. Sous la condition

2n−2∑

p=0

∣∣F (p+2)(a0)
∣∣

p!
|a0|p < α + V ′′(a0) , (2.5.20)

quel que soit ρ > 0, la diffusion auto-stabilisante (0.0.5), il existe une mesure
invariante excentrée que l’on notera par la suite ua0ǫ satisfaisant, pour ǫ assez petit

∣∣∣∣
∫

R

xkua0ǫ (x)dx− ak0

∣∣∣∣ ≤ ρ ηǫ pour tout 1 ≤ k ≤ 2n− 1 . (2.5.21)

Démonstration. Soit λ > 0 arbitrairement petit. On définit le parallélépipède

C(ǫ) :=
2n−1∏

p=1

[
ap0 − pap−1

0 ληǫ ; a
p
0 + pap−1

0 ληǫ

]
.

Soit m un élément de C(ǫ) alors il existe des coordonnées (rp)1≤p≤2n−1 qui ca-
ractérisent m via les équations mp = ap0 + rp ηǫ et |rp| ≤ p|a0|p−1λ pour tout
1 ≤ p ≤ 2n− 1. D’après (2.5.16) et (2.5.17), on obtient

ϕ
(ǫ)
k (m) =

∫
R
xke−

2
ǫ
(V (x)+F (x−a0)) exp

[
− 2ηǫ

ǫ

∑2n−1
p=1

(−1)prp
p!

F (p)(x)
]
dx

∫
R
e−

2
ǫ
(V (x)+F (x−a0)) exp

[
− 2ηǫ

ǫ

∑2n−1
p=1

(−1)prp
p!

F (p)(x)
]
dx

.

On applique le Lemme A.11 et la Remarque A.13 aux fonctions U(x) := V (x) +

F (x − a0), f(x) := xk et aux paramètres µp := rp et Gp(x) :=
(−1)p

p!
F (p)(x). On
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obtient :

ϕ
(ǫ)
k (m) = ak0 − ηǫ

kak−1
0

α + V ′′(a0)

2n−1∑

p=1

(−1)prp
p!

F (p+1)(a0) + o(ηǫ),

où le reste o(ηǫ) tend uniformément vers 0 quand ǫ tend vers 0 par rapport aux
coordonnées (rp)p. Notons que c’est lors de l’application de ce lemme asymptotique
que l’on s’est servi de la propriété (2.5.19) puisqu’il fallait que a0 soit l’unique point
où le potentiel effectif U := V + F (. − a0) réalise son minimum global. Il fallait
également que la dérivée seconde du potentiel effectif en a0 soit strictement positive
ce qui est une conséquence de l’inégalité (2.5.20). Par définition du parallélépipède
C(ǫ), les coordonnées satisfont |rp| ≤ p|a0|p−1λ. Ainsi sous la condition (2.5.20),

∣∣∣ϕ(ǫ)
k (m)− ak0

∣∣∣ ≤ ηǫλ
k|a0|k−1

α + V ′′(a0)

2n−1∑

p=1

∣∣F (p+1)(a0)
∣∣

p!
p|a0|p−1 + o(ηǫ)

≤ ηǫk|a0|k−1λξ + o(ηǫ)

où ξ ∈]0; 1[. Comme cette inégalité est uniforme par rapport aux coordonnées, dès
que ǫ est assez petit, on a |ϕ(ǫ)

k (m) − ak0| ≤ k|a0|k−1ληǫ, ce qui signifie Φ(ǫ)(m) ∈
C(ǫ).
Or, C(ǫ) est fermé, convexe et borné dans l’espace R2n−1, lequel est de Banach
puisque de dimension finie. Ainsi la continuité de l’application Φ(ǫ) implique que
la fermeture de l’image du parallélépipède C(ǫ) est un espace compact.
On peut alors appliquer le théorème de Schauder (Proposition 2.17) et on obtient
l’existence d’un point fixe dans le compact pour l’application Φ(ǫ). En d’autres
termes, il existe m ∈ C(ǫ) telle que la mesure associée à la densité

uǫ,m(x) =
exp

[
−2

ǫ
Wm(x)

]
∫
R
exp

[
−2

ǫ
Wm(z)

]
dz

(2.5.22)

soit invariante. On termine en prenant λ ≤ min
{

ρ
p|a0|p−1 ; 1 ≤ p ≤ 2n− 1

}
.

Il n’est pour l’instant pas possible d’établir l’unicité de la mesure invariante ex-
centrée autour de a0. L’unicité en question sera étudiée dans un prochain chapitre.
Par ailleurs, rien ne prouve qu’il n’y a pas de mesures invariantes asymétriques
qui ne soient "proches" d’aucun des points critiques de V .
On regarde maintenant de façon plus spécifique ce qu’il se passe au voisinage des
points où V réalise son minimum global.

Corollaire 2.25. 1. Si V réalise son minimum global en un point a0 qui satisfait
(2.5.20), la diffusion (0.0.5) admet une mesure invariante excentrée autour de a0
dès que ǫ est assez petit.
2. En particulier, si V est symétrique et possède deux puits distincts a et −a, alors
dès que ǫ est assez petit, si a satisfait (2.5.20) il existe au moins deux mesures
invariantes excentrées : au moins une autour de a et au moins une autour de −a.
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Démonstration. 1. Si a0 est un point critique où V atteint son minimum global,
alors V (x) ≥ V (a0) pour tout x 6= a0. Or, F (x − a0) > 0 pour tout x 6= a0. Par
conséquent, le point a0 vérifie bien l’hypothèse (2.5.19) et l’on peut donc appliquer
le Théorème 2.24 à condition que (2.5.20) soit vérifiée.
2. Si V est symétrique et possède deux puits distincts a et −a, alors V atteint son
minimum global en a et en −a et l’on est ramené au point 1 du corollaire.

On va maintenant préciser le résultat du Théorème 2.24 en se restreignant
à un parallélépipède dont l’arête est d’ordre ǫ. Avant de faire ceci, on a besoin
d’introduire un système qui apparaît naturellement lorsque l’on recherche précisé-
ment le coefficient du premier ordre dans le développement de la taille de l’arête
en fonction de ǫ.

Lemme 2.26. Soit a0 un point critique de V qui satisfait (2.5.19) et (2.5.20). Il
existe une unique solution (τ 01 , · · · , τ 02n−1) au système suivant, lequel est de Cra-
mer :

2n−1∑

p=1

(−1)p

p!
F (p+1)(a0)τp +

α + V ′′(a0)

kak−1
0

τk =
V (3)(a0)

4(α + V ′′(a0))
− k − 1

4a0
, (2.5.23)

pour 1 ≤ k ≤ 2n− 1. Et, la solution s’exprime comme suit

τ 0k = kak−1
0

a0V
(3)(a0)− (k − 1)V ′′(a0)

4a0V ′′(a0) (α + V ′′(a0))
, 1 ≤ k ≤ 2n− 1 .

Démonstration. Par la suite, on note I2n−1 la matrice unité de dimension 2n− 1
et pour A ∈ R2n−1, At représente la transposée du vecteur A. Par ailleurs, dans
la preuve, on considèrera la notation suivante : (xk)1≤k≤2n−1 = (x1, . . . , x2n−1). Le
système (2.5.23) peut être réécrit matriciellement. On définit T := (τk)

T

1≤k≤2n−1

alors

[
(α + V ′′(a0)) I2n−1 + C1C

T

2

]
T =

(
kak−1

0

( V (3)(a0)

4α + 4V ′′(a0)
− k − 1

4a0

))T

1≤k≤2n−1

où les vecteurs sont définis de la façon suivante : CT

1 := (kak−1
0 )1≤k≤2n−1 et CT

2 :=(
(−1)k

k!
F (k+1)(a0)

)
1≤k≤2n−1

. On pose maintenant

A := (α + V ′′(a0)) I2n−1 + C1C
T

2 . (2.5.24)

On remarque alors C1C
T

2 C1C
T

2 = (CT

2 C1)C1C
T

2 et

CT

2 C1 =
2n−1∑

p=1

(−1)p

p!
F (p+1)(a0)pa

p−1
0 = −

2n−2∑

p=0

(−1)p

p!
F (p+2)(a0)a

p
0 = −F ′′(0) .
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Etant donné que F ′′(0) = α, l’on obtient

A2 = (α + V ′′(a0))
2I2n−1 +

(
2(α + V ′′(a0)) + CT

2 C1

)
C1C

T

2

= (α + V ′′(a0))
2I2n−1 +

(
2(α + V ′′(a0))− F ′′(0)

)
C1C

T

2

= (α + V ′′(a0))
2I2n−1 +

(
α + 2V ′′(a0)

)
C1C

T

2

= (α + 2V ′′(a0))A− V ′′(a0) (α + V ′′(a0)) I2n−1 .

On en déduit que la matrice A est inversible (c’est-à-dire que le système linéaire
(2.5.23) est bien un système de Cramer) et en utilisant (2.5.24) on obtient facile-
ment son inverse :

A−1 =
1

V ′′(a0)(α + V ′′(a0))

(
(α + 2V ′′(a0))I2n−1 − A

)

=
1

V ′′(a0)(α + V ′′(a0))

(
V ′′(a0)I2n−1 − C1C

T

2

)
.

Le système de Cramer (2.5.23) admet ainsi une unique solution qui est la suivante

τ 0k =
1

V ′′(a0)(α + V ′′(a0))

{
V ′′(a0)ka

k−1
0

a0V
(3)(a0)− (k − 1)(α + V ′′(a0))

4a0 (α + V ′′(a0))

− kak−1
0

2n−1∑

p=1

(−1)p

p!
F (p+1)(a0)pa

p−1
0

a0V
(3)(a0)− (p− 1)(α + V ′′(a0))

4a0 (α + V ′′(a0))

}

=
kak−1

0

4a0V ′′(a0)(α + V ′′(a0))2

{
a0V

(3)(a0)

[
V ′′(a0)−

2n−1∑

p=1

(−1)pap−1
0

(p− 1)!
F (p+1)(a0)

]

− (α + V ′′(a0))

[
(k − 1)V ′′(a0)−

2n−1∑

p=2

(−1)p

(p− 2)!
F (p+1)(a0)a

p−1
0

]}

= kak−1
0

a0V
(3)(a0)− (k − 1)V ′′(a0)

4a0V ′′(a0)(α + V ′′(a0))
.

En effet, en calculant, on a

2n−1∑

p=1

(−1)p

(p− 1)!
F (p+1)(a0)a

p−1
0 = −F ′′(0) = −α

et
2n−1∑

p=2

(−1)p

(p− 2)!
F (p+1)(a0)a

p−1
0 = a0F

(3)(0) = 0

ce qui achève la preuve.

Le Théorème 2.24 prouve l’existence d’une mesure invariante excentrée autour
de a0 sous deux conditions simples à savoir (2.5.19) et (2.5.20). En se servant
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du Lemme 2.26 on va maintenant exhiber l’existence d’une mesure invariante
excentrée proche de a0 sous les mêmes conditions et dont la distance sera d’ordre
ǫ. En un sens, on anticipe sur la vitesse de convergence. Toutefois, nous ne faisons
que prouver qu’il y a une mesure stationnaire vérifiant cet écart avec δa0 . En effet,
a priori il est tout à fait possible que d’autres mesures stationnaires excentrées
autour de a0 ne vérifient pas cette propriété.

Théorème 2.27. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-
1)–(V-6) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction qui vérifie les hypothèses
(F-1)–(F-5). Soit a0 un point critique de V qui satisfait (2.5.19) et (2.5.20). Alors,
quel que soit ρ > 0, il existe ǫ0 tel que Φ(ǫ) admette un point fixe ma0(ǫ) ∈ R2n−1

qui vérifie
∣∣∣ma0

k (ǫ)−
(
ak0 − τ 0k ǫ

)∣∣∣ ≤ ρǫ, 1 ≤ k ≤ 2n− 1, ǫ ≤ ǫ0 . (2.5.25)

Et par suite, dès que ǫ est assez petit, la diffusion (0.0.5) admet une mesure
stationnaire ua0ǫ qui vérifie

∣∣∣∣
∫

R

xkua0ǫ (x)dx−
(
ak0 − τ 0k ǫ

)∣∣∣∣ ≤ ρǫ, 1 ≤ k ≤ 2n− 1, ǫ ≤ ǫ0 . (2.5.26)

Démonstration. La preuve est similaire à celle du Théorème 2.24. Soit λ > 0

arbitrairement petit et C(ǫ) :=∏2n−1
p=1

[
ap0 − (τ 0p + pap−1

0 λ)ǫ ; ap0 − (τ 0p − pap−1
0 λ)ǫ

]
.

On prend un élément m dans le parallélépipède C(ǫ). Quel que soit 1 ≤ p ≤ 2n−1,
il existe une coordonnée λp ∈ [−λ;λ] telle que mp = ap0− (τ 0p + pap−1

0 λp)ǫ. D’après
(2.5.16) et (2.5.17), on obtient

ϕ
(ǫ)
k (m) =

∫
R
xk exp

[
2
∑2n−1

p=1
(−1)pF (p)(x)

p!
(τ 0p + pa0x

p−1λp)
]
e−

2
ǫ
(V (x)+F (x−a0))dx

∫
R
exp

[
2
∑2n−1

p=1
(−1)pF (p)(x)

p!
(τ 0p + pap−1

0 λp)
]
e−

2
ǫ
(V (x)+F (x−a0))dx

pour tout 1 ≤ k ≤ 2n − 1. On applique le Lemme A.9 et la remarque A.13
avec les paramètres U(x) := V (x) + F (x − a0), µp := τ 0p + pap−1

0 λp, G := 0 et

fp(x) := 2 (−1)p

p!
F (p)(x). D’où

ϕ
(ǫ)
k (m) = ak0 −

kak−2
0

4(α + V ′′(a0))2

[
a0V

(3)(a0)− (α + V ′′(a0))
(
(k − 1)

+ 4a0

2n−1∑

p=1

(−1)p

p!
(τ 0p + pap−1

0 λp)F
(p+1)(a0)

)]
ǫ+ o(ǫ)

= ak0 −
1

α + V ′′(a0)

[ kak−1
0 V (3)(a0)

4(α + V ′′(a0))
− kak−1

0

2n−1∑

p=1

(−1)pτ 0p
p!

F (p+1)(a0)

− k(k − 1)ak−2
0

4
− kak−1

0

2n−1∑

p=1

(−1)pλpa
p−1
0

(p− 1)!
F (p+1)(a0)

]
ǫ+ o(ǫ) .
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Le reste o(ǫ) tend vers 0 uniformément par rapport aux variables (λp)p.
On note dǫk la différence |ϕ(ǫ)

k (m)− ak0 + τ 0k ǫ|. On calcule cette expression :

dǫk ≤
∣∣∣∣∣
kak−1

0 V (3)(a0)

4(α + V ′′(a0))2
− kak−1

0

α + V ′′(a0)

2n−1∑

p=1

(−1)p

p!
τ 0pF

(p+1)(a0)

− k(k − 1)ak−2
0

4(α + V ′′(a0))
− τ 0k − kak−1

0

α + V ′′(a0)

2n−1∑

p=1

(−1)p

(p− 1)!
λpF

(p+1)(a0)a
p−1
0

∣∣∣∣∣ ǫ+ o(ǫ) .

En se servant du Lemme 2.26 et en utilisant la condition (2.5.20), on obtient, pour
ǫ assez petit :

∣∣∣ϕ(ǫ)
k (m)− ak0 + τ 0k ǫ

∣∣∣ ≤ k|a0|k−1

α + V ′′(a0)

2n−1∑

p=1

|a0|p−1

(p− 1)!
|λp||F (p+1)(a0)|ǫ+ o(ǫ)

≤ λ
k|a0|k−1

α + V ′′(a0)

2n−2∑

p=0

1

p!
|F (p+2)(a0)||a0|pǫ+ o(ǫ) < k|a0|k−1δǫ .

En d’autres termes, Φ(ǫ)(m) ∈ C(ǫ) lorsque le paramètre ǫ est petit. L’applica-
tion du théorème de Schauder (Proposition 2.17) permet de prouver l’existence
d’un point fixe dans ce compact. Par conséquent, il existe m ∈ C(ǫ) tel que la
mesure associée uǫ,m(x) définie par (2.5.22) soit invariante. La preuve est achevée

en prenant λ < min
{

ρ
p|a0|p−1 ; 1 ≤ p ≤ 2n− 1

}
.

A nouveau, on peut s’intéresser au cas des puits où V réalise son minimum
global ainsi qu’au cas où V est symétrique et a deux puits.

Corollaire 2.28. 1. Si V réalise son minimum global en un point a0 qui satisfait
(2.5.20), la diffusion (0.0.5) admet une mesure invariante excentrée autour de a0
dont les moments vérifient (2.5.25) dès que ǫ est assez petit.
2. En particulier, si V est symétrique et possède deux puits distincts a et −a qui
satisfont (2.5.20), alors dès que ǫ est assez petit, la diffusion (0.0.5) admet au
moins deux mesures invariantes excentrées qui satisfont (2.5.25) : au moins une
autour de a et au moins une autour de −a.

Démonstration. 1. Si a0 est un point où V atteint son minimum global, alors
V (x) ≥ V (a0) pour tout x 6= a0. Or, F (x − a0) > 0 pour tout x 6= a0. Par
conséquent, le point a0 vérifie bien l’hypothèse (2.5.19) et l’on peut donc appliquer
le Théorème 2.27 si a0 satisfait l’inégalité (2.5.20).
2. Si V est symétrique et possède deux puits distincts a et −a, alors V atteint son
minimum global en a et en −a et l’on est ramené au point 1 du corollaire.

Remarque 2.29. 1. Dans le cas particulier où tous les coefficients de F sont posi-
tifs et où a0 ≥ 0 c’est-à-dire : a0F (p)(a0) ≥ 0 pour tout p ∈ N, la condition (2.5.20)
devient simplement V ′′(a0) > F ′′

0 (2a0) où F0 est définie par F0(x) := F (x)− α
2
x2.
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2. Dans le cas encore plus particulier où F ′ est linéaire, on a : F (x) = α
2
x2 et

alors (2.5.20) est équivalent à la condition V ′′(a0) > 0. En d’autres termes, on
obtient le résultat d’existence présenté dans le cas de l’intéraction linéaire.
3. La condition (2.5.20) implique la positivité stricte de V ′′(a0). Ainsi contraire-
ment au cas où F ′ est linéaire, seuls les puits de V sont concernés par la condition
(2.5.20).

Il est très important de noter que les résultats d’existence du cas général sont
plus faibles que ceux du cas linéaire. En effet, dans le cas linéaire, la condition
(2.3.5) est nécessaire au même titre que la condition (2.5.19) l’est dans le cas
général toutefois la condition (2.5.20) est uniquement suffisante.



3. CONVERGENCE DES MESURES STATIONNAIRES

Dans ce chapitre, on s’intéresse au comportement des mesures stationnaires
(symétriques ou asymétriques) lorsque le paramètre ǫ tend vers 0. Dès à présent
et pour tout le reste de l’étude, l’hypothèse (V-7) est satisfaite. En d’autres termes,
la fonction V coïncide sur [a1; a2M+1] avec une fonction analytique V .
Précédemment, on s’est concentré sur les mesures stationnaires dont le moment
d’ordre 8q2 est fini. On a prouvé que ces mesures étaient de la forme :

uǫ(x) =
1

λ(uǫ)
exp

[
−2

ǫ

(∫ x

0

F ′ ∗ uǫ(y)dy + V (x)

)]

=
1

λ(uǫ)
exp

[
−2

ǫ

(
F ∗ uǫ(x)− F ∗ uǫ(0) + V (x)

)]
,

avec λ(uǫ) =

∫

R

exp

[
−2

ǫ

(
F ∗ uǫ(x)− F ∗ uǫ(0) + V (x)

)]
dx .

Et inversement, des mesures de cette forme sont stationnaires pour (0.0.5) et leur
moment d’ordre 8q2 est fini.

Pour commencer l’étude asymptotique des mesures stationnaires, une attention
particulière sera déjà portée sur le cas où la fonction d’intéraction F ′ est linéaire.
D’abord, en supposant que V est symétrique, on va prouver que l’unique mesure
invariante symétrique converge vers une somme finie de mesures de Dirac. Une
étude sera d’ailleurs fournie quant au cardinal du support de la mesure limite
suivant la convexité ou non de V ′′.
Ensuite, la convergence des mesures stationnaires excentrées autour des points
critiques (on sait d’après le Corollaire 2.25 qu’il en existe au moins une) sera
effectuée. Pour conclure l’étude du cas où F ′ est linéaire, on prouvera que si V
est symétrique et si V ′′ est convexe, il y a exactement trois valeurs d’adhérence
possibles pour les mesures stationnaires lorsque ǫ tend vers 0.

On abordera ensuite le cas général en supposant que la famille (µ2n(ǫ))ǫ>0 est bor-
née où µ2n(ǫ) :=

∫
R
x2nuǫ(x)dx est le moment d’ordre 2n = deg(F ). On prouvera

que cette condition est réalisable sous des hypothèses simples portant sur V . A
partir de la bornitude de ces moments, on montrera que toute valeur d’adhérence
d’une famille de mesures stationnaires (uǫ)ǫ>0 est une somme finie de mesures
de Dirac. Des propriétés simples seront ensuite énoncées concernant ces valeurs
d’adhérence.
Puis, on spécifiera le comportement asymptotique pour les familles des mesures
stationnaires excentrées autour d’un point critique en prouvant que la limite est
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la mesure de Dirac autour de ce point critique. On fera de même avec les mesures
stationnaires asymétriques et non excentrées autour d’un point critique lorsque
V ′′ et F ′′ sont convexes. On donnera des exemples pour lesquels les seules mesures
asymétriques limites sont des mesures de Dirac chargeant un puits de V .
Pour terminer, on spécifiera le comportement asymptotique des mesures station-
naires symétriques lorsque V est symétrique. En particulier, on prouvera que si V ′′

et F ′′ sont convexes, alors il y a une unique valeur d’adhérence et celle-ci charge
soit un soit deux points. Afin de prouver que la convexité des fonctions V ′′ et F ′′

n’est pas anodine, on donnera deux exemples où le degré de F est supérieur ou
égal à 4 pour lesquels il y a strictement plus de deux points limites ; l’un avec V ′′

convexe et F ′′ non convexe et l’autre avec V ′′ non convexe et F ′′ convexe ; bien
que V possède deux puits seulement.

3.1 Convergence de uǫ quand l’intéraction F ′ est linéaire.

Pour commencer, analysons la convergence des différentes mesures station-
naires quand la fonction d’intéraction F ′ est linéaire : F (x) = α

2
x2 avec α > 0.

L’expression analytique de uǫ peut être paramétrée facilement en fonction du pre-
mier moment de la loi stationnaire. Dans le cas où le potentiel V est symétrique,
il y a une mesure invariante symétrique et elle est unique. On la note u0ǫ . Elle
s’exprime ainsi :

u0ǫ(x) =
exp

[
−2

ǫ
W0(x)

]
∫
R
exp

[
−2

ǫ
W0(y)

]
dy

avec W0(x) := V (x) +
α

2
x2, ∀x ∈ R . (3.1.1)

Le comportement asymptotique de l’expression précédente peut être obtenu en
utilisant directement la méthode de Laplace classique. Ce travail sera effectué
dans la Sous-Section 3.1.1. Si ε est petit, en ne supposant plus que le potentiel V
est symétrique, quel que soit le point critique a0 qui vérifie (2.3.5), la Proposition
2.4 démontre que pour tout δ > 0 arbitrairement petit, il existe ǫ0 > 0 tel que
pour tout 0 < ǫ < ǫ0, la difusion auto-stabilisante (0.0.5) admet au moins une
mesure stationnaire excentrée de densité ua0ǫ par rapport à la mesure de Lebesgue
définie par

ua0ǫ (x) =
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− αma0

ǫ x
)]

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
V (y) + α y2

2
− αma0

ǫ y
)]
dy

(3.1.2)

et dont le premier moment ma0
ǫ vérifie

∣∣∣∣ma0
ǫ − a0 +

V (3)(a0)

4V ′′(a0) (α + V ′′(a0))
ǫ

∣∣∣∣ ≤ δ ǫ, ∀ε ≤ ε0 . (3.1.3)

Plus particulièrement, si le potentiel V est symétrique et a deux puits, quel que
soit δ > 0, il existe un seuil critique pour ǫ en-deça duquel il existe deux mesures
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invariantes excentrées u+ǫ et u−ǫ définies par

u±ǫ (x) =
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + αx2

2
− αm±

ǫ x
)]

∫
R
exp

[
−2

ǫ

(
V (y) + α y2

2
− αm±

ǫ y
)]
dy

(3.1.4)

et

∣∣∣∣m±
ǫ − (±a) + V (3)(±a)

4V ′′(a) (α + V ′′(a))
ǫ

∣∣∣∣ ≤ δ ǫ, ∀ε ≤ ε0 . (3.1.5)

L’équation (3.1.3) permet de développer, dans la Sous-Section 3.1.2, l’analyse
asymptotique de la loi invariante dans le cas où la mesure invariante en question
est excentrée autour du point critique a0.

3.1.1 Convergence de la mesure invariante symétrique.

Pour qu’une telle mesure symétrique existe, il est nécessaire de supposer que
le potentiel de confinement V satisfait l’hypothèse (V-8). On rappelle que son
puits le plus à gauche est −a et son puits le plus à droite est a. D’après (3.1.1), la
densité est directement reliée au potentiel qui intervient de manière effective dans
l’exponentielle à savoir W0 où l’on a W0(x) := V (x) + α

2
x2.

Le potentiel W0 admet un nombre fini de points critiques. En effet, d’après l’hy-
pothèse (V-4), on sait que W ′′

0 > 0 sur [−a; a]c. Et, V coïncide avec une fonction
analytique V sur l’intervalle compact [−a; a]. D’où W ′

0 admet un nombre fini de
zéros sur R. Si tel n’était pas le cas, la fonction W ′

0 serait constante et égale à 0 sur
tout l’intervalle [−a, a] ce qui implique immédiatement W ′′

0 = 0. En particulier, on
aurait W ′′

0 (a) = 0 ce qui est impossible étant donné que W ′′
0 (a) = V ′′(a) + α > 0.

On en déduit que W ′
0 admet bien un nombre fini de zéros sur R.

La mesure symétrique notée u0ε peut alors être développée simplement en fonction
des points critiques où W0 réalise son minimum global.

Théorème 3.1. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-8) ainsi que (V-10). Soient A1 < . . . < Ar les r points critiques où
W0 atteint son minimum global et ω0 := minz∈RW0(z). Pour tout i, on intro-
duit l’entier k0(i) := min{k ∈ N |W (2k)

0 (Ai) > 0}. Puis, l’on définit k0 :=
max {k0(i) , 1 ≤ i ≤ r}. Enfin, on se donne I := {1 ≤ i ≤ r | k0(i) = k0}. Lorsque
ε → 0, la mesure u0ǫ définie par (3.1.1) converge étroitement vers la mesure dis-
crète suivante

u00 =

∑
i∈I

(
W

(2k0)
0 (Ai)

)− 1
2k0 δAi

∑
j∈I

(
W

(2k0)
0 (Aj)

)− 1
2k0

. (3.1.6)

Démonstration. Soit f une fonction continue et bornée sur R. On pose A0 := −∞
et Ar+1 := +∞. Alors, pour tout 2 ≤ i ≤ r − 1, on applique le Lemme A.3 à la
fonction U := W0 sur l’intervalle d’intégration Ji := [Ai−1+Ai

2
; Ai+Ai+1

2
]. On obtient
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l’équivalence asymptotique suivante quand ε→ 0 :

e
2
ǫ
ω0

∫

Ji

f(x)e−
2W0(x)

ǫ dx =
f(Ai)

k0(i)
Γ

(
1

2k0(i)

)(
ǫ(2k0(i))!

2W
(2k0(i))
0 (Ai)

) 1
2k0(i)

(1 + o(1)).

L’équivalence est vraie également sur les intervalles J1 et Jr. En effet, on peut
écrire J1 = J1

1 ∪ J2
1 où J1

1 est borné et contient A1 et où W0(x) ≥ x2 pour tout

x ∈ J2
1 . On fait de même avec Jr. Ainsi en posant M := e

2
ǫ
ω0
∫
R
f(t) e−

2W0(t)
ǫ dt,

on a

M =
r∑

i=1

f(Ai)

k0(i)
Γ

(
1

2k0(i)

)(
ǫ(2k0(i))!

2W
(2k0(i))
0 (Ai)

) 1
2k0(i)

(1 + o(1))

=
∑

i∈I

f(Ai)

k0
Γ

(
1

2k0

)(
ǫ(2k0)!

2W
(2k0)
0 (Ai)

) 1
2k0

(1 + o(1))

= C(k0)ǫ
1

2k0

∑

i∈I

f(Ai)
(
W

(2k0)
0 (Ai)

) 1
2k0

(1 + o(1)) (3.1.7)

avec C(k0) := 1
k0
Γ
(

1
2k0

)(
(2k0)!

2

) 1
2k0 . En appliquant le précédent résultat asymp-

totique (3.1.7) d’une part à la fonction f et d’autre part à la fonction constante
égale à 1, on a l’estimation suivante du quotient des deux :

∫
R
f(t) exp

[
−2W0(t)

ǫ

]
dt

∫
R
exp

[
−2W0(t)

ǫ

]
dt

=

∑
i∈I

(
W

(2k0)
0 (Ai)

)− 1
2k0 f(Ai)

∑
j∈I

(
W

(2k0)
0 (Aj)

)− 1
2k0

(1 + o(1)) (3.1.8)

ce qui se traduit par la convergence étroite de u0ǫ vers u00.

Si V est un potentiel symétrique à double puits, l’on s’attend naturellement
à ce que la mesure de Dirac u00 charge exactement deux points. On s’intéresse
maintenant à la géométrie de W0 et en particulier au nombre de ses puits. En effet,
ces derniers sont liés au nombre de points chargés par la mesure u00. Rappelons
que l’on note r ce nombre de points.

Proposition 3.2. Soit un potentiel V qui vérifie les hypothèses (V-1)–(V-8) ainsi
que (V-10) tel que V ′′ soit convexe, alors la mesure discrète u00 charge soit un soit
deux points c’est-à-dire r = 1 ou r = 2.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. On suppose que le support de la me-
sure u00 contient trois éléments ou plus. D’après le Théorème 3.1, ces éléments
correspondent à des points critiques où W0 atteint son minimum global (et donc
un minimum local). On en déduit que W0 admet au moins deux points critiques
où il réalise des maxima locaux. Par conséquent, W0 admet au moins cinq points
critiques. On applique le théorème de Rolle à la fonction W ′

0 et l’on en déduit que
W ′′

0 admet quatre zéros ce qui est impossible vu que W (4)
0 = V (4) ≥ 0.
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On remarquera que la condition de convexité de V ′′ était déjà apparue dans le
chapitre sur l’existence des mesures stationnaires. En effet, dans le Théorème 2.8,
si F ′ est linéaire et si le potentiel de confinement V est symétrique et de dérivée
seconde convexe, la diffusion (0.0.5) admet exactement trois mesures stationnaires
dont le moment d’ordre 8q2 est fini.
On peut se demander naturellement ce qu’il se produit lorsque V ′′ n’est pas
convexe, notamment si le résultat de la Proposition 3.2 reste vrai. En d’autres
termes, on se demande s’il existe α > 0 et un potentiel V qui vérifie les hypo-
thèses (V-1)–(V-10) (c’est-à-dire qui est de plus symétrique à double puits) pour
lesquels la mesure associée u00 possède au moins trois points dans son support.

Proposition 3.3. Soit p0 ∈ [0; 1[ et r ≥ 1. On introduit
– Une mesure de probabilité discrète (pi)1≤i≤r ∈]0; 1[r satisfaisant p1 + · · · +
pr = 1− p0,

– Une famille de points (Ai)1≤i≤r avec 0 < A1 < · · · < Ar.
Il existe un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-1)–(V-10) et
une constante positive α tels que la mesure u00 - associée à V et à l’intéraction
linéaire F ′(x) := αx - soit donnée par

u00 = p0δ0 +
r∑

i=1

pi
2
(δAi + δ−Ai) .

Démonstration. Étape 1. Définissons la fonction W comme suit :

W (x) :=
(
C + ξ(x2)2

)2 r∏

i=1

(
x2 − A2

i

)2
si p0 = 0, (3.1.9)

W (x) := x2
(
C + ξ(x2)2

)2 r∏

i=1

(
x2 − A2

i

)2
si p0 6= 0, (3.1.10)

où C est une constante positive et ξ une fonction polynômiale. C et ξ seront pré-
cisées par la suite. Par construction, la fonction W atteint son minimum global
aux points Ai (ainsi qu’en 0 dans le second cas). En utilisant (3.1.1), on introduit
V (x) := W (x)−W (0)− α

2
x2. Le Théoreme 3.1 nous dit que la mesure invariante

symétrique associée à V et F converge vers une probabilité discrète dont le sup-
port est {±Ai, 1 ≤ i ≤ r} si p0 = 0 mais {0} ∪ {±Ai, 1 ≤ i ≤ r} si p0 6= 0.
On peut également évaluer littéralement le poids de chacun des éléments du sup-
port en se servant du Théorème 3.1. Pour commencer, on remarque que la dérivée
seconde en chacun des minima globaux est strictement positive ce qui se traduit
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par k0 = 1. Plus précisément, la dérivée seconde de W satisfait

W ′′(Ai) = 8A2
i

(
C + ξ(A2

i )
2
)2 r∏

j=1,j 6=i

(
A2

i − A2
j

)2
si p0 = 0 ,

W ′′(Ai) = 8A4
i

(
C + ξ(A2

i )
2
)2 r∏

j=1,j 6=i

(
A2

i − A2
j

)2
si p0 6= 0 ,

et W ′′(0) = 2
(
C + ξ(0)2

)2 r∏

j=1

A4
j si p0 6= 0 .

D’après l’équation (3.1.6), on sait que
√

W ′′(Ak)
W ′′(Ai)

= pi
pk

si i 6= 0 et 2p0
pi

=
√

W ′′(Ai)
W ′′(0) si

p0 6= 0. D’où, si p0 = 0,

pi
pk

=

√
W ′′(Ak)

W ′′(Ai)
=
Ak

(
C + ξ(A2

k)
2
)∏r

j=1,j 6=k

∣∣A2
k − A2

j

∣∣

Ai

(
C + ξ(A2

i )
2
)∏r

j=1,j 6=i

∣∣A2
i − A2

j

∣∣
, (3.1.11)

et
2p0
pi

=

√
W ′′(Ai)

W ′′(0)
= 2

C + ξ(A2
i )

2

C + ξ(0)2

r∏

j=1,j 6=i

∣∣∣∣1−
A2

i

A2
j

∣∣∣∣ si p0 6= 0 . (3.1.12)

Étape 2. Caractérisons maintenant la fonction polynômiale ξ.
Étape 2.1. Premier cas : p0 = 0. On choisit ξ tel que ξ(A2

r) := 1. Alors (3.1.11)
fournit

C + ξ(A2
k)

2

C + 1
= ηk :=

Arpr
Akpk

r−1∏

j=1,j 6=k

∣∣∣∣
A2

r − A2
j

A2
k − A2

j

∣∣∣∣ . (3.1.13)

Posons C := inf{ηk, 1 ≤ k ≤ r} > 0. Ceci implique ηk(C + 1)− C ≥ C2 > 0. Par
conséquent, l’équation (3.1.13) devient

ξ(A2
k) =

√
(C + 1)ηk − C, pour tout 1 ≤ k ≤ r .

Finalement, en s’inspirant du polynôme de Lagrange, il suffit de choisir la fonction
polynômiale suivante (qui vérifie (3.1.13)) :

ξ(x) :=
r∑

k=1

(
r∏

j=1,j 6=k

x− A2
j

A2
k − A2

j

)
√

(C + 1)ηk − C .

Étape 2.2. Second cas : p0 6= 0. Procédons de la même façon que dans l’Étape
2.1. On construit une fonction polynômiale ξ qui satisfait (3.1.12). D’abord, on
impose ξ(0) := 1 et de cela, on définit

ηi :=
p0
pi

r∏

j=1,j 6=i

∣∣∣∣
A2

j

A2
j − A2

i

∣∣∣∣ .
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Pour C := inf{ηi, 1 ≤ i ≤ r}, on a à nouveau ηi(C + 1)− C ≥ C2 > 0. Toujours
en s’inspirant du polynôme de Lagrange, on choisit la fonction suivante :

ξ(x) :=
r∏

j=1

(
1− x

A2
j

)
+

r∑

i=1

x

A2
i

(
r∏

j=1,j 6=i

x− A2
j

A2
i − A2

j

)
√

(C + 1)ηi − C .

Ainsi choisies dans les Étapes 2.1 et 2.2, C et ξ sont telles que la mesure station-
naire symétrique converge vers p0δ0 +

∑r
i=1

pi
2
(δAi + δ−Ai) lorsque ǫ tend vers 0.

Étape 3. Il reste encore à prouver que les conditions (V-1)–(V-10) sont satis-
faites par la fonction V telle que définie dans l’Étape 1. Seules deux hypothèses
ne sont pas immédiates. D’abord, il faut prouver que V a exactement trois points
critiques : 0 ainsi que a et −a. Et, il faut également avoir V ′′(0) < 0 ainsi que
V ′′(a) > 0.
Comme la fonction W définie par (3.1.9) et (3.1.10) est une fonction polynômiale
paire, la quantité ρ(x) := W ′(x)

x
est bien définie pour tout x ∈ R (y compris en 0 en

prolongeant par continuité). De plus, ρ est une fonction polynômiale paire tendant
vers +∞ lorsque |x| tend vers +∞. D’où il existe R > 0 tel que ρ soit strictement
décroissante sur l’intervalle ]−∞;−R] et strictement croissante sur [R; +∞[. On
définit maintenant α′ := supz∈[−R;R] ρ(z). Alors, quel que soit α > α′, l’équation
ρ(z) = α admet exactement deux solutions. Ceci implique donc l’existence d’exac-
tement trois solutions à l’équation xρ(x) = αx c’est-à-dire à l’équation V ′(x) = 0.
Ainsi la condition (V-9) est bien remplie. On note a(α) la solution strictement
positive.
Il reste à prouver que l’on a V ′′(0) < 0 et V ′′(a(α)) > 0 mais aussi V ′′(x) > 0
pour tout x /∈] − a(α); a(α)[ (à savoir la seconde partie de la condition (V-4)).
Par définition, V ′′(0) = W ′′(0) − α. Ainsi il suffit de prendre α > W ′′(0). On ne
peut faire de même avec W ′′(a(α)) car a(α) dépend de α. Par définition, W est
une fonction polynômiale paire de degré 12r − 8 si p0 = 0 et de degré 12r + 2 si
p0 6= 0. On peut donc écrire

W (x) = λx2l + P(x)

où λ > 0, l ≥ 2 et P est une fonction polynômiale de degré inférieur ou égal à 2l−2.
Par conséquent, l’équation ρ(a(α)) = α implique l’équivalence suivante lorsque α

tend vers l’infini : a(α) =
(

α
2lλ

) 1
2l−2 (1 + o(1)). Ainsi W ′′(a(α)) = 2lλ (2l − 1) α

2lλ
+

o (α) = (2l − 1)α + o(α) > α dès que α est assez grand vu que l ≥ 2.
En utilisant à nouveau la fonction polynômiale P , on peut écrire :

W (3)(x) ≥ 2l(2l − 1)(2l − 2)x2l−3 − Cx2l−5

pour tout x ≥ 1 où C > 0 est une constante qui ne dépend que de la fonction
P . Ainsi, pour a(α) ≥ 1 (ce qui est possible lorsque α assez grand), quel que soit
x ≥ a(α), on a

W (3)(x) ≥ x2l−5
(
2l(2l − 1)(2l − 2)a(α)2 − C

)
.
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Par conséquent, pour α assez grand, la fonction V ′′ est croissante sur [a(α); +∞[
ce qui implique V ′′(x) > 0 pour tout x /∈]−a(α); a(α)[. Ceci achève la preuve.

3.1.2 Convergence des mesures excentrées

Dans la sous-section précédente, l’analyse de l’unique mesure invariante symé-
trique u0ε a été étudiée lorsque ε→ 0 dans le cas où le potentiel V était symétrique.
Or, on a prouvé dans la Proposition 2.4 que pour pour δ > 0, lorsque ǫ est as-
sez petit, il existe une mesure invariante excentrée autour de chacun des points
critiques a0 satisfaisant

V (x)− V (a0) +
α

2
(x− a0)

2 > 0 pour tout x 6= a0 et α + V ′′(a0) > 0 .

Et, cette mesure invariante excentrée vérifie (3.1.2) et (3.1.3).
Plus particulièrement, si V vérifie de plus les hypothèses (V-8) et (V-9), quel que
soit δ > 0, en-deça d’un certain seuil critique ǫδ, il existe deux mesures invariantes
excentrées u+ǫ et u−ǫ définies par (3.1.4) et (3.1.5).
On va maintenant décrire le comportement asymptotique des mesures excentrées
ua0ǫ . La propriété sur laquelle se fonde l’étude est la suivante : quel que soit δ > 0,
il existe ǫ0 > 0 assez petit tel que pour tout ǫ < ǫ0

∣∣∣∣ma0
ǫ − a0 +

V (3)(a0)

4V ′′(a0) (α + V ′′(a0))
ǫ

∣∣∣∣ ≤ δǫ, ε ≤ ε0 (3.1.14)

où ma0
ǫ est le moment d’ordre 1 d’une mesure invariante excentrée autour de a0

c’est-à-dire l’unique paramètre dont dépend ua0ǫ . Remarquons qu’on ne demande
rien quant à une éventuelle convexité de V ′′. On ne demande pas non plus la
moindre unicité quant à la mesure invariante excentrée autour de a0. Qui plus est,
on ne suppose pas par la suite que l’on est dans le cadre de la Proposition 2.4. On
suppose uniquement que l’on dispose de l’inégalité (3.1.14).

Théorème 3.4. La mesure invariante ua0ǫ définie par (3.1.2) et (3.1.3) converge
étroitement vers δa0 quand ǫ tend vers 0.

Démonstration. On définit W a0
ǫ (x) := V (x) + α

2
x2 − αma0

ǫ x. Soit f une fonction
continue, bornée et positive sur R dont le maximum est noté M := supz∈R f(z).
D’après l’égalité (3.1.2), on a

∫

R

f(x)ua0ǫ (x)dx =

∫
R
f(x) exp

[
−2

ǫ
W a0

ǫ (x)
]
dx∫

R
exp

[
−2

ǫ
W a0

ǫ (x)
]
dx

.

On introduit U(y) := V (y)+ α
2
y2−αa0y. D’après l’inégalité (3.1.14), pour ε assez

petit, on obtient
∫

R

exp

[
−2

ǫ
W a0

ǫ (y)

]
dy ≤

∫

R

ξ+(y) exp

[
−2

ǫ
U(y)

]
dy

où ξ+(y) := exp

{
− αV (3)(a0)

2V ′′(a0) (α + V ′′(a0))
y + 2αδ |y|

}
,
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δ étant un réel positif arbitrairement petit. D’après le Lemme A.9, lorsque ǫ tend
vers 0, on a le résultat asymptotique suivant :
∫

R

ξ+(y) exp

[
−2

ǫ
U(y)

]
dy =

√
πǫ

α + V ′′(a0)
exp

[
−2

ǫ
U(a)

]
ξ+(a0)(1 + o(1)) .

On peut obtenir une minoration par des arguments similaires en remplaçant ξ+(y)
par ξ−(y) où

ξ−(y) := exp

{
− αV (3)(a0)

2V ′′(a0) (α + V ′′(a0))
y − 2αδ |y|

}
.

Par conséquent, pour tout η > 1, il existe ε1 > 0 tel que

1

η
ξ−(a0) ≤

√
U ′′(a0)

πǫ
e

2U(a0)
ǫ

∫

R

e−
2
ǫ
W
a0
ǫ (x)dx ≤ η ξ+(a0) , (3.1.15)

pour tout ε ≤ ε1. De la même manière, il existe ε2 > 0 tel que

1

η
f(a0)ξ

−(a0) ≤
√
U ′′(a0)

πǫ
e

2U(a0)
ǫ

∫

R

f(x)e−
2
ǫ
W
a0
ǫ (x)dx ≤ ηf(a0)ξ

+(a0), (3.1.16)

pour tout ε ≤ ε2. En prenant le quotient de (3.1.16) par (3.1.15), on obtient
immédiatement :

1

η2
f(a0) exp [−4αa0δ] ≤

∫

R

f(x)ua0ǫ (x)dx ≤ η2f(a0) exp [4αa0δ] ,

pour tout ε ≤ min(ε1, ε2). δ est arbitrairement petit et η est arbitrairement proche
de 1, donc on en déduit la convergence de

∫
R
f(x)ua0ǫ (x)dx vers f(a0).

Comme précédemment, on peut regarder le cas particulier où le potentiel V
est symétrique et possède deux puits a et −a.
Corollaire 3.5. Si le potentiel V vérifie les hypothèses (V-1)–(V-10) c’est-à-dire
qu’il est symétrique et possède deux puits, la mesure invariante u+ǫ (respectivement
u−ǫ ) définie par (3.1.2) et (3.1.3) converge étroitement vers δa (respectivement vers
δ−a) quand ǫ tend vers 0.

Démonstration. Comme V atteint son minimum global en a, V (x) ≥ V (a) pour
tout x ∈ R d’où V (x)−V (a)+F (x− a) > 0 pour tout x 6= a. De plus, V ′′(a) > 0
donc α + V ′′(a) > 0. On peut donc appliquer le Théorème 3.4.

3.1.3 L’ensemble des mesures limites

Dans le cas particulier où le potentiel V est symétrique et a exactement deux
puits a et −a, lorsque V ′′ est convexe, on peut décrire avec exactitude l’ensemble
des mesures stationnaires associées à (0.0.5) à ǫ fixé lorsque celui-ci est assez
petit. En effet, en-dessous d’un seuil critique, le Théorème 2.8 précise qu’il y a
exactement trois mesures invariantes.
On se demande ce qu’il se produit lorsque ǫ tend vers 0. Commençons par un
résultat préliminaire :
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Lemme 3.6. Soit un potentiel de confinement V qui satisfait les hypothèses (V-
1)–(V-10). On suppose de plus que V ′′ est une fonction convexe. Alors, il existe un
unique réel x0 ≥ 0 tel que V ′(x0) = −αx0 et α + V ′′(x0) ≥ 0. De plus, l’inégalité
α + V ′′(0) ≥ 0 est équivalente à x0 = 0.

Démonstration. Comme V ′′ est une fonction symétrique et convexe, on trouve
ϑ = −V ′′(0) où ϑ est défini par (0.0.7). Soit χ la fonction définie par χ(x) :=
V ′(x) + αx. On distingue deux cas différents :
Premier cas. Si α ≥ −V ′′(0), la convexité de V ′′ implique α + V ′′(x) > 0
pour tout x 6= 0. Par conséquent, 0 est l’unique solution positive de l’équation
V ′(x) + αx = 0. De plus, 0 vérifie bien α + V ′′(0) ≥ 0.
Second cas. Si α < −V ′′(0), la fonction χ admet au plus trois zéros vu qu’elle
est impaire et que sa dérivée est convexe. Etant donné que χ(0) = 0, il existe
au plus un zéro strictement positif. L’inégalité α + V ′′(0) < 0 implique la stricte
décroissance de χ sur un intervalle [0; τ ] puis sa stricte croissance sur [τ ; +∞[. De
plus, limx→+∞ χ(x) = +∞ ce qui permet de conclure sur l’existence d’un unique
zéro strictement positif, lequel vérifie bien α+ V ′′(x0) ≥ 0 puisqu’il se trouve sur
l’intervalle ]τ ; +∞[.

A partir de là, on peut prouver la tiercéïté des mesures limites.

Proposition 3.7. Soit un potentiel de confinement V qui satisfait les hypothèses
(V-1)–(V-10). On suppose de plus que V ′′ est une fonction convexe. Alors la fa-
mille des mesures stationnaires admet exactement trois valeurs d’adhérence quand
ǫ tend vers 0. Deux sont asymétriques : δa et δ−a. La troisième est symétrique et
il s’agit de 1

2
δx0 +

1
2
δ−x0 où x0 a été introduit dans le Lemme 3.6.

Démonstration. D’après le Théorème 2.8, comme V est symétrique à double puits
et comme V ′′ est convexe, il existe exactement trois mesures invariantes pour
l’équation non-linéaire (0.0.5) dès que ε est assez petit. Ces mesures sont u0ǫ (dé-
finie par (3.1.1)) ainsi que u+ǫ et u−ǫ définies par (3.1.2).
1) Le Théorème 3.1 prouve la convergence de u0ǫ vers une mesure de probabi-
lité discrète u00 définie par (3.1.6). Vu que V ′′ est convexe, le support de cette
probabilité discrète contient soit un soit deux éléments comme le prouve la Pro-
position 3.2. Et, les éléments correspondent aux points critiques où le potentiel
W0(x) := V (x) + α

2
x2 atteint son minimum global. Or, on sait que W0 atteint son

minimum global en un unique point sur R+ et il s’agit de x0 d’après le Lemme 3.6.
Si α ≥ −V ′′(0), x0 = 0 ce qui signifie r = 1 c’est-à-dire u00 = δ0. Si α < −V ′′(0),
x0 > 0 ce qui signifie r = 2 c’est-à-dire u00 =

1
2
δx0+

1
2
δ−x0 vu que u00 est symétrique.

2) Le Corollaire 3.5 prouve que u±ǫ converge vers δ±a.

3.2 Le cas général

Dans cette section, on va analyser le comportement asymptotique pour ǫ ten-
dant vers 0 des mesures invariantes uǫ pour la diffusion auto-stabilisante (0.0.5)
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dans le cas général où F n’est pas réduit à un polynôme de degré 2. Rappelons
que le Lemme 2.2 fournit l’expression suivante :

uǫ(x) =
exp

[
−2

ǫ
Wǫ(x)

]
∫
R
exp

[
−2

ǫ
Wǫ(y)

]
dy

avec Wǫ := V + F ∗ uǫ − F ∗ uǫ(0) . (3.2.1)

Comme F est une fonction polynômiale de degré 2n, la fonction Wǫ introduite
plus tôt peut être développée comme suit

Wǫ(x) = V (x) +
∞∑

k=1

xk

k!
ωk(ǫ) avec ωk(ǫ) :=

∞∑

l=0

(−1)l

l!
F (l+k)(0)µl(ǫ), (3.2.2)

µl(ǫ) étant le moment d’ordre l de la mesure uǫ.
On dit que Wǫ est le pseudo-potentiel. Comme F est une fonction polynômiale de
degré 2n, la somme précédente dans (3.2.2) ne contient en réalité qu’un nombre
fini de termes. Afin d’étudier le comportement de la mesure uε pour des petites
valeurs de ǫ, on a besoin de connaître précisément celui du pseudo-potentiel Wǫ.
Remarquons que la convergence Lp de la mesure uǫ vers une éventuelle mesure u0
impliquerait la convergence de son pseudo-potentiel associé Wǫ vers un pseudo-
potentiel limite W0.
L’étude du comportement asymptotique de uε sera organisé comme suit :

– Étape 1. D’abord, on prouve que sous la condition de bornitude de la famille
{µ2n(ǫ), ε > 0} (où 2n := deg(F )), on peut trouver une suite (ǫk)k≥0 tendant
vers 0 en décroissant telle que le pseudo-potentiel Wǫk converge vers un
pseudo-potentiel limite W0 associé à une mesure u0. Et, l’on a de plus la
convergence de uǫk vers u0. Par ailleurs, on montre que cette condition est
vraie à partir de conditions simples portant sur V ainsi que sur F .

– Étape 2. On décrit la mesure u0 : c’est à nouveau une mesure de probabilité
discrète dont le support correspond aux points où le pseudo-potentiel limite
W0 atteint son minimum global. Ainsi on a certaines conditions simples pour
les caractériser.

– Étape 3. On analyse le comportement des mesures invariantes excentrées
autour d’un point critique a0 et l’on prouve que ces mesures convergent
vers δa0 . En particulier, si V satisfait (V-8) et (V-9), les mesures invariantes
excentrées autour de a et de −a convergent respectivement vers δa et δ−a où
a > 0 est défini par (V-8). Ensuite, on exhibe des potentiels d’intéraction F
pour lesquels ces deux mesures de Dirac sont les seules mesures asymétriques
limites lorsque le potentiel est V (x) = x4

4
− x2

2
.

– Étape 4. Finalement, on s’intéresse aux mesures symétriques lorsque le po-
tentiel V est symétrique. Après avoir prouvé la bornitude des moments, on
montre certains exemples non triviaux (c’est-à-dire où la fonction d’inté-
raction F ′ n’est pas linéaire) pour lesquels les supports des mesures limites
contiennent au moins trois points bien que le potentiel de confinement V
soit à double puits.
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3.2.1 Convergence étroite pour une sous-suite de mesures invariantes

Soit (uǫ)ǫ>0 une famille de mesures stationnaires. La principale condition dont
on se sert par la suite est la suivante :

(H) La famille {µ2n(ǫ), ǫ > 0} est bornée où 2n := deg(F ).

Cette condition est satisfaite si le potentiel V est une fonction polynômiale dont
le degré est strictement supérieur à celui de F , le potentiel d’intéraction :

Proposition 3.8. Soit (uǫ)ǫ>0 une famille de mesures invariantes pour la dif-
fusion (0.0.5). On suppose que V est une fonction polynômiale de degré 2m0 :=
deg(V ) > deg(F ) =: 2n. Alors, la famille (uǫ)ǫ>0 vérifie la condition (H).

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite décroissante (ǫk)k∈N qui tende
vers 0 telle que la suite de moments µ2m0(k) :=

∫
R
x2m0uǫk(x)dx tende vers +∞.

D’après (3.2.1) et (3.2.2) on peut écrire le moment d’ordre 2m0 sous la forme
suivante :

µ2m0(k) =

∫
R
x2m0 exp

[
− 2

ǫk

(∑2m0−1
r=1 Mr(k)x

r + C2m0x
2m0
)]
dx

∫
R
exp

[
− 2

ǫk

(∑2m0−1
r=1 Mr(k)xr + C2m0x

2m0
)]
dx

,

où Mr(k) :=
1

r!

{
V (r)(0) +

2n−r∑

l=0

(−1)l

l!
F (l+r)(0)µl(k)

}

et C2m0 :=
V (2m0)(0)

(2m0)!
.

Mr(k) est une combinaison des moments µj(k), avec 0 ≤ j ≤ max(0, 2n − r).
Remarquons que le coefficient de degré 0 a disparu lorsque l’on a pris le quotient.
De plus, Mr(k) ne dépend pas de εk pour tous les 2n ≤ r ≤ 2m0. Par ailleurs,
on a supposé la convergence de µ2m0(k) vers +∞. Ensuite, en considérant s0 le
plus petit indice tel que µs0(k) ne soit pas borné, la quantité M2n−s0(k) n’est pas
bornée non plus. Ainsi, quitte à considérer une sous-suite, il existe des indices r
tels que Mr(k) converge vers +∞ ou −∞. On introduit la suite

ηr(k) := Mr(k) (µ2m0(k))
−
(
1− r

2m0

)

pour tout 1 ≤ r ≤ 2m0. Le changement de variable x := (µ2m0(k))
1

2m0 y fournit

1 =

∫
R
y2m0 exp

[
−2µ2m0 (k)

ǫk

(∑2m0−1
r=1 ηr(k)y

r + C2m0y
2m0
)]
dy

∫
R
exp

[
−2µ2m0 (k)

ǫk

(∑2m0−1
r=1 ηr(k)yr + C2m0y

2m0
)]
dy

. (3.2.3)

Le plus haut moment qui apparaît dans l’expression Mr(k) est celui d’ordre 2n−r.
D’après l’inégalité de Jensen, il existe une constante C > 0 telle que |Mr(k)| ≤
Cµ2m0(k)

2n−r
2m0 pour tout 1 ≤ r ≤ 2n− 1. On obtient la majoration suivante :

|ηr(k)| ≤ Cµ2m0(k)
n−m0
m0 −→ 0 .
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On considère la fonction :

Θ(τ) :=

∫
R
y2m0 exp

[
−2µ2m0 (k)

ǫk

(∑2m0−1
r=1 ηr(k)y

r + C2m0y
2m0 − τy2

)]
dy

∫
R
exp

[
−2µ2m0 (k)

ǫk

(∑2m0−1
r=1 ηr(k)yr + C2m0y

2m0 − τy2
)]
dy

qui est paramétrée en fonction de ηr(k) et de ǫk. Le théorème de dérivation sous
le signe somme nous donne Θ′(τ) = E [X2m0+2] − E [X2m0 ] [X2] où X est une
variable aléatoire dont la loi est absolument continue par rapport à la mesure de

Lebesgue et a pour densité
exp

[
−

2µ2m0
(k)

ǫk
(
∑2m0−1
r=1 ηr(k)xr+C2m0x

2m0−τx2)
]
dy

∫
R
exp

[
−

2µ2m0
(k)

ǫk
(
∑2m0−1
r=1 ηr(k)yr+C2m0y

2m0−τy2)
]
dy

. L’inéga-

lité de Jensen implique donc la croissance de la fonction Θ. Par conséquent, quel
que soit k ∈ N∗, on a η2m0(k) ≤ Θ(τ) pour tout τ > 0. On introduit la fonction
Wτ (y) := C2m0y

2m0 − τy2. On procède comme dans la preuve du Théorème 3.1 en
appliquant le Lemme A.3 et la Remarque A.5 à la fonction Wτ et aux paramètres
ηr(k) qui tendent vers 0. Comme le résultat du Lemme A.3 est vrai uniformément
par rapport aux paramètres ηr(k), on en déduit que Θ(τ) tend vers x2m0

τ quand

k tend vers l’infini ; où xτ =
(

τ
m0C2m0

) 1
2m0−2

est l’unique point où Wτ atteint son

minimum global sur R+. Ainsi quel que soit τ > 0, il existe k0 tel que pour tout

k ≥ k0, on ait l’inégalité 0 ≤ 1 ≤ 2
(

τ
m0C2m0

) m0
m0−1

ce qui est impossible. Finale-

ment, on en déduit que la famille {µ2m0(ε), ε > 0} est bornée.

Comme 2n < 2m0, la famille {µ2n(ε), ε > 0} est bornée d’où la condition (H) est
vérifiée.

A partir de maintenant, on va supposer que la condition (H) est vérifiée. Par
conséquent, on peut appliquer le théorème de Bolzano-Weierstrass et on obtient
le résultat suivant :

Lemme 3.9. Sous la condition (H), il existe une suite décroissante (ǫk)k≥0 tendant
vers 0 telle que pour tout 1 ≤ l ≤ 2n − 1, µl (ǫk) converge vers un réel que l’on
note µl(0).

Il est explicite dans (3.2.2) que les moments µl(ε) caractérisent le pseudo-
potentiel Wǫ. On a obtenu une suite de mesures dont les moments sont convergents
donc on peut extraire une sous-suite telle que le pseudo-potentiel converge. Pour
k ∈ N∗, on écrit :

ωk(0) :=
∞∑

l=0

(−1)l

l!
F (l+k)(0)µl(0) puis W0(x) := V (x) +

∞∑

k=1

xk

k!
ωk(0) . (3.2.4)

Comme dans (3.2.2), il y a seulement un nombre fini de termes non nuls dans les
deux sommes donc W0(x) est bien défini quel que soit x ∈ R.
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Proposition 3.10. Sous la condition (H), il existe une suite décroissante (ǫk)k≥0

tendant vers 0 telle que, pour tout j ∈ N, (W (j)
ǫk )k≥1 converge vers W (j)

0 , unifor-
mément sur chaque compact de R, où le pseudo-potentiel limite W0 est défini par
(3.2.4), et (uǫk)k≥1 converge étroitement vers une mesure de probabilité u0.

Démonstration. Par (3.2.4), on obtient, pour tout p ≥ 1,

|ωp(ǫ)− ωp(0)| ≤
∞∑

l=1

∣∣F (l+p)(0)
∣∣

l!
|µl (ǫ)− µl (0)| .

Remarquons à nouveau que la somme dans le membre droit de l’inégalité contient
un nombre fini de termes. En utilisant le Lemme 3.9, on obtient l’existence d’une
sous-suite qui permet la convergence vers 0 de chaque terme. Par conséquent, pour
tout p ∈ N, ωp(ǫk) tend vers ωp(0) quand k tend vers l’infini. Soit x ∈ R, comme
V est de classe C∞, W (j)

ǫk (x) et W (j)
0 (x) sont bien définis. De plus, on obtient

∣∣∣W (j)
ǫk

(x)−W
(j)
0 (x)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

p=j

xp−j

(p− j)!
ωp(ǫk)−

∞∑

p=j

xp−j

(p− j)!
ωp(0)

∣∣∣∣∣

≤
∞∑

p=j

|x|p−j

(p− j)!
|ωp(ǫk)− ωp(0)| .

Comme il y a un nombre fini de termes dans la somme et comme chacun de ces
termes tend vers 0, on obtient directement la convergence séquentielle de W (j)

ǫk

vers W (j)
0 . Afin d’obtenir la convergence uniforme, on remarque que, pour j ≥ 1,

la suite
(
W

(j)
εk (y)

)
est uniformément bornée sur tout compact. C’est une simple

conséquence de la régularité de V et de la majoration suivante :

|W (j)
εk

(y)| ≤ |V (j)(y)|+
∞∑

p=j

|y|p−j

(p− j)!
|wp(εk)| .

Prouvons maintenant l’existence d’une sous-suite de (εk)k≥0 pour laquelle on peut
prouver la convergence étroite de la mesure invariante correspondante. D’après la
condition (H), la suite {µ2 (ǫk) ; k ≥ 1} est bornée. On notem2 la borne supérieure.
En utilisant l’inégalité de Bienayme-Tchebychev, pour tout R > 0 et k ≥ 1, on
obtient la minoration suivante : uǫk([−R;R]) ≥ 1− m2

R2 . En conséquence, la famille
de mesures {uǫk ; k ∈ N∗} est tendue. Le théorème de Prohorov permet de conclure
que la famille {uǫk ; k ∈ N∗} est relativement compact par rapport à la convergence
étroite.

Rappelons que dans ce chapitre, V vérifie l’hypothèse (V-7) qui va servir en
particulier pour la démonstration du prochain Lemme.

Lemme 3.11. Soit un potentiel de confinement V qui satisfait les hypothèses (V-
1)–(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie (F-1)–(F-5).
Alors, chaque pseudo-potentiel limite W0 admet un nombre fini r ≥ 1 de points
où il atteint son minimum global.
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Démonstration. D’après la définition (3.2.4), on peut écrireW ′
0(x) = V ′(x)+P ′(x)

où P est une fonction polynômiale. Comme V coïncide avec une fonction analy-
tique V sur [a1; a2M+1] d’après la condition (V-7), on en déduit que W ′

0 a un
nombre fini de zéros sur cet intervalle.
En effet, si tel n’était pas le cas, la dérivée W ′

0 serait identiquement égale à 0 d’où
W ′′

0 (a2M+1) = 0 ce qui contredit la limite suivante : W ′′
0 (a2M+1) = V ′′(a2M+1) +

limk→∞ F ′′ ∗ uεk(a2M+1) > 0 après avoir utilisé l’hypothèse (F-2) à savoir la
convexité de F .
D’après la Proposition 3.10, le pseudo-potentiel Wǫk converge versW0. Or,Wǫk−V
est une fonction polynômiale de degré pair et dont le terme de plus haut degré est
strictement positif et indépendant de k. En se servant de l’hypothèse (V-4), on en
déduit l’existence d’une fonction polynômiale Q de degré pair dont le terme de
plus haut degré est strictement positif telle que Wǫk(x) ≥ Q(x) pour tout x ∈ R.
En prenant la limite ǫ → 0, on obtient W0(x) ≥ Q(x) pour tout x ∈ R. Cette
minoration permet de conclure qu’il existe R > 0 tel que le compact [−R;R]
contienne tous les points où W0 atteint son minimum global.
Il reste à étudier les zéros de W ′

0 sur le compact K := [−R; a1]
⋃
[a2M+1;R]. Or,

d’après la propriété (V-4), V ′′(x) > 0 pour tout x ∈ K. De plus, F est une fonction
convexe d’après l’hypothèse (F-2). Par conséquent la définition (3.2.1) implique :
W ′′

ǫ (x) ≥ minz∈K V
′′(z) > 0 pour tout x ∈ K. D’après la Proposition 3.10, il

existe une suite décroissante (εk)k≥0 tendant vers 0 telle que W ′′
ǫk

converge vers
W ′′

0 uniformément sur K. En conséquence W ′′
0 (x) > 0 pour tout x ∈ K et donc

W ′
0 admet un nombre fini de zéros sur K ce qui achève la preuve.

CommeW0 atteint son minimum global en r points, on les note A1 < · · · < Ar :

W0(A1) = · · · = W0(Ar) = inf
x∈R

W0(x) =: w0 . (3.2.5)

On introduit un ouvert U δ qui contient tous ces points :

U δ :=
r⋃

i=1

[Ai − δ;Ai + δ] avec δ ∈
]
0;

1

2
min
i 6=j

|Ai − Aj|
[
.

L’ensemble {A1, . . . , Ar} joue un rôle central dans l’analyse asymptotique des
mesures (uε)ε lorsque ǫ tend vers 0. En particulier, on peut montrer que la mesure
u0 définie dans la Proposition 3.10 est une mesure discrète dont le support est
contenu dans cet ensemble. Rappelons que dans le cas linéaire, l’on a établi que
tous les points où W0 atteint son minimum global ne sont pas forcément chargés
par u0.

Proposition 3.12. Soit W0 et (εk)k≥0 tels que définis dans la Proposition 3.10.
Alors, on a le résultat de convergence suivant :
1) Pour tout x /∈ U δ, lim

k→∞
uǫk(x) = 0.

2) Pour δ > 0 assez petit, lim
k→∞

∫

(Uδ)c
uǫk(x)dx = 0.
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Démonstration. 1. Le pseudo-potentiel limite W0 est de classe C∞ et les r points
où il atteint son minimum global sont dans U δ. Comme limx→±∞W0(x) = +∞, il
existe η > 0 tel que W0(x) ≥ w0 + η pour tout x /∈ U δ.
On fournit maintenant une minoration pour Wεk . En utilisant (V-4), (F-3), (0.0.8)
et la définition (3.2.1), on prouve

W ′′
ǫk
(x) ≥ V ′′(x) + α > α ∀ |x| ≥ max {|a1| ; |a2M+1|} et k ≥ 0 . (3.2.6)

De plus, vu que les moments sont bornés (car on a supposé que la condition
(H) est vraie), W ′

εk
(0) et W ′′

εk
(0) sont bornés uniformément par rapport à k ≥ 0.

En combinant cette propriété avec (3.2.6), on trouve l’existence d’une constante
R > 0 (indépendante de k) telle que Wǫk(x) ≥ w0 + η pour tout |x| ≥ R.
On regarde maintenant ce qu’il en est sur l’ensemble compact [−R,R] ∩ (U δ)c.
La Proposition 3.10 affirme la convergence uniforme de Wǫk sur cet ensemble
compact. Par conséquent, il existe k0 ∈ N tel que Wǫk(x) ≥ w0+

η
2

pour k ≥ k0 et
x ∈ [−R,R]∩ (U δ)c. Pour résumer, la minoration Wǫk(x) ≥ w0 +

η
2

apparaît pour
tout x ∈ (U δ)c lorsque k ≥ k0. Finalement, on obtient

exp

[
− 2

ǫk
Wǫk(x)

]
≤ exp

[
− 2

ǫk
w0

]
exp

[
− η

ǫk

]
, ∀x /∈ U δ, k ≥ k0 . (3.2.7)

Afin d’estimer uεk(x), on a besoin d’une minoration pour le dénominateur dans le
quotient (3.2.1). On appelle Dε ce dénominateur. Comme la fonction continue W0

atteint son minimum global en un nombre fini de points, il existe γ avec δ > γ > 0
tel que, pour tout x ∈ Uγ, on a W0(x) ≤ w0+

η
8
. D’après la Proposition 3.10, Wǫk

converge uniformément sur chaque compact de R vers W0. Ainsi il existe k1 tel
que pour tout k ≥ k1, pour tout x ∈ Uγ, on a Wǫk(x) ≤ w0 +

η
4
. Finalement, le

dénominateur dans (3.2.1) peut être minoré comme suit

Dεk ≥
∫

Uγ
exp

[
− 2

ǫk
Wǫk(x)

]
dx ≥ 2rγ exp

[
− 2

ǫk

(
w0 +

η

4

)]
, k ≥ k1 . (3.2.8)

Pour k ≥ max {k0; k1}, d’après (3.2.7) et (3.2.8), on a l’inégalité suivante

uǫk(x) ≤
1

2rγ
exp

[
− η

2ǫk

]
. (3.2.9)

Le membre droit de l’inégalité (3.2.9) tend vers 0 quand k → ∞ ce qui prouve la
première partie du résultat à savoir la convergence séquentielle de uǫk(x) vers 0
quel que soit x /∈ U δ.
2. Soit δ > 0 et K > 0. On sépare le support d’intégration en deux morceaux :(
U δ
)c

= I1∪I2 avec I1 = [−K;K]c respectivement I2 = [−K;K]
⋂
(U δ)c. L’inéga-

lité de Bienayme-Tchebychev permet de borner l’intégrale de uεk sur I1 par m2

K2 ,
où m2 est une borne supérieure de la famille {µ2(ǫk) ; k ∈ N}.
D’après (3.2.9), l’intégrale sur le second support I2 est bornée par K

rγ
exp

[
− η

2ǫk

]
.

On se donne ρ > 0 arbitrairement petit. Il suffit alors de choisir K assez grand
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pour que l’intégrale portant sur I1 soit inférieure à ρ
2
. Puis, en prenant k assez

grand, l’intégrale portant sur I2 est inférieure à ρ
2
. Ceci prouve la convergence de∫

(Uδ)c
uǫk(x)dx vers 0.

La suite de mesures (uǫk)k∈N∗ converge vers une mesure u0 et l’ouvert
(
U δ
)c

est de moins en moins chargé par uǫk quand k devient grand. Intuitivement u0
devrait être une mesure de probabilité discrète dont le support est inclus dans
l’ensemble {A1, . . . , Ar}.

Théorème 3.13. Soit (εk)k≥1, W0, u0 et A1, . . . , Ar définis dans la Proposition
3.10 et dans (3.2.5). Alors la mesure limite u0 s’écrit u0 :=

∑r
i=1 piδAi où

pi := lim
k→+∞

∫ Ai+δ

Ai−δ

uǫk(x)dx, 1 ≤ i ≤ r, δ > 0 assez petit. (3.2.10)

De plus, pi est indépendant de δ.

Démonstration. Étape 1. Soit une constante positive δ arbitrairement petite.

Les suites
(∫ Ai+δ

Ai−δ
uǫk(x)dx

)
k∈N

sont bornées. On peut donc extraire une sous-

suite
(
uǫϕ(k)

)
k∈N

telle que la quantité
∫ Ai+δ

Ai−δ
uǫϕ(k)(x)dx converge vers pi(δ) pour

tout 1 ≤ i ≤ r. Par ailleurs, cette limite est indépendante de δ. En effet, soit
δ′ < δ. Par définition, on obtient

pi(δ)− pi(δ
′) = lim

k→∞

{∫ Ai−δ′

Ai−δ

uǫϕ(k)(x)dx+

∫ Ai+δ

Ai+δ′
uǫϕ(k)(x)dx

}
.

Une application directe du second point de la Proposition 3.12 en considérant U δ′

permet d’obtenir pi(δ′) = pi(δ) =: pi.
Étape 2. Prouvons maintenant que u0 est une mesure de probabilité discrète.
Soit f une fonction continue et bornée sur R. Soit δ > 0 assez petit pour que les
intervalles Ui(δ) := [Ai − δ;Ai + δ] soient disjoints. La convergence étroite repose
sur la convergence vers 0 de la différence suivante :

∫

R

f(x)uǫϕ(k)(x)dx−
r∑

i=1

pif(Ai) = R+
r∑

i=1

∆i(f),

avec ∆i(f) :=
∫ Ai+δ

Ai−δ
f(x)uǫϕ(k)(x)dx − pif(Ai) et R :=

∫
(Uδ)

c f(x)uǫϕ(k)(x)dx. La

bornitude de la fonction f et le second point de la Proposition 3.12 impliquent
que R tend vers 0 quand k → ∞. Estimons maintenant chaque terme ∆i(f) :

|∆i(f)| ≤
∫ Ai+δ

Ai−δ

∣∣∣f(x)− f(Ai)
∣∣∣duǫϕ(k)(x) + |f(Ai)|

∣∣∣uǫϕ(k)
(
Ui(δ)

)
− pi

∣∣∣

≤ sup
z∈Ui(δ)

|f(z)− f(Ai)| uǫϕ(k)
(
Ui(δ)

)
+ |f(Ai)|

∣∣∣uǫϕ(k)
(
Ui(δ)

)
− pi

∣∣∣ .
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La continuité de f implique la petitesse de supz∈Ui(δ) |f(z)− f(Ai)| dès que δ est
assez petit. De plus, pour un δ fixé, la définition de pi amène à la convergence
de uǫϕ(k)(Ui(δ))− pi vers 0 quand k → ∞. En combinant ces deux arguments, on
obtient la convergence étroite de uεϕ(k) vers la mesure discrète

∑r
i=1 piδAi c’est-à-

dire u0 =
∑r

i=1 piδAi .
Étape 3. On achève la preuve en prouvant que les pi ne dépendent pas de la
suite extraite choisie. En effet, si l’on n’avait pas (3.2.10), l’on pourrait extraire

une sous-suite
(
uǫψ(k)

)
k∈N

telle que la quantité
∫ Ai+δ

Ai−δ
uǫψ(k)

(x)dx converge vers qi

pour tout 1 ≤ i ≤ r avec (p1, · · · , pr) 6= (q1, · · · , qr). Par suite, on obtiendrait
u0 =

∑r
i=1 qiδAi ce qui est impossible vu que u0 =

∑r
i=1 piδAi .

Il est important de noter que l’on n’a pas prouvé la convergence de chaque
famille de mesures stationnaires uǫ quand ǫ→ 0 car l’on n’a pas prouvé la conver-
gence des moments. En revanche, on sait d’avance que toute valeur d’adhérence
est discrète.

3.2.2 Description des mesures limites

On a montré dans la précédente sous-section que toute valeur d’adhérence
d’une famille de mesures stationnaires était une mesure de probabilité discrète.
Notons de façon générique u0 chacune de ces mesures limites ainsi que W0 le
pseudo-potentiel limite qui lui est associé et qui est défini par (3.2.4). On a éga-
lement l’expression suivante : u0 =

∑r
i=1 piδAi où les points Ai sont les réels où

W0 atteint son minimum global, réordonnés par ordre croissant, et
∑r

i=1 pi = 1
où pi > 0 pour tout 1 ≤ i ≤ r. On va maintenant affiner ce résultat en exhibant
des propriétés portant sur les points Ai et les poids associés pi.
On rappelle que tous ces résultats nécessitent la condition (H).

Proposition 3.14. 1) Pour tout 1 ≤ i ≤ r et 1 ≤ j ≤ r, on a :

V ′(Ai) +
r∑

l=1

plF
′ (Ai − Al) = 0, (3.2.11)

V (Ai)− V (Aj) +
r∑

l=1

pl

(
F (Ai − Al)− F (Aj − Al)

)
= 0 (3.2.12)

et V ′′(Ai) +
r∑

l=1

plF
′′ (Ai − Al) ≥ 0 (3.2.13)

2) Ai ∈ [a1; a2M+1] pour tout 1 ≤ i ≤ r. De plus, si r ≥ 2 et M = 1 (c’est-à-
dire si V est à double puits), A1 ∈]a1; a2[ et Ar ∈]a2; a3[ où l’on rappelle que a1
et a3 correspondent aux puits de V alors que a2 correspond à la bosse de V . En
particulier, si r = 2 alors (A1 − a2) (A2 − a2) < 0.
3) Si α ≥ ϑ, où α (respectivement ϑ) a été défini dans (0.0.8) (respectivement
dans (0.0.7)), le support de chacune des mesures limites contient un unique point
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c’est-à-dire r = 1.
4) Si V ′′ et F ′′ sont convexes, le support de chaque mesure limite contient au plus
deux points c’est-à-dire r ≤ 2.

Démonstration. 1) Dans la preuve de la Proposition 3.10, on a montré que la
famille (uε)ε était tendue. En combinant cet argument avec la convergence des
moments (µl(εk))k≥0 pour l ≤ 2n établie dans le Lemme 3.9 et l’équation (3.2.1),
on peut exprimer W ′

0 comme suit :

W ′
0(x) = V ′(x) + F ′ ∗ u0(x), x ∈ R .

Il suffit alors de préciser que u0 est une mesure discrète (d’après le Théorème
3.13). Par définition, Ai est un point critique de W0 ainsi le point Ai annule
la dérivée du pseudo-potentiel limite W ′

0 et de plus vérifie W ′′
0 (Ai) ≥ 0 : on en

déduit directement (3.2.11) et (3.2.13). Qui plus est, par la définition (3.2.5) de
Ai, W0(Ai) = W0(Aj) pour tout i et j ce qui implique (3.2.12).
2) Par définition, Ar est le plus grand des points où W0 réalise son minimum
global et A1 est le plus petit. D’après l’équation (3.2.11), ils vérifient

V ′(Ar) = −
∑

j 6=r

pjF
′(Ar − Aj) et V ′(A1) = −

∑

j 6=1

pjF
′(A1 − Aj).

Comme Ar − Aj > 0 pour j < r et A1 − Aj < 0 pour j > 1 et comme F ′ est
croissante, on en déduit les inégalités V ′(A1) ≥ 0 et V ′(Ar) ≤ 0. En conséquence,
on obtient A1 ≥ a1 et Ar ≤ a3.
De plus, si r ≥ 2 et M = 1, V ′(A1) > 0 et V ′(Ar) < 0. Or, la dérivée V ′

est positive ou nulle sur [a1; a2] et négative ou nulle sur [a2; a3], par conséquent
a1 < A1 < a2 < Ar < a3.
3) On suppose Ar > A1 ce qui est équivalent à r 6= 1. D’après les hypothèses (V-4)
et (V-7), l’équation V ′′(x) = −ϑ admet un nombre fini de solutions, par conséquent
− (V ′(Ar)− V ′(A1)) < ϑ (Ar − A1). D’après l’équation (3.2.11) appliquée à A1 et
à Ar, on obtient :

− (V ′(Ar)− V ′(A1)) =
r∑

i=1

pi

(
F ′(Ar − Ai)− F ′(A1 − Ai)

)
.

Or, F est une fonction paire d’après l’hypothèse (F-1) et de plus F ′ est une
fonction convexe sur R+ d’après la propriété (F-3) donc F ′(Ar−Ai) ≥ α(Ar−Ai)
et −F ′(A1 −Ai) = F ′(Ai −A1) ≥ α(Ai −A1). Finalement, il vient la minoration
suivante : − (V ′(Ar)− V ′(A1)) ≥ α (Ar − A1). On conclut donc que ϑ (Ar − A1) >
α (Ar − A1). Cette inégalité contredit l’hypothèse comme quoi Ar > A1 étant
donné α ≥ ϑ.
4) On peut calculer la dérivée seconde du pseudo-potentiel limite : W ′′

0 = V ′′ +∑r
j=1 pjF

′′(. − Aj). Or, V ′′ et F ′′ sont des fonctions convexes donc il en est de
même pour W ′′

0 . Supposons par l’absurde que le pseudo-potentiel W0 atteigne son
minimum global en au moins trois points alors il admet au moins deux bosses
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ce qui fait cinq points critiques au moins. L’application du théorème de Rolle
à W ′

0 implique l’existence de quatre zéros pour W ′′
0 ce qui est impossible vu sa

convexité.

La Proposition 3.14 permet, sous certaines conditions décentes de décrire avec
précision l’ensemble des mesures limites.

Remarque 3.15. 1) Dans le cas particulier où F (x) = 0, pour tout x ∈ R, ce
qui correspond à l’absence d’auto-stabilisation, les équations (3.2.11), (3.2.12) et
(3.2.13) sont satisfaites si et seulement si les points Ai sont les réels où V atteint
son minimum global. D’où la mesure stationnaire limite charge uniquement les
puits de V . Plus particulièrement, s’il n’y a que deux puits a− et a+, la mesure
stationnaire limite charge a− et a+.
2) Supposons que l’on ait α ≥ ϑ. Si (uεk)k≥1 représente une famille de mesures
invariantes symétriques (ce qui présuppose donc que le potentiel V soit lui-même
symétrique) dont les suites des moments d’ordre 1, . . . , 2n − 1 sont bornées alors
la suite converge étroitement vers u0 = δ0. En effet, d’après (3.2.11) et la Propo-
sition 3.14, l’unique point qui puisse appartenir au support de u0 est un zéro de
V ′ et la symétrie impose qu’il s’agisse de 0.
3) Supposons que l’on ait α ≥ ϑ. Si on considère une suite de mesures station-
naires asymétriques vérifiant (H), la Proposition 3.14 implique que les seules me-
sures limites possibles sont de la forme δa0 où a0 est un point critique de V . En
particulier, si V est symétrique et satisfait (V-1)–(V-10), il existe au plus deux
mesures asymétriques limites et il s’agit de δa et δ−a.

3.3 Convergence des mesures excentrées

Dans cette section, on va spécifier le résultat de convergence obtenu précédem-
ment pour les suites de mesures invariantes excentrées (uǫk)k∈N. Commençons par
rappeler que F est une fonction polynômiale de degré 2n.

Proposition 3.16. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie (F-1)–(F-
5). Soit a0 un fond de puits de V . Sous les conditions :

V (x)− V (a0) + F (x− a0) > 0 , ∀x 6= a0 (3.3.1)

et
2n−2∑

p=0

∣∣F (p+2)(a0)
∣∣

p!
|a0|p < α + V ′′(a0), (2n = deg(F )) , (3.3.2)

il existe une famille de mesure (ua0ε )ε>0 qui converge étroitement quand ε→ 0 vers
la mesure de Dirac δa0.

Démonstration. Soit une suite décroissante (ηǫ)ǫ qui converge vers 0 et qui vérifie
de plus lim

ǫ→0
ǫ/ηǫ = 0. En utilisant le Théorème 2.24, on sait que (3.3.1) et (3.3.2)
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impliquent l’existence d’une famille de mesures invariantes (ua0ε )ε>0 qui vérifie
l’estimation asymptotique suivante quand ǫ tend vers 0 :

∣∣∣∣
∫

R

xlua0ǫ (dx)− al0

∣∣∣∣ ≤ ηǫ, 1 ≤ l ≤ 2n− 1, pour ε assez petit.

En utilisant les coefficients binômiaux ainsi que l’équation (2.5.21) avec ρ = 1, il
est facile de prouver que ua0ε converge dans l’espace L2n−2 vers δa0 , et par suite la
mesure ua0ǫ converge étroitement vers δa0 .

Définition 3.17. On dira que ua0ε est une mesure extrêmale car le support de sa
limite ne contient qu’un seul point.

On peut restreindre le champ d’action de la Proposition 3.16 au cas où le
potentiel V vérifie (V-8) et (V-9).

Corollaire 3.18. Soit un potentiel V symétrique à deux puits vérifiant les hy-
pothèses (V-1)–(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie
(F-1)–(F-5). Sous la condition :

2n−2∑

p=0

∣∣F (p+2)(a)
∣∣

p!
ap < α + V ′′(a), (2n = deg(F )) , (3.3.3)

il existe une famille de mesures (u+ε )ε>0 (respectivement (u−ε )ε>0) qui converge
étroitement quand ε→ 0 vers la mesure de Dirac δa (respectivement δ−a).

Démonstration. Le potentiel V étant symétrique et ayant exactement deux puits,
a (ainsi que −a) vérifie automatiquement la condition (3.3.1). Et, la condition
(3.3.3) correspond exactement à la condition (3.3.2). Ainsi on peut appliquer la
Proposition 3.16 à a ainsi qu’à −a.

Remarque 3.19. Dans le cas où V satisfait les hypothèses (V-1)–(V-8) ainsi que
(V-10), le résultat 3) de la Proposition 3.14 et la Remarque 3.15 insistent sur le
fait que sous la condition α ≥ ϑ, δa et δ−a sont les seules mesures asymétriques
limites possibles pour les familles de mesures stationnaires associées à la diffusion
(0.0.5) dont les (2n− 1) premiers moments sont uniformément bornés.

Regardons maintenant quelques situations où V satisfait l’hypothèse (V-9)
et où l’on n’a pas forcément α ≥ ϑ mais où δa1 et δa3 sont les seules mesures
limites asymétriques possibles malgré tout. Pour cela, étudions théoriquement (et
formellement) les propriétés des mesures asymétriques limites ayant un support à
deux points.

Proposition 3.20. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-7) ainsi que (V-9) et (V-10). Soit un potentiel d’intéraction F qui vérifie
les hypothèses (F-1)–(F-5). On suppose que V ′′ et F ′′ sont des fonctions convexes.
S’il existe une suite de mesures stationnaires (uεk)k∈N∗ vérifiant la propriété (H)
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et qui converge étroitement vers une mesure asymétrique qui n’est pas concen-
trée autour d’un point critique de V (c’est-à-dire que u0 n’est pas de la forme
δa0 où a0 est un point critique de V , soit a1, soit a2 soit a3), alors la mesure
limite satisfait u0 = pδA1 + (1 − p)δA2 où l’on a les inégalités p(1 − p) > 0 et
(A1 − a2) (A2 − a2) |A2 − A1| < 0. De plus, on a les propriétés suivantes :

V (A2)− V (A1)−
V ′(A1) + V ′(A2)

F ′(A2 − A1)
F (A2 − A1) = 0 , (3.3.4)

V ′(A1)− V ′(A2) = F ′(A2 − A1) et p =
−V ′(A2)

V ′(A1)− V ′(A2)
. (3.3.5)

Démonstration. D’abord, comme V ′′ est convexe, on sait qu’il a exactement deux
puits (le cas où il n’y a qu’un seul puits n’étant pas étudié vu que M ≥ 1 d’après la
propriété (V-2)). En effet, si tel n’était pas le cas, on pourrait prouver facilement
que la fonction V ′′ s’annule au moins quatre fois, ce qui contredirait l’hypothèse
de convexité de V ′′. Par conséquent, V ′ s’annule exactement trois fois : en a1, en
a2 et en a3.
Comme les 2n premiers moments de (uεk)k∈N∗ sont uniformément bornés et comme
cette suite de mesures converge étroitement, on obtient la convergence des mo-
ments. Par ailleurs, on peut appliquer les résultats de la Proposition 3.14 : la
convexité de F ′′ et V ′′ implique que le support de u0 contient au plus deux élé-
ments.
1) Regardons pour commencer le cas où u0 = δA1 . L’équation (3.2.11) implique
V ′(A1) = 0. Ainsi A1 = a1, a2, ou a3. Comme on suppose que u0 est non extrê-
male, aucune des trois solutions proposées ici ne satisfait les conditions exigées.
2) Si u0 = pδA1 +(1−p)δA2 avec p(1−p) > 0, alors la Proposition 3.14 fournit cer-
taines informations sur les paramètres. Premièrement (A1 − a2) (A2 − a2) < 0. De
plus, (3.2.11), (3.2.12) et (3.2.13) amènent immédiatement à (3.3.4) et (3.3.5).

Remarque 3.21. Rien n’interdit à δ0 d’être une mesure limite même si V n’est
pas symétrique. En effet, si l’ensemble des mesures symétriques est fermé, celui
des mesures non symétriques ne l’est pas.

Regardons le cas plus précis où le potentiel V est symétrique et a exactement
deux puits a et −a.

Corollaire 3.22. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-10). Soit un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–
(F-5). On suppose que V ′′ et F ′′ sont convexes. S’il existe une suite de mesures
stationnaires (uεk)k∈N∗ vérifiant la condition (H) et qui converge étroitement vers
une mesure asymétrique qui n’est pas concentrée autour d’un puits de V (c’est-
à-dire que u0 est différent de δa et de δ−a), alors la mesure limite satisfait u0 =
pδA1 + (1 − p)δA2 où l’on a p(1 − p)

∣∣p− 1
2

∣∣ > 0 et A1A2 |A2
2 − A2

1| < 0. De plus,
(3.3.4) et (3.3.5) sont vérifiées.
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Démonstration. Les conditions de la Proposition 3.20 sont satisfaites donc on peut
l’appliquer. Il reste à vérifier p 6= 1

2
et A2 6= −A1.

Si p = 1/2 alors (3.3.4) et (3.3.5) impliquent V (A1) = V (A2). Comme la fonction
V est symétrique et comme A1 ∈] − a; 0[ et A2 ∈]0; a[, on obtient A1 = −A2

et par conséquent u0 est symétrique ce qui contredit l’hypothèse du corollaire.
Finalement

∣∣p− 1
2

∣∣ > 0.
Enfin, si A1 = −A2, alors on obtient directement p = 1/2. Or, ce cas vient d’être
étudié et il amène à une impossibilité : on en déduit également que A1 + A2 6= 0.
On obtient A1A2 |A2

2 − A2
1| < 0.

Intéressons-nous maintenant à des potentiels symétriques V et F particuliers
pour lesquels les seules mesures limites asymétriques possibles sont les mesures
extrêmales δa et δ−a.

Proposition 3.23. Soit le potentiel de confinement V (x) := x4

4
− x2

2
et le potentiel

d’intéraction F (x) := β x2n

2n
, avec n ≥ 1 et β > 0. Considérons une suite (uεk)k≥0 de

mesures stationnaires asymétriques pour la diffusion (0.0.5) vérifiant la condition
(H). Alors les seules valeurs d’adhérence de cette suite sont δ1 et δ−1.

Démonstration. Comme V (4)(x) = 6 > 0, V ′′ est une fonction convexe. De même,
F ′′ est convexe.
Étape 1. Si n = 1, le Théorème 2.8 implique qu’il y a exactement trois mesures :
l’une est symétrique et les deux autres sont les mesures excentrées u+ǫ et u−ǫ qui
convergent respectivement vers δa et δ−a d’après le Théorème 3.4. Dans notre
cas précis, a = 1 aussi les seules mesures limites asymétriques possibles sont les
mesures extrêmales δ1 et δ−1.
A partir de maintenant, on suppose : n ≥ 2.
Étape 2. Considérons une mesure limite asymétrique u0 vers laquelle tend une
sous-suite (uεk)k≥1. Comme V ′′ et F ′′ sont convexes, on peut appliquer le Corollaire
3.22. On en déduit que u0 = pδA1 + (1 − p)δA2 avec p(1 − p)

∣∣p− 1
2

∣∣ > 0 et
A1A2 |A2

2 − A2
1| < 0 donc |A1| < 1 et |A2| < 1. De plus, les équations (3.3.4) et

(3.3.5) sont vérifiées.
Étape 3. Prouvons que l’on ne peut résoudre simultanément les deux équations
(3.3.4) et (3.3.5). En se servant de la forme particulière des fonctions V et F ,
(3.3.4) devient, après avoir divisé par A2

2 − A2
1 :

A2
2 + A2

1

4
− 1

2
− 1

2n

(
A2

2 − A1A2 + A2
1 − 1

)
= 0.

Cette expression est équivalente à (n− 2)A2
1 + (n− 2)A2

2 + 2A1A2 = 2n− 2.
Pour n = 2, on trouve A1A2 = 1 ce qui contredit le résultat du deuxième point
de la Proposition 3.14 : A1A2 < 0 (car a2 = 0 ici). Ainsi le support de u0 ne peut
pas contenir deux éléments si n = 2.
Pour n > 2, les arguments sont assez similaires. En utilisant les majorations
|Ai| ≤ 1, pour i = 1 et 2, on obtient l’inégalité :

2n− 2 = (n− 2)A2
1 + (n− 2)A2

2 + 2A1A2 ≤ 2n− 4 + 2A1A2.
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On en déduit que A1A2 ≥ 1 ce qui contredit la propriété déjà mentionnée plus tôt
à savoir A1A2 < 0.

On remarquera que la preuve précédente était relativement simple car la fonc-
tion F ′ divise la fonction F vu que l’intéraction était un monôme. Présentons
maintenant un autre cas particulier où le coefficient α défini par (0.0.8) est non nul
donc entre 0 et −V ′′(0) = ϑ (cette dernière égalité est impliquée par la convexité
de V ′′). Sous ces conditions, la Remarque 3.19 n’est plus valable.

Proposition 3.24. Soit le potentiel de confinement V (x) := x4

4
− x2

2
et le potentiel

d’intéraction F (x) := β x4

4
+ αx2

2
, avec α ∈ [0; 1[ et β > 0. Considérons une suite

(uεk)k≥0 de mesures stationnaires asymétriques pour la diffusion (0.0.5) vérifiant
la condition (H). Alors les seules valeurs d’adhérence de cette suite sont δ1 et δ−1.

Démonstration. Les arguments développés pour la preuve de la Proposition 3.24
sont similaires à ceux présentés dans la preuve de la Proposition 3.23 : on peut
passer directement à la seconde étape. Par conséquent, on suppose que les équa-
tions (3.3.4) et (3.3.5) sont satisfaites. Développons l’équation (3.3.4) en se servant
des expressions particulières de V et de F . D’où (3.3.4) est équivalente à

A4
2 − A4

1 − 2A2
2 + 2A2

1 =
(A3

1 + A3
2 − A1 − A2)(β(A2 − A1)

4 + 2α(A2 − A1)
2)

β(A2 − A1)3 + α(A2 − A1)
.

Après réduction au même dénominateur, il vient :

β(A2 − A1)
4(A1 + A2)(A1A2 − 1)− α(A2 − A1)

4(A1 + A2) = 0 .

Cette équation est équivalente à A1A2 − 1 = α/β car A1 6= −A2. En effet, on ne
considère que des mesures limites qui sont asymétriques et A1 = −A2 impliquerait
p = 1/2 c’est-à-dire la symétrie de la mesure. Afin de conclure, il suffit de noter
que A1A2 = 1 + α/β contredit la propriété A1A2 < 0 qui est fournie par le point
2) de la Proposition 3.14. On en déduit que le support de n’importe quelle mesure
limite asymétrique est un singleton et ce dernier est alors un zéro de V ′. Comme 0
correspond à une mesure symétrique, les seules valeurs possibles sont 1 et −1.

3.4 Convergence des mesures invariantes symétriques

Pour terminer sur le comportement asymptotique quand ǫ → 0, on considère
les mesures limites pour une famille de mesures invariantes symétriques associées
à la diffusion auto-stabilisante (0.0.5). Il est tacitement supposé que le potentiel
de confinement V est symétrique au vu du Lemme 2.16. Pour rappel, on pose
−a := a1 et a := a2M+1. On note (u0ǫ)ǫ>0 une telle famille. On introduit la nota-
tion suivante : µ0

l (ε) représente le moment d’ordre l de la mesure u0ε. Comme les
fonctions V et F sont paires, la fonction W 0

ε définie par (3.2.1) et (3.2.2) satisfait

W 0
ǫ (x) = V (x) +

∞∑

k=1

x2k

(2k)!
ω0
2k(ǫ) avec ω0

2k(ǫ) :=
∞∑

l=0

F (2l+2k)(0)

(2l)!
µ0
2l(ǫ) .
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Notons que les sommes qui apparaissent dans les égalités précédentes contiennent
un nombre fini de termes non nuls.
On introduit le coefficient de renormalisation : λ0ǫ :=

∫
R
exp

[
−2

ǫ
W 0

ǫ (x)
]
dx et l’on

obtient :

µ0
2l(ǫ) =

∫∞
0
x2l exp

[
−2

ǫ
W 0

ǫ (x)
]
dx∫∞

0
exp

[
−2

ǫ
W 0

ǫ (y)
]
dy

=
2

λ0ǫ

∫ ∞

0

x2l exp

[
−2

ǫ
W 0

ǫ (x)

]
dx.

Premièrement, on va prouver que la famille de moments (µ0
2n(ε), ε > 0) est bornée.

Le point de départ consiste à donner une estimation de la constante de renorma-
lisation λ0ǫ . Ce résultat est un raffinement de plusieurs arguments introduits dans
la preuve du Lemme 2.20 et liés au Lemme 4.10 dans [5].

Lemme 3.25. Il existe C > 0 tel que pour ǫ assez petit, on a 1
λ0
ǫ
≤ C

ǫ
.

Démonstration. Étape 1. En utilisant la symétrie des fonctions V et F0 (laquelle
est définie dans (0.0.8)) et celle de la mesure u0ǫ , on trouve

∣∣(F ′
0 ∗ u0ǫ)(y)

∣∣ =

∣∣∣∣
∫

R+

(
F ′
0(z + y)− F ′

0(z − y)
)
u0ǫ(z)dz

∣∣∣∣

≤
∫

R+

∣∣∣F ′
0(z + y)− F ′

0(z − y)
∣∣∣u0ǫ(z)dz .

Puis, en utilisant l’hypothèse (F-4) et la définition de F0, on obtient la majoration
suivante :

∣∣(F ′
0 ∗ u0ǫ)(y)

∣∣ ≤ 2Cq|y|
∫

R+

(
1 + |z + y|2q−2 + |z − y|2q−2

)
u0ǫ(z)dz

≤ 22qCq|y|
(
1 + |y|2q−2

)(
1 +

∫

R+

z2q−2u0ǫ(z)dz

)

≤ C|y|
(
1 + |y|2q

)(
1 +

∫

R+

z2qu0ǫ(z)dz

)
, (3.4.1)

car la fonction y 7→ 1+|y|2q−2

1+|y|2q est bornée.

Étape 2. SoitK > 0. On découpe le moment d’ordre 2q en deux intégrales suivant
les supports d’intégration :

∫ ∞

0

z2qu0ǫ(z)dz =

∫ K

0

z2qu0ǫ(z)dz +

∫ ∞

K

z2qu0ǫ(z)dz .

Par construction, u0ε est directement reliée à F ∗ u0ε via (3.2.1). D’après le Lemme
2.19, on a l’inégalité suivante :

(
F ∗ u0ǫ

)
(x)−

(
F ∗ u0ǫ

)
(0) =

∫ x

0

(
F ′ ∗ u0ǫ

)
(y)dy ≥ 0, x ≥ 0 .
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Puis, en utilisant l’hypothèse (V-3) et l’inégalité précédente, on obtient, pour tout
x ∈ R :

u0ǫ(x) ≤
1

λ0ǫ
exp

[
−2

ǫ
V (x)

]
≤ 1

λ0ǫ
exp

[
−2

ǫ

(
C4x

4 − C2x
2
)]
.

Ainsi si K ≥
√

2C2

C4
alors C4z

4 − C2z
2 ≥ C4

2
z4 pour z ≥ K, et donc

∫ ∞

K

z2qu0ǫ(z)dz ≤ 1

λ0ǫ

∫ ∞

K

z2q exp

[
−C4

ǫ
z4
]
dz =

C(q)ǫ
q
2

λ0ε
,

où C(q) est une constante positive. Finalement il existe ε0 > 0 tel que ǫ ≤ ǫ0
implique l’inégalité ∫ ∞

0

z2qu0ǫ(z)dz ≤ K2q +
1

λ0ǫ
. (3.4.2)

En se servant des hypothèses (V-5) et (V-6), on trouve |V ′(x)| ≤ Cq(1 + x2q)

et |V (x)| ≤ Cq|x|(1 + x2q). Ainsi pour tout |x| ≥ a, on a |V (x)| ≤ Cq
a
|x|2(1 +

x2q). De plus, la propriété (V-7) permet d’obtenir, sur l’intervalle [−a, a] : V (x)
x2 =

V ′′(0) +
∑∞

k=2
V (2k)(0)
(2k)!

x2k qui est donc une quantité bornée par une constante M .

En prenant C ′
q := max

{
M, Cq

a

}
, il vient :

|V (x)| ≤ C ′
q|x|2(1 + x2q) . (3.4.3)

Les majorations (3.4.1) et (3.4.2) ainsi que la symétrie de la densité u0ε impliquent
immédiatement l’existence de constantes C ′ et C ′′ telles que

∫ x

0

(
F ′
0 ∗ u0ǫ

)
(y)dy + V (x) ≤ C ′

qx
2
(
1 + x2q

)
+ C ′x2(1 + x2q)

(
1 +

1

λ0ǫ

)

≤ C ′′x2(1 + x2q)

(
1 +

1

λ0ǫ

)
. (3.4.4)

Étape 3. On en déduit à partir de (3.4.4) et de la définition de la constante de
normalisation λ0ǫ :

λ0ǫ ≥ 2

∫ ∞

0

exp

{
−2

ǫ

[
α

2
x2 + C ′′x2(1 + x2q)

(
1 +

1

λ0ǫ

)]}
dx . (3.4.5)

On pose µ :=
√
λ0ǫ et on applique le changement de variable x := µ

√
ǫ
2
ξ. On

obtient alors l’inégalité µ ≥ h(µ) où la fonction h est définie par

h(z) :=
√
2ǫ

∫ ∞

0

exp
{
−α
2
z2ξ2 − C ′′ξ2(1 + z2)

(
1 +

( ǫ
2

)q
z2qξ2q

)}
dξ .
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Etudions l’équation µ ≥ h(µ). Clairement, h′(z) ≤ 0 pour z ≥ 0. Pour obtenir
plus d’informations, on va trouver une majoration de −h′(z) :

−h′(z) =
√
2ǫ

∫ ∞

0

(
αzξ2 + C ′′ξ2A(z, ξ)

)
exp [−B(z, ξ)] dξ ,

avec A(z, ξ) := 2q
( ǫ
2

)q
ξ2qz2q−1(1 + z2) + 2z

(
1 +

( ǫ
2

)q
z2qξ2q

)

et B(z, ξ) :=
α

2
z2ξ2 + C ′′ξ2(1 + z2)

(
1 +

( ǫ
2

)q
z2qξ2q

)
.

Pour ǫ assez petit et z ≥ 0,

A(z, ξ) ≤ 2z + 2qξ2qz2q−1 + 2ξ2qz2q+1 et B(z, ξ) ≥ C ′′ξ2 +
α

2
z2ξ2 . (3.4.6)

Il convient de signaler que µ ≥ 1 impliquerait directement 1
λ0
ǫ (u)

≤ 1. On se
restreint naturellement au cas où z ≤ 1 puisque si z ≥ 1, le résultat du lemme est
prouvé. En se servant des inégalités (3.4.6) et après quelques calculs, on obtient

−h′(z) ≤
√
2ε

∫ ∞

0

αzξ2 exp

{
−
(
C ′′ +

αz2

2

)
ξ2
}
dξ + C1

√
ε

≤ C1

√
ǫ− C2

√
ǫ
d

dz

{(
C ′′ +

α

2
z2
)− 1

2

}
.

Pour 0 ≤ z ≤ 1, l’estimation précédente de la dérivée fournit l’existence d’une
constante C ′

2 > 0 telle que

h(0)− h(z) ≤ C1

√
ǫz + C2

√
ǫ

(
1√
C ′′

− 1√
C ′′ + α

2
z2

)
≤ C1

√
ǫz + C ′

2

√
ǫαz2 .

De plus, h(0) =
√
2ǫ
∫
R+
e−C′′ξ2dξ. D’où le quotient h(0)/

√
ε est indépendent

de ε et sera noté C3. On trouve h(z) ≥ C3

√
ǫ − C1

√
ǫz − C ′

2

√
ǫαz2. L’inégalité

µ ≥ h(µ) implique a1µ2 + a2µ−
√
ǫa3 ≥ 0 où les trois constantes sont définies par

a1 := C ′
2

√
ǫα ≥ 0, a2 := 1 + C1

√
ǫ et a3 := C3 > 0. Donc, pour α > 0, il existe

C > 0 satisfaisant

√
λ0ǫ = µ ≥

√
a22 + 4a3C ′

2αǫ− (1 + C1

√
ǫ)

2C ′
2

√
ǫα

= C
√
ǫ+ o

(√
ǫ
)
.

Pour α = 0, on obtient directement la minoration µ ≥ a3
√
ǫ

1+a2
√
ǫ
. Finalement on

obtient l’existence de C > 0 telle que
√
λ0ǫ ≥ C

2

√
ǫ pour ε assez petit.

En utilisant la majoration de la constante de renormalisation λ0ε, on peut
obtenir également des majorations pour les moments des mesures invariantes sy-
métriques. On rappelle que µ0

l (ǫ) représente le moment d’ordre l.

Lemme 3.26. Pour tout l ≥ 1, la famille {µ0
2l(ǫ), ǫ > 0} est bornée.
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Notons que ce résultat généralise celui de la Proposition 3.8 dans le cas où l’on
regarde des mesures symétriques. On ne suppose donc rien quant aux degrés de F
et de V . D’ailleurs, on ne suppose même pas que V est une fonction polynômiale.

Démonstration. Soit K :=
√

C2+1
C4

où les constantes C2 et C4 sont définies dans

l’hypothèse (V-3). On découpe le moment en deux termes différents :

µ0
2l(ǫ) =

∫ K

−K

x2lu0ǫ(x)dx+
2

λ0ǫ

∫ ∞

K

x2l exp

[
−2

ǫ
W 0

ǫ (x)

]
dx .

D’après le point 2) du Lemme 2.19, F ∗ u0ǫ(x) − F ∗ u0ǫ(0) ≥ 0. De plus V (x) ≥
C4x

4 − C2x
2 d’après l’hypothèse (V-3). Ainsi pour tout |x| > K, V (x) ≥ x2. On

a par conséquent :

µ0
2l(ǫ) ≤ K2l +

2

λ0ǫ

∫ ∞

K

x2le−
2x2

ǫ dx ≤ K2l +
2

λ0ǫ
ǫl+

1
2

∫ ∞

K√
ǫ

y2le−2y2 dy .

Le Lemme 3.25 implique µ0
2l(ǫ) ≤ K2l + Cǫl−

1
2 où C est une constante.

Présentons maintenant le résultat principal concernant les limites des mesures
invariantes symétriques du processus auto-stabilisant (0.0.5).

Proposition 3.27. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypo-
thèses (F-1)–(F-5). Soit (u0ε)ε>0 une famille de mesures invariantes symétriques
de la diffusion (0.0.5). Alors, il existe une suite décroissante (εk)k≥0 qui tend vers
0 et une mesure de probabilité discrète u00 telles que

(
u0ǫk
)
k≥0

converge étroitement
vers u00. De plus, la mesure u00 s’écrit comme suit :

u00 =
r∑

i=1

pi

(
1

2
δAi +

1

2
δ−Ai

)
(3.4.7)

avec r ≥ 1, pi > 0 pour tout 1 ≤ i ≤ r, 0 ≤ A1 < · · · < Ar ≤ a et

V ′(Ai) +
r∑

j=1

pjS(F ′)(Ai, Aj) = 0 (3.4.8)

V (Ai)− V (Aj) +
r∑

l=1

pl

(
S(F )(Ai, Al)− S(F )(Aj, Al)

)
= 0

V ′′(Ai) +
r∑

j=1

pjS(F ′′)(Ai, Aj) ≥ 0 (3.4.9)

pour tout 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ r. Ici S(G)(x, y) := 1
2
(G(x+ y) +G(x− y)) pour

toute fonction G.
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Démonstration. On sait d’après le Lemme 3.26 que les moments sont bornés. Par
conséquent, le Théorème 3.13 et la Proposition 3.14 peuvent être directement
appliqués. Afin de conclure, il suffit de noter que u00 est symétrique et que les deux
fonctions V et F sont paires d’après les hypothèses (V-8) et (F-1).

Ce résultat de convergence est maintenant précisé sous quelques conditions
supplémentaires. Rappelons au passage que la convexité de V ′′ implique direc-
tement l’hypothèse (V-9) à savoir que V a exactement deux puits ainsi qu’une
bosse ; cette dernière étant située en 0 si le potentiel V est symétrique.

Théorème 3.28. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-
5). On suppose que les fonctions V ′′ et F ′′ sont convexes. Alors toute suite de
mesures invariantes symétriques de la diffusion (0.0.5) converge étroitement vers
la mesure de probabilité discrète 1

2
δx0 +

1
2
δ−x0 où x0 est l’unique solution positive

ou nulle du système :
{
V ′(x0) +

1
2
F ′(2x0) = 0

V ′′(x0) +
α
2
+ 1

2
F ′′(2x0) ≥ 0

(3.4.10)

De plus, si α ≥ ϑ = −V ′′(0) alors x0 = 0, sinon x0 > 0. On rappelle que α est
défini par (0.0.8) et que ϑ est défini par (0.0.7).

Démonstration. Étape 1. D’après la Proposition 3.27, toute mesure limite u00 de
la famille {u0ε, ε > 0} est discrète. De plus, comme V ′′ et F ′′ sont des fonctions
convexes, le support de la mesure limite contient au plus deux éléments d’après la
Proposition 3.14. On en déduit immédiatement que r = 1 dans (3.4.7). Qui plus
est, si A1 = 0 alors le support est réduit à un point.
Étape 2. Par conséquent, le point A1 qui caractérise la mesure limite satisfait
(3.4.8) et (3.4.9) c’est-à-dire (3.4.10). Comme V ′′ est une fonction paire et convexe,
le coefficient ϑ défini par (0.0.7) prend la valeur ϑ = −V ′′(0). Utilisons mainte-
nant des arguments assez similaires à ceux déjà présentés lors de la preuve du
Lemme 3.6. Soit χ(x) := V ′(x) + 1

2
F ′(2x). Résolvons χ(x) = 0 sur R+. 0 est une

solution évidente. De plus, χ′(x) = V ′′(x)+F ′′(2x) ce qui implique que χ′ est une
fonction symétrique et convexe qui tend vers l’infini quand x tend vers l’infini.
Par conséquent, le minimum de χ′ sur R+ est χ′(0) = V ′′(0) +F ′′(0) = α− ϑ. On
distingue maintenant deux cas différents :

– Si α < ϑ, le comportement de χ sur R+ peut être résumé ainsi : la fonction est
d’abord strictement décroissante puis elle est strictement croissante. Comme
limx→∞ χ(x) = +∞, il existe un unique x0 > 0 tel que χ(x0) = 0. On a
donc exactement deux zéros pour la fonction χ sur R+ : 0 et x0. Comme
V ′′(0)+ α

2
+ 1

2
F ′′(0) = α−ϑ < 0, l’unique solution de (3.4.10) est x0 > 0. Le

réel x0 est en effet solution car χ coupe l’axe des abscisses sur un intervalle
où elle est croissante.
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– Si α ≥ −V ′′(0), la fonction χ′ atteint son minimum pour x = 0 et χ′(0) ≥ 0.
D’où χ(x) = 0 implique x = 0. On peut aussi vérifier que V ′′(0) + α

2
+

1
2
F ′′(0) = α − ϑ ≥ 0 si bien que le système (3.4.10) admet une unique

solution et il s’agit de 0.
Dans la mesure où chaque mesure limite est caractérisée par l’unique solution de
(3.4.10), il existe une unique mesure limite ce qui entraîne la convergence étroite
de toute famille de mesures invariantes symétriques {u0ε, ε > 0} grâce au fait que
cette famille soit relativement compacte.

Remarque 3.29. Le cas particulier où α = −V ′′(0) correspond au point de départ
d’une bifurcation : le support de la mesure limite passe du statut de doublon à celui
de singleton. On parlera de dioptre à propos de cette valeur frontière α = −V ′′(0).
On verra par la suite que d’autres bifurcations se situent dans ce dioptre. En un
sens, on peut songer au travail effectué dans [13] où les auteurs étendent quelques
propriétés du cas uniformément strictement convexe au cas convexe mais non
uniformément strictement convexe.

On peut se demander ce qu’il se passe lorsque V ′′ ou F ′′ ne sont pas des
fonctions convexes. En effet, si l’on part d’un potentiel admettant deux puits, on
s’attend naturellement à ce que la mesure limite charge également deux points
voire un seul point comme c’est le cas lorsque α ≥ ϑ.
Or, on peut observer des mesures limites dont le support contient au moins trois
points comme on l’a prouvé dans la Proposition 3.3 lorsque deg(F ) = 2 bien que le
potentiel V ait exactement deux puits. On va maintenant étudier deux exemples
non triviaux, c’est-à-dire pour lesquels l’intéraction F ′ n’est pas linéaire et en
conséquence pour lesquels un calcul explicite a priori du pseudo-potentiel Wǫ (et
donc du pseudo-potentiel limite W0) n’est pas possible.

Proposition 3.30. Soit le potentiel de confinement V (x) := x4

4
− x2

2
. V satisfait

donc toutes les hypothèses (V-1)–(V-10) et de plus V ′′ est convexe. Il existe une
fonction polynômiale F de degré 8, satisfaisant les propriétés (F-1)–(F-5), telle
que le support de toute mesure limite pour les familles de mesures invariantes
symétriques {u0ε, ε > 0} de la diffusion (0.0.5) contienne trois ou quatre points.

Démonstration. Étape 1. Comme on a déjà vu dans la preuve précédente, si le
support de la mesure limite contient un ou deux éléments, ces éléments sont solu-
tions de (3.4.10). Il suffit alors de prouver que le système ne peut pas être résolu
pour un potentiel d’intéraction F bien choisi.
Premièrement, notons qu’il est nécessaire de choisir une fonction F qui vérifie
F ′′(0) < −V ′′(0) = 1. Si tel n’était pas le cas, la mesure δ0 serait une limite pos-
sible. Choisissons en particulier : F ′′(0) = 0.
Supposons que F est une fonction polynômiale paire de degré 8. Comme sa limite
en +∞ est égale à +∞, on obtient F (8)(0) ≥ 0. De plus, F doit satisfaire l’hypo-
thèse (F-3), ce qui signifie que F ′ est une fonction convexe sur R+ ce qui implique
F (4)(0) ≥ 0. Finalement, comme V ′′ est une fonction convexe, la fonction F ′′ ne
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doit pas être convexe ce qui exige F (6)(0) < 0. On va donc tester les potentiels F
de la forme suivante

F (x) := α4
x4

4
− α6

x6

6
+ α8

x8

8
avec α4, α6 et α8 > 0 .

Étape 2. F ′ devant être convexe sur R+ d’après l’hypothèse (F-3), on en déduit
que pour tout x ∈ R, on a F (3)(x)/x =: Q2(x

2) ≥ 0 où Q2 est une fonction
polynômiale de degré 2 qui s’exprime ainsi : Q2(X) = 6α4 − 20α6X + 42α8X

2.
Ici, X := x2. De plus, F ′′ n’est pas convexe sur R ce qui se traduit par F (4)(x) =:
R2(x

2) < 0 pour certains x ∈ R où R2 est une autre fonction polynômiale de degré
2 qui s’exprime ainsi : R2(X) = 6α4 − 60α6X + 210α8X

2. En d’autres termes, on
cherche une fonction F telle que le discriminant de Q2 soit négatif et celui de R2

soit positif. On en déduit les inégalités suivantes :
√

35

25
α4α8 < α6 <

√
63

25
α4α8 . (3.4.11)

Prouvons maintenant qu’il existe une telle fonction F qui ne vérifie pas le système
(3.4.10). Il suffit de prouver l’implication suivante

P3(x
2) := 64α8x

6 − 16α6x
4 + (4α4 + 1)x2 − 1 = 0 (3.4.12)

=⇒ 224α8x
6 − 40α6x

4 + (6α4 + 3)x2 − 1 < 0 . (3.4.13)

On remplace (3.4.13) par 2×(3.4.13)−7×(3.4.12). Donc (3.4.12) et (3.4.13) sont
équivalentes à P3(x) = 0 ⇒ P2(x) < 0 pour x ≥ 0 où l’on a P2(x) := 32α6x

2 −
(16α4 + 1)x+ 5.
En utilisant (3.4.11) on peut prouver que le discriminant de P ′

3 est négatif. En
effet, ce discriminant est

1024

{
α2
6 −

3

4
α8 (4α4 + 1)

}
< 1024

(
α2
6 − 3α4α8

)

< 1024

(
α2
6 −

63

25
α4α8

)
< 0 .

On en déduit donc l’existence d’un unique x0 réel qui vérifie P3(x0) = 0. Comme
P3(0) = −1 < 0, on sait également que x0 > 0.
Étape 3. Pour conclure, il suffit de trouver des coefficients α4, α6 et α8 satisfaisant
(3.4.11) et tels que x0 ∈]x−, x+[ où les x± sont les racines éventuelles de P2 (à ce
stade, rien ne prouve que P2 a bien deux zéros réels). En d’autres termes, on prouve
que P3(x−)P3(x+) < 0. Pour ce faire, on introduit le paramètre η ∈]35/25, 63/25[
tel que α6 =:

√
ηα4α8. On peut alors exprimer x±, P3(x−) et P3(x+) en fonction

de η, α4 et α8. Plus précisément, si le discriminant de P2 satisfait

∆ := (16α4 + 1)2 − 640
√
ηα4α8 > 0 , (3.4.14)
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on trouve

x± =
16α4 + 1±

√
(16α4 + 1)2 − 640

√
ηα4α8

64
√
ηα4α8

.

On vérifiera à la fin de la preuve que l’on a bien ∆ > 0 pour les valeurs de η,
α4 et α8 que l’on va considérer. On va commencer par simplifier l’inégalité stricte
P3(x−)P3(x+) < 0. Pour cela, on paramètre de la sorte :

α4 =: s2, α8 =: t2, η =: u2 et A := 16s2 + 1 .

La paramétrisation des racines du polynôme P2 est la suivante : xε = A+ε
√
A2−640ust
64ust

avec ε2 = 1. Ainsi on a

P3(xε) =
1

643u3s3t3

{
χ1 + εχ2

}
.

Il faut maintenant exprimer les quantités χ1 et χ2 :

χ1 := 64t2
[
A3 + 3A

(
A2 − 640ust

)]
− 16× 64u2s2t2

[
A2 + A2 − 640ust

]

+ 642u2s2t2(4s2 + 1)A− 643u3s3t3

= 256t2
{
32ust

(
48u2s2 − 15A

)
+ A

(
A2 − 8u2s2A+ 16u2s2(4s2 + 1)

)}
.

Et pour ce qui est de la quantité χ2 :

χ2 := 64t2
[
3A2

√
A2 − 640ust+

(
A2 − 640ust

)√
A2 − 640ust

]

− 16× 64u2s2t2 × 2A
√
A2 − 640ust+ 642u2s2t2(4s2 + 1)

√
A2 − 640ust

= 256t2
√
A2 − 640ust

{
A2 − 8u2s2A+ 16u2s2(4s2 + 1)− 160ust

}
.

L’inégalité P3(x−)P3(x+) < 0 est donc simplement équivalente à χ2
1−χ2

2 < 0 puis,
en divisant par (256t2)

2, on obtient

a0 (s, u) + a1 (s, u) t+ a2 (s, u) t
2 + a3 (s, u) t

3 < 0 (3.4.15)

où les coefficients a0 (s, u), a1 (s, u), a2 (s, u) et a3 (s, u) s’expriment comme suit :

a0(s, u) := A2
(
A2 − 8u2s2A+ 16u2s2(4s2 + 1)

)2

− A2
(
A2 − 8u2s2A+ 16u2s2(4s2 + 1)

)2
= 0.

a1(s, u) := 64usA
(
48u2s2 − 15A

)(
A2 − 8u2s2A+ 16u2s2(4s2 + 1)

)2

+ 640us
(
A2 − 8u2s2A+ 16u2s2(4s2 + 1)

)

+ 320usA2
(
A2 − 8u2s2A+ 16u2s2(4s2 + 1)

)

= 64us
(
A2 − 8u2s2A+ 16u2s2(4s2 + 1)

)

×
(
5A2 + 10A2 − 80u2s2A+ 160u2s2(4s2 + 1) + 48u2s2A− 15A2

)

= 32× 64u3s3
(
A2 − 8u2s2A+ 16u2s2(4s2 + 1)

)(
5(4s2 + 1)− A

)
.
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En rappelant que A = 16s2 + 1, on obtient

a1(s, u) = 2× 642u3s3(s2 + 1)

×
(
256s4 + 32s2 + 1− 128u2s4 − 8u2s2 + 64u2s4 + 16u2s2

)

= 2× 642u3s3(s2 + 1)
(
256s4 − 64u2s4 + 8u2s2 + 32s2 + 1

)
.

Le coefficient de degré 2 est

a2(s, u) = 322u2s2
(
48u2s2 − 15A

)2
− 1602u2s2A2

− 640us× 320us
(
A2 − 8u2s2A+ 16u2s2(4s2 + 1)

)

= 322u2s2
{(

48u2s2 − 15A
)2 − 25A2 − 200A2

+ 1600u2s2A− 3200u2s2(4s2 + 1)
}

= 8× 642u4s4
{
72u2s2 + 5A− 100(4s2 + 1)

}

= −2× 642u3s3 × 4us
{
320s2 + 95− 72u2s2

}

car A = 16s2 + 1. Enfin, le coefficient de degré 3 est

a3(s, u) = 640× 1602u3s3 = 2× 642u3s3 × 2000.

On divise alors l’inégalité (3.4.15) par 2× 642u3s3t et l’on obtient

2000t2 − 4us
(
320s2 + 95− 72u2s2

)
t+Ru(s

2) < 0

où l’on a Ru(X) := (X + 1) (256X2 − 64u2X2 + 8u2X + 32X + 1). Par consé-
quent, on obtient une équivalence entre l’inégalité P3(x−)P3(x+) < 0 et l’inégalité
Ψ√

η,
√
α4(

√
α8) < 0 où Ψu,s(t) est la fonction polynômiale définie ainsi :

Ψu,s(t) := 2000t2 − 4us
{
320s2 + 95− 72u2s2

}
t+ s6(256− 64u2) +Ru(s

2),

où Ru est une fonction polynômiale d’ordre 2 dont les coefficients ne dépendent
que de la variable u. D’après (3.4.11), la variable u satisfait u2 = η < 63

25
< 320

72
ce

qui implique l’inégalité 320s2 + 95− 72u2s2 > 0 pour tout s ∈ R. Choisissons α8

dans le but de minimiser la quantité Ψ√
η,
√
α4(

√
α8). Ainsi on choisit

α8 := ηα4
(320α4 + 95− 72ηα4)

2

106
et α6 = ηα4

320α4 + 95− 72ηα4

103
. (3.4.16)

Cela ramène maintenant à prouver Ψ√
η,
√
α4(

√
α8) < 0. On obtient l’estimation

suivante de ce minimum :

Ψ√
η,
√
α4(

√
α8) = −16α3

4

125

{
81η3 − 720η2 + 2100η − 2000

}
+Rη(α4),



3. Convergence des mesures stationnaires 114

où Rη est une fonction polynômiale de degré 2. En remarquant que la fonction
f définie par f(η) := 81η3 − 720η2 + 2100η − 2000 est une fonction croissante
telle que f(63/25) > 0, on trouve l’existence d’un élément η0 ∈]35/25, 63/25[ tel
que f(η) > 0 pour tout η ∈]η0, 63/25[=: I ; η0 n’ayant pas à être optimal. Pour
conclure, il suffit de choisir η ∈ I puis de prendre α4 assez grand (P3(x−)P3(x+)
étant alors négatif strictement) afin de déterminer les paramètres α4, α6 et α8 qui
vont satisfaire (3.4.12) et (3.4.13).
Étape 4. La fonction F ainsi choisie satisfait les propriétés demandées tant que
l’inégalité (3.4.14) est vraie. Il reste maintenant à prouver que x− et x+ existent
bien c’est-à-dire que le discriminant de P2 est strictement positif. En fait, en
utilisant la valeur particulière de α8, l’inégalité (3.4.14) est équivalente à

(16α4 + 1)4 > 6402η3/2α
3/2
4

320α4 + 95− 72ηα4

1000
,

ce qui est bien satisfait dès que α4 est assez grand.
Étape 5. Enfin, supposons qu’il existe une suite de mesures stationnaires symé-
triques telle que le support de sa limite contienne cinq points ou plus. On sait
alors que le pseudo-potentiel limite associé W0 atteint son minimum global en
au moins cinq points et par suite il admet au moins quatre points critiques où
il atteint des maxima locaux ce qui fait donc au moins neuf points critiques. On
applique le théorème de Rolle à W ′

0, W
′′
0 , W (3)

0 , W (4)
0 puis à W (5)

0 et l’on en déduit
que la fonction W (6)

0 admet au moins quatre zéros ce qui est impossible vu que la
convexité des fonctions V (6) (identiquement égale à 0 vu que V est de degré 4) et
F (6) implique celle de W (6)

0 .

On a dû exiger de la fonction polynômiale F d’être de degré au moins égal à 8
car pour obtenir un tel résultat, il est nécessaire que F ′′ ne soit pas convexe. Or,
il est également nécessaire que F soit convexe d’où F ′′(0) ≥ 0 et F (2n)(0) > 0 où
2n = deg(F ). De plus, F ′ doit être convexe sur R+ donc F (4)(0) ≥ 0. Ainsi il est
nécessaire d’avoir 2n ≥ 8 pour que l’un au moins des coefficients soit strictement
négatif.

Exemple 3.31. Soit V (x) := x4

4
− x2

2
et F (x) := 5

2
x4 − 299

48
x6 + 89 401

12 800
x8. Alors

toute mesure limite possible d’une suite de mesures invariantes symétriques de
la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) a un support contenant soit trois soit quatre
points.

Démonstration. Considérons la fonction f définie lors de la preuve de la Proposi-
tion 3.30. Rappelons que l’on a

f(η) = 81η3 − 720η2 + 2100η − 2000 .

On peut factoriser : f(η) = (9x− 20) (3x− 10)2 donc on en déduit f(η) > 0 pour
tout η ∈

]
20
9
; 63
25

[
. En prenant η := 5

2
, on obtient

Ψ√
η,
√
α4(α8) = −2 (α4 − 8)

(
α4 +

1

4

)2
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où α8 est remplacé par son expression dans (3.4.16). On prend ensuite α4 = 10
donc (3.4.16) donne α6 =

299
8

et α8 =
89 401
1 600

.
Il reste à vérifier

(16α4 + 1)4 > 6402η3/2α
3/2
4

320α4 + 95− 72ηα4

1000
.

Or, le membre de gauche vaut 671 898 241 et celui de droite vaut 99 840. Ainsi
F (x) := 5

2
x4− 299

48
x6+ 89401

12800
x8 vérifie bien les conditions demandées dans la preuve

de la Proposition (3.30) et l’on peut appliquer celle-ci.

On a étudié le cas où V ′′ était convexe et on a trouvé l’existence d’une fonction
polynômiale F dont la dérivée seconde n’est pas convexe qui interdit aux mesures
symétriques limites d’avoir un support de cardinal strictement plus petit que trois.
Cherchons maintenant un contre-exemple dual à savoir si F ′′ est convexe mais si
c’est V ′′ qui ne l’est pas.

Proposition 3.32. Soit le potentiel d’intéraction F (x) := β
4
x4 + α

2
x2 avec α ≥ 0

et β > 0. F satisfait donc les hypothèses (F-1)–(F-5) et de plus F ′′ est convexe.
Il existe un potentiel de confinement V satisfaisant les propriétés (V-1)–(V-10)
tel que le support de toute mesure limite pour les familles de mesures invariantes
symétriques {u0ε, ε > 0} de la diffusion (0.0.5) contienne exactement trois points.

Démonstration. Les arguments développés pour la preuve de la Proposition 3.32
sont similaires à ceux présentés dans celle de la Proposition 3.30. Commençons
par éliminer δ0 des mesures limites possibles. D’après (3.4.9), appliqué à r = 1 et
A1 = 0, il suffit d’imposer −V ′′(0) > α.
Concentrons-nous maintenant sur les mesures limites dont le support contient
exactement deux éléments : A1 et −A1. En utilisant la Proposition 3.27, on sait
que A1 satisfait (3.4.8) et (3.4.9). Cherchons V sous la forme d’une fonction po-
lynômiale de degré 6. Afin d’obtenir la limite limx→∞ V (x) = +∞ qui est une
conséquence de l’hypothèse (V-3), on choisit un coefficient de degré 6 strictement
positif. De plus, le coefficient de degré 4 est négatif car on a besoin que V ′′ soit non
convexe. Par conséquent, si l’on veut que V satisfasse les hypothèses (V-1)–(V-10),
on écrit V comme suit :

V (x) =
α6

6
x6 − α4

4
x4 − α2

2
x2 avec α4, α6 > 0 et α2 > α .

L’équation V ′(x) = 0 a trois solutions. En effet, V ′(x) = x (α6x
4 − α4x

2 − α2).
Comme α6, α4 et α2 sont strictement positifs, l’équation du second degré α6X

2 −
α4X − α2 admet exactement deux solutions : l’une est strictement positive et
l’autre est strictement négative. Les hypothèses (V-2) et (V-9) sont donc bien
satisfaites pour peu que V ′′(a) > 0 où a est le réel strictement positif tel que
V ′(a) = 0. Or, on peut vérifier : V ′′(a) = 2α4a

2 + 4α2 > 0.

En se servant des expressions particulières de V et F , les équations (3.4.8) et
(3.4.9) deviennent

A1

(
α6A

4
1 + (4β − α4)A

2
1 + (α− α2)

)
= 0 (3.4.17)

et 5α6A
4
1 + (6β − 3α4)A

2
1 + (α− α2) ≥ 0 . (3.4.18)
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On divise (3.4.17) par A1, on remplace (3.4.18) par 1
2

(
(3.4.18)−5×(3.4.17)

)
puis

en posant X := A2
1, on obtient :

α6X
2 + (4β − α4)X + (α− α2) = 0 (3.4.19)

et (α4 − 7β)X − 2 (α− α2) ≥ 0 .

Comme α < α2, il y a une unique solution positive à l’équation (3.4.19) :

X0 :=
α4 − 4β +

√
(α4 − 4β)2 + 4α6(α2 − α)

2α6

.

Le but de la preuve est de trouver des paramètres α2, α4 et α6 tels que (3.4.17) et
(3.4.18) soient incompatibles ce qui se traduit par (α4 − 7β)X0 − 2 (α− α2) < 0.
En d’autres termes,

(α4 − 7β)
α4 − 4β +

√
(α4 − 4β)2 + 4α6(α2 − α)

2α6

− 2 (α− α2) < 0 .

On pose α4 := 6β et α2 := α + u2−1
α6

β2 avec u > 1 (il est nécessaire que l’on ait
α2 > α). L’inégalité précédente devient 2u2−u−3 < 0. Ainsi pour tout paramètre
u tel que 1 < u < 3

2
et α6 > 0, on calcule α2 et α4 avec les expressions données

plus haut et l’on a donc défini une fonction polynômiale V ayant les propriétés
suivantes :

– Il n’y a pas de solution au système d’équations (3.4.8) et (3.4.9) pour r = 1.
– La fonction V satisfait les propriétés (V-1)–(V-10).

On en conclut que le support de toute mesure limite correspondant à une suite de
mesures invariantes symétriques pour la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) contient
au moins trois points.

Comme présenté dans la preuve de la Proposition 3.14, le support de toute mesure
limite symétrique u00 est inclus dans l’ensemble des points où W0 = V + F ∗ u00
atteint son minimum global. Comme les fonctions particulières V (4) et F (4) sont
convexes, W (4)

0 l’est également. Or, si W0 atteint son minimum global en au moins
quatre points, la dérivée W ′

0 s’annule au moins sept fois (vu qu’il y a au moins
trois points où W0 atteint un maximum local). En appliquant le théorème de Rolle
à trois reprises, W (4)

0 s’annule au moins quatre fois ce qui contredit la propriété
de convexité qui vient d’être mentionnée.
Par conséquent, le support de toute mesure limite d’une famille de mesures inva-
riantes symétriques pour la diffusion (0.0.5) contient exactement trois points.

Afin de conclure cette étude des cas non triviaux (c’est-à-dire des cas où la
fonction d’intéraction F ′ n’est pas linéaire) qui font apparaître des mesures li-
mites dont le support contient au moins trois points limites bien que le potentiel
V possède exactement deux puits, présentons un exemple particulier de diffusion
auto-stabilisante du type (0.0.5) pour laquelle on a la propriété suivante : toute
mesure invariante symétrique converge quand ε → 0 vers une mesure de proba-
bilité discrète dont le support contient trois points exactement alors que F ′′ est
convexe.
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Exemple 3.33. Soit le potentiel de confinement V (x) := x6

6
− 3

2
x4 − 17

32
x2 qui

vérifie les hypothèses (V-1)–(V-10) et soit le potentiel d’intéraction F (x) := x4

4
+

x2

2
qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-5). Soit une suite de mesures invariantes

symétriques {u0ε, ε > 0} pour la diffusion (0.0.5). Cette suite est alors convergente
et l’on a

lim
ǫ→0

u0ǫ =
26

45
δ0 +

19

90

(
δ√

15
2

+ δ−
√
15
2

)
.

Démonstration. On utilise la méthode développée dans la preuve de la Proposition
3.32 avec les paramètres suivants : α = β = 1, α2 = α+ 1

16α6
β2, α4 = 6β et α6 = 1.

On obtient immédiatement le résultat de la proposition à savoir que le support de
toute mesure limite pour la famille {u0ε, ε > 0} contient exactement trois points.
D’où toutes les mesures limites symétriques possibles u00 sont des combinaisons
de trois mesures de Dirac : u00 = p0δ0 +

1−p0
2

(δx1 + δ−x1) avec p0(1 − p0) > 0 et
x1 > 0. On peut préciser les valeurs de p0 et x1 en utilisant la Proposition 3.27.
Les équations suivantes doivent être résolues :

V ′(x1) + p0F
′(x1) +

1− p0
2

F ′(2x1) = 0

et V (x1) + (2p0 − 1)F (x1) +
1− p0

2
F (2x1) = 0 .

En utilisant l’expression particulière des fonctions V et F , et comme x1 6= 0, les
équations deviennent

x41 − (3p0 + 2) x21 −
1

16
= 0 (3.4.20)

et x41 +
3

2
(1− 6p0) x

2
1 −

3

16
= 0 . (3.4.21)

En soustrayant (3.4.21) à (3.4.20), on trouve p0 = 7
12

− 1
48x2

1
. Par conséquent,

l’équation (3.4.20) devient :

x41 −
(
2 +

7

4
− 1

16x21

)
x21 −

1

16
= 0

ce qui donne directement x1 =
√
15
2

puis p0 = 1
12

104
15

= 26
45

. On ne prend pas la peine
de vérifier que les dérivées secondes sont bien positives c’est-à-dire que l’on a

V ′′(0) +
26

45
F ′′(0) +

19

45
F ′′(x1) ≥ 0

et V ′′(x1) +
26

45
F ′′(x1) +

19

90
(F ′′(0) + F ′′(2x1)) ≥ 0 .

Toutefois, on sait d’après la Proposition 3.32 que le support de toute mesure limite
contient exactement trois points. La seule mesure limite possible étant justement
26
45
δ0 +

19
90

(
δ√

15
2

+ δ−
√
15
2

)
, on sait d’avance que les deux inégalités sont vérifiées.

Et, par conséquent, on a bien la convergence annoncée.
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4. VITESSE DE CONVERGENCE

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, le comportement asymptotique pour ǫ tendant vers
0 des mesures stationnaires de la diffusion (0.0.5) a été étudié : on a regardé les va-
leurs d’adhérence possibles et sous des hypothèses plus fortes, montré l’existence
d’une véritable limite. Ici, on va s’intéresser à la vitesse à laquelle une famille
de mesures stationnaires (uǫ)ǫ>0 converge vers sa limite u0. Ce travail permettra
en particulier de généraliser le Théorème 2.27 concernant les mesures excentrées.
Par ailleurs, les résultats de ce chapitre seront utilisés dans le Chapitre 6 afin de
prouver l’unicité "locale" des mesures sous des conditions peu exigeantes - déjà
formulées précédemment (Théorème 2.8). Comme dans les Chapitres 3 et 4, on
considère des mesures stationnaires dont le moment d’ordre 8q2 est fini si bien
que toute mesure stationnaire vérifie le système (2.2.2)–(2.2.3). Afin de pouvoir
appliquer les résultats du Chapitre 3, on suppose que les familles de mesures sta-
tionnaires que l’on considère vérifient la condition (H) mais aussi que le potentiel
de confinement V vérifie l’hypothèse (V-7).

Pour commencer l’étude de la vitesse de convergence et afin de montrer que cette
étude n’est pas triviale, on s’intéresse au cas le plus simple à savoir celui où la
fonction d’intéraction F ′ est linéaire et où le potentiel de confinement V est symé-
trique. C’est la vitesse de convergence de la mesure stationnaire symétrique unique
vers sa limite que l’on va regarder et l’on prouvera que la vitesse est d’ordre ǫ

1
k où

k est un entier non nul qui n’est pas forcément égal à 1. En d’autres termes, même
dans le cas le plus simple, la vitesse ne peut pas être devinée péremptoirement. On
prouvera également que des points qui ne sont pas chargés par la mesure limite
peuvent dans certains cas non sporadiques parasiter cette vitesse.
Ensuite, des résultats généraux seront établis dans le cas où F est de degré quel-
conque, où V n’est pas forcément symétrique et où l’on considère n’importe quelle
famille de mesures stationnaires. En particulier, un résultat asymptotique qui ser-
vira de clé de voûte dans la suite de l’étude sera fourni. Par ailleurs, une condition
simple sera donnée de sorte que seuls les points chargés par la mesure limite in-
terviennent dans la vitesse de convergence.
On spécifiera ensuite le cas où la famille de mesures stationnaires symétriques
converge vers δ0 sous des conditions simples. On scindera le cas en deux sous-cas
selon la stricte positivité ou non de α+V ′′(0). Une différence dans l’ordre de la vi-
tesse de convergence apparaîtra alors. En effet, on verra que si α+V ′′(0) > 0, cette

vitesse est d’ordre ǫ alors qu’elle est d’ordre ǫ
1
m0 avec m0 ≥ 2 si α + V ′′(0) = 0.
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Le préfacteur sera également calculé.
On poursuivra l’étude concernant les familles de mesures stationnaires symétriques
dans le cas où la mesure limite est de la forme 1

2
δ−x0 +

1
2
δx0 avec x0 > 0. On prou-

vera en particulier que la vitesse de convergence est d’ordre ǫ sous des conditions
simples.
Pour terminer sur la vitesse de convergence des mesures stationnaires symétriques,
on se placera dans le cas où F ′′ est convexe et l’on observera que le cas α = ϑ

correspond à un dioptre vu que la vitesse y est d’ordre ǫ
1
m0 (avec m0 ≥ 2) alors

qu’elle est d’ordre ǫ si α < ϑ et si α > ϑ ; où α et ϑ sont les constantes définies
par (0.0.8) et (0.0.7). Une étude sera menée dans l’exemple du potentiel de confi-
nement V (x) := x4

4
− x2

2
. On reliera continûment le comportement entre α < ϑ et

α > ϑ à travers le dioptre α = ϑ.
Enfin, pour terminer le chapitre, on mènera l’étude de la vitesse de convergence des
mesures excentrées de la forme ua0ǫ vers leur limite δa0 . On observera en particulier
que cette vitesse est d’ordre ǫ sous des conditions simples.

4.2 Vitesse de convergence de u0
ǫ dans le cas linéaire

On suppose que le potentiel V vérifie les hypothèses (V-1)–(V-8) ainsi que
(V-10). On reprend les notations déjà utilisées pour la convergence des mesures
invariantes symétriques lorsque V est symétrique et F ′ est linéaire.

Définition 4.1. 1) On note A1, · · · , Ar les r points où le pseudo-potentiel limite
(qui est égal au pseudo-potentiel pour tout ǫ > 0) W0(x) := V (x) + α

2
x2 atteint

son minimum global.

2) Pour tout 1 ≤ i ≤ r, on pose k0(i) := min
{
k > 0 | W (2k)

0 (Ai) > 0
}
.

3) On pose k0 := max 1≤i≤r k0(i) et I := {1 ≤ i ≤ r | k0(i) = k0}.
Avec ces notations, on a étudié le comportement asymptotique de l’unique

mesure stationnaire symétrique (car F ′ est linéaire) u0ǫ dans le Théorème 3.1 :

u0ǫ −→ u00 :=

∑
i∈I

(
W

(2k0)
0 (Ai)

)− 1
2k0 δAi

∑
j∈I

(
W

(2k0)
0 (Aj)

)− 1
2k0

pour la topologie de la convergence étroite. Seuls les indices appartenant à I in-
terviennent dans la limite. Toutefois, on verra par la suite que si l’on poursuit le
développement asymptotique à l’ordre suivant, d’autres indices peuvent éventuel-
lement apparaître. On introduit donc de nouvelles notations :

Définition 4.2. 4) Afin de simplifier les calculs, on écrit W i
k :=

W
(k)
0 (Ai)

k!
.

5) On pose ω0 := W0(A1) = · · · = W0(Ar) = infz∈RW0(z).
6) On pose k1 := max

1≤i≤r, i/∈I
k0(i) et I1 := {1 ≤ i ≤ r | k0(i) = k1}.

7) On pose J := {1 ≤ i ≤ r, k0(i) < k1} l’ensemble des indices restants.
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Par définition, on constate {1; · · · ; r} = I
⋃
I1
⋃
J . On va maintenant fournir

le premier résultat asymptotique :

Proposition 4.3. Soit une fonction f de classe C4 à croissance lente sur R. Alors,
on a le développement asymptotique suivant pour ǫ tendant vers 0 :

∫

R

f(x)e−
2
ǫ
W0(x)dx = τǫ

{∑

i∈I

(
1

W i
2k0

) 1
2k0

f(Ai)

+ ǫ
1
k0

∑

i∈I

[
C i

0f(Ai) + C i
1f

′(Ai) + C i
2f

′′(Ai)
]
+ o

(
ǫ

1
k0

)

+ ǫ
1

2k1
− 1

2k0 ρ
∑

j∈I1

(
1

Wj
2k1

) 1
2k1

f(Aj) + o
(
ǫ

1
2k1

− 1
2k0

)




où les différents coefficients sont définis comme suit :

τǫ :=
ǫ

1
2k0

k0
e−

2
ǫ
ω0Γ

(
1

2k0

)
1

2
1

2k0

et ρ :=
k0
k1

Γ
(

1
2k1

)

Γ
(

1
2k0

)2
1

2k0
− 1

2k1 ,

C i
0 :=

(
W i

2k0+1

)2

2
1+ 1

k0

(
W i

2k0

)2+ 3
2k0

Γ
(

4k0+3
2k0

)

Γ
(

1
2k0

) − W i
2k0+2

2
1
k0

(
W i

2k0

)1+ 3
2k0

Γ
(

2k0+3
2k0

)

Γ
(

1
2k0

) ,

C i
1 := − W i

2k0+1

2
1
k0

(
W i

2k0

)1+ 3
2k0

Γ
(

2k0+3
2k0

)

Γ
(

1
2k0

) et C i
2 :=

1

2
1+ 5

2k0

(
W i

2k0

) 3
2k0

Γ
(

3
2k0

)

Γ
(

1
2k0

) .

Démonstration. On pose A0 := −∞ et Ar+1 := +∞ puis, pour tout 1 ≤ i ≤ r, on

considère l’intervalle Ji :=
[
Ai−1+Ai

2
; Ai+Ai+1

2

]
. On peut alors appliquer le Lemme

A.4 à W0 et f sur chacun de ces intervalles. En effet, on peut l’utiliser sur J1
et Jr bien qu’ils soient semi-infinis. Pour cela, on utilise le même raisonnement
que dans la preuve du Théorème 3.1. En d’autres termes, on se donne R assez
grand pour que l’on ait la minoration W0(x) ≥ x2 pour |x| ≥ R et l’on note
J1 :=] −∞;−R]⋃]R; A1+A2

2
]. L’intégrale portant sur ] −∞;−R] sera clairement

négligeable pour R assez grand et celle portant sur ]R; A1+A2

2
] entre dans le cadre

du Lemme A.4. On fait de même avec Jr.
En réordonnant et en simplifiant, on trouve bien le résultat annoncé. En effet, on
ne garde que le terme de plus haut degré pour les indices j ∈ I1 et les termes qui

correspondent aux indices k ∈ J sont négligeables devant ǫ
1

2k1
− 1

2k0 .

On constate que les indices j ∈ I1 ont un impact dans le développement
asymptotique à la seule condition que l’on ait 1

2k1
− 1

2k0
≤ 1

k0
c’est-à-dire k1 ≥ k0

3
.

A partir de là, on peut donner une estimation de 〈f ; u0ǫ〉 :=
∫
R
f(x)duǫ(x) en

prenant le ratio de l’estimation précédente par celle appliquée avec la fonction
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constante égale à 1. Afin de simplifier les calculs, on introduit la constante de
renormalisation :

Z :=
∑

i∈I

(
W i

2k0

) 1
2k0 .

Théorème 4.4. Soit une fonction f de classe C4 à croissance lente sur R. Trois
situations différentes peuvent se produire :
1. Si k1 < k0

3
, on a le développement asymptotique suivant pour ǫ→ 0 :

lim
ǫ−→0

ǫ
− 1
k0

{〈
f ; u0ǫ

〉
−
〈
f ; u00

〉}
=

1

Z

∑

i∈I

[
λi(f)−

〈
f ; u00

〉
C i

0

]

où λi(f) := C i
0f(Ai) + C i

1f
′(Ai) + C i

2f
′′(Ai) pour i ∈ I ; les constantes C i

0, C
i
1 et

C i
2 ayant été introduites dans la Proposition 4.3.

2. Si k1 > k0
3
, on a le développement asymptotique suivant pour ǫ→ 0 :

lim
ǫ−→0

ǫ
1

2k0
− 1

2k1

{〈
f ; u0ǫ

〉
−
〈
f ; u00

〉}
=

1

Z

∑

j∈I1

µj(f)
(
f(Aj)−

〈
f ; u00

〉 )

où µj(f) := ρ
(
Wj

2k1

)− 1
2k1 pour j ∈ I1 ; la constante ρ ayant été introduite dans la

Proposition 4.3.

3. Enfin, si k1 = k0
3
, on a le développement asymptotique suivant pour ǫ→ 0 :

lim
ǫ−→0

ǫ
− 1
k0

{〈
f ; u0ǫ

〉
−
〈
f ; u00

〉}
=

1

Z

∑

i∈I

[
γi(f)−

〈
f ; u00

〉
C i

0

]

+
1

Z

∑

j∈I1

γj(f)
(
f(Aj)−

〈
f ; u00

〉 )

où γi(f) := λi(f) si i ∈ I et γj(f) := µj(f) si j ∈ I1.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la Proposition 4.3 à f ainsi qu’à la fonction
constante égale à 1 puis l’on prend le quotient de la première estimation par la
seconde après avoir discuté du plus gand terme négligeable dans la somme selon
le signe de k1 − k0

3
.

Remarque 4.5. On voit ici que les puits de W0 qui n’interviennent pas dans la
mesure u00 jouent un rôle capital. En effet, ils peuvent diminuer considérablement
l’ordre de la vitesse de convergence mais aussi modifier le préfacteur sans affecter
l’ordre de la vitesse comme dans le cas k1 = k0

3
.

4.3 Résultats généraux

On ne suppose maintenant plus rien sur la mesure limite u0 et l’on ne demande
pas non plus à V d’être symétrique ni même d’avoir seulement deux puits. On
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exige seulement du potentiel de confinement V qu’il satisfasse les hypothèses (V-
1)–(V-7) ainsi que (V-10). On utilise les notations habituelles :

W0 := V + F ∗ u0 − F ∗ u0(0) et Wǫ := V + F ∗ uǫ − F ∗ uǫ(0)

pour tout ǫ > 0. D’après la Proposition 3.14, on sait que u0 =
∑r

j=1 pjδAj avec
pj > 0 pour tout 1 ≤ j ≤ r. Par conséquent, vu que F est paire, quel que soit

x ∈ R, on a W0(x) = V (x) +
∑r

j=1 pj

(
F (x− Aj)− F (Aj)

)
.

Définition 4.6. 1. On note A := {Aj ; 1 ≤ j ≤ r} le support de la mesure u0.
2. On note B l’ensemble des réels où le pseudo-potentiel limite W0 atteint son
minimum global qui ne sont pas dans A. On pose s := card (B). Si s ≥ 1, on note
ses éléments par ordre croissant B1 < · · · < Bs.
3. On introduit D := A⋃B. On note D1 < · · · < Dr+s les r + s éléments de D.
On pose aussi D0 := −∞ et Dr+s+1 := +∞. D0 et Dr+s+1 ne sont évidemment
pas des éléments de D.

4. Pour tout 1 ≤ i ≤ r+ s, on pose Vi :=
[
Di−1+Di

2
; Di+Di+1

2

]
la cellule de Voronoï

contenant le point Di et aucun autre élément de D.

Les calculs faits sur u00 dans le cas particulier où l’intéraction F ′ est linéaire
suggèrent que les éléments de B peuvent intervenir dans la vitesse de convergence.
Ainsi l’ensemble A n’est pas suffisant pour rendre compte systématiquement de
la vitesse de convergence : on aura éventuellement besoin de B.

Lemme 4.7. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-1)–
(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses
(F-1)–(F-5). Soit (uǫ)ǫ>0 une suite de mesures invariantes pour la diffusion auto-
stabilisante (0.0.5) qui converge vers u0. Lorsque ǫ est assez petit, on a les résultats
suivants :
1. Si W ′′

0 (D) > 0 pour tout D ∈ D, le pseudo-potentiel Wǫ possède r + s points
critiques Dǫ

1 < · · · < Dǫ
r+s avec Dǫ

i ∈ Vi pour tout 1 ≤ i ≤ r+s et tels que Wǫ (D
ǫ
i )

corresponde à un minimum local du pseudo-potentiel Wǫ. On note Aǫ
i l’élément de

Dǫ := {Dǫ
k ; 1 ≤ k ≤ r + s} appartenant à la cellule de Voronoï associée à Ai ∈ A

et l’on note également Bǫ
j l’élément de Dǫ appartenant à la cellule de Voronoï

associée à Bj ∈ B. Pour tout 1 ≤ i ≤ r + s, Dǫ
i vérifie le développement suivant :

Dǫ
i = Di −

W ′
ǫ(Di)

W ′′
0 (Di)

+ o {W ′
ǫ(Di)} . (4.3.1)

2. Supposons que V soit symétrique. Si uǫ est symétrique, si u0 = δ0, si W0 :=
V + F est convexe et si F ′′ est convexe, alors le pseudo-potentiel Wǫ est convexe
et 0 est l’unique point où Wǫ atteint son minimum global. De plus, si F ′ n’est pas
linéaire, on a W ′′

ǫ (0) > 0.
3. Si W ′′

0 (D) > 0 pour tous les éléments D ∈ D, alors quelle que soit la fonction
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f ∈ C4 (R,R) à croissance lente, on a
∫

R

f(t)e
−2Wǫ(t)

ǫ dt =
r∑

j=1

√
πǫ

W ′′
ǫ (A

ǫ
j)
e−

2Wǫ(A
ǫ
j)

ǫ

{
f(Aǫ

j) + γj(f)ǫ+ o(ǫ)
}

(4.3.2)

+
s∑

l=1

√
πǫ

W ′′
ǫ (B

ǫ
l )
e−

2Wǫ(B
ǫ
l
)

ǫ

{
f(Bl) + o(1)

}

avec

γj(f) := f(Aj)

(
5 W2

3,j

48 W3
2,j

− W4,j

16 W2
2,j

)
− f ′(Aj)

W3,j

4 W2
2,j

+
f ′′(Aj)

4 W2,j

. (4.3.3)

Ici, on utilise la notation Wk,j := W
(k)
ǫ (Aǫ

j).

Démonstration. 1. La suite (Wǫ)ǫ>0 satisfait les conditions du Lemme A.15. En
effet, Wǫ et chacune de ses dérivées successives convergent uniformément vers W0

et chacune de ses dérivées successives sur tout compact d’après la Proposition
3.10. De plus, comme F est une fonction polynômiale et comme uǫ converge vers
u0, on peut écrire en utilisant l’hypothèse (V-3) : Wǫ(x) ≥ C4x

4 − C2x
2 + P (x)

où P est une fonction polynômiale indépendante de ǫ dont le terme principal est
positif. L’application du Lemme A.15 fournit l’existence des r élements Aǫ

j et des
s éléments Bǫ

l si s ≥ 1.
Soit D un point où W0 réalise son minimum global. Si W ′′

0 (D) > 0, la convergence
uniforme de Dǫ vers D et celle sur tout compact de Wǫ vers W0 donnent W ′′

ǫ (D
ǫ) >

0 pour ǫ assez petit. Le développement asymptotique (4.3.1) est une conséquence
directe du Lemme A.15.
2. Si le potentiel V est symétrique, si uǫ est symétrique, si W0 est convexe et si
F ′′ est convexe, pour tout x ∈ R, on a

W ′′
ǫ (x)−W ′′

0 (x) =

∫

R+

(
F ′′(x− z) + F ′′(x+ z)− 2F ′′(x)

)
uǫ(z)dz ≥ 0 .

Ainsi Wǫ est convexe et l’unique point où il atteint son minimum global est 0 vu
qu’il est symétrique.
De plus, si F ′ n’est pas linéaire, F ′′(z) > F ′′(0) pour tout z 6= 0. En conséquence,

W ′′
ǫ (0) −W ′′

0 (0) =
∫
R

(
F ′′(z) − F ′′(0)

)
uǫ(z)dz > 0 car F ′ est impaire et convexe

sur R+ d’après l’hypothèse (F-3) et puisque la mesure uǫ est absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue. Par conséquent, W ′′

ǫ (0) > W ′′
0 (0) ≥ 0.

3. Comme Bǫ
l tend vers Bl, on a f(Bǫ

l ) +Cǫ = f(Bl) + o(1) pour toute constante
C. Donc, l’application du Lemme A.15 donne directement (4.3.2).

Ce Lemme (qui est essentiel pour tous les calculs de vitesse de convergence)
permet d’obtenir un premier résultat, plutôt général, à propos de la vitesse de
convergence. Il permet également de bien visionner en quoi les éléments de B
peuvent parasiter la vitesse de convergence.
Afin de compléter la description asymptotique, on a besoin du comportement de
Wǫ (A

ǫ
i).
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Proposition 4.8. On suppose que W ′′
0 (D) > 0 pour tout D ∈ D. Alors, quels que

soient les indices j et k dans {1; · · · ; r}, on a la limite suivante

lim
ǫ→0

Wǫ(A
ǫ
j)−Wǫ(A

ǫ
k)

ǫ
= −1

4
ln

(
W ′′

0 (Aj)

W ′′
0 (Ak)

)
− 1

2
ln

(
pj
pk

)
. (4.3.4)

De plus, si B 6= ∅, pour tout 1 ≤ l ≤ s, on a

lim
ǫ→0

Wǫ(B
ǫ
l )−Wǫ(A

ǫ
1)

ǫ
= +∞ . (4.3.5)

Démonstration. Le Théorème 3.13 implique u0 =
∑r

j=1 pjδAj +
∑s

l=1 qlδBl où,
quels que soient 1 ≤ j ≤ r et 1 ≤ l ≤ s, on a :

pj = lim
ǫ→0

∫ Aj+δ

Aj−δ

uǫ(x)dx et ql = lim
ǫ→0

∫ Bl+δ

Bl−δ

uǫ(x)dx ,

δ étant choisi de telle sorte que les intervalles [Dk−δ;Dk+δ] soient disjoints deux
à deux. Par définition de A, pi 6= 0 pour tout 1 ≤ i ≤ r : il vient directement que
pour tous les indices 1 ≤ j, k ≤ r et 1 ≤ l ≤ s :

pj
pk

= lim
ǫ→0

∫ Aj+δ

Aj−δ
e−

2
ǫ
Wǫ(x)dx

∫ Ak+δ

Ak−δ
e−

2
ǫ
Wǫ(x)dx

et
ql
pj

= lim
ǫ→0

∫ Bl+δ

Bl−δ
e−

2
ǫ
Wǫ(x)dx

∫ Aj+δ

Aj−δ
e−

2
ǫ
Wǫ(x)dx

.

Par définition de B, ql = 0. On applique le Lemme 4.7 à la fonction constante
égale à 1 et on obtient

lim
ǫ→0

√
πǫ

W ′′
ǫ (A

ǫ
j)
e−

2Wǫ(A
ǫ
j)

ǫ

{
1 + o(1)

}

√
πǫ

W ′′
ǫ (A

ǫ
k
)
e−

2Wǫ(A
ǫ
k
)

ǫ

{
1 + o(1)

} =
pj
pk

et lim
ǫ→0

√
πǫ

W ′′
ǫ (B

ǫ
l
)
e−

2Wǫ(B
ǫ
l
)

ǫ

{
1 + o(1)

}

√
πǫ

W ′′
ǫ (A

ǫ
j)
e−

2Wǫ(A
ǫ
j
)

ǫ

{
1 + o(1)

} = 0 .

On simplifie et on applique la fonction x 7→ −1
2
ln(x). On trouve ainsi les deux

limites (4.3.4) et (4.3.5).

Remarque 4.9. a) Chaque Dǫ
i converge vers un point Di où le pseudo-potentiel

limite W0 atteint son minimum global. Toutefois, a priori le pseudo-potentiel Wǫ

n’y atteint pas son minimum global. On va dire que Wǫ atteint en ce point un quasi-
minimum global. Les différences de profondeurs entre les divers quasi-minima glo-
baux modifient les poids des points. Alors, la vitesse de convergence a un impact
sur la limite vers laquelle converge la suite de mesures. Evidemment, cette limite
a également un impact sur la vitesse de convergence.
b) De plus, même si les éléments de B n’interfèrent pas dans la limite u0, on peut
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imaginer qu’ils soient bien présents dans la vitesse de convergence. En effet, on a
vu dans le Théorème 4.4 que sous certaines conditions simples, les éléments de B
intervenaient dans la vitesse de convergence ; que ce soit au niveau de la puissance
de ǫ ou du préfacteur.

Pour éviter le parasitisme de l’ensemble B et ainsi rendre les calculs palpables,
on introduit une condition que l’on supposera vraie par la suite :

Hypothèse 4.10. Quel que soit D ∈ D, W ′′
0 (D) > 0. Et, de plus, quels que soient

1 ≤ i ≤ r et 1 ≤ j ≤ s, on exige

lim inf
ǫ→0

Wǫ(B
ǫ
j)−Wǫ(A

ǫ
i)

−ǫ ln(ǫ) > 1 ∀ 1 ≤ l ≤ s . (4.3.6)

Cette condition est naturelle. En effet, en reprenant l’équivalence (4.3.2), on
voit que si la condition est vérifiée, alors

√
πǫ

W ′′
ǫ

(
Bǫ

j

) exp
[
−2

ǫ
Wǫ

(
Bǫ

j

)]
= o

{
ǫ

√
πǫ

W ′′
ǫ (Aǫ

i)
exp

[
−2

ǫ
Wǫ (A

ǫ
i)

]}
.

En d’autres termes, sous l’Hypothèse 4.10, les termes principaux induits par B sont
négligeables non seulement devant les termes principaux et les termes secondaires
induits par A.
On remarquera par ailleurs que si W ′′

0 (A) > 0 pour tout A ∈ A et si B = ∅,
l’Hypothèse 4.10 est vérifiée.

Exemple 4.11. On reprend l’Exemple 3.33. Soit donc le potentiel de confinement
V (x) := x6

6
− 3

2
x4− 17

32
x2 et le potentiel d’intéraction F (x) := x4

4
+ x2

2
. On a vu que

la convergence étroite suivante avait lieu :

lim
ǫ−→0

u0ǫ =
26

45
δ0 +

19

90

(
δ√

15
2

+ δ−
√
15
2

)
.

De plus, on a vu dans cet exemple qu’il y a exactement trois points critiques où le
pseudo-potentiel limite réalise son minimum global à savoir 0,

√
15
2

et −
√
15
2

. Par
conséquent, l’ensemble B est vide. On peut exprimer facilement le pseudo-potentiel
limite :

W0(x) := V (x) +
26

45
F (x) +

19

90

{
F (x− x0) + F (x+ x0)− 2F (x0)

}

avec x0 :=
√
15
2

. Un calcul simple donne

W ′′
0 (0) =

75

16
et W ′′

0 (x0) =
75

4
= 4W ′′

0 (0) .

De la même façon qu’on a prouvé dans l’Exemple 3.33 que W0 admet exactement
trois puits, on prouve que Wǫ n’admet que trois puits à savoir 0 d’après le Lemme
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4.7 ainsi que xǫ et −xǫ où xǫ converge vers x0 quand ǫ tend vers 0.

Comme W ′′
0

(
−

√
15
2

)
= 4W ′′

0 (0) > 0, la Proposition 4.8 fournit la différence de

profondeur suivante :

Wǫ (xǫ) =
ǫ

2
ln

(
1 +

7

19

)
+ o(ǫ) .

On va maintenant étudier la vitesse de convergence pour différentes mesures
limites u0 dans le cas où l’Hypothèse 4.10 est vérifiée.

4.4 Vitesse de convergence de u0
ǫ vers u0

0
= δ0

On suppose ici que le potentiel V satisfait l’hypothèse (V-8) c’est-à-dire que
V est symétrique. Comme u0 = δ0, le pseudo-potentiel limite est W0(x) = V (x)+
F (x). On sait alors que α ≥ −V ′′(0) d’après la Proposition 3.14. On ne suppose
pas α ≥ ϑ où l’on a ϑ = supx∈R −V ′′(x) et α = F ′′(0). On demande toutefois à ce
que le pseudo-potentiel limite W0 ainsi que F ′′ soient convexes. L’Hypothèse 4.10
est donc automatiquement satisfaite puisque D = A = {0}.
On scinde en deux cas. En effet, la méthode développée lorsque α = −V ′′(0) est
différente de celle développée lorsque l’on a l’inégalité stricte α > −V ′′(0). On
pouvait d’ailleurs s’y attendre au vu de la Remarque 3.29.

4.4.1 Si α > −V ′′(0)

Ici, on suppose que W ′′
0 (0) > 0. Si l’on pense à la constante k0 introduite dans

la Définition 4.1, on a k0 = 1 c’est-à-dire que l’entier k0 est minimal.

Lemme 4.12. Quelle que soit la fonction f ∈ C4 (R,R) à croissance lente, on a
l’estimation suivante :

∫

R

f(x) exp

[
−2

ǫ
Wǫ(x)

]
dx =

√
πǫ

W ′′
ǫ (0)

{
f(0) + γ(f)ǫ+ o(ǫ)

}
(4.4.1)

avec γ(f) := − W
(4)
0 (0)

16W ′′
0 (0)

2
f(0) +

f ′′(0)

4W ′′
0 (0)

. (4.4.2)

Démonstration. D’après le second point du Lemme 4.7, A = {0} et B = ∅. De
plus, W ′′

0 (0) > 0 donc l’application du troisième point du Lemme 4.7 fournit
∫

R

f(x)e−
2
ǫ
Wǫ(x)dx =

√
πǫ

W ′′
ǫ (0)

{
f(0) + γ0(f)ǫ+ o(ǫ)

}
(4.4.3)

où γ0(f) est définie dans (4.3.3). En remarquant que W (3)
0 (0) = V (3)(0) = 0 et que

W ′′
0 (0) = α + V ′′(0) > 0, γ0(f) converge vers γ(f) ce qui achève la preuve.

En utilisant le lemme précédent, il est maintenant possible d’estimer la vitesse
de convergence de la suite de mesures stationnaires symétriques (uǫ)ǫ>0 vers u0 =
δ0 quand ǫ tend vers 0.
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Théorème 4.13. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-
1)–(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie (F-1)–(F-5).
Quelle que soit la fonction f ∈ C4 (R,R) à croissance lente, on a :

lim
ǫ−→0

1

ǫ

{
〈f, uǫ〉 − 〈f, u0〉

}
=

f ′′(0)

4(α + V ′′(0))
. (4.4.4)

Démonstration. En rappelant que la mesure uǫ vérifie (2.2.2), il suffit d’appliquer
le Lemme 4.12 à la fonction f puis à la fonction constante égale à 1 :

∫

R

exp

[
−2

ǫ
Wǫ(x)

]
dx =

√
πǫ

W ′′
ǫ (0)

{
1 + γ(1)ǫ+ o(ǫ)

}
(4.4.5)

avec γ(1) := − W
(4)
0 (0)

16W ′′
0 (0)2

. On divise (4.4.1) par (4.4.5) :

∫

R

f(x)uǫ(x)dx =

√
πǫ

W ′′
ǫ (0)

{
f(0) + γ(f)ǫ+ o(ǫ)

}

√
πǫ

W ′′
ǫ (0)

{
1 + γ(1)ǫ+ o(ǫ)

}

= f(0) +
(
γ(f)− f(0)γ(1)

)
ǫ+ o(ǫ)

où γ(f) est définie dans (4.4.2). On a alors

〈f, uǫ〉 − 〈f, u0〉
ǫ

= γ(f)− f(0)γ(1) + o(1) =
f ′′(0)

4W ′′
0 (0)

+ o(1) .

En rappelant que W ′′
0 (0) = α + V ′′(0), la preuve est finie.

On constate qu’il n’y avait pas de difficultés particulières pour traiter ce cas.
En effet, lorsque le potentiel V est symétrique, lorsque α > ϑ, si l’on considère
des mesures symétriques, la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) est équivalente à
une diffusion auto-stabilisante dont le potentiel de confinement est uniformément
strictement convexe.

4.4.2 Si α = −V ′′(0)

On suppose cette fois que W ′′
0 (0) = 0. A nouveau, on demande à ce que W0 et

F ′′ soient convexes ce qui implique B = ∅ et 0 est donc l’unique point critique de
W0. Le Lemme 4.7 devient insuffisant pour obtenir une bonne équivalence dans
ce cas. Le raison provient de la nécessité de poursuivre le développement limité
du pseudo-potentiel à des dérivées d’ordre supérieur. On introduit les paramètres
suivants :

k0 := min
{
k > 0 | W (2k)

0 (0) > 0
}
,

Ωǫ := max
1≤j≤k0

{∣∣W (2j)
ǫ (0)

∣∣ 1
2j ǫ−

1
2j

}
(4.4.6)

et M2r(ǫ) :=

∫

R

x2r exp

[
−2

ǫ
Wǫ(x)

]
dx pour tout r ≥ 0 .
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Ωǫ va correspondre au bon changement de variable à effectuer afin d’estimer la
quantité M2r(ǫ) :

Proposition 4.14. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypo-
thèses (F-1)–(F-5). On suppose que W0 := V + F et F ′′ sont convexes ainsi que
α + V ′′(0) = 0. Pour tout r ∈ N, on a les inégalités suivantes :

0 < lim inf
ǫ−→0

Ω2r+1
ǫ M2r(ǫ) < lim sup

ǫ−→0
Ω2r+1

ǫ M2r(ǫ) < +∞ . (4.4.7)

Démonstration. L’idée de la preuve est la suivante : d’abord, on trouve une

suite décroissante (ǫk)k∈N qui tend vers 0 telle que
W

(2j)
ǫk

(0)

ǫkΩ
2j
ǫk

converge vers Cj pour

tout 1 ≤ j ≤ k0. Puis, on prouve que l’intégrale
∫
R+
y2re−2

∑k0
j=1

Cj
j!

y2jdy est fi-
nie pour tout r ∈ N. On montre ensuite qu’avec un η(ǫk) judicieusement choisi,

Ω2r+1
ǫk

∫ η(ǫk)

0
x2re

− 2
ǫk

Wǫk
(x)
dx tend vers

∫
R+
y2re−2

∑k0
j=1

Cj
j!

y2jdy > 0.
Enfin, on prouve qu’il existe des constantes λ > 0 et µ > 0 telles que les trois in-

tégrales
∫ ǫλk
η(ǫk)

x2re
− 2
ǫk

Wǫk
(x)
dx,

∫ ǫ−µ
k

ǫλ
k

x2re
− 2
ǫk

Wǫk
(x)
dx et

∫ +∞
ǫ−µ
k

x2re
− 2
ǫk

Wǫk
(x)
dx soient

négligeables devant Ω2r+1
ǫk

.
Pour achever la preuve, on suppose par l’absurde que l’inégalité (4.4.7) est fausse
c’est-à-dire qu’il existe une suite décroissante (ǫk)k∈N qui tend vers 0 telle que
Ω2r+1

ǫk
M2r(ǫk) tende vers +∞ ou 0. Et, après avoir extrait une sous-suite, on

tombe sur une impossibilité.
Étape 1. Préliminaires. On sait d’après la Proposition 3.10 que W (2k0)

ǫ converge
uniformément vers W (2k0)

0 sur tout compact. Ainsi W (2k0)
ǫ (0) converge vers un réel

strictement positif vu la définition de k0. Par conséquent, on a la convergence de

la quantité
∣∣∣W (2k0)

ǫ (0)
∣∣∣

1
2k0 ǫ

− 1
2k0 vers +∞ ; il en est de même pour Ωǫ.

Pour tout 1 ≤ j ≤ k0, on introduit :

Cj(ǫ) :=
W

(2j)
ǫ (0)

ǫΩ2j
ǫ

.

Par définition de Ωǫ, les k0 familles {Cj(ǫ)}ǫ>0 sont bornées. En invoquant le
théorème de Bolzano-Weierstrass, on sait qu’il existe une suite décroissante (ǫk)k∈N
qui converge vers 0 telle que pour tout 1 ≤ j ≤ k0, la suite Cj(ǫk) tend vers Cj ∈ R.
Afin de simplifier la rédaction de la preuve, on va omettre l’indice k par la suite.
On définit l’ensemble des indices

J :=
{
1 ≤ j ≤ k0

∣∣∣ Cj 6= 0
}
=
{
j1; · · · ; jl

}
(4.4.8)

avec 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jl ≤ k0. On scinde l’intégrale en deux parties après avoir
exploité la parité du pseudo-potentiel Wǫ :

M2r(ǫ) = 2

∫ η(ǫ)

0

x2r exp

[
−2

ǫ
Wǫ(x)

]
dx+ 2

∫ +∞

η(ǫ)

x2r exp

[
−2

ǫ
Wǫ(x)

]
dx

=: I2r(ǫ) + J2r(ǫ)
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où η (ǫ) sera exprimée explicitement par la suite.
Étape 2. Equivalent de I2r(ǫ) : On va prouver que l’on a

Ω2r+1
ǫ

∫ η(ǫ)

0

x2re−
2
ǫ
Wǫ(x)dx −→ Cr ∈]0; +∞[

où Cr ∈]0; +∞[ pour une quantité η(ǫ) bien choisie. On applique le théorème des
accroissements finis sur [0; η(ǫ)] à la fonction Wǫ ce qui donne

Wǫ(x)

ǫ
=

k0∑

j=1

1

(2j)!

W
(2j)
ǫ (0)

ǫ
x2j +

1

(2k0 + 2)!

W
(2k0+2)
ǫ (yx)

ǫ
x2k0+2

avec yx ∈ [0; x] ⊂ [0; η(ǫ)]. En utilisant la définition de Cj(ǫ) ainsi que sa conver-
gence vers le réel Cj :

Wǫ(x)

ǫ
=

l∑

k=1

Cjk

(2jk)!
Ω2jk

ǫ x2jk +
1

(2k0 + 2)!

W
(2k0+2)
ǫ (yx)

ǫ
x2k0+2

+

k0∑

j=1

1

(2j)!
sgn (Cj(ǫ)− Cj)

(
|Cj(ǫ)− Cj|

1
2j

)2j
Ω2j

ǫ x
2j .

Pour ǫ assez petit, pour tout x ∈ [0; η (ǫ)], on a la majoration
∣∣∣W (2k0+2)

ǫ (yx)
∣∣∣

ǫ
x2k0+2 ≤ sup

z∈[0;1]

∣∣W (2k0+2)
ǫ (z)

∣∣ η (ǫ)2k0+2 ǫ−1 .

On introduit maintenant la quantité

Ωǫ := max

{
max

1≤j≤k0

{
|Cj(ǫ)− Cj|

1
2j

}
;
1

Ωǫ

; ǫ
1

2k0(2k0+2)

}
.

Ωǫ tend vers 0 quand ǫ tend vers 0. On prend comme valeur

η (ǫ) := Ω−1
ǫ

(
Ωǫ

)− 1
2 .

On vérifie ces deux propriétés :
1. La quantité η (ǫ) tend vers 0. En effet, par définition, Ωǫ ≥ 1

Ωǫ
. Par conséquent

(
Ωǫ

)− 1
2 ≤ √

Ωǫ puis il vient η(ǫ) ≤ (Ωǫ)
− 1

2 ce qui tend bien vers 0 vu que Ωǫ tend
vers l’infini.
2. Il existe ρ(ǫ) > 0 telle que pour tout x ∈ [0; η(ǫ)], on a

∣∣∣W (2k0+2)
ǫ (yx)

∣∣∣
ǫ (2k0 + 2)!

x2k0+2 +

k0∑

j=1

(
|Cj(ǫ)− Cj|

1
2j

)2j

(2j)!
Ω2j

ǫ x
2j < ρ(ǫ) −→ 0 .
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En effet, avec cette valeur de η(ǫ), on a la majoration η(ǫ) ≤ Ω−1
ǫ ǫ

− 1
4k0(2k0+2) . De

plus, par définition, Ω−1
ǫ ≤ Cǫ

1
2k0 où C est une constante strictement positive.

Par conséquent η(ǫ)2k0+2ǫ−1 ≤ C2k0+2ǫ
3

4k0 d’où, pour tout x ∈ [0; η(ǫ)], la quantité∣∣∣W (2k0+2)
ǫ (yx)

∣∣∣
ǫ (2k0+2)!

x2k0+2 peut bien être majorée indépendamment de x par une constante
ρ1(ǫ) qui tend vers 0. Puis, pour chaque 1 ≤ j ≤ k0 et x ∈ [0; η(ǫ)], on obtient la
majoration

(
|Cj(ǫ)− Cj|

1
2j

)2j
Ω2j

ǫ x
2j ≤

{
|Cj(ǫ)− Cj|

1
2j Ωǫη(ǫ)

}2j

≤
{
ΩǫΩǫΩ

−1
ǫ

(
Ωǫ

)− 1
2

}2j

=
(
Ωǫ

)j −→ 0 .

Ainsi la quantité
∑k0

j=1

(
|Cj(ǫ)−Cj |

1
2j

)2j

(2j)!
Ω2j

ǫ x
2j peut être majorée indépendamment

de x par une constante ρ2(ǫ) qui tend vers 0 ce qui donne directement l’existence
de ρ(ǫ) annoncée plus haut.

Donc, on en déduit que l’intégrale
∫ η(ǫ)

0
x2r exp

[
−2

ǫ
Wǫ(x)

]
dx est équivalente à une

intégrale plus simple à savoir
∫ η(ǫ)

0
x2r exp

[
−2

ǫ

(∑l
k=1

Cjk
(2jk)!

Ω2jk
ǫ x2jk

)]
dx.

Le changement de variable x := Ω−1
ǫ y fournit

I2r(ǫ) ≈ Ω−2r−1
ǫ

∫ ϕ(ǫ)

0

y2r exp

[
−2

l∑

k=1

Cjk

(2jk)!
y2jk

]
dy

où ϕ(ǫ) := η (ǫ) Ωǫ =
(
Ωǫ

)− 1
2 −→ +∞. Par la définition de J, Cjl 6= 0. Prouvons

maintenant que Cjl > 0.

En effet, si l’on avait Cjl < 0, alors limy−→+∞
∑l

k=1

Cjk
(2jk)!

y2jk = −∞. Il existerait y0

tel que
∑l

k=1

Cjk
(2jk)!

y2jk0 ≤ −1. Mais, pour tout y, les calculs effectués précédemment

prouvent que la quantité
Wǫ(Ω−1

ǫ y)
ǫ

tend vers
∑l

k=1

Cjk
(2jk)!

y2jk . On en déduit donc

que
Wǫ(Ω−1

ǫ y0)
ǫ

< 0 pour ǫ assez petit. Ceci est impossible car 0 est le minimum
global de Wǫ d’après le Lemme 4.7 vu que Wǫ(0) = 0. On en déduit que Cjl > 0

donc quel que soit r ∈ N, l’intégrale
∫
R+ y

2r exp
[
−2
∑l

k=1

Cjk
(2jk)!

y2jk
]
dy est finie.

Alors, on trouve l’équivalence suivante :

Ω2r+1
ǫ I2r(ǫ) ≈

∫

R+

y2r exp

[
−2

l∑

k=1

Cjk

(2jk)!
y2jk

]
dy =: Cr .

Étape 3. Equivalent de J2r(ǫ) : Il est maintenant suffisant de prouver que J2r(ǫ)
est négligeable devant I2r(ǫ) et donc devant Ω−2r−1

ǫ quel que soit r ∈ N. On scinde
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cette intégrale en trois parties :

J2r(ǫ) =

∫ ǫλ

η(ǫ)

x2re−
2
ǫ
Wǫ(x)dx+

∫ ǫ−µ

ǫλ
x2re−

2
ǫ
Wǫ(x)dx+

∫ +∞

ǫ−µ
x2re−

2
ǫ
Wǫ(x)dx

=: J∗
2r(ǫ) + J◦

2r(ǫ) + J∆
2r(ǫ)

où λ > 0 et µ > 0 sont des constantes qui seront explicitées par la suite.
Étape 3.1. On commence par J∆

2r(ǫ). D’après les hypothèses (F-2) et (V-3) ainsi
que le Lemme 4.7, on a la minoration Wǫ(x) ≥ W0(x) ≥ C4x

4 − C2x
2 ≥ x2

2
pour

x assez grand. Le changement de variable x :=
√
ǫy puis le Lemme A.1 avec

U(y) := y2 − 2r ln(y) amènent à

J∆
2r(ǫ) ≤ ǫr+

1
2

∫ +∞

ǫ−µ−
1
2

y2re−y2dy ≤ 2ǫ1+(1−2r)µ exp
[
−ǫ−2µ−1

]

pour ǫ assez petit. Or, la définition de Ωǫ implique ǫΩǫ −→ 0 et en conséquence :

J∆
2r(ǫ) = o

(
ǫ2r+1

)
= o

{
Ω−2r−1

ǫ

}
.

Étape 3.2. On estime maintenant J◦
2r(ǫ). En prenant le maximum sur tout l’in-

tervalle, il vient

J◦
2r(ǫ) < ǫ−µ(2r+1) exp

[
−2

ǫ
inf

z∈[ǫλ;+∞[
Wǫ(z)

]
.

0 est l’unique réel où W0 atteint son minimum global donc, pour ǫ assez petit :

inf
z∈[ǫλ;+∞[

Wǫ(z) = Wǫ

(
ǫλ
)
≥ W0

(
ǫλ
)

d’après le Lemme 4.7. Le théorème des accroissements finis appliqué à W0 au

voisinage de 0 fournit infz∈[ǫλ;+∞[W0(z) ≥ W
(2k0)
0 (0)

(2k0)!
ǫ2k0λ. En prenant λ := 1

2k0+1
,

on a 1
ǫ
W0

(
ǫλ
)
≈ W

(2k0)
0 (0)

(2k0)!
ǫ
− 1

2k0+1 . Donc, pour tout µ > 0, la seconde intégrale est

exponentiellement petite devant ǫ. Par définition ǫ = o
{

1
Ωǫ

}
et ainsi

J◦
2r(ǫ) = o

{
Ω−2r−1

ǫ

}
.

Étape 3.3. On termine maintenant avec la première intégrale à savoir J∗
2r(ǫ).

Étape 3.3.1. On applique le théorème des accroissements finis à la fonction Wǫ

ainsi qu’à sa dérivée :

Wǫ(x) =

k0−1∑

j=1

W
(2j)
ǫ (0)

(2j)!
x2j +

W
(2k0)
ǫ (0)

(2k0)!
x2k0 +

W
(2k0+2)
ǫ (yx)

(2k0 + 2)!
x2k0+2

et W ′
ǫ(x) =

k0−1∑

j=1

W
(2j)
ǫ (0)

(2j − 1)!
x2j−1 +

W
(2k0)
ǫ (0)

(2k0 − 1)!
x2k0−1 +

W
(2k0+2)
ǫ (zx)

(2k0 + 1)!
x2k0+1
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où yx et zx sont dans [0; x] ⊂ [0; ǫλ].

Pour tout x ∈ [η (ǫ) ; ǫλ], on a
∣∣∣W

(2k0+2)
ǫ (yx)

ǫ
x2k0+2

∣∣∣ = O
{
ǫ

1
2k0+1

}
car on a choisi

λ = 1
2k0+1

. On a également :
∣∣∣W

(2k0+2)
ǫ (zx)

ǫ
x2k0+1

∣∣∣ = O {1}. En introduisant la

fonction W̃ǫ(x) :=
2
ǫ
Wǫ

(
x
Ωǫ

)
, comme sa dérivée vaut W̃ ′

ǫ(x) =
2

ǫΩǫ
W ′

ǫ

(
x
Ωǫ

)
, on a

les résultats asymptotiques suivants :

W̃ǫ(x) = 2

k0∑

j=1

Cj(ǫ)

(2j)!
x2j + o(1)

et W̃ ′
ǫ(x) = 2

k0∑

j=1

Cj(ǫ)

(2j − 1)!
x2j−1 + o(1)

pour tout x ∈ [η (ǫ) Ωǫ; ǫ
λΩǫ] et où le reste o(1) est uniforme par rapport à x. On

applique le changement de variable x := Ω−1
ǫ y :

J∗
2r(ǫ) = Ω−2r−1

ǫ

∫ b(ǫ)

a(ǫ)

y2r exp
[
−W̃ǫ(y)

]
dy

avec a(ǫ) := η (ǫ) Ωǫ = ϕ(ǫ) −→ +∞ et b(ǫ) := ǫλΩǫ. On va prouver que l’intégrale∫ b(ǫ)

a(ǫ)
y2r exp

[
−W̃ǫ(y)

]
dy tend vers 0 quand ǫ tend vers 0. Une intégration par

parties donne :

∫ b(ǫ)

a(ǫ)

y2re−W̃ǫ(y)dy =
a(ǫ)2r exp

[
−W̃ǫ(a(ǫ))

]

W̃ ′
ǫ(a(ǫ))− 2 r

a(ǫ)

−
b(ǫ)2r exp

[
−W̃ǫ(b(ǫ))

]

W̃ ′
ǫ(b(ǫ))− 2 r

b(ǫ)

−
∫ b(ǫ)

a(ǫ)

y2r
W̃ ′′

ǫ (y) + 2 r
y2(

W̃ ′
ǫ(y)− 2 r

y

)2 exp
[
−W̃ǫ(y)

]
dy .

Étape 3.3.2. Comme F ′′ et W0 sont convexes, le second point du Lemme 4.7

implique la convexité de Wǫ. Par conséquent, W̃ ′′
ǫ (y) =

2
ǫ

(
1
Ωǫ

)2
W ′′

ǫ

(
y
Ωǫ

)
≥ 0. Il

vient alors

∫ b(ǫ)

a(ǫ)

y2r
W̃ ′′

ǫ (y) + 2 r
y2(

W̃ ′
ǫ(y)− 2 r

y

)2 exp
[
−W̃ǫ(y)

]
dy ≥ 0 .

Ceci implique :

0 ≤
∫ b(ǫ)

a(ǫ)

y2re−W̃ǫ(y)dy ≤
a(ǫ)2r exp

[
−W̃ǫ(a(ǫ))

]

W̃ ′
ǫ(a(ǫ))− 2 r

a(ǫ)

−
b(ǫ)2r exp

[
−W̃ǫ(b(ǫ))

]

W̃ ′
ǫ(b(ǫ))− 2 r

b(ǫ)

.
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On va maintenant prouver que le terme de droite est strictement négatif mais
aussi que le terme de gauche tend vers 0.

Étape 3.3.3. Pour cela, montrons que Cr(ǫ)a (ǫ)
2r = o

{
a (ǫ)2jl

}
pour tous les

indices jl + 1 ≤ r ≤ k0 − 1. En effet, a(ǫ) = 1√
Ωǫ

donc

|Cr(ǫ)| a (ǫ)2r

a (ǫ)2jl
=

|Cr(ǫ)|
(
Ωǫ

)−r

(
Ωǫ

)−jl
=

|Cr(ǫ)|(
Ωǫ

)r−jl
.

Par définition de jl, quel que soit jl+1 ≤ r ≤ k0−1, le coefficient Cr est nul donc

|Cr(ǫ)| =
[
|Cr(ǫ)− Cr|

1
2r

]2r
≤ Ω

2r

ǫ d’après la définition de Ωǫ. Et par conséquent,
|Cr(ǫ)|a(ǫ)2r

a(ǫ)2jl
≤
(
Ωǫ

)r+jl −→ 0. De la même manière, comme a(ǫ) −→ +∞, on en

déduit que pour tout 1 ≤ j ≤ jl − 1, Cj(ǫ)a(ǫ)
2j = o {Cjl(ǫ)a(ǫ)

2jl}. En rappelant
que l’on a la convergence de Cjl(ǫ) vers Cjl , pour ǫ assez petit, on a :

W̃ǫ(a(ǫ)) ≥
Cjl

2(2jl)!
a(ǫ)2jl et W̃ ′

ǫ(a(ǫ)) ≥
Cjl

2(2jl − 1)!
a(ǫ)2jl−1 .

Étape 3.3.4 On en déduit que W̃ ′
ǫ(a(ǫ)) tend vers l’infini. Or, W̃ ′′

ǫ ≥ 0 donc
W̃ ′

ǫ(b(ǫ)) tend vers l’infini également. Comme 2r
b(ǫ)

tend vers 0, on en déduit l’égalité
suivante :

0 ≤
∫ b(ǫ)

a(ǫ)

y2re−W̃ǫ(y)dy ≤
a(ǫ)2r exp

[
−W̃ǫ(a(ǫ))

]

W̃ ′
ǫ(a(ǫ))− 2 r

a(ǫ)

≤ a(ǫ)2r+1

Cjl
2(2jl)!

a(ǫ)2jl − 2r
exp

[
− Cjl

2(2jl)!
a(ǫ)2jl

]
.

Comme a(ǫ) tend vers +∞, le membre de droite converge vers 0 et donc l’intégrale∫ b(ǫ)

a(ǫ)
y2re−W̃ǫ(y)dy tend vers 0. Par conséquent :

J∗
2r(ǫ) = o

{
Ω−2r−1

ǫ

}
.

Étape 4. En compilant les résultats des Étapes 1, 2 et 3, on a :

M2r(ǫ) = Ω−2r−1
ǫ

∫

R

x2r exp

[
−2

l∑

k=1

1

(2jk)!
Cjkx

2jk

]
dx+ o

{
Ω−2r−1

ǫ

}

où les coefficients Cj dépendent de la suite (ǫk)k∈N.
Étape 5. Pour achever la preuve, supposons par l’absurde que l’inégalité (4.4.7)
ne soit pas vérifiée. Alors, il existe une suite décroissante (ǫk)k∈N qui tend vers
0 telle que Ω2r+1

ǫk
M2r(ǫk) tende vers 0 ou vers +∞. On extrait une sous-suite

(ǫϕ(k))k∈N de la suite (ǫk)k∈N telle que chacune des suites Cj(ǫϕ(k)) converge vers
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Cj. On a prouvé dans l’Étape 4 que l’on avait la convergence de Ω2r+1
ǫϕ(k)

M2r(ǫϕ(k))

vers Cr = 2
∫
R+
y2r exp

[
−2
∑k0

j=1
Cj
j!
y2j
]
dy ∈]0; +∞[. C’est impossible vu que la

convergence de Ω2r+1
ǫk

M2r(ǫk) vers 0 ou vers +∞ implique celle de Ω2r+1
ǫϕ(k)

M2r(ǫϕ(k))
vers 0 ou vers +∞.

D’après la Proposition 4.14, on sait par avance que la suite ln(M2r(ǫ))
ln(ǫ)

est bornée

et strictement positive uniformément vu que Ωǫ = o(ǫ) et ǫ
1
k0 = O (Ωǫ). Dans

la proposition suivante, on va trouver l’ordre précis de M2r(ǫ). On rappelle que

k0 = min
{
k ≥ 1 | W (2k)

0 (0) > 0
}

. Maintenant, on introduit deux autres indices :

p0 := min
{
k ≥ 2 | F (2k)(0) > 0

}
et m0 := min {k0, p0} . (4.4.9)

On va montrer que M2r(ǫ) ≈ C2rǫ
2r+1
2m0 pour tout r ≥ 0. D’abord, on précise l’ordre

de Ωǫ en ǫ.

Proposition 4.15. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypo-
thèses (F-1)–(F-5). On suppose que W0 := V + F et F ′′ sont convexes ainsi que
α + V ′′(0) = 0. On a alors le résultat asymptotique suivant :

0 < lim inf
ǫ−→0

Ωǫǫ
1

2m0 < lim sup
ǫ−→0

Ωǫǫ
1

2m0 < +∞ . (4.4.10)

Démonstration. Par définition du paramètre k0, pour tout 1 ≤ j ≤ k0 − 1, on a

W (2j)
ǫ (0) = W (2j)

ǫ (0)−W
(2j)
0 (0) =

∫

R

(
F (2j)(x)− F (2j)(0)

)
uǫ(x)dx .

F est une fonction polynômiale dont le degré est 2n donc la dérivée d’ordre 2j en
0 du pseudo-potentiel s’écrit ainsi : W (2j)

ǫ (0) =
∑n−j

r=1
F (2j+2r)(0)

(2r)!
M2r(ǫ). Pour tout

1 ≤ j ≤ n− 1, on introduit

s(j) := min
{
r ≥ 1 | F (2j+2r)(0) 6= 0

}
.

Par application de la Proposition 4.14, il existe une suite décroissante (ǫk)k∈N

qui tend vers 0 telle que Cj(ǫk) :=
W

(2j)
ǫk

(0)

ǫkΩ
2j
ǫk

converge vers un réel Cj pour tout

1 ≤ j ≤ k0. De plus, d’après (4.4.7), pour 1 ≤ r ≤ k0 − 1, il vient directement :

W (2j)
ǫk

(0) ≈ F (2j+2s(j))(0)

(2s(j))!
αs(j)Ω

−2s(j)
ǫk

(4.4.11)

avec αr :=

∫
R+ x

2r exp
[
−2
∑l

k=1

Cjk
(2jk)!

x2jk
]
dx

∫
R+ exp

[
−2
∑l

p=1

Cjp
(2jp)!

x2jp
]
dx

.

L’ensemble des indices J est défini dans (4.4.8). Deux cas différents doivent être
étudiés :
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Premier cas : p0 > k0. Par définition des coefficients Cj(ǫk) et en utilisant
(4.4.11), on obtient le résultat asymptotique suivant :

Cj(ǫk) = W (2j)
ǫk

(0)
1

ǫkΩ
2j
ǫk

=
F (2j+2s(j))(0)

(2s(j))!
αs(j)

1

ǫkΩ
2(j+s(j))
ǫk

+ o
{
ǫ−1
k Ω−2j−2s(j)

ǫk

}
.

Comme j ≥ 1 et s(j) ≥ 1, j + s(j) ≥ 2. F (2j+2s(j))(0) 6= 0 donc j + s(j) ≥
p0. Toutefois, par définition de Ωǫk , Ωǫk ≥ W

(2k0)
ǫk (0)

1
2k0 ǫ

− 1
2k0

k alors on trouve la
minoration suivante

ǫkΩ
2(j+s(j))
ǫk

≥
(
W (2k0)

ǫk
(0)

1
2k0

)2(j+s(j))

ǫ
1− p0

k0
k −→ +∞

car p0 > k0. Ainsi quel que soit 1 ≤ j ≤ k0 − 1, la suite Cj(ǫk) tend vers 0. Donc,
J = {k0} et, pour k assez grand, on a

Ωǫk = W (2k0)
ǫk

(0)
1

2k0 ǫ
− 1

2k0
k = W (2k0)

ǫk
(0)

1
2k0 ǫ

− 1
2m0

k .

Second cas : p0 ≤ k0. Pour tout j ≤ k0 − 1, le développement asymptotique
(4.4.11) entraîne l’équivalence suivante :

∣∣W (2j)
ǫk

(0)
∣∣ 1
2j ǫ

− 1
2j

k ≈
∣∣∣∣
F (2j+2s(j))(0)

(2s(j))!
αs(j)

∣∣∣∣
1
2j

Ω
− s(j)

j
ǫk ǫ

− 1
2j

k = KjΩ
− s(j)

j
ǫk ǫ

− 1
2j

k

où Kj est une constante. Comme Ωǫk ≥
∣∣∣W (2j)

ǫk (0)
∣∣∣

1
2j
ǫ
− 1

2j

k , on trouve Ωǫkǫ
1

2(j+s(j))

k ≥

C := min

{
K

j
j+s(j)

j

}
> 0. En particulier, pour j = p0 − 1, on a la minoration

Ωǫk ≥ Cǫ
− 1

2p0
k . (4.4.12)

Or, pour tout 1 ≤ j ≤ k0 − 1, j + s(j) ≥ p0 donc p0−s(j)
2jp0

≤ 1
2p0

et par conséquent,
dès que ǫ est assez petit, on a :

Ω
− s(j)

j
ǫk ǫ

− 1
2j

k ≤ C ′ǫ
− p0−s(j)

2jp0
k ≤ C ′ǫ

− 1
2p0

k

où C ′ est une constante strictement positive. Puis, comme
∣∣∣W (2j)

ǫk (0)
∣∣∣

1
2j
ǫ
− 1

2j

k ≈

KjΩ
− s(j)

j
ǫk ǫ

− 1
2j

k , il existe une constante C ′′ > 0 telle que

∣∣W (2j)
ǫk

(0)
∣∣ 1
2j ǫ

− 1
2j

k ≤ C ′′ǫ
− 1

2p0
k

pour k assez grand. Puis, en reprenant la définition de Ωǫk dans (4.4.6), on en
déduit l’existence d’une constante C > 0 telle que pour k assez grand, on a

Ωǫk ≤ Cǫ
− 1

2p0
k . (4.4.13)
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En effet, comme k0 ≥ p0, la quantité
∣∣∣W (2k0)

ǫk (0)
∣∣∣

1
2k0 ǫ

− 1
2k0

k est dominée par ǫ
− 1

2p0
k .

La minoration (4.4.12) et la majoration (4.4.13) impliquent (4.4.10). En effet, en
raisonnant par l’absurde comme dans l’Étape 5 de la preuve de la Proposition 4.14,
on peut extraire une sous-suite dont le comportement asymptotique est différent
de celui de la suite dont on l’a extraite.

Remarque 4.16. Dans la preuve de la Proposition 4.14, l’argument-clé avancé

dès les préliminaires était la bornitude de la famille
(
Cj(ǫ) =

W
(2j)
ǫ (0)

ǫ(Ωǫ)
2j

)
ǫ>0

pour

tout 1 ≤ j ≤ k0 ainsi que l’inégalité lim infǫ−→0 sup1≤j≤k0 |Cj(ǫ)| > 0. Les inéga-

lités dans (4.4.10) impliquent que les familles
(
C ′

j(ǫ) := W
(2j)
ǫ (0)ǫ

j
m0

−1
)
ǫ>0

sont

également bornées et vérifient lim infǫ−→0 sup1≤j≤k0

∣∣C ′
j(ǫ)
∣∣ > 0. On va maintenant

considérer C ′
j(ǫ) et sa limite C ′

j à la place de Cj(ǫ) et sa limite Cj. Pour simplifier,
on va continuer à écrire Cj(ǫ) et Cj.

Cette équivalence nous dit que x := ǫ
1

2m0 y est le changement de variable
adapté qu’il va falloir appliquer par la suite. Et, on devine déjà que la vitesse

de convergence sera ǫ
1
m0 . Par la suite, on verra que le moment d’ordre 2 est le seul

dont on ait vaiment besoin pour estimer la vitesse de convergence de 〈f, uǫ〉 vers
〈f, u0〉 = f(0).

Théorème 4.17. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie (V-1)–(V-8) ainsi
que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie (F-1)–(F-5). On suppose
que W0 := V + F et F ′′ sont convexes ainsi que α + V ′′(0) = 0. Soit une suite

décroissante (ǫk)k∈N qui tend vers 0 telle que Cj(ǫk) := W
(2j)
ǫk (0)ǫ

j
m0

−1

k converge
vers Cj pour tout 1 ≤ j ≤ k0. Alors, pour toute fonction f ∈ C4 (R,R) à croissance
lente, on a le résultat asymptotique suivant :

ǫ
− 1
m0

k

(
〈f, uǫk〉 − 〈f, u0〉

)
−→ f ′′(0)

2

∫
R
x2 exp

[
−2
∑k0

j=1
Cj
(2j)!

x2j
]
dx

∫
R
exp

[
−2
∑k0

j=1
Cj
(2j)!

x2j
]
dx

(4.4.14)

pour k tendant vers l’infini où l’entier m0 a été défini dans (4.4.9).

Démonstration. On se donne R > 0 quelconque. Alors :

〈f, uǫk〉 − 〈f, u0〉 =
∫ R

−R

(f(x)− f(0)) uǫk(x)dx+

∫

[−R;R]c
g(x)uǫk(x)dx

où g(x) := f(x)− f(0). Comme la fonction f est à croissance lente, g l’est égale-
ment d’où il existe une constante C > 0 et un entier l ≥ 1 tels que |f(x)− f(0)| ≤
C
(
1 + |x|2l

)
pour tout x ∈ R. Ainsi l’intégrale portant sur [−R;R]c peut être ma-

jorée comme suit

∣∣∣∣
∫

[−R;R]c
g(x)uǫk(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 2C

∫ +∞
R

(
1 + x2l

)
exp

[
− 2

ǫk
Wǫk(x)

]
dx

M0(ǫk)
.
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D’après les hypothèses (F-2) et (V-3) ainsi que le Lemme 4.7, on a la minoration
Wǫ(x) ≥ W0(x) ≥ C4x

4 − C2x
2 ≥ x2

2
pour x assez grand. Le changement de

variable x :=
√
ǫy puis l’application du Lemme A.1 à U1(y) := y2 ainsi qu’à

U2(y) := y2 − 2l ln(y) amènent à la majoration
∣∣∣∣
∫

[−R;R]c
g(x)uǫk(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 2e
−R2

ǫk
Cǫk

RM0(ǫk)

(
1 +

R2l

1− lǫk
R2

)

pour k assez grand. Il vient
∫
[−R;R]c

g(x)uǫk(x)dx = o

{
ǫ

1
m0
k

}
vu que la quantité

M0(ǫk)
−1 est dominée par ǫ

− 1
2m0

k d’après les deux propositions précédentes. On

introduit la fonction f+(x) := 1
2

(
f(x) + f(−x)

)
. Le changement de variable x→

−x donne
∫ R

−R

(f(x)− f(0)) uǫk(x)dx =

∫ R

−R

(f+(x)− f(0)) uǫk(x)dx .

L’application du théorème des accroissements finis fournit l’existence d’un réel
yx ∈ [0; x] tel que f+(x)− f+(0) =

1
2
f ′′(0)x2 + 1

24
f
(4)
+ (yx)x

4 pour tout x. Alors :
∫ R

−R

(
f+(x)− f(0)

)
uǫk(x)dx =

f ′′(0)M2(ǫk)

2M0(ǫk)
+

1

24

∫ R

−R

f
(4)
+ (yx)x

4uǫk(x)dx

− f ′′(0)

∫
[−R;R]c

x2 exp
[
− 2

ǫk
Wǫk(x)

]
dx

2M0(ǫk)
.

En utilisant des arguments similaires à ceux employés plus haut, on majore le
reste ainsi

∣∣∣∣∣∣

∫
[−R;R]c

x2 exp
[
− 2

ǫk
Wǫk(x)

]
dx

2M0(ǫk)

∣∣∣∣∣∣
≤ 2e

−R2

ǫk
Rǫk

M0(ǫk)

1

1− ǫk
R2

pour k assez grand d’où
∫
[−R;R]c x

2 exp
[
− 2
ǫk

Wǫk
(x)

]
dx

2M0(ǫk)
= o

{
ǫ

1
m0
k

}
.

Soit K := supz∈[−R;R]

∣∣∣f (4)
+ (z)

∣∣∣. Par conséquent :

∣∣∣∣
∫ R

−R

f
(4)
+ (yx)x

4uǫk(x)dx

∣∣∣∣ ≤ K
M4(ǫk)

M0(ǫk)
.

On en déduit
∫ R

−R
f
(4)
+ (yx)x

4uǫk(x)dx = O

{
ǫ

2
m0
k

}
= o

{
ǫ

1
m0
k

}
en prenant r = 2

puis r = 0 dans l’équivalence (4.4.7) avant de prendre le ratio.

Enfin, on prouve de même l’équivalence M2(ǫk)
M0(ǫk)

≈
∫
R
x2 exp

[
−2

∑k0
j=1

Cj
(2j)!

x2j
]
dx

∫
R
exp

[
−2

∑k0
j=1

Cj
(2j)!

x2j
]
dx

. On

trouve ainsi la limite (4.4.14).
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On va maintenant chercher à connaître la valeur limite dans (4.4.14) avec plus
de précision. Pour ceci, on décrit les coefficients Cj pour tous les indices 1 ≤ j ≤ k0.

Corollaire 4.18. On se place sous les mêmes hypothèses que celles du Théorème
4.17. On rappelle que k0, p0 et m0 ont été définies dans (4.4.6) et (4.4.9).
Premier cas : si k0 < p0. On a la limite suivante

lim
ǫ−→0

ǫ
− 1
m0

(
〈f, uǫ〉 − 〈f, u0〉

)
=

1

2

(
(2k0)!

2W
(2k0)
0 (0)

) 1
k0 Γ

(
3

2k0

)

Γ
(

1
2k0

)f ′′(0) . (4.4.15)

On peut noter que la mesure signée uǫ−u0

ǫ
converge dans ce cas alors qu’a priori,

dans les cas plus généraux, on a seulement obtenu une bornitude.
Second cas : si p0 ≤ k0. On considère une suite décroissante (ǫk)k∈N qui tend

vers 0 telle que Cj(ǫk) := W
(2j)
ǫk (0)ǫ

j
m0

−1

k converge vers Cj pour tout 1 ≤ j ≤ k0.
Alors :

– Ck0 := W
(2k0)
0 (0)1{p0=k0}.

– Cj = 0 pour tout p0 ≤ j ≤ k0 − 1.
– Pour tous les indices 1 ≤ j ≤ p0 − 1, on a :

Cj =
F (2p0)(0)

(2(p0 − j))!

∫
R
x2(p0−j) exp

[
−2
∑p0−1

r=1
Crx2r

(2r)!
− 2Ck0

(2k0)!
x2k0

]
dx

∫
R
exp

[
−2
∑p0−1

r=1
Crx2r

(2r)!
− 2Ck0

(2k0)!
x2k0

]
dx

.

En particulier, Cj > 0 pour tout 1 ≤ j ≤ p0 − 1.

Démonstration. On rappelle l’égalité W
(2j)
ǫ (0) =

∑n−j
r=1

F (2j+2r)(0)
(2r)!

M2r(ǫ)
M0(ǫ)

. On in-

troduit à nouveau s(j) := min
{
r ≥ 1 | F (2j+2r)(0) > 0

}
pour tout 1 ≤ j ≤

k0 − 1. Soit une suite décroissante (ǫk)k∈N qui tend vers 0 telle que Cj(ǫk) :=

W
(2j)
ǫk (0)ǫ

j
m0

−1

k converge vers Cj. En utilisant une méthode similaire à celle de la

preuve de la Proposition 4.14 (avec le changement de variable x := ǫ
1
m0
k y au lieu

de x := Ωǫky), on obtient pour tous les indices 1 ≤ j ≤ k0 − 1 :

W (2j)
ǫk

(0) =
F (2j+2s(j))(0)

(2s(j))!
αs(j) ǫ

s(j)
m0
k + o

{
ǫ
s(j)
m0
k

}

avec αr :=

∫
R+ x

2r exp
[
−2
∑k0

p=1
Cp
(2p)!

x2p
]
dx

∫
R+ exp

[
−2
∑k0

p=1
Cp
(2p)!

x2p
]
dx

.

Premier cas : si k0 < p0. Cj(ǫ) = W
(2j)
ǫ (0)ǫ

j
k0

−1. Donc, pour tout 1 ≤ j ≤
k0 − 1, on a l’équivalence Cj(ǫ) ≈ F (2j+2s(j))(0)

(2s(j))!
αs(j)ǫ

j+s(j)
k0

−1. Par définition de p0,
j + s(j) ≥ p0 > k0 donc Cj(ǫ) −→ 0 et l’on a

lim
k−→+∞

ǫ
− 1
m0

k

(
〈f, uǫk〉 − 〈, u0〉

)
=

1

2
f ′′(0)

∫
R+ x

2 exp
[
−2W

(2k0)
0 (0) x2k0

(2k0)!

]
dx

∫
R+ exp

[
−2W

(2k0)
0 (0) x2k0

(2k0)!

]
dx

.
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On applique le changement de variable x :=

(
(2k0)!

2W
(2k0)
0 (0)

) 1
2k0

u
1

2k0 ce qui permet

d’obtenir la convergence vers 1
2

(
(2k0)!

2W
(2k0)
0 (0)

) 1
k0 Γ

(
3

2k0

)

Γ
(

1
2k0

)f ′′(0). Il s’agit de l’unique

valeur d’adhérence donc on en déduit (4.4.15).

Second cas : p0 ≤ k0. Ici, pour j ≤ k0 − 1 : Cj(ǫ) ≈ F (2j+2s(j))(0)
(2s(j))!

αs(j)ǫ
j+s(j)
p0

−1. On
en déduit que pour tout p0 ≤ j ≤ k0 − 1, Cj = 0. Et, pour tout 1 ≤ j ≤ p0 − 1,

on a Cj =
F (2j+2s(j))(0)

(2s(j))!
αs(j) avec j + s(j) = p0. Donc

Cj =
F (2p0)(0)

(2(p0 − j))!

∫
R+ x

2(p0−j) exp
[
−2
∑l

k=1

Cjk
(2jk)!

x2jk
]
dx

∫
R+ exp

[
−2
∑l

k=1

Cjk
(2jk)!

x2jk
]
dx

.

J
⋂ {1 ; · · · ; k0 − 1} = {1 ; · · · ; p0 − 1} et Ck0(ǫk) = W

(2k0)
ǫk (0)ǫ

k0
p0

−1

k donc si k0 =
p0, on a Ck0 = W

(2k0)
0 (0) et si k0 > p0 alors Ck0 = 0. On connait J et Cj pour tout

élément j de J ce qui achève la preuve.

Remarque 4.19. Si on prouve l’unicité des coefficients Cj, alors on dispose de
l’unicité du préfacteur qui décrit la vitesse de convergence et par conséquent, même

si p0 ≤ k0, on a la convergence de
(
〈f ; uǫ〉−〈f ; u0〉

)
ǫ
− 1
p0 comme dans (4.4.15).

C’est notamment le cas pour p0 = 2 : on a directement cette unicité des coefficients
et donc la convergence. En effet, dans ce cas précis, il n’y a qu’un seul coefficient
à déterminer et il s’agit de C1 qui vérifie alors l’égalité

C1 =
F (4)(0)

2

∫
R
x2 exp

[
−C1x

2 − 2Ck0
(2k0)!

x2k0
]
dx

∫
R
exp

[
−C1x2 − 2Ck0

(2k0)!
x2k0

]
dx

=: ξ (C1) . (4.4.16)

On remarque que ξ′(z) = −F (4)(0)
2

{
E [X4]− E [X2]

2
}

où X est une variable aléa-

toire dont la loi admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue : uz(x) :=
exp

[
−zx2−

2Ck0
(2k0)!

x2k0

]

∫
R
exp

[
−zu2−

2Ck0
(2k0)!

u2k0

]
du

. La fonction ξ étant strictement décroissante, il y a bien un

unique paramètre C1 qui satisfait l’équation (4.4.16).

On constate que dans le cas où V ′′(0) + F ′′(0) = 0, la vitesse de convergence
n’est pas d’ordre ǫ. Ainsi il est clair que cette vitesse ne peut pas décemment
être considérée d’ordre ǫ par défaut même si c’est bien le cas dans la plupart des
situations.

4.5 Vitesse de convergence de u0
ǫ vers u0

0
= 1

2
δx0

+ 1

2
δ−x0

avec

x0 > 0

On suppose à nouveau que le potentiel de confinement V satisfait les hypo-
thèses (V-1)–(V-8) ainsi que (V-10). D’après la Proposition 3.27, on sait que le
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réel x0 > 0 intervenant dans la mesure est tel que V ′(x0) +
1
2
F ′(2x0) = 0 et

V ′′(x0) +
α
2
+ 1

2
F ′′(2x0) ≥ 0. La Proposition 3.14 implique l’inégalité x0 ≤ a. Et,

comme x0 > 0, on a également α = F ′′(0) < ϑ.
Par ailleurs, W0(x) = V (x)+ 1

2
F (x− x0)+

1
2
F (x+ x0)−F (x0) ≥ W (x0). Comme

précédemment, on définit k0 := min
{
k > 0 | W (2k)

0 (0) > 0
}
.

Lemme 4.20. Si les fonctions V ′′ et F ′′ sont convexes, le pseudo-potentiel limite
W0 atteint son minimum global en exactement deux points : x0 et −x0. De plus,
W ′′

0 (x0) > 0 c’est-à-dire k0 = 1.

Démonstration. Comme V ′′ et F ′′ sont convexes, le Théorème 3.28 afirme que le
pseudo-potentiel limite possède un unique point critique strictement positif et il
s’agit de x0.
Supposons par l’absurde que l’on ait W ′′

0 (x0) = 0. Comme W0 admet un extremum
local en x0, l’inégalité W (3)

0 (x0) = 0 est satisfaite. Toutefois, W ′′
0 est convexe donc

W
(3)
0 est croissante. On sait que W (3)

0 (0) = 0 car W0 est paire. Alors, pour tout
x ∈ [0; x0], W

(3)
0 (x) = 0. On en déduit W ′′

0 (0) = W ′′
0 (x0) ce qui est impossible car

W ′′
0 (x0) = 0 et W ′′

0 (0) = α− ϑ < 0. En effet, ϑ = −V ′′(0) car V ′′ est convexe.

Lemme 4.21. Si le pseudo-potentiel limite W0 n’a que deux puits à savoir x0 et
−x0 et si W ′′

0 (x0) > 0 alors pour ǫ assez petit, le pseudo-potentiel Wǫ admet un
unique puits strictement positif xǫ0. De plus, xǫ0 vérifie le développement asympto-
tique suivant :

xǫ0 = x0 −
W ′

ǫ(x0)

W ′′
0 (x0)

+ o {W ′
ǫ(x0)} . (4.5.1)

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence directe du Lemme 4.7 étant donné que
D = {x0;−x0} et qu’en plus W ′′

0 (D) > 0 pour tout D ∈ D.

Lemme 4.22. Si le pseudo-potentiel limite W0 n’a pas d’autres puits que x0 et
−x0, pour toute fonction f ∈ C4 (R,R) à croissance lente, on a l’estimation asymp-
totique suivante :

∫

R

f(x)e−
2
ǫ
Wǫ(x)dx = 2

√
πǫ

W ′′
ǫ (x

ǫ
0)
e−

2Wǫ(x
ǫ
0)

ǫ

{
f+(x

ǫ
0) + γ(f)ǫ+ o(ǫ)

}
(4.5.2)

avec

γ(f) :=

(
5 W2

3

48 W3
2

− W4

16 W2
2

)
f+(x0)−

W3

4 W2
2

f ′
+(x0) +

f ′′
+(x0)

4 W2

. (4.5.3)

Ici, on utilise les notations Wk := W
(k)
0 (x0) et f+(x) :=

f(x)+f(−x)
2

.

Démonstration. D’après le Lemme 4.21, on sait que Dǫ = {xǫ0;−xǫ0} où xǫ0 vérifie
l’estimation asymptotique (4.5.1). Ainsi l’Hypothèse 4.10 est satisfaite. Le Lemme
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4.7 fournit directement l’estimation suivante :
∫

R

f(t)e
−2Wǫ(t)

ǫ dt =

√
πǫ

W ′′
ǫ (x

ǫ
0)
e−

2Wǫ(x
ǫ
0)

ǫ

{
f(xǫ0) + γ+(f)ǫ+ o(ǫ)

}
(4.5.4)

+

√
πǫ

W ′′
ǫ (x

ǫ
0)
e−

2Wǫ(x
ǫ
0)

ǫ

{
f(−xǫ0) + γ−(f)ǫ+ o(ǫ)

}

avec

γ±(f) := f(±x0)
(

5 W2
3,ǫ

48 W3
2,ǫ

− W4,ǫ

16 W2
2,ǫ

)
− f ′(±x0)

±W3,ǫ

4 W2
2,ǫ

+
f ′′(±x0)
4 W2,ǫ

.

Ici, on a utilisé la notation Wk,ǫ := W
(k)
ǫ (xǫ0). Ainsi (4.5.4) devient

∫

R

f(t)e
−2Wǫ(t)

ǫ dt = 2

√
πǫ

W ′′
ǫ (x

ǫ
0)
e−

2Uǫ(x
ǫ
0)

ǫ

{
f+(x

ǫ
0) + γ(f)ǫ+ o(ǫ)

}

où γ(f) := γ+(f)+γ−(f)
2

. On obtient (4.5.2) et (4.5.3) en faisant tendre ǫ vers 0.

En combinant les Lemmes 4.21 et 4.22, on peut obtenir une estimation de la
dérivée W ′

ǫ(x0).

Proposition 4.23. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypo-
thèses (F-1)–(F-5). On suppose de plus que le pseudo-potentiel limite W0 n’admet
pas d’autres fonds de puits que x0 et −x0 et W ′′

0 (x0) > 0. On a alors la limite
suivante :

lim
ǫ−→0

W ′
ǫ(x0)

ǫ
=
F (3)(2x0)W

′′
0 (x0)−W

(3)
0 (x0) (F

′′(2x0)− α)

8W ′′
0 (x0) (V

′′(x0) + F ′′(2x0))
. (4.5.5)

Démonstration. Comme W0 admet un extremum local en x0, celui-ci est un zéro
de la dérivée W ′

0 : W ′
0(x0) = 0. En rappelant que l’on a W ′

ǫ(x) −W ′
0(x) = F ′ ∗

uǫ(x)− F ′ ∗ u00(x) pour tout x ∈ R, on peut écrire

W ′
ǫ(x0) = W ′

ǫ(x0)−W ′
0(x0) =

∫

R

ξ(z)uǫ(z)dz −
1

2

(
ξ(x0) + ξ(−x0)

)

=

∫
R
ξ(z) exp

[
−2

ǫ
Wǫ(z)

]
dz∫

R
exp

[
−2

ǫ
Wǫ(z)

]
dz

− ξ+(x0)

où ξ(z) := F ′(x0 − z) et ξ+(z) := 1
2

(
ξ(z) + ξ(−z)

)
. L’application du Lemme 4.22

à la fonction ξ et à la fonction constante égale à 1 fournit
∫

R

ξ(x)e−
2
ǫ
Wǫ(x)dx = 2

√
πǫ

W ′′
ǫ (x

ǫ
0)
e−

2Wǫ(x
ǫ
0)

ǫ

{
ξ+(x

ǫ
0) + γ(ξ)ǫ+ o(ǫ)

}
(4.5.6)

et
∫

R

e−
2
ǫ
Wǫ(x)dx = 2

√
πǫ

W ′′
ǫ (x

ǫ
0)
e−

2Wǫ(x
ǫ
0)

ǫ

{
1 + γ(1)ǫ+ o(ǫ)

}
. (4.5.7)
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L’application γ est définie dans (4.5.3). On divise (4.5.6) par (4.5.7) et on obtient :
∫

R

ξ(x)uǫ(x)dx = ξ+(x
ǫ
0) + γ(ξ)ǫ− ξ+(x

ǫ
0)γ(1)ǫ+ o(ǫ) .

On trouve alors
∫

R

ξ(x)uǫ(x)dx = ξ+(x
ǫ
0) +

(
− W3

4 W2
2

ξ′+(x0) +
ξ′′+(x0)

4 W2

)
ǫ+ o(ǫ) . (4.5.8)

Par conséquent, on a

W ′
ǫ(x0)

ǫ

{
1− ξ+(x

ǫ
0)− ξ+(x0)

xǫ0 − x0

xǫ0 − x0
W ′

ǫ(x0)

}
= − W3

4 W2
2

ξ′+(x0) +
ξ′′+(x0)

4 W2

+ o(1) .

Le développement (4.5.1) donne

lim
ǫ−→0

W ′
ǫ(x0)

ǫ

(
1 +

ξ′+(x0)

W ′′
0 (x0)

)
=

(
− W3

4 W2
2

ξ′+(x0) +
ξ′′+(x0)

4 W2

)
.

Comme W3 = W
(3)
0 (x0) = V (3)(x0) +

F (3)(x0)
2

et W2 = W ′′
0 (x0) = V ′′(x0) +

α
2
+

F ′′(2x0)
2

, on obtient (4.5.5) après simplification.

A partir de là, on peut évaluer la position de xǫ0, le puits du pseudo-potentiel
Wǫ par rapport à celle de x0, le puits du pseudo-potentiel limite W0.

Corollaire 4.24. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-
1)–(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses
(F-1)–(F-5). On suppose de plus que le pseudo-potentiel limite W0 n’admet pas
d’autres puits que x0 et −x0 ainsi que W ′′

0 (x0) > 0. On a l’estimation asymptotique
suivante :

xǫ0 − x0
ǫ

−→ W
(3)
0 (x0) (F

′′(2x0)− α)− F (3)(2x0)W
′′
0 (x0)

8W ′′
0 (x0)

2 (V ′′(x0) + F ′′(2x0))
(4.5.9)

lorsque ǫ tend vers 0.

Démonstration. Comme la dérivée seconde W ′′
0 (x0) est strictement positive, on

sait d’après le Lemme 4.21 qu’il suffit de diviser (4.5.5) par −W ′′
0 (x0) ce qui donne

directement l’estimation asymptotique (4.5.9).

Or, pour connaître la vitesse de convergence, d’après l’estimation asymptotique
(4.5.2), il suffit de connaître la distance entre les deux puits xǫ0 et x0. On peut
donc maintenant donner la vitesse de convergence de u0ǫ vers u00.

Théorème 4.25. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-
1)–(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses
(F-1)–(F-5). On suppose de plus que le pseudo-potentiel limite W0 n’admet pas
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d’autres puits que x0 et −x0 et que W ′′
0 (x0) > 0. Quelle que soit la fonction

f ∈ C4 (R,R) à croissance lente, on a :

lim
ǫ−→0

(〈f, uǫ〉 − 〈f, u0〉)
ǫ

=
f ′′(x0) + f ′′(−x0)

8W ′′
0 (x0)

+ χ(x0)
f ′(x0)− f ′(−x0)

8W ′′
0 (x0)

avec χ(x0) := −V
(3)(x0) + F (3)(2x0)

V ′′(x0) + F ′′(2x0)
.

Démonstration. Comme la mesure limite est une somme de deux mesures de Di-
rac : u0 = 1

2
δx0 +

1
2
δ−x0 , on trouve 〈f, uǫ〉− 〈f, u0〉 =

∫
R
f(x)uǫ(x)dx− f+(x0) avec

f+(x) :=
f(x)+f(−x)

2
. On applique le Lemme 4.22 à la fonction f et à la fonction

constante égale à 1. On divise la première estimation par la seconde et on obtient
un résultat similaire à celui que l’on avait dans (4.5.8) avec f à la place de ξ :

∫

R

f(x)uǫ(x)dx = f+(x
ǫ
0) +

(
− W3

4 W2
2

f ′
+(x0) +

f ′′
+(x0)

4 W2

)
ǫ+ o(ǫ) .

Par conséquent, si on introduit

Tǫ :=
〈f, uǫ〉 − 〈f, u0〉

ǫ
− f+(x

ǫ
0)− f+(x0)

xǫ0 − x0

xǫ0 − x0
W ′

ǫ(x0)

W ′
ǫ(x0)

ǫ
,

on trouve limǫ−→0 Tǫ =
f ′′
+(x0)

4W ′′
0 (x0)

− W3f ′
+(x0)

4W2
2

. Or, f+(xǫ0)−f+(x0)

xǫ0−x0
−→ f ′

+(x0). Le déve-

loppement (4.5.1) implique la limite suivante : xǫ0−x0

W ′
ǫ(x0)

−→ − 1
W ′′

0 (x0)
. Enfin, d’après

la Proposition 4.23, on sait que W ′
ǫ(x0)
ǫ

−→ F (3)(2x0)W ′′
0 (x0)−W

(3)
0 (x0)(F ′′(2x0)−α)

8W ′′
0 (x0)(V ′′(x0)+F ′′(2x0))

. Par
conséquent :

lim
ǫ−→0

〈f, uǫ〉 − 〈f, u0〉
ǫ

=
f ′′
+(x0)

4W ′′
0 (x0)

ǫ+ f ′
+(x0)∆(x0)ǫ+ o(ǫ)

où l’on a

∆(x0) :=
W

(3)
0 (x0) (F

′′(2x0)− α)− F (3)(2x0)W
′′
0 (x0)

8W ′′
0 (x0)

2 (V ′′(x0) + F ′′(2x0))
− W3

4 W2
2

= − 2W
(3)
0 (x0) + F (3)(2x0)

8W ′′
0 (x0) (V

′′(x0) + F ′′(2x0))

ce qui achève la preuve vu que W (3)
0 (x0) = V (3)(x0) +

1
2
F (3)(2x0).

On peut constater que si l’on avait un pseudo-potentiel Wǫ constant par rap-
port au paramètre ǫ et donc si son puits était toujours x0, l’ordre de la vitesse de
convergence serait encore ǫ mais le préfacteur serait différent. En effet, il suffirait
d’appliquer le Lemme 4.22 puis de remplacerWǫ parW0 et xǫ0 par x0 dans l’estima-
tion asymptotique (4.5.2) et l’on trouverait alors χ(x0) = 1

W ′′
0 (x0)

. Par conséquent,
le fait que le pseudo-potentiel Wǫ dépende de ǫ apporte une perturbation dans le
préfacteur de la vitesse de convergence.
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4.6 Comportement asymptotique autour du dioptre α = ϑ

On suppose à nouveau que le potentiel de confinement V vérifie (V-1)–(V-8)
ainsi que (V-10) et que le potentiel d’intéraction vérifie (F-1)–(F-5). On suppose
également que les deux fonctions V ′′ et F ′′ sont convexes. Automatiquement, le
potentiel V vérifie l’hypothèse (V-9). On considère une mesure invariante symé-
trique u0ǫ associée à la diffusion auto-stabilisante (0.0.5). On sait qu’elle existe
d’après le Théorème 2.22. D’après le Théorème 3.28, on sait que u0ǫ converge vers
u00 =

1
2
δx0 +

1
2
δ−x0 où x0 est défini comme étant l’unique solution positive ou nulle

de (3.4.10). D’après les précédents résultats (le Théorème 4.13, le Théorème 4.17
et le Théorème 4.25), en considérant une fonction f ∈ C4 (R,R) à accroissements
polynômiaux, on a la limite suivante :

lim
ǫ−→0

ln |〈f, u0ǫ〉 − 〈f, u00〉|
ln |ǫ| = Λ(α) :=

{
1 si α 6= ϑ
1
m0

si α = ϑ,

où m0 a été défini dans (4.4.9). On en déduit qu’il y a un dioptre en α = ϑ.
Le but de cette section est de lier continûment le comportement lorsque α tend
vers ϑ par valeurs inférieures avec celui de α tendant vers ϑ par valeurs supérieures
à travers l’entaille α = ϑ.
On va se concentrer ici sur un exemple particulier mais le résultat peut être
facilement étendu à des cas plus généraux. On prend V (x) := x4

4
− x2

2
et F (x) :=

x4

4
+ x2

2
. Ici, ϑ = α = 1. Afin de connaître le comportement de u0ǫ − u00 sur ce

dioptre, on va ajouter une dépendance en ǫ dans le paramètre α. On considère
par conséquent deux nouveaux potentiels d’intéractions :

F+,ρ
ǫ (x) :=

x4

4
+

(1 + ρǫη) x2

2
et F−,ρ

ǫ (x) :=
x4

4
+

(1− ρǫη) x2

2

où ρ > 0. Lorsque l’on prend F+,ρ
ǫ , on dit que l’on considère le côté droit du

dioptre et inversement, lorsque l’on prend F−,ρ
ǫ , on dit que l’on considère le côté

gauche du dioptre.
Le nouveau problème que l’on étudie est alors une petite variation autour de la
diffusion auto-stabilisante (0.0.5) :

{
dXǫ

t =
√
ǫdBt −

{
2 (Xǫ

t )
3 + (3m2(ǫ, t)± ρǫη)Xǫ

t

}
dt

m2(ǫ, t) = E
[
(Xǫ

t )
2] . (4.6.1)

On a enlevé les moments impairs car on considère ici des mesures symétriques.
Ainsi même si l’équation différentielle stochastique sans les moments impairs
est différente de l’équation différentielle stochastique avec les moments impairs,
comme on part d’une mesure symétrique, les deux systèmes sont similaires.
La nouvelle équation avec F±,ρ

ǫ à la place de F est differente mais l’existence d’une
solution forte est toujours vraie car on a prouvé celle-ci à ǫ fixé dans le Théorème
1.14.
De même, l’existence d’une mesure invariante symétrique a été prouvée dans le
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Théorème 2.22 à ǫ fixé donc on en déduit que la nouvelle diffusion (4.6.1) admet
une mesure invariante symétrique que l’on note u0,η,±,ρ

ǫ . On sait également que
cette mesure stationnaire est unique d’après la Proposition 2.23 car le potentiel
d’intéraction F±,ρ

ǫ est de degré 4.
Afin de pouvoir étudier le dioptre d’un point de vue vitesse de convergence, il faut
d’abord prouver que l’on a bien la convergence de cette mesure symétrique. Ceci
ne peut pas être obtenu par simple application des résultats du Chapitre 3 puisque
ces résultats en question n’ont pas été obtenus à ǫ fixé. On pose dans toute la suite
m2(ǫ) :=

∫
R
x2u0,η,±,ρ

ǫ (x)dx en gardant bien à l’esprit que m2(ǫ) dépend de ρ mais
aussi du côté du dioptre que l’on étudie. Alors m2(ǫ) est l’unique réel strictement
positif tel que

m2(ǫ) =

∫
R+
x2 exp

[
−3m2(ǫ)±ρǫη

ǫ
x2 − x4

ǫ

]
dx

∫
R+

exp
[
−3m2(ǫ)±ρǫη

ǫ
x2 − x4

ǫ

]
dx

. (4.6.2)

A partir de cette équation, on va prouver la convergence étroite de la mesure
stationnaire symétrique de la diffusion auto-stabilisante (4.6.1) vers la mesure de
Dirac δ0.

Proposition 4.26. Quel que soit η > 0 et ρ > 0, la mesure u0,η,±,ρ
ǫ converge

étroitement vers δ0 lorsque ǫ tend vers 0.

Démonstration. On suppose par l’absurde qu’il existe une constante positive C et
une suite décroissante (ǫk)k∈N qui converge vers 0 telles que m2(ǫk) > C pour tout
k ∈ N. Pour simplifier, on va omettre l’indice k. En appliquant le changement
de variable x :=

√
ǫy dans (4.6.2), on trouve m2(ǫ) = ǫξ

(
m2(ǫ)± ρǫη

3
, ǫ
)

où la
fonction ξ est définie comme suit :

ξ(u, v) :=

∫

R+

y2νu,v(y)dy avec νu,v(y) :=
exp [−3uy2 − vy4]∫

R+
exp [−3uz2 − vz4] dy

. (4.6.3)

Soit u ∈ R et v > 0. On considère une variable aléatoire X dont la distribution
est νu,v. L’inégalité de Jensen implique :

∂ξ

∂u
(u, v) = −3E

[
X4
]
+ 3E

[
X2
]2
< 0

et
∂ξ

∂v
(u, v) = −E

[
X6
]
+ E

[
X4
]
E
[
X2
]
< 0 .

Pour ǫ assez petit, on a 3m2(ǫ) ± ρǫη > C. On en déduit l’inégalité m2(ǫ) ≤
ǫ

∫
R+

y2 exp[−Cy2]dy∫
R+

exp[−Cy2]dy
. Le terme de droite tend vers 0 ce qui est impossible puisque

m2(ǫ) ≥ C > 0. Donc, on en déduit que m2(ǫ) converge vers 0 lorsque ǫ tend
vers 0 ce qui équivaut à la convergence L2 de u0,η,±,ρ

ǫ vers δ0. Par suite, on a la
convergence étroite de u0,η,±,ρ

ǫ vers δ0.
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Comme on a vu précédemment, la vitesse de convergence de 〈f, u0ǫ〉 vers 〈f, u00〉
est directement liée à celle de m2(ǫ) vers 0.
En effet, on a 〈f, u0ǫ〉−〈f, u00〉 = f ′′(0)

2
m2(ǫ)+o {m2(ǫ)}. Maintenant, on va étudier

séparément les vitesses de convergence selon le côté du dioptre que l’on considère.

4.6.1 Vitesse de convergence à droite du dioptre α = ϑ

On commence par regarder l’ordre de la vitesse de convergence.

Proposition 4.27. Avec les notations de cette section, si l’on considère le système
gouverné par V (x) := x4

4
− x2

2
et F+,ρ

ǫ (x) := x4

4
+ 1+ρǫη

2
x2, on a la limite suivante :

lim
ǫ−→0

ln |m2(ǫ)|
ln |ǫ| = Λ+(η) := 1−min

{
η;

1

2

}
. (4.6.4)

Démonstration. Rappelons que m2(ǫ) vérifie m2(ǫ) = ǫξ
(
m2(ǫ) +

ρǫη

3
, ǫ
)

où ξ a
été définie dans (4.6.3). Comme on a vu dans la preuve de la Proposition 4.26,
la fonction ξ est décroissante suivant ses deux variables. De cela, on en déduit
(4.6.4). En effet :

– m2(ǫ) +
ρǫη

3
> m2(ǫ) donc m2(ǫ) ≤ ǫξ(m2(ǫ), 0). En faisant le changement

de variable y :=
√
z√

3m2(ǫ)
, on obtient m2(ǫ)

2 ≤ ǫ
6

d’où m2(ǫ) ≤
√
ǫ√
6
.

– m2(ǫ) +
ρǫη

3
> ρǫη

3
donc m2(ǫ) ≤ ǫξ(ρǫ

η

3
, 0). En faisant le changement de

variable y :=
√
z

√
ρǫ
η
2
, on obtient m2(ǫ) ≤ ǫ1−η

2ρ
.

Par conséquent, il existe une constante C > 0 telle que m2(ǫ) ≤ CǫΛ+(η). De cela,
on en déduit qu’il existe une autre constante C ′ > 0 telle que m2(ǫ) +

ρǫη

3
≤

C ′ǫmin{η, 12}. En utilisant la décroissance de ξ suivant ses deux variables, il vient :

m2(ǫ) ≤ ǫξ
(
C ′ǫmin{η, 12}, ǫmin{1;2η}

)

≤ ǫ

∫
R+
y2 exp

[
−3C ′

(
ǫmin{ η2 , 14}y

)2
−
(
ǫmin{ η2 , 14}y

)4]
dy

∫
R+

exp

[
−3C ′

(
ǫmin{ η2 , 14}y

)2
−
(
ǫmin{ η2 , 14}y

)4]
dy

.

Le changement de variable y := ǫ−min{ η2 , 14}z fournit directement l’existence d’une
constante C ′′ > 0 telle que m2(ǫ) ≥ C ′′ǫΛ+(η).

On calcule maintenant le pré-facteur afin de préciser l’influence de ρ > 0.

Corollaire 4.28. Avec les hypothèses de la Proposition 4.27, on a :

lim
ǫ−→0

m2(ǫ)

ǫΛ+(η)
= λ+(η) :=





1
2ρ

si 2η < 1

x+ρ si 2η = 1
x0 si 2η > 1

(4.6.5)

avec x+ρ = ξ
(
x+ρ +

ρ

3
, 1
)

(4.6.6)

et x0 = ξ (x0, 1) , (4.6.7)
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la fonction ξ étant définie dans (4.6.3).

Démonstration. Premier cas : η <
1

2
. Alors Λ+(η) = 1 − η. On applique le

changement de variable x := ǫ
η
2 y dans (4.6.2) et on obtient :

m2(ǫ) = ǫηξ

(
m2(ǫ)ǫ

−η + ρ
3

ǫ̃
,
1

ǫ̃

)

où ξ a été définie dans (4.6.3) et où ǫ̃ := ǫ1−2η. Comme m2(ǫ)
ρ
ǫ−η tend vers 0, on

peut utiliser le Lemme A.3 avec U(x) := ρ+3m2(ǫ)ǫ−η

2
y2 + y4

2
et f(x) := x2. Ainsi :

ξ
(

m2(ǫ)ǫ−η+
ρ
3

ǫ̃
, 1
ǫ̃

)
≈ ǫ̃

2U ′′(0) =
ǫ1−2η

2ρ
d’où m2(ǫ) ≈ ǫ1−η 1

2ρ
.

Second cas : η =
1

2
. Alors Λ+(η) =

1
2
. On applique le changement de variable

x := ǫ
1
4y dans (4.6.2) et on obtient :

m2(ǫ)√
ǫ

=

∫
R+
y2 exp

[
−
(
ρ+ 3m2(ǫ)√

ǫ

)
y2 − y4

]
dy

∫
R+

exp
[
−
(
ρ+ 3m2(ǫ)√

ǫ

)
y2 − y4

]
dy

.

Soit C une valeur d’adhérence de m2(ǫ)√
ǫ

. L’égalité précédente fournit directement
C = x+ρ défini dans (4.6.6). Comme x+ρ est unique, il y a une unique valeur d’adhé-

rence et par conséquent m2(ǫ)√
ǫ

converge vers x+ρ .

Troisième cas : η >
1

2
. On procède exactement comme précédemment en utili-

sant le changement de variable du second cas. Comme différence, on a la dispa-
rition du paramètre ρ dans l’exponentielle puisque la quantité m2(ǫ)ǫ

−η est très
grande. On voit à nouveau apparaître une unique valeur d’adhérence et il s’agit
cette fois de x0.

On peut noter que pour η > 1
2
, la vitesse de convergence du système (4.6.1)

est constante aussi bien pour l’ordre que pour le préfacteur.

4.6.2 Vitesse de convergence à gauche du dioptre α = ϑ

On va maintenant s’intéresser à la vitesse de convergence lorsque l’on est du
côté gauche du dioptre. Comme pour le côté droit, on commence par l’ordre de la
vitesse de convergence avant de spécifier le préfacteur.

Proposition 4.29. Avec les notations de cette section, si l’on considère le système
gouverné par V (x) := x4

4
− x2

2
et F−,ρ

ǫ (x) := x4

4
+ 1−ρǫη

2
x2, on a la limite suivante :

lim
ǫ−→0

ln |m2(ǫ)|
ln |ǫ| = Λ−(η) := min

{
η;

1

2

}
. (4.6.8)
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Démonstration. Premier cas : η ≥ 1
2
. On applique le changement de variable

x := ǫ
1
4y dans (4.6.2) et on obtient :

m2(ǫ) =
√
ǫξ

(
m2(ǫ)√

ǫ
− ρǫη−

1
2

3
, 1

)
. (4.6.9)

Supposons que l’on ait lim infǫ−→0
m2(ǫ)√

ǫ
= 0. On considère alors une suite décrois-

sante (ǫk)k∈N qui tend vers 0 telle que m2(ǫk)√
ǫk

tende vers 0. En divisant (4.6.9) par
√
ǫk et en faisant tendre k vers l’infini, il vient 0 = ξ (0, 1) =

Γ( 3
4)

Γ( 1
4)
> 0. Ainsi il

existe une constante C > 0 telle que m2(ǫ) ≥ C
√
ǫ pour tout ǫ > 0 et pour ǫ assez

petit, m2(ǫ) − ρǫη−
1
2

3
> C ′. La fonction ξ étant décroissante suivant ses deux va-

riables, on trouve m2(ǫ)√
ǫ

≤ ξ (C ′, 1). Par conséquent, on a bien limǫ−→0
ln|m2(ǫ)|

ln |ǫ| = 1
2

lorsque η ≥ 1
2
.

Second cas : η < 1
2
. On applique le changement de variable x :=

√
ǫ

m2(ǫ)
y dans

(4.6.2) et on obtient :

m2(ǫ) = ǫηξ

(
m2(ǫ)ǫ

−η − ρ
3

ǫ̃
,
1

ǫ̃

)
(4.6.10)

où ǫ̃ := ǫ1−2η. La fonction ξ étant décroissante, il vient m2(ǫ)
ǫη

≤ ξ
(−ρ

3ǫ̃
, 1
ǫ̃

)
. En

utilisant le Lemme A.3, on obtient la convergence de ξ
(−ρ

3ǫ̃
, 1
ǫ̃

)
vers ρ

2
et ainsi

m2(ǫ) = O (ǫη). Supposons maintenant par l’absurde qu’il existe une suite dé-
croissante (ǫk)k∈N qui tende vers 0 et telle que m2(ǫk)

ǫη
k

< ρ
6
. Alors, (4.6.10) implique

m2(ǫk)

ǫηk
≥ ξ

(
− ρ

6ǫ̃k
,
1

ǫ̃k

)

car ξ est décroissante. On utilise à nouveau le Lemme A.3 et on obtient la conver-

gence de ξ
(
− ρ

6ǫ̃k
, 1
ǫ̃k

)
vers ρ

4
ce qui est impossible. On en déduit donc la minoration

m2(ǫ)
ǫη

≥ ρ
6

pour ǫ assez petit. Ainsi m2(ǫ) et ǫη sont du même ordre ce qui implique
la limite (4.6.8).

On peut remarquer l’asymétrie des résultats : l’ordre de la vitesse de conver-
gence est min{1

2
; η} sur la partie gauche du dioptre et 1−min{1

2
; η} sur sa partie

droite. En effet, lorsque α ≥ ϑ, la mesure limite est toujours δ0. Au contraire, si
α < ϑ, la mesure limite n’est pas δ0 donc plus η est petit, plus la mesure u0,η,−,ρ

ǫ

est loin de sa limite δ0.
Précisons maintenant le préfacteur de la vitesse de convergence à gauche du
dioptre.
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Corollaire 4.30. Avec les hypothèses de la Proposition 4.29, on a :

lim
ǫ−→0

m2(ǫ)

ǫΛ−(η)
= λ−(ǫ) :=





ρ
5

si 2η < 1
x−ρ si 2η = 1
x0 si 2η > 1

avec x−ρ = ξ
(
x−ρ − ρ

3
, 1
)

(4.6.11)

où le réel x0 est défini dans (4.6.7) et où la fonction ξ est définie dans (4.6.3).

Démonstration. Premier cas : η <
1

2
. Alors Λ−(η) = η. On applique le change-

ment de variable x := ǫ
η
2 y dans (4.6.2) et on obtient

m2(ǫ)

ǫη
=

∫
R+
y2 exp

[
ρ−3m2(ǫ)ǫ−η

ǫ̃
y2 − y4

ǫ̃

]
dy

∫
R+

exp
[
ρ−3m2(ǫ)ǫ−η

ǫ̃
y2 − y4

ǫ̃

]
dy

où ǫ̃ := ǫ1−2η −→ 0. Soit une suite décroissante (ǫk)k∈N qui converge vers 0 telle
que m2(ǫ)ǫ

−η converge vers C > 0. On applique le Lemme A.3 à la fonction
U(y) := 3m2(ǫ)ǫ−η−ρ

2
y2 + y4

2
et f(x) := x2 alors on obtient C = x2C ; xC étant le

point critique où UC atteint son minimum global sur R+ avec UC(y) :=
3C−ρ

2
y2+ y4

2
.

Si C > ρ
3

alors xC = 0 donc C = 0 ce qui est impossible. On en déduit C < ρ
3

puis xC =
√

ρ−3C
2

donc C = ρ
5
. Il s’agit de l’unique valeur d’adhérence donc on a

m2(ǫ)ǫ
−η −→ ρ

5
.

Second cas : η ≥ 1

2
. On procède exactement de la même manière que dans la

preuve du Corollaire 4.28 après avoir utilisé le changement de variable x := ǫ
1
4y

dans (4.6.2).

4.6.3 Régression linéaire à travers le dioptre α = ϑ

Rappelons que m2(ǫ) dépend de η, de ǫ mais aussi du côté où l’on se place.
Dans cette sous-section, on pose m+

2 (ǫ) le moment d’ordre 2 du côté droit et m−
2 (ǫ)

celui du côté gauche.
En prenant ρ := 1, le Corollaire 4.28 implique

ln(m+
2 (ǫ)) = (1− η) ln(ǫ)− ln(2) + o(1) pour η ∈

]
0;

1

2

[

et ln(m+
2 (ǫ)) =

1

2
ln(ǫ) + ln(x0) + o(1) pour η ∈

]1
2
;∞
[

où x0 est défini dans (4.6.7). Prenons ǫ := 10−10 pour simuler le moment d’ordre
deux de la mesure stationnaire symétrique associée aux paramètres. En rappelant

que λ+(η) a été défini dans (4.6.5), voici le graphe de ξ(η) :=
ln(m+

2 (ǫ))−λ+(η)

ln(ǫ)
:
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Fig. 4.1: Côté droit du dioptre.

La ligne continue correspond à la fonction 1−min
{
η; 1

2

}
. La discontinuité est

causée par la bifurcation du pré-facteur.
On a supprimé le préfacteur λ+(η) sinon il aurait fallu prendre ǫ beaucoup plus
petit pour que la courbe simulée soit vraiment proche de la courbe théorique
limite.

Maintenant, on regarde le côté gauche du dioptre. En prenant ρ := 1, le Corollaire
4.30 implique

ln(m−
2 (ǫ)) = η ln(ǫ)− ln(5) + o(1) pour η ∈

]
0;

1

2

[

et ln(m−
2 (ǫ)) =

1

2
ln(ǫ) + ln(x0) + o(1) pour η ∈

]1
2
;∞
[

où x0 est défini dans (4.6.7). Prenons ǫ := 10−10 pour simuler le moment d’ordre
deux de la mesure stationnaire symétrique associée aux paramètres. En rappelant

que λ−(η) a été défini dans (4.6.11), voici le graphe de ξ(η) :=
ln(m−

2 (ǫ))−λ−(η)

ln(ǫ)
:

0
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xi

0.2 0.4 0.6 0.8 1

eta

Fig. 4.2: Côté gauche du dioptre.

La ligne continue correspond à la fonction min
{
η; 1

2

}
. La discontinuité est

causée par la bifurcation du pré-facteur.
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Remarque 4.31. Tout le travail de cette section a été effectué avec V (x) :=
x4

4
− x2

2
et F (x) := x4

4
+ x2

2
mais l’on aurait pu prouver le même résultat pour

Λ± (η) avec des potentiels différents tant que l’on a m0 = 2.

Remarque 4.32. On peut traiter l’équation (4.6.2) (qui est centrale dans l’étude
autour du dioptre) en utilisant des fonctions de Bessel modifiées, voir [11].

4.7 Vitesse de convergence de ua0

ǫ vers δa0

Dans cette section, on suppose que V satisfait les hypothèses (V-1)–(V-7) ainsi
que (V-10). On suppose également que V ′′ et F ′′ sont convexes. Ainsi V vérifie
(V-9). Soit a0 un point critique du potentiel V . Il s’agit donc soit de a1 soit de a2
soit de a3 d’après l’hypothèse (V-2). On admet l’existence d’une mesure invariante
excentrée autour de a0 pour ǫ assez petit. En d’autres termes, on suppose qu’il y
a une suite de mesures stationnaires

(
ua0ǫk
)
k∈N∗ pour la diffusion auto-stabilisante

(0.0.5) qui converge vers δa0 . On va omettre l’indice k pour simplifier la lecture
par la suite. On suppose de plus que l’on a α + V ′′(a0) > 0.
On rappelle que 2n est le degré de F . D’après le Théorème 2.24 et la Proposition
3.16, on sait qu’il est suffisant d’avoir

V (x)− V (a0) + F (x− a0) > 0 ∀x 6= a0

et
2n−2∑

p=0

|F p+2(a0)|
p!

|a0|p < α + V ′′(a0)

pour qu’il existe une telle suite de mesures. On note W a0
ǫ le pseudo-potentiel

associé à la mesure ua0ǫ . Il converge vers W a0
0 := V + F (. − a0) − F (a0). On

suppose aussi que F ′′ est convexe. La condition (4.3.6) est clairement satisfaite
car a0 est l’unique point où le pseudo-potentiel limite W a0

0 atteint son minimum
global si a0 vérifie V (x)− V (a0) + F (x− a0) > 0 pour tout x 6= a0.

Lemme 4.33. On suppose que α+V ′′(a0) > 0. Si V ′′ et F ′′ sont convexes, pour ǫ
assez petit, W a0

ǫ atteint son minimum global en un unique réel aǫ et celui-ci vérifie
de plus le développement asymptotique suivant :

aǫ = a0 −
(W a0

ǫ )′ (a0)

α + V ′′(a0)
+ o

{
(W a0

ǫ )′ (a0)
}
. (4.7.1)

Démonstration. a0 est l’unique point où le pseudo-potentiel limite W a0
0 atteint son

minimum global et (W a0
0 )′′ (a0) = α+V ′′(a0) > 0 donc il s’agit d’une conséquence

directe du Lemme 4.7.

Comme dans le cas des familles de mesures stationnaires qui convergent vers
1
2
δx0 +

1
2
δ−x0 , on fournit déjà un premier résultat asymptotique faisant intervenir

le puits aǫ.
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Lemme 4.34. On suppose que α + V ′′(a0) > 0. Si V ′′ et F ′′ sont convexes, pour
toute fonction f ∈ C4 (R,R) à croissance lente, on a le développement asympto-
tique :
∫

R

f(x)e−
2
ǫ
W
a0
ǫ (x)dx = 2

√
πǫ

(W a0
ǫ )′′ (aǫ)

e−
2W

a0
ǫ (aǫ)
ǫ

{
f(aǫ) + γ(f)ǫ+ o(ǫ)

}
(4.7.2)

avec

γ(f) :=

(
5 W2

3

48 W3
2

− W4

16 W2
2

)
f(a0)−

W3

4 W2
2

f ′(a0) +
f ′′(a0)

4 W2

. (4.7.3)

Ici, Wk := (W a0
0 )(k) (a0).

Démonstration. Comme (W a0
0 )′′ (a0) > 0, on trouve (4.7.2) et (4.7.3) en faisant

tendre ǫ vers 0 après application du Lemme 4.7.

Les Lemmes 4.33 et 4.34 permettent de donner l’ordre de (W a0
ǫ )′ (a0) et par

suite de calculer précisément la vitesse de convergence de ua0ǫ vers ua00 .

Proposition 4.35. On suppose que α + V ′′(a0) > 0. Si V ′′ et F ′′ sont convexes,
on a la convergence suivante :

(W a0
ǫ )′ (a0)

ǫ
−→ αV (3)(a0)

4V ′′(a0) (α + V ′′(a0))
(4.7.4)

lorsque ǫ tend vers 0.

Démonstration. Comme V admet un extremum local en a0, celui-ci est un zéro de
V ′. Par conséquent, (W a0

ǫ )′ (a0) =
∫
R
F ′(a0 − z)ua0ǫ (z)dz. On introduit la fonction

ξ(z) := F ′(a0 − z). On procède comme dans la preuve de la Proposition 4.23.
L’application du Lemme 4.34 à ξ et à 1 donne
∫

R

ξ(x)e−
2
ǫ
W
a0
ǫ (x)dx = 2

√
πǫ

(W a0
ǫ )′′ (aǫ)

e−
2W

a0
ǫ (aǫ)
ǫ

{
ξ(aǫ) + γ(ξ)ǫ+ o(ǫ)

}
(4.7.5)

et
∫

R

e−
2
ǫ
W
a0
ǫ (x)dx = 2

√
πǫ

(W a0
ǫ )′′ (aǫ)

e−
2W

a0
ǫ (aǫ)
ǫ

{
1 + γ(1)ǫ+ o(ǫ)

}
. (4.7.6)

La fonction γ est définie dans (4.7.3). On divise (4.7.5) par (4.7.6) et on obtient
∫

R

ξ(x)ua0ǫ (x)dx = ξ(aǫ) + γ(ξ)ǫ− ξ(aǫ)γ(1)ǫ+ o(ǫ) .

Après avoir effectué la somme, il vient
∫

R

ξ(x)ua0ǫ (x)dx = ξ(aǫ) +

(
− W3

4 W2
2

ξ′(a0) +
ξ′′(a0)

4 W2

)
ǫ+ o(ǫ) . (4.7.7)
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Ainsi :

(W a0
ǫ )′ (a0)

ǫ

{
1− ξ(aǫ)− ξ(a0)

aǫ − a0

aǫ − a0

(W a0
ǫ )′ (a0)

}
= −W3ξ

′(a0)

4 W2
2

+
ξ′′(a0)

4 W2

+ o(1) .

Or ξ(aǫ)−ξ(a0)
aǫ−a0

converge vers ξ′(a0) = −α et aǫ−a0

(Wa0
ǫ )

′
(a0)

converge vers − 1
α+V ′′(a0)

.

En rappelant W3 = (W a0
0 )(3) (a0) = V (3)(a0), W2 = V ′′(a0) + α = (W a0

0 )′′ (a0),
ξ′(a0) = −α et ξ′′(a0) = 0, on obtient après simplification

V ′′(a0)

α + V ′′(a0)

(W a0
ǫ )′ (a0)

ǫ
−→ α

V (3)(a0)

4 (α + V ′′(a0))
2

ce qui achève la preuve.

On peut maintenant évaluer la distance entre le puits aǫ du pseudo-potentiel
W a0

ǫ et le puits a0 du pseudo-potentiel limite W a0
0 .

Corollaire 4.36. On suppose que α+V ′′(a0) > 0. Si V ′′ et F ′′ sont convexes, on
a la limite suivante :

lim
ǫ−→0

aǫ − a0
ǫ

= − αV (3)(a0)

4V ′′(a0) (α + V ′′(a0))
2 .

Démonstration. D’après le Lemme 4.33, il suffit de diviser la limite (4.7.4) par
− (α + V ′′(a0)).

Théorème 4.37. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-
1)–(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction (F-1)–(F-5). On suppose
de plus que V ′′ et F ′′ sont convexes. On suppose également que α + V ′′(a0) > 0.
Quelle que soit la fonction f ∈ C4 (R,R) à croissance lente, on a la convergence
suivante :

1

ǫ

(
〈f, ua0ǫ 〉 − 〈f, u0〉

)
−→ V ′′(a0)f

′′(a0)− V (3)(a0)f
′(a0)

4V ′′(a0) (α + V ′′(a0))

lorsque ǫ tend vers 0.

Démonstration. On procède comme dans la preuve du Théorème 4.25. Comme
u0 = δa0 , on trouve

〈f, ua0ǫ 〉 − 〈f, u0〉 =

∫

R

f(x)ua0ǫ (x)dx− f(a0) .

On applique le Lemme 4.34 à f et à 1 puis en divisant la première estimation par
la seconde, on obtient un résultat similaire à (4.7.7) avec f à la place de ξ :

∫

R

f(x)ua0ǫ (x)dx = f(aǫ) +

(
− W3

4 W2
2

f ′(a0) +
f ′′(a0)

4 W2

)
ǫ+ o(ǫ) .
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Par conséquent, on obtient directement

〈f, ua0ǫ 〉 − 〈f, δa0〉
ǫ

=
f(aǫ)− f(a0)

aǫ − a0

aǫ − a0
ǫ

− W3

4 W2
2

f ′(a0) +
f ′′(a0)

4 W2

+ o(1) .

En se servant maintenant du Théorème 4.36, on obtient
∫
R
f(x)ua0ǫ (x)dx− f(a0)

ǫ
−→ f ′′(a0)

4 (W a0
0 )′′ (a0)

+ f ′(a0)∆(a0)

où l’on a

∆(a0) := −α V (3)(a0)

4V ′′(a0) (α + V ′′(a0))
2 − V (3)(a0)

4 (α + V ′′(a0))
2

= − V (3)(a0)

4V ′′(a0) (α + V ′′(a0))

ce qui achève la preuve.

Remarque 4.38. On retrouve le résultat du Théorème 2.27 en prenant f(x) :=
xk. En effet, par définition, on a

τ 0k := − lim
ǫ−→0

ma0
k (ǫ)− ak0

ǫ
.

Toutefois, dans le Théorème 2.27, il n’a pas été démontré que toutes les mesures
stationnaires excentrées autour de a0 vérifiaient ceci ; il a seulement été prouvé
qu’il y avait une mesure le vérifiant. Ainsi les résultats du Chapitre 4 sont plus
forts que ceux du Chapitre 2.
De plus, le Théorème 2.27 ne concerne que les puits de V alors qu’ici, le résultat
est également vrai pour les bosses tant qu’il y a une suite de mesures stationnaires
qui converge vers δa0.



4. Vitesse de convergence 156



5. SYSTÈMES DE PARTICULES ASSOCIÉS À LA DIFFUSION
DE MCKEAN-VLASOV

5.1 Introduction

La particularité de la diffusion (0.0.5) est la composante non-linéaire de la
dérive −F ′ ∗ uǫt. Cette composante est appellée auto-stabilisation car la loi du
processus intervient dans la dérive. La justification de cette terminologie tient
aux liens étroits entre une diffusion auto-stabilisante et un système de particules
dont le nombre de particules N tend vers +∞. En effet, en considèrant le système
d’équations

dX i
t =

√
ǫdBi

t − V ′ (X i
t

)
dt− 1

N

N∑

j=1

F ′ (X i
t −Xj

t

)
dt , 1 ≤ i ≤ N

où les processus (Bi
t)t∈R+

sont des mouvements browniens indépendants, la conver-

gence de la mesure empirique 1
N

∑N
j=1 δXj

t
vers la mesure uǫt impliquerait heuristi-

quement la convergence du processus X i
t vers un processus auto-stabilisant satis-

faisant une équation du type (0.0.5). Ainsi la loi de la diffusion non-linéaire peut
être vue intuitivement comme la moyenne des lois d’une infinité de particules en
intéraction. De plus, en faisant tendre N vers l’infini, l’influence d’une particule
prise isolément sur une autre particule prise isolément devient négligeable devant
l’influence moyenne de tout le champ. Ainsi toujours heuristiquement, deux parti-
cules prises isolément deviennent indépendantes pour N asymptotiquement grand.
Ce phénomène porte le nom de propagation du chaos. On peut par exemple trouver
des études de ce phénomène dans [41] (dans le cas où le potentiel de confinement
V est nul et où la fonction d’intéraction F ′ est uniformément lipschitzienne et
bornée), dans [5] (dans le cas où le potentiel de confinement V est nul et où le po-
tentiel d’intéraction F satisfait des hypothèses proches de (F-1)–(F-5)), dans [13]
(dans le cas où le potentiel de confinement V est convexe et où le potentiel d’in-
téraction F satisfait des hypothèses proches de (F-1)–(F-5)). L’objectif principal
de ce chapitre est de lier la diffusion auto-stabilisante avec un système de parti-
cules et d’expliquer quel phénomène est responsable de la non-unicité des mesures
stationnaires (l’absence de propagation du chaos uniforme). De plus, certains ré-
sultats de ce chapitre seront utilisés afin de prouver dans le chapitre suivant un
résultat d’unicité de la mesure stationnaire symétrique lorsque V est symétrique.

Dans un premier temps, on introduit le système de particules ainsi que quelques
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définitions. Puis on étudie la géométrie du potentiel intervenant dans le système
de particules.
Ensuite, on prouve que le système de particules converge en temps long vers
l’unique mesure stationnaire du système.
On s’intéresse ensuite au phénomène de propagation du chaos dans le cas de la
diffusion (0.0.5). On prouve aussi que cette propagation n’est pas uniforme en
temps. Toutefois, sous deux hypothèses simples, on obtient une forme faible de
propagation uniforme du chaos.
Pour finir, on étudie le comportement de l’unique mesure stationnaire du système
de particules lorsque ǫ tend vers 0.

Rappelons que le potentiel de confinement V satisfait l’hypothèse (V-10) c’est-

à-dire qu’il vérifie la limite lim
x−→±∞

(V ′(x))2

V ′′(x)
= +∞. L’hypothèse (V-10) est bien

vérifiée pour peu que V soit une fonction polynômiale.

5.2 Préliminaires

On se donne N variables aléatoires indépendantes X1
0 , · · · , XN

0 , identiquement
distribuées et dont le moment d’ordre 8q2 est fini. En effet, afin de relier un
système de particules partant de

(
X1

0 , · · · , XN
0

)
à un processus auto-stabilisant

comme (0.0.5), on demande à ce que chacune des variables aléatoires initiales
vérifie la condition d’existence du processus auto-stabilisant partant deX i

0 à savoir

E
[
(X i

0)
8q2
]
< +∞ comme il a été vu dans le Théorème 1.14.

Ainsi par la suite, on considère le système de N particules
(
Xǫ,i,N

t

)
1≤i≤N

qui est

soumis à la dynamique suivante

Xǫ,i,N
t = X i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

{
V ′ (Xǫ,i,N

s

)
+

1

N

N∑

j=1

F ′ (Xǫ,i,N
s −Xǫ,j,N

s

)
}
ds (5.2.1)

où les (Bi
t)t∈R+

sont des mouvements browniens indépendants pour tout 1 ≤ i ≤
N .
En parallèle, on définit N diffusions auto-stabilisantes deux à deux indépendantes
du même type que (0.0.5) :

Xǫ,i
t = X i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

{
V ′
(
Xǫ,i

s

)
ds+ F ′ ∗ uǫ,is

(
Xǫ,i

s

)}
ds (5.2.2)

où uǫ,it := L
(
X i

t

)
=: uǫt.

Définition 5.1. Pour tout N ∈ N, pour tout t ≥ 0 et pour tout ǫ > 0, on pose

µǫ,N
t :=

(
Xǫ,1,N

t , Xǫ,2,N
t , · · · , Xǫ,N,N

t

)
(5.2.3)

µN
0 :=

(
X1

0 , X
2
0 , · · · , XN

0

)

et B
(N)
t :=

(
B1

t , B
2
t , · · · , BN

t

)
.
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La notation est choisie pour insister sur la correspondance entre une mesure sur
R et un élément de RN .

Dans ce chapitre, on identifie tacitement l’ensemble RN à l’ensemble des me-
sures de probabilité de R dont le support est de cardinal inférieur ou égal à N et
dont les poids sont de la forme k

N
où k ∈ N. Ainsi à tout N -uplet (A1, A2, · · · , AN),

on associe la mesure 1
N

∑N
j=1 δAj . Afin de simplifier l’écriture dans la suite de ce

chapitre, on introduit également une fonction de RN dans R qui dirigera le sys-
tème :

Définition 5.2. 1. Soit (x1, · · · , xN ) ∈ RN . On pose :

ΥN (x1, x2, · · · , xN ) :=
1

N

N∑

i=1

V (xi) +
1

2N2

N∑

i,j=1

F (xi − xj) .

On dira que ΥN est le méta-potentiel de la diffusion à N particules. En effet, il
agit directement sur la mesure µǫ,N

t .
2. Soit une mesure de probabilité µ sur R. On introduit :

Υ(µ) :=

∫

R

{
V (x) +

1

2
F ∗ µ(x)

}
dµ(x) .

On dira que Υ est le méta-potentiel de la diffusion auto-stabilisante (0.0.5). En
effet, il agit directement sur la mesure uǫt.

Afin de bien insister sur le fait que le système de particules représente une me-
sure et non pas une diffusion, on prouve que le méta-potentiel ΥN est la restriction
de Υ à RN .

Lemme 5.3. Soit une mesure de probabilité µ sur R. Soient N variables aléatoires
indépendantes X1, · · · , XN de loi µ dont le moment d’ordre 2q est fini. On a alors
la convergence presque sûre suivante :

lim
N−→+∞

ΥN
(
X1, · · · , XN

)
= Υ(µ) =

∫

R

{
V (x) +

1

2
F ∗ µ(x)

}
dµ(x) .

Démonstration. On introduit la mesure µN := 1
N

∑N
j=1 δXj . Par définition, on a

ΥN
(
X1, X2, · · · , XN

)
=

1

N

N∑

i=1

V
(
X i
)
+

1

2N2

N∑

i,j=1

F
(
X i −Xj

)

=

∫

R

V (x)dµN(x) +
1

2

∫

R

F ∗ µN(x)dµN(x)

=

∫

R

{
V (x) +

1

2
F ∗ µ(x)

}
dµ(x)

+

∫

R

V (x)
(
dµN(x)− dµ(x)

)

+
1

2

∫∫

R2

F (x− y)
(
dµN(x)⊗ dµN(y)− dµ(x)⊗ dµ(y)

)
.
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La première intégrale est égale à Υ(µ). La seconde converge vers 0 d’après la loi des
grands nombres. Montrons que la troisième converge vers 0. On note m1, · · · ,m2n

les 2n premiers moments de la mesure µ. Ces moments sont finis car le moment
d’ordre 2q de µ est fini et q ≥ n. On utilise l’écriture F (x) =

∑n
r=1 αr(x− y)2r :

∫∫

R2

F (x− y)dµ(x)dµ(y) =
n∑

r=1

αr

2r∑

l=0

C l
2r(−1)l

∫∫

R2

xly2r−ldµ(x)dµ(y)

=
n∑

r=1

αr

2r∑

l=0

C l
2r(−1)lmlm2r−l .

De même :
∫∫

R2

F (x− y)dµN(x)dµN(y) =
n∑

r=1

αr

2r∑

l=0

C l
2r(−1)lmN

l m
N
2r−l

où mN
l est le moment d’ordre l de la mesure empirique µN . L’application de la loi

forte des grands nombres atteste de la convergence presque sûre de mN
l vers ml

pour tout 1 ≤ l ≤ 2n. On en déduit la convergence presque sûre de
∫∫

R2 F (x −
y)dµN(x)dµN(y) vers

∫∫
R2 F (x− y)dµ(x)dµ(y) ce qui achève la preuve.

Avec ces notations, le système
(
µǫ,N
t

)
t≥0

vérifie une équation différentielle sto-

chastique classique :

µǫ,N
t = µN

0 +
√
ǫB

(N)
t −N

∫ t

0

∇ΥN
(
µǫ,N
s

)
ds . (5.2.4)

Il s’agit d’une diffusion de Kolmogorov et les hypothèses de départ impliquent la
convergence en temps long de la diffusion (5.2.4) vers une mesure stationnaire qui
est par ailleurs unique, comme on le verra par la suite.
Avant cela, on va étudier la géométrie du méta-potentiel ΥN . On commence par
décrire l’ensemble des points critiques dans un cas simple.

Proposition 5.4. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F défini par F (x) :=
α
2
x2. On considère N ≥ 2. Alors :

– Si α > ϑ, le méta-potentiel ΥN admet exactement 2M + 1 points cri-
tiques : les points a2i+1 := (a2i+1, · · · , a2i+1) sont des puits et les points
a2i := (a2i, · · · , a2i) sont des cols dont la signature de la matrice Hessienne
est (N − 1, 1).

– Si α < ϑ, les points a2i+1 := (a2i+1, · · · , a2i+1) sont des puits de ΥN . Et, les
a2i sont des points critiques.

Démonstration. Étape 1. Quel que soit 1 ≤ i ≤ N , la dérivée du méta-potentiel
par rapport à xi est

∂

∂xi
ΥN(x1, · · · , xN) =

1

N

{
V ′(xi) + αxi −

α

N

N∑

j=1

xj

}
.
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Soit donc un point critique (x1, · · · , xN). On en déduit ρ(xi) = ρ(xj) pour tous
les indices i et j où l’on a ρ(x) := V ′(x) + αx. Or, ρ′(x) = V ′′(x) + α > 0 pour
tout x ∈ R d’après l’hypothèse α > ϑ. On en déduit directement xi = xj pour
tous les indices i et j et par conséquent, les points critiques sont de la forme
x := (x, · · · , x).
Par ailleurs, on a nécessairement V ′(x) + αx − α

N

∑N
j=1 x = 0 ce qui signifie que

x est un point critique du potentiel V soit x = ai avec 1 ≤ i ≤ 2M + 1. On peut
vérifier que les 2M + 1 points ai sont bien des points critiques du méta-potentiel
ΥN , quel que soit le signe de α− ϑ.

Étape 2. Calculons la Hessienne de ΥN en chacun des deux types de points :

∂2

∂x2i
ΥN (x1, · · · , xN) =

1

N

{
V ′′(xi) + α

(
1− 1

N

)}

et
∂2

∂xi∂xj
ΥN (x1, · · · , xN) = − α

N2
.

On en déduit directement que les valeurs propres de la Hessienne en ai sont
1
N
V ′′(ai) et 1

N
(V ′′(ai) + α) associées respectivement à des espaces propres de di-

mensions 1 et N − 1. Si i est impair c’est-à-dire si ai est un puits de V , les deux
valeurs propres sont strictement positives donc on en déduit que le méta-potentiel
atteint un minimum local en ai.
Et, la première valeur propre de la Hessienne en a2i est 1

N
V ′′(a2i) < 0 alors que

1
N
(α + V ′′(a2i)) > 0. Par conséquent, a2i est bien un col qui est localement dé-

croissant suivant une dimension et localement croissant suivant N−1 dimensions.
Enfin, comme V ′′(a2i+1) > 0, chacun des points a2i+1 est bien un puits de ΥN

même lorsque α < ϑ.

Définition 5.5. Comme N a pour vocation à être grand, on dit que a2i est un
"col stable" du méta-potentiel.

On remarquera que d’après la Proposition 2.4, la diffusion (0.0.5) admet une
mesure stationnaire excentrée autour d’un point critique ai si l’on a

V (x)− V (ai) +
α

2
(x− ai)

2 > 0 pour tout x 6= ai . (5.2.5)

Toutefois, si α > ϑ, on a V (x)−V (a2i)+
α
2
(x− a2i)

2 > 0 pour tout x 6= a2i ce qui
prouve qu’il existe une mesure stationnaire excentrée autour de δa2i . Pourtant, a2i
n’est jamais un puits de ΥN .
Par ailleurs, quel que soit la valeur de α > 0, a2i+1 est bien un puits du méta-
potentiel. Mais, l’on peut prouver réciproquement que si a2i+1 ne vérifie pas
(5.2.5), alors il n’existe pas de mesure stationnaire excentrée proche de δa2i+1

.
En effet, s’il en existait une, en reprenant tout le travail du troisième chapitre,
on en déduirait la convergence étroite de cette mesure stationnaire vers δa2i+1

ainsi que vers une mesure discrète chargeant le(s) point(s) où la fonction W0 :=
V +F ∗ δa2i+1

−F ∗ δa2i+1
(0) atteint son minimum global. Or, si l’inégalité (5.2.5)
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n’est pas vérifiée, W0(a2i+1) n’est pas le minimum global de W0 d’où une impos-
sibilité.
Ainsi il n’y a pas de correspondance entre les puits de ΥN et les mesures station-
naires de (0.0.5).
Après avoir étudié les points critiques dans certains cas, intéressons-nous aux
points pour lesquels le méta-potentiel réalise son minimum global.

Proposition 5.6. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypo-
thèses (F-1)–(F-5). Soient j1, · · · , jr les r indices tels que a2j1+1, · · · , a2jr+1 soient
les r puits les plus profonds de V . Alors, on a l’inégalité

ΥN (X) > ΥN (a2j1+1) = · · · = ΥN (a2jr+1) = inf
z∈R

V (z)

pour tout X /∈ {a2j1+1, · · · , a2jr+1}.
Démonstration. Par définition, V (x) ≥ infz∈R V (z) et l’inégalité est stricte si x /∈
{a2j1+1, · · · , a2jr+1}. Par définition, F est une fonction positive donc ΥN(X) ≥
1
N

∑N
j=1 V (xj) ≥ infz∈R V (z). On a l’égalité si et seulement si 1

2N2

∑N
i,j=1 F (xi −

xj) = 0 (ce qui implique F (xi − xj) = 0 pour tous les indices i et j) et si
xi ∈ {a2j1+1, · · · , a2jr+1} pour tout i. Ainsi ΥN(X) = infz∈R V (z) si et seulement
si X ∈ {a2j1+1, · · · , a2jr+1}.

5.3 Convergence en loi du système vers sa mesure stationnaire

L’intérêt principal du système de Kolmogorov (5.2.4) qu’on étudie est le fait
qu’il satisfasse des propriétés fortes. On introduit une quantité avant cela qui
servira à prouver la convergence en loi en temps long.

Définition 5.7. On pose ∆ΥN := N ǫ
2
∆ΥN −N2

∣∣∣∣∇ΥN
∣∣∣∣2.

Etablissons une propriété essentielle par la suite sur cette quantité.

Lemme 5.8. Soit un potentiel de confinement V qui satisfait les hypothèses (V-
1)–(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses
(F-1)–(F-5). Alors, il existe deux constantes τ ∈]0; 1[ et C > 0 telles qu’on ait la
majoration :

lim sup
||X||−→+∞

N
ǫ

2
∆ΥN(X)− τN2

∣∣∣∣∇ΥN(X)
∣∣∣∣2 < −C . (5.3.1)

Démonstration. On va montrer qu’il existe un réel strictement positif Rǫ tel que

inf
||X||>Rǫ

N

ǫ

||∇ΥN(X)||2
∆ΥN(X)

≥ 1 . (5.3.2)

Cette inégalité implique N ǫ
2
∆ΥN(X) ≤ N2

2

∣∣∣∣∇ΥN(X)
∣∣∣∣2 pour tout X tel que

||X|| > Rǫ. Ainsi en prenant Rǫ assez grand pour que tous les points critiques du
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méta-potentiel ΥN soient de norme inférieure à Rǫ
2

ce qui est possible vu que ΥN

a un nombre fini de points critiques, il vient

N
ǫ

2
∆ΥN(X)− 3

4
N2
∣∣∣∣∇ΥN(X)

∣∣∣∣2 ≤ −1

4
N2
∣∣∣∣∇ΥN(X)

∣∣∣∣2

pour tout X tel que ||X|| > Rǫ. Vu que tous les points critiques de ΥN sont de
norme inférieure à Rǫ

2
, on en déduit sup||X||>Rǫ −N2

4

∣∣∣∣∇ΥN(X)
∣∣∣∣2 =: −C < 0.

Ainsi (5.3.1) est prouvée.
Afin d’établir cela, on s’intéresse à la coordonnée de module maximal. On sup-
pose qu’il s’agit de XN sans rien changer à la généralité. Comme on se place au
voisinage de l’infini, on peut exiger XN > a2M+1 ou XN < a1 où l’on rappelle
que a1, · · · , a2M+1 sont les 2M +1 puits du potentiel V d’après l’hypothèse (V-2).
On va supposer XN > a2M+1 et l’on peut procéder de même en −∞. On a alors
V ′(XN) > 0 et 1

N

∑N
j=1 F

′(XN −Xj) > 0 d’où

N2||∇ΥN(X1, · · · , XN )||2 ≥
(
V ′(XN) +

1

N

N∑

j=1

F ′(XN −Xj)

)2

≥ V ′(XN)
2 +

1

N2

(
N∑

j=1

F ′(XN −Xj)

)2

≥ V ′(XN)
2 +

1

N2

N∑

j=1

F ′(XN −Xj)
2 . (5.3.3)

On a également

N∆ΥN(X1, · · · , XN ) =
N∑

i=1

V ′′(Xi) +
N∑

i=1

N∑

j=1

1

N
F ′′ (Xi −Xj)

≤ NV ′′(XN) +NF ′′(2XN) . (5.3.4)

En effet, on se place assez loin pour que V ′′(XN) ≥ V ′′(Xi) (ce qui est possible
vu que V est symétrique) pour tout 1 ≤ i ≤ N d’après la propriété (V-4). Par
ailleurs, |Xi −Xj| ≤ |Xi|+ |Xj| ≤ 2XN .

Comme lim|XN |−→+∞
V ′(XN )2

NV ′′(XN )
= +∞ d’après l’hypothèse (V-10) et de même

lim|XN |−→+∞
1
N2

∑N
j=1 F

′(XN−Xj)
2

NF ′′(2XN )
= +∞ car F est polynômiale, on en déduit, après

avoir divisé (5.3.3) par (5.3.4) :

N
||∇ΥN(X)||2
∆ΥN(X)

≥
max

{
(V ′(XN))

2; 1
N2

∑N
j=1 F

′(XN −Xj)
2
}

2N max {V ′′(XN);F ′′(2XN)}
.

Le membre de droite dans l’inégalité précédente tend vers l’infini lorsque |XN |
tend vers l’infini. Ainsi il existe Rǫ > 0 tel que (5.3.2) soit satisfaite et le réel
Rǫ > 0 existe bien.



5. Systèmes de particules 164

Cette inégalité va permettre d’obtenir les principaux résultats de cette section.

Proposition 5.9. Soit un potentiel de confinement V qui satisfait les hypothèses
(V-1)–(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypo-
thèses (F-1)–(F-5). Soit µN

0 ∈ RN . Il existe une unique solution forte non explosive
à l’équation (5.2.4).

Démonstration. On se sert pour cela du Théorème 10.2.2 de la page 255 de [40]
dont est dérivée la Proposition 1.2. On peut l’appliquer pour peu qu’il existe R > 0
tel que

inf
||X||>R

〈
X ; ∇ΥN (X)

〉
≥ 0 (5.3.5)

comme dans le cas de la dimension un. Les autres conditions sont en effet vérifiées :
le coefficient associé aux dérivées secondes dans le problème de martingale est
constant et ∇ΥN est localement lipschitzienne vu que V satisfait (V-5) et F vérifie
(F-4). Pour prouver la minoration (5.3.5), on remarque d’abord que la fonction
x 7→ xV ′(x) est minorée par −aϑ sur R où a := max {|a1|; |a2M+1|}. Aussi, l’on
dispose de la minoration

〈
X ; ∇ΥN(X)

〉
:=

1

N

N∑

i=1

xiV
′(xi) +

1

N2

N∑

i=1

N∑

j=1

xiF
′(xi − xj)

=
1

N

N∑

i=1

xiV
′(xi) +

1

2N2

N∑

i=1

N∑

j=1

(xi − xj)F
′(xi − xj)

≥ xNV
′(xN)

N
− aϑ ,

où il a été supposé que xN était la coordonnée de valeur absolue maximale sans
perte de généralité. Comme V ′′ tend vers l’infini en l’infini d’après l’hypothèse
(V-4), il existe R1 tel que V ′(x) ≥ 1 pour tout x ≥ R1. Par conséquent, si
xN ≥ R1 ∨ Naϑ, la minoration (5.3.5) est vérifiée pour la norme || . ||∞ et on
applique le Théorème 10.2.2 de [40] pour avoir l’existence d’une solution forte à
l’équation (5.2.4).

La diffusion est donc correctement définie et pourra être comparée au système
de N diffusions auto-stabilisantes. Si elle admet une probabilité invariante, cette
dernière est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue pour des
arguments similaires à ceux employés dans le Lemme 2.1. Il est facile de montrer
qu’elle est unique et que sa densité est donnée par :

µN
ǫ (X) =

exp
[
−2N

ǫ
ΥN(X)

]
∫
RN

exp
[
−2N

ǫ
ΥN(Y )

]
dY

. (5.3.6)

Avant de montrer que la diffusion (5.2.4) converge en loi vers la mesure de proba-
bilité dont la densité est définie dans (5.3.6) lorsque t tend vers l’infini, on donne
un résultat général sur le trou spectral dont la preuve peut être trouvée dans [2] :
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Proposition 5.10. Soit une fonction U de classe C2 sur RN . La mesure de proba-

bilité dµ(X) :=
exp[− 2N

ǫ
U(X)]∫

R
exp[− 2N

ǫ
U(Y )]dY

dX vérifie l’inégalité de Poincaré s’il existe deux

constantes τ ∈]0; 1[ et C > 0 telles que

lim inf
||X||−→+∞

(
2N

ǫ
∆U − τ ||∇U ||2

)
(X) < −C . (5.3.7)

Lemme 5.11. La mesure stationnaire µN
ǫ du système (5.2.3) vérifie l’inégalité de

Poincaré. En d’autres termes, il existe une constante λN(ǫ) telle que pour toute
fonction f de classe C2 sur RN à croissance lente, on a

VarµNǫ (f) ≤
1

λN(ǫ)

∫

RN
||∇f ||2 (X)µN

ǫ (X)dX .

Démonstration. La Proposition 5.10 peut ici être appliquée car l’on a bien (5.3.7)
avec ΥN d’après le Lemme 5.8 et l’on en déduit que µN

ǫ vérifie l’inégalité de
Poincaré.

Cette inégalité de Poincaré permet de montrer la convergence étroite de la loi
du processus stochastique vers sa mesure stationnaire. En effet,

Proposition 5.12. Considérons la diffusion de Kolmogorov sur RN :

µt = µ0 +
√
ǫB

(N)
t −N

∫ t

0

∇U(µs)ds (5.3.8)

où la fonction U est localement lipschitzienne et convexe à l’infini. Sa mesure

de probabilité stationnaire est donnée par dν(X) :=
exp[− 2N

ǫ
U(X)]∫

RN
exp[− 2N

ǫ
U(Y )]dY

dX. On

note Ptf(µ0) := Eµ0 [f (µt)]. Soit un réel strictement positif λ quelconque. On a
alors l’implication suivante pour toute fonction f de classe C2 sur RN et de carré
intégrable par rapport à la mesure dν :

Varν(f) ≤
1

λ

∫
||∇f ||2 dν =⇒

∣∣∣∣
∣∣∣∣Ptf −

∫
fdν

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

≤ exp [−ǫλt] Varν(f)

avec

∣∣∣∣
∣∣∣∣Ptf −

∫
fdν

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

:=

∫

RN

(
Ptf(µ1)−

∫

RN
f(µ2)dν(µ2)

)2
dν(µ1).

Démonstration. On pose g := f −
∫
fdν puis Ψ(t) :=

∫ (
Ptg
)2
dν. La dérivée de

Ψ est égale à 2
∫
(Ptg) (LPtg) dν où L := ǫ

2
∆ − N∇U .∇ est l’opérateur associé

à la diffusion (5.3.8). En tenant compte de la convexité à l’infini de U et de
l’intégrabilité de f 2 contre la mesure dν, on peut faire une intégration par partie
et il vient

Ψ′(t) = −ǫ
∫

RN
||∇Ptf(µ)||2 dν(µ) ≤ −ǫλΨ(t)

d’après l’inégalité reliant la variance et l’énergie. L’application du lemme de Grön-
wall implique ψ(t) ≤ exp [−ǫλt] Ψ(0) ce qui correspond au résultat annoncé.
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Théorème 5.13. Soit ν0 une mesure de probabilité sur RN . Soit µ0 un vecteur
aléatoire dont la loi est ν0. On note νǫ,Nt la loi de µǫ,N

t . La mesure νǫ,Nt converge
étroitement vers µN

ǫ l’unique mesure stationnaire de (5.2.4) lorsque t −→ +∞.
Plus précisément, il existe une constante λN(ǫ) > 0 telle que pour toute fonction
f de classe C2 sur RN à croissance lente, on a la majoration

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫
f(x)dνǫ,Nt (x)−

∫
f(x)dµN

ǫ (x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

≤ e−λN (ǫ)t Varµǫǫ(f) . (5.3.9)

Démonstration. Il s’agit d’une simple conséquence de la Proposition 5.12. En effet,
on considère la diffusion (5.2.3). On sait d’après le Lemme 5.11 que la mesure
stationnaire µN

ǫ vérifie l’inégalité de Poincaré. Aussi, on en déduit directement

∣∣∣∣
∣∣∣∣Ptf −

∫
fdµN

ǫ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

≤ e−λN (ǫ)t VarµNǫ (f)

où, par définition, Ptf :=
∫
R
f(x)νǫ,Nt (x)dx. Ainsi pour toute fonction f de classe

C2 sur RN à croissance lente,
∫
R
f(x)νǫ,Nt (x)dx converge vers

∫
R
f(x)µN

ǫ (x)dx ce
qui signifie la convergence étroite de νǫ,Nt vers µN

ǫ .

Remarque 5.14. Ce résultat peut sembler surprenant. En effet, non seulement la
mesure stationnaire est unique mais en plus, la loi du processus converge vers cette
mesure. Pourtant, la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) peut admettre plusieurs
mesures stationnaires (voir Chapitre 2).

La vitesse de convergence dépend directement de λN(ǫ). Il s’agit de la plus
petite valeur propre de l’opérateur LN

ǫ défini par LN
ǫ f := N ǫ

2
f ′′ −N2

〈
∇ΥN , f ′〉

d’après la définition récursive dans [26]. La convergence vers 0 pour N tendant
vers l’infini de λN(ǫ) semble donc être la cause de l’apparition de diverses mesures
stationnaires.

5.4 Propagation du chaos

Le système de particules défini dans ce chapitre est en lien étroit avec la diffu-
sion non-linéaire (0.0.5). On va montrer dans quel sens la convergence vers l’infini
du nombre de particules N rend (5.2.4) proche de (0.0.5). Par ailleurs, il convient
de connaître le lien entre les deux puisque certains résultats établis sur le système
peuvent éventuellement être tractés sur la diffusion auto-stabilisante.

5.4.1 Propagation simple du chaos

On va commencer par prouver un résultat de propagation faible du chaos. En
d’autres termes, on va prouver que sur un intervalle de temps fixé [0;T ], en faisant
tendre N vers l’infini, le comportement de chacune des particules de ce système
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se comporte comme une particule satisfaisant une équation non-linéaire de type
(5.2.2). On rappelle ce que sont les systèmes d’équations (5.2.1) et (5.2.2) :

Xǫ,i,N
t = X i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

V ′(Xǫ,i,N
s )ds−

∫ t

0

1

N

N∑

j=1

F ′(Xǫ,i,N
s −Xǫ,j,N

s )ds

et Xǫ,i
t = X i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

V ′(Xǫ,i
s )ds−

∫ t

0

F ′ ∗ uǫ,is (Xǫ,i
s )ds ,

où B1
t , · · · , BN

t sont des mouvements browniens indépendants. Comme les nota-

tions le suggèrent, la distance entre Xǫ,i,N
t et Xǫ,i

t sera petite.

Proposition 5.15. Soit une mesure de probabilité µ0 dont le moment d’ordre 8q2

est fini. Soient N variables indépendantes, identiquement distribuées et de loi µ0

que l’on note X1
0 , · · · , XN

0 . Soit T > 0. Alors, il existe une constante C > 0 telle
que pour tout 1 ≤ i ≤ N , on a l’inégalité suivante :

sup
t∈[0;T ]

E

{∣∣∣Xǫ,i,N
t −Xǫ,i

t

∣∣∣
2
}

≤ C

N
exp [(2ϑ+ C)T ] . (5.4.1)

Démonstration. Par définition, quel que soit 1 ≤ i ≤ N , on a

Xǫ,i,N
t −Xǫ,i

t = −
∫ t

0

{
V ′(Xǫ,i,N

s )− V ′(Xǫ,i
s )
}
ds

−
∫ t

0

{
1

N

N∑

j=1

F ′(Xǫ,i,N
s −Xǫ,j,N

s )− F ′ ∗ uǫ,is (Xǫ,i
s )

}
ds .

On applique la formule d’Itô à Xǫ,i,N
t −Xǫ,i

t avec la fonction x 7→ x2 et en posant

ξi(t) :=
∣∣∣Xǫ,i,N

t −Xǫ,i
t

∣∣∣
2

, on obtient :

dξi(t) = −2∆1(i, t)dt−
2

N
∆2(i, t)dt

avec ∆1(i, t) :=
(
Xǫ,i,N

t −Xǫ,i
t

)(
V ′(Xǫ,i,N

t )− V ′
(
Xǫ,i

t

))

et ∆2(i, t) :=
(
Xǫ,i,N

t −Xǫ,i
t

) N∑

j=1

[
F ′(Xǫ,i,N

t −Xǫ,j,N
t )− F ′ ∗ uǫ,it

(
Xǫ,i

t

)]
.

En sommant sur tous les indices 1 ≤ i ≤ N , il vient

d
N∑

i=1

ξi(t) = −2∆1(t)dt−
2

N

N∑

i=1

N∑

j=1

(
∆2(i, j, t) + ∆3(i, j, t)

)
dt

avec ∆1(t) :=
N∑

i=1

∆1(i, t) ,

∆2(i, j, t) :=
(
F ′(Xǫ,i,N

t −Xǫ,j,N
t )− F ′(Xǫ,i

t −Xǫ,j
t )
)(

Xǫ,i,N
t −Xǫ,i

t

)

et ∆3(i, j, t) :=
(
F ′(Xǫ,i

t −Xǫ,j
t )− F ′ ∗ uǫ,it

(
Xǫ,i

t

))(
Xǫ,i,N

t −Xǫ,i
t

)
.
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La parité de F ainsi que la convexité de F ′ sur R+ impliquent (x− y)F ′(x−y) ≥
α (x− y)2 ≥ 0. Or, en utilisant l’associativité, on a ∆2(i, j, t) +∆2(j, i, t) ≥ 0. En
effet :

∆2(i, j, t) + ∆2(j, i, t) =
(
F ′(Xǫ,i,N

t −Xǫ,j,N
t )− F ′(Xǫ,i

t −Xǫ,j
t )
)

×
{(
Xǫ,i,N

t −Xǫ,i
t

)
−
(
Xǫ,j,N

t −Xǫ,j
t

)}

=
(
F ′(Xǫ,i,N

t −Xǫ,j,N
t )− F ′(Xǫ,i

t −Xǫ,j
t )
)

×
{(
Xǫ,i,N

t −Xǫ,j,N
t

)
−
(
Xǫ,i

t −Xǫ,j
t

)}

≥α
∣∣∣
(
Xǫ,i,N

t −Xǫ,j,N
t

)
−
(
Xǫ,i

t −Xǫ,j
t

)∣∣∣
2

≥ 0 .

Par conséquent

E

{
N∑

i=1

N∑

j=1

∆2(i, j, t)

}
= E

{
N∑

1≤i<j≤N

(
∆2(i, j, t) + ∆2(j, i, t)

)}
≥ 0 . (5.4.2)

En rappelant la définition du paramètre ϑ, à savoir ϑ := supz∈R −V ′′(z), il vient
(V ′(x)− V ′(y)) (x− y) ≥ −ϑ(x− y)2 ce qui implique

−2
N∑

i=1

∆1(i, t) ≤ 2ϑ
N∑

i=1

ξi(t) . (5.4.3)

Occupons-nous maintenant de la double somme contenant ∆3(i, j, t). On applique
pour cela l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

−E

[
N∑

j=1

∆3(i, j, t)

]
≤
{
E

[∣∣∣Xǫ,i,N
t −Xǫ,i

t

∣∣∣
2
]} 1

2

{
N∑

j=1

N∑

k=1

E [ρjρk]

} 1
2

avec ρj := F ′(Xǫ,i
t −Xǫ,j

t )− F ′ ∗ uǫ,it
(
Xǫ,i

t

)
.

En conditionnant par rapport à Xǫ,i
t et par rapport à Xǫ,j

t , on obtient la nullité
des termes E [ρjρk] pour j 6= k. Par conséquent, en utilisant l’indépendance, il
vient

−E

[
N∑

j=1

∆3(i, j, t)

]
≤
√
NE [ξi(t)]

{
E
[
|F ′(Xt − Yt)− F ′ ∗ uǫt(Xt)|2

] } 1
2

où Xt et Yt sont deux variables aléatoires indépendantes de loi uǫt. F
′ est une

fonction polynômiale de degré 2n − 1 d’après l’hypothèse (F-1). Ainsi la quan-
tité Ct := E

[
|F ′(Xt − Yt)− F ′ ∗ uǫt(Xt)|2

]
ne dépend que des moments d’ordre

inférieur ou égal à 4n − 2. Le contrôle des moments établi dans le Lemme 1.13
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implique la majoration de Ct par une constante C > 0 quel que soit t ≥ 0. On en
déduit

−E

[
N∑

j=1

∆3(i, j, t)

]
≤ C

√
NE [ξi(t)] . (5.4.4)

En compilant (5.4.2), (5.4.3) et (5.4.4), on obtient

d

dt

N∑

i=1

E [ξi(t)] ≤ 2
N∑

i=1

{
ϑE [ξi(t)] +

C√
N

√
E [ξi(t)]

}
. (5.4.5)

Or, comme chacune des N particules est définie de la même manière, Xǫ,i,N
t −Xǫ,i

t

et Xǫ,j,N
t −Xǫ,j

t ont même loi. Donc, quel que soit 1 ≤ i ≤ N , on a

d

dt
E {ξi(t)} ≤ 2ϑE {ξi(t)}+

2C√
N

√
E [ξi(t)] (5.4.6)

≤ 2

[(
ϑ+

C

2

)
E {ξi(t)}+

C

2N

]
.

En effet,

2C√
N

√
E [ξi(t)] =

√
2C

N

√
2CE [ξi(t)] ≤

1

2

{
2C

N
+ 2CE [ξi(t)]

}
.

L’application du Lemme de Grönwall donne

E

{∣∣∣Xǫ,i,N
t −Xǫ,i

t

∣∣∣
2
}

≤ C

N
exp

[(
2ϑ+

C

N

)
t

]
.

On trouve (5.4.1) en prenant le supremum sur l’intervalle [0;T ].

Il ne s’agit pas d’une propagation du chaos uniforme. En effet, pour tout

T > 0, les processus
(
Xǫ,i,N

t

)
t∈[0;T ]

et
(
Xǫ,i

t

)
t∈[0;T ]

sont bien proches lorsque N

tend vers l’infini. Toutefois, ce résultat n’est plus valable sur R+ tout entier vu
que le temps T intervient dans la majoration et que la convergence vers l’infini de
T implique la convergence vers l’infini de la borne supérieure. On va maintenant
prouver un résultat qui brise tout espoir quant à une éventuelle propagation du
chaos uniforme en temps.

Définition 5.16. Il y a propagation du chaos uniforme du système (5.2.1) vers le
système (5.2.2) s’il existe une fonction positive η qui tend vers 0 lorsque N tend
vers +∞ telle que

sup
t≥0

E

{∣∣∣Xǫ,i,N
t −Xǫ,i

t

∣∣∣
2
}

≤ η(N) pour tout 1 ≤ i ≤ N . (5.4.7)
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Cette propagation du chaos uniforme a en particulier été utilisée dans [13]
dans le cas où le potentiel V est convexe. La propagation uniforme permettait
d’obtenir une convergence en temps long du processus. Toutefois, ici, il n’y a pas
d’uniformité comme on va le voir.

Proposition 5.17. Supposons que l’on ait propagation du chaos uniforme du sys-
tème (5.2.1) vers le système (5.2.2). Alors la diffusion (5.2.2) (et donc la diffusion
(0.0.5)) admet une mesure stationnaire au plus.

Démonstration. Soient deux mesures stationnaires u(1)ǫ et u(2)ǫ pour la diffusion
(0.0.5). Considérons les deux systèmes à champ moyen suivants :

Xǫ,i,N
t := X i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

V ′(Xǫ,i,N
s )ds−

∫ t

0

1

N

N∑

j=1

F ′(Xǫ,i,N
s −Xǫ,j,N

s )ds

et Y ǫ,i,N
t := Y i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

V ′(Y ǫ,i,N
s )ds−

∫ t

0

1

N

N∑

j=1

F ′(Y ǫ,i,N
s − Y ǫ,j,N

s )ds

où les 2N variables aléatoires de départ sont indépendantes. De plus, on suppose
que X i

0 suit la loi u(1)ǫ et que Y i
0 suit la loi u(2)ǫ . On demande également aux

N mouvements browniens d’être indépendants. On note µǫ,N,1
t le vecteur dont la

marginale numéro i est Y ǫ,i,N
t et µǫ,N,2

t celui dont la marginale numéro i est Xǫ,i,N
t .

En parallèle, on considère les diffusions non-linéaires :

Xǫ,i
t := X i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

V ′(Xǫ,i
s )ds−

∫ t

0

F ′ ∗ u(1)ǫ (Xǫ,i
s )ds

et Y ǫ,i
t := Y i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

V ′(Y ǫ,i
s )ds−

∫ t

0

F ′ ∗ u(2)ǫ (Y ǫ,i
s )ds .

L’inégalité triangulaire permet d’écrire :

E

{∣∣∣Y ǫ,i
t −Xǫ,i

t

∣∣∣
2
}

≤ 3E

{∣∣∣Y ǫ,i
t − Y ǫ,i,N

t

∣∣∣
2
}
+ 3E

{∣∣∣Y ǫ,i,N
t −Xǫ,i,N

t

∣∣∣
2
}

+ 3E

{∣∣∣Xǫ,i,N
t −Xǫ,i

t

∣∣∣
2
}
. (5.4.8)

On applique ensuite l’hypothèse de la proposition à savoir la propagation du chaos
uniforme. On obtient

E

{∣∣∣Y ǫ,i
t −Xǫ,i

t

∣∣∣
2
}

≤ 6η(N) + 3E

{∣∣∣Y ǫ,i,N
t −Xǫ,i,N

t

∣∣∣
2
}
.

Or quel que soit t ≥ 0, par définition des mesures stationnaires u(1)ǫ et u(2)ǫ , on a

E

{∣∣∣Y ǫ,i
t −Xǫ,i

t

∣∣∣
2
}

≥ W2

(
u(1)ǫ ; u(2)ǫ

)2
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où W2(u; v) est la distance de Wasserstein entre les mesures de probabilités u et
v. Par conséquent, quel que soit t ≥ 0, on a l’inégalité

W2

(
u(1)ǫ ; u(2)ǫ

)2 ≤ 6η(N) + 3E

{∣∣∣Y ǫ,i,N
t −Xǫ,i,N

t

∣∣∣
2
}
.

Cette inégalité étant indépendante de l’indice 1 ≤ i ≤ N , on a :

W2

(
u(1)ǫ ; u(2)ǫ

)2 ≤ 6η(N) +
3

N

N∑

i=1

E

{∣∣∣Y ǫ,i,N
t −Xǫ,i,N

t

∣∣∣
2
}

≤ 6η(N) + 3E

{∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

t − µǫ,N,2
t

∣∣∣
∣∣∣
2

N

}
(5.4.9)

où ||X||2N := 1
N

∑N
i=1 x

2
i . Or, d’après le Théorème 5.13, µǫ,N,1

t ainsi que µǫ,N,2
t

convergent en loi vers l’unique mesure stationnaire du système (5.2.3). Et, comme
ils sont dirigés par le même mouvement brownien en dimension N , on trouve :

lim
t−→+∞

E

{∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

t − µǫ,N,2
t

∣∣∣
∣∣∣
2

N

}
= 0 .

Comme l’inégalité (5.4.9) est uniforme en temps, en prenant la limite quand t
tend vers l’infini, on obtient :

W2

(
u(1)ǫ ; u(2)ǫ

)2 ≤ 6η(N) .

Cette inégalité est valable quel que soit l’entierN . En faisant tendreN vers l’infini,
on trouve

W2

(
u(1)ǫ ; u(2)ǫ

)2
= 0

ce qui implique u(1)ǫ = u
(2)
ǫ presque partout. On a donc bien l’unicité de la mesure

stationnaire.

Remarque 5.18. Sous des conditions simples, la diffusion (0.0.5) admet au
moins trois mesures stationnaires. Il ne peut donc pas y avoir propagation du
chaos uniforme. Malheureusement, cette propagation du chaos uniforme est un
outil qui permet d’obtenir des résultats importants comme la convergence du pro-
cessus auto-stabilisant vers sa mesure stationnaire (qui est alors unique).
Ainsi le cas où V est convexe sans être uniformément strictement convexe semble
correspondre à une frontière au-delà de laquelle ne se propage pas la propagation
du chaos uniforme.

Afin d’illustrer cette absence de propagation du chaos uniforme, voici un
exemple simple :



5. Systèmes de particules 172

Exemple 5.19. Soit V (x) := x4

4
− x2

2
et F (x) := α

2
x2. Dès que ǫ est assez petit, il

n’y a pas de propagation du chaos uniforme du système de particules (5.2.1) vers
la diffusion auto-stabilisante (5.2.2).
En particulier, il n’y a pas de propagation du chaos uniforme du système de par-
ticules

dX i,N
t =

√
2dBi

t −
{(

X i,N
t

)3
+ 2X i,N

t

}
dt+

3

N

N∑

j=1

Xj,N
t dt (5.4.10)

vers le système non-linéaire

dX i
t =

√
2dBi

t −
{
X i

t

3
+ 2X i

t

}
dt+ 3E

[
X i

t

]
dt . (5.4.11)

Démonstration. Étape 1. La fonction V ′′ étant convexe, on sait d’après le Théo-
rème 2.8 qu’il existe exactement trois mesures stationnaires dès que ǫ est assez
petit. La Proposition 5.17 nous dit alors qu’une éventuelle propagation du chaos
uniforme entraînerait l’unicité de la mesure stationnaire (en cas d’existence). On
sait donc qu’il n’y a pas propagation du chaos uniforme.
Étape 2. Et, dans le cas particulier où V (x) := x4

4
− x2

2
, on a vu dans l’étude

des seuils de bifurcation que la valeur ǫc := 2 est assez petite pour qu’il y ait au
moins trois mesures stationnaires lorsque α = 3.

Bien que l’on ait pris la fonction symétrique à double puits la plus simple et
bien que l’on ait pris l’intéraction la plus simple possible, on n’a pas de propaga-
tion du chaos uniforme. La recherche d’une propagation du chaos uniforme dans
des cas plus compliqués semble donc compromise.
Par exemple, on a vu dans l’Exemple 2.15 avec le potentiel V (x) := x4

4
+ x3

3
− x2

2

qu’il y avait une unique mesure stationnaire lorsque α < 1+3
√
5

18
dès que ǫ est assez

petit. Toutefois, la non-convexité du méta-potentiel (induite par la non-convexité
du potentiel de confinement V ) invite à penser qu’il n’y a pas non plus de propa-
gation du chaos uniforme.
On remarquera toutefois qu’il y a bien une unique mesure stationnaire symé-
trique dans les hypothèses de l’Exemple 5.19. Par conséquent, les configurations
symétriques jouent un rôle particulier et l’on peut espérer une forme affaiblie de
propagation du chaos uniforme.

5.4.2 Propagation du chaos semi-uniforme si α ≥ ϑ

Dans cette sous-section, on suppose que le potentiel V vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-10) mais aussi que sa dérivée seconde est convexe. De plus, on demande
α ≥ ϑ. Cette condition était déjà apparue lorsque l’on étudiait le comportement
asymptotique pour ǫ petit de toutes les familles de mesures stationnaires. Lorsque
cette condition est satisfaite, on sait qu’il y a une unique mesure stationnaire
symétrique limite et il s’agit de δ0. On va prouver maintenant que cette condition
permet une propagation du chaos uniforme d’un système de particules à champ
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moyen légèrement différent de (5.2.1) vers un système auto-stabilisant légèrement
différent de (5.2.2). On rappelle :

F (x) =
α

2
x2 + F0(x) .

où F0 vérifie exactement les mêmes propriétés que F . Ainsi (5.2.1) et (5.2.2)
deviennent

Xǫ,i,N
t = X i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

Ṽ ′(Xǫ,i,N
s )ds−

∫ t

0

1

N

N∑

j=1

F ′
0(X

ǫ,i,N
s −Xǫ,j,N

s )ds

− α

∫ t

0

1

N

N∑

j=1

Xǫ,j,N
s ds

et Xǫ,i
t = X i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

Ṽ ′(Xǫ,i
s )ds−

∫ t

0

F ′
0 ∗ uǫ,is (Xǫ,i

s )ds− α

∫ t

0

E
[
Xǫ,i

s

]
ds

où Ṽ (x) := V (x) + α
2
x2. La fonction Ṽ ainsi définie est convexe. Si l’on a α >

ϑ, elle est même uniformément strictement convexe. Si l’on part d’une mesure

symétrique, comme la dynamique préserve cette symétrie, on a E
[
Xǫ,i

t

]
= 0 pour

tout t ≥ 0. Et, l’équation de diffusion non-linéaire devient simplement :

Xǫ,i
t = X i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

[
Ṽ ′(Xǫ,i

s ) + F ′
0 ∗ uǫ,is (Xǫ,i

s )
]
ds . (5.4.12)

Il est important de noter que les systèmes (5.2.2) et (5.4.12) ne coïncident que si

E
[
Xǫ,i

t

]
= 0 pour tout t ≥ 0. Toutefois, dans le cas présent, on étudie le cas où la

mesure initiale est symétrique. Par conséquent, étudier (5.2.2) ou (5.4.12) revient
au même. A cette nouvelle diffusion auto-stabilisante, on associe le système de
particules :

Xǫ,i,N
t = X i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

[
Ṽ ′(Xǫ,i,N

s ) +
1

N

N∑

j=1

F ′
0(X

ǫ,i,N
s −Xǫ,j,N

s )

]
ds . (5.4.13)

Cette fois, les deux systèmes (5.2.1) et (5.4.13) ne sont pas équivalents sous la
même condition. En effet, la condition d’équivalence est : 1

N

∑N
i=1X

ǫ,i,N
t = 0 pour

tout t ≥ 0. C’est une restriction différente de la précédente. Toutefois, en rappelant
que le système de particules peut être plus ou moins vu comme une mesure, les
deux conditions sont intuitivement équivalentes lorsque N tend vers l’infini. On
pose :

Υ̃N(x1, · · · , xN) :=
1

N

N∑

i=1

(
V (xi) +

α

2
x2i

)
+

1

2N2

N∑

i=1

N∑

j=1

F0(xi − xj)

le nouveau méta-potentiel associé à la diffusion (5.4.13). On remarquera au passage
que si F est de degré 2 c’est-à-dire si F0 est identiquement nulle alors le nouveau
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méta-potentiel est diagonalisé et les particules sont donc indépendantes deux à
deux. On peut appliquer un résultat similaire à celui du Lemme 5.3 et la limite

est ici
∫

R

{
Ṽ (x) +

1

2
F0 ∗ µ(x)

}
dµ(x).

Par la suite, on va montrer la propagation du chaos uniforme de (5.4.13) vers
(5.4.12). Ainsi le résultat de propagation du chaos uniforme sera également vrai
de (5.4.13) vers (5.2.2) si l’on se restreint aux configurations symétriques. C’est ce
résultat de propagation du chaos uniforme avec restriction sur les configurations
symétriques que je baptise propagation du chaos semi-uniforme.

Théorème 5.20. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-11) et un potentiel d’intéraction qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-5).
On suppose de plus que V ′′ est convexe.
1. Supposons que l’on ait α > ϑ. Il existe une constante C > 0 telle que pour
toute mesure de probabilité symétrique µ0, on a la propagation du chaos uniforme
suivante du système de particules (5.4.13) vers le système non-linéaire (5.4.12) :

sup
t≥0

E

{∣∣∣Xǫ,i,N
t −Xǫ,i

t

∣∣∣
2
}

≤ C

N
.

2. Supposons que l’on ait α = ϑ = −V ′′(0). Il existe une constante C > 0 telle
que pour toute mesure de probabilité symétrique µ0, on a la propagation du chaos
uniforme suivante du système de particules (5.4.13) vers le système non-linéaire
(5.4.12) :

sup
t≥0

E

{∣∣∣Xǫ,i,N
t −Xǫ,i

t

∣∣∣
2
}

≤ CN
− 1

2l0−1 .

où l’on a l0 := min
{
k ≥ 2 | V (2k)(0) 6= 0

}
.

Démonstration. 1. Plaçons-nous pour commencer dans le cas où α > ϑ. Les sys-
tèmes (5.4.13) et (5.4.12) vérifient exactement les mêmes hypothèses que les sys-

tèmes (5.2.1) et (5.2.2). Reprenons la notation ξi(t) :=
∣∣∣Xǫ,i,N

t −Xǫ,i
t

∣∣∣
2

et la preuve

de la Proposition 5.17. Comme la majoration de −2
∑N

i=1 ∆1(i, t) ne nécessitait
pas la positivité de ϑ, l’inégalité (5.4.6) vient alors :

d

dt
E {ξi(t)} ≤ 2ϑ̃E {ξi(t)}+

2C√
N

√
E [ξi(t)]

où C > 0 est une constante et où l’on a ϑ̃ := supz∈R−Ṽ ′′(z) = ϑ − α < 0. En
effet, F0 vérifie l’hypothèse (F-4) (avec une constante éventuellement différente)
nécessaire pour l’inégalité (5.4.4). Ainsi :

d

dt
E {ξi(t)} ≤ 2

√
E [ξi(t)]

{
C√
N

− (α− ϑ)
√
E {ξi(t)}

}
.
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Comme ξi(0) = 0, on en déduit directement E {ξi(t)} ≤ C2

(α−ϑ)2N
pour tout t ≥ 0.

2. Plaçons-nous maintenant dans le cas du dioptre lorsque α = ϑ = −V ′′(0).
Comme la fonction V ′′ est convexe, on en déduit que V (2l0)(0) > 0 où l0 :=
min

{
k ≥ 2 | V (2k)(0) 6= 0

}
. De plus, l’analyticité de V implique l0 < ∞. En

effet, dans le cas contraire, quel que soit x ∈ R, l’on aurait V (x) = −ϑ
2
x2 ce qui

est incompatible avec l’hypothèse (V-3). Donc il existe λ0 > 0 tel que

(x− y)
(
Ṽ ′(x)− Ṽ ′(y)

)
≥ λ0 (x− y)2l0 .

Par conséquent, en reprenant les notations utilisées dans la preuve de la Proposi-
tion 5.15, on obtient une inégalité similaire à (5.4.3) :

−2
N∑

i=1

∆1(i, t) ≤ 2λ0

N∑

i=1

ξi(t)
l0 .

L’inégalité (5.4.2) est conservée et le changement dans l’inégalité (5.4.4) est le
changement de la constante C comme on a déjà constaté dans la preuve du pemier
point. On obtient ainsi une variante de (5.4.6) :

d

dt
E {ξi(t)} ≤ 2

√
E [ξi(t)]

{
C√
N

− λ0

(
E [ξi(t)]

) 2l0−1
2

}

Comme ξi(0) = 0, on en déduit directement E {ξi(t)} ≤
(

C2

Nλ2
0

) 1
2l0−1

pour tout

t ≥ 0.

Ainsi le résultat de propagation du chaos semi-uniforme est démontré. On verra
des conséquences de cette propagation du chaos semi-uniforme dans le Chapitre
6 sur l’unicité locale des mesures.

5.5 Comportement asymptotique de µN
ǫ pour ǫ → 0

Comme avec le processus non-linéaire, on va s’intéresser au comportement
asymptotique pour ǫ tendant vers 0 de la mesure stationnaire µN

ǫ . Cette conver-
gence est étudiée à nombre de particules N fixé.
On suppose ici que V satisfait les hypothèses (V-1)–(V-7) ainsi que (V-10) et on
rappelle que V a M + 1 puits avec M ≥ 1. On note maintenant r le nombre de
ces M + 1 points où V atteint son minimum global. Et, on note b1, · · · , br ces
points. La donnée de ces r points où V atteint son minimum global ainsi que
des dérivées secondes V ′′(bi) suffit à caractériser la limite quand ǫ tend vers 0
de l’unique mesure invariante µN

ǫ . Par la suite, on utilise à nouveau la notation
x := (x, · · · , x) ∈ RN pour tout x ∈ R. De plus, on pose X := (x1, · · · , xN).

Proposition 5.21. On suppose que le potentiel de confinement V vérifie les hypo-
thèses (V-1)–(V-7) ainsi que (V-10) et que le potentiel d’intéraction F vérifie les
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hypothèses (F-1)–(F-5). Considérons µN
ǫ l’unique mesure stationnaire du système

(5.2.4). On observe la convergence étroite suivante lorsque ǫ tend vers 0 :

lim
ǫ−→0

µN
ǫ =

∑r
j=1 qjδbj∑r
j=1 qj

(5.5.1)

avec qj :=
(
V ′′(bj) + α

)−N−1
2
(
V ′′(bj)

)− 1
2
. (5.5.2)

Démonstration. On se donne une fonction f de classe C1 à croissance lente qui va
de RN dans R. On va chercher à évaluer

∫
RN
f (X) exp

[
−2N

ǫ
ΥN (X)

]
dX lorsque

ǫ est petit.
Étape 1. Soit η(ǫ) > 0 qui tend vers 0 quand ǫ tend vers 0. On note η := η(ǫ) pour
simplifier la lecture. η sera précisée plus tard. Soit bi l’un des r points critiques
où V atteint son minimum global. On sait d’après la Proposition 5.6 que le méta-
potentiel atteint son minimum global en bi. On écrira b pour simplifier les calculs.
Evaluons

Iη(b) :=

∫

B(b,η)
f
(
X
)
exp

[
−2N

ǫ
ΥN (X)

]
dX (5.5.3)

où B
(
b, η
)

est la boule de centre b et de rayon η pour la norme euclidienne.
Intéressons-nous au comportement du méta-potentiel ΥN autour de b. On sait
d’avance que b est un point critique du méta-potentiel vu que ce dernier y atteint
son minimum global. On calcule maintenant sa Hessienne :

N
∂2

∂x2i
ΥN

(
b
)

= V ′′(b) +
1

N

N∑

k=1, k 6=i

F ′′ (b− b)

= V ′′(b) + α

(
1− 1

N

)

et N
∂2

∂xi∂xj
ΥN

(
b
)

= − 1

N
F ′′ (b− b) = − α

N
.

La matrice Hessienne du méta-potentiel en b vérifie donc

N H(b) = (V ′′(b) + α) IN − α

N
UN

où IN est la matrice identité alors que la matrice UN est la matrice dont tous
les coefficients valent 1. La matrice N H(b) a exactement deux valeurs propres :
λ1 = V ′′(b) associée à la direction (1, · · · , 1)T et λ2 = V ′′(b) + α associée à N − 1
vecteurs propres V2, · · · , VN orthogonaux à (1, · · · , 1)T . Soit ON

(
b
)

la matrice
orthogonale formée par les N vecteurs.
La fonction f étant de classe C1, il existe une constante C > 0 telle que pour tout
X ∈ B

(
b, η
)

on a
∣∣f (X)− f

(
b
)∣∣ ≤ Cη .
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Soit maintenant un point X ∈ B
(
b, η
)
. On suppose même que l’on a

∣∣∣∣X − b
∣∣∣∣2 =

h2. Posons hi := xi − b pour tout 1 ≤ i ≤ N . On applique le théorème des
accroissements finis à NΥN au voisinage de b. Comme NΥN est de classe C∞

d’après les hypothèses (V-1) et (F-1), on a le développement limité suivant :

NΥN (X) = NΥN
(
b
)
+N

〈
∇Υ

(
b
)
; (h1, · · · , hN)

〉

+
N

2
H(b)

{
(h1, · · · , hN) , (h1, · · · , hN)

}
+O

(
h3
)

= NΥN
(
b
)

+
1

2

{
V ′′(b)k21 + (V ′′(b) + α)

N∑

i=2

k2i

}
+O

(
h3
)

où (k1, · · · , kN)T := ON (b, · · · , b)T (h1, · · · , hN)T et où la matrice H(b) est identi-
fiée à la forme bilinéaire symétrique qui lui est associée. On effectue le changement
de variable X := b+ON

(
b
)
(k1, · · · , kN )T et l’on trouve ainsi

∫

B(b,η)
exp

[
−N
ǫ
H(b)

{
(h1, · · · , hN) , (h1, · · · , hN)

}]
dX

=

∫

B(0,η)
exp

[
−V

′′(b)

ǫ
k21 −

(V ′′(b) + α)

ǫ

N∑

i=2

k2i

]
dk1 · · · dkN

=

∫ η

−η

exp

[
−λ1k

2
1

ǫ

](∫

B
(
0′,
√

η2−k21

) exp

[
−λ2||K||2

ǫ

]
dK

)
dk1

où 0′ désigne le (N − 1)-uplet constitué uniquement de 0. L’intégrale portant sur
la boule de centre 0′ se calcule facilement :
∫

B
(
0′,
√

η2−k21

) e
−λ2||K||2

ǫ dK = AN−1

∫ √
η2−k21

0

rN−2 exp

[
−λ2r

2

ǫ

]
dr

=
AN−1

2

(
ǫ

λ2

)N−1
2
{
Γ

(
N − 1

2

)
−
∫ ∞

ρ

u
N−3

2 e−udu

}

où AN−1 est l’aire de la sphère unité en dimension N − 1 et ρ :=
λ2(η2−k21)

ǫ
. Par

conséquent, en prenant η(ǫ) tel que η(ǫ)2

ǫ
tend vers +∞, il vient

∫

B(b,η)
exp

[
−N
ǫ
H(b)

{
(h1, · · · , hN) , (h1, · · · , hN)

}]
dX

=AN−1

(
ǫ

λ2

)N−1
2
{
Γ

(
N − 1

2

)∫ η

0

e−
λ1k

2
1

ǫ dk1 −
∫ η

0

e−
λ1k

2
1

ǫ

∫ ∞

ρ

u
N−3

2 e−udu dk1

}

=

√
ǫ

λ1
AN−1

(
ǫ

λ2

)N−1
2
{
Γ

(
N − 1

2

)(√
π

2
+ o(1)

)
− Iǫ

}
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où Iǫ :=

∫ √
λ1
ǫ
η

0

e−v2
∫ ∞

λ2

(
η2

ǫ
− v2

λ1

) u
N−3

2 e−udu dv. Montrons que Iǫ converge vers 0.

On introduit la famille de fonctions

Ψǫ(v) := e−v21[
0;
√
λ1
ǫ
η

](v)

∫ ∞

λ2

(
η2

ǫ
− v2

λ1

) u
N−3

2 e−udu .

Quel que soit v ≥ 0, Ψǫ(v) tend vers 0 lorsque ǫ tend vers 0. De plus, l’on dis-
pose de la majoration |Ψǫ(v)| ≤ e−v2Γ

(
N−1
2

)
. On peut appliquer le théorème de

convergence dominée et l’on obtient ainsi

∫

B(b,η)
exp

[
−N
ǫ
H(b)

{
(h1, · · · , hN) , (h1, · · · , hN)

}]
dX ≈ C(N)

√
ǫN

λ1λ
N−1
2

où C(N) :=
√
π
2
AN−1Γ

(
N−1
2

)
ne dépend pas de b. En prenant η(ǫ) = ǫ

5
12 , on a

également
∣∣∣∣ΥN (X)−ΥN(b)− H(b)

2

{
(h1, · · · , hN) , (h1, · · · , hN)

}∣∣∣∣ ≤ C ′(N)ǫ
5
4

quel que soit l’élément X ∈ B
(
b, η
)

où C ′(N) est une constante ne dépendant que
de N . Par (5.5.3), on déduit le développement asymptotique suivant quand ǫ tend
vers 0 :

Iη(b) ≈ f
(
b
)
exp

[
−2N

ǫ
ΥN

(
b
)]
C(N)

√
ǫN

λ1λ
N−1
2

≈ C(N)f
(
b
) ǫ

N
2 exp

[
−2N

ǫ
V (b)

]
√
V ′′(b) (V ′′(b) + α)

N−1
2

. (5.5.4)

Étape 2. Soit ǫ > 0 tel que V (x) > x2 pour tout x /∈ [−1
ǫ
; 1
ǫ
]. Soit K := [−1

ǫ
; 1
ǫ
]N

et K̂ := K
⋂{⋃r

i=1 B
(
bi, ǫ

5
12

)}c

. Soit M := supz∈K |f(z)| ≤ ǫ−γN pour un certain

γN > 0 car f est à croissance lente. Alors, on a directement :
∣∣∣∣
∫

K̂

f (X) exp

[
−2N

ǫ
ΥN (X)

]
dX

∣∣∣∣ ≤ ǫ−γN2Nǫ−N exp

[
−2N

ǫ
inf
z∈K̂

ΥN(z)

]
.

Or, on sait d’après la Proposition 5.6 que le minimum global est réalisé en bi pour
1 ≤ i ≤ r. L’application ΥN étant continue, pour ǫ assez petit, on en déduit que le
minimum de ΥN sur K̂ est réalisé en un point à une distance exactement η = ǫ

5
12

de l’un des (bi, · · · , bi). Soit un vecteur H de norme euclidienne η et un point b
tel que V (b) soit le minimum global de V . Un développement limité donne

ΥN
(
b+H

)
= ΥN

(
b
)
+

1

2
H(b) (H,H) +O

(
ǫ
5
4

)
.
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En notant λ := min1≤i≤r V
′′(bi), on sait que chacune des valeurs propres de chaque

matrice Hessienne est supérieure strictement à λ. Par conséquent, dès que ǫ est
assez petit : ΥN

(
b+H

)
> ΥN

(
b
)
+ λ

2
ǫ
5
6 . On en déduit :

∫

K̂

f (X) exp

[
−2N

ǫ
ΥN (X)

]
dX = o {Iη(b)} (5.5.5)

quel que soit le point b où V réalise son minimum global.
Étape 3. Montrons maintenant que le reste de l’intégrale est également négli-
geable. Quel que soit X /∈ K, on a : NΥN (X) ≥ ∑N

i=1 x
2
i . Comme f est à

croissance lente, on peut écrire |f (X)| ≤ C ||x||k2 où C > 0 est une constante et
k ∈ N d’où
∣∣∣∣
∫

Kc

f (X) e−
2N
ǫ
ΥN (X)dX

∣∣∣∣ ≤ C

∫

Kc

||X||k2 exp
[
−2

ǫ
||X||22

]
dX

≤ CAN−1

∫ +∞

1
ǫ

xk+N−2e−
2
ǫ
x2

dx = o {Iη(b)} (5.5.6)

après application du changement de variable x :=
√
ǫy puis du Lemme A.1.

En compilant (5.5.6), (5.5.5) et (5.5.4), on obtient le résultat asymptotique sui-
vant :

∫

RN
f (X) e−

2N
ǫ
ΥN (X)dX ≈ C (N, ǫ)

r∑

i=1

f
(
bi
)

√
V ′′(bi) (V ′′(bi) + α)

N−1
2

où C(N, ǫ) ne dépend ni de f ni de bi. On applique cette inégalité à une fonction
f de classe C1 à croissance lente ainsi qu’à la fonction constante égale à 1. On
considère le quotient et on obtient

∫

RN
f (X)µN

ǫ (X) dX ≈

∑r
i=1

f(bi)√
V ′′(bi)(V ′′(bi)+α)

N−1
2∑r

i=1
1√

V ′′(bi)(V ′′(bi)+α)
N−1

2

,

ce qui est exactement (5.5.1) et (5.5.2).

Remarque 5.22. Il est intéressant de noter que l’on s’est fortement servi de la
finitude de la dimension de l’espace dans lequel on travaillait. En effet, pour N
tendant vers l’infini, la surface de la sphère unité tend vers 0 tandis que le volume
du compact [−R;R]N tend vers l’infini dès que l’on choisit R > 1.
On remarque également que la direction de la diagonale a un rôle particulier dans
le poids associé à la mesure limite. D’ailleurs, cela avait déjà été noté par Malrieu
dans [34].

Regardons maintenant le résultat lorsque V est symétrique et possède deux
puits −a et a.
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Corollaire 5.23. On suppose que le potentiel de confinement V vérifie les hy-
pothèses (V-1)–(V-10) et que le potentiel d’intéraction F vérifie les hypothèses
(F-1)–(F-5). Considérons µN

ǫ l’unique mesure stationnaire du système (5.2.4).
On a la convergence étroite suivante lorsque ǫ tend vers 0 :

lim
ǫ−→0

µN
ǫ =

1

2
δ−a +

1

2
δa . (5.5.7)

Démonstration. En appliquant la Proposition 5.21, on obtient

lim
ǫ−→0

µN
ǫ =

q−δ−a + q+δa
q− + q+

où q− et q+ sont définis ainsi :

q± = (V ′′(±a) + α)
−N−1

2 (V ′′(±a))−
1
2

ce qui implique q− = q+ car V est symétrique d’où (5.5.7).

Comme il a été noté depuis le début du chapitre, le système de particules est lié
à la loi de la diffusion (0.0.5) et non pas à la diffusion elle-même. Ainsi la loi µN

ǫ n’a
pas de correspondance avec la loi uǫ. Intuitivement, les mesures stationnaires du
processus non-linéaire correspondent à des points de l’espace RN . Or, on constate
dans la Proposition 5.21 que certains puits de ΥN de la forme a2i+1 ne sont pas
chargés par la mesure µN

0 . Toutefois, il est tout à fait envisageable qu’il existe bien
une mesure stationnaire excentrée autour de a2i+1.
Au contraire, si deg(F ) ≥ 4, pour peu que la condition (2.5.20) ne soit pas vérifiée
pour a2i+1 où a2i+1 est chargé par µN

0 , le Théorème 2.24 ne peut pas affirmer
l’existence d’une mesure stationnaire excentrée autour de a2i+1.
De plus, si α ≥ ϑ et si les fonctions V ′′ ainsi que F ′′ sont convexes, on sait qu’il
existe une mesure stationnaire qui converge vers δ0 d’après le Théorème 3.28 bien
que 0 ne soit pas chargé par µN

0 et soit d’ailleurs un col de ΥN .



6. UNICITÉ LOCALE DES MESURES STATIONNAIRES

6.1 Introduction

Dans le Chapitre 2, on a vu que sous des conditions simples, la diffusion (0.0.5)
admettait plusieurs mesures stationnaires. Pour peu que l’on ait α assez grand et
F ′ linéaire, il y en a au moins 2M + 1. Dans le Théorème 2.8, il a été prouvé que
si V était symétrique, si V ′′ était convexe et si F ′ était linéaire, alors il y avait
exactement trois mesures invariantes. L’objectif de ce chapitre est d’étendre ce
théorème à des conditions plus générales. Afin d’y parvenir, on se sert des résultats
des Chapitres 4, 5 et 6. L’idée générale est d’utiliser la convergence des mesures
vers une mesure limite et de montrer que pour chaque mesure limite u0, sous des
conditions simples, lorsque ǫ est assez petit, il existe une seule mesure stationnaire
proche de u0 ; ce que l’on appelle "unicité locale". Si l’on se place de plus dans
un cas où l’on a exactement trois mesures limites, on a alors l’existence d’un seuil
critique en-dessous duquel il y a exactement trois mesures stationnaires.

Dans un premier temps, on fournit quelques résultats concernant la vitesse de
convergence. Ensuite, ces résultats seront utilisés. Pour montrer l’unicité locale
des mesures stationnaires excentrées pour chaque mesure limite de la forme δa0 où
a0 est un point critique du potentiel V . Notons que l’on suppose donc qu’il existe
une telle mesure.
Puis, on se concentre sur l’unicité de la mesure stationnaire symétrique lorsque V ′′

et F ′′ sont convexes (et donc on suppose tacitement que le potentiel de confinement
V est symétrique) :

– Lorsque α > ϑ, on utilise deux méthodes différentes : la première utilisant
la vitesse de convergence, la seconde étant une adaptation de celle fournie
dans [5].

– Lorsque α = ϑ, une seule méthode est fournie à savoir la propagation du
chaos semi-uniforme. Comme dans le cas où α > ϑ, elle ne nécessite pas la
petitesse de ǫ mais en contre-partie, elle demande à ce que le potentiel de
confinement V vérifie (V-11).

– Lorsque α < ϑ, une seule méthode est fournie à savoir celle basée sur la
vitesse de convergence. Le résultat n’est donc valable que pour ǫ assez petit.

Pour terminer, on étend le Théorème 2.8 à des cas simples.

Par la suite, lorsque l’on s’intéresse aux mesures invariantes symétriques, on sup-
pose bien sûr que la fonction V est symétrique mais aussi que V ′′ et F ′′ sont
convexes. On sait donc que le potentiel de confinement V admet exactement deux
puits : −a et a.
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Et, lorsque l’on s’intéresse aux mesures stationnaires excentrées, on ne suppose
pas que le potentiel V est symétrique. Toutefois, on demande à ce que V ′′ et F ′′

soient convexes.

6.2 Résultats généraux liés à la vitesse de convergence

Le travail sur la vitesse de convergence permet de donner une estimation des
moments des mesures stationnaires. Or, comme F est une fonction polynômiale
de degré 2n, les 2n− 1 premiers moments d’une mesure invariante sont suffisants
pour décrire complètement cette mesure.
On va se servir à nouveau de la fonction Φ(ǫ) (définie dans (2.5.18)) qui avait fourni
l’existence d’une mesure stationnaire excentrée autour de a0 conditionnellement
aux deux conditions (2.5.19) et (2.5.20).

On écrit F (x) =
∑n

k=1
F (2k)(0)
(2k)!

x2k. Soit uǫ une mesure stationnaire de la diffusion
auto-stabilisante (0.0.5) et µ1(ǫ), ..., µ2n−1(ǫ) ses moments. On suppose que uǫ
converge vers u0 = δa0 (a0 étant un point critique de V où il atteint un minimum
local et qui satisfait les conditions (2.5.19) et (2.5.20)) ou vers u00 =

1
2
δx0 +

1
2
δ−x0

où x0 > 0 est défini comme étant l’unique solution du système :
{
V ′(x) + 1

2
F ′(2x) = 0

V ′′(x) + α
2
+ F ′′(2x)

2
≥ 0

.

On note à nouveau W0 := V +F ∗u0−F ∗u0(0) le pseudo-potentiel limite associé
à u0 et Wǫ := V + F ∗ uǫ − F ∗ uǫ(0) le pseudo-potentiel associé à uǫ. On pose
mk(0) le moment d’ordre k de la mesure limite u0.
Pour toute mesure u dont le moment d’ordre p est mp, on a :

V (x) + F ∗ u(x)− F ∗ u(0) = W0(x) + Zm(x)− Zm(0) =: Wm(x) (6.2.1)

avec Zm(x) :=
2n−1∑

p=1

(−1)p

p!

(
mp −mp(0)

)
F (p)(x). (6.2.2)

La fonction Wm est celle qui intervient de manière effective dans l’intégrale. Pour
tout k ≥ 1, on pose

ϕǫ
k(m1, · · · ,m2n−1) :=

∫
R
xk exp

[
−2

ǫ
Wm(x)

]
dx∫

R
exp

[
−2

ǫ
Wm(x)

]
dx

. (6.2.3)

Cette fonction était déjà apparue dans le Chapitre 2. On pose également

Φ(ǫ)(m) :=
(
ϕǫ
1(m), · · · , ϕǫ

k(m), · · · , ϕǫ
2n−1(m)

)T

et Φ
(ǫ)
0 (m0) :=

(
ϕǫ
2(m

0), · · · , ϕǫ
2k(m

0), · · · , ϕǫ
2n−2(m

0)
)T

.

où l’on note m := (m1, · · · ,m2n−1) et m0 := (m2, · · · ,m2n−2). Les variables de
l’application Φ

(ǫ)
0 sont donc les moments d’ordres pairs : m2k(ǫ) pour tout 1 ≤ k ≤

n− 1 alors que les variables de l’application Φ(ǫ) sont tous les moments d’ordre 1
à 2n− 1.
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Remarque 6.1. La mesure uǫ est invariante si et seulement si le vecteur des
moments de uǫ à savoir µ := (µ1(ǫ), µ2(ǫ), · · · , µ2n−1(ǫ)) est un point fixe de Φ(ǫ).
Elle est invariante et symétrique si et seulement si ses moments d’ordres impairs
sont nuls et si de plus µ0 := (µ2(ǫ), · · · , µ2n−2(ǫ)) est un point fixe de Φ

(ǫ)
0 .

Afin d’obtenir un résultat d’unicité locale des mesures stationnaires, on va
utiliser la convergence uniforme de Φ(ǫ) et de sa différentielle vers une application
Φ(0) et sa différentielle sur tout compact. Puis, on va prouver que la différentielle
de Id − Φ(0) est inversible sur un certain compact (de petite taille) contenant le
point limite. On va conclure en utilisant la vitesse de convergence qui assure la
présence des vecteurs des moments dans ce petit compact.

Proposition 6.2. Soient µ := (µ1, · · · , µ2n−1) et ν := (ν2, · · · , ν2n−2) deux élé-
ments de R2n−1 et Rn−1 respectivement. Pour C > 0, on définit les deux espaces
compacts Pǫ :=

∏2n−1
p=1 [µp − Cǫ;µp + Cǫ] et Qǫ :=

∏n−1
p=1 [ν2p − Cǫ; ν2p + Cǫ].

1. Si la fonction U0(x) := V (x) +
∑2n−1

p=0
(−1)p

p!
µp

(
F (p)(x)− F (p)(0)

)
atteint son

minimum global en un unique point a0 avec U ′′
0 (a0) > 0 alors pour tout m ∈ Pǫ,

k ≥ 1 et 1 ≤ p ≤ 2n− 1, on a

∂ϕǫ
k

∂mp

(m) =
k ak−1

0

U ′′
0 (a0)

(−1)p−1

p!
F (p+1)(a0) + oPǫ(1) . (6.2.4)

2. Supposons que le potentiel V soit symétrique. Si la fonction T0(x) := V (x) +∑n−1
p=0

1
(2p)!

ν2p
(
F (2p)(x)− F (2p)(0)

)
atteint son minimum global sur R+ en un point

b0 avec T ′′
0 (b0) > 0 alors pour tout m̃ ∈ Qǫ, k ≥ 1 et 1 ≤ p ≤ n− 1, on a :

∂ξ2k
∂m2p

(m̃) = −2k b2k−1
0

T ′′
0 (b0)

1

(2p)!
F (2p+1)(b0) + oQǫ(1) . (6.2.5)

Démonstration. Étape 1. L’application ϕε
k est directement reliée à Wm. D’après

sa définition (6.2.1) et comme F est une fonction polynômiale paire de degré 2n,
on obtient

Wm(x) = W0(x) +
2n−1∑

p=1

(−1)p

p!

(
mp −mp(0)

) n∑

j≥ 1+p
2

F (2j)(0)

(2j − p)!
x2j−p .

Puis, la dérivée par rapport à la variable mp de l’égalité (6.2.3) donne

∂ϕǫ
k

∂mp

(m) = −2

ǫ

(−1)p

p!

n∑

j≥ 1+p
2

F (2j)(0)

(2j − p)!

(
ϕǫ
2j+k−p(m)− ϕǫ

2j−p(m)ϕǫ
k(m)

)
. (6.2.6)

La dérivée de ξε2k par rapport à la variable m2p est calculée de la même manière :

∂ξǫ2k
∂m2p

(m̃) =
−2

ǫ(2p)!

n∑

j≥p+1

F (2j)(0)

(2j − 2p)!

(
ξǫ2j+2k−2p(m̃)− ξǫ2j−2p(m̃)ξǫ2k(m̃)

)
. (6.2.7)
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Étape 2. Soit m ∈ Pǫ. Pour tout 1 ≤ i ≤ 2n− 1, il existe Ci ∈ [−C,C] telle que
mi = µi + Ciǫ. Ainsi pour tout l ≥ 1 :

ϕǫ
l (m) =

∫
R
xl exp

[
−2

ǫ
U0(x)− 2Rm(x)

]
dx∫

R
exp

[
−2

ǫ
U0(x)− 2Rm(x)

]
dx

(6.2.8)

avec Rm(x) :=
∑2n−1

p=1
(−1)p

p!

(mp−µp)

ε
F (p)(x) =

∑2n−1
p=1

(−1)p

p!
CpF

(p)(x). L’application
du Lemme A.9 fournit le résultat asymptotique suivant qui est uniforme par rap-
port au paramètre m ∈ Pǫ :

ϕǫ
l (m) = al0 − l

al−2
0

4U ′′
0 (a0)

(
a0
U

(3)
0 (a0)

U ′′
0 (a0)

− (l − 1) + 4a0R
′
m(a0)

)
ǫ+ oPǫ(ǫ) .

On obtient l’équivalence suivante qui intervenait dans la somme pour le calcul de
la dérivée de ϕε

k :

ϕǫ
2j+k−p(m)− ϕǫ

2j−p(m)ϕǫ
k(m) =

k(2j − p)

2U ′′
0 (a0)

a2j+k−p−2
0 ǫ+ oPǫ(ǫ).

Par conséquent, (6.2.6) devient

∂ϕk

∂mp

(m) =
2

ǫ

(−1)p−1

p!

n∑

j≥ 1+p
2

F (2j)(0)

(2j − p)!

{
k(2j − p)

2U ′′
0 (a0)

a2j+k−p−2
0 ǫ+ oPǫ(ǫ)

}

=
k ak−1

0 (−1)p−1

U ′′
0 (a0)p!

n∑

j≥ 1+p
2

F (2j)(0)

(2j − p− 1)!
a2j−p−1
0 + oPǫ(1),

ce qui fournit l’expression (6.2.4) comme annoncé.
Étape 3. La preuve permettant d’obtenir (6.2.5) est similaire à la précédente. Soit
m̃ ∈ Qǫ. Pour tout 1 ≤ i ≤ n−1, il existe C2i ∈ [−C;C] telle que m̃2i = ν2i+C2iǫ.
Ainsi pour tout l ≥ 1, ξε2l satisfait la même expression que ϕε

2l dans (6.2.8) où le
support de l’intégrale est réduit à R+ grâce à la symétrie, où U0 est remplacé par
T0 et où le reste Rm est remplacé par Rm̃ =

∑n−1
p=1

1
(2p)!

C2pF
(2p)(x). On ne peut pas

appliquer directement le Lemme A.9 car le support est réduit à R+. Toutefois, en
étendant le Lemme A.6 qui s’applique sur des domaines bornés à R+ au lieu de R

tout entier afin d’estimer le numérateur puis le dénominateur, on obtient :

ξǫ2l(m̃) = b2l0 − 2l
b2l−2
0

4W ′′
0 (b0)

(
b0
T

(3)
0 (b0)

T ′′
0 (b0)

− (2l − 1)− 2b0g
′(b0)

)
ǫ+ oQǫ(ǫ)

où g(x) := −2
∑n−1

p=1
1

(2p)!
(m̃2p − ν2p)F

(2p)(x). Après avoir effectué la somme, il
vient

ξǫ2j+2k−2p(m̃)− ξǫ2j−2p(m̃)ξǫ2k(m̃) =
2k(2j − 2p)

2T ′′
0 (b0)

b2j+2k−2p−2
0 ǫ+ oQǫ(ǫ) .
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Finalement, l’égalité (6.2.5) est prouvée :

∂ξ2k
∂m2p

(m̃) =
2

ǫ

1

(2p)!

n∑

j≥p+1

F (2j)(0)

(2j − 2p)!

{
2k(2j − 2p)

2T ′′
0 (b0)

b2j+2k−2p−2
0 ǫ+ oQǫ(ǫ)

}

=− 2k b2k−1
0

T ′′
0 (b0)(2p)!

n∑

j≥p+1

F (2j)(0)

(2j − 2p− 1)!
b2j−2p−1
0 + oQǫ(1) .

Ces résultats préliminaires permettent d’estimer la différentielle des applica-
tions Φ(ǫ) et Φ(ǫ)

0 dans un voisinage compact des vecteurs constitués des moments
de la mesure stationnaire limite.

6.3 Unicité locale autour de δa0

Soit a0 un point critique du potentiel de confinement V tel qu’il existe une
mesure stationnaire excentrée ua0ǫ qui converge vers δa0 lorsque ǫ tend vers 0. On
sait que si a0 est un puits et si les deux conditions (2.5.19) et (2.5.20) sont vérifiées
alors une telle famille de mesures existe d’après la Proposition 3.16.
On va montrer que si ua0ǫ existe, il y a exactement une telle mesure dès que ǫ est
assez petit.

Théorème 6.3. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les conditions (V-
1)–(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses
(F-1)–(F-5). On suppose que V ′′ et F ′′ sont convexes. Soient deux familles de
mesures stationnaires excentrées pour la diffusion (0.0.5) (uǫ)ǫ>0 et (vǫ)ǫ>0 qui
convergent toutes les deux vers δa0. Alors, les deux mesures uǫ et vǫ sont égales
dès que ǫ est assez petit.

Démonstration. Étape 1. Pour tout 1 ≤ k ≤ 2n − 1, on applique le Théorème
4.37 à la fonction f(x) := xk et on déduit l’existence d’une constante C > 0 telle

que µ :=
(
µ1(ǫ), · · · , µ2n−1(ǫ)

)
et ν :=

(
ν1(ǫ), · · · , ν2n−1(ǫ)

)
sont dans le compact

Pǫ :=
∏2n−1

p=1

[
ap0−Cǫ ; ap0+Cǫ

]
où µk(ǫ) et νk(ǫ) sont respectivement les moments

d’ordre k de uǫ et vǫ.
Étape 2. On considère un élément m quelconque dans Pǫ. Pour tous les indices
k, 1 ≤ p ≤ 2n− 1, on a :

∂ϕ
(ǫ)
k

∂mp

(m) =
kak−1

0

W ′′
0 (a0)

(−1)p−1

p!
F (p+1)(a0) + oPǫ(1) (6.3.1)

d’après la Proposition 6.2. En effet, pour tout 1 ≤ p ≤ 2n − 1, on pose µp := ap0
et a0 est l’unique point où le potentiel effectif U0 := W a0

0 réalise son minimum
global.
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Étape 3. On suppose par l’absurde que uǫ 6= vǫ pour tout ǫ > 0. On en déduit qu’il
existe un point mǫ ∈ Pǫ tel que la différentielle de l’application χǫ := Id−Φ(ǫ) ne
soit pas inversible en mǫ pour tout ǫ et par suite, la matrice A n’est pas inversible
où l’on a

Ai,j := δi,j +
iai−1

0

(W a0
0 )′′ (a0)

(−1)j

j!
F (j+1)(a0) .

On peut écrire A := I2n−1 +
1

(Wa0
0 )

′′
(a0)

V1 V
T
2 où les deux vecteurs V1 et V2 sont

définis ainsi : V1(i) := iai−1
0 et V2(j) :=

(−1)j

j!
F (j+1)(a0). Comme dans la preuve du

Lemme 2.26, on peut prouver que A est inversible si (W a0
0 )′′ (a0) + 〈V1, V2〉 6= 0.

Or, 〈V1, V2〉 =
∑2n−1

i=1
iai−1

0 (−1)i

i!
F (i+1)(a0) = −F ′′(0) = −α. Ainsi (W a0

0 )′′ (a0) +
〈V1, V2〉 = V ′′(a0) 6= 0 d’après l’hypothèse (V-2).

On a prouvé qu’il y avait unicité locale autour de δa0 par une méthode dans
laquelle intervient la vitesse de convergence. Pour les mesures stationnaires symé-
triques, d’autres méthodes peuvent être utilisées.

6.4 Unicité de la mesure stationnaire symétrique

On suppose dans cette section que V satisfait les hypothèses (V-1)–(V-10) et
que V ′′ est convexe. Donc ϑ = −V ′′(0). Comme dans les Chapitres 3, 4, 5 et 6, il
y a une bifurcation lorsque α − ϑ s’annule. Ainsi on scinde en trois cas : α > ϑ,
α = ϑ et α < ϑ.

6.4.1 Lorsque α > ϑ

On va prouver le résultat d’unicité en utilisant deux méthodes différentes. La
première est la suite logique des résultats développés dans le Chapitre 4 et possède
le même mode opératoire que pour la section précédente alors que la seconde est
une adaptation de la preuve de l’unicité de la mesure stationnaire d’espérance
nulle fournie dans [5]. On constatera que la seconde méthode est beaucoup plus
rapide (dans la mesure où elle n’a pas nécessité l’étude de la convergence puis de
la vitesse de convergence des mesures stationnaires symétriques) mais elle n’est
pas adaptable au cas où α ≤ ϑ.

Première méthode : la vitesse de convergence

D’après la Proposition 3.14 et la Remarque 3.15, comme α > ϑ, on sait déjà
que u0 = δ0 et B = ∅.

Théorème 6.4. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les conditions (V-
1)–(V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-5).
On suppose que V ′′ et F ′′ sont convexes. Alors, la diffusion (0.0.5) admet une
unique mesure invariante symétrique dès que ǫ est assez petit.
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Démonstration. Étape 1. D’après le Théorème 2.22, on sait qu’il existe au moins
une mesure invariante symétrique u0ǫ . On sait par le Théorème 3.28 que u0ǫ converge
vers δ0 quand ǫ tend vers 0.
Étape 2. On applique le Théorème 4.13 à la fonction f(x) := x2k et il vient

∫

R

x2ku0ǫ(x)dx =
f ′′(0)

4 (α− ϑ)
ǫ+ o(ǫ) .

Alors, en posant P0
ǫ := [−Cǫ;Cǫ]n−1 où la constante C est choisie suffisamment

grande et ǫ assez petit, on sait que
(
m2(ǫ), · · · ,m2n−2(ǫ)

)
∈ P0

ǫ .

Étape 3. Pour tout m ∈ P0
ǫ , en utilisant la Proposition 6.2, on a le résultat

asymptotique suivant :

∂ϕǫ
2k

∂m2p

(m) = oPǫ(1) . (6.4.1)

En effet, comme α > ϑ, comme V ′′ et F ′′ sont convexes, U0 := V + F atteint son
minimum global en un unique point et il s’agit de 0.
Étape 4. Supposons qu’il existe deux suites de mesures stationnaires et symé-
triques qui soient différentes. Ces deux suites tendent vers δ0 et sont donc dans
P0

ǫ pour ǫ assez petit. Ainsi pour ǫ assez petit, la différentielle de Id−Φ
(ǫ)
0 est non

inversible sur l’un des points de ce compact. Et, en faisant tendre ǫ vers 0, on en
déduit que la matrice identité est non inversible ce qui est impossible.

Deuxième méthode : en utilisant une contraction sur un espace de mesure

On va maintenant prouver le même résultat en adaptant la méthode développée
dans [5]. On suppose que V satisfait les hypothèses (V-1)–(V-8) ainsi que (V-10).
Toutefois, on ne demande pas à V ′′ d’être convexe ni même à V d’avoir exactement
deux puits. On se place dans le cas où α > ϑ donc α + V ′′(0) > 0. On introduit
les notations suivantes :

Définition 6.5. 1. Soit γ := α + V ′′(0) > 0.
2. Soit p > 4q où q est l’entier défini dans les hypothèses (V-5) et (F-4). On note :

Dp :=

{
u : R −→ R+ | u(x) = u(−x) ∀x ∈ R, sup

x∈R+

(1 + |x|p) v(x) < +∞
}
.

3. Pour toutes les fonctions u ∈ Dp, la constante de renormalisation est notée

λǫ(u) :=

∫

R

exp

[
−2

ǫ

(
V (y) + F ∗ u(y)− F ∗ u(0)

)]
dy .

4. On introduit également l’espace

Dǫ :=

{
u ∈ Dp

∣∣∣ u(x) ≤
exp

[
−γ

ǫ
x2
]

λǫ(u)
∀x ∈ R

}
.
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5. On munit l’espace Dǫ de la distance Np définie comme suit

Np(u, v) :=

∫ ∞

0

(1 + xp) |u(x)− v(x)| dx

pour toutes les fonctions u et v dans Dǫ.
6. On rappelle la définition de l’opérateur Aǫ qui agit sur l’espace Dp :

Aǫ(u)(x) :=
1

λǫ(u)
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) + F ∗ u(x)− F ∗ u(0)

)]
.

Rappelons qu’une mesure symétrique u0ǫ est invariante si et seulement si elle
vérifie u0ǫ = Aǫ (u0ǫ). Or, on sait d’après le Lemme 2.19 que l’on a

F ∗ u(x)− F ∗ u(0) ≥ α

2
x2 ∀x ∈ R

lorsque la mesure u est dans l’espace CM (voir (2.5.1) pour la définition). La
preuve de cette minoration ne nécessite toutefois que la parité de u et le fait que
F ′
0 soit impaire et convexe sur R+. D’où l’on trouve

V (x) + F ∗ u(x)− F ∗ u(0) ≥ γ

2
x2 ∀x ∈ R .

En effet, comme V (0) = 0 et comme supz∈R −V ′′(z) = ϑ, on a V (x) ≥ −ϑ
2
x2 d’où

W0(x) ≥ γ
2
x2 pour tout x ∈ R. Ainsi toute mesure symétrique stationnaire est un

élément de Dǫ. Il suffit alors de prouver que l’application Aǫ est une contraction
sur Dǫ pour la distance Np.

Lemme 6.6. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout ǫ ∈]0; 1[, quelle
que soit la mesure u ∈ Dǫ, on a l’inégalité

1

λǫ(u)
≤ C√

ǫ
.

Démonstration. On procède d’une manière similaire à celle qui avait été utilisée
dans la preuve du Lemme 3.25.
Étape 1. D’abord, on note que l’inégalité 3.4.1 ne nécessitait que la symétrie de
la mesure ainsi que la bornitude de son moment d’ordre 2q. On retrouve ainsi :

|(F ′
0 ∗ u)(y)| ≤ C|y|

(
1 + |y|2q

)(
1 +

∫

R+

z2qu(z)dz

)
.

puis

F ∗ u(x)− F ∗ u(0) ≤ α

2
x2 + Cx2

(
1 + x2q

)(
1 +

∫

R+

z2qu(z)dz

)
.

Étape 2. On évalue le demi-moment d’ordre 2q :
∫

R+

z2qu(z)dz ≤ 1

λǫ(u)

∫

R+

z2q exp
[
−γ
ǫ
z2
]
dz ≤ C(q)

ǫq

λǫ(u)
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après avoir fait le changement de variable z :=
√
ǫu. Ainsi en se servant de l’in-

égalité (3.4.3) et de l’hypothèse (F-4), on a l’inégalité

V (x) + F ∗ u(x)− F ∗ u(0) ≤ α

2
x2 + C ′′

q x
2
(
1 + x2q

)(
1 +

ǫq

λǫ(u)

)
.

Étape 3. On peut minorer la constante de renormalisation :

λǫ(u) ≥ 2

∫ ∞

0

exp

{
−2

ǫ

[
α

2
x2 + C ′′

q x
2
(
1 + x2q

)(
1 +

ǫq

λǫ(u)

)]}
dx . (6.4.2)

On tombe donc sur l’inégalité (3.4.5). On en déduit le même résultat que dans le
Lemme 3.25 à savoir 1

λǫ(u)
≤ C

ǫ
où C est une constante ne dépendant pas de la

mesure u. C’est pourquoi (6.4.2) devient

λǫ(u) ≥ 2

∫ ∞

0

exp

{
−2

ǫ

[α
2
x2 + C̃qx

2
(
1 + x2q

)]}
dx .

En effet, q ≥ 2 donc ǫq

λǫ
≤ Cǫ −→ 0. Puis, après application du Lemme A.3 à la

fonction R(x) := α
2
x2 + C̃qx

2 (1 + x2q), on trouve λǫ(u) ≥ C
√
ǫ ce qui achève la

preuve.

On va maintenant définir une fonction qui apparaît naturellement lorsque l’on

regarde la distance Np

(
Aǫ(u),Aǫ(v)

)
:

Définition 6.7. Soient u et v deux éléments de Dǫ. On pose :

Λu,v
ǫ (x) := e−

2
ǫ
V (x)−α

ǫ
x2

{
exp

[
−2

ǫ
F u
0 (x)

]
− exp

[
−2

ǫ
F v
0 (x)

]}

où l’on a F u
0 (x) := F0 ∗ u(x)− F0 ∗ u(0) et F v

0 (x) := F0 ∗ v(x)− F0 ∗ v(0).
Lemme 6.8. Il existe C > 0 telle que pour toutes les mesures u et v dans Dǫ et
pour tout x ∈ R, on a la majoration suivante :

|Λu,v
ǫ (x)| ≤ Cx2

(
1 + x2q

)
exp

[
−γ
ǫ
x2
]
Np(u, v) . (6.4.3)

Démonstration. Déjà, on sait que V (x) + α
2
x2 ≥ γ

2
x2 d’où exp

[
−2

ǫ
V (x)− α

ǫ
x2
]
≤

exp
[
−γ

ǫ
x2
]
. Majorons maintenant la différence des deux exponentielles. Etant

donné que F0 ∗ u(x) − F0 ∗ u(0) ≥ 0 et F0 ∗ v(x) − F0 ∗ v(0) ≥ 0 car u et v sont
symétriques, on peut majorer de la sorte :
∣∣∣e− 2

ǫ
Fu0 (x) − e−

2
ǫ
F v0 (x)

∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫ x

0

(
F ′
0 ∗ u(y)− F ′

0 ∗ v(y)
)
dy

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ x

0

∫

R+

(
F ′
0(y − z) + F ′

0(x+ z)
)(
u(z)− v(z)

)
dz dy

∣∣∣∣

≤
∫ x

0

∫

R+

|F ′
0(y − z) + F ′

0(y + z)| |u(z)− v(z)| dz dy
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en exploitant la symétrie des mesures u et v puis en utilisant l’inégalité triangu-
laire. L’hypothèse (F-4) implique

ξ(y) :=

∫

R+

|F ′
0(y − z) + F ′

0(y + z)| |u(z)− v(z)| dz

≤ 2Cqy

∫

R+

(
1 + |z + y|2q−2 + |z − y|2q−2

)
|u(z)− v(z)| dz

≤ C ′
qy
(
1 + y2q−2

) ∫

R+

(
1 + z2q−2

)
|u(z)− v(z)| dz .

Puis, comme p > 4q, la quantité 1+z2q−2

1+zp
est bornée pour tout z ∈ R. On en déduit

directement ξ(y) ≤ Cy (1 + y2q−2)Np(u, v). Après intégration :
∣∣∣e− 2

ǫ
Fu0 (x) − e−

2
ǫ
F v0 (x)

∣∣∣ ≤ Cx2
(
1 + x2q−2

)
Np(u, v) .

Enfin, comme z 7→ 1+z2q

1+zp
est bornée, l’inégalité (6.4.3) est immédiate.

Afin de prouver que l’opérateur Aǫ est une contraction, on reprend un déve-
loppement déjà utilisé lorsque l’on a prouvé l’existence d’une mesure invariante
symétrique dans le Chapitre 2.

Définition 6.9. 7. Pour tout couple de fonctions u et v dans Dǫ, on utilise la
décomposition :

Aǫ(u)(x)− Aǫ(v)(x) =
1

λǫ(u)
Λu,v

ǫ (x) +
(
λǫ(u)− λǫ(v)

)
Ωu,v

ǫ (x) (6.4.4)

où la fonction Ωu,v
ǫ est définie comme suit :

Ωu,v
ǫ (x) :=

1

λǫ(u)λǫ(v)
exp

[
−2

ǫ

(
V (x) +

α

2
x2 + F v

0 (x)
)]

.

A partir de là, on a toutes les clés en main pour prouver l’unicité de la mesure
stationnaire symétrique dès que ǫ est assez petit.

Théorème 6.10. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-
1)–(V-8) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses
(F-1)–(F-5). On suppose de plus que α > ϑ. Dès que ǫ est assez petit, la diffusion
(0.0.5) admet une unique mesure invariante symétrique.

Démonstration. Soient u et v deux mesures dans l’espace Dǫ. La décomposition
(6.4.4) implique

Np (A
ǫ(u),Aǫ(v)) ≤ 1

λǫ(u)
Np (Λ

u,v
ǫ , 0) + |λǫ(u)− λǫ(v)|Np (Ω

u,v
ǫ , 0) (6.4.5)
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Étape 1. Pour commencer, le Lemme 6.6 fournit l’existence de C > 0 telle que

1

λǫ(u)
≤ C√

ǫ
∀ ǫ ∈]0; 1[, ∀u ∈ Dǫ . (6.4.6)

Étape 2. On majore maintenant la distance de Λu,v
ǫ à 0 :

Np (Λ
u,v
ǫ , 0) =

∫

R+

(1 + xp) |Λu,v
ǫ (x)| dx

≤
∫

R+

(1 + xp)Cx2
(
1 + x2q

)
exp

[
−γ
ǫ
x2
]
Np(u, v)dx

d’après le Lemme 6.8. En prenant ǫ < 1, le changement de variable x :=
√
ǫy

implique

Np (Λ
u,v
ǫ , 0) ≤ C ′ǫ

3
2Np(u, v) (6.4.7)

où C ′ := C
∫
R+
y2 (1 + yp) (1 + y2q) e−γy2dy.

Étape 3. Majorons la différence entre les constantes de renormalisation :

|λǫ(u)− λǫ(v)| = 2

∣∣∣∣
∫

R+

e−
2
ǫ (V (x)+ γ

2
x2+Fu0 (x))dx−

∫

R+

e−
2
ǫ (V (x)+ γ

2
x2+F v0 (x))dx

∣∣∣∣

≤ 2

∫

R+

|Λu,v
ǫ (x)| dx

≤ CNp(u, v)

∫

R+

x2 (1 + xp)
(
1 + x2q

)
exp

[
−γ
ǫ
x2
]
dx

d’après le Lemme 6.8. Le changement de variable x :=
√
ǫy implique

|λǫ(u)− λǫ(v)| ≤ C ′ǫ
3
2Np(u, v) . (6.4.8)

Étape 4. On termine en majorant la distance de Ωu,v
ǫ à 0 :

Np (Ω
u,v
ǫ , 0) =

1

λǫ(u)λǫ(v)

∫

R+

(1 + xp) exp

[
−2

ǫ

(
V (x) +

γ

2
x2 + F v

0 (x)
)]

dx

≤ C2

ǫ

∫

R+

(1 + xp) exp
[
−γ
ǫ
x2
]
dx

après avoir utilisé le Lemme 6.6. Le changement de variable x :=
√
ǫy implique

l’existence d’une constante C ′′ > 0 telle que

Np (Ω
u,v
ǫ , 0) ≤ C ′′

√
ǫ
. (6.4.9)

Étape 5. On compile (6.4.5), (6.4.6), (6.4.7), (6.4.8) et (6.4.9) et l’on obtient
l’existence d’une constante C > 0 telle que pour tous les éléments u et v de Dǫ,
on a :

Np

(
Aǫ(u),Aǫ(v)

)
≤ CǫNp(u, v) . (6.4.10)
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Par conséquent, dès que ǫ est assez petit, on a Np (A
ǫ(u),Aǫ(v)) ≤ 1

2
Np(u, v).

Soient maintenant u et v deux mesures invariantes symétriques. Alors u et v
sont dans Dǫ et par définition elles vérifient Aǫ(u) = u et Aǫ(v) = v. Il vient
Np(u, v) ≤ 1

2
Np(u, v) d’où Np(u, v) = 0. Ceci implique directement u = v ce

qui achève la preuve de l’unicité de la mesure invariante symétrique pour ǫ assez
petit.

Un élément central de cette méthode est le point où le pseudo-potentiel Wǫ :=
V +F ∗ uǫ −F ∗ uǫ(0) atteint son minimum global. En effet, même si c’est tacite,
on se sert fortement du fait que ce dernier se trouve en 0 quelle que soit la mesure
symétrique considérée. Ainsi dans le cas général, lorsque ce point n’est pas indé-
pendant de ǫ ni égal à 0, cette méthode est inapplicable.
En d’autres termes, l’unicité de la mesure invariante symétrique exploitait un
résultat de convergence à savoir u0ǫ −→ δ0. A vrai dire, de manière tout aussi
tacite, on se sert également de la vitesse de convergence qui est d’ordre ǫ lorsque
α > −V ′′(0). On peut comparer les principes sous-jacents des deux méthodes. Dans
la seconde méthode, on utilise un principe de contraction, lequel implique l’inver-
sibilité de l’application qui est contractante. Dans la méthode utilisant la vitesse
de convergence de u0ǫ vers δ0, on utilisait l’inversibilité locale ce qui est plus faible
qu’un principe de contraction. C’est pourquoi la première méthode pourra être ap-
pliquée dans des cas où α < ϑ.

On aurait pu utiliser une troisième méthode à savoir la propagation du chaos
semi-uniforme. Toutefois, cette méthode sera utilisée dans le cas suivant à savoir
α = ϑ. En effet, il n’y a pas la moindre différence entre les deux cas α > ϑ et
α = ϑ lorsque l’on utilise le système de particules qui permet de prouver l’unicité
de la mesure stationnaire symétrique.

6.4.2 Lorsque l’on est sur le dioptre : α = ϑ

On suppose ici que V ′′ ainsi que F ′′ sont convexes. La méthode utilisant l’ap-
plication contractante se sert fortement de l’inégalité stricte α > ϑ. Quant à la
méthode basée sur la vitesse de convergence de u0ǫ vers δ0, elle nécessite que la
vitesse soit d’ordre ǫ ce qui n’est pas le cas lorsque α + V ′′(0) = 0.
Par conséquent, il faut utiliser une troisième méthode. Cette méthode utilise un
système de particules introduit dans le Chapitre 5. Et, plus précisément, elle re-
pose sur le résultat de propagation du chaos semi-uniforme établi dans le Théorème
5.20. On suppose donc par la suite que V satisfait les hypothèses (V-1)–(V-11)

Théorème 6.11. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-11) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-
5). On suppose également que V ′′ ainsi que F ′′ sont convexes et que l’on a de
plus α = ϑ. Alors la diffusion auto-stabilisante (0.0.5) admet une unique mesure
stationnaire symétrique u0ǫ .



6. Unicité locale des mesures stationnaires 193

Démonstration. Soit une variable aléatoire symétrique X0. Soit Xǫ
t la diffusion

auto-stabilisante définie par

Xǫ
t = X0 +

√
ǫBt −

∫ t

0

V ′ (Xǫ
s) ds−

∫ t

0

F ′ ∗ uǫs (Xǫ
s) ds

= X0 +
√
ǫBt −

∫ t

0

{
V ′ (Xǫ

s) + αXǫ
s

}
ds−

∫ t

0

F ′
0 ∗ uǫs (Xǫ

s) ds (6.4.11)

et uǫs = L (Xǫ
s) .

On pose Ṽ (x) := V (x) + α
2
x2. Alors, Ṽ est une fonction convexe. On définit en

parallèle le système de particules associé à savoir :

Xǫ,i,N
t = X i

0 +
√
ǫBi

t −
∫ t

0

[
Ṽ ′(Xǫ,i,N

s ) +
1

N

N∑

j=1

F ′
0(X

ǫ,i,N
s −Xǫ,j,N

s )

]
ds (6.4.12)

où N est arbitrairement grand. Comme α ≥ ϑ, le Théorème 5.20 nous apprend
qu’il y a propagation du chaos uniforme du système (6.4.12) vers (6.4.11).
Or, la Proposition 5.17 nous permet de déduire qu’il y a une unique mesure sta-
tionnaire pour (6.4.11).

Remarque 6.12. Cette méthode ne nécessite pas que ǫ soit en-dessous d’un seuil
critique contrairement aux deux autres méthodes. On aurait d’ailleurs pu l’utiliser
afin de prouver que pour tout ǫ > 0 et α > ϑ, il existait une unique mesure
stationnaire symétrique.

6.4.3 Lorsque α < ϑ

Dans le cas où α < ϑ, il n’y a ni propagation du chaos semi-uniforme ni
possibilité de définir une application contractante autour de δ0.
On suppose à nouveau que V ′′ et F ′′ sont convexes. On demande également à ce
que V vérifie (V-1)–(V-10). Ainsi on sait d’après le Théorème 3.28 que la mesure
limite s’écrit u0 = 1

2
δx0+

1
2
δ−x0 avec x0 > 0. Et ±x0 sont les deux seuls antécédents

du minimum global de W0 := V + 1
2
F (.− x0) +

1
2
F (.+ x0)− F (x0). Donc B = ∅.

Théorème 6.13. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-
1)–(V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-5).
On suppose aussi que V ′′ et F ′′ sont convexes ainsi que α < ϑ. Alors, la diffusion
(0.0.5) admet une unique mesure invariante symétrique pour ǫ suffisamment petit.

Démonstration. Étape 1. Si V ′′ et F ′′ sont convexes, d’après le Théorème 3.28,
toute suite de mesures invariantes symétriques converge vers 1

2
δx0 +

1
2
δ−x0 .

Étape 2. D’après le Théorème 4.25, on sait que le vecteur des moments pairs(
m2(ǫ), · · · ,m2n−2(ǫ)

)
∈ P0

ǫ :=
∏n−1

p=1

[
x2p0 − Cǫ, x2p0 + Cǫ

]
pour une constante
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C > 0. Soit m ∈ P0
ǫ . D’après la Proposition 6.2, on sait que pour tous les indices

1 ≤ k, r ≤ n− 1 :

∂ϕǫ
2k

∂m2p

(m) = −2kx2k−1
0

W ′′
0 (x0)

1

(2p)!
F (2p+1)(x0) + o(1) .

Étape 3. On suppose qu’il existe deux mesures stationnaires symétriques pour une
suite décroissante (ǫk)k∈N tendant vers 0. Ainsi comme dans la preuve du Théorème

6.3, on obtient la non inversibilité de la matrice A :=
(
In−1 +

1
W ′′

0 (a)
V1

TV2

)
avec

V1(i) := 2ix2i−1
0 et V2(j) := 1

(2j)!
F (2j+1)(x0). Comme on l’a vu dans la preuve du

Lemme 2.26, la matrice A est inversible si W ′′
0 (x0) + 〈V1, V2〉 6= 0. Or,

〈V1, V2〉 =
n−1∑

i=1

x2i−1
0

(2i− 1)!
F (2i+1)(x0) =

1

2

(
F ′′(2x0)− F ′′(0)

)
≥ 0 .

Alors W ′′
0 (x0) + 〈V1, V2〉 > 0 ce qui achève la preuve.

6.5 Description complète des mesures stationnaires

On étend maintenant le Théorème 2.8 à un cas simple.

Théorème 6.14. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-11) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-
5). On suppose également que α > ϑ, deg(V ) > deg(F ), que les fonctions V ′′ et
F ′′ sont convexes mais aussi

2n−2∑

p=0

∣∣F (p+2)(a)
∣∣

p!
ap ≤ α + V ′′(a) . (6.5.1)

Alors, dès que ǫ est assez petit, la diffusion (0.0.5) admet exactement trois mesures
stationnaires.

Démonstration. Étape 1. Comme la fonction V vérifie les hypothèses (V-1)–(V-
7) ainsi que (V-10) et F vérifie les hypothèses (F-1)–(F-5), on sait d’après la
Proposition 3.16 que l’inégalité (6.5.1) implique l’existence d’une famille de me-
sures stationnaires excentrées (u+ǫ )ǫ>0 qui converge vers δa. De même, il existe une
famille de mesures stationnaires excentrées (u−ǫ )ǫ>0 qui converge vers δ−a.
Étape 2. Comme la fonction V vérifie les hypothèses (V-1)–(V-8) ainsi que (V-
10), on sait que la diffusion (0.0.5) admet une mesure stationnaire symétrique u0ǫ
d’après le Théorème 2.22. Et, comme V ′′ ainsi que F ′′ sont convexes et comme
α ≥ ϑ, on sait d’après le Théorème 3.28 que cette mesure converge vers δ0.
Étape 3. Comme la fonction V est polynômiale et de degré strictement supérieur
à celui de F , on sait d’après la Proposition 3.8 que l’hypothèse (H) est satisfaite et
ainsi toutes les familles de mesures stationnaires de la diffusion auto-stabilisante
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ont la suite de leur moment d’ordre 2n bornée. Puis, comme α ≥ ϑ, on sait d’après
la Remarque 3.15 que les seules mesures limites possibles sont δ0, δa et δ−a.
Étape 4. Or, d’après le Théorème 6.3, dès que ǫ est assez petit, il y a une unique
mesure stationnaire excentrée autour de a et une unique mesure stationnaire ex-
centrée autour de −a. Et, d’après le Théorème 6.4, il y a une unique mesure
stationnaire symétrique dès que ǫ est assez petit si α > ϑ.
Étape 5. Enfin, comme α > ϑ, l’on peut appliquer le Théorème 6.3 avec a0 = 0
afin de s’assurer qu’il n’y a pas de mesure non symétrique arbitrairement proche
de δ0 ; ce qui achève la preuve.

L’hypothèse α ≥ ϑ a été utilisée uniquement pour que toutes les mesures
limites soient de la forme δA. Il est donc naturel de supposer que même si α < ϑ,
le résultat est vrai. On se sert fortement de la symétrie de V . En effet, si α est
trop petit et si V n’est pas symétrique, il peut n’y avoir qu’une seule mesure
stationnaire, comme on l’a vu dans l’Exemple 2.15.

Conjecture 1 : Si V est symétrique, si V ′′ et F ′′ sont convexes, dès que ǫ est
assez petit, la diffusion (0.0.5) admet exactement trois mesures stationnaires.
Conjecture 2 : Si V (2k) et F (2k) sont convexes avec k ≥ 1, dès que ǫ est assez
petit, la diffusion (0.0.5) admet au plus 2k + 1 mesures stationnaires.
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7. COMPORTEMENT EN TEMPS LONG DU PROCESSUS
AUTO-STABILISANT

7.1 Introduction

Dans le Chapitre 1, il a été prouvé que la diffusion auto-stabilisante (0.0.5)

existait bien à condition que l’on ait E
[
X8q2

0

]
< ∞. Dans le Chapitre 2, l’exis-

tence d’éventuelles mesures stationnaires a été étudiée et l’on a vu que l’on en
avait plusieurs sous des conditions simples. Dans les Chapitres 3 et 4, une analyse
asymptotique de ces mesures pour ǫ tendant vers 0 a été menée. Dans le Chapitre
5, la diffusion (0.0.5) a été liée à une particule d’un système à champ moyen. Le
Chapitre 6 fut consacré au problème d’unicité des mesures stationnaires. Afin de
conclure cette étude sur les processus stochastiques non-linéaires du type (0.0.5),
on s’intéresse au comportement du processus lorsque le temps devient grand.
Dans [6], les auteurs ont prouvé que si le potentiel de confinement V est identi-
quement nul et si le potentiel d’intéraction F vérifie des hypothèses moins fortes
que (F-1)–(F-5), la loi du processus convergeait pour t tendant vers l’infini vers
l’unique mesure stationnaire d’espérance nulle ; laquelle est d’ailleurs symétrique.
Ce résultat n’exige pas que la mesure initiale soit symétrique. On sait qu’un tel
résultat est inenvisageable lorsque le potentiel V a plusieurs puits car il peut y
avoir plusieurs mesures stationnaires. Dans le cas où le potentiel V est strictement
convexe (même s’il est non uniformément strictement convexe), l’on dispose d’un
résultat similaire comme il fut prouvé dans [13]. Tacitement, les deux études ont
besoin de l’unicité de la mesure stationnaire ainsi que de l’unicité du point pour
lequel le pseudo-potentiel réalise son minimum global.
Dans [22], des calculs de grandes déviations furent menés afin d’établir le temps
moyen pour que la diffusion sorte d’un domaine donné, dans le cas où V est
convexe. D’un point de vue tacite, deux propriétés ont été nécessaires : l’unicité
de la mesure stationnaire et l’unicité du point chargé par cette mesure lorsque ǫ
tend vers 0.
Avec les hypothèses associées à la diffusion (0.0.5), les deux propriétés implicites
ne sont plus vérifiées. Ce chapitre est consacré à des phénomènes similaires lorsque
le potentiel de confinement V n’est plus convexe et possède même plusieurs puits :
l’étude sera menée dans des cas simples.

Dans un premier temps, on s’intéresse au comportement de la loi du processus
auto-stabilisant uǫt en temps long lorsque V ′′ et F ′′ sont convexes. On suppose de
plus que le potentiel de confinement V est symétrique et que la variable aléatoire
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initiale X0 est symétrique. Et, l’on prouve que si α ≥ ϑ, la mesure uǫt converge
vers u0ǫ , l’unique mesure stationnaire symétrique (voir les Théorèmes 6.4 et 6.11).
Par ailleurs, on suppose que l’on a deg(F ) ≥ 4. En effet, si deg(F ) = 2, l’équation
(0.0.5) devient simplement

Xǫ
t = X0 +

√
ǫBt −

∫ t

0

W ′
0 (X

ǫ
s) ds

où W0(x) := V (x)+ α
2
x2 est une fonction convexe. Ainsi (0.0.5) est un processus de

Kolmogorov dont la dérive est convexe et par conséquent, il y a bien convergence
en loi vers l’unique mesure stationnaire symétrique.
Les cas α > ϑ (uniformément strictement convexe) et α = ϑ sont séparés. Pour
prouver la convergence en loi dans le premier cas, on utilise deux méthodes diffé-
rentes : celle fournie dans [6] complétée par la propagation du chaos semi-uniforme.
Le second cas est traité uniquement avec la propagation du chaos semi-uniforme.

Dans un second temps, on s’intéresse au temps de sortie par le processus auto-
stabilisant (0.0.5) d’un domaine donné lorsque la mesure initiale est stationnaire,
qu’elle soit symétrique ou non. Le potentiel V n’a pas particulièrement besoin
d’être symétrique. En se servant des résultats des Chapitres 3 et 4, on prouve que
la diffusion est exponentiellement équivalente à un processus de Kolmogorov dont
la dérive ne dépend ni de ǫ ni de t. On peut ensuite en déduire un principe de
grandes déviations et en appliquant la théorie de Freidlin-Wentzell décrite dans
l’annexe, on en déduit la description du temps de sortie.
On termine l’étude du temps de sortie en observant en quoi l’auto-stabilisation a
une influence sur le temps de sortie. On constate en particulier que dans certains
cas, "l’auto-stabilisation déstabilise le processus".
Remarquons par ailleurs que l’on pourrait conduire facilement une étude plus
générale du temps de sortie dans certains cas. Supposons en effet que V soit sy-
métrique, que α soit strictement plus grand que ϑ et que de plus, la variable
aléatoire de départ X0 soit elle aussi symétrique. Alors l’équation (0.0.5) s’écrit
simplement :

Xǫ
t = X0 +

√
ǫBt −

∫ t

0

W ′
0 (X

ǫ
s) ds−

∫ t

0

F ′
0 ∗ uǫt (Xǫ

s) ds

où W0(x) := V (x)+ α
2
x2 est une fonction convexe. On serait alors ramené à l’étude

menée dans [22].

Il convient de noter que le principe de grandes déviations ne nécessite pas la
convexité. Cette dernière n’est nécessaire que pour établir la convergence uniforme
sur R+ de la dérive de la diffusion auto-stabilisante lorsque ǫ tend vers 0. La
barrière qui ne permet donc pas d’obtenir simplement un temps de sortie général
est donc la même que celle qui ne permet pas d’obtenir facilement une convergence
en temps long de la loi.
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7.2 Convergence du processus vers sa mesure stationnaire

symétrique

Pour commencer, on s’intéresse à la convergence en temps long de la diffusion
(0.0.5) vers l’unique mesure stationnaire symétrique. On est en effet assuré de son
unicité dès que ǫ est assez petit d’après les Théorèmes 6.4, 6.10, 6.11 et 6.13.
Les hypothèses de ces quatre théorèmes sont légérement différentes. On y fera donc
attention.
Par la suite, on ne prouvera la convergence en temps long que dans le cas où
α ≥ ϑ. En effet, les deux méthodes utilisées à savoir l’étude des semi-groupes
associés à deux équations aux dérivées partielles qui encadrent (en un sens qu’il
conviendra de préciser par la suite) l’équation (2.2.1) ainsi que la propagation du
chaos semi-uniforme nécessitent α ≥ ϑ.

7.2.1 Dans le cas sur-critique α > ϑ

De la même manière qu’on a prouvé l’unicité des mesures stationnaires sy-
métriques par deux méthodes différentes, on va établir que la diffusion auto-
stabilisante (0.0.5) converge vers son unique mesure stationnaire symétrique par
deux méthodes différentes lorsque F ′′(0)+V ′′(0) > 0 c’est-à-dire lorsque le pseudo-
potentiel limite est uniformément strictement convexe. La première utilise un théo-
rème de comparaison de processus et la seconde utilise la propagation du chaos
semi-uniforme.

Première méthode : En utilisant des semi-groupes d’EDP

On rappelle quelques résultats du Chapitre 1 ainsi que du Chapitre 2. Si l’on
se donne une variable aléatoire X0 dont le moment d’ordre 8q2 est fini, alors la
diffusion (0.0.5) admet une solution forte qui est unique d’après le Théorème 1.14.
De plus, d’après le Lemme 2.1 en notant uǫ(t, dx) la loi de Xǫ

t , celle-ci admet une
densité uǫ(t, x) par rapport à la mesure de Lebesgue qui vérifie l’équation aux
dérivées partielles (2.2.1) à savoir

∂

∂t
u(t, x) =

ǫ

2

∂2

∂x2
u(t, x) +

∂

∂x

[
u(t, x)(V ′(x) + (F ′ ∗ u) (t, x))

]
.

On va s’intéresser aux semi-groupes de contraction dont la forme s’apparente à
ceux qui sont sous-jacents ici.

Définition 7.1. 1. Soit une fonction W de classe C∞ sur R. Par la suite, on
suppose que W vérifie les hypothèses suivantes :

1. La fonction 1
W ′ est intégrable au voisinage de l’infini.

2. La fonction W est localement bornée.

3. La fonction W ′′ est positive en l’infini.
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4. On a la limite lim
x→+∞

W ′′(x)

(W ′(x))2
= 0.

2. A cette fonction W , on associe la probabilité ν(W )
ǫ que l’on identifie avec sa

densité par rapport à la mesure de Lebesgue :

ν(W )
ǫ (x) :=

exp
[
−2

ǫ
W (x)

]
∫
R
exp

[
−2

ǫ
W (y)

]
dy

.

3. On lui associe également l’opérateur L(W )
ǫ défini par

L(W )
ǫ f :=

ǫ

2
f ′′ −W ′f ′ (7.2.1)

où f est une fonction de classe C2 sur R. L(W )
ǫ est le générateur d’un semi-groupe

de contraction (T ǫ,W
t ; t ≥ 0) par rapport à la mesure ν(W )

ǫ . En effet, d’après le
Lemme 2.1, L(W )

ǫ est le générateur infinitésimal de la diffusion homogène dXt =√
ǫdBt −W ′ (Xt) dt de mesure stationnaire ν(W )

ǫ .
4. On considère la diffusion (non auto-stabilisante) :

Xǫ,X0,W
t = X0 +

√
ǫBt −

∫ t

0

W ′ (Xǫ,X0,W
s

)
ds (7.2.2)

où (Bt ; t ≥ 0) est un mouvement brownien et où X0 est une variable aléatoire.

Rappelons quelques théorèmes qui vont permettre d’établir différentes pro-
priétés sur le semi-groupe ainsi défini. Pour commencer, on fournit un théorème
concernant l’ultracontractivité.

Proposition 7.2. En considérant une fonction W qui vérifie les hypothèses de
la Définition 7.1, le semi-groupe de contraction (T ǫ,W

t ; t ≥ 0) est ultra-contractif.
En d’autres termes, quel que soit t > 0, il existe une constante kǫ(t) > 0 telle que
pour toute fonction f intégrable par rapport à la mesure ν(W )

ǫ , on a l’inégalité
∣∣∣
∣∣∣T ǫ,W

t f
∣∣∣
∣∣∣
∞

≤ kǫ(t) ||f ||L1
(
ν
(W )
ǫ

) . (7.2.3)

Démonstration. Dans le Théorème 1.4 de [32], les auteurs ont prouvé qu’un semi-
groupe sur C2(R) de la forme (7.2.1) était ultra-contractif pour peu que la fonction
W vérifie les cinq conditions suivantes :

1. L’intégrale
∫
R
exp

[
−W (x)

ǫ

]
dx est finie.

2. Il existe une constante cǫ > 0 telle que ∆
(
ν
(W )
ǫ

) 1
2
/
(
ν
(W )
ǫ

) 1
2
+ cǫ ≥ 0.

3. Il existe une constante M > 0 telle que ν(W )
ǫ (x) ≤M pour tout x ∈ R.

4. La fonction W ′′ est positive au voisinage de l’infini.

5. La fonction 1
W ′ est intégrable au voisinage de l’infini.
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Les conditions 4 et 5 sont explicitement mentionnées dans la Définition 7.1.
La condition 1 est une conséquence directe de l’intégrabilité en l’infini de 1

W ′ et
de la positivité en l’infini de W ′′.
La condition 2 est équivalente à l’existence d’une constante cǫ > 0 telle que
−1

ǫ
W ′′(x) + (W ′(x))2

ǫ2
+ cǫ > 0. Comme on a supposé que W ′′(x)

(W ′(x))2
converge vers

0 en l’infini, la condition 2 est donc vérifiée.
Enfin, la bornitude de ν(W )

ǫ est une conséquence directe de l’intégrabilité en l’infini
de 1

W ′ et de la positivité de W ′′ en l’infini.

Comme on l’a vu précédemment (voir la Proposition 5.12 du Chapitre 5), le
trou spectral permet d’obtenir une convergence en loi d’une diffusion vers sa me-
sure stationnaire, laquelle est unique. Le critère de courbure-dimension de Bakry-
Emery (introduit dans [3]) est classiquement utilisé si le potentiel W est une
fonction uniformément strictement convexe, voir [6]. Toutefois, on souhaite tra-
vailler avec des potentiels qui ne sont pas forcément convexes.
Or, bien que l’on puisse établir des résultats assez généraux concernant les semi-
groupes, on verra par la suite que l’on a besoin de la convexité de W .
On utilise ici le Théorème de Muckenhoupt (voir [1]) pour obtenir l’inégalité de
Poincaré en ne se servant que du comportement en l’infini du potentiel :

Proposition 7.3. Soit une fonction U ∈ C2(R). On se donne une mesure dη(x) :=
exp [−U(x)] dx. On prend la médiane m de dη. Alors la mesure dη satisfait l’in-
égalité de Poincaré si et seulement si :

B+
m = sup

x≥m

(∫ +∞

x

e−U(y)dy

)(∫ x

m

eU(y)dy

)
< +∞

et B−
m = sup

x≤m

(∫ x

−∞
e−U(y)dy

)(∫ m

x

eU(y)dy

)
< +∞ .

De plus, en notant C le trou spectral, on a l’encadrement :

1

2
min

{
B+

m ; B−
m

}
≤ C ≤ 4max

{
B+

m ; B−
m

}
.

On peut maintenant fournir un résultat clé permettant la convergence en loi
sous certaines conditions des diffusions auto-stabilisantes. A noter toutefois que
les semi-groupes considérés jusqu’à présent sont linéaires.

Lemme 7.4. Soit une fonction W qui satisfait les cinq hypothèses de la Définition
7.1. Alors, on a les deux résultats suivants :

1. Quel que soit t ≥ 0, T ǫ,W
t : L2

(
ν
(W )
ǫ

)
=⇒ L2

(
ν
(W )
ǫ

)
est un opérateur à trace.

2. Si on note (−λǫn)n≥1 les valeurs propres par ordre décroissant de L(W )
ǫ et f ǫ

n les

vecteurs propres associés, de norme 1 dans L2
(
ν
(W )
ǫ

)
alors la propriété de trou

spectral est vérifiée et ||f ǫ
n||∞ ≤ kǫ(t) e

λǫnt que que soit t > 0 où kǫ(t) est donné par
l’inégalité (7.2.3).
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Démonstration. 1. On peut écrire le semi-groupe ultracontractif de la façon sui-
vante :

T ǫ,W
t f(x) =

∫

R

pǫ,Wt (x, y)f(y)ν(W )
ǫ (y)dy

où pǫ,Wt est le noyau de T ǫ,W
t . Soit un point x0 quelconque dans R. Soit une suite

de fonctions (gn)n∈N de valeur absolue intégrable par rapport à la mesure ν(W )
ǫ et

qui converge vers la mesure de Dirac δx0 . En appliquant (7.2.3) à la fonction gn,
il vient

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫

R

pǫ,Wt (x, y)gn(y)ν
(W )
ǫ (y)dy

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∞

≤ kǫ(t) ||gn||L1
(
ν
(W )
ǫ

) .

Par conséquent, en prenant la limite quand n tend vers l’infini, on trouve l’exis-
tence d’une constante k̃ǫ(t) telle que pǫ,Wt (x, x0) ≤ k̃ǫ(t). Ainsi quel que soit t ≥ 0,
on a l’inégalité

∫∫

R2

pǫ,Wt (x, y)ν(W )
ǫ (x)ν(W )

ǫ (y)dxdy <∞ .

On en déduit que pour tout t > 0, l’application T ǫ,W
t allant de L2

(
ν
(W )
ǫ

)
dans

lui-même est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
De plus, par définition de cet opérateur, pour toute fonction f de classe C2, on a

T ǫ,W
t f(x) = E

[
f
(
Xǫ,x,W

t

)]
= E

[
f

(
X

ǫ,Xǫ,x,W
t
2

,W

t
2

)]
= T ǫ,W

t
2

T ǫ,W
t
2

f(x). Ainsi c’est

un opérateur à trace.
2. La preuve de l’existence du trou spectral ne peut se faire par le critère de
courbure-dimension de Bakry-Emery. On utilise donc ici la Proposition 7.3 ce
qui nécessite un équivalent asymptotique pour x proche de +∞ de la quan-

tité
( ∫ +∞

x
e−

2
ǫ
W (y)dy

)( ∫ x

m
e

2
ǫ
W (y)dy

)
et pour x proche de −∞ de la quantité

( ∫ x

−∞ e−
2
ǫ
W (y)dy

)( ∫ m

x
e

2
ǫ
W (y)dy

)
.

On utilise ainsi le Lemme A.1 en rappelant que l’on travaille à ǫ fixé et aussi que

l’on a supposé lim
x−→0

W ′′(x)

(W ′(x))2
= 0. En posant U := 2

ǫ
W , il vient :

∫ +∞

x

exp [−U(y)] dy ≈ exp [−U(x)]
U ′(x)

et
∫ x

m

exp [U(y)] dy ≈ exp [U(x)]

U ′(x)
.

D’où B+
m(x) ≈ ǫ2

4(W ′(x))2 lorsque x est proche de +∞. Et, de même : B−
m(x) ≈

ǫ2

4(W ′(x))2 lorsque x est proche de −∞. Par conséquent, B+
m < ∞ et B−

m < ∞ vu

que la quantité
(

1
W ′(x)

)2
est bornée au voisinage de l’infini.

A partir de là, on peut établir un premier résultat de convergence même si ce
résultat ne concerne pas en soit les diffusions auto-stabilisantes.
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Proposition 7.5. Soit une fonction W de classe C∞ qui vérifie les hypothèses
de la Définition 7.1. Alors, en conservant les notations de la Définition 7.1 et en

notant
(
Xǫ,X0,W

t

)
t∈R+

la diffusion définie dans (7.2.2), quel que soit t0 > 0, il

existe deux constantes λǫ > 0 et γǫ(t0) > 0 telles que l’on ait l’inégalité
∣∣∣∣E
[
g
(
Xǫ,X0,W

t

)]
−
∫

R

g(x)ν(W )
ǫ (x)dx

∣∣∣∣ ≤ γε(t0) e
−λǫt||g||

L2
(
ν
(W )
ǫ

) (7.2.4)

quels que soient t ≥ t0, la variable aléatoire initiale X0 et g une fonction de carré
intégrable pour la mesure ν(W )

ǫ .

Démonstration. Premièrement, on suppose que la loi de la variable aléatoire X0

admet une densité par rapport à la mesure ν(W )
ǫ et l’on note cette dernière Θ.

On remarque que le second membre de l’inégalité (7.2.4) ne dépend pas de la loi
initiale. Ainsi le résultat sera également vrai pour des lois n’admettant pas de
densité par rapport à la mesure de Lebesgue.
Pour simplifier les calculs par la suite, on note Xt := Xǫ,X0,W

t , ν := ν
(W )
ǫ , Tt :=

T ǫ,W
t ainsi que λn := λǫn. Soit g un élément de L2(ν). Alors g admet le développe-

ment en série suivant :

g = 〈g, 1〉ν +
∑

n≥1

〈g, fn〉ν fn

où (fn ; n ≥ 1) est la suite introduite dans le Lemme 7.4 des vecteurs propres
associés aux valeurs propres (λn ; n ≥ 1). A partir de l’hypothèse sur la loi de la
variable aléatoire X0 à savoir P(X0 ∈ [x; x+ dx]) = Θ(x)ν(x)dx, on a :

E [g(Xt)] =

∫

R

E [g(Xx
t )] Θ(x)ν(x)dx = 〈E

.

[g(Xt)] ,Θ(.)〉ν = 〈Ttg,Θ〉ν

où (Xx
t , t ≥ 0) est la solution de Xx

t = x +
√
ǫBt −

∫ t

0
W ′ (Xx

s ) ds. On applique
l’opérateur Tt à la décomposition suivant la base hilbertienne de g et on obtient :

Ttg = 〈g, 1〉ν +
∑

n≥1

〈g, fn〉ν e−λntfn .

On en déduit l’inégalité
∣∣∣∣E [g(Xt)]−

∫

R

g(x)ν(dx)

∣∣∣∣ ≤
∑

n≥1

e−λnt |〈g, fn〉ν | |〈fn,Θ〉ν | .

Or, l’inégalité de Jensen puis le second point du Lemme 7.4 impliquent

|〈fn,Θ〉ν | ≤
∫

R

|fn(x)|Θ(x)ν(x)dx ≤ ||fn||∞ ≤ kǫ

(
t0
2

)
eλn

t0
2 .
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On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur l2(N) et l’on trouve :

∣∣∣∣E [g(Xt)]−
∫

R

g(x)ν(dx)

∣∣∣∣ ≤ kε

(
t0
2

)(∑

n≥1

〈g, fn〉2ν

) 1
2
(∑

n≥1

e−2λn(t− t0
2
)

) 1
2

≤ kε

(
t0
2

)(∑

n≥1

e−2λn(t− t0
2
)

) 1
2

||g||L2
ν
.

Or, λn ≥ λ1 et si t ≥ t0, alors −2λn(t − t0
2
) ≤ −λn( t02 ) − λ1(t − t0) d’où la

majoration
∣∣∣∣E [g(Xt)]−

∫

R

g(x)ν(dx)

∣∣∣∣ ≤ kε

(
t0
2

)
eλ1t0

√∑

n≥1

e−λn
t0
2 e−λ1t||g||L2

ν
.

Vu que T ǫ,W
t est un opérateur à trace d’après le Lemme 7.4, on a

∑

n≥1

e−λn
t0
2 =

∑

n≥1

∣∣∣
〈
T t0

2
fn ; fn

〉∣∣∣ <∞ .

On obtient ainsi (7.2.4).

Dans la suite, on souhaiterait utiliser ce résultat de convergence pour la diffu-
sion auto-stabilisante (0.0.5) que l’on rappelle :

dXǫ
t =

√
ǫdBt − V ′(Xǫ

t )dt− F ′ ∗ uǫt (Xǫ
t ) dt

uǫt = L (Xǫ
t ) .

On utilise la notation suivante : bǫ(t, x) :=
∫ x

0

{
E
(
F ′(y −Xǫ

t )
)
+ V ′(y)

}
dy. En

utilisant les hypothèses (V-5) et (F-4), on trouve la majoration suivante :
∣∣∣∣
∂

∂x
bǫ(t, x)−

∂

∂x
bǫ(t, y)

∣∣∣∣ ≤ |V ′(x)− V ′(y)|+
∫

|F ′(x− z)− F ′(y − z)| duǫt(z)

≤ C|x− y|(1 + |x|2q−2 + |y|2q−2) .

Dans [6], les auteurs ont défini des fonctions qui encadrent asymptotiquement la
fonction bǫ. La définition de ces fonctions repose sur une propriété simple :

∃ xǫ ∈ R tel que ∀ t ≥ 0
∂

∂x
bǫ(t, xǫ) = 0 . (7.2.5)

Si V est symétrique et si α ≥ ϑ, on a bien ceci avec xǫ := 0. C’est à cause de
(7.2.5) que l’hypothèse α ≥ ϑ est essentielle.
Comme la fonction V est paire, la mesure uǫt est symétrique pour tout t > 0 lorsque
la loi de X0 est symétrique. On a besoin de définir quelques fonctions simples
pour pouvoir encadrer asymptotiquement l’équation aux dérivées partielles (2.2.1)
par deux équations aux dérivées partielles linéaires auxquelles on appliquera la
Proposition 7.5 :
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Définition 7.6. 1. Soit t0 ≥ 0. Pour tout x ≥ 0, on introduit

bǫt0(x) :=

∫ x

0

(
sup
t≥t0

∂

∂x
bǫ(t, y)

)
dy et bǫt0(x) :=

∫ x

0

(
inf
t≥t0

∂

∂x
bǫ(t, y)

)
dy .

On prolonge les fonctions bǫt0 et bǫt0 sur R par parité.
2. Pour tout x ≥ 0, on pose :

bǫ(x) :=

∫ x

0

(
lim sup
t−→+∞

∂

∂x
bǫ(t, y)

)
dy et bǫ(x) :=

∫ x

0

(
lim inf
t−→+∞

∂

∂x
bǫ(t, y)

)
dy .

On prolonge les fonctions bǫ et bǫ sur R par parité.
3. On introduit les mesures suivantes :

duǫ(x) :=
exp

[
−2

ǫ
bǫ(x)

]
∫
R
exp

[
−2

ǫ
bǫ(y)

]
dy
dx et duǫ(x) :=

exp
[
−2

ǫ
bǫ(x)

]
∫
R
exp

[
−2

ǫ
bǫ(y)

]
dy
dx .

La suite du travail va en fait consister à montrer que les deux fonctions bǫ et
bǫ sont égales et par suite que les deux mesures uǫ et uǫ sont les mêmes. Cela
nécessitera un lemme de comparaison dont une démonstration peut être trouvée
dans [31] :

Proposition 7.7. Soient b et c deux fonctions localement lipschitziennes, im-

paires, de même signe que x et telles que sgn(x)
(
b(s, x) − c(s, x)

)
≥ 0. Alors,

quelle que soit la fonction f paire, croissante sur R+, on a

E[f(X
(b)
t )] ≤ E[f(X

(c)
t )] pour tout t ≥ 0

où X(b)
t = X0 +

√
ǫBt −

∫ t

0
b(s,X

(b)
s )ds et X(c)

t = X0 +
√
ǫBt −

∫ t

0
c(s,X

(c)
s )ds, X0

étant une variable aléatoire quelconque.

Cette proposition nécessite que les deux dérives b et c soient de même signe
que x. Aussi, lorsque α < ϑ, quelle que soit la mesure symétrique v0, V ′ + F ′ ∗ v0
ne vérifie pas cette hypothèse. Par conséquent, c’est à ce niveau là que la convexité
est utilisée.
A partir de ce résultat, on trouve le Lemme suivant :

Lemme 7.8. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-1)–
(V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-5). On
suppose de plus que V ′′ ainsi que F ′′ sont convexes. Si α > ϑ, quels que soient
ǫ > 0 et x ≥ 0, on a l’inégalité suivante :

F ′ ∗ uǫ(x) + V ′(x) ≤ (bǫ)′ (x) ≤
(
bǫ
)′
(x) ≤ F ′ ∗ uǫ(x) + V ′(x) . (7.2.6)

Démonstration. La mesure uǫt étant symétrique pour tout t ≥ 0, on a bǫ(t, x) =

V (x)+
∫ x

0
E
[
F̃ ′

y(X
ǫ
t )
]
dy avec F̃ ′

y(z) :=
1
2

(
F ′(y− z)+F ′(y+ z)

)
. Comme F ′ est
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convexe sur R+ d’après l’hypothèse (F-3), on obtient l’inégalité F̃ ′
y(z) ≥ F ′(y) ≥

αy ≥ 0 pour tout y ≥ 0 et pour tout z ∈ R. De plus, grâce aux hypothèses (V-5)
et (F-4), on a

∣∣ ∂
∂x
bǫ(t, x)− ∂

∂x
bǫ(t, y)

∣∣ ≤ C|x − y|(1 + |x|2q−2 + |y|2q−2) pour tous
les réels x et y.
Ces propriétés étant vraies indépendamment de la variable temporelle t, elles le
sont également pour les fonctions bǫt0(x) et bǫt0(x). Considérons deux nouveaux
processus qui vont encadrer la diffusion (0.0.5) :

Y ǫ
t = Xt0 +

√
ǫBt −

√
ǫBt0 −

1

2

∫ t

t0

bǫt0
′(Y ǫ

s )ds

et Zǫ
t = Xt0 +

√
ǫBt −

√
ǫBt0 −

1

2

∫ t

t0

bǫt0
′
(Zǫ

s)ds

pour t ≥ t0. Soit une fonction f : R −→ R+ paire, croissante sur R+, à croissance
lente. Alors, à partir de l’inégalité

(
bǫt0

)′
(x) sgn(x) ≤ ∂

∂x
bǫ(t, x) sgn(x) ≤

(
bǫt0
)′
(x) sgn(x) ,

on peut utiliser la Proposition 7.7 et en déduire :

E [f (Zǫ
t )] ≤ E [f (Xǫ

t )] ≤ E [f (Y ǫ
t )]

pour tout t ≥ t0. Or, les deux fonctions bǫt0 et bǫt0 vérifient les quatre hypothèses

de la Définition 7.1. Prouvons la convergence vers 0 de
bǫt0

′′
(x)

(bǫt0
′
(x))

2 pour x tendant

vers l’infini. Par définition, bǫt0
′
(x) ≥ V ′(x)+E

[
F ′(x−Xǫ

t0
)
]
. Pour x assez grand,

les deux membres sont positifs d’où
(
bǫt0

′
(x)
)2

≥ V ′(x)2 + E
[
F ′(x−Xǫ

t0
)
]2

. On

s’intéresse maintenant à la dérivée seconde. Soient t et h deux réels strictement
positifs. Alors :

supt≥t0 E [F ′(x+ h−Xǫ
t )]− supt≥t0 E [F ′(x−Xǫ

t )]− h supt≥t0 E [F ′′(x−Xǫ
t )]

h

≤ sup
t≥t0

E [F ′(x+ h−Xǫ
t )]− E [F ′(x−Xǫ

t )]

h
− E [F ′′(x−Xǫ

t )] .

Le théorème des accroissements finis implique la convergence vers 0 du membre
de droite car F (3) est une fonction polynômiale de degré inférieur à 2q et car les
moments d’ordre 1 à 2q de la loi de Xǫ

t sont uniformément bornés en temps d’après
le Théorème 1.14. D’où bǫt0

′′
(x) ≤ V ′′(x) + supt≥t0 E [F ′′(x−Xǫ

t )] puis

bǫt0
′′
(x)

(
bǫt0

′
(x)
)2 ≤ V ′′(x) + supt≥t0 E [F ′′(x−Xǫ

t )]

V ′(x)2 + E
[
F ′(x−Xǫ

t0)
]2

≤ V ′′(x)

V ′(x)2
+

supt≥t0 E [F ′′(x−Xǫ
t )]

E
[
F ′(x−Xǫ

t0)
]2 .



7. Comportement en temps long du processus auto-stabilisant 207

Le premier terme du membre de droite tend vers 0 d’après la propriété (V-10). Le
second est le quotient d’une fonction polynômiale de degré 2n−2 par une fonction
polynômiale de degré 4n− 2 où 2n := deg(F ). En effet, les moments d’ordre 1 à
2n de la loi de Xǫ

t sont finis. On en déduit donc la limite annoncée. On dispose
exactement de la même propriété pour bǫt0 . On peut donc appliquer la Proposition

7.5 aux deux fonctions bǫt0 et bǫt0 et l’on en déduit

γǫ(t0)e
−λε(t−t0)

∫

R

(
f 2(y)νbǫt0 (y)dy

)
+

∫

R

f(y)νbǫt0 (y)dy ≤ E [f(Xǫ
t )]

et E [f(Xǫ
t )] ≤

∫

R

f(y)νbǫt0
(y)dy + γǫ(t0)e

−λε(t−t0)

∫

R

(
f 2(y)νbǫt0

(y)dy
)
.

Toujours grâce à la Proposition 7.7, on sait que si deux fonctions c1 et c2 vérifient
les hypothèses de la Définition 7.1 ainsi que sgn(x)(c1(x) − c2(x)) ≥ 0 alors on

a l’inégalité E
[
f(X

(c1)
t )

]
≤ E

[
f(X

(c2)
t )

]
pour tout t ≥ 0. En prenant ensuite

la limite pour t tendant vers l’infini et en appliquant la Proposition 7.5, il vient∫
R
f(y)νc1(y)dy ≤

∫
R
f(y)νc2(y)dy où f est une fonction paire, croissante sur R+

et à croissance lente. Il suffit ensuite d’utiliser les deux inégalités

sgn(y)bǫt0
′
(y) ≥ sgn(y)bǫt0

′(y) ≥ sgn(y)
(
F ′(y) + V ′(y)

)

et sgn(y)bǫt0
′
(y) ≤ C|y|

(
1 + |y|2q−2

)
+ sgn(y)V ′(y)

pour en déduire la finitude de
∫

R

(
f 2(y)νbǫt0 (y)dy

)
et de

∫

R

(
f 2(y)νbǫt0

(y)dy
)
.

Ensuite, on prend f := F̃ ′
x qui vérifie les hypothèses de la Proposition 7.7 et

qui a la particularité de satisfaire ∂
∂x
bǫ(t, x) = V ′(x) + E

[
F̃ ′

x(X
ǫ
t )
]
. On prend

maintenant la limite supérieure ainsi que la limite inférieure et l’on trouve :

V ′(x) + lim inf
t0−→∞

∫

R

F̃ ′
xdνbǫt0

≤ (bǫ)′(x) ≤ (bǫ)′(x) ≤ V ′(x) + lim sup
t0−→∞

∫

R

F̃ ′
xdνbǫt0

pour tout x ≥ 0. De cela, on déduit (7.2.6).

Avant de prouver le résultat de convergence en temps long, on va étudier les
intervalles sur lesquels la fonction uǫ est supérieure à la fonction uǫ.

Lemme 7.9. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-1)–
(V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-5). On
suppose de plus que les fonctions V ′′ et F ′′ sont convexes. Alors, il existe un réel
strictement positif xǫ tel que uǫ(x) ≤ uǫ(x) pour tout x ∈ [−xǫ; xǫ] et uǫ(x) ≥ uǫ(x)
pour tout x ∈ [−xǫ; xǫ]c.
Démonstration. Par définition des fonctions bǫ et bǫ, quel que soit x ∈ R on a
l’inégalité bǫ(x) ≤ bǫ(x). On introduit :

λǫ :=

∫

R

exp

[
−2

ǫ
bǫ(x)

]
dx ≥

∫

R

exp

[
−2

ǫ
bǫ(x)

]
dx =: λǫ .
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Vu que les fonction uǫ et uǫ sont positives, l’égalité
∫
R
uǫ(x)dx =

∫
R
uǫ(x)dx = 1

implique l’existence d’un réel positif ou nul xǫ (par symétrie) tel que uǫ(xǫ) =
uǫ(xǫ). Par définition des deux mesures, l’on a

bǫ(xǫ) +
ǫ

2
ln
(
λǫ
)
= bǫ(xǫ) +

ǫ

2
ln
(
λǫ
)
.

La fonction bǫ − bǫ étant croissante sur R+, on en déduit uǫ(x) ≥ uǫ(x) pour tout
x ≥ xǫ ainsi que uǫ(x) ≤ uǫ(x) pour tout x ∈ [0; xǫ]. La symétrie donne le résultat
annoncé.

On a maintenant toutes les armes en main pour obtenir le Théorème de conver-
gence en loi vers l’unique mesure stationnaire symétrique.

Théorème 7.10. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-
5). On suppose de plus que les fonctions V ′′ et F ′′ sont convexes et que la variable

aléatoire X0 est symétrique et vérifie E
[
X8q2

0

]
< ∞. Sous la condition α > ϑ,

la diffusion (Xǫ
t )t≥0 définie par (0.0.5) converge en loi vers l’unique mesure inva-

riante symétrique u0ǫ .

Démonstration. Montrons que bǫ = bǫ. Les fonctions V ′ + F ′ ∗ uǫ et V ′ + F ′ ∗ uǫ
sont impaires donc leurs primitives sont paires d’où Aǫuǫ et Aǫuǫ sont symétriques
où l’opérateur Aǫ est défini dans la Définition 6.5. On peut à nouveau appliquer
la Proposition 7.7 :
∫

R

f(y)(Aǫuǫ)(y)dy ≤
∫

R

f(y)uǫ(y)dy ≤
∫

R

f(y)uǫ(y)dy ≤
∫

R

f(y)(Aǫuǫ)(y)dy

où f est une fonction paire, croissante sur R+ et à croissance lente. Soit p > 4q où
q est l’entier introduit dans les hypothèses (V-5) et (F-4). On se donne la fonction

gp(x) := (1 + |x|p) sgn (uǫ(x)− uǫ(x)) .

Elle est paire et croissante sur R+ car le signe de uǫ(x)− uǫ(x) est d’abord égal à
−1 sur l’intervalle [0; xǫ] puis égal à 1. De plus, on a l’égalité :

Np(u
ǫ, uǫ) =

∫

R

gp(x) (u
ǫ(x)− uǫ(x)) dx

où Np est la distance introduite dans (6.4.2). Comme gp vérifie les conditions
suffisantes à l’application de la Proposition 7.7, il vient

Np(u
ǫ, uǫ) ≤

∫

R

gp(x) (A
ǫuǫ(x)− Aǫuǫ(x)) dx ≤

∫

R

|gp(x)| |Aǫuǫ(x)− Aǫuǫ(x)| dx

≤ Np(A
ǫuǫ,Aǫuǫ) .

Or, comme α > ϑ, l’opérateur Aǫ est une contraction sur l’ensemble des me-
sures symétriques appartenant à Dǫ (défini dans (6.4.2)) d’après (6.4.10). De plus,
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d’après les définitions, les fonctions uǫ et uǫ sont bien dans l’espace des fonctions
Dǫ. On en déduit : Np(u

ǫ − uǫ) ≤ CNp(u
ǫ − uǫ) où C < 1.

Donc, uǫ = uǫ et par conséquent bǫ = bǫ. Notons bǫ := bǫ = bǫ et uǫ := uǫ = uǫ.
Ainsi uǫ vérifie l’équation Aǫuǫ = uǫ donc uǫ = u0ǫ l’unique mesure stationnaire
symétrique de la diffusion auto-stabilisante (0.0.5). Or, comme uǫ est la limite
pour t0 tendant vers l’infini de bǫt0 et uǫ celle de bǫt0 , on a :

lim
t0−→∞

∫

R

f(y)νbǫt0 (y)dy = lim
t0−→∞

∫

R

f(y)νbǫt0
(y)dy =

∫

R

f(y)u0ǫ(y)dy

De cela, on en déduit que la loi de Xǫ
t converge étroitement vers u0ǫ .

Cette méthode est simple et l’on peut d’ailleurs remarquer que les hypothèses
de convexité de V ′′ et de F ′′ n’ont été utilisées que pour l’unicité de la mesure
stationnaire u0ǫ . Toutefois, on a dû utiliser à deux reprises la positivité stricte de
α − ϑ. D’abord, il fallait l’unicité du zéro de ∂

∂x
bǫ(t, x) et ensuite il fallait que

l’opérateur Aǫ soit une contraction sur un espace stable pour la diffusion.

Seconde méthode : en utilisant la propagation du chaos semi-uniforme

On utilise maintenant une méthode liée au système de particules. C’est la
Proposition 5.17 ainsi que le Théorème 5.20 qui vont fournir les résultats. On
suppose ici que V satisfait les hypothèses (V-1)–(V-11).
On se donne deux mesures symétriques du0 et dv0 et on regarde les deux diffusions
auto-stabilisantes (0.0.5) partant de du0 et de dv0. On note duǫt la densité de la loi
du processus partant de la mesure du0 et dvǫt celle du processus partant de dv0.
On sait que ces densités existent d’après le Lemme 2.1.
On va prouver que la distance de Wasserstein entre uǫt et vǫt tend vers 0 quand t
tend vers l’infini. Ceci impliquera automatiquement la convergence étroite de la loi
de la diffusion (0.0.5) partant d’une mesure symétrique quelconque vers l’unique
mesure stationnaire symétrique u0ǫ .

Théorème 7.11. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-11) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-
5). On suppose de plus que les fonctions V ′′ et F ′′ sont convexes et que la variable

aléatoire X0 est symétrique et vérifie E
[
X8q2

0

]
< ∞. Sous la condition α > ϑ, la

loi de la diffusion Xǫ
t définie par (0.0.5) converge étroitement vers l’unique mesure

invariante symétrique u0ǫ quand t tend vers l’infini. De plus, on a l’inégalité :

W2

(
uǫt; u

0
ǫ

)2 ≤ 3 e−2λt

∫∫

R2

(x− y)2 du0(x)u
0
ǫ(y)dy (7.2.7)

où λ est une constante strictement positive et où W2(u; v) est la distance de Was-
serstein entre les mesures u et v.
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Démonstration. Étape 1. Le Théorème 5.20 nous donne la propagation du chaos
uniforme du système de particules à champ moyen (5.4.13) vers le système auto-
stabilisant (5.4.12). En d’autres termes, il existe η(N) tendant vers 0 quand N
tend vers l’infini tel que (5.4.7) soit satisfaite. On peut alors utiliser la Proposition
5.17. En particulier, on a l’inégalité (5.4.9) :

W2

(
uǫt; u

0
ǫ

)2 ≤ 6η(N) + 3E

{∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

t − µǫ,N,2
t

∣∣∣
∣∣∣
2

N

}
(7.2.8)

où les processus µǫ,N,1
t et µǫ,N,2

t sont définis dans (5.2.3), les particules du pre-
mier au temps t = 0 étant toutes indépendantes et de loi du0 et les particules
du second au temps t = 0 étant toutes indépendantes et de loi du0ǫ , l’unique
mesure stationnaire symétrique de (0.0.5). On prend à nouveau la limite supé-
rieure pour t tendant vers l’infini. Toutefois, le paramètre t intervient également
dans le terme de gauche de l’inégalité (7.2.8). Soit ρ strictement positif. Pour N
assez grand, 6η(N) ≤ ρ

2
. Puis, comme on a convergence en loi de µǫ,N,2

t et de
µǫ,N,1
t vers l’unique mesure stationnaire du système de particules, il existe T (N)

tel que 3E

{∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

t − µǫ,N,2
t

∣∣∣
∣∣∣
2

N

}
≤ ρ

2
pour tout t ≥ T (N) ce qui implique donc

W2 (u
ǫ
t; u

0
ǫ)

2 ≤ ρ pour t assez grand.

On a donc bien la convergence annoncée.
Étape 2. On prouve maintenant que la convergence est de type exponentiel. En
d’autres termes, montrons que l’inégalité (7.2.7) est vraie. On applique la formule

d’Itô à la quantité
∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

t − µǫ,N,2
t

∣∣∣
∣∣∣
2

N
:

∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

t − µǫ,N,2
t

∣∣∣
∣∣∣
2

N
=
∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

0 − µǫ,N,2
0

∣∣∣
∣∣∣
2

N

− 2

∫ t

0

〈
∇ΥN

(
µǫ,N,1
s

)
−∇ΥN

(
µǫ,N,2
s

)
; µǫ,N,1

s − µǫ,N,2
s

〉
N
ds

le produit scalaire 〈 ; 〉N étant associé à la norme ||.||N . Comme α > ϑ, le méta-
potentiel ΥN défini par

ΥN (x1, · · · , xn) :=
1

N

N∑

i=1

(
V (xi) +

α

2
x2i

)
+

1

2N2

N∑

i=1

N∑

j=1

F0 (xi − xj)

est uniformément strictement convexe sur RN . Ainsi il existe une constante λ > 0
telle que :

∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

t − µǫ,N,2
t

∣∣∣
∣∣∣
2

N
≤
∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

0 − µǫ,N,2
0

∣∣∣
∣∣∣
2

N
− 2λ

∫ t

0

∣∣∣∣µǫ,N,1
s − µǫ,N,2

s

∣∣∣∣2
N
ds .

On applique le Lemme de Grönwall et il vient
∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

t − µǫ,N,2
t

∣∣∣
∣∣∣
2

N
≤
∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

0 − µǫ,N,2
0

∣∣∣
∣∣∣
2

N
exp [−2λt] .
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Or, par définition, on peut écrire :

∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

0 − µǫ,N,2
0

∣∣∣
∣∣∣
2

N
=

1

N

N∑

i=1

(
X i

0 −X i
)2

où X i
0 suit la loi du0 et X i suit la loi du0ǫ . Ainsi lorsque N tend vers l’infini, comme

les 2N particules initiales sont indépendantes de par leur construction, la loi des
grands nombres implique

lim
N−→+∞

∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

0 − µǫ,N,2
0

∣∣∣
∣∣∣
2

N
=

∫∫

R2

(x− y)2 du0(x)u
0
ǫ(y)dy .

Par conséquent, si l’on fait tendre N vers l’infini dans l’inégalité (7.2.8), on obtient

W2

(
uǫt; u

0
ǫ

)2 ≤ 3 e−2λt

∫∫

R2

(x− y)2 du0(x)u
0
ǫ(y)dxdy .

Cette méthode était plus simple que la précédente mais elle a présupposé les
résultats du Chapitre 5.

7.2.2 Dans le cas critique α = ϑ

On utilise à nouveau la propagation du chaos semi-uniforme. Cette fois, elle
sera utilisée pour le cas où l’on se trouve sur le dioptre α = ϑ. On va voir que
l’on a à nouveau la convergence en loi du processus vers sa mesure stationnaire
symétrique mais la vitesse de convergence ne sera pas exponentielle.

Théorème 7.12. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-11) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-1)–(F-
5). On suppose de plus que les fonctions V ′′ et F ′′ sont convexes et que la variable

aléatoire X0 est symétrique et vérifie E
[
X8q2

0

]
< ∞. Sous la condition α = ϑ, la

loi de la diffusion Xǫ
t définie par (0.0.5) converge étroitement vers l’unique mesure

invariante symétrique u0ǫ . On a de plus l’inégalité suivante :

W
(
uǫt ; u

0
ǫ

)2 ≤ 3
∫∫

R2 (x− y)2 du0(x)u
0
ǫ(y)dxdy[

1 + 2λt
(∫∫

R2 (x− y)2 du0(x)u0ǫ(y)dxdy
)l0−1

] 1
l0−1

(7.2.9)

où λ > 0, l0 := min
{
k ≥ 2 | V (2l)(0) > 0

}
et W2 (u; v) est la distance de Wasser-

stein entre u et v.

Démonstration. La preuve est similaire à celle du Théorème 7.11. Toutefois, on
ne peut obtenir l’inégalité (7.2.7) vu que l’on ne dispose pas de la stricte convexité
uniforme. Ici, quels que soient µ1 et µ2 dans R, on a

〈
∇ΥN

(
µ1
)
−∇ΥN

(
µ2
)
; µ1 − µ2

〉
≥ 1

N

N∑

i=1

(
V ′
0(µ

1
i )− V ′

0(µ
2
i )
) (
µ1
i − µ2

i

)
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où V0(x) = V (x)+ α
2
x2. Or, comme V ′′ est convexe, il existe deux constantes λ > 0

et l ≥ 2 telles que
(
V ′
0(x) − V ′

0(y)
)
(x− y) ≥ λ (x− y)2l pour tous les réels x et

y. D’où :

∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

t − µǫ,N,2
t

∣∣∣
∣∣∣
2

N
≤
∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

0 − µǫ,N,2
0

∣∣∣
∣∣∣
2

N
− 2λ

∫ t

0

∣∣∣∣µǫ,N,1
s − µǫ,N,2

s

∣∣∣∣2l
N
ds .

On pose Ψ(t) :=
∣∣∣
∣∣∣µǫ,N,1

t − µǫ,N,2
t

∣∣∣
∣∣∣
2

N
. On est ainsi amené à étudier l’inéquation

différentielle

Ψ(t) ≤ Ψ(0)− 2λ

∫ t

0

Ψ(s)lds .

L’équation différentielle associée χ(t) = Ψ(0) − 2λ
∫ t

0
χ(s)lds a pour solution

unique χ(t) =
Ψ(0)

[
1 + 2λ(l − 1)Ψ(0)l−1t

] 1
l−1

. On obtient l’inégalité

Ψ(t)− χ(t) ≤ −2λ

∫ t

0

(
Ψ(s)l − χ(s)l

)
ds .

En utilisant la positivité stricte de χ ainsi que la positivité de Ψ, on en déduit que
pour tout T > 0, il existe une constante cT > 0 telle que

Ψ(t)− χ(t) ≤ −2λcT

∫ t

0

(Ψ(s)− χ(s)) ds

quel que soit t ≤ T . Par conséquent, Ψ(t) ≤ χ(t) pour tout t > 0 et on ob-
tient (7.2.9) ce qui implique la convergence en loi de la diffusion vers sa mesure
stationnaire symétrique.

Remarque 7.13. Il est important de rappeler que le système de particules qui a
été considéré afin de prouver les Théorèmes 7.11 et 7.12 n’est pas celui associé à la
diffusion (0.0.5). Il s’agit en réalité d’un système de particules qui rend compte de
la diffusion auto-stabilisante si l’on part d’une loi symétrique mais qui est fonda-
mentalement différent dans sa dynamique si bien que l’on n’a pas la convergence
du processus si la loi initiale n’est pas symétrique, même si α ≥ ϑ.

7.3 Temps de sortie si X0 suit une mesure stationnaire uǫ

Dans la suite du chapitre, on ne suppose pas de manière générale que V soit
symétrique ni que V ′′ soit convexe. On suppose uniquement que V vérifie les hypo-
thèses (V-1)–(V-7) ainsi que (V-10). On introduit maintenant quelques notations.
Les familles de mesures stationnaires (uǫ)ǫ>0 considérées vérifient par la suite la
condition (H) c’est-à-dire que la suite

∫
R
x2nuǫ(x)dx est bornée où l’entier n est

introduit dans (0.0.9).
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Définition 7.14. 1. Soit T > 0. Soient deux fonctions continues f et g sur
l’intervalle [0;T ]. On pose :

ρT (f, g) := sup
0≤t≤T

|f(t)− g(t)| .

2. On note H1
T l’espace de Cameron-Martin des fonctions absolument continues

dont la dérivée est L2 sur l’intervalle [0;T ].
3. On note Xǫ,y le processus défini par

Xǫ,y
t = y +

√
ǫBt −

∫ t

0

[
V ′ (Xǫ,y

s ) + F ′ ∗ uǫs (Xǫ,y
s )
]
ds

où uǫs := L (Xǫ
s), c’est-à-dire le processus défini dans (0.0.5).

Le processus Xǫ,y est en fait la pénalisation du processus Xǫ par l’évènement
{Xǫ

0 = y}. On peut d’ailleurs écrire :

dP (Xǫ
t = x) =

∫

y∈R
dP (Xǫ,y

t = x) dP (Xǫ
0 = y) .

Par la suite, on suppose que la loi initiale est invariante ainsi le processus péna-
lisé est un processus de Kolmogorov partant de la loi initiale δy. Si la loi uǫ est
symétrique, on la note u0ǫ . Si elle est excentrée autour d’un point critique a0 du
potentiel de confinement V , on la note ua0ǫ . On ne considèrera pas d’autres types
de mesures stationnaires.

Une autre façon d’aborder le processus (Xǫ,y
t )t≥0 est d’introduire le temps d’arrêt

τy := inf {t ≥ 0 | Xǫ
t = y}. Il est alors possible d’écrire Xǫ,y

t = Xǫ
τy+t, quelle que

soit la variable initiale X0 vérifiant E
[
X8q2

0

]
<∞. En effet, dans cette section, on

suppose que la variable aléatoire X0 suit une loi stationnaire uǫ. Par conséquent,
la loi de Xǫ

s est uǫ pour tout s ≥ 0.

7.3.1 Principe de grandes déviations du processus Xǫ,y

Lorsque la loi initiale est stationnaire, la diffusion (7.3.1) s’écrit simplement :

Xǫ,y
t = y +

√
ǫBt −

∫ t

0

W ′
ǫ (X

ǫ,y
s ) ds

où Wǫ est le pseudo-potentiel associé à la mesure invariante uǫ par (3.2.1) : Wǫ :=
V (x) + F ∗ uǫ − F ∗ uǫ(0). On suppose que la famille de mesures (uǫ)ǫ>0 converge
vers une mesure ua00 := δa0 où a0 est un point critique de V ou vers une mesure
u00 :=

1
2
δx0 +

1
2
δ−x0 ; x0 étant l’unique solution positive du système (3.4.10) lorsque

V ′′ et F ′′ sont convexes et lorsque le potentiel V est symétrique.

Remarque 7.15. Le pseudo-potentiel Wǫ (et ses dérivées) converge uniformément
sur tout compact vers le pseudo-potentiel limite W0 := V + F ∗ u0 − F ∗ u0(0) (et
ses dérivées) d’après la Proposition 3.10 et l’hypothèse (H). En effet, le résultat de
la Proposition peut être étendu au-delà d’une sous-suite vu que uǫ converge vers
u0.
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Il est alors naturel de s’intéresser à la diffusion

Y ǫ,y
t = y +

√
ǫBt −

∫ t

0

[
V ′(Y ǫ,y

s ) + F ′ ∗ u0(Y ǫ,y
s )
]
ds

= y +
√
ǫBt −

∫ t

0

W ′
0(Y

ǫ,y
s )ds .

Cette dernière équation est plus simple et on en connait le temps de sortie. On va
maintenant prouver que les deux processus Xǫ,y et Y ǫ,y sont proches.

Lemme 7.16. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-1)–
(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses (F-
1)–(F-5). Quels que soient T ≥ 0 et y ∈ R, les processus (Xǫ,y

t )t∈[0;T ] et (Y
ǫ,y
t )t∈[0;T ]

sont exponentiellement équivalents. En d’autres termes, quel que soit δ > 0, on a
le résultat asymptotique suivant :

lim sup
ǫ−→0

ǫ lnP
[
ρT (X

ǫ,y, Y ǫ,y) ≥ δ
]
= −∞ (7.3.1)

où la quantité ρT a été définie dans 7.14.

Démonstration. Comme les deux processus sont définis à partir du même mouve-
ment brownien, le théorème de Jensen puis l’inégalité triangulaire nous donnent

|Xǫ,y
t − Y ǫ,y

t | ≤
∫ t

0

|W ′
ǫ(X

ǫ,y
s )−W ′

0(X
ǫ,y
s )|ds+

∫ t

0

|W ′
0(X

ǫ,y
s )−W ′

0(Y
ǫ,y
s )|ds .

Soit R > 0 tel que |y| < 2R. En notant B(0;R) la boule de centre 0 et de rayon R
c’est-à-dire l’intervalle ]−R;R[, on pose σR(ǫ) le premier temps de sortie de Xǫ,y

ou Y ǫ,y de cette boule :

σR(ǫ) := min
{
t ≥ 0 ; (Xǫ,y

t , Y ǫ,y
t ) /∈]−R ; R[2

}
.

Les deux potentiels Wǫ et W0 ainsi que leurs dérivées sont lipschitziennes sur
B(0;R) de constante C(R) indépendante de ǫ car Wǫ et ses dérivées convergent
uniformément sur tout compact vers W0 et ses dérivées comme il a été noté dans
la Remarque 7.15. Cette indépendance est évidente pour la fonction W0 ce qui
explique l’indépendance pour la fonction Wǫ. Par conséquent, quel que soit t ≤
σR(ǫ), on a l’inégalité |W ′

0(X
ǫ,y
s )−W ′

0(Y
ǫ,y
s )| ≤ C(R)|Xǫ,y

s − Y ǫ,y
s |. D’où :

1{t≤σR(ǫ)} |Xǫ,y
t − Y ǫ,y

t | ≤1{t≤σR(ǫ)}

{∫ t

0

|W ′
ǫ(X

ǫ,y
s )−W ′

0(X
ǫ,y
s )|ds

+ C(R)

∫ t

0

|Xǫ,y
s − Y ǫ,y

s |ds
}

≤1{t≤σR(ǫ)}

∫ t

0

|W ′
ǫ(X

ǫ,y
s )−W ′

0(X
ǫ,y
s )|ds

+ C(R)

∫ t

0

1{s≤σR(ǫ)} |Xǫ,y
s − Y ǫ,y

s |ds .
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L’application du Lemme de Grönwall fournit

1{t≤σR(ǫ)} |Xǫ,y
t − Y ǫ,y

t | ≤ 1{t≤σR(ǫ)} exp [C(R)t]

∫ t

0

|W ′
ǫ(X

ǫ,y
s )−W ′

0(X
ǫ,y
s )|ds

≤ 1{t≤σR(ǫ)} t exp [C(R)t] sup
z∈B(0;R)

|W ′
ǫ(z)−W ′

0(z)|

≤ 1{t≤σR(ǫ)}C(R, t) τ (ǫ) (7.3.2)

où τ (ǫ) désigne l’ordre de la vitesse de convergence de la mesure uǫ vers la mesure
u0 et où C(R, t) est une constante ne dépendant pas de ǫ. On ne spécifie pas τ(ǫ)
puisque la seule chose dont on ait besoin est sa convergence vers 0. Par conséquent,
on a le résultat suivant :

P
(
{ρT (Xǫ,y − Y ǫ,y) ≥ δ}

⋂
{T < σR(ǫ)}

)
= 0

dès que ǫ est assez petit à savoir dès que τ(ǫ) < δ
C(R,T )

. On va maintenant regarder
l’autre partie de l’évènement rare à savoir

P
(
{ρT (Xǫ,y − Y ǫ,y) ≥ δ}

⋂
{T ≥ σR(ǫ)}

)
.

Pour cela, on introduit σ′
R(ǫ) le premier temps de sortie du processus Y ǫ,y de la

boule B(0, R
2
). On va scinder l’évènement rare selon que l’on ait T ≤ σ′

R(ǫ) ou
T > σ′

R (ǫ). On a :

P
(
{ρT (Xǫ,y − Y ǫ,y) ≥ δ}

⋂
{T ≥ σR(ǫ)}

)

≤ P
(
{ρT (Xǫ,y − Y ǫ,y) ≥ δ}

⋂
{T ≥ σR(ǫ)}

⋂
{T ≥ σ′

R(ǫ)}
)

+ P
(
{ρT (Xǫ,y − Y ǫ,y) ≥ δ}

⋂
{T ≥ σR(ǫ)}

⋂
{T ≤ σ′

R(ǫ)}
)
.

Or, le premier des deux évènements est inclus dans l’évènement {T ≥ σ′
R(ǫ)}.

Quant au second, quel que soit t ≤ T , on a Y ǫ,y
t ∈ B

(
0; R

2

)
et en particulier

lorsque t = σR. Par conséquent, le second évènement est inclus dans l’évènement{
ρ[0;σR(ǫ)](X

ǫ,y − Y ǫ,y) ≥ R
2

}
dont la probabilité est exactement égale à 0 dès que

ǫ est assez petit vu que (7.3.2) est uniforme en t ∈ [0;T ]. On en déduit donc

P
(
{ρT (Xǫ,y − Y ǫ,y) ≥ δ}

⋂
{T ≥ σR}

)
≤ P ({T ≥ σ′

R(ǫ)})

dès que ǫ est assez petit. Comme le processus Y ǫ,y vérifie un principe de grandes
déviations avec la bonne fonction de taux Iy,T , définie dans (B.2), en remplaçant
U par W0, on a l’inégalité (B.4). Et, la Proposition B.4 amène :

lim sup
ǫ−→0

ǫ lnP (σ′
R(ǫ) ≤ T ) = −2HR (7.3.3)

où HR := min
{
W0

(
R
2

)
;W0

(
−R

2

)}
. Par conséquent, pour tout R > 2|y| :

lim sup
ǫ−→0

ǫ lnP(ρT (X
ǫ,y, Y ǫ,y) ≥ δ) ≤ −2HR .
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Comme HR tend vers l’infini quand R tend vers l’infini, quel que soit δ > 0, on
a bien l’équivalence exponentielle entre les deux processus Xǫ,y et Y ǫ,y à savoir la
limite (7.3.1).

On peut alors en déduire que Xǫ,y vérifie le même principe de grandes dévia-
tions que Y ǫ,y ce qui est l’une des deux conditions exigées pour l’application du
Théorème B.6.

Proposition 7.17. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hy-
pothèses (F-1)–(F-5). Quels que soient T > 0 et y ∈ R, le processus (Xǫ,y

t )t∈[0;T ]

vérifie un principe de grandes déviations avec pour bonne fonction de taux :

IT (Φ) =





1

2

∫ T

0

∣∣∣
.

Φt +W
′
0(Φt)

∣∣∣
2

dt si Φ ∈ Hy
1

+∞ si Φ /∈ Hy
1

où Hy
1 est l’espace des fonctions Φ qui sont absolument continues sur [0;T ] et

telles que Φ(0) = y. En d’autres termes, quels que soient le fermé Fy et l’ouvert
Oy dans Cy ([0;T ]), on a les résultats asymptotiques :

lim sup
ǫ−→0

ǫ lnP (Xǫ,y ∈ Fy) ≤ − inf
Φ∈Fy

IT (Φ)

et lim inf
ǫ−→0

ǫ lnP (Xǫ,y ∈ Oy) ≥ − inf
Φ∈Oy

IT (Φ) .

Démonstration. On sait d’après le Théorème B.6 que le processus (Y ǫ,y
t )t∈[0;T ]

vérifie ce principe de grandes déviations. Or, les deux processus (Xǫ,y
t )t∈[0;T ] et

(Y ǫ,y
t )t∈[0;T ] sont exponentiellement équivalents d’après le Lemme 7.16. Le Théo-

rème 4.2.13 de [14] nous informe que le processus (Xǫ,y
t )t∈[0;T ] vérifie le même

principe de grandes déviations que (Y ǫ,y
t )t∈[0;T ].

Ainsi si la loi de Xǫ
0 suit la mesure invariante, conditionnellement à {Xǫ

0 = y},
le comportement de Xǫ,y est proche de celui de la fonction déterministe t 7→ Ψt(y)

avec
.

Ψt (y) = −W ′
0(Ψt(y)). On a le résultat suivant (qui correspond au Corollaire

5.6.15 dans [14] et dans lequel on peut en trouver une preuve) :

Corollaire 7.18. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-
1)–(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses
(F-1)–(F-5). Soit un compact K inclus dans R. Alors, quels que soient le fermé
Fy et l’ouvert Oy dans Cy ([0;T ]), on dispose des inégalités

lim sup
ǫ−→0

ǫ ln

[
sup
y∈K

P (Xǫ,y ∈ Fy)

]
≤ − inf

y∈K
inf

Φ∈Fy
IT (Φ)

et lim inf
ǫ−→0

ǫ ln

[
inf
y∈K

P (Xǫ,y ∈ Oy)

]
≥ − sup

y∈K
inf

Φ∈Oy
IT (Φ) .
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7.3.2 Coût de sortie

Après avoir établi un principe de grandes déviations, on définit naturellement
une fonction de coût qui ne sera ni plus ni moins que la tension entre deux points
suivant les lignes du pseudo-potentiel intervenant dans la fonction de taux. En
effet, intuitivement, il faut remonter le courant ce qui demandera l’énergie cor-
respondant au coût. Comme on a plusieurs mesures stationnaires dans l’étude du
processus auto-stabilisant (0.0.5), on a évidemment plusieurs fonctions de coût.
Globalement, le processus (Xǫ

t )t∈[0;T ] satisfait un principe de grandes déviations
dont la bonne fonction de taux est :

IT (Φ) =

{
1
2

∫ T

0

∣∣∣
.

Φt +W
′
0(Φt)

∣∣∣
2

dt si Φ ∈ H1
T

+∞ si Φ /∈ H1
T

où W0 := V +F ∗µ−V ∗µ(0), µ étant la limite pour ǫ tendant vers 0 d’une famille
de mesures stationnaires (uǫ)ǫ>0. Cette mesure est discrète. On ne suppose rien
quant au nombre de points qu’elle charge. Toutefois, on sait déjà qu’elle en charge
un ou deux si V ′′ et F ′′ sont convexes d’après le quatrième point de la Proposition
3.14.

Définition 7.19. 1. On définit la fonction de coût pour aller de x à y :

QW0(x, y) := inf
T≥0

inf
Φ∈Hy

x([0;T ])

1

2

∫ T

0

∣∣∣
.

Φt +W
′
0(Φt)

∣∣∣
2

dt

où Hy
x ([0;T ]) est l’ensemble des fonctions Φ qui sont absolument continues sur

[0;T ] et telles que Φ(0) = x et Φ(T ) = y.
2. Soit un intervalle G =]y−; y+[ inclus dans le domaine de stabilité d’un puits
xs du pseudo-potentiel W0. On note τǫ(x) := inf {t ≥ 0 | Xǫ,x

t ∈ ∂G} le premier
temps pour lequel le processus auto-stabilisant Xǫ sort de G en pénalisant par
l’évènement {Xǫ

0 = x}.
3. On note Q (xs,Gc) := infz∈∂G Q (xs, z) = min

{
Q (xs, y

−) ; Q (xs, y
+)
}
.

Il est important de bien comprendre que l’on n’a pas Xǫ
0 = x mais bien que

l’on pénalise par la condition {Xǫ
0 = x}.

Théorème 7.20. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses (V-
1)–(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie les hypothèses
(F-1)–(F-5). Soit x ∈ G. Quel que soit δ > 0 arbitrairement petit, on a les résultats
asymptotiques suivants :

lim
ǫ−→0

P

{
e

1
ǫ

(
Q(xs;Gc)−δ

)
< τǫ(x) < e

1
ǫ

(
Q(xs;Gc)+δ

)}
= 1 (7.3.4)

ainsi que lim
ǫ−→0

ǫ lnE
[
τǫ(x)

]
= Q (xs;Gc) . (7.3.5)
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De plus, on peut connaître le lieu de sortie :

lim
ǫ−→0

P
[
Xǫ,x

τǫ(x)
= y−

]
=

{
0 si W0 (y−) > W0 (y+)
1 si W0 (y−) < W0 (y+)

. (7.3.6)

Il s’agit d’une conséquence directe du Théorème B.6. Et, on peut évaluer
Q (xs;Gc) grâce au Corollaire suivant :

Corollaire 7.21. Soit un potentiel de confinement V qui vérifie les hypothèses
(V-1)–(V-7) ainsi que (V-10) et un potentiel d’intéraction F qui vérifie (F-1)–(F-
5).
1. Soit a0 un point critique de V tel qu’il existe une mesure stationnaire excentrée
ua0ǫ qui converge vers δa0. Alors W0 := V +F (.− a0)−F (a0). Soit y un réel dans
le domaine de stabilité de a0 par rapport au pseudo-potentiel limite W0. On a par
conséquent QW0(a0, y) = 2 (V (y)− V (a0) + F (y − a0)).
2. Supposons que V est symétrique mais aussi que l’on a V ′′ et F ′′ convexes. Dans
le cas où α ≥ ϑ, la mesure u0ǫ converge vers u00 = δ0 quand ǫ tend vers 0 d’après le
Théorème 3.28 et alors W0 := V + F . Il s’agit d’une fonction convexe donc tout
réel est dans le domaine d’attraction de 0. Par conséquent, quel que soit y ∈ R,
on a QW0(0, y) = 2 (V (y) + F (y)).
3. Supposons que V soit symétrique et que V ′′ et F ′′ soient convexes. Dans le cas
où α < ϑ, la mesure u0ǫ converge vers u00 = 1

2
δx0 +

1
2
δ−x0 quand ǫ tend vers 0

d’après le Théorème 3.28 où x0 > 0 est l’unique solution du système (3.4.10). Par
conséquent, W0 := V + 1

2
F (.−x0)+ 1

2
F (.+x0)−F (x0). Tout réel strictement positif

est dans le domaine d’attraction de x0. Par conséquent, quel que soit y ∈ R+, on
a QW0(x0, y) = 2V (y)− 2V (x0) + F (y − x0) + F (y + x0)− F (2x0).

Il s’agit d’une conséquence directe de la Proposition B.4

7.3.3 Influence de l’auto-stabilisation sur le temps de sortie τǫ(x)

On connait le temps de sortie lorsqu’il n’y a pas d’auto-stabilisation. On re-
garde donc l’influence de la perturbation non-linéaire sur le temps de sortie.

Si la loi initiale est de la forme ua0

ǫ
où a0 est un point critique de V

Dans le cas où il n’y a pas d’auto-stabilisation, c’est-à-dire lorsque F est iden-
tiquement nulle, il y a une unique mesure stationnaire que l’on note vǫ et dont la

densité par rapport à la mesure de Lebesgue est
exp[− 2

ǫ
V ]∫

R
exp[− 2

ǫ
V (y)]dy

.

Premièrement, on sait que les seuls points critiques stables quand il n’y a pas
d’auto-stabilisation sont les puits de V . Or, sous des conditions simples, avec
auto-stabilisation, même les bosses peuvent être stables. C’est en particulier le
cas si F ′ est linéaire et si α > ϑ.
On note τ 0ǫ (x) le temps de sortie en partant d’un point x appartenant à l’ouvert
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O inclus dans le domaine de stabilité pour le potentiel V de l’un de ses puits a0.
Le temps τ 0ǫ (x) vérifie :

lim
ǫ−→0

ǫ lnE
[
τ 0ǫ (x)

]
= 2min

{
V (y−) ; V (y+)

}
− 2V (a0) (7.3.7)

où O =:]y−; y+[. Or, dans le cas où F n’est pas identiquement nulle, en supposant
que y− et y+ sont dans le domaine de stabilité de a0 pour le pseudo-potentiel
W0 := V + F (. − a0)− F (a0), on a

lim
ǫ−→0

ǫ lnE [τǫ(x)] = 2min
{
V (y−) + F (y− − a0) ; V (y+) + F (y+ − a0)

}

− 2V (a0) . (7.3.8)

Par conséquent, le temps de sortie τǫ(x) est plus élevé lorsque l’on a une auto-
stabilisation et que l’on part d’une mesure stationnaire excentrée autour d’un
puits a0 que lorsqu’il n’y a pas d’auto-stabilisation. En d’autres termes, l’auto-
stabilisation induit une stabilisation.

Si la loi initiale est symétrique avec α ≥ ϑ

On demande maintenant implicitement à V d’être symétrique. On suppose
que les fonctions V ′′ et F ′′ sont convexes. Immédiatement, on sait que le potentiel
V a exactement deux puits : a et −a. On sait d’après la Remarque 3.15 que
u0ǫ converge vers δ0. La première influence notable de l’auto-stabilisation est le
fait que 0 est l’unique puits du pseudo-potentiel. Ainsi le point de stabilité est
0 alors que sans auto-stabilisation, il y avait deux points de stabilité : a et −a.
On se donne R > a et on cherche le temps de sortie de ] − R;R[ en partant de
x ∈]−R;R[. Le Théorème 7.20 et le Corollaire 7.21 impliquent

lim
ǫ−→0

ǫ lnE [τǫ(x)] = 2V (R) + 2F (R) . (7.3.9)

Or, si l’on considère le processus sans stabilisation, en reprenant entièrement la
preuve du Théorème B.6, on obtient

lim
ǫ−→0

ǫ lnE
[
τ 0ǫ (x)

]
= 2V (R)− 2V (a) . (7.3.10)

Or, comme V ′′ et F ′′ sont convexes et comme V ′′(0) + F ′′(0) = −ϑ+ α ≥ 0, on a
F (a) ≥ −V (a). Et, F est croissante strictement sur R+ et R > a donc à nouveau,
l’ajout de l’auto-stabilisation rend le temps de sortie de ]−R;R[ plus grand. Par
conséquent, l’auto-stabilisation induit une stabilisation du système.

Si la loi initiale est symétrique avec α < ϑ

On demande à nouveau implicitement à V d’être symétrique. On suppose que
les fonctions V ′′ et F ′′ sont convexes. Le potentiel V a encore exactement deux
puits : a et −a. On sait d’après le Théorème 3.28 que u0ǫ converge vers 1

2
δx0+

1
2
δ−x0 .
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La première influence notable de l’auto-stabilisation est le fait que les deux points
de stabilité soient devenus x0 et −x0 alors que sans auto-stabilisation, il y avait
deux points de stabilité : a et −a. On se donne R > a et on cherche le temps de
sortie de ] − R;R[ en partant de x ∈] − R;R[. Le Théorème 7.20 et le Corollaire
7.21 impliquent

lim
ǫ−→0

ǫ lnE [τǫ(x)] = 2V (R)− 2V (x0) (7.3.11)

+ F (R− x0) + F (R + x0)− F (2x0) .

Or, si l’on considère le processus sans stabilisation, on a déjà vu que l’on avait :

lim
ǫ−→0

ǫ lnE
[
τ 0ǫ (x)

]
= 2V (R)− 2V (a) . (7.3.12)

On introduit la quantité

∆(R) := {2V (R)− 2V (x0) + F (R− x0) + F (R + x0)− F (2x0)}
− {2V (R)− 2V (a)} .

Quel que soit x0 ∈ [0; a], la fonction ∆ est croissante strictement. Donc ∆(R) >
∆(a) = F (x0+a)+F (x0−a)−F (2x0). Comme a ≥ x0, on a F ′(x0+a)+F

′(a−x0) >
0 d’où ∆(a) ≥ F (a − x0) ≥ 0. Par conséquent, le temps de sortie est plus élevé
lorsque l’on ajoute une auto-stabilisation et ainsi à nouveau l’auto-stabilisation
induit une stabilisation lorsque l’on cherche à sortir d’un domaine contenant tous
les points de stabilité.

Intéressons-nous maintenant au temps de sortie de G := R∗
+. Soit τ+ǫ (x) le plus

petit temps de sortie de G. Et, on note τ+,0
ǫ (x) le plus petit temps de sortie de

G lorsqu’il n’y a pas d’auto-stabilisation. Le Théorème 7.20 et le Corollaire 7.21
impliquent

lim
ǫ−→0

ǫ ln
{
E
[
τ+ǫ (x)

]}
= 2V (0)− 2V (x0)

+ F (0− x0) + F (0 + x0)− F (2x0)

= −2V (x0) + 2F (x0)− F (2x0) . (7.3.13)

Or, si l’on considère le processus sans auto-stabilisation, le Théorème B.6 im-
plique :

lim
ǫ−→0

ǫ lnE
[
τ+,0
ǫ (x)

]
= 2V (0)− 2V (a) = −2V (a) . (7.3.14)

Comme F est convexe, 2F (x0)−F (2x0) < 0. Et, comme le minimum global de V
sur R est V (a), on a V (a)− V (x0) < 0. D’où :

lim
ǫ−→0

ǫ
{
lnE

[
τ+ǫ (x)

]
− lnE

[
τ+,0
ǫ (x)

]}
< 0 .

Ainsi le temps pour sortir du domaine de stabilité R∗
+ est plus petit lorsque l’on

ajoute une auto-stabilisation. En d’autres termes, l’auto-stabilisation induit une
déstabilisation de chacun des deux domaines d’attraction.
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A. CALCULS ASYMPTOTIQUES LIÉS À LA MÉTHODE DE
LAPLACE

On fournit ici différents résultats asymptotiques qui sont utilisés dans certaines
preuves de l’étude. Ils sont associés à la méthode classique de Laplace.

Lemme A.1. Soit M > 0. On suppose que U est de classe C2 sur [M,∞[ ainsi que

U(x) 6= 0 et U ′′(x) > 0 pour tout x ∈ [M,∞[ et lim
x→∞

U ′′(x)

(U ′(x))2
= 0. Si x 7→ e−U(x)

est intégrable sur R alors quel que soit x ≥M :
∫ +∞

x

e−U(t)dt ≈ e−U(x)

U ′(x)
et

∫ x

M

eU(t)dt ≈ eU(x)

U ′(x)
pour x→ ∞ . (A.1)

Démonstration. Comme l’application x 7→ e−U(x) est intégrable et comme ces
propriétés sont satisfaites : U(x) 6= 0 et U ′′(x) > 0 pour x ≥ M , on sait que
limx→∞ U(x) = +∞. Alors, il existe M0 > M tel que U ′(x) > 0 pour tout x ≥M0.
Par conséquent, pour t ≥M0 on peut écrire

e−U(t) =

(
−e

−U(t)

U ′(t)

)′

− U ′′(t)

(U ′(t))2
e−U(t) .

En conséquence,

I :=

∫ ∞

x

e−U(t)dt =
e−U(x)

U ′(x)
−
∫ ∞

x

U ′′(t)

(U ′(t))2
e−U(t)dt, x ≥M0 .

En utilisant les hypothèses, on a
∫∞
x

U ′′(t)
(U ′(t))2 e

−U(t)dt ≥ 0 ce qui entraîne I ≤
e−U(x)U ′(x)−1. De plus limx−→±∞

U ′′(x)
(U ′(x))2 = 0. On en déduit que pour tout δ > 0,

il existe M1(δ) > M0 tel que

∫ ∞

x

U ′′(t)

(U ′(t))2
e−U(t)dt ≤ δ

∫ ∞

x

e−U(t)dt ≤ δ
e−U(x)

U ′(x)
.

Ainsi on a I ≥ (1 − δ) e
−U(x)

U ′(x) . L’équivalence de I dans (A.1) en est facilement
déduite. La seconde s’obtient avec des arguments similaires.

Remarque A.2. Les propriétés exigées sur la fonction U sont facilement vérifiées.
En effet, toute fonction polynômiale de degré supérieur ou égal à 2 et dont le terme
de plus haut degré est strictement positif vérifie les hypothèses du Lemme A.1.
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Lemme A.3. Soit ǫ > 0. Soient U et G deux fonctions de classe C∞ sur R.
On définit Uµ := U + µG où le paramètre µ prend ses valeurs dans un intervalle
compact I de R. On considère un intervalle [a, b] satisfaisant : U ′

µ(a) 6= 0, U ′
µ(b) 6=

0 et Uµ atteint son minimum global sur l’intervalle [a, b] en un unique point xµ ∈
]a, b[ quel que soit µ ∈ I. On suppose qu’il existe un exposant k0 indépendant de
µ ∈ I tel que 2k0 = min

r∈N∗

{
U (r)
µ (xµ) 6= 0

}
quel que soit µ ∈ I. Soit f une fonction

de classe C1 sur [a, b]. Alors, en faisant tendre ǫ vers 0, on obtient

∫ b

a

f(t)e−
Uµ(t)

ǫ dt =
f(xµ)

k0

(
ǫ(2k0)!

U
(2k0)
µ (xµ)

) 1
2k0

Γ

(
1

2k0

)
e−

Uµ(xµ)

ǫ (1 + oI(1)) , (A.2)

où Γ représente la fonction d’Euler et où oI(1) converge vers 0 uniformémemt par
rapport à µ ∈ I.

Démonstration. On définit ηµ :=
U

(2k0)
µ (xµ)

(2k0)!
et l’on remarque que ηµ varie continû-

ment par rapport à µ. Comme µ varie sur un compact et comme Uµ est régulière
et atteint son minimum global en un unique point xµ, il existe τ0 > 0 indépendant
du paramètre µ tel que τ0 < min {xµ − a; b− xµ} pour tout µ ∈ I et tel que le
minimum sur l’intervalle [a; xµ − τ ]

⋃
[xµ + τ ; b] que l’on note uǫµ(τ) est atteint

sur le bord {xµ − τ ; xµ + τ} pour tout τ < τ0. Il vient
∣∣∣∣∣

∫

[a ;xµ−τ ]
⋃
[xµ+τ ; b]

f(t) exp

[
−Uµ(t)

ǫ

]
dt

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a) sup
z∈[a;b]

|f(z)| exp
[
−u

ǫ
µ(τ)

ǫ

]
.

En écrivant Iτ (f) :=
∫ xµ+τ

xµ−τ
f(t) exp

[
−Uµ(t)

ǫ

]
dt et I(f) :=

∫ b

a
f(t) exp

[
−Uµ(t)

ǫ

]
dt,

on obtient l’inégalité suivante :

|I(f)− Iτ (f)| ≤ (b− a) sup
z∈[a;b]

|f(z)| exp
[
−u

ǫ
µ(τ)

ǫ

]
. (A.3)

On introduit maintenant Iτ :=
∫ xµ+τ

xµ−τ
exp

[
−Uµ(t)

ǫ

]
dt = Iτ (1). Alors, en appliquant

le théorème des accroissements finis, on a :

|Iτ (f)− f(xµ)Iτ | ≤ τ sup
z∈[a;b]

|f ′(z)| Iτ . (A.4)

Fournissons maintenant un équivalent de Iτ . D’après le théorème des accroisse-
ments finis, il existe une constante C > 0 indépendante de µ ∈ I telle que, dans
un voisinage de xµ, la majoration suivante est vérifiée :

∣∣Uµ(t)− Uµ(xµ)− ηµ(t− xµ)
2k0
∣∣ ≤ C|t− xµ|2k0+1 .

D’où

Jτ exp
[
− Cτ 2k0+1

ǫ

]
≤ Iτ

2
exp

[
Uµ(xµ)

ǫ

]
≤ Jτ exp

[Cτ 2k0+1

ǫ

]
, (A.5)
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où

Jτ :=

∫ τ

0

exp

[
−1

ǫ
ηµt

2k0

]
dt =

(
ǫ

ηµ

) 1
2k0 1

2k0

∫ τ2k0
ηµ
ǫ

0

t
1

2k0
−1
e−tdt ,

après application du changement de variable t :=
(

ǫ
ηµ

) 1
2k0 (t′)

1
2k0 . Après avoir noté

que la fonction t 7→ t
1

2k0
−1 était décroissante strictement, une simple intégration

fournit

−τ 1−2k0
(ηµ
ǫ

) 1
2k0

−1

e−τ2k0
ηµ
ǫ ≤

∫ τ2k0
ηµ
ǫ

0

t
1

2k0
−1
e−tdt− Γ

(
1

2k0

)
≤ 0 . (A.6)

Afin de conclure, on choisit une valeur particulière pour la variable τ à savoir

τ := exp
[

ln(ǫ)

2k0+
1
2

]
. Alors pour C ∈ R, l > 0, on trouve :

lim
ǫ→0

eC
τ2k0+1

ǫ = 1, lim
ǫ→0

e−ηµ
τ2k0
ǫ
τ 1−2k0

ǫ
1

2k0
−1

= lim
ǫ→0

ǫ−le
Uµ(xµ)−uǫµ(τ)

ǫ = 0.

Ces convergences sont uniformes par rapport au paramètre µ. Par conséquent,
l’application des équivalences dans (A.3), (A.4), (A.5) et (A.6) donne directement
le résultat (A.2).

Lemme A.4. Soit ǫ > 0. Soit U une fonction de classe C∞ sur [a; b] où a, b ∈ R.
On suppose que U atteint son minimum global sur l’intervalle [a; b] en un unique
point x0 ∈]a; b[. On introduit l’entier k0 := min

{
k ≥ 1 | U (2k)(x0) > 0

}
. Soit f

une fonction de classe C4 sur [a, b]. Alors, en faisant tendre ǫ vers 0, on obtient

∫ b

a

f(x)e−
2
ǫ
U(x)dx =

ǫ
1

2k0

k0
e−

2
ǫ
U(x0)Γ

(
1

2k0

){( 1

2U2k0

) 1
2k0

f(x0) (A.7)

+ ǫ
1
k0

[
C0(x0)f(x0) + C1(x0)f

′(x0) + C2(x0)f
′′(x0)

]

+ o
[
ǫ

1
k0

]}

où les différents coefficients sont définis comme suit :

C0(x0) := 2U2
2k0+1

(
1

2U2k0

) 4k0+3
2k0

Γ
(

4k0+3
2k0

)

Γ
(

1
2k0

) − 2U2k0+2

(
1

2U2k0

) 2k0+3
2k0

Γ
(

2k0+3
2k0

)

Γ
(

1
2k0

)

C1(x0) := −2U2k0+1

(
1

2U2k0

) 2k0+3
2k0

Γ
(

2k0+3
2k0

)

Γ
(

1
2k0

)

C2(x0) :=
1

2

(
1

2U2k0

) 3
2k0

Γ
(

3
2k0

)

Γ
(

1
2k0

) .

Ici, Γ représente la fonction d’Euler et l’on a posé Uk :=
U(k)(x0)

k!
.



A. Calculs asymptotiques liés à la méthode de Laplace 226

Démonstration. Étape 1. Pour commencer, on scinde le support d’intégration en
deux parties : [a; b] := [x0− ǫγ ; x0+ ǫ

γ ]
⋃B où B est une union de deux intervalles

bornés. La valeur de γ sera choisie ultérieurement et de façon judicieuse. On
note I :=

∫ x0+ǫγ

x0−ǫγ
f(t)e−

2
ǫ
U(t)dt. On prouvera par la suite que la différence entre

l’intégrale
∫ b

a
f(x)e−

2
ǫ
U(x)dx et I est négligeable par rapport à I.

Étape 2. Cherchons un développement de l’intégrale I. En posant t := x − x0,
après application du théorème des accroissements finis à la fonction f ainsi qu’à
la fonction U , on a les deux égalités suivantes :

f(x) = f(x0) + f ′(x0)t+
1

2
f ′′(x0)t

2 +
1

6
f (3)(x0)t

3 +
1

24
f (4)(ξx)t

4

et U(x) = U(x0) +
U (2k0)(x0)

(2k0)!
t2k0 +

U (2k0+1)(x0)

(2k0 + 1)!
t2k0+1

+
U (2k0+2)(x0)

(2k0 + 2)!
t2k0+2 +

U (2k0+3)(x0)

(2k0 + 3)!
t2k0+3 +

U (2k0+4)(ζx)

(2k0 + 4)!
t2k0+4

où ξx et ζx sont dans l’intervalle [x0 − ǫγ; x0 + ǫγ ]. En rappelant la notation Uk :=
U(k)(x0)

k!
, on pose :

X := U2k0+1t
2k0+1 + U2k0+2t

2k0+2 + U2k0+3t
2k0+3 +

U (2k0+4)(ζx)

(2k0 + 4)!
t2k0+4 .

La quantité U(2k0+4)(ζx)
(2k0+4)!

est bornée. Soit M := supz∈[a;b]

∣∣∣U(2k0+4)(z)
(2k0+4)!

∣∣∣. Alors :

e−
2
ǫ
X = 1 − 2

ǫ

[
U2k0+1t

2k0+1 + U2k0+2t
2k0+2 + U2k0+3t

2k0+3
]
+
C1(x)

ǫ
t2k0+4

+
2

ǫ2

[
U2
2k0+1t

4k0+2 + 2U2k0+1U2k0+2t
4k0+3

]
+
C2(x, t)

ǫ2
t4k0+4

− 4

3ǫ3
U3
2k0+1t

6k0+3 +
C3(x, t)

ǫ3
t6k0+4 +R(X)

où les coefficients C1(x), C2(x, t) et C3(x, t) sont des restes que l’on obtient en
prenant les puissances successives de X et ils sont bornés et où R est le reste
du développement limité de la fonction exponentielle. On peut majorer ce dernier
facilement :

|R(X)| ≤ 16

ǫ4
X4e

2
ǫ
|X| .

Comme on souhaite appliquer des méthodes de type Laplace, on veut que le terme
t2k0
ǫ

soit grand et les suivants petits. Par conséquent, on prend γ := 1
2k0+

1
2

. Alors,

le terme 2|X|
ǫ

est petit pour tout x ∈ [x0 − ǫγ; x0 + ǫγ]. On se sert maintenant du
développement que l’on a trouvé pour f . Dans la mesure où l’on va intégrer par
rapport à une mesure dont la densité est symétrique, on mettra les termes impairs

à part. De plus, comme on appliquera une renormalisation du type t := ǫ
1

2k0 u, on
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met les termes ayant en facteur t4ur à part également, quel que soit r ≥ 0. Il
vient :

f(x)e−
2
ǫ
X = f(x0) +

1

2
f ′′(x0)t

2 − 2

ǫ

{
f(x0)U2k0+2 + f ′(x0)U2k0+1

}
t2k0+2

+
2

ǫ2
f(x0)U2

2k0+1t
4k0+2 + C̃0(x, t)t

4 +
C̃1(x, t)

ǫ
t2k0+4 +

C̃2(x, t)

ǫ2
t4k0+4

+
C̃3(x, t)

ǫ3
t6k0+4 + P(X) + f(x)R(X)

où P est une fonction polynômiale de degré impair et où les coefficients C̃0(x, t),
C̃1(x, t), C̃2(x, t) et C̃3(x, t) sont bornés. Voici donc ce qu’on obtient :

Ie 2
ǫ
U(x0) =f(x0)I0 +

f ′′(x0)

2
I2 −

2

ǫ

{
f(x0)U2k0+2 + f ′(x0)U2k0+1

}
I2k0+2

+
2

ǫ2
f(x0)U2

2k0+1I4k0+2 +

∫ x0+ǫγ

x0−ǫγ
Λ(x, t) exp

[
−2

ǫ
U2k0t

2k0

]
dt .

Ici, I2k :=
∫ ǫγ

−ǫγ
t2k exp

[
−2

ǫ
U2k0t

2k0
]
dx et la fonction Λ rassemble tous les différents

restes.
Étape 3. On choisit : γ := 1

2k0+
1
2

. On calcule les intégrales I2k en appliquant le

changement de variable t :=
(

ǫ u
2U2k0

) 1
2k0 :

I2k =
1

k0

(
ǫ

2U2k0

) 2k+1
2k0

Γ

(
2k + 1

2k0

)
+ o

[
ǫ

3
2k0

]
(A.8)

après utilisation du Lemme A.1.
Étape 4. On majore maintenant le reste. :

∣∣∣∣
∫ x0+ǫγ

x0−ǫγ
Λ(x, t)e−

2
ǫ
U2k0

t2k0dx

∣∣∣∣ ≤
∫ ǫγ

−ǫγ
t4Q

(
t2k0

ǫ

)
exp

[
−2

ǫ
U2k0t

2k0

]
dt

où Q est un polynôme de degré 4. On applique le changement de variable t := ǫ
1

2k0 u
et on trouve

∣∣∣∣
∫ x0+ǫγ

x0−ǫγ
Λ(x, t)e−

2
ǫ
U2k0

t2k0dx

∣∣∣∣ ≤ ρǫ
2
k0 = o

{
ǫ

3
2k0

}
(A.9)

où ρ est une constante.
Étape 5. En compilant (A.8) et (A.9), on a le développement asymptotique
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suivant :

Ie 2
ǫ
U(x0) =

1

k0

(
ǫ

2U2k0

) 1
2k0

{
f(x0)Γ

(
1

2k0

)
+ ǫ

1
k0
f ′′(x0)

2

(
1

2U2k0

) 1
k0

Γ

(
3

2k0

)

− 2ǫ
1
k0

(
f(x0)U2k0+2 + f ′(x0)U2k0+1

)( 1

2U2k0

) k0+1
k0

Γ

(
2k0 + 3

2k0

)

+ 2ǫ
1
k0 f(x0)U2

2k0+1

(
1

2U2k0

) 2k0+1
k0

Γ

(
4k0 + 3

2k0

)
+ o

[
ǫ

1
k0

]}
.

Étape 6. Prouvons maintenant que l’intégrale portant sur le support B est négli-

geable devant ǫ
3

2k0 e−
2
ǫ
U(x0) :

∣∣∣∣
∫

B
f(x) exp

[
−2

ǫ
U(x)

]
dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a) sup
z∈[a;b]

|f(z)| exp
[
−2

ǫ
inf
z∈B

U(z)

]
.

Or, la fonction U n’atteint son minimum global qu’au point x0 donc, pour ǫ assez
petit, le minimum de U sur B est atteint en x0−ǫγ ou en x0+ǫγ. Et, en calculant :

U (x0 ± ǫγ) = U(x0) + U2k0 (ǫ
γ)2k0 +O

{
ǫ(2k0+1)γ

}

= U(x0) + ǫ
[
U2k0ǫ

− 1
4k0+1 +O

{
ǫ

1
4k0+1

}]
.

Ainsi la quantité exp
[
−2

ǫ
infz∈B U(z)

]
est négligeable devant ǫ

3
2k0 e−

2
ǫ
U(x0) ce qui

implique alors (A.7).

Remarque A.5. Si l’on suppose l’existence de R > 0 et de ρ > 0 tels que pour tout
x /∈ [−R;R], pour tout µ ∈ I, Uµ(x) ≥ ρx2 alors on peut étendre les résultats des
Lemmes A.3 et A.4 à des intervalles non bornés si la fonction f est à croissance
lente.

Lemme A.6. Soit ǫ > 0. Soient U et G deux fonctions de classe C∞ sur l’in-
tervalle compact [a, b]. On définit Uµ := U + µG où µ prend ses valeurs dans un
intervalle compact I de R. On suppose que Uµ atteint son minimum global sur
l’intervalle [a; b] en un unique point xµ ∈]a; b[ tel que U ′′

µ(xµ) > 0. Soit fm une
fonction de classe C3 pour tous les paramètres m variant sur un certain espace
compact M. On suppose qu’il existe une constante λ telle que |f (i)

m (x)| ≤ λ pour
tout m ∈ M, x ∈ [a, b] et 0 ≤ i ≤ 3. Alors, on a le résultat asymptotique suivant :

∫ b

a

fm(t)e
−2Uµ(t)

ǫ dt =

√
πǫ

U2

e−
2Uµ(xµ)

ǫ

{
fm(xµ) + γ0(µ)ǫ+ oIM(ǫ)

}
(A.10)

avec

γ0(µ) := fm(xµ)

(
5 U2

3

48 U3
2

− U4

16 U2
2

)
− f ′

m(xµ)
U3

4 U2
2

+
f ′′
m(xµ)

4 U2

. (A.11)

Ici, on utilise la notation Uk := U
(k)
µ (xµ) et oIM(ǫ)/ǫ converge vers 0 quand ǫ tend

vers 0. Cette convergence est de plus uniforme par rapport aux paramètres m ∈ M
et µ ∈ I.
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Démonstration. D’abord, on scinde l’intégrale en deux morceaux :

I :=

∫ b

a

fm(t)e
−2Uµ(t)

ǫ dt

=

∫ xµ+ρ

xµ−ρ

fm(t)e
−2Uµ(t)

ǫ dt+

∫

[xµ−ρ;xµ+ρ]c
⋂
[a;b]

fm(t)e
−2Uµ(t)

ǫ dt =: I1 + I2

pour un certain ρ > 0 qui sera spécifié plus tard.
Étape 1. On va prouver que la seconde intégrale est négligeable pour peu que ρ2

ǫ

tende vers +∞ c’est-à-dire que I2 = oIM{ǫ3/2e− 2U(xµ)

ǫ }. On a

I2 ≤ (b− a) sup
z∈[a,b]

|fm(z)| exp
[
−2

infz∈[xµ−ρ;xµ+ρ]c Uµ(z)

ǫ

]
. (A.12)

Comme le minimum global de Uµ est atteint uniquement en xµ, en se servant de
la régularité de Uµ par rapport au paramètre µ, on en déduit que le minimum de
la fonction sur l’intervalle [xµ − ρ; xµ + ρ]c

⋂
[a; b] est atteint sur le bord dès que

ρ est assez petit. Le développement Uµ(xµ ± ρ) = Uµ(xµ) +
1
2
U ′′
µ(xµ)ρ

2 + oI(ρ
2)

implique comme cela avait été annoncé que I2 = oIM

{
ǫ3/2e−

2U(xµ)

ǫ

}
si ρ2/ǫ→ ∞.

Étape 2. On se concentre sur l’intégrale dont le domaine d’intégration est l’in-
tervalle compact [xµ − ρ; xµ + ρ]. La fonction fm peut être développée de la sorte
au voisinage de xµ :

fm(x) = fm(xµ) + f ′
m(xµ) (x− xµ) +

1

2
f ′′
m(xµ) (x− xµ)

2

+
1

6
f (3)
m (wm,µ(x)) (x− xµ)

3

où le réel wm,µ(x) est entre xµ et x. En tenant compte de ces différents termes,
l’intégrale I1 peut être divisée en quatre intégrales différentes que l’on note res-
pectivement Ĩ0, · · · , Ĩ3. On va analyser le comportement asymptotique de chacune
de ces intégrales.
Étape 2.1. On commence avec celui de Ĩ3. Par définition, wm,µ(t) ∈ [xµ−ρ; xµ+ρ]
quand t ∈ [xµ−ρ; xµ+ρ]. En outre, par hypothèse |f (3)

m (wm,µ(t))| est majorée par
une constante λ > 0 indépendante de m et de µ. En appliquant le Lemme A.3 à
2Uµ, pour ρ < 1 et ǫ assez petit, on obtient l’existence d’une constante C > 0,
indépendante des paramètres m et µ, telle que

|Ĩ3| ≤
λ

6
ρ3
∫ (xµ+1)∧b

(xµ−1)∨a
e−

2Uµ(t)

ǫ dt ≤ C
√
πρ3
√

ǫ

U ′′
µ(xµ)

e−
2Uµ(xµ)

ǫ .

Par ailleurs, si ρ3 = o(ǫ) alors on a le résultat asymptotique suivant

Ĩ3 = oIM

{
ǫ
3
2 e−

2U(x0)
ǫ

}
. (A.13)



A. Calculs asymptotiques liés à la méthode de Laplace 230

Étape 2.2. On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique de Ĩ2. En
utilisant le fait que Uµ est de classe C3, on a Uµ(t) = Uµ(xµ)+

1
2
U ′′
µ(xµ)(t−xµ)

2+
1
6
U

(3)
µ (yµ(t))(t− xµ)

3 où yµ(t) appartient à [xµ − ρ; xµ + ρ]. D’où

Ĩ2 =
f ′′
m(xµ)

2
e−

2Uµ(xµ)

ǫ

∫ xµ+ρ

xµ−ρ

(t− xµ)
2e−

U′′
µ (xµ)

ǫ
(t−xµ)2−

U
(3)
µ (yµ(t))

3ǫ
(t−xµ)3dt .

Comme yµ(t) appartient à un espace compact, la dérivée troisième U (3)
µ (yµ(t)) est

bornée par une constante indépendante de µ. Le changement de variable u :=
(t− xµ)

2U ′′
µ(xµ)/ǫ fournit

J2e
−C ρ3

ǫ

(
ǫ

U ′′
µ(xµ)

) 3
2

≤ 2Ĩ2 e
2Uµ(xµ)

ε

f ′′
m(xµ)

≤ J2e
C ρ3

ǫ

(
ǫ

U ′′
µ(xµ)

) 3
2

,

avec J2 :=
∫ U ′′

µ (xµ)
ρ2

ǫ

0

√
ue−udu. Si ρ3

ǫ
→ 0 et ρ2

ǫ
→ ∞ alors

Ĩ2 =
√
π
f ′′
m(xµ)

4
e−

2Uµ(xµ)

ǫ

(
ǫ

U ′′
µ(xµ)

) 3
2

(1 + oI(1)) . (A.14)

Étape 2.3. On poursuit avec le comportement asymptotique de Ĩ1. On développe
la fonction Uµ au voisinage de xµ : Uµ(t+xµ) = Uµ(x0)+

1
2
U ′′
µ(xµ)t

2+ 1
6
U

(3)
µ (xµ)t

3+
1
24
U

(4)
µ (yµ(t))t

4 où yµ(t) ∈ [xµ − ρ, xµ + ρ]. La régularité de Uµ(x) par rapport à x
et µ implique l’existence d’une constante C > 0 indépendante de µ qui borne la
dérivée quatrième de Uµ sur le support de l’intégrale. Par suite, on a

f ′
m(xµ)e

−C ρ4

ǫ Jρ ≤ e
2Uµ(xµ)

ǫ Ĩ1 ≤ f ′
m(xµ)e

C ρ4

ǫ Jρ ,

avec Jρ :=
∫ ρ

−ρ
ze−

U2
ǫ
z2−U3

3ǫ
z3dz et Uk := U

(k)
µ (xµ). Comme |e−x − 1 + x − x2

2
| ≤

|x|3e|x|, on en déduit que pour tout z ∈ [−ρ; ρ] :
∣∣∣∣e−

U3
3ǫ

z3 − 1 +
U3z

3

3ǫ
− U2

3 z
6

18ǫ2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
U3

3

∣∣∣∣
3
ρ9

ǫ3
e

|U3|ρ3
3ǫ .

On définit mρ(l) :=
∫ ρ

−ρ
zle−

U2
ǫ
z2dz et nρ(l) :=

∫ ρ

0
|z|le−U2

ǫ
z2dz. L’estimation sui-

vante de l’intégrale Jρ apparaît directement :
∣∣∣∣Jρ −mρ(1) +

U3

3ǫ
mρ(4)−

U2
3

18ǫ2
mρ(7)

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣
U3

3

∣∣∣∣
3
ρ9

ǫ3
e

|U3|ρ3
3ǫ nρ(1) .

Des arguments sur la symétrie du potentiel dans l’exponentielle amènent directe-
ment mρ(1) = mρ(7) = 0. Finalement, il suffit d’évaluer mρ(4) et nρ(1). Dans ce
but, on introduit le changement de variable u := U2

ǫ
z2 et lorsque ρ2/ǫ tend vers

l’infini :

mρ(4) =
3
√
π

4

(
1

U ′′
µ(xµ)

) 5
2

ǫ
5
2 (1 + oI(1)) et nρ(1) =

ǫ

2U ′′
µ(xµ)

(1 + oI(1)) .



A. Calculs asymptotiques liés à la méthode de Laplace 231

Pour résumer : si ρ18

ǫ7
→ 0 (c’est-à-dire si ρ9

ǫ2
= o{ǫ 3

2}) alors

Ĩ1 = −√
πf ′

m(xµ)
U

(3)
µ (xµ)

4

(
1

U ′′
µ(xµ)

) 5
2

ǫ
3
2 e−

2Uµ(xµ)

ǫ (1 + oI(1)) . (A.15)

Étape 2.4. On termine avec le comportement asymptotique de Ĩ0. On étudie
d’abord l’intégrale suivante

I ′0 :=

∫ ρ

−ρ

exp

[
−U

′′
µ(xµ)

ǫ
z2 − U

(3)
µ (xµ)

3ǫ
z3 − U

(4)
µ (xµ)

12ǫ
z4

]
dz .

Rappelons la notation Uk := U
(k)
µ (xµ). Les arguments sont similaires à ceux utilisés

dans l’Étape 2.3. Comme
∣∣∣e−u − 1 + u− u2

2

∣∣∣ ≤ |u|3e|u|, pour tout z ∈ [−ρ; ρ] on a

∣∣∣∣∣e
−U3

3ǫ
z3− U4

12ǫ
z4 − 1 +

U3

3ǫ
z3 +

U4

12ǫ
z4 − 1

2

(U3

3ǫ
z3 +

U4

12ǫ
z4
)2
∣∣∣∣∣ ≤ C

ρ9

ǫ3
.

En reprenant les mêmes notations que dans l’Étape 2.3 et en se servant à nouveau
d’arguments sur la symétrie, on obtient la majoration suivante, uniformément par
rapport au paramètre µ :
∣∣∣∣∣I

′
0 −mρ(0) +

U4

12ǫ
mρ(4)−

1

2

(U3

3ǫ

)2

mρ(6)−
1

2

( U4

12ǫ

)2

mρ(8)

∣∣∣∣∣ ≤ C
ρ9

ǫ3
mρ(0) .

En appliquant le changement de variable déjà utilisé plusieurs fois à savoir u :=
U ′′
µ (xµ)

ǫ
z2 on trouve l’estimation asymptotique de I ′0 pour peu que l’on ait ρ2/ǫ →

∞, ρ3/ǫ→ 0 et ρ9

ǫ4
→ 0 :

I ′0 =

√
πǫ

U ′′
µ(xµ)

{
1− U

(4)
µ (xµ)

16U ′′
µ(xµ)

2
ǫ+

5U
(3)
µ (xµ)

2

48U ′′
µ(xµ)

3
ǫ+ oI(ǫ)

}
.

On applique le théorème des accroissements finis à la fonction Uµ :

Uµ(xµ + z) = Uµ(xµ) +
U2

2
z2 +

U3

6
z3 +

U4

24
z4 +

1

120
U (5)(yµ(t))z

5,

avec yµ(t) ∈ [xµ − ρ, xµ + ρ] et |z| ≤ ρ. A partir de cette égalité, on en déduit une
estimation de la distance entre les intégrales Ĩ0 et I ′0.

On note D := e
2Uµ(xµ)

ǫ Ĩ0 − fm(xµ)I
′
0 cette distance. Alors il existe une constante

C > 0 indépendante de µ et m telle que

|D| ≤ |fm(xµ)|
∫ ρ

−ρ

e−
U2
ǫ
z2−U3

3ǫ
z3− U4

12ǫ
z4
∣∣∣1− e−

1
60ǫ

U(5)(yµ(z+xµ)z5
∣∣∣ dz

≤ |fm(xµ)|Cλ
60ǫ

ρ5
∫ ρ

−ρ

e−
U2
ǫ
z2−U3

3ǫ
z3− U4

12ǫ
z4+ 1

60ǫ |U(5)(yµ(z+xµ))z5|dz .
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Si les deux conditions ρ2/ǫ→ ∞ et ρ3/ǫ→ 0 sont satisfaites alors l’intégrale dans
l’inégalité précédente est équivalente à

√
πǫ

U ′′
µ (xµ)

. Par conséquent, sous l’hypothèse

ρ5√
ǫ
= o

(
ǫ
3
2

)
, on trouve |D| = oIM

(
ǫ
3
2

)
et ainsi

Ĩ0 = e−
2U(xµ)

ǫ

√
πǫ

U2

{
1− U4

16 U2
2

ǫ+
5 U2

3

48 U3
2

ǫ+ oIM(ǫ)

}
. (A.16)

Étape 3. Pour résumer : dans l’Étape 1, on a prouvé qu’il suffit d’estimer l’inté-
grale I1. Cette dernière peut être scindée en quatre termes. Pour chacun d’entre
eux, un équivalent a été fourni dans les équations (A.13), (A.14), (A.15) et (A.16).
L’intégrale I admet donc l’équivalence asymptotique (A.10) si l’on peut trouver
ρ qui vérifie ρ3/ǫ → 0, ρ18/ǫ7 → 0, ρ9

ǫ4
→ 0 et ρ5/ǫ2 → 0. Or, la valeur ρ := ǫ

9
20

vérifie toutes les conditions.

On peut étendre le résultat du lemme précédent aux intégrales sur des supports
qui ne sont pas bornés.

Lemme A.7. Soit ǫ > 0. Soient U et G deux fonctions de classe C∞ sur R. On
définit Uµ := U + µG où µ prend ses valeurs dans un intervalle compact I de R.
On suppose que Uµ(t) ≥ t2 pour |t| plus grand qu’un certain R indépendant de µ et
que Uµ atteint son minimum global en un unique point xµ tel que U ′′

µ(xµ) > 0. Soit
fm une fonction continue pour tous les paramètres m variant sur un certain espace
compact M. On suppose de plus que fm est de classe C3 sur un voisinage [a, b]
de xµ. On suppose qu’il existe une constante λ telle que |fm(t)| ≤ exp [λ|Uµ(t)|]
pour tout t ≥ R, µ ∈ I, m ∈ M et |f (i)

m | ≤ λ pour tout t ∈ [a; b], m ∈ M pour
0 ≤ i ≤ 3. Alors, lorsque ǫ tend vers 0, on a l’estimation suivante :

∫

R

fm(t)e
−2Uµ(t)

ǫ dt = e−
2Uµ(xµ)

ǫ

√
πǫ

U2

{
fm(xµ) + γ0(µ)ǫ+ oIM(ǫ)

}
, (A.17)

où γ0(µ) est defini par (A.11) et oIM(ǫ)/ǫ converge vers 0 quand ǫ tend vers 0
uniformément par rapport aux paramètres m et µ.

Démonstration. Soit R > max {|a|; |b|} tel que Uµ(t) ≥ t2 pour t ≥ R. L’intégrale
initiale peut être scindée en trois intégrales : la première que l’on note I1 sur
le support compact [a, b], la seconde I2 sur [−R; a[⋃]b;R] et la troisième I3 sur
[−R;R]c.
Pour I1, il suffit d’appliquer le Lemme A.6 afin d’obtenir le développement asymp-
totique. L’équation (A.17) est donc prouvée si l’on montre que I2 et I3 sont né-

gligeables par rapport à I1 c’est-à-dire I2 = oIM

{
ǫ
3
2 e−

2Uµ(xµ)

ǫ

}
et la même chose

avec I3.
Étape 1. D’après la bornitude de fm sur [−R;R], on a

|I2| ≤ 2R sup
m∈M

sup
z∈[−R;R]

|fm(z)| exp
[
−2

ǫ
inf

z∈[−R;a[
⋃
]b;R]

Uµ(z)

]
= oIM

{
ǫ
3
2 e−

2Uµ(xµ)

ǫ

}
.
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En effet, le minimum de la fonction Uµ sur [−R; a[⋃]b;R] est strictement plus
grand que le minimum global.

Étape 2. En utilisant le changement de variable t :=
(
2
ǫ
− λ
)− 1

2 s, on obtient la
majoration suivante dès que ǫ < 2

λ
:

|I3| ≤ 2

∫ +∞

R

exp

[
t2
(
λ− 2

ǫ

)]
dt ≤ 2

√
ǫ

2− λǫ

∫ +∞

R
√

2−λǫ
ǫ

exp
[
−s2

]
ds .

Le Lemme A.1 permet de prouver que I3 peut être négligée.

Remarque A.8. On peut étendre à R+ au lieu de R.

Le Lemme A.7 peut être appliqué à des fonctions fm particulières.

Lemme A.9. Soit ǫ > 0. Soient U et G deux fonctions de classe C∞ sur R. On
définit Uµ := U + µG où µ prend ses valeurs dans un intervalle compact I de R.
On suppose que Uµ(t) ≥ t2 pour |t| plus grand qu’un certain R indépendant de µ
et que Uµ atteint son minimum global en un unique point xµ tel que U ′′

µ(xµ) > 0.
Soit fm une fonction continue pour tous les paramètres m variant sur un certain
espace compact M. On suppose de plus que fm est de classe C3 sur un voisinage
[a, b] de xµ. On suppose qu’il existe une constante λ telle que |fm(t)| ≤ λ|Uµ(t)|
pour tout t ≥ R, µ ∈ I, m ∈ M et |f (i)

m | ≤ λ pour tout t ∈ [a; b], m ∈ M
pour 0 ≤ i ≤ 3. Alors, pour tout n ≥ 1, lorsque ǫ tend vers 0, on a l’estimation
suivante :
∫
R
tnefm(t)e

−2Uµ(t)

ǫ dt
∫
R
efm(t)e

−2Uµ(t)

ǫ dt
= xnµ −

nxn−2
µ

4U2

[
xµ

U3

U2

− n+ 1− 2xµf
′
m(xµ)

]
ǫ+ oIM(ǫ) ,

où Ui := U
(i)
µ (xµ) et oIM(ǫ)/ǫ converge vers 0 quand ǫ tend vers 0 uniformément

par rapport aux paramètres m et µ.

Démonstration. On se contente d’appliquer deux fois le Lemme A.7 : la première
fois pour le dénominateur Dǫ c’est-à-dire à la fonction t 7→ efm(t) et la seconde fois
pour le numérateur N ǫ à la fonction t 7→ tnefm(t). On a le résultat asymptotique
suivant :

Dǫ = e−
2Uµ(xµ)

ǫ

√
πǫ

U2

efm(xµ)
{
1 + γ̂dǫ+ oIM(ǫ)

}
(A.18)

où

γ̂d :=

(
5U2

3

48U3
2

− U4

16U2
2

)
− f ′

m(xµ)
U3

4U2
2

+
(
f ′′
m(xµ) + f ′

m(xµ)
2
) 1

4U2

.

Le numérateur divisé par xnµ c’est-à-dire N ǫ/xnµ satisfait une égalité similaire à
celle de Dǫ, à savoir (A.18) où l’on a γ̂n au lieu de γ̂d :

γ̂n :=

(
5U2

3

48U3
2

− U4

16U2
2

)
−
(
n

xµ
+ f ′

m(xµ)

) U3

4U2
2

+

(
n(n− 1)

x2µ
+ 2

n

xµ
f ′
m(xµ) + f ′′

m(xµ) + f ′
m(xµ)

2

)
1

4U2

.
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On en déduit l’estimation suivante du ratio :
∫
R
tnefm(t)e

−2Uµ(t)

ǫ dt
∫
R
efm(t)e

−2Uµ(t)

ǫ dt
= xnµ

1 + γ̂nǫ+ oIM(ǫ)

1 + γ̂dǫ+ oIM(ǫ)

= xnµ {1− ǫ (γ̂d − γ̂n) + oIM(ǫ)} .

Cette dernière égalité est exactement (A.9).

Remarque A.10. Lorsque n = 1 et xµ = 0, la quantité nxn−2
µ n’est pas définie.

Toutefois, entre les crochets, si n = 1, on peut factoriser par xµ si bien que le
terme d’ordre ǫ est bien défini et l’on a d’ailleurs :

∫
R
tefm(t)e

−2Uµ(t)

ǫ dt
∫
R
efm(t)e

−2Uµ(t)

ǫ dt
=

1

2U2

(
f ′
m(0)−

U3

2U2

)
ǫ+ oIM(ǫ) .

Les deux prochains lemmes sont des généralisations des Lemmes A.7 et A.9 à
des fonctions G qui dépendent du petit paramètre ǫ.

Lemme A.11. Soit ǫ > 0. Soient U et G deux fonctions de classe C∞ sur R telles
que U(t) ≥ t2 pour |t| assez grand et |G(t)| ≤ λ|U(t)| + C pour deux constantes
λ > 0 et C > 0. On suppose également que U atteint son minimum global en un
unique x0 tel que U ′′(x0) > 0. Pour toute famille (ηǫ)ǫ satisfaisant limǫ→0 ηǫ = 0 et
limǫ→0 ǫ/ηǫ = 0, on définit Uǫ,µ := U + ηǫµG dépendant du paramètre µ qui prend
ses valeurs dans un intervalle compact I de R. Soit f une fonction de classe C3

telle que |f(t)| ≤ eλ|U(t)| pour tout |t| assez grand et telle que |f (i)| soit localement
bornée pour 0 ≤ i ≤ 3. Alors, il existe ǫ0 > 0 tel que le potentiel Uǫ,µ atteigne
son minimum global en un unique point xǫ,µ pour tout ǫ ≤ ǫ0. En outre, on a les
résultats asymptotiques :

xǫ,µ = x0 − µ
G′(x0)

U ′′(x0)
ηǫ + oI(ηǫ) ainsi que (A.19)

∫

R

f(t)e−
2Uǫ,µ(t)

ǫ dt =

√
πǫ

U ′′(x0)
e−

2Uǫ,µ(xǫ,µ)

ǫ

(
f(x0) + γµηǫ + oI(ηǫ)

)
(A.20)

où

γµ :=
µ

2U ′′(x0)

(
−2f ′(x0)G

′(x0)− f(x0)G
′′(x0) + f(x0)

U (3)(x0)G
′(x0)

U ′′(x0)

)

et oI(ηǫ)/ηǫ tend vers 0 quand ǫ→ 0 uniformément par rapport au paramètre µ.

Démonstration. Prouvons d’abord que le potentiel Uǫ,µ atteint son minimum glo-
bal en un unique point xǫ,µ qui vérifie de surcroît limǫ→0 xǫ,µ = x0. Par définition
de (ηǫ)ǫ et de Uǫ,µ, on a la convergence suivante

lim
ǫ→0

Uǫ,µ(x0) = U(x0) . (A.21)
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Comme x0 est l’unique point où U atteint son minimum global, pour tout R >
0 assez petit, il existe une constante ρR > 0 telle que infx∈[x0−R,x0+R]c U(x) >
U(x0) + ρR. On en déduit l’existence de deux constantes ρ′R et ǫ0 telles que

Uǫ,µ(x) ≥ (1− µληǫ)U(x)− ηǫµC ≥ U(x0) + ρ′R, (A.22)

pour tout ǫ ≤ ǫ0 et x ∈ [x0 − R, x0 + R]c. D’après (A.21) et (A.22), on obtient :
pour tout R > 0, le minimum global du potentiel Uǫ,µ est atteint sur l’intervalle
[x0−R, x0+R] dès que ǫ est assez petit (uniformément par rapport à µ). En outre,
le point pour lequel le minimum global est réalisé est unique. En effet, U ′′(x0) > 0
et la régularité de U implique U ′′(x) > 0 pour tout x dans un petit voisinage de
x0. Comme U ′′

ǫ,µ converge vers U ′′ quand ǫ → 0 uniformément sur tout compact
de R, on obtient U ′′

ǫ,µ(x) > 0 pour tout x ∈ [x0 − R, x0 + R] dès que R et ǫ sont
assez petits. Le point où le minimum est atteint est donc unique et on le note xǫ,µ.
Et, pour ǫ petit, U ′′

ǫ,µ(xǫ,µ) > 0 uniformément par rapport à µ.
Donnons un développement asymptotique de xǫ,µ. En appliquant le théorème des
accroissements finis à Uǫ,µ, on a

0 = U ′
ǫ,µ(xǫ,µ) = U ′(x0) + µηǫG

′(x0) + U ′′
ǫ,µ(x̃)(xǫ,µ − x0) ,

où x̃ est entre x0 et xǫ,µ. Comme la dérivée seconde est continue, la quantité U ′′
ǫ,µ(x̃)

est uniformément bornée. Or U ′(x0) = 0. En conséquence, xǫ,µ − x0 = OI(ηǫ). En
utilisant le même argument pour le second ordre du développement asymptotique
de U ′

ǫ,µ(xǫ,µ), il vient

0 = µηǫG
′(x0) +

(
U ′′(x0) + µηǫG

′′(x0)
)
(xǫ,µ − x0) +

U
(3)
ǫ,µ (x̃)

2
(xǫ,µ − x0)

2

d’où l’on obtient (A.19). Terminons en prouvant l’estimation (A.20). Le Lemme
A.7 peut être appliqué à Uǫ,µ car le résultat asymptotique (A.17) est uniforme
par rapport au paramètre µ. Donc, il suffit de remplacer µ par µηǫ. On obtient
immédiatement

∫

R

f(t)e−
Uǫ,µ(t)

ǫ dt =

√
πǫ

U ′′
ǫ,µ(xǫ,µ)

f(xǫ,µ)e
−Uǫ,µ(xǫ,µ)

ǫ

(
1 + oI(ηǫ)

)
. (A.23)

On trouve ces résultats asymptotiques :

f(xǫ,µ) = f(x0)− µηǫf
′(x0)

G′(x0)

U ′′(x0)
+ oI(ηǫ)

et U ′′
ǫ,µ(xǫ,µ) = U ′′(x0) + µηǫ

(
G′′(x0)− U (3)(x0)

G′(x0)

U ′′(x0)

)
+ oI(ηǫ) .

Le résultat du Lemme A.11 est obtenu en combinant ces deux résultats asympto-
tiques ainsi que (A.23).
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Nous pouvons maintenant fournir un résultat similaire à celui du Lemme A.9
pour un potentiel Uµ dependant du petit paramètre ǫ. Il suffit de considérer un
ratio de deux intégrales. Alors, une application immédiate du Lemme A.11 amène
au résultat suivant.

Lemme A.12. Soit ǫ > 0. Soient U et G deux fonctions de classe C∞ sur R telles
que U(t) ≥ t2 pour |t| assez grand et |G(t)| ≤ λ|U(t)|+C pour deux constantes λ >
0 et C > 0. On suppose également que U atteint son minimum global en un unique
point x0 tel que U ′′(x0) > 0. Pour toute famille (ηǫ)ǫ satisfaisant limǫ→0 ηǫ = 0 et
limǫ→0 ǫ/ηǫ = 0, on définit Uǫ,µ := U + ηǫµG dépendant du paramètre µ qui prend
ses valeurs dans un intervalle compact I de R. Soit f une fonction de classe C3

telle que |f(t)| ≤ eλ|U(t)| pour tout |t| assez grand et telle que |f (i)| soit localement
bornée pour 0 ≤ i ≤ 3. Alors, on a le résultat asymptotique suivant :

∫
R
f(t)e−

2Uǫ,µ(t)

ǫ dt
∫
R
e−

2Uǫ,µ(t)

ǫ dt
= f(x0)−

f ′(x0)G
′(x0)

U ′′(x0)
µ ηǫ + oI(ηǫ) (A.24)

où le reste oI(ηǫ)/ηǫ converge vers 0 lorsque ǫ → 0 uniformément par rapport au
paramètre µ.

Démonstration. Les hypothèses du Lemme A.11 sont satisfaites pour la fonction
f ainsi que pour la fonction constante égale à 1. On a ainsi :

∫

R

f(t)e−
2Uǫ,µ(t)

ǫ dt =

√
πǫ

U ′′(x0)
e−

2Uǫ,µ(xǫ,µ)

ǫ

(
f(x0) + γµ(f)ηǫ + oI(ηǫ)

)

et
∫

R

e−
2Uǫ,µ(t)

ǫ dt =

√
πǫ

U ′′(x0)
e−

2Uǫ,µ(xǫ,µ)

ǫ

(
1 + γµ(1)ηǫ + oI(ηǫ)

)

où

γµ(f) :=
µ

2U ′′(x0)

(
− 2f ′(x0)G

′(x0)− f(x0)G
′′(x0) + f(x0)

U (3)(x0)G
′(x0)

U ′′(x0)

)

et γµ(1) :=
µ

2U ′′(x0)

(
−G′′(x0) +

U (3)(x0)G
′(x0)

U ′′(x0)

)
.

et oI(ηǫ)/ηǫ tend vers 0 quand ǫ → 0 uniformément par rapport au paramètre µ.
Il vient donc

∫
R
f(t)e−

2Uǫ,µ(t)

ǫ dt
∫
R
e−

2Uǫ,µ(t)

ǫ dt
= f(x0) +

(
γµ(f)− f(x0)γµ(1)

)
ηǫ + oI(ηǫ)

ce qui devient (A.24) après simplifications.

Remarque A.13. Les résultats des Lemmes A.3–A.12 peuvent être facilement
généralisés, en remplaçant la fonction Uµ := U +µG par Uµ := U +

∑k
i=1 µiGi où

(µ1, . . . , µk) ∈ I1 × . . .× Ik. Les résultats asymptotiques sont alors uniformes par
rapport à tous les paramètres.
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Lemme A.14. Soit ǫ > 0. Soit Uǫ ∈ C∞ ([a; b],R) tel que pour tout i ≥ 0, U (i)
ǫ

converge vers U (i) uniformément sur [a; b] avec U ∈ C∞ ([a; b],R). U atteint son
minimum global sur [a; b] en un unique point x0 ∈]a; b[. Alors, pour ǫ assez petit :
1. Uǫ atteint son minimum global sur [a; b] en un unique point xǫ ∈]a; b[.
2. U ′′(x0) > 0 implique U ′′

ǫ (xǫ) > 0 pour ǫ assez petit et

xǫ = x0 −
U ′
ǫ(x0)

U ′′(x0)
+ o {U ′

ǫ(x0)} . (A.25)

3. De plus, si U ′′(x0) > 0, en prenant la limite ǫ → 0, pour toutes les fonctions
f ∈ C4 ([a; b];R), on a

∫ b

a

f(t)e
−2Uǫ(t)

ǫ dt =

√
πǫ

U2

e−
2Uǫ(xǫ)

ǫ

{
f(xǫ) + γx0(f)ǫ+ o(ǫ)

}
(A.26)

avec

γx0(f) := f(x0)

(
5 U2

3

48 U3
2

− U4

16 U2
2

)
− f ′(x0)

U3

4 U2
2

+
f ′′(x0)

4 U2

. (A.27)

Ici, Uk := U (k)(x0).

Démonstration. 1. Supposons qu’on puisse trouver une suite (ǫk)k∈N qui converge
vers 0 en décroissant telle que pour tout k ∈ N, Uǫk atteigne son minimum global
en deux points x(1)k et x(2)k . Comme Uǫ converge uniformément vers U sur [a; b], on
en déduit que x(1)k tout comme x(2)k tendent vers x0 pour k tendant vers l’infini.
Donc, quel que soit δ > 0, dès que k est assez grand, x(1)k et x(2)k sont dans
l’intervalle ]x0 − δ; x0 + δ[. Or, U ′′(x0) > 0 donc il existe ρ > 0 et δ0 > 0 tels
que U ′′(x) ≥ 2ρ pour tout x ∈ [x0 − δ0; x0 + δ0]. U ′′

ǫ converge uniformément vers
U ′′ sur [x0 − δ0; x0 + δ0] ⊂ [a; b] donc pour k assez grand, U ′′

ǫk
(x) ≥ ρ pour tout

x ∈ [x0 − δ0; x0 + δ0]. Par conséquent, il ne peut pas y avoir deux points critiques
de U sur cet intervalle. Prenons δ = δ0 et on a bien l’unicité du point où est réalisé
le minimum global de Uǫ dès que ǫ est assez petit.
2. La convergence uniforme implique clairement U ′′

ǫ (xǫ) > 0 pour ǫ assez petit si
U ′′(x0) > 0. On effectue un développement limité :

U ′
ǫ(x0) = U ′

ǫ(xǫ) + U ′′
ǫ (xǫ) (x0 − xǫ) + o {x0 − xǫ} .

Or, U ′
ǫ(xǫ) = 0 et U ′′

ǫ (xǫ) converge vers U ′′(x0). On obtient ainsi (A.25).
3. La preuve est absolument similaire à celle du Lemme A.6.

On peut étendre le résultat du lemme précédent sur des domaines non bornés.

Lemme A.15. Soit ǫ > 0. Soit une fonction Uǫ ∈ C∞ (R,R) telle que pour tout
i ≥ 0, U (i)

ǫ converge vers U (i) uniformément sur tout compact où U ∈ C∞ ([a; b],R).
U atteint son minimum global en r points A1 < · · · < Ar. De plus, il existe R > 0
tel que Uǫ(x) > x2 pour tout |x| > R et ǫ < ǫc avec ǫc ∈ R∗

+. Alors, on a les
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résultats suivants dès que ǫ assez petit :
1. Si l’on note Vi la cellule de Voronoï contenant Ai, Uǫ atteint son minimum
global sur Vi en exactement un point que l’on note Aǫ

i. De plus, Aǫ
i converge vers

Ai.
2. Si U ′′(Ai) > 0, on a l’inégalité U ′′

ǫ (A
ǫ
i) > 0 dès que ǫ est assez petit. On a de

plus le développement asymptotique :

Aǫ
i = Ai −

U ′
ǫ(Ai)

U ′′(Ai)
+ o {U ′

ǫ(Ai)} . (A.28)

3. En outre, si U ′′(Ai) > 0 pour tout 1 ≤ i ≤ r, en faisant tendre ǫ vers 0, pour
toutes les fonctions f ∈ C (R,R) à croissance lente, on a :

∫

R

f(t)e
−2Uǫ(t)

ǫ dt =
r∑

j=1

√
πǫ

U ′′
ǫ (A

ǫ
j)
e−

2Uǫ(A
ǫ
j)

ǫ

{
f(Aǫ

j) + γj(f)ǫ+ o(ǫ)
}

(A.29)

avec

γj(f) := f(Aj)

(
5 U2

3,j

48 U3
2,j

− U4,j

16 U2
2,j

)
− f ′(Aj)

U3,j

4 U2
2,j

+
f ′′(Aj)

4 U2,j

. (A.30)

Ici Uk,j := U (k)(Aj).

Démonstration. On applique le Lemme A.14 sur Vi :=
[
Aj−1+Aj

2
;
Aj+1+Aj

2

]
pour

tout 2 ≤ j ≤ r−1. On l’applique également sur
[
−R; A1+A2

2

]
et sur

[
Ar−1+Ar

2
;R
]
.

Cela donne le résultat sur [−R;R]. La croissance polynômiale de f et la minoration
Uǫ(x) > x2 pour |x| > R implique que l’intégrale sur [−R;R]c est négligeable.



B. RAPPELS GÉNÉRAUX SUR LA THÉORIE DE
FREIDLIN-WENTZELL

Les principaux résultats concernant la théorie de Freidlin-Wentzell notamment
sur le temps que met un processus stochastique pour sortir d’un ouvert sont énon-
cés ici. Cette théorie est bien développée dans [14]. Toutefois, les résultats du [14]
sont ici inapplicables puisque le potentiel y est supposé uniformément lipschitz.
Or, la géométrie du potentiel V que l’on considère dans cette étude implique que
cette condition est fausse. En revanche, la propriété de convexité à l’infini permet
d’obtenir des résultats similaires.
Considérons un processus stochastique Y ǫ

t qui est l’unique solution de l’équation
différentielle stochastique

Y ǫ
t = x+

√
ǫWt −

∫ t

0

U ′ (Y ǫ
s ) ds , x ∈ R (B.1)

où U est un potentiel de classe C∞ et convexe à l’infini. En utilisant le principe de
contraction et le théorème de Schilder, on peut prouver facilement que le processus
(Y ǫ

t )t∈[0;T ] satisfait un principe de grandes déviations sur Cx ([0;T ]) avec la bonne
fonction de taux

Ix,T (f) :=





1

2

∫ T

0

∣∣∣
.

f (t) + U ′ (f(t))
∣∣∣
2

dt si f ∈ Hx
1

+∞ si f /∈ Hx
1

, (B.2)

Hx
1 désignant l’espace des fonctions f absolument continues sur [0;T ] telles que

f(0) = x. Par la suite, on considère un processus stochastique (Xǫ
t )t∈R+

qui est
l’unique solution de l’équation différentielle stochastique

Xǫ
t = x+

√
ǫWt −

∫ t

0

U ′
ǫ (X

ǫ
s) ds (B.3)

où Uǫ est une fonction de classe C∞. On suppose que le processus (Xǫ
t )t∈[0;T ] vérifie

un principe de grandes déviations avec pour bonne fonction de taux Ix,T définie
dans (B.2) ce qui signifie que pour tout fermé Fx et pour tout ouvert Ox dans
Cx ([0;T ]), on a les deux résultats asymptotiques suivants :

lim sup
ǫ−→0

ǫ lnP (Xǫ ∈ Fx) ≤ − inf
Φ∈Fx

Ix,T (Φ) (B.4)

et lim inf
ǫ−→0

ǫ lnP (Xǫ ∈ Ox) ≥ − inf
Φ∈Ox

Ix,T (Φ) . (B.5)
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Cette supposition n’est pas exigeante. Il suffit en effet que les deux processus
(Xǫ

t )t∈[0;T ] et (Y ǫ
t )t∈[0;T ] soient exponentiellement équivalents ce qui est le cas si

U ′
ǫ converge vers U ′ uniformément sur tout compact. On suppose désormais cette

convergence uniforme sur tout compact.
On introduit Ψt(x) la solution du système dynamique

Ψ0(x) = x et
.

Ψt (x) = −U ′ (Ψt(x)) . (B.6)

On pose :

Q(x, y, t) := inf
{ϕ∈Cx([0;t]) | ϕ(t)=y}

Ix,t(ϕ) puis Q(x, y) := inf
t>0

Q(x, y, t) .

On considère un intervalle borné O de R qui contient l’élément x. Trois conditions
sont exigées sur le potentiel U et sur l’ouvert O :

Hypothèse B.1. L’unique équilibre stable dans l’intervalle O du système dyna-
mique (B.6) est xs ∈ O. De plus, pour tout Ψ0 ∈ O, quel que soit t > 0, Ψt ∈ O
et Ψt converge vers xs quand t tend vers +∞.

Hypothèse B.2. Quel que soit Ψ0 ∈ ∂O, Ψt converge vers xs.

Cette condition supplémentaire invite à s’éloigner de ∂D si la frontière du
domaine d’attraction de xs est d’intersection non vide avec le domaine d’attraction
d’un autre point de Rd.
Toutefois, si l’intervalle O =]y−; y+[ ne la vérifie pas, on considère l’intervalle
réduit Oδ :=]y− + δ; y+ − δ[ et on fait tendre δ vers 0.

Hypothèse B.3. Q := infz∈∂OQ (xs, z) < +∞.

Cette condition signifie que le coût pour sortir de l’intervalle O est fini. On
peut calculer explicitement Q(xs, z) pour tout z ∈ O :

Proposition B.4. 1. On a les deux limites suivantes : lim
x−→xs

Q(x, xs) = 0 ainsi

que lim
x−→xs

Q(xs, x) = 0.

2. Soient x, y ∈ O tels que le système dynamique Ψt(x) partant de x satisfait la
propriété y ∈ {Ψt(x) ; t ≥ 0}. Alors, Q(x, y) = 0.
3. Soit y ∈ O alors Q (xs, y) = 2U(y)− 2U (xs).

Démonstration. 1. Soit la fonction ϕ(t) := x + t(xs − x). On a alors ϕ(0) = x et
ϕ(1) = xs. Par conséquent,

Q(x, xs) ≤ Q(x, xs, 1) ≤ Ix,1 (ϕ)

≤ 1

2

∫ 1

0

∣∣∣ (xs − x) + U ′
[
xs + (1− t) (x− xs)

]∣∣∣
2

dt

Comme x tend vers xs et comme U est de classe C1, on a donc bien Q(x, xs) qui
converge vers 0. On a la seconde limite en renversant le temps.
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2. Soient x et y dans O tels que U soit décroissant sur [x; y]. On suppose x < y ≤ xs
sans rien changer à la généralité. Considérons la fonction t 7→ Ψt(x). On sait alors
que Ψt converge vers xs qui est supérieur ou égal à y. Posons T le temps tel que
ΨT (x) = y. Si T <∞ c’est-à-dire si y < xs, on a Ix,Ψ(x)(T ) = 0 d’où Q(x, y) = 0.
Et, si jamais T = +∞ c’est-à-dire si y = xs, quel que soit δ ∈]0; y − x[, on a
Q(x, y− δ) = 0 d’où Q(x, y) ≤ Q(y− δ, y) ce qui tend vers 0 quand δ tend vers 0.
D’où l’on a bien Q(x, y) = 0.
3. Soit ϕ ∈ C ([0;T ]) telle que ϕ(0) = xs et ϕ(T ) = y où y ∈ O. Sans rien
changer à la généralité, on suppose y > xs. Ainsi ϕ(T ) > ϕ(0) et U ′(ϕ(t)) ≥ 0
pour tout t ∈ [0;T ]. Supposons que la fonction ϕ ne soit pas croissante. Alors, il
existe deux temps t1 < t2 tels que ϕ(t1) > ϕ(t2). Notons t3 le plus petit temps
strictement plus grand que t2 tel que ϕ(t3) = ϕ(t1). Considérons la fonction ϕ̃ sur
[0;T − (t3 − t1)] définie par ϕ̃(t) := ϕ(t) si t ∈ [0; t1] et ϕ̃(t) := ϕ(t+ (t3 − t1)) si
t ∈ [t1;T − (t3 − t1)]. ϕ̃ est dans Hxs

1 . Et, on a :

∫ T

0

∣∣∣
.

ϕt +U
′(ϕt)

∣∣∣
2

dt =

∫ T−(t3−t1)

0

∣∣∣
.

ϕ̃t +U
′(ϕt)

∣∣∣
2

dt+

∫ t3

t1

∣∣∣
.

ϕt +U
′(ϕt)

∣∣∣
2

dt

≥
∫ T−(t3−t1)

0

∣∣∣
.

ϕ̃t +U
′(ϕt)

∣∣∣
2

dt .

Donc, pour trouver le minimum, on peut couper les parties qui vont à contre-sens
(décroissantes ici). On peut donc se ramener à

.

ϕt≥ 0 quel que soit t ≥ 0 c’est-à-

dire au cas où
.

ϕt U
′(ϕt) ≥ 0 ce qui revient à

.

ϕt U
′(ϕt) =

∣∣∣
.

ϕt U
′(ϕt)

∣∣∣. En d’autres

termes, le chemin ne revient pas sur ses pas. Alors :

∫ T

0

∣∣∣
.

ϕt +U
′(ϕt)

∣∣∣
2

dt =

∫ T

0

∣∣∣
.

ϕt

∣∣∣
2

dt+

∫ T

0

|U ′(ϕt)|2 dt+ 2

∫ T

0

.

ϕt U
′(ϕt)dt

≥ 4

∣∣∣∣
∫ T

0

.

ϕt U
′(ϕt)dt

∣∣∣∣ = 4 |U(ϕ(T ))− U(ϕ(0))|

≥ 4|U(y)− U(xs)| .

Ainsi pour tout y, on a Q(xs, y) ≥ 2|U(y)− U(xs)|.
Il reste maintenant à approcher ce minimum. Pour cela, on considère la fonction
particulière χt(y) := ΨT−t(y). Ainsi on a :

.

χt (y) = U ′(χt(y)). De plus, χT (y) = y
et aussi χ0(y) = ΨT (y) −→ xs pour T −→ ∞. On calcule maintenant :

Ixs,T (χ(y)) =
1

2

∫ T

0

∣∣∣
.

χt (y) + U ′(χt(y))
∣∣∣
2

dt = 2

∫ T

0

|U ′(χt(y))|2 dt

= 2

∫ T

0

∣∣∣
.

χt (y)
∣∣∣ |U ′(χt(y))| dt .

Or,
.

χt (y) et U ′(χt(y)) sont de même signe donc on peut enlever la valeur absolue.
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D’où

IΨT (y),T (χ(y)) = 2

∫ T

0

.

χt (y)U
′(χt(y))dt = 2

[
U(χT (y))− U(χ0(y))

]

= 2
[
U(y)− U(ΨT (y))

]
.

On en déduit donc Q (ΨT (y), y) = 2 [U(y)− U(ΨT (y))] ≤ 2 [U(y)− U(xs)]. Or,
Q (xs,ΨT (y)) tend vers 0 quand T tend vers +∞ vu que ΨT (y) converge vers
xs quand T tend vers l’infini. Ainsi Q (xs, y) ≤ 2 [U(y)− U(xs)] ce qui achève la
preuve.

Aussi, la condition B.3 est vérifiée pour peu que l’on ait infz∈O U(z) < +∞.
C’est d’ailleurs le cas puisqu’on considère un potentiel U de classe C∞ et un
intervalle borné O.
Par la suite, on note B (x, ρ) la boule de centre x et de rayon ρ.

Définition B.5. Pour tout x ∈ O, on note

τǫ(x) := inf {t > 0 | Xǫ
t ∈ ∂O} (B.7)

le premier temps de sortie de l’intervalle O du processus Xǫ.

Il convient de remarquer que l’on suppose ici que la loi initiale est δx ce qui
ne pose pas de problème si l’on part d’une mesure quelconque puisqu’on peut
conditionner.

Le théorème suivant n’est pas stricto sensu celui de Freidlin et Wentzell décrit
dans [14]. D’une part, la dérive n’est pas uniformément lipschitzienne et d’autre
part, elle est paramétrée en fonction de ǫ. Les mêmes différences apparaissent dans
[22] où l’équation est de plus non homogène. L’argument principal pour prouver un
résultat similaire est la convergence de la dérive bǫ(t, x) vers b0(t, x) uniformément
en temps et uniformément sur tout compact de R par rapport à x et y. C’est
d’ailleurs pour ce résultat que les auteurs ont dû supposer la convexité de V vu
que la dérive y dépend du temps. Comme on a supposé cette convergence, on
obtient

Théorème B.6. Soit x ∈ O =]y−; y+[. Quel que soit δ > 0 arbitrairement petit,
on a les résultats asymptotiques suivants :

lim
ǫ−→0

P
{
e

1
ǫ
(Q(xs;Oc)−δ) < τǫ(x) < e

1
ǫ
(Q(xs;Oc)+δ)

}
= 1 (B.8)

et lim
ǫ−→0

ǫ lnE [τǫ(x)] = Q (xs;Oc) (B.9)

où Q (xs;Oc) := 2min {U (y−) ; U (y+)} − 2U (xs). De plus, on peut connaître le
lieu de sortie :

lim
ǫ−→0

P
[
Xǫ

τǫ(x) = y−
]
=

{
0 si U (y−) > U (y+)
1 si U (y−) < U (y+)

. (B.10)
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Résumé

Les processus auto-stabilisants sont définis comme des solutions d’équations diffé-
rentielles stochastiques dont le terme de dérive contient à la fois le gradient d’un
potentiel ainsi qu’un terme non-linéaire au sens de McKean qui attire le proces-
sus vers sa propre loi de distribution. On dispose de nombreux résultats lorsque
l’environnement est convexe. L’objet de ce travail est de les étendre autant que
possible au cas général notamment lorsque le paysage contient plusieurs puits. Des
différences fondamentales sont constatées.

Le premier chapitre prouve l’existence d’une solution forte. Le second s’intéresse
aux lois de probabilités d’une telle solution. En particulier, l’existence et la non-
unicité des mesures stationnaires sont mises en évidence sous des hypothèses
faibles. Les chapitres trois et quatre sont affectés au comportement de ces me-
sures lorsque le coefficient de diffusion tend vers 0.
Le chapitre cinq met en relation le processus auto-stabilisant avec des systèmes
particulaires via une « propagation du chaos ». Il est ainsi possible de transpo-
ser certains résultats du système de particules sur le processus non-markovien et
réciproquement. Le chapitre six est dédié au dénombrement exact des mesures
stationnaires.
Le chapitre sept est employé pour l’étude du comportement en temps long. D’une
part, un résultat de convergence dans un cas simple est fourni. D’autre part, un
principe de grandes déviations est mis en évidence par l’utilisation des résultats
de Freidlin et Wentzell.

Mots-clés : processus auto-stabiliants, mesures stationnaires, systèmes dyna-
miques, équation de McKean-Vlasov, temps de sortie.



Abstract

Self-stabilizing processes are defined as the solutions of stochastic differential equa-
tions which drift term contains the gradient of a potential and a term nonlinear
in the sense of McKean which attracts the process to its own law distribution.
There are many results if the landscape is convex. The purpose of this work is to
extend these in the general case especially when the landscape contains contains
several wells. Essential differences are found.

The first chapter proves the strong existence of a solution. The second one deals
with the probability measure of the solution. Particularly, the existence and the
non-uniqueness of the stationary measures are highlighted under weak assump-
tions. Chapter three and four are assigned to the asymptotic analysis in the small
noise limit of these measures.
Chapter five connects the self-stabilizing process and some particle systems via
a « propagation of chaos ». It is thus possible to translate some results from the
particle systems to the non-markovian process and reciprocally.
Chapter seven is used to study the long time behavior. In one hand, a conver-
gence’s result is provided in a simple case. In the other hand, a large deviations
principle is highlighted by using the results of Freidlin and Wentzell.

Key words : self-stabilizing processes, stationary measures, perturbed dyna-
mical system, McKean-Vlasov equation, exit time.


