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Introduction

La dérivée topologique évaluée pour une fonctionnelle d’énergie définie dans un do-
maine et dépendante d’une solution d’un probleme aux limites, est 1’outil principal de I’op-
timisation de formes. Elle représente le taux de variation de la fonctionnelle d’énergie quand
le domaine est modifié par un trou. La forme de la dérivée topologique est fournie par une
analyse asymptotique d’un probleme aux dérivées partielles et d’une fonctionnelle d’énergie.
La définition de la dérivée topologique a été introduite dans [96] et [97]. Quelques notions
d’analyse asymptotique qui permettent d’évaluer la forme de la dérivée topologique, ont été
évoquées dans [78], [79]. Une méthode numérique pour calculer la solution du probleme
d’optimisation de forme, utilisant la dérivée topologique et la méthode des courbes de ni-
veaux (levelset) a été présentée dans [21]. L’objet de ce travail de these est de développer des
méthodes pour déterminer la dérivée topologique.

Dans la premiere partie on fait I’analyse d’un probleme elliptique d’équation aux dérivées
partielles non-linéaire. On commence par I’approximation de la solution du probléme aux
limites et ensuite on obtient le développement asymptotique d’une fonctionnelle de forme,
dont le terme de premier ordre est la dérivée topologique. Par la suite, on considere une ap-
proximation numérique de la dérivée topologique en utilisant une méthode d’éléments finis
et on démontre sa convergence. Les résultats théoriques sont illustrés par les calculs numé-
riques.

Dans la deuxieme partie on adapte la méthode de courbes de niveau a un probleme d’op-
timisation de formes et de topologie. On applique la dérivée topologique trouvée dans la
premiere partie pour trouver 1’endroit de modification du domaine afin de minimiser une
fonctionnelle de cofit.

Dans la troisieme partie on considere le systeme de 1’élasticité défini dans un domaine avec
une fissure. Dans ce cas, on regarde le comportement asymptotique de la solution et de la
fonctionnelle d’énergie par rapport aux perturbations singulieres du domaine géométrique.
Dans ce chapitre la dérivée topologique de 1’énergie est donnée pour des domaines fissurés
en dimension deux et trois.



Notations

La notation utilisée dans ce travail est celle de la littérature, les grands classiques dans
la bibliographie sont [1], [5] et [16]. Dans le cas de I’analyse asymptotique, la notation est
la méme que dans [39], mais aussi [64]. Enfin, on présente ici les notations pour des fonc-
tions et leurs dérivées. On travaille dans des espaces de Sobolev H'(Q), L?(Q)), WP(Q),
W?2P(Q)) dont les définitions sont standards et qui peuvent étre trouvées par exemple dans
[1]. Comme les solutions des équations aux dérivées partielles dépendent du domaine d’in-
tégration 2 C RY, N = 2,3, on note par u(£2) = u(2; -) une fonction de variable z € RY

définie dans le domaine 2 € R¥Y. On note

,t0=1,2,..., N les dérivées partielles de pre-

'xl

of  ory'
C’est un vecteur qui a pour coordonnées les dérivées partielles de f. Les symboles V* pour
k =2,...,décrivent ’ensemble des dérivées partielles d’ordre k£ d’une fonction scalaire. Par
0*f 0*f  O*f
0x2’ 0x3’ Ox 01y
teur qui a pour coefficients les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction de deux variables
f(x) = f(x1,z2). La matrice jacobienne d’une application ¥ : RY — RV, ¢’est-a-dire la

mier ordre de la fonction f : {2 — R. Le gradient de f est noté V f = (

e
exemple, pour k = 2, N = 2 etz = (x1, 22), VEf = ( ) est un vec-

matrice des dérivées premieres d’une fonction vectorielle ¥ = (Uy,..., Uy)T, est notée
oV,
DV :(DV),; = —,4i,j=1,2,...,N.
( ) »J ax] J

Pour simplifier I’écriture dans ce travail, les constantes apparaissant dans les formules seront
toutes notées c.



Chapitre 1

Analyse asymptotique dans des domaines
singulierement perturbés

1.1 Introduction

Les problemes d’optimisation de formes ont de nombreuses applications et interviennent
dans beaucoup de domaines de recherche tels que la mécanique des milieux continus, la mé-
canique des fluides et la théorie du contrdle optimal. Dans le cas le plus simple, un probleme
d’optimisation de formes peut €tre considéré comme la minimisation d’une fonctionnelle
(appelée souvent fonctionnelle de forme) définie sur une classe de domaines admissibles.
Par exemple, on peut voir plus loin I’équation (1.1) et la fonctionnelle de formes (1.3). L’ op-
timisation de formes, dans le cas des applications en mécanique, est un élément de base
au cours de la modélisation et de I’optimisation d’une structure élastique (par exemple du
disque, de la plaque).

Le probleme d’optimisation consiste a trouver une frontiere I' d’un domaine géométrique
(2, laquelle minimise une fonctionnelle 7 (2) (ceci peut étre par exemple le poids de la struc-
ture), et aussi qui vérifie des conditions supplémentaires sur la connectivité (topologie). Les
autres conditions d’admissibilité du domaine €2 peuvent étre (dans le cas d’une construction
mécanique) des conditions sur le volume, 1’énergie, les contraintes maximales et sur les dé-
placements sur la frontiere. Alors, il faut résoudre des équations aux dérivées partielles dans
le domaine €2, calculer J({2) et par la suite, améliorer la valeur de .J(£2) et en plus chercher
a vérifier les conditions imposées sur la classe des domaines admissibles.

Introduisons les mot-clefs utilisés dans la suite de cette these. La classe des domaines
admissibles € dans RY, N = 2,3 est notée U,4. En pratique 2 C D pour un ouvert fixé
et D C RY. Un domaine est un ouvert convexe ) a la frontiere I' = 9. Ceci peut-étre
représenté par des sous-ensembles (2 de D dans R? (Fig. 1.1)

Des conditions imposées a {2 peuvent varier parmi plusieurs des propriétés suivantes :

— conditions sur le volume : /dm <M,zeQ,MecR,;
0
— conditions sur le périmetre : /dF(x) <L zeQ,LeR,;

onN



)

a)

FIG. 1.1 — a) Ensemble D C R?, b) Sous-ensemble 2 de D avec 92 = ' U, U T3, la
partie grise représente le complémentaire €2 de €2 dans D.

i)

F1G. 1.2 — Composantes connexes de (2, la partie grise représente le complémentaire {2° =
D\Q=w1Uw2Uw3.

— conditions sur la régularité de la frontiere 02, qui est souvent localement lipschit-
zienne ;
— conditions sur le nombre de composantes connexes de {2 (Fig. 1.2 le nombre de com-
posantes connexes : #£2° = 3).
Alors, on suppose que €2 est un ouvert de frontiere 9¢2. On suppose également, que 0f2 est
de classe C%1, ¢’est-a-dire localement lipschitzienne.
Exemple. Soit ¢ : [0,1] — R, une fonction de C*!, pour laquelle il existe une constate
¢, telle que [¢'(t)| < c. On définit la courbe L = {¢(x1) : =1 € [0,1]} et 'ensemble
Qp = {(z1,22) € R* : 2y € (0,1),0 < zo < 9¥(x1)} (Fig. 1.3). Dans ce cas 1a, les
ensembles (2, peuvent étre paramétrés dans un espace fonctionnel 1» € C%*([0, 1]). O
Supposons maintenant que la fonction u(z) € H'(Q), z € Q est une solution faible [16]
d’un probléme aux limites suivant :

—Au(z) = f(z) €,
au(az) =g(z) z€l'pCon, (1.1)
8—2(1‘) = h(I) T < FN - aQa

avec f € L*(Q), g € HY*('p), h € L*(Ty) et 9Q = 'y U Tp la frontiere de domaine

10



Qy
( ) ]_ €T

.Y

FIG. 1.3 — La courbe L et le domaine €2,

€. On dit que le probleme (1.1) est bien posé dans H'((?) si la solution vérifie I’inégalité
suivante

lus HH Q) < C@Q)Uf5 LA+ llgs HY2(To) + ls LTI, (1.2)

ol la constante C'(€2) ne dépend pas des données f, g, h, mais dépend du domaine 2 & fron-
tiere lipschitzienne [5], [16]. Les normes dans les espaces de Sobolev sont définies de ma-
niere classique [1], en utilisant la théorie des distributions et de 1’interpolation en cas de
nécessité. La norme dans I’espace H'/? est définie par (3.14). Dans la suite, on utilise la
norme de Holder introduite par les définitions 1 et 2 dans la partie 1.2.

Dans le travail on considere des problemes d’optimisation de formes, qui peuvent étre
formulés comme un probleme de minimisation d’une fonctionnelle de forme. En général, la
fonctionnelle de forme s’écrit comme une intégrale sur €2 ou sur J€2 d’une fonction dépen-
dante de solution «(2; z) d’un probléme aux limites défini par exemple comme dans (1.1).
Notons la fonctionnelle de forme comme suit :

J(Q) = /J(x,u(Q;x))dx, (1.3)

Q

ot J : 2 x R — R est une fonction de classe C'' définie dans 2 x R et dépend de la solution
u(€2; z) du probleme aux limites en considération. Le probléme d’optimisation de forme peut
s’écrire comme le probléme de minimisation suivant :

Trouver Q" € U,q, tel,que J(Q) = Qleri{fdj(Q) (1.4)

Si les domaines admissibles sont lipschitziens, alors on peut démontrer 1’existence de la

solution Q* de (1.4) (cf. [7],[30]). L’ objectif de ce travail est de montrer comment on peut

diminuer la valeur de la fonctionnelle 7 (€2) par déformation de la frontiere de (2 ou bien en
ajoutant des trous w, a ).

Dans notre travail le changement de topologie de () consiste a introduire de nouveaux

ensembles Q(c) = Q \ W, € > 0, ol w. est un sous-ensemble de 2 appelé trou de centre

11



FIG. 1.4 — Le domaine (¢) = Q \ @.

O € (), detaille € et tel que w. C €2 (Fig. 1.4). Dans ce cas (1.1) est remplacé par le probleme
suivant défini dans (e) :

—Auc(z) = f(z), € Qe),

u(x) = g(x), ze€l'pC i),

gj;(x) = h(z), €Ty Coe), (1.5)
\ af(x) = 0, z€odw.

Remarquons que sur I, on donne la condition de Dirichlet et sur Iy on donne la condition
de Neumann. Ici, pour ¢ = 0 on a () = 2 et on définit une fonction du parametre ¢ €
[0,e0],€ >0,

50 =T = [ Plo,u@le) ). (1.6
Q(e)
L’analyse du comportement de la fonction j(¢) pour ¢ — 07 permet d’établir la dérivée
topologique 7 (O) de la fonctionnelle 7(2). En utilisant 1’analyse asymptotique on peut
calculer la dérivée topologique 7 (O), O € Q (O étant le centre du trou w, ) pour une solution
u(€2; x) du probleme aux limites (1.5). Si la valeur de la fonction 7 () est connue en O € (2,
on a I’égalité suivante :

J() = 3(0) +%5"(0") + o(e?), (1.7)
ceci implique que (1.7) peut étre réécrite sous la forme suivante :
T (Q(e)) = T () + |we|T(0) + o|we]), (1.8)

avec |w.| = /dx le volume du trou w.. Ajoutons que 1’égalité 25" (o") = |w.|T (O) alieu
pour la condition de Neumann sur Ow,.

Parmi les objets de I’optimisation de formes, il y a la variation de la frontiere I' = 02
et le gradient de forme. La méthode pour déterminer le gradient de forme est présentée dans
[94] et en bref, on peut dire que le gradient de forme gr s’obtient grace a la dérivée par
rapport a la forme d7 (€; V) = (gr, V' - n), définie par

1
dJ(2; V) = lim ;(j(Qt) - J()). (1.9)

t—0

12



La limite (1.9) est appelée la dérivée de la fonctionnelle 7 (€2) dans la direction du champ de
vecteurs V. L’ensemble (), est une déformation de () [94]. C’est I'image de () obtenue par
I’application 7} : R? — R? donnée par le flux du champ de vecteurs V : R x R? — R2, qui,
a son tour, est défini par 1I’équation suivante :

dx
{ = () = V(t2(1)), (1.10)
z(0) = X.

D’apres (1.10) on a donc la donnée initiale X € Q C R? et la position d’une particule
x(t) = T;(X) € Q telle qu’on puisse écrire

QO ={rcR*:3X € Qtelque v = x(t, X)}. (1.11)

Dans I’expression (gr, V' -n), I’élément gr est une distribution de support inclus dans I" = 02
et V - n est la composante normale du champ V (0, -) sur la frontiere de I'. L’existence du
gradient de forme est montré dans [94] pour les équations aux dérivées partielles. La méthode
classique utilisant le champ V' ne permet pas de chercher la dépendance entre les valeurs de
la fonctionnelle [ (€2) et la perturbation du domaine €2 par la création d’un petit trou w.. Les
perturbations singulieres du domaine €2 peuvent étre considérées dans le cadre de I’analyse
asymptotique des équations aux dérivées partielles et la dérivée topologique est un résultat
de cette analyse.

Dans le chapitre 1.2 on présentera des résultats pour un probleme non-linéaire, on in-
troduira des espaces fonctionnels utilisés dans 1’analyse asymptotique de la solution du pro-
bleéme et on définira la dérivée topologique d’une fonctionnelle de forme.

On va travailler en dimension deux dans la partie 1.3 et en dimension trois dans la partie 1.4.
Dans le cas de la dimension trois, la forme de la dérivée topologique est développée pour
une solution d’un probleme aux limites avec des conditions de Dirichlet homogenes sur la
frontiere du domaine €2 et au bord du trou Ow..

La dérivée topologique calculée en dimension deux dépend de la solution du probleme aux
limites avec des conditions de Neumann sur le bord du trou et avec des conditions de Diri-
chlet sur le bord de Q. La dérivée topologique évaluée dans I’espace R* dépend de la solution
du probleme aux limites avec des conditions de Neumann sur la frontiere du trou et avec des
conditions de Dirichlet sur la frontiere extérieure de 2.

Dans la partie 1.5 on décrit 1I’approximation numérique de la dérivée topologique par une
méthode d’éléments finis. Pour cela on introduit une famille de maillages du domaine (2 et
on en tire une solution numérique pour ce probleme non-linéaire. On a une estimation de I’er-
reur d’approximation pour la solution numérique et pour la dérivée topologique, et ensuite
on présente des exemples de calculs numériques.

13



1.2 Equation elliptique non-linéaire

Soient ) et w deux ouverts bornés dans R?, de frontieres S et dw respectivement et avec
() et w connexes. On suppose que le centre O = (0,0, 0) appartient a la fois a 2 et a w. On
définit les ensembles suivants :

We = {x€R3 €= 5’11‘6@0}, (1.12)

Q(e) = Q\ @, (1.13)

avec x = (1, xq,x3) et e > 0 un petit paramétre tel que € € (0;&g]. La valeur g, est choisie
de facon a ce que I’ensemble @, appartienne a {). Dans la suite cette valeur peut étre modifiée
pendant I’analyse, néanmoins la notation pour ¢y reste inchangée. Le probleme aux limites
défini dans le domaine €)(£) contenant un trou w, est appelé singulierement perturbé par
rapport au probleme de départ défini dans (). L’ensemble w,. est appelé trou dans §2(g). On
a besoin pour I’analyse du probleme aux limites des espaces fonctionnels : les espaces de
Holder et les espace de Holder a poids.

Définition 1. Soit Q) un ouvert dans R3 et | € {0,1,...} un indice donné. Pour 0 < o < 1
on définit I'espace C*(§)) comme le sous-espace de C'(Q) contenant les fonctions Z pour
lesquelles VFZ, 0 < k < I, vérifient dans () les conditions de Holder d’ordre «, c’est-a-dire
qu’il existe une constante K telle que

IV*Z(x) = V¥ Z(y)| < K|z —y|*, Va,y Q. (1.14)

Ch(Q) est un espace de Banach dont la norme est définie par :

!
||Z;Cl’a(ﬂ)||=2825|V’“Z(x)l+ sup |z —y| V' Z(z) = V'Z(y)].  (1.15)
k=0 "

z,yef)
|z—y|< 2l

Définition 2. Soit Q) un ouvert dans R3. La fermeture dans la norme (1.16) de I’ensemble
C(Q),0 < a < 1,1 € {0,1,...}, B € R, est appelée espace de Holder a poids et
notée Alﬁ’a(Q). La norme dans cet espace Aga(Q) pour toute fonction Z : () — R est définie
comme :

l
1Z: A @) = Y sup a7V Z (@) [+ sup o)l -y |V Z () = V' Z(y)].

jo—y| <2l

(1.16)

Soit ' une fonction donnée dans I’espace de Holder C%*(Q2 x R). On considere le pro-
bleme aux limites

{ —Auc(x) = F(z,ué(x)), ze€Qe):=Q\w.,

‘() = 0, z € 00(e) i= 00 U Ow.. (1.17)
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Soit J : Q x R +— R une fonction de classe C et soit .A(€2) une famille des sous-ensembles
de €2 dont les frontieres sont lipschitziennes (cette condition peut étre plus faible dans le cas
par exemple d’ensembles fissurés). Pour toute fonction v : {2 — R (étant une solution d’un
probléme aux limites) et pour toute fonction u®(z), € §2(¢) étant une solution du probleme
aux limites (1.17), on définit deux fonctionnelles

T 1 L2(Q) x A(Q) — R

suivantes :
J(v; Q) :/J(x,v(x))dx (1.18)
Q
et
J(u®5Q(e)) = / J(z,u®(z))dz. (1.19)
Q(e)

Dans ce travail on construit, en utilisant une analyse asymptotique, une approximation de la
solution de I’équation (1.17). La construction est faite de telle maniere que pour la fonction-
nelle de forme 7 ((u®;2(g)) on trouve son développement de premier ordre par rapport au
petit parametre € — 0 sous la forme suivante :

T 06)) = T (159) + T(0) + ofe), (1.20)

ot 7o : R? D 2 — R est la dérivée topologique de la fonctionnelle 7, et le reste o(¢) tend
vers zéro : o(e)/e — 0sie — 0.

Dans le cas linéaire, 1’analyse asymptotique a été déja faite dans la littérature (voir les
livres [39], [66]) par exemple pour I’équation de Poisson avec les conditions de Dirichlet

suivantes : N o o
_ mue T = x), T € £),
{ uf(z) = 0, x € 00(e), (L.21)

ol f € L*(Q2). On rappelle les étapes principales de cette analyse sans démonstration. Afin
de construire une approximation u. de la solution u° on considere les solutions de deux
problémes aux limites. L'un d’eux est obtenu a partir de (1.21) en passant a la limite ¢ — 0,
ce qui veut dire que 1’on enleéve ou bien remplit le trou w. :

~ANu(r) = f(z), z€Q,
{ u(r) = 0, z € 0. (1.22)

L’autre probléme est un probleme aux limites dans un domaine non-borné et sa solution
contient I’information sur la valeur de la fonction sur le bord de trou Jw. :

Aw(®) = 0, feRN\D,
{ “wlE) = —u(0). ¢ e ow, (1.23)

avec & := ¢ 'z et u(O) la solution du probléme défini dans le domaine sans trou (1.22) au
point O. La connaissance des solutions de (1.22) et de (1.23) permet de construire une ap-
proximation u.. Notre objectif est de construire cette approximation dans le cas de probleme
non-linéaire.
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Revenons alors au probleme non-linéaire. Suivant [57] (voir aussi [64], §5.7) on utilise la
méme idée que précédemment : le probleme aux limites (1.22) est remplacé par le probleme
non-linéaire suivant :

{—Amv(x) = F(z,v(z)), =€, (1.24)

v(z) = 0, x € 09,

et I’autre, qui remplace (1.23), est linéaire dans le domaine non-borné et il a la forme sui-

vante : Agw(§) 0 £ R\
“Acw(E) = 0, . -
{ 5w(ﬁ) = —v(0), €€ dw. (1.25)

La solution de (1.25) est unique si I’on suppose qu’elle s’annule a I’infini, c’est-a-dire
w(&) — 0 pour |{| — oo. Dans la suite on introduit une linéarisation de (1.24), qui sert
a obtenir les termes réguliers du développement asymptotique (voir ansatz (1.34) lié a (1.24)
qui représente la forme approximative de la solution). Le probleme linéaire, dont la solution
est la fonction V, est le suivant (apres avoir dérivé la fonction F' par rapport a deuxieéme
variable) :

{ ~AV(2) = Fj(z,0(x))V(2) = F(x), ©e, (1.26)

V(z) = g(x), x € 09.

Les éléments F(x) et g(z) sont tels que la solution V' soit un état adjoint qui dépend de la
solution de (1.24) et du gradient de la fonctionnelle de forme. On introduit I’état adjoint pour
simplifier I’expression de la dérivée topologique.

On introduit maintenant des hypotheses qui seront nécessaires pour trouver la dérivée
topologique.

Hypothese 1. Le probleme aux limites (1.24) admet une unique solution v € C**(Q) pour
certain o € (0,1), et certain F € C*'(Q x R).

Hypothese 2. F! € C%*(Q x R).

Hypothése 3. Le probléme aux limites (1.26) avec F € C%%(Q) et g € C**(00Q) admet une
unique solution V€ C%%(Q) qui vérifie I’inégalité suivante :

| V5C2o(9Q) < | F5COQ) || + || g C22(0) |, (1.27)
avec une constante c.

Des conditions nécessaires pour que les hypotheses 1 et 3 soient vérifiés, peuvent étre
trouvées dans [56]. En particulier, I’exemple numérique consideére un probleme ou les deux
hypotheses sont remplies. Ici, et dans la suite, ¢ est un nombre positif dont la valeur peut
changer dans des endroits différents du texte, mais il ne dépend jamais du parametre €.

Remarquant que si I’hypothese 2 a lieu et £ (z, v(x)) < 0 pour = € €2, alors I’hypothese
3 est vérifiée. D’apres I’hypothese 3 on espere qu’il existe une unique solution du probleme
linéaire (1.26) définie dans I’espace de Holder C%“(2) pour laquelle I’estimation (1.27) a
lieu. Alors, I’application linéaire suivante représentant la solution (1.26),

S {F g} —V (1.28)
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est un isomorphisme de C%%(Q2) x C?%(9Q) — C?(Q). De plus, I’opérateur S est aussi
un isomorphisme comme application dans des espaces de Holder a poids avec des indices
bien choisis - d’apres [65] (voir aussi [76], Ch. 3 et 4). Dans la suite on présente des résultats
connus sans démonstration sur les propriétés des solutions des problemes elliptiques dans les
domaines €2 et {(¢).

Théoreéme 1. On suppose satisfaites les hypotheses 3 et 2. Alors I’application (1.28) définie
par:
S AFH(Q) x C2*(99Q) — AZ*(Q) (1.29)

est un isomorphisme si et seulement si f — a € (2, 3).

D’apres [52], [65], (voir aussi [67] et [76], Ch. 3, 4)) on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 2. Si dans (1.26), F € A)*(Q) et y—a € (1,2), alors la solution V' peut s’écrire

comme V (x) = V(x) + V(O) et I'inégalité suivante a lieu :
| V(O) [ + (| Vs AZ*(Q) (1< el F5 AT4(Q) || + || g: €2 (9 ). (1.30)
Comme dans le Théoreme 1 la propriété d’isomorphisme a lieu dans le cas de I’ensemble

Q(e). Alors, d’apres [63] (voir aussi [64], Ch. 2.4, [76], Ch. 6) on peut en déduire le théoreme
suivant :

Théoreéme 3. Etant données les hypothéses 3 et 2, le probleme linéaire

{ — A% () — Fj(,v(z)vf(x) = Fo(x), = € Qe), (131)

vi(x) = g°(x), z € 08e),

avec v vérifiant (1.24), admet une solution et I’opérateur S. : {F¢,g°} —— v° est borné
dans des espaces de Holder a poids

Se t AG(Q(e)) x AFY(99(e)) — AFY(Q(e)). (1.32)
De plus, pour 3 —a € (2,3) ona
0% AZ () NI ealll F55 MG () || + 1| 6% AF*(9e)) 1) (1.33)
avec c une constante qui ne dépend pas de ¢.

Dans le cas du probleme non-linéaire (1.17), on applique une procédure de recherche de
la solution classique d’un probleme aux limites, c’est-a-dire dans 1’espace des fonctions a
dérivées d’ordre deux continues, i.e. pour tout ' € C%*(Q x R), o € (0,1), on cherche
la solution dans I’espace C>“(€2). L’existence et I’unité de la solution d’une telle équation
elliptique sont montrés dans [56] et [24]. En particulier, cela signifie que (1.17) admet une
unique solution u¢ € C%(Q(e)) pour un certain 0 < a < 1 et quel que soit € € [0, gg|.
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1.3 Dérivée topologique dans I’espace de R®

Dans cette partie on présente une approximation par rapport a un petit parametre € > 0,
d’une solution d’un probleéme elliptique non-linéaire. On procede ainsi pour un domaine (2
de R3.

Cette analyse est originale [38], puisque le développement de la dérivée topologique n’est
pas encore décrit dans la littérature dans la forme que I’on présente ici, sauf [63] (voir aussi
[64], Ch. 5.7), ou I’on fait une approximation asymptotique d’une solution d’une équation
aux dérivées partielles non-linéaire de type elliptique mais sans calculer la dérivée topolo-
gique. Certains résultats sont obtenus dans [2] mais seulement dans le cas particulier d’une
approximation extérieure de la solution contenant un seul terme. Dans [2] il manque aussi
des estimations dans la norme d’espace fonctionnel pour la différence entre la solution exacte
et la solution approchée.

1.3.1 Analyse asymptotique formelle

Tout d’abord on présente une méthode d’approximation de la solution. D apres [64] on
suppose que la solution du probleme (1.17) peut étre présentée sous la forme suivante :

u'(r) = v(z)+w(etz) +ev(z) + Re(x)

= v(z) +wEe'z) +ev/(z) +. .., (1.34)

ou les fonctions v et v' dépendant de x sont des termes réguliers d’approximation, ¢’est-a-
dire des fonctions définies dans 2, w dépend de € = 'z est une solution d’un probléme aux
limites extérieur. Afin de simplifier la notation dans la suite, le reste R.(x) sera noté par trois
points (”...”). On reviendra a I’analyse de ce terme plus tard ol on le notera u°(z) := R.(x)
et on montrera qu’il est un élément de 1’espace AE’Q(Q(&?)).

On considére maintenant les termes v, w et v’ dans (1.34) et on en déduit des problemes
aux limites dont les trois termes sont des solutions.
On suppose que le premier terme v est une solution du premier probleme aux limites qui a la
forme (1.24). En effet, rappelons d’abord que pour tout x € R3, £ := £~ 'z, alors on sait que
Ayw(e™tz) = e 2Acqw(€), et d’apres (1.34) on obtient

Auf(z) = Apv(z) + Ayw(e™tz) + A0 (2) + AR ()

= Apv(z) + e 2Acw(€) + A0 (z) + AR () (1.35)
= Apo(x) + e 2Aqw(§) + A (@) + ...
ou”...” (trois points) représente les termes d’ordre supérieur a un en ¢, qui sont des éléments

du reste AR (z) (voir (1.97)). Injectant (1.34), (1.35)a (1.17)on a :
—Au(x) — e 2Acw(€) — AV () + ... = Fa,v(z) +w(e ' 2) +ev'(z) +...). (1.36)

D’aprés la formule de Taylor pour F' par rapport au deuxiéme terme au voisinage de v(x)
avec x € R? fixé on obtient (prenant en considération la condition w(e™'x) = w(§) — 0

avec ¢ — 0, c’est-a-dire || — o00) :

F(z,v(z) +w(ea) +ev'(x) +...) = F(x,v(x)) + (w(e x) + v/ (2) F(z,v(z)) +....
(1.37)
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Alors, a partir de (1.36) et (1.37) on obtient :

—Av(x)—e 2Agw(€) —eA (2)+... = F(x,v(z))+(w(e ) +ev' () Fl(z,0(z))+. . ..
(1.38)

Or —A,v(z) = F(z,v(x)), les premiers termes dans (1.38) s’annulent et on a
—e 2 Acw(€) — eAV () + ... = (w(e a) + &0/ (2)) Fl (2, v(z)) + . . ., (1.39)
ensuite, multipliant par 2 :
—Aew(€) = A () + X (w(e™'z) + v/ () Fl(z,v(x)) + .. .. (1.40)

Comme on I’a déja dit, w est une solution du probleme extérieur, c’est-a-dire du probleme
défini pour tout ¢ € R? \ @, donc en passant 2 la limite € — 0 et en prenant en considération
la condition w(e~'z) = w(§) — 0 avec e — 0, c-a-d. || — oo (voir (1.51)), on obtient
d’apres (1.40) I’équation suivante :

—Aqw(€) =0,£ e R*\ &, (1.41)

donc w(&) est une fonction harmonique dans le domaine non-borné. Les conditions au bord
pour w(&) viennent du fait que la solution u°(x) s’annule sur dw,. Alors pour tout z € Jw;
sie — 0 on ad’une part :

v(z) +w(etz) +ev'(x) — 0, (1.42)
et d’autre part :
v(z) +wetz) +ev'(z) = v(0) +we ) + O(e). (1.43)
Finalement on obtient
w(é) = —v(0),€ € Ow. (1.44)
Et on obtient le probleme aux limites
—Aaw(§) =0, (ER\D,
{ w(€) = —v(0), €€ dw. (145)

La solution fondamentale du probleme (1.45) de forme —A¢(€) = §(0) dans I’espace R est

la fonction ]

P(§) = |

(1.46)

vérifiant I’égalité suivante
/V¢ - Vo d¢§ = v(0) (1.47)
R3

pour toute fonction v de I'espace C}(R?), c¢’est-a-dire pour les fonctions de classe C'! et de
support supp v := K = {x : v(z) # 0} € R3. Dans la notation §(0) est une distribution
d’ordre zéro [1], i.e. une fonctionnelle linéaire continue dans 1’espace de fonctions C°(RR?)

19



telle que sa valeur pour la fonction v € C°(R?) est notée (v,d(0)) = v(0). Une solution
quelconque de (1.45) a la forme

w(§) = ad(§) + b(&). (1.48)

On déduit le coefficient a et la fonction b(§) a partir de la condition (1.44) sur la frontiere
Ow et en utilisant le fait que la solution (1.48) s’annule a I’infini. Pour cela, on introduit le
potentiel! [57], [87] P, qui est une fonction harmonique dans R? \ @ telle que P(£) = 1 sur
Ow et dont la représentation asymptotique pour || — oo est :

P() = [¢] ™ cap(w) + O(I] ), (1.49)
ou cap(w) est la capacité® de W et O(|£]|~2) signifie
c
55

avec certaine constante ¢ > 0. On peut écrire alors 1’égalité suivante pour |£| — oo

w(§) = —v(O)P(¢)

10(I¢]7%)] < €] — oo, (1.50)

= —U(O)|§\_1cap(w) - U(O)O(\ﬂ_z) 1.51)
_ Amv(O)cap(w) . 72 (.
Si I’on pose alors
o= 4mv(O)eap(w),  b(E) = —v(O)O(g] ), (1.52)

on obtient la forme suivante pour la fonction w :
w(e™'z) = —|z| tev(O)eap(w) + O(*|x|7?), (1.53)
donc pour ¢ = 71, tel que |¢| — oo on a

w(é) = —[§] " v(O)eap(w) + O(lg] ). (1.54)

Introduisons maintenant le probléme aux limites pour la fonction v’(z). Tout d’abord on
déduit la valeur de la fonction v'(x) sur la frontiere 02 de 2. D’apres (1.17) et (1.34), on a
pour tout x € 0f)

0=u(z) =v(x) +we ) +ev'(z) +... (1.55)

D’apres (1.24), la fonction v(z) = 0 sur 02, et puis d’apres (1.53) on en déduit, que
w(e™tr) = —cap(z) + ... quel que soitz € Q \ w,, d’ou :

0= —cag(z) +ev'(z)+ ..., (1.56)

'La fonction P définit le potentiel, elle est connue dans la littérature ainsi que ses valeurs dans R3. On
introduit cette fonction car la fonction w a des propriétés qui ressemblent a un potentiel et on espere que w peut
étre déterminée a I’aide de ce potentiel.

?la capacité de w avec w C R3 compact, est défini par cap(w) = inf{ [ |Vp[? : ¢|, > 1, ¢ € C(R?)}

w

ot C¢ (R?) est un espace de fonctions C'* a support compact.
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donc la condition au bord est de forme
V'(x) = ad(x), x e IN. (1.57)

Afin de déduire la forme de I’équation aux dérivées partielles vérifiée par v'(z), on utilise
(1.35). On a

0 = —Ayus(x) — F(z,u(x))

— —A;ﬂ)(l‘) — Amw(g_lx) _ 5A¢U,(£C) o F(:L‘,u%%)) +.. . (1.58)

D’apres (1.24) —A,v(x) = —F(z,v(z)) pour x € €, de plus, d’apres (1.45) on déduit que
Aw(e™tz) = 0 quel que soit £ € R3 \ @, alors

—eA () = F(z,u(x)) — F(z,v(z)) + ...
= F(r,v(x)+w(etz)+ev(x)+...) = Flz,v(z)) + ...

= (w(ez) + e (@) + ... ) F(x,0(z)) + ... (1.59)
= e(—ao(x) +v'(2)) Fy(z,v(@)) + ...
ce qui implique (en passant a la limite ¢ — 0)
—A (z) =V (2)Fl(x,0(2)) = —agF. (z,v(z)). (1.60)

En ajoutant la condition aux limites, on obtient le probléme aux limites pour la fonction v/ (x)
suivant

{ — A () = ' (2) Fl(2, 0(2)) = —ag(x) Fj(z,v(z)), = €Q, (1.61)

v'(x) = ag(x), x € 9,

ot a = 4mv(O)cap(w).

On peut montrer que F'(-,v)$ € AY*(Q) pour tout y > 1+ « et la solution v’ € A;’Q(Q)
du probleme (1.61) est telle que v’ — v'(0) € A2%(2), 0t f —a € (2,3) ety —a € (1,2)
quelconques.

1.3.2 Approximation asymptotique de la solution u°

On cherche la solution du probleme (1.17) parmi des fonctions suivantes :
uf (1) = v(z) + w(e tw) + v/ (z) + 45 (1), (1.62)

avec v(x) solution du probleme aux limites (1.24), w(e~'x) solution du probléme aux limites
(1.25) et v'(x) solution de probleme linéarisé (1.26). Le reste dans (1.62) noté 4°(x) peut étre
écrit alors comme suit :

0 (7) = v (x) — v(z) —wetz) — /(7). (1.63)

L’ objectif est de montrer que le reste est “petit”, c’est-a-dire que 1’expression de la solution
approchée
u, = v(x) +we ) + ev'(2) (1.64)
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est une approximation de la solution u®(x) pour ¢ — 0. Le démonstration de ce fait est une
application du théoréme du point fixe de Banach.
On a alors pour z € 2\ .

— A0 (1) = —Agut(x) + Agv() + Ayw(etn) + A (), (1.65)

car Ayw(e™lz) = e 2Acw(etz) =0, € R* \ wet d’apres (1.61) pour z € Q \ w.,

A (2) = —ev' (2) F)(z,0(2)) + cad(x) F)(x, v(z)), (1.66)
alors
—R () = Flx,w(x)) = Flz, o(z)) = eFy(z, v(@))v' + cag(z) Fy(z, v(z)
= F(z,v(x) +w(ez) +ev/(x) + 05(x)) — F(x,v(z))
—e(v'(x) = ad(x)) Fy(x, v(x)).
(1.67)
En remarquant de plus que sur la frontiere extérieure de 2 on a u®(z) = 0 et v(z) = 0, alors
0 (x) = —w(e 'w) — cap(z) = §5(x), x € . (1.68)
De plus sur la frontiere de w. on a u®(z) = 0, w(s~'z) = —v(0O), alors
W (z) = —v(x) + v(0) —ev'(x) = ¢ (x), z € w.. (1.69)

Avec les notations précédentes, on peut formuler le probleme non-linéaire sous la forme :

H(z) = .7:"6(:10,116), x € Q(e),

—A U
w(r) = g5(x), x € 09, (1.70)
W#(r) = go(z),  xe€duw(e),

ou

Fo(x,07) = F(z,o(x) +w(ez) +ev'(z) + 4°(2)) — F(x, v(x))

—e(V'(z) = ag(@)) Fi(z, v(z)),
95(x) = —w(e'x) — asg(x), (1.71)
9(x) = —v(x)+v(0) —ev'(2),

dont la solution est la fonction définie par (1.63).
Afin de démontrer I’existence d’une solution s’écrivant sous la forme (1.62) du probleme
(1.70) on applique le théoreme du point fixe. On va formuler le théoréme suivant :

Théoreme 4. Soient les indices o, 3 et k tels que

a € (0,1),
f—a € (2,3),

. O (1.72)
b—a—-1 > 1+k.

22



Supposons que I’hypothése 3 a lieu. Soient |V (z)| < ()] < Cy, [Va(z)| < Cy des
fonctions données, avec C, C, Cy constantes et x € ). Supposons aussi que pour F' définie
par

F(z,V(x)) = F(x,v(z) + V(2)) — F(z,v(x)) — V(2)F(z,v(z)). (1.73)

on a les inégalités suivantes :

| F(2,V(2)) [< c| V() |, (1.74)
<c(lz—y|* (| Vi(@) |+ | Va(y) |) (1.75)
+ [ Vi(z) = Va(y) [ (| Vi(=) [* + | Va(y) [7)),
|F(z, Vi(z)) — F%Vé( ) — (F (y,V1( ) = F(y,Va(y)))]
< c(Vi(@) = Va(z) — (Vily) — Va(y)) V(2 y)"
+z -yl (|V1(93) Vo(z)| + [Vi(y) — Va(y))V(z, y)" (1.76)
+(|Vi(z) = Va(z)| + Vi(y) — Valy)|)x
x([Vi(x) = Va()| + Vily) = Va()) (1 + V(w,y))"!
V(z,y) = Vi(@)| + [Va(@)] + Vi(y)] + [Va(y)]- (1.77)

Alors il existe des constantes € et € telles que pour € € (0,¢q|, le probléme non-linéaire
(1.70) admet une unique solution uF, petite au sens de la norme ||-; Aé’a(Q(e)) |

| af;Aff“(Q(s)) |< €t (1.78)

et par conséquent le probleme (1.17) admet au moins une solution s’écrivant sous la forme
(1.62).

Preuve. Tout d’abord, on va estimer les termes gg, et g;, dans (1.70). Remarquant d’abord
que d’apres (1.51) et (1.49), z — w(e'z) +acp(x) est la fonction lisse sur 9. Alors pour
tout z € (2, il existe une constante ¢ telle que |z| > ¢ > 0 et on a les inégalité suivantes

lw(e™z) +acp(x)] < | —v(O)P(§) — v(O)cap(w)|€|~" |
i T s N
< |v Leap(w) + O(e?|x]|72) — cap(w)|€| ™
< [(0)] | O@Ea?) | (179
< 2’&:‘—2
< 62,
(Viw(e™z) + aeVig(z)] < | —v(O)VEP(E) — v(O)cap(w)VEIE] |
< w(O)|| VEP(E) — cap(w)VEE[ ]
< e *(O)|| VEP () cap(w) V€] |
< e Moo )|| |=* (1.80)
< ceRE
< cg?lx|72H
< el
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Remarquant par la suite que si C% — AZ’“, alors ||-; A?,’QH < ||-; C**]|. On peut écrire

135 A5 (0Q) | < |l §a; C**(Q) [I< ¢ || §a; C*(0Q) ||
< clga] + Vel + IV2gal + V25l (1.81)
< ce?.

De plus
Héis AG* (Ow)l|
= E sup [z|7727 0t | VigE () |+ sup  fof7le —y|m | V2L (2) — VgL (y) |

=0 €W z,y€Edw
|z—y|< 2!
2
< 3 sup |z | Vi(—o(x) +0(0) — e/ (2)) |
k=0 x€Jw
+ sup 2]z =y~ | Vi(~v(2) +0(0) — v'(x)) = Vi(~v(y) +v(0) —ev'(y)) |
x,ycow
|z—y|< 2l
2
< 3 sup |27t (| VE(v(z) —0(0)) | +¢ | ViV (2) |)
k=0 z€0w
+ sup |zf|lz —y|7* (| Vieu(z) = Viu(y) | +e | Viv'(x) = Vo' (y) |)
z,yE0w
lo—yl <13t
2
= > sup [zt [ VE(u(x) —0(0)) [+ sup  [zlPlz —y[7 | Viu(z) = Viu(y) |
k=0 x€0w z,y€0w
jo—y| <13t
2
+ > sup |zt Re | VR (1) |+ sup |zl —y| e | V2V (2) — ViU () | -
k=0 z€0w T,ycdw
je—y|< 12l 2
(1.82)
On sait que = € Jw., |z| < ¢, alors d’apres I’estimation
2
o) < xR < P14 e 4 %) < 2P0 (1.83)

k=0

on obtient

2

> sup [z|?727 0 | Vi(u(z) —0(0)) |+ sup [z]’|lx —y|™ [ Viv(z) — Viv(y) |

k=0 x€0w z,y€0w,
|lz—y|< 2l
2
< ceﬂ‘2‘“< > sup | VE(u(z) =v(0)) |+ sup |z —y[~| Viv(z) - Viv(y) | >
k=0 x€dN T,yE0w,
e—y|<12l

< 72 jo; C2@)),
(1.84)
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ouonapris ' telque /' —a € (2,3), 56— >0.0na

2
> sup [z|P 2t [ Vid'(2) |+ sup  [z)’|z —y| e | VIv'(z) — ViV'(y) |

k=0 xE€0w T,y€0w,
|lz—y|< 12!
2
< st 02 3 sup Jaf? 200 hva)
k=0 x€0w
+ sup uWu—y|%|v@ww—va%m|)e””“
z,y€dw,
|z—y|< 12!
2,
< e AGT ()]
(1.85)
Finalement
| 95545 (0w) 1< ¢ (872 2@+ s AF @) . (186)

On poursuit maintenant I’analyse pour le terme .73"5(56; 4°). Remplagant dans (1.73) la
fonction V() par w(e™'z) 4+ v'(z) + 4°(z), on a

F(z,w(etz) + ev'(z) + @°(x))
= F(z,v(z) + w(e™ z) + ev'(z) + 45 (x)) — F(z,v(z)) (1.87)
—(w(e™z) + ev'(x) + 0 (x)) Fy (2, v(x)).

On soustrait (1.87) et la premiere équation de (1.71) on obtient

~

Fe(z;07) = Fz, W(‘ ) +ev'(x) + 0 (x))

(e z) + eag(x) + (2)) F(z, v(z)). (1.88)

Alors pour estimer la fonction F ®(z; 1), on doit trouver des estimations pour les membres
de droite dans (1.88). On commence par trouver I’estimation pour I’expression (w(e™'x) +
eap(x)+u(x))F!(x,v(z)). D apres ’hypotheése 2 on sait que (z — F!(z,v(x))) € C**(Q),

alors en se référant a (1.49) on a

[(w(e™ e) + cag(x)) F)(x, v(x); A= (2(e))|
= sup |z | (w(e™'z) + cag(x))F)(z,v(z)) |

z€Q(e)
+ sup |zlflz -y~ | (w(e w) + eag(x)) F(z,v(x))
z,y€0we,
|lz—yl|< 12l
— (w(e™'y) +eag(y)) F (v, v(y)) | (1.89)
—2 -3
x x x
<c| s tap=e (M) o sup ey 2221 (2)
z€Q(e) € z,y€0we, 5 9 3
jo—y|<l3!
< ce? sup (|Jz|P~z|~2 + |21z 3) < ce?
z€Q(e)
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On a aussi utilisé les inégalité€s suivantes

(w(e™2) + cap(e)) Pl v(@))] < ¢ | o(e2la] ) |< (’x‘) (1.90)

3

et

(w(e12) + < @) F o)) + (=) + () FLy, o)
< clo@el )~ oty < e (1) Ty - won

3
EAE
<cl—) ===
9 g 3

Pour estimer le premier terme dans (1.88) on va formuler et démontrer les lemmes suivants :

Lemma 1. Soit V € A%’Q(Q(&?)) et 0 —a € (2,3), a € (0,1), k € (0,1). Alors pour

reQe)et|r—y| < ‘;”—' les inegalités suivantes ont lieu :
[ P70 V(@) < e [ VA QL) 17 (1.92)
@ |77 =y |7 V(@) = V) [S e | VEAFH(92(e) || - (1.93)

Preuve.

[z P V() [ < o P @ [FUI0m20e) (| g [P7270 V() [) 10

<
< o P Viage @) [ o
Car2—k(f—2—0a)>2-1(3-2—a) >1>0.0r3]z| <|y| < 3|z| et d’apres le fait

2]

que |z —y| < &+ on obtient en se basant sur la formule de Leibniz-Newton :
& [P | w7 V(@) = V(y) [

<clax|TOOER| g —y |7z [T 2 —y | Sg%))(l z [P VLV (@) ) (1.95)
xellle

< el [PTETER g oo [P VAR Q) |

puisque
K K 2—(f—a—2)k
— (B - l—a-— 1 =2— (8 — > 0.
p- a)1+/<a+ a—ftlta (8 a>1+li_ I1+k ~
i
Lemma 2. Sous les conditions (1.72) sur o, 3, k et pour © € Q(¢), |x —y| < 2 ona
| 2 [P w(e a) PT< et (1.96)
|z |7 ER | -y |7 w(e ) — w(ely) [FE< ce. (1.97)
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Preuve.

B—a
B—a -1 I+r <« B—a = — 1+5L
|& 7 w(e™a) [ < el o PP (1+ — (et |z )it (1.98)

< Cgl—l—fe

— )

car 3 —a > 2 et 1+ x < 2. Ensuite on utilise Iestimation |P(£)] < ¢(1 + [£])~! pour le
potentiel et la forme (1.51),

2 [P =y | (e ) — w(ey)
(o)t W Ty x|
<cla | 2 —y | |———|(1+u) 2 sup (14§ [)* | Vew(§) |)
g € £ £ER3\w
< ce 2 O [ (e 0 )
< ce,
(1.99)
ol encore on a appliqué la formule de Leibnitz-Newton, I'inégalité |V P(£)| < ¢(1+ |¢]) 72
K 60—k
t la fi lef—a— (8- = > 1. U
et la formule § — a — (8 a)1+/< 155 2

D’apres les lemmes 1 et 2 et avec les hypotheses (1.73)-(1.77) on peut introduire les
estimations suivantes : d’une part - on estime le premier terme dans (1.88) multiplié par le
poids noté |z|?~2,

|z 7% F(z, w(e™! z) + ev'(@) + ()
<clx |7 (JwEe ) [ +€1+" | V(@
< el | a5 AF () |11,

|
) [+ | as(x)) M) (1.100)

d’autre part - on montre que les différences a poids sont bornées

=V (z)
2Pz =y |0 Bz, (e ) + 0 (2) + i (x)) — By, V(y)) |
<c(lz P (| V(@) [+ [z —y [ V() = V(y) | (| V() [+ | V() )
< el || a5 AGH () 1T e | @5 L AZ(Q(e)) [17)
| @ [P7OITR g —y [ | ( ) = ( ) [ e[ v'(@) =V (y) [+ [ @ (z) =@ (y)})

< e(e"r | a5 A5 ((e)) 1+,
(1.101)
ensuite on montre la continuité locale de la premiere partie dans (1.88),

- 13t

~

[ 7] B, w(e™2) + ev'(2) 4+ (2) — Bz, w(e™'2) + 20/ (2) + 85) | (g 100
SCMH”ﬂ%g)—%@HOVN)Pil%(Hﬂ 2
<l @5 — a5 AZNQUE)) || (£ || a5 A3 (Qe)) || + || a5 A2 (Qe)) ),

Enfin on montre la continuité locale de ’application F (-, V;(+)),i = 1,2,

[z ]z —y I"‘IKF(%%(JI))—F(JJ,%( ) = (F(y, Vi(y)) — F(y, Va(y))) |
<cla [PTOTER | x —y 7] (Viz) — Va(2)) — (Vi(y) — Va(y)) | x (1.103)
X (e || 453 AG™(Q(e)) || + || a5 A% (e)) ) '

<clai- ug,/\“( @) Il "+ AiAM(Q(e)) 17)-
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Etant données les estimations précédentes, on peut appliquer le théoreme du point fixe
afin de montrer I’existence d’un reste u° (d’ordre supérieur a un par rapport a ). Pour cela,
on écrit le probleme (1.70) sous la forme d’une équation abstraite dans 1’espace de Banach

2,
R = A3(0(e)
= Bu’, (1.104)
ou R
Gu = £ HF(4), 05,05, (1.105)

et £ est un isomorphisme (1.28) pour le probleme aux limites dans le domaine avec un
petit trou. Soit 4 appartenant a une boule B C R de taille €<%, 1l reste 2 démontrer les
propriétés suivantes : 1’application & envoie BB dans elle-méme

B> 4 = &u® € B, (1.106)
et cette application est une contraction dans cette boule, ¢’est-a-dire
| o — B R ||<Ek|v—10;R| YVo,wmeR pour k<1, (1.107)

D’apres (1.81), (1.86), (1.91), (1.100), (1.101) on obtient

| Sas R < ]l F5H5AZYQe) |+ 1 98 AZ Q) || + I 95 A5 (Q9)) 1))
< e(eMr || as; R et 4 el A,
(1.108)
On fixe 3, (', a et k tels que
(1,2) 58 —a—1>1+r, (1.109)
B—3 >k (1.110)

Rappelons que (3 — « et (3 — o appartiennent a I’intervalle (2, 3). Alors, pour que ’inégalité
(1.110) soit vérifiée on prend 3 — a proche de 3 (dans ce cas la formule (1.109) est vérifiée
aussi) et 3’ — « proche de 2. Grice a ceci, on garde la distance entre ( et 5’ et cette distance
vaut k € (0,1). Avec les inégalités (1.109) et (1.110) on obtient

| &as5 R | c(dett it || 2% R |[1H)

¢€1+n (1111)

VANIVAN

et inégalité € > c(4 + €'+*c(14%)%) 3 lieu avec le choix approprié de la constante € (e.g.
¢ = He, ou c est la constante de la formule précédente et de (1.111)) et de parametre £ dans
la condition € € (0, o). Alors d’apres (1.100) et (1.101) on a

| Bv — Bw; R ||< c(e + 2¢ N || v —w; R | (1.112)
e

La valeur £ < 1 peut étre choisie en diminuant la valeur de ¢y. Dans le Théoréme 4 on a
démontré I’existence d’un reste 4° dans (1.62) et en méme temps on a montré que le probleme
aux limites (1.17) admet une unique solution qui appartient a la boule.
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1.3.3 Analyse asymptotique formelle des fonctionnelles de formes
D’apres le développement de Taylor de la fonction J(z, -) on obtient

J(u5;Q(e)) = / J(z,v(x))dr + / (w(e™x) + v/ (2))J.(z,v(x))dx + . ..

Qe Q(e)

- /J e+ [ ((a) - ad(o) o o(@)do + ...

Q Q
(1.113)

ou on note . ..” les termes d’ordre supérieur a un en €. Supposons le fait suivant, concernant
la fonction J :

Hypothese 4. La fonction J € C%%(Q x R), et J! € CO*(Q x R).

Soit p € C%%() une solution du probléme aux limites

{ ;(ﬁ)ﬂ;(ag — F(z,v(2))p(z) = (2, v(x)), ! E gé. (1.114)

Par intégration par parties dans Q \ Bs = {zx € Q : |z| > 0} ona
[ @) = av@) gy () da
Q
= —lim [ (Aep(z) + F(z, v(2))p(2)) (' (z) = ad(z))dz

=—lim [ p(z)(A; + F)(z,0(2))) (¥ (z) — ag(x))dz (1.115)

+hm / (Oup(@) (v (2) — ad(z)) — p(@)Da) (V' () — ag(x)))de

z; Op
' | |axz

(A + Fy(z,0(2))) (V' (2) — ad(x))
= 80 () + ' (2) (2, v(2)) — ag(x) Fi(z, v(z)) = 0.

ou pyp = S0 est la derivée normale sur 0 B;. D apres (1.61) on av'(z) —ag(x) =

0et
(1.116)
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D’autre part O, p(z)(v'(z) — ag(x)) = O(67). Alors

0
= 1im [ (Op(@)(v'(x) — 00(@)) — p(2)01a (v (x) — ad(z))dr
585 (1.117)
= —a%ir% p(O)(4r | x |*) tds,
0B,
= —ap(0) = —47v(0)p(O)cap(w).
et ensuite
J(u%;Q(e)) = T (v; Q) — edmv(O)p(O)cap(w) + ... (1.118)
Comme c’était dans (1.74) on suppose que :
Hypothese 5. Pour tout o € (0,1)
| J(z,v(x) + V(2)) — J(z,v(x)) = V(z)J (z,v(x)) |[< c| V(z) " . (1.119)
Alors
| T (u5Q(e)) = T (v;e)) - /(w(€1f1f) +ev'(x) +4°(x)) Jy(z, v(z))de |
Q(e)
<c / | w(e™ ) +ev'(z) + a4 (z) |7 dx
Q(e)
T
<o / (e e e I (1.120)
Q(e)
X (77 || 5 AGY(Q) (17 + || af (2); AF(Q) 7)) da

1 1
< C&H"(/ i dr + /T_(1+U)(’8_2_Q)T2d7(81+0 + 8(1+”)(1+‘7))

€ &g
S C€1+J

carl+o0 <2et(l1+40)(f—2—a) < 2,il suffit de rappeler les inégalités suivantes

| T (u®;Qe)) — T (v; Q)| < ecmesy(w:) < ce, (1.121)
1
/ lw(e™'x) + agp(x)| - |J (2, v(z))|dx < c/ (g) - Tdr < ce?, (1.122)
Q(e) e
/ e - |J! (z,v(x))dr < ce™F / 2|~ 2N dy < et (1.123)
Q(e) Q(e)

qui confirment les calculs faits dans la partie précédente.
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Théoreme 5. Sous les hypotheses 4 et 5 on a

1T (uf;Q(e)) — T (v; Q) + e4mv(O)p(O)cap(w)| < celtmin@m), (1.124)

Ainsi, on déduit la forme de la dérivée topologique dans I’espace R? pour le probleme
(1.17) avec la condition de Dirichlet sur le bord de trou.

7(0) = —47v(0)p(O)cap(w). (1.125)

1.4 La dérivée topologique pour le probléeme elliptique en
dimension deux avec la condition de Neumann sur le
bord de trou

1.4.1 Analyse asymptotique

Comme on I’a supposé précédemment, on considére toujours deux domaines €2 et w
bornés dans I’espace R2. Supposons que leurs fermetures (2, T sont connexes et ont les bords
082 et Qw réguliers. Rappelons aussi que le centre O appartient a la fois a €2 et a w. On définit
les ensembles suivants :

w.={z eR? : {:=c"lw ew},

0e) = 0\ (1.126)

ol z = (x1,x2) sont les coordonnées dans €2 et ¢ est un petit paramétre appartenant a I’inter-
valle (0, o). €9 est choisi de telle maniére que 1’ensemble @, soit inclus dans 2. Dans ce cas
on appelle w. un trou dans le domaine €2(£). On considere le probleme elliptique aux limites
avec des conditions mixtes au bord :

_Azue(x) = F(ZE,U€<ZL')), T Q(E)’
w(z) = 0, x € 09, (1.127)
Oput(x) = 0, x € Ow.

Comme dans le cas de dimension trois, on suppose que le probleme (1.127) admet une solu-
tion qui s’écrit sous la forme suivante :

uf(x) = v(x) + ew (e 1w) + wy(e ™) + ' (z) + ..., (1.128)

ol v et v’ sont régulieres et w; et wo sont des solutions des deux problemes extérieurs. Dans
la suite, on introduit des problemes aux limites pour les fonctions qui apparaissent dans
(1.128).

Dans I’analyse asymptotique de I’équation (1.127) pour € — 0 on utilise deux problemes
aux limites, dont le premier est le suivant :

{—Axv(x) = F(z,v(z)), =€,

o(z) = 0, € 0. (1.129)

31



On suppose que cette équation admet une solution v dans €2, qui peut s’écrire comme
T L roo 3
v(z) =v(0) + 2" V,u(0) + 5% Viv(O)z + O(|x]?). (1.130)

Soit £ := e~ 'z. Le deuxieéme probleme aux limites, appel€ dans la littérature, probleme exté-
rieur, sera évoqué en introduisant (1.128) a 1I’équation (1.127) sachant que A, = 5*2A§ Alors

—Av(z) — e PAcwi (§) — Agwa(§) — 2A0 (z) + . ..
= F(x,v(z) + ewi(e7'z) + wq(e™x) + 20 () +...) (1.131)
= F(x,v(z)) + [ew (e 'x) + 2wy(e71z) + €20/ (2)] Fl(z, v(2)).

D’apres (1.129) les termes principaux s’annulent et on obtient

—e T Acwy (€) — Agwq (&) — 2 A0 () + . ..

= [gwl(fi—l(l}) "—U}Q(E_ll’) +€2U,(;C)] Fé(I,U((E)) (1.132)

Mettant en facteur ¢ et passant a la limite avec € — 0 on obtient le premier probleme extérieur

—Aew(§) =0, ¢ e R\,
{ a”(&)wl(g) = - n(g)fTVIv((’)), g - 8w’ (1133)

ou la condition pour la dérivée normale w; sur la frontiere de w vient du fait que

0 = @n(gg)u6 (33)
= Op) () + E0pmywi (e @) + 20y wal(e ™ @) + 200" () + . .. (1.134)
= On(@)(V2v(0)2) 4 €0n(2yw1(§) + 2O (myw2(§) + *Opyv’ () + . . ..

Sachant que 0y,¢) = n(§)Ve = e 'n(§)V,, ona

0 = 8n(5)§TV$v((’)) + 8n(§)w1 (f) + 52(8n(x)w2(§) + 528n(5)w1 (5)) + ...

e (1.135)
=9, h(©)6" Vav(O) + Oneywi(§).

Comme dans (1.131) et (1.132) on obtient le deuxieme probleme extérieur :

—Agwy(§) =0, ¢ eR2\ o,
{ an(f)w2(€) = —8n(g)%£TV§v((9)§, e 0w, (1.136)

pour lequel la condition au bord est évaluée comme suit :
0 = 8n(x)u5 (.77)
= 8n(r)v(x> + Ean(m)wl (51) + 52an(x)w2(€> + 52811(90)”,(3:) +..
= 8n(m)vx’l}(0)$ + an(x)§xTV§U(O)ZB + E@n(m)wl (f)
4620, (myw2(€) + szan(xiv’(:c) + ... (1.137)

= One&" Vav(0) + 3n(§)§fTV§€f + Oneyw1(§) + €0, eyw2(§)

+ 628n(x)vl + ...

0T VE(O)E + Duewa(E).
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prenant (1.133) et divisant par € > 0.
D’apres [87], appendice 6, on effectue une décomposition dans I’espace R?

0y, v(0)
~ 06" Vav(0) = — (Onge)61, On(erC2) - (@civ(@)) (1.138)
et on introduit la fonction W = (W;, W5), solution des équations suivantes :

{—Agwxf) = 0, £ER\ G,

1.139
OneWi(§) = —0One&, &€ Ow, ( )

pour ¢ = 1,2. La solution de ce probléme extérieur est un vecteur (W, Ws) de la forme :

1 €r

Wy, Wo) = ——== O(l¢]~? 1.140
( 1y 2) 27T‘§|2m<w)+ (|£| )7 ( )
avec m(w) = (mik)?jkzl la matrice symétrique de masse virtuelle, [87]. D’apres [87] on
conclut que la fonction harmonique w; solution de 1’équation (1.133) est la suivante :
W 1 ¢" -
_ T 1y __ s 2
w1 = V,0(0) (W) S ) Va(0) + O(fel ) (1.141)

La solution fondamentale du laplacien en dimension 2 (c’est-a-dire —A¢(z) = d(x — 0)

dans R? avec §(z — 0) la distribution de Dirac) est la fonction ¢(z) = Py In Bk Alors la
T |z
solution de (1.136) est la suivante :
c 1 1
we(f) = —1In— +co+ O(— (1.142)
et pour trouver la constante c on utilise la condition au bord
0 c 1
Oneywa(&)dse = — / —In d¢ = c. (1.143)
fowornt@rtse= - [ ez
ow 8BR

D’autre part, d’apres la formule de Green on a :

- [ Db Vin(O)edse = [ Acy€ Vi)

= mesowA,v(0) (1.144)
= —mesywF(O;v(0)).
La solution s’écrit sous la forme :
1 1
wy(&) = 5 In |Emesgch(O, v(0)) + o+ O(¢] ™), (1.145)
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1
en choisissant ¢y = o In —mesywF (O, v(O)) on obtient
T €

wy(§) = _L In imesQuJF((’) v(0)) + O(l¢]™). (1.146)

2 x|

Considérons finalement la derniere fonction qui apparait dans (1.128) et remarquons que
d’apres (1.127)on a :

—Av(x) — eAgwi(§) — e2A,wy(€) — e2A 0 () (1.147)
= F(z,v(z) + ewi(§) + 2wz (§) + e*'(2)) '
si et seulement si
—Au(z) — e PAcwi(§) — Agwa () — 2V () (1.148)
= F(z,v(x)) + (ewi(§) + w2 (§ )+€20’( ) Fy(@,v(x)) + ... '
Alors le probléme aux limites pour la fonction v’ s’écrit :
( , 1 27
—A () = [—%—W| - |2m(w)V$v((’))
—%ln ’ i |meSQwF((9 ;0(0))
+0(2)|Fl(x,v(x)), x €, (1.149)
Vi) = o 5] () V.(0)
——ln | ; |m682wF((9 0(0), x € dfd

1.4.2 Analyse asymptotique d’une fonctionnelle de forme en dimension
deux

Dans cette partie on décrit I’analyse asymptotique formelle de la fonctionnelle de forme
en dimension deux. Notre objectif est de développer une dérivée topologique pour une fonc-
tionnelle de forme en utilisant un développement asymptotique de la fonctionnelle. Ainsi, on
introduit les hypothese suivantes

Hypothese 6. La fonction F € C*1(Q x R), la dérivée F! € C**(Q x R) pour certain
€ (0,1) et F! < 0,

Hypothese 7. La fonction J € C%*(Q x R), la dérivée J! € C**(Q x R).

D’apres la monotonie de la fonction F', le théoreme de Lax-Milgram et la régularité de
la fonction J on en déduit que le probleme
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admet une unique solution p € C**(). La solution u° est remplacée dans la suite par son
approximation asymptotique. Ainsi on obtient le premier terme du développement asympto-
tique d’ordre €2 pour la fonctionelle

J(u®,Qe)) = / J(z,u(x))dz (1.151)

Q(e)

par rapport au parametre €. La fonctionnelle 7 peut s’écrire de la facon suivante :

J (u%;Q(e))

et

/ J(z, v (z))dx

Q(e)
/ J(x,v(x))dx + / [J(z,u(x)) — J(z,v(x))] dz
Q(e) Q(e)

J(0,Q) — e2messwJ(O,v(0)) + / (u(x) —v(2))J) (2, v(z))
Q(e)

T (v,Q) — e2mesowJ (O, v(0))

+ / J! (2, 0(z)) (ewy (€) + 2wa(€) + %' (z))dx

T (v,Q) — e2mesywJ (O, v(0)) + &2 / J (z,v(x))x

Q

1 I‘T 1 1 /
" [‘%mexv(m gz I pymessF (0, 0(0) + (@) do.
(1.152)

1 27 1

1
= _%Wm(w)vxv(O) -5 In m’fﬂ@SQWF(O, v(0)) + V' (2) (1.153)

. / (= Aup() + p(e) Flr, () Gla)da

En utilisant 1’égalité

. (1.154)
= lim [ (=Aup(2) + p(a) F)(,v(z)))C(x)dz.
Q\Bs
of dg
Af-g= [ [ Bg+ (—-9——- ) (1.155)
9/ Q/ ag on on
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on obtient

I = lim /(p(x)AxG(iv)+p(ﬂf)Fé(x,v(x))G(x))

6—0
Q\Bs

+aé (a%p(x)G(l‘) —p(x)%G(I)) —a / (a%p(x)G(w) p(w)a%G(x))] -

5
(1.156)
D’apres (1.133), (1.136), (1.149), le premier terme s’annule et d’apres (1.127), (1.129) et
(1.150) le deuxieme terme est égal a zéro sur la frontiere extérieure de €). Finalement on a :

. 0 0
1= iy [ (G0 )5 Gl ) s
g 9 (1.157)
= (lsli% (Ep(x)G(ac) - p(w)EG(m)) dSs.
0B
Notons que
2
0
p(z) = p(O) + inaﬁ (0) + ... (1.158)
i=1 ¢
et
ox; 8p x; ap
1.15
D) Z Ox| 8x Z |z| 8371 (1.159)
‘ . . 8201
car en passant aux coordonnées polaires x; = rcosf, o = rsinf on a |z| = r et 5 =
r
%_COSQ—E %—%—sme—ﬂ
Olx| 2" o Ola] e
Alors, en retournant a (1.153) :
. 2 ZT; 8]) 1 T ov
I =1 — R =
65%2-7]%:1/ [|x| 5’%(0) ( 27 \x|2mk] 5’xj<o)
Ss
1
Sl F /
5o mme;gw (O,v(0)) + V' (z) ) (1.160)
D 1 =z v
= (0O 520)) (=55 s e (©)
1
— %ln | |mesng((’),v((’))) +'(z) | | dSs
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En passant a la limite et apres différentiation du deuxieme terme, on a :

L 2 x; Op 1 x ov
' li“Z/ {maxi@( %W@a—@@)
Ss

BT,
+xi§—;i((9) %%meSQwF(O,U(O))),

remarquant ensuite

lim <p((9) (—iimeswmo U(O)))) — messwF (0, 0(0)p(0)  (1.162)

6—0 27T| |
Ss
et aussi
1im§2:/ 0 (220 9% 0))) =0 (1.163)
50 - b o |zf? ik Dy, - '
],k:ls5
] 22: / —p(0) (522(0) = F(0,0(0))) ) =0 (1.164)
61_r)% 2 D xl&x . |$|mesgw v = 0. .
1= Ss

) 2 1 iz 8p
I =1 —— F(
lim m’;:l/ [ R 8% k]a 1 mesowF (O, v(0))p(O)
Ss
. 2018378y, 8p
= (]51_1)% — 17]%321 — 89& k]a — mesywF (O, v(0))p(O)
= —V.p(O)I'm(w)V,v(O) — messwF( (’) ,0(0))p
(1.165)
Théoreme 6. Sous les hypotheses 1, 6 et 7 on obtient
T, Q) = T(,Q)+ e (—mesqwJ (0, v(0)) (1.166)
—V.p(0) ' m(w)V,0(0) — mes,wF (0, v(0))p(0)) + '
Finalement la fonctionnelle (1.152) peut s’€crire sous la forme
JWE, Q) = JW,Q)+ e (—mesowJ (O, v(0)) (1.167)

—V.p(0)'m(w)V,0(0) — messwF(0,v(0))p(O)) + . ..

ol le facteur de £? est la dérivée topologique 7 (). Ainsi on a obtenu la forme de la dérivée
topologique dans I’espace R? :

T(0) = —mesywJ (O, v(0)) — Vp(O)'m(w)V,v(0) — mesywF (O, v(0))p(O).
(1.168)
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1.5 Approximation de la dérivée topologique en utilisant la
méthode des éléments finis

Dans cette partie nous allons établir une approximation numérique de la dérivée topolo-
gique de la fonctionelle de forme (1.19) avec u° la solution du probleme (1.127). Par la suite,
nous formulerons les estimations dans L°° de I’erreur d’approximation.

1.5.1 La famille d’éléments finis

Dans le domaine 2 on considére une famille de triangulation {T,}, h > 0. A chaque
triangle 7' € T} on associe deux valeurs p(7T") et o(T") qui sont le diametre de 7" et le
diametre de la plus grande boule inscrite dans 7. On pose h = maxrer, (1) et on introduit
les hypotheses suivantes concernant la triangulation :

p(T)
a(T)

< ppourtout T € Ty, h > 0.

1. Régularité. Il existe 0 > 0 tel que < opourtoutl € Ty, h > 0.

h
2. Il existe p > 0 tel que
p(T)
3. Soit Q, = UTeTh T, Q, son intérieur et I', sa frontiere, Q, = Qp U I';,. On suppose
que les sommets de T}, appartenant a la frontiere [';, sont également des points de I'.

On considere ’espace d’éléments finis Py
Vi ={v, € C(Q) :vy|r € Pi(T), VT € Tp et v, =0sur Q\ Q,} (1.169)

et
Wi, = {v, € C(W) : vp|r € PA(T), VT € Ty}, (1.170)

ou P;(T') est I’espace des polyndmes de premier degré définis sur 7'. V}, est un sous-espace
vectoriel de I’espace H}(Q) et W), est un sous-espace de H'((Q2). Définissons 1’opérateur
d’interpolation de Lagrange :

I, : C(Q) — W, (1.171)

I1;,z est un élément de W), tel que I1,2(x;) = z(x;) pour tout noeud x; qui est un sommet de
la triangulation 7" € T},. Dans le cas ou la fonction z s’annule sur le bord I', on prolonge la
fonction 11,z par z€ro sur tout €2 et on la note aussi par 11, z. Ainsi on obtient I,z € V},.

1.5.2 La solution numérique du probléme non-linéaire

Comme on I’a remarqué auparavant, compte-tenu de nos hypotheses, 1’équation (1.127)
admet une unique solution dans H?(Q2) N H} () et ceci peut étre formulé sous la forme
variationnelle

{ Trouver v € H}(Q) tel que (1.172)
a(v,z) = (F(-,v),2)120), Vz € Hy(Q), '
ou
a(v, z) = /Vv(x)v,z(x)dx, (1.173)
Q
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et

(F(-,v),2)120) = /F(x,v(x))z(x)dx. (1.174)

On suppose ici, que la fonction F'(z, -) est monotone. Du point de vue de I’approximation
numérique le probleme discret s’écrit comme 1’équation variationnelle suivante :

{ Trouver vy, € V}, tel que (1.175)

a('Uh, Zh) = (F(',Uh),Zh)LQ(Q), v'zh c Vh-

L’existence d’une solution au probleme (1.175) est connue, voir par exemple [100]. 11 suffit
d’appliquer le théoreme du point fixe de Brouwer et utiliser le fait que la fonction F'(x, -) est
monotone. Notre but est de prouver la convergence v, — v dans W1H°(Q;,) pour i — 0. On
établira une estimation d’erreur comme dans le cas linéaire. Le probleme (1.175) peut étre
formulé sous la forme variationnelle suivante :

a(p,z) = (Fo(-,p), 2)12@), V2 € Hy(Q). (1.176)

L approximation numérique pour p € H} (£2) est donnée ici par I’équation variationnelle

(1.177)

Trouver p, € Vj, tel que
a(phs zn) = (Fo(-,vn)s 20) 2, V2 € Vi

Dans la suite on suppose que la fonction Fj vérifie I’hypothese (1.13).
Nous allons prouver I’estimation dans L°°(£2;) pour I’approximation de la dérivée topo-
logique par éléments finis dans le cas du probleme elliptique non-linéaire.

1.5.3 La convergence de I’approximation par une méthode d’éléments
finis des solutions du probleme elliptique et de I’état adjoint.

L’estimation présentée ici, dans L>°(£2;) de I’erreur d’approximation par éléments finis
du probleme (1.127) a été établie dans [11] par E. Casas et M. Mateos pour une solution v
de (1.172) dans I'espace de Sobolev W*>°() defini par :

W2=(Q) = {ve L*(Q) : Vve L®(Q), Vv e L2(Q)}. (1.178)

Théoreme 7. Soient v et vy, des solutions des problemes variationnels (1.172) et (1.175). 11
existe une constante C' > 0, indépendante de h, telle que

|0 —wvn; L() [|< Ch || v; W (Q) || . (1.179)

En plus, on obtient I’estimation suivante (voir [14], [19]) :

Théoreme 8. Soient v et vy, des solutions des problemes variationnels (1.172) et (1.175). 11
existe une constante C' > 0, indépendante de h, telle que

| Vo — Vop; L®(Q) [|< Ch || v; W>=(Q) | . (1.180)
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D’autre part nous avons les estimations dans L>°(£2;,) pour I’approximation du probleme
linéaire (1.150).

Théoreme 9. Soit xq € () et soient p et p;, des solutions des problemes variationnels (1.176)
et (1.177). Il existe une constante C' > 0, indépendante de h, telle que

| 2= pn; (%) || + || Vo — Vipu; L=(Q) |< Ch || p; W*2(Q) || . (1.181)

1.5.4 Estimation dans .°°({);,) de ’erreur d’approximation de la déri-
vée topologique.

Notons 7, ;, une approximation numérique par éléments finis de la dérivée topologique
Tq. Alors

Ton(0) = —mesy(w)J(0,v4(0)) = Vapn(0) 'm(w)Vevn(O)

~F(0, 0(O))mesaw)pi(O). (15
Ona
| 70(0) = Tou(0) | = | —mesz(w)[J(O,v(0)) — J(O,v,(0))]
[V, p(O) m(w)V,0(0) = Vops (0)Tm(w)V 04(O)]
—[F ( (O))m682( )p(0) = F(O, va(O))mesa(w)pn(O)] |
< mesy(w) | J(0,0(0)) = J(O,0,(0))
| Vop(0) (@) V() — Vapn(0) m(w) V0, (O) |
+mesy(w) | F(O,0(0))p(O) = F(O,u(0))pa(0) | -
(1.183)
Or v est borné, J est réguliere et d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires on a
| J(O,0(0)) = J(O,v(0)) |< ¢ || v = vn; L=(2) || (1.184)
alors

| 7o(0) = Tan(O) | < el v —wp; L=() ||
+ | Vap(O) ' m(w)Va(v(0) — 0,(0)) |
+ | Va(p(O) = pr(0))T'm(w) Vv, (0) | (1.185)
+mesy(w) | F(O,0(0))(p(O) — pr(0)) |
+mesy(w) | (F(O,0(0)) = F(O,v,(0)))pr(0) | .

D’apres la régularité de [ et le théoréme des valeurs intermédiaires, compte-tenu du fait
que v est borné, on a

| F(O,v(0)) = F(O,v,(0)) |[< ¢ || v—un; L=(Q) || - (1.186)
ce qui conduit a
| 70(0) = Ton(O) | < el v —vp; L=(Qn) |
+c | Va(v(0) = (0))
+c | Va(p(O) — pa(0))
+c [ p(O) —pu(0) | .

Finalement, d’apres les théorémes 8 et 9 on conclut que

; (1.187)
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Théoreme 10. Soit O € Qy, pour un certain h > 0. L’estimation suivante a lieu :

| 7o (0) — Ton(0) |< Ch(|| v; W2(Q) || + || p; W(Q) |]). (1.188)

1.5.5 Exemples

Dans cette partie, nous allons étudier des exemples de comportement de la dérivée to-
pologique par rapport aux changements de la taille de discrétisation. Nous allons calculer
I’erreur d’approximation qui sera du méme ordre que la taille de discrétisation dans chaque
itération. Supposons 2 = (0, 1) x (0, 1). On définit sur € le probléme non-linéaire

—Apv(x) = () + fz), v€Q,
{ o(z) = 0, v €00, (1.189)
qui minimise la fonctionnelle d’énergie
1 2 1 4
J(v;Q) = 5 \Vo(x)|“dx + 7/ (x)dx — | f(x)v(x)de, (1.190)
Q Q Q
Exemple 1. Soit f la fonction suivante
fl@) = flzy,22) = ((2%+ 22)sin7a, sin7wa,)®
+2 (7% (2? 4+ x3) — 2) sin 7z sin Ty (1.191)
—47 (x1 cos Ty sin mxry + sin wxy cos Txg) .
La solution exacte du probleme (1.189) est de la forme
w(z, 32) = (27 + 23) sin w2y sin w2, (1.192)
et I’état adjoint s’écrit :
Lo, oy :
p(x1,x0) = —5 (xl + .CEQ) sin xq sin Txs. (1.193)

La dérivée topologique est présentée sur la Fig. 1.5, I’erreur d’estimation est présentée sur la
Fig. 1.6.
Exemple 2. Supposons maintenant que f s’écrive sous la forme :

f(x) = floy, 22) = (21(x1 — Daa(ze — 1)) = 2(za(z0 — 1) + 21(21 — 1)) . (1.194)
Dans ce cas la solution exacte est la suivante :
u(zy, x2) = x1(xy — 1)wg(2 — 1) (1.195)
L’ état adjoint s’écrit :

1
p(fﬂl,l'g) = —533'1(]71 — 1)1’2(1’2 — 1) (1196)
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La Fig. 1.7 présente les valeurs de la dérivée topologique, la Fig. 1.8 montre I’erreur de
1’approximation.
Exemple 3. Dans ce derniere exemple f s’écrit sous la forme

[ o= (1002223 (z1 — 1)*(2y — 1)2)°

— 200 [23(z; — 1)*(623 — 679 + 1) + 23(z2 — 1)?(62% — 621 + 1)]. (1.197)
La forme de la solution exacte du probleme (1.189) est la suivante :
u(z1, T9) = 1002723 (2, — 1)* (25 — 1)? (1.198)
La forme de I’état adjoint peut s’écrire comme :
p(z1,29) = —50z725 (7 — 1)* (29 — 1)% (1.199)

La dérivée topologique et I’erreur de son approximation sont présentées sur les Fig. 1.9
et 1.10.

1.5.6 Conclusion

Dans ce chapitre la forme de la dérivée topologique a été établie pour un probleme ellip-
tique semi-linéaire défini sur R? et R3. Afin d’effectuer des calculs numériques pour trouver
son approximation numérique on a appliqué la méthode d’élément finis. La convergence de
I’approximation numérique a été établie dans R?. Or I’application de la dérivée topologique
en optimisation de forme exigeant une grande précision, on a établi une estimation dans L*°
de I’erreur d’approximation. Le résultat numérique confirme la justesse de la méthode. Dans
la suite les résultats serons utilisés en optimisation de forme pour le probleme semi-linéaire.
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The exact topological derivatve
The numerical topological derivative

FIG. 1.5 — La dérivée topologique : exacte 7, (a gauche) et approchée 7T, j, (a droite).

FIG. 1.6 —Lerreur | 7o — T p |oo-

2
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FIG. 1.7 — La dérivée topologique : exacte 7, (a gauche) et approchée 7o, j, (2 droite).
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F1G. 1.8 - Lerreur | 7g — o |oo-

The exact topological derivative
The numerical topological derivative

FIG. 1.9 — La dérivée topologique : exacte 7, (a gauche) et approchée 7, 5, (a droite).

Emor

FIG. 1.10 — Lerreur | 7o — T 5, |oo-
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Chapitre 2

Optimisation de forme et de topologie
d’un probleme elliptique semi-linéaire.

Dans ce chapitre nous allons présenter une méthode numérique pour I’optimisation de
forme d’une fonctionnelle de type intégrale associée a un probleme semi-linéaire. Cette mé-
thode utilise la dérivée de forme et la dérivée topologique de la fonctionnelle. L’ évolution
géométrique des domaines est réalisée par une méthode de courbes des niveaux. Les chan-
gements topologiques sont rendus possibles par I'utilisation de la dérivée topologique. La
forme de la dérivée topologique a été établie dans le chapitre précédant.

Commencons par décrire le probleme modele étudié. Soit B et D deux ouverts bornés
de R? tels que B € D. Pour un ouvert w de R?, on note #w le nombre de composantes
connexes de w et on considere I’ensemble des domaines admissibles

Uyg={Q=D\@ : wouvert, w C B, #w < k, H'(0w) < C} 2.1)

avec H'(Ow) longueur des frontieres et C' une constante donnée.
On note 0D = T la frontiere de D et 92 = I' U Ow. On va considérer un probleme
d’optimisation de forme correspondant au probleme elliptique semi-linéaire suivant :

—~Au+u® = f dansQ,

u = 0 sur F, (22)
ou
— =0 surdw,
on

ol f C C°°(D) et n désigne le vecteur unitaire normal a 02 et dirigé vers 1’extérieur de (2.
Supposons maintenant que z; est une fonction donnée sur D. On considere la fonctionnelle
suivante :

J(Q) = % / (u — zq)*d. (2.3)
Q

Pour £ > 1 on s’intéresse alors au probléme d’optimisation de forme suivant
min{J(Q) : Q € Unq} (2.4

associé€ au probleme (2.2).
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a) b)

FIG. 2.1 — Le domaine D (a gauche) et le domaine 2 (a droite).

2.1 Le probléme semi-linéaire

On cherche a minimiser la fonction (2.3) par rapport au domaine €2. La premiere question
qui apparait est I’existence d’un domaine optimal, ce probleme est considéré dans la sous-
section suivant.

2.1.1 Existence d’un domaine optimal

L’existence d’un domaine € solution du probléme (2.4) pour un probleme linéaire a été
montrée dans [8], [9] pour des conditions de Neumann sur la frontiere des trous. En apportant
quelques modifications a la preuve de ce résultat, on peut 1’adapter a notre probleme. Ceci
est possible sans difficulté car la frontiere I' dans (2.2) est fixe.

Etant donné ’ensemble D C R% et f € L*(D) pour tout ouvert 2 C D on note ugq une
solution faible du probleéme

—Aug +ud = f dans Q,

ug =0 sur T,

g (2.5)
— =0 sur Ow.

on

Ensuite on note g une extension par zéro de uq a un élément de L*(D). On étudie la conti-
nuité de ’application Q — g € L*(D), dans le cas ou la famille des domaines est équipé
de la topologie complémentaire de Hausdorff. Tout d’abord on introduit le résultat en di-
mension deux suivant : si €2,, converge au sens de la topologie complémentaire de Hausdorff
(notée par H¢) a un domaine ¢ tel que le nombre de composantes connexes de D \ €2, et
la longueur des frontieres H*(w,,) soient bornés uniformément, alors g, converge vers .
Plus précisément, on démontre que si {2,, converge au sens de la topologie complémentaire
de Hausdorff a 2 tel que le nombre de composantes connexes de D \ 2, soit borné uni-
formément, alors pour tout f € LQ(D) on a la convergence des solutions ug, — g si et
seulement si on a la convergence des mesures de Lebesgue |€2,,| — |€2|. On utilise ce résultat
pour démontrer 1’existence d’un domaine optimal qui minimise la fonctionnelle de forme

J(Q) := %/(U/Q — zg)dx (2.6)
0
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dépendant de ug,.
Une solution faible du probleme (2.5) est une fonction ugq € H*(2)N L*(Q) unique, telle
que u = 0 sur ' et vérifiant :

/(VUQVU + udv)dr = /fvda: Yo € H(Q), v=0surT. (2.7)
Q

Afin de comparer les solutions du probleme (2.5) définies dans deux domaines différents
toutes les fonctions de H'(2) sont étendues par z€éro a un €lément de L?(D) ainsi que leurs
gradients. Alors pour toutu € H'({2) on note @ un élément de L*(D), défini par u(z) = u(z)
pour z € Qetd(z) = 0pourx € D\ €. Le gradient de u est étendu par zéro de la méme
facon en un élément de L?(D, R?). On écrit Vu(z) = Vu(z) pour = € Q et Vu(x) = 0 pour
xr € D\ Q. Ainsi H*(Q) est un sous-espace fermé de L*(D) x L?*(D,R?).

On introduit maintenant la convergence au sens de Mosco. Etant donnée une suite d’élé-
ments {2, } _y dans U,g4, on dit que H'(,,) converge au sens de Mosco vers H'(£2) si :

M1) Pour tout ¢ € H'(Q) il existe une suite ¢, € H'($,) telle que Pn converge fortement
dans L?(D) vers ¢ et V¢, converge fortement dans L?(D, R?) vers V¢ ;

M2) Pour tout suite ¢, € H'(2,,) telle que (¢x, Vi) converge faiblement dans L?(D) x
L*(D,R?) vers (u,v1,vs), on a (u,vy,ve) = 0 p.p. dans D \ Q et Vu = (v1,v) au
sens de distributions dans €.

neN

Afin de simplifier la notation, pour u,, € H'(£,,) et pour u € H'(), on écrit u,, ~ u a

- 2 2 2 -

la place de (@, Vu,) LADXL/DR), (@, Vu).
On considere dans la suite une famille de domaines compacts par rapport a la conver-
gence de Mosco. La fonctionnelle de forme J(2) est minimisée par rapport au domaine

(2 avec la fonction ug donnée par (2.5). Pour démontrer 1’existence d’un domaine optimal
Q* € Uyq (cf. (2.1)) du probleme

Q") = inf J(Q 2.
T = vt T, =y
on va appliquer une approche standard. Supposons que {€2,, } est une suite minimisante pour
le probleme d’optimisation de forme. L’existence d’un domaine optimal pour le probleme
d’optimisation est établie sous les hypotheses suivantes sur la suite {2, }

HL 0, = D\ Uk et H(,) = R wh) = Hel6) i= H(U i)

W,
i=1

H2. La convergence au sens de Mosco des espaces H'(§2,,) vers H £ (Q) a lieu et on note
HY(Q,) 25 HY(Q) (cf. [9]).

Remarque 1. L’hypothése H2 implique la convergence au sens de Mosco de H'(Q,) N
LP(Q,) vers H' (Qoo)NLP () pour tout p < oo. Cette propriété peut étre établie en prenant
un sous-ensemble dense dans (M1) de fonctions sous la forme uy(x) = inf(uy(z), M) —

inf(u_(x), M) dans H'(Qs), M < 00, ot uy (z) = sup{u(x),0}; u_(x) = sup{—u(z),0}.

Théoreéme 11. Dans la classe de domaine admissibles (2.1) le probleme d’optimisation de
forme (2.8) admet une solution.
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Afin de démontrer le Théoreme 11 il suffit de montrer le théoréme suivant :

Théoreme 12. Soit | € N fixe et €2, Q € U,q tels que $2, 0. Alors pour tout f € L*(D)
on a ugq, ~ ugq si et seulement si |Q2,| — |Q|.

La démonstration de ce théoreme dans le cas d’un probleme aux limites linéaire peut étre
trouvée dans [9]. Afin d’adapter le résultat a un probléme non-linéaire (2.5) on peut établir
la convergence au sens de Mosco des espaces de Sobolev H'(2) N LP(£2) associés, pour tout
p < oo. Larelation entre la continuité par rapport a la variation du domaine géométrique pour
le probleme (2.5) et la convergence au sens de Mosco des espaces de Sobolev est donnée par
la proposition suivante (cf. Proposition 3.2 dans le cas linéaire [9]) :

Proposition 1. Soit 2, Q € U,q tels que H'(Q,,) converge au sens de Mosco vers H'(Q).
Alors pour tout f € L*(D) on a ug, ~ ugq.

Preuve. On pose u,, = ug, et u = ug. La solution faible du probleme (2.5) dans (2,, est
une fonction unique u,, € H'(Q,,), u,, = 0 sur T, satisfaisant

/(Vuan +udv)dr = /fv, Yo e HY(Q,), v=0surT. (2.9)
Qn Qn

En prenant v = wu,, la fonction test dans (2.9) on obtient

/(|Vun|2 + up)dr = /fun, (2.10)
Qn Qn
ce qui est équivalent a
/(Wun\z +at)dr = /fan. (2.11)
D D
Notons
2 1 4
L) = 5 (196 [lel= [ o
Qn 1 Qn Qn (2. 12)
_t = 2, S14 5
= 2/!Vso\ +4/Is0\ /fso,
D D D
alors
Ly(u,) = inf {I,(p) : ¢ € H'(Q), ¢ =0sur '} . (2.13)

Or {u,} est borné donc on obtient

1 1 1 1
I, (uy) :§/|Vun|2+1/|un|4—/fun:—Z/|un|4—§/fun. (2.14)
On On Qn Qn Qn

D’apres (2.5) on a

Tl ellunllzz(q,); (2.15)

J 190 4 ualt = [ Fuao < Wizl <
Qn O
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et nous avons les estimations suivantes :

2
IVl + iz, — <l < 1212 216
Vu que
lollzon = [ thoPar < ([ 123 1l 2.17)
Qo Qn Qn
et aussi
—ellunll72(q,) > —6\/WI|un|li4(gn> (2.18)

alors, d’apres (2.16) on a

IVl 220 + 1unl Loy =€V IQullunl a0y < VU720 + 1unll 7200 —Ellunll 2@,
(2.19)

Si I’on suppose que
unl 31, > €V IQ0l, (2.20)

on obtient
1
IVtn |72,y + 5”“71”%4(9”) < VunlZz i,y + lunllza,) — eV IQllunlZaq,) (2:21)

Donc la suite {u,, } converge faiblement dans L?, ¢’est-a-dire @,, — @ dans L*et @un —~ Vu
dans L?. D’apres le Remarque 1 et (M1) il existe {¢,} C H'(,) N L*(Q,), telle que
¢ — tg dans L*(D) et Vo, — Vug dans L?(D;R?). Alors

lim I, (én) = To(u) (2.22)

n—oo

donc I,,(¢y,) > I,(u,) ce qui donne :

Io(u) = lim I,,(¢y,) > limsup I,,(u,) > liminf [,,(u,) > Io(u) (2.23)
Alors I, (u,,) — Iq(u). Or
[ o= [ 1 @24
o Q
alors
/\vunyuui ~ L(u) —/fun s To(u) —/fu:/|Vun]2+ [t (2.25)
o Qn 0 0

Finalement @un — Vu fortement dans la norme L2 et %, — U fortement dans L*, donc
aussi dans L3, ainsi on obtient le passage a la limite dans (2.9) et I’égalité @ = ug, dans 2.
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2.1.2 La dérivée par rapport au domaine.

On rappelle la fagon formelle de dériver une équation et les conditions aux limites pour
la dérivée de forme v’ [94]. La dérivée par rapport au domaine est déterminée par la formule
standard

AT V) = lim = (J(52) — () (2.26)

ou le domaine €2, est défini comme dans (1.11). La limite (2.26) définit la dérivée de la
fonctionnelle .J(£2) dans la direction de champ de vecteurs V. D’aprés (2.6) (en remplagant
ugq par u, cf. la démonstration de la proposition 1) on obtient

dJ(Q; V) = /(u — zg)u'dx + /(u — zg)*(V,n)ds, (2.27)

Q Ow

ou la dérivée de forme v’ de la solution du probléme (2.2) est déterminée dans la suite et
V' = 0 sur I'. Ainsi on obtient les conditions aux bords sur I' et I’équation dans (2

u' =0 sur I,

—Au + 3u*u' =0 dans Q. (2.28)

La condition au bord sur Jw est établie dans (2.2) pour compléter le systeme (2.28). Pour
cela on rappelle que u = 0 sur I', donc la dérivée matérielle s’écrit sous la forme suivante :

v=u+Vu-V=0. (2.29)

Ainsi la dérivée par rapport au domaine est la suivante :

ou
r— _ V= 2= ) 2.
U Vu-V n(V,n) (2.30)

Par construction, le champ de vecteurs V' s’annule sur I'. On décompose maintenant le gra-
dient sur la frontiere en composantes tangentielle et normale :

0
Vu = Viu+ 2. 2.31)
on
La dérivée matérielle s’écrit :
d
aut(x(t)) =u=u+Vu-V. (2.32)

La formulation variationnelle du probleme semi-linéaire.

Le probleme (2.2) peut s’écrire sous la forme variationnelle de la maniere suivante :
On cherche u € HE () N L*(€Y) tel que

/VuVsoJr/u?’w: /fw, Vo € Hp () N LH(Q), (2.33)
Q Q
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dans le domaine €, = T;(€2), ou €, = D \ w; et wy = T} (w). L’intégration par parties par
rapport a ¢, en ¢t = 0 sous la condition que la dérivée de forme de la fonction test soit nulle,
donne

/Vquo(V, n) —l—/Vu’Vg&—i—/uggo(V, n) +/3u2u/g0: /fgo(V, n). (2.34)
Ow Q Ow

Ow Q
Ceci s’écrit ainsi :
/Vu’V(,o + /3u2u'gp = —/ [ViuVre + e — fo] (V,n)dl(z). (2.35)
Q Q ow

Par intégration par parties du c6té gauche on obtient :

/Vu'Vgo + /3u2u’<p = /(—Au' + 3wt ) + g—z : (2.36)
0 Q Q

Ce qui conduit a 1’équation pour u’ dans €2 sous la condition que la fonction test ¢ ait son
support compact. Afin de trouver la condition de Neumann pour ' sur dw, on réécrit les
intégrales au bord :

— / [VruVre +u’e — fo] (V.n) = / {divr((V,n)Vru) + [f —u’|(V,n)}o. (2.37)

ow ow

Or la formule de Green sur la frontiere du trou est de la forme

/avpuvpgodf = — / edivr(aVru) (2.38)
Ow Ow
avec a = —(V,n) (cf. [94]). Alors on obtient
ou/ 4 3
o = divpr((V,n)Vru) + [f —u’[(V,n) sur Ow. (2.39)

L’état adjoint.

L’intérét de I’état adjoint est de simplifier la forme du gradient de forme. L’ équation pour
I’état adjoint s’écrit sous la forme suivante :

—Ap+3u’p =u—zg dans Q,
Ly sur  OJw, (2.40)
p=0 sur I

La formulation variationnelle de I’équation précédente, compte tenu la formule de Green

—/ApUIZ/Vp.Vu’—/aiu (2.41)
Q Q o)
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est la suivante :
/Vp VU 4 3uipu = /(u — zg)u' . (2.42)
Q Q

On va simplifier maintenant 1’expression du gradient de forme en remplacant la dérivée de
forme par I’état adjoint :

/(u —zg)u' = /Vp -V + 3uPpu = /[—Au’ + 3u*u|p + / aa_zip
59 (2.43)

Q Q Q
= [{dior((V,n)Vru) + [f = ’)(V, n) }p.
Ow
Par conséquent la semi-dérivée de forme d’une fonctionnelle de forme peut s’écrire :
4 V) = / (u = 22)2(V.m) + / dive ((V, n)Vru)p + / (f — u*)p(V,n)
Ow Ow 0w (2.44)
= [l 2+ (=] Vo) = [ (V0 Fruvip
Ow Ow
Ce qui conduit a I’expression suivante du gradient de forme
gr = =Vru-Vrp+ (u— z4)* + (f — u*)p. (2.45)

Afin d’effectuer des calculs numériques nous avons besoin d’une fonctionnelle de forme
avec une donnée z,. Dans ce cas, la position du trou w* est fixe et le probleme modele de
référence est le suivant :

~Az+23=f dans QF,
z=0 sur F, (246)

— =0 sur Ow*.

Pour I’élément :

vy = { z dans QF, (2.47)

0 dans D\ QF,

et le domaine optimal )*, la valeur optimale de la fonctionnelle de forme est donnée par

J(Q) =0. (2.48)
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Q, o =10

FI1G. 2.2 — Domaine et fonction levelset

2.2 Résultats numériques d’optimisation de forme et de to-
pologie

2.2.1 La formulation '""Level Set'

La méthode numérique utilisée pour trouver le domaine optimal est celle de Level Set
décrit dans [21]. On rappelle qu’il s’agit de représenter un domaine et sa frontiere comme
des lignes de niveau d’une fonction continue ¢ définie sur tout le domaine D.

Considérons la transformation du domaine €2, par un champ de vitesse ¢. Le domaine et
la frontiere sont définies par une fonction ¢ = ¢(z,t) telle que

Q={zeD: ¢x,t)<0} et Oh={zeD : ¢(x,t)=0}, (2.49)

c’est-a-dire que la frontiere OS2, est la courbe de niveau zéro de la fonction ¢ (Fig. 2.2).

L’équation de Hamilton-Jacobi

Supposons que z(t) est la position d’une particule sur la frontiere €2, se déplagant avec
la vitesse £ = @(t). En dérivant la relation ¢(x(t),t) = O par rapport a ¢ dans les direc-
tions normales de courbes de niveau ¢ données par n = V¢/|V¢| on obtient I’équation de

Hamilton-Jacobi
i + &,V =0 dans D x RY, (2.50)

ou &, est la vitesse normale (la composante normale de &, &, = £ - n). La donnée initiale
#(0,z) = ¢o(x) pour I’équation (2.50) est choisie comme la fonction distance signée a la
frontiere initiale 92, i.e.

¢o(x) = £ dist(z, 0€y), (2.51)
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avec le signe moins (resp. plus) si le point x est a I’intérieur (resp. a I’extérieur) du domaine
initial {2y . Comme une condition aux limites on impose des conditions de Neumann ho-
mogene sur la partie de la frontiere du domaine D ou la vitesse normale &, est négative,
c’est-a-dire l1a ou la vitesse est dirigée vers I’intérieur du domaine D.

Vitesse normale pour I’équation de la fonction ''Level Set"

2 2 N

Quand un trou est créé a I’intérieur du domaine, la condition limite pour 1’équation d’état
sur la frontiere du trou est de type Neumann. La dérivée par rapport au domaine est donnée
par (2.44). On fait donc le choix suivant pour la composante normale &, = £ - n du champ
de vitesse

& = —Vryu-Vryp + (u—z0)° + (f —u’)p. (2.52)

2.2.2 Méthode numérique pour I’équation ''Level Set"

Afin de résoudre 1’équation de Hamilton-Jacobi dans D on doit connaitre la vitesse nor-
male &, dans tout le domaine D. Comme la vitesse normale est connue seulement sur la
frontiere interne de €2, on doit I’étendre a tout le domaine D. Dans cette partie on décrit
comment construire I’extension de la vitesse normale a tout le domaine D et comment ré-
soudre 1’équation de Hamilton-Jacobi associée (2.50). La méthode a été décrite en détails
dans [58]. Ici on rappelle quelques notations et idées principales de cette méthode.

On commence par une remarque générale sur la résolution numérique de (2.50). Pour
un calcul numérique précis, la solution de I’équation (2.50) ne doit €tre ni trop plate ni trop
pentue. C’est le cas si ¢ est une fonction distance i.e. |V¢| = 1. Malheureusement, méme si
on initialise avec une fonction distance (signée) pour la donnée initiale ¢, la solution ¢ de
I’équation (2.50) ne reste pas en général proche de la fonction distance. On peut réaliser une
réinitialisation de ¢ au temps ¢ en cherchant la solution ¢ = ¢(7, x) de I’équation suivante,
jusqu’a I’état stationnaire (voir [86])

0, +S(0)(|[Vp| —1) = 0dans RT x D, (2.53)
p(0,z) = ¢(t,z), z €D, (2.54)
Ici, S est une approximation de la fonction signe i.e.
d
S(d) = (2.55)

VA2 +|Vd|2e?’

avec ¢ = min(Ax, Ay) ot Az et Ay sont les pas de discrétisation en espace dans les di-
rections z et y (voir ci-dessous). D’autres choix sont possibles pour 1’approximation de la
fonction signe. On se réfere a [86] pour plus de détails.

Extension de la vitesse normale

La vitesse normale &, doit étre définie sur tout le domaine D si I’on veut résoudre I’équa-
tion (2.50). Comme la vitesse normale &, est donnée seulement sur la frontiere I'y (voir
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(2.52)), on doit I’étendre au domaine D). On peut également étendre la vitesse normale de
maniere a forcer la solution ¢ de 1’équation de Hamilton-Jacobi a rester proche de la fonction
distance. En effet, si on est capable de calculer une extension de la vitesse normale Eext telle
que

Véext - Vo =0 in D x RT, (2.56)

alors on peut montrer que (voir [103]) la solution ¢ de I’équation (2.50) satisfait a |V¢| = 1.
Pour construire une extension &ext satisfaisant (2.56) au temps ¢ il faut résoudre 1’équation
suivante, jusqu’a I’état stationnaire (voir [84], [86])
\Y%
qr + S(qb)ﬁ Vg = 0OdansR" x D (2.57)
q(0,2) = p(t,x), z€ D (2.58)

ou p est égal a &, sur la frontiere 'y et 0 partout ailleurs. La fonction .S est I’approximation
de la fonction signe définie par (2.55).

Discrétisation de I’équation de Hamilton-Jacobi

On choisit le carré unité D = (0,1) x (0,1). Pour la discrétisation de 1’équation de
Hamilton-Jacobi (2.50), on définit d’abord la grille de D. On introduit les noeuds F;; dont
les coordonnées sont données par (iAz, jAy) ou Ax et Ay sont les pas de discrétisation
en espace dans les directions z et y respectivement. On note également que t* = kAt le
temps discret pour & € N, ou At est le pas de temps. On cherche une approximation (bfj o~
@(P;;, t*). Le schéma numérique qu’on utilise ici est proposé par Osher et Sethian [85], [92],
[84]. Ce schéma "upwind" explicite s’écrit

O = ¢ — At g(U* ol UL, U 5, UL g))) (2.59)
ou 5 5 5 "
T ij i—1,7 T z+1] ij
Ut = 20 71203 2.
,¢2j N ) +¢zg N ) ( 60)

sont les approximations a gauche et a droite de la dérivée en = de ¢ en F;;. On a des expres-
sions similaires pour les approximations U” et U de la dérivée en y. Le flux numérique est
donné par

= g(UfQﬁl], U_T_Qf)ij, qubija Ungw) = max(vij, O) G+ —|— min(vij, O) G_
avec

1/2
Gt = [maX(UfUij, 0)? + min(Uv;5, 0)* + max(UYv;;, 0)? + min(UY v, 0)2]

1/2

G~ = [min(vaij, 0)? + max(Ufv;j,0)? + min(U%v,;,0)? + max(U{ vy, ())2]

et v;; = &,(F;;) est ’extension de la vitesse normale au point P;;. Ce schéma "upwind" est
stable sous la condition CFL

gl 5+ 5 ) <

Ar Ay (2.61)

1
5
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Calcul de I’extension de la vitesse

A chaque itération k du schéma précédent, on calcule I’extension de la vitesse normale
comme la solution stationnaire de (2.57),(2.58). On calcule 4 =~ q(P;;,t") a partir de I’ap-
proximation suivante de (2.57) :

n+1

qGi o =qy — AT [ max(s;;n?

17

) UZq;; + min(s;ni;, 0) Ut gy 2.62)
+ max(s;;ng;, 0) U2 gi; + min(syng;, 0) U:Zqij] , '

ou s;; = S(¢7;). On utilise des différences centrées pour calculer 1’approximation n;; du

vecteur normal unitaire n = (n*,nY) = (¢./\/92 + &2, b,/+/P% + ¢2) au noeud P;;. La

valeur initiale gy est égale a &, sur les points de la grille dont la distance a I’interface est

inférieure a min(Ax, Ay) et égale a zéro partout ailleurs.

2.2.3 D’algorithme d’optimisation de forme

On va maintenant décrire les étapes du calcul numérique.

1. Définition de la fonction de référence. Tout d’abord on choisit la fonction de réfé-
rence qui est définie sur un domaine.

2. Le domaine initial. On choisit un domaine initial 2° et on calcule la solution du
probleme non-linéaire a I’aide d’une méthode éléments finis affine par morceaux sur
un maillage de 2°. On peut alors calculer la dérivée topologique qui nous montre ol
créer un trou dans le domaine.

3. Créer un trou. On peut alors calculer la dérivée topologique qui nous indique ou
créer un trou dans le domaine. On crée un trou circulaire w. et on pose une condition
de Neumann sur sa fronticre.

4. Evolution. On procede maintenant a 1’évolution du domaine. Une fois calculée la
fonction de courbes de niveaux ¢, on peut déterminer le nouveau domaine 2!. On
revient ensuite 2 la premier étape avec Q' au lieu de Q°. Le trou n’est pas créé a
chaque étape mais seulement quand il est intéressant de le faire.

Résultats numériques

Des calculs numériques ont été réalisés sur les exemples décrits dans le chapitre précé-
dant. Le probleme est le suivant :

{—Axv(:c) = F(z,v(x)) z€Q,

v(z) = 0 x € 092 (2.63)

Dans un premier exemple (Fig. 2.3) on considere une fonction z,; définie dans un domaine
dont les valeurs sont égales a zéro dans un disque de centre (0.7,0.7) et de rayon 0.5. La
fonction F' du probleme non-linaire (2.63) est la suivante :

F((z1,22),v(z1,12)) = —v3(z1,20) + (22 + 22) sin 7z, sin 72,)°
+2 (m?(2? + 23) — 2) sin 7xy Sin 7T, (2.64)
—4m (21 cos Ty Sin Ty + sin Ty cos Txg) .
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Le domaine initial est choisi sans trou. Le calcul de la dérivée topologique permet de trouver
I’endroit ou il faut faire un trou. Le domaine est ensuite modifié¢ grace au gradient de forme.
On obtient le minimum de la fonctionnelle d’énergie pour ce premier exemple :

J(Q) = 0,000146. (2.65)

Dans I’exemple suivant (Fig. 2.4) on garde la méme fonction z, et la méme fonction
F(z,v(z)) mais on remplace le domaine initial par un carré avec un trou non-circulaire.
Dans ce cas on obtient la valeur minimale de la fonctionnelle de forme

J(Q) 22 0,000194. (2.66)

Sur la Fig. 2.5 on a présenté I’évolution du domaine dans le cas ou la fonction z, est
définie dans un domaine carré et ses valeurs sont égales a zéro dans un voisinage du point
(0.5,0.5). La fonction F est (cf. exemple 2, chapitre 1) :

F((z1,22),0(21,22)) = =0 (21, 22) + (21(21 — Doz — 1))3
—2 (zo(xy — 1) + 21 (21 — 1)) (2.67)

Le domaine initial est choisi avec un trou circulaire. Apres évolution du domaine, on obtient
le minimum de la fonctionnelle d’énergie :

J(9) = 0.000001. (2.68)

Le dernier exemple (Fig. 2.6) correspond a I’exemple 3 dans le chapitre précédent. On
considere la fonction z; dont les valeurs nulles sont concentrées dans un petit voisinage du
point (0.5, 0.5), et la fonction ' est la suivante :

F((z1,20),0(x1, 1)) = —03(ay,22) + (1002222 (21 — 1)%(25 — 1)2)°
—200 [2%(z1 — 1)?(623 — 679 + 1) (2.69)
+a3 (g — 1)%(62% — 621 + 1)].

Le domaine initial est sans trou. La valeur minimale de la fonctionnelle de forme vaut :

J () 22 0.000219. (2.70)
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Chapitre 3

Le systeme de I’élasticité défini sur un
domaine fissuré.

La dérivée de forme et la dérivée topologique

Dans ce chapitre, nous allons établir la dérivée de forme et la dérivée topologique dans
le cas d’une inégalité variationnelle du systeme de 1’élasticité décrit pour un milieu élastique
avec une fissure. La méthode est générale et elle peut étre appliquée pour des problémes
variés. Dans cette partie on considere un modele mathématique du probleme statique de
I’élasticité avec une fissure sur laquelle on suppose des contraintes de non-pénétration no-
tées sous la forme d’une inégalité. On présente le modele mathématique de ce probleme
dans le cas de R? afin d’appliquer les résultas obtenus ci-dessous a 1’optimisation de forme
en mécanique des milieux continus. On examine la sensibilité du probleme aux limites aux
changements de la forme et de la topologie. En particulier on établit I’existence de la dérivée
de forme et de la dérivée topologique d’une fonctionnelle d’énergie. Ainsi, il sera possible
d’utiliser la méthode des courbes de niveaux [21], [22] pour I’optimisation d’une fonction-
nelle de formes pour I’inégalité variationnelle déterminée pour le probleme de 1’élasticité
défini dans le domaine fissuré avec des contraintes de non-pénétration.

3.1 Introduction

On va considérer un modele mathématique d’un objet physique de la mécanique des
milieux continus. L’optimisation de forme d’une classe de problemes physiques décrits par
des équations aux dérivées partielles nécessite 1’obtention de quelques résultats dans le cadre
de la modélisation et de la résolution numérique. Il faut étudier :

— D’existence d’une solution et aussi la dépendance continue de la solution du modele par

rapport a la forme. Cela peut avoir une influence sur I’existence d’une forme optimale.

— la différentiabilité de la solution par rapport aux changements du bord permettant de

définir le gradient de forme. Cette différentiabilité conduit aussi a certaines conditions
nécessaires d’optimalité de premier et deuxieme ordre.

— I’analyse asymptotique de la solution d’un probleme aux limites et la détermination de
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la dérivée topologique d’une fonctionnelle de forme qui indique les changements de la
topologie a effectuer pendant I’optimisation numérique.

— la construction d’une méthode numérique et la démonstration de sa convergence dans

le cas d’exemples numériques.

Un exemple d’application technique de I’optimisation de forme est la mécanique des mi-
lieux continus. On va procéder a 1’analyse du probleme d’optimisation de forme en suppo-
sant I’existence de fissures, ce qui est tres utile du point de vue des applications pratiques
car on peut en particulier prendre en compte la possibilité d’endommagements de la struc-
ture. L’analyse des structures élastiques avec une fissure est compliquée et la modélisation
mathématique d’une fissure réelle n’est pas bien connue. Néanmoins la fissure peut étre pré-
sente dans la structure. Dans cette partie on considére une fissure dans R? et on suppose des
contraintes de non-pénétration sur les bords de la fissure. Pour les modeles de ce type les
résultats concernant 1’existence d’une solution, la formulation variationnelle, I’analyse de la
sensibilité a la forme et I’analyse asymptotique par rapport a une perturbation singuliere du
domaine €2 ont été déja présentés dans la littérature en mécanique.

Les résultats obtenus permettent d’appliquer la méthode de courbes de niveaux en optimisa-
tion de formes pour des problemes de ce type.

L’ objectif de ce travail est la modélisation d’une structure fissurée et 1’analyse de sen-
sibilité d’une fonctionnelle d’énergie aux changements de la frontiere et aux perturbations
de la frontiere et aussi aux perturbations singulieres du domaine. Les résultats présentés ici
constituent la base pour la méthode des courbes de niveau en optimisation de forme (cf. [21]
pour le probleme de Signorini).

Tout d’abord on décrit certains éléments de la théorie des milieux élastiques fissurés avec
un contact entre les faces de la fissure. La fonctionnelle d’énergie d’un milieu élastique dans
R? est un exemple d une fonctionnelle de forme qui peut &tre minimisée ou maximisée dans
la famille des domaines admissibles.

On commence par discuter la formulation du probleme mathématique, des propriétés de
la solution et des ensembles de coincidence parmi les problemes considérés. Il est connu
que la fissure peut €tre caractérisée par des conditions aux limites linéaires ce qui donne
un probléme aux limites linéaire. Notre modélisation vient du fait que les faces d’une fissure
peuvent €tre en contact. Nous allons considérer une condition non-linéaire appelée contrainte
de non-pénétration décrite sous la forme d’une inégalité. Ceci nous permet d’obtenir un pro-
bleme a frontiere libre, la condition aux limites vérifiée par la solution peut €tre déterminée
a I’aide de la solution du probleme.

En particulier nous regardons les relations entre la solution du probleme et les perturba-
tions du domaine comme la forme de la fissure. La maniere dont on perturbe le domaine [94],
afin de calculer le gradient de forme de la fonctionnelle d’énergie, est décrit dans la section
3.6. L’analyse asymptotique dans le domaine singulierement perturbé [78], accomplie afin
de trouver la dérivée topologique [95] de la méme fonctionnelle d’énergie, est présentée dans
la section 3.7. Ainsi on obtient tous les résultats nécessaires pour effectuer I’optimisation de
forme en utilisant la méthode des courbes des niveaux.

Le contenu de ce chapitre est le suivant. On commence par la formulation (3.1)-(3.5) d’un
probleme elliptique dans un domaine fissuré. Dans la section 3.3 on démontre I’existence
d’une solution faible et on établit une inégalité variationnelle pour le probleme (3.1)-(3.5).
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FIG. 3.1 — Domaine (2, avec une fissure I'..

En particulier, on donne la formulation lisse du probleme. Dans la section 3.4 on présente
la méthode du domaine artificiel pour le probleme avec une fissure. Dans la section 3.5 le
cas d’une fissure sur la frontiere de la partie rigide d’une structure élastique est présenté.
Ce theme est assez nouveau du point de vue de la modélisation mathématique des fissures.
Dans la section 3.6 on poursuit 1’analyse de sensibilité a la forme d’une partie de la fron-
tiere considérée, c’est-a-dire pour une perturbation d’un sommet de la fissure. Nous allons
présenter en détails une construction de la perturbations du domaine, qui nous permet de
déduire la dérivée de forme d’une fonctionnelle d’énergie dans le cas de perturbations d’une
extrémité de la fissure. En particulier nos résultats peuvent étre utilisés par le critere de Grif-
fith pour examiner les développement de la fissure. Les résultats compris dans la partie 3.7
sont nouveaux dans le cadre de 1’analyse de sensibilité. La forme de la dérivée topologique
d’une fonctionnelle d’énergie est la méme que dans le cas linéaire. Dans la partie 3.8 on
applique I’analyse de sensibilité par rapport a la forme a la modélisation de fissure avec un
changement de direction de propagation (ang. : kinking).

3.2 Modele avec une fissure [,

Soit 2 C R? un ouvert de frontiere T réguliere, I'. C € une courbe réguliere et Q, =
Q\ T, (voir Fig. 3.1).

On suppose également que ['. peut étre prolongée de maniere a ce qu’elle croise la fron-
tiere extérieure I' en deux points et qu’elle divise §2. en deux sous-ensembles D; et Dy dont
les frontieres 0D, et 9Dy sont Lipschitzienne et de mesure mes(I' N 9D;) > 0,7 = 1,2.
Notons v = (14, /2) un vecteur normale a I'.. Supposons que I'. ne contient pas ses sommets,
c’est-a-dire I', = ' \ OT,..

L’équation d’état d’équilibre pour une structure élastique €2, avec une fissure I, est la
suivante :

Trouver dans €. le champ de déplacements u = (uy, ug) et les composantes du tenseur
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des contraintes 0 = {0;;}, 1 = 1,2, tels que :

—dive = f dans €, (3.1

o= Ae(u) dans €, (3.2)

u=0 sur T, 3.3)

[uly >0, [0,]=0, o,-[ujlv=0 sur T (3.4)

0,<0, 0,=0 sur TF (3.5)

avec [v] = vT — v~ le saut des valeurs de v sur I',, et & représente la partie positive et

négative par rapport a v des faces de la fissure, f = (f1, f2) € L?*(£2.) est donnée,

0, = 0V, Or=0V—0, -V, 0p= (ol 0%, ov= (o1jv4, 09,V;). (3.6)
Le tenseur des déplacements est noté ¢;;(u)
1 o
eij(u) = 5wy +uja),  e(u) ={ey(w)}, .7=12 (3.7

Le tenseur de Hooke A = {a;;i1}, 7, j, k,l = 1,2 est symétrique et positif

aijuéméi; > colé?, V&, & =&, co = const, (3.8)

Qijki = Gkiij = Qjigls Gij € L°(£2). L’équation (3.1) est dite I’équation d’équilibre et (3.2)
est la loi de Hooke. On note

Ju;
uivj = a$;7 ('xth) € QC (39)
2
et on applique aussi la convention de sommation d’Einstein : o;;n; = ) o;;n; Tous les
j=1

tenseurs d’indice double sont symétriques, c’est-a-dire o;; = 03, etc.

La premiere condition dans (3.4) est appelée contrainte de non-pénétration des faces de
la fissure I'£. La deuxiéme inégalité dans (3.5) signifie I’absence de frottement sur I... Pour
simplifier on suppose la condition (3.3) de Dirichlet sur le bord extérieur I'. Remarquons
qu’on ne connait pas de points de I, pour lesquels les égalités ou inégalités (3.4), (3.5) sont
vérifiées. Un tel probleme est appelé probleme a frontiere libre. Si I’on suppose o,, = 0 alors
pour o, = 0, on obtient la condition aux limites classique cv = 0. D’autre part, d’apres
(3.4), 1a condition o, < 0 implique que [u]v = 0, ce qui signifie qu’il existe un contact entre
les faces de la fissure en ce point. L’inégalité stricte [u]v > 0 en ce point signifie I’absence
d’un tel contact. La premiere difficulté dans I’analyse du probleme (3.1)-(3.5) concerne les
conditions au bord (3.4)-(3.5). L’ autre difficulté est liée a 1’existence de la frontiere non-
reguliere I'.. On se réfere aux articles [17] et [45] ou des problemes aux limites définis dans
des domaines non-reguliers ont été discutés.

66



3.3 Existence d’une solution

Tout d’abord on signale que le probleme (3.1)-(3.5) peut s’écrire sous plusieurs formes
équivalentes. En particulier une de ces formes est donnée par la minimisation d’une fonction-
nelle d’énergie. On présente un certain nombre de ces formulations. Pour cela on introduit
I’espace de Sobolev

HE(Q) ={v = (v,v2) : v; € H (), v; =0sur I, i = 1,2}, (3.10)
et un ouvert connexe des déplacements admissibles
K={veH(Q) : plv>0 pp.sur T}, (3.11)

Dans ce cas, d’apres le théoreme de Fichera-Stampacchia (cf.[49]), le probleme

. 1
win d 5 [ ou)esto / fiv (3.12)

Qe

admet une unique solution u qui vérifie I’inégalité variationnelle suivante :

ue K : /Jij(u)eij(v—u)Z/fi(vi—ui), Yo € K, (3.13)

ol 0;;(u) = o;; est donnée par (3.2).

Théoreme 13. Les formulations (3.1)-(3.5) et (3.13) sont équivalentes [49]. Une solution
réguliere du probleme (3.1)-(3.5) vérifie (3.13) et réciproquement, (3.13) implique (3.1)-
(3.5), sous des conditions de régularité de la solution.

Dans la suite on présentera deux autres représentations du probleme (3.1)-(3.5) dites
formulation mixte et formulation lisse. Pour cela, on regarde les conditions aux limites (3.4)-
(3.5). Soit ¥ une courbe C'*! fermée, donnée par un prolongement de I, tel que X C ) et
divisant €2 en deux sous-ensembles €2, et {2, (cf. Fig. 3.2).

Dans ce cas X constitue la frontiere de €2, et une partie de la frontiere de (2o, c’est-a-dire
€2y = X U T On introduit maintenant I’espace H 3 (32) avec la norme :

lv(
012 3, = ol + // e G.14)

et on note H 2 (%) I'espace dual de H2 (). On considere aussi I’espace

HY*(1,) = {v € Hi(T,) : —— e [T, } (3.15)
00 ( ) 7 )
avec la norme :
ol 200 = ol + [ 57, (3.16)
I'e

67



F1G. 3.2 — Le prolongement de la fissure I'. a une courbe fermée >..

ol p(z) = dist(x;0T.) et ||v1/2 est la norme dans I’espace H'/?(T'.). On peut bien sir

prolonger les fonctions de HééQ(Fc) sur X par 0 et le prolongement appartient a 1’espace

H'/2(X). Plus précisément, soit v définie sur I',, et ¥ le prolongement de v par zéro, c’est-a-

dire : (@)
— o v\T 9 X E FC?
o(z) = { 0, =zex\TI. (3.17)

Alors (voir [44])
v E H362(Tc) siet seulement si 7 € HY?(X). (3.18)

Apres avoir introduit I’espace fonctionnel, nous expliquerons la facon dont les conditions
aux limites (3.4)-(3.5) sont remplies. Autrement dit, la condition o, < 0 dans (3.5) signifie
que

(00, ) 1j200 <0, Yo HY(TL), ¢>0pp.surl, (3.19)

ol (-, -)1/2,00 est le produit scalaire ou la dualité entre H&)l/ (T,) et HSéQ(FC). La condition
o, = 0 dans (3.5) signifie que :

(00, B)1/200 =0, Y &= (¢1,00) € Hyp (T). (3.20)

On rappelle que dans notre notation HSO/ 2(FC) est un espace de fonctions scalaires et de fonc-

tions vectorielles. La derniere condition dans (3.4) est vérifiée au sens du produit scalaire :

(04, [u]V)12,00 = 0. (3.21)

3.3.1 La formulation mixte

Dans cette partie on présente la formulation mixte du probleme (3.1)-(3.5). Tout d’abord
on introduit I’espace des contraintes :

H(div) = {0 = {0y} : 0 € L*(Q),divo € L*(Q,)} (3.22)
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avec la norme
o) = lolliz, + Idivellizq,)- (3.23)

Soit H(div;T'.) I’ensemble de contraintes admissibles défini par

H(div;T.) = {o € H(div) : [ov] =0swry; 0, <0, o,=0surl;}. (324

On remarque ici que pour o € H(div), les traces (o,,)* sont bien définies sur X+ comme

des éléments de I’espace H~'/2(X). Le premiére contrainte dans la définition de H (div;T,)
est donc vérifié au sens de traces

(o)t = (ov)” sur %, (3.25)

quelle que soit la courbe X (cf. [44]). Les contraintes o, < 0, o = 0 sur I, ont aussi une in-
terprétation dans I’espace dual. Les valeurs o, o, sont des éléments de I’espace H&)l/ 2(I‘c).
La formulation mixte du probleme (3.1)-(3.5) est la suivante :

Trouver le champ des déplacements u = (uy, us) et le tenseur des contraintes o = {05},
1,7 =1,2tels que:

u e L*(Q.), o€ H(div;I,), (3.26)
—dive = f dans €2, (3.27)
/C’J(E — o)+ /u(divE —dive) >0 Ve € H(div;T,). (3.28)

Qe Qe
Le tenseur C' = A~ est obtenu d’apreés la formulation équivalente de la loi de Hooke

Co = e(u). (3.29)

Théoreme 14. [l existe une solution du probleme (3.26)-(3.28) qui vérifie (3.29). Le pro-
bleme (3.26)-(3.28) est équivalent a (3.13)

L’existence d’une solution au probleme (3.26)-(3.28) peut étre démontrée indépendam-
ment du probleme (3.1)-(3.5). D’autre part, une solution du probleme (3.26)-(3.28) existe
d’apres le Théoreme 14, ce qui a été démontré précédemment dans le cas de probleme (3.1)-
(3.5).

3.3.2 La formulation lisse dans ()

Etant donné la formulation mixte (3.26)-(3.28) on peut en déduire facilement la formula-
tion lisse du probléme aux limites considéré. Dans ce cas la solution du probleme est définie
dans le domaine lisse €2, ¢’est-a-dire dans le domaine sans fissure. II suffit de remarquer que
la solution du probleme (3.1)-(3.5) vérifie la condition

[ov] =0 sur T, (3.30)
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qui permet de déduire
—dive = f dans (. (3.31)

au sens des distributions, c¢’est-a-dire dans D’((2). Alors 1’équation d’équilibre (3.1) est vé-
rifiée dans le domaine lisse €.
Introduisons maintenant I’espace des contraintes dans () :

H(div) = {0 = {0y} : o, dive € L*(Q)} (3.32)
et ’ensemble des contraintes admissibles
H(div;T'.) = {oc € H(div) : 0, =0, o, <O0surl.}. (3.33)
La norme dans I’espace H(div) est définie par
o]y = llollZ20) + divelZzq)- (3.34)

Remarquons que pour o € H(div), les conditions o, = 0, ¢, < 0 sur I'. sont bien définies
au sens de 1’espace H&)l/ 2(FC). On peut en déduire la formulation lisse du probleme (3.1)-
(3.5).

On cherche a trouver le champ des déplacements u = (uy, us) et les composantes du tenseur
des contraintes 0 = {0;;}, 1,7 = 1,2 tels que

u € L*(Q), o€ H(div;T.), (3.35)
—dive = f dans (), (3.36)
/CJ(E —o)+ /u(divE —dive) >0, Vo e H(div;T,). (3.37)

Q Q

Théoreme 15. Le probleme (3.35)-(3.37) admet une solution qui vérifie (3.29). En plus, une
solution du probleme (3.1)-(3.5) vérifie les problemes (3.35)-(3.37) et (3.29) et réciproque-
ment, les problemes (3.35)-(3.37) et (3.29) impliquent (3.1)-(3.5).

L’avantage du probleme (3.35)-(3.37) est qu’il est défini dans le domaine €2 sans fis-
sure. Une telle formulation est proche du probleme de contact avec un obstacle fin ou les
contraintes sont imposé sur un ensemble de petit taille (cf. [48]).

Certains résultats numériques pour le probleme (3.1)-(3.5) peuvent étre trouvés par exemple
dans [3], [54].

3.4 Laméthode du domaine fictif

Dans cette partie on montre une relation entre le probleme (3.1)-(3.5) et le probleme
de contact de type Signorini. Il est connu que le probleme de Signorini est le probleme
limite pour la famille des problemes de type (3.1)-(3.5), c’est-a-dire qu’il peut étre obtenu
en passant a la limite A — 0 dans le systeme (3.47)-(3.51) considéré dans la suite, A étant un
parametre réel.
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I'.

F1G. 3.3 — Probleme de Signorini sur I'...

Tout d’abord on donne une formulation du probleme de Signorini. Soit ; C R? un
ouvert de frontiere I'y lisse et telle que I'; = T'. U Ty avec I'. N Ty = () et mesly > 0 (voir
Fig. 3.3).

Pour simplifier on suppose que I, est lisse (et en particulier sans points multiples). No-
tons v = (v, /2) un vecteur intérieur normal a T'.. On cherche a trouver le champ de dépla-
cements u = (uy,us) et les composantes du tenseur des contraintes o = {0y;}, 4,7 = 1,2
tels que

—dive = f dans (), (3.38)

o= Ae(u) dans (3.39)

u=0 sur I, (3.40)

w >0,0,<0,0,=0,uv-0,=0 sur I.. 3.41)

Dans (3.38), f = (f1, f2) € L?.(R?) est donnée, A = {a;ju}, 4,7, k, 1 = 1,2 est un tenseur

loc
d’élasticité connu, a1, € L7, est symétrique et positif.

Il est connu que le probleme (3.38)-(3.41) admet une formulation variationnelle (voir
aussi [17]) pour laquelle on obtient I’existence d’une solution. Notons :

HE () ={v=(v1,v0) € H(Q) : v; =0sur Ty, i=1,2} (3.42)
et introduisons 1’ensemble des déplacements admissibles
K. ={v=(v1,v2) € Hp () : vv >0 p.p.sur I'.}. (3.43)
Alors le probleme (3.38)-(3.41) est équivalent a la minimisation d’une fonctionnelle quadra-
tique
1
5 /O-ij<v)5ij (U) — /fzvz (344)
Ql Q1
sur un cone connexe /.. On peut donc écrire une inégalité variationnelle

uwe K, : /crij(u)eij(v —u) > /f,(vz —u;) Yve K. (3.45)
Q1 Ql

71



=

FIG. 3.4 — Domaine (...

Le tenseur des contraintes 0;;(u) = o;; est défini par la loi de Hooke (3.39).

Théoreme 16. L’inégalité variationnelle (3.45) est équivalente au probléme (3.38)-(3.41),
ceci signifie qu’une solution réguliére du probleme (3.38)-(3.41) vérifie (3.45) et que (3.45)
implique (3.38)-(3.41).

Compte tenu de la formulation variationnelle (3.45), le probleme (3.38)-(3.41) admet
aussi une formulation variationnelle.

L’ objectif de cette partie est de montrer que le probleme (3.38)-(3.41) est le probleme
limite pour une famille de problemes de type (3.1)-(3.5) en passant a la limite A — 0. Dans
la suite on va expliquer ce passage a la limite.

Tout d’abord on étend le domaine €); a 1’aide d’un domaine (), de frontiere lisse I';.
Cette extension se note €. et elle contient la fissure I'... La frontiere de €2, est notée I" U Ff
(voir Fig. 3.4). Soit ¥y = I'; NIy, ¥ = ¥ \ I, de sort que X ne contient pas ses extrémités.

Introduisons la famille de tenseurs d’élasticité dépendant d’un parametre \ positif :

A\ Aijk dans
Ay = 3.46

ikl { A‘laijkl dans €. ( )
Notons A* = {af‘j - Dans le domaine étendu €., on considere une famille de problemes
avec une fissure :

Trouver le champ de déplacements u* = (u},us) et les composantes du tenseur des
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contraintes o* = {07}, 4,7 = 1,2 tels que

—dive* = f dans ., (3.47)

o* = Ate(u?) dans Q. (3.48)

=0 sur T, (3.49)

WMy >0, [0)] =0, o) -[ulv=0 sur T, (3.50)
o) <0,0)=0 sur TF (3.51)

Comme précédemment, [v] = vT — v~ est le saut de v a travers les faces de la fissure ',
ou =+ représentent les deux cotés de la fissure. Les autres notations correspondent a celles
de la section 3.1. On voit que pour un réel fixé A > 0 le probleme (3.47)-(3.51) décrit I’état
d’équilibre d’un milieu élastique avec une fissure I', dont les contraintes de non-pénétration
sont prescrites. Ainsi le probleme (3.47)-(3.51) est le méme que le probleme (3.1)-(3.5) et
on s’intéresse au passage a la limite A — 0. En particulier, le probleme (3.47)-(3.51) admet
une formulation variationnelle. Les conditions au bord (3.50)-(3.51) sont remplies au sens
de la section 3.1. On peut démontrer (voir [37]) que la convergence suivante a lieu :

u* — u® dans  HA(Q.), (3.52)

U/\

— — 0 dans H'Y(Q), 3.53

ou u’ = wu dans {1y, i.e. la restriction de la fonction limite de (3.52) coincide avec 1’'unique
solution du probleme de Signorini (3.38)-(3.41). D apres (3.52)-(3.53) on voit bien que la
fonction limite u° est nulle dans €),. D’autre part, il n’existe aucune limite o* dans €2 lorsque
A tend vers zéro. Ainsi, le domaine )y peut étre considéré comme une partie rigide. Cela
signifie que le probleme de Signorini est, en effet, le probleme avec une fissure et avec des
contraintes de non-pénétration entre les faces de la fissure, ou la fissure ', est localisée entre
la partie élastique €2, et la partie rigide {25.

On peut remarquer que le probleme (3.47)-(3.51) peut étre réécrit sous forme équivalente
dans le domaine Q. U I, en utilisant la formulation lisse (section 3.3.2). Quelques détails
supplémentaires sur la méthode du domaine fictif dans la théorie du probleme avec une
fissure peuvent €tre trouvés dans [37], [101].

0

3.5 Lafissure sur le bord d’une inclusion rigide

On peut considérer le cas ou la fissure se trouve sur le bord d’une inclusion rigide a
I’intérieur d’une structure élastique. Cette section est consacrée a la discussion de ce type de
problemes.

Soit Q C R? un domaine borné dont la frontiere I est lisse et soit w un sous-ensemble
de €2, dont la frontiere est notée par . On suppose que w C (2. Ensuite on suppose que
Y contient deux parties : ¥ = T'. U (X \ I'.), mes(X \ I'.) > 0, voir Fig. 3.5. Notons
Q. = Q\ I'.. Comme précédemment A = {aijr } est un tenseur d’élasticité symétrique et
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FIG. 3.5 — Inclusion rigide w dans un milieu élastique.

[
loc

positif, a;, € L2, (R?). Pour A positif, on introduit le tenseur d’élasticité

: { e e Q\w’ i7j7 kvl - 1727 (3.54)

a: - = _
ikl AN lag, dans w,

et on considere le probleme suivant :

Trouver un champ de déplacements u* = (u},us) et les composantes du tenseur des

contraintes 0* = {07}, 4,7 = 1,2 tels que :

—dive* = f dans €, (3.55)

— Are(u ): dans €., (3.56)

= sur I, (3.57)

Wy >0, [o)] =0, o) - [uM]ly =0 sur T, (3.58)
o}=0,00<0 sur I'F (3.59)

la fonction f = (fi, f2) € L?*(2) étant donnée. Remarquons, que pour tout A > 0 le pro-
bleme (3.55)-(3.59) est le méme que (3.1)-(3.5) qui décrit I’état d’équilibre d’un élastique
avec une fissure I'.. Le probleme (3.1)-(3.5) admet une formulation variationnelle, une for-
mulation mixte et une formulation lisse. Nous nous sommes intéressés au cas du passage a
la limite A — 0. Pour cela on considere 1’inégalité variationnelle

u € K /U%(UA)QJ'(’U —ut) > /fz(vZ —u}) Yo €K, (3.60)

ol 07y(u) = 07 a été défini dans (3.56) et I'ensemble K a été introduit dans (3.11).
On peut passer a la limite dans (3.60) lorsque A — 0. Pour cela, introduisons un espace
des déplacements rigides :

R(w)={p=(p1,p2) : p(x) =Bz + D, = € w}, (3.61)
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ou

B = ( _Ob 8 ) , D= (d"d*); b,d",d*=const. (3.62)
Considérons ensuite 1’espace :

H* () ={ve HYQ.) : v=psurw, p€ Rw)}
et I’ensemble des déplacements admissibles :

K,={ve HXQ) : (vF=pr>0 sur T} (3.63)

Ici, par definition v* correspond a la face I'j de la fissure. Soient v = 0, v = 2u’ des
fonctions test dans (3.60). On obtient alors 1’égalité :

/ o (u)ey (i) = / Fad 3.64)

Qe Qe
alors on a I’estimation :
w20,y < 1, (3.65)
1
X/aijklgkl(u)\)gij(uA) < ¢, (3.66)

w

avec des constantes ¢y, ¢, indépendantes de 0 < A < \g. On peut en déduire que pour A — 0
la convergence faible
u* = u dans HE(Q). (3.67)

En plus, d’apres (3.66) :
gij(u) =0dansw, 4,5 =1,2. (3.68)

Et ceci signifie qu’il existe une fonction py, telle que
u=podansw, py € R(w). (3.69)
Or u* tend vers u faiblement dans H{(€),) et u* € K, alors
(ut = po)v > OnaT.. (3.70)

En particulier v € K. On choisit, ensuite, une fonction v € H{*(£2,.). Il existe alors p €
R(w) tel que v = p sur w. Bien entendu, v peut étre une fonction test dans (3.60). Car
A* = A dans Q \ w, alors on peut passer a la limite A — 0 dans (3.60) et on obtient ainsi
I’inégalité variationnelle suivante :

ue K, : / oij(u)ei;(v —u) > /fl(vz —u;) YveK,. (3.71)
o\w Qe

Le probleme ci-dessus décrit I’état d’équilibre d’un milieu élastique €2, avec une fissure I,
et une inclusion rigide w. Ceci signifie qu'un déplacement admissible dans w est de la forme
p(z), z € w, ol p € R(w). Le probleme (3.71) peut aussi s’écrire de la maniére suivante.
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Dans €. on cherche a trouver un champ de déplacements u = (u1, ug) avec u = po dans
w, po € R(w), et dans €2 \ @ on veut déterminer les composantes du tenseur de contraintes
o={0;},1,7 =1,2tels que

—dive = f dans Q\w, (3.72)
o—Ae(u) =0 dans Q\w, (3.73)
u=0 sur T, (3.74)
(wu—po)v>0,0,=0,0,<0 sur I, (3.75)
o, (u—po)v=0 sur I}, (3.76)
- / ov-p= / fipi Vp € R(w). (3.77)

> w

Théoreme 17. Les formulations (3.71) et (3.72)-(3.77) sont équivalentes. Ceci signifie qu’une
solution lisse quelconque du probleme (3.72)-(3.77) vérifie (3.71) et réciproquement, (3.71)
implique (3.72)-(3.77).

Comme on I’a dit auparavant, il est possible de déterminer en quel sens les conditions
(3.75)-(3.77) sont vérifiées. En particulier les deux dernieres conditions dans (3.75) sont
remplies au sens de 1’espace H&)l/ 2(Fc). Ainsi, la condition (3.76) est vérifiée ainsi que
I’égalité

(of, (uw—po)v)1200r. =0, (3.78)
ol (-, )1 /2,001, désigne le produit de dualité entre H~1/2(X) et H'/%(X). La condition (3.77)
signifie que

~loviphas= [ fimn Vo RE) (3.79)

Afin de conclure cette partie, remarquons que 1’inégalité variationnelle (3.71) est équivalente
a la minimisation de la fonctionnelle

l/aij(v)gij(v)—/fivi dans K. (3.80)
Qe

2
O\w

3.6 Les dérivées de forme d’une fonctionnelle d’énergie

Afin de déterminer la direction de développement d’une fissure, on utilise le critere de
Griffith. Le critere dit que le développement de la fissure a lieu dans la direction pour laquelle
la dérivée de la fonctionnelle d’énergie par rapport a la taille de la fissure admet une valeur au
moins critique. Dans cette partie on va aborder ce sujet pour le probleme modele (3.1)-(3.5).

En général on doit considérer un probléme perturbé par rapport au probleme (3.1)-(3.5).
En particulier la longueur de la fissure peut étre perturbée. Une perturbation sera caracté-
risée par un petit parametre ¢, et ¢ = 0 correspond au probleme sans aucune perturbation,
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c’est-a-dire (3.1)-(3.5). Pour bien décrire la perturbation du probleéme, on doit connaitre une
perturbation de €2.. On I’obtient en utilisant la méthode de vitesse de variation de la frontiere
du domaine géométrique (cf. [94]). En effet on considere un champ de vitesse V' défini sur
R? et on définit une perturbation de 2. comme solution du probléme de Cauchy pour un sys-
teme d’équations différentielles ordinaires. Ainsi, soit V' € W1°°(R?)? un champ de vitesse
V' = (V4, V3). On considere le probleme de Cauchy pour trouver la fonction ¢ = (@4, ®,)

%(t, ) =V(®(t,:)) pour t#0, P0,z)==x. (3.81)

Il existe une unique solution ¢ au probleme (3.81) telle que
D = (B, By)(t,2) € CH[0,t0); WLZ(R?)?),  [to| > 0. (3.82)

En méme temps on peut trouver une solution ¥ = (¥, ¥,) du probleme de Cauchy :

W) = V() pour 140, W(0.y)=y (.89

telle que
U = (U, Ty)(t,y) € CH([0,to); WEZ(RH?), |t > 0. (3.84)

loc

On peut démontrer aussi que pour ¢ fixé, la fonction W(¢, ) est la réciproque de ®(¢,-), ce
qui veut dire que (voir démonstration dans [45])

y=0(t,U(ty), =eU(td(tr), z,y€R (3.85)
Alors on a une bijection de Q. dans 2 :

y=o(t,z): Q — Q, (3.86)
r=V(ty): Q — Q. (3.87)

De plus, d’apres (3.82) et (3.84) on a le développement asymptotique suivant : (/ est I’opé-
rateur d’identité)

O(t,z) =+ tV(x) + ri(t), (3.88)
U(t,y) =y —tV(y) +ra(t), (3.89)
o0(t) av

oy [+t3x + 73(t), (3.90)
o oV
oy I tay + 74(t), (3.91)

Considérons le probleme aux limites suivant (perturbé par rapport au probleme (3.1)-(3.5))
dans le domaine €.
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FIG. 3.6 — Domaine perturbé 2!, par la méthode de vitesse.

Trouver le champ de déplacements u' = (u!, u}) et les composantes du tenseur des contraintes
o' ={oj;},4,j =1,2tels que :

—dive’ = f dans Q’é, (3.92)
ol = Ae(u') dans €, (3.93)
w=0 sur I, (3.94)
W'yt >0, [0l] =0, o - [ =0 sur T%, (3.95)
o, <0,0l =0 sur I'* (3.96)
Nous avons ici
y=o(t,z): T —-T" T.—T (3.97)

et on suppose dans la suite, que f = (fi, f2) € CY(R) et a;m = const, i,j,k, 1 = 1,2.
Le autres relations dans (3.92)-(3.96) sont les mémes que dans (3.1)-(3.5), en particulier
vt = (v}, V%) est un vecteur unitaire normal a T'..

On peut introduire une inégalité variationnelle pour le probleme (3.92)-(3.96). Considé-
rons I’espace de Sobolev

HE () = {v = (vi,v0) : v; € HY(Q), vy =0sur I, i=1,2} (3.98)
et I’ensemble des déplacements admissibles
K'={ve H(Q) |[v]/' >0 pp.sar T} (3.99)
Considérons les fonctionnelles :

(Q;v) = % / ;5 (v)eg(v) — / fiv; (3.100)
Ot

Ot

c

et le probleme de minimisation d’une fonctionnelle quadratique d’énergie défini dans un
domaine perturbé :
min T1(QL; v). (3.101)

veKt
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Les composantes du tenseur des contraintes afj (v) sont définies par la loi de Hooke comme
dans (3.93). Il existe une solution du probleme (3.101) et elle vérifie I’inégalité variation-
nelle :

u' e K' - /afj(ut)aij(v —u') > /f,(vz —uf) Yve K" (3.102)
o t

Connaissant la solution du probleme (3.102) on peut définir la fonctionnelle d’énergie
1
QY u') = 5 / at u')eq; (u / fiul (3.103)
QL

Notons que pour t = 0 on a QY = Q. et u® = u ol u est la solution du probléme non-perturbé
(3.13). La question qu’on se pose concerne la differentiabilité de la fonctionnelle TT(%; ")
par rapport a t. On veut alors déterminer la limite suivante :

bty :
EH(Q u")|i—o = lim (05 w') — (9 u)

3.104
dt t—0 t ( )

C’est possible dans plusieurs cas pratiques. Considérons deux situations ou la dérivée

d
1= 2T ) (3.105)

existe.

a) Remarquons que le vecteur v normal a I'. ne change pas de valeur par I’application
x — ®(t, x), c’est-a-dire v* = v. Dans ce cas on peut démontrer que I admet la forme
suivante (voir [46], [53], [60])

— % / {divV - eg5(u) — 2E5(V;u)} 0 (u) — / div(V f;)us, (3.106)
Qe
avec

1 o
§(Ui,kUk,j +vxUki),  U={Uy}, 4,7=12; (3.107)

Eij(U;v) =
Remarquons que les contraintes sur le vecteur normal sont vérifiées pour une fissure
droite I'. et pour le champ des vecteurs V' tangent a I'. (voir Fig. 3.7). Dans ce cas
(3.106) constitue la dérivée de la fonctionnelle d’énergie par rapport a la taille de la
fissure, ce qui est utile dans la suite pour le critere de Griffith. Ceci est le casou v = 1
dans un voisinage d’un sommet de la fissure et ou le support suppV appartient a un
petite voisinage du sommet.

b) La forme de la dérivée (3.105) peut étre obtenue dans le cas du domaine avec une
fissure curviligne, si la condition (a) sur le vecteur normal est remplie. Introduisons ici
la formule (3.105) quand la fissure I'. est décrite par une fonction lisse.

c) Le cas général peut étre considéré en accord avec la méthode présentée dans [96] pour
le probleme de Signorini.
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FIG. 3.7 — Fissure rectiligne I', et le champ de vitesse V.

Soit ¢ € H3(0,1;) une fonction fixe, [; > 0 et
= {(Zﬁhl’g) D To = 1/1(1’1), O<r < ll} (3.108)

Considérons la fissure I';, I C X étant donnée par le graphe de la fonction v, voir Fig.
3.8
I' = {(QTl,[EQ) D X9 = ’QD([El), O<r < l}, 0<l< ll. (3109)

Alors [ est un parametre décrivant le longueur de la projection de la fissure I'; sur I’axe
x1. Considérons une fonction lisse, coupant #, de support appartenant a un voisinage d’un
des sommets de la fissure (1,4 (()). En plus on suppose que # = 1 dans un petit voisinage
du point (/,(l)). Considérons ensuite une perturbation de la fissure I'; sur X défini par un
petit paramétre ¢. Notons €; = Q \ T;. La fissure perturbée It a son sommet droit au point
(1+t,9(I+1)), et considérons un domaine perturbé Qf = Q\T". On peut définir une bijection
entre €, et ()} par la formule suivante

y1 = x1 + t0(x),

v = 2 + Py 4 10(@)) — Plan), 0T € (1) € Q. (3.110)

La bijection est considérée pour le changement de variable suivant
y=x+tV(x)+rt z) (3.111)
avec un champ de vitesse défini par
V(z) = (0(z),¢'(21)0(x)). (3.112)

Dans Q) on peut considérer un probleéme aux limites perturbé. Autrement dit, on cherche
a trouver un champ de déplacements u' = (u},u}) et des composantes du tenseur des
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F1G. 3.8 — Domaine (2; avec la fissure I';.

contraintes o* = {0}, }, 4,7 = 1,2 tels que

—dive’ = f dans €, (3.113)

ol = ( " dans €, (3.114)

=0 sur T, (3.115)

[u']vt >0, [0f] =0, Ut - Ju ] =0 sur I (3.116)
:<0,0l, =0 sur IPE (3.117)

Ci-dessus on a noté ' = (v, %) le vecteur normal a I'}. Pour une solution u' du probleme
(3.113)-(3.117) on peut définir une fonctionnelle d’énergie

1
Mﬁwﬂzé/ﬁ Jeii(u /ﬁ (3.118)
Qf

et on peut en déduire sa dérivée par rapport a la longueur de la fissure (3.121), qui dépend de
la dérivée d’énergie par rapport au temps

dI(Qf u')

==

|i=0 (3.119)

sous la forme suivante (cf. [63])
1 :
5 /{leV *Eij (U) — QEZ](V, U)}O'Z'j (U)

_ /Q;iV(Vfi)uivL/aZ](u)glj(w)_/fiwi7 (3.120)

9) Q Q

ou le champ de vecteur V' est défini par (3.112) et w = (0, #1)"u; ) est la fonction donnée.
Remarquons que, méme si (3.120) contient la fonction 6, en réalité il n’y a aucune dépen-
dance du membre droit de (3.120) par rapport a 6. En particulier, si ¢)” = 0, alors (3.120) se
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AL2

FIG. 3.9 — Courbe L entourant le sommet ([, 0) de la fissure.

réduit a (3.106) ou €2, = €2;. Dans ce cas, nous avons une fissure droite et le vecteur normal
ne change pas lorsqu’on applique le changement de variable ' = v. La formule (3.120)
définit la dérivée de la fonctionnelle d’énergie par rapport a la longueur de projection de I';
sur I’axe x;. Ainsi, la dérivée de la fonctionnelle d’énergie par rapport a la longueur de la
fissure curviligne est la suivante

I'(s) = IU(1)(¥/(1)* + 1)~Y/2, (3.121)
ou

l
s = / W(t)2+1 (3.122)
0

est la longueur de la fissure I';.

Afin de conclure cette partie, on va discuter 1’existence d’invariants intégraux dans la
théorie des domaines fissurés. La formule (3.106) peut s’écrire sous la forme d’une intégrale
sur une courbe fermée joignant les sommets de la fissure.

Considérons le cas le plus simple d’une fissure rectiligne I'. = (0,1) x {0} telle que
T. C Q, voir Fig. 3.9. Soit # une partie lisse d’une fonction égale a 1 au voisinage de (1,0)
et de support suppf convexe dans un petit voisinage du point (1,0). On peut déterminer un
champ vectoriel

V =(6,0) (3.123)

dans (3.81), (3.83) qui en accord avec (3.88), correspond au changement de variables indé-
pendant suivant :
y1 = x1 + t0(x) + r11(¢),
Y2 = T3.

Dans ce cas, la formule (3.106) (ou bien (3.120) pour ©» = 0) est en effet une dérivée de
la fonctionnelle d’énergie par rapport a la longueur de la fissure. La formule (3.106) peut
s’écrire sous forme d’une intégrale sur la courbe L entourant le sommet (1,0) de la fissure
(voir Fig. 3.9 la linge en gras). Autrement dit, on a la forme suivante de la dérivée d’énergie

(3.124)
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(cf. [49], [53]) .
I = /{§V10z‘j(u)5zj(u) — oij(w)u; v} (3.125)
L

ou la fonction f est égale a zéro au voisinage du point (1, 0). Il faut faire attention aux deux
fait suivants. Premierement, la valeur de I'intégrale (3.125) ne dépend pas de la courbe L
et deuxiemement, 1’intégrale dans (3.125) est la dérivée de la fonctionnelle d’énergie par
rapport a la longueur de la fissure.

En fait, I’intégrale invariante dans (3.125) peut étre obtenue dans des situations beaucoup
plus compliquées. Par exemple, on peut supposer que I'. se trouve sur une surface divisant
deux milieux, cela veut dire que le tenseur d’élasticité dans la loi de Hooke A = {a;;;} ala
forme (voir Fig. 3.9) :

1
a;; our wy >0

Aijl = { iyl P ? (3.126)
A pour xg < 0.

Ici les coefficients a};,, = const, a7, = const, i,j,k,1 = 1,2, sont des constantes dif-

férentes et les composantes réelles {a;;;,}, {a;,;} du tenseur sont symétriques et positives.
Dans ce cas la formule (3.106) de la dérivée de la fonctionnelle d’énergie est correcte a condi-
tion que le champ V' soit tangent a I'.. La formule implique aussi I’existence de I'intégrale
invariante (3.125). Remarquons que si I’intégrale (3.125) est calculée, les valeurs o;; (u)u; 17,
peuvent étre prises sur 'l ou sur I'_ et cela ne change pas la valeur de I’intégrale (3.125).
Cela vient du fait que (cf. [43])

loij(w)u; 1vj] = O sur L. (3.127)

D’autre part, on peut considérer le cas limite lorsqu’une partie d’un milieu Q. N {z2 < 0}
devient rigide a la limite. En effet, considérons le tenseur d’élasticité suivant pour un réel
positif A > 0,
1

A\ Qg pour zp >0

gkl { Aaz,, pour xy <O0. ( )
Alors pour un réel A > 0 fixé, une solution du probleme d’équilibre (3.1)-(3.5) existe et le
passage a la limite lorsque A — 0 est possible. Comme c’était remarqué dans la section 3.4,
en passant a la limite A\ — 0, on obtient le probleme de contact de Signorini suivant :
Trouver le champ de déplacements u = (uq, us) et les composantes du tenseur des contraintes
o={0;},i,7=1,2telsque:

—dive = f dans Q.N{xy > 0}, (3.129)

o= Ae(u) dans Q.N{zy > 0}, (3.130)

u=0 sur 9(Q.N{xs>0})\T,, (3.131)

uv >0,0,<0,0,=0,0,-uv=0 sur I, (3.132)

Afin de trouver la solution de ce probleme on peut différentier la fonctionnelle d’énergie dans
la direction du champ de vitesse V' = (0, 0) avec des propriétés pour # comme ci-dessus. La
forme de la dérivée est la suivante :

I= % / (diVV - oy (1) — 2By (Vi) oy () — / div(V f;)us. (3.133)
951

951
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F1G. 3.10 — Courbe L "couvrant" les sommets de la fissure.

F1G. 3.11 — Le trou dans un domaine fissuré et la méthode de décomposition du domaine.

Remarquons que f = 0 au voisinage du point (1, 0). Dans ce cas (3.133) peut s’écrire sous
la forme d’une intégrale invariante :

1
I= / {gnaij(u)eij(v) — oy (w)uivsty (3.134)

ou L est une courbe lisse entourant le point (1,0) (voir Fig. 3.10 ligne en gras). La valeur
de cette intégrale ne dépend pas du choix de L;.

3.7 La dérivée topologique pour un probleme d’élasticité

Dans cette partie nous allons introduire un systeme d’équations d’élasticité sous une
forme telle qu’elle soit utile pour trouver la forme de la dérivée topologique de 1’énergie
élastique.

Considérons alors le probleme aux limites d’élasticité d’un milieu isotrope et homogene
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() dans R? avec la frontiere 0 = I'p U Ty

divo(u) =0 dans €y,
u=g sur I'p, (3.135)
oluyn =T sur Ty,

et le méme probleme défini dans un domaine perturbé 2, = Q \ B,(zy) avec un trou
B,(xg) C € au centre en zy € ()

dive,(u,) =0 dans €2,

u,=g¢g sur I'p,

op(up)n =T sur Ty,
op(up)n =0 sur  O0B,(x),

(3.136)

oll n est le vecteur unitaire extérieur normal au bord 092, = 9Q U 0B,(z). En plus les
données g et T doivent étre compatibles avec u € H'(Q). Supposant que 0 € €, on peut
considérer le cas ou xy = 0. Ici v et u, désignent les champs de vecteurs des déplacements,
g est un déplacement donné sur la partie fixe [', de la frontiere, 1" est une traction prescrite
sur la partie I'y de la frontiere. En plus, o est le tenseur de contraintes de Cauchy, et pour
§ = u dans (3.135) ou bien pour { = u, dans (3.136) le tenseur de Cauchy est défini par
I’équation constitutive d’un élastique :

(&) = Ae(§), (3.137)
ou £(¢) est le tenseur de déformations et le tenseur de I’élasticité est donné par :
A=2ul + (I ®1I), (3.138)
avec 5 B
,u:m, )\:m, (3.139)

ou F désigne le module d’Young, v est le coefficient de Poisson. De plus [ et I sont des
tenseur d’identité d’ordre 2 et 4 respectivement. Le tenseur inverse de A s’écrit :

1 A
Al = Z {][ — m (I®I)} : (3.140)

La premiere fonctionnelle de forme considérée dépendant du champ de déplacements,
dans notre cas il suffit de considérer la forme suivante :

Ji(p) = /F(up), (3.141)

Qp

ou I est une fonction donnée de classe C2. On peut considérer aussi une fonctionnelle qua-
dratique dépendant des contraintes sous la forme :

To(p) = / So(u,) - o(u,), (3.142)
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ou S est un tenseur isotrope de quatrieme ordre. L’isotropie signifie que .S peut s’écrire sous
la forme suivante :
S=2ml+1(I®I), (3.143)

avec [, m des nombres réels, dont les valeurs peuvent varier dans des cas différents, en
particulier on peut supposer S = A~!. Sous cette condition les fonctionnelles .J;, .Jo sont
bien définies pour le probleme d’élasticité dans 2 = €2y. Pour simplifier introduisons les
espaces fonctionnels suivants :

Hy(Q,) ={ve[H'(Q,))? : v=g sur Tp}, (3.144)
HE (Q,) ={veH' () : v=0 sur Tp}, (3.145)
HE (Q0) ={ve[H' () : v=0 sur Tp}. (3.146)

Une solution faible du systeme d’équation d’élasticité est définie par la formulation varia-
tionnelle suivante.

Trouver u, € H,(€,) tel que pour toute fonction ¢ € Hy (€,), I'égalité suivante soit
remplie :
/As(up) -e(p) = /T - . (3.147)
Q, I'n
La solution u, pour p = 0 est noté par u. Introduisons ensuite une équation d’état adjointe

afin de simplifier la forme de la dérivée topologique des fonctionnelles .J;, .J. Pour la fonc-
tionnelle .J; I’équation est de la forme :

Trouver w, € Hf._(£,) tel que pour tout ¢ € H (€2,),

/ Ac(uw,) - e(9) = - / Fi(u,) - 6, (3.148)
O, Q,
avec la formule d’Euler-Lagrange sous la forme :
dive,(w,) = F(u,) dans €,

w, = 0 sur ['p,
op(wy)n = 0 sur 'y, (3.149)
op(w)n = 0 sur  0B,(x),

et v, € H%D(Qp) est I’état adjoint de la fonctionnelle .J;. Pour toute les fonctions tests
¢ € Hp (Q), la fonction v, vérifie I’égalité suivante :

/Ae(vp) -e(p) = —Z/ASa(up) (o), (3.150)

dont I’équation d’Euler-Lagrange associée devient :

divo,(v,) = —2div(ASo,(u,)) dans €,
v, = 0 sur I'p,
oy(v)n = —2ASo,(u,)n sur 'y, (.15D)
op(vy)n = —2ASo,(u,)n sur  0B,(x).

On note les états adjoints pour p = 0 par w = wy et v = vy respectivement.
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Remarque 2. On observe que AS peut s’écrire sous la forme :
AS =4pmI +~(I® 1), (3.152)
avec
vy =2XN+2(Am+ pl). (3.153)
Ainsi pour v = 0, la condition sur la frontiere 0B, (x) dans (3.151) devient homogéne et le

tenseur S vérifie la contrainte

% __ (% + 1) , (3.154)

qui est vérifiée naturellement pour la fonctionnelle de forme représentant par exemple I’ éner-
gie. Dans ce cas particulier le tenseur S est donné par

1 1
S:§A‘1 = =0 et 2m+l:ﬁ, (3.155)

Ceci implique que I’état adjoint associé a Jo peut étre déterminé explicitement.

Ci-dessous on décrit la construction de I’opérateur de Steklov-Poincaré A, : HY?(X) —
H~Y2(X) défini dans (2,,. Etant donnée la solution z, du probleéme :

divo,(z,) =0 dans £,
2p=¢g sur X, (3.156)
o,(z,)n =0 sur 0B,(x),

on définit la traction sur > comme la valeur de 1’opérateur :

A, (g) = o,(z,)n. (3.157)

3.7.1 La dérivée topologique pour un probleme avec une fissure

Rappelons tout d’abord les résultats obtenus dans [97]. On désigne les contraintes prin-
cipales associées a un champ de déplacements u par o(u), or7(u), et la trace du tenseur des
contraintes o (u) sera notée par tro(u) = o7(u) + oy (u).

Théoreme 18. Les formes de la dérivée topologique des fonctionnelles J; et Jy sont les
suivantes :

TJ(xg) = — [F(u) + % (ayay + 2byby, cos 25)} -
= — [F(u) + % (40 (u) - o(w) — tra(u)tra(w))} . (3.158)
et
TJy(zg) = — {(a + B)aZ + 2(a — B2 + % (Auy + 2byb, cos 25)} .
= —[4(a=p)o(u) - o(u) — (a = 30)(tro(u))” o
+ % (40 (u) - o(v) — tra(u)tra(v))} o (3.159)
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La preuve de ce théoreme est donnée dans [95], [99].
Dans les formules précédentes on a introduit des termes qui seront expliqués dans la
suite. D’apres (3.153), les constantes « et 5 sont données par :

_ v _ o0
a—l+2<m+7E> o g=2L. (3.160)

Notons aussi :

auzal(u)+011(u), b :O'](u)—UH(u),
Ay :O'[<w)+0'[[(’w), bw :O'[(U)> —O'[[(w), (3161)
a, = or(v) + o (v), by, = o1(v) — oy (v).

La notation ¢ désigne I’angle entre la direction des contraintes principales pour les champs
de déplacements u et w dans (3.158), et pour les champs de déplacements v et v dans (3.159).
Le théoréme 18 donne la forme de la dérivée topologique de la fonctionnelle d’énergie.

Lemma 3. Pour [’énergie cumulée dans un milieu élastique dans R?, le tenseur S est donné
par (3.155), v =0, a = 1/(2F) et 3 = 0. On obtient alors la dérivée topologique d’énergie

T Jo(xg) = [40(u) - o(u) — (tra(u))z]x:xo : (3.162)

2FE
La formule (3.162) est utile pour trouver la dérivée topologique d’énergie pour un do-
maine fissuré.
Considérons D, = Q, U X U . la décomposition du domaine fissuré avec un trou en
deux sous-ensembles dont le premier €2, contient le trou et I’autre (2. contient la fissure, voir
Fig. 3.11. L’énergie dans D, est donnée par une fonctionnelle dépendant du rayon du trou

. )1
j(p) =minq o / ij(v)eij(v / fivi (3.163)
D,
) 1
:{)Iél}(l 5/0'1] 51] /fzvz >1/2,E ) (3164)
Qe

ol I’expression de I’énergie dans (2, avec le petit trou B,(z,) fait intervenir I’opérateur
de Steklov-Poincaré pour le domaine €2, étant un disque. Le développement asymptotique
d’ordre quelconque de I’opérateur de Steklov-Poincaré peut €tre trouvé dans [99]. La dérivée
topologique de la fonctionnelle d’énergie pour un probleme de contact avec une fissure (3.13)

a la forme suivante : y S+ ,
7 = Tim 2 () =507) _ yppy, 0) (3.165)
p—0* P p—0t P
pour j'(0%) = 0. Alors en appliquant la méthode de [50] et d’apres (3.162) on a

Théoreme 19. La dérivée topologique de la fonctionnelle d’energie dans un domaine fissuré
est la suivante :

j//(0+> 41E] [40( ) (U) - (tI"O'(U))Q} r=x0

La preuve de ce théoreme est analogue a celle de [96] pour un probléme de contact au
bord d’un milieu élastique.
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FIG. 3.12 — Fissure avec changement de direction.

3.8 Evolution d’une fissure avec branchement

L’intérét d’analyser le probleme d’une fissure avec branchement (avec changement de
direction) est qu’il représente le changement de la forme de la fissure lisse a la fissure non-
lisse. Le probleme du changement de direction constitue la tache la plus difficile de la mo-
délisation mathématique d’une fissure. Dans cette partie, on va appliquer la méthodologie de
I’optimisation de forme pour 1’analyse du probleme d’une fissure avec branchement dépen-
dant de deux parametres. On fixe alors le pont de branchement et on cherche a trouver les
parametres inconnus suivants : I’angle de branchement et la longueur de la nouvelle fissure
telles qu’elle minimise 1’énergie potentielle du point de vue du critere de Griffith. Une telle
minimisation nonlinéaire décrit une évolution de la fissure avec branchement par rapport au
parametre de forme.

Soit 2 C R? un ouvert borné dont la frontiere I est lisse. Supposons que I’origine O =
(0,0) appartient & €. Considérons une fissure T’y C €2 dont les sommets se trouvent sur I et
au point O, et une partie C',.4) inconnue dont le sommet donné en coordonnés polaires

(rcosg,rsing), (r,¢) € w, (3.166)

ou w est un ensemble de parametres admissibles

W = {(Tv ¢) | 0<r< R<¢) pour ¢ S (¢07¢1)}7 [¢07¢1] - (_71-777)7 (3167)

avec R € W2 (—m, ) une fonction périodique donnée.

L’ensemble des directions admissibles est défini par la réunion ' 4 = o U Cg).
Notons par €, 4) le domaine avec la fissure I'(,. 4, ¢’est-a-dire Q. 5y = Q \ T(,.4), voir Fig.
3.12. Dans €, 4) on peut considérer le probléme d’équilibre du type (3.1)-(3.5). Soit v la
normale a I'(.4) et soit f = (fi1, f2) € C'(Q) un champ de forces appliquées donné. La
formulation du probleéme est la suivante :

Dans €2, ») on cherche a trouver le vecteur des déplacements v = (u1, u2) et des compo-
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santes du tenseur de contraintes 0 = {0;;} tels que :

—dive = f dans Q. 4), (3.168)

o= Ae(u) dans Qg.g), (3.169)

u=0 sur T, (3.170)

[uly >0, [0,] =0, 0, - [uly =0 sur Iy, (3.171)
0,<0,0.=0 sur r@). (3.172)

Pour tout couple (7, ¢) € w il existe une solution du probleme (3.168)-(3.172) dans I’espace
de Sobolev H}(€2(.4)). Alors pour tout (r, ) € @ on peut déterminer une solution u("%) et
une fonctionnelle d’énergie :

1

Qr,9) Qr,0)

ou 0;; (u"?) = o0;; sont déterminés d’apres (3.169). Regardons maintenant la différentia-
tion de la fonctionnelle d’énergie par rapport a (r, ¢). On peut trouver des résultats d’une
telle analyse dans [45]. La difficulté est que si 1’on considere une perturbation du probleme
(3.168)-(3.172), on n’a pas de bijection de domaine des déplacements admissibles dans le
probleme perturbé et non-perturbé. Il faut alors considérer en plus la differentiabilité de la
fonctionnelle T1(£2,. 4); u(™*)) par rapport a r et ¢.

Dans la suite on formule le probleme d’évolution de la fissure avec branchement. Soit

P(r, ) = T1(Qp.g; u™?). (3.174)

Pour un certain parametre de temps ¢ > 0, qui est aussi un parametre de forme de la fissure,
considérons une famille de forces ¢f dans (3.168). Soit [; > 0 la longueur de la fissure
I',. Remarquons que si la solution u(™?) est associée a la force f dans (3.168), alors on
obtient la solution tu("?) associée a la force ¢ f, en accord avec la propriété d’homogénéité
du probleme (3.168)-(3.172). Soit I'y une fissure donnée pour ¢ = 0. Pour une force ¢ f on
cherche a trouver une fissure propagée I'(, (1) 4+) C (2 avec une direction en O et avec des
paramétres de forme inconnus :le longueur de la fissure [y + r(¢) et I’angle de changement
de direction ¢* € [¢g, ¢1]. Pour cela on applique la méthodologie d’optimisation de forme
en utilisant le critere de Griffith. En accord avec les contraintes, définissons une fonction de
I’énergie potentielle totale :

T(r,$)(t) = 2v(lg + ) + t*P(r,$), (r,¢) € @. (3.175)

Le premier terme dans (3.175) représente la surface d’énergie mise uniformément sur les
bords de la fissure avec la densité constante v > 0 (un parametre matériel donné). L autre
terme dans (3.175) décrit I’énergie potentielle, qui est un polyndme quadratique par rapport
at:

P(r,¢)(t) = T(Qp.g); tul™)) = *P(r, ¢). (3.176)

Ainsi, on obtient la formulation du probléme décrivant 1I’évolution d’une fissure

7(0) = 0; (3.177)
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et pour ¢t > 0 on détermine des fonctions (7 (), ¢(t)) € w telles qu’on a la propriété :

min  T(r,¢)(t) sur (r,¢) € o, (3.178)
avec gbeﬂ{gb(s)} (3.179)

La condition (3.179) nous permet de garder la forme de changement de direction de la fissure
lorsqu’elle évolue. Cela veut dire que si I’angle de changement de direction ¢* était déter-
miné, sa valeur resterait préservée pendant 1’évolution de la fissure. Le probleme (3.177)-
(3.179) admet une solution (cf. [45]). Il se peut que le rayon r(t) admette une valeur dans un
certain intervalle [r~(¢), 7" ()], ce qui représente une évolution instable. L’analyse des pro-
blemes de modélisation linéaire des fissures en changement de direction est présentée dans

[6].

3.9 Les probleme en 3D et des questions ouvertes

Le plupart des problémes décrits ci-dessus dans I’espace R? peuvent étre considérés dans
le cas 3D en remplacant une fissure par une surface lisse. Une telle fissure peut s’écrire par
exemple comme suit :

ZL’i:Ii(yl,y2>, 1= 1,2,3, (3180)

ol (y1,%2) € D avec D C R? un domaine borné a la frontiere lisse, et I’application y — z est
non singuliere. Toutes les formules et les contraintes des parties 3.1-3.5 restent identiques.
En particulier, vu que les conditions (3.4)-(3.5) sont remplies, on introduit ensuite 1’espace
de Hilbert H 2 (Y), ot ¥ est un prolongement de ', a une surface fermée lisse dans R?. La
norme dans Hz (X) est définie dans ce cas par :

_ 2
bl [ [ e

o]l
. y[3
DIEEDY

HZ(Z

Les formulations mixtes et lisse dans R? sont vérifiées ainsi la méthode du domaine fictif
a une application.

On peut aussi considérer une fissure qui se trouve au bord d’une inclusion rigide dans un
milieu élastique en 3D, on peut démontrer tous les résultats de la partie 3.5. Remarquons que
dans le cas 3D, I’espace des mouvements rigides infiniment petits dans un milieu élastique
peut étre défini par :

R(w) ={p=(p1,p2,p3) : plx)=Bx+ D, x¢€uw}, (3.182)
ol
0 b12 b13
B=| —-bn 0 by |, D=(d, d* d*), (3.183)
_b13 _b23 O
bij,d' = const, i,j =1,2,3. (3.184)
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Comme dans le cas de la différentiation de la fonctionnelle d’énergie par rapport au
parametre perturbant (section 3.6), on obtient une grande variété de perturbations en 3D.
Dans le cas le plus simple on obtient la perturbation de la frontiere de la fissure. Par exemple,
soit

Lo ={(z1,29,0) : 0 <2y < @(x2), 22 € [-1,1], ¢(z2) > 0}, (3.185)

oll ¢ est une fonction lisse. Dans ce cas le champ vectoriel sur R? peut étre défini comme
suit :
V(z) = (6(x),0,0), (3.186)

avec 6 une fonction donnée, lisse et de support contenu dans un voisinage de la frontiere de
la fissure :

{(z1,29,23) : 21 = P(x2), w3 =0, 25 € [-1,1]}. (3.187)

Alors il est possible de dériver la fonctionnelle d’énergie dans la direction de champ V/, ceci
étant donné par la formule (3.105) pour ¢, 7 = 1,2, 3 (cf. [46], [53]).
Comme dans la partie 3.6 dans R? on peut aussi considérer une fissure curviligne décrite
par la fonction
T3 :w(xl,l'Q), (Il,l'g) S D, (3188)

ol D C IR? est un domaine borné de frontiére lisse. Des formules nécessaires pour établir la
forme des dérivées de la fonctionnelle d’énergie dans ce cas peuvent étre trouvées dans [90].
Comme dans le cas d’intégrales invariantes, on integre en 3D sur une surface fermée
entourant un sommet d’une fissure (cf. [43], [49]).
Pour terminer, regardons quelques problemes ouverts qui apparaissent pendant I’analyse
1. Si la fissure I', croise la frontiere extérieure I', on n’a aucune solution du probleme
(3.1)-(3.5) en général (car I'inégalité de Korn n’est pas vérifiée). Est-il possible de
remédier a cette difficulté ?
2. Certaines intégrales invariantes dans le cas d’une fissure curviligne ont été présen-

tées dans [101]. Est-il possible de formuler d’autres résultats de ce type pour d’autres
critere que le critere de Griffith ?

3. Est-il possible de démontrer I’unicité de la solution du probleme (3.177)-(3.179) ?

4. Comment trouver la dérivée de forme de la fonctionnelle d’énergie par rapport aux
perturbations des sommets d’une fissure quand elle est placée entre la partie élastique
et la partie rigide d’un milieu ?
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