N

N
N

HAL

open science

Bases de fonctions sur les variétés
Bruno Vallet

» To cite this version:

Bruno Vallet. Bases de fonctions sur les variétés. Informatique [cs]. Institut National Polytechnique

de Lorraine - INPL, 2008. Francais. NNT: 2008INPL034N . tel-01748689v2

HAL Id: tel-01748689
https://theses.hal.science/tel-01748689v2
Submitted on 20 Aug 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01748689v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

Nancy-Universiteé

N INPL

Institut National

Département de formation doctorale en informatique

Polytechnique de Lorraine Ecole doctorale IAEM Lorraine

Bases de fonctions sur les variétés

THESE

présentée et soutenue publiquement le 10 juillet 2008

pour l'obtention du

Doctorat de I'Institut National Polytechnique de Lorraine

(spécialité informatique)
par

Bruno Vallet

Composition du jury

Président : Karl Tombre INRIA Nancy - Grand Est
Rapporteurs : Claude Puech Université Paris-Sud
Leif Kobbelt RWTH Aachen
Ezxaminateur : Jean-Daniel Boissonat INRIA Sophia Antipolis - Méditerranée
Directeurs de these :  Jean Claude Paul Tsinghua University
Bruno Lévy INRIA Nancy - Grand Est

Laboratoire Lorrain de Recherche en Informatique et ses Applications — UMR 7503




Mis en page avec la classe thloria.



Résumé

Les bases de fonctions sont des outils indispensables de la géométrie numérique puisqu’ils permettent
de représenter des fonctions comme des vecteurs, c’est a dire d’appliquer les outils de 1’algebre linéaire
a I’analyse fonctionnelle.

Dans cette these, nous présentons plusieurs constructions de bases de fonctions sur des surfaces pour
la géométrie numérique. Nous commengons par présenter les bases de fonctions usuelles des éléments
finis et du calcul extérieur discret, leur théorie et leurs limites. Nous étudions ensuite le Laplacien et
sa discrétisation, ce qui nous permettra de construire une base de fonctions particuliere : les fonctions
propres de 1’opérateur de Laplace-Beltrami, ou harmoniques variétés. Celles-ci permettent de généraliser
la transformée de Fourier et le filtrage spectral aux fonctions définies sur des surfaces. Nous présentons
ensuite des applications de cette base de fonction a la géométrie numérique. En particulier, nous montrons
qu’une fois calculée, cette base de fonction permet de filtrer la géométrie en temps interactif.

Pour pouvoir définir des bases de fonctions de facon plus indépendante du maillage de la surface, nous
nous intéressons ensuite aux paramétrisations globales, et en particulier aux champs de directions a
symétries qui permettent de les définir. Ainsi, dans la derniere partie, nous étudions ces champs de
directions a symétries, et en particulier leur géométrie et leur topologie. Nous donnons alors des outils
pour les construire, les manipuler et les visualiser.

Mots-clés: Variétés, géométrie différentielle, espaces de Hilbert, éléments finis, calcul extérieur, champs
de directions, paramétrisation globale.

Abstract

Function bases are fundamental objects in geometry processing as they allow to represent functions as
vectors, that is to apply tools from linear algebra to functional analysis.

In this thesis, we present various constructions of useful functions bases for geometry processing. We
start by presenting usual function bases, their theory and limits. We then study the Laplacian operator and
its discretization, and use it to define a particular function basis : Laplacian eigenfunctions or Manifold
harmonics. The Manifold Hamonics form a function basis that allows to generalize the Fourier transform
and spectral filtering on a surface. We present some applications and extensions of this basis for geometry
processing.

To define function bases in a mesh-independant manner, we need to build a global parameterization, and
especially the direction fields required to define them. Thus, in the last part of this thesis we study N-
symmetry direction fields on surfaces, and in particular their geometry and topology. We then give tools
to build, edit, control and visualize them.

Keywords: Manifold, differential geometry, Hilbert space, finite elements, exterior calculus, direction
field, global parameterization.
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Notations

Nous fournissons ici quelques tables des notations utilisées dans cette these :

La Table 1 présente les notations générales utilisées dans toute la these.

La Table 2 présente les notations utilisées pour travailler sur les complexes simpliciaux.

La Table 3 instancie ces notations pour les surfaces triangulées.

La Table 4 présente les notations utilisées en modélisation par éléments finis (Chapitre 2) et en calcul
extérieur discret (Chapitre 3). La plupart seront utilisées dans toute la thése puisqu’elle se base sur ces
formalismes.

La Table 5 présente des notations pour les champs de directions. Elles seront utilisées dans tous les
chapitres de la Partie III.

Nous espérons que cette présentation des notations aidera le lecteur a s’y retrouver. Les notations qui
n’apparaissent pas dans dans ces tables sont seulement les notations utilisées de facon tres locale, au-
quel cas la définition de la notation sera proche de la ol elle sera utilisée. Enfin, nous résumons ici les
conventions utilisées dans la these :

Les vecteurs et les points dans R sont écris an gras (X, y).

Par extension, les vecteurs d’inconnues dans les systemes linéaires (x), les lignes et colonnes de ma-
trices (a;, a’) seront aussi en gras. La notation d est réservée pour les directions (assimilables a des
vecteurs unitaires) éventuellement a N-symétries.

Nous supposerons toujours que nous disposons d’une numérotation ordonnancée pour les sommets,
et nous assimilerons les sommets avec leur index : i, j,k,l,vy,...,v,, référent a la fois a des indices
entiers et a des sommets. i, j, k, j sont utilisés pour nommer les sommets lorsqu’ils sont peu nombreux
(quand on travaille sur un triangle ou une paire de triangles par exemple), alors que la notation vy, ..., Vg

E, R4 Espace Euclidien, espace vectoriel de d
S C R4 Surface/variété plongée dans R?
T Fibré tangent de .

€; i-me vecteur de base de R?

x,y € R? vecteurs

X,Y € RI*! vecteurs projectifs

Xi,yi € R coefficients des vecteurs

X y=xy produit scalaire

8¢ = {x e R¥*!|x?2 = 1} | sphére unité dans R*!

A, Alj matrice et ses coefficients

a;, a’/ i-eme ligne, j-éme colonne de A
" tenseur (n,m)

TAB. 1 — Notations générales
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Notations

M
M={7,&,
ny =17, n,
[M] C R?
i,j,k,l,vo,..
s=1i,ij,ijk
dim(s)

Sk <87

[s] c R4

Isll € R

g(s)
St (S)

7}
=&l np =17

- Vi

s € AF(R)

surface triangulée

ensemble des sommets, arétes et faces de M
nombre de sommets, arétes et faces de M
plongement de M dans R?

sommets

simplexes (sommets, arétes et faces)
dimension de s

s est une face de s;

plongement d’un simplexe orienté dans R?
chaine correspondant a un k-simplexe
mesure d’un simplexe

barycentre de [s]

[-étoile de s

TAB. 2 — Notations pour les complexes simpliciaux

5 = i ij ijk

dim(s) | O 1 2

[s] point aréte triangle

|s] point vecteur élément d’aire orienté
[s]] +1 longueur aire

g(s point milieu barycentre

Sti1(s) | arétes iv ij 0

Sty(s) | triangles iviv, | triangles ijv | ijk

TAB. 3 — Instantiation des notations pour les surfaces triangulées

est plus générique et sert pour itérer sur les sommets d’une surface triangulée ou d’un ensemble de
cardinal non fixé. Notez que les sommets sont des objets topologiques impliqués dans la définition
des complexes simpliciaux (comme les sommets d’un graphe), alors que leurs plongements [i],[/],...
sont des points de I’espace RY, ce qui réfere a de la géométrie. Par exemple, deux sommets différents
d’une surface triangulée peuvent avoir la méme position dans 1’espace, auquel cas on aura i # j mais

(i) = [J].

— Les quantités définies sur les sommets i, arétes ij et triangles ijk sont indicées par i, ij et ijk. Par

convention elles seront nulles si i,ij,ijk ¢ M.

— Une quantité relative a un sommet i dans le triangle ijk (ex : angle) sera indexée par i, jk (ex : B jx =

Z(|ij1,[ik[))-

X1V




espace de base générique

points de Q

fonctions génériques (Q — R)

espace de Hilbert générique

suite d’espaces de Hilbert (de dimension n)
fonctions de carré intégrable sur Q

fonctions k fois dérivables a support compact sur
espaces de Sobolev

produit interne pour les fonctions dans V

norme pour les fonctions dans V

opérateur différentiel générique dans un espace de Sobolev

L(g),a(f.g) forme linéaire, bilinéaire

ra(f) projection de f € V sur'V,

)L,-(_7 il (X) coordonnées barycentriques de x relatives a i (dans i jk)

P (x) i"" base de fonction générique

i (x) 'h base de fonction normalisée

O = (P .. "), D vecteurs lignes correspondants

Pi(x) i-eme fonction de la base P,

Bij:[0,1> >R fonction de la base bilinéaire relative au point [i, j] € {0,1}?
H*(x) = ®(x)h* k™" harmonique variété

04, Bx € Ni(2) k-chaines différentielles sur Q

ok, Bk e A(Q)
)

k-formes différentielles sur

W, Mk € Nie(M k-chaines discretes sur M
o, nk e AK(M) k-formes discretes sur M
RM : A\K(IM]) — A¥(M) | application de de Rham
WM AK(M) — Ak ([M]) application de Whitney
/\ produit extérieur
AK(Q) — A (Q) opérateur bémol
j:t /\k( ) — AHQ) opérateur diese
dy : NN(Q) — AMFL(Q) | dérivée extérieure (d’une k-forme)
Ok : /\k+1( ) — Ak() | bord (d’une k-chaine)
*i ( ) — AK(Q) étoile de Hodge (d’une k-forme)
Ay : NK(Q) — AK(Q) Laplacien (d’une k-forme)

TAB. 4 — Notations pour les éléments finis et le calcul extérieur discret
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Notations

XVi

8(Q), b(Q)
1(Q) =2-28(Q) - b(Q)

=t =

genre, nombre de bords de Q = .7, [M]
caractéristique d’Euler de Q
équivalence homotropique, homologique

de Iy(S) champs de direction 2 N symétries sur .
n normale de la surface

YEC(Y) cycle sur .7

ty.ny, cycle tangent, conormale

d opérateur de bord

Sc” sous variété de .’ de dimension 2
H(Z)={y"} base d’homologie de .

R(d,6) rotation d’angle 6 dans 7.7

Z(x,y) angle entre X et y

Ko (ty) courbure de . dans la direction t,

Ky courbure de y dans 7.7

K;(ty) courbure de d dans la direction ty

TH(y) nombre de tours de d le long de y
picY singularité

I:(pi) index de la singularité du champs d
Q(pi) C petit voisinage d’une singularité

d e In([M)) champs de direction a N symétries sur [M]
r(f) vecteur de référence sur la face f

K1(e), k] (e) 1-formes de courbure de d et r

60(f) angle entre d(f) et r(f)

pi(e) saut de période

L(v) index au sommet v

I5(v), I5(v) index contraint, index de r

K>(v) courbure Gaussienne intégrée (défaut angulaire)
K;(v) =K/ |v*| courbure Gaussienne moyenne

TAB. 5 — Notations pour les champs de directions
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Contexte et objectifs

De nombreux domaines scientifiques nécessitent de manipuler des objets géométriques. Ces objets peuvent
étre des solides physiques en mécanique, des formes de molécules en biologie, des couches souter-
raines en géologie... Il existe de nombreuses fagons de modéliser ces objets géométriques : les nuages
de points, les surfaces triangulées, les splines, les surfaces implicites... Heureusement, la plupart de ces
objets peuvent étre formalisés par un concept mathématique appelé variété. Une variété est un objet a
n dimensions plongé dans un espace a d > n dimensions. Une variété ressemble a R" localement (cf
Chapitre 1 pour une définition plus formelle). Comme nous nous intéressons a des objets de 1’espace
réel, nos variétés seront plongées dans R?, et peuvent donc étre de quatre types :

les O-variétés sont des points

— les 1-variétés sont des courbes

les 2-variétés sont des surfaces

les 3-variétés sont des volumes

Dans cette thése, on s’intéressera surtout aux 2-variétés ou surfaces (qui ressemblent 2 R? localement)
plongées dans R>. Cependant, on a choisi le terme variété dans le titre de cette thése puisqu’il ne fait
pas seulement référence a un objet abstrait mais aussi a tout un formalisme mathématique que nous
utiliserons abondamment,et qui s’ applique aux variétés quelle que soit leurs dimensions.

En informatique graphique, la communauté de la géométrie numérique se base fortement sur ce forma-

lisme mathématique, et s’est attachée a définir des outils pour manipuler ces variétés :

— trouver des représentations pour les variétés : nuages de points, maillages, splines, surfaces de subdi-
visions...

— convertir entre les représentations : remaillage, reconstruction...

— modifier les variétés : filtrage, déformation, segmentation...

— attacher des objets aux variétés : plaquage de texture, paramétrisation...

— comprendre les variétés : classification, reconnaissance de formes...

La plupart de ces outils nécessitent de définir des fonctions sur les variétés. En conséquence, la résolution

d’un probléeme de géométrie numérique se réduit souvent a trouver des fonctions ayant certaines proprié-

tés, comme minimisant une énergie ou vérifiant une équation aux dérivées partielles. Par exemple, on

peut lisser une surface en résolvant I’équation de la chaleur sur cette surface. La paramétrisation de sur-

face s’appuie également sur la définition d’une fonction de la surface vers R? qui vérifiera des équations

harmoniques ou conformes par exemple. Cette these porte sur les bases fonctions sur les variétés, qui

permettent de définir de telles fonctions de fagon trés générale.

Pourquoi étudions nous les bases de fonctions ? L’utilisation de bases de fonction est un moyen géné-
ral, simple et rigoureux de définir des fonctions sur les variétés par I'intermédiaire d’un nombre fini de
variables. Etant donné une base de fonctions {®'} sur une surface .#”, nous pouvons décrire toutes les
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fonctions de la forme ¥, ;@' par les seuls coefficients f;. Par rapport & discrétiser une fonction par ses va-
leurs en un nombre fini de points de la variété, I’ utilisation de bases de fonctions a I’avantage de définir la
fonction partout sur la variété. En particulier, une fonction connue par ses valeurs sur les sommets d’une
surface triangulée peut €tre interpolée linéairement en I’exprimant dans la base de fonctions d’interpo-
lation P; (cela sera expliqué précisément au Chapitre 2). Ainsi les bases de fonctions nous permettent
d’utiliser tous les outils de 1’analyse fonctionnelle, et en particulier les méthodes d’éléments finis.

Comment va-t-on définir des bases de fonctions sur les variétés ? Nous allons commencer par présenter
les notions théoriques nécessaires a la définition des bases de fonctions sur les variétés au Chapitre 1.
On donnera alors les définitions et le outils pour travailler avec les bases de fonctions dans deux cadres
populaires : les méthodes aux éléments finis (Chapitre 2), et le calcul extérieur discret (Chapitre 3). Dans
ces deux chapitres, on décrira les bases de fonctions usuelles et on discutera leurs propriétés.

Pourquoi construire de nouvelles bases de fonctions ? La géométrie numérique utilise principalement les
bases de fonctions d’interpolation pour lesquelles les coefficients dans la base correspondent a la valeur
de la fonction sur des "points de controle". Ces bases de fonctions sont trés dépendantes du maillage et
tres localisées. Nous présenterons dans la deuxieme partie de cette these (Chapitre 4 et Chapitre 5) un
cadre général pour construire de nouvelles bases de fonctions qui ne sont pas localisées dans 1’espace
géométrique, mais dans 1’espace fréquentiel : les Harmoniques Variétés. En raison de cette localisation
en fréquence, les Harmoniques Variétés nous permettront de faire du filtrage spectral de fagon tres di-
recte. Toutefois, les Harmoniques Variétés sont obtenues par un simple changement de base dans 1’espace
usuel des fonctions interpolantes. Par conséquent, elles sont aussi dépendantes de la qualité du maillage
de la surface. En outre, parce qu’elles ne sont pas localisées, elles ne font que saisir la forme globale
de la surface, sans tenir compte des détails fins. Pour construire des bases de fonctions fondamentale-
ment nouvelles et surmonter ces limites, nous avons besoin d’un domaine de base intermédiaire entre
un simple triangle et la surface toute entiere. Une fagcon de définir ces domaines de base est de trouver
une paramétrisation quad de la surface. Pour orienter une telle paramétrisation, on va avoir besoin de
construire un champ de directions sur la surface. Ainsi, la derniere partie de cette theése porte sur ces
champs de directions.

Nous allons maintenant détailler la structure et 1’organisation de cette these.

Structure de la thése

Cette these est organisée en trois parties. Dans la premiére partie, on présentera les concepts et outils
théoriques dont nous nous servirons dans les autres parties. Cette premiere partie est composée de trois
chapitres :

— Le Chapitre 1 propose une survol rapide de notions de géométrie fondamentales. En particulier, on
présentera les variétés et les surfaces triangulées dont on se servira abondamment dans cette these.

— Le Chapitre 2 présente le formalisme de la méthode par éléments finis, qui fournit un outil mathé-
matique essentiel pour étudier les bases de fonctions et donne des garanties et limites importantes les
concernant. Nous présenterons aussi une adaptation aux surfaces des bases de fonctions usuelles en
éléments finis. On terminera ce chapitre en donnant deux résultats simples que nous avons obtenus en
autorisant une certaine mobilité a ces bases de fonctions.

— Le Chapitre 3 explique le formalisme du calcul extérieur et de son équivalent discret. En plus d’une
simple exposition, nous discuterons certaines relations importantes entre le calcul extérieur et son
équivalent discret, et proposerons une réflexion sur leurs dualités.



La deuxiéme partie de cette these propose une étude des Harmoniques Variétés, définies comme les

fonctions propres du Laplacien. Cette partie est composée de deux chapitres :

— Le Chapitre 4 étudie le Laplacien sur les surfaces, en commencant par sa définition continue. On
compare alors des diverses discrétisations et équivalents discrets' du Laplacien. On construira ensuite
les Laplaciens se basant sur les bases de fonctions présentées au Chapitre 2. On s’intéressera aussi a
plusieurs aspects importants du Laplacien discret, comme ses conditions aux bord, sa symétrie et sa
localisation. Ce chapitre est basé sur la partie théorique de notre article [Vallet and Levy 2008] que
nous avons beaucoup développée, étoffée et généralisée.

— Le Chapitre 5 utilise les concepts du Chapitre 4 pour définir les Harmoniques Variétés de facon claire et
rigoureuse. On s’intéresse ensuite a I’interprétation, au calcul et aux applications de ces Harmoniques
Variétés. Ce chapitre correspond a la partie technique de notre article [Vallet and Levy 2008].

La troisieme et derniere partie de cette thése porte sur les champs de directions, et se décompose en

cinq chapitres :

— Le Chapitre 6 propose un état de I’art sur la manipulation des directions et sur leurs applications. Nous
exhibons les caractéristiques qu’un outil de manipulation de champs de directions doit proposer pour
ces applications.

— Le Chapitre 7 introduit la notion de champs de directions a symétries, et étudie leur géométrie et
leur topologie. Il propose ensuite une structure pour représenter de tels champs de directions de fagcon
non ambigiie. Ce chapitre est une syntheése des parties théoriques de nos articles [Ray et al. 2008b,
Li et al. 2006b, Ray et al. 2008a].

— Le Chapitre 8 fait un état de I’art des méthodes de visualisation de champs de directions, et en propose
une basée sur la structure introduite au Chapitre 7 qui dépasse les limites actuelles sur le type de
singularités qu’elle permet de visualiser. Ce chapitre correspond a notre article [Li et al. 2006b].

— Le Chapitre 9 introduit un algorithme de lissage de champs de directions a topologie contrainte en
sa basant sur les résultats et la représentation du Chapitre 7. Cet algorithme assure un controle exact
sur la topologie (singularités) du champs lissé. Ce chapitre correspond a la partie technique de notre
article [Ray et al. 2008b].

— Le Chapitre 10 introduit un autre algorithme qui permet de lisser des champs de directions, mais cette
fois-ci avec un contrdle plus faible sur I’apparition des singularités en fonction d’un niveau de détail
déterminé. Il démontre comment la théorie présentée au Chapitre 7 peut étre utilisée pour améliorer
les algorithmes classiques de lissage de champs de directions en introduisant un contrdle faible de la
topologie. L’outil de manipulation de champs de directions en découlant réalise un compromis entre
le contrdle fort proposé au Chapitre 9, et les algorithmes usuels qui font apparaitre les singularités
spontanément sans aucun contrdle. Ce chapitre correspond a notre article [Ray et al. 2008a] en cours
de soumission.

Avant d’entrer dans le coeur du sujet, nous allons discuter quelques concepts importants qu’on retrouvera

tout au long de la these, et en particulier sa méthodologie générale.

Concepts principaux
La modélisation géométrique

Nous percevons le monde qui nous entoure comme géométrique. Il est constitué de matiere disposée
dans I’espace dans une certaine configuration. Dans cette configuration, il y a des interfaces, des surfaces
de contact entre des matieres de types différents. Ce sont ces surfaces de contact que nous percevons, par

'0n expliquera dans la prochaine section la distinction entre discrétisation et équivalent discret
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la vue et le toucher. Pour représenter une réalité dans un ordinateur, ce sont donc aussi ces surfaces que
I’on va tenter de modéliser. La difficulté majeure est que ces surfaces sont des objets continus (du moins
a notre échelle), alors qu’un ordinateur ne peut représenter que des objets discrets. Le premier objet de
la modélisation géométrique est donc celui de la représentation, ou de la discrétisation des surfaces.

Géométrie et topologie

Dans cette these, je me suis intéressé a I'une de ces représentations : les surfaces triangulées. Les surfaces

triangulées approximent une surface continue de facon linéaire par morceaux triangulaires. Elle est donc

constituée de triangles (plats) dans I’espace ambiant (3D) partageant des arétes. Cette représentation est

a la fois :

— Géométrique : les positions des sommets des triangles sont définies par des réels qui peuvent évoluer
de facon continue.

— Topologique : les agencements de triangle et la connectivité des sommets ne peut étre modifiée que
par une opération discrete consistant a couper et recoller, & détruire et reconstruire.

Cette dualité étant déja présente a la base dans la représentation des surfaces, on va la retrouver dans tous

les problemes que se pose la modélisation géométrique, et on verra qu’elle est encore plus présente dans

la structure des champs de directions. Pour résoudre un probleme donné, la méthodologie employée au

cours de cette these a été de trouver ses degrés de liberté continus et discrets, géométriques et topolo-

giques, puis d’exhiber leurs relations, et de trouver les moyens de les controler de la fagon la plus simple

ou la plus judicieuse possible.

Les bases de fonctions

Les bases de fonctions peuvent étre vues comme un outil mathématique pour implémenter cette mé-
thodologie, puisqu’elles vont nous permettre de définir une fonction sur une surface par I’intermédiaire
d’une suite finie de coefficients réels (degrés de libertés). La discrétisation d’une fonction continue est le
fait de la transformer en une telle suite de coefficients entier ou réels. Les bases de fonctions sont donc un
outil idéal pour discrétiser les fonctions continues puisqu’elles donnent une signification concrete a ces
coefficients : ce sont les coordonnées de la fonction dans une base de fonctions. En d’autre termes, une
fonction est assimilée a un point dans I’espace vectoriel engendré par les fonctions de la base. Le choix
des fonctions de base est donc primordial puisque de ce choix vont dépendre tous les calculs que 1’on
pourra faire sur la fonction. L’ objet premier de cette these est de trouver de nouvelles bases de fonctions
sur les surfaces, avec des propriétés qui seront utiles pour résoudre des problémes li€s aux surfaces.

Outils discrets ou discrétisation ?

Un autre theme récurrent de cette these sera les représentations discretes. L'informatique graphique
cherche a représenter un monde visuel continu a 1’aide d’un ordinateur qui manipule par construction
des objets discret. A partir d’une représentation discrete, nous pouvons construire deux types d’outils :

1. Des outils discrets agissant directement sur la représentation discréte en tant qu’objet discret.

2. Des outils discrétisés qui consistent a se baser sur des concepts continus que 1’on cherche a ap-
proximer de facon discrete.



Ces deux approches ne sont pas antagonistes. En fait, on s’apercoit souvent que les outils issus des deux
approches ameénent au méme résultat. On étudiera plus tard les point communs et les différences entre
un outils discret nommé le calcul extérieur discret, et la discrétisation d’opérateurs par une méthode
d’éléments finis. En revanche, on peut noter qu’en général, la classe des outils discrets est plus vaste que
celle des outils discrétisés puisqu’elle ne se pose aucune contrainte, alors que les outils discrétisés sont
plus spécifiques, mais du coup mieux compris et bien justifiés en tant qu’approximation du continu.
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Introduction

Cette these se classe dans le domaine de la géométrie numérique. Ainsi ce chapitre va présenter les
diverses notions théoriques et pratiques impliquées dans la définition et la manipulation numérique de la
géométrie.

Plan du chapitre

Ce chapitre est organisé en trois sections. La Section 1.1 présentera les différentes fagons de représenter
la géométrie de facon numérique. La Section 1.2 se concentrera sur la représentation géométrique la
plus simple : les variétés affines qui regroupent les points, droites et plans. Ce sera I’occasion de définir
certains concepts géométriques de base comme la géométrie projective, I’indépendance géométrique et le
coordonnées barycentriques. Enfin, la Section 1.3 présentera la représentation géométrique sur laquelle
on travaille dans cette these : les surfaces triangulées qui sont formalisées mathématiquement par la
notion de complexe simplicial.
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Contributions

— Nous passons en revue les facons de définir de la géométrie de facon numérique ;
— Nous introduisons la formalisation mathématique des notions et objets géométriques que nous utilise-
rons dans tout le reste de cette these.

1.1 De la géométrie

Nous allons commencer par définir ce que sont les objets géométriques, et en particulier d’ou ils viennent,
comment ils sont modélisés de facon mathématique par des variétés, et comment ils sont représentés
numériquement.

1.1.1 Les objets géométriques

Les objets géométriques sur lesquels on peut travailler ont principalement deux sources :

— Laréalité : on essaye de représenter un objet existant par diverses méthodes d’acquisition :

— Scanner 3D : un faisceau laser balaye la surface, pendant que des caméras enregistrent la scene.
Les images acquises permettent de retrouver les positions 3D des points balayés, ce qui permet
d’approximer la surface réelle par un nuage de points.

— Enveloppe visuelle : De nombreuses vues d’un objet sont prises sous des angles variés. De chaque
image, on peut extraire la silhouette de I’objet qui correspondra a une enveloppe en 3D. En inter-
sectant ces enveloppes, on obtient un objet 3D qui a les mémes silhouettes que 1’objet acquis dans
toutes les images, et qui I’approxime d’autant mieux que les vues sont nombreuses et variées.

— Vision multiscopique : notre objet 3D est de nouveau vu par plusieurs caméras (au moins 2), mais
cette fois ci on trouve des points caractéristiques sur 1’objet qu’on cherche a apparier entre les diffé-
rentes images. Ces appariements permettent de retrouver la position 3D des points caractéristiques.
Ce probleme est appelé photogrammeétrie si les positions des caméras sont connues, et vision par
ordinateur si elles ne le sont pas.

— Imagerie sonique : des charges explosives sont déclenchées en divers points de la surface terrestre,
et les ondes réfléchies sont enregistrées en divers points. Un probléme inverse est alors résolu pour
reconstruire la géométrie des couches géologiques a partir de ces données.

— Echographie : le principe est le méme que précédemment, a part que les ondes sont maintenant
ultrasoniques (non audibles), ce qui permet de capturer des détails plus fins, mais sur des objets
beaucoup plus petits (corps humain).

— IRM, rayons X,... : les ondes sonores peuvent étre remplacées par des ondes électromagnétiques
pour capturer des détails encore plus fins, ou d’autres propriétés des objets.

— L’imagination : Un opérateur (artiste, designer, ingénieur...) congoit un objet géométrique qu’il ima-
gine en 3D. Il utilisera alors un logiciel nommé modeleur qui lui fournit des outils pour interagir avec
la forme des structures géométriques qu’il créé.

Dans tous les cas, on considerera que le résultat de ces processus est une approximation de la géométrie
réelle ou imaginaire. Il nous faut maintenant formaliser ce qu’est cette géométrie acquise, et comment elle
peut étre représentée et manipulée numériquement. Pour faire cela, on va définir un objet mathématique
qui généralise la plupart des objets géométriques que 1’on va vouloir manipuler, puis on présentera les
facons usuelles de les représenter.
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1.1.2 Les variétés

De par son étymologie, la géométrie est la science de la mesure (metry) de la terre (geo), ou plus généra-
lement de I’espace ambiant. Dans une approximation non-relativiste, nous assimilons cet espace ambiant
a I’espace vectoriel R, d’autant plus volontiers que le temps restera souvent absent de nos considéra-
tions. Dans une approche plus générale, nous définirons la géométrie comme I’étude des sous-ensembles
de R?. Parmi ces sous ensembles, nous nous intéresserons en particulier & ceux pour lesquels on peut
définir une dimension entiére et que 1’on appelle variétés (plongées dans RY).

Définition 1 (Variété plongée) .7 C R? est une k-variété plongée dans RY si pour tout x € .57 il existe
des voisinages ouverts Ny et Ny de X et O (I’origine de R?) et un homomorphisme* f : Ny — Ny tel que :

F(NyNM) = Ny (RF x {03475

Intuitivement, une k-variété est un sous espace de R¢ localement isomorphe a R¥, ou une collection de
morceaux qui peuvent étre aplatis en ouverts de R¥, R* x {0}9* (le vecteur nul de dimension d — k) peut
étre vu comme la k-variété canonique dans R?. L’existence d’un homomorphisme nous dit que toute k-
variété ressemble a R¥ x {0}¢~F localement. L’ homomorphisme f s’appelle une paramétrisation locale,
dont les paramétres sont les k coordonnées non nulles de No N (R x {0}97*). k s’appelle la dimension
de la variété et d — k sa codimension :

— Les 0-variétés sont des points ;

— Les 1-variétés sont des courbes ;

— Les 2-variétés sont des surfaces ;

— Les 3-variétés sont des volumes.

Une variété peut avoir plusieurs composantes connexes, donc le terme "unions de points/courbes/..."
serait plus approprié (mais plus lourd). Une variété . est un ouvert, de sorte qu’il peut différer de son
adhérence : .7 = {x € RY|3{x, € .7} tel que lim, ... X, = x}. Dans ce cas, on appelle 9.¥ = . /.7 le
bord de .. Si 9.7 = 0, on dit que .7 est fermée, ou sans bord. Si . # 0, on dit que . est ouverte,
ou avec bord.

On voudra souvent définir un espace tangent aux variétés. La définition formelle d’un tel espace sur une
variété quelconque est trés abstraite, mais elle devient simple quand la variété est plongée dans R?.

Définition 2 (Espace tangent d’une variété plongée) Soir .7 une k-variété plongée dans R?, etx € ¥
un point de cette variété. Alors, I’espace tangent Ty de . au point X est I’ensemble des vecteurs Vy(0)
pour toutes les courbes y: [—1,1] — .7 telles que y(0) = P. Ty. est un espace vectoriel de dimension

k.

L’union de tous les espaces vectoriels tangents d’une variété . est appelé son fibré tangent et noté T.7 .
On utilise aussi souvent la notion d’espace cotangent 7.7 qui est simplement 1’espace des applications
linéaires de 7. vers R, et on appelle T*.7 le fibré cotangent correspondant.

Pour mesurer des longueurs, aires, angles,... sur une variété, on I’équipe d’une métrigue.

Définition 3 (Métrique (Riemannienne)) Une métrique (Riemannienne) est une forme bilinéaire symé-
trique non dégénérée de T. x T. dans R.

Une métrique peut étre vue simplement comme un produit scalaire dans 7.7. Le plongement d’une va-
riété dans R induit une métrique canonique qui est donnée par le produit scalaire dans R?. La paramétri-

2Homomorphisme : application continue bijective dont I’inverse est aussi continu
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sation d’une variété induit une autre métrique donnée par le produit scalaire dans 1’espace paramétrique
R x {0}4~k, Une variété munie d’une métrique Riemannienne est appelée variété Riemannienne.

Remarque 1.1.1 A une variété . correspond une fonction caractéristique 1. (x) =1 si x € . et 0
sinon. De la méme fagon, on peut asscocier a . l'opérateur Ly f = [, f(X)d.7 (X) = [ps Lo (X) f(X)dx.
Comme I’analyse fonctionnelle est un domaine tres bien compris, on essaiera souvent de représenter et
de manipuler la géométrie par l'intermédiaire de fonctions. Cette analogie entre géométrie et fonctions
est loin d’étre triviale. C’est I’un des points centraux de ce chapitre.

1.1.3 Les représentations géométriques
Le probléeme de la discrétisation

La géométrie numérique se base sur des représentations numériques de la géométrie et donc des variétés.
On appellera variété numérique une variété qui peut se définir par une suite finie de symboles, et dis-
crétisation le fait d’approximer une variété par une variété numérique. Le processus de discrétisation se
heurte a deux probléemes :

— On aura en général besoin de réels pour définir une variété de facon numérique, que ce soient des
coefficients de polyndmes ou des coordonnées de points. L’ informatique graphique utilise générale-
ment des double pour représenter les réels. Cette "discrétisation" de R est particulierement simpliste
puisque R est de cardinal infini non dénombrable, incommensurable avec N qui est de cardinal in-
fini dénombrable, lui méme incommensurable avec 1’ensemble des double qui est de cardinal 2°2.
Cependant, I’imprécision apportée par les double aura en général un impact limité dans nos appli-
cations, méme si il faudra garder cela en téte lorsque 1’on divisera par des quantités proches de 0 ou
que I’on inversera des matrices mal conditionnées.

— Un probléme beaucoup plus important en revanche est qu’il faudrait a priori un nombre infini de
double pour représenter une variété (trois pour chaque point de la variété), ou un nombre infini de
variables binaires (une pour chaque point de R?. On ne pourra donc pas approximer chaque point de la
surface ., mais seulement les regrouper par blocs formés de sous ensembles de .. Ainsi, pour chaque
bloc on ne disposera que d’un nombre fini de variables pour représenter un nombre infini de points,
conduisant nécessairement a des approximations, beaucoup plus grossieres que celle d’approximer des
réels par des double.

Evidemment, plus on disposera de variables, plus on repoussera ces limites, ¢’est a dire moins la perte

d’information due a la discrétisation sera importante. Nous pouvons maintenant nous intéresser a la facon

de représenter des variétés en pratique.

Représentations numériques

Il va donc nous falloir choisir une représentation numérique de la géométrie, c’est a dire des variétés.
De facon générale, toutes le constructions géométriques usuelles se basent sur deux types de primitives
géométrique numérique :

1. Vo(f) = {x e R"f(x) > 0} : ce sont des n-variétés avec bord.

2. V_(f) ={x e R"|f(x) =0} : ce sont des n — 1 variétés sans bord. On remarquera que V_(f) est
le bord de V- (f), ce qu'on notera : V_(f) = dV-(f)

A partir de ces primitives de base, on va définir des variétés numériques :
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1.2. Variétés affines

{x=T(y) € R"ly € V_(f)}. On dira alors que la primitive est paramétrée ou paramétrique, puisque
les coordonnées dans 1’espace de départ (R™) parametrent la variété résultant de la transformation.
En général, ces transformations préservent la dimension de la variété, mais pas celle de I’espace dans
laquelle elle est plongée.

— Par union ou intersection de primitives, éventuellement paramétrique.

— Par transformation 7 : R™ — R". La transformée par 7' d’une primitive V_(f) est alors : T(V_(f)) =

Cette facon de définir des variétés numérique est assez générale pour englober la plupart des représenta-
tions utilisées actuellement. On notera cependant que les surfaces de subdivision n’entrent pas comple-
tement dans cette catégorie puisqu’elles sont définies comme une limite de telles représentations. Pour
les autres, on peut citer :

— Nuages de points : chaque point est une intersection de 3 primitives de la forme V_(f(x) =x; — p;), et
le nuage est une union de points.

— Surfaces polyédrales : On peut définir un polyédre & n sommets dans R?> comme intersection de n
primitives V- (f(x) = ax —b), puis le transformer dans R3.

— Splines : Un carré est défini dans R? comme intersection de 4 primitives V-, et transformé dans R?
par une fraction rationnelle.

— Les quadriques, quartiques... sont des primitives de la forme V_(P) ou P est un polynome.

Ces constructions ont le mérite de représenter des variétés par des fonctions analytiques de R” — R™, et
représentent donc de la géométrie par un nombre fini de symboles, ce qui va permettre de les manipuler
de facon informatique. Nous allons maintenant voir a partir de quoi sont créées ces structures de facon
plus concrete.

Nous allons maintenant présenter les variétés les plus simples, c’est a dire les variétés affines. Elles sont
particulierement adaptées a un traitement numérique puisque les outils qu’on utilisera pour les manipuler
seront ceux de 1’algebre linéaire.

1.2 Variétés affines

1.2.1 Géométrie projective

L’espace ambiant géométrique étant R?, on note x = (x,y,z) ses point. La géométrie projective se base
sur I’espace vectoriel R* des point X = (x,y,z,s). Dans les cas particuliers :

- s=1:X=(x,y,z1) est un point géométrique.
- s=0:X=(x,y,20) est un vecteur.
La géométrie projective propose un typage des données (x,y,z) en terme de points ou de vecteur, puis-

qu’elle donne automatiquement le type du résultat d’une opération :

— La somme ou la différence de vecteurs est un vecteur.
— La somme d’un point et d’un vecteur est un point.
— Une somme de point divisée par le nombre de points est un point (barycentre).

Si le résultat d’une opération n’a pas s = 0 ou s = 1, il ne correspond pas a un objet de la géométrie
usuelle, mais on peut le voir comme un point pondéré, ou point a I’échelle s, et il faut alors diviser ses
coordonnées par s pour retrouver un point au sens usuel.
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Chapitre 1. Le probleme de la représentation géométrique

1.2.2 Le plan

Le plan est la plus simple des variétés affines puisqu’il est défini par une seule relation affine. Nous allons
donner sa définition ainsi que différentes équations implicites et explicites (paramétriques).

1.2.3 Définition implicite

Définition 4 (Plan) Un plan est un ensemble de points x € R® = (x,y,7) qui vérifient f(x) =0 oit f est
une fonction affine R®> — R.

L’ensemble des plans est donc le sous-ensemble de V_(f) correspondant aux fonctions f affines. Une
fonction affine R? — R s’écrit nécessairement sous la forme f(x,y,z) = ax+by +cx+d = A X avec
a,b,c,d € R, ce qui nous donne une représentation d’un plan par quatre réels. Cette définition est redon-
dante puisque n’importe quelle fonction A f, A € R* correspond au méme plan. L’ensemble des plans est
donc isomorphe 2 R*/R* = .73 x R* ot .73 est la sphére unité. Cela veut dire que la représentation la
plus concise d’un plan n’est pas par 4 réels mais par un point de la sphere et un réel positif ou nul. Par
exemple, on peut choisir de représenter le plan par sa normale (vecteur unitaire € .#?) et sa distance a
I’origine. En termes plus mathématiques, le plan est défini par I’équation xn—d =0, x € R3, n € .73,
d € R™. Imposer d > 0 rend le choix du sens de la normale non ambigu, sauf pour d = 0. En pratique, on
contourne ce probleme en autorisant d € R, ce qui rend la représentation 1égerement redondante, mais
plus pratique.

1.2.4 Indépendance géométrique

Définition 5 (Indépendance géométrique) En géométrie projective, n points Xi,...X,, sont indépen-
dants si il n’existe pas de poids Ay,..., A, € R® = (x,y,2) qui vérifient Y. 2;X; = 0, ou de facon équivalente
si det(X, ..., Xp) # 0.

L outil privilégié de I’indépendance linéaire est le déterminant. Notons encore une fois que la géométrie
projective permet de traiter a la fois I’indépendance linéaire des vecteurs, et I’indépendance géomé-
trique des points (3 points sont indépendants si ils ne sont pas alignés, 4 points si ils ne sont pas co-
planaires). L’ indépendance linéaire va nous donner une deuxieme équation pour les plans sous la forme
det(X1,X2,X3,X) = 0. X;,X; et X3 sont des points ou des vecteurs, mais 1’un au moins doit étre un
point. Cette définition est plus pratique pour obtenir 1I’équation d’un plan dont on connais 3 points, 2
points et un vecteur ou 1 point et 2 vecteurs. Cette définition est beaucoup plus redondante puisqu’elle
nécessite de stocker 9 réels au lieu de 3 ou 4. En fait cette redondance peut étre utile puisqu’elle définit
une paramétrisation. En effet, on peut toujours privilégier un point (mettons X;) et définir le plan comme
I’ensemble des points : X(¢t, B) = X; + aX; + X3, o, B € R étant les paramétres.

1.2.5 Coordonnées barycentriques

Comme on I’a vu, on peut définir une somme de points en géométrie projective, et en particulier une
somme de points pondérés. Si la somme des pondérations est 1, le résultat est bien un point qui est leur
barycentre pondéré : X(4,...4,) =Y, A X;, Y A = 0.

Ceci nous donne une troisieme définition du plan. Le plan passant par trois points X,X5, et X3 est
I’ensemble des points X (A1,42,43) = 41X + A, Xs + A43X3 tel que Y A; = 1. Cela ameéne a la méme
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représentation paramétrique en choisissant 1’un des points pour éliminer ’'une des variable A; par la
relation Y'; 4; = 0.

1.3 Les complexes simpliciaux

Une fagon trés simple et particulierement adaptée a I’informatique de décrire la géométrie est par des
surfaces triangulées. Une définition mathématique des surfaces triangulées utilisées en informatique gra-
phique passe par les notions de simplexes et de complexes simpliciaux.

Définition 6 (Simplexe) Dans R", un k-simplexe est I’enveloppe convexe de k+ 1 points géométrique-
ment indépendants :

Sk = [V()...Vk] ={X= Z?Lj[v,-] S RdMo,...,)Lk S R* and Zl, =1
Jj i

— Sommets et dimension : On appelle vy, ...v; les sommets du simplexe et k sa dimension. Ainsi un 0-
simplexe est un point, un 1-simplexe est une aréte, un 2-simplexe est un triangle, et un 3-simplexe est
un tétragdre. A cause de la condition d’indépendance, la dimension d’un simplexe est au plus celle de
I’espace dans lequel il est plongé (k < d).

— Concaténation : sx = [vo...vk] est indexé par une concaténation d’indices, de sorte qu’en appliquant
cette concaténation récursivement, on a dim(s;...sy) = Y.; dim(s;).

— Face :sik <let{vo,..,vi} C {vj,..,V}, sk = [vo..vi] est appelé une face de s; = vy, ..,V]], ce qu’on
note si < ;.

— [—étoile : on note St;(sx) = {s1|sx < s;} la (I—)étoile d’un simplexe. C’est I’ensemble des /—simplexes
s; de degres [ > k et qui contiennent sy.

Définition 7 (Complexe simplicial) Un complexe simplicial M dans R" est une collection de k-simplexes

vérifiant :

— sy EM et s; < sy = s € K : chaque face d’un simplexe de M est dans K.

— Sk S €M et sp =5 NS = 57 < S et 57 < sy : Uintersection de deux simplexes de M est une face de
chacun d’eux.

Si tous les simplexes d’un complexe M sont de dimension au plus m, on dira que M est de dimension .

Un complexe simplicial permet de décrire une variété numérique de R" de facon tres concise puisqu’il

suffit de connaitre ses points (0-simplexes) et sa connectivité (quels sont les sommets de chaque m-

simplexe). Ainsi, un complexe simplicial M de dimension m plongé dans R", avec ny sommets et ny

m-simplexes (faces maximales) sera représenté par :

— Une matrices S, , a coefficients réels des coordonnées dans R" de chacun des n; sommets de M

— Une matrice G, ,, a coefficients entiers contenant les indices de points (dans S) composant chacun des
ny m-simplexes.

D’un point de vue informatique, cela veut dire que M est représenté par ngn doublesetng(m+1) ints

On voit des leur définition que ces surfaces ont a la fois :

— une composante continue ou géométrique correspondant aux positions des sommets dans R", stockées
dans des double.

— une composante discrete ou topologique correspondant a la connectivité des m-simplexes, stockée
dans des int.

Dans cette thése, nous nous intéresserons en priorité aux complexes simpliciaux M de R? de dimension

2, c’est a dire aux surfaces de I’espace géométrique. De nombreux algorithmes de géométrie numérique
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Chapitre 1. Le probleme de la représentation géométrique

nécessitent de définir des fonctions sur ces complexes qui vérifient certaines propriétés. En particulier, on
s’intéressera aux solutions d’équations différentielles ou aux fonctions minimisant des d’énergies. Les
deux prochains chapitres proposent des outils pour déterminer ces fonctions : la méthode des éléments
finis et le calcul extérieur discret. Ces deux formalismes sont bien étudiés et justifiés, et fournissent des
garanties solides sur la qualité des solutions qu’ils proposent. Le point commun entre ces deux approches
est qu’elles cherchent & représenter des fonctions par des vecteurs, c’est a dire par un nombre fini de
valeurs. La qualité de cette définition et I’efficacité des méthodes en résultant dépendra ainsi directement
de la qualité des bases de fonctions utilisées pour faire le lien entre espaces fonctionnels et espaces
vectoriels. C’est pourquoi nous allons nous y intéresser de pres dans cette partie.
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2

Méthode des Eléments finis

La méthode des Eléments Finis (EF) est I'une des méthodes de discrétisation des Equations aux Déri-
vées partielles (EDP) les plus répandues. L’idée de base est de remplacer un espace de Hilbert V (de
dimension infinie) dans lequel on recherche la solution de I’EDP par un espace V,, de dimension finie.
Comme la dimension de V,, est finie, ses fonctions peuvent étre représentées par des vecteurs, et I’opéra-
teur différentiel peut étre représenté par une matrice. Ainsi, les EF permettent de convertir des EDP en
systémes linéaires. Les mathématiques appliquées fournissent de nombreux résultats sur la convergence
des EF, donnant en particulier des conditions auxquelles la solution dans V,, converge vers la solution
dans V quand on raffine V,,. Un aspect important des EF, en particulier dans le cadre de cette these, est
que V, doit étre une bonne approximation de V pour que la solution soit elle-m&me bien approximée, et
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que raffiner V,, doit amener a mieux approximer V.
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Chapitre 2. Méthode des Eléments finis

Organisation du chapitre

Nous commencerons par présenter dans la Section 2.1 la théorie des éléments finis ainsi que ses résultats
important. Dans la Section 2.2, nous décrirons les bases de fonctions interpolantes qui sont tres utilisées
dans les méthodes par éléments finis. Enfin, nous introduirons dans la Section 2.3 le probleme trés ouvert
des bases de fonctions mobiles qui introduisent plus de degres de liberté que ce que la méthode des
éléments finis n’autorise normalement. Nous présenterons alors deux résultats préliminaires sur ce sujet
obtenus pendant cette these.

Contributions

— Nous synthétisons les concepts et résultats principaux des méthodes par éléments finis.

— Nous présentons les bases de fonctions interpolantes que nous utiliserons abondamment pendant cette
these.

— Nous introduisons le concept de bases de fonctions mobiles ainsi que deux résultats préliminaires les
concernant.

2.1 Théorie des éléments finis

Cette section présente des résultats théoriques importants pour les EF. Elle est basée en particulier sur les
cours de Grégoire Allaire [Allaire 2002]. Comme nous utiliserons beaucoup le formalisme des EF dans
cette these, il nous parait important de présenter ses fondements. En particulier, nous donnerons certaines
garanties que proposent les EF, mais aussi leurs limites.

2.1.1 Espaces de Hilbert

La méthode des éléments finis repose sur les espaces de Hilbert. Ces espaces sont non seulement un
objet mathématique, mais aussi un concept : celui d’identifier des espaces de fonctions a des espaces
vectoriels. En d’autre termes, il y a derriere la notion d’espace de Hilbert 1’idée de construire des espaces
de fonctions par combinaisons linéaires d’un certain nombre de fonctions de base, et d’approximer n’im-
porte quelle fonction de cette facon. Les espaces de Hilbert permettent alors d’étendre plusieurs concepts
géométriques fondamentaux (produit scalaire, norme, projection,...) aux bases de fonctions, ce qui per-
met de construire des outils a la fois intuitifs et efficaces. Enfin c’est un outil élégant de discrétisation de
fonctions, ol la fonction n’est pas interpolée mais approximée au sens de la norme. Nous allons mainte-
nant donner une définition (en deux étapes) des espaces de Hilbert, et essayer de véhiculer les intuitions
sous-jacentes.

Définition 8 (Espace a produit interne réel) Un espace a produit interne réel est un espace vectoriel
E défini sur R, avec une forme bilinéaire symétrique définie positive non dégénérée appelée produit
interne.

Le produit interne est une application :
(,):VxV—=>F

qui satisfait les axiomes suivants : pour tout x,y,z € E,a,b € R :
— Symétrie : (x,y) = (y,x).
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— Linéarité en la premiere variable : (ax,y) = a(x,y), (x+y,z) = (x,z) + (y,z). Par symétrie, cela im-
plique la linéarité en la seconde variable.

— Positivité stricte : (x,x) > 0.

— Non dégénérescence : (x,x) =0 —x=0.

Intuitivement, il est utile de voir ce produit interne comme un "produit scalaire”" dans un espace vectoriel.

Cependant, comme nous le verrons plus tard, il ne faut pas confondre le produit interne avec le produit

scalaire usuel car il est en général différent. Il nous faut encore une condition pour construire un espace

de Hilbert.

Définition 9 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace réel a produit interne qui est un
espace complet et normé (espace de Banach) pour la norme définie par le produit interne.

La condition de complétude de 1’espace (aussi appelée condition de Cauchy) signifie que toute suite de
Cauchy dans un espace de Hilbert V a une limite qui est encore dans V. Intuitivement, un espace est
complet si il n’a pas de trous ponctuels.

A part ces quelques conditions techniques qui évitent certains cas dégénérés, un espace de Hilbert peut
étre simplement vu comme un espace vectoriel (éventuellement de dimension infinie) muni d’un produit
interne. Dans le cas ol sa dimension est finie, un espace de Hilbert a une base {®;};—1..,, et son produit
interne est complétement déterminé par la matrice symétrique Mo d’élément m! = (®;,®;) que I'on
appelle la matrice du produit interne ou plus simplement matrice de masse. Les espaces de Hilbert sont
des espaces tres généraux et abstraits. Nous allons maintenant en construire des plus spécifiques dont les
éléments sont des fonctions a valeurs dans R.

2.1.2 Espaces de Hilbert fonctionnels

Beaucoup d’espaces fonctionnels ont une structure d’Espace de Hilbert particulierement bien adaptée
pour résoudre des EDP. Nous allons maintenant décrire les plus répandus et les plus utilisés.

Soit un ensemble ouvert Q C R¢. Nous définissons :
— L’espace L*(Q) des fonctions de carré intégrable sur , muni d’un produit interne :

(f.8)= [ F@etds

L?(Q) est un espace de Hilbert avec la norme :
1R(@) = [ s

— L’espace C2°(Q) des fonctions de classe C¥ a support compact dans Q.

— L’espace C°(Q) des fonctions de classe C* a support compact dans Q. Il n’est pas évident que C°(Q)
ne contient pas que la fonction nulle puisque toutes les dérivées sont nulles lorsque I’on rentre dans le
support. Cependant, non seulement ce n’est pas le cas, mais en plus C¢, approxime bien L.

Nous avons C*(Q) C CHQ) c C1(Q) c CH(Q) ¢ CUQ) C L2(Q) et donc CX(Q) et C(Q) héritent
du méme produit interne que L?(Q). L?>(Q) est le plus grand espace de Hilbert dans lequel on peut
espérer travailler en analyse fonctionnelle puisque la seule condition que I’on pose est que la norme des
fonctions soit finie. Les espaces C¥(Q) contiennent des fonctions sur lesquelles on pose des conditions
de régularité, et ils sont donc beaucoup plus petit. C2°(Q) impose encore plus de régularité, et il est donc
encore plus petit. Cependant, un théoréme prouve que méme C:°(2) approxime bien L,(Q) :
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Chapitre 2. Méthode des Eléments finis

Théoréme 2.1.1 (Densité de C°(Q)) C(Q) est dense dans L*(Q). Cela veut dire que pour toute fonc-
tion f € L*(Q), il existe une séquence f, € C>(Q) telle que :

Jm (1 f = fall @) =0

Et parce que C*(Q) C CX(Q), C¥(Q) est aussi dense dans L?(Q). En d’autre termes, quelque soit la
fonction f € L?(Q), on peut trouver une fonction de C*(Q) (et donc de C¥(Q)) arbitrairement proche de
f (au sens de la norme L?). Dans notre contexte, nous devrons souvent travailler avec des fonctions de
C%(Q) avec des mauvaises conditions de régularité, et il est intéressant de savoir qu’il existe toujours une
fonction infiniment réguliere arbitrairement proche de la notre. En particulier, méme si notre fonction
n’est pas dérivable, elle est arbitrairement proche d’une fonction qui I’est. Cela va nous permettre par
exemple de définir la dérivation dans un sens plus faible.

Dérivation faible

La dérivation faible généralise la dérivée usuelle en lui donnant un cadre d’application plus large.

Définition 10 (Dérivation faible) f € L*(Q) est dite faiblement dérivable si il existe des fonctions {w; €
L>(Q)}i=1.q telles que pour tout f.. € C(Q), ona:

[ 0% == [ w0

On appelle w; la ieme dérivée partielle faible de f, ce qu’on note g—){

Espaces de Sobolev

Pour finir notre rapide survol des espaces de Hilbert utiles, nous allons présenter quelques espaces de
Sobolev, qui sont les espaces dans lesquels se trouvent les solutions des EDPs. Soit @ C R un ouvert,
nous définissons :

— L’espace de Sobolev :

d
H'(Q)= {f € Ly(Q) tel que Vi = 1..d 8—f € LZ(Q)}
Xi
— Lespace de Sobolev H} (Q) est la fermeture de C°(Q) dans H!(Q). En d’autres termes, HJ (Q) est le
sous espace de H'(Q) des fonctions dont les valeurs et les dérivées s’annulent au bord JQ.
Ces deux espaces sont des espaces de Hilbert pour le produit interne :

(£.8) = [ (F(3)8(0)+ V£ () V(o)
et la norme :
1@y = [P0+ 195 Py

Comme les EDPs font intervenir des opérateurs différentiels, nous devons définir de tels espaces de So-
bolev sur lesquels ces opérateurs sont bien définis. De plus, les EDP incluent généralement des conditions
aux bords qui peuvent étre inclues directement dans la définition de I’espace (de Sobolev) solution. Nous
n’allons pas étudier les espaces de Sobolev en détail ici, donc quand nous étudierons une EDP, nous
appellerons simplement H(Q) I’espace de Sobolev dans lequel se trouve sa solution, c’est a dire I’es-
pace dans lequel les opérateurs différentiels impliqués dans I’EDP sont bien définis, et dont les fonctions
satisfont les conditions aux bords.
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2.1.3 Théorie de Lax-Milgram

La théorie de Lax-Milgram dans un espace de Hilbert V donne les conditions sous lesquelles le pro-
bleme :
Trouver f € V tel que a(f,g) = L(g)VgeV (2.1)

admet une solution unique.

Théoreme 2.1.2 (Lax-Milgram) Si :
— L:V — R est une forme linéaire.
— L est continue, c’est a dire qu’il existe une constante C > Q telle que :

L) <CI]| VeV

— a:V? — R est une forme bilinéaire, c’est a dire que a est linéaire en ses deux variables.
a est continue, c’est a dire qu’il existe une constante de continuité M telle que :

la(f, )| <M||f]|.lgll Vf,geV

a est coercive, c’est a dire qu’il existe une constante de coercivité v telle que :

a(f.f) = VIIfI? VfeV

alors le probleme (2.1) admet une solution unique f €V, qui dépend continument de L.

2.1.4 Approximation interne

L’approximation interne est um moyen général de résoudre les EDP dans un espace de Sobolev H(Q).
Les EDP qui nous intéressent prennent la forme générale :

Trouver f € H(Q) tel que D(f) =r (2.2)

ou D: H(Q) — H(Q) est un opérateur différentiel, et r € H(Q) une fonction arbitraire. Ce probleme
admet la formulation variationnelle suivante :

Trouver f € H(Q) tel que (D(f),g) = (r,g) Vg€ H(Q) (2.3)
Le théorie de Lax-Milgram donne les conditions sur a(f,g) = (D(f),g) et L(g) = (r,g) pour que le

probleme (2.3) admette une solution unique. L’ approximation interne de (2.3) est double :

1. On remplace I’espace de Sobolev (généralement de dimension infinie) H () dans lequel on re-
cherche la solution par un espace solution V;; de dimension n finie.

2. On remplace I’espace de Sobolev (généralement de dimension infinie) H(Q) sur lequel ’EDP est
projetée par un espace fest V!, de dimension m finie.

de sorte que 1’approximation interne de (2.3) est :

Trouver f,, € V! tel que a(fy,gm) = L(gm) Vem € V), (2.4)

n?

qui admet une solution unique sous les conditions de Lax-Milgram. Soient {dbé}i: 1..» une base de V¥, et
{®/} j—1.m une base de V;,,, alors f, = ¥, fi® et g, = ¥; P/, et le probleme (2.4) est équivalent a :

Y. fia(D(®),®]) = L(®]) Vj=1l.m
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En notant f, = (fi,..., fn)" et gn = (g1,...,&m)", on aboutit a la forme matricielle :
Af, =1,

ol A est une matrice (n,m) de terme A{ = a(®,®/) et,, un vecteur de terme (1) i= L(®/). La condition
de coercivité sur a(.,.) implique le caractere défini positif de A. La plupart du temps, pour des raisons de
simplicité et de symétrie évidentes, on choisit 7 = m et méme souvent V = V!, = V,.. Dans ce cas A est
carrée et si a(.,.) est symétrique, A I’est aussi.

Supposons maintenant V" = V! = V,,. Remplacer H(Q) par V, est évidemment une approximation qui
dépend de la fagon dont V,, approxime H(Q). Pour quantifier cette approximation, on dispose d’un lemme
utile :

Lemme 2.1.3 (de Céa) Soit f une solution au probléme (2.3) et f,, une solution au probleme (2.4) sous
les conditions de Lax-Milgram. Alors on a :

M
If = fall < — inf [[f = £l

V frev,

De plus, si a(.,.) est symétrique, on a :

M
1f = fall <4/ 5 jnf 11 = £l

Notons qu’a cause de leurs définitions, M > v. Ce lemme donne des indications sur la "qualité" que 1’on
désire pour la matrice A pour que cette approximation soit bonne.

Nous voulons maintenant caractériser le fait que quand n augmente, V, approxime H(Q) de plus en
plus finement. Tout d’abord, nous avons besoin d’un opérateur de projection r, : H(Q) — V,, qui vérifie

| f = ra(f)|] = ming, ey, ||f — fu|| (le minimum n’est pas nécessairement unique). Alors, ’idée que V,
approxime H(Q) de plus en plus finement quand n augmente peut s’écrire :
lim I =5, (£)][=0 ¥feV @)

et nous avons le résultat de convergence suivant :

Théoreme 2.1.4 (Convergence de ’approximation interne) Sous les conditions de Lax-Milgram, et
étant donnés des espaces de Hilbert V,, et des opérateurs de projection r, vérifiant (2.5), I’approximation
interne converge :

,}grolon_an =0
ou f est solution de (2.3) et f; est solution de (2.4).

Alors que les conditions de Lax-Milgram sont des conditions sur le probléme lui-méme, nous avons
maintenant des conditions sur les espaces V,, sous lesquelles la solution approchée converge vers la
solution réelle. En conséquence, pour approcher la solution d’une EDP, on doit construire de tels espaces
de fonctions V,, avec ces propriétés.

2.1.5 Galerkin et les éléments finis

Si un espace de Hilbert V est séparable (ce qui sera toujours notre cas), alors il admet une base de Hilbert
(généralement infinie) (P');>;. A partir de cette base, on peut construire une séquence d’espaces de
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Hilbert V,, = span(®',...,®"), et r, est la projection orthogonale sur cette base. Les résultats ci-dessus
montrent qu’alors la solution du probleme (2.4) converge vers celle de (2.3). Cette méthode appelée
"méthode de Galerkin" est intéressante du point de vue théorique. Cependant, elle est difficile a mettre
en pratique car les matrices A, sont alors généralement pleines (pas de termes nuls qui simplifient les
calculs) et mal conditionnées.

Le principe de la méthode des éléments finis est aussi de construire des espaces d’approximation interne
V,, des espaces de Sobolev H'(Q) ou H} (Q). Cependant, la méthode est différente puisqu’elle s appuie
sur la notion de maillage M de I’espace Q sur lequel les fonctions de bases sont définies. Les fonctions
de base ®' sont alors définies par morceaux sur les éléments du maillage (généralement des triangles), et
non nulles sur tres peu de ces éléments. Ainsi, ces fonctions sont tres localisées, de sorte que les matrices
A, sont creuses (beaucoup de termes nuls) ce qui rend les calculs numériques beaucoup plus rapides.

Dans notre cas, Q est une surface triangulée. Ceci est a la fois un avantage et un inconvénient : c’est un
avantage car on dispose déja d’un maillage de notre domaine, et on a donc pas a le calculer. C’est un
inconvénient car ce maillage peut avoir de mauvaises propriétés, entrainant une mauvaise approximation
des solutions. La prochaine section décrit les bases de fonctions les plus utilisées sur ces maillages.

Dans la deuxieme partie de cette these, nous décrirons comment construire une base différente de ces
espaces de fonctions basés sur les maillages, et les applications de cette base. Dans la derniere partie,
on s’attache a construire un maillage différent de notre surface triangulée afin d’avoir de meilleures
propriétés pour les fonctions qu’on pourra y installer. Cette derniere approche essaiera en particulier de
capturer les structures géométriques et topologiques globales de notre maillage pour y construire des
bases de fonctions plus adéquates.

2.2 Bases de fonctions interpolantes

Les bases de fonctions interpolantes sont les bases de fonctions les plus répandues. Elles sont simples a
définir et a interpréter.

Définition 11 (Bases de fonctions interpolantes) Soit {Xj € QC R} j=1.m un ensemble fini de points

appelés points de controle. Une base de fonctions interpolantes {®'}i—1 ., sur Q avec les points de
controle {x} est une base de fonction qui vérifie :

@i(xj) =0;j=1sii=jsinon0

Définition 12 (Interpolation) Soit [ une fonction sur Q et {CID"},-:L,, une base de fonctions interpo-
lantes. Alors Uinterpolation de f est la fonction :

Io(f)(x) = )/ (x))®'(x)

Linterpolation I (f) d’une fonction f prend les mémes valeurs que f aux points de contréle : Io(f)(X{) =
f(xi)

Remarque 2.2.1 (Interpolation vs Extrapolation) L’interpolation Io(f) n’est pas la projection ortho-
gonale de f sur span(®'), qu’on appelle extrapolation Eq(f) et qui minimise || f — Eq(f)||. Cependant,
Pextrapolation Eg(f) d’une fonction f ne coincide en général pas avec [ aux points de controles :

Eo(f)(x}) # f(x{)
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Ce dernier point est important dans le contexte des éléments finis : les éléments finis cherchent & appro-
cher la solution d’un probléme au sens de la norme L;, c’est a dire a I’extrapoler. Choisir une base de
fonctions interpolantes pour appliquer la méthode des éléments finis donne I’impression trompeuse que
I’on cherche a interpoler la solution. En réalité, on ne cherche pas & approximer la valeur de la solution
aux points de contréle mais a définir ces valeurs de sorte a minimiser la norme de 1’erreur, c’est a dire
Ierreur d’approximation globale (au sens intégral) de la solution.

Nous allons maintenant définir les éléments P, (aussi appelés polyndmes d’interpolation de Lagrange)
qui sont les bases de fonctions interpolantes les plus répandues en éléments finis.

2.2.1 Eléments P,

Les éléments P, sont les plus simples des bases de fonctions. Nous allons commencer par les étudier en
une dimension et présenter leur propriétés, puis étendre cette construction aux surfaces triangulées.

Eléments P, en 1D

En 1D, les éléments P, interpolent une fonction f connue par ses vaeurs f; = f(x;) en n+ 1 points de
contréle xo, ...,x,. La fonction interpolée est P, f = Y.© f;P.(x) ol :

n X=X

Pi=

n
k=0,Jkti i — Xk

est le seul polyndme d’ordre n qui vérifie P (x ;) =1sii=jet0sinon. Ainsi, B, f est le seul polynéme
d’ordre n qui vérifie B, f(x;) = f; Vi=0..n.

Pour approximer une fonction f :  C R — R donnée, on doit donc découper Q en m intervalles I, sur
lesquels f sera P,—interpolée. Pour faire simple, on choisit de subdiviser 1,, = [x{,x;'| de facon réguliere

en choisissant x = x{' +i(x]’ —x{)/n. On a alors un résultat important sur I’erreur d’interpolation :

Théoréme 2.2.2 (Erreur d’interpolation P,) Pour toute fonction f € C"*'(|xo,x,]), on a :

S0

n+1! (=)

Vx € [x0,x,]  3x € [x0,%4] tel que f(x) — P, f(x) =
k=0

Ce théoréme nous permet de donner une borne supérieure sur I’erreur d’interpolation :

(xn _xO)n+1

A+ P NG

xXe [XO ~,xn]

Vx € [x07xn] ‘f(x) _Pnf(x)’ <

Cela implique entre autre que I’interpolation P, est exacte sur les polyndmes d’ordre n (pour lesquels
flntD) (x) = 0)). Cela implique aussi que I’erreur d’approximation P, d’une fonction f dépend de com-
bien f différe d’un polyndéme d’ordre n.

Cette borne nous permet de comparer la subdivision avec I’interpolation d’ordre supérieur dans un cas
simple. Pour une fonction f définie sur [xp,x2] (avec x; = (xo +x2)/2), comparons I’erreur entre :
— D’interpolation P; sur [xg,x]] et [x,xz]. Sur les deux intervalles :

(x1 —x0)?

@) () —
T sup f(x)=Err

XE[x0,%n)

|f(x) =P f(x)] <
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2.2. Bases de fonctions interpolantes

05 10 05 1

FI1G. 2.1 — Comparaison entre I’interpolation P, (bleu) et P; (vert) sur un demi cercle (rouge) pour le
méme nombre de degrés de liberté. Gauche : avec une subdivision, les erreur L, sont 0,0438 pour P et
0,1917 pour P;. Droite : Avec deux subdivision, les erreurs L, sont 0,0204 pour P; et 0,0397 for P;.

— T’interpolation P, sur [xg,x;] avec les points de controle x;,i =0,1,2 :
(%2 —x0)°

3)(y) —
Y sup fY(x)=Err

XE[x0,%n)

[f(x) = P f(x)] <

Le ratio des erreurs est :
Err . 4()(?1 _-XO)supr[xo,xn]f(3)(x)
Err 9 SUP e g 1] F@(x)

pour P, par rapport a P;. Regardons cela sur un sinus de longueur d’onde A : f(x) = sin(27wx/A ). Dans
ce cas, on a Erry/Erry = 87(x; — x0)/18A. Mais le théoreme d’échantillonnage de Nyquist nous dit
que I’on doit avoir (xo —x9) < A/2, auquel cas Erry/Err; < 8m/36 ~ 0,7. Cela veut dire que méme a
la limite de Nyquist, I’interpolation P, est déja meilleure que I’interpolation P;, pour le méme nombre
de degrés de liberté. De plus, elle s’améliore quand A diminue. Comme n’importe quelle fonction peut
étre décomposée en somme de fonctions sinus par la transformée de Fourier, cette considération parait
assez générale pour justifier I’étude des interpolants d’ordre supérieurs a 1. La Figure 2.1 illustre cela
sur un exemple simple (interpolation d’un demi cercle), ou I’erreur L, est plus faible en P pour le méme
nombre de degrés de liberté.

Eléments P, sur un maillage

Sur un maillage M =< ¥, &,.% >, nous étendons les éléments P, en nous basant sur les coordonnées
barycentriques et la notion de n-grille. Appelons A;(x) les coordonnées barycentriques d’un point x
relatives au vertex i, de sorte que si X est dans le triangle [ijk] :

X = Ai(x)x; + A;(x)X; + Ak (X)X

Comme dans le cas 1D, on définit les fonctions de base comme les polyndmes (en coordonnées bary-
centriques) du plus petit ordre possible qui valent 1 sur un point de contréle et O sur les autres. La seule
différence est que nous subdivisons maintenant un triangle et plus un simple intervalle. On doit donc défi-
nir une grille réguliere sur le triangle, qu’on appelle n-grille. La n-grille d’un triangle [i jk| est ’ensemble
des points de [ijk] dont les coordonnées barycentriques sont multiples de 1/n : [n;/n,n;/n,ni/n] avec
n; +n;+n; = n. Sur un maillage, les éléments P, sont définis comme les polyndmes d’interpolation sur
la n-grille. B,(n;,n;,ng) est le polynéme d’ordre n en A;, A;, A qui prend la valeur 1 en [n;/n,n;/n,n;/n|
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Chapitre 2. Méthode des Eléments finis

F1G. 2.2 — Les éléments P; (fonctions chapeau) sont non nulles sur 1’étoile de leur point de controle.

et O sur les autres points de la n-grille :

_ /nj n—1 !
H B
. Y

n=0 —n =0 nj nj a0 M~ M

qui est de degrés n; + n; + n; = n. Ces fonctions ont pour support St ([i" j"ik™]), o i" =0 sin; =0 et i
sinon. En d’autres termes, les support est réduit a [ijk| si n;,nj,n; > 0, il est composé des deux triangles
se partageant ij si n; = 0, et de toute I’étoile de i if n; = n; = 0. Nous allons maintenant présenter en
détail les 3 premiers éléments F,.

Les éléments P, sont simplement les coordonnées barycentriques A; dont le support est St (i) (voir
Figure 2.2). On les appelle aussi "fonctions chapeau" a cause de la forme qu’elles prennent sur St (i).
On peut donner une expression explicite pour A;(x) : dans le triangle [ijk], A;(x) est le ratio entre ||ijx||
et ||ijk|| :

_ (kA Lx)n

ol n est la normale au triangle [ijk]. Ces fonctions sont affines par morceaux, donc leur gradient est
constant par morceaux sur les triangles :
L
||

VA i = 27
7 i o7

ot | jk|* est le vecteur | jk| tourné de +7 /2 autour de la normale.

Les éléments P> sont les deux familles (cf Figure 2.3) :
Pi= (MDA P =41, (2.8)
et ont pour gradients :

2(Ailkil - + 2| k| )

(42— 1) k|t
v~ W= DIk E
| jk]|

T VP =
2[ijkl] ’

(2.9)
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FIG. 2.3 — Gauche : Les éléments P valent 0 au milieux des arétes. Droite : Les éléments Pzij sont non
nuls sur une paire de triangles et valent 1 au milieu de I’aréte partagée

FIG. 2.4 — Gauche : Les éléments P} sont nuls au tiers et aux deux tiers des arétes. Milieu : Les éléments
P’ sont non nuls sur une paire de triangle seulement et valent 1 et 0 aux tiers et deux tiers de I’aréte

partagée. Droite : Les éléments P3ij ¥ sont non nuls seulement sur le triangle i jk, et valent 1 au barycentre
g(ijk) du triangle.
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F1G. 2.5 — Une fonction de base bilinéaire

Les éléments P;  sont les trois familles (cf Figure 2.4) :
Pi=(BAL—-2)B4—DA/2 P =94A(34—1)/2 P =270Aixk (2.10)
et ont pour gradients :

k|
A |ijk]|

Ai(32; — 1) [ki| £+ 2;(62; — 1)| jk|1)
4] i jkl|

VP = (124 — 1)(34; — 1) VP) =9
ﬂ,ikj’ij’l —i—/'Lj/’Lk‘jk’l +;Lk7ti’kill

vPik— 27 it
3 2||ijk||

@2.11)

Erreur d’interpolation Pour les bases de fonction P, sur un maillage, on a les mémes bornes d’er-
reur qu’en 1D, mais en remplacant la longueur de I'intervalle (x, — xo) par le diametre du cercle cir-
conscrit au triangle. Cela veut dire que la précision d’une méthode P, sera limitée par le plus grand
diametre des cercles circonscrits aux triangles du maillage. Pour avoir plus de précision, il faut soit re-
mailler/subdiviser le maillage, soit installer des bases d’ordre supérieur. La subdivision est plus simple
mais moins précise que le passage a 1’ordre supérieur. Le remaillage est un probleme complexe qui sera
abordé dans la troisieme partie de la these.

2.2.2 Interpolation bilinéaire

Si I’on dispose d’un maillage quadrangulé, on peut le casser en triangles (de fagon plus ou moins arbi-
traire) pour y installer des éléments P,. Cependant, on peut mieux tirer parti de la structure quadrangulaire
en installant une base de fonction adaptée : celle de I’interpolation bilinéaire.

Base bilinéaire

Nous appelons B;;(u,v) : [0,1]> — R, i, j € {0,1} la base de fonctions interpolantes bilinéaires définies
par :
By =(1—u)(1—v) Byp=u(l—v) Boy=(1—u)v By =uv
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Soient x;; : i, j € {0, 1} quatre points de R3. On définit le morceau bilinéaire S par son équation paramé-
trique :

S ={x(u,v) =Y x;;Bij(u,v)|(u,v) € [0, 113

i,J

Une fonction bilinéaire f connue par ses valeurs f;; en X;; peut alors étre définie indirectement sur S par :

f(x(u,v)) = fuv(”7v> - ZfijBij(u’v)

Un maillage quadrangulé est la réunion de tels morceaux bilinéaires, et une fonction de base bilinéaire
basée sur un sommet du maillage est ainsi non nulles sur les quatre morceaux autour de ce sommet (cf
Figure 2.5).

Gradient et Jacobien

Les gradients de ces fonctions sont :

VBo=( """ ) vBoo=("'"") vBu=( .7V )a-uwy vB.=("
u—1 —u 1—u u

Définissons v,; = Xo;Xj; et V;, = X;oX;1. Le Jacobien de la paramétrisation est le gradient de x(u,v) in

(u,v) :
J(u,v) = Vi x(u,v) = (9,X,0,x)" = ((1 —=v)vyo +vvu1, (1 —u)vo, +uvy,)

On note J~! I’inverse a droite de J qui s’écrit :

1 1
-1 _ (X)) (2 J.) _ gt
Det(J) ( (%) 0X)7) = 5y
ol L dénote la rotation de 7r/2 autour de la normale d,x x 9,X, et Det(J) = —(3,x)*.0,x = (9,X).9,x.

Cela permet d’écrire le gradient des fonctions de base sur S sous la forme VgB;; = J -1vB; i

2.3 Bases mobiles

Les fonctions que ’on cherche a décrire en informatique graphique présentent parfois des variations
importantes dans certaines zones, tout en étant tres lisses dans d’autres. Par exemple, 1’illumination
d’une sceéne peut étre constante dans de larges zones, et tres étre tres détaillées au bord des ombres.
Pour capturer ce comportement, il est alors souhaitable d’adapter la triangulation au niveau de détail.
Ainsi, I’'idée d’autoriser une triangulation de € d’évoluer dynamiquement pour s’adapter a la fonction a
approximer mérite d’étre étudiée. Cela permettrai de réduire de facon significative le nombre de triangles
requis pour une précision donnée.

Jusqu’ici, nous avons supposé que nos points de contrdle étaient donnés a priori, et nous installions des
bases de fonctions sur un maillage fixé. On peut se demander ce qu’il se passe si on introduit les positions
des points de controle comme nouvelles variables. Cela pourrait autoriser la densité de points de controle
a s’adapter a la précision requise. Nous nous proposons de formaliser ce probléme, et donnons deux
résultats dans des cas tres simples.
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a X b N

FIG. 2.6 — L aire entre les courbes rouges et bleues est une constante moins I’aire du triangle AXB. Elles
est donc minimale quand 1’aire de AXB est maximale.

2.3.1 Probléme

Nous voulons toujours résoudre notre EDP générique :
Trouver f € V tel que D(f) =r

mais la discrétisation de I’espace de base Q2 de f peut maintenant évoluer. Les coordonnées des points
de controle sont maintenant des variables du probleme. Plusieurs difficultés apparaissent quand on essaie
de résoudre ce probléme, en particulier parce que 1’espace de fonction dans lequel nous travaillons n’est
plus un espace de Hilbert. On ne peut donc pas s’appuyer sur les résultats habituels de la théorie des
éléments finis. Nous allons donc seulement nous attaquer au probleme de 1’approximation de fonction
(D est I’identité), dans deux cas simples.

2.3.2 Interpolation P; des fonctions convexes en 1D

Nous supposons que nous interpolons une fonction convexe f : [a,b] — R avec la base des éléments P :
Pif(x) =) f(x:)P{(x)
i

Comme f est convexe, on a nécessairement P; f(x) < f(x), et on peut donc évaluer I’erreur d’interpola-
tion comme 1’aire entre les graphes de f et P, f :

Err= [ ]f(x)—Plf(x)dx
a,b

Sans perte de généralité, on peut calculer I’erreur minimale en supposant qu’il n’y a qu’un point de
contrdle x entre a et b. Un simple argument géométrique (cf Figure 2.6) nous dit que cette erreur est
minimale quand le triangle de sommets A = (a, f(a)), X = (x, f(x)) and B = (b, f(b)) est d’aire maxi-
male. Analytiquement, cela correspond a f’(x) = (f(b) — f(a))/(b—a), qui a une seule solution quand
f est convexe (puisque f” est alors monotone). C’est ce choix qui est fait par la "méthode de la corde"
qui polygonalise une courbe de fagon récursive en choisissant les points les plus éloignés des segments
existants.
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2.3.3 Approximation par fonctions génériques en 1D

Nous supposons maintenant que nous avons une fonction générique 7'(x). Une version de ce générique
peut étre instanciée au point x; par 7'(x — x;). On veut alors approximer une fonction f : R — R par une
somme de 7 instances :

T.f =Y aT(x—x)
de sorte que I’erreur :

Err= /R(f(x) - Xi:aiT(x—x,-))zdx

soit minimale. Si I’on note C la matrice (symétrique) de corrélation de terme Cl-j = JpT(x—x)T(x—
x;j)dx, et f le vecteur de terme f; = [ f(x)T (x — x;)dx, I’erreur se réécrit :

Err=a'Ca—2a'f+cnst
ol a est le vecteur des ;. Cette erreur est minimale pour a = C~'f, et vaut alors :
Err=—f'C '+ cnst

qui a pour dérivée :
JdErr aC of
=fc'—c'f-20C
ox; ox; o0x;

Les dérivées de C et f sont alors :

BCJ
ox /Txx, (x —x;j)dx /f "(x —x;)dx

Cela permet de minimiser 1’erreur par un gradient conjugué par exemple. Nous n’avons pas pu explorer
cette approche plus en profondeur, mais nous pensons qu’elle peut étre aisément étendue aux dimen-
sions supérieures, en utilisant plus d’une fonction générique, et/ou avec des génériques paramétrées (par
exemple la largeur d’une ondelette, I’orientation d’une bandelette,...)

2.3.4 Conclusion

Le probleme général des bases de fonctions mobiles est a nos yeux un probleme tres ouvert qui mérite
d’étre étudié. Les deux résultats que nous proposons ici donnent une idée du type d’outils que 1’on
peut utiliser pour le résoudre. Nous espérons que cela pourra servir de bases a des développements plus
poussés.
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Introduction

Ce chapitre présente le formalisme du calcul extérieur dans le cadre continu et discret. Le calcul extérieur
peut étre vu comme une théorie permettant d’appréhender les notions de différentiation et d’intégration
d’objets de dimension quelconque sur des variétés de dimension quelconque. Comme on le verra, le
calcul extérieur continu et son équivalent discret présentent des difficultés différentes et sont trés com-
plémentaires, contrairement au cas de la méthode des éléments finis qui est une pure discrétisation des

concepts du continu.
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Chapitre 3. Le calcul extérieur continu et son équivalent discret

Organisation du chapitre

Nous commencerons par présenter la théorie du calcul extérieur dans la Section 3.1. Nous expliquerons
ensuite comment construire son équivalent discret dans la Section 3.2.

Contributions

Nous donnons une présentation concise mais complete de la théorie du calcul extérieur.

Nous discutons la notion d’intégration sur une chaine.

Nous expliquons comment se construit le calcul extérieur discret.

Nous discutons des aspects importants des relations subtiles qu’entretiennent le calcul extérieur et son
équivalent discret, et en particulier leurs dualités.

3.1 Calcul extérieur dans le cadre continu

3.1.1 Tenseurs

Soient V et W deux espaces vectoriels sur R avec pour bases {v;}i—i_», et {w;}j=1_», (ny et ny sont les
dimensions de V et W). Leur produit tensoriel :

Vew
est un espace vectoriel de dimension ny .ny sur R avec une application bilinéaire :
R:VXW—-VeW

qui est universelle (i.e., la plus petite possible sans perdre d’information). Le produit tensoriel V @ W
peut &tre construit comme 1’espace vectoriel généré par une base

{viow;}
Pour v,V € V, w,w' € W, r € R, le produit tensoriel vérifie les propriétés de linéarité suivantes :
v+ )ew=veaw+Vew
v (w+w)=veawt+vew

rv@w)=(rv)@w=v® (rw)

Ce produit tensoriel permet de définir les tenseurs dans R4. Soit {e;}i=1.4 la base canonique de R,
L’espace dual R?* de R est défini comme 1’espace vectoriel des applications linéaires de R — R. Il a
une base (duale) naturelle {e/} j=1..a qui vérifie :

ej(el-):&jzl sii= jsinon 0 (3.1
Un tenseur (n,m) est alors défini comme un élément (i.e., un vecteur) de ’espace vectoriel :

T"RY) = V.0V ® V'®.V*

m n
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3.1. Calcul extérieur dans le cadre continu

T"(R?) est un espace vectoriel de dimension d"*™ avec comme vecteurs de base :

{e,®..0e ®e/®...@en} = {e/ )

Iyeesln

Un tenseur (n,m) a est indexé par n coordonnées covariantes (en indice) et m coordonnées contrava-
riantes (en exposant) :

o= aj]l --~7.]me417---7]m
Lyeesln U yeensln

Les exemples les plus simples sont :

— TY(V) : scalaires

— Ty (V) : vecteurs

— TP(V) : applications linéaires

— T}(V) : matrices

— TY(V) : produits scalaires

Les tenseurs vont maintenant nous servir a définir des objets plus "géométriques" : les formes et chaines
alternées.

3.1.2 k-chaines et k-formes alternées

Les k-chaines et k-formes alternées sont les éléments de base du calcul extérieur, qui généralisent les
fonctions en des objets mathématiques intégrables.

Définition 13 (k-chaines et k-formes) Les k-chaines et les k-formes sont les éléments de T (V) et TS (V)
(respectivement).

Dans ce qui suit, on définira plusieurs concepts sur les chaines, mais ils seront implicitement définis sur
les formes par dualité. Pour une k-chaine @ € A, nous appelons k = deg( o) le degrés de la forme. En se
basant sur les k-chaines, nous allons maintenant définir un objet plus géométrique. On veut généraliser
I’idée qu’un vecteur tangent a une courbe représente un élément orienté infinitésimal de cette courbe. En
deux dimensions par exemple, on veut construire un élément de surface orienté, par exemple a partir de
deux vecteurs tangents. Sil’on change I’ordre des deux vecteurs, on inverse 1’ orientation de 1’élément de
surface. Les k-chaines alternées vont généraliser ce concept a une dimension arbitraire, en se basant sur
la notion de signature d’une permutation.

Définition 14 (Permutation) Une permutation ¢ de Ny = {1,...,k} est une application bijective de Ny,
vers Ny

Définition 15 (Signature) La signature € d’une permutation ¢ de Ny, est définie par :

<l

Si l'on décompose o en transpositions élémentaire (échange de 2 éléments), la signature est +1 (resp.
-1) si le nombre de transpositions est pair (resp. impair). Cette parité ne dépends pas de la facon dont
on décompose.

La signature d’une permutation permet de définir la notion d’antisymétrie.

Définition 16 (k-chaines alternées) Une k-chaine o =Y o, . ;. €, . ; est dite alternée si et seulement
kYN

pour n’importe quelle permutation ¢ de Ny.
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Chapitre 3. Le calcul extérieur continu et son équivalent discret

Les k-chaines représentent des éléments de volume orientés de dimension k. Une O-chaine est un scalaire,
une 1-chaine est un vecteur, une 2-chaine est un élément de surfaces orienté, une 3-chaine une élément
de volume orienté. Pour bien comprendre cette construction, on va construire des k-formes alternées a
partir de formes de degrés inférieur, par une opération appelée "produit extérieur".

3.1.3 Produit extérieur

Le produit tensoriel de deux formes alternées n’est pas nécessairement alterné, donc il nous manque
un opérateur de base pour combiner les k-formes et k-chaines alternées. Une k-chaine peu étre rendue
alternée (ou antisymétrique) de la facon suivante :

1
Altk(a) = E28(6)Zad(il),...,G(ik)ei17~~-,ik
o

Cela va nous permettre de construire le produit extérieur qui combines deux chaines alternées en une
chaine alternée :

OC/\ﬁ :Althrl(OC@ﬁ)

Le produit extérieur A est :

— Anticommutatif : o A B = (—1)%e8(@)des(B) B A

— Associatif : (@ AB)Au=0o A (B Au)

— Bilinéaire :
(Cl(Xl +Cza2) /\ﬁ = C1(Ot1 /\ﬁ) —I—Cz(Olz /\B)
oA (c1Bi+caB) =ci(anBr)+ca(oAB)

Ces propriétés sont suffisantes pour le définir sur les coordonnées. De par sa définition, on a deg(a A P) =
deg(ot) 4 deg(B) donc le produit extérieur permet de construire des chaines alternées a partir de chaines
de degrés inférieur. Par récurrence, toutes les chaines peuvent étre construites a partir de chaines d’ordre
1 (vecteurs).

A cause de cela, on appelle A, et A¥ les espaces des k-chaines et k-formes alternées. Ay est un espace
vectoriel de dimension (), et de base :

{e; =€ /\.../\e,-k|0§ i <..<ip<d}

ot I = {ii,...,ir} est "ensemble des indices des vecteurs d’une base de R?. L’ antisymétrie des chaines
alternées est assurée par 1’anticommutativité du produit extérieur. Ainsi, si une chaine o = a; A 0,
I’inversion de ; et a inverse 1’orientation de . Cette condition est suffisante pour que la notion de
chaine corresponde intuitivement a un élément de volume orienté. Géométriquement, a; A 0 est la
chaine obtenue en extrudant o le long de ;. Ainsi, si ¢ et o sont proportionnels (colinéaires pour des
vecteurs) a sera nulle, ce qui est attendu pour un objet antisymétrique.

Maintenant que nous avons défini les chaines ponctuellement, nous allons pouvoir les définir sur tout un
ensemble de R? ou sur un variété, et nous intéresser a leurs propriétés différentielles.

3.1.4 k-chaines et k-formes différentielles

L utilité majeure des k-formes et des k-chaines est leur application au calcul différentiel.
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3.1. Calcul extérieur dans le cadre continu

Définition 17 (k-chaines et k-formes différentielles) Les k-chaines et k-formes différentielles sur Q (Q
est une variété ou un sous ensemble de R?) sont définies comme les applications lisses de Q vers Ny et
/\k

On appelle A;(Q) et AK(Q) les espaces des chaines différentielles sur Q. Le calcul extérieur se base sur
la correspondance suivante entre les concepts d’algebre linéaire et de calcul différentiel :

e o« dxi €; o< in

La différentielle des fonctions d f : R? — R est une 1-forme qui prend un vecteur v en argument et renvoie
la dérivée de f le long de v. De cette fagon, la relation fondamentale (3.1) est préservée :

e'(ej) =dxi(e;) = &;

Nous allons maintenant présenter la généralisation de cette différentielle aux k-formes. Celle-ci s’appelle
la dérivée extérieure, et nous allons la présenter dans R?, puis I’étendre aux variétés.

3.1.5 Dérivée extérieure
Définition dans R?

La dérivée extérieure d’une k-forme a une définition abstraite par un ensemble de propriétés qui la rendent
unique :

1. deg(da) =deg(a)+1

2. sideg(a) =0 alors d est la différentielle des fonctions

3. d(anB)=danB+(—1) D andB

4. dod=0

Sa définition sur les coordonnées la rend plus compréhensible pour le lecteur : soit @ = Y ; aydvy, alors
sa dérivée extérieure dot est la k+ 1-forme :

do,
do = 21: a—wldv, Advy (3.3)

A partir de cette définition abstraite, on peut vérifier que toutes les propriétés usuelles de la dérivée sont
vérifiées :

— d(og+ Bi) = dog +dp;

— d(oy.Br) = doy Py + oyd P

— d(og o fBy) = (doy o Bi).dB

Nous allons maintenant étendre cette définition de la dérivée extérieure aux variétés.

Dérivée extérieure sur les variétés

La définition de d est d’une certaine fagon récursive. Pour I’étendre aux variétés, il nous suffit donc
d’étendre la différentielle des fonctions aux variétés. Dans ce cas, d f doit étre un élément du fibré co-
tangent T*.7, i.e. ’ensemble des applications linéaires des espaces tangents 7. (fibré tangent) vers
R.
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Chapitre 3. Le calcul extérieur continu et son équivalent discret

Définition 18 (Différentielle sur les variétés) I/ y a deux facons de définir df en un point P € . :

1. Soit x : Uy C R? — U; une carte non dégénérée d’un sous-ensemble Uy C ./ et O =x"'(P). dfp
est ’élément de Ty . qui vérifie la loi de composition :

d(f o X)O = dfdeO
2. Soit ¢ : 1 C R — . une courbe sur . telle que c(0) = P, ¢'(0) = v. Alors :

d(foc)
d = 34
fP(V) ot =0 S
Lemme 3.1.1 (Expression) La premiere définition est équivalente a :
dfp =d(fox)G; 'dx" (3.5)

o G, = dx' dx est la premiére forme fondamentale.

PREUVE.  Soit (O,u;,us) une base canonique de Uy, et t; = dx/du;. dx = (t;,ts) est une base de 7.7
(c’est aussi la matrice Jacobienne), dx” est une base de T*.7 et df peut s’écrire : df = (¢1,¢)dx’ =
¢dx” . En insérant ceci dans la loi de composition on obtient :

d(fox) = ¢dx’ dx = ¢G,
x n’est pas dégénéré donc G, est inversible et :
0 =d(fox)G;! df=¢dx’ =d(fox)G, dx"
O

Lemme 3.1.2 (Géométriquement intrinseque) La définition 1 est géométriquement intrinséque (elle
est indépendante du choix de la carte X(uy,uz)).

PREUVE.  Soit y(vi,,) une autre carte de Us, et s I’application bijective x ! oy. Alors onay = xos,
et donc dy = dxds, et :

d(foy)Gy'dy" =d((fox)os)(ds”dx"dxds)'ds" dx"
=d(fox))dsds G 'ds" 'dsTdx" =d(f ox)G, dx"

ce qui prouve I’indépendance pour 1, et donc pour 2 puisqu’elles sont équivalentes. g

Théoreme 3.1.3 (Equivalence) Les deux définitions sont équivalentes

PREUVE. (2= 1):Comme (t;,t;) est une base, tout vecteur v € 7. peut étre écrit v = vt + vaty.

v =dx(vi,v)T, donc on a G 'dx” (v) = (dx"dx)'dxTdx(vi,v2)T = (vi,v2)T. Soit c(t) = x(tv1,1v2).
Onac(0)=0etc(0) =v. Alors par (3.4) on a %1:0 =d(fox)(vi,v2)" ce qui prouve I’implication.
(1 =2) : Soit X, une carte de Us telle que X.(vit,vat) = c(t). Alors :

a(j(;: : —0 a(foxcglfvvﬂ))t_o =d(fox)o(vi,v2)" =d(fox)oG, 'dx"v

0
Donc les définitions 1. et 2. peuvent €tre utilisées indépendamment, de méme que 1’équation (3.5), et ces
définitions sont géométriquement intrinseques. Le différentielle des fonctions étant définie, elle permet
de définir une dérivée extérieure sur les variétés de la méme facon (récursive) que précédemment.

La notion de dérivation étant maintenant bien définie pour les k-formes, y compris sur les variétés, nous
allons maintenant définir I’intégration des formes, ce qui nous plongera dans la dualité chaines/formes.
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3.1. Calcul extérieur dans le cadre continu

3.1.6 Intégration et dualité
Intégration dans RY

On dit souvent que les k-formes sont faites pour étre intégrées sur des ensembles de dimension k. Ainsi,

la notation usuelle : ]
| fwdi= [ feax
0 [0,1]

fait référence a I’intégrale d’une 1-forme f(x)dx sur I’ensemble (de dimension 1) [0, 1]. Pour comprendre
la signification de ceci, nous devons retourner a la définition originale de I’intégrale. Les définitions
usuelles de I’intégrale sont basées sur la notion de "mesure", et nécessitent de définir une suite de sub-
divisions de I’ensemble sur lequel on intégre dont la "mesure” des cellules tend vers 0. Ainsi I’intégrale
d’une fonction f:  — R sur un ensemble U C Q nécessite de subdiviser U en n cellules U}’ mesurables,
et qui vérifient :

lim sup |U}'| =0

ek

ou |U}!| est 1a mesure de U}'. On a alors la définition suivante :

n
dU = lim e |UY
J, v = jim ¥ st

ou I’on voit que le le dU dans I'intégrale correspond au |U}'| dans la somme. Dans la définition de
Riemann, U}/ correspond a une subdivision réguliere de U en n cellules. Dans la définition de Lebesgue,
Ul = f~1(I) ou I} est une subdivision de f(U) en n cellules.

Pour expliquer I’intégration des k-chaines, il est plus facile de commencer par I’intégration des d-chaines
dans R?. Dans R, une d-chaine s’écrit oy = faVa ou fy est une fonction scalaire (a valeur dans R), et
Vi =-ei N... Ney peut €tre vu comme un (hyper)cube infinitésimal. Une d-forme s’écrit o = flav,
ot f? est une fonction scalaire et dV; = dx; A ... Adx, peut étre vu comme une mesure d’un volume
infinitésimal V;;. Ainsi, on intégre une d-forme sur une d-chaine en faisant une somme (infinie) de ces
mesures infinitésimales. Cette intégrale généralisée est souvent notée (ot“|ct;), et on a:

(@'lag) = [ fur'ava

au sens usuel de I’intégrale dans R?. On voit qu’une d-chaine généralise ainsi la notion d’ensemble sur
lequel on peut intégrer, au sens oll un ensemble Q C R¥ peut étre vu comme un cas particulier de chaine
pour laquelle f; = 1o ol 1o(x) = 1 si x € Q et 0 sinon est la fonction caractéristique de Q. Ainsion a :

(a|1aVa) Z/ o’
Q
Cette facon généralisée de concevoir I'intégrale en calcul extérieur rend completement duales les d-

formes qu’on inteégre, et les d-chaines sur lesquelles elles sont intégrées. Voyons maintenant comment
cette intégrale se généralise aux formes d’ordre arbitraire.

Intégration sur une variété

On a expliqué comment intégrer une d-forme sur une d-chaine dans R?. Que se passe-t-il maintenant si
on veut intégrer une k-forme sur une k-chaine avec k < d ? Une k-chaine dans R peut étre vue comme la
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Chapitre 3. Le calcul extérieur continu et son équivalent discret

donnée d’un élément infinitésimal orienté de dimension k, comme par exemple un élément infinitésimal
d’une k-variété plongée dans R?. Cependant, comme la k-chaine est définie dans R¢, cette variété empli-
rait tout RY, ce qui parait impossible vu qu’elle est de dimension k < d. En fait une k-chaine dans R? ne
définit pas une unique variété, mais une famille infinie de variétés appelée foliation [Mullen et al. 2006]
et qui remplit R?. Ainsi, cette construction assimile une 1-chaine (champs de vecteur) avec I’ensemble de
ses lignes de champs (qui remplit bien I’espace), et une 2-chaine (champs d’éléments de surface orientés)
avec I’ensemble des surfaces tangentes a ces éléments de surface, tel I’ensemble des isosurfaces d’une
fonction scalaire. L’intégrale d’une k-forme sur une telle foliation est alors obtenue comme avant en
somme infinie des mesures infinitésimales locales o (). L’intégration sur une variété est alors définie

au sens des distributions :
k| S\ k
(@l )= | «a
S

ot I'intégrale sur .7 peut étre définie sur une paramétrisation de .# dans R¥ en tenant compte de la
métrique. La k-variété .# peut alors étre vue comme une k-chaine Oc,f” au sens des distributions (elle est
"infinie" sur .7 et 0 ailleurs). Pour définir I’intégrale sans paramétrisation, on a besoin d’une subdivision
de .. Alors qu’une subdivision de R? est triviale a expliciter, cela ne ’est plus quand on est sur une
k-variété. Sur un maillage triangulé en revanche, on a une subdivision naturelle donnée par les triangles.

Cette approche, qui conduit au calcul extérieur discret, sera présentée dans la Section 3.2.

Dualité et opérateur de bord

De par cette généralisation de I’intégrale, on a maintenant une dualité (.|.) entre les k-formes et les k
chaines. En se basant sur cette dualité, on peut définir I’opérateur de bord sur les chaines comme 1’ adjoint
de d par (.|.) :
k k
(04 1|de ™) = (Oky1 01| ")

On peut vérifier sur des cas simples que cet opérateur coincide avec notre intuition de ce qu’est un "bord".
Pour un ensemble Q C R?, cela veut dire que la dérivée extérieure vérifie :

/ deat = (1oVyldg_1a® ™) = (941aV4|ab) :/a ot (3.6)
Q Q

qu’on appelle souvent le théoréme de Stokes et qui est une propriété fondamentale du calcul extérieur et

résume a elle seule :
— Le Théoréeme fondamental de 1’intégration :

[ rieae= 1)~ sta)

— La formule de Green :
200 OJP

—f—dxdy:/ Pdx+ Qdy
p dx dy oD

7{ V/-d?://r&f/-cﬁ
as S

f vd§ — / (divy) dedydz
U U

— Le théoréme d’ Ampere :

— La formule d’Ostrogradsky :
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Enfin, cette dualité naturelle entre formes et chaines est explicitée par un isomorphisme noté f qui associe
les k-chaines aux k-formes (il fait monter les indices en exposants) et un isomorphisme appelé b qui asso-
cie les k-formes aux k-chaines (il fait descendre les exposants en indices). Dans R?, ces isomorphismes
changent simplement les e’ = dx; en e; et réciproquement, ce qui est suffisant pour les définir. Sur une
variété, les opérateurs f et b doivent en plus prendre la métrique en compte, ce qui ne sera pas développé
ici.

En plus de la dualité entre formes et chaines, le calcul extérieur propose une autre dualité utile basée sur
I’étoile de Hodge.

3.1.7 Etoile de Hodge

L étoile de Hodge est un autre opérateur de dualité qui se base sur les fait que les espaces AX et A7

sont des espaces vectoriels de méme dimension (Z) = ( di k), et sont donc isomorphes. L’étoile de Hodge

construit donc un isomorphisme entre ces espaces de la facon suivante :
oc(el N... /\ed) = (*koc)(ek+1 N... /\ed)

La définition sur les chaines est équivalente. L’étoile de Hodge associe a une k-forme la k-forme "or-
thogonale" de dimension maximale. Par exemple, sur les 2-chaines en dimension 3, I’étoile de Hodge
associe sa normale a un élément de surface orientée. En dimension 2, elle associe les O-formes aux 2
formes, c’est a dire les fonctions scalaires (fonctions définies de fagon ponctuelle) aux fonctions définies
de facon intégrale. L’index k est souvent omis car il est implicite en fonction de 1’ordre de la forme a
laquelle s’applique 1’étoile de Hodge. Nous le garderons pour enlever 1’ambigiiité, et pour rappeler au
lecteur que I’étoile de Hodge est un opérateur différent quand il agit sur des formes d’ordre différents.

3.1.8 Produit interne

L étoile de Hodge va finalement nous permettre de doter les espaces A¥(Q) d’un produit interne, et donc
d’une norme et d’une structure d’espace de Hilbert. Ce produit interne se définit de la facon suivante :

(a,B)rviq) = /Q o AxifB

On peut vérifier que @ A *;f3 est une forme d’ordre maximale sur Q et qu’elle peut donc bien étre intégrée
sur Q.

Ce produit interne permet de définir une norme sur AF(Q) :

1Py = (06,00 e

Pour cette nouvelle dualité, ’adjoint de d s’appelle maintenant la codifférentielle 6. En particulier, & :
A (Q) — A1(Q) est I’adjoint de dj_1 :

(de10,B) = (a, 5 B)

ce qui donne & = (—1)" "1, 1.1 d,_txx. Sur les surfaces (n = 2), les différentielles s’écrivent & =
— %3t dy_gxg, et ne sont définies que pour k =1 et 2.
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3.1.9 Conclusion

On a défini dans cette section les notions fondamentales de dérivation et d’intégration des formes, et ex-
pliqué les deux dualités présentes dans le calcul extérieur. La définition de I’intégration a fait apparaitre
le besoin d’une subdivision de I’espace sur lequel on integre. Sur une surface triangulée, une telle subdi-
vision est naturellement donnée par la structure de complexe simplicial (cf Chapitre 1). Cette approche
conduit a la définition d’un calcul extérieur discret, que nous allons maintenant présenter.

3.2 Le calcul extérieur discret

Pour une introduction plus complete au calcul extérieur discret, on réferera le lecteur a [Desbrun et al. 2005a],
[Hirani 2003] et & [Arnold et al. 2006] pour les preuves de convergence. On introduit ici brievement les
notions et notations de calcul extérieur discret qu’on utilisera abondamment dans le reste de cette these.

On discutera aussi les dualités de calcul extérieur discret et ses relations particulieres avec la théorie
continue.

3.2.1 Formes, chaines et intégration discretes

Le calcul extérieur s’adapte de fagon tres naturelle au cadre discret par la définition des chaines et formes
discretes basée sur la notion de complexe simplicial.

Comme on I’a expliqué au Chapitre 1, un k-simplexe s est I’étendue géométrique de k+ 1 points, de
sorte que les 0,1 et 2-simplices sont des points, des arétes et des triangles respectivement Un complexe
simplicial M de dimension n est alors formé des n+ 1 collections de ny k-simplices (k =0, .., n), sous les
conditions rappelées au Chapitre 1.

Définition 19 (k-chaine discrete réelle) Une k-chaine discréte réelle oy sur M est une somme formelle
de k-simplices orientés avec des coefficients dans R. L’ensemble des k-formes réelle discrétes sur M est

appelé N(M).
Ainsi, les k-chaines sont données numériquement par une simple valeur réelle oy (s;) associée a chaque
k-simplex orienté. Les k-chaines discretes sont alors définies par dualité :

Définition 20 (k-forme discréte réelle) Une k-forme discréte réelle of sur M est une application li-
néaire de N\i,(M) — R. L’ensemble des k-formes réelle discrétes sur M est appelé N*(M).

Une k-forme discréte a* est donc aussi donnée par une valeur réelle o (s;) associée a chaque k-simplex
orienté (cf Figure 3.1). On a donc entre les chaines et les formes la méme dualité qu’entre les vecteurs
covariantes (colonnes) et contravariants (lignes). De plus, les espaces Ax(M) et /\k(M ) des k-chaines et
k-formes sur M sont des espaces vectoriels de dimension 7. Ainsi, on verra généralement les k-formes
et les k-chaines comme des vecteurs de taille n, et les opérateurs linéaires de AK(M) vers A/ (M) comme
des matrices de taille (ng,n;).

Cette dualité entre chaine et formes est évidemment la méme que la dualité (.|.) qui correspond a I’inté-
gration des formes sur les chaines en continu. Ainsi I’application d’une k-forme a une k-chaine :

(o*|og) = o (oy) Za Yoy (s¢)
correspond a I’intégrale en calcul extérieur discret.
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FIG. 3.1 — De gauche a droite : des 0,1 et 2-formes sur un maillage

Remarque 3.2.1 /] est d’une certaine fagcon plus facile de définir un calcul extérieur dans le cadre
discret qu’en continu, alors qu’en général une discrétisation d’une théorie continue nécessite plus d’ar-
senal mathématique (ex : éléments finis). Ce qui rend le calcul extérieur discret plus facile est que la
dualité entre les k-chaines et les k-formes est plus évidente. Dans le cadre continu, on a d’ailleurs été
obligé d’introduire une partition de I’espace en éléments infinitésimaux qui correspond exactement au
complexe simplicial du cadre discret, qui a le mérite d’expliciter cette partition. De plus, assimiler les k-
chaines a des k-variétés nécessite une gymnastique faisant intervenir les distributions, alors qu’il s’agit
d’une simple somme de simplexes pondérés dans le cadre discret. Cette pondération peut d’ailleurs étre
vue comme une "rasterisation” d’une k-variété continue sur le simplexe. De méme, une k-forme discrete
doit étre vue comme l’intégrale d’une k-forme continue sur un k-simplexe.

Pour pouvoir définir les opérateurs les plus importants sur les k-chaines discretes, et en particulier pour
définir la dérivée extérieure discrete, il va nous falloir définir ce qu’est une orientation.

3.2.2 Orientation

Le calcul extérieur discret est fortement basé sur la notion d’orientation, et nécessite entre autre de choisir
une orientation pour chaque simplexe. Etant donné un simplexe 6* = [vy,...,1¢], son orientation est
définie par I’ordre dans lequel ses sommets apparaissent. De fagon plus formelle, soit o une permutation
de {1,...,k}, alors :

[vc(l),...,vc(k)] 28(6)[V1,...,vk] 3.7
ol £(0) est la signature d’une permutation définie par 1’équation (3.2). La signature de o, vaut +1 (resp.
—1) si la permutation est obtenue par un nombre pair (resp. impair) de transpositions (échange de 2
éléments). Cela permet de construire un opérateur de comparaison de I’orientation de deux simplices
basés sur les mémes sommets :

orient([vi, ..., Vi, [Vo(1)s -+ Vo)) = €(0) (3.8)
et on définit par convention orient (si,s;) = 0 si s et s; ne sont pas basés sur les mémes sommets.

On peut aussi comparer les orientations d’un simplexe s et de I'une de ses faces maximale (face de
dimension k — 1). Si s;_; est une face maximale de sy, alors il existe un unique sommet v; < s qui
n’appartient pas a s;_1, et I’orientation relative est donnée par :

orient (sx—1,sr) = orient ([sk—1,Vi],Sk) (3.9

En pratique, I’orientation est définie de facon implicite par le choix d’un ordre sur les simplices quand
on assimile les k-formes/chaines avec des vecteurs de taille n;. Dans ce cas, on peut choisir que tous
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les k-simplices sont définis par leurs sommets (O-simplices) pris dans 1’ordre croissant : s = [v, ..., ]
avec 0 <1y <... <ix < ny. Cela permet de construire les matrices d’adjacence signées Ay de dimension
(nk,ngs1), et de terme (Ay)! = orient (sii], sx+1[j]). Par exemple, un maillage triangulé a deux matrices
d’adjacence :

1. Ay est la matrice d’adjacence signée aréte/sommet, chaque colonne de Ag correspond a une aréte
et est remplie de zéro sauf aux lignes correspondant au sommet de départ et d’arrivée de 1’aréte
pour lesquels les coefficients sont —1 et +1 (respectivement).

2. A est la matrice d’adjacence signée triangle/aréte, chaque colonne de A; correspond a un triangle
et est remplie de zéro sauf aux lignes correspondant aux trois arétes pour lesquelles les coefficients
sont +1 (le signe dépends des orientations respectives du triangle et de 1’aréte).

3.2.3 Dérivée extérieure et opérateur de bord

Comme dans le cadre continu, le calcul extérieur discret dispose d’une dérivée extérieure sur les k-
formes, et on peut construire un opérateur de bord d sur les k-chaines. Ces deux opérateurs sont tres
faciles et intuitifs a définir (par leurs matrices) dans le cadre discret :

— Lopérateur de bord dy : A\ (M) — Ar_1(M) est défini par la matrice d’adjacence signée Ay.

— La dérivée extérieure di : AK"1 (M) — A¥(M) est définie par la matrice Af.

ce qui rend leur dualité évidente. L’ opérateur de bord correspond exactement a ce que I’on attend intuiti-
vement : le bord d’une aréte orientée est composé de ses deux sommet (avec un coefficient -1 selon que
I’aréte part de ou arrive au sommet). Le bord d’un triangle orienté est composé de ses arétes (avec un
coefficient 1 selon que I’orientation des arétes et du triangle concordent). Notons que la dérivée exté-
rieure est plus facile a définir comme la duale de I’opérateur de bord, alors que c¢’était le contraire dans le
cadre continu. Cela vient du fait que le fait d’assimiler les chaines aux variétés n’est pas triviale dans le
cadre continu ol cela nécessite d’utiliser la théorie des distributions, alors que dans le cadre discret, une
k-chaine est simplement une somme pondérée de k-simplexes. La dérivée extérieure ainsi définie discré-
tise a elle seule tous les opérateurs différentiels usuels : la dérivé extérieure des O-formes (scalaires) est
équivalente au gradient, sur les 1-formes elle équivaut au rotationel. Pour définir la divergence, on aura
en plus besoin de la dualité de Hodge qui sera définie dans la Section 3.2.5.

Remarque 3.2.2 (Nilpotence) On peut vérifier qu’on a toujours AyAr—y =0 et A, _, Al = 0 quel que soit
k. Cela veut dire qu’un bord n’a pas de bord, et qu’un gradient n’a pas de rotationel. Ce résultat va nous
servir a définir I’homologie et la cohomologie.

3.2.4 (Co)homologie

Les notions d’homologie et de cohomologie nous serons tres utiles dans la troisieme partie de cette thése

ou elles nous serviront a étudier la topologie des champs de direction. Leurs définitions se basent sur le

noyau et I’image de Ay, :

— Ker(Ay) est’ensemble des k-chaines sans bords : @y € Ker(Ay) < dr@y = 0. On les appelle k-chaines
closes.

— Im(Ay) est I’ensemble des k — 1-chaines qui sont le bord d’une k-chaine : @y_; € Im(Ay) < 3oy € A*
telle que ;. On les appelle k-chaines exactes, et elles correspondent intuitivement a des bords.

— Ker(Ay)" est I’ensemble des k-formes dont la dérivée extérieure (gradient, rotationel pour k = 0 ou 1)
est nulle. On les appelle k-formes closes.
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F1G. 3.2 — De gauche a droite : une 0,1 et 2-forme sur le maillage dual

— Im(Ay)" est 'ensemble des k-formes qui sont la dérivée extérieure (gradient, rotationel) d’une k — 1-
forme. On les appelle k-formes exactes.

Comme A;A+1 =0, 0nalm(Ax1) C Ker(Ax). On peut donc définir le groupe quotient : Ker(Ay)/Im(Ag+1)
qu’on appelle le k-ieme groupe d’homologie du complexe simplicial M (A ne dépend que de la connexité
de M). De fagon duale, Ker(Ay)" /Im(Axy1)" est appelé le k-ieme groupe de cohomologie de M. Méme
si elles sont compleétement duales, 1’homologie est plus facile a comprendre de la cohomologie de fa-
con intuitive. Un élément de Ker(Ay)/Im(Ag1) est une classe de k-chaines closes qui ne diffeérent que
par une k-chaine exacte. Etant donné une k-chaine close @y, alors pour toute k-chaine exacte (bord) @y,
o + @j est dans la méme classe d’équivalence que @y . Dans ce cas, on dira que @y et @ + @ sont ho-
mologues. Une autre fagon de voir les classes d’équivalence de Ker(Ax)/Im(Ax+1) est de dire que deux
k-chaines closes @y, et @y, sont homologues si et seulement si leur différence est exacte (est un bord) :
Jay 11 € Niq1 telle que @f) — @F, = 1 D1

Pour construire des k-chaines homologiques a une k-chaine @, donnée, il suffit de construire n’importe
quelle k + 1-chaine @y ; dont le bord contient @y. Alors I’opposé du reste du bord @ — dwy; est
homologue a @;. L’homologie est plus générale que 1’homotopie (déformation continue) parce qu’elle
permet de fusionner ou de diviser des chaines. En particulier, on peut ajouter n’importe quelle chaine
exacte (bord) a une chaine close sans en changer la classe d’homologie.

L’homologie est triviale dans R4 ou les chaines closes sont nécessairement exacte, et il y a donc une
seule classe d’homologie contenant toutes les formes closes. De plus toutes les formes closes ou exactes
sont homologues a la chaine vide @. Les classes d’homologie permettent de compter les "trous™ et les
"anses" du domaine sur lequel elles sont définies. En effet, une k-chaine qui fait le tour d’un trou ou
d’une anse n’est plus homologue a @ puisqu’on ne peut plus définir son "intérieur".

Comme dans le cadre continu, on va maintenant définir la dualité de Hodge. Par contre, contrairement
au cadre continu, cette dualité nécessite de définir au préalable un autre objet : le complexe dual.

3.2.5 Complexe dual

Pour continuer notre exposé des concepts du calcul extérieur discret, et en particulier pour définir une
étoile de Hodge, nous devons maintenant définir un complexe dual. A chaque k-simplexe s; = [v;...v¢]
du complexe simplicial (primal) M correspond une n — k-face (et non simplexe) xs; du complexe (non
simplicial) dual dont le plongement est :

[xsx] = {x € [M]|3r € RY tel que ||dist(x,[v1]) = ... = dist(x, [w]) = r et V[v]dist(x, [v]) > r}

Sur un maillage, [xsi] est une variété de dimension 2 — k mais pas un 2 — k-simplex. La face duale *s
hérite son orientation de 1’orientation du k-simplexe utilisé pour la définir.
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F1G. 3.3 — Le complexe de de Rham montre comment les opérateurs du calcul extérieur discret relient
les k-formes et leurs duales entre elles.

On peut définir naturellement les k-chaines et k-formes duales sur le complexe dual (cf Figure 3.2)
comme des vecteurs covariants et contravariants de dimension n,_; correspondant a un scalaire sur
chaque n — k-face.

Le complexe dual a des matrices d’adjacence signées A!_,. Son opérateur de bord d; et sa dérivée
extérieure d; sont définies par les matrices A’rhk et A, (cf Figure 3.3).

Ceci est une caractéristique tres importante du calcul extérieur discret : dans le cadre continu, il n’y a
pas de distinction entre les k-formes et leurs duales qui sont simplement des n — k-formes (appliquer
I’étoile de Hodge ne change que le degrés de la forme). Au contraire, en calcul extérieur discret, les
formes duales sont définies sur un complexe différent, qui n’est méme pas simplicial, et ont donc une
structure différente des formes primales. En particulier 1’opérateur de bord et la dérivée extérieure sont
définis différemment sur les chaines/formes et leurs duales. Cela rend le calcul extérieur plus compliqué
en discret qu’en continu, mais a le mérite d’expliciter une subdivision sur laquelle on peut calculer
Iintégrale.

Un dernier probleme, et non des moindres, est que la définition que I’on a données ici des faces duales
nécessite de calculer un diagramme de Voronoi des sommets (O-simplices) des sommets, ce qui sera
en général beaucoup plus compliqué que de construire le dual circoncentrique (basé sur les centres des
cercles circonscrits aux triangles) puisqu’un triangle ne contient pas son centre en général (dés qu’un de
ses angles dépasse 7/2. Les définitions usuelles du calcul extérieur discret passent outre ce probleéme, ce
qui conduit a des poids qui peuvent étre négatifs.

En se basant sur ce complexe dual, nous allons maintenant définir I’étoile de Hodge.

3.2.6 Ktoile de Hodge

Contrairement aux concepts de calcul extérieur que 1’on a défini jusqu’ici, I’étoile de Hodge est plus diffi-
cile a construire que son équivalent continu, puisqu’elle nécessite la construction explicite d’un complexe
dual *M. L’ étoile de Hodge permet ainsi de passer des formes primales (définies sur le complexe primal
M, cf Figure 3.1) aux formes duales (définies sur le complexe dual xM, cf Figure 3.2). Au niveau des
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simplices, I’étoile de Hodge transforme un k-simplexe s en son dual s avec une pondération vérifiant :
*i((Islls) = [ xsl[ xs

ot ||.|| est le volume du simplexe. Ceci permet naturellement de définir I’étoile de Hodge sur les k-chaines
qui sont des sommes pondérées de k-simplices. En tant que matrice, I’étoile de Hodge est diagonale,

d’éléments x; = ||xs||/||s||. Sur un maillage, nous avons donc trois étoiles de Hodge :
‘ I | LYl T -1
*o = |l s+ = T s g = Il
’ Ul

L’ étoile de Hodge introduit ainsi une métrique dans le cadre du calcul extérieur discret qui n’était jusque
ici basé que sur la connectivité de M. En effet, les termes || x s¢||/||sk|| de ’étoile de Hodge nécessitent
de mesurer les simplexes et les faces duales, ce qui nécessite une métrique.

Comme on I’a dit précédemment, le complexe dual est le diagramme de Voronoi des sommets, qui peut
devenir tres difficile a calculer si les triangles ont des angles supérieurs a 7/2. C’est pourquoi il est
généralement approximé par le dual circoncentrique. Dans ce cas, et en utilisant la métrique induite par
le plongement [M] de M, on a les expressions suivantes pour les termes des matrices de Hodge :

o =cotPeijtcotBr  xy= Y. [liv|P+
vesSt (i)

Comme dans le cadre continu, I’étoile de Hodge permet de définir un produit interne (et donc une norme
sur les chaines/formes).

3.2.7 Produit interne

En calcul extérieur discret, le produit interne sur AK(M) se définit trés simplement a partir de 1’étoile de
Hodge :

(0", n%) = (@) 5 0

d’ol I’on tire une norme :
= (0, 0") = (0")T 5 " (3.10)

Ce produit interne permet aussi de définir la codifférentielle discrete & : AK(M) — N1 (M) comme
I’adjoint de la dérivée extérieure d :

<dk—lwk,nk+l> — <a)k,6knk+‘)

ce qui donne & = — ;' d!" % (cf Figure 3.3).

On va maintenant expliquer la cohérence de cette définition du produit interne discret avec le produit
interne continu en se basant sur les applications de de Rham et Whitney qui permettent de passer du
cadre continu au discret (et réciproquement) de facon harmonieuse.
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3.2.8 Applications de De Rham et Whitney

Cette sous section présente les applications de De Rham et Whitney qui permettent d’alterner entre le
cadre continu et discret. Elle est inspirée de la présentation tres claire de [Zahariev 2007].

Les applications de De Rham et Whitney permettent de passer de A¥([M]) a AK(M) et inversement :

Définition 21 (Application de De Rham) L’application de De Rham RM™ : N([M]) — A¥(M) est don-
née pour toute k-forme différentielle o € N\¥([M)) et pour tout k-simplex s* par :

RY(o)() = [ o

Si k =0, c’est simplement I’évaluation de o° au sommet 6°. L’application de De Rham formalise I’idée
de discrétisation d’une forme continue.

Définition 22 (Application de Whitney) L’application de Whitney WM interpole une k-forme discrete
o sur [M]. Pour un k-simplex s* = [vy, ...,v*], on peut définir :

W (x) = k! Zk:(—l)%,-(x)d/'to(x) A NdA(X) A .. Ad Ay (X)
i=0

ou A;(x) est la coordonnées barycentrique du point x € [M] relative au point [i|. Ces fonctions d’inter-
polation ont leur support contenu dans Sty(s*). L’application de Whitney WM : \NK(M) — NK([M]) est
alors donnée pour n’importe quelle k-forme discréte w* € NK(M) par :

WM((I)k): Z wk(sk)Wy
skeM

Les applications proposées ici entre le cadre discret et continu consistent en une simple intégration sur
les simplexes, et en une interpolation basée sur les coordonnées barycentrique. Ces applications ont des
propriétés tres souhaitables :

— WMd, = dWM : ’application de Whitney commute avec la dérivée extérieure.

— RMWM = id sur A\¥(K) : discrétiser I’interpolation d’une forme discréte revient a la méme forme.

— {(0F, 0f) = (WMot WM @X) > : les produits intérieurs discrets et continus sont cohérents.

Sil’on appelle Oc? la O-forme qui vaut 1 au sommet i et O aux autres, on obtient exactement W" (Ocl.0 )= Pf ,
c’est a dire que les (xlp sont les fonctions de la base P;. En faisant de méme pour les formes discretes
d’ordre k > 0, I’application de Whitney généralise les bases de fonction P; sur les complexes simpliciaux
aux k-formes.

3.2.9 Calcul extérieur et dualités

Nous allons conclure ici notre présentation du calcul extérieur et de son équivalent discret en discutant
les deux dualités fondamentales du calcul extérieur qui nécessitent d’étre bien différentiées dans le cadre
continu et discret :

1. Ladualité (.|.) entre formes et chaines : correspond a la dualité entre ce qu’on intégre et ce sur quoi
on integre. Elle s’appréhende plus facilement dans le cadre discret ou les k-formes et k-chaines sont
toutes les deux définies par un scalaire sur chaque k-simplexe,et I’intégrale somme les produits de
ces scalaires. Dans le cadre continu, cette dualité est moins évidente car on a I’habitude d’intégrer
une fonction sur un ensemble. Si I’ensemble est de dimension maximale, on peut 1’associer a sa
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fonction caractéristique pour comprendre cette dualité. Si il ne I’est pas, on est obligés de parler
de foliation et de distributions ce qui rend les choses moins intuitives.

2. La dualité (.,.) de Hodge : cette dualité est plus facile a définir dans le cadre continu ot elle cor-
respond a un simple changement de base. Dans le cadre discret, elle nécessite de construire un
complexe dual qui n’est plus simplicial, et entraine donc une asymétrie entre formes primales et
duales qui n’existe pas en continu. De plus, ce complexe dual est soit difficile a calculer (dia-
gramme de Voronoi des sommets), soit mal défini (dual circoncentrique basé sur les cercles des
centres circonscrits aux triangles, qui ne sont pas forcément dans le triangle, et peuvent générer
des arétes de longueur négative).

Ces différences viennent du fait que le calcul extérieur continu nécessite d’aller regarder la fonction a
une tres petite échelle ou elle peut étre considérée constante. Cette petite échelle va correspondre a une
division de R en cubes e! A ... Ae?, et I’extension aux variétés ne pourra se faire que par 1’utilisation
d’une paramétrisation et de la métrique induite. De plus, les notions d’ensemble et de bord d’un ensemble
ne seront définies que dans un cas limite, au sens des distributions, de la notion plus générale de chaine.
Cette généralisation est difficile mais nécessaire pour appréhender la dualité (.|.) en continu.

Dans le cadre discret, la problématique est presque inversée : la dualité (.|.) est évidente par construction,
et facile 2 manipuler numériquement ou elle correspond a de simples produits scalaires, ou produits
vecteur ligne/vecteur colonne. En revanche, la dualité de Hodge va poser de nombreux probléemes a cause
I’asymétrie entre maillage et maillage dual et entre formes et formes duales. Pour régler ce probleme, il
faudrait définir de nouveaux complexes plus symétriques, et en particulier dont le dual aurait la méme
structure. Ce besoin vient aussi du fait que la définition usuelle de 1’étoile de Hodge conduit a des
coefficients négatifs qui rendront les calculs instables, et auront des conséquences importantes sur les
applications. De tels complexes symétriques sont faciles a définir dans R? en le coupant par tous les plans
X; € Z Vi. Par contre c’est impossible sur des variétés arbitraires, ou une telle grille réguliere présente
nécessairement des singularités ot la structure du primal et du dual différent. Cependant, cela nous amene
déja a nous intéresser a la question du remaillage quadrangulé auquel nous nous intéresserons dans la
troisieéme partie de cette these en particulier, et qui permet d’obtenir plus de symétrie entre le complexe
primal et son dual.
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Deuxieme partie

Harmoniques variétés
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Introduction

Cette partie présente une méthode efficace et justifiée pour calculer les fonctions propres de 1’opérateur
de Laplace-Beltrami que nous appellerons harmoniques variétés. Les harmoniques variétés forment une
base de fonctions sur une surface triangulée qui a de nombreuses propriétés intéressantes. En particulier,
elles permettent de définir une transformation de Fourier explicite sur le maillage. Il est bien connu
que les vecteurs propres d’un Laplacien discret permet définir une telle base de fonctions. Toutefois,
d’importants problémes théoriques et pratiques ont empéché cette idée d’&tre utilisée directement. Du
point de vue théorique, la symétrie et la discrétisation de 1’opérateur doivent étre pris en considération
avec le plus grand soin. Ces probleémes seront abordés au Chapitre 4. Du point de vue pratique, le calcul
de quelques vecteurs propres est actuellement hors de portée sur des surfaces triangulées de plus de
quelques milliers de sommets, et le stockage de ces vecteurs propres est prohibitif pour ces surfaces. Cette
question sera étudiée dans le Chapitre 5, qui présentera également certaines applications des harmoniques
variétés.

La partie précédente a introduit de nombreuses notions pour comprendre et étudier les bases de fonc-
tions sur les variétés. Dans les exemples de bases de fonctions que nous avons donnés, les fonctions
de base sont localisées dans 1’espace (petit support). La plupart du temps, ces fonctions de base sont
interpolantes, dans le sens ol les coefficients des fonctions correspondent a la valeur de la fonction sur
des points de contrdle. Cela permet a la base d’étre "presque” orthogonale, étant donné que seuls les
produits internes avec des fonctions de base voisines ne sont pas nulles. En calcul extérieur discret, nous
avons aussi vu que les fonctions constantes par morceaux sont exactement orthogonales, mais au prix
de la continuité, ce qui peut étre problématique lorsqu’elles sont utilisées pour approximer des fonctions
lisses. Ainsi, les approches directes ne conduisent pas a une base de fonctions "parfaite". Cependant, ces
bases sont intéressantes car elles génerent et parametrent des espaces de Hilbert de dimension finie. Dans
ces espaces, nous pouvons construire des bases de fonction orthogonale a partir des fonctions interpo-
lantes. Une approche directe serait de faire une orthonormalisation de Gram-Schmidt de la base (voir
Annexe A). Cependant, les éléments de cette base seraient moins significatif, et dépendraient de 1’ordre
dans lequel les premiers éléments de la base sont pris.

Une approche beaucoup plus intéressante est de rechercher les fonctions propres d’un opérateur symé-
trique. En effet, ces fonctions propres seront orthogonales (avec des valeurs propres réelles positives). Si
I’opérateur est pertinent, nous aurons une définition de notre base indépendante de 1’ordre des fonctions
de la base initiale et ayant une vraie signification. Cette partie de la these est basée sur le choix du La-
placien pour cet opérateur. Nous allons commencer par définir les Laplaciens dans le cadre continu et
discret. Nous en expliquerons le sens et les raisons qui en font un opérateur pertinent a utiliser. En parti-
culier, nous expliquerons comment ses fonctions propres permettent une généralisation de la transformée
de Fourier sur les variétés. Dans notre approche, la transformée de Fourier sera considérée comme un
simple changement de base.

Le travail présenté dans cette partie a été publié dans I’article "Spectral Geometry Processing with Mani-
fold Harmonics" [Vallet and Levy 2008]. L’étude du Laplacien (Chapitre 4) a cependant été tres étoffée
pour étendre la construction a des bases de fonctions arbitraires, et en particulier aux bases de fonctions
P, et bilinéaire. De plus, de nombreux sujets relatifs au Laplacien ont été étudiés en détail (conditions
aux bords, symétrie, localisation).
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Introduction

Le Laplacien est I'un des opérateurs fonctionnels les plus importants, bien au dela de ses nombreuses
applications en informatique graphique. Le Laplacien caractérise 1’irrégularité d’une fonction de la facon
la plus naturelle. Ainsi, la plupart des lois fondamentales de la physique impliquent le Laplacien : diffu-
sion de la chaleur, propagation des ondes, équations des champs électromagnétiques et gravitationnels,...
qui expriment tous la distribution ou 1’évolution d’une quantité scalaire (chaleur, potentiel électrique ou
gravitationnel) en fonction de leur Laplacien, c’est a dire de leur irrégularité.

Pour utiliser le Laplacien sur un maillage en pratique, on va devoir en définir une version discrete ou le
discrétiser. En informatique graphique, les applications d’un tel Laplacien discret sont multiples : édition,
déformation, paramétrisation, segmentation et compression de maillages, mise en correspondance de
formes, calcul de surfaces minimales,... ce qui explique pourquoi il est abondamment étudié et utilisé.
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Dans cette these, et en particulier au Chapitre 5, on s’intéressera aux fonctions propres du Laplacien qui
forment une base de fonctions aux propriétés tres utiles.

Plan du chapitre

Ce chapitre propose une étude détaillée du Laplacien et de ses diverses discrétisations ou équivalents
discrets. On commencera par présenter dans la Section 4.1 les définitions du Laplacien dans le cadre
continu. Ensuite, on exposera dans la Section 4.2 1’état de I’art dans la discrétisation de ce Laplacien,
ainsi que certaines de ses applications. Enfin, on étudiera dans la Section 4.3) diverses constructions de
Laplaciens discrets ainsi que leurs propriétés et limites.

Contributions

— Nous présentons 1’état de 1’art sur la discrétisation du Laplacien en informatique graphique, ainsi que
ses applications.

— Nous proposons une étude complete du Laplacien dans le cadre discret et continu.

— Nous proposons une méthode générale pour discrétiser le Laplacien pour une base de fonctions don-
née, et I’appliquons aux bases de fonctions définies dans le Chapitre 2.

— Nous discutons les définitions discretes du Laplacien, et nous nous intéressons en particulier a la
symétrie du Laplacien, aux conditions aux bords et a la localisation du Laplacien.

4.1 Le Laplacien continu

Le Laplacien joue un rdéle majeur en physique et en mathématique bien au dela de ses applications
courantes en informatique graphique. Il caractérise la non-linéarité et la non-régularité des fonctions.
En particulier, pour lisser une fonction ou générer une fonction lisse, on minimisera son Laplacien sous
certaines contraintes.

Dans cette section, on va commencer par présenter le Laplacien dans un cadre simple (Laplacien sur une
fonction scalaire dans R?), puis le généraliser aux variétés et aux k-formes.

4.1.1 Laplacien dans R?

Dans R?, le Laplacien est défini comme la divergence du gradient :

. 02 .
A:dlvgradzvzzv-V:Zﬁ:Z&»a’
4 4

ol 8,- = 8/8x,- et dl = dx;.

Intuitivement, cela caractérise 1’irrégularité d’une fonction. On note Af(x) le Laplacien d’une fonction
f un point x. Af(x) mesure la différence entre f(x) et une moyenne de f dans un petit voisinage de X.
Ainsi, il est positif sur un minimum local et négatif sur un maximum local (on discutera plus tard le signe
du Laplacien). Les fonctions pour lesquelles Af = 0 sur un domaine U C R? sont appelées fonctions
harmoniques, et elles sont d’une grande importance puisqu’elles assurent une régularité maximale de la
fonction, et en particulier que celle-ci n’aura pas de bosses ou de trous (maxima et minima).
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4.1. Le Laplacien continu

4.1.2 Laplacien sur une variété

Sur une n-variété . avec une métrique g, le Laplacien peut aussi étre défini, et on I’appelle alors 1’ opé-
rateur de Laplace-Beltrami :
1 )
A =div grad = \/Ta[\/ ‘g‘al
8
ol |g| = Det(g). Le nouveau terme +/|g| peut étre interprété comme une "échelle" locale puisque 1’é1é-
ment de volume dV, sur .# est dV, = \/|g| A\i dx;. L’opérateur de Laplace-Beltrami est donc isotrope
puisqu’il ne dépend que de I’échelle locale induite par la métrique.

4.1.3 Laplacien d’une k-forme

En calcul extérieur, le Laplacien peut étre étendu aux k-formes par ce qu’on appelle I’opérateur de
Laplace-de Rham, défini par :
Ay = Sy1di +di— 16

ol dy. est la dérivée extérieure sur les k-formes et § est la codifférentielle. Sur un maillage triangulé
(n = 2), on a simplement & = — %3_; dp_;*; et par convention & = 0 et d» = 0. dy est équivalent au
gradient sur les scalaires et O; a la divergence sur les 1-formes vues comme des champs de vecteurs.
L’opérateur de Laplace-de Rham est donc équivalent (mais opposé) a celui de Laplace-Beltrami sur les
scalaires.

Remarque 4.1.1 (Signe du Laplacien) La définition de [’opérateur de Laplace-De Rham (sur les sca-
laires) le rend opposé a I’opérateur de Laplace-Beltrami, ce qui est une source de confusion fréquente.
Cela vient de la définition de la codifférentielle comme adjoint de d : (da.,B) = (o, 0 B) qui induit parfois
(en fonction des dimensions) un signe -. Cette définition assure que I’opérateur de Laplace-De Rham est
positif (ses valeurs propres sont positives) alors que I’opérateur de Laplace Beltrami est négatif. Ainsi,
ona (Aa,B) = (Va,VB) pour I’opérateur de Laplace-de Rham, alors que c’est I’opposé pour Laplace-
Beltrami. Il serait donc plus naturel d’utiliser ’opérateur (positif) de Laplace-de Rham. Cependant, ceci
est en général mal connu, en particulier en informatique graphique ou le symbole A référe toujours a
l’opérateur (négatif) de Laplace-Beltrami. Méme en calcul extérieur discret, A est souvent défini comme
*d *d 4+ d x dx qui est négatif. C’est pourquoi nous conserverons cette convention dans cette these :
le symbole A réferera toujours a 1’opérateur (négatif) de Laplace-Beltrami. Pour assurer des valeurs
propres positives, on cherchera donc les fonctions propres de I’ opérateur positif —A.

Une propriété fondamentale du Laplacien est sa symétrie (pour le produit interne). Soient o et S des
k-formes, et € une variété fermée de dimension n. Alors le produit interne vérifie :

(a,AB) = / ANXAB = / O Ndixpp1dB +xa Nd*d* B
Q Q
- / doA*dB +dxa Axdx B = (da,dB) + (dx o, d % B) = (Act, B)
Q
Voyons ce que cela implique pour les O-formes (fonctions scalaires) et les 1-formes (champs de vecteurs).
Laplacien d’une 0-forme (fonction scalaire)

Soient f et g des fonctions scalaires, alors le laplacien vérifie :

Af =xd*df =V -Vf=div grad (f)
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FIG. 4.1 - Filtrage d’une surface maillée de facon irréguliere (deux fois plus dense sur la moitié droite)
en utilisant différent Laplaciens discrets. Le filtrage utilise la méthode proposée au Chapitre 5. Le La-
placien combinatoire (A), cotangentes non pondérées cot(p;;) + cot(Bi’j) (B) produisent des résultats
trés asymétriques. Les cotangentes pondérées (cot (B;;) +cot(f3/;))/Ai ne sont pas symétriques et ne per-
mettent pas une reconstruction correcte (C). Les cotangentes symétrisées (cot(Bi;) +cot(B;;))/(Ai+A;)
(D) produisent un résultat meilleur mais toujours incorrect (la jambe droite est plus grosse). Seule une
pondération symétrique (cot(B;;) + cot(B;))//AiA est completement indépendante du maillage (E).

qui correspond bien a sa définition usuelle dans R, et on a :

| sar= [ densar= [ ve-vi= [ erad (g)-grad (1)

Laplacien d’une 1-forme (champs de vecteur)

Soient f et g des champs de vecteurs, alors le Laplacien vérifie :
Af = VAV Af+VV -f = cograd div f+ grad rot f

etona:

/QgAf:/QV/\gV/\f—V-gV-f:/Qrot (g)rot (F) —div (g)div (f)

4.1.4 Conclusion

Le Laplacien continu permet de donner des solutions sous forme close a certains problémes simples. Ce-
pendant, son utilisation pratique en informatique graphique ou en simulation numérique va nécessiter de
le discrétiser sur un maillage. Il est donc important de trouver une bonne discrétisation du Laplacien qui
préservera ses propriétés. Nous allons commencer par exposer I’état de I’art sur ce sujet, puis étudier en
particulier les discrétisations du Laplacien basées sur les éléments finis (Chapitre 2) et le calcul extérieur
discret (Chapitre 3).
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4.2 Etat de Part

La discrétisation du Laplacien joue un role central en informatique graphique et en particulier en traite-
ment de la géométrie. Cet opérateur (et sa discrétisation) a été trés étudié€ en raison de la grande variété
de ses applications telles que le remaillage, la compression, la reconstruction, le calcul de surfaces mini-
males,... Nous classerons les études du Laplacien en deux grandes catégories : Laplaciens combinatoires
et Laplaciens géométriques.

Laplaciens combinatoires : Un Laplacien combinatoire (ou Laplacien de graphe) ne dépend que de
la connectivité du maillage, c’est a dire du graphe arétes/sommets. L’analyse du spectre d’un Laplacien
combinatoire a été utilisée par Taubin [1995] pour approximer des filtres passe bas. Cependant, le filtrage
basé sur un Laplacien combinatoire est tres dépendant de la discrétisation (cf Figure 4.1-A). Une base de
vecteurs propres du Laplacien combinatoire est utilisée par Karni et al. [2000] pour la compression géo-
métrique. Zhang [2004] étudie plusieurs variantes de Laplaciens combinatoires ainsi que leurs propriétés
pour le filtrage spectral de la géométrie. Cependant, comme le note Meyer [2003], I’analogie entre un
Laplacien de graphe et la transformation en cosinus discrets suppose un maillage uniforme de la surface.
Ainsi, un Laplacien de graphe a deux propriétés indésirables sur un maillage triangulé :

— Différents plongements du méme graphe auront les mémes fonctions propres.
— Différents maillage de la m&me surface auront des fonction propres différentes (cf Figure 4.1-A)

Ainsi, on cherchera a introduire plus de géométrie dans la définition du Laplacien.

Laplaciens géométriques et applications : Pour injecter plus de géométrie dans la définition d’un La-
placien discret, des poids basés sur les cotangentes des angles opposés a une mé€me aréte ont été introduits
[Pinkall and Polthier 1993, Meyer et al. 2003]. Plusieurs raisonnements géométriques conduisent a la dé-
finition de ces poids. La méthode des éléments finis (cf Wardetzky et. al. [2007a]) et le calcul extérieur
discret conduisent aussi a des résultats similaires, et assurent la convergence vers le Laplacien continu
(cf Hildebrandt et. al. [2006] et Arnold et. al. [2006]). Reuter et al. [2005] utilisent aussi les éléments
finis pour calculer le spectre (i.e. les valeurs propres) d’un maillage, ce qui fournit une signature pour la
classification de formes. Les cotangentes ont aussi été utilisées par Dong et. al. [Dong et al. 2006] pour
calculer une fonction propre utilisée pour guider un remaillage quadrangulaire. Les cotangentes seules
sont encore dépendantes de la résolution du maillage (cf Figure 4.1-B), et elles doivent donc étre pon-
dérées par I’aire de I’étoile ou de la cellule duale de chaque sommet, ce qui fait perdre sa symétrie a la
matrice du Laplacien, et la rend donc impropre a 1’analyse spectrale (cf Figure 4.1-C). Une symétrisation
empirique a été proposée dans [Levy 2006] (voir Figure 4.1-D). Dans ce chapitre, nous allons clarifier
ces problemes en nous basant sur le formalisme des éléments finis (Chapitre 2) et sur celui du calcul
extérieur discret (Chapitre 3). En particulier, nous expliquerons comment retrouver la symétrie du Lapla-
cien de facon simple et bien justifiée en exprimant le Laplacien dans une base adéquate. Cela garantira
a la fois la prise en compte de la géométrie et 1’orthogonalité des vecteurs propres (cf Figure 4.1-E).
Notons que récemment, une preuve importante [ Wardetzky et al. 2007b] montre qu’un Laplacien discret
"parfait” vérifiant toutes les propriétés du Laplacien continu ne peut pas exister sur un maillage en géné-
ral. Cela explique I’existence d’un nombre important de définitions du Laplacien discret, en fonction des
propriétés désirées. Nous discuterons cela dans la Section 4.3.
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4.3 Laplaciens discrets et discrétisés sur un maillage

La discrétisation du Laplacien joue un réle central en informatique graphique puisque de nombreuses
méthodes en dépendent. Il est donc tres important de savoir précisément ce que nous faisons lorsque
nous essayons de discrétiser le Laplacien, et en particulier de savoir quelles propriétés et garanties aura
ce Laplacien discret.

4.3.1 Forme générale

Pour savoir comment discrétiser le Laplacien sur une surface triangulée M, la premicre question a se
poser est de savoir comment les fonctions sont discrétisées sur M. L’approche la plus simple consiste
a définir une valeur que prend la fonction sur chaque sommet, sans connaitre la fonction ailleurs, et en
particulier sans notion d’interpolation. Pour de telles fonctions purement discretes, une forme générale a
été proposée pour le Laplacien en se basant sur deux conditions de base :

1. Comme dans le cadre continu, le Laplacien doit étre nul pour les fonctions constantes.

2. La valeur du Laplacien au sommet i ne doit dépendre que de la valeur de la fonction sur I’étoile de
i

Cette deuxieme condition vient de la localité du Laplacien continu, qui ne dépend que de la valeur de la
fonction dans un voisinage arbitrairement petit du point ot il est évalué.

Ces deux conditions peuvent €tre satisfaites en toute généralit€ en choisissant un poids w;; sur chaque
aréte de M, et le Laplacien au sommet i est alors donné par :

Af(i)y="Y walf(v)—£@). 4.1)

iveSt (i)

Etant donné un ordonnancement des sommets, les fonctions discrétes sont vues comme des vecteurs
et le Laplacien comme une matrice. Sous la forme (4.1) la matrice L du Laplacien est semi-définie et
symétrique, de terme w;; si ij est une aréte, — Y, w;, sur la diagonale et O ailleurs. Si toutes les sommes
) ;jwij sont positives (ou nulles), alors la matrice est (semi-)définie négative, c’est a dire que ses valeurs
propres sont négatives (ou nulles). Le choix w;; = 1 conduit a la définition du Laplacien de graphe
qui ne dépend que de la connectivité, et est completement indépendant de la géométrie. D’ autres choix
empiriques peuvent étre faits pour ces poids, en fonctions de considérations et d’objectifs divers. Nous
préfererons ici utiliser les outils des éléments finis et du calcul extérieur discret qui nous permettrons de
définir des poids de facon justifiée. En particulier, nous aurons les preuves et les garanties de convergence
présentées au Chapitre 2 et au Chapitre 3.

Cette forme générale pour les Laplaciens discrets est encore tres restrictive puisque la valeur du Laplacien
en un sommet i ne peut dépendre que de la valeur de la fonction dans I’étoile de i. Or cette étoile est
une notion purement combinatoire et pas géométrique. En particulier, la localité géométrique conduit
a une définition différente. Ainsi, en se basant sur la localité au sens de la connectivité, le Laplacien
peut dépendre de la valeur de la fonction en un point plus éloigné (en distance géodésique) qu’un point
dont il ne dépend pas. Une forme encore beaucoup plus générale serait alors d’autoriser w;; # 0 pour
toute paire de sommets (i, j) non nécessairement connectés, auquel cas la seule contrainte sur L serait
span(1) C ker(L) ou 1 est le vecteur ne contenant que des 1.

Si on s’intéresse maintenant a des fonction définies sur toute la surface, la facon la plus simple et géné-
rique de faire est d’exprimer ces fonction dans une base, c’est a dire qu’on s’intéresse alors a un espace
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de Hilbert. Dans ce cas, les coefficients d’une fonction dans cet espace ne correspondent pas forcément
a leur valeur en un point. Dans un tel espace, le Laplacien sera représenté par une matrice carrée dont la
dimension est celle de ’espace de Hilbert. Nous allons maintenant explorer cette approche, puis I’ins-
tancier sur les espaces de Hilbert présentés au Chapitre 2.

4.3.2 Formulation en éléments finis

Nous allons maintenant appliquer le mécanisme de I’approximation interne au Laplacien pour le discré-
tiser, c’est a dire pour trouver les coefficients de la matrice du Laplacien. Soit V,, un espace de Hilbert
avec une base de fonctions {®'},_;. . Toute fonction f € V,, s’écrit : f = ®f = ¥ /;®' ot fest le vecteur
de terme f; et @ = (P!,...,®") est la base de fonctions (organisée en vecteur ligne). Pour trouver le
Laplacien Af d’une fonction f € V,,, on va appliquer I’approximation interne a 1I’équation :

Af=g 4.2)
ou I’on utilisera 1’espace V,, = span(®') a la fois comme espace de test et de solution :

(ADf, @) = () gi®', @) (4.3)

qui s’écrit de fagon matricielle :
Kq)f = Mcpg. (4.4)

On appelle généralement K¢ la matrice de rigidité et Mg la matrice de masse. Par définition d’une base
de fonctions (et en particulier par I’indépendance linéaire), Mg est toujours inversible. Cela définit le
Laplacien basé sur ® comme :

Agp = Mg 'Ko. (4.5)

Ko et Mg ont pour termes : _
(Ko)! = (AD', @) = (V' VD/)
(Mo)] = (@', @)
Mg est la matrice du produit interne L, induit par la base ® sur V,,, et est symétrique définie positive. K¢

est la matrice d’un autre produit interne sur V,,. La norme induite par ce produit interne est généralement
appelée énergie de Dirichlet :

1f1lk =Kt = [ 1911

La matrice Ko est symétrique et semi-définie positive (puisque cette norme est nulle sur les fonctions
constantes), exactement comme le Laplacien en tant qu’opérateur. D’ailleurs, si {fbi}izlnn est orthonor-
male, alors Mg est I’identité et la matrice du Laplacien est exactement K. Dans ce cas, Ag a donc les
mémes propriétés (symétrique semi-définie positive) que le Laplacien continu. Si {®'},—; , n’est pas
orthogonale, alors le Laplacien Agp = Mq§1K<p perd sa symétrie (en tant que matrice), puisque le produit
matriciel n’est pas commutatif (et donc le produit de deux matrices symétriques n’est pas symétrique).
Par contre, Ag reste symétrique en tant qu’opérateur, c’est a dire vis a vis du produit interne :

(Aof,g) = ' KoMy 'Mag = f'Kog = (f,Asg).

En général, ce n’est pas un probléme puisque la convergence est toujours garantie par le Théoreme 2.1.2.
Si on a besoin de la symétrie de la matrice (par exemple pour s’assurer que les vecteurs propres sont
orthogonaux et que les valeurs propres sont réelles positives), on a besoin de transformer Mg pour la
rendre orthonormale. Nous allons maintenant expliquer comment faire cela.
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4.3.3 Retrouver la symétrie

La matrice du Laplacien n’est pas symétrique (alors que 1’opérateur 1’est) parce que la base sur laquelle

elle est exprimée n’est pas orthonormale. Pour retrouver la symétrie, on a besoin de rendre & orthonor-

male, pour que la matrice de masse soit 1’identité, ou en d’autre termes que le produit interne coincide
avec le produit scalaire. Dans la méthode des éléments finis, la solution consiste en deux étapes :

— Condensation de masse : on approxime Mg par Mg, qui est la matrice diagonale de terme (Mq>)§ =
Y (Mo);j. On fait donc I’approximation (au niveau du produit interne) que la base de fonctions est
orthogonale alors qu’elle ne I’est pas. Comme les éléments P, sont tres localisés et donc Mg a trés peu
de termes non diagonaux, et ceux-ci sont beaucoup plus faibles que les termes diagonaux. De plus, il
est justifié dans [Prathap 1999] que cette approximation apporte plus de stabilité numérique.

— Normalisation : Mg est une bonne approximation du produit interne sur V,,. En d’autres termes, pour
deux fonctions f = f.® et g = g.®, leur produit interne est approximé par (f,g,) ~ f' Mgpg. On peut

donc normaliser ® pour ce produit interne : ® = <I>Mq:1/ 2 (P est un vecteur ligne), de sorte que :

~1/2, 1/2 -1/2

f=®f = DI, f=df &=, t=ny’t (4.6)

Dans cette base (et seulement cette base), le produit interne est le produit scalaire habituel sur les
vecteurs :

(f.g) ~fMog=Fg

et le Laplacien est :

qui est maintenant symétrique.
Nous allons maintenant appliquer cette méthode avec les bases d’éléments P, et bilinéaires. Nous allons
ensuite voir comment transposer ces concepts au calcul extérieur discret.

4.3.4 Laplacien d’interpolation

Nous appelons Laplacien d’interpolation un Laplacien Agp ol P est une base de fonctions interpolantes.
Nous allons maintenant présenter le cas des bases de fonctions que nous avons présentées dans le Cha-
pitre 2 : les bases de fonctions interpolantes P, (n < 3) et bilinéaires.

Laplacien P

Les fonctions d’interpolation P; sont les coordonnées barycentriques P} (x) = A; jx(x) d’un point x € [i jk]
relatives au sommet i, de sorte que :

Z P'(x)[v]=x et Z P'(x) =1

v=i,j,k v=i,j.k

Les intégrales impliquant des coordonnées barycentriques en dimension N peuvent étre calculées grace
a une formule tres générale :

n+1 n‘HIH-I o
q)z Vedp =|s =l e 4.7
/Xeqn n p ‘ Vl‘ ( I’l+11 al)
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ol s, est un n-simplexe et ®‘(x) sont les fonctions P; (coordonnées barycentriques). Cela permet de
calculer les coefficients de M (avec n = 2) :

M;':<cpf.q>i>:/ & ()@ (x)ax = 15201 _ 1 Y el (4.8)
xe[St2(1)] 6 0, csnli)
e ) Sta(i)I| _ [lajkl| + [1i]|
Ml = (@) = / oidx = | = 4.9
P = ) X€E[St (i) X 12 12 @9

ou ijk et jil sont les deux triangles partagent 1’aréte ij. Mij est nulle si i et j ne sont pas connectés
(ij ¢ &)

Pour calculer les termes de K, on utilise I’expression (2.7) des gradients des coordonnées barycentriques :

2
K;:<Vc1>f.vq>f>:/[ ]VCI)i(x),VCI)i(x)dx: y ol oy, @i
X€E[Sty (i)

ivlvz€St2(i)2Hivlv2|| iviv2eSt (i)

ol I’on a défini s; jx = || jk||*/2||ijk]|.
: O : : JK|-Vfe| | fal )1
K/ = (V&' V) :/ Vo' (x).VP/ (x)dx = | ——— +——— = ——(crij+cLii) 4.11)
’ xe[812(ij)] Allijkl| Al 27
ou ijk et jil sont les deux triangles partagent I’aréte ij. Les coefficients
¢ = [i]-Jik] 1121 lik]] cos(£(Jijl, [ikl))
R 2l ] a1k [ sin(Z(Jig], ikl ))
sont appelés les poids cotangente. Nous supposerons que notre maillage n’a pas de triangles plats, de
sorte que ces poids ne peuvent étre infinis. Toutefois, ils peuvent étre négatifs, ce qui pose des problemes
dans certaines applications (nous détaillerons ce probleme dans la Section 4.3.8) Notons également que
K! n’a pas besoin d’étre calculés en utilisant (4.10) car nous avons simplement K! = — Y #iKij .

= cot(ZL(|ij|,|ik|))

Laplacien P,

Les éléments P, sont définis en (2.8) et leurs gradients sont donnés dans (2.9). Avec ’aide d’un outil
de calcul formel, on peut calculer les coefficients de M et K. Nous pouvons maintenant calculer les
coefficients de la matrice de masse M en P> :

M Pi Py’
Pl | ISe(i)[/30

P | —||Sta(ij)]|/180
Pz” 0 8|St2(ij)|/45
P —[lijkl|/45 | 4llijkl|/45

et les autres coefficients sont nuls. Pour la matrice de rigidité K, les coefficients sont donnés par :

K P P’
Pﬁ ZteSzz(i) si.,jk/z

P) | = Yiesn(ij) Chij/6
Py | 2% esuy(iy Chij/3 | 4Leesnli) (St jx T i+ Shxi) /3
szk 0 2(ckij+cijk+ i+ +2c;u)/3

et de nouveau les termes diagonaux de K peuvent étre calculés en utilisant K/ = — Y, i ,KIJ .
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Laplacien P;

Les éléments P; sont définis en (2.10) et leurs gradients sont donnés dans (2.11). Avec 1’aide d’un outil
de calcul formel, on peut calculer les coefficients de M et K :

M P Py P
Pl | 19]81,(i)]/1680
P} | 11|St2(if)| /6720
P | 318t(ij)|/1120 | 9|St2(ij)|/112

il 0| 9sn(i]|/320
P | 9lijk|/2240 | —9]ijk|/448
P | 9ijk|/2240 | —9]ijk|/1120
PP 3Jijkl/560 | 271ijk|/1120 | 81]ijk]/280
i ; .
P3l'. L7 i ivsesn(i) Siviva /40
P3J 7Zijv6512(ij> ¢vij/80
Py Yijvesn (i) (3sijv +57¢,;;)/80 27 Ysesn(i) (Cvij + Sijv +8j0i) /80
P3J_ l Yijvesn(ij) (3sijv — 24cyj) /80 2T i jvesnij) (€vij = Si.jv = 85,i) /80
P3Jk (B +3¢;.1),/80 —27(2¢j ik +2¢i jk + ckij+5jki)/ 160
Pé{] (3crij+3c;ix)/80 —27(2¢)ik + 2¢i jk + Crij + $jxi) /160
P 9(si,jk + cr,ij +¢jix) /80 81(s ki +crij + ciji+¢jik) /80
pPF
P | 81 (s i+ cuj + i+ S +Ci i+ Sii)/20

et a nouveau on peut calculer les termes diagonaux de K en utilisant Kii =-Y) #iKij .

Comme les solutions des EDPs impliquant un Laplacien sont habituellement lisses, il est intéressant
de construire des espaces de Hilbert basés sur des polyndmes d’ordre supérieur (en coordonnées bary-
centriques). Etant donné que ces espaces sont plus grands, leur utilisation permettra d’approcher plus
finement la solution. En outre, la solution que nous cherchons a approcher est en général lisse, et donc
son approximation le sera aussi, méme si nous ne pouvons garantir une régularité meilleure que Cp.

Dans le cas ol notre maillage n’est pas considéré comme une approximation mais comme la surface
exacte, ou que nous voulons en préserver certaines caractéristiques, il ne doit pas étre modifié, et 1’uti-
lisation d’éléments d’ordre supérieur garantit plus de précision que la subdivision ordinaire pour un
nombre donné de degrés de liberté, au prix d’une matrice un peu moins creuse. L' implémentation est
également un peu plus délicate, mais assez directe en utilisant les coefficients donnés ci-dessus (calculés
avec I’aide de Maple®). Si nous sommes autorisés a remailler, on peut utiliser le remaillage pour amé-
liorer la qualité (forme) des triangles, mais les éléments d’ordre supérieur sont toujours souhaitables si
nous voulons améliorer la précision et la régularité.

Comme la complexité augmente rapidement, nous n’examinerons pas les Laplaciens d’ordre supérieur a
3, pour lesquels nous conseillons d’utiliser une bibliotheque de calcul formel.
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Laplacien bilinéaire
Pour la base de fonctions de I’interpolation bilinéaire, les coefficients de M sont donnés par :
Mlkjl = <Bij7Bkl>L2 = /SBijBkldS = /[0 . BijBk,Det(J)du.dv

Définissons J;; = Det(J(i, j)) = ||Vuj X Vi ||. Comme I’expression exacte de Det(J) est difficile a intégrer
analytiquement, on approxime Det(J) par son interpolation bilinéaire : Det(J) ~ Y; ;J;;Bi;(u,v) auquel
cas :
T
Myj ~ 77 (994300 +ia-p) Ha-na-p)

i) 1
Mij ~ i (3(],-0 +Ji1)+f(1,i)0+~](17i)1)

1-i)(1—j 1
Mi(j i) ’)zm(Joo—&-Jm-i-Jlo—l-Jll)

La matrice de rigidité K est données par :

Klljl ~ <VBij,VBk[>L2 :/ 2JLBij.JLBleet(J)_ldu.dv

[0,1]
Cette fois, on simplifie 1’intégrale en approximant Det(J) ! par son interpolation bilinéaire : Det(J) ™! ~

Y.i;J (i, j)Bij(u,v) ce qui donne (avec I'aide Maple®©) :

K0 ~ (351" + 11 + 900" + 310 )Vao + (3Jog +301 + 10 + 951 ) vy
+ (305 I 905 301 VR, + (90! 430! 30 T VA,

F (2T 207+ 605, 6000 )Var + (= 185" —6J5," — 6710 — 277, )Vou + (—6J50" — 670" —2J5," — 21,1 )viu)Vuo

+ (=207 =207 = 6J5," = 6J50 )Vou + (207 = 250" — 20711 = 2051 Vi)Vt + (20, +2J1 601 67550 Viuvo,

K$ = (Jo," I 43000 3710 )20 + (207 4+ 207+ 2000 + 205, )V
+ (205" 4+ 6J5 YWou + (=271, — 6130V Vo + (oo + 50 + 375, 4+ 371,V
+ (205, 4+ 2050 ) Vou + (=25, = 2030V Var + (=375 = I — 9 —371,0)VE,
+(=6J5 —6J19 — 2J5," = 205 ) vivvor + (=375 = ot — 10 — 300 )VEs

Ky ~ (—Jo =I5 = 3J5t = 3730)v2 + (=207 — 20450 — 271, — 205, )V
+(6Jgg +4Jo;" 415+ 207 Vo, + (40" 1005 4200, + 40V Vo
H(—Jog =3I =0 =3I IWVE + (AT 201 + 1005, + 405, ) vo,
+(4T1y + 250 + 677+ 4o VIV + (=T — 3o =11 — 300 Ve
(=20 = 2050t =201 — 205, ) WVivvor + (=371 —Jog — 3917 — o Vi

Ces poids peuvent étre utilisés pour construire le Laplacien sur un maillage quadrangulé sans subdivision.
I1 est conseillé d’utiliser un outil de calcul formel, ou d’approximer Det(J) (moins finement) par une
constante car ces coefficients peuvent se révéler pénibles a saisir manuellement.
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4.3.5 Conditions aux bords

Dans le cas ou le maillage sur lequel on travaille a des bords, ils doivent étre traités avec précaution

lorsqu’on résout Af = g. Dans la méthode des éléments finis, il y a essentiellement deux facons de traiter

les bords :

— Les conditions au bord de Dirichlet : on impose a la fonction f d’étre nulle sur la frontiere.

— Les conditions au bord de Neumann : on impose a la fonction f d’avoir un gradient nul a travers le
bord.

Conditions de Dirichlet

Pour distinguer 1’intérieur du bord, appelons 7 1’ensemble des sommets intérieurs du maillage, c’est
a dire ceux qui ne sont pas sur son bord. Pour résoudre (4.2) avec des conditions de Dirichlet, on assure
les conditions au bord par construction en écrivant f dans la base {®'|i € ¥, }, qui est la base des ®
dont on a retiré les @' pour lesquels i est sur le bord. On peut projeter 1’équation (4.2) sur cette base :

Vj€Vim Y, fi(AD;, @) = Y gi(P;, D)

i€Vins i€ ,y/int

K(%l’lh %nt)fint = M("//inta %)g

ol K(71,7,) désigne la sous-matrice de M obtenue en ne gardant que les lignes d’indice dans ¥ et le
colonnes d’indice dans 73, et f;,; est le vecteur des valeurs de f sur les sommets intérieurs.

Conditions de Neumann

Dans I’équation (4.2), les conditions de Neumann sont implicitement vérifiées lorsqu’on écrit (A®;, ®;) =
(V®;,V®;), puisque la différence de ces termes est le flux du gradient a travers le bord. Ainsi, on a:

Vi€V Y filV®,VP)) =) gi(®; ;)
i€ i€y
En d’autres termes, on a exactement la méme équation qu’en absence de bord :

Kf=Mg

Apres cette présentation du Laplacien obtenu par la méthode des éléments finis, nous allons nous inté-
resser a la facon de définir le Laplacien en calcul extérieur discret.

4.3.6 Laplacien du calcul extérieur discret

Sur la base des opérateurs vus au Chapitre 3, on peut définir I’équivalent discret de 1’opérateur de
Laplace-de Rham agissant sur les k-formes. Il est donné par : Ay = dy_10 + O 1dx. Dans cette these,
on ne s’intéresse qu’au laplacien sur les scalaires : A = Ag. Comme & et dy ne sont pas définis (et donc
choisis nuls par convention), Ag = d;dy = *0 ! le *1 dyp et ses coefficients sont donnés par :

cot(Py.ij) + cot(By,i) : (Ao)’::—Z(AO)j

||l ;

(M) =

66



4.3. Laplaciens discrets et discrétisés sur un maillage

ol f ;; est ’angle au sommet k (opposé a I’aréte i) dans le triangle ijk. Pour les surfaces avec bords, si
I’aréte ij est sur le bord, le coefficient (Ao)lj correspondant n’aura qu’un terme cot correspondant au seul
triangle basé sur i, et le calcul de || xi|| devra prendre en compte le fait que cette cellule est coupée par le
bord. Cela correspond a la formulation P; en éléments finis avec des conditions aux limites de Neumann,

a I’exception d’une différence mineure.

Remarque 4.3.1 (Coefficients de masse) Dans le calcul extérieur discret, I’étoile de Hodge *( corres-
pond a la matrice de masse M des éléments finis P,. Cependant, les coefficients de xq (aires des cellules
duales) sont légerement différents des poids calculés par les éléments finis avec condensation de masse
(aires des étoiles Sty (i) des sommets i). Cette différence vient du fait que les fonctions ®' de la base P
ont pour support Sty(i). En revanche, le calcul extérieur discret est basé sur un schéma mixte éléments
finis/volumes finis et ces volumes finis sont ceux des cellules duales.

Le Laplacien A ainsi défini (on ne met pas I’indice O puisqu’on ne s’intéressera qu’au Laplacien scalaire
dans cette theése) est connu pour avoir toutes les propriétés désirées sur un maillage qui admet un dual
circoncentrique [Wardetzky et al. 2007a], a part qu’il perd (en tant que matrice) la symétrie de son équi-
valent discret : A # Aj. (il ne perd pas la symétrie en tant qu’opérateur). On retrouve cette structure de
symétrie matricielle de la méme facon (mais encore plus simplement) qu’en éléments finis. Comme on
I’a dit, I’étoile de Hodge *q joue le role de matrice de masse, c’est a dire qu’elle est 1a matrice du produit
interne (cf Chapitre 3), puisqu’on a (®;, ®;) = (®;)7 %o ®;. Contrairement 2 ce qu’on avait vu dans la
méthode des éléments finis, cette matrice est déja diagonale, donc on n’a méme pas besoin de faire une
condensation de masse, mais une simple normalisation :

Cbi = *(;1/2<Di

ou @ est maintenant la base canonique des O-formes : ®; = 1 au sommet i et 0 aux autre, et (P;) est la
base canonique normalisée. Dans la base (®;), le Laplacien A est maintenant symétrique, et il est donné
par :
!
= 12, —1)2 12 1 12 cot 3 +cot 3;;
A=xy 0y = =k P dl o dowy P A= U (4.12)
[ [[[ ]

Cette symétrisation est faite pour préparer les matrices a un calcul de leurs valeurs propres, puisqu’un
tel calcul est plus efficace et offre des garanties (valeurs propres réelles, vecteurs propres orthogonaux).
Avant de conclure ce chapitre, on va discuter deux aspects des Laplaciens discrets :

— Lalocalisation du Laplacien P; (le plus utilisé)

— Les conditions auxquelles un Laplacien discret a toutes les propriétés du Laplacien continu.

4.3.7 Localisation du Laplacien P; par le graphe mixte

Des qu’on dispose d’une interpolation pour une fonction définie sur une surface triangulée, on peut se
demander s’il est possible de calculer explicitement son Laplacien (dans le cadre continu). Malheureu-
sement, les interpolations P, ne sont en général que Cy de sorte qu’elles manquent de régularité pour
faire ce calcul explicite. Toutefois, nous avons facilement acces a I'intégrale du Laplacien sur un sous

domaine de la surface par :
/ Af = Vfn
Q 20

ol n est le vecteur normal a2 dQ (plongé dans la surface). Cela va nous permettre de localiser les Laplacien
P, des fonctions définies sur des surfaces triangulées. Pour ce faire, nous allons définir les graphe mixte
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S A
[[] 5 ) Avi K =+
SO

FIG. 4.2 — Une surface triangulée (noir) et son graphe dual (vert), les graphes mixtes pour s = 1/5 (bleu)

et s =4/5 (rouge).

comme la somme de Minkovsky des graphes primaux et duaux (voir Figure 4.2) :

M*t(s)=(1—s)M+sxM

ol s est un paramétre d’échelle qui varie de 0 (M*(0) =M) a 1 (M*(1) = xM). Dans le graphe mixte,

nous avons trois types de cellules :

1. [i"] = (1 —s)[i] + s[xi] sont les cellules duales des sommet, mis a I’échelle par s.

2. [ij*] = (1 —s)[ij] + s[*ij] est un rectangle aligné avec les arétes ij et leurs duales *i j, de longueur

(1=s)[lijl] et de largeur s|| x ij|| = s(cot(Br.i) + cot(Br,i))I[ij] -
3. [ijk™] = (1 —s)[ijk] + s[xijk] est un triangle mis & I’échelle par (1 —s).

Toutes ces cellules sont de dimension 2. Ce qui est intéressant est d’étudier le comportement de 1’inté-
grale du Laplacien sur ces cellules quand s tend vers O et s tend vers 1, puisque la dimension des cellules

change aux limites.
Dans chaque triangle i jk, le gradient est constant :

|| fio+ k|- fi + kil £

Viik= -
Y 2|[ijk]|
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Cellule it it | ijkt
Laplacien intégré | s I-s | O
Laplacien moyen | 1/s | 1/s | O

TAB. 4.1 — Ordre de grandeur du Laplacien intégré et moyen sur les cellules mixtes.

Dans le calcul des intégrales de gradients, on retrouve plusieurs termes de la forme :

ikl ikl ik cos(B) ki)

— = = cot(Bixi) =def Ciki
Mk TIATK] MR sin(y) — COMVPia) Zder i

ot f3j i est I’angle au sommet j dans le triangle ijk. Pour intégrer le gradient le long d’une aréte duale
*iJ, on doit la séparer entre les deux triangles :

/ Af = Vin
[xij] d[*ij]

= ([N GV fijie + D) GV fa) -7/ 1] 7
= (cx,ijVfiji +c1jiV fiir)-| i

o TSt kil Vil L i L
i k]l b 1jil]

=2k (= fi+ fi) +2s.c0,ji(f; — fi) = 2(cwij+ i) (fi — £i)
qui sont les poids cotangente. En intégrant sur toute la cellule mixte [i*], on obtient :

/“Af Vin=s Y L

d[i*] ijesn (i)

Sur [ij 1] 'intégrale de V f.n le long des arétes du rectangle paralleles a [xi j] se simplifient, donc il reste :

) Afz/,_ Vin= (Vi — V) (1—s)ijl* =
[ij*] alijt]

ik Lot gy L S Y
2/[ih] 2 il |

o N\r o ) .2 fk . fl
(I—S) <(CJJ[ CJakl)fl—i_(Clyl] Clsjk)f]+|l.1’ (2|’l]k| 2||]ll”>)

Et enfin comme V f; . est constant sur i jk :
Af = / Vfn=0
[ijk] d[ijk+]

Les ordres de grandeur du Laplacien intégré et de sa moyenne sur une cellule mixte sont données dans la
Table 4.1. On voit que le Laplacien moyen tend vers oo quand s tend vers O sur i et ij*, et qu’il est nul
a I'intérieur des triangles. Cela signifie que le Laplacien est localisé sur les arétes primales du maillage
M. Ainsi, I’intégrale du Laplacien sur n’importe quel sous ensemble Q C [M] ne dépend que des arétes
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de M qui sont dans Q. En d’autres termes, le Laplacien est une distribution sur les arétes, donnée par une
constate sur chaque aréte :

. iy Ji fi
L(ij) = (cjiu—cjui) fi+ (ciaj— cip) fi+ i (2Hiﬂ<H 3]
et I’intégrale sur € est alors :
eNQ
/Af:/ Le)=) UL(e)
o anié) s lell

En calcul extérieur discret et dans la méthode des éléments finis (P;), on cherche le Laplacien d’une
fonction dans le méme espace que cette fonction, alors qu’on voit bien ici que le Laplacien a une structure
tres différente. Cette distribution de Laplacien est donc reprojetée sur I’espace dans lequel on cherche le
résultat. Dans le cas des éléments finis Py, il est simplement reprojeté sur les fonctions P; :

/Afcb" =1/2 Y L(iv)

vesSt (i)

Ceci correspond a la condensation de masse, puisque la projection suppose que la base est orthogonale
alors qu’elle ne I’est pas. Dans le cas du calcul extérieur discret, il est projeté sur les constantes par
morceaux sur les cellules duales, et cette valeur intégrale (2-forme) est transformée en valeur moyenne
(0-forme) en divisant par I’aire de ces cellules duales, ce qui est un autre moyen d’interpréter la différence
entre les termes de masse en éléments finis P; et en calcul extérieur discret.

4.3.8 Limites d’un Laplacien discret

Nous finissons ce chapitre avec la présentation de certaines limites connues a la discrétisation du Lapla-
cien, exhibées dans [Wardetzky et al. 2007b]. Ces limites concernent quatre caractéristiques du Laplacien
continu :

1. Précision linéaire : le Laplacien est nul pour les fonctions linéaire
2. Symétrie : le Laplacien est un opérateur symétrique : il vérifie (Af,g) = (f,Ag)

3. Extrema : une fonction harmonique (de Laplacien nul) ne peut pas avoir d’extrema ailleurs que sur
la frontiere de son domaine de définition.

4. Localité : La valeur du Laplacien d’une fonction f en un point x ne dépends que des valeurs de f
dans un voisinage arbitrairement petit de x.

Pour la matrice du Laplacien discret, cela se traduit par :

1. Précision linéaire : };A! = 0 ce qui est toujours le cas dans nos définitions méme les plus géné-
riques du Laplacien discret.

Ltrio - AJ — Al
2. Symétrie : Aj = A}
3. Extrema : A{ > 0.
PR RPN o R .
4. Localité : A} =0siij ¢ & (ij n’est pas une aréte du maillage).
En pratique, il n’est possible de construire un Laplacien avec ces propriétés que si le maillage admet un
dual orthogonal. S’il n’en admet pas, I’une de ces conditions ne peut pas étre remplie. C’est un obstacle

majeur a la construction de Laplaciens. En particulier, la méthodes des éléments finis et le calcul exté-
rieur discret ne peuvent garantir la propriété d’extrema (a cause de leurs poids éventuellement négatifs).
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Toutefois, contrairement a la plupart des autres approches, ils assurent la convergence du Laplacien, dans
le sens ou, si f;, tend vers f alors Af; tend vers Af. Nous avons également un autre moyen de contourner
I’ obstruction : la condition de localité. En fait, dans la définition de la localité dans le cadre continu doit
s’entendre au sens géodésique (la mesure de la localité se fait par rapport a la métrique de la surface),
alors que I’obstruction donne une définition de la localité fondée sur la connectivité. En fait, la condition
de localité devrait étre considérée au sens de Voronoi : deux points ne devraient étre considérés comme
voisins que si leurs cellules de Voronoi (plongées dans la surface) sont adjacentes. Cela conduit a la
définition d’une connectivité utilisée pour calculer le Laplacien différente de celle de la surface. Pour
aller encore plus loin, nous pourrions imaginer discrétiser une fonction sur une surface d’une maniere
completement indépendante du maillage de cette surface. Par exemple, on pourrait introduire des points
de controles répartis de facon homogene sur la surface, et dont on construirait la triangulation de Delau-
nay. Cela permettrait d’installer une base de fonctions plus indépendante de la qualité de la discrétisation
de la surface. Nous n’avons pas exploré cette idée plus profondément, mais des que la triangulation est
Delaunay, cela assure que Laplacien n’a pas de termes négatifs, et ce sans modifier le maillage de la
surface.

4.4 Conclusion

Discrétiser le Laplacien sur un maillage est une question qui doit étre traitée avec le plus grand soin,
en fonction des propriétés que nous souhaitons pour le Laplacien discrétisé. La méthode des éléments
finis et le calcul extérieur discret sont les approches les mieux justifiée le sens ou elles garantissent
la convergence sous certaines conditions. Méme si nous travaillons sur un maillage fixé (que nous ne
voulons ou pouvons pas modifier), la convergence est importante, car elle garantit que le Laplacien ainsi
défini est indépendant du maillage. Nous entendons par 1a que si la résolution du maillage est variable,
seule la résolution du résultat va changer, mais pas sa forme générale. C’est la raison pour laquelle
nous utiliserons seulement des discrétisation convergentes au lieu de Laplaciens purement discrets. Les
inconvénients de ces discrétisations (poids négatifs) ont été mentionnés dans la sous-section précédente,
mais on a proposé des moyens pour les contourner.

L’existence d’un "bon" Laplacien est étroitement liée a la qualité du maillage lequel il est défini. Cela
conduit a envisager que la définition d’un "bon" Laplacien (et d’une "bonne" base de fonctions pour le
calculer) doit plus s’abstraire de la structure du maillage. C’est pourquoi la derniere partie de cette these
porte sur les méthodes de calcul des paramétrisations quad qui peuvent servir d’espace de base pour
définir de meilleures bases de fonctions, permettant de calculer un Laplacien avec de bonnes propriétés,
quelle que soit la qualité du maillage.

Pour I’instant, nous allons laisser de c6té ces considérations et nous concentrer sur les Laplaciens expli-
cités dans cette section pour construire de nouvelles bases de fonctions qui ont de nombreuses propriétés
intéressantes : les fonctions propres du Laplacien, que nous appellerons harmoniques variétés.
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Introduction

Avec I’avenement des technologies d’acquisition d’objets en 3D, on dispose maintenant facilement de
représentations informatiques d’objets réels. Cependant, 1’acquisition peut présenter une certain bruit
qui doit étre filtré. De fagon plus générale, on peut chercher a atténuer certains détails (c’est a dire
certain niveaux de résolution) tout en en exagérant d’autres. Dans son article fondateur [Taubin 1995],
Taubin a montré que le formalisme du traitement du signal peut étre appliquée avec succes a la géométrie
numérique. Son approche est basée sur les similitudes entre les vecteurs propres du Laplacien de graphe
et la base fonctions utilisée dans la transformée de Fourier discreéte. Cette base de fonctions de Fourier
permet a un signal donné d’étre décomposé en une somme d’ondes sinusoidales de fréquences de plus
en plus élevées. Taubin utilise cette analogie comme un outil théorique pour concevoir et analyser des
approximations de filtres passe-bas. Plusieurs variantes de cette approche ont été ensuite été suggérées,
comme on le verra ci-dessous.
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B MHT
> i@l (el 5 B |

F1G. 5.1 — Etapes principales de notre méthode : A : Calculer la base d’harmoniques variétés (MHB pour
Manifold Harmonics Basis) de la surface triangulée. B : Transformer la géométrie dans 1’espace fréquen-
tiel en calculat sa transformée spectrale (MHT pour Manifold Harmonics Transform). C : Appliquer un
filtre sur la géométrie dans 1’espace fréquentiel. D : Revenir dans 1’espace géométrique en appliquant la
MHT inverse.

Dans ce chapitre, nous présenterons les harmoniques variétés (Manifold Harmonics), qui sont définies
comme étant les fonctions propres du Laplacien sur un maillage. Les concepts vus dans la premiere partie
de cette these, ainsi que le chapitre précédent sur les Laplaciens serviront de fondements théoriques
permettant de définir les multiples harmoniques. Nous présenterons ensuite le schéma numérique que
nous avons utilisé pour calculer explicitement un grand nombre de fonctions de base. Ce schéma permet
de repousser les limitations antérieures de plusieurs ordres de grandeur. La principale application des
harmoniques variétés sur laquelle nous allons nous concentrer est la généralisation de la transformée de
Fourier et de I’analyse spectrale sur une surface triangulée. Nous allons appliquer cette analyse spectrale
généralisée au filtrage de la géométrie, de I’éclairage et des couleurs. Enfin, nous examinerons d’autres
applications pour cette base.

Au lieu de n’utiliser 1’analyse de Fourier que comme un outil théorique pour analyser des approximations
de filtres, notre idée est de la généraliser pleinement sur les surfaces triangulées, et de 1’utiliser pour
construire un outil de filtrage interactif. Notre chaine de traitement est similaire a celle décrite dans
[Pauly and Gross 2001] pour les nuages de points. La principale différence est que nous ne nécessitons ni
segmentation, ni ré-échantillonnage : la transformée de Fourier est calculée directement sur le maillage.

Plan du chapitre

Nous commencerons par un bref état de ’art des travaux antérieurs dans le domaine du filtrage des sur-
faces dans la Section 5.1. L’analyse de Fourier sera ensuite rappelée et étendue aux surfaces triangulées
(Section 5.2). Cette extension nécessite de définir une base d’harmoniques variétés (MHB pour Manifold
Harmonics Basis) dont nous donnerons une interprétation. Equipés de ce nouvel outil, il est alors facile
de généraliser le filtrage spectral aux surfaces triangulées par I’intermédiaire d’une transformée spectrale
(MHT pour Manifold Harmonics Transform) d’'une MHT inverse. Ces transformées permettent de passer
de I’espace géométrique a I’espace fréquentiel (Section 5.3). Nous allons finalement expliquer comment
calculer efficacement la MHB en la pratique, et comment mettre en oeuvre un traitement spectrale expli-
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cite de la géométrie (Section 5.4). Enfin, nous montrerons des résultats de la méthode de filtrage dans la
Section 5.5 avant de conclure dans la Section 5.6.

Les étapes principales du filtrage spectral sont présentées dans la Figure 5.1 :

— A : Etant donnée une surface triangulée avec n sommets, calculer une base de fonctions H*,k=1...m
que I’on appelle Manifold Harmonics Basis (MHB). Le k-ieme élément de la MHB est une fonction
définie par ses valeurs hi-‘ au sommet i ;

— B : une fois la MHB calculée, transformer la géométrie dans 1’espace fréquentiel en calculant la
Manifold Harmonic Transform (MHT) de la géométrie, c’est a dire les trois vecteurs de coefficients
[£1,%2, - .- %o, [F1,52, - - - Im)» €L [Z1,22, - ).

— C : appliquer un filtre F(®) dans ’espace des fréquences en multipliant chaque (%, V¢, Zx) par F (@),
ol ay est la fréquence associée a H* ;

— D : enfin, retransformer 1’objet dans I’espace geometrique en appliquant la MHT inverse.

Contributions

— Nous formalisons le probleme de trouver les fonctions propres du Laplacien et fournissons une inter-
prétation de ces fonctions propres.

— Nous étendons explicitement les notions de transformée de Fourier et de filtrage spectral aux surfaces
triangulées.

— Nous proposons une méthode numérique efficace pour calculer les vecteurs propres de la matrice du
Laplacien symétrisée, qui repousse les limites actuelles (quelques milliers de sommets) de plusieurs
ordres de grandeur (jusqu’a un million de sommets). La symétrie assure que ces fonctions propres
forment une base orthonormale appelée (MHB) dont les valeurs propres sont réelles et positives.

— Une fois la MHB calculée sur une surface triangulée, le filtrage spectral sur celle-ci devient interactif.
Nous le démontrons appliqué a la géométrie, a I’éclairage et aux couleurs.

Cette approche présente des points communs avec le traitement du signal avec des harmoniques sphé-
riques et la transformée en cosinus discrets. La différence principale avec notre approche est que nous
n’avons pas besoin de rééchantilloner notre surface initiale. Cependant, la MHB dépend de cette surface,
et nécessite donc d’étre précalculée (étape A). Une fois que la MHB est connue, les étapes suivantes
peuvent étre effectuées de fagon trés rapide. Cela permet a la solution d’étre mise a jour de facon inter-
active lorsque I’utilisateur modifie le filtre F(®).

Ce travail a été publié¢ en anglais dans le journal "Computer graphics forum" sous le nom "Spectral
geometry processing with Manifold Hamonics" [Vallet and Levy 2008], et a été présenté par I’auteur a la
conférence Eurographics 2008. Nous en reproduisons ici une version allégée de sa partie théorique (qui
a été reprise et étoffée dans les chapitres précédents).

5.1 Previous Work

The eigenfunctions of the Laplacian are known to define a Fourier-like function basis, that can be used
to define spectral analysis on manifolds. We will present an overview of previous works related with
spectral analysis and filtering.

Laplacian based Geometric "' : A Laplacian-based geometric filtering method was recently proposed
[Kim and Rossignac 2005] and was applied to a wide class of filters (e.g. band-exaggeration). This me-
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thod combines explicit and implicit schemes to reach the different frequency bands involved in the filter.
In comparison, our method can use arbitrary user-defined filters, and offers in addition the possibility of
changing the filter interactively.

Geometric filtering through energy minimization : Other approaches to geometric filtering are based
on energy minimization (e.g. [Mallet 1992]). These methods are called discrete fairing in [Kobbelt 1997,
Kobbelt et al. 1998], in reference to their continuous-setting counterparts [Bloor and Wilson 1990]. Re-
cently, a method was proposed [Nealen et al. 2006] to optimize both inner fairness (triangle shapes) and
outer fairness (surface smoothness), by using a combination of the combinatorial Laplacian and the dis-
crete Laplace-Beltrami operator.

Spectral transform : To directly implement the spectral transform on manifolds, several methods
consist in putting the input surface in one-to-one correspondence with a simpler domain [Zhou et al. 2004],
or to partition it into a set of simpler domains [Lee et al. 1998, Pauly and Gross 2001] on which it is ea-
sier to define a frequency space. Note that these methods generally need to resample the geometry,
with the exception of Mousa et al. [Mousa et al. 2006] who directly compute the Spherical Harmonic
Transform of a star-shaped mesh. It is also possible to extract the frequencies from a progressive mesh
[Lee et al. 1998] and avoid resampling the geometry by using irregular subdivision [Guskov et al. 1999].
Finally, an original approach is presented in [Sorkine et al. 2005] that computes "geometry aware" basis
functions, defined as solutions of some least-squares problems. Our method computes the frequency-
space basis functions as eigenvectors of a symmetric matrix, for a surface of arbitrary topology without
needing any resampling nor segmentation.

5.2 Spectral Analysis on Manifolds

Manifold harmonics (also called shape harmonics) are defined as the eigenfunctions of the Laplace
operator. This section starts by recalling the familiar Fourier analysis to justify the choice of the eigen-
functions of the Laplace operator to generalize this setting to arbitrary manifolds. We will then explain
the min-max principle which provides a nice interpretation of the MHB.

5.2.1 Fourier Analysis

As in Taubin’s article [1995], we start by studying the case of a closed curve, but staying in the continuous
setting. Given a square-integrable periodic function f : x € [0,1] — f(x), or a function f defined on a
closed curve parameterized by normalized arclength, it is well known that f can be expanded into an
infinite series of sines and cosines of increasing frequencies :

noo H2k — in(k
R WO IR 6.

where the coefficients f; of the decomposition are given by :

Fo= (f,HY) = /0 ) HE () dx (52)
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and where (., .) denotes the inner product (i.e. the “dot product” for functions defined on [0, 1] that enables
projecting onto a function basis) The "Circle harmonics" basis H* is orthonormal with respect to (.,.) :
(H* H*) =1, (H* H') = 0if k # L.

The set of coefficients f; (Equation (5.2)) is called the Fourier Transform (FT) of the function f. Given
the coefficients f;, the function f can be reconstructed by applying the inverse Fourier Transform FT~!
(Equation (5.1)). Our goal is now to generalize these notions to arbitrary manifolds. To do so, we can
consider the functions H* of the Fourier basis as the eigenfunctions of —d?/dx? : the eigenfunctions H>*
(resp. H***1) are associated with the eigenvalues k” :

d2H?(x)

o2
To extend this construction to arbitrary manifolds, we need a generalization for both inner product (., .)
and second-order derivative 3% /dx?. The issue of generalizing the inner product on a mesh in both FEM

and DEC settings was tackled in the first part of this thesis. The generalization of the second order
derivative is the Laplacian, and its generalization to meshes was studied in the previous chapter.

= k?sin(kx) = kK>H*(x)

Based on these solid theoretical foundations, we can now generalize the Fourier basis on a manifold by
finding the eigenfunctions of discrete Laplacians.

5.2.2 Intern approximation for Laplacian eigenfunctions

Let V() be a Hilbert space on a surface . with dot product (.,.). The eigenfunctions and eigenvectors
of the Laplacian A on . are the non-trivial solutions of the problem :

Find f € V(.¥),A € R* such that —Af =Af (5.3)
where A is real, and f € V(). Problem (5.3) has the variational formulation :
Find f € V(7),A s.t.(=Af,8) = (Vf,Vg) = A(f,g)Vg € V() (5.4)
Let V,, be a finite dimensional subset of V of dimension n. The intern approximation of problem (5.4)
relative to V,, is the problem :
Find f € V,(Y),A s.t. (Vf,Vg) =A(f,g) Vg€ V,(¥) (5.5
Once again, this is a double approximation :
1. We restrict the solution we look for (f) to be in V,,

2. We restrict the test functions (g) to be in V,,

and the Lax Milgram theory exposed in Chapitre 2 ensures the convergence of this approximation under
the appropriate conditions. We will now apply the intern approximation to a mesh to build the Manifold
Harmonics Basis (MHB).

5.2.3 Manifold Harmonics Basis (MHB)

Let M =< ¥, &,.% > be a connected orientable mesh, and {CIDi}izl,,n a function basis on M such as
the interpolating function basis that we defined in Part L. If we call & = (®!,...,®") Any function f €
V(M) = span(®') writes f = ®f = Y, ®'f;, and (5.5) rewrites :

Vi, (VOf V&) = A (Df, &) (5.6)
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or in matrix notation :
Vj, Kof=AMsf 5.7

where K¢ and Mg are the stiffness and mass matrix defined in the previous chapter. In the FEM setting,
we do a lumped mass approximation on Mg by replacing it with a diagonal matrix Mg as explained
in the previous chapter. In the DEC setting, we get the same matrices as in P, FEM, except that the
lumped mass matrix Mg is replaced with . By normalizing the basis (see Section 4.3.3), we find that
the eigenfunctions H/ of the Laplacian relative to @ are defined by the eigenvectors of the symmetric

normalized Laplacian Ag = My, 1 2K My 1z,

Agh* = 4, b

Given that Ag is symmetric, we can compute its normalized eigenvectors {hk} which form an ortho-
normal basis of R”". We call Manifold Harmonics basis (MHB) the corresponding basis of functions

{H* = dh* = DM, SV2pk = oht }. An example is shown in Figure 5.2. The MHB is orthonormal with
respect to the inner product by construction. This property is important to define the associated trans-
forms, as explained below.
To summarize, the computation of the MHB can be done in the following way :

1. Assemble the symmetrized discrete Laplacian Ag, = My, el 2K Mg 1z .

2. Compute its eigenvectors (h*) (see Section 5.4) ;

3. Map them into the canonical basis : (h*) = (M, 1 Zl_lk), such that the Manifold Harmonics Basis
(MHB) is the basis of function :
H* = oh* = bt

Finally, to gain insight on what these basis functions are, we are going to present the min-max principle,
allowing for an intuitive interpretation of these function basis.

5.2.4 Interpretation of the MHB

Consider the problem of finding the smoothest unit function on ., i.e. the function minimizing the Diri-

chlet energy E(f) = [ ||Vf]|> =< V£,V f > under a normalization constraint HfH%2 = [, ||VfI]> =<
f,f >=1.In both FEM and DEC formalism, this problem has Lagrangian :
LA =FKE—A(FMf—1) (5.8)
which fixed points are given by :
0 0
= KfF—-AMMF=0 — =fMf—1=0
af ar

The first equation is exactly (5.7), and the second is simply a normalization condition, which means that
the fixed points of the Lagrangian are precisely our manifold harmonics (normalized eigenfunctions of
the Laplacian) and that the eigenvalues are the corresponding Lagrange multipliers at the fixed points.
As these solutions satisfy Kf = AM f, we have f'Kf = Af'Mf = A, E(f) is minimum for the smallest
eigenvalues. This means that if we sort the basis functions by increasing eigenvalue, each basis function
minimizes E(f) (achieves maximum smoothness) in the subspace orthogonal to the span of previous
ones. For instance, the first basis function is the smoothest unit function, which is the obvious constant

solution f{) = .= =1/4/5 JM] A% = 0. Then the second basis function is the smoothest unit
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Ny o g
- —

FI1G. 5.2 — Some functions of the Manifold Harmonic Basis (MHB). Note the similarity with the sine
products used by the DCT.

function in the subspace orthogonal to constants (subset of functions of null mean), which is usually
called the Fiddler function, and so on.

If these functions are used to approximate a given function, this means that the smoothest components
of the function will be 